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Y BonI

Y TpeHyTKy KaJa je IPEBHU YOBEK yCMepPHO IOrjen Ka HeOy M Oma3uo NPaBUIIHOCT Y
KpeTamy HeOeCKUX Tesa, HACTAJA je jeqHa O HajcTapujux HayKa - acmporomuja. Bpe-
MEeHOM cracaBa (M OICTaje) maeja O KOCMOCY, HerOBOj OECKOHAUHOCTH, a Ca HOM U
BepoBame Ja je CBeT caspweno ypehen. OBakBy mpencraBy cBeMupa HOTBpDhyje u mosHa-
Ta AHTUYKA CJIUKa IO KOjO] 3Be3le U IJIAHETE JIeKE Ha KPUCTAJIHUM cepaMa, a CBAKO

BUXOBO IOMEPAaKke MPOU3BOAU HEUYJHY MY3UKY KOja YIOTIYHYje XapMOHUjY BaCUOHE.

Mebyrtum, acTpoHOMCKa mOCMATpama HapyIIaBaja Cy OBY WUAWJIWYHY CJIUKY jAaCHO
yka3yjyhu Ha cucTeMaTcka OACTyIAma O CABPIIEHO KPY:kHuUX opouTta. [Touerkom XV IT
BeKa HeMadyku acTpoHoM JoxanH Kemnep oBo 'HeoOwyHO moHamame (GOPMyNUIle y TPU
jemIHOCTaBHA 3aKOHA, IO KOjUMAa Cy MIyTambe IIAHETA EAUNMUYHE, 8 He NUKINIHE U elu-
OUKJINYHE KAKO CE PAHUje BEPOBAJO. AHAIUTUYKY U (U3NUKY WHTEPIPETALN]Y OBAKBUX
nyrama mao je VMcax HbyTH HekonmKO meneHuja KacHUje Yy CBOM MPOCIABHLEHOM HEITY
Philosophise Naturalis Principia Mathematica. HbyTa je mora3zao ma miamere, Ka0 1 OCTaJIA
Hebecka Tesna He 'npske’ HUKAKBe KPpUCTAJIHE cdepe, Beh ynueepsaasnu 3ax0Hu 2pasumanije
U3 KOjUX Ce JIaKO M3BOJE eJUITUYHE IyTame miaHera. Mmak, myrama Mecena, xoju je
U3J0:KeH rpaBuranuonoM yrtunajy u CyHma u 3emibe Ouia je NPUMETHO Apyraduja Of
Kenmnepose, a EbyTHOBe jemnaumbe Ccy 3a OBy BPCTY KpeTama UMaJie MIPUINYHO 3aMPIIEH
00K KOju HUje BoamO no pemema. OBaj mpobieM, MO3HATUJU KAO NPodAeM MPU MEAG
npeacraBiba y crBapu ynpomhen momesn CyHUEBOr CUCTEMa, T€ O HEMOBOM 3HAUAjY 3a
aCTPOHOMMU]Y HUje MOTPeOHO MHOTO roBopuTu. PemaBameM mpobiema Tpu Tesia 6aBuIu
cy ce mHOrU MaTtematudapu, Mmehy kojuma he ce uahu u Ojnep, Jlarpamx, Jlanmac, [ayc,

TMoenkape... Aau mUXOBa Cy pemema OuUiia WiIn TPUOIMKHA UIU CY CE€ OMHOCUIA CAMO
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Ha HeKe cIelnujaJHe ciaydajeBe. Yak u maxHac, kana cy 300r HyMEPUYKUX U COPTBEPCKUX
ajlaTa padyHCKe MoryhHocTu najieko Behe, KOMIUIETHO pelneme npobieMa TpU Teja jOoIl
yBek He mocToju. Anm Ge3 063upa Ha Ty UMIBEHUIY, C IIyHUM OPaBOM MO:xeMo pehu
Ia je oBa moTpara O TPU ¥ IO BeKa YIPTaJa Pa3BOjHU IyT jeqHE HOBE MATEMATUYKE

IUCIIUILIVHE - meopuje nopemehaja.

OcHoBHE mojaMm Teopuje mopemehaja cy TaKO3BAHU K8A3U-UHMEZPAOUAHU TAMUATNOHU-
JaKCKU cucmemu, TO JeCT CUCTEMU KOjU Ce He3HATHO PA3JIUKYjy o1 nHTerpabunnux. Mako
Cy OICTyNama O MHTErPaOUIHUX AIIPOKCUMAIja MaJa, BUXOBa AUHAMUKA j€ U3y3€THO
cloykeHa. Y HOBUje BpeMe 3HauajaH NONPUHOC PelaBamhy KBA3U-UHTErPAOUIHUX CUCTEMA
nase cy ase teopeme: KAM reopema m teopema Hexopomesa. Csaka Ha CBOj HAUWH,
y3 onpebene ycioBe, naje omeHy cTabUIHOCTH cuUCTEMa KoOjer mocMmarpamo. lIpumenom
oBux mBajy teopema Ha CyHueB cucreM, TpuUbOIMEUIM OUCMO Ce€ OArOBOPY HAa CTApO
muTame O HeroBoj crabumnoctu. MebDyTum, Behi Ha mpBOM KOpakKy, KOju moapa3yMeBa
POBEPY YCJIOBA TEOPEME Yy jeTHOM CIOKEHOM IUHAMUUYKOM cucTeMy Kao mTo je CyHues,
Hauna3uMmo Ha npobiem. CTora, Kao HEKYy BPCTY IMPEIA3HOr PENICHa KOPUCTUMO Pa3He
MOOenEe NPOCMOPE HA KOjUMa Ce yCJOBU TeOpEeMe JIaKO IIPOBepaBajy, U Koju 360r cBoje
peJIaTUBHO jeIHOCTaBHE (popMe NO3BOJLABAjy MMPOK OICET HYMEPUUYKUX eKCIepUMeHaTa.
Jemam on TakBMX MOmesa, KOjU (UIYPHUIIE y BULY YETBOPOAUMEH3NOHE CUMIIJIEKTUYKE

Malle, ICIIUTAH je U Y OBOM pamy.

Kounenr Tese je cmemehm: Y npBoj riaBu mar je mpersien OCHOBHUX IOjMOBA U
HeUHUIMja XaMUJITOHMjAHCKOD CHCTEMa, NPU YeMy Cy HHTEerpabMIHM cucTeMu Hajle-
TaJ/pHUj€ ONMCAHU U WIYCTPOBAHU Ca [Ba NPUMEDPA PEANHOT KpeTama. KBasu-uHTErpa-
OuHM cucTeMu, IpobJiieMU y EBUXOBOM PEIIaBalkby W JIBE OCHOBHE TEOPEME XAaMUJITOHU-
jaucke mumamuke, KAM teopema (morsmasme 2.1) m Teopema Hexopomesa (moraasibe
2.2), ommcaHu Cy y APYroj riasu. 3a npuMeHy HexopomesibeBe TeopeMe MOTPEGHO je
Ia MHTerpabuiHa alpoKCcUManuja cucreMa Oyle HemereHeprcata ¢yHkiuja. Hexopomes
je moKa3ao Ja oBaj YCJIOB 3a,0BOJbABAjJY TaKO3BAaHE cmpme Pynryuje duja je nepuHUnmja
mara y morsaasimpy 2.2.1. Ilokaszao je Takobe ma KOHBEKCHE, KBa3U-KOHBEKCHE U 3-CTPYja
¢ yHKIMje, 3HATHO je JHOCTABHUjE Y (OPMyJIanuju, 3aI0B0ObaBa]y yciIoB ctpmocTu. [lopen
omuca AVHAMUKE KOjy IpenBubajy OBe ABE TeopeMe IaTe y Mmorjaassmy 2.2.2, mocebHa ma-

*Kba nocsehiena je penomeny TakosBane Aproadose Judysuje KOjy OMUCYjeMO y IOLIABILY
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2.3. CTpykTypy mpocTropa u ApPHOJIOBY MPEXY HyMEPUUKU AETEKTYjeMO moMohy Tako-
3BaHOr Op3or mummkaropa JbamyHoBa kKoju je nmedunmcan y norsasiy 2.4. Ilpse ase
riaaBe, DaKJIe Najy OMUC TEPMUHOJIOTHje, QUHAMUKE KO]Jy OYEKYjeMO y CKIALy Ca TEOPU-
jOM M HyMEpUYKHUX MeTona Koje ce y aucepranuju kopucre. Y tpehoj riaasu nepurHucax
je MomIeJs YeTBOPOJVMEH3UOHE CUMILIEKTHYKE Malle KOjy WUCIUTYjeMO U AHAJIUTUYKAM U
HyMEPHUYKMM MeToxaMa ca Iu/beM Ja ce norBpae HexopommeBi/beBa ouyekuBama O yTU-
Iajy CTPMOCTU Ha cTabmiusanujy cucreMa. VIHTEH3UTET CTPMOCTH Ce Ha OBOM MOJIEIy
J1aK0 momemasa BapujanujoMm oxpebenor mapamerpa (m). 3a meT pasnTUUUTHAX BPETHO-
CTU mapaMerpa CTPMOCTH 1 MEDPeHa je MpoMeHa koeduimjenata audysuje (y mOraaBiby
3.5) y omnocy Ha mapamerap nopemehaja £. PesyaraTu oBOr ekcnepuMeHTa DaTH Cy y
noraaBmy 3.6. Y ApPYyromM eKCIepuMeHTy, Ha CHUCTEM MPOMEHJLUBUX j€ TMPUMEHeHa Oape-
Dena kaHoHCKa TpaHchopManuja (Yuju je CMUCAO ONMCAH y HOTJaBby 3.7.2) a 3aTuMm
je 3a ¢urcmpany BpenHoct nopemehaja € Mepena mudysuja Kao (QyHKOUja IapaMeTpa
crpmoctu m. Pe3yiararu OBOTI eKCIEpPHMEHTa M3JIOKEHU Cy y HOTIABBY 3.7. 3aKibydIu
U3BENEHU U3 NOOUMjeHUX Pe3yJTaTa OINUCAHU CYy Yy IOCJIEeNH-eM IOIJIaBILY.

W3 mepcrekTuBe naHame HAYKe, UAEjy O CTaOMIIHOM UM caBpIneHo ypeheHoMm Kocmo-
Cy 3aMeHMJIa je CIMKa jeIHOr XaOTWYHOI CBeTa, Yy KOjeM ce CKOpOo HumTa He kpelie 1o
CaBPIIIEHOM KPYTY, CABPIIEHO] €JIUICU, HUTHU je OUIIO KOja MyTamha CABPIICHO IePUOANYHA.
Wnak, moskna 6u Hac ycrnemna npuMena Hexopomesirese Teopeme Ha CyHues cucrem 6ap
MaJIo IPUOIMENIa OHOj CTAPO] CIWIM O XapMOHUjU CBETA, WM TA4YHUje, HerOBOj KBA3U-
XapMOHUjU.

Harama Tomoposuh

Beorpan, 2012.



sKenena 6ux ma ce 3axBasum np Macumunujany ['yiy ca Yuusepsurera y [lamoBu
KOJjU MU je MPEeIIIOKAO MOAEI YeTBOPOANMEH3NOHE CTPME CUMILJIEKTUYKE Male U Cyrepu-
cao ma ce npobaem crpmoctu mHyMepuuku ucnura. p Eiaenwn Jleru u np Kaoxy Ppemr-
sey ca Omncepparopuje y Humu 3axBamyjeMm ce Ha TexHuukoj momohwu. 3axBaibyjeMm ce
np Panery lMasnosuhiy (komentopy), ap 3opany Kuesxkesuhy u np Murey Kysmanockom
Ha Ta/KJbUBOM UNTABY W KOPUCHUM KOMEHTAPUMA BE3aHUM 3a TEKCT Te3e, Kao u Ppan-
IIyCKOM KyJATypHOM meHTpy y DBeorpamy koju Mu je omoryhwmo crymaujcku OGopaBak Ha
Omucepsaropuju y Humu. WcerpasxuBauku pam M3I0KEH y Te3W MOAP:KAH je O CTpaHe
MunucrapcrBa npocBere u Hayke penybiauke Cpbuje y okBupy npojexra 176011. Cso-

joj mopomumu caM 3axXBaJHA HA TOIIOj IIOIPIIIN.



XAMMNIJITOHNIJAHCKN CUCTEMMU

1.1 Ilojam m ocHOBHe neduHUIH]jE

XaMUITOHI)AHCKN CHUCTEM Ce€ NEe(PUHUIIE CHCTEMOM MU(PEPEHIUjaJTHUX jeTHAUYNHA IPBOT

pena
OH . oOH

- ) qi =
9q; " Opi

rae je H(p,q) xaMuiITORWjaHCKa GyHEMMja meduHUCAaHA Ha OTBOpeHOM cKymy D C RZ7

(1.1)

pi =

i =1,..,n, 3a Hekn npuponan 6poj n € N. 3a jemmaumne (1.1) ramkemo ma Cy ramua-
monujancke jeonavwune. IIpomenbuse ¢(qi, ..., qn,) C R™ cy remepanuzoBane xoopouname, a
p(p1,-.-yPn) € R™ omrosapajyhu momenmu. 3a omrosapajyhie mapose IpOMEHBUBUX P; U
¢; KaKeMO na Cy yaajammo KoMjyeosane . lIpocTop y kKojem cy jennauwmHe neduHuCcame je
[UMeH3Mje 2n U Ha3uBa ce @asnu npocmop, a IpuponaH 6poj n je 6poj cmenenu caobode.
Caku ckyn x = (p, q) koju 3am0oBosbaBa jenHaunse (1.1) je kanonuwku.

Arko ca Xy 03HAUMMO XaMUJITOHU]AHCKO BEKTOPCKO IOJbe XaMmuwiToHujaHa H: Xpg =

(OH oOH

—52, a_p)7 rana jemamaumne (1.1) mory na ce 3amumy u y ckpahieHoM 0GIUKy:

Jlako ce mposepesa na je Besa maMmeby Xamwmnrommjana H u Bexropckor noma Xp(z)
obnuka:
OH

OXyg = — 1.
H ox (1.3)



rze je () Gnok-mMaTpuna quMeHsuje 2n X 2n nepuHUCAHA Ca:

O 0o -1,
I, O
j QO l=0"=-0 je I, n- -
U 328 KO]y BaKU = = , DOK je I,, n- IMMEeH31OHa MATPUNA UACHTUYKOT IPECINKA

Bama. Marpuna () Ha3WBa ce MaTPULA CUMNAEKMUYKO2 UOEHMUMEMa. TPAHCHOPMAI]a
Y jemHOM M30JI0BAHOM MEXAHWYKOM CHCTEMY XAaMUJITOHUjaH OOMYIHO IPEICTABIbA YKYII-
HY EHEepTujy CucTeMa, TO jeCcT 30Up KUHETUYKE U IMOTEHIMjaJIHEe eHepruje. Y KOJIUKO
XaMUJITOHUjaHCKA (YHKIMja He 3aBucu ox Bpemena 0H /0t = 0, XaMUITOHUJAHCKY CUCTEM
je aymonoman. Y cyupotHoMm, Tj. axo je H = H(p,q,t), cucrem je HeaymoHoMaH.
Xamuamonujarcru mox P nepunMmeMo Ka0 BpeMEHCKY €BOJIYIUjy KOODIMHATA U MO-
MeHaTa. XaMUITOHUJAHCKA TOK TPAHCHOPMUIIE IIOYETHE KOOpAUHATE U MoMeHTe (Do, o)
HEKOT XaMWJITOHMjaHCKOr cuctema H 3a Bpeme t y koopmunate (pi,q:) Tj. P4 (po,qo) =
(pt,qt), mox XammaTorujan cam mo cebu ocraje mempomemer: H (P4 (po,qo)) = Heonst-
Ilpyrum peurnMa, XaMUITOHNUjaH y IOYETHOM TPEHYTKY jeHAK je XaMUJITOHUjaHy y OniIo
koM apyrom tpenyTtky H(po,qo) = H(pt,q:), 1 oBa penamuja ce ONHOCU HA CBE MOYETHE
ycaose (po,qo) n3 momeHa D m CBAKM BPEMEHCKM MHTepBaJ t Takas ma (p:,q:) € D. C
063upoM ga XaMUITOHUjAH OArOBapa YKYIHO] €HEePruju CUCTEMA, KOHCTAHTHOCT XaMUJI-
TOHMjaHA je 3aIpaBo IOCIEUIa 3aKOHA O OUYyBamy €HEpruje.
XaMUITOHU]AHCKM TOK 4yBa 3anpeMuny. CBaKy MHUNM]AJHU HOTIPOCTOP AUMEH3U]e
m rae je m < n He MOXKe Ia KoJjJabupa y NPOCTOp Yrja je AUMeH3Mja Mama Ol M, HUTU
a ce mpoumpu y OWI0 KOjU APYyrW HOTHPOCTOp uuja je mumensuja sefia om m (Jlu-
yBuioBa Teopema). Takobe, BaskHA KApAKTEPUCTHKA XAMUJITOHWjAHCKOT TOKA jecTe ma
YyBa CUMIJIEKTUYKY CTPYKTYPY KOODIMHATA; 3a& CBAKW TPEHYTAaK ¢ Ba)KWU Aa CY OArO-
Bapajyhie koopmunare (p;,q;) y3ajaMHO KAHOHCKM KOHjyroBaHe Tj. Basku pemnarnuja (1.1).
PE3VME XaMUJITOHUjAHCKM TOK UyBa YKyIHY €HEPIWjy CHCTEMA, 3alPEMUHY U CUM-

IJIEKTUYKY CTPYKTYPY KOODIUHATA.

1.1.1 KanoHCKe TpaHCchopManuje

IMpumerumo na je nedpuuunuja (1.1) Bezana 3a onpeben cucrem KOOpAUHATA, UAKO XAMUJI-

TOHMjaHCKA (OpMa y M3BECHOM CMUCIY MMa ommTrjun kapaxkrep. Crora ce yBoau Kiaaca
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TpaHchopManuja, TakBa Oa KOOpAMHATE 3aAPXKaBajy CBOjy KaHOHCKY (OPMY HE3aBUCHO
Ol cucTeMa y KojeM Cy neduHHCaHe. 3a TakBe TpPaHCPOpManUje KaKeMO Ja CY KaHOHCKe.

JEeUHULINIA. Tpancdopmayuja xoopounama w : (p,q) — (v',q’) je xamoncka axo cy
mpancopmucare xoopourname (p',q') xanoncku xonjyeosane y 00noCy 1a MPAHCPHOPMUCAHY
Xamuamonujan H'. Mamemamuuru, axo je w(p,q) = (p',q") nexa xanoncka mparchopma-

uuja, mada je

g o' . OH'
P =- y 4@ =
aq’ op’
20e je
H' =w(H).
Axo ca J;; o3nHaunMo JarobujaH KaHOHCKOT IpPeCIMKaBama w Tj. J;; = %, Taga
J
Ba)KU j€THAKOCT
JTQT = Q. (1.4)

Matpune J cy cumnaexmuvke mampuye Koje 3ajemHO GOpMUpPajy I'PYIY, T3B. CUM-
naekmuyury epyny. CBaKM XaMUITOHUjAHCKUA CUCTEM IPUPOIHO UM CUMNAEKMUYKY CTPYK-
Typy, T€ CTOra 3a KAHOHWYKE KOoOpmuHaTe (p,q) jOm KamKeMO W Ha Cy CUMNAEKINUYKE.
JleTa/bHUjU ONUC CUMILTEKTUYKE IPUPOJIE XaMUITOHUjAHCKOT cucteMa mat je y [26], [25]

nim [3].

KpurepujymMu 3a omeHy KaHOHMYHOCTM TPaHChoOpMAaImja

Ila GuCcMO IPUMEHUIIU HEKY TPpaHCHOPMAIU]y HA JATU CUCTEM ITPOMEHJLUBUX, TIOTPEOHO je
& HAJjIpe YTBPAMMO Oa Ju je OHa KaHOHCKa. Penamuja (1.4) Ha mpuMmep, yjeIHO CIy:KA U
K0 KPUTEPUjyM 3a YyTBPpDHUBaMme KAHOHUUYHOCTU MpeciukaBama. Hajuermhu kpurepujym
3a yTBphuBame KAHOHUYHOCTU HEeKe Tpauchopmanuje cy [loaconose sazpade.
JEQVHUIMIA: Axo cy f,g: D C R*™ — R" dse dudepenyujabuane dynryuje, Iloaconosa

sazpada {f, g} ce dedunuwe xao:

_~[9f 99 Of 9y
{f,g}—; [3%‘ opi  Opidq; ] (1.5)
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Tparchopmarmja w : (P1, ooy Dy @1y ooy qn) —> D4y ooy Doy @1y oy @) j€ KAHOKCKQ KO 1 CAMO

axo ce IloaconoBe 3arpane uyBajy TpaHC(HOPMAaIUjOM w, Tj. aKO BaKU:

rme je 0;; =1 kama je i = j, a3ai# j §;; =0. Kao oneHa KaHOHUYHOCTU HEKE TPAHC-
¢opmanuje takobhe ce xopucre JlujeBe m ommrTe reHepaTuBHE (YHKIMje yV 4Yuje merasbe

mehemo ynasutu y osoMm pany (mornemartu [50], [3] wim nornasme 2.5 y [32]).

IlorpebHO je HarmacuTu fOa KaHOHCKE TPaHCHOpMAIMje HEe yBOJE HOBY IUHAMUKY Y
cucreMm, Beh camo pedopmyiummy mocrojelly 1 BUXOB OCHOBHU CMUCAO j€ IMOjeTHOCTABJI-

jeme aHAJIUTUYKUX M3pa3a KOjU BOIE IO pelleHa CHUCTEMA.

1.2 HWurerpabuiHu cucTeMu

Yronuko jemnauumne cuctema (1.1) mMajy aHAIUTHYKA pemema, Tj. aKO je KpeTame MO3-
HATO Y CBAKOM TPEHYTKY y BpEMEHy, 3a CHUCTEM KakeMO na je uwmezpabuaan. VIHTY-
UTUBHO ce Hamehe 3ak/pydar na OO PEIIEHha OBUX jeTHAUNHA OJIA3UMO WHTErPAJhEHEM
jemHaUMHA KpeTama HEKOM O] MO3HATUX MeTonda, T3B. keadpamypama. VicmocraBuio ce
MmebhyTuM, ma oBaj HAUWMH HUje YBEK YCIENIaH, jep MOCTOju MaJju OPOj cucreMa Koju Cy
pEIuBU OBUM IIyTEM, TE€ j€ BPJIO TENIKO OLECHUTH Oa JIU je HEKU CUCTEM WHTerpabuiian
niu Huje. AKo Ha mpuMep 3a AATU CUCTEM HEMA AHAJUTUYKOD PEMICHha, MOCTABILA CE
IUTamke Oa JU OHO 3aKCTa He IOCTOJU WM CaMO HE PACIOJIarKeMO TeXHUKaMa & [0 TOT
pememna nobemo. Mako je oBo murame jom yBEeK OTBOPEHO, ONUJIEMY TOHEKJE Pa3pellaBa
Apuonn-JluysumoBa Teopema, MO KOjOj UHTErpaOWIHU CUCTEeMU uMajy oxpebeHa cpo-
jcTBa Ha OCHOBY KOjUX Ce€ 3HATHO PA3JUKYy]y OX HeWHTerpabumiaHux. ¥ Bemhemo Hajupe
cnenehe medpunmnuje:

JESUHULNIA 3a dse gynryuje f u g kancemo 0a cy y mehycobrnoj uneoryuuju axo eaxncu

da je Hoaconosa sazpada { f, g} udenmuuru jeonara nyau: {f,g} = 0.

JESVHULINIA Pynryuja [ je npeu unmezpas ramusmonujanckoz cucmema H axo u camo
axo je Iloaconosa saepada {H, f} udenmuuru jednarxa nyau: {H, f} = 0. 3a npeu unmeezpan

jow Kanwcemo u 0a je KOHCMarRma Kpemamna uau uHmezpan Kpemarna.
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1.2.1 Apsoan-JluyBuioBa Teopema. JlejcTBo-yrao mpoMeHJbUBE

JluyBua je mokaszao ma MHTErpAOUIHU CUCTEMU Ca N CTEIEeHU CI000ae MMAjy 1 HEe3aBUC-
HUX KOHCTAHTU KPEeTama, OMHOCHO n mHTerpaja y Mebhycobuoj muBonyuuju. Kacuuje je
ApHoun yBeo moceOHy KIaCy CUMILIEKTUUYKUX KOOPAMHATA KOje cy mpuaaroheHe oBakBoM
OPUCTYIYy WHTETPAOUIHUM CUCTEMUMA. 1e€pPMUHOJIOTHWja U O3HAKe Be3aHe 3a ciemehy
neduHUIM]y npey3ere cy u3s [5].

Apuosnn-JIuyBusgoBa reopema: Hexa je D omeopen nodcxyn ckyna R™, npemnocmasumo

0a nocmoju n pynryuja Fi, ..., F, : D — R maxeuz da je {F;, F;} =0, Vi,j = 1,...,n npu

wemy je Iy = H xao u da cy Fi, ..., F,, auneapro neszasucHe, mo jecm da je
OF;
det ( > #0
Opr
NG CKRYNY
Ne={(p,q) €D: Fi(p,q) =ci}, c=(c1,...,cn) €ER, (1.7)

20e cy N, xomnaxmue u nosesane n-oumenzuone mrozocmpyrxocmu ckyna D. Tada:
i) je mmozocmpyxocm N dudeomopdra n-oumensuorom mopycy T = R"™ /Z";

i) nocmoju kanowcka mpancpopmayuja w(p,q) — (I,¢) dedunucana y oxoaunu MmHozo-
empyxocmu N, maxea da cy npomennuee I xoncmanmme na mopycy T™ u da je mparc-

popmucanu Xamusmorujan ne3asucar 00 Y2a08HUT NPOMENHDUBUT P

Cummiiektuyke koopaunate (I, @) KOHCTPYyUCAHE 38 KiIacCy UHTErPAOUIHUX CUCTEMA 10
Apuonn-JIuyBunoBoj TeopeMu Ha3UBajy ce 0€jcmeo-y2a0 U aKyuja-y2a0 TPOMEHILUBE.
ITo oBOj Teopemu, kperame y UHTErpabUIHOM crcTeMy (IOCJe HIpUMEHe jelHe WM BUILIe
KaHOHCKMX TPaHC()OpPMANMja) ONBUja Ce Ha MOBPUIMHU N- IMMEH3MOHOT TOPYCa KOHCTAHT-
HOM YTJIOBHOM OP3WHOM, IIPU YEMY N€jCTBa OCTajy KOHCTAHTHA, HITO CE JAKO IOKa3yje 13
jemHaumHa Kperama. AKO y3MeMo y 003Up UUEEHUIY & TPAHCPOPMUCAHU XAaAMUITOHU-
jam h(I) 3aBucu camo on mejcrasa, mmahemo na je:

_Oh 4 o0 _
9, 0 YT ar

w(I). (1.8)
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Cuura 1.1: Maycrpamuja auckame CTPyKType (Ga3HOr IPOCTOPA y CHUCTEMY Ca ABa CTENEHA CJIO-
G6ome. Cpaku mouerHm ycioB (CKynm mejcrasa) rexepuine jeman Topyc. Topycm cy mebhycobuo

VIOMCAHU jefaH y OPYTU; HE CEKy Ce, HUTU Ce IPEKJIAIajy.

W3 npBe jennaumHe jacHO cilequ na Cy nejcTBa KOHCTAHTHA, a M3 Apyre Oa cy (PpEeKBeH-
nuje w KOHCTaHTHe BenunuuHe (jep 3aBuce camo on mejcraBa). CBakM CKyI MOYETHUX
ycaosa (I,p) nedpunume jeman topyc. PasHu npocrop je MCHyHEH TOpyCcuMa KOjU Cy
VINCAHU jefaH y IPYTW U KOju ce MehycoOHO He CeKy HUTHU Ce NpeKjanajy. 3a OBaKaB
CUCTEM KAKEMO Ia je pacaojen Ha uneapujanmmue mopyce. VmycTpamumja OBaKBOT IPOC-
Topa ca JBa cremeHa cioboxe (n = 2) npukasasa je Ha cauuy 1.1. IIpeununu masor u
BEJIMKOI KPyra KOju Ae(UHUIIY CBaKU TOPYC 3aIPaBO Cy [Ba KOHCTaHTHA nejcTBa. Kpe-
Tame KOje ce ONBHMja Ha NOBPIIMHM TOpyca Ha3uBa ce mpancaauuja. Tpajekropuja je
XeJIMKOUAHA KPUBA KOja Ce HaMOTAaBa Ha TOPYC IO OTBOPEHO] WUJIU 3aTBOPEHO] KPUBOj Yy

3aBUCHOCTH OJ] PEIICHa, jeIHAYUNHE
kiw, + ...+ kpw, =0, k= (kl,...,kn) c7Z". (19)

Ykouuko jemuaunna (1.9) uma jeduncmeeno ayna pememe k = (0, ...,0) Tj. cBe ppexsen-
nuje cy mebhycoOHO TuHEpPAHO HE3aBUCHE, KpeTame je Hepezonanmmo. Tpajexropuja je
OTBOpEHa KPWBa KOja 2ycmo IPEeKpUBa Iejy IHOBPUIMHY TOPYyCa, IITO OM 3HAYMIIO Oa 3a
CBaKy TA4dKy TOPYyCa BayKU na Ne TpajeKropuja npe Wir KACHUje TPONU KPO3 HEKY HeHy
orkosmay. OBAaKBO KpeTame Ce jOIl HA3UBa U K8a3u-nepuoduwno kpertame. Takxobe, y
CIy4Yajy HEPEe30HAHTHOI KpPeTama, TPajeKTOpuja HUKAI HEe MPOJa3U OBa IyTa KPO3 UCTY
Ta4yky, jep Ou y TOM ciaydajy KpeTame Ouio mepuoauvHo. Vmycrapuuja Hepe30OHAHTHOT

KpeTama MPUKa3aHa je Ha cuamnua 1.2.
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Cmuka 1.2: Waycrpamuja HEpE30HAHTHOr Kpe-
Tama Ha Topycy. Kperame je KBa3u-neproanyHO
U TpajeKropuja I'yCTO NOKpUBa TOPycC. Peso-
HaHTHA jenHaunHa k-w = 0 uMa je IMHCTBEHO HYJIa

pememe.

Cimra 1.3: Ilpmkas pe3OHAHTHOI KpeTama Ha
Topycy, rae jenHaunua k-w = 0 nma n—1 "Henyna

1eI00pPOjHO pelemne.

Y cayuajy rama mocroju n — 1 meHysna memobpojHO pememe jennauune (1.9) obauka
k', .. k"l e je k' = (ki,...,k,) € Z", ¥puBa je 3aTBOpEHa W KpeTame Ha TOPYCy je
NOMNYHO PEOHANMHO U nepuoduuno. VlmycTpanuja oBOT KpeTama IPUKA3aHA je Ha CIUNN

1.3.

IMoctoje n mebycayuajeBu kanma Ha npumep jemnaumna (1.9) mma m pasnaumauTmx
HeHyna pemema k', ..., k™ mpu uemy je m < n — 1. Tama mpojexnuja KpeTama Ha OArO-
Bapajyhu moTnpocTop OUMEH3Uje N — 1M UMa CBOjCTBA HEPE30HAHTHOI KPETama, JOK IPO-
jeKnmja Ha TpeocTaJyd MOTHPOCTOP AVMEH3Uje M UMa CBOjCTBA PE30HAHTHOT KpPETama.
Bpoj nenobpojuux Henyna pememna jennaunne (1.9) HasuBa ce suwecmpykocm pesonanye,

a BeJIMYMHA MiN)< <y |k/| mpu wemy je |k7| = |ki| + ... + |kl |, medunume ce kao ped peso-

HARUE.
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1.2.2 TIlpumepu MHTErpaOUJIIHUX CHCTEMA

Kinaca maTerpabunaux cucrema je yIpKOC CBOjOj jeJHOCTABHO] He(UHUIN]U, BEOMa pe-
crpukTuBHa. HajjemHocTaBHUjU TpUMEPU WHTETPAOUIHUX CUCTEMA CY GYMOHOMMU CUC-
memu Koju umajy jedan cmenen caobode. Takas cucrem umahe jenHy KOHCTAHTY KpeTama
— YKYIHY €Heprujy, Koja oAarosapa XaMUJITOHUjAHY CUCTEMa, T€ je Ha OCHOBY ApPHOII-
JlmyBusmoBe Teopeme oBakaB cucteM mHTerpabunan. Ilopexn oBor mpmmepa, HaBemheMo
IpUMep KJIATHA KOjU IPEACTaB/ba OCHOBHU MOJEJ MHTEIDAOMIHOT KpeTama, Kao U CBO-
jEBPCHY TapaIurMy PE30HAHTHOI MHTErPAOMIIHOT KpeTama. 3aTUM NeMO HABECTU IPU-
Mep KemnnepoBor kperama umju 3Ha4Yaj y aCTPOHOMUjU He Tpeba mocebHO 00jammaBaTu.
OHO mTO je 3aHUMJILUBO j€ a KEIJIEPOBCKO KPeTame IPEICTAB/ba jeIUHN IIPUMED KPeTarmha
Yy aCTpPOHOMUJU UMje CYy jeaHAUYWHe y MOTIYHOCTHU PEeNleHe, NOK 3a& CBAKU APYTU IPUMED
KpeTama y AMHAMUAYKO] aCTPOHOMUJU IMOCTOj€ CaMO IPUOIIKHA PENICHha WU PEIICHa
KOja BasKe CaMoO y CIIEIUjaJHUM CJIyUYajeBUMa, Kao MTO Cy Ha npuMep JlarpamxeBe Tauke

npobiaema Tpu Tema.

Kaarao

XaMUITOHMjaHCKa (DYHKIVja KJIATHA je
2
H(p,q) = % — w?cosq.

das3Hy moOpTpeT KIATHA TpUKAa3aH je Ha ciaunu 1.4. Y uentpy cauke y Taukum (m,0)
HAJIA3U Ce cmabuana eaunmuyna mauke. Ha mBumama, y taukama (0,0) u (0,27) cy nse
necmadbuane Tunepbosuyre mauke. AKO M3y3MEMO OBEe TPU TAUKE CUCTEM j€ MONEJbEH Cend-
pampucom Ha TPU AUHAMUYKU pasnudnute obsacrtu. CemapaTpuca je Ha CINIM O3HAUYEHA
nmoneb/paHoOM JUHUjOM ¥ OOJMUKY Oka. VI3Ham m mcmon cemapaTuce KIATHO MMa 3aTBOPEHO
KPY’KHO KpeTame TAKBO Ja ce yrao ¢ Mema Ha unrepsadiy [0, 27]. Kpyskue obnactu ucnon
U M3HAJ UBUIE CEIapaTUCe Ce PAa3JIUKYjy CaMO y CMepy KpeTama KiIaTHa Tj. ¢ > 0 usnam,
a ¢ < 0 ucnon cenaparpuce. M3meDy nBe rpane cemapaTpuce HaJIa3U Ce OCYUUAAMOPHA
UAU AUOPAUUOHA 00AGCM TAE KIATHO OCHUIYje OKO CTAOMIHE EIUITUYHE TaUdKe.

AvnuuTyna ocruianuje HajMama je y CcTabUiIHO] TAUKU Tj. jeTHAKa je HyJau, a Ha-

jBeha je Ha camoj cempaTaTpucu rie je Iepuoa ocuuianuje 6eCKOHadYaH, Te CTOTa cemapa-
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Cnuka 1.4: ®asuu noprper Mozesa kiaarHa. Cemaparpuca (o3HadeHa NOLeGLAHOM JIMHIJOM) HEIN
IPOCTOP HA TPU AVHAMUYKA PA3aIUduTe 00JIaCTU: M3BAH CEIApPATPUCE KIATHO MMa KPYyKO KpeTambe,
IOk yHyTap cemaparpuce ocuuiyje. Cmep kperama KiarTHa n3HaL npase p = 0 cympoTaH je cMepy

nCcImong OBe mpaBe.

TpuUCa IpPeICcTaBiba CBOjeBpcHU cuHryaapuTeT. C 063upoM [a ce IMHAMUYKA PAa3JIUKY]y,
3a cBaky obJyacT yBOAM Ce JIOKaJHA KaHOHCKa TpaHchpopmanuja w : (p,q) — (I, ) Taxsa

na je

27t
T(p,q)

Bpensoct T npencraB/ba mepuol NyHE OCHUJIALMje, NOK BeandrHa ¢ OoAroBapa Bpe-

I(p,q) = %A(p, 7, »pq=

MeHy. ¥ ocumnatopuo] obunactu A(p,q) je mospmumHa eswunce (MaM OOBPIIU KOja je
TOIIOJIONIKA €KBUBAJIEHTHA KPYTy) KOjy 3axBarta oxrosapajyha ¢asma kpusa (cauka 1.5
JIEeBO), NOK y HUPKyJIapHO] obsactr A mpencraBiba IHOBPIIMHY MCHOX (aszHe KpUBe Koja
omrosapa maroMm kperamy (cauka 1.5 necmo). Ilospmuua A noGuja ce pemasameM WH-
Terpaja 1o (asHoj KpuBO] (TayHe BPENHOCTU OBUX KHTErpaja mare cy HOp. y [32]).

Tpanchopmucanu xamunrorujan H' (I, p) = h(I) 3aBucu camMo oJ nejcTaBa, IpPU YeMy CY

17



Cunuka 1.5: T'eomerpujcka MHTepupeTanuja MHTErpaJa OejCTBA Yy CIyYajy OCIHWIOBAH& KIATHA

(meBO) M y caywajy KpysKHOT KpeTama (IECHO).

nejcTBa M (PpEKBEHIje KOHCTAHTHE:

oh

10 =10), ¢=p0) +wDt, w=7.

IIpobsem mBa Tesa. KensmepoBo kperame

Jom jeman mpumMmep MHTErpabUIHOT CHUCTEMa KOJjU MMa BEJIUKU 3HAYAa] Y aCTPOHOMUJU je
npobaem daa meaa. IlocMarpaMmo Kperarme Tejga Mace M y MEHTPAJHOM I'DaBUTALXOHOM
momy Tesa Mace M rme cy oba tenma chepHO crMerpuyHa. XaMUJITOHMjaHCKA (YHKIUja

OBOI cHuCTeMa y HoJapHuM koopauHartama (r,6), To ject omrosapajyhiem ¢aszmom mpoc-

2
H:L<p2+&>_ng (1.10)

2m "7 r? r

TOpPY (prvpea T, 9), je:

rae je G rpaBuranuona koHcranta. CucreM uMma qBa cTermeHa ciao0Ome W IBE HE3aB-
UCHE KOHCTAHTE KpeTama, XaMUAMoNujeH KOju OAroBapa YKYIHO] €HEpruju Tj. 30upy
kuHeTnuke U norenimjanne enepruje (E =T + U) u yeaoenu (o6pmuu) momenm pg. Ia
Ou KpeTame OMIO OrpaHWUYEHO, MOTPEOHO je ma ykymHa eHepruja F Oyme meraTtuBHA U
na obptau MomeHT py # 0. C o63upom na je oOPTHU MOMEHT KOHCTAHTAH, U3 XaMUJI-

TOHUjAHCKUX jeIHAUNHA (9 = w = 0H/Ops = const) caemu ma ce yrao  paBHOMEPHO
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Mema. Vurepsan nmpomene yraa  je [0,27]. Pammjyc BekTOp r ce Mema Ha MHTEPBAIY
7 € [Prnins Tmaz| TAE J€ Tmin PACTOJAmE IO NEPUYEHMPA, & Tmar PACTOJAE IO ANOYEHMPA.
Yrao uzmeDy nBa CyKIleCUBHA IEPUIEHTPA U aloOLeHTpa o3Haumhemo ca O. Y ciuy4ajy
Kana yrao © Hmje camepsus ca 27 Tj. He mocroje m,n € 7Z taksu ma je © = 2mw(m/n),
TpajeKTopuja je 0meopena KpUBa U KPeTame je CByaa rycto (0Baj TUI KpeTama NPUKA3AH
je Ha coumu 1.2). Y cymnpoTHOM, Tj. akKo IOCTOje HeJOOpPOjHEe BPEAHOCTU M U 7. TAKBE
na je © = 2w(m/n), Tpajekropuja omucyje 3arsopeny kpuBy. Cnenmjasan ciaydaj OBOT
KpeTama Kala Cy yrioBHe Opsune mehycobHO jednare wy = w, je Kenaeposo xpemamne Koje
onucyje moOpOo MO3HATY €JIUNTUYHY IIyTAY.

IToTpebHO je makie KOHCTpyHCATH OAroBapajyhn cucreM ejcTBO-yrao IPOMEHJbUBUX,
TakBUX Ha TpaHchopMmucanu Xamuiartonujan H' 3aBucu camo on mejcTaBa Tj. ma je
H'(Ip,I.,0,1) = h(Ip, I,). Nmajyhu y Buny na je OGpTHU MOMEHT Py HENPOMEHJHUB, IPBO
KOHCTAHTHO nejcTBO Iy 6buhe cam o6pTHU MomeHT: [y = pg. IejcrBo I, mma obsiuk
1

I, =
21

A(prupeur)

rae je A moBpmmHa yHyTap 3aTBOpEHe (a3He KpUBEe y PABHU (T, P,) 38 HEKY KOHCTAHTHY
Bpennoct Xamuiatonujana Hp, = const. Oarosapajyhm yrinosu ce mako mepuHUIILY y3
YCIOB Ha je HpeciuKaBame KaHOHUYKO (MATpUNa IPECIUKABAKA jeJHAKA je jeIUHUIM).
Y 0oBOM ciIy4ajy, JBa KOHjyrOBaHA yIila (p U ¢, HA3UBAJY Ce PECIHEKTUBHO, CPedha aHOMA-
aujau apeymenm nepurena. Taunu uzpas3u 3a A Kao U 3a yrioBe py U @, MOTy ce nponahu
Ha mpumMep y [32] moraasme 1.3c.

Yobuuajen cucteMm mejCTBO-yrao TPOMEHJ/LUBUX, KOjU C€ KOPUCTU Yy ACTPOHOMUU CY
rako3sane /eaonejese (Delaunay) nupomenmuse: (L,G,l,g), rue nejcrso L = I, + Iy upen-
cTaBiba opbuTanHy eHeprujy cucrema, a nejctso G = Iy onrosapa OOpTHOM MOMEHTY.
Xamunaronujancka ¢yurnuja H* y IlenoHejeBoM crucTeMy NMPOMEHJPMBUX 3aBrcrhie caMo

on mejcraBa u buhe:

. __(GMm)*m _
H == =h.

HATIOMEHA. IIpobiem koju mocMaTpamo je ABOAMMEH3UOHU PABAHCKU. Y TPOIUMEH-
3MOHOM MPOCTOPHOM CJIy4Yajy yBOIU ce jomr jemHa koopauHarta JlemonejeBor cucrema -
nejcrBo H, koje omrosapa z KOMIOHEHTM OOPTHOr MOMEHTa [y, KA0 W BHOj KOHjyroBaHa

YIUIOBHaA BeJINMYMHA.
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KBA3U-VMHTEIPABMJIHU

XAMMWITOHNJAHCEM CUCTEMMN

Y OpeTrxomHO]j IVIaBU AaT je Iperyel OCHOBHUX KapPaKTePUCTUKA MHTErpabUiIor cucreMa,
KOjer CMO WJIYCTPOBAJU IPUMEPOM KIaTHA u mpobisemMom asa Teia. Mebyrwuwm, peaano
KpeTame, aKO U3Y3MeMO HEKOJIMKO UIEAIN30BAHUX CIydajeBa, CKOPO HUKAJ HUje UHTeE-
rpabunao. HewmHTerpabuiHOCT cuCTeMa YeCTO Ce NOBOAM y Be3y Ca XAOTUYHUM Kpe-
TameM. Vako Xxaoc HeMa CBOjy €r3akTHY MaTeMaTWUKy (GopMmyianujy, Mokemo pehwn na
HeMHTerpabmilaH CUCTEM I'eHepUIe XaOTUUYHO KpeTame. VcmocraBuio ce na ce 3a MaJie
BpenHocTu nopeMmehaja, Kperame HE3HATHO Da3JIUKyje O MHTErPaOUIHOTL; CTPYKTYypPa
UHTErpabMIHUX CHUCTEMa ONUCAaHa y moraassmy 1.2.1 y HEKOM CMUCIy oOlcTraje, aad y
nepopmucanoMm obauky. OBakBu, TAKO3BAHU KEA3U-UHMEZPAOUAHYU CUCTEMU IPENCTABII-
jajy nenTpaJHu mpobieM Iese jeiHe MaTeMaTUYKe OUCIUAIIIUHE - meopuje nopemehaja, a
npema Iloenkapey, menrpananu npobsem muaHamuke yommre. Hapemliemo oBne oCcHOBHe
nepuHUIje U OCODMHE KBAa3U-UHTEIPAOMIIHUX CHUCTEMa, a 3aTuM gatu kpahwn ommc nse
Haj3HAYAjJHU]E TeOpeMe XaMUJITOHUjaHCKe TUHAMUKE, YMjU Ce 3HaUaj V¥ HeDECKOj MeXaHUI
orjena MPBEHCTBEHO y omeHu crabuiaHoct CyHUEBOr CHCTEMA.

NESVIHULMNIA XaMUAMORUJAHCKY CUCTIEM je K8a3u-urmezpabusan ako y odzoeapajyhem
cucmemy dejemeo-yeao npomensusuz (I, ) € G xT", 20e je G C R™ omeopen ckyn, ramua-

monujancra yHEYUa uMa 0b.AuK:

H(I,p)=Ho(I)+eHi(I,9). (2.1)
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Ho(I) je unwmeepabuana anpoxcumayujo xperama, a Hi(I,¢) nopemehajna dynruuja.
Hewunrerpatunua ¢yuruuja Hi (I, @) reaepucana je HEKOM MaJIOM BpenHOUIy mapameTrpa
€, KOju Ce jOIl HAa3uBa U napamemap nopemehaja.

Y nmormasmy 1.2.1 je mokasano ma Cy AejcTBa MHTErpabMIHOT KpeTama Hy KOHCTAHTHE
BesmunHe. Y BoDhewmeMm Mmasior nopemehaja y cucreMm, mejcrea he octaTtu y HEKOj OKOJIMHU
CBOjUX MHTErpabMIHUX allpOKCUManuja, OACTynajynu o cBOjUX MOUYETHUX BEJUYUHA 33
HEKy MaJjly BPeIHOCT y HeKOM BpeMeHy t. Kosnuka cy Ta oncrymama, y KOM BPEMEHY CY
BaJUAHA U Ia JU Ce OHa PA3JMKYjy y 3aBHCHOCTH OJ TOra KOjU IOeo (pa3HOI IPOCTOpa ce
pasmarpa? HajrpyGmu oaroBop mar je TAKO3BAHOM ¢ PrioTi OLMEHOM CTAOMIHOCTHU KOja
Ce M3BOAU HEIOCPEIHO U3 XaMUJITOHU)AHCKUX jenHaumHa cuctema (2.1):

oty o,

I:‘Ea(p (L, p), @ZW(I)"FEW(INP) (2'2)
OJaKJie ciIenu na je:
[l1(t) — I(0)|| <« const.ct (2.3)
TO jecT
1
[I(t) —I(0)]] < 1, 3a Bpeme [t]| < B (2.4)

omakie 3akmyuyjemMo na (mosmaro) pememe cuctema (2.1) omcryma on peanHe Tpa-
jeKTopuje 3a BPEAHOCT IMapaMeTpa € y HEKOM je IMHWYHOM BPEMEHCKOM WHTEPBAJY, Tj.
oxcryna on HemopemelleHOr Kperama 3a HEKY jeIUHUYHY BPEAHOCT y BPEMEHCKOM WH-
TepBaly Koju je pena seaumuuse 1/e. Ila su je moryhe marm Gomy oneny crabuiHocTu
nejcraBa Hero mro je onena (2.4) um mTa ce memasa ca mejCTBAMA HOCHe BpeMmena 1/e7?
WcnocraBuio ce ma OArOBOP HA OBO TUTAHE HUje TPUBUjAJAH U [Oa YKDYyUyje BPIO
CIIO’KEH MaTeMaTwuyky amapar. [IpBu 3Hauajam pesysaTaT Ha OBy TeMy nao je Amapej
Hukonajesuu Koamoropos 1954. romumme [27] mokazaBmm ma 3a IOBOJBHO MAJje BPEI-
HOCTU €, Besqimka BehwmHA TOpyca KOja oAroBapa MHTErPAOUIIHO] AIpPOKCUMAIU]U Kpe-
Tama npexuBpaBa nopemehaj. Taksu, T3B. uneapujanmmuu mopycu dmhe crabuiaHu y
Heckonaunom Bpemeny. Kacuuje Apnonn [1] u Mozep ([37], [38]) u3HOCE HemTo Opy-
ravnju DOKa3 W IpOMmupyjy teopeMmy Ha npobieMaruky CyHUYEBOr CHCTEMa, T€ IO HUMA
OBa IpocJaB/beHa TeopeMma Hocu Has3uB - KAM reopema. Hemocraraxk KAM rTeopeme je
y TOME IITO OHA HE Maje HUKAKBY MHPOPMAIU]Yy O PE30HAHTHUM O0JACTUMA U HUXOBUM

okosmHAMa, Te je y ToMm cmucay KAM teopema memormyna. Ileramuuju omuc KAM
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TeopeMe nar je y moruasiy 2.1. Caenehu 3mauvajam pesysnrar o cTabUIHOCTU KBa3U-
MHTErpabuIHNX cucTeMa, popmynucas je y Teopemu Hexopomesa ([39], [40]), koja je
V M3BECHOM cMUCIy koMmmemenTapaa KAM reopemu, jep Tpermpa 11eo (pasHu IpoCTop.
Pecrpukmnuje na nomeny Hema, aju je 3aT0 CTAOMIHOCT JejcTaBa KOHAYHA; BpeMe CTabui-
HOCTU €KCIIOHEHIIMjAJHO PACTe y ONHOCY Ha BPEAHOCT KOja je OOPHYTO MPOMOPIMOHAJIHA
spennoctu nopemehaja tj. T ~ exp(l/e). IIpe mero mro mamo mpersien OBUX IBEjy TeO-
pema, HaBemheMoO HEKe OIIITe KapAKTePUCTUKE KBA3W-WHTErPAOWMIHUX CHUCTEMa, Kao U
npobieMe y BUXOBOM DEIIaBamy.

Ila nu mocToju kanoucka Tpancpopmanuja (I, ) — (I', ¢') Kojom 6u ce kKBasu-uHTErpa-
6unau cucrem H(I,p) TpanchopMuUCAO Y CUCTEM KOjU OU 3aBUCUO CAMO OX M€jCTABA
H(I') Tj. cucreM koju 6M eIUMUHALMjOM yTJIOBA U3 XaMUWJITOHUJAHCKEe QYHKIUje OUo y
nornyaoctu mHTerpabunan? OAroBOp Ha OBO NMUTAME je HE2amu8aH, U O0OPA3IOKUO Ta
je Ampm Tloenkape 1892. romume y CBOjOj TeOpeMM O ONINTO] HEMHTErpabuiaHOCTH [42]
MOKa3aBIIN 1A je, 300T BeJUKe IyCTUHE PE30HAHTHUX OpOuTa, riobasiHa eTUMUHUHAIN]A
yrioBa y cucrtemy Hemoryha. WMaycrposahiemMo oBy cuTyarujy Ha KOHTpa-IpUMeEpPy, Ha
CUCTEMY HECIPETrHyTUX XapMOHU]CKUX OCHMJIATOPA I'Je OBaKBa TpaHChOopMaIIja nocmoju.

[ocmarpajmo Xamunrornjan unjn je maTerpabuman neo Ho(l) =3,  wipi, a nope-
MmehajHa QyHKIMja 3aBHCK CaMO O YIJIOBA M UMa OOJIMK

H = Z cpeta
keZn
rae cy ¢ xoucranre u (ki,...,k,) € Z". Jlako ce nmoka3syje ma je Tpanchopmanuja
Ckkl

’
b =p; — )
k-w
keZn

a=q (2.5)

kaHOHCKa (na uysa I[loacoHoBe 3arpane) M 1a IPUMEHEHA HA HABEIEHU CUCTEM naje

XaMUJITOHUJAHCKY (QYHKIU]Y

H ()= wp (2.6)

I=1,n
Koja je mHTerpabuana. Ila 6u Tpamcpopmanumja (2.5) mmasa cMuUCa0, TOTPeGHO je mpe
CBEra, ma Pem ) ;. m Ck’“—f} ancoaymuo xongepzupa. IIpBu yCIOB OBe KOHBEpPTeHNMje je Oa
3a cBako k € Z", k-w # 0. OmpHocHO, ¢pekBeHuMje w He cMejy ma Oyay pPEe3OHAHTHE.

IIrasume, norpebuo je ma O6ymny 'HOBOJHO HAJIEKO’ O PE30HAHTHUX BPEIHOCTU TO jeCT
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Jla UCIYH:aBajy T3B. 0uofanmoscku ycaioe:
|k -w| >~|k|”" VkeZ" (2.7)

e Cy Y U T HEKe MO3UTUBHE peajiHe BpemHocTu. JIpyru ycioB: (pekBeHImje Mopajy
6uTu ITMOGAHTOBCKE HA 4eaoM JomeHy (ha3HOT MPOCTOpa. Y HABEIEHOM IIPUMEpPY, TIe je
UHTErpabuian neo XaMUITOHUjaHA JWHEAPAH IO dejcTBUMa, 00a yCioBa Cy UCIYHEHA
jep cy ¢pekBeHunje kKoHCTaHTHEe Ha TOpyCy: ¢ = OH/Op; = w;. Mebyrum, y omnmrem
CIydajy BPEIHOCTU W 3a8uce ON JejcTaBa, Te Apyru ycioB Hehe OuTy mcnymeH. 3a

cUCTEME KOjU He UCIYHAaBajy OBa HABEIEHA YCJIOBA KAKEMO I Cy HEOEZEMEPUCAHU U 38

det (%“;) £0

82H0)
det 0. 2.8
(apiapj " (2.8)

BUX BakU cieneha HejemHakocT:

Tj.

3060r rycruHe panuoHAJHUX OpojeBa y momy peasHux O6pojeBa R, ycmoB ma ¢perBen-
nuje He Oyay pe30HAHTHE, HE MOKe OUTHU 3aIT0BOJBEH. YakK UM aKo MPETHOCTABUMO Aa CY
¢dpekBennuje nuopaHTOBCKe, nocTojahe HEeKa MOBOJLHO MaJia OKOJIMHA Koja he canpskaru
HeKy Tauky p TakBy na je |w(p) - k| = 0 3a mery nenobpojuy kombunammjy k. Pem (2.5) y
ToM ciayuajy Jueepzupa u cucreM (2.1) mehe mmaru pememe. Y aureparypu, oBaj Ipo6-
JIEM TIO3HAT j€ KAO0 NpobaeM MAAUT UMENUAGYG W JIeKn y ocHOBU IloeHkapeoBor moka3a o
ommroj HenmHTerpabumnoctu. Pan je oGjaBmen 1892. romuue mox maszusom Les Méthodes

Nouvelles de la Mécanique Céleste.

2.1 KAM reopema
TEOPEMA Hocmampajmo Keaau—unmezpa&mnu maMuﬂmonujchnu cucmem 00AUKA:

IIpemnocmasumo da je unmezpabuana anpoxcumayuje Hy nedezenepamuena dynryuja, mo

jecm 0a eaxcu det (aaljg}k) # 0 u da je dejemeo I* € R™ maxeo da gpexsenyuja w ucnywasa
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€=0 20

Cunka 2.1: Ha meBoj crpamm cimke npukasaH je (asHH INOPTPET HHTErpabmiHOTr cucreMa. Y
nopemelienom cucremy Ho(I)+eH: (I, p) Topycu ca tuopaHTOBCKUM (PPEKBEHIM]aMa IPEKUABILABA]Y
mopemehaj, anu cy mpu TomMe meGOpMUCAHM M TPAHCIUPAHU 33 HEKYy BPEAHOCT y ONHOCY HAa CBOj
nenopemehenn opurunan (mecro). 3a (pekBeHnuje Koje HUCY AUOPAHTOBCKE (TAKBE (PEKBEHIU]je

oxrosapajy pe3oHaHTHOM kperamy) KAM teopema He maje olueHy cTabIHOCTH.

Juogarnmoscru ycaos:

(k) >ylkI™  VE#£0, kez"

2de cy v > 0 uTt >n—1 odeosapajyhie xoncmanme. Tada, 3a d080mHO Many epedHocm
g, Xamuamonujarn (2.9) 0ozgomasa nocmojame UHBAPUJAHIMHUT MOPYCa KA KOJuMa je Kpe-
mamwe Keasu-nepuodunHo u uma gpexsenyuje w. Hneapujanmwu mopyc buhe y € oxoaunu

odzosapajyhiez nenopemehenoe mopyca {(I, @) : I =1%o € T"}

Ilakne, u 3a Hexku Oaaro nopeMeheHu CUCTEM KOjU 3a10BOJABA YCIOBE TEOPEME, OC-
Toje obnacty y ¢asHoM mpocTopy (MHBAPUjaHTHU TOPYCH) TAe Cy OejcTBa crabuiHa y
OecrkoHayHOM BpeMmeHy. Mako HewmHTerpabumiHe Yy OCHOBUW, XaMUJITOHUjAHCKE jeTHAUUNHE
orpaHndeHe Ha OBe Topyce, mmalie pememe. Topycu, HOCUOIM MHBAPU)AHTHOT KPETabA,

0 OBOj TeopeMu Ha3uBajy ce jom u KAM mopycu.

OcuoBua ugeja nokasza KAM teopeme jecre ma ce 3a Hexku Hemopemehenu Hepeso-
HAHTHU TOPYC AeduHUCAH nejcTBuMa I* xamunTonujarcka ¢pyukuuja (2.9) passuje y cre-

IIeHU PeJ MO0 TPOMEHJLUBOj [:
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H(I, ) = (w,I) +eA(p) + £(B(p), I) + %(CI, I)+O(I?) (2.10)
raoe cy A(p) u (B(yp),I) unanosu HesaBucHu un juHeapHu no I pecnekrusno, C' je cu-
merpuuna Matpuna obmuka C' = [02H,/01;01;], a octartak pema O(I?) je nmuneapan no
e. Hamomumemo na je mpe pasBoja ¢yHKnuje y pen, 300r jeTHOCTABHOCTU, IOYETAK
KOOPAVHATHOI CUCTEMa IIPOCTOM TpaHcaamujoM npememrted y Taury [*. Caemehu ko-
pak, HAj3HAYAJHU]U U HAjTEXU, jeCTe Hallaykerhe KAaHOHCKe TpaHcdopMaluje KojoM bu ce

Xamunronujas (2.10) npeseo y tako3Bany Koamozopoemesy HOPMaAHYy Gopmy:
H'(I',¢) = (w,I') + O(I"%) (2.11)

KOja je mHTerpabuina camo Ha mHBapujanTHOM TOopycy I’ = 0. Ileo oBaj mocTymak mo-
Apa3yMeBa KOMIIO3UIM]Y OECKOHAYHOI HU3a KAHOHCKUX TPaHC(PoOpMaIuja, IPU YeMy je
HEONXOAHO MOKA3aTU Ia Taj HU3 KOHBeprupa (merasmbu Dokaza MOry ce nponaliu Hmp. y
[13] nanm [14]).

Cuura 2.1 unycrpyje ha3au mpocTop y ciayuajy HemopeMmeheHOr 1 KBa3u-uHTErpabuIHOT
kpetama. Ha seBoj cTpaHu civKe MPUKA3aH je MHTErpaduiIaH CUCTEM UYHUja je TUHAMUKA
omucaHa y nperxonHoj raasu: € = (0, nejctBa I cy KOHCTaHTHa, a YIJIOBU ¢ CY JIMHEapHE
¢dyuruuje Bpemena. YBohemem masor nopemehaja y cucrem (cauka 2.1 mecHo), Topycu
ca Iuo(aHTOBCKUM ()pEKBEHIIMjaMa IPEKUBIbaBajy nopemehaj u oncrajy 3a cBe OHE Bpel-
HOCTU € KOje Cy Mame Ol HeKe KPUTWYHE. 3a CBaKU IojearmHadyHu Hemopemehenu Topyc
mocroju oarosapajyha kaHOHCKa TpaHC(OpManuja KOjoOM Ce XaMUJITOHUjaHCKa (yHKIN]ja
HA TOpycy npesoau y obmnmk (2.11). C o63upom ma je cBaka om OBUX TPaHCPOpMAImja
IIePUOAMYHA 110 YIJIOBMMA, HOBA JejcTBa he GUTH KBas3u-mepuomudHe (QyHKIUje yriaoBal'.
[Ipumernmo ma cy mejcrBa mopemeheHOr Kperama HA NECHO] CTPAHU CJIWKE TPAHCIUPAHE
nysx npase ¢ = ( 3a HeKy BPeIHOCT y OIHOCY Ha oAromapajyhie BpemHOCTH Ha JI€BOj
CTpaHU W na yCpemeHa BPEAHOCT TpaHCchopMUCcaHUX mejcTtaBa Ha garomM KAM rtopycy
HUje jenHaka onrosapajyhmMm HemopemehenuMm nejcTBuMa npe TparchopManuje.

WMurynrusao ce namehe 3akmpydak ga he ce noBehameMm Bpennoctu nopemehaja, 6poj

'npeskuBenux’ Topyca cMamuBaTy. I[Ipupony ose 3aBucuoctu nao je Hajmran (Neishtadt)

! Aknumje mopemehienor cucrema Hucy mepwonnuHe (QyHKIZje yrioBa, jep OM TO 3HAYMIO Oa je Kpe-
Tame PEe30HAHTHO. Y cioB 3a npuMeny KAM rTeopeme jecTre ynmpaBo CyIpPOTHO, HEPE30OHAHTHO KPETAME

Tj. IMOopaHTOBCKe (pEKBEHIU]E.
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1982. romume mokaszaBmu na je JleGerosa mepa ckyma KAM rtopyca jemmara 1 — /e,
Tj. na Texu 1 kama € — 0. Opa penanuja ce HajJaKIIEe WHTEPIPETUPA CA ACIEKTa
BepoBaTHOohe: BepoBaTrHONha na Hacymunne n3abepeMo Tauky (aszHOI IPOCTOPA KOja HIPU-
mana mekoM KAM topycy pacre u Texku 1 kam € — 0. OBO je HAPOUMTO 3HAYAJHO KO
denomena mmudysuje, jep y cucremmMma ca nBa cremeHa ciaobome KAM rtopycm mpen-
CTaBJbajy CBOjEBPCHY MpENpEeKy Au(y3MOHOM Kperamy. Takap cucrem mmahe derupu
numensuje. 360r 3akOHa O O4UyBamy eHepruje (XaMuUITOHUjaH je KOHCTAHTAH) KPETAHE
ce OlBUja Y TPOOMMEH3MOHOM IIPOCTOPY, Y KOjeM Cy WHBAPUjAHTHU TOPYCHU ABOIUMEH-
3MOHE MHOT'OCTPDYKOCTU. Y OBOM ClydYajy je Opoj ArMeH3Mja KOjU je Ha paclojaramy
nudy3roHOM KpeTamy jemHak jeman. C obG3upom ma ‘mposasak’ Tpajekropuje kpo3 KAM
TOPYC HUje U3BOMJLUB, TpajekTopuja he ocraTtu '3apobimena’ y mehynpocTopy cycemnux
KAM topyca. OBo mehyrum Huje ciyuaj kana je 6poj cremenu ciobone Behu mam jen-
Hak Tpu. JluMmeH3mja (aszHOr IPOCTOpaA y CHUCTEMY Ca M CTEHeHu ciaobone je 2n; 3060r
KOHCTAaHTHOCTY XAaMUJITOHMjaHa KpeTame ce onsuja y (2n — 1)-ArMEH3MOHOM HPOCTODY,
re Cy CMeIITEeHW TOPYCH Kao n-IVMeH3MOHe MHOorocrpykoctu. Jlakie, nuveHsmja OHOr
nmesa pasHor mpocropa koju mHuje 3axsalien Topycuma je (2n—1) —n =n — 1. Tpajexk-
topuja Ban KAM ropyca canma uma Ha pacuojsaramy npoctop aumensuje n— 1, te KAM

TOPYCH Y OBOM CJIy4ajy He IPeACTaBsbajy Ipenpery Iu(y3MOHOM KPeTamy.

IIpumep kojuM miaycTpyjeMo curyanujy npeyser je u3 [35]. Axo y3memo y 063up
YMIBEHUIY [a Ce WHBAPUjaHTHU TOPYC jeNHO3HAYHO IapaMeTpusyje (peKBeHIMjaMa Ha
TOPYCY, Tama CUCTEM Ca IBa CTeleHa CiI000e MOKe Ha Ce MPEICTABU MPABOM & = w1y /wa.
Ceaxkn KAM Topyc 6ulie nedpunmncan taukom Ha 0Boj mpasoj (yeBa crpana ciuke 2.2). Y
cucreMy ca Tpu creneHa ciaobone, KAM ropyc medpunucan je ca tpu dpperBennuje. Vn-
BAPUJAHTHU TOPYCU Y OBOM cayuajy (mecHa cTpaHa ciuke 2.2) neGUHUCAHU Cy TadyKkama
y paBHU (w1/we,ws/ws). Y npBoM cayuajy opbura je ’Guokupana’ TopycuMa, a y APY-
roMm je oumrienHo ma KAM topycu He mpencraBibajy TPUPOIHY IPEIPEKY TUPY3HOM
kperany. MeDyrum, u oBa ciuka npukaldyje Maeasu30BaHy CUTyaldjy, jep je 3a mMaJie
nopemehaje, ckyn KAM Topyca mo Te Mepe rycr, 1a je QIUCKyTaOUIHO KOJIUKO je OBaKaBa
mupysuja 3anpaBo peasHa. Bunehemo HemTo KacHuje 4a Cy yBEpPJBMBUjU KAHAUIATU 334
Iudy3UOHO KpeTame OHe 00JacTy (aszHor IpoCcTOopa Koje Hucy mokpuserne KAM teope-

moMm. OBaj ckym, koMmmieMeHTapaH ckynmy KAM topyca, y aureparypu ¢purypume mon
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Cuuka 2.2: JleBo: Y cucremy ca gsa creneHa ciaobone KAM ropycu mpencrasmmajy cBOjeBpCHE
Oapurage nU(Y3MOHOM KpeTamy U TpajekTopuja je '0mokupana’ topycuma. lecro: Y cucrteMy ca
Tpu creneHa ciobone, KAM topycu Hucy npenpera ardy3moHOM KpeTawmy Kpo3 npocrop. Ceaku
TOPYC jeAHO3HAYHO je mapaMerpu3oBaH oarosapajyliom komOGuuanujoM ¢(pekseHuuja, wi/ws Ha

seBoj coammu, a (w1/w2,w2/ws) HA NECHO] M OBEIIEKEH je 3HAKOM X .

Ha3UBOM APHOJIIOBA Mpeka, a PEHOMEH CIope XaoTUUHe U y3rje Ha OBOM CKYIY IO MC-
TOM ayTopy Hasusa ce Aprnoadosa dupysuja. ApHOnnoBa nudysuja je y U3BECHOM CMUCILY,

jemHa om MEHTpAJHUX TeMa OBOI palda, KOjy MeTaJbHUje ONMCYjeMO y MOrJIaBiby 2.3.

2.1.1 Waycrpaunuja KAM Teopeme Ha mpuMepy cTaHOapaHe Mame

Kao mro knarao (omucano y morsiassmy 1.2.2) mpencraBiba CBOjEBPCHY HAPAIUTMy pe-
30HAHTHOI MHTErPAOMIIHOTI KpeTama, TaKO U CTaHZapIHAa Malla IPeICTaB/bd HapalurMy
XaOTUYHE NUHAMUKE j€IHOTI HEMHTEeIPAOUIHOT CHCTEMA.

ITocmaTpajMo XaMUITOHMjAHCKN CUCTEM Ca ABA CTEIeHa cy0bo1Ie

H(p17q17p27q2)7

rae ¢y (pi,¢i),% = 1,2 mapoBm y3ajaMHO KOHjyTOBaHUX NEjCTBO-yTao mpoMmenmusux. Cuc-
TEM je KOH3ePBATMBAH U XaMUJITOHUjaHCKA (YHKIUja NMa KOHCTAHTHY Bpennoct H (p1, q1,pa,-
g2) = C. YMecTo nene Tpajekropuje, mOCMAaTPaMO CaMO HEH MPECEK Ca HEKOM yHAIPEe.X

ne¢puurcanoM noppinu. OBakBe HOBPIIN, UMjU IPECEIU Ca IIOCMATPAHUM TpPajeKTOpUjaMa

28



najy mpUKa3 IUHAMWYKAX KapaKTepPUCTUKA cucrteMa, HaszmBajy ce Iloewkapeose nospuiu
u IToenxapeosu npeceyu. Y HameMm ciydajy moBpIl je ne¢umuucana ca g = 0. Taro he
34 CBAKU Iap OPOMEHJLUBUX (P1,q1), AE€jCTBO py OGutu oapeheHo MMIIUIUTHO Kao jequHa
HEIO3HATa y CUCTEMY

H(p15q17p270) =C.

Ha raj Hauwns, 6e3 ymMamema ONUITOCTH, AUHAMUKA ¥ PABHU (D1, 1) ONCIUKABA JUHAMUKY
meJIor IpoCcTopa.
Koukperan npumMep, He3aobuiazan Kaga rOBOPUMO O OBOj TEMU, JAT je cmandapOHoMm

Manom ¥ojy mepuHUmeMoO y pasau (p1,q1) ciaenehumM mapou jenHauumna:

¢ =q +p (2.12)
pl1 =p1+ asin(qll)

Ca mumpeM na HyMEPUYKU BU3YEIU3yjeMO MPOCTOpP, mocMaTpamo 20 Tavaka, MOUYeTHUX
ycioBa, Koje cy paBHOMepHO pacnopebene nysk npase ¢ = 0 y waTepBady p; € [—m, 7.
Nrepamujom mame 3a 1000 xopaka, y cTamy CMO ma TpaTuMo Kpertame cBux 20 Tpa-
jekTopuja. JemaH KOpak UTepaluje, IpeacTaB/ba BPpEMe jelHOT Mepuona yria (o, a MC-
TOBpEMEHO 1 BpeMe u3MeDy nBa CyKIeCHBHA IPOJACKA TPAjeKTOPUje KPO3 PaBaH CIWKE
(tj. pasam ¢ = 0). Yrouuro je tpajekropuja Ha KAM Topycy, CyKIEeCHBHU TpPOJIACIA
opbure kpo3 pasan (p1,q1), popmupahe Henperumuy nuaujy. Y CymIpPOTHOM, Tj. AKO je
opbuTa Xa0TUYHA, y3aCTOIHU IPOJIACIU TPAJEKTOPHje KPO3 OBy PABAH MMA]jy HEIPABUJIAH
OOJUK ¥ BUAMMO UX KAO CJIOj pacyTux Tavaka. Ha ropmoj seBoj ciauru 2.3 mpuKasaHa
je curyanuja xazna je Bpemnoct mopeMehaja mana € = 0.3. CKOpO CBU IOYETHU yCJIOBU
nexxe na KAM ropycy. Ilpasuuna y cpenunu ciuke npencrasiba pe3onanmy p; = 0. Osa
Ipa3HUHA je JOHEKJE y CATJIACHOCTHU ca TeopujoM, jep 3Hamo na KAM teopema He maje
HUKAKBY WHPODPMAIMjy O pe3oHAHTHUM opburama. Taxobe, y HeKuM nenoBuMa yMeCcTO
Ha OTBOPEHO] JIMHUjU, BUIJBUB je HNU3 MAMUX CJUINTUYHUX KPUBUX, KOje OATrOBapajy pe-
3onannaMa sumer pena. [Hosehamem Bpemnoctu €, mpsu KAM Topyc ce pacmana, a kao
mocJjenuIa mojasibyje ce TAHKU XaOTUYHU CJIOj y Heropoj okoiuau. Ciuke rope IeCcHO
U [oJie JIeBO oarosapajy curyauuju kana je € = 0.7 u € = 0.9 pecnekrusno. Bpoj KAM
TOpyCa Ce Ha OBe IBE CJWKE 3HAYajHO cMamuo. VicToBpemeHO, XaoTwyHa 0OJIacT 3ay3-

nMma cBe Behwn meo npocropa. CBaky TOPYC MMa CBOjy KPUTUYHY BPEIHOCT € 3a KOjy ce
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'sm0.3.dat’ 'smo0.7.dat’

'sm0.9.dat’ 'sm1.2.dat
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Cunuka 2.3: $a3su mopTpeT CTaHIapIHE MAIE 38 PA3IUUYUTE BEPAHOCTU €. Y TOPEHEM PELy JOMUHU-
pajy peryaapue opbure Ha KAM topycuma, jep je Bpemsoct nopemehiaja mana € = 0.3 u € = 0.7.
Y momeM peny He sieBoj caumu ruae je € = 0.9, 6poj KAM ropyca je mamu, a xaoTudHa 061acT
Beha. Ha momoj mecuoj cawumm, rme je Bpeanoct nopemehaja € = 1.2 HeMa HUjeTHOT TPEXRUBEIIOT

topyca. CBux 20 Tpajexkropuja MMa XaOTUUYHO KETaHe.
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pacnana. Ha momoj mecuoj cauru, ¢ o63upom ma je mopemehaj Benuku, € = 1.2, Hujenaun

on 20 Topyca Huje npe:xuBeo nopemehaj, BUIABUB je caMO XaoC.

2.2 HexopomieBiseBa TEOPEMA

Jenmar on Haj3HAUAJHMJUX pe3yJTaTa caBpeMeHEe XaMUJITOHHjaHCKE NUHAMUKE CBAKaKO je
Hezopowesmwesa meopema. HbeH 3Hadaj y acTpOHOMHUjU ONHOCHU Ce IIPDE CBera Ha OLEHY
crabunaoctu CyHueBor cucrema. llopexn oBor riaBHOr pe3yiarara, UCIOCTABUIO CE &
IIOCTOJU M T3B. N€OMETPUjCKM ACIEKT TeOpEMe KOjU Ha BPJIO WIyCTPATUBAH HAUWH Oaje
OIMC OUHAMUKE Ha IEJIOM IOMEHY (a3HOI IPOCTOPA, HE3aBUCHO OJ TOTa Na JIM Ce Paau
O PE30HAHTHOj UIU HEPE30HAHTHOj] obsacTtu. Y meay KOju cjaenu, maTa je MPEIu3HU]a
dopmynanuja TeopeMme, Kao 1 kpalim onmc IUHAMUKE CHUCTEMa KOjU 3a10BOJbaBa YCJIOBE
Teopeme Hexopormesa.

HEXOPOIIEBJ/LEBA TEOPEMA I[Ipemnocmasumo da gynrkyuje Hy 3adosomasa ycaos cmp-
Mmocmu.  Tada nocmoje nosumuere Kowcmarwme o, ¢ U b ca caedehum ceojecmeuma. Axo
je 0 < & < g9, mada 3a ceaxo pewemwe I(t), p(t) cucmema wuju je Xamuamornujan H =

Ho(I) +eHi(1,9) samcu

[I(t) —1(0)] <e*=A (2.13)
3a ceaxu mpenymar epemena t € [0,T] 2de je
1 b
T = -—exp (E—O) . (2.14)
€ 5

Bpenuoct nmapamerapa a un b 3aBucuhe ox csojcraBa ¢pyuruuje Hy. Excrnonennujanna
ounena (2.14) Banumna je camMo yKoOJIuKO je pyurnuja Hy anaaumuuna (C*° Tj. mossosmasa
pasBoj y komBeprentan pen). Axo je Hy eaamxa dymrmumja (C' mva camo m3BOIE TPBOT
pena); yMecTo eKCIOHEHIUjaHe, UMAJIU ODUCMO CTEIeHY 3aBUCHOCT y u3paldy (2.14), upu
yemy 6u Behm Opoj usBoma ¢ysrmuje H; 3HaUMo BumM cTeneH oBe 3aBucHocTu. Ile-
jerBa I(t) makise, He HamymTajy A OKOJMHY CBOJUX IOYETHUX BPENHOCTU, LIPU YEMy je
OTBOpEHa MOT'yNHOCT na ce OHe YHyTap OBOI' JOMEHa MOTY KpeTaTu XaoTudyHO. EBeHTy-
anHo Hamymrame okoiauHe A moryhe je Tek mo ucreky Bpemena 1. C 063upoM na CBaku

peajlaH CUCTEM MMa HEKU CBOj BEK Tpajarma, & BpeMe CTAOUIHOCTU Ce€ E€KCIOHEHIIVjaJJTHO
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Ipoay:kaBa CMamEHEM IMapaMeTa €, TO Ne 3a JOBOJLHO MaJie € TeopeMa 00e30emuTu cTa-
OMJIHOCT KOja IIpeJsia3u BeK crucTeMa. Y Ipaso oBaj neo HexopomesineBe Teopeme je y Ha-
jBehoj Mepu mOnpuHEO BHEHO] MOIYyJIapPHOCTH, jep Ou HmeHa MPUMEHA Ha PEAJIHO KPEeTame
MOTJIa AaTU BPJIO epuracHy oueHy crabumianoctu y CyxueBoM cucteMy. OBO je Takos-
BaHA npaxmuwna 1 efexmuena crabunaocTt. HamxalocT, XaMUITOHUjaHCKa (YHKINja
CUCTEMA Y ACTPOHOMUJU j& U3PA3UTO 0e2eHePUucana, JTOK TeOPeMa ca CBOjOM OIEHOM CTa-
OuHOCTH 3axTeBa Hedezenepucane cucteMe. OBaj mpobJieM je HeIuMUYHO IpeBa3ubhen
camo y okosuHu Jlarpamkesux tavaka L4, Ly u y mojenuaum obsacTuMa aCTEPOUTHOT
upcrena ([34], [18], [15], [17]). HenerereparuroCT cucteMa GpOPMYIIMCAHA je Y MOJIA3HO]
IIPETIOCTABIM TEOPEME, II0 KOjOj MHTerpabMIIHA Te0 XaMUITOHujaHCcke GyHEImje Hy 3a,10-
BOJbABA TAKO3BAHU yCJIOB cMmpMmocmu. JeoaH ol HajIPOCTUjUX IPUMePa CTPMUX (YHKIMja
ymHe KOHBeKCHe (yHENuje. Mako jemrocTaBHe y GpopMyIanuju, KOHBEKCHE (YHKIVjE UIAK
cranajy y HajpeCTPUKTUBHU)Y KJIACy CTPMHUX (DYHKIMja M OBaj yCJIOB OU BPJIO TEIIKO
610 3aM0BOJLEH Y HEKOM peasHOM cucteMy y actponomuju ([44], [45]). ¥Yrnora kouBek-
CHOCTU HA KpeTame CUCTeMa OmMcaHa je y moraasmpy 2.2.2. Hemro Onaky kaacy cTp-
MUX (VHKIUja YMHE KBa3U-KOHBEeKCHe (yHENUje. V KoHaUHO, HajONIITUju IpuUMEp KOju
3a,10BOJbaBa YCJIOB CTPMOCTH Cy Tako3BaHe 3-cTpyja ¢yuruumje. lahemo oBme muxoBy

nepuHUIM]y Koja je mpeysera u3 [39].

2.2.1 Jed¢wmuunuja ctpMux QyHKIVja

Peanna anmanntryna ¢ysrnuja h:

h:G — R"

I — k()
rue je G C R™ orBOpeH u moBe3aH CKyI, a u € R”

& je xoneexcna y Taurku I € G ako jemnauumHa:

9?h

——(Duu; =0 (2.15)
= 01,01, I

1=

HeMa IPYTOr PEaJIHOT Pellema OCUM TPUBUjaJHOT U = 0.
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& je keasu-konesexcna 'y taurn I € G ako cucreMm jeqHAYMHA

oh —
Dimin a7 (D = 0
(2.16)
°h —
Zi,j:l,n 31,01, (Duiu; = 0
HeEMa APYTUX PEAJHUX pellemha OCUM TpuBHUjaJHOT U = (.
{ 3amoBoJsbaBa 3—cTpyja ycuaoB y tauku I € G ako cucrem jemadmHa:
oh
Zi:Ln (’)_II(I)UZ =0
9%h —
Ei,j:l,n ('Hialj (I)UZ’U,J = O (217)
2h _
Zi,j,k:Ln dI,01,01y, (Dusujup, = 0

HEMa APYTUX PEAJHUX pellemha OCUM TpuBHUjaJHOT U = (.

Hanomumemo na cy KOHBEKCHe, KBa3U-KOHBEKCHE U 3J—CTpPYja (YHKIUje caMO npumepy

crpMmux ¢yurnuja. [IpaBa medmHUNTja CTPMOCTH UMIINIMTHA j€é U Y U3BECHOM CMUCIY

8£°| > g > 0 roju o6e3bebyje crabumnoct Tuma (2.14)

OpeNCTAB/LA YOIITEHE YCIOBA |
y CHCTEMUMA Ca jeJHUM CTEIeHOM cJIobone.

Heka je Hy nupousBosbHa (pyHEnuja nedpunucana na nekoj obnactu G (rue je G orBopena
MHOTOCTPYKOCT) eyKIuACKor npocrtopa E*. Ad¢uau nornpocropu npocropa E* cy pasau
npousBoJsbHe nuMensuje. Heka je I Heka taura y (G, a A paBaH Koja caiap:u Tadry [,
dim A # 0. Osmauumo rpamujent pecrpurnuje Hy Ha pasan A ca grad(Hp|\). Munu-
MaJIHy BPEIHOCT TOT I'DaVjeHTa Ha cepu ca IeHTPOM y Tauku I panujyca 1) 0O3HAUNMO
ca mya(n):

mia(n) = {I’eA:I\I}éIEI\:n} lgrad(Ho|A)| 1.
OESUHULNIA 3a dynxyujy Ho xaxncemo da je cmpma y mawky I y pasnu A, axo nocmoje

rxonwemanme C > 0,0 > 0 u o > 0 maxse da je:

0?$§Em17A(n) > C¢*, Ve e (0,9 (2.18)

3a wowemanme C u § xaxcemo 0a cy xoefuyujenmu, a 3a sesuwune o 06 CY UNROEKCU CMP-

MOCTU.
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Oszmaummvo ca A"(I) ckyn cBux r-nuMensnonux pasau y E° koje canpske taury I € ES.

NESVIHULINIA Pynryuje Ho xoja uma s npomennusuz 2de je s > 1 je cmpma y mavru I,
YKOAUKO ¢y 3a0080meNy caedeliu ycaoau.

1.) Axo je |gradHy |;| > g ede je g > 0.

2.) Kaoa je s > 2 3a ceaxo r = 1,...,8 — 1 nocmoje seauwune C. >0, 6. >0 u o, > 1
makee da je fynrkuuja Hy cmpma y mavwku I y ceaxoj paswu A € A" (I) xoja je mopmarna Ha
gradHy|r, ca koeduyujenmuma Cyp u 6, u undexcuma o.. Beawuune g,Ch, ..., Cs_1,01, ..., 051
cy xoefuyujenmu, a aq, ..., s—1 undexcu cmpmocmu dynwryuje Hy y mavwwu I.

OESVHULINIA Pynkyuja Hy xoja uma s npomennpusux je cmpma y obaacmu G ca koedu-
yujenmuma g,C1,...,Cs_1,61, ..., 051 u undexcuma aq, ..., Xs_1 ako je ma PyHKyuja cmpma y
caaro] mauku I € G ca osum Koefuyujenmuma v urdexcuma.

OBa mocnenma gepuaunuja obe3dbehyje excnmoHeHnuwjasHy OIEeHYy BpeMeHa CTaOMII-
HOCTU cBUX pemewa I(t),p(t) va nomeny G x T%.

HATIOMEHA. ITouernu ycnosu (I(0),»(0)) Tpeba na G6yay DOBOLHO NANEKO O TDAHUIE
CHCTEMA; €KCIIOHEHIMjaHa OIleHa BpeMeHa 1 ce cTora we 00HOCU HA HEKY IPOU3BOJHLHO
MaJy rpaHnyny obsnact nomerna G.

Beh je manomenyTo na napamerpu a u b y onenu (2.13) u (2.14) 3aBuce o1 aHAIUTUYKIX
ceojcraBa ¢yurunuje Hy. Taunuje, 3aBucmhe on uHIEKCca CTPMOCTHU (y; U HEHUX Koedu-
mujenara C; 1 §; KOje cMO medpuHUCAIN y OpeTXoaHe Tpu medpuuHunmje. Mamu nHAEKCH
crpMocTr uMmimiupajy Behe Bpemuoctu Bpemena 1, a tume u Behy crabusHOCT CcmcC-
TeMma. Y KBA3W-KOHBEKCHO] 00JIACTU, MHIEKCU CTPMOCTHU Cy HAJMABU (] = ... = Qy, = 1, TE
Cy KBa3U-KOHBEKCHe obisiacTu u Hajcrabumnuje. Bpemmoct mapamerapa a u b 3a KBa3u-
KOHBEKCHY obuact y ounenn (2.14) je a = b= 1/2n (Lochak [33] u Pochel [43]).

Ommrujy oueny mapamerpa b 3a kiacy crpmux ¢pyurnuja nao je Humepman [41] raoe
je mapamerap b = 1/[(2n — 1)ay...c, + 1]. HlTo je cucrem mMame KOHBeKCaH, TO cy Behn
nHAEKCU cTpMocTu . OBa 3aBucHocT y HexopomesiseBoMm pany Huje moka3aHa, HETO je
M3HETa KAO0 MPETIOCTaBKA, IPU YeMy je CyrepucaHO Ja Ce yTUIlaj WHAEKCA U Koeduiuje-
HATA CTPMOCTHU Ha CTAOUIHOCT gejcTaBa HyMEPHUUKM HCIUTA.

Y mapennoj riaasu ymozHaheMmo ce ca MOIeIOM IPOCTOPa 4- TMMEH3MOHE Male, ¥ KojeM
Ce MHTEH3UTET CTPMOCTH JIAKO IO AeIaBa moMony napamerpa (m), npu yeMmy oBaj mapam-

eTap IUPEKTHO 3aBucu on koepunujenara crpmoctu C. Cnenehm HexopomesineBy cyr-
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€CTHjy, BapujanrjoM OBOT IlapaMeTpa, UCIUTYjeEMO 3alIlpaBO yTHUIaj KoepuiyjeHaTa CTp-
moctu C Ha crabumHOCT cuctema. I[lpe mero mro mpebhemo Ha pesynrare HyMEePUUKAX
€KCIIepUMEHATa, BAKHO je Ma ONMIIEeMO W Tako3BaHy HexopolmeBibeBYy CTPYKTYDPY HIpPOC-

TOpa.

2.2.2 HexopomeBiseBa CTPYKTYpPa

Ilopen excroneHnujaaHe oIeHe CTAOUIHOCTU KOja (Gurypumre kao 'riaaBem pesyiarar’ He-
XOPOIIEeBJhEBE TEOPEME, IOCTOJU U H€H APYTU, TAKO3BAHU ceomempujcku acnekm. Uc-
[IOCTABUJIO Ce Oa TEOPEMa Ha BPJO CIUKOBUT HAYWH OIUCYje OUHAMUUYKY MPUPOLY CUC-
Tema. 3a pasnury on KAM rmeopeme koja Tperupa camo Hepe3oHanTHe obsactu, He-
XOPOIIEeBJhEBA TEOPEMA naje Mperjen TUHAMUKE Uea02 IPOCTOPa.

Beh je mamomenyTo ma je moaa3ma mpermocTaBka HexopoimmeBimeBe Teopeme na WH-
Terpabunaa anpoxcumanuja Hy 6yne cmpma ¢yurnuja. Paszmarpamo HajjennocTraBHUju
cayyaj- na Hy Oyne kKoHBeKCHa. Y Pa3Bojy KBa3u-uHTerpabuiHor xamuironujana H (I, @) =
Ho(I) + eH (I, ) y pen, emuvunanuja xapmorujckor wirana € Hiy(I)e*? mexom ramon-
CKOM TPAaHCPOPMAIMjOM KOja je OINCKa MIOEHTWYKOM IpeCIMKaBamy, Moryha je camo
BaH HEKe MaJle OKOJIMHe pe3oHaHTHe obsmactu nedpuuucane ca k- w(l) = 0. Tawobe, y
HEJIETeHEePATUBHAM CUCTEMUMA (& KOHBEKCHU XAMUJITOHUjaHU TO jeCy) PE30HAHTHU CKYII
Kojer reHepumry 1eno6pojan Bekropu k € Z™\0 je ryct y momy R™, 360r wera hie ennm-
MHANj& ceur Pe30HAHTHWX xapMmonuka Outu mHemoryha ([42]). Hexopomesmesa mueja
monpasyMmeBaJia je ciuenehe: y pasmarpame ce y3mMajy caMoO OHE DE30OHAHIE UMju je
pen mamu on Heke kputuune Bpenuoctu K. Tarko he Opoj pe3oHaHTHMX YimaHOBA OUTH
xonauan. Ha ocmoBy amamutuunoctu dpymrrmmje H; 3amemapenn meo RE (1j. omaj roju
canpsxku pesonanne pena seher om K) me mpenasu spemnoct exp(—Ko) 3a mexko o > 0.

1
. Iakme, ocrarak pema 6uhe eKCIOHEHIN-

Iloxazano je na je ropma rpanuna 3a K ~ e~
jaJTHO MaJm y OOHOCY Ha 1/5b . Ouekyje ce ma cy HeCTAOUIHOCTU CUCTEMAa T'E€HEPUCAHE
ympaBo octaTkoM pena RE mro he 6utu u kmyusn aprymesT 3a uzsobeme omnene (2.14).

IMocmarpamMo maksie caMo OHe xapMoHuKe umju je pen |k| < K (uma mx KoHAYHO
MHOro). CTpykTypa TakBOI IPOCTODa Ca TPU CTEIeHa CJ00O0Ae NpUKA3aHa je Ha CIIMnu

2.4. PaBan cauke meduHUCAHA Cca wi/we U wa/ws UCTOBPEMEHO OICIUKABA U MPOCTOP

mejcraBa, TJe UMaMO TPU AUHAMUYKU PA3IUIUTE O0JIACTU:

35



o Hepesonanmuu domen je CKyIm OHUX Tadvyaka KOje Cy MOBOJHLHO NAJEKO O CBUX pe-
30HaHIM pena Mamer ox K. Taunwuje, TO je CKyn OHUX (PEKBEHIM]a W TAKBUX Oa
je k-w > e, V[k| < K. Ha caumu 2.4 oBaj HOMEH TpPUKAa3aH je y IIABUYAC-
TOj 60ju. ¥ Hepe3oHAHTHO] obiaacTu mMoryhe je eIuMUHUCATUA C8€ XAPMOHU]jCKE
uynaHoBe ¢yHENUje €M) umju je pen mamu on K. Tpanrchopmucaru XaMuiITOHU-
jaH 3aBuculie caMO OI nejcTaBa W OJ E€KCIOHEHIUjaJIHO MaJior ocTaTka Ry Koju
canp:ku cBe unanose pena |k| > K. Crora he mpomena nejcraBa y HEPE30HAHTHOM
noMeHy OmTU BODheHa EKCIOHEHIMjaJTHO MaJIUM djJaHoBuMa Ry KOju Cy y IPUHIUIY
3aHEMapJbUBU, TE€ 3aKJYUyjeMO na IejcTBa y HEPE30HAHTHOM NOMEHY OCTajy He-
npoMmemeHa. Y 0BOM moMeny HexopomessbeBa oleHa CTAOMIIHOCTU MMa TAKO3BAHU

CYTIEPEKCIIOHEHIIjAIHU KapakTep y oxHocy Ha 1/e (mormemartu [14] u [36]).

o Jlomen jedne pesonaHue CAAP:KU CaMO jelaH PE30HAHTHU 4YjaaH pena Mamer ox K
n Ha ciannu 2.4 npurasaH je y 6enoj 6oju. Taunuje, mcupexugana IjaaBa JUHUjA
IpeAcTaB/ba PE3OHAHIY, a 0eJoM 00joM O3HAUEHA je BmeHa MaJja OKOJuWHA. 1paHc-
¢dopMmucarn XaMUJITOHMjaH he ce cacTojaTw OX jeIHOI PE30HAHTHOI YJIaHA pena
Mamer on K ¥ eKCIOHEHNUWjaJHO MaJyior ocraTka Ry. AKO 3aHeMapmMoO OCTATaK
pena Ry, Xamunaronujan je mHTErpabuiaaH, jep camap:KU CaMoO jeIaH PE30HAHTHU
yjaH, ajJy OejCTBa, a caMuM TuUM U (pekBeHuuje, Hehe Bume OuTm QUKCUpaHE.
HBbuxoBa mpomena moryha je camMo y jemHOM TpaBIly, TaKO3BAHOM nNpasuy Op30z
nomepama KOju je Ha cauim 2.4 o3HaueH cTpenunoM. KouBekcHOCT ¢yHEKuuje Hj
06e36ebhyje ma mpasarm Op3or moMepama Oyme HODMAaJIaH Ha MPAaBAIl PE30OHAHIIE.
Kperame y momeny jemme pesoHaniie BODHeHO mpaBieM Op30T moMeparma y HEKOM
TPEHYTKYy CTIWke y Hepe3oHaHTHM (mimasu) moMen. Mebyrtum, To je memoryhe jep
Cy y HEPE30HAHTHOM IOMEHY MejCTBa HEIPOMEHJ/bUBA. KBEHTYAJIHO MOMEpame Iy
caMe PEe30HAHIE FeHEPUCAHO je MAJOM BPEOHOINY OCcTaTKa R, Makiae eKCIOHEHI-
jasHo je cmopo u npencrasiba Beh momenyTu gexnomer ApuosnoBe nudysuje, Kojer

hemo merasmuuje onucarm y cieneliem nmornasmy.

o Jlomen dse pesonanye je oHa 06IacT rae XaMUITOHUjaH UMa IBA PE30HAHTHA YIaHa

ki1 mn ko pema mamer onm K. Opa obnacT Hama3u ce Aeiy TAe Ce PE3OHAHIE YKPII-
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Cunka 2.4: Ilpuras HexopomesieBe cTpyKkType y cucreMy ca Tpu crenera ciaobone. Cruke npen-
CTaBJbajy MBOAMMEH3MOHU IPUKA3 TPOIUMEH3NOHOT NpocTopa ¢ppeksennuja. Lemom 60jom o3HadeHA
je obiact jemHe pe3oHaHIE, TAe Cy MOMepama MOTyha caMo y MpaBLy KOjU je O3HAUEH CTPEJIUIOM
(ma momwoj cammm). Komsercuoct oarosapajyher Xavmmnronmjana 06e36ebyje na oaj mpasan Oyme
HOpMaJIaH Ha OpaBall pe3oHaHre. JlBocTpyke pe3oHaHue, Haja3e ce y HBUXOBOM Ipeceky (pose),
[OK IIABUYACTA [03aVHA IPENCTaB/ba HEPE30OHAHTHU NOMEH. Y IPECeKy Pe3OHAHIU audy3uja je
XaoTHYHA U Moryha je u cBUM mpaBnuMa, & OACYCTBO PE30HAHNIU IIOAPA3yMeBa U ONCYCTBO AUPY3-

uje, Te he mraBa obnact 6uty 1 HajcTAbUIHUT]A.
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Tajy (IpencraBiba PE30OHAHIY MHOTOCTPYKOCTH ABa) U Ha ciaulu 2.4 npuxas3aHa je y
pose 6oju. C 063upom na cama uMa ABa PE30HAHTHA YiaHa, XaMUJITOHUjaH e burtu
Heunmezpadbusar U KpeTame je zaomuyno. Vnak, opOura He HAmymTa OBaj TOMEH.
IIpenas y mepe3onanTny obsact je, kao mTo je Beh objammeno - HeMoryh, a eBeH-
TyaJIHA MPEJNa3aK y JOMEH jelHEe PEe30HAHIEe MMAO OU 3a MOCJIEIUIly CaMO KPETArhe
y mpaBny Op3or moMepama. RoHBekcHOCT (yHKmuje Hy y cBakoM oI HaBeIEHUX

ciayyajeBa obe3behyje moBe3aHO KpeTame.

CnuuaH pe30H IpuUMEBYje Ce W Ha CUCTeMe ca Buie cremeHu ciaobone. Ilakme, ako
3aHEMApUMO MaJiM OCTaTak pena Ry, CBaKM PE30HAHTHU MAOMEH MpPEACTaB/ba 3aceOHYy
obmact kperama. Haj3mauajruja momMepama OUYEKYjy ce y 00JacTu ABOCTPYKE PE3OHAHIIE
(unm pesoHaHIE MHOTOCTPYKOCTH N — 1 y cucremuma ca n crenenu caobozne). Ilpomene
nejcraBa y oBOM momeHy Ouhe mpomoprmonasue Beauunau €@ rae je 0 < a < 1. Bpen-
HOCT mapamMeTrpa a omana ca noBehamem O6poja cremenu ciobone. Tarobe, morpebHo je
na BpemaocTt K me Oyme mpeBesmKa, jep Y TOM CIydajy He OM OCTaJioO MeCcTa 3a Hepe3o-
HAHTHY obusacT. Y ciydJajy KOHBEKCHUX (YHKHIMja OINTHMMAaJHA BpenHocT 3a K ouemeHa
je ma £*/eb, rme je £* meka kpurmuna Hexopomesiesa BpemHocT u omeHa (2.14) mma
He3HATHO Apyraumju obauk: T < tgexp (5*/5)b 3a HEKO mo3utusHO tg. Curyanuja je mapy-
raymja ako yaMeMo y 0063up um masgu octarak pena Ri. Pesyarar teopeme Ba:kuhe camo
YV €KCIIOHEHIUjaJHO JyTMM BPEMEHCKUM WHTEPBAJIUMA.

Harnamasamo omet ma xoHBeKCHOCT ¢yHENUje Hy y 0BOj KOHCTPYKIM]U UTDA KIbYUHY
yiory, jep y obnactu jenme pe3onamie o6e3bebyje ma mpasai 6p3or momepama 0y ae HOp-
MaJIaH Ha IpaBall pe3oHaHIEe. Y ciay4dajy kKazna Ha npumep Hy Huje KOHBEKCHA, IIpaBall
O6p3or momepama OU €BEHTYaJHO MOTrao na Ce IMOKJIONM Ca IPABIEM DPE30HAHIE, IITO
6u orBopmno MoryhHOCT 3a HOBM THI KpeTama: TakO3BaHy 60p3y Jufysujy. Pesomamnme
Iy/K KOje ce OBakaB MexaHm3aM nudysuje oxBuja, HexopoimeB Ha3uBa kanasuma cynep-
nPosodpuUBoCmu.

PE3VME: Ily:X pe3OoHaHTHe JIWHUjE PA3JIUKyjeMO OBa TUIA AU(y3Uje, U3PA3UTO CNOopy
Apnrondosy dudysujy BoDemy manmm ocrarkoM pena R n ¢eHomen O6p3e mudysuje y
ciaydajy Kazxa ce Pe30HAHNA U JMHUja 6P30r HoMeparma HOKJIONe [0 Ipasuy (0Baj ciydaj
ce OJHOCU CAaMO HA HEKOHBEKCHE (yHKOUje).

He cmemo nma m3ocraBuMo HE @enomen bpse zaomuune dudysuje Yupurosmesoe muna,
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CBOjCTBEH CUCTEMUMAa The je BpemHocT mopemehaja Benuka y omuocy Ha Hexopomress-
jeBy kputuuny BpenHoct. CTpyKTypa Opura3aHa Ha ciauiy 2.4 1 ONMCaHA NAUHAMUKA,
monpasyMmeBa MaJje BpenHocTu mopemehaja €. Y caydajy kanma je € > €%, xaoTmuHa
obsracT raue ce pe3oHaHne nperaanajy (pose Ha caumu 2.4 nose) cana IPEKPUBa CKOPO MEO
nomer. OBa cuTyanuja npom3Boau OP30 U XAOTUYHO KPETame MOryhe y CBUM IPAaBIUMA.
C mpyre crpane, y3 nasxkspus n3bop Bpennoctu K m nmopemehaja € Hepe3oHaHTHU KOMEH
(mnaBa obnact Ha caumu 2.4) caspmeH je kammmmat 3a npuMeny KAM reopeme rue ce
OUeKyje cTabuiHOCT y OECKOHAUHOM BPEMEHY U OJCYCTBO CBaKe BpCTe audy3uje.
YKOJMUKO je umTajall 3auHTepPECOBAH 3a jOIl MaTEeMATUUYKUX OeTaJsma mokasza Hexopo-

[meBJbEBE TEOpeMe, MOKe KOoHcynToBaTu cienehy nureparypy: [39], [33], [43], [6].

2.3 ApsosmnoBa mudy3uja

MexannsaMm cmopor noMepama JejcTaBa Ly:K PE30HAHTHE JIVHUje WIyCTPOBao je Bimanumup

Uropesuu Apuonn 1964. romuue [2] va Mmomeny XaMuiToHUjaHA:
1 .
H(I, I, 1, p2,) = 5(112 + I3) +e(cos p1 — 1)[1 + p(sin @2 + cost)]. (2.19)

OsBaj cuctem mma mer npomenmusux pemmunsa (I1,Iz) € R%) (p1,p9,t) € T2 u nsa
napamerpa ¢, € R. Tlpumernmo na ¢ymrnuja (2.19) 3aBucu on Bpemena (Bpeme je
IUKJINYHA TPOMEHBUBA) Te XaMuiaTOHUjaH Helie OuTu KOH3epBATUBAH.

Y cayuajy rama cy oba mapamerpa jemHaka uyau € = i = 0, cucTteM je uHTErpabmIaH.
CucreMm je mHTerpabunan m y ciaydajy kazxa je € > 0, a p = 0. V3 xaMuiaroHrjaHCKUX
jemHaYMHa OBOT MOJeJa CJIeOU Oa je f2 = 0,92 = Io = const. YTI0BHE IPOMEHILUBE Yo
¥ t He TAPDTULUNUDA]Y y JUHAMULM TAKBOI cucTeMa (MMajy KPYsKHO KpPeTame HEe3ABUCHO
OX OCTaJNnX MpOMeHbuBUX). [IpocTop mepunmcan nmpeocranum koopaunarama (I, I, )
umahe cTpykTypy npuraszany Ha ciaunu 2.5. 3a cBakry BpemHocT [ = const, mpemno3Ha-
jeMO IMHAMUYKYA MOPTET KJIATHA, Yhja Ce HecTabmiIHA XUIepOOJMYKa TAUvKa HAJA3U Ha
npasoj I» (mpyra mecrabumna Tauka mepunucana je ca lo = const, 1 = 0 u ¢1 = 2m).
Y meToauMeH3MOHOM NPOCTOPY MHOIOCTPYKOCT nedpumuucana ca I = ¢; =0 u Iy = const.
t=1 IpeacTaB/ba 2-IMMEH3MOHN XUMEePOOJINUKA TOPYC KOjU e mMaTh IBE jeIqHOIMMEH-

3MOHE MHOT'OCTPYKOCTU: cTabuiny u Hectabuiany. Ha caunu 2.5 oBe nBe MHOIOCTPYKOCTH
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Cuaura 2.5: ®as3uum npocrtop mHTerpabuine anpokcuManuje ApHoamoBor mognena kana je p = 0.
Y pasHMMa Koje cy mapaseinse paBau (1, 1) IOpemo3HajeMo AMHAMUYKM Opodui knatHa. CBaka
Ol OBUX HAPAJIETHUX CTPYKTYPa y METOANMEH3MOHOM MPOCTOPY HPEACTABIBA jeNaH XUIePOOIMIKA
BJIAKHACTU TOpycC. BuakHa ca pasnununtux Topyca ce mehycoBHO ne cexy, Te Hema Hu MoryhHocTn

mu¢pysuje. Crnopa ApronmoBa mudysuja onsuja ce nysk npasua Iz u moryha je Tek rkana je p # 0.

OAroBapajy ropmoj U Hom0j rpanu cemaparpuce. C o03upoM ma Cy jemHOIUMEH3UOHE,
OBe MHOT'OCTPYKOCTU Y U3BECHOM CMUCIY MMa]jy CTPYKTYpy HuTH, Biakaa. CXoIHO TOME,
TOPYC KOJU C€ MPOTEKE 110 MPOMEHBUBO] ¢ (IpOMeHbUBa ¢t HUje BUAbLUBA HA caunu 2.5) u
caTKaH je O OBaKBUX BiakaHa HazBahemo eanaxwacmu mopyc. Tauke Ha npaBoj Iy nedun-
niry GaMuInjy BIAKHACTUX Topyca. Baskso je mcrahu na ce y mHTErpaduiaHoM ciydajy,
BiakHa (cTabuiane m HecTabWUIHE MHOTOCTPYKOCTH) Ca PA3quuMTuX Topyca mebhycoGHO

He ceky, Te HeMa Hu MoryhuocTm mudysuje kana je p = 0.

Y cayuajy kana je u # 0 cucmem 2ybu unmezpadbusrocm. 3a Majie BDEAHOCTU (i BIIAK-
HACTU TOPYCU npexwcusnasajy nopemehaj. Hedopmarmja oBUX TOpyca memaBa ce Hajupe
y orosmHU xunepbosuuke Hectabusne tauke. Ha caukama 2.6 u 2.7 rope mpuka3ana je
crabunHa MHOrOCTpykocT (0BojeHa y :KyTo) y OkoJmMHU xunepGosawuke tauke Io = 0 u
w2 =0y pasam ([1,¢1) 3a € = 0.1. 360r Gosme MperiesHOCTH CIVKE, HECTAOUIHE MHO-
rocrpykoctu Hucy npukazane. OBe ciure nobujene cy momohy F LI, Ha Ha4yuH KOju je

objammen y nmoraasmpy 2.4. Ha ropsmoj caunu 2.6, Bpennoct napamerpa pu = 0, cucteM
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Cnuga 2.6: Crabuiana MHOrOCTPYKOCT y OKOJuHM Xxunepbommuke Hectabunue tauke (0,0) 3a p =0
Ha TODH0j CIUIM Kala je CHCTEM MHTCrpabuiaH, W 3a OBC MaJje BpemHocTwd i : g = 5-107% n
p = 3-107° Ha cpemmoj u HomOj ciumm. Y oxomuEn Tauke (0,0) mojaBmyjy ce XumepGOoJHMUKe

CTPYKTYPe HeOOUMUYHOT O0JIMKA KOje Cy OATOBODHE 3a IPOIeC AUPy3Hje.
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je maTerpabusan u crabmiIHa MHOTOCTPYKOCT MOKJANa Ce Ca CTPYKTYPOM Ha ciauiu 2.5
Kazxa je Iy = const. Ilapamerap u je memro Behm Ha cpeamoj cmmmm p = 5-107°, rue je
BUAMUBA AedopManuja BrakaHa y okoJguHu xunepbonuuke tauke (0,0). Amnauryna ose
nepopmanmje jomr je seha Ha MOWO] caumu Tae je u = 3-107°%. 3a u = 3-107* (cauxa
2.7) menpaBuiHU OGIMK XUIEPOOIUYKUX CTPYKypa JOII je HArJIAUIEHU]U, a Ha COPHO]
cauiu 2.7 mpuraszaHa je caMo crabuiana MHOrocTpykoct. Ha caumu 2.7 mose mopen cra-
OuiHe, TPpUKA3aHa je U U HO] CUMETPUYHA HeCTaOMIIHA MHOTOCTPYKOCT, KOja 3ajeqHO ca
CTAOUIHOM YMHU TAKO3BAaHY ToMokaunuwky 30pky. Ocranm mapaMeTpu U TPOMEHJLUBE
nctu cy kao Ha cannu 2.6. Tauka y kK0joj crabuiaHa MHOTOCTPYKOCT jeITHOT TOPyCa cede
HeCcTabUIHY MHOIOCTPYKOCT CYCEIHOT TOPYCa HA3UBA CE TOMOKAUHUYKEG mavka.’ IlemoBu
crabunne (HecTabuiiHe) MHOTOCTPYKOCTH KOju ce Hajase uaMebhy IBe y3acTomHe XOMOK-

JIMHUYKE TAYKe HA3UBA]y CE TOMOKAUHUYKUM MEMpaMa U IMajy GOPMY IIKOJBKE.

Y cayuajy kana je p # 0 BrakHacTe CTpyKType Bumne HuCy MehycoGHO mapaseise,
HEro ce mpoTexy ny:k mpase [s. Tako ce BIakHa ca pa3jIWdyuTUX TOpPyca 'Mpce’, ITo
orBapa MOryhHOCT mpejasa ca jeIHOT TOpyca Ha APYrY, & TUMEe W MOIyNHOCT crmope
midysuje nysx npase Iy, C o63upoM ma BiakHACTH TOPYCH cajlga OMOTIYyNyjy mpesas ca
jemHOr TOpyca Ha IpyTru, HazBaheMo MX MpaH3uuuONUM MOPYcuMa, & HUXOB HU3 KOjU
CalpKM XOMOKJMHUYKE CTPYKTypPe OIIOBODHE 3a IpOIec DUQy3uje Ha3UBaA CE MPAHIU-
YUOHYU AaHay. VITycTpoBaHM MeXaHM3aM CIOPOT IOMepama AejcTaBa Ly PE30HAHIE, IO

Apuonny, HasuBa ce Aproadosa dudysuja.

Xunepboauuke CTPYKType BUASUBE HA camkama 2.6 u 2.7 Jeke y OCHOBU XAOTUYHE
mudysuje. Bpeme momepama ny:x npase [o €KCTPEMHO je copo. Y APHOIIOBOM MOIEIY
(2.19) omo je pena Bemmunse exp(l/,/f) MTO je y cariIacHOCTH Ca TEOPUjCKAM PE3yITaTOM
Hexopomesmese Teopeme. Ilopen one u3 opurnsagsor ApHOILIOBOT paza [2], 3aHuMLuBa

wiycrpanuja Mexanusma Apronnose audysuje moxke ce nporahin y [12] unm [30].

20Bme 06e MHOTOCTPYKOCTH J€KE Ha UCMO] Pe3onanyu. Y KONMKO crabumiHe m HecrabuiaHe MHO-
TOCTPYKOCTU NPUNANA]y Pa3IMdYUTUM pe30HaHIaMa, HUXOBE IIpeCeKe Ha3UBaMO IemepoKAUHUYKUM

mavyKkama.
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Cnuka 2.7: Ha ropmoj caunu npukasaHa je cCTabuiaHa MHOTOCTPYKOCT ApPHOJIIOBOT MOZEJa Y PABHA
(I, 1) y oxomurn xumepBommura Tauke (0,0) 3a Bpemroct g = 3-107% u ¢ = 0.1. Bpemnocr p je
HemTo Belia o oHe Ha caukama 2.6, ma Cy CXOAHO TOME W XOMOKJIMHUYKE METJhe KOje MpaTe JTUHU]Y
cenaparpuce myske. llopen cTabuiHe, HA NOHOj CIWIN 3a WCTU CKYI MapaMeTapa, AT je IPUKa3 U
HeCcTaOUITHE MHOTOCTPYKOCTH, KOja 3ajeJJHO Ca CTAOWIIHOM, YMHU TAKO3BAHY TOMOKAURUYKY 30DKY,

OATOBOPHY 3a XaOTUYHO IIOMepame JaTOor CUCTeMa.
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2.3.1 Hywmepuura nereknuja ApsHosnoBe mudy3uje

Henyuy nenenujy no o6jaBmuBamy ApHOILIOBOT MoAena U qudy3uje, yCaeauan Cy U IpBU
[IOKyINAajU fa Ce OHa HyMEPUYKU IHEeTeKTyje. JemaH oX MUOHUpA y TOM cMHUCIY je u Kiaon
dpenuie KOju je PAHUX CENAMAECETUX KPEMPAO MOAEN YeTBOPOIUMEH3UOHE Male [7] Koju
je kacHuje, y3 MomupuKalyje, KOPUIITEH M 3a NETEKIUjy U Mepeme Ipoleca Iudysuje.
NMako Apmonmosa mudysuja, HA opuruHagHOM Momeny (2.19) Huje HyMEpUUKM mETEK-
TOBaHA, Pa3BUjeHE Cy HyMepHUYKe MeToJe IOMONY KOjuX je NeTEeKTOBAH U MEPEH BPJO
CIMYaH MeXaHr3aM [IOMepama JejcTaBa IyK PEe30HAHIe Ha APYTUM MOIEJUMa IPOCTOPa
([29], [21], [22], [24], [47], [46], [48]).

lenepanuzarnuja ApHOAmOBe mudysuje WIaK 3aXTEBA HEKY BPCTY CTAHIADIA3AIN]E
nojmosa: Aprosadosy dudyzujy nocmampamo Kao npouec eKCnoKERUUJAAHO COPOZ NOMEPAE
dejemasa y cucmemy Kxoju 3a0o8omasa runomese KAM meopeme u meopeme Hexopouwesa.

[Mpennsuuje, ApuonmoBa mudysuja moapazyMmesa aa:

i) TperrpaMo WCKBYUMBO KEA3U-UHMEZPAOUAHE TAMUATNONUJAHCKE CUCMEMe; Tj. CHC-

TeMe Yrja XaMUWJITOHUjaHCKa (yHKIUja nMa OOJIMK

H(I,¢) =h(I)+cf(I,¢) (2.20)
NI CUMIIJIEKTUYKE Malle:
a8
I=1+22(r
+ ag0( ;)

!/

oS

= P I/,
p=p+ o700

rzae je pyurmumja S

S ) =h(I") +ef(I',¢)

[aTa y CUCTEMY IejCTBO-yrao npoMeHbuBux (I, ) Ha HEKOM OTBOPEHOM U MOBE3aHOM

crkyny G x T* C R™ x T™.
11) ®Pymruuje f u h cy TakBe ma xamMuaToHUjaHCKU cucTeM (2.20) U CUMIIEKTUYKA MAIa

3a10BosbaBajy ycaose KAM Teopeme u teopeme HexopormmeBa 3a moBosbHO Mao €.

44



i)

)

IoBoman yciuos je ma f Oyme anasumuuna pysrnuja (Tj. oa KO3BOBABA PA3BOj y

KOHBCPI'€HTAH pea) u ma h 3a,40BOJbaBa TAKO3BAHU YCJIOB CMPMOCMU.

Hocmampamo cucmem camo 3a mane 8pedrocmu nopemehaja €; TOBOJBHO MaJje na ou
0be moMeHyTe TeopeMe MoOrJe OuTu npuMmemeHe. V3 oBe mpeTHoOCTaBKe Clequ 1A je
($as3HN IPOCTOP CKOPO y IOTIYHOCTH KHCIYHEH CKYyIOM KMHBapujaHTHuUX Topyca K.
CBaky noyeTHu noyokaj y ckyny K crabunan je y 6€CKOHAUYHOM BpEMEHY, Ka0 LITO
je maycrpoBano y noraassmy 2.1. HecrabunnocTu ce ouekyjy camo Ha CKyILy KOjU je
KOMIIJIEMEHTApPaH CKYIy MHBapujaHTHUX Topyca K Tj. Ha ApHoumoBoj mpesxu. Ha
ocHOBy HexopomeBireBe TeopeMe 3HAMO [1a OBE HECTAOUIHOCTH 3aXTEBAjY MU3y3€THO
Iyra BPEMEeHa U Ia Ce eKCIOHEHNUjaJIHO IPOLY:KaBajy V OJHOCY Ha HEKU IIO3UTUBAH

crernen Bpennoctu 1/e.

Cmampamo da je kpemawe (I(t), o(t)) necmabuaro, axko mocToju Bpeme ¢ TaAKBO Ha je

diamG
paiy 2 .

V

11(t) = 1(0)] (2.21)

OBako me¢pumHHCAHA HECTAOUIHOCT MMa MAKPOCKOICKU KApaKTep jep TpeTtupa Ieo
nomen (G; Teopema mo3BossaBa Op3e JIOKAJHE OCHUIANME Y MAaJOj OKOJIUHU MOUET-
aux ycaosa 1(0). Mebyrum, y nponecy mudysuje Koju HAC 3aHUMA U3JIA3UMO U3
IOMeHa JIOKaJHUX ocuwianuja. OBaj mpolec HUje TPUBUjaJIaH U 3aXTEBA EKCTPEMHO

Oyra BpeMeHa.

Kaxcemo da N opbuma (I(t)7,o(t)?), j = 1,..,N Odufyndyje y mPOCTOPY YKOIUKO
OPOMEHa Cpelie¢ KBaApaTHe pasJdKe JejcTaBa y OQHOCY Ha oAropapajyhie modeTHe

BPENHOCTU y BpeMeHY ! meduHUCAHA Ca

St) =~ > [ty —I1(0)] (2.22)

j=1,N

pacme aurneapro y epemeny t. OgHOCHO, IOCTOjU KOHCTaHTa [ TakBa na je

S(t) ~ Dt
3a cBako t. Korcranry D nedpunumemo kao koefuyujenm dugysuge.
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vi) Ceako nomepame dejemasa koje 3a0080ma8a ycaose i) , it) uiii) nazusamo Aproadosom

ougysujom.

2.4 DBp3u usmukaropu JbamyHoBa

Bp3u manukaropu Jbanymosa (FLI) u Hexopomesmesa TeopeMa 3aHUMILUB Cy MIyeT.
HexopoureribeBa TeopeMa faje aHAJIUTUUKA NPErJIeld AUHAMUKE IEJOKYIIHOI IPOCTOpPA.
Wcrospemeno, FLI je ocerihuB Ha CBAKy IPOMEHY AMHAMUKE, oMOrynyjyhu Tako Busyesmn-
sanujy Hexopomessmese quuamuke. ApHonnoBa mupysuja, Kao jeTaH O HAjOUEKUBAHIJUX
¢dpenomena Hexopomesimese Teopeme, OIBUja e UCKILYUUBO Ha ApHONHOBOj Mpexu. [ me
” Kako ce APHOJIIOBA Mpeka pacIpocTupe Kpo3 GpaszHu IpOCTOpP, AeGUHUIIE PE30OHAHTHU
Momyn k-w =0, k € Z" y unjoj ce MaJOj OKOJMHM HAJIA3M TAHKUA XAOTUYHU CJ0] (camo
3a Mauty Bpeanoct nmopemeliaja xaoruunu cioj je ranak). CTPyKTYypy PE30HAHTHOT MOI-
yJla, & UCTOBPEMEHO U CTPYKTYPY APHOJIOBE MpekKe, HYMEPUUKH je Moryhe merekroBaTu
nomohy TakosBamor 6p3zoz unduxamopa Jbanynosa.> Mako je Ha MOUYETKy TPUMEHUBAH HA
KpeTame acTeponia 1 KOPUIITEH 3a Aereriujy ciaabor xaoca ([10], [11]), mokasaio ce na
FLI Bpuo npenusHo oacaukasa u cTpykTypy Apuosnose mpeske [8]. Hedpuuunuja Bpsor
naarkatopa Jbamynosa (mpeysera u3z [28]) 3a cayuaj mame je:

JEoVHULINIA: Hexa je M mana M : R" — R"™. Tada 30 Hexku nouemHu MOAONCA]
z(0) € R™ u odeosapajyhu nouwemnu eexmop v(0) € R™ bpsu unduxamop Jbanynoea FLI

deduruiemo xao Pyrkyujy
FLI(2(0),0(0),t) = log [lu(t)]] (2.23)

20e jet € ZT.

3a mamy M ranrenTHu Bexrop v(t) medunucan je ca:

3Y nmamewm rekcry xopucrtuhemo ckpahienu Haszus 3a Gp3u MEIUEATOp JbalyHOBA KOjU je M3BEdEH U3

enraeckor jesumka FLI-Fast Lyapunov Indicator .
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Y caydajy HEOpEKUIHOT XaMUJITOHUjaHCKOT TOKA, MUHAMUKA je ompebheHa cucremMom

IudepeHIrjaTHIX jeTHAYnHA

d

& =F(x), == (x1,...,%n) (2.24)
dt

rae je F': R™ — R™ onrosapajyha raartka ¢pyuxnuja. EBosnynuja ranrentaor Bexropa v(t)

koju nedunume FLI, 3a Hexu noverHu tanrentHu Bekrop v(0) mobuja ce mHTErpamnmjom

dv oF

IToncernmo ce na je JbanyHOBIbEB €KCIIOHEHT TAHI'eHTHOI BekTopa v(t) oxpeben Bpen-

BapUjaluOHNX jeqHAYNHA:

somhy In||v(¢t)||/t kKama t — co. JhayHOBILEBU €KCIIOHEHTU UMAJY NO3UMUEHY 8PeOHOCT,
Y CAYNATY TAOMUYHOZ KPEMAHA, 8 TEKE NYAU Y CAYHAy pezysaproe xpemamna. Mebyrum,
HIICY y CTalmy Oa pasilyde pa3iIudnTe TUIOBE PEryIapHOr KPEeTama Tj. Na JU je Tpa-
jexkTopuja pesonanTHa mim Jjgexu Ha KAM Topycy. pyru 'Hemocrarak’ 6u Guo Taj mTo
360r CBOje aCUMITOTCKE MPUPOLE, KAPAKTEPUCTUYHN €KCIOHeHTH JhamyHoBa 3axTeBajy
BEJINKO DAadYyHAPCKO BPEMeE, TE je TEIIKO M3BECTU IUXOB PAUYH 3a BENUKNA OpPOj mOoYeT-
HUX yCJOBa, HIP. KalJa MaIUpPaMO LE0 IPOCTOP Ca HUBEM L& AETEKTYjEMO CTPYKTYDPY
Apuonnmose mpesxke. Hamporus, FLI je ocermuBUju UHIWKATOP jep 3a HaBeIeHa IBa
ciydaja PeryJiaapHOr KpeTama Jaje Pas3jInduTe BPEIHOCTH.

3a caku nouernu mosoxa] (1(0),¢(0)) u cBaku nouerru ranrenTan Bekrop (v7(0), v,(0))
6p3u uanmukatop Jbamynosa FLI cucrema H(I,¢) = Ho(I) +eH1(I,¢) nepuammemo kao

HOPMY TAHTEHTHOT BEKTOPA ¥ Y TPEHYTKY t:
FLI = [|((vi(£), v, (t))]]- (2.26)
Ilocroje n Mmomudpuranuje rae nedunumemo F LI kao cynpeMmym
FLI = sup ||((vr(t), v (1)) |

WM Cpenmy BPEeTHOCT

1 t+N—1
FLI = — > [[((wi(®), ve(®)]
t=t—N

oBe HOpMe Ha oarosapajyhum BpemencknM noauaTepBaguma. OBe MomupUKanuje HEMAjy
Behu aHamuTUYKK 3HAYA], BHUXOB CMUCAO je Y eIMMUHANNU JIOKAJTHUX OCIMJIANNja, IITO

je 3HauajHa OJIAKIMINIA y IVIOMA3HUM HYMEPWUYKAM AJITCOPUTMUMA.
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3a xamunronnjancky ¢oyuxmmjy H(I,¢) = h(I) + ef(I,¢), Bapujanuone jenHadvHe
buhe:

dv] 82f 82f
- — 2.2
it~ “apalt T “aga1’ (2:27)
dv,  0%h o2f o2f
E = ﬁ’l}] +EW’U1 +8818¢U¢. (228)

Y cayuajy ranma je Xamumaronujaun H(I,p) = h(I) 4+ ef(I,p) uarerpabunan (¢ = 0)
BekTOpU v Ouhe:

9?h

vr(t) = vr(0),  vy(t) = v, (0) + EYE)

(I(0))v; (0)t. (2.29)

Y HemHTErpalbuIHOM CIIyYajy, 3a MaJjie BPEeIHOCTU £ €BOJIYIMja TAHIEHTHOD BEKTOPA U
ouemyje ce MeTonaMa XaMuITOHujaHcke Teopuje mopemehaja. Ilo pesyararumva us [19]

cirenu na je:
1. HOpMa TAHCEHTHOr BEKTOpA v Yhju cy moderHu yciaoBu Ha KAM Topycy:
€ a2h (07
[v* Ol = 375 (L0)er (0)][t + O(et) + O(1) (2.30)

3a meko a > 0. Omasne caemu na he ceu nowemmnu yeaosu wa KAM mopycy umamu

npubauacro ucme epednocmu F LI, oznauumo ux ca F' LIk Ap.

2. HOpMa TAHMEHTHOI BEKTOPA 3a PEeryJjapHe pe3zonanmue opbure je:

1
NG

3a Hexko B > 0. A°™ je nuHeapHNM TPOCTOP OPTOTOHAJAH Ha HMenobpojam ckym A C

lo* ()] = ICATIY vr (0) [t + O(e7t) +O(p?) + O(Vet) + O(—=) (2.31)

Z" koju medunume pesoHanTHy Mmpexy (1.9) rama k € A, nok je II) eyrmmacka
npojexknuja Ha auneapuu npoctop A. Cp je nuHeapHUM OomepaTop KOjU 3aBUCU O
pesonanTHe Mpeske A u novernux nejcrasa I(0). Osmauubiemo ca FLI,..s BpeaaocTu

FLI 3a pe3onanTHe peryiaapue opobure mopemehenor cucrema.

W3Bobemwa, moka3u u npenusHuje AeUHUIMje IPETXONHUX M3pa3a MOry ce mpoHahu y
[19]. Ipumernmo na ce FLI..s pasmuryje on FLI 3a naterpabuino Kperame U Aa je Ta
pasimka pena seauuanae O(1). Taummje, mureapun oneparop CAII{™ y mspasy (2.31) u

Xecujan % u3z (2.30) ce pazmuryjy 3a O(1) tj. CAIY™" me Tewu % kazxa € — 0. Osa
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pasnuka 3ampaBo u omoryhyje ma momohy FLI merexryjemo pe3onanmy, jep ce FLI,..; u
F LIk Ap ounrnenso cucreMaTcku pasnukyjy. VI konauno, F'LI 3a raomuurne opbume uma
Hnajeehy epednocm, jep opbuUTa y TOM CIyYa]y €KCIOHEHIIUjaJHO JUBEPrUpa y OJHOCY HA
IIOYETHU TIOJIOKA].

Ha ropmoj caunu 2.8 npukas3an je CerMeHT cTapgapaHe Maine (IedUuHUNIja OBOT MOI-
esqa mara je y moriassipy 2.1.1). Ilomcerumo ce ma pe3oHaHTHE KPUBE HA CTAHIADAHO]
Manu mMajy oOJUK emurce, OTBOPEHE JUHUjE KOje ce TMPOTEKY On MOHE N0 TOPHE WBUIIE
cauke npencrasbajy KAM Topyce, a HeIpaBUIHO pacyTe Tadyke y OKOJIWHU PE30HAHIN
¥ OKoJuHU xunepbonuuke Hecrabuune tauke (0,0) omrosapajy XaoTWUUHUM opOuTaMa.
W3 cBake obmacTtu OupamMo HEKy IOYETHY BPEAHOCT 3a KOjy pauynamo FLI: (0.01,0.0)
3a xaoTmuny obmact, (2.256,—0.04) mva KAM rtopycy, u taury ~ (0.64,0.0) 3a pesanTuo
KpeTame.

Ha nomoj coumu npukazana je mpomena Bpennoctu F LI 3a oBe Tpu Tauke 3a 1 =
1000. TITouernu tamrentHm BekTOp (v,(0),v4(0)) = (1,0) 3a cBe Tpm opbure. FLI 3a
XaOTUUHY OpOUTYy OumMrienHo HajOp:ke pacTe W uMa HajBumry BpenHocT. Tpajexkropwuja
ca KAM rtopyca m pe3oHaHTHA TpajeKTOopuUja MMajy Hrpke Bpenuoctu FLI. Y cruamy
ca teopujoM, F'LI naje pa3nuumre BPEeIHOCTHU 3a OBa OBa ciaydaja. Beh mocme 100-nak
KOpaka mrepanuje, jacuo je ma je FLIgap > F LI cs.

Yumenuna na napopmanujy o npuponu opdbure F'LI naje Beh nocse manor 6poja ur-
epanuja, 3HavYajHa je IPEeTHOCT y HYMEPUYIKOM CMUCIY, jep oMoryhyje na m3padyHaMmo
speauoct FLI 3a Benuku Opoj moueTHuX ycjiaoBa. Ako m3abepeMO PaABHOMEDHO pac-
nopebene moderHe yciiOBe Ha HEKOM ABOAWMEH3VMOHOM MHTEDPBAJY WM HA TPULY, Pady-
HameM F'L] 3a cBaky Tauky I'puna OTKPUBAMO IWHAMUUYKY CTPYKTYPY (a3HOT IPOCTOPA,
yRBYyUyjyhu 1 ApHOIIOBY MpEKY.

HoBuju pesynratu ykasyjy wa to na je FLI oceTsbuB u Ha PA3JIUUUTE BPCTE XAOTUY-
HUX opOuTa u na je Moryhe pazoTkpuTu QUHU]Y CTPYKTYPY NPOCTOPA YHYTAp XaOTUYHE
obmactu ([49], [31], [16], [23]) ka0 mTO Ccy Ha mpumep CTabUIHE U HECTAOWIHE MHO-

TOCTPYKOCTH! Y pe30HAaHIaMa KOje Cy IpHKa3aHe Ha ciamkama 2.6 u 2.7.
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Standardna mapa

14

12

10

FLI

o 200 400 600 800 1000

Cunuka 2.8: Ha ropmoj caunu OIpuKasaH je CerMeHT crammapaHe mare 3a € = 0.6. Ha momoj caunum
npuka3aHa je mpomena FLI 3a Tpu AMHAMWYKM pa3audure OpOWTE HA CTAHOAPAHO] MAMU IOCTE
1000 mrepamuja. XaoruusHa opbura, uuju je moueHTHU noio:xkaj Ha Mamu (0.01,0.0), uMa HajOpKY
npomeny. Opb6ura ma KAM ropycy (2.256, —0.04) mma Behy pemmoct FLI om pe3omHanTHE Ymja
je mouerna Bpemuoct ~ (0.64,0.0). Beh mocse memynux 100 ropaka urepamnuje, jaCHO ce yodaBa

pasnuka y noHamamny F LI 3a oBe Tpu opOure.
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MOAOENI MAIIE 1 HYMEPUUKHN PE3YJITATU

BEHE JTNMHAMUKE

3.1 Jedurumnuja Mmomnesa

IMoenkapeos meTon npeceka ca nospimuMa (1892) jenan je ox HAJIIIONOHOCHUJUX METOAA
KOjUM BH3yeJN3yjeMO CHUCTEM Ca OBa CTeleHa cJaoDome; He TPEeTUpamMo eIy TPajek-
TOPHUjy, HETO CaMO H-€He CYKIECHBHE IIPECEKe Ca NaTOM IOBPINjy, YnMe ce mpobiaeMm pe-
OyKyje Ha IBOAMMEH3WOHY Mammy. Ha mcToMm mpuHIUIy, TpOOJIeM ca TPU CTENeHa Ciaobomne
(n = 3) Moske ce penyroBaTu Ha IpobieM yerTBopoauMmensuone Mame. Ca numeM na Hy-
MEPUYKN PEKOHCTPYUIIEMO U WIYyCTPyjeMo muHaMuky HexopomieBibeBe Teopeme mocMma-

TPaMO YETBOPOIAUMEH3NOHY CUMIIJIEKTUYKY Mamy ¢:

¢:R?2xT? — R?2xT?

(11512#;017(%72) — (I]ivjév<p/la(pl2)

rae cy (I1,I2,¢1,p2) HEjCTBO-yrao NPpOMEHJLUBE TAKBE I je:
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O = o1 +10 (3.1)

oh = @2—Ir+ml;
s
sin )
I = I, -«
! ' (cos @) + cosgh + )2
I - I sin ph
1 =

(cos @) + cospa + ¢)?’

Wurerpabunna anpokcumanuja h ogrosapajyhe xamuaronujancke pyuruuje H (I, p) =

h(I)+ef(I,p) nepuaucana je ca:

12 I3
(I, Iy, I3) = = — 2 + m=2 + 213, (3.2)
2 2 3
a mopemehajua ¢pyurmuja f je obauka:
1
f= (3.3)

Cos 1 + cos s + ¢
PasBoj ¢yurmuje f y ®Pypujeos pen umahe xapMOHUjCKe UIaHOBE CBUX PEIOBA UNMeE
je obe3bebena anamuruunoct Gyurmuje f. IIpomenmuBa @3 KOHjyroBana IpoMeHBUBO]j I3
oarosapa BpeMeHy. JemaH KOpak UTepalldje je IyH yrao IpoMeHe yria s. Ilapamerap
€ oxpebyje muTeHsurer mopemehaja, a mapamerap m OAroBapa MHTE3UTETY CTPMOCTU
¢yurnuje h. HexopomesireBa Teopema amanTupaHa je Ha AUHAMUKY CUMIIEKTUYKUX

mana y [20].

3.1.1 IIpoBepa ycisoBa cTpMOCTU PYHKIUjE h

Banunaoct Tpujy ycaosa crpmoctu pyurnuje (3.2) npoBepaBaMo Ha OCHOBY oArosapajyhux

neduHMNUja U3 noraasspa 2.2.1.
i) Kowsexcnocm: yspmTasameM (yHKnuje h y uspas (2.15) mobujamo jenHauuny:
u? — (1 —2mly)u3 = 0. (3.4)
Koja he mMmaTu TpuUBUjaTHA peIIema camMo y objacTu rae je
1
1-2ml <0< I, > — (35)
2m

52



omakie caema na je y obnacru I > 1/(2m) dpyurmuja h xoneexcna. Y obmactu rae

je I < 1/(2m) ycaos kouBekcHOoCTH Helie GUTK 3a,10BOJBEH.

1) Kxeasu-Koneexcrocm pyHKUUje h IpoBEpaBaMO YBPIITABAKLEM OBE (QYHIKU]E Y CUCTEM

(2.16). Omrosapajyhe jemnauune Gulie obauka:

uf — (1 —2mly)u3 =0 (3.6)

Ilul + IQ(mIQ - 1)’[,&2 + 27T’LL3 =0.

Jlako ce mokasyje na cucreM uMa TpUBMjaJHA pellema y obuaacru rae je [o > 1/2m.

Ilakse, n yCJI0B KBa3U-KOHBEKCHOCTU je 3al0BOJLeH y obmactu rae je Ir > 1/2m.
i1i) VI xomauno, jennaumue kojuma oxpebyjemo 3-ctpyja ycmos ¢ymruumje (3.2) 6uhe:

u? — (1 —2mly)u2 =0 (3.7)
Liuy + IQ(TI’LIQ — 1)’(1,2 + 27mu3 =0

2mu3 = 0.

Y cnyuajy kana je m # 0, cucmem uma camo mpusujasra peutenas v = 0 u Pynryuja
h sadosomasa 3-cmpyja ycaos na yeaom domeny G. Y cynpommom, mj. xada je m =
0 cucmem we 3a0060masa wujedan 00 HABCOCHUT YCAOBA CMPMOCIU (KOHBEKCHOCT,
KE8A3U-KOHBEKCHOCTN, HUMU 3-cmpyja ycaoe) M AuHAMUKa OBakBor cucreMa (m = 0)

M3J1a3u U3 KOoJoceka cnope Apronmose mudysuje (onmcana je y [22]).

W3 nmocaenme Tavke 3akpbydyjeMo ma mapamMerap m 'yBoau® CTPMOCT y cucteM; Behe
Bpennoctu m mnoBiaave Behy crpmocrt. Taunuje, mapamerap m yBoau 3-CTpyja yCJIOB,
aJu He "W KOHBeKcHOCT. Ha Taj HauymH KOHCTPYHCAH jeé MOAENT y KOjeM ce MOIeIaBa
MHTEH3UTET CTPMOCTH IIPOCTOM BapUjallljoOM IIapaMeTpa m.

IIpoBepa KOHBEKCHOCTH, KBa3M-KOHBEKCHOCTU U 3-CTPYjd YCJIOBA XaMUITOHUjAHCKUX
¢yHKIUja KOoje OM onroBapajie HEKOM DEaJIHOM CHCTeMY, yMe na Oyne Kpajme HeTPUB-
mjasan 3amatak. TakBo mcnutusame o6aBmmeHo je y [44] m [45], rme cy mcnurama oBa
TPpU ycioBa y obisacTuMa (a3HOr IpocTopa 3a ABe pamuiuje acrepoumna. Vako je ko-
pumbien ynpomhien Mozxen xaMuiaTOHUjaHCKe (yHKIMje, m3pasu (2.15), (2.16) u (2.17)

OBOT' CUCTEMA MMajy Kpajie 3aMPIIeH OOJINK U IPOTEXY Ce HAa HEKOJIMKO CTPAHA.
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3.1.2 Omnena uHIOEKCa CTPMOCTU QYHKIHje 1

ITo Hexopomesny [39], unmexcu crpmoctu (meduHUNM]a MHIEKCA CTPMOCTU OaTa je y
noriaBiky 2.2.1) KBa3M-KOHBEKCHUX (yHKIMja jeNHAKA Cy jeNaH, a WHAEKCU CTPMOCTH
KOHBEKCHUX u cTpMmux (3—cTpyja) ¢pyHKmmja crporo cy sBehu ox jeman. 3a dyrmujy h
u3 koje je msBemena mamna (3.1), umnekce crpmoctu nao je Guzzo u [24]. Bes ynaxema y
aHAJUTUKY TOKa3a, mo3saheMo ce Ha eMy M3 OBOT Pajia HA OCHOBY Koje ce oHu onpebyjy.

JEMA Hexa je h eaamxa gynrkyuja xoja 3adosomasa 3—cmpyja ycaos y mavwwu I. Tada ce
undexcu cmpmocmu o, 00pelyjy na caedehu navun: ako je pecmpuryuje xKeadpamme Popae
n' (I) na mewu auneapru npocmop A, 2de je dim\ = k opmozonaana wa Vh(I) nedezenep-
ucara, maoda je ap = 1. Y cynpommom, o = 2.

Bunpenu cmo ma h 3amoBosbaBa 3—CTpyja yCJI0B HEIET€HEPATUBHOCTU Y CBAKO] TAYKU
I. Takobe, h je kBasu-roHBekcHa y momeny rze je Is > 1/(2m). Crora he 3a csako I
y obmnactu Iz > 1/(2m) unnercu crpmoctu 6utu o = ag = 1. 3a Iy < 1/(2m) unnexce
ctpmoctu oxpebyjemo Ha ocHOBy seme. Y BerkTopckoMm obmuky Vh(I) samucahemo kao
(Iy,—Iy + mI3,27). TlpocTop koju je oproronanan ma Vh(I) mepunucan je BekTOpUMa

(u1,u2,u3) KOjU 3a00BOBABAJY jeNHAUUHY
(ul,u2,U3)-(Il,—12+m122,27r) =0 (38)

nJjin

Ly + (=T + mI3)us + 27ugz = 0. (3.9)

Pecrpurrnuja kBamgpartHe dopme h”(I) Ha JguHeapHU npoctop (3.9) mma mBe CONCTBEHE
Bpemaoctu: 1 u —1 + 2mly. Kanma cy obe oBe BpemHOCTU pa3juyuTe O HYJIE Tj. Kamda
je =14+ mly # 0, cucrem je nedezenepucan. Axro je —1 4+ 2mly = 0, omrocuo Iz = 1/(2m)
cucreM je Odezenepucan. Ha ocHOBY seme ciemu ma je ae = 2 Ha upasoj Ix = 1/(2m),
a ay = 1 3a Iy < 1/(2m). Taxobe, mocrojalie npasmu A, TakBu ma Cy PECTPUKIU]jE
kpagpaTae popme h' (I) Ha A meremepucame dymxmmje 3a cako lo < 1/(2m). Crora
he nma ocmoBy neme y obnactu I» < 1/(2m) mmnekc crpmoctu op Outu oy = 2. Ha
OCHOBY TPETXOMHOT PE30HOBama O3HAKA 34 CTPMY KBA3U-KOHBEKCHY OOJIACT y KOjO] Cy

oba WHOEKCA CTPMOCTU i = (g = 1 je:

Dy = {(11,12) 21y > %}, m }é 0. (310)
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CrpMy HEKOHBEKCHY obiacT rme je a; =2 u as = 1 o3maunhemo ca:

1
Doy ={(Ii,I2) : o < 5}, m#0, (3.11)

a mpaBy Iy = ﬁ Ha KOjOj je CUCTeM mereHepurcaH, a 006a MHAEKCAa CTPMOCTHA (v = Qig = 2,

o3HaumheMo ca:

D22:{(11,12):I2:%}, m;éO (312)

IIpumernmo ma cy y cBakoj onm HaBemerux obmactu Dy, Doy m Doy MHIEKCU CTPMOCTH
KOHCTAHTHU, Tj. HE 3aBUCE O MapaMeTpa 1M, IPU YeMy Cy OUHAMUYKA CBOjCTBA DA3JIv-
yuTta. Beh je momenyTo ma je cucrem HajcTabuiHUju y KBa3u-KOHBEKCHOj obmactu Diq,

WTO je HyMepudku noTtspheno y [24].

3.1.3 FKoedunujerntu crpmoctu (), u mapamerap m

3a pa3iuKy Ol MHAEKCAa CTPMOCTH, KOjuMa je mocBelieHo mocra ma:Kme y JIUTepaTypu, Ko-
epummjentu crpmoctu Cy, (mornematu medpuHMnMjy y moraasiny 2.2.1) Tj. BUXOB yTHOA]
Ha CTaOMJIHOCT HUCY 3HAYajHUje ucrpakeHu. Hexopomes ce KoepuiyjeHTIMa CTPMOCTHA
6aBu y pany u3 1979. roauue [40], rme je noka3ao Ja ce BHUXOB yTUNA] HA CTAOUIHOCT
IpOBJAYM NMMPEKO mapaMeTrpa £g. ladnuje, rpaHnYHa BpeaHOCT nopemehaja €g 3a Kojy ce
npumenyje HexopomesibeBa teopema, 3aBucuhe on rkoedpunujenara Ci,...Cp—1 HaA BpPIO
3aMpIIeH HauuH npeko 4dak 16 4+ 2(n — 1) pasznauuurux napamerapa. ¥ 3MeMo a1 y 063up
YMEHEHNIY Oa [eJOKynHa Teopuja mopemehaja, ykapydyjyhu nparehe mexanusme kao
mWTO je Ha mpuMep (peHoMeH crnope ApHoumoBe mudysuje, 3aIpaBo BaKU 38 Maae BPEI-
HocTu nopemehaja €, ucnuruBame yTunaja KoepuinujeHara CTPMOCTHU Ha £y CBAKAKO HUje
Oe3HayajaH UCTPAKUBAYKUA 33JaTaK. 3AaMHTEPECOBAHU CMO 1a Ca HYMEPUUYKOT ACIEKTa
UCIUTAMO YTUIA] KOePUIjeHaTa CTPMOCTHA HA MYTOPOYHY CTAOMIIHOCT CUCTEMA.

Y mamem momeay (3.1), mapamerap m 3asucu on koepunujenra crpmoctu, Cp. Wiayc-
TpoBaheMo 0By Be3y y mHapemuoMm neny. [locMarpamo mHTErpabuIHy XaMUJITOHU]AHCKY
¢yuruujy (3.2) n npomenmuse (I, Iz, I3) y cTpMOM HekOHBEKCHOM moMeny Iz < 1/(2m).
Y mpeTxomHOM IOTJIaBJ/bYy IIOKA3aHO je Ia je y OBOM IOOMEHY MHIEKC CTPMOCTU 1 = 2.

ITorpebHo je matu oneny oarosapajyher rkoepunujenta crpmoctu C7. Meby nuneapunm
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npocropuma A uuja je mmmensuja dim A = 1 u oproromanan cy Ha Vh(I) mocmarpamo
OHAj KOJU je T€HEPUCAH jeVHUYHUM BEKTOPOM U TAKBUM 14 je u% — ug(l —2ml3) =0 Te

3a CBAKO 7) BayKU:

[IAVA(I +nu)| > mip|uz|® =
3
9 2w
= m’r]
V872(1 —mla) + (11 —2mly — Ir(1 — mly))2

OaKJe cilenu na je:

2w 3
VB2 (1 —mly) + (VT —2ml — (1 — mfz))Q) |

0<Clgm(

IIpumeTnmo ma cMO y IPETXOMHO] OIEHM pa3MaTpai caMO IPOMEHY MAaJMX NUMEHU-

Jana Ha JereHepUCAHOM MpPAaBIly KBAIAPaTHE (PopMe
R (Du-u = u% - ug(l —2ml;) = 0.

Ioma rpanuna 3a C; nobuja ce us npasua |h”(I)u-u| kKoju HUje KereHepUCAH U UMa MAILy

BPeMHOCT y omHOCY Ha m|us 3.

3.2 ApHoJsnoBa Mpeska MoOeJsia

ApHOIIOBA Mpeka ce IPOjeKTyje Ha MPOCTOP GPPEKBEHIM]a Y PE3OHAHTHY MPEKY Ie(PUH-

ucaHy ca:
> kiwi=0, i=1,..n. (3.13)
2 2 3
[Mpumemena va XamMuartonujau h = 171 - 172 + m%? + 27l3 jemmaumua (3.13) mahe onmru

o6suk pesonanun y cucremy (3.1):
ki Iy + ko(mlIz — Io) + 2k3m =0 (3.14)

KOju IpenacraB/ba pamuiujy mapabosna rana ki, ks, ks € Z™. Ilpumermmo ma 3a m = 0
napabosue y u3pasy (3.14) ryGe kBaapaTHU WiIaH U Ja Cy Tala PE30HAHIE IepUHUCAHE

haMuUIMjoM IpaBUX
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klfl - kg]g + 2/€37T =0. (315)

Cnuuno [loenkapeoBuM MOBpHIMMA U CTAHOADIHO] MAINM, TUHAMUKY CUCTEMA MOCMAa-

TpaMo caMO y paBHU S

S ={(I, 12,1, ¥2), (¢1,92) = (0,0)}

KOpunIhemeM cBOojcTaBa Op3or mHAuKaTtopa JbamyHoBa.

3a peryiapHe TPajeKTopHuje BaskM Oa Cy WM pe3oHaHTHe miuu cy Ha KAM topycy.

1.) Yronuko je meka Ttauka x € S Ha PE30HAHTHO] TPAjEKTODUjU, KPETAme je mepu-
OJIMYHO, T€ Ce CBAKU IIOHOBHU IIPOJIA3 TPAjEKTOPUje KPO3 paBaH S memasBa TAYHO y TAYKA
x.

2.) Yromuxko je tauka x € S Ha KAM topycy, kperame HUje IEePUOANYHO, U TPAjeK-
TOpUja MPAKTUYHO BUIIE HE MPOJIA3U U KPO3 TAUKY .

Cuenu 3ak/byvak la CBaka Tauka paBHU S Ha jenuHcTBeH Hauud oxpebhyje Tpajek-
TOpUjy: jemHa Tauka -jemHa Tpajerkropuja. OBo mpaBuio ce MehyTum He omHOCH Ha
xaoTuyHe opbure. Bumme myra je moMeHyTO n1a ce HECTAOUIHOCTY HEMHTErPDAOUIHUX CUC-
TeMa 3a MAJO €, OUEKYj]y Ha CKYILy KOjUi je KOMINIEMEHTADAH CKYIy PeryjJapHux opobura
Tj. Ha APHOJIOBO] MpEXU, YHYTap KOje IOCTOje XUIepOoInuUKe CTPYKTYpe, cTabuine u
HecTabumnne (KOje CMO OMMCANM y MOTJIaBidby 2.3), KojuMa ce OBeé HeCTAOUIHOCTU TEeHEp-
nmy. lakmge, TpajekTopHja Ca IMOYETHUM YCJIOBUMAa Ha APHOJIIOBO] MPEXU Yy CBAKOM
cnenehem nposacky Kpo3 paBaH S MOXKe a Ce IOMEPU 3a HEKYy MaJy BPEIHOCT.

C o63upom na FLI naje pazmuuure Bpennoctu 3a KAM /pe3oHanTHO/Xa0TUUHO Kpe-
Tame, Mol hemo na meTexkTyjeMo CTPYKTYpPY Ipocropa pauyHameM F LI 3a cBary Tauky
T Ha TPUILY MOYETHUX yCJIOBA M3 HATOT CErMeHTa paBHU S.

Ha Taj Haunn nobujene cy ciure 3.1 Ha KOjuUMa je HAT IPUKA3 PE30HAHTHE CTYKTYpe
MOCMATPAHOT MOJEJa, a UCTOBPEMEHO U CTPYKTypa ApHoamose mpeske. CBaka On Cauka
nobujena je pauyHameM Bpennoctu F LI 3a 500 x 500 Tauaka paBHOMEPHO pacmnopebhenux
ua cermenty (I1,Iz) = [0, 7] x [0, 7]. Bpeme nrepannuje je T = 1000, napamerap ¢ purcupan

je Ha ¢ = 3, a IOYETHU TAHT'€HTHU BEKTOPU CY:
(1)]1 (0)7 VI (O)a Ve, (O)a Vo (O)) = (L 17 05(\/5 - 1)a 1)
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- Tauke Ha XUNEpOOIMYKUM CTPYKTypaMa pe30oHaHUU (CTAOWIHUM U HEeCTAOWIHUIM )

nMajy HajBehy Bpenmoct FLI. Ha caunu 3.1 oBe Tauke obojeHe Cy y KyTO.

- Opbute sa KAM rtopycuma mmajy HemTo mMawmy Bpexnoct F'LI. Ha caumkama 3.1

O3HAUEHE Cy NPBEHOM O0jOM.

- Pesonanrtae opbute nMajy HajHwky Bpennoct FLI n Ha ciamkama 3.1 60juMo ux y

TaMHO IIJIaBO.

Cpaka Oon mIeCT CJWKA HOPUKA3yje Ne0 paBHU S 3a PA3IUYUTE BPEAHOCTU 1M WIN €.
Crama 06oje ca Bpemmoctmma F LI nmara je mcmonm cBake ciaumke. Ha cBuM ciaurama y
JIeBOj KOJIOHU, mapamerap mopemehaja mma maay Bpemuoct € = (.03, cucrem je cradu-
naH, noMuHUpajy peryinapae KAM opGure (npsena mosamuna), a pe30HAHIE W HUXOBA
XAOTUYHA OKOJMHA (3KyTH NEO0) 3ay3MMajy PEeJATUBHO MAJU He0 IPOCTOpAa. 3a OBaKaB
cucTeM KaxkeMo na je y Heropowesmwesom pexmcumy, Toe Cy pPe30OHAHIE jaCHO pa3IBOjeHe
(ka0 ma caunm 2.4). Ha ciukama y mecHoj romonu nmapamerap nopemehaja mma sehy
spenuoct ¢ = 0.1. Ipumehyjemo Behy momumanujy xaotmunnx (;KyTwx) opbura, Kao u
na ce 6poj KAM ropyca (upBeHu meo) 3HAUYAjHO CMAamUO. Pe30HaHIE HUCY jacHO pasi-
BOj€HE KaO0 Ha CJMWKaMa y JIeBOj KOJOHU, HErO Ce IMpEeRJANajy U CTBapajy Beny xaoTudmy
obmact. 3a oBaKaB CHUCTEM KaKeMO Ha je y UUMPUKOBILEBOM AUHAMUUYKOM PEXRUMY. Y
ropmeM peny napamerap crpmoctu je m = 0. CucrteM HUje KOHBEKCAH, TAYHUj€ HE 3a,10-
BOJbABA HIUjeJaH OX TPU HaBeneHa yciioBa crpMmoctu. OBne ce oueryje 6p3a qudysuja
Ha onpebeHoMm ckymy pesoHaHIU Koje GpopMmMupajy Tako3Bany 6psy mpexcy. Ciydaj rama
je m =0 u dpenomen Gp3e mudysuje Hymepuukn je ucrpasken y [22]. IIpumerumo na cy y
OBOM CJIydajy pPe3OHaHIe IpaBe JuHuje nedunucane jemmauumHama (3.15). IIBe cauke y
cpenmeM peny nMajy Hemo Behwm napamerap crpmoctu m = 0.1, mTo ce MmaHudecryje Ha
0o0JIMK pe30HAaHIM- MOCTajy 3akpuBibeHe. ObOJIacT mpUKa3aHa HA OBE ABE CIUKE je CTpMa
U HEKOHBEKCHA, Tj. npunana noMmery Dp;. HajcrpMmuju ciyuaj mpuka3aH je Ha OOHE ABE
cauke e je mapamerap m = 0.3 m rme je eBUOEHTHO na Cy Pe30HAHIE NapadoIUYIKOT
obnmka. Takobe, mopen cTpMor HeKOHBEKCHOT moMeHa Dy (MCHIOZI MCHEeKnmaHe JUHU]E),
HA CJIMIY je BUAJLMB U NE0 CTPMOI KBa3W-KOHBEKCHOr noMeHa Di; (M3HAnL Wclnekunane
auuuje). I'panuna usmehy ose mBe obiacTu 0O3HAUEHA j€ 3KYyTOM UCIPEKUAAHOM JIMHU)OM

I, = 1/2m ma K0j0j je, KA0 WTO je IOMEHyTO, CUCTeM JereHepucan. Ha obe ciuke y moH-
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Cnura 3.1: Momexn (3.1) mobujen nmomohy FLI 3a 500 X 500 Tauaka paBHOMepHO pacuopebenux
ma cermenry (I1,I2) = [0,7] x [0,7]. Bpeme wmrepammje je 1000. IIpsema obGmacT mpencTaBiba
crabunne opbure mHa KAM rtopycuma, HOK :KyTe 00OJACTU TpPeNCTaB/bajy PE30HAHTHU CKYI KOju
KCTOBPEMEHO PeduieKkTyje CTPYKTYpy ApHOnoBe Mpeske. Ha neBum ciamrama Bpensoct mopemehiaja
je mana € = 0.03 te momuuupajy peryiaapue KAM opbure. Ilecue ciuke mmajy Behy BpemHocT
nmopemehaja € = 0.1 mro monpunocu Behem 6pojy xaortuunux opbura. [lapamerap crpmocTu Ha
ropwmuM caukama je m = 0, y cpeamweMm peany m = 0.1 u m = 0.3 3a gome OBe CJIUKE MITO CE

pedrekryje Ha OOJUK PE30HAHNIN, OHE IIOCTA]y MapaboIMJHe.
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jeMm pemy, jacHO Pa3JUKYjeMO ma je KBa3u-KOHBEKCHU meo D11 M3HAM UCIPEKUIaHEe JIUHUI]je
crabunHuju Tj. uMma Buine ctabuiaHux npsernx KAM Topyca om HEKOHBEKCHOT CTPMOT
nesia Doy, ucnon ucnpekunane guauje. OBa pa3iinka je HEMITO OYWUTJIEAHUjA HA JECHO]
cauiy, rae je cucreM xaornunuju. lomwu nap camka twMe norBpbyje HexopormesmeBy
IpeTnocTaBky O Behoj crabuiaHOCTH KBas3U-KOHBEKCHUX ¢yHEKIUja. [lopeDeme nunammnke

y obmactuma D11 u Do, 3a uctu momes o6jasieno je y [24].

3.3 JImaamuka 1-1 pe3oHaHIIe

Peszonanna umjy nuHaMUKY IIOCMaTpaMO y CTPMOM 3—CTPYja HEKOHBEKCHOM IOMeHY Dag

onpebena je kombunammjom k1 = 1,ke = 1,k3 = 0 y uspasy (3.14) n uma obauk:
mli — I +1I; =0. (3.16)

Ckpahena o3naka oBe pesonamnie je 1 —1. IIpomena mejcraBa Ha pe30HAHIM OOBUja CE IO
TAKO3BAHOM IpaBIly O6p30r nomepama nepunucanor ca (ki,ke) tj. (1,1) y namem cayuajy.
IMonosxkaj npase (ki1, k2) y omHOCY Ha pe30HAHIly 3aBUcUlle O] CBOjCTABA XAMUJITOHWUjaAHCKE
¢yurnuje h. Konsexcnocm ¢yurinuje h 06e36ebyje na npasar 6p3or noMmepama 1 IpaBall
pesonanne O0yny mehycobHo opmozonasnu. Kom nexoneexcrur (GyHKIUja, TOCTOjU CKYII
PE30HAHI YMjU Ce MPABAIl NOKAANG CA MPABIEM OP30r mOMepama, IMTO TPOU3BOIU Op3e
npoyece Jugysuje. Y HaImleM Ciydajy CHUCTEM je HEeKOHBeKcaH 3a m = (0, m pe3oHaHNA
(3.16) mesxm ma mpasiy (1,1), mTo Kao pesynar maje ekcTpeMHO Gp3e mpomece mudysuje
Iy: oBe pe3oHaHIe. HamoMumemo ma y ciaydajy kana je m = 0 camo pe3onanna 1 —1n
meHe 27 PeIuuKe ToAp&aBajy 6p3y madysujy dopmupajyhm t38. 6pay mpexcy.! Ocrame
pe30HaHIe UMajy crope Mexanusme nudysuje Apuonnosor tuna [22]. Cauka 3.2 neso, Ha
K0joj je mpukaszan neo pasuu (I1, [2), wiaycrpyje oBaj ciyuaj kana je m = 0. ;Kyra nununja
KOja Ce MPOTEKe CPEIUHOM CIUKE IpencTaBsba pe3oHanny 1 — 1, a mpasar 6p3or mome-
pama o3HaueH je crpeaunoMm. C 063MpoM na je KOJIMHeapHa ca mpaBieM OP30r moMepama,
OUeKyjeMo panmaHy Iudy3ujy Ay oBe pe3oHanne. HexopomieB oBakBe pe30HAHIlE HA3UBA

KaHAJIMMa CYTIEePIPOBLUBOCTH (0 KOjuMma je 6uio peun y noraasmpy 2.2.2). Kana m pacre

13nauaj 6p3UX PE30HAHIN OTJIENA CE M Y TOME MTO 61 HUXOBO eBEHTYATHO TPOHATAKEH € Y OKOJMHY
3emme n y CyHUEBOM CHCTEMY HOBEJIO OO 3HAUAJHUX YIITENA €HEPruje NIPUIUKOM JAHCUPAH a M TPAHC-

nopTa CBEMUMPCEKUX JieTejaununa.
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Cnuka 3.2: 3a Heromsekcan cucreM m = 0 (;1eBo) mpasal Gp30r HOMepama O3HAYEH CTPENIUIOM
IpOTEKe Ce OyK PE30HAHIe IITO m3a3mBa Op3y mudysujy. 3a m = 0.3 pe3onanma u mpasarn Op3e

mugy3uje rybe MehycoOHY KONMHEAPHOCT IITO Ce OApajkaBa Ha yCIOPeHme Ipoleca Au(y3uje.

(cnuka 3.2 mecHO), pe30OHAHNA Ce 3aKpUBJLYje, a mpasan 6p3e audpysuje (1,1) ce He Mema.
Pezonanna 1 — 1 u npasan I; = I; Tako rybe KOJIMHEAPHOCT U Au(y3uja AY:K PE30HAHIE

1 —1 ce ycnopasa. He caunu 3.2 necmo mapamerap m = 0.3.

3.4 Augaropuram 3a pauyHame KoepuiujeHata mudy3uje

Anamuruuku momen Apuonnose mudysuje 3a ommrtu ciaydaj He mocroju. Crora hemo
(eHOMEH moMepama IejcTaBa Ha PE30HAHNM IOCMATPaTH CTaTUCTUYKu. Taunwuje, Kpe-
Tame Ha ApPHOIIOBOj Mpe:xu uMmahe kapakrep OpayHOBCKOr Kperawma. Ocimamajyhu ce
Ha Merome mpeysere u3 [29], [21], [9], pauynamo koepuunujenTe mudysuje HA OCHOBY

cneneher amropurMma.

- Ha pesonannu kojy mocmarpamo (y Hamem ciyuajy pesoHanmm 1 — 1), Gupamo N

XaO0TUYHUX OpoOuTa.

- Opbura je xaormuHa, ako je O6p3m upaukarop JbamyHoBa 3a Ty obury Behu on

FLI > 1.5t 3a Hexko Bpeme t.
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- TloueTHu monoskaju TpajekTopuja Jexke y paBHU
S = {(I1, Iz, 1, ¥2), (¢1,02) = (0,0)}

- Bpmwumo urepanujy mane (3.1) onpeben Gpoj myTa.

- TlocmaTpaMo BpeIHOCT cpemer KBapaTHOT oAcTojama aejerasa 14 (t), I5(t) y ommo-

cy na nouerne spennoctu I1(0), I5(0), rne i = 1,...N.

1 i i i i
Si(t) = N (I3(t) = 13(0))* + (I3 (t) — I1(0))* (3.17)
i=1,N
- Jluneapuu tpenn Benuuune S1(t) y BpeMeny ¢ mepuHMIIEMO KaO kKoeduyujenm ou-

dysuje D.

IlocToju 1 gpyru HauywH 3a payyHame [, IPUKIATHUJU 3a Oy:Ke nTepanuje. Be3 yman-
jema OIMTOCTH, YMECTO IeJIUX TPajeKTopHja, IMOCMaTPaMO CaMO PECTPHUKIN]Y KpeTama
Ha paBaH S. Koepunujentr mudysuje D Tama padyHaAMO KAO JUHEADHU TPEHI BEJIUUMHE
Se roe je

1

Sa(ndt) = > (a(t) = 12(0))* + (I (t) — 11(0))*. (3.18)

"ol +ehl<o
Bpeme urepanuje nonemeno je ma ompeben 6poj momunTepsana At. Bpoj opbura koju
y TOKYy n—Tor mHTepBaJja mpobhe kpo3 pasan S o3Hauwmiau cmo ca M,. Ilpomacuu tpa-
jekropuja Kpo3 paBaH S OoAroBapajy yCJIOBY Oa yIrJIOBA OAroBapajyhux Tpajekropuja
3a/0BOMbaBajy HejemHakocT |¢f + ph| < o. Ilpecek TpajekTopuje u pasHu S 3ampaBo
oarosapa yciaoBy (1, 92) = (0,0), anu ¢ 063upoM Ia NPOJIACKE AETEKTYjeMO HyMEePUYKH,
bulie mOBOJLHO na Tpajekropuja npobhe Kpo3 HEKY ¢ OKOJVHY PaBHU S, 3a HEKO JOBOJLHO
MaJo o.

Benuunne S; m Sy cy ompas umcTor ¢eHoMeHa M OUeKyje ce Oa najy NpuOImKHe
BpemHOCTH KoeduirjeHara nudysuje. Y KOJIUKO OBE ABE BeJUUNMHE IOYHY [a Ce  Pasu-
naze’ (0B6MUHO y ciaydajy jako cmope audyswuje Kaga CMO HA TDAHULIY TAYHOCTH), UMAMO
HATOBEIITA] na pe3yJiaT MOokeMo ombanutu kao Hemoy3nadH. Crora, Behe pasinuke oBux
IOBajy HaUYWHA Y pauyHamy [ yjeIHO KOPUCTHMMO U KAO KPUTEPY]YM OI€EHE TAYHOCTU

koedunujenara nudysuje.

62



OCHOBHU KPUTEPUjYM 3a OLEHY TAYHOCTU KoepuirjeHara nudysrje Umak je KBaJuTeT
JIMHEAapHOT TPEHAa IPOMEHJUBUX S1 M S KOju ce nobmuja padyHameM oarosapajyhmx
roedunujenara kopauanuje. 1llto cy BpennocTu koedunujenara kopeaanuje oamwxu 1, To

he n kBanuTeT M3pauyHaATUX KoepuuujeHara qudysuje D durtu Hospu.

3.5 Pauyn koedurnujenara mupysuje D(c) 3a puxcupany

BPEOHOCT IIapaMeTpa CTPMOCTHU m

Beh cmo ce ymo3rHanu ca MOZesIOM IPOCTOpPA U YWEHEHUIIOM Oa IapaMeTrap m IUPEKTHO
perynuiie MHTEH3UTET CTPMOCTH y CUCTEMY, Kao U ga Beha CTPMOCT IoApa3zyMeBa OpKY
crabunnzanujy cucrema. Tarkobe, pedueHo je m nma ce yTuiaj mapamerpa m Ha cTadu-
JIM3anujy ONBWja IPEKO BPEMHOCTU £) KOja j€é CBAKAKO jelHA OX KJbYYHUX OApETHUIA Y

Hexopomesmesoj onenn Bpemena cradbumnocru (2.14).

Bapujamujom mapamerpa m oOdekyjeMO Ia Ce BPEIHOCT €KCIOHEHIUjajiHe (DYHKIIVje
y HexopomeBibeBoj OlleHM Mema. JelaH O OCHOBHUX 33aaTaKa Te3e je Oa Ty IPOMEHY
HYMEPUYKY nomepoumo. ExrcnepuMeHTe M3BOANMO y CTPMOj HEKOHBEKCHOj 00acTu KOjy
cmo o3Haunmau ca Dyy. Hajupe mepumo mudy3ujy 3a pasnaumuure BpenHocTtu nopemehaja
€ KaJa je BpeqHocT m ¢urcupana. [loHaBpaMo 0Baj mOCTyHakK 3a IET PA3JIMUYUTUX BPEI-
HOCTHU Iapamerpa m, odekyjyhim na ce moBehameMm mapamerpa CTPMOCTH AU(Y3Uja Ha

pe3oHaHIu bpoce ycnopasa.

Pesynraru npBor 6i0Ka excrneprMeHaTa 3a IOjeIMHAYHE BPETHOCTU M IPUKA3AHU CY
Ha ciaukrama 3.3-3.13, a o0jenumeH pe3ynaTaTr cBuUX KoeduirjeHara [ nar je Ha Caunu
3.14. 3a cBako m, MHTEpPBAJ y € 3a Koje pauyHamo D ce pasawukyje. 'opma rpanuna y
€ je ompebena 6p3mHOM opbuTa. Y TaKBUM ciayvajeBuMa opbuTe Bpao Op30 m3mase u3
pesonanne 1 — 1 u 3anouusmy raobanny audysujy, Te je mOoTpebHO 3ayCTABUTH DAYYH Y
TPEHYTKY Kaa qu(y3uja n3ryou JIOKAJIHN KapaKTep, IITO je YeCTO HEeAOBOJHHO LyT UHTEP-
BaJI 3a IOy3xaHy oueHy koedurujenara D. loma rpannna 3a € onpebena je cnopomhy
nudysuje. 3a Majie BPEAHOCTU & mudysuja ce IO Te Mepe yCcmopaBa, Ia je 3a HeHy
JETeKNujy TOTpeOHO jako Iyro padyHCKO BpeMme, koje je pena semmumse 10 — 1010 xo-

paka mrepamuje. Y TaKBUM CJIydyajeBUMa je 3a CBaku on kKoepunujeHara D moTpebGHO

63



Ol HEKOJUKO naHa o Herosuko Hemema CPU Bpemena. Takobe, 3a maisie BpemHocTu
€, €BEHTYAJHO HArOMWJIABAIE T'PEIIaKa 3a0KPYIrJbUBAMKA MOYKE MPOU3BECTU IOTDENIAH
pe3yJiTar, MakKo CBe IpPOMeH/uBe purypumy y aymiaoj tagsoctu. Crora he roedumnu-
jEHT KopeJanuyje CBaKaKO OUTH NpecymaH mapamerap 3a OLEHY KBAJUTETa JIMHEAPHOT

TpeHJa Cpenme KBaApaTHE IPOMEHe aknuja Tj. koedunujenta D.

PeneBanTHu mymMepuuku mapamerpu y pauyHy D 3a cBako m gatu cy y Tabesama
3.1-3.5. Y mpBOj KOJOHU maTa je BPEeTHOCT mapaMerpa € 3a kKojy pauynamo D. DBpoj
opbura N um ykynHo BpeMe urepanuje I, natu cy y Apyroj u tpehoj KosoHKM pecrek-
TuBHO. 3a kKpahe Bpeme mrepamnuje y mpuiaunu cMo 1a m3abepeMo BEJIWKU y30pPakK, jep
BeJUKMA OPOj MOUETHUX YCJIOBA CBAKAKO Aaje 00U KBAJUTET JUHEAPHOT TpeHma. Me-
byrumMm, ycnopaBame qudysuje IpoaykaBa U BpeMe NOTPeOHO 3a HEHY IeTEKIU]y, Te Ou
BeJIMKM OpOj HOYeTHUX OpOMTa jOII BUIlE NOIPUHEO CHOPOM nobmjamy pesynrara. Tako
3a Mame € Ompamo Mamu y30pak kKoju he outum pena Benumunue 100. 3a cBaky opbury
KOja yuecTByje v pauyHamy D pauysamo u FLI. Munumanna 1 MakCUMaJHa BPETHOCT
FLI 3a ckyn modeTHUX IejcTaBa IPUKa3aHA je y HapegHe IBEe KOJIOHE, a Bpeme t 3a
roje pauynamo FLI y cunenehoj komomu. IlomaBmamo, ma 6m opbura Ouna KTOBOJBHO
Xao0TUYHA 3a TMOoy3aaH pauyH D, morpebuo je ma onrosapajyha spenuoct F LI 6yne Beha
on 1.5t. VI3 cBake on met Taberna, jaCHO BUAMMO Ja AU(PY3U]y padyHAMO caMo u3 opbura
KOje UCIy’baBajy oBaj ycaoB. Koedunujertu kopenanuje, OCHOBHA KPUTEPUjYM TAYHOCTHU
pe3ynara D, matm cy y ceaMo]j KOJIOHH. JoIl jemaH onm epekaTa CTPMOCTHU j€ M3MEIITaAHe
xumepboMnUKe CTPYKTYpe ca pe3oHaHTHe mapabosie. 3a OHE BPEIHOCTH M U € 3a KOje
je oBa pa3ivKa NPUCYTHA, AATa je W HeHa BPETHOCT y KOJOHW 8. Bume peunm o oBoMm

¢penomeny 6buhe y mormasmy 3.7.1.

Ha caukama 3.3-3.12 npurasane cy npoMeHe Beauunnaa S1 1 So KOje CMO Te(UHUCATA Y
morsnaBmy 3.4 y omrosapajyhum Bpemenmma wmreparuje. JIuHeapHU TpeHI TPOMEHJbUBE
S1 kojer cmo o3Haumau ca Dpjy ynucar je mopen oxrosapajyhux Bpennoctu. Ilopen
IpOMEHJbUBE Sy KOja TpeTupa PEeCcTPUKIN]y KpeTama Ha paBaH aejcTaBa, Takohe je yii-
ucana nobuUjeHa BPEOHOCT JMHEAPHOT TPEeHOIa, KOjy cMo o3Hauuau ca Dip. Bpemmoct
mapaMmeTpa € IaTa je U3HaJ CBake IOjeqWHAYHE CIUKE, & BPETHOCT IIapaMeTpa m Koja je

y OBOM OJIOKY eKcliepuMeHaTa (UKCHUpaHa, U3HAJ OAroBapajylhie rpyue ciamka.
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Pesynrar pauyHa koedpunmjeHara mudy3uje 3a m = 0.001

Koe¢punujenre mudysuje xkana je m = 0.001 pauynamo 3a 16 pazanuuTux € y UHTEPBAILY
e=19-10755-10"%. Oanrosapajyhu mymepuuku mapameTpu matu cy y tabemn 3.1, a
npomenmuse S1(t) u So(t) u nobujenu koepunujenTu MUPy3uUje IPUKAZAHA CY HA CIAUKAMA
3.3 u 3.4.

IMocnenme nse BpexsocTu D, kazna je e = 107° u e = 9- 1076 ma coumu 3.4 nesxe Ha
rpaaunu Tayaoctu. OBme cMo 360r 6oJbe MperyiefHOCTH BeJauduHe S| U Sy IpPUKa3aIn
Ha pas3auuuTuM cjiukama. Ha ciaunum 3.4 3amaskamMo na 3a € = 1075 mudysnja IoUnme
tek mocie 4 - 10% xkopaka, a 3a ¢ = 9-107°% mocme 10° xopaka urepamuje. OBaj ederat
BUIJLUB je CaMO Ha MOmUM camkaMa 33 € = 107° u e = 9-107% 1j. u3 mpomenmuse
Sa(t), mox m3 mpomenssuse S1(f) (cpemme OBe CIMKe) JOKAJIHE OCIHUIIAIVjE IPUCYLLY]Y
oBaj edekar, Te HUje Oaml HajjacHUje y KOM TPEHYTKY nounme nudysuja. CBe BpeqHoCcTH

D xoje oarosapajy € mMameM O OBUX, OJ0aYEHE CY.

Pesynrar pauyHa koepunujeHara madysuje 3a m = 0.01

Y mpyrom 610Ky paduyHama [ BpemHOCT mapaMeTpa CTPMOCTH je (UKCUpaHa HA 1M =
0.01, a urTepsax € € [6-1075,0.005] rae je mspauynato 19 koepurmjenara mudysuje.
Ogrosapajyhu napamerpu matu cy y tabeau 3.2, a nmpomMeHsmuBe S; u S HA OCHOBY
Kojux cMo mobuau D, mHa caumkama 3.5 u 3.6. 3a BpemuocTu € KOje cy mawme ox 0.0005,
edexar 'Oexama’ XunepboOINYKe CTPYKTYyPE Ca PE30HAHIIE ITOCTaje €BUIEHTAH, T€ 3a OBE
BpenunocTu € pasiuke Aly ynucyjemo y ocmy kKoJsiony Ttabesae 3.2. Ha npsoj caunu rme
je € = 0.005, muHEApHHW TpeHI IpPOMEeHBUBUX S1 u So omcyTaH je 3a t < 10° 1j. 3a
t < 105 mmamo camo JIOKaJIHE OCHMIIANIUje KOje He MOMKEMO TOMCTOBETHUTU Ca AU(y3UjoM.
Hudysuja mounme Tek mocae 108 urepammja, ama 3a t ~ 3 - 10° merke opbure mpenase Ha
Ipyre pesoHaHne, midysuja mocraje raobadHa, Te je paduyH 3aycTaBibeH mocie t = 3 - 100
uTepanyja.

Ha caunm 3.6 mpukasana je mpoMmeHa BeauuuHa S, Sy U oarosapajyhu jguHeapHu
tpenn 3a ¢ = {0.0001, 0.00009, 0.00008, 0.00007,0.00006}. M ome cmo 360r Gome mpe-
rnenHocTH, S1 1 Sy Pa3ABOjUIIM HA PA3JIWYUTE CIWKE. BpemeHa mrepanuje cy U3PasuUTo

nyra, kpehy ce y matepsammma 10° — 1010 kopaka. Taxobe, 3a ¢ = 0.00006 mudysuja
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noumme tek mocie 2 - 108 xopaka, anu y oBoM ciaydajy ce He paiu O HOUYETHO] cTabu-
. . 8 . . .
au3anuju opbura, HErO O YMmeHuIuM na je 3a t < 2-10° mudysuja cnopuja on OHE KOjy

CMO Yy CTalmy Ia MEPUMO.

Pesynrar pauyna koepumujenara madysuje 3a m = 0.03

3a m = 0.03 uspauynara je 21 spemnoct D y unrepsaay ¢ € [0.0002,0.015]. Hymepuuru
mapaMeTpu U pe3yiTaTy natu cy y tabenu 3.3 u Ha ciaukama 3.7 u 3.8. OBze je uamemn-
Tame XUnepOOJMUYKe TadyKe U IHEHE XAaOTUYHE OKOJIMHE ca pe3oHaHTHe mapabose Beh
uspaskenuje (mocuenma KoNoHA Tabene 3.3) m mpucyTHO je 3a cBe Bpemuoctu . Csu
roepunujentu mudysuje 3a m = 0.03 majy BpJo BUCOK KoepunujeHT Kopenanuje oxo 0.9,

Te 0Baj OJIOK pe3yJiaTa MOXKEMO CMATPATHA BPJO IIOY3ITAHUM.

Pesynrar pauyna koepunujenara mapysuje 3a m = 0.1

Y Tabenu 3.4 m ma caukama 3.9 m 3.10 mpurazanu cy pesymaaratu 3a m = 0.1 rme je
n3pauyHaro 18 koepunujenara mudysuje (Koje MOKEMO CMATPATHU IOY3LaHUM) Y UHTED-
Basy € € [0.0006,0.05]. Osme cy mpurazane u gse ’jome’ BPEIHOCTU KOe(UIU)jEHATA
mady3uje 3a € = 0.0007 u € = 0.0008 roje cmo y Tabenu o3Hauyman npseHoM GojoMm. Ko-
epuUIMjeHTH Kopejanuje 3a oBe aBe BpenHoctu € cy 0.23292 u 0.35726, mro HaBOIU HA
3aK/bydak fa JVHEAPHU TPEHI Cpelihe KBaApPATHE Pa3JjiuKe NejcTaBa IPAKTUYHO U HUje
npucytas. Crora oBa ABa pe3yiarara ondalyjemo kao Hemoy3nare. Onrosapajyhe ciamke
HaBome Ha mcTu 3akbydak. 3a € = 0.0006 BpemeHa urepanuje Cy pena BEIUYUHE 1010,
Osue je ropemanuja memro Beha 0.54872 ma je pesyarar, MaKO HA UBULIKU TAYHOCTH,
y3eT y 003up. Ilupy3uja je MepeHa 1 3a Mame BPEIHOCTU £, aJIM YIPKOC jaKO AYTUM
BpEMeHMMa uTepanuje Huje nobujexn kpasaureraH koepunujent D. 3a m = 0.1 canpixaj
mocienme KoJIoHe y Tabenu 3.4 yka3yje Ha TO Aa je PeHOMEH pa3niarkenha Xunepboandke
CTPYKTYyP€ U pEe30HaHIlEe IPUCYTAH 38 CBAKO € 3a Koje pauynamo D. Takobe, Al> ce cman-
jyje 3a Mame €, ajum OBO CMal€He je MOCIeOUNa CY;KaBama PEe30HAHIE Kala € Omala, a

HE IEHOI ONCTyNama Ca PpaBHU S 3a KOje je OArOBOPAaH mapamMerap m.
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Pesynrar pauyHa koedpunujeHara mudysuje 3a m = 0.3

Tabena 3.5 u cauke 3.11 n 3.12 npurasyjy HyMepudKe IapaMeTpe U BejanduHe S 1 S2 3a
m = 0.3. Mepeno je D 3a 19 Bpemnoctu ¢ y unrepsaxy ¢ = [0.004,0.1]. 36or Gome mpe-
riiegHoOCTH, Ha caukaMa 3.11 u 3.12 npomensuse S u Sy 3acebuo cy npukasane. Taxobe,
3a ¢ = 0.005 u e = 0.004, oBe mBe BenuuuHe najy (IO jeAHOr pena BEJIUYUHE) Pa3IUIUTE
koedumujente nqudysuje. Y KoHAUYAH PE3yITAT YBPIITEH je OHAj KOju mMma Behum cremen
rkopenamuje. [Tocmemma Tpu pena y rabenn 3.5 kana je e = {0.003,0.002,0.001} oznauena
UpBEHOM 0O0joM [ajy mpuka3 pesysaTa, KOju Cy YIPKOC AyroM BpeMeHy urepaiuje (pena
pesmumae 10'0), ombavenn. Koedumujentn rkopenammje mmajy mase spemsoctu: 0.19,
0.16, n 0.45 mTo ykKa3zyje Ha OACYCTBO JUHEADHOT TPEHIA, a TUME U MepJuBe qudysuje
3a oBaj ckyn mapamerapa. IIpomene S; m S kana je ¢ = {0.003,0.002,0.001} mare cy na
ciurama 3.13. Ha mome Tpu ciumke jacHO ce pa3a3Haje na JMHEeApHU TPEHI OBIe HIUje

NIPUCYTAaH.
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Tabena 3.1: m = 0.001

€ N op. urep. FLImin FLImaxr Trrr  correl.

0.0005 1000 3eb 20.26 27.90 leb 0.96249
0.0004 1000 2e7 17.56 25.63 le5 0.99357
0.0003 1000 2e7 15.51 22.17 le5 0.99486
0.0002 1000 3.5e7 13.51 18.80 le5 0.99642
0.00013 500 3e7 9.72 15.63 le5 0.99076
0.00010 500 2.2e7 10.68 14.38 leb 0.99112
0.00009 500 3e7 72.58 136.58 le6 0.99218
0.00008 300 3e7 71.21 119.86 le6 0.99404
0.00007 300 4.5e7 64.31 92.05 le6  0.99648
0.00006 500 4e7 57.62 88.24 le6  0.99705
0.00005 500 Te7 53.87 78.21 le6 0.99201
0.00004 500 2e8 46.03 69.56 le6 0.99782
0.00003 500 4e8 37.79 59.39 le6 0.99624
0.00002 300 2e9 27.79 40.17 le6 0.76370
0.00001 300 1.4e9 11.19 16.61 le6 0.75454
0.000009 300 2.2e9 10.04 15.11 le6 0.24023
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Tabeaa 3.2: m = 0.01

€ N op. urep. FLImin FLImax Tgprr correl. Al
0.005 1000 3e6 5.88 12.50 le4 0.97355

0.004 500 7e6 54.96 81.08 les 0.99441

0.003 500 8eb 51.38 71.17  1le5 0.99441

0.002 500 le7 42.34 61.37  1le5 0.99606

0.0015 500 2e7 40.29 54.40 le5 0.98374

0.001 500 2e7 32.07 44.93 les  0.99742

0.0009 300 5e7 31.43 42.52 les  0.99546

0.0008 300 6e7 27.74 40.85 le5 0.99108

0.0007 500 8e7 26.51 37.98 le5 0.98246

0.0006 700 9e7 23.71 35.24 le5 0.99150

0.0005 500 le8 22.35 31.52 les 0.99313

0.0004 500 le8 20.07 32.80 le5 0.98385 -0.00005
0.0003 700 2e8 17.97 32.31 le5 0.99489 -0.00005
0.0002 500 5e8 14.45 27.47  leb 0.92104 -0.00005
0.0001 500 1.5e9 18.82 44.32 le6 0.96098 -0.00005
0.00009 300 4e9 72.27 95.09 le6 0.98234 -0.0001
0.00008 300 5e9 44.40 75.60 le6 0.88142 -0.0001
0.00007 300 4.5e9 46.71 86.47  1le6 0.94902 -0.00005
0.00006 300 7.5€9 44.82 72.83 le6 0.76317 -0.00005
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Tabena 3.3: m = 0.03

€ N op. urep. FLImin FLImax Tgprr correl. Al
0.015 1000 1.4e6 53.66 137.16 le5 0.96583 -0.001
0.013 1000 4e6 66.92 110.35 le5 0.99743 -0.001
0.01 1000 4e6 63.31 137.62 le5 0.99750 -0.001
0.009 1000 5e6 48.61 154.31 le5 0.99709 -0.001
0.008 1000 5e6 63.69 161.75 le5 0.99673 -0.001
0.007 1000 5e6 63.28 151.25 le5 0.99799 -0.001
0.006 400 5e6 66.98 150.65 le5 0.99616 -0.001
0.005 400 7e6 61.61 140.26 les 0.99724 -0.001
0.004 700 8eb 66.45 128.81 le5 0.99731 -0.001
0.003 700 le7 59.58 108.10 le5 0.99442 -0.001
0.002 500 2e7 53.63 92.53 le5 0.98732 -0.001
0.0013 500 3.5e7 47.87 73.02 le5 0.99162 -0.001
0.001 500 2.5e7 37.93 64.87  1leb 0.94147 -0.001
0.0009 500 de7 22.43 51.35 le5 0.90730 -0.001
0.0008 500 8e7 29.73 57.70 le5 0.98734 -0.0005
0.0007 400 1.5e8 29.90 55.89 le5 0.98960 -0.0003
0.0006 400 2e8 27.29 49.07  1leb 0.97332 -0.0003
0.0005 500 5e8 21.77 44.68 le5 0.91265 -0.0003
0.0004 300 6e8 20.81 37.74 1leb 0.86412 -0.0003
0.0003 1000 8e8 16.04 31.12 le5 0.99603 -0.0002
0.0002 200 1.2e9 12.07 25.51 le5 0.95622 -0.0001

70



Tabena 3.4: m = 0.1

€ N op. urep. FLImin FLImax Trr;y correl. Al
0.06 1000 1.6e5 19.42 53.61 le4 0.99242 -0.02
0.05 1000 1.6e5 19.42 53.61 le4 0.99242 -0.02
0.04 1000 1.2e6 21.50 46.80  led 0.99570 -0.02
0.03 1000 3e6 10.68 37.08 led 0.99652 -0.01
0.02 1000 5e6 14.48 33.89 led 0.99712 -0.01
0.01 1000 5e6 10.03 25.99  led 0.99600 -0.005
0.009 400 8eb 11.16 26.68  led 0.99625 -0.004
0.008 300 le7 10.65 23.21 le4 0.99337 -0.004
0.007 400 1.2e7 7.32 22.07 led 0.99329 -0.004
0.006 300 le7 8.53 20.33  led 0.98680 -0.004
0.005 500 3e7 32.26 123.10  1le5 0.99369 -0.004
0.004 500 Te7 30.49 120.77  1eb 0.99443 -0.003
0.003 300 3.5e8 37.42 102.32 le5 0.98769 -0.001
0.002 300 5e8 35.52 90.48 le5 0.85824 -0.001
0.0013 300 1e9 31.21 72.02 le5 0.94880 -0.001
0.001 300 1e9 30.30 66.38  leb 0.97622 -0.0005
0.0009 300 3e9 28.54 55.74  1le5 0.77282 -0.0005
0.0008 200 4.5e9 24.32 51.70  le5 0.23292 -0.0005
0.0007 150 2e9 23.06 46.16  1leb 0.35726 -0.0004
0.0006 300 1.6e10 17.25 35.49  leb 0.54872 -0.00035

71



Tabena 3.5: m =0.3

€ N  ©p. urep. FLImin FLImaxr Tgprr correl. Al
0.1 700 6e6 14.86 63.60 le4 0.99295 -0.07
0.09 500 le7 12.94 58.23 led 0.99744 -0.05
0.08 500 2e7 12.03 56.48 le4 0.99674 -0.05
0.07 500 2e7 9.80 55.66 led 0.99748 -0.04
0.06 500 2e7 9.67 44.65 led 0.99743 -0.04
0.05 500 4e7 5.93 25.96 le4 0.98672 -0.017
0.04 500 5e7 4.93 27.85 le4 0.99519 -0.017
0.03 500 Te7 5.22 13.12 led 0.98675 -0.012
0.025 400 8e7 10.87 37.58 le4 0.98635 -0.014
0.02 500 8e7 8.71 32.18 le4 0.97545 -0.012
0.015 500 9e7 6.62 33.93 le4 0.93585 -0.014
0.012 400 1.5e8 6.76 22.36  led 0.71118 -0.014
0.01 500 3e8 8.17 28.36 le4 0.83688 -0.007
0.009 500 5e8 20.53 167.76 le5 0.87752 -0.005
0.008 500 5e8 36.28 165.70 le5 0.80572 -0.005
0.007 500 9e8 38.51 141.98 le5 0.63629 -0.005
0.006 700 2e9 25.56 150.00 le5 0.53119 -0.005
0.005 400 2e9 23.35 133.05 le5 0.88855 -0.004
0.004 300 4.5e9 26.18 109.67  1e5 0.43263 -0.003
0.003 100 1.520 32.00 97.78 le5 0.19323 -0.002
0.002 200 1.250 26.07 85.07  leb5 0.16701 -0.0012
0.001 200 1.250 14.20 28.65 le5 0.45029 -0.0006
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75



£20.0001

0.0016
0.0015
0.0014
00013
0.0012
0.0011
0.001
0.0009
0 20408 4e+08 Ge+08 8e+08 1e+09 1.2e+091.4e+09
time
£=0.0001 £=0.00009 £=0.00008
0.00016 0.0004 0.0002
0.00014 0.00035 0.00018
0.00016
0.00012 0.0003
0.00014
0.0001 0.00025 0.00012
8605 0.0002 0.0001
6e-05 0.00015 8e-05
605
405 0.0001
4e-05
2605 5e-05 2605
0 0 0
0 20408 4e+08 6e+08 8e+08 1e+09 12e+0914e+09 0 5e+08 1e+091.5e+09 2¢+09 2.5¢+09 3¢+00 3.5¢+00 4e+09 0 5e+08 1e+09156+09 2¢+09 2.5¢+09 3e+00 3.5¢+00 4e+09
time time time
£20.00007 £20.00006
0.00018 505
0.00016 4.5e-05
000014 4e-05
000012 3505
305
0.0001
2.5e-05
8e-05
2e.05
6e-05 15605
4e-05 1le-05
2e-05 5€-06
0 0
0 50408 10404l 50+0%e+0R.5e+0%e+0%B.5¢+094e+0%.5¢+09 0 1e+09 2400 3e+00 48409 5e+09 6e+09 7e+09
time

time

Cauka 3.6: m = 0.01
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Cauga 3.7: m = 0.03
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Cauga 3.8: m = 0.03
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Cauka 3.9: m =0.1
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2e+07 4e+07 6e+07 8e+07 1e+08 1.2e+081.4e+08
time

Cnugka 3.11: m =0.3
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0.012

0.008

0.006

0.004

0.002

0

0

0.0045
0.004
0.0035
0.003
0.0025
0.002
0.0015
0.001
0.0005

0.0033

0.00325

0.0032

0.00315

0.0031

0.00305

0

5e+06

£=0.08

1e+07
time.

£=0.05

15e+07 2e+07

5e+06 1e+07 1.5e+07 2e+07 2.5e+07 3e+07 3.5e+07 4e+07
time.

1e+07 2e+07 3e+07 4e+07 5e+07 6e+07 Te+07

time.

£=0.012

2e+07 4e+07 6e+07 8e+07 1le+08 1.2e+081.4e+08

5e+07

1e+08

time

£20.01

15e+08
time.

2e+08

25408 3e+08



0.0006

0.0005

0.0004

0.0003

0.0002

0.0001

0.0031

0.00305

0.003

0.00295

0.0029

0.00285

0.0028

0.00275

0.0027

0.00016

0.00014

0.00012

0.0001

8e-05

6e-05

4e-05

2e-05

0.00184

0.00182

0.0018

0.00178

0.00176

0.00174

0.00172

0.0017

2.3e-05
2.2e-05
2.1e-05

2e-05
1.9-05
1.8e-05
1.7e-05
1.6e-05
1.5¢-05
1.4e-05
1.3e-05
1.2e-05

0

£=0.015
0.00024

0.00022

0.0002
0.00018
0.00016
0.00014
0.00012

0.0001
1e+07 2e+07 3e+07 4e+07 5e+07 6e+07 7e+07 8e+07 9e+07
time

£=0.009
0.0027

0.00265
0.0026
0.00255
0.0025
0.00245
0.0024
0.00235

0.0023
1e+08 2e+08

time.

3e+08  4e+08  5e+08
£20.009
000012
0.00011
00001
9e-05
8e-05
7e-05
6e-05
5e-05
4e-05
3e-05

2e-05
1e+08 2e+08

time.

3e+08  4e+08 5e+08

£=0.006

5e+08 1e+09

time.

1.5e+09 2e+09

£=0.006
1.2e-05

1.1e-05
1e-05
9e-06
8e-06
7e-06
6e-06
5e-06
4e-06

3e-06
5e+08 1e+09

time.

1.5e+09 2e+09

0

£20.012

2e+07 4e+07 6e+07 8e+07 1e+08 1.2e+081.4e+08
time.

£=0.008

1e+08 2e+08

time.

3e+08  4e+08 5e+08

£=0.008

1e+08 2e+08

time.

3e+08  4e+08 5e+08

£=0.005

5e+08 1e+09

time.

1.5e+09 2e+09

Caugka 3.12: m = 0.3
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0.00012
0.00011
0.0001
9e-05
8e-05
7e-05
6e-05
5e-05
4e-05
3e-05
2e-05

0.00224
0.00222

0.0022
0.00218
0.00216
0.00214
0.00212

0.0021

0.00208

6.5e-05
6e-05
5.5e-05
5e-05
4.5e-05
4e-05
3.5e-05
3e-05
2.5¢-05
2e-05
1.5e-05
1e-05

7e-06
6.5¢-06
6e-06
5.5¢-06
5e-06
4.5e-06
4e-06
3.5¢-06

3e-06

£20.01

0 5e+07  1e+08 15e+08

time.

2e+08 2.5e+08 3e+08

£20.007

0 1e+08 2e+08 3e+08 4e+08 5e+08 6e+08 7e+08 8e+08 9e+08.
time.

£20.007

0 1e+08 2e+08 3e+08 4e+08 5e+08 6e+08 7e+08 8e+08 9e+08.
time.

£=0.004

0 5e+08 1e+091 5+0Re+0R.5e+0%Be+0%B.5e+0e+0%.5¢+09
time.



0.00083

0.00082

0.00081

0.0008

0.00079

0.00078

0.00077

0.00076

0.00075

3.6e-06
3.4e-06
3.2e-06

3e-06
2.8e-06
2.6e-06
2.4e-06
2.2e-06

2e-06

1.8¢-06

3e+09

3e+09

6e+09

6e+09

£=0.003

9e+09
time

£=0.003

9e+09
time

1.2e+10

1.2e+10

1.5e+10

1.5e+10

£20.002
0.00045

0.000445
0.00044
0.000435
0.00043
0.000425
0.00042
0.000415

0.00041
0 20+09  4e+09  6e+09  8e+09 le+l0 12e+10
time.

£=0.002
7e-07

6e-07
5e-07
4e-07
3e-07
2e-07
1e-07

0 20409  4e+09  6e+09  Be+09  le+10 12e+10
time.

Cnuka 3.13: m = 0.3
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0.0001345

0.000134

0.0001335

0.000133

0.0001325

0.000132

0.0001315

0.000131

5.9e-10

5.8e-10

5.7e-10

5.6e-10

5.5¢-10

5.4e-10

5.3e-10

5.2e-10

2e+09

2e+09

4e+09

4e+09

£20.001

6e+09
time.

£20.001

6e+09
time.

8e+09

8e+09

1e+10 12e+10

1e+10

1.2e+10



3.6 OuneHa eKCHOHEHIMjaJIHOT M CTemeHor 3akoHa [(¢)

Pesysnrare nobujene y nperxoaEoM noriaasiby, o0jenuauhiemo y jenan. 3asucHoct D on e
je eKcroHeHIUjadHa, mTo 3HaMo 13 HexopomeriseBe TeopeMe u mro je Beh morepheno y
Hu3y canunux monena ([29], [21], [22], [47]). Mebyrum, Ham num HEje Aa TOTBPAUMO €K~
CIIOHEHIMjaJIHy 3aBUCHOCT Koedunujerara qudysuje on €, Beh na HeTeKTyjeMo npomeny
Te 3aBUCHOCTU Kaja m pacte.’ Y HyMEPUUKOM CMUCIY, TOTPEOHO je Ja MeTeKTYjeMo
noseliame mapaMerapa eKCIOHEHIN]AJTHAX GYHKIUja Koje puTyjemMo kpo3 Bpennoctu D(e)
3a Behe m. Auu y mamewm ciyudajy, rie BPEAHOCTU € 3a CBaKU OJIOK pauyyHama [ IOKpuU-
BAajy HajBUIIE NBA peAa BeJIWUMHE, MOKEMO Ca BEJIUKOM M3BECHOHmNY IPETIOCTABUTU A3

OIl€HE OBUX IIapaMeTapa He MOr'y OUTH HOBOJLHO MOY3HaHe 3a 030uibad pesyarar (ciauka

3.14 rope).

3aT0, yMECTO eKCIIOHEHIjalHe, Kpo3 eé—D ¢puTyjeMo ABe NIy BUIIE CTENEHUX (YHKIM]a
obmura D(e) = A’(1/¢)B. Ha norapuramckoj ckammu (loge,log D), oBa dpymrnuja he nmaru
ob6muk mpase logD = A+ Bloge. IlBe miu Bullle OBUX IIPaBUX, OAroBapaJie O TAKO3-
BAHOM IIPEJIOMJBEHOM CTEIEHOM 3aKOHy. CMameme €, Kao IITO 3HAMO yCIOpasa Iu(y3ujy,
mTo ce Ha loge —log D cranu manugecryje nosehamem crenesa B kana maeMo Ka HIKIM
BpennoctuMa £. C 003upoM Ia U CTPMOCT IOIPUHOCHU YCIOPaBamy Audy3uje, OUeryje
ce na B pacre u ca noBehamem m. Ilnm HaM je ma HyMEPUYKUM €KCIEPDUMEHTVMAa OBO

OUYEKMBAKE U IIOTBP OMUMO.

Ilobujenn koepunujeHTy qudysuje, KA0 U BpeAHOCTU oAroBapajyhux crenesHux ¢yHK-
nuja GUTOBAHUX KPO3 MOJATKE NPUKA3aHU Cy Ha mowmoj ciaunu 3.14. Wnyhwu c meBa Ha
IEeCHO, IPBU CKYI moxaTaka onrosapa curyanuju kama je m = 0.001. Kpo3 16 nobujenux
spemrocT D Ha urTepBady ¢ = [9-107°% 5.1074] ¢urosame cy mBe cremene dyHKIMje KO
rojux je Byl =212 u Bl = 4.51. 3a m = 0.01 u 19 woedumujenata mudysuje Ha
e € [6-1075,0.005] ¢purosame cy Tpu dymrmuje ca cremenmma Bl =219 u BY-0 = 3.10
u Bg.m = 4.89. Tpehu ckyn nomaraka omrosapa spennoctu m = 0.03 rme mmamo 21
roepummjenT aupyswuje Ha nHepBady & € [0.0002,0.015]. Koepuumjentn omrosapajyhmx
crenerux ¢ynrmmja cy BY03 = 2.01 u B39 = 4.01. 3a m = 0.1 uspauynaro je 18

Bpennoctu D y maTepsaay ¢ € [6-1074,0.05]. Bpeanoctu B osme cy BY'! = 2.55 Byl =

2Koepuunjent mupysuje D moucrosehiyjemo ca HexopormessmseBuM BpeMeHOM CTAGHIHOCTH.
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3.72 u B! = 6.28.

IIpumernmo na xonm ¢yHEHMje ynju je cremeH 6.28 momanu BUIHO OCIUIY]y OKO (u-
roBate nuHuje. OBe ocumiiamyje HEMITO Cy OYMIVIEAHMje HA TOprHoj cauny (3a m = 0.1)
rle ce BUOU OUYEKUBAHA EKCIOHeHIUjaJgHa (ynruuja. Y [24] rme je ymopebusama cra-
ounnoct y obnactuma Doy u D11 0OBakBe ocnmialije cy TOTBpheHe, aju caMo y CTPMO]
HEKOHBEKCHO] objacTy, OOK y KBa3W KOHBEKCHOM mnoMmeHy Dij, xoepunujentn D mpax-
TUYHO JIe)Ke Ha (UTOBAHO] €KCIOHEHNUMjaJHO] QyHKIUju 6e3 Behux oncrynama. Takobe,
3a IojeauHe BpeAHOCTH € ¥ obnactu Dy onrosapajyhu koeduimjentu mudysuje cy Mamu
on roedurujenara D 3a ucty BpenHoct € y obaactu Dij, DOK 3a HEKe € BaKu OOPHYTO.
OsBakaB pe3yjiTaT oIl HEMa TEOPHUjCKY MHTEPIPETANN]y, Ayl HAC HABOAU HA 3aKJbYYaK
na je HexopomesspeBa omeHa BpeMena crabuiHocTu ybOeIJpMBHja y KBA3U-KOHBEKCHOM
nomeny Di1.

W wxomaumo 3a m = 0.3, Meperna je mu¢pysuja 3a 19 BpemHOCTH € y MHTEPBALY £ =
[0.004,0.1] rme cy ¢uTtoBane ase cremene Gymrmuje B3 = 2.68 u BY? = 5.18. Ipumerumo
Ia je M y OBOM CJIy4ajy IPUCYTHA OcHuianuja koepunujeHara D oxko ¢puroBaHe (QyHKIMjE
Y OHOM Heily rie je cremeH 5.18, omHOCHO y momeM nerxy kpuBe 3a m = (.3 Ha Topmoj
caur. Y [24] mokasaHo je ma je aMmiauTyna oBux ocumianuja Beha mro cy BpemHocTn
€ Marme.

W3 pesynrara nprkaszaHux Ha caunu 3.14, 3axkmydyjeMo ga cy 3a CBaKO m HobujeHe
epao baucke epednocmu cmenenux Pyrkyuja, Koje ce kpehy y unTpBady on 2 no 4 unu on
2 nmo 6, mTO maje yTUCAK & 3a CBAKO M BaskKe MCTU WU BPJIO CIUYHU CTEIEHU 3aKOHU,
cynpoTHO ouekuBamuMa. MeDytum, Tpeba yszeru y o63up na roedpunujeHTr nudysuje
3a CBaKO M IMOKPUBAjy pasiuvume MHTEPBAJIE Y € KOjU ce moMepajy ka BehmMm BpemHOC-
TMa 3a Belle m, Te pe3yiaTaTH 3a pPA3IWUNUTE BPENHOCTU M 3alpPaBO HUCY IUPEKTHO
VIIOPEIbUBL’ .

JlemIMUUHO TIpeKTaname y BpemHocTuMa € umajy Byl = 2.55 u BY3 = 2.68 onakme
je mpumeraHn Oiaskn nopact Beauuunde B. Takobe, meanMmuHO mpersaname y € uMajy u
cremeru BY% =2.01, BY! = 3.72 u BY® = 5.18 rze je nopact Bpensoctu B kazxa m pacte

jom yGemuBuju. Ako OMCMO Ha NpUMep OWAU y NPUIMUIU g8 IPOUIMPUMO UHTEPBAJ &

3Pa3or mro cMO OTPAHMYEHM Yy € MHTEPBAJMMA je MCKJbYYUBO HyMEPHUUYKE MPUPOMAE, KAO IITO CMO

Buaeau y IpeTxoqHOM IOrJIaBJby.
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-10

log,o D

-14

-5 -4.5 -4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1

-10

logyo D

-12

-14

-16
-5 -45 -4 -35 -3 25 -2 -15 -1
log;g eps
Cimra 3.14: Ilpura3 nobujenux koepunujeHara nudysuje y obmuxy log,,e — log,, D 3a mer pa-
3nmnuuTux BpemHoctu mapamerpa m = {0.001,0.01,0.03,0.1,0.3}. Koedpunmjentu mudysuje cy 3a
CBAKO M O3HAUEHW APyruM cuMmbonoMm. Ha ropmoj cammm, Kpo3 CBakM CKym momaTaka (3a CBaKO
¢uckupano m), puTOBaHE Cy €KCIOHeHnujakxHe GyHukimpje. Ha nomoj cauiu, Kpo3 ucre nomaTke Gpu-
TOBaJIX CMO ABE€ WM TPU CTemeHe (pyHEnuje obmuka logioD = A+ Blog,, €, a mopen cBake CTemeHe

¢yHKIUje, yIucaHa je u oarorapajyha BpenHocT creneHa B.
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uayhu ka MamuM BpenHocTuMa kana je m = 0.1 mau m = 0.3 a TuMe 1 HACTABUMO TPEH
yBehama crenena B mayhum ka MamuMm BpeqHOCTUMA €, OMaM OUCMO y MPUINIA U 08 UX
ynopenumo Ha Behum maTepBasuma. C 063upoM na 6m HA MHTEPBAJIUMA KOjU MOKPUBAjY
MaJjie BpexHoCTH £ pena Beauwunse 1076 — 107° cremenu B 3a m = 0.1 u m = 0.3 cBaxaxo
6w sehin on BY! mim BY? xoju Bawe 3a € ~ 1072 amm u ox BY-0° BY-001 " BY-01 koju ce
OMIHOCE Ha MaH-e BpemHocTH £ pena sequanae 1076 —107%, sakmyduyjemo na je ysehame B
3a Behie m mpucyTHUje HEro mro je BUABUBO Ha cauru 3.14, yume je ouexusanu pesyasam

0 efiexkmy cmabuauszayuje cmpmocmu (yeehawe B s3a eehe m) nomephen.

3.7 Pauyn koepunmjenara mudysuje D(m) 3a puxkcupane
BPEOHOCTH &

Y ApYyrom meiy OBOT UCTPAKMBAHK-a MEPUMO AUPEKTHO YTULA] mapamerpa CTPMOCTHA M
Ha CTaOUIHOCT HejcTaBa HA PE30HAHIM, TAKO IITO 3a (UKCUPAHY BPENHOCT IIapaMerpa
¢ mocmarpamo ¢Gyurnujy D(m), upu uemy je Bpemuoct nopemehaja € ¢urcupana. [lon-
aBJ/bAMO OBaj eKcrmepuMeHT 3a maBe Bpenunoctu nmapamerpa €: 0.001, u 0.01. Ouexkyje ce na
U mapaMmeTap CTPMOCTHU M MMa HEKy KPUTUYHY BPEIHOCT M., TaKBy Oa 3a m > M. yTHU-
naj CTpMOCTU Ha AUHAMUKY mocrtaje oceran. OmnucalieMo Hajupe HauwH Ha KOju Oupamo
IIOYETHE BPETHOCTHU, 3aTUM IPUKA3aTH MOIU(YUKALIL]Y Male U Ha Kpajy, Yy HOTJIaBhby 3.7.3

najeMo KOHauaH pesyiarar padyra D(m).

3.7.1 W3060p nmouyeTHUX ycCJiOBa

Ila bucMo mMasu moy3zaHy OpoleHy audy3uje Ha pe3oHannu 1 — 1, morpebHO je na
Hajmpe MaKLUBO u3abepemMo moueTHe ycioBe. [louerna mejcrBa [; OGupamo Tako ma Oymy
u3pasuTo upayuorasna.® Tauruje, GUPaMO UX Y OKOJUHU TauKe:

i
wp =1 = —— ~ 0.604...
T T 33

4Panmonaina BpEIHOCT mejcTaBa MPeACTaBJba MPECEK Ca HEeKOM Apyrom pesomanmom. C o63upom ma

ce nudys3uja KOjy IOCMaTpaMo OABUja MCKJbYUYNBO HA pe3oHaHHu 1 — 1, mpecek ca APyroM pe30HAHIOM

orBopuo 6m moryhnocT ckperama’ opbura, mTo OM a0 HOrpemHy BpegHoct D.
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delta 12

-0.02

-0.04

FLI

Crmuga 3.15: Oacryname xunepOoandke HECTAOUIIHE TAUKE U H€HE XAOTUIHE OKONMHE ((KyTa CTPYK-
Typa) oxm pesoHanTHe mapabomne Aly 3a Bpemuoctu m y unrepsany m € [0,0.4]. Ilopemehajuu
napamerap je € = 0.01. Y Masoj OKOJMHNM TaHKE JMHKje KOja C€ IPOTEXE KPO3 CPEAUHY KYTe

CTPYKType m3abpaHu Cy IOYETHHU yCJIOBU 32 PaUyH KOepUIMjeHaTa AUQy3uje.

U3 jemuauune pesonanue (3.16) caemu na je Io:

1—+/1—4mw;

L =—F7 3.19
2T‘€b 2m ( )

OZaKJie cllenu Oa je BPEeOHOCT IapaMeTrpa m OrpaHWdYeHa ca:

1
m < — ~ 0.413... (3.20)
4&)1

Kako ce m npubnmrasa rpanmunoj spemuoctu (3.20), To ce mejcTBa NpUbIGKABA]Y
ABOCTPYKOj PE30OHAHIM, Tj. TeMeHy mapaboie [s = 1oyidme, ‘12;;‘”"“’1, rae HeMaMO IIPaBY CJIUKY

0 muy3Uju.

Ha cmumu 3.15 npuka3san je jom jenan on epexara crpmoctu. Ha rpumay ox 1000 x 1000
Tayaka PaBHOMEDHO pacrnopebheHux Ha T U Yy KOODIWHATH CJIUKE, pAYyHaTe Cy BPEIHOCTH
FLI 3a 10 000 urepamuja, 3a ¢ = 0.01. Ocrane nmpomenmuse cy I} = 7/(3v3), ¢12 =
0, a mapamerap ¢ = 3. 3a CBaKO M KyTa CTPYKTypa IPEICTaB/ba XAOTUUYHY OKOJUHY

xunepbonnuke Hecradbunne tauke (I, Iz, ) Koja onrosapa pesonannu 1 —1. Koopaurara
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—ox107°

n 1 n 1 n 1 n 1 n
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
Cuura 3.16: Koopaunare mMmajy mcTo 3HaUeme Kao Ha caunu 3.15. Y cayuajy kazxa je € = 0.001
mHTEpBaT 3a m je Hemro Mamu m € [0.003,0.1], Te pasunaskeme pe3onanue u napabose He moNa3M
no m3paskaja. CBU mMOUYETHM yCJIOBU 3a Koje padyHamo D sexke Ha npaBoj Iz = I, — 0.0005.
Yy Ha ciaunu npencrasipa pasinury Aly = Iy — Ir,. Kana je Al = 0, xunepGonudra
tauka (I1,,, 2, ) 3ajemHo ca cBOjoM OKOMUHOM Jesxu Ha napabomu mlI3 — I +1; = 0. Ha
cauru BuauMo aa ce 3a m < 0.07 skyTa XaoTudHa CTPYKTypa Hajdas3u y okoauHu Aly = 0,

aJu U ga ce OBO oAcTymame nmopeliaBa xama m pacrte u goctmke Bpensoctu Al = 0.01

kana je m = 0.4. Crora nmoderHe ycjioBe 6upamo ucnod pe3oHaHTHE napaboiie Ha JIUHU]U

1—+1—4mw;
I, = — —A.

Tanra nuHMja KOja ce Ha cannu 3.15 IpoTeke Ay KyTe 00sacT O3HAYABA, 38 CBAKO
m 3a koje pauynamo D oxrosapajyhy Bpemuoct A.

Y npyrom Gmoky pauyHama D(m), Bpemuoct € je ¢purcupana Ha £ = 0.001. Cuuka
3.16 mormyHO je amasorsa caunu 3.15, ¢ Tom pasnukoM mTo je € = 0.001. WMuTepnan y
kojeMm pauyHamo D cana je smarno mamu m € [0,0.1], e ederar ’onMunama’ pe3oHaHie
on mapabosie Hema Belim yrunaj ma usbop moueTHux gejcraBa. Csa moueTHa mejcTBa Io
JeKe Ha IPaBoj

1— /T —dmw

Ih=———— —0.0005
2m
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Koja je Ha cuauru 3.16 o3HaueHa TAHKOM JUHUJOM HA KYTOj CTPYKTYPHU.

3.7.2 Tpanchopmanuja KoopauHATA

IIpe mero mro npehemo Ha HOBM OJIOK pauyHama KoepuirjeHara tudysuje, IpuMeHneMo
KaHOHCKY TpaHchopmanujy obuuka (I, I, ¢1,e2) — (J1,J2,%1,%2) unju je cmucao npe-
Mmewmame Hoge Koopouname Ji Ha npasay 6pzoz nomepanwa 1 = I,. C obG3upoMm ma HAC
3aHmMMa crnopa aupysuja ApHOITOBOr THma, 6p3e ocumialmje cana Cy mapajeiiHe Koop-
muHATH J1, & TUMe U IPUKPUBEHE ¥ HauuHy Ha Koju pauyHamo D. OBaj o6auk Tparcgop-
Manuje IpBU IyT je npuMmemen y (4], a kacuuje u y [24]. Tpaucpopmanuja koopauHaTa

he buru obauka:

Jo= I
Jo = L1
Y1 = P11t (3.21)
P2 = —¢1
u mana (3.1) npenasu y obauk
Y = W — Ja+mJE
vy = Yot Ja— i
T = Ji—c¢ sin(y4 + v3) (3.22)

(cos(0] + %) + cos(05) +
. siny + 9h) +singy
(cos(0] + %) + cos(05) +

[udy3njy mocMaTpamMo X MEPUMO Ha PE30HAHIN

Jo = mJ?

C TUIM IITO je u3pa3 3a padyH koedpunujenara Dy Hemro npyraunju. dudysujy onemyjemo
Ka0 Cpellme KBaAPATHO OACTYyIame AejcTBa Jo Yy OMHOCY HA MOYETHE BPEIHOCTU, OTHOCHO
KA0 JIMHEApHU TPEH[ BeJIWUYUHe Ne(PUHUCAHE Ca

ST ) = J(0)
N

X DJt. (323)
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Bp3e nokamne ocrnunanuje Ha npasuny Op3e audysuje, KOje UecTo yMejy Aa IPUryIile mpo-
mec cmope mupysuje ApHOJLIOBOr THUIA, CaNa HUCY OIPUCYTHE, jep Cy mapaJiesiHe OejCTBY
Ji, a muoysnjy mepumo camo u3 Jy. Ocrarak anaropurMma 3a padyyHame [ HmOTIyHO je

aHAJIOTAH OHOM KOjU je ONMCAH y MOTJIaBBbY 3.4.

3.7.3 Koepumujentu D(m)

OBaj ekcuepuMeHT je MOKa3ao Ha KOjU HAYMH BPEMeHa CTAOMIIHOCTH, OJHOCHO KOe(pUun-
jentu D 3aBuce on mapamerpa crpmoctu m. lloHaBpaMo na je oBa Be3a pa3MarTpaHa y
HexopomesmeBom pany u3z 1979. rae je moka3zaHO ma KPUTUYHA BPEIHOCT € 3a KOjy Bake
pesyaratu HexopomieBibeBe Teopeme 3ampaBo 3aBucu on koedunujenara crpmoctu Cl.
Taxrxobe, morasauno je [46] ma y momeny (3.1) oBu KOepUUMjeHTH 3aBUCe OX MapaMeTpa
crpmoctu Cy ~ m. Ilakmge, Kao MTO £ UMa HEKY KPUTUYHY BPEIHOCT £) TAKBY nOa Ce
HexopomesmeBa omera o BpeMeHy CTaAOMIHOCTH ONHOCHU CaMO 3a OHE BPETHOCTU £ KOje
Cy Mame O OBe KPUTHUYHe, O4eKkyje ce ma he je umary u Ham napamerap m. VI3Benena
Cy ABa HyMePWUYKa eKCIEePUMEHTA, TAe CMO MOCMATPAJN NUPEKTHY 3aBucHOCT D(m) mpu
uemy je mapamerap £ purcupan. OBaj pauyH noHOBJbeH je 3a ase Bpemuoctu € = 0.01 u

e =0.001.

Pesynrar 3a ¢ = 0.01

3a 89 paznuumTUxX BpeIHOCTHU mapamerpa m y uHTepBaxy m € [0.015,0.4] pauynamo Ko-
epunujente nupysuje y cucremy roopmuuaTa (Ji,Jo, @1, ¢2), Ha HAUMH KOJjU je ONUCAH Y
IIPEeTXONHOM IIOryIaBsby. BpemsocT € je ¢urcupana Ha 0.01. I'opma rpanwmna oBor nH-
tepBasa 0.4, onpebena je mpucycTBOM OBOCTPYKE PE30HAHIE, KAO IITO je OOjallmeHo y
mornasmy 3.7.1, Toe je ommcaH M HAUYMH Ha KOjU Cy m3abpaHy MOYeTHU yCIOBU. Koedu-
majerte D pauynamo 3a ckynose ox 300 g0 10° opbuta, a BUXOBY Mhy3Ujy TOCMATPAMO
y BpeMeHmma koja ce kpehy om 10* mo 10° xopaka mrepamuje. Hobujern kKoedurmjeHTn
nuysuje IpukrazaHu cy Ha ropmoj caunu 3.17. Ilpumernmo ma ce 3a m < 0.1 (Bpenso-
cru Behie on 1 Ha = KoommHaTy) KoepuuujerTy D cropo He Memajy. Hbuxose BpenHoCTH
kpehy ce oxo 10710, omHOCHO mapaMeTap m y OBOM WHTEpBAaJy IPAKTUYHO U HE YTUUE

Ha Op3uny mudysuje.
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Cuura 3.17: Koedpumujerntu D kao ¢ymrmmja mapamerpa m 3a ¢uxcupano € = 0.01 HA ropmoj
caum u 3a € = 0.001 wa momoj caunu. [Ipumehyjemo y6emmus nan spenuaoctu D 3a m > 0.1 ranga
je € = 0.01 u 3a m > 0.03 kana je € = 0.001. Ob6e cauke mare Cy y JIOAPDUTAMCKAM CKAJIaMa, a
onroesapajyhu HyMepUUKM MapaMeTpPHU Kao IITO Cy BPEMEHa uTepamnuje u Opoj MOUYEeTHUX IejCTaBa

3a Koje pauyHamo D IpuKaszaHU Cy y TOPHEM TEeCHOM YTy CIIUKE.
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Jacan mpesna3 y HOBU pexkuM nemasa ce kana je m > 0.1 (Bpemmoctu Mame ox 1 Ha
2 xoomuuatu). [Ipumerumo na ce Bpemnoctu D Memajy 3a CKOPO IEeT PeIoBa BEJIUYMHE,
IOK Ce MPOMEHJBUBA 1M MPOMEHWJIA MAakhe OJ JeNHOr Pela BEJIUYUHE, T€ 3aKbYUyjeMo aa
npomena D(m) 3a m > 0.1 mocraje yGembuBO €KCIOHEHNN]AJTHA. BPEIHOCT €KCIOHEHTa
oBe (YHKLMje HUje OlemeHa 300I YMHEHUIe Ia je MHTEPBAJ Yy 1M HEIOBOJLHO BEJIMKU 33

HBEroBY IOY3aHY OIEHY.

Pesynrar 3a € = 0.001

3a 170 pazauuutux BpenHocTu napamerpa m y umaTepsatay m € [0.003,0.1] uzpauynatu
cy roepunujentu D. Bpensoctum mapamerpa nopemehaja ¢uxcupane cy Ha £ = 0.001.
OsBae cMo orpasuyenu y m, He 300r O6Jau3uHEe JBOCTPYKE pEe30HaHIEe, Hero 360r CIOpPOCTHA
mupysuje Koja je 3a m > 0.1 ckopo Ha rpaHUNU MepPJBUBOCTU. Dpoj modyeTHMX ycIoBa
kpehe ce o1 100 no 10°, a Bpemena nreparmje oxn 10°—10° kopaka. Pesynrar oBor pauyHa
npuKa3aH je Ha MOomoj cauru 3.17. Y oBme mpumehyjemMo Bpao canyHo moHamame D Kao
Ha ropwoj cauiu kazna je € = 0.01. Kana je m mame on 0.03 koepunujentu D cy xBasu-
koHCTaHTHHU, Kpehy ce mameby 10712 — 10713, Jacny mpomeny y Bpeamoctuma D Buammo

3a m > 0.03, ogHOCHO BpeAHOCTHMA MamuM On 1.5 Ha T KOODIAWHATHU NOH€e ciauke 3.17.

ITonynapuocT cremenux 3akoHa D(e)

IIpekmonumo nm omrosapajyhom Tpamcaamujom nse mobujene xpuse D(m) 3a ¢ = 0.01
(tj. kpuBy Ha ciuuum 3.17 rope) m D(m) 3a ¢ = 0.001 (kpusa Ha caumm 3.17 mone), mobu-
jaMO CKOPO NOTHYHY HOAYIAPHOCT OBUX ABejy ¢yukmuja (cauka 3.18). 3esena aunuja
npoBydYeHa je Kpo3 mogatke Dy o1(m), a upua kpo3 Do oo1(m), npu yemy je 3eseHa JIuHU]A
TpancaaTopHo nomepera 3a 0.59 no x koopaunaTy u 3a 2.15 mysx y xkoopaunarte. Y [46]
pauyH roepunujeHara nudysuje IOHOBJbEH je U 3a Tpehy PurcupaHy BpeIHOCT mapame-
Tpa nmopemehaja, 3a € = 0.0001. Ncnocrasuio ce, na ce u tpeha kpusa, IpoByJYeHA KPO3
Dy .0001(™M), CKOPO y TOTIYHOCTH TpEKJANa ca ABeMa KpuBaMa Ha cuunu 3.18.

Ilaxne, 3aBucHOCT Op3uHe qudy3uje O NHTEH3UTETA CTPMOCTH je y M3BECHOM CMUCIY
HE3aBUCHA OX BpeaHOoCTU mopemehajHOr mapamerpa, IITO HAC HABOAU HA 3aKByUaK na

CMPMOCTL HE YMUYE FHAUATHO MG CMAOUAUZGYUTY Y UHMEPBAAUMA 20€ je HeN UNMENIUMEem
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Cuura 3.18: Oarosapajyhom TpaHCIamujoM IPERJIONMIN CMO ABE KpUBe IPOBydYeHe Kpo3 D 3a € =
0.01 u D 3a e = 0.001. lobujena canka ykasyje Ha TO Ja IPOMEHa KoedunujeHTa Jupy3suje y OTHOCY
Ha mapamerap m, D(m) mMa nucTtu Kapakrep 3a 00e BPEAHCOTU €, Te 3aKLydyjeMO Aa je yTHUIaj
napaMerpa CTPMOCTU Ha CTAOMIIHOCT aKIMja HE3aBUCAH O] IapaMeTpa €, U A& y U3BECHOM CMUCIY
“Ma OIIITH KapakrTep. AHAIUTAUKO O0jallbelhe OBAKBOI De3yJTara HUje TPUBUjaJaH 3a0aTak U

3aXTeBa HOBU IIPDUCTYII JOKa3y HexopomeBJLeBe TEeopeMe.

mawu. Mehymum, nocae nexe xpumuune epedrocmu (M), ymuyaj cmpmocmu Ha cmabu-
AUBGYUTY 0EJCMABA UMG NPAKMUYHO excnorenyujaran xapaxmep. IlomymapHOCT KpuBUX
KOjy Buaumo Ha caunu 3.18 muje 6maa ouekuBana. Hbeno teopujcko objammeme HEe TOC-
TOju, ayu cBakako orBapa Moryhxoct HekoMm OyayheMm mcTpaskuBadvKOM 3aJaTKY, 4uju he
pe3yiar OamuTu HOBO CBETJIO Ha 3Hauaj HexopormeBibeBe TeopeMe U H-EHE €BEHTYAIHE

IpUMEHE Ha AVMHAMUKY DEaJHUX CUCTEMA.

94



3akJbydaK

Wcnuran je momesn mpocTopa maT y OOJUKY YETBOPOAUMEH3UOHE CTPME CUMIIIEKTUYKE
Malle ca IUJ/beM Ma Ce IOTBPIE CTabUIM3anuoHu epeKTn CTPMOCTU y ckiIany ca Hexopo-

II€B/JLEBOM TE€OPEMOM.

AHATUTUYKUM TyTEeM UCIUTAH je MOMEH IeJOr MPOCTopa mejctaBa u onapebhene cy
OHe 00JIACTU ¥ KOjUMa je CMCTeM KOHBEKCAaH, KBa3U-KOHBEKCAH WU 33I0BOJHABA 3-CTPYja
ycaos. Ileo mpocrop je manmpan momohy O6p3or umammraropa JbamyroBa, uume je me-
TEKTOBaHa CTPYKTypa ApHosmose mMpeske. Ynopehyjyhu cTrpMy HEKOHBEKCHY U CTpMY
KBA3U-KOHBEKCHY O0JaCT, 3aK/MHYYUIU CMO Oa je CUCTeM CTAOUIHUjU Yy CTPMOj KBa3U-
KOHBEKCHO] obusactu, unMme je morBpbherna Hexopomesmera mpeTocTtaska o Behoj cradbui-
HOCTY KBa3U-KOHBEKCHUX ¢yHkuuja. Ha peszonannu 1-1 mMepeHa je mpoMeHa CTaOUIHOCTU
mejcraBa 3a pasjauuure ycioBe nopemehaja u pasauuure uarendurere crpmoctu. OTerxa-
Bajyhia OKOIHOCT y OBOM MCTPasKUBaBy Ouia je u3paszura cnopoct ApHonnose nudysuje,
KOja 3axXTeBa jaKO AYyra pPadyHCKa BpeMeHa, 300T Koje je ¥uecTo pesyJsTaT OMO Ha WBUIU
rTagnoctu. V3 Tor passora, TayHa OLUEHA BPEAHOCTU E€KCIOHEHUUjaJHOr 3akoHa D(g) y
IPBUX [T E€KCIIEpUMEHATa Huje naTra. Pe3ynrar mmaxk HaBOAW HA 3aKbydaK O IPUPOIU
IPOMEHE CHUCTEMa Tj. O HEroBOM YyCIOPEHY IPOY3POKOBAHMM IOBehameM CTPMOCTH.
Osze je mehyrum oTkpuseno na ¢pyuruuja D(e) HA M3BeCTAH HAYUH OCHUIYj€ OKO HPE.-
BuDEHUX BPENHOCTH, HITO je HOB U HEOUEKWBAH PE3yJTaT KOjU jOUII yBEeK HeMa TEOPHjCKO
objammeme. Y OPYroM neiny HYMEPHUYKOX €KCIEPUMEHTa O Audy3uju, MepeHa je 3aB-
ncunoct D(m) 3a ¢urcupane Bpennoctu nopemehiaja . Ilokazano je ma ce Apromnosa
Mpeska apyravuje ‘moHama’ ca moBehameMm MHTEH3UTETa CTPMOCTU. Y M300pYy MOUYETHUX
BPEIHOCTU, AETEKTOBAHO je OJaro ogMuiame pe30HAHIe ca pe30oHaHTHe mapaboie 3a
Behe nnTensurere crpmoctu. Pesyaratu pauyna D(m) mokasanu cy ABOjaKO TOHAIIAHE.
3a Mame BPpeAHOCTU M, Op3uHa audy3uje He 3aBUCHU O M, NOK Y jeTHOM TPEHYTKY, OCIe
HEKe KPUTUYHE BPETHOCTU M., Ta 3aBUCHOCT IIOCTAaje eKCIOHeHNujadHa. Vlcta mpupona
oBe (DYHKIUje NEeTeKTOBaHA je Y OBa Pa3/IMUNTa €KCIEePUMEHTa 3a ABe (UKCUpaHe Bpel-
Hoctu . IlltaBume, ncnocrasmiio ce ma y oba ciaydaja mpomena D(m) mMa UIEHTAYHO
[OHAIIAKkEe, NITO HABOAW HAa 3aK/BydaK Na YTUIA] mapaMeTrpa CTPMOCTHA HA CTaOUIHOCT

IejcTaBa y M3BECHOM CMUCIYy MMa ONIITA KapaKTep, HE3aBUCAH OJ OCTAJIVX IapamMeTrapa
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y cucremy. llerasmHuje aHAIUTUUYKO OOjallfbeme OBOI IOCIIENHEr PEe3yJiTaTa CBAKaKO je

jeman on 6ynyhux 3amaraka y maTeprperanuju HexopomesmeBe Teopeme.
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