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Dragan TRIFUNOVIC

DIFERERCIJALNE JEDNACINE FRVOGA EEDA

Neks je y nepoznata funkclja nezavisnc promenljive x, a ¥
njen izvod po x, onda se jednadina

(X, Ty T = O {1
gde je F(X,7,¥*") izvesza funkcijam od x, y i y' zove diferencijal-
na jednsZina (DFJ) prvoga reda. DFT (1) moZe biti u raziifitim
oplieinms, na primer,

L ANE I 1¢ A f(x;y)dx - 4y - dy = 0 .

Svaka fuankcija y = ¢ (x) definisara i diferenmcijabilna u
intervalu (&,b}, kojs igentifil zadoveljava Jednadiou (1) ¥xe(a,b)
td. [¥ x,0(x), ¢ (x)] = 0, VYxem,b) zove e relenje jednaZine
(1.

Napiiimo jedaadinu 1 u obliku

F* o= I(x,T) (2)
koja moZe lmati beskonadno mnogo refenja. Sva redenjea sa izves—
nim izuzetkom wmogu se izrazitl jednom formelom W (x,y,8) = D, ko-
ja sadrii proizveljnu Eonstantu C i koja predstavlja ppBti inte-
gral DFJ (2).

Funkeija

¥ = (x,C) {(3)
neprekidno diferencijabilna po x i neprekidna po proizvoljnoj kon-
stanti ¢, predstavljale gpite redenje jednadine (2) u oblasti D
promenljivih x i y, ako Jedmalina {3} odredjuje vrednost konstan-
te C za evaki par (x,¥)€D, tj. C = ¥ {x,7) 1 ako zamena vrednostl
C u jednadint y® = @) (x,0) dovedi do DFJ {2) u odlasti D, tj.
¥ o= L[ winy)] = £ (x,7).



BeZenje, cdnosno integral DFJ (2), dobijeno iz opiteg reke—
nja, dsjuéi prolzvoljnoj konstanti C odredjenu brojnu vrednost,
nkl judujuéi tm ponekad i ¥ s zove se partikularnc refenje, od-
nosno partilularpd integral jedaa&ine (2). Geometrijski, parti-
kularni integral DFJ (2) predstavlija integralou krivu, sadrZfanu
u familiji integralpih krivib, datih njenim op¥tim integralom.

Eada je data neka DFJ, postavljaju se dva osnovna pitanja:
prvo, da 1i ona uopdite ims refenjaj druge, ako ima refenja kakva
gu i koja su. Webemc se upu¥dtati u razmatranje tih opitih pita-
nja, veé¢ same iznetl nekoliko prostijih DFJ prvog rede, koje se

megn lako rediti, u prvom redu pomoéu integriranja (redavanje
kvadraturama).

Rastavljanje promenliivih. Ako se DFJ (2) mofe svesti na"ob-
likx

Y(y)ay = v (x}ax {4l
xaie ae da su promenljlve rastavljene, te je opEti integral
j‘l{(y)dy -J’\y(x)d.x + ¢

Homogens jedna¥ina. DFJ oblike
& .y I)
ax (, {5)

zove se homogena &iji je stepen hnmogenite'ta nula. Za refavanje

ove DPJ koriati se smena ¥y = u(x)x gde Je u(x) nova nepoznata
funkcija, Iz smene imamo da je

%-}-x%+u,

te jedpefina (5) postaje -@3;- - ﬁfﬁ , gde su promenljive raz-
dvojene, te Jje
j du
x=C@ flul-u
gde se, posle intaegraclje, treba smenom y = ux vratiti ne prvobit-
o1 funkciju ¥.

Ha homogenu jednafinu mofe =e svesti i jedoadina oblika:

- (B ) )

i dns¥ina svela
gde su: 8,2,C.8,, by 0y konstante, Da bl se ova Je

na homogenu Jedmadinu, tpeba izvrhiti smem

(7
=X +al v=I+73

gde’ an 1/ za end neodrsdjene ¥onstante. Yednalina (6) posle
amense postaje
ay r(a.X+:bY+no(,+b/3+0

r: 4 31x+51!+al n[,-r"E; /_-54-01 M
Ako se konstante {1 /¢ izaeberu tako, da Je
acl+ b A+ Cm0 @
al‘,é-rhl/fa +(}1-0
onda gornje jednadina postaje homogena.
4T _ o (8% + BY ,
X alx + 'bll'
za kEoju smo videli kako se integr
axo Jje

a ‘b'
£0 .
n B

-]
A¥o Je, pak, ova deternmipnanta Jednaka pali, tj. ako 3

ali. Sistem (8) imade redenjs,

tade jednadina (6) postaje

ay I[Mj‘ xoja 86 integrall smenom
ax ax + bly + e

du dF 4 ova jednatina postaje
n-a1x+bly H 'a'i'al+b13§

1,8 L. !&;:_2]
Ei..ﬁ S'I f “*01

gde se promend jive mogu razdvojiti.

Linearna ,jed_uaéina. D#¥J linearna, po nepoznaio] funkeciji 1

je Zina obli-
njenom izvodw, Zave a6 linearna jednatipa. Ty je Jednacl
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&,

R
sdenje. Da:; DFJ razdvaja promenl jive. Medjutim, ovde &emo
pokarzati njemu integraciju pri &1 j
- prihvatajuéi B
oblik, Imamo da je : A

.2
% S, = 3 , -2
) 3 #to smenom postaje (z = y Yy 2 .

Eako je op3te refenje homogenog dela ove Jednaline z = C_.Il_elq'1
to varijacijom konstante imamo %;Tz: = ﬁi % acleq'x Eto po
, -

sle smene u DFJ daje Cy =G+ % oix

date DFY  yF . 2
3+ 2 Ce'¥

+ Ye Je opZti integral

-

Eako su pofetni uslovi y(0) = 1, to nalazing da je C = =1/2
. ]
te integralpa kriva koja prolazi kroz taXku A(0,1) glasi:

2 -

3_943:

Naé?. krivu liniju kod ¥oje tangenta v gvakoj tadki sele ma
ordinatne] os3i odsefak proporcionalan kvadratu apscise. Mo-

4ju ovakvim krivim linijama odrediti onu koja za x = O ima eks-
tremim.

Redenje. Iz uslova zadatka n = ]c::2 nalazimo da DFJ glasi

: ¥ -1y« -loc. Op#ti integral ove DEJ ima oblik
¥y =0x - oy 3 C-integraciona konstanta, ﬂko Je 7' = C =

- 2k = 0, tozauslovx-Oima.modaJeC-O, te je

7 - .

Smenom y = u(x)>V¢x) refiti linsarmu DRI 7' + 3xy = 6x .
BeSenje, Kalo je y = uv, to Je ¥ = u'v + uyt s te DFJ posta-
Je uv? + (ut 4+ 3a)V = 6x,
Uvodimo da du a 2- =
Je H;+3xu-0,teje u(x) = e . Iz
av . 2
DFI w % = 6% nalazimo funkeiju V() ¥(x)= C + 333 * R

te je opSti integral date linearne DFJ.
x 2
- x
(c*hg-xz)-3+ca% .

6

= uXV(x) = @&

6.

Data je funkcija y = k8->, gde je k konstanta, Odrediti k

tako da data funkcija zadovoljavs uelev F* + 4y = _’:OQX,

a8 zatim re¥iti ovu jJednadimm,

T

koje

8.

Eedenje. Kako-jo y = koa‘ 5 ¥ o= .‘E’koex to emenom u DRI

nalazimo da Je k = 1/2. Za reSenje date DFJ uvodi-
moanenuy-yl*‘z--lz"ezxisz,teimmodade

yi+z,'+uy1+4z-392x.odakle:jaz'+42-0.Kakoje

iz ove DFJ z = & ** , to opiti integral date DEJT je

y_%°2x+e-llx

.

Ho3itli DFJ ¥* + A,y = Ase” ¥ ; 24,2, = const. metodom
varijacije onstante. Specijalno odrediti omno reSenje DFJ
za X = 0 lma vrednost Tor
Relenjs. Opiti integral homogene jednaZlne y' +Ay = O, gla—
_A .
Bl 3y = Cje A « Varijacijom konstante 01 nalazimo

da SArd)x

da Je (.‘.:L = C + ) e s te opAti integral date DFJ

A%
glagli 7 = Ce + a5 Za ualove y(0) = ¥, nalazimo

da je integracions konstanta € = y, - —% » te je partiku-—

SME % ~Ax Y P
larne refenje y = ¥, + 'er(e - £ .

Faél Eriva iiniju Xod koje Je odstojanje avaka tatke od po—
detka koordipatnog sistema Jednako odse¥¥u koji tangenta u

toj tadki Zini na ordinatnoj osi.

9.

BeSenje. Frema uslovi zadatka nalazimo da je DFJ
xy! = §F - 12 + YE , te je opita integralns ¥riva

u perametarskom obllku y = zu j u + 1+u2 = 0x .

Odrediti parametar k da funkeija y = £ bude partikularne re-
Eenje difersncijalne jednadine (DFJ)zey" + Bxyt = 2y =0,

Hedenje, Eako je 7 = ¥ o == partikularnc refenje, to Je

6x°y] + Sxy] - 2y; = O , odakle se dobija EK°-X-2-0,
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10.

11,

te j -
6239 E=2341kn- 1/2, Poxazati dn se uop3tena DFJ
H
ox"y) + (n-1) qu - (n—‘l)yl =~ 0 wuvek avodi na Jednadinu ob-

1ﬁamﬁ_k-{m4)=ozavneu i n>s

Naéi onu primitivou funkei §
: u funkcije fex) = X1 -
lazi krez tadku(1,0). xoda pro

Redenis. Ako primitivoy funkeiju obeleiimo sq F(x), tada Je
po definiciji FPrix) = f[(x, te je

P(x) -I.C(x)dx + C , odnespo F(x) = 51 , Cy ¢ = const

Kako je P(I1) =0, to Je ¢ = -1 1 primitivng funkcija glasi

Foxd w o1 o3, :

8
Heka je y » ax modelujuda funkcija jedne priredne pojave
e ] Iy M

Bde 8u & i 8 proizveljni parametri., Pokazati da odgovaratu—

éa DFJ te pojave ima oblik

ia.

13,

14,

15,

) xyagy - a0,
Be3 - i j i
enjs. Iz sistems jedna¥ina: y = ax® i 7 - asx®l

7" = a8 (-1)x*% oliminacijon
ametar -
bija se DRF (w). e netede
Naéi DRI ¥1Ji Je ophiti integral y = Cot(®

Befenje.Postupiti kao u prethodnom zadatiku. Ipamo da Je
DPF : 3" = 3¥x) =0 .

Matodom razdvajanja i ;
promenljivih resiti DFJ v -
pritom a €R, VJ;*-Y i
Refenda, I 8i
i z date jednsdine nalazimg % - & y 0dakle Je
-2k ¥x
FT~a+0¢

Hetodom razdvajanga promenljivih re3iti DRJ xyt=y Qexcosx)

Refenje. y = CxeSin¥ .

Bafiti DFJ xy*inx - Hlny = 0,
Befenje, Postupsk je sledaéis SI » Ik 4 dx
b ol:-a% %_HM;TLJTW.TM,_

8

16.

17.

18.

gde

19.

20,

1n{lny) = 1n(lox) + 1nC , lony = Clox ;
¥ = xC , (C - integraciona konstanta).

Re%iti DFJ (1+x2)y’ =1 + yg.

. . . d. dx s
ReSenje. Iz jedna¥ine je —SI—, = ili
fesenje 1. 2 1+ -4

arctgy = arctgx + ¢ , odakle je ¥ =(tg arctgx + C), te ja
X + C_.L

T » G = tge (integracions konst).

opfte refenje y =
1x
Naéi ono reSenje DPJ yy® = 2x koje prolezi kroz tafxu M{1,1).

Refenje. Razdvajanjem promenljivibh nalazimo opSte refenje:
vly = 2%dx ; ¥ = 2%% 4 C . Kako y(1) = 1, ta je
C = -1 te partikularnc refenje glasi yz = 2x2 ~1l.
d ax +
Data je DFJ = __2__5_.,
& (x=2)“(x-1)"

gralng krive ove DFJ Zine familiju ss dva parametra: & i C,
je C integracions konpstanta, Odrediti onu od integraloih kri-
koja Je slgebarska 1 ima za asimptotu pravu y = O,

= 1 1 1
Regenje. ¥y =53 - T - I -
ReZiti DFJ x(l-f?)y' + [(l+a)_12 - a] ¥ * O gde js ac R.

. 4 1+8) x“= .
Refenje. Kako je ?z -‘-\(—xgr—_-;(—z)—ad.x. to je

gde Je & parametar. Inte-

1ny=1nC—J(1‘“)"2'adx‘od.uosno y=0Cx2Jc
x(1 - x°)

Naéi partikularne redsenje DFJ 3y° (x2-1)— Zxy = 0 za padet-—
ne uslove y(3) = 2.

Refienje. Opdte refenje dobija se sledeéim postupkom:

3y _ 2x
.Y

Za uslov y(3) = 2 fmamo da Je 2° = G(3° = 1), te Ja C = 1 i
partikularno re¥ -ie glasi -x" =1

=.

dx ; ¥Pny - Ln(x*-1)+ £aC § ¥ = OOx® - 1).



Eoja funkcija ima csobinu, da je ¥ x¢RB : y' = 3?7 25, ReBiti sledeée homogene DFJ :

. - 3x°
Refenje. y = £(X) = O e* , C - integraciona konst. a/ 7"?;2 i LA TS o3
Bediti sledeée DRJ: o o
/ xyc - 2yyt + x = .

o/ I . > H v/ x4+ + ¥ = 0, ¢ ‘

¥ §x+—‘;|_i. - xy + ¥'(7 + x¥) ] ReSenia. a/12+y2_gy_oj_y.o; . .

. Refenin +

o/ xy' - yloy = 05 A/ 2y =14 2 . b/ P -y =03 of 20y = + 0" 1y-tx

Reidenje. a/y2-2x5+xz+0- ve
. 3 ! 56, Re¥iti sledefu DRJ: x + ¥ .+ (y-x)7" = 0.

. 1+ X
Naéi opiti i partikularni integral sledeéih DFJ kod kojih su Bofenje. Eako jo data DFJ homogenog oblika 3 = T
datl poletni ualovl : 1+ “2 ogavde J
LS « Odavde je
8/ 2Jxdy = yix , za F&) = 1. to smenpm ¥ = xu X ona postajs xu —_—
b/ xyix + d1 - x°dy = O, za y(O) = 1, arotgn = 1an)'1+n2 , te jo opite reSenje ¥ = xtg(lnGszavyZ)-
¢/ o9(y? + 1) = 1, ra y(FAa) = In2 . ‘ , ,
§ DRJ 2
4/ y'snlx = yloy , za y(¥/2)a 1. 27. Re#dlti homogene £ )
’ ¥ &/ Xy =X —F % b/ 3"—;31_;-3_'
Retenje. Ha primer ¢/ Op3ti integral dovija se na gledeéi N
padin: a/f q‘ - 12 + 3’2 .
7 - 1 - av ; avdy - ax Reepjs. Na primer b/ Smepom ¥ = Xu{X) jedna¥ina se svodi
o7 1-o7 - enljive Tu* = L, te e
na DFS, koja razdvaja promenliive i)
- 2
1n¢ - In(d-e7) = x , ¥ = {1l - Ce™F), wC = 21nCX, odnosuo 72 = 2x"1n0x.

r
. . s L g X . .
Partiiilerni integral glasi y - 1“(1 -® ) 28, Proveriti opite integrale sledeéih bomogenih DRI

2
f2 - . 20y « x - C
Qdrediti funkciju y = y(x) koja zadewoljava uslove &/ Xyt = F % wﬁ 03 v /
. —y? - (x+7)%e -3/, (xey)lnCx = xe ¥/,
(x=-NF 73y v =-1. v/ xyy'- _
[+3
BeZenje, Kako se data jednadins mo¥e nspisati i u obliku . e/ x - yoos :xl + xytcos % =0 =l» % =iax-
(o270 x50 o memn 72 moo om pomcade WieeHT e e M -F)m0y megeTa0
1-u) ax 1 i
dy = — » —_— . N - I .
" u " y odnosmo u - e _ e/x(y-—x)y‘—yz'o ; ¥ Oexp(x)
Odavde je opite reBenje date DFJ y = % o "X | £/ xy' = 7(1"'1’3‘3 - 1nx) § ¥ = xoxp(0x).
Iz datog uslove nalai._iio da je C = - & te traiens funkcija x+ 3y + 1
- i éu homogenu DFJ ' = ‘
ima oblik y = e T . 29, BRe3iti slededu B 3z + 8y ¢ 1

Resenje. Za smena X = X 4+l 1 ¥ =T 4 imamo da Je

10 11



30.

3l.

32.

33.

qay 2% 3 Y + 2 of + +1

dx 5X+4Y+30(_+4/3f1
Da bi i
% b1l ava DFJ bile homogena, potrebno Je i dovoljno da Je

2+ B3 4] a Qs 3
: ; + 43 31 a0 odakle imggo
ol i A= =1, Posled,n‘ja DFRJ postaje ' e de

ar | _ 2 . 3%
dx X o+ 4r

Xu' = - p 1+§u+2u.2
Bvly

vratime na stare Promenijive /Y u 0y X = X ¢ 1: F=I~-1
R ' b -
imamod.adexz+5XY+222-G,odnoano '

(x-1) 2 - 2 A
+ 3(x-1)(Fel e 2(y+1)* = ¢ y td. x~3+3:q+23'2-x+y = C.

» Ako se st - ié
Vi e = ¥/2, bide T* - u+in?, te Jje

- Odavde o 1+ 3u + 2% » /12, Ay, se

Odrediti opite refenje DFJ: 3y - 7x + 7 = (3x-Py-3) 3

Iy .
eSenje. P‘::tupit:. ko u prethednonm zadatku. Ovde Ja o =1 %
= 0, a op#ti integra) (F—x+1) 2(y+x-1)5 = const.

ReZiti TRS: (2x + 4y + By - x 4 2y + 1

Refenia.
Eenjo. Kako gu gvae odgovarajuél koeficijenty Proporeio-

Dalod 2 : 1 =4 : 5 ¢
* ey Lo zZa mmenu gve fednas o
vodimo u = x + 2y, te onsa postaje JeanaSion u

ut « Ju+ 5

3 (u* =1+ 297, Odavde je

1 1
u
5 +gln|4u+5f-x+c, t3. 4x+8y+5-Ke4x'ay,

gde je X integraciona konstanta,

Dokazati da DRJ (x+27 + Dyy
integral
o107 - 20x
stanta.

=2x 4+ 4y 4+ % ima za opti
- 2
C (5 + 10 & + 0%, gde je C integraciona kop-
xX-5y-1

Dokazati da DRy & .( i
3% X -2y 5T, ima za opiti integral

8y - 2x - inl(x-y) + 9ln(x—y+2) = Q,

12

35.

36.

37«

Pod kojim uslovom Bermulijeva DEJ F'+f(x)y +€(x)y° = O
poataje linearns DFJ i DPJ koJls razdvaja promeniJjive?

Refenje. & = 0, DFJ ja linearns ;
g = 1, DFJ razdvaja promenljive.

Primenom obrasca resiti slededéu linsarnu DEJ
-_——

_liy+l§.x_.oima.modirektno

Xy - y+ lonx = O .

Refenje. Za jednadinu y* -
1% -5

da je ophti integral g = & (c—_{’&;ﬂk e dx))

&~ -

odnosne ¥ = 1 + oX + lnx

Pokazati da DRJ y* + yoosx — slnxcosx = O ims opdti integral
y.ce'ﬂm+sim:—l .

Proveriti opite integrale sledséih DFJ:
X Cay
a/y‘-ﬁ-coax-o-l-oi ¥ = sinx + Ctg ¥ . <

b/ (1-x)y? + 24y - bx = 0 ; 7= 2o,
of 7 - (my’elyyt = 0 ; x=yyle’ + Gy .

¥ = Ceosx - 200523‘-

&/ 3 + ytgx - sinfx = O ;

Literatura

1] M. P.UBEumlid - P,M, Mili&ié

[2] T. Pejovid

{3] p.s.Mitrinovié

Zbirka zadataka iz vife nate-
matike I, Baograd, 1963

Diferencijalne jJedna&ine, Beo—
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Zoran SAMI

LINEARNE DIPERENCIJALNE JEDNACINE VISEG REDA

(n-1) (n~2)

_ Jednadina yc"’ﬂﬁmy +a, ()Y Fesutay g (X}y7+

+ 8, (Xy = £&) (1
Jjeste linesrna diferencijalpa jednaZina n-tog reda. Jedoafinu(l)
zovemo homogenom ako Je f£(x) = 0 & nehomogenom ake je L(x)y0.

Opiite redenje Jednaline (1) dato je sa
Yug+ T 2
gde Je y opfite refenje pripadne homogens Jedmaine

y(n’ml xyy @ +a2cxw(‘“'E)h--wn_l(x):r’wn(x) =0, (3}
a7y, partikularno refenje jednafine 1 .
Opdte resenje homogene Jjednadine (3) dato je =sa
7 = O3 +0aTpt e 400 Tn, S
gde mu y;, i=l,2,...0, partikularpa linsarng nezavisng redsnja
jednaZine (3}, a C;, 1al,2,...m, proizvoljne konstante.

Nehomogern jednadimu (1) moZemo uvek reiiti ake zname da
refimo pripadnu hemogenu JednaZinu (3). Ovu, opet, u opitem slu-
Zaju ne moiemo da redimo.

Ako su u jedwadind (3) (111 (1) koefioijenti aic¢x), 1=1,2,..
«o0- konstante, takvu jednadinu zovemo linearnmom hemogenom (ili
nehomogenom) diferencijalnom jednsEinem sa konstantnim koefici-
Jentima.

15
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Neka je y(n) +aly(n-l}.+aay @, .. sa ¥ @) » o (5)

linearns diferencijalng jedna&ina sa konstantnim koeficijentima.
Jednadini (5} pridrufimo algebersku Jednadinu

)tnw.l 1"'1+a2 ).n_2+.._+an = 0, (6)
tzv, karakteristidmu Jednadinu jedpaZine (5). Zavisno od togs ka-
kvi su koreni jednadine (6), razlikujemo vide sluiajeva.

1% svi koreni Ao }\2....111 jednadine (&) su realni i medju-
gobno rasliditi. Tada su
X
7 = Moy, =g, ... Ty = e’ 7)
b lirearno nezevisnih partikularnih refenja difevencijal-

ne jednadine (5). Semim tim imamo prema (4) i op3te refe-
njs diferencijelne jednadine (5},

2% Svi koreni jednaXins (6) razli¥iti su, ali medju njima
ima 1 kompleksnih. Realnim korenima odgovaraju reienja

kao u (7). Ako je 1},2 - o{ii/bpar konjugovano kompleksaih
korena jednadine (6), tada ou

T - @l* cos/dx; ¥ = ¢%<T sinAx 8)
partikularna refenjs diferencijalne jednaiine (5}.

3% Jednading (6)ima i viZestrukdh korena. dko je A, realni
k-tostruki koren jednz&ine (6), tada su

=@t T Texdt T gt M, g AT (9)

¥ partikularnih refenja diferencijalne jedna¥ine (9}. Ta-
kodje, ake Ja RAy,, = oL 21 /4 par k-tostrukih konjugovano
kompleksnih korens jednafine (6), tada su

&xcosﬁx'. T % *gin o x; ya-xeixcosﬂx;-

Ty 2% sins xy..a yek_lnxk_l e“{xcésﬂ x;

Top = X ¢*Tain Bx Qo)

e

2% partikularnih reZenja diferencijalpe jednadine (5).

U specijalnom sludaju za n=2, tj. u sludaju diferencijalne
Jednaline

yTraFrayy = 0 ap
pripadns ksrakterlstiZna jednaGina glasi
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A2eay Lrap = 0 e
i Zenja su Fq =
Tada za A]_-a € Ry ?“1’{ "\2’ partikularna resen) 1

Zlﬂ LT L LI Ay = Ap€ R,y pertikularna radenje sl
= A

- xM%; za }\1,2 - ol 214, partimularna redsnja

A
7= M
By - @Lxcoa/&x; Ty = [ sin A X.

Opite rsfenje dobijamo prema (4) B8 .
(3
3*0171"0272 -
sdnsdima B4 xonstantnim koeficlijentlmd

;a4

Za nenomogenu
y"+aly' + a5y = £{x)
i refenje y, da bi pomocu
ems (2} odrediti partikularno o
g:: zraﬁli gpﬁte. To je moguée ako Je funkcija £¢x) ¢pecijaloog
oblika, ,
s . 4
10 Awo je £(x) = p(oe * (B(x)-polinom) 1oL nije koxen pr
padns karakteristilne jednadine, tada Je
1
¥, = 2% A, Q5)
pena kao 1 P(x) i Eide ko-

inom istog ste
gde Je Q) pol? ova da 7, bude radenje jed-

eficijente sdredjujemc iz usl
nadine (14).
2% Ako je f(x} = P(x)e"(x :’!.a( jeste k-
teristiine jednadine, tada jJe
Y. = xkqftx QXY Ge)
: 'n/.’)x] , gda Je
3% Ako Je& £(X) = e** [k(x}-cus/jx + B(x) sl i =
gtepen bar jednog od polinoma Agf) 1 B(x) 5‘1 tad; s
ads *ips nisu korend karakteristifne jednacine,
Ts -gt* [I(x)cos/hx + B(=x) sinpx] ., an

a4 m."

togtruki koren karak-

gde s A 1 B(x) polinomi stepend ne veteg O

4° Ako Je £(¥) = e*® [a(x)cosx + B(x gin Ax de e
Jje 1(x) ) 7 (X3 v d
( ) j 4
tepen bar jednog 0d polinoma A(X} 4 B¢x) jedpak m, &
astaps J 4 r
o =44 Jeste y-tostruki koren \mrakteristicna Jjednadine,

tada Je .
y = ;ckq,”"x [I(x)cospnﬁ@c)sm/} x] , 3)
° z

gde su Aoy 1 B(x) polinomi stepena ne Veceg od m.
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JTednadinn (14) moZemo refiti metoden varijacije konstanata,
bes obzira na oblik funkeije f(x), Zak nije vaino da 11 su koo
eficijenti'al i ay konstante, ukoliko Poznajemo dva linearno ne-
zavispa, partilularos re%enj; i Jo Pripadne homogene jednazi-
ne. Opdte refenje jodnadine (14) Je

¥ = cl<x)yl + CE(X)YE. (19)

»

Refenjem sistemn

%y + Comy, - o, (20)
1

y )
c]_ Onyl + Ce(x)yz = £(x)

dobijsa se
Cl’(X)- Dy¢=y; C;cx) = Dy(x) (21)
pa 2a integraljendem
G = By gy - {Dyx)ax (22)

odredjuju funkeije Ci(x) i Co(x), koje se zamenfuju u (19).
Ako je ¥; rertikularne reSenje difersncijalne Jjednading:

. ¥ o+ al(x)y’ + ae(x)y -0, (23)
tada je
-Ja.cxydx
2t < z x (24)
¥

takodje partililarng reSenje jednading 123); i pri tom ey i
Y5 linearno nezavisna reXenja, '

3.1. Be¥iti diferencijalm dednainu 3" o 5y, 4y = 0.

Refenjs. Earakteristidna Jednadina date homogene linearne
diferencijalne jedngéine Jeate

Ag - 5Ar 4.0, (1)

Iz (1) sledi 11 =1 12 = 4, pa su
4
¥ = ex: Jp = et 2}
dva partikularne linearnc nesavigps reienja date diferen-
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%e2a

cijalne jednaZine. Iz (2) dobijamo traienc opite refenje
4
¥ =0y €+ 0pe™™.

Nati opEte refenje diferencijalne jednaZine
¥ -y - 2y = O.
2% —x
Befenje. y=¢; ¢ +0C5 ¢ "
3 I an . =O°
3.3. Data Je diferencijalnma jedpa¥ina 3™ +y"-17y*+15y

1° Naéi opiti integral date jednadine. senge. ¥oge za-
2° Odrediti ono partikularne {(posebpoe) resenje, ko

doveljava pofetne uslove: y=y'ay'=l za x=0,

ReZenje.
1° Ipamo: ADHE-171315#0 == (A-1¥ 22422 ~15)= O =>
X\ - e}x. Fum 2—5 —
-)A]_'l'! )-2'3; 13'_5 =>7" 27 T s T3
e—ox (L
N a.z5x+c5 @™o,
2° Diferenciranjem jednakosti (1) dobijamo
~o% e2)
y'a0y g %430, e P50 ¢
3

-5x
70, e + %, e 4 25¢, & %,

Iz (1Y, (2) i (3), uzinajuéi u obzir date poletne uslove,
z 1

dobijamo L
Gy + Gy + C5 =13

{4)
c, + 3C, - 503 =1,

€ + 90, + 2565 = 1.
Hefenjem sistema jedna¥ina &

x
pa je traZenc partikularnc redenje y = @7,

Data je diferencijalna Jednadina

Jal,
¥ +6y"+11y’+6y = Q.

1% Nagi opfte refenje date jednacine.
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2° i i
Odrediti partikularpe redenje koje zadevoljava podetne
uslove: y = 13 90 = -3 "= 9z x =0,
Bezultat., 1% y . - -2 2
b Cl(\Z +02Qx+05€3x;
2% y o @7BX,

5.5. Resisi diferencijalou jednaZiny FI‘T - 137" + 36y = 0

Uput . i g

Putstvo. Pripadna karakteristiina JednaZing rezava se sme-
nom AS = ¢, Rezultat Je:
- 2x -
y-0 ¢ +0222"+c5€3"+cq_e‘5‘.

3-%. BeZiti difsrencijalmu Jednadine 3" - 4y , 47y = O
BeSenje, Ima 2. .
no A 4% +4a 4] = 21 = 32 - 2.

Eako je A= 1 dvostruke res g
e esenje karakteristiZne JednaZine,

., 2X
1= e 32=xe2x

dva partikularng lin i
' ) €arna nezavisna res
g Jedunting, o . fenja date diferen-

_ 2x
Y= 0™+ onx & . (Cl + (JE,:W:)CEx
traZieno opite rodenje.

3.7. Waéi opite reden]e diferenci jalne Jednadine

F" + 63" + 9y = O,

Rezultat., y e (Cl + 0,%) g ~3x

\B. Odredisi i
3 editi jednaZinu rive ¥ = 7(x) koja zadovel java diferen-

eljalnu jedna&inu

T - 67" 4+ 1oyt - 8y = 0

prolgzi‘lcroz tadke (0,0) 1 (1,€2) 1 u tadki, dije je apscisa
X = 0, ima tangentu &iji je koeficijent smora k o 1

Beienje. Nadjimo prve skup svik krivih koje zadovol javaju
3 datu diferencijalou Jedpadinyg, Drugim redima
djimo opite reSenje date jednadine. Imamo: T

20

X6 12 -8 = 0= (a~2)7 = 05 A = A, = Az = 0=
2x

2
=7 = 6P Ty x e gy e L o

=7y = (Cl+02x+05x2) e2x. S

. 2
Kako trafena krive prolazi kroz tadke (0,0) 1 (1,€ 7),
to njena jedradina meoras biti zadeovoljena za x = 0; y = 0 1
x=1l;y= 2.2, pa iz (1) dobijamo

o = o, (2)

Cl+62+03=1. (3)
Eoeficijent smera tangente na krivu y = y(x u tatki Eija
je apscisa % jeste y*, pa iz uslove zadatks sledi: y*(0)=1.
Dobijamo 3t = [20)40,+2(CpeCy) x2ef | e®* o
=1 = 3'(0) = 2, + C,. (#)
Redavanjem sistema jednadina (2), (3) i (4) dobijamo
= 0} Sa=1 =2 y:xeax.

01'03

3.9, Data je diferepncijalna jednadina y" -3Fy*+2y = O.
1° Wad&i opEte reSenje date jednaiine.
2° Odrediti partikularno refenje koje zadovoljava poletne
uslove: y = ' = y" =1 za x c O, '
Rezultat. 1° ¥ = (Cl+02x) e,x+03 2-21:;
2° ¥ o= z*.

2,10, Haéi opiti integral diferencijalns jednadine
yU -4yt a3y e ayt - sy e O

Refen]e. Imanmeo
At 223 A% s 2 0= A2( A% )% 14 )a 0 =

= (321) (A-2)2 = 0= Aj=1y Ag=-1; hy= Ay = 2
Rako su A=l i A=-1 jednostruka, a A=2 dvostruko refenjs

karakteristifpe jedrafine, to su
- 2%,

e Ty e Ty ey mxe
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x -—
¥ = Cl @ +CE 2 xy (05+Cq_x)€2x
traZieni opiti integral date Jjednadine

.11, Naéi opite rafenje diferencijalpe JednaZineg
Y- oy
- 8y" r 16y = 0,
Rezvltat. 7y = (C)+C,x)e 2% +(Cy20,x Y ~2%

3.12. Ee3iti diferencijalnu Jednaéiny Y'+2yr+2y = Q.
Redenje. Imamo 32 42242 = 0w 31=—1+i' Ajm=lmi =
~ T2 e_xcosx, To= X “sinx = :
=¥ =0 Q‘xcosmcz 2 % giny = (Clcoax+025i_nx)e'x.
3.1%. Hegiti diferencijalou Jednedinu pr 4 4y = D,
Rezwltat, ¥ iﬁcosax 1-';_5in2x.

.1 i iti
3.14, Odrediti rertikularne refenja diferencijalne Jednadi
ine

¥" +8y = a, ko.je Zagovol java
J & ve: .
. ﬁ . o, podetae uslove: ¥=0) y'» ,}5;

R g;]
efe » Nadjimo prve opste reSenje date Jednadine, Tmamo
X 3 a0 = (a+2)(3{ ~22A+4) = 0 = Aq==2y 1+1
2_ vz

1ei . _ o~2x.
13 iz o y= e x: Ty = e c.Os(\@x); yz- stin(ﬁx) =
- -2x
2¥y=0¢ [Cecos(rx)w sln(\rx)J e, (1}
DJ_feranc:Lran,jem Jednakosti (1) dobijamo
v ~2%
¥'=-26, e +c2 e [cos(rx) J_sln(l_x):’
+C3 2 [ﬁcos{ﬁx)+31nfﬁx )J - 2)
LT -2
¥ = 40 €7, Gx[cos(ﬁx) WBsin(Fx) 4
+ 26y QX[J_?JCOS(J_}X)— sin(ﬁx)] . 3y

Iz (1 i imgjuéi
1, €2) 1 (3), uzimajuéi u obzir date podetne vrednosti
1,
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imame Cl + 02 = 0,
-20) + Cy + 3¢5 = |3, (6)
4Gy - 26, + 2\{303 - 273,

ReSavanjem sistems (6) dobijamo G, = €, = 0y Cy = L.

Stavljajuél dobijene vrednosti za Gy, Cg, s u (1), dobija~

mo traZemo refenje

v 2 €%ein(3x).

3.15..Data je diferencijalns ;]edméina' FM +yeyiey = Oo

1° odrediti opite regenje date jednsiine.
2° Ragi partikularnc refenje koje zadovoljave pofetme ualo-
Vel y o 3" = 0} y' = 1 za x = 0,
Rezultat, 1° 3 = S @'x+02cosx+cz’sinx; 2% ¥ = sinx.
s . < yIV "
3.16, Rediti diferencijalau jedna&imm +107"+9y = O.
Eezultat, ¥ = Glcosx+023inx+03cos5x+cusin3x.

= x2—x+1.

3,17, Naéi opite refenje diferesncijalne jednaline y"-7
- 2
Re3egje., Imamo F"-y = 0 =» A-1 = © 21,27 H o 7= e¥,

SR AN AR N

Partilularno redenje date diferencijalne jednadine traZzite-
mo u obliku: y, = Pm(x)z’ix. Eako je u naSem sludaju: o =0
(i pritom <« mije koren karskteristifne jednaline), m = 2, to
dobijamo

yo-ax2+bx+c - y; = 28X+ = g = 28 =0

=2 - (ax2+bec)-x2-x+l—_-, -axz-‘bx+(2a—c) =

= %P-x+l = -a = 1, ~b = -1, 2a-¢c = 1w a=-1, b= 1,

C = -1 =¥, = —x2+x—5.

TraZeno opSte redenje date linearnc nebomogene jednadine
jeste zbir op3tep refenja pripadne lipearpe homogene Jedna—
dine i partikularnog refenjs nehomogene jedoadine, tj.

= 0y e¥ + Cy e F 4 (—x2+x-3).

23



Z.18. ¥aé = Seng
Z.18 Ifaci opste refenje diferencijalne Jednaing
F"t57%+6y = 3,
Rezultat.

1 -
F=~2-+cleEx+C2€_3x.

5-190 Hagi Posebno IBB‘SD"}S i elenclu]alne dEdﬂﬂEiﬂB F =¥ = Xy
: 3ifr PR i
kOJE zadovoljava DPocetne uglove: ¥ a 13 ¥'= -1 za x = 0O,
*

R
Remultak. 3 - x4 1 (X, g-x),
5.20. Refiti diferencijalny Jednading IT-2yr+y = 4 @x
Rezans j ]
esenje, Imamo TT=274F = Q= 5\2—231-1 = Q= 7(1 Ayul
= Agul =

PN €% Ty :xetay. G &* & Cox 2%
Slobedni #lan, 4 X
a4 , date nehomogene 1% d
Somy S abtras gy c nearn'e dxferanci,jalne
o n v Bde Je m - Q) &« =1 8 & je
1m;.:en (dvostrukl) karaxteristiXne Jednaiine, Dgkl
sten . e i
arno :asenJe date jedna&ina trazidemo y obli.lcu" e
= x*a €%, Dobijamo ‘et
2 _x
=a
7, ;; € = ¥ =g zx(2x+x2) =~,y“=aex(2+4x+x2) =%
Dae (2*ﬂ-x+x2)-2aex(2x+xe) +axle™ 4o¥
= =
=28 = 4 =
) -?a 2 —» ¥y = 2x2ex.
Konacno, traZeno opite refenje jeo

¥ = CoeMug xe* X
18740, xe 2™ (Cp+Coxs2x%) X,

.21, i i
3 Odrediti opEti integral diferencijalne Jdednagine
L = x
Uput?.t:vo.:ir T = Aen
Partikulerne reien i
; Je trafiti u oblixy: x
jor 3o CIGX ) Cee—x. ku: Vo = axe™. Rezultat
$.22, Waéi partikularne pegen
T Ayt o4 o4y o 372X X
F=7 =028 xa 0.

Rezultat, y = .2 x29—2x.

Je diferencijalne Jednadine
ode zadovoljava rofetne uslove:
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3,23, Reditl diferencijalnu jednadiou: y" - 3 = &°x sinx.

Refenje. Imamo y'-y = O= A%-1 = 0=} , = 21
k]

-7 - e*; 75 = e ¥ gy Cle:'c + Cze_’:.

Slobodni €lan xexsinx, date diferencijalme jednadine je
oblika: A ) e’cxcospx+3m(x)eﬂsin,a:, gde je & (x) = 0,

m= 1y of=,4=1, & «£% i3 nisu koreni karakteristine
jednaZine. Dakle, partilkularno resenje date jednadine tra-
fimo w oblilku: y, -[(ax+b)cosx+(cx+d)siux_] e*. Dobijamo

Yo = [(ax+b) cosx+{ox+d) sinxJ - 7= ( ax+cx+a+brdcosx +

+ (—ax+cx+c+ﬂ—-b)simc]ex=¢ yg - [2(cx+a+c+d)cosx +

+ 2{~a-b+c-ax) sinx_] 8% = |2(cx+arc+l) cosx+2 (—ax-a.—‘b+c)sinxjex_
- [(a.mb) cosxr (ox+d)sinx Jo* = eTxsinx =>[(20-a)x+29.—b+2c+2d]
- COSXt [(-Za—c )x—2a—2‘b+2¢—d} sinx = xzinx = 20-as0}

2a~b+2e+dd = 0 -2a-c = 13 -2a-2b+2¢-d = 0 = a=- H

2., - _ L. _ 14 e o1

be-5mec=-51d=3=7%, 3 [(10x+2)cosx +
+{5x~14) sinx e, Konaéno,trafeno opdte redenje date dife-
rencijalne Jedna&ine je

y.clex+c2e"‘- %—5 [2( 5x+1) coax+ [5x-14) simi? eX.

3,24, ¥adi op3ti integral diferencijalpe jednaline
y'-F + 7= —153:‘.22::.
Rezultat., ¥ = 3sin2x—2c032x+e§(clcos gmczsin ig- x) -

3.25. Re8iti diferencijainu jednadinmu: y"-y=2sipx-fcosx.

Uputstyg, Partikularno reZenje date diferencijalne jedna-
Zine treba fraZiti u obliku: Iy = acosx+bsinx. Hezultat

ie: ¥y = —sinx+2cosx+clex+cée'x.

3,26, Refiti diferencijalnu jednadipu
7" - by = oF [( -ux+4)cosx—(2x+6)simf] .

Uputstve, Partikularno reSenje date diferencijalne jednadine

treba traZiti u obliku: Ty = eX [( ax+bYcoax+(ox+d)ainx (.
Rezultat je: y = e*(xcosxssinx)+ Cre x+029-21_

3.27. YJata je diferencijalna jednadina y"+y = XC05X.
19 Naéi opite refenje date jednadine.
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2% odrediti ono partikularno resenje, koje zadovoljava po-

. 1 Lsin2x.
y1(0)= 0. Rezultat je:y = - Fxeos2x + gsi
datne wolove: y = Of y* = % za x = O,

X .

coed ad - jednadinu y'-2y'+2y = € xsiDX.
Resenje. 1° Imemo y'+y = O = 121 - 0 = Ala= N 7,30, Rediti diferencijalnu jedna ¥ o eljelne jetaa-

" re
. si ! Uputstvo. Partikularno refenje date a e econsdysing -
= Fy o< 08Xy yp = 3inx = ¥ = Gycosx + Cysinx, TL__.&ine ereba brajiti u oblikui ¥, = xaxg(euﬂ‘o)cosx.(
Slobodni 4lan, xcosx, date jednadine Je oblikas Rezultat jei ¥ = Exex(-xcosx+ainx)+e Glcosx+(‘,25:.xlx).
L e % cosx + B, (%) e"'“xsinx, glde Je B (30)=0; m=1; =04 (jalne jednadiue ¥'+y = ginx.
- - - b= i 1
aclti Jesu koreni kerakteristifne Jednadine. Dakle, parti- 5.31. Bati opste reSenje diferencty date diferencijaloe jedna-
: \ e

kularne refenje date jednafine traZidemo u obliku: Uputstvo. Partitularno redenje (acosxﬂnamx)‘ Rezultat
Y. = x[{ax+b) cosx+(cx+d)sinx]. Dobijamo Xine treba traziti u obliku: ¥,=X
° > . » - Ecosx+C cosx-r{‘fzsinx-
yo=x[(ax+b) cosxut (ox+d) sin.x] = 7l= E:x +(23+d)x+bJ aosx + jes ¥ z 1
+

[—ax2+(-b+c)x+dJ sinx = ¥ = [-ax2+(3c—b)x+23+26Jcosx + 3.52. Naéi opite rejenje aiferencijalue Jjeduadine

+ {-c'xz— (4a+d)x-2b+c_)sim: =% [—ax2+(5c—b)x+25+2djcosx + 7749y = eosHx-58in3Ka

i ' » x y dj.ﬂ"
* [——cxe- (4avd} x—2b+c] sinx+(ax2+bx)ocsx+ (°x2+dx) sinx < Uputstvyo Partikularnc redenje date dlferancwl;lngeazzltat

. ziti N s3x+bsin?x).
= xcosx = (3ex+2a+2d)cosT+ (-4ax-2b+c) 8inx = XCOSX = time treba traiiti u cbliku: yax(aco 5.
1 : - x(‘jcos}x + 255,n5x)+016033x+025m3x-
e=n3x=1) 28+2d = 03 =4a=0; =2b+c=0 = 820} b= g; Jje: ¥ = §

G = ‘% 1 4=20 w73, = %{cosx+2xsimc).

v 1
3,35, Nali opiti integral diferencijaloe jedpacine FUHEF = 5og
Kops&no, opSte reSenje date jedmaline je CoB2X

2 s - X 21 -y
Redenje. Imamo Fray=0 = A+ [o e )1'2
v = Gycosx + Cpeinx + Z (cogx+2xsim) . ¢1)

#5’1 = cog2x, 72 = sin2x.

iJ ednadine odredicemo Me—
2% 72 (1) sledt ¥7=-0y sinx:Cyoosxe %(cosx+2xsiqx)+ nje date diferencijalne J

Opste rede o e
todom varijacije konstanata, - traZiiéenc gs u obli
+ %(—sinx + 2sinx + 2xcosx) . 2 g = Gl(x)y1+02(x)y2.

Uzimajuéi u obzir podetne uslove, (1) i (2) dobijamo Imamo:ci (x}cos2x + Gé(x) gin®x = 0,

C., =

. 1 Y
1 =0 Cy=20= 7~ -E(cosx-ra’xslnx). —EC]'_(X)Si-ﬂzx + QCé(x)GDSEX = Soe0% * (
3.28. Nali opite relenje diferencijalne jednadine fa (1) siedd 1 ; chx) = ']2 i
¥'+¥ = 2sinx+ixcosx €1(x) = = .z.tg;2x,

Bezultat. ¥y = xzsim: + Cycosx + Césinx. &0 @ = - %thzx dx = ']g'!n lees2x| + Bph
34,29, Cdrediti jednadinu krive koja 'zad.ovoljava difereancijalnu

X
Cyx) = %jdx =3+ Dar
Jedpadinu y" + 4y = ain2x i u tadki O{o,o) ima tangentu

) Dobijamo
paralelnu x ¢sgi. -
e : . : . v = (%—_Cn|cos2xl +D1)cu32x+(-2- +D2) 8in2x =
Uputstvo, Treba naci partikularno refenje date diferencijal-

ne jedoafine, koje zadovoljava pofetne uslove: y(0)=0; - %coﬁxfnlcoszxf"' %xsiﬁx«l—chosExa-DesinE'x-
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e ————

- - -
5.34. Nati opite refenje diferencijalne jedns - —X Ja—.x e X oF je ax
e i [} L] B - o - -2 +
¥ aX J dine - . dx + 2 . dx . "
T2ty £ N 2 -x3 i 2 3
—a . . £ - - 2 =Y 4D,
Rezultat. Yﬂxex'(lnlxl—l)i'e (n)+ Dyx). +2J-—3—x ax + D, " L +3) +Dy
dobijamo
3-35. Data je diferencijalna Jed_naéiua Eopafno dobij ] » . )
X 2 x -e—-fl+—)+D]xe-
—7_12 ¥ = [e 1+ -x-)\r Dy | e™ + [ x >
-2yt ey = X t2r2
| 2 4 pye™1- &+ Dyxe* = & s €Dy 4Dx).
1° Nazi opite refenje date jednadipe. =1l+ 35+ De % 1772

29 Cdrediti ono partikularno re
Setne uslove: y(1) =1, (-1 = -1,

Redenje,
4]
17 Imamo y"-25%43-0 = A%_2 A+1al = ?\l- )l2

Fenies Kode sadowol joma Fes 2% Imamo: 3 = - —]=2 + ex(D1+D2+D2X)s
x

F} =1 = L = l+e(Dy+Dy) = Dy+d, = O,
al -
-1
¥ P e 7{l)=s-1 = -1=3-1+¢ D = D =0.
=7 = 3 ¥ = xe®, . - ‘ )
; Dobijama: Dl = Dy = 0, pa je y = ¥ trafenc partikularno re
Seanje.

Frimenom netede varijacije kongtanaty dobijame

L [
Crex)e® & Corxixe™ - 0 3
X 2 3.36. Hadi ono partilularne redenje difersencijalne jednafine
) x ! x x2+2x+2 =
Gy txye™ -+ Co(x) (x+1) o « g2

¥ 7y - x4

» 2 _ P
=% cl(x) o o X +2x+2 e Xs Cé(x) - XT42x42 o %

1 b}
xJx
! — koje zadovoljava poletne uslove: y(o) = 0, ¥(1) = -2,

Rezultat. 7y = ~ 4{x.

a XTe2xe2 -
Cy(x)y = - _*Eﬁ_exdx’ Z(X)_jx+2x+2 Xax.

Foslednje dva integrals odredidemo metodom parcijalne inte. T4y = -
gracije. Imamo:

%.37. QOdrediti ono partikularno refenje diferencijalne jednadineg
1
sin2x \szin2x *
- L . o (T
€y (x) -_--je xax-afex dx_z_[i’;d.x. v = 0 (g = -2,
* Bezultat. y = \sin2z.

koje zadovoljava podetne uslove:

- e"&zl-feje"x ax-2 (&% dx+D =a” X1+ 2)
% = 2 G Pme Tile Sheny.

sinx

%.38. ReSiti diferencijalou jednadinu y"*+y' « EE; .
"2t ,J +2J/ 2 dx+2J’ 3 dx - Rezultat, 7 = 'c% + cosx{n kosx/) +3inx (x-tgx) +D; +Dyc08R +
- - —— J’?— dx+2j—2-— dx+2j-3— dx = £ Dasinx.
3.39. Nadéi opite refenje diferencijalne jednadine
28 (1 - P)3*-xy°+ 27 = O,
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ako ja
Je poznate dg Je ¥ o= Jl+x Jedne njeno Partikularng redenje

BE] g P :Lk‘ularno red J 4 (<} -
Re s DI’u 0 part enje da i
e dif rencl,] alne Jed

e=Ja dx
.ylj Ja x

cdnosno

«(TLxQ dx z[n 1-x°

Jl+ f——-—dx \fl+x ‘——-—--_ ax =

. JI;;J' ax . 1s dx
(1+x)]l-; fex I::Ec (l+x)2

vodjenjem zamen, t t

: e

U 1._..1‘1 - 2 Ax - i
x C )2 dt, poslednji

integral postaje ¥s @ J1+x_f-d.t “VI+X (=t+e) =

- a._c)ﬁ—c\rr

Podt 5113 i
8to smo trazili eamo Partikularne relenje moiemo staviti

C =0, pa Je F5 = -\fl-x.

Sledi: y -0 - '
lyl+02y2 Gy yl+x = Cy Jl-x je trazenc opi&te
reienje,

3.40. Data jo diferencijaina jednading

ra (sinx-cosx) y"-28ing. ryte (¢osx+sinx)y - 0

aci opdt .

‘ P3te refenje date diferencijalne Jednaéine, sko Je = g%
Jedne njeno partilulayne resenje. 1 )

Begultat. y = clex + Cyeinx,

3.41. Data je diferencijalma Jednadina
(cosx+sinx)y“-2cosx-y’+ (cosx-sinx)y = ©

1° ako jJe y arni
1 ™ ©¢03x Jjedar njen partilul i
op&ti J_n’cegral date jedns&ine. seeemaly et

2° Odrediti ono partikul
arao refenje date jednaXi
zadovoljava pofetne uslove: ¥) = 0} ¥¢o0) o 1'J B Kode

30

Rezultat. 1° y = Glcosxafceex; 2% 5 = e%-conx.

3.42, Data je diferencijalpa jednaZina’ 3"+ 2y'+y = O,

1° ko je ¥ e Sinx jedan njen partikulsrni integral, nati
opiti integral dste dlferenclaalne jednadine.
2° Odrediti omo part:.kularno refenje date jednatine, koje

zadovol java podetus uslove: 3('2') = 0 7 ('Z) - %-_ .

cosx 0 cosx
i 2y eax -

Rezultat, 1° y = ¢, &% + ¢,
3.4%. Data Je diferencijslns jednadins
x2(2£m:—1)y"—x(2fnx+1) Fr+iy = 0,

1° &ko je 3, = x° jedan njen partikularni integral, nadi
opéte refenje date diferencijalne Jednafins.

2° Odrediti ono partikularno refenje date jednadine, kojs
zadovel java pofetne uslove: y{1) =~ 0; (1)

Rezultat. 17 ¥= 01x2+02fnx,' .20 b 3fnx.

3.44, Data je difersncijalpa jednaZina (x-1)y"-(x+l) y'+2y = C.
1% Odrediti konstante a,b,c tako da - ax2+'bx+c bude re-
fenje date jednadine.
2° Resiti datu JednaZinu.
Bedenje. 1° Imamo: 7 - aXP4bX+C =3 §? = 28X+b s ¥ = 28 =
—o(x=1) 28- (x+1) ( 2ax+b) +2(aT4bxse) = O =
@bx-.Ea*-Ec:O = b =0, a=ec.
Uzmimo & = ¢ = 1, pa je T 41 Jedno partikularno re-
Eenjo date jedna¥ine.

2° Ipamo:

B e,_J’.. %:.:-]I-. dx 2 x+-2fn<x-1) ax
TG | By GOt T
. (R | EENE ar aRa g dx

(x°+1) ( +1)

2xe™

2 o 2e*xdx ] *
= {x“+1) + ";?' 2 22 e
x4+ [;2:]‘_‘ (x°+1) j (x*+1)
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Debijamo dg j = 2
3 & Jo 7 = -0p(x%+1) 4+ Geex, traZeno op3te refienje

date diferencijalne Jedﬂaéine .

3.45. Data je diferencijalpa jednadina (x2- 5")3'"+(6-12)y’+(3x—6)y

= Q.

17 Cdrediti konstgate a b t = 3+ +DX4+
3B,¢ take dm j'J X +ax-+rbx+e
bude partikularne reeenje date P ed.na.clne.

Q P
2" Refiti datu jednaZinu,

Reoultat, 1% g = .
~fzultat, 17 a=Db = o0 2°y-0113+02ei".

3.46. Data jJe difsrencijalna dednadina xzy"ﬂxy'+2y 0

19 Odrediti konstant
e a,b,c tako da o c
reenje date jednadine, ' p ¢ axbr 3 bude

O .
2% Baéi opite refenje date JjednaZina,

Rofenje. 1% y aaxtbs £ = vs c
1 X ¥{=8- = P . 2¢
1 = Yl ;‘5 =

2" '
@xyl+4ml+2y1-o —

2 Ze ey o
= x. -;-3- + Y4x(a- ;‘2‘)’?2(&1‘+b+ ;c(-) =0 =

@Gax+2b=0#a=b=o *%F']_-l

z .
50
o = T a-fa(x)dxdx e-de
A -
X

x
Dobi ja - c
amo 2 Je 7 = C1340,7, - 2+ 5 opite resenje date.

jednadine.

47, D . .
. 3.47. Data je diferencijalna Jedmadina xzy" Xyl+y = 0.

1° Odrediti konstante
8,0 =
jednaéine. tako da ¥1=3x+b bude refenje-date

32

2° Na&i opite relenje date JednaZine.
Rezultat. 1% a = 1, b = 03 2° 7 = O xsCoxlnx.

3,48, Odrediti opite redenje diferencijalne jednadine

x(x—l)zy"ﬂ:(x—l)y'—-y = 0,
ako data jednafina ima Jedno partikularno redenje oblika: yy =

= % , Bde je a konstamta koju treba odrediti.

Re¥enje. Cdredime konstantu & tako da yy = %c}:(f bude redsnje

date jednaéine. Imamo:

ax " 2a T
nEF T ARG T wn? T

= x (%=1} 2y{+x(x~1) -v, = 0 =
=>x(-x—1)2 2x ., x(x=1) -0 =
=1 Gn? T

_,2_:%% ~ ax .‘_ECI = 0 = & je proizvoljno.

Dakle, mo¥emo uzetl a = 1, pa jey = l:::I' jedno partilalar-

no relenje date jednafine. Dalje imamo
_—IJ'L'x_E_' ax = —’_CIJ/—T’:EL dx = E-’_i-.(fnx-p %) =

o o lox + g2y |

TraZeno opite resenje je

7= Cyy *+ Oz = 1 BT * °2(TfT€m‘ *'fE'I) =

a x—_]_'1- <02x+02xfnx + 02) . .

%.49, Data je diferencijalna Jednadina x(x=1) 7"+ (1+x)y'-7 =
= ?ET bude relenje date

0.

1° Odrediti konstantu a take da ¥
jednafine.

2° Resiti datu jedpadinu, o .o 2

Rezulbat, 1%-1; 2° 3 = —po— -
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3.50. Naéi opSte relenje jedmafine y"+(l-x)y'+y = 1, ako su
poznata njenra dva partikulerna reiegpja: yl-l; p o
Refenje. Ako su ¥ 17, dva partilularna refenja diferen-
cijalne jednadine y"+a(x}y'+b(x)y = f(x)}, tada je
¥ o+ alx)y] ¢ by = £(x), {1}
¥3 + al)y} + BT, = £(x (2)
Iz (1) i(2) sledliyh-y] + alxW FA-F3)+0 () Fa-71) = 0, &J»
(72-7q) "+a(x){Tp7) *#(X)(T-Fy) = 0, Bto znadi da Je
Fa~Ty partikularne refenje pripadne homogene diferencijal-
ne jednadine.
U nafem sludaju imameo
7 +(1-x)7+y = 0} gl = Fom¥p = X1 =
%(x—l)’

-(1‘-1) —(__T X =t

x=1)

(x—l)

¥ * 0T 40,7, = { x-1) [c +Cyy (—XT)—Q-—— ax | .

Eako je o= 1l partikularno redenje date nehomogene jedna-—

&ine, to je traZeno op§ta reienje date jednaline
%

3 1)
¥ = L+(x-1) [C —(-—-—1)1--— J

3.51. Data je diferenci;jalm JednaZina 4xy"+2y'-y = O,

1% Odrediti refenje date jednadine u obliku potencijalnog
Teda

2° Sumirati dobijeni red.
oA
Begenje:r 1° Neka Je g = [ anxn. Imamo
. N=g

b ~1 n = -2
§1 n.anxn = = r n(n~1)anxn -

nsz
;>£Lx}:n(n—1)anxn2+2§:nanxnl f anx“-0=_>
Net

= Eﬂ-n(n-l) a "t [ 2np x7t - f anxn - 0=

fiag

e a4
2 - axt=0=>
- nz“u(ml) naml:cn + %u 2 (a+l) amlf“ - 8y

& & = - e xt s 0=
- ni‘ou(ml] n an+lxn + 5;:_02(“*1)%»,1 ﬁ‘;o n

n
:-:%‘E'_Et(ml) nan+l+2(n+1) aml-anj X = O =
a=e
4{pelyoay 1+2 (mrl)a, y=8, 0 =

a
n a
= 2(2pel}(ntl)a, g = 8y ¥ Bpy T EIEORYEE Y

fn
* ey 2atl)
Dobijano
Bp.1 Sp1
- - e
n " [2¢o-D +2][2(2-0 Ry G
ipp .

Bn) = (E2) (2o- )
........................ .
33"5‘.5" 8y = EE a =51
Za¥l judujemo:

aO atJ

By = BEEED A\ ZED) ees pebetedal = @l n‘)e “
TN SR . S

Trafeno redenje je 7 = [W‘ = a, n;am
=0

2% pobijamo
w2

u‘") -ael®,
OE (2!1)‘ °

3,52, Nméi opste refenje u o‘bli.‘k.u reda diferencijslne jednaline
(-x 2yyr-txy'-2y = 0.

y- aonz_o@n)[

ReZonje.Iuazo:
-2
3 . T o™l > - f n(o-1) 8 X s
¥ - Eoﬂn"n = ¥ r).; 8y . ,;_:
= - - -0
> @D F nenag i a2 L egt -0 =
n=z
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3.53.

3.5%. Za kalws Yrednosti paramsd

> 2§
= aln-1)g 0Tl n =
by Ay ngln(n—l) an:-ﬂ- nE' ivaa

o
= E(m-a)(ml) an\\axn- ’;3:: n{n-1) ahxn— E tmanxn—f 2anxn
=0 feg

?%{(mEJ (e+1)a,, ~n(n-1) ‘*n"‘*mn‘aan] P o0 o

= (n+2)(n+1)&n+2—-(n2+5n+2)&n = 0 o

=(n+2')(n+1)an+2 2(m+2) (n+l) ap= a_,

= g
0¢igledno je asp = oy o = 2

n

a?k"lF:""aszaq’ﬂEz:ao’

-
2k+1 E 3,2;;_1 = a2k-5 ® ,he ®m a5 = a

Dobijame 37 4
f =

¥ = a xe'k - x2k+1 = e "
ke © EEI =8, :L:ax *ay Kzzxak'l o

Priget i3
3 ?.mo da s dobijemo redenje mo¥e napisati u obliku

T e g L e EaPx Cagrey ) £ 22k,
=g

={a°+elx) kg(xz)k = (ao+alx) - ——1-2- = aL;;.l_f
1-x 1~ '
Odrediti opive refenje diferencijalne Jednadine
"
T+ 223" + 4y = O g obliku potancijalnog redg

Bezul tat a » ad ¥ k
- ¥ a a2 3 (-1 2 2k
° © K=1 ( ) m x +

v £oenE g

4Ta p i g sva relenje diferenci-
> W = O tefe ka mli kag X5+ o ?
esenje. Zavismo od vradnosti Parameves,

date diferencijalne Jedapdine

Jalne Je@na¥ing Fapy®

4P i g op¥te refenje
J¢ Jedmog cd obliks

@y

+621) (2)

F - Cle p LI 029 '»SI'
JF = Cle A"x-l-c:axg ."Zx = a hfZ(cl

7 = G e cogpyx 4 CooTeingy o e‘*"(clcoq,emsin,@x). C3)
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* nxn_ ,f\: E.’anxn = 0w
=0

e 0

Da bi sva refenja date difersncijalne jednadine tefila nuli
kad X — + oe mora biti

lig y = 0, Cad
P

zde je y opdte reienje date jednaline.
£k0 je ispunjenc (1), da bi vaZilo (4) mora biti:
Ap < O3 .12 < 0.
ako Je ispunjeno (2}, da bi vaZile (4)mora biti Pll <2 G,
Ake je ispunjenme (3}, da bi vaiilo (4) mops Diti:

£ 0, ti.  {deife (o -18) < 0f (LelAB)(st=ip) mrp? > 0,
Sledi: da bl bio ispunjen uslov (4), za zbir i proizved
refenia, pripadne keralteristidns jednadine

AZ +pr+va = o]

mora da vaZi: A3+ A5< 0y Ay Ry 30 ti. -p < 0, ¢ # 0
ilip »0; q > 0.

Uslov (5) Je i potreben i deoveljan da bi sva resenja date
diferencijalne jednadine teZils null, kad x— + oo »

3,55, Za kekve vrednosti parametara p 1 q su ave redenja dife-

rencijalre jednadinme 3" + py* + qF = O ogranilena za x > O.

Re§egj « Zavisno od wvrednostl parametsra p 1 q op3te rede-
nje date diferencijalne Jjedradine je jednog od

oblika
¥ - Cie AR, 050 ApX (1)
¥ = Cle’]fx+caa AE - g 2'x<Gl+02x), (2)

¥ = Cle"(xcowa:ﬁcae °(-"tsﬂ.n/.'pz a é(x(clcos/&x\\cgsinﬂx). (3}

Da bi za x » O gva redenja date diferencijeine jednaline
bila ograniena, mora biti: A; <0, R,$0 {(ako va¥i (1) ;
A <0 (xxo vazi (2)); oL ¢ 0 (ako vaii (3)).
Sledi

LI PP H _3\1 Ag %0
1 pritom zmak jednskostl ne vaii istovremeno {tj. mne moZe
biti 11 = A= 0). Iz pripsdn¢ karakteristiZne Jednaline
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dobijamo trafepi uslov
P20 930; a2 4 4

3.56. Materijalna tatks mage 1 gr.

- atvom gile koja je proporcio
ceatra (kveficijent Proporasionalne
porcionalan je brzini kretanja (ko
Je 3). U pofetiu kret#nda rastoja
na je O. Naéi zakon kretanja.

odbija se od centra pod dej-
Ralne njenom rastojanju og tog
sti je 4), Otpor sredine prg-
eficijent broporcionalnosti
nje od centrs de 1 em, & brzi-

Befenge. i
i:e:avuslov1ma zadatka gmila F, kojom se materijal
. . uacka odbija of centra, broporcionalng
Janju 8 tadke oq centra, pa je e zas-

P =
43, (1)

5i1s 7 da‘ e m&tﬂl‘i(ialno‘i tadid a.kcelraci;iu 8, i takod ,0 Ba~
?

vladjuje si
dede silu otporg sredine Fl. t3.

Fumas+pr "

Eako je ! “
2
- 8%
T Y himwa3§s, €3)
to iz (1), (2) i (%), dobijano
2
d%g dg
o
A + 3 It - 45. (4)

Btavijejuéi m o 1 u (4} dobi

b Jemo homg i 3
cljalnu jednadiny 88 konstan ot oy saemy dareren-

tria kooficijentima

2
4% dg
2 r3aE -8 -0, (5)

Redenja dedpading (5) je
5w 0ot -4t
y Clo +* 029 ’ (6)
e su C tnih
K] 02 konstante koje Semn odrediti iz pox
uslova sadatka: g = 13 e

Imamo

dg
v-a-E-Oza_t=0,

l=2¢C H
1+Co3 0"01"*02 =*;-cl-§; <

1
27T =
5 = %(4et + e—4t).
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SISTEMI DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

Normalni sistem od dve diferencijalne Jedunacine ima oblik
4w
GZ = 107,28 W

az

=" £(X3T32)
gde mu y 1 z nepoznata funkgije nezavisno promenljive x. Sisten
(1) mofe se napisati i u tzv. simetridno] formi

:§ dz dx
TR " Tnn T T )
Opsite refenje sistema (1) (111 (2)) Jjeste oblika
¥ = €3 (x:C14C0) z =\ 5(x,014Cp) (3)

gde su Gl i G, proizvoljne konstante.
Op8ti integrel datog eistema Je skup dva tzv. prva integrala

¥y (5707 = Oy Walxy3:2) = Cp.

Rediti dati sistem znadi naéi opdte refenje ili opitl inte-

gral.

Mnogi normalni sistemi od dve diferencijalne jednaline mogu
se rediti svoedjenjem datog sistema (1) na jednu difersncijalnu
Jjednafinu drugog reda. To se postiZe difersnciranjem Jjedne od
datih jedpafina sistema (1) 1 eliminisanjem druge nepoznate
funkecije i njenog igvoda. Nekl se, pak, sistemi lakZe reZavaju
tako, da ih napifemo u obliku (2}, pa im onda ocdredime oba prva
integrala, a samim tim i opSti integral.

4.1. Naél op8te redenje sistema diferencijalpib jedna¥inpa
S AL S 4 2 = y.
Refenje. Zadatak &emo refiti svodjenjem datog sistema dife-
rencijalnih jednadina na jednu diferencijalpu jed-
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4.2

nadinu vifeg reda, Diferenciranjen prve fednadine dobi jam

Fh o -, {1 )
Eako jo 29 = v to iz (1) sledi I ey oy
Iname

+y=0,
2
141 = © A -1
ESS 1,2 1 - vy, = cosx, = Jo = sinx =
>y = Clcosx + czsinx.
zZa-y'a-{g i
{ 1009%+058inx)? = €, sinx - Cycosx.

- Naci opite resenje aistemg diferencijalnih Jednadina

T'e oz 2t ay,
Razul tat,

x ~X
M A L e

4. . ) ! ~
3. Naéi opZte resSenje sistema diferencijalauih JednaZing
¥Y' m -z 4 sinx; 7!
= ¥ - ¢oax.
Rezultat,

4ol

¥ = -0, gi
p, Biox + 02 €0Bx + xpinx, % =~ 0, cosx + Copiny -

- xoosx,
Dat je sistam diferencijalnih Jednading
ﬂl——’ z.‘--l—
F-x

1° Fagi opite refenje datog sintema

2° Odrediti ono pe
Benje, koje zadovol
T==1; 221, 2a x a Q. Jav podetne usloves

ReZenje. 1° Imame

z" .(._l__ ’ 1 2 2
Fx ) T = (- . - 1 '

) (y~x) & = ( z )' E;— .
Sleds’
_—H“" -E-'-

J & jz ax = (n 3 -(nz+fncl .

=Mzt o Ml 2 ' . 7t

1 z 12::--2-——-,01::,

= (21 ]lx
s dx = ) = 1 X+ =
,( ‘IC dx taz - Cix fnc2 zZ = C2e .

40

Eako je y - x = %, = ¥ om X + %, , to dobijame

1 -C.x

¥F=x+ ——-——@-— = X + - Y R
c.C 8,0

1v2® 1-2

o 1
2 Dobijemo -1 = UIU-E- N 1l = C2 =3 Cl ~ =1 -
v e x-6%, z=e %
- 52
4,5, Dat je sistem diferencijalnih jednadina y* =~ z; =) = F -

1° Nadi opite refenje datog sistema.

2° Odrediti onmo reSenje koje zadovoljava podetne uslove:
¥y=2z= 1 za x = Q.

Rezultat, 1° y = Czeclx Yy oz o= Glczeclx v 2%y =z a eX.

4.6. Dat je sisten diferencijalnih jednadina:y? = 1-2; 2’ = 3.

19 Naéi opite redenje datog sistema.
2° Qdrediti omo redenje koje zadovoljavas podetne uslove:

¥y=2=0 =zax= 0.

Bezultat. y = - ¢y 8inx + Cgcosx; zZa 1+Clcosx+0251nx;
2% v = sinx; z = 1 - cosx.

4,7. Naél opSte refenje sistema diferencijalnih jednadina
¥ = y+35, 2z’ x =10y - =,

Rgzultat, ¥ = Cycon3x + Cusin3x; z = (—Cl+302)c035x -
~(501+02)ain5x.

4.8, Natéi opite rofenje pistema diferencijalnih jedna&ina
2
¥ o gz, 2" = (— ?? + 5= l)y +(% -l)z
Rezultat. y = Cyx+0y%°, 2 = C) (1=x)+Cox(2-x).

4,9. Nadi opdte relenje sistema diferencijalnih JednaZina
¥y' = x+z, z' = 3B +2xz+x2—1.

Uputstve. Diferenciranjem prve jag.naéine, uzimjuéi' u obzir
da je z' =(x+2z)"-1 = yz =1, eistem zo svodi na

diferencijalnu Jednadinu y" = y' ., Hezultat je:
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_ L
¥ = —Cnlcl-—x! +Coy 2 = C—F - x.
4,10, Naéi opiti integral sistems diferencijalnih jedna&ipa
dx 4y _dz |
x ¥ z

Refenje. Imemo -'i—; = %Eﬁfnx = {ny - fnclr_, Cx = 7 =

= g = 0. eh)
dz

Texodje je o= = %3—:.?@% s fnx + [n02 = 2= 00X =

2z _
=,">-:E—02. (2)

Sa (1) i (2) dati su prvi integrali datog sistema. TraZendi
opiti integral Jeste

£=0

4.11. Nadl op3ti integral sistema diferencijalpih jednadins
.dr. 2z,

x L+

z _
Rezultat, ¥ = Gy 5 = %5-

4,12. Nadéi op3ti integral zistema difersncijainih jedna&ina
dx _ 4 dz
5 - ‘4% - ..% .
Bezultat. J7 - /X = Cp5 g -Jx = Cpe

4,15, Naéi opSti integral sistemn diferencijalnih jednadina
ax 4y 4z
x

T X4y
Refenje. Imamo d—i- = -@% i{nx = fny - £’ncl»c1x -y =

I
%= G .
Sabiranjem prve dve proporcije dobijamo %;—dl " % = 4y _ d=

[+
odnosno —x—%fﬂ)- % = 4(X+F) = dz = x+y-z = Cse

82

Nadi OpEt;L mbeg‘x‘al aigtema diferencijalm.b ;]Ed.nﬂcina
4.14,

dx A
Tosy cOBX coBXCOSY

. . inx — % = 02.
ginx - siny = C3y &2
Bezultat.

dnaé ina
5, Raél opitl integral sistema diferencijalnib Je
4,15. Na :
| dx dy _ 4z |
R 1)2 ="z~ 7y
z- .
- = Cae
Regultat. 32 - & - €y, 2x+(F z) 3
Rezulllbs
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Vliadimir SAVIC

PARCIJATNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE
- PRVOG EEDA -

Uwvod

1° 1 Jednalina ‘obliks

' z . 2% 2%z . ¥z 21 zy_
LIPS OPPTRN S N gﬁ"'gﬁ’%%z’ax,ax;_ axy a:;‘,) 0 (1)

gde jo 2 = 2 (x_l,xe,-..xn) (2}
nepoznata funkeija, zove se parcijalna diferencijalna Jedna&ina
k-tog redn.

Rzd najviZeg paroljelnog izvoda, koji ulazi v sastav Jed-
nadine (1), naziva se red jednadine (1).

Ako Jo neposnata funkeija z = £( xl,xa,...,xn), onda opiti
oblik parcijalne Jjednadine prvog reda

F(%)3%ppeeesXys Zy PraPosesesPy) = O, )

gde Je Ppi = %%E' i= 1,24e..m,
Jednostavnosti radi, dalje izlaganje odnoaide se na funkeiju
z = 2 (%,7) - (%)

Za funkeiju (4) jednsa&ine (3) postaje

F(xf-'fvzl"P;QE -0 (3]_)
- 2L - 2Z
gle Jep = 553 4-~3F -
Rehomogena linearna jednadina prvog reda ims oblik
Az 2Z
P(anIz)ﬁ" + (x,7,2) 2y R(x,7,2) 5
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a
Foom 35+ Q (x99 22 .o,
14 (6>

Svalka fupkei
cija z = Z2(x,7) koja zadovol java Jednadiny (3.)
1

20Ve 3¢ partikularne redonje (inte, a1} te Jedna¥
e ‘ @ ne.
PSte resenje dednadine (g) ima oblixg
Z s FIW(x,Yy]
gde Je wix = i .
N 17 = € prvi integral obidne diferencijaing Jednain
’ . -l clne.,
Pix, 3 Q7)) ®
F
& ¥ proizvoljng Beprekidpo direrencijabilna Tunik, i‘d
: . (4] a
Opite Tesenje jednaging (5) ima oblixy
ELY (,v,2); Y0y, )0
, (9)

gde su \pi(x,y,z) =0; (i 1,2y
»

diferencijalnih jedna¥ina Prvi integrali sistema obignin

D " - -t |
W 7y ) Q(X.y,z) R(x,y’z) (10)

a F € proizvel no neplekldno difu'enOJ- abilna Ql1ja,

Za jedangine (5)
s 1 (6) Cauchy.
Zenju partilmlargog reﬁenj: UChy~ev problem 828t i se u nala-

Z = £(x,y
koje zadovoel java podetni ualey e
2o w(Y) g fax .
5 (12)

Zgs jedna ¥
e fe?[iimtw(?) )Srazeno Partikularno refenjo (11y imp
4 JUEY }) pri femu Je Y = wiw ob=
Eine W(IO,Y) -G, (¥) resenje Jedna-
%a Jetnadinu () tras
- 2600 partilul .
lik: W : arne p
l. 2[%(:{#’1)’ l’VZ(XJY)z-)]"‘\P{W1[‘\"-,(X,Y,Z)j3;n(‘j:y(;%}m ”
pri Sems e y wl(\ﬂh\‘uz);z“w: (‘\-"43‘;1') -

- rese
w'}(XO)Y,Z)r\H' ; WZ=(XO,Y,Z);\E' . nje sistems

Prvo se nadju dva nezavisna prva integrala Wl(x,y,‘z) ~ G
Wy (X,7,2) = 0, aslatems (10} u kojima se X,¥,2 zamene redom as
x(£); y(8); z(t). Taxo se dobijn dve jedmalime W (t)= ¥
‘-Fa(t) - '+'2 .

Eliminaci;ifm parametTa t iz poslednje dve jfdna.éi_l:te debija
se relacija F(\Pl, J 2) = Oy koja posle zamens ¥, i ‘¥, redom

a8 Wl(x,y,z)‘, 1Y, {x,¥,2) postaje F[ ‘{"l(x.y,z) » Wolx, ¥, z)] = 0,

Poslednja Jednadina jeste traZeno partikularno reSenje jed-
nadine {5). Slidno se postupa ako se umesto jednadine (5) posma-—

tra jednadina (§).

1° 2. Praff-ove jednalipa

Izraz oblika X X (X5 X5y e-es xn) dxi gde su Xi, (i=
1,25e00,0) date fu.nk'cgi,je promenljivih x, (i = 1,2,...,n), zave
se Pfoff-ova diferencijalna forma promenljivih Eys i=l,2...0 ,
a jednading oblilks };-:1 X (% aXpseenyX,) x5 = O zoWe se Praff-
ova diferencijaina jednadina promenljivih x; {1 = 1,2,+..,40).

Ogranidicemo se ga jednadinu oblikm

P(x,7:2)d% + Q(x,7,2)47 + B(x,3,2)8z = O )
YednaZina (1) je integrabilna ako i samo ako je

_ 28 2P _ 2R 28 _ _a_a)' -
P (%TR/‘ 5z ) *a(az o% ) +R(ax A @
Ako Je zadovoljen usloy 2 mogués su dva sludaja. Eada Je
oR_ _ 20, | 2P _2R _, g& _ 3P
oy " 9z "¢ 57 "%x 0 Ty 0 O

onda Je leva strana jednaine (1) totalni diferencijal neke fun-
keije U(x,7,%2) 1 njenc refenje dobija se po formuli
4

¥ Y
uu,v,z):Lp(x,y.Z)dw_[Ya(xo,v,z)dwj RO Y, 2)d7=C ()
o Zo

4ko uslovy (3) nije ispunjen postupa se ovako: uzims se da
Je u jednaéini (1) jedna promenijivm, recim¢ z-konstanta, pa se

redi obifna diferencijalna jednalins
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P(x,7,8)d + Q(z,y,z)dy = Q,
(4)

Jo oblikn U(x,y,z) =
ijJa parsmetpa Z, koja

gde jo z parvametar, ReZenje Jednading (4)

= C(3), gde Je C(z) u o Tunke
pEtem aluyg
Be odredjuje, tako da Jje e

(5)
Upo::g;-u,juéi Jedng;éinu (1) 1fo-:r (?) dobija me
> N > - @3z "¢ .
Fu?;jija e(z) odredjuje se ig Jednagine
2% __ e 0@
2 (6)

R

kOJ& zbo usiova fawe od 2 e*(Z) 4 U(x Faz)m C(z
1Ty -

°
1%.3. HNeteoqan Lagange—cyggit—a

Neka je data Jedna¥ing
F(xly’zlPIQ) =0

Skup refenja te Jednaipe,

V{x,7,2,C, ,C.) = 0 i
10 2) sy gde su Cl i C2 broizvoljne, medju sebom ne-

zavisme konstante, sove sg Rotpuni intepral Jednaging (1)
- Sina (13,

Potpuni integral j
: ednaZine (1) dgbjs
Charpit-a na sledesi nagin: ohiia ee

(v
koji pe Javljaju n.0bliky

Prvo se sastavl sistem o
simetrignom obliky

dx d
Fip - ;?; ) PF"df F* B - ) —Eg__
p+aFrq - (F* +pF2z) —(F’yi»qF’z) @

iaatiun 8¢ nadje njegov prvi integral (ﬁ(x,y,z,p.q) = Gy, (G =const)
1 gistem jednsding F(x,y,z,p,q) =0 ; ¢(x,y.z,p,q) Ll l' regi
popig; " Ax7,2,0)3 qa B (%y¥7y2,0)) . S

Redenje 2 = V(x,y,cl,ca) Pfa_f‘f—-oveﬁedméine
dz = A(x,y,z,Cl)dx + B(x,y,z,cl) dy , kojgzadovoldava usiov inte-

48

grabilnosti (take je cdredjens runioija P (X, T 23Prq) = cl) .
Jeste potpuni integral jednadine (1). Osim potpunog integrala
V(x.y,-Z,Cl,CE) = 0 jedusfina (1) ims i druge vrste reSenje.

Eliminacijom parametra Cl i o kada Je to moguée, ix ais-
toma jednadinae
av av
V{x,7,2,0,,0,) = 0, ==0, - -0
11¥2 + »
aol 602
dobija se sitularno refenje Fl(x,y,z) = 0 jednadine (1), koje
geometrijakl predstavlja obvojricu integ,rainih povriina
v(x,y,z.cl,oa) = 0 koje zavise od dva parametra,

Ako izmedju parametra Gl 1 0, postoji proizveljoa veza
Cy = I(Gl), gde Je Y prolzvoljna diferencijabilna funkeija,onda

skup jamam V(x’y'g'cl‘-e(cl)) - 0' ai:‘,l + %;'F th]_) = 0
1

predstavlija opiti integral Jednadine (1).

Geometrijeki, to Je o¢bvojnica skups integralnih povrdi, koje
zavige od Jednog parametra i jedne proizvoljne funkeije,

Cachy-ev problem za jedoadimi P(x,¥,2,p,q)} = 0, &iji Je
potpuni integral z = v(x,y,cl.cz), sastoji se u nalaZenju parti-
kularnog integrala z = £{x,¥y) koji predstavlja integralnu povrid
koja sadrii kriva x = x3 z = £{F).

Pri refavanju Cachy-evog zadatka moguéa su dvs sludajat

a/ ko gu uslovima V(X ,¥,0;,C5)=L(7)} V'y(zo,y,cl,ce)-g(’(y)
_velic‘,ine 01 i 02 odredjene ksao konstante, zamena njihovih wred-
nosti u potpuncm integralu z = V(x,y,cl,ce) daje trafeno par—
tikularno relenje 2 = f£(x,7).

b/ Ako su uslovima V(x,,7,C;Co)=ot(7)} VT (x50 720y 1O el (F)
velifine €y 1 C; odredjens kao funkcije od 3 Ci a Ci{y), (i=1,2),
znadi da izmedju tih velidina postojl odresdjens funkcionalns za=—

visnost CE-A(CI), koja se dobija kada se y eliminife iz relacije
C1i=Ci(y),(i=1,2.), i tada traZenc partilularno reBenje(Cauchy-ev

integral) dobija iz opkteg redenja:

IV a7 '
z = ¥(1,7,09,55), 301 e g (Gl) = 0, gda u.m.esto proizvol j-

ne funkeijo'$(0;) treba staviti fumkciju 4(0;) i eliminigati para-
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mat'a.x- Gl.
Potpuni integral
dedéim sludajevimg

1.
Jedna¥ine (1) doblja se bez tofko6a u sle-

1/ &0 je Flp,q) = 0
'Y = Uy stavijanjem p
konstanta, dobija se R(Q Y= 0 : Cl' _Gde » Cl yro mvoldns
e, 2 114 v dakle je q = £(G)) ydZ=pdxs gy
1 ) 9¥ .« Prema tome, potpuni integral Je o'bliia =

Z=Cpx v 200D ¥ + 0,

2/ ko je P(xypsq) = 0O, stavlja ge g = O

ti- p = f(x,cl) y dz = f(Xg 1 : dObiJa F(X,p.(}l}- 0,

] Cl)dx + G dy , te je Potpuni integral
-f 2(x,C)dx + €y 4 Coe

Aka Je F(FanQ) stavlija se p =

fenja potpunog inte c:l. i dalje Je PoBtupak ngla-—

grala slidan gornjem,
3/ 4ko je F(z,p,q) = O,onda se stavija P =

. .
B(2C14944) = 0, tj. q = £(C 1% odakle Je

1*%)s te J8 potpuni integral
3
jfzal,zﬁ dz = ¢; X+y+Cye

4/ Ako se jednaZina F{X,7,0,q9) = O mofe
v - bapisati u ¢dliku¥x,p)
mld(z;ql):;n::::tzeiﬂtazda ¥(xp) «¥(7,q) = G &de Jo ¢, ;‘(o;?-
ot . Telavanjiem po p i q, kads Je to mogude dobija
1 (=, l) v 9 = wl(Y!cl) v 43 = pdx + qdy = ‘?1(31’01)‘11 +
YO0y, s -f‘t’l(x,cl)d.x + L amay + ¢
AKO su poznata dva nezavians
= Ci,{(i = 1,2) sistema (23,
= C 1 ako je ispunjen wslovy

R hJ
(1) D(P1x2) - n( %23 o
' 9G¥ 2,

onda se, kada Je to moguis,
F(x!y'zapiq) = 0 dobija elim

o
Prva integra.la Fi(x,y'z’p'q) -

koji odgovara Jednading F(x.y|z'p,q) -

potpuni integral jedmadine
inacijom p 1 q iz jednnEing
F(x L4

(X1742:P5q) = 0, Fi(x,y,z,p,q) = Gy, (1=1,2).

e/ n=-3ix=ml; b/u=se

Data Je jednalina xp + yq = O Qaj

a/ Nagi opiite TeSenje Jednafine (1); ]

b/ Naéi redenje koje zadovoljava podetni uslov z = yzey
za X = 1 }

¢/ Izmedju funkcija koje zadovoljavaju JednaZinu (1) naéi
ons koJe zadovoljavaju i jedpa¥inu

2
P2 . q2 - 2
(;E + yE)E
Bo3enje. a/ Jednadipa -di-’-‘ = %I koja odgovara Jedmafini (1)

razdvaja promenljive. Njemo reSenje je 3;3 = C, a opite re—

genje jednadine (1) jeo z = F(?) .

<M

v/ Eako je X aW(x,¥), to Je %- Y , 04NcBRO ¥ =

v 1 X
T Le” "
TgZenc reBenje Je = -‘+’12 y tie 2 = i; [2A
je’

¢/ Stavimo % = t. Esko

¥

PR gor g EeB R f

to o 5% + & = (R (Fr v B0 )= (R 257 - Rty

odnoano (F%)a - &?21;—4 - __:_*1;7; , Daxle Js,
(x"+3%) (5= + 1)

-

F(t)-:nj dt .t _BE i 8 arctge + 0, ti.
SRy T $a Y !

=+

- - . -3 X
Z F(y) ;ﬁ‘f? —Edrctgy+0.
i . . 2 2y A 2 Ly BU
Naéi op3te redenje jednaZine -x* 2o +(¥y ’J.Z. ) 5y TXL57=0
i Cauchy-eve integrale koji odgovaraju podetanim uslovima:
N l; 2=1,

Re3enjs. Datoj jednaiint odgovara slatem -f—xx_e - _‘115 o m %-:—-
‘ ' xy-22

Iz % - E?- asleduje dx _ g2 ; odnosno xz = C;. Kako je
- xz -x z

%ﬂ’—-z— = 22 4o je d{xy + 52) = 0, odnosno
=x"y+x"y-2x2 Xz )

-.qr+22-02.
21



3,

. M i .
o/ Rgéazajuﬁi sistenm 2V Y, = 2, Po ¥ 1 Z dobija se
Y= Wz—q"qz A \{-’4,

Traieno refenje glasi: U = -9+ W:' = (x2—1)32 - XY

b/ Redavajuél sistem x =~ ‘T{‘ 7 S R “?2 po x 1 y dobija
se X =Y § 5= %—-"— + TraZenc refenje glasi:

Mo~
¥y

Y
Te@ +"P1 +1=2XZ+X\,+Z?-

Naéi jedna¥inu povrii (8) koja je normalpa ns sferu 12+y2+
+2° = 2 x 1 sadril pravu 7= x; z = b.

ReZenje. Nelm je = = z(x,y) Jedpadina povrii (8). Vektor
normalen na poved (8) je K p,av—.l}. Ngka je ﬁl{_pl.ql-l, “vok-
tor pormalan na sferu Xory=+z° = ax. Kako su vektori N i N
prema uslovu zadatks medjusobno normalni, to je njihov ska-

larni proizved Jedoak nuli, tj. PPy tag; +1 = O.

- 2 + 212 -
PoSto Je py = o v Q = - E » skalarni proizved.
ﬁ a + 32 = xa X
"N, = O postaje P -% a+l =~ O, pa Je odgova-
+ 55 - X2
rajuéa parcljalna jedna&ins X P-F4=-2. Iz
sistema 2xdx « 987 .82 4opija se &7 . 22 | oapo-
+ 55 - -y -z J z
sm;v--clkaoizxdx+2 +2zdz__g§_'tj_
-(x" + + 29 ~-Z
2 2 2 2 2
ax® + 35 4+ 2% 4z imzadziz_x_u_,cz_opgte
x4+ + 3z z z
2 2
reSenje ;je?(%;x + Lt ) )-0. h

P
— 2 2 2
Za z = b, prvi integrali postaju g - Y X+ g o+ b, ¥,
b

Ddatle je y = b , x = :.Jb‘:’?_—- v2 Wi vl . Bmen;ju;juéi‘

padjene vrednosti za x L ¥ u izraz y = x, posle sredjivanja,
. x2 32 2 2 2
dobijamo z(x" + + 25y = (25" + 2°) b,

5, zdx + xady + yadz =0

. 2 ’25
ReZenje. EKako 38 2.3 xz g _ 3Y2z+12+2r35 ‘o
%% 2y 2%

eff-ova jodnaZina nije integrabiinga.

to data PE

2 -
(7 + sin2x)dx + (eryx—Zyz)dy - yaz =0 |
; bilpnosti Je zadovoljen
Regenje. Velov ingergra
28 2P 92, 2F , te je refenje date parcijal-
oA T S _
 §
Ay +
g3 P(x,7y2)dx + Q(xo,y,z)
ne zjed.nac:.ne dato obrascem;f (X374 %) ‘L‘

¢
+ B(x ,yoz)dz. o G koji ssda dzf:je
° v z

L’(eﬂwsmzz)u - EZ‘Lydy + \L Gdjz - G, t3.

8H+Siﬂz‘x - yaz = O.

G

pri tome e

2R 28 2%
"5%'31‘3)(

6. (212y+1)dx+x3dy+xtgzaz =0

1oh| i = const, onda
ReBenje. Ako 8¢ stavi 2 .
parcijalna jednadina postale

joanadina (2x°y+1) axsx>dy = O dije je reenje (
, i duje
xzy + tnjx| = 9(2)~ Dalje, Tedom sle h|

zbog 4z = 0 data
obilna diferencijalns
vidi uvod)

2%y + % -c' (zJ;
2xzy+1 xLEZ
2 X - C.
3 X + 1ni—-—z'|
cr{z) = - LBZ ;i c(z) = 1lnlcos zl + ©§ ¥ <58

i tikalar-

Naéi potpuni integral jednaine 2z = P4 i njena par

pa redenja koja zadovol javaju uslove

af x =0, 22T} b/ x =0, %= ,-
1 odgovarajuse >

Regenje. Jedan prvi integra ie ) "

* diferencijeinib jednafina 28 :]edx.xaéi;nu i : 1:-23

glsten jedpadipa Z = pa; P = 0% ¥ P

g sistema cbidnih

P qu-
refenje
53



JC]_‘L J—‘ . te ge iz dz = ’Glz dI-r‘%Iy

dobija potpuni integral 24Jz = JGl:v: +JL + O, Gate jed-
C
1

nadine.

a/ Iz sxstem& Jednadina EJ? 1

+ Ch g = —=— dobi-
Jﬁ— 2 J_— Ie,
ja 58 C) = ¥; Cy = {7 te Jo 0, = f0]. Eliminscijs para-
metta Cl iz sistema 2Jz - clx + 3— ja; H

X
- dovedl do traZencg Cauchy-evo
3 JEJ—_ Y Jc_l —J=r 4 hy 4
integrala z = (x+l) 7.

b/ Iz sistems jednaZine 2y = —i~

Jo,

1
+ 0 2 = dcbije
2 r
\ ;Gl

se G = 71‘-_; C; = 0. Zamenom ovib vrednosti u jednadinu
ZJZ—= JE;X +

J-_g—_ + Gy i sredjivanjem dobija se tTaZeni
1

Gauchy-sv integral 16 2 = (x-o-‘-l—y)?

Zadacli w8 veibu

Natéi opBte relfenje 1 odgovarajuéi partikularni integral

gledeéibh Jednadina

1.

2.

:qp-ayzq-x;x-a; 2=2yz-a3+3.
Razultat. F(yxzx - E;xzyz) = 05 2}\:272 o X+ 3.
(3 + x2)p +(x+32)q = 1223 z = 3, a2t**)

Bezuitat. F[(x+3)(2-1),(x-7)(z+1}] = 0;
o{X T (2-1) _ o4y { =7 (2+1).,

= pin 4(x-F).

2
xzZp + y3q = -~ Xy j Xy = 4", z = b,
Razultat. F(-;—, :q+;f.2

)-Oiry+zz-aa+b2.

¥p + 9= 72 § %=1, 2 = arcsiny .

ch

6.

7.

8. -

9.

naéuam::+:r+z'1 (x-

10.

1l.

. -7a.rcai.1\1-
gopuitat. 3~ xf(E)1 2= x

- ZY.
Y T i A A
2
Rezultak.
7.7{#-

- -0, T=1l,2=7F"
xp - Y4. ] "} . 2y2-
e F(XYH =%
Lazultat. 2 ( !

52, 2z + (z—y)2] ; u= E[y (yz)+ x].

o, ’a_u_+zau -~ uj x-a,unk(y-"‘q-z})a .

- 5 -k(_y3+23)a.
Rezultat F( - u)' 04
Rezwn 1A%

ovTs xy=zd
Hafi jednadinu povrBl (8) koja Je pormalna Ba P

= O.

i sadril krug + - b, 2 +ﬂq’-q.op-
Rezultat. Parcijalna jedpafina glasi ¥ZP
Rezol B>

2 2 0. Trafeni
+ 22) = O.

svi iategrel jo ¥ ’Z;Ex- v2 + 26%.
Gauchy-ev integrel j& X~ + T F

trise
i é xi (8) Eije su genmera
ednadion cilmd.ricna povr i
me::.ilne gektoru ¥ = 1,2,3} aadirektm.ss. Je
- + = a .

Y 51 gl 22U + 2 4 3 L a 0.
dnadina a Y3
Rezultat, Parcijalva je

BezullBL.

d.nacine
5ti integrel Jje U = P(2x-F3 Bx-Z) e E.'arameta:r:ikz ;izst e
:irektrise gz x = & cost + 1, y= 8 sint, % =
1 Je
ni Cauch:r-—ev integra 5 2.
Tz(‘a;(e—y-z—'i) +ﬂ-(2;r-x—-z+l) = 36 &
ine
RoEiti sledeés jednal o
2(y+url)dx - (xrz+2)A7 + (2y—x+z)d.z

Regultat. 2x(y+z+1) —y{z+2)* 2—- = Q.

- +(m—ﬁ5)dy e bog &y=0 dobija

Hezu pda se I

Rezultat. Ako =e stavi y=const, © g o .
ychxaE:qdz odnospo lux-luz~ =

X_ . «(y). 1z proporcije

£

55 ;



12.

13.

14,

15,

lo.

1 ~2x x

% 23 ~e3) _ 2

;;‘ - - - o - yza gleduje 1 - ;— s @y ili zbog
¥)

fg =wins 1 - 0§ =¥y, €y %;‘(’(y)-—- 1 te je

Wiy = §.+ i‘ , odnosno > -g a 1‘? , Eto predstavlr;ja
z

« |o

resenje date jednadine.
223’2&: + zaxedy - 12_72&5 =0

Rezultat, Posle deljenja sg 12y2£2 data jedna¥ins postaje

i‘%+‘?-%-o odakle je d(—%—%*-%‘)- 0, te je

11 -1
_;-51.-%—-0 reienje.

{‘e"z:3 + 07— ainx)dx + e’xdy + 2ze™dz = O,
2R _ Ba P 2R 28 oF
Hezultat, EKsko je sgv-a—z-%i-ﬁ--é?—g\—’,- 0, re-

Zenje se dobija po poznato) formuli {vidi uved) i glasi:

6%z° + a¥x + cosx = C.

Haéi potpune integrele sledeéih jednadina

plng = K.

Rezultat, Iz elstema plng » K, p = Gl dobija se redom
- %

q:aé ;dzacldx+e?“_' dy; z::-clx+¢=;é y+02.
p2 . q2 -
Rezultat. Stavlijajuél p = ¢, iz date Jednadine dobijamo

q - i.’mz -¢%, te je daz = Cydx 1\11112 - Cf dy , odnosno
z-C-lxI\}mz-C%y-rOE- ’

> .
P° - 3pq + q° = 4z,

Rezultat, Stavijajuéi p = Clq iz date Jednadine Acbijamo

2\'Z +
q.I__.____ te je Q-?___“ Ol ax ¥
62 ~30 41 &z (e - 304

Cye
L ay, odnosno * (2 - 30y v DT 0, X+T4Cy

: ’ 2
cf - 3,1

2
17. Bp + bq = 1+ 3 .
as
1. kao u prethodnom Z&
Rezultat. Badel

09Xy L.
z = Lg 2
aGl+b

xu dobijamoe

18 }.+l-xz+72-
- b q yz 1 i op 1 R
L_42. -%== G, dobije & =C1+:_c2
ultat. 12 5~ q
Sesl. oo P

ax dy
-1 -
te je 4z = 2 c'—?
q=cl_2 . 0y + 1

[, +7 }+02_
:icl"y

, ©0dnosno

- 1

PARCIJATNE DIFERENCITALNE JEDNAGINE

_ DRUGOG REDA =
i dnad ine
iti oblik parcijalne Jje
19 % funkeiju 2 = % £x,5) ©OP
drugog Teds glasi: o

?(X,erﬂ:‘vﬂurisit) =0

2 29
gle 3 27 D 9% . g 2L .
. i}_ - ] ; s = .a__-ax?y o=yt a‘—‘x " y2 Y

I s 2% - -
7o samo na prvom stepenu jedns

javljsjuv
arnd.

im sludajevima je neline
opiti oblik parcijalne jednac:ne
£t +D=0, gae

reds linearﬁe pa Ty8y % jer da2 Bg + ot seano,

A ¢ funkcije 08 XsTs% D funkcija od z,x,y,p,q; S

. i gti integra -

;‘1 ?‘io'i;}anti A,B,C,D mogw piti konstapte. OpEti &

13

Ako se u (L T,8,t,
Zipa Je linearps, 2 oetal

2a funkeiju 2 = 2C0T)

57



nadine (1} je funkcija 2z = %(x,y) koja sadrii dve proizvoljne
funkeije &ije eliminacije daje jedmadinu (1)

Potpuni integral jednafine (1) je funkcija 2 = z (X,
koja sadrzi pet proizveljnih konstapata dija eliminacija daje
jednadinu (1%,

N?vedimo nekoliko priuera.

OpEti integral jednaZine {1} moZe biti u obliku dve Jedna-

Zine u kojima se javljaju dve proizvoljne funkelje od promen—
1jivog parametra.

Diferenciranjem x, odnosoo po F eliminisati proizvoljne
funkeije, odnospo konstante, 1z sledeéib funkeija.

1. 2f(F+rax)+ ¥ (F-ax).

ReZenje. Diferenciranjem po x, ¢odmospno po ¥y daje redom
p=af! —aw ;g=f£ s’y roaalfh s ate”;
g = af" -~ av'"; t o= £ + ",
Iz date jednadine i ovih pet jednadipa treba eliminisati
£,%, £, ¢, £, €". Kako je £ = az‘f";‘f" = a%, to
parcijalna jednadina, €iji je opSti integral funkceija

= f(y+ax)+ ¥{y-ax), glasi r - aet = O.

4]
- 2 2 .
2. 2=0;x + 07+ C3x + Cuxy o+ ;g ¥+ Gs, gde su Ci

(i=1,2,3,4,5.) proizvoljne konstante, a al

stalni koefici-
Jent.

Resenje. Diferencirenje po x i y daje redom:
p=C o+ 2G3x + Cu¥y g = Op#lyx+ 2 —% y, ra=2 C0 3

3;1:_2—3 Esko Je rit = 205 ¢ —21=a,to;1e

2

r - 8t = O parcijalna jednadina &iji je potpuni imtegral
da%a funkecija.

U sledeéim zadacima, postupajuéi kao dosad eliminacijom

proizvoljnih funkecija, codnosno konstanata, doéi do parcijalne
jednadine za datw funkeiju.

2 2 .
1 Z-Cl+02x+03y+04(x +y)+05x‘y
Rezultat. r© -t = 0.

2. 7= L{X+Y) + w(x-y) -
Rezultat r - © = 0.

e Z = f(x+y)-‘€(x-—y).
2
Rezultat. po - & = (T-¥)Z-

o oo F rcn o)

Rezultat. xzr - Yat - 274 =

5. %= I(y—x-cosx)+¥(y+x—cosx)

2

- gx = 0.
Rezultak. *© — 2g sinx - t coaX q co

6, 7 =w(xe7)eE (X+T) e
Razultat. T = 28 — T

9. =z = £(x2eg2)+ R (XPT)-
Rezuttat. Iy = ILJL (x+y)+a(x+y)—tx

8 z = &5 E&(x)sinxy +¥a(x)cosxy] .
‘ t. & — 2% - 2122 = O,
Rezultat.

g5, 2= 1+ (3x-7) +{xry) e
Rezultakt, © + 28 = At = O,

Z = -2-2 o+ y + I(3x+y)+‘€(21+3). -
- + 6t = XF -
Reguitat. T %

j ] 1 drugo
2° Iptegracije parcijalnid direrencijaloib jednadina BOE
. Io ! : 0a
hawﬁwﬁmmthe&NmdemJﬁmhm
re
Parcijalne jednadine ) o
F(X,T329PsT) = o 025
2,058 = ©Q . S
¢(x;zéaé:;1iti kao obiéne adiferencijalne jednacine e
mogu &8
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Z
na (1) sadrii samo izvode 0. j 2 Z

o ¥ i Set tease ¥ m::e suatrati kao
kenstanta, a jednafipa (2) samo izvode Ta%f_ %\!—i ts se x mole

smatrati kao konstanta.

Zbog toge opiti integrsl jednadine (1) sadrii proizvoljne
funkcije od y, & jednadine (2) proizveljne funkeije od =x.
1. Naéi Tefenje jednaline
voljava pofetne uslove
3 X 4
2(x;1) = % « x%e¥ ; 27y(x; a I - S
x

Regenje. Data jednadina mole se napisati u oblikm

X 1 *_1nx
t-(3 -lmc+;)q+i-x——-— z = O

njepa karakteristiéna Jednacina glasi:

?\z—(3x-lnx+-§-))& +%—x-:0 .
?\1=

xt+(z—xq)(3x-1mc) = q , kojJa zado-

, 1 zato

tijena relenjas su k: &% —1lmx;

R

Ix
« Op8te redenje date Jednacine je: z --‘Q, (%) L
¥ <
M. e,
ReSavajuéi sistem

3 ER
z(x; 1) 2 %00 g,i P S C AN xziz

. E
zvy (x5 )& & 00e¥ g%’—\“fz (x) e_;_ = 3—&”—‘ rxe .

-

dobija se {,(x)ae‘af‘ﬁ@) =¥? te je traifeno partikularno refenje
3 yog 2 ¥
Z.(Yly) T s —— T2
xY

2. Naéi opste refenje jednadine s+2xyp = Q.

ReSenje. Data jednaine se, uzimajuéi x za konstantu, moZe
napisati u obliku %% + Xyp = 0, te je

e
P{x,7) = ‘E,(x)e'xyz, odnesna Z(X,T) =I‘(9,(x) e~ 7 dx+ (T
Eto predstavlja opEte redenje date jednadine.
Naéi opite refenjs sledeéih jedmadina:
t +{zlax -29)lx + zlne(sinx) = 0.
Regultat.

= (x;3)= xy{‘?.cr) sin[y fn(sinx )+ €1(r)cos[yfn<sinx)]}' -

&0

5.

7.

Lx + 3 + 527 = O

in(28nxy] -
Rezultat. Z(X;¥)= L cas (2ta )+ € (¥)ein(2tnx ]

¥Pr + 2xp - 62 = Q-

_ 2 ‘@z(‘;’) .
Rezultat. Z(x;y):'{?,(x)-x Tl
2 - o.
43"t + B .
Regultat. Z(GY)=Y? [\G,,(x)#?l(i)fny].
Rezu L8Z

t-6xq+1°xzz=0' .
mepuztat, Z(HY) s eaxv[{‘(x)cosxy#??_cx)mn xy].

x8 - 3py2 - 0. ",',—’ )
v).
Repultat, 7z - | €0 €7 dxrel

\ ) o
(z-x) srp = O

B4Cx) ¥y,
Rezultat. Z = “—’\;_xz dx+40)

sxlpx - q = 0.
Rezultat. z =

A Ju et -

a gimx — 2qeosx = o,

Regultat. 2 = (sinzx)j‘ei(”d‘“‘gl(x)'
Regultat

i Arugog Te—
I cija parcijalnih diferencijalnih jed.r.xaﬁinaa‘. gms
ntegrijenjem pa parcijalne diferancijealne jednaline P
da s¥0
reda
To su jednaiine oblika

- 0,
Flx,7,0,y8y = O 1 @ (X T % ®r )

1’
xr + 8 = 0. '

. igati w-oblilm
3 Dgta jednaZina moke se TAD
ReSesnje. a
xg-E + 28 . 0.
o tri&nom oblilkm,
j i edpadins w sime .

distem obilpih dj_rerencigal_mh 3 2" II B rels-
xoji odgovara dato] jsdmhni, Je T ,
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nje je ¢ w xa™¥ , to jep = f‘(x-a_y), odnoano

: -jf’(xe'r)dﬁ e teyvr’“‘\')‘e-y)d@e_y) +
sely)=e fene ey,
2835+ ta0,

> 2% i s
=T+ a*/ = 0. Odgovarajuéi sistem %5 %Z ima refenje

Data jednzZina mode se pisati i ovako:

x - 32 - C te Je g = f(x_? ), odaile je % -I‘F(K Vl)dy+Le(X)

Zs daci

1.

ircosy - sginy = O,

£{xsiny}
Rezultet, z = _5,13?1_ + 90y -

xr - 2y8 =~ O,

Rozultat. z = | F(x2y)dx+e(y).

Naéi opite refenje jednadine r - 2s = pu i partikuilerno rTe-
Eenje koje zadovoljava uslove

a’* ¥
z(x; 0)= =y , 2°7(0; ) - §_ + 6087,
Rezultat.
3= [ F(@ay)ar + X

e§x+y
z = —x— + sing.

Integracija parcijalnih jednadina drugog reda svodjenjem na
taZan izved

Ako se parcijalna jednaina drugog reda moZe napisati kmo’

tafan izvod, onda se lako integrali.

Primer.

Regonje.

Reiti jedmaZimu xrq = (g+%s ){(p-1).

Data jednaZina moie se napisati u obliku

Ll.!-.. -1 x L
(11’.\ ) , odakle Je %- Errrn odnosna E - ._.%,_)_ 1

Tz slstems xix e “(’ ) a7 = xdz sledufe z-x=Cy % +e(n)=C,
tie z = X * f('é" “e(y])
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Primer Resiti jednafinu ¥ +

5 = P

Resenje. Data jednagine moie s€ pisati u obliku

_Q—(-p.{.q—z.):O' ts;]epfq=z+'-9(y), odakle

_az |
adx = dy = — .

=+ ¥(F)

Prvi integrali ovog sigtema su X - ¥ * 914

P [C Se J ‘@(F)dy] COpitid

2 = flyel + ey_f

72adaci

& S =T =

Resitl jednadine

1. sz = (p - xz')q.
Rezultat. ¢ = € f‘f(x)d!{

5.  3pirq - 2s(p’ + 2) = O

dy , Jer je Cp = 1‘(01) .

~feondx

wv)t5.1€ dx}.

Rezultat. Opiti iptegral dat Je gigtemom Jednacina
bezul tas
2= Cx ¥ \fc5 L2 wafo),

2 I
0axt ﬂch:‘z L)+,

3, 2ry=a+x?

Rgzuitat.

z =

+

o - v SO0 sOr)

Opiti integral dat je sistemam jednadina
.t Il . G w(x) +Cy +F(CY,

o= = _Clegl+y+.€’(().

1+C?

5%, Integracija parcijalnih
reda grupisanjem $lanov

Ove metods slidns je pr
se grupisu pojedini &lanovi

Je

i integrsl date jednadine Je

diferenci;jalﬁih jedoalina ATugos

a

ethodnoj U datoj jednafini prethodno

az se dobijw raZni izvoedi p
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zatin 86 uvods omene, k
» koje svede g =
Jednadipy prvog reda. atu jednasinu ng parcijalnu

3.

2‘{1’ - aq)+ a2
oX 5v(P - 2a) = 0 P-=2q =T

ou
= ;g & _ 5 ~
X v 0, Opite redenje poslednje barcijalne jagdna

&i \ E - - - -
ine prvog reda je u £ (y ax),te Jo p 8q = r'{y-ax} '
1

odakle je dx = - &F _ _ ds
g T(r-ax) * Jedan prvi integral ovog

" slstema jey +ax=o0, =
= £ dz
1 %0 se dx - Ty-ax) daje ax « ?(UdZEax)s
-

tde 2 = f I'(Cl—Zax)dx+02 =0 (C) -2ax)+ Cp. Eako e
Cy = l{J(Gl),opét::i. integral date JednaZine glasi
z2 = ¢ (y-ax) +W{yrax),

ReZiti sledeode zadatie:

xr 4 2xye + 72 - o,

Rezultat. Smena U = XP+yQez = t(%) ¥ up(I)
- - x '
Tel4s 449t = x oy,
Rezultat.Smena U = P+ 7q
. - 3.1
Z(x; ¥) = -g X7 - xey + XL (7% - y) + P Px-7 )

T+hg s 6= x4y,
Rezultat, Smena U = p . 2q

. 3
(x5 y) = - 12‘ Py XE(2%-3)+ € 2xmy) .

L +F=t+x,

Rezultat, Smepna U = p+ g

- ']é x5 - -:!'2- xe.y + %‘(’,(xi-y]-:-‘ﬁ(*?)-

Linsarna jedoaZina Ar + 2Bs + Ct + D = O, pa konstantnim
koeficijentima A,B,C,D moZe se reliti grupisanjem &larova. To ée
biti prikszano na slededem primeru.

Primer

Regiti jedmarinu 3r-Ss+2t+d » O,
Refenje. Stavijajubi da je —(ml+m2) - ?ﬁ ) By = % dobija

g8 T —(ml+m.2)5+m1- mt ¢ % = O, (1)

Brojevi ”’1,2 su refenja kvadratne jednadine m2 - ?- m + % = 0,
odnosno 31:12 - 5mn + 2 = O, Kjihove vrednosti su oy o 1y

n, = % « (DmoZe se pisati u oblilu(r-m,8)-my(s-m t)+ % =0,
odnosne (r-8)- %(a—t)+ 4 = 0 ili B(r-s)-2(s-t)+4 = O, ti.

. o )
3 aigx‘l) ~2. a%ycg = ~84, a posle smene U = p-gq 1 owako

3 %9;- -2 z—g = - 4 3to predstavljas paroijalou jednsadimu

prvog reda po U = U(x,7).

Prvi integrali poslednje jednafine su 2x43y=G; 1 U+ ; X35,

gte sleduje iz sistema 95;- = %1 - % - Dakle opEte refenje

2%%- 4 53U--—%+f(2x+§y). Sada tre-

N . U
Jednadine 3 o =
ba refiti jednadinmu p - g = - % x + £{3x+37).

Jedan prvi integral sistema

dx 4 az N
e A s p——"——  je x+y = {7, Eto zajedno sa
- X + £(2x+37) '

%
dx 4z daje dx % odakle
= T ST o e
b -3»x+f(2x+3y) I —-3x+f(30’— x}
se dobija z = - % < +¥ (30" - x)+ C" , Bto zbog C" = ¥(C")
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daje op¥te re -« -2
rejenls 2 s = +‘€(2x+§y) + ¥(x+¥) polagne

Jednadine,

Zadatalk

ReZiti jednan&inu 2r + 5t 4+ 2% - e
Rezultet,

% = % = + %Q(2x—y) +¥ (x-27).

Zarke MITAJLOVIS

Sk

DLFERENCIJALNE JEDNACINE

20

Neka je x, opZti &lan realmog niza.

Cperator kona&ne razlike A definisan je sa: Axn-xn+l-xn.
Operator translacije E dafinisan je sa: Ex, = X9
Zadaci: 1, 2, 3, 4, 5, &, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 1l4.

Diferencijske jednadine po nepoznatom nizu x, su jedna&ine
P 2 %
oblike F{n,yA & cany D Y = O odneano G{n
( WEXps &7 Fpaeans *n (= *pt

X,y =evv Xgop) = 0. Za niz x ka%emo da je redenje ako
zadoveoljava odgovarajuéu jednadinu,

Za redavanje diferencijske Jednadine oblika A“xn = a, vide-
ti zadatke: 13, 15, 23, 24.

viferencijsku jednmadinm oblika Xl T 8%y * bn zovemo li-
nearnom jednadinom prveg reda, Op3te rejenje Jje X, = 8p8yee
ce By y (XD /8 by 8 ay) + eeler D/ (B 8y . 0ay G Zedacis
28, 29, 30, 32. 7

Diferencijsiu jedoadinu AX, o+ DXy g + oXy = O, gde su

a, b, ¢ realne konstante, zovemo homogencm diferencijskom
jednaiirom drugog reda. Evadratnu jednadinu azfsbzic = O
zovemo pridruienom karakteristifnom jednsdinom. Neka su u i

v refenja karakteristiime Jednaiine. Tada Je op¥te refenje
oblika:

4y whv x, = clun + cevn, ¢1:¢, su preizvoljne realne

konstante.
(ii) u=v X, - olun + oznvn. Zadacir od 36 do 47.
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1. Nakajexn-c 2a n= 1,2

‘ yeee Hadi py
Hage .
SR Ak =X~ X e -c o,

- i
~y €« 28 nizove:a) x, = 29

b) - n . .
—_— no= A%, aflynadi AZ, 4 Ex .

&) AX, = 2n+1-2n - 2_221._211 a 211; &(n - x, 2]1'?1
17

a gPtL_ n
b) Ax, = 2Bty « a®(a-1) Ex, = gB*l

3. Ze niz - n(n—l) L=
xﬂ »oa{T=~k+1 &
( ) naéi AIS:.-

sfenje. e x
~oende. 4% e x ot . (n+1) 1., (ney

=¥+]1) ~ -
vea (D-k+1) = n(o-1} ... (o~ +1)= n(n-1y...

k+2)n+l~(n-k+13] =
...(n—k+2)k - -t J n(n ...
. ¥ aie Otuda jo 4%, = kus;‘_-_a‘.
Cesto se izraz n(n-~1) .
~1) oo o(D-k+1) obales k
An(k) * k.n(k_l) - alafava gg n( ). Tada je
- etimo da aliZng #£ Z )
- : ormula vaii -
Tunkeije £0x) = 3% : Drexy o pok . k- xX-1 Bl
4. Dokazati da 5u gperatori A i E Bedjusobno ko
BeZenjfe, Treba da 8¢ pokafe da

Za svaki niz X! A&n

mutstivni,

Je AE=F 4, ti. da jJe
- den. Zaisgta AExn - Ax
" %Xy = B(X,-x) - Ea vati Joma

R 0+l ™% Ep» Pa onda vafi Jednekost

5B Dokazatida:jeE-l+A.

ReZendte, E i
nj rTens definiciji operstors E, Exn = X,,) i prema
e
) X, = l'xn + axn -
= (1+4) *n 22 proizvol g~
8to 2na¥i da de E = 1+ 4

definiejiji operatora 1 + A Je (1+4

"%t ORaxg) = x, . ot Bey
ni niz realnjh brojova,
6. Dokazati da Je &= E-1,
Bedenje. Owe Jednakost moia ge do

k0 u zadatimy Se
kazanu jedngkogt E - A +1

kazati na slidgn nadin
Medjutim, ako koristimo veé dg-
s Deposredno dobijamo A = E-1.
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7

g,

9.

10.

_ple

Dokazati da je A = E-2E+l.

Hesenje. 42w A'4 = (B-1)(E-1) = E°=E-1-1+E«1° = ECulBel.
Proveriti i neposrednmo gornju jednakost, tj. da je za svalkd
niz x: Azxn-(Ez-ZE-bl)xn.

Dokazatl da je za proizvoljna dva niza x, 1 ¥.s

8) A (0Xg+eaTy) = 0y A Xptp A Ty
b} E(clxn+c2yn) = ¢ Ex +c,By, .

Epdenje.

a) A(clﬁfc?.?n) = clxx:url * Ca¥nel —(clx‘l:l'°2yn) "

= (Tner = X)) * C2(Tpey ~ Vo) T 9 A Xyt Cp A Fye

) EfeyxyrepTn) = 6Xn,) * So¥n,y = B ¢ 6pEr,

Zbog gornjih osobina, operatere A i E nazivamo linearnim,

Izraziti operator: a) & preke E, Ea,..., Ek; b) X preko

By oty seey AR .

Redenje. a) Frema zadatl: 6. 4 = E-1, Primenjujuéi bincman
1.3

formulu imawor 8% & (B-1)¥ = LEDFFEET w-1)% 1) eE

+(—1)k_2- 5(—15'—1)-22 + eaes EX,
¥ Slifmo kso pod &) melazimo da je EX -r}t () &
o
&3 L r

Dokazati da je &) 3, =f:: S AR
HeSenjer Prema zadatkm 9. imame da Je

My e T DETEEy o )5 TR,
E) 70 . I:Z-g ¢ (1') yo KZ‘O ¢ ) r(r)yr

L3
x

v oy - By, - Eo(r)dlyo-
Ze niz x = and mabl AX,y A X3 B Xjyeeee, 25X

Refenje. Ax, = X 5 ~ Xy = a(n+l) + b - (ansd) = a3
qlxn- A(ax)) = Aa=a~a=0

Azxn- Q(Azxn). AO =0,
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Primetimo, da ako jo o*x, = 0, da je onda i a™'x, = O, te
je w na%em siudaju, po¥to je a’;n - 0 A% x, = 0
{_\.5351 =0, 40 .

n-

~—512. Dokmzati da Je F

K waxkuxn—xo.

Regenjs. Eﬂaxk- O X+ AKX+ AXt s $OK =
=(x.l— o)+(x2-xl)+(x3—x2)+...+(J:n-x°)-
=X, - Xge

Frimetime da je prethodna formula analogna formuli integral-
nog raduna: Jf" X(t)dt = ) - x (8.
%

= 13. Za dati niz 8,y k= 0,1,2,.4s rediti diferencijsku jednadim

AXy = By
ReZenje. Frems zadatku 12. imamo da je ): axk ): ;a, odna-

amo X - x, = Eo- ay. Otuda je x, = x, + K[‘o ay. Primetmo

ds x, moie biti bilo koji realan broj. Gornji proces dobi-
Jenja redenja x naziva se konalnom integracijoa.

n-1

= uhvn =, };0 Vi+l A e

o~
14. Dokazati ds Je E,ui avy
Hefenje, Kako je u AWy = {77y = Wy, uv, -

= U3, ¥i,17 075, (0 -] = (g =T,y Ay, to onda
n- el n-+
tmamo ¥ ouy A vy = [0 Cugmdvig awg] = Patyvy) -
L] '] i=g
-y

- ED V14 AV~

[eia]

unv - uv - g: Vi+1 Au_i. Pl‘imet.imo da
0

je prethodna formula enalogna rezultatu iz :I.J%teg;ralnog ra—
- - - - 17
Funa; jt.u(twdv(t) LRUCARJCAECRE JO jto vitydult) .

Prema prethodnim rzadsclma vidimo da Je operator analogan
-+ diferrmaivania Dy a sumirenje © intagral:jergjuj

-

15. Rediti diferencijsku Jjednadinu alxr 8 r= 0,1,8,0ea
£ (21} f X-1
Be¥enje. ¥ a'x, = [ . a,. Dalje U oafx, = 5 AcAx)) -
o re0 N rep
B AX - AX, = AX - ¢, (Ba o

70

o Smo ozmadili Ax}.

e jmenimo sumi-
o £ e, Ao J0B Jednom AR

n-|

- c
otuda je Axkn-t° REED - E‘r)’ +Z0}F'-o a, =
am - I
ranje dobij o ¥ 6% IRCINE £

"i"‘_' f' a . AKO oznalime

..x = NG+
= nc, %%tedexn a g rae

{manm - c m+EEar=cl
sa &y broj X, o Xy * 4t buoatn-2)s Ovde 88O uzell

+BC, 3, +

+{(a +a1) +{8 +a1+a2)+ es ot (B ¥ HBY

rn repenje mosli da
! gzt Primetimo da SmO 34 ie
da Je i an, = 0.

- = = ¢ s etl, -
1 o 1 ) ( ) 1 % ﬂ"a
nﬂplsemo u Oblihl 'Xn = g ¢DC + (1 ya ¥ n=2)aq+ +2 +8

a al jenje
Na gliZan ne¥in, uzastopnom primenom wonafnog integr
?

K = .
resili bismo i Jednadimm A" Fp a,

16. Hadl glededs zb:.rove

e 2 n-1.
2 21 p) L & m lessath ee- + 855
a) 142424 eset Loe
) (-k) . d) Eﬁ i -t
e));p_;r ’ K . 5%, otuda jeT 62° =
%o Prema zadatku 2. A2™ = . L
ReZenje. @) . EI Ny 2n-2°
".‘;:' 2 iaa p::ema gadatiuw 2. doblija se L,
Ke0 R
L R . .
i k _ X,
- r}? ask = L, (a-hya = (a-1 L,
b} paX —(a l)a H

K~ net X a1

Kako je E dﬂk - a!l _ ao - 8. -1, to Jje Eo a, = -a—:—'l .
(o]
(k:]: 1 E k"'l} - Z_ (k+1)r -(k+1) Z = .+1J
¢) ar « (+L)T5 L) l e e, ék)
£ ék - -0 r:o
Otuda jeo, ZHOE Eo s o* i1

L n°-n .
d) Koristiti T

n-1
n— - +r b L ¥y
17. Dokazati da Je (a.xk + byl = 8 ‘Z. X "
18, Naéi zbirove: o . .
y| f cos(kx+x/2) 5 ©) E sin(locex/2)4 <) X D
a

Ko
Rolenjes ©
- 2)
gintng | v) AcosUeX) = _ogin(%/2) sin{kxx/2)
-

1
EBi-n(bHI/E) - %__c;o_s%xz\) o) ALKk = - ()
ftm :“’__-__' —Al/k-l"]-/n-
I

1 /2] -
asin(kx) = 23m(x’2)cos(bc+x/2), %Ocos(k:ﬂ )
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19.' Primenom °peratora konsZne razlike izradunasti

7 gk*l b Xk .
&) ILk®; b E ok, a1 o Z K2uk, kz L aE i zadia2, o, ke
a7y la] £ 1 :
] * . .
Re 8zje. Ovde demo Primenitj formulu iz zadatka 14, 22. Naéi prvik nekolike Stirlingovih brojeva druge vrste, koris-
8 1 teéi formulu iz zadatka 21,
) Izaberimg =k, AVk-a Tada je Vk ak \ Cadl) gedtng . ) s vopaat 2a 10
- eZenie. Pre svega, moie ge nepoaredno
mogude refenje zs V- Otuda ;]e [ ka¥ . E kaak/(a—;[) Regenje s .
Om/a_l - 0a%/(a- ) L a c ees o Iz formule a2ta
( 7 08%/(a-1) - [ &kﬂ/(a—l) Ak » n&n/(&-l) } 5 s lzan= 1,23, o
o E a - na®/(a-1) - a 821 n n .
(a"l)2 = By + ke dobljamo, na primer, ove brojevs
b) Ako pust 2 @
c)) . :ié imo da n- o dobija se [ XaX - a/(a-1) 2, 32 - B% + 285 = 14271 = 3
an na&in kag pod 8) ako d.va
put primenimg konadn 14 3 3 _ = * 3 3. 5l = G,
integracijy, dobija ae 2: £k gt 2a @ 1 8y = 8] + 283 = 142:3 = 7} @z =53 + 385 =3+ 5 '
a-1 ~ a=T —r +
, ali-=f n & 5 4 4 .
a = E7 Y i€6.
(1-a) Eq" _: . 83 2 8) + 285 = 1+2:7 = 15 &
Teko dobijamo slededu tablicu
d) E kea. - +a .
(1-2) mk, 1 2 3 & 5 & 9
0. k .
20. Pokazmati da se n moZe lzraziti preka ,§1J ,{2) ﬂk)
Be LI fl) “ne
Senje. n neg 22, A . 5@-1) + 5 . ,-12, 1
IGH @, 3 1
'+ 3g - -
BT = n(@-1) (0-2) +3r(0-1) 4n = p? itd. T op¥ten 5 e 1

sludaju bide p¥ . slkn(v 52“ IR 0 k, {0

Brojevi 3 nasivaju se Stip]
(Stirl:u:govi brojevi prve vp
PO n, n

15 25 10 1
3109 65 15 1
63 301 350 140 21 1

s,

NowME WL
PHRMHEFPRPH

3 esey O n o 8
=1

e i B 25. ReBiti diferencijsim jednaSimu Ax, = K-

Refenje. Iz tablice (zadatak 22) nalazimo da je ¥ .,
#1+ Dokazati da b;o,jevi Ek zadovoldﬁ\mju 3ladedy diferenclam k(z) odakle je Axk k(l) k(z) Lalje : 4 X = ): (kﬂ')
Jednadim: 8 2 = 9 -1 * 181 z28 im2y...,n kQ)) ' km+§:_‘ k‘a). Froma zeadatlku 16.c. vazi formula
. [T} (k+1) s
BoZfenje: Tpano da Je n¥ . slkh(l) . -B]En(k). Faoenjen 3:_'; - 'E-'l__ . Otuda x, - x, = I N nGJ/3 odneans
san dOleR]no nkt k‘n(l)* e s nslkﬁn(k). s o ot X, = ¢y + n(u-1} /2 + n{n-) (0-2)/3 = ¢, + nln-1)(2n-)) /6.
] . a (i TUg Tane - ° i
jo 2rall “(1-‘1)11 ]+ in D) pa je n**1 | B:L fn(2)+ n('l)) Primedba. Na potpuns analogan nafin mofe se redavatl diferen-
k —_——
T sk(n *1)"' LmCld) Medjutinm, o+l | “ln(l) cijska Jednadina a."xn 2 Pryogde Je o= a, + ayn + a2n2 +
g+l (2} kel (icad) B
2 I wes ¥ 'gk*-l

te uporedjivanjen dobi jamo ’ T ¥ arnr-

i} | 73



24, Rediti diferencij g 2 |
T Jeku jedpalimu A'x = k2+3k+6 tako da rede-

nje *n zadovol jave poletne ualove X, = O, Ax - O Frimetimo, da bismo izrafunali vrednost X, morall smo da
N .

imrafunamo sve vrednosti Xopaas . Z‘bog toga keiemo
Regenje. x+3k+6 = kU + @ i3x@ 16, ocdaxde jo T a'x, - KR

da x, radunamo rekurzivoo.

Tt
=5 k(Z) 4 (1} nod (2 o n-1 .
PG e D P 4};°k(l’+£ 6. Otuda je s9. %a date mizove ay, b TeSitl diferencijsiu jednagimu
i B0
ax, = Ax, + o33 . 4,,1(2}/2 v6n= 0¥y, on(®, en Foey ™ Fa¥n b, %a poteteim uslovem ¥, =of (Ova diferven-
z : cij)ska jednadina pazive se linearncin direrenc:.a gkom Jjedmadinrom
Joi jednom primecom operatora sumiranje dobijeme x, = preog rede).
2® 23 3@
IE z . . Regenje. Nalazimo da je:

ey s N = b = & + B
25. Bediti diferencijsiu jednafima 4x = . I 71 % %7t Yo o o~ o

= = BqF, + By = & ol Bqb_+ DB

Refenje. %, = ¢, + 0 + (n(n—].] /2)2 + 20 T2 171 1 %1 8% i vy
¥z = an¥s * by = aoalezgé, + ala2bo + axbyby

26, Izrafunati zbir 8, (m) = LI T,

.on---.-----.--cu..u..

Befenjo. A8 (m) - Sp(m+l) - 5 (n) = o¥ = Bfn(n* gaf2), Ako sa oy oznafimo proizvod aaqse.-8, 3a 1=0,1,2, 4+ nala-
(k) . -4 - zi_modajay-aaa..._c.(,i- BressBg. + Boees
+ aae + sﬁn + Otuda Je sk(n) . Sk(O) _"Z km(n (2 n 122 "fn-1 Hy8pe«s8p % o 2
5, * 8 * + + oy gt b2 3 b, *
PR "o eae By gPy + oeeet8n P2 T Pn-1 -1 oq
+ e + . -
] Pokto je B (0) = 0, to Jo Sy(n) « + Soly ®a=1 b, + + fn-l oy + -3'1—-— b, odakle je
. eknczja (3 oDy CH 1 [ 27 T T Cpp n-2 * €p) n-1
+ Sg’l /3 H sae + sin( U Cke1l . N nt b
= 27. Rediti diferencijsku Vyn = ®p-l (¢« ;9' * E% *oesn ¥ cnul): e a(L ¢ ok ),
- o . - _ <
ReZenje, Xa sku Jedmalimi Xu,p = By ¥ Xy = a®. ° -1 wo K
e, Kako Je X, » ~ 2%y + Xy = A°X;, gadsta jednafina 2o n = 1,2
ekvivalentna je sa &7 al, Otu .
-8 da je = . ,
+ o%/¢a-1) 2. = n =% TRt 50, Beiti diferemcijsku jednadina ¥4 = %p ¥ LY gde Jje
YO - bo.
2B, Beziti diferencijsku jednafimu x ., =(n-1)X, + 2n rekurzivoom Refenje. Prema prethodnom zadatiu relenje 3o oblika
metodom § ® b b
, ako je dat podetsn uslov x_ = C. Ta = Cn 1(70 *E'l"' _0_2 .oy _é_g_._ Y, gle o cnzxx..mxnﬂ
. = i ~ —
BeZenje. x, = O. Primenjujuél datu rekurzivnu formulu nala- ° ' = Bl

zimo:

-] kol
-2, 2 S N R Tl
n = (‘1_1)xo + 21 =23 te Je Fp (b + + —2 + oeee * A bx ¥V +

%, (41 %7424 = 5448 = 62

: >

Xp = (23X #2224 - 6;xg = (5N x,+2.5 = 248+10 = 258 * b2xn'2 ¥ ees + by, BEO zmaii da je n-ti &lan niza polinom
1 . .

X3 = (3Dx, + 2:3 = 1246 = 18) itd, aa koeficljentima b, By sees B

Frimedba- Bekursntna formula Fp,17Fn * LI omogudava
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brie rafupanje vredoosti polinoma boxn + blxn—l + ceatby

u tafkl x nepgo na uobilfajeni nafin, Jjer se ma taj nadin
izvr3ava manji broj rafunskih operacija (Koliko?). Zbog to-
ga Zesto se koristi za pravlijenje algoritma pomoéu kojeg

" radupar izraZunava vrednost polinoma u datoj tadkd.

%1, Pokazati da se livearns Jadna¥ina prvog reda moZe svesti mpa
jednadiny oblika ax, =fon .

Eefenje. iko se u jedoadini Ypi1 ® BaTn * Op izvr3i smena

J
X} = -EE sy gde Je ¢, = aa;...a, 1 8a 4 oznedime EE dobija
a n
se smenom u jedna¥ind: °n+lx£+1 - ancnxﬁ +/6 nta° Kako je
Snsl ™ 8%, to Je onda &) 0X g = a X} + 2. Ako ovde

Smenimo X, = 8 X) dobija se el = X + fon cdposno A%, =

g

. 8n n .
o4 . Primetimo da Jje onda - Y e == nal,2, a0,
P T, T a T, 1

32, Re3iti qiferencijsku jednadimi y_ . = cos % ny + sin2x,
To = 2L

Hegenje. Ovde je a, = cos £ . b, = 8in2x te je

2
’ x sindx =
C_ = 8 Biesw = COYXCOS ese008 “— = Poito Je
n 0®1°-"%n z o8 2114—18. ‘an .

n
yn-i-l - on(yo + Z

imamo o,y =

=0

gin2x
n

-= 33, Izradunati dete:;'minantu Dn = 1 2

b .
XNy . Sipex
%) T T T AT K

-2—31:223- 6{+:Z__02kain-gg) -

3 4 ... nl n
-1 x 0 0 ... © [+]
0 0 0 0 .., x O
0 0 0 0 ...-1 x

n
sipPx
2**;5 e
-t inZ

EE+I gin x? }

Begenje, Razvijajuéi determinantu D po poslednjoj koloni
dobijamo D = xI _, + n uz uslov D; = 1. To je diferemcijska
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¢l i refenje
jedpadina prvog reda, te nalazime njenc resend

- -2
Dn, xn"l(]_ +-§—+i2- + ase *+ ?ﬂ-_—'r) = x5 :I'-|»2‘J\."1 teawtll

(videti zedatak 30) . N O o
+ » .

-1 -2 -
Pokxazati ds Je e T b= a-_—l—)?
1
nsl | xeorel |
O =T T en 2
ao 8.1 32- aa an_l &n
i - are O 0
34, Izratunati determinantu P ¥ % © |
0 -yy Xgees o] [¢]
I 0 0 0 .eeFy Xy '

Naéi Dnako de X, = Fp» neN. - -
* Resenj Bao u prethodnom zadatku, razvijajuti po po__sle njoj
i ijeku jedpaéimu
koloni, nalazimo da, IZI11 zadovoljava diferenci) J

g b 0= e (a +
D mx Dy g + '8y Tp =e- In Otuda je By = X %3 «+%nl%

_y..l_-_'.-...y—“). Ako Jo X, = Yy 28 D" 1,25-0-

bl
+a1—x-l-+ e +anxl."xn
onda Je Dn = KX, ...xn(ao+a1+...+&n).
35, Dokazati da funkeija ['(x) - et lag (x> 0) zadovoljava

diferencijsku jednadinu r(x-i-;.): xM(xy. Koliko je [(n) ako je
neN. -
Regenje. [ (x+D : J;
- fde'xdt{‘) = X J’o e_#txpld* - x(x). - L
Ak:? je neN, tada je ) = (n-1)) « Dokazati koristeci mna
. wedenu rekurentou formulu.

o Zat - - jﬁ 0L = - oot C B

Navedimo da funkcijs T(x) koja je redenje proate diferen-—
cijske jedpadine I(x+l)= x I~ (x) ne zadovoljava n.ikakvu' .
algebargku aiferencijalnu Jednafinu sa polinomnim koefici-
jentima {teorsma fleldera) .

. 2 -
36. Neka je u refenju jvadratne Jednpadine <{Z + Az ‘+ J“. 0 .
(£ # 0). Dokazati da Je miz X, = u® onda relenje diferenc j--
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ske jednadi
J adine ofxn+2 +/jxn+1 +3"xn < 0,

ReZeaje. Kake je x = ul :
de xp = u dmamer ofxy 5+ Bxy,q tIX =

- nt+2 o+l
of u +Au +J’un=un@u2 +/on +4) = uho =0,
jer Jje po pretpostavci °Lu2 +Au + = 0,

» N i
37 eka su 0 iy, dva partilularna refsnja diferencijske jed-
nacine g_-,{JL‘Mz + /&xm_l + j“‘:&l e 0. Dokazati da je onda i mniz
%y G Xy + 0.7, Tefenje iste Giferencijske Jednedine.
Refonjs.
ReBonge. olzy o +O2,, *&a, ”d‘(clxn+2 * 027 2')"‘
- o+
+A( 017041 * Ca¥as1) * F{o1%g + epTn) = o (dxp,p ¢
A Kt VR c2(°{yn+2 $ATpa t ¥ Ty) =

= ¢y°0 + 85:0 = 0, jJer su nizovi x 1 y, po pretpostavei
refenja date diferencijske jedneZine.

38, Neka Je data diferancijeke Jednaiina AX + B + G ~
o .j ned Xﬂ 1 X <

i neka Je x refenje homogene diferencijske jednmadine.
X .

a2 * mel + CX, = 0, a niz T partikularno refenje jed~
madine AL, + BX, , + CX, = £ . Dokazati da Je onda niz b, =

=X, * Ty redonje dAate diferencijske Jednadine,

Refenje. Az .
fesenje. 2 * Blpey ¥ 0By w AlXpp * Tpp) t B(®p,n +

+ ¥ + C =
n+]) (xn * yn) Afpo v Bx}hl + Gx‘n + At Byn+1 +

+ G = -
Tn O+ ey o

39, Dokagzati da je cperator Ir-AE2 + BE + C linearan, tj. da Je za
svaka dva niza x; i y, i z& cy,c,€R ispunjene L(clxn +

+ 0oFn) = Gl + el .
Oputstvo, Videti reZenje zadetka 37.
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40, Uopititi zadatke 36, 37 1 38, ti. posmatratl diferencijelol
jednainu A X o+ LIS S A T A X, = O odnosno A Xpem *
+ A’J.xmm«l + ens %Xn = oy 3 dokazati twrdjenja slidna u navedenim

zadacina.

ua?ll-l. Hiz Xy zadovoljava rekurentnn formalu Xz ™ Fasl + Ky i;ef

siti tu diferencijsku jednadinu.
ReSenje. Pridrufeni karakteristifni polinom Je 2%-z-1.

Fule tog polinoma suw = 1_+2£2_ , 7= 1 . Tada je opite

relenje x. = €u° + 0g¥ = € 2P+ ¢ l"rn.()vaj
nm T "1 2 1 2

niz pazivame Fibronagijevim.

42, U prethodnom zadatku odrediti cy 1 ¢y ako je K, = Oy % = 1.
ReSenje. Iz jednakostl x, = c.lu0 + c2v° ix =eu+ ¥
dobijame ovaj sistem jednegdina: ©) ¥ Cp = 0y 61(1_5_\’5) +
+ o (l'zﬁ_)- 1:&ija su refenjs ¢ - ¢ S S

2 ! ;¥ T2 =
. n
Tada je Pibronsfijev niz oblike x, = !\-1-5 (%—‘5) -
i l_"fi) ° .
'E) 2

Dokazati da su u ovom sludaju sve vredposti niza x priroed-
ni brojevi.

4%, Re$iti diferencljsku jednaZima X, o ~ 2hxp g Xyt 0 i dis-
xutovati reenja za razne vrednosti parametrs A €ERa

Redenje. Fridruiena xarakteristidéna jednacina je 22 - 2hz +
+1=0. 1° |al>1 Tada su rejenja navedene
kvadratne jednafine u = A+ A", Va3 A - j&z—l. Hefenje
diferencijeke jednaline Je cblika =, = cl(m- K -1)“ +
+ eyla-{ 4 —1)%, 2% A = 1. Tada diferencijska jedpadina do-
bija oblik X5 - 2%y * Xp o 0, cdnosmo Afx, - O. Otuda
Je x, = ¢ +Bo,- Primeatimo da smo refenje mogli da papidema
i u oblikm x = X 40 AX,. 3% A = -1, Tada imame X0 *

+ 2% T Ky T 0, AJ.m jzvriimo smenu X, = (—1)nyn. dobi jamo
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n+e 1,
(19 + Taez 2(‘1)n+ Tae1 * (-1)nyn = 0, 0dnosno y, 5 -

- 27,4 * Ty = O B Azyn = 0, Cva jednafirna je prethodnog
tipa, pa je Fg " o * e Otuda je X, = (wl)n(c1+nc23.
Owvaj sludaj mogli smo da refimo i na drugi nadin. Ako reda-
vamo karakteristifénu jednalinu z2 4 2z + 1 = 0, imamo jedan
dvoatruki koren v = -l. Tada ée jedno partilularno redfenje,
bitd z = 8 = (-1)°, Lako se mofe proveriti da ée druge
partikularno refenje biti oblika z2 = nv" = n(-1)T, te je
onda ¢pite relenje X, = cl(—l)n + can(rl)n, Eto je isti
rezultat kac malopre.

4° |afcl. U ovom slufaju moiemo staviti A = cds ©. {zadto?),
te nafa diferencijska jednadina postaje Xpen T 2cosO:cn+l +
+ x = 0, ReSenja karskteristilne jedpaZine z° - 2cosfz +

+1-05m=uucosD+Jc0320—1-cusG+isinO',v=c059-
- Jcosao =1 = cos@ --isinQ. Tada je opSte reSenje X, =

- ciun + oevn = ¢, (c0s® + 1sing)? 4 ep(e0a0 - ising)®. Axo
primenimo Moavrov obrazac, dobijamo ¥, = cl(nosnc * isian)+
+ 05(cosn@ - iginn®) = a cosn® + a, einnd,gde Je ay =

= 0] + €a) 85 = ile; - &)

44, Beziti diferencijsku jednadinu X ¢ A%, + B, &, BER.
Refienje, T. A ¥ 1. PotraZimo partikvlarnc reZenje u obliku
¥, = ¢ Otuda je ¢ = Ao+B, odakle c = B/{1-4). Znadi, 7, =

= B/(1-4) je jedno partikulerno redenje. Karaxteristigna
jednadina homogenog dela je v-A = 0, odakle v = A, Otuda

je opste refenje X, = coAn + IU?I—A). II, A = 1. Tada se
Jjednadina svedi na A%, = B, odakle x = ¢  + nB,

(]

45, Haél determinantu: 28 B C¢ 0 ... O [¢)
C 24 B 0 .ue O O
0O ©C 24 B ... 0 ©O
6 0 0 0 .0 & =z

BeZenje. Ozpadimo sa Dn determinantu reda n. Lako se vidi

da je Dy = 24; D, = 4a? - BG, Kavedens uslove mofemo da sma—
tramo za podetne. AkOo Pazvijemo determinantu Dn+2 po prvo]

80

dobléemo ovu rekurentnu formulu Dn+2 =

vosti (il1 koloni), T w2

. . ife
- . To je linearna homogena dd
= 24D, .4 BCDn 3

nadina drugog 5 ot
gtigpa jednpafina Je 2 -24z+BC = 0. Tada

2_pc)” Ja2-c)®.
1 R2>80 ;3 Dy = o {a-{AS-BOY o, (As4%-BC)
2 ) = c AT oaAnn.
1I. 4° = BC ) Dy = ¢y o
Al % -
; -1{BG- + o (A+i)BC-ATT,
111, 42¢BC 3 Dy = oy(A s {BeAT)E + oy

1ey odredjujemo iz pofetnih uslova.

reda sa konstantnim koeficijentina. Eaprakteri-
Je Dn oblika:

Konstante ¢
“es o)

i 1 o} ¢
£5 determinantu 2¢cos@
4. Matk &€ 1 2co&6 1 0O e 0
D= 0 1 2eo080 1 sa. 0
n - - - ' -
; o] Q 0 s.» Z2cos@

xu reienje je oblika D, =

dat
Re&enje. Prema pretnodnom za
rarakteristidne jednali-

u® . ozvn gde su u i v redenja

= C
: u = cos® + ipin@d; v = cosl -

ne 52 - Dcog@sz + 1 =0, T

i8in®. Otuda Je Dﬁ - gcost® + bainn@, s8a pofetnim uslovima

Peosw} D, = 460529 ~ 1. Odatie je a = 1; b = cos/5ind.
= *
Teda Je D, = ioane + ctg@sinnd .= gin{n+1)0/sizd.
n
=0 X = 73 Xg ® 13
47. BeBiti granidni problem !n+2_5xn+1+6xn 3 X g VX5
Rejenje: I. nadin: Preko karakteristifne jednacin
: I, "
nepoaTedno palazimo ophte refenje x = azn_+ p32, Iz usifvg
73 = 17 dobijamo ovad gigten jednadina & ; b -n H
a4 dakl -8 be-l,tde %y = 8027 - 3%
32a + 243 b = 13 o e je a=8; )
samo redemja od X, do xg

e ZE-5z+6 =0

noZe-

II naZin. Ako nas interasuju : e
raditi na sledeéi pnadin. Iz rekurentne formule prf-us

iy = 13 dobijamo ova} sistem 1inearnih Jednadina:

- Sm m B2 (= m6%)

x, * 7% 15
Xy = 5x2 + 6x1 = 0

x, - 5x3 + 6%y =0

_Exu * 613 a =1% (= -15)

. = 23} = 37, x,=47.
Odavde dobijamo oOva refenja: X = 135 %, 233 X3 3? Xy

al‘



Primedba. Ovaj drugi nalin opEtiji je od prvog, jer se mofe
* primeniti na proizvoljaou linearnu (sa funkciopalnim koeficie
jentima) diferencijsku jedralinu sa granidnim uslovima. Ova
metoda narolito se koristi u redavanju graniZnog problema

xod @iferencijskih jednadina.

48, Pokszati dsz se sistem diferencijskih Jedna?.!ina;!n+l - len +

+ Byf moZe svesti na Jednu diferencijsku jedpa¥inu T

"‘Exn + le'n drugog, Teda.

n+l ©

ReZenje. Eliminacijom Y, iz pavedenih jednadina débija se
BpXp,1 — By¥p,y = 41B5 - A.B;. Iz prve jednadine dobija se
Xn+2 a A'lxn+l + Yn+1' sabi).:'an;jem sa prethodncm jednakoidiun
dobija se Xn+2 - (A1+82)Xn+1 - (3132 - AQBI) X,

49, Be3iti sistem diferencijskih jednalina X4l ™ XptTpd Tl T

= ¥~ Tpr
Redenje. Frema prethodnom szadatku, x, zadevoljava =x, . =

= (M#Bp)xn,g = (M BpmhoBy) Xy = 2%y,60. x5 = 2%, Karakte-
ristifoa jodnadina je 2° = 2, odakle fe x, = o, ({2)% + .

+ 02(—1)’1(@)’1. Iz prve Jedualine sistema imemo y_ = Xj . -
- x_, odakle je posle sredjivanja y, -(@}n(cl(ﬁ-]_) -

- ox(1Er1y(-1)"). :

50. fesiti diferencijsku jedmalinu x, , = ;-;F - Foliki je Limx
N-»es

ake Je x> o7
ReZenje. Uvedimo smenu x, - n/zn. Tada rekurentna formula

*

¥, ¥
prelazi u = . = !ﬁ - ﬁ-ﬁ- . Izaberimo ovaj sistem di-

ferencijskih jednafina Tns1 = Tnd Zpey Zyn + 7 Iz prve

ot
Jednaiine neposredno dobijamo y, = ¢,gde je ¢ proizvol jna
kopstanta., Zamenom dobljepe vrednosti za T, U drugoj jedua-

gini dobijamo 2, .1 = z, + 2¢. Odavde neposredno Z, = a+2ne,

gde je i a proizvoljna konstanta. Odavde palazimo x =

82

2o+a
=

=== , Za-

1 1 b =
[ - - gde Je
» 7, /%, = Tevavle - De3a , oy DER

c
c

= dakle =
menos u dodbijenoy formuli m = 0 imamo b = L/x,, © L

1 , Otigledno 1limxy = O.
-I?I°+ZH et " naw

: n
A 3 - zadovoljavs]Ju
.m 5l. Dokazati da binomnl xoeficijendl Cn.k (k)

. c .
pekurentnu formulu cn+1,k - Gn,k—l - o)X

- 2 = 0.
Degiti diferencijsiu jednadinon X, .21n+1 + 2Ry
Rojenje. X, = (ﬂ)n(clcoaﬁ/tl- + 65 si.nnu{#).
aéﬁ x = 0.

'é, 52-

5. Bagviti u rsd funkeiju £(x) = 1/(Lexex) u % .
Relenje. Pokazatl da xpeficijenti a = razvoju f(X) =
. usl a =13 8 = =1, 1
-y anxn zadovol javaju poletne ove 8, 3 8y
a : - 0,
algc.ioaéu pekurentnn formulu &p.s + 8p,] v ey

a3



Jovan VUKMIROVIS
INTEGRAINE JEDNACINE

Fod integrslnom jednaéinom' podrazumsvamo Jednafinu-u kojo]
se nepoznata funkcija pojsvljule /bar na jednom meatu/ pod zna-
kom integrals i to na stvaran, A ne samo na prividan nadin.

Linearna integralns Jednadina jJe oblika a(x)¥(x)+ b(x) =
J k(®yt) p(t) 4t gde su a(x); b(xj K(X,%) poznete funkcije,
- :

a @x) nepozanatm. a{x) L b{x) asu pritom definisane nad inter-
valom [a,b] , a K(x,t) nad kvadratom [a,b]x[a,b].

X
Jednadinu ¥(x) = £(x)+ ;\j E(x,t) ¢t)dt gle su £(x), K(x,t)
a

. poznate funkclje , L(x)nepoznata i 2 realan parametar nazlvamo
linearnom Volterinom integralnom jednafinom druge vrete. Ako Je
£(x) £ O jednaZina e bitl nehomogena, a ako Je I{(x)=0 homogena.

x

Jednaiina [ E(x,t) €(t)at = £Cx)Je Volterina integralna
‘Jednalina prve vrote. :

Pod linearnom integralnom jednalinom Fredholma druge vrate
podrazupevamo jednadinu oblika ¥ (x)- 1_[" E(x,51¢(5)A% = £(X)
[+ 5

kola e biti homogena u slulaju da je f(t)= O,

b
Jsdnaine j K(x,5)¥(51dt o f(x) Je jednadina Fredholma
prve vrate. @

Funkeije EK{(x,t) nazivamo Jezgrom integralne ;lednuéi.ne,
uz predpostaviu da je E(x,t) neprekidna funkcija nad oblasasti

definisanosti (a,b]x [ a.b:l, s, 111 ima konadno mnogo tadaka preki-
da 1

Pl g

b
j |Eex,t)1% dx dt|<+on
a

a
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(]
Fod raE&njam integralna jednaé:Lne podrazumevamo avalku
P ( x) za ¢ ‘

junkciju ( ) k ju Je ;}edna?.‘.i_nu idﬁnbiéki Z&dﬂvoliaﬂﬂ

ReZen 4 ”
¢ dedmadine = | £(1) at o
o

¥ = j:(x‘t) £{t) at + ¢,

Takodje,vazi uopbdtenn jednskost

X

fdxfd.x e (f(x) ar = L * n-1
%, %o - in—lj[ﬂ(x"t) £(t) dt
4,

X

o
(]
kada poatoje integrali ss leve i deasne etrane Jednakosts
oati,

ag{x)y + A (¥
L k{x t) € (t) at ime jedinstveng reBenje koje ap

a .
gde je R(x,t,l) Tunkoija koja ge naziva rezolventom dmt

8
integralne jedna&ine i Pritom je

Rix,t;2)

[
ikx (x,t); ¥ -
£~ Tnel i Kx,t) B (z,t); Ko ,q(x,t) =

Jﬂ E(x.u) K (2,t) au,
¢

f

Ako je f(x} neprekidna funkelja na intervalu (o a]
Jjezgro K(x,t) neprekidno za ¢ ¢ x €ajoctsx { (x) :
Jeere £ o napre-

& funkcija za x¢ (0s3]. nig {\en (x)} funkeijs defing_

8an zga o = ]
x,2,3 Tekurentnom formuylom Len(x) =
= f(x) +2 | E(x. ¢
L (x,t) \en_l(t) dt konvergirade TeBenju integral-
ue jednadine
X
€ix) = £(x) + l_fx(x,t) ¢ (t) as.
0

Ako je £(x) neprekidna funkeijs na interveluy [a,b]
jezgro K(x,t) neprekidno za x e (#,0]; t¢(a,b)] Jedn Ein ,
' efing

¥ (x) —Z{L E(x,t) €(t) at = £(x) 1ma za

86

q b
1AL S g refenje £(x) = r(x)+7&jﬁ(x EeiA)

"E2(x,t) dx dt

R(x,ti}) a Z E (x,t) AL e
n=4

£ (x,8) = J’b E(x,s) E_(2,5) 4z 1 K (x,t) = &(x,1).

a,
Za Jezgro E(x,t) kaZemo da je degenerisanc ako je

[

a
f(t) At, gde Je

oblike n
E(x t) =) () b (8}

1=4
Znadanje parametrs A #0 28 koje homogena Integralna
jedna¥ina Fredholma druge vrate (x)- 3 P:'K(:I:,‘(:)"Z(t) dt = o
ima netrivijalno refenje (¥{x)sto) nesivamo mrakteristif-
nim brojem jednaZine, a netrivijalne rodenje te jednaiine
eopetvenom funkecljom koja ocdgovara to] )mraktariatiénoj vred-

nosti A,
Predholmova alternativa.

1. Homogene jsdnadine

MOREIEAC] FAC MO IR O

Clx) <n) A 0 [TLBE®) & (2)
=4 a

imaju jednak broj nezarvimmih refemja, 114 semo trivijalnos

reSenjn.
2. iro jedne¥fina (1) 1 (2) imaju eamo trivijalne refe-

'nja, onds nehomogena jednading
n b
Cx) = £0x) +% ) 4 (x) [ 8, (5) (L) et
=1 a

ima tadno jedno redenje.
3. Ako homogene jednafine imaju netrivijelna reienja,
onda odgovarajuéa nehomogena jednaldina ima refenja samo
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eko jo lspunjen uslov

&
() ¢ =

“{ At) £(t) a4t = 0, t3. sk 3e (%) ortogenalns funk-

olja sa lmrakteriutiénim funkol

ne (2). Jana ‘€€“ homogans: Jeanaxi.

1. Proverity 8811 ay fun
rofenja integrainin Jodnaing

€(x) -:.x-zf ~t
- f' ¢t} at (1)

@(x) =X - 3x2

keije Y(x) = xex, ‘ez(x) = x

cades [
2x” + sj (t+1) ¥ (%) ag {2)
o
Eskvog ay tipa jednazine (1) 1 (2)9
Redenje ‘J”‘e-t% (t) at = [Tg=t , ¢ 2
1 L ] t " At = z
oG J; J;t at =
blde x oF _ X_ +

3 j-'tle(t) 4t = x oF _ X2 . 2
[-]
-3 ax-tel(x).

%: ] Iaimja j dna -

22 x
'_J;(ti'l) t 4% -‘j(te-‘-t) at = (.t_:).,F_z)IK x3 x?
0 3 2, YT e

P Je ¥ (x) mx =g _ 9.2 3 "
A X=x - 3% _py +5fo(t+1)»t-at.

it
0 Enadi da je Lf,:_,(x) redenje jednazing (2).

* Dokmi 3
: R0 Aadg:da ‘el(x) nije refanja Jodnadine

‘92(1) T.ﬁmi. j.mﬁm. (1). (2), niti

X
( =% *
Je % (t) at gt -t _
] \L' ftedt = (Lg7% _ e—-t),x . _._fx'__."z-
[+]

2
X _ X ¥ ot
x-e 2"‘_[' ‘ez(t)dt-x.x-zf- e
I 0 T
(£+2) ¥(%) as tat o[
A A )(aj; (t+1)t o5t -:J?(tzlt+t ot)dt' =
¢

Paroijalnom integreaocijom, stavljajudi 2 = Wy otat =

®
= dv, nalazimo da je f tzetdt = (t2- et)r - fzt-atdt.
0 o 0

X X X
Biée j t2e¥at +J’t e¥ at = x%aX -J t etat =
o () o

¥
= xaax - (% st—et)’ = x2gx - x aT + T,
a

3

2 3
x - 3x2 - 213 + 6‘( {t+1) ‘€'(t) at = 1—312—2:: +6;29x+61‘ex +
0

+5ex¢iex.

Pritom pretpostavlijamo da je o <X <b, ¢ <b. Dovoljne
Jo uzetl da je x = 0, pa ¢e leva strana biti jednakh 6
a demnp o, Bto dokxzuje neidenti¥ncet.

Jednadine (1) 1 (2) su Volterins jednadine druge vrste.

X
2. Re#iti integralnu jednadinu ¥(x) = —x2+6x+2+j(2x-3t)-
1

+¢(t)-at svodedi je na diferencijalnu jednalZinu.

ReBenje f(zx ~ 3) P{t) je mogude predstaviti u obliku
2

. * ¥ »
j(3x—3t) Y(t) at -j x¥(t) at = 3j(z-t) () at-xﬁ(t)dt.

] " Q 0 ¢
Ovedimo ozneim (x=%t) ¢(t)dt = y. Bide.

k3

. a ’

f(t)dt = [Jo(x-t)'f(t)dt]x = EE - y,g(x) = y* i zéto

de bitl mogude datu integralnu jadna¥inu pisati u obliku
g% = ox° + 6x+ 2 + 3y - xy , odnosno y" + xy - 3y =
:-x2 + 6x + 2.

Zadatak se esad samtojl u tome da se nmdje peartikularmo
refienje y ove difsrancijalns jednafine, tako da Je

7' (0) = ff(t) at
g

*=9 2 0 y(0) = o.
L]
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PotraZimo refenje u oblike reda. Uzimajuéi u obzir da
je y' (o) = y{o) = o mo¥emo odmeh pisati

2 n
Y = 821’. + &8 x3 + oaas +anx taeej

3

x2 + 3a n-1

y'=2aea 12+...+nax teoal
3 n '

2

k)

L]
- _ 2
y¢ +xy' - 3y = 2a2+3-233x + [4.3an+232 332'_]x +

4,[5.4&5 + 333—3513]13 + et [(n+1)(n+2)+ nan-:',an] P

+oun =2+Gx-x2.

7" =2, ¢ 68X + ... + nin-1) an:n'1+...;

Izjednadimo koeficijente uz iste stepene x-a.

2a, = 25 3.284 = 65 (4-.’5&4 + 28,-3.8,) = -1,

Keoefioijenti o biti 8, =18, =1 8, = 0,...8 =0,

reSenje diferencijalne jedna®ine je
¥F=x + 13. ¥y'=2x + 3;2; ¥t =¥(x) = 2 + 6x.
Trafenc redenje integralne jednadine je €(x) = 2 + 6 x.

X

3. Resiti jednuaZinu ¥({x) = or + %J,'e(t) dt naleZenjem
]

rezolvente.
ReSenje K, (x,t} = K(x,t) = 13 E,(x,t) -JK(: «)E () du
_j 12 du = = xob} Ky(x,%) _jl (- t]dun-(x—;tli..,
K (x0) = [ ‘7;‘—‘1}, g%[’—

2 n -t )7
R(x,t;1) = B(x t3 %) =}: (x-$)7 & (55*)

Iz teorije funkclonalnih redova pomhto Je da se funk-
w3 n
cija ex moZe predstavitl u obliku reda e* =y X

jafno, ake umeato x atavimo ::2;1: , dobijemo

. Specl-

90

X st
et x 1 T e® at, €(x) =
R{x,5;2) = e ,¢€(x) =@ = P_Jo ¢ ,

agom al Qva Bdnaﬁin& mOng se na led.noﬂtaqni i i]aéin
J
j

rediti uvodaenjem amene j ‘f (t) at = y- Bile bi E(I)
Y ‘=8 + = ¥ me bl re gavanje dste integr alne jedml ne
= = i b1 &1

- 1jalne
pilo svedeno ne reBavanje nehomogene linesarne diferenc 3

! 1 = ex
jednadine y' -~ 3 y = .

<2
- at
4. Rediti integralnn jednadinu Y({x) = —— + X fxe(t)

jmenjujuéi postupak postupnih priblitavenja (sukceaivnih

BT
éproksimacijs.) 2 J’l .
ée ¢, (2) ———+x =

genje. Nekan je ¥,(x) = 1. Bl

= 2 2

=2 ‘e(x)=-—+1-J——dt=

4 3
3 x .
-—%+x+x,\€é(1)—%—§r+x'. mo%e se

pneslutiti da je ¥(x) =
n

n+l Xn+1 _ 1__]+ x.
=f1) e o!

Dokaiimo patemstiikom indukeljom tafnost poslednje

jednakoati .
% - n+l tn] } .
o+l t _ |y ] At 4=
xPrx ‘\Jo{f‘l) [(n+1i! a! 's* '
:{u+2 2 xn+1 . N
2 . - n+ - X =
= x2+x+(-1)n+ ey {-1) fo+1)!

n+2 n+l
' n+2 x -
= x+(-1) [(Fz’?z Ta+i)t
B
1z igvedene jednakoatl zakljulujemo da ée pod pretpo
tavkom da je

al.



e (x) -l nel xn’"l xn
" ) {as1)t ~ pr | + X bitd l€n l(x) =
+
= (-1)+2 [xn+2 o
m! - (n—+1—)-1 + X Bfo je trebalo i

dokazati.

5.8. Proveriti ag e
11 fo ¥(x) = cog x rese
= n
Jednafine ¥{x) . 1 -fy (x-t) € (t) at, Y demiae
. .

b. Odredity niz funked
$(x) = o,

¢. Ba osnowvy rezultata pod m.

c08 x Taylorovim redom u tajki x

Q

ja ‘€n(x) %2 datu- fednafinu ako je

i b. predataviti Tunked ju
= 0.

Y
Redenje a, 1 -j(x t)
. — cout = -
. A ot dt 1 [xaint-tcoat-—
— oocAa t]/ = ¢os8 x,
0

b. leq(x)"—‘- 1, ‘ez(x) = 1 —jx(x—t)dt =

k=)

2 4
=1 2 % ; x
T j(x) = 1 -~ ET + %T' e
Pretpostavimo da je ¢ 2 5
nlx) =1 - BTt IT - eee +(~1)1

x2(11;1}

{zsr 1 _j:(z-t) [ \?n(t]] dt = 1 -;E +oeaas

n+2 2n
X

. (22)71 l=ter.\'q.].(X)'

¢

obzirom da ay ispunjeni ualovi Jedinatvenosti roSo-
oja za bilo kakav interval [o,a] , 850 14 obzirom
da su funkcije cos x 19(x) =1~ X .21

el S al

LTS ("1)

parng runkcije,zakljuéujemo‘ da.za ava
vaZi jednakoat:
2 4

€08 X mw}l -2 X _
FRY v« Taylorov razvold funkoije

¥l realan broj 2

CO8 X.

92

6., Svesti integralnu jednadinu Voltera prve vrate
*
JK(x,t) ¥(t) at = £(x) ne jednm&inu druge vrste
o
E(x,t), -%‘3), £(x), £"(x), eu neprekidne funkeije

i E{x,x) £ o na nekom intervalau [o,a].

X
Rediti jednadinu kfcos(x,t) Y(t) dt = x.
4]

Refenje. Diferencirajme obe atrame jednadine
¥ BK(x %)
JK(xpt) Y(t) at = £(x), izlezi EKE{x, x)¥(x) +‘J/-—-—5-;—‘€(t) ¢
o c
= £°(t); pedelimo cbe strane poslednje
jednakosti sa E(x,x).

x
3K(x,t 1 £°(s
€(x) +‘J; —3—12-—)- . m €{t) at = u jednafini

~ Kix,x
\Lxcos(x—t)\e(t) at je K(X;t) = cos(x—t), f(x) = X,

ax(;xtz = - sin (x-t), E(x,x) = 1, £°(%) = 1,

" ¥
€(x) +J; [__ ain(x-t) ‘e(tﬂdt =1,%=x) =1 +»Lsm(x-t)'(’(t)d

Jedan od nafina 4a se reEi ova jedna®ina, s obzirom da
j& Jezgro funkeije Tazlike x - t, je naladenje odgovara~
jude jednadine primenom Laplasovih transformacija. Ta-

kodje do resenja ‘¥{x) moZe doéi diferenciranjem jed~

nagine:
€lx) = xii in{x-t)'¢{t)|as + sin {(x-x) ¢{x},
X \jo X [B X ] + >3

le’(x) ;-,j:cos(z—t)"f(t) at, \e"(x) :J;X% [cos(x-—t)‘f(t)] dty+

+ cos{x-x)¥(x}, w{x) = _jt:sin(x—t)f(t)dt +€lx);
en(x) = 1 - €0x) +0(0); €M) = 1;€(x) = xeC
2
¥(x) =;—+°"+D'
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rediti rezolvants jednaZine Yix) -
3iva ima redenja.
44

Odredimo konstante ¢ iD.

‘-E(o):o;‘ﬂ(o)=1pa;jeG=o‘;D=1, %(I):%‘--ﬁl

7. Re¥iti jadnasing [ xt)¥ o (s)ar o 43

Rasenje. Podelime obe etrang sa 21

t)3-1

3
I
{t) at = 5

1 x
[EIY]; fo(“

Jor fox [ :
I
/ x Od: 3j|;*(’(:) dx = 53— B%t0 znafi aa ja
X\
((x) = ( 2_) = 3-

8. Ispitatl za koje vrednosti parametra A ga mofe od

X
?\J?(t) 4t 1 kada jedna-
(3

Besenge. H 1dxdt = 1. Za (A<l jo req

Oom
B(x,t;4) = ¥ Kn(x,t))n'l

z konvorgentax;. Kz(x,t) =

1
!
- K(x Z) (z t) dz = )
L 2) K (2,t) az J;l.l 92«1, it E(x,t) =1
Z8 avakil prirgdep broj n.

Rxti0) = ) Ao Loy ag oy
N=f
N 1
\f’(x)-l+'lj lTlh-' ldtnil—a.

¢

7 .
ime 3o mstodom nala¥enje I'fzolvente rodena Jedna¥ing
28 {X|< 1. Da 14 jedna¥ina ima redenje ra |1 >

1, treba
lapitat e
P i na drugi pajin. s obzirom d& jesgro K{x,t) ove
Jedna¥ine ne zaviaj od x ,

moemo pigmty f‘f t)a
0 Jje konatanta yu odnosu Ja e - >

23 X 1 t, Ako postoji rea
¥ (x), mora bitl ‘¢ {x) -RO-l;l{(x) =1 4+20 e

oy

Iapitajme sads za koju wvrednost O jeo “Y(x) reZenje.

1
L AC - A f (L h0)at = 13 102 -2 =20 = 13(2- F)oa 2

: 1 1
a8 0 22 1 j8 C = = - Y(x) =2 +AC = I ie redsnje,

8to nepoeredno proveravamo 28 A £ L. Ako js A=z 1,
jednafina nema redenja,jer se za A= 1 (?\—22) € =n
gvodi na o = 1 nezavisno od toga kakvo je C.

9. Nadi rezolvente Fredholmovih integralpih jednadinat

a) ¥(x) = £(x) +a f xe(e) as,

) Y¥(x) = £,(x) +1J" 252 e () at,
By

e) ¥(x)

2,(x) +;\J1(xt + 2262) (e at,
-1
Regienjea. a) K(x,t) = xt; a8 = -1} b = 1,
E (x,t) = _J:(xz)(zt) at = % xt = % K (x,%), K (x.8) =
1 2 2 2 n-1
=Jf(u)(3zt)dz = () E(x,8) e E(x,8) = () 3ty

. v 2 e n—1 i xt
R(x,$i%)) = HZ-(g) L YO
=1

‘2.2 22 2 22 2
) K(x,t) = :[,x 2% 2°t%az = 5 1"t = 5 K (x,%). Bido
n~1 2,2
g 2,2 : Xt . "
Kn(x,t) = (5) « xt%, BR(x,t{A) a L——S—-21 .

1
o [ (xa)(a%®) w0

-4 .
pa su Jjazgra xt 1 x2t2 uzajamno ortogonalna. Kso pos-
ledica ortogenalnosti bide rezolventa trede jednadine
jednaka zbiru rezolvenate prve dve jednaline

2,2
2%, 5 xt ' .
ERET i 557 fto nije teBko proveriti. .
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lo. Re3iti jednasipy Yix) - 3 Jf (t2+1) () 4% = 2x01 Doksz 1. Pretpostavimo suprotno, da poatoji neka funk-
: A . —_

Bedenje. Pretpostavimo da Je funkeija "\ reSenje ove cija ¥(x) koja je refenje. Bilo bi

jednafine, Bide (%(2 T
4330 ga o o Te L (1'7 +1) ¥{t) dt konstantay broj. Czna- ¥(x) = -]5 alx) _]'0 a(t) (i+ k[»’z(,t)) at = % a(x) ©,
. b i :
2o fumkos 4] broj za sads ne #nemo, jexr jod ne zpa- 1 1 ’ 22(1)c2
c1du ¥, medfurin, iz pretpostavke 4 Je W pexe. salx) 0=3 a(x)joa.(t) (1+ —1—4 ) at,

njs,nelszimo da je
1 a2(t)02
g - ja(t) (1+ ——4—) at,
)

Y(x) - 3022, Y(x) =384 2 g1, 1
q

odavde je C2J 33(1:) dt - 4 C 4 4j a(t)at = o.
0 0

Fankeiju ¥ (x) smo time odredill do na konstantu. Za_

menino dobijeni 3 . {
{ ] Braz za ' u Jednadinn: 3 ¢ + 2 x41 - Diskriminanta jednaZine je D = 16(1—j.a3(t)dt .Ja(t) at)y,
2 o ()
-3 «[0 (£%42) (3 ¢ 42 14 1) at = 2 x+l, Prema HElderovoj nejednakosti koja glaami
A
4 4 2 b -] N s
0 _l; (3¢+3t% 4 24382.1) at, ¢ u- &, Jlx(t)y(t)ldt ¢ (le(t)[p aef ({lycen® dt)q’)
A “a
Y(x) =« %i + 2 x. 1 1
5+ z= 1 dobijamo specijalmo za A =03 b =1; P = 23

a=2; x(t) = a(t) Ja(t)y y = Ja(t)

1l. Uvodjenjem konstante reaiti nelisnarnu integralnu 1 4
R B 4
fedoa¥ima ['s2t) ave (a¥e) anfe ([a(t) ar)?
‘e(x) = sztzfz,(t) at 0 15 e 3
0 453 : 8 obzirom da Je J'oa(t) dt > 1 bide 1 ja(t) at .
Bedenje. t C 2 1 ¢
Jo ®) = 03¢ (x) = 2%; ¥% . : -Ja(t) at > 1, 1 zato D<oj koreni C, , e biti komplek-
1 226 o - '
= f %103 at; 9 2% = 1203; C, =oq: 0 30 sni a date integralna jednalina neée imati reslnih re-
[ 1 t Yy o= 35 3 == 3. }

| Senja,
Jedna¥ina de imati 3 redenjat

‘el('ﬂ =0 ¢,(x) =3 % ¥3lz) = -3 <. Dokaz 2. Na osnovu ne jednakosti za aritmetifku i geomet-

rijeim aredinu je

12, Dokazati da integralna jedna —-———-.
1ading 2 -
. +2~e () 5 ¢(5) (>0), pa moZemo pisati l+§ 8,

1
Y(x) = Eja(x) a(t)(‘l.p\ez(t)) at .
0 = 5(t)¥(t) 1 pritom &e biti S(t) > 1 za svako

(a(x)> O BA 3ave x & [o,l]) nems realoih refienja ako je te[o0,1l] . Sada polaznu jednadinu moZemo predstaviti

Jﬂz(x) ax » 1.
(4]
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|
u oblilm \e(xq) = Jo a(x) a{t) §(¢)€(t} at, Y x) =2 f (2 xt-4 x2) ¥(1) as. (A =2= - 3G =
@(x) = al(x) fa,a(t) S(8)¢(t) 4t = a(x) ¥, 0 2y,

a(x) ¥ = a(x) J:a(t)s(t) a(t) M at,

=Clx + 02 x

Po pretpostavel je a{x) 4 o pa bi bilo

. R
1 =f a2(t) S(t) at » J'az(t) at > 1.
¢ ¢

U elededim zadmoima treba odrediti reiien)a Jednadina,.

Rezultatl su navedeni u sagradama. LITERATURA:
¥ , A.I. Kiselev, G.l.Makarenko: INTECRALNIE
€x) = o5 [ o™ e(t) at. (e(8) = o%%), ML Krasnov Coes
° x 3 : URAVNENIJA, Moskvae 1968.
Y{x) = 1+12+j£‘_24’(t)at, ) (¥(x) = aX (1 4+ 12)). Petroveki3, 1.G.Lekeil po teorii integralnih uravnenii,
1 .
. + Moskva, 1965.
€(x) =1 - j(x—t)‘{’(t) at. ( ¢(x} = cos x).
0
. § _
Q(x) = 24l - jof(t) at, { ¢{x) = 1)
Vix) m 2242 = J"‘e(t) at, (€(x) = 2},
A 7 .
P(x) = 2x°42 - [=ete) as, {(¢(x) = 2).
¢
. 3
Y{x)ax +j;ain(x—'t)‘€(t) dt, {(¢(x) = x ¢ g_:).
X .
Y{x) = w08 T 4+ f{(t) at. (¢ (x) m a*s %(oou 4810 x)).
) .
¥ 2 3
jo(x-t) ¥(t) at = x7 {¢{x} = 3).
I 2 y r: o2
Y(x) - 4 _‘rl Bin“x V(t)at=23-T. (Y {x)} m o7 80X + 22 =T
2 4 3 ) - )
€ =2 [xredm e (0(x) =0ri¢p o) w2 [F )
¢(x) -f 2 an, ( Fema ropenja).
1+ €°(t)

1]

98 99



Nada DJURANCYIG
LAPLA3S0OVA TRARSFORMACIJA

. (-4
DEPINICITA: Punkcije R(p) = Ja—ptf(’q) At naziva se
% pri cemu je f(t)
Lapiasovom transformacijom funkeije f£(t), integrebilne funk-

cije za svake t <€{o,+ o ). Punkcija F{p) zove se alikom, &
funkcija f(t) originalom. Koristi se oznaka Z {f(t)} =
= F{p) 111 £(t) — F(p).

Osnovne oscbine Laplasove transformacije

1. Linearnost: €1, () + ¢, (%) = CF, (p)s C, P (p)-
2. Pravile eliZnosti: f(at)— %?(E)-

3. Pravile pomeranja: f{t-a) — e “PF(p);
a
f{tin) —» e3P [F(p) -J e_ptf(t) dt;]-, aro.

¢
4. Pravilo priguiivanjas e_atf(t) — P(p+a).

5. Pravilo diferenciranjat £°(t)~» pFfip) - f(o);
£(t) ~ §%B(p) - pri0) - £7(0)
% (£) — pR(p) - p2(0) - p£*(0) - £%(0};
£2006) () - " M(0) - P2 (0)unnn -

-p f(n-z)(o) - f(n_l)(o), i cbrnuto!

-t 2(8) P (p)) £2£(t) —F(p); - t3L(5)—~ F" (p);

(-1)"P2(x) =) (p).
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6‘ P %
Tavile integracijes \{ £{t) ¢ -~ %P(p);

. f - el
_ —-t(ﬁ-—:ir(p). dp.

7. Pravilo Proizvoda .
' Fu.nko:.jelt 2(t) -_-J:fl(t-.-t')ré'(’t‘”) AT =

: .fl(t)ufz(t) Baziva e konvoluoijom ‘funkoijs
L) L rz(t); (t) — ¥ (p) F(p).

Tabli
o8 Laplaagvih tmnafomacija o8novnin funked jar

£(t) ‘ Z{2(4)} ’
1 i
P
t 1
| 2
B
tn n! ’
i o+l
B
sin at | —2_
2 2 |
! | psa l
' cos at , i
) 2 2 |
| 2R s
e-at 1 ‘
P+a J
: at ~at
B +8 at -a
gde . je @'“"'T"ishat.er ;e _t-

I. Radi Laplasowy transformacijn funkdije originala:

JPrimer 1., #(%) o Jg=4t )
(%) 2 t7e + 3t =2 42 Bin ‘3t 4 4 g 2%,

ReSenje. Laplasova tranpformscija dades

F(p) =2{elt)}= 22 {36740 1 13 » 4y
L .
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II. Naél original-funkeije 2e zadate Laplamove trans-

formaoijes
Primer 2, F(p) = %Li
P —4p+T
Resenje. Na prvom koraku transformifemo ova] izrax E&
£(p): :
2p-3 2p-2)s1 -2 1
P(p) = 2 = 2 =2 2. + 5 ™=
P -—4{4-7 (p-2)%+3 (r-2)743  (p-2)"+3

5 — B2 . 2 ' J3_
2% 32 B (et D2
U tabliei osnovnih funkceija nelazimo’ inverznu Lapla~

aovu tranaformacijus

£2(t) = 2 %% — 2 2}., Lz __5___2 2]
(2% J3) 'E) (p-2)%( J3)

£{t) =2 e2Fcos J3 t + == 62" ain J3 £ =
Ja

= 07%(2 cos V3 t + ~3= ain 3 ).
3

Primer 3. F(p) = —2&5'
P {p+1)

Be#snje. Poito Je lzraz za p) 'pravi razlomak, mo¥emo
ga napiaati u obliim

P{p) =—2-21-5——2-£+]lé-+%+--——,—-—2 N
pps1)s B p (p+1)

Eosficijente 4,B,0 1 D cdredidamo metodom neodredjenih

xoeficijonatas : ’

P15 | ap(pe1) 2B(p1) %40 p2(pa1)amp?

pz(p+1)2 -p2(p+1)2

Al 23+222+2) +B( 224-23-';-1 2+C(23+2—2 ) ﬂzi

p2(pa)?
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Dobili smo zna®i, razvoj =4 A = -9; B = 5: C

T

P{p) = P2 __ _ =2 9 4

2 s T Tttt .
p lp+l) P2 ol T g2

1z tablict osnovoih funkeija nalazime inverznu Laplaasovu

transformaciju, cdnosno trafeni original:

- ¢1fLll syt (L) SN
£(t) = Z F(p)}:-gz .52 R
{ y l P; l in
+ 47 g

l {p+1) }>
£(t) = -9 45t 4 96" 4 4 £ e .

1
(p2+w2)2

Primer 4. F(p) =

Refenje. Napidimo F{p) u obliku:

1 1 1
Mp) = =55 =7 333
(p"+w") P aw Poaw

Oveo je proizvod dveju Laplasovih slika #iji su origina-
11 funkeije y = % sin w t. Na osnovu pravila proizvoda
inverzna Laplasova salika bide:

_ -1 1 y=11 i,
£(t) = £ {?(p)! =4 3 377 7°°
. PpTews phaw

- ( 15 9in w7 ain w(th) dr =

oW

1
5

= .15 ({COS w(z r-t)—cos wi : a7 = _']_‘3'(53.-5 wh-wt oos Wt)'

ow A . 2w

Primenom Laplaacvih transformacija reSavanje diferen-—
cijalnik i integralnih jednalins svodi se na redavanje al-
gevarskih jednaina i nalaienje original-funkcije f(t), od-

nosno inverzne Laplasove transformacilje.

111. Linearne diferencijalne jednadine sa konstantnim
koeficijentima y + ay = q{x}s a = consat.
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Primenom Laplasove tranaformacije ng levu i desnu stra—
nu jednadipe dobijemo uz oznakut yip) = Z {y(x): Q(f));}{q(z)}
zLy'}+ a iy} =-Z-{q(-x)}; pY(p) - ylo) +a¥(p) = alp)s
y(p) = I&gl + QLEL.

p+8 D+

Sada trebs n=éi orlginal funkeiju y{x) Tija je slike

¥{p), odnosno trebs nadl inverznu Laplasovi transformaciju
r

27 (v ).

Primer 5. Primenom Laplacovs tranaformaocije resitli jed-

paginus ¥+ 3¥ = B—Zx' yio) = 0.

Regenje. Primenom Laplasove transformacije na levu ;

desnn strenu jednadine dobijamos
-2X
FAATREAtARE S A
Sads koristimo pravilo diferenc

= p¥(p), @ u taplicl nalazimo L}

1, oved) - 1 _
pylp) + Wip) = E:E; Y(p) = 1675

Brzl omak .(-_)-(——_E -) n.apiﬁimo u obliknz
3 A2 A

1 Ay pththe ’
o2 (ge3) = p#2 * pe3 (p+2%(p+35

odredimo meltodom pecdredjenih

1ranga 2{y’} = pylp)}-y{ol=
-B't} - ——. Imamo:
p+a

3

& koeficijente ‘1 14,

koeficijenata: Ll = 1; A2 = -1.

Dakle, dohili emo razvojl
l _—e
Y(e) = 52 " pa3
Original funkeiju y(x) nalezimo P

aove transformacijes

o <22 - 5] ()2 B

rimencm inverzné Lapla—~

y(x) = o 2% e-%x.
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Ovo je traZfenc partllularne refenje nelie diferencijalne

jednatine koje zadovoljavae poletni uslov y(o) = ¢

Primer 6. Primenom Laplasove transformacije nadi refenje
jednadine yv + 2y +5y

= 8l X; x = o ylo)

Refenje. ¥ {y"i +2i{y'} +5£{y} =37 [Bin x}.

BE(p)-p-242 {BE(R)-1} +5Y(p) = S ;
p 41
Y(p) = _J+4 + 1 .

p2e2pe5 (P2+1)(P2+2 P+5)

Bazlomak 3 3
{(p +1){p +2p+5)

1 _fp*B* C +D .

(p2+1) (p%e2p45) D41 p2+2p+5

nepifimo u oblilu:

=13 y'(o) = 2.

Kceficijente 4A,B,0 1 D odredjujemo kao i ranij)e meto-

dom neodredjenih koeficlijenata 1 dobijamos
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1. 1 L.
A:—%;;B:E,C_ D =o.
Zna#i, dobili smot
1 L5
‘ 1 lopJ o® 1 p2 1
(p2+1)(p2+2p+5) p +1 pe +2p +5 1o 92+1 Lo P +2p+5
Sada sredimo ceo izraz za y(p):
11
_ P+
rp) -t LR Lo oL w2
P +2p+d P +2p+5 P+l P +2p+S TP o+l
p) = 15 =% » ‘%32'*%;"
pT+2p+s P42l TPl P+l
11 p+l - 1 3 1 101
“¥e) = I + - i +5 5 =
te (p+l)2+4 (p+1)2+4 o p2+1 5 p2+1
il _pa L29. 1 1 p. 121
1o (p+1)2+22 10 (p+1)2+,22 1o p2+1 P2+1

I apla v j L
ZDa L Pl sova alika, odnosno redenje naie Jednak'.‘ine gl&sié
-] ¢

11 -1 f _pil } 29; [ Zj _
y(ﬂ - {Y(P)} 10 z {( +1)2 2 (p—+1)2+2
Lt S
1o PZ +1 5 Pl
1 1
L2 7% - = = ain X.
§ix) = %%‘e ¥ com 23 4+ E'T% o ™ sin 2x - 75 €02 X + 3

Primer 7. Primenom Laplésove tranaformacije nadl re-
genje jednafinet

e 1; ylo) = 77(0) = o

ylll+y
i,
! Y =
Re#enje. i{y“‘} +,Z{y] = Zil} 3 p3Y(p) + ¥{p}l = p
S
Y(p) = £ .
plp~+1)
1
Kapiiimo rezlomak ——-Sr—* w oblilu:
plp~+1) oD
+.
1 A B _ B .
- 2 =3ttt 2
p(pPe1)  plp+l)(p7=p+1) P -P
todom peodredjenih
Eoceficijente A,B,C 1 D nalazimo mel. - ANEY
koeficijenats, odnkle; A=13 B = -38 = 34 3
Dakxle, dobili smo razvojl
) 1 R
Y(p =—-——'——=:--—3 p+1 -.1
plps) P PP+
1.1 = 3 -
SRt Feus RN T
.4
Itz 1 .
I T R A S S
-l vt N N O Y E (%)
d
1_11 2 -“LT_"
=L T3 DR (RY

v v v e do—
odsvde , primenom inverzne Laplidsove ;raneformacia
L
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G_+1D

bijame traZeno partilularnc redenje: (ps2) 24 _ s + % t
2, 2 p 2 5%
. p{p” + 1) P P+
() = 271 122 -y1y_2.,-1)_ P73
y(x) = EH== -2 Z ; 2; D =-3
p| 3 P+l 3 (-1V(L) Dobijemor A = 23 B = 45 O = -5 B = 720r
Z E 3
Konsultovanjem tablice konafno nal 2)+h 2,4 e
) o malesimol pakle, X(p) = B-P———'(z(+2);) o R
1 -x 2 37x J3 AP
x) -l - = -ze'Z —"l _
¥ e 3 008 —< x. ,.2_,,,%_2—-12)——-3]?: .
P b P +1 P +1
IV. Sistemi linearnih Airerencijalnih jedna¥ina sa Primonom dzversae Leplasove tremsfommacije nalesing
Xonatantnim koefieijentima nepoznatu funkeiju x(t):
i 2 A0 P az-l(2
Primer 8, Primenom Laplasove transformacije naél re- x(t) = 2% l[l} v X {—2_}— 2% { : } 3 { 2
P P p +1 P F
genja slatema
I 4+ 3 427y = 8in 4 I(t)_2+4t-2coﬂ‘b-391-nt-
x'~3x ~ 4y = co8 t§ x(o) = y{o) = 0. Ko iati pedin dobljsmo elededi. dzraz za Y(p):
2 2 2
p——— .
Refenje. Nadjimo Laplasovn transformaociju prve i dru- ¥(p) Pa(p2+l) p2 p2+1
ge jednalfine: (t)
2z} + ¥y + 20({7}= 2 {otn ¥} ‘ Odavie igratunaveme nepoznatu funkeju yit
‘ - 2
’ -1 ¥ - 2 1 L_g_ + =
Z(x'}- 23{x}- 42 {7]) = Z (008 b} ste) =27 {x(o) ] 2 gt
Imsajudédl u vidu podetne uslove, dobijsmo ug oznaket - -2 3-}1{ lf}"‘ 21—1( ; }
D P +1
x(p) 2{x} 5 Y(p) = Z{7}
{t) = —2t + 2 8in .
x(p) + (p+2)2(p) = —2-—; T
P+l 4je naél re-
(3-2) X(p)-4 X(p) = _g_' Primsr 9. Primenon Laplasovae transformaoni je
°+1 jenje elstenms
Sads relavemo ovaj algebarsiki eistem po nepoznatim X{p) "+ ¥ = L
1 ¥(p) 1 dobijsmo: F* o4 X =0 x(0) = 3(0) = x°(0) =y (o} =0
() = B % B v - - 555 Refenje. Nalazimo Laplasovu transformaciju ove Jo
p(p%41) P (p%+1)

‘tined
Izraze wa X(p) 1 Y(p) prikazademo u cbliku zbira rasz— tlx} v z{y} o 3{1}-
lomaka, na 1ati nafin metedom meodred jenih koefiolje— { ..} x} = o©- I
pate kao 1 dosadl :ZLI ] wit }
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Odavde, imajudj : .
! Juéi u vidu zadate uwslove, uz oznak, V. Linearne diferencijalne jednadine sa promenljivim

X(p) =
(0) =Z{x(t)} 1 ¥(p) = 7 {¥(£)} aobi jamo: koeficd jentim

2
PX(p) + X(p) = L, \
D Kada su koeflcljenti linearnme jednaZine polibomi po
PzY(P) + X{p) = o, nezavisnoj promenljivoj, Laplasove tranaformacija mo¥e da
Sada . dgveds do jednostavpijes Jjednadine. Eod ovakvih diferenci-
reiavemo ovaj algebaraki sisten PO nepozaatim X{p) 4 do 3
p) 1 jslnih jedns¥ims koristi se pravilo:

-Y(p) i dobijamo:

Y(p) = =2 .
(p) gy’ X(p) = - fa-
Radalje imamo:

zpfu4=-r1w (%)

Primer lo. Primencm Laplasove traneformacije nadi re-
senje jednadine:

1 _ 1 "
7, = 2 = '
P p(-09)(240%)  p(1-p)(1ep)(1ap2) "+ ty’- ¥ =05 ylo) mojy(o) mil.
A, B ¢ D ,
T» T it ip * 1+p2- Rejenje. Neka je ¥(p) = T {y(t)] . Tada je:
Odsvder 4<1; B= - %; o _ 1. p 1. x{7'(+) } = $(p) - 7(o) = pT(p).
4’ T 4T = - 5; = 0.
Dakle za Y(p) dobili smo ovaj izreg: Toriatadd vezu (x) debijamos
o 4 .
M) .—L__1 131 1 3 Ewwl= - 5 ()] = - ¥ - 5.
P(l—p"’) Pod4l+p T4 13 l+p2. Radalje imamo:
Odavde je nepoznata fuskesja y(t) z[y'(t)} = pX(p) - pylo) - yt9= pX(p) - 1.
=111 -
yit) =¥ [E} - %3 1 {—1—] e B U B L. Primenjujemo Laplasovu traneformeciju na nagu jedna-—
1+p 4 -1+p z Z . ,“p:J 2 -
v(t) a3 oLt 1t 1
D 3% 38t p22(p) -1 - Y(p) - PT"(p)=L(p) = 0;01'(p)+(% - p){p)~ - %-
Anslogno za X(p) dobijamos ¥ (p) - Y(p)(2-p2) =1,
Z(p} = ;—Pj‘— = - % i'}'; +.% 1_1_ _ % P__. Ovo je linearna diferencijalns jednadina prvog reda
- +
1 P P P2+1 po napoznatoj funkeiji Y{p), a njenc refenje lako na-
x(t) = T 3_1{;—1} + %Z_l [511?} - %g-l{ p lazimo po. poznatom obrazcous \
2 N e
, P +1} S-%)ep , S(G-erar Y (et
X(t) =%Bt+%-e-t_%coﬂ t. YGIJ) - O (C_J.Ee d‘P)=p_2+ p*

Zbog L {t] = }E poletno) vrednoati nezAviano Ppromen~
P
1jive t = 0 odgovara vrédnost p —w» e . %28 C = 0, keda
110 r—o Y{p) ~ 0.
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‘Znadi, treba naéi ioverzou Laplasove sliku funkelje

¥(p) = -5

y(t) e {r} 227 :?_}= t.

Punkeijs y(t) = t Jeste trafenc partikularno refenje
naje jednaXine. '

Vi. Integralne i integro-diferencijalne jednadine

Dok se kod integralnih jednafina nepoznata fumkeljs
javlja pod snakom integraia, kod integro-diferencijalnih
jednadina nepoznata funkelja ge javlja i pod znakom inbteg-—
rala 1 pod znakom izvoda.

Laplasova transformacija se moZ¥e primeniti ne integ—
reine Jjednadine Volterovog tipa pri 3emu ee koristi Laple—
gova 8lika konvolucije dveju funkeijar

7,(0) = E{£,(0)] 4 Fy(0) = 2{1,(0))
t
2ty () wt ()] = 31, (8-0) 2,() d'c]: F (p) F,(p)-

Primer 11, Friménom Laplaaove transformacije naéi re—
genje integralne jsdnadine: oin’x -hf ain{x~-t) al%) dt

Redienje. Ecristimo trigonometrijski identitet

610z = 1—'%& pe jednadins dobija obliks
x .
hf—aﬁ - J’sm(x-t)a(t) at.
Q

Polito je ne deengj stranl konvoluoljJa funkoijs 2in x
i nepoznate funkcije a(x) imamos

_2{1’5 - -z[cos 21] _Z{a:Ln x}E [a(t)}

-1 1__2_ A(
Lo )i
2°p 2 72, °7 l+1’
2 .
(1+p_2 + L 1. _2_ 61 _ 1,
Alp) = p,p'+4~"22 6 —— ‘_ﬁ ?(p 5 _).
p(po+4) : P +4) P+d
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Qdavde primenom inverzne Teplasove transformacije

dobijamo:
-1 1
a(x)sil{?——%(;—;g:)J=
_1 1 ; 1Ly 3yt
= { } 2 [P}+2£ {p2+43

Kona&no, traéeno redenje integralne jednadine glasis

a.(x) - + ‘3' cos 2x-

Primer 12. Primencm Laplasove sransformacije reBiti

integrOsdiferencijalnu jednadinu?

He
¥
b=t

(W]

zci = J,(—12+2x £ - t%42x & — 2t2)a(t)a1:.
a

ReBenje . Najpre, napifime jednafinu u sredjenijen
oblike, pogodnom za primenu Laplasove trans-

formaoljei
= —J(x-t) alt) dt + 2 j (x-t)t aft) dt.

Sada pr;manimo Laplasovu transiormaciju'

k3
2 22 {(z-t)t alt) at |
- - 2 alt)ar) + D’D(x i
Koristimo Laplascva transformaociju konvelueije, kao
4 pravilo ¥ Lt a(t)} = - A7(p)s

2L )+ 2];5('* (o)
1)6 1:3 P
A(p) + E Alp) = - Lo,

P P

Dobili sme linearnu aiferencijalnu jednafinu prvog
reds po nepoznato] funkoijl A(p), & nleno redenje

1lako nalazimos .
3

_Jte 1L SFay L,

Alp) = e‘-rp (0'60,[;? e dp) = st p3'
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-Sada Primenjujemo invereny Leplasow tranefomaciin;
a(x) a2 271 4(p) 1 -l ( .3} _
. [ v } ? Pt 3=

- cf"lil} 155‘1(( 3-} .
P 3
P
Odavde dobijamo: a(x) = 0 +15 x°

ZADAGQTI

Nadi Laplasove alike funkod Ja-originalas
1. 2(t) = coa®(wt); £(t) = Lrcos 2 wt,

O R T
P +4 w

2. 2(t) = cos 2t ain 3t; 2(t) o % (oin 5% + ain t);
Me) -3 Py L.

p2+25 112+1
Naéi original-funkcije za radate Laplasove alike:
3. (0) = 5— (P(p) = —L . 44y o ot
p2+21> 1)2- ) = eTean 1)
4. ¥(p) = Lb—; (8>, pra)y (£(t) e't-abt).
, (p-aj(p-b)
5. R(p) - 323
(p-1)(p°s2p+5)
(¥(p) .—5L1}_,_é_+_“2_+_“;_._1___2-_2_.
(p-1)(p%zpesy P17 20 0% (p+1)24

U S 1 N —3 () m eem

* (coe 2t - 2 .
o (pa1)2 (p41)%4 cos 5 8in 2¢)

BeBiti primencm Taplasove transformacije sledede di—
fexrencljalne’ jednadine:

6. ¥+ 3 = x
(7(x) = [#(a) + 1] o 4 x-1).
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7.

yl

- 2w'+(a2+b2)y =0 T=0F =T, Y =Y,

ax
(y(x) = Eb—— [yob cos b~ (y; ~a yo) 8in bx]).

&.

lo.

11.

12,

13.

14.

15.

(x(-E)

y!‘

1L 5
(y(x)=1—2-e1+

- 3742y = e'jx X = 0} y=1; ¥ =2.

x - L e?_x).

3

-]

B -

¥" + n% = & 008 BX} x=0; T ¥ =T,

¥
o
(y{x) = —— (ooa nx ~ cos mx) + ¥ 008 nx. 4 = 008 nx},

2
n-n
1l . 2x

FU 4F = = x e Iw0} Foy ‘= yTmo.

Iv
¥

2

2%

- 3
{y(x} = %(12-314- %)Gx— Lot %['coax—z— ~-J3a
1

- ’ v
47" w30y x=0} Y =yM =Y = 0.

{(y(z) = 3z-3+ %(cos x - sin xee 1))

Xy

" L {2xs1)7 +{x41)Y = O} X =0} F = 04

(7(x) =~ €x%%).

Nadi primencm Laplascve transformacije rezonje msistema:

x -y 4 ¥ -1 = ol 2 } tm0y z=x'my=y =0,
2z% ~ y* - 2274y a -t .
2(%) = 1-et+t et; y{t) = -t +t e ).

X" 4+2x+25 = 1o
¥ =234 = 7 e?

eZ‘t;
t j z{0)al] ¥ 60) = 3.

(x(t) = eZt; y(ty = 3 ezt)

=y -2

¥’

1

x(0) =i ¥(0) = 2; z(¢) =3,
= X +7F

= X # 5
v .t
2-et-;y(t)=-2+4et-*t et; 2(t)=—2450 =% @ )}
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Re&iti primenom Laplaagve t_ransformacije aledede inte~
gralne i :i.n_‘ceg—ro-dlferengijalne Jednagine: '

M
16. ylx) = ax + Jusin(z—-t) yit)at; (¥(x) = a(x + (—]5'- x3)) .

o ¥
17. x =joch(x—t) s(t) at; (a(x) < n ™1 1,243
ol Xk

*
18, ¥{x) = a 3in x +\Lein(.x-t)y(t) at; (y(x) = ax).

19. alx} = £{x) +hLLxsin b(x-t) a(t) at; b,k
_ hbﬂ L3
(alx) = £(x) e u&ain Jo(b-h) (x-t) £({t) as).
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B&epan USLIMLIG

VARTJACIONI RACUN

Keka Je M skup funkeija y = J(x) Ba datim uslovima, Punkei~
Ja w(y) definisans na M sa vrednostima u skapu E yealnih brojeva

zove se f unkcionel mnad i

Ispitivanje ekstremums fupkecionala koji je zadan pomcéu in-

. tegrala je problem varijacionog rafuna., Punkeije y = y(x)

M mogu zadovoljavati razli¥ite uslove i mogu biti od prolevol jnog
broja promenljivih n, Zavisno od toga imamo razlidite problems wa-
rijacionog rafuna. Fre nego budemo neke od njih naveli dademo sle-
deée ospovne pojmove:

1. Sxup svih tafaka oblika (F3(X)s Fp(X)y ees J'n(x)). gle su
@ 1 =1,2,ss.n) funkolje kols zadovoljavajn neke uslove,
Love se fupkoionalni prostor.

2, Prostor svib neprekidnih funkecija na nekom segmentun (a,bh) zove
so prostor C. U njemu me rastojanje definie nz slededi nadim:

Trz) = max | y(x)~Z(x)|
aixéh.

3. Prostor avih nepreXidnih funkeijs koje imaju neprekidne i prve
izvode zove Be prostor Gl' Bagtojanje je definisanc sa

9(7v3) = max [jyx) - Z(®] 1|y - z’(x)\}
as x¢ b,

4, Eafemo da funkeiomal. v(¥) ima pistremmm sa y = Yo (%) ako ras-
1ika w(y) - v(yo) ima gtalan znak u-okolini: krive y = 7°(x)'.-
A¥o sq funkeije ¥y = F(x) u okolind krive Fo(X) elementl proato-
ra Gy govorime o slabon ekstremumu, Ako su fupkeije y = F(x)

w okolini Xrive y (X). elementi prostord ¢ govorime o Jakom
ekstromuau. Rasmatrademo sledele probleme varijacionog

-raduna.
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ie Neka data funkcija y = £(X,¥,¥’) ima neprekidne parcijalne
izvodz po X, ¥y 1 y* u oblasti a<x<b, ¥ £ ¥ ¢ ¥p- Enza-
Semo da funkcional Z
{b
V(T = -ixf(x’?’y,)ax (1)

ima slabi sinimm(maksigum) na funkoiji Yo(x)ako im

Iy = 7,001 + 1700 = gpeoi<ds (s x <b, €7 0) sledi

vy) - V(yo'!zo'. (\!(_y) - V(yo)é 0)‘

Funkciopal (1) ima jaki minjmum (maksioum) za funkeiju y. (x) ake
ie fyex - Fpiolet (ug x &by £ > 0) sledi V(y)-v(y\aoo ’
(e - v{F s 0). Haglasimo da su funkcije koje im.agu slabi mi-
nimun (meksimm) elementi prostora C;, a sa jekin minimumon { pa¥k-
simumom) elementi prostora C. Svekl Jaki ekstremum je I slabi ek-
atremum.

Potreban uslov da funkeija v(y), definisan da funkcional defipisan
ga (1) pod uslovima y(a) = 4; y(b} = B ima ekstremum, jeste da
funkeija ¥ = y(x) zadovoljava slededu Enler-Lagrangeovu jednalipu,
2 _ _d 2z
2y dx oy
Eriva ¥koJa zadovoljave jJednafina (2) zove se ekstremals integrala
V(¥

Dovoljan uslow da funkeional (1) ima ekstremum jeste da je

=0 @)

; ®
&/ Za glebi minimum: (1} 3§ ~ ad; % = 0, Enler-Lagrangeova
2% d et d 2

Jedpadina E R TEE o - E{;(??!Ef_ u’) = 0, Jakobijev uglov,
N 2

(2) gde je: u = 'é% y & ¥ = y(x,c) ekstremala koja zadoveljava

ualov y(R) = 4,

= 0 i ot
5T > 0, za 717 pa ekstremali (%)

b/ Za jeki minimum:(1) 1 (2) 1z (A) i umesto uslova (3) da je

2% .
‘5\’,—,52« 0 za talke bliske ekstremali uz to Ja treba da postoji

26
ErE

Dovolini uslovi za slabi i jaki maksimum su takodje (1) 1 (2) dok
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u uslovu {3) treba gmesto znska > Znek < .

2. Potreban uslov da funkcional

e n
V(ﬁr)=JQ FOx, 3 ¥ y¢ ))du_ (3}

{ims ekstremum za Y = 7(x) pod uslovims y(a) = AO, yica) = A.l,...
(n-1

wny yé?’;v - Aﬂ-l H y(b) = BO' y'(b) = Bl..,.’ y(_b) - Bn—-l ’
jeste da ¥ = F(xD zadovoljava jednadinu

2 _d 2b, 422t LR dl 2t o,

' ——

ax” oy

3. Potreban usiov da funkcional
. 5
o= - £(XyTy1Fpro=1Tpt
V(T 1T 2¥q) J; Xy T 72 n "
,Yio yéa sesy T’n) ax i
Za zadane graniéne uslove po svim funkcijama

'yl(a) = Ayy eenens yn(a)- An 3§ yl(‘b) = Bl,....yn(b) = B,y

aF—d.—‘a—i—- = Pyansghje
ima ekstremum jeste da Je Ty T Oy TByy 0, (L = 1,2y o)

4, Potreben usloy da funkcional

Dz 2L (5
V[I(“~5')]= J‘J‘ { [XJ-,Z-(V‘,‘j)l FT 57,‘] d!dkj
D
ima eketremum z& Z = z(x,y), (funkcije 2z = z(x,y) ima odredjene
wrednosti na konturl oblasti D), Jeste d= furkeija £ zadovoljava

of 2 26 _ 23 e 02, q-2.
jeamstio 2 - 5735wy ag O B P 2, a=5
Analogne uslove imape ako Jje 2 = z(xl.x.a,...xn) funkeija od 1
promenl jivil.

5. Potreban usloy Z8 funkcional

o
v(y) = jf(x.y.y’) ax (6)

[+
gle su (a, Y&} 1 (b,‘(’(b}) polkretne talfke na krivema ¥ = ¥ 1

¥ =00 ima gkptremum z8& ¥ = ¥ (x) jeste da funkcija ¥ = ¥ (X)
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2f d of
zadovoljava uslove =- — T oy " 0 , Exler-lLagrangeova JednaXina

[ 3‘;
4+(?-\;)5—;,|=o
ey, (o [ Poor Sranatersaients.
¥ =3

a s].p?.‘a;}u kada Je donja granica a constanta, onda otpada druga
Jodnafine u uslova transferzalnczti, a axo je gornja granica b
constantna, otpada prva jednafina.

6. Ugloval ekstremumi. Potrebanr uslov da funkcional

b
V{F1sToreera¥py) = Lr(z’yl,rz,...rn,yi, yé,....yﬁ)dx 7

gde su y; = Fi(x) (1 = 1,2,...n) nepoznate funkeije koje zadovo-
1javaju granifne uslove JFy(a) = 4, 7;(b) = By (1 = 1,2,...,0)1
uslove

Oy (X370 ceesTy) = O (X = ly,esmj m < m), (8

dostife eketrermm jeate

F _d 2F _,
oYL dx  @yr

'exno
m

(%
gle Jo B = £ 4] 2,(x)¥xyA fuskeija koju treba cdrsditi iz uele-
- (9)- e g

U slodaju da =m mslovi (8) dati u obliku

b lek(r\,?i-, YoreroTpns T]'_l --"7;:) dx = ik (hl,...,n) [€:14)
gde su i koustante, dobljame trv. izoperimetrlski problem.
Uslovi (8') zowm se izpperimetrijski uslovi. FPotreban uslov da
integral (7) pod uslovima (8') ima ekatramwum, Jeate da funkoija .
zadovoljavalu jednadine 1

2 D, 9% _d [af , § . 2%
2 o) A TS - LN
- KZ, “ay d o * ;1“9%’)‘

gde su ;\k kongtante koje se odrved)uju zajedno sa 2n integracio-
nin konstanti iz 2n granidnih uslova 1 m iZoperimetrijskih uslova.

7. Potreban usloy da rungecional
Ly .
v[x(0), ()] :J 0y 0,y (10)
ty

gde Jo f homogens funkclja prveg etepensd ho_mosenosti n cdnosu D&
x i ¥ lma ekstremnm Ea krlvu oiX = i), 7= y(t),(tos v <ty)
Jjeste da Je

d - - 2_=0. (D
a?zi" 2e =0 %"’:? ty
Mokie sa pokazati da je Jedea od navedenih jednadina (11) pasle
dics druge.

1. Apalizivati sledade gpacijalne sludajevs En] or-Lagrangecve
jednadine (2)
12 ¢ = £(x,7)3 2° 2 = C(ZT)HT’ W (XTS5
301 o £(xyys 80 2 = £ 5 L= £@YY)
Da.1i u tia slufajevima uvek postoji eksetreama integralsa (¢80

Refonle.

1, U ovom slulaje podintegralna funkcija ne xavial ok ¥ ,
pa je afL/ay* = O. ftoga Emlerove jed_.na&iu glesi af/2y = O-
Ovo nije diferencijalne Jeduaéina i u opitem slulaju 86 D&
noZa gahtevatl da ona radovoljava granline uglove y{a) = A,
y(b) = B, Dakle, @ opitem slulaju ne postoji eksiTemum oeim
kada kriva ¥ = y{x) prolasi kroz grani¥ne talke.

2y of
2. Fanlercva jedoalina usled %5 = %% + 7 5 ‘93;‘1"*'(“”)5

'g;--:-é,- %“E + %% y* , dobija gblik gf;f- -%? = Q. Btoga izraz
Wiz, y)ax +¥&x,7)47 = 0 predstavlja totalni di.fberenci;jnl, nsled
%ega funkoiomal v(y) = j;[‘{’(by)f-)"w(x,y))dx =f“\?(x1'j}d»Y+W(X,‘i)dgy
predstavl]s integral totalnog diferencijala. Folito njegova vred-
nont ne savisi od njegove putanje integrasije on je konstanta, pa
je pitanje o akstremumd ofigledno.

3. Podintegralna funkeila De zavisl od y, pa jJe °f /Iy = 0.

Bulerova jednadina glasi Z¢ a;r = 0. Odpah palazimo prvi
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integral ?f /23" - c-

y, Podintegralna funkeija f = f£{y') u ovom sludaju zaviei samo
od y' . Stoga Je 2f /9y = O, pa Eulerove Jjednaiina glasi

ad (2f 2f .

&T(EV’ = 0, tJ. 55 e Levs ptrana poslednje jedoakosti za-

visi samo od y* . Dakle, ¥(y') = ¢ , pa Btoga y' = oy iy~

=CyX + Cge Ekstremale su prave linije.

, L. 2y d aHee)
5. Eulerova jednadina glasi: 2y 7= 2y’
2
- % _;;gy‘ A AN 9,2';’>z ¥" = 0. &ko ovu Jedpadinu pomno-

Fimo Ba 3’ , dobijamo (ﬁ_ L PY¥ YN
! SAPY ki yay oy'2 =
_af'_,%;_.‘_'_a_':_‘lﬂ-'a_z‘c:d.;_-_a_ﬂ_
oy "oy T or T Byay YoE ta (F oy 5p) =0
Ba oasnovu toga je f-y* J;&- =cy . Dakle, Eulerove Jjednadina
svela Be na diferencijalou Jednadinu prvog reda, koja eksplicitno
pe zavisi od Xy pa reBenje moZemo paéi putem refavanja po ¥° ,
uvodjenja parametra i razdvajanjem promenljivih.

2. Waéi najkraée rastejanje lzmedju tadaka A(x,, 7,0 1 B(xl,yl)
uravmnl x 0 y. )
Resenje, ReSenje ovog problema sastoji se u nslaZenju krive
linije koja prolazi tadkama A 1 B a &ija Je dufi-

pa luka majmanja. DuZina luks traiene krive linije izmedju
tadaka A 1 B glasi:

7.'

8 -J 1+ ¥2 gy

Xy .

Znadi da treba trafiti minimum integrala s = f l+3r'2 .
Podintegralna funkeija £(y" = -J1 + 3,2 je fu&ci;ja 8amo

od ¥, pa je Bf /oy = O i Eulerova jednsdinam glasi:

7'/ (1+y’2) 32 g odakle je y"_ = 0, TraZena ekstremalna
kriva, Zija je dufins luke najkraés izmedju tadakas & 1 B,
Jeate praya linija 7 = X + 0o Potrebno je odrediti jo#
da ove prava prolaZi kroz tadke A i B.

- z .
Eako Jje g;f,go i po3to je zadovoljens Jacobijeva jednadina

12

na dobijenod ekstremali, to razmatrani integral ima zaista

winimum,. .
2
: integrala I = AL Ay
2. Flaéi ekstremum gr A o

gde je of proizvollne realna konstanta, & funkelja y >0.

. Jiy'2 od
ReSenje. Todintegralna funkelja £ = =< ne zavisi -od x.
Eulerovae jednaZina, usled

Jrey?

A . X prema talki c? gadatla (1) glasi =Yz -
o ek, 21 + ysz

v o .e Ly odnosno y/1ey?® = Cy,
- i

y< 1 y2 v 1ey _

1

(Cl =3

Prvi integrali poslednje diferencijalne jednafine gavise od
reslnog parametrs of . Razmatraéemo epecijalne sludajeve ako
joclm0doln-1.

2
a/ Ako je = O, Eulerova jednaZina glasi \/l+y' -y i1i
g = o2 -1 e Dy, otaxle Je y = Dyx + Dy - DaXle, esktre-

male su prave linije.
v/ Ako Je of = -1 razmatTani integral (¥ postaje I =

b b
= Ly,#l + y'zd.x -fy\'ls koji pomnoien sa 27 daje najmanju
obrtou pevriina kodg ekstremala izmedJu tadaka A 1 B opide,
obrEnéi se oko x-ose. Eunlerova JjednaZina glasi G

f . [ c
¥y = l/cl 14-:'1"2 ; integracija ove daje ¥ = -2(2 +

2=
+2 © ) , gde treba odrediti C i O, da ekstremsla prolari

¥roz tafke A 1 B.

4, Faéi krive na kojima funkeiomal
"<>')=J’%(:'”~y")dx-, y(o) =0; «d(g)f—'l
o

dostife ekatremum.

; 2 2
ReBenje, Eako podintegralna funkeija £ = y'° - F De gavisel

od x, Bulerova jedpafina glasi: y'hy®-2y"*<C iU/
2. fé-z_yz __ci_,?'_z=dx, arcsin g =Xty Losm(x+G).
2 ,fc _y ’
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Ako ipkoristime adiciomm tecremu za funkelju y « sinz,

dobijamo konalno da Jje y ~ Cycosx + casin.x. Iz datih granid¢-

nih uslova dobijame da Je Cl - O3 02 = 1, pa razmatrani fun-
kcicnsl doatife ekatremum samo 2a krivi ¥y = einx.

5. Baéi krive na kojima funkciomal v[y(x)]= j(g"’- f,zxy)dx)
. '3(0) 0, yfq)k dostiZe skstremum.

EeSenje. Eulerova jednalina usled

2 2 5

%%_m 52 :”;aﬁ’;o ' 5 ?:' *93 'aa*:"*& 22,
glasl 3~ - 6x = 0. Ponavljajuli integraciju dva puta nala=zi-
mo njano op#ite redenje y = x7 s o)X + ¢,. Eoriatedi granidne
uzlove dobijamo dn Je cy = 05 es = 0. Btoga razmatrani funk-
sional dosti%e ekstremum samo z& krivu y = xo. ‘

6, Nadi ekstremale slededih integrala:
j _L‘de 5 Y(xo)=yos H(vi)eys - s
ReZenje. Podintegralna funkeija £(y,7") = —-—L D& zavi-

gi od x. Stoga prema zadatxu (1) Eulerova Jednalina glasi

/1 + 7’2 3_,2

- e T
1 -
¥ ¥ J1s302 ,
Iz poslednje jednakosatl sledi: + 7,2 - y’z = —17 \/1+3r'2 i
}1 - 5 > C.¥ '
-_-_—— /1+y’2 _01 § 1 ayzdy-dx.
Gy %7 -5
Integracijom poslednje jednadine nalaz.i.no da Jje
(1/01)\}1-012372 = X + &y, ili (x+c2)2 * y ola. T zadnjoj

Jednakostil potrebno Je odrediti jod konstante 9 i L iz
uslova y(x) = 7 i T = Fa-

7. ’ v{g(r)]:f (f.ny:z)y dx .
x5

ReZenje. Eulerova Jodnading je oblikm £ - y* 2£/37% = e
Jer podintegralna funkcija ne zavisi od x.
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Ugled a—F,— L] Jona glasi .f (My’z =g \/u(“ —C,-
Sy (rey?)

Iz poslednje jednakosti redom sledi da Je:
e - 01J3(1+?’2> ;I T T G J7(1+:r Y3

¥=0 7@+ 3 éﬁz"”'w i

Fc? .z
J - Gl c1

.Iptegracijom poslednje jednakosti palazimo da je ¥ =
2 gu abole-
- 012 +(1/2e) x + ¢,) s Dakle, ekstremale paT

y(1+y'2) -

g, Vool j (xyryi-2yiyyde;  glo)=t, y(=2.

Refen) Podintegralps funkecija zavisi linearno od ¥, tj.
£ =¥ X,y + y'ﬁ"(x,y). Prema refenju zadatka (1),

2% ili komkretmo u OVOR
Eulerova ;jed_naaina glasi 5}— - 5% - O, i 7

s 2 - 0.
aluéa;}uusledé-—-x-rEy i 5% 0;x+2y§t oot
Poslednja jednadina nije diferencijalnsa, & poce ni uﬂ

‘nijedna funkcija iz ¥lase
nisua gadovoljeni, te ne postoji
neprekidnib funkcija za koju pazmatrani funkoional ima eks-

tremum.

k’ )
g viyeo] = f (yie g™ 29 sinx)dx
. — v = - sinx. Njeno
Befenje. Eulerova jednaZipa glasl, 7" - 7 +(1)Bm.
opite redenje Jey- °1° + caa I
Poslednje krive su pkstremale 24 razmatrani funkcional.

! <L
10. L(é’szz*zé'ex)d“ §20, K=z

x -
Rekenie. Opati integral Eulercve jednadine y — F = ¢ » gla
gl y = Glex‘ + 020*’: + 1/2 xo*. Na osnovu graninib

) ; . 1 x
uslova traiena ¢ stremala ims jednadima ¥ = (-2-) xe .
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‘11.

13,

%
S, (yeydydx

Regultat, Ekstremale su krive 7 = - {E + GX + Cqe

Xy
fxa (7% ¢ 299 16 y2)elx.
Rezultats 7 = ¢ysin {4xro,) o

Odrediti ekatremale funkcionala.

1
Vigen] = f (R2yr2erzyd)ds;  g(-1y=1, J(N=1
2
Redepje. Usted, 3;;’ ay Sy a‘yf_z‘x:”) axaé,f"’:‘}”i %;gg =93

a
Njeni partikularni integrali ocdredjujn se u oblikm y = .

Bedom nalazimo da Je y' = rext L g ¥ o= r(r—l)xr“ M
Eulercva jedmadina glasi: X [r(r-1) + 2r - 12] = 0.

Iz poslednje jednadine nalazimo da Je ry o= 3, a ry = -4 pa
gu ekstremale krive y = clx3 + czx"‘u'. Iz graniZnih uslowa
dobijemo da Je ¢; = 1 a ¢, = O. Deskle, funkcional dostiZe

ekstremun za ETiva ¥ = r7’. Za ispitivanje o kome s8¢ eksirg-
mm radi koristili smo Jacobijevu jednadimum, koja u opitem
sludsju glasi:

P _d PN, 4 (PN o
oy ax gyt A \5gr) T
gde je u = —;’% ; aFya=y (x,c) ekatremala koja zadowvoljava

usglov yi(a)= A. Jacobijeva Jednadina, usled .%:E_r.gq)

2 _,. B 4.2 3 -y, 3 .
Al v A I 5
N 5. & 2 f 2,
de % e 20x 76 ; - y,zu) gxa’ 2%

glasi 26u - 4xu’ - 2x°0" = O 111::2‘u+2xu’-12u-0
Zamenom izraza za uw, n' i u" u posiednjo] ;jedmkost:., lako
izradupavamo da je ona zadovoljena, Pelto je 2L, 21 70

ayr
zakl judujemo da razmatrani funkeional ima Jjaki minimum.

126

18, vy =f!-y’(7+ Ry ydx; W=l

- ox2  Eulerova jedna¥ina glasi; xay" + 2xgt - 12F = Q.

2= 9.

2,
Regenje. Eulercova jednalina usled £ = 3* + xa'y' 3

22F v
%.1+2£y'5 = T

2o 2E_
aj = ey

Gl 0 ; —a—zi - 227 , glasi 27" + xy" = 0. Kjen opati
35’96‘{' ¥ 3&’”2

Znih mslova na-
integral je ¥ = 01/% + Cp- Iz zadanih granid

i trani funkeional
lazimo da Je ¢y = -61icy,= ?. Dakle, Tazma

y o=~ &/x + 7. Tako ProveTavamo

¥(x,0) = =&/x + ¢.

dostife ejstremum z& krivu

da je zadovoljen Jeaobijev uskov gde Jeo:

2*F - 2x2> 0, razmatranl integral ima glabl mi-
ay’t

Poito Je
nimom.

—‘T ——
15, vLyg= [ (rpiees y@=t JG)20

Refenje. Eulerova jednaZina glasi: ¥ o+ b
integral glasi: y = clcoszx + c231n2x-l. Iz granid-

vy = - &, Njen opBti

= pinZx-1 trafena ekstremala.

i ova dobijamo da Je ¥
ey ¢) = oein2z-1 je zadovoljena.

Jacobijeva jednagina z8 y{(x,

2

92f integral dostile maksl-
FoBto Je ag’? - -2 < O, razmatrani integr

malon vredm;rst pa krivo] ¥ = sin2x-1.
16. v[‘y(x)]gf?(yay”;.gjsin 2x)ax; g(e)=0, ;:({): /.
¢
Rezultat. Ims Jak maksimum za 3 = sin2x.
17, vy ] =_[z(xy"izﬁf3)czx) yoy=0, yM=c:
Bezultat. ;unkcional dostife slebi minimum ze y = O.

18.  fwnf= ja( 12xy+y2)Ax; y1)=0, J(3)=26.
L4
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19.

Rezuitst, Punkecional dostife jaki miniwum za F o= - 1

Redi funkeiju za koju funkeional v/ yc
o #2
ylo)=0, Jor=1, (W=7, Fn =z, 7 X] j (”7 s

imn ekstremm,

20.

Hefenje. Eulerova jedmadina u oven sludaju, poite podinte-
gralna funkelja sadrii izvod drugog reda, glaai

2f _ & 2f c:zf2 Bf
5’27 ax 99, a’x"’ ay" = Oy konmdretno usisd 2L o 0: 2Ff - 0;

gy~ g "
2 2
Ovﬂldiy"-o iliy”’ - 0.

Opiite redenje vosled.n;je Jednadine je: y « olx + c2x2 +
+ c3z + Oy Eoristeé¢i granifne uslove debiéemo da Je:

0 - -
ey = o, = 0, ey 14 ¢4 = O. Dakle, rammatrani funkeio-
ral dostiZe ekstremum samo 28 ¥ = x,

I
Odreditl eketremum funkcionala: V[y(!()]f ("% y2ex el
2

koji zad 7
Ji zadoveljava uslove da Je 7(0) = 0, P (0) = o, ?(%) =0

*

b ('2-}' - -1,

Refienje. Eulerova jsdneXina uslod — = —
5y 2y ; 9&' =0

%, a2 .
a,y'f ¥" .glasid&;a—2y+—2(2y")-0.ui

;rIv = ¥ = C. Hjeno opite redenje je y = clex + cae""' +

* BzC08X + ouminy, Eoriiéenjem granilrih uslova nalazimo da

je o =0, ¢y = 0, cz = 1, ty = 0. Prema tome, integral ima
ekstremum za krdiwa y = ¢oax,

T
FRaéi funkciju za koju funkeional J(y):ja (‘2 Xw;"'z)dx )
7
FOVJOY 0, Y=g g D= B e £
57

doatife exstremum,

RBefienje. Kako je za ovaj sludaj
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22.

23.

24,

f“ 91’-' - . a1£ - - _ et
o 55005 S G
3
Eulerova jednalins glasi: 2x - a—f—;— (y") = 0, ild y -x =0,

Rien opiti integral glaegl: 7 w 17/7! + clx + 02x +

+ c5x5 + c412 + €gX + O . Na osnovn granidnih usiova dobi~

Jemo da Je e = O (gde Je k = 1 22400+6). Dakle, traZena
ekstremala jeo kriva ¥y = x'/71
Xy
= 2 _yv2 2
Haéi ekstremale funkeiomels v/ ¥(x)] A (632 -y ">+ x3)dx.

Refenje. Funkoional ima ekstremum za krive ¥ w cleex +

+°2°—2x + °54:0821, + cq-ainzx .

Igpitati ekstre?ale funkcionalas
v[ya)g(:«)]:jE(y'zfz’z,azyz)dx; ye)-s ;@):r; 2(0)=0, Z({);—f.
Q

Refenje. Eulerove ;]eclnaéine u ovom aluéa.:ju usled,
2f S _ oyl -2 o 2f . »
EY v 2" =% dx gy =2y az"“?cy’ az’ 22, x 2z’ 2=

glaset ¢ - 3" = 0, y - 5" = 0,

Axo drugu Jednatirm dva puta diferenciramo,dobijame umesto
navedenog sledeéi sistem jednadina

s z-y“xO,y“-zn-O.

Elininneijor iz posledniih y, ¥* 1 ¥" dobije se jednadina
Y _ze0 &iji je opsti integrsl z = clex + cga'x +

+ £xC08X + oueinx Podto Je z" = clex + cze'x
- cq_sinx iz druge jednaline piastems (x),sledl da je y =

- clax + cze'x - €3008X - cyeinx, Iz granidnih uslova dobi-
Jamo da Jo ¢} = op = ez = 0, ¢ = -L. Ekstremala za koju

- €RC08X -
3

se postife ekstremum ima Jednadine y = sinx L z » - sinx,
Cph
Haéi ekstremale funksionala v/yrx), z(x)]”f (2;2-.2)!2-4)"‘}:’2)61':(.
. Xg

Hofenje. Frstremale v krive y - (eyx + 05)c08x +
+(c5: +ouEinx z e 27 + 7 .

129



25, Pokazaii da je najkrade rastojanje izmedju dve tadke

26,

(X ,y Toe Zg) B{Xja¥y» %)) 1 prostoru prava linija.

Rofends. Dufina luka krive u prostoru izmedju datih tedeka
raduna se pomoéu obrasca

JJ g5 = f@y'%z’e ax.

Dakle, potrebno je 1sp1tat1 ekstremun navedenog funkcicnala
¢(») Eulerove jednadine glase 7'

1+;§"2 + z”2

=& :L+:;:’2 + 2'2 az’ = ¢y
s odakle je 5 = ¢p2 4+ Cye Poelednja jednadina
zajedno sa jednadinom y* = oll+y'2 + 2'2 de je 2 = CyXtCoe
Eonsfno iz jednadina y = ¢,z + Zgy iz = eux+ ¢g treba od-
rediti konstante da prava prolazi kroz tadke 4 1 B,
Integracijom poslednje jednadine dobijamo traferu familiju

C P

Iz uslova y(0) = O dobijameo da je ¢y = 6y = oy tako da Je
2
x

exetremala (x-cy) 2

+ y2 - cx » O gpecijalna familija ekstremala. Uslov

transferzalnosti gilasi:

Dakle, nagidb zo y' glasi y* =

Vfry ,.._AY_L = i It K £
- (6 });\/H_’Z_ , 1 "*c?"e“)c?'="%'
FoBto Je: \Yx)= J9-(x- 9)2 to fo ) I fg :

~ X"

Vigz-z"= 2

S—_— , graniina tadka 5 le-

#i. pa ekstremali, pa mere biti ispunjen uslov da Jje 9-.(,;1_%2

28X

Cypm 2%y I8 xs~x 72
2 \Ex,-xf X, -9 *

- :12 i istovremenoc

Iz poslednje dve Jednaiine palazizo da je x, - 36/5, a c = 8,

te traZfena ekstremala ims Jednalinw y = 8x - * 111 22 + y2 = Bx.

27.

ako

Haéi funkciju za Eoju 86 moZe postiél ekstremna funkcionala

g - [0k N go)=o,

je druge graniina talka pokretna na pra.vo:l X = —ﬂ: .
Redenje., Jedna¥ine trafene ekstremsle glasi: y = 0.
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28,

29.

Odrediti ekstremum funkcionala
vy ] j¢“ dx;  yloy=0,

Refenjs. Frema reéenau zadatka (6) ekstremsle su krive

hrhs

{x + 02) 2 - c12 . Iz prvog granifnog uslova
sledi da Je ¢y = °2 = e. pa su ekstremale krive{x+c) -

= ¢2. Uslov tranaferzalmosti glasi 1 + y§ = 0, Diferenci-
ranjen jednaiine ekstremals za taiko (xly]_) dovija ae
7= -(xl+c')/y1 . Trafene vredmostl x;, Fy+ © odredifemo

* 2 2
Jp = C» J - n - Sy 1-( +°)/71"0‘
10x - ¥~ i1i

iz jednadina ('x.l + 0)2 +
Ekstremum e postife duZ kruinih lukova y =
Fo=- \,101 - 52 .

¥aéi ekxstremalu izoperimetrijskog problema

4
v[g,zj:jo (y’hz‘é yxE -4z )x ;(o)=0,17-‘(¢)=7, Ey=0, Z1)=1,

pri uslovu jf(y”— xf—z’zjdx=2 .

2, 502~ xz - bz o+

Refenje. Usled toga gto je F = y°° + 2!
+A(yi _ns_gv‘?)af.o,-ﬁ--o,é-;;-a'a-

+ 2)\7 — AR, g,’i - 25 - &4z - 2Az' , Eulerove JednaZine .gla—
st -a-x- (27 + 2y -2x) =0, 14+ a; (23--4::-2);) . 0.
Stoga Je 2y’ + 2Ay* ~Ax = 1 (1-Xg® = cpe

ReZavanjem poslednjeg slstema difaren.c:l.;]alnih Jednadina na-

' -3
2
lazimo da Je ¥ = (c}l) x + r(l%r 12 + 05 1z= 1—-—1 x +C4-

Iz granidnih uelove sledi: o = L B RS LR

3 A
pa;]eyur&—”‘—) mzaiz-x.

Difereonciranjenm poslednjib JednaZina i zamen]ivanjem u pod-
integralon ru.nl;:ciju izoperimetrijakog problema dobije Be

Jednadina
f 4ale2) X2 £ (a2 XFT Y4 E dx -2
o

16 (772>
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iz koje odredjujemc veli¥inu 3 . ReZavanjem poslednje jed-

nadine j
nalazimo da je Ay = =10/11 4 22 = -12/11, pa jed-
nadine traZenih ckstremals ¥ = =5/2 xa + 7/2x z = x 111

¥y e - 2% + 3x2 iz =x,

Mofe se pokazati da drugs Iriva ne realizuje ni makeimum ni
minimm, veé samo prava.

30. Naéi ekstremale izoperimetrijskog problema J:ufx'y’ﬁfx
pri uslovu [ ytx <a : *o 1
A <, (a~const.),

Befenje. Ekstremale su krive

ha 7\—;-;- C,X+(_‘z N

gde €14 05 1 } treba odrediti iz granidnin i 1zoperimetrij-
skih uslova.
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NUMERICEA ANALIZA

Gradimir MITOVAROVIC
GVOoOD

U rezliditim oblasgtias savremene mauke i tehnike postavlja—
Ju se provlemi koji se Klapifnim matematifiim mejodsma ns sogu
resiti 111 je njibovo refiavenje suvife glomazno, iz razloga Zto
86 zahteva brojdapi Tezunitat. Ms primer, dolszano jeo /Vans*el;
Abel/ da su algsbarske jednadine u opEtem slufaju raiive sgmo ka-
da je stepsn n< 4, Medjutim, v praksl se wvrlo &esto sreée p-ob-
lem refzvanjs jednadina visokog stepsna. Pakodje, fasto me jav-
lja i problem redavan)a sistema linearnih algsbarskibh jednadina
sa stotim, pa i hiljadu nepoZnatih ili, pak, refavanje diferen-
cijalnih jedradina koje se ne mogu integraliti pomoéu elementar—
uih fankeije. :

Za refsvan]e ovih problema 1 njima sliZnim razvijenm Je po-
aebra oblast matematilie tzv. numerillkes matematiia. Zadatak nome-
rilke matematike je razrads pumerilkih metods koje su pogodns
sa stanoviita primene pavremenit radunskih srsdstavae /ns primer,
ele¥trongki oifersii paéunar/. Esko rafunske maline najleZés
izvode samo Satiri osnovos eritmetifke operacije, to numariike
metods moraja biti takve, da se svode na niz takvih ¢ sracija.

Pri reSavanju nekog problema potrebno je izabrati pogodsn
algoritem /postupak o izvrBavanju odredjenih operacija/, koji
najbrie dovodi do Zeljenog rezultats. Ovo Je narodito vaZno kod
primene savremenih alektronskih raunskilh maZina, s obzirom na
eonu madinskog vremena. Izbor najraciomalnijeg algoritma za re-
favanje mumerifkog zadatka predstavija vrlo slofen problem, koji
teorijski Jo& uvek nije relen,

U poslednje vreme uspeinc se razvija oblast — teorija pro-
gramiranja, 8iji Je' zadatak priprema i sastavljanje programa
préma izabranom algoritmm Za mafimz, u ¢iljn relsvanja xonkret-
nog zadatka. '



I. CPERACIJE 5S4 PRIBLIZNIM VELICINAMA

Podetnl podamei zadatka dobijaju se festo eksperimentainim
putem, pa je njihova tafnost ograniens. Dalje, u procesu ra-
dunanja redi se sa irvacionalnim brojeviwma /e , 7, J3 / koJi se
uzimeju priblifno sa odredjenim brojem cifarskih mests, Nume-
ridke metodae, koje se najieldée koriste, daju samo priblif¥ne vred-
nosti, & i zaockrugljivanje medjurezultata u prosesu rafupanja
dovodi do alumulscije grefke,

Eod izvodjenja operacija sa priblifnim velidipama postav-
ljaju se sledeéi zadaci:

1. Oceniti tadnost rezultata ksda je poznata tafnost pofet-
nih podatake i obrmuto. Na csmovu zadate tadnosti rezultata tre-
ba odrediti kekvu tadnost treba da jmaju podetni podaei.

2. Ugkladiti tadnost poletnik podataka ako su neki od njih
zadati suviie grubo, da bi pe izbegao izliZsn numeridki rad.

%. U procesu radunanja odrfati tafnost medjurezultata, ka-
ko bi se doBlo do konafnog rezultata sa Zeljenom talnolfu.

Kod zaokrugl jivanja brojeva treba znati sledets pravila:

&/ Ako je zadpja eifre u dbroju koju odbacujemo éanja od pet,
onda se opna brife, a cifra ispred nje se ne menja.

b/ Ako je ova cifra veéa od pet, ona se briSe, a ¢ifra ispred
nje se uveésva za jedan.

¢/ Ako Je zasdnja cifra pet, onda se posle njenog eliminisa-
nja ide na to da nova zadnja cifra bude parna, tj. ako je parna
ne menja se, & sko nije uveéava se za Jedan.

Primer L. Sukcesivno zaokTugl jivanje broja ¥ = 3,1415926535,.
daje aledeci niz brojeva: 3,141592654;

5,14159265 ; 3,1415926 ; 3,141593 ; 3,14159 ; 3,146 ; 3,142 ;
3,14 3 3,1 1 5.

g;asifikacija prefaks

Greike se mogn javiti u tri oblika i to kao:

1. greéie zackrugl Jivanja

2. neotklonjive gredke

3. greske metode. ) '

Greske zaokrugl jivenje Zipe 38 U toku procesa radupanja
zackrugl jivanjem med jurezultata.

Ako ae podetni podaci ne znaju tadfmo, v?é sn.poz?ate tf;
vosne oblazti v kojima s& ori nalaze /oblasti neodrzdieizfog ;B
kac rezultat -rafunania dobiée se takodjevneka obia: n}/bez s o
redenje malazi, bez obzira 5o su.sva ra?unanja ?cj L e
yrugl jivanje/. Gran.e ove ohlasti odredjuju grad T
Be naziva neotklonjivom greSkon.

ﬁako ge 1 numerilkoe] matemstici obidne pogtavljenitZi?blem
zamenjuje drugim koji je lakil =za redunanje, javlile se .
gredim. metode.

Zbir navedenih gredaka %ini totalnu grelku.

Primer 2. Uzmimo tzv. glabo uslovljeni sigtem linesrnih
algebarskih jednadina

121734 x; + 169217 xp + 176624 X3 % 165662 x, = 634237 ,
169217 x, + 235222 X + PADH5 X3 ¥ 231653 X, = 8813?3 , }
176624 %, + 245%05 x5 + 2F 5423 xy * 242029 x, = 920581 , ¢
166662 T, + 231653 X5 + 242029 xz + 226474 X, = 868818 .

i %, = 1. Me-
Pains Teienja ovog sistema £U X =X ® Xz Xy

i & va-
djutim, ake slobodni X1lapovi v sistem (1) pisu taéni,8§i596 )
‘riraju samo za * 1 i recimo budu: by = 634252); b, =
. { sus
by - 920580 § by - 869819 , reSenje sistema

. - le
x, = 130214370 ; xp = 7BGAZET6 § X3 7 -32701403 ; X = 1939558

Oval primsr pokazuje da 4 mals promene 1 podetnin podacima
‘ i E ave
mopu izazvati ogromne promene U rejsnju, bez obzira Evo s°

operacije izvode tadno.
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Primer 3., Eac primer za grefku metodse navedimo izrafunava-
nje integrala

b
Jf(x)dx . 2)
(s34

Razlikovalemo dva sludaja.

1. Punkciju f(x) moZfemo zameniti algebarskim polinromom P(x)
koji je pa odselku [a,b] i ravoomerno aproksimiran sa potrebnom
tadnoséu, pa onda umesto integrala (2) trafimo integral

b
P{x)dx
=
gije Je izrafumavan]e veoma prosto.
2. Umeato izradunavanja integrala {(2) moguée je na csnowvu

definicije integrala izrafuneti Konadnu sumn

n

Z f(xg axy ,
1=1
kEoja ée biti pribliZne jednaka vrednosti integrala (2).
Ofigledno jo da je u oba slufaja ufinjens gresdka metode,
jer je refavan zadatak razliit od postavljenog. U daljem izlaga~
nju zadryaéemo se na neotklonjivoj grefki.

Rootklondiva gredks

Uvodimo sledele cznake: tafne vrednosti welifinm cznafava-
Semo £1ovima X,¥,Z,...,a pridbliine vrednosti sa x", ¥%, 2%, ...

Pod apeolutnom grefkom A x pridlifnog broja x*, podrazume-
va ge  AX = | x - x*|.

Medjutim, najéedéa se taina wrednost x ne zns, pa se uvodi
poejam granice apsolutne grefke priblifnog broja, pod kojim ge po-
drazumeva sveki broj, ne manji od apsclutne grelke tog broja. Ako
Je Ay granica apsolutne greske pribliinog broja x*, vaiide:

Ax =[x - x"|g AL, odakle sleduje:

- A TLTT LA )
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Primer 4. Odrediti granicu apsclutne grelke broje a -.3,14
kodi zamenjuje broj § . Ovde se moZe postaviti

' dekle
sejednakoat 3,14 € T € 315, td. ja-T1 € 00,0
sledi da Je Ay = 0,01.
o karskterife tafpost mere-

aolutpa gredks nedovoljn
e pelativoa grefim £ kmo

nje ili izralunavanja, uvodi se bzV.

ALK
AL .
i Poont B E
=] .
& o
Tsto tako, uvedi se Dojam granice relativne grofke £, ka
LS S
=X lx*-l
Kojednakost (3) moie @o 3ada zapisati w oblika
(4)

- E)¢x s TRy £

Je pribliino'i.z nekog eksepe-
25 , pri ¥emu je grapica
nalazi well-

Ppimer 5. Velidina R odredjenz
pimenta kao R™ = 29,

relatiyne greike 1%.,. Naél granice izmedju kojih Be

&ina R.

i B B £29,28.
Eako Je En « 0,001, koriBfenjem ¢4) dobijemo: 29,22& ’

¥eka je potredbno izrafupati vrednost funkcije:
as=tf (1'1-!20'-"5')

(1 = 1,2,.s+,0) apsolutne grefk
gredka funkcije Au

o argumensta funkecijes
i neks su AXy
Pokazuje se da Je apsolutna

n
of | axj (5
an < e
e
s takodje 1 granica apsolutne gredke
n
: (6
au= ) |25 |a% )
=9

Analogno se dobija i za relativou gre3ku

o | 2
£2L \T

i

it}
AXy = ; '%‘ (,o(g-F(xq,Xz,---:Xn) A)('i, b} (?

0dnosnd
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Eu=Z ,%‘ Cd?u’AxL

i=1 (8)

Iz formula (5),(6),(7) i(8) dobi a8 n :
e
sludajeve sledebe: J 74 neke specijalne

1.Akojeu:x1+12+...+x,nimmo:

An éAxl+Ax2+...+Axn,

Dy = Ax1+Ax2+...+Arh;

~ _Au
£ el dok 88 2a £ mo¥e pokazati da yreai nejed—

nakoat: Eu-‘i max (E:r.l, 512, woay E,Yh').

E.Ako,jau-xl-xzima.mb:au-ﬂxl+ﬂx2;fu.d—"s—,
) : fa §
cdakle se primeéuje da izrafunavanje blisdn brojeva dovodi do

tzv. gubljenja velikog broja sigurnih cifara(f  ja velike)
a .

Primer 6. Faéi pazlilm: U e \/2.0 - J2 B8s tri znadaj-

ne cifre. Kako je: J2,01 = 1 81774469 3
J2 = 1,81421356 ... dobija se u « 0,00353 -’5,53-10 -3, '

Medjutim, ovaj rezultat moe 8e dobiti sa manjim radunanjem
ako ge izraz ze u napide u obliku

0,01
U o= —
~N2,01 +JE

1 uzmu vrednosti korema sa tri znatajne cifre, tj.
0,01 0,01,

n =

E-3 - _3
1,42 + 1,40 2,83 715301077
3. &ko Je u = T 2Tay+e-X,, logaritnovanjem za osnovu e, do=-
bija se logunlogxl +logx2+ “an +1ogxn, pa Je

| Au axy 612 ' A
R - {2t b
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gde Je Ei relativna gredka za xg. Dalje je:
£ - €x1 +£x2 + aea + 6:31.

8, Akodeun-g_-dobija g8 log u = log x ~ log ¥ , pa Je

f__u':si’ x

106, = &+ 6y .

u

Primer 7. Strane provougaonika st a = Sm i b = 200 m.
Kolika je dopustiva granica apsolutne grefke pri
merenju ovih strapa / ista za obe strane/, da bi povrd#ina pravo-
ngaonika bila odredjena sa granicom apsolutne greske Ap = 1 m“?
Ea¥Xo je P = 8.0, imsmo redom AP = a&ab + b.Aa

Ap-aAb+bAa,paJezbos by = Ab'

-A -—éR-—1—=EM-
a b ap 205

SREUNJE EVADRATNE GRESEE

Eod merenjs fizifkih velidina razlikujemo sistematske i
sluds jne greske.

Sistematske grefke potifu od gredaks koje uncse instrumenti,
a zatim tu spadaju i liZne greZke.

B stenntske grefke mogu ss obidmo ili eliminisati ili udi-
niti dovoljne malim,

Slucajne grefke nastaju usled promens stanja nekih faktora
&4ij1 se uticaj smatra beznadajnim i nije uzet u eksperimentu jli
su, pak, ti faktori nepozmati.

Razmotricdemo slufajne grefike. Neka su rezultati merenja ve-—
lidine x '

Xy Ky oy eem g Xy s

Eoko svi ovi rezultati nisu ravmopravni, pretpostaviéemo da

se svakom rezultatu x; moZe dodeliti realan bro] Py 28 osobinama

n
Osp ¢l i JIEAERE
=1



a koji predstavlja verowatnoéu pojave tog rezultata
Velifinu x nalazimo iz izraza

n
14
koji Je u teoriji vercvatnoée poznat kso matematiZko ofekivanje

Srednje kvadratna i
s greXka merenja < karakteride se raelaci-

2 n
- M 2
@ = ; Pr(a=x)".
A=
. Podto ge merenja Iizi¥kih velidina vrSe na razliiite nadins
ods'vakpm mfi:m odgovara odredjeni skup rezultata merenja i od- '
redjena velifina ¢, pa se svakom merenju mofe pripisati teZina

k
et

gde je K - konstantna velidina za sve nafine merenja veliline x

) o teoriji'g:reﬁak:a vostoje 1 druge klasifikacije i procene
gredaka, od kojih Je najvazinija statistilka metods ocene grefaka
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Gradimir MILOVAROVIC

INTERPOLACIJA FUNECIJA

Ako su vrednosti funkeije f za neki korafan SKup vrednosti
argumenta x zadate tablidne, zadatak ipterpolacije Je formixanje
funkcije € , dovoljno jednostavne za rafunanje, koja u datim ta-
&kama x; ima vrednosti f(xi)(i-0,1,2,...,n), a u ostaiim tafkama
odgedka (z,b) koji pripada oblasti definiganosti funkcije T, pri-
blijno predstavlja funkciju £. Tabke *3 pazivaju se &vorovime
interpolacije.

Interpolaciona funkcija ¢ nanjleite se obrazuje w obliku al-
gebarskog polipoma, eksponencijalnih funkeija ili ¢rigopometrij-
skib funkeija, i w svim sludajevims moZe da se zapife u obliku

) = a2 olX) + 8,0 4(X) + o - - Y an‘e e (1}

gde su funkeije ¥4 (:L=0,1,2,...,n) linearnc nezavisne.

Lagrange-ov_interpolaciont, polinom. Za funkeije'dy (i=0,1,.+40)

uzima se piz funkeija 1 , * » x2 g eeey x4 , & Lagrange-ov in~-

terpolacioni polinom ima oblik

- n (%=%) (F=X)) -x- (x-%y 1) (x-x%4,1) cee(T-X) (x
Ltxg Chxp (R o) (g (%)

D (2

Aitken—ova interpolaciopa shema. Kada nije potreban op3ti izraz

%8 Ln(x), ved samo njegova vredaost za neku vrednost X, xoristi
se Aitken-ova shema, koja se sastoji u usastopnoj primeni sle-
deéih izraza:

£(x,) x, - ¥

L R
0‘1(X) 1% £(x)) L ’ )
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L
1 O4lyeu.,n-1'%) X - x
LO,l,E,...,n(X) = - ? ° .
by nt® x, - x

Newton~ova interpolaciona formla, -
Lagrange-ove formule.

predstavl ja izmenjeni oblik
u sludaju nejedaakih Tazmaka njen oblik je:

FLix) = r(xo)+(x-xo)f(xo’l)+(x-x°)(X—xl)f(xo 1.20% svean

wee +(x-x_J (%= e (3=
o) {X=%)) o (% xn-l)f(xo,l,z,...,n)' Bde se podeljene
razlike izrafunavaju iz Tormile
£(x
-
£ty I 5 N 2 S 83 __\_._11*1 ix2 --_-:_1Lk) (xl itdy .. dek-l)
Tiex T X -

Ako su date vrednosti argumenta x: x sX, + h,x _+2h X _+
+ohy 1 odgovarajude wrednosti fumcci.je f{)?:) ¥ ; e
Newton-eva formula img oblikx: TorT1 Zr e

X—xony +(x—x0)(x-x1}

Fa(x) = 3, +

b o 21n IR
{(x - x - eon{ %=
e . 4+ o) (¥ %) (x *a-1) OBy
nipt o (“)
k
gde je T o= k-1 - k~1
A= 4N T Ay (A7) = 3) xonsina

razlika k-tog reda,

IS _ :
roby-&va interpolacija, - izvodi se zg slma:) ekvidistantaih
&vorova, s interpolaciona funkcija

¥ (x) - 5 ‘{71(:) + 02‘62(1) PR Cn‘en(x) odredjuje se ma

OLDOVU korena karakteristidpe Jednafine

a a 2 o
[} ]p'agp *!--.+a]p1+pn-0_ (5)

Koeficijente jedmaZine (5) odredjujemo iz sistema JednaZinsa:
a fixy + a.lf(xl) Poooe ot 1%, g) = - £(x,)

la2

aof(xl) + alf(xe) e oaoa + an_lf(xn) = —f(:sn_l‘),

e e a4 e s s s s s s e e s ee e .. &

a flx, 9+ ajfx) + o o o+ e, T, )= —f{x, ).

Ako Je razmak izmedju suseduih &vorova jednak jedinici, imamo da:
a/ jednostrukom rea.lnom korenu jednacme (5) P=P4 odgovara fun-
keija ¥€5(x) = p}
b/ visestrukom realnom korepl Dy reda r odgovara funkcija:
PE , MDE g eae , X pX
e/ paru konjugovano-kompleksnih korena % I3 odgovaraju funi-
ci Je

2 li/l e
(oL .,,/g,) cos Bx L (el +ﬁ‘>) sinB % {(BarcTey,

Po odredjivanju funkcija ‘€ j konstante Gi( i=l,2,...,n0)

odredjujemo iz uslove da interpolaciona funkcija prolazi kroz n
interpclacionih &vorova, proizvoljnre odabranih iz skupa zadatih
( wsupno 2n).

Interpclacija perigdifnih funkeija pomoéu trigonometrijeskih
iinoma. Feriodiépa funkeija £, sa periodom 2% , moie se interpo-
lirati trigonometrijskim polinomom, &iji su &lanovi iz skupa fun-
keija: 1, cosx, sinx, cos2x, sinZx, ..., cosnx, sinnx.

Ako su poznste vrednosti funkcije f u tadkema xi(i-o,l,E,...,En},
interpolacioni polinom ima oblik

L XX, x-xy X=Xy g X=Xy 1
sin T'Sj_n T—...sin—g—-——--sm 7:— s
a0 £ X%y %y *i*¥5o1 *1m*i41
1= sin T-sin-—-—é—— «veSin % —gin p
L ¥ Eon '
mer 8i0 e . )
- X=X
5 1 "2n
e=e S1D —2-—

Inverzoa interpolacija. Odredjivanje wrednosti argumenta na os-
novu zadate vrednosti funkcije vrdi se metodama inverzme inter-
poiaciﬂe. Ako je zadata funkcija monotona, inverzna interpolaci-
ja realizuje se zamenor funkeije argumentom i srgumenta funkei-
Jom, pa se tada primenjuje interpolacija. Medjutim, ako funkcija
nije monotona, ovaj nac¢in je neprimenljiv. U ovem sludaju funk-
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cija f zameajuje se interpolacionom funkeijom €

vrednost funkcije l¥,) refava se jedunSips: Gy = ¥ .
[}

Zaodaci

1..

Formirati Lagrange-ov interpolacioni polinom pa osnova gle-

deéibh podataka:

—_

X5 =L Q 1 z 5 '

fxy ! -2 |1 2] 0 |2

Befignjie.Smenom datih vrednosti u forouli (2) debija se

L, (%) = (-2)$x200 (x=1) {x-3) (= 5)
(~1-0) (-1-1) (-1-3) {-2-5)

x+1){x-2)(x-

RENEDV O )
(o+D{0-1)(0-3cy5)

[X+1](x—0“x-“"x—2

G+D{3-0{3-2)(3-5)

odnosne

2{x+ %=0f x—
(L1101 3}(1 5"
+ (-2) LD {x-0)(x-2 (x~3)
(5+3 {5-A(5-y (5-3) 7

3

Ly = goy (x* » 2% - 12142, 235% + 120),

Formirati Lagrange-ov interpolacicni polipnom na osmovu ale-
decih podataka

[T

£y 17

Rezenje. U ovom sludaju je

Iy(x) « l(x—z!(x—ﬂ{x—ﬂ x|x-§!x—§} 2 X{=Bx=5)
(-2)-3{-5) 2(2 32~ 5) 3(3-2(3-9) ‘
‘5 x{(x-2}{x=%
5(5_2)(5_}) 3y odnosno
LB(I) =rgx3+%2x2+%%x+l .
. 144

v & zatinm zoajuéi

. \,,3
AL

Formirati Lagrange-ov inberpolacioni polinom ni osnovu. slede-

¢ih podataka:

X 8]

1,57 3,4 6,8

yLl,ﬂ-S 3,14 4,65 Lu,n

Regultat, Ly(x) = -0,0205%> - 0,02x° + 2,73x + 1,45 .

Uzeti tri vrednesti funkecije £{x) : f£(a), £{b), f(c) u dbli-

zini njenog maksimma ili minimuma. Naéi pribliZno vrednost

koju funkcija ima tu ekstremnu vrednost.

dedenje. Na osnowvu vrednesti funkeije u blizini ekstremuma
formirade:o Legrange-ov interpolacioni polinom

drugoeg stepena:

=D)L x-£) X~af x~c) *~a} (x—b
Ba(x) = L@ tmpta=gy *'f(b)'((ﬁ))sfFéT * r(°)'§c-§')(0%}

i traZime tadku u kojoj on ima ekstremnu vradnost. Imamo
redom:

AL, (x) f(a)
i;: (a—b}(a [(Dt—c) +[X‘b)] + -5_—3)(-10—_3)-[@ -c) + (x—a)]
£ {c)

+ m[(x—h) +(x—a)]
£ () £(v) ficy b £
2x[(a-55(a—ci * Tb-ayb-cy * c-—a)(c-‘E}] (a-E)(a—%; +
(c+a-1%'i‘ (b; imb f(c}
+{ —ab-o) * c-a)c-
felavanjem zadnje jednadine dobija se traZena vrednost za xi

(b2 - Aria) + (ce-ae)f(b) + (az-bz)f@
2 [fo~e) £(2) + (c-a) £(D) +(a-b) £(c)]

Pomoéu vrednosti funkecije y = e* u tadkama

Xg = 0,40 3 ¥, = 1,4918 ;x| = 0,42 } ¥ = 1,5220 ,

paéi Aitken-ovom shemor vrednost eX za x = '0,4.11'.
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Regenje. Koriflenjem lormule (3} nalazimo

1,5018 - 0,011 - Refenje. Aitken-ovem metodom nalazimo redom:
L. 1(0,511) = 1 , . 68,7 14-27
0,177 0,%2-0,%0 1,5220 0,009 1 = 48,33
| ’ 201PD " TETE | g0 19-27 ’
_1,4918+0,000 + 1,5220-0,011
- 0,02 = 1,508% . 64,0 17,27
]
S = 49,72
6. Na osnovu vrednosti funkecije ¥ = f£(x), koje su date u ta- L1,2(2?) 31-1I7 : ' '
beli, nadi vrednost £({13,3) kariiéenjem kvadratne interpola- 44,0 51-27
cije po shemi Aitkens. 44,0 %1-27
— Lp,5(27) = 3531 - 4850
P 13,00 13,05 12,10 13,15 13,20 39,1 55-27
Cx - 48 -1
(x) | 1,499362| 1,501061 | 1,502923 | 1,504942 | 1, 507111 on) - o () %2 e )
1 = = - 1-7 L] 3
0’1‘2 X2 xo I’l 2(27) ‘X2-27 49 .72 b
Resenje. Uzeéemo x - 13,10, pa je redom -
1,502923 -0,03 ) L o7 x-27 49,72 -10
L, ,(1%,3) = &= = 1,504134 1 "y b 49,26 ,
0,143 3,05 , ) L (27 = = 15 *
’ 19304542 ©,02 12,3 571 1, 5(27) w527 48,90 8
s -4
1,504942 0,02 ‘ -
L 2?)  x -27
L, 5(13.3) - grus - 1,504074 , . L[ e o
1,507111 0,07 Lo1,2,37 = 5= N
] * ER L1‘2’3(2?] x5-27
Lo,1(13:3) x, = 13,3
- = 49,39 -13
Lo,1,2{13,3) = 1,504116 . _ 1 R
L1'2(15,3) X, - 13,3 = 7T ?

49,26 g

Dakle, koridienjem kvadratne interpolacije dobija se Dakle, dobija se £(27) = Iy 1’2,3(27) - 49,31 .
?

£{13,3) = 1,504116.

8. Odrediti Newton-ov interpolacioni polinmom za funkciju &ije

7.  Aitken-ovom metodem, maéi £{27) na osnovu sledeéib podataka:  ou yrednosti date u tabeli:

i [¢] 1 2 %

| o 1] 3 | & 6
5 |-6| 106 | 399 | 2269~

1= | 1% |17 31 35

w
T (x) |-
£(x;}| 68,7 | 64,0 | 44,0 39,1

ReZenje. Hewton;ov interpslacioni polinoxn 2a nejednake rai—
make ima oblilk:
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Po0x) = f€x5\+(x-x5]f(xo’1)+(x—x°)(x—xﬁ f(xo’l’g) b aae

P +(x—xo)(x—;ﬂ ...(x—xn_ﬂ f(xo,l,...,n) . (8)

Podeljene razlike koje se javljaju w polinomu (&) odredju-
jemo iz formule:

: £
£(x TS LT T TP Rl G U PE PP FET )

i,i+l,i+2,...,i+k)—
.
i+k

Rezultati su sredjeni u naredno] tabeli.

-y

iy £0eg) | £0x5 5,0 f(xi-i*‘l-i@)f(xi.i+1,i+2,1+ﬂ £ L 1en)
ol o] -5 '
-1
1| 1 -6 19
&
2| 3| 106 2 7% 15 2
293 29
3| 4| 399 214
935
4| 6| 2269
L |

Newton-ov interpolacioni polinom u ovom sludaju glasi:
Pp( = =5 +{x-0)-1 + (x-0)(x-1)19 + (x-C)(x-1)(x-3)+15 +
(=0} (x-1)(x~-3)(x=4)+ 2 , odnosno

P, (x) = 2x* -

+

W - e x-5,

9, Odrediti Newton-ov interpolacioni polinom za funkeciju &ije
su vrednosti date u tabeli:

x| 0] 0,5 11i1,5
y|2)1,875] 3| 6,125

Redenje. Newton-ova interpolacionz formula za jednake raz-—
make 1 ovom slutaju je

X - X x - x _
P?’(x) = Yo * -ﬂ_——OA:Y + ( O)(x xl)
. © 21n°

o mx) x - xi)(x SN

Z1ho o

Ekzyo +

3

gde je b = 0,5, dok su konalne razlike date u tabeli:
148

ié?) Primenom Wewbon-ove formule zd lnterpol

d

2
L_:Fifi FAREY tgi;;w

o {0,0| 2,000

-0,125
¢,5| 1,875 1,25 .
1,125 0,75
21]1,0]| 3,000 2,00
3,125
3|1,5| 6,125

iz koje nalazimo:

Pylx) = 2 + go5(-0,125) + 30025 . 20D 0,75

odnosno P;(x =% X e+ 2.

aclau izradunati

sin 6 na ospovu vrednosti 81n 5 , s5in 7 , sin g° , sin 11°

sin 13° i sin 15 .

ReZenje. Tablice razlika, u koju su unedone same znafajne

¢cifre razlika,je:

. 3 "
x sin x ¥ o d Fa's
5910,087156
o P13
7°10,121869
34565 -42
9°10,156434 . -1
. 34375 -43
11°|0,190809 2
%4142 ~41
12° |0,224951
35868
15°|0,258819

S obzirom da sU koriééenq'pribliine vrednosti funkeije sin x
razlike fetvrtog i vidih redova penjaju se pepravilno, pa

éfemo se na racunu zadriati na razlikama ‘treéeg Teda koje su

skoro konstantne.

X - %
Uyodjonjen smene t = __H__S, u formulu (&) ona dobija oblik:

: t(t-0 2 t(t-Dit-2) 3
PJ%%@=y0+tA%*”—QJAJO+——7T—>A70+



+ 4 s .+ _t_(t-nn..[t —(n—ﬂ

a7,

0" % he 20 ¢ . 8250

2.

U nagem slucadu imamo n = 3,

= 0'5 y pa je:
.
P5(67) - 0,087156 + 0,5.0,034713 + £:209:9) (L0,000148) +

04 5(~0,5)(-
+ 41‘8‘5'](—1‘2(0,000042) = C,l04528 .

Dakle, dobili smo: sin 6° = 0,104528 .

11. HNa osnovu zadatih vrednosti funkoije

x[-3 [-1 o 1
T | =55 0,5 -2,5 =1,5

raél.ome vredmoat x, za koju Je y = 1,5.

R?Eegje. Polte funkeila nije Eonotons, mora se maéi inter-
polacioni polinom

L;(x) - (-5,5)%’.‘%% +0,5 ;x+§!§x—0[gx-11
A (=1+3) (~1-UN-I~
+(~2,5)%}g—§c"r:ﬁ_((rx:‘% #(-1,5) 5 (x:l (x:O)

Sredjivenjem dobija se:

Ly 2+ 2x® - 2x - 2,5 .
seda treba refiti jednading L {x) = 1,5 ti.
;5 + 2x - 2X ~ 4 =« 0, koja e moZe faktorisati u odliku
{x+2)6x2_— 2) = 0, odakle se dobijaju sledeée vrednosti

x=-Z 1xalVg,

12. Ha ospovu datih yrednosti funkeije

x1225,j

7| -6]-1 5625|16f

nati omu vrednost x, za kogju Jje y = 0,
150

15.

Hefenje. Na csnovu vrednosti funkecije iz tabele zakljucuje—‘
mo da Jje ona momotona, pa prlmangujemo inverzamu

interpolaciju:

() = 1.L7:D) (5-3,625) (3-16) |, » (7+6) (3=16) (3-5,629)

L
3 (-5) (-11,825) (-22) 5(-17) (-6,625)

+ 3.2*6) (y+1) (7-5,629)

+ 2 5~L§'+6) (v+1) (7=16)
22+17+10,375

11,625 6,625 (=10, 375)
Za 7 = 0, dobija se: X = Ly(0) = 2,122 .

‘Funkciju f(x) zadatu tabliéno

x olaf2] 31 4| s

t(o] 189 B:L-ﬂ:-iz 28,5

interpolirati eksponemcijalnim funkcljams.

Resenje, Po¥to su zadate Best vrednosti funkeije, interpo-’
laciju vriimo funkcijom

\(’Dn = Cl‘e 1{3:) + 02“?2(’() + ca\e 5(}:) L) (9)
gde funkcije ¥, (x) (i=1,2,3) odredjujemo na osnovu korena
Rarakteristiéne Jjednadine:

a, + &b + a2p p5 = 0. (10)
Koeficijenti jedpa&ine (10} odredjuju se iz sistema jedna-
Zina (6) koji u ovom sludaju glasi:

1Ba, + 98y + 5a2.= 35 98, ¢ 3a, - 3a5 = 12

3a, — 3a; - 1285 = 28,5 .

ReZenja ovog sistema su: a, = -1 i 8, = -8, = 3,5, pa jed-
nacing: .
p5 - 5,5p + 3,5 -1 a0, koaa moZe da se napife u fakto=-
rizovamom obliku: (p - 1) (p° - 2,50 + 1) = 0, ipa reienja:

1= 25 Py = 0,5 1 p5 = 1.

Fun:l::s:l.]s. (9) sma sada oblik: ¥ey = C;2° + €500, & 4 03 .
'gde konstante Ci(1=l,2,5} odredjujemo iz uslova da ons pro-
‘lazi kroz bilo koje tri tatke iz skupa zadatih talaka, na
primer: 151



14,

za X =0 = cl+02+c'3=18;
za X =1 = 201 + 0,502 + 05 =9 ;
za X =2 =3 40) + 0,250, + Cy = 3 .

ReSavanjenm ovog sistems dobija se: €y = -1 ¢, = 16 i
C3 = 3, .pa Je .
€y = - 25 + 16 27 4 3 111 Bx = - %163

gde je *\~ log,2 = 0,69315 .

Propy-evon metodon interpolirvati pomoéu eksponencijalnih
funkeija, funkeiju &ije su vrednosti date u tabeli:

k|o|v|2| 3| &5 | 6 7|
x| 00,5 11,5 22,5 3 3,5

w|a| 2,410 |-3|-5 [-7,75|-10,375

Resenje. Smenom —E—Q = k, gde ja x, = 0 ih=0,5 in-

terval [0; 3,5] preslikava se na inverval [0; 7],
pa ceme nadalje raditi sa argumentom k..

S obzirom da je zadato -osam tafaka, interpolaciona funkci-

Ja ima oblik:
K = i Ci e () (11)

is1
pde se funkeije l€.,‘_(:'L=1,2,§,'N-} odredjuju na osnovu korena ka-

rakteristiine jednaline

a, + 2P + .9.21)2 + 551:5 +p* -0l o (12)

Eoeficijentl jednaline (12) odredjujemc iz sistema jednalina:

3of(o) + alf(l) + 9-21'(2) + aaf(E) -£{&)
a L0y + 87(2) + 8,0(3) + azf(4) = -£(3) ;
8,E(2) + 8 f(3) + apf () + 837 (5) = —£(6). ;

‘a, £(3) v a2 () « 850(5) + a,2(6) £ -£(7) ; ti.

152

8&+2&1+ﬂa2+ 0'ﬂ3=55

°
2,B°+!+a.1+0a2-— 5-33'5¥ -
hay + Oay - 38 = 383 =773 3

[l
oy
o
-
W
~
\n
.

O — 38y - D8p ~ 747585
sistem (13) ima reSenja: 2, = 0,25 ; a; = 03 ap Z 0,25 i
ag = - 1,5, P8 jednagina (12): o - 1,507 + 0,25p% + 0,25 =
= 0, koja moie da se napide u faktorizovanom obliku

{p - 1 2(p2 + 0,5p + 0,25) = 0 ims koremne:

p = pp = i py = (-1 + W33 1y = 21 - 15
Fuskeije (11} ima oblil:

Q) = (C) + G2k.)pl +{p3| [C cos(kargpaj+ c sin(kargp?} '
odnosmo: ((K) = G + Cpk + 2 k(C cos —3— + Cysin —3—-)

Jer je py = J_1+_5 --E-iargps-arctgq 3—
Konstante 01(1-1,2,5,4) odredjujemo iz usiova da funkci:fa .
®() prolazl kroz bilo kéje_ setiri zadate taike, na primers:

za k= 0 = G * 3n8, ]
za k=1 = G + [ (—E)+C g
zaks'j::;- +502 -53-0’1

za k= & = +602+-5,I03 5—,; .

Rgiavanjem dcpijencg gistema imama:

16 : o - - . je
Clu%%;ces-l%;caumlcu %3%3_'?
‘e(k)" 6'!"1?'}‘*2—];(%;8003?%%"%@) ,0dn0 8N

k(g Bk - 32
Y@ = g5 188 - 63k + 82 (e BE - ‘F‘smTﬂ

3, = ija ase
Vracanjen ng staru promenljiva (smere k = 2x) dobl]
trafena interpolzclona funkecija

\y 9 B - ﬂ
- - 63x + Wl % (cos
(x] = 73 E * 153



15. Trigoncmetrijskim polinowom druger reda interpolirati funk-
eiju €ije su vrednosti zadate u tabeli:

x [ o %3 [ %2]w[35/7

rxyl 2|o,s] o |2 o—!

Refienje, Primenom formwle (7)) imamo

sin(F - §) eta(F - B sin(} - Brsin (£ - 25
+

Bin% sinr-"['} ain% sin 217'

Ty(x)y = 2

X T N L
(o5 2B einE ) einlg - Froumiz - B

sin § o1 - Pota - Pon(d - B

sin Fein(} - Tlein(§ - sin(¥ - 3N
sin_% sin(-"g -,'-E\si_n% - E—)ging - g}

Sredjivanjem dobijamo

+ 2

1 .
. T5(D + 2cosx + coa2x - {7 ginoy - % gin>
I,0x) = 2 - T ) +0,5 - Bl

- iy _g :
%—6(_. 73 + 2 V¥ cosx - V3 cosox - sin2x)

-2 !

odnosno T?(x) = 1 + cos2x .

+ 2

Gradimir MILOVANOVIC
APROKSIMACIJA FUNKCIJA

Aproksimacija funkcija vr#i se iz dva razloga:

1. ike je neka funkeija f£(x) slofena za izraiunavanje, on-
ds se ong zamenjuje nekom funkeijom ¥(x) jednostavnijow za ra-
dunanje;

2, Ako imamo slkup QreanSti dobijen merenjima, potrebno je
odrediti funkeiju ¥x), koja odrajave zakonitost pojave na osnovu
koje se taj skup ddbija.

U praksi se najdefée koristi tzv. srednjekvadratna aproksi-
macija. Kao mera bliskosti funkcije £(x) i funkeije ‘dx), kojom
se aproksimira funkeija £{x) na segmentu fa,b], uzima se velii-
na

8= jp(X) [ty - fxl? dx}l/a i1i za diskretse vredmosti
8

!
- 2 2 .
&= % p(x4) Lf(xi) - (xi)j }1/ y @&de je p(x) - zadata
i=1 .
nenegativea funkeija, koja se naziva tefinom,

U aprbksimativnoj funkciji‘f pretpostavljaju se izvesni pa-
rametri a,(1=0,1,2,...,m), tj. €(x)= ¥ (x; 8 187000 098,)s DB JE
veliZina O funkcija parametra a;{1=0,1,...,m), koju treha ninimi-
zirati.

. . $ sena R ,82

Umeste velidine o deBée se hworisti njen xvadrat H = »

i paziva se funkeiiom kvadrata gredke.

Iz egzistencije minimums funkcije R, k¥oja je resumnjiva,
sledi da parametri ai(i=0,1,...,m} zadovol javaju slededi sistem
jedna&ina 155



B, 4 i : '

'Sgi ! (J. = 0,1,2,...,111) . (l)
BeSavanjem sistema (1) dobijaju se nepoznati parametri

8;(1=0,1,2,...,m). Ovaj postupak zove se metoda najmanjih kva-

drata. )

Ako je f(x) algebarski polinom m-tog stepena Yix) =

El = 1 2 + -
P (x) a + 8.X + a X v v amxm ¥ potrebno Je da pre
odredjen 1ste m 4 3 5
8 tem uslovnih Jed.na(‘ﬁ:l.na P (x ) f(x) H (l a 1,2,.-']]),

bude zadovoljer sa pinimalnom srednjekvadratnom grefkam pa sis-
tem (1) dobija oblik: !

b b b
‘ b
aoé p(x)dx + ali xp(xydx + ...+ a, Sxmp(x)dx = S p{x)E£(xydx ,
2
b b b : L]
aOS xp(x)dx + 8, gxep(x)dx *ees v oay Sxm+lp(x)dx nS xp ()£ (x)dx ,
a a a a
TRt : (2)

st

*p (x)dx + &,

[N ¥, Y

a
]

By,

i1li za dislretn L
& vrednosti, pde je p(x)=p; & r(xi)=yi(i=l,2,...n)

> - - -

a.l_ ps +a PiXe + auu + o

. e

I &"‘;pl i E A
n T

2 1 o

a é P:X: + a DiX; + ? -l Z

o ity 1, i*4 .-t PiXs = S PR
1=f 1=l 1w T iqlplyl *

n n n B (5>
m m+l 2m m
a PyX; + & Pi%; + e + Pixy = Py¥; Xy
= _‘! l ’
i=] =1 =1 *

Sistem {2) odnosvo (3) naziva se sistem normalnih jednadina
iz kepa se odredjuju psrametri aL(i=C,l,...,m). ’

AX0 rezultati merenja, kac #to demo ubudude pretpostaviti
156

+1
XTp( A + ... + ay ngmp(x)dx =‘Sxmp(f)f(x)dx
a a

radi lakfeg izradunavanja, imaju istu tadnost, funkecija teiine
de plx) = 1.
Ako Je potrebno funkciju f(x) aproksimirati funkeijom
L, X r,X T X
Yy = Cye i, C e 2T cpe o (&)

moze se primeniti tzv. Prony-~eva eksponencijalna aproksimacija,
pod uslovom da su poznate vrednosti funkeije £(x) u(n » 2m) ta-
gaka, koje su ekvidistantne.

ﬂ#o Je x, - x, y = b = const, parametre ri(i=1,2,.-.,n0

odredjujemo iz relacije r; = % log,s; , gde su s, (3=1,2,...,m)
koreni karakteristifne jednadine

a, + 88 + 3252 + s 4 am_lsm—l + 8% =0, (5)

Boeficijenti karakteristiémne jednafine odredjuju se iz sis-
tema uslovnih jednacina

a,f(x) + alf(xz) tees vaL (F(x) = f(x 1)

aofoe) + alf(xa) toeee voag (K ) = (X 5) g

e e e e e e e e e e e et e e e e e e e e (&)

880Xy ) + 8Ty peg) * e 8 P, ) = 10Xy

metodom najmaniih kvadrata.

Parametre Ci(i=l,2,..;,m) odredjujemo, kada su poznati
parametri r,(i-1,2,...,m), takodje metodom najmanjik kvadrata iz
sistema:

Clerlxi + Czer2xi + aee t Cmermxi = f(xi) (?)

(i=1,2,...,n).

2adaci

1. Metodor najmanjih kvadrata rediti sistem jednacina:
x o+ j = 30; x+37=9,0;20-y=0,2; 3x+73m=50.
Refenje. Preodredjen sistem linearaih jedna&ina:
BypXp * byg¥p *oeee ¥ D ¥y = Oy

Pop¥y + PppXp £ o-e- + BopFy = S i
157



L A

bnlxl + ¥ +oane + bnmxm.= e,
moZe se pribliZno refiti metodem najmaniibh kvadrata, tj.
iz uslova da funkeija greike Koristedi rezultate merenja za velidine x i y koji su sre-
djeni u tabeli

2 -
§ c E b x.]
[k - ki®i xi'l,l 1,9 | 4,2 | 6,1

2. Promenijive velidine x i y zadovoljavaju linearnu jednadimu:
¥ =8x +b , gde koeficijente a i b treba odrediti.

i=1

112-5 3,2 | 4,5 6,0

ima minimum. Iz.egzistencije minimuma funkeije R, imamo da
promenl jive xi(iul,E,....m) zadovoljavaju sistem linearnih-
jednaéina

rnati metedom majmanjih kvodrata najverovatnije vrednosti koefiei-
jenata a i b.

3 R 0, §=1,2,cc.,m . ReSenje. Najverovatqije vrednosti koeficijenata a 1 b odre-
x A djujemo metodom najmanjih kvadrata, tj. da suma

kvadrata greSaka

Pogledn]i sistem, koji Se razivg normalni sistem Jednadina,

moZe da Se papife i u obliku: »
3R Zn = ' R - til (ex; + b - 7;)
_bx. - =2 [ck - i bk:l.x:_] bk:j = 0, ili .

J k=1 i=1 bude minimalna.

1z egzistencije minimums funkecije R nalazimo redem

S (Z:l:"n"kd) i byt (3= 1,200 m). o

1=]1 k=l _.=2§‘ (ax +b_yi)=O;
Iz zadatog slstema jednaZina dobija se normalni sistem Jjed~ ¥ =1
nagina
812X + B)5F = &) § agX + 855y = 4, , gde su: _25 =2 E (ax; + 2 - ¥)%; = 05 tj. dolazimo do siste-
2 2 2 : - z E
ayy = 15 + 1 + 2= + 32 = 15, alz=a21=1'2*5'1_1'2*l'5 = 55 ma jednacina nb + x40a = Ty o0
Lo 1=
a5p = 1%+ 32 o(-13% + 12 - 12
' (8)
Gy = 3+1 + DL + 0,242 ¢ 5+3 = 254 { 2
1 ’ . . =
! x, b+ ¥Xjva =, ¥y -
dp = 31 + 73 - €21 + 51 = 25,8 . . i=1 = 1=1
ReZenja ovop sistema su: Kako 3
J 0 je

G822 = doB1p o5 4
x = = S +12 -~ 28 8¢ 5 . 5 . .
21%27812%2) 15012 - 5.5 - 107 A 155, . xp = 59,67, i 16,2 1

_ %% ” 9% | peee1s - 25 aes = 1,9 o
811%22712%1 1512 - 505 = 123077 . ; X;7; = 64,33  sistem (8 je 4d + 13,38 = 16,2 ;

1 -
8 i=l 159




13,3b + 59,67a = 64,33 ,

Njegovo refenje jo: a = 2586 _ 0,677 ; ba 111,085 _ 1,797
=1, .

61,79 61,79
Minimalna srednje kvadratna grefka u ovom sludaju Je:
2
Bpin = {2054 - 2,5)° + (3,08 - 5,2);2 + (4,64 ~ u,s)2 +

2
+ (5,93 - 6,0)° ; odnosno Ry, 50,04,

(:::) Za funkciju f(x) = sinix na odsedky I-1,+1] na&i medju po-
linomima stepens, ne viZeg od treteg, onaj polinem koji da-
Je najbolju aproksimaciju po metodi najmanjih kvadrata, sko se
koriste vrednosti funkeije u tadkama:
x1=_1;x2=-0,5;x3-0; x4=0,six5-l,

BoZenje. Pridliini polinom je Pyx) - a°+a1x+aa,;z+a3xa ,

gde se Xoeficijenti a;(1=0,1,2,3) cdredjuju iz
precdredjencg sistema uslovnih Jednadina:
ao—al+a2-a3=0_; ao—0,531+0,253.2—0,125a5=-—1;
a, =0 ; a, + 0,5&1_+ 0,25&2_'1- 0,125&3 =1,

Gy * B + 8y + 8y = 0 ; metodom najmanjih kvadrata.

Sistem normalnih jednadina oblika (3), na osnovu podataka

koji su sredjeni_u tabeli, je

5&0 + 2,58.2 =0 ; 2,5&1 + 2,1253.3 =1 2,5ao ¥ 2,125&2 =0

2,125, + 2,03125a; = 0,25 .

i 1 2 |3 4 5 (7
x; -1 [-0,5 olo,s 10
£yl o[ o1 oo
x5 1| o,25 00,25 12,5
;2 -1 [-0,125 00,125 1o
X 1| 00625 | 00,0625 |1 ]2,125
g -1 |-0,03125 [ 0]0,0%125 |1 ]o
xS 1| o,005625( 0 [0,015625 | 1 | 2,03125

{x_i;(;ci'fo 0,5 | olas o1
xt (x;)| of-0,25 o 0,25 00
xg-f-(ﬁ)wowo,lzs. ‘ o0|o,125 C.)._ 0,25 |

HeSenle ovog sistema je: a, = 8, = cy ay = -y = % s P

je trafeni polinom: Pﬁ(x) = % (x - x3).

4, Koristeéi rezultate merenja promenljivih velilina x i jy,

koji su sredjeni u tabeli

x, |%,48 | 4,98 5,60 6,11 | 6,62 | 7,42

Ei 4,15(1,95 1,31 (1,03 | 0,74 | 0,63

odrediti parametre a 1 b u funkeiji

Traie o (9
take da ona najbolje aproksimira u smislu najmanjih kvadrata za-
vosnist izmedju promenljivih x 1 7.

Refenje. Uvodjenjem smene z = % {9) svodi se na oblik

z = ax + b. Prema (3) iz jJednadina

n'b + § s B o= T

=1 1 1i=1_‘ i
E xi-b + xi.a a X384 » td.
i-1 i;p i;h 3

b + 35 3 2la = 5,426 ; 35,21b + 212; #4a = 34,564 ;
odredjujeme parametre a i b:

34,9

Funkeija koja aproksimira zavisnost izmedju promenljivih
X 1 ¥ 83 miniwslnom srednjom kvadratnom gredkom

Ram = ) ATF = 575102 o
i=1 161

D
Dy 16,330 Dy _e4,299
A = = - '3ﬁ?é‘ 20,468 , b=yR= 64,299 o _ 1,843 ..



L
. b

y= ;
+ X = 1, )
. 28 x(f (%) - ao—alx)cbc = 0, dobija ge gistem jed- .
uvall.;racu.navanga su sredjena u parednogj tabeh, gde se u °"1 B
poslednjoj vrati daje relativna greska &3], ' nafina:

b b
i 1 2 3 4 & Z—" a, d.x+al§. xdx - S f(x)ax ,
a

x, 4,48 | 4,98 | 5,60 | 6,11 [ 6,62 | 7,42 | 35,21

(20)

b b
xx + 8y 5 xdx = S xr{x}ax .
a a

[
[ RN, i -

-
[ff 20,07 | 24,80 | 31,36 | 37,35

4582[5506 21244] ' °

'.Yi 4.15 1.95 1,31 1,05 1

0,74 ’ 0,63

Bako 820} b=l i £(x) = ¥/ imamo S K %ax - £ 4
=]

1
S x)fl/}dx - ; » pa Je sistem (10)1

-]

/¥ | @281 0,513 | 0,763 0,971 1,351 | 1,587 5,426

ﬁJ_!

/75 10791 2,55 | 4,275 | 5,952 | 6,946] 11,778 | 3u,5

ylx | 3,94 2,05 1,29 0,98 0,73 o, 61

R

asg |02 [ -010 | 0,02 [ 0,05 | 0,00 | 0.0 -4
a}.,ﬁ; odnosno 4a°+2€ll!3i

|

1 : L 1
ao*'ial’%-’ TE Y

¥ 4,41 1,¢0 0,04 0,25 0,01 0,04 5,75

2la  + lual = 16,

'a o 2lb =238 3

ReSenje ovog sistema je: o e Lk 2. o1 2 +

418-—21'2 %; Tmieﬂﬂprﬂ‘mhy'a*&x.

SI';"’]L »33 1 -4,88 | 1,55 | 508 [ 1,70 | 2,66

Vi . :
57\ Aproksimirati funkeiju £{x) = /3 oo odsefku x¢{0,1] pe
~ modéu linearne funk: ije y = 5.+ @ manii -
: 1% metodom najmanjik kva- /
drata. ¢ ’
6. letodon najmenjih kvadrata naéi aproksimativne polinome

Resenje. Konst i - : -
2l stante a, i a4y cdrediéeno iz uslova da integral gtepena m = 1,2,3 i 4 za funkeiju
1

kvadrata greifke '
. TG0 = %

1= S (f(x) -a, - aIX)edx 4,5,6,7 &L B, ™
&

na ospovu njenih vrednosti u tadkams x = 0,1,2;3,

Redenje. Vrednostl funkcijJe f(x) u datim taZkama su:

na segmentu x¢fa,b) bude mini-

malan. Izb . 1%y 011 2 3 4 5 6 7 8
L
M, .| 1 o,5 0,333 o,25/0,2 [0,1666 | 0,1428 | 0,125 | 0,1112
PO (I’(x} -a - alx)dx =0, s - - —
0 a ’ Ja bismo odredili aproksimscioni polinom,m—tog_ atepena
Poix® oy v apx + n2x2 T oeee 4 amxm , polazimo od skupa
Jednadina: 163

162




P
m

(Xi) = f(xi) (i = l,'2,.-.,21), (11)

gde je u unadem giudajun = 9, am = 1,2,3 1 4,

Preodredjen skup jednadina po nepozZnatim a; (1 =0,1,2,...,m)
redidemo pribliZne metodom najmanjih kvadrata, tj. iz uslo-
va da funkcija

R

Z: (P txy) - £0x) ®

R

ima mipimum. Iz uslova gg— = 0 (10,1, +..,m) dobija se
i

nermalpi sistem jednafina oblika (%), &ijim se re3avanjem
dobijaju koeficijenti a; (4 = 0,1,...,m).

Sada &¢ Be posebno analizirati svi sludajevi,

10

30

Za m = 1 imamo Pi(x) =8, + 8%, Odgovarajuéi sistem

normalnih jedpadina je: 930 + 36&1 = 2,8289 ;

56&0 + 204a1 = 86,1710 ; &ije Jje reienje:

a, = 0,65731 i 8 = - 0,0857247 ., Aproksgimaciond polinoem
Je: Pl(x) = 00,6573 - 0,08574%7x ,

Za m = 2 koeficijenti polinoma P2(x) =a, +8)x+ aexe
odredjuju se iz sistema jednadins:.

930 + 56&1 + 204&2 - 2,8289 , 36&0 + 2011—8.1 + 1296112 = 6,1710;
2048  + 1296a, + 8772a5 = 29,8280 .

Resenje je: a, = 0,8653% ; 8, = =0,26404 ; ay = 0,022286.
Za m = 3 odgovarajudi sistem jednadina je:

9a° + 5631 + 204&2 + 1296a3 = 2,8289 ;

3630 + 204&1 + 129632 +. 8?723.3 - .6,1710 H

20&&0 + 1296&1 + 8?72&2 + 61?7633 =~ 29,828 ;

1296&0 + 87?231 + 617?6&2 + 44696055 = 147,17 .
Refavanjem ovog slstema dobijaju se koeficijenti &y

(1~ 0,1,2,%) pa Je:

Fy(x) = 0,95857 - 0,464222 + 0,088887x° - 0,00555x7

7.

4% Za m = 4 imamo P4(x) A, tayX Y a2x2 + aq_x3 + aaxu .
Hefavanjem odgovarasjuteg sistema dobijaju se aledeée wvred-

nosti koeficijenata: a_ = 0,99031 a; = - 0,62972 3

ay = 0,19813 ; &y = ~D,026713; 8, = 0,13227+1072.

Poznate je da neka velifine J zmavisi od vremena t na sle-
deéi nalin )
J - veP¥ . . (12)

Merenja veliZine J izvrEena sa istom tadnoB&u, daju slede-
deéu tablicu zavisposti J od t:

t| © 1 2 3
2,012| 1,213 0,781] 0,450

Nati vrednosti parametara b i p u relaciji (12)

a/ logaritmovanjem i primenmom metode najmapnjih kvadraté;
b/ eksponencijalnom aprokeimacijom.

ReEanje.

a/ Ako se (12) logaritmuje za osumovu e, dobija se:

logd = logb + pt .
Iz egzistencije minimuma funkeije greike

R = (logb + pty ~ lcgJi)z , dobija se sistem Jed— -
ial -
na&ina ‘
loghbsn + p.; ti = ; 1ogJi y
1= i=

Logh 'E ty+ 9 S ti = § tilogJi , 0dnosco
P i=1 i=l

Gelogh + Gep = ~0,206Q0 ; 6slogh + l4.p = ~2,8019 ;
Zije js reZenje: logb = 0,69635 ; p = - 0,499. Dakle,
traieni parametri su:
b= 8935 | 5006 1 p= - 0,499 .
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b/ Rako su poznate vrednosti funkeije J u ekvidistantpinm

tadkama, 7a odredjivanje koeficijente b i p moZe se jedaa data funkeija.

primeniti Prony~evs eksponencijalna aproksimacija. Refenje. Iz egzistencije minimuma funkcije gredke
5 obzirom da se aproksimacija vridi szamo sa Jednim ekspo- 2 c
neéncijalnim élanom, te ée kerakteristi¥nas jJednadina biti R = S [a * % + 9‘2‘ - f(x)] ax
lipearna S x
B =0
o v 8 ’ (13) dolazi se do sistema jednalina:

gde koeficijent a, edredjujemo, shodno {6), iz sistema: q q q q

- d: dx
agd) = = T a8 dy = - g 8,75 = = J, po metodi a Sd-" + D S 'x'x + e S - jf(x}d"'
najmenjih kvadrata, pa je P P P P

I ds

z 1¥i+1 q q q q

8, = ~ 15k - - 28728 4 052z | dx , p \ & .. dx 9 4

2 6,685 ) )R )P X e

i
1 P P r P
Koren jednaZipe {13) je s = - 8, = 0,60522, pa je: q q q q
w1 ~ =0 . X - . . .
P pt:gea 1202 . Parametar b odredjujewc iz sistema: a S Eé + b S i% + ¢ g %é = S 2551 dx ,
. X
bea - T -3y (i = 1,2400ay%) , metodom najmanjih kvadrata. » ® P P
t
= i, PR - . . . - : N
Rako Je exp(pt) = exp(longtti) = & imamo : 8ijim se refavanjem dobijaju traiene vrednosti za a, b i c.
4 " 4
5 Pt N - 165 o et
. 4% J.g * G Metcdom nsjmanjih kvadrata refiti sistem jednadipa:
i .

-3 2p 441— o 221173 L 5 o1, X-F+22=3; 3x42y-52=5; 4x+yo+hza

t 2t 1 &

o i : s 1 5 549 =X + 3%y + 32 2 14 , .
= T Rezultat. x = 2,470; ¥ = 3,5515 z = 1,916 .

Dalle, funkcioanslna zavisnost (12) je: 10, Sledeéi podaci proditani su iz jednog grafikona koji pokazu-

Je uzrast sina kad je dat ofev uzrast, oznaleni sa § incha,

. -0,502¢
J = 2,012 ¢ ? cdnoanc F incha:

a. Naéi vrednost konstanata a,b,c koje priblilno zad 13 .
Jednsd i o eretisvaiy 8]65,7 ] 66,8]67,2] 69,3] 69,8 [ 70,5 70,9

PR i [o [» [ [ [a [7

Ako su 8 i F u linearnoj vezi 8 = a + bP, odrediti metodom
najmanjih kvadrata pajverovatnije vrednosti za konstante a i b.

Redenje. 5 = 33,351 + 0,522 F .
167

za vrednost promenljive x iz intervala [p,i}, gde je L({x)
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1. Hebod P,
il Tehedom najwanjih kvadraia paéi aprokeinativne polinome

prvog 1 tredeg stepena za podatke dredjena u tabeli:

o [ e TR TS
lri) -1,00 1.47[2,89 3,14 | 3,24 | 4,00 5,72' ?,66(8,99

Rezultat. Pl

(x) = -0,32 ¢ 1,08x , P3(x) = -0,73 + 2,38x -
- 0,49%% + 0,043x% ,

M i
12, etodem pajmanjin lvadrata aproksimirati fuankeiju £(x) =

—~ o~
= €O3x pna odsedku XG‘ o) + ? Pomoéu palinoms d,rugog
sbepena.

Rezultat, & = (28 -1y - e 0: 6o . 12
— " %o %ﬂ )’31 0'822_3?3(51:2‘1)'

13. ¥aéi polinom drupeg st )
. ! ECE stepena chx)u ay + &% + aexe koji
- najbolje aproksimira u smislu
Zije su-vrednosti za ekvidigstantne
djene u tabeli:

Bajmenjih kvadrata, funkciju
vrednosti arguments x sra-

x1[25456?8

7|e,5 [0,1 0,4 10,9(1,7 5% 16,11 9,8
Rezultat.

a, =1,178 ; a; = 1,249 ay = 0,321
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Nada DIURAROVIC
ALGEBARSKE JEDEASIFE

Poznato je da se redenja algebarskih jednn&iﬁa PIVOE,
drugeg, tredeg i ¥etvrtog stepens dobijaju iz koe!icijennti
Jednedina pomodu konslnog broje salgebaraskih operacija (tj. ‘
pomadu konainog broja sebiranja, oduzimenja, mnofenja, dele-
nja, -atepenovanja =a 1/2, 1/3, 1/4). Dakle, jednatine atepe—
na g 4 mo¥emo algebarski refiti primenom obrazaca.

Kedjutim, kako je algebarakim nedinom redavan]a obuhva-

. den vrlo uzak akup jednafiina, veoma je vefno upoznati ee 2

sa drugim metodema reldavanja kako slgebarskin, tako 1 trans-
condentnih jednadina. Najva¥nije eu sledede tri metode:

1. grafiZke; 2. numerilke;] 3. nomografsake.

Eod grafidkih metoda redenjm evake konkretne jednaliine
dobijaju se ertanjem grafika. Ove metode koriate se kada tre-
ba s ™ grubo odrediti resenje, i1l keo priprema ze tadnije

sdavanje numerifikim metodezma.

Rumerifke il4 ralunske metode su najkorisnije, Jer daju
visok stepen tafnosti. Eod ovih metoda rad je uglavaoz aritme-
tiliked,

Homografake metede su mebovite i to: numeridko-grafilfike
metode, Vrlo su korisne, jJer ae kod njih priprema-jedan gre—
fik Jednom za uvek da elufi za diroku ¥lssu slulajeva, tako
da Be pr¥e upotrebitl uvek porove ea razaim nunmeri¥kim poda-

‘ cima., ‘169.



1

Na slici vidimo da kriva nage funkeije I(x) = x + T - 3
GRAFIUKE YETODE _ preseca x-opu pribli¥no u tadkama: x - 0.4 1 x, 2.6.
. Realne korene jednaZine (algebarske ili transcen- Znati, naks jednafina ima dva realna korena.
suns £f(x) = o mo¥eme pritlifno odrediti kao apacig: e—
vnene) * F peciee pr Primedba. Uporediti dobljena TeSenja aa refenjima kvad-—
sefnih taZakes grafika funkcije y = £(x) i epaciasne ocsme x. _— 2

ratune jednadine x~ - 3x + 1 = o.
PRIMER 1. Grafifki reéiti jednadinu x + % —3eo.

Regenje. Evo kako éem¢ jednoatavno elementarnim putem
debiti grafik funkcije f(x) = x + 1 3.

x

Na slici je prikezanc dobijanje grafika funkeije x + é; 7 PRIMER 2. Grefitki rediti jednakimu 2 cos x =

u avakoj tafki x vriimo sabiraanje odgovarajuéih ordi- 2 1

nata funkeija x i % Grafik funkeije x + % - 3 dobilja =X+ :E -2

e iz grafika funkcije x + % umanjivanjem svake ordipa-— ] 2 oom x i
te za 3, odncapo translacijom (peralelnim pomekem) celog Regenjes Nacrtademo grafike funkclija y = a

- 2 L ednje omodu s8bl-
grafike - u negativoom pravcu y-ose za du¥inu 3. ¥=x +—45-=- 2_‘ (ovog pc_;al jeg p

x -
ranjs ordinata funkcija x2, ]-'3 i = 2). S5a alike vidimo

-da dve krive ¥y = xz + 1—2-2 oy ¥ = 2 co8 x imaju feti-

x

ri presedne talke, & Jednadina Setiri riﬁenja :'1, I, x3
N

ix,, koja se nalaze u intervalima (- -E,o) i

ki

- 170
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testo jJe pogodno jednading £(x) = o napisati & obliku
a{x) = v(x), pa je u takvom obliku na prethodno pisani na¥in

refavati.

PRIMER 3. Rediti grafifki jedna¥ine x + 2y = 3; 3xey =

HeSenje. Napisimo jednadime u oblikur y o % - £
= 3X -1,

H

~
TNz

1

X

-9 ‘c}\:’i-

Ka aliodi vidimo da eu koordinaté presedne taske naiihk

pravih: x~0.7 L ¥« 1.1. Dakle, traZeno zajedniZko rede-
nje Jer x=0.7 3 ¥al.l.

ZADACTI

Grafi¥kom metodom nadi pribliZna refanje slededih jed-
nagina:

1. e;—3x=o;z.2x—3ainx+5

= 0Q; 3. x3—lox+1=o;
+ 2x + Tv8 = 03 5. x log x = 1; 6.:2—ex,2=
T. %€ x = otg xj 8, 4x -y =1, 3x - 2y = 3; 9,

(x = =1,65); (x,~2.5).

4. :.'3

x3-4x2+3x—2-o;

172

NUMERICEE METGDE

1. Metod uzastopnog polovljenja intervala

feka jo data jednadina (aleebarska ili tranacendentna):
{x) =

PotraZimo takve vredmosti x = 8 1 ¥ = b da je znak funk-
olje na krajevima intervala [a,b] razlifit, tj. da vredni
£(a)f(b) ¢ o. Grafilki zna¥i da e kriva y = £{x) nalasi i
ispod i iznad x-088 na intervalu [&,b] . Ake je funkeija
f(x) peprekidna na intervalu [a,b] , kriva y = f{x) de sedi
x-0su u nekoj tadki € {a,b]

Tu tadiu £ , nmule funkeije £{(x), odnoeno rofenje jedna—
¥ine f(x) = o nadi demo (pribliZno)} uzastopnim polovljenjem
iptervala [&,b] na sledeéi naﬁin. nadjemo x = ;b, polovinu
intervala [a,b] . Ako je (&2 ) = o. odabiramo onu od polo-
vind intervala: [a, 2 ] 014 [ , b 08 §1jim \rsjevime
funkecija ima suprotpme znake i 1ati postupak ponavl jamo pa no-
vom, su¥enom intervalu. ’

Ovaj 'metod koristl ae za grubo nala¥enje korena, Jjer se
ze dobijanje vede tadnosti mora izvrditi veliki broj raduns—
nja. Metod se¢ lako re.a.lizuje'na elektronskim rafunekim masi-

TBmAa .

PRIMER 4. Metodom polovijenja intervala nadi jedan reatan

3

koren jednaﬁinet X7 4 ‘2x2 -Xx~1= 0,

BeSenje. PotraZimo interval [a,b] u kojem Ffunkeijs

£(x) = x>+ 2% - x -1 menja znak:
x=0; 2lo) = - Lo
x=1; £{1) = 1> o,
Zna¥i, keren £ pripsda intervalu f{o,1] . Nadjimo vred-
noat f{x} u x = O—EL = %_, tj. u polovini intervala [o0,1] :
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3
1 1
f(%) = (5) + 2.5 - % -1=- g—: - 0,875 < o. Znadi, za x = 0,825 vrednost funkoije je pribliZno
5 .

0.04, odnosno kaZemo da je f£(0.81L25) = o sa tafnofdéu od

e = -
Kake je ra krajevima intervald 2,1 zanak funkeije £(x) £ = % 1o 1. Drugim reSima, u vrednosti x = 0.8125 jedino za

L oms i, .- - 1 .
2 z 2= , . = . -
raclisiv: £(1) >0, (2)‘: oy i f(,2) (1) < o, nestav prvu cifru moZfemo redi dm je sigurma, tj. da je f= 0.8 koren

ljamo sa poleovljenjem intervala [%,1] H jednadine..

%—+1 3 ZADACGI
2‘=4=o.7‘5;

Metodom uzastopnog polovljenja intervela nadl redenja

3 2 )

3y (T 3,27 T__13 slededih jednafinas '
(P (P raAP-2-1=2 .02 .-,

1-:3-91+1=0

= - 0.2031{ O. 3
2. x4+2x =X =1 =0, (g = 0.867).
Zbog £(2) >0 1 f(%)<o, polovimo dalje interval [%,1]
% +1 4 ‘ ' ' METOD ITERACLJIE
I = 5 = E = Oo875;
: . Jedpadinu f(x) = o, gde je f{x) neprekidna funkeija,
Y I N 343,49 1
I(g) = ('8-) + 2(5) -8 " 1l = —1% + 2 i EE = napi¥emo u oblikur x = ‘¢(x).
167 ‘ . Zatim grafidki ili pogadjsnjem odredimo interval [a,b]
=51z " °.3262> 0. . u kome se nalazi jedan realni koren 1 iz tog indervals lza-
Kako je f(%) f(-;-) <o, nastavljamo sa polovljenjem in- beremo proizvoljnu vrednost X = x, kéo pribliZfnu vrednost
[3_ T ' korena. KRove pribliZne vrednosti dobiljame na slededi -nadin:
tervala ’ —] 1 : . _
5 70 ° x, =(x )y %, = (x)ieees xp =¥(x,), (5 =1,2,000).
s
4 _ 8 13 . Tako smo dobilt niz pribli¥nih
x=2—=.fé= 0.8125; P ;;1
refenja x .xl.xz....x koji 1
3 2 o o :
f(%) - (%) . 2(%% _ :_1._2_ -1 = 2192 . 169 _ 2 _ konvergira ka reienju nade
1 409 256 16 jednatine |
181 -
= 256 = 0-0442. . Boum %o = f?(li"; T 1) =€(E) ()
n-y
N—= o2 .
"Dobili amo sledeéi niz pribli¥nih refenia: : "ako je: :
i H T ! . fhn 4] ¥o %
x, =5 =05} x = % = 0.75; x, = 5 = 0.875} f¢'(x)l¢q <1, xada z¢[a,b]
. Ukolike je broj g manji, utoliko se niz ibli¥nih vred-
x, = 33 = 0.8125} £= o.8. ’ o
3" 16 174 noeti br¥e pribliZava redenju.
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izv@l nu vrednost
Ako jJe zahtev zadatka 48 s¢ nadje reSenje 88 tadnoidéu E, Za podetnu vrednost X me¥emo uzetl pro ]

i s = 3.2,
cnda se zauatavljamo na onom koraku n zs Kojl je ispunjena iz intervala [3,4] . Uzpime, n& primer: X 3.2,
1
ne jednakost x =\f(xo) =%{3.2) = %105 3.2+ 35 =3 ©.50515 + 3.5 = 3.75258;
1z - £ E, ) 1 =
=y - g x, = €(x) =€(3.75258) = Tiog 3.75258 + 3.5 = 5 0:5742643.5 =
i odgovarsmo da je Y =x_traZeno re¥enje sa tafnoidéu £. -
n = 3.78916%
PRIMER 5. Naéi realan koren jednafine 2x — log 1 = 7 %y =‘€(12) =¥ (3.7876} = }2'108 3.78716 + 3.5 =
metodo.m iteracije, s tagnod4u do tri znadajne cifre, tj. » = %0.57632 + 3.5 = 1.78916;
£= 1073, N
x, =Q(xy) ='0(3.78916) = 5 log 3.78916 + 3.5 =
Re¥enje, Prvenstveno odredimo interval ([a,b] u kome ]
. 1 = 3.78927.
i = 0.57854 + 3.5 = 3
¢ nalazi koren £, To demo udiniti na dva na- 2
&ina: Dakle, dobili amo ovaj niz priblifnih redenia:
a) Pogadjanjem: f{x) = 2x - log x - 7.
) s 1. + x. = 3.78916;
£(3) =6 - log 3 - T < o3 _ x, = 3.20000} x) = 3152585 xp = 3 TBTIE 2y = 3 '
£(4) =8 -Tlog 4 - T >0 = F(NEN<0 xy = 3.78927.

Znaéi,‘ keren f € [3,4].

' U. xy ix, ponavljaju se prve Zetiri ¢ifre. Proverimo da
Napidimo sada jednaZinu u obliku pogednom za primenu 11 je zedovoljema tadmoat od €= 10_3
metoda iteracije: x = % (log x+T) = _i'?; 108 x + 3.5.

.

|x4-x3| = 13.78927 - 3.789161 = [ o.c00lll = 0.000ll =
Ovde je funkeija ¥(x) = % log x + 3.5. Ispitajmo da 14 ] B
2 =o.1.103<10.
de iteramcioni procee konvergirati za ovake ocdredjenu fun- _ ooss
u
keciju ¥ (x), tj. da 1i je zadovoljen uslov i'€'(x)| <1 Znadi, odredili smo privlifne refenle £ 88 tagno
za X € [ 3,4] of tri znadajme cifre: T = 3.789.
47
O (x) =« 21088 _ 0:43429 zaDACI
=2 x - 2z

Metodom lteracije naéi redenja alededin Jed_naaina 88

Eako x ¢ [3,4] t3. 3<xcd, bide i,1,1 pa imamo: 3

37378 tadnodéu £=1lo .
‘.er(x)i - % ‘O-4i429%= % 0-4;429 < % 0-4§429 - 0-07238 €0.08¢0.1

97
Imamo da je g = 0,1, a kake je to mala vrednost, moZe-

no odekivatl brzo pribliZavanje redenju E.
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1. x + log X = 0.5 (x

£ = 0.672).

g = 1,557

2. 2~ x=1ax, (x]_]_

{Uputstvor koriatiti vezu
1n x = log x lo

leg e ~ .43429)
3 2 :
3. x° = 2,625 x° 4+ 5.,29x%~2.5 = o_;(xs =E= 0.625)
2 -x
.4. (x-1})° - ™" =0 (x6= = 1.478).
S -8 = Qs ;
xB 1n5x 0,29, (x5 =g = 1.172).
6. ::5—15 x +24‘x—5 =05 (14 =g= 0.208),
T X" =%=0.2 = 0} (,"4 =g = 1.045),
8. ex+o.1x+2=o;
9. x4—2x3+x-1=0‘,

METCD SECICE (Reguls falui)

Neka je f(x) = ¢ data jednaina. Nalazimo (prob¥janjem
11i grafifki) dve vrednowsti & i b blizu korena jednadine 7
1
takve da su £{a) 1 £(b) suprotaog znaka, tj. da vafi

£(a) f£(b) <o, Netod selice {sekante) aastoji se u tome (vidi

aliku) 4 B i
1iku) da se odsedak sedice AB smatra aproksimacijom luka AF

I = ; AE
ive ¥ . f£(x); presefna taZka X odueika AB i x-owe smatra
ge pribliZrom vrednosti te [a,b] .
Jednadine eefice (tj. prave koja prolazi kroz talke
A= (a,f(a) 1 B = (b,r{b)) glasi:

y - f{a} = Eib)b—'—mf(—al (x-0) . (nt

Presek (x ©) asetice sa x-caom dobija 2¢ atavljanjem

¥ = 0 u izraz ( B X = 8- _(Trx)“(a_- (b~a), odnosno stav-

1jajudi a = x do‘bi;amo
f(x )

o= AL
-1.'78

i analoRnO,. neetavljajuti ovaj iteracioni proces:

x‘n X‘n f{sxns P f_x,l(b v In)

Dobili smo niz priplazmoih .1

.

vrednosti xo’xl""xn kojl
konvergira ka korenu jedns~-
Gine & ako £9(x) ima konsi-
antan znak na intervalu

[a ,‘b] -

{4
y (B O,1y-0n

PRIMEIRA Sa x = b cbele-—
Yavamo onaj kraj intervald
[a,t] ‘-z.a ko0ji se znak funk-
eije f{x) poklapa B2 ZRAKOm

njenog drugog izvore £n(x).

PRIVER 6. Metodom sedlce nasi pozitivan keren jedpakine
£(1) = 3-0.2 x°=0.2% - 1.2 = 0,

Refenje. Prvo oArsdimo interval [a,b] =& koren gt
£{1) = — 0.6 <o, - %E 11,2]
£(2) = 5. 6 > 0,

Eako je £(1.5) = l.425>0, mo¥emo uzetl ufi interval

[2,1.5] . Ovde Je x =& = 1, ab = 1.5, Na opnovu obrasca

dobijamot
1x,) 9.6 1.15
- G %) = Y Tasees 07 T T
f(x ) = £{1.15) = = ©.173;
i(: ) .
_0_-111_'._0,35 -

=14 - M 5-:(: y (b=x) = 3-15 ¢ 7355,0.173

2 1.15 + o.080 = 1.190;

f(z j = £(1.190) = - 0.036;
f
(x _____0;0}5—_0_31_

R 1, f'(_j"-(-—)—-f = (‘b—-x ) = 1.190 + 77755 4 0,036
179 )

s tasnoBEéu do £ = 0.02s



= 1.190 + 0,008 = 1.198;
f(xa) = £(1.198) = - o.0072.

Dobill amo ovaj niz pribliZnih reEenjas

x, =8 =1; % =1.15} x, = 1.1 x_.'i =
Kako jJe |x,mx;l = 11.198-1.190] -= 0.008 = 0.8 1672

'« 0.02,
koren jednaldiine jeste 5 = 1.20 (jer je zadata ta¥nost na

1.1¢8.

dve znakmjoe cifre).

ZADACI

Metodom regule falsi naddi ragenj; slededih jednadins:

1, 13—2x -~ 5 = 0; 2. x2 - 8in¥x = 0} 3. 2 14—x+1 = 0.

KETOD TANGENTE (Newton—Raphsoncva metoda)

Data je jednaSina f(x) = o.

Prvo odredime interval {a,b] koji sadrZt koren E , dakle
vaZi relacija f{a) f(b)< oy pri temu u taZki B -imamo f{a)r"{a):> o.
Metoda tangente sastoji se u ‘tome da ae luk AB krive
= f{x){vidl alikn) zamenl tangentom u tadki A = {a,f{ad ; -
preasfna talka (xl,p) tangente 3 x-ose daje pribli%nu vred-
neat x korena § .
Jednakina tangente u tadki (a,f(a))- glasi
ytla) = £°(a)(x-a).
Praesek tangente xl aa x-osom
dobija se stavljanjem y =
~f{a) = f'(a)(xl-a). odnoane
atavivii a ¢ xol
) f(xo)
Bl §7T;;T

a time je upravo definisan ovaj iteracioni proces:
f(x)
Im —r(——j‘ (!‘L.—-O,l,z,.-)-

) Ovaj niz pribli#nih refenja X ¥yyere kon?ergira ka
redenju § nade jedna&ine.

PRIMER T. mesodom Newton-Rapheona re3iti jednadinu
f(x) = x> — 4x + 1 = 0.

Refenfe. Odredimo grafi¥ki na alicit intervale u kojime

ae nalaze realna resenja.

Jedpadina ima tri realna
korenat xle(—J.-Z). xze(o.l);
x. e(1,2).

3 2
£7(x) = 3z =4; r*(x) = 6xy
£(-3) = -l4 <o; 2*(~3)=—18<0

Kako je £(-3)2"{-3)> o,
uzedemo X = “3.
£(x )

= 3 + 0.695 = = 2.3053

2(x)) " £(=2.305)
=-2.038
1, =% - ;VT;;)‘ ~2.305 - —vszrisgy o

2(x,) £{-2.038)
2 - = = 2.1163
Iy= %7 1(x,) ~2038 f"t—z_.o3s)
£(x,) £(-2.116
2 - J-(—l = - 2,116
I, =X ?’T:Tz) - 2,116 - $720116)

Dgpili smo’ niz pribliZnih redenjas % = -3z = -2.305%

x, = -2.038} X, = -2.116; x, = -2.116.
181!



Kako je dodlo do peklapanja relenja 13 i x4, E = -2.116
ite je tadne refienje, jer f(E)} =
Na isti nedin dobidemo za interval {o,1] :
x =0; X = ¢.25% Xy = @.2541% x '= 0.2541 koje je tadno redenje.

a, 3

Analogoo, z& interval [1,2] dobijamo: x =13z =

= 1.875; 12 = lp363 = x3, pa je E = 1.863 tadno resenje.

ZADAOI

Metodom tangente resiti sledede jednadine:

1. x9-2x-5 = a; (g = xy = 2.09455).
2..x log x = 4.77724; (g = X, = 6.08911).,
3. log x ~0.05 x = 0; (g = xy = 29,351).

4. tg x = X; (g= = 4.49341).

5. %% - Tx* 4 5x - 35 = o.

SISTEMI LINSARNIH ALGEBARSKIH JEDNAZINA
Gaus-Sajdlova metoda (Gausa-Seidel)

Kada je broj nepoznetih veliki koristi ae GauB—Sajdiova
metoda. To je pribliZ¥na iterativna metoda u kojoj se polazi
od nekin pofetnih, grubih vrednosti zs nepoznate, koje ae za-
tim u svako) iterac¢iji postepeno popravljaju. Proces poprav-
1janja nastavlja se tako dugo, dok nas stepen tadnostl ne
zddovol ji.

Neka je dot aistem: BygF) + Byp¥, 4 alsx3 = 51;

8. % 4+ & _.X_  + A, X =a

"o’ CO T e

21 + BygXy = B0

1 ¥ Bap¥p + Bpy¥y = 5

Pretpostavlja se da Je matrica sistema nesingularna i
ds su Joj dijagonalni elementi po modulu dominantni u odnosu
na ostale elemente. Redimo gistem po diljagonalnim elementima:

Fp o= B TRp% R 3% Xy =0y b X,y s,
182

=b x.-b,.x gde jes
ek s b L i LISt P %170 2353 s} e,
b,.,= ',biz' b
= i ey 14

L VL I i ba¥17P32%2 (4,1 = 1,2,3)

Po¥to smo protpostavili da su elamenti sa dijagonale a
mo¥emo u JednAfliname zanepariti ¥la—
vakvu prvu &prok-

gnatno vedél od ostalin,
nove koji sadrie elemente 313’ i 1 A"
aimaciju ze xd, i =21,2,3
) (@) ROE
X = byi Xy = by ®y= Py

Poboljkane vrednosti xﬂ)dobijano n slededem iterativnom

My op. xe f"’ £
¥oraka na sledeéi nafiini I, = 1- 1252 13 3 2
(‘) (Ul 1 o _ o

0. b ~b,, X !
H byby X ThoyXy Xy = Dyhy o Pyt
Ka R+L—koraku prfunademo po OVAKVOR obragous o
-

. £ 2y o “_ . x™y x
’(;.0 1"122 b1 3T3i Xy 'bzbzl’l 23%3 1 3

e (e t> B o= 0s1,200e
=D b}lxl 3212 N sly

Napominjemc da 8se prva aprokaimaoija mo¥e proizvoljne
uzeti kamo i kod iterativnog resavanjs jednadina.

PRIMER 8. Metodom Gaus-Bajdle reditl aistemt xl-o.l X+

—0+2 X 4+X.m 2.7+
+ 02 13 = 1.4} 0.2 x1+xzfo.1 x3 = 1.9} o.l. T, 2%y

Refenje. Na ovaj eistem mefemo primenitl petod Geus—
Sajdla, jer Je matrioa eiotema nesingularns (de-

terminants sistema Je razlifite od mule) i dijagonalni

slementi znatno au vedi od o8telih.

Fapiéimo ova)] aistem u obliku pogodnom za jtaraclijul
= 1.9 - 0.2 X,

x1 - Leds0.1 12-0.2 13; 12 1
= 2.7 = 0.1 x, + o.2|125
183
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(1)

ﬁ

= 1.9 - 0.2xM 40,1 xso)=

:§'= 2.7 -o.1 %"

Uzmimo za prvu aproksimaciju vrednosti x§)= 1o4: <% o3
(o) Px, =
= 0.

3
Primenom Gaus-Sajdlova proctsa dobijamo nove pobol jEane
vrednostis

poboljiene vrednosti moZemo skupiti u jednu tablicu:

1

2

- 0.2 X

3

o

{0
= 1.4 + o,1x2’- 0.2 = 1.440.1.0 — 0.2.0 = 1,4,
1.9-0.2.1.4 + 0.1.0 = 1,62,

5= 2.7-0,1.1.4 + 0.2.1.62 a 2.884;

(2)_ F4l ay g
2= 144001 %, -o.zac‘3 = 1.440.2.1.82-0.2.2.884 = 0,9852,

) _ (2)
= 1.9-0.2:1’ +o.1x5”- 1.9-0.2.0.985240.1.2.884 = 1.99136,

x;): 277—0.1x£"+o.2x’2“= 2.7-041.0.9685240.2.1.9914 = 2,99976,
x{”= 1.4+o,1x;“- 0.215“- 1.440.1.2.9914-0.2.2.998 = 0.59918,
x;"- 1.9—0.2xiﬂ+0.1x;'= 1.9-0.2.0.999240.1.2.9998 = Z.00014,
x‘;‘= 2.7-0.1 x‘l’h. o.2x£”= 2.7=0.1.0.9992+0.2.2.00061 = 3.on0lo,

x{¥= 1.440.1x ("_0 ,2%

3

- 1.4%0.1-2.0001—0:2.3.0001 = 0.99999,

Ove

R x?‘ xé“ i;"*
Q 1l.4000 ©.0000 0. 0000
1 | 1.4000 - 1.62a0 2.8840
2 | 0.9852 1.9914 2.99598
3 | 0.9992 2.0001 3.cool
L4 l.c000Q 2.0000 3.0000
5 | l.oo000 2:0000 340000

.

o> PRIMER 9. Gaus-Sajdlovom met

xl—o.lx +o.2x3+o.1x4

2

0.211—-0.1124-1.5:34-0.2:4

Redenje. ¥atrica sistema Je
elementi su dominant

Gaus-Sajdlovu metodu. Napisim

za iteracijut x, = a.6+o.1x2—o.2x —o.1x4; 1.2 x5 =
1.5x

X = O.4—0.1 x, 9.1 12 G

=o.3+o.lxl+o.1x3+o.lx4;

4

3

Uzmimo z& prvu aprokuimaciju:

1206 Xy = Iy Ty

ofiom Tediti sietem:

= 0.6; -0.111+1.2x2—0.1x3—o.lx4 = 0.3
= 1.2} o.lxl-o.1x2+o.2x3+1.ox4= o.d.

nesingularna, dijagonalni
pi, ps moZemo primeniti
o sistem u obliku pogodnom

3

= 1.2—0.2xi»0.1x2-q.2 14;
2 X~

3

12} o} (o}

(o'l= I

= 0.6+0.1.0-0.2.0=0-1.0 = 0.6,

1 2 3
ta_ (2 c
X, = 1.9—0.2:1 +o.1x3 =1.9-0,2.,1.000040.1.3,0001 = 2.00001,
n_ 3 I n
13 = 2.7 o,lxl +o,2x2 = 2,7-0.1.10000+0.2.2.0000 = }.00000,
2V 1,440,150 —0,2x 7 2 1
1= 13, 2% = «340,1.2.000-0.2.3.0000 = 1.0000,
cov_ fer (ot
x,0'= 1.9—0.211 +0,1x3 = 1.9-0.2.10000+0.1.3,0000 = 2.0000,
54 - (5 (i
x3 a 2.7 o.lxl ’o.2x2 s 2¢eT=0.1.1.000+0.2.2.0000 = 3.0000.
Na petom iteracionom kKoraku debili vmo redenja xﬁ;- 13
5 .68y _
12 = 2 xJ = 3, a to au i tadna reSenja aiatema, u Hta ae
lako uveravamo stavljanjem ovih vrednoatl u saistem.

1584

<1} o _ @ . .1 x®
= 0.6 + 0.1 12 0.2 13 0.1 x,

(1) ) ol R
1.2. 2 ==0.3%0.1 3y + 0.1 x3 + 0.1 x,

2
+ 9.1.0 + 0.1 . 0 = 0.24,
oy 0-24 _
12 1.2 0.20,

1) ) . . fol
1:5 x5 = 1.2-0.2 X'+ 0.1 xfz 0.2 X,

x 1e2= 0:2.0.6 + 0.1 {(-0.20) - ©.2.0 = 1.06,

;h’= EL%E = 0.70667,

kR 1. 185

e _ g.3+0.1.0-6 +



xMe 0.4 - 0.1 xi”*r 0.1 xg”- 6.2 x=

' 2. 5% -x, + 6x, +2x, = - 13.38 x, = 2.68
= 0.4-0.1 & 13 2 3 4 1
= Qe sl 0.6 - 0.1 4 0.2 =042 - 0.2.0.T0667 = 0.17867. 2x; + 41 - 213 -x, == 8.56 x, = - .42
. 2
. Na istl nedin refunali biemo x;": xﬁ’... (3 =1,2,3,4). 3"“:1_2]:2 * x3 - 4)‘4 =~ 3.5 \13 = - 1.94
Dobijene rezultate moXemo predjenc da upleujemo u tabliou: xl + 212 - 3x3 * 4,x4 = 18.14 :x4 = 4.12
x| X0 { x o |l x f s 7 3o T.9E)+5.6x,45.7x,-7.2x, = 6.68 x) = 0.96710
,l;f* + 4 8.5x,-4.8z_+0.8x,+3.5x, = .95 x, = 0.1248¢
| o 0.60000 0 0 o i 1 27773 4 2
i1 0.60600 = —0.20co0 @.T0667 0.17867 4.33)+4.2x,-3. 22,49 3x, = 8.6 Xy = 0.42630
-3 ¢.42080 -0.14116 ©.71a68 0. 20167 3-211—1.412—8.913+3.3x4 -1 x, = 0.56790
3 0.42358 -0.13867 0.70739 0-20230
4 0.424425 —0.136824 o0.707182 ©-20224a
15 0.424457  -0.138643  o.70714 ¢.202232 PRECDEEDJENI, LINEARNT STSTEMI
é ©-424456 —0.138844 0.707185 0.202233
To su sisteml kod koJih je broj jednadina vedéi cd broja
7 42 0. .
. °-424456 0+138844 0. ToT185 ©.202233 nepoznatih 1 u opltem slufaju jednadine nisu strogo saglasne
| . i modju sobom.
B.X + 0.y + ¢ T+ .. +f t=n
Y ) 1 1 1 1 1'
Yrednoatl x!% ¢ x;‘ razlikuju se samo u E-toj decimsii, a.X + b y+e s+ .0+ L t=n_,
e
8 da ee z; 1 xgﬂpouai’ﬁiu u svih dest decimalnih mesta, &to ¢. 2 2 2 2
aZl da sme noailil fen j -6 = : rremossmmmmeses
rasenis sa tatnofdu do 1oy x) = BI+Dy+ezZ+aeaet+f t=n,
= 0:4244565 X, = 0.130844; x; = 0.T0T185; x, = 0.20223). 8 # s 3 2
Ovi sistemi relavaju se tako Bto =mse nelazl cnaj skup
ZADACT ) vyrednosti za nepoznate x,8,...,t koji najpribliZuije zadovo-
. Oaus-Slajdlovom metodom redizi slededs linermne sisteme 1ljava svea jednadine aistems, odnomno koji dini veliZinse Ei’
algebarskih jednaZina: 1=1,2,...,8,
1. 2:1-x2+313=__3, = x, =2 El-alx+b1y+olz+...fflt—nl,
4xl+412-2x3=16, X, =1 ’ Ezla21+b2y+caz+ . +f2t-n2.
311-212+513=—6. \.‘I'.J=-2. ) PEs rE sl sAsNas R e R AR e R eIt EO S n N R

186 Eszasx+bsy+ QT * oo +I%-n,

koje zovemo grelkama, &to manjim. Potretmo je odrediti Ei da
budu ¥te manje, jer su Ei upravo odstupanje od nule.
Métoda najmenjih kvedrmta, koja traZl da je&. zbir

5
) E2 = E'+...+E? mininslan, odredjuje onaj skup redenja
it i 1 B lé?
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% arko MIJATLOVIC

PRIBLIZNE METODE RESAVANTA
DIFERENCIJALNIH JELDNACINA

ANATITICKE HETODE

1. ° Integracifis pomoéu redove

1. Rebiti diferemcijalmn jednefinu (x+1}7

potetnim uslovom 7o) = 1, yio)

= Q.

trafiéemo u obliku reda ¥ = Z

konvergencije vatile:

-in.&nfn_l. b

=2

stavci y refenje, vaZide (x+1)z nf
- xZn el T_ A5 - 2x. Otuda Jo:
i a{n-1) 511“ +E o {n-1) A.nQ" Z nh X"

EN) =T

L7

el

» . xyiy= 2X 88

Befenje.l- padint Bedenje date diferencijalne jednadine

A X, T krugu

Xeko Je 7 n(n—l)Anxn -1 Z(mrl‘) naml

in(n—l\ Anr“ Z (no2)(n+1) by, o% = 2y
f(mexml)amaxu 1 anx“

n=f

LI i n(n—l)An:.p"z. Pokto je po pretpo
a-1) 4" -

Z A =X

nag

+

- L & E Lnxn dobi jamo

i (n+1) nkm_lxn ;‘(maxnu) An+2::n ZnAn? -

n=r

-Zan:é‘+21\2-ao.2x
n=t .

. Otuda Je:

191



o

gf(“” Bip X+ (a2l A, ox - nA P - 5P . 12 1 edx® ek s bp ot
+2hy - A = 2x. S 1/12¢0 1+%x2+%x5+%ﬂxu+%—23x5
) 1/720 1*%"2*%:‘3*%1"4*17]2-3"5*7%3"6
Sredjivenjem ee dobija:
Z_[(ﬂ*‘?)‘n,g +oh - A toeo® 2h, - &, = 2x. II nadin. &ko na Jednsfinu (x+Dy" - xy' - ¥ = 2x prime-

nime operator diferenciranja Dn, doblje 8e za n » 2

Uporedjivenjem leve i deene strane dobi ja ser Dn[ "] P " "o
(s ¥y - D{xy) - 'y = I"'2x. Prema Lajbnicovej for- -

24, - A =0, 2(3h; ¢+ Ay - &) = 2 i 2 - ul
A2n> 2° 3R b 1 (a2 or 0k 1A= o muli (uw) = 3 (707 ud® *v imamo
za n} 2. o
. ) - p? [(x+1)y"] = (X+1) s‘n”’) - ny(n+1), Dn(zqy') - xycn+D+ ny(n_)(ovdé,‘e
z uslova y(0) = 1, J(a) = i =Y = =y
¥ 0 iy =y Ax" g;,;d;fn‘j; (raly g0, pp@eD (@l oy

_.loo.llxd?xzo..., F' = 1102A2x + 3A3x2+... dobi jamo

. (n) N n
A, -.y(oj 1 4 = y(0), odakle je d, =1, 4 ao. podto Je Mx = x = © za n%2. Neka je &, =7 to). Eada

e u pozlednju jednadinu zamenimo x = o, dobija se
'«x’k°~1°2‘2"o'°im“°lg-1/2.8125A5.L2_L1,1 P Ju ' d

 dobijemo 4; » 1/6. y(n"'a)(o) + ny(ml‘(o) - {(n+D y( I'“(o) = o odakle je
R t ¢
ekurentnu formulu <n’2“n;in’ ol - A, = o wofemo za- 8,2 ¥ DAL - (nel) a = o. Prema Maklorenovoj formuli
pisati u obliku Ao n—mzﬂ. Stavljajuéi redom e (o A @ B o
£ l- = - i
n=2,3,4,..., dobija me 4, = 1/24, 15 = 1/120,..., Otuda 7 nzso 7 ° /n onda de v nzt, ar * Iz potetnin
"Jey - A°0111¢12120A315¢A4:t4+... «le é. NN é O %'E ... uslova nelszimo a, = 1, &) = o. Da bismo naSli a, dife-
rencirajno datu jednadinu samo Jednom i stavimo x = o.

.Sva.ku &')d funkcija Yo = &, + 4ix + A?xzo.-.o Anxn mofemo uze- Tade dobijamo 8; + 8z - 23.1 = 2, odakle je &y = l. Delje,
t1 z& pridbliino redenje, napriver ako rekurentnu formulu &, , + na ; - (n+l) & = 0 na-

I3 = 1+ % x4 21; x7, piSemo u obliku L (n+1)ah - na_ .4 i zemenjujemo re-

Sve dobijene rezultate moZemo pretstaviti u obliku tabele: dom B w 2,3,%,... dobife me a; = 1, 8g = 1y g = 1,...

) Cos 1 1 1 4

n A ¥y Prema tome, rofienje Jo oblika y = 1 + 9T x2 + =T x3+ BT X ++»

o 1 1

1 o 1 1 s Primedba: MoZe se pokazati da niz 2, = 1 zadovoljeva di-

2 /2 1+xx ferencijsku jednalinn a ., = (n+l)a - na , te je redenje

1 1 =2
3 1/6 1‘2”‘2"_313 : . . y.1+Z%1-xnodakle je ¥y = ¢ - x. Inafe, opite redenje je
192 . - oblika: 77 x

-t
y-clex+<:2exj:eﬁrdt-—x.
* 193



A

2. ReBiti Jednafinu y" -xy'-y = o0, y(o) =1, /(01 = 0.

, 2n
Bozultak: 7 = *Z . 4...2:1 Z (Zn)” "f—: :n I
: s .0

3. Refiti Jedna¥Xinu (x +1) 7" + xy'+ 2x7 = o,
y{o) = 2, ¥'(0) = 3,

-

Rezultat. y=2 + 3x - 7x3/6 ~ x“/e + 2115/40 * ene s

4. Rediti jéd.na&inu Xy + ¥+ 2y = 0, y(1} = 2, ¥ = 4.

Uputstvo. Trafiti reZenje u obliku Tejlorovog reda

= %y n - (n)
7 =g aTi=E-1 gde je 8, = 3y ngq) - Primenjujuéi opera-

tor D na datu JednaZinu, zemenjujuéi dobijeni rezultat
x=1,pokazati da niz a, zadovoljave za sveki priredni broj
n diferencijsku jednafinu 8,0t (n+l)% 1+ Ean a 0.

ao i 8y odrediti iz po¥etnih uslova (a -2, a = 4). ReSenje
je:

¥ = 208D = 4G 4 80D 33 -1y /3 4 2(x-1)5/154. ..

5. Bediti diferencijalnu jednafinu ¥= x2 + 32 sa pofetnim
uslovima a) y(od= 1y b) ¥F(o} = o,

Relenje. Nepoznatu funkciju &emo tra¥iti u obliku Maklore-
novog reda ‘

¥ =y I-;‘-’i‘- xn., 8, = y(m(o) « 1z jednpfine y'-= x4 ;y'z prime—

fi=g

nom izvoda dohija se:
J) 2 Y2° " ;2 )
Y= X475 77 o= 2xa2yy; ¥T = 22y 23'?"' =6y'y" +2yy™
?

7 = 25317 4 By I+ Byt

Iz uslova By = y(m(o) nalazimo:

a. 80 = F(0) = 1'

a = ylo) = 0%41% o 1,
194

= 7"(0) = 2.0+27(0)y¢0) = 251:5‘1 = 2,
&y = 0oy = 2+2y't0) 427y () m 2+231 + 28 ol = B.

51i%no nelazimo &, = 28; a5 = 144, Otuda Je

y-1¢x+ETx2+3T 284 %—4{-150...

Fu.nkoiju'?-1+x+x2+§xj +Zxao-gr5moimo
uzeti za priblifpo redenje.

n .
~Pokazati da je zan 3 3 B,y =) (:‘,) a.a,_, (koristiti
. I

Lglbnicovu formulu}. 0

. Pigard-ova metods (metoda sukcesivnih aproksimacija)
6. ReSiti diferencijalnu jedna¥inu sa pofetnim uslovom:

F'aX ¢+ ¥, ¥O «l.

Reonje. Za jednalinu y'w £(x,¥), :.r(xoﬁ = J, itersciona
formula je

Tpe1 = Yo J_:I(x,yn\dx . Da bi Be ova formula mogla prime-

nit}, dovollno Jje da je funkcija (od dve promenljive)

f(x,y’ neprekidna 1 da je parcijalni izvod BiTen)

ogranifen u nekoj okolini ta¥kae (xg07,7 - ?

Xako je u nafiem sludaju f(x,y' = x+y, to J& [(x,y ofigled-

no neprokidna.

oe
Sa druge sprane = (;;V\

raclona formala postaje Toel = 1 +L { X+7, \d.x, o ™ 1.

=1, te je izvod ograpiien. Ite-

Stavljajuéi n = o dobija me Fyo=1+ r (x+1‘1dx = 1+x+12/2.

Zan = 1,2,3,.,. dobija me:
T x )
"1 .2 1
= 1 1 =1l dx =
A vja (x+yl dx +_£(xol+x } 5 X 3y 1 + xoxz A 15
yz - 1+f'(x+;y2‘>d.t -'lofx('x+1+x20 -{ex}\dx = l+x+x + %:2 L%

1+f (X473) dx-1+[(x+1+x+x2¢ %-131. é—azq'\d.x
o

In
195



FUMERIEK & HETQpg

9. FEuler-ovog Retodom r

. eBiti air
¥'= 2x+y 8a poletnin ugle francifalnu jednadiny

von y(o) « 1.

Refenje. Y 5
:::d:::t:namo, O¥e motoda daje 8810 konsdan gigp
Sumano porr ot Depoznate Tunirei yo 7+ Te vrednosti .
can Tk eétne formule Tnel = Fyr bf( -
N Predatzv1 Y, = yﬁ%/zadate poetne vreghostifh‘yn)’
Jo korak prcesa i X, odredju,
e xn | ’l jemo i

Relimo zadatak 23 dva koraka g) p 2
= 0,2;

neafem slugejy Je £0x,7) « 2x 4 ¥ Y b =o.y

a.1° Prena tome, imemo:
TN T %R e 0.2, £(x,

'yo‘ = f{0,1) a1
T Tgebtix, ’ 090

1) = 1.ooo+o.2(1.ooo) = 1.200
¥

2% x, =
> = xl+h =0.4, fix -
y 10710 = £(0.2,1.200) = l.600,

¥p = ylohr(xl,yls n 1.200+o.2(1.600§ = 1.52
50 X3 = xe’h = 0.6, f( o
; N Ia,ya') = 1(0.4,1.520) = 2,320
5 = y2+hf(x2,32) - 1.520&0.2(2.3203
4% ¥, = x_.4n o
5 3 = 0.8 f(XB.ysﬁ n 1(0.6,1-984\ = 3,184
* 1 1

Ty = ¥aeht
a 3+ _(15'75\' = 1.93410.2(3.154) = 2.621
- ’

5% % =
5 q*h = 0.8,
' (141.74) - f(o_3'2'6211 = 4.22
1,

ys - JQ*MCXQ!W;\ = 2.62110-2(4-221‘) =3 a4es

P .
imetino da smg Pronad1y Pribliine

ne tri decimue’ U talkemm iz akupg ivred'noati Tunkei-

0.2, ouk, '0.6’ 0.8, 1_0}
1 radimo ng 81i%an nalin

de ¥,

& U slu¥aju b , g,
o Napriwmer:
1 = Xgeh = 0.1, I(xo,yb\ a £(a.1) 1
. ® l.Q00
- ybohf(xo,yb' - l.ooo+o.i (1 '

«ooo )
198 e l.1o0

2° x; = k1+h e 0.2, f(xl,yﬁ « £(0.1, 1.100) = l.300,
Ts yidhr(xl,yl) = 1.3100+0.1(1.300) = 1l.230,

S1i¥no bismo radili dok ne bismo pronafli vrednost F1o0*
Pa podatke mo¥emo prikazati u obliku sledefe tabele:

h =0.2 12 =o0.1 ¥ (prava vrednost u tadki xn)

Pl %

o 0.0 l.oco l.ooo l.000
1 0.1 l.1c0 1.116
2| 0.2 1,200 1.23%0 1.264
3 0.3 1.393 1.450
4 | o.% 1.520 1.592 1.675
5 0.5 1.8%) 1.946
6| 0.6 1.984 2.114 2.266
71 0.7 2.445 2.641
8 ( 0.8 2.621 , 2.8%0 3,076
9 | 0.9 3.273 3.579
lo | 1.0 3,465 %.780 4,155

U poslednjoj koloni vredmosti za y rafunali- smo preko
pravog Tedenl)a ¥y = }ex-zx—Z, zadate diferencijalne Jednadine.

Grefike metode mofeme prikszati u obliku tabele:

grefka | grofka
x heo.2 h = o.l Primetimo, da ako je korak h

manji, to Bu onda dobijene
vrednosti tafnije. Inade, gredka

0.2 0.0648 0.0

0.4 | 0.155 0.083 Je ap = yn-y(xn} » Bde Je ¥,
0.6 | o.282 a.l52 vrednost dobijena Euler-ovim
0.8 | 0.455 ©.246 algori tmom.

l.o | ¢.6% 0.375

Primedba: Pored ove metode upotrebljave se i modifikovsna
{ poboljlana’ Buler-ova matoda, Postupsk bi izgledao ovako.
Nadje se prva sproksimacija yg?za y(x)}iz formule yf) = F thI(x ¥,

Druga aproksimacija y{n &8, '3(:i)nalazi ge 1z formule:
189’



r{x M
y§2> - 7,m 92T’ f(xl':é]t}}
z :
Analo ( 100,704 20z, .
g0 fe bist 3 L 5 -..v___i’_;(:-._fl_yf,)_
U opdtem slufsju k-tz g
pro¥aimeci ja 2y Y

rekurentne formule e netesd ve ds
1 2 - Postupak se nastavlja

uve dok &e ne
y % oo e goklope E? %ol jenom broju cifara y(k -1 i

1 ufaju yl uzimame za T+ z8 najboldu' eproksima-
oiju vrednosti y(xl\ .
ms prethodnu pmcedum

(4}
Jp = Jy h f(xl,yl\

Tada rafunemo Xy = xy+h 1 porowe ponavlja-

H \ &
5 ey en 137y : 20xy, 7™

] I 3 S
A SN i L1/ S r“‘2--"2”)

dok ae ne Poklope na ieljenom broJu cifsra yfk 1\i y(ks -
o .- om

slufeju y K} yzimano 28 y..
Sin. 72 Ijtngitd- rafunamo na snalogan na-

Frimenimo ovu metodu na prethodnu jednadinu da bisme iz-

- rafunali 3(0.2) 1 y(0.4) sa korak
. om h = 0.2, .
na tri decimsle) : 2.2, Imamo (rafunajuéi

€41 P .
7y =T,k r(xo.yb\ = 1.00040.2(1,000" = 1.200
L]

7 = 7en r(x"’y"‘; 2er(0) = 1.00000.2 12000432600 _ o,

. 260,
3;” < ygem f(xovfo}; £(xy 73 « 1:000v0.2 1:00041.660 1.266,
7wy on f(1°'?°\; ) l.oooso.2 Lo00041o680 ) oo
ny), 7 +h r(!°'y°); 7™ a 1.00040.2 lggggél;ééz = 1.267.

200

Vidimo da Je yiﬁ - y17 te Je ¥y = 1. 26? wrednost u tal-~

ki X o= 0.2,
Dalje Je Xy = x1+b = 0,4, Otuds imamo

75" = 7yeh £0x),7)) = 1.267+0.2(1.667) = 1.600,

flx, 7,0+ 2%, 7,
75 = yyob 21 . 272 ) jas7 B W=

Analogno bismo nadli y {” y yé” , 3£57 . Ksko je y;"‘ -

= y£5’= 1.682, to je y; = 1.682. Uporedimo rezultate dobijene
na ova} nadin sa osnovnom Euler-ovom metodom:

lTaEna vrednost Oenovna E.metoda  Modifikoven E.metodﬁ
rn | oa % decimale ¥ greska - Jn gratka
0.2 - 1.264 1.230 o.034 1.267 0.003
t.u 1.675 1.592 o0.083%  1.682 0.007

| I L

Vidime da Jje modifikovasns Euler-ova metoda tafnijm od os-
novne; medjutim,onu‘zahtevn i mnogo .vife rafunanja. Eoju éemo
upotrebitl, zaviei od toga dm 11 trafimec wvefu 11i manju tefnost.

lo. FEulervovom metodom rediti Jednac;nu ¥Y=2xy, x =0, ¥y =1
8g korakom b = 0.05 u intervelu (o, 0.8] na dve decimals.

Begultat.

#n b 6.0 ? o.os,r—°-10145-20 . 30 g 40 o, 50 6.60  o. 70 0. SdT
7, ' 1.6 1.00 l.ol l.o4 1.0% 1.18 1.27 1.84 1.61 1.9

i j | ) o L - L | i

Metods Bunge-Eutta
11. Hetodom Runge-Eutta odrediti y(o.81%, ako y zadovol]java
diferencijalou jednmdinu y'= Jx+y 1 ¥ = 0-81 za x, = 0.4,
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Refienje. Za diferencijalou jednafinu y'= f(x,y), ako zne—
mo y(x), tada y(x+h) rafunamo preko sledefih
formula: )

k1 = hi{x,¥),

k, = hf(x+h/2, y+k1/2),

ky = he{xeb/2, Feko/2),

Ey = hf(x+h, y+k9,

k= (k) + 2k, + 2k5 + K,)/6,

F(x+h" = y(x) + k.

U nafem slufaju biée £(x,7) = Jx#y i B = x-%X_ = 0.81-0.41x
= 0.8, te je °

IR R IC AT AR Jo.81 . o.36,

Ky = b L0 ¢0/2, To & 1/2) w 0.4 1019 = 0.43635,
Ty = B f(x*h/2, T +Ex/2) = o.u‘Ji;éEBI? = 0.44329,
ky = B £(X 0h, T ekg) = g.q\filé5i§§‘ = 0.51432,
k= (K 42k, + 2kg + Kk,)/6 = 0.43893,

T =T, X = 0.84833,

12. RoBiti diferencijalpu jednadinu ¥/~ xyi/2, (1) = 1 me-
todom Runge-EKutts as korskom h = ©.l, na pet decimala

RBezultat. Vre@noati su dobijene na reXunsru, Sledefa tab-
lica prikszuje avaku deastu vrednost:

L% T l.o I 2.0 - 3.0 ) 4.0 .0 !
i b4 | l.oooog 2.82846‘ 7.0211% 14,.69710 26.99998

—| |

|

—
N

13. Hetodom Bunge-Kuttae reliti diferencijalnu jednainu

n
F" e 2xy- by = 0y X, = 03 Fo = 0.2; ¥'= 0.5.

ReZenje. Data Aiferencijslng Jedna¥ina drugog reds ekvi-
valentne je sledefem sistemu diferencijainih
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klshr(xo,yo,zo),

L3
N
]

¥ =

b4 (x°+h\ LT,

_7(10

jednatina prvog redatl

y)#z; )= ky - 2x%; x, = 0y ¥, 2 .25 Ty o 0.5,

Ovde smo u stvarl uveli novu promenljivu z = ¥y, L nju
smo stavljali na mesto ¥’ gde god se ¥’ pojavljivalo u
zadato] jednefini. 7s pistem diferencijslnih Jednafina
prvog reda 7w £(X,742) 3 2’ = g(x,7,2) koriste se slidne
aproksinacione formule Runge-Kutte, kao i za jednu jedna-
&inu :

%= bs(xo‘yo’zo);
hf(xo+h/2,yo+k1/2,zofbl/E);ta-hg(x°+h/2.yookl/H.z°+tl/2);
hf(xooh/2,y°ok2/2,z°¢t2/2);ta-hg(xo+h/2,y°+k2/2,z°+t2/2)S

hf(x+h,y°+k3,zoot3]; tu.hg(xo+h,ya+k3,z°+t5\5

(k1+2k2+2x3+ku3/6 y o= (tye2tne2taet)/6)

z(xoo—h\=t L P

U nesem sludaju je f(x,7,2) = Z} E(X,¥,2" = 457 — 2xz.
Tzaberimoe korsk h = ¢.l. Teda je, prema prethodnim formu-

lama,

kl - 0.05000, ty = o.08oco,
ky = 0.05%400, Ty = 0. 08460,
k3 = 0.05823, t5 = 0.08538,
k, = 0.058538, £y = o.08992,
¥ = 0.054166, t = o,0B498,

+h) = Feo-D= 0.2541?, z(x°+h\ a z{0.1) = c. 58498,
Frimetimo, da emo trafili semo vrednost y, te nismo mora-
11 da rafunamoc z i ty. Ako bismo hteli da izrafunamo y(0.2},
tsde bismo izaebrali x, = o.1, za ¥, iz, uzell de bi ne-
vodobljene vrednoati y, = 0.2%417 1 2z, = ©0.58498, korsak

h = o.1. Dalje, proces refunanja bi tekac ka0 malopre.
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14, - Hetgdom koneXnih razlika nagi
¥ o+ {iexy w=l; 7(~1) o F(1) = a.

15.

Granifni problem {konturni problem)

refenje Branifnog problema

Bedenje.Zu Evor i
ove izaberimo X o = =1 x_y = =172

L %G =03 Xy = 1/2;
% Y » Xy = 1. Zbog simetriZnosti
Jednafine i graniZnin uslova, biée j§ redenje mimetriino

u odnosu na x-o8u, ti. y(x' J{=x) , te je ¥ = F. [+
- 2 = =
LA A (SimetriZnoat izlasi iz toga ¥to funiciJaEy(-x;

zadovoljave datu diferenci
Jalnu Jednadin
takodfe i granifme uslove). u(proveritil) g

Aproksimacije za y?xi\ i y"Fii\
date su ga
Fxp & (71‘1‘ yj__-l)/ah
L]
\
THUXY & (T = 25, » v 8

Ovde je Ty o= Fixy.
Izaberimo korak h = 1/2.
ZamenJujudi te formule u datu Jednainu za x . 0 lmemo:
T1-2T,4¥.y ’ .
=+
+ (1+1/u\yl - -1.

Eoristedi graninpi usloy
Senja, zbog Sega Je ¥y
jedna&ina;

Fo m Y5 = 0 i siwetridngat re-
= F.1+ imame ovaj sistem linearnih

=7y +By. a -1 4y ¥ . ¥
o*E7y 13 0-6.?5 1 = -1, odakle Je 5 = 0.967
- ’

¥, = 0.721, & otude i F_, = 0.721;

Baditi aniZ ) ;
8T ni prob;em "y o+ ox; 7{o) a y(13 = o,

Re#fenjs. I
efon, saberimo korak b o 0.2, Tada demg nati reSonje

& ¥ - e
u taikama 0.2 0-4, fa] 6, .8 KOI’lBtBCi formule
iz prethodnog zadatka dObiJ&mO ovaj sistem Jed.nar‘.lna.
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Fo = -1. Analogno za x 1/2 i zg:;;%:z—
= mamo o
+

2575 ~ Slyy = 0.2; Ovde Ja yiay(xy , J = 3oy
¥
2073 = Plyp + 257y = -85 Fory (1), Xy=0.2, Xm0.4

253, - Slys + 25y, = 965 xz = 0.8} ¥, = 0.8.

-513, + 2575 ) = 0.8,

16.

(+)

{3}

Refienje navedenog sistema linesrnih Jednafina predstavlja
refenje pribdlifno postavljenog granilnog problema.

Bediti granifni problem y” - 2xy'- 2y = -4x, y(0) -¥(o'= o,
y(1' = 3.718,

Befienje. Izabrademo korak b « 0.2% 3to znadi da femo ra-
&unati vrednosti -y = yixd u tafkama x) = .25,
x; = 0.5, Xy = 04754 :

Roristeéi aproksimacione formule zs prvi i drugi izved
(videti zsdatak 14." imamo ovaj niz jednaiina:

Fa=2Fq+7, -7

2 itYa 20,25 2 oo 231 = -4 . 0.35,
0.25 2. 0.25

Fr=2Fo+7 ¥y = T

3 0.5 31 2y, = - 4 . 0.5,
a.25 2 . 0.25

Fu=2¥z+Y ' Fy = ¥
4 2_5 . g5 72 2y5 = =4 . 0.75,
0_252 2+0.2%

Iz prvog graniénog uslove imama\yo—yé » 0. Kako Je ovaj
granifni problem sa grani&nim uslovima oblika

[ Y . >
ay(xX o+ bz} = &y aly(xn) *oyyixy e By (xy io®,
su redom pofetna i krajnja tafkae) , to se ondm koTiste
sproksimacione formule za yfx =~ y. i Fx - vh

, ¥RV, I3ty 1t Ty
Yo =72 == 28 ~— 7

U nefem sludaju je 8 = 1; b = =1 & « o} 8) = 1; by = o
B o 3.718. Otuda postavijemo Jjednafinus
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17.

o - (~yprtyy-39,) /(20 0.25) = o.

T4 1 ¥y
—— @28

Formulu y;_‘ = nema potrebe da koristimo, jar

se u drugow granifnom uslovu date Jednafine ne pojavlju-
[/
je y(1

Bredjivanjem, dobija se ovsj siastem linesrnih jednalina:

17y, - 343, +157, _ . -1,
187y - 34y, + 147y = -2,

19y, - }43—5 + 13y, = -3,

eI Wl £ : - 0.

Primetimo da je y, = 3.718 (drugi grani&ni uslov). Rede-

2 E:

U paBem slufaju data oblast G je odradjenz k.gusomoznak&
: = Xy

alHye - 16, 3 grapifni uslov je wxay i g i xzya) .

= :212 znafi Zinjeniou M{x,¥)EE ¥ LT =

Rl g to temo

Poito je redenje
posmetratl ssmo otvrtinu loruga v P

gimetTifnoeti funkeije wix, 7Y vaZide:

pimetrifno (videti zadatak 14.))
rvom kvedranti. Zbog

o U(Ry-F) = WX T = B(E Y = X

(1) ulx, ¥

a Ba xorskom b = 2 (Bl. 1) . &vorovi
tuy su tatke sa koordinatema
(2,0, (2,2, (2,80, {3,0%, (8,2).

yoso;yl-aifa"“

1° Izaberiwo mreZ
mreie (u prvod kvadran

(0400 {o,2Y , (0,847,
Ovde.jexo-o'.xluz,-x.&,a;
Uzizamo ds Js u;5 = u(xl,ya\ =
o oui2, s & ul® o« ul2, 12) «

nja su y, = 0.9889; y, = 1.31183 7, = 1.7859) ¥, = 2.5077, “ - :
5 ’ ey X2 . 22(J12)2 = 48 i slilno
Parcijalne diferencijalne jednadine [ARCT)] |  us,2) 2 ulM) = 48, 0¥igled-

Rati priblifno resenje parcijelne diferencijalne jednaZine

s . 1
i1i u drugom obliku “id = 'E(“i—l,;j"‘ uiel,.j" ui,J»l" ui,j—ﬂ;

up g u(xi,y‘_]\, gde Bu tadke M(xi,yi\ Evorovi mreiZe.
Onda iz navedene rekurentns formule i granidnog uslova
odredjujemo sistem linearnih algebarskih jednalins, Eije
refenje jeste i pridbliZno re¥eaje odgovarajuée parcijalne
jednadine.
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iNl’)..\nU ual
no Je Uy, 2

s u(Ch =0 i Uyl

. (0 w u(o,®) = Oy
- aulc,2V =

u
2% . 2%y . 2,0
Lok TayE T — ) ¥ (2,00 = Uy e
koje na krugu NCEN 32 = 16, zadoveljave uslov u{x,y\ = xzyz'. (-im) @9 :f_‘_ﬂi a0y » Uley 1,0
Angfine:

Bedenje. Zadatak éemo refiti metodom mreta. Poatavime sedn ostale je €

Nad datom oblaBéu G konstruifie se kvadratna mre- u = (u_y o* M,0 * Yo,-1 . uo,l)/‘h
ip B& korskom h. Teada za Laplasovu jednadinu 9,0 - } u /b
atu ATy {2) Y.0" (“o.o + Y20 *tha * 1!'1) !
SEt =0 za pribliZne refenje koristi rekurentna ' u ) /b

) - + *u +Y,2

formula u(x,y'= %u(x—h,y\+ uix+h, yVeucx, y+ht+ ucx,y-hy, Ty, 7 (u‘%l v2.1 1,0 !

H ) . Tada zbog uBlova
Oznadino a = U, o) b = g1 c =Yy g .
(1) vaifi

= ¢ = U o U, 1
bau,y2¥0" U_1,0 = Yo, 1? 3,1 1,
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Otude &6 sistem (2) redulruje ns:

1 .
a2 = E 4b, b o (3*2b+0)/&, 8 o (2b+48+48)/4

Redienjea navedenocg sistema mi g =28, b .24 o 36
H = 36,

0
27 Ako bismo ¥elels vide vrednogts funkcije wex
8¢ izabere eulfa mre¥g ea korakom, naprima. AR
-(videti 81.2). Frema 51.2 Je ulay . ued s
u(BS = u(B) & 48, u(c) » 3. i

S1i&no kao malopre, uvodedi analo
siaten lingarnih Jednading

o = (o+36+48+243/4,
b = (eses0424) /4,
d = (30002%367/4,

gne oznake, postavl jamo

f « (484-84634»36)/#. ’
© = (20420428436) /1,
4w (24*2&+c+c)/4.

Reés.van,jem, dobida 88 a4 a 25 = 75 M
b = 20 [+
) ¥ 2 HE- ™ 28,

Primetimo da smo yu ovow elud

Jometing @ aJu kordstili vredmosti dobi-
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