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PRVA GODINA

ELEMENTI MATEMATICKE LOGIKE

1. RECENICA, ISKAZ

Misao se moZe izraziti usmenc ii pismeno. Osnovna govorna
jedinica je refenica., Kada u martemartici hoéemo da iskaZemo neku
misao, osim slova ili brojeva, upotrebljavamo i mnoge simbole {ugovo-
rene znake). Na primer, ako Zelimo da izrazimo misac da su brojevi
a i b jednaki, pifemo to ovako: a = b. Dakle, znak = izraZzava misao
da su velitine izmedu kojih on stoji — jednake,

Misao koja se jezikom matematike izraZava veoma kratko i, prema
tome, jasno: @ + b == ¢ — d, v prevodu na srpskohrvatski jezik glasi
ne ba¥ tako jednostavno: zbir brojeva @ i b jednak je razlici brojeva
¢ 1 d. Svaki uenik osnovne Ekole zna fta znade simboli + ili —, )/,
razlomacka crta, zagrade, i drugi znaci. Tvrdenje da su trouglovi ABC
i MNP podudarni (kongruentni) moZemo pomodéu simbola da napi§emo
ovako: A ABC =2 A MNP. Osim ovih znakova u matematici postoji
vrlo mnogo simbola pomodéu kojih se matematitka misao moe izraziti
kratke, jasno i precizno.

U Jjudskom miSljenju postoji izvesna zakonitost. Nauka koja
izutava zakone Jjudskog misljenja zove se logika. Cesto se misli da svaki
dovek ume da logitki misli. To je zaista tako. Sposobnost logi¢kog
miéljenja je osnovna osobina ljudske svesti. U onoj meri koju tu osobinu
poseduje neobrazovan tovek, ona je dovoljna za vrienje elementarnih
logitkih operacija sa kojima se ima posla u svakida$njem Zivotu. Medu-
tim, pri izuéavanju matematike Cesto se ima posla sa mnogo finijim
momentima logike i onda se ne moZemo pouzadati u logitke mogue-
nosti kojima, bez prethodnog obrazovanja, raspolaZe svaki normalan
covek, :

Zato ¢femo se prvo upoznati sa osnovinim zakonima matematidke
logike koji su neophodni za izuZavanje te nauke, Iako &ovek svoju misao
iskazuje nekom redenicom ili sa vise refenica, to jod ne znadi da svaka
reenica predstavlja neku misao. Na primer: ,,Joliko je sati?” ili
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,,3re¢an put!™. Ali, reenicom: ,, Triglav je visoka planina™ daje se sud
ili iskazuje se miljenje o visini Triglava. U matematici poseban znalaj
imaju reenice za koje se moZe redi ili da su sseimize ii da su neisinize.
Kac &to smo veé ranije videli te refenice se mogu iskazati ili reima ili
simbolima. Svaka takva refenica zove se dskaz. Ako je iskaz istinit,
takvu refenicu zovemo wrdenje.

Primeri istinitth ili tadnih iskaza:
a) Beograd je glavni grad Jugoslavije.

b)y7 >3
<) Dijagonale pravougaonika su jednake. .
dy3I4+2=5

Primeri neistinitih iskaza:

¢) Broj 7 je paran.

f} Zagreb je u Makedoniji.
) Broj 13 je deljiv sa 5.
h) Punav je jezero u Africi.

Ako Zelimo da neki iskaz ocenimo sa stanoviSta njegove taénosti,
odnosno istinitostt, koristimo simbol = (gréko slovo, Eita se ,tau™).
Na primer v {¢) = ? znadi da se postavlja pitanje da li je iskaz: ,,Dijago-
nale pravougaonika su jednake’” istinit ili neistinit. Ako je iskaz tacan,
tj. istinit, upotrebljavamo znak T, ako je neistinit, stavimo znak L.

Drugim refima: <t (¢) = T znalilo bi, da je iskaz, ,,Dijagonale
pravougaonika su jednake” talan. Ako pak Zelimo da konstatujemo da
je iskaz: ,,Zagreb je u Makedoniji’’ neistinit, 1o pifemo ovako: r (f) = L.

Kao §w za radunske operacije postoje specijaini simboli: za sa-
biranje 4+, za oduzimanje —, za korenovanje ) itd., isto tako, za lo-
gitke operacije postoje znaci koji ukazuju na to koja se naime logicka
operacija vrii.

2- LOGICKE OPERACIJE
1. Negacija

Kao 5to se u algebri vrie operacije brojevima (posebnim ili
op$tm), u matematickoj logici operacije se vrie iskazima. Ovde éemo
mo, na primer, uzajamni poloZaj tatke M i prave p. Postoje samo dve
moguénosti: a) tatka A pripada pravej p, 1 b) tatka M ne pripada
pravoj p, Treéa moguénost ne postoji.
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Akoje t{a) = T, znati = () = L i, obrnuto: ako je v (@) = |,
onda je v(8) = T.

Ako uporedimo iskaze @ 1 &, vidimo da je iskaz b negacija iskaza a.
Zaista: tatka M a) pripada pravoj p,

b) ne pripada pravoj p.
Ovo se mofe napisati ovako: b = Ta. Prema tome simbol 7| znadi
ne, nije, nije tacno. Iz ovog se vidi da je negacija nekog iskaza a je takav
iskaz & koji je istinit ako je @ neistinit i neistinit ako je a istinit.
Ovo se preglednije vidi iz tabele:
a la
T |
N

2. Konjukcija
Ako su dva iskaza vezana svezom 4, dobija se nov iskaz koji
moZe biti istinit ili neistinit. Proudimo to na primerima,
Iskaz a: Broj 2 je prost '

Iskaz b: Broj 2 je paran.

Iskaz: Broj 2 je prost i (broj 2 je) paran je nov iskaz koji ce zove
konjukcija iskaza ¢ i b iobeleZavaa A b Iskaz @ A b je istinit samo zato
to su obaiskaza i i b istiniti. To se moZe reciiovako: akojer(a) = T
iv(B) =T, onda je v{a A B) = T. Ako je, pak, bar jedan od iskaza
neistinit, njihova konjukcija je neistiniti iskaz.

Iskaz a: Dijagonale jednakokrakog trapeza su jednake (istinit).

Iskaz b: Dijagonale jednakokrakog trapeza se polove (neistinit).

Iskaz (a A b): Dijagonale jednakokrakog trapeza su jednake i
polove se (neistinit).

To bi se moglo napisati ovako:
Ako je t{@)=T, av(b) = 1, onda je t{a AB) = .
Istoako je (@)= |, at(®) =T, on: e 1{a AB)= .



Definicija konjukcije mogla bi se prikazati tabelom:

<@ | @) | rl@aAb

T T [ T
1 | 1

d - T | L

NER (N 15

Prema tome, konjukcija dva iskaza a i b ]e takav iskaz kojl je
istinit onda (i samo onda) ako su oba iskaza a« i & isrinita.

3. Disjunkeija

Dva (ili viSe) iskaza vezanih svezom ,,ili” &ine iskaz koji se zove
disjunkcija. Disjunkcija iskaza a 1 b oznagava se simbolom V 1j. a V 5.
Ovde treba naglasiti da u matematici znak V (ili) ima nesto drukéije
znaéenje nego u svakidadnjem govoru.

U obi¢nom govoru svezu 4 Cesto oznadava razdvajanje. Naro&ito
ako se upotrebi dva puta: ili ¢, ili 5. U matematici pak disjunkcija je
istinita ako je istinit bar jedan iskaz. To zna&i da je ona istinita ako su
istinita i oba iskaza — i a i .

Uzmimo primere:

1) a: 5=25 b: 323
T@=T ) =T
Tla VvV b)
2) a: 5-:5 b: 2> 7
t(a) = T T(d) = |
TlaV b)) =
3 ad3<l 0 b2=12
{e)= 1 t(b) =
t(@aV b) =
4 a3 < | b: 2> 7
@=1 0=
T(a V b)

Prema tome: disjunkcija je neistinita ake nijedan iskaz nije istinit.
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Istinitosna vrednost disjunkcije mogla bi se prikazati tabelom:

@ | 1@ [@vy

Tl T T
T &7
— | [ ! T
L | L ] 4

4. Implikacija-

U matematici se &esto dva iskaza vezuju refima ako . .., onda . . .
Ako je neki broj deljiv sa 6,
onda je taj broj deliiv sa 3;
Ako je Eerwvorougao deltoid, onde su mu dijagonale normalne.

Ako je trougao jednakostraniéni, onda je njegova visina simet-
rala ugla.

Ako su a1 b dva bilo kakva iskaza, onda se iskaz: ako @, onda b,
zove implikacija i obeleZava @ = b. Cesto se umesto ako ..., onda. ..
kaZe: a implicira b, ili @ poviadi &, ili b sledi iz a.

Da vidimo kake istinitost implikacije zavisi od istinitosti iskaza
@ 1 b Podimo cod primera. Iskaz a: svaki sabirak je deljiv sa 3. (Na
primer 15 - 6). Iskaz &: zbir je deljiv sa 3.

Implikacija: Ako je svaki sabirak deljiv sa 3, onda je zbir deljiv su 3.

Akoje t(a)= T L v(d) = T, onda je ofigledno da implikacija
istinita, tj. t{a =8 = T.

Implikaciju smatramo istinitom i onda ako je v () = T, pa
makar bilo v (a) = 1, jer zbir moZe biud deljiv sa 3, iako sabirci nisu
deljivi sa 3. Ako su, naprimer, 51 4.

Ako t{a) == |, sabirci su, na primer, 51 2, povlaéi v (§) =
implikacija je istinita, tj. zbir nije deljiv sa 3.

Znadi, samo u jednom sludaju implikacija je neistinita i to ako je
t(@)=T, a =(b) = L. Zaistd je nemopude. naéi takve brojeve da
svaki od njih bude deljiv sa 3, a da njihov zbir nije deljiv sa 3.

Prema tome mellkac;)a a=b je takav 1skaz koji je nelstmu:
onda (i samo onda) ako je a istinito, a & neistinito.

Iskaz @ zove se prespostavka (premisa), b — postedica (konsekvenca)

11



Tablica istinitosti za implikaciju:

@ | c® | r@=8
T T T

T . | 1 1

) =z - anin
iy ' 1L T

Na prvi pogled moze se udiniti cudnovatim: kako to da u 4. redu.
ave tabelice od dva neistinita iskaza, implikacija ispada istinita. Ake
se pak malo udubimo u to, postaje sve jasno.

Uzmimo jo§ jedan primer:

Iskaz a: Cgéevac je najvedi grad u Jugoslaviji (neistinit),

Iskaz b: Ciceva je veéi od Zagreba (neistinir).

Implikacija je, medutim, istinita:

Ako je Citevac najvedi grad u Jugoslaviji, onda je Cicevac vedél
od Zagreba.

Istinit_os:; implikacije bila bi jo¥ ubedljivija ako bi se upotrebio
kao u svakida$njem govoru, kondicional:

All<o bi Cidevac bio najvedi grad u Jugoslaviji, onda bi Citevac
bio vedi od Zagreba.

dee nije suvi$no uéinit jednu napomenu. Na poZetku je red¢eno.
da @ i b mogu biti dva bilo kakva iskaza. Uzmimo, na primer, dva
istinita iskaza:

iskaz a: 24+ 3 =3

iskaz b: matka je sisar

Implikacija: ako je 2 + 3 = 5, onda je madka sisar.

Formalno uzeto, implikacija je istinita, ali je iskaz besmislen-
qu Fiola.m ot'u_da Sto iskazl aib, iako su oba istinita, imaju sasvim
razliCite sadriaje. Takva implikacija se ne koristi u marematici.

5. Ekvivalencija

Od svih Zetvorouglova jedino kod paralelograma dijagonale se:
polove, Zato je mogué iskaz: ,,Dijagonale Cetvorougla se polove onda ¢
— samo onda — ako je Cervorougao paralelogram”. Qvaj sloZeni iskaz
sastoji se iz dva iskaza, a i &, 1 to;

a: Dijagonale ¢etvorougla se polove, i
b: Cetvorougao je paralelogram.

12

Dakle, moglo bi se redi, a je onda (i samo onda) ako je . Na
prvi pogled se vidi da je isto tako ispravno reéi: 4 je onda (i samo onda)
ako je a. To znadl da g implicira & { & implicira a.

Koristeéi ved poznatu simboliku matemati¢ke logike, to mozemo
napisati 1 ovako

(a=b A (b= a).

Takav iskaz zove se ekvivalencja i obelefava se a © b,

Ekvivalendija je istinita ako oba iskaza a i b imaju jstu istinitosnu
vrednost (oba istinita, ili oba neistinita), a neistinita je ako a i1 b imaju
razlidite istinitosne vrednosti (jedan istinit, a drugl neistinit).

Tablica istinitosti ekvivalencije:

a b a

Al T

E e
= -~

6. Uslov ,,potreban®, ,,dovoljan‘, ,,potreban i dovoljan®

Ovi izrazi se veoma festo upotrebljavaju u matematici, Zato
¢emo ovde precizirati smisac ovih izraza. Uslov ,,potrebno™ &esto se
iskazuje i u drugom obliku: ,nune”, ,,neophedno’.

Ka¥e se, na primer: ,,Proporcicnalnost stranica je neophodan
uslow za sli¢nost trouglova”. To treba razumeti ovako. Ako su stranice
dva trougla proporcionalne, onda (i samo onda) su ti trouglovi sli¢ni.
Ako, pak, 1aj uslov nije ispunjen, tj. stranice trouglova nisu proporcio-
nalne, trouglovi nisu sli¢ni. Ako je iskaz a: proporcionalnost stranica,
iskaz &: slitnost trouglova, onda bi se moglo napisati:

a=bh,

Lako je zapaziti da vaZi i obrnuro, tj. ako su trouglovi sli¢ni, njihove
stranice su proporcionalne 1, ako trouglovi nisu sliéni, njihove stranice
nisu proporcionalne.

t=a.

KaZe se i ovako: Proporcionalnost stranica je doveljan uslov za
sli¢nost trouglova. Zna#i da je ,,proporcionalnost stranica” ,,potrebna
i dovoljan” uslov za sliénost trouglova,

13



Kako je (@ = &) A (b = a), potreban i dovoljan uslov je izrazen
ekvivalencijom izkaza 2 1 & tj. a & b.

Otigledno je da vaZi i |a & i b,

Uzmimo jo§ jedan primer.

Jednakost dijagonala je porreban { dowobian uslov da bi paralelo-
gram bio pravougaoni.

Zaista ne postoji paralelogram &ije su dijagonale jednake & da on
nije pravougaonik. Tsto take, ne postoji pravougaonik &ije dijagonale
ne bi bile jednake,

Da bi broj n bio deljiv sa 4, da li je potrebno (i dovoljno) da je
on deljiv sa 2? Potrebno je. Jer, ako broj nije.deljiv sa 2, nije deljiv
ni sa 4. Ali, to nije i dovoljno, jer, na primer, broj 6 je deljiv sa 2, ali
sa 4 nije deljiv. MoZe biti 1 obrnuto, tj. ako neki uslov bude dovoljan,
ali ne 1 neophodan. Da bi broj m bio deljiv sa 2 da li je potrebno (i
doveljno) da on bude deljiv sa 42

Dovolino svakako jeste, jer ako je broj deliiv sa 4, samim tim
deliiv je 1 sa 2. To, medutim, nije neophodno, jer ima brojeva koji
nisu deljivi sa 4, ali su sa 2 deljivi, na primer broj 6.

Da li je pravilnost poligona potreban i dovoljan uslov da bi se
oko tog poligona mogla opisati kruZnica?

Oko svakog pravilnog poligona moZe se opisati kruZnica, Prema
tome, taj uslov je dovoljan. KruZnicu medutim, mo#e opisati i oko
nepravilnog poligona na primer, oko jednakokrakog trapeza ili oko
bilo kojeg tetivnog fetvorougla. Znadi, pravilnost poligona je dovoljan,
ali nije neophodan uslov da se oko tog poligona moZe opisati kruZnica.

Prema tome, sko su iskazi ¢ i & ekvivalenti a & b, onda je a
potreban i dovoljan uslov za b 1 b je potreban i dovoljan uslov za 4.
Ako su, pak, a i b vezani implikacijom g = b, onda je a dovoljan uslov
za b, 2 b je potreban uslov za a.

Sa nekim sloZenijim logi¢kim operacijama upoznaéemo se kasnije.

ZADACI

Zad. 1. Ispisati navedene iskaze sa stanoviita istinitosti:

Nula je najmanji broj.

: Kvadrar je romb.
Prav razlomak je vedi od nepravog.

: Najlep$a pesma Branka Radifeviéa je ,,Tri hajduka”.
Verdi je francuski pisac.
Jednakostraniéni trougao je jednakokraki.

o= 3,14,

Rmean g

Zad. 2. Obrazovati negaciju datog iskaza. Ispitati zatim istinitost tog
iskaza i istinitost njegove negacije.

Broj 7 je paran broj.
: Svaki pravougaonik je paralelogram,
Broj 39 je prost broj.
: Dijagonale romba se polove.
Ortecentar trougla je presek njegovih tezisnih linija.
x < 5

Traono®

Zad. 3. Od dva iskaza e 1 b obrazovati konjukciju (a A &) 1 ispitati
njenu tadnost {istinitost) = (a A b).

1) a: Kvadratr je paralelogram.
b: Kvadrat je romb.
2) a: Broj 6 je ceo broj.
b: Broj 6 je paran broj.
3) a: Dijagonale pravougaonika su jednake.
b: Dijagonale pravougaonika su uzajamno normatne.
4) a: Dunav je najveda reka u Evropi.
b: Dunav se uliva u Crno more.
5) a: Beograd je najveé¢i grad u Ewvropi.
b: Pored Beograda prori¢e reka Volga

Zad. 4. Qd dva iskaza a i b obrazovati disjunkciju (¢ V &) i ispitati
njenu istinitost.
1) a: Broj 17 je ceo broj.
b: Broj 17 je paran broj.
2) a: Dijagonale trapeza su jednake.
b: Dijagonale trapeza se polove.
3) a: Zabe su sisari.
b: Mars je planeta.
a
b

: Zbir unutradnjih uglova u trouglu je 180°.
: Stranice rorba su jednake.

4

Zad. 5. Od dva iskaza a i & obrazovati implikaciju (z = &) i ispirati
njenu istinitost.
1) a: Broj n je deljiv sa 12.
b: Broj n je deljiv sa 6.
Dax=y I y==z
b:x==xz
3) a: Cetvorougao je kvadrat.
b: Cetvorougao je paralelogram.

15



4)
5)

6)

Zad. 6.
1)

2)
3

4)

Zad. 7.
1
2)
3)
4)

Zad. 8,
logicku

D

2)
3)
4)
3)
6)

D)
8)
9
10}
16

243=7
tx=2
Zbir dva ugla u trouglu a 4+ f = 120°
: Treéi ugao y je tup.
U Zetvorouglu se mogu povuéi 4 dijagonale.
: U petougiu se mofe povuéi 10 dijagonala.

oe os om

Ispitati istinitost ckvivalencije iskaza a 1 & (a & b)
: Broj n je deljiv sa 2 1 sa 3.
: Broj n je deljiv sa 6.

=y
tyx
: Parelelogram je pravougaonik.
: Dijagonale paralelograma su jednake.

243=7
b:34+2=7

BoOe o g

Navedene refenice napisati simbolima matemati¢ke logike.
Uglovi a1 8 su suplementnii o je oStar ugao povlaéi da je  tup,
m je manje od n ili m je vece od n.

Ako je a vede od ¢ i b vele od ¢, onda je a + b vele od 2.
3 je pozitivan broj 1 3 je vede od 2.

SloZene redenice ra¥¢laniti ma proste iskaze. Qdrediti zatim
operaciju 1 ispitari njenu istinitost.

Ako je trougao pravougli, onda su mu dva unutranja ugla
komplementna.

Broj 13 je prost 1 broj 13 je deliiv sa 3.

Dve prave su paralelne ili dve prave se seku.

Ako je x +2 =5, onda je x = 1, .

Tr tacke odreduju kruZnicu i tri tadke odreduju ravan.

Ako je poligon Cetvorougso, onda zbir njegovih spolja¥njih
uglova iznosi 360°.

Nije 3 manje od l
12 18
24+ 1=23Iili je broj 7 paran.

Ako su dva trougla sli¢ne, stranice su im proporcionalne,
Ako su dva romba sli¢na, stranice su im proporcicnalne.

Zad. 9. Od osnovnih iskaza:
Broj »n je ceco broj;

1 Broj n je pozitivan broj;
Broj » je prost broj;

e oo

Broj » je deljiv sa 3;

formirati reéenice koje su napisane simbolima matematicke logike:

Dav b

6 ATh
Nlapnd)= ¢
M {eanbAacsvVd

D apb Neav. e
SSd="T]e¢ ) (a Ae)=T1d
Bavd) Alevd 9 Tav Td

Zad. I, U navedenim redenicama na mesto tacaka staviti jedan

od izraza ,,potrebno”, ,,dovoljno”, ,,potrébno i dovolnjo’ tako da refe-
nica bude istinita,

1) Da bi se poligon mogao upisati v kruZnicu .......... da je
pravilan

D Dabibrojabiodeljivsa s ... ...... da mu je poslednja sifra
[URVARLN

3) Da bi Zetvorougao bio kvadrat ...... .... da su mu stragice
jednake.

4) Da bi ¢etvorougao bio romb .......... da su mu stranice
jednake.

5) Da bi | {a) bilo istinito .......... da je a istinito.

6) Da bi detvorostrana piramida bila pravilna .......... da je u
njenoj osnovi kvadrat,

7y Da bi romb bio kvadrat .......... da mu je jedan ugao prav.

8) Dabia- bbilodeljivosac .......... da je a deljivo sa c 1 b
deljivo sa c.

9) Da bi prizma bila pravilna .......... da je prava.

10) Da bi bilo t(a==b)= T ako je t(@=T .......... da
T =T.

2 Matematika 17



SKUProvl
1. POJAM SKUPA

Sl.tup je Jedan od osnovnih pojmova savremene matemartike.
Ospovm pojmovi se ne objainjavaju {(ne definifu) pomoéu drugih
pojmova, nego se mogn objasniti na primerima,

KaZemo da svi ulenici neke 3kole obrazuju jedan skup ulenika
te Skole. Svaki pojedini ugenik je jedan element tog skupa. Svi stanovnici
nekog grada Cine jedan skup. Elemenat tog skupa je svaki gradanin
tog grada. Kao primeri skupova mogli bi se uzeti jato ptica, stado ovaca
itd. Kako svaki od navedenih skupova sadr#i ograniéen broj elemenara,
takvi skupovi zovu se koracni. Skup je beskonadan ako sadrzi beskonaéno
mnogo elemenata. Kao primeri beskonaénih skupova mogli bi se uzeti
skup svih brojeva, skup raéaka koje pripadaju nekoj pravej, ili nekoj ravni.

Skupovi se obitno obelefavaju velikim slovima: 4, B, C, ... P,
Q, S, ... Elementi skupa obelefavaju se obitno malim slovima a,
b, c... x 3, z... Kafe se da elementi pripadaju skupu ili skap sadrii
elemente. Ako elemenat a pripada skupu S 10 se obelezava simbolom
a = 5t dita se a pripada skupn S, ili a je elemena: skupa S. Ako se,
pak, Zeli konstatovati da neki elemenat x ne pripada skupu Q, 10 se
pife ovako x «E Q i &ita se x we pripada skupu Q, ili x nije elemenar
skupa Q.

Dakle skup (a kaZe se i mnoZina ili mnodtyo) moZe da bude
konaCan ili beskonalan. U obi®nom govoru reé mnoZina oznadava
mnogo predmeta. U matematici pak pojam skup ili mnoZina ne mora
da se veZe sa velikim brojem elemenata. Ako neki skup sadeii # eleme-
nata, 1o znaci da broj » moZe biti 3, 2, 1 pa i 0.

Takav skup koji sadrzi 0, tj. ne sadri nijedan elemenat zove se
razan skup 1 obeletava se 7). Broj elemenata skupa zove se kardinalnt
broj skupa k.

2. ODNOS ELEMENATA SKUPA

Elementi skupa mogu biti brojevi, slova, ljudi, tatke, atomi, rz&i,
jednacine itd. QOruda se teorija skupova koristi ne samo u matematici
nego i mnogim drugim navkama. Skup se moZe dati na vife nadina.
Ako je skup konaan, najjednostavnije je prikazati ga prosto nabrajanjem
njegovih elemenata. Na primer: ako je poznato da skup S sadrii Cetiri
elementa g, b, ¢ i 4. To se moZe napisati ovako S = {a, b, ¢, d}- kS = 4.

Skup sifara dekadnog sistema napisali bi ovako: M = {0, I, 2,
3,4,56,7,8 9} RM = 10. Ako su elementi skupa rasporedeni na
neki odredeni nagin (u skupu § — po azbudnom redu, u skupu A —
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po znaéenju cifara), skup je wreden. Inale clementi skupa mogu sc
navesti bilo kojim redom.

Trebalo bi razlikovati simbol ¢ — znaéi elemenart skupa 1 simbol
{a} — zna&l skup koji se sastoji od jedrog elementa.

Nabrajanjem eclemenata mo¥e se prikazati samo konafan skup.
Uzmimo da skup sadrZi sve prirodne brojeve, ili sve pozitivne brojeve.
U tom slucaju ne mogu se navesti svi elementi skupa — prosto zato
5to ih je beskonaino mmnogeo.

Zato postoji drugi nadin kojim se moZe odrediti skup. To je
univerzalan nagin, tj. takav keoji vaZi kako za konadan tako i za besko-
nadan skup. Ovaj naéin sastoji se u tome, 4to se odredi zajednicka oso-
bina svih ¢lanova tog skupa. Pretpostavimoe da skup sadri sve pozitivine
brojeve. To znali: ako je x bilo koji ¢lan tog skupa, za njega znamo
da je pozitivan broj. Ovo se simboliéki pide ovako:

A={x|x>0} ii A={c:x>0}

To znadi da je A skup svih elemenata x takvih da je svaki od njih po-
zitivan broj.

Uzmimo skup prirodnih brojeva. Taj skup se obeleZava sa N
{od latinske refi naturalis §to znadi prirodan).

Ako je x elemenat tog skupa tj. ¥ € N, onda x mora zadovolja-
vati tri uslova:

1. x je broj.
2. x je ceo broj.
3. x je pozitivan broj.

Neka su te karakteristiéne osobine elementa x simboli¢ki izraZene
sa P (x). U tom sludaju imala bi mesta ekvivalencija

N & (x| P2}

3. SKUPOVI BROJEVA

Razumljivo je da u matematici poseban znadaj imaju takvi sku-

wray

negativoi brojevi. Skup svih celih brojeva (pozitivni, negativni i nula)
obeleZitemno sa E (od francuske redi entier — ceo). Svi celi brojevi
i razlomci Gne skup racionalnih brojeve.

Obelefime taj skup sa R.
7& N —3EE; %ER
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Uzmimo nekoliko primera.

1) Skup je dat karakteristicnom osobinom njegovih elemenata.
Napisati sve elemente tog skupa.

a) M == {x|x<5}*). Iz M vidimo da su elementi skupa prirodni
xEN NEN
brojevi: Kike je x <35 znafi x moZe imati vrednost 1, 2, 3 1 4.
Prema tome M — {xix< 5 = {1, 2, 3, 4}
xEN
b) M = {xl0<x <5} ={l, 23,4}
) M= {x|x<0} = ¢
TEN
dy M — {x]—2<x<2} ={—1,0, 1}
x=K
e) M= {x|[P(x)}={1,2,3,4,6,8, 12,16, 24}
=

P (x) znali delirelj broja 48.

2) Dat je skup M {x|—3 <x=C5}). Formirasi skupa A = {x|P (x)}
koji se sastoji od elemenata detog skupa ako P{x)znatida x & N
A={l,23,4 5}

3) QOd brojevn prve stotine formirari skup

M= {xIP ()}, P(x) — deljivi sa {3
A = {13, 26, 39, 52, 65, 78, 91}

4. OPERACIJE SA SKUPOVIMA
1. Inkluzija

Posmatrajmo dva skupa: A = {1, 2, 3,4, 5} 1 B = (2, 3, 4}

Na prvi pogled se vidi da svi elementi skupa B se sadrZe u skupu
A. Drugim reéima: skup 4 sadrZi u sebi ceo skup B. U takvom slugaju
se kaZe da je skup B wkfjuden u skup 4, ili, §to je isto, skup 4 wklfufuje
skup B ili skup B je deo skupa A.

Ovakvo ukljudivanje zove se inklusija i obelefava se B = A.

Za skup B u tom sluéaju kaZemo da je pedskup skupa 4. To
znall da svak: elemnat skupa B pripada skupu A i da samo neki ele-
menti skupa A pripadaju skupu B.

* Moglo bise napisatiiovako M = (x . xEN, x < S IL M =(x:x < 5, xEN)
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Ovde su upotrebljeni izrazi ,,svaki elemenar” 1 ,neki elemenat’”.
Za ove izraze postoje u matematici specijalni simboli: Simbol yx
znadl svako x 1 zove se unfvergalni kvantifikator.

Simbol 3x znadi ,,neko x7, ,,postoji bar jedno xV, L zove s¢ kvan-
tifikator egzistencije. Ako je x elemenat skupa B, onda izraz (yx) (x € B)
znadilo bi svako x, koje pripada skapu B, a izraz (3x) (x € A) hi zna-
&io neko x koje pripada skupu A.

Koristeéi ove simbole uslov za inkluziju skupova 4 i B mogli bi na-
pisati ovako:

(v )xc Bye 4
@)xedcB

Pogledajmo jo§ jedan primer. Neka svi insekti obrazuju skup 4.
Neka su muve elementi skupa B. O¢igledno je da nemsz nijedne muve
koja ne bi bila insekt. Znaéi svi elementi skupa B pripadaju skupu 4.
S druge strane, postoji vrlo mnogo insekata (na primer komarci) koji
nisu muve. Prema tome ne svi, nego samo neki, elementi skupa A, pri-
padaju skupu B. Iz ovog sledi da je skup B podskup skupa 4, tj. B < 4.

Veoma pregledno ovaj adnos (kae i drugi, mnogo sloZeniji odnosi)
medu skupovima, moZe predstaviti pomodu skupova tafaka ravni
unutar zatvorenih krivih linija. Takav nadin prikazivanja odnosa skupa
zove se dijagram Vena*.

Pretpostavimo da svaki insekt predstavlja .8
neku tacku unutar kruga A4 (sl. 1) i da nijedna
tacka izvan tog kruga nije insekt. Predpostavimo
zatim da je svaka muva predstavljena jednom
tatkom koja pripada krugu B. Isto tako da ni
jedna talka izvan kruga B nije muva,

Posmarrajmo sada wi talke. Tacka § je
izvan kruga A. To znadl da ona mozZe biti sva-
§ta (pertla, furuna itd.), ali nikako insekt. Talka
K je unutar kruga A, znadi to je neki insekr,
ali, podto je ona izvan kruga B, taj insekt nika-
ko ne moZe biti muva. Tacka M pripada krugu
A, zato je to insekt. Osim toga, tatka M pri- Sl 1
pada krugu B pa prema tome, taj insekt je muva.

Iz sl. 1. se vidi da se ceo krug B nalazi u krugu A, tj. da je skup
B podskup skupa .

T ovom primeru skup A ima samo jedan podskup B. Medutim,
skup moZe imati vide podskupova, Na primer: ako bi se od svih koma-

* Dzon Ven engleski matematidar (1834—]923. g.). Uostalom, mnogo pre Vena,
L. Euler (&ita se Ojler)usvonm naulnim radovu'na je¥ 1768. g. koristio je krugove
za prikazivanje odnosa izmedu skupova,
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raca obrazovao skup C, od svih mrava skup D id., svi @i skupovi bili
bi podskupovi skupa A.

Posmatraimo jedan drugi shuZaj. Neka su efemend skupa A
getvorouglovi sa jednakim stranicama, a elementi skupa B neka su
svi paralelogrami ¢ije su dijagonale normalne.

Nije tefko zapaziti da su elementi oba skupa isti, Zaista, Cetvo-
rouglovi &ije su stranice jednake su rombovi. Paralelogram &ije su
dijagonale normalne ne moie biti nidta drugo takode nego romb.
Moglo bi se redi da svaki element skupa B pripada skupu 4. Ali i da
svaki elemenat skupa A pripada skupu B. 1j. Bc A A d <= B.

Ako bismo ovaj sluéaj prikazali pomoéu Enlerovih krugova, videli
bismo da bi se ti krugovi poklapali. U tom sludaju kazemo da su skupovi
A i B jednaki. Jednakost skupova je specijalni sludaj inkluzije. Opstl
sludaj inkluzije obelefava se B C 4.

Simbolikem matematitke logike jednakosti skupova bi se mogla
izrazitl ovako:

A=Be(BC A AMIB)

Ovde bi trebalo dodati jod 1 to
da, ako je skup B podskup skupa 4,
on isto moZe da sadrZl jedan ili
vise podskupova.

Ako imamp i skupa: A —
Fivotinje, skup B — sisari i skup
C — madlke.

Na sl. 2 vidi se odnos tih sku-
pova. Tacka P je Zivotinja, ali nije
sisar. Tacka @ znali zivotinja, si-
sar, ali nije matka. Tucka M znali
#ivotinja, sisar, 1 —- taj sisar je
5L 2 madka.

2. Presek skupova

Imamo dva skupa:
A=1{1,2,34,5
B=1{3,4,5067178}

Na prvi pogled se vidi da su elementi 3, 4, 5, zastupljeni u oba
skupa. Ti elementi obrazuju poseban skup P = {3, 4, 5} koji se zove
presek skupova A § B i obelezava se 4 N B.

U tom odnosu se nalaze skupovi E — skup celili brojeva { P —
skup pozitivnih brojeva.
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Presek ta dva skupa (na sl. 3. §rafirani deo) je skup N prirodnih
brojeva. Tacka F, posto pripada krugu E, predstavija ceo broj. Taj
broj ne moZe biri pezitivan jer F ne pripada krugv . Drugim redima
tatka F moZe da predstavlja bilo koji ceo negativan broj ili nulu. Tacka

£ p

H je pozitivan broj, jer pripada krugu P, ali taj broj ne moZe biti ceo
jer ne pripada krugu E. Tatka G pripada krugu E — ona je ceo broj,
ali ona pripada i krugu P, prema tome taj ceo broj je pozitivan. Znati
tatka G predsiavlja neki prirodan broj. Sve bi se to moglo napisati
kratko:

EnP=N

' Definicija, Presck dva skupa A 1 B je skup A4 n B koji se sastoji
od onih (i samo onih) elemenata koji pripadaju i skupu A i skupu B
{tj. njihov zajedni¢ki dec). Ova definicija mogla bi se napisati kratko:

del
reAnBye@xe dAxe D)
def
(Simbol & d&ita se ,,ekvivalentno po definiciji’)

Iz cef nicije preseka skupova
moZe se zakljuditi da za presek dva
skupa vaZl komutativan zakon ftj.
AnB=BnA

Na isti nadin, kao kod dva
skupa, moZe se dobiti presck tri
ili vife skupova. Na sl 4 vidimo
{rafirani deo) skup P koji je presek
skupova 4, B 1 C.

P=0AnBnC

Otigledno je da bismo dobili isto.
P=(AnCnB ili P=(BncCnd
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Znaci i asocijativan zakon kod preseka skupova vaii.
Redimo sada jedan nedto te#i zadarak:

Odrediti uzajamni odnos tri skupa. Skup 4 — paralelogrami,
skup B ~— rombovi, skup C — pravougaonici. ' -

Resenje. Sva tri skupa imaju jednu zajedniku karakteristi¢nu
osobinu elemenata. Element sva tri skupa su ¢etvorouglovi. Parafelo-
gram je Zetvorougao &ije su suprotne stranice paralelne. Romb, pored
te osobine, mora imati jednake stra-
nice. Znadi, neki paralelogram je
romb, ali svaki romb je paralelo-
gram. Dakle slugaj inkluzije. Ele-
menti skupa ¢ su isto paralelo-
grami &iji su uglovi pravi. Odnos
slkkupova 4 i C je isto jesan — in-
kluzija. Da vidimo sada u kojem
se odnosu nalaze skupovi B i C.
Pitamo se da li neki pravougaonici
skupa mogu imati jednake stranice
(osobine elemenata skupa B). O&i-
gledno je da mogu. Ovi zakljuéci
su dovoljni da se odnos ova tri
skupa prikaZze pomodu Euherovih

SL 5 krugova (sl. 5)
R — romboid P — pravougaonik
Q — romb K — kvadrart,

Prema tome za kvadrat bi se moglo re¢i da je ili pravougaonik
sa jednakim stranicama, ili da je romb sa pravim uglovima.

3. Unija skupova

Unija dva ili vi§e skupova je u stvari zbir tih skupova. Ako irmamo
dva skupa 4 = {a, b, c, d} 1 B = {¢, f}, onda je unija ta dva skupa
skup koji se obelezava AU B = {a, b, ¢, 4, ¢, f}. Vidimo da su u uniji
ukljuéeni svi elementi skupa A i svi elementi skupa B. To je tako u
slutaju ako skupovi A4 i B nemaju zajednickih elemenata.
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Ako, pak, skupovi 4 i B imaju zajednilke elemente, onda ti
elementi wlaze u uniju samo po jedanput, jer se u matematici smatra
da nijedan element ne moZe da se sadrZi u skupu dva ili vife purta,

MNeka je potrebno formirati uniju skupova
={1,2,3,4, 5} i B=1{3,4,56T17
AU B={[}213.\4J 5;6,7}

Da bismo dobili uniju skupova 4 1 B, formiramo skup tako §to
navedemo sve elemente skupa A4, a iz skupa B samo 6 i 7, posto su
elementi 3, 4,"5 veé zastupljeni u skupu 4. Jasno je da hi se moglo
postupiti 1 obrnutm redom, tj. prvo napisati elemente skupa B, a,
zatim, dodati jo§ elemente 1, 2, iz skupa A, jer ovi u skupu B nisu
zastupljeni.

Definicija. Unija 4 U 8 dva skupa 4 i B je skup koji se sastoji
od anih (i samo onih) elemenata koji pripadaju skupu 4 % skupu B.

Ovu definiciju mo¥emo formulisati krace:

xG(AUB)(d;[ x&E AV (xE B

Na sl. 6. vidimo uniju skupova 4 i B. Prema definiciji unije
skupova mozZe se zakljuditi — a 1o se vidi 1 iz slike — da kod ove ope-
racije vaZi komurativan zakon, tj.

AUB=BU A4

Unija od tri skupa 4, B 1 C dobila bi se tako §to bi se obrazovala
unija od (A4 v B) i skupa C, tj. (4 u B) u C.
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Iz si. 7. se vidi da kod operacije vaZi i zakon asocijacije
(AUBJUC = (AUCIUB =(BUC) L A.

U 1o se, uostalom, lako uveriti i na
bilo kom primeru. Uzmimo da je

A= {al e,f,g}
B ={a b c}
C = {b: d: cﬁf}

AUB=1{a,b.c,ef g}
AuC={a, b def g
BUC={a, b e, def}
(AUBYUC={ab,c,defg

Skupovi (AUCYUB i (BuCiu 4
SL 7 sastoje se od istih elemenata.

4. Diferencija skupova

Diﬂ?rencija ili.razlika dva skupa A i B je takav skup koji se sastoji
od onih (i samo onih) elemenara skupa A koji ne prapadaju skupu B.
Diferencije skupova 4 i B obelefava sc ANB.
Na primer:
Skup 4 = {a, b, ¢, d}
B={cdof g

ANB = {q, b}; BNA = e, f, g}

] Definiciju diferencije skupova A4 i B odnosno B | A mogli bi
napisati ovako:

5 C (ANB) o (x € A) A (x 1 B)

xew\Aﬁf@eBLA&$A)

Razlika dva sku

B pa moZe se¢ jednostavno prikazati pomodu Venovog
dijagrama.
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Na st 8. #rafirani deo predstavlja skup A~ B, a §rafirani deo
na sl. 9. je skup BN A.

Ako, pak, imamo sludaj
inkiuzije B< A4 (sl. 10), onda
skup elemenata skupa A4 koji
ne pripadaju skupu B obele-
Zava se sa B 1 zove komple-
ment (doouna) skupa B do

A .
BUEB = A=B =4 — B, ili
SL 10 B = ANB.

5. Uredeni skupovi

Za dva skupa kaZemo da su jednak: ako sadrZe iste elemente
bez obzira na nafin kako su i clementi rasporedeni .

{a,b,cy ={a,c, by =1{ba,c}.....

Medutum, sasvim je drugo wredeni skup. Kod uredenog skupa,
kao 10 je to naglafeno u § 2, elementi su rasporedeni na neki odredini
nadin, Dva uredena skupa smatramo da su jednaki onda (i samo onda)
ako sadrZe iste elemente i ako su ti elementi rasporedeni na isti nacin,
Da bi se naglasilo da je skup ureden, upotrebljavaju se obi¢ne zagrade.
Ursedeni skup od dva elementa zove se wredeni par il wredena dvojka
i obeleZava se: (a, b), (m, ), (3, 2)... Tako moie biti uredeni skup
od tri, detiri, n elemenata: uredena trojka, Cetvorka, n-ka.

(@ b) =(ab); (& b) (b a)
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To je lako shvatiti ako se elementi uredene dvojke uzmu kao
koordinate tatke u koordinatnom sistemu (sl. 11).

¥ ) Tatka M (x,») u koordina-
! e tnom sistemu je odredena svojim
\ ‘ koordinarama.

x — apcisa ¥ — ordinata.

t | * Preal

P4, 2)1 Q2,4 su dve razlidite
tacke, 1 zato (4, 2) + (2, 4)

Ako imamo (x, ¥, 5) = (a, b, ¢)
SL 11 to znall x =a; vy =56; g = ¢

6. Proizvod skupova

Definicija. Proizvod 4 x B dva skupa A4 i B je skup ¢&iji su
clementi svi mogudi ureden: parovi, kod kojih prvi elementi pripadaju
skupu A, a drugi elementi skupu B,

Neka je x element skupa 4 tj. 4 = {x|x € A} i neka je y ele-
ment skupa B:B={y|y = B}, onda A x B={(y,x|x € 4,
y € B}

Da vidimo to na primerima:

A={abc B={pqg
A % B ={(a ) (@ q) b ), (b: q) (&, £); (6 )}

B x A = {(ps @), (p; 8); (p, ¢}, (g:2)s (g, 8)s (g ©)}
Kao $to se vidi kod mnoZenja skupova zakon komutacije ne va#i jer
Ax B#Bx A
Ako je 4 = B, onda imamo 4 X A = 4*
Primer: A = {1, 2, 3}
42 = {(1, D, (L, 2, (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3)}
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Ako svaki elemenat tog skupa uzmemo kao koordinate tatke,
dobicemo u koordinatnom sistemu dever tadaka (sl. 12).

Uzmimo joi jedan primer: q
Data su dva skupa
A=14{2,4,6} 1 B =135}

Obrazovati proizvode tih skupova
Ax B i Bxd4 i predstaviti njihove
Hanove tatkama na koordinatnom 3 -
sistemu x o . Sl 12

Redenje:
A% B ={(2,3), (2,5 (4,3), (4, 5), (6, 3), (6, 3)} (sl. 13)
BxA={32,(34,306,(052,54,056 (.14
9 iy

SL 13 Sl 14

7. Preslikavanje

Ako imamo dva skupa 4 =
={a, b, ¢,d} 1 B={m,n,p,q} i da
svakom elementu skupa A4 odgo-
yara element skupa B, onda prelaz
sa elementa skupa A na elemente
skupa B definide preslikavanje sku-
pa A u skup B. (sl. 15)
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Moze se desiti da izmedu elemenara skupa 4 1 elemenata skupa B
postoji neka zavisnost. Neka je x € A, a vy " B inekaje A=N

A=1{1,2,3 4. ..n ako na primer, znamo da je y = 1 onda je

x
B=|n4 Lt L
2 3 4 n

Ako bismo svaki par odgovaraju¢ih clemcnata skupova A i B
uzeli kao koordinate ratke M (x,y), dobili bismo beskonatno mnogo
tataka:

1 1
M (L 1); M, (2, _2,), Ma(a, 3—)

Jasno je da zavisnost izmedu x i y moZe bitl veoma razlidita: y = 2x;
y=x; y=) x itd.

Ako znamo samo toliko da v zavisi od x, onda kaZemo da je ¥
furkcija od x i to se pife ovako: y = f(x).

Skup svih vrednost x, x € A4 za koje dotiiamo y tako da u
koordinamom sistemu postoji tatka M (x, y) zove se oblast definisa-
nosti funkeije. Skup svih vrednosti y, ¥ & B zove se oblast vrednosti
funkcije.

Napomena. U funkciji v = 2x za svako x dobijamo odredenu
. . 1 .
taéku u koordinatnom sistemu: M, (1, 2); M, (2, 4); M, (3727,7\ itd.,
/

all to nyje sluda) kod svake funkeije.

Uzmimo, na primer, funkciju ¥y =}x — 3
Ako je x = 3, imamo tacku M (3, 0). Ali ako je x = 2, onda ne postoji
u koordinatnom sistemu takva ratka &ja bi ordinata bila y =} —1.

Zato kaZemo da za sve vrednosti x < 3 funkcija nije definisana. Znadi,
obfast definisanosti ove funkcije je A4 == {x|x > 3}.

Isto tako: kaZemo da funkcija nije definisana za one vrednosti
. - 0
x za koje je y = oo ili ¥ m—o—.

O tome e bitl redi kasnije.

Jo§ weéu primenu preslikavanja skupova ima u geomertriji, ali
i 0 tome ¢e bitt redi na odgovarajuéem mestu.

30

ZADACI

Zad. 11. Napisati sve elemente skupova:
N A={x/x=N, x<7};
) B={x|xcFE —-3<x<?5}
N C={x/x=E —5<x=2}

Zad. 12, Odrediti karakteristi¢nu osobinu P (x) elemenata skupova:
D A=ix/Pl)}=1{24628....}
1 1 1
2y B= Pl =11,— — —....
) B — (/P () { SR }
3 C=&|PE}={5%41L0
Zad. 13. Qdrediti kardinalnd broj skupa:
A={a+ 1, ab—1,8b c+ 1}
Zad. 14. Dat je skup: A4 == {3, 5, 7). Koje vrednosti moie da ima
x ako x € A?
Zad. 15. Odrediti presek skupova A 1 B:
) A=1{1,2,345; B={34754067 8}
2) A={x:2x € F -5<x<3}; B={x:z./_ N, x <3}
3) A={x|{P(g} B={x| Q)
P (x) 1 x je deljitelj broja 36; QO (x): x je broj deljiv sa 4
Zad. 16. Prikazati pomoé¢u Eulercvih krugova date skupove:

A - skup pravougaonika

B — skup Cetvorouglova

C — skup kvadrata

D — skup poligona {mnogouglova)
F — skup paralelograma

Zad. I7. Data su tri skupa:

A — 1judi
B — Ljudi koji Zive u Africi
C — Crnci

Prikazati njihov odnos pomodéu Eulerovih krugova i naznaditi $ta
predstavija talka svake oblasti.
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Zad. 18, Napisati uniju skupova 4 i B:
) A4=1{340561 B={l,2,3%4,35
2y A=E; B=N N A=E, B=R

Zad. 19, Odrediti: 1) AU@ 2 40D

Zad. 20. Cirilica je skup A od 30 znakova za velika slova, a
latinica — skup B ima 27 elemenata.

1) OQdrediti kardinalni broj unije skupova A i B.

?) Napisati sve elemente njihovog preseka,

Zad. 21. Ispitati pomodéu Eulerovih krugeva odnos skupova:
E — skup celih brojeva

R — skup racionainih brojeva

PP — skup pozitivnih brojeva

N — skup prirodnih brojeva.

Zad. 22. Data su dva skupa A = {a, b ¢, d} i B={a b, ¢}
Madi skup C = ANB.

Zad. 23. Data su dva skupa:

A — skup &etvorouglova &je su strapice normalne

B — skup paralelograma &ije su dijagonale normalne
§ta je presek tih skupova?

Zad. 24. Data jc prava p i na njoj tatke M i N. Neka je 4 skup
tataka poluprave M (N) sa poetkom u tatki M i koja prolazi kroz
rafku N. Skup tataka poluprave N (M) neka je B. Odredit uaiju 1
presek skupova A i B,

Zad. 25. Data su dva skupa:

A — skup jednakokrakih trapeza

B — skup trapeza Cije su dijagonale jednake.
Naél skup AN B.

Zad. 26. Dati su skupovi:
M — skup &etvorouglova, A — skup paralelograma
B — skup trapeza, C — skup deltoida.

Sra je kompiement skupa (4 U B)U C do skupa M?

Zad. 27. Dar asu dva skupa 4 = {x, 5, g} 1 B = {a, &}. Odre-
diri skupove AxB 1 BxA.
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Zad. 28. Odrediti potreban i dovoljan uslov da proizvod skupova
AxB=BxAd.

Zad. 29. Obrazovati proizvede skupova A X B i Bx A i predsta-
viti njihove ¢lanove tackama na koordinatnom sistemu xoy.

={x|x E N, x <3}, B={x|x€ E —2xx <0}
Zad. 30. Predstaviti na koordinatnom sistemu sve &lanove skupa.
A ={x]|xy €N, x <5}

BROJ

Broj je jedan od osnovnik pojmova matematike. Kao [ svaka
druga nauka, matematika se javila, razvila 1 danas se razvija u saglas-
nosti sa potrebama i uslovima Zivota. Gledano istorijski, jo§ u prastaro
doba, Zivedi primitivnim Zivotom, ovek nije mogao izbedi potrebu za
prebrojavanjem. Trebalo je, na primer, prebrojiti ovce, konje itd.
Tako se javila porreba za pojmom brof. Potreba za razlomcima se
ukazala ve¢ mnogo kasnije. Nula kao broj nije pobudivala veliko inte-
resovanje, Nula — znadi nidta L nema $ta da se broji. Razumljivo je
da je broj udao u ljudsku svest preko pojma prirodnog broja. Pa i danas
se dete u I raz. osn. $kole sa pojmom broja upoznaje preko prirodnih
brojeva. Zatg, kada bismo takvo dete upitali: ,,Koliko ¢emo dobiti
ako se od broja 2 oduzme broj 577 Dete bi bez kolebanja odgovorilo:
» 10 se ne moZe”. Dete je, sigurno, u pravu sa svoje tacke gledidta,
jer se taj zadatak zaista ne moZe refiti u oblasti prirodnik brojeva, tj.
u oblasti koja mu je jedino poznaia.

~ 1. SKUP PRIRODNIH BROJEVA (N) °
1. Brojna osa

Videli smo ranije da se skup prirodnih brojeva koji smo obeleZili

sa N sastoji od celih i pozitivnih brojeva
={1,2,3. S

Najmanji ceo pozitivan broj je 1. Svakom broju n moZe se dodan
| tako da dobuamo broj n + 1, kojem se takode moZe dodati 1. Zna-
& — najveél broj ne postoji.

Skup prirodnih bro;eva je ureden ako su oni rasporedem tako da
je svaki naredni za 1 vedl od prethodnog

‘ l<2<3<4,.. n—D<n<®m+1)...
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Skup prirodnih brojeva moZemo preslikati na pravu liniju. Ako
se na toj pravoj odredi bilo gde tatka O (od latinske redi origo — izver,
podetak), i zatim uzmemo proizvaljnu duz MN (sl. 16) kao jedinicu
dusine i odredimo na toj pravo] iedan od dva smera kao pozitivan
(1j. smer na kojem se vréi dodavanje), na sk 16. taj smer j¢ naznalen
strelicom, takva orijentisana prava zove Se 0sa. :

M o— N
A B8 ¢ D E F & H I
o 1 £ 3 4 5 & F 8 %3 X
SL 16

Ako sada nanesemno od tatke O na osu Ox duz MN dobiéemp
tadku A koja edgovara broju 1. Pofto smo se dogovorili da se dodavanje
vrii u smeru koji je naznafen streliconi (tj. na desno), nanesemo sada
dui MN = | od tatke A, dobi¢emo tatku B koja odgovara broju 2.
Na taj nadin mogli bismo na osi Ox (koja se zove brojn'a osa) dobiti
proizvoljan broj tafaka A, B, C, D... koje odgovaraju brojevima
1,2, 3, 4... KaZe se joit 1 da su ratke 4, B, C, D... koresondentne
sa brojevima 1, 2, 3, 4... Tako, na primer, tatka C koresondenta
je su brojem 3.

2. Operacije se prirodnim brojevima

Brojna osa pomaZe da se dublje shvati su§tipa operacija koje se
vre sa brojevima. Podimo od sabiranja. Pretpostavimo da treba sabrati
dva prirodna broja 3 + 2. Broju 3 odgovara tatka C. Ako suda od
tatke C prenesemo dva puta duZz MN = 1, dobiéemo_laéku E koja je
koresondentna sa brojem 5. Pada u oi jo§ nefto. Duz OC = 3MN = 3.
Dusi CE = 2 MN = 2. Znati sabiranje brojeva je isto to o i sabiranje
du (nadovezivanje) u smeru koji smo odabrali za dodavanje, tj. na
desno. . _

"Ovde nije tefko zapaziti jof i to da bismo isto do@uh broj 5, nod~
nosno tacku E, ako bismo broiewﬁ i 2 sabrali obrnutim redom Z 4+
4 3 =35, odnosno OB + BE = OF.

Brojevi koji se sabiraju zovu se sabirci, a rezulatat sabirania zbir.
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Zakljucke do kojih smo upravo doli moZemo formulisati ovakeo:
ako su @ i b dva bilo koja broja, a S njihov zbir, ondajea + b= 5 A
Ab+a=85=a+b=b+ a ili zbir ne zavisi od reda sabiraka.
Time se izraZava komurarivmi zakon sabiranja.

Osim toga kod sabiranja vaZi i asoctiativni zakon:

atdtfe=a+)+b=F4c)+a
. Ovde treba podvudéi jo§ i to da, ako su a, b, ¢. .. prirodni brojevi,
onda je njihov zbir @ + & + ¢... = s prirodan broj. Drugim re&ima:
sabiranje u oblasti prirodnih brojeva moZe vrditi neograniéeno.

To, medutim, nije sluaj sa svakom operacijom. Rezultat odu-
zimanja na primer, tj. razlike prirodnih brojeva moZe, ali ne mora biti
prirodan broj. (2— 5 nije prirodan broj).

MnoZenje je, u stvari, skradeno sabiranje. Umesto da piSemo
2 + 2 4 2, moZemo napisati 3- 2. Brojevi koji se mnoZe a i b zovu
se faktori ili ¢inioci, a rezultat mnoZenja a- & j¢ proizvod ili produk:.

Iz prethodnog iziaganja sledi da, ako su faktori prirodni brojevi,
proizved je prirodan broj.

Nije se tefko takode uveriti da kod mnoZenja va#i komurations
zakon

ab=baqa

Keod mnoZenja vagi i asecifationi zakon:

abe={abyc=(ac)b=00bc)a

To znadi da ako proizvod brojeva a i & treba pomnoziti brojem ¢, dovolj-
no je jedan od ta dva faktora (ili a, ili &) pomnofiti sa ¢, tj.
ab-c=f(a ¢y b
ab-c=(b-¢) a
Kod mnoZenja va¥i jo§ zakon, koji se zove distributivni a koji se
sastoji u tome da, ako se zbir brojeva a 1 & mno?i sa brojem ¢, onda je
proizvod jednak zbiru proizvoda svakog od tih sabiraka sa brojem c:

(a+8) ¢=ac+ b

2. SKUP CELIH BROJEVA (E)
1. ProSirivanje skupa prirodnih brojeva
Videli smo da se operacije sabiranja i mmnoZenja mogu neogra-
ni¢eno vrditi u oblasti prirodnih brojeva. To znadi da ako sabiramo

bilo kolike prirodnih brojeva, zbir je prirodan broj. Isto tako je proizvod
prirodnih brojeva prirodan broj.
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Oduzimanje se pak ne mole neograniéenb vrditi u oblast pri-
rodnih brojeva. Uzmimo da je s zbir dva prircdana broja a 1 b 1.
at+b=3 Iz ovog sledi: a=s—b 1 b=5—a

543=8; 5=8—-3; J=8-5

Ako je s> @ 1 s> b (kao $to je to slucaj u uzetom primeru)
ondza je oduzimanje u oblastl prirodnih brojeva izvodliive. Ali je ne-
moguce rediti u oblasti prirodnih brojeva, na primer, ovakvu jednadinu
x + 5 =13, prosto zato to njeno redenje x = —2 ne pripada skupu
prirodnih brojeva. Niko danas ne misli da, ako Ziva u termometru
pokazuje --3°C, temperature ne moZe spasti za 5 stepeni, nego je
svakom jasno da ¢e se Ziva zaustaviri na dva stepena ispod nule, t.
da ée termometar pokazati —2°C.

Kao 3o se vidi, zbog potrebe Zivota kao 1 zbog potrebe teorijske
prirode, oblast prirodnih brojeva morala se prodiciti uvodenjem nega-
tivmh brojeva. Elementi tog tako pro3irenog skupa su svi cell negativni
brojevi, nula i svi celi pozitiviil brojevi. IKao §to smo ranije videli taj
skup se obelefava sa E,

—. =3, =2, —1,0,1,2, 3,4, . .0 ..

Skup celih brojeva moZe se neogranieno produziti na obe strane.
Vidimo da su prirodni brojevi podskup skupa E. Znadi imamo sluéaj
inkluzije:
NcE
U skupu E rafunske radnje sabiranje, oduzimanje i mnoZenje mogu
se vriiti neograni¢eno. Jasnoce radi posluZime se brojnom osom. (sl. 17).
" Y A 8 C D E F
32 4 0 1 2 3 & 5 6 7 «
Sl 17

e
-4

N

Uzmimo istu jedinicu duZine kao i na sl. 16, Ako zadrZimo i
isti smer ose, onda vidirno da se skup celih brojeva

—n<., . <—4<—-3<—2<—1<0<l<2=<3<4<.... .. <n

moZe urediti na isti nagin kao $to je na sl. 16. ureden skup prirodnih
brojeva. Kao §to stmo ved videli dodavanje se vidi preno$enjem odgova-
rajuteg broja duZinskih jedinica u pozitivhom smeru, tj. rna desno.
Oduzimanje je operacija suprotna sabiranju. Stoga oduzimanje
se vrii prenoienjem odgovarajuéeg broja jedinica, ali u suprotnom
smeru tj. na levo. Da vidimo to na konkretnom priméru: '
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1) Treba sabrati brojeve 4 { 3.

Sa brojern 4 je koresondentna tatka D (sl. [7). Prenoenjem tri
jedinice na desne dobijamo tatku G, koja odgovara broju 7.

Znati 4 +3 =7

2} Treba od broja 4 oduzeti broj 3. Prenodenjem tri jedinice od
tatke D na levo, dobjjamo t¢ku A, Znadi: 4 — 3 = ],

Oduzimanjem broja & od broja a dobijamo njihovu razliku ili diferenciiu
d: a — b = d. U uzetom primeru (2) razlika dva prirodna broja je isto
priredan broj. To se delilo samo zato $to je 4 > 3. To ¢e se uvek de-
siti ako je @ > & i (@ A &) & N. Ako je, pak, a = b, razlika nije pri-
rodan broj.

Uzmimo jo$ primera, 1) Neka od broja 2 weba oduzeti broj 3.
Sa brojem 2 je korespondentna tatka B. PrencSenjem 5 jedinica od
tatke B na levo dobijamo tatku G’ koja odgovara broju —3. 2) Treba
oduzeti dva jednaka broja, na primer 6 — 6. Sest jedinica preneti na
levo od tatke F (sl. 17) odreduju talku O koja je korespondentna sa
brojem 0. Broj 0 (nula) nije ni pozitivan ni negativan. Prema tome kako
je na brojnoj osi ureden skup celih brojeva vidimo da brojevi rastu
s leva na desno. Uzmimo bilo koji broj, na primer, 3. Svi brojevi koji
su sa desne strane od tatke C vedi su od 3, a svi brojevi koji su sa leve
strane od tatke C, manji su od 3. Vidimo da su svi pozitivoi brojevi
5 desne strane od tatke O. Zato ako Zelimo nagiasiti da je broj x pozitivan
pifemo x > 0. Ako, pak, imamo x < 0, to znadi da je broj x negativan.

2. Apsolutna vrednost broja

PoloZaj tatke na brojnoj osi koja odgovara datom broju odreduje
se tako §to se odgovarajuéi broj duZinskih jedinica prenese od tatke O
na desno ili na levo prema tome kakav je znak (4~ ili —) ispred
datog broja.

Da bismo dobili tatku koja odgnvara broju +3, meramo jedi-
ni¢nu duZ preneti od tatke O na desne. Dobili smo wko tatku C.
Ako istu duz prenesemo od tatke O na levo, dobidemo tatku C° koja
odgovara broju —3. To znadi da su duzi OC i OC° jednake jer svaka
sadrZi po 3 jedinice.

Dva broja koji se medusobno razlikuju jedino znakom (+ ili —)
koji ispred njih stoji zovu se suprotni. Na primer, suprotni su brojevi:
—5i 45, +71 =T +41 —4.

Broj dufinskih jedinica duii QC, OC’, OF, OF itd. kojom je
odredena tat¢ka na brojnoj osi koja je korespondentna sa datim brojem
zZove se apsoluina vrednost ili moduc tog boja.
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To znafi da suprotni brojevi imaju istu apsolutnu vrednost.
Apsolutna vrednost broja a obelezava se tako $to se taj broj stavi izmedu
dve vertikalne crte |z). Prema tome [4+4] = | —4!; | —7] = |+7]. Ako
ispred broja ne stoji nikakav znak, smatramo da je pozitivan.

Apsolutna vrednost broja je pozitivan broj, pa bio taj broj pozi-
tivan ili negativan. Treba, dakle, dobro razlikovati dva pojma: vrednost
broja 1 apsolutnu wvrednost broja. Na primer broj —5 je manjiod 3 (i to
za 8 jedinica) —5 < 3, ali |—5| > 3, jer je |—5] =5

3. SKUP RACIONALNIH BROJEVA (R)

Profirivanje oblasti prirodnih brojeva, uvodenjem negativnih
brojeva i nule, postavilo je pitanje znaka rezulrara operacije sa takvim
brojevima.

Sabiranje, Kod sabirania mogu nastupitl tri sluéaja.

1} Ako su oba sabirka pozitivna — zbir je pozitivan:

(+9) + (+3) = -
2) Ako su oba sabirka negativha — =zbir je negativan:
(=3 +(—2)= -5
3) Ako su znaci sabiraka razliditi, onda zbir ima znak onog

sabirka koji je¢ po apsolutnoj vrednosti vedi. A apsoluma vrednost
zbira jednaka je razlici apsolutnih vrednosti sabiraka.

a) (+7) 4+ (—3) = +4, kako je |+7! > |—3|, zaw je znak
zbirta +; 7 — 3 = 4. Zato je zbir 4.
L} (4D 4 (-5 = -3
|4-2} < 1—5], znak zbira je —;5 — 2 = 3. Zbirje —3.
Ako imumo vie sabiraka &iji su znael razliditi, onda je najedno-
stavnije keristiti {1} 1 (2): sabrati prvo sve pozitivne, zatim sve nega-
rivne i, zatim, koristeéi {3) naéi njihov zbir,
(=2 + (+) (=D (F) = (+6) (=9 —
Oduzimanje. QOduzimanje se svodi na sabiranje tako $wo se
umanjeniku doda umanjilac sa suprotnim znakom
(F) -+ =D+ (-7 = —
(+3) = (=5) == (+3) + (+5) - =8
(=2 — (+4) = (=2) + (=4 = —
(=7 — (=3 = (=T + (+3) — -4

MnoZenje. Froizvod od dva fuktora je pozitivan ako su oba
faktora istog znaka, 1j. ako su oba pozitivna ili ako su oba negativna.
Apsolutna vrednost proizvoda jednaka je preizvodu apsolutnih vred-
nosti faktora. Proizvod je negativan sko su faktori razli¢itog (suprot-
nog) znaka.

(+3) (-+5) = +15
(—7) - (—4y — +-28
(+6) (—2) = —12
(—3)- (+4) = —20

Ako treba izradunati proizvod od vide faktora, njegov znak mo-
Zemo odrediti primenom asocijativiiog zakona:

(=6) (3 (=2 (+4) (=35 = [(=6) (+ 3} [(=2) (+4)]-
(=5 =(=18) (=8) (=3 = [(—18) (=8) - (%) =
= (+144) (—5) = =720

Nije se tefko uveriti da, ako su u proizvodu zastupljeni negativni
faktori, taj proizvod je pozitivan onda (i samo onda) ako je broj nega-
tivnih faktorz paran. Treba jod napomenuti da proizved bilo kojeg
broja sa nuiom je nula. Prema tome, proizvod je 0 od bilo koliko faktora
ako je medu njima bar jedan 0.

Pored navedenih operaciia (sabiranje, oduzimanje, mnoZenje) koja
se mogu neogranieno vrditi u oblasti brojeva koji pripadaju skupu E,
postoji operacija koja se ne moZe neogranifeno vriti u toj oblasti.
Ta operacija je deljenje. Broj koji se deli zove se deljenik. Broj kojim

se deli zove se delilac, a rezultar deljenja je koli¢nik. U izrazu L kE
q
ii p:g9==F; p je deljenik, ¢ — delilac a & je koli¢nik.

MoZesedesitidap & E A g & Eidak & E Naprimer % =: 4,

7
Ali, ako sa 2 treba podeliti, na primer broj 7, kolitnik & = zr,tj.
k €& E. Broj %‘ gde su p i ¢ celi brojevi (¢=+0) zove se racionalan broj.

Kako je deljenje operacija suprotna sa mnoZenjem, to Lzz - k&

sledi p = ¢- k. Otuda g ne moZe da bude 0, jer 0- £ =0, ane p &+ O.
Akojep > 0i¢ > 0, onda je & > 0. Koli¢nik je takode pozitivan ako
jep <« 01ig< 0 Ako pak p i g imaju suprome znake p > 0; g <0
ili p<0;¢>0 k<0,
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Pojto je _P = —f, svaki racionalan broj se moZe predstav-

iti kao koliénik dva cela broja pig (p € E, ¢ & N). Da bi se i opera-
cija deljenja mogla vr¥iti neograni¢eno, oblast celih brojeva se morala
proéiriti pridruzivanjem razlomaka. Tako profireni skup zove se skup
racionalnih brojeva i obeleZava se sa R. Jasno je da i bilo koji ceo broj

moze predstaviti u obli.ku%, gde je g =1 Isto i 0= -2, gde je
g

R ¢ bilo koji broj osim 0. U obiasti

racionalnih brojeva izvodljive su
operacije sabiranja, oduzimanja,

£ mnoZenja i deljenja. Zbog toga se
te operacije Cesto zovu racionalne
operacije. Vidimo da je skup E
podskup skupa R.

Sada moZemo pomocu Eule-
rovih krugova prikazati odnos u
kojern stoje skupovi do sada pro-
Si. 18 ucenih brojeva.

4. GUSTINA SKUPA RACIONALNIH BROJEVA

Videli smo da svakem broju koji prapada skupu N ili skupu &
odgovara jedna ratka na brojnoj osi i da je rastojanje dve bilo koje
susedne tatke jednako jedinici ose (racke su ekvidistantne).

Ako imamo dva broja a 1 b onda se broj m = £ Z_—b zove aril-

meticka sredina brojeva @ i b. Broj m &€ E samo jedine u tom sludaju
ako su brojevi @ i b oba parna ili oba neparna. Ako su, pak, brojevi
a i b dva uzastopna (sukcesivna) broja, m ¢ E. Da vidimo $ta to znaéi
geometrijski. Neka je broj a =1 i b = 5. Broj m bi u tom sludaju

5
bio m =% = m = 3. Brojevi aib su korespondentni sa 1atkama
A, odnosno, E, a broj m sa tatkom C (sl. 19). Vidimo da je tacka C
£
I 0% A 7 B c D £
-3 -2 -f L 15 2 3 4 5 s
SL 19
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u sredini duzi AE. Ako sada nademo aritmetitku sredinu brojeva

aim: m =% — my = 2. Broj 2 odgovara tatki B i, kao o

je to trebalo olekivati, tatka B je u sredini duzi AC. Tacka kojigdgo-
vara aritmeritkoj sredini brojeva a i m treba da polovi duZ AB.
i +2 3

Mg = + Mg =

g
2 2

3
2
Rroj 1 % odgovara talki F. Tako ma & E, postoji na brojnoj osi tatka

koja odgovara tom broju. Da bi se dobila jasnija predstava o gustini
tadaka brojne ose koje odgovaraju elementima skupa racionainih bro-

jeva, podelimo du? O4 = | na »n jednakih delova. Broj # € N 1 moZe

.1
biti proizvolino velik. Tagka G odgovara onda bro;u;. Na taj nadin

dobili bi smo tatke koje odgovaraju brojevija

2 3

) > 3 o £

1 n—ZIi-—l
n B n n n

. . .. . 2 3 - -
Pitamo se da li su brojevi, na primer —, — susedni, tj. da li izmedu
1 n

njih nema brojeva. Ocigledno je da se izrnedu tih breojeva moZe umet-

L . . 5 . . . R
nuti jo§ broi, na primer, — 1 ne jedino taj nego i i— jerje
2n 3In 3w

svaki od mjih vedl od 2z a manji od i Isto tako, izmedu taéaka
H n

. " . - .1 . . -
O i G koji odgovaraju brojevima 0 i — moZe umetnuti proizvoljno
mnogo racionainih brojeva:

1 2 1 3 3

Posto je svaka du# skup talaka, pa ma kako je ta duZ bila mala,
skup taaka koji pripadaju toj du#i je beskonaéan, to znalt uv skupu
racionalanih brojeva ne mogu postojati dva susedna broja.
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Izmedu dva broja, ma kako rarlika izmedu njih bila mala, uvek
se moZe umetnuti nepgrani¢eno mnogo racionalnih brojeva. Uzmimo,

na primer, brojeve L i -+~ . Njibova aritmericka sredina je:
2n In

!, 3

2 dn _ 5
2 8n
Videli smo kako su rasporedene tatke na brojnoj osi koje odgovaraju
brojevima koji pripadaju skupu N (sl. 16) i skupu E (sl. 17). Te su
talke rasporedene na istom rastojanju jedna od druge (ekvidistantne).

Ovde postoje susedni brojevi n, n 4 L. Brojevi koji pripadaju skupu
R rasporedeni su gusto duZ cele brojne ose.

=

5. INTERVAL

U matematici ima mnogo takvih problema u kojima treba odrediti
vrednost neke veli€ine (nepoznate), tj. broj i da je skup brojeva kojim
taj broj pripada ograniéen.

Podimo od analize nekih zadataka. Na gradevini je zaposleno
10 majstora: zidari, stolari itd. Uz neke uslove treba odrediti ketiko
je tamo zidara. Neka je broj zidara x. Sta se moZe reéi ¢ broju x? Prvo:
x je pozitivan broj, tj. x > 0. Drugo x je ceo broj. Znaéi x & N. To
je ved ogranienje za broj x. Osim toga kako je svih majstora bile 10,
x ne moZe bitl 11. Sve ovo moglo bi se formulisati ovako:

xEN, 0 < x<10
Brojevi 0 i 10 su granice skupa brojeva kojim moZe da pripada broj x.

Uzmimo jo§ jedan primer. Meka je potrebno odrediti broj stranica
pravilnog poligona uz uslov da njegova straznica ne bude manjz od
polupreénika kruZnice opisane oko njega.

Neka je broj stranice poligona n. Poligon sa najmanjim brojem
stranica je trougao. Znali 7 ne moZe biti manje od 3. Ali moZe da
bude jednako 3. Ovo se moZe napisati ovako # = 3 i &ita se: en je vede
ili jednako 3. Poznaro je da je stranica pravilnog Sestougla jednaka
poluprecniku kruZnice opisane oko njega. Znadi n < 6. Qvo se dita:
en je manje ili jednako 6. Upotrebljeni znaci imaju ovo znadenje:
n=3— ne manje od 3, i =6 — ne vede od 6.

Vodedi ratuna o om da » & N, imamo
3<nb
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U navederim primerima brojevi (u prvom x, a u drugom #)
pripadaju skupovima brojeva koji -su sa dve strane ogranieni. Osim
toga, kako x, tako i » moraju pripadati skupu N. Usled toga ti skupovi
sadrie konacan bryj elemenata. Kardinalni broj skupa kojem pripada
x, k=9, a kardinalni broj skupa kojem pripada », &2 = 4.

Uzmimo dva racionalna broja ¢ 1 4 i neka je a < b.
Ako je # broj koji zadovoljava uslov
a<z<b,
onda, kao $to smo to videli u prethodnom paragrafu, skup brojeva z
je beskonacan,

Skup svih brojeva z zove se fneerval, a brojevi a 1 & su granice
intervala

Razmeotriéemo to pitanje podrobnije. MNeka broj z zadovoljava
navedeni ustov

to znadl da z ne moze biti jednako ni sa a ni sa & Drugim redima brojevi
a i b ne pripadaju tom intervalu. To se vidi na si. 20. Takav se¢ interval
zove otvoren 1 obeleZava se (a, b).

Z

—_— —r

S1. 20

Zato se uslov (1) obitno pise z & (a, b}.
Ako broj y zadovoljava uslov _
asy b .o )

Ovo znadi da granice intervala: brojevi a i b pripadaju tom intervalu
(sl. 21). Za takav interval se kaZe da je szatveren i obelezava se [a, b].

Prema tome uslov (2) mogao bi se

e 7
napisati ovako: - . v
y €l b] stk 21
Broj x moZe zadovljavati i takav uslov
a<xSh o (3
ili asx<h Lo (4

U tom slu€aju kazemo da je interval peluocvoren.



Uslov (3) bi se mogao napisati x € (a, 8] (sl. 22).
Uslov (4) pife se ovako: x & [gq, &) (sf. 23).

=

A

51 22 8123

Za granice intervala kaZe se da j» a leva ili donja granica, a » desna ili

gornja granica intervala. MoZe se medutim, desiti da jedna ili obe
granice ne postoje.

XD B e (5)

Ovo znadi da je x bilo koji broj vedl od a. Kao $0 je poznato, najvedi
broj ne postoji. Zato se usiov (5) pife ovako:

x & (a, + o) (81 24)

.3

Si. 24

Simbol 4 ¢o &ita 5¢ »plus beskonacnost™. Beskonacnost nije broj i,
prema tome, ne pripada skupu brojeva. Uslov (5) koji bi se mogao
napisati i ovako:

a < x < -+ o

ukazuje samo na to kod ovog intervala gornja granica ne postoji.

Sluéaj x & (a, + 00) prikazan je na sl. 25,

X

SL 25
Ako kod intervala ne postoji donja granica, onda se to pie ovako:
x E(—w0,a) (sl 26)
x E (—co, a) (sl. 27)

X

S1. 26 51 27
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Ako x moZe da bude bilo koji broj, odnosno bilo koja taéka brojne
0se, 1o pifemo ovako:

—w<x< 40 il x & (—o, Jw©)

Podto ¢ ne moZe pripadati intervalu, stoga je interval sa strane oo
uvek otvoren.

Napomena. Interval je odselak brojne ose i sadrZi ne samo racio-
nalne brojeve, nego i takve brojeve koji nisu niti celi niti razlomci, koji
se zovu iracjonaini brojevi, a o kojima ée biti redi u IT delu ove knjige.
Zato uslov (@) treba razumeti tako da se i brojevi x & N nalaze unutar
tog intervala.

Sada mofemo dati stroZu definicju pojma apsolutne vrednosti
broja.

x ako x <= (0, )
Jx]=9 0 ako x=0
—x ako x & {—e0, 0)
Lako je dokazati da je
la + & < |af + 18]

1) Ako su brojevi ¢ i & pozitivni: a > 0,1 % > 0 onda je @ = jal;
b= |bl. Isto i |a + b] = a =+ &.

Prema tome la + || = |a| + 8]
2) Ako su oba broja a i & negativna; ¢ < 01 & < 0, onda je
jal = —a 1 |b} = —b, pa i njthov zbir je negativan
la + bl = —(a + b) = (—a) + (—b) |
4. la + 5] = lal + 18]

Ako je jedan od brojeva ¢ 1 b ili oba jednaki nuli slugaj je jasan
on je |a| = |—a
lal 20 1 0] =0

la 4+ 0] = |a|] + 10} :

3) Ako je jedan od ta dva broja pozitivan, a drugi negativan.
Onda ako je

la] = 2|
la + b] = la| — lbl

ako je le| = 18]
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onda je
la + & = [0 — |a
Ocigledne je da je zbir dva pozitivoa broja
lal + 18]
vedi od njihove razlike. Ako su, dakle, znaci brojeva a i b razligiti onda je
la bl < lal + b '
Na primer: a=135; b= —3
la + bl =15 —3=2
wa + 16l =151+ |—-3|=54+3=38
2 < 8.

Ap_solutna vrednost proizvoda jednaka je proizvodu apsolutnih
vrednosti faktora za bilo koje vrednosti tih faktora.

la- &| = la|- (8]

1) Ako su oba broja a i & jednaki nuli ili je bar jedan od njih 0,
onda je ogigledno: 0] = 0- |b)].

2) Ako su oba broja a i b istog znaka
a>0; >0
la-bl = ab; |||} = ot
la- b = [a}- 1ol
14 a<0 b<Q

la- bl = ab  |aj- [b] ={—a) (—&) = ab

le- 8] = lal- 8]
3) Ako su znaci brojeva a i b razli&t
la- &) = —ab la|- by = —ab
la- b] = |al- jb|

Na isti nadin se moZe dokazati da je

| lal

ks
Lo ol
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6. BROJNI SISTEMI
1. Pozicioni i neprozicioni sistemi

Da bi se vriile operacije sa brojevima treba utvrditi naéin njihovog
pisanja. Nadin pisanja brojeva zove se brojni sistem. Brojni sistemi
dele se na pozicione 1 nepozicione.

U pozicionom sisternu ist1 znak (cifra) moZe oznadavati razne
brojeve u zavisnosti od mesta (pozicije) gde stoji. Na primer. od jedne
jedinice 1 tri nule mogu se napisati 4 broja — 0001; 0010; 0100; 1000.
Pomeranje jedinice za jedno mesto u levo udesetostruduje vrednost
broja. Od tri razli¢ite cifre moZe se napisati 6 brojeva i da se pri tome
nijedna cifra ne ponavlja

123 231 312
132 213 321

Od nepozicionth sistema najpoznatiji je rimski sistem. U tom
sistemu za pisanje brojeva koriste se slova. Slovo 1 — znaéi 1, slovo
V znac¢i 5, slovo X znaéi 10, slovo L znadi 50, slovo C znadi 100, slovo
D znafi 500, slovo M zna¢i 1000. Vryednost broja dobija se sabiranjem
vrednosti svih slova. Tako broj MDCCLXIT znaci 1761. Rimljani su
nesto uprostili pisanje brojeva time $to su uveli pravilo da se manji
broj oduzima od veleg ako se stavi ispred njega. Ali, i pored toga,
sa 6 razli¢itih 2nakova koji su upotrebljeni 2a pisanje broja 1761 mogla
bi se napisati jo¥ samo dva broja, dok u sistermnu kojim se mi danas
sluZimo sa 6 razlititih znakova moZe se napisati 720 razliditih brojeva
i to tako da se nijedna cifra ne ponovi.

Prednost pozicienog sistema ne sastoji se jedino u jednostavnijem
pisanju brojeva. U nepozicionom sistemu rafunske operacije sa broje-

vima do te mere su orefane da ga &ine neupotrebljivim.

2. Dekadni brojni sistem

Dekadni sistem danas se upotreizliava u celom svetu. On potice
iz Indije i, preko Arabljana, stigao je u Evropu. U ovom sistemu da
bi se napisao bilo koji broj koriste se 10 cifara:

0,1,234,567839,.

Svaki broj u dekadnom sistemu moZe se predstaviti kao polinom u
kojem je glavna koligina 10

325724 = 3- 1054 2- 104 + 5- 103 + 7- 102 + 2. 10 4 4.
47



To znadi da, ako se bilo kojem broju zdesna dopife 0, on se time
povecava 10 puta.

I, 10; 100; 1000; itd.
Zato, na primer, broj 345 predstavlja 5 jedinica

4 desetice
3 stotine

Taj odnos znalenja dve susedne cifre broja zove se osnova brof-
nog sistema.

3. Binarni brojni sistem

Binarni brojni sistem je pozicioni sistem sa osnovom 2. Da bi
se napisao bilo koji broj u ovom sisterau potrebne su svega dve cifre:
0i1. Broj 1 u binarnom sistemu pide se kao i u dekadnom 1. Kako je
osnova brojnog sistema 2, dopisivanjem nule broj se poveéava dva puta
tj. 10 znadilo bi isto $to u dekadno sistemu 2, 100 bi znadilo 4, 1000
bi predstavljala 8 itd. Princip pisanja brojeva u svim pozicionim siste-
mima je isti. U binarnom sistemu pomeranjem jedinice za jedno mesto
ulevo njena vrednost se povefava deva puta. Take, na primer, da bi se
napisac broj 5 treba broju 4 1j. 100 dodati 1 1 dobiéemo 101. Pomeranjem
te jedinice za jedno mesto ulevo njena vrednost postaje 2 puta veda,
tj. 110 predstavlja 6 itd.

Da bi se naznatilo kojem brojnom sistemu pripada dari broj
upotrebljavaju se indeksi:

010 = 1102

To se ¢ita: 6 u dekadnom sistemu isto je §to i 110 u binarnom sistemu,.

U navedenoj tablici dati su u binarnom sistemu prvih 16 brojeva
privodnog niza brojeva.

Dekadni brojevi Binarni brojevi
1
10
11
100
101
110
111
1000
1001

hUe R+ RES B NI I S S R
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Dekadni brojevi Binarni brojevi

10 1010
11 1011
12 1100
13 1101
14 1110
5 1E11
16 10000

Lako je bilo koji broj napisati u binarnom sistemu. Zato ga treba na-
pisati u obliku polinoma uredenog po stepenima broja 2. Uzmimo da
broj 245, reba napisati u binarnom sistemu.

245 = 127 4 125+ 1- 254124 40-23 L 1-2240-2 41
Prema tome
2451 = 111101012

Ovo se moZe najjednostavnije postiél uzastopnim deljenjem
broja 245 sa 2:
24512
2] 2
<01 2
N 102
N 0,13] 2
11712
S 132

N[

Uzmimo obrnuti zadatak. Dati broj u binarnom sistemu 11011011
napisati u dekadnom brojnom sistemu.

[IOI10Ilg =27 4+ 25 424 .. 23+ 24 | =128 4 64 + 16 + 8 +
+241=219,

Kao $to se vidi pisanje brojeva u binarnom sistemu je kompli-
kovanije zbog velikog broja cifara. Dvocifren broj 1710 je petocifren
u binarnom:

1710 = 10001,

a wocifren broj 2450 u binarnom sistemu je csmocifren. Ali, i pored
toga, binarni sistem ima velika preimuéstva zbog kojih se on upotreb-
ljava kod elektronskih ra¢unara. U ovom sluéaju broj cifara nije vaZan,
bitne je to da se svaki broj moze izraziti pomoéu svega dva razli€ita
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znaka 0 i 1. Stanje u elektriénom kolu je isto dvojako: ili struja protide
ili ne protice. Ne upustajuéi se u ustrojstvo tih masina, odmah se vidi
prednost binarnog sistema. Upaljena neonska sijalica znadi 1, ugafena 0.
Podatke madina dobija pomoéu trake sa prethodno izbufenim rupicama
{perforacija). Prisustvo na odgovarajuéem mestu rupice znall !, a
njenc odsustvo 0.

ZADACI
Zad. 31. lzratunati:

1
1) x=4da + a* ako jea=#3—

2) y=3a—a’>— 10a*, ako je a =04

) g=at—-b" akojea=5;b=2;n=a—0>
Zad. 32, Izraunati:

x = 3¢? + 5654 + Tc7d?, ako je e = 10: d = 0,02
Zad. 33, Izraunari:

x=(a+blc—4a)

y=(a-+b-¢c—4d
z=a+b(c—d)
v=a-bo—d

akojea=5;b=23;c=06;d=4.

Zad. 34. IzraCunari:
x=(a—b+c)d
y=a—(b+od
z2=a— (b + cd)
v=a—b-| cd

ako je a=130;b=4;,c=2; d=3.

Zad. 35. Izrafunati:
x={a+ 8 {c— ab); y=a+ bc— ab)
z={a+bc— ab; v =a-bc— ab
ako je a=12; 6=0,5 c=15.

Zad. 36. Odrediti sve eflemente skupa N koji pripadaju intervalu:
1) ne(3,7) 2) ne 3,7
N neGT 4 ne[3,7)

50

Zad. 37. Odrediti uniju intervala:
D (1,5 u (3,9 2) (3,5 U [57)
3) [2,6] v (58]

Zad. 38. Odrediti presek intervala:
D 2,709 2) [3,15 n (—4,7)
3) (3, +) 0 (—o0, 5)

Zad. 39. QOdrediti razliku intervala:
(1, 3N, 3)

Zad. 40. Data su dva broja a i & .Izrafunati njihov zbir s i njihovu
razliku & u dekadnom i binarnom brojnom sisternu.

e = 321 b = 110001

Zad. 41. Da li je tafno tvrdenje:
) a<bd=lal < [b]; 2) lal = bl =a=2"b;
3) a=bﬁ,~|ai g Ib,

STEPENOVANJE
1. DEFINICIJA. STEPENA
Stepenovanje je mnoZenje kod kojega su &inioci jednaki.
a-a-a-ag=a’ (¢ita se a na peti stepen)
b'=5b-b-b-b bbb
3*=3-3-3-3 =281

def
a G a........ aasan

7 pula

— n : eksponent stepena
= g I 0snova Stepena
— a™: stepen
Eksponent (izloZitac) stepena je broj koji pokazuje kolike je puta
osnova uzeta kao ¢inilac,
Za dva stepena kaZemo da su sli¢ni ako su im iste osnove iisti
eksponenti. Kod takvih stepena je moguée izvriiti svodenje (redukcija).
gt 4- 2q% = San
Tk — dxk = Jxk
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Treba napomenuti da se izmedu dva faktora, ako su ti faktori opéti . . o .
brojevi, tacka (znak mnoZenja) mo¥e staviti, ali ne mora. . Kod stepenovanja polinoma prvo se mora izvrditi mnoZenje
polinoma, a zatim redukcija:

a b =ab
b—ct=(e-b— b—o)=a+ ¥4 2 -
Ako su pak Cinioci posebni brojevi, izmedu njih se talka staviti mora. (a -+ 9 (e 9@+ =@ttt
+ 2ab — 2ac — 2bc
2-3 23

4.0 £ 3-m =727

2. Stepenovanje proizvada

2. RACUNSKE OPERACIJE SA STEPENIMA Na mnoZenje stepena svodi se i stepenovanje proizvoda.
1. MnoZenje stepena {a- )" =ab-ab-ab .... ab- ab

. . [ v . . . n ta
Neka je potrebno izvrditi mnoZenje dva stepena &ije su osnove iste, P

ot ot Kako ked mnoZenja vaZi komutativni zakon, moZe se napisati
Prema definiciji stepena a®=a a'a (ab* =a-a-a....a - b-b-b....6=a" b"

v n—pula r—puta
isto a?=a-a P npy

Prema tome Otigledno je da bi se na isti nadin stepenovao proizved od proiz-
voljnog broja Cinilaca.

- =g aaaa=a*=dg

— — o ——

: 7 (a'b-c)f*=an-bﬂ-c"

Ovo moZemo napisati Vaii, razume se, i obrouto:

g at=g-a a ...ar e aaa....aa=a g & ..aa | an g o = (abe)®
m puta n puta {mt | 1) puta
g gt = gmen Primeri:
5 — 5
Svakako vaZi 1 obrnuto: 1) () = 32x
QA — oM. gt 2) 2n.3ﬂ=(2.3)n=6n
Primeri:

1) Ant2 = 3n. 32 = 9. 3» 3. Stepenovanje kolignika (razlomak)

2) 5.2k 4 3.2k = 8- 2k = 23. 2% = 2k

(a“__a a @ a a-a-a....a_a_“

C3) 013 — 2. 3% = §. 3% = 32. 3% = 3wz b)—b b b bbb b....b "
4) 53-1:.52.1:,1.5k_1.Sic_z.zs.51-ic=2s.53_k+zk-1+k-z+1_k____ - i o " ot 2 \m
= 12 §E+1 = L 5. 8k — . 5k ‘ na¢i |—} =— 1h — = |—
32-5 32- 5 58 = 160- 5 (b) o " (b)
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Primer:
3otz — 3 (3p+1 - 37) - p- 32— 203234 3r)
5P 4 (5Ppt1 L 5P) 5P 52 — 4(5P. 5 4+ 57
=___9-3P—_2-4-3?’= 9-3p — § 37 =§?ﬁ(_3)19
2557 — 4-6.5p 2557 — 24. 5P 5

4. Deljenje stepena

Podimo od konkretnog primera:

a’ a-a-a a-a 2
—_—=— =g a=a
a? a - a-a

Posto se o moZe napisati u oboliku a® - &%, jer % a™ -% =

- a’n-H?‘l =N = a'H'I-J ()I'lda
T n . (I ] ¥
an _at-ann e
am am® an

13
Kako je koli¢nik dva jednaka broja jednak 1 tj. = = 1, imamo

aﬂo
o " o 2T
a® av
Primeri:
0,125 =2 on b e 2 Z s
1000 8 23
2) (3z+2_31;+1_2.3x4)._6x_1=
& x
:(9-3w—3-3z—2-_3_);.§m=
i/ 6
27-3"549-3x—2_'3’-’.63_]6-3‘c 6
3 6 3 6%
-
-3 oz
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5. Stepeni ¢i}i je eksponent 0

n

a? a
= gh-® | kako je n—n =0, imamo—- =a®
ar Wi
s B
Ali - = =1 i, prema tome,
a

a = 1.
To znadi da bilo koji broj (osim ) stepenovan sa nulom daje 1.
T\0
170 = 1; (=30 = 1; ( 3--):1

0° je neodredeno, jer 09 = %

Jasno je da se i 1 moZe napisati kao bilo koji broj na stepen 0.
1 =a? {a * 0)

6. Stepen &iji je eksponent cco negativan broj

.1 - - io — q0-%
an aH
Podto je 0 — n = —n, imamo:
1 a- ili g = =
a® a®
A SN o SRS S .
(q gt g

To znadi da se bilo koji razlomak moZe napisati u obliku celog broja:

_%a_}b_z_ = 2ab%-? ili 0,25 =2-2
c
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I, obrnuto: izraz u kojem su zastupljeni negativni eksponenti mode
se napisati u obliku razlomka:

23gp2 = 2

85

Primer:

6-2- (0,2)7- 3wH1. (0,12)-1- 2% =

2 -1
== 1 (L)3z3(i) L 2T =
6% 3 100

1 100

L 3.9%.

6% 25 12
L 3-3%.25-2%
2% 3%-25.3

7. Stepenovanje stepena
Da podemo od konkretnog primera
(@) = ab- @*- @ = G+

U eksponentu imamo zbir tri jednaka sabirka. Sabiranjem jednakih
brojeva definisanc je mnoZenje, tj.

24+242=3-2

Uzmimo sada opsti sludaj:

(an)m =gl gP- gl ... gt = gttt ..o n

m pula
U eksponentu imamo #m jednakih sabiraka znadi:
(an)m o gt
VaZi i obrnuto:
QTN (an)m — (am)n
a' = (g?)% = (aH* = (o) = (a%)?

o6

Primert:
(32z. gi-2z + g-z)_z
Kako je 32F = (3@ =92 | 9130 = _— _ —
92 (922
moZemo napisati:

9 L= /9, 132
32z. Q1221 G-7)2 | 9% . - — - — =
( +97%) [ (97 + 9“’] ( )

-

9% 100

U dosadadnjim razmatranjima osnova stepena uzimala se kao
pozitivan broj. Medutim, to ne mora da bude i zato ¢e se to pitanje
posebno prouditi. Kao §to je na poZetku reeno stepenovanje e mnoZenje.

Proizvod od dva faktora je pozitivan ako su oba faktora istog znaka,
a negativan je ako znaci &inioca su razli®it (suprotni):

(+0) (+a) = +a?
(—a) (—a) = +a?

To znati da, bilo koji broj, pezitivan ill negativan, njegov kvadrat
je pozitivan.

(+a7 = +a*; (—a) = +a?
Ovo moZemo profiriti
(Fay?=+4a™ za a+0 i1 nEE
Zaista (—a)*® = (a¥) i kako je at > 0 a+0
(a¥y > 0

Prema tome, ako je eksponent stepena paran brojna vrednost
stepena je pozitivna nezavisno od znaka osnove.

Ako je, pak, eksponent steépena neparan broj 2z -+ [*, onda
(___a)ZTH-I — (__a)Zn. (_a)l — (_l_aln). (__a) = _a’lﬂ,-)-i
(=27 =(=2- (-2 (=2 (=2 = +16
—2¢=—16
(=2 =(=2)(=2) (=2)- (=2)- (=D = (+16)- (—2) = —32
Zaa>Q a® > 0 za bilo koje n nEE

* 2n 4+ 1 je neparno za svako n < E.
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ZADACI

Zad. 42, al - gm-m.g2.ognm

Zad. 43, x¥WHe. xl-p. x3-q. 4p-4
Zad. 44. 2%- 28-2%. 232y, 93y
Zad. 45. 3w+l 32-m. 33moal Jloan
Zad. 46, aim-n. pm-n. gh-mbo h2a-m

Zad., 47 (ab)¥+1. g@+l. pra

n+l
Zad. 48. (‘i) : (fl)”
b a

Zad. 49. (x —y — 2P
Zad. 50. (a -+ 0P {a— by |
Zad. 51. a¥ gkt ;

Zad. 52. ag'ntd o gim+l

adm-2. pSm-in

Zad. 53.

cﬂm—-m-bgmqn

Zad. 54. (a* -L a¥-1) gkt

Zad. 55, (a* — a3n) ; gin-1

Zad. 56. (pgt-n 4 pl-mg) :pit-m. gi-n
Zad. §7. (2%} £ 223 L 3. @41 34z
5k+3 __ 4. (5k+z — 6 5;.;)
TERS — 6. (TR 4 4. TR
Zad. 59. STYT . et
dxPye-1  Bal-n pm-L

Zad. 58.

Zad. 60. Sledete izraze napisati u takvom obliku da eksponenti stepena
budu pozitivni.

) 3% 2y 3xa? 3) 2mse?

2 -3 . 2-3 -2 .,-3
4) Stay? 5) 12 20 axy=d
EReY. - T alhiy
Zad. 6/. Razlomke napisati u obliku celog izraza:
2 3 7 K3
1 Ja b; 2 3m n; a’ b3t
C3 pd g a2 (.‘5 x.'n‘.
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Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad,

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

62.

43.

64.

65.

6.

. 67.

. 68.

69.

70.

71.

72.

73.

74,

75.

76.

77.

-t n-d. () 5)-2. [4n+l

B2 (0,5)2
2k-2. 4k-1

562 (0,12)-1- 3kt

(8I#+1 — Fdz+3 — grztl). 5-t
(5% 5122 4 5i-7). 551
(=a)ft3- (—apk-t- (—a)i-¥
(—apk- (—b7%)

(—a)t=n- (—aymtt: (—a)m!
(—aphri- (=)

(—a)f- (=)t

(_2)2k+1 . §L-k. (_ 3)21;_1

ke E
ECE
ne B
kEE
k€ E

ke E
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RACIONALNI 1ZRAZI
1. MONOM, POLINOM

Monom je matematiéki izraz koji predstavlja jednu celinu. Naj-
jednostavniji oblik monoma je broj — poseban ili opdti: 3, ~ a, x, m,
2.... Proizvod dva ili vife monoma je takode monom. Dovoljno je
da ih napifemo jedan do drugoga: 3e, ax, maz, 3mx, amxz... U mo-
nomu mogu biti zastupljene i druge ratunske operacije, ali priozvod,
razlomak, stepen i korven uvek predstavijaju jednu celinu.*

at - b —
mpta; T 5 mAwE Ya—b
&
Poito svaki od ovih izraza predstavlja jedou celinu. dovoljno je pored
njega napisati, recimo 3, da bi se znalo da je ceo taj izraz pomnoZen sa 3.

2 | hZ
mp +q); 3oL E

—— = 3(m 4+ n) 2 3]/21— b
2
Alypebarski zbir od dva ili vi$e monoma zove se polinom. Pod algebarskim
zbirom podrazumeva se zbir brojeva koji pripadaju skupu R
I+ (-)=3-1=2
Znadi, razlika 3 — | moZe se smatrati kac gbir broja tri i negativne
jedinice.
a-—b=a+(—b

PPolinom od dva ¢&lana zove se binom. Polinom od tri Clana zove se
trinom. Nekad se za polinom od &etiri ¢lana kaie kairinom.

2. RACIONALNE OPERACIJE § POLINOMIMA
1. Sabiranje polinoma

. . . v . - . 1

Sabral:t dva polinoma P i Q znai ¢lanovima polinoma P dopisat;

¢lanove polinoma @ i zatm, ukoliko postoje sliéni &lanovi, jzvrdit
njihovu redukciju.

Neka je polinom P = 2a3b — 5226 1 QO = a® b* + 2ab?
P4 Q =2abh — 5a° b + a® ? + 2ab?
Posle svodenja zbir ta dva polinoma je
2a% — 4a*b* + 2ab?

* Qvde se radi o algebarskim izrazima.
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2. Oduzimanje polinoma

Oduzeti od polinoma P polinom @ znadi od P treba oduszeti
sve ¢lanove polinoma O, 1. ispred swakog €lana polinoma @ treba pro-
meniti znak na suprotni 1 tako ih dopisati polinomu P, a zatirn izvrditi
redukciju

P — Q= 2a% — 520 — a®h® — 2ab?
Prema tome razlika polinoma je
2a%h — 0a?b? — 2ab?

3. MnoZenje polinoma

Mnozenje polinoma sastoji se u primeni distributivnog zakona i,
zatim, redukeiii polinoma. Proizvod P- @ moZemo napisati
(2a% — 5a*%)- Q = 2a%- Q@ — 3a%?- Q ili zamenom O = @?b*+2ab’
2a%h (@ + 2ab¥) — 5228 (a®® + 2ab)=
= 2a%3% -+ 4a** — S5a%b* — 10a%° =
= 2a%% — a'b* — 10a%*
Drugim redima: ‘proizvod dva polinoma dobija se take 3to se

svaki &lan jednog od njih pomno#i svakim ¢lanom drugog i zatim
izvrdi redukcija.

4. Deljenje polinomar

Pri deljenju polinoma prve oba palinoma, tj. i deljenik i delitelj
moraju urediti na isti nadin. Svaki polinom se moZe koristeci komuta-
tivan zakon pri sabiranju, urediti na dva nagina: ili pe opadajutim ili
po rastuéim stepenima promenljive.

Uzmimo primer. Neka imamo polinome:

A=2x— 1lx? + 6x* 8
B=2¢—5x1+4

Treba naéi njihov koliénik, tj. 4 : B. Za polinom B kafemo da je
ureden po opadajuéim stepenima promenljive x. Zaista u tom poli-
nomu je najviii stepen broja x je drugi i taj ¢lan je na prvom mestu.
Na drugem mestu je &lan koji sadrzi x &iji je stepen za 1 niZi i, na pos-
lednjem mest, je slobodan Clan.

Taj polinom mogao bi se urediti po rastuéim stepenima ». U tom
sluéaju njega bi trebalo napisati ovako: B = 4 — S5x.<- 2x°%.
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_Poéto j_c ‘poh’nom B dat kao ureden po opadajucim stepenima,
uredimo na isti nacin i polinom A i, tek onda, prelazimo na deljenje:

(67 — 11x? + 2x + 8) 1 (2% — Sx + 4) = 3x + 2
F 6x% -+ 1522 T 12x

4xt — 10x 4- 8
$4x2iﬁ)x 8

Deljenje se izvodi ovako: Prvi &lan deljenika se deli sa prvim
¢lanom deljitelja 1 tako se dobija prvi &lan kolidnika (6x3 : 2x2 = 3x).
Zatim se tako dobijeni prvi élan koliénika mnoi sa deliteljem i taj
s¢ proizvod oduzima od deljenika. Dobijena razlika je prvi ostatak
(4x* — 10x + 8). Prvi &lan ostatka deli se sa prvim &lanom delitelia
§to daje drugi &lan koliénika. (42 : 2x = 2)

U uzetom primeru polinom 4 deljiv je sa polinomom B. Inade,
ako se dobije ostatak &iji je stepen niZi od stepena deljitelja,* ili broj
¢lanova ostatka je manji od broja ¢lanova deliteljs, onda se kolicnik
tog ostatka i deljitelja dodaje koli¢niku.

Moze se desiti da deljenik ili oba polinoma sadrie dve ili vige
promenljivih (opdtih brojeva). U tom sluéaju oba polinoma se ureduju
na isti nat¢in po bilo kojoj od tih promenljvih,

Uzmimo jo§ jedan primer.
Podeliti polinome P i Q.
P = 19g%° — 18a%* 4- 8a% — ldab*
O =2a—173b
(Ba*h — 18a** + 194%h* — 14ab®) : {(2a — 3b) =
abl(

—= da.b — Ja?b? + S5ab? + ———
2a — 3b

iy gaﬁ -1 12a%?
= — 6a%%* + 19q%°* — |dab*
- 6alht I 9atp?
= 10a%b® — 14ab*
-+ 10a%* I~ 15ab?
=

* Stepen polinoma uredenog po opadajuéim stepenima je stepen njegovog
prvog tlana. Polinom A je treceg, B — drugog stepena.
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3. NATVECT ZAJEDNICKI DELITEL] MONOMA

Za broj kazemo da je prost ako nije deljiv ni sa jednim drugim
brojem sem sa samim sobom i sa 1. Analogno tome, za algebarski
izraz kazemo da je prost ako nije deljiv ni sa jednim brojem ili alge-
barskim izrazom osim sa samim sobom ili sa 1. Izrazi a; 2a + b;
a® + b%; a® -+ 2b 1td. su prosti. Treba ipak ralikovati prost brof i prose
izrqz. Za neke vrednosti a 1 b navedeni brojevi nisu prosti, ali su izrazi
prosti. MoZe biti 1 obrnuto: izraz 5 nije prost jer je deljiv sa 51 sa a,
ali moZe da bude prost broj, na primer za @ = 1. Ako je neki broj
ill izraz deljiv sa nekim brojem, osim sa samim sobom 1 sa 1,* onda je
on sigurno deljiv bar sa jo§ jednim brojem. WNa primer ab deljivo je
sa a, ali deljivo je 1 sa &. Kako su izrazi a i & prost kaZzemo da su oni
prosti fakior? ili prosti ¢iniod izraza ab. Ako je neki broj deljiv sa nekim
drugim brojem, to znadi da se taj broj moZe napisati u obliku proizvoda,
tj. rastaviti na faktore. Broj 30 je paran. Znafi, on se moZe napisati u
obliku proizvoda od dva faktora 2- 15, od kojih je 2 prost, a 15 nije
prost faktor. Rastaviti broj 30 na proste faktore znadi napisati
30 =2-3-5.

Ako su dva ili vife monoma deljivi sa istim brojem. onda se za
taj broj kaZe da im je on zajednicki delirel].

Uzmimo tri neka monoma. Na primer:

72037, 48a%%y; 60a7b%c*

Vidimo da su koeficijenti kod sva tri monoma parni. Prema tome, svi
su oni deljivi sa 2. Znadi 2 je njihov zajednitki deljitelj. Pada u o0&l ito
da svaki od tih monoma sadrZi fakror @. Drugim redima: njihov zajed-
nitki delitelj je i monom 2a. Cesto je potrebno odrediti zajednitki
deljitelj tako da on bude najvedi. Za 13 tri monoma najved zajednithi
deljicel; (N.z.d.) je 12a%®. Namede se pitanje: kako se dolazi do tog
izraza? U tom cilju potrebno je prvo rastaviti na proste fakiore koefi-
cijente svih meonoma:

23. Falpi?; 24 3aSbiy; 2% 3. 5a7b3%c*
Zarim napifemo samo one faktore poéev od koeficijenata, koji su
zastupljeni u sva tri monoma, to su:
2-3 a b
x, ¥ 1 ¢ ne dolaze u obzir jer nisu zastupljeni u sva tri monoma. Vidimo

da je prvi monom deljiv ne samo sa 2 nego i sa 8, drugi sa 16, a tredi sa 4.
Znali sa 8 bi se mogao podeliti prvi i drugl monom, ali ne i rred. Sa

* U daljem izlaganju deljivost broja sa sarnim sobom i sa 1 neée se naglada-
vali jer tu osobinu poseduju svi brojevi.
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16 bi se mogao podeliti samo drugi monom, a sa 4 sva tri. U N.z.d.
ulazi prema tome broj 2 na drugi stepen, tj. na ongj stepen koji je
najrii za taj faktor u sva tri monoma. Na isti nadin odredujemo ekspo-
nente stepena za ostale faktore koji obrazuju N.z.d.

N.z.d. = 22 3a%% = [2q%*
Lako se uveriti da su sa navedenim monomom deljivi sva tri monoma:
s 48aSh? Th3c
T2a%%x? Gbit; ABa’bly ay; 60a0%t a4t
12a3h% 12a267 12a362

Kako dobijent kolitnici nemaju nijedan zajedniCki faktor (uzajamno su
prosti), zakljuujemo da je nadeni deljitelj zaista najveéi.

4. RASTAVLJANJE POLINOMA NA PROSTE FAKTORE

[. Rastavljanje polinoma ¢&iji svi &lanovi sadrie
zajednicki <&inilac
Podimo od zskona distribucije kod mnoZenja:
a (m+ n}=am -+ an

Kao 3to vidimo binom am 4 ar nije prost algebarski izraz, nege
je proizvod od dva prosta faktora: ¢ i m + » Vidi se i 1o da je a zajed-
ni¢ki deliitelj &lanova binoma am 4+ an, a drugi faktor m + n je koli€nik
tog binoma 1 zajednickog delitelja a.

Neka treba rastaviti na proste fakrore trinom:
2a%bx — 2aby + 2a%bz.

N.z.d. ¢lanova ovog trinoma je 2a%h. Prema tome dat1 trinom moze
se rastaviti ovako:

2a%bx — 2a%hy L 20%bx = 2026 (x — y + 2)

Uzmimo jo§ jedan primer. Neka su ¢lanovi pelinoma monomi za koje
je N.z.d. veé naden:

T2’ + 48a’bty — 60a’bct =
— 12a%?2- (6% + 4a*y — Sa*be*)

Ako svi Clanovi polinoma imaju zajednicki deljitelj, onda se taj
polinom moZe predstaviti kao proizvod tog zajednitkog delitelja i
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polinoma koji je kolidnik datog polinoma i zajedni¢kog delitelja nje-
govih Clanova.

ZajedniZki deljitelj ne mora bitl bag monom. On moZe biti binom,
trinom, ili polinom. Na primer:

(m—l-n)-x’+(m+n)-y2+(m+n)-zz=(m+n)(xz-&—‘y1—l—zz)

2. Razlika kvadrata

Za broj a® kaZe se da je kvadrat broja a. Izraz 42 — 82 je prema
toma razlika kvadrata broja a 1 b. Razlika kvadrata nije prost izraz,
nego s¢ moZe napisati kao proizvod prostih faktora.

- =(a—b)(a+ b)

Zaista, ako se lzvrdl mnoZenje razlike i zbira dva broja, dobija se razlika
njihovih kvadrata.

(a—bat+b)=c>—abt+ab~b=a*— PP
Pogledajmo nekoliko primera:
1) Rastaviti na proste faktore %a* — 4% Na prvi pogled se vidi
da je 94? kvadrat od 3a, tj. 9a® = (34)?, a 45% = (2b)%. Dakle, 9a% — 452
je razlika kvadrata brojeva 3a; 25.
9a? — 4b* = (3a)® — (2b)* = (3a — 2b) (3a + 2B)
Moze se desiti da ¢lanovi datog binoma imaju zajednidki faktor:
2) 50a%bx® — 324%y? = 2a%b (25xF — 16v7) =
= 2a%b (Sx — 4y) (5x + 4y)
NS —m=5mm — N=5Sm(m— 1)(m+ 1)
Zajednicki faktor mogao bi da bude i binom.
Ne+bdxt—dlat+by*=(a+d) (P — 4=
={e+8&—2)(x+2)
5) at — b4 = (az’)z — (52)2 — (az . bz) (az + bz} —
=(a—28)(a+b)a+ &)
5 Matematika 65



3. Zbir i razlika kubova

Izraz a® + b3 je zbir, a @® — B? je razlika kubova brojeva a i b,

Ovi izrazi nisu prosti jer se i jedan i drugi mogu predstaviti kao proizvod
od dva faktora i to:

at+ b0 =(a+ b)) (a®> — ab + P?)

a*— = (a—B) (@®+ ab + )
To je najjednostavnije dokazati mnoZenjem
(a + b)(a@®— ab 4+ B®) = a4+ a®b — b — ab® 4 ab® + b7 = 2%+ b?
(a — &)(a*+ ab + ) = a%— % + % — ab?+ ah*— b? = ad3— b?

Na taj nadin moZe se rastaviti na proste faktore bilo koji binom &iji su
¢lanovi kubovi nekih izraza, Naravno, treba prvo ispitati da li ¢lanovi
tog binoma imaju zajedniéki deljitelj i ukoliko imaju treba taj zajednicki
faktor staviti ispred zagrada.

Primeri:

1) Rastaviti na proste faktore 24pg’x® — 8lpg¥y?.

Prvo treba staviti ispred zagrade zajedni¢ki faktor 3pg%:

24pgix® — 8lpgy* = 3pg*- (8x — 27y%)

Nije tedko zapaziti da u zagradama nije prost faktor nego je razlika
kubova brojeva 2x i 3y. Zaista (2x)* = 8x% a (3v)3 = 27y Kako
zadatak glasi: rastaviti na proste faktore, izraz u zagradama mora se
rastaviti na proste fakrore:

24pgx® — 8lpgiy® = 3pg* (2x — 3y) (4 + by -+ D)

2) Rastaviti na proste faktore Smin” 4 Smin*

SmBa’ | Smin' = SmPnt (mn® 4+ 1)

Kako je u zagradama zbir kubova broja s i broja 1, to moZemo
napisati:

Smén’ - SmPnt = Smind (mPn 4 1) (m*nt — mPn 4+ 1)
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4, Kvadrat zbira i razlike

Trinom a* -+ 2ab 4+ 5 je kvadrat zbira brojeva ¢ i 4. To je
lako dokazati:

(a+b2=(a+0b)(a+b)=20a’t ab+ ab + b* = a4 2ab + b
Na isti nain se moe dokazati da je
at — 2ab + b2 = (a — b)*

Prema tome trinom je kvadrat zbira ili razlike neka dva broja
ako su dva njegova &lana kvadrati tih brojeva, a tredi ¢lan je njihov
dvostruki proizvod. Ako je taj dvostruki proizvod pozitivan, onda je
to kvadrat zbira, ako je, pak, negativan, onda je taj trinom kvadrat
rozlike.

Primeri:

1) Rastaviti na proste fuktore trinom

Bady? 4 18xy* + 24u2y?
Kada stavimo pred zagradu zajedni¢ki faktor 2xy?, u zagradama ostaje

kvadrat zbira brojeva 2x i 3y. Pofto kod sabiranja vaZi komutativni
zakon, red sabiraka mozZe da bude proizvoljan.

CBx%y? + 18yt + 24a%yY = 2yt (4 + 932 + 12xy) =
‘ = 2xv? (Ax + 3y)?
2) 45mTn! — 30mn’ == Smnt (Imnt — Omint 4+ 1) =
= 5m*n® 3min® — 1)?

5. Rastavljanje polinoma na proste faktore
grupisanjem &Clanova

Polinom am + an + bm + bn 4~ em + on moZe se rastaviti na
dva prosta faktora ako se njegovi &lanovi vefu u. grupe koje imaju
zajednicke faktore. To bi se moglo postiéi ovake: Prvi 1 drugi &lan
imaju zajednicki faktor a; tredi i dervrri &lan imaju zajedniCki faktor &,
a perl i Sesti ¢ '

amt +an +bm +bn + cm -+ ecn =
=am+n+bimtn)tcmbn)=m+nma+b+c)
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Ovo bi se moglo postiéi i na drugi nafin: ako bi se formirale
dve grupe &lanova, jedna koja sadrdi faktor m, a druga koja sadrii
faktor n. Koristeéi komurtarivni zakon kod sabiranja dati polinom
moZemo napisati ovako:

am+bmdem+ant+bmt+en=mla+>b+4c)+ nlatb+c) =
=(a@a+b+)m+n
Primer:

Rastaviti na proste faktore a*+ & — &2+ 2ab. Ako se formira
grupa od prvog, drugog i fetvrtog &lana dobija se razlika kvadrata
brojeva brojeva a+ & 1 ¢

(a+bd—c=(@+b—c)a+b+¢)

Ima sluéajeva kada datom polinomu treba dodati i oduzeti ist
Zlan pa onda ievrditi grupisanje ¢lanova. Na primer: treba rastavit
na proste faktore x* 4 4p4

Ako se tom binomu doda i oduzme 4x?y?, dobija se x* + 4x%y? 4+
4+ 4y* — 4x%y?. Dobijeni polinom moZe se napisati u obliku razlike
kvadrata:

(7 + 7P — 2 = (& + W7 — 29)(% + 7+ 2)

Da bi se u polinomu izvelo grupisanje &lanova, desto je potrebno
neki njegov Zlan predstaviti kao zbir ili kao razliku dva monoma. To je
naredito vagno ked rastavljanja na proste faktore kvadratnog trinoma.

Uzmimo nekoliko primera.
1) Rastaviti na proste faktore trinom
4 5x 46
Qvde treba seednji Elan Sx napisati kao zbir dva monoma 5x = 2x 4 3x
A 2x 4+ b6=x(x+D+3E+=(x+ D(x+ 3)

Srednji ¢lan, dakle, treba napisati kao zbir tako da proizvod koeficijenta
bude jednak slobodnom &anu:

Zx4-3x; 2-3=6
2y Uzmimo slucaj sada kada je slobodan ¢lan negativan:
@ ~a—12
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Da vidimo prvo kako se moze broj —12 predstavit kao proizved
od dva faktora, a zatim odabraéemo one &iji je zbir —1.

—12=—1-12 Vidimo da zbir faktora —4 i 3 daje —1.
—12=-2-6 Prema tome, moZemo napisati:
—12=-34 @ —a—12=a"—4a+43a— 12 =
—12=—4-3 =ala—4+¥a—4=(a—DNHa+ 3
—12=—6-2

—12=—12"1

ZADACI

Zad. 78. Data su dva polinoma A4 i B; nadi polinome 4 -+ Bi A — B.
A = 2a% 4 3a*h — S5ab® - 4b%;, B = 2a% — 3% -} Sab? -} 4b3

Zad. 79. Izvrdin mnoZenje polinoma:
) (2a + 36 — ) (2u + 36 +0)
2) (4x — 2y + 52)(4x + 2y — 5g)
3) (@ — o)(a® + bm)
4) (xmm + xsmydn +yan). (xSm —_ ym)
Zad. 80. Podeliti polinome:
1) (45a%* -~ 21a%? + 6a’b2 — 18ab%) : (6a% — 3ab?)
2) (18 — 9% — Bx + % : (x* — Tx + 4)
3) (25cy™ 4 ey — 195%%) : (Sc¥yt — 3oyh)
4) (Sa%x® + dax’ — 27a%%) : (2x3 — Sax%)
5) (21a% + 20b* — 22a%* ~- 29a%%) : (3a%h — 5b)
6) (5x* + 13x + 229 + 2) : (= + 2 + 3)
7y (Mm% 4 n¥%) : (m*T + nY)
8) (228 + 6a® 4 Tax®) : (2x" + Ja)
N @EP+ 122 + 1)
10) (a*® — 16) : (a® — 2)
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Zad.

Zad.

Zad.

Zad,
Zad.
Zad.
Zad.
Zad.
Zad.
Zad.
Zad.
Zad.
Zad.
Zad.
Zad.
Zad.
Zad,

T

81. Za date monome nadi najvedi zajedmicki delitelj:
1) a®x’z; a’hx?; a’x?; aSxSy

2) 90ax32?; 54a%b%x7; 36a%x%y

3) 60mnSy¥;, 24a*mm?;  36mdntxd

§2. Rastaviti na proste faktore:

1) S5a%* -+ Sa’*

2) Imdnt — Gmnt

3) 48pixS L T2pSxty

&83. Rastaviti na proste faktore:

1) dg* — 92 6) o — ab?

2) @it — 7 B — 4k

3y mint — p? 8) Ox® — ady?

4) a¥xt — Oy? 9 18x7yiu® — 50x5u77)°: ‘
5) a%? — 25 10) 2a%? — 9841341

U slededim zadacima dati polinom rastaviti na proste faktore.

84, 80aSx3y? 4 125xy8 — 200ax3y*
85, S6mtnix? + Tntx® " '
86, 75a%° — 147a%pq®

87.% 3a'h? — 36a%h* + 103a%H?

88. 250a7h% - 16ab*c®

89. 28v%® — Glutoiw?t

90, 90a%x% — 108a%x® — 9a2x?

91, T5m®p + 120msp3g + 48m3pSg?
92, ax? 4+ & — bx* — ay?

93, B8laPhic — 3a%e?® -

P4* 22 4 Ty 4 67

95, a4 - B — 4 2be

96 aZTH-l — abzﬂ

97. 16a6?2+lbz + Zab3n+l

* Za zadatke obelefene zvezdicom data su uputstva,.

5. ALGEBARSKI RAZLOMCI
{. Definicija i osnovne osobine algebarskih razlomaka

Razlomsak, kod kojega su brojilac ili imenilac ili, pak, i jedneo
i druge opdti brojevi ili racionalni algebarski jzruzi, zove se algebarski
ili op$ti razlomak.

Na primer algebavski razlomei su izrazi:

5, PP+ 3a%h 2a — 3b

az-i-bz) 7 ’ 4c a—2

pod pretpostavkom da su imenioci razliéiti od nule. -

Algebarski razlomak je, dakle, izraz % gde su A 1 B algebarski

izrazi u kojima mogu biti zastupljene racionalne operacije. Ovde treba
odmah podvudi da imenilac mora biti razlifit od nule. To je neophodno

zbog toga $to jedino u tom slucaju izraz —E moze imati neku odredenu
vrednost.

Zaista, ako je B + 0, razlomak ima odredenu vrednost za bilo
koju vrednost 4. Ako je, na primer, B = 3. Usluajudajei 4 + 0,

na primer A = 2, imamo % = % Akoje A =0, i onda razlomak
ima odredenu vrednost % = % = 0. Ako je pak B =0, % nema

smisla. Za A =0, % = % neodredenc. Za A % 0, A_ 3f.uopf
ste nije broj. U op$tem sludaju opiti broj na primer a mofe pripédat!i
intervalu @ & (—c0, | o) ili —ow < a < +o0. ‘

. 2aq ~-
Medutim, u navedenom razlomku 4 ;b
a J—
a =12, jer je u tom sludgju imenilac a — 2 = 0.

ne moZe da bude

U ovom slufaju @ mora zadovol)avam uslov —a0 <@ < < 2 111
2 <.a < 4w, §to se. moZe napisati 1 ovako:

a< (-'-OO, 2) U (2) +OO) ;
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To se obitno pife jednostavnije:
a2

Uzmimo jof jedan primer:

7
Raziomak —= 3 ima smisla jedino ako m = 3 im + — 3, §to bi se
mt—

moglo napisati i ovako:

fm) =+ 3
5
U razlomku ———— mora biti zadovoljen uslov a = 01 & + 0.
at +

U toku daljeg izlaganja operacije sa razlomcima to se nede uvek nagla-
Savati, ali e se uvek podrazumevati da je imenilac razlomka razliéit od 0.

2. ProBirivanje i skradivanje razlomka

Videli smo ranije da je kolitnik dva jednaka broja razliditih od

nule jednak jedinici, tj. E =1 za svako m + 0.

Prema tome:

e ,_a . m
b b m
i —‘;—=ﬂ m 0

Ovo znadi da se vrednost razlomksa nefe promeniti ako mu sc
i brojilac i imenilac pomnoZe sa bilo kojim istitn brojem koji je razlidit
od nule.

Ta operacija se Zesto koristi i zove se profiriwanje razlomka.

Ocigledno je da vazi i obrouto:

em_ e
b

am

Kako je am :m = a i bbn . m = b, znadl da se vrednost razlomka nede
promeniti ako mu se i brojilac i imenilac podele sa bilo kojim istim
brojem koji je razlic¢it od nule. Ta operacija se &esto koristi u matematici
i zove se skradivanje razlomaka.
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Ako su i brojilac i imenilac razlomka monomi, skradivanje se
moze pristupiti odmah deljenjem i brojioca i imenioca sa njihovim
najvedim zajednitkim deliteljemn.

Primer:
datb® Zb
6adb? 3a

razlomak je skraten sa 2a%0% uz pretpostavku da je ab ¥ 0.

45mntx Im?

30m3ndx 2n

razlomak je skraden sa 15m%n?x uz pretpostavku da je mnx + 0. Da je
izraz sa kojim se razlomak krati razli¢it od nule nefe se uvek nagla-
$avati, ali se to uvek pretpostavlja,

Ako se u razlomku E’ A 1 B polinomi ili je, pak jedno od njih
polinom, onda se ne mofe odmah pristupiti skradivanju, nego se mora
prvo polinom rastaviti na proste faktore i ukoliko u brotocu 1 u imeniocu
ima zajednitkih faktora, onda ti faktori, uz pretpostaviu da su razli¢iti
od nule, mogu skratiti.

Primer:

2 -
)] a’ + ab = a(a + ) — 2 skeadeno sa a+b
ab+ b8  bla-+b b
2) at—ab ala—b) —alb—a) _a
b* —ab bk — a) b6 — a) b
Kako a— b i b— a (po pretpostavci a + b) nije isto trebalo je izvr¥iti
transformaciju a{a — 6) = —a(b — a). Mogla bi se ista transformacija
izvréiti u imeniocu b{b — a) = —b{a— b).
3)ap—am__ alp—m) alm - p) .
mt — gt (m—p)im+p) (m — p)om + ) m+p
4) 2am 2am m

bam? — 4an® B 2a(3m? — 215 B Im® — 2n?
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Zad. 98. Skratiti razlomke:

Zad.

74

5) -

& + 2xy + y?

G yP

2+ xy - xz | yz

1Qath?
15a%b64
28mnx
2 lmPn3x
2
3) [3ng
91p2g2

99. Skrati razlomke:

i) —

'tz - ax
a’h — a*ht

a*h + abh?

G = s
5) X .\.V
J’_—xy

1w — o?

- '1)2 —_ 21,{'(,)

) =

m? f‘an
m? - Bmn + 1502

aktl _ gpk

gkt gpik

10}

12)

xx ) bz 4y)

ZADACI

Slaxdy*
Jdaxy?
12a3p? -
90ap?

4)

)

) 23ax3y?
Q2axty?

Spixd
Jpia? A 35p%x3
m —+ m? ‘ ‘

mm 4+ n

4)

6) E{ffl- bx .
az_bz
PP
at + 5246

_u+v+w‘

2 - ot — et - 2up

2R ly + xyZ'nﬁ-l + (xy)n-}-l

oy in
-¥

3. Najmanji zajedni¢ki sadrzilac

Sabiranje i oduzimanje razlomaka kod kojih je imenilac isti svodi
se na sabiranje, odnosno oduzimanje njihovih brojilaca dok je imenilac
zbira ili razlike njihov zajedniCki imenilac, na primer:

B2 22 5 o
7 = 7 7 7
3 2 33—z 1
7 7 7 7

Isto je i kod aigebarskxh razlomaka. Ako su 4, B i C b:lo kakw racio-
nalni algebarski izrazi, onda
A B A48 .. 4 B - A-B

Lo e ATD oy 22 Z .

C c C C C N

Ako je, pak, potrebno sabrati dva razlomka kod kojih su imenioci
razlidid. U rom sluéaju, pro$irivanjem oba razlomka, ili samo jednog
od njih, postize se to da im imenioci budu isti: Moramo, dakle, prethodno
te razlomke dovesti na zajednilki imenilac.

Treba, na primer, sabrati dva razlomka % i % Dovoljne je

prvi razlomak prodiriti sa 3, a drugi sa 2, pa da im imenjosi budu isti:

9 2 92 IR
5,2 _9+2_ 1

12012 120 12 s .

Postavlja se pitanje: kako .se odreduju brojevi kojima treba proiriti
razlomke da bi im imenioci postali jednaki.

U posmatranom primeru imamo 4 3 = 121 6- 2 = }2. To znaé&i
da zajedni¢ki imenilac mora biti deljiv sa imeniocirna datih. razlomaka

172 = 3; LGZ = 2. Broj koji je deljiv sa dva 111 vife brojeva odnosno
koiji sadr#i dva ili viSe brojeva, zove se zajednicki sadralac tih brojeva.
Otigledno je da broj 12 nije jedini broj koji sadrzi brojeve 4 1 6. Jasno
j& da takvih brojeva ima beskonadno mnogo: 24, 36; 48, 60 itd, Svaki
od njih je, dakle, zajedni¢ki sadrZalac brojeva 4 i 6, ali 12 je medu
njima - najmanji. Najmanji broj koji sadr#i dva.ili vife datih brojeva
zove se najmanyi sajednicki sadrialac {Nzs) tih brojeva.

75



Da vidimo sada kako se nalazi Nzs za monome. Uzmimo kon-
kretan primer. Treba naéi Nzs za i monoma:

158%; 12a%c?; 20b4%c
Prvo se koeficijenti rastave na proste faktore:
3. 5b%; 22- 3a%c3; 22 Sbic.

Pre svega, da bi traZeni monom bio deljiv sa svakim od datih
monoma U njemu moraju biti zastupljeni svi faktori koje sadre dati
monomi. Osim toga, svaki faktor ulazi u Nzs na onaj stepen koji je
za njega u datim monomima najuifi.

To zna&i da za date monome

Nzs = 22- 3- 5- g%53 = 60a*b5c?

Da bi se nafao Nzs za polinome, moraju se prethodno dati poli-

nomi rastaviti na proste faktore od kojih se na isti nadin kao i za monome

formira Nzs. Kako su prosti faktori polinoma polinomi, to Nzs poli-
noma je polinom koji je deljiv sa svim datim polinomima.

Primeri:
Naéi Nzs za polinome
1} 2ab*m? — 2ab*n* 1 3abm® 4 6a%m?n + 3aimnt
2abPm? — 2ab*n® = 2abt(m — n)(m + n)
3a¥m? 4+ Ga¥mPn + 3a’mn® = 3a’m(m + n)?
Nzs = 6a?b?m(m — n)(m + n)
Dat—bY @ —ab a8+ 2ab
a* — b = (a — b)(a + b)(a? + ¥?)
a* — ab = ala + &)
@+ b + 2ab = (a + b)Y

Nzs = a{a — b)(a + &)2{a® + b¥), 3to bi se moglo napisati i u
obliku a(a -+ b){a* — b*)

76

ZADACI

Zad. 100. Naéi Nzs za date monome
1) ax; bx; 2) 6a’k; 4ab?; 3) 8n%?*;  18n%ot
4) 3mSna?; mPn*;  5) 25p¢5; 3Sapt; 15a%?
6) 15ab%; 9a*; 128%c; 20

Zad. 10]. Naéi Nzs za date polinome
1) a* — ab; ab — &,
3) e — a¥x; ab’x — ab’y
5) dax — day; Obv — Gbx;
Ty 4a® + 4b2 — 8ab; 6a? — 68*
8) 16a%x* + 9a%? + 24a®x%y; 16abix* — Hgb3y?
9} ax®* + Sax 4 6a; b + 6bix 4+ b7
10) 242 4 Gab 4+ 4b%;, 342 4 12ab + 1257
11) @é*n + dan + 3n;  a?p® + Sapd 4 op*; &2m® - Jam® - 2nd?
12y a® — b3%; & — 0?

2) am + an; bm+ bn
4) a*m + a*n; b'n 4+ Bm
6) dax + 4ay; 6xF — &°

4. Sabiranje i oduzimanje algebarskih razlomaka

Da bi se razlomci sabrali ili oduzeli, ukeliko im imenioci nisu
jednaki, moraju se prethodno dovesti na zajedni¢ki imenilac. Zajednicki
imenilac razlomka je najmanji zajednicki sadrZatelj imenilaca tih raz-
lomaka. Ovde treba razlikovati dva sludaja. Prvo, ako su imenioci
razlomka monomt i, drugo, ako su imenioci polinomi.

Razmotrimo prvo slu¢aj kada su imenioci monomi. U tom slucaju
moZe se odmah ispod razlomadke crte napisati zajednifki imenilac
tih razlomaka. Da bi se odredio brojlac zbira odnosno razlike dadh
razlomaka, postupa se ovako: iznad, brojilaca datih razlomaka nacrtaju
ukovi 1 u svaki se upide proizvod onih faktora koji nedostaju imeniocu
tog razlomka do zajednitkog imenioca. To su, u stvari, izrazi kojima
treba prodirit taj razlomak da bi mu imenilac bio jednak sa imeniocima
ostalih razlomaka. Taj izraz se dobija, dakle, deljenjem nadenog zajed-
nitkog imenioca sa imeniocem doti€nog razlomka.
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Algebarski zbir proizvoda tako dobijemih izraza sa brojiocima
datih raziomaka je brojilac njibovog zbira, odnosno razlike.

Pogledajmo primer u kojem je zasmpljeno sabiranje i oduzimanje
algebarskih razlomaka &iji su imenitelji monomi.

\(2ab \JBac  \ %  \ 9ac  \ 3k

Sa - 3¢ 2a at — be da — b 3 —a
% b 2a 2% 6a
2ab (5a + 3¢) — 36ac — 95 (a® — be) + Yac (da — b) — 3be (36 — a)
S 18abe -
10a2b - babe — 36a%c — 9ah + 9b2c + 36atc— Yabe — bic + 3abe
18abc

U take ddbijenom brojiocu treba izviditu redukciju i posle toga, ako
je mogude, skratiti raziomak. Posle redukcije imamo:

ah

a, posle skradivanja sa ab, dobijamo rezultat -7
18abe 18¢

Ako su, pak, imenioci datih razlomaka polinomi, onda prepisujemo
sve razlomke rastavljajuci njihove imenicce, gde je to mogude, na
proste faktore. Ako su imenioci svih razlomaka prosti izrazi, onda je
zajedni¢ki imenilac tih razlomaka proizvod njihovih imenilaca.
Pogledajmo nekoliko primera.

\_a+b \_a—b !

l)_a _ b __2ab _.i_..b_ i Zab__
a—b a+b at — B? a—b a-+b (a—bila+b)
a(a+b)—b(a—'b)—2abh @ +ab—ab+ b — 2ab
(@a—-b)(a-+b) (a—b)(a-b)

B a2+b2—2_ab (e —bF
{a—58)a+b) f(a—8a+b)

i posle skradivanja sa @ — b pod pretpoestavkom da a % b dobijemo

rezultat &=
a+ b

2, 3 2a — 3b
a  b—2a 4t — b .

Qvde vidimo da se imenilac treceg razlomka mofe napisati 4a? — §* =
= {2a — b)(2a + b}, ali, kako u drugom razlomku imamo imenilac
b — 2a, potrebno je-izvrditi transformaciju:

3}_ 3 2a - 3b
a b — 2a ¥ — 4a*

\ B—dat \_a(b+2a) e
2. 3

2a — 3b

a b— 2a (b — 2a) (b 4 2a)

2(6* — 4a%) + 3a(b + 2a) + a(2a — 3b) _
alb — 2a)(b + 2a)

_ 2b* — 8ad® - 3ab - 6a” + 22" - 3ab __ 286
a(b — 2a)(b + 2a) a(p® — 4g?)
1 4 1 N 1
a{a — b)(a — ¢) b(b — a)ylb — ¢} c{c — a)(c— B

Kako su u sva tri imenilaca zastupljena svega tri razli¢ita binoma
faktora, to treba prethodno u tom smislu izvrditi njihovu transformaciju:

b(b — a)(b — ¢) = —b(a — b)(b — o)
e(c — a)(c — B) = c(a — )b — o)
Posle ove transformacije imamo:
\li(lb—f) K,“C(la—.c)

ala—)a—c)  bla—B)b—c)

\_ab(a—b)
L

cla — )b — ¢)

L belb— ) —acla —c) +abla—b)  (a—b)(eb—ac—be+c?)
abcla — B)(a — )b — ¢) abela — b)(a —c){b — )

(a—_b)(a — )b — ) _ 1
abe(a — b)(a — )b — ¢) abe
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Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.
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ZADACI

U slededim zadacima izvr§iti naznafene operacije.
102.

. L 4 7
NS 2y X y Z_K
m m m 2m 2m
5 2 4 a dq Sa
D I H Lo
3a 3a 3a 3x 3 3x
5)&11"&_{_@_753 6)a+b_aﬁb
b b b b
103.
1 1 x x x
1 — — 2) — — — - —-
) a + 3a ) d4a 3a 6a
3)i+i+i 4) S¢ _ Ta
be ac b 12x%  18x°
2 22 —2 2
5) 3a 1 2b } -2a 2b _ 6) b a
a ab ab
104. - T S -
¥y xy x—y
105. a | 3a7 _ 2ab

a-b a-4bd azw_]_,z-

2 e 7 e

105, XL xR _x=)
x* — x—y x+y

52+b at <+ o* a—b

107. -
a—b al — b? a-+b
108, 2a+3x__2a—3x
2a — 3x 3x — 2a

— ..+
20 + 3 3 —2a 42 — 9

3b

a(le — a) , 2a+13 2 — 3a

Zad, 1{0.
gt — 4 2=aq a2
Zad. 111 — 2 R =T
x2 — Tx 4+ 10 5 —x xZ — 4
_— 2 =
Zod 112 Bzl _ 4, _ 8=3
a? — 27 I—u @ 4 3a 9
Zad. 113. 2 - 2 3

G-Db—a G-nE—b G-

5. MnoZenje algebarskih razlomaka

Kod mnoZenja razlomaka sa celim izrazom ili celog izraza sa
razlomkom treba brojilac razlomka pomnoZizi sa tim celim izrazom:
tako sc dobija brojilac proizvoda dok imenilac ostaje isti.

Dakle L.c=% qj o L _%
b b

¢ €

Ako celi izraz sadrZi zajednicke faktore sa imeniocem razlomka,
A |

N . .. G . a a .. 4 -
skracivanje treba izveditl pre mnofenja: —- b =— ili —: be = qe.
b* b b s

Kada se raziomak mnozi sa rezlomkom, onda je proizvod razlomak

u kojem je brojilac proizvod brojilaca, a imenilac proizvod imenilaca

. a ¢ ¢ ace
datih razlomaka: — - —

d f  bdf’
lomaka imaju zajedméke faktore, skraéwanje treba izve¥it pre mno-
Fenja, a zatim mnofenjem preostalih faktora formirati brojilac i ime-

nilac rezultata. U prakst skracivanje se obi¢no vrsi- prcvlaéemem zajed-
ni¢kih faktora.

Ako broioci i imenioci datih raz-

a? e? ¢

e ag*c ot a
Ako su broioci i imenioci razlomka, koil se munozZe, polinomi,
onda ih treba prvo rastaviti na proste faktore i izviditi skracwan;e
ake je moguéno. .
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Primeri:

am® — an* a* +ab  am — bm

@m—b'm nptmn am— an

_am—n)m+n) al@+d) mla-—b
o mla—b)(a-+5 mn -n) alm — n)

Lako je zapaziti da je ovde moguéno skratiti sa am(a—b)(a-+5b)
-(m — n)- (m 4~ n) + 0 1ako da se dobija rezuleat 7‘; Ako bi se pak

izvrsilo prvo mnoZenje brojilaca i imenilaca, dobili bi se polinomi cije
rastavijanje na proste faktore, a time i skradivanje dobijenog razlomka,
bilo znatno otezano.

ZADACI

U sledeéim zadacima izvrditi mnoZenje algebarskih razlomaka.
Zad. 114.
Py Pz =
33 yJ x3

1

2) 2pq  6pr  L5gr
3r? S5q2 4p
16m* 3a* ] azmi

3)
am 2mn 12#
Z 4 3 3
4 20t S04 45d 2l
l4ac’ ah? 20d4
s Z. 3.
5 14a*s  T5a*n  2b%% 32b
4514 457 35a®
6) — 5 Tm ] 4x . 2x )
9x? 2 ( Sm Tm
2
Zad. 115, S Heb @bt

¢ +bc b +oab
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Zad. 116, T2 . XY
x4ty xy—
3 A
Zad 117, £ etb
a--b a-— b
= 2
Zad 118 LTy

Y3 .
Zad. 119. —pﬁ—qd (»— o)
¢ —p
a® — 2ab + b a® 4 &7

Zad, 120. -

a? — ab -+ b? a—=b
. atx + abx 4+ b*x & + bc — ab — ac
Zad. 121 i 5
Zad, 122. ( i )_2. ( @ - )_l

a-—b a?
Zad 123 BEWT @b 2db

(x —3)? xt =y
Zad. 124. ( ol — ¥ )Ai- ( ” )_1

" ah — bn

6. Deljenje algebarskih razlomaka

Deljenje je operacija suprotna mnozenju. Zato, dabi se podelila
dva izraza, potrebno je deljenik pommnoiti sa reciproénom vredno$éu

T . . .1 .
delitelja. Reciproéna vrednost celog izraza a je - @ reciproéna vred-

nost raziomka -:— je razlomak %. Tako da se deljenje razlomka svodi

na mnoZenje. Ovde treba napomenuti da, ako je deljitelj ceo izraz i
ako je brojilac deljenika deljiv sa tim izrazom, onda je jednostavnije
podeliti broilac sa deliteljem:

ﬂ_b: b — a.

c [

6* 83



Zad.
Zud.
Zad.
Zad.
Zad.

. Zad.

Zad.
Zad.
Zad.

Zad.
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ZADACI

U sledecim zadacima izvrditl naznaZene operacije.

125

126,

127.

128,

129,

130,

. 131

. 132,

133.

134.

i35,

136.

27xly? 18533
20420 | Sa%?

Ta?p? 212’
m m

2Ra%h?  21a%hs

15wt 10mint
Lspspe . 20RTLE
 3a
13p3 - 32ap’
Sg \
2 2h
35a%% : (a_fz + 2a%6 J
2e 3e
3.5
%’“— : 13g2%x2

( 3a%%t  4a’h?

v : 53!
de> i Bt ) o

et +a a4 ab® -
ab—b  a—1

mt —mn  min — m'n®

mn - nt mnt + n?

L -
e+ a—b -

( Cat o Zab 8

3 2mn + 3dan
(m mo n ) : "

am -+ an  2m - 2n m® -+ mn

5
Zad. 137. (—" + i ) (—3— —
Ya? —4  Ga+ 4 Ja— 2

1y

2)

Zad. 138.( S -);(_4._3)
it —1 dm+2) \am—1 m

7. Dvojni razlomei

Dvojni razlomak je takav razlomak kod njega su brojilac i ime-
nilac, ili pak samo broilac, ili same imenilac razlomei:

LN "
. b d n .

m a ¢
_+_
b d

_|..

n e ca-'|$h
ér-‘a = |§,
afola

Lako je dvojni razlomak transformirati u obifan. Ake su i brojilac
imenilac monomi, onda se moZe izvrditi prosto deljenje brojioca sa
imeniocem

A
& .6 _a d __
£ b d b e ke
d

Ako se, pak, u dvojnom razlomku javijaju polinomi, onda ie naj-
jednostavnije postupiti ovako: prvo se nade Nzs svih imenioca i sa tim
izrazom se prodirl razlomak ¢ime je on transformisan u obidan.

Primeri:
no1 . o S
ERry Nzs za brojeve 3, 4 1 6 je 12. Pro8irivanjem
— . . 4 — i
i 1 razlomka sa 12 dobija se 3
— 3 = 342 5
4 6
2) a—2b Za izraze ab, o 1 #* Nzs = @?b*. Ako se dati
ab razlomak prodiri sa a??, dobija se obian razlo~
- 1 _—r mak M ili, posle skradivania, .
bz ag N az —_ . a + b

g5



Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.
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ZADACEK

Dvojne razlomke transformisati u obilne.

139.

740.

141,

142.

143,

i44.

145,

N = ¥

2) a
m
Eous b
m m
2) rgt
n e
rp P
] n
y 5 _1
2a 6(1
L
3a a
2) |- 1
ail
"
a— |
1 1 1
—— + _— e —
ab be  ac
1 1 ¢
—— _I_ —_ —
a b ab

JEDNACINE

Jednakost koja sadrZi poznate i nepoznate velid¢ine moZe da bude
identicnost ili jednadina. Ako to nije posebno naznafeno, onda kao
nepoznate smatraju se obi¢no poslednja slova latinske abecede: x, y,
%, W, 0y L. ... a kao poznate smatraju se prva slovaa, b, ¢;,. ... m, n,. ..
Py Gy e

Identinost (ili identitet) je takva jednakost kod koje je leva strana
jednaka desnoj za bilo koje vrednosti op$tih brojeva:

a? — b = {a — b)(a + b); x+1=1-+=x
2x+ D+ 3 =2x 145

Ako je pak leva strana jednaka desnoj za neku (ili samo za neke
odredene vrednosti nepoznatih), takva jednakost se zove jednadina.

Kao primer, jasnoce radi, uzmimo jednadinu sa jednom nepozna-
tom: 2x — 3 = 5, Leva strana ove jednadine jednaka je desnoj onda
(i samo onda) ako je x = 4. Za broj 4 kaZemo da zadevoljava jednadinu,
jer, ako se¢ na mesto x stavi 4, jednakost je zadovoljena, tj. njena leva
strana jednaka je desnoj. Vrednost nepoznate koja zadovoljava jednadinu
zove se koren jednaine ili njeno referje. Ova jednadina ima samo jedno
reSenje. Medutim, jednadina moZe imati dva, tri ifi vide refenja. Jedna-
Zima x* + 6 = 5x ima na primer dva korena: x =21 x =3 jer za
obe ove vrednosti x jednadina je zadovoljena. Ova jednadina je drugog
stepena jer je najvisi stepen nepoznate koji je u njoj zastupljen — drugi.
Ta jednadina mogla bi se napisati ovako x® — 5x 4+ 6 = 0 ili, ako
se njena leva strana rastavi na proste faktore, (x — 2} (x — 3) = 0.
Odmah se vidi da za x = 2 prvi faktor je 0, a2 za x = 3, nula je drugi
fakror, Dovoljno je da jedan faktor bude nula da bi vrednost proizvoda
bila nula.

Najvisi stepen nepoznate je stepen jednafine, Tako, na primer,
jednadina 2x% 4 3x® — 2x + 7 = 0 je petog stepena. Jednadina ima
onoliko reSenja kojeg je ona stepena.

Jednalina prvog stepena zove se linecarna.

1. LINEARNA JEDNACINA SA JEDNOM NEPOZNATOM

Rediri jednadinu znadi nadi njen koren, tj. vrednost nepoznate
koja zadovoljava 1 jednainu. ReSavanje jednadine sastoji se u trans-
formacijama algebarskih izraza dok se ne dode do oblika x = a, gde
je a reenje jednatine. Ove transformacije oslanjaju se na ove postavke: 1,
Jednakost se nece narusditi ako se i levoj i desnoj strani doda ili oduzme
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ista velidina., Zaista, ako imamo, na primer 5=5; 54+ 3=35 4+ 3=

»>8=8;ii5—2=75—2 5=3. Ako imnamo jednadinu 2x — 3 == 5.
Dodamo li 1 levoj i desnoj strani 3, dobijamo 2x — 3 4+ 3 =5 4+ 3
ili 2x = 8. To znadi da se bilo koji ¢lan jednadine moZe preneti sa jedne
strane na drugu uz promenu znaka.

To omoguéuje da se na jednoj strani jednadine skupe svi &lanovi
koji sadrZe nepoznatu, a drugoj samo poznate vefidine. 2. Jednakost se
nece naruditi ako se i leva i desna strana pomnoZe ili podele sa istum
brojem razli&ieim od nule. U to se lako moZemo uveriti: uzmimo, na
primer, 10 = 10. Ako pomnoZimo obe strane, recimo sa 2, dobidemo
opet jednakost 20 = 20. Ako podelimo obe strane, na primer, sa 5,
pi onda jednakost sc nede naruditi: 2 = 2.

Jednaéine se mogu podeliti na nwmericke ili brojme u kojima,
osim nepoznate, sve ostale velidine su posebni brojevi i opdte koje,
pored nepoznate i1 posebnih brojeva, mogu sadriati- i opfte brojeve
koje se smatraju kao poznate veliine. Te poznate veliine zovu se
parametri. Za dve jednagine koje imaju isto redenje kaZemo da su
ekvivalentne. Relavanje jednadine, dakle, sastoji se u tome da se od date
jednatine transformacijom dobije druga jednalina koja je ekvivalentna
sa datom, ali koja je od date jednostavnija. Taj se postupek nastavlja
sve dotle dok se ne dobije najjednostavniji oblik x = 2, koja je ekviva-
lentna sa datom 1 koja je njeno refenje.

Re$imo jednu brojnu jednadinu:

Bx—T7=5x+8

Prenesimo prvo ¢élan koji sadrii nepoznatu (5x) sa desne strane
na levu:

8x — Sx — 7 =8

Za ovu jednadinu kaZemo da je ekvivalentna sa datom. Prenesime
sada -7 na desnu stranu: '

8x — Sx =8 -7
Posle svodenja imamo:
3x =[5

Deljenjem obe strane jednatine sa 3, dobija se refenje date jed-
nadine:
x =5

Opéti oblik linearne jednadine sa jednom nepoznaton: je

ax +&=70
88

b
Njeno re$enje je, pod pretpostavkom da je a + 0, x = — P

Pri refavanju linearne iednadine sa jednom nepoznatom moZc
nastupiti jedan od detiri sfuaja: ’
1. a + 0. u tom sludaju jednadina ima jedno odredeno redenje

x = ——Z-za'_b=|=0. Ako je pak 5 =0, onda je x = 0.

2. Ako je a=101 b =0, onda njenc relenje x = % jie neodre-

deno i takva jednading se zove meodredena.
: . T b
3. Ako je a=0, a & * 0, onda je re¥enje jednaline x =35

nije broj, tj. njeno redenje je nemoguéno naéi u oblasti brojeva i zbog
toga se jednadina zove nremoguca.

4. Ako se u toku reSavanja jednadina morala mnoziti ili delit
sa izrazom koji sadrZi nepoznatu 1 ako za nadeno refenje taj izraz postaje
0, to znadi da dobijena jednadina nije ekvivalentna sa datom. Nadeno
re§enje prema tome ne pripada datoj jednadini. U tom sludaju jednadina
nerma resenja.

Primeri:
\_ 14 w \. 70 \_ 35
1)3‘2—4_4_1(%2;7.) =3z__ﬂ170
3 7 2

1403 +4) — 202z — 7) = 2102 — 35(5 + 1)
42z + 56 — 40z 4 140 = 210z — 175z — 35
42z — 40z — 2107 4+ {75z = —35 -~ 56 — 140
— 33z =231 (=1)

232 =231].33
z=17

1 1 o 2
24 Tx+12 | a4 9% 20 x4 8x+ IS

\ x4 5 \x+3 \ x4+ 4
i 1 2

(- 3+ 4) N +Dx+5) @4+ 5)/'
(x+x+ D+ ) ‘

2)
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x+S5+x+3=2x+4

2v +- 8 =2x 4 8
2x~2x =8 —8
#(2—2)=0=%0=0 ;x=%

Jednadina je neodredena.

Kako se u toku refavanja i leva i desna strana jednafine morala
mnoZiti sa Nzs imenioca (da bi se dobili celi izrazi), (x + 3){(x + 4)
(x + 5) = 0. Da taj ne bude 0, nijedan faktor ne moZe biti tj. x + —3;
x % 4; x & —5. To znadi u daroj jednadini nepoznata x moZe imati
sve vrednosti osim navedenih tj.

xE (=0 =5 U (=5, =4 U (=4 —3) U (=3, +c)

H Y Y 41 o

—_— T

y»—=%8 -4 22—y
a2 P2+ +4
2y ) y
— — e ¥
=D+ +4 -2+
N+ 2y +4)
1
= = [y =Dy + 202+ 2y +4)
rtdy +y0 + 2 by =00+ D+t 4 dytdy 4+ 8

Y-yt Ay — 4y 4 By — 8y =8

VB -5 =82y D=8 y= o

0

Jednatina je nemoguda.
P B U

xr—1 =x+41 2 —1
NEZSEANE TR L

5 2 10
- - cem e[ (x— [ Xx+ |
x—1 x+41 x—Dx+ 1D a ’ )

20

Dabi{x — )(x+ 1) &+ 0 mora bid x & 1 i x = —I, §to bi se moglo
napisuti jednostvanije |x| # 1.

Tx=10—54+2=Tx=T7iix=1

Kako je za nadeno x = | izraz (x — [){x + 1) = 0, ta jednadina (a)
nije ekvivalentna sa datom jednacinom. Stoga x = | nije refenje date
jednadine. Prema tome data jednalina nema refenja.

5 at(y — 1) — biby — 2a) = b
aty — g* — by 4+ 2ab =¥
yla® — b¥) = a> — 2ab 4- b*
(a — &)
T @ -Ra+b)
Posle skrativenja, pod pretpostavkom da a — & = 0, dobija
se refenje

y = a—b
a+ b
18ac z &
6) - + —_—_—
)902—3" z— 3¢ I+ =
(W \ 3c+z \3_::—2:
18ac z z

. _ _ e — 23
(e — (3¢ + 5 3¢ —z 36_*2."(6 2)(3¢ + 2)

lg| == 3¢
18ac — 3¢z — z* = 3ez — 22
18ac = becz = z = 3a
ZADACI
Rediti jednadine:
Zad. 146, 2324 1) 4x—5  Sx42 3
7 3 2
Zod. ivy. 22EN S R, A=)
5 4 2
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Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.
Zad.
Zad.

Zad.

Zad.

Rediri

Zad.

Zad.

Zad.

92

148,

149,

130.°

151

152,

153.

i54.
156.
138,

159.
160.

1
161'..

162.

163.

z+ 4 3z z-4 1
—_ < o

g4 1 2z2—-2+l—z
xﬂg_ix:,j"_l;_o
x 41 2 2x

y»+2 1 ! _
2yt -y 1 — 2y 4y — 1
__k2 B k _ 1

k—1 B + 1 E—1

3x + 4 _ xv+3

x4 1 x 4 a2

-1

Aoy ERi

2 _ 2 _ x+ 15
x4+ 1 x—1 T2 — 1

— =1 1

2 2 +
ax + b =c¢; Zad. 135, n=hk -+ mx
ab — bx = bc; Zad. 157, ax 4-bx —c =0
me 4+ nln — 2) = n?
mx—l_nx, 1 1

n m2 mn
ab +ac—be =0
po a; 2) pobk; 3} poc
= ‘ z 16m
z — dm dm L 2 22 — 16m?

4x | 1

+
4x2 — g a— 2x 2x | a

2% o 3a? g—b 2a

22— az — bz + ab g —-a =z —5b

=0

TP

2. SISTEM LINEARNIH JEDNACINA SA DVE NEPOZNATE

Opét oblik linearne jednadine sa dve nepoznate je
ax +by +te=0 '
gde su nepoznate x 1y, 4 a, b, i ¢ su parametri ili @ i & koeficijenti uz
nepoznaie, 4 ¢ slobodni &lan. N
Postoji beskonadno mnogo parova brojeva koji zadovoljavaju
tu jednadinu. ) e ‘
Razmotrideme neku jednadinu sa dve népoznate, na primer:
3x — 2y — 4 =0

x=2; x=4; x=6;  x=—2; x

| "-"‘IU’

y=1;;‘ y»=4; y=1; . y=.-5 . y=

Bilo koji od ovih parova brojeva zadovoljava. ru jednadinu i,
prema tome, je njeno refenje. Jasno je da osim, ovih refenja. postoji
jos beskonaéno mnogo. Ako se ta-jednadina.resi po v

3x — 4
2

onda za bilo koju vrednost x moZe se izrafunati vrednost y i tako do-
bijeni par je redenje posmatrane jednatine.

y:

.Za x 0 y.‘= 3- 02'— 4|=='y= —IiZ
Znadi i par x=0;y= -2 zadovohavaposmatram{ iEdnaéinyl.
Jednalina bi se mogla redid i po x .. S
' _ W r4
3
Za y =10 x == 2'12+4~ o By
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Par x = §; y = 10 isto zadovoljava posmatranu jednadinu. Neka
su nam date dve linearne jednatine sa dve nepoznate:

ax 4 by Fe=0 ... .. {1}
ax +by+e;=0 ... ... .. ... ()

Kao §to smo videli postoji beskonaino mnogo parova brojeva
koji zadoveljavaju jednadinu (1). Jednadina (2) ima 1ako isto beskonaéno
mnogo refenia. Postavija se pitanje: da i u skupu redenja jednacine
(1) 1 jednadine (2) postoje zajedniCka. Takva refenja mogu postojati,
a mogu i da ne postoje.

Na primer jednadine

204+ y=>5
dx —y =17

Imaju zajednicko redenje: x = 2; y = 1. Medutim, jednadine
x+y=3
x-+y=28§

nemaju zajedni¢ko relenje. Zaista ne postoje takva dva broja &ji bi
zbir bio 1 3 1 8.

Ako dve ili vife jednadina sa istim nepoznatim imaju zajedniZko
refenje, otuda se kaZe da te jednadine obrazuju jedan sistem.

Resditi sistem od dve linearne jednaline sa dve nepoznate znadi
nac¢i vrednosti nepoznatih koje zadovoljavaju i jednu i drugu jednadinu.
Kasnije ¢emo videti da sistem lineamih jednafina ne moZe imad viSe
od jednog redenja.

Dwva ili vi%e -sisterna jednadina koji imaju isto reSenje zovu se
ekvivalentns.

1. ReSavanje sistema linearnih jednadina sa dve nepoznate

Ukoliko obe jednadine sistema nisu date u obliku ax + &y + ¢
one se prvo dovedu transformacijama na taj oblik ili na oblik ax +

Refavanje sistema jednalina

0

)
G,

|l

ayx + byy = ¢,
aye -+ by = ¢3

sastoji se u tome $to iz dve jednadine sistema iskljuéi (eliminise) jedna
— bilo koja — nepoznata tako da s¢ dobije jedna jedna¥ina koja sadrzi
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samo jednu nepoznatu. Time se refavanje sistema jednadina sa dve ne-
poznate svodi na refavanje jedne jednadine ss jednom nepoznatom.
Za iskljuéivanje jedne nepoznate postoji vide nalina koji se zovu me-
tode eliminacije.

a) Metoda supstitucije (zamene)

Ako imamg sistem jednadina:

apx + by =0¢y .. (2)

Bilo koja od ove dve jednadine rcdi se¢ po jednoj ncpoznatoj (bilo po
x, bilo po »).

Redenjem, recimo, jednadine (2) po y imamo
€y — g%
y=—2 . )

Kako u jednadinama (1) i (2) nepoznate moraju imati istu vrednost, to
nadenu vrednost y iz jednadine (2) moZemo uvrstiti u jednadinu (1):

bylea—ax)

a,x - . Cf e (4}
na taj nacin dobije se jednadina (4) koja sadr#i samo jednu nepoznatu x.
Jednadina {4), koja je rezultar eliminacije y — na iz datog sistema,

ZOVe se eliminaciona jednalina.
Refenjem te jednadine imameo;
by, — bycy s
ayb; — agby
a zamenom nadene vrednosti x u (3) imamo

@18z — G20y
B azb, — azb,
Primer. Refiti sistem jednatina.
2x + 3y =12
Ix -2y =5
Redimo prvu jednadinu pe x
12 — 3y

x=T— ... .................. (El)



Zamenom u drugoj jednaini dobijamo eliminacionu jednadinu po ¥

3(12 — 3y)
Lo 2y=35
5 a4
36 —9y —dy =10 =3 13y =26 .
ili y=2
zamenom nadene vrednosti u (a) dobijamo x:
12—-3-2
= =S x == 3

Lako se uveriti da nadene vrednosti x = 3; y = 2 zadovoljavaju obe
jednadine datog sisterna.

b) Metoda jednakih koeficijenata

Ovde se ima u vidu jednakost koeficijenta uz neku nepoznatu
i to na jednakost po apsolutnoj vrednosti.

Podimo od primera;

1) Treba rediti sistem jednadina
Sx — 3y =17
20+ 3y =11

Ovde vidimo da su koeficijenti uz y u trn jednadinama suprotni. Znadi
eliminisati y iz ove dve jednadine moZemo take £ro ih saberemo. Elimi-
naciona jednadina je, dakle 7x = 28 iz koje se dobija x = 4. -

Zamenom te vrednosti u bilo koju jednadinu datog sistema,
recimo u drugu, dobijamo:

22443y =11=23=3 ;y=1
2) dx+59=14
6x 4+ 7y = 20

Ovde koeficijenti uz istu nepoznatu nisu jednaki, ali se moze
uvek postiéi to da budu po apsolutnoj vrednosti jednaki. U ovom sluéaju
lake je posti¢i da budu jednaki koeficijenti uz x. Za to je potrebno
prvu jednalinu pomnoziti sa 3, a drugu sa 2, jer je Nzs za brojeve
416 je 12,

Posle mnoZenja prve jednaline sa 3, a druge ss 2, imamo
12% 4 15y = 42
12x 4+ 14y = 40

96

U ovom slutaju da bi se poni§tio &lan koji sadrzi x (eliminisao x)
moramo od jedne jednadine oduzeti drugu. Obi¢no se oduzima take
da koeficijent uz nepoznatu u eliminacionoj jednacini bude pozitivan.
Oduzimanjern druge jednadine od prve imamo y = 2, a zamenom
dobijamo  x:

dx 45 2= 14 x =

_ Si_stem jednacina u opétem obliku metodom jedrakih koeficijenata
redili bismo ovako:

ax by =c¢ |- b, tybax + bibyy = baey
ax + by =3 | - by AbaX + bibyy = byc,”
x{a,b, az;hy) = bye; — byc,y
= bic, — blc_g
a1by — azb,

Zamenom u bilo koju od datih jednadina dobjjamo

o aye; — ézcl
" agh, — agh,
¢) Metoda komparacije (uporedivanje)
Ova metoda se oslanja na aksiomu algebre:
a=2b
c=b
su one jednake medusobno.

} = a=y¢, tj ako su dve velitine jednake treéoj, onda

Kako iste nepozpate u sistemu jednadina moraju imati istu vred-
nost, 10 s¢ obc_ jednatine refavaju po istoj nepoznatoj i jednakost dva
tako dobijena izraza daje eliminacionu jednadinu.

ax + by ==y = < g

by

Coq — X
azx—j—bz_}l_c;z:}y-—;

Eliminaciona jednaéina je, dakle,

Cy — @X  C3 — Apx

T Matematika a7



Njeno redenje je¢

bicy — by

ayb; — ayby
Zamenom u bilo koju jednadinu koja je veé refena po y dobijamo:

_ @y —oapt,

ayby — aby

d) Redavanje sistema linearnih jednaina primenom determinante
drugog reda
Tri razlid¢ite metode primenjene na sistem linearnih jednadina sa
dve nepoznate daju redenje:
by — bies

403 — @yl

3
aby — azb, ab, — azb,

Vrednost nepoznatih izraZene su pomodu koeficijenta jednacina
darog sistema. Pada u o&i to da su imenioci u tim izrazima isti:

ab, — a,b;
Ta razlika proizvoda zove se determungnsa i obelezava se simboligki.

a, by

a b,

Brojevi koji obrazuju determinantu zovu se nieni elementi. Elementi.
determinante su rasporedent u wvrsre: ay, by; ap, by 1 U kolone a,, a;;
by, bz, Ova determinanta ima dve vrste 1 dve kolone i zbog toga se
zove determinanta drugog reda. Vrednost determinante drugog reda
je razlika proizveda elemenata koji pripadaju njenim dijagonalama.

N/
| & by |
K | = ayb; — azb,
a b
7 ™~
Primeri:
|
5 2'=&3w&2=w—n=3
] 3
—4  —1]
o= (=) 2 -3 (= —8+3=-5
75 Ty = )
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7 9
Q =730 9=2]
10 3

|

& b' — hab — kab - 0

| ka kb

Vrednost determinante Cesto se obeleZava grékim slovom A (Lita
se delta). Dederminanta &iji su elementi koeficijenti uz nepoznate
zove se glavna determinanta sistema

al bl . A
23 b,
Prema tome, moZe se napiseti
by — by, v Ay — A0,
= ZFET Tz =S e
A A

Nije tefko zapaziti da su i brojioci tih izraza isto determinante. Ako
stavimo

A . A
em Bx o Ay,
A A
onda je
€y 1
Ax = —-bzc‘l—blcz
| €2 2
| a ¢y |
Ay =" Y= age, - aye,
a; ¢y

Ako se napife sistem jednadina
ax + by =c¢
apx + by =0,
a, b, |

| % bs

A s — glavna determinanta sistema

gi\ x se dobija ako se u glavnoj determinanti sistema na mesto koefici-
jenta uz x stave slobodni &lanovi. Ako se, pak, slodobni #lanovi stave
na mesto koeficijenta uz vy, dobija se Ay,
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Primeri:

1) Rediti sistem jednadina:

Sx 4+ 2y = 12
6x -+ 3y = 135
A=|> 2'—<5-3—6-2=15—12=3
6 3|
1
Axem] & 2‘:[2-3—15-2=36~30=6
|15 3
ay=1> Bl s_gners—m=3
6 15
x=-Ax_§-2 y—--Ay—:i=1
A 3 A 3
2) Rediti sistem jednadina:
ax - bz = a3 + ab’
bx + az = 2a%H?
a=% Ylow_w
b a
3 3
Axm | FOTANEN ot r — 20 =ath — o= (e — B)
j 26267 a
_Ax_aE@ -y
A @t — b
3 3
U b P R VSR S S S
b 2a%% |
Az = ab*(a? — b
2002 _ h2
Apo Dz a8
A gt — b?
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Zad.

Zad.

Zad.,

Zad.
Zad.
ZLad.

Zad.
Zad.

Zad.
Zad.

Zad.

ZADACI

Rediti sistem jednatina:

165.

166.

. 167,

168 —

169,
170,
171,
172,
173,
174,

175,

176.

177.

2x + 3y =19
x—y=12
X - 3+§_+3_=2
2 4
x—z =]
13

4 1 _ 2
-9 xdy x—y
247  dx— 1
Jv-+4 6y — 5
1 . __8&
x—y'x-i—y 8
1 I 3
x—y x4y g

x+yv=a, x—y=1b
x+y=4m;, y—x=72m
ax — by =a 4 b; x—y =2
mx4+ny=a; x+y=1
pxtqy=a; gx+py==0

mx +ny=m?;, x+y=n

iJ.—2y=:5t:z; x <+ gy = 3a?
a
: x
et py =307 -2 =»p
P q
E Yy, FyX
m n 2m  3n
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Zad. I78. p(1 -+ x’)——zzp
e

mz - 1) —x(p+ 1) =

x4a v-h

Zad. 179. - - - =10
a b
x — Sa X b
5 k)
Zad. 180, % L F
a b
= 0 2o be = a
b c
PROBLEMI

1. PROBLEMI SA JEDNOM NEPOINATOM

Svaki problem sadrZi odredene podatke i zahteve ili pitanja na
koja treba dati odgovor u saglasnosti sa uslovom zadatka. Cdaberimo
jednu nepoznatu veli¢inu i oznadimo je nekim slovom, recimo sa x.
Zavisnost te velidine od drugih nepoznatih t od datih veli¢ina izrazimo
jednatinom. Neko odredeno pravile za to ne postoji, jer uslovi zadatka
mogu biti veoma razligiti, ali se mogu ipak utvrditi neke osnovne odnose
izmedu nepoznatih veli®ina, Neka je, na primer, poznato da je zbir dva
broja 10. Ako stavimo da je jedan od njih x, onda je drugi 10 — x.

Uzmimo nekoliko primera.

1) Zbir dva broja iznosi 51. Jedan od njih je dva pura vedi nego
drugi. MNaci te brojeve,

I nadn. Odmah vidimo da se u zadatku traze dva broja, ali oni
su vezani uslovom: jedan je dva puta vedi nego drugi. Neka ie manji x,
onda je veéi 2x. Kako njihov zbir treba da bude 51, imamo jednadinu:

x 4+ 2x = 51
Njeno redenje je x == 7. Uzeli smo da je x manji broj, onda je vedi 34,
. Za traZene brojeve u zadatku su postavljena dva uslova:
1) da njihov zbir bude §1 i
2) da jedan od njih bude dva pura veci nego drugi.
Kako nadeni brojevi zadovoljavaju oba uslova — oni su traZeni.
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v . . . . . X
Il nadin. Mogli simo x uzeti kao vedi broj, onda je manji —
2

i jednagina u tom slu¢aju izgledala bi drukéije:
Z vl
2

Nijeno redenje je x = 34. Ali x nam je sada vedi broj, onda je manji 17.

U oba razmatrana nadina prvo s¢ realizovao drugi uslov, a zatim
prvi. Moglo se, medutim, poéi i obrnutim redom.

III na&n. Ako stavimo da je jedan broj x, onda, s obzirom na
prvi uslov, drugi broj je 51 — x. Neka je x vedi broj, onda je 5] — x
broj koji je » dva puta manji. To znadi: ake se taj manji broj pomnoZi
sa 2, on &e postati jednak sa x tj.

x = 2(51 — %)

Refenje ove jednadine x = 34.

IV nagin, Mogli smo uzeti da je x manji broj. Iz ove postavke
sledi jednadina: 2x = 51 — x Tije je refenje x = 17.

Svaki od ovih nafina je ispravan zato $to su u svakom ostvareni
uslovi zadatka.

Treba nspomenuti da uslovi ovog zadatka pruzaju mogudnost
da se postavi sistem od dve jednafine sa dve nepoznate. Neka je manji
broj x, a vedi ¥, onda imamo:

x4y =351 -— prvi uslov
= 2x — drugi uslov

Redenje ovog sistema x = 17 y = 34

Ako su u problemu podaci opiti brojevi, onda iste, na osnovu
uslova zadatka, moramo postaviti vezu jzmedu traZenih veliéina kao
i izmedu traZenih i datih i, na osnovu uslova zadatka, postaviti jedna&inu.

2y Iz mesta A polazi putnik prema B, koje je od A udaljeno
d km., a prelazi svakog sata a km. Nakon ¢ sati iz B prema 4 polazi
drugi putnik 1 prelazi svakeg sata b km. Kada i na kojem rastojanju
od 4 putnici ée se sresti.

Prvo treba odabrati onu nepoznatu veli¢inu koju éemo oznadits,
recimo, sa x. To bi moglo da bude rastojanje mesta susreta putnika
(C) od mesta 4 — duZina puta AC (sl. 28}.
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Mogli bismo sa x obelefiti broj kilomerara koji je do susreta
presao drugi putnik, dufina puta BC. Kao nepoznata x moglo bi se
uzeti vreme {broj sati} koje je protekle od polaska prvog (ili drugog)
putnika do momenta njihovog susreta.

A c &
SI 28
Ako uzmemo da rastojanje AC = x km., onda je BC = d — x km.
Pofto prvi putnik prelazi za | sat ¢ km. i da bi preSao put x km njemu

x . . d—x .
je potrebno - sati, Drugom putniku je potrebnoe o sari da

prede put EC. Kako je drugi putnik poSao ¢ sati kanijse, broj
.. x .od—x .
manji je od . za ¢. Zato, ako se broju —b_ doda ¢, on postaje

. x . ”
jednalk sa g Imameo jednadinu:

r_zd—x+[
a b
d
Njeno resenje je :c=a(—.:i_bb£) km
a -

Vreme od polaska prvog putnika do susreta je

x d+b£_

a a+b
Mo#da je jednostavnije uzeti kao nepoznatu x broj sati kojl je
proveo u putu prvi putnik. Tada je drugi putnik bio u putu x — ¢ sati.
Kako je prvi putnik prelazio svakog sata @ km, on je predac put AC -
= ax km. Drugi pumik je prefao BC = b(x — f). Poto je AC +
+ BC = d, mozemo napisati jednacinu:

ax + b(x — ) =d
104

Nieno rejenje je

d -+ be .
X = — - satl
a -+ b
Rastojanje AC e ondaM km
a—+ b
ZADACI

Zad. 181, Zbir dva broja je 5. Jedan od nijih je n» puta vedi od
drugog. Nadi te brojeve.

Zad. 182. Zhir dva broja je s. Jedna od njih je za a vedi od
drugog. Nadl te brojeve.

Zad. 183, Naéi broj koji podeljen sa a daje koli¢nik z 1 u ostatku r.

Zad. 184. Ncko je kupio $tof 1 platio ¢ din. Da je kupio n metara
ranje platio bi b dinara. Koliko je matara §tofa kupljeno?

Zad. 185. Obim prednjeg rocka kola je a m. Obim zadnjeg totka
je bm. Koliki put treba da predu kola da bi prednji tofuk izvrsio »n
obrataja vi§e od zadnjeg?

Zad. 186. Obim zadnjeg totka kola je a puta vedi od obima
prednjeg to¢ka, Kola su pre§la m metara i na tom putu prednji todak
je izvriio k obrataja vife od zadpjeg. Koliki je obim prednjeg tocka,
a koliki zadnjeg?

Zad. 187. Dva radnika obave ncki posao za a Casova. Kada svaki
od njih radi sam, onda prvi radnik obavi taj posao sz puta brie od drugog.
Za koje vreme obavi taj posao prvi radnik, a za koje drugi?

Zad. 188. Dva putnika polaze istovremeno iz mesta 4 1 B,
udaljenih medusobno d km i kreéu se u istom smeru. Prvi, koji polazi
iz A prema B, prelazi svakog sata ¢ km, a drugi b km. Kada i na kojem
rastojanju od A prvi pumnik stiZe drugog?

2. PROBLEMI SA DVE NEPOZNATE

Ako smo u problemu dve nepoznate veliine oznadii nekim
slovima, na primer, sa x i ¥, to znafi da na osnovu uslova zadatka
moramo formirael sistem od dve jednadine u koje ulaze te nepoznate
i ono §to je u zadatku dato. Reenje postavljenog sistema jednalina
daje refenje problema.
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Uzmimo jedan primer.

Za 13 ¢asova brod je preSac 140 km nizvodno i 24 km uzvodno.
Drugi put za 11 casova je preSao 120 km nizvodno i 20 km uzvodno.
Kolika je brzina broda u stajacei vodi, a kolika brzina reke.

. . . . . km .
Ako stavimo da je brzina broda u stajaco] vodi x --hﬂ, a brzina

kmn . . .
veke v TIT, onda se brod kreée brzinom x 4 v, kada ide nizvodno.

Kada ide uzvodno njegova je brzina x» — v. To znadi da bi predao

. . . 140 . "
nizvodno 140 km njemu je potrebno - Casova. Da bi predao

x Ty
24 km uzvodno poucbno mu je - Casova. Kako mu je za ceo
x—y
taj put potrebno 13 Casova, to znadi da je
140 24
— =4 —— =13

Xy o x—y

Tako smo dobili jednu jednadinu sistema. Istim rasudivanjem dolazimo
do druge jednadine sistema:

|
___20__|_ 20-:”
X- ¥y x--y

Resavanjem tog sistema jednadina (vidi zad. 168) dobijamo redenje

problema: brzina broda u stajacoj vodi je 12 %, a brzina rekeje 8 k—;n

ZADACI

Zad. 189. Ako cifre dvocifrenog broja razmene mesta dobija se
broj koji je za 3 vedi od njegove polovine. Ako se, pak, taj broj podel
sa zbirom njegovih cifara, dobija se kolignik 7. Nadéi taj broj.

Zad. 190. Zbir godina oca, sina i kéeri je 65. Qtac je 4 puta
stariji od kéeri. Pre pet godina sin je bio dva puta stariji od svoje sestre,
Koliko je godina ocu, koliko sinu, a koliko kéeri?

Zad. 191. Dva biciklista kreéu se po kruinoj putanji duZine
s metara. Kada se kre¢u u istom smeru prvi stiZe drugoga svakih a mi-
nuta, a kada se kredu u suprotnom smeru susrecu se svakih b minuta.
Kolika je brzina prvog bicikliste, a kolika drugog?
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Zad. [92. Knjige su rasperedene u dva ormana. Ako se iz prvog
ormana premesti u drugi ¢ knjiga, u oba ormana biée ist broj kojiga.
Ako se, pak, iz drugog premesti u prvi & kojiga, u prvom <e biti #» puta
vie nego u drugom. Koliko je knjiga u prvom ormanu, a koliko u
drugom?

Zad. 193, Za a metara §tofa i & metara postave placeno je m din.
Ako bi se kupilo ¢ m §tofa i d m postave, trebalo bi platiti » din. Koliko
je placeno za 1 m Stofa 1 §ta staje | m postave?

Zad. 194. Od dva broja jedan je za d vedi od drugog. Kada se vedi
podeli sa manjim dobija se koli¢nik ¢ i v ostatku ». Nadi te brojeve.

NEJEDNACINE

1. NEJEDNAKOST, NEJEDNACINA

Brojevi @ i b mogu biti jednaki. To se pife a = b.

Ako su, pak, brojevi a i b nejednaki, onda imamo ngednakost.
Ovde mogu biti dva sjudaja: ‘

13 Broj « je vedi od broja &; a > b

2) Broj a je mawnyi od broja b; a < b

Ako su brojevi a i b posebni brojevi, nejednakost je numerika
i brojna:

5> 2; -3 < 04 T>441

Nejednakosii koje sadrze jedan ili vide opdtih brojeva mogu se pedeliti
na dve vrste. Nejednakosti koje su zadovoljene za bilo koje vrednosti
opdtih brojeva zovu se identifne ili bezuslovne nejednakosti:

x+2>x+1; a4+ >0 L>x-—35

Nejednakost keoja je zadovoljena ne za sve, nego za neke vrednosti
opdtih brojeva zove se negednadina.

2x—S5>x+1; 22+ <25 x+4+a>2x—5b

Ako nije specijalno nagladeno, onda prva slova latinske abecede smatraju
kao poznate velidine: a, &, ¢, ... m, n, ... p, ¢ a poslednja slova: x,
¥, 2 ... U, U, ... ... smatraju kao nepoznate.

Nejednatina sa jednom nepoznatom je finearna ili proog stepena,
ako se u njoj javlja nepoznata samo na prvi stepen.

Ix -2 %> x +4; ax — b < cx
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Uopéte, najvidl stepen nepoznate, koji je u nejednadini zastupljen
je stepen te nejednadine. Tako nejednatina:

¥ + 8 < 6x
je drugog stepensa.

2. RESAVANJE LINEARNE NEJEDNACINE SA JEDNOM
NEPOZNATOM

Skup svih vrednosti nepoznaie koje zadovoljavaju datu nejednadinu
je mjeno refenje. Tako, na primer, refenje nejednatine x — 1 > 2 je
x > 3, jer za bilo koju vrednost x koja je veéa od 3 leva strana date
nejednadine je veta od 2. Nejednaline koje imaju isto redenje su
ekvivalentne,

Redavanje nejednadine sastojl se u wansformacijama a s ciljem da
se dobije jednostavnija nejednadina, koja je ekvivalentna sa darom. Tej
postupak vodi do redenja, tj. dok se ne dode do x > a ili x < a.

Pri rcfavanju nejednadina sluzimo se postavkama od kojih su
neke iste kao i kod refavanja jednadina. Na primer: { levoj 1 desnoj
strani nejednadine moze se dodari ili od njih oduzeti ista velidina
a da se znak nejednakosti pri tome ne menja.

513 54+422>342-37>5
3 <8 J—2 < 8—2=1 <6

To znadl da se bilo koji ¢lan nejednacine moZe uz promenu znaka
preneti sa jedne suwane nejednadine na drugu:

x—1>2

Ako se 1 levoj 1 desnoj strani doda 1; levoj strani jedinica se ponidtava
tako da se dobija

x> 241

Obe strane nejednadine mogu se¢ pomnoZiti ili podeiiti sa istim pozitiv-
wm brojem. Znak nejednakosti pri tome se ne menja

4>21"2=8>14 4<61:2=2<3

Obe strane nejednadine mogu se pomnoziti ili podeliti sa istim negatjv-
nim brojem, ali anak negednakosti se u tom sludaju, menja na suprotni.

=5 < =3 (-1})=5>13
2> 11(—-)= —4 <« =2
—8 < =4 {—-H=22>1
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Trebalo bi napomenuti da se nejednadina ne sme mnoZin nitl deliti
53 nepoznatom niti sa izrazom koji sadrzi nepoznatu. To je zato §10 se
ne mozZe unapred znatl da li je nepoznata, odnosno izraz koji nju sadrzi,
pozitivan ili negativan i takvim operacijama mogla bi se dobiti nejedna-
&ina koja nije ekvivalentna sa datom. Valja dodati jod i to da izmedu
dva broja istog znaka i reciprocénih vrednosti tih brojeva znaci nejedna-
kosti su suprotni, tj.

o] 1
zko je & > b onda je — < —
a b
o 1
i m < n= > —
m 7
1 i
5>2:>——<—1—; 3<7=>—-—>~~1--
5 2 3 7

Ako izmedu leve i desne strane nejednadine stoji zmok > ili <,
njeno redenje ima oblik x > g ili x < b, 5to se moZe napisati 1 ovako:

x & (2, ), odnesno x . {—oo, )

Ako su, pak, dve strane nejednadine vezane znakom = il =, njeno
refenje se izraZava poluotvorenom intervalu:

¥ € [&, ), odnosno x & (— @, ]

Primeri:
" 1) Rediti nejednadinu:
T — 6 >4(x+1)|_12

4 3
Wx — 3(Tx — 6) > 16 (x + 1)
36x — 2lx + 18 > 16x 4+ 16
6x — 2]x — 16x > 16 — 18
—x > ~2]-(=1)
x <2 ii 2 (—o0,2)

QOvo refenje bi se moglo prikazati na brojnoj osi {sl. 29).

3x —

S s, .
g I 2 X
S1 29
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2) Madi najvedi ceo broj koji za pozitivnu vrednost @ predstavija
1%raz

_]'7_ a a—2

4 3
Koliko mora biti u tom slulaju a?
Reifenje:
Stavimo da je

st==a @1

k RE E
4 3 ( )
5l —3a — da + 8 =12k
59 — 12 . .
Q ; = kako je a > 0, inamo,

59 — 12k > 0=k <‘;’—z ili ku;,j(*oo,;g)

Najveli ceo broj u tom intervalu je 4.
3) Resiti jednacginu:
e + 11+ e = 2" =3
lx+”=[x—:—l za x = —1 ix-—2|=:|x—2' z2a x> 2
—x—1 zax <1 —x -+ 2 zax <2
Na osnovu ovoga moZemo napisati tvi jednadine:

1) Za x < —1 —x—1—x+2=3=x=—1

Dza —lKx<2 x+1—x-=—2=3=>x'—-g—- bilo koji broj

Nzaxz=2 x+1l4x—2=3=x=2

Iz ovoga se vidi da u prvom intervalu data jednadina nema re-
fenja, jer x = — 1 ne pripada intervalu x < —1.

Bilo koji broj koii pripada intervalu {2) —1 < x < 2 zadovoljava
datu jednalinu. A, podto je jednalina zadovoljena i sa x = 2, njeno
refenje moZe se napisati

—l<€xgL2 i xE[-1,2]
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ZADACI

Zad. 195. Rediti nejednading i svako refenje prikazati na broj-
noj osi.

N2x—1>x+2

Dbx—1<4(x+1)
2x — 3 . 3x — 5

3
) e
4)_lx-|-_37 *5—-x< 3x 1
3 2 4
J—=x » Sx—hg‘
5)—3 *+'.‘C < 7

Zad. 196. Za koje vrednosti m izraz
5(m— 1 5 —4
Sl 23—
4 3
je nenegativan.

Zad. 197. Koje vrednosti a zadovoljavaju sledeée nejednadine:

L a>» —a; 2 a—13 < a;
3 a < 2a; 4) a? > a%;
5) n:>—l—; 6)a<—]—

a a

Zad. 198.* Kojl je najveli dvocifren broj koji pri deljenju sa 17
daje u ostatku 3.

Zad. 199. Za koje vrednosti a izraz
at+ 3a+ 7
a +a+4 [3
je pozitivan broj i to:
1) Prav razlomak
2} Jedinica
3) Neprav razlomak
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Zad. 200. Resiti jednafine:

e =114 =+ 1] =2

2) 15 —2x + [x+3 =2 — 3x
BN bR R2—x] =11

3. SIMULTANE LINEARNE NEJEDNACINE

Skup od dwve ili vide nejednadina koje sadrZfe istu nepoznatu
obruzuje sistem simultanih nejednadina. Refenje sistema simultanih
nejednadina je skup vrednosti nepoznate koja zadovoljavaju sve ne-
jednadine iog sistema.

Neka imamo dve nejednadine:

Uzmimo, na primer, x = 7. Nejednaéina (1) je zadovoljena, ati nejedna-
¢ina (2) mje. Prema tome » = 7 nije refenje tog sistema simulzanih
nejednacina. Ni x = 1 nije redenje tog sistema jer je sada nejednadina
{1) nije zadovoljena, dok nejednaéina (2) jeste. Vrednost x = 3 zado-
voljava i nejednaginu (1) i nejednacinu (2}. Isto bi se moglo reéi i za
x = 4. To znall da t broj 3 i broj 4 pripadaju skupu brojeva koji pred-
stavlja refenje datog sistema. Odrediti skup brojeva to, drugim reéima,
znadi odrediti granice intervala kojem pripadaju ti brojevi.

Neka je A skup brojeva koji zadovoljava nejednacinu (1). Tom
skupu pripadaju svi brojevi vedl od 2, tj. A = (2, o).

Neka je B skup brojeva koji zadovoljavaju nejednadinu (2).
Mozemo, dakle, napisati B = {— ¢o, 5). Kako je refenje sistema nejed-
nadina skup brojeva koji zadovoljavaju i jednu i drugu nejednadinu,
1j. koji pripadaju i skup A4 i skupu B, to zpa¢i da je refenje sistema
nejednadina odredeno presekom tih skupova

x=Ada n B
Ovo se jasno moZze videti na brojnoj osi.
Iz nejednacine (1) imameo

x> 2
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Svi brojevi koji su vedi od 2 nalaze se zdesna od tagke koja odgo-
vara broju 2 (sl. 30).

8

o !
Sl 30

Iz nejednadine (2) sledi x < 5. Svi ‘broievi manji od 5 nalaze se
sleva od tacke koja odgovara broju 5.

Oblast u kojoj se nalaze obe poluprave A i B (na sl. 30 ¥rafirana)
je presek skupova 4 1 B. Prema tome, refenje datog sistema simultanih
nejednadina je

2<cx<d i xE(25

2) x4+-120

x+4>0

Iz prve nejednadine imamo x 2 —1, a iz druge x > —4. Isto
kao 1 u prethodnom zadatku odredimo na brojnoj.<si onu oblast kojoj
mogu pripadati vrednosti nepoznate da obe nejednadine sistema budu
zadovoljene (sl. 31).

<4 -3 -2 -1 0
Sl 31

X

Kao 5to se iz sl. 31 vidi u ovom sludaju interval je ograniden
samo sa donje strane, i 1o tzko da broj —1 pripada tom intervalu, #to
znaci da je interval poluotvoren

—l1=x <+ ili x&[~1, +»)
3) x+2<0i=x < =2
x—3<0=>x<3

Ovaj sistem razlikuje se od prethodnog jedino po tome $to je refenje
ovog sisterna interval ograniten zdesna i da je taj interval otvoren.
Ovo se vidi na sl. 32.

—w0 <x < —2 i xE(—co, —2)

T
[ e | 1 .
-3 -2 - 0 H 2 3 4 X

Sl 32 )
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4) x+3 <0
x-2>0

Kao i u prethodnim zadacima odredimo prvo sve vrednosti
nepoznate koje zadovoljavaju prvu nejednadinu i one vrednosti nepoz-
nate koje zadovoljavaju drugu nejednacinu.

x < —3; x> 2

Na sl. 33. prikazane su ova dva skupa na brojneoj osi.

— | | —

% -3 -2 1 0 i 2 x
sl 33 ‘

Vidimo da je presek ova dva skupa prazan skup, nema nijedne
vrednest x — sa koja bi pripadala i jednom i drugom skupu. Prema
ome sistem nejednaling nema redenja. Za takav sistem se kaZe da je
koniradiktoran ili protivuretan. To bi se, uostalom, meglo videti na
prvi pogled, jer je x 4+ 3 vede od x — 2 za svako x. Onda je jasno da
pe moZe od dva broja vedi da bude negativan, a manji pozitivan.

5) Za koje vrednosti m

2m — 13
- >

m—5

3

Kako se nejednadina ne moze mnoZiti sa jzrazom koji sadrii
nepoznatu, prenesemo prvo 3 na levu stranu nejednadine 1 posle odu-
zimanja imamao:

2—m
— >0
m—3

Razlomak je pozitivan ako su brojilac i imenilac istog znaka,
tj. ako je

) 2—m=>0 ili 2y 2—m<0
m—135>0 m—5<0
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Dobili smo, dakle, dva sistema simultanih nejednadina. Prvi sistem je
kontradiktoran, 2 drugi, koji se moZe napisati u obliku

m—2>0
m-—5<0

vec je refen u prvom primeru. Njegovo redenje m < (2, 5) je refenje
zadatka.

6} Na sistem simultanih nejednacina svodi se i zadatak: nadi
vrednost x za koje je x% + 10 < 7x.

Preno§enjem 7x na levu stranu nejednadine i rastavljanjem na
proste faktore imamo:

(x—2(x~—5 <0
Proizvod od dva faktora je negativan ake su faktori raznoznadéni.
x—2<0 x—2>0
x—5>0 x—35<0

Kaeo i u prethodnom zadataku dobije se dva sistema simultanih nejedna-
¢ina od kojih je prvi kontradiktoran, a drugi je ved ranije reden.

x < (2,5

Na isti nalin se refava sistem simultanih nejednadina od tri ili viSe
nejednadina.

7) Rediti sistern simultanih nejednadina:
x+1>0; x—7 < 0; x—3>0
x> —1; x < 7, x> 3

Ovo je prikazano na brojnoj osi (sl. 34).

R

: Ee
] = - o
2 -f 0 1 Z 3 4 5 & 7 @ X<

Sl 34

Tz slike 34, vidi se da su sve tri nejednaéine zadovoljene, a x
pripada intervalu. :

x=3,7
a* 115



ZADACI

Zad. 20{. Redit sistem simultanih nejednadina

1) 52— 8 <3(x+2); T{x— 1) > 202x- 1)
)3+ >3—x; 20x + 1) > (5x + 3)
N 2{l —x) < 3x4+2; x<3(x+2)

3 2 4 5

- . X+ =4
5);42_2x.1<0 x 2i_x -0

5 6 3 2

17

6)3x+—"—4 <60 1)

x+9<1+2_x

11 17

M=l _x—1 0

15 7
Zad. 202. Za koje vrednosti m razlomak je negativan:

5—m 2)£(m—|—3)

fm L3 w5

9

DISKUSIJA LINEARNIH ]EDNACINA
1. JEDNACINA SA JEDNOM NEPOZNATOM

Diskutovati jednaéinu znadi ispitati njeno redenje. Pri reSavanju
jednadina videli smo da koren jednadine moze da bude pozitivan,
negativan, moze da bude neodreden, a moZe i da ne pripada skupu
brojeva.

Kako se redenje svake jednadine izraZava preko njenih koeficijenara,
to zna®i da diskusija jednadine sastoji se u iznalaZenju veze izmedu
njenih koeficijenata uz odredene uslove.
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Evo na primer;

1) Postaviri uslove koji moraju zadovoljavati koeficijente jednaine:

- 2 (% 4
ax- 26 1 (x + 1) (ab = 0)
dab? ab al

da ta jednatina bude nemoguéa.

Polto je jednafina nermoguéa onda kada se nepoznata javija u
obliku %’—, gde je m + 0, datu jednadnu treba prvo rediti. Njeno
refenje je

2%
a— 125"

Imenilac ovog razlomka je 0 ako je @ = 2b. Time je izraZen islov koji

moraju zadovoljavati koeficijenti date jednaéine.

2) Za koje vrednosti parametra m i »n jednatina:

m__x—12 + " je neodredena.
24+ 6 ¥ —9 2x — 6

Kod neodredene jednadine re$enje ima oblik % Refenje dare

3(m+n—28)

m—n -2

jednaline je x =

To znadi da i brojilac i imenilac ovog razlomka mora biti nula. tj,

m4+n—8=0

]:?'m:-5; n=73;
m—n—2=

3) Za koje vrednosti parametra m koren jednadine

x4+ 1 3 2x . -
— _—— e — 0 je pozitivan
m—{ Zm

. . = s — 3
Relenje ove jednaline je x — ——
— Im
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Poito treba da bude x > 0 imamo:’

m—3 0,ilim~3 >0

4 — 2m 4— 2w OVAl sistem je kontradiktoran

adrugi m—3 <90 daje refenje 2 < m < 3
4 —2m < 0

ZADACI

Zed. 203. Za koje vrednost parametra @ jednadina:

ax + 1 ‘ % (1 —2a) _
i 5 B

je nemoguéa?

0

Zad. 204. Za koje vrednosti parametara m 1 » data jednadina je
neodredena?

m v — 5 n

x+1 B—1 @ x—1

2 4 (n -+ 2) n 3 Sx—3m 2m
x2 — 4 x4+ 2 X —4 x—=2

Zad. 205. Za koje vrednosti parametra m koren iste jednacine
je pozitivan?
N 1 _._1_= m—3

mxt—m x4 | ™mx — m

2 l—x_l-: m—3
x+ 1 x

Zad. 206. Odrediti granice intervala kojem mora pripadati

parametar m da koren jednadine.
x+3  m1
x - 24 x

bude pozitiven broj manji od 3.
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2. DISKUSIJA SISTEMA LINEARNIH ]EDNACINA
Resenje sistema linearnih jednalina sa dve nepozpate
@x by =y

azx + 8oy =3

e ox =t =22 sde e
A A
A — glavna determinania sistema, a

Ax i Ay sporedne.

Ako je glavna determinanta sistema A = 0, onda je sistem jed-
nacina ili remogud ili neodreden.

Nemogud je ako su sporedne determinante razli¢ite od nule, a
neodreden ako su 1 sporedne determinante jednake nuli.
Primer:
Dat je sistem jednaéina:
mx — 2y — 1 =0
Bx—my -2=0
Qdrediu paramerar m tako:
a) Da sistem jednadina bude nemogud,
b) Da taj sistem bude neodreden.
ReSenje ovog sistema je
m--4 8 — 2m
X = — y» = "
! 16 m? — 16
410 se moie napisati:
\___W_m—4 . 2m—4
(m — &(m + 4) (m — H)(m + 4)

Za m F 4 imamo:
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Iz ovoga sledi da je sistem nemogué za m — — 4
Za m =4 imamo:

Prema tome, u tom sludaju sistemn jednadina je neodreden.

ZADACI
Zad. 207. Za koju vrednost parametra a sistem jednadina je
nemogué
x—y—T7=0
6x—ay—9=0

Zad. 208. Qdrediti parametar m tako da sistem jednadina
mny
x— 2
bude nemogud.

7 3

Zad. 209. Odrediti parametre m i »n tako da sistem jednalina
3mx 4 2y = mn
m+ Dx+4+y=23
bude neodreden.

Zad. 210. Postaviti uslov koji moraju zadovoljavad koeficijenti
sistema jednatina

ax +byy 4y =0
ax by L =0
da ta} sistem bude:
a) nemoguc
b) neodreden

Zad. 211. Za koje vrednosti parametra m obe nepoznate sistema
jednacine
2+ 3y=m
S5x — 4y = 15
su pezitivni brojevi.

1290

Zad. 212. Za koje vrednosti parametara « 1 p dau sistem jednadi-
na. je neodreden?

1} wx + 6y = 3; dx + fy =2
%) ax—_Lui_ Pyr—1 _ Z‘Icz:«:—l—SByj x+4+y+2=
18 10 45 5 3

Nae+ D4+4v=1; Px+2)+4x-+2y)=0

1

'ELEMENTI ANALITICKE GEOMETRI]E
1. PRAVOUGLI KOORDINATNI SISTEM

Dve uzajamno normalne ose Ox i Oy (sl. 35) obrazuju pravough
koordinaini sistem. Tadka O (od latinske redi origo — izvor, pofetak)

~ i
A Al-4,5) 3 I

[ — M4 3)

¢ l

B15,-4)

v
SI. 15

u kojoj se ose seku je poletak koordinatnog sistema. Obiéno se uzima
kao pozitivan smer za x-osU smer nadesno, 4 za Y-OSU Smer navife.
Koordinatnim sistemom ravan je podeljena na &etiri kvadranta.
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PoloZaj bilo koje taCke ravni, u kojo) je postavijen koordinatni
sistem, mode se odrediti pomocéu dva broja koji se zovu koordinate
talke. Tako, na primer, keordinate tatke M (sl. 35) su brojevi 4 1 3
$to se pie ovako A (4, 3). Prvi broj u zagradama (4) pokazuje koliko
je tacka M udaljena od y-ose i taj broj zove se apscisa tatke M. Drugi
broj (3) pokazuje koliko je tatka M udaliena od x-ose. Taj broj zove
se ordinata tatke M.

Apscisa talke M, MM = OM" = 4 meri se du? x-ose nadesno
ili nalevo prema niznom znaku, u opdtem sluaju obeleZava se obitno
sa x. Ordinata tacka koja se¢ meri duZ y-ose obino se obelezava sa y.
Tucke P ili N, koje pripadaju x-osi imaju ordinatu 0. £{7,0),
N{—5,0). Sve tacke kojc pripadaju y-osi imaju apscisu 0; S(0,4),
T{0, —4). Svec talke ravai koje se nalaze sa desne sirane y-ose, ij.
koje pripadaju I i IV kvadrantu imaju pozitivnu apscisu (x > Q). Sve
tatke koje su sa leve strane y-0se imaju negativnu apscisu {x < 0) —
11 i IIT kvadrant. Tacke koje su iznad x-ouse (I i IT kvadrant) imaju
pozitivau ordinatu (y > 0), a za tatke ispod x-ose (ITT i IV kvadranr)
ordinate su negativine (¥ < 0).

Znaci koordinata tataka po kvadrantima vide se na sl. 36.

— 4
i 4 i
X<0 x>0
Y>>0 fj'>O
-
X0 x>0
y(O ‘j(O
i) w
Sl 36

Ako koordinate tatke razmene mesta, dobijemo drugu tagku
{osim ake koordinate imaju istu vrednost). Tatka A4 (—4, 5) i tatka
B (5 —&) (sl. 35). To znadi da su koordinate talke dva broja koji su
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uredeni tako da prvi predstavija apscisu, a drugi ordinatu tacke. Isto
se koordinate tatke desto zovu uredeni par brojeva ili uredena dvojka.
QOcigledno je da izmedu uredenog para i tacke postiji biunivoka korespon-
dencija, tj. svakom uredenom paru odgovara jedna (i samo jedna) tacka i,
obrnuto: svakoj tagki koordinatne ravni odgovara jedan uredeni par
brojeva.

2. RASTOJANIE DVEJU TACAKA

PoloZaj tatke u koordinatnom sistemu je odreden ako su poznate
njene koordinate.

Dug je odredena svojim krajpjim tatkama. Te znali da, ako su
poznate koordinate krajnjih tafaka duZi, odreden je i njen poloZaj u
koordinatnom sistemu i1 njena veli¢ina.

Neka su xy, ¥, i X3 ¥, koordinate krajnjih racaka duzi 4B, 1j.
A(x ) 1 B (xg v} (51 37).

Ako stavimo da je y
velitina duzi AB, tj. ra-
stojanje njenih krajnjih
tataka d, onda iz pra-
vouglog trougla ABC
(sl. 37) imamo:

d? = AC* + BC?

Kako je AC = A B’ =
=x, —x, a BC=y, —
— ¥, MoZemo napisati

ol .%o _ 1 LIRLIN 1)
4% = {x; — x,* + Sk = 4 *
+ (y; — P s1.37
ili d=)(x; — 7 + (y; — ¥3)?

Primeri:
1) Tzrzdunati rastojanje tadaka P (2, —1) i O (—4, 7).

Kako je (x, — x,)? = (x; — x,)% svejedno je koje ¢emo koordi-
nate uzeli kao x,, vy, odnosno x;, v,
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4= YEFFF 1=

d=VY36+ 64=d=10

Rastojanje tafaka je izrageno u jedinicama koordinatnog sistema. Treba
napomenuti da su jedinice x-ose i y-ose duZinski jednake.

2) Izradunat stranice trougla ako su koordinate njegovih temena:
A(—9, —5), B (15, 2), (3,11}
AB=}3576+45 =1625= 4B =25
AC =V 144 4 256 =}/400 - 4C = 20
BC=1144+81 =)225=BC =15

3) Nadi na y-osi tatku keja je jednako udaljena od tacaka M, (2, 3)
i Mz (4, 5).

Nadi tatku, to znali odrediti njene koordinate. Kako je trafena
tatka na y-osi, njena apscisa x = 0.

Neka je trazena tacka M (0, v)

¥ . L. L
0y (sl. 38) i neka je pjeno rastojanje
N od tatke M, d;, a od tatke
2
N My, dy
\\c!. M4 5)

\ dy=V4-f{y— 3P

Y M 23) d, :]/ 16 + (y — 5)2
Kako je d, == d; imamo:

N T Vit -3 =

Sl 38 =
’ =V16 + (y — 3¢

Kvadriranjem dobijamo:
44+ 92— 6y 4+ 9=1643"— 10y 4+ 25

Resenje ove jednadine y = 7 daje ordinatu traZene tacke M (0, 7).

4) Date su koordinate temena trougla ABC: A4 (-2, —3),
B (10, 1}, .C (2, 9). Odredit koordinate sredira kruZnice opisane oko
tog trougla. 7 :
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Da bi kruZnica prolazila kroz tatke A4, B i C, njeno sredidre
S(x, ¥) mora biti jednako udaljero od tih tataka (sl. 39).

¥

SA=V+27+ (o + 3¢
SB = Y(x — 107+ (y — I)?
SC=VE -2+ (=9
Kako je

SA=5B=35C

By

imarno sistem jednadina:

& +dr 44y 4 6y
4+ 9 =% — 20x + 100 + Aim2md
+ =2y +1 sL. 39

24 dx+44+32+ 6y 4+ 9=x—dxr 4+ 4+3* — 18y 4 Bl
ili posle sredivanja:
3x +y =11
x+3y=9
Redenje ovog sistema jednadina daje koordinate traZenog sredifta S(3; 2).

ZADACI

Zad, 213. Izralunati rastojanje dveju tacaka:
N M(=23) 1 M(LT)
2y A(=5,-3) i B2

3) §(—8,06) 1 T(7, —2)

Zad. 214. Date su koordinate temena &etvorugla: A(—3, 4),
B -1, €3, 7, D(,7). Konstruisati &ervorougae i izralunati
njegove stranice.
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Zad. 213, Date su koordinate temena ceevorougla: A{—8§, 1),
B(9,3), C(7,9), D0(—3,8). Konstruisati ¢etvorugao i izradunati
njegove dijagonale.

Zad. 2]6. Nac¢i na x-osi talku koja je jednaka udaljena od ko-
ordinatnog pocetka i od tatke M (i, 3).

Zad. 217, Date su koordinate temena trougla 4 8C. onstruisati
trougao 1 nadi koordinate sredidta kru?nice opisane oko njega,

1) A(-4,3), B =, €6

) A(=7,1) B8 -2, ¢z, 10)

3. POVRSINA TROUGILA

Ako su poznate koordinate temena trougla: A (x;, v,), B(xs, ¥,
G (x5 vs), trougae se mofe konstruisati, tj. odreden je njegov oblik,
veli¢ina i poloZaj u koordinatnom
sisternu xOy (sl 40).

To znadi da postoji dovoljno
podataka da se izrauna njegova
povriina. Tz slike 40. vidi se da se
povrsina trougla ABC moZe izradu-
nati pomocu povrdina pravouglih
trapeza APNC, CNQB i APQB
Zaista,

SI. 40 Py = Papnc -+ Pengs — Papos
Kako je povriina trapeza u kojem su paralelme swanica a 1 & 1
njihovo rastojanje, tj. visina trapeza A
(a4 8- h
2

povriine trapeza APNC, CNQB 1 APQB izracunati je lako. Njihove
paralelne stranice su ordinate temena trougla, tj. AP =y,; CN =y,;
BQ = y,. Visine tih trapeza PN, NQ i PO mogu se izratunati pomodu
apscisa temena datog trougla:

PN = x3 — xy; NQ = x, — 233 PQ=nx, - x,

P =
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Zato moZemo napisati:

Py — Wity —x) | (s yalle —x)
. 2 2

(s 1 yz&z ‘li
2
Ih

2Py = xayy X3y — MYy — X Vs Xy + 0V, Y3¥3 T N —
— Xp¥y — Xy XY+ Xpys

U polinomu na desnej strani poni$tavaju se Clanovi x, ¥, X335, X393
Grupisanjemn preostalih ¢lanova dobijamo:

WP =x (yy — 3 + x:{yys —¥) + x5 (yy — Va)

Ovaj obrazac lako se moZe upamtiti
ako se temena trougla obeleZe: 1, 2, 3
(sl. 41).

Indeksi kod apscisa dolaze redom
Xy X5 %3, 8 U odgovarajuéim zagradama
indeksi kod ordinata uzimaju se oni koji
dolaze po redu, tj. ako je ispred zagra-
da, recime, x sa indeksom 2, onda'je u
zagradi razlika ordinate sa indeksima koiji 3144
dolaze po redu: 3, 1.

Napomena: Da bi povriina bila pomtwan broj, kao x,, ¥, treba
uzeti koordinate onog temena trougla &ija je apscisa najmanja.

‘__‘_____'_/

Primer.
Tzratunati povrdinu Cervorougla &ija su temena: A (—4, —2),
B(ZJ —I)) C(3: 2)) D(—I, 4)
Povriina tra¥enog &etvorougla
ABCD je zbir povriina dva trougla
P % ACD i ABC (sl. 42).

P=P 4+ P,

L)l

W= —4(2 -4 +3(4+2)—
Sl. 42 —1{=2-=2)
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2P, = 30

2P, = —4(—1 =D L2024+ +3(=2+1)
P, = 17
47

P==
2

ZADACI

Zad. 218. Date su koordinate temena trougla ABC. Izracunati
njegovu povriinu.

1) A(—52) B(6, —1) c(3, 11
2 A(=17,=3)  B(52 C(—4,9)
3 A(=3,3) B@3, 1) C 9, 8)

Zad. 219. Dva temena jednakokrakog trougla su 4 (2, —3) i
B (10, 3). Vrh mu je na y-osi. Izradunati povedinu trougla.

FUNKCIJA
1. STALNE I PROMENLIIVIE VELCINE

Tzuéavanje veli€ina i njihovih odnosa je jedan od osnovoih za-
dataka matematike. Sve veli¢ine mogu se podeliti u dve grupe. Prvo:
stalne velitine ili konstante, i drugo: promenliive ili varijabilne.

Stalnim veliinama se smatraju one veliéine koje ne menjaju
svoju vrednost barem dok traje radunanje. Na primer — tefina nekog
predmeta (pretpostavlja se da se merenje vri u istom mestu), ili duzina
neke metalne Sipke (temperatura je ista). Postoje 1 apsolutno stalne
velifine: zbir unutradnjih ili spoljadnjih uglova u trouglu ili u &etvoro-
ugly, odnos duZine kruZne linije i preénika te kruZnice — broj = itd.

Promenljive veli¢ine su takve veli®ine koje mogu menjati svoju
vrednost. Ako se vrednost promenljive veli¢ine moZe menjati protzvolj-
no, onda se ona zove nezavisno promenljiva ili ergument. Ako, pak,
vrednosti promenijive velidine zavise od neke druge promenljive veli-
¢ipe (argumenra), onda se ta promenljiva velidina zove funkcija.
Pogledajmo neke primere.
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Ako je a stranica kvadrata, onda je njegova povriina P = &’
To znadi da povriina kvadrata zavisi od vecine njegove stranice. Isto
to moglo bi se redi: povriina kvadrata je funkeija njegove stranice.
Obim kvadrata je isto funkeija stranice.

Duzina kruZne linije je funkcija polupreénika te kruinice, jer
se za bilo koji poluprednik moze izradunarti odgovarajuca duZina kruz-
ne linjje.

Ako se neko telo kreée stalnomn brzinom ¢, onda je put koji to
telo prede funkcija vremena kretanja s = ct.

2. NACIN PREDSTAVLJANJA FUNKCIJE

Pri izucavanju {unkecije obid¢no se nezavisno promenljiva obele-
Zava sa x, a funkcija sa y. Ako su pri tome naznaéene i sve operacije
koje treba jzvrdiu sa svakom vrednodéu argumenta da bi se dobila
odgovarajuéa vrednost funkcije, onda se kaze da je funkeija predstavijena
analiticki. Na primer:

y=12x+3; y=F@ F1; y ==+ 6x 4 11

U tom sludaju za svaku vrednost argumenta moZe se 1zradunati odgova-
rajuéa vrednost funkeije.

Ako se, pak, zna samo toliko da y zavisi od x, 10 s¢ u opdtem
obliku pide ¥ = f(x) i {ita se: y je funkcija od x, ili, prosto, y je ef od x.

Funkcija se moZe predstaviti x ‘. v
pornocu rablice u kojoj se za na- -

vedene vredrosti argumenta ved - 1 —2
izradunate odgovarajuée vrednosti _ ! _
funkcije. 2
U ovoj tablicl su jzraunaie 0 0
vrednosti funkcije za vrednosti argu- 1
menta od —1 do 3. 5 L
Nije tetko zapaziti da bi ta 1 )
funkeija analiti¢ki znacila .
Funkcija sc moZe predstaviti 2 4
graficki. To sc postiZe na 1aj naéin 1
§to se svaki par vrednosr argu- 2'2‘ 5
menta x i odgovarajuce vrednosti
funkcije y smatra kao uredeni par I 6
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bivjeva, odnosno kac koordinate tadke u koordinarnom sistemu xOy.
Tuko dobijene tacke obrazuju neku liniju koja se zove dijagram ili
grafik posmatrane funkcije.

Uzmimo nekoliko primera:

1) Predstaviti graficki funkciju ¥ = 2x. Geometrijski ova jedna-
cina predstavlja skup svih tadaka M {(x, ») u koordinatnom sistemu
x0y kod kojih je ordinata y dva puta veca

g & od apscise x {po apsolutno) vrednosti).
Posto svaka tacka kod koje je ordi~
e nats dva pura veta od apscise pripada
pravoj g (sl. 43), prava p je dijagram
funkecije y = 2x. Kako svaka tatka M
(x, y) &ije se koordinate dobijaju iz je-

[ s
dnatine v = 2x pripada pravoj p, kaZe-
mo da je v = 2x jednalina prave p.
2) Uzmimo funkciju y = x%.
Geometrijski ova jednadina pred-
Sl. 43 stavlja skup tactaka M (x, ¥) kod kojih je

ordinata v jednaka kvadratu apscise x.
Qcigledno je da je takvih tadaka beskonano mnogo. Skup tih tadaka

isto obrazuje jedna linija, ali ta linija nije prava veé kriva linija koja

se zove parabola.

Da bi se ta funkcija pretstavila . E
grafitki teba je prvo predstaviti
na tabliéni nadin. Ako se argumentu K
~ da vise vrednosti, dobice se vise
vrednosti funkcije, tj. dobie se szt

vife talaka i sve te talke pripadade
paraboli & (sl. 44).

X \ ¥
-3 I 9
-2 4
— 1 | |
0 0 7 =
1 1
2 4
3 9 Sl 44
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Zaro se kaZe da je i ¥ = x* jednalina te parabole. MoZe se redi i da je
parabola % dijagram ili grafik funkcije y = x2.

3) Predstaviti graficki funk-

"
I~

— MW R RN RO B LR

. 12 ]
ciju y = = Sastavimo prvo tab-

—

licu koja odgovara datoj funkciji.
Tako se moZe dobiti proizvoljno
mnogo tacaka koje obrazuju krivu
liniju (sl. 45) koja se sastoji iz dve
grane u I i u ITI kvadrantu i koja
se zove hiperbola. Vidi se da, kada
x po apsolutnoj vrednosti raste,
y. se smanjuje, ti. grane krive
pribliZavaju se x-osi. Kada se pak x
smanjuje, y raste, & grane Krive
pribliZavaju y-osi. Prava linija, kojoj
se pribliZava grana krive i u bes-
konatnosti je dodiruje, zove asimptota krive. Kod ove hiperbole,
koordinatne ose su, dakle, asimpiote.

|

MO\LMN-—-MMW&O\NI

1
1

‘ N
|
|
|

—_

b

f1163)

SI. 45

Ovde treba jo¥ podvudi to da u prvom primeru, kada se vrednosti
argumenta povecavaju, povedava se i vrednost funkcije i to uvek u

istomn odnosu jer se funkena moZe napisati u obliku 2 — 2. To se,
X
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uostalom, odmah vidi i iz dijagrama funkeija. Zaro se kaze da ta funkcija
predstavlja direktnu ili pravu proporcicnalnost promenljivih velidina y i x.

U pritmeru 3 je obrnut sluaj: povedanje x povla¥i smanjenje
y 1 to u istom odnosu, 1j. ako se x peveda, recimo 2 puta, y se smanjue
takode dva puta, Zato 1a funkcija predstavlia indirekenu ili obrautu
proporcionalnost.

3. DEFINISANOST FUNKCIJE

Uredeni par brojeva x,, ¥, koji zadovoljavaju jednadinu y = f (),
odreduju u koordinatnom sistemu wacka M (x,, v,) koja pripada dija-

. . 12
gramu te funkcije. Tako, na primer, u funkeiji ¥ = za  vrednost
X

argumenta x = 4, vrednost funkcije je y = 3. Uredeni par brojeva
{4, 3) odreduje tacku AL (sl. 45). .

MoiZe se, medutim, desiti da za neku (ili neke) vrednoest argu-

. . - 0 .
menta vrednost funkcije postaje y :-%l, mo 0, il y= 5 ti. da

funkcija postaje beskonaina, ili neodredena. Onda se kaZe da za te
vrednosti argumenta funkeije nije definisana. Na primer: za vrednost

argumenta x = 3 funkcija y = 2 nije definisana. Funkcija
32— -3

y= nije definisann za x = §, jer za tu vrednost argumenta
-x _ 0

postaje y = s

Skup vrednost argumenta za koje je funkcija definisana zove
se pblast ili domen definisanosti funkcije.

Funkcija ¢ija je desna strana polinom zove se cela f-ja. Cela funk-
cija je definisana za sve vrednosti argumenta, 4. za x &€ {— o0, --o0]).

Ako je polinom prvog stepena y = ax + b, takva funkcija se
zove linearna,

Funkcija y = ax? 4+ bx -+ ¢ je kvadratna i, uopéte, onog stepena
kojeg je stepena polinom.

Osim ovih, postoji jo§ mnogo drugih funkcija. O definisanosti
tih funkcija bide reél na odgovarajuéem mestu.
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PRAVA
1. SPECIJALNI OBLICI JEDNACINE PRAVE

Skup tafaka u koordinatnom sistemu xCOy koje imaju istu ordi-
natu, na primer ¥ = 3, obrazuju pravu liniju koje je paralelna sa x-osom
i za 3 jedinice udaljena od nje.

Stoga je y = 3 ili 3 — 3 == 0 jednadina prave p (sl. 46). Skup
tacaka kod kojih je apscisa na primer x = —2 je prava g (sl. 46) koja
je paralelna sa y-osom i udaljena od nje za 2 jedinice uleve. Njena
jednadina je, dakle,

x= -2 ili x-4+2=0

H

3
A

Sl. 46 SL 47

) Uopste, x = m je jednalina prave koja je paralelna sa y-osom
i udaljena od nje za m jedinica. Da li ta prava sefe x-osu sa desne ili
sa leve strane od koordinatnog pofetka to zavisi od znaka m.

Isto tako, ¥ = n je jednalina prave koja je paralelna x-osi.

Skup talaka u koordinatnom sistemu xQOy kod kojih su apscisa
i ordinata jednake, tj. ¥ == x je prava s koja je simetrala ugla xOy jer
je svaka njena tatka jednako udaljena od krakova tog ugla (sl. 47).
Videli smo (sl. 43) da jednalina y = 2x predstavlja pravu p.

Konstrui§imo jo¥ dijagram funkcije v = ~;— x. Dajudi argumentu

vrednosti, recimo 3, &, 9, dobijamo tagke koje pripadaju pravoj g (sl. 47,
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Jednaéina y = 7x predstavlja pravu /. Padaju u ol dve stvarl. Prvo —
sve prave ¢, S, p, [ prolaze kroz koordinamni pocdetak O {o, o) 1, drugo,
da ugao pod koiim svaka od njih sele x-osu zavisi od koeficijenta uz x.

. . - . 3
Uzmumo joi slucaj kada je koeficijent uz x negativan: vy = — 7 x.
Kako jezax == 0,y — Otoznadi da i 1a prava prolazi kroz koordinatni
pocetak. Za x == 2, y — —3. Vidimo da prava ¢, koja predstavlia tu
funkciju sete x-osu pod tupim uglom.

Prema tome jednalina y . : ax predstavlja skup pravih koje
prolaze kroz koordinatni pofetak®. Osim toga, parametar a odreduje
ugao koji pravu obrazuje sa x osom, tj. odreduje pravac prave. Stoga
se taj parametar zove koeficijent pravca prave.

_M,f.?ll.} _ -

SL4% Si 49

Da vidimo sada kako s¢ moZe povudl prava v ax ako j¢ poznat
koeficijent pravca a. Xako ta prava prolazi kroz koordinatni podetak,
dovoljno je odrediti jo# jednu tacku koja pripada toj pravoj. Neka je

a = ':'5,[j._","-"-—
odreduju pravu p. (sl. 48).

v, Za x = 3, y=4. Koordinatni podetak i tadka M

7
Ako ea—*%,t) Yy == 5xzax-—-5y=—7

Koordinatni podetak 1 talke Q odreduju pravu £ (sl 49).

* Skup pravih koje prolaze kroz istu talku zove sc pramen pravin.

e

2. EKSPLICITNI OBLIK JEDNACINE PRAVE

Jednaging 2v — 3y -} 12 =0 .. .. (1) izrazava funkcionalnu za-
visnost y-na od x. Za wkvu funkciju kazemo da je data u smplicitnom
obliku. Implicitni oblik funkcije je f{x, ) = 0.

Ako se jednatina (1) redi po y, dobijamo:

2
y-—'—3-x+4 .................... (2)

il;, u opdtem slucaju, y = f(x). Takav oblik funkcije zove se eksplicitn:.

Zato jednadina (2), koja predstavlja eksphcxtm oblik linearne
funkcije, je eksplicient oblik jednadine prave.

Svaka linearna funkcija v = ax + & je eksplicitni oblik )ednacmc
prave. Vidimo da ta jednadina sadrii, pored promenljivib velidina x iy
koje se zovu sekuie koordinate, tj. koordinate bilo koje taéke koja pripada
toj pravoj, dva parametra a i b. Videli smo da parametar a odreduje
ugao koji prava obrazuje sa x-csom. Da vidimo sada kako zavisi poloZaj
prave u koordinatnom sistemu od parametra b.

Podimo od konkretnog primera:

Prave (27 i (3) imanu |y

isti koeficijent pravca (a ==

]
= ;j i, zbog toga, pravac

im je sti. Drugim redima —
one su paralelne. Medurtim, .
kako je za bilo koju vrednost 2 %
x ordinata iz (2°) za 4 jedi-
nice vedéa, to znadi da — ako
sve tatke prave p (sl. 50) po-
mera za 4 jedinice navide —
dobija se prava ¢ koia pred-
stavija jednafinu (27).

Sl 50

Najlakie je odredit na y-o0si tacku A4, jer za x = 0 njena ordinata
se mozZe proéitati iz jednadine.
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Zaista, za x = 0 u jednatini
y=ax + b, y=0b

Parametar & odreduje tatku A u kojoj prava sefe y-osu | zove
se ordinata u podetku.

Primeri:

1) Konstruisati prava y = % x—5

Prvo se na y-osi odredi taé-

t P ka gde je sefe data prava, a zatim
se odredi pravac date prave.
! (6.4)
H
£
re
~a B ;
[
& el P .
A
@ =
Sl 51 SL 52
U datoj jednadini
3
a=—; b= —35
2

Tacka A (0, —5).

Lako se uveriti da prava p (sl. 51) zaista odgovara datoj jed-
naini, jer koordinate bilo koje tatke koja pripada toj pravoj, na pri-
mer tatka M, zadovoljavaju tu jednadinu.

2) Konsuuisati pravu y — — —3— x + 6.
. 3
Ovde je a=—7 b=6.

Posto je koeficijent pravca u ovom sluaju negativan, prava p
(sl. 52) obrazuje sa pozitivnim smerom x-0se tup ugaoc.
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ZADACI

Zad. 220. Na istom koordinatnom sistemu konstruisati prave:

l)y—r—z-x+3; 2)y=ix+3
11 3

3)3,*,3;5-@_3; 4)y=—3—x+3
5 4
9 7

D y= —x-+3; 6) y=—x+13
)y TET )y=-

Ny=~—Tx | 3; ) y=—2x 43
2 1

9 y:—«?x-'r~3,' 10)y=-——5—x+3

Zad. 22]1. Na istom koordinatnom sistemu konstruisati prave:

5 5
1 =-—x—T7; Ny=—x—4
>y ; ) 3
5 5
3 oy="x Hryv=-"x4+2
3 )3 3
5 5
Sy y— x5 6) y=—x+8
3 3

Zad. 222, Naéi jednadinu prave koja sefe y-osu u tacki A4 {0, 3}

S 3 T
i koja je pralelna sa pravom y - . —5— x — 2. Konstruisati zatim tu pravu,

4
Zad., 223. Odrediti koordinate tacke u kojoj pravay = — ?'\c + 7

sefe x-osu.

3. OPSTI OBLIK JEDNACINE PRAVE
Opst oblik jednatine prave je
Ax 4 By +C=10

gde su koeficijenti 4, B i C brojevi koji pripadaju skupu celih bro-
jevar 4 = 0.
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U opétem obliku prava se najéedée daje. Lako je, medutim,

Na slici 53. povutene su prave p i g koje odgovaraju dobijenim
napisati tu jednadinu u eksplicitnom obliku:

jednatinama.
A c : 4

= . L
’ B B

Ako je prava data u cksplicitnom obliku, takode nije teiko napi- M45)
5
Treba tu jednadinu napisati u opdtem obliku. MnoZenjem sa 5 1 preno-
fenjem svih ¢lanova na jednu stranu, dobijamo njen opdti oblik:

sali je u opitem obliku. Duta je, na primer, jednaéina y = x 42

Ix—54+10=20

. . . " . . N[-2.0 =<
Da bi se konstruisala prava koja je data u opdtem obliku moZe se, . t2.0) 9/

prvo, ta jednadina napisati u eksplicitnom oblikuy, tj. rcditi po y, a, zatim,

postupiti kao &0 je to pokazano u prethodnom paragrafu.

Primer. Date su dve jednacine:

(m+DNx—my+3Im=0 S1. 53

m+4)x—{m+ 2y —2m=10
Qdrediti parametar @ 12ko da te prave budu paralelne. Napisati u tom ZADACI

slucaju njihove jednaéine i konstruisati te preave. . .. L .. . .
Zad. 224. Date jednaéine napisai u eksplicitnom obliku i

Regenje: Da bi prave bile paralelne njihovi koeficijend pravca konstruisati prave,
moraju biti jednaki, tj. i Dx—y+3=0 Dxdy—2=0
L ¥t i) NS —v+3=0 4) 9x — 2y -8=0
b = : Hx+y+3=0 6) dx — 3y -9 =20
o1 iy s 7) 5x 4+ 2y — 10 = 0 §) 3x — 2y == 0

Resenje ove jednadine je m = 2. Zad. 225 Odrediti parametar m tako da prave:

Za nadenu vrednost m date jednadine su: (m—=Dx+(m—-3Ny—m=12
i m+Dx+m—Dy—m—=0
Pl — b6 =0y = —3—x +3 budu paralelne i za nadenu vrednost m napisati njihove jednadine.

Zad. 226. Naéi jednatine pravih koje su paralcine sa koordinar-

3 nim osama i koje prolaze kroz sredifte kruinice opisane oko trougla

g 3x—2v—2=0=2y— x-1 . ¢ija su temena K
2 A(=3, -4, B2, C(L8):
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4. OSNOVNI PRINCIPI ANALITICKE GEOMETRIJE

Neka imamo jednatiou y = f{x). Za bile koju vrednost x, argu-
menia x, U oblagi definisanosti funkcije, moze se izradunari odgovarajuca
vrednost funkeije y,. Tatka M (x,, ¥,) pripada dijagramu te funkcije.
Skup svih tako dobijenih tataka obrazuje pravu ili krivu liniju koja,
geometrijski, predstavlja datu jednainu.

Iz ovoga sledi prvi, osnovai princip analititke geometrije:

Aw_ko racka pripada nekoj liniji (pravoj ili krives), njene koovdinace
gadovoljavaju jednalinu te bnije,

) Vaa, razume se, { obrnuto, tj. ako koordinate neke tadke zado-
voljavaju jednalinu neke linije, tatka pripada toj liniji.

Nu primer, tacka M (4, 5) pripada pravoj ¢ (sl. 53) i njene koordi-
nate zadovoljavaju jednadinu te prave.

Iz ovoga sledi i drugi osnovni princip analiticke geometrije:

Koordinate presetne 1acke dveju linfja je relenje sistema jednadina
th finga.

Neka imamo dve prave:

pox—3p+9=0=y=

= x4

g 2x —y—2=0=2y=
=2x—2

Tatka M pripada pra-
voj g (sl. 54) i zbog toga nje-
ne koordinate zadovoljavaju
jednadinu te prave. Ali, kako
tatka M ne pripada pravoj p,
njene koordinate ne zadovo-
ljavaju jednadinu te prave.

Isto se moze redi i za
ta¢ku N. Njene koordinate
zadovoljavaju jednadinu pra-

St 54 ve p jer ona le#i na toj pra-

voj, ali jednadinu prave g ne

zadovoljavaju. Tatka P (presek prave p i ¢) pripada i pravoj p i pravoj g.

Zbog toga njene koordinate zadovoljavaju ove jednadine. Drugim re¢ima:
x =13; ¥y = 4 je refenje sistema jednaina pravih p i g¢.
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5. GRAFICKO RESAVANJE JEDNACINA

Graficko refavanje jednaCina je takav postupak pomodu kojeg
se redenje jednadine moZe proditati sa koordinatnog sistema. Uzmimo
jednostavniji primer.

Neka treba graficki rediti jednalinu

2Z%—6=0 y
Otigledno je leva strana ove jed-
natine jednaka nuli same za x = 3, p;

Inace 2x — 6 ili je vede ili je manje od
nule 1j. vrednost tog izraza zavisi od x.
Drugim redima jzraz 2x — 6 je funkcija
od x i'moZe se napisati

3,0} “«

y=2x—06

Dijagram te funkcije je prava p (sl. 55).
Poéto svaka tacka na x-osi imma ordinatu 0,
a prava p sede x-osu u ratki M (3, (),
znatli v . 2x — 6 =0 kada je x = 3.
Prema tome x = 3 je refenje date jedna-
¢ine 1 to refenje se moZe proditati sa ko-
ordinatnog sistemna kao apscisa racke u
kojoj prava p sede x-0su.

Sl 55

Treba napomenuti da vrednost argumenta, za koju funkeija
postaje jednaka nuli, zove nula funkcije. Tako 3 je nula funkcije
vy = 2x — 6. Nula funkcije 3x — 2y 4+ 6 =0 je —2 (51 53).

Refavanje sistema linearnih jednadina sa dve nepoznate svodi
se na konstrukciju pravih linija koje predstavljaju dare jednadine i,
onda -— koordinate preselne tacke je refenje datog sistema (sl. 54).

Treba jo§ dodati samo 1o da ako jednadine datog sisterna odreduju
prave koje imaju isti koeficijent pravea (sl. 53), tj. ako su prave paralelne,
onda je njihova presefna tacka u beskonadnosti, pa takav sistern jedna-
¢ina nema refenje (nemogud je).

Ako, pored istog koeficijenta pravea u jednaZinama datog sistema
jednake su i ordinate u pofetku, prave se u tom sludaju poklapaju i
imaju beskonaéno mnogo zajednitkih tadaka. Odredeno redenje prema
tome ne postoji (sistem je neodreden).
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ZADACI

Zad. 227. U jednadini prave p odrediti paramerar m tako da ta
prava prolazi kroz tacku M (x,, ¥,). Za nadeno m konstruisati pravu.

1Y prmx + 3y —27T=90 M (3, 4)
2y prmx~—y 1=0 M2, 3)
N pr3—my—2m=10 M2, 1)
Zad. 228. U jednadini prave
pr2x—3y +m=0

odrediti parametar m tako da ta prava see pravu x + 2y — 1 =0
u tagki Cija je apscisa ¥ — 3. Konstruisati zatim pravu p.

Zad. 229. Data je funkaja:
(m—PNx4(m—2Dy—2m=2
gde je i ~- parametar.

Odrediti = tako da ta prava profazi kroz rafku AM (3, 2). Naci u tom
studaju nulu funkeije.

Zad. 230. Dara je funkcija:
(m— Dx A my — 2m =10,

odrediti parametar m tako da dijagram te funkcije bude prava koia
je paralelna sa pravom 2x + 3y 4 9 = 0. Za nadeno s nadi nulu date
funkcije.

Zad. 23/, Koordinate temena trougla su 4 (—4, 3), B4, —1),
C (x, 6). Povrdina trougla ABC je P = 30. Nadi jednaginu prave koja
prolazi kroz koordinatni polerak 1 sredidte kruinice opisane oko
wrougla ABC.

Zad. 232. Izra®unat povrfinu trougla ako su mu temena A (— 2,
--3), B(12, 2), a teme C mu je u preseku pravih

x4+ 2y —24=0
e —y+2=0.

Zad. 233.* Date su koordinate rataka 4 (—3, —2) 1 B(7, 10).
Qdrediti ordinatu "tatke C(2,7) tako da sve rtri tatke pripadaju
istoj pravo).
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Zad. 234.* Nadi jednaéinu prave koja prolazi kroz racke 4 (2, 1)
i B4, 5.

Zad. 235, Redit graficki sistem jednacinu:
D x+3y—9=0 2) 2x+yv—1=0
2x—y—4=0 Ix—y+4+6=20

3 x—dy+24=0 4 Tx -6y —18=0
Ix—2y4+6=20 x—3y—18=0

VEKTORI
I. SKALARNE [ VEKTORSKE VELICINE

Velidine koje se izufavaju u matematici su razli¢ite, Ima ih takvih
koje su potpuno odredene jednim brojem. Na primer: odnos stranica u
pravougaoniku moZe da bude 2; 3; % ili bilo koji broj m £ 0; broj
ugenika u razredu, itd. Takvi brojevi se zovu neimenovani. Postoje
imenovani brojevi koji odreduju posmatranu velidinu, Na primer —
rastojanje dva grada je 100 km.
Zapremina neke piramide je 70 em?,
Trajanje $kolskog ¢asa 45 minuta,
itd. Takve velidine zovu se skalarne
welicine ili prosto skalari.

Ima 1 drugih velidina, koje
se ne mogu odrediti samo brojem.
Na primer, postavlja se pitanje gde
te biti tatka M nakon 5 sekundi
ako se ona krede pravolinijski, po-
lazi iz O (sl. 56} a svake sekunde X
prede [ cm?

Na ovo pitanje moglo bi se od-
govoriti: da ¢e ta tacka biti na kruz-
nici & jer je svaka tacka te kru¥nice 8L 56
od tatke 0 udaljena za 5 cm. To,
medurim, nije odgovor na postavljeno pltame, jer na kruZnici & postoji
beskonatne mnogo tadaka. Moglo bi se dodatl da se talka A krede
duz prave p. To bi bio jo¥ jedan podatak. Medurtim, ni to nije dovoljne,
jer, u tom sluéaju, ona bi mogla bid ili u taéki 4 il u B. Znadi: da bi
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nakon 5 sekundi kretanja poloZaj te tatke bio odreden (recimo du bude
u talki A), neophodno je naznaditi jo§ smer kretanja. Na slici 56. smer
je naznalen strelicom.

Takve veli¢ine koje su odredene ako im je poznat pravac, smer
i brojna vrednost, zovu se wekiorske wvelidine ili wektori.

Osim brzine, vektorske wvelidine su, ng primer, ubrzanje, sila,
kolidina kretania. . .

Grafiéki se vektor predstavija kao orijentisana duz, tj. duZ na
kojoj je naznaden s~ er od poletne tatke na krajnjoj. Smer se obeleZava

strelicom, pide se AB (s1. 57) Za dve duii kaZemo da su jednake ako se
one premedtanjem mogu dovesti do pokiapanja, tj. ako su im duiine
jednake.

Za dva vektors se moZe redi da su jednaki ako ispunjavaju tri
uslova:

1) Prave p i ¢, kojima pripadaju o vekron moraju biti paralelne
ili da se poklapaju (sl. 58).

5157 Sl 58

2) Smer od tatke 4 prema tacki B mora biti istovetan sa smerom
od tatke C prema talki D.

3) Duzi AB i CD moraju biti jednake.

U wom (1 jedino u tom sluéalu) mozemo tvrditi da su wvek-
tori AB 1 CD jednaki, a to plsemo AB = CD

Prave p i ¢ su nosaél vektora AB, odnosno CD. Ako je duZina

dufi AB = a, onda se pise vektor AB=CD=a. Brojna vrednost
vektora kola odgovam njegovoj duiini zove se moduo vektora, a obele-

Zava se 1ABI i |a'|

Za dva vektora, ¢ij1 su nosaci paralelni ili se poklapaju, kazemo
da su kolinearni. Svi kolinearni vekiori su dakle, medusobno jednaki
ako imaju isti smer 1 isti moduo. To znaéi da postoji samo jedan vektor

—

a Ciji je potetak u nekoj odredenoj tatki M. Taj vektor se komstruise
tako $to se kroz radku M (sl. 59) povuée prava g paralelno sa nosaéem

datog vekrora a i odredi dui MN = jai.
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—

Vektor MN ]e kohneaaan $a a, ima isti smer i moduli su im jed-

naki. Prema tome, MN — g. Za vektor MN kaZemo da je vesan za racku.

81 59 51. 60

Ako je data prava p kojoj pripada vektor a (sl. 60) onda sec za
svaku tatku te prave moZe vezari vektor

2, . A_J§= 51>D=EI)~“=Z.
Svi ti vektori imaju isd nosad (prava p).

b
Za vektor a se kaZe da je vezan za pravu.
Za vektor koji se moZe vezati za bilo koju ta¢ku prostora ili ravni
kazemo da je slohodan wektor.
Ako su prave p, ¢,
l, 51t paralelne, onda su .
—r — 4
vektori AB = CO =
— — —> -
=EF+ GM=MN=a
(sl. 61) ako imaju isti
moduo i isti smer.
Prema tome, ako

-~
je dat vektor a, on se
mozZe vezati za bilo koju
tatku prostora tako da
je time odreden skup
vekrora odredenog pravea, smera i modula, a dati vektor, na primer CD
je jedan od vektora koji pnpada;u tome skupu.

Vidimo da se po svojoj prirodi vektori bitno razliknju od skalara,
otuda i u operacijarma sa vektorima postoje posebna pravila, Danas
se vektori §iroko korsite ne samo u matematici, nego i u fizici, tehnici
i u drugim nauénim disciplinama. Postoji posebna grana vie mate-
matike koja se zove Teorija vekiora. Mi ¢emo ovde prouditi samo one
operacije sa vektorima koje su neophedne u daljem izlaganju.

- S1, 61

10 Matematika 145



12, OPERACIJE SA VEKTORIMA

a) Sabiranje vektora

Neka su data dva veklma, ai b {sl. 62). Treba nadi vekwor ¢
Ha -’-b i da je vektor ¢ vezan za datu tacku M,
) —
Konstrui§imo prvo vektor ¢ a koji je vezan za talku M, MN = a
Fuo $to je to pokazano u prethodnom paragrafu.

Time je odredena tatka N
(sl 62) veZemo sada za talku N
vekror b, Njegova kra;nja tacka P

odreduje vektor MP =¢ Ako b
prvo preneli u tatku M vektor b,

a zatim u tacku N’ vekror a, dobiti
Si 62 bismo isti vektor, MP. To j¢ ofi-

gledno jer je cetvorougao MNPN'
parajelogram, a MP je njegova dijagonala. Iz ovopga zaLl)ucmemo da
kod sabiranja vektora vaZi komutativan zakoi.

Ovo mofemo prodiriti na sabiranje proizvoljnog broja vekrora.
Potrebno je, dakle, nadovezati te vektore jedan na drugi i to proizvolj-
nim redom 1 onda pocetak prvog i kraj poslednjeg odreduju poetak,
odnosno krajnju tafku vektora, l-.ou predstavlja zbir darih vektora.

Na slici 63. vektor z —a L+

B’-|—?+ d. Njegov pocerak je u

tackl A — podetak vektora a, kojl je
uzet kao prvi, a kraj u tadki M —
krajnja tatka vektora d koji je uzet
kao poslednji. Ako bismo uzeli kao E 5
prvi sab1rak neki drugi vektor na w
primer b onda bi zbir tih vekrora
hio vektor BN koji je kolinearan 81 63
sa AM i 1ma isti smer 1 isti moduo,
1. BN ey Ako se tacke A 1 M poklapaju, onda je zbir datih vektora
jednak nuli, a vektor =z bi u tom s]uca;u bio nula- vekto:
Ako je zbir dva vektora a -+ b = 0, vektori a 1 b su suprotni,

rj. imaju isti pravac i isti moduo, a smer im je suprotan.
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Iz ovoga sledi tzv. pravilo tri tatke. Ako se uzmu bilo gde tri
ratke 4, B i1 C, onda postoji jednakost:

AE - BC+ CA =0
b} Odusimanje wvekiora

Razlika vektora -;; i Z vektor z = a-ﬁb defmlse k0}1 treba

-~

-
dodati vektoru b da bi se dobioc vektor a, tj. b+ =z = a.

Iz sl. 64, se vidi da zbir vekrora b

- —
i z daje vektor a. Znagi, da bismo do-
bili razliku dva vektora potrebne je ve-
zati te vektore za istu tacku (M) 1 vektor
odreden njihovim krajnjim 1alkama sa
smerom prema krajnjoj tadki umanjenika
je razlika datih vektora: g #

ol
o

PN =z=a~—b
Jasno je da je ;— ;z' = ;= I\TP
c) Mnogenje vektora brojam (skalarom).
Proizvod vektora @ i broja n je vektor

...................... m

1 Vektor £ je kolmeamn sa vcktmom a. Jednakost (1) je uslov
-
kolinearnosti vektora a 1z

2) Za n > 0, vektor e je 1stog smera kao i vektor a.

Za n < 0, smer vektora z je suprotan smeru vektora a

Za n =0, vektor ; = 0.

3) Moduo vektora_z: je

- —
lz| = inl- [al,

Sl. 65 tj. jednak je proizvodu modula vektora a
i apsolutne vrednosti broja ».

-~

-
Na slici 65. imamo vektor a i vektor z za vrednosti n = —

IS W

n=2;n=—1.
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d}y Odnos dva kolincarna wvektora

Uporedivati pe velidini megu se jedino takvi vektor: koji imaju
isti pravac, tj. ako su kolinearni.

- =
Neka imamo dva kolinearna vektora, a 1 b. Uvek se moZe odredinl
takav broj % tako da se usiov kolinearnosti ta dva vektora napide

a=kb  (b+0).

Broj % je, dakle, vrednost odnosa ta dva vektora, tj.

[~ R~

- -
Apsolutna vrednost broja & daje odnos modula vektora a i &, a znak
R
broja k& ukazuje na to da li su vektori ¢ 1 b istog smera ili suprotnog,

3. PROJEKCIJE VEKTORA NA PRAVU

Neka imameo pravu p i, u istoi ravni, vektor g a = AB.

Normala spuitena iz tatke A na pravu p odreduje na toj pravoj
tatku A, Za tatku A’ kaiemo da je normalna projekcija tacke A na
pravu p. Na isti nadin se dobija talka
B’ — projekcija take B na pravup
(sl. 66). Geometrijski vektor je ori-
jentisana duZ 4B i, kao i svaka geo-
metrijska figura, predstavlja skup
tataka prave ¢ (nosafa vektora ;} iz-
medu tacaka A1 B. Ofigledno je da
svakoj tagki M vektora ATB odgovara

Sl 66

i na pravo} p M'. Skup svih tacaka M’ obrazuje vektor A_b’ = Z’ 24
koji kaZemo da je normalna projekcija vektora AB na pravu p.

"Prema rtome, moze se redi:

1) Pravac vektora a’ je prava p.

2) Smer od projekeije potetka vekiora 2 na pravu p ka projekeiji
njegove krajnje taéke od A’ ka B
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— - —
3) Moduo vekrora @’ je 0 < @' =T a, $to zavisi od ugla « koji
h'd
je nosat vektora e obrazuje sa pravom p.
Ako je @ =90°tj. ¢ | p (qnormalnonap) ! i-——O.
-

Ako je gllp {g paialclno sa p) |a,] 1. 2 =a

Moduo vektors a moZe se izradunati ako se znaju rastojanja
- — —_—
krajpjih tadaka vektora a od prave p: AA’ = d, i BB = d,, onda je

o =V falt — (d; — dy)?

4. RAZLAGAN]JE VEKTORA NA KOMPONENTE

Kod sab1ranja vektora a + B <, ¢, sabirci i I éesto se zovu
komponente vektora c, a vcktor ¢ zove se re2u1tanta vektora @i b, Videlt
smo kako se dobija vektor c ako su dati vektori cz i b. Zadatak moZe
biti 1 obrnur, tj. treba naéi komponente ; i 3ako je dat vekror Z Dabi

. - J_— - _) . ') L] ]
zadatak bio odreden, mora se znati ili pravcl vektora a i 4, ili njiho-
ve module. :

- el g -
Uzmimo da prvo treba dati vekeor ¢ razloziti na dve komponente
datog pravea p i g.

Sl 67

o

Povulemo prvo kroz polerak darog vektora ¢ tacku A, prave
P Hpig |lg(sl. 67). Zatim kroz tatku B povutemo pravu paralelno
sa ¢'. Ta prava odreduje na pravoj p’ tadku B’ koja je kosa projekeija
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. — -
taéke B na pravu p’ i koja odreduje vektor AB" = a. Istim postupkom
e vy
odredujemo tadku B na pravoj] ¢ tako da je AB” =

Zadatak bi se mogao redit i jednostavnije ako bi se kroz krajnje
ratke datog vekiora povukle prave koje su paralelne sa datim pravima

-

pi g N}lhOV presek odredio bi tacku B’ (ili B’"). Onda je AB =a

i B B = b

Da bi se daui vekter razloZio na kemponente u tri ili vide pravaca
treba konstruisati poligon kojem je dati vektor stranica, a ostale stranice
da su mu paraleine sa datim pravima. Ako nema drugih podataka, taj
zadatak je neodreden jer takvih poligona, Cije stranice treba da odrede
trazenc vektore, moZemo konstruisati beskonatno minogo.

Razloziti vektor v tri pravca koji ne pripadaju istoj ravnoi znadi
rastaviti vektor na tri komponente u prostoru. Taj zadatak je odreden.

-

Neka imamo vektor d koji
treba razleZiti na wi komponente u
prostoru i da pravei tih kompone-
nata budu prave p, g, ! (s1.68).

Prave p i ¢ odreduju ravan
~, pAg. Prava B8 |} ! odredu)c u EOJ

ravni ta¢ku B'. Za vektor AB = d
kazemo da je prOJekcua vektora a
na ravan pAgq. Vekton ai b su kom-

ponente vektora a4 u pravcu p i ¢
SL 68 Prd\u BF | AB’ odreduje vekior
AF -
-} e d - -t
d=a+ b+ ¢
Vektor sc moZe razloZiti na dve komponente i onda ako su dati
moduli tih komponenata.

[

N
Dati su nam, dakle, moduli |a| i |b].
Iz krajnjih ta¢aka 4 i B datog vekro-
ra AB = ¢ {sl. 69) kruznim lucima polu-
precnika Ja|, ednosno [#], odredimo tatke
C 1 C'. Zadatak, prema tome, ima dva
re$enja.

e =AC ili a=AC
- — - —
i—Ch i b=CB

150

5. PROJEKCITA VEKTORA NA QSU

Dok )e prolekcua vektora na pravu — vektor (sl. 66), projekcija

vektora OM a (sl. 70) na osu Ox je apscisa njegove krajnje tatke —

broj x. Projekcija vektora OM na y-osu

je ordinata ratke M — broj v. Na slici 70 k|
x = 6; y == 5 Projekcija x i y vektora @
na koordinatne ose zovu se koordinate -
vektora a Stoga se vektor &ije su projek-
«cije na koordinatne ose x i y &esto obe-
lezava simbolom {x, v}. Vektor O_ﬁff
(sl. 70) bi obelezili a = {6, 5}. Koordi-
natama x i y odreden je u koordinat-
nom sistemu xCy pravac, smer 1 moduo
vektora.

Sl 70

—==} -=} —_— —
Neka su vektori AB i OM jednaki AB = OM {sl. 71). Kako je
‘projekcija vektora 4B na x-0su x, — Xy, @ 02 ¥-08U y, ~— ¥, 1 podto
je xp—x=x; ¥, —;}'1=y {s. 71),

4 koordinate vektora A8 su
T-ICRY]
! fx; — x5 y2 — yib
o - j Ako je x, < x,, projekcija vektora
< na x-osu je negativan broj, Takode

je negativan broj projekcija vektora

. l ! na y-osu ako je y; < 3.
Koordinatama vektora odre-
i ; fen je koeficii Y2 ¥y

7 ; A #—= den je koeficijent pravca
Xy — X
s1. 71 nosaca 1 smer vekeora. Njegov
moduo je

. ; N,
EAB! =]/ ‘(xz - xl)z i (.3’4 - yl)zh

rastojanje krajnjih tafaka vcktoya,
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6. VEKTOR POLOZAJA
Vektor, koji je vezan za koordinatni poletak (sl. 70), svojom
krajnjom tackom Ddleduje polozaj tatke M u koordinatnom sistemu
xOy. Zato se vekior OM zove vekror polo#aja ili radius — vekror tacke
M. Zaisia, 1 vektor OM i tacka M imaju iste koordinate (x, y).

—
All, vektor OM, a time | tatka A, moZe odrediti ne samo pomodu
njegovih koordinata {x, ¥}, nego i pomodu, recimo, njegovog modula

"zl 1 ugla § (gréko slovo, &ira se ,teta’)} koji vektor obrazuje sa osom.
3
Na primer: ako je v poluprednik krufaice k (sl. 70), za o, = 2
ugao 0 odreduje tatku na kruznica k.

Za svaku talku ravnl postojl edgovarajuce i;zl (0, o) i 8 od 0° do
360°. To zna¢i da funkcijonalna zavisnost izmedu x 1 ¥ moZe se izraziti
-

zavisnoScu izmedu Ja] 1 9 Sto Cesto, u znatnoj meri, olak3ava resavanje
mnogih problema matematike.
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ELEMENTI EUKLIDOVE GEOMETRIJE

UvoD
1. OSNOVHNI POIMOVL DEFINICIJE

Geometrija izudava prostorne geometrijske oblike i njihov uza-
jamni odnos, tj. veliéinu, oblik i poloZaj. Svaki novi pojam objadnjava
se¢ pomocu poznatih pojmova. To objadnjenje vedi se pomodéu naroéitih
iskaza koji se zovu definicije. Definicija je, dakle, takav stav kojim se
objainjava neki pojam pomocu veé poznatih pojmova. Ali, i ti poznati
pojmovi morali su se prethiodno definisati. Pri tome od neega se moralo
podi. Pojmovi koji se ne definifu su esnowni pojmovi. U savremenoj
geometriji kao osnovni pojmovi uzeti su —

tatka, prava i ravan

Pomodu ta tri poima mogu se izvesti definicije svih ostalih pojmova
kojl se stoga zovu fzvedeni pojmovi. Pri formiranju definicije prvo se
naznadi rod (genus) kojem pripada predmer definicija, a zatim se navedu
osohine koje ga izdvajaju od ostalih pojmova tog roda, specifi¢no
obelezje (differentia specifica). Na primer:

Romb je paralelogram (genus), &ije su stranice jednatke (diffe-
rentia specifica}.

2. UZAJAMNI POLOZA] TACKE, PRAVE I RAVNI

Tacke se obifno obeleiavaju velikim latinskim slovima A, B,

C... M, N, P, Q... Prave se obelezavaju malim latinskim slovima,
ab... Ln,...pg...5c..., a ravol malim grdkim slovima «,
B,y
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Ako sc zeli naglasiti da se dve tacke, 4 | B, poklapaju, to se
moze napisatt ovalko:

=B

Prava, kuo i svaka linija, je skup talaka, Za neku tatku M postoje
samo dve moguénosti- ili tatka M pripada nekoj pravoj p, ili ne pripada.

Ako M pripada p, onda pifemo:
M p,
ako, pak, M ne pripads p, onda pifemo:
M p
Isto tako, tatka M mo¥e pripadati ili ne pripadati ravni .
M-—mv (MS
Dve prave, p 1 ¢ mogu se poklapati —
p=aq
Dve prave mogu bit paralelne -—
rllg
Prave se mogu seéi —
P X g

Ako prave p i ¢ ne pripadaju istoj ravni, tj. dve prave mogu u prosioru
i da se mimoilaze —

D ¥ q.

I’rtava p moze pripadati ravni © —
pE m

Hi da bude paruleina sa tom rvavni —
Pl

1, pak, da se€e ravan (u tom sludaju se kaZe da pravu p prodire
ravan w) —

p AR
Dve ravnl, = 1 B, ili se poklapaju, ili su paralelne, ili se, pak, seku —
(e =BV (@ 1B) V {« x B).
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2. AKSIOME. TEOREME

Proudavanje geometrijskih oblike, njihovih osobina i uzajamnih
odnosa vr3i se pomocu naroditih iskaza (stavova) koji se zovu reoreme.
Svaki od tih stavova postdje istinit ako se moZe obrazloZiti (dokazati)
pomodu veé dokazanih istina. I ovde se moralo od neega podi, T1j.
moraju se prihvatiti neke istine bez obrazioZenja. Yakve osnovne
geometrijske istine zovu se aksiome.

Navedtemo ovde sedam aksioma na koje éemo se u daljem izla-
ganju oslanjatl 1 koje postoje u Cuvenom nauénom radu ,,Elementi”
koji je napisuo gréki matematic¢ar Buklid (IV v pre n.e).

Aksioma I. Kroz dve tacke u prostort moZe se povudi samo
jedna prava.

Aksiomna [I. Na svakoj pravoj postoje bar dve tatke; a bar tri
take postoje u ravni $to ne pripadaju istoj pravoj.

Aksioma TI1. Tri tatke koje nisu na istoj pravoj odreduju samo
jednu ravan.

Aksioma [V. Ako neka prava ima dve zajednitke tatke sa nekom
ravni, sve njene tacke pripadaju toj ravni.

Aksioma V. Kroz datu tacku van date prave prelazi samo jedna
prava koja je paralelna sa datom pravom.

Aksioma VI, Ako dve ravni imaju zajednicku tatku, one imaju
bar jo§ jednu zajednicku tadku.

Aksiema VII. Postoje bar Cetiri tacke koje ne pripadaju istoj ravai.

Nemacki matemati¢ar D. Hilbert {1862—1943. g.) i njegova
Skola podigli su izulavanje geometrije na jedan vi$i stepen [ predlozili
su sistern od dvadeset aksioma.

Ruski matemarifar N. J. Lobodevski nije prihvatio V7 aksiom
{kod Euklida — V postulat) i postavio je osnove nove geornetrije koje
se zovu ,,Geometrija Lobodevskog™ ili ,,Necukiidova geomerrija®. Qve
discipline su veoma sloZene i izuCavaju se na visokim $kolama.

Izlaganje geometrije se u velikoj meri uprodéuje, a time i olak3ava,
uvodenjem jod dva aksioma.

Aksioma VIII. Svaki geometrijski oblik moZe se u prostoru
preme$tati a da pri tom ne menja ni svoj oblik i ni velidinu.

Akstomna 1X. Kao podudarni smatraju se oni oblici koji se premes-
tanjem mogu dovesti do poklapanja.

Teorema se sastoji iz dva dela: prerpostavke 1 rorderya. Svaka
teorema moze se iskazati u oblika implikacije: ,,ako. ..., onda®™. ...
Pretpostavka se podinje redju ,,ako®, a tvrdenje sa ,,onda”.
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Treba dokazati ono, $to se u teoremi tvrdi. Pri dokazivanju
vslanjamo sc na aksiome, definicije i na teoreme koje su ved dokazane.
Cesto se koriste i aksiomi algebre, ma primer: ako je a == b t & = ¢,
onda je a =¢. U samom procesu dokazivania porved onih logi¢kih
operacija 0 kojima je bilo redi na potetku ove knjige, siuzimo se i slo-
zenijim logi¢kim operacijama, na primer 1 takvima koje se zovu silo-
gizmi. Silogizam je takva logika operacija na osnovu koje iz dva talna
izkaza {premise) dobijamo tredi (zakljulek) za koji moZemo tvrditi
da je tafan. Ovde treba podvudl da obe premise moraju da sadrie
jedan zajedni¢ki termin. Na primer: ,,Svaki ovek je smrtan’ — (jedna
premisa). ,,Sckrar je fovek” (druga premisa). HOovek” je zajedmidki
termin. ,,Sokrat je smrrtan” (zakljudak).

Ako je, pak, taj zajednickl termin (srednji flan) odsuran, nikakay
se zakljufak ne mode napraviti pa makar oba iskeza bili taéni. Na
primer: ,,Sve krave su prefivari’”” — iskaz je tacan. ,,Dijagonale romba
su normalne” — isto tadan iskaz, ali iz ova dva iskaza nc sledi nikakav
zakljudak. Ali iz primera: ,Sve krave su preZivari’” 1 ,svi prezivari
imaju rogove”, sledi zakljugak: ,krave imaju rogove”, jer ovde postoji
srednji &lan vel ,,prezivari’’.

Postoji vise nadina da se neka teorema dokaze. Najledce, polazeti
od pretpostavike, logidnim zakljudivanjem dolazimo do tatnosti tvrdenja,
tj. sluZimo sc direkinim dokazom.

Ima takvih teorema koje je lakde dokazati ako se udini pretpostavka
da je tvrdenje teoreme netaino. Ukoliko nas ova pretpostavka dovede
do protivurefnosti sa nekom aksiomom ili su nckim tvrdenjem koje
je 1atno, $wo se ved dokazalo, onda to0 znadi da je naSa pretpostavka
(du je tvrdenje teoreme neralng) neosnovano, a to znadli da je tvrdenje
teoreme taéno. Taj nadin dokaza zove se ad absurdum.

Kao primer tog nadina dokaza uzmimo:

Teorema 1. Ako su dve prave razliite, one ne mogu imati
dve zajednicke tacke.

Deokaz: Pretpostavimo da je wvrdenje netano. To bi znadilo da
se kroz dve tatke mogu provuéi dve razlidite prave, Sto je u protivred-
nosti sa aksiomom I. Dakle, dve razlifite prave mogu wmati samo jednu
zajednitlu taéku. Time je teorema dokazana.

Zajednicka talka dveju pravih je preseéna tacka. Dve prave koje
se seku odreduju samo jednu ravan, jer, osim njihove preseéne tacke,
na svakoj pravoj postoji jo§ bar po jedna tacka (aksioma II), a to su
tri talke koje odreduju ravan (aksioma ILI).

Definicija 1. Dve prave, koje pripadaju 1stoj ravni 1 nemaju
nijednu zajednicku ta¢ku, zovu se paralelne.

Ako su prave p 1 g paraleine, 10 se pie p |l g.
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3. POLUPRAVA. ZRAK. DUZ. POLU RAVAN

Definicija 2. Poluprava je skup tafaka prave sa iste strane
odredene radke na njoj, ukljuéujuéi i tu ratku.
Sve tatke M prave p

koje su sa desne strane tad- a A - —
ke A (sl. 72a) obrazuju polu- . p
pravu AlM, Skup tagaka A, ——— T

koje su sa leve strane od tal-
ke A, obrazuju polupravu
A\ Tatka A, dakle, deh S 72

pravu p na dve poluprave.

Definicija 3. Zrak je orjentsana peluprava.

Ako je na polupravoj naznaden smer, kafemo da je poluprava
orijentisana. Smer mo%e da bude od grani¢ne tatke A (sl. 72b) ili na
grani¢noj tacki {sl. 72¢).

Definicija 4. Duz je skup svih wadaka jedne prave ogramilen
dvema tackama, vkljudujudi i te tacke.

Sve tazke prave p izmedu tafaka A i M (sl. 72a) obrazuju dui
AM. Dus AN moie se predstaviti kao presek dve poluprave.

AM = AlM u M|A.
Unija tih polupravih 41M U M|A je prava p. DuZ AM je rastojanje
tataka A 1 M. Tatke A i M su krajnje tatke duzi.

Ako se dve duzi A5 i CD mogu dovesti u takav poloZaj da im
se krajnje tacke poklapaju, kazemo da su te duZi jednake.

Dui AB == a znadi da duz AB sadr¥i e nekih jedinica duZine.

Definicija 5. Poluravan je skup svih tacuka ravni ogr_aniéer_x
pravom, ukljuéujuéi i tatke te prave. Prava koja pripada nekoj ravni
deli ta ravan na dve poluravsi.

4. IZLOMLJENA LINIJA. POLIGON

Niz dufi koje su u ravni rasporedene tako da se poletak S\_ral_cle
naredne poklapa sa krajem prethodne obrazuje ravnu ixlomijenu lingu

ili ravnu pokigonalnu Bniju. (sl. 73). ¢
A
Ako se kraj poslednje duZi ne g
poklapa sa podetkom prve — izlomljena 2
o
linija je otvorena (sl. 73). 5L 73
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Ako se, pak, kraj poslednje duzi poklapa sa poletkom prve —
izlomljena linija je¢ zatvorena.

Definicija 6. Zatvorena izlomljena linija zove se poligon ili
mnogougao. Zajedni¢ke tatke duZi zovu se temena poligona, a pojedine
dufi koje ga obrazuju su stranice poligona.

5114

Ako je ceo poligon sa iste strane bilo koje produfene stranice,
onda kaiemo da je poligon koaveksan ili ispupéen, (sl. 7d4a). Ako to
ntie sludaj (sl. 74bL), poligon je konkaran ili izdubljen. Du# koja spaja
spaja dva nesuscdna temena poligona AC (sl. 74a) zove se dijagonala
poligona.

5. GEOMETRIJSKO MESTO TACAKA. KRUZNICA

Skup tacaka koje zadovoljavaju neki odredeni uslov zove se
georietrijsko mesto tadaka. (u daljem tekstu gmt).

Gmt u prostoru predstavija neku povis. Na primer gmt koje su
jednako vdaljene od jedne utvrdene tatke je sfera. To znall da sve
tacke gm tadaka imaju neku zajednicku osobinu. U navedenom primeru
sve tacke koje se nalaze na povrfini lopte imaju zajednicku osobinu
koja se sastoji u tome da je svaka od njih od sredidta lopte udaljens za
polupreénik te lopte.

Geometrijsko mesto tadaka u ravni je skup tacaka koje pripadaju
istoj ravni i koje imaju neku zajedniku osobinu. Gmr Cesto se zove
i uredeni skup taaka. Gmt u ravni predstavija neku linijju. VaZno je
imati u vidu da, ako tacka pripada nekom gmt. ona mora imati osobinu
kao i sve ostale tacke tog gmt. VaZi i obraute: ako se za neku tadku
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autvrdi da ima istu osobinu koju moraju imati sve tatke nekog gmt
to znadl da ta tatka pripada tom gmt. odnosno toj liniji.

Definicija 7. Krugnica je gmt u ravni koje su jednako udaljene
od jedne utvrdene tatke. Ta talka zove se sredifte kruZnice.

Neka je sredidte kruZnice tacka § (sl. 75). Raswojanje bilo koje
tatke M koja pripada kruZnici od njenog srediSta dui SM =1+ je
poluprednik kruZnice. KruZnica je odredena ako je poznato njeno
sredifte (poloZaj tatke S) i njen polupreénik r ili, §to je isto, poloZaj
bilo koje tadke M koja pripada toj kruZnici. Zato se kruZnica obeleZava
(8, ) ili (S, M). Prvo slovo oznadava sredidte kruZnice, a drugo tagku
kroz koju ta kruZnica prolazi. Tako (A4, B) znadilo bi da je sredidre
lruZnice u tatki A i da ta kruZnica prolazi kroz wiku B (sl. 76).

0

5175 81 76

Poluprednik kruinice AB =7 zove se i radius. Duz 1_522— tije
krajnje tacke pripadaju krugnici (sl. 75) zove se retiva kruZnice. Tetiva
koja prolazi kroz srediSte kruZnice 4B (sl. 75) zove se prednik krui-
wice, AB = 2. Dve bilo koje tafke na krufnici dele kruini liniju na
dva kruzna luka. KruZni luk se obelezava PNQ, odnosno PMQ (sl. 75).

KruZnica deli ravan na dve oblasti; unutrasnju, kojoj pripadaju
sve tetive kruZnice, i spoljadnju. Unutradnja oblast zove se krug. Deo
kruga izmedu dva polupreénika zove se sckror ifi isefak. Svaka tetiva

deli krug na dva kruina segmenta ili odsedka. Pre¢nik deli krug na
dva polukruga.

TRANSLACIJA

Neka je dat vektor a Za proizvoljnu tatkue M odredimo racku M”

tako da vektor MM’ = a (sl. 77). Prelaz od tacke Al ka tagki M’ de-
—
finife rranslacijy tatke M za vektor a.
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Ako imamo ravou figuru Fi, u 1stoj ravni, vektor a (sl. 78) i aka
svaku tagku (M, M, AL, .. ) figure, F translatorno pomerimo za vekior

;, dobijamo skup taiaka M, A, M,',. ... koje obrazuju figuru F".

Qt

o

M
SL 77 Sl 78

Za figl)l’u I ka/emo da je transformisana figura F translacijom za
vektor a. Vektor a se zave vekior rransiacije. OCigledno je da bi se i

—

figura F' mogla transformisati u figure F translacijom za vektor — a.

Translacija je, dakle, premeitanje date figure za odredeni vektor.
Prema torme, figura F se translacijom preslilkava u novu figuru £
koja je podudarna sa figurom F. (aksioma IX).

»

Translacijom za odredeni vektor a data prava p preslikava se
u pravu p” koja je ili paralelna sa pravormn p, ili se, pak, poklapa sa njom —

(o' eV (p'=1p)

SL. 79
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s e oy

>
Ako su pravci prave p 1 vektora a razlifiti, onda tatke A, Ml,
M, . ... wanslacijom prelaze u M, M', M, ... .1 obrazu]u pravu p’

(sh. 79a). Ako su pak pravci prave p i vektora translacije a isti (sl 79b)
onda sve tatke M', M, M, prave p’ pripadaju pravoj p, tj.

prava p’ poklapa se sa pravom o
Du? A8 (sl. 80) translacijom

»

/ ¥ /

za vektor « preslikava se u duZ
A'B’ koja je jednaka duzi AB |,
ili je paralelno sa njome, iti pripa-
da istoj pravoj g.
Sl 30 Sl. 81

Poligon ABCDE tnanslacijom za vektor a (sl. 81) preslikava se
u poligon A'B'C'D'E’, kou ]e podudaran $a pollgonom ABCDE.
Stranice tih poligona 4'B’ = AB; B'C' = BC ... EA’ = EA zova
s¢ homologne ili odgovara)uce Isto tatke M 1 M’ su homologne tatke,

jer se M preslikava u M’ wanslacijom za vektor @ i M’ se preslikava
u M translacijom za vektor — a.

Transiacija je, u stvari, paralelno premestanje.
KruZnica (S, ) transla-

=4

-
cijom za vekror g preslikava
se u kruimcu (S' ) tako da

o 7 wvektor SS =a.
/ Alko se na kruZnici (§,7)
= " odredi bilo koja tatka M
3 5 (sl. 82), onda je duz SM =~
polupreénik te kruZnice. Tran
slacuom te du¥i za vektor

Sl 82 a itnamo duz §' M. Duz &M’

paralelna je sa SM i S M’ =
= SM = r. Tatka M’ homologna je sa tatkom A Prema tome, kruZ-

bl

nica (5, r) je transformisana kruZnica (S, r) translacijom za vektor a.
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-
Ako vektor transiacije a pripada nekoj ravoi «, onda svaka tacka
M ravni o translacijom za taj vektor prelazi u tatku M’ koja pripada

ravni « (sl. 83).

(M Dt)/\(_f; =)= (M E o) /\(A/E‘}i’ea); D (M S o)

Ako, pak, vekeor translacije &
ne pripada ravni o (sl. 83), onda
sve tacke M ravni o prelaze u tué-
ke M’ i obrazuju ravan «" koja je
paralelna sa ravni «’. Sve tacke G
figure F koja pripada ravni « pre-
laze u tatke G' figure F’ koja pripa-
da ravni «'. DuZi GM i C' M, koie
spajaju homologne 1aéke na figu-
rama F i F', su paralelne.

Translacija u prostoru je, dakle, isto kao i ravni, paralelno pre-

medtanje za odredeni vektor.

UGAQ. OPERACIJE SA UGLOVIMA
MERENJE UGLOVA

Definicija 8. Ugao je skup od dva znaka sa zajednitkom gra-

ni¢nom tackom.

Zajednitka granidna tatka O (sl. 84) je teme ugla. Znaci OA
i OB su kraci ugla. Uguo se obeleZava < 40B. Tacke 4 1 B su bilo
koje 1acke koje pripadaju kracima ugla u sredini tadka O je teme ugla.
Za dva ugla kaZemo da su jednaka ako se mogu dovesti do poklapanja

njihova temena i oba kraka.

Sh. 84

A

&
Sl 85

Veli¢ina ugla je velid¢ina obrta koji treba da {zvrdi jedan krak
oko temena da bi se poklopio sa drugim. Obrtanje kraka u smeru koji
obrnut kretanju kazaljke na €asovniku uzeto je kao pozitivino. Ako je
krak OA nepomiéan, onda je ugao AOB > 0 (sl. 84), a ugaoc AOB < 0

(s\. 85).
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Sabrati dva ugla znadi nadovezati ih jédari na drugi u pozitivhom
smeru {sl. 86).

£ AOC 4 « COD = « AOD.

Oduzeti od ugla A0B ugao COD znadi nadovezat na ugao AOB
ugao COD u suprotnom smeru kako je to prikazano na slici §7.

MroZenje ugla sa brojem % & N svodi se na nadovezivanje u
pozitivaom smeru k& puta datog ugla.

D

———

SL 86 51. 87

Ako znak OB jzvrdi pun obrt oko tatke O, onda se dobija ugao
AOB (sl. 88) koji se zove pun ugao. Ugao AOC je ravan ugao ako je
krak od pokiapanja sa QA izvriic oko tatke O polovinu obrta. Krak
0D izvrdio je Cervruinu obrta )
oko tatke O i take se dobija v
ugao AOD koji se zove prav.
Ako se Zeli naglasiti da je
ugao prav, napravi se luk i
stavi u sredinu tacka (sl. 88).
Cesto se prav ugao uzima kao
mera uglova i onda se obe-
le¥ava sa d (od francuske
re¢i droit — pravi):

+ A0D = d.

Postoje 1 druge jedinice
za merenje uglova. Devedeseti 51. 88
deo pravog ugla zove se
stepen (%). Sezdeseti deo stepena je minut (7, a Sezdeseti deo mi-
nuta je sekunda ().

Za merenje uglova upotrebljava se i dekadni sistem mera. On se
najvide koristi u Astronomiji. Stoti deo pravog ugla zove se grad{9).
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Grad se deli na 100 centezimalnih minuta (™). Minut se deli na 100
centezimalnih sekundi (*).

10¢ 9°
1° = . " 1¢ = i
9 10
. a 16
Na primer 727 = 72~ = = 80¢
704 =70 - - 63°
10

Prav ugao « = 90° ili « = 1007

Ravan ugao je 2d = [80° ili 2007,

Pun ugao 4d = 360° ili 4007

Veli¢ine ugla obeleZava se obi¢no grékim slovima (e, B,y .. .- @y .. .)
Ugao O < a < d zove se oftar. Ako je 90° < o < 180°, ugao «

je mp. Ako je 180° « o < 2707 ili, 810 je isto 2d < « < 3d, ugao je

tupo ispuplen i, ako je 3d < « < 44, ugac je odtro ispupcen.

Uglovi koji imaju jedon krak zajednicki, + AOC 1 & COD,
zovu s¢ susedni (sl. 86).

Dva susedna ugla &iji je zbir ravan
ugao zovu se uporedni (sl. 8%) « ACB 4
A+ BOC = 2d. Ako je jedna od njih
oftar, onda je drugi tup. Prav ugao mo-
gao bi se definisati i kao jedan od dva
jecdlnaka uporedna ugla.

Dwva ugla ¢iji je zbir 24, bez obzira na njihov uzajamni poloZaj,
OV Se suplemenchi.

Dva ugla &iji zbir jednak pravom uglu zovu se komplemenin.

a

c a A

5L 8%

ROTACIJA

a) Rotacija oko talke.
Neka je data racka O 1 vekror 07M kojim je odreden poloZaj

iafke M prema tacki O. Obrtanjem vektora OM oko tatke O za ugao «
(sl. 90), tacka M prelazi u racku M. Taj prelaz tatke M u M’ definiSe
rotaciju tadke A oko tacke O za ugao «. Tactka O je centar rotacije.
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Ugao o je ugao rotacije. Ako se rotacija vr$i u smeru koji je obrnut
kretanju kazaljke na fasovniku, kafemo da je ugao rotacije pozitivan.

Ako sve tadke figure F (sl. 91) rotiramo oko tacke O za isti ugao «,
njene tatke M, M, ... predi ¢e u tacke M’, M’, ... Skup svih tuko
preslikanih tataka figure F obrazovaée novu figuru F', za koju kaZemo
da je transformisana figure F rotacijom oko tatke O za ugao .

Oéigledno je da se figura F' preslikava u figuru F rotacijom cko
tatke O za ugao —e.

Sl 90 Sl. 91

To znaéi da je rotacija premedtanje figura u njenoj ravni. Kako

je prava odredena sa dve ta¢ke dovoljno je odrediri dve ratke prave p’
u koju se preslikava prava p rotacijom oko tafke O za ugao a (sl. 92).
Zato se na datoj pravej prvo odrede dve bilo koje tacke, M i M,. Rota-
cijom svake za datl ugao « odrede se

” tatke M’ 1 M’ koje pripadaju p’ u koju
se preslikava prava g rotacijom oko tatke

O za dati ugao «. l'acke M i M’, odno-

sno Ms 1 M’ su homologne tatke u toj

f>‘\ transformaciji.

1

5192 S1. 93

Ako centar rotacije tatka O pripada pravoj p, onda je dovoljno
izvrditi rotaciju za dati ugao « samo jedne bilo koje tatke M te prave.
Dobijena tadka A" sa taékom O odreduju prava p’ (sI. 93) u koju se,
rotacijom za ugao o, preslikava prava p.
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Rotacijomn oko tatke O duzi AB dobijamo duZ 4'B’ koja je podu-
darna sa duZi AB tako $to izvréimo rotaciju njenih krajnjih tatkak oko
centra rotacije za dati ugao.

Rotacijom oko tacke O kruZnica (S, #) prestikava se u podudarnu
kruznicu (87, #) (sl. 94). Ako je srediste § kruZnice centar rotacije,
onda s¢ kruZnica {5, r} preslikava sama u sebe (sl. 95).

Da bl se dati ugao mogao preneti
tako da mu teme bude u odredenoj tacki
ravni, upotrebomn $estara i lenjira treba
prvo dokazati teoremu.

—

.

a
P
s
-
S b

Voo
SI. 94 Sl. 95

Teorema 2, U istoj ili v jednakim kruZnicama jednakim lucima
odgovaraju jednake tetive.

Pretpostavka: MN = AB.

Tvrdenje: MN = AB (sl. 95).

Dokaz: Rotacijom luka MN oko sredifta S za ugao NSB = o
tacka N prelazi u wcku B, a tadka M, usled jednakosti lukova MN i
AE, prelazi u tatku A. Stoga je tetiva MN = AB.

Posledica: Kako se rotacijom oko tatke S za ugao « krajnje

tatke lukova AB i MN poklapaju, poklapaju se i kraci uglova 4S8 i
MSEN. Prema tome,

4+ MSN = & ASB
Neka je dar ugao AO0B (sl. 96). Taj ugao treba premestiti tako
da mu teme bude u talki A OpiSemo prvo kruZni luk proizvulinog
polupregnika, OF =7, koji sefe krak OB u tatki G. Istim polupres-
nikom » opifemo kruini luk koji sefe proizvoljan krak, povugen iz
tafke M, u tacki P. Presedemo zatim taj luk kruZnim lukom (P, Q)
tako da je .P_Q = FG. Na osnovu malo pre dokazane teoreme sledi

& PMQ = ¥ AOB
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S1. 96

b) Retacifa oko ose

Rotacijom oko ose s koja pripada ravni crteza tatka M opisuje
kruZnicu (N, r) (sl. 97). Ako je ugao rotacije &« = 180°, talka M presli-
kava se u ta¢ku M. Ako se kroz te tatke povude prava MM koja
sefe osu s u tacki N, vidimo da rotacijom za 180° duii MN i M"N
poklapaju.

Prema tome, €« MNP = + MNP. Kako su ti uglovi uporedni,
oni su pravi. Znadi, prava MA" 1 osa s su uzajamno normalne. To
znaél da ravan kruZnice (N, r) je normalna na osu rotacije.

Roracijom za ugao « = 360° tacka
Is X
M preslikava se u samu sebe.

S 97 Sl. 98

Za dve figure koje se mogu dovesti do poklapanja pomeranjem
u istoj ravni (1j. translacijom i rotacijom) kafemo da su divekrne po-
dudarne. ().

Trougao MNP translacijom za vektor MA = a i, zatim rotacijom
oko A za o prelazi u trougao ABC (sl. 98) A MNP = A ABC

Za dve figure koje se mogu dovesti do poklapanja rotacijom oko
ose kazemo da su indirekine podudarne. To su, na primer, trouglovi
MNP § MNP (sl. 97).
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SIMETRIJA

I. CENTRALNA SIMETRIJA

Tacke M | M’ su simetri¢ne u odnosu na taku O ako tacka O
polovi duz MAM'.

Tacka O je centar simetrija, a za tatku M kaZemo da se presli-
kava u tatku M' simetrijom u odnosu na centar simetrije O.

Ako imamo figura F i tagku O (sl. 99), onda sve tacke koje su
simetriéne sa tackama figure F u odnosu na tatku O, obrazuju novu
figuru F'. Zato se kaZe da je figura F’ simetri¢na sa figurom F u odnosu
na ta¢ku O. Takode se maZe redi da je figura F simetritna sa figurom
F’. Ako cenrtar simetrije pripada istoj ravni sa ratkama figure F, onda
su figure F 1 F’ dirckumo podudarne jer se rotacijom za ugao 180° oko
tatke O preslikavaju jedna i druga.

Figure koje se sastoje od tafaka M 1 od radaka koje su simetriéne
sa tim ta¢kama u odnosu na neku tatku O (sl. [00) su cencralno simerriéna
Tatka O je centar simetrije te figu-
re. Rotacijom oko centra simetrije
za ugao « = 180° centralno sime-
wi¢na figura preslikava se sama u
sebe.

SL 99

Za bilo koie dve figure, ravne ili prostorne, kaZzemo da su centralno
simetriéne prema nekoj tatki G ako su sve njene tatke, dve po dve,
simetriéne prema ta¢ki O. Tacka O je cenrtar simetrije te figure. Cen-
tralno simetri¢no prostorne figure su, na primer, kocka, lopta, valjak.
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2. OSNA SIMETRIJA

Prava s koja je normalna na duZ MA" i prolazi kroz njenu sredinu
je simetrala te duZi. Za tatke M i M’ kaZemo onda da su simetri¢ne
prema pravoj s. (sl. 101}

Prava p je osa simetrije, a tatke M i M’ su odgovarajuée ili ho-
mologne tatke. Dufina normale od tatke M do njenog preseka sa
pravom s MN je rastojanje tatke M od prave 3.

SL14) S1. 102

Kakoje MN = M'N, tagka M i M’ su jednako udaljene od prave s.

Ako svaku tatka M, M, M, ... Figure F (sl. 102) preslikamo
simetrijom prema pravoj s dobijamo tatke M, M, M, ... koje
obrazuju figuru F’ za koju kazemo da je simetriéna sa F prema pravoj s.

Za bilo koje dve figure (ravne ili prostorne) kafemo da su si-
metriéne prema pravoj ako se rotacijom oko te prave za ugao od 180°
dovode do poklapanja.

3. RAVANSKA SIMETRIJA

Neka prava » prodire ravan o u

A== ta¢ki N (sl. 103).
% Prava » je normalna na ravan « ako
>‘i{ . je normalna na sve prave p), p, ... koje
L pripadaju ravni « i koje prolaze kroz
ratku N,

PodnoZje normale povuéene iz tadke
M na ravan «, tatka N, je projekcija tatke
M na ravan «, a2 duZina MN je rastoja-
8L 103 nje tatke M od ravni a.
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ako sc na pravoj n odredi tatka A’ 1ako da M'N = MN, onda
kafemo da su tacke M 1 M’ simetrifne prema ravoi o.

Ravan o koja prolazi kroz sredinu duzi A'AM i normalpa je na
tu duz, je simetrigska ravan dufi MM

Figura u kojoj se moZe postaviti simetrijska ravan zove se ravanski
simetricna.

Svaka ravan koja prolazi kroz srediste sfere je simetrijska ravan
sfere. Prema tome sfera, a znadi i lopta, ima beskona¢no mnogo sime-
trijskibh ravni. Kvadar ima tri, kocka devet simetrijskih ravni,

UGLOVE
1. UNAKRSNI UGLOVI

Definiclja 9. Uglovi koji imaju zajednifko teme, a kraci im
imaju Isti pravac i suprotni smer zovu se unakrsnl.

Dve prave koje se seku obrazuju
cetiri ugla sa zajedmiZkim temenom u
tatki O (sl 104).

Prema definiciji 9. uglovi wivy, od-
nosno B i 3, unakrsni su,

Uglovi «if; fiy; vid; 8iw;
su uporedni.

SL 104 Teorema 3. Unakrsni uglovi su
jednald.

Pretpostavka: uglovi « i v su unakesni (sl. 104).

Tvrdenje: o = y.

Dokaz: Rotacijom oko tacke O za ugao 180° krak ugla & 04
preslikava se u OC, a krak OB u OD. Prema tome: o = v,

2. UGLOVI SA PARALELNIM KRACIMA

Teorema 4. Uglovi sa paralelnim kracima su jednaki ako su
im oba kraka istog smera jli suprotnog, a suplementni ako su im dva
kraka istog smera, a dva suprotnog.

Dokaz: 1} Oba kraka su istog smera (sl. 105a). Translacijom za

—
vektor OO0’ krak ugla « OA preslikava se u O'A’, a krak OB u O'B’.
Kako se kraci uglovi o i 8 mogu dovesti do poliapanja, to znadi & = f.
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2) Oba kruka su suprotnog smera (sl. 105b). Rotacijom za 180°
ugao O se preslikava u &' = 3. Kako su kraci uglova y i 9" paralelni
i istog smera, imamo

=T _,

X

S 105

3) Dva kraka istog smera, a dva suprowmog (sl. 106).

Dokaz: MNeka su kraci uglo-

va AOB -.« 1 CO'D = paralelni

i o OB 1 O'D su istog smera, 2

04 i O'C suprotnog (sl. 106).
Translacijom za vektor QO° =

ugao AOB = o preslikava se u

£ AO0'D = o tako da je o = .

Uglovi &' 1 8 su uporedni i, stoga,

w B =180 Kako je o, =«

imamo

%+ f = 180°

3. UGLOVI SA NORMALNIM KRACIMA

Teorema 5. Uglovi sa normalnim kracima su jednaki ako su
oba oftra, a suplementni ako je jedan od njih oftar, a drugi tup.

Dokaz: 1) Oba su ugla oitra (sl. 107a).

Neka je SC 1 04 i SD | OB. Rortacijorn ugla f, tj. njegovih krakova
oko temena S za ugao 90°, dobijamo ugao C'SD’ = ' = . Kako je
sada SC' 1104 i SD|| OB, s obzirom na (7.4,1) — Teorema 4,
pod 1 B = «. Posto je p'=f, to znali da je f = a.
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2) Jedan je ugao oftar (), a drugi tup (B) (sl. 107b). Rotacijom
ugla QST =B za 90° oko tacke § on prelazi u « QST =8, = &
Prema (T. 4, 3) imamo

@+ B = 180°

Sl 107

4. TRANSVERZALNI UGLOVI NA PARALELNIM PRAVIMA

Meka imamo dve paralelne prave p i ¢ (sl. [08). Prava ¢ koja
seCe te prave zove $¢ transverzala, a uglovi koje ona obrazuie sa pravima
p i g zovu se transverzalni uglovi.

Uglovi koji su jzmedu

Z/ paralela su unutra¥nji. To su:
Lid S &) ¥ 0, By d ooy

TR
>’<; Uglovi izvan paralela su
.-7/ spofjasnji, to su:
S
[ : e i
NP o, By Yo I Oy
Sa leve strane transverzale su
uglovi:
SL 108

B vs Baioys
Sa desne strane transverzale su uglovi:
o, d, %, i 9

i72

Definicija 10. Saglasni uglovi su jedan spoljasnji i jedan unu-
trafnji sa iste strane rransverzale (temena su im u tatkama 4 i B).

Definiclja 11. Naizmeni¢ni ugiovi su — dva unutrainja ili dva
spoljanja sa raznih strana transverzale.

Definicija 12, Suprotni uglovi su dva unurradnja, ili dva spo-
ljadnja sa iste strane transverzale.
Prema tome, saglasni uglovi su:
alog; BiPy; vivye; 019
Naizmeniéni:
o iy Pidg yia; 0i1f,
Suprorni:
wid; Biyy Yify iy

Teorema 6. Ako se dve paralelne prave preseku transverzalom
onda su: saglasni | naizmeniéni uglovi jednaki, suprotni uglovi su
suplementni,

Dokaz: Translacijom za vektor BA prava g preslikava se u prava p
(s1. 108). Pri tom se saglasni uglovi poklapaju. Prema tome, jednaki su.

U tof transformaciji naizmeni¢ni uglovi postaju unakrsni i,
stoga, jednaki su (T. 3).

—
Translacijom prave ¢ za vektor BA suprotni uglovi postaju
uporedni. Prema tome, oni su suplementni.

Teorema 7. Ako dve prave presedene transverzalom obrazuju
sa njom jednake saglasne uglove, ili jednake naizmenine uglove, ili
suplementne suprotne uglove, prave su paralelne.

Ovo je obrnuta teorema teoremi 6.
U teoremi 6. jednakost saglasnih uglova o, = « je tvrdenje.

U teoremi 7. je to pretpostavka. Paralelnost pravih pi g u (T. 6) je
pretpostavka a u (T.7) je tvrdenje.

Dokaz:
Pr.. oy =«
Tv.: pllg.

Translacijomn prave g za vektor Bji:, (sl. 108) usled jednakosti uglova
oy 1 oy, prava ¢ ¢e se poklopiti sa pravom p. A kako se tramslacijom
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. : dovode do poklapanja prave jedine
F u tom sluéaju ako su paralelne,
znaci g f| p.

Posledica. Dve praveu isto)
ravnoi, koje su normaine na treéu,
= pravu paralelpe su. Zaista, prave p
ig (sl 109) koje su normalne na
pravu { obrazuju sa njom jednake
saglasne uglove i zbog toga su
Sl 109 paralelne.

KONSTRUKTIVNI ZADACI U RAVNI

Rediti konstruktivni zadatak znadéi, na osnmovu onoga §0 je u
njemu dato, konstruisati figuru koja se trazi. Pri refavanju sme se
upotrebiti jedino $estar i lenjir sa jednom ivicom. Taj zahtev je postavio
jo§ stari greki filozof Platon.

Kod lakog zadatka veza izmedu podataka i onoga §to se u zadatku
traZi uocava se na prvi pogled, i, primena odgovarajuceg geometrijskog
stava, daje reSenje zadatka. Kod tefih zadataka te veze su, ponekad,
skrivene, veoma duboko, Takvi zadaci zahtevaju, pored dobrog pozna-
vanja geomertije, izvesno iskustvo, pa i snalaZljivost.

Redavanje poéinje time §to se prvo odrede podaci. ,,Data je prava”
#nall da je prava negde ved povudena. Jasno je da se prilikom izbora
podataka mora veoditi rauna o tome da oni unapred ne iskljuéuju mo-
gucnost redenja. Ako su, na primer, u trouglu data dva ugla, treba
te uglove uzeti tako da njihov zbir bude manji od 180°.

Sam proces re$avanja konstruktivnog zadatka sastoji se u odre-
divanju potrebnih taéaka. Da bismo povukli neku odredenu pravu
moramo imati za to dve odredene tatke. Da bi se povukla kruZnica
treba imail ved odredeno sredidte te kruZnice i jo§ jadnu tadku za koju
znamo da pripada toj kruZnici.

Tatke odredujemo presekom dve linije. To mogu biti dve prave,
ili dve kruZnice ili, pak, prava i kruZnica. Imajuéi na raspolaganju Sestar
i lenjir, moZemo povladicl jedino prave i kruZnice.

Podto su konstruktivni zadaci po svojoj sadrZini veoma razliciti,
postoje vide nacina ili metoda za njihovo redavanje. Neki se refavaju
uz primenu dve ili vi$e metoda.

Osnovna metoda, bez koje s¢ ne moze rediti nijedan konstruktivai

zadatak, je metoda koja se zove metoda geonetrijskih mesta ralaka (gmt)
ilj metoda uredenih skupova.
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Poite ¢emo se ovde baviti refavanjem konstruktivnih zadataka
isklju¢ivo u ravni, netemo zato svaki put naglafavati gmt u ravni,
Nege §amo gmt.

Videli smo da se poloZaj tatke odreduje presckom dve linije od
kojih svaka predstavlja neko gmt. To znadi da zahteve zadatka prema
trazenoj tacki morame rad¢laniti na dva posebna uslova. Svaki od tih
uslova treba da odreduje neko gmrt kojem tra?ena tafka mora da pripada.

Nijedno od ova dva gmt uzete cdvojeno ne odreduje traZenu
tatky, nego predstavlja jedan skup tafaka medu kojima je i tratena.

U preseku ta dva gmt je taka koja pripada i jednom i drugom
skupu, znall — ona zadovoljava oba ulsova, Drugim refima — ta
tacka je traiena.

Uzmimo jedan primer:

Date su dve tadke M i N. Nadi tatku koja je za duginu ¢ udaljena
od M i za duZinu & od N.

Prvo ¢emo naneti podatke zadatka. To znadi da éemo bilo gde
obeleZiti dve tatke M i N | nacrtati dve proizvoljne duZi, ii_Svakako
da moramo voditi rafuna da a + & ne bude manje od MN.

Postavimo zatim uslove
koje mora zadovojavati tra-
Zene tacke:

1) ona mora biti za a
udaljena od M,

2) ona mora biti za b
udaljena od N.

Svaka tatka kruZnice
(M, a) st. 110. je za a udaljena
od tatke M. Zato uzimamo
na estar datu duZinu a i opi-
fermo iz tactke M kao centra
kruZnicu (M, a).

Na isti nadin realizuje-
mo drugi uslov — opiSemo Sl 110
kruZnicu (N, b).

U njihovom preseku se dobija ne jedna nego dve tactke P i P,.
Pofto svaka od njih zadovoljava uslove zadatka, tj. za a je udaljena
od M, a za b od N, zadatak ima dva relenja.

Pre nego %o predemo na sloZenije zadatke, redi¢emo nekoliko
osnovnih. Da bi se konstruisale simetrale date duZi treba dokazati prvo
teoremu na koju se ta konstrukcija oslanja.

Teorema 8. Svaka ta¢ka simetrale duZi jednako je udaljena od
krajnjih tacka te dugi.
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Simertralu duZi smo definisali kao pravu koja je normalna na
duZ i prolazi kroz njenu sredinu.

Dokaz: MNeka je tatka M (b] 111} proizvoljna Lacka simetrale s
duii AB. Kako e § AR i A% = SB tatka A 1otacuom oko prave
S prelazi u B, a duz AM se preslika u duz BA. Stoga je AM = BM.
Poito je tatka M proizvoling, to znadi da bi se ovaj dokaz mogao prime-
niti na bilo koju rafku simertrale S.

1) Data je duZ AB. Konsiruisati simetralu te duZi. Kako je prava
odredena sa dve tatke, potrebno je odrediti dve tacke koje pripadaju
trazenc simeuali. Te tatke moraju biti jednako udaljene od krajnjih
taCaka date duZi,

15

P

SI. 111 SL 112

Zaro opifemo iz tadaka A 1 B kruZnice (dovoline i kruZne lukove)
istog poluprednika {4, ) 1 (8, r) koiji se seku u ratkama M 1 N. Te
tacke su jednako udaliene (za ¥) od krajnjih tadaka duZi, prema tome
one pripadaju simetrali te duzi, Tafka S _p_o[ovi du? AB. Na isti nadin
konstruisanom simetralom duZi 4.5, duz 4B bila bi podeljena na 4 jed-
naka dela. Da bi se dara duZ podelila na 2n jednakih delova, taj pos-
tupak treba ponoviti 7z puta.

Da bismo konstruisali simetralu datog ugla, pedimo od definicije.

Defimicija 13. Simerrala ugla jc poluprava koja polovi ugso.
Za izvodenje konstrukcije potrebno je jo¥ dokazati tegpremu.

Teorema 9. Svaka ratka simetrale ugla jednako je udaljena od
krakova tog ugla. Neka je poluprava s(sl. 113) simetrala ugla AOB
i neka je tacka P proizvoljna tacka te simetrale.

Rastojanje tatke P od kraka OA4 je duzina normale PN.
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PR 531 - 281}

Kako je « AOP — 4 POB, krak OA rotacijom oko 0 § za ugao
180° preslikava u OB, a tatka N prelazi u N', tako da je PN = PN".
2) Konstruisati simetralu datog ugla. Odredimo prvo proizvolj-

nim otvorom Sestara tatke M ¢ M’ tako da je OM’ = OM. Rotacijom
kraka QA oko s za ugao 180° tadka A se preslikava u M’ (sl. 114) a

duz MN u M'N.

SL. 113

Stoga je M'N = MN = r. Presekom dva kruZna luka proizvolj-
nog polupretnika (M, r) 1 (M, ) odredena je tatka N. Poluprava
ON je waZena simetrala datog ugla.

3) Data je prava i naj ratka., Kon-
struisati normalu na tu pravu u datoj I~
rack:. b

Owaj zadatak se oslanja na osobinu . N
simetrale duZi da je normalna na tu duz.

Zawe na datoj pravej p (sl [15)
odredimo proizvoljnu duz MN, tako da T 0
data tatka A pripada njenoj simetraii. —
To postizeno tako §to preseéemo pravu p L i
kruznim lucima (4, M) proizvoljnog po-
fupreénika u tadkama M 1 N. Da bismo SL 15
odredili jo3 jednu tadku koja pripada tra-

Zenoj simetrall {pored tacke A4), opiemo dva kruZna luka (M, ») i (N, r),
r > AM koji svojim presekom odreduju tacku P. Prava PA je traZena.

4) Iz date tacke van date prave povudi normalu na tu pravu.

U ovom zadataku, kao i u prethodnom, oslanjame se na osobinu
simetrale duZi da je normalna na tu duz. Zato na datoj pravoj p (sl. 116)
odredimo duz MN tako da data tatka A4 pripada njenoj simetrali.
To znati da AM = AN ili da tatke M i N pripadaju kruZnici (4, #)
proizvoljnog poluprednika r koja sefe pravu p u tim tatkama. Zatim,
na ve¢ poznati nadin, odredujemo jod jednu tacku simetrale duzi MN,
ratku P.

Prava AP je traZena.

=L/
=
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5) Kroz dam tacku povuéi pravu koja je paralelna sa datom
pravom.

A5 Neka je data prava p i tacka
Al X, A. Treba konstruisati pravu ¢ || p
L BN (sl. 117).
s Refcnje se  najjednostavnije
s % dobija ako se oslonimo na (1.7}
’ : -
4 b . . 1 konstruisemo uglove o, = a,.
e =2
tal a 4
‘\ 3
| a2
. i e
| — 7
Sl 116 SLo7

Proizvolinim otvorom Sestara opi¥emo kruZni luk (A4, +) koji
sete pravu p u taCki M. Zaudm istim otvorom $estara opifemo juk
(M, v) koji prolazi kroz tadku A i sele pravu p u tafki N.

Presecimo luk (4, 7) u tadki B kruZnim lukom (M, NA). Prava g,
koja je odredena datom talkom A i nadenom B, je traZena.

SloZeniji konstruktivni zadaci refavaju se pomodu ovih, osnovnih.
(Osim toga, redenje konstruktivnog zadatka sastoji se iz Cetiri dela:

1) analize

2) konstrukeije

3) dokaz

4) diskusije ili determinacije.

I) Anpaliza. Analiza je ispitivanje zadatka, tj. traZenje puta kojim
treba idl, polazedi od podataka, daz bi se doflo do refenja. Pretpostavi
se da je zadatak veé refen i nacrta se cela slika (Sesto slobodnom rukom)
u koju ulaze podaci i traZena figura. Ispityjuél ovu sliku, nastojimo
da nademo naZin kako cemo pomotu podataka doéi do traZene figure,
ili bar do nekog njencg delz koji ée nam omoguéiti da konstruiemo
celu figuru. Vriedi analizu, treba nastojati da se nade najkraci put ka
refenju. Izbor metode koji najbolje odgovara datom zadatku spada
takode u zadatak analizc.

2) Konstrukeija, Konstrukeija se izvodi na osnovu izvriene
analize. Polazedi od podataka, primenom 3estara i lenjira, precizno
nalazime potrebne tacke kroz koje povladimo prave i kruZnice (ili pak
samo kruzne lukove) dok ne dodemo do trazene figure.
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3) Dokaz. Posle izvriene analize i konstrukcije treba dokazati
da konstruisana figura zaista zadovoljava uslove koje su u zadatku
postavljeni. Pri dokazivanju slufimo se stavovima geometrije koji se
odnose na dotiéni zadatak. Cesto se dokaz moZe izvesti na osnovu
analize zadatka, jer, pri vrienju analize, moralo sc voditi ratuna o
geometrijskim osobinama rtrazene figure.

4) Diskusija. Cesto se misli da je izvedenom konstrukcijom
zadatak zavrien. To je i zaista lako ako su podaci posebne velidine i
to — tako izabrane da zadatak ima odteden broj redenja.

Podaci, medutim, daju se u opdtem cbliku i diskusija se sastoji
u rome da se odredi uslov koji moraju zadovoljavati ti podaci da bi
zadatak imao jedne, dva ili viSe refenja. MoZe se desiti da, uz izvesne
uslove, zadatak uopste nema relenja ili, pak, ima beskonano mnogo
redenja {neodreden je). Zadatak diskusije sastoji se, dakle, u tome da
se formulifu uslovi pod kojima ¢e se realizovati svaki od navedenih
slu¢ajeva.

Nave$cemo nekoliko gmt koja se najée$ce koriste pri refavanju
konstruktivnih zadataka:

Gt 1. Geometrijsko mesto tafaka jednako udaljenih od date
tatke je kruZnica odredenog polupreénika.

Gme 2. Geomerrijsko mesto tadaka jednako udaljenih od krajnjih
tadaka date duZi je simetrala te duZi.

Gmr 3. Geometrijsko mesto tadaka jednako udaljenih od krakova
datog ugla je simetrala tog ugla.

Gne 4. Geometrijsko mesto tadaka jednako udaljnih od date
prave su dve prave, koje su paralelne sa datom pravom, povudene sa
razli¢itib strana na datom rastojanju od date prave.

Gyne 5. Geometrijsko mesto sredina du#i &je krajnje tatke pri-
padaju dvema paralelnim pravima je prava paraleina sa datim pravima
i jednako udaljena od njih.

Ima jo$, vide gmrt i sz njima ¢emo se upoznati u toku daljeg
izlaganja,

Primeri:

1) Gmt, Na datoj pravo) p nadi tatku koja je za datu duZinu a
udaljena od date tatke M.

Podaci: prava p, tatka M, duZ a

Analiza; Prema trazenoj tafki u zadatku postavljena su dva
zahteva:

i) Ona mora biti na pravoj p (sI. 118).
2) Ong mora biti za dufinu 2 udaljena od tatke M.
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Poito je prava p data, zna¢i traZena tatka je odredena presekom
te prave i nekog gmt. Zato prelazimo na drugi uslov. Sve tatke koje su
za o udaljene od tafke M obrazuju kruznicu (M, a) — gmt L.

Konstrukeija: Tz 1acke M kao cen-
tra opifemo kruznicu (M, 4). Ta krugnica
sefe datu pravu p u taékama P, i P,
Tatke P, i P; su traZene.

Dokaz: Talke P, i P, pripadaju
pravoj p — prvi zahtev je zadovoljen.
Tagke P, 1 P, pripadaju kruZnici (M, a)
i, zbog toga su, kao i svaka druga racka,
za @ udaljene od tatke M. Drugi zahtev

51118 je zadovoljen. Prema tome tatke P, i P,
su traZene tacke.

Dishusga: Poto su prava p i tadka M date, znadi dato je I rasto-
janje tacke M od prave p, MN = 4 (sl. 118). To rastojanje 4 predstavlja
opsti broj — iste kao i duiina e it podaci ne moraju biti bad talevi
kakvi su vzeti na sl. 118, Oni mogu imati razli¢ite vrednosti. Velicine
tih duZi ne utiéu na rezonovanje u analizi, niti na postupak kod kon-
strukcije. Ali, te velidine su presudne za rezultat konstrukcije. Uzmimo
da je d ostalo isto, a du¥ a se poveéala. Kru¥nica (M, a) bi i u tom
sludaju sekla pravu p u dvema tackama. Ako je, pak, duZ a manja od
one 3to jc uzeta, na primer a = d. U tom slufaju kruZnica (M, a) ne
bi sekla pravu p, nego bi je dodirivala u tadki N. U tom sluéaju bila
Li samo jedna tacka koja zadovoljava uslove zadatka. Za 12j slugaj ka-
femo: zadarak ima jedno refenje. Ako bLi duZ & bila manja od d, na
primer a = MQ, kruinice (M, a) uopdte ne bi sekla pravu p. Za takvu
vrednost @ reklo bi se: zadatak nema redenja. Dakle, da li ¢e zadatak
imati dva refenja, jedno, ili nijedno, to zavisi od odnosa velidina ¢ 1 d.
Zato bi se diskusija ovog zadatka mogla formulisati ovako:

Ako je a = d, 2 refenja (tacke P, i Py)

Ako je @ = d, | refenje (tacka N)

Ako je a < 4, nema redenja.

Uzmimo nekoliko primera dge <éemo se posluziti metodama
transformacije v geometriji. e

2) Translacija. Konstruisati duf AB = a tako da njene krajnje
tatke pripadaju dvema datim pravima p i ¢ 1 da ta duZ bude paralelna
sa tre¢om pravom [

Podaci: DuZ a

Prave p, g i {

Arnaliza. Pretpostavimo da je zadatak refen: duZ AB je paraleina
sa pravom [ i njene krajnje tacke pripadaju pravima p i ¢ (s. 119).
1z slike 119. vidi se da tran-
slacijom za vektor MN prava
p preslikavase u p* atacka A
u toj transformaciji prelazi u
tatku B. Ali, tacka B treba
da pripada pravoj ¢. Znadi,
ona je odredena presekom
pravih p* 1 ¢.

Pravac vckrora transla-
cije odreden je pravom [/ 4

—
njegov moduo [AMN| = a.
Konstrukcja: Kroz bilo Sl 119

koju tacku M prave p povu-

cemo pravu koja je_paralelna sa datom pravorn [ Na 1u pravu pre-
nesemo datu duz MN = a. Kroz talku N povudemo pravu p' || p.
Kroz presek p' X g tatku B povufemo pravu koja je paralelna sa [ koja
na pravoj p odreduje tacku A.

Dokaz: Sledi iz analize 1 konstrukcije.

>

Diskusija: Ako se date prave p 1 ¢ seku translacijom za vektor a,
imamo jedno resenje, a translacijom za vektor — @, drugo.

Ako je pllg i p' || g — zadatak nema reSenja.

Ako je pllg i p’ = ¢ — zadatak ima beskonatno maogo re-
$enja — neodreden je.

3) Rotacija oko take.
Data je tatka M u oblasti
datog ugla. Kroz mu tzkéu po-
vudi pravu tako da tatka M
polovi duZ koja pripada toj
pravoj 1 da krajnje talke te
duZi budu na kracima datog
ugla.

Podaci: sl. 120.

Analiza: Pretpostavimo
da je prava p ve¢ povufena
SL 120 i da je PM = MQ (sl. 120).
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Podto tagka P pripada kraku 04 datog ugla ACB, ona se, rotacijom za
ugao 180° oko tacke M kraka Od, preslikava u tatku (2. Ali kako tagka
@ treba da pripada kraku OB, ona je odredena presekom OB 1 O'A".

Konstrukcga. Tzvriimo rotaciju kraka OA oko tacke A za ugao
180°. Zarto rotiramo bilo koje dve tatke koje pripadaju tom kralku, na
primer tatke O i A (sl. 120). Odredimo zatim u preseku OB 1 oA
taéku @ i povudemo kroz tatke M i Q pravu p. Prava p je traZena.

Dekaz. Rotacijom oko tatke M za ugao 180° watka P (sl. 120)
preslikava se u ta¢ku Q. Prema tome PM = MQ. Znad, tacka M
polovi duz PQ koja pripada pravoj p.

Diskusija. Podto krak OB i A’ mogu imati samo jednu zajed-
ni¢ku tacku {Q), zadatak moZe imati samo jedno refenje.

Ako je dati ugac 180° < AOB < 360°, zadatak nema redenja.

4) Rotacija oko prave. Data je prava 4B i dve tatke P 1 O
su iste strane te prave. Na datoj pravoj naéi ragkn M tako da uglovi
AMP i QMB budu jednaki.

Podaci nanegeni (sl. 121).

Analiza: Podimo od pretpo-
stavke da je tacka A nadena i da
su uglovi AMP 1 QMB jednaki
{(sl. 121). Medurim, uglovi AMP i

— O'MB su isto jednaki kao una-
krsni. To znaéi da rotacijom za 180°
oko prave AB MQ preslikava se
u MO

>\

oy A—

Sk 121 Konstrukcija: Preslikame, pr-

vo rotacijom za ugao 180° oko date

prave, tatku O (a moZe i P) u tadku Q’ (si. 121). Prava PQ’ odreduje
na datoj pravoj trazenu tatku AL

Dokaz: Podto rotacijom oko AB MQ se preslikava u MO,
+ QMB = « Q'MB
£ QMB = & AMP

Diskusija: Pofto prave AB i PO’ ne mogu biti paralelne, niti
se mogu poklapati, zadatak uvek ima jedno refenje.

}=> & OMB = & AMP

5) Simetrija. Data je prava 48 i dve tatke P i Q sa iste strane
te prave. Odrediti na datoj pravoej tatku M tako da + PMB bude
dva puta vedi od + OMDB,

TPodaci su na sl 122.
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Analiza: Ako je tafka M traZena, onda je MQ simetrala ugla
PME (sl. 122). To znaci da tatka G koja je simetricna sa tatkom P

prema MQ, pripada pravoj] AB. Prema tome: QG = OP.

Konserukeija: Opifemo kruzni luk (Q, P) koji see pravu AB
u tatkama G i F. Simetrala duzi PG sefe pravu 4B u tatki M.
Simetralom. duZi PF odredena je tatka M; — drugo reSenjc zadatka.

Dokaz: Kako je MQ simetrala ugla PMB, to znali dd je « PMB
dva puta vedi od ugla QMB. Isto vaz i za tacku M,.

Diskusija: Ako je talka P u oblasti ugla ANQ; PF nije normalno
na ABi QP > QN — zadatak ima dva redenja (sl. 122). Ako je OP =
= QN zadatak ima jedno refenje. Ako je, pak OF < QN nema redenja.

ZADACI

Zad. 236. Na datoj pravoj p naéi tatku koje je jednako udaljena
od dve date tatke A 1 B.

T Zad. 237. Kroz datu tacku M povudi pravu tako da njen odsedak
izmedu dve date paralelne prave bude data duzina a.

Zad. 238, Date su dve prave, p 1 g. Nadi tatku koja je za & uda-
ljena od prave p i za b od prave ¢.

Zad. 239. Nadi tatku koja je za e udaljena od date tatke F i
za b od date prave p.

Zad. 240. Dare su dve kruZnice (Sq, ry) 1 (5, r2). Konstruisat

duz MN — a tako da ona bude paralelna sa datem pravom p i da njene
krajonje tadke pripadaju datim kruZnicama.
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Zad. 241, Date su dve duii, 4B =a | CD =1bd. Kroz datu
tatku A povudi pravu teko da projekcije datih dui na tu pravu budu
jednake. . .

Zad. 242. Date su dve jednake duzi AB = a1 CD = a. Odrediu
centar I ugao rotacije tako da se duZ AR preslika u duz CD,

Zad. 243. Date su dve prave: prava p i na njoj tatka A 1 prava
¢ 1 na njoj tatka B. Odrediti centar rotacije tako da se prava p preslika
u pravu g i da u to] transformaciji tatke 4 i B budu homelogne.

Zad., 244. Dare su dve kruznice i, medu, njima tacka. Konstra-
isati duz ¢ije krajnje tacke pripadaju datim kruznicama i koju data
tacka polovi.

Zad. 245. Date su tri tatke, 4, B 1 C. Kroz te tatke povudi
tri paralelne prave tako da im rastojanje bude jednako.

Zad. 24¢. Date su dve tatke A4 i B 1 prava p. Kroz date tatke
povuéi paralelne prave tako da odselak prave p izmedu tih paralela
bude data duZina a.

Zad. 247. Kroz datu tatku M povuél pravu koja sefe daru
pravu p pod datim uglom «.

Zad. 248. Kroz datu tatku M povuéi pravu koja je jednako
udaljena od dve date take 4 i B.

Zad., 249. Nadi tatku koja je za duZinu a udaljena od date tacke
i od date prave.

TROUGAOQO
1. DEFINICYA I PODELA TROUGLOVA

Definicija 4. Trougao je zatvorena izlomljena linija od tri duZi.

Te dufi su stranice trougla. Obiéno
se obeleZavaju AR = < AC = b;
BC = a (sl. 123). Njihove krajnje
tatke su temena trougla 4, B i C.
Uglovi koje obrazuju stranice tro-

ugla su unutradnji uglovi trougla.
ObiZno se obelefavaju ¢ CAB =
=ua; «+ ABC=f; 4« BCA=r.
Njihovae oblast je unutar trougla.
Uglovi koji obrazuju stranice trougla

sa produzetkom susedne stranice su spoljadnii uglovi trougla: ey, B4, vy.
To su uporedni uglovi sa odgovarajuéim unutragnjim uglovima. Niihova
oblast je izvan trougla. Normalna povuéena iz temena trougla do preseka
sa suprotnom stranicom CHN ili sa njenim produZetkom je visina trougla.
1T trouglu, dakle, ima tri visine: /g, Ap1 k¢ ; odsecak simetrale unutrag-
njeg ugla do preseka sa suprotnom stranicom AF je simetrala ugla
trougla. Simetrale uglova trougla obeleZavaju se: sy, sg i sy

PuZ koja spaja teme trougla sa sredinom suprotne stranice zove
sc teZi$na linjja i1 medijana trougla. U trouglu ima tri teZidne linije:
gy Lb 1 8

S obzirom na uglove trouglovi se dele na pravougle i kosougle,

Kosougli trouglovi mogu bitl odtrougli ili tupougli.

Prema stranicama trouglove delimo na raznostrane, jednakokrake
1 jednakostraniéne.

2. UGLOVI TROUGLA

Teorema 10. Zbir unutra$njih uglova u trouglu iznosi 2d.
Neka su o, f 1 v unutradnji uglovi trougla ABC (sl. 124). Povudenio

Sl 124

iz temena B polupravu BD || AC. Iz slike 124. vidi se da uglovi B,
o 1 = (gréko slove, ¢ita se epsilon) obrazuju ravan ugao, tj.
B+od+e=2d ... ... ... ..., {1}

Kako je BD || AC 1 uglovi ¢ 1 & su saglasni, to znadi

ESS 0 e {(2)
Uglovi ¢ 1 v su naizmeniéni i, stoga, jednaki su
Y e e €]

Zamenom (2) i (3) u (1) imamo:
o4+ 8+y=2d
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Teorema 11. Spoljainji ugao trougla jednak je zbiru dva
unutrainja nesusedna ugla.

Iz slike 124, vidi se da je ugao (3, spoljadnji ugao trougla ABC.
Ovom spoljainjem uglu nesusedni unutcadnji uglovi su « 1y, Prema
tome, treba dokazati da je B; = « 4 v.

Kako je B, == + ¢ .... (Vid. sl. 124) i s obzirom na (2) i (3),
imamao

Pr=a-Fr.
Teorema 12, Zbir spoljainjih uglova u trouglu iznosi 44,

Na osnovu (T. [1) imamo

ay=H+r
Bi=a+vy > +
Ti=«-F+p

o, +B i F =2+ 2P+ 2y =2(a+ L+
A kako je prema (T.10) e + 8 4+ v =2d
o Pyt =4d

VEZBANTA

1) Dat je zbir dva spolja¥nja ugla trougla «, -+ B, = ©. Doka-

zatl da je y = @ — 2d.

2) U wouglu je dat ugao y. Odrediti ugao pod kojim se seku

so. 1 3f.

3) Visina i simetrala ugla povuleni iz istog temena trougla
obrazuju ugao koji je jednak polurazlici ostala dva ugla.
Dokazati.

4) Visina pravouglog trougla deli pravi ugao na dva dela koji su
jednaki oStrim uglovima trougla. Dokazati.

3, ODNOS STRANICA I UGLOVA U TROUGLU
Teorema 13. U trouglu naspram jednakih stranica leZe jednaki
uglovi.
Neka su u wouglu ABC (sl. 125) dve stranice jednake:
AC = BC.
186

Treba dokazati da su uglovi koji su naspram tih stranica, jednaki:
- A

Konstruifemo simetralu stranice AB, pravu s. Poito je teme C jednako
udaljenoc od 4 i B, ono pripada toj simetrali, Rotacljom oko prave s
za ugao 180°, NB se presiikava u AN, a BC u AC stoga je

e

(=]

"
A [ 5

St 125 Sl 126

Teorema 14, U trouglu naspram vece stranice lefi vedi ugao.
Treba dokazati da je
o« > f

ako je a > b (sl. 126). Povudemo simerratu ugla y — CD.

Rotacijom oko povudene simetrale za ugso 180° trougao ADC
preslikave se u trougao DA'C tako da je « DA'C = «. Ugao « je,
medutim, u ADBA’ spoljadnji ugao i, prema {T. 11),

=034 ¢ f=e¢=a>0

Teorema 15. U trouglu naspram veeg ugla leZi veca stranica.

Ova teorema je suprotna prethodnoj (T. 14). Ona se najlakie
moZe dokazati ako se primeni nafin dokaza ad absurdum.

Pretpostavimo da je wvrdenje teoreme netatno. To znadl da,
pa osnovu predpostavke « > f (sl. 126), sledi tvrdenje: ili a =15
i a < b

Ako je @ = b, onda je o = B, $o je dokazano (T. 13).

Tvrdenje ¢ < & nije takode osnovano, jer bi u tom sludaju p > «,
kao §to je to ved dokazano u T. L4

Znati, tvrdenje teoreme da je a > b, ako je o > B je talno.
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Posledica 1. U tupouglom trouglu stranica koja leZi naspram tupog
ugla je najveda. ‘

Postedica 2. U pravouglom trouglu hipotenuza je najveda stranica.

Posledica 3. Normaia je najkraée rastojanje tacke od prave.

4., ODNOS STRANICA U TROUGLU

Teorema 16. Zbir dve stranice u trouglu vedi je od wece, raz-
lika dve stranice manja je od trece stranice.

Daokazati da je zbir dve strani-
ce u trouglu vedi od treée stranice,
7 znaCilo bi dokazail du je

C i
\ ’1; b ocxa oo {3
b \3 / Ako se bilo koja stranica srougla, na
- primer ¢ {sl. 127}, uzme kao najveéa,
% N Y. e>alic>b onda od tri ne-
AY jednakosti, preostaje da se dokale

A IS 8 samo (13, jer su (2) i {3} otigledne,

Sl 127 Da bismo dokazali da je g -+
L -+ & > ¢ produzimo AC i prenesemo
CD = a (s. 127). Dobijeni wougac BDC je jednakokraki i stoga je

B = B3 i (4)

u trougiu ABD
S=¢e,4+8=35> ¢
ili, 5 obzirom na (4),
3> g
Na osnovu (T I3) imamo

AD > AB i a+b>c¢
Ako se b, odnosno @ prinese na drugu stranu nejednakosti, dobijamo
c—b<a osnodno ¢—a < b
Iz {2) imamo b — a < ¢
Posledica. Duz koja spaja dve tatke manja je od bilo koje izlom-
ljene lnije koja spaja iste talke.
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5. PODUDARNOST TROUGLOVA

Za dva trougla kaizemo da su podudarni ili kongruenrni ako se
nekim pomeranjem mogu dovesti do poklapanja.

To znaéi da su im odgovarajuéi ili homologni elementi jednaki.
Prema tome, ako je

AABC = A 4,B,C, (sl. 128),

SLo128

onda moraju imati mesta jednakosti:
a=ga; b=5b1c¢c=1¢
w=uay; pP=PF 1 v=r
Teorema 17. Dva trougla su podudarna ako su im jednake po

dve stranice i uglovi koje te stranice obrazuju (prvi uslov 0 podudarnosti
trouglova).

Pretpostavimo: b — by; ¢ = ¢y; « = o
Tvrdenje a=a; P =BT ="

Ako se trougao A4, B, stavi na trougao ABC tako da se jednaki uglovi
e 1 e, poklope, onda, usled jednakesti b = b, i ¢ = ¢,, poklopie se
i temena C i C,, odnosno B i B, 1.

a=a; F=B1 vy=1.

Posiedica. Pravougli trouglovi su podudarni ako su im jednake
katete.

Teorema 18. Dva trougla su podudarna akoe imaju po dva
jednaka ugla i stranice na kojima leZe ti uglovi, (drugi stav o podudar-
nosti trouglova).

Meka je u trouglovima ABC i A,B,C, (sl. 128) e = o; § =B,
i ¢ = ¢;. Treba dokazati da je A ABC == A 4,B,C,.
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Posto je ¢ = ¢y, stranice AB 1 A4,B, mogu se dovesti do pokla-
panja (sl. 128). A kako & = «; i B = #,, dolazi do poklapanja krakova
tih uglova AC 1 A,C; odnosno BC i B,Cy, pa se njikove presedne
tatke C 1 C, poklapaju.

Kako na osnovu (T. 10) dva unutra$nja ugla trougla odreduju
treci, ovaj stav o podudarnosti trouglova mogao bi se formiralsti ovako:

Dwva trougla su podudarna ako imaju jednake po jednu stranicu
i po dva ma koja ugla.

Teorema 19. Dva trougla su podudarna ako su sve tri stranice
jednog trougla jecdnake sa odgovarajudim stranicama drugog trougls
(tre¢l stav o podudarnosti trougiova).

Neka je a =ay; b =5b;; ¢=¢, (sl. 129).

Usled jednakosti stranica ¢ i ¢, tro-
ugao A,8,C, moie se dovesti u poloZaj
ABC'. Podto b = b,, tatka 4 je jednako
udaljena od ta¢ke C i C'. Isto se moze
reéi i za tacku B jer je a = o, Prema
tome AB je simetrala duii CC’. A 10
znaél da rotacijom oko AB za ugao 180°
tatka C se preslikava u C', pa se troug-
lovi ABC i ABC’ poklapaju.

Teorema 20. Dva trougla su po-

< dudarna ako imaju jednake po dve stra-
Sl 129 nice i ugao naspram vede stranice (Servrti
stav o podudarnosti trouglova).

Posmatrajmo prvo sludaj da dva trougla imaju po dve jednake

steanice, CB, = ai CB, =a,, gde je a = a, i b = b, = 4G (s}. 130)
idajea<hb

51,130
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Vidimo da, iako trouglovi 4B,C i AR,C imaju po dve jednake
stranice 1 uglovi o i =, koji su naspram manjih stranica jednaki, t
trouglovi nisu podudarni.

Ako je, psk, ugao « naspram vece stranice, tj a>b, onda je b=
= b; = AC isuanice a = a, odreduju na kraku Ax ugla « istu tagku B,
Talka B’ ne dolazi u obzir jer u trouglu ACB’ nije zastupljen ugac «.

Znadi, ako je kod trougla b = b, i « = o, poklapaju se njihova
temena A 1 C i uglovi CAB, ako je pri tom i @ = a, uz uslov a > b,
treée teme im je u istoj tacki (B). Prema tome trouglovi su podudarni.

6. SREDNJA LINIJA TROUGLA
Definicija 15. Srednja linija trougla je du? koja spaja sredine
dve stranice trougla.

Teorema 21. Srednja linija trougla pa-
ralelna je sa trecom stranicem trougla i jednaka
je pjenoj polovini.

Neka su tadke P 1 Q u sredini stranice
AC, odnosno BC. Treba dekazati da je PQ ||

AB i daje PO = %ZE. (sl. 131). Iz slike se

Sl 131

vidi da je
AP+ Fo A_Q,}:‘55+P_Q=A_é+§:g
AB + BQ = AQ

Pokto je A_15=—P_A’=—é—c?1?’ i
BO = L BE
~ B,

— 1 — == . 1 R

PQ = — AB + —AB +— BC CA ili
2 2

— [ — 1 — — —

PO =— B+ (4B + BC + C4)
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— _> —_—
Kako je 4B -~ BC -+ CA =0, imamo
—_ 1 —_—
PO = — - AB.
© 2

Prema tome, vekrori P_Q i 4B su kolinearni, tj. PQ || AB.

— 1, = .
Osim toga, PQO] = ? |AB), a to znadi

7. ZNACAINE TACKE TROUGLA

Teorema 22, Simetrale stranica trougla seku se u jednoj tacki.
T tadka je sredifte kruinice opisane oko trougla (Cirkumcentar).

Neka su sq, spise simetral> a, b i¢
stranica trouglta ABG (sl 132} Povufemo
prvo dve, bilo koje, simetrale stranica
trougla, na primer s, 1 s, i neka sc
one seku u tafki 5. Treba dokazari da i
simetrala weée stranice prolazi kroz tu
tacku, tj. da tatka § pripada simetrali sp.

Kako tatka § pripada simetrali sq,
onda je, kao i svaka druga tatka te si-
metrale, jednako udaljena od rataka A 1 B

Ali, tacka § pripada i simetrali s,. Stoga je

SB=8C ... ... . (2)
Iz (1) 1 (2) sledi

54 =8¢,
2 znadi da je tadka S jednako udaljema od krajnjih ralaka stranice
AC. Drugim re¢ima, tatka § pripada simetali s

Tz (1) i (2) sledi
54 =SB = SC.
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Prema tome, tatke A, B i € su jednake udaljene od tatke S.
Znati: tatka § je srediSte kruZnice opisane oko trougla ABC.

Teorema 23. Simetrale unutrainjih uglova trougla seku se u
jednoj tacki. Ta ratka je sredifte kruZnice upisane u trougao (Incentar).

Povudemo simetrale bilo koja
dva ugla, recimo s, i sz 1 neka
se one gseku u tacki S.

~ Posto tacka § pripada simetrali
ugla ¢, ona je jednako udaljena od
krakova tog ugla

SP=5SN ... .. (3)
Tacku § pripada i simertrali ugla B i, stoga, je

SP=3M ... ... (4)
Te (3) 1 (4) sledi — _ '

SN=S8M ..................... (5)

Kraci ugla y su CA 1 CB1iz (5) vidimo da tatka S je jednako udaljena
od krakova ugle v, prema tome — tatka S pripada s;.. A 10 znadl

da se Sgs Sp 18 seku u talki S
Osim tega, iz (3) 1 (5) imamo
SP = SN = SM.

Tacka & je, dakle, jednako udaljena od stranica wougla ABC,
pa je zato srediSte kruZnice upisane u njega.

Teorema 24, Qdselci para-
f lela jzmedu dve paralelne prave su
/ /f jednaki.
% 5 Pretpostavimo: p|1gil|l¢
Tvrdenje: AB =DC1i AD — BC

—
Translacijom za vekics AD tatka A
prelazi u ratku D, 2 B u C, tako

da se duz AB ovom transforma-
Sl. 134 cijomn preslikava w duz DC.
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Prema tome AB = DC.

Translacijom za vektor AB duz AD preslikava se u BC. Stoga
su te du?l jednake AD = BC.

VEZBANJIE

1) Dokazati ovu teoremu pomoéu rotacije oko sredine duii AC ili BD.
2) Dokazati ovu teoremu pomodcu podudarnosti trouglova.

Teorema 25. Visine trougla seku se u jednoj tacki. Ta tacka
je ortocentar trougla.

Kroz temena trougla 48C (sl. 135)
povudemo prave koje su paralelne sa nje-
govim stranicama i koje se seku u taé-
kama 4,8,C,. Onda ic

A4;By |1 4B; A, Cy i) AC,
B,C || BC

. Dokaza¢emo prvo da visine trugla ABC,
51135 AE, BF i CD, pripadaju simetralama

stranica trougla A(B,C,. Simertrala duZi
prolazi kroz sredinu te duZi i normalna je na nju. Posmrarajmo visinu

CD. Tatka C je zaista u sredini stranice A B,.

Na osnovu (T. 24) imamo:

B,C = 4B| _, 5¢ = T4, (sl. 135).
cA, = AB

Tatka C, dakle, polovi duz 4,8,. Osim toga, CD | AB i, kako je
ABi11AB=CD 1 A4,B,. Znatt CD pripada simetrali stranice
A,.B, tougla 4,B,C,.

Na isti nadin mofemo dokazati da i visine AL i BF pripadaju
simciralama stranica B Cy, odnosne 4,C; wougla A,B,C..

Poito se simerrale stranica trougla seku u jednoj tacki (T. 22),

znadl i visine trougla ABC, koje pripadeaju simetralama stranica trougla
A.B,C, seku u jednoj tagki.
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Teorema 26. Tezidne linije (medijane) trougla seku se u jednoj
tatki. Ta tacka je teZifte trougla {Baricentar).

Povutemo u trouglu ABC (sl. 136} dve, bilo koje, teZifne linije,
recimo, AN i BN i neka se ope seku u tagki 7.

Dokazaderno prvo da tacka T deli
svaku od d njih u odnosu 2 : 1, 1j. da je
AT =2TN i BT = 2TM.

U tomn cilju spojimo ratke M1 N
koje su u sredini stranice AC, odnosno
BC i tatke P i Q koje su u sredini dugi
AT, odnosno BT. Tako dobijeni troug-
lovi MTN i POT su podudarni. Zaista,
duz M_Nje srednja linija u trouglu ABC |,
stoga, je (T. 21)

MN = ;- AB i MNAB ... ....... (6)

Dui PQ je srednja linija u touglu ABT, i to znadi da je

PO iPOVAEB ... ... ... .. (7

Ry
2
Iz (6) 1 (7) sledi
PO = MN i PQ || MN

Osim toga uglovi = ¢, i ¢ = &, kao naizmenidni, pa je A MTN =
= A PQOT.

Rotacijom oko tatke T, za ugao 180° tatka M prelazi u Q, u
N i P tako da je

AP — PT = TN

i BO = OT - TH

Time smo dokazali da presedna tatks (T dve bilo koje tefisne linije
deli svaku od njib u odnosu kao 2 : 1. Ako bismo povukli treéu tefiinu
liniju, ona bi podelila ve¢ povudene tefidne linije u istom odnosu
2:1, a to znati da ona mora proéi kroz tacku T.
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Presek simetrale stranica trougla, presek simetrala uglova, presek
visina i presek tezidnih linija, 1j. srediSte opisane krufnice oko trougle,
sredidte kruZnice upisane u njega, ortocentar i teZifte Zovu se znafajne
taCke trougla. Ako je trougao tupougli onda su ortocentar i srediSte
opisane kruZnice van oblasti trougla.

Teorema 27. Hipotenuza pravouglog trougla jo preénik kruz-
nice opisane oko njega.

Weka simetrala katete a sede
hipotenuzu trougla 4BC u tacki §

(sl. 137). Onda je S4 = SC. Kako
je A ASC jednakokraki,

Gy = G (8)

U pravouglom trougla zbir oftrih
uglova

a+f=d=p=d—« (9

Sl 137 Ugao B, =d — o, ili, s obzirom
na (8),
fo=d—=a .. (t0)

Iz (9) i (10) sledi
By =¢
To znaéi da je A CBS jednakokraki. Prema tome,
SB = §C = SA.

Tatka S koja pripada hipotenuzi trougia i koja je jednake udaljena od
njegovih temena, je sredifte kruZnice opisane oke tog trougla.

SL 138

Definicija 16. Ako imamo neku duZ 4B i ra¢cku M (sl. 138).
Ugao ¢ koji cbrazuju keaci MA i MB je ugao pod kojim se duz AB
vidi iz ratke M. Na osnovu (T. 27} moZe se formulisari Guu 6. Geo-
metrijsko mesto tataka iz kojih se data du® vidi pod pravim uglom je
kruZnica kojoj je data duZ preénik (sl. 139).

8. GEOMETRIJSKA KONSTRUKCIJA TROUGLA

Tzvesti geomertrijsku konstrukeiju trougla znadi na osnovu dach
clemenara, upotrebom Sestara i lenjira, konstruisati trougac u kojem
su zastupljeni t elementi.

Za konstrukciju trougla u opdtem sluCaju, 1j. kod kosouglog
trougla, potrebno je eri podatka. Ti podaci moraju biti nevezani ti.
takvi da se pomoéu dva ne moZe odrediti tredi.

Kod jednakokrakog trougla dovolino je dva podatka, jer, ako
mu je dat jedan keak, time je dat i drugi, ili, ako mu se zna jedan ugao,
poznata su mu sva tri ugla.

Pravougli trouglao je odreden i sa dva pedatka, jer, ake se zna
da je trougao pravougli, dat mu je jedan ugao-— prav. Jednakostraniéni
trougao je odreden sa jednim podatkom.

Ako se pomoéu datih elemenata mogu konstruisati dva ili vide
trougla, zadarak u rom slu€aju ima dva ili viSe refenja. Ispitivanje
broja refenja u zavisnosti od pedataka — ¥to je stvar diskusije zadatka,

Ako konstrukcijom dobijemo dva podudarna trovgla, smatramo
da zadatak ima jedno redenje.

Primeri:

1) Konstruisati jednakokraki trougae ako mu je data osnova a i
vising koja odgovara kraku fy.

SL 140
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Analiza: Podto je wraZeni trougao jednakokraki, znadi, osim po-
daraka a 1 Ap, znamo da je u njemu A8 = AC, Pomodu date visine Ay
nije tedko odrediti poleZaj temena C (sl. 140). Kako je teme B od temena
C udaljeno za a, ono pripada kruznici (C, @). Teme A odredeno je na
pravoj p, kojoj pripada krak A8, simetralom osnove BC (gmz. 2).

Konstrukcija: Prvo se povude proizvoljna prava p (si. 140). U bilo
kojoj tacki D te prave konstruide se normala u na tu pravu i prenese na
nju duz DC = Ay, Tz dobivenog temena C opifemo kruzni luk (C, a)
koji sele pravu p u tatkama B i B;. Konstruiemo zatim simetralu s
stranice B8C, koja ma pravoj p odreduje trede teme traZenog trougla.

Dokaz: U konstruisanom trouglu su zastuplijeni pedaci zadatka.
Osim toga, teme A pripada simetralt stranice BC i, kao 1 svaka tacka
simetrale dufi, ono je jednako udaljeno od B i C. Zna&l konstruisani
wougao ABC je traZeni.

Diskusija: Zadatak ima redenje jedino sko kruZni luk (C, a) sece
pravu p, a o ako je a>h,. Ako bi se za konstrukciju iskoristila druga
preseCna tatka B,, dobio bi se drugi trougao koji je podudaran sa kon-
struisanim. Zaro kafemo: Zadatak ima jedno refenje.

Si. 141
2) Konstruisati trougao ako mu je data stranica ¢, visina J, i
teZidna linija fq.
Analiza: Pretpostavimo da je =zadatak re¥en: trougac ABC
(sl. 141) je traZeni. Ako stranica 4B pripada proizvolinej pravoej p,
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onda teme C pripada pravoj g (gmt, 4), a tatka F, sredina stranice BC,
pravoj 5 (gmt. 5). Teme A se moZe odrediti presekom (F, t) gmr. 1
1 prave p.

Konstrukeja: Povutemo proizvoljnu pravu p 1, u bilo kojoj tacki
D te prave, konstruifemo normalu ». Prenesemo na tu nermalu duZ
DG = hp. Kroz ratku G povudemo pravu ¢ !| . Konstruifemo zatim
simetralu duzi DG — (gmt. 5) kojomn je cdredena tagka F. KruZnim
lukom (F, t;) odredimo na pravoj p teme A i nanesemo AB =ec.
Prava BF odreduje na pravoj g teme C. Trougac ABC je traZenl

Dokaz: sledi iz analize i keonstrukcije. Trougao ABC je traZeni
jer sadrii date elemente,

. . . .. . A,
Dishustia: Ako je 1, < % zadatak nema refenja. Ako je tg = —

moguce je konstruisati samo jedan trougao, ako je pak ty >-Ec—, (F, ta)

sefe pravu p u dvema tackama i dobijamo dva podudarna trougla.

MoiZe se desiti da su podaci u zadatku tako odabrani da ne omo-
¢uju neposrednu konstrukeiju trougla, kao &to je to bio sluéaj u nave-
denim primerima. U tom slufaju treba pokudati konstruisati neku
pomodénu figuru, koja moZe da bude jedan deo traZenog trougla ili,
pak, da sadr?i u sebi traZeni trougao i, preko te pomoéne figure, dodi
do refenja.

Evo, uzmimo primer.

3) Konstruisati trougao ako mu je data stranica ¢, razlika ostale
dve stranice a — b =m 1 ugao p.

Analiga: Pretpostavimo
da je trougao ABC (sl. 142)
trazeni. Iz slike se vidi da se
traZeni trougao sastoji iz tro-
ugla ABD i jednakokrakog
trougla ADC, Pomodna figura
u ovom sludaju bio bi trou-
gao ABD. Njega je lako kon-
struisati jer imamo dve strani-
ce ¢ 1 m 1 ugao f ko)l one
obrazuju.

Zadatak se, dakle, sveo SL 142
na to da se odredi trede teme

trazenog trougla. Kako je AC = DC, teme C je odredeno preseckom
prave BD i simetrale s duii AD.
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Konstrukcija: Konstruiemo prvo pomoénu figuru: trougao ABD.
Zatim konstruifemo simetralu 5 kojom odredujemo treée teme trougla.

__Dokaz: Tatka C pripada simetrali duzi AD. Premu tome AC =
= BC == b Xako je BC=b+m= BC =a.

Diskusija: Zadatak ima jedno redenje ako je pomoéni trougao
wpougli, tj. ako je 42 ADB > d. Ako je, pak, taj ugac prav ili odtar.
zadatak nema resenja.

Relenje zadatka je Cesto olakiano primenom transformacija u
geometriji.

Evo primera;

4) U trouglu su date stranice a, b i tefi¥na linija T, Konstrui-
sati 1rougao.

Pedaci:

Analiza: Podimo od
pretpostavke  ca  je zadatak
resen. Trougay ABC sadrii
podatke postavljenog zadatka
(sl. 143). Rotacijom oko talke
F za ugao 180° teme C prelazi
u £’ i trougac A8C tom tota-
cijom preslikavaseu A ZAC'B.
U ovoj tranformaciji stranica
BC =a prestikavase u AC' =
= a. Lako je sada konstru-
sati pomodénu figuru A CC'A
jer su u tom trouglu poznate
sve fri strandce.

Sl 143 Konstrukeja: Ionstrui-

$emo prve pomodéni trougao

CC'A (sl. 144). Na proizvoljnu pravu p nanesemo dui CC’ = 2.
Zatim kruznim tucima (C, 0) i (C’, a) odredimo teme A traZenog tro-

ugls. Povufemo  polupravu .
AF i panesemo na nju FB = AN
= AF. Time je odredeno i 4 \\w
teme traZenog trougla, / .
[ t N
Dokaz: Analiza potvr : “

duje ispravnost konstrukcije,
kojom je realizovan zahtev
zadatka. N
Sl 144
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Diskusija: Zadatak ima jedno redenje ako je pomocu podataka
zadaraka mogude konstruisati pomodni trougao CC'A, 1j. ako je

a+b. a—b
e < a+ b= < 1t >
p
§to se moZe napisati
a—b a--b
—— ey € ———
ZADACI

Zad. 250. Konstruisati trougao ake su mu dati uglovi e, B 1
visina #e.

Zad. 251 U trouglu su data dva temena A 1 B i tezidte T, Kon-
struisati trougao.

Zad. 252. Konstruisati trougao ako su mu data dva tlemena
A i B i ortocentar Q.

Zad. 253. Konstruisati trougao ako su mu data dva temena
A 1 B i sredidte kruZnice upisane u njega — tacka S,

Zad. 254. U trouglu je dato: stranice @, & i visina A;. Konstrui-
sati trougao.

. Zad. 235, Konstruisati trougao ako su mu date stranice b, ¢
i visina A,

Zad. 236. Konstruisati pravougli trougao oko mu je dat ugao a
i zbir kateta a + b = m.

Zad. 257. Konstruisati pravougli trougac ako mu je dat ugao «
i zbir katete i hipotenuze a + ¢ = m.

Zad. 258. Konstruisati trougao ako mu je data stranica ¢, razlika
ostale dve stranice a— b = m i ugao «a.

Zad, 259. U trouglu su date teZidne linije rq, tp 1 ugao koji one
obrazuju p. Konstruisati trougao.

Zad. 260. Konstruisati pravougli trougac ako mu je data hipo-
tenuza ¢ 1 teziSna linija 4.
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Zad. 26/, Konstruisati trougac ake mu je data visina /i, teZifna
linija f 1 ugao o.

Zad. 262, Konstruisati jednakokraki trougao ako mu je dat
ugao o i zbir osnove 1 kraka a 4 & = m.

Zad. 263. Konstruisati jednakostraniéni trougac szko mu je dat
zbir stranice i visine a + & = m,.

CETVOROUGAD
1. PARALELOGRAM

Definicija 17. Paralelogram je &etvorougao sa dva para para-
lelnih stranica.

Teorema 28. Supretne stranice paralclograma su jednake.

Suprotne stranjce paralelograma su jednake kao odseci paralela
izmedu dve paralelne prave (T, 24).

Teorema 29. Suprotni uglovi paralelograma su jednaki.

Suprotni uglovi paralelograma su jednaki kao uglovi sa paralelnim
kracima (T. 4, sl. 105b).

Teorema 30. Dijagonsle paralelo-
grama se polove.

Neka se dijagonale paralelograma
ABCD (sl. 145) seku u tacki §. Lako je
dokazati da trouglovi ABS i C5D podu-
Si. 145 darni. Prema (T. 28) AB = CD i uglovi
gy =z, i 9, = @, kao neizmenilni.

Pa, prema tome,
AS. 5C i BS= 35D

Posledica: Paralelogram je centralno simetritna figura sa centrom
simetrije u preseku dijagonala.

VEZBANTA

1) Ako su u &ervorougly dve suprotne stranice jednake, éetvoro-
ugao je paralelogram.
Dokazati.

2) Cervorougao ie paralelogram, ako mu se dijagonale polove.
Dokazati.
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3) Ako se u bilo kojem &etvorouglu spoje sredine stranica, tako
dobijenl Cetvorougac je paralelogram.
Dokazati.

Definicija 18. Pravougaonik je pravougli paralelogram.
Teorema 31. Dijagonale pravougaonika su jednake.

Kod pravouglih trouglova 4BC 1 ABD jednake su katete: AB
zajedni¢ka t AD = BGC (sl. 146).

Prema tome, ii trouglovi su podudarni, pa su im 1 hipotenuze
jednake

AC = BD

Nije tetko dokazati da provougaonik osim centra simetrije, kao i
svaki paralelogram, ima dve ose simetrije (simetrale njegovih stranica).

Dcfinicija 19. Romb je pa- b
ralelogram  ¢ije su sve srranice gy
jednake.

Teorema 32, Dijagonale
romba su uzajamno normalne 1
polove njegove uglove.

A 8 8
SI. 146 Sl 147

Poito je AD=CD i AB==CB (sl. 147) tatke B i D su jednako uda-
ljene od krajnjih tacaka dijagonale AC, znadi BD je simetrala dijagonale
AC i AC je simetrala BD. Prema tome AC i BD su uzajamno normalne,
Osim toga, uglovi @, = @,, jer rotacijom oko BD za ugao 180° ti uglovi
se poklapaju.

Na isti nalin se moZe dokazati da je &, = &,

Posledica. Dijagonale su ose simetrije romba.
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VEZBANJE

13 Dekazati T, 32, pomoéu podudarnosti trouglova 45D, DSC,.
ABS i BSC.

2) Visine romba (rastojanje supromih stranica) su jednake.
Dokazati.

Definicija 20. Kvadrar je jednakostraniéni pravougaonik. Kvad-

rat bi s¢ mogao definisati i kao pravougli romb.

Posledice

1) Dijagonale kvadrata su jednake.

2) Dijagonale kvadrata su uzajamno normalne.

3) Kvadrat ima centar simetrije i &etiri ose simetrije.

1. TRAPEZ. TRAPEZOID. DELTOCID

Definicija 20. Trapez je Cetvorougao koji ima jedan par para-
lelnih stranica.

Paralelne stranice zovu se osnovice, a ostale dve — kraci trapeza.

Trapez je jednakokraki ako su mu kraci jednaki.

Rastojanje osnovica jo visina trapeza.

Dui koja spaja sredine krakova je srednja linjja trapeza.

Teorema 33. Srednja linija trapexa je paralelna sa osnovicama
1 jednaka je njihovom poluzbiru.

D & c

St 148

Neka je MN = s srednja linija trapeza ABCD (s1. 148). Prava DN
sece AB u racki F. Iz slike 148. vidi se da je A BFN = A DNC.

Zaista, NB = CN = ;i jer tacka N polovi krak BC = 4. Uglovi
@, = ®; kao naizmeniéni, a £, = =, kao unakrsni. Prema tome, BF =
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=CD =b; 1ako da j¢ AF =a + b Kako je MN srednja linija u
. = 1 —
trouglu AED, to znadi da je MN || AF u MN 5 AF (T.20).

Sredrja linija trapeza, dakle
a4 b
2
Definicija 21. Trapezoid je Cetvorougao koji nema nijedan par
paralelnih stranica niti mu stranice moraju biti jednake.

§ =

C

SI. 149

U trapezoidu moze da bude jedan par jednakih stranica (sl. 149b);
A.D, = A.B,, ali, ako to nije specijalno nagtafeno, uzima se da su
mu sve stranice razli¢ite duzine.

Definicija 22. Deltoid je Eetvorougao koji ima dva para jedna-
kih stranica. i

VEZBANJA
A [

1) Dijagonale deltojda su uzajamno nor-

malne (sl. 150).

Dokazarti.
2) Deltoid ima dva jednaka ugla.

Dokazati.
3) Deltoid irna osu simetrije. 2

Dokazati. Sl 150

3. GEOMETRIJSKA KONSTRUKCIJA CETVOROUGLA

Dijagonala deli &etvorougao na dva trougla sa zajednitkom
stranicom. Tako, u opdtem sludaju (rrapezoid), za konstrukciju Cetvo-
rougla potrebne je pet podataka. Broj podataka za specijalne slulajeve
¢etvorougla moZe da bude i manji
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Paralelnost stranica trapeza je veé jedan podatak i, prema tome,
za konstrukciju raznokrakog trapeza potrebno je Cetiri podatka, a za
jednakokraki dovoljno je tri.

Za paralelogram dovoljno je tri podatka jer ga dijagonala deli
na dva podudarna trougla.

Jednakost stranica romba smanjuje broj podataka. Romb je dakie
odreden sa dva podatka.

Kvadrat je odreden sa jednim podatkom. Posto je deltoid osno
simetri¢na figura, tri podarka su dovoljna da bi se deltoid mogao kon-
slruisati.

Naéin na koji se izvode konstrukcije éetvorougla pokazademo
na nekoliko primera.

Primeri:

t) Konstruisatl trapez ako su mu date paralelne stranice a i &
i kract c i d.

51, 151

Analiza: Translacijomn za vektor DC = b krak AD preslikava se
u FC =¢, tako da je FB = a—*& (sl. 151). Pri konstrukeiji trougla
FFBC ne nailazimo na potekode jer imamo sve tri mjegove stranice.

Konstrukeija: Na proizvolinoj pravoj p konstruidemo trougao
FBC i kroz teme C povudemo pravu g !l p (sl. 151). Qdredimo zatim
na pravoj ¢ tafku D kruznim lukom (C, &) i kroe 1u tadku povutemo
pravu paralelno sa CF koja na pravoj p odreduje Zetvito teme trapeza.

Dokaz: sledi iz analize 1 konsrrukcije.
Diskusija. Zadatak ima reSenje ako se moZe konstruisati pemodéni
twrougao FBC, tj. ako je b+c—d <a<b+c+4d.
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2y Konstruisati paralelogram akoe mu je data stranica @, ugao «
i visina, koja odogovara datoj stranici, A

Podaci:

Si. 152

Analrza: Pretpostavimo da je zadatak refen. Visinom A odredeno
je rastojanje paralela p i ¢, kojima pripadaju stranice paralelograma
AB = DC (sl. 152). Uglovi a, = o, kao saglasni.

Konstrukeja: Povulemo proizvoljnu pravu p (sl. 152) i, u bilo
kojoj taéki F, konstruidemo normalu n, Visina FD = I odreduje na
10j normali teme D traienog paralelograma. Kroz tacku D povudemo
pravu g || p 1 prenesemo na nju u taéki D dati ugao «. Transverzala ¢
odreduje na pravej p teme A paralelograma, a time i stranicu AD = b.
QOdredimo zatitn na pravoj p teme B, AB=aina pravoj g teme C,
DC = a. Zadotak uvek ima jedno refenje. Podaci:

3) Konstruisati romb
ako mu je data wvisina & i
dijagonala 4.

Analiza: Pomoéni pra-
vougli trougao FBD odreduje
teme B i D kao i polozaj dija-
gonale AC, a time i ostala dva
temena romba (sl. 153).

Konstrukcija: Konstrui-
Semo pryvo pomoéni pravough

trougac FBD tako da mu ka- —_—
teta bude pa proizvoljngj pra~ A J
voi p (sl. 153). Konstruidemo _—
zatim simetralu 5 dijagonale S1. 153
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BD koja sede pravu p u temenu A trazenog romba. KruZnim lukom
(S5, A) odredimo pa simetrali s teme ¢ romba,

%az:i&éke A1C pripadaju simetrali dijagonale BD. Prema
tome AD == AB i, kako je AS = §C = 4B = BC, tj. stranice kon-
struisanog paralelograma su jednake. Prema tome, paralelogram je romb.

Diskusija: Zadatak ima redenje ako je d > k. Ako je, pak, d <k
— zadatak nema refenja.

B 4) Kon_struisati deltoid ako mu je dat zbir stanica a + & = m,
dijagonala koja spaja temena nejednakih uglova « 1 jedan od tih uglova .
Podaci:

SL 154

Analiza: Za konstrukeiju pomoé nog trougla B0 imamo dovaoljno
— — e
podataka: BF =m; BD =d i ugao DBF = -2 jer je BD osa si-
2
metrije deltoida. Simctrala s stranice FD odreduje teme C traZenog
deltoida (sl. 154),

Konstrukcija: Konstruiéeﬂﬁprvo pomodni trougac BFD (st. 154)
i odredimo na njegovoj stranici BF teme Ctako daje BC = bi GF = a.

Zatim kruZnira lucima, (B, &) i (D, a), odredimo &etvrto reme raZenog
deltoida.

Dokaz: Delwid je osno simetriéna figura. Prema tome,

<ABD=<DBC=%=."<ABC=B.

Qsin1 toga, CF = CD = a, ko da je a + b = m. Podto su u konstru-
isanom delwoidu zastupljeni svi podaci zadatka, or je trafeni.

. Diskusifa: Zadatsk ima redenje — i to samo jedno — ako je zado-
wvoljent uslov m > d (zbir dve stranive treugla vedi je od trede).
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ZADACI

Zud. 264. Konstruisati ervorougao ako su mu date sve &etiri
strane a, &, ¢ 1 d 1 dijagonala f.

Zad. 265. Xonstruisati paralelogram ABCD zko mu je data
stranica AB = q, dijagonala BD = 4 { visina & povulena iz temena D.

Zad. 266. Date su tri tadke, P, O i R. Konstruisati paralelogram
tako da sredine tri njegove stranice budu u tim ta¢kama.

Zad. 267, Konstruisati paralelogram ako su mu date stranice
a, b i visina A.

Zad. 268. Konmnstruisati paralelogram ABCD ako mu je dato;
zbir stranica a + & « m; dijagonala AC=d 1 < DAB = «.

Zad. 269. Konsuruisati romb tako da mu dva suprotna temena
budu u dvema datim tatkama, a tre¢e reme da pripada datoj kruZnici.

Zad. 270. Konstruisati romb u kojem je dato: zbir stranice i
visine @ -6 m i ugao «.

__ Zad. 27]. Konstruisati trapez 4BCD ako mu je dato: stranica
AB = a; 4« DAB = « visina & i dijagonala AC = d.

Zad. 272, Konstruisati trapez ako mu je data paralelna stranica a,
obe dijagonale 4, i d, 1 visina /.

Zad. 273, Konstruisati jednakokraki trapez u kojem je data
stranica a, dijagonala d 1 ugao o.

Zad. 274. U deitoidu je data stranica a 1 obe dijagonale 4, 1 d,.
Konstruisati deltoid.

Zad. 275. Konstruisati kvadrat ako mu je dat zbir stranice i
dijagonale a 4 d = m.

MERENJE DUZIL. RAZMERA. PRODUKCIJA

1, MERENJE. MERNI BROJ

Merenje je uporedivanje. Uporedivati se mogu samo istoimene
velidine (zapremine, dufi, brzine, povriine itd.) i to na dva nalina.
Uporedenjemn se moZe ustanoviti ga koltko je jedna veliCina veda ili
manja od druge, ili koliko je puta jedna velidina veda ili manjz od druge.
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U prvom sluézju kao rezultat uporedenja dobijamo imenovani
broj, a u drugom neimenovani ili apstraktan broj. Wa primer, treba
uporediti dve du?l a = 12 cm i b =4 cm

Da—b=8cm
a

) —=73

)b

Broi 3 pekazuje kolike puta duZ a je veca od duzi & ili, $to je isto,
koliko puta duZ a sadrii duz b.

Izmeriti duf znadi ustanoviti koliko puta ta duZ sadrii neku
osnovnu duzinsku jedinicy, na primer, mm c¢cm, m, id. .

=y =aqg=ncm
1 cm

Broj n, dakle, pokazuje koliko navedenih duzinskih jedinica
sadrzi duZ a, a zove se mernt broj duii a.

2. RAZMERA. MODUO RAZMERE DUZI

Koli¢nik dve duZi % = k zove s¢ razmera ili rélacija, a broj &
ZOVE §¢ rhodue razmere.

Broj k je ceo broj jedino onda ako se duZ b sadszi u duZi a ceo
broj puta. Prenofenjem manje duzi na veéu dobijamo modue njihove
razmere.

Broj %, mcdurim, ne mora biti ceo broj. U tom stucaju, pri pre-
no$enju manje duZi na vedu, dobija se ostatak.

Da bi se nafao moduo razmere dve duZi @ i b ako duZ @ ne sadrii
du & ceo broj puta, mora se odrediti neka duZ ¢ koja se ceo broj pura
sadrzi i u duZi a1 u dufi 6. Neka du? o sadrzi duZ ¢ = puta, a duz b
sadrzl tu duZ »r puta. Onda imamo:

a =i ¢
b=mn ¢
n

. . a
i moduo razmere je kada ? =

DuZ koja se sadrzi ceo broj puta : u duzi o 1 u duZi & zove se
zajednicka mera duzi a1 b. Jasno je da u tom sluéaju postoji beskonatno

210

mnego takvih duzi koje se ceo broj puta sadrZe i u duZi a i u duzi &.

- Na primer, dui 1{2¢, 1/3 ¢ itd. Ako je medu svim duZinama koje sc

sadrze u dve duifi ceo broj puta, duZ ¢ najveda, onda se ta duZ zove
najveca zajednicka mera (n z m) tih dui

Konstruktivne nzm odreduje se Euklidovom metodom veriz-
nog deljenja.

Neka treba naéi moduo raz- o ;
mere dve dusi AB=q i CD=56 ° ¢ “ €k
(slika 155). Prvo treba odrediti nzm P
tih duZi. Prenesemo manju duZ b L L
na vedu g, Vidimo da je a = 2b + Sl 155

+ ¢. Dui FB =¢ je prvi ostatak.

Prenesemo taj prvi ostatak na duZ b. Dobijamo b = 2¢ + 4. Dug
GD = d je drugi ostatak. Prenesemo drugi ostatak naz prvi. Imamo
¢ == 2d. DuZ d, dakle, ceo broj purta se sadrZi u dui ¢. Ta duZ (d) koja
se u prethodnom ostatku sadrzi ceo broj puta je nzm darih duZi.

Kada je nadena nzm treba obe duZi izraziti pomodu te dufi:

a=2b-+
b=12+4d
c = 2d
Iz ovoga dobijamo:
b=4d d b = 3d

a=10d 4+ 24 a=12d

Moduo razmere tih dufi je dakle,

a 124
b B 5d
ili, posle skracivanja sa 4, imamo:
a 12
B 5

Ako se posle konadnog broja prenofenja postednji ostatak ceo
broj puta sadr?i u prethodnom, to znaéi da takve dufi imaju zajednicku
meru, kaZzemo da su one samerfjive il komensurabiine. Moduo razmere
takvib duzi ]6 ili pnrodan bro; 111 razlomak, tj. racionalan broj.

—EA .

Postoje, medutim, i takve dui koje nemaju zajednitku meru:
Takve se duZi zovu mesamerlfive i1l inkomensurabiine.
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3. NESAMERLJIVE DUZI

Teorema 34. Ako je ugao pri vrhu jednakokrakog trougla 36°,
onda su njegova osnovica 1 krak nesamerljive duzi.

Neka je u jednakokrakom trouglu ABC (slika 156) ugao pri
vrhu 4 BCA = 36°. Tada su mu uglovi na osnovi + CAB =
ABC = 72°. Treba dokazati da su osnovica AB i krak BC dve nesa-
merliive duil.

Primenimo Euklidovu metodu veriznog delenja. Prenesimo
AB = CDhnaBCi /i dobijemo prvi astatak duz DB. Zatim duz DB = AF
treba preneti na AB. Ali, duz DEBj je isto osnovica jednakokrakog trougla

sa uglom pri vrhu od 36°% a duz AB mu je krak. Zaista, ako povudemo
simetralu ugia CAB = 72° ona prolazi bas kroz tatku D. Ugao DAB =
= 36°; & ABD = 72°. Prema tome trougao ABD je jednakokraki,

znadi AD = AB. Trougao ADC
je isto  jednakekraki: AD CD.
A o znadi da je CD = AB.

£

Sl 156 Sl 157

Drugi ostatak je dui FB, koja je isto osnovica jednakekrakog
trougla sa uglom pri vrhu 36° u kojem je prvi ostatak krak. Oélgledno
je da, ma kolike produZili ovaj postupak, osnovica takvog trougla nece
sadrZati ceo broj puta u mjegovom kraku. To znadi da zajednicke mere
za te dve duzi ne postoji.

Teorema 35. Dijagonala i stranica kvadrata su nesamerljive duzi.

Neka je e stranica kvadrata ABCD i d njegova dijagonala. (sl. 157).
Dijagonala deli kvadrat na dva podudarna jednakokrako pravougla
rougla, Treba, dakle, dokazati da su kateta i hipotenuza tog tr trougla

nesamerljive. Ako se nlegow kateta prenese na hipotenuzu CF = = 4,

dobija se prvi ostatak FA. Ako se sada u tacki F povude normala na AC,
trougac AGF je isto jednakokrako-pravougli.
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Kake su pravough trouglivi FGC i GBC podudarm, imamo
GB = FG = FA. To znadi da bi drugi ostatak (AH) isto bi bio razlika
hipotenuze (AG) i katete (FG FA) jednakokrako-pravouglog trougla.
Ma kolike pura ponovili taj postupak nede se desiti da se kateta jedna-
kokrako-pravouglog trougla sadrzi ceo broj puta u njegovoj hipotenuzi.
Znadi, te duZi nemaju zajednifku meru. Drugim refima, te duzi su
nesamerljive.

Mozemo, pak, odrediti odnos dijagonale kvadrata i njegove
stranice radunskim putem. Iz pravouglog trougla ABC imamo:

d* = a* + a* - :-d=a;\/_2_
Razmera:

d a'\/i =
- = = 1/2
a a v

Nije teiko dokazati da broj 472 niti je ceo broj, niti je razlomak, 4.
ne pripada skupu racionalnih brojeva.

Zaista, 1 <4/2 < 2, jer 12 =1, a 22 = 4. Polto izmedu 1 i 2
nema celih brojeva, v/2 nije ceo broj.

Isto je lako dokazati da 4/2 nije ni razlomak.

Podime od pretpostavke da je /2 neki razlomak v i da bLrojevi

q
£ 1 ¢ nemaju zajednicki faktor, tj. da se raj razlomak ne moZe skratiri.

V7 =2

q
Kvadriranjem dobijamo:
2
s 2
2
q
P .. . PP . NP Y
Ako se -—— ne moZe skratiti, onda se ni . De moZe skratiti, niti moZe

da ima 3rednost 2. To dovodi u protivureénost sa pretpostavkom da
je /2 razlomak. Stoga se ra pretpostavka mora odbaciti kao neosnovana.
A o znadi da 4/2 nije razlomak.

Broj koji nije ni ceo, a ni razlomak zove se iracionalan broy. Svi
racionaini i svi iracionalni brojevi predstavijaju skup reafnih brojeva.

Prema tome, ako su dve duZi nesamerljive, moduo njihove raz-
mere je iracionalan broj. VaZi, razume se, i obrnute: ako je moduo
razmere dve duii iracionalan broj, duZi su nesamerljive,
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4. GEOMETRIJSKA PROPORCIDA

Ake dve razmere imaju isti moduo, onda su one jednake:

L=k i =&
b d
o znadl da je:

a [
- i iliatb=cid oo L
2 (0

Jednakost dve razmere zove se geomelriska proporcifa ili sracmera.

Za duii a, b, ¢ 1 d kaZemo da su ¢lanovi proporcije { to: a i d
spoljainji, a & i ¢ unutradnii.

Ako Cetiri duZi ili, uopdte, bilo koje velidine, obrazuju geomet-
rijsku proporciju, kazemo da su proporcionaslne. Ofdigledno je da se
jednakost (1) moZe napisati 1 ovako:

b d

a ¢
Osnovno pravilo kod geometrijske proporcije je: preizvod krajnjih
&anova jednak je proizvodu srednjih ¢lanova, To se odmah vidi ako se
jednakost (1) pomnoZi sa db ili jednakost (2) sa ac, dobijamo: ad == bc.

Ako su nam u proporciji poznata tri ¢lana, Cetvrti se moZe izra-
dunati:

a b

Eatngyg s (3)
< [ c

Svaki ¢lan proporcije zove se Cetvrta geometrijska proporcionala
za ostala trl. Tako je x u proporciji (3) &etvrta geometrijska propor-
cionala za a, & 1 c.

U proporciji u kojoj su dva ¢lana jednaka:

x a a?
[ Y
a b b
x j& treca proporcionala za a i b.
. a .. X b . L,
Proporcija — = 7 ili — = —— zove se neprekidna, a njen Clan
X a x

~ je geometrijska sredina Clanova a i b
¥ =ab=>x=+/ab
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5. PRAMEN PRAVIH

Definicija 23. Pramen pravih je skup pravih koje pripadaju
istoj ravni i koje se seku u istoj tacki. Ta tatka se zove teme ili cenrar
pramena (slika 158).

Teorema 36. (Talesova rteo-
rema) Ako se prave pramena preseku
sa dve paralelne prave onda su:
1) Odgovarajuéi (homologni}
odseéct ma um pravima propor-
cionalni,
2} Odsedcei na paralelama pro-
porcionalni su sa odgovarajuéim
odsedcima na tim pravima.
Uzmimo da su dve prave pra-
mena p i g presecene sa dve paralelne 51158
prave /i ¢ u tatkama A4, 4,1 B, B,.
Tejratke i twacka 7 odreduju osam duZi (slika 159).
Na pravoj p: TA, TB i AB
Na pravoj g: I’T‘Il, T_éli Al_B, L
Na paralelama: AA; {(nal) i
BB, (na &)
QOdgovarajuée ili homologne duii
na pravima p i g su:

TA i TA,; TB i TB,; ABi A,B,

P Duii Mz_‘TA_, na pravoj /, odgovara

duz TA na pravoj p, ili duZ TA4,

na pravoj . Duzi BB, na pravoj ¢

odgovara duz 7.8 na pravoj p ili du
ﬁ:ﬁ na pravoj g¢.

Dokazacemo prvo da su odgo-

varajuél odsefel na pravima p i ¢
proporcionalni, tj.:

TA _TA, TA _T, TB _ T
TB 7B, AB  A,B, AB  A:B,

Neka je a nzm duZi TA i AB i neka sc ona sadrzi u duzi 74 m puta,

a u duii AB n puta.
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Ako se sada kroz deonc take pevuku prave paralelne sa /, one ¢e

podeliti duz T4, na m, a du? A,B, na » jednakih odse¢aka i neka je
taj odseéak b, Onda moZemo napisati;

TA=m a fZ1=m-b
TB=(m+nya ITB,=(m+n &
Razmera duzi 74 i TB je:
ﬁ n-Q m

TS {m - n)-a_m-i—n
Razmera duzi T4, i TB, je:

ﬂl _ m- b _m

TB, (m--n)b ml-n

- . . ey (TR
Vidimo da je moduo tih razmers isti

m-in
Prema tome, imamo proporciju:
TB 7B,

Kako je AB = na i A,B, = nb, moZemo napisati;

_T_i m-oa _om ,ﬁx m b

3

AR n-a n A, B, n-b n

. . . s b .
Ove razmere imaju takode isti moduo —, stoga je:
n

TA _ T4,

AB  A.B,
TB (m-+ma m4n
AB n-q TR
TB, _ (n+tmb min
_A_;él_ n-b oon
T _
A 4B,
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Dokazaéemo sada da su odsedci na paralelama ! i ¢ proporcionalni sa
odgovarajuéim odsefcimna na pravima p i g, tj.
AA,

TA | A4, _ T4,
BE, TE BB, T8,

Kroz deone tacke duzi T'8 (slika 159) povulemo prave paralelne sa

pravom ¢. Te prave podeli¢e duz A4, na m, a duz BB, na m -+ n

jednakih odsedaka | neka je taj odsecak ¢. To znadi da je:

Ad, = mc BB, =(m -+ n)¢c
Razmera tih duii je:

AAy me m

BE, (m+mc m+n
A, kao $to smo ved videli, i

TA _ TA_

TB TB, m+n

to znact da je:

A, _ TA _ TA,
BB, TE TB,
VEZBANJA

1) Dokazari da teorema 36 wvaZi i za tri prave pramena.
2) Dokazati da je: I_A = E (slika [59).

TA, TB,

3) Dokazati da Talesova teorema vaZi i za snop pravih presefenih
sa dve paralelne ravni. (Snop pravih je skup pravih u
prostoru koje prolaze kroz istu tadku) (slika 159).

Uputstvo:
AB|'AB;;  BCI| B,C,
DE||D,E; CDIIC,D,
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6. PRIMENA TALESOVE TEOREME

Kod reSavanja konstruktivaih zadataka éesto je trebalo sabirati

ili cduzimari date duZi. Primenom Talesove teoreme rmogude je viditi

i druge operacije sa duzima na koje se &esto nailazi u re¥avanju kons-
trekuvnih zadataka.

, ) Uzecemo nekoliko primera:

e g 1) Datu dut A8 = & podeliti
= na n jednakih delova. (specijalan
slu¢aj n = 5).
Iz bilo koje krajnje tatke date
duzi AB povutemo polupravu p
i pod proizvoljnim uglom (slika 160).
Sl 160 0Od tatke A nanesemo na tu polu-
pravu # (na slici 160. 7 = 5) jed-
nakih, proizvoline duzine odseaka. Krajnju taéku D spejimo sa B 1
kroz tacku F povuéemo pravu FC {1 DB, Duz CB = %a.
_Doka:—:: Na osnova Talesove teoreme, imarmo: CB:AB =
= FD : AD; a, kake je prema konstrukciji:

FD:DA=1:5

toje CB:AB=1:5 il aé=;—AB,
2) Darte su i duZi a, b 1 ¢. Konstruisati duf x = ﬁ (konstru-
[
isati Cetvrtu geomerrijsku proporcionalu).

Primenom Talesove teoreme ovaj zadatak se moZe rediti na
dva nadina;

b -

.. a
I nadin — =
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Konserukega: Tz talke A povulemo dve polupruve p 1 ¢ pod
proizvoljnim uglom (slika 161). WNa jednu od njih, recimo na g, pre-
nesemo duzi AB = bi AC = ¢, a na pravu p dui AF = a povudemo
prave CF. Prava BD || CF odreduje na polupravoj p tatku D a time
i trazenu duz AD = ¥,

Dokaz: Talesova teoreme (taka 1}

U izvedenoj konstrukeiji trazena duZ x je na jednoj pravoj pra-
mena. Konstrukcija se moZe izvesti 1 tako da traZena dui bude na
jednoj od paralela.

Il nacin. Wapiemo dati 1zraz u

obliku: =2
a c

Konstrukeija: Na proizvoljnoj pra-
vo p uzmemao bilo gde tacku A (slika 162)
i opifemo 2 kruZna luka (A4, &) 1 (4, o).
Kroz preseénu tafku F luka (4, ) i luka
(C, a) i tatku A4 povucemo pravu g, koja
sefe luk (A, b) u tadki D. Duz BD = x

. - Sl 162
je traiena.
Dokaz: Talesova teorema (tacka 2).
2
Na isti nadin se konstruide i treca proporcionala x — - - Potrebno
b.

B P . . . X
je 1aj izraz napisati u obliku -— =
a

Na konstrukeiju 4. preporcionale svodi se i konstrukcija duii:

ahg
X=—
de
Taj se izraz napife prvo u obliku:
ab ¢ . .
x=—  — i stavi:
d e
ab zc
2 — X m=—
d e
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Proizvoed i kolicnik dve duzi

Ako je duz AB = a, to znadi da duz AR sadr# a nekih duZin-
skih jedinica. Ako je u istomn zadatku duZ CD=¢1i, pritom, nisu
udinjene nikakve specijalne napomene, to znali da duz CD sadr¥i b
iseth duZinskih jedinica. Ako je x = ab, onda duz MN = x sadr#i ab
duzinskih jedinica kojim su izraZene duzi AB i CD. Da bi smo dobili
duz # = 1 (jediniénu duz) treba ili duz AB podeliti na a jednakih
delova, ili, pak, duz CD podeliti na & jednakih delova.

3 Date su duzi a i b, Konstruisati duZ = = ab. Prvo se taj izraz
napide u obliku:

Zatim se odredi jedini¢na duz, pa se konstrui¥e x kao Cetvria propor-
cionala du#i a, &1 .

Konstrukeija koli¢nika dve duZi:

43
x g

b

moze se svesti na konstrukciju Cetvrte geometrijske proporcionale
ako s¢ taj izraz napide u obliku:

a

x —
1

b

Na konstrukciju treée geometrijske
proporcionale svodi se kenstrukcija
duzi koja je reciprona datoj.
l
x B
a@

Prvo se dati izraz napife u obliku
Xx 1 .

1 = ? Zatim se na poluprave
p ig (slika 163) nanese jedini¢na duz
ina jednu od njih, nanese duz a.
Pomodu dve paralelne prave odre-
S1. 163 duje se dui x.
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Harmonijska podela duZi

4) Datu duz AB = a podeliti harmonijski u datom odnosu 2.
H

Za taéku M kazemo da deli dui A3 u odnosu kao m: » ako ona

. AM
zadovoljava uslov ——— = 2 Al postoji i racka N (slike [64), koja

BM 3

AN ™ Za tatku M katemo da deli dus 4B

BN n
wnurradnjom podelom u razmeri m o n, a tatka N deli tu duZ u isto]
razmeri speljainjon podelom. Kako je:

zadovoljava taj uslov

AM _m . AN _ m AM AN

= — i = —— =

Sl 164

Cetiri 1a8ke 4, B, M i N koje pripadaju istoj pravoj i koje zadovolja-
vaju uslov:

BM BN
zovu se harmoniske tatke, Tafke M 1 N dele duj AB harmonijskom

podelom u datoj razmeri. Za talke M i N kaZemo da su harmoniiski
konjugovane prema talkama A i B.
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Nije tefko dokazarti da su 1 tatke A i B harmonijski konjugovane
prema tafkama M i N, tj. da i ta¢ke A4 i B dele duz MN u nckoj razmert.
Zaista, properciju (1) moZemo napisati u obliku:

i B
AN BN
¢ime je gornje tvrdenje dokazano.
Konstrukea: Kroz tacke A 1 B povuéemo dve paralelne prave
P 1 ¢ {(pod proizvolinim vglom). Na pravu p prenesemo duz m (ili, ako
je 1 broj, m nekih jednakih duZi) a na ¢ du » (ili = istih dudi). Dobija-

mo tatke G, D1 F (slika 164). Prave CD i CF odreduju na pravoj p
ratke M 1 N.

Dokaz: Talesova teorema potvrduje ispravnost konstrukceije,

HOMOTETIJA

Neka imamo tacku O i realan broj & Za racku A kaZemo da
prelazi u tacku M’ homotergjomn (O, k), ake je zadovoljen uslov:
OM’ =k OM

(Na slici 165 & = —;—)

Tatka O je centar homotetije,
a broj k je njen moduo. Ocigledno
je da, ako je & > O, tacke M i M’
su sa iste strane ceéntra homotetije.

a

SI. 165 Sl 166

Alko je, pak, & < O, vektori OM" 1 OM imaju suprotan smer i centar
homotetije je izmedu tadaka M 1 M’ Ako je & = |, tactka A se pres-
likava sama u sebe.

Tatka O se preslikava sama u sebe za bilo koje k. Skup svih
tacaka figure F preslikanily homotetijom (O, k) obrazuje novu figuru F
(slika 166) za koju se kaZe da je preslikana iz figure F homotetijom
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(O, k). Na shici 166 uzeto je da }e k = 2. lacke M1 M su homologne

take u toj homortetiji. Vekrorl MN i M’N’ l\ou su odredeni sa bilo
koje dve tatke figure F i tatkama koje su sa njima homologne, su koli-
nearni 1 moduo njihove razmere jednak je modulu homotetije.

-— —
M'N = EMN (vidi Talesovu teoremu)

Prema tome, dui AR homotetijom (O, &) preslikava se u dui
P AP’ koja je paralelna sa AB. Raz-
mera tih duZi jednaka je apsolutnoj
vrednosti modula homotetije

— || 4B

SL. 167 S1. 168

Na slici 167. trougao ABC preslikan je homotetijom (O, —L)

2
u twougao A'B'C’. Razmera odgovaraju¢ih stranica tih trouglova:
A _ 1 ACc _ 1. BT 1
AB 2 AC 2 BC 2

Prava p hemotetijorn (O, &) preslikava se u pravue p’ koja je
paralelna sa p (slika 168) ili se poklapa sa p ukoliko centar homotetije

pripada pravoj p. Na slici 168. moduo homotetije uzeto & == 2—

KruZnica (S, 7) homoten)om (O, k) preslikava se u kruZnicu
(&', ) 1ako 3to je L = |k|, 2 njeno sredifte &' dobija se iz sredidta
r
S istom homotetijeom. MNa slict 169, moduo homotetijz je & = o
To znadi da bi se kruZnica (S, r) preslikala homotetijom (O, k),
dovoljno e bilo koji njen poluprenik M preslikati u S8 M, Cime je

odredeno i sredifte S i poluprednik +* transformisane kruzmce
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Otigledno je da se u istu krufnicu {5, »") preslikava kruinica
(S, ») 1 homotetijom (O, —k). Tatka O je spoljadnji, a tatka O unu-
tradnji centar homotetije kruZnica (S, r) i (&', r).

™~
51, 169

Ako je centar homotetije u srediftu kruznice (5, r), ona se presli-
kava u kruznicu {8, R). Moduo homotetije je & = R (slika 170).
¥

Homotetija, kao rransformacija, Cesto se u geometriji veoma
efikasno koristi pri refavanju konstruktivnih zadatake. Uzmimo ne-
koliko primera.

1) Konstruisati trougao a2ke su mu dati uglovi e 1 B 1 polupred-
nik opisane kruZnice R.

Refenje:

Bilo gde na pravoj p odredimo tatke 4 1 B i prenesemo uglove
o | B tako da dobijemo trougac ABC i oko njega opifemo kruZnicu
(8, r) (slika 170). Opidemo zatim kruZnicu (S, R) &ji je polupreénik
dat i koja je koncentri¢na sa kruznicom (5, r).

Ako sada uzmemo tacku § kao centar homotetije, a2 kao moduo

.. R . .
homotctije uzmemo & = , onda se sve tatke kruZnice (S, r) tom
r
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e gy S WS

homotetijorn preslikavaju u tafke kruZnice (S, R). Tako se tadka A
preslikava u talku A°, tatka B u tatku B’ i tatka C u tatku C'. Kako
jfe A'B" || AB 1 4'C" || AC, « C'A'B" = a kao uglovi sa paralelnim
kracima. Iz tih razloga « A’B'C' = B. To znati da trougac A'B'C’
odgovera uslovima zadatka,
Drugim re€ima: on je traZeni.

4

2) U dati wougao ABC
upisati kvadrat tako da mu
dva temena budu na stranici
AB, a ostala dva temena da
pripadaju stranicama AC i
BC.

S 171

Analiga: Pretpostavimo da je zadatak refen: kvadrat POMN
(slika I71) je traeni. Ako povudemo polupravu AA4, onda se traZeni

Ahﬂi) presiikava u kvadrat P'O'M'N'.

kvadrat homotetijom (A,
AY

To znadi da se 1 kvadrat P'Q°A4" N’ homotetijorn (A, jﬁ—’—} preslika-

va u traZeni.

Konstrukelja: Uzmimo bilo gde na stranici AB datog trougla
ratku P’ i konstrui§imo kvadrat P'Q°AM'N'. Povudemo zatim poelupravu

AM’, koja na stranici BC odreduje teme M tra¥enog kvadrata.
3) Konstruisati trougao ake mu je dat obim m 1 uglovi « i .
Podaci:

[] 4 < 8 A P
51172

Anakiza: Neka je trougao ABC traeni i neka je OB = m (sl. 172).

Iz slike vidi se da se taj trougao homotetijom (O, —O%) preslikava
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u trougao A'8'C’. To znadl da se 1 trougao A'B'C' mode preslikati u
. OB .
trougao ABC homotetijom (O, _aa_’_)' S obzirom da se duZ homorte-
tjom preslikava u duZ koja je sa njom paralelna, uglovi « = &, 1
B =B, Osim toga, &’ = ka; b" = kb i ¢’ =ke. Ako stavimo da je m'
obim trougla A'B’'C’, onda imamo:
@& 4o +c=kia+b+o)

m = km k= i

m
Konstrukcja: Nanesime na pravu p proizvoline duZ AB =¢
i uglove o, = &, B, = B. Tako smo dobili trougao A’B'C’ (sl. 172).
Od temena B prenesimo na pravu p obim konstruisanog trougla, éime
smo odredili tatku O, OB’ = m'. Prenesemo zatim od tatke O duZ

OB = m. Prava koja prelazi kroz talku B i koja je paralelna sa B'C’
odreduje na pravoj OC’ teme G, a prava GA paralelna sa A’C’ odre-
duje na pravoj p teme A traZenog trougla.

y m L ' gt e
Dokaz: Homoretijom (O, —) konstruisani wougao A'B'C’ pres-
m

likava se u trafeni. U toj rransformaciji BC || B'C" 1 AC || A'C".

Diskusiia: Zadatak ima jedno refenje ako je zadovolien uslov
o+ f o< 180°

VEZBAN]JE

1) U dati polukrug upisatl kvadrar take da mu dva temena budu na
pre¢niku polukruga.

Uputstvo. Sredifte polukruga polovi stranicu kvadrata,

2) U dau trougao ABC upisati trougao 4,5,C, tako da temena tra-
Zenog trougla budu na stranicama datog 1 da je A,B, 1 AB
AC, 1L BC 1 B,C, I AC.

Uputstvo. Konstruife se bilo koji trougao A'B'C’ da mu temena
budu na 4B i AC i daje A'B° | 4B; B'C' |.ACi A'G' | BC.

3) Dva jednakostrani¢na trougla su homoteti¢na ako su im stranice
paralelne. Dokazati.

4) Dokazati da su poligoni ABCDE i AB,C,D.,E, homotetiCni sa
centrom homotetije u talki S (sl. 159°).
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SLICNOST

1. OSOBINE SLICNIH FIGURA

Definicija 24. Dve figure su sliéne ako postoji treda figura, koja
je podudarna sa jednom od njih 1 homoteti¢éna sa drugom.

Neka su figure F, i F,
podudarne (sl. 173}, 1j. mogu
se nekim porneranjem dovesti
do poklapanja i neka su figure
F; i F, homotetifne sa cen-~
wom homoetetije u tacki O i
modulom homortetije 2 Onda
su figure F, i F, skifne 1 mo-
due sli€nosti im je |k|. Znak
za sli¢nost je ~.

Kada se figure F, i F,
dovedu do poklapanja, poklo-
pife se i tacka A, sa M,
koja je homologna sa tatkem A, u homotetiji (O, k). Zato su tatke M,
i M, u sli¢nim figurama homologne. DuZi M, N, i M,N,, koje u
sli¢nim  figurama spajaju homologne tadke, su homologne du#i. Uglovi
koje obrazuju homologne du#i su homologni.

Teorema 37. U sli¢nim figurama homologne duz su propor-
cionalne; homelogni uglovi su jednaki.

Neka su u sliénim figurama F, 1 F, tatke M; 1 M,; N, i Ny;
Py i P, homologne, onda su duZi M,N, i M,N, homologne. Isto tako
homologne su i dudi M, P, i M,P, (sl. 173).

Treba dokazati da su te duzi proporcionalne, tj.:

S1 173

MN, _ M,P,

MN,  MP
Duii ms i A-/FIZT\IZ su homotetine u homotetiji (O, k), stoga je:
MNy =hMNs oo (N
Istom homotetijom se dui M,P, preslikava u M,P,, prema tome:
MPy =RhMPy o, (2)
Kako su u podudarnim figurama homologne dufi jednake, to je:

M,N,=MN, i MN,=MDP,
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Zamenom u {1) i (2) imamo:

M,N, =k M,N, i MP, -kMP,

5to se moZe napisati u obliku:

7
&E\L =} i M =k it
M, N, M P,
MN,  MP,
M.N, M, P,

Uglovi koje u figurama F, i F, obrazuju homologne duZi su
£ NMPy = oag 1 & N,M,P, = o, Treba dokazati da su ti uglovi
jednaki. Kako se homotetijom duZ preslikava u duZ koja je s njom
paralelna, o je:

MeN | MN, 1 MaPy 1 MR,

pa je u; = o kao vglovi sa paralelnim kracima. Posto se pri pokiapaniu

podudarnih figura F, i F, peklapaju i kraci uglova o, = o5, znadi:
¢y = &

. . , ! = ®y = g

i, 5 obzirom da je @ = o, |

Sli¢ne figure su, dakle, rakve koje imaju isti oblik i zbog toga se
mogu premedtanjem dovesti u takav uzajamni poloZaj da budu homo-
tetiéne, Ako su sligne figure i po velidint jednake, onda su one podu-
darne (kongurentne). Centar homotetije slicnih figura zove se i centar
sli¢nosti, a moduo homotetije zove se éesto koeficijenar ili fakror sliénostl.

2. SLICNOST TROUGLOVA

Osnovni efementi trouglova su uglovi: a, §, v, i duZinski elementi,
stranice a, b, ¢, (s1. 174).

Kod sli¢nih trouglova (prema recremi 37) homologni uglovi su
jednaki, a homologne stranice su proporcionalne. Homologne stranice
su one koje su naspram jednakih uglova. Ake je trougao ABC sliéan
wouglu A,8,C,, moraju imati mesta 3est jednakosti:

b a ¢ b €
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Lako je,_medutim, dokazati da je dovolino da su od tih $est
uslova zadovoljena dva, pa da ti trouglovi budu sli¢ni, tj. da u tom
slu€aju moraju postojati 1 ostala detiri uslova.

Teorema 38, Dva tro-
ugla su sliéna ako imaju po dva
jednaka ugla.

Neka trouglovi 4,B,C,
1 ABC (sl. 174) imaju po dva
jednaka ugla.

wy =10 i fy=p

Treba dokazati da su i
Y, =7 i da su stranice tih SL 174
trouglova proporcionalne.

Prenesemo trougac 4,8,C, na trougac ABC tako da im se te-
mena A i A4, poklope. Usled jednakosti uglova « i «,, poklopiée se i
njihovi kraci tako da stranica A, B, prelazi u AB, = ¢,, stranica A,C,
u AC; = by, a smanica B,C; u B,C, = a,. Uglovi AB,C, =B, i
+ ABC = {§ su saglasni i, kako su oni jednaki: §, = 8 = B,C, || BC.
Ako je, pak, B,C, || BC uglovi v i v, su saglasni i zbog toga je v, = v.
QOsim toga, podto su kraci ugla CAB presedeni sa dve paralele onda,
na osnovu Talesove teoreme, (T. 36) imamo:

4

a _._’J_ a . b e

¥ >

ay by ay €y ?1 B €y
Prema tome, trouglovi 4,8,C, 1 ABC su sliéni.

) Posledica 1. Ako se u trouglu ABC povude prava paralelna bilo
kojoj njegovoj stranici, dobija se novi trougao koji je slitan sa troug-
lom ABC

Posledica 2. Dva pravougla trougla su slidni ako imaju po jedan
ostar ugac jednak. ‘

Teorema 39, Dva trougla su slicna ako imaju po jedan ugao
jednak | stranice koje obrazuju 1aj ugao proporcionalne.

Pr.oay = a; 2= & sl 174)
by €y
a [ I
Ty, AABC ~ AABC=F=0;v=7 — = — = —
a, b, ¢1



Prenesemo A A,B,C, na wougav ABC (vidi T. 38} Iz:

b .
2 = £ . B,C, 1] BC (vidi T. 36)
by €y
Ako je, pak, B,C, || BC, onda je:
By=F 1 vy,=v (saglasni uglovi) i
L2 2oL (T 3
a, b, a, cy
Prema tome, trouglovi A,8,C, i ABC su sliéni.

Posledica. Dva pravougla trougla su sliéna ako su im katete pro-
porcionalne,

VEZBANJE

1) Dva wougla su sli¢na ako su im dve stranice proporcionalne, a
uglovi naspram vecih stranica jednaki. Dokazarti.

2) Dva twrougla su sli¢na ako su im sve stranice proporcionalne.
Dokazari.

3) Dva trougla su sli¢na ako su im stranice paralelne, Dokazari.

4) Ako su dva trougla slitna, onda su im homologne visine, teZiine
linije, simetrale uglova proporcionaine sa odgevarajudim stranicarmna.
Dokazati.

3. KONSTRUKCIJA TROUGLOVA PO METODI SLICNIH FIGURA

Ova mereda kod kenstrukeije trouglova moze se primeniti onda
kada uslov zadatka sadrZi elemente pomoéu kojih se moZe konstruisati
trougao slitan sa traZenim. Uzimajuéi u obzir ostale podatke, vrdi se
prelaz od konstruisanog trougla na traZeni.

Primeri:

1) Konstruisati trougao ake su mu dati vglovi « i § stranica a.

Analiza. Bilo koji trougao u kojem su zastupljeni uglovi « i B
slican je sa traZenim (T. 38). Ako se u trouglu ABC povule prava
AB, || AB, wougao 4,B.Cy ~ A ABC. (posledica 1. T. 38) Ako je
vz to CB, = a, onda je trougao A,B,C traZeni. (5. 175).
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Konstrukeifa. Konstruife se bilo koji trougao ABC kod kojeg su
4 CAB = ai + ABC = £. Na stranicu BC tog trougla koja je homo-
logna sa datom stramicom prenesemo datu stranicu B,C = a. Kroz
tatku B, povufemo B,A, || AB. Trougac A,8,C, je traZeni.

Sl 173

Dokaz. U konstruisanom trouglu je B,C =a i uglovi &, =« i
B, =0 (kao saglasni). Prema tome, trougac A,B,C je trazeni.

Diskusija. Zadatak ima jedno redenje ako je « + < 180°,

2} Konstruisati trougao ako su mu dati uglovi « { B 1 zbir sime-
trala tith uglova 5, T g =m.

81, 176
Analiza. Pretpostavimo da je zadatak refen: trougao A,BC je
traZeni (sl 176). U trouglu 4, B,C; ugao €, B, 4, = ai « A.B,C, = p.
To znati da je trougao A,BC ~ A,B,C,. Prema tome, homologni
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duZinski elementi uh wouglova su proporcionalni. Ako je k& faktor
sli¢nosti, onda j¢:

s = kg
S T 85 =R(3, + sp)
Stavimo da je: s, + 55 = i’ imamo m = km il no_ k
m

Kako je i T’ = k, moiemo napisati proporeiju:

A m

koja odreduje ¢ = fKB kao d&etvriu proporcionalu.

Konstrukeija. Uzmemo proizvolinu duz 4.8, = ¢, i konstrui-
$emo trougao 4,8 Gl, tako da su u njemu dva ugla data « i § (sl. 176).
Konstruiemo dui m" koja je homologna sa datom duZi. Zato na SJmetr»

alu ugla o, s;, nadoveZemo spo= BE. Tako dobijemo du ALD1 =

Prenesemo na nju datu duz 4,0 = m. Prava DB |} DB, odredu;e
tacku B, a time i stranicu ¢ = A B kao &etvrtu proporcionalu poznatih
dui. Prava BGC Y| B,C, daje traZeni trougao A,BC.

Dokaz je obuhvaden znalizom.

Diskusija. Zadatak ima refenje pod uslovom o -+ 8 < 24.

3) Konstruisati pravougli trougao ako mu je dat ugao o i razlika
hipotenuze i katete ¢ —a = m.

Analiza. Pravougli
rouglovi AC, B, i ABC
su sli¢ni jer im je ugao
e zajednicki (sl 177.
Posledica 2. T. 38).
Prema tome imamo pro-

porciju:
b _om
# by Hy
8L 177 kojom je odredena ka-

teta traZenog trougla.
Konstrukcija. Na pravu p nanesemo proizvoljnu dui AC, = b,
i konstruidemo pravougli trougao AC, B, u kojem je 4 B,AC, = «.
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Odredimo u njemu duZ A_El == m, koja je homologna sa datom. Nane-

semo dug AD = m (sl. 177). Odredimo zatim katetu AC = & traZenog
trougla kaco {etvrtu proporcionalu poznatih dui.

Dokaz. (Vidi teoremu 36. i T. 38).
Diskustia. Zadatak ima reSenje ako je o < 4.

4) Konstruisari pravougli trougao ako mu je dat polupreénik

. . . a m
upisane kruZnice r i odnos kateta — — —-
n

S1. 178

Analiza. Pretpostavimo da je trougao ABC trazeni. U njega je

. .- - . . a m

upisana kruZnica {8, r) 1 njegove katete stoje u odnosu ~ =—

n

{(sl. 178). To je zaista tako ako je AB |} FG (T. 36). Ako je n | 4B,
onda je n | FG.

Konstrukeija. Povudemo prvo dve prave p | q koje se seku u
tacki C (sl. 178) 1 nanesemo date dufi CG=mi CF =n (ako su m
i n brojevi, onda na pravu ¢ nanesemo m nekih duzi, a na p » istih duzi}.
Trougao FCG je slifan sa wa¥enim (T. 39), prema tome AB || FG.
Odredimo zatim tatku S, sredite kruZnice (S, r). Presglc_gm sirnetrale
pravog ugla s i prave 7 || p, koja prolazi kroz tatku D, CD = r, Prava
n 1 FG koja prolazi kroz tadku S sefe kruZnicu (&, ) u tacki T. Prava,
koja prolazi kroz tatku T i koja je paralelna sa FG, odreduje na pravima
p1gtemena A i B rraZenog trougla.
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Dokaz. Kako je trougac ABC ~ A FCG (T. 39), njegove katete

. a m . . . .
stoje u odnost — = —. Osim toga, u trouglu ACF je upisana kruj-
#

nica (5, r). Prema tome, trougac ACF je traeni.

Diskusija. Zadatak ima jedno reSenje za bilo koje vrednosti
podataka,

ZADACI

Zad. 276. Konstruisati trougao ako su mu dati uglovi 8 i v i
simetrala ugla «, so.

Zad. 277. U rwrouglu su dati uglovi o, B i teZilna linija .. KKons-
struisati trougao.

Zad. 27§ U trouglu su dati uglovi o, p i visina #,. Konstruisati
rrougao.

Zad. 279. Konstruisati wougao ako mu je dar ugac y, odnos

) m o, . . .
stranica —b— = — 1 polupreénik upisane kruZnice .
n :
Zad. 280. Konstruisati trougao ako su mu dati uglovi « i 8 i
1) Zbir teZidnih linija ¢5 + 1p — m,
2) Zbir visina hg 4+ hp = m.

Zad. 281. Konstruisati pravougli trougao ako mu je dat ugao «
i zbir katete i hipotenuze a 4 ¢ = m.

Zad. 282. Konstruisati pravougli trogao sko mu je dat ugac f
i razlika kateta a — b = m,

Zad. 283. Konstruisati jednakostraniéni trougao ake mu je dat
zbir stranice 1 visine a + i = m.

4. PRIMENA SLICNOSTI KOD PRAVOUGLOG TROUGLA

1. Euklidov stav
Teorema 40,

[} Kateta pravouglog trougla je geemetrijska sredina hipotenuze
1 svoje projekcije na hipotenuzu.

2) Visina pravouglog trougla je geometriska sredina projekcija
kateta na hipotenuzu.
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Napomena. Kada se u planimetriji upotrebljuva termin ,,projekcija”
obigno se misli na ,ortogonalnu projekeiju’’. Pod visinom pravouglog
trougla se obi¢no takode podrazumeva visina povuéena iz temena pravog
ugla na hipotenuzu, jer su ostale dve visine katete trouglia.

Kako je visina CD = & nor-
malna na hipotenuzu AB =¢ pra-
vouglog trougla ABC (s, 179), duz
DB = p je ortogonalna (normalna)
projekcija katete BC = a na hipo-
tenuzu. Duz AD = g je projelkcija
katete AC = b na hipotenuzu.

5L 179

1) Treba dokazati da je a = 4/ cp (X, 4). Prvo treba dokazati
da su treuglovi COB 1 ABC sligni. ( Oba su pra‘vougli' _imimajuf_‘z_ajedg_i@ki

odtar ugao 4 ABC = @. To znadi da su mu homologne stranice
proporcionalne:

5 |o

Sal=gp=a=cp ............. )]

Isto tako, na prvi pogled se vidi da je A ADC ~ A ABC. Oba su
pravougia i imaju zajedni¢ki ugao e« (posledica 2. T. 38). Prema tome:

-b Z—Z)bz=cg:‘,rb=\/?§_ ............. (2)
q
2) Ovde treba dokazati da je A = 4/ pg. Treba prvo dokazati
da su trouglovi u kojima je k zajednitka kateta, tj. trougao ADC i
A CDB sliCni. Prvo — oba su pravougli. Osim toga, uglovi o i e,
su uglovi sa normalnim kracima {AC | CB i AD | CD) i stoga su
jednaki o, = a.

Iz sli¢nosti tih trouglova sledi:
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2. Pitagorina teorema

Teorcma 41. Zbir kvadrata kateta jednak je kvadratu hipo-
tenuze.

Sabiranjem jednakost (1) i (2) dobijamo:
a? = cp
) bt - cg
@b =c(p+ )
Iz sl 179, vidi se da je p + g = ¢, pa je prema tome a® + % = %
. Mnogi r_a<”:unski zadaci, kao i mnoge geometrijske konstrukcije,
resavaju s¢ prumenom Eulklidovog stava i Pitagorine teoreme.
N Izmedlu §es't velitina g, b, ¢, p, g, A, u pravouglom trouglu postoje
tetirt nezavisne jednakosti:
d=cp P =c¢qg FP=gp ptg=c
To znati da, pomocu dve bilo koje velidine od tih Sest, mogu se izraiu-
nati ostale &etiri.
Primer:

.U u pravougiom trouglu je dato p = 6 cm i ¢ = 9 om.  zra-
¢unati stranice trougia.

c=p-tg ¢=725cm

at = cp a=+/2516 a = 20 ¢m
b = cq b=4/25-9 b=15cm
W= pg h=4/16-0 = 0cm

2)v Iz tatke koja je na rastojanju d = 25 cm od sredidta kruznice
pol}_xprecmka r = 15 cm povuene su na kruZnicu tangente. Izradunati
duzinu tetive koja spaja dodirne tafke tih tangenta.

TyTpo-r =2 (s IRD)
=V pg v =dp

p=%cm g=d-—-p=1I6cm
h—/16-9 =12 cm
t =24 cm
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ZADACI

Zad. 284. Suanicerouglasua = 15cm, b = 12 cm, ¢ = 1§ em.
Izradunati stranice trougla koji je slitan sa darim, ako fe najmanja
stranica traZenog trougla 28 cm.

Zad. 285. Ospovica jednakokrakog trougla je a = 24 cm. Krak
mu je b = 20 cm. Tzradunati stranicu trougla koji je slidan sa datim ako
je visina povudena na osnovicu kod traZenog trougla 22 = 52 cm.

Zad. 286. Data je stranica trougia ¢ = 30 cm. Visina mu je
he = 20 cm. Izralunati stranicu kvadrata ispisanog u taj trougao tako
da su mu dva temena ng stranici ¢, 4 ostala dva na stranicama a 1 b,

Zad. 287. Data je stranica trougla ¢ = [8 em. Visina mu je
he = 15 cm. Na kojem rastojanju od temena C treba povudi pravu
paralelnu datoj stranici da njen odsefak izmedu stranica trougla
bude 12 cm?

Zad. 288. *MNajmania tezisna linija trougla 4, B,C, je t's = 57 cm. ~
Izraunati stranice trougla ake je on sli¢an sa trouglom ABC &ije su
stranice a = 22cm, b =24 cm | ¢ = 26 cm.

Zad. 289. Drvo visoko 12 m baca senku duZine 21 m. Koliko
ie visok toranj zke je njegova senka u istom trenutku 35 m.

Zad. 290. Letva visoka 3 m udaljena je od podnodja tomja
74 m. Njen vrh i vrh tornja vide se na isto] pravoj iz tacke, koja je Il m
iznad zemlje i udaljena od letve 4 m. Izradunari visinu tornia.

Zad. 29]. Posmatrac sa balkona jedne zgrade vidi vrh spomenika
visokog 8 m i udaljenog od te zgrade 50 m na istoj pravoj sa podnoZjem
stuba koji je udaljen od spomenika 25 m. Na kojoi visini se nalazi
posmatrac?

Zad. 292, Posmrataé, udaljen od cobsle reke 15 m, vidi dva
drveta koja se nalaze na njenoj obali i koja su medusobno udaljena 3 m,
na istim pravima sa dva stuba na suprotnoj obali, a koji su udaljeai
jedan od drugeg 20 m. Kolika je $irina reke?

Zad. 293. Od Sest elemenata pravouglog trougla: a, b, ¢, p, 4, /1,
data su dva; izratunati ostala &etiri:

1) a=4d5cm p=27cm
2) b=40cm h=24cm
3) p=18cm g =32cm
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Zad. 294.* Projekcija jedne katete na hiporenuzu za 7 cm je
veéa od projekeije druge katete, Izraunati stranice trougla ako mu je
visina A = 12 cm.

Zad. 295, Data je hiperenuza pravouglog trougla ¢ = 75 cm.
Projekeija njegovih kateta na hipotenuzu stoje u odnosu kao 9 : 16.
Tzratunmati katete 1 visimu trougla.

5. PRIMENA EUKLIDOVOG STAVA I PITAGORINE TEOREME NA
GEOMETRIJSKE KONSTRUKCIE

1) Konstruisati geometrijska sredinu datih dui @ 1 & Ovaj se
zadatak, primenom Euklidovog stava, moZe refiti na dva nadina (vidi
T. 40 1. 1 2. deo).

I naéin:
Konstruifemo pravougli trougac ABF (s1. 181) tako da mu hipotenuza

bude data du? o i da je DB = b (gmt 6). Onda je kateta x =4/ ab
(T. 40. 1).

Il na&in:
Nad duzi ZE_ = a -+ b kao prefnikom opiSemo polukrug (gmt 6).
Normalom DF odredena je duz x =+/ ab (T. 40. 2).

F.
71
]

1

|

SL 181 Sl 182

Na isti nadin moZe se konstruisati kvadratni koren iz bilo koje
du?i, odnosno iz bilo kojeg broja. Treba, u tom slucaju, umesto jedne
od dve duZi, uzeti jediniénu duZ, na primer: ako se uzme & = 1, onda

je duz x =+/a (sl. 181 ili 182).
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2Va
3__. p—
Nad duzi AC = a + 1 konstruide se polukrug. Duz BH =V a (sl. 183)

2) Data je du? a. Konstruisati duZ x =

= 2V a

BD = x = 3

S1.183

3) Kvadratni koren iz bilo kojeg broja mozZe se konstruisati 1
primenom Pitagorine teoreme: ¢ =4/ a® + &

Vi3

Wa si. 184. pokazano je kako se moie konstruisati kvadrat_ni koren iz
broja koji se mo?e predstaviti kao zbir kvadrata nekih brojeva.

Primenom Pitagorine teoreme lako je konstruisati i kvadratni
koren iz broja koji se moze predstaviti i kao razlika kvadrata dva broja:

AR =2l =3_—a=mb=v¢—&
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T'uko da bi se, na primer \/3 ili \/?I‘:, mogao konstruisati i na dru-
gi nadin (slika 185).

3 '[77 [ /
R
SL 185
. . a* + b? .
4) Konstruisati duZ x = ——— ako su du¥i 4, b, ¢, date.
I
Stavimo a4 b = *
= x z
X = = | — =% =
¢ z ¢

Prvo se konstruide duZ z, kao hipotenuza praveuglog trougla (i kojem
su katete a i b), a zatim x kao tre¢a proporcionala duii z i ¢

5) Konstruisati kvadrat ¢ija je povrSina jednaka zbiru povrdina
tri data kvadrata,

MNeka su stranice datith kvadrata @, b, ¢, a stranica traZenog kvad-
rata neka je x.

Onda je s =gt + b2 b ili x= & =& +c*
Ako stavimo:
@+ b =2

onda je x =1/ 3%+ (sl. 186).
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TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE

1. DEFINICIJA TRIGONOMETRIJSKI FUNKCIJA
NA PRAVOUGLOM TROUGLU

Ako u pravouglom trouglu ACB (sl. 187) povutemo prave koje
su paralelne sa katetom BC, dobiéemo nove trouglove AC,B,, A4C,B,,
ACLB;. Ti trouglovi su slidni, tj. A AC;B, ~ A AC,B, ~ A AC\B,
~ A ACB. (Posledica 1, T. 38).

Ako su trouglovi sli¢ni, to znadi da su im odgovarajude stranice
proporcionalne:

9

B,C, _ B,C, _ B,C, BC
AB, AB, AB, AB
Ake se ugao trougla BAC = « promeni (povedéa), tako da je

4 B'AC’ = a,, promeniée se i odnos suprotne katete (B'C’) prema
hipotenuzi 4B’

=k

B

a5
Videli smo da vrednost tog odnosa zavisi od ugla trougta, tj. odnos
njegovih stranica je funkcija ugla.

L

Sl. 188

Funkcije u kojima je argument ugao, zovl se goniomerrijske ili
trigonomerrijske funkcije (od gréke redi trigonom — trougao).

Vrednost odnosa katete pravouglog trougla prema njegovoj
hipotenuzi zove se sinus ugla koji je nasuprot te katete.

To se pife ovako:

L sineili —sinp (sL 188)
s I
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Iz ovog zakljutujemo:

1) Sinus je apsiraktan (neimenovani) broj — jer je moduo raz-
mera dve duzi.

2) Sinus odtrog ugla ie broj manji od 1 — jer je kateta pravouglog
trougla manja od hipotcnuze.
Ako je 0° < w < 90° O <sine < I,

Odnos nalegle katete pravouglog trougla prema hipotenuzi isto je
funkcija ugla wougla. Ta funkcija se zove kosinus i piSe se:

= cos « iii%— —cosB (sl. 188).

Ako se u pravouglom trouglu menja ugao « (2 time i 8), menja
se i odnos njegovih katera. Znadi: odnos kateta isto tako je funkcija
ugla trougla.

Odnos suprotne katete prema nalegioj je tangens odgovaraju-
éeg ugla

@ . b
—b— =1iga ili 7 = (gﬂ (Sl. 188)

Odnos nalegle katete prema suprotnoj — zove se kotangens
odgovarajudeg ugla

a b
- = ctg — =cge (sl. 188).

2. PROMENE TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA
KAD SE UGAO MENJAO OD 0°—9¢°

Videli smo da vrednost trigonometrijskih funkcija zavisi od ugla
i da se moZe izraziti odnosom stranica pravouglog trougla. Proudiéemo
sada kako se menja svaka od njih kada se argument menja od 0°—9%0°,

1) Promena sinusa

Sinus oftrog ugla u pravouglom trouglu je odnos suprecne katete
prema hipotenuzi
BC

$in ot = —— (sl. 189).
AB
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Uzmimo da se ugao « menja, a da hipotenuza trougla zadriava stalnu
vrednost:

Onda imamo

Sin ey = —=2

Kako je B,C, < B;C, < ByCy, znadi
Sin &, < Sin o, < Sin «;.

Prerma tome, ako ugac « raste, raste i
njegov sinus, Kada se ugao pribliZava 90°,
njegov se sinus pribli¥ava vrednosti [,
jer za o = 90°, Tafka B se poklapa sa
tatkom G (s. 189) i, kako je BG = ¢,

Sin 90° = £ — 1,
c

o Akp se; pak, ugac « smanjuje, sma-
njuje se i njegov sinus. Tacka B se pri-
blifava talki F (sl. 189) i, za « = 0°, one ée se poklopit, rako da je u

tom sluéaju BC = 0, prema tome, sin0° = L =0
[

Zato kaZemo: kada ugao raste od O° do 90°, njegov sinus raste
od 0 do 1.

2) Promena kosinusa

Kosinus o$trog ugla u pravouglom trouglu je odnos nalegle
katete prema hipotenuzi

AC
AB

COos « =

(sl 189).

Ako ugao ¢ raste, k kateta AC se smanjuje: AC‘]l > AC; > AQ, 1 kako =
AB = AB, = 4B, = AB = ¢ Cos ety > Cos o, > Cos ;.

Kada je ugao @ = 0°, onds je 4C = AF = AB = ¢. Prema Tome,
Cos 0° Z =.1. Za o = 90°, kada se tatke B i G poklapaju, AC = 0
1 stoga je . -
Cos 90° = 9 =0

4
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Zato se mofe redi: kada ugao rasce od 0° do 90°, njegov kosinus
opada od 1 do Q.

3) Promena tengensa
Tangens oitrog ugla u pravouglom trouglu je odnes suprotne

. R

latete premsz nalegloi tg o —

stalnu duZinu AC = b. Kateta BC, pak,

l {prema tome i vrednost tangensa) zavisi
od ugla «. Iz slike 190. vidi se

{(sl. 190). Neka nalegla kateta ima

oy Lo < g B,C < B,C < ByG,
prema tOMe,

ga, < tgo; < IEay

Za o« = 0° tadka B pretazi u C tako da
je BC =10, pa, prema tome, tg 0° = 0.

Ako ugao raste, raste i tangens o.
Prava AF" seCe pravu BC sve dok je oo =
= & FAC < 90° Ako je, pak, « = 90°,
onda ratka F’ prelazi v tacku G i, podo
su prave AG i BC paraleine, ne postoji

51. 180 tatka (B) u koioj s¢ one seku. Zato kaZzemo
da za ugao od 907 tangens nije definisan.

4) Promena kotangensa

Kotangens oftrog ugla u pravouglom trouglu je odnos njegove
palegle katete prema suprotnoj.

1z slike 188. vidimo da je

b o = —.
Clgo=— 2 =~

Drugim vedima: vrednosti kotangensa i tangensa istog ugla su reci-
profne, tj.
I

. = e B R 1).
ge clgea = | > cigo "~ (L

To znadi: kada ugao o raste, njegov kotangens opada i, obrnuto —
kada ugao « opada, kotangens raste.
Iz (1) se vidi da, kada je &« = 0°, kotangens nije definisan, a
za o = 90°
Ceg 90° 0.
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3. KONSTRUKCIJA UGLA KADA JE DATA VREDNOST
TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE

. . . . H
1) Konstruisati ugao 0% < « < 90° agko je sine - —-

n
Povuderno dva uzajamno normalna zraka Ox 1 Oy (sl 191) 1
opisemo kruzni luk (O, #). Prenesimo na Oy OF = m i, kroz tatku P,
povucemo pravu g || Ox koja sefe kruZni luk u tatki M. Ugao MON =

= ¢ je traZeni. Zaista, u pravougiom: trouglu ONM Sin « = A_J_ -
oM
. T =X —— . m
Kako je MN=0P==m, a OM=n, sin & — -
‘j n
et T us
"~
e o o "o .
T N :
I
o n Ilm
{ f 5
\ «
} I A
n 7 i F
o o —= |
Sl 191 SL 192

Iz slike 191. vidi se da zadatak ima refenje ako prava g sece
kruZni luk (O, ») ,tj. ako je m manje od =, 1j. ako je sin & < [. Ako je,
pak, m = n, tatka M se poklapa sa T i ugao o = 90°.

Ovaj zadarak bi se mogao rediti i drukdije. Da se konstruife
pravougli trougao u kojem je kateta nasuprot traZenog ugla m, a hipo-
tenuza #. Uzmimo da su m i »n dati brojevi. Na primer m = 5, 2 = 7

. 5
sin o = —

Na pravu p podignemo normalu ¢ u proizvoljnoj tacki C (sl 192).
Uzmime proizvolinu duZ « 1 nanesermno je 5 puta na konstruisanu

normalu g, BC = 54. Kruinim lukom (B, 7u) odredimo na pravej p
tatku A. Ugao BAC = o je trazeni,
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Dokaz:

E . 5
Sin « = F_C—=E Sin g = —-
AC Tu 7

. 2
2) Konstruisati ugao « ako je cos o« = —5—

N L ON
Konstrukcija se izvodi kao i na sl. 191, ali ovde je Cos & = —-~
. oM
Zato treba na Ox naneti ON = 2u i ¢ paralelno Oy. (sl. 193).
2 2
Cos o= 2 =
4 u 5

Sl 194

Stranice pravouglog trougla mogu biti nesamerljive duZi; onda
su njihove razmere, tj. vrednosti trigonometrijskih funkcija izraZene
jracionalnim brojevima.

3) Konstruisati ugao o« ako je
a3V
g &= 4
Ugao « je ugao u pravouglom trouglu u kojem je suprotna kateta
a = 34/5, a nalegla kateta & = 4. Kao jedinica duZine moZe se uzeti
proizvolina duZ, Konstruiemo prvo duz '\/5 (vi_d_i_sl. 184_), 2 zatig
pravougli trougao ACB (sl. 194) u kojem su katete AC=41iBC=3+/5.
BC 34/5
tg o= = =
AC 4

Prema tome, konstruisani ugao o« je traZeni.
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4) Konstruisati ugao ako je dat ctg « = 0,43735.

, 4375
Poito je 0,4375 = L3
10000
ili, poste skradivanja sa 625, moZemo napisati
ctg 7
of = —
16
8
£
b
A % <
SI. 195

Da bi konstruisali _ugao, dovoljno je komstruisati pravougli trougao
u kojem su katete AC == 16 1 BC = 7 nekih duznih jedinica {sl. 195).
U tom trouglu € ABC =«

VEZBANJA

1) JzraCunati u pravouglom trouglu sin « ako su mu katete a = 9 cm
ib=40 cn.

(Rcz. Sin ¢ = 9—)‘
41 )

2) Katete pravouglog trougla su a = 12 em i & = 35 cm. Tzralunat
Sin i Cos njegovih uglova « i p.

(Rez. S'moc:é—?, Cosoc=£, Sin§3=£ Co B=£)-

, Cos
37 37 37
3) U pravouglom trouglu data je kateta @ = 36 cm i hipotenuza ¢ = 85
cm. lzradunati tg i ctg njegovih uglova « i P.

V5

4) Konstruisati ugae o« ako je Sin « =—
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5} Konstruisati ugao « ako je Cos ¢ = Vl?’-- T £ -
7 . 4D 2 I s V3
tg 30" = ——— —————— == —\/_3_ ih g 30° = -——
6} Dato je 1ge - 0,375 Konstruisati ugao «. ¢o 4 3
) g '« > - V3
7
7) Konstrujsati ugao « zko je Crga — v -
2 — —
8) Odtri uglovi pravouglog trougla su o i (. Konstruisati ugao p ako Napomena: (4/ 3 )* = 3; V'3 == A3 . ]. =
= 3 (v 3 V3
j¢ Sinw = —
a  —
= 5V 3
cotg 30° = % ek > cotg 30° =4/ 3
4. TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE UGLOVA OD 30° 45° 60° AD el
2

Visina jednakostrani¢nog trougla ABC (sl. 196) polovi ugao ‘ .
ACB tako da je 4 ACD = 30°. PodnoZje visine, tatka D polovi stra-

. —_ 1 Pomocu istog trougla ADC (sl. 196) mogu se izradunati i vred-
nicu AB, tako da je AD —-'2 a. U pra-

nosti trigonometrijskih funkcija ugla od 60°.
vouglom  trouglu ADC  hipotenuza je
AC=a i katete AD = al2 i DC=h. 5 %\/T v
@ Lako je izraziti & pomodéu a primenom sin 60° = ——= — = sin 60 = -
Pitagorine teoreme. c @
_ 2 El 1
8 CD=h=Vazu—§; ‘:»]z=-'\/2“ a 7D - @ 1
SI. 196 cos 60° = — = = cos 60° = —
A a 2
Iz pravouglog trougla ADC imamo:
a
I ._ o zV? -
TF 2oa tg 60° = —— =1g 60° = 4/ 3
sin 30° = —— = = sin 30°=-- AD - .
V7 N
=D g S . AD 2
cos 307 -- i = — 2 = cos 30° = v s cotg 60° = —— = = ——=ili cotg 60° == ﬁ-—
Aac ¢ 2 ¢ .7 V3
2
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Kod jednakokrakog pravouglog. trougla uglovi na hipotenuzi su
po 45°. Neka su katete trougla ACB (sl. 197) AC = BC = a, h1p0tenu7,a
mu je onda AB = a\/ 2 .

sin 45° m B by, V2
a'\/ 2 \/ 2 2
cos 457 = — 2 1 _vV2

av/ 2 W/_ 2

tgds" = S =1, cotgd® =" =1
ad &

Tablica vrednosnih trig. funkcija od 30° 45° i 60°.

| 30° 45° 60°|

sin I 1/2'_ ;V3

e ._Z 1 2 AZ_
cos Vl 1/_2 A
2 ) ) 2

3 —
tg Y_— 1 13

3

cotg | 13 1 li?l,

3

V3
2

i cotg 30° imaju istu vrednost. To, svakako, nije stufajnost. Objasnjenje

leZi u tome §to su oftri uglovi u pravouglom trouglu komplementni.

a+B=90°"=p=90"—«
Iz slike 188. vidi se da je:

V'3

i cos 30° = — Isto tg 60°

Pada u odi da je sin 60° =

. b &
sm[?::T cos & = —-

Prema tome, sin B == cos &, a, kako je B = 90° — a, sin (90° — «)=
= cos ¢ 1 sin 60° = sin (90° — 30°) = cos 30°.
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Lako je zakljufiti da je:
cos (90° — o) =sinx
1g (90° — &) = cotg o
cotg (90° — &) = tg

5. RESENJE PRAVOUGLOG TROUGLA

Za trougao kaZemo da je relen ako su poznate sve tri njegove
stranice, tri ugia i povriina. Videli smo (prilikom re$avanja konstruk-
tivnih zadataka) da je trougao odreden

. a8
sa tri nezavisna podatka. Kod pravoug-

log trougla dovoljna su dva podatka, .

jer je jedan poznat (pravi ugao). Od ta b
dva podatka jedan mora bit dufinski. -

Osnovni elementi trougla su stranice i A 3 c
uglovi. Odnos izmedu stranica i uglova S1. 198

pravouglog trougla na osnovu definicije )
trigonometrijskih funkeija {1), kojima se sluZimo pri refavanju pra-
vouglog trougla su sledeéi:

l)i=sino<=>a=c-sinoc i o= — (sl. 198)
¢ : sin o
. N b
2) — =cosu=b=c-COS i e¢=-
c COos &
a e a
3)T=tga=>a=b-tga i &= g«
4 b . t b =a-cot i a= b
)-a, cotg oo = b = gea 1 = g e
b : b
5)_T—sm_(3=>b-—c sin B iti c_sinﬂ
6) = = = c- cos P i oe= 2
)T—cosﬁ:;a--c cos Y
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b i b
B E—-tg& cbh=a 120 i a= e
a e a
8) > = lcotgf=a =4 -cotgl ili b= oD

Ako su podaci osnovni elementi, onda mogu biti dva sluaja.

[) Data je stranica i ugao. U tom slucaju moZemo izralunati
drugi ugao na osnovu jednakosti e -4 £ = 90°% a, zatim, izraunari
ostale stranice pomocéu odgovaraju¢ih odnosa.

2) Date su dve stranice. Ako su date stranice izraZene brojevima
sa malim brojem cifri, mozemo prvo, primenom Pitagorine teoreme,
izratunati tredu stranicu. Ako, pak, to nije slutaj — pomodéu odnosa
datih stranica nademo prvo odgovarajudi ugao i, time, je zadatak sveden
na prethodni stucaj.

Primeri:

1) U pravouglom trouglu darta je hipotenuza ¢ = 50 cm 1 ugao
o = 25°41° Rediti trougao.

Izradunamo prvo ugao f = 90" — «
B = 6471Y a=c sin

Postoje tablice u kojim nalzzimo vrednosti trigonometrijskih
funkcija za bilo koji ugao. Ovde su uzete ,logaritamske | numericke
rablice’” od V. V. Migkovica.

U tablici 111 na strani 134, u koloni sin nalazimo vrednost sinusa
datog ugla

sin 25°41' = 0,43340
kateta a == 50- 0,43340

a = 21,67 cm.

Katetu b mofemo [zradunati na dva nadina:

i b=c-sinf, ili b=c¢cosa
Qvde treba napomenuti da je kod sastavljanja tablice uzeto u obzir da je
sin b = cos «,

jer je sin B = »in (90° — o) = cos «.
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Alko, dakle, rrazume vrednost trigonometrijske funkeije ugla vedeg
od 45°, onda stepene ugla gledamo dole 64°, a minute sa desne strane.
Kolone u kojoj su vrednosti sinusa su onda sa desne strane.

Sin 64°19" = 0,90120
Kada bismo rtraZili kosinus 25°41’, dobili bismo isti broj, jer, gledajudi
odozgo 25°, kolona u kojoj su vrednosti kosinusa je sa desne strane,
a minute onda gledamo sa Jeve strane. U svakim tablicama postoji

uputstvo za njihovu upotrebu pa to uputstvo iteba protitati pre upotrebe
tablica. Ovde je izneseno samo cno $to je kod svih rablica zajednidko.

b= 50-0,90120
b = 45,06 cm

P= az'b = P = 488,225] cm?

U zadatku moZe biti postavijen zahtev da se rezultar zaokruzi
na odreden broj decimala, na pr., na dve. U tom sludaju, ako je treca
decimala manja od 5, zadrZe se dve decimale, a ostale se jednostavno
odbace. Na primer: 3,27359 = 3,27. Znak = ita se ,,pribliZno-jed-
nako’’. Ako je, pak, treda decimala 5 ili broj veéi od §, druga se decimala
poveca za 1. Na primer: 2,345731 = 2,35 ili 1,59874 =~ 1,6.

Nadena povrdina trougla zaokruZena na dve decimale bila bi
P = 488,23 cm?

2) Redini pravougli trougeo ako mu je data kateta @ = 34,2 cm
i ugao o = 34%45

= 89°60" — 34°45

B = 55°15’
=2 c 34—’£:>c=60cm.
sin o 0,57
== ¢- COS & b =60 0,82165
cos o = 0,82165 b= 49299 Im

Treba uvek proceniti moguénest dobijenog rezultata: hipote-
nuza ¢ > aic>h,

kako je § > a=bd > a
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3) U pravouglom treuglu data je kateta @ = 4 ¢m 1 hipotenuza
¢ = 7 cm. Redit trougao.

sin o =2 4.7 =0,571428 = 0,57143
c

Ako je sinea = 0,57143  « == 34°51" (Tablice str. 143)

4) Izratunati uglove romba ako su mu dijagonale 4, - 11 cm
id,=dcm Neka je AC =d, i BD =d, (s1. 199}. '

Iz pravouglog trougla ASD imame

| w L d
e L . e, P
2
p 411 = 0,363636 ~ 0,36364
S1. 199 ‘ U tablicama, na strani 128 nalazimo

tg 19°59' = 0,36364
Prema 1ome, -; 19°59°,
it o = 39°58°,; B = 140°2".

Ugao koji vidni zrak obrazuje sa ravni horizonta zove se elevacion:
(«) {ako je njegova oblast iznad ravni horizonta) i depresioni (&) (ako
je njegova oblast ispod horizontalne ravni (sl. 200).

\‘D

S1. 200 Sk 201

3} Posmatraé iz aviona koji se nalazi iznad mesta 4 na visini
h = 5000 m. vidi mesto B pod depresionim uglom & = 37°47". Keliko
je udaljeno mesto B od mesta A?
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Uglovi 8, i 8 su naizmeniéni. Stoga je 3, = & (sl. 201).
AB = h- cotg 3,
AB = 5000+ cotg 37°47' (Tabl. str. 146)
cotg 37°47" = 1,2900
AB = 5000- 1,29
AB = 6450 m.

zADACI

Zad. 296. Reditl pravougli trougao ako mu je dato:

Ne=935ecm 1 a=6510; 4)a=10cm { = 5830,
2) e — 3,643 cm; B 39°50'; 5 ¢c=20cm p=71°30";
3) a=637cm o = 4°20";

Zad. 297. U pravouglom trouglu data je kateta i hipotenuza.
Resiti trougao,

1y a=528m = 697 m;
Db=15m c=113m

Zad. 298. Sa brda visokog 1000 m na obali mora vidi se brod
na pudini pod uglom depresije, § = 12°19". Koliko je brod udaljen od
obale.

Zad. 299. 1z tatke na zemlji koja je od podnoZja tornja udaljena
100 m vidi se njegov vrhh pod uglom elevacije o = 31°23. Koliko je
visok toranj.

Zad. 300. Tzratunari ugao pod kojim se vidi kruZnica polupred-
nika r = 7 ¢m iz tacke P koja je od sredidta udaljena 14 cm.

Zad. 301 Jedna strapnica pravougaonika za 41 cm je vela nego
druga, Obim pravougaonika iznosi 168 cm. Izradunati ugao pod kojim
s¢ scku dijagonale pravougaonika.

Zad. 303. Prave p 1 ¢ seku se pod uglom « = 9°36". Izrafunati

ortogonalnu projekciju na pravu p duii 4B =5 cm koja pripada
pravoj g.

Zad. 303, Izra€unati ugao koji sa pozitiviim smerom x-ose
obrazuje radius-vektor raéke M (4, 11).
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RESENJA

1 DEO

Zad. /. =(a)= ;1) =T; @)= 1;1d)— ;&= 1;
(fy=T; (g = L
Zad. 2. Ta: Broj 7 nije paran broj: t(@) = | t (@) =T

Tb: Nije svaki pravougaonik paralelogram; t(b)=T;
{18 = L

TJe: Broj 39 nije prost broj; t{c) = [; v{1a) =T
1d: Dijagonale romba se ne polove; v (dy =T, «(1d) = |

Je: Ortocentar trougla nije presek njegove teZi¥ne linije.

o= 1L; =T

Jf: x 2 5 (ne manje)
x < 5 nije iskaz, jer je njegova istinitost neodredena.
Ona zavisi od vrednosti x.

Zad. 3. 1) (a A b): Kvadrat je paralelogram 1 kvadrat je romb.
| t@=T; @) =T;vlaAB)=T '
‘ 2) Broj 6 je ceo broj i broj 6 je paran broj
@)= T; <@ =T tl@and) T

3) Dijagonale paralelograma su jednake i dijagonale pravouga-
onika su uzajamne normalne

T@=T;~0) Litl@nb=_1
4) Dunav je najveta reka u Evvopi i Dunav se uliva u Crro
More, t{a) = L; &) =T;t(a ANb)= L

17 Matematika
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Zad. 4. 1) (aV b): Broj 17 je ceo broj ili broj 17 je paran broj.
T@y=T; 1= 1;7@Ad)=T
2) Dijagonale trapeza su jednake ili dijagonale trapeza se
polove, 7{a) = 1; (&)= L; v(eV b)) = L
3) Zabe su sisari ili Mars je planeta.
@)~ Lyt =T;lav =T
4) Zbir unurradnjih uglova u trougly je 180° ili su stranice

romba jednake.
t(a)=Ti: @)  ;x{aV b =T

Zad. 3. 1) (a = b): Ako je n deljiv sa 12, onda je broj n deljiv sa 6.

fa)=T; 1) =T;t(ea=b=T.

2) Akojex =y iy =4 ondajex =%
t@a)=T;1@) =T ta==T

3) Ako je Eetvorugao kvadrat, onda je Cetvorugao paralelogram.
t@=T; @) =T;ta==T

4y Ako je 2x -+ 3 =7, onda je x =2, a nije iskaz, < (a)
neodredeno.
W =Tite=b=T.

5) Ako je zbir dva ugla u rouglu « 4 @ =: 120°% onda je tredi
ugao y — tup.
T@=T;~B)= 1L; vla=b = ].

6) Ako se u Zetvorouglu moZe povudi 4 dijagonale, onda se
u petouglu moze povudi 10 dijagonala.
t(a)= ;7@ = 1;t@=2b0=T

Zad. 6. 1) Ako ie broj # deljiv sa 2 ili sa 3 onda i samo onda broj »
je deljiv sa 6.
a=b;b=2a;tla=b=T

Da=mbb=a; (e b) =

3) Ako je paralelogram pravougaonik, onda {i samo onda)
dijagonale su mu jednake.
a=bb=a tla=d=T

4) Ako je 2+ 3 =7, onda (i samo onda) 3 + 2= 7.
@)= Lt =1l;e=bb=a;vaebh) =T

-
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Zad. 7. 1) {(a + B = 180 A (a < 909} =5 (B > 90°)
2) (m <)V (m > n); NPB>HDAG> 2D
Hifla> ) A ==2{a+b> 2

Zad. §. 1) a: Trougao pravougli.
b: Dva unutradnja ugla su komplementarna.
Ekvivalencija. t{(as= b =T

2) a: Broj 13 je prost.
b: Broj 13 je deljiv sa 3.
Konjunkcija. t(a A &) = |
3) a: Dve prave su paralelne.
b: Dve prave se seku.
Disjunkcija. t{aV &) =T
4) a: x+2=3
b: x=1
Implikacija. t(a= &) = |
5) a: Tri tacke odreduju kruinicu.
b: Tri take odreduju ravan.
Konjunkcija. s{a A D) =T
6) a: Poligon je Eetvorougao. .
b: Zbir spoljadnjih uglova iznosi 360°.
Implikacija. t(e=8)=T

5 7
7 a:~— je manje —
2 T

Negacija. = (7a)= T
8) a: 2+1=3
b: Broj 7 je paran.
Disjukeija. t(aV &) =T
9} a: Dva trougla slidna.
b: Stranice proporcionalne.
Ekvivalencija. (a8 =T
[0) a: Dva romba slitna.
b: Stranice proporcionalne.
Implikacija. 1le=b) =T
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Zad. 9.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.
Zad.
Zad.

Zad.
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10.

11l

12

13
14,

6.

1) Broj n je ceo ili pozitivan broj.

2} Broj » je ceo 1 pozitivan broj.

3) Broi n je ceo ili neceo broj.

4} Broj n je pozitivan jll nepozitivan broj (— oo <n < +c0).
5) Ako je broj » deljiv sa 3, onda taj broj nije prost.

§) Ako je broj » ceo broj i prost broj onda on nije deljiv sa 3.
77 Ako je broj »n ceo 1 deljiv sa 3, onda on nije prost.

8) Broj »n je ceo ili pozitivan broj i prost ili je deljiv sa 3.
9) Broj »n nije ceo broj ili nije deljiv sa 3.
10} Broj n je ceo, pozitivan i prost, ili je deljiv sa 3.

1) Dovoljno. 2) Potrebno i dovoljne.  3)Potrebno.
4) Potrebno i dovolino. 5) Porrebno i dovoljno.

€) Potrebno. 7) Potrebno i dovolino. 8) Dovoljno.
9) Powrebno. 10) Potrebno i doveljno.

1) A=1{1,2,3,456 2)B=1{-3 210123 4 '
) C={—4 -3-2 —1,0,1,2)

D Px:x=2nnEN

2) P(x):x:—i—, noN

NP :x=n, =3 L0, 0" F
kA =5

x=3x=5 x=17

D ANB={3,45 2)AnB={l,2
3) An B = {4, 12, 36}

Inkluzija
CcdacFacBcD (sl 202)

Sl 202

Zad. 17. Inkluzija 1 presek {sl. 203)

Zad.

Zad.
Zad.

Zad.
Zad.
Zad.
Zad.
Zad.
Zad.
Zad.

Zad.

18.

19,
20.

21.
22.
23.
24.
23,
26.
27.

28

x — ¢ovek koji ne Zivi u Africi niti je Crnac.
y — Covek koji Zivi u Africi, ali nije Crnac.
% — Crnac koji ne Zivi u Africi.

n — Crnaca koji Zivi v Africi.

St 203
1) AuB={1,2,3,4,56,T}
) AUB=E; 3 AUuB=R
DAVGE  A; A0 = &

1) B(Auy B) = 46
ANB — {4, B,C, E, H, J, K, M, O, P, T}

vidite zad. 17.

C=id}

An B—skup kvadrata

AU B =prava p; AnB = MN (duz MN)
A|B=

Skup trapezoida

AX B = {(x, a), (x, ), (¥, a), 3, b), (&, a), (&, 0)}
Bx A= {(a> %), (@, 3), (a, =), (b, 5, (b, ), (b, 2)}
. A=28
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Zad. 29.

Zad.

Zad.
Zad.
Zad.
Zad.

Zad.
Zad.
Zad.
Zad.

Zad.

Zad.
Zad.

Zad.
Zad.
Zad.

Zad.

(sl. 30) Zad. 30.
T t
' :
a b
BA |, | ’
51‘./ & - "
| T T A !
|
S1. 204
E7R i)x=-r13§— D y=0,88 =117
32, x = 41000 Zad. 33 x = 16; v = 11; z = 44; v=19
34, x = 140; y — 0; 2= 16; » . 36 T
35, x = 112,5; y - 16,5; 2 = 181,5; v = 13,5
36. 1) A=1{4,5 6} 2) B=1{34,5 6}
) C=1{4,56T) 4 D=¢(3,4,567}
37.0L% 23,7 328
L0670 BT IS
3%. Brojevi 1 i3
40. 5, = 370; S; = 101110010
dyg = 272; d; = 100010000
41. 1) Nije. Na pr.: a -7y h=12
2) Wije. Na pr.: a=3; b= —3; 3) Jeste
42, a%.  Zad 43. x°P; Zad. 44. 8 Zad 45. 9.
46. ambn;,  Zad. 47. a*- (abY®  Zad. 48.%
49, 2 + 3?7+ 2 — 2oy ~ 2xz + 2yz Zad. 50. at-RbA—2a7H
51 a.  Zad. 52. o',  Zad. 33 (ab)®
54. ak(a+ 1) Zad. 55. a{l —a®) Zad. 56. p" 4- g
% k-2 2
7. 5z ss (3—) Zad. 59. — 2
4 7 3xZpit P

Zad.

Zad.

Zad.
Zad.
Zad.
Zad.
Zad.

Zad.
Zad.
Zad.

Zad.

Zad.
Zad.

Zad.

Zad.

. 60,

61,

62,
64.
63.
72,

75.
76.

77.
78.
79.

80.

81
82.

83,

84.

a 3y ms
1) - 3 2y ——; » 22—
y 943 ) x ) 2
Z riivi
P TR O L
12 by? 2xtyt
1y 3a2be ;7 2) 3minp~igt;  3) a®bi iy
7
A Zad. 63. L i xd
3ac¢’ x?
nw Zad. 65. bc* Zad. 66. 3% Zad. 67. 14
L. Zad. 69. 15%, Zad. 70. 9%wn Zad. 71. 2.
a‘a*¥, Zad. 73. —(ab)** Zad. 74. —ala?m,
alab)*#
—& (ab)*. Proizvod je negativan

1 ako je k parno:  (~a)*>0; (—b)F <0

II #ko je k& meparno: (—a)® <Q; (—BFrt =0

4. 6k

A+ B=4da* + 8b*;, A4—~ B =64 — 10ab®

1) 4a? + 967 — ¢ 4 12ab 2) 16x - dy? — 2527 4 20y=
3) ain — pn 4) xism ylz'rz

1y a%h — 3a®? + 6b3 2) x® — 2x
3) Scty® + 3yt — 2 4y 2o - Satx — @t

a 2L 2. Jx' 17
5) 7a* 4 2a* — 45 6)2x+1+x1+2x+3
T m®% — miFn¥ - 0 8) x% 4 2a;
9N 2P — FP 4 1; 10) @3 4 2a?% 4 4g” + 8
1) a’x?; 2) 18a%x%; 3) 12mn?

1) 5a%® (a* + 5%);

3) 28p%x? (22 + 3py)
1) (2a — 3b) (2a + 38)
3) (mtn— p) (P - p)
5) (@* — 5) (a*k + 5) 6) afa — b)(a +b)

D RGE—2k+2 8) x (3 — ) Bx + )
9 2x%u3 (3xy? — 5u*0™) (3xy? 4+ 5uP0?)

2) 3m*n® (m — 2n);

2) (ax — n) (ax + n)
4) (an? — 3y) (ax® + 3y)

10) 2% (1 — 7a%b*) (1 -+ 7a%h%)

Sxv? (da’c® — 5v3)?
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Zad.
Zad.
Zad.

Zad.
Zad.
Zad.
Zad.
Zad.
Zad.
Zad.

Zad.

Zad.
Zad.

Zad.

Zad.

Zad. 100. 1) abx;

Zad. 101. 1} ab(a — b);

83
86

87.

85,
89.
90.
9.
92,
93.
94.

25,
96.
97.

98.

99.

S TExt 2odn 1) (Bt - 2mn - 1)

. 3a’p (3o — Tg%) (Sa’p* + Tg%)

3a%h® — 36a%h® + 105a%03 = 34%6% (@® — 12a + 35) =
= 3a®h? (a® — Sa — Ta -+ 35) = 3?3 [ala — 5) —
— 7@ ) —3%a—a@—"7

2ab® (3a% -4 2¢%) (25a'0* — 10a%hc® + 4c®)

Totw* (2u® — 3uiv) (20? + 3ude)

9% (x — D) (x + D)

3InPp (5m® + dpig)?

(a—b)(x —y3(x -

JaPc (3ath — c?) (9a'h? + 3a%bhc? 4 %)

2x* 4 3xy -- dxy + 60 = x(2x+3y) + 2y(2x+3y) =
= (2x + 39) (x + 2»)

lea—b4+o(at+b—0)
a(a® — b7} (a® + b™)
2ab? (2227 + B (da*t — 2aPnbt 4+ )
1)) E; 2) dm ; 3 ...1_’-
3b In? 7p
3xty 4 !
4 —; 5 4 6y —
2 s Sa ; 4x
x 7 a- b
Vived Prrr Vagw
m X x
4) —; 3 — — ;
) n ) ¥ 6) a—b
U+ v a4 1 m — 3In
7 4 2 =
) °— v 8) a-2 9 m -+ 5n
- . xy
10) uto—w’ b ok - BE 12) XN — yn
2) 126%%; 3y 72 n%"

4) 3mintat; 5) 525 atptq’

2) ab (m + n);

6) 180 a3b5cH,
3) atbix (x.— 1);
4) a?b63 (m + n);

6) 12a(x* —3%; T) 12(a — ¥ {a + b);

5) [2ab (x — y); 6by— 6bx= —6b(x—2)

Zad,

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad,

Zad.

Zad.

Zad.

162.

103.

104,

107,

108,

. 109,

112,

114,

Fis.

118.

121,

123.

8) % (42 + 3y (4x* — )
9) abt (x + 3 (x + 2); 1) 6(a + &) (a + 26)?
1) meapd (e + 1) (a 4 2) (a + 3);

12) (a + b)a® — &%)

6x — 2z 1 2a
4 x a? 4 b+ 2
1 5 2 3 3 ——
) Ja ) 12a ) abc
. 14x2 4 2
4 a(l5y 14,<)5 5) 2a 'lﬁ; 6) Ja
36x3y? b a
Y g 105 -2 zaq 106 —5
S adb xt— g2
at | b*
a2 — bz-
2a—|—3x_2a—3x_2a+3x 2a —3x " 4g
2a — 3x 3x — 2a 2a — 3x 2a — 3x 2a ~ 3x
0 Zad 110. — Zad, 111 ——
a+2 (3 — A)(x — 5)
B zaa 113 L—
at — 27 (x—a)(x — &)
5 L 3P . _ . 1
1) PR 2) mat 3) 2a; 4) 3b; 5) R 6) P
2z z B
i Zad. 116. *—2  zad. 117. 2
be ¥ a—
¥ i
— Zad, 119, — —— Zad. 120, a* — b*
X+ y P+ g
¥ . zat 222
a—¢ a+b
fo¥BE—y) . Zad. 124, —

x4+ a"‘—}—i_;-""‘
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Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.
Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.
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125.

128,

131

134,

137.

139,

140.

i41.

. 142,

143,

146.

149

130.

1352.

153,

155.

_dax Zad. 126. Zad. 127, 597"
8oy 3a b2n
9 kZ 3 -

l Zad. 129, 3 Zad. 130. 30 b2
47 dap?
oA 2

Sax Zad. 132, 2% Zed. 133 -
4b? 12¢2 b?

m Zad. 135, — — Zad. 136. —

a— b an

el Zad, 138.

4 4
nE=S 0

z 4 e
- b 2
pEEY, g &
y p—q
§) —; 2) 1
v 7 a— 1

1y —; 2)

n a1

PG g g4 =2 pad 145w

p—q a4 b

x=2 Zad 147. n=13 Zad 148. z =2

. Jednadina je nemoguéa

y:—%— Zad. 15]. k=

x=5 Zad, 154, x =

Zad, 156, x =
m

Tednadina je neodredena x = 0;

L
2
x# —1
c—b
a
a—c

Zad.

Zad.
Zad.
Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.
Zad.
Zad.

157,

. 139,

. 160,

. Jal.

. 163

105, x =
167, x
168.

169, x =

170

172

173

174.
176.
178.

x= Zad, 158. z=m +n
a+ b
1
X =— ‘
m—n
Da=-2 2p=—2 o=
b+c c—a b— a

z=2 Zad. 162, Jednadina je neodrdena.
b

a== ¢ Zad. 164. ¢ = Z
x=35y=13 Zad. 166, x =4; 2 =3
y=4; y=

x =5; y = 3; treba prvo izvriiti smenu:

n—l—v:% n=%
1 _ ! Y >j
8 8
x+ 3y =38
x—y=2
. a-t+ & y=a b
2 2

x=m;y=3m Zad 171 x=1; y = —1

a-—n a—m
=y y=
e n—m
e —=bg _ bp—ag
pz_qz’ - pz__g2
x=m+n; y=—m Zad I75. x —a*; y=12a
x = 2Py =pg  Zad 177. x = 15a; y = 10b

X=m; E=p Zad, 179. x = 5a; y = 3b
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Zad.

Zad,

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.

Zad.
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. 187,

189

191

192,

. 193,

. 195,

. 196,
. 197,

198.

199.

- =be  Zad. 181.——

. MS
1

-1 n+1

liti sa o bez ostatka.

an b zadarak  ima smisla ako je a=b.
a—
MR Naw  2ad, 2as BESD
a ak
1
m—); aim-+ 1) Zad 188. s E
m s
42 Zad. 190. 40; 15; 10
s{a + by s{a —B)
2 2ab
2an + b(n 4 1) 2a-ib(r-a—'l}
n— 1 ’ n— |
dm -brg,_ an —cm o . 194, dg — r :
ad — bc  ad — b g —1
) x=3;, 2)x< ; N x4 4) x<3;
m o 5
1) a=0; 2) Svako a a < (—w, )
N eax>0; 4 axl; 35 —I<a<0ia>l;
6) a<—1 1 O<a<l
x— 5
90:  x<100; k= x=1Th 4+ 5
95 -
17k + 5 < 100 k<F ke N
13a<3; Dya=3; 3)a>3

d

g— 1

5y x

k

ad_
a— b

+

=

. an - r Ako se od traZenog broja oduzme r, on ¢e se pode-

mie— 1)

5

Zad.
Zad.

Zad.

Zad.
Zad.
Zad.
Zad.

Zad.

Zad.
Zad.

Zad.
Zad.
Zad,
Zad.

Zad.

Zad.

Zad.,
Zad.

200.
201,

202.

203.
205.
206.
208.

211
212

213.
214,

215
217.

218.

219.

223,
224

NDxef{—1,1]; 2} x=—3; 3) Nema refenja

D xe (3,7
3 x (0, 0);

53 xE(—}, 00);

4) nema redenja;
8
- i
1y m &= (—— co>—7 U (5, oo); 2y m

a=23 Zad. 204. ) m =3; n=2;
ym>3; 2) J<m<5

2) xc (=3, —1);

6) x € (_TE’ 2).

= (_3: 0)

2ym=2;n=3

m = (2, 1) Zad. 207. a =3

m= 14 Zad. 209. m=2; n=3

g b A b A
az b, ¢z az &, £z

m>06

Da=6;f=4; 2)a=6;p=10;
Doe=3p=2
Nd=5 2d=13; Nd=17

AB=13; BC=10; CD=12; AD=>5

AC = 17; BD =13
D S,3);  2) S(L,2)
123 129

Zad. 216. M (5, 0)

Y P=—; DP=—"—; 3 P=139
; 5 ) 5 )

=50 Zad. 222.y=%x+3

M2, 0
Dy=x+473; Dy=—x—+2;
& l
) 5 i Sy 3
5 3
7 = ——=x45; 8 =—x
)y 5 Yy 5

N y=5x+3;

4
6) y = —— x—3;
)y 3
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Zad. 225. m=35; p:3xF2y-T=0; p,: bx 44y ~5=0
Zad 226 x — 2 =10; y— 1 =0 (Vidi zad. 217}

Zad, 227. ) m—=3; Dym=2; N m=2

Zad. 228. m =6 Zad. 229. m =5, x =6

Zad, 230. m =3, x=3.

Zad. 231, C(5,6); S{I,3) p:3x—~y=0

Zad. 232. G4, 100 P =76

Zad. 233 Ako tatke 4, B 1 C pripadaju istoj pravoj, onda ie pov1§1na
trougla ABC = 0, 1. —3(10 MET+ )+ 2(—2—-10) =
=y=4 CE 4%
Zad. 234. Koordinate tafaka A i B zadovoljavaju jednadinu
= g N = 2
y—=ax + b 1 a+b;m___2; e — 3
Jedn, prave: y = 2x—3 5=4a -4 b

Zad. 235, I)x=3; y:2 2).’5-—-—1; }':3
Nx=—4; y= -3 4)x=6; y=—4

Zad. 236. TraZena 1afka je u preseku prave p 1 simetrale dui AB.
Zadatak moZe imati beskona®no mnogo redenja, jedno i nijedno.

Zad. 237. Iz bilo koje tatke S jedne od datih paralela opi§emo kruZni
luk (S, &) koji sele drugu paralelu u tadkama P i P,. Prava koja prolazi
kroz tadku M i palalelna je sa SP, odnosno SP, je trazena. Zadatak
moZe imati dva refenja (a>d), (d je rastojanje datih paralela), jedno
(e = d) i nijedno (a<d).

Zad. 23§. Primenom gmt 4 imamo 4 tacke, tj. 4 re¥enja ukoliko pra-
ve p 1 ¢ nisu paralelne niti se poklapaju.
Zad. 239. Dara tatka je odredena presekom gmt | § gmt 4. Zadarak
moZe imati 4 refenja 3, 2, 1 ili nijedno.

Zad. 240. Translacijom jedne kruZnice za vekror Z, koji je paralelan
sa p, dobijemo krajnju racku traZene duZi. Zadatak mofe imati besko-
na¢no mnogo sefenja 4, 3, 2, 1 ili nijedno re§enje

Zad. 241. Translacijom duZi AB za vektor AF {F proizvoljna tatka

ravm), a duzi CD za vekror C.T one se preeslikavaju u du#i FG odnos

no FE. Prava koja prelazi kroz tacku M 1 koja je normalna na EG je
trazena. Zadatak ima dva refenja.

Zad. 242. Centra rotacije je u preseku dui AC i BD.
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Zad. 243. Centar rotacije je u preseku simetrale duZi AB 1 simetrale
ugia koji obrazuju prave p i g.

Zad. 244. Treba jednu od datih kruZnica votirati oko date talke za
ugao od 1807,
Zad. 245. Primeniti gmt 5. Prava keoja prolazi kroz tacku A 1 sredinu

dugi BC i dve prave koje su sa njom paralelne i prolaze kroz take
B i C su tri trafene prave. Ukoliko dare tatke ne pripadaju istoj pravoj,
zadarak ima i refenja.

Zad. 246. Kroz jednu od datih tataka (na primer kroz 4) povule se

prave parajelna sa p i na tu pravu nanese dui AN = a. Prava BN je
jedna od traZenih. Zadatak ima dva refenja.

Zad. 247. Kroz daru tafku M povude se prava koja je paralelna sa
pravom p. Rotacijom te prave oko tatke M za ugao Lo dobijamo dva
reSenja zadatka.

Zaod. 248. TraZena prava odredena je tatkom M 1 sredinom duZi
AB (gmrt 3).

Zad. 249. Treba primeniti gmt 1 1 gmr 4. Zadarak ima dva redenja.

Zad. 250. Povuku se dve paralelne prave dije je rastojanje hg. Kroz
bilo koju tatku C jedne od njih povuku se dve prave koje seku tu pravu
pod uglom «, odnasno §.

Zad. 251. Kroz sredinu § stranice AB'i T povude se poluprava i na nju
nanese dui 7C = 25T.

Zad. 232, Kyoz tatku A se povule poluprava normalne na BO;, a
kroz B poluprava normalna na 4A0,.

Zad, 253 + SAB = ; € SBA =L, 4= ¢ cus.

2

Zad. 254. Neka je taZeni trougao ABC. Pomocu visine ki, odredimo
teme C. Kruznim lukom (G, a) 1 (C, &) odredimo na pravo] 4B temena
B 1 A. Zadatak moZe imati dva, jedno ili nijedno reenje.

Zad. 256. Konstruisati pomoéni trougao sa stranicom m i naleglim
uglovima 45° i o.

Zad. 257. Treba konstruisati pomoéni pravougli trougao ANM sa

datim uglom « i hipotenuzom AM = m. Simetrala ugla AMN odre-
duje na kateti AN teme pravog ugla traZenog trougia.
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Zad. 258. Treba konstruisati pomodéni trougao u kojem su poznate
stranice ¢, m 1 ugao koji one obrazuju 180° — =,

L . Yo . 2
Zad. 259. Treba konstruisati pomecnt trougao &ije su stranice ,_3__ fas
2 . .. .
— Lz i ugao koji one obrazuju ¢.
3

Zad. 260. Neka je traZeni trougao ABC i teZisre mu je u tadki T.
Prvo se nad hipotenuzom AB = ¢ kao pre¢nikom konstruise kruZnica

(5‘, —;—) {gmr 6). Zatim se konstruie pomnéni trougao AST: A4S =

c J— fu—

= —; AT — 3 o} ST = . Poluprava ST odreduje na kruz-

nom luku (S, —cz—) teme C.

Zad. 261. Prvo_se konstruide pomocni pravougli trougac ADC;
+ CDA_= w; CD = he. Kruini luk (4, 1,) odreduje na simetrali
katete CD (gmt 5) sredinu stranice BC.

Zad. 262. Treba konstruisati pomoéni trougao ADC; AD = m i uglovi

CAD « w1 ¢ ADC = *j— Simetrala stranice CD odreduje na stranici

AD teme B traienog trougala ABC.
Zad. 263. Vidi zad. 257.

Zad. 264. Treba konstruisati dva trougla sa zajednitkom stranicom [.
Qstale stranice tih trouglova su @ i & odnosno ¢ 1 d.

Zad. 265. Konstruidemo trougao 4AB8D.

Zad. 266. Neka su P iisredme suprotnih ss_l:inica__gnralelograma.
(Odredimo sredinu d_lzlil PR, tatku S. Stranice AB i DC su paralelne
sa OS5 i jednake 205,

Zad. 267. Dijagonala deli paralelogram na dva podudarna trougla.
Konstruide se jedan od njih (vidi zadatak 255).

Zad. 268. Konstruife se pomoéni trougao AFC. AF =m; AC = d;
& AFC = 90° — —Uz'—. Simeuala stranice FG odreduje teme B.
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Zad. 269, Treée teme romba je u preseku simetrale dui odredene datim
tatkama j date kruinice. Mogu da budu dva re3enja, jedno ili nijedno.

Zad, 270. (Vidi zadatak 257),

Zad. 271. Prvo se konstrui§e trougao ABD (vidi primer 2). Zatim se
na pravej g odredi teme C kruZnim lukom (A, d).

Za{i. 272. Na pravi p nanesemo stranicu A8 = a. Konstruifemo
zatim pravu ¢ ||p na rastojanju A Kreuzni luci (4, 4,) i (B ,d,) odre-
duju na pravoj ¢ temena traZenog trapeza. i

Zad. 273. Neka je trazeni trapez ABCD. Treba konstruisati pomoéni
trougao ABD: AB = a; BD = d i « DAB = «. Dalja konstrukeija je
otigledna. Zadarak moZe imati dva refenja, jedno ili nijedno.

Zad, 274. Neka je traZeni delroid ABCD (sl. 154). Prvo sc konstruile
jednakokraki trougac ACD: AC = d,. Zatim na simetralu stranice AC
nanese DB = d,.

Zad. 275. Treba konstruisati pomoénu figuru: pravougli troﬁgao u
kojem data hipotenuza m i ugao od 45°. (Vidi zad. 257.).

Zad. 276., 277., 278. Primeniti (T. 37)
Zad. 279, Vidi: XII, 3 primer 4.
Zad, 280. Vidi: XII, 3, primer 2.
Zad. 281., 282, Vidi: X1, 3, primer 3.

Za.d.'283. U bilo kojem jednostraniénom trouglu konstruie se duZ
koja je homologna sa a, -/, =m,, pa se onda odredi stranica « razencg

. . . a m
trougla kao letvrta geometrijska proporcionala iz uslova — = —.

@y "y

Zad. 284. Faktor slicnosti & =% a; = 35cm; b, =28 cm; ¢;=42cm

Zad. 285. a) = 78 am; b, = 65 cm.

Zad. 286. x = 12 cm.

Zad. 287. 4 = 10 cm.

Zad. 288. a, = 66 cm; b, = 72 cm; ¢, = 78 cm.
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Najmanje teZidnz linija odgovara najveto] stranici.

c 2 c?
(_ = x) R b S foox 4 P B = B
2 4 AN
+
& = c?
(— ——x) +hR=ad=— — o+ B+ =2
A 2 4
S1. 205 ot
x4 W= 7+2(x2—l-[)=a1_|_52
zc=%'\/2—(al+b_2)—c3_ =19
faktor sli¢nosti & =3
Zad. 289. h = 20 m. Zad, 290. k = 40 m.
Zad. 29]. h =24 m. Zad., 292, x = 85 m.

Zad. 293. 1Y b=60cm; ¢=75cm; ¢g=48cm; h=3Gcm
Ya=3cm; ¢—50cm; p=18cm; g=732cm
Na=3Wan; b=40cm; ¢c=50cm; h=24cm

Zad. 294. a = 15cm; b=20cm; ¢ = 25cm.

= ¢ ¢+ 7 c— 7
P = p = i g = 3
p—q=7 2 2
Co8 o e—25

Zad. 295. a =45¢cm; b=60cm; h=36cm

Zad. 296. 1) a = 8,49 cm; b = 3,93 cm; B = 24°50'; P = 16,7 cm®
2) a=2,798 ¢m; §=2,334 cm; «=50°10"; P=3,265¢m’
3) b= 84,07 cm; ¢=84,29 cm; P=85°40"; P= 268 cm?
4) b=16,319cm; ¢=1914cm; o= 31°30
5) a=6,346 cm; b = 18,9664 cm; « = 18°30°

Zad. 297. 1) b =455 m; « =49"15; B = 40°45’
a=112m; a=_5§2°22; =738, P=5840m?

Zad. 298. d = 4580 m Zad. 299, h =61l m

Zad. 300. © = 60° Zad. 301. ¢ = 37°58'
Zad. 302. A'B' = 4,93 cm Zad. 303. ¢ = T0°1
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DRUGA GODINA

POLJE REALNIH BROJEVA

I. UVYOD U POJAM REALNOG BROJA

1. Pretpostavimo  da poznajemo jedino racionalne brojeve- i
ielu'r}o da refimo jedan vrlo jednostavan problem elementarne geo-
metrije. Re¢ je o sledeéem problemu:

Odrediti merni broj dijagonale 4 kva-
drata, kada se za jedinicu mere uzme stranica a
tog kvadrata.

Drugim retima, postavlja se pitanje da li &
postoji neka duZ / koja bi se ceo broj pua sa-
drzavala u dijagonali d i u stranici ¢ kvadrata,
tj. da bude

d=m-1 i a=n1l =
(gde su m i n neki prirodni brojevi). St

Jo& su stari Grei znali da takav treéi broj ne postoji (Pitagorejska

$kola V i IV vek pre nove ere). Mi ¢emo se ovde lako uveriti u to.

‘ Pretpostavimo da takva duZ ! postoji. Tada, je, na osnovu Pita-
gorine teoreme,

d*=a®+ a% 1. 42 = 24%
Iz ove i gornjih jednakosti, imamo
=2 2.3

ili, posle skradivanja i deljenja sa #3,

22
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Znadi, kvadrat broja ™ mora biti 2. A to éemo bad dokazati da je
n

nemoguée. Dokazimo da kvadrat ni jednog racionalnog broja ne moze
biti jednak 2.

Uzmimo proizveoljan racionalna broj o i pretpostavimo da smo

taj razlomak skratili, tj. da je bar jedan od bl:ojev_a m, n neparan broj.
Ova pretpostavka je osnovna u daljem rasudivanju.

’ "
Iz (l;i) — 2 dobijamo 7 = 2+, Dakle, broj »# je paran braj,

odakle zakljuéujemo da je i m paran broj (jer je kvadrat parnog broja
paran, a neparnog broja neparan broj). Ako stavimo m = 2k, iz jedna-
kosti m? = 2n?, dobijamo

(2R = 2n% U, 4k = 2n?
odakle je n* = 28% Dakle, i »* je paran broj, pa je 1 broj n paran.

Dosli smo do kontradikcije sa pretpostavkom da je bar jedan od brojeva
m, n neparan broj. To znati, da kvadrat nijednog racionalnog broja
ne moZe biti jedank broju 2.

Prema tome, ni jedan racionalan broj ne moZe biti dufina dija-
gonale kvadrata u odnosu na njegovu stranicu. .

Ako bi se zadr?ali samo na racionalnim brojevima, morali bisn}o
se porniriti s tim da se duZine odscéa%:a, k9je se Faklo prosto ja\flja)u
u geometriji, megu da ne wzrazavaju mkaky:.m bro;cvu'n_gl. ]asno‘]e d;\
se na takvoj osnovi ne moZe razvijati metriCka geometryja, Znati, pri-
morant smo da prihvatimo i takve brojeve kejih i nema medu racio-
nalgim brojevima. Te brojeve, koji nisu racionalni, zvatemo tzv.
iracionalni brojevi. Racionalni i iracionlani brojevi obrazuju skup tzv.
realnith brojeva. Qznadavamo ga sa R.

Problem u vezi sa dijagonalem kvadrata, i ne samo taj, dovode
nas do novih brojeva (iracionalnih). Nije ba¥ jednostavno da se strogo
definisu ti brojevi 1 da se izloZi kako se osnovne operacije skupa Q
racionalnih brojeva produZuju u operacije skupa R.

Jedan od nadina da se upoznamo sa realnim brojevir_na je —
pomotu decimalnih razvitaka, Poznato nam je da syakgm racionalnom
broju odgovara konadan ili beskonadan, ali periodi¢an, decimalan
razvitak. Na pr.

X020 Y45, L0333 =03
5 4 3
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Izuzev periodiénik decimalnih razvitaka, moZemo razmatrati i one bes-
kona¢ne decimalne razvitke koji nisu periodi¢ni. Takav je, na primer,

1,01001000100001. .. {broj nula se uvecava za jedan)

Tada, bilo koji konalan, periodi¢an ili neperioditan decimalan razvitak,
zovemo realan broj.

2. Za izgradnju realnih brojeva velike zasluge je imao nemadki
matematiéar prolog veka R. Dedekind. Ovde éemo ukratko, iznet
njegove ideje zasnivanja realnih brojeva preko tzv. dedekindovih preseka.

Pre nego $to izloZime tu ideju, uvedéemo neke pojmove.

Neka je 5 skup izvesnih brojeva, ali takav da postoji bar jedan
broj a od koga ni jedan broj skupa § nije vedi, tj.

x < a zasvako x £ S,

Tada, za skup S kaZemo da je ograniden sa gornje strane, a broj a
zovemno gornje ogranitenje skupa §. Na primer, skup {—5, 1,3, 7}
je ograni®en sa gornje strane. recimo brojem 9. Gornja ograniéenja
tog skupa su takode, i brojevi 7,2; 13; 7 1 drugi.

Najmanje gornje ogranienje, ukoliko postoii, zovermno gornja meda
ili supremum skupa §. Oznalavamo supS.

Uvedimo sada jednu znadajnu karakteristiku koju mogu imati
neki brojni skupovi.

Definicija. Neka je S skup izvesnih brojeva. Ako svaki njegov
podskup koji je ogranien sa gornje strane ima supremum, onda skup
S zovemo potpun skup.

Nije tefko dokazati da su skupovi N prirodnih brojeva i skup Z
celih brojeva potpuni skupovi, Skup Q racionalnih brojeva nije potpun.
Prihvatajuéi to kao &injenicu koju éemo, nefto kasnije, dokazati, vidimo
da se pro$irenjem skupa celih brojeva Z u skup racionalnih brojeva Q,
svojstvo potpunosti skupa Z ne prencsi na skup Q. Osnovna ideja
Dedekinda sastoji se u tome, da se skup racionalnih brojeva Q proéiri
u §iri skup koji ¢e biti potpun skup. Taj skup je skup realnih brojeva
i oznafavamo ga sa R.

U tom cilju razmotrimo nefto podrobnije dinjenicu da kvadrat
ni.jednog racionalnog broja nije jednak broju 2. To znali, da {emo
irnati za ma koji racionalan broj r ili ¥2 < 2 ili 2 > 2.

Neka je A4 skup svih pozitivnih racionalnih brojeva p takvih
da je p* < 2. Neka je B skup svih pozitivnih racionalnih brojeva ¢
takvih da je g% > 2. Uodili smo dakle skupove

A={plpE Qp>0,p* <2}
B={gl¢E Q,q>0,4> 2}
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Kako su p i g pozitivni, iz p* < 2 < g* sleduje p < g, tj. svaki iz skupa
A je manji od ma kojeg broja skupa B. U ovem poslednjem zakljucku
nede se nita izmeniti ako skupu A4 uniramo (prikljutimo) nulu i sve
negativne racionalne brojeve. Ali, tada ¢emo imati razdvajanje celog
skupa Q racionalnih brojeva na dve kiase {podskupa) A4 i B, pri emu
je svaki broj klase 4 manji od proizvolinog broja klase B. Ovakvo
razdvajanje skupa Q zovemo presek.

Dokasimo da skup A nema najvedi, ni skup B najmanji racionalan
broj. U stvari, dokazacemo da za proizvoljan broj p & 4 posteji broj
» € A, takav da je p < p. Sliéno: za proizvoljan broj ¢ € B postoji
broj ¢ € B da je ¢ > ¢

Pretpostavima da je p najvedi u 4. Kako je p £ A, onda p* < 2

ili 2— p* > 0. Izaberimo racionalan broj h, takav da je
- 2
0 <h<l, o< 2=p

Suda stavimo p = p © k. Tada imamo da je p < p i

P=p k= +Qp+hh<p - Qp+DA (erjeh<l)
<prE2—p (jer je (2p + Dh<2—p%)
= 2.

Dukle, p? < 2, pa ; = 4. Znadi p nije najveéi u 4. Ovim smo dokazali
da skup A4 nema najvedi racionalan broj.

Pretpostavimo da je ¢ najmanji u B. Kako je ¢ € B, onda ¢* > 2,
ili 2 - 2> 0. Stavimo
2 =1

.-.-.— _q i _q_
g=4q 2% 2

t
+ —
a
paje 5 > 0ig < ¢ DokaZimo da je E & B. Zaista, iz gornje jednakosti
kvadriranjem dobijamo

|

@ =2\
>¢— (@ —2) (er ]3(2—) vede od nule)
q .
= 2.
Dakle, ¢¢ > 2, paje g . B. Znai, racionalan broj’g nije najmanji u B.
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Ovim smo, ujedne, dokazali da skup @ nije potpun skup. Jer,
skup 4 je ograniéen sa gornje strane ma kojim brojem skupa B, a skup
B nema najmanji racicnalan broj.

Sliéno, kao u ovorn primeru, uvode se proizvoljni preseci. Naime,
svako razdvajanje skupa ( racionalnih brojeva na dve neprazne klase
At B, takve da je njihova unija ceo skup @, i, pritom, svaki broj iz
klase /1 je manji od svakog broja iz klase B, zovemo presek. Presek
oznatavamo (A | B).

Navodimo jo$ jedan primer preseka. Neka je A skup svih racio-
nalnih brojeva manjih od broja 5, a B skup svih ostalih racionalnih
brojeva. Tada je (A | B) presek, §to nije tedko dokazan. Kod ovog
presekd skup B imu najmanii broj, a to je bad broj 5.

Uopéte, za proizvoljan presek (A4 | B) moZe biti ispunjena jedna
od slede¢ih moguénosti:

1? klasa 4 ima najveéi broj, a klasa B nema najmanji broj.

2% klasa A nema najvedi broj, a klasa B ima najmanji broj.

3° niti klasa A imia najvedi, niti klasa B ima najmanji broj.

Moguénost da i klasa 4 ima najvedéi broj i klasa B ima najmanji broj
je nemoguéa. U tom sludaju, raj bi broj pripadao i klasi A4 i klasi B
ili ne bi pripadao ni jednoj od klasa. Lako se u tom slucaju utvrduje
da klase 4 1 B tada ne definifu presek.

Dalle, svi preseci skupa Q dele se na dva tipa, i to: one kod
kojih bar jedna klasa sadrZi najvedi, odnosno najmanji broj i — one
kod kojih niti klasa .4 sadrZi ngjvedi, niti klasa B sadrZi najmanji broj.
Ta deoba preseka skupa QO na dva tipa preseka je, oigledno, unutra$nja
struktura skupa racionalnih brojeva O 1, ta ¢injenica, potpuno bi ostala
i u sludaju da ne pomidljumo na uvodenje bilo kakvih novih brojeva.

Da bi i u moguénosti 3% imali, da klasa A4 sadrZi najveci broj
ili klasa B najmanji broj, primorani smo da uvedemo nove brojeve,
tzv. fracionaine, koji e — po definiciji — biti ili najvedi u klasi 4 ili
najmanji u klasi B.

Na taj nadin, pomodéu tog principa, odmah definifermno ceo skup
iracionalnih brojeva. Zajedno sa racionalnim brojevima, koje smo
ranije upoznali, oni nbrazuju skup svih realnih brojeva.

Drugim retima, realan brof je presek (racionalnimi brojevima
zovemo preseke kod kojili su ispunjene moguénosti 1° ili 2°, a iracio-
nalnim brojevima one prescke kod kojih je ispunjena moguénost 39).

Iz ovih razmatranja nije tefko utvrditi da je skup R realnih
brojeva potpup skup, tj. da svaki podskup skupa R koji je ogranifen
odozgo ima supremum. Taj supremum moZe biti racionalan ili ira-
cionalan broj.
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Sada, kada smo izgradili skup realnih brojeva, treba da defini-
gemo aritmeticke operacije sa realnim brojevima, jer, do sada, nemamo
ni pribliZznu predstavu Sta znadi, recimo, sabrari jedan racionalan i
jedan iracionalan broj. Zatim, keoji su zakoni ispunjeni za uvedene ope-
racije u skupu R. TIsto rako, treba da uredimo skup realnih brojeva,
tj. da talno definifemo kada demo smatrati jedan realan broj vedim
ili manjim od drugog. Kada bismo na sva ova pitanja odgovorili — 1o
bi bilo vrlo zama$an posao. Zato prelazimo na savremenu definciju
realnog broja, kojom se, izmedu ostalog, sva ta pitanja tretiraju

Prethodno demo se upoznati sa uobidajenim predstavljanjem
realnih brojeva na tzv. brojnoj pravoj.

2. BROJNA PRAVA. (BROJEVNA OSA)

Uocdimo pravu /. Odaberimo na toj pravoj dve raziicite tatke,
O i A, 1 pridruZimo tatki O broj 0, a tadki A broj 1. KaZemo: tatke
O i A su tatke brojeva redom 0 i 1. Tzborom tih 1afaka, pravu ! zovemo

-2 o % i 7
L 8] N A
sl 2

brojna prava ili brojna osa. Sada pokaZimo da na brojnoj osi svakom

. . . . .1
racionalnom broju odgovara tatno po jedna tatka. Na primer, broju —

. « . .1 . .
odgovara srediste duii OA4. Uopste, racionalnom brolu? (n je neki
prirodan broj) odgovara tatka N duZi OA, takva da se duz ON odnosi
prema duZi Od kao 1 prema n. Racionalnom broju %, gdesumin

prirodni brojevi, odgovara neka tatka D, takva da se duz ON odnosi

prema duzi OD kao 1 : m. Racionalnom broju — % koji je suprotan

broj broja %, odgovara tatka L koja je simetri®na sa tatkom D u

odnosu na tatku O. Tatke na pravoj { koje odgovaraju racionalnim
brojevima zovemo racionalne tatke. Na ovaj nadin svakom racionalnom
broju moZemo jednoznalno pridruZiti racionalnu tatku prave I Pozi-
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tivnim brojevima odgovaraju tatke brojevne ose koje se nalaze desno
od tacke broja 0, a negativnim one koje su levo od t1a¢ke broja 0. Poznato
nam je da se, izmedu svaka dva racionalna broja nalazi treéi, recimo

izmedu racicnalnih brojeva p i ¢ je racionalan broj 2t 4 Odatle
2

imarmo, da se izmedu svaka dva razlitita racionalna broja nalazi besko-
natno mnoge racionalnih brojeva. Postavija se pitanje: da li brojevna
osa ima i drugih rataka koje nisu racionalne tadke. Prema dokazanom,
da merni broj dijagonale kvadrata nije racionalan broj, nije teko zak-
ljutiti da brojevna osa ima i tadaka koje nisu racionalne tatke. Tako

p

LAY
AN
d Y

\
-2 -1 0 ¢
0 4 B

tatki B, gde je OB = OP (OF je dijagonala kvadrata &ja je stranica
0A), ne odgovara ni jedan racionalan broj. Takve tatke brojevne ose
2ovu se iracionalne tatke. Skupom racionalnih i skupom iracionalnih
tataka iscrpljene su sve taéke brojevne ose. Prema tome, svakom real-
nom broju cdgovara samo jedna tatka brojevne ose i, obratno — svakoj
tatki brojevne ose odgovara samo jedan realan broj,

Prirodno nameée se pitanje: kojih tataka na brojnoj osi ima vige
— racionalnih ili iracionalnih, $to je ekvivalentno sa tim da li ima vide
racionalnih ili iracionalnih brojeva. Na to pitanje precizno je dala adgo-
vor Teorija skupova (koja zauzima centralno mesto medu matematickim
teorijama). Taj odgovor glasi: iracionalnih brojeva ima vige.

3. AKSIOMI SKUPA REALNIH BROJEVA

Ovde ¢emo pokazati kako se skup R realnih brojeva moZe strogo
definisati. Taj metod je aksiomatski, a sastoji se u slede¢em: izdvoje
se neke osobine realnih brojeva, neke formule koje zovemo aksiome,
ali takve, da sve ostale osobine realnih brojeva moZemo izvesti polazeéi
iz tako odabranih osobina (aksioma).
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Podimo od skupa R na kome su definisane dve binarne operacije,
sabiranje u oznaci - 1 mnoZenje u oznaci -, kao 1 jedna binarna rela-
cija u oznaci <. Sledeée osobine (formule) uzimamo za aksiome:

I osobine operacije -+:
L{x+ty)+ez=x+(y+2) (za sve x, ¥, z £ R; asocijativnost)
2. Postoji element 0 ¢ R, takav da ic
x4+ 0=0+x=x (za svaki x&E R; neutralni element)
3. Za svaki x£= R postoji element —x &€ R, takav da je
X (—x)=20 {suprotan element)
4, x4 y=y-+x (za sve x, v&R; komutativnost)

Svojstva 1—4 su svojstva da je R u odnosu na operaciju + komuiativna
grupa.

IT osobine operaciie - :
5. (k) e =x Ty 2) (za sve =, v, #ER; asocijativnost)
6. Postoj: element 1 5~ 0, takav da je

¥l =1-x=x (za svaki xZ R; jediniéni element)
. 1 .
7. Za x # 0 postoji element x = - &= R, takav da je
x-— =1 (inverzni (reciprofan) element)

B, x y=y-x (za sve x, y € R; komutativnost)

Svojstva 5—38 su svojstva da je RN {0} u cdnosu na operaciju -
komurativne grupad.

TII veza izmedu operacija + 1 - :
9. x{y+a)=xyv+xz (za sve x, ¥, & R; distributiviost}
Svojstva 1—9 su svojstva da je R u odnosu na operacije + i - polje.

IV osobine relacije ={:

10. x £ x (za svaki x& R; refleksivnost)
. xSy AySx=x=y (antisimetri¢nost)
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12 x [y AySz= x5z (tranzirivnost)
B.xZSy=2x+2Ly+ 2 (za svaki z .= R; monotonost)
B0z A0LSy=0<x "y

Svojstva 10—12 su svojstva da je R ureden skup relacijom poretka.
Svojstva 1—14 su svojstva da je R wredeno polje.

V osobina potpunosti:
15. Svaki podskup skupa R ograni¢en odozgo ima supremum,
Svojstvo 15, je svojstvo da je R porpun skup.

Sada moZemo da definiemo realne brojeve.

Definicija. Skup R zove se skup realnih brojeva, 9 njegovi ele-
menti realni brojevi, ako R ima sledeéa svojstva:

(a) R je uredeno polje,

(b) R je potpun skup.

UOPSTENJE POTMA STEPEN, KORENOVAN]JE

Za stepene ¢iji su izloZioci celi brojevi

def defl
at=—a, a*l'=a"a HC N)

def def
a® =1 (a0) a-*=7 (a # 0)

znamo da su ispunjeni slededi zakoni

a¥f. gl — aPte, aP 1ot = al? (@ # 0}

(a®)t = aP1Y, (a- b)P = a? a?,
gde su p i ¢ celi brojevi, 1 pritom, ako je izloZilac negativan, onda je
osnova a = Q.

Kako su ti zakoni posledice aksioma polja, oni tada vaZe i u polju
realnih brojeva, tj. ispunjeni su i kada su ¢ i b realni brojevi.

Cada ¢emo se upoznati sa stepenima &iji su izloZioci racionalni
brojevi. .
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U problemu dijagonale kvadrata koji se, inale, svodi na razma-
tranje refivosti jednadine

=12

videli smo da postoji realan broj x koji fe relenje te jednacine, Dokazuje
se da postoji samo jedan takav pozitivan broj i taj pozidvan broj ozna-
i

gavamo 2%, ili 4/2 (Citati: dva na jednu polovinu, odnosno, kvadratni
koren iz dva). Znadi

(2';)2 =2 4. (V3P =2

Uopfte, sli¢no se dokazuje da za proizvoljan realan broj @ > 0
i proizvoljan prirodan broj n 1 ceo broj m, postoji jedan i samo jedan
pozitivar realan broj x takav, da je

an = g,

ht n

Taj broj x oznatavamo a” ili A/a™m.

Dakle, ispunjene je
man n
(a") =t 1. (4/am) =am,

m n

jer je broj a” 1. 4/a" redenje jednadine x® = a™.

Po3te smo ovde za jedan isti broj upotrebili dve oznake, to uvo-
dimo defniciju

Definicija. Neka je m cco broj a = prirodan broj i neka je a> 0,
tada
D oger m
" —

=

Postavlja se pitanje: da li se sa tim novim stepenima, tj. sa ste-
penima &iji su izloZiod racionalni brojevi, ratuna kao i sa starim. Da li
je, recimo,

[#1

oL 1,1 AR
33,37 _ 57 2, (23)1: T L

Na to pitanje potvrdan odgovor daje sledeéa teorema
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Teorema. Neka su « i b pozitivni realni brojevi, p i r celi brojevi,
a g i s prirodni brojevi. Tada

» 2 L r T . £ T E_r
(a)%=T=>aq=a’;(b)aq-aF=aq s (@ a':at=a'
LAY r T 2 £ 2 i L 3

(d) (a“)”_=a“ i@ @)i=a"b"; D) (a:b) =a": b

Dokae. U dokazu se koristi formula 4 =8 & A% = B#»

m

(nE N), A>0, B >0, kao i jednakost oblika(a" ) = a™ koja sleduje

m

iz definicije broja a” .

(a) Neka je —1;— = - tada je ps = rg. Tada

? I EALE RALE
a“:a’(:)(aq) = (a’

LAVERY ris\e
=TT ()
& (@) =y
& a¥ = gt
& a? = a (er je ps =rg)

Kako je desna strana ove ekvivalencije taéna, to je i leva tafna, pa je
time dokaz zavrien.

2oz pLr 2 r  #itn
® a'-a'=a" "&@a a’=qg ©

i3 rigs ps o+ rg \gs
s\a'e') =\a @ )

FATLEEATY ps+rg
@-}(aq)-(a’)ma (Ger je gz & N)
& ght gt o= gfst
Kako je desna strana ove ekvivalencije taéna formula, jer su izloZioci

u njoi celi brojevi, to je i leva strana ekvivalencije taéna. Time je do-
kaz zavrien.
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Dokazi formula pod (), (d), (e), (f) su sli®ni prethodnim, pa
Citalac moZe 1 sam dokazati. Ideja dokaza je: obrazovati gs-ti stepen,
odnosno g-ti.

Vratimo se ponovo definiciji stepena sa racionalnim izloZiocem.
Znamo da jednadina, recimo,

xR e=1g (n& N)
za a > 0 ima relenje i to:
n —
1® za n wgparan broj, samo jedno pozitivno refenje '\/c, jer,
ako bi neko refenje bilo negativno, tada taj negativan broj, stepenovan
neparnim prirednim brojem, ostaje negativan broj, pa bi leva strana
jednadine x® = a bila negativan broj, a desna pozitivan, §to je nemoguce.

n
2% za n paran broj, dva refenja, jedne pozitivino A/az ijedno

negativnoe — \/E. Zaista,
n n n
(—Val"=(=Dr (vVa)]" = [ d]" = q,
jer je {(—1)® ==1 zbog toga 3to je¢ n paran broj.

3
Na primer, jednatina x*= 35 ima jedinstveno redenje 4/ 5.
Jednatina x* = 3 ima dva refenja i to/3 i — 4/3. Takode, jednaiina

4 4
3 /3 |/ 3

L ] H 1 —_—
xt = —- ima dva redenja 5 1 5

Ako je @ < 0, onda jednadina
xm=a (n E N)

ima refenja 1 to jedinstveno nepativno redenje, samo ako je n neparan
broj. Zaista, mnozeéi sa —1 obe strane te jednafine, dobijamo

—xt = —ag (—x)t = —a.
Kako je sada —a > 0, to ta jednadina ima samo jedno pozitivno resenje,
po — x atoje —x='\r,‘/ —a t. x=—1/ —a.
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Na primer, jedinstveno refenje jednadine
x* = —8
3 — 3
je x= =4 —(-8 = —VE
Najzad, ako je a = 0, jednadina
m=a (nE N)
postaje
xm =0

1 broj 0 je njeno jedinstveno redenje.

n
Ako radimo sa realnim brojevima u oznaci \/a (@ >0, n E N),
tj. 3a tzv. korenima, onda su osnovne formule za operisanje sa takvim
brojevima sledede:

Va- Vb=

Vo A= TS
(val = vam

nt _ nmi

Ve =+/a

n np
Var = /" amP
{(gde su a >0, &> 01m,n p prirodni brojevi)

Ove formule se neposredno izvode kori$éenjem definicije i teo-
reme o stepenima sa racionalnim izlozZiocima. Na primer, dokaZimo
tatnost prve [ fetvrie formule.

n n 1L 1 n
Va-Ab=a" - b" =(ab)” =/ ab,
r m m L AN L 1 am
‘V\/Q =(\/_a)n z(am)n =am n =amn . ‘\/—Q.
Ostale formule se sli¢no izvode.
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NEKI RESENI ZADACI
3
1. Broj A/8 je jedino refenje jednadine x? = 8. Kako je 23 = 8,
to je
3

VB =2

zbog toga §to jednadina x* = § ima samo jedno redenje. Da je to taéno,
vidimo i iz sledeceg rasudivanja

3 3

3 =
Vi=+42=2"=2=2

Uopite,

\n/aT=a (a > 0).

3 3
Recimo, +/27=3, +/64=28, /3 =3 =9, Lo
2. Izralunati:
3 5
V243

Iz osnovnih formula za korene kake se mnoZe koreni istih izloZioca,
Koristedi poslednju formulu od tih osnovnih, dobijamo

L 3.5 s 5 5-3 15

V2= /25 =+/25, V3= 43" =4/33,
pa je
1

5 15 i5 is 15 15
VI A= VT T =TI = /T35 — /564

Uopste:

3 3 3 3
2.4/ 2=4/27 /2= /282 = 4/ 2¢ = \/16.
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3. Uprostiti izraz:

1+484+34/50— /18 +2+/32.

Redenje
L+vV 843450 /T8 4+2 32
=1+4V2 243/ 2 /F 2412482
=14+2vV2+43 5vV2—-324+2-44/2
=1+2V24154/2—-34/24+8+/2
=14+024+15—-34+8 2
=14224/2.

n n
Koristili smo formulu v/ a?- b = a4/ 5, kao i komutativan zakon
PV2+gV2I=(p+ 3.

4. Obaviti naznafene operacije:
s

— 4 l2_
V@ Ve (o5 0

\/?-{’/;?;f/z:]/’\'/‘a?fs-djzﬁ:{z/;
—1/\/413 \/a" 'i\z/_a

VEw

1z o
= \/a”:\/a
0 g2
=4/ a7 ; \/_a
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5. Poznato je da je \/5: 1,4142. .. (iracionalan broj, decima-
lan razvitak mwu je beskonadan i neperiodidan).

Ako imamo
= I
4/ 2
tada je deljenje prili¢no tedko obaviti. Da li se moze izbeci takvo de-
lienje, na taj nadin §to bi nasli novi razlomak jedmak sa 1/4/2, ali da

u imeniocu bude racionalan broj? MoZe ako se koristi jedno vaino
svojstvo razlomaka

I:1,4142. .,

a, b, ¢ & R,c;é()z:.%z

Dakle,

Vi Vi AE

1 142 V3 A/2
2

Prema tome,
1:1,4142... = 1,4142. .. : 2,

Problemi takve vrste zovu se problemi racionaljenja imenioca.
Na primer, racionaliti imenioce kod sledeéih razlomaka

I 1 1 i
7= a3 s — =3 — -
3 3 V3i—/2 24343

13

Refenje
|
1
22
Uopéte,
n
1 14/ ant

ﬂ__ n— n —
Va  Aa-y/ ant

Vi VT

V3

V' 3

) 1-\3/? \J/?
3 3 e |
V2o

n n E
AV art gt

0 ==
,\/ an

Kod ostala dva razlomka koristimo se razlikom kvadrata

{(Va + V) {+va

Prema tome,

1

Vo) =(vaf'— (Vo) =a—s

1-(v/3 + v/2)

Vi— V72 (V3 - vI) (V3 + v3)
=1§T V2 Viy V2.

1

1:{24/3 — 3)

_ V3442

3—12

24/3 — 3

2WIit3  (2v34+3) (2vi—3)  (2v/3r_ 7
2V3-
. 3

2
4

19*

,\/’_

3
3

&
-9

3

(@a>0 nEN)
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ELEMENTI NUMERICKE ANALIZE

1. UYOD

Osnovni cilj numeri¢ke analize razrada metoda koje dovode
matemati¢ka ispitivanja do numeri¢kih rezultata. U primenama mate-
matickih dostignuéa ba§ ta, numeri¢ka izraZavanja, igraju jednu od
najznatajeijih uloga. Napomenimo da se sredstva kojima se numericka
analiza slui razvijaju u drugim maremari¢kim disciplinama: aritmetici,
algebri, metamti¢koj analizi 1 dr. (ukljuéujuéi mehanicke i elektronske
ratunske masine).

U ovo] glavi izloZicemo samo neke elemente ove teorije, tuko
vaine za praktiénu primenu.

Qsnovni skup numeritke analize jeste skup realnih brojeva, s tim
§to se ne koriste svi ¢lanovi tog skupa ved samo neki. To dolazi iz
prirode prakti¢nih problema. U primenama matematike retko se sre-
éerno sa tadénim brojnim vrednostima kao mere neke velidine, veé samo
sa pribliZnim vrednostima. Verovatno ste zapaziil (a sigurno i posum-
njali u apsolutnu taénost ovakvih izreka): ,,Brzina svetlosti je 300000
km/sec”, ,,Polupreénik zemlje je 6378 km” itd.

Merenjem raznih velidina utvrdujemo njihov merni broj. Ta me-
renja, bez obzira 3to ih moZemo izvoditi i sa najpreciznijim spravama,
ne mogu biti apselutno taéna. Dakle, merenjem dolazimo do brojeva
koji su samo pribliZni merni brojevi raénih mernih brojeva tih velidina.
U primenama matematike radimo sa ovakvim pribliZnim brojevima,
pa se sa ,strogim™ jednekostima operife vrlo retko. U velikoj meri
koriste se nejednakosti, tj. umesto ta¢nih formula upotrebljavamo
priblizne formule. Ta Cinjenica, sa svoje strane, ukazuje na potrebu
fogi¢kog rasudivanja.

U procesu pribliZznih izradunavanja sa brojevima zaokruglienim
do odredenog broja cifara, narufavaju se i takvi zakoni aritmetike kao
§to su (x -y g = xz 4+ ¥z, (o) zr=x(y) i dr.

202

Primer. Neka je
A=1{3—-2v2)=17—12 V2.

Izrafunati broj 4 na dva na&ina— uzimajuéi za tadan broj4/2=1,21241..
redom njegove pribliZne vrednosti 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142.

Refenje. Rezultati izrafunavanja pregledno su dati sledeéom
tablicom

V2 (3—24/20 |[17—1242
1,4 0,04 0,2
1,41 0,0324 0,08
1,414 0,029584 0,032
1,4142 0,02944656 0,0296

Iz tablice vidimo da se rezultati po kolonama razlikuju i da je najmanja
razlika kod pribliznog broja sa najvedim brojem decimalnih mesta.
Ipak, nije nam jasno koji od tih rezultata je ,,bliZi” tanoj vrednosti.
S tim éemo se upoznati kasnije.

2. PRIELIZNE VREDNOSTI BROJEVA

Merenjern nekih veli¢ina dolazimo do pribliZnih brojeva. § druge
strane mi, 1 umesto taénih brojeva, uzimamo njihove pribliZne brojeve
ukoliko postavljeni problem to zahteva. Na primer, ake hoéemo da
izra¢unamo obim kruga poluprednika »r = 4 m u decimalnom brojoom
sistemu, moramo se zadovoljitl pribliZnoem vredno$éu broja . Znamo
da broj = ima beskonaéno mnogo decimalnih mesta, tj. ©=3,1415926536
... Kako je O = 2rm, gde je O oznaka za obim kruga &iji je poluprednik
r, ako za m uzmeme = = 3,14 (&itati: = priblizno jednako 3,14), dobi-
jamo O =2 2+ 4- 3,14 = 25,12 m. Da smo za broj m uzeli ™ = 3,1415,
imali bismo O = 25,1320 m. Dobijeni rezulrar, i u jednom i u drugom
sludaju, pribliZna je vrednost obima kruga, bez obzira da li je broj »
pribliZoa ili taéna vrednost.

3. GRESKA — APSOLUTNA, RELATIVNA, PROCENTUALNA
1. Pojam gretke. Za tatan broj ¢ nije jednoznaéno odreden
njegov pribliZan broj. Slobedno moZemo reéi da je svaki realan broj
priblizan broj broja a. Na primer, brojus/3 = 1,7321. .. su pribliZni
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brojevi 1,7; 1,73; 1,732; 534; — 7843; itd. S obzirom na tu &injenicu,
namede se petreba za uvodenjem matematidke karakieristike pribliZnog
broja, kao ¥to su: apsoluwna i relativna gre$ka, gornja granica apsolutne
i relativne greike, procentualna grefka.

Ako sa @ oznadimo tacan broj, a sa ¢’ njegov pribliZan broj, tada
razliku @ — a' zovemo grefka pribliZnog broja o'

Ako je @' < g, greSka je pozitivna 1 kazemo da smo brojem a4’
podbactli broj a. Ako je a < a', gredka je negativna i kafemo da smo
brojem ' prebacili broj a.

Primer. Neka je a = 3,452 taan broj, &' = 3,45 njegov priblizan
broj, tada je a — a’ = 3,452 — 3,45 = 0,002, pa brej 3,45 podbacuje
broj a. Ako je @' = 3,46 priblizan broj broja a, onda je u ovom sluéaju
greka ¢ — @' = 3,452 — 3,46 = 0,012, pa broj 3,46 prevacuje
tadan broj a.

U mnogim sluéajevima neée biti od prakti¢nog znadaja poznavanje
znaka grcike, zato se uvodi apsolutna greska,

Definicija apsclutne grefke. Pod apsolutnom greskom podra-
zumevamo apsolutnu vrednost razlike tacnog broja a i njemu pribliZnog
broja &'. Oznaavamo je A &' (&itati: delta a prim)*. Kraéi preved:

del
Aa = |la—dal

Wa primer, neka je a = 4,563, a’ = 4,57, 1ada
Ag =la—a|= 4,563 — 4,57| = |—0,007| = 0,007.

Pojam apseltne greske ima uglavnom teorijski znalaj, jer se,
praktiéno, apsolutna gre$ka ne moZe odrediti s obzirom da neteme
poznavatl taénu vrednost broja a. Zato, umesto apsolutne greke,
prakti¢no je moguée odrediti granice u kojirma se apsolutna gredka
nalazi. Za praktiéan slucaj jo¥ je bolje odrediti gornju granicu apsolutne
greSke (koju ¢emo oznadit sa Aa’).

Definicija gornje granmice apsolutne gre¥ke. Gornja granica
apsolutne gre§ke je svaki broj od koga nije veca apsolutna grefka pri-
bliZnog broja &', Tj.

la — a'| = Aa’.

*} Pazite: simbol da” ne znali proizvod simbola 4 i @', veé zajedno dini
jedan simbol!
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Kada znamo gornju granicu apsolutne gre¥ke Aa’ pribliznog
broja a’, tada se tatan broj a nalazi izmedu pribliznih brojeva " — Aa’
i ol + Aad, 1.

o — Aa £aga + Ao,

Imamo: da priblizan broj &' — Aa’ podbacuje broj a, a priblizan broj
a + Aa’ prebacuje talan broj a. ‘

Jasno, gornja granica apsolutne gre$ke nije jedinstvena. Ako je
odredena jedna Aa’, tada je i svaki broj veéi od Aa’ takode gornja
granica apsolutne grefke. Podsetimo se da je skup reaslnih brojeva
potpun skup. Prema tome, postoji majmanja gornja granica apsolutmne
greske, ali je i njeno odredivanje (nalaZenje) prakti€no u vedini slucajeva,
vrlo tedko.

Ostaje nam da odredimo §10 je moguée manju gornju granicu
apsolutne gretke. Nalin odredivanja takve gornje granice zovermo
procena greske.

Primer 1. Nekaje a = 4/2 = 1,4142135. . ia’ = 1,414, tada je

la — a'| = |1,4142135. .. — 1,414| = 0,0002135... < 0,001.
Mozemo uzeti 4a’ = 0,001, pa je 1,413 < /2 < 1,415

Primer 2. Neka je ¢ = 3,42785. .. i &' = 3,4. lmamo
Ja—a'l—|3,42785. .. —3,81==0,02785. . . <0,028 < 0,03 < 0,04 < 0,05,itd.

Prema tome, moZemo uzeti bilo koji od brojeva 0,028; 0,03; 0,04;
0,05; za gornju granicu apsolutne gretke pribliznog broja 3,4, Odigiedno
je da broj 0,028, od svih pomenutih kandidata za gornju granicu apso-
lutne greske, najbolje karakterife bliskost pribliZnog broja 3,4 1 taénog
broja 3,42785... Prema tome, uzimamo Aa” = 0,028,

Da bismo jasne istakli gornju granicu apsolutne grelke Aa’
pribliZnog broja a’, oznacavademo uslovne tafan broj a sa

a=a 4 Aa'.
Citamo: broj a' je dat sa tadnodéu do Ada'.

Napomena. Ako nam je dat neki broj 1 za njega znamo da je
pribliZan broj dobijen nekim merenjem ili sl. { znamo samo tu informa-
ciju, od takve informacije neéemo imati mnogo koristi. Od bitnog
znadaja je uvek kada znamo i neku matemariéku karakteristiku (bliskosti)
toga broja sa taénim brojem, kao, na primer, gornju granicu apsclutne
greske. .

2. Postavlja se pitanje: Da Ji je dovoljno za rad sa pribliZznim
brojevima poznavanje samo gornje granice apsolutne greske?
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U rasudivanju koje ceme sada navesti jasno se vidi da samo
poznavanje gornje granice apsolutne gre$ke nije dovoljno. Ako merimo
jednu istu velidginu viSe puta, a za svako merenje je utvrdena gornja
granica apsolutne gredke, onda je ono merenje bolje za koje je najmanja
gornja granica apsolutne gredke. Ali, ako merimo razkidite velidine, stvari
stoje drugafije. Na primer, ako smo merenjemn duZina a i & dobili

a=1m+05sm, &= 100m < 1sm,

to ne znaéi da smo duZinu a merili talnije i ako je gornja granica apso-
[utne greske dva puta manja od gornje granice apsolutne grefke merene
duzine b. U stvari, gredka ufinjena po jedinici merenja u sludaju 2a
mnogo puta je veca nego u slufaju merenja za b Po jednom metru

greska je, u sluaju za a, jednaka 0,5 sm, &, u sludaju za b,ll.%gl = 0,01

sm. Dakle, merenje dufine & je 50 puta tacnije od merenja duZine a.
Zato se uvodi relativna grefka pribliZnog broja .

Definicija relativoe grekke. Relativna gredka pribliznog broja
a’ je koliénik apsolutne grefke pribliZnog broja a’ i njegove apsolutne
vrednosti. OznaCavameo je Sg’ (Citati: delta a prim)*.
del . r ¢
Kradi prevod: 3a = u = ﬂ"._ .
la'| fal

Iz definicije relativne gre$ke vidimo da je ona neimenovan broj.
Dakle, pomodéu relativne greSke mogu se uporedivati po kvalitetru me-
renja i velidine razlitite vrste (recimo — jedne dufine, jedne tefine,
jedne zapremine i dr.}

Iz istib razloga (kao i kod apsolutne greske) uvedimo gornju
grantcu relativne gredke pribliznog broja, koju oznafavamo sa Ra'.

Definicija gornje granice relativne grefke. Gornja granica
refativne greéke je svoki broj od koga nije veéa relativma greSka pribliz-
nog broja a', tj.

e —d|

5a < Rda'.

la’|
Kako iz definicije gornje granice relativne grefke sleduje
la — a'j = |a'| Ra', to, slitno kao i kod gornje granice apsolutne

*} I ovde, kao za apsolutnu gre¥ku simbol 84" ne oznafava proizvod simbola
§ i simbola a’.
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gredke, imamo: da se tafan broj 2 nalazi izmedu pribliznih brojeva
a'— |a'| Ra’ i & | a'| Ra', 1j.

a — la'| Ra’ s a <d + |a'| Rd,
$to uslovno, moZemo oznalavati taCan broj a na slededi nadin
a=a + |a'| Ra'.

Gornja granjca relativne gredke takode, nije jedinstven broj, pa
sve §to smo rekli o tome za gornju granicu apsolutne gregke vaZi i ovde.

Primer. Tzrafunajmo gornje granice relativnih grefaka za pret-
hodno pomenuti slu¢aj merenja veliina

a=1m-4 0,5sm, &= 100m + ]sm.
Relenje. Za velidinu o imamo
0,5sm 0,005

Ra' == = 0,005.
Im
Za drugu merenu veli¢inu, bide
R = 3 P00 o0y,

100m ¢ 3 1007

Prema tome, vidimo da je za merenu veliéinu & gornja granica relativoe
greike manja. Ranije smo utvrdili da je to merenje bile bolje.

MozZemo izvesti zaklju€ak: da je gornja granica relativhe greske
merilo (karakteristika) kvaliteta merenja vide razliditih velidina; 3o je
ona manja, kvaliter merenja je bolji.

3. U prakrinim primenama obiéno ¢emo imati posla sa malom
apsojutnom gretkom (gornjom granicom apsolutne grefke). Kako se
relativna gre§ka (gornja granica relativne gre§ke) dobija, §to se apsolutna
greska (gornja granica apsolurne gredke) podeli sa apsolutnom vred-
no$éu pribliznog broja, to ¢e reiativna greska (gornja granica relativne
greske) bit jod manja. Radi preglednosti uvodi se procentualna gregka.
Oznatavamo je p% (Citati: pe posto).

Definicija procentualne gre$ke. Relarivnu grefku (gornju
granicu relativne grefke) pribliZnog broja pomnoZenu sa 100 zovemo
procentualna grefka (gornja granica procentualne gredke) pribliZznog
broja.

Kraéi prevod:

def
2% = 100- § a’%, odnosno 100- Ra'%.
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Na primer, gornje granice relativnih grefaka iz prethodnog pri-
mera su bile Ra” = 0,605; RF = 0,000[, to su pribliZnih brojeva
a’y & gornje granice procentualnih gre$aka redom

100- 0,005% = 0,5%, 100 0,0001% - 0,019%.

Prednost procentualne gredke je u tome §to se zapisuje sa manje
cifara (decimalnih mesta). Inale, ima sve osobine relativne gredke.

Rezime

—— Matemarti¢ke karakteristike pribliZnog broja su: apsolutna, relativna
i procentualna gredka, kao [ njihove gornje granice greske.

-—— Apsolutna greska, gornja granica apsolutne gredke je merilo kvaliteta
merenja iste veliine.

— Relativna greska, gornja granica relativne gredke je merilo kvaliteta
merenja vie razlititih veli¢ina.

RESENI ZADACI

I. Odrediti gornje granice apsolutne, relativne i procentualne
greike, ako umesto broja = = 3,14159265. .. uzmemo njemu pribli-

. 22
Zan broj — -
7
Refemje. Oznatimo redom sa A, R i p%, gornje granice apsolune,

. s .22
relativne 1 procegtualne grefke pribliZnog broja = Tada

1
. 272 = 3,14159256. .. — 3,142857. . .|

= |—-0,001264...] < 0,001265.

MoZemo staviti A = (0,001265.
Kako je
__0’00.1'..2.?:4 e« M < 0,00041,
3,142857 3,142857

moZemo staviti R = 0,0004]1. Gornja granica procentualne grefke je
p% = 0,041%.

2. Merenjem veliéina a, & ¢ dobili smo a = 54m - 1sm,
b = 86384 m 4 125m, ¢ = 0,2 m 4+ 0,001 sm. Urvrditi koja je veli¢ina
najbolje merena.
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Redenje. PribliZni brojevi 1 njihove gornje granice apsolutneh
gredaka su: a’ =54 m, Aa = 0,01 m; & = 86384 m, A4 = 0,12 m;
¢ = 0,2m; A¢’ = 0,0000]1 m. Za njihove gornje granice relativnih gre-
$aka dobijamo Ra’ = 0,00012, R¥ = 0,000002, R¢™ = 0,00005, odakle
zaklju¢ujemo da je veli¢ing & . . 86384 m + 12 sm najbolje merena, jer
je gornja granica relativne gredke za tu velitinu najmanja.

4. ZNACAINE CIFRE PRIBLIZNOG BROJA. ZAOKRUGLJIVAN]JE
BROJEVA

l. U numeriékoj analizi, kao §to smo ved rekli, ne radimo su
svim &lanovima skupa realnih brojeva, vel samo sa nekim. Postavlja
se pitanje: koji je taj podskop?

Da bi odgovorili na to pitanje, upoznajmo se sa jednim nadinom
predstavljanja realnog broja u nekom brojnom sistemu. Odludujemo
se za dekadni* brojni sistem.

Poznato pam je da svakom realnom broju a odgovara konalan
ili beskonadan decimalni razvitak. Na primer,

? = 14,5=1- 10" 44 10° 4+ 5- 10°};

— 508 (5102 4 0-10* 4 8- 10%)
A 2=14142. =1 -10°4+ 4|03+ 1- 1024 4- 107 -4 2 J0~ 4. ..

%-:0,333... =03 =3 10 43102 4+3- 102 +. ..

Uopéte, svaki realan broj a moZe se predstaviti u obliku:
a = 4o, 10% + o 1081 | - g QRERL o g, 108wl ),

(gde su o; — celi nenegativni brojevi, 0oy <10 (1 =1,2,3,...),
n, m ik su celi brojevi).

Brojeve oy, o5 o,... zovermno cifre broja a. Ako broj o ima
konatan (beskonadan) broj cifara, to je gornii zbir koji odgovara broju a
konadan (beskonadan).

Ako je a5 0, onda je «, # 0.

*y Za osnovu brojnog sistema mo%e se uzeti bilo koji prirodan broj p. Ake
je p = 10, ond=a 3e takav brojni sistem zove dekadni. Ako je p = 2, zove 3¢ difadsk.
Za p = 3, irijadskd itd. Raunske masine, uglavnom, koriste predstavljanje brojeva
u dijadskom brojnom sistemu.
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U navedenim primerims, za broj 14,5 je «, = [, n = 1; za broj
—508 je a; =5, m=2; za broj /2 = 1,4142. .. je ay = |, n = 0;
za broj 0,3 je o, =3, n = —1.

Sada moZemo odgovoriti na postavljeno pitanje. Smatracemo za
clanove (brojeve) tog podskupa samo one koji imaju Konaan broj
cifara, tj. one koji se mogu predstaviti u obliku konalnog zbira

4 (e, 107 - 10714, |, 4 ag 0P 4+ o, 107,

Ovakvo predstavljanje brojeva sa konadnim brojem cifara je jedno-
znaéno. Prema tome, brojevi trafenog podskupa (zvatemo ga osnovni
podskup) su samo oni racionalni brojevi koji imaju konacan broj cifara.

Moize se dogoditi da rezultati ra¢unanja sa brojevima iz osnovnog
podskupa imaju beskonadan ili vrlo veliki broj cifara. U tom sludaju,
rezultat zamenjujemo nekim brojem iz nadeg osnovnog podkupa. Pri-
rodno je izabrati ,,najblizi” broj tog podskupa.

Primer. Neka su a = 2,071 1 & = 3 brojevi osnovneg podskupa.
Broj koji je rezultat deljenja broja @ sa brojem & neka je broj ¢, 1j.

%
L ;)71 = 0,690333... = 0,6903 = 6- 10 + 9. 10? +

40103 3 J0* 4. ==

1z dobijenog rezultata vidimo da
broj ¢ nije ¢lan osnovnog podskupa.
(Na slici osnovni podskup nacrtan
je izdrafirano). Sada tweba uzeri
umesto broja ¢ neki broj iz osnov-
nog podskupa. Praktiéno, uzima se
broj koji je predstavljen konalnim
zbirom 1 koji je ,,najbliZzi” broju c.
Recimo, ako Zelimo da broj kojim
zamenjujemo broj ¢ ima Cetirl sabir-
ka (cifara), onda uzimamo broj

e =6- 1084 9- 102 4 0-
<1073 4 3- 1074 = 0,6903.

2. Iz navedenog primera nije jasno koliki broj cifara treba uzeti
u zamenjenom pribliznom broju, kao ni to, da li se te cifre poklapaju
sa ciframa broja ¢. Ovde éemo i na ta pitanja dati odgovor. Prethodno
uvedimo pojam znacajne cifre.

Sl 4
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Neka je dat priblifan broj x' = 0
x = 4 (107 + o, 107 -} 4 op 1088+ |- e
+ o, [OR-mD) (ay 7 0)
koji edgovara tainom broju x.

Definicija znaajue cifre. Za cifru o«p pribliZznog broja x'
kaZemo da je znadajna cifra ako je ispunjeno

1
e — 2 < -;— 10m®+r pdnosno  Ax’ & - 1=k,
Ako je ax znafajna cifra, tada su { sve cifre oy, %3,. .., ¢z, pribliZnog
broja x" znaajne cifre. |

Znadajne cifre pribliZnog broja x' slufe nam za preciziranje
(bliskosti) tafnosti sa kojorn tafan broj x zamenjujemo pribliZnim
brojem x".

Primer 1. Neka je x = © = 3,14159265. .. Ako je x' = 3,1415,
onda je |x — x'| = 13,14159265. .. — 3,1415| = 0,00009265 < 0,0005
=0,5: lO'3=-—;—- 1072, MoZemo staviti Ax" = % 103, pa je
n— k4 1 = —3. Kako je n = 0 za priblizan broj ', to je k = 4, tj.
pribliZan broj 3,1415 ima &etiri znaéajne cifre, a to su 3, 1, 4, 1. Poslednja
cifra 5 nije znadajna (ma da je to 1aéna cifra broja =),

Ako je ¥ = 3,14159, onda je

Jx — x| = 0,00000265 < 0,000005 = 0,5- 10-5 = —- 10°%

1
2
Odakle, # — &k 4+ 1 = —5 i, kako je » = 0, dobijamo k& = 6, tj. pri-
blian broj 3,14159 ima Cest znalajnih cifara.

Primer 2. Neka je x = 55237. Ako je ' = 55000, onda je
fx — x| == 155237 — 55000 = 237 < 500 = 0,5+ 10° = %— 103

Motemo staviti Az’ = ; 10% paje n—k+1=23i kako je za
pribliZan broj x' # = 4, dobijamo k = 2, tj. pribliZan broj 55000 ima
dve znadajne cifre, a to su 5, 5 (poslednje tri nule nisu znaajne cifre).

Cifra za koju znamo da nije znalajna zove se swmnjiva cifra.
Kod pribliZnih brojeva sumnjive cifre se &esto javijaju.
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Interpretirajmo Primer 2. na slededi naéin: Na nekoj fudbalskoj
utakmici bilo je 55237 gledalaca. Izvestad sa utakmice napise da ih je
bilo oko 55000. Tada ¢e paZljivi ¢iralac sumnjati u tadnost poslednje
tri cifre (nule). To pokazuje i Primer 2. da su poslednje tri cifre sumnjive,
ali ih moramo pisati, jer odreduju dekadna mesta pribliZnog broja.
Inace, znadajne cifre pribliznog broja treba istadi.

Jedan od naina zapisivanja da su cifre e, o, .. ., 2z pribliznog
broja x' znacajne koristi se tzv. normalm oblik pisania brojeva.

X =y, 0 ey ... o 107 (o 4 0)
gde je m neki ceo broj.

Tako, na primer, broj 52000 ima dve znadajne cifre ako ga napi-
Semo u obliku 5,2 104, a ima &etiri, ako jc zapisan u obliku 3,200 104.

Prema tome, ako su dva pribliZna broja brojno jednaka, to ne
znaci da su oni jednaki i kao pribliZni brojevi. Brojevi, 5,2- 10* i
5,200 10* su brojno jednaki, ali se, kao pribliZni brojevi, razlikuju.
Prvi broj ima dve znalajne cifre, a drugi Cetiri. Prvi broj aproksimira
taéan bro) sa gornjom granicom apsolutne grefke manjom od 0,005,
a drugi sa gornjom granicom apsoluine gre$ke manjom od 0,00005.

Primedba. Ako je neki priblizan broj x dat u obliku
X =000...0¢ 0 ... (a 5=0Q),

onda smatramo da su sve cifre e«,, o,..., «x znaajne cifre. Nule
ispred prve decimale, koja je razli®ita od nule (&, # 0), nisu nikada
znadajne cifre. Tako broj 0,0032 ima dve znacajne cifre, a to su 3, 2,
Broj 15,040 ima pet znadajnih cifara.

3. Broj znadajnih cifara pribliZnog broja je, kao i gornja granica
relativne gretke, merilo ta¢nosti broja. Nije te$ko utvrditi da pribliZan
broj sa Cetiri znaéajne cifre ima vedu taénost, 1. bolje apreksimira tadan
broj, od pribliZnog broja sa tri ili manjim brojem znadajnih cifara

Znatajne cifre igraju velika ulogu, kada Zelimo da broj sa besko~
nadne mnogo cifara ili broj sa velikim brojem cifara zamenimo brojem
od kenaéno znalajnih cifara, a da pri tome napravimo $to manju grefku.
Drugim redima, da dati broj zamenimo ,,najblizim” njemu pribliZznim
brojem sa odredenim brojem znafajnih cifara. Ovaj postupak zovemo
zaokrugljivarnfe tafnog ill priblifnog broja na odreden broj znalajnih
cifara. Napomenimo da zaokrugljeni broj moZe imati i vide znadajnih
cifara od traZenog broja.

Postupak zaokrugljivania brojeva opisatemo na primerima®*.

*) Op3ti postupak zahteva ,,glomazno” pisanje brojeva, pa ga ovde izos-
tavijamo.
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Primer 1. Neka je dat broj a = 9,6384. Zaorkugliti dati broj na
tetiri znalajne cifre.

Refenje. Kako broj a ima pet cifara, a treba da ga zaokruglimo
na &etiri znalajne cifre, to radimo na slededi nadin: nademo najveéi
od petocifrenih brojeva ali takvih petocifrenih brojeva kod kojih je peta
cifra 0, koji podbacuje broj @, zatim najmanji od brojeva &ija poslednja
cifra 0, koji prebacuje broj a. Lako se utvrduje da su to brojevi 9,6380
i 9,6390. Dakle,

9,6380 < 9,6384 « 59,6390

Za zaokruglieni {priblizan) broj broja a moZemo uzeti broj 9,6380 ili
9,6390. Kako uslove zadatka jspunjava onaj od ta dva broja, Cija je
apsolurma gredka manja, to ¢emo taj broj uzeti za zaokruglieni broj
broja a.

Apsalutna greska za broj koji podbacuje hroj a je
19,6384 — 9,63380] = 0,0004,
a za broj koji prebacuje broj a
[9,6384 — 9,6350| = 0,0000.

Vidimo da je apsolutna gre$ka broja 9,6380 manja, pa njega uzimamo
za zaokrugljeni broj broja a. Sada proverimo znatajne cifre izabranog
broja. Kako je

19,6384 — 9,6380] = 0,0004 < 0,0005 = 0,5- 10°?* = % 10-%

w0jen—k+ 1 =—31 kako je za izabrani zaokrughien broj n = 0
9,630 =9-10°+ 6-10* + 3102 4+ 8- 10°? + 0 - 104, imamo
0—k&+ 1= -3, tj. broj znafejnih cifara izabranog broja je & = 4.

Dakle, zackrugljeni broj sa &etiri znacajne cifre broja a =9,6384
je broj 9,6380. U ovem slu¢aju zackrugljeni broj piemo bez poslednje
nule, tj. 9,638, jer cifra 0 je sumnjiva 1 ne odreduje dekadno mesto.

Primer 2. Neka je dat broi a = [4,7083. Zaokrugliti dati broj
na tri znadéajne cifre.

Refenje. Kako broj a ima Sest cifara, a treba da ga zaokruglimo
na tri znadejne cifre, to odredimo najvedi od §estocifrenih brojeva, ali
takvih kod kojih su tri poslednje cifre nule, koji podbacuje broj a.
Zatim, najmanji od brojeva kod kojih su tri poslednje cifre nule, koji
prebacuje broj a. Tako delazimo do slede¢ih nejednakosti

14,7000 < 14,7683 < 14,8000.
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Kake su za brojeve 14,7000; 14,8000 redom, apsolutne greske
114,7683 — 14,7000 = 0,0683, 14,7683 — 14,8000] = 0,0317

W <emo za zaokrugljeni broj broja a, koji ima najmanje tri znatajne
cifre, uzeti broj 14,8000, Nije teSko utvrditi da zackrugljeni broj ima
taino tri znaajne cifre, pa zaokruZeni broj pifemo 14,8.

Primer 3. WNeka je dat broj ¢ = 2071. Zaockrugliti dati broj na
dve znadajne cifre.

Rejenje. Slicno kaoli ranije dolazimo do sledeéih nejednakosti
2000 < 2071 < 2100

gde je zaokruglieni broj sa dve znalajne cifre datog broja a, jedan od
brojeva 2000, 2100, Kako su, redom, njihove apsolutne gregke

J2071 — 2000 = 71, |2071 — 2100| = 29

to ¢emo za zaokruglieni broj broja a sa dve znaajne cifre uzeti broj
2100. Izabrani broj ima taino dve znadajne cifre, jer

12071 — 21001 =29 < 50 = (0,5 102 = L. 102

2

>

pajen—k+1 =21, kako je za zaokrugljeni broj n = 3, imamo
3 — %+ 1 =2, 1. broj znatajnih cifara zaokrugljenog broja je & = 2.

Dakle, zaokruglieni broj broja z je 2100 ¢ije su znacajne cifre
2 i 1. Poslednje dve nule su sumnjive cifre, ali ih ovde ne moZemo
izostaviti (odbaciti), jer one odreduju dekadna mesta zaokrugljenog broja.

Ako hofemo da istaknemo njegove znaZajne cifre onda umesto
2100 pidemeo 21- 10? ili 0,21 104,

Primer 4. Neka je dat broj ¢ = 0,365. Zaokrugliti dari broj na
dve znadajne cifre.

_Refenje. Kako za dati broj a, cifra 0 koja se nalazi ispred svih
ostalih cifara, nije znalajna cifra broja a, to ukoliko bude na tom mestu
i u zaokruglienom broju neée bitl znafajna cifra. Prema tome, da bi
zackruglieni broj imao dve znadajne cifre, dolazimo do slededih ne-
jednakosti

0,360 < 0,365 < 0,370

Apsalutn_e greSke, redom, broja 0,360 koji podbacuje broj a i broja
0,370 koji prebacuje broj a, su

10,365 — 0,360| = 0,05, 10,365 — 0,370| = 0,05.
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U ovom sluéaju, apsolutne gredke jedinih kandidata za zaokrugljeni broj
su jednake. I broj znacajnih cifara tih brojeva je takode isti. Znadi,
za zaokruglieni broj broja @ mofemo uzeti bilo koji od brojeva 0,360;
0,370, jer, i jedan i drugi, ispunjaveaju uslove zadatka. Ipak, radi jedno-
znaénosti odredivanja zaokrugljenog broja, treba da se odluéimo za
jedan od tih brojeva. Koji? Podto ovde otkazuje osnovna karakteristika
— apsolutna greka, pomodu koje smo se do sada koristili za izbor
zaokrugljenog broja, 10 nam jedino ostaje da se dogovorime kako u
ovom sluéaju postupiti. Prihvata se, dogovorno, pravilo parne cifre,

- koje glasi:

Za zaokruglieni broj datog broja a uzima se onaj, od dva moguda
kandidata kod kojih je ista apsolutna gredka, &ija je prva cifra s desna
ulevo razlidita od nule, paran broj.

U nafem slucaju je to broj 0,360. Kako taj broj ima samo dve
znadajne cifre, pifemo ga 0,36.

Primer 5. Neka je dat broj a = 99,9. Zaokrugliti dati broj na
jednu znaéajnu cifru,

Refenje. Ovde je
90,0 < 99,9 < 100,0.
Za brojeve 90,0 i 100,0 apsolutne greske su redom
99,9 — 90,0] = 9,9, 99,9 — 100,0| = 0,1.

Prema tome, uzimamo za zaokrugljeni broj 100,0. Kako je

199,9 — 100,0] = 0,1 < 0,5 = 0,5- 10° = % 10°
to jen —k + 1 = 0 i, kako je za zaokrugljeni broj » = 2 (100,0 =
=1-102 40101 - 0- 10% 4+ - 10°Y), imamo 2 — & + 1 = 0, odak-
le dobijamo da je broj znadajnih cifara zaokrugljenog broja & = 3.
Nula posle desetne zapete nije znaajna cifra, pa je zaokruglieni broj 100,

Da smo zahtevali da broj 99,9 zaokruZimo na dve ili na tri znadajne
cifre, kao zaokruZeni broj dobili bismo broj 100, jer bismo u svim
slucajevima imali da je njegova apsolurtna gre¥ka manja. S druge strane,
zackrugljeni broj 100 ima jednu (bar jednu), dve (bar dve), tri znatajne
cifre, pa bi i u tim slu¢ajevima ispunjavao usiove zadatka.

Napomena. Ako se zahteva da zaokrugljeni broj datog broja ima
k znatajnih cifara, to znadi da ih ima najmanje k. Znalajnih cifra
zaokrugljeni broj moZe imati 1 vide nego 3to se traZi prilikom zaokruglji-
vanja datog broja (primer 4). Zaokrugljeni broj moZe imati sve cifre
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jednake sa datim brojemy (primer 1). ali ne mora {(primer 2). MozZe se
desiti da se ni jedna cifra zaokrugljenog broja ne poklaps sa datm
brojem (primer 4).

Pravilo zaokrugliivanja datog broja moZemo primeniti samo ake
se trazi da zaokrugljeni broj ima broj znadajnih cifara manji ili jednak
broju znalajnih cifara datog broja. Na primer, broj a = 0,5803 ima
ceriri znaéajne cifre, pa se moZe zackrugliti na jednu, dve wi ili &etiri
znadajne cifre. Broj se moze zaokrugliti i ne nula znacajnih cifara, ako
tako dobijeni zaokrugljeni broj ima bar jednu znalajnu cifru (zackiug-
ljieni broj moZe imati i vife znadajnih cifara od broja znacajnih cifara
trazenih pri zaokragljivanju). Tako broj a = 0,5803, zaokrugijen na
nula sigurnih cifura, je broj 1,0000, tj. broj 1 1 taj broj ima jednu si-
gurnu cifru.

Iz navedenog postupka (opisanog na primerima) vidimo da, pri
zackrugliivanju datog broja na k znadajnih cifara, ili se prvih % cifara
zaokruglienog broja poklapaju sa datim brojem, ili se k-ta uvedava za
jedan. Cifre posle k-te zackrugljenog broja su sve nule, koje odbacujemo
ako sc nalaze posle deserne zapete. U prvom slutaju, kada su prvih &
cifara darog i zaokrugljenog broja iste, kaZemo da se popravka ne vri.
U drugom, kada se k-ta cifra uvecava za jedan, kaZzemo popravka se vrst.

Ma osnovu izlozenog, moZemo formulisati pravila zaokrugljivanja
datog broja na k znacajnih cifara:

— Ako je sledeta & + 1 cifra datog broja manja od 5, popravka
se nc v

— Ako je sledeca & -+ 1 cifra datog broja veéa od 5, popravka
se vrii.

— Ako je sledeca & 4 1 cifra datog broja 5, a posle nje ima jo¥
bar jedna cifra razli¢ita od nule, popravka se vrdi.

— Ako je sledeta k& 4 1 cifra datog broja 5, a posle nje drugih
cifara nema ili nema drugih cifara razligitih od nule, popravka se vrdi
ii ne vrél, prema tome da li je A-ta cifra neparna ili parna {(pravilo parne
cifre).

Na osnovu ovih pravila zaokrugtjiivanja neposredno dolazime do
zackruZenih brojeva. Na primer, za date brojeve

551 4,02 34603 45,321 0,00475 25000 3,0501 99,70 10,5
zaokrugliene na dve znaZajne cifre, su redom brojevi
55 4,0 35000 45 0,0048 25000 3,1 100 10.

Upoznali smo se sa postupkom zaokrugljiivanja datog broja.
Znati, ako je dat neki broj, znamo da ga zaokruglimo na odreden broj
znatajnih cifara i, pri tome, ovo zaokrugljivanje je jednozna¢no.
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”Razmon'imo sada problem obrnuto. Ako nam je dat priblizan broj,
za koji znamo jedino da je zaokruglijen na odreden broj znacajnih cifara,
Sta moZemo redi o taénom broju?

Na primer, neka je a' = 3,42 pribliZan broj dat zaokruglieno™.

Tada je njegova gornja granica apsolutne grefke Ae” g—l-- 10-2 =
2
'_=0,005 (jerjebk=3,n=0,pajen—k+1=0--— 34+1=—2).
Znamo da za tatan broj a vaii @' — da’' € a < a + Aa, pa je, u
nafem sludaju,
3,42 — 0,005 < a < 3,42 + 0,005
1j. .
3,415 =L a = 3,425,

' Uopite, ako je a zaokrugljen na % zpacajnih cifara, tada za radan
broj a vaii

. 1 1
a «JOn-kea sa=a - — - 1w
Rezime

- U numericko] analizi radimo samo sa pribliZnim brojevima koji
imaju kenadno mnogo cifara.
— Gornja granica apsolutne greske zaokrugljenog broja na k znatajnih

cifara je % 10kl

5. GRESKE REZULTATA OSNOVNIH ARITMETICKIH OPERACI]A

. ‘Ralni_je $mo nagla§ili da, u radu sa priblifnim brojevima, nisu
ispunjeni i takvi zako;n (aksiome) skupa realnih brojeva, kao $to su
(x + )z =2z +yz i dr. (Vided primer u uvodu).

I\Iavredirmuzs~ jos jedarl primer. Jednakost {x + y) 5 = xz + yz za
x=4, y =4/2, 5 =1/2 postaje

“+vV2)Vi=av2+2

~ *) Kod zackrugljenog broja sve cifre su znadajne, ukoliko nema nula na
kra)_u, prema tome broj 3,24 je zackruglien na tri znafajne cifre. Za zaokrugljen
broj, na primer 600, moramo znati i broj znadajnih cifara, jer poslednje dve ili jedna
mogu bit sumnjive,
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Ako u ovoj brojnoj jednakosti {brojnom identitetu) umesto_‘\/f =
= 1,4142 ... uzmemo njegovu priblifnu vrednost, recimo'\/z ~ 1,4,
tada za levu swanu dobijame

L=+ vV2x@+1,4) 1.4=54 1,4 =756
a za desnu
D=4+/24+2=x4 14+2=56+2=176
Odakle imamo da gornji brojni identitet za 1/ 2 & 1,4 postaje
7,56 = 7,6,

Ovo moZemo prikazati i slededim shemama. Navedenom brojnom
identitetu odgovara shema*

4 vz VB 4 va 2
\/ \%4
4eVE 443
./ I
(4evE)V2 = 47+ 2
SL s

Za+/2 & 1,4 ova shema postaje

& L4 i4 4 4 2

Sl 6

*} Svakoj formuli 4 = B, gde su 4 i B neki izrazi (tcrmli), odgovara shema
koja se dobija na taj nadin &to korene drveta koji odgovaraju izrazima 4 i B spojimo
linijom ——, (Koren je najniza talka drveta). PribliZnim formulama A == B’ takede
prideljujemo shemu koju dobijamo kada korenc drveta izraza A 1 B spojimo
tinfjom ~—.
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Dakle, gretka nekog izraza ne zavisi samo od gredaka pribliZnih
brojeva koji ufestvuju u tom jzrazu, ved 1 od operacija pomodu kojih
je nsagraden” taj izraz.

Prelazimo na odredivanje grefaka sledeéih elementarnih jzraza
x+y, x— 3 x 3 %y koje dobijamo, ako umesto taénih vrednosti
x i1y, zamenimo njihove pribliZne vrednesti x’ i »°. Pri tome, znamo
apsolutne gredke A x' 1 Ay’ ili gornja granica apsolutnih gredaka Ax’
i A4y’ pribhZnih brojeva x' i 3.

(I) Sabiranje. Neka je

S=x4y
Odredimo gresku pribliZne vrednosti sume S, ako znamo greske pri-
bliznih vrednosti sabiraka x i y.

Teorema o apsolutnej, gornjoj granici apsolutne grefke
zbira. Apsolutna grefka zbira nije ve€a od zbira apsolutnih grefaka
sabiraka. Gornja granica apsolutne greske zbira nije veéa od gormjih
granica apsolutnih grefaka sabiraka. Kraéi prevod:

@ AW +y)<Ax +8y, () A +) < Ax' + Ay’
Dokas.

(8) A’ + )= |(x +3)— (&' + ) (definicija apsolutne gredke
pribliznog broja x'+-y")

= |{x — x)+ (¥ —3»)| (teorema ¢ suprotnom broju
i komutativni zakon)

Llx— Xy =y (koristili smo formulu
le+bl < jal + 18], gde je
a=x—x" i b=y—3y")

=Ax + Ay (definicija apsolutne greSke
pribliznih brojeva x' i ")

Odakle
Al +v) <AX -FAY.
(b) Jedan nadin je sledeéi
(1) 2 — Ax' €x < o' F Ax' (hipoteza)
Qy -4y <y<y {4 (hipoteza)
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(33 & + 3 — (Ax + Ay) < x-+y < (z (1) i {2) sabiranjem)
= '+ y 4 (Ax + Ay

) AN Fy) £ A + Ay (iz (3) i definicije gornje

granice apsclutne greske za
A+ )
Ocigledno da teorema vaii za bilo kolike (konadno) sabiraka.
Za gornju granicu apsolutne greske se uzima
Al + 37 = Ax" + Ay

Primer. Sabrati priblifne brojeve 3,21 1 4,3356 znajuéi da su oni
dati zaokrugljeno. Nadi gornju granicu apsolutne greske zbira i broj
znadajnih cifara dobijenog zbira.

Refenje: Dati zbir je
S = 3,21 + 4,3336 = 7,5456.
Gornja granica apsolutne gredke
As = 0,005 + 0,00005 = 0,00505 < 0,05 = 0,5- 10-1.

Kako je odatle, n—- %2+ 1= —1 1 n=0 (jer je 5= 75456 =
=7-10°-+ 510" 4 4- 10 &+ ), imamo
0—k4+)1=—1 1. k=2

Dakle, dobijeni zbir ima samo dve sigurne cifre 7 1 5. Ostale cifre su
nesigurne, Zbir napisan pomocu sigurnih cifara glasi

S =1,5.

Vidime iz ovog primera da je u rezultazu broj nesigurnih cifara
wi, koje odbacujemo {odbacujemo ih ukeliko ne odreduju dekadno
mesto, inade, umesto nesigurnih cifara, pifemo nule). Postavlja se
pitanje: da Il smo mogli 1 krade da izvedemo sabiranje, koristedi Cinjenicu
da zbir moZe imati i manje cifara, ali samo onih koje su nesigurne,
jer ih, inade, u krajnjem rezultatu odbacujemo.

Na osnovu dokazane teoreme, oligledno je da gornja granica
apsolutne gredke zbira pribliznih brojeva ne moZe biti manja od gornje
granice apsolutne gredke onog sabirka ¢ija je gornja granica apsolutna
greike najveca. Prema rome, ma sa kojom ta&noicu da su dari ostali
sabirci, tadnost zbira ne moZe bitl veéa od radnosti cnog sabirka kome
jo gornja granica apsclutne grefke najveda. To znadi, da ¢emo kod
sabiraka, kod kojih je gornja granica apsolutne gre$ke manja od onog
sa takvom najvetom greikom, naiéi na cifre &ije uzimanje pri sabiranju
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ne moZe povedati tatnost zbira preko tadnosti onog sabirka sa najvecom
gornjom granicom apsolutne grefke. Zato, praktiCno, takve cifre ne
zadrZavamo, jer ne uti¢u na taénost rezuliara.

U pafem primeru postupame na slededi nadin: od sabiraka 3,21
i 4,3356 uodimo onaj &ija je gornja granica apsolutne gre$ke veda, a to
je broj 3,21 (kako su brojevi dati zaokrugljeno, onda uodimo onaj koji
ima manje decimalnih mesta). Drugi sabirak zatim, zaokruglimo na
jednu decimalu vife od broja decimala vodenog broja 3,21, Dobijamo
4,336 1 sada saberemo tako dobijene brojeve

S* — 3,21 4 4,336 = 7,546
a gornja granica apsolutne gredke je
As* = 0,005 + 0,0005 = 0,0055 < 0,05 = 6,5- 10-1 .

Dakle broj sigurnih cifara & = 2 je isti kao i kada smo radili sa svima
ciframa datih pribliZnih brojeva. Sigurne cifre su 71 5, pa je § = 7,5,

Prakri¢nost ovog skradenog postupka dolazi do izraZaja kada je
broj sabiraka veéi od dva.

Na primer, izra¢unajmo zbir
S = 0,367 + 4,3  42,035896566 + 754,88734 + 0,15
znajudi da su svi sabirci dati zackruglieno.
Prvo uolimo sabirak sa najmanjim brojem decimalnih mesta,

to je broj 4,3, Zatim sve ostale brojeve zaokruglimo na dve decimale
(za jednu decimalu vie od uolencg sabirka), tada imamo

S§* = 0,37 + 4,3 |- 42,04 + 754,89 - 0,15 = 801,75
dok je gornja granica apsolutne grefke
As* = 0,005 + 0,05 + 0,005 4 0,005 4- 0,005 =
= 0,05 4 4- 0,005 = 0,07 < 0,5 = 0,5+ 10°

odakle n — & 4- 1 = 0 i, kako je 1 = 2, imamo za broj sigurnih cifara
k = 3. Dakle,

S = 801,75 ~ 801,

Ako bi broj sabiraka bio veéi ili jednak 100 a manji od 1000,
onda se zackruZivanje ostalih sabiraka vr$i na dve decimale vide od
broja decimala vodenog sabirka &ija je gornja granica apsolutne graske
najveca. Zatim, na tri decimale vide, ako je broj sabiraka vedi ili jednak
1000, a manji od 10000, ird.
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{1I) Oduzimanje. Neka je
D=x—y
Odredimo greSku pribliZne vrednosti razlike D, ako znamo gredke
pribliznih vrednosti brojeva x 1 y.

Teorema o apsolutnoj, gornjoj granici apsolutne gredke
razlike. Apsolutna greska razlike nije veéa od zbira umanjenika i
umanjioca. Gornja granica apsolutne greske razlike nije veca od gornjih
granica apsolurnih gre$aka umanjenika i umanjioca. Kraéi prevod:

(@A =) Ax + 4y, (b) A" —y) < Ax' + Ay".
Dokaz:
(2) A(x'— ")

[(x — ¥y — (x'— )| (definicija apsolutne grelke
pribliZnog broja x'— v')

Mx — 2 — (v — ¥
= e — x| -y — ¥ (koristili smo formulu
la—b| < la] + 8], gde je
a=x—x, b=1y—3y9)
=Ax" 4+ Ay (definicija apsolutne gretke)
Odakle,
Al —y)<SAx - Ay
(b) Jedan nacin je slededi:
Kako je A x' = Ax', Ay < 4y, to iz dokazane relacije imamo
Al —y) s Ax + Ay < A + Ay

pa za gornju granicu apsclutne gre¥ke pribliZnog broja x” — " moZemo
da uzmemo Ax’ -+ Ay’ ili manji od te velidine, ali vedi od A (¥ — ).
Kako je A (x" — 3) < A (x" — 3", to, na osnovu poslednje nejedna-
kosti, mozZemo stavitl

Al — ) < A+ Ay
Obiéno se uzima
Al — Yy = Ax' + Ay
(ITII} MnoZenje. Neka je
P=xy

Odrediti gresku pribline vrednosti proizvoda P, ako znamo gredke
pribliZznih brojeva x 1 y.
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Teorema o apsolutnoj, gornjoj granici apsolutne greske
proizvoda. Apsolutna grefka proizvoda {(gornja granica apsolutne
gredke proizvoda) nije veda od zbira proizvoda jednog inioca i apsolutne
greSke (gornje granice apsolutne grefke) drugog &inioca 1 proizvoda
drugog Cinioca i apsolutne grefke (gornje granice apsolutne grelke)
prvog Cinioca. Kradi preved:

(@) A y) € |51 Ay + 1A X,
b)Y A" y) < Ix') Ay + |y'] Ax'.

Dokas:
(8) Alx - y) = |jx-y— x| (defimicija)
=lcy—x-y -+ x ¥y — (erje —x y+x- 3y =0)
— %y
= |x{y—) + ¥y {x—x")
<y — | + {koristili smo formule
=y e = %' la+b! < lal 4 18} i
fab| — al 1&])
= x| Ay' =+ |37 A x'.
Dakle,

Al ¥y x| Ay 4 v A X,

Ovim jo$ nismo dokazali pod (a), jer se na desnoj strani pojavljuje |x|.
Sa x je oznadena taina vrednost pribliznog broja x', a ta talna vrednost
u vedini stuajeva nije poznata. Kako je |x — x"' — A &', 1o &e biti
x=2x 4+ Ax ili x =% — A x' zavisno od toga da li je tadan broj x
vedi ill manji od pribliZnog broja x'. U oba sludaja ¢e biti

el = £ Ax] € 1) + A
Zainenom |xt u gornju nejednakost, dobijamo

Al y) =< (¥l +Ax)AY 4y Ax
1.

Al 3) < IXTAY + (31 A% 4 Ax" Ay,

Kako su Ax" i Ay vilo male veli¢ine, to je njihov proizvod Ax’ Ay’
jo¥ manja veliina (obi¢no se ka¥e i manja veliina viSega reda), pa
je moZemo zanemariti. Prema tome

Alx 3y x| Ay + | Ax.
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{b) Zbog Ax’ < Ax', Ay £ Ay, dobijamo iz dokazane formule pod (a)
A"y < 'l dp' 1+ '] Ax,

pa, na osnovu definicije gornje granice apsolutne greske, moZemo staviti
Al y) <Ay F Iy Ay

Obi¢no se uzima
AQ ) = 1=l Ay + |y'] 4x'.

Ocenu gredke proizvoda je velo praktiéno izvoditi preko relativne
greike. Tako, za gornju granicu relativne grefke proizvoda, imamao
. A(x" 3y XV Ay 4+ |y'| Ax Ax’ Ay’
RO yy =) o IAL DA S
%" 57 AR %] ly

B
R(x"- )= Rx' + Ry’

Znacdl, gornja granica relativme grefke proizveda jednaka je zhiru gornph
granica relationih grefaka &inioca.

Primer. Odrediti gornju granicu apsclutne gredke i broj znacajnih
cifara proizvoda

P=13,5047

ako su diniocl dari zackrugljeno.

Refenje: Neka je x' = 3,51y = 0,47. Quda Ax" = 0,03, 4y =
= 0,005. Koristeéi formulu pod {b) imamo
Ap = 3,5- 0,005 + 0,47 0,05 = 0,2525 < 0,5 = 0,5- 109,

pajen—k -+ 1 =01 kako ie P = 1,645, to je » = 0. Prema tome,
0—k+ 1 =01t k=1, Znadi, u rezultatu proizveda imamo samo
jednu znadajnu cifru. Ako rezultat napifemo samo preko znacajnih
cifara, imamo

= 1,645 = 1.
(IV) Deljenje. Neka je
x
=5

QOdrediti greSku pribliZne vrednosti koli¢nika @, ako su date greike
pribliZnih brojeva x t y.
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Teorema o apsolutnoj, gornjoj granici apsolutne greike
koliénika

@) A(;) c HIAY + 1y Ax

2

v y
by 4% = Ay + 1y Ax
¥ ¥
Dokaz:
' - 7 |

(a) A(_’CT) , ’i., £ (definicija)

¥ y ¥

|y =y

T ¥
_lxy—ay +fx ' — x| (koristili smo e |_lal
Ll b

i 1ol
i —x-y +x-y =0)
=) F X )

L}
o Wil — a1+ ¥ ly” - ¥l (koristili smo formule
A 13! la+8] < jai-+]bl,
fuw] = Jul - |o|}
a4 Ay

(37}
Sada, kao 1 u dokazu teoreme za proizvod, uzmimoy =y 4 Ay, paje

ly ¥ =1y Ly Ayl <y? 4+ ¥y

Tada
A(x_» < bf’i:ﬁf +I|x" i\y < W A x' —r =AYy
¥y ¥+ lyldy i
jer je yi Ay > 0.

(b) Sii¢no se dokazuje kao i za proizvod. Takode, lako se izvodi
¥
RE) = re ey
¥

tj. gormja granica relativne grefke kolinika jednaka je sbiru gornjih
granica relarionih grefaka broioca i imenioca.
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POLJE KOMPLEKSNIH BROJEVA

U skupu R realnih brojeva jednacina »* + | = 0 nema redenja
(nije moguca), j. ne postoji realan broj x koji zadovoljava tu jednadinu.
Drugim reé¢ima, ne postoji ni jedan realan broj x &ji je kvadrat jednak
— 1. Ta &injenica sleduje na osnovu nama poznartog rezultata: kvadrat
svakog realnog broja je nenegativan broj, krace zapisano (Yx) (x & R =
x® Z= 0)

Ako Zelimo da jednacina x* + { = 0, (pa, prema tome i svaka
algebarska jednaCina, na pr. x* + x4+ 1 =10, x* 4+ 22+ 2 =01 dr)
ima refenja: tada skup R realnih brojeva moramo pro$iriti u $iri skup
u kome ¢&e bin refenja. Ovakvim prodirenjem skupa realnih brojeva
dolazime do skupa C tzv. kompleksnih brojeva.

Jedan natin uvodenja kompleksnih brojeva je sledeéi; uwolime
skup R %X R = {{a, b) |a, & € R} svih uredenih dvojki realnih brojeva.
U tom skupu moZemo na razne nacine definisati dve binarne operacije,
sabiranje i mnozenje. Osnovni princip kojim ¢emo se rukovoditi prilikom
definisanja operacija + 1 - u skupu R x R biée wzv. princip perma-
nencije {nemackog matematiéara Hankela, 1814—1899), Pri progirenju
jedne strukture u novu strukturu trazi se da nova, dira struktura satuva
§to vide znadajnih zakonitosti stare strukture.

Definifimo sada kada uredenu dvojku realnih brojeva zovemo
kompleksan broj.

Definicija. Elements skups C=R x R={(a, & |a, b4 & R}
zovemo kompleksnim brojevima, ako su u skupu C definisane operacije
sabiranje 1 mnozZenje na slededl nadin:

(@md)+ied)=(@+c¢b+d)

(a, ) (¢, d) = (ac — bd, ad + be).

Kompleksne brojeve pisacemo sa x, v, 2,..., a4, za sada, realne
brojeve sa a, b, ¢,... Neka je

n=(00, u=/(l0.

Napomenimo da su dva kompleksna broja, x = (@, &), ¥ = (¢ 4),
jednaka, ako i samo ako je a=c¢ 1 b =4, 1j.

(g, ) =(e,d)=a=c Ab=d
Dokazimo da je ovako uvedena struktura (C,+,.) polje.
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Neka su x = (a, 8), v = (¢, d), 2 = (e, f) 1ri proizvolina kom-
pleksna broja. Tada, na osnovu definicije za sabiranje i minozZenje
kompleksnih brojeva, vaie sledede tvrdenia:

l. x+y=y-+x x y=y'x
F+y+z=y+kx+z) (xy)z=x(y 3
x(y+g)=xy-+txz

DokaZimo asocijativan zakon za operaciju +.
N +z=@+eb+d)+(ef)=@+c—eb+d+])
=@ +lct+ed+f)=x+(y+ 2.

Ovde smo koristili asocijativan zakon za realne brojeve. Slino se
dokazuju i ostale formule.

2. Za prolzvoljan kompleksan broj x = {a, b) je
x +n=ux XU = X.
Zaista,
x4+n=0@,nH+0,0=>+0,b+0)={(a b ==x
$to znadi da je » = (0, 0) neutralan element operacije +.
xu=(d)(l, 0= 1 —-00a 0+d 1)={ab =x

pa je element u jedini€ni element operacije.

3. Za svaki kompleksan broj x = (@, &) postoji jedan i samo
jedan kompleksan broj y takav da je

x4y =n.
Taj broj y oznalavamo sa —x = (—a4, —¥b) i zovemo ga suprotan broj
broja x.
Stavimo y = —x, tada je
xty=xl{-x)=(a, B)+(—a, —b)={a—a, b—5b)=(0, O)=n.

Ovim smo dokazali da takav broj postoji, Sada dokaZimo jedinstvenost.
Ukoliko bl postojac i neki drugi broj, recimo y; = (p, ¢) takav da je
x+ 3y =mn, imai bi (a+p,b+¢q) =(0,0), odakle a + p=0 1
b+g=0,ii p=-a g= ~b 1j. y; = —x. Time je jedinstvenost
suprotnog broja dokazana.

317



4. Za svaki kompleksan broj x = (a, b) = (0, 0) — n postoji
jedan i samo jedan kompleksan broj v takva da je

Xy =1,

. . o, . . .
Taj broj y oznatavamo sa—- i zoveme ga inverzan (reciproan) broj
broja x.
a —b .
s j , tada je
a* L b a4 b

Stavimo v = (

a — b
a2+bz a1+bl

x-y-—-=(a,b)( ):(1,0):;;.

Jedinstvenost se slitno dokazuje kao i u osobini 3.

Iz dokazanih osobina |—4. imamo da je 1 nova struktura (C,+,.)
poije. Kako je stara stwuktura realnih brojeva polje, vidimo da se svi
zakoni polja prenose 1 u novu strukturu kempleksnih brojeva. Ostaje
jo¥ da pokaZiemo da je struktura kompleksnih brojeva zaista prodirenje
strukture realnih brojeva. U tom cilju, uotimo skup svih kompleksnih
brojeva oblika (o, 0), tj. slededi podskup {(a, ®) |a €& R} skupa C.
Za elemente tog podskupa vaii

(a, 0} + (6, 0) = (a + b, 0)

(a: 0) (b> O) = (ab, 0)
@60 _(a v b o
5, 0) ( Y ), uz usiov b = 0.

Znali: aritmetika tog skupa je ista kao i skupa R realnih brojeva, pa
moZemo da ne pravimo razliku izmedu tih brojeva i realnih brojeva
(Precizniic: polje realnih brojeva i podpolie kompleksnih brojeva
oblika (a, O) su izomorfna).

Koristedi tu ¢injenicu, dogovorno ¢emo oznafavat (a, 0) sa a
Specijalno umesto # =: (0, 0) pifemo 0, umesto w = (1, 0) pifeme [’

Tako imamo, na primer (—1,0) = — 1, (2, 0) = 2,(%, 0) = LZ,

(3,0) = 3, itd.
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Sada dokazimo da jednadina x* — 1 = 0 u skupu kompleksnih
brojeva ima refenje. Kako je 1 = (1, 0), 0 = {0, 0) 10 se posmatrana
jednadina na skupu kompleksnih brojeva prevodi u jednadinu

x4 (1, 0) = (0, 0).
Neposredno se proverava da je x = (0, 1) jedno refenje te jednacine.
Zaista,
(0, 1P+ (1L,0)=(0,1)- (0, 1) + (1,0 ={—1,0 + (1,0 - (0, 0).
Isto tako je kompleksan broj {0, —[) redenje te jednaline.

Reaime .,

— Kompleksan broj je uredena dvojka realnih brojeva, ako je ta ure-
dena dvojka element polia (C,4-,.).

— Svaki realan broj je oblika (g, 0) € C, krade ga oznafavamo a.

— Polje (C,+4,.) kompleksnih bm]eva je prodirenje polja (R,4,.)
realnih brojeva.

ALGEBARSKI OBLIK KOMPLEKSNOG BROJA

Uolimo kompleksan broj (0, 1) koji je jedno relenje jednadine
x* 4+ 1 =0, Videlt smo da ie za njega
(0: ])2 = (0: 1) (O> ]) = (_ 1,0 = -1
Definiimo
def
£==(0, 1)
tada je 2 = — 1. Kompleksan broj ¢ zovemo zmaginarna jedinica.

Sada ¢emo dokazati da se svaki kompleksan broj moZe napisati
u obliku polinoma po ¢ oblika @ + b:, gde su a, b realni brojevi. Neka je
{a, &) proizvoljan kompleksan broj. Tada

(a, B) = (a, 0) }- (0, B) = (a, 0) + (b, 0)- (0, 1) = a + bi.

Ovaj oblik kompleksnog broja, zapisanog preko polinoma po ¢, zovemo
algebarski oblik kompleksnog broja.

Napomena. MoZe se poéi od kompleksnog broja oblika a + &,
gde se { uvodi sledecom definicijom #* = —1, pa zatim do¢i do kom-
pleksnog broja kao uredene dvojke realnih brojeva.
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Kod kompleksnog broja a + bi broj a zovemo rea{ni deo 1 ozna-
Zavamo Re(a + bi) = a, dok broj b zovemo imaginarnt deo 1 oznaca-
vamo Im(a + bi) = b, Na primer, za broj —2 + 3i realan deo je
broj —2, imaginaran deo ie 3.

Primert:
1. Re(l =y =1, Im{l —di)=—] (erjel —i==14+ (=15
2. Re(®) =0, m@=1 fjerjer =04 1-4)
3. Re(0) =0, Im(0)y=0 (jerje 0 =04 0-9)
4, Re(4) =4, Im{4) =20 (jerje 4 ==4 4 0-4¢)

Koristeéi se algebarskim oblikom kompleksn'og ‘b:joja, _vidirpo
da je svaki kompleksan broj odreden svojim realnim 1 imaginarnim
delom, odnosno uredenom dvojkom (gde je prva komponenta realan,
a druga komponenta imaginaran deo).

U Dekartovom koordinatnom sistemu na slici prikazani su kom-
Y 5
pleksni brojevi 0, i, 2, 3424, 5 —4 44 ? _. ?

i.

1

3+21

]
PRty
1

Q
[
J
Llen
o
(8,1

Nl

SL7
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Oblik a -+ b kompleksnog broja je vrlo pogodan za rafunanje.
Sa takvim oblikom s¢ operide sliéno kao i sa polinomima. Take, kom-
pleksne brojeve sabiramo, oduzimamo, mnoZimo kao da su polinomi
po ¢ s tim $to uvek, gde se pojavi &, pifemo —1.

Na primer:
Q4+ 3—4)=2 (3 —4)+17 (3 — 4
=6— 8+ 3 — 4
=6 — 5 — 4(-—-1) {(koristili smo 2= —1)
=10 — 5.
Uppite, obrasci za sabiranje i mnoZenje kompleksnih brojeva su
fa+b)+{c+dy=(a+c)+b+d):
(@ + b)- (c + di) — (ac — bd) + (ad + be) &

Proizvod kompleksnog broja a 4 & sa brojem a — & je realan
broj. Zaista,

{a +bi) (a— &) =a®— abi + abi — b4 = @*—p*(—1) = a®+ b2
Koristeéi ovo svojstvo za proizvod brojeva a -+ bf i a — b2, uvo-

dimo sledede nazive: kompleksan broj @ — bi zovemo konjugovan broj,
za broj @ + bi. Dalje, nenegativan realan broj /a2+5 zovemo moduo
(ili apsolutna vrednost) kompleksnog broja a -+ bi.

Ako sa z oznadimo proizvoljan kompleksan broj, onda njegov
konjugovan broj cznafavame sa Z, a moduo sa 1z|. Na primer, za
kompleksan broj z = —6 + 8i bide z — — 6 — 8%, |z| =/ (—6) + 87,
odnosno |g' — 10.

-Na. osnovu uvedenih oznaka, gornja jednakost. glasi
z 2z =|z?

U Dekartovom koordinamom sistemu kompleksnom broju &
odgovara tatka simetriéna talki z u odnosu na Ox osu. Na osnovu
Pitagorine teoreme.|z| cdgovara brojna vrednost duZi Oz.

Upoznajmo se jof sa jednom konstrukcijom predstavljanja kom-
pleksnih brojeva u kompleksnoj ravni. Neka su A i B tadke u Dekarto-
vom koordinatnom sistemu koje odgovaraju kompleksnim brojevima
zpy=a+ b iz, =c+ di. Kako je g, -+ &, potpuno odreden kom-
pleksan broj, to postavljamo pitanje — koja tatka odgovara kompleksnom
broju z, + =,? ‘
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Weka su tatke 4 i B u prvom kvadratu koordinatnog sistema
(kao na slici). Pokazacemo da kompleksnom broju =, + 2, odgovara
tatka C, gde je C takva da je Cetvorougao OACB paralelogram. To
izvodimo koristedi se slikom. Trougao OBB; podudaran je sa trouglom
AQC. Takode, trougao OAA; podudaran je sa trouglom CPB. Ova

SL 8 S 9

podudarnost se lako utvrduje na osnovu uslova da je Zetvorougao QACB
paralelogram. Na osnovu podudarnosti odgoErajuéih trouglova, imamo
AQ=BB,=c¢, A4, =PB=b, CP=04,=a, CQ= 0B, =d.
Kako j¢ CN=CP-+ PN=CP+ BBy =a-¢ OCM=MQ+
+TO A4, + CO=5b-4d, 10 za tatku C dobijamo da su joj
koordinate a - ¢ i & + d, odnosno kompleksan broj koji odgovara
talki C je a + ¢ -+~ (b + d)4, a to je bad broj &4 + 22

Neka je 2 proizvoljan kom-
pleksan broj. Razmotrimo slededi
problem: gde lefe svi komplek-
sni brojevi u kompleksnoj ravni
ako je ispunjenc

lg] = 2.

Neposredno se zakljutuje da su
sve te tatke, koje odgovaraju tim
kompleksnim brojevima, na kru-
gu sa centrom u koordinatnom
Sl 10 potetku, a polupreénik tog kruga
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je 2, jer je moduo svih kompleksnih brojeva koji zadovoljavaju datu
jednakost (a znamo da je moduo rastojanje od tatke O do tafke z
stalan i jednak broju 2).

Ugopite, jednadina kruga sa centrom u koordinatnom podetku
polupreénika » je

izt -1,

ili, ako stavimo ¥ = x + ¢ (x, ¥ € R}, onda ta jednadina ima oblik
VEESF

1.
x2 ¥ =i

Sli¢no, imamo da je jednadina kruga sa centrom u ta¢ki #, polupreénika r
|z — zo| =7

ilt ako stavimo z = x + i, 2, = a + b biée

(¥ —a) + (y — b =%

RAZNI RESENI ZADACI
1. Za kompleksan broj z = 3 + 2i konjugovan je z =3 — 2i.
Ako sada uzmemo konjugovan broj za 2, bice
3-2i=3—-(—i=13+ 2
Dakle,

=2z
Ova jednakost vazl za svaki kompleksan broj 5 & C.
2. Ako je ¢ = 5 onda je;= 5, jer je
z=540=5 z=5—0=35

Uopéte, kompleksan broj 2z je jednak svom konjugovanom 2, ako i
samo ake je 2 realan broj.

Kradi zapis:
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3. Ako je z = O onda je Re (2) = 01 Im(2) = 0. Vazi i obratno.
Krali zapis: ‘

z2=0& Re(2) =0 A Im(z) =0.
Koriste¢i ovu formuluy, lako se dokazuje da je ispunjeno

2% 0& 75 0.

4. Sa kompleksnim brojevima oblika a + b7 radimo kao i sa
polinomima pa, ako imamo da podelimo kompleksan broj, recimo
6 -+ 2¢ sa realnim brojem 3, bice

o+, + Z
3 3

Nije odmah jasno ¢emu je jednako
3—T
44 50

Znamo da je koli¢nik dva kompleksna broja, gde je imenilac razlicit
od nule, kompleksan broj jer je (C,+,.) polje. Zato stavimo
37
7= (z € O),
4 + 5;
ili
4+ 5)z=3—T.

Pomnozimo levu i desnu stranu ove jednakosti sa konjugovanim brojem
broja 4 + 57, znadi sa brojem 4 — 54, tada imamo

(4 —5) (4 + 5) 2 = (4 — 5) (3 — 7).
Koriste¢i jednakost z- T = |z]?, dobijamo
4+ )z =4 — 53— T)
ili
41z = —23 — 43¢

pa je
— 23 — 43 23 43
g=—== —— —— 1
41 41 41
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Dakle,
3—T 23 ﬁ .

—_— — i
4+ 51 41 41

Iz ovog primera vidimo da se deljenje moZe izvoditi i kraée, na sledeéi
nadin: pomnoZimo brojilac i imenilac sa brojem koji je konjugovan
broju koji se nalazi u imeniocu (ako je 2 % 0 u imeniocu, onda je i
njegov konjugovani 2z # 0), tako dobijamo da je u novodobijenom
koli¢niku imenilac realan broj, sa kojim delimo kao u primeru 4.

Na primer:
%ﬂ_@—mmwm_J—m__i_ii
143 (143)0—3) 10 10 10
Uopéte, .
A Zliz L (uz uslov 2z, 7 0),
22 232, 22|

ili
a -+ bi (a—l—bi)(c—dz')=ac+bd+(bc—ad)i_,_
¢+ di (¢ + di) (c — di) 2+ d?

ac + bd bc — ad ;

2+ d? c® + 4

uz uslov da je ¢ + di #£ 0, tj. ¢ 4 d* % 0.

5. Kako je 2 = —1, to je
B=i=(—1i=—1
= i=(—0i=—*¢=—(—1)=1.
=i=11=1d "
=05 i=77i=707=—1
UopSte, ako je k & Z, tada
1 =1, #kFl =g, 4R2 = ] 4EH3 =
§to se lako dokazuje, na primer

1'4]c+3 — i4k. 73 = (i4)k' 1'3 — (1)Ic 73 = 3 = 4.
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Recimo, za jedno odredeno &

FI30 = 4323 — 432 g3 = (j4)32. 43 = 132 {3 — 3 =

. 1 1
6. Cemu je jednako — > — -
7 73
U 1ed i _
—_— = = —_— = = —'z
1 i1 % —1

Isto bi dobili i da smo mnozili sa konjugovanim brojem broja 7, tj. sa —.
1 1 1-4 7 z 7

—_——— = _— =

P i (=i -2 — (=D 1

1 . . . ..
Jednakost - = mogli smo izvesti i ovako
1

L (%)3: (—i) = = = — (—i) =&

7
7. Dokazati jednakosti
D) amtam=zn+am b a=n s
) a1 2| = |z] " |2]
Stavimo 2, = a + bi, 2, = ¢ + di, tada
a) s +a,=at+btctdi=atctGtd)i=a+c—(b+d)
=q—bi +c—di =z + 2.

Sli¢no se dokazuje i jednakost pod b).

c) |z 2] = V(% 2} = V(Zi zz)(zZTz) = V 2y 32';1' -z_z

= Vzl' BT Ryt By = V (2412 12,2 = |24l |zl
ZADACI
N oy 1 1
1. Izracunati: 777, —> —>
;53 48

I i 42 403 4% + 5 — i6 — 45,
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2. Odrediti recipro¢ne vrednosti kompleksnih brojeva

L: —1———1-*2, *21.,—\/2 ———1_ 7
2 2 3 2 V2
3.7 Odrediti koli¢nike
1—2" 3—1 541
241 241 2—6f

4. Dokazati z+;—z—1=z+l.

Napomena. Skup kompleksnih brojeva se ne moZe urediti da
(C,+,.) bude uredeno polje. Jer, ako ho¢emo da uvedemo takvu rela-
ciju, onda treba da znamo koje brojeve ¢emo uzeti za pozitivne, a koje
za negativne. Za broj ¢ ne moZemo uzeti niti da je pozitivan, niti da je
negativan, a znamo da broj 7 nije 0. To je razlog za$to ne moZemo
urediti polje kompleksnih brojeva. Zaista, ako uzmemo da je broj 1
pozitivan, tj. 7 > 0, onda mora biti 7 > 0, odakle, —1 > 0 §to je
kontradikcija. Ako uzmemo 7 < 0, onda —z7 > 0, pa mora bit
(—1)(—7) > 0, tj. 22 > 0 ili —1 > 0O kontradikcija.

JEDNACINE DRUGOG STEPANA SA JEDNOM
NEPOZNATOM

Jednacdinu drugog stepena sa jednom nepoznatom zovemo jo$ i
kvadratnom jednadinom. Opsti oblik kvadratne jednaline glasi:

I ax? +bx+c=0

Na primer: 5x% 4+ 3x — 1,5 = 0, gde su @, b 1 ¢ ma koji realni brojevi,
pri ¢emu je a 7= 0 (ako je a = 0 jednacina je linearna) i x je nepoznata
veli¢ina. Clan ax? zovemo kvadratni ¢lan, bx — linearni i ¢ — slobodan
¢lan. Brojeve a, b i ¢ zovemo i koeficijentima kvadratne jednadine.

Ukoliko su koeficijenti b ili ¢ ili oba jednaka nuli, onda kazemo
da je kvadratna jednadina nepotpuna. Prema tome, nepotpuna kvadratna
jednacina moze biti oblika:

II ax? =0
111 ax®* + bx =0
v ax? +¢=0

327



Nepotpune kvadratne jednadine su, na primer:
—3x2=0, 2x*—0,5x=0, —Tx*+1=0

Ma koja kvadratna jednadina moZe se svesti na jedan od oblika
I, II, III i IV.

 Primer 1.

x—2 x(x+1)._
3 4

Sx

Jednadinu transformiSemo tako da se oslobodimo razlomaka,
zagrada, prebacimo sve ¢lanove na levu stranu i grupiSemo sli¢ne ¢lanove.
Na taj nadin prelazimo na ekvivalentne jednadine datoj jednadlini: -

4(x—2) — 3x(x + 1) = 60x
4x — 8 —3x2 — 3x — 60x = 0
—3x2 — 59 — 8 =0
Primer 2. -
x—5 88—
3 - x
x(x—5=38—x)
x?—5x 4+ 3x—24=0
x? — 2x — 24 = 0.

x, x #0

RESAVANJE KVADRATNE JEDNACINE

Resiti kvadratnu jednacinu znadi nadi sve vrednosti nepoznate
veli¢ine x za koje je numericka vrednost leve strane jednadine jednaka
numerickoj vrednosti desne strane jednacine. Takve vrednosti nepoznate
veli¢ine x zovemo reSenjima ili korenima kvadratne jednadine. Kvad-
ratna jednadina ima uvek dva korena, koji mogu biti i medusobno
jednaki. Ako su koreni medusobno jednaki, kaZzemo da jednadina ima
jedno dvostruko re$enje (koren).

Primer 1. Vrednosti nepoznate x, koje ¢emo oznaditi sa x; = 1

1%, = %, su reSenje jednadine 2x? — 3x 4 1 = 0. Proveriti.
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Zamenjujuéi nepoznatu x date jednacine brojem x, = I, dobijamo

2123 14+1=0

0=0
R 1
i,Eslitno za x, = —
2
PR UL
4 . 2
17 13
— = 41=0
2y 2
0=0,

tj. numerike vrednosti leve i desne strane jednadine su jednake.

1. Jednacina oblika ax? =0

Posto je a # 0, proizvod ax? je jedank nuli, ako je x2 =0, a to
je ispunjeno jedino ako je x = 0. Odnosno, ako je x? = 0 napiSemo
kao x- x = 0, tada je ta jednalina ekvivalentna disjunkciji jednacina
x=0, x =0, §to znadi da jednalina ax* = 0 ima dva medusobno
jednaka refenja x; =0 i x, = 0, tj. ima jedno dvostruko re$enje i
piSemo xyp-= 0.

2. Jednacina oblika ax? + bx =0

Rastavljanjem binoma ax? + bx na ¢inioce dobijamo ekvivalentnu
jednacinu datoj o

x (ax + b) = 0,
koja je ekvivalentna disjunkciji jednadina
x=0V ax+b=0,
odnosno, disjunkciji jednacina
b

x=0V x=——"
a
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Posto ekvivalentne jednadine imaju iste korene, to su x; =0 V =y

ix, =— —If— koreni jednaline ax? + bx = 0.
a

: o 2 . . o |/ 2
Primer . A \ X = VT znaci koreni su x;2 = 4 3

—x? + 3x =T — x

Primer 3.
—8x2 4+ 4x =0
R 2w 4 5 =
—4x(x— 1) =0 5
X = — —
—4xV x—1=0 ! 2
x, =0, x,=1. R
1 2 X — _ i
2
3. Jednadina oblika ax? + ¢ =0 _ 5 . . 5
X = — -5 koreni su xy2 = 4 1 >
Primer 1. ‘
X — 9 =0 Primer 4.
Prebacivanjem slobodnog ¢lana na desnu stranu dobijamo ekvi- 2(x—32—4=0
valentnu jednadinu 2(x — 37 = 4
x*=9 )
(x—32=2
Korenovanjem leve i desne strane dobija se disjunkcija jednacina .
x=3Vx=—3ili x= 43, $to znadi da su x;, =3 i x, = —3 . {x~3=\/2
koreni jednadine x? — 9 = 0. _ B —
orent) * x—3=—4/2 koreni su xip=3+£+/2
Do istih korena dolazimo i na slede¢i na¢in: Binom x* — 9 :
rastavimo na c¢inioce, kao razliku kvadrata, te dobijemo ekvivalentnu Primer 5.
jednadinu e _2—0
(x—3)(x+3)=0, ‘ .
- x24+2=0
koja je ekvivalentna disjunkciji . 5
X% = —
x—3=0Vx+3=0 ii x= 43 )
x =_’\/ —2
Znali, x;, = 31 x, = —3 su koreni jednacine x2 — 9 = 0. { _
x=— 4/ —2 koreni su xip =412
Primer 2. Uopéteno, jednadina ax? -+ ¢ = 0 ekvivalentna je jednadini x? — — ——
—3x2 +2=0 odnosno disjunkciji a

2 ' o e . c
X = ‘ x=|—-——Vx=—| —— i xmp=4]| ——
3 i a a : a
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c . . v
Prema tome su xjp = 4 V—— v koreni jednaline ax?* 4+ ¢ = 0.

Ako su koeficijenti a i ¢ suprotnog znaka, tada je— c/a pozitivan
broj, pa su koreni jednaline realni brojevi.

Ako su koeflcuentx a i ¢ istog znaka, tada je — c/a negativan broj,
te su koreni kompleksni brojevi.

4, OpSta kvadratna jednadina ax? + bx +¢ =20

Jednadinu ax? 4 bx 4+ ¢ = 0 deljenjem sa a (a 5 0) svodimo na
ekvivalentan oblik

b ¢
X4+ —x+—=0
a a )
i trazimo korene te jednacine.

Primer 1.
x* —2x—3=0

Da bismo resili ovu jednacinu, dopunimo binom, koji se sastoji
od kvadratnog i linearnog ¢lana, tj. binom x* — 2x, do potpunog
kvadrata. To postizemo dodaju¢i mu kvadrat polovine koeficijenta uz x,
u ovom slucaju broj 1. Poznato je da se jednatina ne menja ako jednoj
strani jednadine dodamo i oduzmemo jedan isti broj. Prema tome, ako
na desnoj strani gornje jednacine dodamo jedinicu, moramo je i oduzeti,
te dobijamo

x2—2x+1—1—3=0.
Prva tri ¢lana ¢ine potpun kvadrat, te je
(x—12—-4=0
(x — 1% =4,

Ova jednacina ekvivalentna je sa

*l=2 i x=142
2 .

x—1=—
Znadi %"= 3 i x, = —1 su koreni jednadine x?* — 2x — 3 = 0.
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Primer 2.
x2 — 9x + 6 =0

Deljenjem jednatine sa 3 i dopun)avan)em do potpunog kvadrata,
dobijamo ekvivalentne jednatine

—3x+2—0

o2 p2=0
T

2 3\?2 1
(x_i)_LZO (o= 2=t
2 4 2 4

Ova jednalina ekvivalentna je sa

3 1. ’
X —— =—
3 1
2 2 , odnosno x = — + —>
3 N 2 2
XxX— —=——
2 2

tfj. %, = 2 i %, = 1 su koreni date ‘jednadine.

Primer 3. .
2 "
¥ ——x+3=0
3
1 1
xt— — — ———4+3=0
+ 9 9
1\2, 26 1\ 26
S R el ey
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Primer 4.
x2—4dx+4=0

(x—22=0
x—2=0
{x—2=0
x1/2=2

Zaklju¢ujemo da potpuna kvadratna jednacdina moze da ima dva realna

razli¢ita korena, ili dva konjugovana kompleksna korena, ili jedan
realan dvostruki koren.

. b c « . . .
Jednacdinu x* + P + o= 0 re$avamo na isti naéin kao i

jednadine u datim primerima, tj. svodimo je na ekvivalentne jednacine:

2 2
a 2a 2a a

2 2
(x+—é—)—b 4ac=0
2a 4a*
2 2
(x—}-i):b dac
2a 447
b b* — 4dac
x+_=|1_ .
2a 4q? 2z __
ili x:_zii"/b dac
+i_ b* — dac a 2a
X 2¢ 447

Prema tome, koreni kvadratne jednadine ax? + bx 4+ ¢ = 0 su

b A/ b2 — dac

x‘Z_Z+ 2a
b VO da
2 2a 2a
ili
— b+ Vb — dac
€] X1z = 22

Izraz (1) je formula za korene opSte kvadratne jednadine.
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Primer 5. Resiti jednacinu x* — 3x — 4 = 0 koristeéi formulu
za korene jednadine.

344/ 9+16 345

¥ = 2 2

X =4, x=—I1

Ako je koeficijenat b kvadratne jednaline ax? 4 bx + ¢ = 0

paran broj, tj. b =2k (k = 41, 42, ...), tada se koreni mogu izraziti
na slede¢i nacin

— 2k + A 4R —dac —2k+2V B — ac

Xy = =

2a 2a -
 —k+ AV E—a
E— a b
. . b
ili, posto je k= —>
2 .
;= )
~2—iv7 — ac
X122 = 2 '
Primer 6.
—3x? 4 14x +5=0
—74+449+15 —7+8
i = -3 T T T3
1
xi-———g-, x, = 5.
DISKRIMINANTA

U prethodnim primerima videli smo da su reSenja kvadratne
jednacine realni ili kompleksni brojevi. Sada ¢emo, na osnovu formule
za korene kvadratne jednadine ax? + bx + ¢ = 0, dati opsti zakljucak
o prirodi korena.
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S obzirom da su

— b4+ /B — dac
b
2a
zaklju¢ujemo da priroda korena zavisi od znaka potkorene veli¢ine

b* — 4ac koju ¢emo oznaditi sa D i zvati diskriminantom kvadratne
jednaline, tj. D = b* — 4ac. Razlikovaéemo tri slucaja:

X1)2 =

I — Ako je D > 0, onda su koreni jednaline realni brojevi,
jer je kvadratni koren pozitivnog broja pozitivan broj.

II — Akoje D = 0, jednacina ima jedno realno dvostruko reSenje

b
X2 = — _—*
2a
III — Ako je D < 0, onda su koreni konjugovano kompleksni

brojevi, jer je kvadratni koren negativnog broja imaginaran broj.

Prema tome, izracunavajuci vrednost diskriminante, odredujemo
prirodu korena jednadine ne refavajudi je.

Primer 1. Odrediti prirodu korena kvadratne jednadine
—2*4+x—4=0;a=—2;b=1,c=—4D=1—32=—31.
Koreni su konjugovano kompleksni brojevi.

Primer 2. Tx* —2x—3 =0, a=T, b= —2,c=—3,D =
= 4 4 84 = 88. Koreni jednadine su realni i razli¢iti brojevi.

Primer 3.
4 —4x +1=0
D=16—-16=0

Koreni su realni i, medusobom, jednaki.

Primer 4. Za koje vrednosti parametra m jednadina 3x? — x —
—4m = 0 ima realna i razli¢ita reSenja (korene).
a=3, b=—1, ¢=—4m, D >0, 1+48m>0,m>f4L8

.o . s . 1
Koreni su realni i razliditi, ako je m > — _8
4
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VIETOVE VEZE
Koreni jednadine x* — 5x +-4 =0 su x, =4 i x, = 1. Sabi-
rajuéi i mnoZeéi korene, dobijamo
X Fx =35
Xt a0y =4

Uotavamo da je zbir korena broj suprotan koeficijentu linearnog ¢lana,
a da je proizvod korena jednak slobodnom ¢lanu.

Ako imamo jednadinu 3x* + 12x + 5 = 0, ¢ija su reSenja

—6+ 421
3

X2 =

. 5 . . .
tada je x; + x, = —4 1 %, % :?-, odnosno zbir korena je broj

suprotan koeficijentu linearnog ¢lana, a proizvod slobodnom ¢lanu
jednacine

'x’-+4x+%:0,

koja je ekvivalentna datoj jednalini, a koja se dobija deljenjem date
jednadine koeficijentom kvadratnog ¢lana, tj. brojem 3.

Do ovog zakljutka do3ao je francuski matemati¢ar Viete (1540—
—1603).

. . . b
U opétem slucaju, za kvadratnu jednacinu x* + - + % = 0,
koja je ekvivalentna jednacini ax? + bx + ¢ = 0, vazi:

Teorema (Viete). Zbir korena kvadratne jednacine x2 + %x +

-+ ‘—27 = 0'jednak je koeficijentu linearriog ¢lana sa suprotnim znakom,
a proizvod korena je jednak slobodnom ¢lanu.

n b — ¢
x Xy = — — X' x, =—
! a a
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: b ¢
Dokaz. Resenja jednacdine x? —&——; x + o= 0 su

b VP ke b V- dae
= 2a + 2a Y2 = 2a 2a
Sledi
b VP —dac b AB — dac
x1+x2__7:7:'+_ 2a T 2a 2a
—_2%__ 5
2a a
b
X+ X, = — =z
. b4/ mga) <_ b bz——_ZEc>
! RET % 2a 2a 2a
b )2 (\/bz - 4ac)2_ B b — dac
“\ T2 T 2a T 4 4q?
b b? C4ac ¢
4@ 4a? 4a? a
c
Xyt Xy = 7
b . c . ' .
Obrasce x; -} x; = — - 1% %, = - zovemo Vietove veze izmedu

korena i koeficijenata kvadratne jednacine.

Koristeéi Vietove veze, lako reSavamo zadatke.

Primer 1. Napisati kvadratnu jednadinu ¢ija su reSenja x, =

:——4ix2=7
3 13 b ¢

x1+xz:_4+T=—T —7, x1~xz=——3:7
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TraZena jednadina glasi

xz+%x~3=0 i 4x? 4 13x — 12 = 0.

Primer 2. Ne refavajuéi kvadratnu jednadinu

X2 —4x +1 =0,

%y %, X1%

naci
a) Zbir i proizvod korena
b) Kvadrat zbira korena
¢) Zbir kvadrata korena
d) Zbir brojeva inverznih korenima
Refenge:
a) X+ x, =4 Xy X = 1
b) (2 + 2" = 16
) 6+ = x4+ 2%, %, + %2 — 2y x, =
= (% + %02 — 2x,%, = 16 — 2 = 14
d) _1_+i=—_x2—f—x1 ::_‘11_24

Primer 3. Sastaviti kvadratnu jednadinu &iji su koreni tri puta
ve¢i od korena jednadine

%2 — 5x + 6 = 0.

Redenja date jednadine su xy, = £ 1 . x, =31 x,=2.
Koreni traZene jednadine su

’ F—} ., ’ b ' c
x1=91x2=6;x,+x2=15=—7 x1x2=54=7-

Prema tome, traZena jednalina glasi

x? — 15x 4+ 54 = 0.
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Primer 4. Za koje vrednosti parametra m jednac¢ina x* -+ mx +
+15 = 0 ima jedan koren jednak —35.

Resenje
Xyt X, = —m
Xy %, =15

Ako uzmemo da je x, = —5, imamo
x —5=—-—m
—5x;, = 15

Ovo je sistem od dve linearne jednadine. Iz prve jednacine je x, = 5—m
i, zamenjujuéi vrednost x; u drugu jednacinu, dobijamo

—5(5 —m) =15

m = 8.

DISKUSIJA RESENJA KVADRATNE JEDNACINE

U ovom odeljku ispitujemo kakva su reSenja kvadratne jednacine
ax* +bx+c=0
u zavisnosti od znaka koeficijenata a, b 1 c.

1 slucaj
Neka je a > 0, ¢ < 0 i b proizvoljan realan broj. Tada je D =
= b — dac > 0, jer je b* =20 1 —dac > 0, te su koreni jednacine
realni i razli¢iti. ‘
Kako je x, - x, = o< 0, to su koreni suprotnih znakova; jedan
a
je pozitivan, a drugi negativan.

Posebno:
1) ako je @ > 0, ¢ <0 i b < 0, tada je, uz gornje zakljucke,
jos i x; + x, = — — > 0, $to znadi da je pozitivan koren veéi od
a
apsolutne vrednosti negativnog korena.

. b
2)akojea>0,c<0ib>0,tadajex1+x2:_4a_ < 0,

%to zna¢i da je apsolutna vrednost negativnog korena veca od pozitiv-
nog korena. '
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Primer 1. U jednalini x2 —3x—14=0 a=1, b= -3,

¢ = —14. Zakljuéujemo: da su koreni realni i razliditi, suprotnih
znakova i da je pozitivan koren veéi od apsolutne vrednosti negativnog
korena, jer je D =9 4+ 56 =65 > 0, x;x, = —14 x; + x, = 3.

II slucaj

Neka je @ > 0, ¢ > 0 i b ma kakav realan broj, tada je D =
= b? — 4ac ili negativan broj, ili pozitivan broj, ili broj jednak nuli.

Ako je b — 4ac < 0, znamo da su koreni konjugovano kompleksni
brojevi i ne mogu se uporedivati.

. . .. . Cc
Ako je &% — 4ac = 0, koreni su realni i, kako je x;x, = - > 0,
koreni su istog znaka, tj. oba su pozitivna ili oba negativna.

Posebno:
1) ako jea>0,¢ >0, 6 >01 D =0, gornjem zaklju¢ku (da
su koreni realni i istog znaka) dodajemo da su oba korena negativna,

L b
1er16x1+x2:—7’<0.

"2) akojea>0,¢ > 0,b<0iD>0,tadajex1-|—x2:——Z— >0,

$to znali da su oba korena pozitivna.

Primer 2. Diskutovati korene kvadratne jednacine
5 4+ T7x+2=0
Kako je a=5 b=7 ¢c=21i D=49 —40 =9 > 0, koreni su

realni i razliditi, istog su znaka i to — negativna, jer je x; - x, = — =
SR a

2 7
=? Ioxyfx=——:

2

U slucajevima I i IT pretpostavka je da je a > 0. Ako je u kvad-
ratnoj jednadini a < 0, tada je mnoZenjem sa —1 svodimo na ekviva-
lentnu jednadinu u kojoj je a > 0 i diskutujemo reSenja (korene) te
jednadine.

Primer 3. Diskutovati reSenja jednaline
—4x2+x—2=0
Diskutujemo reSenja jednaline ekvivalentne datoj:
' 42 —x+2=0
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Kako je a = 4, b = — 1, ¢ = 2 i D = —31, koreni su konjugo-
vano kompleksni brojevi.

Zakljudak: diskusiju refenja kvadratne jednaline vr§imo ne
retavajuéi jednacinu.

Primer 4. Ispitati za koje vrednosti parametra m jednacina
3x2 —4x + 2m =0

ima realne i razli¢ite korene i istog znaka.

Koreni ispunjavaju date uslove ako je:
¢
b2~4ac>0/\x1-x2=—a—>0,

odnosno

16 — 24m > 0 A > 0.

Ovo je sistem linearnih nejednalina sa jednom nepoznatom.
Sledi:

2
m< — Am>0,
3
tj.

0<m<-2—
3

Primer 5. Odrediti parametar m da jednacina
2+ 5% +2@3—m=0
ima realne razlitite korene i to suprotnog znaka.

Koreni ispunjavaju date uslove ako je

bz——4ac>0/‘\%<0.

Zaa=1, b=25 ¢c=2(3— m) dobijamo
25— 8B —m) >0AN203—m) <0

Redenje ovog sistema je skup brojeva m,3 < m < + o0, §to znadi da su
za te vrednosti m koreni realni, razli¢iti i suprotnog znaka.
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Primer 6. Ispitati za koje vrednosti parametra m jednadina
mx?— (2m— 1)x+m—3=0, m#0

ima realne razliCite korene, suprotnog znaka i pozitivan koren veéi od
apsolutne vrednosti negativnog korena.

U ovom slu¢aju mora biti:

bz——4ac>0/\i<0/\_,ll>o’
a a

ili za a=mb=—_Qm—1), c=m—3

m—3 2m— 1

8m +1 >0 A < 0N —/—>0
m

Trazimo vrédnést m, koje zadovoljavaju sve tri nejednakosti, tj. éistem.
Redenje prve nejednadine je skup brojeva m, — % <m< 4 oo.
Resenje druge nejednadine je skup: 0 < m < 3.

Resdenje trece nejednadine je skup:%< m< +o0i—c <m<O.

Radi preglednosti predstavimo ove skupove na brojnoj osi

SL 11

Zajednitko resenje za sistem nejednacina je skup vrednosti m,
L <m<3
2

i, za te vrednosti, koreni ispunjavaju uslove zadatka.

343



PROBLEMI

Mnogo zadataka iz matematike, fizike i drugih nauka re$avamo.
tako da formiramo kvadratnu jednacinu, na osnovu uslova zadatka, u
kojoj nepoznata x predstavlja veli¢inu koja se zadatkom traii.'

Primer 1. Naci dvocifreni broj ¢ija je cifra jedinica za 3 veca
od cifre desetica, ako je proizvod tog broja i zbira njegovih cifara
jednak 175.

Ozna¢imo sa:
x cifru desetica
x -+ 3 cifru jedinica

10x + x 4+ 3 dvocifreni broj sa gornjim ciframa (jer, na primer, broj
27 mozemo napisati kao 2.10 + 7). .

Iz uslova zadatka sledi:
(10x + x + 3) - (x + x + 3) = 175
22x? + 39x — 166 = 0
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2

TraZzeni dvocifreni broj je 25 za x; = 2. Koren x, nema smisla za
postavljeni zadatak.

X =2, X%=-—

Primer 2. Radnik mora da izradi 240 istih alatki. Po zavrsetku
izrade 140 alatki, usavr$io je metod izrade i izradivao je za 1 sat 3 alatke
viSe nego ranije. Da je novim metodom izradio sve alatke, zavr$io bi
posao 6 sati ranije. Koliko je alatki radnik izradivao za jedan sat novim
metodom?

Neka je
x broj alatki koje radnik izraduje za 1 sat novim metodom,
x — 3 broj alatki, koje on izraduje za jedan sat starim, metodom

- vreme utroSeno za izradu 140 alatki,
x— 3

—L?C(L vreme utroSeno za izradu preostalih 100 alatki,

vreme, koje bi utro$io da je sve alatke izradivao novim metodom.
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Sledi:

24 4
0 _ 140 L 100 4 0 k23

¥ —3x—70=0
x; =10 x, = —7

Koren x, nema smisla. Radnik je novim metodom 1zrad1vao 10 alatki
na sat.

Primer 3. Rastojanje izmedu dva grada 4 i B od 270 km auto-
mobil je pre§ao nekom srednjom brzinom. Vozal je zakl)ucxo da je
mogao to rastojanje precx za ] sat man]e da je poveCao brzinu za
9 km/sat. Za koje vreme je vozal stigao iz grada A4 u grad B.

Neka je:
x vreme za koje je vozal pre§ao 270 km,

x — 1 vreme za koje bi voza¢ preSao 270 km da je vozio brze za 9km/sat,

brzina kretanja automobila,

x
270 . . . ..
—— brzina kretanja automobila da je iSao brie.
1
Sledi:
270 270
+ 9= x50, x # 1
x x —

x> —x—30=0
X =06 x,=—5

Voza¢ je preSao rastojanje od 270 km za 6 sati.
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POLINOMI DRUGOG STEPENA

1. KANONICKI OBLIK, LINEARNI CINITELJI

Neka su x, y, ¥,..., a, b, ¢,... simboli za brojeve (promenljive)
i, 3, 2,0, — -;a \/_i, m,... itd; simboli odredenih brojeva. Ove
navedene simbole, kao i algebarske izraze oblika
x4y, x-y— 3z, 2y + 4x, xvz,... itd.

nazivamo polinomima. Ako je polinom samo po jednoj promenljivoj,
onda ¢emo reéi:

Definicija 1. Ako su agy, ay, a5,. . ., ap realni brojevi i x pro-
menljiva, tada algebarski izraz

agx® 4+ ax® 1 4 L. 4 apgx + an
nazivamo polinomom po promenljivoj x.

Ako je a, 3% 0, kazemo da je polinom stepena n. Brojevi ag,
Ay - o> An-gy Ay SU koeficijenti polinoma.

Svi bfojevi x za koje je
ax® +ax®t + ... +apyx +ap, =0
su koreni (nule) polinoma.

Na$ cilj je da proudimo polinome stepena 2, tzv. kvadratne
polinome koje piSemo u obliku

ax* + bx 4+ ¢
(gde a, b,c € R i a#0).

Kako, odrediti nule polinoma ax? -+ bx 4- ¢ znaci re$iti kvad-
ratnu jednadinu ax? 4- bx + ¢ = 0, to se na tome nelemo zadrzavati
jer je reSavanje kvadratne jednacine dato.

Kvadratni polinom ax? + bx + ¢ transformiSemo na slde¢i nacin:

2
axz—}-bx—{—c:a(xz—{-ix—{-i):a[xz_;_ix_}_(i) +
a a a 2a,

< i_ +iz b* — 4dac
+ a 4| ¢ (x Za)_ 42
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- Dakle,

2 2
ax2+bx+c=a|:(x+%)—-uaf] ....... (D

$to se moZe napisati i:
b\?* dac — b
2 — — -
ax —l—bx+c—a(x+ 2@)-{— dg e )
Ovaj oblik nazivamo kanoni¢ki oblik polinoma ax? + bx + c.
Primer 1. Napisad polinom 2x* — 3x + 1 u kanoni¢kom obliku.

Refenje. 1 nadin:

2
-t - Set D)oo (374
2 2 2

1 9 ( 3\? 1] ( 3)2 1
+—~———= X — —| — —=| = X — — ) — —
2 16 4) - 16 | 4 8
II nadin: Kako je za polinom 2x2 —3x + 1, a =2, b= —3,
¢ =1, to je

— _3 J— _3‘.

2a 2-2 4
d4ac — b*  4-2-1—(=3P 8-—-9 1
4ba 4.2 8 8

te, primenom (2), dobijamo

: 3\ 1
sz-—3x+1=2(x——)———-
4 8

Neka su x.1 i x, koreni kvadratnog polinoma ax? + bx + c.

Prema formulama  Vijeta je
' ‘ b c - :
e — (2% + x2) 7*?1’52’
pa’je
xz—[—%x—l—%:xz»—(xl—i—xz)x'—l— XgXp o oen e (3).



Jzraz na desnoj strani u (3) piSemo:
x? — (xl + ox) X A xgx, = X2 — X% — X%+ xyx, =
= x(x — %) — % (x — %) = (¥ — x;) (x — %)

Prema (3) je
b ¢
xz—}—?x—f-—a—:(x—xl)(x—xz).
Tada je
zv ' ._ b ¢
ax +bx+c—a(xz+—a——x+—;—)=a(x—x1)(x—xz).

Dakle, ako su x; 1 x, koreni polinoma ax? + bx + ¢, tada je
axt + bx + c=a(x — x) (x — x,)

i kazemo da je polinom razloZen na linearne &initelje (faktore).

Primer 2.-RazloZiti na linaerne faktore polinom 3x? — 10& 4 3.
Resenje. Koreni polinoma 3x? — 10x + 3 su x, =3, x, - L

Kako je a = 3, to je, prema (4),

2. ZNAK KVADRATNOG POLINOMA

.Ako u pol1nomu ax® + bx + ¢, simbol x zamenimo odredenim
realnim brojem, recimo-a, tada broj ae? + ba 4 ¢ je vrednost polinoma
za x = . Akq je broj a«? 4 ba + ¢ pozitivan (negativan), tada ka-
Zemo fia je polinom pozitivan (negativan) za x = o ili da je pozitivnog
(negativnog) znaka za x = «.

_ Cilj ovog izlaganja je da za dati polinom odredimo sve realne
kvy'r,o]eve za }(me je on pozitivan odnosno negativan. Radi toga, prou-
¢i¢emo polinom u zavisnosti od njegove diskriminante. Ako je ax? +
~+ bx -+ ¢ kvadratni polinom, tada broj D = b* — 4ac je diskriminanta
tog polinoma. .
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Kako nam je — radi daljeg proutavanja — potrebna relacija
(1), navodimo je pomnovo
b 2 B 4ac‘
at +bx+e=allx+—|——57 |- 5
+ [( Za) 4q? ] )

Uveli smo oznaku D za diskriminantu & — 4qc. Proudiéemo redom
sledeée slucajeve:

OD<0 20D=0 3°D>0.

2 2 )
1° D < 0. Tada je —b. 4%>0._ Kako jei(x+2i)>0
a

442

za sve realne brojeve x, to je

. 2 2
(x+i)—b 4ac>0
_ 2a 442

za sve realne brojeve x. Dakle, prema (5) je polinom ax? + bx + ¢
istog znaka kao i koeficijent a, za sve realne brojeve, x.

20 D = 0. Tada (5) je oblika

b 2
axz—i—bx—}—c:a(x—}— )

2a
. b .
pa je ax? 4+ bx + ¢ = 0zax=— -2— Dakle, za sve realne brojeve
a
x, osim za x = — 2i polinom ax? 4 bx +¢ je istog znaka kao i
a R

koeficijent a.
.31" D > 0. Znamo, prema (4) da je
e L bx +c=alx —x)(x— %) ... (6),

gde su x; 1 x; koreni poinoma ax* 4+ bx + c. Kako je D > 0 to je
Xy F= Xoe )

Neka je x; < x,. Odredujemo znak polinoma za x & (— 0, ;) U
U (g +o0)*. Tada ili x © (—00, %), ili » € (x;, +00): Treba prou-
iti oba sludaja. Ako x € (— 0, x,). tada je x < x;, pa — kako je
x, <X, to.je x < x, — dakle, (x — %) (x — x;) > 0. Tada, prema (6),
polinom ax? + bx + ¢ je istog znaka kao a. Ako x € (x;, +0) tada

*) Ovo su oznake intervala (zamislite realnu pravu).
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je x > X, pa, prema ¥; < X, je x > x;. Tada je (x — x;) (x — x3) > 0.
Prema (6), ax* 4 bx + ¢ j e istog znaka kao a.

Dakle, ako x € (— 0, x;) U (x,, +00), tada je ax? +bx + ¢
istog znaka kao i a. : :

Ostaje da odredimo znak polinoma za x & (x4, x;). Neka
x € (x5, x3). (opet je ovo oznaka za interval realne prave). Tada je
X <X <xppajex —x >0ix—x, < 0. Tadaje (x — x,) (x — x,)
< O i, prema (6), polinom ax? 4 bx -+ ¢ je suprotnog znaka od znaka
broja a. Dakle, za x & (x, x,) polinom ax? + bx + ¢ je suprotnog
znaka od znaka broja a.

Navedimo ukratko dobijene zai;lrj‘l_x.éke:

szzime. Nelfa je ax? 4+ bx 4+ ¢ kvadratni polinom. Tada za znak
tog polinoma vazi tatno jedan od sledeéa tri slucaja:

o 1° Ako je D < 0, tada za sve x © R, polinom ax? 4 bx + ¢
je istog znaka kao i broj a.

2° Ako je D =0, tada za sve x € R \{— 21} polinom akz +
a .
+ bx + ¢ je istog znaka kao i broj a.

w.3" Ako je D > 0; tada polinom ax? + bx + ¢ ima dva realna
razliCita korena x; i x, i za sve x & (— o, x,) U (x;, +00) polinom

je istog znaka kao i broj g, dok za sve x & (x,, x,) polinom je suprot-
nog znaka od znaka broja a. ' .

Primer. Ispitati znak slede¢ih polinoma: .
a) —2x% + 3x — 1; b) 4x2 — 4x + 1 c) —3x% 4 x— 1
Refenje. a) Diskriminanta polinoma —2x?2+43x —1 je D=

=§z~ 4ac=9—4-(=2)-(—1)=9—-8=1. Dakle D >0, pa
polinom ima dva realna i razli¢ita korena. To su

1
X, = 7, X, =1
1
Prema 39, za x(—oo, 7) U (1, +0) je —2x24+3x—1<0. (istog

i 1
znaka kao i —2), aza x € (7’ 1) je —2x® 4+ 3x — 1 > 0 (suprot-
nog znaka od znaka broja —2).
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b) Diskriminanta polinoma 4x* — 4x + 1 je D = 0 pa on ima

1 .
jedan dvostruki koren x = —2— (Lako se uocava da je 4x? — 4x + 1 =

— (2x — 1%). Prema 2° za x & R\ {%} je dx?—4x +1 >0

(isti znak kao broj 4).

¢) Za polinom —3x* + x — 1 je D = —1 — 12 = —13. Dakle,
D < 0 pa, prema 1° za x € R, je —3x* + x — 1 < 0 (istog znaka
kao i broj —3).

3. RESAVANJE NEJEDNACINA DRUGOG STEPENA JEDNE
NEPOZNATE

Nejednadina drugog stepena jedne nepoznate je oblika
ax? + bx 4+ ¢ > 0,

ili
ax®* +bx +¢c <0,
(gde je a # 0).

Resavanje tih nejednacina svodi se na ispitivanje znaka polinoma
ax? + bx + ¢ §to je dato u 2. Zato ¢emo odmah raditi zadatke.

Primer 1. Resiti nejednadinu:
32 — 3V 24+ D x+142>0.
ReSenje:  Za polinom 3x? — (3 V2 + Dx+ 42 je
D=0B42+12—4-3-4/2=034/2+6vV2+1—12¢/2=
=BV2P-6V2+1=0(342—12>0

Dakle, D>0 pa polinom ima dva realna i razli¢ita korena

W21zl 6Vi-1r _3VI+126V3- D

X132 = 6 6
34/24+143vV2—1 -
.y V2 + : v /3
324134241 1
¥ = 6 N
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Koreni su x, = V2 i x, e

Prema 3° iz 2, za xE(—OO,%) U (V2 +o0) je 3% —
— B3AV2+Dx+V2>0

Dakle, sva refenja date nejednaline su realni brojevi skupa,
(_oo,%) U (V2 +oo)

Primer 2. Re$iti nejednadinu:
—x*+3x—4<0
Resenje. Za polinom —x* +3x — 4 je D = 9—-16=—-7<0

Dakle, D < 0 pa prema 1°iz 2. zax € Rje —x* + 3x — 4 < 0
te ma koji realan broj je refenje date nejednacine. MoZemo re¢i: skup
resenja date nejednaline je skup realnih brojeva.

Primedba uz Primer 2. Nejednadina
—x*+3x—4>0
nema reSenja. Dokazati koristeéi primer 2.
Primer 3. Rediti nejednadinu:
9% — 6x +1 >0
Rejenje. Zapolinom 9x2 — 6x + 1je D = 36 — 36 = 0. Tada polinom
ima jedan dvostruki koren x = _2-ab = liS = 3 pa, prema 2° iz 2

za x © R\ {—;—} je 9x2 — 6x + 1 > 0. Dakle, skup svih reSenja

. 1
date nejednacine je R\{?}
Napomena. Kvadratna nejednatina moZe biti data i u obliku
ax* + bx +¢ =0,
ili
ax® 4+ bx + ¢ <0.

Tada i nule polinoma ax? + bx + ¢ jesu redenja tih nejednacina.
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4. FUNKCIJE (PRESLIKAVANJA)

Uo¢imo skup svih ulenika jedne $kole i skup svih imena lica
(Janko, Ljiljana, DZon,. . . itd). Neka svakom udeniku odgovara njegovo
ime. Ovim je re¢eno da razmatramo parove

ucenik — njegovo ime.
Sta mozemo redi o svim tim parovima?

Vise ucenika mogu imati isto ime, ali je bitno to da jednom uéeniku
odgovara tacno jedno ime. Zato, kazemo da je tim parovima odredena
funkcija skupa ucenika u skup svih imena lica.

Navodimo i ¢esto pominjan primer kvadrata. KaZemo: povrSina
kvadrata je funkcija njegove stranice. Jer, ako oznadimo stranicu sa x,
tada je povrSina x?. Znaci, uodili smo skup parova (x, x%). Taj skup
je funkcija skupa R u skup R.

Skup {(x, 2x) | (x € R)} je poskup skupa R x R. Svakom real-
nom broju x odgovara ta¢no jedan realan broj 2x. Ovaj skup je funkcija
skupa R u skup R ¢ija je slika (grafik) u koordinatnom sistemu prava.
Ovu funkciju krace piemo y = 2x.

DefiniSemo sada funkciju za slu¢aj bilo kakvih skupova.

Definicija 2. Neka su 4 i B neki skupovi. Neka je f podskup
skupa A4 X B koji zadovoljava sledece uslove:
1) Skup svih prvih komponenti skupa f jednak je skupu 4.

2) Ako su parovi (x,v,) i (x,,) elementi skupa f, onda vaZ
jednakost y, == y,.

Svaki takav skup zovemo funckia (preslikavanje) skupa 4 u
skup B.

Recenica: f je funkcija skupa A u skup B kratko se oznacava
f:A— B. Skup A zovemo domen, a skup B antidomen funkcije f.
Neka je f: 4 - Bineka (x,y) € f. Tada obi¢no piSemo: y = f (x).
Element x zovemo original, a y sltka (tog originala).

U daljem izlaganju mi ¢emo se ograniciti na tzv. realne funkcije.
To su funkcije skupa R (ili nekog njegovog podskupa) u skup R. Za te
funkcije navodimo neke definicije.

Neka je f realna funkcija (dalje éemo govoriti samo funkcija);
ako je @ ma koji broj domena funkcije f, tada kaZzemo da je f (a) vred
nost funkcije f za x = a.

— Realni broj & je nula funkcije f ako je f(b) = 0.

— Kazemo da funkcija f raste ako je f (xy) < f (x;) za x; < x,
a opada, ako je f(x,) > f(x,) za x; < x,.
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— Ako je f (@) > 0 za broj a domena funkcije f, tada kazemo
da je f pozitivna za broj a.

— Ako je f(a) < 0 za broj a domena funkcije f, tada kaZemo
da je f megativna za broj a.

— Ako je realan broj ¢ (iz domena funkcije f) takav da za x < ¢
funkcija p opada, a za x > ¢ funkcija p raste, tada kazemo da je p (¢)
mimimum funkcije f.

— Ako je broj ¢ (iz domena funkcije f) takav da za x < ¢ funkcija
f raste, a za x > ¢ opada tada kazemo da je f (¢) maximum funkcije f.

— Minimum i maximum funkcije f nazivamo ekstremne vrednosti
funkcije f.

Znamo da skupu svih uredenih parova realnih brojeva, tj. skupu
R X R, odgovara koordinatni sistem. Tako i funkciji kao podskupu iz
R X R odgovara u koordinatnom sistemu tzv. grafik funkcije.

Ako je grafik oblika \/, onda kaZemo da je konkavan, a ako je
oblika /~ "\, onda kazemo da je konveksan.

Napomena: Mi ¢emo za one realne funkcije koje ovde prou¢avamo
crtati odgovarajuée grafike. Ali, treba istaéi da nam grafik funkcije
ne sme sluziti za dokaz odredenih tvrdenja, veé samo da ta tvrdenia
,procitamo” sa slike (grafika).

5. KVADRATNE FUNKCIJE

Ako je a % 01 a, b, ¢ € R, tada skup
{(x, ax>* + bx + ¢) | x € R}
nazivamo kwvadratna funkcija skupa R u skup R. Krale, piSemo
y =ax? + bx + c.

Kako je za a % 0, ax? + bx + ¢ polinom drugog stepena, to mozemo
reét da je polinom ax? + bx + ¢ funkcija promenljive x.

Cilj nam je da nacrtamo grafik funkcije y = ax? 4+ bx + ¢ i da
mnoga tvrdenja (recimo o znaku polinoma) lako ,,proditamo” i zapam-
timo preko grafika.

Prvo crtamo grafik ,jednostavnijih” funkcija. Pocinjemo sa
funkcijom y =% (a =1, b =¢ = 0).

Funkcija y = x%2. Funckija y = x? je slede¢i skup

{(x, x) | x € R}.
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Uotimo neke elemente tog skupa, tj. skup

{(—3,9), (—2,4), (— 1,1),(‘71, %) ©, 0),( L

1

) D@, (3,9>}
Gra.fik crtamo spajanjem tih tadaka neprekinutom linijom* i taj grafik
nazivamo parabola (sl. 12).

Kako je za sve realne brojeve
x, (—x)*=x?, to je grafik simetri¢an
u odnosu na y osu (y-osa je osa
simetrije te parabole).

Kako je za sve x, x2 >0,
grafik je iznad x ose (sa izuzetkom
tacke (0, 0),) te je za sve x, x % 0
funkcija pozitivna.

Nula funkcije je x = 0.

Za % < x,<0jex > pa
za x < 0 funkcija opada, dok za
0 <x <x, vazi x < %2 te za
x > 0 funkcija raste.

Kako za x<0 funkcija opa-
da, a za x > 0 funkcija raste, to
y(©0)=0 je minimum funkcije
y = x2

Grafik je konkavan. Ta&ka (0,0) je teme parabole.

Sk 12

Funkcija y = ax? za a > 0
Crtamo grafike sledeéih funkcija:
Y= y=22 y=-—Ltop
2
i, radi uporedenja, crtamo ih u istom koordinatnom sistemu.
Pored funkcije piemo skup tadaka pomocu kojih crtamo grafik.
y =2 {(—2, 8), (—1, 2), (0, 0), (1, 2), (2, 8)}
1 I 1 1
y:'%xz _2>2> —'1:_: -
77 2o (-gh e (L0 @ z)}
Pvrgma graficima na sl. 13.,,vidimo” da je parabola ,,uza” za a > 1 i
»Sira” za 0 < g < 1.

Osobine navedene za y = x? vaje za Yy =ax? a > 0.

*) O tome da funkciji y = x2 odgovara tzv. neprekidna kriva ugicete kasnije.
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Funkcija y = —x?

Crtamo grafik spajanjem tacaka sledeceg skupa:

g2 {(—2, —a),(—1, 1), (_ % _i:),
(0, 0), (% ~;11-), (1L,—1), (2,_4)}

Za x; < x,< 0 je —x2 < —x% te
za x < 0 funkcija raste. Za
0<x <x je —x2>—x5 te za
x > 0 funkcija opada. Kako za
x < 0 funkcija raste, a za x > 0
opada, to je y(0) =0 maximum
funkcije. Tacka (0, 0) je teme para-
bole, a osa simetrije je y osa. Za
sve x, x # 0 funkcija je negativna.
Grafik funkcije y = —x* je kon-
veksan.

SI. 13 Sl 14

Funkcija y = ax? za a < 0
Crtamo grafike slede¢ih funkcija:

y = —x? y=—-;—xz, y = —2x?

y=— -;xz (=2, —2), (—1, —%> ©, 0), (1, — »;«) @, —2)}

356

y=—2¢ {(—2,—8), (—1,—=2), (0,0), (1, —2), (2, —8)}

Osobine navedene za y = —x? vaze za y = ax?, a < 0.

Funkcija y = ax? +d, a # 0

Radi crtanja grafika funkcije y = ax? + d uporedimo tu funkciju
sa funkcijom y = ax?. Za svaki broj x, vrednost funkcije y = ax? + d
jednaka je zbiru odgovarajuce vrednosti funkcije y = ax? i broja d.

Geometrijski, to znaci da se 4
svaka tacka grafika dobija ,,pome-
ranjem” odgovarajuce tatke grafika gz
y = ax? za |d| jedinica navise ili
naniZze u zavisnosti od znaka bro-
ja d. PR

Grafik funkcije y = ax? + d
je parabola istog oblika kao za
funkciju y = ax? samo ,,pomere-
na” duz y ose za |d| jedinica. Osa
simetrije je y osa. Teme parabole
je tacka (0, d). Ako je a >0, d >0,
tada je za sve x funkcija pozitivna.
Ako je a < 0, d<0, tada je za sve x
funkcija negativna. Ako su ai d
suprotnog znaka, tada funkcija ima
dve nule i t0o — x;, x; (x, > 0).
Ako je a>0 funkcija y = ax? 4- d
za x < 0 opada a za x > O raste.
Ako je a < 0 funkcija y = ax? + d /
za x < 0 raste a za x > O opada.

‘1=—é—x"+2

Za a > 0 funkcija ima min
y=d, a za a< 0 funkcija ima SL 15
max y = d.

Navedene osobine se mogu dokazati, a mogu se i ,»proditati”
sa slike 15. .
Funkcija y = a (x — m)?

Vrednost funkcije y = a(x — m)? za x = x, + m jednaka je
vrednosti funkcije y = ax? za x = x,. Znadi, tatka grafika funkcije
y = a{x — m)? sa apscisom x = x, + m ima istu ordinatu kao tatka
grafika funkcije y = ax* koja ima apscisu x = x,.
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Dakle, grafik funkcije y = a (x — m)? dobijamo ,,pomeranjem” Teme parabole je tatka (m, d) a osa simetrije prava x = m.

grafika funkcije y = ax? za |m| jedinica duz x-ose (desno — ako je Ako je a > 0, tada funkcija y = a(x — m)* +d ima za x = m
m > 0 1 levo ako je m < 0). min y = d 1 grafik je konkavan.
Teme parabole je tacka (m, 0) a osa simetrije je prava x = m. Ako je a < 0, tada funkcija ima za x = m max y =d i grafik
Ako je a > O funkcija je za sve x, x % m pozitivna, a, ako je je konveksan.
X je funkcij ti 2 . .. . . .
@ < 0, tada je funkcija negativna za sve x, x 7 m Na slici 17. je nacrtan grafik funkcije y = —;(x — 2 4+ 2.
1 z : (a (Z
Yegixez) Fzx ¥z (x-2)
<
N4 <
X Yemzix-2)-2
7"'{/‘1 zj,-%(ﬂ—zf
SL 17 SI. 18
Funkcija y = ax? + bx + ¢, a # 0.
<~4(x2)" Fogs o yeguent : . .
Jeoatez) ¢ Jrraner Znamo prema (2) iz 1. da se polinom moZe predstaviti u kano-
ni¢kom obliku. Dakle, kvadratnu funkciju moZemo izraziti sa:

SL. 16 ' b\* dac — b?
ymafs b Lt
Ako je a > 0 tada funkcija y = a(x — m)? ima min y = 0 za 2a 4a

x =m i grafik je konkavan.

Ako je @ < 0, tada y — a (x — m)? ima max y — 0 za x = m i $to znali da je ona funkcija oblika

grafik je konveksan. ) —b dac — b?
Na slici 16. nacrtano je nekoliko grafika funkcija oblika y = y=alx—mP+dzam= e d= T
=a(x — m¥

Na slici 18. je nacrtana parabola y = x2 — 4x + 3, a, radi upo-

Funkceija y = a (x — m)* +d redenja, i parabola y = x2.

Grafik ove funkcije dobijamo tako $to grafik funkcije y =

=a(x — m)* ,,pomeramo” duZ ordinatne ose za |d| jedinica. Teme parabole y = ax? + bx + ¢ je

Dakle, grafik funkcije y = a(x — m)? + d je parabola istog ,
oblika kao i y = ax? ali ,,pomerena” duz apscisne ose za |m| jedinica (__ b dac—b )
i duz ordinatne ose za |d| jedinica. 2a 4a
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ISPITIVANJE GRAFIKA KVADRATNE FUNKCIJE Neka je a < 0, tada je parabola konveksna.

. b — 4 .
1° 8 — 4ac > 0. Tada je — 4—“ > 0, pa je teme iznad
a
x ose i — kako je grafik konveksan — to grafik sede osu Ox u dve tacke,
te ax? 4 bx 4 ¢ ima dva realna korena (sl. 22).

Neka je y = ax? + bx + ¢ kvadratna funkcija. Tada, ili je a > 0,
ili je a < 0. Razmotriéemo redom oba sludaja.

Neka je a > 0. Tada je parabola konkavna.

1° Ako je b* — dac > 0, tada je ordinata temena

— B2 2 _
d:4ac b:_b 4ac<0’
4a da
pa je teme ispod apscisne ose. Kako je parabola konkavna, to grafik
se¢e x osu u dve tacke. Apscise tih tataka su koreni polinoma ax? +
+ bx + ¢ (sl. 19).

g , ‘ f

Sl SL 22
\ / . 20 p* — dgc == 0. Tada je teme talka apscise. Grafik dodiruje
- x osu sa donje strane. Polinom ax? + bx 4+ ¢ ima jedan realan (dvostruki)
koren (sl. 23).
‘ ”‘ . b — dac
‘ 30 p? — dac < 0. Tada je d=—~T<O te je teme
a

ispod apscisne ose. Kako je parabola konveksna, to polinom nema
realnih nula (sl. 24).

SI. 19 SL. 20 \

20 p?2 — 4ac = 0. Tada je ordinata temena jednaka O, tj. teme ‘
je na apscisnoj osi, polinom ax? - bx -+ ¢ ima jedan (dvostruki) koren
(sl. 20).

30 p* — 4ac < 0. Tada je ordinata temena parabote

2 _
J— L dac >0,
4a
pa je cela parabola iznad ose Ox te ax? + bx + ¢ nema realnih nula .
(st. 21). SI. 23 Sl. 24
360
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Na osnovu ove diskusije vidimo da moZemo ,,¢itati” znak poli-
noma ax? 4 bx -+ ¢ sa grafika funkcije y = ax? 4+ bx + ¢, i to nam
Cesto olakSava da re$imo, recimo, kvadratnu nejednadinu.

y Primer 1. Resiti nejednacinu
x*—5x+6<0

Crtamo grafik funkcije y =
=x* — 5x + 6. Kako je a=1>0,
parabola je konkavna, a teme ima

koordinate—:lZ = i =m
2a 2
d_4ac— *  24—25  —1
4a 4 4
~ X (5 1
27 4)

Nule funkcije su x; = 2, x, = 3.
SL 25 Sa slike (grafika) ,,¢itamo”
da je za sve x, 2 < x < 3, y <O.
Dakle, skup reSenja nejednacdine x> — 5x + 6 < 0 je skup (2, 3)
(interval realne prave).

Primer 2. UoCimo skup svih pravougaonika ¢iji je obim 20.
Qdrediti stranice onog koji ima najveéu povr$inu.

Refenje. Neka je x jedna stranica, tada je druga 10—x. Povrdina je
= x (10 — x),

odnosno
y = —x% + 10x.

Dakle, y je kvadratna funkcija, pa se zadatak svodi na odredivanje

max te funkcije. Kako je a = —1, b = 10, to je
b 10 5 dec -k 4(=1)0-—100
2¢ 2(—1) ’ 4a 4- (=1

Dakle, teme je (5, 25), odnosno najveda povrsina je 25 za x = 5. TraZeni
pravougaonik je kvadrat stranice 5.
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Primer 3. Odrediti obrazac za najveéu visinu kod kosog hica,
koriste¢i osobine kvadratne funkcije.

q

X
Xp

Sl. 26

Nacrtali smo grafik funkcije

y=- x* 4+ x 18 ¢,

2Vs cos? ¢

gde je V, poletna brzina gadanja, ¢ ugao pod kojim se izvr$i gadanje,

g =981~

" je ubrzanje zem. teZze. Na grafiku je predstavljena
sec

daljina dometa xp i najveda visina y,,. Ta visina je ordinata temena
parabole i kako je za datu funkciju

—& .
azm, b=1g¢, c=0 to je
sin? @
_dac— b —tgte  cosfp  Vysine
T Y T
2V cos? ¢ Vi cos? o
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TRANSCENDENTNE FUNKCIJE
1. EKSPONENCIJALNA FUNKCIJA

U glavi 1. dato je stepenovanje racionalnim brojem. Recimo,
znamo da je 5% realan broj (gde je « ma koji racionalan broj).

Ali, ako je @ ma koji pozitivan broj i « iracionalan broj, $ta je
a“? Da bismo donekle objasnili da je a“ realan broj (dokaz neéemo
ovde navoditi), posluzimo se primerom. Neka je

a=2, a=1,624121121112....

Broj « je beskonacni decimalni razvitak za koji se broj cifara I uveéa
stalno za jednu (ima ih beskonaéno). Dakle, o je neperiodi¢an razvitak,
te je « iracionalan broj.

Pitamo se: Da li je
21,624121121112...

realan broj?

Broj « se nalazi (u smislu 7, < « < 7,) izmedu dva odgovarajuca
broja koji pripadaju nizovima

1,65  1,62;  1,624;  1,6241;....
1,75 1,63;  1,625;  1,6242;. ...
Napisimo odgovarajuée nizove
ALK 21,62; 21,624 one24t. (1)

21,7; 21,63; 21,6255 21,6242; ............. (2)
Niz (1) je rastudi (slededi ¢lan je veéi od prethodnog), a niz (2) opada-
juci (slededi ¢lan je manji od prethodnog). MozZe se dokazati da ti
nizovi imaju istu granicu — jedinstven realan broj koji je veéi od svakog

¢lana niza (1), a manji od svakog ¢&lana niza (2). Taj broj smatramo
taénom vredno$éu broja 2%,

I, uopste, moZe se dokazati da za @ > 0 svakom realnom broju x
odgovara tatno jedan realan broj a?®.

Dakle, za a > 0 skup
{(x a®) | x € R}
je funkcija skupa R u skup Rizaa # 1 naziva se eksponencijalna funkcija.
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Navodimo, bez dokaza, sledece osobine eksponencijalne funkcije:
1) Funkcija'y = a%, a > 0, pozitivna je za svaki realan broj x.

2) Ako je a > 1, funkcija y = a® raste, dok za 0 < a < 1 funk-
cija y = a? opada. :

3) Ako je a > 1, onda je a® > 1 za sve pozitivne brojeve x,
dok za sve negativne brojeve x je a® < 1.

Akojea < 1,tadazasve x, x > Ojea® < 1,dokzasvex, x < 0
je a® > 1.

4) Ako x stalno raste, onda piSemo x — oo (Citamo: x teZi
-+ beskonacnosti). Tada za eksponencijalnu funkciju vazi:

Ako je 0 < a < 1, tada
a* - 0 za x — +coo
a® - 400 za x — —00.
Ako je a > 1, tada
a¥ - 400 za x > +©
a? -0 za x — — 0.

Navedene osobine moZemo ,,proCitati” sa grafika nekih odredenih
funkcija.

Crtamo grafik funkcije y = 2% spajanjem neprekinutom linijom
sledeéi skup tacaka

{(4, %) (—2, %) (—1, %) ©, 1% (1,2), 2, 4)}-
Ovaj skup je podskup skupa {(x, 2%) | x & R}.

z

Na slici 27 je grafik funkcije y = 2% a na sl. 28 grafik funkcijey = (%)
1\* 1 1 ll
=\ —338> —2:4) —1:23 0>1> 1)_3 2:_3 3:“
=5 {( > 20, <12, 00,1 ) (2 (4]

x
Prema osobini 2) funkcija y = 2% raste, a funkcija y = (%) opada
(videti grafike).
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Kako je a® = 1 za svako a, a > 0 to (0, 1) pripada svakoj funkciji

y = a® te grafik svake eksponencijalne funkcije ,,prolazi” kroz
tacku (0, 1).

Kako je a* 5= 0 za sve realne brojeve x, to funkcija y = a®
nema nula.

(4] 9

—— _ L

S

S 27 SL 28
g Crtamo i grafik funkcije y=10% (sl. 29).
-0
! y = 10° {(—1;0, B, (= 250,17),
4
(— Lo, 32), (—1—; 0, 51),
2 4
(——1— 0 71) (1, 10)
4 2 b ) 3y
2. LOGARITAMSKA FUNKCIJA
Eksponencijalnom funkcijom 3y = 27
svakom realnom broju x odgovara tano jedan
pozittvan realan broj y i, obratno: svakom pozi-
< tivnom broju N odgovara ta¢no jedan realan
broj / takav da je
S1. 29 2! = N.
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Broj / nazivamo logaritam broja N za osnovu 2 i pi§emo
! = log,N.

Dakle,
QlogsN — N

Uopste, ako je a > 0ia # 1, tada svakom pozitivhom broju N odgovara
tatno jedan realan broj /, takav da je

ad =N

Broj I zovemo logaritam broja N za osnovu a i piSemo I/=log, N.
Prema o' = N je aN = N. Ovim smo uveli sledeéu definiciju:

Definicija. Ako su a i N pozitivni brojevi i a #% 1, tada broj
logeN za koji je

alogaN = N
zovemo logaritam broja N za osnovu a.
Za re$avanje zadataka Cesto ¢emo koristiti sledeée tvrdenje:
Ako su a, N, i M pozitivni brojevi i a#1, tada

N = M, ako i samo ako log,N = log,M.

Primeri:

1) log;9 = 2, jer je 32 = 9.

2) log,16 = 4, jer je 2% = leo.

3) Odrediti logs 125. Po definiciji je

Slogs125 —. 125 ti. 5[0g5125 — 53’

a, odavde, je logsl25 = 3.

Prema definiciji logaritma neposredno slede osobine:
logel =0
logga = 1

logga™ = n.

367



Dokazujemo sledeéa tvrdenja:

Ako je n prirodan broj, «, M 1 N realni brojevi, pri ¢emu je
M > 0, N > 0, tada je

1) log MN = log M + log N
2) log% = log M — log N
N
3) log M* = «log M
4) log/ M = % log M
Dokaz. Kod navedenih tvrdenja ne piSemo osnovu a jer vazi za ma

koju osnovu a, a # 1, a > 0.

Neka je a osnova logaritma. Tada, prema definiciji, je
alogeM = M; algaN = N ... (3)
1) Prema (3) je
MN = glogaM, alogaN,

a odavde je

MN = glogaM +logoN L G
Prema definiciji logaritma je
MN = alosaMN L (5)
Na osnovu (4) i (5) je
alagaM 4 loggN — alogaMN
a odavde
loggMN = logaM + logyN
2) Prema (3) je
M alagaM
N gesaN
odnosno
S = gl —loggN (6)

N
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Po definiciji logaritma je

Prema (6) i (7) je

M
logg N = logaM — logaN

3) 1z M = gloeaM gledi
M® = (glogat)

M® = q%ogaM L 8)
Po definiciji logar. je
M = gloga®™ . ©)]

Iz (8) i (9) sledi
logaM® = o log M.

1

4) Znamo da je A/ M = M~". Tada je
n 1
log \/M = logM;.
Prema 3) je dalje

log \/ﬁ:-}lz—logM.

5
. .. 24/ b3
Primer 1. lzraziti log 3—\/: preko logaritama  brojeva
¢/ de?
a, b, c, d, e.

Resenje. Neka je

5
a4 EVE
¢/ de3
tada je
s —_ —_—
log A = loga® \/ b3 — log ¢ 4/ de?
5
log 4 = log a* + log 4/ 4* — (log ¢ + log+/de?)
3 :
logAd =2loga+—logb— logc — LIogd —-iloge
5 2 2
24 Matematika 369



Primer 2. Odrediti 4 ako je
log 4 =%log(a + b)—%—log(a—— b)+%loga —%logb

Relenge.
3 3 3 3
log A = log V(a + b — log\/a — b+ Iog\/;{~ log\/l;

3 3
log A = log A/ @ (a + b)Y — log\/b (a — b)
B |/a2(a+b)2
log 4 =log b la—1b)
_i/w.
dakle A4 = ba— b

Primer 3. Odrediti 4 ako je
logad = logg ¢ + b
ReSenje.
loggA = logg ¢ + logg @®
loged == logg ca®
Odakle je
A = ca®.
Prema definiciji Iogaritma broja zakljucujemo da ima smisla sledeca
Definicija. Skup uredenih parova
{(*, loga %) | x € R*}

(gde smo sa R+ oznalili pozitivne realne brojeve) je funkcija skupa R*
u skup R. Ovu funkciju nazivamo logaritamska funkcija.

Navodimo, bez dokaza, neke osobine logaritamske funkcije.

I) Ako je a > 1, tada funkcija y = loggx raste; akoje 0 < a < 1
tada funkcija y = loggx, opada.

II) Ako je a > 1, tada
loggx > —0 za x—> 0

loggx > +00 za x —> +co.
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Ako je 0 < a < ], tada

loggx > +00 za x -0

loggx - —00 za x — 4o

Kako je logzl = 1, to tatka (1, 0) pripada grafiku svake logaritamske
funkcije.

Crtamo grafike funkcija: y=log,x, v = log, x, y = logyx
=gl z

Y= Log,x

g LogeX

s

™ %:10?5)(

SIL 30

y = log x {(1, 0 (2, 1), (4,2), (8,3), (—;- 1), (% —2)}

¥ = logs {(1, o, (% 1), (% 2), @2 —1), 4, —2)}

Napominjemo da se ove tatke odreduju prema definiciji logaritma,
odnosno

y = log,x ako i samo ako 2¥ =

v
y =logix ako isamo ako (%) = x.

2

24* 371



3. REC— DVE O INVERZNO] FUNKCIJI

Ako je f funkcija skupa 4 u skup B, tada skup svih slika ozna-
Cavamo sa f (A4).

Definicija. Neka je f: 4 — B. Svaku funkciju g:f(4) - 4,
koja ima osobinu g (f (x)) = x za sve y = f (x) € f (4) zovemo inverzna
grana funkcije 7. Ako postoji samo jedna inverzna grana g funkcije f,
onda takvu funkciju zovemo inverzna funkcija funkcije f i obeleza-
vamo sa fi.

=

Primer 1. Neka je f:R - R data sa f= {(x %% |x & R}.
Tada je f(R) = R+U {0} i postoji beskonaéno mnogo inverznih grana
g : R+U {0} - R funkcije f. Neke od njih su

g ={xV)10<x <PV -Vl <x< +o}

g = {®Vx) | x € RTU{0})

g ={lx —Vx)|x € R*U {0}

Od svih inverznih grana ove funkcije jedine dve neprekidne
sug;igs

Crtamo grafik funkcije

g2 = {(x,Vx) | x € R*U {0}

ja\/_ , X20

SI. 31
11
y =% x>0 {(o, 0, (1, 1), (4, 2), <—4,, —2~), o, 3)}
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Primer 2. Logaritamska funkcija g (x) = loggx

g : R* > R je inverzna funkcija eksponencijalne funkcije f(x) = a%,
f:R—-> Rt

Resenge.
f={xa%|x € R}
g = {(x, logax) | a € R*}
f(R) = R*
Tada je

g (f(x)) = g (a%) = logaa® = x

funkcija g je jedina inverzna grana funkcije f te je g = f~* (inverzna
funkcija funkcije f).

4. DEKADNI LOGARITMI

Razmatramo detaljnije logaritam za osnovu 10. Ovi logaritmi
nazivaju se dekadni. Umesto oznake log; NN pisemo IgN.

Dekadni logaritmi imaju sve osobine logaritama za osnovu a > 1.
Osim tih osobina, imaju i sledece:

1. Ako je k2 ma koji ceo broj, tada je
Ig 10k = K.
Sledi, neposredno prema definiciji logaritma.

Npr. Jg 1000 = 1g 103 = 3

1 _
— L — . -
g 0,0001 = lg - =g 10 = —4

1
190,001 — lg—— — Ig 103 = —3
g By =8

2. Ako broj pomnozimo sa 10%, tada se njegov logaritam uvecCava
za n. (n € N)
Jer, ako je lgN = x, tada

lg 107 N = 1g 10% 4 IgN = x + n,
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3. Ako broj podelimo sa 107, logaritam se smanjuje za n. (n & N)

Jer, ako je 1gN = x, tada
N
lg— =1gN —lg10? = x — n.
g = BN —lg

Ako realan broj nije ceo, tada ga moZemo napisati kao zbir celog
broja 1 pozitivnog broja manjeg od 1. Na primer,

2,5=2+0,5; —3,8 = —4 +0,2.
Kako je logaritam pozitivnog broja N takode realan broj, to je
gN =4 + «,

gde je A ceo broj i 0 <« < 1. Ceo deo logaritma, odnosno A4 nazi-
vamo karakteristika, a broj a« mantisa lograitma.

Primer 1. Naéi karakteristiku lg 279,8.
Refenje: Kako je 100 < 279,8 < 1000,

to je
1g 100 < 1g 279,8 < lg 1000,
odnosno
1g 10* < 1g 279,8 < 1g 103,
a, odavde
2 < 1g 279,8 < 3.
Dakle

1g279,8 =2 + «,
gde je 0 < « < 1. Karakteristika 1g 279,8 je 2.

Primer 2. Nadi karakteristiku lg 0,0045
Refenje: Kako je
0,001 < 0,0045 < 0,01,
to je
1g 0,001 < 1g 0,0045 < 1g 0,01
—3 < 1g0,0045 < —2.
Dakle
1g 0,0045 = —-3 + «,

gde je 0 < « < 1. Karakteristika 1g 0,0045 je —3..
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Dokazujemo vazna tvrdenja o karakteristici logaritma.
I) Ako je N > 1, tada karakteristika IlgN je za 1 manja od broja
cifara celog dela broja N.
Dokaz: Neka ceo deo broja N ima n cifara.
Tada je
1071 < N < 107,
jer 1071 je najmanji ceo n-cifreni broj, a 107 je (n 4 1) cifreni broj.
Dakle
n—1<IgN <mn,
odnosno
IgN=mn—1) + a,
gde je 0 < & < 1. Karakteristika IgN je n — 1.

II) Neka je 0 < N < 11 #n broj nula u decimalnom razvitku broja
N (pocev od nule celog dela do prve cifre razli¢ite od nule).

Tada je karakteristika IgN jednaka —n.

Dokaz: MoZemo pisati

N=000...0a
N

n cifara
Cifra a je razli¢ita od nule, tada je
0, ) < N < (0, Dnt
1g (0, D)* < IgN < 1g (0, 1)nt
—n<IgN < —(n— 1),
sledi
IgN = —n + a,
gde je 0 < « < 1. Karakteristika IgN je —n.
Primeri. Karakteristika lg 2845 je 3,
karakt. .1g 18,5 je 1, karakt. lg 0,0056 je —3.
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5. LOGARITAMSKE TABLICE I UPOTREBA

Karakteristika logaritma odreduje se neposredno na osnovu
izloZzenih pravila.

Mantise su izraCunate za logaritme svih celih brojeva od 1 do
9999 i sloZene u obliku tablica, koje se nazivaju logaritamske tablice.

U tablicama koje se upotrebljavaju u $koli mantisa je izracunata
sa 5 decimala. '

a) Odredivanje mantise. Pri odredivanju mantise ne vodi se ra¢una
o polozaju decimalnog zareza u numerusu, niti o nulama koje se even-
tualno javljaju kao prve ili poslednje cifre numerusa (jer ovo ne utie

na mantisu). (Broj ¢iji logaritam trazimo zovemo numerus).
Pritom se javljaju dva slucaja.

1) Numerus ima cetiri ili manje od Cetiri cifre.

Recimo, treba odrediti mantisu za log 52,37. Prve tri cifre, tj.
523 nalaze se u stupcu koji pri vrhu nosi oznaku N (numerus). U vodo-
ravnom redu koji odgovara broju 523, treba iéi udesno do stupca koji
pri vrhu nosi broj 7 (brojevi 0, 1,2, ...,9 na gornjem delu tablica
oznacavaju Cetvrtu cifru numerusa). Na tom mestu je broj 908 koji,
sa prve dve odvojene -cifre (71), daje trazenu mantisu 0,71908. Prema
tome je

lg 52,37 = 1,71908.

Na isti nacin se nalazi
lg 5290 = 3,72346; 1g 0,005274 = 3,72214

(3,72214 = —3 4 0,72214 koja ¢e se oznaka za mantisu i dalje upo-
trebljavati)

Ako numerus ima manje od Cetiri cifre, treba traziti mantisu za
broj sa dopisanim nulama. Tako je, na primer, mantisa za [g 52 ista
kao i za lg 5200, a za lg 4,21 ista kao za lg 4210.

Odredujemo lg 5249. Uz poslednje tri cifre mantise (008) nalazi
se jedna zvezdica. Ona oznalava da se kao.prve cifre mantisa uzima 72,
dakle iz iduc¢e grupe mantisa, a ne 71 kao $to je trebalo.

Tako je trazeni logaritam: lg 5249 = 3,72008.

2) Numerus ima viSe od Cetiri cifre.

Recimo da treba odrediti- mantisu- za 1g-52476. Najpre ‘trazimo
mantisu za lg 5247 i iz tablica se nalazi 0,71992. Broju 5248, dakle
broju za 1 veéem od numerusa, odgovara mantisa 0,71999. Razlika
izmedu ovih mantisa, odnosno razlika izmedu susednih. mantisa naziva
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se tablitna razlika (u ovom sluéaju 8), a broj 4,8 (odnosno, posle zao-
krugljivanja, 5) popravka (korekitura) za petu cifru numerusa (u ovom
slu¢aju cifre 6).

Tada je
lg 52476 = 4,71991
+ 5
4,71996

Popravke su izracunate za sve tabli¢ne razlike i za svaku moguéu
petu cifru numerusa i sloZzene u posebne tablice, koje se nalaze u stupcu
sa oznakom P.P.

Tako se u navedenim tablicama, u rubici P.P., nalazi stubac
sa brojem 8 (tabli¢na razlika), a ispod njega, sa leve strane, brojevi
1, 2,3, ..., 9 koji predstavljaju petu.cifru numerusa. Decimalni brojevi
s desne strane daju traZene popravke (izrazene u stohiljaditima), koje
se odmah dodaju nadenoj mantisi Cetvorocifrenog broja.

Ako numerus ima Sest cifara, na primer, lg 526,437, prvo odre-
dimo mantisu za lg 5264, zatim popravku za petu cifru (u rubrici P.P.
pod 8, uz 3 se nalazi 2,4) i, najzad, popravku za $estu cifru (7). Ovoj
cifri odgovara u istom stupcu popravka 5,6, no — kako se ova popravka
odnosi na petu cifru numerusa to ¢e popravka za $estu cifru biti 10
puta manja, tj. 0,56.

Tada je

- 1g 526,437 = 2,72132
2,4 (popravka za petu cifru, 3)
0,56 ( ,  Sestu ,, 7)
2,72134,96

ili, posle zaokrugljivanja,
g 526,437 = 2, 72135

Isti postupak se. primenjuje i kad numerus ima vige od sest cifara.

"b) Odrediz)anje numerusa za dati logarz'zam (antilogaritmovanje).
Tu su moguéa dva sludaja: ‘

1 Mantisa datog logaritma nalazi se u tablicama..Dato je, na
primer, lg x = 0,72222. _

U grupu mantisa, &ije su prve dve cifre 72, nalaze se i ostale tri
cifre (222) i to na mestu gde se sastaje vodoravan red, na ¢ijem je pocetku
broj 527, i vertikalan stubac sa brojem 5 na vrhu. To znati da je x
x = 5,275. :
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29 Mantisa datog logaritma ne nalazi se taéno u tablicama, na
primer, lg x = 1,71663.

U grupi mantisa koje pocinju sa 71 nema broja 663, nego se
nalazi priblizno manji broj 659 i neposredno veéi 667. Ovim logarit-
mima odgovaraju numerusi 52,07 i 52,08, §to znadi da je

52,07 < x < 52,08.
Prema tome je
x =~ 52,07.

Peta cifra numerusa (pa i viSe, ako je potrebno) nalazi se opet iz rubrike
P.P., samo $to je sada tok operacija obrnut. ‘

Najpre se odredi tabli¢na razlika, oduzimajuéi poslednje tri cifre
pribliznih mantisa, 667 — 659 = 8. Razlika izmedu mantise datog
logaritma i priblizno manje mantise je 0,71663 —0,71659 = 4 (sto-
hiljadita).

Posto je ova razlika, u stvari, proizvod tabli¢ne razlike (8) i pete
cifre numerusa, to u stupcu P.P. sa oznakom 8 treba sdesna potraZiti
broj 4. Ovom broju odgovara cifra 5, koja predstavlja petu cifru nume-
rusa, pa je priblizno x = 52,075.

Primer. Odrediti broj x &iji je logaritam 1,72217.
Priblizno manjoj mantisi (72214) odgovara 5274, a tabli¢na raz-

lika je 222—214 = 8 (stohiljaditih). Razlika izmedu date mantise i
priblizno manje je 0,72217 — 0,72214 == 3 (stohiljadita).

U stupcu 8 rubrike P.P. ne nalazi se s desne strane broj 3, nego

priblizan manji broj 2,4, kome (s leve strane) odgovara 3, kao peta

cifra numerusa. Tako je za sada x ~ 0,52743.

Medutim, ulinjena je greska jer je (s desna u stupcu 8) uzeto
2,4 umesto 3 i to greska 3 — 2,4 = 0,6. Desetostrukoj vrednosti ove
greske, tj. broju 6 odgovara u istom stupcu (s leve strane) priblizan
broj 7, a to je Sesta cifra numerusa, pa je x =~ 0,527437, itd.

Osnovna primena logaritamskog rafuna je u izralunavanju
vrednosti brojnih izraza.

Primert:
1. Odrediti vrednost izraza

4= 356,4- 127,46
564,8
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Re¥enje. _
lg A = 1g 356,4 + 1g 127,46 — 1g 564,8

lg 127,4 = 2,10571 (D =34) - lg 356,4 = 2,55194
20,4 ' lg 127,46 = 2,10537
2,10537,4 lg 564,8 = 2,75189

lgx = 1,30542 x = 80,4

Sa D je oznalena tabli¢na razlika.

5
2. Tzralunati B = —3,25% 4/ 54,24

Reenje. Umesto datog negativnog izraza izratunavamo

5
C = 3,2434/ 54,24,
odakle je

]
lgC = 31g3,25 + %lg 5424 =3 - 0,51188 + - 1,73432,
pa je
lgC=1,88250 C = 76,296.

Dakle
B = —76,296.

3. Rediti jednadinu 2% =3
Resanje. Tada je xlg2=1g3

g3 047712 47712
lg2 030103 30103

lg x = g 47712 — 1g 30103 = 4,67863 — 4,47861

pa je
Ig x = 0,20002 x = 1,585

Rad sa logaritmarom. Logaritmar je jednostavan i prakti¢an
instrument za ratunanje, pomoéu koga se vrie razne operacije (mno-
%enje, deljenje, stepenovanje, korenovanje, logaritmovanje) i to veoma
brzo. Medutim, rezultati operacija izvedeni pomocu logaritmara su
priblizni, s ogranidenom taéno$¢u (obitno do tri vrednosne cifre).
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Logaritmar se sastoji iz tri dela (sl. 32).
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a) Nepokretni lenjir sa skalama;

TN

Sl. 32

b) pokretni lenjir koji klizi u Zljebu nepokretnog lenjira;

c) stakleni kliza¢ sa vizirnom linijom (vizir).

Osnova logaritmara je tzv. logaritmaska skala, koja se konstruise
na slede¢i nacin: na jednoj pravoj (sl. 33) postavljena je jedini¢na duz
AB (obi¢no se uzima AB = 25 cm), na kojoj su nanesene duzi

lg 2 = 0,301, lg 3 = 0,477, lg 4 = 0,602, itd. Pritom su krajnje tacke
tih duZi oznalene odgovarajuéim numerusima, dakle sa 1,2, 3,... 10-

’ . N
A 8
Sl 33

Na nepokretnom lenjiru logaritmara nalaze se dve logaritamske
skale oznacene sa 4 i D. Podele 4 i D se, inale, razlikuju po tome
§to je niz brojeva na skali D rasporeden u dvaput veéoj razmeri (sl. 32).

Na isti na¢in su postavljeni nizovi brojeva na skalama B i C
pokretnog lenjira.

Crta s oznakom / na levoj strani skale naziva se leva glavna crta,
a crta [ na desnoj.strani —. desna glavna crta,. Kada se glavne crte
postave tacno jedna ispod druge kao na sl. 32, vidi se da se skale 4 i B
poklapaju, a, isto tako, i skale C i D.

Stakleni kliza¢ sa vizirom sluZi za ta¢nije Citanje rezultata.

Pri ratunanju .sa Iogarltmarom primenjuju se osnovna pravila
logaritmovanja.

Ovde, na ]ednostavmm prxmerxma, iznosimo samo osnovne
prmc1pe rada sa logaritmarom, ne uposta)uc1 se u razne detalje koji se,
inace, javljaju u praksi. L .
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MbnoZenje. MnoZenje se na osnovu p-avila logarithovanja svodi
na sabiranje. Tako se, na primer, pri izraunavanju proizvoda 2- 3
koristi pravilo

log2-3=1g2 + 1g 3.

Radi toga se leva glavna crta niza B postavi na crtu 2 niza 4
(sl. 34), pa se kod crte 3 niza B ¢&ita odgovaraju¢i podeljak na nizu

A, tj. broj 6.
|
2 & j

Sl 34

A

o(n o|>

s
-w

MnoZenje se, obi¢no, vr$i pomolu nizova C i D. Postavljanje
pokretnog lenjira, u tom slucaju, prikazano je na sl. 35. Pri mnoZenju
vecih brojeva, ovi se najpre zaokrugljuju.

l i 2 3 4 s 6 7 8910 L
. L 1 - J S LA 1 ]
4

Sl 35

Deljenje. Treba izracunati —24i Polaze¢i od jednakosti 24 =

= 4- 6, postupa se na slede¢i nacin. Crta 4 niza C, koja oznacava
delilac, postavi se iznad crte 24 niza D, tj. iznad crte koja oznacdava
deljenik. U tom sluaju se ispod desne glavne crte niza C prodita na
nizu D rezultat 6.

X
{ 4 1/ .
- I P7AN [ D.

Sl 36

Kombinovano mnozZenje i deljenje. Treba, na primer, izra-
dunati ——729i Zadatak se moze shvatiti i ovako: 7? 45, a reSava

se na sledeéi nadin:
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Crta 9 niza C (sl. 37) postavi se iznad crte 72 niza D, pa se ispod
crte 45 niza C protita, na nizu D, 36. Pritom, cifre broja 36 predstavljaju
samo vrednosne cifre rezultata, a sam rezultat se nalazi procenjiva-
njem : 360.

A
B
.. 45 g
L" ~ 35 72N
Sl 37

Kvadrat i kvadratni koren. Sa slika 32 i 38 vidi se da su crtama
niza A4 oznaleni kvadrati brojeva koji se nalaze u nizu D.

\2’25 g 49

o6 o>

s 3

~-

S1. 38

Na osnovu toga se, pri izratunavanju kvadrata nekog broja,
vizir klizata postavi na onaj broj niza D koji treba kvadrirati, a rezultat
se zatim neposredno ¢ita na nizu 4, na mestu koje oznatava vizir klizaca.

Pri jzra¢unavanju kvadratnog korena vizir se postavi na onaj
broj niza 4 iz koga treba izvuéi kvadratni koren, a rezultat se &ita na
nizu D.

Kub i kubni koren. Na slici 39. pokazano je izradunavanje
stepena 23. Leva glavna crta niza C postavi se na crtu 2 niza D, a zatim
se iznad crte 2 niza B proéita na nizu A4 rezultat 8.

'8' . _Al
8
C
i

2>

R

2

Sl. 39

Pri izratunavanju kubnog korena najpre se proceni vrednost
rezultata, koriste¢i pritom brojne vrednosti:

3 o 3 o 3 o
A/1000 = 10;  4/100 ~ 4,6; 4/10 ~ 2,2.
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ODNOS NORMALNOSTI I PARALELNOSTI U PROSTORU

1. PRAVA I RAVAN

Osnovna svojstva prave i ravni — njihovih medusobnih odnosa —
iskazuje se ovim aksiomama:

1) Ako dve tacke prave pripadaju ravni, onda svaka tacka prave
pripada ravni.

2) Ako dve ravni imaju zajedni¢ku tacku, onda je presek tih
ravni prava, koja sadrzi tu tatku.

3) Bilo koje tri tatke prostora koje leze na jednoj pravoj jedno-
znaténo odreduju ravan koja ih sadrZi. '

Teorema 1. potreban i dovojjan uslov da postoji ta¢no jedna
ravan koja sadrZi datu pravu p jeste da tacka P ne pripada pravoj p.

Iskaz ,,Postoji ta¢no jedna ravan koja sadrzi pravu p i tacku P”
oznadimo sa A, a iskaz ,,tatka P ne pripada pravoj p” oznadimo sa B.
Treba da dokaZemo da je 4 < B.

Dokazimo najpre deo tvrdenja B = A4.

Izaberimo na pravoj p dve (razli¢ite) tacke, M i N. Pretpostavlja-
juci da je iskaz B tafan, zakljucujemo da su tatke M, N, P u takvom
poloZaju da sve tri ne pripadaju jednoj pravoj i da, prema tome, postoji
tatno jedna ravan koja ih sadrzi. Oznadimo tu ravan sa «. Prava p
pripada ravni « s obzirom da dve tatke prave p pripadaju ravni «.
Dokazimo da je ravan o« jedina ravan sa svojstvom da sadrzi tatku P
i pravu p. Ako bi postojala neka druga ravan (3 sa tim svojstvom, onda
bi to znacilo da postoje dve razli¢ite ravni « i § koje sadrZe tatke M,
N, P, $to nije u skladu sa navedenom tre¢om aksiomom. ‘

Dokazimo sada deo tvrdenja 4 = B. S obzirom da vaZi ekviva-
lencija (A= B)& (1B = 14), moZemo dokazu pristupiti tako §to
¢emo pretpostaviti da iskaz B nije tacan, a da iz toga izvedemo zakljuéak
da nece ni iskaz A4 biti tatan. Dakle, pretpostavljamo da P pripada p.
Svaka ravan koja sadrZi pravu p sadrZavacée i tatku P. Izaberimo bilo
kakvu S; van prave p. p i §; odreduju jednu ravan (p,). Izaberimo
ta¢ku S, van ravni p;. p 1 S, odreduju ravan p, razli¢itu od p;. Ovim
postupkom mogli bismo konstruisati beksonaéno mnogo ravni (sl. 40)
jer po pretpostavci P pripada p. Iskaz 4 nije tacan, §to je trebalo dokazati.

Teorema 2. Kroz dve prave koje se seku moguée je postaviti
ta¢no j ednu ravan.

Dokaz. Oznatimo prese¢nu tacku sa 4. Na svakoj pravoj iza-
berimo jo§ po jednu tatku. Oznaéimo ih sa B, odnosno C. Tactke 4,
B, C odreduju. ravan koja sadrzi obe prave. Svaka ravan koja sadrZi
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date dve prave, sadrZi i tatke 4, B, C, na osnovu Cega zakljuCujemo
da ne postoje dve razli¢ite ravni koje sadrze dve date prave.

Teorema 3. Kroz dve paralelne prave mogude je postaviti tac-
no jednu ravan.

Dokaz. Dve paralene prave po definiciji pripadaju jednoj ravni.
Da ne postoje dve razli¢ite ravni koje sadrZe dve date paralene prave
“dokazujemo tako §to izaberemo dve
ta¢ke na jednoj pravoj i jednu tacku
na drugoj pravoj. Tako izabrane tri
> tatke odreduju jednu ravan.

.5, U prostoru se ne mogu vrsiti
=5, konstrukcije prostornlhvflgura kao
u ravni na istovetan nalin — crta-
njem uz kori¢enje $estara i lenjira.
A Neophodno je precizirati $ta zna-

SB

P P & izvrdit komstrukciju u prostoru.
Pretpostavljatemo da ravan
| mozZe biti konstruisana ako zadani
T ili nadeni elementi potpuno odre-
il duju njen poloZaj u prostoru.

Polozaj ravni je potpuno odre-

den ako sadrzi tri date tacke, pravu

SL. 40 i tatku van te prave, dve paralene

prave ili dve prave koje se seku.

Pretpostavljamo takode da za dve date ravni koje se seku moZemo

izvréiti konstrukciju prave po kojoj se seku.

Ako je u prostoru data ravan, pretpostavljamo da moZemo U toj

ravni vrditi sve konstrukcije kao u planimetriji.

i - \
/// s
7 R +
\ // S
\ ///
z
A
SL 41

Konstrukcija u prostoru se sastoji od kona¢no mnogo ovakvih
elementarnih konstrukcija.

Primer. Odredimo talku preseka date prave p i date ravni ¢
(na slici 41), izabracemo u ravni ¢ neku tatku R i odredi¢emo ravan «
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koja sadrzi tacku R i pravu p. Za poznate ravni ¢ i « pretpostavlja se
da je moguée odrediti prese¢nu pravu z. Prave p i ¢ odreduju ravan
u kojoj se seku. Pretpostavlja se da je moguce nadi presek S pravih
p 1 r. Presetna tatka je tacka koju je trebalo konstruisati.

ZADACI

1. Data je prava a i tatka A koja ne leZi na njoj. Dokazati da sve prave
koje prolaze kroz tatku A i seku pravu a leze u jednoj ravni.

2. Date su prave ay, a,,... Ako se svake dve prave od tih pravih seku,
tada sve imaju jednu zajednic¢ku tacku ili sve pripadaju jednoj ravni.

3. Ako svake 4 razlicite tatke neke figure F pripadaju nekoj ravni,
figura F lezi sva u istoj ravni.

2. PARALELNOST PRAVIH I RAVNI

Def. Dve razlic¢ite prave u prostoru mogu da budu paralelne,
da se seku ili da se mimoilaze. Paralelne su ako se ne seku a pripadaju
jednoj ravni; seku se ako imaju jednu zajedni¢ku talku; mimoilaze se
ako ne postoji ravan kojoj bi obe pripadale.

Za dve razliite ravni kaZzemo da su paralelne, ako nemaju zajed-
nic¢kih tacaka, a seku se ako postoji tacka prostora koja pripada obema
ravnima.

Kazemo da je prava paralelna ravni ako nema nijednu zajedni¢ku
tacku sa ravni, seCe ravan ako ima jednu zajednicku tacku sa ravni,
a pripada ravni ako dve razlidite tacke te prave pripadaju ravni.

Teorema. Ravan « i prava p koja joj ne pripada bi¢e paralene
ako i samo ako u ravni o postoji prava ¢ koja je paralelna pravoj p.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da postoji u ravni o prava ¢ koja
je paralelna pravoj p. Prave p i ¢ odreduju jednoznac¢no ravan koja ih
sadrzi. Oznac¢imo tu ravan sa 3. Ravni « i $, s obzirom da su razlidite
a imaju zajedni¢ku pravu ¢, imace tu pravu ¢ za svoj presek. Ako bi
prava p sekla ravan «, tacka preseka bi pripadala pravoj ¢. To bi zna-
¢ilo da prave p i ¢ imaju zajedniku tac¢ku a paralelne su. Zaklju¢ujemo
da mora biti p || «.

Pretpostavimo sada da je prava p paralelna ravni «. Kroz neku
tacku A4 ravni « i pravu p moguce je konstruisati ravan 3. Presek ravni
o i P je prava koja pripada ravni 8, a paralelna je pravoj p.

Teorema. Ako je prava a paralelna pravim b i ¢, onda su prave
b i ¢ paralelne.
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Dokaz. Pretpostavimo da prave a, b, ¢ ne pripadaju jednoj ravni.
Oznalimo sa § ravan u kojoj leZe prave a 1 b, a sa v ravan u kojoj leze
prave a i c¢. Prava b bide paralelna ravni v, a prava ¢ paralelna ravni @.
Izaberimo na pravoj b tacku B i postavimo kroz B i ¢ ravan ¥.

s ¥
' 4
K s
/
/
/
/
7
(&
a
Sl 42

Prese¢nu pravu ravni v’ i ravni B oznaéimo sa b’

Dokazimo da se b i &' poklapaju. Prava b’ ne seCe ¢ jer sve tatke
prescka prave &’ 1 ravni y — ako postoje — pripadaju pravc?j a koja je
paralelna pravoj C. Prava &' nece sei ravan v s obzirqm da ]e.preseéqa
prava ravai v 1y’ prava C, a b’ pripada y’. Po aksiomi paralenih pravih
b’ ¢e se poklapati sa b. Time je dokaz zavrSen za slucaj kad prave a,
b, ¢, ne pripadaju jednoj ravni. Neposredno zakljuc¢ujemo da je tvrdenje
teoreme ta¢no 1 u slucaju kad prave a, b, ¢ pripadaju jednoj ravni.

.43
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Teorema. Ako je ravan « paralelna pravama b, 15, koje se seku,
onda je paralelna i ravni odredenoj pravama b, i b,.

Dokaz. Oznatimo ravan koja sadr?i prave &, i b, sa B. Treba da
dokaZemo da su ravni « i B paralelne. Pretpostavimo suprotno: da se
« i B seku. Prese¢nu pravu ozna&imo sa x. Prave by, by, x pripadaju
istoj ravni i &, i b, su paralelne pravoj x iz razloga $to su paralelne
ravni . Dolazimo do zakljutka da moraju biti prave b, 1 b, istovetne,

a to je suprotno pretpostavci.

Primer 1. Dokazati da je kroz ta¢ku 4 van ravni « mogudée posta-
viti ravan B koja je paralelna ravan «.

Refenje.  Konstruiimo , A
dve prave u ravni « koje se A "
seku. Oznaéimo ih sa m i n, o
a njihov presek sa L. Postavi-

mo, zatim, kroz tatku A pra-
ve m' 1 #n Kkoje su paralelne

redom pravim m i n. Prime- £
¢ujemo da takve prave m’ i »’ o

postoje i da su jednozna¢no L

odredene. Ravan B, koja je m

odredena pravama m’ i #/,
paralelna je ravni o. Sl. 44

Sl. 45
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Primer 2. Kroz datu ta¢ku A Kkonstruisati ravan paralelnu datoj
ravni T koja ne sadrzi tacku A4.

Resenje. Konstrui§imo u ravni v dve prave m i n koje se seku
u tacki S. Konstruidimo zatim ravni « i § koje su odredene tatkom A
i pravom #, odnosno tatkom A4 i pravom ». TraZzena ravan sefe ravni
e i B po pravim a i b koje su paralelne pravim m, odnosno #n. Konstruk-
cijom pravih a i b odredili smo ravan koja je paralelna ravni, a sadrzi
tacku 4.

ZADACI

1. Dokazati da ne postoje dve razli¢ite ravni koje sadrze tacku 4 i
paralelne su datoj ravni a.

2. Ako su « i £ dve paralelne ravni i ¢ prava, koja ne pripada ni jednoj
od tih ravni i paralelna ravni B, dokazati da je prava ¢ paralelna
ravni o.

3. Kroz pravu g paralelnu ravni o moZe se postaviti tatno jedna
ravan paralelna .

4. Ako su « i B dve razli¢ite ravni koje se seku, s preseCna prava,
¢ prava paralelna ravnima o i B, tada su prave s i ¢ paralelne. Dokazati!

5. Dokazati da su odseéci paralelnih pravih izmedu paralelnih ravni
jednaki.

6. Ako tri razli¢ite ravni imaju zajednicki presek, onda je taj presek
tacka ili prava. Ako ne postoji tatka koja je zajedni¢ka za sve tri
ravni, postoji prava koja je svim tim ravnima paralelna. Dokazati!

7. Dokazati da sve prave koje imaju zajedniku talku, a paralelne
su datoj ravni pripadaju jednoj ravni.
8. Date su Cetiri tacke A,, 4, 4;, A, koje ne leze u jednoj ravni.

Dokazati da ravan koja je paralelna pravim A4, 4, i 4; A, seCe
ostale Cetiri prave u tackama koje su temena paralelograma.

9. Date su Cetiri tacke 4,, A4, A;, A4, koje ne leZe u jednoj ravni.

Sredine odsetaka A; 4,, Ay As,..., A3 A, oznaéimo redom sa
Az Aiss. .y Ay Prave, odredene duZima Ay, Az, Az Aus
Ay, Ay, seku se u jednoj tatki. Dokazati!

pravoj. Pretpostavlja se da su date prave mimoilazne.

11. Date su dve mimoilazne prave i tatka van njih. Konstruisati pravu
koja sadrZi datu tacku i sece dve date prave.

3. NORMALNOST PRAVIH I RAVNI

Definicija normalnosti dveju pravih koje pripadaju jednoj ravni
poznata je iz planimetrije. Da bismo mogli uvesti pojam normalnosti
dveju pravih u prostoru, potrebno je prethodno dokazati tvrdenje
formulisano u sledeéoj teoremi:

Tleorema. Ako se prave p i ¢ seku i normalne su jedna na drugy,
prava p’ paralelna pravoj p, prava ¢’ paralelna pravoj g i prave p’ i ¢’
se seku, onda su p’ i ¢’ takode normalne jedna na drugu.

'Dokaz. Razmotrimo posebno slu¢aj kad se ravan « odredena
pravim p i ¢ ne poklapa sa ravni «’ koja je odredena pravim p’ i q.
Prese¢ne tatke pravih p i ¢ odnosno p’ i ¢’ oznadimo sa T odnosno 7”.
g\.la pravim p i ¢ odredimo tatke P i Q koje su razli¢ite od T i konstrui-
$imo prave « i v koje sadrZe tatku P, odnosno O, i paralelne su pravoj
TT'. Prave u i v seku prave p’ i ¢’ u tatkama p’ odnosno Q. Cetvoro-
rougaonici PTT'P" TQQ'T’, PQQ'P’ su paralelogrami i, zato, PQ =
=P'Q', PT =PT, TQ =T'Q, §wo znad da su trougli PTQ- i
P'T'Q" podudarni. Ugao izmedu pravih p' i ¢’ je odgovarajuéi uglu
izmedu pravih p i ¢ i jednak njemu $to je i trebalo dokazati.

SL 46

' Definicija. Dve mimoilazne prave su uzajamno normalne ako
(i samo ako) su im paralelne prave koje se seku normalne.

Moze se lako zaklju¢iti da ova definicija ne bi imala smisla da
tvrdenje poslednje teoreme nije talno.
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Teorema. Ako prava A4, sete ravan o« u talki O i ako je pri
tom prava A4, normalna na neke 2 razli¢ite prave Oy, Oz ravni. o,
tada je prava A4, normalna i na svaku pravu Ot koja pripada ravni «,
a prolazi kroz tacku O.

Sl. 47

Dokaz. Ne umanjujuéi opstost dokaza mozemo pretpostaviti da
su tatke A4 i 4, na pravoj A4, u takvom polozaju da je tatka O izmedu
tataka A i 4, 1 A0 = Od4;. Konstruidimo u ravni « pravu koja sece
sve tri prave Oy, Oz, Ot. Presetne tacke oznalimo sa B, C, D. Bo
pretpostavci je AA, | OB, A4, 1 OC. Treba da se dokaze da je
AA, 1 OD. Iz podudarnosti trouglova AOC i A,0C (dve strane i
zahvadeni prvougao svi jednaki) sledi da je AC = 4,;C. Analogno,
mozemo zakljuditi da je AB = 4,B pa, iz podudarnosti trouglova
ABC i A,BC, dobijamo jednakost uglova 4BC i 4,BC. Sada moZemo
da tvrdimo da su trouglovi ABD i A,BD podudarni i zato AD = A4,D.

Kona¢no, trouglovi A0D i A;0D imaju sve strane jed_nal;e pa
su podudarni. Uglovi 40D i 4,0D su odgovarajudi, a zbir im je
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opruZen ugao. Znadi, svaki od uglova AOD, A,0D je prav (§to je
trebalo dokazati).

Sada moZemo takode definisati normalnost prave na ravan.

Definicija. Re¢i ¢emo da je prava normalna na ravan ako je
normalna na svaku pravu te ravni koja prolazi kroz prodor prave i
ravni. Na osnovu prethodno dokazanog moZemo zakljuditi da ¢e prava
biti normalna na ravan ako je normalna na dve prave te ravni koje
se seku.

Definicija. Ako su dati ravan « i prava / koja nije paralelna
ravni « reéi éemo za duZz A’B’ iz ravni « da je nastala projektovanjem
duzi AB, ako je AA' || 1, BB || l. Pravu [ nazivamo zrakom projekto-
vanja, a duz 4'B’ normalnom, odnosno kosom projekcijom duzi 4B
(zavisno od toga da li je prava / normalna na ravan « ili je u kosom
poloZaju prema ravni «). OStar ugao kojeg obrazuju prave AB i A'B’
— pri ¢emu je A'B’ normalna projekcija — nazivamo nagibnim uglom
prave i ravni. Ako je AB normalno na ravan nagibni ugao je prav.

Teorema. Ako je AC du? takva da je prava AC u kosom polo-
Zaju prema ravni « i taka C u ravni «, prava ¢ ravni o« koja prolazi
kroz tacku C ¢e biti normalna na pravu AC ako i samo ako je normalna
na pravu odredenu normalnom projekcijom duzi 4C na ravan «.

A

Si 48

Dokaz. Odredimo na pravoj ¢ takve tatke D, C i E da je DC =
= CE i D— C— E. Sa B oznatimo presek normale iz tacke 4 na
ravan o. Konstrui§imo zatim sve duzi koje su odredene taCkama A,

391



B, C, D, E. Pretpostavimo najpre da je prava ¢ normalna na pravu BC.
Iz podudarnosti trouglova BCE 1 BCD zakljuc¢ujemo da je BD = BE.
Sada zakljucujemo da je trougao ABD podudaran trouglu ABE pa je
AD = AE. Konatno, trouglovi ACE i ACD su podudarni i pri tom
je « ACE = « ACD = 90°. Dokaz u obrnutom smeru izvodi se
analogno. Naime, pretpostavljamo opet da su tacke E i D takve da je
CE = CD i tatka C izmedu talaka D i E. Pretpostavljamo takode
da je prava AC normalna na pravu ¢. Nalazimo redom da je AE = 4D,
BE = BD, « BCE = « BCD = 90°.
Ova teorema je poznata pod imenom ,, Teorema tri normale”.

Kada je AC normalno na ¢, tada je Be za)edmcka normala dveju mimo-
ilaznih pravih ¢ i AB.

Primer 1. Ako je ravan « normalna na jednu od dveju paralelnih
pravih, normalna je i na drugu.

Pretpostavimo da je prava p normalna na ravan «, a prava ¢
paralelna pravoj p. Preselene tatke pravih p i ¢ sa ravni « oznaéimo
sa A4 odnosno B. Konstrui$imo zatim u ravni o« Cetiri tacke M, N,
M’', N’, takve da je AM || BM', AN || BN'. Uglovi MAp i M'Bq
su uglovi sa paralelnim kracima i zato su jednaki. S obzirom da je
ugao AMp prav, i ugao M’'Bg bi¢e prav. Analogno zaklju¢ujemo da
je ugao N'Bg prav. Prava ¢ je normalna na dve prave ravni « koje se
seku pa je ¢ | «.

Sl. 49

Primer 2. Kroz datu tacku L prostora konstruisati ravan nor-
malnu na datu pravu 4B.

ReSenje. Pretpostavimo najpre da tacka L lezi na pravoj 4B.

Konstrui$imo dve ravni « i1 v koje se seku po pravoj AB. TraZena
ravan Ce biti normalna na te ravni i zato ¢e se¢i ravni # i v po pravim
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LU i LV, koje su ortogonalne na pravu 4B. Prave LU i LV jednoznaéno
odreduju trazenu ravan. Prilikom izvodenja konstrukcije, najpre kons-
truiemo ravni # i v a zatim prave UL i VL.

Si. 50

Pretpostavimo sada da tatke 4, B i L nisu kolinarne. U ovom
slu¢aju tatke 4, B i L odreduju jednu ravan u kojoj moZemo izvr$iti
konstrukciju normale LL, na pravu AB. Pritom talku L’ moZemo
da izaberemo tako da pripada pravoj AB. Trazena normalna ravan ée
sadrzavati i tacku L'. Dalja konstrukcija ravni bila bi kao u prvom
slu¢aju.

ZADACI
1. Ako su dve prave normalne na istu ravan, onda su medusobno
paralelne. Dokazati!

2. Ako je prava normalna na jednoj od paralelnih ravni, normalna je
i na drugoj. Ako su dve ravni normalne na istu pravu, one su pa-
ralelne. Dokazati!

3. Kroz datu tacku prostora konstruisati pravu normalnu da datu ravan.

4. Date su dve mimoilazne prave. Konstruisati pravu koja je normalna
na obe te prave i sece ih.

393



4. TRANSFORMACIJE U PROSTORU

Definicija. Pod kretanjem u prostoru podrazumevamo jedno
jednoznatno preslikavanje prostora na sama sebe koje ¢uva rastojanje
medu tackama, tj. da je rastojanje nekih dveju tacaka prostora jednako
rastojanju slika tih tacaka.

Kretanje u prostoru ima analogna svojstva kretanja u ravni.
Tako, na primer, prava mora da se preslikava u pravu i, pritom, raspored
tataka na pravoj je oluvan.

Teorema. Pri kretanju u prostoru ravan prelazi u ravan.

Dokaz. Neka je « neka ravan i A, B, C tri nekolinearne tacke
te ravnl. Tacke A4’, B, C’, koje su slike tataka A4, B, C, takode su
nekolinearne i zato jednoznaéno odreduju ravan. Oznadimo tu ravan
sa . DokazZimo da pri ovakvom kretanju ravan « prelazi u ravan .
Neka je M neka tacka ravni «. Konstru$imo pravu kroz M koja sece
trougao A, B, C u dvema ta¢kama U i V. Tacke U’ i V', odgovarajuée
tatkama U i V, pripadaju trouglu 4A’B’C’, $to znadi da ¢e tatka M/,
kao slika tacke M, pripadati ravni B trougla 4'B’'C’. Time je utvrdeno
da se svaka tacka ravni o preslikava u neku tacku ravni §. DokaZimo
jos da je svaka tacka ravni B slika neke tacke, ravni «. Neka je X' tacka
ravni B. KonstruiSimo kroz X' neku pravu koja see ravan trougla
A'B’C’ u dvema tatkama, S’ i T'. Tacke &’ i T’ su slike nekih tacaka
S i T koje pripadaju trouglu ABC. Prava ST se preslikava na pravu
S’T’ pa mora X', kao tatka prave S'T”, biti slika neke tacke.

Definicija. Dve figure, F i F’, nazivamo jednakim ako postoji
kretanje koje prevodi figuru F u figuru F'.

Definicija. Preslikavanje prostora na sebe pri kojem se nekoj
tacki prostora X korespondira ta¢ka prostora X', takva da je duz XX’
normalna na ravan « i XM = MX' — gde je M tacka preseka duzi
XX' i ravni — nazivamo transformacijom simetrije u odnosu na ravan
«. U definiciji je takode neophodno precizirati da je ta¢ka M izmedu
tataka X 1 X’ ako X ne pripada ravni «, a X = X' = M ako je X
tacka ravni .

Transformacija simetrije u odnosu na ravan je jedno kretanje.
Analogno se definiSe simetrija u odnosu na ta¢ku, rotacija i translacija
u prostoru koji su, takode, kretanja u prostoru.

Definicija. Kretanje nazivamo translacijom ako je ispunjen-

slede¢i uslov:

1. Ako su X, Y neke téke prostora, a X' i Y’ njima odgovarajuce
tacke, tada su tatke X, Y, X', Y ili temena paralelograma kod kojeg
je XY || X'Y’, XX'|| YY' ili se mogu dobiti projektovanjem nekog
paralelograma X, Y, X', YV’ na pravu (za slu¢aj kad su kolinearne).

Definicija. Kretanje nazivamo rotacijom oko prave a ako pri
kretanju tatke prave a ostaju nepokretne.
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ZADACI

1. Ispitati u kom sludaju je projekcija ravni na ravan kretanje!
2. Dokazati da je preslikavanje sloZzeno od dva kretanja takode kretanje!

3. Dokazati da je preslikavanje sloZeno od simetrije u odnosu na tatku
O, i simetrije u odnosu na tacku O, translacija u pravcu prave
0,0, pri ¢emu je pomak u translaciji 20,0,.

DIEDAR

Definicija. Neka su « i § dve ravni koje se seku po pravoj c.
Skup tadaka o’ ravni « koje leze s jedne strane prave ¢ zajedno sa pravom
¢ i skupom ta¢aka B’ ravni § koje leZe s jedne strane prave ¢ nazivamo
diedrom. Pravu ¢ nazivamo rubom (ivicom), a polupravni «’ i §’ stra-
nama diedra.

Ako kroz neku tacku X prave ¢
postavimo ravan ¢ normalnu na pravu ¢, 7
presek ravni z i diedra ¢e biti ugao ko-
jeg ¢emo obeleziti sa AXB. 4 je neka
tac¢ka kraka ugla koji pripada poluravni
«', a B tatka kraka ugla koja pripada L
poluravni §’. Veli¢ina ugla BXA nele c
zavisiti od poloZaja tatke X na pravoj ¢ L
$to nam omogudéava da definiSemo na- —

gibni ugao diedra. T X \

Definicija. Ugao koji dobijamo A
kao presek diedra i neke ravni koja je ////
pormalna na ivici diedra nazivamo na- "

gibnim uglom diedra. ’\

Definicija. Dva diedra nazivamo

jednakim ako se preme$tanjem (translaci- Sl 51
jom i rotacijom) u prostoru mogu do- )
vesti do poklapanja. Ako se dva diedra premeStanjem u prostoru
mogu dovesti u polozaj da im se ivice poklapaju, a oblast prostora
zahvaéenog stranama jednog diedra sadrzi oblast prostora zahvacen_og
stranama drugog diedra, i, pritom, ta se dva diedra ne poklapaju,
onda kefemo da je prvi diedar veéi od drugog.

Teorema. Jednakim diedrima odgovaraju jednaki pagitzni 1'.1g10Vi.
Ako dva diedra nisu jednaka, veéem diedru odgovara veci nagibni ugao.
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Dokaz. Neka su « ABB iy CD 8 dva diedra. Dovedimo diedar

v CD 8 u poloZaj da se prave CD i AB poklapaju, poluravni § i 8 pok-
lapaju 1 da je oblast prostora jednog od tih diedara sadrZana u oblasti
prostora drugog diedra. Ako je, na primer, diedar v CD 8 manji od
diedra « AB [, polura-
I3 van vy ¢e poprimiti neki
polozaj ~ (videti sliku).
A Postavimo ravan w nor-
malno na pravu 4B ko-
T ja sadrzi ta¢ku B. Ravan

) w ¢e seli poluravni «,
71 po polupravama a,
t, b. Sada neposredno
mozemo zakljuciti da je
tvrdenje teoreme tacno
jer je — ugao tBb maniji
) od ugla aBb, odnosno
~~"1b jednak njemu ako je die-
dar vy CD § manji, od-
nosno jednak diedru
+ « AB 8. Takode, zak-
Jjuujemo da ¢e vaziti

w i tvrdenje koje ée biti
SL 52 formulisano u obliku
teoreme.

Teorema. Jednakim nagibnim uglovima diedra odgovaraju jed-
naki diedri. Ako dva diedra imaju nejednake nagibne uglove, onda
veéem nagibnom uglu odgovara veéi diedar.

Teorema. Ako dva diedra imaju paralelne i jednako ili suprotno
orijentisane strane, oni su jednaki.

Dokaz teoreme zasniva se na tvrdenju o jednakosti uglova s pa-
ralelnim kracima. Naime, treba postaviti ravan koja je normalna na
strane jednog diedra. Ona je normalna i na strane drugog diedra.
U preseku te ravni sa diedrima dobijamo uglove sa paralelnim kracima.
Jednakost nagibnih uglova diedra povlaéi jednakost diedara.

Teorema. Ako su dva diedra sa normalnim stranama i ako su
im nagibni uglovi oba oStra ili oba prava ili tupa, oni su jednaki.

Treba napomenuti da se podrazumeva za nagibne uglove diedara
da su manji ili jednaki od 180°.

Dokaz je potpuno analogan dokazu prethodne teoreme. Postav-
ljanjem ravni normalne na strane diedara, dobijamo u preseku uglove
sa normalnim kracima koji su jednaki.
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ZADACI

1. Date su dve prave, p i ¢. Konstruisati diedar sa.najve.éim n'agi.bnim
uglom, takav da neka poluprava prave p pripadg )e'an) strani diedra,
a neka poluprava prave pripada drugoj strani diedra.

2. Ispitati da li preseéni ugao ravni i diedra moze biti ve¢i, odnosno

manji od nagibnog ugla diedra.

3. Da li dva diedra mogu biti ujedno i sa paralelnim i sa .normal'nirr%
stranama. Ako postoje takvi diedri, ispitati kakvi su im nagibni
uglovi.

ROGLJEVI I ROGLJASTA TELA

1. OSNOVNE TEOREME O ROGLJEVIMA

Definicija. Neka su ay, @y, .. an (n 2= 3) poluprave koje polaze
iz sistog temena 4 i u takvom su polozaju da u nizu uglova 01116'15123
a,Aas,. .. any Aay, an Aa, svaka dva susedna imaju kao za]ec.lmc!q
presek samo po jednu polupravu, a svaka druga c}va para uglova imaju
za presek teme 4. Tako rasporedeni uglovi obrazuju n-tostranu rogllast_u
povr$. Ukupnost rogljaste povrsi i jednog od dva dela prostora na koje
je prostor podeljen rogljastom povrsi nazivamo rogljem. Uglove
a,day, ayAdas,. . > apda, nazivamo stranama roglja, poluprave a,a;. . .
ay, ivicama, a tatku A temenom ili vrhom roglja.
Rogalj &iji je vrh 4, a N
ivice ay, ay,... an ObeleZava-
éemo sa A a, a,. .. ap. Biti e
takode upotrebljavana i ozna-
ka A AsA4,. .. Ay (gde su Ay,
Az .., An tatke na ivicama
roglja, a 4 teme roglja).

Teorema. U trostra-
nom roglju (triedru) svaka
strana je manja od zbira dve-
ju drugih strana.

Dokaz. Neka je u tros-
tranom roglju SABC najvela
strana ASC. Na duzi A4AC
odredimo tacku P takvu da
je « ASD = « ASB. Ne SL. 53
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umanjujuéi op$tost dokaza, moZemo pretpostaviti da je tatka B na
ivici roglja tako izabrana da bude SB = SD. Trouglovi S4D i S4B
¢e bitd podudarni jer imaju jednake po dve strane i zahvaceni ugao.

Iz podudarnosti tih trouglova proizilazi jednakost 4D = AB. S obzirom.

da je AD + DC = AC < AB -+ BC, bi¢e DC < BC. Trouglovi
SBC 1 SDC imaju po dve strane jednake: SB = SD, SC = SC.
Posto je DC < BC, mora biti « DSC < « BSC, odnosno « ASC. <
< « ASB + BSC.

Teorema. U konveksnom roglju zbir svih strana je manji od.

Cetiri prava ugla (360°).
Dokaz. Koriste¢i pretpostav-
s ku da je rogalj konveksan i da nikoje
tri ivice roglja ne pripadaju istoj

roglja i seée sve ivice roglja po kon-

temena » — trougla sa A4;, 4,....

Apn, a vrh sa S, bice

< AnA S+« SA A, > €« Apdi A,

< A;A4,S +« S4,4, > « A, 4,4,

LA AnS + €« SApd, €« An1AnA;
Sabiranjem ovih nejednakosti,.

dobijamo procenu

2nR — (€ A SA,+ €« 4,845+ . ...
4+ . ApSA4)>2(n — 2)R

(gde je sa R oznaen prav ugao). Iz poslednje nejednakosti zaklju¢u-
jemo da ¢e tvrdenje teoreme biti taéno.
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S obzirom da se n-tostrani rogalj moZe predstaviti kao unija #-2:
triedra, posebno ¢emo ispitati neka svojstva triedra. Pre svega, ispitajmo
neke dovoljne uslove podudarnosti triedara.

Teorema 1. Dokazati da su dva triedra podudarna ako su im.
jednaki odgovarajuci ivi¢ni uglovi.

Dokaz. Da bismo dokazali da su triedri Sabc i S’a’b’c” sa jedna-
kim odgovaraju¢im iviénim uglovima bili podudarni, potrebno je da
dokaZzemo da su im jednaki i odgovarajuéi diedri. Neka su 4, B, C,
A’, B', C’, talke polupravih a, b, ¢, a’, b’, ¢’ takve da su duZi S4, SB,
SC, §'4’, §’B’, S'C’ medu sobom jednake. Jednakokraki trouglovi
ASB, BSC, CSA podudarni su odgovarajuéim trouglovima A4'S'B’,

398

ravni, zaklju¢ujemo da je mogude:
postaviti ravan koja ne sadrzi vrh

veksnom n — trouglu. Oznadimo

B'S'C’, C'S'A’, pa su duZi AB, BC, SA jednake duzima A'B’, B'C’,
C’'A’ i uglovi BAC i B’A’C’ medusobno jednaki. Konstrui$§imo ravni
kroz tatke A, odnosno A’ normalno na SA4 odnosno SA4’', Oznacimo
prvu ravan sa T, a drugu sa t’. Ravan 7 seée poluprave SB i SC u
tatkama M, odnosno N a ravan ¢, poluprave S'B’, S’C’ u tackama
M', odnosno N'.

S

Sl 55

Redom zakljuujemo da je A ASM ~ A'S'M’, A ASN =~
~ NA'S'N, AMSN~> AMSN i AM=4M, AN = 4A'N’,
MN = M’'N’. 1z podudarnosti trouglova AMN’ i A'M’'N’ proizilazi
jednakost uglova NAM i N'A’AM’. Na analogan nadin dokazujemo
da su i ostali odgovarajuéi nagibni uglovi diedara jednaki.

Teorema 2. Ako su dva ivi¢na ugla i njima zahvadeni diedar
jednog triedra jednaki odgovarajuéem diedru drugog triedra, dokazati
da su pomenuti triedri podudarni.

Dokaz. Neka su iviéni uglovi aSb, aSe, triedra Sabc jednaki
ivicnim uglovima a’S’d’, a’S’¢’ i diedri zahvaéeni tim uglovima takode
jednaki. Kao u prethodnoj teoremi, uvedimo (odredimo) tatke 4, B,
C, A4, B', C', M, N, M', N',.

Bice

AM = A'M', AN = A'N’', « NAM = « N'A'M'.
Pa i MN = M’'N’. VaZe takode jednakosti SM = S'M’, SN = S'N’.
Iz podudarnosti trouglova SMN i S’M'N’ kona¢no zakljuCujemo da
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je €« MSN = « M'S'N’. Na osnovu prethodne teoreme sada zaklju-
¢ujemo da su triedri SABC i $’4’B’C’ podudarni.

Poslednje dve teoreme su poznate kao stavovi podudarnosti
triedara i predstavljaju uop$tavanje odgovaraju¢ih stavova podudar-
nosti dva trougla. Naime, prvu od ovih teorema moZemo shvatiti kao
uopStenje stava da su dva trougla podudarna kad imaju sve odgova-
rajuce strane jednake, a drugu kao uopstenje stava da su trougli podu-
darni ako imaju po dve strane i odgovarajuée zahvaéene uglove tim
stranama jednake. Pored ovih stavova podudarnosti trijedara, postoje
i stavovi podudarnosti triedara analogni ostalim stavovima podudar-
nosti trouglova.

ZADACI

1. Ako su dva diedra i ivi¢ni ugao naspram jednog od njih nekog
triedra jednaki odgovaraju¢im diedrima i odgovarajuéem ivi¢nom
uglu drugog triedra, a oba ivi¢na ugla naspram drugog para pome-
nutih diedara o$tra, prava ili tupa, dokazati da su ti triedri podu-
darni (IV stav podudarnosti triedara).

2. Ako su dva diedra jednog triedra jednaka odgovarajuéim diedrima
drugog triedra, a ivi¢ni uglovi na kojima nalezu ti diedri nejednaki,
dokazati da je naspram veceg od tih uglova veéi diedar, a naspram
manjeg manji diedar.

3. Ako su svi ivi¢ni uglovi ¢etvorostranog roglja medusobom jednaki,
dokazati da su naspramni diedri tog roglja medu sobom jednaki.

4. Dokazati da se ravni, od kojih svaka sadrZi jednu ivicu triedra i
simetralu naspramnog ivi¢nog ugla, seku po jednoj pravoj.

5. Dokazati da se ravni od kojih svaka sadrZi jednu ivicu triedra i
upravna je na naspramnoj ravni seku po jednoj pravoj.

POLIEDAR

Definicija. Pod poliedrom podrazumevamo telo koje je ograni-
¢eno ravnim poligonima. Zajedni¢ke strane dva poligona nazivamo
ivicama poliedra. Poligone koji ograni¢avaju poliedar nazivamo stranama
poliedra. Temena poligona nazivamo temenima poliedra.

Definicija. Poliedar je konveksan ako uvek, kad sadr#i neke
dve tacke, sadrZi i ¢itavu duz koja je odredena tim dvema tatkama.

Treba napomenuti da se konveksan poliedar mogao definisati
kao poliedar koji se nalazi sa jedne strane ravni svake svoje strane.
Nadalje ¢emo izucavati iskljuéivo konveksne poliedre.
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QOjler — Poenkareova teorema. Ako sa ¢ obelezimo broj
temena, sa ¢ broj ivica, a sa p broj strana (pljosni) poliedra, tada je
t—14+p=2

Primer. Primenom Ojler-Poenkareove teoreme dokazati da poli-
edar ne moZe imati za sve strane Sestougaonike. Dokaz. U svakom
temenu se susti¢u makar tri ivice, a, kako svaka ivica povezuje dva

e g 3 . . i
temena, moZemo zakljuditi da je ¢t = 7’, pajet —1+p = 7 +p > 2
Definicija. Pravilnim poliedrom nazivamo onaj poliedar {ije su

sve strane pravilni poligoni i svi diedri jednaki.

Iz definicije pravilnog poliedra neposredno sledi da su mu svi
ivi¢ni uglovi jednaki, sve ivice jednake i svi rogljevi jednaki. Postoji
pet vrsta pravilnih poliedara. Dokaz, koji ¢e ovde biti izostavljen,
bazira se na tvrdenju Ojler-Poinkareove teoreme.

Pravilne poliedre mozemo dobiti u slede¢im sludajevima za 7, t i p:
1i=6, =4, p=4 (tetraedar)
i=12, t=06, p=28 (oktaedar)
1 =230, t=12, p=20 (ikosaedar)

12, t=8, p==6 (kocka, heksaedar)

I

7
1=230, t=20, p=12 (dodekaedar)
Prostije vrste poliedara su svakako prizma i piramida.

Definicija. Neka su « i «’ dve paralelne ravni i A prava koja
sele te ravni. Neka je P konveksan poligon u ravni « i njegova temena
Ay, A,y ... Ay Postavimo kroz tacku X poligona P pravu paralelnu
pravoj k. Oznatimo sa X' tacku preseka prave i ravni o’. Ukupnost
svih tacaka duzi XX’ — pri ¢emu X moze biti ma koja tacka poligona
P — nazivamo prizmom. Poligone P i P’ nazivamo osnovama prizme,
a ostale strane prizme bolnionim stranama. Duzi 4,4y, 4,4',,...
nazivamo boc¢nim ivicama prizme. Prizma je prava ako su bocne ivice
normalne na osnovu prizme.

Ako je osnova prizme paralelogram, takvu prizmu obi¢no nazi-
vamo paralelepipedom. Kao primer paralelopipeda moZemo na-
vesti kocku.

Na slici je prikazan paralelepiped. Paralelepiped je centralno
simetri¢na figura. Dijagonale paralelepipeda (duZi koje spajaju temena
paralelepipeda, ali ne pripadaju stranama paralelepipeda) seku se u
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jednoj tacki i polove. Suprotne strane paralelepipeda su podudarne.
Ova (nabrojana) svojstva paralelepipeda analogna su svojstvima para
lelograma u ravni i lako se dokazuju.

Definicija. Pod pira-
midom podrazumevamo poli-
edar kod kojeg je jedna strana
(osnova piramide) bilo kakav
poligon, a sve ostale strane
(bogne strane piramide) su
trouglovi koji sa osnovom pi~
ramide imaju jednu zajedni-
¢ku ivicu. Piramida je pra-
vilna ako je csnova piramide
pravilan n-trougao i duz koja
spaja centar osnove i vrh pi-
ramide normalna na osnovu.

Kod pravilne piramide
sve bo¢ne ivice imaju isti
nagib prema osnovi. I sve
bo¢ne strane sa 0snovoim za-
hvataju takode jednake diedre.
Ako postavimo ravan paralelno ravni osnove koja seCe piramidu po
nekom poligonu, ta ravan ée deliti piramidu na dva dela. Deo piramide
sa one strane te ravni gde se nalazi osnova piramide nazivamo zarublje-
nom piramidom.

402

ZADACI

1. Opisati konstrukciju kocke.

2. Da li se na kocki mogu odrediti neke detiri tacke tako da budu
temena pravilnog tetraedra? (Uputstvo: Te Cetiri tacke se mogu
izabrati tako da skup te Cetiri tacke bude poskup skupa temena
kocke).

3. Dokazati da se mozZe polazeéi od konstrukcije kocke izvesti kons-

trukcija pravilnog oktaedra.

. Kakavi sve poliedri mogu imati 5 temena?

. Dokazati da su sredine ivica pravilnog tetraedra temena oktaedra.

. Koliko simetrijskih ravni i osa simetrije ima kocka?

. Date su tri mimoilazne prave na kojima lezZe tri ivice paralelepipeda.

Konstruisati paralelepiped.
8. Odrediti potreban i dovoljan uslov da postoji tatka u prostoru
koja je jednako udaljena od svih temena prizme.

9. IzraCunati zbir svih ivi¢nih uglova n-tostrane piramide.

10. Ako dva tetraedra ABCD i ABCD’ imaju zajednic¢ku osnovu ABC,
a teme D’ se nalazi unutar tetraedra ABCD, dokazati da je zbir
ivicnih uglova kod temena D’ veéi od zbira ivi¢nih uglova kod
temena D.

(Uputstvo: Postaviti ravni ABD’ i ACD’, konstruisati zatim tatku
D' preseka ovih ravni sa ravni BCD itd).

g otu

PRESECI ROGLJASTIH TELA

Pre prelaska na ispitivanje ravnih preseka rogljastih tela da¢emo
definiciju i1 neka svojstva odredenih preslikavanja u prostoru koja
preslikavaju ravan (ravno polje tataka) u ravan.

Definicija. Kolinearni (projektivni) odnos medu likovima dveju
ravni ili jedne iste ravni je obostrano jednoznaéni odnos (preslikvanje)
u kome, tatkama jednog lika koje pripadaju jednoj pravoj, odgovaraju
tacke drugog lika koje takode pripadaju jednoj pravoj.

Definicija. Kolinearni odnos dvaju polja tadaka, u kojemu
dvema paralelnim pravama odgovaraju dve paralelne prave, nazivamo
drugacije afinim odnosom.

Sli¢nost i podudarnost ravnih likova moZemo smatrati afinim
odnosnom jer i u sli¢nim (podudarnim) likovima odgovaraju obostrano
jednozna¢no tatkama tacke, pravim prave, a paralelnim pravim para-
lelne prave.
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Dezargova teorema. Ako su dva trougla, koja pripadaju jednoj
ili dvema ravnima, u takvom uzajamnom poloZaju i odnosu da prave
koje spajaju odgovarajua temena prolaze kroz jednu tacku, tada se
odgovarajude strane tih trouglova ili njihova produZenja seku u tackama
jedne prave. Vazi i obratno: ako se odgovarajuce strane dvaju trouglova
ili mjihova produZenja seku u tatkama jedne prave, tada prave, koje
spajaju odgovaraju¢a temena, prolaze kroz jednu tacku (sl. 58).

S

SL 58

Dokaz ove teoreme je izostavljen jer po teZini prevazilazi okvire
ove knjige.

Definicija. Preslikavanje tataka jednog lika 4, B, G,.. u tatke
drugog (ravnog) lika A4’, B’, Z',.. naziva se perspektivno ako se sve
prave A4', BB', CC’,. .. seku u jednoj tadki. Tacka preseka tih zraka
naziva se centar perspektive.

Preslikavanje na ravan lika &ije su sve prave XX', YY', ZZ',. .-
paralelne (projektovanje) moZemo smatrati specijalnim slucajem per-
spektivnog preslikavanja kod kojeg je centar perspektive beskonacno
daleka tacka.

Primer. Naéi kosi presek Cetvorostrane prizme ako su zadane
tatke preseka X, YV, Z tri boéne ivice i ravai preseka.
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ReSenje. Temena osnova prizme oznatimo sa 4, B, C, D, od-
nosno 4,, B;, Cy, Dy. Neka su tatke X. Y. Z zadate tacke na ivicama
AA,, BB,, CC,, Konstrui$imo tacku 7T ivice DD, koja pripada prese¢noj
ravni. Sedenjem piramide sa ravni XY Z definiSemo preslikavanje ravni
osnove prizme ABCD i ravni XY Z pri kojem tacki 4 odgovara tatka X,
tacki B odgovara tatka Y i, uopste, nekoj tacki Q ravni osnove odgo-
vara takva tagka V ravni XYZ da je VQ paralelna prava bo¢nim ivi-
cama piramide. Ovo preslikavanje je afino, a, u $irem smislu, i perspek-
tivno (s centrom perspektive beskonadne dalekom tatkom). Prave
AB 1 XY se seku u nekoj tacki U, prave BC i YZ u nekoj tacki V.
Prava UV je presek ravni XYZ i ABCD. Odredimo tacku L preseka
pravih AD i UV. TraZena tatka T ¢e biti presek pravih 4D i XL.

b«
A
A,<\ V
~&

SL.'59

Primer 2. Naci presek petostrane piramide SABCDE i ravni «
ako je zadata prese¢na prava ravni osnove piramide i ravni « i tacka A4’
izvodnice S4 koja pripada ravni «.

Relenje. U osnovi reSenja ovog zadatka je perspektivno afino
preslikavanje ravni osnove piramide na ravan «. Centar perspektive
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je tatka S. Treba da konstruiSemo tacke preseka B, C', D', E’; ravni «
i izvodnica SB, SC, SD, SE. Primenom Dezargove teoreme, zakljucu-
jemo da se prave ABi1 A'B’, ACiA'C’,..., AEi A'E’ seku u tatkama
zadate presecne prave ravni « i osnove piramide.

Sl. 60

ZADACI
1. Konstruisati presek paralelepipeda i ravni « ako je zadan presek
ravni osnove paralelepipeda i ravni i preseéna ta¢ka ravni « i prave
koja je odredena jednom ivicom gornje osnove paralelepipeda.
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2. Ravan prelazi kroz jednu osnovnu ivicu kvadra (pravouglog para-
lelepipeda) i prolazi kroz srediste jedne bo¢ne ivice kvadra. Odre-
diti presek.

3. Kakavi se preseci dobijaju kad se kocka sete ravnima ortogonalnim
na jednu njenu dijagonalu.

4. Cetvorostrana piramida preseCena je koso prema osnovi jednom
ravni koja prolazi kroz tri date tacke, Py, P,, P;, na trima bolnim
ivicama. Konstruisati presek.

KRUZNICA I SFERA, OBLA TELA

1. ODNOS TACKE I KRUGA, PRAVE I KRUGA, DVA KRUGA

Krug koji je odreden centrom O i polupreénikom r deli sve tacke
ravni u kojoj se nalazi na dva skupa. Skup tac¢aka koje su na rastojanju
od centra kruga O manjem ili jednakom » ¢&ini oblast kruga. Ako je
talka X na veéem rastojanju od polupre¢nika kruga, nalazi se izvan kruga.

Definicija. Centralnim rastojanjem prave nazivamo normalnu
duz spudtenu iz centra kruga na pravu.

Prava nece se¢i krug ako je njeno centralno rastojanje od datog
kruga vece od polupre¢nika kruga, (dodirivaée — se¢i u jednoj tacki
krug ako je centralno rastojanje jednako polupreéniku), a seéi ¢ée krug
u dve tacke, odnosno oblast kruga po duZi odredenom tim dvema
tatkama — ako je centralno rastojanje manje od polupreénika.

Definicija. Pravu koja dodiruje krug nazivamo tangentom kruga.
Presek oblasti kruga i neke prave koja sece krug nazivamo tetivom kruga.

Dva kruga (Oy, 7y) i (O, r,) ¢e se seéi u dve tacke, dodirivati
ili se nece seci zavisno od toga da li je rastojanje O,0, manje, jednako
ili ve¢e od zbira r; 4 7,.

Primer. Kroz polje prolazi prav put. Na putu, na mestu 4, se nala-
zi vojnik, a u polju, na mestu B, strazarsko mesto vojnika. Vojnik moze
da ide putem najbrZze 8 km/h, a, ako ide kroz polje (izvan puta), moZe
zbog nepogodnog terena da se krece maksimalnom brzinom 4 km/h.
Ispitati, u zavisnosti od poloZaja strazarskog mesta, da li vojnik mozZe
da stigne do njega u roku od jednog sata?

Refenje. Odredimo ,,geometrijsko mesto tataka” (mesta) u polju
do kojih bi vojnik mogao sti¢i za jedan sat. Pre svega, moze se zakljuditi
da strategija vojnika ne bi bila optimalna ako bi i$ao izvesno vreme
poljem, a zatim se opet vratio na put, ili presekao put u nekoj tacki M,
jer ¢e rastojanje AM najpre preci ako stalno ide putem zbog toga §to
je put prav i §to — kad ide putem — moZe iéi najveéom brzinom.
pretpostavimo zato da vojnik, kad jednom napusti put, dalje ide poljem.
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Neka je 7" tacka na putu koja je na rastojanju 8 km od tacke A.
Pretpostavimo da se vojnik kreée putem u pravcu taéke 7 brzinom

8 km na sat, a zatim skrene u tacki Sy u polje. Opi§imo oko tacke S

krug pre¢nika SyT.

-

Sl 61

Jasno je da oblast kruga ¢ine tatke do kojih vojnik moZe stiéi.
Sve kruznice za razne polozaje tatke Sj su homotetitne sa centrom
homotetije, tackom 7. Skup svih tadaka koje pripadaju oblasti neke
ovakve kruznice — ili njoj centralno simetri¢ne u odnosu na tacku 4
— odreduje trazeno geometrijsko mesto. Videti sliku.

Sl 62

Ako se straZarsko mesto ne nalazi u polju u oblasti ovog geomet-
rijskog mesta, strazar ne¢e moéi da dode na vreme.
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10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

ZADACI

. Jednakim tetivama istog kruga ili jednakih krugova odgovaraju

jednaka centralna rastojanja.

. Jednakim centralnim rastojanjima u istom krugu ili jednakim

krugovima odgovaraju jednake tetive. Dokazati!

. Polazeéi od definicije (da je tangenta kruga prava koja s krugom

ima samo jednu zajedni¢ku tacku), dokazati da je ugao izmedu
dodirnog poluprecnika i tangente prav.

Sta predstavlja geometrijsko mesto sredina paralelnih tetiva da-
tog kruga?

Konstruisati krug datog polupreénika koji datu pravu dodiruje u
datoj taCki, Koliko zadatak ima reSenja?

. Sta predstavlja u ravni geometrijsko mesto centara svih krugova

koji datu pravu dodiruju u datoj tacki?

. Van datog kruga povucena je prava a. Odrediti na krugu tacku

najblizu pravoj a i tacku ¢ije je odstojanje od prave a najvede. Izvrsiti
konstrukeiju.

. Dokazati da je od svih tetiva koje prolaze korz datu tatku 4 u

krugu najmanja ona koja je ortogonalna na preénik kome pripada
tacka P.

. Konstruisati krug datog poluprecnika koji prolazi kroz dve date

tacke. Koliko reS$enja ima zadatak?
Dokazati da je krug odreden trima svojim tackama.

Konstruisati krug datog polupreénika koji dodiruje datu pravu i
sadrzati datu tacku.

Konstruisati krug koji od dveju datih pravih odseca jednake odsecke
date duZine.

Konstruisati krug koji dodiruje dve date paralelne prave i prolazi
kroz datu tacku.

Sta je geometrijsko mesto centara koji od krakova datog ugla odse-
caju po dva jednaka odsecka date duzine.

Dokazati da oblasti dva kruga polupreénika ne mogu prekriti
oblast kruga polupreénika » ako je r < R.

Data je zatvorena kriva duZina /. Dokazati da postoji krug polu-
pre¢nika 1/4 u ¢&ijoj je oblasti sadrZana Citava kriva.
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UGLOVI U KRUGU, TETIVNI I TANGENTNI CETVOROUGAO

Definicija. Ako su 4 i B dve tatke na krugu kojem je centar
tataka O, tacke 4, Bi O odreduju dva ugla &ije je teme tatka O, a
kraci O4 1 OB. Ove uglove nazivamo centralnim uglovima nad onim
lukom AB koji pripada oblasti ugla.

" Definicija. Ako su X, Y, Z tri tatke nekog kruga, ugao XZY
nazivamo periferijskim nad onim lukom XY koji ne sadrzi tadku Z.

Teorema. Periferijski ugao jednak je polovini centralnog ugla
nad istim ili Iukom.

Sl. 63 SI. 64

Dokaz. Neka periferijskom uglu XZY odgovara centralni ugao
XOY. Konstrui$imo drugu presetnu talku 7" kruga i prave OZ. Pret-
postavimo najpre da tacka O pripada oblasti ugla XZY. Bidée:

+ XOT = « OXZ + « XZ0 =2 « XZO.

« TOY = « OYZ + « YZO =2 ¢ OZY odakle, sabiranjem ovih
jednakosti, dobijamo da je « XOY =2 « XZY. Pretpostavimo da
tatka O ne pripada oblasti ugla XZY. Pretpostavimo da je O sa one
strane prave XZ sa koje nije tatka Y. Sada ¢e biti:

« TOY =2 « OZY
+ TOX =2 « 0ZX,

a odavde, oduzimanjem, nalazimo da je « XOY = 2 « XZY. Preostao
je jo3 slu¢aj kad oblast ugla XZY ne sadrzi tatku O, a tacka O se nalazi
sa one strane prave XZ sa koje je i tacka Y.
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Konstruidimo simetralu ta¢aka X i Y, zatim nadimo tacku Z’
koja je simetri¢na talki Z, u odnosu na pravu. Tac¢ka Z’ ¢e biti na krugu
/ibide 2 « XZ'Y = « XOY prema dokazanom u drugom slucaju.

l

Sl. 65 Sl. 66

Bice, takode, « XZY = « XZ'Y, pai €« XOY =2 4 XZY.
Ovim je dokazana teorema. Ujedno, dokazano je da su svi periferijski
uglovi nad istim lukom jednaki.

Periferijski ugao je uvek manji od 180° jer je centralni ugao
manji od 360°. Periferijski ugao na polukrugu je prav. Ako neku tetivu
kruga AB posmatramo iz neke dve.tacke kruga X i Y, takve da se
parovi taaka A, B i X, Y medusobno razdvajaju, bi¢e zbir uglova
pod kojima se vidi duz AB iz tataka 4 odnosno B jednak 180°.

Teorema. Neophodan i dovoljan uslov da se oko konvesnog
Cetvorougla moZe opisati krug jeste da su njegovi suprotni uglovi
suplementni.

Ovu teoremu zbog teZine necemo dokazivati.

Posledica ove teoreme je — da se krug moZze opisati oko jednako-
krakog trapeza, kvadrata, pravougaonika.

Teorema. OStar ugao izmedu tetive kruga i tangente u jednom
kraju tetive jednak je periferijskom uglu nad tom tetivom koji nije tup.

Dokaz. Nekasu A i B tacke tetive koje pripadaju krugu, a tangenta
u tatki B. Konstrui§imo na krugu tatku B’ dijametralno suprotnu
tacki B.

Ako se tacka 4 poklapa sa tatkom, B’ biée ugao izmedu tangente
i tetive prav, a, isto tako, i svaki periferijski ugao nad tetivom 4B
kao preénikom. Ako se 4 i B’ ne poklapaju, oStar ugao izmedu tan-
gente i tetive ABI ¢e biti ugao sa normalnim kracima na o$tar perife-
rijski ugao AB’'B i zato jednaki. Time je dokaz zavrSen.
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Sl 67

Definicija. Cetvorougao &ije su sve stranice tangente jednog
kruga nazivamo tangentnim.

Teorema. Zbirovi suprotnih stranica konveksnog tangentnog
¢etvorougla su jednaki.

Dokaz. Oznatimo sa A', B’, C’, D’, tatke dodira duzi 4B, BC,
CD, DA sa krugom. Duzi AA’ i AD’ ¢e biti jednake kao tangentne
duZi povuéene iz iste tatke. Dalje je A'B = BB’, B'C = CC’, C'D =
= DD’. Imajuéi u vidu ove jednakosti, lako dokazujemo da je 4B 4
+ DC = BC + AD (sl. 68).

Teorema. Ako su zbirovi suprotnih stranica konveksnog cetvo-
rougla jednaki, u njega se moZe upisati krug.

Dokaz. Konstruisimo krug koji dodiruje tri stranice (D4, AB,
BC) konveksnog Cetvorougla ABCD. Ako je AB + CD = AC + BD
dokazimo da tada mora biti i strana DC tangenta kruga. Pretpostavimo
suprotno — da strana DC ili seCe krug ili ga ne dodiruje. Ispitajmo
najpre slucaj kad strana DC se¢e krug. Konstruidimo tacku D’ na
pravoj AD, takvu da je duz D’C tangenta kruga. Na osnovu prethodne
teoreme bi bilo AB + D'C = BC + AD’, a po pretpostavci, je
AB + DC = BC -+ AD. Oduzimanjem ovilh jednakosti dobijamo
jednakost D'C — DC = DD’, tj. D'C = DC +.DD’ koja bi znadila
da je jedna strana trougla jednaka zbiru druge dve. Time smo dosli
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do kontradikcije i, prema tome, nije moguce da duz DC sele kruznicu
(u dve tac¢ke). Na analogan nalin dokazujemo da nije moguée da duz
DC nema zajednickih tacaka sa kruZnicom (sl. 69).

A 8

Sl. 68 Sk 69

Primer. Odrediti geometrijsko mesto talaka iz kojih se data duz
vidi pod datim uglom.

ReSenje. Neka je data duz

AB i ugao a. Pretpostavimo, S§to

X je neophodno da bi zadatak imao
re$enja, da je ugao o manji od 180°.

Konstruisimo poluprave Ax i

By sa iste strane prave 4B takve,

da su uglovi BAx i ABy jednaki %

Te dve poluprave se seku u nekoj
AR B taki M. Bite « AMB = 180° — a.
Konstruisimo krug koji sadrZi taé-
ke A, M i B. Po teoremi o tetivnim

o Cetvorouglima geometrijsko mesto

Y < tataka je X (sa one strane prave 4B
sa koje nije tatka M) takvih da je

SL. 70 4« AGB = o upravo luk kruznice

AB koji ne sadrzi tatku M. Luk
simetri¢an ovom luku u odnosu na pravu AB takode ¢e pripadati
trazenom geometrijskom mestu tacaka (sl. 70).
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11.

13.

14.

15.
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ZADACI

. Data su dva kruga jednakih polupre¢nika koja nemaju zajednickih

taCaka. Konstruisati sve zajedniCke tangente ta dva kruga.

Ugao izmedu dveju tetiva koje se seku u krugu jednak je polovini
zbira centralnog ugla nad lukom izmedu krakova ugla i centralnog
ugla nad lukom izmedu produzetka krakova ugla. Dokazati!

Ugao izmedu dveju sedica koje se seku van kruga jednak je polo-
vini razlike centralnih uglova nad lucima izmedu krakova tog ugla.

Odrediti geometrijsko mesto ta¢aka u ravni od kojih je svaka tacka
datog kvadrata na udaljenju veéem od date duzi /.

Qdrediti skup svih tadaka iz kojih se data kruznica vidi pod uglom
od 90°.

Sta je geometrijsko mesto taaka iz kojih se dve date duzi vide
pod datim uglom.

Koristeci osobine tangentnih duzi, dokazatidajer = (b + ¢ — a) :2,
gde su b i ¢ katete, @ — hipotenuza i » — polupreénik kruZnice
upisane u pravougaonom trouglu.

. Ako je krak jednakokrakog trapeza aritmeti¢ka sredina osnovica,

u njega se moze upisati kruzZnica.

. Dokazati da dodirne ta¢ke upisane kruZnice dele stranice trougla

ABC na odsetke S —a, S — b, S — ¢, gde su a, b, ¢ stranice,
a S poluobim trougla.

Konstruisati trougao ako je data osnovica i visina koje odgovaraju
dvema drugim stranicama.

Konstruisati kruznicu datog polupreénika kojoj pripada data tacka
A 1 koja dodiruje datu pravu p.

. Konstruisati kruznicu koja dodiruje dve date prave koje se seku

i to jednu u datoj tacki.

Konstruisati jednakostraniéni trougao Cija temena leZze na trima
datim paralelnim pravama. '

Konstruisati trougao ako je dat jedan njegov ugao, visine koja odgo-
vara jednoj stranici na koju je mnalegao dati ugao i poluprecnik
upisane kruznice.

Kroz datu ta¢ku P povuéi pravu tako da tatka P polovi odseak
te prave izmedu dva data kruga K, i K.

PRIMENA SLICNOSTI NA KRUG

Teorema. Ako dve selice datog kruga prolaze kroz istu tacku,
tada je proizvod duZina njihovih odse¢aka od te tatke do presecnih
tacaka sa krugom konstantan za datu tacku.

Dokaz. Pretpostavimo prvo B
da se selice seku u tacku P unutar
kruga. ObeleZimo sa Ay, A,, By, B, A
njihove preseéne tacke sa krugom.
Na osnovu teoreme o periferijskim s
uglovima zakljuéujemo da je

<

& A,4,B, = % A,B,B,, 0
& B,B,d, = « B, 4,4, A,

pa su trouglovi PA;B, i PA,B,
sli¢ni. B,

Posledica sli¢nosti trouglova SL 1

je da su odgovarajuée strane pro-

porcionalne: P4, : PB, = PB, : PA,, tj. PA,- P4, = PB,- PB,. Spe-
cijalno, ako postavimo seéicu kroz tat¢ku P i centar kruga O, moZemo
pisati PA,+ PA, = PB;- PB, =(r + d)(r — d) =r* — d* gde jesar
obelezen polupreénik kruga a, sa d odstojanje tatke P od centra kruga.
Dakle, proizved odsetaka sefice zavisi¢e samo od odstojanja tacke P
u kruznici do centra kruZnice, a nele zavisiti od pravca secice.

AI/’_\A‘ p

B,
SL 72

Pretpostavimo sada da se tatka P nalazi izvan kruga. Prese¢ne
tatke dveju setica sa krugom oznadimo opet sa A4,4,, B,B, (na slici).
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Trouglovi P4,B; i PA4,B, ¢e biti sli¢ni, jer su periferijski uglovi
A ABy 1 A,B,B, jednaki, a ugao A,PB, je zajedniCki za oba trougla.
Iz sli¢nosti ovih trouglova nalazimo da je P4, P4, = PB;- PB,.

Teorema. Ako su iz date tatke van kruga povulene tangenta
i sedica, tangentna du¥ je geometrijska sredina izmedu odsecaka selice
od date tatke do prose¢nih tacaka s krugom.

Aq

SL. 73

Dokaz. Proseéne tacke selice i kruga oznad¢imo sa Ay i A4,, a
tatku dodira tangente s krugom sa S. Trougao S4,P je slican s trouglom
SA,P jer je ugao SA,P kao periferijski nad lukom SA4; jednak uglu
A,SP izmedu tangente SP i tetive S4, i ugao 4, PS zajedni¢ki za oba
trougla. Iz sli¢nosti nalazimo da je SP:PdA, = PA,: SP, odnosno
SP? = PA,- PA,. MoZemo jo§ pisati da je SP?=d* — r? gde je d
rastojanje tacke P do centra kruga, a r polupre¢nik kruga.

Definicija. Neka je kroz tatku P povulena se¢ica na dati krug
poluprednika 7. Potencijom tacke P u odnosu na krug nazivamo proiz-
vod odsetaka te seCice od tacke P do prese¢nih tacaka s krugom. Ovaj
proizvod uzimamo sa znakom 4 ako je tacka P van kruga, a sa znakom
— ako je P unutar kruga.

Potencija tatke u odnosu na krug je jednaka razlici kvadrata
centralnog rastojanja te tacke i polupreénika kruga.

Primer. Konstruisati krug koji sadrzi dve date tatke Ay i 4,
a dodiruje datu pravu p.

Reenje. Odredimo presek pravih p i A4;4, i oznacimo ga sa P.
Na osnovu teoreme o potenciji tacke, sledi da je PA; PA, jednako
kvadratu tangentne duZi / povudene iz tatke P na kruZnicu. Da bismo
odredili konstruktivno duZinu I, odredimo na nekoj pravoj tri taCke
My, M,, M,, takve da je M, izmedu M, i M; 1 MM, = A,P,
M,M; = A,P. Opisimo zatim polukrug nad pre¢nikom MM, i odre-
dimo proseénu tacku U pelukruga i prave koja sadrzi tacku M, a nor-
malna je na duzi M,M, Na osnovu sli¢nosti trouglova M;M,U i
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MM, U, zakljuCujemo da je UM?,- M, M,- M,M; = PA,PA,. Ako sa
S, odnosno §’ oznadimo dodirnu tacku kruga (kojeg treba konstruisati)
i prave [ zakljudili smo da ¢e biti PS = PSS’ = M,U. Tacke A;, 4,, S,
odnosno 4,, 4, § odreduju dva re$enja. Opisana konstrukcija je
u vaznosti ako su A4; i A, tatka s jedne strane prave p i ako nije
A4, || p. U prvom od ovih sludajeva zadatak neée imati reSenja, a,
u drugom, imacde jedno reSenje.

S1. 75

U ovom slucaju je konstrukciju jednostavno izvesti. Dokaz za-
datka neposredno sledi iz konstrukcije.

ZADACI
. Iz date tacke van datog kruga konstruisati seCicu tako da je njen
odsecak u krugu jednak spolja$njem odsecku.

2. Konstruisati krug koji sadrzi dve date tacke i na datoj pravoj odseca
duz jednaku datoj duzi

3. Konstruisati krug koji dodiruje spolja dva data kruga jednakih
polupre¢nika i datu pravu.
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4. Pokazati da je geometrijsko mesto tataka, koje imaju jednaku poten-
ciju u odnosu na dva kruga, prava ortogonalna na liniju centara
tih krugova.

5. Pokazati da je geometrijsko mesto tacaka, koje imaju jednaku po-
tenciju u odnosu na dva kruga, koji se dodiruju (spolja ili iznutra)
ili se seku, prava ortogonalna na liniju centara tih krugova.

SFERA, VALJAK, KUPA

Sli¢no, kao $to je to bio slucaj s tackom i krugom, tacka — zavisno
da li je njeno rastojanje od centra svere manje, jednako ili ve¢e od
poluprecnika sfere — pripada unutrasnjosti sfere, sferi ili je izvan sfere.
Ravan ¢e seéi sferu, dodirivati je ili nece seéi zavisno od toga da li je
rastojanje od centra sfere do ravni (centralno rastojanje ravni) manje,
jednako ili vece od.polupre¢nika sfere.

Teorema. Ako je centralno rastojanje ravni manje od polupreé-
nika sfere, presek ravni i sfere je krug.

Dokaz. Iz centra sfere O postavimo normalu na ravan. Presek
te normale 1 ravni ozna¢imo sa L. Neka su 4, i 4, dve tatke preseka
sfere i date ravni. Trouglovi OLA; i OLA, su podudarni pa je L4, =
=LA,  A,i A, su dve proizvoljne take preseka, §to znadi da su sve
tacke preseka ravni i sfere na konstantnom (istom) rastojanju od tacke L.
Osim toga, sve te tatke pripadaju jednoj ravni pa zato sve pripadaju
jednom krugu. Lako ¢emo se uveriti da svaka tacka tog kruga pripada
geometrijskom mestu, pa je trazeno geometrijsko mesto krug. Ako
ravan preseka sfera sadrZi centar sfere, takav krug nazivamo velikim
krugom sfere.

Dve sfere seku se ako je rastojanje centara tih sfera manje od
zbira polupreénika sfera. Zajedni&ki presek takvih dveju sfera je krug.

Definicija. Neka su « i o' dve paralelne ravni i % prava koja
sede te ravni. Neka je (O, ») krug koji pripada ravni «. Postavimo kroz
neku tacku X kruga (O, r) pravu koja je paralelna ravni «. Njen presek
sa ravni «’ oznadimo sa X'. Geometrisjko mesto svih duzi XX’ kad
tacka X prode sve tacke kruga (O, r) ogranicava zajedno sa ravnima o«
i o' prostorno telo koje nazivamo valjak.

Definicija. Ako je dat krug (O, ) i tatka S van ravni kruga
prostorno telo ograniceno sa ravni kruga (O, r) 1 geometrijskim mestom
duzi OX kad X prolazi sve tatke kruga (O, r) nazivamo kupom.

Presek valjka i ravni koja je paralelna ravni osnove valjka je krug
podudaran krugu osnove valjka. Presek kupe i ravni paralelne osnovi
kupe je takode krug.
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Ako ravan ne see osnove valjka i u kosom je poloZaju prema
ravni osnove valjka, onda je presek te ravni i valjka zatvorena kriva koju
nazivamo elipsom. Pri konstrukciji ravnog preseka valjka koristimo
¢injenicu da je presek afina slika osnove valjka ukoliko ravan ne seée
ni jednu osnovu valjka.

Na slici je prikazana konstrukcija nekoliko tataka (A4,, 4,, By, B,)
preseka valjka sa ravni gde je zadana projekcija valjka, prava p po
kojoj se seku ravan osnove i ravan preseka i tatka M preseka koja
pripada duzi §to spaja centre osnova.

Pri konstrukeiji ravnog preseka kupe koristimo svojstvo perspek-
tivno afinog preslikavanja. Centar perspektive je tacka S (vrh kupe),
a afini odnos je uspostavljen izmedu ravni osnove kupe i ravni preseka
kupe. Kao presek kupe i ravni moZemo dobiti tri vrste krivih. Ako
ravan nije paralelna ni jednoj izvodnici kupe, presek je elipsa, ako je
paralelna jednoj izvodnici kupe presek ravni i kupaste povrsi je kriva
koju nazivamo parabolom, a ako je ravan paralelna dvema izvodnicama
kupe presek je kriva — hiperbola.

Na slikama 77 1 78 je data konstrukcija nekoliko taaka preseka
kupe i ravni kad se dobije hiperbola, odnosno parabola. ‘
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S1. 78

METRICKA GEOMETRIJA

Da bi odredili (ustanovili) funkciju koja nekoj konacénoj krivoj,
povrsi, odnosno telu dodeljuje odreden nenegativan realan broj —
takozvanu meru veli¢ine krive, povrsi, odnosno tela potrebno je uvesti
aksiome merenja u geometriju. S obzirom da je pojam duZine dovoljno

izuden i usvojen u osmogodi$njoj Skoli, dacemo samo aksiomatsko

uvodenje pojmova povrine i zapremine.

1. OBIMI X POVRSINE POLIGONA

Definicija. Pod obimom poligona podrazumevamo zbir duZina
svih strana poligona. '

Aksiomatski uvode¢i pojam povrdine kao mernog broja velidine
date povrsi, pretpostavljatemo da povrsina poligona ima sledece osobine:

1) Povrsina podudarnih poligona su medusobno jednake.

2) Povrdina poligona P, sastavljenog iz dva poligona P; i P,
koji leZe jedan izvan drugog, jednaka je zbiru povrsina poligona P, i P,.*

Za jedinicu povrdine uzimamo kvadrat Cija je strana jednaka
jedinici duZine. S

Teorema. Merni broj povrdine (povriina) pravougaonika. je
jednak proizvodu duZina dveju njegovih susednih stranica.

U dokazu treba razlikovati tri slucaja.

1. DuZine a i b stranica pravougaonika su celi brojevi. — U ovom
sluéaju je mogude, konstruisanjem pravih paralelnih osnovici, razdeliti
dati pravougaonik K na a, b jednakih kvadrata K, K,. . ., Kab. Imajuéi
u vidu drugu aksiomu, nalazimo da je P (K ;UK,) = P (K,) + P(K,;)=
=2, P(KRUK,UK;) =P(K, UK)UP(K;) =2+1=3,...,
P (KR, UK, U.. UKab) = P (K) = ab.

2. Brojevi a i b su racionalni. — Svaki od dva broja je koli¢nik
‘dva cela broja. Ako je, na primer, & =a, b= q—z , moZemo pisati
1 2
. P . . .
dajea = Paga Moy =220 " pay pravougaonik izdelimo
0142 k 9291

. . . . .1 o
pravim paralelnim stranicama na m »n kvadrata dlmenzx)e?. Povrsina

* U aksiomatskom zasnivanju merenja u geomtriji aksiomel), 2) se daju
u nesto optijem obliku naime — ne za poligone veé za povr$i. Mi ¢emo samo u
daljem izlaganju koristiti bez posebnog aksiomatskog zasnivanja, da je povrSina
povrsi P, manja ili jednaka od povr§ine povisi P, ukoliko je povr§ P, deo povrsi P,.
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svakog od ovih kvadrata je jednaka ;, pa je povrina pravougaonika

jednaka mn—l— =2 .2 _qn
k2 kR k

3. Od brojeva a, b makar jedan je iracionalan. — ObeleZimo
temena pravougaonika sa 4, B, C. D. Konstrui§imo na pravooj AD
tatke D, i D, takve da je njihov raspored 4 — D; — D — D, i da su
duzine AD; i AD, racionalni brojevi. Tacke 4, B, i D, odreduju pra-
vougaonik AB,C,D,, a tatke A4, B,, D, pravougaonik AB,C,D,. Na
osnovu aksiome 2. je: P (A4B,C,D,) < P(ABCD) < P(A4B,C,D,).

0, C. Konstrui§imo nizove racionalnih brojeva

{ru}s {Sn}> {tn}, {un} takve da je O <
D C .. <a 0<S8, <S,...<b,
o ‘ c Iy 2l ... 20 U =2U,...=bidase

brojevi nizova {rp} i {rn} priblizavaju
broju a, a brojevi nizova {Sy} i {us} bro-
ju b kad # odlazi u beskonacnost. Povrsina
pravougaonika L ¢ije stranice imaju di-
menzije 7, 1 Sy je rn Sy, & pravougao-
nika' Q sa dimenzijama ¢, i u, jednaka
A 5 B B tn " uy. Pravougaonici L, Q i K se mogu
’ tako postaviti u ravni da je pravougao-
SL.79 nik L sadrZan u pravougaoniku K, a
pravougaonik K u pravougaoniku(Q,
pa je P(L) < P(K) < P(Q), tj. 7p- Su < P(K) < 1y up. Poslednja
nejednakost je ispunjena za svaki prirodan broj n. S obzirom da se
broj rn- sp priblizava broju a- b kad » neogranieno raste nec¢e moci
biti P(K) < a- b jer nejednakost r,- s, > P (K) ne bi bila ispunjena
za sve brojeve w. Mora biti P (K) > ab, a, iz nejednakosti P (K) <
< tn Un, zakljucujemo da mora biti P(K) < a- b. Znadi, jedino je
moguc¢e da bude P (K) = gb. Time je teorema dokazana.

Teorema. Povrina paralelograma je jednaka proizvodu mernog

broja (duZine) osnovice i mernog broja visine C paralelograma.

D' D c' C

Sl. 80
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Dokaz. Obelezimo temena paralelograma sa 4, B, C, D (na slici).
Konstrui§imo pravougaonik ABC’D’ kojemu su temena C’ 1 D’ na
pravoj DC. Predpostavimo da je raspored tataka na pravoj DC, tj.
obelezavanje takvo da je D' — D — C' — D.

Na osnovu aksiome 2. je P (ABCD') = P (ABCD) + P (4DD"),
odnosno P (ABCD'") = P(ABC'D’) + P(BCC"). Po aksiomi 1. je
P (BCC")y = P(ADD"), pa je P(ABCD) = P(ABC'D") = a- h; a je
osnova, a h visina paralelograma.

Teorema., Merni broj povrsine trougla jednak je polovini pro-
izvoda mernih brojeva njegove osnovice i visine.

Dokaz. Oznatimo temena trougla sa A4, B, C, konstrui$imo
tacku D takvu da je Cetvorougao ABCD paralelogram. Paralelogram
ABCD je sastavljen od trougla ABC i jednog njemu podudarnog

1 1
trougla. Po aksiomi 2. bi¢e P (A ABC) ::7 P(ABCD) = - a- h

Teorema. Povrsina trougla ¢ije su (merni brojevi) duZine strana
a, b i ¢ je jednaka

Pz%\/(a_—l—b+c)(b—l—c—a)(c+a—b)(a+b—c).

{Heronov obrazac).

SL 81

Dokaz. Odredimo na pravoj AB tatku D takvu da je CD nor-
malno na 4B. Duz CD (visinu trougla) ozna¢imo sa 4. Pretpostavimo
da je tacka D izmedu tataka A4 i B. Duz AD oznatimo sa m, a DB
sa n. Po Pitagorinoj teoremi je A% = b? — m?, h* = a®> — »%. Osim toga
je m 4+ n =c. Iz ove tri jednakosti nalazimo da je b* — m? = a® —
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b24a2+62

—(c—mP? tj. m= . Dalje je h*? =82 — m? = (b — m)

2c
D R A . Sl il Chek SR S P Y (08
2 2c 4c?
+c—a)y(ct+a—>b)(a+b—c).
P:—Cz'—k=%V(a+b+c)(b-+—c—a)(c+a——b)(a+b—c):

R AICEDIEDICED)

(gde je sa s oznaCen poluobim trougla: s = —é— (a + b —0).

Analogno dokazujemo slu¢aj kada je trougao tup.

Teorema. Ako je p merni broj duzine polupre¢nika upisanog
kruga trougla 4BC, a s poluobim trougla onda je P = s p.

Dokaz. Ozna¢imo sa A, B, C temena trougla, a sa U centar
upisanog kruga. Neposredno zaklju¢ujemo da je P (A ABC) =

— P(A ABU) + P (A BCU) + P (A ACU) = ; o + % ap +

]
-+ ——-bp = sp.
5 p = sp

Teorema. PovrSinu trougla moZemo pretpostaviti sledeéom
abe

jednakosti: P = gde su a, b, ¢ stranice a R polupreénik opi-
sanog kruga trougla.
Dokaz. Visinu H trougla koja odgovara stranici ¢ moZemo

predstaviti u obliku % = bsiny. Po sinusnoj teoremi je siny-£

pa je, konacno, PzLa-hzL-a-bsin\(:i-wb-L:
2 2 2 2R
_abc
4R

Ako su poznate duzine svih strana n-tougla i uglovi n-tougla,
njegovu povrsinu moZemo izracunati razlaganjem »-tougla na trouglove
konstruisanjem izvesnih njegovih dijagonala. Tako je, na primer,
povrina trapeza, ¢ije su osnovice a i b a 4, visina odgovarajuca osnovi-

. a4t b y v i .
cama, jednaka - h u $ta se uveravamo razlazudi trapez-dijago-

nalom na dva dela.
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Teorema. Povriina proizvoljnog poligona opisanog oko datog
kruga jednaka je polovini proizvoda obima.poligona i polupreénika kruga.

Dokaz. Konstrui$imo duzi koje spajaju temena trougla sa centrom
kruga U. Na taj nalin, poligon je razloZen na trouglove kojima je
visina iz temena U svima jednaka polupreéniku kruga. Sabirajuci
povrdine svih trouglova na koje je ovako razloZen poligon, dobijamo
da je povrdina poligona jednaka poluproizvodu obima poligona i
polupreénika kruga.

Teorema.

1° Obim pravilnog n-tougla polupreénika upisanog kruga pn
jednak je

o

2n- pntg

2% PovrSina pravilnog m-tougla poluprecnika upisanog kruga pn
jednaka je

)

non®tg
n
Dokaz. Oznat¢imo centar upisanog kruga sa U, a sa 4, 4,
... An temena n-tougla.
Duzina UA,, UA,,... Udr A, N, A,
mozemo razloZiti m-tougao na n ;
podudarnih trouglova.
Izratunajmo duzinu 4,4, stra-
nice trougla 4,UA4, u funkciji pn.

Ugao A,UA, koji je jednak 310 g

podeljen je visinom UN,; na dva
jednaka ugla. Iz trougla UN,A,

lazimo da je t 180" _ L an
nalazi jetg— —=- on
odakle izrazavamo stranicu »-tro- U
OO
ugla: an = a pn- tg 1807 - SL82

o

Obim poligona On je jednak n- an pa je Oy = 2nontg —
| | o 1
Prema prethodnoj teoremi povrina trougla je jednaka > On - pn

odnosno. n pn? tg "
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Teorema. Povr§ine dva sli¢na trougla odnose se kao kvadrati
duzina dveju odgovarajucih stranica.

Dokaz. Ako trougao ABC ima duZine stranica a, b, ¢, a trougao

A'B’C’ duzine stranica a’, ¥, ¢/, pri ¢emu je :, = —:— :% = k

bic¢e i visina /i1 A’ odgovarajuée stranicama a, odnosno 4’ u srazmeri &,

pa poito je P(A ABC) = “'2h P (A ABC) = “'2'” bide
P(ANABC)  ah _f_.i_i.a_a_z_kz_

P(AABCY  dk T a K 4 4 at
Teorema. Povriine dva slicna poligona odnose se kao kvadrati
duzina dveju odgovarajuéih stranica.

Dokaz. Izvr§imo razlaganje poligona S njegovim dijagonalama
koje polaze iz jednog temena na trouglove T, T5,... Ty. IzvrSimo,
takode, razlaganje drugog poligona S’ dijagonalama iz odgovarajuéeg
temena na trouglove Ty, T',,... T'y.

Bice

P(Ty _ P(Ty) _ . P(Tx) - i
P(T"y) P(T",) P(T'n)  a*
(gde su a 1 a? dve odgovarajuce stranice).

P(S) _ P(TY)+...+P(Tw) _
P(S)  P(T)+...+ P(T')

aZ
BP@ L PT ,

P(T')+ ... + P(T') a?

ZADACI

1. Odrediti merni broj duZine stranice pravilnog S$estougla ako je
povrsina Sestougla jednaka povrSini jednakostrani¢nog trougla
stranice a.

2. QOdrediti merni broj duZine (duZinu) stranice pravilnog osmougla,
ako je njegova povrsina k puta veéa od povrsine kvadrata stranice a.

3. Odrediti odnos duZina strana pravougaonika ako je obim pravo-
ugaonika jednak obimu kvadrata koji ima dva puta vecu povrsinu
od pravougaonika.
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4. Dokazati da od svih Cetvoruglova datog obima p kvadrat ima
najveéu povrsinu.

5. Odrediti stranicu romba ako je razmera nejgovih dijagonala m : n,
a povr§ina P.

6. IzraCunati povrSinu trougla ako su date dve njegove stranice,
b 1 ¢, 1 ugao izmedu njih 45°

7. Trougao ABC podeliti na dva jednaka dela pravom paralelnom
datoj pravoj.

8. Dodirne tagke kruga opisanog u datom trouglu obrazuju na stra-
nicama trougla odsetke m, n, p. Dokazati da je povr$ina trougla
jednaka A/mnp (m + n + p).

9. IzraCunati povr$inu Cetvorougla ako su mu dijagonale 8 sm i 5 sm,
a ugao izmedu dijagonala 30°.

10. Dokazati da su dva pravougla trougla sli¢na ako se njihove povriine
odnose kao kvadrati hipotenuza.

11. Uporedujuéi povrsine trouglova na koje simetrala ugla 4 trougla
ABC deli trougao dokazuju da je simetralom stranica a podeljena
na odsec¢ke proporcionalne duZinama drugih dveju stranica.

OBIM I POVRSINA KRUGA I DELOVA

U dati krug (O, r) upi§imo pravilan n-tougao P, i opiS§imo oko
njega pravilan n-tougao Qy. Intuitivno je jasno da je obim poligona
On vedi od obima kruga (O, r). Obim kruga poligona P, je manji od
obima kruga, $to se neposredno dokazu-
je. Obim kruga (O, r) nalazi se znali Py

uvek izmedu brojeva 2#x oy tg 180 i2nr / \
n
1 ( \
t

)

, bez obzira kakvo je n. Uzima-
n

njem sve veéeg broja n dolazimo do sve
bolje ocene obima kruga. Uzimajuéi da

n — teZi beskonaénosti, ustanovili bismo \ )
da obim pravilnog upisanog n-tougla i /

obim pravilnog opisanog n-tougla teZe N
istoj konstanti — obimu kruga. Obim ¢e
biti jednak 2rm, gde je konstanta — = SL. 83

iracionalan broj 3,14125...
Kad # neograni¢eno raste, ne samo da obimi upisanog i opisanog
n-tougla teZe obimu kruga, nego i povrdine tih poligona teze istom
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broju — povrsini kruga. Kako je odnos povr$ine i obima pravilnog
poligona jednak polovini polupre¢nika upisanog kruga, povr$ina kruga

M&j@m@—%-%nﬂuP=ﬁm

Definicija. Oblast kruga koja se nalazi u oblasti ma kakvog
datog centralnog ugla kruga nazivamo kruznim ise¢kom. Deo ravni
koji pripada oblasti veceg od dva koncentri¢na kruga, a ne pripada
oblasti manjeg kruga nazivamo kruznim prstenom. Deo ravni ogranicen
tetivom datog kruga i lukom kojem odgovara ta tetiva nazivamo kruz-
nim odse¢kom.

Teorema. Povr§ina kruznog isetka, kruga polupre¢nika r, koja
Crim.

360° o

Dokaz. Ako je ugao izraZen u stepenima, onda je

odgovara uglu « jednaka je

neime-

novan broj. Oznalimo ga [

Razmotrimo tri slucaja.

b 1) 7 je prirodan broj. U ovom slu-
¢aju je moguce Citav krug razdeliti na /

podudarnih kruznih iseaka K, K,,...

4 K; tako da je jedan od tih isecaka, na
primer K;, dati isecak. Sli¢no kao §to

smo zakljucivali pri izvodenju obrasca

za povrsi P (K, + K;) = P(K,) +

+ P(K)),... P(Ki + K, +...+ K,) =

P(K)+ P(K)+ ... + P(K) =P,
Sl 8+ gde je sa P obelezena povrSina kruga.
Iz poslednje jednakosti je [- P(K) = P,
6. P(K) = p——* _po® p__ % g
l 360 360 360

2) I je racionalan broj. U ovom slu¢aju moguce je predstaviti
u obliku m/n gde su m i n celi brojevi. Podelimo ukupan luk kruga na
m delova. Prema prethodno dokazanom slu¢aju povriina kruznog

. . _ 1 .
ise¢ka koji odgovara svakom od tih delova je jednaka P P. Dati
kruzni ise¢ak odgovara luku koji se moZe rastaviti na = takvih kruznih

. . y . . n
iseaka, pa je povrSina datog kruznog isecka jednaka P rinw =

. o
o 360°

72
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3) [ je iracionalan broj. Konstrui$imo nizove racionalnih brojeva
{rn}, odnosno {Sp} takve da je O <ri<7r,... <ryp... <l
S, 28 =2... 28 > ... >1[1da brojevi r,, i S, teZe broju kad

o

n teZi beskonacno. Odredimo uglove ¢, i ¢, takve da je

360°

=Tn
Pn

= sp. Ugao a, koji odgovara datom kruZnom iseku, vedi je

n
od ugla {4, a manji od ugla ¢, i zato je povr$ina datog kruznog isecka
Pn

o

. In . . . .
veéa od ?00 r?m, a manja od r?27 za svaki broj n. S obzirom

da se brojevi ¢y i ¢, pribliZavaju broju « povr$ina datog kruZnog

. L o
ise¢ka bic¢e jednaka —rim.

Teorema. Ako je ¢ tetiva kruga polupre¢nika r, kojoj odgovara
centralni ugao « (« << 180°) kruzni odse¢ak Q koji odgovara uglu «

sin a
2w — i —.

ima povrdinu P (Q) =

Dokaz. Povrdinu kruZnog od-
se¢ka O mozZemo predstaviti kao
razliku povr$ine kruZnog isecka koji
odgovara uglu « i povriine trougla
¢iji je jedan ugao o, a stranice tro-
ugla na koje naleZze ugao « jednake 7,
t. P(Q)= —— > — 2 20%.

360° 2

Teorema. Povriina kruZnog
prstena odredenog koncentri¢nim
krugovima polupreénika », i 7, je
jednaka [r%, — r?| 7.

Dokaz se bazira na &injenici SL. 85
da je povrSina kruZnog prstena
jednaka razlici povr$ina datih krugova, tj. jednaka 7,2 ® — 2 7, od~-
nosno r ™ — 72 w zavisno od toga da li je ry = ili 7, < 71y

ZADACI

1. Koliki je obim kruZnog ise¢ka ako je polupre¢nik kruga jednak 7,
a ugao isetka «?

2. Odrediti obim kruznog odsetka definisanog uglom « (« < 180°) i
polupre¢nikom kruZnice r.
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Dokazati da kruZni prsten nije konveksan lik.

4. Kakav je odnos polupreénika krugova koji defini§u kruzni prsten
ako je povrdina kruZnog iseka jednaka povrS$ini manjeg kruga.
(Uputstvo: Dokaz se zasniva na ¢injenici da je odnos povrSina dva
sli¢na lika jednak A2, gde je h koeficient sli¢nosti. Da bi se doka-
zalo to svojstvo dva sli¢na lika, dovoljno je posmatrati niz upisanih,
odnosno opisanih poligona toga lika ¢ija ¢e povrSina teZiti istom
broju — povrsini lika).

5. Dvema paralelnim pravama podeliti krug na 3 jednaka dela.

POVRSINA 1 ZAPREMINA PRIZME 1 PIRAMIDE
I ZARUBLJENE PIRAMIDE

Povrdina poliedra je jednaka zbiru povr$ina svih strana poliedra.
PovrSina prizme je jednaka zbiru povr$ina dveju osnova i povrSine
omotaa — povr$i koja se sastoji od ostalih strana prizme. PovrSina
piramide je jednaka zbiru povrdine osnove i omotaca.

Primer 1. Qdrediti povr§inu P prave prizme dija je osnova
pravilan x-tougao stranice @, a visina prizme H.

Re$enje. Bazu prizme moZemo raz-
loziti na n jednakokrakih trouglova Cije
su osnovice strane n-tougla, a vrh centar
n-tougla. Svaki od tih trouglova ima os-

360°
| novicu g, a ugao pri vrhu jednak —,

b pa je povrSina svakog od njih jednaka
%-az ctg 0 jer im je visina jednaka

. Ukupna povr$ina prizme:

5 actg

©Q

. 86 180°
je jednaka P = 17 na® ctg T + naH.

Primer 2. Odrediti povrS$inu pravilne piramide dcija je osnova
pravilan n-tougao stranice, a bofna visina piramide A.

180 + L nah.
2

Odgovor: % na® ctg

Primer 3. Pravilna piramida, cija je osnova pravilan n-tougao
stranice a, bo¢na visina /i, preseena je ravni paralelnom ravni osnove
koja polovi visinu piramide. Odredi povriinu P tako dobijene zarubljene
piramide.
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Refenje. Svaka bolna strana zarubljene piramide ima povrSinu
3 . e . " .
—— ah, a gornja osnova ima Cetiri puta manju povrsinu od donje osnove.

8
5 180°
. . _ 5
Nalazimo da je P 16 @ ctg p

+ % nah.

Da bismo mogli govoriti o zapremini tela, kao meri veli¢ine tela,
potrebno je uvesti aksiomatski pojam zapremine.

1) Dva jednaka (podudarna) tela imaju jednake zapremine.

2) Zapremina tela koje se sastoji od neka dva tela jednaka je
zbiru zapremina svojih delova.

Definicija. Dva tela jednakih zapremina nazivacemo jednakim.

Kao $to je to bio slucaj sa merenjem ravni, mora se i u prostoru
izabrati jedini¢no telo.

Za jedini¢no telo uzimamo kocku ¢ija je stranica jedini¢na duz.

Teorema. Zapremina pravouglog paralelepipeda (kvadra) je
jednaka proizvodu duZina triju njegovih, uzajamno ortogonalnih ivica
(dimenzija kvadra).

Dokaz. Pretpostavimo najpre da su dimenzije kvadra celi brojevi
a, b i ¢c. Kvadar moZzemo podeliti ravnima paralelnim stranama na
jediniéne kocke kojih ¢e biti a- b ¢. Podrazumevajuéi ta¢nost iskaza
datog u aksiomi 2., izvodimo da je zapremina kocke a- b- c.

Pretpostavimo sada da su dimenzije kvadra a, b, ¢ racionalni
brojevi. MoZemo ih redom predstaviti u obliku koli¢nika celih brojeva

K l m .. . .
a=-- b= = ol Deljenjem kvadra ravnima paralelnim stra-

nama na kocke dimenzije —— nalazimo da tih kocki ima k- /- m, a za-
n

premina svake od njih jednaka je%, jer se n® kocki dimenzije 1 sadrzi
u kocki dimenzije 1, pri ¢emu je potpuno ispunjavaju. Prema tome,
zapremina kvadra je jednaka K- [ -m- % = abc. '

Prestao je slucaj kad je od dimenzija kvadra «, b, ¢ makar jedan
broj iracionalan. Potpuno analognim postupkom kao pri izvodenju
povrSine pravougaonika nalazimo da je i u ovom sludaju zapremina
jednaka abc.

Kavaljerijev princip. Ako dva tela mogu biti postavljena u
takav poloZaj da svaka ravan, paralelna datoj ravni sede oba tela po
povrSima iste povr§ine, onda su ta tela jednaka po zapremini.
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Dokaz ¢emo izostaviti jer izlazi izvan okvira elementarne ma-
tematike.

Teorema. Zapremina paralelepipeda je jednak proizvodu osnove
paralelepipeda i njegove visine.

Sl. 87

Dokaz. Obelezimo temena paralelepipeda sa A, B, C, D, A’
B, C', D’ (na slici). Stranicu AB osnove oznadimo sa a, visinu parale-
lograma osnove koja odgovara stranici a ozna¢imo sa A, a visinu para-
lelepipeda sa H. Dokazimo da dati paralelepiped ima zapreminu jednaku
zapremini kvadra ¢ija osnova ima dimenzije a i 4, a visina kvadra je H.
Pretpostavimo da osnove kvadra i paralelepipeda pripadaju istoj ravni
i da se oba tela nalaze sa iste strane ravni osnova. Svaka ravan paralelna
ravnl osnove tela, ako seée jedno telo, seci ¢ée i drugo i preseci su jedna-
kih povr§ina. Po Kavaljerijevom principu zapremine tih tela su jednake,
pa je, na osnovu prethodne teoreme, i zapremina paralelepipeda jednaka
proizvodu povrsine osnove i visine paralelpipeda.

Teorema. Zapremina V prizme, {ija povrSina baze je jednaka
B, a visina (prizme) jednaka H, je jednaka B- H.

Dokaz. Kao iu dokazu prethodne teoreme, moZemo pretpostaviti
da se ravni donjih osnova prizme i nekog kvadra baze B i visine H
poklapaju i da se oba tela nalaze sa iste strane te ravni. Neposredno

zakl)UCU]emo (na osnovu Kavaljerijevog principa) da ova dva tela
imaju jednake zapremine: V = B- H.

Teorema. Zapremina piramide je jednaka trecini prizovoda
osnove 1 visine piramide.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da je piramida trostrana. Obele-
Zimo temena piramide sa 4, B, C i D. Konstrui§imo prizmu ¢ija je
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e e 2 2 N

osnova trougao 4BC, jedno teme gornje osnove D, a ostala dva temena
gornje osnove E i F u takvom poloZaju da je BE || AD, CF || AD.
Prizmu ABCDEF mozemo razdeliti na tri piramide: 4ABCD, FDEB
1 CDFB. Strane ADC i DFC piramida ADCB i DCFB leze u istoj
ravni i jednake su. Visine tih piramida na strane ADC, odnosno DFC,
takode su jednake i zato ¢e svaki presek tih piramida sa ravni paralelnom
ravni osnova biti jednak po povrsini, §to moze da se obrazlo#i na osnovu

F

\
\
\
\
\

\
\

D \

3 )

—

Sl. 88

teoreme o proporcijalnim odseccima. Na osnovu Kavaljerijevog principa
zapremine tih piramida su jednake. Analognim postupkom dokazujemo
da su zapremine piramida FEDB i FBCD jednake. Znadi, prizma se
sastoji od tri piramide jednakih zapremina, §to znadi da je V (ABCD)=

1
= -— V(ABCDEF) = —B H; sa H je obeleZena visina piramide,
a sa B povrsina osnove ABC.

Izvedimo dokaz za n-tostranu piramidu (z > 3). ObeleZimo
temena osnove te piramide sa A;, A,,... Ay, vrh piramide sa S, vi-
sinu piramide sa H i osnovu piramide sa B.

_ Ravnima SAnAy; SApds,... SApAn-; moZemo razdeliti datu
piramidu na trostrane piramide:

SAAzAnys SAA3An,. .. SAn—, An-y An.

28 Matematika 433
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Sl. 90

Zapremina V date piramide jednaka je zbiru zapremina ovih piramida:

1 1
V= PAndid) Hot = PAudsdy) Ht o+

1 1
+ o P(Anadns dn) = —— B H.

Teorema. Zapremina V' zarubljene piramide, ¢ija je visina 4,

a povrsine osnova B; i B, (B > B,) je jednaka —;i (B ++/ BB, + By).

Dokaz. Dopunimo zarubljenu piramidu do piramide 1 njenu
visinu oznadimo sa H.

Bice \/-B?1 v/ B=(H— h): H, a zapremina zarubljene pira-

[
mide: V = % B H— % B, (H — k). Iz poslednjih dveju jedna-

¢ina, eliminisanjem nepoznate, H dobijamo obrazac za zapreminu:
h -
V = 5 B+ VEBE + B,

ZADACI

1. Osnova prave prizme je paralelogram stranice 3 i 4 i dijagonale
jednake 5. Odrediti visinu i zapreminu prizme ako je njena povr$ina
100 sm?

2. Kolika je ivica kocke ako je odnos zapremine i povrSine kocke
jednak 6.

3. Izradunati povrsinu piramide kojoj je osnova trougao stranica 3,
8 19, visina 16, a podnoZje visine centar upisanog kruga.

4, Nadéi zapreminu pravilne trostrane zarubljene piramide ako su bo¢ne
strane nagnute pod uglom prema ravni osnove, a povr§ine osnova
B, i B,.

POVSIRNA I ZAPREMINA VALJKA, KUPE, ZARUBLJENE KUPE,
OBRTNIH TELA, LOPTE

Kod valjka, kupe, zarubljene kupe,... nije mogudée izratunati
povrs$inu razlaganjem povrsi tela na delove koji bi bili sadrZani u jednoj
ravni. Zato je potrebno definisati (uvesti), §ta znali povrSina neke
takve povr$i.
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Valjak moZemo smatrati granicom u nizu prizmi ¢ije su gornja
i donja osnova pravilni n-tougli upisani u gornju i donju osnovu valjka
kad » neograni¢eno raste. Isto tako; i pod povr§inom valjka ¢emo
smatrati granicu (broj) kojem se priblizava niz vrednosti povrina tih
prizmi kad n neogranieno raste. Analogno, kao i kod prizme, i kod
valjka ¢emo razlikovati povr§inu osnova valjka i povrSinu preostalog
dela povrsi valjka (omotaca).

Teorema. Povr§ina pravog valjka polupreénika osnove r i visine
H je jednaka 2rm (r + H).

Dokaz. Osnove valjka su krugovi polupre¢nika r i svaka ima
povrdinu r*w, obe ukupno 2rZx. Da bismo zakljudili ¢emu je jednaka
povr$ina omotaca valjka, primetimo da je povrSina omotaca upisane
pravilne n-tostrane prizme u valjak jednaka proizvodu obima osnove
prizme i visine valjka. Obim pravilnog »-tougla upisanog u krug teZi
obimu kruga kad n neogranic¢eno raste i zato je povr$ina omotaca valjka
jednaka 2rmH. Ukupna povrSina valjka je 2rm (r + H).

Pod povrS$inom kupe ¢emo podrazumevati granicu kojoj se pri-
blizava niz vrednosti povrSina upisanih pravilnih piramida kad =
neograniceno raste.

S obzirom da je kod pravilne pira-
mide povr$ina omotaca jednaka polupro-
izvodu obima osnove i bolne visine
valjka, neposredno zaklju¢ujemo da je
tvrdenje teoreme, koja ¢ée biti upravo
navedena, taéno.

Teorema. PovrSina prave kupe,
¢ija je izvodnica (duz koja spaja vrh kupe
sa nekom tatkom kruga osnove kupe)
jednaka /, a polupreénik osnove kupe
jednak 7, je jednaka rm (/ + 7).

Teorema. Povriina zarubljene ku-
pe polupreénika osnove Rir, (R > r) i
SL 91 izvodnice [ jednaka je (R 4 r)im 4+
r’n + R,

Dokaz. Dopunimo zarubljenu kupu do kupe. Izvodnicu tako
dobijene kupe oznaéimo sa ¢. Povr$ina omotata M zarubljene kupe
biée jednaka razlici (Rt — rsw) povrdina omotaéa dveju kupa, gde je
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t —s =1/ Osim toga, na osnovu teoreme o proporcionalnim odsed-
cima je: r : R = s : . Eliminisanjem s i ¢ iz jednakosti

M= Rt —rs
t—s=1
r:R=5:1¢

nalazimo da je M = Riw — t
— rsm, a ukupna povréina

(R4 7r)In +r*r 4+ R’xn. Ro-

tacijom kruga oko jednog pre-

¢nika dobijamo u prostoru £
sferu. Njenu povr$inu moze-
mo jzratunati kao granicu
povrSina rotacionih tela nas-
talih obrtanjem u prostoru
pravilnih n-touglova upisanih
u krug. Bez dokaza navodimo
da je povr$ina lopte jednaka
4r?m, gde je r polupre¢nik S1. 92
lopte.

‘ _I'insa_u')e prizme, piramide, odnosno zarubljene piramide koje smo
koristili prll_lkom_ izvodenja povrsina valjka, kupe (odnosno zarubljene
kupe) uvodimo i prilikom izvodenja zapremina tih tela. Zapreminu

= ]

/

Sl. 93
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valjka, kupe (odnosno zarubljene kupe) moZemo smatrati granicom
zapremina na pomenuti nacin upisanih tela.
Neposredno nalazimo da je:
— zapremina valjka jednaka proizvodu povrSine osnove valjka
i visine valjka, o
— zapremina kupe jednaka tre¢ini proizvoda osnove kupe 1 visine
kupe,
h

— zapremina zarubljene kupe, data obrascima V= 3 B +

+ A/ BB, + B,) (gde je h visina, B jedna, a B; druga) osnova
zarubljene kupe.
A

Sl. 94a

SL 94b

.. 4
Teorema. Zapremina lopte polupre¢nika R je )ednakaT R?,

Dokaz. Iz pravog valjka, &ija je visina jednaka polupreéniku R
osnove, isecimo kupu &ija se osnova poklapa sa gornjom 0snovom
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valjka, a vrh kupe je centar osnove valjka. Tako dobijeno telo oznacimo
sa Q. Neka je lopta polupre¢nika R data u takvom polozaju da centar
lopte pripada ravni donje osnove valjka. Ta ravan ce seéi loptu na
2 polulopte. Ozna¢imo sa L onu od tih polulopti koja se nalazi sa iste
strane ravni donje osnove valjka sa koje se nalazi i telo Q. Ako postavimo
ravan paralelnu ravni osnove valjka koja sece tela Q 1 L i na odstojanju
je x od ravni osnove valjka, dobiéemo preseke te ravni sa Q i L iste
povrsine jednake (R? — x%) . Po Kavaljerijevom principu tela Q i L

¢e imati istu zapreminu. Telo Q ima zapreminu R3®w — — R37w =

2 . . o, . 4
=5 R3m, pa je zapremina Citave lopte jednaka =3 R3m.

ZADACI

1. Odrediti visinu pravog valjka ako je njegova povrSina jednaka 10,
a zapremina 8.

2. Trougao stranica a, b i ¢ rotira se u prostoru oko prave odredene
stranicama. Odrediti povr§inu i zapreminu tako dobijenog rota-
cionog tela.

3. Data je stranica a pravilnog osmougla upisanog u krug. Izracunati
visinu pravog valjka ¢ija je osnova dati krug, ako je razlika povr$ina
tog valjka i povrSine pravilne prizme upisane u taj valjak, ¢ija je
osnova osmougao, jednaka s,

TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE

1
1. RADIJAN. VEZA IZMEDPU RADIJANA I STEPENA

Neka promenljiva veli¢ina moZe da se meri na vise nacina. U sva-
kom merenju mora biti odredena jednica za merenje. Kao $to znamo,
u geometriji jedinica merenja ugla je stepen (1°). Svaki ugao ima odreden
broj stepeni, na primer prav ugao ima 90°, opruZzen 180°, pun 360°.

Medutim, ugao moZe da se meri i radijanima. Da bismo ga defi-
nisali, na¢inimo kruZni ise¢ak kruga poluprecnika r i, neka je -duzina
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! kruznog luka AB jednaka polupre¢niku, to jest / = r. Oznadimo sa «
veli¢inu centralnog ugla +« AOB. Iz formule za duzinu kruznog luka
| = STT nalazimo:
18007 ’
180"

™

(180° o 180°

TC T K

/
(1) “= -
Qdatle zaklju¢ujemo da velitina « ne zavisi od izbora poluprecnika 7,
a to zna¢i da ni centralni ugao « AOB ne zavisi od poluprenika r.
Otuda, ako je [ =7, I' =+, onda « AOB = « A’OB’, $to znaci da
gornjom konstrukcijom (kada uzimamo da je duZina / kruZnog luka
jednaka polupre¢niku ) dobijamo uvek isti ugao.

Za taj ugao kafemo da ima jedan radijan.

»

SL. 95

Ugao koji ima jedan radijan uzimamo za jedinicu merenja ugla.
Prema tome, ugao « ima x radijana, ako se ugao od 1 radijana sadrZi
x puta u tom uglu.

Iz formule (1) nalazimo da je:

o

2 1 radijan = 180 = 57,29578° = 57°17'44,8"

T

3) 1° = radijana = 0,017455 radijana.

o

Ovo su priblizne vrednosti, po§to je za m uzeta pribliZna vred-
nost 3,14159.
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Neka ugao « ima x radijana. Tada iz formule (2) nalazimo:

180° .
x radijana = x- 1 radijan = x- . Prema tome, ako neki ugao «
K3
. .. . - . x-180° .
ima x radijana, tada je negova veli¢ina (mera) u stepenima __n_—’t]
180° ,
4) a=Z i, obrnuto, x = .
T 180°

Primedba. 1z druge jednakosti vidimo da je radijan neimenovan
broj.
. Primer 1°. Odrediti radijansku meru ugla od a) 60°, b) 180°,
c) 360°.

Refenje: a) x = —— = — r- 60" 7,
180° 180° 3
DY AL A8 ARVE RV
180° 180°

mo ' w360
180° 180°

Primer 2°, Neka centralni ugao u krugu polupre¢nika r ima x
radijana. Odrediti duzZinu / odgovarajuceg luka.

Resenje: Neka je o veli¢ina datog centralnog ugla. Prema formuli

x- 180°
o Tr————
4), o« = ﬂ Dalje nalazimo / = e i =
i 180° 180°

=rx, tj. [ = rx.

2. RADIUS VEKTOR

Znamo da svaka ta¢ka T" u ravni pravouglog koordinatnog sistema
XOY ima potpuno odredene koordinate xiy. Na primer, tacka T
ima prvu koordinatu —2 i drugu koordinatu 3, a taka T, ima koordinate
0 i —2. Prema tome, tatka T, je odredena parom (—2, 3), a tatka T,
parom (0, —2). U op$tem sludaju, bilo koja tatka T odredena je nekim
parom (x, y). ‘

Vektor OT zove se radijus vektor tatke 7. Primetimo da je za
zadatu ta¢ku T sasvim odreden njen radijus vektor. Zbog toga uzimamo
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da su koordinate tacke T istovremeno koordinate i njenog radijus vektora.
Na primer, koordinate radijus vektora O_I)"l su —2 1 3. Neka je sa r
oznacena suzina (intenzitet) vektora O_Y)“ , a sa a ugao koji obrazuju
5)T i x-osa. Primetimo da je » u stvari odstojanje tatke T od koordi-
natnog poletka. DuzZina r i ugao « odreduju polozaj tacke T u ravni
XOY, te, zbog toga, radijus vektor O?" gesto zovemoqi vektl;ororfl
polozaja tacke T. Vektor poloZaja takode obelezavamo i sa 7, tj. OT =r.

T-23) |
A U Tix,y)
} 2 !
]
’ i
! |
Il 1 |
]
| ,
T r
-3 -2 -1 O 1 2 3 4 e
“f
21 T.(0,-2)

Sl. 96

—
Primer. Nadi intenzitet r, radijus vektora OTy.

ReSenje. Neka je T, normalna projekcija tacke 7y na x-osu.
Tada je A OT,T', pravougli, sa katetama ¢ije su duZine g = 2, b = 3.
Ako primenimo Pitagorinu teoremu, dobija se r? = @® + 0> = 2% +
4 3 =13, odakle r, = 4/13.
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3. PROSIRENJE POJMA UGLA. ORIJENTISANI UGLOVI

Neka se tacka 7" kreée po krugu K, &iji centar leZi u koordinatnom
poletku. Kazemo da se tatka T krele u pozitivnom smeru, ako se krece
obrnuto smeru kretanja kazaljke na satu. Ako se kreée u smeru kretanja
kazaljke na satu, tada kazemo da se tatka T kreée u megativnom smeru.

d
——
—
M
ol A
o N %
K /
Sl. 97

" Pretpostavljajuéi da se tacka 7' nalazila u poletnom poloZaju
A i da se kre¢e u pozitivnom smeru, njen radijus vektor OT opisuje
ugao < AOT. U polozaju M, taj ugao je « = « AOM. Kada tatka T
ponovo dode u poloZaj N, ona je opisala pun krug, tj. « AON = 360°.
Pretpostavljajué¢i da se i dalje krece, kada ponovo dode u polozaj M,
tatka T je opisala uglove 4« AON = 360° i « AOM = «. Tada
smatramo da je tacka pre$la ukupan ugao 8 = 360° + «. Tako dolazimo
do ugla B koji je vedi od punog ugla. Ako se tatka T obrne % puta u
pozitivnom smeru i ponovo dode u polozaj M, tada je njen radijus
vektor opisao ugao k& 360° + «. Na taj nadin dobijene uglove smatramo
uopS$tenim.
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N

Sl 98
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SL 99

-

Za ugao koji je nastao obrtanjem radijus vektora u pozitivhom
smeru, kaZemo da je pozitivno orijentisan (ili samo pozitivan). Ako je
nastao obrtanjem radijus vektora u negativnom smeru, tada kazemo
da je negativno orijentisan (ili samo negativan). Tako, ako je « =
= « AOT, tada sa —a obelezavamo « TOA. Na sl. 100 takode je
—a = « AO0T".

9
- T
£ A \ .
O\ // X
T
Sl 100

Primer 1°. Neka ugao « ima a) 720°, b) 1000°. Koliko ima onda

rad ana?

T __ - 720°

Refenje: a) x = = .
180° 180°

= 4r radijana.

by x— o T 10000 g,
180° 180°

Primer 2°. Neka ugao ima a) 5w radijana, b) 20 = radijana.
Ko ko ima stepeni?

’
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C (o] . 5 -
Refenje: a) o = ! 80°x = 180%- 5= = 900°,
3 ™
by a=io0x_ IBIOT 56000,
T T
Primer 3°. Sabrati uglove « i B ako je a) « == 350°, 8 == 400°,
b) « == = radijana, B = 7 = radijana.

Reéfenje: a) o« + = 350° 4 400° = 750°, b) a4+ B =m+
+ 7 7= 8 w. Izvsditi u oba slucaja geometrijsku konstrukciju.

2
1. DEFINICIJA TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA
Neka je u ravni XOY dat krug K polupreénika 1, ¢&iji centar

le#i u koordinatnom podetku. Uo¢imo ugao « koji je nastao obrtanjem
radijus vektora pokretne tatke T po krugu K, iz poCetnog poloZaja A.

kit

Tix,
xy) y
.
x n y
- 0 1 5

~—— |
1

Sl 101

Radijus vektor OT ima koordinate (x, y) (koje su istovremeno i koordi-
nate tacke T).
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1° Kosinus ugla « definiSemo kao prvu koordinatu radijus vek-
-
tora OT. Kosinus ugla « obelezavamo sa cos «.

2° Sinus ugla o definiSemo kao drugu koordinatu radijus vektora
—
OT. Sinus ugla a obeleZavamo sa stz «.

Prema uvedenim oznakama je:
m oS @ = x, Sin o =Y.

3° Ako je prva koordinata razlic¢ita od 0 za rangens ugla «, uzi-
mamo koli¢nik druge i prve koordinate. Tangens ugla « obeleZavamo
sa tg a.

4° Ako je druga koordinata razli¢ita od O za korangens ugla «,
uzimamo koli¢nik prve i druge koordinate. Kotangens ugla « obele-
Zavamo sa ctg «.

Prema uvedenim oznakama imamo:
(2) tg « = ylx, ctg o = x/y.

Iz definicije vidimo da svakom wglu « moZemo da pridrusimo
odreden broj cos «. Takvo pridruZivanje je jedna funkcija. Ovu funkciju
zovemo kosinusnom funkcijom, ili samo kosinus. To pridruZivanje obe-
leZavamo sa:

o — COS &

Na sli¢an nadin uvodimo sinusnu funkciju, odnosno sinus, zatim
tangens 1 korangens. Funkcije Cesto obelezavamo slovima (kao §to pro-
menljive veliine ozna¢avamo sa x, y, 2, ...). Ako je, na primer, neka
funkcija f sinusna funkcija, tada piSemo f(«) = sin «. Sli¢no je ako
su u pitanju ostale funkcije. Sinus, kosinus, tangens, kotangens zovemo
trigonomerriyskim funkcijama.

2. OSNOVNE VEZE IZMEDU TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA

Uocimo trougao AN\ OTT' na sl. 101. Kako je T’ normalna pro-
jekcija tatke T na x-osu, to je taj trougao pravougli. Kateta OT’ ima
duzinu |x|, a druga kateta 77’ duZinu |y| (za§to uzimamo apsolutne
vrednosti |x| i1 || umesto samih brojeva x, y?). Hipotenuza OT jednaka
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je polupretniku kruga K, a ovaj je polupre¢nika 1, te je OT = 1. Pri-
menom Pitagorine teoreme, dobijamo:

1=0T?= OT"? + TT? = [x}2 4 |¥|? = cos? a + sin? «, odakle
1° cos? « 4+ sin? a0 = 1.

Ova identi¢nost vazi za proizvoljan ugao «. Dalje imamo:

¥ sin o x Cos ® x 1
tgo(:—:-——-i’ CthCZ—:". 5 Ctga:;z—:
x cos y sin « v y
x
== '_tg" te imamo sledeée identitete koji vaze za proizvoljni ugao o:
o
o in o COS & 1
2° tga = , Clga = — ,  Clg o = .
COs o. sin o tg

Identi¢nosti 1° i 2° smatramo osnovnim trigonometrijskim iden-
tiénosti 1 one prikazuju veze izmedu trigonometrijskih funkcija.

3. DALJE O TRIGONOMETRIJSKIM FUNKCIJAMA. VREDNOSTI
TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA OSTRIH UGLOVA
U PRAVOUGLOM TROUGLU

Uodimo zrak / odreden radijus vektorom 6_1)" i dve tatke M, N
na tom zraku. Tada su trouglovi A ONN’, A OTT’, A OMM' medu-
sobno sli¢ni, te su njihove stranice proporcionalne. Neka je ¢ ugao

odreden radijus vektorom O7T. Ako sa R oznalimo intenzitet vektora
OM, sa r intenzitet vektora ON, imamo sledeée proporcije (uzimajuéi
—>
u obzir da je OT = 1):
OT' :OT = x:1 = OM' : OM = ON’ : ON odakle
oM ON'

X = — ——. Otuda je
oM ON
oM _ ON'
(1) s Q= —p— = —

S i¢no nalazimo:
T_T’:(_ﬁ-":y:l = MM' : OM = NN’ : ON

448

odakle je

oMM NN’
oM ON
Kako je OM'" = MM, NN' = ON”
imamo:
. OM/I ——II
2) sing = —p—= ON . Sli¢no je
1 OI_M’
(3) go=—-— cligo=—
oM’ oM”
‘4
M M
T‘ ']
7
y 8
N Nu L
X
M T N Q o} X

Sl. 102

Ako uotimo pravougli trougao A ABC, gde je « = « CAB,
= « ABC, AC =1b, BC = a, AB = ¢, sa temenom A u koordi-
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natnom pocetku i pravim uglom u te: au C, tada zakljuéumjeo, kao
malopre, da je:

b . a a b
0] cos o0 = —-, 2) sin o= -, (3) o= —- (4) clg o= —->

$to mozemo iskazati reCima:

1° Sinus o$trog ugla jednak je koli¢niku mernih brojeva duZina
naspramne katete i hipotenuze.

2° Kosinus o$trog ugla jednak je koli¢niku mernih brojeva duZina
nalegle katete 1 hipotenuze.

3° Tangens ostrog ugla jednak je koli¢niku mernih brojeva du-
7ina naspramne i nalegle katete.

4° Kotangens ostrog ugla jednak je koli¢niku mernih brojeva
duzina nalegle i naspramne katete.

4. VREDNOSTI TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA UGLOVA OD
0°, 30° 45° 60° 90°, 180°, 360°.

Sa slike 103. nalazimo redom koordinate pokretne tacke T i
to za uglove: :

1° « AOT = 0°, tatka T ima koordinate (1, 0), pa je cos 0 = 1,
sin 0° = 0, tg 0° = 0, ctg 0° nije definisan.

4

S1. 103 a
450
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SL. 103 b

S

SL 103 ¢

-~

5
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- UM T x

G\

Sl. 103 d

2° « AOT = 90°, tatka T ima koordinate (0, 1), pa je cos 90° =
= 0, sin 90° = 1, tg 90° nije definisan, ctg 90° = 0.

3° « AOT = 180°, tatka T ima koordinate (—1,0), pa j
cos 180° = —1, sin 180° = 0, tg 180° = 0, ctg 180° nije definisan.

4° « AOT = 360° tatka T ima koordinate (1, 0), pa je cos 360° =
=1, sin 360° = 0, tg 360° = 0, ctg 360° nije definisan.

®

Ako je €« AOT = 30° tada je trougao A OTB jednakostrani¢an

(sl. 104). Posto je OT =1, imamo OM = -\/73—, ON=%, te je
cos 30° = ﬁzi sin 30° = % tg 30° = L/ssi" ctg 30° =4/3.

Sa slika 105. 1 106. na sli¢an nacin nalazimo:

V3 3

cos 60° = é—, sin 60° = Y-, tg 60° = 4/3, ctg 60° = V——

2 3
cos 45° = #) sin 45° = \/22 , tg 45° = 1, ctg 45° = 1.
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T
60°
30° M 1A
30° 1
o
Sl 104
4
-
{
60° 60\ A
M 1
Sl 105
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45° /< A

Sl. 106

Sve dobijene vrednosti mozemo prikazati u obliku tabele:

Tablica 1
o« 0° [‘ 30° 45° 60° 90° | 180° | 360°
sin «. 0 A Ki ﬁ 1 0 0
2 2 2
| — -
| cosw 1 ﬁ. _lii i 0 —1 1
2 2 2
3 _
tg o 0 ]’/_ 1 — 0 0
g 3 V3
- 3
ctg . —_— 1 1/— 0 = -
g V3 3

Mi smo izra¢unali samo neke vrednosti trigonometrijskih funkcija.
Medutim, zbog njihove vaZnosti napravljene su tablice u kojima su
prikazane (priblizne) vredosti trigonometrijskih funkcija i to — bilo da
se ugao meri stepenima bilo radijanima. Uputstva za &itanje tih vred-
nosti data su u odgovarajuéim tablicama.

Primer 1° Odrediti ostale elemente pravouglog trougla ako je data
kateta (@ = 2) i suprotan ugao (o = 25°34")
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Refenje: Nalazimo da je sina = ©, odakle je ¢ = —0—.

c sin o
Iz tablica nalazimo sin 25°34’ =~ 0.4316. Otuda je ¢ = 2/0.4316 = 4.615,
tj. ¢ ~ 4.62. Iz Pitagorine teoreme ¢?> = a? + b%, dobijamo b =
=4/ 2 —a® =1/ 4622 — 22 x 415, tj. b=4.15. Kakoje x +B =
90°, to je B = 90° — o = 64°26¢’.

B 8
p a
< - 173
A b c

Sl 107

Primer 2° Stap AB duzine
1.73 m poboden je u zemljiSte pod ol
pravim uglom, a njegova senka 4B’ A
je duZine 1 m. Odrediti pod kojim |
uglom padaju sundevi zraci na S1. 108
zemljinu povrSinu.

Refenje: 1z pravouglog trougla A ABB’ nalazimo da je tg a =
= AB|AB = 1.73]1 = 1.73 x4/ 3, tj. tg« ~4/3. Otuda je « = 60°,
tj. suncevi zraci padaju
pod uglom od 60°.

Primer 3° Neka je
data duZina a stranice
pravilnog »-tougla. Od-
rediti njegovu povr$inu.

ReSenje: Neka je S
centar tog n-tougla i
Ay, Ay, . .5 Ap temena. Ay A,
Tada je povrsina P
n-tougla P = Pasasa,+

"I_PASAz..; e +

+ PAS‘\H—lAn- h
Medutim, kako su A

trouglovi A SA4,4, = n a A

X ASAA4, ... x <

~ N\ SdApyAn, to je A,

P=n.Ppsaja;. S druge SI. 109
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360° 2
strane o = & 4,54, = = — = 7”

. Iz pravouglog trougla A SC4,

. . ® h . a ® . .
nalazimo da je ctg 2T a7 odakle je & = > ctgi. Posto je
Pasasne = 2 dobijamo P S RS S

ASA1A2 = ) 1jamo ASA1Az = 5 . 5 g > =7 z o

a* T . na? T
=Tctg7. Otuda je P = 3 ctg—n——-

5. PROMENE TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA

Neka se tacka T kreée u pozitivnom smeru iz pocetnog poloZja 4.
Tada se odgovarajuéi = €« AOT menja i to raste. Posmatrajmo Sta
se tada de$ava sa funkcijom f(«) = sin .

1° Kada se tatka T krece od poloZaja 4 do poloZaja B, ugao o
TC

raste od 0° do 90° (od O radijana do > radijana).
1Y
1|8
V) T
1
Y pm—fpmm e N
ol
¢ s A
0 1 s
-1
SL 110
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Neka je « < «y < 90° i y, y, druge koordinate tataka 7" i T7,.
Tada je y < y,. Kako je y = sin «, y, == sin «,, imamo sin « < sin a,.
Znati da u prvom kvadrantu sinusa funkcija raste od 0 do 1. Osim toga,
vidimo da je sin « pozitivan i manji od 1.

-~

SL 111

Sli¢no zaklju¢ujemo:
2° Kada se tacka T kre¢e od B do C, tada ugao « raste od 90°
do 180° (od —g— do TE). Istovremeno sin « opada od 1 do O.

3° U treCem kvadrantu, kada se tatka T kreée od C do D tada
ugao raste od 180° do 270° (od  do 3771) sin o opada od 0 do —1.

4° U Cetvrtom kvadrantu ugao « menja se od 270° do 360
(od?%71 do 27:), sin « raste od —1 do 0.
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Sli¢nu analizu moZemo uraditi i za ostale trigonometrijske funk-
cije. Ako nam simbol " znaci da funkcija raste, a ™\, da opada, imali
bismo slede¢u tabelu (gde su uglovi izrazeni u radijanima):

Tablica 2

. I s Tl A =
sino 0 —/'— 1 N 0 \ -——‘i 7 - ‘0_

cos o 1 \u 0 *\, —1 yd 7— Vil 1
we | 0 s | —| A0 A= A 0
ctgo — N 0 \ — \ 0 | N i ;"_'

Za funkcije kosinus, tangens i kotangens sprovedite analizu rasta.
Takode, napravite ovu tablicu ako se ugao izraZzava u stepenima.

Primetimo da smo za funkciju sin « usput pokazali da je
Isin «} < 1. Sli¢no je |cos «| < 1. Funkcije tg « i ctg « su neograniéene.

6. ZNAK TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA

Na osnovu analize sinusne funkcije i tab. 2. zakljuéujemo da ako
je o u proom ili drugom kvadrantu, da je onda sin « pozitivan. Ako je
o u treem ili Gervrrom kvadrantu, onda je sin « negarrvan. Dobijene
rezultate mozemo prikazati u obliku slike:

4 9 9
+ + - + - +
X X< X
. — - + + -
SiNUs cosinus 'iangens [l coionqens
SI. 112
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Ovde ¢emo pokazati da se vrednost trigonometrijske funkcije
ma kog ugla mozZe svesti na vrednost trigonometrijske funkcije odtrog
ugla. T'o nam omogudéuju sledeéi identiteti (ovde ¢emo koristiti i osobine
trigonometrijskih funkcija o$trih uglova u pravouglom trouglu § 2.3.,
a, takode, i osnovne veze izmedu trigonometrijskih funkcija):

Neka je « oStar ugao, tj. 0° < « < 90°,

1. VREDNOST TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA OD 90° — «

Uodimo pravougle trouglove A AOB i A AOC u koordinatnom
sistemu XOVY i neka je « = « AOB (sl. 113). Tada imamo:

90-L
6] <
SIL. 113
U trouglu A AOB: cosa = O?B, sin o = g
04 04
U trouglu A 40C: sin{(90°—a) = ‘E , ¢os (90°—a) = @
04

Kako je AC = O—B, AB = OC imamo: sin (90°— &) = cos a,
sin (90°—a)  cos

cos (90° —«) = sin «. Dalje je tg (90°—a) = =

cos (90°—a)  sina
= ctg «, 1j. tg(90°—wa) = ctg a.

_cos(90°—a) sin«

Sli¢no ctg (90° — ) =tga, tj. ctg (90° — o) =tgo.

sin (90°—«) cosa

Primer. sin 70° = sin (90° — 20°) = cos 20°, tg 89° = tg (90° —
—1°) = ctg 1°, cos T = cos (1 - jl) = sin w[6
7 3 2 6 '
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2. VREDNOSTI TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA UGLOVA
OD 90° + «.

Neka je a = « COT (sl. 114). Tada je « AOT = 90° + «
te je sin (90° 4+ o) =y = Q_C. S druge strane, iz pravouglog trougla

A OCT imamo cos x = g = oc _ OC, teje sin (90° + «) =
oT r
= COS . Dalje,_cos (90° + «) = x = —OB. S druge strane je sin « =
TC OB — o . .
= ——— = —— = OB, te je cos (90° + «) = —sin «. Otuda imamo
oT 1
i ove identi¢nosti:
4
{
Toeypl < <ly
B N A
~f X 0 | X
SL 114
sin (90° + «) cos « ,
tg (90° + &) = = = —ctg « tj. tg(90° + o) =
8( ) cos (90° + a) —sin « g 1. 18 )

cos (90° + &)

= —ctg «. Sli¢no nalazimo: ctg (90° + «) =
sin (90° 4 o)

= T g 1. ctg(90° - o) = —tg .

COS &

Primer. L B
1° sin 120° = sin (90° + 30°) = cos 30° = \/23 , 1. sin120°:—-\—/2—3— .
2° cos 150°=cos(90°+60°) = —sin 60° = — \/23, tj. cos 150":—# .

3° 15 135° = tg (90° + 45°) = —ctg45° = — 1, tj. tg 135° = —1.
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Zadarak. Naéi ostale vrednosti trigonometrijskih funkcija od
120°, 135°, 150°.

Primedba. Umesto sin (90° + o) = cos « moZemo pisati i ovako:
. T . e . .y ",
sin (— + x| = cos x, ako se ugao izrazava u radijanima. Sli¢no vazi
2

i za ostale trigonometrijske funkcije.

3. VREDNOSTI TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA UGLOVA
: OD 180° — o

Primetimo, pre svega, da ako je o oStar ugao, onda je § = 90° — a
isto odtar ugao. Otuda, na osnovu prethodnih identiteta, imamo:
sin (180° — o)) = sin [(90° + 90°) — «] = sin [90° + (90° — )] =

= sin (90° 4 B) = cos B = cos (90° — «) = sin «.

Otuda je
sin (180° — o) = sin «.

Sli¢no nalazimo da je cos (180° — «) = —cos «, tg (180° — &) =
= —ctg o, ctg (180° — o) = —tg o.
V2,
2

Primer. sin 135° = sin (180° — 45°) = sin 45° =

4. VREDNOSTI TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA UGLOVA
OD 180°+ «

Ponavljajuci postupak kao u 1. i 2. (Uradite to!) dobili bismo
sin (180° + «) = —sin «, cos (180° + &) = —cos «,
1g (180° 4 o) = tg «, ctg (180° + ) = ctg .

Poslednje dve formule moZemo pisati u obliku tg (7 4 x) = tg x,
ctg (m 4+ x) = ctg x. Za datu funkciju f kazemo da je periodiéna sa
periodom T (T # 0) ako je za svaki x ispunjeno f(T + x) = f (x).
Prema tome, © % 3,14 je perioda funkcija tangens i kotangens.

Primer.  sin 210° = sin (180° 4 30°) = —sin 30° == — é——,

1g 240° = tg (180° + 60°) = tg 60° =4/3.
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5. VREDNOSTI TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA UGLOVA
OD 360° 4 «

Kad je pokretna tacka T u poloZzaju M, tada je « AOT =
= ¢« AOM = « i:

(1) x=-cosa, y=sina.

q
1
g Tixy)
N ™M
l
~1 r; ! \A
4 s X
NI
]
Sl 115

Ako se tatka T obrne za pun krug i ponovo dode u polozaj M,
tada je tacka T opisala ukupan ugao 360° + «, tj. tada je « AOT =
= 360° 4+ « AOM = 360° + «. Medutim, sada tatka T ima ponovo
koordinate x i y, te je x = cos (360° + «), y = sin (360° + «), pa, na
osnovu (1) imamo

sin (360° + «) = sin o, cos (360° 4+ «) = cos «.

Ovo moZemo pisatiiu oblikusin (2w + x) = sin x, cos 2n +x)=
= cos x. Sli¢no dobijamo tg 2w + x) =tgx i ctg (2w + x) = ctg x.

Gornje formule nam govore da, ako se na ugao « doda pun ugao
(2 = radijana), da se onda vrednost trigonometrijskih funkcija ne menja,
odnosno da se vrednost trigonometrijskih funkcija periodi¢no ponavija
posle obrta od 2 = radijana. Zbog toga broj 2 = X 6,28 zovemo pe-
riodom funkcija sinus i kosinus. Sliéno bi pokazali da je za ma koji
ceo broj k sin (k- 360° 4+ «) = sin «, cos (k- 360° 4+ «) = cos «, tj.
sin (28 m + x) = sin x, cos (2k © + x) = cos x.

Primer. sin 390° = sin (360° + 30°) = sin 30° = %, c0s359° =
cos (—360° + 359°) = cos (—1°).
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6. VREDNOSTI TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA UGLOVA —«

Neka je « = € AOM i tatka M ima koordinate (x, y). Taj ugao
je pozitivno orijentisan i x = cos a, y = sin«. Tada, njemu simetri¢an
ugao u odnosu na x-osu, odreduje tacka N sa koordinatama (x, —y),
te je x = cos (—a), —y = sin (—«). Uporedivanjem sa prethodnim
formulama dobijamo:

cos (—a) = cos @, sin (—a) = —sin a.
b
1
- M(x,y)
- &£ A
01\« 1 X<
T N(x,-)
=1
Sl 116

Funkcija f za koju je ispunjeno za svaki x f(—x) = f (x), zove

se parna, a, ako je za svaki x f(—x) = —f (x), zove se neparna.
Moze se pokazati da je ne samo za o$tre uglove, veé i za bilo
koji o« vazi sin (—a) = —sin a, cos (—a) = cos «. Prema tome, funk-

cija sinus je neparna, a kosinus parna.
o 3
Primer. sin (—60°) = —sin 60° = — \/T
7. Mi smo u prethodnim razmatranjima pretpostavljali da je
ugao o oStar. Medutim, sve nevadene relacije vaZe sa svaki ugao «.
Na primer, sin (180° — «) = sin « vaZi za svaki «. Neka je a = 300°.
Tada sin (180° — 300°) = sin 300°, odakle sin (—120°) = sin 300°.
v
2

Otuda —sin 120° = sin 300°, tj. sin 300° =
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Do sada smo proucavali trigonometrijske funkcije ugla. MoZemo
se pitati da li je moguce govoriti o, na primer, sinusu broja 1. Na osnovu
primedbe u § 1.1. moZemo uzeti da je sin I upravo jednak sinusu ugla
od jednog radijana. U opstem sluéaju za bilo koji broj x, sin x bice
sinus ugla od x radijana. Tako, na primer, u tablicama bi nadli sin 1 =
= sin 57°17" = 0,84, cos 3,14 ~ cos © = —1.

Mnoge osobine trigonometrijskih funkcija ve¢ smo proudili.
Medutim, pomocu grafika mozemo na ocigledan nadin predoditi tok
{promenu funkcije).

1. GRAFIK FUNKCIJE y = sinx

Konstrui$imo grafik ove funkcije prvo na intervalu [0, 2x].
Na osnovu tabele 1, a, takode, koristedi tablice vrednosti trigonomet-
rijskih funkcija, moZemo konstruisati slede¢u tabelu vrednosti funkcije
sin x zaokruZene na dve decimale:

Tablica 3

x | 0 w12 w6 | w4 w3 571:/6‘ )2

sinx | 0 | 0,21 0,50 0,71\0,87 0,97’ 1

Na osnovu ove tabele mozZemo konstruisati tacke sa koordinatama:
apscisom x i ordinatom sin x. Pritom, stalno vodimo racuna da je
n = 3,14. Spajajuéi ove tacke (sl. 117), dobijamo grafik funkcije
y = sin x na intervalu [0, 7/2].

Na sli¢an nacin dobili bismo grafik sinusne funkcije kada se x
kreée u intervalu [7/2, =], odnosno [, 2 =]. Pritom koristimo identitete
sin (®/2 + x) = cos x = sin (7/2 — x), odnosno sin (7 + x) = —sin.
Tako bismo dobili grafik funkcije y=sinx na intervalu [0, 2 =] (sl. 118).

Ranije smo rekli da je 2 = perioda funkcije y = sin x, $to znadi
da ¢e se vrednosti ove funkcije ponavljati kada x prede vrednost 2 .
Znadi, na intervalu [27, 47] grafik ¢e se ponoviti, a sli¢no vaZi i za
intervale [4w, 6], [6m, 8=x],...,[—2%, 0], [—4®, —2x],... Zato je
dovoljno konstruisati grafik nad [0, 2=], prenesemo ga nad svaki od
pomenutih intervala i dobiéemo grafik funkcije y = sinx (sl. 119).
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Vidimo da je grafik funkcije y = sin x predstavljen neprekidnom
talasastom krivom. Ovu krivu zovemo sinusoida.

y
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2. Prikazimo saZeto dosadasnje rezultate o funkciji y = sin x.

(Pritom treba stalno gledati u grafik).

19 sin x je definisan za svaki realan broj x.

29 Sinus je periodi¢na funkcija sa periodom 27 tj. sin (x+27) =
= sin x.

30 Sinus je meparna funkcija, tj. sin (—x) = —sin x. (Pokazite
da je ova osobina ekvivalentna s tim da je grafik simetri¢an u odnosu
na koordinatni pocletak).

40 —1 <sinx < 1, §to znadi da je sinus ogramidena funkcija.

59 Kako je 0 = sin 0 == sin w = sin (— ) = sin 2® = sin (—27)
ili, u opstem slucaju, sin km = 0, & je ceo broj, to su nule sinusne
funkcije brojevi oblika k.

™ ™ . .
6% Za — ey <x < - vrednost sinusne funkcije rastu od

—1 do 1. Zbog periodi¢nosti, sinusna funkcija raste na intervalu

2km — %, 2kT +% , gde se k ceo broj (to oznalavamo i sa kB =

=0, 41, £2,...), isto od —1 do 1.
Sliéno, posto sinusna funkcija opada za vrednosti x za koje je

T 3w . .. . .
— < x < % to Ce sinus opadati i za one vrednosti x za koje je
2/m+% <x<2kn+37nitood1do~l.

7° Ako izaberemo tacke x bliske tacki %, vidimo da je sin x <

., N . . . .
< sin— = 1. Zato kaZemo da sinusna funkcija dostiZze maksimum u
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tacki % Zbog periodi¢nosti bice sin (an —i—l) =1 za =0,
2
:l;_l,_.__j:Z,: .. Prema tome, sinusna funkcija dostife maksimum (najveéu

vrednost) u tatkama oblika 2k + l, k je ceo broj.
2

4

| J
0 a - T 3
= X
2
SIL. 120
Sli¢no, posto je sin <2k-rc — %) = — ], sinusna funkcija dostize

minimum (najmanju vrednost) u tatkama oblika 2k w — 1, % je ceo broj.
2

8% Ako je 0 < x < m, tada je sinx > 0. U opsStem sludaju za
2km < x <2km4m, sinx >0 (sinx je pozitivan).  Sli¢no, za
2k — m < x < 2kT, bide sinx < 0 (sinx je negativan). Ovde je k
ceo broj.

2. GRAFIK FUNKCIJE y = sin (x + ¢)

, U ovom slu¢aju pretpostavljamo da je ¢ konstanta. Razlikovaéemo
giya slutaja: 1° kada je ¢ pozitivno, tj. ¢ > 0, i 2° kada je ¢ <0, tj.
c’je pegativno. Grafik funkcije sin (x 4 ¢) dobijamo onda pomeranjem
grafika funkcije y = sin x i to: 1° ulevo za ¢, kada je ¢ > 0 (sl. 121),
2° udesno za |c| ako je ¢ < O (sl. 122).
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Odavde vidimo da se nule i ekstremumi pomeraju za istu vrenost ¢.

3. GRAFIK FUNKCIJE y = cosx

. b . . b
Prema identitetu cos x = Sin (x—{— —5—), onda je y = sin (er 7

Prema tadki 3. moZemo odmah konstruisati grafik, treba samo pomeriti

grafik funkcije y = sin x za l; Odavde zaklju¢ujemo da je:
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19 cos x je definisan za svaki realan broj x.

20 cos 27 4 x) = cos x, 27 je perioda kosinusne funkcije.
39 cos (—x) = cos x, kosinus je parna funkcija.

49 —1 >cosx > 1.

ki

1
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Nk
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Sl. 123

5% cos (Zkvr + %) = 0, %k je ceo broj. Brojevi oblika 2k 7 + %

su nule kosinusne funkcije.

6° Kosinusna funkcija dostize maksimum u brojevima oblika
2km, k= 0,41, 42,...,t.cos 2km == 1. Sli¢no cos Rk + =) = —1,
te kosinus dostize minimum u brojevima oblika 2k=w + 7.

7° Kosinus monotono raste na intervalima oblika [227® — @, 2k7],
a opada na intervalima oblika [2kw, 2k + =], k=0, +1, +2,...

80 Ako je 2krr——72'c— <x<2kn—f—% tada je cosx > 0.

Ako je 2km + % < x < 2km+ 3—; tada je cosx < 0. Ovde je &

ceo broj.
4. GRAFICI FUNKCIJE y = tgx i y = ctgx

1° tg x je definisan za svaki x kn+£ 1’ ctg x je definisan za
x #* k. :
20tg(x + ) =tgx 2" ctg (x + w) = ctg x
 je osnovna perioda obe funkcije.
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39 Obe funkcije su neogranicene.
40 tg (—x) = —tg x 4 ctg(—x) = —ctgx
Obe funkcije su nerapne.

50tgkn =0 5 ctg(k‘rr +%>:0

6% Tangens stalno raste. 6’ Kotangens stalno opada.
n: . , .
7% Prave x = kT +7 su astmprote 7' Prave x = k7w su asimp-

tangensne funkcije. tote kotangesne funkcije.

5

U ovom delu proudi¢emo grafike nekih sloZenijih trigonometrij-
skih funkcija.

1. FUNKCIJA y = a sinx, as£ 0

Grafik ove funkcije dobija se tako, §to se ordinata svake tatke
na sinusoidi pomnoZi sa brojem a. Inale, i dalje vaZe mnogobrojne
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osobine kao 1 za sinusnu funkciju. Ako je f (x) = a sin x bice f (x+27)=
=asin(x + 2n) = asinx, te je 2w perioda 1 ove funkcije. Dalje,
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la sin x| = |al |sin x| < |a]' 1 = |al, §to znali da je funkcija ograni-
¢ena. Broj |a| zovemo amplitudom. Nule su iste kao kod sinusa, tj. to su
brojevi x = kw, k je ceo broj. Ekstremne vrednosti zavise od znaka
broja a. Ako je a > 0, funkcija f dostize maksimum i minimum kao

i sinus. Ako je a < 0, uloge se menjaju, tj. u x == 2kw + ~g— funkcija

dostiZze minimum, a u x = 2&k® — 5 dostiZze maksimum.

Primer. Odrediti grafik funkcije a) y = 3sinx, b) y = o sinx.

2. FUNKCIJA y = sinbx

Ovde pretpostavlijamo da je b %% 0 (Sta biva ako je b = 0?)

Oznacimo sa f ovu funkciju. Tada je f (x) = sin bx. Kako jef(%r+ x) =
2
= sinb (—;— +x) == sin (21 + bx) =sin bx = f (x), to je f(%bE -{—x) =

= f(x). Znadi, broj T:% je perioda ove funkcije. Broj & nam

pokazuje koliko ima talasa sinusoide na intervalu duZine 27. Zbog toga
se broj b zove frekvencija (uéestanost).

4
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Odredimo nule ove funkcije. Treba da bude sin bx = 0, a to ¢e
biti za bx = km, B =0, +1, +2,... Otuda nule funkcije y = sin bx

™

su—, k je ceo broj. Slitno nalazimo, da u brojevima oblika

1—(2k7t + —n-) funkcija dostize maksimum, a u %(Zk T— —g) minimum.
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Kako je f (—x) = sin [b (—x)] = sin (—bx) = —sin bx = —f(x),
ova funkcija je neparna.

Primer. Odrediti grafik funkcije a) y =sin 3 x, b) y = sin% X.

Neke karakteristike funkcije na slici: Perioda funkcije y = sin x3

je T = 235. Nule su oblika 7, & je ceo broj. U intervalu [0, 27

3
to su 0, L;, 2—375, T, ‘—1;, %E, 27w, Maksimume dostize u brojevima
oblika (2kn + %)/3 = @, k je ceo broj. Sliéna analiza

y . . 1 .
moZe se sprovesti i za funkciju y = sin o (uradite to).

3. FUNKCHA y =asin(bx +¢), as50, b%0

U ovom sluéaju mozemo koristiti osobine funkcija y = a sin x,
y =sinbx i y = sin (x + ¢), koje smo do sada proudili. Vidimo da
funkcija zavisi od tri parametra: a, b, ¢. Za ovu funkciju vazi:

19 Ova funkcija je definisana za svaki realan broj x. Zaista,
bx + ¢ jednak je nekom broju x', a sin x’ je definisanno.

2° Perioda ove funkcije je T=%E, §to se pokazuje kao u 2.
3% Amplituda ove funkcije je |a|, a frekvencija je b. Broj — g—
. . c . "
zovemo pomeranje faze (pomeranjem za % grafika funkcije y =

= g sin bx dobija se grafik funkcije y = asin (bx + ¢)). Broj ¢ zove
se pocetna faza.

4% Nule funkcije nalazimo iz jednadine sin (bx + ¢) = 0, a to ¢e
biti za bx + ¢ =kw, k je ceo broj, tj. x = (kn — ¢)/b.

59 Pretpostavimo da je a > 0. Maksimume funkcije nalazimo
iz jednacine sin (bx - ¢) = 1, a to e biti za bx + ¢ = 2kw +_72r_ s
k je ceo broj. Tada je y = a. Sli¢no, minimume odredujemo iz jedna-

éine bx 4+ ¢ = 2km — % Tada je y = —a.
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6% Ako je a > O funkcija je pozitivna ako je 2&kw < bx + ¢ <
< 2k7 + 7, a negativna za 2kt — © < bx + ¢ < 2km, k je ceo broj.

Neka je a < 0. Funkcija je negativna ako je 2km < bx 4+ ¢ <
< 2k7T 4+ 7, a pozitivna za 2kT — ™ < bx + ¢ < 2km.

Vagna napomena: Posto je funkcija perioditna sa periodom

2
T—?n, to je dovoljno ispitati ovu funkciju na intervalu |0, zi] .

Osobine ove funkcije u ostalim tatkama dobijaju se iz jednakosti
f(x + T)=f(x), a grafik pomeranjem za T.

Primer. Odrediti grafik funkcije y = 2 cos (3x — 3 i).
4

Resenje: Kako je cos (3x — —37‘:) = sin <3x — 3—” -+ i) =
4 4 2

= sin (3x — -n—>, to je y = 2sin (Bx — l)
4 4

| ¢
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2 2
10 Perioda je T = == = .
b 3
2° Amplituda je 2, frekvencija 3, pomeranje faze je — I s

12

v M TC
a potetna faza je — T

3° Nule funkcije su reSenje jednacine sin (3x — %) =0, ato

e biti za 3x — —Z— — kn. Odavde je x =% (k4 1/4). Nule su,

T 5w 37:
na primer, —, —, —

12°12° 4

4° Maksimum funkcije dostignut je za sin <3x — %) =1, a to

ée biti za 3x — % = 2km + 1, odakle je x = -’i (2k + 3/4), na pr.

za k=0, x = % Tada je y = 2. Minimum funkcije dostignut je

za sin ( 1) —1, a to ¢e biti za 3x — —7-t—=2k-rc—£, odakle
4 4 2

7 .
je x=?(2k— 1/4), na pr. za k = 1 x=T’2“—. Tada je y = —2.
Ovde je k bio ceo broj.
3n
5°Za£<x<5—njey>0,za5—73<x<j1ey<0.
1 12 1 4
Na osnovu ovih podataka mozZemo nacrtati grafik, prvo na inter-

valu [%, —342] , & zatim, prenoSenjem, ceo grafik zadate funkcije.

6

Pretpostavimo da su nam poznate vrednosti trigonometrijskih
funkcija uglova « i 8. MoZemo se pitati da li je onda moguce odrediti
vrednosti trigonometrijskih funkcija ugla « -+ 3, na pr. sin (« + B).
Vide¢emo da je odgovor pozitivan.
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1. ADICIONA TEOREMA ZA SINUS

Uotimo dva nadovezana ugla « = &« AOB, = « BOC u jedi-
ni¢nom krugu K, tako daje o + B < 90°. O¢iglednoje o + B = « AOC
isin (e + B) = 56‘_1 Neka je CP | OB, C, normalna projekcija tatke
C na x-osu, PL | CC1, Q normalna projekcija tatke P na x-osu.
Nalazimo da je CC, = CL + LCy, tj. sin (« + B) = CL + LC,.

0 ¢ Q@ B8, 1 X

Sl 129

1% Nadimo vrednost za II‘

1z pravougaomka _LPQC, nalazimo LCi = PO Iz pravouglog

trougla A OPQ je PO/OP = sin «, odakle PQ =sina- OP. Iz pravo-

uglog trougla A OPC imamo cos 8 = OP/OC = OP/1 == OP, OP =
= cos B. Otuda je LC, = sin « cos B.

20 Nadimo vrednost za CL.

Kako su « LCP i 4« AOB uglovi sa uzajamno normalnim kra-
cima, to su oni jednaki, fj. « = « LCP. Iz pravouglog trougla A LPC
nalazimo CL/CP = cos «, tj CL = cos «- CP. Iz pravouglog trougla
A OPC imamo sin 3 = CP/OP = CP|l = CP, CP = sin . Otuda
je CL = cos « sin 8.
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Sada nalazimo vrednost za sin (« + B):

sin (« 4+ B) = LC, + CL = sin « cos 8 -+ cos a sin B, tj.
(1)  sin(a + B) = sin « cos B + cos « sin {.

Napomena. Navedena formula vaZi za proizvoljne uglove « i 8,
ne samo pri uslovu « + B < 90°, $to ovde nelemo dokazivati.

Nadimo sada sin (@ — B). Ovde ¢emo Kkoristiti prethodnu napo -
menu, neparnost sinusne funkcije i parnost kosinusa.

sin (o — B) = sin [a + (—PB)] = sin « cos (—P) + cos « sin (—f) ==
= sin « cos B + cos o (—sin B) = sin « cos § — cos « sin B, ftj.
(2) sin(e — B) = sin ax cos B — cos « sin B.

2. ADICIONE FORMULE ZA OSTALE
TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE

Ovde koristimo poznate osobine trigonometrijskih funkcija i veé
dokazane adicione formule za sinus.

1% cos (a + B) = sin [-1;— + (o0 + {3)}=sin[(%+ oc) + @] =

=sin(-;i~+ oc) cos 3 + cos (%—i—oc)sinﬁ:

= cos x cos B — sin a sin B tj.
cos (a + B) = cos « cos B — sin « sinf.
29 cos (& — B) = cos [« + (—B)] = cos « cos (-—B) —
—sin « sin (—f) = cos « cos B <+ sin « sin B, tj.
cos (& — B) = cos a cos B + sin « sin .

30 tg(a_kﬁ):sm(a+ﬁ): smoccosB+c$>sas%n‘B _
cos (« + B) cos & cos 3 — sin « sin
sin « cos {3 cos « sin B
cos & cos B cos « cos f3
sin « sin 8
] - =5
cos o cos B
tga 4t . tgo +t
_ Be R (et = BETBE
I —tgatgP 1 —tgatgh
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4 o .
40 ctg(oc-#B):C'os(“ FB) _ C?Soccosﬁ sin « sin B
sin (« -+ B) sin « cos B + cos a sin B
cosacosfp
. _ sin o sin 3 B
sin « cos cos « sin
sin « sin B sin « sin B
ctga ctgf — 1 . cto w cte B — 1
=SBECEP T 4 cig (w4 B) = ctgactgp — 1
ctg o + ctg B ctg o + ctg B

Primer 1° Ako znamo tg « i tg B, gde su « i B uglovi u trouglu,
odrediti tgvy.

Resenje. Kako je o + f + v = 180°% to je y = 180 — (« + B).
Otuda:

I

tg[180° — (« + P)] =g [ — (¢ + B)] = —tg(x + B) =

_ getgh
l—tguatgh

gy

Primer 2° Odrediti sin 75°.
ReSenfe. sin 75° = sin (30° + 45°) == sin 30° cos 45° +

1 vV/2 | 4/3 /2

-+ cos 30° sin 45° = 5 3

Otuda sin 75° = \/2

—T(1+\/_5)-

Primer 3° sin 2o = sin (« + o) = sin « cos « + cos « sin o0 =
= 2sin « cos «, tj.
sin 2 & = 2 sin « cos o
cos 2 @ = cos (o -+ o) = COS & COS & — sin « Sin « = cos? o — sin? «,

1j. cos 2 « = cos? « — sin? «.
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3. VREDNOSTI TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA
OD POLOVINE UGLA

Ako u identi¢nostima sin?f 4 cos?3 = 1, cos 28 =cos? B —

— sin? B stavimo B = «/2, dobijamo:

-2 o o L
smz—z— -+ cos? 7 =1, cosz? — sin? 7 = COS .

Kad saberemo ove dve jednakosti, dobijamo 2cosz»;— =1+

+ cosa. Ako od prve identi¢nosti oduzmemo drugu, dobijamo

2811‘12% =1 — cos a. Otuda je:

.« 1 — cos« s 1 + cos «
sin - = iv——z—’ cos = in'

_ o sin «/2 o cos af2
Posto je tg— = —, ctg— = ——, imamo:
2 cos «f2 2 sin «f2

o 1 — cos « « 1+ cos
3= :I:V T fcoso’ 82 j:]/ 1 —coso
Znak biramo prema tome u kom se kvadrantu nalazi drugi krak ugla

— 626

. e . 7T
Primer. Nadi sin —-
12

, 1 — cos —
Relenje. sin— = si (—l—l>— B
denje. sin—o = sin|—-"— | = 5 =
/2 -
2 2—-4/6
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4. PRETVARANJE ZBIRA I RAZLIKE TRIGONOMETRIJSKIH
FUNKCIJA U PROIZVOD

Podimo od identiteta:
sin (x + y) = sin x cos y + cos x sin y
sin (x — y) =sinx -cosy — cos x- siny
Ako ove identitete saberemo, dobija se:
(*) sin(x 4 ) + sin(x — y) = 2sin x- cos y.

Stavimo « = x + ¥, 8 = x — y. Tada je x = (« + B)/2, ¥y = (x—B)/2.
Zamenom u poslednji identitet dobijamo:

(1) sina 4 sinp = 2sin — +B — 8.
2 2

Primenom ovog identiteta i ranijih veza imamo:

sin « — sin f = sin « + sin (—B) = 2 sin +2(_Q) Cosf‘—;_@ =

M asls An

= 2sin

x—B 2 tP
2 2

(2) sina —sinf = 2sin ==

[T

Dalje: cos « + cos B = sin (7 -+ oc) -+ sin (% - (3) =

SERRL N SE R

3 COS 7 =

= 2sin

= 2sin (-Ti+a+ﬁ) cos <a_B)=2cosﬁ~Ecosa~6,tj.
2 2 2 2 2

(3) cosoc—}—cosﬁ:Zcosa;_Bcosa;&
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Sli¢no: cos o — cos f = sin (% - oc) — sin (% - p) =

F49-5 0 (2495

= 2sin 2 cos 5 =
=25ina—ﬁcos<l+a+ﬁ) = —-2sini——ﬁsina+gtj.
2 2 2 2 2
(4) coso — cosB = —23in“_Bsin ot-z{-ﬁ

Zadatak: Pokazite da je:

M, Ctga:{:ctgﬁz—s—%j:—a)—

tga = tgh = - -
cos « COs 3 sin « sin 8

Primetimo da smo u (*) pokazali da jeisin x cosy = é—[sin (x + ) +

+ sin (x — »)]. Kako glase analogne formule?

5. TRIGONOMETRIJSKE JEDNACINE -

19 Jednadina sin x = ¢. Kako je |sin x| < 1, to, da bi ova jedna-
¢ina imala reSenje, mora biti —1 <{ ¢ <C 1. Pretpostavimo da je ispunjen
taj uslov. Iz tablica nademo ugao ¢ (da li je on jednoznaéno odreden?)
za koji je sin @. = ¢. Tada imamo sin x = sin ¢, odakle sin x — sin ¢ =0.

. . . . X —
Ako levu stranu pretvorimo u proizvod, dobija se 2sin ¢

xtre ? 0 il cosF®

cos = 0. Tada je sin X =0. Otuda su sva
re$enja:
a) e k7, odnosno x = ¢ -+ 2k~w

k=0, +1,42...,
b) f% =km+ % odnosno x = —@ + (2k+1)7

31 Matematika 481



Primer: Re$iti jednadinu 2 sin x = 1. Refenje: Navedena jedna-
¢ina ekvivalentna je sa sinx = 1/2. Kako je sin 7/6 = 1/2 imamo

T
X — —
sin x = sin ©/6 tj. sinx — sin ®/6 = 0. Otuda 2 sin -— 5
T
X+ —
6 . .
cos T = 0. Prema tome, reSenja su:
a) —I—(x— l) =kRm tj. x=2km+
2 6 6 k=0, +1,+2,...

1 b bt b
b) — — =k +— . x=Rk+ 1) ——
>2(x+6) R s =@k )R

2° Jednalina asinx +bcosx =¢, a, b £ 0.

Izaberimo a =rcos¢, b =rsing. Otuda je +* =i 1=
= 72 (cos? @ + sin? @) = r2 cos? @ 4 r2sin? @ = a? 4+ b?, odakle r =
=1/ @ + b Dalje, tg ¢ = Sme _ rsine

COS @ 7 COS @
zimo ugao ¢ za koji je tgg = b/a. Kada zamenimo a i b, preko
dobijenih veza imamo: a sin x 4 b cos x = r cos ¢ sin x + rsin cosx=
=rsin(x + ¢). Prema tome, dobijena jednadine ekvivalentna je
sa jednacinom sin (x -+ ¢) = ¢fr, a ovu znamo da re$imo. Pokazite da,
ako ova jednatina #ma reSenje, onda mora da bude ispunjen uslov

—Va@tFE<c<V @+
Primer: ReSiti jednac¢inu sin x + /3 cos x==1. Reienje: Ovde je
a=1, b=4/3 Nalazimo 2 = a? + b = 12 4 (4/3)*=1+3=4,
odakle » = 2. Dalje, tgo = bla =4/ 3/1 = 4/3. Kako je tg % =

= —Z-. Iz tablica nala-

= 4/3 mozemo uzeti da je Q = % Otuda data jednadina ekvivalen-

tna je sa 2 sin (x + %) = 1, odnosno sin (x + %) = 1/2. Prema
tome, opste resenje naSe jednacine bice:

a) x=2k‘rc——z— b) x:2k7t-{—%, E=0, +1, £2,...

Za k = 0 imamo x = —=/6 ili x = w[2.

482

3% Jednadina a sin? x + b sin x + ¢ = 0. Ovde stavljamo sin x =2
te dobijamo kvadratnu jednalinu a2? 4 bz 4 ¢ = 0. Neka su 2, i 2,
reSenja ove kvadratne jednacine. Tada je sinx = 2, #/f sin x = z,,
a ovaj tip jednadine znamo da re$imo.

7

U ovom delu prikaza¢emo uzajamnu povezanost izmedu vrednosti
trigonometrijskih funkcija uglova i stranica u bilo kom trouglu.

1. SINUSNA TEOREMA

Uotimo A ABC &iji su svi
uglovi ostri i opi§imo oko
njega krug K sa centrom O i
pre¢nikom 2R. Neka su «, B3,y
uglovi i a, b, ¢ stranice tog
trougla. Neka je C, simetri¢na
tatka tatki C u odnosu na AR~~~/ T\ % A4
centar O.

Tada je a = « CAB =
= « CCB kao periferijski
uglovi nad istim lukom. Iz
istog razloga je f= <« ABC=
= « AC,;C. Kako su uglovi
+ C,AC i « C,BC pravi, kao G
periferijski uglovi nad preéni- SL 130
kom, iz pravouglih trouglova
A CiAC1i A C,BC nalazimo: sin « = a/C,C = a/2R, sin =b/C,C =
b/2R odnosno afsin « = 2R, bfsin p = 2R.

Ako uzmemo tacku A, simetriénu tacki 4 u odnosu na centar 0
i ponovimo prethodni postupak, dobili bismo: ¢/siny = 2R. Prema
tome je: afsin o = bfsin = ¢/siny = 2R. To je, upravo, tvrdenje
sinusne teoreme: Stranice trougla proporcionalne su sinusima naspram-
nih uglova i taj odnos jednak je preéniku.

Sli¢an postupak moZe da se primeni (Uradite to) ako je jedan
ugao, na primer «, tup i u tom slucaju sinusna teorema takode vazi.

Sinusna teorema moZe se primeniti za reSavanje trougla ako
je dato:

C

1° Dva ugla i jedna stranica,

2° Dve stranice i jedan ugao naspram njih,
3% Dva ugla i polupreénik opisanog kruga,
4° Dve stranice i polupreénik opisanog kruga.
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Primer: Neki objekt C nalazi se na suprotnoj obali reke. Treba
odrediti rastojanje x tog objekta od tatke A ne prelazedi reku. Refenje:
Uogimo jo§ jednu tacku B na istoj obali reke gde je tacka A. Rastojanje
¢ = AB i uglove «, § mozZe-
mo izmeriti (za to postoje
instrumenti). Prema tome,
imamo dva poznata ugla «, $3

C

i stranu ¢ trougla A ABC.
Dalje je « 4B 4+ v = 1807
Y R W R R o Suvh P oy
- | | te, prema sinusnoj teoremi,
+ P oy x/sin B = ¢/siny. Otuda je
x=csinfB/sin[180°—(ax—+p)]=

= ¢ sin B/sin (o + B).

2. KOSINUSNA TEOREMA
< 2 Uogimo trougao AA4BC &iji
A € 8 su uglovi o$tri. Neka su a,b,¢
S 131 stranice, a «, B, y uglovi tro-
ugla. Neka je B; podnoZje
normale iz tatke B na stranicu AC i x = B,C. Tada je AB; =
— b — x. Neka je # = BB,. Iz pravouglih trouglova A AB,B, ACB,B
nalazimo, primenom Pitagorine teoreme: h* = ¢ — (b — x)?, W* =
= g? — x2. Posto su leve stra- s

ne jednake, imamo a? — x* =
¢ — (b--x)?, odakle srediva-
njem dobijamo

(1) ¢ =a*+ b — 2bx

Iz pravouglog trougla ACBB

nalazimo cosy = x/a, odakle h
x = acosy. Zamenom u (1),

dobijamo

¢ = a® + b* — abcosy. o r

Navedena relacija upravo 8,
predstavlja tvrdenje kosinu- Si. 132
sne teoreme. Slican postupak
moze da se ponovi ako je ugao tup (uradite to) i kosinusna teorema,
takode, vazi.

Primedba. Vaze i simetri¢ne relacije:

b? = a® + ¢ — 2accos B, a* = b*+ ¢* — 2bc cos «.
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Kosinusnu teoremu primenjujemo na reSavanje trougla ako je dato:
19 Tri stranice.
2° Dve stranice i zahvadeni ugao.
Primer: Neka su date stranice a, b romboida i ugao «. Odrediti

njegove dijagonale. Refenje: Ako oznadimo sa « ugao « DAB, tada je
B =180° — « = « ABC. Neka je d; veta, a d, manja dijagonala.

D

Sl. 127

Primenom kosinusne teoreme na trougao A ABC, imamo: di =
=a® 4+ b? — 2abcos B = a? 4+ b* — 2abcos (180° — «), odakle je
di = a* + b? + 2ab cos «. :

Sli¢éno, iz trougla A ADB neposrednom primenom kosinusne
. 2
teoreme nalazimo dz = a? -+ b* — 2ab cos «.

Sabiranjem dobijamo ovaj identitet: di + ds =2(a® + 9.
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ZADACI 1Z TRIGONOMETRIJE

1. Izraziti uglove od a) 1°, 30° 90°, 150°, 180°, 270°, 360°, 1000°,
b) 27,3° 35°15'20" radijanima.

57

2. Izraziti ugao od a) mw, 4w, 3/2w, 1007, o Z— b) 1, 5, 2,7 radijana

stepenima.

3. Neka je dat centralni ugao od m radijana u krugu polupre¢nika 2.
Odrediti duzinu odgovaraju¢eg luka i povr§inu kruZnog isecka.

4. Predstaviti radijus vektore u ravni XOY ako imaju koordinate
2, 1), (—1,3), (—3, —1). Na¢i intenzitete ovih vektora i uglove
koje zaklapaju sa x-osom.

5. Neki promenljivi radijus vektor sa koordinatama a) (x, x + 1),
b) (x, x2) krece se u ravni XOY. Odrediti u oba slucaja skup vrhova
tih vektora i njihove intenzitete.

6. U kojim kvadrantima leZe uglovi od 2°, 2 radijana, 500°, 107 radijana
—130°, —600°?

7. Ponoviti definiciju trigonometrijskih funkcija.

8. Zna se da je a) sinx = 1213, b) cosy = 1/2, ¢) tgz =11 da su
svi uglovi ostri. Naéi ostale vrednosti trigonometrijskih funkcija.

9. Transformisati (1 + cos x)* (1 — cos x) + tg x (ctg2 x — 1) u izraz
u kojem ¢e ulestvovati samo tg x.
T sin? & cos
10. Uprostiti izraz —-—-=— B
1—sin?fB

+ cosa V 1—sinta, 0 < o < %,
T

0P <—-
2

11, Nadi vrednost trigonometrijskih funkcija od ugla: 150°, 270°, 330°.

12. Odrediti ostale elemente pravouglog trougla ako je dato: a) katete
a=2,b=23, b)kateta a = 1 1 hipotenuza ¢ = 2, ¢) ugao « = 15°
i hipotenuza ¢ = 10, d) visina -~ = 3 iz temena C i « = 25°
e) zbir kateta @ + b = 10 i ugao « = 75°.

13. Izraziti zadate vrednosti trigonometrijskih funkcija preko o$trih

uglova:
1. sin 130°, 2. cos 170°, 3. tg 92°, 4. sin 210°,
5. cos 230°, 6. tg 189°, 7. ctg 179°, 8. sin 3207,

9. cos 285°, 10. tg 355°, 11. ctg 345°, 12. sin 400°,
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14.

15.

16.
17.

18.
19.
20.

2%.

13. cos 660°, 14. tg 1000°,  15. ctg 1500°, 16. sin —1°,
17. cos —91°, 18. tgl0 = 19. ctg 21 /4

Uprostiti sledeée izraze:

i _sin e tg (180° — o)

2. sin? ax -+ cos? ax
tg & cos (90° — &)

3 tg (90° + «) cos (360° — o) cos (180° — «)
' ctg (360° + o) sin (180° + )
Konstruisati grafike slede¢ih funkcija:

4. (asos @ + a sin@)?

1. y = sin (x + 30°), 2. y = cos (% — x), 3.y = tg (x—45°)

4. y = 2sin(—x), 5.y =cos(3x 4 1), 6.y =1g2x
7. y = cos? x, 8. y=1gx ctgux, 9.y =sinx- cosx
Izvrsiti takode analizu zadatih funkcija.

Nadi: sin 2a, ako je cos « = 4/2/2.

Nadéi vrednosti trigonometrijskih funkcija uglova 15°, 22,5°, 105°,
375°, 165°.

Nadéi vrednosti trigonometrijskih funkcija od 18°, 36°, 3°.

Nadi sin 3x, cos (x + ¥ + 2), sin(x +y — 2).

Neka su «, B, vy uglovi u trouglu, dokazati da je

ltga +1gB+tgy=tgatgftgy

2. sina + sin § —}—siny=4cos—a— cos —B—cos X

3. cos — + cos£ 4+ cos - :4cosa+ Bcos“_l—Ycos@ Ty
2 2 2 2 2

Dokazati sledece identitete:

1 sin (e — B) —}—2cosocsmB=tg(a+B),

' 2 cos a cos B — cos (e — B)

2 gk ds) — BrEL 5 B e

1+tga 'l—tgoc 1 +tgo

= tg 2a
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22.

23.

24.

25.

26.
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sin (e + B) — cos « sin

: . =1ga
cos (e« — B) — sin asin B

V2
2

5. cos 15° — sin 15° =

6. tg (o + 45°) + tg(x — 45°) = 21g 2«
Resiti sledece trigonometrijske jednacine:

1°sin(3x+%)=0 2°tg(2x—|—%>.—_—0

39 sin x = cos x 4° tg3x =ctgx

6° sin2x:—-1—
2
7° 2sin?x — 3sinx +1=0 8°%sin>x + cos2x = (

99 sin x sin 2x sin 3x = 0

5% sinx + cosx = 1

Resiti trougao ako je dato:

l.a=15 b= 14, c = 13 2. b =130, ¢ = 150, a = 42°50"
3.a=45m, b =30m P = 400 m?

4. h =100, o = 65° B = 45° 5. a, b, he

6. a+ b, ha, B 7. P, 2s, « 8. R, «, ha

Tetiva jednog luka je 2/3 od preénika. Naéi broj stepent, minuta i
sekundi tog luka.

Poznat je poluprecnik kruga » = 1, na koji su iz neke tatke u istoji
ravni povucene dve tangente koje izmedu sebe zahvataju. ugao.
od 40°. Izratunati povrSinu obuhvaéenu tangentama do dodirnih
tataka B 1 C i lukom BC.

Dva druma seku se pod uglom od 135°. U tom uglu leZ selo koje
je od jednog druma udaljeno 5 km, a od drugog 3 km.. Koliko je
selo udaljeno od raskr$éa?
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