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PREDGOVOR

Razmatrajuéi konkretne primere vektorskih prostora
funkcija 1 nizova vazZnih za analizu, ¢esto se koriste poj-
movi: nejednakosti, pozitivan, pozitivan operator, ... Mno-
gi topoloski vektorski prostori, koje sreéemo u funkcional-
noj analizi poseduju prirodno uredjenje i onda je o0d intere-
sa ispitivati odnos topologije i tog uredjenja. Tako na pri-
mer, vazno Jje znati, kada je pozitivna linearna forma nepre-
kidna 111 kada Je neprekidna linearna forma Jednaka razlicl
dveju pozitivnih neprekidnih linearnih formi, Dajuéi odgovor
na ta i druga pitanja o odnosu topologije 1 uredjenja na ve-
ktorskom prostoru, nastala je teorija uredjenih normiranih,
odnosno, Banahovih prostora, a zatim i tcorija uredjenih lo-
kalno konveksnih, odnosno, uredjenih topolodkih wvektorskih
prostora. Prvi radovi iz ove oblasti funkcionalne analize,
nastali su 1935-37 godine, dakle, kada Je polela da se raz-
vija teorija topolodkih vektorskih prostora. Za razvoj teori-
je uredjenih topoloesdkih vektorskih prostora, zasluZno je do-
sta matematilara, medju kojima su i: P.,Riesz, L.Kantoroviég,
G.Frendethal, G.Birkhhoff, S.Kakutani, M.Krein, A,Rutman, H.
Nakano, J,Namioka, H.Schaefer, N.Kung, Y.Wong i drugi. Detalj-
niji prikaz hronolo3kog razvoja ove teorije, dat je u (/37/,
b), str.206. i u njenom predgovoru).

Rezultate koje izlaZemo u ovo] disertaciji dobill smo
razmatranjem odnosa uredjenja i topologije vektorske grupe,
odnosno, urédjenja i linearne topologije ili lokalno konvek-
sne topologije na vektorskom prostoru. MoZemo da kaZemo da su
nam radovi /16/, /28/ 1 /29/ o topolo3kim vektorskim grupama
sa jedne strane, i monografije /1/ i /37/,b) u kojima su iz-
loZenl poznati rezultati o topoloskim vektorskim prostorima
i o uredjenim topoloskim vektorskim prostorima sa druge stra-

ne, bili inspiracija da se zainteresujemo za ovu oblast funk-
cionalne analize,




Pored uvodnog dela u kome samo navodimo osnovne poj-
move, definicije 1 poznate rezultate, koje koristimo w nas-
tavku rada, disertacija ima jo¥ osam celina. |

U prvom delu detaljno izlaZemo rezultate, koje smo do-
bili prouZavanjem uredjenih topoloskih vektorskih grupa (UTVG),
odnosno, uredjenih lokalno konveksnih grupa (UIKG), sa osobi-
nom otvorene rastavljivosti (Definicija l.1.). Osobina "otvo-
rena rastavljivost" Jje razmatrana u kategoriji uredjenih loka-~

lno konveksnih prostora (UIKP), u /37/,c) 1 d)) i u kategoriji
normiranih, odnosno, Banahovih prostora u /2/. Napominjemo da

nam za sada nije poznat nijedan rad u kome se razmatraju TVG;
odnosno, LKG sa konusom, na nadéin kako su proudavani UFVP, od-
nosno, ULKP u /37/,a) 1 b). Inade, rezultati koje navodimo u
ovom delu uglavnom se prirodmo nadovezuju na poznate rezulta-
te o UILKP sa osobinom otvorene rastavljivosti. Istaknimo i %i-
njenicu, da vektorski prostor E UTVG (E,C,J) sa osobinom otvo-
rene rastavljivosti, ne mora biti generisan konusom C, kao u
slucaju UTVP sa osobinom otvérene rastavljivosti.

U drugom delu navodimo rezultate, koje smo dobili raz-
matranjem uredjeno-konveksnih UTVG, odnosno, uredjeno-konvek-
enih ULKG (Definicija 2.1l.). Tvrdjenjem 2.5. dokazujemo da je
ured jeno-konveksna UTVG (%,C,9) UTVP, ako i samo ako Jje [x,i]
‘T—ograniéen podskup, za svako xe€ E, a tvrdjenjem 2.8, da ko~
nusi C % Us_daju istu pridruZenu uredjeno-konveksnu topologi-
juj:. Poslednje tvrdjenje je dokazano u /17/ za UIKP, koriste-
¢l prednorme, koje defini¥u datu lokalno konveksnu topologiju.
1z tvrdjenja 2.11. se vidi, da Je diskretna ULKG uredjeno-ko-
nveksna, ako i samo ako je konus C anti-simetriZan. U /17/ je
proulavana i najfinija uredjeno-konveksna lokalno konveksna
topologija na uredjenom vektorskom prostoru (E,C), pod nazivom
lokalno o-konveksna topologija. Nasa tvrdjenja 2.19, 2.22, 1
2.23. odnose se na karakterizaciju najfinije linearne uredjeno-
~konveksne topologije, odnosno,najfinije lokalno konveksne gru-~
pe, koja Je uredjeno-konveksna. Tako tvrdjenjem 2.23. dokazuje-
mo dé.je“%}E,E')'najjaéa ured jeno-konveksna IXG na (E,C), koja
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je saglasna sa razdvojivom dualnosdu <E,E‘>(Et5) - za koju
pretpostavljamo da postoji neprazna familija saglasnih ure-
d jeno-konveksnih LKG,

Osnovna tvrdjenja tredeg dela sadrZe uglavnom rezul-
tate do kojih smo do8li proudavanjem linearne uredjenc-ogra-
nidene topologije (UTVP‘(E,C:T) je sa linearnom uredjeno-og-
ranifenom topologijom, tj.J =9, ako je svaki uredjeno-borni-
vorni fadenfr;tOpolo ki). Naime, tvrdjenjem 3.13. smo na pri-
mer dokazall da jejﬁiajfinija telesna linearna topologija na
ured jenom vektorskom prostoru (E,C), koji je slab Risov pros-
tor (E«C-C i za svako u, v€C [0,11] + [0,v]= [O,u + 1{] ).

U /15/,a)) se pretpostavlja da je (E,C) Risov prostor, a u
(/37/,b), str.75.) dokazan je odgovarajudéi rezultat za lakal-
no konveksnu uredjeno-ogranifenu topologiju. Posledicom 3,14,
smo pod istim yslovom za uredjeni vgktorski prosteor (E,C),
dobili da jej-=?L, cdnosno, da jeg{iajfinija ured jeno-konvek-
sna topologija na (E,C), dakle, uredjeno-konveksna topologija
pridruZena najfinijo} linearmno] t0pologiji:l-na E (oznaka iz
/1/). Tvrdjenjima 3.16, 3.20. i 3.22. od kojih smatramo bit-
nim poslednje, dajemo potyeban i dovoljan uslov za otvorenu
rastavljivost UTVP (E,C,T).

U Setvrtom delu najpre navodimo neke rezultate, koji
se odnose na Risove TVG (Definicija 4.1.), istiZuéi razliku
od RTVP, odnosno, RIKP (Primer 4.3. i Tvrdjenje 4.4.). Rezul-
tatl ovog dela odnose se na karakterizacije raznih klasa pro-
stora u kategorijama RTVP 1 RIKP, kao i na ispitivanje njiho-
vih naslednih osobina. Modifikacijom Jednog rezultata 1z
(/37/,b), 8tr.181-182), tvrdjenjem 4,7. dokazujemo, da se
svaki topolo3ki telesni faden l-ideala mo%e da produZi u to-
poloski telesni faden prostora, a zatim tvrdjenjima 4.8, 4.9.
i 4.10. i posledicom 4.1). da se svaki telesni bornivorni,
zatvoren telesni bornivorni, lokalno topoloski i zatvoren lo-
kalno topoloski faden l-ideala, moZe da produZi u isti takav
faden prostora. U nastavku dajemo karakterizacije bormolodkih,
kvazi-ba¥vastih, Nokvazi-badvastih, linearnih uredjeno- N,- ba-
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vastih, lokalno topoloskih 1 ultra-b-badvastih RTVP. Na os-
novu tih karakterizacija, tvrdjenja 4.8, 4.9, 4.10, i posle-
dice 4.11. dokazali smo da je l-ideal bornolosdkog, kvazi-ba-
gvastog, N,~kvazi-balvastog, (DF) -prostora, lokalno topolos- |
Xog i ultra-b-badvastog u indukovano] topologiji, prostor
istog tipa (Tvrdjenja: 4.153, 4.15, 4,18, i Posledice: 4.19,
4.20, 1 4,28.). U kategoriji TVP (/1/ 1 /12/,a)) osim za lo-
kalno topolo3ke i ultra-b-balvaste prostore, odgovarajuéa tv-
rd jenja su ta¥na, samo za potprostore konadne kodimenszije.
Nastavljajuéi Zetvrti deo rada, lzlaZemo rezultate koje smo
dobili proudavanjem RIKP. Tako se iz primera 4,29, vidi da
telesan omotad jako ogranienog podskupa, odnosno, Banahovog
diska u RIXKP ne mora biti jako ogranifen podskup, odnosno,
Banahov disk., Tvrdjenjem 4,30, dajemo poireban i dovoljan us-
lov, kada Jje u RIKP telesni omotad® jako ogranilenog podskupa
jako ograniten podskup, a posledicom 4.31, dokazujemo da Je
to uvek tako u topolo3kom dualu E, svakog RIKP. Ovaj deo da-
1je nastavljamc izlaganjem rezultata, koji se odnose na ka-
rakterizaciju N;kvazi-baévastih, ured jeno- Nb-kvazi-baévastih,
Risovih (D:#)-prostora, Risovih-b-badvastih, b’-prostora i
b-prostora (Definicije: 4.35, 4.44, 4.46,). Karakterizacilje
ovih klasa prostora u kategoriji RLKP se dobijaju tako 8to se
pojmovi: "b-batéva", "b-disk", "bornivorna~- N -bacva", zamene
sa "telesna-b-badva", "telesni-b-disk", "telesna bornivorna-f;
-badva", ... (Tvrdjenja: 4.33, 4.47, 4.48, i 4.49). Ovaj deo
zavrdavamo tvrdjenjem 4.50. kojim dokazujemo da se telesna
konveksna okolina, telesna b-badba i telesni-b-disk (modifi-
kacijom rezultata iz /37/,b), str.181-182) l-ideala, mogu da
produZe u teleanu konveksnu okolinu, telesnu b-badvu i tele-
sni b~disk prostora, i posledicama 4.51. i 4.52., iz kojih

se vidi da je l-ideal svakog-Risovog b-badvastog (b-prosto-
ra (DF)-prostora) u indukovanoj topologiji, prostor istog
tipa.

Peti deo sadrii rezultate o pridrufenom prostoru Ri-
sovom IXP, odnosno, Risovom TVP. Koristili smo rezultate 1z
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/18/, /22/,a) 1 d), /34/, 1 /37/,b). 1z (/37/,b), Posledica
15.2.) se zna da je pridru¥en bornolo¥ki prostor datom Riso-
vom IKP, takodje Risov IKP. Tvrdjenjima 5.2.1 5,64posledica-
ma 5.3. 1 5.11. 1 primerom 5.5, dajemo odgovor na odgovaraju-
de pitanje i za ostale klase Risovih LKP i Risovih TVP, Tako
tvrdjenjem S5.2. dokazujemo da je pridruzen kvazi-badvast (b-
~badvast, b—prostor*iJm;kvazi-baévast)prostor datom Risovom
LKP u kategoriji IKP, takodje Risov IXKP, a primerom 5.5. da
to ne mora biti tako gza pridrulene ba&vaste ( N,-baivaste 1
ultra-bornoloske) prostore. Tvrdjenjem 5.6, smo dokazall da
je u topolo3kom dualu Risovog IKP pridruZen badvast ( N~Da-
%vast) prostor datom Risovom IKP, Risov IXKP, a tvrdjenjem
5.8. 1 primerom 4,29, da to ne mora blti tako za ultra-borno-
loske Risove IKP (telesan omota¥d Banahovog diska ne mora bi-
ti Banahov disk). Pored tvrdjenja 5.13. i 5.15. 1 posledice
5.14, koja se odnose na pridruZene bornolodke, kvazi-badvaste
i N~kvazi-ba¥vaste prostore datom Risovom TVP u kategoriji
TVP, istidemo i tvrdjenje 5.10. i njegovu posledicu 5.11. Tvr-
djenje 5.10., je isto kao u (/34/, Tvrdjenje (1.8.1.) ali Je
nas dokaz Jjednostavniji. Iz posledice 5.11l. se vidi da topo-
logija pridruZenog balvastog prostora datom IKP indukuje na
potprostor prebrojive kodimenzije, topologiju pridruzZenog bal-
vastog prostora datog potprostora. Data posledica se ne mo%e
dokazatl kao u (/34/, Tvrdjenje (I.8.1.)), Jjer se ne zna da
1i se ba¥va potprostora prebrojive kodimenzije mo¥fe da produ-
1 u balvau prostora, kao u sluaju poiprostora konadne ko-
dimenzi je. |

Klase ULKP, koje razmatramo u Sestom delu nase diser-
tacije, definidu se tako 3to se pojmovi: "badvast", "kvazi-
-badvast", "N,-batvast',... iz kategorije IKP, zamene poJjmo-~
vima: "polu-badvast®”, rpolu~kvazi-balvast?®, "polu-N,-balvast",
... Naime, iz /37/,c) se zna da je UIKF (£,C3) polu-badvast
(polu-kvazi-ba¥vast), ako je svakl pozitivan EJ-ogranilen (qé-
~-ograniden) podskup, § -ekvineprekidan, a iz /36/, da je UIKP
(£,6,9) P-bornolodki, ako je svaki apsoluino konveksan gutaju-
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¢i podskup, koji guta pozitivnefrlograniéene podskupovefS:
-0ko0lina nule. Mi slid¢no definilemo 1 polu-N, -badvaste, od-
nosno, polu-N,-kvazi-ba¥vaste proatore (Definicije 6.17. i
6.18.). Osnovni rezultati ovog dela odnose se na osobine na-
vedenih klasa prostora, koje nisu date u pomenutim radovima.
Definicijom 6.1. 1 tvrdjenjem 6.2. dajemo Jednostavnu dualnu
karakterizaciju polu-badvastih (polu-kvazi-baévaatih) proato-
ra, a tvrdjenjima 6.19. 1 6.20. istu za polu-N,-badvaste (po-
lu- ), -kvazi-badvaste), odnosno, polu-~6 -badvaste (polu-@ -
-kvazi-~balvaste) prostore. Pored ostalih tvrdjenja u kojima
navodimo odnose 1 karakterizacije definisanih klasa prostora,
isticemo jos§ i tvrdjenja: 6.13, 6.14, 6.15, 6,16, i 6.31. Na
osnovu tvrdjenja 6.13. i 6.14. u kojima dajemo odnos slabo i
Jako ograni&enih podskupova prostora Ex 1 Py , gde je F gus-
ta hiper ravan u E, dokazujemo da je potprostor (F, CAF) u
indukovanoj topologiji istog tipa kao prostor (polu-badvast,
polu-kvazi-badvast), ako je kao potprostor snabdeven jakom
topologijom, odnoano, topologijomﬂf{F,F’), gust u prostoru
(8,¢,/3(E,E"), odnosno, u prostoru (E,C, /f(E,E')). Ne znamo
da 1i je potprostor (F,ChF, T|F) polu-badvast (polu~kvagi-
balvast) ako je (E,C, A(E,E")) = L& (F,CnF, A(F,F°)) ((g,cC,
B*(E,E')) = L® (F,CF, (3’(F,F'))) - tvrdjenja 6.15. 1 6.16.

U sedmom delu navodimo neka zapaZanja o odnosu konve-
ksne bornologije i uredjenja, na proizvoljnom vektorskom pro-
storu E, koristeél pri tome rezultate iz /4/,a), /7/ 1 /24/.
Pored ostalih tvrdjenja u kojima razmatramo pridruZene borno-

logije fbD'fBF iﬁ%, kao i osobine prirodne bomologijeﬁuna
ured jenom vektorskom prostoru (E,C), smatramo da je od inte-

resa tvrdjenje 7.8. 1 posledica 7.9. Naime, tvrdjenjem 7.8.
dokazujemo da svaka konveksna telesna i kompletna bornologi-
J2 na slabom Risovom prostoru (E,C) (E = C-C i [o,u] + [0,v] =
= [o,u + v] , Za svako u,v€ C), ima bazu o0d telesnih Banahovih
diskova a posledicom 7.9, da je prostor (E,C;EL) kompletan,
odnosno, Maki-kompletan, ako i samo ako je [-x,x] Banahov di-
sk, za svako x€ C. U /7/ je dokazano isto tvrdjenje, ali pod
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uslovom da je (E,C) Risov prostor. Za dokaz naSeg tvrdjenja,
iskoristili smo ¢éinjenicu da je podskup A uredjenog vektor-
skog prostora (E,C) telesan, ako je A = S(A), gde je S(A) =
=U{[—a,a] s ae A/\C} .

Rezultati navedeni u osmom delu kao dodatku, predsta-
vljaju u stvari nastavak nasSeg proudavanja nekih klasa IKP
navedenih u /27/. Na pofetku najpre navodimo neka tvrdjenja,
koja sadrZe rezultate o lokalno konveksnim grupama, od kojih
igstidemo: 8.1, 8.3. 1 8.4, Na osnovu tvrdjenja 8.1l. &iji Je
dokaz naveden i u /28/ 1 prema (/3%/,a), Lema 1), tvrdjenjem
8.3. dokazalli smo da je i gusta hiper-ravan u svakoj IKG ili
ultra-gusta ili skoro zatvorena. U (/28/, str.65.) definisa-
na je klasa % -bornoloskih IKG i u istom radu je ostavljeno

kao otvoreno pitanje, da 11 je konadno kodimenzioni potpros-
tor % -bornolosdke LKG u indukovanoj topologiji, » -bornolos-

ka IKG., Iz tvrdjenja 8.4. se vidi, da Je odgovor potvrdan.

04 tvrdjenja koja se odnose na rezultate o C-refleksivnim
prostorima, koje smo definisali u /27/ b-refleksivnim prosto-
rima i topologiji TE® (proudavani u /4/,b), izdvajamo: 8,17,
8.19. 1 8.22. kao i primer 8,18. Tako tvrdjenjem 8.,19.dajemo
karakterizaciju ultra-bornoloskih prostora, preko topologije
TE®, a tvrdjenjem 8.1l7. dokazujemo da Jje svaki C-refleksivan
prostor hipo-Makijev (pogledati /4/,b)), odnosno, primerom
8.,18. da postoji hipo-Makijev prostor, koji nije C-refleksi-
van. Ispitujuéi dalje nasledne osobine raznih tipova polu-
-refleksivnih LKP, izdvajamo tvrdjenja 8.26, 8.28. 1 posledi-
cu 8,29, koja se odnose na konano kodimenzioni potprostor,
Naime, tvrdjenjem 8.26. dokazujemo da potprostor F, normira-
nog polu-refleksivnog (p-polu-refleksivnog) p:rostora nije po-
lu-refleksivan (p-polu-refleksivan), ako nije zatvoren, a tv-
rdjenjem 8.28. da je svaka skoro zatvorena hiper-ravan polu-
-refleksivnog (p-polu-refleksivnog,ﬁflpolu-refleksivnog) LKP,
u indukovanoj topologiji istog tipa, odnosno, da ultra-gusta
hiper ravan polu-refleksivnog (p-polu-refleksivnog, ﬁ?ipolu-
-refleksivnog) prostora u indukovanoj topologiji nije istog




tipa. Prema posledieil 8,29, gusta hiper ravan polu-refleksiv-
nog normiranog prostora je uvek ultra-gusta (pogledati /35/,

a), Lema 1.).
Na kraju, smatramo da treba da istaknemo i1 veliku upor-

nost naseg mentora Dr Branislava Mirkoviéa, u nastojanju da
nam svojim savetima, prilikom izrade disertacije pomogne, na
¢emu mu ovom prilikom zahvaljujemo,




O. UVODNI DEO

U ovom delu najpre navodimo poznate alrebarske osobi-
ne vektorskih prostora koji su snabdeveni relacijom delimid
nog uredjenja, odnosno, jelnom refleksivnom i tranzitivnom
relacijom "L". Inade, koristidemo pojmove i oznake iz /10/
i /37/aa) i b).

| Neka je E vektorski prostor nad poliem R realnih bro-
Jeva, Podskup A prostora' [ Je uravnoteten, ako je AACA,
kad god je JA|<1l. Presek i unija proizvoljine familije urav-
notezenih podskupova je uravnoteZen nodskup. Presek svih
uravnoteZenih podSkupova koji sadrZe dati podskup A, dini
uravnotezeni omotad za A, i to je skup U{’U&

Podskup A je konveksan, =2ko je QA + Maca, za A2 0,
Mz0 i l+ﬁ{ = l. Presek proizvoljne familije konveksnih pod-
skupova je konveksan podskup. ¥onveksan omotad dator podskupa
A Jje presek svih konveksnih_mnodskupova koLi sadrze A, i to
Je skup svih suma oblika: :1x A 2 0, Z,I.— 1 i X, € A.

Podskup A Je qpsolufn‘o kouveksan, aﬁg ;je urqvnotezen
1 konveksan. Apsolytno kgnveksan omotas nodskupa A je skup
svih suma oblika: ngl, KT i X; € A,

Ka¥emo da nodskup “i sutn nodskun B, ako nostoji ).)0
tako da je B AA, za svakoAgakoje je: [A|> A, . Ako A guta
konacne podskunove od E, onda ka%emo 3 je A rutajudi.,

Pod konusom u vektorskom wrostoru 7 podrazumevamo bilo
koji nevrazan konveks n podskup &, 7a ¥ajii je ACQC, kad
god je A2 0. Tako na primer.‘{o} » Dilo koiji pntprostor ¥
i ceo prostor E &ine konucze u R,

Jasno je da konus C u & induknje delimidno uredjenie

"€ " na sledeéi na&in: ako x, vy€ B, onda je <y, 2ko y - x¢gC.

Dobijena relacija "L " Je suZlasna i sa vektorskom struktu-

rom u kK, naime,ako 20, y20 1 A0, onda je x + y>0 1
A xp 0.%acno je 1 obrnutosvakom delimidnom uredjenju "
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koje je saglasno sa vektorsgknm strukiuronm odrovara konus C

=-{x|_x,, q} koji u B induknje ba% dato uredienje. Dakle,

par (E, C) ée nam oznalavati da je < uredjeni vektorski
prostor,

konus C je anti-simetridan, ako je CNA(-C) = {Q}

odnosno, ako je uredjenje indukovano konusom C anti-sime=-
tridnog. Lako se dokazuje da =s=u ¢ - ¢ i1 2N(=C) pnitprostori
od k.

Katemo da je uredijen voktorski prostor (i, C) reneri-

san konusom C, ako je £ = € - O, In~de, proastor b je gene-
risan konusom C, ako i samo ko je uredjenje indutovono Ko=
nusom ¢ usmereno (za svaka dvn elementa x, veE& noeto il

z€ B, tako da je x<2z 1 y<&7).

Uredjen vektorski prostor (1, 7) ije Airhimedov (skoro
Arhimedov), ako je x£0, kad od Je nxgy (v = 0, kad vod
je -y & nx K Y, 2& sve pozitivne cele brojeve 1 nelo v €,

Intervalom u uredjencm voltorsirom vwrontoru {1, 7T) zo-
vemo svaki skup oblika: [:c,;;-] = {.’-’EE: x€< 7Ly = (¥ + CIN
(y - €). Oivledno je svaki intervol konveksan porskup od
E, a ako je obhlika [ex, %], in e orda i uravnotezen. AkO
je pri tome intervel [-x, x] cutajudéi, onds elemenat € E
zovemo uredjenom jedinicom u ., lodskup A uredjeno:s vektor-
skog prostora (i, () je uredjeno-ogranien, =ko je sadrian
u nekom intervalu (x, v}

Podskup A uredjenos vektorskog pnrostora ( 7, ) je
ma joriran (minorirnn) u i, ko z~ ~vakil clemenat » € A,
postoji x€ 4, tako da Je agx (x<a), Wlenenat x €™ se
onda zove gornja (donja) mr#nica Slupa Al Ako sltup gornjih
(donjih) granica skupa A ima naljmonii (n~jvedi) elemenat,
onda kademo da A ima supremun (infimum).

Ya¥emo da uredjen velttorski nrostor (7, &) ima oso=~

binu Risove rastavljivosti, ~ko je [O, Q] + [p, #] [p u+{] ,
kad zod su u, ve<. ko je ' jo3 1 ~enericsn konusom O, ondn

S € pI‘OStOI‘ (15, '::) Laove S]“‘n {isov QT*OSTOI-. Irl:, e’ llTPﬂ:‘len

vektorski prostor (i, 2Y je isov, alko je o onti-simetrliosn
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konus i ako za bilo koja dva elementa x, y€ E, posto}l naj~
manja gornja granica, odnosno,sup (x, y).
Sada navodimo primere nekih uredjenih vektorskih pro-
stora: |
1) (R, RY) je uredjen vektorski prostor realnih br0- _
jeva. Takvo uredjenje se zove obidno i ono je indukovano |
konusom R’ neregativnih realnih brojeva.
2) Ako je E vektorski prostor realnih funkcija na
proizvoljnom skupu S, onda u E imamo prirodno uredjenje:
f<g, ako 1 samo ako je f(x)&r(x), za svako x€S3S. R
3) Sliéno se definisu prirodna uredjenja na prostoru;CQ 
svih realnih nizova.{)ﬁ}i njegovim potprostorima: o
m: prostor ogranicenih realnih nizova; o
¢: prostor konvergentnih realnih nizova; :*EA-

Cyt prostor svih nula nizova;

1P. prostor svih 1P - zbirljivih realnih nizova;

Ako je A neki podskup uredjenor vektorskor prostora
(E, C), onda uvodimo oznake ( /37/, a)):

F(A) = (A + C)NN(a - C) = (4] ;

D(4) ={x€a : x = Xx,- (1 -2) xael0, 1 , x,, xze.anc};

B(A) -U [-u, w] T u, we A_/\C} ;

s(4) =\U [Fu, u] : ueﬁ./\c};
Ka¥%emo da je podskup A uredjeno-konveksan, ako je A = F(4),
o~konveksan, ako Je konveksan i uredjeno-konveksan, apsolut-
no uredjeno-konveksan, ako Jje S(A)C A, apsolutno dominantan,
ako je ACS(A), telesan, ako je A = 5(A), rastavljiv, ako je
A = D(A), pozitivno uredjeno-konveksan, ako je (A - CINACGA
i pozitivno dominantan, ako je AGANC - C. F(A) se zove ure-
djeno-konveksanjomotaé podskupa A a D(A) njegovo rastavljivo
jezgro. Inade, F(A) #U{[a, b], asb, a,be A}., a ako Je A
apsolutno konveksan podskup o0d E, onda je D(A) = (ANnC) =
= Co (- (an0)VJ(anC)) (/37/, B)). ko je AGC, onda je
F(A) = S(A), odnosno, za svaki podskup ACE je: F (ANC) =
= S (ANC) = 8(A). Ako je (E, C) Risov prostor, onda jJe
podskﬁp ACE telesan, ako 1 samo ako zadovoljava slededu
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osobinu: x| & vyl 1 ye?r = v€&. wakom podskunu ACTE mo-
Semo pridrufiti njerovo telesno jezrro (n-jvedi telesan pod-
skup sadrZan u A) i njegov telesan omotad (najmanji telesan
podskup koji sadr?i A), Tako n» primer, ako je (%, C) Risov
prostor, onda je telesan omota¥ skuna A: Ga -M“I?lal lau
ak A}.] a telesno jezgro sk (A) = U{[ a, ::] (-2, a]CA}
Ako Jje A avnsolutno uredjeno-konveksan podskun, onda je

sk(A) = S(A), a ako Jje 4 ansolutno dominantan nndskup, onda
Je 5, = S(A).

Neka je (£, C) uredjen vektorski nrostor. Tinearna for-
ma f na uredjénom vektorskow prostoru je uredjeno-ogranidena,
ako je ogranilena na uredjeno-ogranicenim podskupovima od E
i ona je pozitivna, ako je f(x)z2 0, za sveko x& ¢, iko su
E*, Eb i d* redom algebafski dual, prostor uredjeno-orsrani-
denih linearnih rforml 1 skup nozitivnih linesrnih formi, on-
da Je C C’- g I C* je oCigledno konus u '{_f:*,' tako 4As Je
(E*, ¢") uredjen vektorski prostor., Y2 svaki nntprostor F
od E*, smatrademo da je uredjen konusom F/\”*. “a potoprostor

Eb od E*; smatramo dakle da je uvek uredjeno-konveksan, Jjer

je (E° + d)N(E® = ¢®) = 5P, votprostor o¥- 7™ 0a F zove
se uredjeni dual od (%, C), 1 u opitem sludaju je d . C“:ﬁ Eb.
Interesantni su onl uredjeni vektorski »nrostori za koje je
C - d“: Eb. U (/37/, b)), str. 10) dokazana je ~+isova teorema:
ako je (B, C) slab Risov prostor, onda je ¢* - 8ﬁ Rb i (Eb, d*)
je tada Risov prostor (vektorska redetka). |

Ako je A E, onda pod wolarom skupa A u algebarskom
dualu E*podrqzumevamo skup: A° {fe K f(a)g 1, =za svako
aeg A} . Tako dokazujemo da je c® = -C . Ustale noimove 1 oso-
bine uredjenlh vektorskih prostora u ovom delu nedemo navo-
diti. OpZirnije o tome nalazimo u /10/, /21/, /?5/, /33/ i
/37/, a) 1 b).

U nastavku ovog dela navodimo osnovne Ginjenice o to-
poloskim vektorskim prostorima i tonolodkim vektorskim gru-
pamaskoje koristimo u sledecim delovima rada.

Definicije TVP {(topoloXkih vektorskih nrostora) 1
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LKP (lokalno konveksnih prostora) nalazimo u /1/, /14/,
/19/, /30/ 1 /33/ a definicije TVG (topolo¥kih vektor-
skih grupa) i LKG (lokalno konveksnih erupa) u /16/, /28/
1 /29/. Tako na primer, pod parom (H,ﬁ') podrazumevamo
TVP, ako su preslikavanja: (x, y)=x + y i (X, x> AX
prostora (E,T) x (8, T)—(:,T) i ¥ x 5T )=+»(%,T ) ne-
prekidna. Ako je polje K jednako nolju R realnih bro jeva,
onda je (E,ﬂ') realan TVP. ITnade, smatramo 43 je ¥ snabde-
veno obi¥nom topologijom. Par (®,J ) je TVG, ako nretpos-
tavimo da je K snabdeveno dislretnom tonoloriijom. ovaki
TVP (E,j') ima osobinu da tOpologijafr'ima bazu ololina
nule od zatvorenih uravnoteZenih i gutajuéih podsl-upova,
4Akofr ima bazu okolina nule o7 konveksnih podskupova, on-
da je TVP (E,J ) lokalno konveksan prostor. IEG (lokalno
konveksna grupa) je TVG koja za bazu okolina nule ima ap-
soiutno konveksne podskupove, Wapominjemo d- je TVG (IXG)
topoloski vektorski prostor (lokalno kouveksan prostor),
ako i samo ako ima bazu okolinn nule od sutajuéih podskupova,
Pod badvom u IKP (E,ﬁJ) podrazumevamo svaki zatvoren
apsolutno konveksan cutajudi podskup, Podskup VL E je badva
u LKP (E,gﬂ), ako i samo ako je V° (polara u odnosu na du-
alnost (B, E°) - gde je E’ topolodki dual prostora (E,T))
Eg = ograniden podskup. Podskup ACE je T—ograniéen, ako
g2 guta svaka okolina nule. Ograni&ene podskupove pridru-
ene jake tOpologijejg(E, E”) prostora (E,ﬁd), zovemo ja-
ko ograniderim. Podskup ACE je jnko ogranicen, =2ko i samo
ako ga guta svaka badva prostors (E,ﬂJ). Napominjemo da sva~
ka lokalno konveksna topologijafr ima bazu okolina nule od
zatvorenih gutajuéih i apsolutno konveksnih podskupova, ode
nosno, od baévi prostora (E,ﬂJ). Ako balva V prostora (E,g‘)
guta svefr;ograniéene podskupove, onda je ona bornivorna,
Podskup VE E je bornivorna badva, =2ko i samo ako je vO Eg -
- Jako ograniden podskup. Tonolozija(RA(E, B") (ﬂf(E, £7))
1ma bazu okolina nule od svih badvi (bornivornih badvi) pros-

tora {2,T ).
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LKP (,*33,3”) je bacvast, ako je svaka baldva SJ- ckolina
nule, odnosno, ako i samo ako jeT A(E, E°)., Prostor (E, 5')
Je kvazi-balvast,ako je svaka bornlvorna badva J -okolina
nule, odnosno, ako 1 samo ako JeT (3( %, E°). Prostor (E,«T)
je Makijev, ako je J = T(z, E&- ), gde je T'(E, E°) topologija
uniformne konvergencije na familiji svih Eg - kompaktnih a"p_-_-_g_
solutno konveksnih podskupova. Apsolutno konveksan podskup
VECE je bornivoran, ako guta sve 9 ~ogranidene nodkupove 1 -

onda ka¥emo da je prostor (E, ﬂ’) boruolo$ki, ako je svaki .,f f;@r

bornivorni apsolutno konveksan podskup g—okollna nule., LKP

(E J) je bornoloski, ako i samo ako jeT = T(®, ) 1 B" = .

* (E° - prostor linearnih formi koje su ogranidene naT—og-
ranilenim podskupovima). IKP (E,J ) je ultra-bornoloski, ako

Je svaki apsolutno konveksan podskup koji guta Banahove dis-

kove, ﬂd-okollna nule, 5Sli¢no kao za bornoloZke prostore,
imamo da je LKP (T fr) ultra-bornolo:kl, ako i samo ako je
T:’C(E, E°) i B = E° (E° - prostor linearnih formi koje
su ogranicene na Banahovim diskovima prostora (E,T)). In_a-'_
Ce, ﬂ-' -0ogranic¢en apsolutno konveksan podskun A je Banahov |
disk, ako je P (linearni omotad potskupa A) Banahov pros-
tor u norma tOpologiji. Horma 1 prostoru E je u stvari

funkcional Minkovskog: pA(x) = J.nf{A.} 0 xe}LA} i (EA' pA)

je normiran prostor, jer je (E, T ) razdvojen LI(P. Yod N-baé-
vom LKP (E, fr) podrazumevamo svaku badvuy V = ﬁvn, gde Je

(V JneN niz zatvorenih apsolutno konve]rsnlh?" ckolina nule,
A]-:.o Je V bornivorna balva, onda ka¥emo d2 je V fl-bornivor-
na baéva., LKP (E,J ) je prostor tipa (DF), ako je N,-kvazi-
badvast (svaka N, -bornivorna badva je fr-okollna nule) sa |
fundamentalnim nizom T-ograniéenih podskupova, |
Navedeni pojmovi i klase prostora se prirodno definisu
i u kategoriji TVP (pogledati /1/). Uvodjenjem niza podsku=-
pova (fadena) vektorskogz prostora E uop3tava se pojam kon-
veksnog skupa., Naime, pod fadenom u vektorskom prostoru E
podrazumevamo jedan niz ‘U'.-: (V ) uravnoteZenih gutajuéih
podslf_upova za koje jJe Vn+1 + Vn+1 -t Vn, za svako ne€N,

- 14 - o




Ako je VCE apsolutno konveksan cutajuéi podskup, onda on
generie prirodni faden ("f%:" V)neN., ako je (E,T) VP,
onda svaka Sﬂ-okolina nule generise faden (nije obavezno
jedinstven) ¢iji su ¢lanovi V., ﬂ#-okoline nule, 7a takav

faden kasemo da je J -topolo¥ki. Zaista, ako je V J -okoli=

na nule TVP (E,?ﬁ), onda pbstoji g&-okolina nule U, tako da
je U+ UGV, ... 1 onda je V, =V, V, = U, itd. Ako su &la=-
novi fadena °u= (Un)n_e N T-zatvoreni (bornivorni), onda,ka-

Yemo da jeﬂu.zatvoren (bornivoran) faden. TVP (£,T ) Je onda

badvast (bornolodki), ako je svaki zaivoreni (bornivorni)
faden g'-topoloéki. Prostor (E,gﬂ) je kvazi-baévast’ako Je
svaki zatvoreni bornivorni faden ﬂ'-topoloﬁki. Mapominjemo
da se iz /1/ zna, da na primer badvast IKP ne mora biti bal-
vast kao TVP, Slidno se dobija i za bornoloske i kvazi bad-
vaste prostore. Opsirnije o ovim klasama TVP nalazimo u /1/ .

Ako je (E,F ) TVP onda sve apsolutno konveksne fr-cko-
lina nule &ine bazu jedne lokalno konveksne topologije Tona
E, Onda je prostor (E,,Tc) IKP pridrusen TVP (E,TY ). Topolo-
gijéT%e'najjaEa lokalno konveksna topologija slabija od:r .
Sliéno se i LKG (E;ﬁ') pridrﬁﬁuje lokalno konveksna topolo=-
gija 1ocY (pogledajte /28/), koja za bazu okolina nule ima
apsolutno konveksne 3'-okoline nule, Ta ko na primer, ako
je (E,T) diskretna IXKG, onda je locT -(C'(E, E*), odnoano,.
locg' je najjata lokalno konveksna topologija na E, U /28/
ge proudavaju razne klase IKG, slilno klasama IKP. Tako na
primer, IKG (E;SJ) je badvasta, ako je svaki zatvoren apso-
lutno konveksan podskup od L, €iji je linearni omotad otvo=-
ren, g'-okoliha nule., Dokazano Jje, da Je LKG (E,qf) balvasta,
ako i samo ako je IKP (E, loc¥ ) badvast. T¥G¢ (%,F ) Jje Ma-
kijeva, ako ;jeT =V (E, E°) (oznaka u /16/) gde je V(E’, E7)
topologija uniformne konvergencije na Eg -kompletnim podsku-
povima, Diskretna LEG (E,T) je dakle Makijeva, jer je -Tw
‘V(Es E*)-

Na vektorskom prostoru se pored topoloskih struktura
uvode i takozvane bornolofke strukture. Naime, familija ﬁs
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podskupova od E ¢ini jednu bornolesiju, ako je L}A = 1, Zae
tim ako Aéﬁ kad god B&B i ACTB, 1 ako je kon;%;?la uni ja

e lemenata fam:x.lijei} takodje elemenat faml]laeff) ﬂorno-
losrigaﬁ na vektorskom prostoru E Jje vektorska, ako su
preslikavanja: (E,B) x (E,B)—(2,B) 1 ¥ x (5,03)—~> (e,53)
definigana kao (x, y)—»x + vy i (A, x)—= Ax,0zranidena. Po-
lje K Jje snabdeveno prirodnom bornolorijom., Vektorska borno-
logija ima bazu ogranifenih podskupova od uravnoteZenih aku-
pova Bé@ Kazemo da je ﬁkonveksna bornolorija na vektor- |
skom prostoru E, ako ima bazu od ansolutno konveksnih podaku—
pova. OpSirnije o bornoloskim prostorima, odnovno,o konveks-
nim bornologijama nalazimo u /4/, a) i /24/. I'rostor linear-
nih formi koje su ogranidene na elementima bornologiie 33 Z0 -
vemo bornolodki dual. U /24/ je dat nrimer konveksne bornolo-
z1je €1iji se bornoloski dual svodi na{d}; Zato su od interesa
takozvane t-razdvojene konveksne bornologije, odnosnoqone kon-
- veksne bornologije na vektorskom proutoru E, za koje je (F “‘>
razdvojen dualni par (EX = (% ,33) - prostor onrarifenih line-
arnih formi).




1. OSOBINA OTVORENE RASTAVIJIVOSTI UTVG

Ako je (E, C) uredjen vektorski prostor, a (E,T )
jedna topolo3ka vektorska grupa ( /29/, Definicija 1.), on-
da trojku (E, C,T) zovemo uredjena topoloSka vektorska gru-
pa - UTVG. Ako je (E,T ) topolodki vektorski prostor, lokal-
no konveksan prostor ili lokalno konveksna grupa, onda demo -
skradeno pisati UTVP, ULKP ili ULKG, Inade, za konus C u'ep—
Stem sluCaju nista ne prefgpostavljamo, osim da je to nepra=
zan konveksan podskup, za kojt je AC & C, kad god jeAd 3 O.

u(/10/ 41 /37/,2), b), ¢)) proudavaju se ULKP sa
osobinom otvorene rastavlijivosti. Mi u ovom delu rada defini-
Semo UTVG sa navedenom osobinom i proucdavamo ih. Uporedjuje-
mo dobijene rezultate sa poznatim rezultatima, navodeél odgo-

varajuée slidnosti i razlike. Pri tome imamo u vidu rezulta-

te iz /10/ 1 /37/. |

l.1l. Definiticija. UIVG (E, C,T) je sa osobi-
nom otvorene rastavljivosti, ako je UNC - UnC 3"- okolina
nule, kad god Jje U T - okolina nule.

U ( /10/ i /37/) se odgovarajudéa osobina za UTVP i
UILKP definisSe ugz dodatni uslov da je E generisan konusom C,
odnosno, da je E = C = C, To u stvari zna¢i, ako u naso]j de-
finiciji uzmemo da je (E, C,J ) UTVP, da je E = C - C, jer
je UNC = UNC gutajuéa 49— okolina nule. Medjutim, ako je
(B, C,T7 ) diskretna UTVG a C pravi potprostor od E, onda je
E #C-C, Prema ( /2/, Lema 1. ) uredjen Banahov prostor sa

zatvorenim konusom C ima osobinu otvorene rastavljivesti, ako-

i samo ako JjJe E = C - C,

‘Podpkup A uredjenog vektorskog prostora (E, C) Jje po-
zitivno generisan, ako je A G AAC - AAC. Sledeéim tvrdje-
njem dajemo karakterizaciju UTVG sa osobinom otvorene rastav-
ljivosti u terminima pozitivno generisanih podskupova.

l.2. T vrdj enje. Za svaku UTVG (B, C,T ) sledeéi

uslovi su ekvivalentni:
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a) (2, ¢,J ) je sa osobinama otvorene rastavljivosti:

b) (E, C,J ) ima bazu okolina nule od pozitivno gene-
risanih podskupova; |

Dok az. Za svaku :TF okolinu nule V postoji sime-
tridna J - okolina nule U, tako da VDU + U = U - UD UAC -
- UAC. S obzirom da je UAC c UAC - UNC, odnosno, UAC =
- UNnC C (UAC = UNC)NC = (UNC = UNC)NC 1 da je UTVG
(B, C,7 ) sa osobinom otvorene rastavljivosti, onda (E, C,7 )
ima bazu okolina nule od pozitivno generisanih podékupova. To
znadi da a) =) b). Obrnuto, ako je V J - okolina nule, onda
postojil pozitivno generisana T- okolina nule U tako da Je
VOU, a onda je VAC D UNC, odnosno VAC = VAC D U~NC - UnC
> U. Dakle, UTVG (E, C,J ) je sa osobinom otvorene rastavlji-
vosti.

U svakoj UTVG (E, C,7) skup svih J- topolodkih fa-
dena na osnovu ( /1/, 1. str, 7 ) generise jedan TVP (E,7 ).
Lako se proverava da jJe f najfinija linearna topologija grub-
lja od date topolo3ke vektorske grupe. Iz slededeg tvrdjenja
se vidi kzda je (E, C,7) sa osobinom otvorene rastavljivosti.

l.3, Tvrdj enj e, Neka je E = C - C., Ako je UTVG
(E, C,T ) sa osobinom otvorene rastavljivosti, onda je UTVP
(E, C,T) takodje sa tom osobinom.

Dok a z, Neka je ‘U= (vn)neN T— topoloski faden.
To 2zna¥i da su (vn)né N J - okoline nule, odnosno da su
(V,~C = YBAC)HEN T - okoline nule, S obzirom da je E = C - C,
onda je VUNC - UVAC = (_;an\c - Vn/\(l')n‘,._;N jedan 'j"'_- topolod-
ki faden, Dakle, (E, C,7T) je UTVP sa osobinom otvorene ras-
tavljivosti.

Za dokaz prethodnog tvrdjenja iskoristili smo slededu
karakterizaciju UTVP sa osobinom otvorene rastavljivosti.

l,4, Tv rdj e nj e. Neka je E = C - C, Onda su za
takav UTVP (E, C,T ) sledeéi uslovi ekvivalentni:

a) (B, ¢,7) je sa osobinom otvorene rastavljivostij
b) Za svaki J - topolozki fadenV, faden Unc -Unc
je T— topoloski;
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Dokaz, a)=>b) je oligledno, jer ako je 17;
= (vn)nEN 9 - topoloski faden, onda je (V.~C - Vnr'\c) |
- okolina nule, za svako né N, 2bog osobine otvorene rase
tavljivosti prostora (E, C,T ). (Bez te¥koéa dokazujemo da
;jecv'/'\ C - ‘1}/\0 = (an\C - an'\C)neN jedan faden). Obrnute,
ako je V T - okolina nule, onda postoji faden vV = (vn)neﬁ'
Vl = V (ne mora biti jedinstven) koji je T- topolodki. Onda
prema b) sledi da je 1 UAC -UnC = (V,NC - VNAC) ey
T - topoloski faden, odnosno, da je V;AC = V;AC = VAC = VAC
T =~ okolina nule, |
l.5. Posledilc a, Ako je E = C - C, onda,je
(E, C,?f) sa osobinom otvorene rastavljivesti ( /1/, }f— naj-
fini ja linearna topologija). |
Dokaz. Ako u tvrdjenju 1.3, uzmemo diskretnu te-
polodku vektorsku grupu, onda je 5"_ = ?f .
Sliéno dokazujemo i slededa dva tvrdjenja:
1.6, T vrdjenje. Ako je (E, C,J ) UTVP sa osobi-
nom otvorene rastavljivosti, onda je i pridruZeni ULKP (E, C”T“)

sa istom osobinom. ( (E,J°) ima za bazu okolina nule sve apso=-
lutno konveksne J - okoline nule,

1,7. T v rdj enj e. Neka je E = C - C, Ako Je
(E, C;ﬂ") ULXG sa osobinom otvorene rastavljivosti, onda Je 1
pridru¥eni UIKP (E, C, lac.T) sa istom osobinom. ( (E, loc.T)
ima za bazu okolina nule sve gutajuée apsolutno konveksne
T - okoline nule),

1.8, Posledic a, Ako je E=C - C, onda Je
(E, C, ?’c ) ULKP sa osobinom otvorene rastavljivosti. ( (E,?—c )
je prostor E snabdeven najfinijom lokalno konveksnom topologi-
jom - pogledati oznaku u /1/).

Iz slededeg primera se vidi da obrat tvrdjenja 1.7,
ne mora bhiti tadan. |

1,9, Prime r, Neka je C = {(x, y); x>0, y>0} ;
U{(O, 0)} konus w R i1 neka je (Rz, C,T) ULKG koja za basu
okolina nule ima skupove oblika: I = {(x, 0)} (XI‘-"-.-E}S;.O o
( primer objasnjen u /28/)., O&igledno jJe R = ¢ - ¢ i locT -?.,
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d akle, (R2, C, locT ) je prema prethodnoj posledici sa osobi-
nom otvorene rastavljivosti a (8, ¢,J ) nije sa tom osobinem,
jer je za svako £ > 0: IeC - IgNC = {O} . 5 obzirom da
ULKG (R2, C,J ) nije diskretna, onda ona nije sa osobinom ot-
vorene rastavljivosti,

Ako je (E, C,TJ ) UIVG sa bazom okolina nule cu.# {U ¢ U =
= - U} , Onda 1z /29/ znamo da elementi od u ispunjavaju oso=-

l, 0€ U, za svako Ué‘u;

2. Za svako Ue’l,l i 2a svako ) # O postoji ve‘li: Ve AU;

3. Za 8svako Uéu, postoji Véu tako da Je: V + VCU;
Ali tadno je i obrnuto: Svaka baza filtra U sa osobinama 1, 2
1 3 na jedinstven nadin definiSe jednu TVG na (B, C). |

Sledecim tvrdjenjem dokazujemo da se jednoj UTVG
(E, C, T ) na jedinstven nadin dodeljuje UTVG (®, GC, J; ) ko=
Ja 2za bazu okolina nule imacunc -(unc = {UAC - UNC,

Ue‘U} .

1.10, T vrdjenje. Ako je (E, ¢,T) UTVG sa bakom
okolina nuleu , Onda je UAcC -ﬂnc = {UAC - UG, Ueu}
takodje baza okolina nule neke UTVG.

D o k a z, Dokazimo da jeunc -Cunc jedna baza fil-
tra sa osobinama 1, 2 i 3, Ako UAC - UAC, VAC - V/\CE%C— ~-

-u/'\C za neko U, Véu onda postoji weutako da,U/’\V:)W. Dalje -

sledi da Je UACOWNC-1 VACDOWAC, odnosno, da je (U~C = UAC)

N VAC = YVAC) D WAL - WNCEeEUAN ¢ -UANC. S obzirom da
O€ U za svako Ué_u , onda 0 € UAC - UAC, Ako VAC - YAceUne -
-UANC 2za neko vel » onda za svako A £ O postoji vel ’

tako da Je V C A U. Dalje se dobija da je VAC - VACCAU AC -
- AUNC = A(UANC = UAC). Poslednju jednakost lako dokazuje-
mo Jjer su skupovi U 1 UAC - UAC simetri¥ni a C je conus, Do-
kazimo i osobinu 3., Ako VAC - VAC pripada Uno - UNC za ne-
ko , vell , onda postoji Ueu , tako da je VDU + U, To dalje
znaci da je VAC = ¥AC DO (U + DAC - (U + UDNAC o (UAC -
- UnC) + (UAC - UAC).

Dobijena UTVG (E, C,J ) je oigledno sa osobinom
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otvorene rastavljivosti, jer ima bazu okolina nule od pozitiv-
no generisanih podskupova (tvrdjenje 1.2.). Odigledno je 1
TST . Zaista, ako je V jedna T - okolina nule, onda pos-
toji 31metrléna jr- okolina nule U, tako da je VO U + U =

= U~ U>S UAC - UAC. Dakle, UTVG (E, C,J ) je sa osobinom
otvorene rastavljivosti, ako i samo ako je ~7' = JE' .

Linearno preslikavanje f iz UTVG )(E, C,J )u UTVG
(F, X,9) je pozitivno, ako je f (C)g kK. ( /37/, b), str., 68),
Sledeéim tvrdjenjem bliZe karakterisemo topOIOgiju.ZE .

1,12. P v r dj e nj e. Ako je f pozitivno neprekidno
linearno preslikavanje iz UIve (&, ¢,7) u urve (7, X,P),
onda je f neprekidno iz (FE Jr) u (F 9’3

D ok a Z2. Ako je U Jedna simetricna Qp- okoline nu-
le, onda je £~ (Uf\K - TAK)2 £ (U)r\C - 1 (U)AC, odnos~
no, f jJe neprekldno iz (h,]') u (P, 9’) Zalista, neka je x =y - 2,
ako y, z € £~ (U)/\C Onda je f (x) =f (y = z) = f (y) - £ (2)

€ U~f (8) - UNnE (C) € U~L - UAK, odnosno, x € £ (U~K -
- UnK). |

1,12, Po s l e dic a. Ako je "'V¢ (B, C,T ) sa oso-
binom otvorene rastavljivosti,onda je f neprekidno iz (8,7 )
u (F,%P ), ako i samo ako je neprekidno iz (&,7) u (F,$).

D o k a z. Na osnovu prethodnog tvrdjenja i Zinjenice
da Jje jpﬁﬁﬁ?.

Primedujemo da obrat prethodnog tvrdjenja ne mora biti
*adan, naime, ako je f neprekidno iz (h,j') u (F, 9’),0n0 ne
mora biti neprekldno iz (E, 7”) u (¥ 9)) Dovo]gno je u vektor-
skom prostoru uzeti trivijalni konus C = {O} i indiskretnu
topologiju.gﬂ, a u F neku topologiju sa osobinom otvorene
rastavljivosti koja nije indiskretna,

Sledecdom posledicom tvrdjenja 1l.1ll. se naibolje karak-
terise topologija ]; .

1.13, Po s 1l edica. Topologija Jg je najslabija
od svih topologija sa osoblnom otvorene rastavljivosti koje

su finije od T , odnosno, = mf{T , Z’ ﬁ" Z je

sa osobinom otvorene rastavljlvostl, za svako ol .
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Napominjemo da ako je (!, C,ﬂ') UPVG koja za bazu
o0x0line nule ima potprostore, onda i (5,13,35 ) jeste UTVG
sa istom osobinom, Zaista, ako "ie[U= {"“ ol € Ij famili-
Ja vektorskih pogprostora od i, koji dine bazu okolina nule,
Ondauﬂc-u/\C:{FP\C—FﬂCdeI} {d-Cd
A € I} ¢ini familiju patprnstora od k¢ » odnosno, od E.

Ako je (E,TJ ) proizvolina TVG, onda postoji konus u
E, za koji je UTVG (E, C,T ) sa osobinom otvorene rastavlji=-
vosti. Ako uzmemo da je C = E, onda je za svaku 7—- okolinu
nule U: UL U-<-U-= UANE - UnE, odnosno (5,7 ) onda ima
bazu okolina nule od pozitivno rrenerisanih podskupova. Ako
je (E,TJ ) diskretna ©VG, onda je ona sa osobinom otvorene
rastavljivosti za svaki konus vektorskog prostora E, Medju-

tim, indiskretna TVG (E, C,7) je sa osobinom otvorene rasg=
tavljivosti, ako i samo ako je E = ¢ - 0

- &

Sada navodimo Jjos neke rezultate koje smo dobili
ispitujuéi odnose topologija T i j; . w0 je fod, o o
familija konusa u vektorskom prostoru £, onda je i C =
= C\Cﬂ‘ takodje konus u E, Neka su (B, C,T), (E, Cor T,

(B, 0,7;) i (E, Cs 3[';.‘) odgovarajudée UTVG. OZigledno ije TQ‘Q,?g,
za svako oA € I, Zbog toga sledi:

l.14. T vr dj e nj e. ako je (%, C,T) UTVG sa oso-
binom otvorene rastavljivosti (gde je C —/“\C), onda Jje UTVG
(E, Cs T ) sa osobinom otvorene rasTavlleasti za svakod € I,

Sledeci primer pokazuje da obrat prethodnog tvrdjenja
nije tacdan;

lel5, P rime r. Neka je (E, ¢, T) UTVGC sa osobinom
otvorene rastavljivosti koja nije diskretna i za koju jJe
cC(- C) = {O} (dovoljno je uzeti primer 1.9.). Ako je C
konus u nekom vektorskom prostoru E, onda se lako proverava
da je i -C takodje konus, a time i CA(-C). 5 obzirom da je
UAC = UAC = UA(-C) = U~ (~C) za svaku simetriénu I - oko-
linu nule, to konusi C i -C daju istu topologiju j; . 2bOg
toga je UTVG (®, C,T) sa osobinom otvorene rastavljivosti,
ako i samo ako je UTVG (E, -C,7T ) sa osobinom otvorene
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rastavljivosti. Primer 1.9. je takav, ali UTve¢ (8, {o} ,T)
nije sa osobinom otvorene rastavljivosti, jer nije diskretna.

Sli%no pitanje se postavlja i za UTVG: (E, C,T) 4
(£, ¢, T). S obzirom da je ¢, za svaku topologiju I, on-
da je UTVG (E, 5,3’) sa osobinom otvorene rastavljivosti, ako
je (B, C, T ) sa osobinom ¢tvorene rastavljivosti. Da obrnuto
nije taéno sledi iz jeinostavnog primera:

| 1.16. Pr i me r. Neka je (7, ¢,T ) indiskretna UTVG
za svaki konus C # E. Onda je odigledno (B, C,T) = (%, E,T)
sa osobinom otvorene rastavljivosti, a (E, C,7T ) nije sa tom
osobinom,

U nastavku ovor dela rada navodimo rezuitate koje smo
dobili ispitujuci nasledne osobine UTVG sa osobinom otvorene
rastavljivosti. Iz nrimera koji navodimo se vidi, da ni zatvo-
ren konaéno kodimenzioni potnrostor UTVG sa osobinom otvorene
rastavljivosti nije sa tom osobinom,

l.17. P r i me r, Heka je (#, ¢,J ) UTVG iz primera
1.9. Onda je (&, {0} , loeT ) urve i (R, {0} ) je konadno ko-
dimenzioni potprostor od (Rz, "), gde je {O} = CAR. Pot=
prostor R je odigledno T - zatvoren, a UTVG (R, {0} , locT )
nije sa osobinom otvorene rastavljivosti, jer je (loeT )Ddis-
kretna topologija u R. To znacéi da se osobina otvorene rastav-
ljivosti u op3tem slucaju ne nasledjuije projektivnom granicom.
Ako potprostor zadovoljava neki dodatni uslov, onda
sledi: '

1,18, T v r 4] e nj e, Ako je (%, €C,T ) sa osobinom
otvorene rastavljivogti a Y potprostor od F, onda je H u in-
dukovano]j topologiJi sa osobinom otvorene rastavljivosti, ako
H2> C. (Uredjenje u H je relativno, odnosno, indukovano konu-
som HAC), |

Dok az. 5 obzirom da Jje J-=:j;
ﬂ' - okolinu nule U postoji J - okolina nule Vv, tako da jJe
UAC - UAC 2 V. Treba dokazati da je ( T| H)Dé Tl H, od=
nosno, da za svaku T - okolinu nule U postoji g - okolina
nule V tako da je U~AHAC = U~AHAC 2 VAH. Ali,,to je taclno

, onda za svaku
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jer H2C,

1.19. Pos ledica. Ako je (®, ¢,F ) UTVG sa
osobinom otvorene rastavljivosti, onda je (C - C, C, Tic - ¢)
UTVG sa istom osobinom,

Iz ( /37/, b) tvrdjenje 3.17.) se zna da se osobina
otvorene rastavljivosti nasledjuje induktivnom granicom u
kategoriji UIKP., Mi dokazujemo da je to tadno i za induktive
nu granicu u kategoriji UTVP,.

| 1,20, T vrdj e nj e. Neka je (¥, C) uredjen vektor-
ski prostor, (B, Cs 7, ) UIVP sa osobinom otvorene rastav-
ljivosti, a f, : E, —»F pozitivna linearna preslikavanja.
Ako je E linearni omota® od \_/ f, (t,), onda je induktivna

po
topologija J na ® ( /1/, 4, str. 19) sa osobinom otvorene
rastavljivosti,
Doka z Neka je U = (V.) sedan J - topolo¥ki

n‘neN
faden u I, Prema tvrdjenju 1.4, dovoljno Jje dokazati,da Je

'I}/—\ c - VA ¢ ‘T- topoloski faden. S obzirom na ( /1/, 4,
str, 19) f'"1 (1}) = (f'l (Vv ))ntEN je i: - topoloski faden,
za s8svako o(e I. To dalje znadi da je "1 (‘V)/\C - f"l ('U)/\C‘“

(f;l(vn){\ c, - '1(V )’\Cg )neN 4 tOpoloskl faden, za sva-
ko L€ I, Iz oéigledne inkulzije :f (V )/\C - f"':L (V INC, &
;1 (V_AC = V_NC), sledi da je VAo oPAs 9‘.- topolo¥ki
faden.

1,21. Pos ledic a, Ako je (F, C,fT') UTVP sa 080~

binom otvorene rastavljivosti a H potprostor, onda je kvoci-
jen prostor E/H sa osobinom otvorene rastavljivosti. (Uredje-

nje u kvocijentu je indukovano kanoniénom slikom konusa C).

u( /37/, b) Yeoreme 3.16. i %,19.) je dokazano da Je:
( g:{; ) = @%o 1 (O =TT, gde su(m, ¢, 7)) 1
(Ey» C,»Lp) ULKP i njima pridruZeni UIKP sa osobinom otvore-
ne rasta vljivosti. “bog jednakosti ( r7 V, }AC - (f#\ V, INC
_H(V N C=-v N C), Teorema 3.19, 1z /31/ je pref‘ormula-
claam za UTVP taéna i dokaz je isti kao za UTKP. 7a direktan
zbir UTVP sledi:

l.22, T v r dj e nj e. Ako je {(E.z’ C, ,'E ), L& I}

nil
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familija UTVP, a (&, C, ?’5 njihov direktan zbir u kate-

goriji TVP ( /1/, 4, str. 21), onda Je ?Zw = gﬂ )D
Dokaz., Prema ( /1/, 4, str. 20), topologi je

Q)LD i ( ?T )p su generlsane faJemma (V )neN i (Unf\c -

- U, AC?GN' gde je -Z{U( ""‘KA C, Ui-.cK/'\C;;)}

2
{La) Uz"‘ 4 } . Treba dokazati da Je V = U /\C -
- U r\C za svako n. Ako er , onda je gcn—z 14;,.'l Iﬁ

€ U,_n-q CJ UJ‘ /'\CJ , odnosno X = Z ts(‘i:[f" - v‘:'l‘ ) -
gu i‘"v.ﬂ‘.’fo znaci daer ,-..C-U/\(‘ jer u?“,

_‘lt (=4 ‘ UJl {=, i q '{t o ¢

vt e Cu onda Zu ):v € U, Nc.

Obrnuto, ako X e U /‘\C - Unn(‘ onda je X =1 - v, gde Je

u_Iu“ 1v=51}‘,u,ve C/\Un,odnosno,x=

= < (u« - i"‘) € Vn:'. Jasno je da iz uslova u, vg C, sledi

u‘:‘_"" N v,:‘(‘ € Gy -

b (/37/, a), #vrdjenje 1.3.4.) je dokazano da je
kompletiranje_metrizabilnos ULLP sa osobinom otvorene ras-
tavljivosti ULKP sa tom osobinom., Mi dokazujemo sledede:

1,22, T v rdj e nje. Ako je f pozitivno neprekidno
i skoro.otvoreno preslikavanje iz UTVG (i, C,T) sa 0sobinom
otvorene rastavljivosti u proizvoljnu UTVG (T, K ‘33 ), onda
je (P, X,9) sa osobinom skoro otvorene rastavljivosti (de=-
finicija u /37/, b), 3).

Dok a z. Ako je V ‘?-— okolina nule, onda je f"l(
(UNK - U/'\K)?f (V)AC - £~ (V)/\C. S obzirom da je UTVG
(E, C,T ) sa osobinom otvorene rasta vjlr;Livosti i da Je £ sko-
ro otvoreno preslikavanje.‘onda je f(fT(VAK - VAK)}] P- oko-
lina nule, odnosno V,—\h - VA K Je ‘?- ockolina nule, jer je
VAK = VAK 2 f(f &(V/"\K - V/\K)). To zn2&i da je (F, XK, P)
sa osobinom skoro otvorene rasta vljivosti.

1,24, Po's 1l edic a. Kompletiranje (%, C, ) UvG
(E, C,T) sa osobinom otvorene rastavl Jivosti je UTVG sa oso-
binom skoro otvorene rastavljivosti (C je zatvaranje konusa
C u topologiji T ).

- 125, Posledica. Ako je (¢, CAF, T|F) UTVG

*
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koja je gusta u UTVG (E, ¢,J ) iako je sa osobinama otvorene
rastavljivosti, onda je (W, c,T ) sa osobinom skoro otvorene
rastavljivosti,. |

S obzirom da IKG ima bazu okolina nule od apsolutno
konveksnih podskupova, onda Jje ona sa osobinom otvorene ras-
tavljivosti, ako i samo ako je za svaku okoliku nule U 1
[ (UAC) = D (U) (rastavljivo jezgro od U) okolina nule. To
je zbog inkluzije: 1/2 (UAC - UnC) € F(UNC) € UNC = UNC,
kad god je U uravnoteZen i konveksan podskup od . Inacde,
karakterizacija ULKG sa osobinom otvorene rastavljivosti Jje
8lidna kao za UILKP u /37/ pa je zato ne navodimo. Koristedi
tvrdjénje 1.7, dokazujemo:

1,26, Tvrdj e nj e. Neka je'E = C - C., Ako je
(E, C,ﬂe) ULKG sa osobinom otvorene rastavljivosti, onda Je
(E, C,J)° - topoloski dual, uredjeno-konveksan potprostor
0d ET .

Dokaz., Prema tvrdjenju 1.7., ULKP (&, C, 1009“)
je sa osobinom otvorene rastavljivosti, Na osnovu /28/ je
(v, ¢,T)" = (8, C, locT)’, i onda je prema(/37/, b), Pos-
ledica 3.,12.) (E, C, T )’ uredjeno-konveksan prostor od E*
(odnosno, E° = (E° + 53/\!E' - 53)-

Primer iz ( /37/, b), Primer 3,15.,) pokazuje da obr-
nuto nije tadno u slucaju ULKP, dakle i u sludaju ULKG. Me-

d jutim, za Makijevu lokalno konveksnu grupu \)(E, £°) (ozna-
ka iz /16/) dokazujemo:

l.27, Tv r d) e nj e, Neka je E = C - C, Ako je to-
poloski dual E° uredjeno-konveksan potprostor od E*, onda Je
ULKG (8, C, Y(E, E°)) sa osobinom otvorene rastavljivosti.

Doka z. Prema /28/ imamo da je loc Y (B, E’) =
= T(g, ) 1 loc V(& E°) = T(E, E*). Na osnovu ( /37/, b)
Avrdjenje 3.14,) i &injenice daoﬁe V(E, ®°) najjada lokalno
konveksna grupa na E Ciji Jje dual E°, sledi da je l)(E, E")=
= VD(E, E°), odnosno, ULKG (E, ¢, W(E, Z°)) je sa osobinom
otvorene rastavljivosti,

« 1,28, Po s le dica. Ako je UIKG (B, ¢,T ) sa
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osobinom otvorene rastavljivosti, onda je 1 ULKG (E, C, V(E, E))
sa istom osobinom., .
1.29. Po sl edic a. Ako je UIKP (E, C, 10cqﬂ) =
= (E, C,'C(Eh E’)) sa osobinama otvorene rastavljivosti, onda
je 1 ULKG (E, C,'V(E, E’)) sa istom osobinom,
Navedenom posledicom dali smo jedan od dovoljnih usle-
va, kada je tadan obrat tvrdjenja 1.7. (Porgleinti primer 1.9.).




2. UREDJENO - KONVEKSNE UTVG

UPVP i UILKP koji za bazu okolina nule imaju uredje-
no - konveksne podskupove proudavani su u /2/, /11/, /21/,
/33/ i /37/,a) 1 b). Naro8ito su poznati rezultati o ULKP
pod nazivom lokalno o-konveksni prostori (imaju za bazu ok~
olina nule gutajude uravnoteZene konveksne i uredjeno - kon-
veksne podskupove).

Mi u ovom delu rada proudavamo UTVG i ULKG koje za
bazu okolina nule imaju uredjeno - konveksne podskupove,
Navodimo i neke rezultate koje smo dobili proudavajuéi UTVP
i UILKP, a koji nisu dati u navedenim radovima,

~ Iz uvodnog dela znamo da je podskup A uredjenog
vektorskog prostora (E, C) uredjeno - konveksan, ako Je
A= (A +C)A(L-2C) =U{[a, b], a<bia, beA} = [4].

2,1, Definiciija. UIVG (B, C,T) je uredjeno-
-konveksna, ako ima bazu okolina nule od uredjeno - konvek-
snih podskupova. |

Prema (/28/, Pvrdjenje 1l.2.4) svaka TVG ima bazu
okolina nule od simetri&nih podskupova. Zbog toga sliedi:

2.2, Tvradajenije., UIVG (E, C,T) je uredjeno -
- konveksna, ako i samo ako ima bazu okolina nule od sime-
tridnih uredjeno - konveksnih podskupova.

Dok a2z, Ako je VT~ okolina nule, onda postoji
ured jeno -,konveksna T— okolina nule 1, tako da je V2 U.
S obzirom da TVG ima bazu okolina nule od simetriénih pod-
skupova, onda postoji simetriéna.ji-okolina W, tako da Je
UDW. Dakle, imamo da je V21U = [U]2(w]= - [w], jer je W
= = W,

2,3, Posledica. Ako je ULKG (%, C,jﬁ) uredje-
no - konveksna, onda ona ima bazu okolina nule od apsolutno
konveksnih uredjeno - konveksnih podskupova.

vl

Dok a z. Ako je W apsolutno konveksan podskup od

E, onda je i [W] apsolutno konveksan a o8igledno 1 uredjeno
- konveksan podskup.




Podskup A uredjenog vektorskog prostora (E, C) je

apgolutno uredjeno - konveksan, odnosno (pozitivno uredje-
no - konveksan), ako je [-x, x]C A kad god je x € ANC, od-
nosno ( [O, x] G A kad god je x€ AnC). S obzirom da je si-
metridan uredjeno - konveksan podskup apsolutno uredjeno -
- konveksan, kao i da je simetriéan apsolutno uredjeno -
- konveksan pozitivno uredjeno - konveksan podskup, onda je
jasno da uredjeno - konveksna UTVG ima bazu okolina nule od
simetriédnih apsolutno uredjeno - konveksnih podskupova, od-
nosno, od simetridnih pozitivno uredjeno - konveksnih pod-
akupova,

7a ogranicene podskupove uredjeno - konveksnih UTVG
vazi isto kao za ogranilene podskupove UTVP:

2.4, Tvrd jen je. Ako je (E, C,T ) uredjeno -
konveksna UTVG, onda je uredjeno - konveksan omotad [4A] sva-
kog T—ograniéenog podskupa A4, T-oggraniéen podskup.

Ako je (B, ¢,T) uredjeno ~ konveksan UTVP, onda je
odigledno svaki interval {x, i] ‘jiograniéen, jer jJe [xq 33
uredjeno - komveksan omotal skupa {x, x} » Medjutim u ure-
d jeno - konveksnoj UTVG (E, C, T ) to ne mora biti tako, jer
svaka 7T -okolina nule nije obavezno gutajuda. Iz slededeg
tvrdjenja se vidi kada je to tako: -

2,5 Tvrd jenje. Uredjeno - konveksna UTVG
(E, C,T) je UTVP, ako i samo ako je [x, x] T—ograniéen
podskup, 2za svako X¢€ E.

Dok az., Ako je (E, ¢, ) uredjeno - konveksan
UTVP, onda je [x, x] T-ograni&en podskup, jer je (x, x]
uredjeno - konveksan omotad skupa {x}. Obrnuto, neka Je
ecE 1 neka je V T-okolina nule. Doka%imo da je V gutajméi
podskup od E, S obzirom da e € [e, e] , onda postoji A0 ta-
ko da je e¢[ e,e]J¢ AV, odakle sledi da je okolina V gutaju-
ca.

Za uredjeno - koveksne UTVG taéno je sledede tvrdje-
nje koje je tatno i za uredjeno - konveksne UTVP,

. 2.6, Tvrdjenje. aAko je (E, C,7T ) uredjeno -
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- konveksna UT'VG koja je Hauzdorfova, onda je konus C anti=-
-simetridan (odnosno C/N\ - C = {Q}). |

Dokaz, S obzirom da UTVG (E, C¢,J) ima bazu oko=-
lina nule od uredjenc - konveksnih podskupova, onda za sva=-
ku J -okolinu nule U = [U] sledi: {0} C U, dakle [{o}] CU =
= (U] , odnosno, [0, @ = cA-cCccnU = {0} . Interesantno je
da obrat prethodnog tvrdjenja nije tadan, jer na primer in-
diskretna UTVG je uredjeno - konveksna za svaki konus CCE
a nije Hauzdorfova. Inale, sam prostor E je uredjeno -~ kon=-
veksan skup za svaki konus C, jer je (E + C)N(E « C) = E,

Kao 3to je UTVG (E, E,T ) sa osobinom otvorene ras-
tavljivostl, tako je UTVG (E,{0},J ) uredjeno-konveksna,
jer je za svakufrrokolinu nule U, U = (U + {0} )N (U - {O}) =
= [U) . Ako je (E, C,T ) proizvoljna UTVG, onda se bazi oko-
lina nuleu- {U y U= = U} pridruéuje[ﬂ] ={ (u) , Uéu} za
koju se sli¢no kao zé“ﬁc - UnC dokazuje da odredjuje jedin-
stvenu UTVG na E koja Je uredjeno - konveksna. Zbog inkluzije
UQ[U] za 8svako UE’u, ocigledno je dobijena tOpoﬁlogija 7;$T
Zbog poslednjeg odnosa, prirodno Je postaviti pitanje kada
je dobijena topologijaf&.indiskretna, kao 1 kada je Hauzdor-
fova,

 2.7.Tvrdjen je. Za svaku UTVG (B, C,T ), sle-

deéi uslovi su ekvivalentni:

a) C=E;

b) 3; je indiskretna topologija.;

Dokaz. Za svakuir—okolinu nule V je: (V + CIN(V -
- C) = (V+ EA(V - E) = E. Prema tvrijdenju 2.8. (koje sledi),
onda je,.'];_indiskretn?_ topologija, 5to znaldi da a)=3b). Ako
doka¥emo da je C = CF (za svaku UTV¢ (E, ¢,T)), onda je
jasno da b)=ya). Otigledno je @_J:; Ej;:. Ali, _C"g’-"=/'\(c + [U]) =
=/\(C + (U + S)N(U = C))SN(C + U + ¢)eN(C + U) = .

U navedenim radoviwma (npr. /17/) dokazuje se koris-
tedi prednorme da je ULKP (¥, ¢, T ) uredjeno - konveksan,
ako 1 samo ako Je ULKP'(E, 5,3‘) uredjeno - konveksan. Ml
e lementarnim putem dokazujemo da je to talno i za UTVG, od-
nosno:

L
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2,8, Tvrdjen je. Za svaku UTVG (B, C,T) je
3;=Tl.: , gde T? ima za bazu okolina nule skupove oblika: (U +
+ A)N(U - C), za svako Uell.

Dokaz. 2bog (U+T)N(U-=-C)2(U + c)n(U - C)
sledi da Je J;-,-.QT . Obrnuto, ako je Véu, onda posto]i Uéu.
tako da V2 U + U, odnosno, V + CQU + U + C2U +C 1 V - C2
U+ U~-C2U=0T) (C€U + C za svako U€l). To dalje znadi

da Je (V + ¢)N(V - C)2 (U + C)N (U - T), odnosno,da jJe ];57;

2,9. Posledica, UIVG (E, C,T) (a to znali
i UIKG i UTVP) je uredjeno - konveksna, ako i samo ako je
UTVG (%, C,T ) uredjeno - konveksna.

Iz sledecdeg tvrdjenja se vidi kada je topologija 7;
Hauzdorfova,

2,10, Tvrd jen je. Za svaku UNG (B, C,T ),
sledeéi uslovi su ekvivalentni: 7 T

a) Konus C je anti-simetridan, odnosno, cN-C =ﬁﬂ-;

b) ToplogijaFje Hauzdgrfova;

Dok az. Ako x& {0}, %o zna%i da xe (U + C)N(U -
- C¢) za svaku 7T -okolinu nule U, odnosno,dayje (x - UINC £ ¢
i (x - Un (- C) #¢, dakle, x€T - = cfn- . {o}. Dak-
le, x = 0, odnosno, t0pologija7;je Hauzdorfova, tj. a)=2b).
Obrnuto neposredno sledi iz tvrdjenja 2.6. i 2.8,

Sledecéim tvrdjenjem dajemo odgovor kada je diskret-
na UTVG uredjeno -~ konveksna. |

2,11, Tvrdjen je., Za svaku diskretnu UTVG
(E, ¢,7), sledeéi uslovi su ekvivalentni:

a) UTVG (B, C,T ) je uredjeno - konveksna;

b) Konus C je anti-simetridan;

Doka 2z, S obzirom da je ({0} + c)n({o} - ¢) =
= ¢n(- ¢)c {0} jer jeT aiskretna, onda je cA(- C) = {0} ,
odnosno, konus C je anti-simetrilan, tj. a)=»b). Obrnuto, |
ako Je konus C anti-simetricdan, onda Je oEigledno[}dﬂ'= {Q},
odnosno, T=T; i data diskretna UTVG (E, C,T) je onda ure-
d jeno - konveksna, tj. b)=a).

- 2,12, Primer. Neka je (E, C,T) UIKG gde je
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E = R {(x, Y); X 20, ¥2 Q} a tonologlgajplma za bazu
okolina nule skupove oblika. IE {(x, 0)s lxl‘:€}5>o . Ta=-
da je ULKG (E, C,T ) uredjeno - koveksna. Zaista, (I + C)/\(IE -
- ¢) = {(x, ¥); x3-E, Y)O}ﬂ {(x, v); x<€, ysO} .
Dakle, ULKG (E, ¢,7T ) ima bazu okolina nule od apsolutno
konveksnih uredjeno - konveksnih podskupova.

U odeljku o Risovim IKG dokazujemo da za UIKG (E,
C;T) koja je uredjeno - konveksna pridruieni ULKP (E, C,
locg')ne mora biti uredjeno - konveksan (Primer 4.4. i Tvr-
djenje 4.3.).

U nastavku ovog dela rada navodimo tvrdjenje kojim
bli%e karakterisemo topologijul.

213, TvIrd jen je. Ako je f neprekidno i1 po-
zitivno linearno preslikavanje iz UTVG (B, ¢, ) u UTVG
(F, K 93) onda Jje ono neprekldno iz UTvVG (E, C ﬁ") u UTVG
(7, X,%.).

Dok a z, Ako Jje U ?-01&:0111’13 nule, onda je f'l( [U]) =
- =1 [(U + K)N(U - K)] - 1 (U + KINT™ -1 (U - K)Q(f" (U) «
+ C)/\(f-l (U) -« ¢), jer ako xg&f~ (U) + C, onda f(x)€E U +
+ fC)C U + K. To znadil da je £ neprekidno preslikavanje isg
vrve (€, ¢,J) u vrve (¥, k,%).

2,14, Posledica, Ako je UIVG (F, XK,P) ure-
d jeno - konveksna, onda Je pozitivno linearno preslikavanje
iz UTVG (B, C,T) u UTVG (F, K,%P) neprekidno, ako i samo
ako je neprekidno iz UTVG (E, ¢,T.) u urve (¥, k,P).

2,15, P o sl eddic a, T0pologiJafT'Je najjaca od

svih topologlaaﬂﬂkoje su slabi je odfr i za koje je UTVG
(E, C,ﬂl) uredjeno - konveksna, za svakou(, odnosno]} - aup{
L u{EI 'S; T i UTVG (E, C,,Z:) ‘je uredjeno - konveksna}

U narednim tvrdjenjima dajemo neke osobine uredjeno -
- konveksnih UTVP. Faden‘u= (Un)nEN u UTVP (E, C,T ) je
uredjenc - konveksan, ako su svi ¢lanovi u, ured jeno - kon-
veksni., Iz slededeg tvrdjenja se vidi da je u UTVP skup
uredjeno ~ konveksnih topoloskih fadena neprazan.

- 2,16, Tvrdjen je. ako jelU= (U T -topolodki

nEEN
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faden UTVP (E, C,T), onda je [’U.] = ( [UI;] )nel~-" T—tOpoloéki
(dakle :I.T-t0poloéki) faden u UTVP (E, C,ﬂ;). - F
D o k a z. Zaista, skupovi (U] , oy su gutajuce

'uravnoteéenej;-okoline nule. DokaZimo da Je [Un+i]+ [Uﬁ+i]
Q[Un] za svako-n€N. Ako je x = u + v, gde u, véfUn+]], onda
postoje a, b, ¢, dg Un+1 i ag<by, c<d, tako da ue[a, ‘tﬂ i
ve {c, d ;Tadaxé[a-i-c, b+d] , a+c<b+dia+ce
Uj,;+ Uy,qQUy 4D+ d€U 4 + U ,CU, dakle, X€ (v} .

2,17. Tvrdjen e, Ako je (E, C,T) UTVP,'onda.
postoji u E skup uredjeno - konveksnlh fadena sa oscbinama:

i) Za bilo koja dva gadena‘Ui?f toga skupa, posfoji
fadenow takodje iz tog skupa, tako da je ‘wg‘un‘vt

ii) Clanovi fadena toga skupa dine bazu okolina nu-
le tOpologijeJ:. |

D ok a z. Na osnovu prethodnog tvrdjenja u UTVP
(E, C,g') postoji neprazan skup uredjeno -~ konveksnih fr—ta-'
poloskih fadena. Prema (/1/, 1. str. 6) ako sucuu (Un)nGH
i v- (vn)neN dva fadena datog skupa,onda postoji T—topo-
loski faden W= (wn)ne y koji je sadrZen u-UnD = (Unnvn)neﬂ'
To znati da je i [wn]c__' V,NU za svako nelN jer su(ui‘U ure-
djeno - konveksni fadeni, odnosno,[w_? = ( fwn] )né N Je
traZeni uredjeno - konveksan faden sadrian*uZhﬂ}. ii) je
jasno, Jjer ako je U jedna ﬂ:-okolina nule, onda postoji
T-okolina nule V, tako da UQEV] . Ali, okolina V generife
prema fvrdjenju 2.16, jedan uredjeno --konveksan faden[ﬂzlu
= ([vn] )HGN’ Vl = V .i U2 [V]_] .

Slededée tvrdjenje Jje obrat prethodnog:

2,18, Tvrd jJen j e. Ako neki skup uredjeno - kon-
veksnih fadena u UTVP (E, C,T ) zadovoljava uslov i) pret=
hodnog tvrdjenja, onda taj skup fadena generisSe jednu linearnu
uredjeno - konveksnu topologiju. Bazu okolina nule &ine Cla~
novli fadena datog skupa.

Dok a z, Direktno prema (/1/, 1. str. 7). ¥,

S obzirom da je najfinija linearna topologija na
bilo-kom vektorskom prostoru E Hauzdorfova, onda prema tvrdjenju:
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£ ‘ ? _ |
2,6, UTVP (E, C,} ) ne mora biti uvek uredjeno - konveksan,

Naime, dovoljno je uzeti konus koji nije anti~simetridan. Na
osnovu prethodnog tvrdjenja i tvrdjenja 2,13, sledi da je
topologija‘h:najfinija linearna uredjeno -~ konveksna topo=-
logi ja. Ogifﬁe prema tvrdjenju 2.10, Hauzdorfova, ako i1 sa=
mo ako Jje C anti-simetricdan konus.

Sledecim tvrdjenjem dajemo karakterizaciju najfinije
linearne uredjeno - konveksne topologije.

2.19. Tvrdjen je. Za svaki UTvVP (B, C,T7 ) ko-
Ji Je uredjeno-konveksan, slededi uslovi su ekvivalentni:

a) J je najfinija linearna uredjeno - konveksna topo-
logija;

b) Svako pozitivno linearno preslikavanje iz UTVP
(B, C,J ) u proizvoljni UTVP (F, X,P ) koji je uredjeno -
- konveksan, je neprekidno. }

Dok a2, Ako je V uravnoteZena uredjeno - konveksna
eP - okolina nule, onda ona generiSe jedan g’-touoloéki faden
Q1) = (vn)neN' Vy = V. S obzirom da je T najfini ja 1in§arna
uredjeno - konveksna topologija na (E, C), onda je £~ (V) =
= (f'l (Vn))nEEN q‘-tOpoloéki faden, jer je odizledno ure-

d jeno - konveksan., Dakle, f je neprekidno preslikavanje jer
je g1 (V) = gl (Vn)gf'l (V2), odnosno a)=5b). Obrnuto,
ako je f neprekidno pozitivno linearno preslikavanje iz
uredjeno - konveksnog UTVP (E, C,T ) u proizvolini uredjeno -
- konveks.’gi UTve (w7, K,‘,?), onda se dobija da Jje T=?f, ako
umesto (F, K,P ) uzmemo (FE, C,%=) a umesto f identiéng pre-
slikavanje prostora I,

U tvrdjenjima koja slede ispitujemo nasledne osobi-
ne uredjeno - konveksnih UTVG, odnosno, UTVP. J:isno je da
je UTVG (B, C,T ) uredjeno - konveksna, ako i samo ako je
UTvVG (E, -C,T ) uredjeno - konveksna, Iz /33/ seo zna da je
potprostor H uredjeno - konveksnog UIKP (E, C,j‘) uredjeno -
-~ konveksan UILKP, Za UTVG sledi uopste tvrdjenje:

2,20, Bvrd jen je. rko je (B, ¢,7 ) UPVG koja
Je uredjeno - konveksna, a HCE, onda je UTVG (!, CnH,T\H)
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ﬁredjeno - konveksna.
D ok az. Ako Je U11H - okolina nule, onda posto-
ji simetrid&na uredjeno - konveksna T -okolina nule V = [V],

tako da NQJHAY = HNA(V + CON(V = C)2BEN(VT + CANH)IN(V - CM\H).

To znaldi da je U jedna (1'|H)F -okolina nule, odnosno Ty £
(T|H)e i topologija (T'[H) Jje onda uredjeno - konveksna,

Za sada ne znamo niti da dokaZemo, niti da opovrg-
nemo tvrdjenje da aeT1H = (T1H) , Koje je odigledno op3ti-.
je od prethodnog, Na osnovu posledlce 2.15, JéTlH‘:(71H)F o

za razliku od UTVP sa osobinom otvorpne rastavljivos~
ti, kategorija uredjeno - konveksnih UTVP je invarijantna mu
odnosu na projektivnu granicu, jer je konalan presek uredje-
no - xonvesksnih podskupova uredjeno - konveksan. U op3tem
sludaju sa induktivnom granicom nije tako, Iz /33%/ se zna da
ni kvocijent prostor uredjeno - konveksnog ULVP ne mora bi-
ti uredjeno - konveksan. U /33/ je dokazano da su proiz-
voljan proizvod i direktna suma uredjeno -konveksnih yIKp
uredjeno - konveksni ULKP. U (/37/, b) Teoreme 5.20. 1 5.21.)
dokazano je opdtije: ﬂz‘,u (rlT i‘&ﬂ; = ($T)F , ali same
za ULKP, Mi dokazuaemo da Je to taéno i za UPVP, S obzirom
da ;je[ﬂ Vd] =|']['_v,¢] dokaz za proizvod je igti kao u (/37/40).
Medjutim, dokaz za direktan zbir je razlidit od odgovaraju-
éeg Za UIKP iz /37/.Db) jer se u op3tem sludaju induktivna
granica i direktan zbir u kategoriji TVP razlikuje od istih
u kategoriji IKP (pogledati /1/).

2,21l. Tvrdjen je. Ako je {(E‘ » Cy ,_Z);a(e'.[}
familija UTVP a (E, ,2];) njihov direktan zbir u kategoriji
*ve (/1/, 4..str. 21), onda jegfl;‘;- (QL); .

Dok a2z, Na osnovu (/1/, 4, str. 20) topologije
?'.E; i (g’L)F su generisane fadenima (U ) nen 1 ([V] )nEN’

- gde Je V= {UUzn-x} 10, = tZ {U Uz"‘% . DokaZimo da Je
(v.} = U, Zh svako ne€N, Ako x€ (v ] ; onda postoje a, b

‘H\

evn, agb, tako da je a = Xpa, b = y.... i pri tome je

“ x<Z y.,,. . To znadi da Je 7( 'Gl) jr(x) 41(3‘)‘,
\ i,, i ‘
odnosno, - 5 I (x) y;‘ « S obzirom da X ? yz,_.e -t 1.
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da jex=2ﬂ(x), onda er, JEI‘ je AA(X) ..xé (
ot o
Obrnuto, ako er , onda Jje X = Zx . gd_e x.....e [U,.H . To

znadi da 23, svakoc.l po§toae vz‘“,f_';. . u é U"f."... i zf_tg uz‘.‘,f.. i on-~
da je a =Z v £ x< 2 ALY, = b. Dtigledno je a<h i a, b€
v iondaxG[V]. |
Diskretna LKG\)(E E ) je uredjeno -~ konveksna, ake
i samo ako Jje konus CGE anti-simetridan (Tvrdjenje 2.11,).
.Dakle, V(E, E*) je najfinija LKG a V E:'? je najfini ja
ured jeno - konveksna I1KG, S obzirom da.je VEEN = C, onda
prema tvrdjenju 2.10, ako ULKG (E, C V(E, %)) nije ured jeno -

L~y

~ konveksna, onda topologija V.(E, E") nije Hauzdorfova. Dakle, .|

ULKG (E, Cne\%(E[w%_) Je Hauzdorfova, ako i samo ako Jje dis=-
kretna. Inale, najfinija uredjeno - konveksna IXG na (E, C),
odnosno, V}(E, E*), ima za bazu okolina nule [}dﬂ'= cni- ¢),
dakle, jedan potprostor, Sledeéim tvrdjenjem dajemo karakte-
rizaciju najfinije uredjeno - konveksne IKG,

2,22, Tvrdjen3e. Za svaku uredjeno - kon-
veksnu UIKG (E, C,j')ﬁsledeéi uslovi su ekvivalentni:

a) T je najfinija uredjeno - konveksna IKG;

b)'Svako pozitivnoe linearno preslikavanje iz UIKG
(E, C,T ) u proizvoljnu ULKG (F, K,g)) koja je uredjeno -
- konveksna, je neprekidno,

D o k a z, Ako je V uravnoteZena, konveksna i ure-
d jeno = konveksna Q’- okolina nule, onda je odigledno £ (V) =
= £ (7« N - N2V + e) A, (M - 0) D
CNn-C, odnosno, £ (V) je T = »’(E E*) -~ okolina nule, tj.
a)=>b). Obrnuto se dobija,ako uzmemo da je (7, K Q’l = (BE, C,
'V (E, ol ) af = i (identiéno preslikavanje prostora E),

Interesantno je znati da 1i postoji najfinija ure=
d jeno - konveksna IKG na uredjenom vektorskom prostoru (E, C),
koja je saglasna sa datom razdvo;jivom dualnoséu <E E> (E°
je potprostor od EX koji je O (E¥ B) - gust). U (/17/, str. 574)
postoji odgovor za ILKP, i to Jje basl TT(E E‘°) -~ pridru%ena
ured jeno -~ konveksna topologija Makigevoa +0n010q1aift(E E’).
Odgovor za IKG je "isti" i doka: Je dosta slicdan i zbog toga
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ga ne ﬁavbdimo, samo dajemo formulacilju tvrdienja. |

2,23, Tvrdjenje. Neka jJe <E, e razdvojiva'
dualnost (E'C_;'E*). Ako je skup dopustivih uredjeno - konvek=-
snih IKG na (E, C) neprazan, onda je\a:(E, 27) najfinija
uredjeno - konveksna IKG na (%, ¢), ltoja i~ dopustiva u od-
nosu na datu dualnost.

P TR YT

[T I — PP =t



3, T LBSNE UTVG

U prvom i drugom delu razmatrali =mo UTVG (UTVP i
ULKG) koje za bazu okolina nule imaju pozitlivno generisane
podskupove, odnosno, uredjeno-konveksne po.iskupove. Osobine
"otvorena rastavljivost" i "uredjena-konvel'snost" su na ne-
ki -nadin suprotne., Ta suprotnost se najbolje vidi kod ULKP
iz (/37/, b), Teoreme (3.10) i (5.18)). U (/23/, a) str.1l07)
uveden je pojam telesnog skupa u uredjenim vektorskim pros-
torima kojl nisu obavezno Risovi. U nnvedenom radu i u (/37/,
b)) proudavani su samo ULKP koii imaju bazu okolina nule od
telesnih podskupova. ki definifemo telesne ULV (UTVE) i pro-
udavamo njihove osobine., Navodimo rezultate koji se razlikuju
od odgovarajuéih za UTKP i UTVF,

3.1, Definiciia. 01v¢ (E, C,T) je telesna,
ako ima bazu okolina nule od telesnih pods'.upova,

1z uvodnog dela 7znamo da je podskup A uredjenog vek-
torskog prostora (E, C) teles»n, ako je A = 5(A), gde jJe
S{A) = U{[-a, al] ; ae€ A/\C} . S obzirom ds je telesan pod-
skup uravnoteZen, onda je Jjasno da telesna UTVG (1, C,gﬂ)
ima bazu okolina nule od uravnotefenih podstupova, dakle,od
telesnih i simetridnih podskupova. S obzirom da su u polju
realnih brojeva R Jedini konusi: {Q} ; R+, R™ i R, onda TVG
iz (/28/, primer B, str.43) nije telesna ni za jedan od mo-
guéih konusa, jer bi onda imala bazu okolira nule 0d1uravno-
teZenih podskupova. :

Kao %to se u 1, i 2, svakoj UTvG (&, ¢,T ) pridru-
zuju tOplogijej; i j; , koje su ured jeno-konveksne 1 sa 0so0=-
binom otvorene rastavijivosti, tako se prostoru (%, G,J')
pridruzuje togqlogijaqg, koja je telesna, "aime, ako Je
‘U. = {Ul U = -U} baza okolina nule tOpolorijeT, onda
s@U) = {S(U)] Uéu} 2ini jednu filtar bazu telesne TVG., S
obzirom da su gkupovi A i S{(A) u opStem sludaju neuporedivi,
onda "su tOpologije:T ijg neuporedive, Sledede tvrdjenje se
dokazuje kao za UILKP u (/37/, b)).
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| 32,2, Tvrdjenje., ako je (uw, rn,T) UTVG,
onda je talno sledece:

) <T< Ty

b) UTLVG (E, C,j;) je iredjeno-konveksna sa osobinom
otvorene rastavljivosti;

) Js = () = (I,

3.3, Posledicna., Ako je Urve (=, 2,7)
ured jeno-konveksna sa oscbinom otvorene rastavljivosti, onda
je ona telesna,

D ok a z, Prema prethodnom tvrdjenju ¢), imamo da
je Jo = (T =_]; =j;=‘]", dakle, (%, 7,7 ) je telesna UTVG,

3.4, Po s leddic . Diskretna 1VG je telesna u
odnosu na bilo koji konus, ako i samo ako je ured jeno-konvek-
sna, odnosno,ako i samo ako je konus ¢ anti-simetridan,

Dok a2z, Direktna rngledica tvrdijenja 2.11, i
tvrdjenja 3.2, ¢).

3,5, Posledica. Indiskretna TVG: je teles~
na u odnosu na bilo koji konus, ako i samo ako jc sa osobinom
otvorene rastavljivosti, odnosro, ako i samo ako je B C - C,

Dok az, Direktna nnsledica tvrdjenja 3.2. ¢) 1
posledice 1.13.

3.6, Posledicn., Ako je f pozitivno nepre- |
kidno linearno preslikavanje iz UTVG (E, C,J ) u UTVG (F, K,gﬁ,
onda je f neprekidno iz UTVG (¥, ¢,J) u vrve (7, ¥,R).

Dok az, Na osnovu tvrdjenja 1.11. f je neprekidno
linearno preslikavanje iz (B, EJ,J;) u (F, K,.(I;), a nrema tvr~
djenju 2,13, £ je neprekidno iz (F, C,LF =.7;) u (F, K,?F:@).

3.7. Posledica. UMNG (£, ¢,T) je telesna,
ako i samo ako je (E, #C,J#) telesna, ”

"D ok az. Ako je V simetriéna ﬂr-okolina-nule, On-
da jJe U{[-x, x];. X € vnc} = U{[-y, y], yEV/‘\(-C)} ;

U nastavku rada navodimno neke osobine telesnih UTVP
i telesnih fadena u uredjenim v~ktorskim prostorima. “Za faden
U = (Vﬁ)neuN kaZemo da je telesan faden, ako je V_ = S(VHL
za 8swako n€ N, 1z slededeg tvrdijenja se vidi da je skup teles-

nih fadena u UTVP (%, C,7T ) nenrazan,
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2,8, Tvrdjen]d. . lheka je & = C - C, Ako Je
- (u)neN T-topoloski fade. u UTVP (2, ¢,T), onda je
S@) = (s(U,))neN o -topoloski “aden u UIVP (F, ¢yJg).
Dok az, S obzirom da Je S(Un) =U{[—x, x] :
Xe Unr\ C} , dakle telesan podskup od E, onda je on odéigledno ...,
uravnotefen, Kako je za svako ce T, 5( {c} ) = [=c, 6] ’
S(Uh) je gutajuéi podskup u E, jer je B = C - C. Ako Je X =
= a + b, gde ae S(Un+1) i be S('im_l), onda postoje ue Un+1f"\C;
i ve U, ,nC, tako da a € [-u, 1} i b€ [-v, v} , odnosno,
a +bg[u, u + (v, v] < (-(2 + v), u =+ v] . S obzirom da
u+ vel, ; + U & U, onda [ ¥ = a + be 3(U ). Dakle,

39, Posledica., Ako ie (8, ¢c,J) ULVP,

onda postoji u E skup telesnih fadena sa osoblnama:

1) gg.bilo koja dva fatena WiV toega skupa, postoil
fadenwtoga 9kupa, tako da je"wg‘unv;

1i) Clanovi fadena tora skupa ¢ine bazu okolina nule
tOpologijeﬂ;; : |

Dok a2z, Prema (/1/, 1, str.6) u UTVD (&, c,T)
postoji skup f—-top&loékih fadena, teko da za svaka dva fade-
1::1&1?..’.'1‘0'l postoji T-tc}poloﬁiki fadenw,l tako da Je w,.@.‘unv"
Prema prethodnom tvrdjenju fadeni S('ul), S(‘D’) i S(‘ws su teles-
ni, Time je dokazana egzistenci ja §kuna telesnih fadena. 12
odnosaw'g_‘uh:ﬁ'l, sledi S() < s N S(T}S. To znadi da je 1)
ispunjeno. Ako je U j;-okolin:“ nule, onda postoji T-okolina
nule V, tako da U25(V)., Na osnovu prethodnor tvrdjenja T-oko-
lina V i ,’g-ok{}lina S(V) generiXu fadene ‘U: (Vn)neN, V=V,
i S = (s(vn))nem, tako da U2 s(vl). To znadi da &lanovi
fadena dobijenog skupa &ine ba'u okolina nule topo].os:ije]s-' ‘

3,0.. Posledica. Ako jeF skup fadena u UTVE
(E, C,T), koji generide tOpolngijuT, onda Jje S(?) skup fadensa
u E, koji generise tOpologijug; .

S obzirom da ge prema tvrdjenju 3.7. c) topologija J;
izra%ava preko: topologija"];i E s slededa tvrijenja su direktna
posledica tvrdjenja 1,22, i 2."1.
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z,11, T vrd jen e, Ako je {(Ed s G ,_Z');
A E I} familija UTVP a (E, C.,I;IfE ) njihov proizvod, onda Je
D:ES= (T - |

2,12, Tvrdjen i e. Ako Je {(Ed, y G ,.Z )3
o € I} familija UTVP a (E, C,QL) njihov direktan zbir u ka=-
tegoriji TVP (/1/, 4. str. 21), onda je @ ¢ = @D)s -

v /21/, /33/, /31/, b) proudavana je takozvana ure-
djeno-ograniéeha lokalno konve''sna topologija na proizvolj-
nom vektorskom:prostoru (E, ¢) u oznaci (E, C,jé'). Ona za
bazu okolina nule ima sve apsolutno konveksne podskupove od
E koji gutaju uredjeno-ogranidene podskupove (podskupove od
E koji su sadrZfani u nekom intervalu [x, g] ). TOpOngija.q;

‘ne mora biti Hauzdorfova za svski konus C. Specijalno ako uz=-

memo da je C = E, onda jeig iniiskretna lokalno konveksna to-
pologija, dakle nije Hauzdorfova,. Pada su uredjeno-ogranideni
podskupovi u stvari svi podskupovi od E, dakle 1 sam prostor E,

To je jasnoasjer je za svaki konus CgE: [x, y = (x + cIN(y - C),

U /15/ je za Risove v-ktorske prostore definisana 1
linearna uredjeno-ogranicena topologija na sledeé¢i nadéin: Ri-
sov UTVP (E, C*ﬂ') je sa linearnomuredjeno-ogranicenom topo-
logijom, ako je svakil ured jeno-bornivorni faden ﬂﬂ-topoloéki.
To znali da je svaki fadencv'-.-.- (Vn)ne N, ¢iji Glanovi gutaju
ured jeno-ogranidene podskupove, -topolofki., Ta topologija je
onda o&igledno. najfinija telesna linearna topologija na (E, C).
U /15/ su ispitivane druge osobine te topolosije koja Jje tamo
oznacena sa To. :

v (/37/, b), str.75) je dokazano da je lokalno kon-
veksna uredjeno-ogranilena topnlogija L' Jnajfinija lokalno
telesna topologija na (E, C), ako je E=C - C i ako Je za
svaka dva elementa u, vE€ C: [o, ul + [o, v] = fo, v+ vJ .

| Za linearnu ured jeno-osgraniéenu topologiju (oznali-
¢emo Je safT‘);mi dokazujemo sledede:

3.13.? P vrd jen je. Ako Je (E, C) uredjen
vektorski prosftor tako da je E =C - C i da jo za U, veC:

. [Qf‘,_+_U]+ [o, '-v] = [o, u o+ v] , onda je T najfinija llnearna
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telesna topologija na (&, cY). |
Dok az., hajpre éein dOfﬂ?afl An de tonolarlin

Tg telesna, nalme, ako je V J dnns ~aknlira nule, dol=sl-
mo da postoji telesna 2oknli ~ nule U, tako 1a V2 U, Jrs=

no je da okolina V generiSe je'an (ne mora biti jedinstven)
T‘-t0poloéki faden ‘:U' = (Vn)ne.. , V = Vl. 3ada z2 svako ne b

definiéemo niz pods}cupova’u-_- -f Un)nel':' n> slededi nafin:

U{[—x, X t xeV, 4 i [0, X € Vn+1} ., Jasno je da su
svi podskupovi U, telesni kao nije telesnih nodslunnva. U3
Je ‘U= (U Jnel te].F sni faden, “rebn jod dokazati da su B

In
gutajucéi podslcupov:L, kao 1 da e U a7t U .1 < Un' D+ bi do-

kazali da su U, gutajucéi, doka:imo ﬂa je U /'\f‘ = {xe SER [ :{]
gvml} , Zaista, ako an N, onda aEUr1 i a€ 7, 0°n0sSnNo,
postoji x€C, tako da Je [o x] & Vo, 1 2€ (% x] . S obzi-
rom da a€C, onda a€ [-x, i il1i  ([o,a]< (o, gV, qs 0d-
nosno,ae{xec : [0, Y& V

[e, X<

podskupovi, onda su oni gutaju‘i, ako i samo ako cutaju po-

n+ll ° Obrnuto je odigledno, jer Je

_x, %], za svakQ,x€ ‘. S obzirom da su U, telesni

zitivne elemente., Tako, ako nelo ce C ne pripada skupu kUn,
za svaki prirodan broj k, onda T C 4:. {xec :  [o, ﬂcvn+l}
odnosno, [o,j&]q; k Vn+1, Sto ie suprotno pretpostavei da jJe
CU= (V )neN -topolodki faden. DokaZzimo sada da Je Um_1 +

+ U +1QU , za svako ng€ll. Ako je g = u + véUn+1 + U q0 OD-
da postoje x, Y€ Vn+2, (o, x} € Viso? (o, ﬂgvn+2 i ue [~v, ‘x],
vé [-y,y] D&lj&aea=u+‘I€E—(}{+y),}{+j;'],x+ye
Vn+2 + Vn+2 - Vn+1 [0, X + y] - Vn+2 + Vn+2g Vn+1' To «naci
da an L1 DokaZimo jos da je U, -t V., za svako n€ N, itvar-
no, ako uevu, onda postoji xevn+1, [0,x] € Vo,q & ué (-x, xJ

odakle sledi da je _u_%_x__ ¢p, x} i %5"€f, x] , oinosno,

U + X X a X+ ¥ =1
da 5 c Vn+1 5 EVn+1. Sada je u = 2 - e
In+1 - Vn+1 = Vn+1 + vn+l ¢ V,. Dakle, nizﬂ: (I.Tn)ne N Je
telesni faden, a to znali da Je T -topoloski 1 V = Vl'.‘; U‘l' = U,

Dakle,fr je linearna topologlj: sa bazom okolina nule o0d ‘teles-
‘nih podskupova. S obzirom da su uredjeno-ograniceni podskupovi
ogranifeni za svaku linearnu t.lesnu topologiju, kao i da Je
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B

j‘ najfinija linearna topologija za koju su uredjeno-ograni-
deni podskupovi topoloski osranideni, to je Jg'najfinija 11~
nearna telesna topologija.

.14, Posledi~a. Ako je (%, C) uredjen
vektorski prostor kao u pretioinom tvrdjenju (dakle, slah
Risov prostof - pogledati uvodni deo), onda je }:=j' (??je o
najfinija linearna topologija na E).

Dok a z Na osnovu tvrdjenja 3.2. 1 nnslédice
1.5. sledi da jef} 2 ; Prema rosledieci 3,6, 1 prethodnon
tvrdjenju imamo da je ?F _?E = Tﬁ.

U tvrdjenjima koja sl-~de navodimo neke osobine li-
nearne uredjeno-ogranicene tOpnloﬁijeiTﬁ, hez nekih pretpos-

tavki za konus C. g

3,15, Tvrdjen ie. Ako ie J linearna ure=-

d jeno-ogranidena topologija na ureljenom vektorskom prostoru
(E, C), onda je (Te)o -Té ((Tg)o je lokalno konveksna topolo-
gija na (E, C), koja za bazu oliolina nule im- apsolutno kon-
veksne § -okoline nule),.

Dok az. Ako je U jedna (Gif)— okolina nule, on-
da postoji apsolutno konveksna T <okolina nule V, tako da
U2V 1 da V guta uredjeno-~ogranicene podskupove. S obzirom
na definiciju tOpologije%, onia je V T -okolina nule, a to
znac¢i da je 1 U jedna 3;-01{011118. nule, odnosno, rﬁ S'Ié’
Obrnuto, ako je W Jjedna apsolutno konveksna 'Ib-olollna nule,
onda Jje prirodni faden (r1 —~1 ;hnelrtuwdneno-bornlvoran dak-~
1e‘f£~t0poloski To znaci da Jje W '505011n4 nule, a s obzirom
da je apsolutno konveksna, ona je (Igfiokolina nuie..Dakle,
3;4(‘]1) i dokaz je zavrien.

U (/37 , b), 7. str.6:) dat je notreban i dovo-
1jan uslov, kada apsolutno konveksan nodskup V suta sve ure-

d jeno-ogranifene podskupove uredjenog vektorskog nrostora
(E, C). Niz {xﬁ}gﬁije ured jeno-Makijev nula niz, ako posto-
ji realan niz 0<¢, 40 i uredjeno-opraniden podskup ACE tako
da X € gnﬂ, za svako n€N, vsledecéim tvrdjenjem d~jemo karakte-
rizaq}ju ured jeno=-bornivornih t'adena uredjenor vektorskos
prostora(E, C).




2,16, T vrdjenie, Faden%: (Vn)neN u
uredjenom vektorskom prostoru (4, C) je uredjeno-bornivo-
ran, ako 1 samo ako svako V_ sutn ured jeno-Makijeve nula
nizove,

D ok a z, Neophodnost je jasna, jer za svaki ure-
d jeno~Makijev nula niz {kg}postoji realan niz:{Ek} i ure-
d jeno~ograniden podskup A, tako da X, € EKA, za svako kK€N,

S obzirom da svako V, guta A, onda postoji x>0, tako da Xy €
GEKang l' Vn, gde Je 1&51’ » 5 druge strane, ako posto}i
uredjgno-ograniéen podskup A 1 flan Vno fadenafqy. tako da
A 4; k“V,, onda postoji niz x € A, tako da uredjeno-Makijev
nula niz {—%— xk} nije progutin sa Vno, 5to je suprotno
pPretpostavel o fadenu‘U = (Vn)neN.

Linearno preslikavanje f uredjenog vektorskog pros-
tora (E, C) u TVP (F, 61 ) je ured jeno=ogranideno, ako pres-
likava uredjeno-ogranidene podskupove prostora (E, C) u ?—og-
raBifene podskupove TVP (F, §° ), (/37/, b) str.68). '

Sledeéim tvrdjenjm i njegovim poslediﬁama karakteri-
Semo linearnu uredjeno-ogranicdenu toyologijufr na uredjenom
vektorskom prostoru (E, C).

! 3.17. Tvrdjenje. Neka je (8, ¢,T) urvp
itrilinearna uredjeno-ogranicena topologija na (E, C). Onda
su sledec¢i uslovl ekvivalentni:

)57 T% ;

b) gvaki faden ‘U= (Vn)neN ¢iji &lanovi gutaju ure-
djeng:Makijeve nula nizove je q'—t0poloéki;

c)_§yako ured jeno-ogranidenc linearno preslikavanje
iz (E, C,T ) u proizvoljni TvP (F,% ) je neprekidno;

Dokaz., a)=b), jer ako je c\): (Vn)nEN faden
sa navedenom osobinom, onda je nrema prethodnom tvrdjenju
ured jeno=bornivoran, dakle'T'—tnpoloéki faden, odnosno, ﬂ'-to-
poloski, zbogT},T. b) = ¢): Ako je U uravnoteena gJ-okolina
nule, onda ona generisSe jedan g?-tOpoloéki faden (Un)nG;N, ta-
ko da je gl ((Un)ne N) = (f'l(Un))neN uredjeno-bornivoran
faden-u (E, C). Prema prethodnon +tvrdjenju &lanovi f_l(Un)
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gutaju uredjeno-Makijeve nula nizove, dakle, 2zbog b) faden |
(£~}(u))neN je T -topoloski. To znadi da je t=Hu) = 2710y
9 .okolina nule, odnosno, f je T-9 neprekidno preslikava-
nje, ¢)=>a): Identidno preslikavanje 1z (B, ) u (E,?{s je
o&igledno uredjeno-ogranieno i onda je zbog c) neprekidno,
dakle,T?,—Tg o

3,18, Pos ledica. Ako je (B, C,TJ) urvp,
onda su sledec¢i uslovi ekvivalentni:

¥ :

a) T =77 _

b) Svaki faden U = (V )neN &iji &lanovi gutaju
uredjeno-Makijeve nule nizove u (E, C) Je 3'-topoloéki i
svaki uredjeno-ogranicen podskup je g‘-ograniéen;

¢) Svako uredjeno-ogranideno linearno preslikavanje
iz (&, C,Tﬂ) u preizvoljni TVF (F,ﬁ’) je neprekidno i svaki
uredjenc-ograniéeni podskup od (E, C) je 3ﬂ-ograniéen;

Dok az. Direktna posledica prethodnog tvrdjenja.

3,19, Posledica. Tinearna uredjeno-ograni-
tena topologija je najfinija linearna topologija na (E, C)
za koju su uredjeno-Makijevi nula nizovi, topoloski nula ni-
zovi. :

Dokaz, Ako Je V J';okolina nule neke linearne
topologije na (E, C) za koju su uredjeno-HMakijevi nula nizovi
topoloski nula nizovi, onda je generisani ﬁ”-topoloéki'faden
"U’ = (Vn)néN, Vl = V prema tvrdjenju 3,16. uredjeno-bornive=-
ran, odnosno, 7 -topolo¥ki. Dakle, V = V. je T -okolina nule

' é 1
1 onda Je T €T . |

Ako je (E, c,T ) bilo koji'UTVP, onda su interesantna:
sledeca dva tvrdjenja: , |

3,20, Tvrdjen je, Za svaku linearnu to%?lo-

. giju‘}’ na uredjenom vektorskom prostoru (E, (é) je :T;-ST .

Dokaz. Najpre doka%imo da jeJ najfinija line-
arna topologija na (E, C) za koju su uredjeno-ograniceni pod-
skupovi topolo3ki ograniceni, odnosno, ~ogranideni. Ako Je
1“ jedna takva linearna topologija i V jedna njena okolina
nule; onda je generisani faden ‘U:(Vn)ne N odigledno uredjeno-
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~bornivoran, a to znaci da Je ‘U jedan Tg-topofl_o:’f:ki faden,
Dakle,V = Vl je T‘-okolina nule 1 T‘ﬁj'e . oosnovu
tvrdjenja 2.4. ured jeno-ograniceni podskunovi sn j;-op:rq-
nideni i onda je'fgé /

2,21, Tvrdjen e, Ako je f pozitivno li-
nearno preslikavanje iz uredjerog vektorskos prostora (W, C)
u uredjeni vektorski prostor (I, ¥), onda je £ neprekidno
iz -UPVP (E, C ,‘Ie) u UTVP (+, k,?s). P

Dokaz., Ako je V jedna ? ~-oknlina nule, onda
ona generise ? ~topoloski faden ‘U: (Vn)neﬂ, koji Jje odi=-
gledno u (¥, K) uredjeno-bornivoraﬁ. 3 obzirom da se pozitive
no linearnim preslikavanjem ured jeno-ograniceni podskupovi'

~preslikavaju u ured jeno-ogranicene, onda je el (v) = (f'l(Vn))
né€ N uredjeno-bornivoran faden u (2, C). Dakle, f'l(v) =
= f'l(Vl) je | -okolipa ule, odnosnao,f j% neprekidno pres-
likavanje iz UTVP (E, C,T ) u iTVvP (F, £,9 ).

Napominjemo da su postednja tvrdjenja 1 njthove pos-
ledice formulisana w/17/ 1 /37/, b) za sludaj UIKP, all su
dokazi za linearnu ured jeno~ogranicenu topolosiju, koje smo
mi dali razliZiti od odgovarajucéih u /17/ i /37/,b). Inale,
1inearna uredjeno-ogranicena topologija, u nama poznatim ra-
dovima nije proulavana, osim u /15/, a), kada je (¥, C) Ri-
sov prostor,

1z slededeg tvrdjenja koje dokazujemo najbolje se
vidi opravdanost tvrdjenja 3,16, koje smo formulisalil slidno
lemi 7.2. iz (/37/, b) str.68).

2,22, Tvrdjenje. 7a svakl nredjen vektor-
ski prostor (E, ¢), sledec¢i uslovi su ekvivalentni:

a) E=C - C; |

. 6. _

| b) Prostor (E, C,j_) ie sa osobinom otvorene ras-
tavljivosti;

Dok a z. b)=a) na osnovu &injenice da Jje za
svaku frs—okolinu nule U i U -« UAC Té-okolina nule, od-
nosno, za svako x € E, postoji A > O, tako da x€ A(UAC - UNC) =

ABNC -~ AUNC, tj.: x€C - C. Obrnuto, a)=b), ako je




4
za svaki T-— topoloski faden GU = (Vﬂ)neﬁ, fﬁdenclj'hc -CUnC -
= (vn/'\c - Vn/\C)néN T—topmm‘iki (?vrdijenie 1l.4.). Dovoljno
je dokazati da za svako nélN, V. NC - V NC ruta uredjeno-ogra=-

nidene podskupove. Ako to nije tako, ondn nostojl x€ C 1 ngé€N,

tako da [-x, i]qL K2 (Vn!\C - VnJWC), ndnosno, postoji niz
1 . ~y i .
xke (-x, x] , tako da {T xk}¢ |3 (Vn‘/\C - Vnpu). - ohilrom da

je % = C - C, onda je xy, = 3, - b, , gde a,, bkéic 1 —ffiak -
- & bk 43. kvn:\C - kvnn/\ C, $to Je nemoguce jer su Ta‘k} i
{—%— b#} pozitivni uredjeno-ilakijevi nula nizovi, te ih pre-
ma t¥yrdjenju 3.16, guta svako vn/\c. -

Napominjemo da je odgovarajude tvrdjenje za ULIP formu-
lisano i dokazano u (/37/, b) str.67), ali koristedi dualnost.

S obzirom da su najraSprnstranjeniji ured jeni vektorski

prostori generisani konusom C, odnosno, jednaki C = C (takvi
su slabi Risovi prostori 1 Risovi prostori), onda je slededa
pogledica jasna na osnovu prethodnih tvrdjenja i tvrdjenja

Sedes
2,23, Posledica. Ako je (&, C) uredjen vek-

torski prostor tako da je B = ' - C, onda je linearna uredje-

no-ogranidena topologija telssna, ako i samo ako je uredje~

no=konveksna,




4, NEKI REZULTATI O RISOVIM TVi

U ovom delu rada pret nstavlismo da je (T, C) Risov
uredjen vektorski prostor, odn sno, d= je CN(-C) = {O} ’
kao i da za svaka dva elementa ¢, v € B postoji sup (x, vy).
Potprostor F Risovog prostora (%, C) je Risov, ~k0o za svako
x€F sledi da sup (x, 0)e F. Telesan potprostor F Risovog
prdstora (B, C) zove se 1-iden’.

4,1, Definicija. Risovom topolodko-vektore
skom grupom zovemo Risov prostcr (E, C) snabdeven topologijom
Tvektorake grupegykoja za bazu okolina nule imn telesne pogsku-
pove. | |

Skradeno zapisujemo RTVG (Risova tonolodko-vektorska
grupa) ili RIKG (Risova lokalnc konveksna crupa). Sledede tvr-
djenje nedemo dokazivati jer se¢ dokazuije sliino kno kod RTVP
u (£37/, b), str.136),

4,2, T vrd jen je, Nek~ je (E, C) Risov pros-
tor 1 neka Je (E,ﬂﬂ) TVG, Onda su sledeéi uslovi ekvivalentni:

a) (Et C, T) je RIVG;

b} Preslikavanje: (x, y)-—4-sup (x, v) je uniformno.
neprekidno na E x E; |

¢) Preslikavanje: x—> sup (x, 0) je uniformno ne=-
prekidno na E;

d) (E, C,gJ) je uredjeno-konveksna UTVG sa osobinom
otvorene rastavljivosti:

e) (B, ¢,T) je uredjeno-konveksna UTVG i preslika-
vanje: x —»sup (x, 0) je neprekidno u O;

f) Za svaka dva uop3tena niza {xﬂ td € T.)} i
{Y.L :X€ D u E, ako je l}{d\ g (] za svakood &€ D i ako
3:1'2; 0, onda x,—»0,

T
U (/37/, b) str.137) je dokazano da je (2, C) Arhi-
medov uredjen vektorski prostor, ako je (%, 0, T ) RTVP. Iz
sledeées primera se vidi da to ne mora biti tsdno, ako je
(E, ¢,J) Rrva,
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4.3, Primer, Pnstoji Risov prostor (&, C)
koji nije Arhimedov (/37/, b) utr.120), a (£, ¢, 4) je RTVG |
(d-diskretna topologija na ), Na osnovu 1,13. i 2.11. (®, C, 4)
je uredjeno-konveksna UTVG sa osobinom otvorene rastavljivosti;
dakle, prema tvrdjenju 3,2, onn je telesna, odnosno, (%, c, d)
Je RTVG, jer je (E, C) Risov prostor. Prema (/37/, b), Tvrdje-
nje (11.2)), na datom isovom prostoru (B, C) ne vpostoji vek-
torska t0pologijaj: tako da je (R, C,T) RTVP, Na osnovu ovog
primera sledi direktno dokaz slededeg tvrdjenja: |

4.4, Tvrdjenije. Ako je (1, C,TJ) RIKG, onda
pridruzeni U.KP (E, C, loch) ne mora biti RIKP. (Dakle,
(loc] )5 4 loc]t ).

Na osnovu poslednjeg vrimera i tvrdjenjia 3.20.'slédi
da linearna uredjeno-ograniden: topologija :T.ne mora biti
ured jeno-konveksna,

U nastavku ovog dela —nda navodimo neke rezultate ko-
Je smo dobili proucavajucéi LTV i RTKP.

4.5, Tvrd jen je. Yodskup Ug @ je jﬂ-okolina
nule u RTVP (E, C¢,T ), ako i szmo ako je skU (telesno jezgro
od U) T—okollna nule,(Telesn~ jezgro podskupa AGE u Riso-
vom prostoru (E, C) je najvedi telesan podskup sadr¥an u A),

Dok az, Dovoljnos!'! je jasna jer je skU < U. Ako
je U ﬂﬂ-okolina nule, onda postoji telesna okolina nule V,
tako da U2V, S obzirom na definiciju telesnor jezzora, onda
sledi da U 2 skUDV, 'odnosno, skU je T-okolina nule,

4.6, Posledica, URIVP (E, ¢,T) za svaki
T—-— topolodki faden U = (U, )n€ N postoji T ~topoloski telesni
fadenc’j— (V.)neN, tako da U229 .

D ok az, Ia osnovu prethodnos tvrdjenja dovolijno

Jje uzeti V = stﬁ, za svako ne&N. Treha samo dokazati da je

skU + skU < kU , za svako nel. Iz (/37/, b) str.116)
n+1 +1 = |

s€ zna da je skU U{[—u uj ;[—u, Iﬂc;__ Hn+1} . Zbog

toga ga X = a + b gde a, b € ShUh+1’ postoje u, ve C, ta=-
ko da x € ([-u, u] +[~v, v]c Upe1 * Up,q S Uy odnosno,
X € "[-(u + V), u + v] < U,. lakle, skU . + skU ; < skU,.
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5ledece tvrdjenje se oidnosi na produfenje jednog
topolodkog fadena iz 1l-ideala u topolodki faden nrostora:

4,7, Tvrdjenije. Neka je (8, ¢,T) RTVP
i F njegov l-fideal (telesan potonrostor), snabdeven induko-
vanom topologijom., Ako je"U'= (Vn)nE-H topoloski telesni
faden u (F, CAF) T|F), onda postoji T-topolo?&ki telesni
faden‘u, = (Un)ne N u E, tako d=~ jJje (unF =Q} .

Do k az, DefiniSimo 2za svako né€ M podskupove
UngE na sledeéi naéin: Un = {er : yevn kad god je
0 y<lx]li yéF} . Niz9 = (Un)néN je onda T—topoloéki
faden, ako dokaZemo da je U, telesan podskup od E, zatim
da Je U, 1 + U 4G U, kao i d1 je U J -okolina nule, za

"8vako n€ N, koja u preseku sa T daje okolinu V. Dakle,

ako jelak(bl 1 beU,, dokaZimo da a€U_ ., Prema definieiji
podskupa U, ako je yeF 1 0<€ ¥y< jal, to znaci da je

0L ¥< lal<Ibl, odnosno, ye€ Vn jer b€ Un. DokaZimo da je
Un+1 + Um_lg Un' za svako negl. Meka Je x = a + b, gde
ag Un+1 i bEUn+1. Ako je ye P L Og y<sixl, to zmradi da je
O£y |a + b|==;_[al+|b|.' 5 obzirom da je u Risovom prostoru

[0, (al +{bl] = [_'0,|a|]+[0, lb[l, onda je y = y, + Yy, gde

yi € [0, 1a1] 1 y, € [0, lol]. Dakle, y = Vi + Vo€V 5+ V.GV,
odnosno x = a + b € U . Treba da dokaZemo da je i vV, = Un/\l.

Ako a¢V_, onda je jasno da a€ . Keka je Osy<lali yg F. Ta-
da Jje [yi¢(al i aevn, dakle, ye“f'n jer je Vn telesan podskup od
F, Obrnuto, ako aéUn/\F, onda ocigledno a €V_, na osnovu de-
finicije podskupa Qﬁ i éinjenice da su Un i Vn telesni podsku-
povi, DokaZzimo da Je U,f1 T-okm_ina nule, za svako n€ N, Ako
Un- nije T-ok.olina nule, onda za svaku telesnwu T-—okolinu
nule U postoji xUéU i XU*' Un' To 2znadi, da za svako U pos-
toji yUeF 1 0¢ yU_‘Ele tako d» yU¢. Vn. S obzirom da uopSteni
niz {xU,‘U,, , 2} te%i nuli v prostoru (8, C,J ), onda prema
tvrédjenju 4.2, £) 1 uvop3teni niz yU,‘u ,2} takodje tezil
nuli u (E, C¢,T ), dakle, i u (v, CAP,T|F), 5to je neuogude
jer yU¢Vn. Dakle, ﬂ = (Un)ne 1 Jje T-topoloéki faden u

(E, C;T ). tako da je UnF =V .
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Interesantno Jje u poslednjem tvrdjenju za telesni
fadenGU_ (V Jne N pretpostavljati da je bornivoran, zatvo-
ren, uredaeno—bornivoran, lokuzlno-topolodki, zatvoreri lo-
kalno-topoloski itd., ali naravno da nije topoloXki.

4.,8. Tvrd jenje. Neka je (1, ¢,T) RIVP i
F njegov l-ideal snabdeven indukovanom topolozijom., Ako Je
00' = (V )n € N bornivoran telesni faden u RTVP (I, CnF,T|¥),
onda postoji bomivoran telesni faden Q,(— (U )ne N u b, ta=
ko da Je UNTF =‘U’_

Dok az. Isto koo u prethodnom tvrdjenju defini-
¥imo podskupove U gk, za svako n€N. Treba jedino dokazati
da jeﬂ-—(U Jne N borni*eorni f-den, odnoszno, da je svako Un
bornivoran podskup u prostoru (¥, C ‘T) Ako to nije tako,
onda postoji telesan ogranicen podskup A od B, tako da A¢ k-U
za svako ke N 1 neko neN. To zna&i, postoji niz x, € A, tako
da —i—— akéU Prema definici i podskupa Un’ postoji niz bke F,
za koji Je O-c.b | 1 kl tako da b ¢V Dakle, 0K k- bk_s la,kl
odnosno, {k bk}xuc ANE, Jer Je A felegan podskup, a I je pot=
prostor, S abzirom da Je A/\H orraniéen podslkup od F, onda pos-
toji A0, tako da je {k bk}K_Qv Ck-V_, za dovoljno veliko
ké N, Poslednja inkluzija je netadna, jer k45V za svalko k&N,

Dokazali smo dakle, da ’1e°u,- il 'lne N bornlvorng. faden u (E C, 5')

4.9, T vrd jen jie., Ako u nrethodnom tvrdjenju
pretpostavimo da je "D‘- (V Jn& N zatvoren bornivorni faden,
onda jeq,(z (U Jne N, takod;;e zatvoren bornivorni faden.,

Do k a 2z, DokaZimo da je U = U, zA svako n€ll,

Ako x € U , onda postoli uopsdteni niz X c U, tako da
T n n

X, —> X. Neka Je YEF 1 O < vys= xl Tada je 0< inf (y,Ix%l)$ Ixrlé

U, i inf(y,lx.tHGF S obziron na definiciju rodskupa U, sle-
di inf (y, x|l JEV_ . Prema tv*r*d;jenau 4,2, b), sledi 3da
inf (y, |xg¢l )-—g;lnf (v, Ixl) = reV = V_. To sada znadi da
X EUn i dokaz je onda zavrden,

Za faden LU' (V Iné N u Tvp (G, T) ka¥emo da Jje lokal=
no topolodki, ako svako V sece T ogranidene podskupove PO
okolini nule u 1ndukovan03 tonoloegiji (pogledati /1/).
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Sledeée tvrdjenje je sliéno tvrdjenju 4.8.

4,10, Tvrd jen je. Ako je u tvrdjenju 4,8.
telesni faden cU=( Vn)neN lokalno tonnloski, onda je dobi-
jeni telesni faden U= (U )Jn€N lokalno topolodki.

D o k a z, Pretpostavimo da za svaku telesnu
T‘-okolina nule U prostora (!, C,fr) postoji telesan ﬂ‘-ogra-
nilen podskup A, tako da A/\Uq;A/\Unoza neko n,eN., To znacil,
da za svakd okolunu nule U, nostoji uopStenli niz {Xu,u ,2}
< ANTU i x ¢ ANU, , odnosno, za svako U, }FUq:‘Uno' Dak -
le, na osnovu definicije podskupa Un' postoji uopdteni niz
{yU :,‘u, Q} , tako da yUe ¥, ('rsyugllei yU$ Vn(; S obzirom da
je U telesan podskup, onda'yuélhﬁ[M\F, odnosno, uopsteni niz

{yU-QQlJQQ} je ograniden po:iskup u indukovano] topologiji~u
F. S druge strane, faden = (Vn)neaH je bornivoran, dakle,
postoji A >1, tako da —y— y € V., 2a svako U. S obzirom da
—-]i-- yUG ¥, O s-—le yUg yU_slel i -——:-Li- Y E-Vn; onda xUéUnO, sup-
rotno pretpostavci.

4.11. Posledica. Ao je u tvrijenju 4,8,
faden‘v = (Vn)nel‘l zatvoren Tlokalno topoloski, onda je do=
bijeni faden Qi= (Un)nesN zatvoren lokalno topoloski. |

D o k a z. Direktus primena tvrdjenja 4.9. 1 4.10,

U nastavku rada dajomo karakterizacije nekih klasa
RTVP koje nisu date u /15/, a). Inale, to je jedini nama poz-
nat rad u kome se proudavaju klase RTVF bez lokalne konvek-

'snosti. 51i&no kao u /37/, b), ka’emo da je 2TVP (T, C,ju)
bornolodki (kvazi-badvast, bilvast), ako je (%,J ) bornolos-
ki (kvazi-badvast, badvast) n katersoriji TVP. 3lededim tvrdje-
njem dajemo karakterizaciju bornoloskih LTVP,

4.12. Tvrdjenje. 7a svaki RTVP slededl ug-
lovi su ekvivalentni:

a) (B, C,T) je boriolodki nTVP;

b) Svako pozitivno ngranideno linearno preslikavanje
u proizvolini RTVP (¥, K,?) ie nepr~kidno;

¢) Svako pozitivno ~zranideno linearno preslikavanje
u proizvoljni FreSeov RTVP (., T, %) je nenrexidnoj
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d) Svaki bornivorni faden Q}; (Vn)neaN u (8, ¢,T)
je T-topoloéki;

e) Svaki bornivorni telesni faden qi= (Un)ne;N u
(E, C,T) je j'—tOpoloéki; |

Dokaz. Iz /1l/ “namo da je (®,T ) bornolodki,
ako Jje svako ograniceno line:ruo preslikavanje u proisvoljni
TVP neprekidno. Jasno je da a)=>n)=pc), zatim c)=§d) i d):;a)
na. osnovu (/1/, str. 61), d)=de) je odirledno. Doka%imo da
e)=d). Neka jie 60: (Vn)n €M bornivorni faden un RTVP (E, C.T).
S obzirom da svako V., 8uta t<lesne ogranicene podskupove od I,
onda je sk v £ @ i sk V, Je hornivoran pndskun od B. Da je
(sk Vn)neN faden u (€, C) . razujemn kao n posledici 4.6,
S obzirom da je faden(sk Vh)ﬁiiﬂ telesni i bornivoran, onda
Je Jjasno da e)=3d).

Prema tvrdjenjima 4.8, i 4,12, e) 3irektno sledi:

4_1-.13."' Tvrdjer jJe. 2ko je (1, C,‘T) borno-
lo3ki RTVP, onda je svaki l-ideal ¥ bornolodki RTVP u induko-
vanoj topologiji.

Karakterizacija kvazi-bad¥astih TVP je sliéna bor-
noloskim:

4,14. T vrdjer je, 7a svaki rRTVP (E, C,T)
slededi uslovi su ekvivalentri:

a) (B, C,T) je kvari-badvast RTVP;

b) Svakl telesni zatvoren bornivorni fadencu-_ (V )neN
Je ir-t0p010§k1

Dokaz, a)=b) ie oligledno. DokaZimo da b)=ya),
Neka je ('u,_= (Un)neN" zatvoren bornivorni faden u RTVP (E, C,fr).
S1ié¢no kao i u prethodnom tvrdjenju niz (sk Un)ntiﬂ je borni=-
vornl faden., S obzirom da Jje zatvaranje telesnog skupa, tele-
san skup (/37/, b): str, 138), onda je oidigledno sk U g;sk Uh,
odnosno, (sk U, J)ne N je telesni bornivorni faden sadrﬁan u
fadenu °u= (U )neN Dakle cu (U YJneN je T—tcmoloski fa-
den 1 dokag je zavrsen.,

Na osnovu poslednjik tvrdjenja i tvrdjenja 4.9. sle-

di: -~




4,15, T vrdjenje. ako je (%, C,qi) kvazl-
~badvast RTVP, onda je svaki l-ideal F kvazi-ba&vast RTVP u
indukovanoj topologiji.

Dalje definiZemo N,-balvaste i N,-kvazi-baclvaste
RTVP, Prostor (E, C,T ) je N,-badvast ( N,-kvazi-badvast) u
kategoriji' RTVP, ako Je (E,T)No-ba?fvast (Na-kvazi-baévast)
u kategoriji TVP, odnosno,ako je svaki faden (bornivorni fa-
den) koji je prebrojiv presek T-—zatvorenih topoloskih fade~ -
na, T-tOpoloéki. Inace, RTVY (E, C,T) je Risov (DF) prostor,
ako je Risov pN,-kvazi-badvast sa fundamentalnim nizom ograni-
Senih podskupova,Svaki faden koji je prebrojiv presek T—-zat-
vorenih topolo3kih fadena ima oblik: ‘U = (/ Va)n eN, gde su
"U = (Va')neN T—zatvorenl topoloski fadenlﬂ sliéno kao u
lokalno konveksnonm sluéaju,?)zovemo N -bacva (bornivorna

N-baéva) Ako suva‘telesni T—zatvorenl topoloski fadeni, on-
da‘v-zovemo telesna M,-badva (telesna bornivorna N-bacva)

4,16, T vrdijenje. va ke (#, ¢, T) slededi
uslovi su ekvivalentni: |
a) (E, C,T) Je ©PN-kvazi-badvast Risov prostor;
b) Svaka telesna bornivorna N,-badva Jle T—topoloﬁk;;
Dokaz., a)=b) na osnovu definicije N,-kvazi-bald-
vastih Risovih prostora, Nake ae(v- (f\Va)nEN jedna bornivor-
na N,-badva, gde su'vj- (V?)neu ,T-zqfvoroni topnlodki fade-
ni. P'rema tvrrlj__an:]u 4.‘_:..M]t A1 da Je ue vvako ) | own uvako n
( sk Va) T-zatvoren& okolin: nule, daokle 1 tadeni (sk V d)nGN

su I-zatvareni topolodki, »a svako Jj. ' obuzuirom da je sk(ﬁvﬁ) =
-f'\sk V3 . 23 .8vako n, ond:: je (Adk '] )neH telesna bomivor-
na N-bac‘iva,ako Je i sk v‘ }’(slg W g[\sk V* . Zalsta,

ako je x = a + b, gde a,be sn-:’t on a, a,besk Vé+l

n 1?
za svako j. Onda kao u tvrdqengu 4.6,, X = a + be sk v3

Za
avako Jj, odnosno, Xxé sk V3 Bornivorna No-baovaw- (KV‘ Jne N

;je dakle CJ"-1:0pcfloél«:a3 jer sadril telesnu bornivornu N,~- %aévu.
(f\sk Va)neN. ::

h 4,17. Posledica, RTVP (3, c,il") je Risov
(DF) 'broster, ako 1 samo akc ima fundamentalni niz osranicenih
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telesnih podskupova 1 ako je svaka telesna bornivornal%rbaéva,
gJ-tOpoloéka.

U (/12/, a), Teorema 2,) Jje dokazano da je konalno
kodimenzioni potprotostor lﬁrkvazi-baévastog polu-konveksﬁog
?vP (E,J3 ), N, -kvazi-badvast. Iz tvrdjenja koje sledi se ﬁidi.
da Jje za Risove N,-kvazi-bacvaste prostore to tadno za svaki
l-ideal, bez pretpostavke o polu-konveksnostl nrostora,

4,18, T vrd jen je., YMeka je (%, C,J) RIVP
i P njegov l1-ideal snabdeven indukovanom topolosijom. Ako Je

”u (ﬁvd Jne N telesna bornivorna Wy, -bafva u I, onda u E pos-
| g Il - 9 4o

toji telesna bornivorna Nﬂ-baévacu= (hU?l)neN, tako da Je
UAr =U. L
| Dok az, Fadeni ‘UJ: (Vg)neN su zZatvoreni topoe
lo3ki u F za svako j i onda prema tvrdjenjima 4.7. i 4.9, u
E postoje telesni zatvoreni topoloski faden'Ql?= (Ug)néiN,
tako da Je ‘L@AF =Vt. Ako dokaremo da jeﬁ\}ug; hornivorapn
podskup od E za svako n, onda jeﬂ: (6%):1&1@ telesna bor=
nivorna rt;baéva u E, koj2 u preseku sa ¥ dmje‘tr. Alvo pret=-
postavimo da _za neko n,posto]l telesan ogranicen podskup AGE,
tako da A.¢ k[\‘Ug, za svaki prirodan broj k, onda mostoji niz
{x]&CA i prrrodan broj jo.,tal:o da -1];— xkéUg:. Dalje se do-
kazuje kao tvrdjenje 4.8.
4.19. Posledica. Ako je (8, ¢,J) N, -kvazi-
badvast RTVP, onda je svaki 1l-ideal F N,-kvazi-balvast RTVP u
indukovanoj topologiji.

D o k a z, Direktna posledica tvrdjenja 4.16, b) i
4.18, .
4,20, Posledica, Ako je (T, G,?ﬂ) Risov
(DF) prostor, onda je svali l-ideal F Risov (DF) prostor u

“indukovanoj topologiji.

Primedujemo da odgovarajudéa karakterizaclija kao u
tvrdjenjima 4.,14. 1 4.16., nije tadna za badvaste i N,-bacd-
vaste Risove prostore., Ako jeGU'= (Vn)nEH zatvoreni faden
u uredjenom vektorskom prostoru (E, C), onda niz (sk vV )neN

ne mora biti faden. Ako bi to bilo uvek takon, onda bl najfini ja
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linearna topologija'-'- na uredjenom vektorskom prostoru (E, C)
iz primera 4.3. bila telesna, Sto nije tadno.

U /15/, a) je proudavana jedna klasa RTVP koja se
nalazi izmedju bacbastih Risovih prostora i kvazi-badvastih
Risovih prostora, pod nazivom linearni uredjeno-baévasti pros-
tori. Mi definidemo Jjednu klasu RTVP, koja se nalazi izmedju
N,~badvastih i N~kvazi-bidvastih Risovih prostora i koja sadr-
¥i linearne uredjeno-ba¥vaste prostore iz /15/, a).

4,21, Definicija. RIVP (R, ¢,T) je line-
arni uredjeno-N,-bactvast, ako je svaka uredjeno-bornivorma
N, ~badva, T—-topoloéka. |

To u.stvarl znact da je svaki foden lj- ﬂva)néN,
gde sucva' (Vz)nCN T-Z&TVOlE‘n tonolondki fadeni 3“1‘1 ¢emu
ang guta uredgeno-ogrﬂnmﬁne podskupove, zZa SvValo n, T—to- |
polo8ki, Jasno je da su N,-bhadvasti Tisovi prostori kao i 1i-
nearni uredjeno-bacvasti nrostori, linearni nuredjeno-N,~badvas-
ti prostori. U kateroriji RTVF taj odnos je sledec¢i:

badvasti RTVP % linearni 'iretiena-bsivasti VP => kva zi-baév.RTVP

LV u, Y

N, -badvasti .1IVP = Lin.ur~dj.- No-b._"“' GV LTV = Nokvazi-badv  ,RTVP

Za linearne uredjeno-N,~-bnfvaste TVP imamo slededu

karakterizaciju:
| 4.22, T vrdjenijie. 7a svaki R'WP (8, ¢,T)

slededi uslovi su ekvival> ntni:

a) (&, C,T) ie linearni uredjenn-N,-hadvast oprostor;

bh) Svrka telesns N-hncva je fT—tnnoTGEEQ'

Dok az, a)b} jer je svaka telesmaN—b*eva ure-~
d jeno-bornivorna. bokaZimn da b) %a). ”co ﬂe‘U (/\vﬁ)men
jedna uredjenc-bornivorna N-br—tt“*‘iva, nndaf\va ruta at;.lreigeno-

§=a O
-0granicene podskupove 2za g32 kKo n, ol nh7irom da jJje (i, C T)

Risov prostor, onda 1 sk 'ﬂV3 /\sk Va #uta nredjeno-ogra-

AL
nidene podskupove. To znaci da je (/\ sk V )neT jedna telesna

&

N,-bac¢va koja je sadrtana u{'U a S obmmrn d~ je ona 9 -to-
polo&ka, to znadi da jJe i 9 T+onnln lea N~badva,
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G nastavku rada kada budemo razmatrali odgovarajude
klase prostora u kategoriji TKP naveScemo primer N,-kvami-bad-
vastog RTVP koJi nije linearni UTEJjPﬂﬂ—ft-hﬁﬁVaEt RTVP, kao
i primer linearnog uredjeno- N,-badvastog RTVF koji nije N,-bad-
vast RTVP. Pada demo navesti i primer l-ideala linearno uredje-
nog- N,-badvastog prostora koji nije linearni uvredieno- N,-bal-
vast RTVP (Primeri 4.39. i 4.40.).

Risov prostor (E, C) je prebrojivo uredjenn=kompletan,
ako svaki majorirani rastudél niz ima supremm.”=2 njegov l-ideél
F ka¥emo da je @ =-normalan, ako supremumovnln:~ takvog niza iz
P pripada F. Iz slededeg tvrdjenja se vidi kada je l-ideal 11~
nearno uredjeno-N,~badvastoy prostora, linearno uredjeni- N-bal-
vast, |

4,23, Tvrdjenje, tko je (%, C,T) linearni
uredjeno- N,~-bacvast RTVP koji Jje preborojivo uredjeno-komplet&n,
a F 6 -normalan l-ideal, onda je (F, CAF,T|F) linearni ure-

d jeno- N ~bafvast prostor,

Dok az, Na osnovu prethodnor tvrdjenja dovoljino
je dokazati da se svaka telesna N,-badva l-ideala F moZe pro-.
du%Ziti u telesnu N,-badvu prostora (¥, C,T ). leka je ‘U::((\Va)n&h
telesna N,-badva u F, gzde su‘U‘L (Vél)ne M zatvoreni telesn
topolodki fadeni u indukovano]j topolovriji. Trema tvrdjenjima
4.7. 1 4,9, postoje telesni T'-zatvoreni topolodki fadeni
‘U—a-: (Ud)neN tako da jJe ‘uan -?}3 za svako J. Al«'o doka%emo
da jJe (f\Uq) gutajudi podskup u E, onda.ge‘%l—-([\Ua)ne;N te-
le sna %—baéva u prostoru (B, ¢,T), tako da je ‘u/'lF =U .,
Dovoljno je dokazati da QUa guta sve pozitivne elemente iz
E, za svako n. Ako to nije take, onda postoji n, tako da za
neko c€C i neko j, sledi: _E—. céUgo za svaki prirodan broj k.

Prema definiciji pedskupova U » .2a svako k posto]i Vi € I,

. - N
tako da je Oﬂyk _k_ E i yk¢ Va S obzirom da *JOE prostor (E, C)
prebrojivo uredjeno-kompletan, onda skup {kwgsmq ima supremul
y€ E, koji pripada l1l-idealu ¥, jer je on @ -normalan u E. To

i 400 L. o .
znaci da ;;.e{kyk}(ng_(o,y] < ", a nije prorsutano sa Vi’, 5to Je

[ =]
nemogude,
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Napominjemo da necemo navoditi ostale osobine ove
klase RTVP, jer su dokazi sliéni sa odgovarajucim u/15/, a)
za linearne uredjeno-bacdvaste prostoré.

U nastavku rada razmatramo dve klase RTVP koje ni-
su proudavane u navedenim radovima. U kategoriji TVP u /1/
definisani su takozvani lokalno-topologki vektorski prosto-
ri, sli%no b-prostorima u kategoriji IKP iz /22/, b) a u
/12/, b) definisani su takodje u kategoriji TVP ultra-b-bad~- -
vastl prostori, sliéno b-hadvastim prostofima iz /22/, ©b).
KaZemo da je RTVP (s, C,T) lokalno-tonolodki (b-badvast 111
ultra-b-badvast) ako:je TVP (5,Y ) lokalno-topolosiki (b-bac‘,-‘
vast). |

Dajemo karakterizaciju lokalno-topoloskih RTVP:

4.24. Tvradjenje. Zasvaki RTVP (E, C,J)
glededi uslovi su ekvivalentni:

a) (E; C,T’) je lokalno-topoloski RrRTVP;

b) Svako pozitivno lokalno-neprekidno linearno pre-
- @likavanje u proizvoljni ATVP (7, ¥, 9 ) je neprekidno;

¢) Svako pozitivno lokalno-neorekidno linearno pre-
slikavanje u proizvoljni ‘reseov HIVDP (v, K,G’) je neprekidno;

d) Svaki lokalno J -tonolodki faden jJe T -topoloski;

e) Svaki telesni lokalno T -tonolodki faden je Twto-
poloski; |
Dok a z, Oéigledno je da a)=>b)=dc), zatim jJe
a)&>d) na osnovu (/1/, str. 79). NokaZimo da c)=ne)=4d).
Ako je‘v'= (Vn)neN 'telfjni lokalno T-tcrpoloél«:i faden u RTVP
(g, ¢,9 ), onda je N =Qvn l-ideal u E i F/N je Risov vektor-
ski prostor. Prostor E/N se moZe snabdeti jednom metrizabilnom
topologijom koja za bazu okolina nule ima kanoni&ne slike Cla=-
nova fadena‘v. Kompletiranje tog prostora je reSeov RTVP, &
kanoni%no preslikavanje K,, (oznaka kao u /1/, str. 13) Jje po-
zitivno i odigledno lokalno-neprekidno. Prem» tvrdjenju 1z
(/1/, str. 13) faden U =(V JneN je T _topolniki, To znadi da
c)=He). Ako jeUl = (Un)nEH lokalno § -topolo%vi faden u RIVP
(E, 5,‘]'), onda je (sk Un)neN lokalno T-touﬂoéltfi faden,
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Zalsta za svako n 1 za svaki telesan 3’-ograniﬁen podskup A
postoji telesna Su—okolinw nule U, tako da Un/\A;gU/\A, od -
N0 SN0, Sk (Un/\A)p sk(U~A), 11i sk Un/'\:?kﬁ; UMNA. Dakle,
(sk Uﬁ)né;N je stvarno lokalno guft0poloéki faoden, sto znadl
da e)=>4).

Iz /12/, b) se zna da je TVP (E,T ) ultra-b-badvast
ako Jje svako zatvoreno lolalno-neprekidno preslikavanje iz
(E,S‘) u proizvoljni TVP (F,q)) neprekidno. %2a ultra-b-balvas-
te RTVP karakterizacija je slededa:

4,25, Tvrdijenije. Za svaki RIVP (B, C,J )
gslededl uslovi su ekvivalentni:

a) (2, ¢,T) je nltra-b-basdvast RLVD:

b) 3vako zatvoreno pozitivno lokalno-neprekidmo l1li-
nearno preslikavanje u proizvoljni RTVP (F., I‘f,g’) je neprekid-
no;

¢c) Isto kao pod b) samo sto je (¥, K,gj) "reseov RTVP:

d) svaki zatvoren lokalno g*-topoloéki faden Je fr;to—
poloski;

e) Svaki zatvoreir telesni lnkalno ¢ -topolodki faden
je T-toyoloéki;

Dok az, Kao i u prethodnom tvrdjenju dokazademo
da c)=pé)=pd), jer je prena /12/, b),a)ed), dok je a)=>b)=pc)
ofigledno. Da e)xd) sledi kao u prethodnom tvrdjenju uz napo-
menu da je telesno jezgro zatvorenog podskupa zatvoren podskup.
Da je kanonidno preslikavanje Klriz.prﬁthodnog tvrdjenja zatvo-
reno, ako je (U'= (Vn)néN zatvoren telesan faden , sledi di-
rektno iz (/1/, 8, str. 4%) a s obzirom da je pozitivno i lo-
kalno neprekidno, to je jisno da c)=pe). |

Linearno presliknavanje f iz Risovog prostora (1, C)

u Risov prostor (F, K) je l-homomorfizam, ako je f (sup(x,y)) =
- sup(fx(x), f (y)) za sveko x, y€E (/37/, b) str. 1%2). Sle-
dece tvrdjenje se odnosi na induktivnu gsranicu lokalno-topoloS-
kih i ultra-b-badvastih RVVP.

4.26, T vrd jenje. leka je (B, C) Risov pros-

tor 1 neka jefr induktivnn topologija na & u odnosu na famlliju
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{(Etll y Oy ,{.];:';oié I} LIVE 1 Venown ortizee £ o ny ta-
ko da je T, (Fﬁ ) 1-ideal u B i d& je ¥ linearni omotac od

Ld./ fﬁ( (Eﬁ. }. Ako su ([i}d y Ux ,I“) 1okaino=tonolodki {(ultra=b-
-badvasti) R1VE, onda je 1 (i, ¢ L T) Tokaino=tanslodki (ultra-
-b=-badvasti) 2TVP.

Dokaz, Iz /15/ 3o zna da.je indul-+ivna cranica
RTVP takodje RTVP. Zbog toga, alo jeﬂ)'z (Vn)nEiH fmlesnillo-
kalno- ‘ji-tonoloéki fader u PVE (5, 3‘), onida je za usvako
ol : (:E: ("0) = (f-a)(v YIn€l telesni lokalno T tonnlodki
faden, dakle, (_E-topolo:-ikl. Premn (/1/, 4, str. T")), "U']e
TJ-tOPOIOQKI faden 1 (B, C ﬂ“) je onda lokalno-=-tonolc: ki RTvVP,
Ako je (V )ne.N zatvoren faden u (8, ¢,T ), onda je f (Q})
zatvoren u (E ’ 1;) i d4-%nz onda sledil 1 za ul+1a-b-baé-
vaste prostore.

4,27. Posledica, lvoceljent nrostor po l-ide-
alu i direktan zbir lokalno-tonnlo&kih 1ltro=b=bndvastin) RTVP
je istog tipa.

U kategoriji TVI sene gnada i je kon-¢no kodimenzi-
oni potoprostor lokalno-townlnﬁkOﬁ pnrostora, lolalno-topo-
loski., %a lokalno topolofke i ultra-b-bnadvaste J1TVF na osnovu

tvrdjenja 4,10. i posledice 4.11, dobijamo:

4,28, Poslcdica., Ako je (%, 7,7) 1okalno-
~topologki (ultra-b-badvast) RTVP, onda je svaki l-ideal F
lokalno~topoloski (ultra~b-badvast) RTVP u induovanoj topo-
logiji. | |

U nastavku ovog dela rada navndimo meke osobine HLrl,
koje smo dobili proudavajuci neke klase TLLV. Ao Je (o, 2,
RILKP, onda topologijafr ima bazu okolina nule od teolesnih ap-
solutno konveksnih podskupova., Polu-norma p na Risovom pros-
toru (E,LC) je Risova polu-norma, ako je p (xY<p (v), kad
god jelxl= sup(-x, x)&lyl= sup(-y, y). Topolor-ija I nIvE
(E, C,T ) je onda odredjena Jjednom familijom Risovili nolu-
-normi., S obzirom da topcloglija T RILIP ima bazu oknlina nule
od telesninh podskupova, onda Jje telecan omotac orranidenos
skupa ogranifen skup. Interezantno je postaviti pitanie, da 11
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je to tako i za druge familije ogranicenih podskunova. 1z
slededeg primera se vidi da telesan omotal jako ogranice-
nog podskupa (Banahovog diska), nije jako orranicen podskup
(Bamahov disk).

4,29, P rimevr, Ako jeig lokalno konveksna ure-
djeno-ograniéena topolorija na Risovom prostoru (&, C), koja
nije badvasta (takva postoji iako je to najiinija telesna
lokalno konveksna topologija na (E, C) - primer ( 16{1), str,187),
onda postoji baé_va V u prostoru (1, C,Ts)., koja nije %-okoii-'
na nule., Ako x€ C, onda Je telesan omotad 3 ( {x} Yy =[-x, ﬁ] .
dakle, uredjeno-ograniéen podskup. Ako za svako x€ C {x} je
ogdigledno 3;-jako ograniden podskup), badva V guta uredjeno-
-ogranicden podskup{}x, ﬁL onda je na osnovu definicije topo-
logije% , V Jedna '}é-okolina nule. Dakle u RLKP, telesan omo-
tal jako ogranilenog skupa ne mora biti jako ogranicen. Ako
x € C, onda Jje apsolutno konveksan omotad Y‘Qﬁi) = AX ,
Al ¢ [-x, ] i onda je 3= Hex) odnosno,{x_}-ir({x% imaju
iste telesne omotade., S obzirom da je{_Qﬁp Banahov disk, onda
[-x, x] kao njegov telesni omotal u istom vprostoru nije jako
ograniden skup, a to znadk da nije ni Bannhov dislk,

Ako Je Eb topoloski dual prostora u prethodnom pri-
meru, onda jejé =[5"(E, Eb) = C (&, £7) £ /3(E, 2P), %to zna-
¢i da jaka topologija pridruZena RIKP ne mora biti telesna.

Iz sledecdeg tvrdjenja se vidi kada je to tako.

4,30, Tvrdjenje. Za svaki RIXP (%, C,T )
sledeé¢i uslovi su ekvivalentni:

a) Jaka tOpOlOﬂija.[3(E, £7) je telesna;

b) pelesan omotad Jjako ogranidenog podskupa prostora
(E, C,(H) je jako ogranicen; -

"Dokaz. a)>db) je jasno jer je telesan omotal
ogranidenog podskupa u TVP ograniden podskup. b)=>a): s ob-
zirom da je po pretpostavei telesan omotad jako ouranifenog
podskupa jako ograniden podskup, onda familija jako ogranicenih
podskupova ima fundamentalni sistem od apsolutno konveksnih
telesnih podskupova. Prema (/37/, b), Tvrdjenje (10.16,), str.
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127) vpolara telesnpgg nodskupa  Je telesayn nodskup i onda je
(E-, G',ﬂf(ﬂ’, E)) RIKP. ¥Na osnovu (/27/, Tvrdjenje (1.9.))
glabo ogranideni podskunovi prostora kg su Gf(ﬂ',ﬁ}) -ograni-
teni,’ obzirom da je (E',_C',Ef(E’, wY) RILKP, onda je jaka
topologija ﬁS(E, E°) telesna, k~o topologija uniformne konver-
gencije na telesnim ogranidenim podskupovimza duala E°,

Pod telesnom badvom u RIKP (=@, C,J ) podrazumeva se
telesan zatvoren konveksan i rutajudi podskup od (E, C) (/37/,
b), str, 182), S obzirom da je podskup ALK u TKP (E,TJ ) jako
ograniéen, ako i samo a%o g cutn svaka bafva, prirodno bi bi-
lo da je u RIXP (E, C,T ) podskup A¢ © jako orranifen, ako 1
samo ako ga guta svaka telesna badva. Iz prethndnos primera
se vidi da to hije tako. Naime [-x, X} je progutano svakom te=-
lesnom badvom, za svako x€ C, ~1li ne mora titi jako ograniden
podskup. |

4,31, Posledica., Ako je (8, ¢,5 ) RIKP, on-
da Jje telesan omotad jako ograniienos skupa u tovolodkom dua-
lu E; jako ogrgniéen skup.,

4,32, Posledica. Ako je (8, G,S') RIKP, on-
da je i prostor (B, C,B(E, ©°)) RIKP.

u (/37/, b), str. 188) definisana jedna klasa RIKP
koja se nalazi izmedju bacdvastih RIXP i kvazi-badvastih RIKP,
pod nazivom uredjeno-kvazi-bacdvasti RTKP, Inace, ta klasa
prostora édgovara,ﬂt-kvazi-baévastim vrostorima iz /20/, ako
se familijajﬂ_zameni sa uredjeno-ogranicenim podskupovima,
naravno pdd uslovom da je (ﬁhq’) lokalno telesna topologilia
na Risovom prostoru (E, C). Mi detinifemo klasu RIXP, koja
se nalazi izmedju N,-bacvastih i N-kvazi-balvastih RTKP i ko=~
ja sadrzi uredjeno-kvazi-badvaste RIK?®, Havodimo neke osobi-
ne N, -kvazi-badvastih RIKP.

4,33, T vrd j en je. 7a svaki RIKP (7, c;ﬁ‘)
slededi uslovi su ekvivalentni:

g) (E, ¢,°T ) je N-kvazi-bacvast RILE1;

”Q) Svaka pozitivno bornivorna A{D—baéva je T«-okoli—'
na nule;
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¢) Svaka telesna bornivarna N-badva je ir;nkolina
nule; |

d) Svaka telesna pozitivno boraivorna [{-badva je
3;-okolina nule;

e) Svaki B(l , B) - o, raniden nodskup nhhkaUAi,
gde su %T-—ekvineprekldni podskupovi, je T—e}..vmeprekidan'

4o L) Svaki pozitivan [A(E~, 8)-orranifen podskup ob-

lika k}B., gde su B, fr;e*v1nenrek1dn1 nodqhunnv1, 1e frlekvi—
neprekldan podskup. |

Dok az., Pod Ny,-badvom nodrmzumevamn svaku badvu
V' oblika.zSVh, gde su VH‘SJ-zatvor@ne okoline »ule, o nod te-
lesnom N,-baévom, telesnu badvu oblika wﬂthiﬂﬂp su Ul telesne
‘3'-zatvorene okoline nule., Na osnovu toga i nrema /9/ je a)¢¢e),
dok je e)=Ff) i a)=»c) oiligledno, U RIFY i uonite u M9VE svaki
ogranicden skup je sadrZan u razlici dvs poxitivno orranidena
~skupa (/33/, str., 297), odnosno AgA’ - AT< 24 (7~ A vpret-
postavljamo da jJe apsolutno kouveksan telesar osreniden node
skup) zato, ako je V = Jr\V N-badva kaja ruta pnoritivno og=-
rani¢ene podskupove, ondﬁ ona cuta 1 sve ouroanifene nodskupo-
ve 1 zbog toga jJe gd—okolina nule, To znaci Ao akdb). Ha isti
na—éi‘r}wse dokazuje da je cled). Doka%imo do c)=pn). Ako je

=/-\4+V bornivorna AN,-badva prostora (i, ¢,J ), onda je

il

skV =/ skVn telesna WN,-badva na osnovu tvrdjenja 4.5. i 4,6,
A

lla osnovu definicije telesnoe jezora M -baive V.ona Je 1 bor-
nivorna. DokaZimo Jjos da f):@e) naista ako JP\,}A Aa{ﬂ', E)

(=4
ogranicen podskup, gde su A; konveksni telesni ﬂ’—e v1nenre-

kidni podgkupovi, onda je prema (/33/, afr. q7)%inlC.%{Al -
- k}Al LJ A; = 2 Ai. To znacdl da 1e\?f jﬁ-ﬁkv1nenreki—
dé;,podsksgﬁako 3e Ai ﬁr"6kV1HEDTQhL;“ﬂ ~nadsiounp.,

4,34, P J s 1l ediceca., RIKP (f, C 4,3-) je Risov
(DF) prostor, ako i samo ako je svaka telesna bornivorna
N,-baiva T—okolina nule i ako ima fundamentalni niz od teles-
nih ogranicenih podskupova.

Odgovarajuéa karakterizacija za Ni-ba&vnste RTEY nije
moguca iz isgtog razloga kao za N -badvaste RTVE,
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Sada definiéemo uredjene- N,~kvazi-badvaste prostore
u kategoriji RIKP,

4,35, Definici ja. RIKP (E, C,?) je ure-
djeno~-N,~kvazi-badvast, ako je svaka N,-badva koja guta ure-

d jeno-ograni&ene podskupove (uredjeno-bornivorna N, ~badva)
Q}' -0kolina nule,

Topoloiki dual E° snabdeven topologijom uniformne konvergencije
na elementima familije uredjeno-orranidenih podskupova RIKP

(E, C,j ) je G’ (E°, E) (telesna topolorija pridruXena sla-
" boj topologiji: O‘(E 1)),

Karakterizacija ove klase RIKP je slidna karakteri-
zaciji N,-badvastih i N,-kvazi-badvastih IKP iz /9/.

4,36, Tvrdjen e, Z%a svaki RI¥XP (B, C,F )
sledeél uslovi su ekvivalentni: |

a) (E, ¢,q9) je uredjeno-N,-kvazi-badvast;

b) Svaka telesna N,-bacva je 9 -okolina nule,

¢) gvaki GJ(E E)-opranlcen podskup A =(}A gde su
A frFekvineprekidni podskupovi, Je fr-ekv1neprekfa

d) gvaki G‘(E E)-ograniden pozitivan podskup
A =UA1, gde su A ﬂ‘-ekvineprekldnl podskupovi, je c.r-a.kvi-
nepnekidan*

| e) Svaki OE(E'; E)-ograniden pozitivan podskup

A -UAi, gde su Ai T'-ekvineprekidni_ podskupovi, je T—ekvi-
neprekidan, |

Dokaz., a)db), jer je svaka telesna badva ure-
d jeno-bornivorna. Topologija G;(P’, E) nije uvek saglasna sa
dualnoddu <E hb ali je uvek slabija od jake topologi je
'f_))(E E), to znali da je T-ekvmeprekldan podskup GJ(E E)-
-ograniden, Balva V prostora (E, C,J ) je uredjeno-bornivorna,
ako i samo ako Je V‘GTE} E)~ograniden podskup, ta osnovu to-
ga se dokazuje da je b)(ﬁc). Inate, c)ed)epe) dokazujemo kao
u prethodnom tvrdjenju za, li-kvazi-baévaste prostore. DokazZi-
mo da b)=Ha). Ako je V C\V N_-badva koja suta uredjeno-
-ograniCene podskupove, onaa je skV # ¢ i skV = \skV_. Onda

T 0
Je skV telesna N -balva sadriana u N -balvi V, a to znaci da
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e
je V =/\Vn T -okolina nule.

A
" U kategoriji RIKP odnos poznatih klasa je slededi:

lokalno konv, uredjeno-osr. == bornoloski

l - b

bac¢vasti = ured jeno=-kvazi-badv, - kvazi=badévasti

) J b

"N, -badvasti =3 uredjeno-N_ -kvazi-badv, ﬁ> N, -kvari-bacvasti

U kategoriji 1KP svaki N~-bacvast i kvazi-badvast
prostor jelbaéﬁaat. Za RIKP se dobija:

4,37, T vrad jen je. Ako je (L, G,ﬁf) ured je~
no=N,~-kvazi-badvast i kvazi-~-badvast RT¥P, onda je on uredje-
no~kvazi-badvast prostor,

D o kaz, Na osnovu (/37/, b), Teorema (16.3), str,
188), dovoljno je dokavati da je svaki Gg(E', B)=orraniden
podskup giuékvineprekidan. 12z prethodnos tvridjienja nod ¢),
sledi da je (E’, C',C§(E', £)) sekvencialno kompletan RIKD,
dakle, u njemu su familije slabo i jako orranidenih nodskupova
iste., To znadi, ako je A G;(E', B)-ocraniden (jako orraniden)
podskup, onda je prema (/27/, vrijenje (1,20,)) A iako ogsra-
nicéen podskup u prostoru (£°, ¢, G(RB", E)) (6 (&7, B) je sla-
bija topologija od (g (E7, E)). Dakle, A je 3(E°, E)-ovrani-
éen,; odnosno, ﬂ'-ekvineprekidan podskup, jer je (&, _C,g-)
kvazi-badvast RIKP,. '

Na sli&an nadin dokazujemo:

4,38, T vrdjenie, Arko je (0, G, ) N -badvast

i uredjeno-kvazi-baé#aat prostor, onda je on badvast RIKP.

Na osnovu poslednjih tvrdjenja nalazimo primere RIKP
koji su M, -kvazi-badvasti 2 nisu uredijeno-N_ -lvazi-bnévasti,
zatim RIKP kojimsu uredjeno-N,-kvazi-b~8vasti 2 nisu uredje=-
no-kvazi-badvasti, odnosno, IV, -bagdvasti.

4.39, P rinmer, leka je I vektorsi prostor ni-
zova sa najvife konacno koordinata razliditih od O, snabdeven
noTrmom: i xll = max{ ‘an 5 nEN} « L Jeo ondes uredijen prirodnim




konusom C ={ x| x = (x), x,30 za svako nEEH}. Prostor
(E, C o fl-l ) je RIXKP. On je kvazi-badvast, dakle i N,-kva-
zi-badvast a nije urecjeno-N, -kvazi-bafvast, jer nije ure-
d jeno~kvazi-badvast. Lalsta, V = {x l X = (xn) : l:-:n\é-—;-ll—-— .
za svako ngN } je konveksan telesan zatvoren i gutajuéi pod-
skup a nije okolina nule u norma toprologiji (/37/, b), str.,76).
Na osnovu (/1/, Tvrdjenje (6), str. 115) dati normiran RIKP Je
N, ~kvazi-badvast i kro RTVP a nije linearni uredjen-N, -badvast, -
jer nije uredjeno-N,-kvazi-badvast kao RIKP. |

4.40. P rimer. uvaki RIKP (&, C,S_") ( %je lo~
kalno konveksna uredjeno-ogranidena topologija) koji nije baéé |
va st RIKP (takav postoji - primer (16.1.) u /37/, b), str, 187)
na osnovu prethodnog tvrdjenja nije N,-badvast prostor a jeste
uredjeno-ng-kvazi-baévast RIXP,

- Iz poélednja dva primera se vidi da je klasa N,-bal~

vastih RIKP prava pot-lasa uredjeno-p,-kvazi-badvastih RIKP,
a ova je prava potklasa ng-kvaﬁi-baévastih RILK?, Interesantno
je znati kada Je uredjeno-M -kvazi-baclvast prostor, N,-badvast,
kao i kada je N,~kvazi-balvast uredjeno-¥,-kvazi-bacvast pros- |
tor, | |

Ta svako ue O Rigqvo;; uredjenog vektorskog prostora
(E, C) imamo l-ideal L‘u =Hn {-u, u] koji je normiran prostor
funkecionalom Minkovskog D, i uredjen konusom Cu = C/\Eu. Ako
je za svako u&C RIKP (E,, C,, p.) kompletan, onda se dobija:

4,40. T vrdjenje. leka je (E, ¢,9) uredje-
no-N,-kvazi-badvast RiKP. Ako je za svako une€C RIKP (Hu, U
pu) komplgtan, onda jo (B, C,T ) M, -hadvast prostor.

4 00
Dok az. 1iko jeV =QVH MN,-badva u prostoru (E,
u

u’

¢,V ), onga je. VA\E, okolina nule .éyu’ C,,» pu); za svako U
€ C. To znadi da svaka N,-bndva V = /\Vn sutn intervale obli-
. ANz4

ka:[}u, u] , odnosno, 5ve urejedno-ogranilene podskupove, Dak-
le, V je‘}ﬂ-okolina nule, jer je (E, 0,3') nred jeno-~N, -badvast
prostor,

Iz slededeg tvrdjenja se vidi da su u dualu E° RLKP
(E, 'C,CS')_.pojmovi: "Nn--baévast" i "uredjeno-ﬁa ~kxvazi-badvast"
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ekvivalentni. o
| 4,42, T vrdjenje, Yn svaki QUKD (1, C,T)
ako je £ topoloSki dual od (E,§ ) i T -lokalno telesna to-=
pologija u B, onda je prostor (Ez, G',EJ) N, -bravast, ako
i samo ako je uredjeno-§,-kvazi-bacvast.

D ok az, Na osnovu prethodno: tvrdjenja dovoljno
je dokazati kompletnost prostora (Eé, G pl‘;), §fc) sval-robue c*.
Ao doka¥emo da je (E°, C°) € -norma’ an potprostor od E~, on~
da tvrdjenje sledi iz (/37/, b), posledica (18.9.), str. 202).
Zaista, ako Je 0g xn‘r X, gde xéEb, treba dokazati da x pripa-
da E°, Niz {xn}:: je onda Og('lﬂ', Y=o ranicen, dn_kleﬂ prema tvre
d jenju 4.36., g -ekvineprekidan. Dalje dokaz ide kao u (/317/,
b), Teorema (16.11l.), str, 193).

S obzirom da se klasa uredjeno-N,-kvazi-batvastih
prostora nalazi izmedju N,-badvastih i M,-kvazi-badvastih RIKP,
sledede tvrdjenje se dokazuje na osnovu (/9/, Tvrdjenje 5.) 1
dinjenice da je kompletiranje RIKP takodje RLXP,

-4.43.? Tvrdjenje. KXompletiranje uredjeno-N,-
-kvazi-badvastog RIKP (E, C,F ) je N,~badvast RLIKP,

_ Ako familija uredjeno-ogranienih vnodeskupova ima fun-
damentalni niz, onda definiemo klasu uredjeno-(DF) vrostora
na slededi na&in:

4,44, Definici ja., RIKP (E, ¢,9) je uredje=-
no~{(DF) prostor, ako je uredjeno-N,-kvazi-badvast sa fundamen-
talnim nizom uredjeno~ograniéenih podskupova.

U RIXKP (E, C¢,9 ) svaki uredjeno-ograniden podskup Je
A —ogranifen. U RIKP (E, C,9 ) koji je uredjeno~(DI) prostor,
tatno je i obrnuto.

4,45, T vrdjenje. Ako je (E, 2,9 ) uredjeno-
~(DF) RIKP, onda je (E, ¢,J ) Risov-(DF') prostor (odnosno,
(E,F ) je IKP tipa - (DF)). _

Do k a z. Prostor (R’, C’,C%(E', B)) je metrizabi-
lan, dakde, bornoloXki IKP. Da bi dokazali da je Gg(E", E) =
= ff) (E°, E) (Jjer je uvek 6;('1*_}', B) < (A(E°, B)), dovoljno Je |
dokazati da je GZ(E', E) - nula niz (xﬁ)neaN jalro ogranicen.

- 68 =




Ali to je tako na osnovu tvrdjenja 4.33, i Cinjenice da je
SJ-ekvinEprekidan podskup Jjako ograniden, (Prime@pjemo da

je prethodno tvrdjenje 1 direktna posledica Teoreme 5, iz

/20/).

U /22/, b) proudavane su klase b-prostora (b -pros-
tora i b-badvastih)., Ako te pojmove definifemo u katerori ji
RLKP, onda se dobijaju zanimljive katersorizacije tih prosto-
ra, a i neke osobine koje u kategoriji IKP nisu taéne.

4,46, Definicija. RI¥P (%, ¢,F) je Risov
b-prostor (Risov b -prostor, Risov b-badvast), ako jJje (E;fr)
b-prostor (b -prostor, b-badvast).

Sledeédim tvrdjenjima dajemo karakterizaciju Risovih
b-prostora (b -prostora, b-badvastin),

4,47, Tvrdjenje. 7a svaki RIKP (®, ¢,9)
sledeé¢i uslovi su ekvivalentni:

a) (E, c,ﬁ") je Risov b-prostor;

b) Svaki telesni b-disk je%d -okolina nule;

¢) (B, ¢,9 ) je Risov Biprostor i b-badvast:

4.48, Tvrdjenje, %a svaki RIKP (E, C,Sd)
sledeéi uslovi su ekvivalentni:

a) (E, ¢,T) je Risov b-badvast prostor:

b) Podskup HGE” je T-ekvine;:rekidan, ako 1 samo ako
Je H l B :Tlekvineprekidan, za svaki telesan ogranicden disk od
E;

c) Pod‘skup HE C'C E° je g’-ek_vineprekidan, ako 1 samo
ako Jje H | B T—ekvineprekidan, za svaki 1;ele:::an' ograniden disk
od I

'd) Svaka odozdo polu-neprekidna polu-norma p na B jJe
neprekidna, ako i samo ako je p\.B neprekidna, za svaki tele-
san ogranifen disk od E;

e) Svaka odozdo polu-neprekidna Risova polu-norma
p na E je neprekidna, ako i samo ako je pl B neprekidna, za
svaki telesan ograniden disk;

f) OSvakatelesna b-badva je gﬂ-okolina nule;

Dokaz, Uprvom tvrdjenji akse) na osnovu (/22/,
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b), Tvrdjenje 1.1.2,), a}sdb) dokazujemo sli®no kao tvrdjenje
4,24, U tvrdjenju za Risove b-badvaste nrostore alf) sliéno
kao u tvrdjenju 4.25., a)esblesd) sledi iz (/22/, b), Tvrdje-
nje 1.,1.2). d)<>e) na osnovu éinjenice da je skup V =.{x|
p (x) < E} telesna b=-baéva, ako i samo ako je Risova polu-
-norma p odozdo polu-neprekidna. b)=yc). je ofirnledno, Doka=-
zimo da cJ=Pb). Leka je HCE’, tako da je H|D T -ekvinepre-
kidan podskup. To znali da za svaki telesan orraniden disk B
postoji T-okolina nule U, tako da je H< (Un B)°g_:_ [(UnB)ﬂt
- [(U/\B)ﬂ"‘" . Na osnovu ¢) skup [(UAB)O+ je J -ekvinepre-
kidan, dakle i H je J -ekvineprekidon, |
Ako je (B, C,7T ) RIKD, onds je 6%, 'E:')$65'(E, B )T
dakle, topologija GS(E, E°) je saglasna sa-dualnos‘%éu(ﬂ, E},
kad god na Risovom prostoru (%, C) postoji telesna lokalno-
~konveksna topologija. |

Karakterizacija Rigsovih b -prostora ie na osnovu to=-
ga slededa:

4.49. Tvrdjenje., 7a svaki nikp (1, c,9)
sledeci uslovi su ekvivalentni: |

a) (E, C,fr) je Risov b -prostor; |

b) (E, ¢, O0(E, E°)) je b’-prostor (ne mora biti RIKP)

c) (E, C, %(E, E)) je Risov b’-prostor: |

d) Risov prostor (£°, ¢°, BA(E", E)) ije kompletan:

e) Svaka pozitivna linearna forma koja je neprekidna
na ograniéehim telesnim diskovima, je neprekidna:

Dokaz. a)@clkd) na osnovu (/?22/, b), Tvrdjenje
2,1.2,), jer osobina "biti b -prostor"™ n kater~oriji I1KP Zavi-
si samo od dualnog para i a)=ye) je odirledno. e)=p»a): ako Je
f linearna forma neprekidna na svim telesnim ograﬁiﬁenim dig-
kovima od E, onda je prema posledici 5.3, f = ¢ - h, gde g, h
C%E*'. Iz e) sledi da g, hé€C”, odnosno, da je f = v - h€C’ - C#
= E’, neprekidna linearna forma, 3to znadi dn je (FE, C,gr) Ri-
sov b =prostor.
| ) Sledeée tvrdjenje se dokazuje slicéno kao tvrdjenje
4,7. za RIVP, odnosno, kao u (/37/, b), Poﬂledica(15.4.)).
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4.50. Tvrddijenije. leka je (®, C,T ) RIKP
i P l-ideal u E. Neka je zatim V telesan konveksan podskup
od P al= { EEl yéV kad vod de 04j4|x11 ve’u} . Onda Je:

a )} U telesan konveruqn nodskup od £ i UAF = V;

b) U je gu-okolinm nule, ak%o je V okolina nule u in-
dukovanoj topologiji u F;

¢) U je b-badva, ~ko je V b-brdva;

d) U je b-disk, cko je V b-idisk;

v (/37/, b), Teorema (17.1.)) je dnkazano da Je, U gu-
tajuéi podskup, ako je V gutajuéi podskup pod uslovom da Je
(E, C) prebrojivo uredjenc-kompletan Risov prostor, a F 6 -nor-
malan potprostor. . |

4.51. Posledica.. Ako je (2, ¢,T) Risov
b-prostor (b-badvast), onda je svaki 1l-ideal F u indukovano]
topologiji, Risov b~prostor (b-badvast).

4.52. Posledica. ko e (®, ¢,T) Rrisov
(DF)-prostor, onda je svali l-ideal F u indukovanoj topolo-
giji,takodje Risov (DF)~-prostor.




5. PROSTOR PRIDRUZEN RISOVOIl IKP

Kategorija TVP sadrii LKPq RTVP 1 RLKP., Postoji TVP
koji nije LKP, kao ni RTVP, odnosno, RIKP., ZAatim, lako na-
lazimo IKP, koji nije RILP,

Iz (/34/, Definicija I,1.1, i Teorema I.1l.2.) se zna,
da se svakom lokalnom konveksnom prostoru (E,T) u kategoriji
LKP moZe pridruziti pros!or (Tﬁ,f), tako da jJe tapologijaﬁaj;
slabija od svih konveksnih tovnologija na L, koje su finije
odfr; i koje zadovoljavaiu neku osobinu, invarijantnu u od-
nosu na svaku razdvojenu induktivnu rrrmicu i najfiniju lo=-
kalnu konveksnu topologiiu, Slicéno tome, u katersoriji TVP se
onda svakom prostoru (E, ) pridruZuje prostor (E;@), tako da
Je topolog’ija?najslabija od svih linearnih topologija na E,
koje su finije odg)i zadovoljavaju osobinu invarijantnu u od-
nosu na svaku #-induktivnu grenicu (induktivna granica u ka-
tegoriji Tve, /1/, str.191) i najfiniju linearnu topologiju,.
Jedna od takvih osobina ie na primer "balvsosctost®, lla osnovu
izloZ%enog Jje ocigledno, da se svakom lokalnom konveksnom pro-
storu () pridrufuju prostori (E,F) u kate.orijli T¥P 4 (E,?)
u kategoriji TVP u odnosu na neku osobinu, Iz sledeleg prime-
ra se vidi, da Jje u opstem sluérju "f ;é?.

51, P r imer, Ako Jje E beskonaZne neprebrojive
- dimenzije, onda Je (2, T(e,5®)) badvast prostor u kategoriji
LKP a nije badvast u katesoriji TVP (/1/, str,1C9.), To zna=-
i da je T(E,B)=T=T+%.

Mi u ovom delu rada razumatramo pridru%cne prostore Ri-
sovim IXP i Risovim TVP i dajemo odgovor na neka pitanja,ko-
ja se tu prirodno postavljaju. Primedujemo da u kateroriji
RIKP, odnosno, RTVP , dﬂtaIOHOhina treba da bude invari jant-
na u odnosu na najfiniju lokalno telesnu topoloriju, odnosno

najfiniju linearnu telesnu topologiju . Dakle,svakom Risovom
lokalno konveksnom prostoru (E,C,¥) mo%emo u katergorijl RIKP
pridru¥%iti prostor (E, C, Rf), tako da jJje RT: najslabija od
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svih telesnih lokalno konveksnih tonolotija na E, koje su fi-
nije od I 1 koje zadovoljavaju osobinu invarijantnu u odnosu
na svaku induktivnu granicu i najrfiniju lokalno telesnu topo-
logiju. S obzirom da je Risov IKP ujedno i LKP, onda se lokal~
no telesno] topologijifr mogu pridruziti topologije R? i ?'-
u odnosu na neku osobinu, Jedna od takvih osobina je "kvagi-~
~-bagfvastost". U opStem sludaju je 08igledno T° <RT. Prirodno
Je pitanje , kada jJe .T<Rfrlli .7'- R7 . Ina%e, za osobinu ée~
mo uzimati sludajeve: Prostor (E:73 je banvast N,~bacvast,

bornoloski,... a topologiauuf', ¢noqno Rj'remo zvati pridru-~
zen bacvast prostor u kategoriji IXP, odnosno,nrldruzen Risov
balvast prostor,.... ili pridruZen N-b~évast prostor.

U sledecim tvrdjenjima navodimo rezultate, koje smo do-
bili ispitujuéi pridruZene kvazi-balvaste, N,- kvazi—baﬁvaﬂte,
b - badvaste 1 b - prostore. U (/37/, b), Teorema 15.1. i Pos-
ledica 15.2,) je dokazano, da je pridrufeni bormolodki pros-
tor Risovog LKF, takodje Risov LKP. Dakle, za tu osobinu jJe
J'- T o

502 T1v rd jen je. Ako je (1, Gj3 RILKP, onda Je
pridruZeni . kvazi-badvast (b-badvast, b-prostor i N-kvazi- ba—-
gvast) prostor u kateroriji LKP,takodje RIKP.

Dokaz. Na osnovu /22f,a) i /34/, za svaki ordinal-
ni broja(imamo z— (2:1)1’ ako ol ima prethodnika 1T ..U.Z:, ako

jeci.llmit ordinalni broj. Za kvazi-badvaste prostore je Jr'n
-ﬂ (E, E"), za b-ba¥vaste, odnosno, Nykvazi-badvaste prostare ,
j; Je toplogija generisaia svim b-badvama, odnosno, svim borni-
vornim N,-badvama. Prema Posledici 4,32., (E,GJD je RLKP i za
kvazi-badvaste, b-badvaste i N,-kvazi-balvaste nrostore., S ob-
zirom da Je projektivna granica RIKE, takodje RILKP, onda se do-
kaz lako sprovodi primenom transfinitne indukecije. Za b=-pros-
tore, dokaz je kao u Tvrdjenju 4.24.e), jer sva-i b-disk U sa-
~drzi telesni b-disk skU, |

53. Posledica. Ako je (3,0, RLrP, onda je
EY -vektorski prostor liviearnih formi, koje sn noprekidne na
ogranicenim podskupovima od (E;r), l-ideal od Eb i F+="“*'--G+
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(C+-pozitivne'linearne forme, neprckidne na ogranilenim pod-
skupovima od (E,J).

Dok az, Na osnovu prethodnog tvrdjenja, pridruZe-
ni b-prostor Jje RLKP i onda je prema (/37/,b), Posledica 6,5. )
i (/22/,b), Tvrdjenae 2,%,1.) EY 1-ideal od E°, S obzirom da |
je RIKP uredjeno-konveksan, onda je na osnovu (/37/,b), Posle--
diva 5.19.) EY=EAC - BAd= ¢t - ¢*

Iz (/22/,b), Tvrdjenje 2.3.¢.) znamo, da je pridruZendi
b“-prostor, prostoru (%,J ) u kategoriji LKP, sup (6 (8, E" )0,
Ako je (E, Cfr) RIKP, onda Jje ocligledno pridruZeni b = proatar
u kategoriji RILKP, sup (G’(E,E ), 3). Ako sa »7T oznalimo pri-
dru¥eni b’- prostor,Rigovom LY (E,C,J) u kategoriji 1XP, oD~
da se dobija:

5.4, T v r d j en je. Ako Je (2,C,5) RIKP, onda Je
(b°T) = sup (Gg(E, E"),T).

Dok a z . S obziromw da je v’ = sup (G'(E EY) T),
onda je b’f uredjeno-konveksna topologija, Jjer je prema (/31/v),
Posledica 5.12.) takva 6(E,E°). Bazu okolina nule topologilje -
(v fjs Zine skupovi oblika: sk (UnV) = sk (U)Ask- (V) =
= (skUY\W, a to su tadno okoline nule za sup (0'( E+)',3'),' jer
topologijafr ima bazu okoline nule od telesnih podskupova.
| Iz .sledeceg prinera se vidi,da pridruZeni bacvast pro-
stor Risovom LEP u kategorlji TKP, ne mora biti RIKP.

5,5. Primer., Ako Je (E, C‘Tj ured jeno~-bornoloski
RIKP, (najfinija lokalno telesna topologija na (w,c)) iz (/37/,%),
Primer 16.1.) koji nije badvast Risov prostor, onda prldruéen |
badvast prostor nije RIKP.

| Dokaz. Ako je (B C'T) pridruien bnfvast prostor,da=-
tom prostoru u kategoriji IKP, onda je omglednoJ';éTg jer pro-
stor (E,C ',E) nije badvast. S obzirom da JET najfinija lokalnc
telesna topologija na (E, ¢), onda Jje jiasno, da prostor (E, C&)
nije RILKP. Iz datog primera se vidi, da ni priiruZ%eni ultra-
-bornoloéki i N,-balvasnt prostor,datom prostoru u katesgorijl
LKP, nisu RLKP. Inade, dati primer u kate_ oriji RIKP nema pri-
druZeni badvast (hL-b&LV&St i ultra-bornoloiki) vrostor, prid-
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ruzen d~=tomn. ’

Zza razliru od orethotuny prizcra, 270 1 toroloskom du-
alu 27 Risovor ! *,_qu ~toaji o lob o Thno heleann topolorija
31 tako da je (u° ,C';TS HiYP, ueda seo ﬂnbiiﬂ:

HeGe TV Tl e e, Ao o O JW 2T'P u topo-
loskom dualu B Risov 1 TEP \,,b;r) ondn e 1'ﬂurun bacvast

&Hﬁbaévast) nrostor n katerori i 1$?qnvnﬁtoru \ﬂ',ﬁ';T), tako-
dje RIKP. |

Dok az. Lo oridea@w ni beCvart oroctor, dokng je ig-
ti kao za kvazi~badva~nte prostore, ior ,;uaji /31@' Y} lokalno
telesna topologijs., ' pridrueni hL_hqﬁvﬁﬁt proator, Hdokaz
sledi na osnovu ‘vrdienja 4.42. |

Za pridruzen ultra-bornologki »nwnstor, lisovom LUP (B,C
interesantna su sledvca dva tvrdjenja.

S7. Tvrd ienjje. leks ie (3,7 itisov nrostor,
Ako je (E,T) ultra~Tornolosii
Banahovog dislia

EP, tako dn de telezni omotad
a, zanalov disk, onda jJe {S,G,ﬁj
Do kaz. U ohzirom da g0 s osyalin veld: {ffﬁr( x})".
[-x, x], onda je [-f,‘ﬂ'ﬁ“nﬂmnrﬁisk. able, o0 svalku qgr<0ko-
linu nule V, imano de je skV  utsiudi vodglrup. Dalie se doka-
zuje kao u (/37/,b), Teor:ms 15.1.) ©a borvoln'‘ke prostore .
568. T vrdjen e, Ako e (L7, ?’;TS RILKP u topo=-
lodkom dualu E°, Risovegr IKF (4,0, 7T) i ako je telesni omota®
Td— Banahovog diska, janahov disk, onda ie pridruieni ultfa—
-bornologki prostor, “isovon TUP (H’,J';jﬂ, t-1rodje RIKP,.

Dokaz. #:0 Je Vg™ disk,knii futas Ranahove disko-
ve, onda Je =xV takn:je Aisk, k~ji cuta Dan~hove Jiskove, Ina-

T),

¢e, bitna Je pretportavka, da je telosni omotad Bannhovog di-

ska, Banahov disk,

Sledecée tvrdj: i je se olnosi na proizvoljnu osobinu u ka-

tegoriji TVP, koja Jje inv-rijantna u odnosu na svaku rrzdvo]e-
nu ¥- induktivnu granicu 1 najfiniju linearnu topologi ju.

59, T vrdienje, ieka su (R,T) i (F,t) TVP {
f sirjektivno linearno presllhaVﬁnJe ig ® u B, Ako je £ =T

—rm

neprekidno, onda je f 1 t-j' nppre ¢idno. Dakle, t=t u T, ako
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i samo ako je za sV el VP (BT) £ t-T neprel«’ﬂno, ako Je
t-T neprekidno,

Dokaz. Aako je f t=-F neprekidno, onda je ono o8i-
gledno T-T neprekiino. Oznafimo sa J naifiniju linearnu topo-
logiju na B, za koju Jje £ t-J ne prekidno. Prema definiselji
pridruﬁene tOpolegiie,fT'Je sa. datom osobinom 1 zbog toga Je
_T;T, dakle, f je t-J neprekidno. To znadi, alo je t=t u P,
onda je T t-j‘ neprekidno, ako Je t- j‘IHWHmWJdﬂO. Obrnute,'
ako je f t-j’ neprenidno, kad god jJe t-T neprekidno, za sva~
ki Yvp (£,F), onda je t3 7%, ako za (,J). urmeno prostor (F,t).

| U (/34/, Tvrijenja 1.8.1. 1 I.8.2.) je dokazano da pri-
druZeni badvast (Njybadvast, Njkvazi-badvast, kvazinﬁaévaﬁt;'"”
Elbaévast 1.62kW321-baévast) prostor i p*llruvvnl bornoloﬁki
prostor, prostoru,(Jﬁr) u katevoriji TKP, 1n4uku3e na konaéno
_kOdimenzibni;potprostor, pridru¥eni badvast (N-bavast, N,-kva-
z4 ~badvast, kvazi-babvast, ¢ ~balvast i 6 -kvezi-balvast) psro:-i
stor i pridruZeni bornoloski pID;tOT Cba tvrdjenjia dokazujemo
"Jednostavnije" na slededi nazin:

' 5,10, Tvrd jenje. Aako je (hfr) WP i F konaéno-
-kodimenzicni potproator, onda je71F —11F ﬂ'- pridru¥ena to-
" pologija topoloziji J u odnosu ma neku od osobina: "badvastost®,
"kvazi-badvastost", ...). |

Dok az., ieka je (E:f) LEP i.(EL§3 na primer pridru-
Zen baévast'ﬁrostor u kateeoriji LED. 3 obzirom da je P konal-
ne kddiménzije u E, onda je odigzledno ?ﬂFﬁgﬁqF. Identidno pre-
slikavanje iz (#,T1") u (&,T) je onda neprekidno i prema (/34/,
Teorema I.4.l.c )), ono je neprekiino i u (".T:,;f). ALiF|? je naj-
slabija topologija na ¥, za koju je identidno preslika&anje ne-
prekidno, dakle, i‘_llﬁ‘S-TTﬁ“. | |

5.11. Posledica. Isto kno prothodno tvrdjenje,

osim 3to je F prebrojive kodimenzije, a osobina je "badvastosth,

(Navedena posledica se dolkazuje kao tvrdienje HelO nli treba
napomenuti da se ne moZie dokazati kao u (/34/, Tvrdjenja I.8.1,
i I.8.2,):; Inale, tvrdjenje I1.8,1., iz /34/, mo%e se dokgzati'
i-di}oktnom primenon tranafinitne indukcije, jer Jjaka topologi~
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Ja prostora indukuie jalru topoloriju konastno kodimenzionog
L] a o & L] » - * .
potprostora. Isti i¢ sludnj i sa tonolorijon A (E,BR7)).

I~ L'
[

Isto kao tvidienje 5.9, doknzujemo i:

5,12, T v rd jen }e, Ako je (4,0F) RIKP a F
njegov l-ideal, on:n nridru¥cn bornolofki {(kvami-badvast,
lﬂ;kvazi-baévast, L-nrostor, b-badvast) prostnr indukuje pri-
druZen bornolodki ! lvazi-balivast, Mrkvézi—hﬂﬁvast, b-prostor,
b-badvast) prostor, prostoru (2, on? TIrY.

| Slededa tvr:iijenja se odnose na RUVP.

5.13. T vrdjen.le. ueka je (0,0) lisov prostor..
Ako je (&,J) bvornoioski proctor u krtovoriji WVP i alo je tele-
sni omo_t_a_é__ svakog J -ogranidenocy pod slkuni., ‘T-'-r).srranii’:en podskhp,
onda je (E,C,T) RTVP, | .

D ok az. S obzirom da 12 telesni amotad svakogi:dg-
raniéenogfpotskupn,fr;ograniﬁwh podskup, onda je avalki uredje-

"'no ogranilen podSRUp.fr;ograﬂiépn. "nista, 2ko Jje¢ A uredjeno
~ogranicen podskup, onda portoii x€C, t-ko dr je ﬂg[fx, XJ.

All, [—}C, 53{]: S x}’ dakle, f—'::.', }f] je j-—orfraniér-n pod’skup..
Ako je zatim Vji-o}olina nule, onda za av-kn x€C, imama da je
sky gutajuéi pods! up. To unalti da Je {n*? l V Jje j--okolina
nule}- baza okolin- nule jedne teleosne topolorije na (E,C),
koja je -finija Gdfr. S druce strane, 1nko proveravamo da ove

- dve topologije imn’u istc owraniZenc podskupove, dal:le , one

su jednake, jer je {Z,J) bornolag¥i prostor. |

| 5.14, Poc ledica. 2ko ie (7,0¢8) RIVP, onda je
pridruZeni bornolo i proctor (F;J,§5 uobetorori 3l PVP, tokoldje
RTVP.

Dokaz. !rostori (E,1,F) i (E,Gif) imiju iste orra-

nidene podskupove, 1 onda jo nz osnovu preothoinors tvrdjenja

E,C,} ) RTVE. :
Sli¢éno kao =~ WKP, dokarnijemo i agledede tvrd ienje:
5.15., Tvrdjenje. Ako ie (%,¢, ) nrvp, onda je
pridruZeni kvazi-be ivast ( N-lvazi-ba¥vast) prostor, prostoru
2,0,T) u kateori i TVP, totodie VP,
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6. NoKE KLASE ULEP

U oﬁom delu rada razmatrawo nel~ klase ULKP, koje su
slidne badvastim, kvazi-badvastim,... u %ntesoriji IKP. Za
konus C uredjenog L: P (E,CJT) s2:10 pretnostovijamo da Jje ne-
prazan konveksan podskup, za Voijli je ACeC, kad god jeJG;O; 1z
uvodnog dela znamo da je topoloski dual ®7, svakog UILKP (E,C;r)
ureﬂjen konusom C°= -c°, Definicija polare bilo kog podskupa
AgE u odnosu na dualnost <]’:1,E>je keo u (/33/, str.160.).

U /37/,c¢), sv definisani takozvani polu-bacvasti i po-
lu-kvazi-badvasti UIKP. Naime, pTOHtOf (E,Cér) je polu-baldvast
(polu-kvazi-badvast), ako je cvaki pozitiven kg -ogranilen
(Eé -0ograniden) podakup,ge;ekvineprekidan. Svalzi baévast (kva-
z1 -balvast) UIKP je odigledno polu-baivast (polu-kvazi-badva~
st). S druge strane, svaki badvast (kvagi-badvast prostor) u
kategoriji IKP je_polu-baévast (polu-kvazi-basvast) u katego-
riji ULKP q odnosu na trivijalni Yonus C = {O}. Inae, svaki
LKP (5333 je polu-badvast (polu-kvazi-badvast) u odnosu na ko-
nus C=E, jer je tada C°= {0}. |

Narednom definicijom i tvrdjenjem d~j 2o lualnu karakte-
rizaciju polu~-badvantih i polu-kvazi-badvastih prostora. |

6.1. Def inicija. Podskup VGE je polu~badva (bornia
vorna polu- badva), ako V2-C i ako je zr—w.timr@n ronvelksan gu- |
tajuéi (bornivoran) podskup.

6.2, T vr d jen je. [H?lﬁ(ihCh33 je polu-ha8ivast
(polu~kvazi-badvast), ako i aawo ako je svakn polu-badva (bor-
nivorna polu-badéva), jﬂ-Okolina nule.

Dokaz. sko je AQUaEg -osTaniden (5}/3 -orraniden) po-~
dskup, onda je Am’;g(-GC')Gl = -C"% = J€2-C polu-badva (hornivor-
ha polu-baévalj dak]w,giokolina nule. "o rna~i da je AQAOO,

3:ekvineprekidan podekup. Obrnuto, slo je VECE poln=hadva (bor-
niveorna polu-badva), onda je V%gC' = =C" ﬂé—ograniéenn(%éog_
‘ra niden) podskup. S obziroa da je (1,0, 9) polu-badvast (polu-
—kvaz{-baévast) ULKY, onda je V:VOO,T—okoliﬂa nule.
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U tvrdjeniima koja slede navodimo neke nasledne osobi-
ne polu-badvestili (polu-kvazi-balvestih) prostora,.

5.3, Tvrdjen e, ULKP (%,0,5) je polu-badvast
(polu~kvazi-ba&vist), ako i samo ako je UTKP (7,-0,F) polu-ba-
8vast (polu-kvazi-badvast),

Dokaz. Zaista, nko je ig-0=C°, onda je -ACC®. Pod-
skup A je g -ogranicden (ﬁg ~0ograniden), ako i samo ako je po-
dskup ~A Eg =ogreniden (1% -ocraniden), o’nocno, A je T-ekv_'i-
neprekidan, alto i samo ako je -=A j:ekvineprekidan.

©.4. T vrdjenyje. NP (R,C,33 je nolu-balvast
(polu~kvazi-badvest), ako i s»mo ako je Ut (2,3,7) polu-ba¥-
vast (polu-kvazi-badvast)., |

D okaz. Prostori (#,¢,) i (£,2,T) imaju iste polu-
~-badve (bornivorrne polu-badve). |

6.5. T vrd jen ie. leka ie (ﬂ,ﬂ,?ﬁ polu-badvast
(polu-kvazi-~badvast) ULEP. Ako je f vpozitivno neprekidno i
skoro-otvoreno preslikavsnje u proizvoljni UTFD (F,Kﬁ?), onda
je prostor (¥,k,9) volu-badvast (polu-kvazi-baivast),

Dokaz. Ako jeV pbWu-baﬁva (bornivorna polu-badva)
‘u UIKP (#,K,9),onda je f_l{V)zu nolu-badva (bornivorna polu-
~-badva) u prostoru (E;C:r). 3 obzirom da Je f skoro-otvoreno
preslikavanje,onda je (U - f(f'_'I(V))g'\T =V iV je 93-01«:011-
na nule. To znadi da je . LEP (F,Kﬁ?) polu-badvast (polu-kvazi-

~-badvast). |
P

6.6. Posledica. Yoapletiranje (%,C,9) uredje-
nog LKY (EiG;T) ie polu-badvast (mpolu-kvazi-bhalvast) prostor,
ako je (4,¢) nolu-baidvast (polu-kvazi=baivast) nrostor (8
je zatvarznje kounusa ¢ u topologijif ).

Gefe P 08 L e dilca. 4Ako je (R;Kf?) cust notpros-
tor uredjenog ILKi (&,K,T), onda je UILKP (®,%,T) polu-badvast
(polu-kvazi-badvrst), ako je (1,5 P) polu bakvast (polu~kvazi-
-baivast) prostor. |

Dok az. Direktna primena prethodnos tvrijenja, Jjer
je identidno preclikavanje skoro otvoreno. Vosleodnje dve pos-

p e Y ,
ledice dokazujemo koristeci Zinjonicu da je o( ", »6(E°,E),
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odnosno, §(17,8)> 6 (47,1).

Za ULKP (E,C,T) kaZemo dn je poelu=selivereiinalno komp=-
letan, alto je svaki pozitivan KoZijev nive Yonvercontan. Pod-
-skup AGE je polu-jalo ovroniden, al'n +~ enta =sv.¥a vnlu-ba-
c¢va. | : . .

6.8, Posledica, Ako je (2,¢,T) polu-bhadvast
(polu-kvazirbaévast) ULKP, onda je prostor (E',ﬂ',tf(ﬂ',ﬁ))
((7,c",A(L",E))) polu-sekvencijalno ko pletan, |

Dokaz. Ako Je xI;eG'Koéijev niz u pro<toru (E; C,
6(L",E)) ((&°,c", BA(n7,8)),onda je on T-ek-vj.nnm-nridran pod-
skup i prema (/30/, Posledica n~ str.155.) W -konvergentan,

.Jd
odnosno, Egz ~konvergentan,

Ako je (£,¢,5) RIKP, onda se iz /23%/,a) znﬁ} da je on
polu-badvast (polu-kvazi-badvact), ake i s=mo ako je uredjeno-
~kvazi-badvast (kvazi-badvast) prostor. Dakle, primer iz /23/,a)
je wujedno i primer polu-badvastor prostora, lkoji nije balvast.
Iz (/37/,b) Primer 1¢.1l.) se vidi da potprostor volu-badvastog
prostora nije'polu—baévast nrastor. Dakle, u op3tem sluéhju;:
projektivna granica polu-baivastih i nolu-Y¥vazi-badvastih pro-
stora nijé_noluﬂbaévmat,'oﬁnncho, polu-kvazi~bnévast prostor. |
1z sledeéeg tvrdjenja se vidi, da #» induxtivnu granicu to ni-
je takos: _' |
6.9. Tvrdijenje. iko je {(§,c,T) :Jel} fa-
milija polu-badvastih (polu-~kvazi-badvastih) ULKP i £ E‘t—rE
familija pozitivnih linearnih nresli¥avonja, tako 4a je " (By) =
= E, onda Je finalna 'l;OpnlogijaTnﬁ nreijenom vektorskom pro-
storu (E,C) polu-badvasta (polu-kvarzi-badvasta).

Dok az., 35 obzirom da su preslikaveomja f, pozitivna,
onda je inverzna slika polu-badve (bornivorne nolu~baive) po-
lu-badva (bornivorna ﬁolu-baévm), 3to znadi ds je UTLP (E,C{r)
polu-badvast (polu-kvazi—baﬁvast).

6,10, P osledica., TVvoeijent nrontor po zatvo-
renom potprostoru nolu-bacvastosr (polu-kvazi-bn#vastor) pros-
tora‘je polu-bacévast (polu-kvazi-brivast) prostor.

- 6.11. Posledica, 7Dircktan zbhir proizvoljne
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familije polu-badvastih (polu-kvazi-baivastih) orostora Je
polu-badvast (polu-kvazi-ba&vast) orostor.

31cdede tvrdjenje se dokazuje sliZno kro za baovaste
i kvazi-badvaste LKP:

6,12. T"vrd3jenje. Prcizvod proizvoljne fami-
lije polu-badvastih (polu-kvazi-bavrcstih) prostora je polu-
~badvast (polu-kvazi-badvast) prostor.

| svaki badvast (kvazi-bnivast) UTKP je ofisledno polu~.
~badvast (polu-kvazi-badvast) prostor. Iz primera navedenog
u /23%/,a) neposredno sledi da u navedeuow ULI') postoji badva
ko ja nije polu-badva. Kao kod brivastib 1 kvrnzi-badvastih |
prostora, tako je i kod polu-b-&vastih i polu-kvazi- badvastuh

prostora interesantno znati, s 1i je potprostor konadne ko~
dimenzije istog tipa. |

U tvrdjenjima koja slede, d~jiemno veliniéan odrovor
na ‘tako postavljeno pitanje. |

6,13. Tvrdjendije. Ao je £ ,F) TKP a F gusta
hiper-ravan, onda prostori (7, o ,)) i (w7,0(17,1)) ima-
ju iste ogranilene podskunove, ill z& sviri O(17,T )-opraniﬁe?
podskup A.postoji Ey -ogranifen podglup B, 0 dn je ALTB. o(t:f)

5.14. Tvrdjenije, Ako je (&,F) IKP a ¥ gusta
hiper-ravan, onda prostori (37, A(e",1)) i (87, A(E",*)) ima-
ju iste jako ogranilene podskupove, 1li za svaki (87,7 )=-0g=-
ranlceqhﬁfdskup A postoji %{ ~orraniden pndskup B, tako da Je
AgTlE

Dokaz. 12 /35/,b) zanrmo da se  sv-ka bhacdva, odnos-
no, svaka hrornivorna-badva hiper-rnvni produZuje u bagvu, od-
nosno, bornivornu balvu prostora., 3 obzirom da topologija Eé,
i ¥4 imaju bazu okolina nule od svih bs3vi i svih bornivormlh
badvi prostora (B, 6(E,E")), onda je Jasno da one u potprosto-
ru P indukuju topologije A(F, P ‘) i /ZfF ®°), To znadi da Je
potprostor (B /5(}:‘ 1") ((F,f&( , 7)) i1i gust u prostoru

=, B(E,E7)) ((El/%(ﬂ'”'))) ili zatvoren. U vnrvom sludaju se.

doblaa da prostori (&7, (E",E)) 1 (L7, 6(t°,7)) imaju iste
ogranidene (jako-ogranidene) podskupove, a u drurom, da za
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svali G'( :-J','?‘)—-O?.;I‘:;'s.l'li_fiel’l (_L'j:"!:D-—-r:)“_‘]:‘."-.'zhi4.’3:;3113 nodsluap 4 noy tOJ&'(E'F)
Eé -Of“rt(_l den ! jako-ozronicen) nodstup e Tl An JGAG—_F% '
(ag FEPER |

6.15. fvrd jenie, leko je (8,07) nolu-bad-
vast ULKP 1 ncka je ¢ hiper-rivan u . .

a) 4iko je §-=ﬁF, onda je (F,n{ﬁ);GW?} polu=-badvast
ULKP; | | |

b) Ako jeo Uotpfostor v e bdeven jrtom tonolori jom
Fust u proctoru (L,u,[%(u,ﬂ" oad e (W, AR, Ti0) polu-
~badvest ULKD: |
(U sludaju pod a) * je ‘urelicn lonusom n(ﬁ)-nrnjvknijom ko~
nusa C na potprostor ./, & U :u-o0n konadnim nre- cnicm, odno-
sno, konusom CAAF. Iz b) neposredno Sleﬂi, A je onda 1 (F,
p(C),‘TIF) polu~bacvast UL, der je ‘AT ganl(i), |
| Dokaz . a) A¥o Mz Y2 i, onda portoji xe€ B\F,
tako da je (=,7) = (&3‘,3’[.&*‘)$L, cle Je 1. linsorni onotad cod {x}ﬁ
snabdeven <uklidovol topolo:sijom..H-1je je (), T =
= (&,¢,3)/1, odnosno, nrostor (), ) e molu-b-ivast,
jer je takav (H/L,ﬁ+1u¢%33), e jo ¢>Ponﬂﬁno nres]ilavanje
prostora E u W/L e znawo, MAn 1i de nod ietim unlovima i
prostor (F “/\F,ﬂ1”) nolu=ha.; V*FT by alo je po*nroutor (F,
CNF, B(F,7°)) gust u prostory (4,8, B0 8,17), onda je na osno=
vu tvrdjenja 6,13, sveki G(w”, M) =0sr-niden vo.lskup 1 Wg -ogra-
niéeﬁ. Dakle, z2ko je A nozitivan 6(.° , " Y~0rranifen nodskup,
onda je A EU -ogranicen, oluoono, ir;vkvinrpre“idan S5 obzirom
da Je'F?' E, onda je A i j?ﬂ—c]glﬂ“Ufled*n rodskup, %a sa-
da ne znamo, da 1i je notprostor (¥,0A 7, Jlf polu=-b~ovast,
ako je (8,0, A E,u")) = L @ (i, 1:#,[5\1 +IYY,

© 81idno kao za nolu—buivoste nveatore 1 na ocnovu Lvr-

djenja 6,14 ; dokazujeno:

.16, o vrcd jen je., ek~ je fr"'T,JJ,T) nolu-kvazi-
~badvast UIKP i nek:- je ¢ hipsv-reven ou o,

a) Ako je‘ﬁT': Wy o oads Je (vyn(0), T polu-kvazi-bad-
vast ULnP;

T b} Ako je potorostar ¢ snoldov s tonclocijom 70,07




gust u pr*ostOru (18,C, /;(E,E}')), onda je (7,7~ T1) polu-
-kvazi-bacvast ULKP;

Kao Nb-bat’:vaste, No-kvazi-bai’;vaste, G-brivagte i G-kva—
zi-badvaste prostore u katesoriji IXDP, taxo defini¢fecmo 1 po=-
lu-rL-brévﬁ ste, polu-N, ~kvazi-bacvaste, polu-@-hailvaste i po-
lu-6& -kvazi-badvaste u kateroriji ULKP. |

6.17. Definicija, Polu-hL-bﬁavn ie nolu-ba-
&va, koja je nrebrojiv presek, zotvorenlh kconveksnih okolina .
nule. Polu-@ -badva je polu-basiva, kojs je nrobrojiv presek
slabo zatvorenih konveksnih okolina nule..ﬂko ie polu-badva
borﬁivorna, onda je ona bornivorna DOlH-hh—bﬂﬁva, odnogno, bo-
rnivorna polu- & -badva.

6,18, De finieci }a. UKD k'LI:,uS) je polu=Ny-
~badvast (polu-N,-kvazi-basvast, polu-€ -badvast, polu-0 -kva-
zi-baivast), ako je svaka polu~ N-briva (bornivorna polu=Ny-
-badva, polu- & -balva, bornivorna polu- & -badva), T-okolina
nule, |

Sledediw tvrdjenjima d-jemo tualne kar~kterizacije de-
finisanih klasa prostora:

6.19. T vrdjenje, ULD (;;:,c T) je nolu-N,-
~badvast (volu-N,-kvegi-baivost) a%o i samo ako je syaki po-
zitivan E, -ogranicen ( Ea ~OTI“nlCPn) podskup oblika\JAl,gde
su Ai Tiekvineprekl ni podskunovi, fr;pkv1nenrekldan podskup.

Dok az, Ako Je A =§2&i, AcC”, gde su A, T:ekvine-
prekidni podskupovi i ako je A O(E7,i#)-ograniden ( ‘~ograni-
den) podckup, onda Jje Aorz%A? polu~ N -bacva (bornlvorna po-
lu~ M,~-badva), dokle, _okolinn nule. o znnii, dr je AgA®°
ir?ekvineprekidan podskun. Obrnuto, ako je V =[ \V, polu—N -
-badva (bornivorna polu-N,-badva), ondn je V —(f\Vh) 2:&7?5
pogitivan Eg —osraniden (.é ~orranifen) noﬂf“un. To znati da
je 'LIJV,? T—ekv:i.neprfﬂkldfn podskun, od-neno, da Je /\VOO QV;
=V ?T;okolina nule,

| 6.20. T'vrdjen je. UILY ”},u..ﬂ') je polu-¢ =-ba-
dvast (polu-6 -kvazi-badvast), ako 1 samo abo e svaki poziti-

van F‘G'. -ogrrniden (‘{; —ozr-niden) uniz, ﬂ--e}w_it‘jr-'-nrﬁl-:idan.
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Dokasg. Isto kao prethodno tvrdjenje, ako umesto
An uzmemo neko xl‘;e CCE’. |

Ako je (E,C,T) RLKP, onda se na osnovu tvrdjenja 6.19.
i 4.36. dobija:

6.21. Posledica. RIXKP (EC,S ) je polu-N,=-
~badvast (polu-N,-kvazi-badvast), ako i samo ako je uredjeno-
- N,-kvazi-ba¥vast (N,-kvazi-badvast).

Odnos dobijenih klasa u kategoriji UIKP je dat slede-
¢om tabelom: |

polu-badvasti —p  polu-N-balvasti —=>  polu-§-badvasti

! 4

polu-kvazi-balvasti = polu--kvazi-badvasti =3 polu—o‘-kvazi-baév,_m

Slededa dva tvrdjenja su sliéna kao kod IKP:

6,22, Tvrdjen je. UIKP (EC,J) je polu-bakvast,
ako i samo ako Je polu~kvazi-baldvast i polu-o -badvast.

6,23, Tvrdjenje. UIKP (E,C9) je polu-N~bas-
vast, ako 1 samo ako Je polu- N,-kvazi-ba¥vast i polu- &-~bal¥vast,

D ok az. 2Za dokaz oba tvrdjenja ne koristi se ¢inje-
nica, da je pozitivan O0(E’,E)-ogranien podskup polu-¢ -badvas-
tog prostora (A(E’,E)-ogranilen. Zaista, ako za pozitivan O(B/
E)-ogranifen podskup A postoji O(E’,E)~-zatvoren apsolutno kon-
veksan gutajuéi podskup V, tako da A¢n2V, onda postojli nis
a, € A,tako da je % aﬁ¢ nV. S obzirom da je prostor (E,C,J) po-

lu~ 0 ~badvast, onda je niz + a, I ~ekvineprekidan, dakle, A(E",

E)~ograniden, odnosuno, progﬁtan podskupom V,

Sledeé¢im tvrdjenjem dokazujemo da svaka polu-badva gu-
ta Banahove diskove:

6.24. Tvrdjenyje. Ako je (E,C{?ﬁ sekvencijal~
no kompletan UIKP, onda Jje svaka polu-badva boranivorna.

Dokasz, Ako je A konveksan ogranifen podskup, onda
je EA Banahov prostor, dakle polu-~-badvast u odnosu na konus
Cr\EA. Ako je YV polu-badva u prostoru (E,C,7J), onda je Vl\ll

polu-ba¥va u potprostoru (EA, CNE,, i-4 ), dakle, okolina nu-

- 84 -




le, koja guta jediniénu loptu A,

6,25, Posledica. Kompletiranje polu-kvazsi-
badvastog (polu-pN,-kvazi-balvastog, polu~6 -kvazi-baivast-
0g) je polu-ba&vast (polu-N_-balvast, polu- ¢ -balvast) pro-
stor, |

Naredno tvrdjenje se odnosi na Banah-Stanhauzovu te-
oremu polu- & -badvastih UILKP:

6,26, Tvrdjen]je. Neka je (E,C,7) polu-0 -
~badvast UIKP i neka Je {rnic_;_ ¢ 0(E’,E)~ograni¥en niz pozi-
tivnih neprekidnih linearnih formi. Ako fng—é’—gf, onda £ &€ C7C
CE’ i1 dati niz konvergira uniformno na svakom predkompakt-
nom podskupu od E, * |

Doka z. Dati niz je prema tvrdjenju 6.20. T-ekvi-
neprekidan i onda slabo konvergira prena fE€E°, S obzirom da
je £(x) = Aim fn(x_), onda je za svako xeC : f(x)3» 0, dakle,

o

£fe€C’. Drugi deo Jje Jjasan, jer su na ‘I"—-ekvineprekidnom pod-
skupu, topologije E; 1 E; iste,

Napominjemo da se i za polu-N,-badvaste (polu-N,-kva-
zi-badvaste, polu-& ~badvaste i polu- ¢ -kvazi-ba¥vaste) pro-
store mogu formulisati tvrdjenja sli¥na tvrdjenjima 6.3, 6.4,
6.5, 6.6, 6.7, 6.8, 6.9, 6,10, 1 6,11, 1 da je dokaz isti,
kao za polu-badvaste (polu-kvazi-balvaste) prostore.

U /36/ je definisana jedna klasa UIKP, sli&na klasi
bornoloskih prostora a u kategoriji IKP. Naime , UIKP (E,C:r3
je P-bornoloski, ako je svaki gutajuéi pozitivno bornivoranm
disk, 3~-okolina nule. U navedenom radu se ne proulava detal]-
no ta klasa prostora. U nastavku ovog dela navodimo neka sapa-
anja o to) klasi UILKP. S obzirom na definiciju klase P-borno-
lo3kih prostora, sledeéa tri tvrdjenja su oligledma:

6.27T, T vrd jen je, UIKP (EC,5) je P-bornolod-
ki, ako i samo ako je ULKP (E,-C&) P-bormolo¥ki. |

6,28, T vrdJjenje. ULKP (E,Eff) je P-bornolos-
ki, ako i samo ako je bornoloski,

6.29. Tvrdgjenje. UIKP (E, {0},5) je P-borno-
loski, ako 1 samo ako Je T= T(e,BY) (T(E,E)-najjata lokal-
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no konveksna topologija na E). |
12 navedenih tvrdjenja sledi, da je od interesa rag-
matrati klasu P-bornolodkih prostora, kada je C £ {Q} i
¢ # E.
Klasa P-bornoloskih prostora se mo¥e okarakterisati
8li¥no kao klasa bornolodkih prostora u kategoriji 1XP, Na-

ime, svakom ULKP (E,C,T) pridruujemo UIKP (E,C,T ), gde to-
pologija f,r ima za basgsu okolinu nule sve gutajuéde, pozitivne
bornivorne, apsolutno konveksne podskupove od E. 0&igledno
Jje TQT « Na osnovu toga sledi:

6.30. TvrdjenJe. Za svaki ULKP (E,C,T),
slededl uslovl su ekvivalentni:

a) (E,C,5) je P-bornoloski RIKP;

b) Svako pozitivno linearno preslikavanje £ iz (E,G‘gj
u proizvoljni UIKP (F, K‘?) Jeé neprekidno, ako je ogranidenmno
na pozitivno ogranifenim podskupovima.

Dok az, Ako je U'gLokolina nule, onda je I"l(U)
pozitivno bornivoran podskup od E, a ujedno i gutajuéi, dak-
le, § -okolina nule. To zna¥i da a)=>Db). Obrnuto, ako je b)
tafno, onda je identidno preslikavanje iz (ES) u (E T) nep-
rekidno, jer je ogranifeno na pozitivno ogranidenim podakupo-
vima,

Na osnovu poslednjeg tvrdjenja dobija se slidna karak-
terizacija, kao za bornoloske IKP.

6.3, Pos8ledica., UIKP (E Cﬁ') Je P=bornolos~
ki, ako i samo ako jJje T T(E E°) 1 E = B° (E Je prostor
pozitivnilh linearnih formi, koje su ogranidene na pozitivaim
ogranidenim podskupovima).

Dok az, Ako je (E,C&) P-bornoloski UIKP, onda Jje
prema prethodnom tvrdjenju b) E’a ﬁj, a s obzirom da Jje P-bo-
rnoloski prostor i bornoloski, onda Je T = ’C(E,E'). Obrnuto
Je odigledno, jer je In T(E,B) = {(E,E) =7 , odnosno,
prostor (E,C,?j Je P=-bornolo3ki. |

Bez teskoéa dokazujemo, da je induktivna granica 1 di-
rektan zbir proizvoljne familije P-bornoloskih prostora, tako-~
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dje P-bornolodki prostor, To znaéi, da Je 1 kvocijent pros-
tor P-bornoloskog prostora, isto P-bornolos3ki prostor. Medju-
tim, proizved proizvoljne familije P-bornoloskih prostora ne
mora biri P-bornolosdki prostor. (Pogledati tvrdjenje 6.26.)).
Za konaéno kodimenzioni potprostor F se dobija:

6.32. Tvrdjenje. Neka je (E,C,J) P-bornolo-
§ki ULKP i neka je F hiper-ravan u E.

| a) Ako je'fgtu ¥, onda jJe (F,ﬂp(c),ﬂ1F) bornolosdki

ULIKP; |

b) Ako je F° = E, onda je (P, $(C), J|F) bornoloski
LKP, a ne znamo da 1i je P-bornologki UIKP. (I u jednom i w
drugom sludaju ne znamo ¥ta je sa ULKP (F,CnF, TJIF)).

Zna se da je metrizabilan IKP bornoloski. Ako je UILKP
(E,C,T) metrizabilan sa osobinom otvorene rastavljivosti, on-
da se dobija:

6.33, T vrdjen]je. Ako Jje (E,C,J} metrizabilan
ULKP Ba osobinom otvorene rastavljivosti, onda je on P~bormno-
loski.

D ok az. Ako pozitivno-bornivoran disk U od E nije
T—okolina nule, onda je za svako neN: vnnc - Vn(\ Cé n2II ’
gde Je (Vn)neH baza okolina nule prostora (E,C,9). To znali,
za svako nE N, postoji niz a = x = yn¢ n2U , EZde X9 Yp€

1 1 n ¢

€ VNC. Nizovi: =2 x 1 2y teZe nuli i1 dakle, guta ih disk

U, jer su podskupovi {_J; X ne N i. {_]; yn% n€N pozitivni 1
9" -~ogranieni,pisk U, dBkle guta i poRskup {an} n€N, 5to je
gsuprotno pretpostaveli da Je an\c - an\0¢ nQU Za svako
n€N. '

Da obrat prethodnog tvrdjenja nije tadan, sledli 1z na-
rednog tvrdjenja i ¢injenice da je ULKP (E,C:r) sa osobinom
otvorene rastavljivosti, generisan konusom C, odnosno, E =C-C.

| 6,34. T vrdjenje. Konatno dimenzioni vektor-
skl prostor, snabdeven Euklidovom topologijom je P-bornoloski,
za svaki xonus, | |

Dok az., Ako jefr'Euklidova topologija na kona¥no

dimenzionom vektorskom prostoru E, onda je (E:T)'razdvojen
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topolosko vektorski prostor i dalje je ﬂisjgﬁza svaki konus
C (u opsdtem sludaju Je T—f‘j,;), odnosno, (E,C,J) je P-bornolo-
ki UKLP, Ako je dim E) 2, onda UIKP (E,F,J) nije sa osobi-
binom otvorene rastavljivosti, za svaki pravi potprostor P,
Sto znacéi da obrat prethodnog tvrdjenja nije tadan,
Napominjemo da klasa P-bornolo¥kih UKLP sadrii sve u-
red jeno-bornolodke prostore (za njih je j_= j:{Ibelokalno-
konveksna topologija na uredjenom vektorskom prostoru (E,C),
koja za bazu okolina nule ima uredjeno-bornivorne diskove).




T OEVL Sk dOAmOLJUuIJ 5 SA FORNUSON

Pod trojkom (&,C ﬁ) podr:s?, Mmvamno uretijen vektorski pro-
stor (h, 1) snabdeven konveksnon bornologijom (/4/,a), /T7/ i
/24/). U [1/ se razmatra odnos kouveksne bornologije i ure-
d Jenja, naime, razmatra se bornologi ja, Koja =a bazu ograniée-l
nih podskupova ima telesne i konveksne podskunove., U istom ra-
du se pretpostavlja da je (£,C) Risov nrostor. |

Mi u ovom delu rada n~jpre n-vodimo neke rezultate, ko= :
je smo dobili proudavajudéi trkozvanu prirodnu bornologiju.fhuﬁ'é'
na uredjenom vektorskom nvnstoru (T, ). Va ramlikuw od /7/ ne
pretpostavljamoxda je (&,¢) Ricov proctor. SHledeca tvrdjenja
navodimo bez dokaza (/7/):

7el, Tvrdjen je., 4iko je “=0-0, rie je (¢ konus
u vektorskon progstoru B, onda qkunovi oblika [}x;xﬂ, x€C, Cine
bazu jedne konveksne bornolorije na (1,7). Pa bornologija Je
najfinija telesna bornologija na ur~-ienom vektorskom prosto-
ru (1,C) i oznadavademo je saﬁé

7.2, Tvrdjenje. Wela je (1,7 ureijon vektor-
ski prostor, tako da je #=7-, trostor (,0) je onda Arhimedov,
ako i samo ako je konus ¢ b-zatvoren u nrirodnoj] Pornologijﬁﬂ._ :

Te3. T vrdijen j e, HNeka Je (7,C) ure jen vektor-.;;;_
ski prostor, tako da je u=C-C. Prostor (W,0) je onda ﬁrhimedq!,@7éf
ako 1 samo ako Jje nprostor E,C,@Q rozldvoien ‘nema orranidenih
pravih osim-{q}).

Teda T vrdije n'j_e. Neka je (W,U)'uredjen vektor-
ski prostor, talkeo do je EB=C-C. Prostor (2,') ondn poaeduje ure-
djenu jedinicu, alo i sawmo ako je mrantor (7, 2,Bd prost (pos-
toji orranicen podskup, kojii rruta sve Oﬁrrniéﬁne~nodﬂkupbve).

U tvrijenjima koja slede, navo 'imo nele nasledne osobi-
ne, koje se odnose na prirodnu bmw*m].o*}f‘.ijuﬁ

fe2. T vrdjen je. Aako je E=Cu0 urcdjon v-oktor-
skl »nrostor i # potprostor, t-io dn je IAC-9A7=F, onda priro-

F

dna hornoloﬁijaIiPTmmtnrﬁ (it indnkale priroinu hornolagliju
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Dokaw@wn, .iko jeﬁipn?iroiu; Fonolori ja notprostora
F, onda je ona najjada telegna bornolo-ija na ¥ (pogledati
tvrdjenje 7,1.) i oligledno #inija od bornologije koju in--
dukuje prirodna bornologija nrostora {ﬂj%). Obrnuto, ako je
[-x,X]nF, xeC, ograniden podskup 04 ® n bornologiji koju in-
dukuje prirodna bornologija, onda postoli z€ YAC, tako da je
[-x,:ﬂan[—z,z] . Zalsta, ako ye(-»,x]n", onda veF = FAC=¥nC,
odnosno, postoje a,bgraC, tzlo da Jje ¥y = a-b. & obzirom da Je.

I' generisan konusom CAP, ondsn prema (/37/,b), Tvrdjenie 1.2,8),
2a a 1 b postoji z¢&"AC, tako da je a,b¢2Z, odnosno, ye [—z,z]_.'

To znadi da prirodna bornologijaihprostorq (¥,C) indukuje pri-
rodnu bornologiju, potprostor: (F, ¥nQ). |

7.6, Tvrdijenije. Ako je B=0=-C uredjen vektor-
ski prostor i L/F kvocijent prostor, gde je ) bilo kojl pot-~
prostor od E, onda je kvocijeont slika prirodne bornologi je,
prirodna bornologija,

Dok az., Prostor L/F je ofizledno generisan konu-
somcf)(c‘), gde jec",) kanonidno preslikavanje 1 onda‘je vypriro-
dna bornologijathrostora E/F najjada telesna bornologija na
E/F. Ako doka¥emo da je4:((—x,ﬁ])ﬁza svalo x€C, ograniden pod-
skup u prirodnoj bornologijil} prostora &/F, onda je prema
(/4/,a), 1.3.3.) dokaz tvrdjenja zavrsen, PvIedjutim,cb([-x,x] Jm
=@ ((x-C)N(c-x)) € (b (x) -$(C))A (b (C) -9 (x)) = [~¢(x),p(x] =
={-2,z), zd(C). |
| S1idno dokazujemo d4da Je prirodna bornologija proizvoda
1 direktnog zbira proizvoljne famili je 7eneris-nih uredjenih
vektorskih prostora, jednaka proizvodu i direltnom zbiru pri-
rodnih borndlogija datih prostora.
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Svako pozitivno linearno preslikavanije iz uredjenog ve- -
ktorskog prostora (E,C) u uredjeni vektorski prostor (:#,K), je
oligledno ogranideno u odnosu na prirodne bornologije, jer je

£((-x,x)ef£(x), £6) . 12 (/24/,a), Primedba, str.11.) se

zna, da sekvencijalno M-neprekiino nreslikavenie ne mora biti

ogranileno, Linearno preslikavanje iz bornolo*kosr prostora

(E,‘@ u.bornolo3ki prostor (F,’Bz) je sekvencijalno M- nenrekidno,
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122h4<1 (poszledati /24/, str.72.). /P47 ne sma, da je YA
ogranicen Lanahov disk, koji s~irzl A, Ako lolr-Toaao da Je

YA telesan podskup, ondaﬂlma brou od trolesnih Fompletiraju-

- éih diskova, Jokazimo dq_mje VA - 5 (\).’1). Nalkl~, nko xe\)A,
onda je x Z}. , X EA2IJKL. 5 obrivos An de A = 8 (4),
onda za svako XKGA postoji a QAnC tolro A0 je -2 WSS .
Dalje Jje = 13,”{.2;\‘}{““;1& S5 oobzirom da e {F, ,ﬁ:}) kom-
pletan bornolioski plOS‘tOI’, onda je X = llﬁlil}{‘é[ q,a], cde

Tl-}"l‘ﬂ‘k?-l
je a znléﬂun 13,“ i aeVA sto mnetl da wE€S (\)) Obrnuto,
ako xe 3 \)A), onda postoji i aeYAnd, t-o da je X € [-ﬁ,a] )
" To zurdi da je Aa“\xé A2k A le eA 1 ] [€1. Ddalje se
sliéng kao u (/7 ! Lema) ‘Eokrmu]e d:{‘. je X = N sle, Je

K=A

’iﬂ 1Zh‘l$l 5to znadi da xeVA. 7a Jokoz z, da Je x = ,1‘}:,’
korls%?mo kao u (/7/, Lema) - tematiclku indukelju i Oﬁobinu
Risove rastavljivosti. Inade u (/7/, Tvrdijenije 1, str.4.)
se pretpostavlja da je (Z,0) Risov procior.

7.9. Posledica., Ne s je (5,0) uredjen vek-
torsii prostor generisan konusom £ 1L a.-ka po-oduje osgsobinu
Risove rastavljivosti, Onda sun slededi uslovi ekvivalentni:

a) Prostor (&, U’&) Je konpletan;

b) Prostor (H,C,’j}) je Tlaki<koanletan:

c) Ba svako xeC, {-x,x] je Bannhov disk;

Dok az. Jasno jeo 3a a)?b).—_)c). Ako dokaZemo da jJe

\)( (-x, X]) [—K,x} onda Jje prema prethodnom tvrdjenju, pro-
stor (L,C,:gg) kompletan, 7 alhfﬂ., ako je ag V([—f",:{] , onda Je

—Z AXxe, gde je xef-x,x)

xk\él Ondn je zs _svako neN:

Ke4q 1

ra biti kompletan. 1z navedene posleadice se vidi, da su ta
dva pojma za prirodnu bOI’l’lOlOQ‘ljuﬁ ekvivalentna

-

U nastavku rada pretportavlicmo da je (3, :H) uredjen
vektorskl prostor generisnn konuson ¢ i gn-bidrven jednom kon-

veksnom bornologijomﬂa. Zna ce dn horn010-11a1311ﬂ za bazu
konvdkane uravnotezZene podskupove, trpo “tg s u 1, 21 3
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jev niz (/24/, Str,25.) a [-- ,] Lanatov disk X ‘[rm e iz (/24/,
str.3%.,) se =zna, da Haki-kompletsn lLornolosii prostor, ne mo-

B L



ako iz uslova xﬁ%%o, sledi f(xn)—+0 (/24/, De inicija, str,
10.). 1z sledeéeg‘tvrdjenja se dooija:

7.7. ®"vrdijenije. Ako su {(8,¢) i (#,K) uredje-
ni vektorski prostori snabdeveni prirodnim bornologijama i
ako je f linearno preslikavanje iz B u I*, onda s sledecdi us-
lovi ekvivalentni; |

a) Pfeslikavanje f je sckvencijalno H-nenre—kidno;

b) Preslikavanje f je ozronideno;

Dokaz. b)=da) je oiigledno., a)=pb). iko { nije
ocgranideno, onda postdji x € C, tako da f( [-—}:,x])ci ' Y L
za svako z€ L i svaki prirodan broj n. 7o znndi, postojl niz

] 1 1 ) 1 M 1 |
x € [-x,x] , tako da Tx € = (-x,x], dakle, & x-20,a £(5 X,) =

M g
= %If(xn)gko.'Zaiata, ako % f(xn)—+0, onda postoji z€K 1 po-

zitivan opadajuéi nula niz (£,,) rcalnih brojeva, talko da
f(:xn)e ng (27,200 [ -2,2), gle je z =&z,

Ako je (E,C,R) kompletna konveksna bornologija, onda
ona ima bazu ogranidenih podskunova od Ban~hovih diskova. Ako
" je pri tome i telesna, onda ima bazu ograniZenih podskupova
od konveksnih telesnih'podskupova. Tnteresantno je gzZnati, da
1i onda ima bazu opranidenih podskunova od telesnih kompleti-
rajuéih diskova, odnosno, od tclesnih Banahovih diskova, Ako
je (£,C) Risov prostor, onda se iz (/7/, Lema i Tvrdjenje 1.)
zna, da je odgovor potvrdan. Fi nretnnstavljano da je (E,C)
uredjen vektorski prostor generisan konusom C, koji poseduje
osobinu Risove rastavljivosti, odnosno, za svako x,yé;c:[o,i]+
+ [0,5] = [0,x + y]. Iz sledeces tvrdjenia se vidi, da je od-
rovor potvrdan i pod navedenim uslovima, za voltorslti prostor
(E,C).

7.8, T vrad] en je., iteka je {(+,0) uredjen vektor-
ski prostor generisan konusow C 1 nska (1,C) poseduje osobinu
Risove rastavljivosti. Ako je (%,C) snabdeven jednom komp-
letnom konveksnom telesnom-bornmlogijomj}, ondaj&ima bazu od
telesnih kompletirnjudéih disinva,. |

Dok a=z, Neka je A telesam nﬁrﬁniénqiidisk prosto-
ra (£,¢,0).V4 je skup suma svih redova ohlk~: 2 A%, fde X€A

K=1
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vakoj toplodkoj vektorsko] mruni ﬂiy) nridrusuju topoloske
vekhtorske srrupeT TlT trni o se rvaloj konveksnol hornolo-
giglprrl:lru Zuju konvek sne bo:rnolomw:BD‘BF '335 Naime, ako
je B apsolutno konveksan podsikup koji pripada bazi Oﬂraniﬁea
nih podskupova bornologije %, onda se njemu pridrufuju sle-
dedi podskupovi: Bal - BAC, {+C0IA(B=0) = ¥(R) = [B], S(B) -
_U{[-b b] :JbeBnC}'-;"f oo torade”inifemo: :

7.10. Meesfion ioc 1§ o, Rornolo“ki prostor (E, C,ﬁ)
je sa osoblnom otvorehe rostavljivosti (urpdgoﬂn—konveksan,
_telesan), ako ae:B 9 (P - ﬁr _'B 35\ S
' p Sl&df‘(&lm fyrdjeniima najove inlf'wlnmlo, Aa suﬂb ‘B'_i
:Estdkodgleq}i"qnvebsnowgorumuu1 je no uredjenon vwi tm‘skom pros-
“toru (E €}y akoh,ae% Jedna Tonveksna hornologija. . . . L.

| “ ;_jt; R t*—-’«-ﬁ- .11 gﬁuﬁTgv I!g“’:,d"*ﬂé-;’e n j e. Ako je T) “onveksna bornolo-
- g..Lja na; ureJ.jE'an vektprs.;«nfn prostoru (%,¢), onda su(_BD,B'-i'
'-_;takodje kongekﬁ e bomolor“l je, koge za bﬂzu ogranifenih pod—
skupova imaju ﬁ"odskgpove obllka-' AT - EnC, P(B) i b(B), g&e
~B 0pisuje bazu ogranlégnlh podukupova bornoloﬁlje | F
"D o k .a z;J % Dovolino 39 dokazati, da je a) (Enc -.Bnc)qgg

.,.1: R
el U

= E, b). ko B i Be'B ‘onda postoji A€B, tako da B+ BGA, e)
~Ak0 Béﬁo onda ;BeBd za svrﬂm}é'{ ﬂ) ""hmﬁvn fﬂmw_llje ﬂuau ura«-?:-f;
vnoteZeni i konveksni u:’—'ilfS'f'f], ako yeh., onda je % = 1-02, gda

_.cl,_ 2€C Ali za cl, 2 no,.ato,]e Ppsolu’rno konveksni podskupe-
vi By,, ﬁeﬁ, tako da ¢y - c.€ BynC - anccr(ﬂ VB, INC - PR
-r(BU z)ncgy,gﬂhc - Bn . Ao 80 'AC - ’nC i BAC - B(C(% _,-
.onda 'pOS‘tOJl AnC - A:\Céf) tolko da je BAC - PAC + BAC = BAC
-_';A/\:C - AMnC. To je t:u“*no, Jer zo 0 T%"efB, pnntoji AE%, kG
tako da B+ BQA., c) je odigledno, jer je AITAT = BAC) = _‘
_ (m)ng (ABINC. 4) sledi iz injenice da il - BnC € Pp,
‘ako i samo ako ! (B8AC) = D (3)eB., slikno do: 'f~?1*)emo, da su,
BF st'takodJe konveksne bornologi je. | ’

Iz poslednjes tvrdjenja se Aobija, da je {F:?a’},ﬁ) borno-
" loski prostor sa osobinom otvorene rastnvljivosti; ako 1 samo
.ako Za Svaki ogranicenl po.islkun A,postoji ogr-nicen podskuph
B,” 'takoi: da je AQGBAC = IAC., Tormolo:: l"‘L PYro o L;,Lx,m Je . ure-
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djeno-konveksan, ako i samo azlino za svoii owrﬁniéﬁnkponkup A,
sledi da je i [A] (A+C)N( A=) orroniden podskup. Kao kod
TVG, toko se i kod bornolodkih proutora, bornolmrlgamaBbiBF
pridruzuju 1*:;4::::1:‘11(:11c‘::g;l;}e-ﬂF B . 17 slededer tvrdjenja sledl:

7.2, T vrdije an]‘ e. “a gvakl bornolosikl prog-
tor (3,C 'B) imamo da je: -

a) Bo<B<Be ; _ a”) By <Ps €Bp s

b) Bog =Ps=Dro> . I

Dokuaz: Ako BEB, onda jc oBimledno da BaC - BnCEB,
odnosno, da je BE (B+0)N( 1~ 1), &to “enaiti da jeﬁoéﬁ‘ﬁp a’) o
je tadno, jer je AnC - ANCC ;(Ant) -'o(.fV\C)ETSS i ‘E(A)GF(A),
za svako AéB Da bi dokazali b),ﬁdokq imo naJjpre Cinjenicu -

da je konvekana boraolovlaaﬂstelésna,_a£0 i samo ako Je ure—-ffw'

d;)eno-konveksna sa osobinom otvorene rwtavlglvostl. Zat s‘ta, I

ako Bej}. onda postoji A€B, tako da je B¢ S(A) = s(mc)

znadi da je Ance’ﬂ jer je A{'\LCL}(MU) Dalje je AnC - FA/\C‘: o
€ (MC - MCINC = (AnC - AVINC, 5to znadi da za PeR, pos~ |

toji A€EP, tako da je ACAAC - ANC., U nafen sludaju je A’=
= AnC - ANC. D=z ;]ej.)jured Jeno—konvekvnq bornologija, sledi iz
éln,]enice da je S(:aC) = F (ANC), za svaki orranideni podakup:

AE% Obrnuto sledi iz a), jer je ?_)5&5?) ""nosno'3 % . 1z & )T:-‘
se dobiaa, da 39%0;‘&‘3;' Treba Jjos dokazati da Je ﬂ}goi% .
odnosno, da je P (A)AC - -'-'(‘U/\CC“‘("V\ - MC),za svnki ogra-
niden disk A€B. Ako a €F(A)AZ - “(ANC, onda je a = X - ¥y,
gde %, y€ F(A)/\C, odnosuno,nostoje u, veANC, t=2ko da x€ [o,u]_ i
V€ [o,v] . Dalje je u, -ve Anl - AnC | onda a = x ~ ye[-v_, u]g
& F(AAC - AN). -

Sliﬁno:kao za UTVG u L, 2 1 3, teoko 1 za Konveksne bor-
nologije sledi: |

7.13. ®vrdjen je, nlornolorija Byje najslabija
od svih konveksnlh born010ﬁ13ﬂ koje su finije odﬁbi koje su
sa osobinom otvorene ra stavljlvostj ; O boxnolowa.;jaﬁ’_ae najja—‘
da dd svih bornologija, koje su slnabije ode“L Zoje su ure-
d jeno-konvekshe. | -

" 7414, Tvrdjienje. Ako je '“},f:,'jb) bornoloski
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Tk

- prostor i ako je f ogranileno n021fjvno Finearno nresllkava-

nje u proizvoljni vrostor (7,K 3), onda je f‘ﬁb %(’Bﬁ@) 'BF 3\
ograniceno,

N ok az. Ako AeP), onda je f(AAC - ANC) = £(ARQ)

- £(ANC) G I(ANC - £(ANCCT(ANE S f(AWeﬁ'o , F((A+CIN(A-C))
< (£(2) + DAL = ¥) = F(£(A) B 1 £(Uf(-x,%] : xeanc}) =
—U{f( -x,Xx] ) : }feAN"}C s(£(a)).

Tel5, " vrd i en je., Podsltup ACC jeﬁ-—ograuiéen,
akao i saan nko je j}—OFT’l"'&lLEH (ACA-A = ANC - mﬁeﬁ, odnosno, )
reBs ). °

7,16, T v rd jen je., Ako je X, pozitivan niz
bornolodkomn prostoru (‘?,t’,,fB), onda Xy 0, ako iHsamo ako xna;)

- Dok az., Ako X onda ollgledno x~=0. Obrnuto
M ﬁ3:::
ako :x:——->0 onda postoji orraniden apsolutno 'onvokmn nodskup
BeR i onqdﬂwol nula nig E,nnozifivnlh brojeva, tzako da Eﬂx €B.
5 oonzirom da jJe x €€, za svako ne€N, onda jJe énw: €BnhCC BAC -~
- BnC, %to znali ﬂa *{eEh( 'nC - BNC), odnosno, da xn%o.

Tz /4/,2) se zna, da se svakoj lronveksnol bOT£OIOFlj113
na vektorsizom prostoru 7, nridruXuje lokalno konvengna topolo-
gija TH, koja za b~zu olnlira nule ima sve ansalutno konveksne
podslkunove od E, koji rutaju CB-op:raniénne podskupove, Ako Je
prostor ('g-‘;,Tﬁ) ra-ivojen, onda Je bornologija%t-rardvojena.
Ako jpﬂ%komvvksna hornolorija na T, onda imamo i lokalno kon-

vekasne tonolorije: T:Bn’ T F’ i m Iz gledrdih tvrdjenia se

vidi, koavi an prostori ,C, 'EB') ,,’F@, alzo je konvek-
ana hornolnrijn, na ure “,Jenoﬂ vektorsknm prostoru (E,C).
T.17. T vrdienje, Ako je'BTromm‘fq*ta bornolo-

gija ma urrdjenom vektorskom prostoru (%,C), onda je (W,C ’EBJ
(r,c, 'ICB‘;) IKP sa osobinom otvorene rastavljivosti (telesan).

D ok az. Boraologi; aﬂn'}e sa o2nbinom otvorene ra-
stavljivosti, oinosno, 2a avaki fBD~0frra.niéen podskup A, postoji
CBD-Tosgrﬁ.ni(‘ien nodsl-up B, t_:ﬁ!m da Jje ACBAC - BNC, Akn Jje V apso-
Iutno tonveksna TfBD-oI::nlina nule, n~nda no=ztojiid0, talko da jJe
BCXY, odnosno, BAC - PACCA(VNC < VNQ), dakle, BCA(VAC - YNC),
Eto znadi de je VNnC - Vn( TBD -okolina nule, S obzirom da bor-
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ho]ogijafﬁgima b~zu ogranicenih poﬁskuﬁ%va 0d telesnih digs-
kova, onda esvoka Tﬁs-qkolina nule sadr%i telesnu Tﬁg-okcli-
nu nule. Zainta, ako je U Tﬂs-okolina nule, onda je skU#Q,

i okl }"‘L'{'tﬁ.ﬁg{'ﬁ;_fr?“‘-ﬂiéﬁne podsltunove, dalle, skUCQU je Tst-cko—

1ina nnle,

7.12, P o sl ediea. Ako jeﬂgﬁ-rﬁzdvojena kone
veksna?bornGIOHija na ured jenom vektorskom prostoru ( 8,0),
oja je s~ osnbinom otvorene roastav]jivosti (telesna), onda
je bornolosdlki dual ﬁﬂ:ﬁ*urndjpnnnkonveksan (telesan) potnros-,
tor, . . |

Dok a =, 5 obzirom da je B t-razdvojena bornologi-
ja, onda je nrema /4/,a) {E;L)*:— (E,Tﬁ)', odnosno, (E,T.'B)‘=Ex
Je uredjeno-konveksan (telesan) potprostor od E ,jer Jje (E,0,T
IEKP sa osohinom ofvorene rastavljivosti (telesan).

Dakle, ~ko je:B proizvolina telesna konveksna bornolo-
giJa na uredjenom velktorskom prostoru (72,¢), onda je njen bo~
rnoloiki dwal telesan notprostor od Eb-, 1 zato koa%emo da je@
sarlasna telegna bornnlocija 1_1\01:11'1031.1 na dualnost E,E).
 Za konveksne hornolosrije, pitanje'karﬁkte?izacije svih saglas-
nih bormolo=ija u odnoasu na dualnostl<E;ﬁ>, Je jo& uvek otvo-
reno /24/, str,159,). Iz slededer tvrdjenja se vidi, kada na
uredjennn vektorskom nrostoru (r, 1), posto;ji konveksna telesns
bornolonija sarlasna =2 AusInaXdy <ﬁ,ﬁ£ﬁ 8lidno kAo za lonvek-
sne tninoloriie n /24/.

7.1, T v r d § e on b e. lNekg je <”,T‘x) razdvoiena du-
.ﬂq ) :-11 | b . [ ]
Aalnost, <de je 1 telenson notprostor od F-, Onda su slededi us-
lovi ekvivrlentni: |
| A
J

a) .o (0,0) portnii telesna konveksna bnTnologijaJB,

koja Je snzlesna u o.'nnsu na dJualnost <E,ﬁ);
. A M e T "“lx " ¥ ] w )
) TEP (3, 5T, 58)) je telesan i bornolo&ki
¢! Pridvn¥ena slaba hornolorijia u odnosn na Aualnoat
<E,ﬁ? je s~ 1ngnn 1 telesnas

Ako je (7,2, T) bhattvagt 2iecnvy practorgkoii »iic bornolo-
Ski (trkav po~toji), onda ofirledno T(E,7") nije hormoloXki
telesan nrostor, i na Orvovn prethndnor tvridienia wa 77,C) ne

\

w B
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postojl saglasna telesna bornologija u odnosu na dualnost

<&,Ef>ﬁiako je E° telesan potprostor od Eb.




8, NEKI REZULTATI O LKP I IKG

U ovom delu navodimo neke rezultate,koje smo dobili
proudavajuéi osnovne osobine lokalno konveksnih grupa; kao
1 razne tipove polu-refleksivnosti lokalno-konveksnih pros-
tora. Najpre dajemo jednostavniji dokaz tvrdjenja 4.4.2.
iz /28/.

8.1. Tvrdjen je. Ako je A apsolutno konvek-
san zatvoren skup u ILKG (E,t), tada je'I&ft=/fL1A._

Dok az, Na osnovu (/14/, veébanjejﬁj str,125.) .
/ﬁ\lA.je zatvaranje skupa A u najja¥oj lokalno konveksno]
‘%Edpologiji T(E,E* ) na E, dakle, I&'&tﬂ.}ﬁk = “T(E'E*). Doka-
Zimo obrnutu inkluziju. Ako xchT(E’E ) » onda postoji gu-
tajuéi apsolutno konveksan podskup VC E, tako da x¢g A + V,
odnosno, x¢3Af= A¢ . To dalje zna&i da postoji t-okolina nu-
le U, tako da x¢ A + U. Prema tvrdjenju 2.4.1, b) iz /28/,
sledi da je VQLJ loct-okolina nule, a s obzirom da i x¢iA +
U vV, onda xﬂf""t, ¢ime je dokaz zavrSen., i

ia dokazivanje naslednih osobina u kategoriji IKG is-
tiéemorsledeéu pogledicu prethodnog tvrdjenja.

8.2, Posleddica. Neka su za IKG (E,t) 1 pot-
prostor F dati uslovi:

a) -ft# F; | a‘) ft= E;

b) Fot g, b) Flod g,

Onda je a)c.f_-bb)., za svakl potprostor F od E i a“)eb’), ako
Je I' hiper-ravan, ¢

Dokaz. S obzirom da je f£§}§ 2 ¥, onda je ofigle-
dno da b):pa); S druge strane, a)=>b) na osnovu preth%?nog
tvrdjenja. Jasno je da a’) =>b’), jer je uvek Eg_ﬁbf:}_f. Ako
iz uslova E = F ne sledi E = F , onda je F_ = F, jer je P
hiper-ravan. To zrnaci da je prema a)>b), 'f‘.& = F, |

Potprostor F lokalno konveksnog prostora (ES) je sko-
ro zatvoren, ako je FNA zatvoren, za svaki apsolutno konvek-
san zatvpre@-if?lograniéen podskup A. Ako za svaki apsolutno

Ly
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konveksan zatvoren T -ograniden podskup A,postoji apsolutno
konveksan zatvoren { -ograniZen podskup B, tako da je Ag BaF,
onda Jje ¥ ultra-gust. Iz /35/,&) se zna da je hiper ravan P
lokalno konveksnog prostora (EéT) 111 skoro zatvorena 1ili ule
tra-gusta. Iz slededeg tvrdjenja se vidi da je to tadno i za
LKG. | -
8.3. Tvrdjenje, Ako je (E,&) IKG a F hiper-
~Tavan u E, onda je F skoro zatvorena ili ultra-gusta. '
Dokaz. Neka je A apsolutno konveksan gatvoren ¢-
-ograniden podskup. Ako ANF nije t-zatvoren, onda ANF nije
loct-zatvoren, dakle, prema (/35/,a), Lema 1.) postoji apsolu=

tno konveksan zatvoren i loct-ograniden poedskup B, tako da je
bl ===t ot t —t =

ASFAB '€ BNF =/WABAF C ABAF = ( AB)AF. S obzirom
da je AB t-zatvoren, jer je loct-zatvoren, a na osnovu (/35/,
a), Lema 1,) AB je 1 t-ograniden, sledi da je dokaz tvrdjenja
zavrsen, ; |

U (/28/, str.65.) definisana Je klasa ¥ -bornoloskih
LKG. Naime, IEKG (E,t) je ¥-bornoloska, ako je svaki apsolutne
konveksan bornivoran skup T, takav da je L(T) otvoren (linear-
ni omota& od T), t-okolina nule. U istom radu je ostavljeno
kao otvoreno plitanje, da 1i je konaéno-kodimenzioni potpros-
tor ¥ -bornolo3dke IKG, ¥-bornoloska. Iz sledeéeg tvrdjenja
se vidi da je . odgovor potvrdan,

84, Tvrdjenije. Ako Je (E,t) % -bornoloska
LKG a F potprostor konadne kodimenzi je, onda je F u induke-
vanoj topologiji, takodje X =-bornolo3ka IXG,.

Dokaz., Ako LK@ (E,t) pridruZimo IXKG (E;%), koja
za bazu okolina nule ima sve apsolutno konveksgne t-bornivor-
ne podskupove, onda Je ona jedna bornoloska IKG (/28/, str.
60.). KaZemo da je (E,t) pridrufena bornoloska IKG, grupi (B,
t). Ako Bsa tp 0znadimo njenu indukovanu topologiju na ¥, onda
~ Je prema (/28/, Tvrdjenije 3¢2.7.) IKG (F,tF) bornoloska, Sli-
¢no kao za IKP (Tvrdjenje 5.9.) mo%e se dokazati da Je ?} =
=’¥;. Prema (/28/, Tvrdjenje 3.3.4.) IXKG (E,t) je ¥-bormolo-
8ka,” ako 1 samo ako je loct = T(E,E’) 1 E’= E°(E -prostor lo=
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kalno ogranidenih linearnih formi). S obzirom da je (B, %) =
= (E,loc¥) "= B 1 (B,t) = (E,loct) - E°, onda je loct = loc%,
Na osnovu &injenice da Je kona&no kodimenzioni potprostor
bornoloskog IKP, bornoloski LKP, sledi da je loct, = (loct)Fu
-‘CIF,F’), odnosmuo, lod?} = (106%3F = C(P,F°). Iz loct =
= loct, sledi F’a F°, tj. (loct)y =T(r,F?) 1 7- = ¥, dakle,
1KG (F,tP) J8 % -bornoloXka.

| Neka Je (E,t) IKG. KaZemo da Je badva IKG (E,t), jedna
b-baéva,ako sele ave ogranicene .podskupove po t-okolini nule
u indukovano j topologiji. IKG (E,t) Je b-badvasta, ako je gva-
ka b-badva, t-okolinas nule. Sledeéim tvrdjenjem dajemo karak-
terizaciju b-badvastin 1KG, sli&no kao kvazi-badvastih u /28/.

8.5. Tvrdjen J €. Za svaku IKG (E,t), sledeéi
uslovi su ekvi?alentni:

a) (E,t) je b-baZvasts TLKG;

b) .Svaka otvorena podgrupa je b-ba¥vasta;

¢) Postoji otvorena podgrupa, koja je b-badvasta;

d) Gutajuéa b-badva Je t-okolina nule; )

Dokaaz. a)=}b): Ako Jje F otvorena podgrupa b-bad
vaste 1KG (E,t), onda je F i zatvorena podgrupa. Za svaky b
-badvu T u podgrupi F, imamo da je L(T) (linearni omotacd od
T) otvoren potprostor u F, odnosno, L(T) je otvoren potpros~
tor U E i T je onda zatvoren apsolutno konveksgan podskup od
(E,t). S obzirom da F sadrZzi povezanu komponentu nule, onda
Je T b-badva u LKG (E,t), dakle, t-okolina nule. To znadi da
Je T = PAPF okolina nule u indukovanoj topologi ji. bl=3¢) Je
o&1gledno c)=pd): Neka je T gutajuéa b-badva u LKG (E,t) %
neka je F otvorena b-badvasta podgrupa od (E,t). Podgrupa F
Jé onda i zatvorena i TAF je tada 2atvoren apsolutno konvek-
san podskup od;F, ¢iji je linearni omotad 1, (TAP) = F, otvoren
podskup od F,. O¢lgledno, onda je TAF b-badva u (P,t)F), odno-
800, T\F.je t|F-okolina nule, Dakle, postoji t<okolina nule
UC E, tako da T2TAF2 UAF, odnosno, T je t-okolina nule, jer
su U1l F t-okeline nule (F je otvorena podgrupa). d)=3a): Ako
je T b-badva u IKG (E,t), onda je L(T) otvoren potprostor od
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(E,t), odnosno, ima komplement M. Dakle, E(t) = L(T)®M 1
tada je T + M =/P“1(13(T)). Iz poslednje jednakostl sledi

da Je T + M zatvoren podskup od (E,t), jer Jje T zatvoren u
potprostoru L(T) i/P(T) = T, S obzirom da je L(T + M) =

= L(T) + (M) = L(T) + M = E, onda je T + M badva u (E,t).
Ali T + M je i b-baé#a,‘jer je T + MDT, To znadi da Jje T + M
t-okolina nule, odnosno, da je 1 T = (T + M)A L(T), t-okoli-
na nule, jer je L(T), t-okolina nule.

Za prostor (E,loct) se dobija slidno kaou /28/, za
kvazi-badvaste IKG.

8,6, Tvrdjeny]je. Ako je (E,t) b-badvasta IKG,
onda je (E,loct) b-badvast IKP,

Doka2z., 2alsta, ako je T b-ba&va u prostoru (E,
loct), onda T see sve loct-ogranilene, dakle, i sve t-ogra-
nifene podskupove, po loct-okolini nule u indukovano]j topolo-
gijli, odnosno, T sele sve t-ogranidene podskupove po t-okoli-
ni nule., S obzirom da je (E,t) b-badvasta IKG, onda je T jed-
na t-okolina nule. S druge strane, T je bornivorna badva u
prostoru (E,loct), dakle, T je gutajuéa b-badva u (E,t), odno-
sno, T je gutajuéa apsolutno konveksna t-okolina nule. To zna-
&1 da je T loct-okolina nule i dokaz tvrdaenja je zavrsen, |

Ne 2znamo da 1li Jje obrat prethodnog tvrdaenja tacdan, alil
uz dodatni uslov sledi:

8.7. T vrd jenje. Ako je (E,loct) b-badvast LKP
a L povezana otvorena komponenta nule, konadne kodimenzije
u E, onda je (E,t) b-badvasta LKG,

Dok az. Sli¢no kao (Tvrdjenje 2.2.2. b) u /28/,
str.53.).

Sledeéim tvrdjenjem dajemo karakterizaciju b-badvastih
LKG sli&no kao b-badvastih IKP u /22/, b).

8.8, T vrdjenje. Za svaku IKG, sledeéi uslovi
su ekvivalentni:

a) (E,t) je b-badvasta IKG;

b) Podskup HCE® je t-ekvineprekidan, ako i samo ako
Jje HA"(suﬁenje elemenata podskupa H na svaki ogranidéeni pod-
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~skup) t-ekvinEprekidan podskup;

U nastavku ovoy dela rada navodimo neke rezultate o
LKP. Ovaj deo je nastavak nadih razmatranja nekih klasa IXP
iz /27/. U (/21/, str.2v.) definisali smo klasu C-refleksiv-
nih LKP i naveli neke njene osobine. Tako na primer IKP (E,
ﬂd) je C-refleksivan, ako i sumo ako je izomorfan (algebars-
ki i topoloski) sa F] (P -topolo¥ki dual F’nekog IKP (F5)
snabdeven topologijom uniformne konvergencije na familijifFL
-kompaktnih diskova).

Tvrdjenjima koja slede nadovezujemo se na /27/ u ispi-
tivanju osobina klase C-refleksivnih I1KP.

8,.9. Tvrdgjenije., Ako je f neprekidno linear-
no preslikavanje iz IXKP (E,T ) u IKP (F,g)), onda Jje konju-
govano preslikavanje f ‘neprekidno iz IXP Fé u IXP Eé.

Dok az. Za svaki Uj—icompakta_n disk K€ E imamo da
je f"l(KO) = (f(K))‘, gde suoi e polare u odnosu na dualno-
sti (E,E')i (.87 | )

8.10. T vrdJjenje. Ako je (E,fr) C-refleksivan
L{P a f skoro-otvoreno i1 neprekidno linearno preslikavanje u
proizvoljni IKP (¥,%9’), onda je prostor (F,gb) C-refleksivan.

D ok az. Ako je K Fé—kompaktan disk, onda Jje prema
prethodnom tvrdjenju £ “(K) Eé—kompaktan disk, odnosno, J -ek-
vineprekidan podskup. To znadi da postoji‘?lokolina nule V,
tako da je K £ TH{£(k)) € £77HV0) = (£(v))® = (E(V))°. s
obzirom da je f neprekidno skoro-otvoreno preslikavanje, to
je-(ff?SjiGPFekvineprekidan podskup i1 dokaz tvrdjenja je za~
vrien.

8.1l. P o s ledica. Kompletiranje E C-refleksi-
vnog LKP (E,qd) je C-refleksivan IKP.

8,12, Posledica., aAko je (F,ﬂi) C-refleksivan
gust potprostor u LKP (E,9 ), onda je (E,9) C-relfleksivan
LKP, |

8.13. Posledica. Ako je {(E,T ),«¢cl} fami-

lija C-refleksivnih ILKP i f

5 %{%E familija linearnih pres-

likavanja u proizvoljni vektorski prostor E, koji je generisan
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sai:{ﬁi (E“), onda je E snabdeveno finalnom topologijom,C-

~refleksivan 1KP.

Dokaz, PresllkavanJa £, sujr-j'neprekidna 1 sko-
ro-otvorena, jer Jje (f (U ))fD L2 U,

8.14. P o s 1 e d1c a. Induktlvna granica i direk-
tan zbir proizvoljne familije C-reflektivnih prostora je C=-
-refleksgivan prostor.

8.15. Posledilca. Kvocijent prostor C-reflek-
sivnog prostora Je u-reflek81van prostor.

8,16, TvrdJjenje. Ako je {(“,3‘) &EI} pro-
1zv013na famili ja C-reflek51vn1h LKP, onda je i proizvod

%_,L) C-refleksivan IKP,

Dokaz, Ako je (E,)T) = H(Ed,Z), onda Jje E c
=@(E ) . E’—kompaktan disk K je ggda sadrZzan u kona&nom zbiru
éBKl, gde su K, (E, ) -kompaktnl diskovi. S obzirom da su

=1

(E ,j‘) c-reflekmvnl LKP, 2za svakodel , onda je K & G-DKi "]'-
-ekv1neprekidan podskup, odnosno, (E,ﬂ‘) =[~1( r]') je C-ref-
leksivan LKP. AEL |

U/4/, b) je definisana klasa b-refleksivnih 1KP., Nai-
me, LKP (E,J) je b-refleksivan, ako je (TE’) = E (algebarska
jednakost), gde je T1° lokalno konveksna topologija u topolos-~
kom dualu E°, koja za bazu okolina nule ima ekvivorne diskove
od E“(diskove koji gutaju 3H-ekvineprekldne pods kupove)
/47, b) se zna da je IKP (E, ﬂg) hipo-Makijev, ako Je Er— TE”
(Ea Je ulitra-bornoloski prostor pridruZen prostoru E).
slededeg tvrdjenja se vidi da je klasa C-refleksivnih prostp-
ra sadrZana u klasi hipo-Makijevih prostora.

8.17. T vrdjenje., Ako je (E,J) C-refleksivan
LKP, onda je on hipo-Makijev,

Dok a 2z, Lako proveravamo da je za svaki IKP (E;T),
S~ = et s .
By = E¢ = E; (=EJ). S obzirom da je svaki J-ekvineprekidan
disk %;, odnosno, Eé—relativno Xompaktan, onda je on i E’ o~re~
lativno kompaktan. S druge strane, E o~kompaktan disk Je J -
-ekvineprekidan, jer je (E,T) C-réflek31van LKP, a to znaci

=
da Je Eé = TE’, odnosno, prostor (E,T) je hipo-Makijev,
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Primerom koji sledi, dokazujeﬁo da obrat prethodnog
tvrdjenja nije tacdan, |

8.18, Primer. Ako je (&,7) Banahov prostor bes-
konadne dimenzije, onda je slab dual Eé hipo-Maki jev prostor,

a nije C-refleksgivan,

Dok az., Da Egy nije C-refleksivan, sledi iz (/27/,
Primedba 3,21.). S obzirom da prostori E; , (E,T) i Etﬁjmaju
isti produZen ultra-bornolodki prostor, onda je Er = B =

(Ef %; = T (Bf) ", Jjer su ELl -ekvineprekidni podskupovi upravo
slabo kompaktnil diskovi prostora (£ ). Iz jednakostil Br =
= T(Eé)' gsledl da Je prostor Eé hipo-Makijev, odnosno, da Je
prostor E& hipo~Maki jev, Jer osobina "biti hipo-Makijev" za =
visi samo od dualnog para.

Nastavljajuél ova) deo, navodimo Jjo§ neke rezultate,
koje smoldohili razmatrajuéi b-refleksivne IKP i lokalno kon-
veksnu topologiju TE",

8,19. Tvrd jenje. IKP (E, ) je ultra-bornoloi-
ki, ako i samo ako jeJ = TF’, gde je F’ topolodki dual nekog
LKP (F,P). '

Dokaz., Iz /4/,b) se zna da je TF° ultra-bornolos-
ki LKP za svaki IKP (FfP). Obrnuto, ako je (EfT) ultra-bornolo-
ki IKP, onda je svaki disk koji guta §-kompaktne diskove J-oko-
lina nule, S obzirom da aufrlkompaktni diskovl Eé-ekvineprekidni,
onda za IXP (F,9) uzimamo (E',Eé) i onda je J = T(Eéf, Sime je
dokaz tvrdjenja zavrien.

8,20, T vradjenJe, A4ko suuji_iuyé dve lokalno
konveksne topologlje na E (:ri$?5)1d0pustive u odnosu na dualnost
(E,E‘), onda je prostor (E,f]-z) b-refleksivan, ako je (E,_?;) b-re-
fleksivan,

Dok az, 05 obzirom da jeirl-ekvineprekidan podskup,
Tz-ekvineprekidan, onda jJe T(E,Tl)},T(E,C]'z)’. Ako je zatim (E,
frl) b-refleksivan, onda Jje i (E.Té) odigledmo b-refleksivan,

8,21, T vrdjenje, Ako je{(E&,L),deI} famili-
ja b-refleksivnih IKP, onda je 1 (E,]) = M(E,,T,) b-refleksi-
van IKP, el
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Dok az. Za topoloski dual E’=@L, neposrednim pro-

ol

€1
veravanjem, sledi da je TE’iﬁiTﬂ; , odnosno, (TE") ‘= (ﬁgTE;)i
= (TQ;)’=F13£ = B, 3to 2znadl da Jje prostor (&,]) b-refleksi-

ol €X

Medjutim, za direktan zbir, kvocijent prostor i gust
potprostor se dobija:

8.22, Tvrdjenje. Ako je {jh;.
Ja Makijevih b-rerleksivaih IKP, onda@(E,,T,)
ra biti b-refleksivan LKP. et

Dokaz. S obzirow da je (Eﬂ,T(Eﬂ‘,E‘;)) b-refleksi-
van kP, za svakodel, onda je prema (/4/,b) Teorema 3%.) pro-~
stor (EJ,'C(E;,EA)) ultra-bornoloski. Da bi prostor (E,T) =
= (B, T(E,E")) = ng&(qi,’t(ﬂi,ﬁ;)) bio b-refleksivan, dovelj-
no je i potrebno na osnovu (/4/,b) Teorema 3.) da jellﬁE;,
TT(E; ,Ex))_z.(E’,’f(E’,E)) ultra-boinolodki IXP. Ako uzmemo
skup I tako, da je njegov kardinalni broj nedostizan, ohda
navedena direktna suma b-refleksivnih rlakijevih LKR nije b-re-

fleksivna,

L ) ,o((:l} famili-
= (E,T), ne mo-

8.,23. T vrdjen je. Kvocijent vrostor po zZatvo-
renom prostoru b-refleksiv.og Makijevog prostora ne mora biti
b-refleksivan.

'Dokaz, Neka je (E,T) ultra-bornolofki IKP i F Ma-
kijev potprostor koji nije ultra-bornolodki (takav postoji).
Na osnovu (/4/,b),Teorema 3.,) prostor Eé je b-refleksivan a
prostor E{ = E{/Po nije b-retleksivan, %;3 E;/Foﬁna osnovu
(/33/, str.172,).

8,24, T vrd jen je. Ako je (£,7) berefleksivan LKP,
onda je zatvoren potprostor b-refleksivanﬁa potprostor koji
nije =zatvoren, nije b-refleksivan,

| Dok a z. LKP (E:I) Je b-refleksivan, ako i samo ako
Jje Eé = TE". Dakle, za zatvoren prostor treba dokazati da je
TF "= FZ . Ali to je tac¢no, jer je prema (/33/, str.172.), B ¥
= Eé /Fo a TF'E’TE'/Foﬁneposredno proveravamo, Zaista, TF’'K
é,TE’[Fo, jer je TE'/FG najjaca lokalno konveksna topologija
na F°, za koju je kanonidno preslikavanje i°: E>» ¥ ‘neprekidno,
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ako je B’ snabdeveno topologijom TE”, TFf;TE’/Fo, jer je TE”
najjada lokalno konveksna topologija na F°, za koju su ekvi-
neprekidni podskupovi od }° ogranideni i svaki ekvinepreki-
dan podskup od I'°T E'/Fo Je sadrzan u kanoniénoj slici nekog
ekvineprekidnog podskupa od E’. Ako je F = E, onda Jje odigle-
dno TE® = TF" 1 (TE")" = (TF")" = E ¢ F, dakle, potprostor F

nije Db-refleksivan. S$li&no se dobija i za proizvoljni potpro-

stor, koji nije zatvoren, jer je gust u svom zatvaranju.

'b—refleksivan LKP jJe ocigledno polu-refleksivan, U
/4/,b) se navode uslovi kada Je polu-refleksivan LKP b-refle-
ksivan. U /37/ sino definisali klasu G-p-baévastih prostora,'
naime, IKP (E,T) je 6"-1')-baévast, ako je Eé-predkompaktan niz,
qu-ekvineprekidan. Klasaff;19-baévastih prostora sa fundamen-
talnim nizom ogranidenih podskupova, sadrii klasu DF-prostora,
Sledeée tvrdjenje je op3tije od (/4/,b), Tvrdjenje 14.).

8.5, T vrdjenje. ako je (EY) €-p-baévast
LKP sa fundamentalnim nisom ogranidenih podskupova, onda su
sledeé¢i uslovi ekvivalentni:

a) E je polu-refleksivan;

b) E je b-refleksivan;

c) Ef Je ultra-bornoloski;

D o k a z. Ako dokaZemo da je Ea = TE", onda je o&i-
gledno da a)=zb)=pc)=3a). S obzirom da topologija TE® ima za
bazu sve ekvivorne diskove od E°, onda je Ef<TE’. Da bi do-
kazalli obtrnuto, dovoljno je dokazati da je svaki nula niz pro-
stora Eé,TE’—ograniéen, Jer je prostor ﬂé bornoloski. Zaista,
ako je x£ nula niz u prostoru E; , onda je xﬁ nula niz i u
prostoru Eé, dakle, (xﬁ} neN je Eé—predkompaktan podskup 1
na osnovu'/ZT/ {xﬁ} ne N jefr-ekvineprekidan podskup, odnosno,
TE “~ograniden. To znacéi da je TE‘'S E/;. Dakle,tf-fa—baévast 1XP
sa Tundamentalnim nizom ograniéenih podskupova je polu-reflek-
sivan, ako i samo ako je b-refleksivan,

Pored b-refleksivnih, polu~fefleksivnih, p~polu~refle-~
ksivz}ih postoje 1 ﬁ*-polu—refleksivni prostori, koje smo defi-
nisali u (/47/, Definiecija 6.9.). Prostor (&) je[?ipolu-ref-
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leksivan, ako Jje (E;Su)‘ = B (algebarska Jednakost), gde je E/;u,
topoloski dual E°, anabdeven topologijom uniformne konvergenci-
Je na familiji jako ograni&enih podskupova prostora (E,T). Iz
/33/, /11/ 1 /%1/ se zna da je zatvoren potorostor polu~reflek-
sivnog (p-polu-refleksivnog i/Btpolu-refleksivnog) prostora,
takodje polu-refleksivan (p-polu-refleksivan i/fipolu-reflek-
sivan) prostor., Za potprostore koji nisu zatvoreni sledi;

8,26, Tvrdjenje. Neka je (E,T) Banahov po-
lu-refleksivan prostor (§ -je norma topologija). Ako je F
potprostor koji nije =zatvoren, onda F nije polu-refleksivan
(p-polu-refleksivan) prostor.

Dokaz, Neka je najpreF # B i F = E. Ako pret-
postavimo da je F polu-refleksivan (p—polu—refleksivan) prog-
tor, onda je F sekvencijalno kompletan, dakle&‘zatvoren pot-
prostor, jer je (E,J) Banahov, i onda je ¥ = F'=
rotno pretpostavci. |

Ako je P bilo koji potprostor, koji nije zatvoren,
onda je F gust potprostor u zatvaranju ¥, dakle, F nije polu-
-refleksivan (p-polu-refleksivan) prostor.

8.27. Tvrdjenje. Neka je (ES) polu-refleksi-
van (DF) prostor, Ako je F konacno-kodimenzioni potprostor,
koji nije =zatvoren, onda F nije polu-refleksivan prostor,

D ok az, Kao i u prethodnom tvrdjenju, neka je P £
£ E 1 ?T; E. Ako pretpostavimo da je F polu-refleksivan pros-
tor, onda je na osnovu pozmatog tvrdjenja F kvazi-kompletan
(DF) prostor, i prema (/8/, Posledica 2, str.96.) F je onda
kompletan, dakle, zatvoren potprostor, 3to je suprotno pretpo-
stavni. Ako je F bilo koji potprostor konadne kodimenzi je, ko-
J1 nije zatvoren, onda je on gust u svom zatvaranju i dakle,
nije polu-refleksivan,

- Prirodno je postaviti pltanje, da 1i je potprostor ko-
naine kodimenzije polu-refleksivnog (p—polu-refleksivnog,/?ﬁ
-polu-refleksivnog) istog tipa kao i prostor. Iz prethodnog
tvrdjenja se vidi da je za polu-refleksivne prostore odgovor

negativan. U (/35/,a), Lema 1.) je dokazano da je hiper-ravan

E, sto Jje sup-
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u svakom IKP (E;I) ultra-gusta i1li skoro zatvorena (pogledati
napomenu kod tvrdjenja 8.3.), u odnosu na familije ogranide-
nih, jako ogranicenih i predkompaktnih podskupova, Za ograni-
cene 1 predkompaktne podskupove, to je direktno jasno iz
(/35/,a), Lema 1,), a za jako ograni¥ene sledi iz Zinjenice
da se svaka bacdva hiper-ravnl preduZuje u badvu prostora.

.28, T vrd jenje., Neka je (E,7) polu-reflek-
sivan (p-polu-refleksivan, [}-polu-refleksivan) IKP. Ako je
¥ skoro zatvorena hiper-ravan u R, onda je F polu-refleksivan
(p—polu-refleksivan,(fipolu—refleksivan) potprostor 1 ako Je
F ultra-gusta hiper-ravan, onda P nije polu-refleksivan (p-

- =polu-refleksivan, ﬂf;polu—refleksivan) potprostor.

D ok az, Ako je ACF ograniden (predkompaktan, jako
ograniden) podskup, skoro zatvorene hiper-ravni F, onda je
ANF J -zatvoren podskup od E, dakle, A je O(E,E®)~relativno
kompaktan podskup, odnosno O (F,F“)-relativno kompaktan, dakle,
F Jje polu-refleksivan (p-polu-refleksivan, /fipolu—refleksivan)
potprostor. Ako je F ultra-gusta hiper-ravan, onda je @{ = Qé
(FI'; = E° 1 E/;*= Fﬁ%) i (.!;r,; Y = B AR ((D)'= B £ F i (¥ *)

B £ PF), dakle F nije polu-refleksivar p-polu-refleksivanl
B*-polu—ref;eksivan) potprostor.

8,29, P osledilca. Svaka gusta hiper-ravan polu-~
-refleksivnog Banahovog prostora je ultra-gusta.

D.o k a z. Direktna primena tvrdjenja 8.26. i 8.28.

8.30,. Posledica, Ako je (E/T) refleksivan (p-
~-refleksivan, ﬁf-reilek31van) IKP a F hiper- -ravan, onda Je ¥

istog tipa kao (hﬂr) ako je skoro zatvorena i n13e igtog tipa,
ako je ultra-gusta.

Ovaj deo zavrsavamo jednom karakterizacijom p-reflek-

sivnih ( /3 -refleksivnih) IKP, koja je ista sa karakterizaci-
jom refleksivnih IXP u (/26/, Teorema 1.).

843, T vrdijien]je, IKP (EfY) je p-~refleksivan
(/3 -refleksivan), ako i samo ako je p-badvast (kvazi-badvast)
1 ako Je svaki zatvoren predkompaktan (jako ograniden) podskup,
zatvoren u proizvoljno] lokalno konveksnoj tOpologlglfT na E,

koja je uporediva saiﬁ
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