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Q. UVOD

o.l.Kako su na razvo] matematilke oblasti u koju spada ova]
rad veliku ulogu odigrali radovi A.Einstein-a,to éemo se,najpre,
ukratko ogvrnuti na njegov udeo,zadrfavajuéi se samo na matemae
ti¢ko] strani problema.

U radu [1] iz 1905 g. A.Einstein postavlja osnovu 8voje
Specijalne teorije relativnosti
(8TR),u kojo] umesto trodimenzionog euklidskog prosiora posmatra
Cetvorodimenzionli prostorno-vremenski kentinuum,odn, Yprostope

vreme", pri Cemu se metridka forma zamenjuje "intervalom"
(0.1) ds* = ottt - dx? - 0{34.” oAz *

gde Je ¢ brzina svetlosti,a t vreme,

Ustvari,umesto euklidskog prostora Ea,razmatranja se vride
u pseudoeuklidskom prostoru,odn. u prostoru Minkovskog M4,za K QO
ji Je (041) ustvari kvadrat diferencijala luka,

O.2.0pecijalna teorija relativnosti je ustanovila vezu ize
medu prostora 1 vremena,ali uw njoj se ne razmatra zavisnost £ O
metrije prostor-vremena od rasporeda materije,prostorno-vremenski
kontinuum se smatra homogenim u tom smiglu da su kxoeficijenti
kvadratne forme (0.1) konstante u odredenom sistemu koordinata.

Po8to ga STR nije zadovoljavala u svakom pogledu,Finstein
nastavlja proucdavanje problema prostora i vremena i 1916 g, obe-
Javlijuje svoju O p S tu teoriju relativnosti
(OTR) wu radu.[ZJ. U OIR metrifke osobine prostora (koji je opet
Setvorodimenzioni prostorno-vremenski kontinuum) zavise 04 rage-

poreda masa,Umesto (0,1),u OTR va¥i



(0.2) ds* = ‘;I,C{z»‘,;ét: SR

gde su G, funkeije tadke u prostoru.Dakle,prostor OTR Jje Sew
tvorodimenzioni Rimanov prostor R4.Veliéine ?‘:{ (1,3=1,000,4)
nazivaju se po tencil jaldi ma gray i1 tacionog
po lja ., Kristofelovi simboli 'Lﬁg},knji se na pogznatli nadin
nalin izraZavaju pomodu 5%‘r igraju u OTR ulogu velidina koje
odreduju jad¢inw gravitacionog polja. Podto
?a;_ zavise od rasporeda masa,0TR Je,pre svega,teorijﬁ gravitacije,

Os3sEinstein se nije zadovoljio ni svojom Opd3tom teorijom
relativnosti,pa je polev od 1923 g, do kraja Zivota (1955) radie
na pronalaZenju Jedinstvene teorije polja
(JTP),koja bi obuhvatila gravitaciono i elektromagnetno polje,

On Jje najpre u [3} umesto Rimanovog prostora,gde se polazi od ﬁ%-
uzeo kao osnovu prostor (simetridne) afine koneksije,uvodedi ko=
eficijente i}i nezavisno od ﬁ%' . Dalje,uvodedi razne varijante
svoje jedinstvene teorije,on 1945 g. u [4] 1 1946 u [5] koristi
kompleksan osnovni tenzor g%;} ¢iji Je realni deo simetrian,

a imaginarni antisimetridan po 1,3,

Polev od 1950 g. [6] Einstein koristi realan nesimetridan
osnovni tenzor u radovima u vezi sa JTP, Njegov poslednii rad fs],
stampan 1955 g.,takode se odnosi na ovu problematiku.

Dok se u Rimanovom prostoru (prostoru OTR) koeficijenti ko
neksgije lzraZavaju eksplicitno pomodu ?;f i tada se zovu Krie

stofelovi simboli,u Einstein-ovim radovima iz oblasti JTP (1950~

1955) veza izmedu ovih velidina je data implicitno jednadinama

P A
(0.3) « ?:.i{ = Fif,m "riijf’j ”ruj ?':P = 0,

8to predstavlja sistem od 43#64 Jednadine sa 64 nepoznate,jer ine



deksi uzimaju vrednosti l,...,4.

Napomenimo joS da se u JTP simetridni deo ‘?jg tenzora ﬂj.
odnnosi na gravitaaijy, a ant?simetriéni j%* na elektromagneti-
zam,l8to vazii za rzé i, f}} v

O.4. Problematikom prostora sa nesimetridénim osnovnim tenzo-
rom,odn, nesimetriénom koneksijom se polev od 1951 g. dosta bavio
L.P.Eisenhart u radovima [9]-[15]. U [9] defini%e gener a =
lisani Rimanov prostor odQN dimenzija (GRN)
kao "prostor koordinata xi ga kojim asociran nesimeirilan tenszor
?5f ",dok se koneksija uvodi pomodu a
(0.4,5)  Tiju 5§00t i = 0e), T 2 95T

U [10] Eisenhart dobija dva tenzora krivine za GRye U daljim

radovima vr8i razmatranja i u prostoru koji zadovoljava uslov (0,3

({11] = [13]),0dn. uslov ([14],[15]):

o) ?‘:‘f“”’ = fijy ™ i ?w f}i dip = O

0.5, Osim pomenutih radova L,P.Eigenharti-a,generalisani Ri-
manovi prostori ispitivani su i w radovima [16],[17], [20], [32] . (33

No 1 pored toga,mnogs pitanja su ostala nerazjadnjena i mno-
gi problemi otwvoreni.

Ova} rad Je posvelen sistematskom ispitivanju prostora GRy e
Vedél deo sprovedenih istrafivanja se odnosi i na opftije prostore
-na prostore nesimetrilne afine koneksije (L.).Stoga su u celom
radu ispitivanja vrSena prvo za Lys & zatim su date specifilnosti
za GRy.

Rad se sastoji iz 10 paragrafa,od kojih $1-3 &ine Glavu I,
§4-6 gine Glavu II, a é'?-lO glavu IIT.Ukratko demo izloZiti sa=

drZzaj svakog paragrafa,
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U &1 su date osnovne definicije irelacije koje se odnose
na generalisani Rimanov prostor GRN i1 prostor nesimetritne afine
koneksije Iy,uglavnom prema radevima [9], [10],[16],[17]. Pri tome,
u teoremi l.l.dokazujemo osobinu (1.14) generalisanih Kristofelo-

vih simbola Z.vrste,koja Je analogna poznatoj osobini u Rimanovom

* .
prostoru, a odnosi se na F:K .

U &2 se najpre za prostor Lys8 obzirom na nesimetriju ko-
neksije,daju formulama (2.1) definicije dveju vrsta kovarijantnog
lzvoda pa se zatim dokazuje da je s:a.metriéni deo g odn, gi‘{ O G

. novnog tenzora fag s 0dn, u obliku ﬁ’ prastora GHN KovVarie
jJantno konstantan u odnosu na obe vrste diferenciranja (2.1),Isto
vaZi za Kronekerov simbol J; (teor.2,1=3),

Dalje se definisu dve vrste vrste apsolutnog izvoda i,u vezi
8 tim,dve vrste paralelnog pomeranja.Dato je jedno geometrijjeko
tupse mnje obeju vrsta paralelnog pomeranja,kao i vektora torzile
L “:xc, koneksi je Lfi:. (P.Graif [24]).

U &3 se najpre daju uvodni poimovi u vezi sa potprostorom
progtora LN’ a zatim uvodi pojam indukovane koneksije potprostora
1 u vezi s tim dokazuje teor.3,1,Proizilazi da ako je prostor bez
torzije,bice 1 svaki njegov potprostor bez torzije,

Prelazeéi na potprostor prostora GRy,najpre preciziramo os-
novne relacije, a zatim dokazujemo da va®i isti odnos paraleli z=
ma vektora u GR, i njegovom potprostoru (teor.3.2,3%),kako je to
poznato u RN,Pri tome se posmatraju obe vrste paralelizma,

§4 se odnosi na identitete Ri&ijevog tipa.Naime,u LN PO

stoji 10 razliditih mogudnosti za formiranje razlike

TIERR Bt A

‘tﬁl tvi"'! w
K8 é

(:ﬁ')f,&,f v.:(_,-&),

"“



gde [ i oznacavaju dve vrste kovarijantnog izvoda prema (2,1).
Na osnovu toga se dobija 10 identiteta,koje zovemo itdentitetima
Ri¢ijevog tipa prostora Lys @ datl su jednadinama (4.1,8,10,22,
25,29,33,36,40,43) ,Pri izvodenju je primenjen metod potpune induite
cije obzirom na broj indeksa tenzora . . U dobijenim identite=
tima , osim ranije poznata dva (4.2,9) (rad [10] ), pojavliiuje se
i treéi tenzor krivine ? (4.46) ,kao 1 15 veli¥ina koje imaju
oblik i ulogu tenzora krivine,ali nisu tenzori,pa ih zovemo'pgeum
dotenzorima krivine" prostora Liys 2 dati su jednalinama (4.11,12,
25,24,26,27,30,31,34,35,37,38,41,42,44).Napomenima da U.P,.Singh
[34} dobi ja ? za jednu specijalnu nesimetridnu koneksiju,koja
Je na odredeni nadin pridrufena prostoru Rys 8 uvedena Je od straw
ne M,Prvanovidé [18]. Dalje uvodimo 3, 1 4., vrstu kovarijantnog
izvoda (4.47) tako 3to kod %.vrste sa kontravarijantnim indeksgie
ma postupamoe kao kod l.vrste,a sa kovarijantnim kao kod druge viw
ste kovarijantnog izvodajkod 4.,vrste postupamo sa Indeksima obrnie
to no kod 3,vrste.Samo jedan od 10 moguéih identiteta u ovom glue
caju,dat sa (4.51), interesantan Je u paglédu dobijanja novih tenw
zora, jer se tu pojavljuje novi tenzor krivine R (4.52),

U é&5 se najpre za dati prostar Ly neaimetriéne koneksi je L‘
uvodi pojam pridrufenog prostora LN simetricine koneksije L;;
(simetridéni deo o4 Im“ ).

Jednatinama (5.4~7) se uspostavljajun veze izmedu tenzora kpie
vine R, %, g, § prostors Ly 1 tenzora krivine R pridruZenog

prostora Lﬁ, a jednalinama (5,8-22) ge isti problem resava za

pseudotenzore krivine '?*"‘*ﬁ"

U &6 se odreffenim kombinacijama identiteta Rid¢ijevog tipa

iz 94 dobijaju sloZeni identiteti u kojima se pojavljuju novi

tenzori krivine Ei,...,g}nastali izvesnin kombinacijama pseudo



tenzora krivine.0d svih %ih identiteta izdvajamo njih devet (6.9,

g L

14,287,29,32,56,65,83,95),u kojima se javljaju tenzori ?,...,?

(izuzev (6,28 )gde se pojavljuje kombinacija § 1. § } dati jednaw
$inama (6.7,15,16,3%3,66,67,84,85),

Ovde dobijamo 1 viSe veza medu tenzorima i pseudotenzorima
krivine prostora Ly,koje su date jednainama (6.4,7,8, 15,16,19,
30,33,44,50,57,58,66,67,74,75,79,84,85,91.96,97).

Dobijene su i interesantne relacije (6.12,24,47,53%,61,62,72)

u ve Ei- a a Q-‘u.. P oo PR
mﬂﬁ li 1nan .(KWK}} ) Q"’{’Wﬂ‘) ) a "'(}.‘WW\} } a’.,,.wana- J

datim jednalinama (4,14,28,3%2,39),a koje nisu tenzori.Pri tome se
dobija nov tenzor &... (6.12),koji se takode pojavljuje

Tt wmn}

u nekima od navedenih sloZenih identiteta.

U &7 dokazujemo da su od 12 dobijenih tenwzora krivine Ryoos

o

...,5, 5,...,ﬁ prostora LN ukupno 5 nezavisnih a da se ostali
)

mogu izraziti kao linearne kombinacije tih 5 tenzora i R ., Jedw

My

nadinama (7.17=23) izra¥avamo tenzore ?,?,...,% pomodéu R,g,...

L d

it"R,R ¥
w' |
98 se odnosi na osobine simetrije tenzora R,R,R,R,R (ostali
17473y 2 !

kao linearne kombinacije navedenih,ne ispituju se posebno).Jedna-
¢inama (8.2,9,10,18,28,37,46,47,50,59) su izra¥ene osobine sime=-
trije koje su iste kao i odgovarajule osobine simetrije w prosto~
ru simetridéne koneksije L§, odn. u prostoru RN.Pered toga, jedna~
inama (8,6-8,22-25,29-32,38,41~43%,48,49) uopdtene su poznate 0gow
bine ciklicne simetrije tenzora R u Lﬁ, odn. Ry

U §9 izlaZu se geometrijske interpretacije tenzora i pseu-
dotenzora krivine prostora L.. Posmatrajuéi Jednu,ustvari prvu,
vratu paralelnog pomeranja vektora duZ odredene konture ( §2 ),
F.Graif [26] dobija izraz za prira¥taj AV vektora v° izra¥en

pomodu %. Time Je dobijena geometrijska interpretacija tenzora ?.
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Menjajuéi vrstu paralelnog pomeranja (t.3. koristedi 2.vrstu
umesto 1.) duZ iste konture , dobijamo ( §9.1.2 ) geometrijsku
interpretaciju tenzora % » M.Prvanovidé (nepublikavan@), OSim nae
vedenih Interpretacija tenzorn ? i % y,dobija i geometrijske inter-
pretacije tenzora ? i ? na taj nadin Sto duZ dveju naspramnih
gtrana pomenute konture uzima Jednu,a duZ drugih dveju strana-
drugu vrstu paralelnog pomeranja vektora vi.Odatle dobijamo idseju
da duZ Cetiri sirane konture posmaramo 24ml6 moguénosti obilaska
konture,kombinujuéi pri tome du? pojedinih strana 1. odn. 2, VD

gtu pomeranja vektora vi. Na taj nadin dobijamo geometrijske inw

terpretacije (9.4,7,8,9,14,22,27,33,37,38,43,46,48,50,53.55) tenw
zora R,R,R,R ,kao i pseudotenzora parnog indeksa A,.,.,4 .

L7273 ¢ 2 1y
Ponavljajucéi prethodni postupak za kovarijantni vektor v

y
dobi jamo geometrijske interpretacije tenzora 5,...,§ (pcnavu)f
kao 1 pseudotenzora neparnog indeksa %,...,é. sve je to 1lgraZeno
Jednadinama (9,60,64,68,72,75,79,80-83,85,87-91).

One od napred navedenih jednadina za vi, odn . vj, koje sadne
Ze tenzor torzije (sve sem prve Setiri u oba sludaja) daju isto=-
vremeno 1 geomeirijsku interpretaciju tenzora torzije,

Na kraju, formirajudi algebarske zbirove dvaju ili vide to-

tainih prirastaja vektora vi

113 vj iz prethodnih slucajeva,dom
bijamo geometrijske interpretacije izvedenih tenzora krivine ?"‘*
...,% (9.97,98,103-107,112,114,116,118,120).

$10 je posvelen Einstein-ovoj jedinstvenoj teoriji polja
(J7P) [6]-[8]. Najpre se obrazlaZe zaBto se prostori GR, i JTP mo-
gu posmatrati kao specijalni sludajevi prostora LN’ zatim ge iz«
laZu neke osnovne relacije u JTP (10,2-5) i,na kraju, jednadinama

(10.6,15) uspostavlia se direkina veza izmedu GRy 1 JTP,koristedi

pri tome Lisenhart-ov rad [ll].Iz pomenutih veza sledi dase iz
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odredenih jednaéiﬁa prostora GRN mogu dobiti odgovarajuée jedna-
tine JTP 1 obrnuto,

0.6, Na kraju,Cast mi Je da zahvalim prof., D¥ Milevi Prva-
novi¢ na velikoj i svesrdnoj pomodi u toku izrade ovoga rada.Ona
mi Jje skrenula paZnju na neke elemente problematike koju tretira
ovaj rad,pratila ceo tok izrade,ekspeditivno procenjivala rezule
tate do kojih sam dolazio.Posebno istidem pomoé koju mi je pruZi-
la u vezli sa geometrijskim interpretacijama tenzora krivine ( §9).

Takode dugujem zahvalnost:

- Gradevinskom fakultetu w Ni¥u i Republidkoj zajednici za

nauéni rad SR Srbije na materijalnoj pomoéi za izradu rada,

~ MatematiCkom institutu u Beogradu, koji mi je veoma mnogo

pomogac w pogledu koriséenja literature,

Svetiglav M, Mindidé
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GLAVA I

NEKI ELEMENTI GEONETRIUJE
GCENERALISANTIH RIMANOVIH
PROSTORA I PROSTORA N ES Ie
METRICNS® AFINE KONEKSIUJE

1,DEFINICIJE I UVODNE RELACIJE
ll.Generalisani Rimanov prostor
(GRy)
Prema Eisenhartu [9] Generalisani Rimanow
prostor je Ne-dimenziona diferencijabilna mnogostrukost,u

kojoj jJeuveden ne s imetridan osnovni ten e

%z 0 T 5;{* (' .. . x”) ,t.j.takav da je u opitém sludaju

(1.1) ?ﬂj* 7 f;‘é )
" L)oo o .
pri demu je aéeft’j&-#,) 7
Takav Nedimenzioni prostor cbeleZavademo GRy ,dok ¢emo obi&an

Rimanov prostor obeleZavati Rﬂ.

Osnovne definicije i relacije koje se odnose na GRN date su

u [97,[10], [16], [17] ,8t0 demo navesti ukratko,pri Jemu istovreme-

no dajemo i neke svoje priloge.

Zbog (l.1),moZe se definisati simetrifni deo tenzora ?,,
]

d
(1.2) ?_:;;_' - f(?ff ‘f-?/‘ﬁ)
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i antisimetridni deo

(1.3) .4
z?i/ o 13'(5251“ ?ﬁa)

pri demu Y £ v znadi "jednako po definicijiv.
Spus8tanie i dizangije indeksa definise

se pomodu tenzora ja{ i ?‘i ,2de Je j’—‘{ definisan pomodu

L% “
(1.4) ?_L? = J

K v
a (5‘; je Kronekerov simbol,PoSto je,prema (1l.4),matrica | ﬁ’"’“ﬂ

inves o aatriecl | ?{.H y,ouzno je da bude zadovoljen 1 uslov
~{

‘j’ = cfef(?ii) + O,

L

Ako zZarezom oznatimo obilno parcijalno diferenciranje,na pr.

29,
‘Z:f‘; é i /

Jax*
mogu se na sledeéi nadin definisati gene raldisani

Kristofelovi saimboeli l.odnosno 2.vrste:

ol

L
r";f’d 2 ( ?&g‘ff ;i K ?a'"’"* il) !

© L gt i gl -
(1.6) {;‘w - ? FPJ*: i’? (?p&}f‘ +Z{p)i~‘r ?j}.,f) .

(1.5)

p
(1.7) rf "“"? ?._t “J kg

(1-8315) Fi{'ﬁ, 'E't' f::x.»f ) r —:fr"



L4

Polazedéi od zakona transformacije tenzora ézi pri pree=

!

lasku sa sistema koordinata .x* na sistem I i uvodeéi oznake

(1.9a,b,¢)  r* 4 3 R N A
T N T
z X Jj o~ Jx? dz”

dokazuje se [20] da vaZe sledeéi zakoni transformacije generali=-

sanih Kristofelovih simbola

F,- — F -22‘: {‘f’{% o e 4
(1.10) & ‘(;bf b S U A A f.;" ';E":; ;C.,*-fmi /
‘Lf
(1.11) [ L

T Yy : *
I'r‘cr - rj;x’ ‘Z; {;}.x; + -7( ":Ch

(1.128.,1'?) [:J‘J\L- %{}fﬁb — ?ﬁi}* ) 'r:_!m*"!—g!*‘; - j‘;&,}‘;" r
(1.12¢) [.. = M B
e Tl ?&}J‘ Z{_E;* Irw e

T .

Skalarni proizvod i normalnost

dva. vektora definide se pomodu gi sonako kako Je to uobilajeno
“{

U Rimanovom prostoru,

Za inteszitet velktora 'ﬁad imamo

2 ) . i "
(1-1-3) ( »f'ﬂ) - . 4,5",;{}' - ? | &@$° %J
«7 L f

Wty

Sada éemo dokazati da ga generalisani Kristofelov gimbol 2,

vrgte vaZzi osobina poznata iz obiénog Rimanovog prosiora.

Teorema 1.1. &ko je ? = el g’) yonda u GRy vaii
-~ o
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(1.14) (—c-:/ = ri:i = (E%Vrl_?j);w

Dokaz.Ako podemo od osobine poznate iz teorije obicnog Rima-

novog prostora (v.na pr.[él],§21,jeén.(9)):

&f
i}x« - j‘? ?ﬁ-)ﬁf
i iskoristimo (1.12a),dobijamo
— ot ~ :
9 = T (NperTiew) = 9U0L +T0),

tede
9.
o
Na osnovu (1.12b)do££jamo
Z 94 B
Iz poslednje dve jednakostl sledi (1.14).

Ko

Posledica, Iz (1,14)sledl da Je f;i; 3~Fi; ka0

sarcijalni izvod skalara -vektor i da je

i

“’

1.2. Prostor nesimetridne a fine
k oneksije (LN)

Ako umesto tenzora . na N-dimenziono] mnogostrukostl na
trJ .

podetku = gzadamo veliline i f;’(a:’, ;xﬂ) ; takve da zadovo-
{

ljavaju zakon transformacije prema (1.11)

(1-16 “: e ‘: x‘: :{'t{‘;{:‘: e t:; :.'
) / zifg{ DT v

!

/e ?



i da u op3tem sludaju vafi relacija oblika (1.8b)(nesimetrija),
dobijamo pros tor nesimeitridne afine kow
neksije ([22], £§89,[36],g1.I),ko)i demo oznadavati Ly« 0%i=
gledno da Je GRN Specijalni_sluﬁaj prostora LN.Veliéine LJ%V

su kKoeficijentTi koneksi]je prostora Lmﬁlz
(1.16) vidimo da za simetridni deo JL;m { F;;_ ) vaZi isti za-

ey

kon transformacije (1.16) i da se antisimetridni deo L;; { F;; )
‘ A\
transformige kao tenzor.To jJe tenzor torszilije pro-

stora Lﬂ(GRN) »

2« KOVARIJANTNC I APSOLUTNO DIFBRENCIRANJE I PARALBLIZAM
U LN (GRN)
2ete X ovarijantni i2zvodld
Zbog nesimetridnosti koeficijenata koneksije,mogule je u
LN(GR Jdefinisati dve vrste kxovarijantnog

izvoda tenzora,Na pr., za tenzor (¢ - gefiw

‘tf "'.bq, c{
Q & (2 -
(2.1a) 1 fom
é CZ* —ﬁwZ i KA -E*fP}QfF A L A
) F* ok “EL (Pl
W
ol 7t ¢ Py

i1 kovarijan+tni iz2vod 2, vrste

g voas Q%
(2.1b) o =
P )
2z
d ... = R A0 Py Phgpe 4 e
zall vyl ka --ZL f‘?fé YR
;A wipr 'f,.‘ e ‘é'\f H{,ﬂ f i'b'“f f* b d v

Postupkom koji Je slidan onome u Rimanovom prostoru,moZe se dom

kazati da je kovarijantni izvod tenzora takode tengzor i da vade

poznata pravila za kovarijantno diferenciranie,
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Ma da se u vedini raﬁa?& iz navedenog spiska literature kori-
sti nesimetridna koneksija,ipak se,sa retkim izuzecima,koristi sa-
mo jedna vrsta diferenciranja,i to prva,prema (2.la)(izuzev Ralev~
SKog, k031l u [22] koristi samo drugu vrsitu).Dve vrste diferencira-
nja koristi A.Einstein[7] (u vezi sa jedinstvenom teorijom polja),
M.Prvanovié [18], [19] (za specijalne nesimetridne koneksije,pridru=-
sene na odredeni nadin obilnom Rimanovem prostoru),M.Pastori [25],

?.Graif [26] ,B.Brinis [27] {(poslednja tri autora u vezi sa JTP),

Dok osnovni tenzor » nije konstantan u odnosu na Kovari-
&
jantno diferenciranje (2.1),dotle to jesu ¢, 1 ?if JNaime,dokaw

zatemo sledede tri teoreme,

Teorema 2,1, Tenzor jﬂ{ Je kovarijantno konstantan

L

u odnosu na obe vrste diferenciranja (2.1),t.). vaii

ipinguh

(2.2a,b) | %z, el TO ?gm = 5
s

il

Dokaz.a)Polazeéi od definicije l.vrste kovarijantnog izvoda

i koristeéi (1.7) i (1.12a),dobijamo

r o e T - £ o
?:i [ % Z__g_ , r:.'m ?fg rltﬁ"‘ ?‘;ﬁ N ?ﬂ . '{;‘:“‘* B r':J‘“* =2,

4 J

t.j.vazi (2.2a).
b)Analogno,polazeéi od 2.vrste izvoda i koristedi (1.7) 4

(1.12b)dobijamo (2.2%0).

Teorema '2.2. Za Kronekerov simbol vaZi

(2.3a,b) §. =0, d; = 0

Dokaz se dobija koristedi definiciju 5'~simbol& i kovari=-

jantnog izvoda (2.1).
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t:J"
Teorema 2,3 Za 7 wvaii
O 4
E}H’ w——ry O Y ‘? } W, - O A
: 2

Dokaz se dobija polazeél od definicije (1.4) i koristeli

(2.4a,b5 ?

pravilo za izvod proizvoda i prethodnu teoremu,

2e2s Aps olutni izvodi 4 paraleln o
pomeran]e

2elels Pogmatrajmo krivu ¢ definisanu u LNjednaéinama

(2.5) X mextt)

}

pri ¢emu je u tadkama te krive definisano tenzorsko polje,na pr.d{.

Mogu se definisati dve vrste apsolutno 2

i zvoda tenzﬁrakeg polja 5%. pe parametru t duZ krive C u LN

Dav ., : L% Codx™
d . Ax™ a® —) T g EE
(2.6a) :;sz — Qw6 *"Zm [ dt =% e
4
‘ . : ",
(2.6D) ‘?@f AL gt Ax xmﬁg% /. Q“f‘(:t“ Zm ; j?
Y P ‘,fﬁ. pté o&t o f j ﬁ d(
ldve vrste apsolutnog diferenci Jala:
oL . -
(2.7a) Pa; = Lipm L™
(2#7b) " ...‘i ‘{ "
Da; = qyiﬁba&z |

Na osnovu toga definifemo dve vrste parailel -

i 2z ma tenzorskog polja u Lye KaZemo da Je tenzorsko polje c%;

paralelno polje l.vrs+te odn, da tenzor aj
vr3i paralelno pomeranje 1, vrste (kratko:pomeranie 1. vrste)

duz C ako 1 samo ako Je njegov apsolutni izvod l.vrste du? ¢ nu-
lajanalogno se definife para le ln o polje 2, vrste,
odne.paralelno pomeranje (kratko:pomeranje) 2.vrste Ako za paraw
lelno pomeranje vrste ¢ (&=1,2) tenzora &% uvedemo oznaku @l

{ { g
inamo

(2.8) a4, S ~§ - Z O [ & :::.{j,.?,))
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odaxle

d y o B P oo
o) ajl < def =-lielden clfalden,
(2.870) Qi & dal =-Liahde™ ¢[T al dx"

2e2.2 . Uzimajud¢l u obzir definicije skalarnog proizvoda dva
vektora u GRy, pomoéu ?5{,a s obzirom na kongtantnost Igﬁa U
odnosu na obe vrste kovarijantnog (prema tome i apsolutnog) dife-
renciranja,lako se dokazuju teoreme ¢ odrzZanju skalarnog proizvo-
da dva vektora koli se paralelno pomeraju, o0 odrzanju ugla medu

njima,kao i o odrzanju intenziteta vektora , datog pamoéu (1.13),

2.3 Jedno geome triisko tumadenie
torzije i dveju vrsta
paralelnog pome?ran]a
Prema F.Graiff[24],mo§e se datl slededée geometrijsko tuma-
¢enje dveju vrsta paralelnog pomeranja i torzije u LN‘
Pogmatrajmoe u LN Jedan povrsinski element odreden sa dva ine
finitezimalna vektora dox* i &z° ,koii polaze iz iste tadke P(x1).
Tada su krajevi tih vektora Q(xi+dxi),ﬁ(xi+£fxi).

Izvrsimo paralelno pomeranje

iste,na pr.l.vrste vektora dx*
duyg dJx* y ka0 i obrnuto.Ne

ka je u prvom slulaju krajnja

tatka pomerenog vektora S, a

u drugom T.Za koordinate tih Pexi) =

tadaka dabijamo: Sla.l,

(2.9) ¢ = XY gt cp{%":f-az’{;) = x¢ e dxt v Ix¢ + L dat
5 .

(2.10) Xt = At pdal A r i) = oar rLar rdat d Jz¢
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Ako Sdxt, ddx* izradunamo s obzirom na (2.8%a),dobijamo
(2.11a,0)  §dn® = - LjwdePde™ | fOni = <Ll Jarde

Iz (2.9=-11) dobija se u ovom sludaju

. v b e ¢ P L -
(2.12) - xf = d Pt - Jdat = 2L daPILT

T 5 e

§to znali da se tacCke S| T ne poklapaju u sludaju T O T
v’
xad postoji torzija.
Axo se vrsi paralelno pomeranje 2,vrste,dobide se analogan

rezultat,samo B8to de u (2.12) na desnoj strani biti,[éa, umes to

Lr.'.

Y,
o’

*

Medutim,ako se izvr$i pomeranje 1l,vrste vektora «x' dul dat
a pomeranje 2.vrste vektora dx* du} dx¢ ili pak obrnuto,dobide
ge ista vrednost za ddx‘i atd'x**,pé. ie tada _J:::"‘:.-: ?5 ,‘b.j.éetvarﬁugaa
se zatvara., Dakle wvazi:

Te orema 2.4, (F.Graiff[é4]).Neka je u LN povrSinski
element odreden vektorima dx* i ﬁzﬁ,knji polaze 1z iste talke
P(xt).Ako se ofx* pomera duf dx* po jednoj od dve vrste paralelnog
pomeranja,a ox* du¥ dx* po drugoj,krajnje talke dobijenih vekw
tora se poklapaju,t.j.dobija se zatvoreni paralelogram u LN. U
slucaju primene samo pomeranja l.vrste razlika koordinata krajnjih
tacaka pomerenih vektora data je pomodu (2.12), a u sludaju po=-

‘tan FI1E -

meranja 2,vrste treba u (2,12) stavitijizw,umeﬂta L gmj
S

nja se znak posmatrane razlike.

MoZe se smatrati da se paralelno pomeranje l.vrste vrii po
jednoj,pozitivno] strani,a paralelno pomeranje 2.vrste po drugo}],
negativnoj strani povrsinskog elementa,Dakle,da bi se u posmatra=
nom slucdaju dobio gatvoreni tetvorougao,treba vektor dect pomerati

po jednoj,a vektor dx¢ pe drugo] strani povrSinskog elementa,
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3. POTPROSTORTI PROSTORA LN i GRN

ele PO tprostorx LMCZLN
Neka su u Lg koordinate x* (i=1,...,N).Jedna&ine

(3'1) x"* mx‘[%f}.*rr; “'{;M)f M 4L N ) }
ER

pod uslovom da Je rang matrice thf%?[ jednak M, odreduju p o tw
2 &

prostor I, prostora L.,5to piSemo L), CLy.

Napomenimo da ¢e ovde,kao i dalje,ukoliko nije drugadije rew
Ceno, gréki indeksi uzimati vrednosti 1,...,M 1 mdnesiti gse na poti=-
- prostor LM’ a latinski ¢ée uzimati vrednosti 1,...,N i odnositi se
na prostor LN‘

Kao sto Je poznato,sistem

dxv : ¢

(3'2) ’h‘?“’;{:“ —— a:;"(' —— x%

je kontravarijantnl vektor u odnosu na Lﬂ,a kovarijantni vektor
u odnosu na LM*

pomocéu koneksije ‘wa progtora LN moZe sem? LMC:LN definim
sati indukovana kXoneksiija L/':r , tako da zae

dovoljava jednadinu

Ao L“
gde je
L g 9exr
(3.4) e T iR

A"

Medutim,da bi sistenm L:T predstavljao koeficijente ko
neksije,treba da zadovoljava zakon transformacije (1.16).To se

utvrduje slededom teoremon,

?Teorema 3.1, Neka su }.I‘f& ‘koeficljenti koneksije

prostora Ly, a velidine [ * definisane u Ly < ILy,zadovoljavas

ey

ju (3.%).Tada su i l_;; koeficijentli koneksije za Lﬁ¢

Fipionly.
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Dokaz.Ako poGemo od (3.3) i sa koordinata «™ predemo na

koordinate w*’ (u Lg) imademo (koristedi oznake prema (1.9) i

(3.4)):
R N, C gl
iﬂﬁx, Z}Jﬁ T+ g Zx I.x “ “W +(% 60 ) ;
to na osnovu (3.3) postaje:
- )
iz‘-”"’x “ x(i:f T "'Z :* “, ”'x,;; “ﬁ,« *"1'; “:“x* )
odnosno
—_
fow WZ &%W+*&;ﬂ 7

odakle sledi relacija oblika (1.16), 8ime Jje teorema dokazana,

————

Posledica., Iz {(3.3) za torziju L;k; i induk o~
" .

vanu torziju [ *  dobijamo

Ja% 4
v
(3.5) ;< ¢ i op %
L@j‘ /—g‘z,« -2'@-’{5. )
odakle Je -
P . - o
(3:6) [.{:ff, e O =P A;if :O}

tede ako je prostor LN bez torzije,bide i svaki njegov potprostor

bez torzije.

%02 PO tprostor GRMC.'GRN

342eLte AKO sU U GRN koordinate ~ZJ onda Jednadine (3.1),
pod uslovima navedenim na polfetku ¢ 3,1.,0dreduju GRM<:GRN.Ka9

8to Jje poznato [16}, izmedu osnovnog tengora jﬁj. prostora i oge-

novnog tenzora 5‘;# njegovog potprostora postoji veza

(3.7) ?’% = .tf- :{; )
odakle Je



(3'8a’b) ?'i}?_ -~ ?ig: I; -{:; ) ?@ — ?}:{' ,Z;'(;’
12 (3.8b) Je
(5'9) ?@, - O e ?‘ig - H

t.j. ako Je osnovni tenzor prostora GRﬂ gimetriCan,bide simetri-
¢an 1 casnovni tenzor svakog njegovog potprostora,.

e

Ako g'ﬁé odredimoc prema Jednadini koja odgovara (1.4),a

zatim generalisane Kristofelove simbole 2za GRN i GRM formiramo
prema jednadinama (1.5,6),vaZi (3.3),t.). ovako dobijena koneksi-
ja ?m;ﬁ, potprostora GRM je indukovana za koneksiju ;f;: P o=
gtora GEN.
3¢24240dn0s paralelizma u GRy 1 njegovom potprostoru
Posmatraimo krivu C u GRmﬁiGRN i vektorskoe polje dui C,
tako da su njegove kontravarijantne komponente VASIRY GRN' a v~

u GRM. Tada Je

-

(3.10) vy = VT X

Kako se paralelno pomeranje wvektora karakterige preko ape
solutnog izvoda,to Gemo naéi apsolutne izvode po luku za V©
odn. V= i uspostaviii vezu medu njima,

Prema (2.6) je

& 7 % s — &
(3.11) P2 ‘-:j" Y D A
1
2 > i 4 <3
(3#12) , ﬂ{vg - ,
g = .*.F;Hv"_f.'?f_,_ :
f oL ~ P A
¢ | ad
pri Cemu,uzimajuéi u (3.11) na levoj strani f° na desno] tre-
— 1
ba uzeti FE%{? a uzimajudéi na levo] ff“ , Na desno] trebda

— &
uzeti F;}, e Analogno za (3.12).

Na osnovu (3.10),(3.1) i (%.12):
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e _i o L Lr ol o " ‘f‘f(u o
g‘“dé(wx")*r*{fx"dxt"' oAy
7 —u o duP oA e w oa ™
= vy I;{%V ':C,,;.{;., n %rpm Zd:{.’(" ) )
tele
¢ o R & ol ig® ¢ v ro ™
(3.,13a) :? — Zn -Z.aé + V s (:(,m rfﬁwxd :{:(u
Analogno se dobija
' 6{1:;'{ . — ™ ’ - £ u
b ¢ ¢ ( L
(3.13Db) j = -;Z;*- -?Il'{ + VM'“‘Z“ (':Ca.afa + ,"“*Pvtof-{f"
) .- ,
MnoZenjem levih i desnih strana jednadina (3.13) sa ?‘:{,C;
i uzimajuéi u obzir (3.8),dobijamo T
— @ :
3eld) ""‘{"r FA 4 d‘ﬂ( ¢ L £ .
( Z:Jf*f el % (% R IE A IV I

Da bi tranafermiaali desnu stranu u prethodno] Jednadini,

ibrininy

podimo 0d(3.7),koristedi izraze za [:‘ﬁf preko j..m prema (1{.5).
Na ta] nadin dobijamo

[‘ — j,_.( n X v J
“RY Z ?a;,m:ﬁx {@'{x %?ﬁf ”Caﬂ ?;‘z Lip
4 ¢ J —

. vy, % ﬁ ,f':': %—?i’xﬁx;ﬁ *j xﬁ'* «1;

jq-}mi’:ax& fg’ ;{X W?I—Tﬂx&{) =

i
A TpY )

odnosno
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i

(3415) {:pr = ?af. ‘Ti {:{’:x + F;Z -?Cj.; :C;)

na osnovu Sega jednadina (3.14) postaje

a prema (3.11):

i

3,16 ¢ . *
( ) 3@{ %? L “p é? (6 =4,2) .
Odavde vidimo da Je

(3.17) 9.9z =0 <> p7 -,

Wowitingy

pa vazi

Teorema 3,2, Ako kriva C lezi u potprostoru GRM
prostora GRy, onda je potreban i dovoljan uslov paralelizma 1,
odn., 2.vrste vektora duZ krive C u potprostoru to da Je njegov
apsolutni izvod odgovarajuce vrste,kao vektor u prostoru,nor-
malan na potprostor,

U GRN(GRM) se mogu definisati geodezijske lindije na'isti
nalin kako se to &ini u obiénom Rimanovom prostoru. Pri tome se

dobija ista geodezijska linija pomodu obe vrste diferenciranja,

TeJs torzija koneksije nema uticaja., U sludaju geodezlijske 1liw

nije uzmimo - T .o A« po o dxd pa iz (3,11,12):
s S
ol a{z',q"'fv oV 4 At L . X ‘“ . I
fo=oe s f?’?“fﬂ

U tom sluéaju,kao posledicu teor.3.,2, i defini%uéi glavne normaw
le na nadin analogan onome u Rimanovom prostoru,imamo alededu
teoremu,

Teorema 3.3, Ako je neka kriva geodezijska linija u

Gaﬂ, bide geodezijska linija i u GRy € GRyo Obrnuto,ako je kriva
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geodenijska linija potprostora GRyry biée njene glavne normale,

posmatrane kao vektori u GRN, normalne na GRy: e

leoreme 3.2,5 predstavljaju generalizaciju poznatih teore-

ma za Rimanov prostor ( [21},str. 149-150,[29], &52 ).
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GLAVA II
IDENT2ITETI RICIJEVOG TITPa,
TENZORI I PSEUDOTENZORT KRIVINE
U PROSTORIMA NESIMETRICGCNGE
AFINE XONEKSIUJE

4. IDENTITETI RICIJEVOG TIPA U Ly

4.0, Uvodne napomene
Poznato je da u Rimanovom prostoru (i u svakom prostoru
simetri¢ne afine koneksije) postoji jedan Ridijev ldentitet,
koji se odnosi na alternirani kovarijanini izvod II reda. U
slutaju nesimetridne koneksije postoji 103moguénaati za formirgm

nje ragllike

LTIERR Ve o A
(4.0) {4, - 4 (£,8,8,6 = 4,2)
17y Wy, B by o my
N b &
gde | I oznadavaju dve vrste kovarijantnog izvoda prema (2.1),

i
Pa 8e na osnovu toga dobija 10 identiteta Rilijevog tipa[ﬁq].

Ric¢ljev identitet se u literaturi obidno izvodi posmatra ju-
¢l tenzor sa nekim odredenim brojem indeksa,obidno vektor,pa smo
I miw [30] izl0Zill dokaze za tenzor in;‘rl, a na osnovu toga
izvell zakljulke za opSte sludajeve,Ovde pomenute identitete Qo=
kazujemo metodom potpune indukeije.Uvodimo i neke izmene formale
ne prirode w odnosu na [30].

Osim toga,ovde definifemo 3, 1 4,vrstu kovarijantnog dife

renciranja 1 pomoéu njih dobijamo jedan nov identitet,pri Cemu

se pojavljuje jo3 jedan tenzor krivine (R) .
4
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41, Tdentiteti dobijeni pomoddu
i, 1 2, vrste kovarijantnog
diferenciraniia
Teorema 4.1, U prostoru LN vazi 1, i dent i tet

Ri¢i jevog tipa

&f * 4y "?,.-.(.‘,r '?-f "tg
(4.1) @éf"‘évin a/é.;* f.vimm -
4
4 v
_— > f - N # é# - r Ty A
= LR e (L) al Tl en(Pan AL
4 =4
gde Jje
R = L =LE LT L
(4.2) A B I am Sgwyw S g S it
tenzor krivine 1, vrste prostora LN’ aok Jje
P 4 Re vio Ryeq P Tapy 0 R
»* s—— a
(4.5) n)al. G e ,
R, ++vve N
(4.4) [(%)a " £ a . t
e R S T

Dokaz., MoZe se neposredno pokazati da (4.1) va¥i za u=1,

v=l,%.j. 2a tenszor z@i’ . Pretpostavimo da (4.1) vaZi, pa dokaw

zimo da vaZzi za tengor é’ Beooor R tuny

by » -« &y Evey ’
Posmatraimo tenzor
e ot Ry A g 2y R sy Cyg
(4\!5) @éf . -ér - f—" ty étﬁ;uf {}z'mrf
Primenom (4.1) na tenzor A, :ii (4.5) imamo
Ty oor g Brg eon Ry & D ot (f. ) é /Célﬂ-f _
@é‘ sty | oam “a'@np ST VI (A - z ‘] P )zﬂﬁ "t'n..-#«;
(4'6) ¢ A g{,"-‘-’u‘«j
¥ .
F - P‘ éﬁ 4 “F‘f’f if { ’ 'i" )
“Lhtun( )é ,f‘& “‘JA“‘Wé‘JP'C“ g*"C*I'P ‘
e 4 » P wed v 4 4
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S druge strane je

Ry¢ v A -y & . :
a “a/”. x(é "e {V-rr ) _ﬁ(é.” C) —
“«iu&o '”[W'ﬂ. 'E{ v t’ i%‘i{, iwu‘
4 4

x(é .-.;Mwwé“‘fw“)c.“‘!. é*“ ({””I“"*W “C”'IWW)
4 1 . 4 !

Ako u poslednjo] zagradil na AL o primenimo odgovarajuél iden-

o f

titet prema (4.1),poslednja jednadina postaje

Ry v+« Qg Tyomr Rug

(4‘17) @4,‘ “a/éi’“é*iwum(g - g }Wiﬂ.) -y +
. nv é'ﬂ‘f-f . ¥ i {’vh‘ £ . |
+ 4 (72, 7 =R, €, -2 Cooin) .
. {

PMW H’*{v?"{ 4 Wty B WL ‘F’ K,

Izjednadujuéi desne strane u (4.6,7),40bijamo

(6, 6.0, )c

I

o Crer Eve
B ; ? £ oun ( ) 6 C Rty iz '?vw-m MW ¢ i é o
- Y 3 P g oty vy ;C P é
Yo P by mm ) {"Zm+4 - - powens A,
£
- £ g V4!
ZL’::& e L

Odgovarajudé¢im izmenama nemih indeksa dobijamo

('g::jumu éf,.w) :.M,, [Zfﬁ pu%( )’g N

&

Y q

P M(ﬁ)@ ﬂ;g:fﬁ,jc‘““
Nt 4

Uiors

¥

Da, poétﬂ je fC " proizvolian tenzor,vidimo da (4.1) vaZi i za

H--i*{

tenzor 5 g orer iy ¢ime Jje teorema dokazana.

éq I é'if"'-{
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Te orema 4.2 U LN vazi 2. i den t i tet R i m

i jevog ©1pa

By rr Ay A
(4.8) @i,, . Q/g,* by -
- { . f’
= F P f} Z_: ““"“’( ) +ZL P
gde je "7 o=
iy d , ¢ '
(4.9) f'/ ‘{’*‘*m “Z’“j',w i"‘}m '[‘“f‘z’*ﬁ L"-j >

tenzor krivine 2, vrs te prostora LN*
Dokaz na isti nadin kao kod prethodne iteoreme,
Teorema 4.5, Uprostoru Ly vazi 3., 1 dent il tet

Ricijevog tipa

K, v ‘
(4.10) ' ) f o - C;Lq B -
Ty v Evim) m Zy € 0w .......
x % o , v
o P £
=2 0 s li)a =) 8 (B)al
”?.w, By v A Ny ni R
P s
a
Zf“’t;-'*ﬁsJ{‘ftﬁ-‘;’ .f-z{ﬂj‘f**‘ﬁv(\“tf,ﬂ—«f} +‘ZZ"‘.‘{‘;“ a“-r“'f#if"
gde smo stavili
X y, X ) .
. l ‘ " puind L; B £ ¢ - ‘:
(4 1 ) f? f mo f-’-fm.,w Ajw}m+ijmimp L;?wiu?a
(4.12 ‘L d g )n P ;
) f ] M =/ J if”“a”*';‘i‘*f‘z‘rw “Z’f;‘z“f”‘"*
Rg vve X 4 <L ke
(4,13 ) = -y LP f
) Qﬁi cee Ry { Wy ; f’“‘l )ig)ad Z ‘L%P% {pﬁ)a
s g N’
Ry v )L LA ] g A
. : WA
(4.14) @{f cea by N\ mengy .{“Z Z* Al’:-f”““‘ “’ﬁ] iﬁ) d’
(Ndﬁ?
-2 20872 ) T Hlla(X)(2)a
¢
i ‘iz rep bsl Z ‘“ e

(A & )
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e o A A he 1 - Ry g P
(4.;15) L[UZEJ T X (Lf.?w 7 Z\wpiéw) )
ey 2 gy T R
4.16 ( Pyl L
( ) }Zat)(’ﬁ) 6(/ ‘4£ﬁﬂ4§£})ff‘ "d—v' »

U sludaju vektora izraz (4.14) je nula. Za slulaj tenzora

{dentitet (4.10) se svodi na

- . . i P ‘
at. , “"'Q,‘f%im — iﬂl fow*ﬁ, @/ " lq iﬂwmﬂ’f} t
(4.17) f;mz.% { 4 4 2
+L{{APM j}M“L;W@P?%)MW +lf( ‘!'[fuw H-j_]’a’ }HN'JL'.ZZ. j{P )
gde {' ,) znadi antisimetridni deo izraza w zagradi,

A
Dokaz teoreme. Primenidemo metod potpune indukcije.

Mo¥%e se neposredno proveriti da (4.17) vazi,. Pretpostavima

da (4.10) vaZi,pa dokaZimo da vaZi za proizvoljan tenzor g A bty

Primenom {4.10) na tenzor éiﬁfflﬁif , dat pomoéu (4.5):

<ty tyey

dobi jamo
(4.18) az:;::‘;wiw a.’ MM“Z . S (06 ( .

méf e (2670 i/{é’ffi(’,fff)<w7‘*‘

F z/(é’j,'jc:i‘_)ww-f—zz*"’ (6., ¢ +6" f:;;,,,,) ..

Na osnovu (4.13,14) imamo

= ‘e
(4#19) (gC) :Z..,'_L:a,;(é)(g)nc 4"5“.’6”.;%) -

Cwny  wzy
“‘”Z‘Lfﬁu( )(é g ¢ ?"')z
(4.20)
’ (é < )wam,a ZZ [M M]/xi)(zz:;)g.. n
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S druge strane,na osnovu (4.5) i (2.,1) je

} - » e ‘*zuimﬂ“f‘“f“ﬂfk)‘gu. +
A f 3 4 > 1 2

L o)

SIS WAt AL N L LG ()6

Evgy 2. PO _
'f"[. ves { HZ:"L ,Ct’.& '}*[g*w;w %QZ 'Z""P (i«/) é
% bk 4 a

Lt |

LN (PIe e e < FW 1-

N\

Ako lzraz u drugo) zagradi na desno] strani poslednje je=
dnadine zamenimo prema (4.17),a izraze (4.19,20) zamenimo u

(4.18),pa izjednadimo desne strane jednadina (4.18,21),posle

duzeg sredivanja dobija se

'fwf " /legr Ay ""'J-H;
[""*H (é '.é"’“i%i%m éf‘f”’évﬂf:wi%) B
_ vy e e, p }Ig‘.” i ) .
- ’L«.H{é, ff frrum ('t“’) g " ‘? e ()z“'” é
< P o\ po = L,
Hﬁ-“f ﬁ Ep e (f:b) g =L "&V'tf il ( ‘F:H) é *
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[ E 2 GG E i LS ()R, ) 8 -

ek

(Lapy)
- A F 5&) 1a ( ( ém)
— Z Z_ L[PM wt&] (Qué)(’j g Z L['PH. iwéf”j /lac) g
PEVEN-LL “~ La-¥
T s oA - (e 3 .{)(‘{p) -
MZ: L[P“&Z‘“‘Eﬁ*][ wﬂ) )é +Z Z A th]( 2 é
P=d Vot A
(a&-ﬁ.fb)
5 lé,g w-f) ] g *
-FEZ;'Z?[E e *{]( é <£ZL é; fﬁ
Uzimajuéi u obzir da je e uss proizvaljan tenzor poslede
(T
nja jednalina, zbog (4.13,14), postaje
SR IRRTI S Re vne Aoy et 4 % (F g
~ - = A ) —
g‘éf"‘é‘vqp;fmf% gtf'“‘e#ﬂiwim 1 PM% }a"’{
T 2 1 2 ol w4
0P (B0 UL Ry L
mZ F?} éfbi“% p . (,‘&? ..,<\k:#a,/> ‘:”t« :;"‘
p=g < |
tode (4.10) va?i i za tenzor ’g_é# {“ ‘ e ,Cime Je teorema do
kagana,

Analogno se mogu dokazati i naredne teoreme (4,4-4.10).

Teorema 4.4, Primenom dveju vrsta kovarijantnog difew
renciranja obrnutim redom nego u prethodnoj teoremi,dobija se

4 L dentitet Ri&ijewo g tipa u LN

't..';i.. 4&,‘ ’Iq“*«%’.t -
(4'22) ‘Z&f“.é,,;;q;w Qf{:*...éwimfm o
e ¥ 1
v
s ‘(} (/P) . _ i P ({fa) .- .
; 3 % "7a£ Q.,;. J}Zé“f.f %ﬁh{% S Q,,,

2

o . B £ Tt
THL ey TH Ay ZL"‘& a'”'.i_,f-"
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gde Je
‘ €0
(4.25) A i S Ll LGl S LR L
v oA N y .
‘ w JE e ] /P e - L
(4#24‘) )f f Wi M. Z—Mﬂp}m | Z‘Hz}% Afmz-n? LIWLW .

Teorema 4,5, U LN vazi S5, i dentitet Rie

¢i jevog tipa

Xy vn v Ang Qf...&w
‘Zét~+£ A, Ay e
(4.25) SRS s S R

=xq & A i
v A t em — .
%‘{/aé tv ¢ nt.ﬂ.}b}‘ Qé év(fum"? L::"" (q, ‘:f"’ 4 ! :F’) )
gde smo uveli oznake
(4.26) ,ﬂ] { m “Z-/W;w p;[;w“*"ip it,., ~-LT y
(4;27) f‘."mm él;u W“ii -,w”f::z-ﬁ j¢ mif b ’
(4.28) . 7- 71 SN ERTE
' I et/ La7 e lex ?..._,,'""J (ﬂw )(,%)@“
« v (4 p)
e Rt 3 ¢
uuZi ;‘;i{tﬁhiﬁﬂﬂ ( )( )[{ +;Z ;& ffﬂ ,&“J{ “)(iﬁ)ﬁ, *

[ﬂﬂﬁj
Te orema 4,6, U LN vazi 6., L1 dentitet RYi~

¢ijevog tipa

n, © R — Aoy 'Q»q,, o
(4#29) aji, R ﬁv;u‘,m 6‘{ ¢, Sy iy ., -
f P2
K ne A {y
= 2 A e (L)AL (2)2
o g + fuxd4
Revoe An
ria, o

v wmeowp Cp o by G b
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gde Je
(4'30) .HL. g.fiiz - ¢ Lf‘ Lt:« ,__LP At..
d [ " I%,n g2, ™ 1™ P fe R
. b . .y £ 'P L — f‘
(4#31) i’ dmn Lflw;""u L{w)“«.%z‘w'z'pﬂ L:wi:‘;%

Revev Ry “
(4.32) a " 45

ﬁi *v(x H%‘? a;'.z"..-f fi:&
(#ery)
= Z sl Ll Yy s)al
Mg mm f::t taw i i“"’) aﬁ){‘#)
4 f i( £ L*ﬁ + /" Lé {{.,)(f_h)@“.
g  HEL w ah ~* i‘t:} r 3 ’
(<)

Te orema 4 , 7. U LN vazi T. 1 den titet R jiw

i jevog t1ipa

PR ‘Q"& A, P
(4#33) d’é, LONE R - Q«ré’* o ] c—
t “'L’ 4
= 2 AN ()2 -5 At (e
= P rm ;&)KZ... =2 At mn )C?/
ol w4 ? A=y o f’
Nyvon Ruy R, e ng A
+ - -y P
+‘éa’h*”év<~uh? Zq’éi i.,,{\wuﬂ) [ihwa | P L,‘Mq if.) R
A
gde smo stavili
Q‘:* ..";{L*:t “l‘:_ +..Z‘f5' ” ML? Li:
(4.34) o B Jran TRy Fwp nitpr
e :_ﬂ'{L" —-z__f:t «f—-[’_’? t HLP L‘:
(4.35) ei‘w“" %™ ' Rant St aiad o [ epm
1

Te orema 4 . 8. UI.Nvaﬁi S, i den t i tet R im
i Jevog tipa
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Ty ooe 2y 1, Ny
(4'36) ﬁ/éi'“* LR Y md/*f Tr i -, =
2 o2
X Y P {
= d... - A PIA . =
; y My YL (/zu} ;f . éﬁmm(p)
— L b p »E - ‘P
SR s +~,ZKZ,,._¢_WJ>+.{M_£,..1P Lowm 4 e
b3
gde je
(4.37) A ms L g Lt LS L = LR 1
4.37 o { ™" Iy ™™ wf b mp Aofwi“‘f’
q° 2 FLE Lo =L L
(4138) "f%% H/.a..j-,m fw,;q_. Py h.! ﬂvP v

2

9

(4.39) Q“ év(,%wy = Z Z (/- ,..,,«Z )(a«) )

CMM

.....L ; (A Ru L 4 _i_L’Io( )( ){ )+Z 2 (’ %‘szb){:“)(:‘a)Q*:w
o -y = 4 iy PRI _
(ot 3 )

Teorema 4.9, U prostoru LN vazi 9., i den t i ~
tet Ric¢i jevog tipa

Yoo R Ao o Mg
(4'4‘@) (z'ﬁf“"évi"im mq’t,uwf:vlw:%x
o Rt P " F éﬁ' _—
A (BT - 2 A e (2)R
o % 4 o Py Y
HZIQ & ey + -Z/C’i: {f-,.,,,w;; b
gde je
) -~ P c ___ )
(4.41) fi f’""’b imf?“’ Z""{}“‘* Lo L w{"‘/‘gﬂ'w P
- £
(4.42) Q ] wom “/““1:’“- Lt’z”"‘“ Lf"" h‘z"P I" y
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Teorema 4., 10, U LN vazi 10, i den titets

Rici jevog tipa

tfrq.-‘,t* n ,r,_‘
(4#43) a’*"”“*’ufﬂj% o a/{,‘ bvtw! w
t £ | L4
-~ M P ~ . % —
fi pmw("o&.)a’ “Z ‘q*ﬁ"‘-“’(f")a
e Prmg
‘r LI —
“Aw%(q““‘ ‘Z~i?)*
gde smo stavili
¢ i ¢ \ Pl P
(4444) ﬁ_  wn = z—;’u,x - :J'}m r Lf‘" 1"‘7‘ 1"‘1' LF"‘". .

Jednadina (4.43) mo¥e se napisati u drugadijem obliku, Nai-
me,ako prema jednadini (2.1) izradunamo razliku u poslednjem &la-
nu u (4.43),d0bijamo d rugi oblik 10, {1 dentit e-
ta Ric¢i jevog tipa

Ny e L7 R
. a - N —
(‘; 45) 4y LIV B g a’fi tyimpwm ™
t 2 < g
“ Qg P8 v ..L {
— “_;* Ef £ e, (;7«){2_ “ %-; imum(;&)a} y
gde je
X ff Hl: * +£p {Aﬂ_“z‘ﬂ )
(4.46) R e

tenzor krivine 3, vragte prostora LN‘

Napomena, Velidine *?hJme ( t=1,...,15),k0je se
pojavlijuju u teoremama 4.3,-4.10,,nisu tenzori. Na pr. za specie

jalni eludaj jednadine (4.29) dobijamo

_— — L - i
Q’wfﬂ\tu Qtfﬂ!m " ? X Wi, ar ’Zimm q‘p,w

{ « L Qe
Jda,

d™
Velidine ?lawwm { t=1,..4,15 ) date jednadinama (4,11,12,23,

24,26,27,30,31,%4,%5,37,38,41,42,44) zovemo p e e ud oten -

odakle se vidi da i}"‘,j“mw nije tenzor,podto da . = to nije.

zorima kXkrivine prostora LN Tedom Lleyenspidevrate,
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4o2, T dentitefl dobbijeni pomodéau
3¢ 1l 4o vrste kxovarijantnog

diferenciranja

Ako pri formiranju kovarijantnog izvoda tenzora sa kontrae-
varijantnim indeksima peatupima kao u gludaju 1, vrste diférenw
ciranja,t.j. prema (2.la),a sa kovarijantnim indeksima prema
(2.1b),t.3. kao u sludaju 2.vrste kovarijantnog diferenciranja-
dobijamo kovarijantni 1izvod 3, vrsaste,
Postupimo li obrnuto,t.j. 2ko kovarijantni izvod tenzora formim
ramo tako 8%o sa kontrvarijaninim indeksima postupimo prema (2.,11),
a sa kovarijantnim prema (2,la)- dobijamo k ovari jante=
ni i1izvod 4, vrste ., Dakle

| gorr Ay Ry N v &
(4.47a) CZ,: ” ::Q,h j: .¢+ZLPM{£)QM “Zf.:ﬁp(f)q, y

f'il--ﬂ érih“ b owo L ] ‘“f pﬂ«f

Iz (4.47) 3e o&igledno

(4:483-“(1) a';m = a’}% y ézm!mxdx!m

L _ N |
y mf"m “@;m }I‘? :a
3 < iy 2

Nogu se,dalje,na osnovu (4,47) posmatrati razlike

( ) Ry, (R
4'4’9 Q 1%*5' md%fr'v’évfﬁ;:f“
£ ¢ é 0

(f;;}&}{":: 5“{)

i dobiti novih 10 identiteta Ridijevog tipa za LN' Medutim, po-
kazuje se da se u tim identitetima pojavliuju isti tenzori odn.
pseudotenzori krivine.kao u sludaju 1. i 2.vreste diferenciranja,
gsamo u drugim kombinacijama,sa Jednim izuzetkom,koji obuhvata

slededéa teorema,
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Te orema 4, 11 ., U LN vazi 1l i d en t 1 t e ¢t

Rid¢i jevog tipa

Aoy ~".M ’Lf“* /2,..{, -
(4'50) CZ/*”‘ R TV B By B ﬂ/ir vos Bt mfomg
3oy 3
-— b4 'L( P ‘an e AP 1%) ,..m 0 Q”, *‘*a”- )
“; ﬁ" wa(’%)@“"f'ﬁf 15 étﬁ“’""(P Q ‘JL"""*( ;’P lpd

Dokaz teoreme se moZe lzvesiti analogno prethodnim slulajew=
vima.,
Jednadina (4.50) moZe se napisati u drugom ubliku. Naime,

ako igzradunamo razliku u poslednjoj zagradi prema (4.47),dabi~

Jamo

Rgonn Mg Ryroe g = W, o .o hd = ¢

- Z o B

(4'51) Qu{g.,téviulw ﬂé" -ni*v’iw;“ f F“‘“ﬂ(@)q*ﬁ; ? {'{inﬂ“‘ (f’)d*dw
3 4 3

31

gde smo stavili

R i 3 ] £ ;,' o IL:

W

Jednadina (4.52) predstavlja drugi ob1lik 11,
identiteta Rid¢1jevog tipa, Velidina

data sa (4.52) je tenzor { zovemo je tenzorom XKriv ie

n e 4., vres t e prostora L.

5« VEZE iZMEDU TENZORA I PSEUDOTENZORA KRIVINE PROSTORA LN

I TENZORA KRIVINE PRIDRUZENCGC PROSTORA
SIMETRICNE KONEXKSIJE

Pe0s Uv odne napomene
Ovo pitanje smo (osim za 3 Jobradili wu [31]. Kao 3to smo

zaklju C€ili na kraju ¢1 ovoga rada,simetridni deo ZL;& koefiw

cijenata koneksije prostora LN transformise se po istom zakonu
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(1.16)},po kome se transformisu ,le*x dok se antisimetridéni

deo Lf; transformise kao tenzor,to je tengzor torzije prostora

LN .

Prema tome,velidine 11; mogu se posmatrati kao koeficiw

A

jenti simeteilne afine koneksije.Ako,dalje,posmatramo isti skup

tadaka kao u siudaju LN,ali umesto i,§ kao koeficljente konee

fﬂ'.-r'
kseije koristimo [ﬁ;m , dobijamo prostor simetrilne koneksije Lg,

za koji éemo redi da Je pridrufen prostoru P

H5ele Tenzori R,R, R, R

f y 3 ¥
Zamenjujuéi u (4.2) fif ga
(5.1) LY o= Lf o+ Lt
fo TR TR
dobi jamo
S o=pe. ' A R AR
(5.2) R SR T wen ¥ (L imlw Ll bpw=t WL{;_)

LS.

" S’

Tele

' L He L L
(Lot Lol s Ll L LBl ) L L - L

gde je J{vh““'tenzar krivine pridruéencg prostora L§

£

(5.3) R =41 m"Lji. L

P ¢ P ¢
fwAfiE Lz‘w Lﬁ::‘:.

L
L ]

Ako talkom i zarezom (;)oznadimo kovarijantni izvod u od-

nosu na xifl. , jednadina (5.2) postaje
S = DY . + )k - N
tede uUgpostavili smo vezu izmedu ;}”:fh,“ i 52“5.“,\ ‘
Polazeéi od tenzora krivine 2.vrste,na isti nadin dobijamo
l: = - P i:
(5#5) R 1“%“ 2, J %%4'1-&4 ~1, “&5 vy L L L“{LHP
e e \

sa tenzore krivine 3. i 4, vrste (4,46,52) imamo
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(5+6) R um® R juem Ly Ll (LR LS - L LS Pl L

"y
ot o e’ -2 v —~

(5.7) g fﬂwx » M " 17 T méi ""Ljf' -

5¢ede P 8 eudotenczori % oy A
L5

Za pseudotenzore krivine i}ifhﬁb( t=l, 60,15 ) iz §4,

kag u prethodnim sludajevima,imamo

(5.8) ,?‘:J.me Rij'uiw*i.p

Jm WhL‘{?;“

FLE LS, ‘ -1.*’ Lo Ll 1 gLl )¢

' ’V’

(5#9) ﬁgihmwmg?%m*d {:ﬁj*b“z'{'w}m*z.%iz.b L‘P

h} Ph‘h

"‘"2'*":4 W =2LL LY
e =Dt e, - L f -i P, ¢ o~ P,

{5;10) ?‘IM% %!H&% Z:ai 'ﬂ L\y‘é‘ }- LPM 4’1 *an AZLH.- me H

(5411) A%fmn TR fmn +L L0 " ,3;..‘. +LJ6HL5P-1&L:$ *ZL@% ,zz:f' Lip

haa

(5.12)§,‘mn*2:*mn+L11, "Li*;mf-fi ; “LEJL;P 2L% L -2.Uz.*- L

(5.13) 2*‘*%%‘}*%*1? b L b 2L L 2L L zz.f" L

;m;w
"

Ce o mP e ) )b Pl )P g I
(5.14)2 ] Efmw LJ::__}W {:‘M’W*LI;WL%W LJ:: L::t. .&L& :\:? )

(5,15) f{g‘m%z 4 dowwi"i-‘::m)% “Z.;; %i*LﬁJL . mip LI:

9] P, ¢
AVl ‘v"'? J {;:.. f:;ﬁ! 2 n\y ﬂ R

(5.16) f?(' W =RE ~%%*ngj Eﬁ.;%%p me“i%_i; w2 )P ] wg Pt

‘\‘:;“’J"*"f‘ i~

“; Ph

{r " _— JP'

iad ‘ffs}

{m e TP

(5.17) A frem TR ;o +LE P
wi " ; e J“" ", “{‘E;m%lh_i ‘Lémz‘f&m EZJWL:“ mi:#—;’,«.

'

(5*18) ﬂ!"m = D, "i -y b . t - !‘-‘ I. v ;,
(5.19) A ~ ’
5 JH- “R'J'””‘*+L“"l; "‘Z'Ln, M+LP N “ifii; +._2]_‘F" Lt._;_zl‘f* ILL
( | ) f \/( f:' J ?‘ b dr ._.E,’
5-20 * ﬁ "M Z_i" "'"LL . ﬁ., - 1"’. L
:2 JM"“‘ J A \5[ “J} Z"y :\‘f 1{':.; Aﬁ. L;‘*M )
(5.21) ‘{_}"#-. :-_--_,R"-h, > : . .
Fom T8 e Pl Ll FLE LS =L F2Ll Ly
" G T by Ty *
(5.22) A% .. =pc. ¢ * _ .
5_( ", & e im,}%“‘l.d »i-—L‘F’ Lt "LP‘L;»‘ 'i"-ZL:“ L;f’
gl A

{m oy
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1z navedenih izraza se vidi da velidine fﬁk““»( t=1l,eve,15)
nisu tenzori,jer je L;; tenzor,a ;L;ﬂ nije tenzor, Takade,iz

ey,

Nt
odgovarajuéih izraza,vidime da su R ( t=1,...,4 ) tenzori,

{ ™"

6.SLOZENI IDENTITETI RICIJEVOG TIPA
I IZVEDENI TENZORI KRIVINE U Ly,

6.0, U ovom & demo izvesnim kombinacijama identiteta Ri=-
ijevog tipaiz &4 dobiti (slofene)identitete u kojima -

se pojapljuju samo tenzori krivine {a ne i pseudotenzori),kako

ranije izvedent 3%, R, § , R tako i novi 3"", ..... R, koji
- 8
su izvedeni pomodéu pseudotenzora krivine ?, e, A
1§

6.,1. Uzmemo 1i zbir jednadina (4.1) i (4.8),8%t0 demo oznaw
¢avati simbolidki (4.1+8),dobijanmo

(6.1) ?2" ZE Al e A Al A
1 1 2 'Y
- R _ v S t}b ) p _—
"L S () - Z (BB T ()0 2L L (07 ),
gde smo oznadili
y i Mo N
(6.2) (?*i) [mm = 5‘ j“*+§ o

Medutim,leva strana u (6.1) moZ%e se posmatrati i kao
2(4.25)mﬂ,t.j. kao dvostruki antisimetri®ni deo jednadine (4.25)
po indgiéima m,n (analogno demo oznaldavati i u drugim sludajevie
ma ) .Dakle

- 2 SRR - - .
(6.,3) :‘Eﬂ ”g'gﬁ pmen ({‘)5{ ﬁzzgpiﬁmn(?)ﬂ/“‘ Zi;(‘zir“@if.)
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Iz (6.1,3) dobijamo da je antisimetrilni deo pseudotenzora

L ,A = tenzor:

5 6

“ = n* = g er ), =R YRR
(6.4)  Apwn T A e = T o RJJ%ML@L? /_{? E}“’

6.2. Iz (4.10+22) dobijamo
6. W T S _
( 5) 22‘“_ a“*imi% a’"'éw‘é% + a/.“‘i“;‘w d i“-j"ﬂ. w—
" R . v p &
-y A r - o +2/ P -
B (5o ()07 (1ot BRI (25, o )

Podto levu stranu u (6.5) moZemo posmatrati i kao 2(4.43)_ ,do=
"

bijamo

oy Rt e Ty e .
(6.6) =) 28", [5)al - 728", (D)0 #2050, -4

g ~ pog 15 AP ip .;‘,P .

Uporedivanjem (6.5,6) vidimo da je

~ _ﬁ' ¢ - A 10 {. - ,_‘,‘
(6.7> ‘RLJ'WWM j(’? *ﬁ) 4 oM - 2 (ﬁ +§)1Mw "'" ﬁ J M

tenzor.

Na osnovu (5.8,10) odn.(5.9,11) 11i (5.22) dobijamo

"
[

(6.8) R g = Ry LN Li v L
A S VS
Dakle, (6.5) se mo¥Ze napisati u obliku
6' ﬁfﬁ N e 3 e e _
“ o R -~
- 2 o - ARP é{.& IS _ J
E;&; me(%)@ ;{ ) éﬁmn(f,)ét +,5Lw(ct e TR

Iz (6.4,8):
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Xeoo Ry Re ooy Ry e A Ry b
- - ' N e —
(6.‘10) :;2" — d:z’tf"*'t#f“&-‘ﬁ, q"ﬁ{”\, éoff'“rf“ aﬁi”‘t'\’iww a’,&{ '**i\fiW{ e, —
4 1L > o4
Al Q_a{ P e, ¥ > “he "
= A+ A ( ) - A+A /}
%%’ (4’ ”’ ) pon i q.. f;zm{ (g W) f—'g,mna"“ ‘h.;,(a- PR a» <f,.,,m,}

Kako ge » moZe dobiti i pomodu (4.33+36),to0 je
3

o T 4

A
6.11 . « Py P Y e e
E 2 ) e (R Z (1o S (807024 5
Na osnovu (4.3%2,39) je

& -

@”G_ R e g Zx(Z;}L Av‘zxiin Lf;iii rL [%)(y)[%)q’:" -
(Laps)

2 é(i b ‘;“u fﬁii Ly L""%)(i)(:ﬂ)q’:‘- "

o 2y e o

= 5 3 Pob P PN N5
.‘E" AL%‘M tﬂ,w if&mfinf’{iﬁﬁ* "::fn( ‘\tﬁ}(f‘ )( )q“‘
LY

$to se moZe napisati

.- d o e
(6.12) a”'{hn}“q’ G ey a" R AT ......02_—_1 ?LZ(‘Z‘f“L Z-Pwi )( ){gﬁ)a
(X< )
2 EHt ey e O S T 2l a0 ) )0
[ 3)
odakle vidimo da je izraz g- Cw“) c:{,d(, ’},“a’:.‘:{mn} tenzor,mada

sabireci koji ga dine to nisu.Takole vidimo da je ta] tenzor siw

metriéan po indeksima po indeksima m,n ,+.3.

(6.13) By TR )

Na osnovu(6,10,11,13) je

Reor Ay Ty A Ryeee A
- T “ -
L4

3 . s 2 4 2 {'-14\*' tgé“jm
(I1)

2 ey o
PYg - il Ea) p -
Zf o ()2 ;gffﬁfrs’“(ﬁa k. rER.

{“ﬂ.} ]
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gde su velicine

(6.15) R pun = TUA#A) s = (A nn
~ L . .
(f.16) E“ijn :"%(?*ﬂ)d*““ “%(i Fﬁ)}“m

tenzori dobijeni iz pseudotenzora krivine,dok je tenzor a, {wn}

dat pomodéu (6.12).
Na osnovu (5.14,20),(5.15,21) o0dn.(5,16,18),(5.17,19) do=-

bijama
.. - D, Py Pyl
(6417) E’ :;»Mh, - R- § e *‘Lc{u LP“" *iJ‘WLPH )
~ o ~ ~
N‘:. — v ¥ L - ¢
(6,18) P; § ™~ R { wem 1{-4: pr LJE;L@‘

Iz (6,17,18):

(6.19) Zf ﬁ 4‘5’ LJ ™, W, - RJ‘%W '
6.4.1. AkoO saberemof(4.36) i (4.43),u(4.40) promenimo mesta

indeksima m,n pa to oduzmemo od navedenog zbira,sto oznadujemo

simbolidki (4.36+43~¢0nm),d0bijamo

n& éf“""‘?i‘, R ana .y
o ~ -
C; gf* f].rjhtﬂ. Qéi;\‘,.tv}wf“ a“‘i'ﬂf‘ﬁ Qi-u!h;h‘ a"'{hb‘,* &“it‘“‘j -
(6 2(}) 12 4 2 i 4 2 ! I
Q* LI
m - ﬁ'{"' - P vé - P
Z[{f‘ *2) fi“tﬂa- ﬁ ?I'LH&J( ) ﬁé{[(u' :i. “"LH; F} t{bﬁhb](;)a“‘ +£Ltw q"ﬁﬁni?’ .

Ako se koristi drugl oblik lO.identiteta Riéijevog tipa
(4.45),dobijamo (4.36+45-40_ ),odakle

(6.20°) gxé[{ﬁ+2) £ "em, fbéupxm_](;:)a

mz‘[u 3 1’*""& I{i?ﬁ ](ép)a‘ +i “-‘P“Lr‘*"q;::‘f’ ’

F/

odakle sledl da izrazi ug %; i %; nisu tenzori,jer izraz

koji %ine poslednja dva sabirka u (6.20°) nije tenzor.



6.4.2. Medutim,u (6.20),na levo] strani,postoli ukupno 6
nadina (broj permutacija od 3 elementa) kombinovanja %lanova sa
znakom + 1 onih sa znakom - . Dakle,osim (6.20),postodi jos 5
mogucénosti,

Posmatrajuéi,dakle, (4. 36m36 22) dobijamo

(6.21) Jri(ﬁh}“%ﬂ%ﬁwﬁww"g Pmm)(f;)a':t B

',1 odoz o # 1

N -‘t.'.’r ~ £ “v e f& ‘e

h At mn AT - A )(’ﬁ‘ﬂ, +4/ 4
- ﬂzzf(fz, > g Lpmone 12 tﬁnm »p) v ‘,i]h ‘
©.4.3. Trela moguénost da se dobije %f je (4.40+10~40nm).
odakle

(6.22) g = Z[(’q ") pm%"ihﬁmmj(ﬁi)@: ~

jer je na osnovu (4.1&,39)

(61-23) @(\}&9 + ax & w» =0 .
Naime, Q" RN + Q- (:"h.-ma’
et ’t« R 2 g X
LR G LS LS 0
T L Ly L LR L2 )L B
f;‘g éz(iff J Lut wzt Lmi;{ > ) é&) éﬁ)ﬁ
(< 13)

odakle se vidi da je velidina

‘e R
(6.20) Loicmmn* Benmy =L L [Lan Ll Lanlii)(E)) Al

")
L N
"Z 2 (L e bt ) (L) () 4+
s 3 by
+£4 ,g;&( M‘iipi- Ly ?ﬁ)(?)(ﬁﬁ)m”

(<)
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simetricna po m,n,pa vazi (6,23).

Cedoed, =§’ u (6.20) se mo¥e dobiti iz {4,40~36nm&4jnm):

(6.25) ‘;}0 :Ai[ﬁh “/9*‘9) an](z()‘zﬁ.'.i -
“"Z[FJ TR e[ (P)al vaLl, al,

4
Axo iskoristimo drugi oblik 10.,identiteta Ric¢ijevog tipa,

ﬁabijamm%(4.40~36nm-45nm),0dak1e
- = (& - Q“‘f P
(6,25 ") ",{? “f\;ﬂ[é P rn, (?*ﬁ) Pwhm]()@)ﬂ.m

4 F P TP P a7 P
- i ~(R +£ JP/) Lo B, ~LFP q
ﬁé‘;[w pn (a ;;,)f;a’“““' (P Brrs T ip T e
odakle sledi da igragi vz é‘: i 3
P

Sabiranjem (6,2¢) 1 (6,257 ¢

. x,g[{ﬂ A Mo (2R LT )l -

4 3 13

nisu tenzori.

[{ﬁ ?"R,Pﬂ) ﬁ,w«w m(ﬁ+~§+ﬁ)?£ﬁnm](jf)a,:: +

+ZL:WR::;P +2LF a
M 4 o

“Zf(ﬂ**‘?%)%m (iﬂm:: {"i;(d‘::, Ha. f’)’

6.4.5. 2 u {6.20) se mose dobiti iz (4.8+10+22),pa:

»
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6.4.,6, Posmatrajuéi,na kraju,  kao (4.8+43~43nm),imam0
4

41 )Zd ey
(6.28) ‘? il ;;(%%;m» ‘*‘Zﬁ P”*VW)(Q)@,.. -

: e P Y oo £ .
- P
A (M2 8 () L+ 2L

Koristed¢i 2.0blik 10.,identiteta Rilijevog tipa,dobljamo
(4.8+45-45_),o0dakle

(6.287) L = i(%nﬁf:mw—r’lﬁ’z‘f*mw)(;)a’:: -

i P -
4

7 ey 3 ~
v |
b P { p
- B
F (B 288 40 2258

6ede7+ Prema (6.20-22,25,27,28) imamo

jer je (uzimajudés u obzir (6.7)):

- ¥
L %

~ 13

(6.30) A g * 28 oy = 4 (00 fam S (B 08) nh

{1
——
-
2.9
R
- o
4
o
|
i 2
3
&
i
&
In
&
it

x(6*+§? +{%) e
= {'} J‘mw%‘zﬁ J'T:L - ﬁ {*ww%zﬂ (‘Mw "..':.E ;‘m;“zﬂ

= TR e = (3800 = (3028)

Iz (6.8) i (5.5) se dobija

iy l:! — l:* 4o 1 ':* - i:* + P, ¢ — f" f:
(6.31) (R +2R) = 0 g by oimLaglon “hyplpn
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Na osnovu (6,26) imamo

- . — v - _ "o - .o, + ‘e -
(6‘32) tg.ﬂ. at.au;' B PO Q.;.wa”“’ *-af..,jwlw Q.ﬂ.'wi“ Q"“IW"‘H- @h'_ .

(V) - f i"n'la: P = AP ¢
O = 3 m.( ),.._ﬂ x s : p
L . A=4 4 pm T a' P,Z__““a% {"p,"“‘lf( )a' +l"':jb(R Iffa’ i?)y
gde jJe
(6.3%3) i;’_ = LR +8 +p ":* = +A + g"w
y M 5(5 # 15}3“:.} 5(.1??' 12 w):n‘:f
tenzor,.Odavde vidimo da su velidine
= { A + - = 3R v . - R;:_
(6.34) (§+1§) i (12 ﬁ) § 514 { ™™~ g

takode tenzori.

Na osnovu (5.6)1 (5.18,20),04n.(5.6) i (5.19),(5.21) sledi

6. N£:$m = ":‘M g L. i._%m i P zm‘.[‘

Pomodu (6.34,35) 1 (5.6) dobijamo

(6.36) (A +8) 1 un=(878) fun 220 L 7L

i4 1y S

6.4.8, Posmatrajuéi identitete (6.,28%,29,32),ako ih napiSemo

za vektor 61; , dobijamo

(64:37) :?0 :ﬂ*(ﬁt,ﬁ’mw"}-‘zf pmw)aa "“-Z./_‘. a"lp}
(6.38) = (R #28)pun @l v 202,00,
lf
~ ¢ ¢
(6*39} o‘? 355 Pﬁuwazfa i“z.“;{aipi"a/iﬁ) ¢

6.4.8.1, Oduzimanjem (6.37) od (6.38):

R T pn) @7+ 2L 2, [Lpa 8T = LSaT) =0



%0
.. |
g I 3 ¢ P
(ZE— I ég’ P%W+Hiwiaj)a/ “O;
pa kako je a.® proizveljan vektor,iz prethodne jednatine sledi
D v - p . P v,
(6:40) & Ty T RNmn S 2hanhyy

5to se mo¥e i direktno proveriti pomoéu odgovarajuéih izraza za

L

R i § .
4
6.4,8.2.0duzimanjem (6.37) od (6.39):

[(5@' k) pun -*zg‘;,,:?]q,’b Lo (Lpsat-15ar) =0,

(3

(6,41) Y _p). —pY. — 7 P |
(3R = R) [ TR gy LG LG

Tode

N . i
...E:}Piuw = Z R wa“‘“.zLiwL;ﬁ}QPmO,
odakle s ~v

6.4.8.%3, Na isti nadin,oduzimanjem (6.39) od (6.38):

(E*Lﬁ’- SE)P’“’W% +Lm(a’ iﬁ a‘*uig)::o?
odakle
LAYt o £ *"x
(6-42) (§ +‘ZE‘ 55) Jomn Z'L”:jj*?:, y

dto se takode moze i direkino proveriti.

6;‘{}#8.4- 13 (6u40“42) je

~s L

(6.43) R }mwug‘ 3 ™.,

4 "’

(3R )G g SR RRR)

St

Iz (6.4%),koristedi sve tri moguénosti izjednadavanja poje-

dinih delova,dobiiamo uvek

6.48) R yun = (30 R -F)

pa je ovo Jjedina nova veza medu tenzorima koli se pojavijuju u

(6.43) odn, (6.44),
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6.5.0. Napravimo 1i kombinaciju (4.25-29+36) dobljamo

Na osnovu (4.28,32,39) e

pa {6.46) postaje

(6. 48)=f Z(H ﬂ-ra)hf,m( ) Z (A - ﬂ-s-é‘-a)( Plaw2ll, a

ey 14 p=q ©
6.5.2., Posmatrajuéi (6.45) kao (4.8), imano
- _ Ryttt A G IR - e }t“' (P i
(014—9) }2" - ﬁzfq '.;_“fviww a/‘fwl ”--é..;gnm - oy 3’ P oo )Iu) @

f oA P I ™
MZ fa‘w%(ﬁ)ant +"'2 LMW Q“‘fﬁ .
e
Nema drugah moguénosti da se (6.45) posmatra kao kombina-
cija identiteta Rifijevig tipa iz &4.
6.5.%. Uporedujuéi (6.48,49),d0bijamo

(6.50) (f - A *ﬁ)‘j‘m%x(? 4 *‘“f)}‘aw = 3;3‘»\«,-,‘...

gde je % tenzor krivine 2.vrste (4,9) prostora L.. Jednadina

(6.50) predstavlija novu vezu medu pseudotenzorima koji uw nju ula-

]

ze 1 daje kombinaclju pseudotenzora Xrivine koia je tenzor.

6.6.0., Posmatrajmo sada kombinaciju (4.,25+3%36+40) identiteta

Ri¢ijevog tipa, Imamo

— qf“"”?*{a "ég“”"}:.{, Y - -
(6.51) ;x “,,... 2 AL e A, A ~d
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6.6.1. Iz (4.25+36+40) se dobija

N . b & .
(6.50) & :f(ﬂ FA+A famw{;;)@... T {:?***Q‘*ﬂ) tﬁmm(?)ﬁzﬁm *

& ol, 22 of 5 14 13 hwed i1 § 4
g . . . . N
i/ ”.<fm"«‘.> Z{@<jm> JL:‘:" QH.EP .
Na osnovu (4.28,3%9) imamo
4%”+<f1m\> $£/Q»n.<fw‘,> —
=722 (Z{‘i#mlﬁw 4”1{!’—{3:}%4{1)('\“)(& )5(/ h
o] Az hd hd ~ d A
{"‘“{'ﬂ) 'y Y/
- No 2 he 104 {
+ £ 5 +
p&; ;1(4{[. @At&n qiﬁbitﬁ)(hu)[ﬁ )ql.
SN £y s L puy P g0 te ) /4 a
P22 (el b Lo )(3) ()T
pa odavde 1°7% (6.12) vidimo da je
(6.53) Q- rrmn p * LA oy TGy F Ly T A T Xy
gde je tenzor 5L:€hﬂq dat pomodn (6.12).
6.6.2, lzraz za %f u (6.51) se moZe dobiti iz (4.29+8+40),
pa
(6 j:f(ﬁm +ﬂ))% (P)@"'~f<ﬁ+ﬂ+ )? ({:r:i q +
-54) P woqg & v 13 P Rt B oy 2 ¥ i éﬁmm P)
P w4 P
LR s PR s uwm,r

©6.6.3. Iz kombinacije {4.33+8+3%6) sledi

(™ SR P L .-
I p - A+ p
s P E(pg o) pen0F (B ()0
G wimdq "9 f4 J:E3
. . . PR
ZQ’“,.(/M%;? ‘}‘2@4.,(‘\%%? +'ZL“:,} Q’H»L?.‘
Drugih mogudnosti za §? , razliditih od navedenih,nema,

6.6.4, Na osnovu (6,52,54,55), a uzimajudéi u obzir (6.53%),

imamo



_ (TR ™ o M Ay PR

(*5.56} %‘f“&ﬁ"“t“f’%% Q*w“tuiw“%m'”i%“ Q”'i"ﬂim+@ dmn R PR -
- a1 hd p

(vI) =3 [p+ed) emn b - 4(,:, MR) %mn%)a 24 Lt
ol % f

gde je tenzor CQj{ | dat pomodu (6 12), a uzimajudi u sz¢r

(6.15,16), imamo tenzore

sty (B8 ) i TE 0878w

(6.58) (Firﬁl) *ﬁ)‘:fww '-“{E.-i—?ri)"wwm

6
::(R FA A ) (= (%*Zg)g‘

3

6.7.0. Napravimo kombinaeiju (4.10-29~40 _). Dobidemo

(TRLE g o e
(6.59) L za, " -gTM -aq &l -al +a
b4

hy l“!m R .-
“aa S PR R { W, P, I VS I
§7 Cviwmim AT Bt y f 2 2

t

6.7.1.12 (4*10“29“4Qnm)' a s obzirom na {(4.13),30bijamo

Na osnovu (4.14,32,39) i ugimajudéi u obzir (9.12) imamo

(6,61} ‘Z&L (\mn? ‘2’ {amm‘}}! - Q‘-n<fmw;? = a' "t {mw}

gde je tengzor Qkhbquat pomodéu (6.12).Napomenino da na osnovu

(6.12) i (6.61) imamo

-2@‘." - - — Q”. :::” e - ey
BN @'“«(a oY el wmeny @”'GMW a’”'é’““?
't" j »
6,62 a.. =
( ) e Q\“::LQ' " een gy



s Tiin i N
“ o - (" | 5 _
.65 L= L [0 lr0) (1)
-rL‘:.'::»f |
- [P P (aﬁ,) R . -
;4[ J? {:&mw (ﬁ +§') fp"‘““} p ﬁ/ iﬂ'{,...,@m@;. 3@...‘,\,%“\}}*&1“&?@,_},? .

Ako umesto (6.43) koristimo (6.45),dobijamo ”<4'29+36nﬁ+45n”>’
¥ §id

pa,uzimajudéi u obzir (6.12),imano

oy ot At -
(6,64) D;Z" m;{[wf 'Phtw“{ﬁ f';f,) waj(z)& —

L Y P L ] P LI
- AT ~(p+2Y) J(@) ~ 20 7 B S
Z‘w [ g éph‘l"ﬂr (ﬁ- E‘) ﬁlah,lq_ P a‘” HZ ..,{mw} W, Hi? ey, ;ffh 2
odakle se vidi da izrazi u uglastim zmagradama nisu tenzori, jer
zbir poslednja dva sabirka to nije.

6.7.3. Na osnovu (6.60,63) i uzimajuéi u obzir (6.61,12),

dobi jamo
}i‘f Q n’; LY L]
xgﬁt tm %* f'&_ “Q ; “I"a. f “CZ« !WH+& | g —
! v i ™", M) o "
(5a55) g 1Mé“* * *?j“' 1 1 2 2 4

=g 3 Amd® P F ”;P ~
gde su K 1 & tenzori:

5 &
(6.65> R}Jmm“(’?"?);wwmﬁJ%%mﬂgfgmw“(ﬁ*ﬁu/} Jhw’n y

b
(6.67) e ~ {0 . ¢ Al ~ At _ .

Koristedi odgovarajude vrednosti za pseudotenzore krivine iz
©5, na osnovu (5.8,14,20) ili (5.14,18,22) iz (6.66) dobijamo

v e Ri:, o . .....Lj_{:“ de, LP ¢ o fl" 3
(6.68) E/me § mm Tj!"" @FMJJ3L“$ i{th’P

k)
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a na osnovu (5.9,15%,21) ili (5.15,19,22},zamenom u (6.67),sleds

o 4 -

L

T,
Gy
L 3
O
O
et
o F32

i%w

6.8.0., Posmatraimo,dalje,kombinaciju (4.10+29 _+40) identi-

A

teta Ricijevog tips,oobljamo

'{1 '**}L‘ 1% LN LR PP
(6 70} ‘Y ﬁ’ fvf“"}% @t1 ey ff;"‘\f{% a’**-l'mw a’*!af Qliu; a"!ui
< i 2 1 4 A

6.8.,1.1z (4, 10+29 +40) sledi

(6.70) L L[4 s 8 ([)amL (1 A ) egmn? fg‘mw%](;“)“?ff.*

¥ Lud ot
-4 +
ifa/ (\“’“""""}) '8% ooy 'Z’Q' ("*LM>*2/‘ e
{
Obzirom na (6.62,12) imamo tenzor
(6.72) Z@'”(\“f;,.“z? Q’ *-f.mvm“‘? a”*{fﬂmf? -
T Cmny T Ly By TRy T AL

6.8,u, Jednadina (6,70) se moZe dobiti i kombinacijom (4'29r

ey
4 il

+36+43%),a to se svodi na sludaj iz §6.'}’.2,jer je sada X =~ aF,
;

g
(t.]. %f se navedenom kombinacijom mo¥e dobiti iz %f ,kada
se u ig’ razmene mesta indeksima m,n i promeni znak).Na taj

nadin,prema {(6.65),dobijano

i,

(6.73) L =L méﬁ(“ 2 S [ - S

(R (paleal | valt, e

pri Cemu smo uzeli u obzlir da jJe ar - " ‘
Sl ey
6.8.3, U (6.70) se prvi 1 Cetvrti sabirak ponistavaju,medu=

lti;
fﬁ 7

tim,&lanovi koji preostanu ne mogu se dobiti nekom kombinacijom

identiteta Rid¢ijeveg tipa.
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6.8,4, Uzimaiudi u obzir (6.72) 1 uporedujuéi (6.71,73),

dobljano

(6;7*{1) t.“ i':..‘ _ ﬁ,.;:
{?*‘ﬁ)gmw**ﬁ“w“ 3 i e

6-78} .ﬁ‘] )C} L.‘ 4‘"@;' b N

( ) (/L'*' ?)Ih{,"ﬂ, g‘gm% R— ;e

dati pomodu (6.68,69). Uporedivanjem (6.74)

f
gde su tengori '3 ,
¢ sa (6,67) dobijamo

sa (6,66) odn, (6.

-l
il

L — LI ¢, — Lo
Q;‘M%m f}f““‘by i}‘f%n"’ ?J%%,

$to se mole 1 neposredno proveriti.
£.9.0. Iz kxonmbinaciije (4, 22+40 m&O) sledi

Qf F oy /‘L“ )L"l-tn.}b% .
-y x:ﬁ: " + P - [ - A +. P
(6. f6) 6 ﬁ"éf Py tf}b" "L a’i* P é'VI“JIM Q"*i“ﬁlﬂ‘ KL“‘;MF“ a‘*”f“ﬂ Q‘nﬂ.fw
L4 b A b 2 4 4 p

£.9.1. Iz prethodne kombinacije Je

(6.77) ;Z’ *'**“g{(?klm“éﬁwp "L”*’)(i)@:: "Z (ﬁf:ﬁ“““'zﬁiﬁ”&})(?)m: -

ml{af &u. - f::. C:t.q.“
<:“\ “'-v“'l.f? /f -'-<-" L%» 'ZZ—MJ_‘ 'Héfo
6£.9.2., Pod%o u (6.76) imamo ponidtavanje Cetirl ¢lana, %o
se gpornia kombinacija svodi na -{4.8),pa Je
(6.78) =5 (R pmn )2 = (R P )(B)20 2L L, @
9 mg 2 L/ T 2 P pso e

XL B

£.9.%. Drugih moguéih kombinacija nema,pa,uzimajucdl u ob-
zir {6.62),iz (6.77,78) dobljamo

(6.79) zﬂ? frum T e FLA S T A s F R“!mw ,

S

gie je % tenzoxy krivine Z.vrste,

£.,10.,0, Tz kombinacije (4.22+29+4Qnm) dohi jamo

Agors g Ry s Ay .
(6.80) L = Q" -a, +Q -a tQq. -a
‘o AR N Ry €y oty rmt oy t men it agfme Tt mowg o f 2,
A4 * 4 1 2 1 2 4

6£.10.1., Naipre je
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YRy T A

+ Q.

RORIRNY,

i

6,10.2, 08%0 se (6.80) dobija 1 1z (4.33+40, ~43 _

= et %o, oy {4 "
~+~ ﬁ 'f N
(6.82) OY ,{Z‘}k} prn 1 ?5"} ) Z"fﬂ ﬁ“‘“ *‘f i)iﬁ““]tf’)w M
U sludaiu da umesto (4.45} koristimo (4 45) uz STo1i g
ne dobijaju se tenzori. ~ R
6.10.3, Ako uzmemo u obzir (6.61,12), iz (6.80-~82) imamo
(6'83) - a “a/&f « Ml ‘s
(VIII) 7o *v;w b tuimrn TR TR S
“ ~2 v . : A A2
= K (P Y- R 7 P - P -
é* pwn, ’Zg)g’ 5%3 ﬁﬁmm(}p)fz/ + L () 'Z’L“{}Q”if” )
gde su
6‘8 o L - L y - & {
( 4) R»J:m% (§+§)JMW QJ“‘W 5“““’ i ﬁ" {»m

tenzori.

Zamenom odgovarajuéih vrednosti pseudotenzora iz $ 5,dobi-

Jjamo ‘
WAV} x . y
-~ o ,T(}i" . =/ k 'P &

(6.57) 5/? ", R j M, +-£—£m '»z_,. df‘m %“51‘{%1'?”’_!‘}’;‘* i%«:«. .
1

6.11.0. Ako nanravimo kombinaciiu g4.10w36+30nm),imamm

o
5.88) 24 - -q +q +a. g
( * )'H i,!n* w, @l“i;w% q*nih;w q”*!w{wg Q“"fnm Q.,-;H
b A A y

6.11.1. Iz navedene kombinacilie je

g o Aot g S
(6.89) ¥ =2 (A omn=2 8 " pun)[£)27 =2 (B wn 28 ) (B) 2

g
e &E,E-E.P 2, v

-

i v
A,

tAa.. @.,mw?;*qa’ &y *zifma'*m ]

11l.2. Ako (6.88) posmatramo kao u(d 8i imamo
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% Tw 2 Lo Y. VL e b S
o3 el 21807,

cde je R tenzor krivine {(4.9),

2
zf*

11 3.Uzmeno 1i u obzmir (6.62), na osnovu (6.8%,50

5
o
#E:
i.,J
Y
9
b

(6.91) ZH o “H from Sz = A e TR

t.j. dobija se nova VQza,analmgna (5.79).
6.12.0, Iz (4.22*29nm&40) imanc

’z".i\"fﬁg' 2w ko T

5 Qﬁ: - - + -a’ "
(0'92)1 “&*&mévtmin C’L‘“-‘“f“ﬁ. @“*JW‘% a’“-!‘w:w a’*--}“&w+a“*-1
< i 4 x4 1 1 % L L

6.,12.1. I2 posmatrane kombinacije direlktno
(6. 99)5 Z[ PM thj(fg )ﬂm "‘f[(ﬂ“f‘?}ﬁ -A" T(éf*)a,’“ -
:f F }1‘“ - ey ¥ ¢y ‘&%ﬂ. g ({:,?LW_L:* f’ e
e ifa {\MW;} ,{ﬁ/ . me*\} ,-ZCL e ) ,&L%&,ip
6.12.2, ledutin, & se mo¥e dobiti pomodu (&.43~4G~33nm):

2
< r ( R at Iy .
- = - - g P Ca L
(9’94)%’ :.xz::f (ﬁ ﬁ) froan g P%mj{ [(’ Z[@‘ fj tpmen 'ffo tnnwm (ff)a/ -
- " — " £ ‘e
‘ZR”"(&“‘*W‘? ’za"”({'mm;} ‘éi’tﬁca*ifb .
Ako umesto {(4,43) koristinmo (4.45) uz 2. i 2 ne do-
~ R

bljlaju se tenzori,.
6.12.3. AkOo uzmemo u obzir (6.70) 1 (6.12) iz (6.92=94) ima-

mo
(5.55) FZ Fentipmpn ™ Fpun ™ H AL

RS o SR GESRS o SANNLIPES L0y 2L LT
Jer je na osnovu odgovarajulih veednosti za pseudotenzore iz &5
(6.96) Hgmﬂ,“iq me“ﬁ 1"‘”*“-'“(!5" :5)5“" ftf{ww ;fd{mn ,

(6.97) (4 -4 ‘";'mw“?}m% ﬁ(ﬂ“f}f}”gmw fwm R “fmn

¥
gde su tenzori ? , & dati jednadinama (6.86,87).
J



titeta iz égé dobijamo identitete u kojima se polavijuju novi
) . t " S SV, ey - s -

Aﬂﬁ'n 2{}?1 .ni. e 8 @ g .;.1;..’ nagﬁa 1-. lzve:ﬂﬂlm J{Or?alna{)lﬂﬂsua ?Qﬁuu{} Ry f_i{.}“
1 g

ot

04 svinh pomenutin identiteta izdvaiamo niin devet: (6.9
& ol y

14,287,29,3%32,56,65,58%,85), u xojima se »nojavliuiu tenzor
» 3y ¥ ’ ¥ ? » o MW o

F

) o

»
?, (izuzev {6.25 javljuje kombinacilia A1) i so-
vemo ih s 1l o Zenim 1identitetima RIidé&idie -
; Ty - Bl oA a4 m oot $ ym 3
vog tipa {I-IX), a tenzore 2,...,0,0ate respextivio jed-

J

$ 8
36,87),iavedene pomodu pseudotenzora krivine §,¢..,% iz § 4,
zovemo 1L zvedenim tenzorima Xrivine Dro-

stora Ly 1 %o l.,,.,B.vrste,



ISPITIVANE TENZORA KRII VIS
PROSTORA Ly (GRJ),. GEONETRIJISKE
INTEZEAPREZTACIJE 2E2EWZ0RA I PS 3
UDOCTENZORA XKRIVINX.P?PR0S?TO0OR
JEDINSTVENE TEORIJIE 2 0LJA

To HZOUSQBNO NUZAVISNI TUNZORI KRIVIVE

-

Da pi ispitali koliko ima nezavisnih medu 12 tengora krivi-

ne ?,..,,R y Bypweesgt,Prostora LN' wvedimo,radl kratkode,oznake
4 1 8

’

d ;o : _
(7.la=c) A =/ . é 2 L é £ ¢

" o N ¢ j
(7.2a,%) /ff:: LJ;"L";“’V , /7 é‘gi; -

Jv ﬁ;ﬂb ¥
teje e AT, B amo oznadili vrednostl A odn. 5 , kada indeksi
m,n razmene mesta,lao 1 ranije,tadka 1 zarez () Qz;aéava Kovem
rijantnil izvod u odnosu na gimetridnu “onexsiju /;f;q, .
Ha taj nadin,koristedi jednadine (5.4=-7) 1 (6.8,17,18,35,
£8,69,86,87),dobijano {izostavljajudli indekse kod Rﬂg‘mni teda )

(7.3) R=R b -aTr BB
(7.4) R = R ~A& +R + BB
(7.5) ROk v s -B+ B -2
(7.6) R =R Y S - M ,
(7.7) = R ~ A 5B’

X
(7#8) | f = R 5 Pﬁf



{1 i i H i

il

O b

4}'& — }3 o .’ﬁ 7 £

}

n +-51{'WJ§'+,%;“8+BI“"E{:) 7

R

Kt -3A - B

»

Lo~ o+ R FA =3B

RO+ A

= A

¢

-~ R’ 5 +3A

-4 - 38 - B

Iz pet nezavisnih jednalina {(7.3-6) 1 (7.8) (jedn. (7.7]

nije nezavisna od jednadina (7.3~6), pa ne moZe da se uzme umnee
sto (7.8) ),nalazimo £, 4, C , £', 5’ . Dakle:

(T.15am0) £ =G (2R R E)-R, BEg(Rereal)or, €= (R-R)

(7.16a,0) A = L(28+2+R)-R Bz LR =R -R).

Dakle,tenzori £, ..., A’

izravavaliuw se kao linearne Kombiw

nacije 5 tenrora krivine ?,...,g,g PLostora LN i tenzora Xrivie

ne R prostora Lg. ?0 znalli da se, na osnovu (7.7),(7.5-14)
Ay

tenzori

{ >

e — S+ : * N » -, fom oA
R, R,.f,,g'magu izrazitli pomodéu R i napred navedenin

5 tenzora krivine,kojli su nezavisni.

(7.17)

(7.18)
(7.19)
(7.20)
(7.21)

(7.22,

2

Zamenonm vrednosti (7.15,16) u odgovarajude jednaline (7.7),
(7.9~14) dobijamo

23)

TR S NW) L2y o, ~ 39

R = (R +R),

- H&R,“*ig
2
= =[~RZR +R ~R +gR)
J R S
- R -k w3

= =R+ 2R

1 2
= -R *2R , R = R -R - 2R )

< Lo 8 2 2
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8. OS0BINE SIMBETRIJE TENZORA XRIVINE

8,L. Prog torx LN

g ”~
Posmatradeno samo tenzore Byeaw Uiz §4 4 i iz &6,

pomedéu kojih (1 R) se ostali tenzori krivine izrazavaju kao li=-

nearne kombinacije (%7 ).

Na osnovu (5.4,5) 1 zbog

(8,]_) R JWLW - “H'f“““"r
J e ‘. )
(8,2) % [mn —~ = %L;'ww y pEA,2,

a na osnovu (5.6,7) i (6.17) je

.

(8.3) ? [ mn * E’ grom 2=3,9,
(8,4) ?bJ'Mn * * gﬁgwm .

Kako su tenzori krivine u LN ceneratizacija tenzora Kri-
vine 1chmﬂui na ovaj se svode u siudaju simetrilne konelksije,
to treba za posmatrane tengore ispitati samo Jos t.2v., ciklid~
nu simetriju u odnosu na donje indekse,

Ako uvedemo ogznaxu

o

G : ' N
(3*5) C‘:“:f R‘ J‘W*L» - RL T, + R'Lw\.m* + R i v,
d § §
e
i analogno za druge slulajeve,imamo,kao 5to je poznato iz Rimaw
nove geometrije i geometrije simetridne afine koneksije ( [21],

str.158, jedn., (7) )

(8-5 ’) Cwbé R

[ o § wn '

a prema (4.1):

(8,6) JC:‘f E"?‘{WW 'Zﬁ‘wf (LV ) 7 +L‘Ef' ;‘w):
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odn. prema (5.4)

(6.6 CwﬁwwmmL&M%im,m w)F

i wen 4 men, (¥

el

Na isti nadin,prema (4.9) je

(3-7) Cr. »é’ Q Mw - C( P v
i men, L 1 i;ﬁ(iyﬁwﬁkLJ*WLwﬁ)’
a prema (5.5):
8.7 7 C. o, = P
(8.7°) Mﬁll; . szfuaﬂ Ll ).
Na osnovu (4.46) se dobija

=y LS L

(84'8) 9::?}% J W, J‘mw Jv ":t;

a na osnovu {(5.6) se dobija isto,

Pomodu (4.52) ili (5.7), odn. (6.17) 1 (8.57) dobijamo

(8.9) ?wxf EJLJ‘M‘“" = O
(8'10) Ct%{a Ejﬁj'mw = 0 ,

teje R 1 §' pogeduju ciklidnu simetriju oblika (8.5 7).
Y

Be2e PTros torx GRN

8.2.0. Kao 8to smo naveli joS u %1, u slulaju prostora

GRN ;mama
4
(8.11) Cepe = g (jf"wf Fdrie T ?J'mi) ’
. oA GEr gt _
(8.12) {.}m o= ? {—fi‘jm ; ? (?P*ﬁaf * ?[;‘”R’ ?J‘i‘-’»;f’) !

tej. sada su koeficijenii koneksije ]?c; (ume=to JL;; Y.
U GRN moZzemo definisati i kX ovari jantne t e rn-

5 0O re Krivine

4
(8'136') R‘:I'””'W o ?m Rﬂ

¢ I g

(t:"{}'“’f{) )
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Ha

(8.13D) E L mn

L ]

5§$

?L 2 JMW ¥

pri ¢emu do sada posmairane tenzore xrivine sa Jednim kKonirava-
rijantninm indeksom zovemo me S ov i tim tenzorima

k rivine prostora GR (odn.Ly) .
Prema (1.7) Jje

(8.14) "a""‘** ™ (?m {"3 >;m = ?ﬁ'd wr;%m+? M2

JMW

pa odavde,s obzirom na (1.12a,b)

(8.152) ?m fmam T r‘:fmzw B r:{biu{r‘:f—'-’"’« * r*“’b) ’

(8.,15b) ? - I A (J". - I )

‘M)% Lim?m JM

Be2oel. Tengzor lemn

Iz (8,1%a,15) i (4.2) je
- 3 - 'B ek P oS -
E}.‘:I’”“"" ?M» 8 | j ( { ™ rz*wm rJ""‘*rf"”' r:i*"' [—PW)

m?‘*‘ﬁ gmn r‘{wx[: “rf,r =

J“’x LPM"
= e = P Tea Tin) = Fopnm # T2 (Fig * Fri )

F ~ e
Pl lepm ~TALT

hPWi.- 9

cdnesno

.y - .. o - £
(8’16) EQ"LJ A ¥ rt—;w:w {:‘Jm,‘w F’Lmr rPt:n.-r rdm

PoSto je zbog (1.6,7):
P
rp;%rjw “rpiw r!:“, = r-pa.m? r»séh, rj::\..w ? rﬁJ“’L —

(8»17) _ ok
- fm(rg‘bfm rﬁg'w - FPL“W QJ‘“"> = rptm - f}-gw Fji,__ y
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to,koristedi (8.11), jedn. {8.18) postaie
-

I“E J‘"'l‘b't, ::iﬂ(jfh‘”‘“‘h?fw’g*m%?J*Wrﬁmm?f“ﬂ}ﬂ%)+"r r*P by TP

Pim, dr Pirm ' om,

(8.16 ")
xi(?tm;j‘w"?tw}ém ?Jw,um ?dm,t.w)f"j (f‘;"tmrﬁém P‘:ﬁf;gn

Ocdavde vidinmo da vali

(8.18a,b) B*dfmw ““E“‘”‘”‘— ' = - R

AT R ARSI RS

Ispitajmeo sada ciklidnu simetriju tenzora Ia“d“*%-' Tw
imamo 4 moguénosti cikliranja po 3 indeksa.

Na osnovu (8.6) je

Cord Rogjon, = Cont (9, RPjun) = G Cond R =

(8'19) J‘M-W d*"“f"'\-' ‘rww
— o
L?ﬁiﬁi(aywv+nyrﬂj-
Prema (8.,15) je.
3
(8.2{:}&) ?% é::"'*nﬂ FbJM - rs?m(riﬁwf“rqi‘ﬁa) »
> ' 2 Y al — |
(8.200) il pmom =l = (T 7 15,0)
2 - 3
(8,21a) ?gﬁ rg\:x.,w “r"‘{\?}w - r;‘;‘t (ru':-w + hw) ?
5 !‘"‘"'} s - 3
(5.21b) is D T n " T (Tews M)
- " e g

¥a osnovu (8.2la) jednadina (8.19) postaje

G:«‘«f R»t,,"m«w L G*M[F;iﬁjm - r{f;(r‘:PWfrPJW)*'rp E’T"""]

Juw
odnogano
(8122) a“’g tgmm - R C(ﬂ'g(rl% “rgi rfb{.w) .

[ d mew e

Prema (18.16°) je



{

o, R o, = (T, ™ Tinygm * Tinrim ™ Gpmyin + G o =

4w
T e T Fugyin T Faamy i T i T fimynd T G i T Gy im) *

*r"“"rtp rf""“* [’P +{-T""WFP I—P +1 Py rfm rj;’bm r""z ?

B

(8.227) CwER

d’w"‘b

P
w g JMW(?“;:*W “3 Pim) ’

Na isti nadin se dobija

(8.23) Crud R.,JMWHC,M(?W,*: +20 P T . ]

I-JW l.-Jm

Na osnovu (8.18) i (8,227,23) dobijamo

C‘KzgRLJwW“&“’E( R’Jb%ﬂx)hﬂ C“"{:’(?%b :W"}”e& EPJW)

LY, 4 L WAAAA. L Mo w,

t. 3.

(8.24) C«»@ R fmm, = il {7{,%”& N )

Ry ‘{3“ PJW

i analogno

(8.25) Ll R”%W: (‘?M,w-i-«é ;rp.;m).

;JW LJW

Nema simetrije u odnosu na parove indeksa:ij,mn,

Belaols Tenzor %ijmn*

Na osnovu (8.13a,15) i (4.9) je
Rijmm = Qua R mn = iy (M= Rl ¥ DT =T T2 5
= E"mj} *F?’A (rdng*”rﬂm{.) - rﬂwg.,m*" J(rt'M'::**_rsmL) .
+- F,fff Fone ™ f—ﬂg [ Cwep

t-jl

(8‘26) Efﬂémw - rij?m“ EWJ}W+FPM£ r'ﬁfj mrfb’w: r::J‘ .



Zvog (8.11) i

_ o2
(.27) Tpwi W = sl = 7 (1

jedn.(8.26) postaje

Odavde sledi

(8.283,0) Ry = Ryt Rijmn = = Rijnn

“f 2’5me a’bgmm

Sada treba ispitati ciklidnu simetriju tenzora R { 4mm

Na osnovu (18,26 7) je

(8.29) Conl R .

[ 2

(?;%,Lm e {"JT; r‘]’“‘-‘) ?

LJ - J%w

— a
(8.30)  Cixl Rifum = o F 2 i)
e e ‘J”‘*(?}%’bw v s
Koristeci (8.28),iz (8.29,30) dobhijamo

(8.31) C“’“‘{?quw - C‘“’g(?u«,a ;tw%'z’r’g: FPWJ‘)*:

L vwm, Lm,n,

(8-32) C‘wf R-/t:fmw — (?Hﬁ};w 4“‘2!_‘1:{ r‘PW"‘) *

l.-;{*m i t J "

Nema gimetrije u odnosu na parove indeksa: iJ,mn,

Bedode Tenzor E ijmn®

Na osnovu (8.13a,15) 1 (4.45) je

- A . 3

3 AN
=I.. N : :
rt-d M}% G*% (Ewﬁi‘r,;hk)‘“ rf%{{'}m’*‘ r&ﬂl*(rc,ﬁm'}"rﬁcw> +-

rr - P (
J"‘H- rbwiza rw; rLTQ“*‘L 4 rﬂw r;fﬁ



OGNnOsNY
- -, * Yo P :
(5.33) gﬁjmm et iag¥ r‘“gte%*“rf"h%rw& r?’”"""‘;'w +'ZFWPMEPJ v
v

Ma osnova (8,11) i

(8-34) rf”‘:%rp f”“"rP ? ("F’&m ‘}“*A rPhur;JWv) rPLm ‘*; @amﬁf

P
(8.35) r"‘-'% r‘g - FP (r*-'r‘.»s fer -
— 7 . _
=L (30007 G = Tpis Temol " Tiiop ¥ 9p i) = 2T T ne
jednadina (8.33) postaje ~

5.56)  Rsimn = 5 ot By G~ i ~Gaigo

4 ?"’L&"*} L, > - rpgmr rpﬁbr? FP (E-F’d _

odnosno QIP)

— L k -
(8,36 ") R Vo L(?‘:““?J""+§ﬂw“*‘* ?f*“-ﬁ‘“*“?ﬂ[} W“ﬂmﬁﬂﬂ;a‘%*ﬁuﬁgm

#

%

P ( . —q.
e (Pum sy ~lpn rﬁg%)*r ?i{a‘f’ %‘:r?‘*jfmi“?ﬂf’a.}*f?f“:?fM?Fﬁ‘:z
odakle je

(8.3761,?)) E’L‘{ﬂtn o n?di‘: WMy ELJ%W #: E'LJ "™,

Ispitajmo ciklilnu simetriju tenzora

»

i
gijmn
Prema {(8.8) ie

1 DR
GMRaJmeiguf(?ﬁ% J”‘”"’“) - ?"'F’ G’t’gk J”""’Ml{?ﬁ&wié L"’ﬁ ’

Imn }ww { W

(8.38) Cod Roijmm = U Lok L,’l/;

J%W 3 £ o ti‘bf’

Na osnovu (8,3%6) je dalje

C«dR,,_JM =% G fn +,z.§j“m 2 g sin + R (Tpin = Tnip) +

"J”"‘

-1{-‘{— ( [P rﬂ‘m)*"r (LM FP“J)+F {rﬂ"mﬁjf’)’*'
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=4 ?,@_ in 4-,1?{}1%% *”'3’?;3*212“ + {',j}(r;m - I"maf,> +

"}“rfb(rpt.m'% MPL ”r—w;ru“r?m;,)-%r? ( Hci r “rjﬁj_m“r' ) o

g Fadad s
'P
“*“'rw%( p+“r:;°j PJ{, "].:;J*P> )
-tujr
| Coid R jmm = Gr8[Gi o+ T Trpm+ Tomg )]
hJMW by ™M L dP""‘L il
(8-39) I'J”’If 3 "*J"'“-' J ", \é
| No,kako je na osnovu (8,11)
-«&E‘.{m - Cg'ﬂe"r;:xﬁ' = ?::w.}j J;,, “?“:ju ;
to vidimo da je tenzor [ . » antlaxmetrlgan po svakom paru indeke
.
SBytele
(8,40) {-ic{;(: m“{}iﬁ“’ xmng’ m“rg.{: Y
na osnovu Sega (8.39) postaje
— P
(8.41) C""é Rt;ww L Gk (?Ju,’"—m *'"?/F rpm) .
Lfm i-‘fw “ “wr”
Daljie Je

G"ngﬂ.hgwm“'&ad?{;"mW+&MrF( ...r?m+~rwpc“rw,}a)::

tfm 3 7 Rae

= 2 Cme‘[f v rd.f;(rpmwm)j ,

pa na osnovu (8,40) “dr ~ v

(8.42) Cewd R, m“"z&d( 3 rer
¢,er 6 i W, J ?{;}&m'}“zr I‘Phw) *
Na osnovu (8.372,38) sledi

(8043) Grd Ry = Gk (=R i) = =H Gl L L jpn

Lm,ﬁ, 3 + M. by M,



TC

Belolhe Tenzor %ijmn'

Pomodu (8,13%a,15) iz (4.52) dobijamo

L

- — 3 = S -2 A P ‘P 3
I‘?L‘(HW ?tﬁﬁd ey Jé(};m-}n rw‘}}w'}—[;f;rn? rh.é rﬁw*"zrmwrf:é),

tall

™, ﬂ-fi’d' .
W

.o el SR - . - P . . .
(%# 44‘) 5‘ !.rJ Yoy Yy r:-im1ﬂ iwd}w+ r;'btm r“_j rpnm r;'f;' +'.2, rf' r

Pogtupkom kzo u slucaju § dobi jamo

= L(g . 4o .
(8.45) gijmmm 2 (?um,dw'*%;:, Ay, 32',“,)1-11, ”?c:’,’“”‘» “?WL;J“W e ?wg',ﬂw) e
e T = Toni T # T8 (Tipy - Tigp)

odnogno

. = Llg . . - N -
(8.45 ") bifmen 2 Fomr pnt i smon™ Tpmoin ™ Figym Frisime T ugyim )1
5

W . - » P -
T (FoomTim ~Toniloo ) 7 10 (95 TP it Topo g o o
cdakle jJe

(8-463,13) Eﬂg‘mw - 7 5“?{«%% ol ?t*i‘mw ‘—71’: b % CJ"H..M R

Treva,dalje,ispitati ciklilnu simetriju za ¥ £ f mem,
if

Pre svega,zbog (8,9) je
C[:f;é th: ‘e = , > — 7. [ 3 .
o A

£
(8.47) Cird R e, = O

dfﬁum H

Dalje,na ognovu {8.45),imamo

CJV“‘@ R’Lj“{.‘l‘b = < &M ?{L y W N + rmf}(rpfuw rﬁmb} "f‘}:{ﬁ' (rm)o;, . i-ms‘fb) T

;,‘ég‘at Y ﬂ{m s

+[ (rfw‘ ”I;a'w-) FID(Tipm ™ f}‘“f)"'r*f%(rﬁf*: “loif) fffn(’?m‘ -Tigp ),



TL
cdakle sredivanjem:

(8.48) Cond R S 2lnl (G  r 2T TR )
‘*3"*1‘. LI v 7 ne T

Analogno prethodnom gludajus

Czﬁjklguwmé Cucf?“ .y fp (rf’fw”{;"m) '}“rﬁf:&-(.rmp;;“rncp) +

ud(w

PR (Fepg o) ¥ I (T =Tpig) # TR Ry = Tojm) + T

Telde
(8.49) &“'é S{ffm.%m 'Z’ ch.f (?f{;%m -!*.ZF rP ) ‘
“fn L v
Na kraju,na osnovu (8,46a,47) je
(8.50) Cmf R cfram = - Coel R jiam, = 0.

l-;m.'m
AL PRVR

Na osn. (8.47,50) vidimo da ciklidna simetrija kod Ilgfkﬂﬂ

¥

postoji u odnosu na indekse imm, jmn,dok ne postoji za ijn,ijm,
B.2:5. Tenzor ? i m

Kako je na osnovu (6.17)

- S = Rv. + P ‘

to dobijamo

8.52 2 . =0 DY =R P Py
( 5 } %tjﬂtw g:% jmw RLJMW-}.LJ&L“Q%L{‘?Lp@ y
odnosno
. Po
(8.52°) R .. = > + """“( * Lt

Cdmah Je oCigledno da je igraz u zaecradi simetridan PO inw

deksima m,n, a na osnovu (8,40) sledi njegova simetrija i po 1,3,



T2

pa Kaxo je tengzor R;iwm,antiﬁimetriﬁan DO naveaenin paroving,

to sledi da za Rﬂyww vaii
¥/
(8.552,8) R PR jiwn |, Rojmn Frlign

Treba ispitati Jjos ciklidénu simetriju.

Na osnovu (8,10)

(8-54’} Cq;h’-ﬁ R - O :

JMW 3 u; s 1,
Uzimajudi w obzir (videti [21},str. 159) da je

(8.55) (el Rifmm =0, {80} €y, m,n}
Y.

na osn. (8.527) je

P4
CL“«E WH" ? (Lf’Jw bﬁwbbLPJmLiﬂm**ijantL:iﬂriam*P

Ljum ~/ ~’ W e

+LP“~$‘*LJ‘*E}:’ “f"i.pﬂ*zamw +z"Pif’f’L“‘i§k)r

pa,zbog (8.40),imanoc

(8.56) Cerd 12 Cmomy O

LJ»-(,,

Ha isti nacdin kao u prethodnom sludaju:

gifﬁ‘f"‘”"‘ =9 Epimbesn "hppnbisn ™ Lyl *
0.l +LPELJ$L$LP‘$LWU$LP:{LW?:}} }
(8.57) Cond R éfmm, = O
nalje je
~ £2
C{FjRg{Mwﬂ (L‘Pf’miwﬁw L?JWLhﬂM+LPJWL%ﬁh +
U, v d hd el
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(8.58) Cocl R

Lw?t«(,% )

* =0
»

't:J WA, W,

o
Dakle, za tengor R wva¥i ciklidna simetrija u odnosu na
2

bilo koju trojku indeksa, pa molemo napisati

(8.,59) &‘wfﬁw;f%mxﬁ , AR C i, m, )
apy

BePe Z a k1l udak

1z izloZenog u ovom paragrafu vidimo da se oscbine glmetri-
je tenzora Xrivine u L, izraiene jednalinama (8.2,10,18,24,37,
46,47,50,59) poklapaju sa odgovarajudim osobinama simetrije za
progtor L§ odn., RN‘ Jednadine (8.6,7,8,22-25,20~%2,%8,41=43,48,49)
predstavljaju generalizacije poznatih relacija (8.57) odn. (8.55)

ciklicne simetrije u L§, odn. K.

9., GEOMETRIJSKE INTTRPRETACIJE TENZORA I PSEUDOTENZORA

KRIVINE PROSTORA LN

9.0, U v o 4d

U §2 definisall smo dve vrsie paralelnog pomerania tensow
ra. Prema teor, Z.4.,ako je u LH dat povrdinski element odreden
vektorima dx* i Jx* , koji polaze iz iste tadke P(Ki),pa S8 oyt pom
mera dug zﬁﬁJQG jednoj od dve vrsgte paralelnog pomeranja, a Jxt
duZz dx* po drugoj -~ krajnje talke dobijenih vektora se poklapn-
Ju,t.je doblja se zatvoreni paralelogram u LN’

Posmatrajuéi jednu (ustvari prvu) vrsiu paralelnog pomerie
nja vektora F.Graiffléﬁ] Je dovila izraz za priradta] AVY velk-
tora v pri obilasku cele koniture napred navedenog paralelogra=-

ma,izraZzen pomodéu tenzora ? « Ona to radi u prostoru JTP,medu-



T4

tim,rezultat vazi w I,,pa cemo ga mi tako i formmuiisati i doiksa-
78

P
E}Q::T-@ J:k'g-irx TR

el

iu ¢9.1.1, Osim toga,menjajudi vrstu paralelinog

&

: .y \ | i ., . " -
za xontravarijantini vekitor v© 1 kovarijantni Vyy GOD

dideno ceonge
trijske Interprefacije 1 drugih fenzora i pseudotenzora xrivirne

Prostora Lﬁﬁ

9., Tenzori R s By 2 1 p8eudoten g o
b

Foe 2u £

1 P
ri parnog ndexsa

9.1:04& Uvod

Neka je u LN dat povrSinski element odreden velctorima ofsx
i dx*,koji polage iz iste tadke P(xi).?retpostavimo da olxt viii
du? dx* paralelno pomeranje l,vrste {'§2), a dx° du dec* naralel-
no pomeranje Z2.vrste.Na slici Je to prikazano odgovarajudinm Droe

jem u zagradl.U tom slulaju se dobija matvoreni paralelopran
PGSR (sl1.,2).

9.1.1. Interpretacija tenzora X (F.Graif[26])

b

Neka vektor v = v©*

= vral paralelno pomeranje l.vreate dud

posmatrane konture,

R(.z;‘#d’x*} { 5
Ako se vekior ¥ paralelno *
pomera duZ konture PRS,on u ta- {
Cki 8 postaije wa;} 1
?(5)1‘:“\?*5{?*‘ Cr(?'i' 5{?} ’ Pf«‘*’(f) 1 dxt (1) _
X dat
sa prirastajem > Q')
DY =dV +dV + ddV . |
1 Sl.?2

Analogno,duz PRS je prirastaj
2

DV = IV +d7 + A7

taxo da Jje duZ zatvorene konture PRSOP totalni prirastai
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(9.1) AV =DV -0V = £d7 - Jdi =d {7 - Jul 7

4 i 4
Pretpostavimo da Jje vektor v dat svojim kontravarijan-

tnim komponentama v*. Prema (2.87) tada je

ﬂ;‘..; P py™) e ‘: ' ‘
Cg‘ﬁf\f = ( P“"V dz ) Z‘f"’"“'"" Pﬁ{-{wCyﬁ’: Pnéryﬁ‘;kq"/ipm: ;/Pg)"dxﬂ::

&

==L VI L LD T e LG VLT dd
odakle,promenama nekih nemih indeksa,dobi jamo
(9.2) djigvb':(“ pac, Afmiamd“imw‘ipﬁ) VP ™ dx™ ’

Analogno je

Gté‘vimaf(“[,;&v’j&w) = “Z‘;nf.,va"(x ™

H

b i Y A ¢ Mo P
L o Ve g™ +L o L Vot ™+ L LV P "

P,
odakle

(9.3) A Fvi=(-pf #)2LE onlps )V ™S

(9.4) AV’: = o d v* - Selve = R,L“m.m v d{md”xm

f 4 { { b 4
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9.1.2., Interpretacija tenzora %

Pod uslovima prethodnog glutaja,pri paralelnom pomeranju

1

2.,vrate vektora v~, a prema (2.87),imamo

'(57%\"::: J(“L:;FVFM'"‘) =

= = Lup V™ L JVTle™ = Lip VT Il =

4

= “i:‘f’:n VIl ™S ™ %i’:ﬁiia / dbe ™ +L:ﬁ"‘!‘ ;t V Pl ™ ’

ttjt

(9.5) 5§v‘m (-4."7

SNENE P
o Pl s * o L )V Pl

Dallje je
a{fw xc{(“.&,‘;f,vf’d’z“) -
==/ VP g™ =)L dvPde™ /L yP " o
np . T Loy LYPILT = L VI I

= “L»;am Vﬂf@""g&“’+ﬁ.:;oi,fﬂ Voo el ™ +Lif1:‘;’ VPdzidea ™
odnosno
(9.6) 6{3",,5- = (-1} . +L,EZPZ.;:4 +LLL,";) VPde™de™
Prema (9.5,6) je
Ave=ddvio o vt = (L‘: R S BV B S S 0T

' O S
(9.7) Y =R de™dx™

gde je ? tenzor krivine 2.vrste (4.9) prostora Ly o
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9.1.3. Interpretacija tenzora ? (M.Prvanovid,1974,
nepublikovano)
Pretpostavimo sada da vektor ?%(vi) vrii paralelno pome=-
ranje l.vrste duZz strana PR i QS, a pomeranje Z2.vraste duZ drugih

dveju strana posmatrane konture (sl,3).

Sada je _ R(-’f«':fcf:c‘:) 2 5

DV':x / yr y Sz v # :

A O R T

v N N .Y ; . v . {
Ev - c{f%’ +i{# NE‘V ).._é'vwi{" *';ié‘"f ' de(1)
Pix*) Qi +dxt)
gde smo napr., sa é? naznaGili -
RS Ve
¢injenicu da se diferencijal uszima S1.3

duz strane QS.
Dakle:

Ve d SV - T dvt = d SLE yPge™) = J (Ll vPda™) =
? RSt Qs 2 25( P ) &s( "F )

= (L L LR L L2 L 2h 2 L )y e

£ 3, | | |
L %
(9.8) %V = ”E- I am Vi ™ J ™

¥y

gde je ? tenzor krivine (4,46) 3,vrsie prostora Ly«

9.1.4. Interpretacija tenzora ? (MePrvanovié, 1974,
nepublikovano)
Ako pri obilaZenju posmatrane konture sa vekiorom vl PO
gtupimo obrnuto nego u prethodnom sludaju,t.j.du? strana PR i
QS vrd8imo paralelno pomeranje 2,vrste, a du¥ drugih dveju stra-

paralelno pomeranje l,vrste,dobhideno

Dv* = dys o d(viedvt) = dvt = Tvi v 5 dve
! RS / / 2 Qs | ’

=
-

L
!

- Jv"';wf’{w:f(fv‘:)xJvf.f.,;hé*c(é'v:'
2 RS 2 x ; RS *

’
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odakle
év‘:fv"“?vl gé’v»“gsﬁu.. _
= d(ttnprtaen) = L Lpmy (e =
"":(/L l:mm”i-i%m*'L;mLiﬁ "LQFL§M+£L3ML{$)VP;{¢”‘J.¢“,
Tode “
(9.9) ;%W’" - 51:1'““" VJ'C,(:C%J:{:&‘

9.1.5. Interpretacija pseudotengora A
10

G3:1.5.0., Do sada obradeni slulajevi navode nas na wmisao

da sistematskil ispitamo razne gludajeve,koji nastaju kada ase

1L

menja vrsta paralelnog pomeranja vektora v~ duZ pojedinih strae

na posmatrane konture FQ3R.Ima ukupno 24m16 sludajeva (4 stra-
ne,a 2 vrsie paralelnog pomeranja). Te slulajeve moZemo prika~

ratli alededom tabelom:

ol 2. b s L a5 6.1 7.0 8.1 9. w.l 14.] 12| 13.] 13| 151 6
PA| 1§ 2 2 | 4| | 41 4 R RN
A1 11 2t 4t 244ttt 2t 0041040 21211
RS| 44 2t 4t 44 {1 20 2t 41 a0 2 4i 4121411t 2
PRy 10 20 41 &4 21 11 2] 1 SR AREEEAEEERE

U ovo] tabell pojedine kolone odgovaraju odredenim sluloe
jevima od 16 navedenih,Bro] na odredenom megtu u koleni odgova~
ra vrsti paralelnog pomeranja vektora vi duz odgovarajule stroe
ne konture, -

Prva 4 sludaja gmo ved obradili,a dalje ispitujemo sludape
jeve G-=16,

1

9¢leb5els Neka v™ vrdi pomeranje druge vrste samo duf girae

ne PR, a pomeranje prve vrste du¥ ostalih stra na konture (sl.4),

Tada Je
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: _ _ ,_ Rixt+8x') )
DV”:&(?“*J(V“%&W') =
f f as t

= dvindvie & dy dxtt2)

/ y Qs ! ’ z {
Dk":xgv*;vé—d(\f‘;qucfﬁ‘) o ; 1 : . _
2 T Tl TS | Pfx\ A2) G rdxt)

= v ‘e d v v
£v+¢fv -g-a”v . 51.4

Vi'm \’L"DV;’ e rJ’v".-Jv"‘-f-dé’v‘ - Jc{#i
(9.10) ‘? ? 1 i i RS 2 as 1

Prema (2.8°) jJe

(9.11) §V‘:-{V‘:~L,.‘i,,v""<?~=r-”‘*~i-;w”c}‘x‘“ = 2L v P

= !
v - b ™ my . 2 p "
dovr= gl vrde™) wpym VI Ml ™+
+A..‘;PL,,1 v de ™ # Lop Loy VP ™ g ® ,

odakle promencm nekih nemih indeksa
v _ ) A L A . $ - "

a ng igti nadin

i:;(v‘ maés(* ;mv”af:c"‘) s - L;}mwv"”ﬂgxm;ﬁcm N

L LV e mden o Lid B Tt b

tede

(9'-13) 62{ ';[V# :(“L;m}ﬂ‘ki';nj-:m *Liwl';ﬂ ) Vr“{-iﬂﬁy’fﬂ,
Prema {(9.,10~13) imamo

‘o t: P L ot 4 y .
%V “"Z‘Lf:f”tv J’:M"}"(LF"‘H“ L"'f‘:“{ +meLn¢ mj-,gn,j-am.*

+.5L,3L.,,*L;:P ) VP te™da™
h v

.l L::: 3: } I:‘ P i:‘ *
(9.14) %v zj_{:(v é’x“.;.[ﬁ;,,t,,‘,uL%iy)v‘dz"a’x“

y
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gde je pseudotenzor krivine A dat jednadinom (4,35),
40

Izraz u zagradi u (9.14) nije tenzor,jer prema (5.17) taj
izraz (zamenom indeksa p sa i) glasi
(9.15) ;‘MWLLLH =R e T L T T

J™Mym v, ™
" '

-t IR - P _— Pt p ¢
Lf,,.{LM L. LM .z,z’.w,.q,.,,.,f_i,ﬂ,c.f ZLE L w2l B g =

[voem g
- R ", n, *l :u. net : " F - P . . b

o
gde Lﬁmi nije tenzor.

Ako pored oznaka (7.1,2) za tenzore;@ B C’ AF 35 y UV

demo JjoB sledede oznake

i P ": --- f’ L froud 5{- i ¢
.17a,b ' A
(9.17a,b) £'= Aﬂ. , ¥ xiﬂ!.,m ,
4
odakle se vidi da -3, e ;‘?' nisu tenzori,onda se (9.15) mofe

napigati u obliku

(9.15 ") ﬁ:{mw""&’u{qfwi i[ =R+f+rh'-B-B 120 -2 Z,
1o v

gde samo ﬁwi nije tenzor.

9.1.6, Interpretacija pseudotenzora ﬁ

Posmatrajmo sada slufa} 6., prema napred navedenoj tabeli,
tejs. sluda] kada vt vr3i pomeranje 2,vrste duZ strane RS, a po=-

meranje l.vrste du? ostalilb strana konture, Imamo

DVt = d vt wd (Vi s dvt) = dyv* + v +tde;,
1 f s B / ! as !
3 ! RS f ' 2 RS ’
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Prema (2,87) je

(9.19)  dvio gy RSP B

AN LKA
g£vixas (“L;Mvﬁdk’m} M"L;m;%"p‘yx“‘{m%*
“Lra LB 5’(1-""'5«:""%4" j_“"v”a(:c'w&ﬁ’

ttjl

(9.20) ;’f Jv = (- ‘é/ﬂm *Las if’“‘ L ’ZM’)" " I
1 dalje

ﬁ";{’vi “i(“i;‘uw"(‘fw) e “L;M;n V‘af:{'“ar—ﬂf"‘ n

L, w VT Mg g Lo /el P i '

(9.21) &A:‘;(vw( LK, FLE L L E f.)véc{:c”J:C"‘,

Na osnovy (9.18-21) sledi

AV" “-J/ipm. Pﬂﬁ{;“‘+( .{"‘1 “L/Lﬂ,“t.’-'z‘h? ;n._l' LPH)V'J‘&:&J{&

Odnﬁﬁnﬁ

(9:22) AV =2Lf viqemy gt Vi ™ fon

na PQ i Q8, a bomeranje 2.vrate dus strana RS i pg, Tada je

DV 5 vy J(V‘.rdu‘:) = i{w‘:@%y; v d dy*

1 ' § ®5 f ’

M
i
day
-
-f.
R Y
i
-
—r
Dy
-
™
s
II

‘?V"' *-c-{u" v Jvv

RG % ’



82

(9.24) dvi-dvi v Svi - dyb =

4 £

e

d dv* = d{*i,ij- g™ ) = “Li{,“ v dendem +

RS @ RS

~+~j_wj.‘ v"“aaz:*"d’ac Lﬂ,,.v"czfz"’d‘:c” ,

”?
: . ‘ L ] "
(9.25) & §v r.(-z,,”,,,,*.f..{;,ua,,,,,uﬁhzw)v doc™dx

S etviz & L vida™) = =L, videmda™ +

@5 1
+L;¢,.¢,z.f v*”p(aa"‘c)“ac’*+tw Lo vide Pl
(9.26) & &V = (-Lii nr L Lfm + Lol ) Vi

Prema (9,23~26) dobijamo

(9.27°) A?SV —Z,L#m P(ﬂfﬂf"‘f‘ﬁnﬁm)*“{-é!m ‘*L“L‘%’!}

?

Lﬁim}h “ijm - +,3A£ﬂj~%j)yi%mcp£n
odnosno

“ _ o Jﬁ ot ‘*, P L, d s om
(9.27) 4V =2k /v (dx™r ™)+ (A jsun+2L om ,:;)v dx"dx ™,

gde e é pseudotenzor krivine (4.,27). Izraz u poslednjoj za-

gradi u (9.27) nije tenzor,jer je

(9.28) f;-’i}'um +£L£..,L§j SR AL+ R+ BB 2 C-2(FrF),
AV

gde su izrazi £ . , ¥/ dati jednalinama (7.1,2) i (9.16,17).

9.1.8, 1II interpretacija pseudotenzora A

L
Pretpostavimo da vektor vi vr3i pomeranje 2,vrste duf

strane Q3, & pomeranje l,vrste du¥ ostalih strana, Tada je
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= d v

f @5(

"‘\’:J

V‘:+5fv‘:‘) = dVt+d V-
p / Z

yte Iyt (v e §v) = dvt e A -d vy
! RS f

(9.29) _%V':: DVipvi= Jut -yl w v o of ve

2 f / z RS 4 as f d

b

(9:30) JV;HJP":-_-;‘&L:;PVPJ:CM
4 2 ~

v i N : NS S
(9.31) d dvi= (Lt vige™) = (-1 f  #LE L gL DaLfs Vit

&4
é{‘:;{ = J( L V™) =
y = -,z,;umV‘dac”afa:"*r,&jmiifl’ﬁaéc"‘dx" +i Z.P,,,V‘(a&cwx
(9.52) v =(-L ) o+l Bl L ELE  videmgen

Na osnovu (9.29-32) sledi

: xéidv‘cj':a: %(AJHN Frorm LPL;V,L,’;J.f;,..)V‘af:C“‘c?:C”’;

odnosno
(9.33) AV' = 245 v4dx™ - ?’}M VI d ™ S
v

gde je A pseudotenzor krivine (4.31).
3

9.1.,9, Interpretacija pseudotennora %

U ovom slulaju,prema napred navedeno] tabeli,vektor vi

vrsi pomeranje l.vrste duZ sirana PQ i PR, a pomeranje 2.vrste

duz drugih dveju strana, Tada je
Dv' = JV‘:fJ(V‘:+c{vi)mq’v‘:-i-cfif‘:-hcfdv;'
! f 783 ! { Z @S 1
DV;‘-_-_- é’v‘%a{(v':f*é‘vi) =dvi rdvied SV
2 ‘ 25 i ‘ 2 s !
- R S ‘. v .o ddviod dvt

(9-34) ? 5511 é"v‘ -!-fb’ t;i’l? *gsfg gsf
Na osnovu (9,19,30) i
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4

(9.35)  d Jvi= (- Ly L lpl ot AL Ly ) vid ™ dn

c?cfk’" P L A L d o "
(9'36) as f { LJ’"""% nt pm*l‘h@wi.ﬂo)v ‘:’g’C ‘7}‘:6

jednadina (9.34) postaje

(9.37) zéi -.Z,AJ} ‘{Gfa‘; ~dz™) f-*,q"‘f,*m v de M e
A
y)

pseudotenzor krivine (4.12).

9.1.10, Interpretacija pseudotenzora A

2
Posmatrajmo sludaj kada vektor ?i vrii pomeranje l.vrste

duz strane P, & pomeranje 2,vrste du¥ ostalih strana.

?V':x dv +J‘{V‘+dv) afv*-w"v“-g’si(s”

5\!" +~:sf(3/“~+~ dys ) _.,cf\f“e-dv"+f:(« g v ’

Rg 2

i

DV*

4
AV&:: %Vl:... V" - y
o 2 ‘:‘f *fsg.? é};ﬁ{ ?

pa na osnovu (9.19,25,3%6):

Telde
(9.38) ﬂvir_ﬂzl;%vdv&frﬂ%[”ﬁ‘ d('wm ?‘ll_in,i;f)vjﬁfiim(ﬁcw ,
ip ' v

gde je ﬁ‘ pseudotenzor krivine (4,38),
Analogno prethodnim slulajevima,dobija se

(9:39) = A “jom +2LE L) 2R+ f v p/ 4B B +20 -2 F,
12, W
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odakle se vidi da izraz u zagradi u (9.38) nije tenzor.

g,1,11., II interpretacija pseudotenzora A

10
Pretpostavimo,sada,da vi vrdi pomeranje Z2,vrste duZ straw
ne PQ,a pomeranje l.vrste duZ ostalih stransa,.

DV wq’\!%-cr{v‘ +c(v} .....c{v %Jv*%gsa’z{v ’

V‘:mcg’?£+d(vﬁ+5v£)ﬁcgvi‘+d€‘:+6fc5'v;*

¥

v o £l .. L }' ", -
d gve = L(-Lpvide™) =

=L fuyn Vi ™ "'ifm.ipw“'%"cfrc 4.,4“,1‘% yxd:cwxp
teds

(9.41) éé’u"x [*Lff'n;% +j_;{/£_ Lﬁniw)v‘dq:”d‘x,

P N AU B AR | — ) ",
gsiv . Qg( we/ V'{d’{m) - MJ;vad:C J‘C« +
+L:;&[.ngypmmch:n*_i;{_i:w ylda Pdc™
l:“ " ‘:‘ ol I- f:' I: * ", ",
(9’4'2) é;;fv' ""( LWJ?W*LJKLMF-“}‘LMQLP{)‘;Jd"xw J-‘-‘C ,
to (9,40) postaje
v ) = " ti, — -t.- ¢
- £ L £ "
LI.‘H-LMP 7"' .Z,L IP)V‘FQ%C Jﬂ:
t!j#
9.43) AV =2l
( ) ” "

gde je é; pseudotenzor krivine (4.35),

Na osnovu (5.17),(7.1,2),(9.16,17) izraz u zagradi u (9.43%)

Vg™ e (<A prm t LR L )V i ™
'

postaje
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(9.44) - A L + P v
/0 ]t zi-ww {fu - ﬁj J;'mm. -P.Zl_ }P 'Zimnijf’
ﬁR“f’fw?’+f*+ﬁ’“.c'C 2 F

gde & (9,16¢) nije tenszor,

9.1.12. Interpretacija pseudotenzora A

| iy
Razmotrimo sluda] kada vt vr$i pomeranje prve vrste duz

dwi
strana Q5 i RS, a pomeranje druge vrste¥drugih dveju strana,
Tada je
xd&"w»c;fv‘%d\’;) cf,‘.f +’c§.v +-Sc:fv"‘
Z Aas as 2 1
LD : Jy*
'Ev’ mé‘b’ +a-'(( JV) ffv’ +-r¢fv’ +§i£\1 ,

(9. 45)1} d.xf"--dw- 4.5»”' gv* -a»-at’,é'vmé"af’w ,
12

o5 2

Na osnovu (9.11,19,12,42) jednadina (9. &5) postaje

Vo1l vigem 08 yi : RTTER
@V T T =L VI (L Lt P L s L e

tede
(9.46) AV =2/ *‘:,,L V“i(c’:{"’-cz’—c"’)v“ ﬁ"“mnﬂ‘c{xme&“‘
12 o y !

gde je é pseudotenzor (4.24).

9.1.13. Interpretacija pseudotenzora ﬁ

i

Pretpostavimo da vektor v© vrsi pomeranje l.vrste sano

duz strane Q35,a pomeranje 2.vrste du? ostalih strana konture.

U tom slucaju je

JV-+§(ﬁ+£V) JV‘+§V Fddv

]S 2 ’

RS = ’

Py = dv +c€(v r«év) vardedé’w
L.

(9.47) ﬁv = é‘v‘“,.éfu* v dSvh L § oyt

- RS < Qs 2
Iz (9.11, 25 42) 1 (9. 4?) dobl jano

*
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v o 6 { " v, - L. + P,ﬁm?’n 0 V'“Ei NI

odnosno

(9.48) %Vbﬂz./—;%v‘{d?ﬁ’"“ /q"g’wwu’iﬁfaf"‘;q:“
v ]

14

gde je A pseudotenzor krivine {4.42).
14 N

9.1.14. II interpretacija psendotenzora A
& 4
i “ s . N e e
Ao v©T ovrsi pomeranje l,vrste duz strana PR 1 R3,a pomnoe

ranje 2.vrste duz drugih dveln strana konture,inamo

DVi= dvés d (Viedyt) = dvie dvie d dvt
{ < A3 X 2 2

®y 2 !

DVE = Jvb o A (Vi SvE) = JVhpdvep L JV
i { 4 4

&
-
p o)
W
il

(9.49) M mz:fv --a{v ?-E»fmsuwéév“wgsifw

Na osnovu (9.11,19*3,5) jednadina (9,49) postaje

(9.50) AV':“&ZL:\’:;[W.(‘&%M*&CM) + (- k J’um'*“«’#i nim) v demde™
14

Prema oznakama (?.1,2),(9.16,1?),a uzimajudéi u obzir (5.1%),

dobi jamo

(9.51) mi‘jmmuﬁ.;‘;i;}a = R-F -p BB -2 w2(FrE)

Sto pokazuje da izraz u zagradi u (9.50) nije tenzor (jer £

i £ to nisu).

9.1.15, II interpretacija pseudotenzora A
14
Pretpostavino li sada da vl vrsl pomeranje l.vrste dnZ

RS, a pomeranje Z.vrste duZ ostalih stirana konture,imademo
DV* — dvh . 5(1"'»;-5?}};) d v+ cjvt:f(j\d’fb‘{'
! A &9 2 2 ’

DV‘::: A ‘f(V‘:f"g‘f;') = JV “P*Cflf"f‘ogcj'v
2 < RS &

A S <

i
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(9.52) zzlf"“::: vy -dvird Jv - S edv
F) RS @y <~

1
Koristedi (9.19,12,5),jednadinu (9.52) moiemo napisati

Aw:z i}{ jaf?ﬂ 4.({_%“ "imJ;m L}W A 'lﬁi)a)wd'ﬁ“dqxw;

- (9.53) ﬁ%w:uv‘, ‘fzx"wg Vi

gde je % pseudotenﬁﬂr (4.42).
4

G,1.,16. II interpretacija pseudotenzora i
Pretpostavimo,na kraju,da v* du¥ strane PR posmatrang on-
ture vrsSi pomeranje l.vrste, a duZ ostalih strana pomeranje .

vrste,pa imamo

Cftf f-cf[if‘*v&cfv) dv -r-J’v*w-chw

! qG 4 ’
¢ v v % e g{ v [5 C})‘r’b
PV — fé"ﬁt %ﬁ(v *?UJ V +‘ﬂ,S‘f 2
(9.54) AV® = c)’»r‘__Jv‘waéd”v‘:mé’cév*
16 1 P J RS *
Obzirom na (9,11,20 5),pesledn}a jednadina postaje
"',...... vd . - ‘t..: > f-' -} P v £: J
OoNnosnNo

¢ e g4 ", L, £ / ",
(9.55) ‘ﬁv’ "'ZLH\? vidz ""‘(ﬁ fmu. mei /V Az " dx ™ ,

cde je ﬁ pseundotenzor (4,38),
g
Prema (5.,19),(7.1,2),(9.16,17) imamo

(9.56) A jmn LBl =R kB B2 (02 F
3 v

tej. izraz u zagradi w (9,55) nije tenzor,



S9.1.,17. Zakliulak

et

Jednadine (9.4,7,8,9,14,22,27,33,37,38,45,45,48,50,53,553

il
L3

h

ek
—

daju geome trijske Interpretacili je te

zora odnosno pseudotenzora krivine kwoji u tinm Jednadinama Iimi-

risu,t.j., tenzora R, R, 3,18 i pseundoitaon -
f FA 3 i
z ora parnog indeksa, t.]. % gexey st o (me od
144

tih jednadina koje sadrZe tenzor ﬁerzije-.Lj;(ﬂve semn prve Cew
tiri),daju istovremeno i geometrijske interpretacije t e n 3 o=
ra Torzije prostora LN'

Kao 8to smo rekli u §2.3, paralelno pomeranje l,vrste se
moze posmatrati kao pomeranje po jednoj,pozitivnoj,strani povr-
sinskog elementa ,a pomeranje 2,vrste kao pomeranje po drupojd,
negativnoj,strani, U tom sludaju,na pr, za vrednost {%V; (9.22)
moZemo redi da je dobijena tako 35to vekibor vi vrdl paralelno pow
meranje po negativnoj strani poamatranog povriinskog elementa,
odredenog vekitorima A fo, kada se to ponmeranjie vrii dul
strane I3, a po pozitivno] sirani - kada se to pomeranje vriii

du? ostalih strana konture,.

92, Tenzori R,R,R,EBE I pseudoten -
1 & 3 4

zoXri neparnog indeksa
Sede0. Uvod
Ono s8to je uradeno u §9..1. z3a velktor vi‘ kKoji Je dat u
contravari jantnom obliku, sada demo izvesti za vektor v, wodi
je dat u kwovarijantnom obliku, To je potrebno zboz tosn tio
53U nam se u ¢ 9.l. pojavili samo pseuwdotenzori sa parnim indeie
som,pa je logilno olekivati da de ze oni sa neparmim indelsom

pojaviti pri korisdenju kovarijautnog vekiora.
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9¢e2+1s II intervretaclja tenzora ?

Posmatrajmo paralelno pomeranje Kovarljaninos vekbora v,
J

o 3 - - . o~ - m e
duZ konture i pod ostalim uslovinma lao uw &9.1.1, Imadeno (51.2):

]1)”,; ::ﬁf’bfé +{§;(VJ 1—~ci£\}5”} mx.::f;,!f"{ +§V§ +~§5;f;ﬁb*’3 ,
21/3-::?1/5 %i(V;%{é‘) = 3”«? %?’VJ'4~££§/£ ,

odakle Je

(9.57) AV} - EV}' «»DVJ' -~ G{JVJ* - d v,

p]
Kako je prema (2.87):

diéw :xci( ,mbf fo“)

¢
o~ ,‘: , w P..m L it ™M {: I bt i
L‘(m?%l"’.; dx J—ﬁ ‘i*/f..‘fmz.t-w VPG&{, Ee /‘Jm/““'ﬁ vV, da™ ?

to izmenana nekih nemih indeksa imamnmo

(9.58) 655 (/.f,,‘,}m*L;ﬁh/f "L,fﬂi‘-' JVodx ™

i dalje
* .= | é . » ).
cé.;?fvff aqu""*‘V“d'{’ ) =
‘Z‘&rm oLV’ 55‘:{:%005{:%‘}‘1{”1?: PC{‘{“‘C};{ “i /im V 0[56
odakle se,takode izgmenama nekih nenmih indeksa,doblje
yooTm - fu"
(9.59) & dvy = (Limpn Lol <L 5L Vi e dic
a na osnovu (9,57=59) sledi
(9.60) AVp = =R fomm Vi da™da™

gde je= ¥ tenzor krivine l,vrgte prostora LW'



(9.61)

Gl

9:2¢2¢ II interpretacija tenzora %

Radeé¢l kao u $9.1.,2,,ali koristedi v umegto vi,dmbijamo

av, a{d’vmcﬁ’cﬂv

d ps 2 4 @y 2 ’

H

pa prema {(2,8")

* Eﬁfi”? xifi(lwiglktﬁn“*) =

L{,WV do™ c(’:(,”"*“.i.,‘,‘,/im f:f-’fa:""ﬂr:{: “imfi,;zl/g&t“é’.xp

odakle izmenama nemih indelksa

(9:62) A 9V = Ly st Ll by =L L L f )V die™ d

Dalje je

d o v, (1 -V af-z:,"’”")m

@5 2

HL‘*:?',W ]/f. 4_{"&‘}‘:{: '}'Lmzifn Vfd{m(ﬁ% “im';[. V ‘é‘CPC&C

agdnosno

(9.63)

(9.64)

55;2”:""‘( s m j%P "ZP Lo, )Vid{”‘%ﬁ"'

Na osnovu (9,61-~63) dobijamo

vy = TR Vo da ™ ™

gde Je § tenzor krivine 2,.,vrste prostora Lyse

9.2.34 II interpretacija tenzora %
Analogno onome u ¢ 9.1.3.,dobijamo prema sl.3:

Dip=dviv g (Vivdvi)=dvi v dvis ddvy,

75 4
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& ’C::?’
*%
‘A.

t

a.
e,
m":.

T

i%
ol
T

t
al,

m:::'

4

R =W

o
+

& A
N
“:'-:.

pa odavde

(9.65) QVJ‘ = DV,

3 2

Prema (2.8°) je

£V = glLjvidan)=

K3

=L fom Vi de ™ #LE L P Ve dg ™™ -z;ﬂz v dede P,

odakle

(9466) iﬁ_é‘v‘f {J"""'*' FLL, L" -L ] i‘.ﬁ,)V A ™ Jog ™

Dalje je
¢ . -
J dvi =g (Lagvidem) =

:Z;/,-.,. Ve dz“J-c"'*L,fv*Lﬁb Ve A" I2™ Lt l Vbt-f:cpcfx

Tedo

(9.67) CYC(V ﬁ(i,:;f‘}n*-/,% P.,.,‘”LP LH)V' de™ Jx ™

Zamenom (9,66,67) u (9.65) dobijamo

&V ”{L:‘w,w*i IR SIS R annzw)v i

odakle Je

(9.68) aA ”R;»WV dr™ I

|

gde Je § -tenzor krivine 3,vrste (4,46),
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9,2.4, II interpretacija tenzora %
Posmatrajmo sada sludaj kada vektor v vrii pomeranje
1.vrste du¥ strana PQ i RS, a pomeranje 2,vrste duZ drugih dve-

ju strana posmatrane konture,Tada je

?

v = dvye e dv ) = 4ve 4 £ 4

Dvy = Jvp e d(Virdvy) = dvgrdup w44V,
pa dobijamo

(9.69) QVJ'::E\/' -dpv:r = d v, -4 dv, |

Kako je na osnovu (2.87)

d/(?\e' (LMJV CYJ{, )m

RS + 4
i &
T Loy Ve d IR L L Yy AT < L LT e
odakle,lizmenama nemih indeksa,sledi

(970) & SV = Loy L f o =L L) Vi de™ I

J 4V = (ZL Vo de ™) =

:ZJ'%;% Ve dx ™ g™ f~i;%/_££ VP 4 ™™ - l/”"ﬁ:ﬂv 42" d ™

) & 4y = (L fsa L oy L L Ve dm
Na osnovu (9.70,71) jednadina (9.69) postaje

Voo b -7 P L L P m
% i (‘/‘j"‘b:"t l”{i”‘-*‘i‘f‘mi’nf L,:L;I{ m+‘zzww‘{t{’)v{‘?«/€fw&{ y
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odnosno

(9.72) Q‘JJ = “‘“% J"m.'m VL Cé&:m;-ﬁlw .

J¢245, Interpretacija pseundotenzora g

Sada je na redu sluda] kada vj vrdi pomeranje 2.vrste

duz strane PR, a pomeranje l,vrste duZ ostalih strana konture,

Prema 8l.4 dobijamo

y ?

as(b’fe-t:{fvj‘)x ?Vj‘+§v c?sffvf

fﬂhﬁs
DVi = §"J‘*‘“f$("’{*§”f)m JVjrdvird dvp,
odakle Je

9 AV = v v = dup Sy e ddvi-ddv;

Kako je prema (2.87°)

(9.74) §VJ* --??V‘* "“:L:,,,[ V,; 5:(‘,”" “L;m Ve J;c,“ .."‘:,EL,:;_J- Ve Cﬁ‘fm,
A ,

to odavde 1 1z (9,70,59) jednadina (9,73) postaje

4 Vi = <L :p[ V; de ™ -

~

_ ;, e . : :

v

7

cdnosno
_— f- ) m o i:' P ‘*‘ “ " ",
(975) DV; =2y Vi Jx™ = (8 mn# 2L L Ly )V d™de

gde je ? pseudotenzor krivine (4.34) prostora Ly o

Kako je prema (5.16),(7.1,2) i (9,16,17)

(3.76) gbjww""linfm p; = R + £ *Jféf+ﬁ +BI2l -2F
¢

to izraz u zagradi u (9,75) nije tengor,
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9,2.6, Interpretaciia péeudatenzﬁra ?

Razmotrimo gluda] kada vj vrEéi pomeranje Z2.vrste duZ strae

ne RS a peomeranje l.vrste dug ostalih strana konture,Tada je

(9,77 V: = _— . . .,
/ oV i{vé 4V, *égvé 2}‘2“’; ’

2

Y
pg@davde i na osnovu (9.66,59) jednadina (9.77) postaje
- v w o ff -]t P - P L , n
%vjmzL,,g Vi dt™ = (L o m !.J Z.MA LELro )V d™dn
telds
(9.79) ,{6}\/}* =2/ :*'f Vo da™ - )? ;{%n Veda™dzx™
V-

gde - ? pseudotenzor krivine 7.vrste (4.30) prostora LN.

9.2.7. Interpretacija pseudoienzora é

Ako pretpostavimo da \£ vr5i pomeranje l,vraste duZ strana

PQ 1 05, a pomeranje Z2.,vrste du? ostale dve strane,imademo

07 = 0= - e 8 44

pa na osnovu (9.74,78,62,59) dobijamo
— ':* . ™ i s

“(lffmw - ;j;w{"ifﬁ‘i;w -L}, j‘ P+£Z.£wﬁ. { )V': A"z

4
~

ttjt

L

(9.80) AV, m,z/;w (™ #dx™) (A pmnt 2L Dk g J)v dx g™

gde je A pseudotenzor krivine (4.26).
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Pomodu (5.12),(7.1,2),(9.16,17) dobijamo
fjf'fw,,,, ‘*'%Z,,,L;’;f m‘R bR BB r2l 2 2 £
v
gde £ +£'nije tenzor.

9.2.8,11 interpretacija pseudotenzora A

Ako vektor \£ vrsi pomeranje 2,vrste duZ QS, a pomera-
nje l.vrste duZ ostalih strana konture,dobijamo

BV = v e g gy,

odakle na osnovu (9,74,58,71) dobijamo

Y, 2L e Lt oL o L k) Vi

Wy N
'

odnosno

(9.81) AV, =2/ vV.3x™ ¢ A mm Vide™de™
g 4 {2 g 4 1

gde je A pseudotenzor krivine (4.30)}.

942.9, Interpretacija pseudotenzora A

Pretpostavljajuéi da v vrél pomeranje l.vrste du? stra-

na PQ 1 PR,a pomeranje 2,vrste duZ drugih dveju strana,dobijamo

Ij = Y e -y - 44,

RS 1
odakle,koristeéi (9,74,78,66,71),imamo

m,l[.,:{ V;(&é:{; J{m) (L}’m - }'bm;m /-P LL "l:?;ii?)l/‘-dx"‘é’a’”

Telde

ge je A pseudotenzor krivine (4.11) prostora Lo

?
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Ge2.10, Interpretacija pseudotenzora %
Razmotrimo sluca] kada vektor Vj vrii paralelno pomera-
nje l.vrste duZ strane PQ, a paralelno pomeranje 2,vrste dug

cestalih sitrana konture, Tada je

{%Q{xzfﬁyuci *f~d55v Jaiv

{  es2 as f

odakle na osnovu (9,78,62,71) dobijamo

o 2 &
%ﬁ? L J V. d™ +

F(Longrm L fgm ML g =L o L 2L B )V o ™™

Tede

’

(9:83) 4V = 2L vide™ (8 jnm zﬁni o) Vide "™

gde je A pseudotenzor krivine (4.37) prostora Ly. Za izraz

u zagradi poslednje jednaline na osnovu (5.18),(7.1,2),(9,16,17)

dobijamo

(9.84) ﬁ famt2LE, “R - g BB 20 -2E,

Ly =
tej. nije tenzor {zdbog 5 Yo

9;2.11. IT interpretacija pseudotenzora g

Pretpostavimo da Vs vri3i pomeranje 2.,vrste duf PQ, a po-

L7

meranje l,vrste duf ostalih strana konture,pa imamo

AV, = - . 1
a Vi S AV At d gy - g dv;

Qdavde ,pomodu (9.78,58,67) dobijamo
a vy ““ZZL“ v, da ™ 4

L ; .
UL fusm ™ Lo FL Bl £ <L B 2L B L Vidcde™
h'd :
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odnosno
(9.85) 4V ....,azmmamm Fnom ¥ 2L L Z&)Lw:c"dw

gde Je ? pseudotenzor krivine (4.34).

Na osnovu (5,16),(7.1,2) i (9.16,17) dobijamo

(9.86) gbjnw tZ/ . P " Rw@ R FB B 2L rFLE

gde €' nije tenzmr,pa i ceo izraz u zagradi u (9.85%) to nije.

9.2.12. Interpretacija pseudotenzora %
Ako ?j vréli pomeranje l,vrete du¥ strana QS i RS, a pome-

ranje 2,vrste duZ drugih dvejun strana, imamo

AVi=dVi=8virdyi-dv; v v~ d dvy,

ds z
Pomodu (9.74,78,70,67) dobiijamo

Avlwu V(G = die™) = (Lijyn =Ly m LBl oL L o Vel ™

Tede

(9.87) 4V = ’3 Vi (G de™) = A e Vi dt "

f1.

gde je A pseudotenzor krivine (4,23),

9.2.13, Interpretacija pseudotenzora ﬁ
Pretpostavimo 1i da Vj vrii pomeranje l.vrste samo dud
strane QS5, a pomeranje l.vrste du? ostalih strana konture,do-

bidemo

ﬂlﬁ*ﬂ=
pa na osnovu (9.74,62,67) prethodna jedna&ina postaje

§vf--§;l”vg~+i§v{ c:rafl}

as 2 !

aV; m,zz.; Vi GX™ 4 (L m L ym FLL LG w{,{:d,ﬁ;w)v de™dx™

Teo
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(9.88) ﬂv‘i xzi:;j v; ap’ﬁm + A b[*w% Ve d{wa‘xw
5 d 7

gde je A pseudotenzor krivine (4,41).

15

9.2.14, IT interpretacija pseudotenrora A
Ako pretpostavimo da %j vrsi pomeranje l.vrste duzZ siraw

na PR 1 B3, a pomeranje Z2.vrste duz drugih dveju strana,dobi-
¢emo

=d Vi -dvj v JVi -4V, +d Jv;i - d dy;
f

as+ 1 °
Na osnovu (9.74,78,58,6%) prethodna jednalina postaje

AV} ml,é.b%v (™ rdx™) +

+( fm:m“/imai,m ;m,z-,pm,“l-Pihf -Zi,f:wzpr)yaﬂfiﬁ"(f{""
odnosno

(9.89) 4 Vj =2Ljn Ve (x4 3C™) (8 fum 220 Eul bV, e

gde Je A pseundotenzor krivine {(4.26).
Na osnovu (5.12),(7.1,2),(9.16,17) dobijamo

(9.897) B fnm * 2B L = -Rrfrh!-Ben 02l 22 r2g!

{

tej. lzraz u drugo) zagradi w (9,.89) nije tenzor.

9.2.15, II interpretacija pseudotenzora %
Pod uslovom da vektor Vj vr5i pomeranje l.vrste du? RS,

a pomeranje 2,vrste duZ ostalih strana,bide

AVi=dv; m'v HN ~-ddy,

25 2 as e 4

a na osnovu (9.78,70,63) ova jednadina postaje

ﬁ-v[“ﬂ*'z;/_{i Vi da™ - (Zm‘f}w uj}m lﬁf,i,,f,“l.”llow)ydx "dx ™

tede

2
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13

gde je % pseudotenzor krivine (4.41),

(9.90) 4V Nié Vida™ = B fmn Vo dx™ o

9.2.,16, I1 interpretacija pmeudotenwzora A

Pretpostavimeo li,na kraju, da Vj vrii pomeranje l.vrste

duz PR, a pomeranje 2,vrste du? ostalih strana konture,dobijamo

d’w ij rd SV, ~d d v,
4 £

f Rst 4 asa 47
odakle zbag (9,74,66,63) sledl
aié;H_V;dH:“”

“"”( ;n.-;"'t« ”"J?"" z‘fﬂf mp “""‘*f’z‘:'?b *Jli:;mi%’j')ﬁ;cfac”‘d'm"'

odnosno
(9.91) Av ...,zLJ,,,,v G (A o =2 un L5 Vedhe ™

gde je A pseudotenzor krivine (4.37),

Pomodéu (5.18),(7.1,2) i (9.16,17) se dobija

(9.92) Q"J-Wﬂ,m.fzz:wgéf SRR =R BB -L0-2E

tej. izraz u zagradi u (9.91) nije tenzor (zbog £ )

9.2.17. Interpretacija pseudotenzora %

Kako je prema {(4,46)

ﬁ f"’b"fw s E’ me %,z,i 1'{:"1.- {f ?

to se jednacina (9,68) mo¥e napisati u obliku

v p ¢ e, "
(9.687) AV; { { mn ‘uwwigf)%ff-t Jx

3

9¢2.18, Zakljudak
I ovde vaZi analogno onome $to je releno u 9.9.17. u D Qe
gledu geometrijskih interpretacija tenzora krivine i torzije i

pseuwdotenzora krivine prostora T e
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9,%. I zvedendi tenzori krivine

9,3%3.1., Interpretacija tenzora ?
Ako saberemo jednadine {(9.82) i (9.87),%to oznadavamo

(9,82+87) i analogno u drugim glulajevima,dobijamo

(9.93) (é&+ﬁ)y“ :_-,-,--(f,;..?-) ;‘mnV‘;fo&mJL"*,
gde gmo stavill

L. al P
(9:9400) (§0) Fn ™ 0 ™ E o, (000 = 0,04

i analogno u drugim sludajevima,

Iz (9,37+46) je

(9.95)  [4+8)V' =[8r8) fmn ¥ d™ g™
Kako je prema (6,7)
(9.96) if fﬂﬂ»:(?*?)fww:”@*ﬁ);wa,

to jednaline (9.95,93) postaju respektivno
L mr‘; .
(9.97) [A+ 4]V = 4 j ol o

(9:98)({3*"&)? 3“.3.5 !lmn, ;J{{m;{.

e

gde Je % izvedeni tenzor krivine l,vrate proastora Lﬁ,dat

pomodéu (6.7),0dnosno (6.8),

9.3.2., Interpretacija tenzora Ef

Iz (9.79+90),0dnosno (9,81+88) i (9,.R83%3+85) imamo

(9.99) (8+ Q) ==(8+A) fam Vi de™d™

(9.100) (ﬁ,‘* FA) V= (ﬁ“"ﬂ ) . V; el ™z
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(9.101) (ﬁ% FANV =(BeR) oV da

g 4l §nm

»

Kako je na osnovu(6.15)

’U.ﬁ-

(9.102) ‘35 af‘mn m(q*‘q)b;"mn :{‘q*'ﬂ)b’{*%m

(9.103) (848 )V = =2R o V; dx™d™
(9‘1{)4) (%%%)V’J o ‘35 "j.w.m Vb Q{:{f"id‘xﬂg
(9.105) (4 «a) vy =28 Vida™da™

gde je '3 izvedeni tenzor krivine 2,vrste prostora L,,dat sa
(6615),0dnosno (6.17).

Geded. Interpretacija tenrmora 3’

Na osnovu (9.22+53) i (9,14+55) imamo

(9.106) a+a )V m;&?"{wwvfla{{ﬂd’{w?
(9.107) (§4 +~£)V :,.a;{, }'Mﬂ, VI ™ F ™ :

gde na osnovu (6,16,18) za izvedeni tenzor R imamo

(9.108) Jgig‘m%“(f*ﬂ)i*mx(ﬁ PR s =

1y "7 a2
WR g =L L i "L E )

9¢3.4. Interpretacija tenzora R

Da bl dobili odgovarajndu relaciju u koju ulazi R, po=

gtupamo na slededi nalin. Pre svega,prema (6.33) je

. ~0 .
'9+109) B g = E B )
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Korigstedi odgovarajude vrednosti za prirafitaje vektora

& iz €9.2,imamo

(9.110) [ A ﬁ%)}f‘ﬁ(ﬂ%«{g)yfq.[g*_ﬁJv{m

19 { T

-“-HZ(H h;w::y + 0 {:‘j“w% + g ;j'mw) V:,' Uéﬂiméy-f "

4 £3 VY

S druge strane,na osnovu (7.5),zbog (7.1,2),bide

Rbfww :wﬂv*‘@!*% ~Bl+B r2l P

3
pa na osnovu (7.5} dobijamo

R o, =R - BB -0

3 ~

i,dalje,zbog (7.7)

v - I ¢
(9:211) R fom =} 7L =Ry m2L0 L
v

v

Ako odavie g'zamenimm u (9,110) 1 koristimo {(9.109),

imademo

(xﬁ#ﬂ +~A+a+a+&)y*.~:
o 16 13 1w 9 12’ {

==2(f e T R e VLD Ly ) Vide e
telde

A e L, p g
(9.,112) (‘} tO A A +A B )VJ = ,5(55 gmn'*“'zlmmig*)\/;c({”‘é’x:“’

0 Iz 15 5 1h g

gtoc predstavlja trafenu relaciju za gﬁ .

™

9.3%.5., Interpretaciia tenzora ?

Na osnovu {9,79-82-88) dobijamo

(§ ~a -4 )V{ :[{’? - ’?}Lg'wn “‘ﬁg;'ww] Vi dx™ dx™

9 §3

odakle zbog (6,66)



(9.11%) 3 [mmux(émﬁ) fMﬂ “ﬁ D

dobi jamo
~ ¢
(9.114)  (4-4-2)0; = By oun Vede™ g
3.3.6. Interpretacija tenszora §'

P

Da bi dobili traZenu relacilu za § postupamo analogno

prethodnom sludaju, Naime,preko (9,37+48-2) dobijamo

AW AR <t Tyigem
{&+ﬁ ?)V -[(fi f?) { mn i{wmjv dx™ dx y

9

pa kako je na osnovu {(6.67)

9.115 v 3 -
( ) E',J.%% (:-1 ﬁ)éww anw’

to prethodna jednadina postaje

(9.116) (;Méué_\)vi . ;ﬁ‘fd,%%v:d{_mkw

8to predstavlija traZenu relaciju 2za %ﬁ .

9.3.7« Interpretacija tenzora R

+

PoSto je prema (6.84)

e

9.117 t- - : ", b
(.01} jmn (84 8) 8

to kombinacijom (9.88~79-87) dobijamo

(4-4- vi...f(ﬁuq {8 ] Vi dog ™G

3 6

i konadno

#
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9.5.8. Interpretacija tenzora gﬂ

Na kraju,uzimajudi u obrir da je na osnovu (6,85)

; ~ { - i ¢
(9:119) R " g T (A 48) fomm * A

2

kombinacijom (9,22+46~48) dobhijamo

(9,120) A - i e :
(6 %'ﬁ. fi)‘/ - ‘{hbn_"édmjwéﬁiﬁ ,

t.}. traZenu relaciju za

M) e}

9.,3.9, Zakljulak

Jednaline (9.97,98) daju dve geometrijske interpretacije
tenzora §',jedna§ine (9,10%=105) =~ tri geometriiske interpree
tacije tenzora 'g , Jednadine (9,106,107) daju dve interpreta-
cije tenzora E’,dak jednadine (9.,112,114,116,118,120) daju

geometrijske interpretacije regpektivno izvedenih tenzora kri-

vine Q' s T rogstora 1.,
! rgp n

Kao 8to vidimo, jednadine kojJe dajn geometriiske inter-
pretacije odgovarajulin izvedenih tenmora krivine,sadrie na
levoj strani algebarske zbirove dvaju ili viSe totalnih pri-
rastaja vektora koJi se paralelno pomera du? konture,

Svaki od tih zbirova mofe se geometrijski interpretira-
ti. Na primer, moZemo redéi da je prewa (9,118) dat totalni
prirastaj vektora vj koji tri puta obide posmatranu konisuruy
1 to prvi put smerom PRSOP,pri Cemu se du? pojedinih sirana
vektor v, pomera paralelno prema siudaju 9,2.13%.{v.tadbelu u
é 9.1.5.), a drugl i treéi put suprotnim smerom, prema sluliz=

jevima 9.,2.6, 1 9,2.12,
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10,PROSTOR JEDINSTVENE TEORIJE POLJA (JTP)

10.5. Uvodne napomene

Kag #to gmo naveli jo8 u Uvedu,A.Binetein u svojim rado=
vima o Jedinstveno]} teoriji polja (JTP) uzima kao osnovu sledew
vezu izmedu csnavnog.tenzﬁra gg; i konakaij&,koju gada, 78 I
zliku o4 koneksilje {}; prostora GRN,odnoanﬁ koneksalje L;& PLoOw
stora Ly obelezavamo sa E;;i zovemo E ins telnew-ovon

kKoneksijom:

b e P . LA
(10.1) : ?i{ - ?i‘j}m - anﬁ’mﬁ - EMA ip - 0,

sto predstavlja sistem od N3w43m64 jednaline sa 64 nepoznate
E}iper indeksi uzimaju vrednosti 1,2,3,4 .Jednalina (10,1) za-
menjuje jednadinu kojom se ekeplicitno (generalisani) Kristow
feloﬁ simboli izra%avajuupcmeéu jij (Eisenhart-ove jednatine
(0.45) i1i (1.5,6) kod nas).Time se razlikuju prostori JTP i
GRy (u sludaju istog broja dimenzija),

Medutim,prostori GRN I JIP su specijalni glucajevi pr -
gtora LN negimetridtne afine koneksije,U tim specijalnim glue
dajevima Jje uvodenjem osnovnog tenzora gq.neaimatriéna'konekﬂ
sija zadata na odredeni nalin,a takode Je obogadena strukii
ra prostora LN (metridke ogobine, pravitaci ja,elektromameti-

zam).To znadi da sve 8to se u ovom radu odnosgi na prostor In,

(vedi deo rada),vaZi kako za GRy,tako 1 za JIP.

Leva strana uw (10.1) ima oblik kovari jantnog isvoda,
gamo 8to je ¢lan koJi odgovars indekéu ¢ formiran prema 1,
vrati kovarijaninog izvoda, a &lan koji odgovara indeksu -
prema drugoj vreti, To se obiéno oznaduje znacima. : + 0Gno=

gno -~ ispod odgovarajuleg indeksa,
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10,1. Nekxe osgnovne relacijje u JI?

Teorema 10,1, U JTP vaZe relaclije

. s D - . -
(10.2a,b) 3rm 2EF e Gy = zgr 9f
tost e mii 70 B st =2,

(10.4a,b) ;.Jm., ?ﬁf‘m =0 , a;m ?:._1?'% = 0,

(10.5a,b) é’J;% J;;m =0

pri femu gu kovarijantni igzvodi uzeti u odnosu na Binstein-ovu
koneksi ju E—'J .
Dokaz.Jednadine (10.2) se dobijaju polazedi od (10.1),a

(10.3) slede iz (10.2)., Da bi dokazali {10.4a),imamo
g{f‘% i( "1“"‘* ‘?gim)mEm EF?
‘ ARG Pl

T Tmiti T

Crl Gojim = Feym + Gimi

¥

=Eoy Gir Eo Up B G 9o vE GG rEL g vEL g =
a analogno se dokazuje i (10.,4b) g

Relacije {(10.5) se dokazujiu polazedi od definicije tY“

simbola i kovarijantnog izvoda 1. odn, Z2.vrste,

10,2, Ve z e 1 zme du GR i JTP

M
Koeficijenti Binstein-ove koneksije Eji,su jednadcinom
(10.1) odredeni implicitno pomodu ?Qj' Da bi nadli eksplicit-
,nu'vezu, korigstimo rad Fisenhartea {li]. Naime,vazi
T e orema 10,2, Neka su [‘." koeficijenti (1.6) pro-
stora GR, formirani pomodun osnovnog tenzora ? Sf prostora JTD,
Tada za koeficijente E;m Binstein-ove koneksije (t.3j. one ko~

ja zadovoljava uslov (10,1)) imamo
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(10.6) Eg‘i *"’Ql f.,éf..r;m . %3“({“;} Gup + T {j*f) :

oo v VoW WY

Dokaz., Pre svega,polazedi od zakona transformacije lkoew
ficijenata xoneksije,dokazujemo da za dve koneksije f?f; 1 f}}w

definisane na isto] mnogostrukosti,vaji

(10:7) | E;;{, - rf% - %;p(, .

gde je (%f;tenzor. Na osnovu (10.1) je

oo P
?;:3*} E e i ¥ B i Tep

odakle zamenom izvoda u

?

A, . =2q. r1°F
¢ f K ?.‘;f.‘rf ?m,f ?p K, ?{mi

dobi jamo
P, P P -
£ “{ ?Px. " EJ“ Tip T EJ"-’ T 7 i < Tip
- P -
E . o E %F’ Fd.f; ?:{?_ = 0,

pa odavde,uzimajuéi u obzir (10.7),sledi

P
10,8 L + L P g P —

Razmenom indeksa J,k:

F i Plo. =
E‘il‘f'c(fw' +Eg%}a+~@w dip = 0.

Poluzbir poslednje dve jednadine rlasgi

P P g . P _.
(10.9) E@?w+E$?U i a’{:_‘c'_ 9ip =0,
a poelurazlika

P P P _
(10.10) Eig,?gj*'Eﬁﬁ?ﬁ‘ * G Gip =0

Alkko dva puta izvrSimo ciklidnu permutaciju indeksa i,3,k
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dobijamo iz poslednje jednaline
Fl g, +Ef g, +aL g, =0
o Tpi S Jup TR Gip =9
i P
* . 11 N ¥ v
T G TEL G T Y ke = O

pa sabiranjem tri poslednje jednaline :

: L, -
(10.11) (J.Ei; ra ) cj&u-(—ZEé +~a,é )?E+(JE%+@%;)7M-O,

Wrivinpell

Ova Jjednatina Je zadovoljena za

(10,12) ,zEJ-} + a,;,(, = 0,
\V v
$to zajedno sa (10,7) daje
b o e B [0
(10.13) 6L;WO - 3 [*J% X
odnoano
(10.143) E 'L o " r i:
= 3T
Zamenom (10.14a) u (10,9):

0
P - i P
a’.{.’f?f_ﬂ B ;(r‘g ?wp+rip‘° ?ff*)}

odakle mnofenjem pa ?Ei i

SRR Y T 3 P
Aje =31 (rfj Tep +Tew 955 ),

o

odnosno Y v

: g/ rp
10.13% A = 73 {F + 1)
( ) d¥ 3 g? i;{?tﬁ 1K ?{f)’;
pa na osnovu (10,7):
[ NP Ly o «F
(o) Ej =Tju vy =Th 59 (M9 " tis)

Konadéno,na osnovu {10.14a,b) sledi (10.6).
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Sada se lako dobija rélacija koja je obrnuta onoj iz
(10.6),%.3. vadi:
Teorema 10,3, Keeficijenti koneksije r}inrmﬂtmra
GRy, definisani sa (1.5,6),1izrafavaju se pomocéu koeficijenata
E;grﬁingteinnave koneksije iz (10.1) relacijou
(10.15) Yoo g S LY P
o = Eju +3E( - ¢ (Eg?x‘f-#fw(j{f)_

Dokaz., Iz (10.1l4a) je
(10.16a) lie =587
' v’

a odavde 1 iz (10.14b):

o p o emp
(10.16b) ré_ﬁ - Eii ? (E "5\4 ?“\f +E fw ?J‘P) .
WU\

Dakle,iz posladnle dve jednadine sledi (10.15),
Relacije (10,6,15) mopu slufiti da se iz odredenih jede
nadina prostora GRN dobiju Jednacdine odgovarajudeg prostora

JTP 1 obrmuto,
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