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UVOD

U matematici i njenim primjenama c¢esto je veoma pogo-
dno jednu funkeciju prikazati kao sumu (konaénﬁ ili beskona~
é¢nu) drugih "bolje poznatih"; po pravilu funkcija odredje-
‘nog tipa. Pomenimo samo klasicne rezulﬁate o razvijanju
~ funkcije u Taylor-ov, Laurent-ov i Fourier-ov red. Ovaj
rad je skroman doprinos u rjesavanju problema takve vrste.,
Naime, istrazZuju se uslovi pod kojima se jedna analitidka
(videznaéna) funkcija, definisana u oblasti D prostora C #:
moze razviti po stepenima druge, odnosno po stepenima dru-

giﬁ konaéno mnogo takvih funkcija.

1] teoriji_funkcijé Jedne kompleksne promjenljive pozna-
to je da se svaka funkcija F', koja je analitiéka u probu-
Senom disku {_o<!£-—a_[ CJL} i za koju je a -_taéka granangja
reda k-1 , moZe bredstaviti u vidu tzv. Puigeux=-ovog x)
 ‘reda .

(Uf) F(x)= 2 L,,[z-—a)?f

gdje su koeficijenti Ly ‘kompleksni brojevi. (U!) znaci da

za svaku holomorfnu granu .F funkcije F , izdvojenu u ne-

%) Puiseux V. (1820-1883) - francuski matematidar
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-

koj jednostruko povezanoj oblasti G < {o<lz-—al<ﬂ.3 s posto-
ji u G holomorfna grana B\, funkeije (Z-a_)i- , takva da Jje

+0x) _ _2 Cy Che] (zeG).

Red (Ui se svodi na Laurent-ov prostom smjenom Z£-Q = Z\k
(vidi Da], str. 188). Cilj ovog rada je dok321van;|e sli-
¢nih tvrdaenaa za analltlcke funkcije vise kompleksnlh pro-
mjenljivih. Na zalost, prelaz iz kompleksne ravni u prostor
Cm'l(m-> 1) nije uopsSte jednostavan jer izmedju analize u C

i analize u C™ postoje kvalitativne razlike.

U prvoj glavi razmafra se oblast holomorfnosti D u @m
iu toj oblastl analltlckl skuP A= {ZED 3(&) O} s, gdje
je 3 holomori‘na u D funkcija, takva da Vg,_%'—,u/%\io
na A . Pretpostavlaa se da Je i‘undamentalna grupa m[D\A)
izomorfna aditivno] _grubi Z, cijelih brojeira, tj.:l;(D\A)ﬁ:Z)
a zatim uvodi pojam reda grananja "oko" A konanoznadne
analiticke u D\ A funkcije F i dokazuje (teorema 1, str.9)

da postoje holomorfne u D funkcije £y , takve da je

we) () =2 L(2) L’g(z)]% (2= O\A),

gdje je k-l red grananja.

Primijetimo da je Puiseux-ov razvo] {U _{) lokalnog kara-
ktera, a razvo] (UZ.) g]_.obal:;og. To se specijalno odnosi 1
na sludaj m=1 . Nainme, Puiseux-ovi redovi konvergilraju u
probuSenim diskovima, a u teoremi 1 (u sludaju m=1 ) D
moze biti proizvoljna jédndst;-uko povezana oblast u £ , a

- A proizvoljna talka a €] ; razvoj (UZ) vazi svuda u D\_‘lﬁi_
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U treCem paragrafu I glave definise se indgks grananja
kF‘ kona¢noznaéne analiticke funkcije [ , definisane u
oblasti 1D za koju je (DY =X Z. .U istoj oblasti razma-
tra se druga kona&noznaﬁ’ir}a analitidka funkcija H s indek-
som grananja kH i dokazuje (teorema 2, str. & ) da, u slu-
¢aju kada je D oblast holomorfnosti 1 k%r cijeli broj,

postoje holomorfne u [ funkecije L

F=2_KH

vVEb

y » takve da je

svuda u D .~

Na kraju I glave dokazuje se (teorema 3, str. |t ) jedna
varijanta teoreme 1. Naime, za A se uzima proizvoljan

analitidki skup, ali se zato oblast 1D "tereti" dodatnim
2
uslovom H (:Q, Z)=O .

Q:ggg glava je posvecena problemu razvijanja analitidke
funkcije u viSestruki red (po stepenima konadno mnogo dru-
gih analitidkih funkcija). Razmatra se oblast holomoffnosti
Dc.@wl u njoj razliciti nerazlozivi analiticki skupovi
A£={E€'D:8c(£):oj Ty gdje su 84_.' holomorfne u D
funkecije takve da Vgcio na A,_-' (if-"-f,.-:)m). Pretp%’sta—
vlja se da je fundamentalna grupa J (D\A) (A =£g A{)
lzomorfna direktnom proizvodu 12O & Z me .aditivnih'
grupa Z, cijelih bro_jeva, 1:_;]. .'.TQ(D\A} ~ ._Z.®:;_f_® ZJ 3

m X
zatim se dokazuje jedna lema (str. 2{), koja tvrdi da pe-

tlje—generatore o(,_,... , L grupe TG (D\A\ mozemo iza-
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A—

brati tako da bude &a Oﬂ@g 8"& 27C , gdde Je S‘%;

Kronecker-ov simbol. Za svako .._4. ) M deflm.se se

indeks grananja ka "oko" skupa Aé konac¢noznacéne anali-

ticke u DNA funkeije F , a dokazana lema omoguéuje da .

se doka¥e (teorema 4, str. 24) egzistencija holomorfnih

u D funkeija Loy,...vm » takvih da je

svuda u D\ A .

U drugom paragrafu Il glave definise se indeks grana-

nja konacnoznalne analitidke funkcije duz petlje u Dc ™

(D Je oblast u kojoj je definisana rezmatrana analiti-
8ka funkcija.) Pretpostavlja se da Je I,,(‘D) slobodna abe-
) t3.

lova grupa s konadno mnogo gemeratora [d,] ...

Ii(o\ .Z @ @ Z s zatim se u 1) razmatra kona- -

cnoznacna analltlcka funkc:.aa F S indeksima grananja h -

duz petlji- o(; i konaénoznalne analiticke funkeije He

(Af,.-: L]...}rm.), ciji su indeksi. grananja }f.,;d-_ duz petlji o% :

jednaki 1 =za L#J« . Dokazuje se (teorema 5, . str.30) da,
u sluéaju kada je D oblast holomorfnosti i i%c cijeli

brojevi, postoje holomorfne u T) funkcije 1C;-p1...\) , ta-

e

kve da Jje

F= Z/cw Lo

svud.a_ u D .

Na kraju II glave se dokazuje (teorema 6, str.33)
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jedna varijanta teoreme 4, Naime, 2za IAL se uzimaju pro-
izvoljni razliditi nerazlozivi analiticki skupovli po ci-

jenu uslova HZ(D, Z)=0 koji se nameée na oblast D.

U treéoj glavi uvodi se pojam uopStenog analitidkog
elementa i formuliSe profSirena teorema o monodromiji, sSto
nam omoguéava da dokaﬁemo teoremu 7 (str. 38), koja tvrdi

isto sto 1 teorema 1, ali uz druge pretpostavke. Uslov

f*$;GD\A) ZZ; u teoremi 1 se ispusta 1 zamjenjuje pret-

. postavkom da je kompleksna mnogostrukost

M= {(I w)eDXC 1 ms -3(45\})

gdje Je I)* oblast-l) bez singularnih tadaka nerazlozivog
angl skupa A . jednostrﬁko povezana, tj. VG(M)= o ..

U drugom paragrafu III glave dokazujé se teorema 8
(str,'33), kOja'tvrdi isto 8to i teorema 4, ali uz pret-

postavku da je kompleksna mnogostrukost

M={( )l 2, o YEDXE™ Mg ()= oz g g =0,

gdje Jje 133 oblast D vez singularnih tac¢aka analitickog
skupa, A U A; , jednostruko povezana, tj. I(MB O.
=1

U treéem paragrafu razmatra se jedna posebna situaci- .

ja - sluéaj dvoznacne analiticke funkcije. Uzima se jedno-
| .

struko povezana oblast D wu C i skup A . nula holomo-
rfne u D funkeije § , tekve da Vg #£0 na A . Dokazu-

je se (teorema 9, str. _'-l-?..) da za svaku dvoznacnu analiti-




EH‘
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gku u D\A funkciju F , koja se grana "oko" A, posto-
je holomorfne u D\A funkcije QA 1 ﬂr , takve da je

F = &+er5

svuda u D\A .

U posljednja dva paragrafa III glave dajﬁ se (algeba-
rskim terminima) neophedni i dovoljni uslovi pod kojima
ée jedna analititicéka funkcija moZe razviti po stepenima
druge, odnosno drugih konadno mnogo. Za svaku analiticku
u D Cmfunkciju F‘— definise se homomorfizam pr gru—

pe I,,(D) u grupu permutacija od konacéno mnogo ili prebro-

jivo mnogo elemenata, u zavisnosti od toga da 1li je F

konacdnoznacéna ili beskonacnoznacna funkcija.

Teorema“lo (str. trF ) tvrdi da se funkcija F- razia-

ze po pozitivnim stepenlma neke druge analiticke u D

'i‘unkc:u.;je H (3. F-—-ZC\;H u D, gdje su £y holomo-

rfne funkcije u D ,) a.ko 1 samo ako je

(ﬂamﬂ - Jjezgro homomorfizma BL »e?—m 'Q' - Jezgro

homomorfizma ‘Q‘H )

U teoremi 11 (str. 49) se tvrdi da se funkcija  F
razlaZe pc pozitivnim itepenima analitidkih u D funkei-
ja H‘.J“')HM (tj. F'=201£.,1...-,,MH,‘)‘--- !—-“f,:,_m v D, gdje su
AL 9y, bolomorfne funkcije u D,) ako i samo ako je
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ﬂﬂwmﬂn (:sz%ﬁ,

=1

Na kraju istaknimo metod koji je iskoriSten u dokazu
svih teorema ovog rada (i;uzimajuéi teoremu 9). Naime, u
matematici je Cesta situacija da se neki problem, koji se
razmatra u jednom prostoru, prenosi u prostor vise dimen-
zlje, gdje se on lakfe i prirodnije rjeSava. Pomenimo sa-
o Desargués-ov stav u geometriji. Ovdje Je iskoriStena
--iéta idejai Na primjer, u sluééju'teoreme 1, viSeznacna
analitiéka u DCwaunkcija F se prenosi {1 radu se ko-
Tisti izraz "podiZe") na jednu kompleksnu podmnogostru-
kost M oblasti ﬁ=DXC\{b}C o™ , gdje ona postaje -
- Naravno pod odredjenim pretpostavkama - jednoznaéna ana-
lltlcka funk01aa na M. Novodobijena funkcija se na osno-
vu 1zvgesnog rezultata holomorfno proSiruje u oblast fS,
‘razvija u Laurent-ov red'po'posljednjoj" promjenljivoj 1

dobijeni rezultat se preko M vraéda u ).

s
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U ovoj glavi uvodi se pojam reda grananja analitidke
funkcije oko skupa, a zatim formulise i dokazuje osnovani
1 polazni rezultat ovog rada. Naime, on je osnovni u tom

' poglédu Sto se u njegovom dokazu prezentira metod koji se

kasnije uspjesSno primjenjuje i u drugim situacijama.

- 1. Neka je ID oblast u @w, 3. — holomorfna funkci-
jau D i A - skup n;jenih nula, tj. -A:{,‘EED:SGZ)?G} .
Pretpostavimo da je fundamentalna grupa ’JQ(D\A) izomorfna
aditivnoj grupi Z cijelih brojeva, tj. UQ(D\A) ~ Z..
(Taj uslov Jje ispunjen, na primjer, kada je D-—'—-@Wi A
kompleksna hiperravan.) Fiksirajmo taku ZE&D\A i za-
~ tvorenu putanju XC. D\ A s podetkom -Zo, koja generise
I grupu J(; (D\A) (U stvari, njena homo-
topska klasa [¥] generiSe grupu
1 T, (D\A).) Neka je, dalje, u oblasti
DNA analitidka funkcija F zadana
ukupnoséu svojih kanonskih elemenata.
(B}_?_) , Bdje su B maksimalne kugle

u D\A s proizvoljnim centrima , a
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¥ ~ holomorfne funkcije u tim kuglama. Drugim rijecima,
F:{(B)S;\.S gdje se sva_}ci element (&}3) analiticki pro-
duzava duz proizvoljne putanje u D\A , & svaki druga (B’,-?’)
dobija se 1z fikslranog (B).?) kao rezultat takvog produ-

zenja.

Definicia‘a.ﬂnalitiéki skup A:{-EED?Q(E)-T—D?J na-

~ zvaéemo skupom grananja reda Wk—1%0 konadnoznadne anali-

 ti8ke u D\A funkcije F ( k - cijeli broj), ako anali- -
’tiél;o produ%enjé svakog njenog elementa s centrom Z° qug
putanje ,(g' dovodi do tog istog elementa, a produzZenja
duz putanja 22{; l.f.i._ﬂé k—.L) ne dovode do polaznog ele-

menta.

Kako se rezultati analitickih produZenja duZz homoto-
- pnih putanja-sa-zajedniékim'krajevima podudaraju (teore—‘
ma o monodromiji), to definicija reda grananja ne zavisi

od izbora tadke L EDVA i petlje ¥ .

. . . w .
Teorema 1. Neka Jje D oblast holomorfnosti u @: i

| ‘A skup nula holomorfne u D funkcije <9 , takve da je
I}_(D\AS?: Z. i Vg%éo na A . Tada za svaku konacéno-

znac¢nu analiticku u O\NA funkeciju F , za koju Jje A

skup grana;lja reda- k-1 , postoie holomorfne u T fun-

kcije L, takve da je

(Td) F({):E A,G!)[%Gi)]% (xeD\A),

pri demu “L:Hj;""‘o kada Mﬁoo za svaki kompakt KC. D‘. |
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Ovdje " . “K oznacava normu funkcilije na skupu }( .

tJ. /y;?n,l-!.

Jednakost ('_[ i) znadi da za svaku holomorfnu granu -Y-
funkcije F , izdvojenu u jednostruko povezano;j oblasti

G CD\A postoji holomorfna u (3 grana "y funkcije 8-’:

(K g,u,G) takva da ae}_
(12) £lr)= 2 £y e

podskupovn.ma oblasti G

Dokaz. Po pretpostavel postojil ‘tacdka 0,=(C11);..,a%5€ A

takva da je Vg»ln_#o . Bez umanjenja op&tosti moZemo sma-..

trati d-:-i Je ’b—%\ £0. Tada postoal okolina [J talke & .. .
(na primjer polldlsk) i broj E£ >0 takvi da kriva

{reU:lgml=€,2=0,,. . £.=2,}

predstavlja zatvorenu putanju-petlju ¥ CCD\A na kojoj
je priras8taj argumenta funkcije g po modulu jednak 27C.
Odavde slijedi da je A skup grananja reda k-! analiti-

|
ke u D\A funkcije g% i da homotopska klasa petlje '
cenerife grupu Jdy (DNAY = Z. .

ML |
Razmotrimo oblast .D DX((:\‘\O})C C i u njoj

analiticki skup

M={G‘£,M€5: W"-:-g(z)}.

tsvuda u (3. Red (IZ) konvergira uniformno na kompak‘bnlm S

l.
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g

Skup M je kompleksna mnogostrukost u D jer Je M za-
tvoren u D i V(Wk—g) = (—-Vg) kwkﬂl):f: O svuda

(u D , P2 1 na M ). Sem toga, M se moﬁe.razmatrati i
kao l -1isni natkrivajuéi prostor oblasti D\A s proje-

keijom TC° (;El ) — £

Pod datim uslovima funkecija F se moZe "podici" na
mnogostrukost M tako da ﬁovodobijena funkcija I?- bude
jednoznadna. To se radi na slijedefi naéin. Fiksirajmo
tadku (E';M' Y€ M i neki kanonski
element (Bo,-?o) funkcije F s

o w2
centrom £ . Oznadimo sa ﬁ-o ho-

lomorfnu granu funkecije 8'1: y 12Z-
. [~
dvojenu u B, uslovom _ﬂ..a(-'E.“)-"-M{,

i u tadkama (£, hE)EM,EE B~

stavimo

(13) B AR YN

ReCi Cemo da Jje element (Bo)%) "podignut" na M  ako je u
odgovaréjuéo;j oblasti na M funkcija E definisana saC[S).
_Dal‘je, neka je (ZjW“)E. M - proizvoljna tacka i

| § - proizvoljna p'utanja na M s podetkom (Ej mf')i kra-

jem (ztmr*), ¢iju €emo projekci;‘ju'x) u D\A oznaditi sa S

~ .

*) Projekcija putanje Sil:o)ﬂ-—)- M u oblast D\A
je putanja Sitojﬂ—aD\A takva da je o= yr..§ , gdje Jje
T projekcija (E,m)v+> &,
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Analitidkim produZenjem elem.enta (‘&,}%5 duz pufanje S
dobije se neki element (B, 3}) s centrom Z°, a produZenje
elementa (E; &)duz iste putanje dovodi do nekog elementa
(E;,_ B\,) funkcije 8k . U tackama (-E. &.(E)) =M stavimo
F(-E,&f&\)-—-?}@) _ Kako M natkriva D\A to se svaka pu-
tanja u D\A s poletkom L° na Jedinstven nadin "podize"
na M do neke putanje s pocetkom (’Ejﬂﬂfo)_()datle slijedi da

se na opisani nac¢in svi elementi funkecije F "podizu"

naM,‘

A
Definicija funkcije F okolini tacke (-Etﬂdf*)e M
.

x X
ne zavisi od lzbora putanje o koja spaja (Z;WOJ sa (E,MT- )

2!
Zaista, ako Je ® neka druga putanja koja spaja iste ta-
A=y &)
3ke onda je O )

Prirad8taj argumenta pas du¥ -te putanje je multipl.od *-2.3'(.)-:---

pa je prirastaj argumenta 8- |
-len/ o -
duz putanje 39 multipl od k?.JC)

La’
sto znadéli da je putanja )

hbmotomm putanji £k3"'( I - ne-

ki cijeli broj). Med jutim anali-

DA ticko produZenje duz takvih pu-

tanja ne mijenja polazni ele-
-,
ment, pa Je funkcija F defi-

Ny
nisana , jednoznadno. Prema konstrukciji F je holomorfna

. funkecija na komﬁleksnoj nnogostrukosti M c D. (Ona je ho-

lomorfna u odnosu na lokalne koordinate £ na ™M .)

| ¥
zatvorena putanja na M S pocCetkomn (EJ‘W’J._
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/\
Sada produzimo F u okolinu skupa M . U tom cilju

uzmimo proizvoljnu tacku (EﬁfW'*)E M i oznadimo sa r;,
otvoreni ugao ravni @m, velicdine %{L giji je vrh =0
a simetrala sadrZi Mr'. U tadkama (-E,Mr) iz okoline

B*X r;_C ﬁ tadke ET/W*) stavimo

F,m=F C (g, A @i,

/N
Ocevidno-je da je ovako definisana funkcija F holomor-

fna 'na_skupu McD, Medjutim, M je kompleksna podmnogo-

- ~
strukost oblasti holomorfnosti [) , pa se prema Cartan-

- s T et ekl el PR alE R e

—ovoj teoremi (vidi [€1, str. 313 ili [10], str. 130)

A
F  produzava u D do neke holomorfne funkcije F(‘E /VU")

Za svako fiksirano £ & D to . je funkcija jednog
kompleksnog argumenta My, holomorfna u prstenu O<Imr lqm}

njen Laurent-ov razvo]j Je

(T . Flmw) ZL,(-E)M

¢iji se koeficijenti -racunaju po formulama

. FEz)_
15) L= mb S =T dr, (1y0).
£y su holdmorfne funkcije u D jer se u (IS) moze dife-

rencirati po % pod znakom integrala. Da blSIﬂO dobili ra-

zZvo] (Ii) , U C[4 treba staviti M = [gé:t.)]'“ jer, prema

konstrukciji funkeije F , imamo F(—E [g(-Eﬂ"-) F(x)

pri odgovarajuéem izboru grana funkcija 81: i F .
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Oznadimo sa M(nj K) maksimum funkcije lf—i\ na kompa-
ktu KX'UZJ=)L} Iz (IS) lako dobijemo Cauchy~jeve ne-
jednakosti

Kako N moZemo izabrati proizvoljno malim i proizvo-
ljno velikim to odavde slijedi da "L\,”Q-—?O(Nl—? 003)
odakle kao posljedicu dobijemo uniformnu konvergenciju

reda CIZ_) na kompaktnim podskupovinia oblasti (5 '

2, U ovom odjeljku daéemo dva komentara koji se odno-

ge na dokazanu teoremu.

1) Razvo] (I 1) mozemo zamijeniti konadnim razvojem

- Ppo pozitivnim stepenima od gi‘: ako zahtjev o holomorino-
sti koeficijenata /Cw) u oblasti I oslabimo i pretposta-
vimo da su koeficijentli razvoja holomorfni u ™A. Zaista,
za svako cijelo V postoje jedinstveni cijeli brojevi 7\
i 4 OCJLSk—L takvi da je VY= ‘L')\-l—d‘bb Otuda 8%.,:8 gh
pa (Ij_) postaje

F3 tgt=50 (5 fu ) 8%

Stavlaa;]ucl Z Ck“ " a = n@" i uzimajuéi u obzir brzinu

Nz =00

kojom /ﬁv te%Zi nuli kada [V|-» dobijemo da su ird"" holo-

)
morfne funkcije u ONA i |

k-

(T6) F:ZL&S&E‘

t.-
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2) Ako u dokazu teoreme, umjesto (B,}-&), u istoj ta-
ki ¥° uzmemo neki drugi element funkcije F onda, kao
rezultat njegovog "podizanja" 1 produZenja, na M dobije~
mo neku drugu funkciju koja se razlikuje od E . Preci-
znije, umjesto jedne mnogoznadne ( Kk -znadne) analiticdke
funkcije u DNA , na M dobijemo | razliditih holomo-
rfnih funkcija. (Na primjer, .ako je D=C 3 A= {0_71 i
F(Z{\:ﬁ) onda funkciji F na M-’-"{MJ'??-'--E}\{O} odgo-
varaju dvije razlidite funkcije : M5 i -m7) Sve one dovo-
de do razliditih razvoja (I i) , 8 razliditim koeficijen-
tima ,(:,'J . Ovakva nejedinstvenost je prisutna i u sluéaju
koeficijenata Puiseux-ovog reda. Naime, u (Ui) umjesto /51,
y» gde Jje €= e_'l"g%& (,Q,-:_O}J_J,__)k—-l.),
U nafem razvoju (I'i) osim te nejedinstvenosti imamo Jjos |

A S
jednu. Naime, produzenje funkcije F do funkecije F u

moZemo staviti E»,C

el

oblasti J) nije jedinstveno.

M', .
3, Neka je ID oblast u C i F - kona&noznadna ana-

liticdka funkcija u D . 2a svaku zatvorenu putanju X'C:D

mo¥emo definisati indeks grananja kg‘ i‘unkcije F  duz ¥y
kao najmanji cijeli broj k'>O takav da je analitidko
produzenje proizvoljnog elementa funkeije F: duz I‘ér
sam taj element. Iz teoreme o monodromijl slijedi da ’-(X.
zavisi samo od homotopske klase petlje ¥ . Ako je ‘JQ(D)':Z
1 ako petlja ¥ generise grupu 'J(,_(‘D) (tj. ako njena homo-~

topska klasa D{] generise grupu 'J'EL(‘D)) onda Jje odgovara-
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juci broj ’(Y prirodno nazvati indeksom grananja funkci-

je F u oblasti ) 1 oznaciti sa kF .

, m
| Teorema 2. Neka Je D oblast holomorfnosti u C

takva da Je ‘JG(D) ~ 7, i neka su u D zadane dvije

konaénoznadéne analiticdke funkcije H i F s indeksima

grananja ](H i LF . Ako je k“/ﬁ cijeli broj i ako fu-
_ c -
nkcija H u svakoj tadki LE€ DD uzima ravno ,(H razli-

{I¢itih vrijednosti, onda postoje holomorfne u D rfunkci-

je L, teakve da je

¥ W

~N=0D

L8
svuda u D . pri_éemu " ,Cv";-avo (\)—9 OO) za svaki

| xompakt K C D,

Formulisana teorema je slicéna teoremi 1. Ovdje ulogu

\
funkeije 81- igra funkcija = , a umjesto D\NA pojavliju-

je se sama oblast D.

Dokaz. Neka je funkcija | zadana kanonskim anali-

tickim elementima (’B}_R), tJ. H':’-{(B}ﬂ_,)?].ﬂazmotrimo u

Mo

oblasti holomorfnosti D=Dx L & Cg:: uniju M svih

skupova
B={C Ae)eDd: teB) B AeH.

Ako se uzme obzir definicija analitidke funkcije lako je

uvidjeti da je M kompleksna povezana podmnogostrukost
P el

oblasti D . S druge strane, M Jje kH—lisni natkfivaju-—
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¢i prostor oblasti D jer, po pretpostavci, funkcija H
uzima ’(H razliditih vrijednosti u svakoj tadki iz D.
Dalji tok dokaza Jje kao u teoremi 1. Izdvojimo samo mje-

sta u kojima se pojavlijuje razlika.

A
1) Dokaz jednoznadnosti funkcije F na M oslanja

se na to sto jJe k“/ﬂ‘F cijeli broj. (U teoremi 1, gdje Je
H=g‘3 taj broj je jednak 1.)

2) Pretpostavka, da u svakoj tadki £€D funkeija H
| ' A
uzima ’(H razliditih vrijednosti, omoguéava produziti F

u neku okolinu podmnogostrukosti MC D.

3) Umjesto Laurent-ovog reda (I[r) pojavlijuje se
. =0
Taylor-ov red (2:,) s holomorfnim u D koeficijentima.l

B. U ovom dijelu prikazaéemo jednu varijantu teore-
me 1. Naime, za A cemo uzeti proizvoljan analitidki

skup, ali ¢cemo zato vise pretpostaviti o oblasti D .

@M
1 Teorema 3, Neka Je _D oblast holomorfnosti u

takva da je njena druga kohomolof$ka grupa s cjelobrojnim

2
koeficijentima trivijalna, tj. H (D/ Z)‘:O. Neka je, da-

lje, A analiticki skup u D kompleksne kodimenzije {

takav da je m(O\A)h Z . Tada postoji holomorfna u D

funkecija 3 takva, da za svaku konadnoznadnu analitidku

u DNA  funkeiju F imamo.razvo]

s 4
L1
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0 v .
| F=Z 6 ng&ﬂ/&(éeD\AL

gdje su /C.., holomorfne funkecije u DD, a (k—i.)- red gra-

Inanja funkcije F oko skupa A .

S

Dokaz. Kako Jje A analitidki skup kompleksne kodi-
menzije 1 u oblasti holomorfnosti D i HZ(D/Z»)“-: O)
to prema poznatom rezultatu (vidi npr. 9], str. 260) po-
stojl holomorfna u D funkecija 8 takva da je .
_A'—'—‘-{EEDi%(E)‘:O?) R | Vﬂa’éo na A . Preostaje pri-.

mijeniti teoremu 1. '

Napomena. Teorema 3 ostaje na snazi ako uslov H (D,Z}“’.O
ispustimo i pretpostavimo da je ID Descartes-ov proiz- |
vod oblasti DE.C'C (,ﬂ,: ,-.-JM)) pri ¢emu su gve oblasti

D-ﬂ 'y lzuzev mozda Jjedne, Jjednostruko povezane (vidi _DB])

stranice 257 i 260).

VA
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U.ovoj glavi razmatra se sludaj kada u oblasti holo-
morfnosti Cw'imamo vife analitidkih skupova i kada
je u dopuni njihove unije zadana konadnoznadna analiti-
¢ka funkcija. _Topoloéki uslov .TL(D\ABQ’: Z. zamjenjuje
se slidnim i precizira pojam indeksa grananja analiticke

funkcije oko svakog od tih analitickih funkcija. Zatim

se dokazuje Jjedna lema koja omogulava uopstenje osﬁovnog

rezultata I glavé.'

Y e D 1 ae sz: _ |
1. Neka je - oblast wu i 8_1)...} 8-’"‘-' - holo-
morfne u ]:) funkcije takve da su ispunjeni slijededi

uslovi :

(a) S';fi A£= {'EEDI. 8£QZ.\=O} su rnerazloéivi ana-

litic¢ki skupovi,

(b) ngi O na A,; za svako A:)

(c) Aﬁﬂg za L#F.

| m
. a¥
Stavimo A=Lj1 A{: J. oznacimo sa AC skup onih regu-
L=
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larnih tadaka skupa A koje pripadaju A - Neka . Je
*
= r01zvol na tacka skupa . « Bez uma-
Qa (QL)...) CIM) P J P A,,

njenja opitosti moZemo smatrati da je +0 . Tada

cAly
postoji okolina Ua_ tadke O (na primjer polikrug) ko-

ja ne sijede AC\A: (Ua‘ﬂ@{_\ﬁ\:)r::gs) i broj .£.>O)

takvi da kriva

(e U :19:.0)=€, 2=0, ..., =0}

predstavlja zatvorenu putanju ¥ & BN Ag)dui koje je
prirastaj argumenta gL Jjednak 2IC. Kako Jje A regula-
rnma tacka skupa A‘_ , t0 za dovolano malu okolinu Ua_

odgovarajuca petlja 8: genern.se grupu T;(Ua_\AAﬁ Z

Neka Jje u ID\A zadana konadnoznadna analitidka fu-
nkcija F svojim kanonskim elementima (E),-?), gdje su B
maksimalne kugle u :D\A s proizvoljnim centrima, a -f—
holomorfne funkéije u tim kuglama. Fiksirajmo Jjednu ta-
Sku £° eY. .  Kako je F konadnoznadna to postoji ci-
jeli bro ﬁ) 1 R takav_ da Je analit_if’:ko produiehje pro-
izvoljnog elementa funkcije ' s centrom -’Ep duz puta-
nje ﬁg; sam taj element. Najmanji od tih brojeva /é

nazovimo iﬁéeks_om granénjé funkcije F oko skupa A.

L/

u tadki 0. i oznacimo sa k{: .

Kako se rezultati analitidkih produﬁenja duz homoto-
pnih putanja (sa zajednidkim krajevima) podudaraju (teo-

rema © monordomiji), to definicija indeksa grananja u
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tadki O. ne zavisi od izbora petlje X:--C LL_\At;)taéke
e %o i polaznih elemenata funkcije F' kxoji se

analitidki produZavaju. Primijetimo da je lndeks grana-
nja isti u svim tackama skupa Ai . Zaista, neka je _a’

¥ /
druga tacka skupa A‘-‘ i ¥s odgo-

varajuca petlja u Ua_r\A.:.Kako je
A,,;, nerazloziv analiticki skup to

Dy

4

¥
je skup A‘: linijski povezan, pa
o *
stoga postoji putanja ScC Ac
koja spaja tacke 0. i CL{ . Lako
jé uvidjeti da su Y, i X}f homo-
topne (zatvorene) putanje u

(&% UE-)\A; , ba su indeksi gra-

a2 ¥
nanja u tadkama O 1 O.f jednaki. Taj, za sve ta&l_&e Q& A,,;

zajednicki broj k , Zvacemo _ind'eksom grananja funkcije

F  oko skupa At; .

| _ - m
n "Lema. Neka Jje DD oblast u C 1 g‘: holomorfne u )

funkecije, talwé da su A£= {-EE'D:%‘:(E‘)::O 3 razli-:

$iti nerazloZivi analitidki skupovi i Vg;ﬂé—o na Ay
— ‘. i
(L:!,...,M). Ako ;je fundamentalna grupa I&.ﬁ)\A) <A=i.=q. AJ

slobodna sbelova grupa sa ML generatora, tj. TG (DNA) =

~ 76 & Z- , onda petlje-generatore o(a., ver ) L
- R |

mozemo izabrati tako da je

(1) 'Aoca. 0g9. = g“'é 2Te,

Lgd,:je je 8% Kronecker-ov simbol (ta.g&;'&i 18,.;-3‘-_0 za Ml'i).
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Ovd;:ie A"(a

je 3{' duz petlje o(d' . Napomenimo joS to da, radi jednosta-

Clﬂggé oznafava priradtaj argumenta funkci-

vanijeg izrazavanja, mi govorimo da petlje G(s., ey -
generisu grupu J(g (D\A). U stvari, nju generisu odgova-

rajute homotopske klase [0(:_] Yoty [DLM] '

Dokaz leme. Oznadimo sa £° zajednicki pocetak petlji-~

-generatora /.’:,,J oo /D, grupe 'J[,_(D\A), Neka je

Y,

(L 2) £y 0299, =R; 2%,

gdje su R—é cijeli brojevi. Sada uzmimo proizvoljnu ta-.
&ku petlje ¥: , koja se pominje u definiciji indeksa gra-
nanja, i spojimo je s tadkom %

nekom putanjom 9¢CD\A-, Za zatvo-
rene putanje D(;,:Q;lg:; 9‘;' S po-
Getkom L. imamo (vidi kbnstrﬁkci—

ju petlji ¥¢ )

(T ) Aogaﬂgai;:: A§W3L: ng 2.TC

Sto znadi da petlje 0(4; ispunjavaju uslove @_i) . DokaZi-

mo jos da petlje o(g_J...) O(m.. generiSu grupu o ('D\A)'
Biée dovoljno dokazati da Je svaka homotopska klasa [ﬁ{_,]

cjelobrojna = . . linearna kombinacija homotopskih

klasa [dy],)..., (el ] (tj. linearna kombinacija sa

cijelim koeficijentima).

Kako su [bt, Y /bm petlje-generatori to postoje ci-
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-

.jeli brojevi 2£. takvi da je |

(-’ILP) [01;3-] 2 226 Eﬁa] (3—{) );wx.j

Odavde slijedi

b, 0159, =3, 2y B89

odnosno (na osnovu (TIE’_) i (_U_ 3))

‘(17‘5) Oi4 =f Ro 2y (44 = tyeryon)
Ako obrazujemo mxm-matrice fp (Pa.) Q (24,\ E ( )

- onda U_—S) moZemo pl_sat-:. u obliku

P'Q';E,

odakle se dobije jednakost za determinante tih matrica |
detP. deAQ=dtE=1

Kako su elementi matrica p Q ciljeli broaev:. to su

Cib‘t(p C(dQ cijell brojevi, pa iz posljednje Jje-~
- dnakosti slijedi da je lC{PJbQ i—-i) tJ. A&Q = f{. ili —-.‘L._
Stoga, rjeSavanjem sistema (ll-l;-) po Kramer-ovom pravilu,

r ielo—
yory CAm]  cdelo

brojne linearne kombinacije klasa CO(L],...) e, .
Odatle slijedi da klase [o, ] ) o [« m__] zaista generiSu

grupu T (O\A). |

- dobijemo da su homotopske klase (/3,{_\

_Napomena-l. U lemi 1 u teoremi koja slijedi pretpo-
stavlja se da Jje m(D\A\’A‘J Z@GB Z Taj uslov Jje
e :

mX
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ispunjen na primjer u slucaju kada Je D= CW 1
Ac=lze ™z =0} (L=1L..,0n;mem), jer je
C\NA = C\ )™ x L"™ 7T (C\{e) = Z. 1
VC}_(@) =0 (vidai [B]1, str. 144), |

h Teorema 4. Neka Jje I) oblast holomorfnosti u

A;-— skuPov:L nula holomorfnih u D funkcs.aag ( "'{) )f'“-)

1 A UA«. Pretpostavimo da su ispunjeni uslovi (a),

_ — X
Jla DNA  zadana konadnoznadna analitidka funkcija F s

llindeksima grananja f(,t; oko skupova A.(; (*:--": -L)*“)fw‘-')-

lirada postoje holomorfne u 1) funkcije /C"\)‘--"Qm takve da

=3 w3
(Izs) F =2 Looeu t...gfo

za svaki kompakt KeD.

Ovdje ” y "K oznadava normu'funkcije na skupu K 5 .

tJ. A’u‘f", a sumiranje tece po svim indeksima '9,,---59@;
Koristeéi multllndekse V= (‘91., )M) i le=(k,,.. Jhkae) i

standardnu oznaku 8.14 {g'ﬁi 81:‘“) Tazvoj (_6) moZemo
.

napisati u sazZetijem obliku

oo 3
F_"-“'; fcvgr.

‘Jednakost (Eé) znaci da za svaku holomorfnu granu -?

(b) ;L (c) i da Jje I;(D\A\ L_____L, Neka je, dalje,

svuda u DNA , pri &emu "Lg{ . ”T't O (h)[--—hh\-!- 4, | eo) )
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funkeije F , izdvojenu u jednostruko povezanoj oblasti

GC. D\A postoje holomorfne u {3 grane R i‘un_kclja

gr (R,"‘ =g. ,u,D) takve da je
(119 ? Z/:ﬁ,‘ ke

svuda u G « Red (ﬂ-?) konvergira uniformno na kompaktnim

podskupovima oblasti G .
= .

S N ra
Dokaz teoreme. Razmotrimo oblast 1D =Dx (C. \*03)
LA

e g s Mz
- u ﬁ-l,m , analiticki skup u D

M=t ) =8s, % 05y, ) D 1065 00 e = il g (130 )
i Jacobi-Jevu matricu'sistema funkeija

Bl m) = ms; —3 ) (L=4,.., )

( | )
____a.%"...-—?&i LgmrkiD ..+ 0

oLy S-S W
~93..,.._"9 =
@ TR 0 ke g

Kako je rang matrice (ﬂ&) jednak o u svim tackama sku-
ba M to Jje M kompleksna podmnogostrukost oblasti. 5
kompleksne dimenzije m . Osim toga, M mofemo razmatra-
ti 1 kso natkrivajuéi prostor oblasti D\A sa k,Lm

listova i projekcijom JC. (—Z) w) > £
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Pod datim uslovima funkciju F' moZemo "podiéi" na
mnogostrukost M tako da novodobijena funkcija E‘ bude
jednoznadna. To se radi na slijedeéi nacdin. Fiksirajmo
tasku (¥°mre)=(%,, .)E:) My .. o)EM i neki kanon-
‘ski element (B -F) funkcije F s centron £° . 0zna&imo

sa ﬂ- holomorfne grane funkcija 91; , 1zdvojene u B.

_ . . 0 . .
uslovima RoL (€% = m y) 1 u tafkama skupa

B={&R,®,. & _@):zeBlcM
stavimo |

9 (2, JAMCE)) oy HoppCEN = 4 (£

N\

Uredjen par (ﬁ)¥b) zvatemo “podignutim" elementom funkci-
Jje F . Tagxu (-E:MI"‘") prirodﬁo Je smatrati njegovim cen-
trom. Sada uzmimo proizvoljnu putanju g M s pocetkom ({;MJ"),
Njen kraj oznacimo sa (-Z,M’j, a projekciju u DNA sa 8
(éta je projekcija putanje, receno je u fusnoti na str.1ll)
Analltlcklm produzena(gms;;lementa (E:p)-?u) duz putanje S
dobije se neki elementVs centrom X . "Podizanjem" tog
elementa na M na opisani nacin, dobije se neki element

A A

(E:,%) s centrom ('E,Mf) . Kako M natkriva DNA to se
-svaka putanja u DNA s podetkom ¥£° na jedinstven nacéin
"podiZe" na M 3o neke putanje s podetkom (-Z'M) Dakle,

u procesu analitickog produZenja elementa (B,,J-?) na M
svi elementl funkecije Fose "podizZu" na M . Lako Je
uvidjeti da Je skup F'—'—'—{(B]S;)B svih "podignutih" ele-

menata funkecije F analitidka funkcija na kompleksnoj
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mnogostrukosti M (analiti&k'a u odnosu na lokalne koor-

dinate 2 na M ).

Preostalo je jo$ dokazati da je Fjednozna&na funkeci- -
jana M. U tom cilju uzmlmo pro:szolanu tadku (E W)CM
i proizvoljne putanje 81 i 8 na M sa zajednickim
pocetkom (—'F. )Mf °)i zajednicdkim krajem ('E,M!ﬁ i dokazimo da
se analiticka produZenja elementa (ﬁoﬁ;) duZz putanja-pro-
-jekcija 8.\ i 8,_ podudaraju. Drugim rijeCima, treba do-
kazat:. da analiti&ko produzZenje duz petlae rg S-LS
ne mijenja polazni element. Zaista, @"‘ 15'8,‘ Je zatvo-

rena putanja na M (s poletkom (—E,Mr) ), pa Je

A%ML@MQ fJuéam ((LEZ),

a na osnovu posljednjeg

(I3) A'c OAG J¢ =gt ke 2T (0= 4,0, )

MozZemo smatrati da je taéké Z zajednidki podetak petlji-
;generatora O(L]...-,OLM grupe 'JCL('D\A) za koje su
ispunjeni uslovi (Ei) .T Kako je £ pocetak petlje ZJ"""'S?‘S\L
to ,je. |

o) =24 4] GeZ)

Iz (Ena (ITB) 3. posljedn,je. Jednakosti dobljemo Ff;'-'-‘A 1(4_
pa je |




@) FEms,.,wa)=2_" -
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Kako su petlje 0{& 1 X’E homotopne u DA\A (kao zatvore-

ne putanje) to iz definicije indeksa grananja slijedi da

analiti&ko produbenje funkcije F du¥ putanje T ne
mijenja- polazni element. Znaci, dokazali smo da je F
jednoznadna analitidka (tJ. holomorfna) funkcija na M
(holomorfna u odnosu na lokalne koordinate ¥ na M).

b L] - b d - ~ mm - "
Nije tesko vidjetli da u DC C X mr postoji neka oko-

A
lina skupa M v kojoj se F' moZ%e holomorfno dodefinisa-

ti. Kako Je M (zatvorena) kompleksna podmnogostrukost

" oblasti holomorfnosti D to se prema Cartan—ovoa teoremil

(vidi [6] , str. 313 1l1 UO], str. 130) F produzava

do holomorfne u D DX(C\ {05) funkcije F'(‘E My, ... MJ;,),

P

Mo
7a svako fiksirano £€D F  je holomorfna u (C\_‘{G})

funkcija promjenljivih MJp,..., M. , pa se moZe razviti

J

u Laurent-ov red
0o | |
v VN
o (o< Imgl< o0),

Koeficijenti toga reda radunaju se po formulama

o A F (%, Z,{l...Jz,.....,.)*

( 2 /C-m..i.\;“CE)—— (214,);“'@;(;;,) ALRR Sl Az,1mdz,mj
gaje jo  AD={28=&0 L) 12211, (Banl= T ]

i )'Cd;'—_proizvol,jni pozitivni brojevi. ,Cfgi...\;m su ho-
lomorfne funkcije u D Jer seu(_T_[l2) moZe diferencirati

pod znakom integrala. Da bl dobilli razvo] (__f__f—é) u (Irf'.’)
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treba staviti M= &_T;) jer prema konstrukciji funkci-

o

Jje F imamo

~ {
F (e ,gﬂgj,...} g ) Fle)

1 1

C . g Fu
pri odgovarajuCem 1zboru grana funkcija 85_ "J )3 “ ik

Stavimo O?- ]{}-‘ (ol [ ,:1 Iz (_ZHE) lako dobije-
K x M) |

mo Cauchy-jeve nejednaskosti

MK
A P

- # vm‘
1 o

Kako su pozitivni brojevi N preoizvoljni i medjusobno

nezavisni to odavde slijedi da ” /C-g‘...pmug'-ar O kada

IVI=hl + o + N> 02, odakle kao posljedicu dobijemo
uniformnu konvergenciju reda (_H-‘,Z) na kompaktniin podsku-~
povima oblasti G l

'Nap' omena- 2. Red (I_TG) mozemo zamijeniti konacnim ra-
| {

zvojem po pdzitivnim stepenima od g:ELJ ‘kw ako

) M,

- zeghtjev o holomorfnosti koefidijenata ,C,;‘...\)w oslabimo

i pretpostavimo da su koeficijenti razvoja holomorfni

u D\A . Jaista, za svako cijelo \) postoje Jjedinstve-
ni cijeli brojevi A i ducj 046/4-,_ &k -4, takvi da
je V¢ —'k 7\ +ALe 5 pa je g_T -g "9_"{2‘" , Stavljajuéi
M= (&"LJ. ,dCLM))\ (7\5.,...,’ ) i k?\—(kL)L,---)kMAM)

lako dobijemo da je
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(T 13) F=2_4.9%,

gdje su
| A
}}dw =§; Lrrpg 3
holomorfne funkcije u D\A . (Holomorfne su zbog brzi-
ne kojom koeficijenti Ly =Lyuvm tefe nuli kada Jylsc).
Suma (I(*l'_’)) je konacéna i u njoJ sumiranje tede po svim

multiindeksima d’u""—;(d“‘-l‘)n-)da“m) ¢ije komponente za-
dovoljavaju uslove O Sd'“—c =< ,(,.;"-{-.

2. Neka je ] oblast u Cwi F konaé'noznaléna
analiticka funkcija u D . Za svaku petlju A<D mo-
Yemo definisati indeks granania l. funkcije ' kao mi-
nimum cijelih brojeva ,ﬂ)o ) takvih da analitiéko produ-
zenje proizvoljnog elemenﬁa funkcije F duZ pﬁtanje ,ﬁo(.
dovodi do polaznog elementa. 1z teoreme o monodromiji

slijedi da k zavisi samo od homotopske klase petlje L .

) . . - CW
Teorema 5. Neka Jje D oblast holomorfnosti u J

takva da Je N (D) slobodna abelova grupa sa konacno

mnogo generatora Egcl])”.) E"{'m]) t3. M) Z@*“@Z

et B
Neka su, dalje, u J) zadane konadnoznadne anal, funkcije

He (=L, o) takve

() da su indeksi grananja ¥;; funkcija H¢ dui
petlji o jednaki 1 za L#—-d«')

Wy e

({5) i da svaka funkcija H;, uzima Jjedan isti broj

3
b
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livrijednosti u svim tadkama iz D .

{{Tada za svaku konadénoznacénu analiticku u D funkciju =

s 1ndeksima grananja k,; duz petlji o(,,; , takvim da su

oo . .
MAL cijell brojevi, postoje holomorfne u D funkecije

/qu...-\;m 3 takve da Je

(IT14) F = zo' Loy, Hﬁ" Hﬂm

T

| 4
svuda u 1) , pri demu | /Cv.---vm u]'z!-po (wl=v1+...+vm—ago)
za svaki kompakt KRcD.

Formulisana teorema je slidna teoremi 4., Ovdje ulogu
{

funkcija 8,1‘: igraju funkcije H{,)a'umjesto \A poja-
L.

‘vljuje se sama oblast D .

_]Q_okaz..;_ Neka se funkcije H; zadaju kanonskim elemen-

tima; tJ. He = {(B) Q\.,_)} . Razmotrimo u oblasti holo-
As | Mt s
morfnosti D=:D)<. CM — C e, ms uniju M svih sku-
pova “

2=1{(z &), Ao 13 : -EE'E;}) (g@e H. .

Iz konstrukcije slijedi da Je M kompleksna podmnogostru-
kost oblasti 5 kompleksne dimenzije M . Zaista, skup g |
‘je biholomorfno ekvivalentan kugli, a 2 su lokalne ko- |
ordinate u g . PokaZimo jo3 da je skup M povezan.

U tom cilju uzmimo dvije proizvoljne tacke na M .

p=(rhe),. b)) ¢ po=(s Koy B (2.
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Element (E),)ﬁ:) & H,‘ (s centrom -&a) je ana}itiéko
produZenje elementa C‘E::, Q.,JE. H1 (s centrom £ ) duZ
neke putanje 'CO1C'.. D &iji je podetak % , a kraj _Eo-
Produzenja ostalih elemenaﬁa (E:) g.&) duz putanje Wy
dovode do nekih elemenata (an) .Q,,:-) (L= 2,1 m) . Iz
uslova (of.) slijedi da postoje cijeli brojevi 'P,,; , ta-
kvi da se elementi (EDQJR'Z) dobiju analitidkim produZe-
njem elemenata (Ba}‘e\.f) duz putanja 'Qidd (L—-:- 2.3.;.) m),
Iz svega slijedi da se produzZenjem elemer%ba (l?:/ R.L) duz
- putanje o = a—h (19_0(3_) ’(-QMO(m) dobiju elementi
(E)c,/ﬂ:) (4’_‘, = i_) cer rwx,) . Primijetimo da produzenju si-
stema elemenata ('E)) Q,L) (4:,—.:. L) ...)M) duz neke @uta_
nje u D odgovara "ljepljenje" oblasti @) na M ,
Kako se produZenje du? putanjehrealizuje konadnim brojem
neposrednih produzZenja, to se tadke P i P° povezuju

A AN N
konaénim lancem povezanih okolina na M ('EF—'B”EJ_)..,

P o

/N = S o v e v
) ")BN-L)BN= ‘BD ) B‘:nﬁnq:ﬁé). Znaci, skup M ge.

~ linijski povezan.

Iz uslova (/B) slijedi da je M konaénolisni nat-
krivé.juéi prostor oblasti D sa Ly v Ropme listova,
Daljé dokaz tece skoro isto kao u prethodno dokazano]

teoremi 4. Izdvojimo samo mjesta u kojima postoji razlika.

1) Jednoznalnost funkcije F. 1z konstrukcije mno-

gostrukoéti M slijedi da analiticko produzenje funkcije

H{, duz putanje = 81 CS\,_ ne mijenja polazni element, pa
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na osnovua (d) i (ﬂ_iO) dobijemo da Jje /'é = S 39-&.'., |
gdje je . & Z . O druge strane, 7/k "'"'A;.. su ClJell

brojevi po pretpostavei, pa je A =$. A l( i

(%] = Zg,_/sk [4,7

itd.

2) Uslov ([3) omoguéava holomorfno dodefinisati fu-
A

-

- nkeilgju F oy nekoj okolini podmnogostrukosti M D

3) Umjesto M -tostrukog Laurent-ovog reda (._’_.T -H-)
- &0

pojavljuje se mu-tostruki Taylor-ov red (;‘) s holo~

morfnim u D koeficijentima.l

3. U ovom paragrafu daéemd jednu varijantu teoreme 4,
Naime, za A c¢emo uzeti proizvoljan analiticki skup sa -

kona¢no mnogo komponentl, &ll cemo zato viSe pretposta-

viti o oblasti D .

| C™
N Teorema 6. Ne‘ka je D oblast holomorfnosti u

takva da je njena druga kohomolska grupa s cjelobrojnim

2
koeficijentima trivijalna, tj. (D, Z)=0. Neka su, da-

lje, AL) ‘e s AM — razliciti nerazlozivi analitidki sku-

povi u D kompleksne kodimenzije 4 takv:. da Jje

Uﬁ(D\A) '*-*LZ-@“'@ Z. ( A = UA ) Tada posto;-

Ve %
je holomorfne u L) funkcije ,3“ )3”"" takve, da za

svaku konaénoznalnu analitidku u DMNA funkeiju F

1mamo razvo]
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. o0
i-

-m e ~ '
F:: /C"’q“‘\’m f*g} (u tackama iz D\A ))

- 00

gdje su /C.94...§M holomorfne funkcije u D , a f-(,;

indeksi grananja funkcije r oko skupova A,: (L:i,--.)nw).

e

Dokaz. Kako je A,_; analitidki skup kompleksne kodi-
2
- menzije 1 u oblasti holomorfnosti D i H (’D} Z): O)

to prema poznatom rezultatu (vidi npr. [13]) str. 260) po-

stoji holomorfna u 1) funkcija Q. takva da Jje
Ai=lzeD:9.®=0] i V§#0 na A, (L=,,m)

Preostaje primijeniti teoremu 4. l

N_épbmenaj. Teorema 6 ostaje na snazi ako uslov
| Hz(D, Z)=0 ispustimo i pretj;ostavimo da je
Descartes-ov proizvod oblasti DCC:C (,E.-: _{_J,,,} /VL)
ﬁI‘i cemu su sve oblasti De , izuzev mozda Jjedne, Jedno-

struko povezane (vidi [19], str. 257 1i 260)_.

/.
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U ovoj glavi formulisu se i dokazuju rezultati koJji
Su sli&ni rezultatima I 1 I glave. TOpoloskl uslov koji
se ranije nametao na oblast D sada se prenosi na Jjednu
mnogostrukost koju odredjuju funkeije g{; po kojima se
razvija data analitidka funkcija F . Na kraju se daje
neophodan i dovoljan uslov pod kojim se jedna analiticka

funkcija moZe Trazviti po stepenima druge.

1. Neka je DD oblast u cC™ i 3— holomorfna u D
fur}kcija takva da je A= {EE D: 8(&)-—-'—0 } nera-
zloZiv analiticki skup u D i Vg 3’50 na A . Oznaci-

mo sa A*- skup regularnih tadaka skupa A s tJ-.
A*-"'-{EEAngI{% O } . Neka je, dalje, u D\A
zadana konadnoznaCna analitidka funkcija F ukupno3éu
svojih kanonskih elemenata. Na potpuno isti nadin kao u
prvom paragrafu 1l glave definise se indeks grananja k
funkcije [ oko skupa A . Okolinu Ua koja se poja-
vijuje u deflnlClJl indeksa grananja ovdje ¢emo oznada--

vati istim simbolom, a umjesto Y¥; koristiéemo oznaku Y.
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e e . wme e
- P ar

T = rit- . !
P

* wr
Razmotrimo oblast D;_':'D\ (A\A ) 1 ahaliticke

skupove
M= (gme DX mt=g®],

—{ (2, )& Dx(Crie}) : rk=geer} = M\ (Ao,

Kako je V(Mk-g§=(-vg) kmskt) & O na M to je

analiticki skup M ujedno i kompleksna podmnogos‘brukost
oblasti D XC - CM+L Drugi analiticki skup p[ je
k -1isni natkrivajuéi prostor oblasti D\A i kompleksna

mi L
podmnogostrukos*b oblasti D X (C\{D}) ™

Sada ¢Cemo anélltii’:ku funkciju F , definisanu u D\A)
"podlcl" na mnogostrukost M U tom cilju fiksirajmo -
tacku (-Z w °) E-M (-ZDE'- Y;,) - i uzmimo neki elemen‘c.'
(‘E,OP,) funkcije F s centrom 2’ . Oznadimo sa ﬁ. granu
funkecije g{: , izdvojenu u B, uslovom /Q.CE)"‘“ °

)
i u tadkama skupa

@ps{(—t, 3.9(2)3 replc M

staﬁrimo- o (Z. R (E)Bﬂ-&(é) . "Podizanjem" elementa
(&0-3) na mnogostrukosti pl smo dobili analiticki ele-
ment (3‘,, -?,) s centrom (-E MJ') Uzmimo sada proizvoljnu pu-
tanju 8 na M s pocetkom (-E"M) s njen kraj oznacimo
sa (¥, M), a projekeiju v DNA sa & . Analitidkim

produzen,jem elementa (Bo-?) duz putanje 8 doblae se ne-
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ki element (&,3) s centrom ¥ . "Podizanjem".tog elemen-

ﬂ - - W o [ - - A A
ta na M na opisani nadin, dobije se neki element (B })

e
s centrom (-E-}Mf’). Kako M natkriva DVA to se svaka

putanja u DNA s pocetkom Z’ na jedinstven nacin "po-
| L

diZe" na M do neke putanje s pocetkom (£;N7 Dakle, u

oA S
procesu analitickog produzZenja elementa (En,-i.) na M)

N
svi elementi funkcije Fose "podiZu" na M . Lako je

i 7
uvidjeti da Je skup F ‘*‘-’-{(E,Q—)} svih "podignutih' ele-
menata funkcilje F' analitidka funkeija na kompleksno]
FAS
mnogostrukosti P4 (analitiéka u odnosu na lokalne koor-

A

dinate Z na M ). Specijalno, mozZemo govoriti o anali-
: ~ N

tifkom produZenju elemenata funkcije F duZ putanja na M.

M
Razmotrimo otvorene (u M i M  respektivno) skupove

M= {zm)e Ux € mt=gmlcM,

e

“ ek ¥
M, =1 (& m) e Up x(C\ioy)! . =9(&>} = Mo\ (A*x dol)e M,
(oe AY)
A A R N
uzmimo neki analiticki element (BQI-?—) s centrom (-EJMJ)E'MQ_
A
(EOQX;_) 1 produzimo ga duz putanja u Ma.- Uzimajuti u
obzir definiciju grananja, lako Jje uvidjeti da ¢ée se kao
rezultat tih analiticékih produzenja dobiti Jjednoznacna
A A
analiticka funkcija '?a. u M, (vidi dokaz teoreme 1 u
I glavi ; ovdje Je UQ(UG_\AB'#-" Z. , & X, generiSe gru-
A
pu J ). Kod nas se pojavila trojka (Ma_) ﬁq_,)_?q_) koJju
o

¢emo nazvati uopStenim analitickim elementom funkcije F.
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Tacku (&,0) e M prirodno je smatrati centrom tog ele-
i . %
menta. Iz teoreme o monodromiji i povezanosti skupa A
¥*
slijedi da u svakoj tadki Q€& A" imamo jedan isti (ko-
A
nacan) broj uopStenih elemenata (Ma, 'qa_.) -Y'a.) Ako ele-
ﬁ h » A b

mentima ([23]2) funkcije F dodamo uopStene elemente
P ~ b4 _
(Ma_) Ma_)%,_} (&EA) onda, ocevidno, moZemo govoriti

0 analitickom produZenju duZ putanja na M . Na istl na-

cin, na koji se dokazuje standardna, mo¥e se dokazati i

slijedela :
| A
Teorema o monodromiji. Neka je Fz.r._!w-) analiticki
- . o
(obiéni ili uopSteni) element funkecije £ s centrom

T A T

— A
(-TE,MJ')E M) a 84 1 51 putanje na M sa zajednickim

poCetkom (-E Mmr) i zajednidkim krajem. Ako su p_u-tan—j; g_
J\— - - - - — N - "

Sl—

i 82_ homotopne na M onr_iE ,j?_ rezultat produzenja ele-

A — s

M
menta F_(;’M,.) duz obe putanje isti.

4 4"
8 Teo;'e_gna_z._ Neka je D oblast holomorfnosti u C
}__8 holomorfna u D funkcija takva da Je

A = {'EED :8@)-—:0} nerazloziv analiticéki skup i
Va #0 na A . Neka je, dalje, u DMA zadana konagno-

znacna analitidka funkeija F s indeksom grananja k

oko skupa A . Ako je skup

M={(2m)e DXC:mt= g0,

gdje Je D,; oblast D bez slngularnih tacaka skupa A
. (FD% = D\ (AN Ax)) y Jednostruko povezan (tj.U[,.(‘D\';D)
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1
y

onda postoje holomorfne u D funkcije L, takve da jJe

i e
F=§£v%k

gvuda u D\A .

'
Dokaz. Funkciju F smo podigll na mnogostrukost M
N

1 dobili: analiticku funkciju F . Doka%imo da Jje i‘un.kc:..ja
My

F Jed.noznacna._ U tom c¢ilju elementlma funkecije F d?\.—
T

dajmo uopStene snaliticke elemente i oznadimo sa 81 i 3;_
dvije proizvoljne putanje na [C\ sa zajednicékim pocletkom
(-‘& s %) i zajednidkim krajem. Kako je mnogostrukost M |
jednostruko povezana, a § 8,__ su putanje na M , GO

su one homotopne na M . Iz teoreme o monodromlal sl:LJe-

di da analltlcka produzenja elementa (&,,J.?a) duz putanja
o ~

S\- 1 8; dovode do istog elementa na M , odnosno na M - -

(jer je njihov zajednilki kraj na m ).

Ostatak dokaza Je isti kao u slucéaju teoreme 1l u

prvo]j glavi. |

2. U ovom odjeljku razmotriéemo opStiju situaciju -

~ kada se analiticki skup A sastoji iz vise komponenti.

i Teorema 8. Neka je D oblast holomorfnosti u

gi] ery 8“"‘-‘ holomorfne funkcije u I , takve da su
{-EED :gt(e\-_—.o 1 razlic¢iti nerazlozivi
analiticki skupovi i Vgiq'éo na A,,; . Neka je, dalje,
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g
.

[‘u D\A (A=

funkcija FF ¢ indeksima grananja k,,; oko skupova Ag .

™.
{H_Ad) zadana konacnoznadna analiticka

Ako je skup

M = {. ('E, W) :('Ell '“J%m )mn)“? %\ GD*XG:M: Ms;klgi (E):—qu;;k“.‘-'-&fz) =0 })

gdje D-& oblast D bez singularnih tacdaka skupa A .

jednostruko povezan (tj. UG(DT-'-"—O ) onda postoje holo-

morfne u D funkeije ,C.h,‘,,.vw takve da Jje

 tmieide Ly,
F =20t g5 g5

svuda u D\A .

Dokaz. Razmotrimo Jacobi-jevu matricu sistema funkci-

Jja \P{, (‘E;NX:M“;&{:"& (‘E-) (‘L#i-’"') M)

R 2 ke | Y
___&1_.....—-.%%: R.MFJLD -+ D

‘0L
2% . ... 2% ki
wi) | ok e, 0 Rt -0

- - - L Y - - - L] - - L - [ ] | T - - - L] L] -

- - - L - - - - - L] - - - [ ] L | -

" 0% ., -1
_&."F%D' D.kmrk..

L=

i primijetimo da je njen rang jednak MV u svim tackama
(¢,™) skupa M . Zais‘ta, ako je Z& DNA onda je
94;(%\#0 za svako 1 , pa je razlidit od nule minor
koji se sastoji iz posljednjih mv stubaca matrice (Ffi)

U drugom sludaju - kada je 2% regularna tadka analiti-
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Ckog skupa A — imamo da, zbog strukture analitidkih
_skuﬁova (razlaganje analitickog skupa na rerazlozive
komponente), taclka Z pripada samo jednom od skupova
-"-“A‘-,[\A& ( A* — skup svih regularnih tadaka skupa A)
npr. skupu A: . Imamo, dakle, gd(-t\ =0 Q(E\:L'D Za ":'*d"
i Vg LE#O Odredjenosti radi, moZemo smatrat:l. da Je’%g*o

U drugom sludaju (Ze€A") razlidit od nule je minor
koji se formira od prvog rstupca matrice (Ei) i m-1
stubaca koji se dobiju od posljednjih M kada se 1izba-
ci /YH-&' -ti.

Kako Je rang matrice (Ei) jednak M u svim tadka-

ma ailalitiékog skupa M to je M kompleksna podmnogo-
. |

strukost oblasti Daa X C kompleksne dimenzije M . Iz

istih razloga i analitidki skup

M {'E m):(zh yBn Wiy )W;.)EDX(C\{GE) MI 31 By=-=08 &GE):D}CM

je kompleksna podmnogostrukost oblasti DX(@\(OD kom— -
e
pleksne dimenzije m . S druge strane, M je natkriva-

juéi prostor oblasti D\NA sa k,u-km_ listova.

Na potpuno isti nadin kao u dokazu teoreme 4

A

(II glava) funkecija r: se "podize" na mnogostrukost M
. | ~ A .

pa se dobije neka analiticka funkcija F na M (ana-

A
1itidka u odnosu na lokalne koordinate £ na M ).

Kao u prethodnom odjeljku i ovdje moZe biti rijeci o
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| I

uwopStenim analitickim elementima funkcije ,Fi s centri-

na (&,Mﬁ}...,WE_,_,O}M&':J,,_)...,M{,WEM) (GLE_ ).
_ ~

Ako elementima funkcije F dodamo uopStene analiticke

elemente onda moZemo govoriti o analitickom produZenju

duz putanja na M . Kako je mnogostrukost F1 jednostru-

ko povezana to iz (proSirene) teoreme o monodromiji sli-
P

Jjedi da je F jednoznadna analiticka (dakle, holomorfna)
- A
funkcija na M , itd. (vidi dokaz teoreme 4, II glava).l

. 3, Ovdje éemo obraditi jedan poseban slucaj - kada

je rijed o dvoznacnoj analitickoj funkeiji.

H Teorema 9. Neka Jje D jednostruko povezana oblast

u Cw-i A skup nula holomorfne u D funkcije 3)

takve da je Vg %+ u svim regularnim tadkama .skupa A

Tada za svaku dvoznadnu analitidku u DN\NA funkciju F
)

¥
koja se grana "oko" A 5

li‘l:lnknc:"t.je N i ﬁr takve da Je
¢ :

postoje holomorfne u DNA

F=o+&Vg

svuda u D\A' .

Dokaz. Uzmimo proizvoljnu tacku 2°ec DNA i oba
. .. o
elementa (E;}.?Q i (B3, funkcije F s centrom E° .

-_—

*) To znadi da je indeks grananja funkcije F u
svim regularnim tackama skupa A  jednak 2 .
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Tada Jje u kugli B funkcija F rjesenje (po mr) je-
dnadine

(w2 (w—4%,)=0,
odnosno

ms (—?—ﬁ%—,}W“"f' '21'2—?_ = 0.

Analitidékim produZavanjem funkcija .?—1-\—-?1_ i -?4%_ u obla-
sti D\NA dobiée se, oc¢evidno, jednoznadne analiticke
funkcije koje ¢emo oznaditi redom sa /C,. 1 /C,_ . Odatle
slijedi da je (svuda u DANA ) ‘funkcija F. rjesenje

jednacine

t3.

@z LF'-—%-:—",,_—_'\/,CQ‘—#L .

Uzmime proizvoljnu petlju 8 u DNA . Kako je D
Jednostruko povezana oblast to se petlja 5 moze izra-
ziti (vidi [1'51) str. 112) preko prostih petlji*) duZ
kojih je lAwl—(g %['—'"—ZIC i duz kojih analitilko pro-
duZenje funkcije [ permutuje elemente. Imajuéi u vidu
da se funkcija F-- -%' na isti nacdin grana kao i fun-
keija F ida jé indeks grananja jednak 2. , iz pret-
hodnog slijedi da analitidko produZenje funkcije

F— _%:1 = "{Z ‘\’ ,Cf‘ - [lL-/C,_ permutuje analiticke elemente

L

-’k) Vidi dokaz leme u II glavi. Tamo su 0(4; bile
proste petlje.
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ako i samo ako Jje ASO%QT—ZTIC(EIQAL)) Le 7.

Iz posljednjeg se izvodl zakljudak da Je

/Cq 4'52..

"3

jednoznacna analitidka (tJ. holomorfna) funkcija u D\A,

(m2) slijedi traZeni rezultat

L2 lf
F:—%-l‘-lz Fﬁg?—“g.l

k. Neka je F l -zna&na analiticdka funkcija u obla-
sti Do C™ i neka su F, = (E) '?1) " -::-CE: -5,’1)

njeni analltlckl elementi s istim centrom L3 ED Anal:l_-

+idkim produzenjem tih elemenata du? neke petlje S s

pocetkom r’ dobiju se svi elementi funkcije F ‘aliu

drugom poretku, tJ. redom F;;L,. [:P ) gdje Je (Pia )Pk\ =p -

neka permutacija od k elemenata i. k Dakle, petlaz_
o odgovara neka permutacija (PJ-J"'; } Iz teoreme © mMO-

nodromiji slijedil da homotopnim petljama odgovara ista

grupe I,_(‘D) u grupu Sg svih permutacija od k eleme-

nata i,...)k. To preslikavanje oznadcéimo ssa .RJF- i primi-
jetimo da Jje homomorfizam. Njegovo jezgro oznadimo stan-
dardnom oznakom ﬂwwu R’F’ . U sludaju beskonalne anali-

tidke funkcije F (tada je broj analitickih elemenata u
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svakoj tadki prebrojiv) definiSe se homomorfizam ,QF
grupe -'.TQ(‘D) u grupu S svih permutacija skupa [N pri-

rodnih brojeva.

| | -
I Teorema 10. Neka je D oblast holomorfnosti u C. |
F i H analitidke funkcije u D , a K(F) i k(H)

brojevi*) njihovihk elemenata u proizvoljnoj tacki iz D

?retpoétavimo jo8 da su elementi funkcije H razdvojeni“)

u svim tadkama iz 1D . Da bi se funkcija F razvila po

pozitivn'im stepenima funkcije H u red s holomorfnim

fhu D koeficijentima (tj., da bi postojale holomorfne

{lu D funkcije /C-u .,' takve da Je

(T3 _ 2 T D)

V=0 )

{lneeophodno je 1 dovoijno da bude

my ek, = e d

pri tome Je l‘\(F) % k(l-ﬂ

-

Dﬁ}__lg.az

(I) 'Néo hodnost uslova @4‘) -~ Treba dokazati da
poodno 2-0Va A\ 1
M3 = (4), U tom cilju uzmimo proizvoljni ele-
(1
pent O] & Jesaim 9"!—[' Posljednje znadi da anali-

-!) Brojevi l((F) i k(H) mogu biti konac¢ni i beskonadni,

*¥) KaZemo da su dva elementa (E;,ﬂ) i (B}ﬁ)_i‘unkcije H
(s istim centrom) razdvojena ako je ﬂ,(:g*ﬁ’_"(: za svako £€D.
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ticko produzenje funkcije H auz putanje O -ne permu-
tuje njene elemente, pa na osnovu (_T?IB) zakljucujemo da
ni analitidko produfenje funkcije F dud iste putanje

ne permutuje elemente posljednje ; slijedi da [&EML'

(II) Dovoljnost uslova fEH Treba dokazati da

(_7_:_'(4.) == (T_IT 3) . ‘Neka je funkcija H zadana kanonskim
elementima, tj. H"-":'[(B) -a_)} . Razmotrimo u oblasti holo-
morfnosti 5:DX C < C::: uniju M svin skupo-
va | @ =—"'-{ C-'E} -QLC-E)) Eﬁ: - = E‘)})(BJQJEH » Ako se
uzme u obzir definicija analiticke funkecije lako je uvi-
djetl da Je M kompleksna povezana podmnogostrukost

oblasgti ﬁ . S druge strane, M je nétkrivajuéi prostor

ocblasti D jer su, po pretpostavci, elementi funkecije

H razdvojeni u svim tadkama iz D .

Sada "podignimo" funkciju F na mnogostrukost M
U tom cilju :Eiksirajmo tadku I(-E."} mwe M i neki ka-
nonski element ( Ea.oﬂ—,) funkcije F s centrom 2 . Pre-
ma konstrukcliji mnogostrukosti M u E),, postoji holo-
morfna funkcija R.p takva da je (B;,-G.QEH 1 fe'-&(E“) =M.

U tackama skupa a"-—f—{_(%.} ,&,@e)ﬁ 2 E‘B,} stavimo

9 (2 ffe) = Rle).

)

* A A | .
Uredjen par (B‘,}%s Je "podignuti'” element funkcije -
; N
a tacka (-F_")Mr") njegov centar. Neka je sadsa 8 proiz-

voljna putanja na M s pocCetkom (:E‘}MJ"’) Njen kraj ozna=-
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¢imo sa (-E!MT)) a projekeciju

u DNA 52 § . Analitidkim
produZenjem elementa (Bo)'?‘ay
duz putanje 8 dobije se ne-

ki element (E)ﬂ-) s centrom%.

"Podizanjem tog elementa na
o ‘ . o A

M na opisani nadin, dobije se neki element (B)ﬁ) ~
s centrom (-Z’xw'). Kako M natkriva D to se svaka pu-
tanja u D s poCetkom 2° na jedinstven nacéin "podize"
na M do neke putanje s pocetkom (E’,N").Dakle, u pro-

. ” A :
cesu analitickog produzenja elementa (&,,-?,\ na M gvi

elementi funkcije F se "podiZu" na M . Lako je uvidje- |

A A
ti da je skup F""{(@;g)} svih podignutih elemenata

funkeije F analiticéka funkcija na kompleksnoj mnogo-

strukosti M (analitidka u odnosu na lokalne koordina-

teEnaM).

” : .
Dokazimo da Je F jednoznadna funkcija na M . Da

bismo to dokazalil 1uzmim£ pro:ifvoljnu tacku (—Z,/W') e M

i pi‘oizvoljne putanje 81 i d, na M sa zajednickim
po&etkom (-E‘;MJ"") i zajednidkim krajem (Zlfw‘) 1 dokaéimo
da se amnaliticka prﬁduienja elementa (Ba,S},) duz putanja-
~projekcija Oy i O, podudaraju. Drugim rije&ima, treba
dokazati da = analiticko produzenje duZ petlje 'E=8:ng.
ne mijenja polazni element (&,-?).' Kako je & projekecija

N, A""-A
zatvorene putanje %"-'-S\ (S,_ to iz konstrukcije mnogostru-
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| kosti M slijedi da analiticko prdduienje funkcije H
duz putanje ® ne permutuje njene elemente, pa je

(2] & o PA.H . Odavde, na osnovu (M 4&4) , slijedi
da L'C] EaQU.Mb ’E‘F » Posljednje znadi da analiticko
produZenje funkcije F du? putanje % ne pérmutu,je,
cdnosno ne mijenja njene elémente ; specijalno, ne mije-
nja ele'ment (B/-Q). Dakle, E‘ je Jjednoznacna analiticka
(tj. holomorfna) funkcija na M (holomorfna u odnosu na
lokalne koordinate £ na M ). Dokaz dalje tede kao u

teoremi 1 (I glava). Izdvojimo mjesta u kojima postoji

razlika.

1) Uslov o razdvojenosti elemenata funkcije H omo-
N
gucava holomorfno dodefinisati funkeiju F_ u nekoj oko-

1lini podmnogostrukosti Mc D.

2) Umjesto Laurent-ovog reda (IL) pojavlijuje se

-
Taylor-ov red (Zbl) s holomorfnim u L) koeficijentima.

Preostalo je jos da se dokaZe da Jje I(CF') < lk(H)
kada je tacno (.!_!—Ilr-), odnosno @3) To slijedl iz (@’-3)
Zaista, (_7!_7_.3) znaCcl da za svaku granu X 'funkcije f‘_;
izdvojenu u nekoj jednostruko povezanoj oblasti GC: :D)
postoji u G grana ‘2. funkecije H takva da Jje

=

o

u G . Kako razliditim granama .g ~odgovaraju razlicite
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grane »R. to funkcija H treba da ima bar toliko grana

koliko ima F , tj. K(H)Z k(F).l

5. U ovom paragrafu daéemo uopsStenje teoreme 10.

Teorema 1l. Neka je D oblast holomorfnosti u C’j
5 Hi,"-; Hm - analiticke funkcije u D s & ’((F))!((Hq)).--

"jk(HM)_ brojevi njihovih elemenata u proizvoljnoj ta-

ki iz D. Pretpostavimo jos da su elementi svake fun-

cije H.s. (‘:-:i;---, mn.) razdvojeni u svim tadkama obla-

sti D . Da bi se funkecija F razvila po pozitivnim ste-

penima funkcija Hi HM u red s holomorfnim u D

koeficijentimé (tj. da bi postojale holomorfne .

u D funkeije /C.-.,;ﬁ...'\)m ) takve da Je

OO

(m'5) F =22 L*Dfu*pm H?-~-H:“ U D)

o /

néoPhodno je 1 dovoljno da bude

(14 AV sy

pri tome Je k(F’) ék(”q)' k(Hm.).

i

Dokaz

(I) Neogr hodnost uslova @.—’.-6)__ Treba dokazati da
a_fTS)‘-_.:) (_?f[é) . Ako je [8]6 Q,&m 'Q”Hq: onda to

znaCi da analiticko produzenje svake funkecije H{ (4:=1—,---,f”'-) |

!

duz putanje 8 ne permutuje njene elemente, pa na osno-

vu (ES) zakljuCujemo da se to isto moZe reéi za funkci-

ju F 5 slijedi da Y= Setrm, ,&r__.
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(II) Dovoljnost uslova (I76). Trebé dokazati da
(_T[l‘é\ = (__T?_TS) Neka se funkcije H,g zadaju kanon-
skim elementima, tJj. H,!;’-'-'{(‘E:)ﬂ\.ﬂ} . U oblasfi holomor-
fnosti ﬁ'—'—"—Dx CMC CQ-:: posmatra se unija M svih

skupova

= {({18_,_(1'5))...} A, (e D:erep} , (8 ) e H;

U drugoj glavi (vidi dokaz teoreme 5) je dokazano da Je
| M kompleksna povezana podmnogostrﬁkost dblasti ]5 '

‘. Sem toga, M je natkrivajuéi pros_tdr oblasti D zahva-

ljujuéi pretpostavci da su elgmenti svake od funkcija

. HL yere Hm razdvojeni.

Na mnogostrukost M "'podiﬁe" se funkcija - na .né.-
é¢in na koji je to uradjené u dokazu teoreme 4 (II glava); n
Naime, fiksira se tadka (-Z‘:W")E M i njenu okolinu
__ "podigne™" neki element ( B, ,-?J s centrom %£°. Zatim se
uzme proizvoljna tacka (E,MJ)EM i spoji sa (-Z.':,N") pron.z-
voljnom putanjom SCM Projektovanjem putanje 8 u
oblast D doblae gse putanja 8 s krajevima £2°i Z.
Sada se element (E»,,}-?,) analitidki produ¥i du¥ putanje )
i dobije se neki element (B,%) s centrom ¥ . Posljednji

e _“podiée'—' na M , Pa se dobije analiticki element (@ﬁ)
T

na M s centrom (-sz) . Ukupnost F svih tih elemenata

A .
(ﬁ;, 2-\ je analiticka funkcija na mnogostrukosti M

(analitidka u odnosu na lokalne koordinate £ na M ).
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™~
Doka¥imo da je F Jjednoznadna funkcija. U tom cilju

uzmlmo proizvoljnu tacku (Z N) cM il pro:.zvolane puta-
nje 8 i A,_ na M sa zajednidkim podetkom (£ M%) i
zajednicdkim krajem ('E MJ') 1 dokazimo da se analltlcka
produzenja elementa (Bp)%,) duz putanjafprojekcija 81 i
83_ podudaraju. Drugim rijec¢ima, treba dokazati da anali-
tic¢ko produzenje duz petlje C= 8*182_ ne mijenja polazni
_element (E) ?-) Kako je ‘E,‘ proaekc:-..aa zatvorene putanje
%’ 8 é'z_ to iz konstrukecije mnogostrukostl M slijedl
da analiticko produzenje svake funkeije }{L C£==i,“vrM¥)
duz putanje 1;' ne permutuje njene elemente, pa Jje

(%] < /@umuﬂuH (L= 1,.,0m). Odavde, na osnovu (EG)
slijedi da \-_'C] = /ez.mw ﬂ‘F' Posljednje _2na<‘ii da anali-
£idko produﬁenje funkecije- F duz putanje T ne permufu—
je, odnosno ne mijenja njene elemente ; specijalno, né:'
mijenja element (&,2) . Dakle, E je jednoznaéna anali- |
tic¢ka (tj. holomorfna) funkcija na .P1 (holomorfna u
-odnosu‘na lokalne koordinate £ na N? ). Dokaz dalje .

tede kao u teoremi 4 (II glava). Izdvojimo samo mjesta

- kojima postoji razlika.

1) Uslov o razdvojenosti elemenata svake funkecije
HL (L'—“- i,mlm) omoguéava holomorfno dodefinisati fun-

”

keciju F u nekoj okolini podmnogostrukosti M D).

2) Umjesto mMu-tostrukog Laurent-ovog reda @ﬁ) po-
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| | o)
javlijuje se M -tostruki Taylor-ov red (Zol.) s holo-

morfnim u 1 koeficijentima.

Preostalo je jod da se dokaje da je k(F’)S]&(HD*"k(HM)
igada je tacno (ILTS)) odnosno (Z!Z—é) Zaista, (1(75) zna-
Ei da za svaku gré.tlu —? funkcije [, izdvojenu u neko]
jednostruko povezano]j oblasti GCD) postoji u isto]
oblasti mu-torké (,Q.L),,,) Ja.,m) grana ,2,,,_; funkcija
He (L-: L,...,m) takva da je

- V4 | Ve |
f= }; — a.4 ﬁm
u G . Kako razliditim granama ¥ odgovaraju razliite

m -—torke (ﬂ-i)..., Q.M) to tih muw-torki treba da bude
bar toliko koliko funkcija F ima grana ¥ , t3.

k(1 - k(H,) = k(A
Y
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