Maternaticka teorija sprovodenja toplote uZivala je od postanka
svoga' asobitu paZpju matematiki, te je ubrzo postala zajednidka
ohlast Ziste matematike i teorijske fizike. Iz nje se razvila teo-
rija Fourierovih redova 1 Fourierovih integrala, a zoatan
dio radova, kojl se bave tom teorijom, ima viie matematitkoga
interesa negoli fzikalnoga. Jedan pogled na prijegled glavoije
literature o tome predmetu uvjerava nas o fome® Interesantuo
je medutim, da se bad u poletku razvitka te teorije vcoma moogo
ottekivalo od njenih prakti?nih primjena. Kada je Fourier
svoju matematidlon teoriju primijenio na geofizikalni problem
hiasdenja zemaljske lkugle®, ta su njegova ispitivanjn, kojih di-
veltna praktidna vrijednost nije mogla biti velika zbog nepozna-
vanja fizikalpih prilika w vontradnjosti zemlje, dodelkali s velikim
interesom geofizici'. Toga interesa nije ni dandanas sasvim ne-
stalo, 1 ako se sada holje uvidaju teikodée ispitivanja gormjoga
fenomena. W. Thomson {Lord Kelvin) sc uz primjenn Fourierave

U 0 poéecima njenim, koji datirajn od godine 1804, vidi: Ency-
Klopidie der matlematischen Wissenschaften. Bd. V. Artiket 4. ,, Wirme-
leitung™ von HMobson und Diesselhorst pag. 165, @,

* Vriniji radovi o matematitkaj teoriji sprovodenja toplote navedeni
su prijegledno u Winkelmann, Handbuehb der Physik, gweite Auflage,
Bd. IIL. Leipzig 1906. pag. 444, ff.

! Oeguvres de Fourier, Tome Il. Paris 1890,

* Resal, Traité de Physique mathématique. 2. Bd. Tome II, Paris
1885, navodi (str. 48.), da je slavni geolog ondasnjega doba k. de
Beaumnont pripisivae velilin vaZnost igpitivanju Fourierevu.

1
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teorije, no polazeél od drugih pretpostavaka, bavio istim prable-
mom'; Poinceré je opdirno progovorio o Fourieru 1 o Thomso-
novu ispitivanju? a Boussinesg je dao ,slavnoj teoriji Fourierovej
hladenja zemlje* veoma elegantan matematizki oblik®

Osim toga se matematidka teorija sprovodenja toplote bavila

- veéd u prvim podecima svojima jod jednim pitanjem geofizike :
problemom varijacija temperature u gornjim slojevima zemaljske
kore. Poissor se u svome klasiénem djelu o matematidkoj teoriji
toplote bavio podrohno tim fenamenom?®, a i W. Thomson po-
svetio mu je svoju pa#nju’.

Pri avem tom &ini mi se, da se polje primjena matematidle
teorije sprovodenja toplote na probleme kosmidke fizike moZe
znatno progiritl. Termidke prilike onih &lanova nafega planet-
skoga sistcma, koji nijesn opkoljeni osjetnim atmosferama, kao
8to je n. pr. zemljin mjesec, mogu se bez hipotetitkih pretpo-
stavaka ispitivati s pomoéu navedene teorije, jer udini li se oprav-
dana pretpostavka, da je povriing posmatranoge kosmidkoga
tijela krata 1 bes vlastite toplote, to ée temperatura njens zavi-
sjeti olito o ova tri utjecaja: a) od radijacije sunca, koju temo
ukratko nazvati insolacijom i po kojoj se za bornvka sunca
nad horizontom uodenoga mjesta povrdine dovode na tu povrEing
odredene toplotne mnoZiue; — b) od zradenja toplotnih mnoZing sa
posmatrane povréine u interplanetarni prostor, a taj demo utjeca)j
nazvatl ukratko radijacijom; — ¢) od sprovodenja toplotoih
mnoZina sa povrdine posmarranoga tijela w njegovu unutradnjost
1 obratno. a tay demo utjecaj zvati kondukeijom.

Kako su zakoni, koji regulidu ta tri utjecaja, dovoljno paznati,
to je moguée formirati diferencijalne jedoadine, kojih bi inte-
gracija dala temperaturu odabranogs mjesta povrine kao funk-
ciju vremena.

! Lord Kelvin, Mathematical and Physical Papers, Cambridge.

* Poincareé, Legons sur les hypothéscs cosmogonigues. Paris 1914,
pag. 209. suiv.

3 Boussinesq, Probléme du refroidissement de la erofite terrvesive,
fraité an méme pojnt de vue que I’ a fait Fourier, mais par une 1mé-
thode d' intégration beaucoup plus simple; Comptes rendus. Tome 130.
11900.) pag. 1632,

* Poissan, Théoric mathémwatique de la chaleur. Paris 1833,

. " W. Thomson, Iroblems relating to underground iemperatures;
Phil. Mag. (3) 3. (1878.) pay. 370. — Lovd Kelvin: Loe. cit.
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Zadatek, koji sam sehi pri izradbi ove radnje stavie, ovaj je:
da formiram te difereacijalne jednadine; da proudivii matema-
titko orude, koje nam stoji na raspoloenje, ispitam sluZajeve, u
kojima je inmtegracija tih diferencijalnih jedvnadina moguéa —
s jednom rijedju: da sistematigki sredim i usavrSim za spacijalnw
vpotrebu matematidki aparat 20 kasnije konkretno primjene.

Uo&imo dakle neko kosmifko tijelo krute povriine, a takavih
dimenzija, da elemenat njegove povriine, kojega termiZke pri-
like ispitujemo, moZemo smatrati za reven, onda mors tempera
tura % kojegod tadke toga tijela u blizini posmatranoga elementa
zadovoljavati l'ourierovu parcijalnu diferencijalnu jednadin':

3 200

(1) a—ﬁ:a@,

gdje = oznaluje odstojanje kojegod tatke tijela od grani&ne po-
vriine, koja je sada zamijenjena ruvninom, © temperatoru tijela
u to] tatki w vremewnu 4 a a* koeficijenat sprovedenju tempera-
ture posmatrancga tijela. Oznadimo 11 sa & sposobnost sprovodenijn
toplote sa § gpecifidou toplotu, a sa p gustinu supstancije posma-
tranoga tijela, fo postoji relacija:

(2) ‘ o=
sp

Temperatura grani€ne povr¥ine funkeija je navedenih triju
utjecajs, pa je nad sada najblifi zadatal, da tim utjecsjima da-
demo matematicki oblik.

Po prvom utjecaju, dakle po iusolaeiji, neka prima jedinica

- e .d
neke povrine u jediniel vremena toplothu mnoeinu 4

ds’
gimo li sa J onu toplotnu mno¥inu, koju sunce Zalje w jedinici

Qzna-

vremens na posmatranu jedinieu povrfine, to postoji jednadiua

dg,
dt

= 4,1,

' Vidi n. pr. Weber 1., Die particllen Differential-Gleichungen der
mathematischen Physik. 4. Aufi, Bd. II. Braunschweig 1912, pag. 90.
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gdje 4, oznaduje apsorpeionu sposobnost povrdine posmatranoga
tijela. Velitina I zavisi, — uz pretpostavku, da posmatrano tijelo
nije opkoljeno atmosferom -— samo o relativoom poloZaju uode-
noga elementa povrdine prema suncu; pa kako nam zakoni kre-
tanja nebeskih tijela odreduju taj poloZa), to je veligina J po-
znata {unkcija vremena, a to éu oznaditl sa:

I = It),
tako da je:
(s) A — 10,

Tako insolactjz ne moZe hiti negativna, to je 1 funkeija I(f)
ili pozitivona il ravna uull

Ja sam se u radnji: ,O pacnopeay cynuese paaujaumje ua no-
ppmrHy semmbe} podrobno bavio ispitivanjem funkelje I(f) uzev,
kao §to se vidi iz patpisa radnje, zemlju kao objekat insolacije.
Al se mojn ispitivanja mogn primijenitl na svako kosmigko tijelo,
koje opisuje oko sunca Keplerovu elipsu, a to sv, dozvolivii ne-
znatna zanemarenja, svi &lapovi nafega planetskoga sistema.
Tako nam citirana radoja daje svedstve, da odredimo funkeijn
Iii, Quznatino 1 sa T vrijeme obilaZenja (revolucije) posmatra-
noga kosmitkoga tijela oko sunca, to sljeduje iz navedene radnje,
du je funkeija I{£) periodiéka funkeijan sa periodom 7.

Po drugom utjecaju, dalkle po radijacijl, neka gubi jedinica
ucdene povriine u jedinici vremena toplotuu mnofinu ig" Kada hi
posmatrano tijelo bile apsolutno erno ili, kao #to js bolie redi,

kada bl bio savrfen radijator?, onda bi radijacija njegova bila
regulisana Stafanovim zalkonom, prema kojem bi bilo:
5 dg.,

(5 - = Tp?,

dt

1 Taac Cpuexe Rpamescre Awapemmje®. [lpsn paspesy 37.

= 0O prijedlogn, da se dosada wobidajeni naziv ,apsolutno croo Lijelo*
zamijoni boljim ,savrden radijator®, vidi Poynting, Die Strahlung
in. Sonnensystem ; Jahrbuch der Rudicalktivitst und Elektronik. Bd. IL
{1903.) pag. 44, ’
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pri Semu 1)) oznaduje apsolutuu temperaturu povrdine, A ¢ jedan
konstantni koeficijenat’. Pri tome smo wzeli, da je temperatura
interplanetarnoga prostora, uw koji mJelo radijira svoju toplotu,
jednaka apsolatno) nuli.

No Stefanov zakon vaZi, kao Eto su Boltemunn teorijski®, a
Schnebeli, Lammer, Prmgsfmm i Kicrl&cmm eksperimentalno?® do-
kazali, samo za savr¥ene radijatore. Za nepotpune radijatore Zini
se da su zakoni radijacije komplikovaniji. Faschen' dolazi do
zalifjudka, da je zakon radijacije za takova tijela, bolje negoli
Stefanovim zakonom, formulisan jednadinem: -

@) e — o1y,
gdje su ¢ u & konstaite, koje zavise ¢ prirodi povriine posma-
tranoga tijela. Siegl® je te konstante odredio za razlitite zemlje,
kamenja, vodu . i led, dakle za materije, koje ba% u nafem sluZaju
delaze u obzir. Prema njegovim ispitivanjima varijira eksponenat
¢ za te wmaterije 1zmedu vrijednosti 4083 (za bazaltnu lavu} i
vrijednosti 4382 (za 3ljunak), & koeficijenat ¢ izmedu vrijedaosti-
0°0389.107" (za ¥junak) i vrijednosti 0'689.10- (za bazsltnn
lavu).

Ja £u u ovom, &to sljeduje, uzeti u obzir jednadinu (5), koja
za savrSen radijator prelazi u jednadinu (4). Oznalimo li temipe-
vatury povréine posmatranoga’tijela. mjerenu u Celsinsovim ste-
penima, sa u,, to je zakon radijacije predstavlien izrazom:

dg

() ‘ ._d:— = ¢{(273 —|—‘uo)6. '

Koeficijonat ¢ je za jedinice: Zramkalorijs, minuta. i -cm® po
ispitivanjima K urlbawmovim 722 0768 X 10—, a po ispitivanjima
Baverg 1 Mouling ¢ = 763 X 10-19, odreden je dakle dovoljunom
tacnosti. Vidi o teme: Kurlbaum, Uesher eine Methode zur Bestim-
mong  der Strablung in absoluiem Musse. Wied. Annalen 65. (1894.)
pag. 746.; Dauver et Moulin, La constante de la loi de Stephan.
Jowrnal de I’hysigue {17 9. (1910.) pag. 468.

* Wied, Anualen 635, (1898.) pag. 746.

® Vidi Chwolson, Trait¢ de Physigue. Tome [I. Paris 1906, pag. 72,

* Wied. Avnalen. 49 “1593.) pag, 50. — Ibid. 58. (1898.) pag.
435, — Ibid. 60. (1897.) pag. 662. _

® Bicgl, Ueber das Kmissionsvermiégen von Gesteinen, Wasser und
Tis. Wiener Sitwongsberichte, Bd. CXVI. Abt. Ta (1907.) pag. 1203.

2]
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Po tretem utjecaju, t. j. kondukeyji, ‘dobiva jedinica vodene po-
- Lo dg,

vrine u jediniel vremensa toplotnu mno#inu W’ koja je, prema

osnovoim prinecipima matematitke teorije sprovodenja toplote’.

jednaks produktu sposobnosti provodenja toplote & i gradijenta

St : .. .
tempevature o na povrdini. Zato je:

dyg, 2at C
p I A )
(%) i o }a, —}

Ng povrdini tijela ukazade s n uodenom momentu poradi na-
vedens tri utjecaja ona temperatura 2, kod koje je pridolazenje
toplotnih mnoZina ka povrdini jednako odilazenju. Kako prema

predainjem pridelaze na povriinu toplotne mnofine dﬂ“ i d?;
: . e, . ! it
odilazi toplotna mnoZina —Jt" , to de postojuti jednatina:
- dg. da, dyy
(8) @ T T T Ta

ili, vzevd u obuir jednadine (3), (8) 1 (7):
(9) A = ¢ (2784 1,) — & "”0.

Ova jednadina daje nam jedan od granignill uslova, potrehuil
© g integraciju jednadine (1). Drugi granini uslov dobije se u
problentima ove vrste time, da s¢ zahtijeva, da sa rastudim .
ne raste ¥ u heskonaBnost. Take nam isto i inieijalan raspored
temperature ne mora biti zadan zbog pericdiciteta funlkeije 7{#).
jer Ge se poradi toga i temperatuva povrEine mijenjati periodithi,
a mi proulavame samo oni stanja, koja su tolike udaljena ol
iniéijalnoga momenta, da na njih ne utjede inicijalni raspored,

Ispitivanje termidkih prilika na povrdinama kosmitkih tjelesa,
neopkoljenih atmosferana, redukuje se prema tome na rijefenje
ovoga matematitkoga zadatka:

Neka se nade partikularnl insegral w=-/irt) par-
ecijelne difercnaijalne jedrnadine:

U Vidi n.opr. Weber Hoo Loc cit. pag. 80. Gl (2).
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qw o, P : f

(10) 3 = ¢ 5w

koji zadovoljava ove granidne uslove:

[ L8 = 0

(11} - J{ AyJ ) = ¢ (273 +4-u)® & 3_2
I za I = oo

(12) . l i = konadno

Pri tome je [{t) poznata periodiéna funkeija sa
periodom 7, koja nec moZe nikada postati negativna

Rijesivéi ova) zadatak. daje nam imvaz w, = f (0, £} temperatura
povréine posmatranoga tijela kao fuvkeiju vremena.

Do danas nije po#lo za rukom rijediti naprijed izloZeni preoblem
u njegova)] potpuncsti; ali je moguée, kao Sto de se vidjetl po
onom, 3to sljeduje, rijefiti ga w nekim specijaloim sludajevima.
Osim toga je moguée razviti 1 za opéeni njegov sluoda) metodu,
koja daje aprolksimativno rije¥enje. Te éu sludajeve sada izloZitl

Proi specijaini slufej. Insolacija povriine je koostantns, t j.

(L3) I = ¢,

gdje (' oznaduje jednu konstantuo.

U ovom su sluZaju jednatina (10) a i graniéni wsiovi (11) i
112) zadovoljeni izrazom :

(14) = (AO-E;-)_*— 273,

koji kazuje, da je temperatura tijela konstantna i u svim posma-
tranim taikama jednaka. Ova) sludaj nastupa, dakake, u stacio-
narnom  stanju, t. j. kada je posmatrano stanje tolike udaljeno
od inicijalooga,- da inicijalol raspored temperature u tijelu ne
wtjete viie na posmatrino stanje ili kada inicijalni raspored
temperature ved zadovcljava jednadinu (14),

Veoms vagan slufia) kosmicke fizike, koji odgovara gornjim
pretpostavkama, sludaj je svednjih godiinjih temperatnea ka

posliedice srednjega stanja insolacije. Svednje godifnje stanje
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insolacije kojih god tataka povr@ine zemlje ili drugih planeta
nafega sunéanoga sisterma konstantno je, ako se pod godinom
razumije vrijeme revolueije posmatrane plenete oko sunca. Za
takove jedne godine mijenja se dodufe gradijenat temperature
B ’
o
tivnom 1 negativnom amplitudem cko : vrijednosti nule, tako da
su toplotne mnoZine, koje za tople polugodine struje sa povriine
tijela u njegova unutragnjost, jednake onim toplotnim muo#inama,
koje za hladne polugodiue struje iz unufrafnjosti ka povrdini.
Zato jo godi¥nji efekat kondukeije ravan nuli, i on se moZe pii
ispitivanju godi§njih temperatura /anemariti

na povrdini, ali on osciluje pri tome s pedjednakem pozi-

Drugi specijalni shiéaj. Clan se k& — ]eduaune (11) moZe eza-
nemariti, tako da ona dobije ovaj obhk.

za £ == 0

| 4oZ(t) — c {278 4 u)'.

To nastupi onda, kada je sposobnost sprovodenja toplote &
posmatranoga tijela beskonadno mala, t j. kada imamo posla sa
potpunim izeolatorom toplote.

U tom je sludaju jedna&inom (15) ved odredena temperatura
povrsine, pa nam ostaje samo da odredimo temmeraturu z koje
god tadke u unutrainjosti tijela kao funkeiju vremena.

Rijesivii jedpadinu (15) po w, dobijemo temperaturu povrdine
kao funkeiju vremena:

(1)

(1) u = l’c I(i’)]_é— 273 = f1),

Kako je I{#) bila periodidoa funkeija sa periodom 7, to je i
JU) periodiéna fuckeija iste periode, pa ako funkeija A0 ne
postaje nigdje diskontinnirana, to se posmatrani slufaj svedi na
klagicki sludaj Poissonovyi njegove demo rezultate ukrntko
rekapitulisati, jer ¢e nam oni biti potrebni pri ispitivanju onoga
specijalnoga sludaja, koji sljeduje.

Izrazimo 1i vrijeme ¢ funkeije #(£) u ludnoj mjerl, pomuoZiv

<

2R . :
ga sa —p telo, da povieda T odgovara luku 2%, onda moemo

fupkeiju A#) razviti w Fourieroy red:
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by

2w

(1) f(t)—a+2m cos 257 ¢ Yt sin 271,

pri demu je:

W] 2

1

(18) Bm = f f(:) cos ——— 2dt

e
+3
: :2 )mr
T :
-
i gdje m oznaluje cijele brojeve 1, 2,3 .. .1t d

Grani¢ni wslov (15) naSega problema dobije prema tome ovaj

oblikk:

za £ =0

19} - : ‘ D
( ) l -ro:v.—|—2[imeos 3/:;17: C—}—E'ﬁ..sin ””; 3

Integral jednatine (10), koji zadovoljave granitne uslove (19)
i (1), predstavhen je, kao ¥to demo se odmah uv1ent1 ovim
izrazom : -



118 M. MILANKOVIG, (10} (11) 0 PRIMJENI MATEMATICKE TEORIYE SPROVODENJA TOPLOTE I 1. D, 119
(S 5 = = Stavimo 11 vrijednosti (21) 1 (22) u jedbadinu (10), to vidimol,
N 2 e Lo = da je ona zadovoljena. Tako su isto funkeijom (20) zadovoljeni

o ¥ @ i grani&ni uslovi (19) i (12). Zato nam ona predstavlja rijesenje’
2 | & < = .. .
%:I"-:—‘ I B ® proudavanoga specijalnoga sluéaja
l | S e Treéi specijalni stuéej. Funkeija /(8 osciluje s malenini ampli-
a,ﬁlw '-i|[~\.-|° ‘?'D;,_" L' tudama oko jedne kounstantne pozitivoe vrijednosti. U ovom de
~3) A : o] =, + sluaju 1 temperatura % povrdine posmatranoga tijela oscilovati
- s S -~ s malenim oscilacijama oko jedne srednje vrijednosti #,, pa
wl o i L ., 3 R
b | & K . - zato moZemo staviti:
2 ] £ 3 ¥
S [ | = S
= | Np IR ::EH (23) w = Uy, + Au,
® E L\.ﬂ .
‘;>i]i~‘. 1 ohY 2. : pri demu je u, konstantno, a Aw malo. Velidinu u, odredit éemo
= Q ol @ &z S kasnije. ’
<3 e 3 l_\_ﬂ = 3 2 Granidni uslov (11} dobije sada ovaj oblik:
w R + E\l - ,m‘“ . @
- . : o= - -
- T — =~ 5 ) v =10
—_— = ?’ T 3 &
48 | n " 24) , Lo
E sy 4 | - | 402 = ¢ 218+t + B — k57
- ~ 2. SRR | ) i
\ ) ™ |8

N 13 ‘< U dzrazu e (273 - u, - 0u)* je Aw veoma malo, pa zato mo-
1 CS,, -\-T\ f_‘-l_:ﬂ/ *‘3[§1| femo ta] izraz razviti u red i zanemariti sve vife potencije od
““3| § | — Fa| b | |- N Are, Na, taj naéin- dobijemo :
e ™~ A I . o
+ | E 2. Skt +
* ] 2 3 [ LN e ¢ (278 4wy + Bu) = e [(2T84-up) + (2734 u,)* ~1 du] ==
3 - . - — —
§ | - :%3 5 N = (273 Fuy)* — ce (DT80, Tuy 02 (273 - up) Lu
o w8 K ES i o
i | Y i Atk 0d i . .
SN t_:‘\l | s s < Uvedimo, kratkoce_s radi, ove oznake:
~ =1 LA ~ 2
— T £ "‘5|°-“|| e (2184 u,)" — e (273 4-1)  Lueg — — Jiw
Geﬁl § | S——— 3 S . (25) J ( _|‘ o) ( i tt) e o
= Ir] = 1
I3 _'Q"'I o 2 —_ { ez (273 F w1 = &
— T Iw
|§_) I }.‘al ] w3 El -
= . S [ 3
H 1A - onda je: ‘
-| - | | _ |
=218 & ! & il ' (26) ¢ (273 -y + au)t = b {u—wn,),
= '\\ I3 .
=3 3 . . N5 ba granidni uslov (24) dobije ovaj oblik:
25 ~lE) 2L P e :
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l za £ =0

l A J() = k(u—ny) — k %

Stavimo : |

@) - s 5 I = ),

to je uslov na povrfini izraZen sa:

wa x =10

(28) '?(t)='u %_

Na# se problem sada svodi na ovaj:

Valja naéi partikularni integral jednadine (10}, koji zadovoljava
uslove (12) i (28).

Boussinesq' je pokazao. sko jedna funkeija w (x,f) zadovoljava
jednadinu (10), da je ista jednadina zadovoljena i funkeijom:

£

’ . kE dulz,t
(29) o) = ulmn— 1 D
U stvarl je-
Bomt) C_ Bulmt)  k wfzd)
aa at R %A
B(z,f) _ Pulxt)  k u(zg

2x® a a2 h 3z3

~tako da je:

1 Boussines(, Réduction de certains probiémes ' dchauffement ou
de refroidissement par rayonnement, au cas plus simple de I’ échanffement
ou du refroidissement des mémes corps par contact. Compies Rendus

130. (1900.) p. ¥579.
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Splnt) oy 2elmd) _ dulmt) o, dtulndt)
ot ar® ) art
k2 tumy ' dufxf)
P 1 I T e

no koko je jednadma (10) zadovoljena funkeijom # (z,0). to sije-
duje, da je:

(30) Y g agq;iﬁ D o,

Ako smo prema tome nagli funkeiju o {x,t), koj;l zadoveljava
parcijalou diferencijalou jednadinu (30) 1 uslove:

(31) 20,0 = o + 20 1)

{32) o{ oo, t) = konadna,

to éemo naédi tra¥enu funkeiju w (e, &) integrujuéi diferencijalnu
jednadinu (29), a pazedi na uslov (12).

Odredenje funkeije o (x,£), koja =zadovoljava gornje uslove,
rijeeno je n predadnjem specijalnom sludaju, u drugom. Razvi-
jemo 11 dakle zadatu funkeiju ¢(0,%) u Tourlemv ted, razvivdi
L (§ u takov red, to debijemo:

+ %2@;»003 _2?11: § +

, 2‘37&:\-
S fmmn . S

(33) - w0, t) = v, + i}i—

prl éemn je:
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’
+3

2 — .,;Tfl(t) ai

i

>
7
.

2 3
(34) o= f Kty cos 2t

KA

2

ff(t)sm — fdt

pa je funkeija © (%, f) data izrazom

: A
(35) ola,) = v+ 22+

+”.,.

"

=z l/mrc
A T . (_Qm'r . _Vm-rr)
—h—— E sin t

Funkeija % {(z,{) odredena je diferencijalnom jedna&imom (29),
t. j. jednadinom:

mr
e ( 2m1- l/ e
cos f— —

Bz, 1) R h
uaz_l_ . ?u(m),;):._. - o (z,b).

Ovo je linearna diferencijalna jednalina oblika:

e
o 4+ Pu = 4,

{'15) 0 PRINWENI MATEMATINKR TEORIJE SPROVODENIA TOPLOTE [ T.D. 123

pri emu je:

(qr t),
pa je njen op&ti integral predstavljen izrazom : '

v Ce__j'Pda: 4 g—_f‘.Pdw f@e-[‘de

Po tome moZemo velidinu € staviti jednaku kojoj god funkeiji
od #; no kako se obaziremo na uslov (12), to valja staviti C=0.
Na taj nadin dobijemo:

A h
B R —7
(36)  wlmfh=— ¢ |ewye ' do

ili, s obzirom na jednadinu {35),

I h

DIERIES h‘(vo—{—'x i) eTxfe e du
B mw
E f l/ ) cos( n;f t—%l/in;ic)dx
‘lo E(w re ( : l/m’—) . (Qm-n x| fm= i

Stavimo li, kratkote ra':ii;

C(3T) EMT b — b
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to dobijemo:

dy Ao

T (s |
(38) war ) =v, o — L ¢ 23.,. f e cos(bm—_c.,.x) dx —

Iy |
" —mr !
— e * ETJ € " sin(bn—ont)dx.

Kako je:

Tt

— i ) J—
Jne c08{la—Cuz)dx = cos bmfe

Am® -
€05 Cm dx -

1

sin emz dx

. Al
- gindm | €
—CmT . i t —tmz .
e sin(bm—cmz)dx =sin b, | e COB i dx —
. S
— cosbn | ¢ 8iD Cpit dX
pa kako je: Y

— QT : ¢ @ [ . . .
‘ ¢ CO8 Cm dX = —= ————3 | m COS CnT — Cy SI0 £
. ) A = Cm |

— &l e—Um® = .
€ sin et dx = Ty |%m 8IN En% - em cOs Cp
, Chon +cm N

e @mi

— o {rz,,, €08 (bp— ) 4+

Sl
fe . cos{bp—cpz) dx =

—+ emsin (bm — cmm)}
(,’_—amxv

m[)c;” Jia,.. 510 (bm—Ems) —

— O
fe sin{bp-—cprydx = —

— cmcos (b '(lm‘%:)}v

avimo li' gornje vrijednosti u jednadinu (38), to dobijemo :

(17) o PRIMIBNI MATEMATIERE TEORWE SPROVODENJA TOPLOTE I 1. b, 125 -

—_——
—
|§_IH
—
. g
-+ |
) R |- =
l\?’“ § |
—— &

X
[/

T 4 —
ST
' ? GOS(

+
- =
5
3
p
|
= T = (5
A A o
{ . g |
T % i o
TE 85 -LE‘E-\H g [
- T . —lé* ,_._+__ T
= _— = == s~
2 % = " ]ﬁ]‘ |
B 5 3 RN -
§ IE —g h:."ln-c .
5 =, 2, = "|a g &~
—— = o Bz I .CQ
& @ £ - -
¥ = p) P - =
! [~ g Ig& C\‘Ilb " v
e —— . &3 [g]b«
R e T
c:f | ;2—: i ; '% '_'l‘-
S| e = e HE .
Hoe ] G:t M| s E
=3 <
i~ IO S
=|~a [ s =t e ..4|:3 S
] % | -
= e e + | §E
" LY
S o3l 20 £ |1
= 3 gl |
L= 2 =) = o | -
o + 2 £ e '?\\
> —
I E &£ i ! %!n;-:,-.le
o = I i m,zs
G = ‘
\:’ s c‘_;‘- 2] (2]
- =4 ) il
S
2 = Nﬁ %
5 e
@ = ‘«‘l"‘

redava stavlieni problem.
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Temperatury povriine dobijemo, ako u gornjoj jednadini sta-
vimo @ = (, pa je zato ona predstavljena izrazom:

= 24

fe p 3 mm S
& ot ke Vg T cos-mr—T t—

(40)

e ﬁE Y
bk R 2hy m= s

nmtaV T T e T
1 mr . 9m=
—1——'_’-4 S £}~|—
Ao m Q—J i 1y /mmy . 2mm
+ k Eﬁ-’ 2 ner 2 mw [( k + ] l/ T) N e t—

mptalV T TET

1 Canw X y
— VF s Ty

Sredaja vrijedoost g température na povrsini, koju imamo joi
da odredino, nastupa onda. lkada nestane trigonometrijskih éla-
nova gornje jednadine, jer svakoj njikovoj pozitivne) vrijednosti
odgovara 1 tako ista negativna Zato se ima ¥, odrediti iz
jednadine :

A
do = vy 2 52
I
ili
By —oy) = xd,.

Stavimo li n jednadiol (26) Au =0 2 = ¢, to dobijemo

e (213 4 1y) = Iy — ).
Iz posljednjih dviju jednadina sljeduje jednaina:
(41) c {273

koja odreduje temperaturu ug.

Velitina o je prvi ¢lan Fourierova reds, u koil smo rasvili
funkeiju J(£), pa nam ona zate predstavlja sredunju vrijednost
insolacije, koja oseilnje ko te srednje vrijednosti. Iz jedpaZine

: -
gt = Ag=,

Ay Bt (" Lt E) (it_i' g
k| 2k S 1 i i_(TI/ Vil A 1T u I/ T

(19) 0 PRIAUENY MATEMATICKE 1TRORNIE SPROVODENFA TOFLOTE I 1. 0. 127
{41) eljeduje, da je srednja temperatura #, povriine jedunaka
onoj temperaturi, koju bi povr¥ipa imals pri konstantnom sred-
njem stanju insolacije, u kojem se ne bi pokazao utjecaj kon-
dukeije.

Uzmimo sada — jednostavnosti radi i da bismo slijedecée re-
zultate mogli lakSe pregledati —, da je funkeija f{f) jednostavna
oscilacija, t. j. da se Fourierov red redukuje na dva ¢lana. da
je dakle :

2n
fit) = = + B, cos 5 &

42) ;

U ostalom sve, 3to sljeduje, modi te sze bez tefkodn raZiriti i
na opéeni sluttaj, kada Fourierov ved ima makar koji hroj &la-
nova, -

Valja dakle u jedpadini (39) staviti:

mo=1 ym = 0O

Na taj nadin dobijemo:

B

(43)

wle ) = v, + = h"—|—

wl/?
- 7z
43 —[ . D 4 =

9=
T

i = 2w w s w®
Lt L 48 N W .
oV e G sV )

po to] se jednadini mofemo lako uvjeriti o ispravnosti dosada-
njih rezaltata.
Temperature povréine data je u posljednjem sludaju izrazom :
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: A
(44) w == g + o _f __I_

Aq By ' {( ) 1 l/ = ) 9=
2o 2 4= by}
+ E pe 2h e 1 2= k + a. r eos T +

m=taV T taT

a il " sin 27|

T T Tf b

Fitajmo, kada nastupaju i keliki su ekstremi #mex & #min gornje
temperature !
Oni nastupsju za ¢ = ¢, pri Cemu su 4, korijent ove jednadine:

N h 1 = . 2% 1 T or
45) — [ = — = =) = 2Rt =
45) (z; a]/T) S 7 b al/TCOSTt‘. 0

1} :

tang 2= = i .
T ha A
1*"7]/?
. . .. .a 1
no kako je prema jedpadinil (2) T = e to su vremena
¥

ekstrema data jednadioom:
1
h T
L+ asp V S

Ekstremi insolacije I nastupaju za vrijednost:

(46) tang ?11 -

t=0, T, 27T 3T...
1
T 3 b .,
t=% 5 hH F T .

ekstremi temperature na povrSinl tijela nastupaju u ista vremena
samo kada je & == 0; inafe zakalnjavaju prema jednalioi (45),

. . . . . T
pa njihove malksimalno wakainjavanje (za @ = o) jest R

(21)

Kvadriramo 1 jednaéinu (45), to dobijemo:

0 PRIMJENT MATEMATICKE TEQRIJE SPROVODENTA TOPLOTE I T. D.
=
i3
e [
—_——— =
- g~
=4
B [z T
+ L g
. eI ' =
B Je~ &5 II=|E4 =
X '_"l% =
w0
8 + __{le <
ws Il—-‘ |E-a + =2
& :- - El g
= sk &~ & &R
= + w [ ""|FG
s 3 =%
'\\ -ﬁll*e = S g _l_
e < I Qﬁ ol Ly
— @ o - ~
—= | e — 22 T
e — & “le Fe I3l
. = o
_— o + g = -+
—|s &F& z = | = |3
o i |= et Fg i &
+ . [_t: [E~ — S 2 el
2 | T . — 5 8 T
L &l 5 -
o™ ‘-:/ '—(l':f" © = Q :‘-——'\
- chs % K ot
.’ € | AT J=
- = ~ + i g =
o [ Cl\:]l:'-‘* a‘_ll-.‘PE"-l “>§ I
& =~ o qﬁs.i\ - é &
o 3 .. ]:;T g o
2 T o e M .<|
g R + 27
N e [~ =2
= & i = -
l«;—|_\ s & E— § 2
T | @ R (=]
= - B A -
p el SIS
B o g
+ o — -:ql»-l:t 5 o
N =N @ 2 £ @
= [ = = -
— 2 w | = e
= A i g2 g
- [ E) Pl
. -~ = =
) Py ol | 2 =4
E = = ‘g
@ 2 &2 e R 5
g 2]
Q =

129



130 M. MILANKOVIC, (22)
ill jednainom:

T max 'A 2 'A
(umsﬂ—'vo — % TD) =?ﬁ—-

a 2,_'
ah]/ f'+ =ht T

. .k .
Uzmemo 1i jo§ u obzir, da je o = esp to dobijemo :

4, , 4 1
(4.8) Upax =— +°‘ ol 0 e — e ——— K
° h T i b l/ N Zasp = a*z*t aw
L T R T

1
9aso = a,“s 9" o
l/ 1 + Rt T

Kada ne bi bile kondukeije, &t j. kada bi bile & = 0, onda bi
temperatura povrdine oscilovala oko srednje vrijednosti

(49) Wmiu:vo—&_z%—l—v};

Ay
Uy = B, +a lr,

amplitudama

Utjecaj kondukeije umanjuje dakle amplitude n razmjeri:

1: l/] ge gasp]/ a 5 pg%.

Opéeni sludaj mofe se, kao ¥to smo veé spomennli, rijo-
%ti samo sukcesivnim aproksimacijama. Zato valja, sluie¢i se
naprijed izloZenim rezultatima — n. pr. zanemariv utjecaj kon-
dukeije pa upotrijebiv jedna&inu {£6) —, odrediti priblizno tek
terperature na povriini. To prvo pribliZno rijefenje neka bude:

w = f(#)

Razvijemo L sada funkeiju f(£) w Fourievov red jednaadinam
(17 1 {18), onda nam jednatina (22) daje, alko u nju stavimo
# =10, gradijenat temperature na povrEini:

(23) & PRIMIEN] MATREMATICKE TEORLIG SPROVODENJA TOPT.OTE 1 T. T 131

. Bul| L -'_n—j — . 2wz

— EVm (B ) cos i”,W "}7

pa njime 1 jednadinom (11), t. j.

(1) AJ(t) = (273 -Lw)f — k 3‘“] .
A | me=tt

moZemo odreditt  holju vriJefjnost temperature na povrdini
# = f,(t3; njome matemo dosadanji postupak pounoviti, dok ne
dobijemo rijefenje, kojega nas tatnost zadovoljava,



