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PREFACE

Le présent ouvrage a été rédigé plus particu-
lierement pour les éléves des Ecoles normales
primatres, conformément aux nouveaux pro-
grammes de 1905. 11 convient cependanl aussi

“blen aux éleves des Leoles primaires supé-

rieures ou des Ecoles professionnelles, et aux
candidats aux [Ecoles nationales d’Arts et
Métiers.

Nous nous somimes proposé en effet de pré-
senter de la faconla plus simple etlaplus pratique"
la matiere d'un Cours élémentaire d’Algebre. Nous .
avons eu le soucl constant d’énoncer les prin-
cipes et les regles de 'Algebre comme consé-
quences d’observations concrétes de faits simples
pris dans la réalité quotidienne. Ainsiles régles
de calcul sur les nombres positifs et négatifs
sont formulées aprés 1'étude des scgments du
mouvement uniforme, de problémes sur les
lemps, sur les recettes et dépenses, etc.

Cette liaison intime entre les formules de
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IAlgébre et la réalité journaliére s’apercoit

aussi bien dans les exercices et problém"es que -
dans la théorie : nous avons divisé la matiére en

courts chapitres suivis chacun de trésnombreux

&

exercices et problemes gradués. Nqus’ avons
pensé que le meilleur moyen pour intéresser
et instruire l’éléve, tout en lui montrant que
I'Algebre s'applique & un grand nombre de
domaines variés, était précisément de choisir les
problémes dans arithmétique, dans les ques-
tions de la vie usuelle et familiale, dans l'agri-
culture, le commerce, Vindustrie, dans la phy-
sique, la chimie, dans la géométrie usuelleA.A
Nous appelons toute l'attention des maitres

sur ces exercices et problémes : tous conscien-

cieusement rédigés et vér'iﬁé.s,’ bien"grafh.lés,
sans questions de vaine curiosité ou d erudltrlon,
ils font de Pouvrage un livre de ]_)c?n usage. I\(J'L‘ls
sommes assurés que ce livre facilitera singulie-
rement la tdche du maitre tout en coordon_nant
les divers enseignements que l‘éléve. recoit, en
organisant et en dirigeant son "Ll"q\*zpl.

Nous avons insist¢ sur les regles du calcul
algébrique et plus particulierement sur les pro-

duits et quotients remarquables, sur ‘le calcul

des radicaux. Nous savons en effet par expé-
rience que I'habileté de calcul est indispensable
dans toutes les questions auxquelles conduit
LTemploi de 'Algebre. . o
Tout en restant toujours simples, prath‘ues‘,
utilitaires dans le meilleur sens du terme, bien a
la portée des jeunes esprits pour 1esc[u’els nous
avous écrit cel ouvrage, 1OUS avons préparé par
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notre méthode, nos remarques, nos exercices
une veéritable culture mathématique, nous avons
voulu assurer une sérieuse initiation a ceux
qui plus tard pousseront plus  loin leurs
études.

Dans cet e'sp.r_i't, nous avons étudié en un
chapitre spécial les propriétés essentielles du
trinome du second degré, trés simplement
d’ailleurs, et seulement en vue des discussions
peu compliquées de pPoblém,es pratiques , du
second degré. Les éleves des Ecoles primaires
supérieures pourront laisser cette étude de cote,
bien qu'elle ne renferme aucune difficulté; les
éléves des Ecoles normales en tireront sans
effort un grand profit. :

Nous avons exposé¢ avec soin Iétude des
progressions et des logarithmes; nous avons
donné beaucoup d’exemples de calculs loga-
rithmiques afin d’habituer 1éléve 3 une bonne
disposition de ces caleals. Nous avons accordé
aux questions d’'intéréts composés et d’annuités
toute 'importance qu’elles méritent et choisi de
110_mbreux_ probléemes 4 la fois instructifs et
pratiques dans les questions d’épargne, de
mutualité, d’emprunts particuliers ou commu-
rnaux. .

Nous avons ajouté a la fin de Pouvrage, dans
une partie complémentaire, des notions sur la
représentation graphique, dont les applications
deviennent chaque jour plus nombreuses aussi
bien dans les sciences que dans la vie usuelle.
Ces_ notions sont présentées sous forme fami—
liere et concrete (graphiques du barometve
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enregistreur, températures médicales{, gr_aphi—
ques des chemins de ler, etc.).

Nous avons Iespoir que MM. les Pr_o.fessem“s
apprécieront nos efforts. Nous leur serions tres
obligés de vouloir bien nous transmettre toutes
les critiques que Iexpérience de mnotre petit
traité leur suggérera.

Esiee BOREL et Maurice ROYER.

ALGEBRE

LIVRE T
NOTIONS PRELIMINAIRES

CHAPITRE I

NOTIONS PRELIMINAIRES
EMPLOI DES LETTRES
FORMULES ALGEBRIQUES

I. — EMPLOI DES LETTRES

I. — Butvde I'algébre.

Le principal but de l'algébre élémentaire est de
fournir un langage abrégé qui permette d’effectuer
aisément des ralsonnements généraux et d’énoncer
simplement des regles générales. En ce sens Val-
gebre permet de simplifier et de généraliser la
solution des problemes. ‘

- Un éxemple va nous permettre d’en saisir les
avantages : il arrive fréquemment que 'on demande
de résoudre plusieurs problemes d’arithmétique
dont les énoncés ne different que par les valeurs

Borer et Roven. — Algebre, Lcoles normales, 1
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numériques des données. Soit par exemple, les
deux énoncés suivants

@) On sait que 2™ de drap qoﬁtent 8f. Combien colitent
3m du méme drap? .

b) On sait que 5™ de drap coutent 30'. Gombien cofitent
7m du méme drap? _

On peut dire que ces deux énoncés constit’ue?nt le
méme probleme mais avec des donnéfes nume’rlques
différentes. Pour répondre aux (ucstions posées, on
aura a faire les mémes raisonnements; seulement ces
ralsonnements ne porteront pas sur les m(ﬁjm,es nom-
bres et par suite les calculsetles résult\ats dlffer'eljont.

Lorsqu’on a ainst plusieurs prob.lemes se .re'sol—y
vant par les mémes raisonnements, 1l es't fastidieux
de recommencer toujours ce méme raisonnement

. e
pour trouver la solution. Il est plus commode d’avoir

unc regle qui permette de calculer immédiatement
la solution de tous les problemes d’un méme type.

Par exemple les deux énoncés donnés plus haut
rentrent dans le type suivant :

Sachant qu'un certain nombre de métres de drap coﬁtﬂent
un prix donné, combien couatent tant de métres du méme
drap?

On obtient la regle suivante :

Le prix cherché s’obtient en divisant le prix donné par l.e
nombre de métres qui codtent ce prix donné et en multi-
pliant le résultat obtenu par le nombre de métres dont on
cherche le prix. '

En appliquant cette régle aux deux é.noncés par-
ticuliers que nous avons donnés, on obtient ;

8.
pour le premier 5 < 3 ==12f,

EMPLOI DES LETTRES 3
30
pour le second 7 <7 =42".

Mais on ne peut pas ne pas élre [rappé de lu
complication verbale de la régle; et sinous n’avions
pas choisi un probleme extrémement simple, cette
complication aurait été encore plus grande. Pour
retenir, comprendre et appliquer la régle, il aurait
fallu beaucoup plus de peine que pour recommencer
le raisonnement direct sur chaque exemple.

2. — Emploi des lettres.

Le principal but de Valgébre est, comme nous le
disions en téte de ce chapitre, de fournir un langage
abrégé qui permette d’effectuer alsément, c’est-
a-dire avec rapidité et sireté des raisonnements
généraux et d’énoncer simplement les régles oéné-
rales. o

Dans ce but, au lien des expressions vagues un
certain nombre de métres, un prix donné; etc., on emplore
des lettres pour désigner les quantités dont la
valeur n’est pas déterminée mais peut prendre sui-
vant les cas des valeurs numérigues différentes.

Reprenant toujours le méme exemple, nous énon-
cerons ainsi le probleme général :

Probléme. — Sachant que m métres de drap coftent «
irancs, combien cotitent p métres du méme drap?

Il est aisé de faire le raisonnement général :
Sim metres cofitent a f.,

s N e, . Qa
T metre  collte a divisé par m, son;; f.

\ N . -
, p metres coltent  p fois plus, SOl —><p f,
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ce que 'on exprime d’une maniére plus abrégée :
a
mp'

Tel est le résultat qui peut remplacer la régle'
énoncée tout a 'heure.

3 — Formules. Expressions algébriques.

Si, pour abréger, nous représentons par ¥ le
nombre inconnu de francs, la solution du probleme
est donnée par la formule

a 5
r —_— — .
Hl/
Cette formule est une /'ormule algébrique. Son

premier membre est x; son second membre est
g a
Vexpression algébrique — -

Definition. — Une expression algébrique est un ensemble
de lettres et de nombres reliés entre eux par les signes
des opérations arithmétiques élémentaires, de telle maniére
que, si I'on remplace chaque lettre par un nombre, Ie’s
régles de l'arithmétique permettent d'eifectuer les ope-
rations indiquées. Le résultat final du calcul est dit la
valeur numérique de l'expression pour les yaleurs particu-
liéres données aux lettres.

. o a ‘
Par exemple, 'expression algebrlquel—n—p a pout

valeur numérique 12, lorsqu’on remplace a par 8,

. v ,
m par 2, et p par 3, ou plus brievement lorsque L'on
pose

a=—28, m—=2, p=—23,

S-S
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la méme expression a pour valeur numérique 42
quand on pose :
X . ®
a=30, m=b, p=—r.
On voit que la valeur numérique d’une expression
algébrique dépend en général des valeurs numé-
riques données aux lettres qui y figurent.

4. — Avantages des formules.

Nous verrons aprés avoir appris les régles du

~caleul algébrique, combien la notation. par lettres

abrege le raisonnement conduisant a la formule qui
donne la solution d’un probleme. Nous venons de
montrer que ces formules sont générales en ce
sens qu’elles donnent les solutions de tous les pro-
blemes qui ne different que par les données numé-
riques. Mais la ne se bornent pas leurs avantages.
Supposons posé le probléeme suivant.
Probléme. — Galculer 'intérét : produit par un capital
de a francs placé pendant » jours au taux r. .
Un raisonnement par régle de trois donne aisé-
ment la formule : '
[ .CU'”, .
36 000
Or I’étude des motions algébriques qui sulvent
nous montrera que cette formule justifie les sui-
vantes :

__Gooo1

rn
36000 ¢
r=_"

.an
36000 ¢
n-—

ar
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La méme formule, grice a des transformations
que le calcul algébrique nous permet d’appliquer
facilemient, content la solution de plusieurs pro-
blemes distincts. -
Dans le cas qui nous occupe, la formule donne
{ >
le moyen d’obtenlr T'une des quatre grandeurs 7
) g L
. C o .
a, r ou n connaissant trois d’entre elles, soit quatre
problemes (caleul de lintérét, calcul du capital,
calecul du taux, calecul du temps) résolus d’un seul
) P
coup.

JI. — CALCUL DES EXPRESSIONS
ALGEBRIQUES
5. — Signes d’opérations.

Les signes employés en algébre pour les diverses
opérations sont les mémes qu’en arithmétique :

Le signe + (plus) indique ’addition :
-4y -+ 5.
Le signe — (moins) indique la soustraction :
a—b.
Le signe >< (multiplié par) la multiplication :
a>< b><e.

On le remplace quelquefois en algebre par un
) p quelq g p
pmnt :

a.b.c.

La multiplication s’indique d’ailleurs presque
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toujours en algebre par la juxtaposition des lettires
sans signe : ’

abe

Le signe : (divis¢ par) placé entre deux nombres
indique la division :
z:y,
comme en arithmétique, on I'indique aussi comme
suit :

z
h

6. — Emploi des parenthéses.

Mais lorsque les expressions algébriques sont
compliquées, il pourrait y avoir des doutes sur la
marche a suivre pour calculer leur valeur numé-
. = 1 . . . . !
rique, si 'on ne faisait pas a ce sujet des conven-
tions trés précises.

So;t, pour fixer les idées, a calculer la valeur
numérique de l’expression

a—be
dans laquelle on suppose :
a=—n2, b=3, c=h.
- .o ) .

Sil’on n’avait fait aucune convention, on pourrait

hésiter entre les deux modes suivants : -

1° ou bien multiplier 3 par 4 et ajouter le produit
a 2, ce qui donne :

2~ 12 ==1/;

2° ou bien ajouter 2 a4 3 et multiplier la somme

par 4, ce qui donne :

5 >< f == 20.
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On convient d’adopterle premier mode;le second
mode, donne par définition la valeur numérique de
Iexpression :

(a-+0) ¢
qui differe de I'expression proposée en ce que la
somme a - b s’y trouve placée entre parentheses.

Nous énoncerons donc la régle suivante, consé-
quence des conventions adoptées pour l'écriture
des expressions algébriques.

=. — Régle de calcul des expressions algébriques.

1° Pour calculer la valeur numérique d'une expression
algébrique sans parenthéses, on effectue d’abord les
multiplications et divisions indiquées, et ensuite les
additions et soustractions. ’

2° Dans le cas out il y a des parenthéses, on commence
par calculer chaque parenthése isolément d’aprés la régle
précédente, et, ensuite, on applique cette régle aux opé-
rations restantes.

8. — Applications.

1) Soit par exemple a calculer la valeur numé-
rique de I'expression : -
b Z\ , c? \ (3 ¢
(a—i—(—;() (a—lr—Z/ —+{a+12) ( -—3)—}——d—(a—i—3)
en supposaul :
a=—1, b=S8, =4, d=o2.

On calculera d’abord les parentheses d’apres la
regle : ‘
h 4
1= = >0 = 1 =44 =5

CALCUL DES EXPRESSIONS ALGEBRIQUES 9
42
8§ 4 T — 8§4-8—=16
1412 —13
8§ —3 =5
1+ 3 = 4

puis, on effectuera d’aprés la méme régle les opéra-
tions restantes, ce qui donne :

4

5><16—|—13><5+E><4:80+65—|—8:153

la valeur numérique cherchée est donc 153.
2) Soit encore l'expression :

2

b ¢ b b
<a —4—;4—2) <a2—{—?— d> -+ (a 1) ey

dans laquelle on donne aux lettres a, b, ¢, d les

mémes valeurs que dans la précédente; sa valeur
numérique est :

2

8 4 . S
(I+Z+§)<x“+rz)+(x+l) =b><14axa=9.

42

9. — Fractions et radicaux.

On consideéere quelquefois des expréssions plus
compliquées, telles que la suivante :
a+bd a—c¢

- +b+d+\/a2+2x.

Cette expression ne renferme pas de parenthéses;
mais, en revanche, elle renferme des fractions telles

a-c

que L d dont les deux termes, le numérateur

@+ c et le dénominateur b - d sont des expres-
stons algébriques; clle renferme aussi un radical
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portant sur l’expression algébrique a®4 21. 11 est
donc nécessaire de donner une régle complémen-
taire

Reégle complémentaire. — Les expressions numeérateurs
et dénominateurs des fractions, ainsi que les expressions
placées sous des radicaux, doivent étre calculées comme
si elles étaient entre parenthéses.

Ainsi D'expression donnée doit &tre calculée
comme si elle était écrite

(a+-c)

“+Ta

e t?) SN cErn}
Seulement, on considére comme plus commode
de ne pas écrire les parenthéses, et cette conven-
tion ne peut présenter aucun inconvénient une fois
qu'elle a été comprise
St 'on donne aux lettres a, &, ¢, d les valeurs
suivantes :

a=—10, b—256, c=34, d—3,
les parenthéses ont pour valeurs :

10+ 6= 16

10+ 8= 18
6+ 33— 9
100 ~— 21 =—=*121,

Et V'expression elle-méme a pour valeur numé-

rique :
8 S
i8§><3+%—|—\/121 =642+ 11 =19,
10. — Parenthéses superposées.

Dans certaines formules, on se trouve conduit a

CALCUL DES EXPRESSIONS ALGEBRIQUES 11

superposer les parentheses, c’est-a-dire, a employer
plusieurs sortes de parenthéses de formes diffé-
rentes, comprises les unes dans les autres. Dans ce
cas, on doit d’abord calculer les parentheses inté-
rieures, puis celles qui comprennent celles-la, etc.
Pour donner un exemple concret, traitons la ques-
tion suivante : :

(1 Probléme. — Un héritage est partagé égélement
entre n héritiers. La part de chacun d'eux est égale a une
somme de « francs, augmentée de ses intéréts pendant
un an & p pour cent, plus une somme de 0/ francs. Quel
est le montant total de 'héritage?

Calculons d'abord la part d’un héritier; une
somme de a {rancs placée a intéréts a p pour cent
I'an, devient au bout d’un an :

{1+ k)
100

On doit ajouter a cette somme 4 francs, ce qu1
dorme pour part d’un héritier
a <1 —+ L) —+ b.

100,

Pour avoir le montant total de I’héritage, nous
devons, puisque les parts sont égales, multiplier
cette part par le nombre n des héritiers. Pour indi-
quer cette opération, nous emploierons des paren-
théses d’une autre forme, de sorte que le montant
x de I'héritage sera donné par la formule !

= e () -1

1. On poument & la rigueur, n’employer qu'une seule sorte de
parenthéses; mais, dans les formules un peu compliquées, il fau-
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Sil'on a, par exemple :
n=—4¢, a=—100, p=—=3, b=Dhoo,
on obtient :
=14 (103 4= 500) =14 ><603 =2 412.
Le montant demandé est donc 2 412",

2) Autre exemple. — Comme exercice sur les
parenthéses multiples, considérons encore lex-
pression :

[(am—b)( d)+a+2] [(a+b)(c?——d‘3)—!—-z— (b—l—d)] rab

dans laquelle on suppose :
a=14, b=38, c¢=2, d=1,
on obtlent :

<24><1—f—l,)3> <12><3+g

=28 >< 54—+ 32 = 1544.

><9>—0—4><8

Remarque 1. — Nous apprendrons plus loin a
transformer les expressmns algébriques en expres-
sions equwalenzes ¢’est-a-dire en expressions qui
prennent la méme galeur numerique dans tous les
cas, quelle que soit la maniére dont on choisit
les valeurs numériques des diverses lettres qui y
figurent.

drait une trées grande attention pour associer correctement le
commencement ct la fin d’une méme paventhese; il est plus
commode d’employer des signes qui different, soit par la forme,
solt tout au moius par les dimensions.
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Ainsi, on constate aisément que Jes deux expres-
sions ;
(a+0) (a—0)
et : a? — b2
sont équivalentes.
On pourra, grace aux regles du calcul algébrique,

ﬁu’r_e disparaitre la plupart des parentheses : c’est-

a-dire remplacer une expre_ssiBn algébrique ren-
fermant des parenthéses par une expression équi-
valente n’en renfermant plus; il est utile cependant
de savoir calculer directement la valeur numérique

d’une expression compliquée de parentheses.
Remarque 2. — Sur le choix des unités. Lorsque
I'on applique une formule a un probleme concret
quelconque, le résultat est génér_alement un nombre
concret; c¢’est un certain nombre de francs, de
meétres, de kilogrammes, etc. De méme, les nombres
qui figurent dans la formule sont aussi des nombres
concrets. Dans ce cas, il est essentiel de remarquer
que la formule n’est exacte que si les divers nombres
concrets quiy figurent sont mesurés avec des unités
appropriées; en méme temps que 'on donne la for-
mule, il est . indispensable de faire connaitre ces
unités; sans quoi la formule rn'a pas de sens. Par
exemple, considérons un réservoir ayant la [orme
d’un parallélépipede rectangle et rempli avec de
l'eau a son maximum de densité. Siles dimensions
des arétes du parallélépipede sont désignées par
, b, ¢, lepoids P de’eau est donné par la formule :

P — abe.

Cette formule n’a un sens que si 'on ajoute que.
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a, b, ¢, désignant des décimetres, P désignera des
kilogrammes. _
1l serait d’ailleurs possible de dire aussi que a,
b, ¢ sont exprimés en metres et P en tonnes, ou
que a, b, ¢, sont exprimés en centimetres et P en
grammes; il y a toujours, pour une méme formule,
bien des manieres différentes de choisir les unités;
mais nous n’avons pas a étudier ici les relations
qu’ont entre elles ces diverses maniéres; ce qui est
essentiel, ¢’est de ne pas oublier le principe sui-
vant : ' :
Toute formule renfermant des grandeurs con-
cretes est deémontrée en supposant ces grandeurs
mesurées ayec certaines unités; pour se servir de la
formule, il est aussi nécessaire de connaitre ces
unités que la formule elle-méme.

EXERCICES SUR LE CHAPITRE 1

Calculs des expressions algébriques.

1. — Calculer la valeur de & donnée par la formule :
x=a(b+4'c)4b(c+a)+c(a+ )

en supposant :
a=—3, b=3, c=Au.
2. — Calculer la valeur de la méme expression en sup-

posant :

a=—12,135; b=3,125; ¢=4,005.

3. — Calculer la valeur de la méme expression en sup-

posant:
b=l o1
*—67 Do N

T 1x

a =,

b
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4. — Calculer ia valeur de 1 & i A
_ a méme ex -
i | pression en sup
_2-‘
a=z; b=0,0034; ¢ = 3,3007.
5. — Calculer la valeur de y donnée par la formule :

y:awm#q+ﬂy+wwqu+cm_n
€n supposant :
a=14, =3, c=2,
6. — Calculer_la valeur de z donnée par la formule :
_ a(b—‘,—('),—{—c(a—{—-b) ]
iR TgF g T T+

€n supposant :

a=b, (71:5, - e=23.

7. — Calculer la valeur de z donnée par la formyle :
z=(a - b) \E}—{—c\/m-{—b Va —v,
eén supposant :

a =13, ¢ =12,

b=,
1 8d. — L’es‘ cOtés d'un triangle étant désignés par a, b, c,
€ demi-périmetre p, la surface S, le rayon du cercle cir-
conserit R, les rayons des cercles inscrits et ex-inscrits r

]

A 7] .
r,rY, r7 sont données par les formules :

S=VZir—=agpr=0p -9
s

abe
R = Z—S 5 r :[7
’J [ S , ’J/ o S . ’//l —_— S
. pP—a p—20 Tp—c
dans lesquelles on Suppose ap=—qa--bF¢
Appliquer ces formules au cas ot lon a :
. a—=3m b:[,"‘, ¢c=5hH=
ct vérifier que l'on a :
AR=r" oy oy
9 — Appliquer ces formules en supposant :
10 a — 3om, b — 3cm’ c — [lcm
2° a= 3", == L™, Cc == 4™
30 a — llcm, b o (‘umY c= Acm‘
10. — Un champ a la forme d’un triangle dont les cotés

out pour longueurs respectives 2km, 3km 1 500m : Quel sera
le prix de ce champ, si I'hectare de terrain vaut 3 ooof?



CHAPITRE II

NOMBRES POSITIFS ET NEGATIFES

I. - REGLES DE CALCUL SUR CES NOMBRES,
APPLICATIONS

11. — Origine et signification.

Il arrive fréquemment que l'on considére des
grandeurs susceptibles d’étre comptées dans deux
sens opposés par exemple, le temps peut étre
compté dans le présent ou dans 'avenir; une lon-
gueur sur une droite peut étre portée dans un sens
ou dans l'autre a partir de l'un de ses points; les
sommes quinscrit un commercant sur son livre de
caisse peuvent étre des recettes ou des dépenses, etc.

Dans ces divers cas, il est commode, au lieu
d’employer un langdge plus ou moins 1ong pour
mdlquer quel est le sens de la gr'\ndeur qui corres-
pond a un nombre donné, de convenir d'une nota-
tion abrégée; telle est I'origine des nombres néga-
tifs et positifs.

Par exemple, au lieu d’inscrire 50" de recettes,

nous pourrons écrire - 50, et au lieu d’inscrire 35°

REGLES DE CALCUL S'UR CES NOMBRES 17

de depenses, nous pouvons écrire — 35"; au lieu
d’écrire que le thermomeétre marque 2° au—dessus de
zéro, nous dirons qu’il marque 4 2°, et au lieu de
dire qu’il marque 6 degrés au- dessous de zéro, nous

dirons qu’il marque —6°.

Mais cet avantage est loin d’¢tre le seul que pré-
sente introduction de ces nombres; de plus, ce
que nous venons de dire ne suffit pas a faire com-
prendre pourquoi on emploie, pour les distinguer,
les signes ++ et — de 'addition et de la soustraction

,plulot que d’autres signes quelconques

Nous le comprendrons mieux en résolvant le pro-
bleme suivant :

Probléeme. — Un habitant de Lyon voyage fréquem-
ment sur la ligne Paris-Lyon-Marseille. Chaque jour il
note la distance a laquelle il se trouve de Lyon.
Il marque aujourd’hui 80%». Sachant que la distance de
Paris a Lyon est de 500%™, a quelle distance de Paris
se trouve aujourd’hui ce voyageur?

On ne peut pas répondre a cette question, car
les données sont insuffisantes. Le voyageur peut étre
a 80'™ de Lyon entre Lyon et Paris, ou bien a 8o*"

‘au dela de Lyon, entre Lyon et Marseille. 11 est

donc nécessaire de connaitre dans quel sens le
voyageur s’est déplacé sur laligne a partir de Lyon.
Pour distinguer ces deux sens, on convient de dési-
gner 'un d’eux sous le nom de sens positif, soit par
exemple de Lyon vers Marseille, 'autre inverse,
sous le nom de sens négatif. Si le voyageur s'est
éloigné de Lyon de 80" dans le sens positif, on
conviendra de dire que sa distance a Lyon est de
-+ 80 (que I'on énonce : plus 8o™). S'il s’est éloigné

Borew et Roven, — Algébre. Ecoles normales. 2
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de 8o* dans le sens négatif, on conviendra de dire
que sa distance a Lyon est de — 80" (que l'on
énonce : moins 80™). ‘

+ 80 et — 8o sont des nombres, I'un positif et
Pautre négatif. Cette notation est trés avantageuse
comme langage abrégé. Il est plus court de dire ou
d’écrire : le voyageur est a + 80%» de Lyon, que de dire
ou d’écrire le voyageur est 4 80 de Lyon dans la direc-
tion de Lyon vers Marseille.

Nous allons voir qu'elle a encore d’autres avan-
tages.

Calwlons la distance qul sépare notre voyageur
de Paris.

Si le voyageur est a -+ 80" de Lyon, ¢’est-d-dire
a 8o*" dans la direction de Marseille sa distance de
Paris est évidemment : : A

Sookm - 8pkm — 58pkm,

S1, au contraire, sa distance de¢ Lyon est — 80
c’est-a-dire s’il cst éloigné de So*" dans la dlrectlon
le Paris, sa distance de Paris n’est plus :
de Paris, sa dist de P t pl ue :

500 — 80 = 420%™,

On voit que, dans les deux cas, la distance du
voyageur a Paris s'obtient en écrivant a la suite de
la distance de Paris & Lyon 500", la distance dont le
voyageur s’est éloigné de Lyon, avec son signe, et cn
effectuant 'opération indiquée par ce signe + ou —

Ainsi lorsqu’on dit que la distance du voyﬂgeur
a Lyon est 4 80, cela revient a dire que sa dis-
tance de Paris est plus grande de So*m que la dis-
lance qul sep‘nc Lyon de Paris.

e ——— TS

e Dt by i
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Si l'on dit que sa distance de Lyon est — So**,
cela revient a dire que sa distance de DParis est
moins grande de 80*" que la distance qui sépare Lyon
de Paris. La notation abrégée se trouve ainsi par-
faitement justifide.

Autre exemple, — Un commergant avait en caisse au
début de la journée 4 200f. Il vient de recevoir 3001, puis
de payer une premiére note de 50’ et une deuxiéme note
de 70'. Quel est son avoir en caisse?

Convenons d’appeler positives les sommes persées
en caisse et négatives les sommes déboursées. Les
trois opérations indiquées s’'inscriront :

~+ 300" — 50l < rof.

On voit aisément que l'avoir en caisse s’obtient
en calculant comme suit :

1200 4 300=1 Hoo
1500 — 50=—1 450
1450 — no=1380.

[’avoir en caisse est de 1 380".

Il a suffi d’écrire les nombres a la suite dans
Iordre ou ils se présentent et d’effectuer successi-
vement les opérations indiquées par leurs signes.

Il. — REGLES DE CALCUL SUR LES NOMBRES
POSITIFS ET NEGATIFS

Nous allons reprendre d'une maniére plus pré-
cise la définition des nombres positifs ou négatils,
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et montrer en méme temps comment on peut en
déduire les regles des opérations a effectuer sur ces
nombres, en commen@ant par l'addition et la sous-
traction.

12. — Segments.

Considérons d’abord le cas ol les nombres posi-
tils et négatifs servent a mesurer des longueurs
comptées dans des sens opposes

Pour avoir une 1mage aussi simple que possible,
figurons une droite indéfinie sur laquelle nous
aurons choisi un sens de parcours que nous appel-
lerons sens positif et que nous indiquerons par une

fleche; une telle droite s’appelle un axe orienté ou,.

plus brievement, un axe. Le sens opposé au sens
positil est le sens négatif.
On peut se figurer un promeneur qui marcherait

Fig. 1.

sur 'axe, allant tantdt en avant, tantét a reculons,
mais en regardant toujours vers la direction positive.
Pour allerde A en B (fig. 1), le voyageur marcherait
en avant; pour aller de B en A, il irait a reculons.
St ce promenecur fait des pas égaux, il peut mesurer
les distances en comptant le nombre de ses pas.
Nous considérerons comme positifs les pas faits en avant,
et comme négatifs les pas faits a reculons; de telle sorte
que s1l lui faut S50 pas pour parcourir la distance
AB, on dira que de A vers B il y a 4+ 50 pas et que
de Bvers A 1l y en a — Ho.

On donne le nom de segment a une portion d’un

DR =
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axe lorsqu’on porte son attention sur {le sens dans
Zeguel elle est parcourue, Ainsi lorsque le voyageur

va de A vers B, nous chrons qu’il parcourt le seg-
ment AB; lorsqu il va de B vers A, nous dirons qu’il
parcourt le segment BA. Ainsi AB n’est pasla méme
chose que BA : ce n’est pas la méme chose d’aller
de Paris a Lyon ou de Lyon a Paris. Dans les deux
cas on parcourt la méme distance désignée indiffé-
remment par la notation AB ou BA, mais on ne
marche pas dans le méme sens.

Equivalents algébriques des segments.

Pour exprimer que notre promeneur fait - 50
pas pour parcourir le segment AB, nous écrirons :

AB=-+50, ou AB=—
On écrirait au contraire :
B—A - — 50

puisqu’il faut faire — 50 pas pour parcourir le seg-
ment BA, c¢’est-a-dire faire 50 pas a reculons pour
aller de B vers A.

Les nombres 50 et — 50 s ‘appellent les equlvalents
algébriques des segments AB et BA, 'unité choisie
étant le pas du promeneur. :

Bien entendu, on pourrait choisir toute autre
unité; la seule chose essentielle; c’est de bien préciser

quelle unité on choisit et de ne pas en changer dans le
cours d'une méme question.

L’équivalent algébrique d’un segment ne depend
pas seulement de l'unité de longueur choisie,
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il dépend aussi du sens choisi comme positif sur
'axe. Si la figure restant par ailleurs la méme,
on changeait la direction de la fleche, ¢’est AB qui
aurait pour équivalent — 50 et BA qui aurait 4 5o.
Il en est de la direction positive comme de 1'unité
de longueur; on peut la choisir arbitrairement au
début d’une question, mais il est essentiel qu'elle soit
bien précisée et qu'elle ne change pas dans le courant de
la question.

13. — Valeur absolue.

La longueur 5o est dite la valeur absolue des
nombres -+ 50 et— 50; c’est la longueur commune
des segments AB et BA; ou, si 'on veut, la dis-
tance géométrique AB ou BA.

D’une maniére générale, on appelle valeur absolue
d'un nombre positif ou négatif le nombre que 1'on obtient
en supprimant le signe.

La valeur absolue d’un nombre positif est égale a

ce nombre.

14. — Egalité.

Deux segments situés sur un méme axe sont dits
égaux lorsqu’ils ont méme équivalent algébrique;
ils doivent avoir méme longueur et méme sens.

Les segments AB et CD sont égaux (fig. 2). Mais

le segment AB n’est pas égal au segment DC; ce
segment DC est égal au segment BA.

Les segments AB et BA sont dit opposés; on dira
aussi que DC et AB sont opposés, puisque DC est
égal 2 BA. :

Les équivalents algébriques de deux segments

o

i o, e g koo

ADDITION a3

opposés sont deux nombres tels que 4 50 et — 5o
égaux en valeur absolue et de signes contraires (on dit

A B C D
Fig. 2.
quelquefois plus brievement mais incorrectement,

égaux et de signes contraires); nous dirons aussi
(ue ces nombres sont opposés. ‘

II. — ADDITION

_ 15. — Somme de deux nombres.

Supposons que notre promeneur fasse 5 pas en
avant, et ensuite 2 pas a reculons; il parcourt
d’abord (fig. 3), un segment AB— -5, et ensuite

un segment BC=—a2. Il est clair qulil serait
- .
] 3 AT |
T T T ¥
A ~ell c 7B
Fig. 3.

arrivé au méme point C en faisant simplement
3 pas en avant, ¢’est-a-dire en parcourant le seg-
ment AC=-}3.

Ainsi parcourir successivement les segments AB
et BC revient i parcourir le segment AC. Nous
exprimerons ce lait en disant que le segment AC
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est la somme des segments AB et BC, et nous éeri-
rons : ’ '

AB 4+ BG=AC.

"~ On voit la quelle différence sépare la notion de
segment de la notion de longueur; la longueur AB
est de 5 pas, la longueur BC de 2 pas : leur somme
est donc 7 pas. Et, de fait, le promeneur qui par-
court successivement ces deux longueurs fait bien
7 pas en tout et non pas 3. Seulement, comme il en
fait 2 a reculons, le point ou il arrive est le méme
que s’il avait fait seulement 3 pas en avant.
Lorsqu’on considére les segments au lieu des
longueurs, on ne se préoccupe que de ce point final;
on ne s’inquiete pas de la fatigue du promeneur qui
aurait pu faire 1003 pas enavantet 1000 a reculons;
on désire seulement savoir en quel point il arrive.
Lavaleur algébrique du segment AC, asavoir 4+ 3

(fig. 3) est dite la somme des valeurs algébriques
des segments AC et BC, c’est-a-dire de 5 et de — 2;
nous pouvons écrire :
5 (— ) =3.
On vérifierait de méme (fig. 4) que :
Ahto— 7,
de meéme (fig. 5) que :

! —-2)——1,—-2:—3,

ADDITION 25
de méme enfin, que :

Cr

—2=—1,

formules qui signifient respectivement dans cet
exemple :
5 pas en avant suivis de 2 pas en avant équivalent

S

Fig. 5.

a (5 -+ 2) ou 7 pas en avant; 5 pas a reculons suivis
de 2 pas en avant équivalent a (5—2) ou 3 pas a
reculons, etc.

Nous obtenons ainsi sur un cas particulier la
regle d’addition de deux nombres.

16. — Régle d’addition. ,

Pour obtenir la somme de deux nombres de méme
signe, on ajoute leurs valeurs absolues et l'on affecte la
somme du signe commun. ,

Pour obtenir la somme de deux nombres de signes con-
traires, on retranche la plus petite valeur absolue de la
plus grande et on affecte la différence du signe de la plus

_ grande. :
Exemples : On a d’apres cette regle :

3—}—(———/;) ——e i §
125 (—210)=—285
— 3250+ (—3) —=-—3253
— 1 000—+2 —=—998

— 1010 = (2 000) 990
I?)/y —+ (-——- I3/|>: 0.
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On voit qu’il résulte de la régle que la somme de
deux nombres opposés est toujours égale a zéro; {aire un
certain nombre de pas en avant, et ensuite le méme
nombre de pas a reculons, équivaut a ne pas bouger,
a ne faire aucun pas. '

17. — Somme de plusieurs nombres.

Nous avons déja calculé, dans un exemple, la
somme de plusieurs nombres. C'est le résultat que
I'on obtient en ajoutant le second au premier, le
troisieme a la somme ainsi obtenue, le quatrieme a
cette nouvelle somme, etc.

I’opération se réduit donca une série d’additions
de deux nombres qu’on effectue en appliquant la
regle ci-dessus indiquée.

Ainsi, la somme :

5
12 4 (—5) -+ (—28)+ 13
s'obstiendra comme suit :

T2 (— 5)=

- 7
7= (— 28) —=-— ar
— 21 13 —— 8
la somme demandée est — 8.
18. — Théorémes relatifs i la somme de plusieurs

nombres.

On peut établir quelques propositions qui per-
mettent d’obtenir autrement le méme résultat et le
plus souvent d’introduire ainsi dans les calculs des
“simplifications commodes.
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Théoréeme 1. — La somme de plusieurs nombres ne
change pas quand on intervertit leur ordre.

Par exemple, I'on a :
12 4 (—3)+(—28) + 13 =—0+ 12 -+ 13 + (— 28).

En effet, supposons que Paul ait a recevoir 12" de
Jean et 13" de Jacques et qu'il ait d’autre part a
payer une note de 5" chez le boulanger et une autre
note de 28" chez le boucher. Il est évident que sa
situation finale est la méme quel que soit lordre
dans lequel il régle ces opératious, qu’il recouvre
d’abord une créance et pour cela qu’il commence
par Jacques ou par Jean; qu’au contraire il pale ses
dettes et pour cela qu’il aille d’abord chez le bou-
cher ou chez le boulanger. Cette situatlion reste
toujours qu’il a 8" de dettes, qu'il possede — 8.

On trouverait aisément une démonstration ana-
logue pour les théoremes suivants qui sont d'un
usage commode :

Théoréme 2. — On ne change pas la valeur d'une
somme en remplagant plusieurs de ses parties par leur
somme effectuée.

Ainsi : |
12+ (—5) 4+ (—28) +13=12 —5 — 15,
Théoréme 3. — Pour calculer la somme de plusieurs

nombres, on peut procéder comme suit : additionner les

valeurs absolues des nombres positifs; additionner les

valeurs absolues des nombres négatifs; retrancher la plus

petite de ces sommes de la plus grande, et donner au

résultat le signe de la plus grande.
Par exemple, 'on a :

12 4 (— 5) 4+ (—28) + 13 =25 4+ (—33) = — 8.
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Suivant les cas, il peut étre commode d’utiliser

le premier ou le second de ces théoremes.
Soit par exemple a calculer la somme :

2 357 4 (— 324) ~+ 325 (— 1 024) -1 004.
On remarquera que l'on a :
— 394 4325 — 1
— 1 024 - 1 004 — — 20,
de sorte que 'on aura a calculer :
2357 4+ 1 —20=2338.
Soit une autre somme a effectuer :
234 — (— 27) 4+ 3 4= (— 33) 4 3 4+ (— 300).

On écrira d’apres le théoreme 3 :

234 + 3 4+ 3 =240,
27 + 33 - 300 = 360,
360 — 240 = 120.

Le résultat est — 120.

IV. — SOUSTRACTION

19. — Définition.

La soustraction est l'opération inverse de l'addition.
Retrancher un nombre d'un autre, c’est en trouver un
troisiéme qui, ajouté au premier, reproduise le second.

Par exemple, si I'on retranche 3 de 5, on trouve
a2, car 2 -+ 3==>5; si l'on retranche — 3 de 5, on
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)
trouve 8, car 8- (—3)=>5; si lon retranche

5 de — 3, on trouve — 3, car — 8 + 5=3.

20, — Régle de la soustraction.

Pour retrancher un nombre quelconque, il suffit

‘d’ajouter le nomhre Oopposé.

Ainsi, pour retrancher 3, il Sl‘lfﬁt d.’ajouter—3;
pour retrancher — 3, il suffit d’ajouter 3. o
Ce principe peut &tre regardé comme une consé-
quence des exemples donnés; on peut le démontrer
rigoureusement en remarquant -que la somme de

deux nombres opposés est nulle, on a :

§+3+(—3)=38
84+ (—3)+3=38

I

dans la premiere égalité 8 + 3 est le nombre qu'il
faut ajouter a (—3) pour avoir 8, clest donc la
différence de 8 et de (— 3); dans la deuxieme €ga-
lité, d’apres la définition méme de la soustraction

84 (—3) est la différence de 8 et de 3.

La démonstration serait la méme si au lieu de 3

on avait un’ nombre négatif tel que — 7.

La soustraction se ramene donc a I'addition; soit
par exemple a effectuer le calcul de I'expression

f—(—58) 4+ (—7) — (+ &) —(=3)+ 12
On pourra I'écrire :

b5+ (—n)+(—4)+3+12

‘de maniére qu'il 0’y ait plus que des additions a

effectuer; et 'on appliquera les régles que nous
avons données pour 'addition.
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Les théoremes démontrés pour le cas d’additions
successives s’appliquent aussi dans le cas de sous—
tractions; en particulier, on ne change pas le résultat
final en intervertissant l'ordre des opérations; on a par
exemple : :

b (= 3)(— 5)— (— )= h— (— ) — (—3) 4 (—5):

21. — Remarque pratique.

Lorsqu’on désigne les nombres par des lettres,
il peut arriver qu'une letire a représente un nombre
~négatif tel que (— 3); alors le symbole — a signifie
qu’on doit retrancher — 3, ¢’est-a-dire qﬁe I’on doit
ajouter 3; donc :
— (—3)=+-3.

D'une maniére générale, — @ désigne le nombre opposé
au nombre «. - '

On se trouve amené ainsi parfois a superposer
en quelque sorte plusieurs signes —; il résulte des
explications précédentes que deux signes — peuvent
etre supprimés ou, ce qui revient au méme, remplacés par
un signe . ‘

Alnsi lorsque « désigne

3,
— a=—(—3) ==+ 3.

1y N . . N .
Sil'on aa retrancher — a, cela revient a ajouter
sy e
a, c'est-a-dire a retrancher 3.
(=3 =3,
Dans ce cas, nous avions ¢rogs signes ——; si l'on

en suppriment dexx, il n’en reste plus qu'un.
Applications. — 1° soit a calculer I'expression :

@b (— )+ (—d) /

——

——

SOUSTRAGTION 51
ol 'on suppose :
a=—10, b:; 4,
On obtient : »
10 -+ 4 =4~ 3 + 7 —=24.
2° Caleuler l’expression :
(= b)) — (—d)
ot I'on suppose :

a=14, b=—06,

On obtient
_4_6+3+7:().

On trouveraid’autres exemples aux exercices.

22. — Théorémes relatifs a la soustraction.

Theéoréme 1. — Pour retrancher une somme d'un
nombre, il suffit d'en retrancher successivement Iles
diverses parties de la somme.

‘Par exemple : ‘
b= (=3) (=) + 2= =5 —(=3)—(=7)—2

=4 —5+3+4 7—2.

Ce théoreme résulte directement de la définition
méme de la soustraction; car, en ajoutant au second
membre la somme qui figure entre crochets au pre-
mier membre, on obtient bien 4; il suffit, pour faire

= cette addition, d’appliquer les théorémes relatifs a
la somme de plusieurs nombres (voir page 26) les
termes 4+ 5, —5; — 3, 4 3, etc., se détruisent deux
a deux.

Théoréme 2. — Pour retrancher d'un nombre la diffé-
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rence de deux autres, il suffit d’en retrancher le premier
et d'ajouter le second au résultat obtenu.
Ainsi :
—5—[6—(—3)]=—5—6+4+(=3).

Car le nombre opposé a 6 —(—3) ou 6 4 3 est
— 6+ (—3). |

23. — Remarque importante, régle pratique.

On conclut des théorémes précédents que toute
parenthese précédée du signe 4 peut étre sup-
primée; tandis que, si l'on supprime une parenthése
précédée du signe —-, il faut changer les signes qui
précédent les nombres placés a son intérieur.

Dans Dapplication de cette régle pratique, on

doit avoir grand soin d’observer que, dans le cas ou

plusieurs signes se trouvent superposés devant un
méme nombre, il ne faut changer que l'un d’eux.
Soit, par exemple, a calculer I'expression suivante :
5—[2—(—3)]
On obtiendra : ‘
5 —a—+ (—3).

On a eu soin de changer l'un des signes— qui
précédaient 3, mais on n'a pas changé les deux.
Pratiquement, d’ailleurs, on évitera le plus possible
ces superpositions de signes, en effectuant immé-

8
diatement les opérations indiquées. Par exemple :

| 5—[2—(—3)
s'écrira de sulte :
5—[2+3].
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V. — MULTIPLICATION

La notion concréte d’addition algébrique nous a

é1é donnée par 'examen des segments de droite, .

nous avons pu en déduire aisément la réegle de
calcul. Nous allons procéder aussi par une étude
concréte, celle du mouvement uniforme pour bien
faire comprendre ce que signifie la multiplication
des nombres positifs et négatifs et quelle est 1'ori-

gine de la regle d’opération.

24. — Etude du mouvement uniforme.

Considérons un promeneur, figuré parle point A
se déplacant sur un axe dans les conditions indi-
quées plus haut a propos des segments (voir

page 20). On dit que le mouvement du point A est

uniforme lorsque les espaces qu’il parcourt dans
des temps égaux sont toujours égaux. Ainsi I'espace
parcouru pendant une heure est toujours le méme,
I'espace parcouru pendant une minute est toujours
[e méme, etc.

Dans cette définition, il ne faut pas perdre de vue
que le point A se déplace sur un axe, c'est-a-dire
que les espaces ne sonl considérés comme égaux
que s’ils sont égaux en valeur absolue, et de méme
signe. _ .
Un promeneur qui marche d’un pas égal sur une
route se déplace a peu prés d’'un mouvement uni-
forme, s'il se dirige toujours dans le méme sens; il n’en
est pas de méme s’il se promeéne de long en large
dans un corridor.

Baret et Roven. = Algébre. Ecoles normales. 3
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2b. — Vitesse.

On appelle vitesse d’'un mouvement uniforme
I'espace parcouru pendant I'unité de temps.
Pour déterminer la vitesse, il est donc nécessaire
de connaitre : 1° le mouvement; 2°le sens choisi
comme sens positif; 3 l'unité de longueur; 4° I'unité
de temps.
11 résulte de la définition de la vitesse que c’est
un nombre positif ou négatif, suivant que le mobile se
déplace dans le sens positif ou dans le sens négatif.

Probléme. — Proposons-nous de trouver quel est
l'espace parcouru dans un temps ¢, la vitesse étant v.
1°" cas. — Supposons par exemple que notre pro-

meneur fasse 3 pas a la seconde, qu'il se dirige a
partir de A dans le sens positif, quel est I'espace
parcouru (en pas) au bout de 4 secondes.
La vitesse s’exprime par 4 3, le temps par -+ 4.
Le promeneur fait en 4 secondes 3><4==12 pas;

-~
-
~—— -
Ne—— . ee=

il les parcourt dans le sens positif, 'espace parcourua
AB (fig. 6) — est donc :.
Eg: —+ 12,
Nous exprimohs cela comme il suit :
(- 3)>< (4 4) =+ 12
+ 12 est appelé produit algébrique de 4 3 par - 4.

2° cas. — OSupposons que le promeneur aille a
reculons, sa vitesse est — 3.
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Il parcourt en 4 secondes 3>< 4 =12 pas, comme
tout a 'heure, mais le segment AB qu'il parcourt

est dirigé dans le sens négatif (fig. ) il est donc

exprimé par — 12. ‘
On exprimera ce résultat par la formule :

(——3)><(—{— 4.):—!2.

— 12 est le produit algébrique de — 3 par 4 4.

3° cas. — Supposons que le promeneur marche
en avant, proposons-nous de trouver l'espace par-
couru pendant le temps — 4 secondes. Que faut-il
entendre par lespace parcouru pendant un temps
négatif? A U'époque actuelle le mobile est en A, au
temps — 4, c’est-a-dire il y a 4 secondes, il était
en B; nous disons que le segment AB (fig. 8) est

———
; :
B A
Fig. 8,
, .
'espace qui correspond au temps — 4; c'est le

segment qu'il faut parcourir pour aller, de la posi-
tion actuelle, a la position occupée a I'époque — 4.
Comme ’espace parcouru pendant le temps - 4 est
le segment qu'il faut parcourir pour, de la position
actuelle, aller & la position occupée a I'époque + 4.

Pendant ces 4 secondes, le promeneur a fait
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encore 3 >< 4 == 12 pas, puisqu’il se déplace dans le
. sens positif,» c'est qu’il était il yald secondes a
cauche de A;le segment AB est donc négatif. Nous

8 e . .
exprimons cette observation comme il suit :

(+3)>< (—h)=—12.
Le produit algébrique de 4 3 par — 4 est — 12.
4° cas. — Supposons enfin que la vitesse et le

temps soient négatifs le voyageur se déplace a recu-

lons, il est actuellement en A. Ou était-il il y a

4 secondes? ‘
L’examen direct de la question nous montre qu’il

—————————

Fig. 9.

était a droitc de A & 12 pas; le segment AB (fig. 9)
est done positif.

Nous écrivons :

(——3))((— h) =+ 12,

le produit algébrique des ——3 par — 4 est 4 12.

I’étade de ces cas particuliers que nous avons
tenu a détailler nous permet’ d’énoncer la regle
sutvante de la multiplication.

5(3. — Régle de la multiplication. »

Le produit de deux nombres positifs ou négatifs est un
nombre dont la valeur absolue est égale au produit des
valeurs absolues des facteurs.

Ce nombre est positif dans le cas ou les deux facteurs
sont de méme signe. Il est négatif si ces facteurs sont de
signes contraires.
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Applications :
3> b== 15
3> (—d)=—15
3 b =—15
— 3 < (— 5) = h.
27. — Produit de plusieurs facteurs.

Le produit de plusieurs facteurs est, par défini-
tion, le résultat final que l'on obtient lorsqu’on
multiplie le premier facteur par le second, le pro-
duit obtenu-par le troisieme, le produil obtenu par
le quatriéme, etc.

Ainsi, soit le produit :

— 2 > 4> (—5) X6 > (— 3) < 2.

1l s’effectue comme suit :

— 2 < /| — 8
— 8> (-—— 5) :v‘—l— 40
40> 6 =240
240 >< (— 3) = — 720
— 720 >< 2 = — [ 440.
Le produit considéré ‘a pour valeur — 144o.
28. — Signe du produit de plusieurs facteurs.

Lorsqu’on effectue le produit de plusieurs fac-
teurs d’apres la regle précédente, on voit que
chaque facteur négatif entraine un changement de
signe, tandis que chaque facteur positifn’en entraine
pas. On en conclut que le signe du. produit ‘ne dépend
que du nombre des facteurs négatifs; si ce nombre est
pair ou nul, le produit est positif: si ce nombre est impair
le produit est négatif.

Cette remarque permet d’obtenir rapidement le
que p p :
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produit : on détermine d’abord son signe, il suffit
ensuite d’clfectuer le produit des valeurs absolues
des facteurs.

29. — Propriétés du produit de plusieurs facteurs.

Théoréme. — La valeur d’un prodliit de plusieurs fac-
teurs ne change pas lorsqu’on intervertit I’ordre des fac-
teurs.

Pour démontrer que la valeur du produit ne
change pas, il suffit de faire voir que la valeur
absolue reste la méme et que le signe reste aussi le
méme. Or la valeur absolue du produit est egale
au produit des valeurs absolues des facteurs; d’apres
un théoreme d’'arithmétique, elle ne depend pas de
leur ordre. Quant au signe, il ne dépend que du
nombre des lacteurs négatifs; le théoreme est donc
démontré. Ainsi :

35 (— 2) > (— 7) <X > (—5)
:(—2)><(—J>>< >3 (— 7).

Corollaire. — On peut dans un produit de plusieurs
facteurs remplacer un certain nombre d’entre eux par leur
produit effectué.

Ainsi :

35 (= 2) > (— >><+><( §) =r12><10><(—7)

= 120 > (—7)=— 840.
3o0. — Propriété distributive de la multiplication.
Théoréme. -—— Pour multiplier une somme par un

nombre, il suffit de multiplier les parties de la somme
par ce nombre et d’ajouter entre eux les résultats obtenus.

MULTIPLICATION 39 -

Nous nous bornerons a vérifier 'exactitude de ce
théoreme sur des exemples.
1> exemple. — Soit :

a4 (—3) = (— )+ 17] < 0,
On a: :

2> 10 =120, (— 3)><10=——30, (—4&)>10=—140,
17 > 10 = 170.
24 (— 3)+(— 4)+ 17= 12
20+(—30)—i—(—4())+170:120.
Et ’on a bien :
12 > 10 =—=120.
20 exemple. — Soit :
[2 + (—5) 4 (— 7) + 4] >< [— 10).
On a: ’
2 3>< (— 10) =— 120, (—5)>(—10)=-"50, (—7)
< (— 10) =~ 70, h>< (— 10) =— 40,
24 (—5) +(—7)+4=—F6
— 20 -+ 50 -+ 70 — 40 = 6o.
Et 'on a bien :
(———6)><(— 10)260.

On obtient donc le méme résultat, soit en eflec-
tuant la somme d’abord, et la multiplication ensuite,
soit en multipliant d’abord les diverses parties de la
somme et en ajoutant ensuite entre eux les résultats
obtenus. :

On exprime cette propriété en disant que la mul-
tiplication est distributive par rapport a I’addition.

Remarque. — La soustraction se rameénant 2
’addition, la multiplication est aussi distributive
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par rapport a la soustraction. En désignant par

a, b, ¢, d, m, des nombres positifs ou négatifs,
on a: :

(a—b—c—Hd)ym=am—bm—cm-+ dm.

VI. — DIVISION

31. —- Définition.

'La division est 'opération inverse de la multi-
plication.

Diviser un nombre par un autre, c’est en trouver un
troisiéme dont le produit par le second soit égal au premier.

Par exemple :

12 (—4)=—3 car (—3)X(—4)=12
— 2 (—4)= 3 car 3 < (—h)=—12
—12 h —=—3 car —3 X f —— 12,

La rrégle de la division est une conséquence
immédiate de la regle de la multiplication.

32. — Régle de la division.

Le quotient de deux nombres a pour valeur absolue le
quotient de leurs valeurs ahsolues.

Ce quotient est positif ou négatif selon que ces deux
nombres sont de méme signe ou de signes eontraires.

Exemples :

(—21): (—3)= 7
(—30): 6 =—5
30 1 (—6) =—5

ol

-
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 VII. — FRACTIONS ALGEBRIQUES

33. — Définition.
En algébre, on appelle fraction le quotient indiqué de
deux nombres positifs ou négatifs.
Voici des exemples de fractions :
3 —6 7,

3y —=

4 —5 —4

Les valeurs de ces fractions sont d’apres la regle
de la division :

34. — Théoréme.

On ne change pas.la valeur d'une fraction algébrique en
multipliant ou en divisant ses deux termes par un méme
nombre. ‘

En effet, on ne change pas la valeur absolue,
d’apres la proposition analogue de I’arithmétique.
Quant au signe, il ne change pas si l'on multiplie
ou divise par un nombre positif, car les signes des
deuk termes restentles mémes; et il ne change pas
non plus si l'on multiplie ou divise par un nombre
négatif, car les signes des deux termes changeant
alors tous deux, le signe de leur quotient reste le
méme. \

Réduction au méme dénominateur. — De la propo-
sition précédente, on conclut qu’il est possible de
réduire plusieurs fractions au méme dénominateur
par-la méme reégle qu’en arithmétique. Il en résulte
que pour studier 1'addition ou la soustraction des
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fractions, on peut se borner aux fractions qui ont
-méme dénominateur, '

35. — Addition et soustraction des fractions.

Régle, — Pour ajouter ou retrancher plusieurs frac-
tions ayant un méme dénominateur, il suffit d’ajouter ou
retrancher les numérateurs et de donner au résultat le
dénominateur commun.

Ainsi, a, b, ¢, d, m étant des nombres positifs ou
négatifs, on a : '

a ‘b__c_ _f_l__a—-b——c—i—al

n m m ni n

On démontre cette réegle en vérifiant que la mul-
tiplication par m des deux membres de l’égalité
donne des résultats identiques.

36. — Multiplication des fractions.

Régle. — Le produit de deux fractions est une fraction
ayant pour numeérateur le produit des numérateurs et
pour dénominateur le produit des dénominateurs.

Exemples :

3 5 15
TR T6 T ah
3 —5_  —15
ny S V3
3 —5  —15
:Zx—ﬁ— 24

On obtiendrait aisément le produit de plusieurs
fractions en appliquant la méme regle :

—4 7 — 67 —87 — 1344
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37. — Division des fractions.

La division est Popération inverse de la multipli-
cation; la régle s’énonce facilement :

Régle. — Le quotient de deux fractions s’obtient en
- multipliant la fraction dividende par la fraction diviseur
renversée.
Excmples :
3.5 3, ,—=6_—18
46 4 =5 =20
3 5 3. —6_ —18
Ay ey S N — e
—3 5 __—__3><——6_‘—20
— 4 —6T —4 5 7 18

La régle se justifie en vérifiant que le produit du
quotient par le diviseur reproduit le dividende.

Remarque. — Dans la pratique, on calcule la
valeur absolue et le signe de chaque fraction, on

* fixe le signe du quotient d’aprés la méme regle que

pour le quotient de deux nombres entiers; lavaleur
absolue est le quotient des valeurs absolues des

.{ractions.
Alinsi :
—3 5
— 4 —6
s’écrit :
5, 5__ 18
+Z T 67 20
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE Il

lv.. — Addition et soustraction des nombres
positifs et négatifs.

11. — Effectuer les opérations suivantes :

b—(—=5)47
3—~06-F2—12
— 5 — 3 — (= 15) - (— 2).
12. — Effectuer les opérations suivantes :

42 —5—7—9g414
3—(1—5)—(6—3 )+ (3—6—4)
3—6~2—(S—g——[;+12).’
13. — Effectuer les opérations suivantes :

3,135 — 4,375 4 2,5
8,15 — (3,5 — 8,135 — 4,5 - 3) - (— 3,35)
4,15 —(— 8,75 — 3 — 3.5) 4 (—3 4 4,52)
— B D=+ 6 —2)— 12+ 5 —5),

14. — Un commercant constate qu'il doit a diverses per-
sonnes les sommes suivantes : 323%,50; 312f,50; 402555,
D'autre part, diverses personnes lui doivent 300!, 25of,
417%,45. 11 a actuellement en caisse 1 ooo!: Combien aura-
t-il aprés ses comptes tous réglés?

15. —— Un commercant doient & diverses personnes 3 640f,
2 350f, 4 Soof, diverses personnes lui doivent 2 0oof, 3 000f,
et 1 5oof. Il a en caisse 4925,75. Quelle est sa situation ?

16. — Jean est plus agé de 3 mois 6 jours que Jacques et
plus jeune de 6 mois 5 jours que Pierre. Quelle différcnce
d’ige y a-t-il entre Pierre et Jacques?

17. — On considére 4 points A, B, C, D, sur un axe: l'unité
de longueur étant le centimétre. L,e segment AB est égal
a—+7, le segment BC a — 4, le segment CD a + 13. Cal-
culer les segments AC, AD, BD. Faire 1a figure. '

18. — On donne 4 points A, B, C, D, sur un axe. L unité

de longueur étant le millimetre, le segment BA est égal a

—_—
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-8, le segment BC est égal & — 18 et le segment {kD
est égai a+ 35. Calculer les segments AC, BD, CD. Faire
la figure. . : ‘ o

19. — Dans une course de bicyclistes, Pierre est arrivé
2M13% aprés Jean, et 15M55% avant Jacques. ('Que} ’lnter-
valle de temps sépare l'arrivée de Jean de larrivée de
Jacques? : ’

20. — La montre de Pierre retarde de 3™ sur I’horloge
de la ville, laquelle avance de 8™ sur I'heure du chemin de
fer. Comment va la montre de Pierre par.rapport a I'heure
du chemin de fer?

2. — Multiplication et division des nombres positifs

et négatifs. — Fractions algébriques.
21. — Effectuer les opérations suivantes :
32 >< (— 15)

b3< (— 5) >< 2 >< (— 3) >< (— 6)
2,5 > (— 3,4) ><X (— 1,2)
— 16 >< (— 3,4) >< (— 1).

22. — Effectuer les opérations suivantes :

B—4—=5)6+(2—067)>(—g)
(14 —5) > (—2)+ (6 —8) > (—12)
. — (=) [3— (74 2—75)].

23. — Effectuer les divisions suivantes :

4:(—3)
42,5 1 (— 3,4)
— 3,5 0,7
— 4,15 1 (—0.9)
— 3 (— 1)

24. — Effectuer les multiplications suivantes : -

—6 =3 9, 6 =38
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25. — Effectuer les divisions suivantes :
3,=5
L* 6
5,1
b —5
—2.=8
375
26. — Effectuer les opératioris suivantes :
O ) e R Pt

[(=5+):= Oy

27..— Calculer la valeur de I'expression :

a(blc” — Cl'b”) + al(b"c . CI/b} + all(bc/ — Cb,),
lorsqu’on pose :

a=1 o =—1 @' =
b= b = 2 b =
. r___ I w__ I
c 1 ¢ = 2 c‘_z.
28. — Calculer la valeur de z donnée par la formule :
aa’ -+ bd' 4 ¢c’ .

T B e < Vet TP

ol l'on suppose :

I
a = 3 b-—_i P 1
’ 2 14 7
a«.._~_—~—3— b — 3 ¢ == —1,

CHAPITRE 111

APPLICATIONS DES NOMBRES
POSITIES ET NEGATIFES

38. — Remarque préliminaire.

Nous avons donné déja plusieurs exemples d’ap-
plication des nombres positifs et négatifs a des
problemes concrets. C'est méme de ces exemples
que nous avons pu dégager les regles de calcul.

Nous-avons vérifié que les regles d’opérations sur
les nombres positifs et negaufs donnent toujours
des résultats corrects, c’est-a-dire conformes a la
réalité. Ces nombres ne sont donc pas des abstrac-
tions pures; ce sont simplement des maniéres
abrégées de représenter des faits tres simplés, tres
¢lémentaires et bien connus de tous. Il faut n’y
voir aucun mystére; mais simplement la traduc-
tion dans le langage de 1'Algebre de remarques
évidentes.

Dans les problemes ou on utilise les nombres
affectés de signes, on doit introduire des conven-
tions de signes bien précises, et, une fois ces con-
ventions introduites, s’y conformer avec beaucoup
d’attention. 1l ne reste plus dés lors qu’a effectuer
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W

9, . . = ‘
les opérations suivant les regles (que nous avons

données et a interpréter le résultat conformément

aux conventions faites.

Donnons encore quelques exemples pour 111ustrer

ces observations.

39. — Détermination d’un point sur un axe. Distance
de deux points.

Nous avons déja dit ce qu ‘on appelle axe orienté.
Etant donné sur un axe la positiond’un pomt A,
pour connaitre la position d’un autre point B, il
suffit de connaitre la valeur du segment AB (et
I'unité de longueur). Connaissant les points A et B,
pour connaitre la position d’un point C, 1l sufﬁt de
connaitre ou AL ou B(, ete.

Par exemple, sur la figure 10, on a déterminé B,

—_——

- 4
+ t

4
4
4

>
U—-
O

Fig. 10.

C, D en supposant le point A connu, ainsi que les
segments suivants :

AB =5, BC =3, CD=—5

Mais cette maniére de procéder présente un
inconvénient; il est nécessaire de faire un calcul
pour connaitre la position respective des points A
et D. Il faut passer par tous les intermédiaires. Il est

lus commode, pour fixer la position d’un point sur
, P p

un axe, de donner sa distance a un point fixe, tou-
jours le méme, qu’on appelle origine des abscisses et

E
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que l'on désigne généralement par la letire 0. La
distance d’un pomt quelconque A au point O est la
valeur algébrique du segment OA, on dit que c’est
I ahsc1sse du point A.

—_—

B 0 A
Fig, 11,

Ainsi, sur la figure rr, I'abscisse du point A est 3;
I'abscisse du point B est — 2. En résumé :

Définition de I'abscisse d’un point. — L’abscisse d'un
point sur un axe est la valeur algebrlque du segment
allant de l'origine a ce point.

40. — Distance de deux points.
., Probléme, Etant données les abscisses de deux
points, calculer leur distance.

Soient A et B les deux points donnés; désignons

par a, b, leurs abscisses, c¢’est-a-dire posons :
OA=—a OB =5b.

Nous voulons calculer le segment AB. Nous avons
établi a propos des segments que 'on a :

AB=A0 + 0B,

ce qui signifie, rappelons-le : aller de A en B, ‘équi-
aut a aller d’abord de A en O, et puis de O en B.
On a d'ailleurs

: AO —=— 0A =
, OB =2.
11 en résulte done :
AB=—a+b—b—a.
Borgw ¢t Roven, — Algdbre, Ecoles normales, &
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Telle est la formule qui donne la distance de deux
points. On peut la traduire en langage ordinaire

comme 1l suit.

41. — Régle.

La distance de deux points A et B situés sur un axe est
égale a I'abscisse du second B diminuée de I'abscisse du
premier A. '

Bien que cette regle, ayant été démontrée, n’ait
pas besoin de vérification, cette vérification sur des
exemples n’en est pas moins profitable au commen-

cant.
4o. — Exemples.
Exemple 1.
55 A
Fig. 12.
m:a:?)’ GE:[):—Z
AB=—2—3=—5,
Exemple 2.
i oE
Fig. 13
OA:a:———SE WI:b:Z
A_:2~—(_“3):
Exemple 3.
A B ©
Fig. 14
~6__:a:——v6} W:b:[*
AB=— 4 —(—6)=2

I CE—

.
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Exemple 4.

1l ‘
ol L(l)e.fé.lut pas p(Iardr'e de vue que la distance AD
< APVSI.IV}; ou négative suivant que la direction
ers b est elle-méme positive ou négative.

43. — Déterminati ’
. rminati un évé
Oriain s on d(fn evenement dans fe temps,
gine des temps. Unité de temps,
Pour déterm; 1t1
| mln ’ 7 7
o er .la position d'un événement dans
emps, on choisit une époque bien d¢ iné
que l'on appelle origine g - it 0o
e des temps et ité
s p une unité de
La 3y é
i date de chaque événement est alors repré-
< ‘ e
- t’e. par un nombre positif s; Pévénement est
p ts’e'mem a C%omgme des temps, négatif s'il est
anterieur, et dont la yal
aleur absolue est & :

“ « st égale a Ia
{11talsu1e de Dlintervalle de temps qui ségare ‘t
événement de_l’origine P *

Prene . ‘
. 121@0[-15’ 1pga;o exemple, comme origine des temps

janvier a2 midj 1

g 1910, a midi, et comme unité 1'heure.
‘ ! ers événements ge produisent : le 4 janvier
a rr ir :

heures du soir, le 13 a 8 heures du mat
le 114 g heures d ir ' tin,
, X § du soir, le 12 2 § heures du mati
leurs époques seront respectivement ¢ ales : oy
—f—zo,—x5;—4. . e A
é ,Defz‘mtzon’.de I'époque, — Op éppelle époque d’un
venement 'intervalle de temps qui’ sépare cet évé-

-nement de’] origine des.temps, affecté du signe -
)

P
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si I'événement est postérieur a cette origine, et du
signe — s’il lui est antérieur. :

44. — Intervalle qui sépare deux événements.

Lorsqu’on connait les époques de deux événe-
ments, A et B, l'intervalle de temps qui les sépare
est égal a l'époque de B diminuée de I'époque de A.
L’intervalle ainsi obtenu est positif si A est anté-
rieur a B, et négatif si A est postérieur a B, on
peuat le désigner par AB.

Ce n’est pas autre chose en somme que I'applica-
tion au temps de la régle des abscisses pour la
distance de deux points. '

Par exemple, Tintervalle qui sépare les deux
événements dont les époques — 15 et 4 20 est :

20_(._. 15):35

Il s’est écoulé en effet 35 heures entre le 11 jan-
vier a 9 heures du soir et le 13 a2 8 heures du matin.

45. — Remarque sur la chronologie.

L'origine du temps communément adoptée pour
la chronologie dans les pays chrétiens est I'époque
de la naissance de Jésus-Christ; c’est-a-dire que
Pon suppose qu’il est né le 1°" janvier de I'an 1, a
minuit *; c’est cette date qui doit étre désignée par
zéro. Un événement qui se produit au milieu de

I'an 1 aura, sil'on prend année comme unité, son

1. Nous laissons de coté les petites difficultés qui résultent de
l'emploi successif des calendriers julien et grégorien, et des
années bissextiles; nous supposons toutes les années égales pour

sin]D]iﬁCl‘r

o S e e

T ey
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, . I
epoque désignée pidr - ; Své

| g par —ou 0,5; un événement qui
s'est produit au milieu de I'an 1o aura son époque

(cllfeSIgnée par 9,5. 11 ne faut pas voir la une contra-
ietion; l'origine des temps étant le moment de lg

haissance de J.-C., I'époque 9,5 ouvgiest celle ou
2

) I
11 a . . ! - .\
9 ans ~; il est dans sa dixiéme année que 1’on

appelle I'an 10. Clest ainsi que, en 1gro n
s’omm'es dans le xx° siscle bien (’]u'ﬂ ng se soouii
ecoul_e que 19 siécles et une petite fraction de siecle
depuis le commencement de ['ére chrétienne
Quant aux années antérieures i Ia naissar'lce d
J.-C., les chronologistes les désignent par |’ )
avant J.-C., » avant J.-C., etec. Auz ! < afl ;
désianée " S une année n’est
g par zéro. Un événement qui se produit
le 1°* octobre de I’an 1 avant J.-C. aura son I;poque

désignée L. Své
| g par——z, un événement qui se produit

le r°* mai ’
mat de I'an 34 avant J.-C., c’est-a-dire 33 ans

Ct ; mois ay t I - . (0]
3 A

époque désignée pa Z
P 3 VAT . Iy .
podued gnée p 312,.1 annce. étant toujours
Choisie comme unité.
Il \ 1 M ,
o evst d.es !ors tres aisé de calculer Iintervalle de
Ps qui sépare deux événements
Exe — ] .
mple. — Un homme est neé le 1¢* mai de I'an 12 avant

J.-G., et mort e fer go7
aout de I'an 45 & - .
de temps a-t-il vécu? &% 40 apres J.-C. Combien
n choisissant "annge pour unité, Iépoque de sa

naissance est — 1; = o |'g
. 5 et époque de sa mort 44 7,
. 12
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il a donc vécu :

8N il 1 8 —ssld
441—(——113)2—/}4-{;-—-}—1112—5512

12

—562.
T 12

i

La réponse est : 56 ans 3 MOIs.

46. — Equation du mouvement uniforme.
Nous avons étudié, a propos de la multlphcatlo.n
des nombres positils et négatifs, le mouvement uni-
K
forme. Silon représente par e, ¢, I, I'espace par-
couru, la vitesse, le temps e, ¢, ¢, pouvant ¢tre

représentés par des nombres positifs ou négatifs,

on a 1’équation généralé du mouvement uniforme
e—= vl

i it P st écal au produit de la

qui se traduit : Pespace est €gal au p |

vitesse par le temps.

4. — Applications.
Appliquons cette notion au probléme suwivant ¢

probléme. — Un train se déplace sur la ligne de Paris

4 Lille supposée rectiligne, avec une vitesse de 120%™ a
l'heure dans le sens de Lille vers Paris; a midi 412m, il est
4 30" de Paris. Ol était-il a midi 37 (On supposera le
mouvement uniforme). _

Prenons comme sens positifle sens de Parisa Lille,
comme unité de longueur le kilometre, et comme
unité de temps la minute. La vitesse Iest‘alors — 2,
car 120" a Iheure correspondent a 2™ a la minute
et le mouvement a lieu dans le sens néga’gif. Nous
connaissons la position A du train A midi 12™ et

° . ~ . . m .
hous voulons connaitre sa position B a midi 3™; le

TS

T e

= -
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segment AB est donc le segment parcouru pendant
le temps — g ' '
On a donc d’apres la formule générale :
E:—QX(—Q): 18.
La distance de A a Paris étant 30, cellgyde B 2

Paris est :
T 30 4-18=—48.

La réponse est donc : a 48™ de Paris.

EXERCICES SUR LE CHAPITRE Il

Applications des nombres positifs et négatifs.

29. — Un voyageur se déplace d’un mouvement uniforme
avec une vitesse de -+ 15¥m 4 l'beure, sur la route de
Paris a Lyon, le sens positif étant celui de Paris vers Lyon;
a 3h ilest a4 4km, de Paris; o stra-t-il 2 § heures ? Ou était-
t-il & 1 3om?

30. — L'heure de New-York retarde de 5h5m23s sur celle

_de Paris. L’heure de Saint-Pétersbourg avance de 1h5im5os

sur celle de Paris. Quelle différence y a-t-il entre I'heure
de New-York et celle de Saint-Pétersbourg? .

31. — L’heure des chemins de fer francais retarde de
5 minutes sur ’heure de Paris. Quelle heure marquent les
horloges des chemins de fer suisses lorsque les horloges
des chemins de fer francais marquent midi? ,

32. — Lorsqu'il est midi & Paris, les horloges des obser-
vatoires suivants marquent :

Anvers. . . . . midi 8™r8* | Milan. . . . . midi 29"25
Bruxelles . . . — 8™ & | Keenigsberg . Coxhram3s?
Christiania . . — 33%33* | Rome . . . . midi f4o™25*
Berne. . . . . — 20™25' | Madrid. . . . 11"356mb4®
Berlin., . . . . — 44™:14* | Moscou. . . . 2"20mH6°

On demande quelles heures marquent ces diverses hor-
loges lorsqu'il est midi &4 Rome?
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33. — On donne le nom de période julienne & une période
inventée par Joseph Scaliger, chronologiste du xvie siécle,
dans le but de fixer et de comparer aisément les dates histo-
riques. L'origine de la période julienne est 4713 ans avant
I’ére chrétienne de sorte que I'an I de I'ére chrétienne coin-
cide avec l'an 4914 de la période julienne. Cela posé, on
demande de fixer par rapport i l'ére chrétienne les dates
suivantes, qui sont rapportées a la période julienne :

Origine de l'éve de$ Juifs . .
— — des Olympiades. .

Fondation de Rome . e e

Origine de I'¢re de Nabonassar. . . 26 février 3 g6y
— de Thégire . . . . . . .. 16 juillet 5 335
— du calendrier républicain . 122 septembre 6 605

7 octobre g53
vers juillet 3 938" .
. 3 961

34. — Deux voyageurs se déplacent d’un mouvement uni-
forme, I'un avec une vitesse de -+ 3ok¥m i l'heure, 'autre
avec une vitesse de — 15%m & I'heure. A 2h23m la distance
qui les sépare est 3*™. Queclle est-elle a 2"4om? Quelle était-
elle & 2hram? On devra choisir un sens positif déterminé.

35. — Deux coureurs se déplacent sur une méme route, le
premier avec une vitesse 4 4, le second avec une vitesse
— 5, les unités étant le meétre jet la seconde. A midi 12m138,
I'abscisse du premier est — 50 et 'abscisse du second est
-+ 300. Quelle est la distance qui les sépare a midi 13mas?

36. — Deux trains vont a la rencontre Vun de l'autre sur
une méme ligne; la distance qui les sépare a midi est 95km,
Quand se recontreront-ils, sachant que la vitesse du premier

! . . 2 .-
est 22m,75 4 la seconde et la vitesse du second 1km g la

minute ?

=

“éerits ou sous—entendus)
puisse calculer la valear
attribue aux lettres des valeurs déterminces

* plication, la division, I'élévation 3

~.
"
.
T
1

LIVRE II
CALCUL ALGEBRIQUE

CHAPITRE 1V

GENERALITES
ADDITION ET SOUSTRACTION

I. —~ GENERALITES. MONOMES. POLYNOMES.
i TERMES SEMBLABLES -

48. — Expressions algébriques rationnelles.

/Nrou's avons vu ce qu'on entend par expression
qgel;)rzgued (\iow Page 4) : c'est un ensemble de
nombres, de 1o ‘opérati i

, ettres et de signes d Operations (mgnes

de telle maniere que l'on
) .

de lexpressmn Iorsqu’on

1 Une expression algébrique est dite rationnelle
orsque les seuls signes d’opérations 2 effectuer sur
i , o
les lettres sont laddition, la soustraction, la multi-
)

’ ; une puissance, &
Vexclusion de lexiraction des raci ’

nes.
Par exemple les expressions :
a
. 3a, V3 be 4/ _ R 5
b2 T ? V7 d, Via’ ;(“(5—1)'

\
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sont des expressions algébriques rationnelles, bien que

certaines d’entre elles renferment des radicaux; mais-

ces radicaux portent sur des nombres. Au contraire :
Ja

\/E —4- 1

sont des expressions algébriques irrationnelles.

bt 3Wa, Va+0b, Ve+Vd,

49. — Mondmes.
On appelle monéme une expression algébrique
Tqui ne renferme aucun signe d’addition ou dg
soustraction entre les divers nombres ou lettres qui
la composent. Exemples :
3@, e %?’
sont des monodmes.

Un mondéme est donc le produit de plusieurs
nombres et lettres ou de fractions algébriques
n’ayant pas de signes d’addition ou de soustraction
dans leurs termes. Ainsi :

(—3)><a><(— 15) > b a>< e g axb

est un mondme.

Coefficient d’'un mondme. .
On peut dans le mondme précédent introduire

) . . . : ) . ~
une simplification, la valeu d’un produit ne chan-.

geant pas lorsqu’on remplace plusieurs facteurs
par leur produit effectué, le monome que nous
venons de considérer peut s'écrire :
(——3)><(——15)><7><a><a><a><b><b><c.
On remarquera que T'ona: '
(—3)>< (—15)><7 — 315
ax> a>a —al
b>< b —k

e ——

R o il G et
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de sorte que notre mondme peut finalement s’écrire
sous la forme simplifiée ‘

315 ab%,
dans lequel ne figure plus aucun signe opératoire
explicite : les signes de multiplication sont sous-
entendus ou remplacés par les exposants.
De méme :

3a Bbc* __2ab/3 ,, . . 153 _ a2b2c?
(— 7) X—;‘T > de S écriralt — 7 X.—dze

C’est sous cette forme simplifiée que nous écri-
rons toujours les mondmes; le facteur numérique,

——15\/3
7

gauche, s’appelle le coefficient. Le mondéme :

ici 315, ou qu’il est d’usage d’écrire a

15 =
—— /3 a%
7\/

a pour coefficient —%5—\/3 Le coefficient d'un

mcndéme est ainsi un nombre positif ou négatif qui
peut étre entier, fractionnaire, ou irrationnel. Un
mondéme dont le coefficient est nul est égal a zéro,
car un produit de plusieurs facteurs est nul lorsqu’un
de ses facteurs est nul.

51. — Mondémes semblables. Addition et soustraction
des monomes semblables.

On dit que deux mondmes sont semblables lors-

qu’ils ne different que par leurs coefficients. Par
exemple, les monomes : '

viatbe®,  1bafect,  12a%bc?



60 ALGEBRE

sont semblables; il en est de méme des mondmes :

— 142%°, . ZhP.

3 .
Z.t‘y°, 152%y5,
Le dernier de ces monémes doit étre regardé
b : b N

- comme ayant pour coefficient 1, car le produit d’un
nombre quelconque par I'unité est égal a ce nombre
. . ) P
lui-méme; 1 2* y* est donc la méme chose que 2? y°.

De méme le monéme — 2*y® doit &tre regardé
.comme ayant pour coefficient — 1.
52. — Régle d’'addition.

La somme de plusieurs mondémes semblables est le mo-
nome semblable 4 chacun d'eux, ayant pour coefficient la
somme des coefficients.

Exemple. — Soit a ajouter les mondmes sem-
Edl
blables :
12a3b%ctx, 1hadblete, — albictz, — 3ba’bictx.

-Ces mondmes semblables ont pour coelficients -

les nombres 12, 15, — 1 — 35 dont la somme es} :
12 - x5——11—35:—-9.
L.a somme cherchée est donc
| — ga’bictx. ’
Autre exemple. — Soit a ajouter les mondmes
semblables : :
15228, 2%y, —r4x%y?, xS, — 32yt
dont les coefficients sont 15, 1, — 14, 1, — 3. La

somme de ces coefficients est :

1h+1 —14+1—3=—0o.

T
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La somme est donc un mondéme semblable aux
mondmes proposés et de coefficient zéro; elle est
donc’égale a zéro.

Justification de la régle. — La régle se justifie par
le principe énoncé dans le chapitre II : pour multi-
plier une somme par un facteur, il suffit de multi-
plier par ce facteur les diverses parties de la somme
et d’ajouter entre eux les résultats obtenus.

SI nous reprenons le premier exemple, nous

“voyons, en appliquant ce principe, que — g étant

égal a la somme des nombres 12,15, —1,—35]e
produit de — g par a*b%‘z est égal a la somme des
produits de 12, 15,1,35 par a*bictx :
De I'expression :
——9:(12+x5—1—35)
on déduit : '
—9a*hctr = (12 4 15 — 1 — 35) aPbictx
et enfin : '
—galbityr = 120324z —+ 15a3b%cte + (— a’bictz)
—+ (— 35a%h% ).
Ce que nous voulions démontrer.

On justifierait de la méme maniére la regle de la
soustraction que nous nous contentons d’énoncer.

53. — Régle de soustraction.

La différence de deux monémes semblables est un
monéme semblable d chacun d’eux ayant pour coefficient
la différence des coefficients.

Soit, par exemple, 2 retrancher 542 de 84% on
retranchera 5 de 8, ce qui donne 3, la différence
cherchée est 34%. Si l'on avait proposé de retran-
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cher 8a* de ba®h, il aurait fallu retrancher 8 de 5,

ce qui donne — 3; le résultat serait donc — 3ab.
De meéme :

5

%a/ﬂx — (— %a&%) = [% -—<— %)} a.b“x‘: 1—8—1 abz,

54. — Polynomes.

* ?5"“"2y — (32%y) = <~ = — %> aty = —L .

On appelle polynome la'somme de plusieurs mond-
- mes.
Par exemple, 'expression :
a*b + 2% —+ 12a2° 4 3bay?
est un polynome
a*b, 2%y, 12a2®, 3bzy®. L’expression :

ash — Saé — 22Y —+ 5a®

1

est aussi un polynome, car c’est la somme des

monomes :

a*h  —3ab —oaxy 5ad.

On dit parfois quéun polynome est une expression
formée par une suite-de mondmes séparés par les
signes -+ et —; mais il est préférable de conserver
notre premiére définition, car elle permet de bien
comprendre ce que Von entend par termes du poly-
nome : ce sont les mondémes dont ce polynome est la
somme. Ainsi le polynome : ,

5ah — 8a% — a® - z*
a 4 termes :

ba?'h —8a® —a? ot

c’est la somme des mondmes

GENERALITES, MONOMES. POLYNOMES 63

Un polynome qui a deux termes s’appelle binome;
Un polynome qui a trois termes s'appelle trinome.

Les expr'es’swns quadrinome, quintinome, etc., ne
sont pas usitées.

55. — Réduction des termes semblables.

Lodrsque deux termes d’un polynome sont deux
monomes semblables, on dit que ce sont deux termes

‘semblables. On peut, sans changer la valeur du poly-

nome, .remplacer deux ou plusieurs termes sembla-
bles par leur somme effectuée; c’est ce qu’on
a},)pellg faire la réduction des termes semblables. |] suffit
d’appliquer la régle de I'addition des mondmes.
Exemple 1. — Soit le polynome : ‘

| 35a2b —+ 1dey — 12a2h 4 a:" — XY + 14a%b — 5042 — 8a®

On peut I'écrire :
2
(35a b——12a25+14a26—50a2/))—+—(.1 5xy —xy)+(a3—8a3)
- so1t :
— 13a%b 1hay — nad.

Il est commode pour effectuer la réduction des '
termes semblables d’écrire e polynome de la

. manieére suivante :

35a%b + 15y

— 120% -+ a?.
—+ 14a%b
— S0a%b — 8ab

Les termes semblables étant écrits dans des

colqnnes verticales, on effectue ensuite I’addition
des coefficients d’une mame colonne
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: ~ 2

35 —r2414 —50=—13
b 1 = 14
1— 8 ——7

Le polynome proposé peut donc s’écrire sous la
formule plus simple :
— 13a%h +~ 142y — 7ad.
Exempleé. — Soit le polynome :
2% 4502 — 8 — 33— 2% 4~ 15 4+ 6o — 2 — 3z,

On trouve ¢u’il est égal a :

(= 3) 2% 4 (5 — 2] 2% = (6 — 3) & 4= (— 8 4 15 —2)
N \
¢'est-a-dire a :

— 2% 4= 322 4 3x - 5.

* 56. — Degré d’un mondme et d'un polynom‘e.,

On appelle degré d'un monéme par r:jlpport. a lélne (:z:
lettres, « par exemple, qu'il renferme, I'exposant de ce
lettre x dans le monéme.

“Ainsi, le mondéme :

3ab2ciz?y

est de degré 2 par rapport a x; d‘e deixt"s ?1 F;a;r;
rapport a ¢; de degré 1 par‘rapport :al yﬁ,e re;lferme
de degré zéro paf‘rapport a z, car 1
facteur égal a z. ‘

au?gn adit aussig: deuzieme degré par rapport a z,
troisieme degré par rapport a c, etc.) . .

Le degré d’'un mondéme par r'fzpp.o'rt a ,67:5‘9%i e
de plusieurs lettres est, par définition, ég

‘ é ' rt a chacune de ces
somme de ses degrés par rapport :

lettres. Par exemple, le monome écrit plus haut est

'
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- de degré 3 par rappert a I'ensemble des letires 2 ot

y, de degré 6 par rapport 4 I'ensemble des lettres
@, b,.c; son degré total, c’est-a-dire son degré par ‘
rapport a ’ensemble de toutes les lettres qu’il ren-
ferme, est g. :

On appelle degré d’un polynome par rapport a une
lettre le degré de celui de ses termes dont le degré
est le plus élevé. On définit de méme Je degré d'un
polynome par rapport a I’ensemble de plusieurs
lettres. On suppose d’ailleurs que Pon a fait la
réduction des termes semblables.

Ainsi le polynome :

3a%2® - Baty — g5,2

cst de degré 5 par rapport a « et de )degré 3 par
rapport a x; son degré total est 7. I n’est pas égal
a la somme des degrés partiels, parce que le terme
dont le degré par rapporlt a a est le plus élevé n’est
pas le' méme que le terme dont le degré par rap-
port a x est le plus élevé. .

-Le polynome :

x3.—§— 322 4— 6 — 48 —+ x4 3

est de degré o par rapport a x; on le vyojt en
réduisant les termes semblables, ce qui permet de

- Iécrire sous Ia forme :

322 - 6 - 7.

57. — Polynomes ordonnés.

. Ordonner un polynome par rapport a une lettre z,
c’est grouper eusemble tous les termes de méme
degré par rapport i cette lettre, et les écrire, soit

Borer et Roven, — Algebre. Eeoles normales, 5
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dans Pordre des degrés croissants, soit dans T'ordre
des degrés décroissants. Soit par exemple le poly-
nome :

2% - 2t — 328 — 52% 4 2% — 6 + 7a.
Pour 'ordonner, on devra l'écrire :
)

2t — 23— bt -y — 6
ou bien :
— 6+ yx — 5x% — 2% 4 2.

Dans le premier cas, il est ordonné suivant les
puissances décroissantes de x; dans le deuxieme cas,
suivant les puissances croissantes.

Soit maintenant le polynome :

ba — 8.

ar -+ 3224 b 4 cx? — a2 —

Pour I'ordonner, suivant les puissances décrois-
santes, on 1’écrira comme il suit :

B3~+4-¢c—aY)2*+(a—b)x—+b-—38

en groupant d’abord tous les termes qui renferment
Z*, puis tous les termes qui renferment x, puis tous
les termes qui ne contiennent pas la lettre x.
Par une extension du mot coefficient, on dit que
dans ce polynome ordonné, le coefficient de 2? est
(3 4 ¢—a?), le coefficient de 2 est a—b, et le
terme indépendant de 2z est b—8; a ce point de
vue, ce polynome sera considéré comme n’ayant
que 3 termes; c'est un trinome en x; c’est-a-dire que
¢’est un trinome lorsqu’on porte une attention par-
ticuliere sur la lettre . '

58. — Remarque sur le degré d'un polynome.

Il arrive trés fréquemment que 1'on distingue les
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lettres qui figurent dans un polynome en deux
groupes, les unes que I'on appelle inconnues ou
.;'arlables,, et qui sont généralement les derniéres
v ’ . - . A ) )
ettu’s de l'alphabet; z, y, T, Uy 9, t, s...; les autres
que ’on regarde comme connues et qui sont géné-
ralement les premiéres lettres de I'alphabet
a, b, c... : :
o ? . 144
Lorsqu’un  polynome renferme des quantités
connues et des inconnues et que ’on parle de son
-degr’e, sans spécifier davantage, il s’agit toujours du
degré par rapl?ort; a Densemble des inconnues; par
exemple, on dira que le polynome :

(4" — 8. ety —3 oy

est du premier degré (sous-entendu : en z et ).
Dans ce cas, on regarde comme termes semblables
ceux qui renferment les mémes inconnues avec les
mémes exposants, sans tenir compte .des autres
lettres, et on groupe ensemble les termes sem-

“blables.

Par exemple, si 'on 4 Je polynlome :

\

— @’y - 3ay — bxy? cxy* +- ax ~+ 3z —y
On Iécrira comme il suit : |
(=@ 4+ 3) 2y 4+ (— b 4 ) ay® 4 (a + 3)a -~y

cest un polynome du 3° degré en & et ¥ le coeffi-
cient de 2% est — o | 3, etc
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II. — ADDITION DES MONOMES
ET DES POLYNOMES

59. — Remarque préliminaire. _ _

Les regles du calcul algébrique permettent de
transformer une expression algébrique en une autre
équivalente, c’est-a-dire admettant toujours la méme
valeur numérique pour certaines valeurs particu-

lieres données aux lettres, quelles que soient d’ail-

leurs ces valeurs particulieres.

On peut ainsi le plus souvent remplacer une
expression compliquée par une autre beaucoup plus
simple.

Les regles des opérations sur les monémes et les
polynomes sont ainsi une conséquence immédiate
des régles et des théoréemes concernant les opéra-
tions sur les nombres que nous avons indiquées au
' ch'\pitre 1. Certaines de ces regles sont d’ailleurs
a peu pres evxdentes, pour étre complets nous
allons les repl'endre ici.

60. — Addition des mondmes.
Reégle. — Pour ajouter plusieurs monémes, il suffit de
" les écrire les uns a la suite des autres avec leurs signes.
Cette regle conduit comme résultat a un poly-

nome dans lequel, s’il y a lieu, on fait la réduction
des termes semblables.

Exemple 1. — Ajouter les mondmes :
15ax, — 3a’z, 15a’y, — alr —aby

On obtient le polynome :

1haty — 3ax 4+ 15a’y — alx — a¥y,
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qui s'écrit, plus simplement :
11a’z + 14%y.

Rappelons que dans le cas particulier ou tous les
mondémes sont semblables, le total est un mondéme
semblable a chacun d’eux et dont le coefficient est
la somme des coefficients des divers monémes.

Exemple 2. — Soit a additionner les mon6émes :

5a%b®,  —a2adl®, — 124305 - 7a’h?
la somme est le monéme
— 2a%p®

car b—2—r1247)=—a,

61. — Addition des polynomes.

Régle. — Pour ajouter un polynome i une expression
algebnque il suffit d’ajouter a cette expression, successi-

‘vement tous les termes de ce polynome. Dans le résultat

ainsi obtenu, on fait, s'il y a 11eu la réduction des termes
semblables.

Exemple, — Additionner les polynomes suivants :

3a%r 4 b 4 6 4 gt
1 —[73—8+2a4—i—3a2x
— 36® — 6a* - 15a%z —qg.

On obtient le polynome :
3a% 403+ 8 4 a* — b 8§ 4 2gt 4 302y — 3B° — Gat

~+1baltr —g
Ou en réduisant les termes semblables E
21a2J,'5363—3a‘— Ii.
Remarque. — Pour faciliter la réduction des
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termes semblables, il est souvent commode de dis-
poser autrement 'opération. On écrit les uns au-
dessous des autres, en colonne verticale, tous les
termes semblables entre eux.

Ainsi I'addition précédente s’écrirait :

3a%x 4+ 0P+ 64 af

4+ 3alz— b°— 84 24

—+ 15a%r — 30* — g —6Gat

total : 21022 — 36% — 11 — 3at

Cette remarque est surtout utile dans le cas ol
I'on ajoute des polynomes ordonnés.'

Exemples. — Faire la somme des polynomes :
z3 b2 4-3x — 4
—ox¥— 2*—6
9x? — 62 — 7
8§ — &,

On disposera 'opération comme suit :

308 — B4 3r—4

b a2 —6
—9.1:?—61‘——7
— a3 —+8

ox3+3x2——3x——{—9
On ajoute entre eux les coefficients des mémes

puissances de z placés les uns au-dessous des
autres; on obtient ainsi le résultat cherché :

oa® + 32— 32 —g
c’est-a-dire :
322 — 3z —9g

puisqu’un mondme a coefficient nul est nul.
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Ill. — SOUSTRACTION DES MONOMES
v ET DES POLYNOMES

62. — Soustraction des mondmes.
Régle. — Pour retrancher un monéme d'une expression
algébrique, il suffit de lui ajouter le monéme opposé.
Ainsi pour retrancher le mondme 226 du mo-
néme 5%y, il suffira d’ajouter a ce dernier — 2ab,
ce qui-donne pour résultat :

Sx%y —aab
de méme :
baty — (—2ab)=bz?y + 2ab.
Autre exemple, — Ajouter les.mon.(”)mes :

ez, —3a%y, a°

et retrancher du résultat successivement les mo-
noémes :
— a’x, — ba%y, —at, 2a%y.
On obtient :
adx —3aty + ab 4~ a’x -+ B5a%y + at — 2a%
ou plus simplement :
202 - a¥ - a*.

I‘Rappelons que, lorsqu’il s’agit de ‘mondémes sem-
blables, la différence de deux mondmes est un
mondme semblable a chacun d’eux et dont le coeffi-
cient est égal a la différence ‘des coefficients des
deux mondmes proposés :

1hatzy — <-— } a%) — <15 +E> a’x
' 7 7
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solt : .
108
a’x,

7

-63. — Soustraction des polynomes.

‘Régle. — Pour retranchér un polynome d'une expression
algébrique, il suffit de retrancher successivement tous les
termes du polynome. (Dans le résultat ainsi obtenu, on
fait, s'il y a lieu, la réduction des termes semblahles).

Exemple. — Retrancher le polynome :

3a%r — galx? — 6a’2?
du polynome :
" ga’r + 18a%2? — a%z’.
On obtient :
ga’r + 18a’4? — a?x® — 3alx + galz? -+ 6a’s?,
ou, plus simplement :
6a’r 4+ 27a’z? 4 Sa*x®,
64. — Remarques sur I’emploi des parenthéses.

Régle pratique. — Lorsqu'une somme ou différence de
polynomes est indiquée par des parenthéses, p?ur I'effec-
tuer, on supprime les parenthéses, en ayant som"de ’cl.l.an-
ger les signes de chacun des termes situés a l'intérieur
de celles qui sont précédées du signe —.

Exemple. Soit a calculer :

(a2 - B%) — (3% — 2b?) - (— a® 4 b%) — (— 6a? 4 452).
On obtlent :

a? 0% — 3413 4902 — a® 4 b? - 6ad — 4 b2

= b

e =

précede la régle a suivre :
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ou, en réduisant les termes semblables :
3ad. ;
Ainsi la régle de soustraction énoncée plus haut
peut se traduire aussi :
Pour retrancher un polynome d’une expression algébri-

que, il suffit de I'écrire a la suite de cette expression en
changeant les signes de chacun de ses termes.

65. — Remarque 1.

Dans le cas ou I'on a plusieurs additions ou sous-
tractions successives a effectuer, et surtout lorsqu’il
s'agit de polynomes ordonnés, il est avantageux,
pour faciliter la réduction des termes- semblables,
de les disposer en colonnes verticales.

Exemple. —— Soit a effectuer les opérations sui-
vantes : ;
(7x3+5z2—-—5c+ 2)+(2x3~4x2—3)~(2.r2+nx——S)

+ (42° — 4),

On disposera comme suit :

728 4322 — Ky o

— 228 - 422 -+ 3
—22? — 112 -+5
428 — 4

9z® —m—o
66. — Remarque 2.
11

arcive parfois que dans un polynome on veuille

_mettre entre parenthéses un certain nombre de

termes c’est Vopération inverse de cell

est. 1 e que nous
venons d’effectuer et 1'on d

éduit aisément de ce qui

Pour ouvrir dans un polynome une parenthése aprés un
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signe — il suffit de changer les signes de chacun des
termes que 1'on met dans cette parenthése.

Exemplé :
a® — b+ 2be — ¢* = a® — (b* —2hc —+ ¢?).

De méme :

Pour ouvrir dans un polynome une parenthése aprés un .

signe -, il suffit d'écrire, sans changer leurs signes, les
termes que l'on-veut mettre dans cette parenthése.
Exemple : : -

a2—+—b2+2bb—{—c":a2+(bg+ﬁbc+ce)'

EXERCICES SUR LE CHAPITRE IV

Addition et soustraction .
des mondomes et des polynomes.

37. — Réduire les termes semblables dans les polynomes
suivants :
13a22x — 8a3 — 25a2z - a8 -} 02 — 134 4 3552

z3 — 5z 4 323 — 822 — x?x-{-%x? + %:x—}— 15
3 . a3, ;
3¢+ 522 — raxly 4- Z;vz —a—ay? — 2%y
3 3 6 1
Zx——/sx—-f)x—}- 12 +; +.I’2 “5.2—-;12.
38. — Ordonner les polynomes sunivants :
br — 2222 4 12 -+ roz* — 3123 4 828
705 4 125 — 38 + 1122 — 120% - 326 — 323
adx? + axh 4 ab — x5 — a208 — ala,
39. — Additionner les polynomes suivants -
3zt ar+ b .
—b5x 4 3ax24-c+ b
— 8ax - 522 42+ b

et ordonner le résultat par rapport a x.

EXERCICES SUR LE CHAPITRE IV
40. — Additionner les polynomes suivants ;

523 — 8az? 4 56z + ¢

ax? — 353 — ¢ — 1387
9¢22 + 13023 4 bby.— 15,

et ordonner le résultat par rapport a x.
41. — Effectuer les o

‘ pérations indiquées par les paren-
théses : ! F P

(552 + 3b2%b — i) +( 463 —2 32k 4 : bx)
; :
2 |y g2 a2 g2 g2 2 42 g2
(5+5-2) +(F-%+5)+ (~5+%+%)
.. (a9—}vbg+2bc)—|—(a9—{—62—nbc
(@8 + 3oty + 32y2 4 y3) |- (23 — 322y L 3c)vy2 — %)
42. — Du polynome :
Salzy 4 3az?y — y? + a3 —zy?,
retrancher le polynome :

lal —‘—ga?xg/ + Ayz\—* 2xy? -+ 3az2y.
43. — Effectuer les soustractions suivantes :
(a2 + 3be + 52) — (a2 — 38¢ ~+- &2
(M2 pmi - pm 4 p) (3 o o )
44, — Effectuer les opérations indiquées :
Gtytad ety —o)+t@tz—y)+ gtz

(atb+c—dy+(a—btctd)—(at-btc —(a—b—c¢
(7% — 4a2b2 - 2435 — 8ab3) )—- ((Sbj——taf*j—i) 1 1523 -fna%_?—)d)

.

45. — Etant donnés les polynomes :

P =52t — 323y — aw2y? | 8
, 33, - 72y - Ly
P = 1824 + 1523y — 8x2y2 -+ 132y3 — 28y4

Pr=—axb + gady 4+ 3122y 4 2yd | f5y k.
Calculer : ‘ -
ro P P/ pr '
2° P+ P —pr
3° - P—Pp —p"
46. — Faire

disparaitre les parenthéses et réduire les
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(ormes semblables dans les expressions suivantes :

(b — —(a-—b)—[b+a——(c——a+5)]
aTw(—Fyfi?rZ)—[w_——(y—Z)—l—z—(w—'o')l\/_é]
(g2 + 3y — ¥3) — (WF — 1) a0 — [ 42y — 38k

47. — Mettre en parenthéses précédées du signe — les

. dérniers termes des expressions :

hat 4 2zy — 22— y>
2 — 16a% — Bab — b2

2+ 8ab — b2 — 16a2.

48, — LEffectuer:

<} 1(..'h5.-<". r——

" CHAPITRE V

MULTIPLICATION
DES MONOMES ET DES POLYNOMES

Rappelons, bien que notre remarque préliminaire
sur les opérations algébriques l'ait indiqué, que le
produit de plusieurs expressions est une nouvelle
expression algébrique dont la valeur numérique est
égale au produit des valeurs numériques de ces
diverses expressions pour certaines valeurs parti-

" culieres données aux lettres, quelles que soient

d’ailleurs ces valeurs particuliéres.

I est aisé par suite de comprendre que les régles
d’opérations se déduisent des régles précédemment
données sur les nombres positifs et négatifs et sur .
les fractions algébriques.

Nous distinguerons plusieurs cas dans la multi-
plication. '

67. —. Multiplication des mondmes. .

Régle. — Le produit de deux ou de plusieurs mondémes
est un monéme admettant comme coefficient le produit
des coefficients et comme partie littérale le produit des
parties littérales.
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Soit, par exemple, a multiplier les deux mo-
aomes :
3

5
22 2 a2
L 6ab

) . A8 5 M ’
le produit de—Z—par—f—B3 est —5; le produit cherché

est:
————g-;ﬁyabz.
De méme, le produit des mondmes :
2 3
—3 ab3, -_ Z a“)‘b
est :
L apsae.
2

Ce mondéme peut d’ailleurs s’écrire plus simple-
ment en groupant les facteurs égaux :

I
~ a’bt.
2

On sait en effet que, dans un produit de plusieurs

facteurs, on peut intervertir 'ordre des facteurs, et
‘remplacer plusieurs d’entre eux par leur produit
_effectué : .

2 3
— 5 b — = a?b
3 q > 4
aurait pu s'exprimer :

-__3;><a><b3><<~—%>><a9><b.
D

Le groupement des facteurs numériques et des

mémes lettres conduit au résultat ci-dessus et jus=
tifie la regle. ‘
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On remarque qu’une lettre, telle que a, admet
pour exposant la somme des exposants qu’'elle
admet dans les deux facteurs (et cela résulte de la
régle donnant le produit de deux puissances sem-
blables d'un méme nombre !). On en déduit la régle-
pratique suivante.

68. — Régle pratique.

Pour iformer le produit de deux ou plusieurs monémes
on écrit d’abord le. produit des coefficients (pris avec leurs
signes). On écrit ensuite toutes les lettres distinctes qui
figurent dans ces monémes en affectant chacune d’elles
d’'un exposant égal 4 la somme des exposants qu’elle a dans
les divers facteurs. : '

/
Soit, par exemple, a effectuer le produit des
mondmes suivants :

-

9 5 .
e gl T . 2 139
\/Za & \/2aJ‘I/’ 3abx.
- Le produit des coefficients :
3 =2 5
V2 T3
est : :
3><2><E__5
2>3 T 7

L’exposant de la lettre @ doit étre 3 + 1 4 1 =5;
I'exposant de & : 2 4-3=>5; I'exposant de ¢ : 1;

1. Nous reprendrons au chapitre vix les calculs sur les puis-
sances et les radicaux; mais nous avons déja justifié cette régle
en considérant une puissance d’un nombre comme un produit de

plusieurs facteurs égaux & ce nombre :

al>alz==axaxa>a>Xa=ab,
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'exposant de 2 2 4 o =14; lexposant de y : 3. Le

produit est done :

5adbicaty®.
69. — Multiplication d’un polynome par un monodme.
Regle. — Pour multiplier un polynome par un mondme,

i1 suffit de multiplier chaque terme du polynome par le
mondme et d’ajouter entre eux les résultats obtenus.

Exemple. — Soit & multiplier le polynome :
342 — abd 4z 45y ' '
par le monome :
_ — abzx?.
“On obtient :

— 3a%hx?+ nabtz?— abz® — habxy.

Remarque. — 11 convient d’apporter son attention
au signe_de chacun des produits partiels. On peut
utiliser cette remarqueé commode : chaque produit
'partiel est positif ou négatif, selon que le monodme

dont il procede est de méme signe que le multipli-

cateur, ou de signe contraire.

La justiﬁcation de la regle de multiplication que
nous venons de donner est dans la propriété distri-
butive de la multiplication par rapport 4 D'addition
et ala soustraction, (voir chapitre 11, page 16).

70. — Multiplication J'un mondme par un polynome.

Ce cas peut stre ramené au précédent. On peut

supposer les deux expressions offectuses, il s'agit

alors d’un produit de deux facteurs dont on peut

intervertir l'ordre sans modifier le résultat.
Soit par exemple effectuer le produit du mo-

o P

MUL B }
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néme — 4 a’x par le polynome :

Babz® -~ 2a2z? — 34
, s K ZXE — 2
on écrira : : 30%

—;)— /gzsx >< (babx® + 24*x* — 3b%)
—(habx? a? : .
(babx® 4 2a® 2* — 30%2) >< (— /d’x).

En appliq ¢
. juant la régle énoncée
obtient le pl‘Oduit demandé - PIUS haut, on

—_— 4 « )
20a*bxt — 8a’z® 4 124300,

’7I. — Multipiicatiqn,de deux polynomes

Régle. — i
1 e;;s,r e. Pou‘r -obtemr le produit de deux polynomes
il suffit de multiplier 1'un d'eux successivement par tous’

L’ L M \ . . . LY
) opelatlc,)n se ramene ainsi a une série de multl-
plications d un polynome par un mondéme
Exemple. — Soit a multiplier le polynome :

atb — ab —+ 3b%
par le polynome :
a® — 2ab + 30°.

On multiplie d’ .
co qUi'donrll}; 1:e abord le ?ren11er polynome par a2,

| a*h — a%b - 342,
~ On le multiplie ensuite par — 2ab, ce qui donne :
— 2a%0? 4 24%0% — Bal®.
Enfin, oun le mu‘ltiplie par 36%, ce qui donne :
302 — 3ab® + gbt.

Borrt. et Roven., — Algébre, Ecoles normales. 6
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Il ne reste plus qu’a ajouter ces trois produits par-
tiels; on obtient :
ath — b = 3% — 2430 202 — Bab®
’ -+ 3a%® — 3ab® 4+ gb*
ou, en réduisant les termes semblables :
1

a*h — a*b —+ 5a*b® — gab® + 3a2b® + gb*.

8 isposition pra-
72, — Cas des polynomes ordonnés. Dispositi P
tique.

Lorsqhe les deux polynomes peuvent étre aisé-

ment ordonnés par rapport aux puissances d’une
‘méme lettre et dans le méme sens, on adopt'e pour
la multiplication de ces polynomes or_dcc)lr.mesrL;Ei
disposition particulviére‘que nous allons indique

un exemple. o ]
‘ Exemp%e 1. — Soit a multiplier les deux .ley

nomes :
328 — 222+ 6+ 1

227 459 — 1.
On disposera l'opération comme suit :

323 — o224+ Gr 1
2224 bx —7
Ba® — Lt 122 4 242
1hat — 102° + 3022+ Dx
— o212’ 142 — for —
645 - 11t — 192% 4 462% — 392 —7

On écrit les deux polynomes l'un au-dessous de
I’autre, on tire un tr‘ait a.u—.dessous ducilue%3 sont
écrits les produits partiels, ici au norr}br.e ed , que
I'on obtient en mult'i-plian't l.e multiplican e pgr
chacun des termes du multlphcateur. On a soin de

* A
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disposer ces produits partiels de telle Tacon que les
termes semblables soient sur une méme colonne
verticale. On obtient ainsi commodément la somme
(qul estinscrite au-dessous du second trait.

Exemple 2. — Multiplier * + 2 20 4 g par
2" —a*— 1. L’opération se dispose ainsi :

42t ar 4

z8 — 2 1
m{f» I
— 1.0_ — b 2”;* 22 v
— at — 2% e

On'aeu soin de laisser des blancs correspondants
aux degrés pour 'lesquels il n’y avait pas de termes.
Cette disposition. de la multiplication des poly-

- nomes, qui présente quelque analogie avec la dispo-

sition arithmétique, est surtout avantageuse dans le

_cas on les polynomes que l'on peut facilement

ordonner renferment une seule letire, x par exemple.
Mais on peut aussi l’employer dans le cas on pla-
sieurs lettres interviennent et méme dans le cas o
les coefficients de 1a lettre ordonnatrice sont eux-
mémes des polynomes. Nous indiquerons quelques-
unes de ces multiplications en exercices., '

73. — Produits remarquables.

- L’égalité qui exprime le résultat des opérations
effectuces s'appelle une identise : les deux mem-
bres deviennent identiques lorsqu’on les simplifie.
Ainsi, Pégalité ‘

x(r — =022 (x4 1)
est une identité,
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Nous désignons sous le titre de produits remar-
quables des identités qu'il est trés important de
retenir afin de simpliﬁer les.caleuls et qui nous sont
données par les regles de la multiplication algé-
brique. ﬂ
~ 1° Carré de la somme de deux nombres. Carré de leur
différence.

(a —+ ME=a?+ 2ab -+ b2,

On peut aisément vérifier cette identité: (@ 4 b)°
estégala(a + b) >< (a + b). Effectuons comme suit :
a-+b .
a-+b
@ - ab

4 ab -+ b
u® +2ab—+ b

Ce résultat peut s'énoncer :
Le carré de la so

somme des carrés de chacun de ces nombres, augmentée

de leur double produit.
On veérifierait de la méme fagon l'identité :

(4 ) 2ab -

qui peut Sécrire aussi bien : @’ b — 2ab et se

traduire :
Le carré d
somme des carrés de chacun de ces nom

leur double produit.
29 Carré dun polynome. — So

(a-b-+c)?

e la différence de deux nombres est égal ala
bres diminuée de

it a effectuer :

.

cest le

mmeé de, deux nombres est égal a la

produit de deux polynomes égaux a
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(@ + b+ ¢) soit :
(a~-b-4c)><(a—4b-4c
cn appliquant la regle, on obtient pour résultat :

(a4 b~+c)=a®+ 6%+ c*+ 2ab -+ 2ac + 20c.

On obtiendrait de méme :

(a+b—c)P=a?+ b*+c* +2ab — 2ac — 20c

et encore :

(a—b—c)==a?+ 1% 4-c* —2ab—2ac—+ 2bc.

La’re’gle.de formation de ces carrés peut s’énoncer
en généralisant. |
. Le car}‘e d'un polynome s'obtient en prenant la somme
d:s carrés de chajlcun des termes et des doubles produits
Siblces(ter;‘nes pris deux a deux de toutes les fagons pos-

es (en tenant compte dans ces produi i

odui

actonre, P ts des signes des

Ainsi le carré du polynome :

Y, s zT—Yy—+z—t
s ecrira : )

~

(2 —y 42— =a+y? 422+ * — 22y + 225
— 22t — 2Y32 - 2yl —
de méme : g e

(2a —3b — 1)2=4a’+ gb*+ 1 — 12ab — ha -+ 6b.

On obtient facilement tous les doubles produits
en prenant successivement : les doubles produits
du premier terme par le second, du premier par
le 3¢, etc., puis du 2° terme par le 3%, du 2° par le
4°, etc. ’ ’ P

3° Cube de la somme de deux nombres. Cube de leur
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différence. — En appliquant la régle de multipli-
cation des polynomes, on établit les identités sui-

vantes : . . :
(a 4+ 0)* = a® 4+ 3a% + 3ab®+ 0°

qui peut s’écrire aussi :

a® -4 0% 4 3a?b + 3ab?

et se traduire en langage ordinaire.
Le cube de la somme de deux nombres.est égal a la somme

des cubes de chacun de ces nombres augmentée du triple,

produit du carré du premier par le second, augmentée
encore du triple produit du premier par le carré du second.
On vérifierait d’'une fagon analogue I'identité :

(n— b —=a’ — 0° — 3a%b —+ 3ab?.

On peut aussi traduire ce résultat en langage
ordinaire. Mais on peut remarquer que l’énoncé
relatif au cube de la somme convient encore, & con-
dition de considérer a — b comme égal a a 4 (— b)
et d a.pphquel dans les opérations indiquées la 1egle

des signes.
Remarquons que les termes négatifs sont ceux
ol — b intervient avec un exposant impair.

4° Autre identité trés importante :

(a + b)) (a —b) =a*— b2,

Le produit de la somme de deux nombres par leur diffé-
rence est égal a la différence des carrés de ces nombres.

Ainsi ¢
(22y ~ 3a) (22y — 3a) = fx*y® — ga?
de méme :

(a=+b—4c) (a+b—c)=(a—+ b —¢c

hog
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.

- parce que dans ces deux polynomes on peut consi-

d.érer la somme a - b comme effectuée. Cette iden-
tité est trés importante, non seulement parce qu’elle

- permet d’obtenir rapidement certains produits,

mails surtout a cause de sa réciproque :
La différence des carrés de deux nombres est égale au

© produit de la somme de ces nombres par leur différence.

aQ—QbQ':(a+b) (a—1b).

C’est la méme identité que la précédente; mais
écrite dans l'ordre inverse. Elle permet tres fré-
quemment d’écrire un polynome sous la forme d’un
produit de facteurs. Nous aurons dans tout le cours
de cet ouvrage a utiliser cette propriété.

Ainsi : : P

2ab - a® -+ b — 2
s’écrira successivement :

(2ab - a® 4 %) — ¢2
(a+b)2_c2
(a-+b~+c)(a+b—c).

(Voir, en géométrie, le calcul des hauteurs d’un
triangle en fonction de 3 cotés.) -

EXERCICES SUR LE CHAPITRE V

Multiplication des mondmes et des polynomes.

49. — Faire le produit des mondémes :
12a2bc et 13abe

hzy et %xg/
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, 3
1622y8 et Sz
b
Labe et i—a?bx.
50. — Faire le produit des six monémes :

n

.za%b;  aabx; bax i.;vg/', oy?; 3axy.

3 6
51. — Faire le produit des cinqg mondmes :
3ax; — 2ax?; — 3alxh, %ay; —y2

© 52. — Faive le produit des cinq mondmes :

R —3a%; —2xy; 12223; — ayl

53. — Maultiplier le polynome :
dax — 2y? 4 [ilay + by3,
par le mondme — 5 axy. ‘
54. — Multiplier le polynome :
i — 322 4 12ax + 5 — 3zt
parle mondéme 2 ax. -
55. — Multiplier les polynomes :
3z2 — by —a
‘ o 3ax— 4.
56. — Multiplier les polynomes :

32 — baxw — 4
2w — 3a.

57. — Multiplier : .
a? 4+ ab -} 62 par a—b.
58. — Multiplier :

a3 4 a?b 4 ab 4 63 par a—0b,
59. — Multiplier: '

at ++ adb 4 262 + b3 + b+ par a—b.

60. — Généraliser les questions précédentes.
64. — Multiplier :

!

et — ato 4 w20 — b3 b pae a4 b.

-

EXERCICES SUR LE CHAPITRE V

62. — Généraliser la question précédente.

63. — Calculer les carrés de chacune des expressions sui-
‘vantes : 7

Q+btetd
a—b—c—d
2w+ 3y — ax.

64. — Calculer les cubes des expressions suivantes :
2a — éb .
vt
z -1
a+b4c
a—b+4¢
a—b—c,
65. — Multiplier :
234222 —w—1 par a?—ag—4
- 66. — Multiplier :
, a2y par 22— 3z -5,
67. — Multiplier : ‘
a 2 — a2z -+ 5 par 22 — 27 4 5.
68. — Effectuer les produits :
o (be*2® £ y2) (200 4 y) (200 — )
: (2664y2 — 1) (5d2y — 1)
(2ab 4 3z — 2) (3ab + 3z - 2),

69. — Effectuerle produit :
ety td ety m—y ) (g —a).
70. — Vérifier I'identité :

(a2 4 62) (a2 4 y2) = (a2 + by)2 + (ay — b2,

7. — Vérifier l'identité :

(6% 402+ ¢ (22 4 42 4 52) = (az |- by - e2)? - (bo — cy)?

+ (ex — az)2 + (ay — ba)2.
'72. — Effectuer les opérations suivantes :
(@492 (v — )2
(4 y)2 — (% — )2
(¢ b g+ (o P
(@4 y)¥ — (z — y)3.
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73. — Décomposer en produits de facteurs les expressions
sglvantes : L5 — B2
fhac® — gb2y?
z2— 1
ha? — 1.
1batat — 1
3622 — 4y?

¢ — (a2 -+ 6% 4 2ab)
2 + 2ab—a— 62
a2+2ab——c‘1—}—b2
4a2b2 — (a2 4 b2 — c2).
74. — Compléter les expressions suivantes de telle sorte
qu’elles expriment le développement du carré d’un binome :

x% — aax .
a?z? + a@ \
x2 — 2z

m‘l‘—-}—- 2

Exemple : . o .
22 — 2ax estle commencement du carre développé :

(.— a)? = a2 — 2% -+ @2

auquel manquerait le carré du second terme.

CHAPITRE VI

DIVISION
DES MONOMES ET DES POLYNOMES.
FRACTIONS
74. — Division d’'un mondme par un moh_ﬁme.

On dit qu'un mondme est divisible par un autre,
lorsqu’il existe un troisieme mondme qui mulplié par
le second reproduit le premier. La régle de la divi-
sion est donc ici une conséquence immédiate de la
régie de la multiplication.

Régle. — Le quotient de deux monémes a pour coeffi-
cient le quotient des coefficients et renferme chaque
lettre du dividende avec un exposant égal a la différence
de ses exposants dans le dividende et le diviseur.

. Exemple. — Soit a diviser :

35a3b%zy par nabz;
le quotient donné par application de la régle est :
' ' batby.
On sait en effet que :

5a%by >< gabx = 35a3b%zy.
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75. — Remarque. Exposant zéro. .
Nous exposerons «plus loin les .opffra’mo‘ns rela-
tives aux pulssances. Nous avons indiqué a .propos
altiplicati ) eg 1vante :
de la multiplication des monomes laregle su
Le produit de deux puissances d'un meme nombre
s'exprime par ce nombre avec pour exposant la somme
des exposants des deux facteurs.

at >< a?: al.
On en déduit la regle de division :
Le quotient de deux puissances d'un meme nor_nbre_
o
s'exprime par ce nombre avec pour exposant I'excés de
I'exposant du dividende sur celui du diviseur.
a’ ad=at. .
Clest une conséquence directe de la regle de

multiplication. ,
Dans le cas ou les deux exposants sont égaux, la

) ’ 1 ! z6ro :
régle donne au quotient I’exposant z€

at * at = a’.

Or le quotient de ‘ ax est 1. 1
u
puissance zéro d’un nombre quelconque est l'unite. D’o

cette remarque appliquée plus haut dans la division
des monoémes :
On peut supprime
de 'exposant zéro. En d’autres
le facteur x° par 1. .
Soit a effectuer la division suivante :

r dans un produit toute lettre affectée
termes, on peut remplacer

28alxy Ppar — nb*x

le quotient est :
— hfay.

deux nombres égaux est 1. La-
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Il est inutile d’écrire les lettres 4 et & au résultat
puisque leur exposant serait zéro. -

76. — Di'visions impossibles. Fractions.

Nous avons énoncé la regle de la division en
supposant que le dividende était divisible par le
diviseur : clle est alors une conséquence de larégle
¢ de la multiplication. Pour qu'il y ait divisibilité, il

faut et il suffit que la regle soit applicable, c’est-a-
dire que le diviseur ne renferme aucune lettre ne
figurant pas dans le dividende et ne renferme les
lettres y figurant qu’avec un exposant au plus égal

a celut gu'elles ont dans le dividende.

Lorsque le dividende n’est pas divisible par le
diviseur, on se borne a indiquer la division; on a
une fraction rationnelle ou plus simplement une
fraction. ' :

- Nous ‘énoncerons plus loin quelques propriétés
des fractions rationnelles. '

777. — Division d'un polynome par un mondme.

Régle. — Pour diviser un polynome par un mondme, il
suffit de diviser successivement tous les termes du poly-
nome par le mondme et d’ajouter entre eux les résultats
obtenus.

Exemple. — Diviser le polynome :
a2zt 4+ Habx® 4+ ax
par le mondme 15 ax. On obtient :

1 1 1
caxd 4 502t 4 —.
o) 37 15

C’est une conséquence immédiate de la regle de
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la. multiplication. En multipliant en effet :

1
“ 5

. . . T terme
par 15 az, ce qui revient a multiplier chaque

5 1, 0, L
ax —4—§lm +15

du polynome par 15 ax et a additionner les pro-—

duits partiels, on aurait précisément le dividende :

3alst -+ Habx® 4 ax.

78; — Condition de divisibilité.

Pour qu'un polynome (dans lequel on a réduit
les termes semblables) soit divisible par un mo-
nome, il faut et il suffit que chacun de ses termes
le soit. o ’ . n

Lorsque la division n'est pas possib e, on s
borne a l'indiquer en employant la notation des
fractions.

Ainsi la division du polynome :

abxy? — bPaty + a’yz
AL 2 [
par le mondme ac¥z, S éerira i

2 3
atbry® b’y | @'yz
ac®xs acirs = ac'zz

‘

ou en simpliﬁant ces fractions comme on le fait
pour les fractions arithmétiques :

. .
aby?  bry | @Y
c?z aclz ¢tz

79. — Mise d’'un mondme en facteur commuti,

M ) ’ .’0 -
Gi nous écrivons dans V'exemple donné au n° 77

(page 93) que le dividende est égal au Produit du
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quotient par le diviseur, on a ’expression :

a2zt -+ Habxd 4+ ax = (%aﬁ —+ %bq;‘l —|———II—5> > 1hax,

On dit que le deuxiéme membre représente le
polynome 3a’s* 4 5 abx® + ax dans lequel on a
mis le mondme 15 ax en facteur commun.

On nous déduit aisément de cet exemple la
regle pour mettre dans un polynome donné un
mondéme en facteur commun :

Réglo. — Pour mettre dans un polynome un mondme
en’ facteur commun, on indique la multiplication de ce
monoéme par le polynome dont les termes s'obtiennent en
divisant chacun des termes du polynome proposé par le
monéme mis en facteur commun. '

Ainsi, soit a mettre dans le polynome :
- 3a%bx? 4 2ab'z* — aba® — babx®y
le mon6me — abx® en facteyuf commun ; on obtient:
*. ' — dba? (3a® — 28° ++ z + by).

Cela revient a indiquer a l'aide des parenthéses -
une multiplication dont le produit -serait lé poly-
nome proposé. ‘ o ‘

On dit quelquefois que le monéme — abz? a été
mis en évidence. o

Remarque. — D’une maniére plus générale, étant
donné un polynome :

A+B—C4+D

on peut écrire 'identité :

A+B—C+D:nt<é+§_g_+]3>
‘I)l m m m/
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m étant un mondme quelconque que I'on met en
facteur commun. Dans le cas ou certains termes
du polynome proposé ne seraient pas divisibles par
le mondme mis en facteur commun, on indique le
ciuotient partiel par la notation en fractions algé-
brignes.

Soit, par exemple, a mettre le monome —=

facteur commun dans 1’expression :

o a __:;aR/z
7 aR?2 4 R ——
on obtient :

R (127 R? + 3a® — 8R2/).

Autre exemple., — Soit a metire « en facteur com-
mun dans le trinome

ax? 4 bx - ¢,

a <.z‘2 —+ éz +£>-
a a

80. — Division d’'un polynome par un polynome.

on obtient :

Nous nous bornerons a donner quelques exem-
ples de divisions d’'un polynome par un polynome,
et la regle a suivre; sans vouloir la justifier. Nous
ne l'appliquerons qu’a des polynomes ordonnés.

Définition. — Diviser un polynome par un autre poly-
nome, c'est en chercher un troisieme qui, multiplié par
le second, reproduise le premier

Soit a diviser le polynome

6x® 4 1120% — 1929 4 4622 — 3nx — 7
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par le polynome :

2.2 4 b — 1.
On dispose I'opération comme suit :

GaS+ 1128 — 192+ 4627 — 390 — 75 | 22®++ 5r—1q N
— 6P — 15t 21x® 3a® — 224 6+ 1
— Gt 2u8 4462
-+ b 1028 — 1422
‘ 12284~ 322%— 30
C— 1223 —30x 4 hox

‘z-c'z—)—— Sz—n
—ox? 5.1,'+z

Le quotient est le polynome :
\ 33 — 222 4 6 1.

On pourrait vérifier que le produit de ce
polynome par (2 2* 45 z—7) donne bien le poly-
nome dividende,

Reégle. — Pour diviser un polynome par un autre
polynome ordonnés tous deux de la méme facon
par rapport a la méme lettre :

° On divise le premler terme a gauche du divi-
dende par le premier terme a gauche du diviseur,
le quotient partiel est le premier terme a gauche
du quotlent cherché. :

2° On multiplie le diviseur tout entier par ce
premier terme du quotient, et ’on retranche le pro-
duit du dividende. (Dans la pratique, on rameéne
cette soustraction a une addition en changeant a
mesure les signes de ces produits partiels et en les
disposant sous les termes semblables du dividende).

3° On divise le premier terme & gauche de ce

Borew et Rover, — Algébre, Ecole_s normales, 7
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reste par le premier terme a gauc he du diviseur, le
résultat est le second terme & gauche du quotient
cherche.

4° On multiplie le diviseur tout entier par ce
deuxieme terme du quotient et on retranche le pro-
duit du reste précédent. :

5° On opére sur le deuxiéme reste comme on l'a
fait sur le premier et ainsi de suite jusqu’a ce qu’on
trouve zero pour reste.

Autre exemple. — (2° — @*) divisé par x —a
28 —a’ I 2-—a
— 2 daxt rh-a. r“—&—a 21 4-adr -+ a*
At
— vt q2rs
—_ a va 3+ a
a3x~
2 gty
 atr

— T

(9]

Le quotient est x* + ax® 4 a*x* 4 otz 4 at.
Il a fallu ménager la place des termes de degr
régulierement décroissant de 2% a — o,

81. — Divisions impossibles.

Il peut arriver qu’il n’existe pas de polynome
qui, multiplié par le diviseur, reproduise le divi-
dende. Dans ce cas, la division est impossible. On
le reconnait, par exemple, a ce que le premier
terme a gauche du dividende ou de 'un des divi-
dendes partiels n’est pas divisible par le premier
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terme 2 gauche du diviseur, ou bien lorsque 1'on
obtient un reste de dégré inférieur au diviseur.

Par analogie avec la notion de division arithmé-
tique, on recherche parfois un polynome qui, mul-
tiplié par le diviseur, donne un produit contenu
dans le dividende et tel que l'excés du dividende
sur ce produit soit de degré ‘inférieur au diviseur.
On appelle par extension reste de la division cet
exces et quotient le polynome obtenu.

La marche de l'opération est la méme que pre’-
cédemment,

82. — Divisions remarquables’.

Les prodmts remarquqbles que 1nous avons men-
tionnés au chapltre preced;ent permettent d’écrire
un certain nombre de quotients sans effectuer la

division.

Ainsi : '
a——+azj—&b+ b — a + b.
a®— aab —+ b°
—ﬁ———_—a——b.

a? — 2

a1 b =a—bh

a® — b2

g —a—+ b.
Lte.

Nous nous bornerons a indiquer les particula-
rités de la division d’un polynome entier en x par

1. Gette partie du chapitre vi peut étre laissée de coté a 1'école
primaire supérieure et méme & 1’école nmormale si le professear
juge que ses éléves ne sont pas suffisamment préparés 2 en tirer
profit. Nous croyons qu’elle peut aisément étre suivie et développer
I'habileté de calcul,
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un. diviseur de la forme x — a ou méme plus spé-
cialement des binomes de la forme "= a” par les
biriomes @ =+ a. :

On reconnait qu'un polynome entier e .z est divi- .

sible par #—a a ce que ce polynome devient nul
quand on y remplace x par a. '

Si le polynome ne devient pas nul, c’est qu’il
n’est pas divisible par a ou, si I'on veut, que la dipi-
sion se fait avec reste, et le reste de la division est
précisément la valeur que prend le polygone pour = .
Ce principe est une conséquence immédiate de
Iidentité de la division.

Ainsi :

5a? — 32z — 14

est divisible par 2 — 2, car l'on a :
5a? —3x — 14 = (v —2) (bxr + 7).

Les deux membres de cette identité prennent la
méme valeur pour toute valeur de z et en particu-
lier pour 2 =2. Or, pour x =12, le second membre
est nul, puisque ¢’est un produit de deux facteurs
dont le-premier devient nul; le premier membre
est donc nul aussi, ce que 'on vérifie aisément. Au
contraire le trinome : '

gt —S5r -9
n’est pas divisible par x —5, et le reste de la divi-
sion serait 159, valeur numérique du polynome
pour z=5. On a, en effet :
7x2——5x»+9:(x——5) (72 + 30) -+ 159

et les deux membres de cette identité prennent la
méme valeur pour z=0>5.
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Quotients de la somme ou de la différence des puissances
semblables de deux nombres par la somme ou la différence
de ces nombres. '

1° 27 — an est divisible par x — a, en effet, le reste
de la division par # — a s’obtient en y remplacant
Z par a, soit :

a*—a®—o

la différence des puissances semblables de deux
nombres est toujours divisible par la différence de ces

“nombres.

Comme nous l'avons déja vérifié et comme on
s’en assurerait en effectuant la division, le quotient
peut s’écrire a priori en suivant la régle ci-dessous.

Régle de formation du quotient.— Le quotient est
un polynome dont le premier terme a gauche est
le premier terme du dividende diminué d’un degré,
le second terme s’obtient en diminuant d’un degré
lalettre 2 et en introduisant la lettre @, le troisieme
terme s’obtient en diminuant encore d’un degré la
letire » et en augmentant d’an degré la lettre @ et
ainsi de suite jusqu’a ce qu’on obtienne un terme
égal au second terme du dividende diminué d’un
degré. Tous ces termes sont précédés du signe .

at— an :
T I B R St B R L
Py— -+ —+
+ a4 ar
Ainsi :
5 5 .
x5 —qa
—— —at 4+ axd 4 ae? + adx - a
2
a®— b®
e — & el
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° zn+ a* n’est pas divisible par 2 — a et le reste
de la division est 2a”.

Mais le quotient de cette division avec reste se -

forme d’apres la méme régle que dans le cas précé-
dent. Ainsila division de :

2%+ y8 par x —y
donne pour quotient :
a® = why - 2%+ 2y - Yty

et le reste est 27°.
Remarque. — La division de la somme ou de la
différence des puissances semblables de deux

‘nombres par la somme de ces nombres peut se

ramener a l'étude précédente si 'on remarque que

z - a peut s’écrire v — (— a).

Pour trouver le reste de la division du polynome
par « 4 a, il suffit donc de remplacer z par —a
dans ce polynome.

Applications

3° an 4 a" est divisible par & 4 a si n est impair
le reste de la division par 2 4 a est en effet :

(—ay+e

Sin est impair, le produit de plusieurs facteurs
(— a)>< (— a) ><... est négatil, le reste esl donc :

— a4+ a*=o

La loi de formation des termes du quotient est la

méme que dans les divisions précédentes; mais il y
a alternance des signes :

LT ot gqan a2 e
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P—l—-+] =R —Rr4r.
l{-—t—f‘
Si n est pair — la division se fait avec reste —

le quotient s’écrit de la méme facon, le reste est 2a”
4° 2 — a™ est divisible par & + a, si n est pair; le
reste de la division par z 4 a est en effet :

(—ay —a®* =—4a* —a"*=o

le quotient s’écrit comme dans le cas précédent avec
alternance des.signes :

Y L — .1/4

— 3 2 2,8
ey A Ay Ayt

Si n est impair, la division a un reste — 2a™.

Remarque. — Il y a alternance des signes quand
le diviseur est # 4 a quel que soit le dividende. On
verrait en faisant la division que les changements
de signes tiennent au signe - du deuxiéme terme
du diviseur. '

83. — Fractions rationnelles.

On donne le nom de fractions rationnelles aux frac-
tions dont les deux termes sont des polynomes (ou,

- comme cas particulier, des mono6mes).

Voici des exemples de fractions rationnelles :

3a%b a—b

) 0 a— P
56%’ ¢ —d’

R

Le calcul des fractions rationnelles est soumis aux
mémes régles que le calcul des fractions arithmétiques.
C’est une conséquence immédiate du fait que les
lettres tenant la place des nombres, les opérations -
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légitimes sur les nombres le-sont aussi sur les
lettres. Clest une conséquence aussi des regles de
calcul sur les fractions que nous avons énoncécs
dans le chapitre i1 comme application des nombres
. positifs et négatifs.

. En particulier, on peut simplifier les fractions en
divisant le numérateur et le dénominateur par un

“facteur commun. On peut aussl réduire plusieurs frac-’

tions au méme dénominateur en multipliant les deux
termes de chacune d’elles par un facteur convena-
blement choisi. i

Dans le cas ou les termes des fractions sont des
mondmes, les régles pour la formation du p. g. ¢. d.
et du p. p. ¢. m. sont les mémes qu’en arithmétique
pour les produits de facteurs premiers; il est done
trés aisé de réduire les fractions & leur plus simple
expression, et aussi de réduire plusieurs {ractions au
plus petit dénominateur commun.

Il y a lieu de remarquer que 'on regardera une
fraction comme plus simple qu’une autre lorsque
ses termes seront de degrés respectivement moins

élevés; cela ne veut pas dire qu’ils sont plus petits, -

car leur grandeur relative dépend évidemment des
valeurs données aux lettres qui y figurent; un sens
analogue doit &tre donné aux mots plus petit dénomi-
nateur commun.
Par exemple, soit la [raction :

3abe

Babe?’
on la simplifiera en divisant les deux termes par
3 abe, ce qui donne : :
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Silon suppose que l'on ait :

¢ =20,

a=—10, b=—o,o001,
on a:
3a%bc =6
6abc? = 24,

de telle sorte ‘que la fraction proposée se réduit

6 . 10 ‘
a— et la fraction simplifiée a — i .
Y/ P io On doit cependant,

au point de vue algébrique, considérer la seconde

fraction comme plus simple que la premiere.
Lorsque les termes des fractions sont des poly-

nomes, nous ne pouvons donner ici les regles géné-

‘rales pour trouver leur p. g. c. d. et leur p. p. c. m.;

on doit donc se borner a simplifier les fractions par
la suppression dun factear commun aux deux
termes lorsqu’on apercoit un tel facteur et, pour la
réduction au méme dénominateur de plusieurs frac-
tions, se contenter de multiplier les deux termes de
chacune d’elles par le produit des dénominateurs
des-autres, a moins que la pratique du calcul ne
suggere quelque simplification:

84. — Remarque sur quelques formes particuliéres
de fractions.

Il peut arriver que, pour certaines valeurs données
aux lettres, des fractions prennent des formes diffi-
ciles a interpréter & premiere vue
~ Ainsi la fraction :

pour z =23 devient :
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expression que l'on désigne parfois sous le nom de
symbole d’impossibilité.
La fraction

devient pour z =2

Q

O

expression que l'on désigne parfois sous le nom de
symbole d’indétermination. ' v
On peut dans certains cas, par le raisonnement

direct, voir ce que signifient ces lormes ou symboles;

dans d’autres cas, cela n’est pas possible par des
moyens élémentaires.
Ainsi reprenons, par exemple, la fraction :

5x

x—3

Si la valeur donnée & o n’est pas égale a 3, mais
légerement supérieure, la valeur numérique du
quotient sera un nombre trés grand. Supposons
qu'on diminue encore cette valeur de x tout en la

laissant supérieure a 3 : puassons par exemple de :

2 ==3,0001 & &==3,000 0000001

le quotient exprimé par la fraction deviendraencore -

beaucoup plus grand. On démontre qu’en conti-
nuant ainsi le quotient peut devenir plus grand qu'un
nombre quelconque donné. On dit que ce quotient
dépasse toute limite, ou qu’il tend vers l'infini quand x
tend vers 3. On traduit donc ce fait ainsi : la {rac-
tion tend vers I'infini (que lon éerit o) quand z

B —

P
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tend vers 3, c’est-a-dire quand son dénominateur
tend vers zéro. ' _

Le méme raisonnement peut &tre répété dans tous
les cas ou le dénominateur d'une fraction devient
égal a zéro, tandis que le numérateur conserve une
valeur différente de zéro; on exprime ce fait en
écrivant 1'égalité : '

m

o

dans laquelle m désigne un nombre quelconque
différent de zéro.

. . m oA C T s ’
A1n513d01t étre considéré, non comme un sym-

bole d’impossibilité, mais comme le symbole de
Iinfini. Lorsqu’on rencontre une telle expression
dans la solution d’un probleme, il faut Vinterpréter,
c’est-a-dire chercher quelle peut étre la signification
dg—: ce résultat par rapport au probleme posé. 1] peut
se faire que cette signification soit que le probleme
est impossible, ce qui explique la locution symbole
d'impossibilité,

) . 0 . )
L’expression 5 me signifie rien-en elle-méme. Cela

tient parfois a un facteur commun aux deux termes,
qui s’annule pour une valeur particuliére. Ainsi, la
fraction indiquée plus haut :

22— 6
: w? = he — 14
peut s’écrire : s
(2~ 2) (2 =+ 3)
IR
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ou en simplifiant :

w

8

4
+7

pour =3, on a :
’ 6

10

On dit que l'indétermination n’était qu'apparente ou
encore quon a levé l'indétermination. Dans certains
cas, nous ne pourrons pas lever I'indétermination,
‘mals on y parvient par des méthodes qui se ratta-
chent au calcul différentiel. Il est tres rare que
I'indétermination soit réelle, c’est-a-dire ne puisse
étre levée par aucune méthode.

Ilen est de méme pour d’autres formes :

(¢] [so] [S'e}
0> o, —, — —, etc.,
@D O o]

auxquelles on peut étre conduit.

Dans tous les cas, lorsque de pareilles expres-
sions se rencontreront comme résultats dans les
problemes, il faudra toujours voir ce que devient
le probleme dans ce cas particulier et trouver I'in-
terprétation par le simple bon sens et le raisonne-
‘ment direct. Nous aurons a revenir sur cette ques-
tion en discutant quelques problemes du premier

degré

EXERCICES SUR LE CHAPITRE VI

Division des mondmes et des polynomes
Fractions.

75. — Diviser le mondme : _
27a%bxy? par le monéme 3ady.
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76. — Effectuer les divisions indiquées ci-dessous :

Ba2y :gamyz

25a322y3 1 5 a2x3ys .
37tiz‘3\/§ : —27:(12
3R - Laps
3'rrP\ hoe 67r/1 .
77. — Diviser le polynome :

12a362x — 28a%bx3 4- hay,
par le mondme 4a.
78. — Effectuer les divisions indiquées ci-dessous :
(12a%cx? 4 3oadbedw — 18a2bx) ; buls
(1haSyb — qatys + Laady?) : — ady.
7
Les exercices indiqués ci-dessous et relatifs aux fractions
sont d'excellents exercices sur la division des mondmes et

sur la division d'un polynome par un mondme.
79. — Mettre en évidence les facteurs communs aux termes

- des polynomes ci-dessous :

5a2bx3 — 30a362x - 10akb3n2
122y 4 48abx — 30adx2y

2032 4 2a3y - 2adz
84mR2A — 12w Rae® 4+ 281 RS.

80, — Mettre%hn en facteur commun dans le polynorﬂe:

%nR'Z/z — a3 4 4w R2A.

81. — Mettre :7 a? en facteur commun dans I'expression :
Tal —§7YQ3 + halh,

82. — Effectuer les divisions suivantes :

7aa:6 — 19a?s5 < fradzt — 26atad + 12082
divisé par (723 — bax? 4 3alr).
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(82% — 2023 4 3922 — 14w) ¢ (322 — Do -+ 2)
(6.65 4 r10% — 1923 - 4622 — g0 — 9)
divisé par (222 4 bz — 7)

{7 — b b — 8 — 202 — 2 — 1) 1 (3 —a? —1),
83. — Ecrire sans faire I'opération les quotients des divi-
sions indiquées ci-dessous :
‘ zb— B
x—b
ad — 1
a— 1
R3 4 R%
R—R
IO'JT" — 1/3
—y S
84. — Simplifier les fractions suivantes :
hadbcr 1hadbelzy 15a%bedzyz
3622y’ 50abcx?s | 12abcky?

85. — Simplifier les -fragtions suivantes :

ald — b3, ab — b4 | ad - b5
2z — 52’ 53 a3 55
86. — Faire le produit des fractions suivantes :
a’bx ab2:x2 3abtx .
ably cxz 5a2bx2y
simplifier le résultat obtenu.
87. — Faire la somme des fractions suivantes :
ar 1;,, ab 4 a2 — b2 4 3a — 50
s by - :
88. — Effecmev les additions et soustractions suivantes :
. /
ax | by (a2 02y 3abx?
e
y x @ y
89. — Réduire au méme dunommateur les fractions sui--
vantes :
X 2 ha G2
a—--b a—0b a2 — 62 a?-- b2’

On remarquecra qu'on peut prendre a% — b* comme déno-
minateur commun,.
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90. — Effectuer les opérations suivantes :
T 1 I
b— ¢ + c—a + a—b
a
O — ¢ + c— a +
a2
b——e+¢—a+a—l)
ad © b3
b—c¢ + c—a + a—2b'
94, — Vérifier Videntité :
X X — 1 I
xz—a2—2a(;v—a)_aa/\a'+a

92. — Vemﬁer I'identité :

1 1 I
(v —a)(e—20) b—q(:Z'—b_;lrLa)'
- 93. — Vérifier lidentité :
1 . r 1
(@—a) (@—b)(z—c) " (v—a) (a—b)(a— C)+(cv—b) (6—aj{b—v)

I

+’w——c)'(c—a) (¢ —=10)"
94, — Vérifier lidentité :

X

(T—ae—b—g@w—a

(e —a)(a—8)Ta —c) (a—d) .
+(x—b)(/)——a) (b—c)(b—d)+(x-c)(c—a)(c—b)(c—d)

1

+(.r—-‘d)(ci—a)(d—b)(ai—c)ﬂ




CHAPITRE VII

PUISSANCES ET RACINES
CALCULS SUR LES RADICAUX
EXPOSANTS FRACTIONNAIRES

85. — Puissances.
Rappelons quelques définitions déja connues :
Le produit de plusicurs facteurs égaux :

3532333

s qppelle puissance du nomble 3. On l'indique par

la notation :
35

le petit chiffre 5 placé en haut est I'exposant de la -
puissance, il indique le nombre de facteurs égaux

qui entrent en produit.

2 3

a a 5

« a

sont les puissances deuxicme, troisieme, cinquieme,
n ieme du nombre a.

86. — Puiss.nces des -nombres positifs et négatifs.

~Toute puissance d’un nombre positif est néces-
sairement positive. Quant aux puissances des
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’ . . ’ - .
nornbres négatifs, puisqu’elles expriment un pro-
duit de plusieurs facteurs négatils, nous savons
que selon que ce nombre de facteurs sera pair ou
impair, le produit sera positif ou négatif. D’ot cette

'remarque tres importante :

Les puissances d’ exposant pair d'un nombre négatif sont
positives. .

Les puissances d’exposant impair d’un nombre
négatif sont négatives.

‘On dit encore que les puissances d’ordre impair
conservent le signe.

Ainsi : o
_ (- 3)2 == ot 32—
tandis que : :
’ (——,3)3:433:—27
51 n est pair :
(—- a)” — a”.
51 au contraire n est impair :
(-~ a)* = —a"

87. — Théoréme I.

Le produit de deux puissances d'une méme lettre est uné
puissance de cette lettre dont I'exposant est la somme des
exposants des facteurs.

a?>< at—al.

Il suffit de se souvenir que «® et a* sont des pro-

Cduits de plusieurs facteurs égaux, le plOdLllL total

contiendra done

a><a><a><a><a><a><a—a’
/-\/;'\ _’\{/\J

[47 a*

34 4 soit 7 facteurs égaux a a * c'est donc a'.

BoneL et Rover. — Algeébre. Ecoles normales. 8
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88. — Théoréme II.

Le quotient de deux puissances d'une méme lettre est
une puissance dont l'exposant est l'excés de l'exposant du
dividende sur celui du diviseur.

: at} J— CLL.

C’est une conséquence immédiate du théoréme
précédent.

89. — Cas particuliers : exposant zéro, — Exposants
négatifs.

Nous avons vu que lorsque les deux exposants
sont égaux l'application da théoreme donne pour
exposant zéro. Or le quotient de deux nombres
égaux est 1. Donc 1a puissance zéro d'un nombre quel-
conque est 'unité.

Si Pexposant du dividende est inférieur a celui
du diviseur l'application de la régle donnerait un
exposant négatif.

Ainsi :

aS (1,5
donnerait ¢ 2.
(LS .
Or — est une {raction que 'on peut simplifier en
« »

divisant les deux termes par «*, on obtient :
I
a2

I suffit donc de remarquer que lorsque, par

extension de la réegle de division, on a obtenu une

puissance d’exposant négatil, ce qui, pour le
moment, n’a pas de sens, le résultat est une frac-
tion dont le numérateur est 1 et le dénominateur la
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pulssance ayant méme exposant, mais positif.

E I

a—J: —_—

prl

C’est le résultat de la sunphﬁcatlon d’une fraction "
dont les deux termes étaient des puissances de a.

Q0. — Théoréme III.
Le résultat de 1'élévation d’un nombre i deux puis-
sances successives (autrement dit : la puissance d’une

puissance d’un nombre) est une puissance de ce nombre
dont I’exposant est le produit des exposants.

(a3)t = a2,
En effet, ¢’est un produit de 4 facteurs égaux a @

c'est donc le prodult de 4 prodmts de 3 facteur
égaux a a

a>laxa> axaxaxaxax a> a> a>a— q'?
TN R VO, SN

3 3

a a al a®
il contient donc 12 facteurs égaux a a c’est a®?,

(am)n —rs

Q1. — Théoréme IV.

Pour élever un produit de plusieurs facteurs a la puis-
sance n, il suffit d’élever chaque facteur 3 la puissance n
(c’est-a-dire de multiplier les exposants de chaque
facteur par n).

(a ><b><c3)’5:a10><[75 1'15

En effet, le résultat est un produit de 5 facteurs
égaux a @’ > b>< e, cest-a-dire :

(a? ><b>< ¢?) (a*><b><ceh) ..., (@ ><b>< )
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ou en intervertissant l'ordre des facteurs ‘

b (@< a > at > at > at > b>< b ... > e, .
Soit : l

(@%)? > 6 > (")’

et enfin :
@l >< b5 >< ¢18,

5N FEu

92. — Remarque.

La notion de puissance, qui résulte de la défini-
tion d’un produit de plusieurs facteurs, peut étre
étendue aux [ractions.

D’apres la regle de multiplication :

a_ a a _axa>a
TN T < 65<b

autrement dit :

Pour élever une fraction a une puissance n, il
suffit d’élever chacun de ses termes a la puis-
sance n.

* 93. —- Racines.

On appelle racine deuxieme, troisieme, quatrieme,
ou niéme d’un nombre donné A, un nombre « dont
la puissance deuxieme, troisieme, quatriéme.:. ou
nieme est égale a A.

Ainsi ¢ @ est la puissance cinquicme de A si
l'on a :

a’ — A,

Cela s’exprime ausst

H—

a=\VA
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le signe'\/— est un radical; le petit chiffre 5 est]’indice

de la racine; il marque I'exposant de. la puissance

de a égale a A. Lorsque 'indice est 2, c’est-a-dire

lorsqu’il's’agit d’'une racine carrée, on omet géné-

ralement de 1'écrire. V4 a la signification de \Z/Z
Les deux notations \

‘aﬁerta:s/K

expriment donc la méme relation entre « et A.
On a toujours, par définition :

(?/K>n =A.
94. — Remarque,

'To.us les nombres positifs admettent une racine
d’indice quelconque !, c’est la racine carrée arith-
métique. Si I'indice est pair, i y améme deux racines
algébriques ayant méme valeur absolue (la racine
arithmétique) et des signes contraires.

Ainsi 4 admet deux racines carrées algébriques :

2 el —a,

car .

‘ (—+—))2:4 et (—2)2=y.
Si l'indice est impair, il n'y a qu'une racine algé-
brique positive : :

\?/gzz

1. Gette racine est la racine arithmetigue de ce nombre. Nous

ne voulons pas soulever de difficulté au sujet de l'existence de

cette racine arithmétique. On sait que pratiquement il y a des
racines de carrés par

: ) 4 faits, les racines carrées A une unité pres,
es .1'acmes’a une approximation quelconque, d’ont la notion de
racine carrée dans tous les cas, et de méme la notion de r

: ] 1 acine
cubique ou de racine n ieme,
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le nombre — 2 nc convient pas, car (—2)’=-=—38
et non pas 8. ’

Quant aux nombres négatifs, ils ne peuvent
admettre de racine d’indice pair, car il n’existe pas
de nombre positif ou négatif qui, élevé a une puis-
sance paire, donne un nombre négatif.

V=14, V=3
sont des expressions qui n’ont aucun sens.

Ils admettent une racine si I'indice est impair, et
une seule, négative, dont la valeur absolue est la
racine arithmétique de la valeur absolue du nombre
proposé :

3,
\,’—8:—2 )

car :
. {—2)3:_-8 ,

le nombre 2 ne convient pas, car 2°=—28 et non
— 8.

En résumé, si I'indice est pair, un nombre posi-

tif admet deux racines et un nombre négatif n'en

admet aucune. .
Si I'indice est impair, tout nombre admet une
racine et une seule, du méme signe que ce nombre.

95. — Principes sur le calcul des radicaux.
Théoréme 1.

Le produit de plusieurs radicaux de méme indice est un
radical ayant l'iridice commun et sous ce radical le produit
des nombres figurant sous les radicaux des facteurs.

n

@’&X(ﬁ)x \,C::/(l_[)?‘.

= e

—
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En effet, élevons le produit :
n— V2 n,—
Va > Vb >< e

a la puissance n. Il suffit d’élever chaque facteur

.du produit a la puissance n. Or la puissance n ieme

de Va par définition @, de méme :

o) = b; (Vo) =

* la puissance n ieme du produit est ainsi :

abc
le produit est donc la racine n ieme de abe, on
peut U'écrire :
Vabe.
— Applications. —
\./'; > \/ 3 :\,/B—
\/DTX\/T;:\/;’T):GL

Remarque. — On peut écrire aussi bien d’apreés

le théoréme précédent :

t’&—b_c - 7\1//(—1 > C’?)- > 7\1/5

Pour extraire la racine n iéme d’un produit de facteurs,
il suffit de prendre la racine » iéme de chaque facteur et
de multiplier les résultats obtenus.

Cette remarque nous conduit aux opérations sui-
vantes sl importantes dans le calcul des radicaux.

96. — Faire sortir un facteur du radical. — Faire
entrer un facteur sous un radical.

Varbé = a\/be. -

1. En-réalité, il y a deux racines - 6 et — 6. On convient, sauf
indication contraire, de prendre la racine positive,
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Cela revient a considérer a"b¢ comme le produit

des deux facteurs " et (b¢) et a prendre la racine -.

n ieme de chacun d’eux.

Regle. — Pour faire sortir une quantité qui entre en

facteur sous un radical d’indice », il suffit d’extraire 1a
racine n iéme de ce facteur.

Exemples. —
3/7_ 3 B —_— 3]._)
Vah = \/8><3-—)4\/O
. \/S—r—gy —2x \.’2.1,'y
\/'),R2 —R \:/"1_
Vizat =—oa\/3
Inversement, — Pour faire entrer un facteur sous un

radical, d’'indice n, il suffit de I'élever a la puissance
n iéme et d'introduire en facteur le résultat sous le
radical : o o
104/5,20 == /725

3 57 Y=
2 VHRY = \/4032/1.

97. — Théoréme II.

Le quotient de deux radicaux de méme indice est un
radical ayant l'indice commun et sous le radical le quo-
“tient des quantités qui figuraient dans les deux radicaux.

a : y’b__.\/b

IElevons en effet la fraction :

Ny

va
Ve

2 la puissance n, il suffit d’élever ses deux termes &

la 2 1eme puissance, ce qui donne 5 la puissance
)

PUISSANCES ET RACINES 121
n itme du quotient est ainsi -, donc le quotient est
la racine n 1¢ de & Iécri
eme ez, on peut l'écrire :

Vi
:

Exemples. —

Remarque.— Pour diviser un radical d’indice n par
un facteur donné, il suffit de diviser la quantité sous
le radical par la pu1ssance n ieme de ce facteur.

A11151 :
7L/ \/
bn

cela revient en effet a mtrodune le facteur — sous

b
le radlcal
Exemple 1. — - .
x? Vay 4 yax?
‘ x
devient :
x4+ \/%-{- Ja.
Exemple 2. —
Vo (p—a)(p—20(p—¢

plp—a)
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\/@ —D)[p—e)
plp—a)

98. — Théoréme III.

s’éerit

Pour élever un radical & une puissance p, il suffit d’'élever

ila puissance p la quantité placée sous le radical.

)l! )I‘——‘\/(LP
Ce n’est qu’un. cas particulier du produit de
radicaux de méme indice. ((L/ZL)” est le produit :
”/

Va><ya ..><Va

. [ (T
de p facteurs égaux a ya.
1l s’écrit :

Ainsi :

99. — Théoréme IV.
Pour extraire la racine p iéme d'un radical, il suffit de
multiplier par p son indice.
(/,7\7;1 f— ”’\’/Zz.
Elevons en effet 'expression :
Pini
ya
successlvement aux pmssancesp et n, on obtlent a.
Or, élever un nombre a la pulssance P puis a la
pmssancc n, revient a I’élever a la puissance -
(Voir ci- dessus théovere I11).

=

—
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a est donc la puissance np ieme de {Va; cela
revient a dire que V\/a, est la racine np ieme de a;
on peut l'écrire:

np/
ce que nous avions annoncé.

100. — Remarque I. Extraction de deux racines suc=
cessives.
L’expression ci-dessus (Théoreme IV) peut
s’écrire dans 'ordre inverse :

e — .

Pour extraire une racine np iéme d'un nombre; il suffit
donc d'extraire successivement les racines n iéme et p
iéme.

‘Exemples. —

_ LY et
VA=VVA
- 2 ¥
\/729—\/\/7zg_ Yor —=3.

D’une maniére générale, par une succession de
racines carrées ou de racines cubiques, on peut
extraire une racine d’indice 2”7 >< 3™, c’est-a-dire
ne contenant que les facteurs 2 et 3

"101. — Remarque 2.

- De méme que dans I’élévation a plusieurs puis-
sances successives on peut intervertir 'ordre des
exposants, on peut aussi dans l'extraction de plu-
sieurs racines sucessives intervertir I'ordre des indices.

Ainsi :

W=t
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mn

les deux expressions signifient en effet : Va.

Vi = V65

Cela simplifie souvent les calculs.-Ic1, par exem-
ple, on apercoit immédiatement la racine carrée de
64 qui est 8, puis la racine cubique de 8 qui est 2,

102. — Théoréme V.

On ne change pas la valeur d'un radical en multipliant
Iindice de la racine et 'exposant de la quantité sous le
radical par un méme facteur.

Var ="V

En effet, sil’on éléve le premier membre succes-
sivement a la puissance 7, puis a la puissance g,
on obtient :

a??
a” est donc la puissance mg itme de /o7, cela
revient a dire que {/a? est la racine mq itme de o',
1

ce que 'on peut écrire :

'nl{] —
\/(LM .

Ce qu’il fallait démontrer,

Ainsi :
— 8/ ~—
&(ﬁ‘:_\/dm
B— 10; —
C/a—_‘- V’aE.
Gorollaire. — On peut aussi diviser indice et

exposant Par un meéme facteul‘ commun :

t

'nl{]/m — 7)\7;;[—)
19— 3—
ya—vya.

o el

A ]

e
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103. — Simplification d’'un radical.

Simplifier un radical c¢’est :
1° Ecrire l'indice et 'exposant sous la forme la

/plus simple en les divisant par leur plus grand

commun diviseur de fagcon a ce qu’ils soient pre-
miers entre eux. _ ,

2° Effectuer dans I’expression sous le radical
toutes les simplifications de calcul possibles.

3° Faire sortir du radical toutes les quantités pos-
sibles.

Exemple. — Soit a simplifier :
Va5 Ts
on a successivement :
Jab?z®,
et :
‘ bz \Jaz.

Autre exemple., —

Vr2ady? - 20y’ — 322°

on obhtient :

Vha? Bay® + by¥ — 8x%)
et enfin :

2x \/3xy? 4= by® — 8x°.

Le théoréme V et son corollaire sont trés impor-
tants pour la multiplication et la division des radi-
caux d’indices différents en permettant la réduction
au méme indice.

‘

104. — Réduction de plusieurs radicaux au méme indice.
On peut faire une théorie de cette réduction pré-
sentant dans I’expression une grande analogie avec
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la réduction des fractions au méme dénominateur.
On établirait aisément ce qui suit :

Tout multiple commun aux indices peut servir
d’indice commun dans un systeme de réduction.

Il suffit alors, pour réduire au méme indice, de
diviser ce multiple commun respectivement par
chacun des indices, puis de multiplier I'indice et
I'exposant dans chaque radlcal par le quotient cor-
respond’mt

Exemple. — Solent les radicaux :

oY ‘ 3=
V3, \/537 V2
Sil’on prend 12 pour indice commun, on obtient :

12 19— 12—
V/56? V/D,9> 2%

On établit de- méme la notion de plus petit indice
commun. _ :
Tout indice commun est un multi/)le commun aux

indices, a condition qu’on ait au préalable- simplifié -

les radicaux et veillé a ce que indice et exposant
solent premiers entre eux. Cette propriété et sa
réciproque énoncée plus haut nous montrent que
les indices communs sont les multiples communs
aux indices. Donc le p. p. indice commun est le p.
p. ¢. m. des indices, d’ou la regle.

Régle. — Pour réduire plusieurs radicaux au plus petlt
indice commun :

1° On raméne pour chaque radical l'indice et I'exposant
a étre premiers entre eux. '

2° On calcule le p. p. ¢
commun.

3° On calcule les quotients respectifs de cet indice
commun par ehacun des indices et I'on multiplie dans

m. des indices, c'est l'indice

S ——
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chaque radical l‘indide et 'exposant par le quotient cor-
respondant. '

105. — Multiplication et .division des radicaux.

On raméme ces opérations au cas des radicaux de
méme indice.

Soit a effectuer le ?roduit :
VB >< V12 >< V/ab
le p. p.i. c. est 6, opération devient :

_ VB S VTR < |2
pu1s H

: VS > 0t S 3208
et enfin :
223 >< 3T > 5B
De méme la division :
V2
||"_ )
Z&-

devient :
vVad __ \7?
et enfin : _
6 ;
Vi
Remarque. — Il ne faudrait pas pousser trop loin

Tanalogie avec les opérations sur les fractions; pour

multiplier ou diviser des fractions, il n’y a pas lieu
de les réduire au méme dénominateur.
Remarquons aussi que l'on ‘ne peut donner
aucune régle de simplification pour 'addition et la
soustraction des radicaux de méme indice. On est
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réduit a calculer séparément leurs. valeurs numé-
riques. - :

Notation par exposants fractionnaires.
La notation par radicaux est remplacée quelque-
fois par une autre notation :
v : —
' Y45 . >
s’exprimera :

wes

4

Cet exposant fractionnaire indique donc par son numé-
rateur Yexposant de la quantité sous le radical et
par son dénominateur 'indice de la racine’,

2
a3 a le méme sens que ya*
A —
a? — - Va

1 -
a3 e — i/’a.
nn _—
ar — — Vam,

Griice a cette nouvelle notation les opérations sur
les radicaux se font selon les mémes regles que les
opérations sur les puissances. Nous allons montrer
que les régles relatives aux exposants entiers
s’appliquent aussi aux exposants fractionnaires.

106, — Théoréme VI,

On peut, sans changer la valeur d'une puissance frac-

. . 5
1. On peut dire : la puissance 3 d’un nombre n’a aucun sens

pour le moment : on convient de lui en donner un, c'est une
nouvelle fagon d’éderire la méme relation que par les radicaux.
Cette convention est justifiée par le fait que les regles de calcul
restent les mémes que pour les exposants entiers.
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tlcfnnalre, multiplier les deux termes de I'exposant par un
meéme nombhre.

s my
ar=—aqanry,
En effet :
m
» p—
ar —yaqm
et : .

ny J—
ary — I'e/a’“q

Or on sait (théoreme V) que :

do Yar ="{am
ne : :

m m

ap‘:a?q—_ C. Q F. D.

107. — Théoréme VII.

Le groduit de deux puissances d'une méme lettre est
une puissance de cette lettre ayant pour exposant la somme
.des exposants.

3 2 3,2
ak>< al — giti

On sait en effet 1
. que le premier membre
traduire : peut =¢

. —
Vad ><lad.
Réduisons au méme indice, on obtient -
_ @R e TR
ou cn effectuant -
PGB TTFERT
- .
ce qul s’écrit aussi :
B> T +(2 3¢ 1)
a hse 7

ou encore :

~e

3
ar*
Ce que nous voulions établir,

Borsx et RovEr, — Algebre. Tcoles normales, 9
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108. — Théoréme VIII.

Le quotient de deux puissances d'une méme lettre est
une puissance dont I'exposant est l'excés de Pexposant du
dividende sur celui du diviseur.

3
akla

-1 S

—h ey

3_
—qat 1,

La vérification se ferait comme dans le théoreme
précédent en remontant de cette notation a la nota-
tlon par radicaux. '

On vérifierait comme pour les puissances entieres
qu'au cas ou l'application de la réegle donnc un
exposant négatif, il convient de l'interpréter d'une
lagon analogue :

2
'))g- ‘2_1 4—5
_l: 3 T2—=73"10
32
ou enfin
1
370

Cela signifie que le résultat de la simplification
de la fraction :

3
-
(¥

P

ol

<.

est la [raction :
! ou !
5 -7
V3 310

D’ailleurs toutes les regles sur les exposants
fractionnaires positifs ou négatifs sont les mémes
que pour les exposants entiers et positifs a condi-
tion de tenir compte des conventions [aites sur ces
notations,
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Ainsi :
(35 5 ot e 332 e
3°><z"r><37)5:32><zﬁ><37'
3
LI
2y ~g I3 1
(Ey) ==
1
ad
109. — Applications. Rendre rationnel le dénomina-

teur d’une fraction renfermant des radicaux.

Nous ne résoudrons que quelques cas sumples
d’un usage trés courant dans les problemes.

o . a :
1° Soit la fractlonﬁ, on peut multiplier ses
deux termes par \/b, on obtient la fraction :
aVb
b

.

a dénominateur rationnel. Ainsi :

R Ry3
R
A hya

5° Soit la fracﬁon
_* .
b y/e

Multiplions les 2 termes par 6-— /¢ on obtient :

a(b——\fé)
Br—¢
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On aurait de méme pour la fraction :

a
Vo — e
a (\J’Z —+ \/E)
b—c
b — /e et \/b - y/c sont dites expressions conjuguées
de b+ /c et Jb—/c. (Elles conduisent au produit
de la somme de deux nombres par leur différence,
1dentité remarquable.) '

Exemples. —
o (V3 1):
V3 —1 2
R R(/5+3)
VB —y3 2
X =\ :
%+£_x@—ﬁL

Les cas que nous venons d’examiner sont les
plus simples, et les plus utiles dans les problemes.
Nous n’en donnerons aucun autre.

EXERCICES SUR LE CHAPITRE VIi

Puissances et racines, calculs des radicaux.

95. — Simplificr les cxpressions suivantes :
: VizaZ:?
Vahalb, V36aZanty

N fr——————

Viza? — 863, Vhoa3ba? — jhaaly.

g

EXERCICES SUR LE GHAPITRE VIX 133
96. —‘Simpliﬁer les radicaux :
VBZTGS, it
VI, Varigey.
97. — Effectuer les radicaux :

VB30, Va5, V355K SO

98 — Calculer :

25a2x2yt 3426
! 3662 7’ a7’
i/27a5b"$3 */16ab378
125¢% “atelz ?

99. — Effectuer les additions et soustractions indiquées :

11\/3—%-\/7—5—— 12 \/%
V72 — 2 V3 + Vo.
100. — Effectuer les multiplications suivantes :
(5_+v5) V5
(V + V3] (v7 — B)
(Va2 + v3)2

(V2 — y3)2
(V2 + v3)3
(Vs — y3)?

(z +V8—ya)
(xa — V3 4 V2,

101, — (\/§+\/5) (Va — v3) (a4-8)
(Va4 VE + ve) (Va — VB 4+ v3)

102. — Effectuer les divisions indiquées :

Vab : va

Va3biz + \/a3p

Vig  c\ag

3_ _

Va $ Va2

VB T V3

3

V3 %)
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Vi oV
i Vi
Jax? | 3 [5az
5 -

103. — Effectuer les divisions :
BLts
VB — Vb
ByB — 5 V&
VB — V&
BVB 4+ 6 Vo
VB4 VB

1 2\ 2
(»’GZ— yg)

2
(a2

104, — Effectuer

(ax)2 >< (adbx)’

(25a2b3z4)

10%. — Rendre rationnels les dénominateurs des fractions
suivantes : :
’ 3 2 5

I+\/g, \/;—1, VB 41
3-V3 L4 5Y2 1ys — &
VB—1  Vitr:  6—\B
V6 — 3 Va4 V3
VE+ V3 VB—Vi
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VeFy—vVor—y
Vi g + Ve —y
106. — Sachant que l'aire d'un triangle equllateral en fonc-
tion du coté est:
o o a2\/§
S= T

Calculer la surface en fonction du rayon R du cercle

_circonscrit sachant que :

a=R V3.
107. — Méme probléme pour le carré, sachant que :
' a=TRyz.

108. — Méme probléme pour l'octogone sachant que :

= 142 (1 + V3)

et:
_ a=R 2 — V2.
109. — Méme qucqtlon pour le decagone étant données les
formules :
5 e ——
: Sv=5a2\/5—}—2 V5
cet: ’
R, -
a=; (V5 - 1).

110. — Méme question pour le dodécagone régulier sachant -
que : o

S = 3a2 (z + V3)
et :

(\/0— Va)-

. tolm
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EQUATIONS DU PREMIER DEGRE

CHAPITRE VIII

GENERALITES SUR LES EQUATIONS.
EQUATIONS DU PREMIER DEGRE
~ A UNE INCONNUE

I. — GENERALITES SUR LES EQUATIONS

110. — Equations,

On appelle équation une égalité renfermant une
ou plusieurs lettres appelées inconnues, et qui n’est
vérifice que si l'on attribue certaines valeurs parti-
culieres a ces lettres. Ces valeurs particulieres sont
les solutions de 1’équation.

Par exemple: 2x43=z+45

est unc équation a une inconnue x; cette égalité est
vérifiée pour z == 2, et n’est pas vérifiée pour z = 1.

De méme : 24 4=y —+6—3z
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est une équation a deux inconnues ou deux. variables

z ety. ‘
. Elle est vérifiée par exemple pour x=12, y—=56

- ou pour x =—4, y==6, ou pour xr=1, y=2;

Elle n’est pas vérifiée pour x=—=o0, y=o0. Elle
est donc vérifiée pour certains systémes de valeurs

-des variables et pas par tous.

L’égalité :

b¢ 1 b 1

r—1 22—3- x 2
est aussi une équation; elle est vérifiée pour x =—2;
elle n’est pas vérifiée pour x==3 comme on s’en
assure alsément.

On considere souvent des équations qui, outre
les variables ou inconnues, renferment d’autres lettres
que l'on appelle par opposition constantes ou données.
On emploie d’habitude pour les inconnues les der-

- nieres lettres de P’alphabet et pour les données les

premiéres.

Ainsi, on peut considérer une équation telle que

la suivante
x—+a— 3 =>5x — 6a—+ 3y.

Elle est vérifiée pour r=—=a, y=—a— 1, comme
on le constate sans peine en substituant ces valeurs
a x et y, c’est-a-dire en remplacant x par a et y
par a —1.% _

Ces équations sont dites équations littérales par
opposition aux équations numériques ul ne con-
tiennent en lettres que les inconnues.

111, — Equations et identités.

Une équation qui serait vérifiée pour toutes les
valeurs des variables ne serait plus une équation
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mais une identité. Ainsi, I'égalité :

(@ —4y) (r —y)=2"—y°
est une identité.

L’identité peut donc étre regardée comme un cas
particulier de 'équation. Lorsqu’on a une équation,
on doit d’abord se demander si elle cst ou n’est pas
identique.

Ou, si 'on veut, on peut dire qu’il existe deux
sortes d’égalités : 1° celles qui sont toujours véri-
fices quelles que soient les valeurs numériques
données aux lettres, ce sont les identités; 2° celles
qui ne sont vérifiées que pour certaines valeurs
particulieres ou solutions, ce sont les équations.

Une équation se compose de deux expressions
algébriques séparées par le signe =; ce sont les
‘deux membres de ’équation. L’expression écrite a
gauche est le premier membre, I'autre est le second
membre.

r12. — Equations équivalentes. _

Deux équations sont dites équivalentes lorsqu’elles
admettent les mémes solutions : ‘

Ainsi i

9r -3 =245
et :
X - 3=>5

sont deux équations équivalentes parce qu’elles ont
chacune pour solution unique 2.

Pour que deux équations soient équivalentes, 11 est
donc nécessaire :
©1° Que toute solution de la premiere équation
soit aussi solution de la seconde.
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~ 2° Que toute solution de la seconde soit aussi
solution de la premiere. ' .

Nous allons énoncer quelques principes permet-
tant de transformer une équation en une autre
¢quivalente. Ces principes sont tres importants,
ils conduisent & la résolution des équations, c’est-a-
dire a'la recherche de leurs solutions.

II. — EQUATIONS EQUIVALENTES
PRINCIPES DE TRANSFORMATION!

113. — Principe 1.

" On peut ajouter une méme quantité aux deux membres
d’'une équation, sans modifier les solutions de cette équa-
tion.

On pourrait dire autrement :

En ajoutant une méme quantité aux deux membres d’'une
équation, on obtient une équation équivalente.

Car si deux quantités sont égales, on obtient
d’autres quantités égales en leur ajoutant une troi-
sieme quantité quelconque. Or c’est bien ce qui a
lieu ici, si 'on songe aux valeurs numériques égales
que prendraient les deux membres si I'on substi-
tuait aux inconnues leurs valeurs calculées ou
solutions.

114. — Remarque. .

Le principe précédent peut aussi s’énoncer : On

. .

1. 1\'ous ne donnerons pas les démonstrations courantes de ces
principes qui sont trop subtiles pour avoir ici une utilité quel-
conque.
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'ne modifie pas les solutions d'une équation en retranchant -

une méme quantité aux deux membres.
Cela revient, en effet, a ajouter lexpression
opposée. :

115, — Applications.
1o On peut faire passer un terme d'un membre dans

l'autre a condition de changer son signe.
Exemple. — Soit ’équation :

32 4+b5y4+9=8as—9g—+tu

et soit proposé de faire passer le terme 2 du second
membre dans le premier, on aura :

3x+5y—{—7—x:8a-—9.

Cela revient en effeta ajouter — x aux deux mem-
bres; or on sait que dans le second + 2 —a2=—0
ce qui revient dans ce second membre a sup-
primer x. )

2° On peut supprimer dans les deux membres deux
termes identiques (c'est-a-dire ayant méme valeur
absolue et méme signe).

Exemple. — L’équation :

: . 22 4y = 5 == 79X~ fy — 11
s’écrira :
28 3 —n7gx— 11,

Cela revient en effet a retrancher 4y aux deux
. membres ou, ‘ce qui revient au méme, a ajouter
— 4y aux deux membres en remarquant que
+ 4y — 4y =o.

3° On peut changer tous les signes des termes d’'une
¢quation. ) ‘
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Exemple. — L’équation :
3 ' 2
—14——' 12$+5_—4.Z'—§‘

deviendra :
——Ii[}—{— 12.1‘——5:—4.1‘-—{—%-

" - Cela revient, en effet, a faire passer tous les termes
du premier membre. dans le second et tous les
termes du second membre dans le premier, puis a
écrire 1'égalité résultante dans l'ordre inverse, ce
qul est légitime, car I'égalité A—=DB implique I'éga-
lit¢ B=A. ,

4° On peut faire passer tous les termes renfermant les
inconnues dans le premier membre et, dans le second
membre, tous les termes connus. : ‘

[,axr,'-——za_—_:2.—3:-—!—2—Z

3
donnera I’équation équivalente : -

i — 3; :%—1— 2a
ou en réduisant :
0.9
3774

50 On peut faire passer tous les termes d'une équation
dans le premier membre, le second devenant par suite
égal a zéro. _

Ainsi toute équation peut prendre la forme :

‘ A—o
en désignant par A une certaine expression algé-
brique plus ou moins compliquée. Nous ne considé-
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rerons que les équations telles que A se réduise a
un polynome. On appelle alors degré de l'équation le
degré de ce polynome par rapport aux inconnues.

Toute équation du premier degré a une inconnue .z
" pourra donc é&tre mise sous la forme : '

ax 4+ b=—o

L4

a étant le coefficient de x, et b ’expression indépen-
dante de z. ' ,

Toute équation du second degré a une inconnue z
pourra s’écrire sous la forme :

) axt— bx 4+ c—o,

azx + b=o0; az®+ bx + c==o0 sont appelées formes
geénérales des équations du premier degré ou du
second degré a une inconnue.

116. — Principe II. ,

On peut, sans modifier les solutions, multiplier les deux
membres d'une équation par une méme quantité, a3 con-
dition que cette quantité ne soit pas susceptible de
devenir nulle pour certaines valeurs des inconnues.

Exemple. — La multiplication par & des deux
membres de ’équation :
| i%x+@_2r+b
b 37 7

donne I’équation équivalente :
2
3:(:—}——5%: 2bx - b2,

On sait, en effet, que si deux quantités sont égales,
on obtient encore d’autres quantités égales en les
multipliant par un méme nombre.
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M ’ ’ 1. : :
[.’6quation précédente s'écrira donc encore

9 - 5p2 — Gbhr -+ 302,

117, — Application.
Chasser les dénominateurs d'une équation.
1. Soit 1’équation :

8z oz | 3y
5 =n R
On peut réduire tous les termes au plu-s, petit
dénominateur commun, ici 24. On obtient I’équa- |

tion équivalente :

64z 1203/:/:7_:_{_93’

24 24 24 - 24
puis multiplier les deux membres par ce dénomina-
teur commun, ce qui donne :

64x — 120y — 42X —+ 9Y, \
équation encore équivalente a la proposee. .
5. -Autre exemple. — Soit & chasser les dénomina-
teurs de l’équation :

3. a 112 b

a5 T3 T axb o
: . . . 2 . 2
le p. p. d. c. estict 6(a — b) (a4 b) ou 6(a® —0b 1)
Au lieu de procéder en deux temps comme dar{s e
| premier exemple, réduisons tous les termes a ce
dénominateur commun sans l'écrire; on a:

18(a —+ b)x + 2a(a® — %) = 66(a — b)x — 3b6(a? — b%).

118. — Régle. ' : _

Pour chasser les dénomirateurs d'une équation, OB
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cherche le plus petit dénominateur commun, et I’on réduit
tous les termes a ce denommateur commun que 'on

- n’écrit pas.

‘119. — Remarque. — Solutions étrangéres.

 Nous avons fait une réserve au principe 2 : on

‘n’obtient une équation équivalente a une équation -

proposée en multipliant ses deux membres par une
méme quantité, qu’au cas ol le multiplicateur est
déterminé, non susceptible de s’annuler pour cer-

~taines valeurs données aux inconnues.

Dans le cas contraire, on n’obtient pas une équa-
tion équivalente et l'opération qui consisterait a
chasser les dénominateurs d’aprés la regle ci-dessus
“n’est. plus legltlme

‘Supposons qu’aprés réduction au plus’petit déno-
minateur commun on ait fait passer tous les termes
dans le premier membre, 1'équation se présente
sous la forme d’une fraction algébrique égalée a
Z6ro :

M

N =0
M et N étant des polynomes :
Considérons 'équation :
M=o
c’est-a-dire celle que I'on obtient en n’écrivant pas

le dénominateur; et calculons ses solutions. Si ces
valeurs n'annulent pas N, il est clair que dans la frac-

M
tlon — le numérateur etant nul et le dénominateur

N
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différent de zéro, cette [raction est nulle

M_,
N
1l n’en est pas'de méme si ces valeurs annulent N.

On ne peut alors rien afﬁrmer, car le quotient de zéro

. par zéro n'est pas défini.

Soit, par exemple, T'équation mise sous la {orme

, 1nd1quee plus haut :

i

—5x+6
'-—4x+5

~Sil'on suppose r==2, on a:

252 4+6=4-—10+6=0
22 — 42+ 3—=4—843=—1

donc x==2 est une solution d¢ Péquation. Si lon

suppose x==23, on a :

32—3><5 +6—9—15+6—0
32— 4><34+3=9g—r12+4+3=0.

-

Donc 2==23 n’est pas une solution.

1'20, — Régle pratique.

Si le dénominateur commun renferme linconnue, on
chasse les dénominateurs en appliquant la régle énoncée
plus haut: Mais il y aura lieu de vérifier 'que les solutions
trouvées n’annulent pas le dénominateur. Si une solution
annulait le dénominateur, il y aurait lieu de la rejeter.
«@ est une solution etrangere _ :

Dans le cas ou le dénominateur renferme des
lettres connues, est par exemple 3a—5, il y a a lieu
d’ observer que, suivant la valeur de ces lettres (ici

Bomzr‘et Rover. -— Alggbre. Fcn]es normales. 10
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de «), ou bien il est nul quelles que soient les
inconnues, ow bien il est différent de zéro quelles
que soient les inconnues; car il. ne dépend pas des
valeurs attribuées aux inconnues. Cette remarque
est importante dans la discussion des problemes que
nous examinerons plus loin.

111. — RESOLUTION DE L'EQUATION
DU PREMIER DEGRE A UNE INCONNUE

On reconnait qu’une équation est du premier degré
lorsque, ayant fait passer tous les termes dans le
premier membre et réduit les termes semblables,
le polynomc ainsi obtenu est fiu premier degré par
rapport a I’inconnue (ou aux-mconnues).

Exemple 1. — Soit I'équation :

3+ by — 8x — 1.
Faisons passer tous les termes dans le premier
membre, nous obtenons :
hr —8x +3 4+ 1=—0
ou, en réduisant :
—3x 4 4=o.

(est donc une équation du premier degré. En fai-
sant passer le terme connu dans le second membre,
nous obtenons :

— 3x = — 4.

Divisons les deux membres par — 3, on obtient:

—h4__4
373

=

b nind
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4

g est une solution de I’équation proposée. Remar-

quons que cette solution est unique. Pour que

I'équation soit vérifiée, il faut et il suffit en effet

que z soit tel que son produit par—3 soit égal

a—4; x doit done, d’aprés la définition méme de

la division, étre égal au quotient de — 4 par—3,
3

i

c¢’est-a-dire —— ou

3
—4

121. — Remarque.

Dans la pratique, il n’est pas nécessaire de faire
passer tous les termes dans le premier membre
pour s’assurer que I’équation est du premier degré.
Il est préférable de faire passer les termes inconnus
dans-le premier membre et les termes connus dans

le second.

Exemple 2. — Soit I’équation :

6z + (z — 3) (z — 1):x2——3_7]3—}—173.
t

Effectuons le produit (z — 3) (@ — 1)

6x+x2—3x—x+3:x2—«37w+§.

4
Réduisons les termes semblables et supprimons

les termes identiques dans les deux membres (ici,
z%), on obtient :

— 3z 13
42,
7 A

Chassons les dénominateurs :

22 4+ 3 =

56z - 84 = — 122 +9g1.
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Faisons passer les termes inconnus dans le pre-
mier membre et les termes connus dans le second,
nous obtenons :

562 - 1220 == Q1 — 84

ou en réduisant :
682 = 7.

Divisons les deux membres par 68 :

—I.
68
Exemple 3. — Résoudre I’équation : '
SN PR S
e K T4 9
On peut retrancher 7 des deux membres, ce qui
v donne :
§.z‘ — 72 __16.
2 4

On obtlent ensuite :

3.5 7
;(K_Z.T_'——I6+Z
puis, facilement : v
1 by
Zl—_— 4
et enfin :
r=—=—"59

Nous avons effectué les simplifications visibles a
premiére vue et autorisées par les applications des
principes de transformation. Il est bon de s’exercer
a ces groupements d’opérations partielles qui
donnent tres rapidement le résaltat.
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" 129. — Equations littérales.

L’équation, outre I'inconnue z, renferme d’autres
lettres données a, b, c.

Exemple 4., — Smt Péquation :

3ax +b=cx + 4.

On Décrira comme il suit :
_ (Ba—c)r=4—0b
puis :
x—-—-/' —¢
T 3a—c¢

la solution est ici une fraction qu’il n’y a pas lieu de
simplifier.

Exemple 5. — Soit ’équation :
r+a x —b __2a
O a b

Chassons les dénominateurs, on obtient :
x4 a— bx -+ 02— 242
puis, successivement :

ar — bxr = aq®— b2
(@ — b)x = a% — b2

At p
R —
d’ol1, aprés simplification :
x=a-+b.

123. — Reégle de résolution.

Pour résoudre une €équation du premxer degré a une
inconnue :
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1° On effectue toutes les simplifications visibles a priori
(réduction de termes semblables, suppression de termes
identiques dans les deux membres, suppression dun fac-
teur commun a tous les termes, calculs indiqués par des
parentheéses, etc...). '

2¢ On chasse les dénominateurs.

3° On fait passer les termes inconnus dans le premier
membre et les termes connus dans le second. Dans le pre-
mier membre, on met x en facteur commun.

4> On divise le second membre par le coefficient 'de z,
le résultat est la solution cherchée (sous réserve de la
vérifier au cas ol le dénominateur commun renfermait
Iinconnue).

IV. — DISCUSSION DE LEQUATION GENERALE:
ar—2=0

Nous avons vu que loute équation du premier
degré peut se mettre sous la forme générale :

car—=—2>0

en faisant passer tous les termes inconnus dans le
premier membre et les quantités indépendantes de
x dans le second, a et b étant des nombres donnés
quelconques.

Discuter cette équation, c’est étudier les circons~
tances diverses qui peuvent se présenter suivant
les valeurs des nombres a et 4. Ces valeurs peuvent
¢tre des nombres positils ou négatifs, ou bien le
nombre zéro.

° Supposons d’abord que @ ne soit pas égal a

DISCUSSION DE L'EQUATION GENERALE : ax=—~56 15

zéro (a différent de zéro, ce qui s’écrit : a7+ 0); 1
existe alors, quel que soit b, un nombre et un seul
qui, multlphe par a donne pour produit b :

. . . b .
demgne ce nombre par la fraction —. L’équation es
a

ep b
donc vérifiée lorsqu’oh v remplace x par —, et seu
q y p par —,

lement dans ce cas. Elle admet wune seule solutior
bien déterminée. Il est donc permis d’énoncer L
théoreme suivant.

124. — Théoréme.
~ Lorsque le coefficient « de x n’est pas nul, I'équatio:
du premier degré ax—0> admet une solution unique e

bien déterminée.

Supposons maintenant que a soit nul (@ =0,
. . .. s M
On. peut ch'le alors qu il n’y a plus deqluatlon
uisque x disparait. Ce cas ne se présenterait don
P . P . . p - .
pas si 'on ne considérait que des équations numé

“riques, car on n’aurait.jamals pensé a regarde
ques, J

comme une équation une égalité ne renfermant pa
x; mais, lorsque les coefficients sont des lettres,
peut arriver que l'on soit conduit, par le problem
posé a donner dans certains cas a ces lettres de
valeurs telles que a prenne la valeur zéro (pe
exemple; dans certains probléemes relatifs a deu
circonférences, on pourra obtenir comme coefficier
de x, R—R’, R et R’ étant les rayons. Au c
particulier . ou les circonférences sont égale
R—R'=o, le coefficient de x devient nul). C
saisira la portée de cette remarque en étudiant
chapitre sur les problemes du 1** degré. On :
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propose de savoir ce que devient la solution dans
ce cas particulier.

Supposons d’abord que o étant égal a zéro, b soit
différent de zéro (b%=o); il n’existe alors aucun
nombre qui, multiplié par &, donne pour produit b,
I'équation est impossible.

On remarquera que si @ est trés petit, sans étre

b . :
nul, — est trés grand en valeur absolue, et d’autant
a .

plus grand que « est plus petit. Il est donc naturel de-

dire que la solution disparait quand a devient nul,
en devenant infiniment grande et de la représenter
par le symbole ec (que nous avons d’ailleurs déja
employé). D’ailleurs, bien que I'équation soit impos-
sible, I’examen direct de la question posée par le
probleme peut parfois permettre de l'interpréter
dans ce cas particulier. (Voir au chapitre X le pro-
bleme n° 9.) ‘_ :

Supposons enfin que 2 et b soient nuls tous les
deux, alors tout nombre vérifiec I’équation, puisque
tout nombre multiplié par zéro, donne pour pro-
duit zéro. On dit alors que I'équation est indéter-
minée. Elle admet pour solution un nombre quel-
conque. ‘

L )
La formule, dans ce cas, se réduit a la forme =
puisque b et a sont tous deux nuls. Ainsi dit-on
: o 1z N
quelquefois que S est un symbole d'indétermination.

On peut résumer la discussion dans le tableau
sulvant :
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RESUME DE LA DISCUSSION DE L’EQUATION : a4z = &

UYPOTHESES : ON DIT QUE

L'EQUATION EST :

LA SOLUTION ! FORMULE OU SYMBOLE

a o est unique . | déterminée = b

a

a2=0, b5 0| m'existe pas | impossible | T =00
est un nombre

a=o, b=o indé iné =2

) quelconque eterminée T=r

V. — EQUATIONS IRRATIONNELLES

. On appelle " équations irrationnelles celles ol
Pinconnue figure sous des radicaux. Nous n’exami-
nerons que quelques équations avec des radicaux
carrés. Le principe suivant conduit a la résolution.

‘125. — Principe.

En élevant au carré lés deux membres d'une équation
on obtient une équation plus générale que la proposée,
c’est-a-dire ayant pour solutions les solutions de I'équation
proposée : mais aussi parfois des solutions étrangéres a
celle-ci et correspondant au changement de signe de 1'un
des deux membres de I’équation. )

On sait en effet que :

B*={—B).

Les égalités :
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élevées respectivement au carré donnent toutes
“deux le méme résultat :

A?—=R2

126. — Applications.

Si l'on® est conduit, dans la résolution d’une
équation irrationnelle, a élever les deux membres
au carré, il y aura donc lieu de vérifier que les solu-
tlons trouvées conviennent bien a l’équation pro-
posée.

Exemple 1. — Soit a résoudre ’équation :

Isolons le radical :
Va4 r;' =7 —a.
Elevons les deux membres de I'équation au
carreé :
2?47 =49 4 2 — 142 /

ou en réduisant :
ifr =42

On vérifie aisément que cette solution z=3 es

une solution de l’équation proposée.
Exemple 2. — Soit I'équation :

v.ac'———\/a;2 —=7.
Un calcul analogue au précédent donne succes-
sivement :
| (#—7)P=a*—7
2t — 14 + hg=at— 7
14 =56
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q On vérifie aisément que x =4 n’est pas une solu-
. 3, . N ;, . . .
tion de I'équation proposée, mais est une solution
2z :
de I’équation :
x -+ \/Ez —n7 =7

L’équation proposée n’a pas‘ de solution.
Exemple 8. — Soit I'équation : '

Vo4 —Jr—3=r1.
Isolons le premier radical :
x/x——{-[} =1+ \/E:_?)
Elevons les deux membres au carré; on obtient :
Td-h =142 —3 42z —3

et, aprés réduction :

2o —3—6
ou :
Vr —3=3.
- Elevons au carré :
»x—3:9
et enfin - :
X— 12 -

" 12 est la solution de 'é¢quation proposée, ce que
3 v, . . .
Pon peut aisément vérifier,
Exemple 4. — Soi1t a résoudre :
\/2x+ 1+ 5=3x—4,
On obtient successivement :
Vaz —- 1 =3x—9

22 41 = 92?4 81 — 542
92* — b6z~ 8o =0
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C’est une équation du second degré dont les solu-

: ' y 20
tions, comme on le verra plus loin, sont 4 et~9—. En

L. . ' 20 .
vérifiant, on se rend compte queg est une solution

étrangére a l’équation proposée. La seule solution
est 4.

- EXERCICES SUR LE CHAPITRE VIIi

Equations du premier degré i une inconnue.

114. — Résoudre les équations ! :
2r 4+ 5=5zx—4
5 5

) ax -+ 6'(25 — ax) = 6o

ar —0 3v—4 _bx—g
- + 4 T 28
?L;—I-—{— 100 — 3 = o
15 L _§
Ex—-z(x—zx)—{-3(1~—ﬁ1)_5.

142. — Résoudre les équations t :

(z — 6) 15 = 102 - 100 .
333—}—5:1‘—/1

3 5
;.I:—A_ga—~2
3z —6 2L — 4 5x — g
—t 3 21

1. Les équations ¢ui renferment des dénominateurs devront
étre résolues de deux maniéres @ en chassant el sans chasser les

dénominateurs.

EXERCICES SUR .LE CHAPITRE V11

113. — Résoudre les équations
1
21(:::—2)-]— 1 :—72-3.'0—'11
1 — 7{ =Z—ax
4
S@— 1)+ g Br—1)=1s
4 br, ax | o
% 3 + 2 T == 3 + ()— 19
0.2% | 0,128 | 0,06  o,1x .
s T Ty S =k
0,352 + 0,95 (r00 —z) =50
20 __11gxg -3 -
60'?_«%
114, — Résoudre les équations :
3r—1
r—1 oz —1 +1
3__:8_9:
z 332
20— 3 3 — 2
T — 1 Z -1 !
145. — Résoudre les équations littérales -

ar —b=cx-—d
aw-{-b:cx+d
(a —b2) 0= (a + ba)d

a+4br ¢t dx
¢ T Ta

) (Z»*ZJ:Z‘__C-——([_/);-

116. — Résoudre les équations littérales :

2ab

L——_{l m'_bv r—c I 1
2bc +Tao—+ Za-’{"g‘f‘}
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a—b b—c¢c c—a _
+ _}_:z;'—,%_o

X — 1 X — 12

x—a  x—b , x—c 3z

b+ c_t—c—{—a“i_a—i—b_a—}—b—{—c
a2+ v  a2—wx _ Laby -+ 222 — 202
B—x b fwx oF — 72 ’

117. — Résoudre les équations :

x m_ oz omA4-mp+p?
m- mtpT m—p m2 + mp

@ a a
:L'—{—b—}—;v——b“ac?—b?

a+x=q+f_—_l’i’

m — 1

a — mb

b4 2=2>0- p—

2z —5 |, 3x -3
515

x - 2 %—}—2:4'
—— =

10

]

BE]

Sl
)

K|IR
+
HMNE g

LSRR
l
[SURS)

118. — Résoudre les équations irrationnelles
Vol £ 15 =g 41
Vot & — VYo —3=1
V3s —a = Va— V3=

Vo o — \/ﬁ;-_—\/xo{—x.

CHAPITRE IX

SYSTEMES D’EQUATIONS
DU PREMIER DEGRE A DEUX
OU PLUSIEURS INCONNUES

127. — Systémes d’équations.

On dit que plusieurs équations forment un sys-
téme lorsqu’on suppose que les inconnues ou
variables qui y sont désignées par les mémes lettres
doivent y étre remplacées par les mémes nombres.

On appelle solutions du systéme les nombres qui
vérifient a la fois toutes les équations du systeme.

Par exemple, le systéeme :

z+ y=—3
x -+ 3y =

~admet la solution : =2, y==1.

Le systeme : ,
4y —+z2=13
222 + 3y — sz =14

admet la solution : x==1, y =2, z==10.

128, — Systémes équivalents.

On dit que deux systémes sont équivalents lors-
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qu'ils admettent les mémes solutions, c’est-a-dire

“lorsque toute solution du premier est solution du

second et que toute solution du second est solution
du premier.

La méthode que nous avons suivie pour résoudre
unc - équation du premier degré a une inconnue
revenait au fond a remplacer cette équation par une
équation équivalente plus simple; de méme, pour
résoudre un systeme d’équations du premier degré
a plusieurs inconnues, on cherche a le remplacer
par un systéme équivalent plus simple. Nous allons
étudier d’abord un systéme de deux équations a

deux inconnues.

1. - SYSTEME DE DEUX EQUATIONS
A DEUX INCONNUES

129. — Méthode de substitution.

Etant donné un systéme d’équations du premier

degré, on commence par simplifier chacune des

équations en opérant comme nous avons fait dans

le cas d'une inconnue, c’est-a-dire en réunissant les

termes inconnus dans les premiers membres et les
termes connus dans les seconds.
Soient, par exemple les équations :

342x=4 —5y
2 —ay—06-—73x.
On peut les écrire :

22+ By =1
% 3o — 2y —4.

e
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Pour résoudr ' e '
: .

methon 1 € ce systeme, nous _emplmerons Ia

ethode dite de substitution.

.

U s'agit de déterminer des valeurs de z et de y

qui vérifient ces deux équations. Si l’on connaissait

a valear de z, la premiere équation donnerait la -

‘valeur de y par la formule :

dans laquelle 2 aurait une valeur déterminée

' Cette valeur de y doit vérifier la secondé é ua—>
tl’on, dans laquelle Ia lettre. 2 a la méme Valgur

d’aprés la définition d’un systéme; si Lon substitue

cette valeur de y dans ceit '
. e seconde ¢
obtient : : équation, on

Br—a (s 2, —
>3 5.2: ==4.
) . . ‘
i C’est une équation du premier degré a une seule
nconnue x; elle donnera pour 2 une valeur unique

ei) (;ietermmée ¢t, connaissant cette valeur de Z, on
0 ' ’ ‘ ' ’
tiendra la valeur de y par la formule déja écrite :

. .
31“+_—5—x =4 _|_§
19 22
3= F

*

. ous leSOIV()Il a es den()m]nate T ey de vra
I I\ S sans ChaSSeP 1
urs, 1 é] e

résoudre aussi en .
chassant les ds i

N N ] eénominateurs.

sexercer a ces'deux modes de calcul. eurs- Il est bon de

Borer ‘et Rover, — Algebre. Ecoles normales, 11 E
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__22
o ig— 197
et on a ensuilte :
p o oa 19— h4__ —25 =B
‘?/:g*gxMSXIg—‘SXxg 19
22
la ‘solution du systeme propose est donc : x=— 9’
—5
Autre exemple. — Soit le systeme :
ax +.by=c
bx — ay = d.

La premiére équation donne pour ¥ !

c — ax
y——"p

Si I'on substitue cette valeur de ¥ dans la deuxieme

équation, on obtient :

b — fiff_—b:zf) 4

puis successivement :
b2r — ac -+ a*x = bd
(a2 + b*)x = ac+ bd

et enfin :
‘ ac —+ bd

Lot la valeur de y ¢

c ‘ax

b b .

P a(ac—+ bd)
b baE+ 07

Yy ==
Y
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_(ch—|— b2 — a2 — b
o b(a®—+ b*)

L he — ail
a4 b2
La solution du systeme est :

__be—ad
T ar b

cac—+ bd
r=—,
a* 4 6*

On .déduit de la marche suivie dans ces deux
exemples la régle suivante.

130. — Régle.

Pour résoudre un systéme de deux équations du premier
degré a deux inconnues x et y par la méthode de substi-
tution : ' :

1° On résout 1'une des équations par rapport a l'une des
inconnues, y par exemple, comme si l'autre inconnue x
était connue.

2° On substitue l'expression obtenue & y dans l'autre
équation qui devient ainsi une équation a une inconnue x
que 1'on sait résoudre. N

3° La valeur de x ayant été obtenue par la résolution
de cette équation, on obtient y en remplagant x par cette
valeur dans l'expression de.y.

131. — Remarque. — Cas d’impossibilité et d’indéter=
mination. »

Nous avons ramené la résolution d’'un systéme a
la résolution d’une équation du premier degré a
une. inconnue; suivant que cette équation sera
déterminée, impossible ou indéterminée, le systeme
lui-méme sera déterminé, impossible ou indéter-
miné. Nous avons déja donné un exemple du cas
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déterminé, c’est-a-dire du cas o la solution existe,
et est unique. Envoict des cas d'impossibilité et
f d'indétermination.

Exemple 1. — Résoudre le systeme :
' b 6y = 15
6z —+ gy = 18,

La premitre équation donne :

2
— 5 2.

3

15 — 4z 15 A 5
e = 5z — x X ==

Y 6 6 6 2

En remplacant y par cette valeur dansla seconde,

on a:

Le coefficient de x est égal a zéro et le terme
indépendant de 2 n’est pas nul : I'équation est impos—
sible; le systeme proposé est done 1mp0551b1e c’est-
a-dive quil n'y a pas de valeurs de & et de y qui le
vérifient,

Exemple 2, — Résoudre le systeme :
b+ 6y =18
bxr —+ 9y — 27.

On tire de la premiére équation :

18 — 4o 2
M _—3 -z

Y=7% T 773
et la seconde devient :
6.r+9<3——4§.r>iz7
(6 — 6) =17 —27.

—

¥
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Elle se réduit a une identité : le coefficient de z
et le terme constant sont tous deux nuls, x est
indéterminé c’est-a-dire qu’une valeur quelconque
de z vérifie cette équation. On peurra donc choisir
z arbitrairement; y sera alors donne par la for-
mule que nous avons obtenue :

Par exemple, on pourra prendre =3 et 'on
aura y = 1 ; oublen x=-—3 etl’on aura y =5, etec.

L’indétermination est ici simple; on entend par la
qu ‘'une inconnue et une seule peut étre prlse arbi-
1ra1rement et que lautre inconnue est alors déter-
minée, sa valeur dépendant d’ailleurs généralement
de la valem" choisie pour la premiere.

On pourrait remarquer que I'indétermination
provient ici de ce que, en réalité, les deux équalions
du systeme ne sont pas distinctes, mais identiques;
simplifiées, elles se réduisent toutes les deux a

I'équation : 22 4 3y =—9.

132. — Méthode d’élimination par addition ou sous-
traction. ,

I1 est parfois avantageux, pour la résolution des
systemes d’équations, d’utiliser une autre méthode
dite d’élimination par addition ou soustraction, dont
quelques exemples nous montreront le mécanisme.

Exemple 1. — Résoudre le systéme :
2x - by = 4
3x — 2y = 5.

Proposons-nous d’éliminer y. Si les coefficients de
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cette inconnue y Gtaient égaux en valeur absolue,
on congoit qu'en additionnant ou retranchant
‘membre a membre les deux équations du systéme
selon que ces coefficients seraient de signes con-
" traires ou de méme signe, on obtiendrait une équa-
tion ne renfermant plus y, ¢’est-a-dire une équation
du premier degré a une seule inconnue z que 'on
saurait résoudre. La méthode que nous exposons
consiste précisément a multiplier les deux membres
de chaque équation par des multiplicateurs convena-
blement choisis pour que les coefficients de 1'une des
inconnues deviennent égaux en valeur absolue.’

Il suffit, par exemple, de multiplier dans notre

systeme les deux membres de la premiére équation *

par 2 et les deux membres de la seconde par 5, on
obtient le systeme équivalent’ : v

bz -+ 10y = 8
15x — roy =— 25.

En additionnant membre a membre ces deux
nouvelles équations on obtient :

hx +4 10y = 8
152 — 10y == 25

192 —33

Cette derniere équation ne renferme pas y, on
dit que l'inconnue y a été éliminée.
On en déduit :
33

X —
19

¢ de justifier ici les opérations que la

1.1l nous parait inutil ; .
ion nous conduit

méthode d’élimination par addition ou soustract
a faire.

L R
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Prenons maintenant:les multiplicateurs 3 pour la
premieére et 2 pour la seconde, on obtient par une

marche analogue :

g 6$+15g/: 12
{ 6x — 4y =10,

Et, en retranchant membre a membre la derniere

. de ces équations de la précédente, on élimine z, et .

I'on obhtient :

" oy =2
d'ou :

y:EG

. L e : 33 o
L’éleve vérifiera que les valeurs = et — obtenues
. 1

pour z et y donnent bien une soluttio.n du systeme.

Exemple 2. — Résoudre le systeme :
4a7+6y:9
20+ 9y —17.

Les coefficients 6 et g de y n’étant pas premiers
entre eux, leur p. p. ¢. m. 18 est inférieur & leur pro-
duit. [1 y adonc avantage a prendre pour multiplica-
teurs non pas g et 6, mais 3 et 2, quotients respec-
tifs du p. p. ¢. m. 18 par chacun des coefficients.
On obtient : . ’ .

' 120 - 18y — 27

ha + 18y =14
8x =13
d’ott :
| =13
8 °

Pour éliminer z, on prendra pour multiplicateurs
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1 cl 2, ce qui donne :

hr == Gy= 9
o == 18y =— 14

12y = b

en retranchant membre a membre la premlere de
‘ces equatlons de la seconde.
Et enfin :
5
y=--

12

1 ¢leve vérifiera que ces valeurs satisfont aux

équations proposées. :
La résolution de ces dcux systemes nous conduit
a la régle suivante :

133 — Régle.
Pour résoudre un systéme de deux équations du premler

deyré a deux inconnues x et y par la méthode d'élimina-
tion par addition ou soustraction :

1¢ On multiplie les deux membres de chaque équation’
par des multiplicateurs convenablement choisis de maniére -

que les coefficients de 1'une des inconnues, 5 par exemple,
deviennent égaux en valeur absolue;

2° On additionne ou retranche membre a membre les
deux nouvelles équations, selon que les coefficients de y
sont de signes contraires ou de méme signe, on obtient
ainsi une équation du premier degré a une inconnue x
qu’il -est aisé de résoudre; -

3> Pour obtenir y, on opére sur les coefficients de z
comme on vient de le faire pour les coefficients de y.

Les multiplicateurs s’obtiennent en prenant les quo-
tients du p. p. ¢c. m. des coefficients de l'inconnue a éli-
miner par ces coefficients.
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134. — Remarque pratique.

Il est aisé de donner aux multiplicateurs obtenus
d’apres la régle' ci-dessus des signes tels que les

" coefficients de l'inconnue a éliminer solent non
“seulement égaux en valeur absolue, mais de signes

contraires : il suffit en effet de changer le signe de
I'un des quotients du p. p. c. m. par chacun des coef-
ficients (pris en valeur absolue) lorsque ces coeffi-
cients sont de méme signe. Il suffit alors d’addi-
tionner membre a membre dans tous les cas les
deux équations obtenues en dernier lieu.

Dans la pratique, on inscrit ces multiplicateurs
en regard des équations et I'on n’effectue les multi-
plications et additions qu’oralement, :

Reprenons par exemple le premier systeme pro-
posé :

Exemple 1.
22—+ by =14
’ % 3z —2y=—>5
Nous écrivons :
22 +by—= 4 2
3 —oy— 5 5
19 —33

et nous disons :

\

2 fois 2, 4 plus 3 fois 5, 15=19 coefficient de x
2 fois 4, 8 plus 5 fois 5, 25=—33, terme connu;

nous avons domnce :
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Prenons maintenant les multiplieateurs 3et—s5: |

2x 4 Sy =4 3
3z — o2y =35 _ —2
gy —2
- 2
Un calcul analogue donne : y= v
Exemple 2. — Pour éviter de récrire trop souvent

les équations, on écrit a gauche les multiplicateurs
qui fournissent I’équation ne renfermant plus que x
et a droite les multiplicateurs qui fournissent
I’équation ne renfermant plus que y;

Soit le deuxieme systeme :

2 hx 46y —g
22 = QY = 1.
On aura la disposition suivante :
3 b+ 6y— 9 —1
—2 ‘ 22 4+ 9y =— 79 2
' 8z —13
12y=— 5
et 'on dira :

3 4f—2>Xo2= 12— (= 8
3x>g—ax<n= 27— 14=13

(—1)><6+4+2>}<9g=—06+18=12
(—1)><g+a2XxXrs=—9~+ 14= 5.
On obtient ainsi la solution :
' 13 _i
*=3 Y =12
Exemple 3. — Résoudre le systeme :
ar—+by —e

a’r —+ b%y = c*

e S

SYSTEMES DE PLUS DE DEUX KQUATIONS 1

Pour éliminer y il suffit de prendre les multipli-
cateurs b et— 1, et pour éliminer x les multiplica-
teurs —a et 1.

On adoptera la disposition suivante :

b ax + by —=c —a
— 1 ax —+ by —c? X
(ab— a?)x —=bc — ¢*
(—ab—+ 0¥y —=—ac+c?
‘d’out on tire :
__clb—rc)
= a(b—a)
__ cle—a)
A —y

Telle est la solution du systeme proposé, sous la

. réserve que les facteurs a, b, b — a par lesquels on
q » 0y

a divisé ne sont pas nuls.

II. — SYSTEMES DE PLUS DE DEUX EQUATIONS

13H. — Méthode de substitution.

La méthode de substitution s’applique sans modi-
fication essentielle a la résolution d’un systeme de
3, 4, etc., équations a 3, 4, etc. inconnues. Nous
allons le montrer sur quelques exemples.

Exemple 1. — Résoudre le systeme :

22 + 3y + 45 =16
S5z — 8y +25=1
32— y—2z=>5
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La premiere équation donne :

_ 16—a2x—3y
o 4

En substituant cette valeur dans les deux autres,
on obtient :

5x—8y—|————16—22x_—3y I
3x_y_1_6::22x_“33/:5,
Ou en simplifiant :
8)6— Igyi% 14
g 8x‘+y:26. '

C'est un systeme de deux équations a deux

inconnues.
La premiére de ces équations donne :

14+ 8
=g
en substituant dans la seconde, on obtient :
8 - 1A 14—+ 8z — 26

, 19
puis :
1box - 14 -+ 8x =494
160 — 480

x—=3.
On a ensuite :
_ 1h+8x 14424
— 19 19
16—o27—3y. 16—6—6__
o 4 L4 o

Le systeme proposé est donc completement
résolu.

-1—6'4'
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136. — Méthode d’élimination par addition.

La méthode d'élimination par addition peut aussi
dtre employée et, dans certains cas, son apphcatlox
est tres avantageuse.

Réprenons le systeme precedent et résolvons-le
par cette méthode. Il suffit de grouper deux par
deux les équations : la premiére et la seconde, puis
la premiére et la troisieme; on peut, par addition,
grice a des multiplicateurs convenablement choisis,
éliminer I'une des inconnues, z par exemple, dans
chacun de ces deux groupes. On obtient ainsi un
systeme de deux équations a deux inconnues z et ¥
que l'on sait résoudre. On disposera comme il suit:

r 2 4 3y + 4z =16
o br — 8y 4-25= 1 —2

2 : 3e— y—om= 5

— 82 - 19y =14

8oy =26

Le systeme des deux équations ainsi obtenues se
résout aisément en écrivant :

—19 — 8x—+ 19y =14 1
I ‘ 8x 4 y=—26 1
— 160x — — 480
2.0y = 40
d’ou :
=13
y=2

z peut se tirer de la derniére des équations pro-
posées : '
3rx—y— 5 _9—2— 5

2 2

I.
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s
La solution du systeme est donc x=3, y=2,

T—1I.

137. — Remarque.

On utilise dans les calculs toutes les simplifica-
tions permises; il arrive souvent ainsi que 1on
emploie dans le méme probleme et successivement
Ia méthode de substitution et la méthode d’addition.
Par exemple, lorsque, par application de la méthode
de substitution, nous avons été conduits dans
" 'exemple précédent au systeme :

8z — 19y —=— 14
8x -4y =26

On avait immédiatement par soustraction :

20y — 40
y:Q',
puis en tirant 2 de la deuxiéme en fonction de y ct
en substituant a y sa valeur calculée :

26—y  26—a
TR T T =3

et enfin s comme précédemment.
Exemple 2. — Résoudre le systeme :

r4+y—+z4+1t—14

2y — ht—=—7
x-+z=—10
z-+20=9.

La premiére équation donne :

t—1f—x—y—3
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et, en substituant dans les autres, on obticnt :

2y —56 4 b4 by + bz =—7
X+ z=—10
z4+ 28 —2x—2y —2z=—9

ou apres simplification :

bx + 6y + hz==49
' X —+2z==10
2L - 2Y —+ 3= 19.

La premiére de ces équations donne :

49 — 4x — Gy
4

et en substituant dans les deux autres :

=

b9 —bv —by
=

49 — b —6
) Z.Z‘—*—Zy—f—"ig_%—y'—:lg

x —+ 0

ou apres simplification :

—6by=—=—9
bx -2y =27,
La premiére de ces équations donne :

y=—3

Il se trouve que cette valeur ne renferme pas x;

mais cela ne change en rien la méthode; la substi-.

tution dans la deuxiéme équation donne:

bx 3:27
¢’est-a-dire :
__ 24
T
x =0,
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. seule qui renferme x), on obtient :
Connaissant z et y, on a : ,
_ » 10—3)+y—4s5+t=—1
b — bx — 6y hg—24-—9g ( I+ ‘
4. "

[

- et apres simplification :
yi1=4

Connaissant z, ¥, z, on a :
~de sorte que les deux premleres equatlons ne ren-

. . 3 ) )
I— 14—t —y— 3= r4,—6—£— 4- ferment plus que y et ¢; elles s’écrivent :
1=2 Y+ t=4
. , 2 2y —h4l=—17
Le systeme est résolu, La premiere de ces équations donne :
y Yy—4—1t
138. — Remarque I. y=4
. . ’ et ] i -
On abrége souvent beaucoup les caleuls en choi- ! a seconde devient alors
sissant convenablement I’équation d’ol 'on tire la ‘ ' — 6r— — 15
valeur de l'une des inconnues pour la substituer ¢ 5
dans les autres. C’est surtout la pratique des calculs Ry =3
qui guide pour ce choix; d’une maniere générale, - On obtient ensuit ) .
L lent ensuite suce ent :
on peut seulement dire que l'on doit sarranger _ s uceessivement :
pour avoir des expressions aussi simples que pos- L . y— | ; 8 5 3
{ jm—— } — = - —— =
sible. | a2 2
Reprenons, par exemple, le systeme précédent, E Z= 9g—al=— g—b5b=4 ;
que nous récrivons : =10 — z==10— f=6. ;

Ty s t—14 - Nous jugeons inutile de formuler des regles de

2y — ft=— 1 résolution d'un systéme de n equatlons a n incon-
Z—42=10 nues soit par substitution, soit par qddmon
t-2r=g ~ L’éleve posséde dés maintenant le mécanisme de

On remarquera que la troisieme équation donne ces méthodes, notre but est atteint.
pour 2 une expression trés simple : '
' P 10— 139. — Remarque 2.
. . . Nous n’avons parlé que des systemes comprenant
En substituant cette valeur dans la premiere (la Y p

BomeL et Ron—;n. ~ Algébre. Ecoles normales. 12
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autant ’équations que d’inconnues. Ces systemes
admettent, en général, une solution unique et
déterminée; on dit qu’ils sont déterminés. Lorsque

le nombre des équations données est inférieur au nombre

des inconnues, 1l y a généralement une infinité de
solutions, le systeme est indéterminé. :
Ilsuffit de remarquer, en effet, qu’on peut résoudre

le systeme en ne considérant qu'un nombre d’in-

connues égal au nombre des équations, en-suppo-
sant calculées les autres inconnues. On obtient
ainsi, saul dans les cas d’impossibilité, les valeurs
des inconnues du premier groupe en fonction des
inconnues du second groupe, pour lesquelles on
peut prendre des valeurs arbitraires.

Lorsque le nombre des équations est supérieur au

nombre des inconnues, le systeme est généralement .

impossible.

Il suffit, en effet, de ne. considérer qu’un nombre
d’équations égal au nombre’des inconnues. On a
ainsi, en général, un systeme déterminé. Si les
valeurs trouvées pour les inconnues satisfont aux
équations en excédent, le systeme est déterminé,
ces équations font double emploi. Si les solutions
du premier systeme ne vérifient pas les équations
en excédent, il y a impossibilité. : .

140. — Systémes particuliers. Artifices de calcul.

On peut parfois simplifier beaucoup la résolution
des équations lorsqu’elles présentent une certaine
symétrie. Il y a alors souvent. avantage a introduire
une inconnue auxiliaire ct a employer la méthode
. d’élimination par addition. Nous allons en donner
quelques exemples : '

- la seconde ou Ia troisieme :

tions du systeme, on ob

s MR .
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Ex it & ré

“Xemple 1. — Soit 3 résoudre le systéme :
X—ty—z-— 4
x +z— Y=o
Y+z—ax—=—¢g,

Additionnons membr

' : e a membr
tions, on obtient :

e ces trois équa-

LY+ z=10,
Si I’'on r

etranche me :
a , mbre .
dernisre ¢ a memby

quation la premiere g .
) mieére éq
~on obtient : [uation

e de cette
du systeme,

2z
.
z

Il

6
3.

2y =10 N
Yy ==
ot % 5
- 20 =
d’ou : &
XL o=

xemple 2. — Soit & résoudre Je systéme
g/+z+tv:6
z+t+x:4
[—f~x~f—-g/.:9 .
.'L'+y+z:z ’

Addl’tlonnons membre § membre

) toutes les équa-
lrent : 1

3‘7‘;‘1—33/+3z+3¢:21
J<x+y‘+‘f‘-‘+—t>:21
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ou en simplifiant :
z+y—+z+1=1,
Si, de cette derniere équation, on retranche

membre 4 membre la premiere équation du sys-

teme, on obtient :

x:7—6:1.

En retranchant d’une fagon analogue les autres

équations, on aurait :

y=79—4=3

% = 7 —_— 9 - —2
1= 7 — 2 == 5.
Le systeme est résolu. ' |
Exemple 8. — Inconnues auxiliaires. — Résoudre
le systeme : :
1 I 1 . 1
y oz a2
1 1 I 5
z 'z oy 12
S N .
2Ty T T e

On prend pour inconnues auxiliaires :

1 I D ¢
/ [ [
xT = - 1, p— Z =
x} J y7 z
Le systéme peut s'écrire :
¢ 7’-—1—-—5’__.1"-———.}.
‘ y 12
/ / / 7
3 X — Y =
—+ Yy Y
[
J
’ ’ i
L Yy — 3 == —.
—+y T

C’est un systeme analogue a celul que nous avons

SYSTEMES DE PLUS DE DEUxX EQUATIONS
résolu dans Je

addition :

el en retranchant respectiveme
tions proposées de cette der

1"+y/+zl

181

préemier exemple. On obtient par

13

19

nt \chacune des équa-

niére ;
2,r,:1~3_i:2_——1
12 12 13
I
==
2
de méme :
zyI:I_S____.J_:_g
) I2 1o 12
Y — 3 I
127 4
et :
1
2z’__—3--——,5—:£
12 127 19
4
ZI_—l:TI-
12 3

Il suffit de prendre les inverses d

r_ N :
Y & pour obtenir , yets:

~ Exemple 4. — QOn peut aussi,
utiliser des propriétés ar
les principes relatifs aux p

[ e }
Y =4
z3=—3

de rapports égaux.

Soit & résoudy

e le systéme ;

es valeurs de 2,

dans certains cas,

ithmétiques, notamment
roportions ou aux suites
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la suite de rapports égaux :

7_'1/‘__—Z
a” b ¢
permet d’écrire :

z_y 3z rxY+z_ d

c T ad+btc a—+0b+c

@b

Si l'on considére la proportion formée par le '

vpremier et le dernier rapport :
. d
a a-+0b-+4c

on a :
‘ad

xT = ——
a—--b-+c

les diverses proportions formées respectivement
avec le dernier rapport et chacun des autres per-
mettent d’écrire : '

e bd
Y=o 7+
cd
e —
a—+0b—+c
[’éleve remarquera aisément suivant quelle loi,
connaissant la formule de x, on peut obtenir pa

analogie les formules de y et de 3. :

Exemple 5. — Soit a résoudre le systeme :
x_y
a b

mx —+ ny — c.

Multiplions les deux termes du premier rapporf

A

x .
—7par m et les deux termes du deuxiéme rapport
a b
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par n, on a le systeme :

mx __ny
s ma  nb
mx -+ ny —c.

~On peut éerire :

mx ___ny _ mx ny c
me  nb" T ma—+nbT ma—nb
ou -: ‘
x vy c
a b~ ma-—nb

et en considérant les proportions formées avec le
dernier rapport respectivement par chacun des
deux aulres : ' ’
ac
xT = —
ma - nb

. be
y—_ma —+nb’

EXERCICES SUR LE CHAPITRE X

< sz . . P
Systémes d’équations du premier degré a deux
ou plusieurs inconnues.

119." — Résoudre le systéme :
g 22+ 3y =6
32— by =4,

420. — Résoudre le systéme :

21’*‘—3/:
]
x4y =

OO =~
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121. — Résoudre le systéme : 129. — Résoudre le systéme :
3.5 \ Ty ab—aq2— 2
¥ gy =1 a b7 b —1
%w——%y:z. 1+y:2a.
' 130. — Résoudre le systeme :

122. — Résoudre le systéme : "
1 —_— pu— : .
: a ‘I‘?}/ ‘I" C——-—i"i 4 =nm

. .5 9 )
bar 48y —8) =7 (r+3) +3y—4% Ty, c—z—
G ) b‘*l-'[—fff--—‘d Y —n.

x4+y=rI.
123. — Résoudre le systéme : 131. — Résoudre le systéme :
; Z‘—l-—:l =
sty =3 (s—5—3y) ;x_//z—z
3 a” Tk
by —y =3 (1 —a—y).
b 132. — Résoudre le systéme : _
124. — Résoudre le systéme : ’ g (t+a)z+(Bta)y=314q
' . E ar 4+ (5 +a)y =4 + a.
2 — y =3 (x—5+gy) 133. — Résoudre le systeme :
3 : :
5z 4y = (2 + @ —y). . (@+0)at+(b+c)y=d+s
4 _ ‘ , 3(“'+b)x+(5+c’)y:d’+b.
Ces systémes doivent étre résolus de deux maniéres : par i 134. — Résoudre le systéme : .

substitution et par la méthode d’élimination par addition,

;(W‘i'a)(y-l—b):xy-}-b?—f-ao

125. — Résoudre le systéme : (x —8)(y — a) = wy — ab
g -t y=1 1 135. — Résoudre le systéme :
x_ Yy _ :
@ o , i ) r4+y4 =3
. \ A T—y — z=|
126. — Résoudre le systéme : T—y — 37— 14
% ax — by =¢ 136. — Résoudre le systéme :
20— b2y = c2.
‘ Y » vty oo=3
127. — Résoudre le systéme : . g T—y 4+ z=56
) T—y — 3z = 12.
ax + by = ¢ . ]
3 ax + by =d. . : 137. — Résoudre le systéme :
128. — Résoudre le systeme : ‘ / 2y +2z:§
am—}-ﬁy‘:c ) r4+y+ z=o0
b — ay =d, T—y—hz—=2.
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138. — Résoudre le systéme :
x+8y—z-t:x‘
x— y+zt+it=2
x— Yy —3 =6
i 41 =13,

Résoudre soit par substitution, soit par addition,

des artifices de calcul les exercices suivants :

139. — Résoudre le systéme :
y+z+t$w
zt-+ax=230
ttya-ty=1ho
5yt =50

140. — Résoudre le systeme

: y+eztt =«
z -+t +a=0
t +orty=c
xty+z=d

141. — Résoudre le systeme :
4yt
axr & by 4 cz=m

ax + by 4 2z = m?2.
Généraliser. :
142. — Résoudre le systeme :

r—a__y—0b__z—c¢__ ~
=T = = ax 4 by + c3.

143. — Résoudre le systéme :
b —cy =m
% cZ — Qx —1
ax — by=p-

144, — Résoudre le systeme :

3 (a—{-3)x—-\—(a+2)y£2a+1
(a+8) z -+ (a+ 6)y=3a+0

145. — Résoudre le systeme :

ax —{- by =¢
da 4 by ="\
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146, — Résoudre le systéme :
ax + by 4 cz=d
adrx+bytee=d
a”x + b":’/ _I_ C”Z ; d(/.
147. — Résoudre le systéme :

aldx + bgy —c3
aSx - bdy =B,

- 448, — Résoudre le systéme :
2 ()
g x(—)
e ()
149. — Résoudre le systéme :
3 z+ y4 z=m

c

ax+ by—{— cz —=—o
a?z —+ 0%y + 2z =o.

150. — Résoudre le systéme : .

x+y+z—u:: 15
z+y—z4 u=23
z—yt+z4u=3>5
—ztyt+ztu=as.

L'éleve appliquera les diverses méthodes de résolution

. . . : !

notamment celle qui consiste & prendre comme inconnue
auxiliaire la somme x +y -4z + v ==5.

154. — Résoudre le systéme :
X I
1 ’_U‘+ y =12
2 3 _ v
; — g = I[;. .

Employe’r su.ccessivement- la méthode de substitution, la
méthode d’addition et une méthode par artifices de calycul

. e e p
en prenant pour inconnues auxiliaires - et I Procéder d’une
&3

facon analogue dans les exercices suivants.
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152. — Résoudre le systéme :
1 2 -
.’I)——I—i_y_—g—la

b 5
x——l_y——SZS

. e 1
On prendra comme inconnues auxiliaires ——- et 3

r—1 y—3°
153. — Résoudre le systéeme :

I

zuv—{—dJ—5+5r—81/+12
J I[|
2548y — 5 bu— 8y 12

= I.

On prendra pour inconnues auxiliaires et

1
ax -+ 3y — 5

1 . . N
= ——— ; une fois ces inconnues liaires calculé
5% "8y 13 s inconnues auxi es calculées,
on sera ramené a4 un autre sysfeme du premier degré pour

calculer x et y. Employer aussi les méthodes generales

154. — Résoudre le systéme :
I .
5'__’:—:1/ T -';L_—‘FTJ: 15
L S T
(a—=y "oy "7
155. — Résoudre le systéme :

zyz =a (ys — zx —xy) = b (24 — 2y — y2) = ¢ (vy — yz — za).

CHAPITRE - X

INEGALITES DU PREMIER DEGRE

141. — Inégalités numériques.

Définitions. — On dit qu'un nombre a est plus
grand qu’'un nombre 6 {on dit aussi a supérieur a b)

" si la différence @ — b est positive. On dit alors que b

est inférieur a a. Ainsi 4 est supérieur a 3 parce que
4 —3==r est positif. 4 est inférieur a 7 parce que
4 —17=—3 est négatifl.

Conséquences. — De ces définitions, on déduit

" alsément les remarques suilvantes :

1° Un nombre positif est d’autant plus grand que sa
valeur absolue est plus grande.

2° Un nombre positif quelconque est supérieur a un
nombre négatif quelconque.

4 est supérieura — 7, parce que 4 — (—- 7) =11

~est positil.

3° 'Un nombre négatif est d’autant plus petit que sa
valeur ahsolue est plus grande. ,

— 7 est plus petit que — 3, parce que — 77—
(—3)=—74+3=—4 est negqtlf
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142. — Inégalités.

On appelle inégalité une formule par laquelle on
exprime que de deux quantités, 'une est supérieure

a l'autre; ainsi, si l'on veut exprimer que 4 est .

supérieur a 3, ou est plus grand que 3, on écrit :
h>3

que l'on énonce 4 supérieur a 3. On peut écrire
aussi :
3 < h

~que l'on énonce 3 inférieur a 4. Ces deux inégalités

sont dites de sens différents. On voit que l'on peut
permuter les deux membres d'une inégalité a condition
d’en changer le sens.

-Grace aux remarques presentees plus haut, nous .

pouvons écrire ICS 1necrahLes SLUV&H'[GS H

— 4 << —3
—2>—7
—2 < 0

—5 <1,

143. — Principes relatifs aux inégalités.

Théoréme 1. — On ne modifie pas le sens d'une inéga-
lité en ajoutant ou retranchant un méme nombre a ses
deux membres.

Par exemple, 'on a :

I’on a aussi :
e fpod12 < — 3412
— 4 — 15 < —3—15
c’est-a-dire :
8<9
‘ : 19 < — 18,

lN'}:]GALITl::S DU PREMIER DEGRE : 101

"D’une maniere generale, sil'on a :

a>b
on a aussi : '
. a—-t+c>b—4c
'a—c>/)—c

c deSIgnant un nombre quelconque
En effet, par définition, I'inégalité :

a>b
signifie que la différence o — b est positive, ce que
PPon écrit :

a—b>o0

Or le calcul algébrique nous a appris que 'on a :
a+c-—(b—§—c):a—~b ‘

donc si a—b est positif, il en est de méme de

a-+c¢—(b-+c) c’est-a-dire que l'on a :
a+c—(b—+c)>o0
ce qui revient a écrire
a—-tc> b4,

La démonstration se fel,alt d’une facon analogue
pour le cas dela soustraction.

Théoréme 2. — On ne modifie pas le sens d’une inéga-
lité en multipliant ou divisant les deux memhres par un
méme nombre positif.

On modifie ce sens en multipliant ou divisant les deux
membres par un méme nombre négatif.

Par exemple, on a:

N

% < 4
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en multipliant les deux membres par 3, on obtient:
| 6 < 12

ot en les divisant par 8:

I<I
4 2]

| in‘égalités de méme sens que la proposée. Au con-

v
: " e nboa-
traire, en multipliant les deux membres de I'inég

" lité primitive par —2, on obtient :.

—h>—38
et en divisant par —2:
— 1> —2,

inégalités de sens contraire a la p.ropo.sée. ’ ,
Pour démontrer ce théoreme 2, il suffit d’observe
que le produit d’un nombre par un nombre 'posjlt.if
est du méme signe que ie multiplicande, t.andls que
le produit d’un nombre mnégatif, c?st de signe con=

traire 2 celui du multiplicande; si donc on a:

. a>.b,
¢’est-a-dire : .
a—b>o,
et si c est positif, on a aussi :
(a—b)c>o0
¢’est-a-dire :
ac—bc > o0
ou bien :
ac > be,
tandis que si ¢ est négatif, on a:
(a —b)e <o '
ac—be <o
ac < be.
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La démonstration est la méme dans le cas de la’

. division.

Théoréme 3. — On ne modifie pas le sens d’une inéga-
lité en élevant au carré les deux membres dans le cas ol
ils sont positifs tous les deux :

Par exemple, on a: .

3 <8

en élevant les deux membres au carré, on obtient :

9 < 64. .

Remarque 1. — Si les deux membres sont néga-
tifs, I'élévation aa carré change le sens del'inégalité.
Soit :

—5<<—3
‘on obtient : o
25 > g.
Remarque 2. — Dans le cas ol les deux membres

sont de signes différents, aucune régle ne peut
prévoir si le sens devra étre maintenu.
Ainsi : .
-—2 < 3.

donnera : o
’ 4<9,
‘tandis que I'inégalité :

) —5<a
donnera :
25 > 4

dans le premier exemple, le sens de I'inégalité est
resté le méme, dans le second cas, le sens a changé.

Bortiv et. Rovsr, — -Algébre, Kcoles normales 13
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RESOLUTION D'UNE INEGALITE
DU PREMIER DEGRE

144. — Inégalités. Inéquations.

On appelle inégalité du premier degré, une iné-
galité dans laquelle figure, outre les quantités con-
nues, une inconnue (ou variable) #, au premier degré.
Par exemple, I'inégalité :

33;_7-590>2—x—9

est une inégalité du premier degré en z.

Remarquons qu’il serait plus correct d’employer,
concurremment avec le mot inégalité, les termes iné-
quation et inidentité, de méme qu'on emploie, con-
curremment avec égalité, les termes équation et
identité. Une inidentité est une inégalité toujours
vérifiée quelles que soient les valeurs numériques
données aux lettres qu’elle peut contenir. Une iné-
quation est une inégalité qui n’est vérifiée que pour
certaines valeurs particuliéres données aux lettres et
qui sont les solutions de cette inégalité. Nous nous
conformons a I'usage le plus répandu, ce qui n’a pas
d’inconvénient dans les questions élémentaires que
nous traitons.

145. — Résolution.
Résoudre une inégalité, c'est déterminer pour
quelles valeurs de x elle est satisfaite. _
Les théoremes relatifs aux inégalités permettent
des transformations analogues a celles que nous
avons employées pour les équations. Ainsi, on peut,

. ] ’ ) '
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pour les inégalités comme pour les équations, faire
passer. un terme d'un membre dans Tautre en chan;'evant
SOn signe, et procéder aux simplifications vi:ibles
@ priori que nous avons indiquées pour les équa-
-tions : suppression des termes identiques dans les deux )
membres, suppression d'un facteur commun a tous les
termes (a con‘dition que ce facteur soit positif), ete. On
pourra-ausm chasser les dénominateurs.

Le:s mégalités du premier degré a une inconnue
se reso!vent donc par une marche tout a fait sem-
%)labl(? a celle que nous avons indiquée pour les
fequa’mons, et la regle de résolution serait aisée a
1;)131:1;;132. ]I,ilnféagl;:iizuliirsneflt avoir grand soin de changer

rsqu’on
nombre négatif.

Soit, par exemple, a résoudre I'inégalité :

multiplie ou divise par.un

32 —5>b5x4.8.

En faisant passer les termes renfermant » dans

le premier membre et les autres dans le second

membre, elle devient :

—-2x > 13
ou en divisant par—2 :

— 13
2

X <

On a chz{ngé le sens, puisque —— 2 est néoatif.

On aura.lt pu utiliser cette remarque : qL?’on eut
dans une 1négalité changer les signes de tousples
termes a condition de changer le sens de I'inégalité
On aurait eq : rege

—2x > 13
22 < — 13
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e — 13 part supérieur q%, il n’y a pas contradiction. Les
2 _ .
solutions du systéeme sont les nombres compris
146. — Systémes d’inégalités.

L e_ntreé et%, ce que l'on peut écrire par la double
On peut proposer un systeme de deux 1négahtés: :
Les solutions du systeme sont les valeurs de z qui
satisfont a la fois aux deux inégalités.

Soit le systenmie :

inégalité :

4 7
3T <73

T . . 4 .7

3 5 ce qui se lit : x compris entres et 4.

20— 2 <@g 1 P 373
Remarque. — Il peut se faire que les conditions

2 _ 3
[,x+,—>§x~ 4.

3 auxquelles z doit satisfaire solent contradictoires;

e e . dans ce cas le systéme est impossible.
La premiere megahte devient successivement

3 5
r— = < I :
5 3 EXERCICES SUR LE CHAPITRE X
<ty o tie L .
Inégalités du premier degré i une inconnue.
7
z < 3 156. — Résoudre les inégalités :
) . T . 3o —3 >5x—5
La deuxieme inégalité devient : 35— 5 ; w44
. 3 )
2 -2 — 4 5L —
lw——%x‘ >4 —35 2 <\3-t ’
2 3 20— 3 > 3x —5H
§—.’/I:‘>£—(2 x—3>2x+»§.
2 3 . 7
z 2 157. — Résoudre les inégalités :
o > 3 3z —8 > bxr — 4
A _3 _5
x> 3 e > bw ;
2
. . o, s 7 — > — 33; + 3
z doit donc d'une part étre inférieur ag, d’autre ) s 3
g — 3>z +—7-
"4, L’éleve devra étre habitué & résoudre soit en chassant les —_ ;—‘x> 51;.__§.
dénominateurs, soit sans les chasser. 7
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158. — Résoudre les inégalités :

az—b>c.zr~d
a— bx ¢ — bz
c «

159. — Lorsqu’'une inégalité renferme un dénominateur
aont.on ne connait pas le signe, on peut, pour la résoudre,
multiplier par le carré du dénominateur qui est toujours
positif. Appliquer cette rerharque & la résolution des inéga-
lités suivantes :

3x—5 . 3z —8

T —1 X —1

abx
b—a

(LN 4 ot oo > 525 o (0 — O

160. — Résoudre le systéme d’inégalités :

2 5
-,3:7/—[;<§»L—2.

161. — Résoudre le systéme d’inégalités :
2 3
FE = 3> 2w+ ;
1 5
— Ez > ba — 5

462. — Démontrer que la moyenne géométrique de deux
pombres est toujours inférieure a4 la moyenne arithmétique

de ces nombres.

163. — Démontrer que la moyenne arithmétique de deux
nombres est comprise entre ces nombres,
164. — LEtant donné la suite de rapports inégaux :
a c e _u
a2 <7<%
démontrer que le rapport :
afctetg
b d 5k
i 1 ts extrémes T et
est compris entre les rapports extrémes ; et .

CHAPITRE XI

PROBLEMES DU PREMIER DEGRE

I. — GENERALITES

La résolution d’un. probleme par I'algébre peut
se subdiviser en quatre parties :

1° Choix des inconnues;

2° Mise en équations;

3° Résolution des équations;

4° Discussion du probleme.

Nous avons traité la troisieme partie : résolution
des équations, dans les chapitres précédents. Nous

~allons dire quelques mots des autres parties; ces

généralités seront d’ailleurs surtout éclaircies par
les exemples.

147. — Choix des inconnues.

Lorsqu’on veut résoudre un probleme par I'al-
gebre, la premiére question que l'on doit se poser
est relative au choix des inconnues. On peut la .
subdiviser en plusieurs parties : :

1° Quelles quantités prend-on comme inconnues?

2° Comment sont-elles définies en valeur absolue?
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3° Comment sont-elles définies en signe?
Examinons successivement ces irois points.
1° Dans les questions élémentaires, 'énoncé

indique généralement d’une manieére assez claire

par elle-?néme quelles inconnues il faut choisir.
C’est surtout 1'étude de nombreux exemples qui
peut servir de guide pour choisir, dans certains
cas, certaines inconnues de préférence a d’autres -
il en résulte parflois des simplifications assez gran-
des (Soit a mener une tangente commune a deux cir-
conférences : on prendra pour inconnue la distance
au centre de l'une d’elles, du point de rencontre de
la tangente avec la ligne des centres. Soit a placer
dans un cercle une corde possédant certaines pro-
priétés particulieres exigées par ’énoncé, on choi-
sira pour inconnue sa fleche, ete.).

2° Les quantités que l'on prend pour inconnues
étant déterminées, il est essentiel de définir d’une

maniere précise de quelle maniere on lesreprésente

par des nombres, pulsque ce sont des nombres seu-
lement qui figurent directement ou non dans les
formules de 'algebre.

Pour cela, il faut fixer d’une maniére précise
Vunité que lon choisit. Lorsqu’on aura trouvé la
solution, qui sera un certain nombre, on devra se
rappeler quelle unité a été choisie afin de connaitre
la signification de ce nombre {pour une longueur,
savoir si le résultat est exprimé en metres, déci-
metres, centimotres ou millimetres, ete.; pour une
surface, savoir si Punité était le metre carvé ou le
décimetre carvé, ete.; pour un temps, savoir si le
nombre est exprimé en anndées, en jours, ou bien
en heures, ou en minutes, cle.).
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De plus, dans certains cas, il est nécessaire de

- fixer une origine si 'inconnue est un temps par

exemple, ,
3° Dans bien des problemes, les quantités
inconnues sont de nature telle qu’on peut les con-

sidérer comme positives ou négatives; il est donc

nécessaire, en méme temps qu’on choisit une unité,
de faire une convention précise relative au signe de
chacune de ces quantités. On devra se rappeler
cette convention, lorsqu’on aura obtenu la solution
de maniére a en connaitre la signification concréte
précise. _

Soit, par exemple, le probleme suivant :

Jean a 3 ans 6 mois, et Pierre 18 mois; peut-il arriver
que ’age de Jean soit double de celui de Pierre?

Il est assez naturel de prendre pour inconnue le

temps qui sépare le moment actuel de l’époque ou

I'age de Jean sera (ou a été) double de celui de
Pierre. On prend donc comme origine des temps
Iépoque actuelle. De plus, on devra choisir une
unité de temps; on prendra, soit le mois, soit 'année
(ici le mois parait mieux indiqué). Enfin, on devra
indiquer si on compte les temps comme positifs vers
le futur et négatifs vers le passé, ou inversement.

Les conventions ainsi faites permettront de
mettre le probleme en équation et, cette équation
résolue, de discuter le résultat. '

148. — Mise en équations.

Mettre un probléme en équations, c’est écrire les
équations que les inconnues doivent vérificr,
d’apres 'énoncé. Les conditions non traduisibles
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par des équations sont étudiées dans la discussion.
On ne s’occupe ici que des conditions qui s’ex-
primeut par des relations entre les inconnues et les
quantltes données.

Les inconnues étant representees par des lettres
z, Yy, 3, ete.,
exprimées par 1’énoncé en écrivant ces lettres a la
place des quantités qu’elles représentent. On pro-
cede comme si 'on voulait faire la vérification des
relations qu’indique Vénoncé; ces relations dans
lesquelles figurent les lettres a la place des nombres
inconnus donnent les équations du probleme.

Il peut se faire cependant que les relations indi- .

quées par U'énoncé ne suffisent pas a déterminer
la questlon et notamment qu elles ne conduisent
pas a un nombre d’équations aussi grand que le
nombre des inconnues. Il faut connaitre des pro-
priétés nouvelles conduisant a d’autres relations.

Sl s’agit d'un probleme de géométrie il y aura
lieu de se demander si 'on connait des théoremes
s’appliquant aux grandeurs qui interviennent dans
le probleme. S’il s’agit d’un probleme de méca-
nique, d’arithmétique, de physique, de chimie, etc.
il y aura souvent nécessité a connaitre une pro-
priété mécanique, arithmétigue, physique, ou chi-
mique, etc., que ne donne pas l’énoncé et sans
laquelle cependant le probleme ne pourra étre
résolu.

Il convient en tout cas d’avoir grand soin, avant
~d’écrire toutes les relations, d’ exprimer toutes les
quantltes de méme nature avec la méme unité et,
s'il y a lieu, avec la méme origine et les mémes con-
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