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PREDGOVOR

Predmet proudavanja ovog rada su topologije generisane
uopstenim otvorenim skupovima. Pod klasom uops$tenih otvorenih
skupova topoloskog prostora (X,J) podrazumeva se ma koja klasa
podskupova skupa X koja je Sira od I i koja je zatvorena u odno-
su na proizveoljnu uniju. Za nas ¢ée u ovom radu od vosebnog zna-
daja biti klase semi-otvorenih, preotvorenih, semi-preotvorenih
i Jd=-skupova.

Pojam semi-otvorenog skupa topoloskog prostora uvec Jje
Levine [56] 1963. godine. Nezavisno od njega do istog pojma do-
laze Njastad [69] i Isomichi [49]. Koristeéi &injenicu da su oso-
bine semi-otvorenih skupova u mnogo ¢emu bliske osobinama otvore-
nih skupova, Crossley i Fildebrand [13] i Das [21] uvode pojmove
kao sto su semi-okolina tadke, tacka semi-nagomilavanjs, semi-
zatvorenje skupa, semi-unutrasnjost skupa 1 dr. zamenjujucéi u
svako] odgovarajucoj definiciji otvoren skup semi-otvorenim sku-
pom. Pojam semi-topoloskog svojstva topolosSkog prostora uvode
Crossley i Hildebrand EEQ] 1972. godine., Definisu da Je svojstvo
topolodkog prostora semi-topoloSko ako ga cuvaju semi-homeomorfi-
zmi, tj. bijekcije pri kojima su slike i inverzne slike semi-
otvorenih skupova semi-otvoreni skupovi. U [20], [17] i [45] je
pokazano da su svojstva prostora da bude Hausdorffov, Jjako-Haus-
dorffov, Urysohnov, vrve kategorije, sevarabilan, koneksan 1 Bai-
reov semi-tonoloska. Problemom isnitivanje semi-topoloskih svoj-
stava bave se i Sivaraj [92], Banerjee - Chhanda Bandyopadhyay
Eli] a do znadajnos rezultata dolazi Jankovié u [5Qf. On nokazu-
je da je svako semi-resularno 3vojstvo i semi-topolosko. Crossley
i Hildebrand [19]) nokazuju da klasa ekvivalencije S(J37) topoloeija
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najfiniji element ™(3). Karakterizacija topologije F(3) kao ;U —
N: UeS i N je nigde sust u (X,3)} date u [16] u mnogome je po-
jednostavila postupak kod dokazivanja da Je neko svojstvo semi-
topolosko. Medutim, na isti nacin okarakterisana Jje i topologija
J-skupova topoloskog prostora koju je uveo Njdstad [69] 1965. go-
dine. Cinjenica da su elementi pomenute topologije eksplicitno
dati pomoéu operatora zatvorenja i unutrasnjosti polaznog prosto-
ra omoguéuje da se na vravi nadéin opisu semi-topoloska svojstva.,
Do pojma {-skupas dolaze na drugi naéin i Maheshwari i Tepi [&0]
zamenjujuéi u Levineovoj definiciji semi-otvorenog skupa zatvo-
renje otvorenor, skupa njegovim semi-zatvorenjem. 1 na kraju, 1984,
codine u [5] operatori zatvorenja i unutrasSnjosti topologije d-
skupova iskazani su direktno u funkciji odgovarzjucih operatora
polazne topologije. To je omogucilo da se dokazi da je neko svoj-
stvo semi-topolosko josS visSe uproste.

Pojam preotvorenog skupa topoloskog prostora uveli su
Mashhour, Abd El-Monsef 1 El-Deeb Ceu4] 1982, godine. Kao i u slu-
faju semi-otvorenih skupova, sledeéi korak je bio uvodenje i is-
pitivanje osobina operatora prezatvorenja i preunutrasnjosti sto
je uradeno u [3!} 1 [E?]. Pojam semi-preotvorenog skupa topolos-
kog prostora uveli su Abd El-Monsef, El,-Deeb i Mahmoud [1] 1983.
godine. Isti pojam uveden je i u radovima [34] i [6]. Operatori
semi-prezatvorenja i semi-preunutrasnjosti uvedeni su i ispitiva-
ni u radovima [3] i [5]. Pojmovi preotvorenog i semi-preotvorenog
skupa prirodno se nadovezuju na pojmove seml-otvorenog skupa 1
J-skupa. QOve detiri klase danas predstavljaju osnovne klase uop-
Stenih otvorenih skupova a interes za njihovo izucdavanje postaje
sve veéi. MoZemo naznaliti dva osnovna pravca istrazivanja u vezi
sa uopStenim otvorenim skupovima. S jedne strane pomenute cCetiri
klase skupova su omoguc¢ile uvodenje niza novih svojstava presli-
kavenja kao £to su semi-neprekidnost [56], semi-otvorenost [17],
jrezolutnost [20], pre-semi-otvorenost [ 20!, preneprekidnost [&4],
preotvorenost [64], d-neprekidnost [66], /A=neprekidnost [1], nre-—
irezolutnost [89] i dr. U pomenutim radovima k2o 1 u mnogim dru-
gim proudavaju se medusobni odnosi ovih klasa preslikavanja kao
i njihove veze sa drugim klasama koje su bliske klasi neprekidnih
preslikavania. Osnovni cilj je des se odrede dovolini unslovi zo

neprekidnost vrreslikavaonia. Druemi pravoe istredivondo doved: v




vezu uopfStene otvorene skupove sa nekir osnovnim tonoloskim noj-
movima kao s$to su kompaktnost, H-zatvorenost, parakompaktnost,
povezanost i dr. S Jjedne strane pokusava se da se ovi pojmovi
izroze u terminima vezaninm za pojedine klase uopsStenih otvore-
nih skupova Sto Cesto ima za posledicu da se neke poznate teore-
me dokaZu pod slabijim pretnostavkama. S druge strane uopsSteni
otvoreni skupovi omogucili su uvodenje nekih novih klasa prosto-
ra kao 5to su semi-kompaktni [26,88], S-zatvoreni [94], s-zatvo-
reni [2%], jako~kompaktni [68], jako-Lindel®dfovi _#8_, 4-kompa-
ktni 62], P,-parakompaktni [67], P,-parakompaktni [67'i dr. U
ovim redovime kao i u mnogim drugim se nastoji da se novouvedeni
pojmovi izraze pomoéu veé postojec¢ih. Tako su na primer Ganster
i Reilly [4C] pokazali da je topolo3ki prostor Pl-parakompaktan
2ko i samo ako je parakompaktan i submaksimalan. Sto se tide od-
nosas uopstenih otvorenih skupova i aksioma separacija, pomenucemo
brojne nove aksiome separacije uvedene pomolu klase semi-otvore-
nih skupova u radovima Dorsetta [24,25,2?] 1 Maheshwarija 1 Pra-
sada [58,59]. -

U ovom radu bavimo se sledeéim problemom teorije uopsSte-
nih otvorenih skupova koji je do sada proZzo gotovo neprimecen.
Naime Njdstad [69] je pokazao da se topoldgija [~skupova sastoji
iz tadéno onih semi-otvorenih skupova ¢iji je presek sa svakim se-
mi-otvorenim skupom takode semi-otvoren skup. Lako se vidli da se
na ovaj nac¢in moZe od ma koje klase uopstenih otvorenih skupova
dobiti jedna nova topologija na datom skupu. Kao Sto je topologi=-
ja Jd-skupova bila kljuc za resavanje problema u vezl sa semi-to-
polodkim svojstvima, prirodno je ocCekivati da ce izufavanje o0s0-
bina topologija generisanih preotvorenim odnosno semi-dreotvore-
nim skupovima dati podsticaj ispitivanju pretopoloskih i semi-
pretopoloskih svojstava topolofkih prostora.

U prvoj glavi su uvedene osnovne definicije 1 teoreme
koje ée biki potrebne u daljem radu. Veéina rezultata data Je
bez dokazs a2 izuzetzk je uglavnom u onim slucajevima <de se do-

kaz razlikuie od ranije datih.
L t

U prvom odeljku druge glave ispitane su osobine 1 uza-
jamne veze overctora renerissnih klasema semi-otvorenih 1 ore-
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osnovno orude u ovom radu. Drugi odeljak posvelen je semi-Dre-
otvorenim skupovima ., Najznacajnijli rezultat dat Jje u teoremi
2.2.41. koja u sludaju neuporedivosti klasa semi-otvorenih i pre-
otvorenih skupova obezbeduje egzistenciju semi-preotvorencg skupa
koji nije ni semi-otvoren ni preotvoren. Preciznije, ako pomenu-
te tri klase oznadimo sa SO(3), PO(T) i SPO(T), onda je SPO(T) =
SO0(3)wPO(T) ako i samo ako je SO(3) < PO(3) 1i1i PO(3F) < S0(7F).
0d ostalih rezultzsta datih u ovom odeljku pomenimo karakteriza-
ciju ekstremalno diskoneksnih prostora pomocu prezatvorenja i
preunutradnjosti datu u teoremi 2.2.%2., kao i karakterizaciju
prostora koji sadrZe otvoren, gust 1 nasiedno nerastavljiv pot-
prostor pomodéu semi-zstvorenja i semi-unutrasnjosti datu u teo-
remi 2.2.%%. U poslednjem odeljku ove glave ispitujemo kada su
topologije odredene predbazama PO(T), SO(F) i SPO(T) diskretne.

Prvi odeljak tretée glave je centralan u radu. U njemu je
pokazano da se topologije generisane klasama preotvorenih 1 semil-
preotvorenih skupova poklapaju. Na taj nac¢in osobine pomenute
topologije, koju oznalavamo sa Ji, postaju sredifte nases intere-
se. Topologija Jy je u opitem sludaju finija od topologije J-sku-
pova koju oznalavamo sa J;, i teorema 3.l.44, pokazuje da Jje Jed-
nakost pomenutih tovologija ekvivalentna uslovu da je dati pros-
tor semi-Tp. Sledeéi vaZan rezultat daje teorema 3.1.29. koja po-
kazuje da se topologija Iy ponasa u odnosu na semi-preotvorene
skupove isto kao i topologija 3, u odnosu na semi-otvorene skupo-
ve. Moguénost da se operatori zatvorenja i unutradnjosti u 7
eksplicitno izraze pomoéu odgovarajuéih overatora u 3 vodstakla
je ispitivanje osobina operatora zatvorenja i unutradnjosti u Jp.
Mada u ovom slucéajv takvu moguénost nemamo, veze lzmedu odgova-
rajuéih operatora u J; i Jpy ustenovljene u 5.1.20. - Z2.1.%32., ima-=
ée mnoge korisne vosledice. Na kraju ovog odeljka uveden je skup
B(T) vreotvorenih, neizolovanih jednoélenih skupova u 3 pomoéu
koga se opisuje "odstupanje! topologije Jp u odnosu na tonologl-
ju 3 . Skup B je osnovni za sve dalje konstrukcije u radu. Odre-
deni elementi skupa B zajedno sa J-skupovima genericu tri tonolo-
gije na datom rrostoru (X,7) bitne za klase uonstenih otvorenin
skunovz koje se isrituju. Pomenimo i sledeéa dva rezultata date
U 5.1.57. 1 3,1.58. Prvi tvrdi dsz je PC(T) = PO(Q;\ ~ko i samo




ako je B otvoreno-zatvoren skup, a drugi da je SPO(F) = SPO(T, )
ako i samo ako je B otvoren skup.

Svakli od preostalih osam odeljazka bavi se po jednim kru-
gom pitanja u vezi sa topologijom T.. U drugom odeljku je nasta-
vljeno ispitivanje osobina operatora zatvorenja i unutradnjosti
u Iy« Izmedu ostalog utvrdene su njihove veze sa ranije uvedenim
operatorima. Trec¢i odeljak posveéen je pona3anju topologije Sy u
odnosu na potprostor, topolosku sumu i topoloski proizvod dok se
u odeljku 5.4, odreduju potrebni i dovoljni uslovi da klase PO(3)
i SPO(Y) budu topologije. U pmetom odeljku uvedena je klasa P(5)
topologija na skupu X koje imaju iste preotvorene skupove Kao
topologija 3. Pokazano je da Jje ta klasa Sira od klase S(3) i
dat je niz votrebnih i dovoljnih uslova da dve topologije pri-
padaju istoj klasi. Kao Sto smo veé pomenuli, Njastad [69] i
Crossley i Hildebrand 19/ pokazali su da je topologija 5, naj-
finiji element u klasi S(J"). Problem postojanja najfinijeg ele-
menta u klasi P(T3) je osnovno pitanje sledeéeg odeljka. Pomoéu
topologije J, i otvoreno-zatvorenih jednodélanih skupova u 5y do-
bija se jedna nova topologija Tﬁ koja je supremum klase P(J).
Primer 19 pokazuje da klasa P(F) ne mora imati najfiniji element.
U odeljku 3,7. uvedena je klasa SPO(JF) topolorija na skupu X ko-
je imaju iste semi-preotvorene skupove kao topologija J. Pokaza-
no Jje de je ta klasa dira od klase P(F) uvedene u odeljku 3.5.

1 utvrdeni su potrebni i dovoljni uslovi da dve tovologije pripa-
deju 1istoj klasi. Pomenimo i teoremu 3.7.2l. koja tvrdi da topo-
lozija Tﬁ pripada klasi SP(3). U poslednja dva odeljka ovog rada
uvedene su jos dve nove tonologije Tﬁ i Jp koje se nalaze izme-
qu 34 i 5p. Topologija Tﬁ koju senerisu J-skupovi i regularno
otvoreni jednoélani skupovi u Jy je analogon za klasu SP(F) to-
pologije Tﬁ uvedene za klasu P(J). Ona je gornje ogranicenje
klase SP(J) ali ne mora de joj pripvada. Osobine ove torologije
opisane su stavovima 3.8.1. - 3.8.15. Na kraju u poslednjem
odeljku, nockazezno je da klaga SP(T) ima najvesi element. To Je
topologije Th c¢iju bazu dine A—skﬁpovi i svi Jjednocleni skunovi

1z unutrasnjosti skupra B.
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1. UvOD

U prvoj glavi nalaze se osnovni rezultati u vezi sa
najvaznijim klasama uopStenih otvorenih skupova. Tako je prvi
odeljak posvecen semi~otvorenim skupovima, drugi odeljak pre-
otvorenim a treéi J-skupovima. Neki rezultati se koriste nepo-
sredno, a neki ¢e posluZiti kao motivacija odnosno putokaz za
dalja istraZivanja. Poslednji odeljak ove p.lave posveéen je
Hewittovo]j reprezentaciji topolodkog prostora. U njemu je prika-
zana Jjedna metoda koja e u daljem radu biti od velike koristi.

U radu se koriste sledeée oznake. Topolodki prostor se
oznalava sa (X,J) odnosno samo sa X ako nije neophodno topologi-
Ju posebno isticati. Klasa zatvorenih skupova prostora (X,T) oz~
nacava se sa C(J3) a klasa otvoreno-zatvorenih skupova sa co(T).
Ako je A podskup prostora (X,T), onda se sa clA odnosno intA oz-
nac¢ava zatvorenje odnosno unutrasnjost skupa A u tom prostoru.
Relativno zatvorenje (resp. unutrasSnjost) skupa A u odnosu na
potprostor (Y}T}) prostora (X,7) oznadava se sa clyA (resp.
intYA). Klasa regularno otvorenih (resp. regularno zatvorenih)
skupova prostora (X,J) oznalava se sa RO(T) (resp. RC(T)). Sa
N(3) oznadava se klasa nigde gustih a sa DP(J") klasa gustih sku-~
pova prostora (X,J). Komplemente gustih skupova, tj. skupove ko-
ji imaju praznu unutrasnjost, zvacemo kogustim skupovima.

Bez posebnog naglaSavanja cesto se koristi sledeédi do-

bro poznati rezultat:




Teorema A. Neka je G otvoren a F zatvoren podskup pro-
stora X. Tada za svaki podskup A vazi sledece:

(1) ¢clANG C cl(ANG),

(2) int(AVUF) ¢ intAVF.

1.1. Semi~otvoreni skupovi

Pojam semi-otvorenog skupa topoloskog prostora uveo je
Levine u radu [56]. Nezavisno od njega do istog pojma dolaze
Njéstad [69] i Isomichi E497.

Definicija. Podskup A prostora X je semi-otvoren ako
postoji otvoren skup U takav da je UC A C ¢lU. Klasu semi-otvo-
renih skupova prostora (X,J) oznadavaéemo sa SO(T).

Na ovaj nadin dobijena Jje Jjedna klasa skupova prostora
(X,T) koja je Sira od T. Kolekcija SO(T) nije topologija na X
ali je zatvorena u odnosu na uniju. Ovde su citirani rezultati
koji se kasnije koriste i koji se mogu naéi u radovima [19], [21

i [56].

Teorema l.l.l. Neka je A podskup prostora (X,J). Tada
su sledeéi iskazi ekvivalentni:

(a) A € s0(3).

(b) A C c1(inta).

(¢) clA = cl(intA).

Teorema l.l.2. Unija proizvoljne familije semi-otvore-~

nih skupova je semi-otvoren skup.

Presek dva semi-otvorena skupa nije u opstem slucaju
semi-otvoren. Medutim, vazi sledece:

Teorema 1l.l.3. Presek otvorenog i semi-otvorenog skupa
je semi-otvoren skup.




Definicija. Podskup A prostora (X,T) je semi-zatvoren

ako je X — A € S0(F). Klasu semi-zatvorenih skupova prostora
(X,3) oznalavaéemo sa SC(37).

Sledeca tri stava su dualna prethodnim.

Teorema l.l.4. Neka je A podskup prostora (X,J). Tada
su sledec¢i iskazi ekvivalentni:

(a) A€ SC(@).

(b) int(clA) T A.

(¢) int(clA) = intA.

Teorema l.l.5. Presek proizvoljne familije semi-zatvo-
renih skupova je semi-zatvoren skup.

Teorema l.l.6. Unija zatvorenog i semi-zatvorenog skupa

je semi-zatvoren skup.

Za podskup A prostora X oznalCicemo sa sclA semi-zatvo-

renje skupa A, tj. presek svih semi-zatvorenih skupova u X koji
sadrze A.
’
Teorema l1l.l.”/7. Neka je A podskup prostora X. Tada je
x € sclA ako 1 samo ako je SMA +# ¢ za svaki semi-otvoren skup
S koji sadrzi x.

Teorema 1.1.8. Neka su A i B podskupovi prostora (X,5).

Tada Je:
(1) A C sclA C cla,
(2) sclA € sSC(T),
(3) A€ SC(T)ed> A = scla,
(4) ACc B=>sclA € sclB,
(5) scl(seclA) = sclA,
(6) sclAUsclB ¢ scl(AUR),
(7) scl(AMB) € sclAMsclB,
(8) scl(¢) = ¢.

7a podskup A prostora ¥ ozna¢icemo sa sSintA semi-unu-




well -

tradnjost skupa A, tj. uniju svih semi-otvorenih skupova u X ko-
ji su sadrzani u A.

Teorema l.l.9. Neka je A podskup prostora X. Tada Je
x € sintA ako 1 samo ako postoji semi-otvoren skup S takav da je
x € S C A,

Teorema l.l1,10, Neka su A i B podskupovi prostora (X,3).

Tada Je:
(1) intA C sintA C A,
(2) sintA € S0O(3),
(3) A€ SO(T)&> A = sinta,
(4) A € B = sintA ¢ sintB,
(5) sint(sintA) = sinta,
(6) sint(AMB) C sintAnsintB,
(7) sintAuUsintB ¢ sint(AUB),
(8) sintX = X.

Sledeéi stav daje nam vezu izmedu semi-zatvorenja i

semi-unutrasnjosti.

Teorema l.,l.11, Neka je A podskup yrostora X. Tada je:
(1) scl(X — A) X — sinta,
(2) sint(X — A) = X - scla.

Odeljak zakljucujemo jednom posledicom stavova l.l.3.
il.1.6.

Teorema l.l.,l2. Neka su A 1 B podskupovi prostora X.
Tada Jje:

(1) scl(clAwB) = clAusclB,

(2) sint(intANB) = intAn sintB.




1.2 Preotvoreni skupovi

Pojam preotvorenog skupa topoloskog prostora uveli su
Mashhour, Abd El-Monsef i El-Deeb u radu [64]. To je klasa uo-
pStenih otvorenih skupova koja takode nije zatvorena u odnosu
na presek. Vecina rezultata koji se citiraju u ovom odeljku mo-
se se naéi u (64, [67] i [36].

Definicija. Podskup A prostora X je preotvoren ako je

A ¢ int(clA). Klasu preotvorenih skupova prostora (¥X,J) oznaca-
vaéemo sa PO(3).

Teorema l.2.l., Neka je A podskup prostora (X,3). Tada

gu sledeci iskazi ekvivalentni:

(a) A€ PO(T).

(b) Postoji G € RO(J) takav da Je A C G C clA,

(¢) A je presek regularnoc otvorenog i gustog skupa.
(d) A je presek otvorenog i gustog skupa.

Teorema l.2.2. Unija proizvoljne familije preotvorenih

skupova Je preotvoren skup.
r

Presek dva preotvorena skupa nije u opstem slucaju pre-
otvoren., Medutim, vaZi sledece:

Teorema l.2.3., Presek otvorenog i preotvorenog skupa Jje

preotvoren skupe.

Definicija. Podskup A prostora (X,3) je prezatvoren
ako je X — A € PO(3). Klasu prezatvorenih skupova u (X,5) ozna-

davaéemo sa PC(J).

Teorema 1l.2.4. Neka je (X,J) prostor. Tada je A € PC(J)
ako i samo ako je cl(intA) < A.

Sledeéa tvrdenja su dualna teoremama 1.2.2. i 1.2.3.

Teorema l.2.5. Presek proizvoljne familije prezatvore-




nih skupova je prezatvoren skup.

Teorema l.2.6. Unija zatvorenog i prezatvorenog skupa
je prezatvoren skup.

Za podskup A prostora X oznacicemo sa pclA prezatvore-

n;je skupa A, tj. presek svih prezatvorenih skuvova u X koji sa-

drze A.

Teorema l1l,2.7. Neka je A podskup prostora X. Tada je
x ¢ pclA sko 1 samo ako je PMA # ¢ za svaki preotvoren skup P
koji sadrzi x.

Teorema l.2.8. Neka su A i B podskupovi prostora (X,3).

Tada Jje:
(1) A C pclA C clA,
(2) pclA € PC(T),
(3) A€ PC(T)&< A = pcla,
(4) A< B=>pclA ¢ pclB,
(5) pel(pclA) = pclA,
(6) pclAupclB ¢ pel(AU B),
(7) pcl(ANB) C€ pclAMpclB, -
(8) pcl(g) = ¢.

Za. podskup A prostora X oznaliéemo sa pintA preunu-
traSnjost skupa A, tj. uniju svih preotvorenih skupova u X ko-

ji su sadrzani u A.

Teorema 1l.2.9. Neka je A podskup prostora X. Tada je
X ¢ pintA ako i samo ako postoji preotvoren skup P takav da je

X € PC A.

Teorema l.2.10. Neka su A 1 B podskupovi prostora (X,T).

Tada Je:
(1) intA < pintA C A,
(2) pintA € PO(T),
(3) A= PO(T)<>A = pinta,
(4) A I B = pintA & pintB,




(5) pint(pintA) = pinta,

(6) pint(ANB) ¢ pintAnpintB,
(7) pintAUpintB < pint(AUB),
(8) pintX = X.

Sledeéi stav daje vezu izmedu prezatvorenja i preunu-

trasnjosti.

Teorema l.2.1l. Neka je A podskup prostora X. Tada Je:
(1) pecl(X — A) = X — pintA,
(2) pint(X — A) = X — pclA.

Kao posledicu stavova l.2.%. 1 l.2.6. dobijamo sledeci
rezultat:

Teorema l.2.12. Neka su A i B podskupovi prostora X.

Tada jé:
(1) pcl(clAUB) = clAupclB,
(2) pint(intAMB) = intApintB.

Sledeéi stav otkriva jednu interesantnu vezu koja po-
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stoji medu uvedenim klasama skupova.

TPeorema l.2.13. Neka je (X,3) prostor. Tada je:

(1) PO(T)YMNSC(3T) = RO(3),
(2) PC(3)MS0(3) = RC(I).

Na kraju odeljka utvrdiéemo Jjednu osobinu preseka pre-
otvorenog i semi~otvorenog skupae.

Peorema 1l.2.14. Neka je (X,T) prostor, A &€ PO(T) i
Be SO(3). Tada je ANB € PO(TB)nso(TA).

Dokaz. 1) AB < int(clA)MB = intB(int(clA)rﬁB) =
intB(Brﬁcl(intB)F\int(clA)) - intB(Brwcl(intBr\int(clA))}c:
intB(Brﬁcl(intBr\clﬁ))t: intB(Br\cl(cl(intBr\A))) =
intB(Br‘xcl(intBr‘\A)) - intB(Bncl(B/\A)) = inthlB(A/"\B).

2) ANB c ANint(cla)Ncl(intB) C ANncl(int(clA)MintB)
c ANcl({clanNintB) C Ancl(cl(AnintR)) = Ancl(ANintB) <




Ancl(ANint((X = AYUB)) = ANcl(ANint((X — A)U (ANB))) =
Ar\cl(intA(AfWB)) = clAintA(Af\B).

1e3e Topolodki prostor (X,3;)

Pojam J-skupa topoloskog prdstora uveo je NJjdstad u
radu [EQ] a nezavisno od njega do istog pojma dolaze Maheshwari
i Tapi ESQ]. To je jedna klasa uopsStenih otvorenih skupova za
koju se pokazuje da obrazuje topologiju siru od polazne. Do iste
topologije dolaze na drugli nacin Crossley i Hildebrand u radu
(19]. Veéina rezultata izloZenih u ovom odeljku moZe se naéi u

(69 i [5].

Definicija. Podskup A prostora X je «=skup ako je AC
int(cl(intA)). Klasu svih J~-skupova prostora (X,5) oznacavalemo
sa 11. Komplemente J/-skupova zvaéemo J-zatvorenim skupovima.

Teorema l.3.l. Za prostor (X,J) vaZi sledeée:
(1) 3, Je topologija na X i T <2,
(2) A je J-zatvoren ako i samo ako je cl(int(clA)) C A.

Teorema l.3.2. Neka je A podskup prostora (X,5). Tada
su sledeéi iskazi ekvivalentni:
(a) A3, .
(b) A € PO(T)MNSO(T).
(¢c) Postoji otvoren skup U takav da je U cC A C int(clU)).
(d) Postoji otvoren skup U takav da je UC A C scllU.

Sledeéi stav sledi neposredno.

Teorema 1.3.3. Neka je x talka prostora (X,3). Tada su
sledeéi iskazi ekvivalentni:




OznaCimo sa cl,A i int, A zatvorenje odnosno unutra$-
njost skupa A u prostoru (X,J; ). Sledela dva stava, dokazana u
[5], daju vezu izmedu ovih operatora i odgovarajuéih operatora

u (X,3).

Teorema l.3%.4. Neka je A podskup prostora X. Tada je:
(1) ¢1l,A = Aucl(int(clh)),
(2) int A = ANnint(cl(intA)).

Teorema l.%.5. Neka je A podskup prostora X, Tada je:
(1) int,cl,A = int ,clA = int(cl,A) = int(clA),

(2) ¢l ,int A = cl intA = cl(int A) cl(inta),

(3) el int;c1 A = c1l(int(clA)),

(4) int,cl,int A = int(cl(intA)).

Sledeéi vazan rezultat koJji pokazuje vezu izmedu topo-
1ogijafjﬂif:1, kao 1 osobine J-skupova, sledi neposredno iz
prethodne teoreme,

Teorema l.3%.6. Za prostor (X,J) vazi sledece:
(1) so(3) = s80(3,),

(2) PO(3) = PO(T ), ’

(5) I&. = TJ,?

(4) RO(T) = RO(:};):

(5) p(T) = (),

(6) N(3) = N(T;).

Relacije (1) i (2) prethodne teoreme omoguéuju da se
poboljSaju tvrdenja teorema l.l.%3. i 1.2.3., gde umesto otvore-
nog moze stajati J/-skup.

Teorema l.3.7. Presek J/-skupa 1 semi-otvorenog skupa

je semi-otvoren skup.

Teorema l.3%.8. Presek  /-skupa i preotvorenog skupa je

preotvoren skup.

Relacija (4) teoreme 1,%.6, povlaci da je COl") = CO(J;)
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i zato vazi

Teorema l1.3.9. Prostor (X,7) je povezan ako i samo ako
je (X,J3/) povezan.

Interesantno predstavljanje topologije J pomocéu nigde
custih skupova dato je u [69] i [16].

Teorema l.3.,10. Neka je (X,J) prostor. Tada je:
(1)T, =jU—4:U€3, Ac NS,
(2) ¢ ) =sFUA : Fe C(3), A€ N(O)}.

L

Definicija. Prostor (X,5) je J—topoloski ako je =7

Teorema l.3.1l. Prostor (X,5) Jje J-topoloski ako i samo
ako je N(3) < Cc@).

Istaknimo sledeéi Njdstadov rezultat u kome Jje pokaza-
no kako se topologija J;, dobija pomoéu klase semi-otvorenih sku-

pova.

Teorema 1.3.12. Neka je (X,3% prostor. Tada je J =
gA : ANB € SO@) za svaki semi-otvoren skup BS.

Kao neposrednu posledicu dobijamo sledeéi stav:

Teorema l.3.13. Neka su 3 i % topologije na skupu X.
Tada su sledeéi iskazi ekvivalentni:

(a) T, =, .

(b) 80(5) = so(w).

Definicija. Topologije T i U na skupu X su SO-ekviva-
lentne ako je SO() = 80®{). Na ovaj na¢in je uvedena Jjedna re-
lacija ekvivalencije i oznadimo sa S(J") klasu ekvivalencije ele-
menta 3, tj. S() =g”h’: SO(U) = S0(T)5.

Teorema l.3.14. Neka je (X,T) prostor. Tada je §;, najve-

éi element u klasi S(37).
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Teorema l.3%.15. Neka su T3 U topologije na X takve da
je TcU<cT,. Tada jeU € S(T).

Na kraju odeljka razmatraéemo neka pitanja u vezi sa
semi~otvorenim skupovima. Sledeéi stav bile veoma koristan,

Teorema l.3.16. Neka je A podskup prostora (X,J). Tada
je:

(1) sclANG < ¢1,(ANG) za svako G € S0(J),

(2) sc1lANG < scl(ANG) za svako GE€ T .

Dokaz. (1) Pretpostavimo da je xe sclANG i neka je U
J=skup koji sadrzi x. Tada je na osnovu l.5.7. UNG semi-otvoren
skup koji sadrZi x pa je (UNG)MNA # ¢ na osnovu l.l.7. i zato
X € c%i(AfﬁG). Relacija (2) se dokazuje na slidan nacin.

Sledeéi stav je dualan prethodnom,

Teorema l.3%.17. Neka je A podskup prostora (X,3). Tada

je:
(1) int,(AUF) C sintAUF za svako F ¢ sc(@),
(2) sint(AUF) < sintAUTF za svako F e C(3] ).
F

Tri stava koja slede bave se ponasanjem semi-otvorenih

skupova u odnosu na potprostor.

Teorema l.3.18. Neka je (X,J) prostor, AC YC X 1
A e S0(3). Tada je A € SO(T'Y).
Dokaz. A < YNel(intA) = YNel(YNintA) <
YA el(YNint(AU (X ~ Y))) = cl (YN int(AU (X = Y))) = clyintA.

Teorema 1l.3%.19. Neka je (X,T) prostor i AC Y € S0(3).
Tada je clyint A = YNncl(intA).

Dokaz. Kako YNcl(intA) < clYintYA sledi na osnovu pre-
thodnog stava, to nam ostaje da dokaZemo obratnu inkluziju. Budu-
¢i da je X = Y € SC(3"), na osnovu 1.3.17. i l.l.1l. dobijamo da je
clYintYA = Yncl{(¥Nint(AU (X - ¥))) € YNnel(¥YN(sintAU(X - Y)))
= YNel(YNsintA) « YNelYncl{sintA) = YNel(int(sinth)) =
YNecl(inth) $to je i trebalo dokazati.




-1~

Fosledica 1.3.20. Neka je (X,J) prostor i A cC Y € SO(T).
rada je A £ S0(J%) ako i samo ako je A € SO(T).

Podsetimo da je prostor (X,J) ekstremalno diskoneksan
ako je ¢lU € J za svako U € J, Interesantne karakterizacije
ekstremalno diskoneksnih prostora koje su dobili Njastad [59] i
Jankovié [51] iskazane su u sledeéem stavu.

Teorema l.3%.21. Za prostor (X,J) sledeéi iskazi su
ekvivalentni:

(a) Prostor (X,5) je ekstremalno diskoneksan.

(b) 3, = s0(3).

(c) 80(3) < PO(3).

Odeljak zakljuCujemo poznatim Njastadovim rezultatom koji
sledi neposredno iz l.,3,12. i prethodnog stava.

Teorema l.3.22. Neka je (X,3) prostor. Tada je S0(T) to-
pologija na X ako 1 samo ako je (X,5) ekstremalno diskoneksan.,

l.4, Hewittova reprezentacija

Najpre cemo se podsetiti nekih definicija. Prostor (X,3)
‘je rastavljiv [14] ako postoji skup D takav da su D i X — D gu-
sti. U suprotnom kaZemo da je (X,J) nerastavljiv. Podskup A pro-
stora (X,3) je rastavljiv ako je potprostor (A, T’) rastavljiv.
Klasu rastavljivih prostora izucCavao je Hewitt u radu [#2] Lako
se vidi da Je svaki otvoren podskup rastavljivog prostora takode
rastavljiv. Prostor (X,J) je nasledno nergstavljig ako ne sadrzi

neprazan rastavljiv podskup. I na kraju, prostor (X,J) Jje sub-
maksimalan ako je D(F) < T. Sledeéu karakterizaciju submaksimal-
nih prostora dobili su Reilly i Vamanamurthy u [91].

Teorema l.4.l. Prostor (X,)) je submaksimalan ako i sa-
mo ako je PO(F) =7
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Iz definicije neposredno sledi da Jje svaki submaksimalan
prostor nerastavljiv. Vazi i jaci stav.

Teorema l.4.2. Svaki submaksimalan prostor Jje nasledno
nerastavljiv.

Dokaz. Dovoljno Jje dokazati da Jje potprostor submaksima-
lnog prostora submaksimalan i1 zatc pretpostavimo da Jje D gust u
potprostoru Y submaksimalnog prostora (X,J3). Tada je Y € cl1D pa
je DU(X - Y) € D(3) ¢ J i stoga DEEJfY. Otuda je Y submaksimalan.

Sledeci Hewittov rezultat se pokazuje kao korisno sred-

stvo za reSavanje problema u vezi sa uopstenim otvorenim skupo-
vima. |

Teorema l.4.3. Svaki topoloSki prostor X mozZe se predsta-
viti kao disjunktna unija X = FUG pri céemu Jje F zatvoren i rasta-
vljiv a G otvoren i nasledno nerastavljiv. Prostor X Je rastavlijiv

ako 1 samo ako je G = ¢ a nasledno nerastavljiv ako i samo ako Je
F'—"¢-

Tako se vidli da je reprezentacija prostora data u pret-
4
hodnoj teoremi jedinstvena i zato éemo je, sledeéi Ganstera [36],
zvati Hewittovom reprezentacijom prostora X.

Sledeéu teoremu dokazao je Bl’kin u [32].

Teorema l.4.4. Za prostor (X,5) sledeéi iskazi su ekvi-
valentni:

(a) Prostor (X,J) sadrZi otvoren, gust i nasledno nera-
stavljiv potprostor.

(b) Svaki neprazan, otvoren podskup od X je nerastavljiv.

(c) intD Jje gust za svaki gust skup D.

Dokaz. (a) = (b): Neka je G otvoren, zust i nasledno ne-

rastavljiv potprostor od X i neka je ¢ # Ue J . Pretpostavimo da
je intD = ¢ za neki.fh—gust skup D. Sledi da je c1((UNG)MD) =
cl(GAD) > GNelD » GNU i ¢2({(UNG) — D) o> (UNG) = intD = UNG
pa je UNG rastavljiv $to je suprotno pretpostaveci. Otuda Je
intD ¢+ ¢ za svaki Th-ﬁust skup D te je U nerastavljiv.
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(b) = (c): Primetimo najpre da je intD # ¢ za svaki gust
skup D Jjer Jje X nerastavljiv. Neka je U = X — ¢l(intD). Tada je
c1(DNU) > U icl(U~D)> U= intD = U pa je U rastavlijiv. Otu-
da je na osnovu pretpostavke U = ¢, tj. intD je gust.

(c) =>(a): Neka je X = FUG Hewittova reprezentacija
prostora X. Pretpostavimo da je intF # ¢ i neka je D gust u intF.
Otuda je DU(X = intF) = DUc¢1G gust u X pa je int(DuclG) gust
na osnovu pretpostavke. Kako je int(DuclG) ¢ intDWwclG, to je
intD + ¢ pa je intF nerastavlijiv S$to je kontradikecija jer je intF
otvoren podskup rastavljivog prostora F. Otuda je intF = ¢, tj.
¢clG = X pa Jje G traZeni potprostor.

Jos jednu karakterizaciju klase prostora odredene pret-
hodnom teoremom dao je Ganster u [35]. Ispostavilo se da je po-
menuta klasa na neki nadin dualna klasi ekstremalno diskoneksnih
prostora (videti 1.3.21.).

Teorema l.4.5., Za prostor (X,5) sledeéi iskazi su ekvi-
valentni:

(a) Prostor (X,3) sadrii otvoren, gust i nasledno nera-
stavljiv potprostor.

(b) PO(0) < 80(3).

(e¢) 3L = PO(3).

() (X,3/) je submaksimalan.

Dokaz. (a) = (b): Neka je A € PO(3). Tada je A = GAND
gde je G € 37 i D& D(F) na osnovu 1.2.1. Primenom El‘kinove teo-
reme sledl da je intD gust pa je AC G < ¢lG = c1(GNintd) =
cl(intA) i zato A € S0(%).

(b) = (¢) sledi neposredno iz ;| = PO(T)IMSO(T) (videti

l.3.2.).
(¢)=(d): Na osnovu 1l.3.6,., i pretpostavke imamo da je
PO(S, ) = PO(T) =:E: pa je (X,J;) submaksimalan na osnovu'l.4.1,
(d) = (a): Neka je D € D(J). Tada je D€ D(3;) na osno-
vu 1l.3.6. pa je D € I, na osnovu pretpostavke i zato ¢1(intD) =
clD = X. Sada tvrdenje sledi na osnovu El’kinove teoreme.

Sada na osnovu l.4.1,, 1l.,4.2. i 1.4.5. dobijamo sledeéi




-] 5=

rezultat.

Teorema l.4,6., Prostor (X,J) je submaksimalan ako i sa~-

mo ako je nasledno nerastavljiv i J-~topoloski.
Odeljak ¢éemo zavrSiti sa dva Jjednostavna primera.
Primer 1. Neka je X = fa,b,c,d} i 3 = {¢,X,a,b,ab}. Ta-

da je PO(3) =3, = {¢,X,a,b,ab,abc,abd] pa je svaki otvoren pod-
skup prostora X nerastavljiv. S druge strane, A = fc,d} je anti-

diskretan potprostor od X i prema tome rastavljiv. Otuda X nije
nasledno nerastavljiv.

Primer 2. Neka je X = {a,b,c$ i‘T'=£f¢,X,a,abj. Tada Jje
SO(3) = I = {é,X,a,ab,aqf pa X nije J[/-topoloski i prema tome ni-
je submaksimalan. S druge strane,'jgb = {¢,a,ab},'j;c = f¢,a,ac},
TBC = {¢,b,bc§ pa je X nasledno nerastavljiv.
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2e SEMI-PREQOTVORENT SXUPOVI

2.1, Osobine nekih topoloSkih operatora

U prvom cdeljku druge glave nastavlja se sa ispitivanjem
osobina i uzajamnih veza operatora semi-zatvorenja, semi-unutra-
snjosti, prezatvorenja i preunutrasSnjosti. Operatorski aparat ko-
ji se na taj nacin razvija biée od susStinskog znacaja za dalja
istraZivanja. Veéina izloZenih rezultata nalazi se u [6]. Na po-
cetku se pomenuti operatori izraZavaju pomoéu operatora zatvore-
nja i unutrasnjosti.

Teorema 2.l.l. Neka je A podskup prostora X. Tada je:

(1) sclA = AUvint(cla), sintA = ANcl(inta),

(2) pclA = Aucl(intA), pintA = Anint(clA).

Dokaz. (1) Primetimo najpre da je int(cl(AuU int(cla)))
= int(clAUucl(int(c1A))) = int(clA) ¢ AU int(clA). Otuda sledi
da je AU int(clA) semi-zatvoren skup pa je sclA € Auint(clA).
S druge strane, sclA je semi-zatvoren skup pa je int(clA) =
int(cl(sclA)) C sclA i zato AV int(clA) € sclA. Druga relacija
je dualna.

(?) Primetimo najpre da je cl{(int(AU cl(intA))) <
cl{intAV cl(intA)) = cl(intA) € Aucl(intA). Ctuda sledi da je
Aucl(intA) prezatvoren skup pa je pclA € AUcl(intA). S druge
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c pclA 1 zato AVcl(intA) C pclA. Druga relacija je dualna,

Posledica 2.1,2. Neka je A podskup prostora (X,T). Tada

(1) A€ PO(T)e scla = int(clA),
(2) A€ PC(F)e sintA = cl(inta),
(3) A€ SO(T)e pclA = cl(intA),
(4) A€ SC(T)ex pintA = int(clA).

SledeCi stav daje veze izmedu operatora koje de se Sesto
koristiti.

Teorema 2,1l.3, Neka je A podskup prostora X. Tada je:

(1) pint(cla) = int(clA) = int(scla),

(2) pcl(intA) = cl(intA) = cl(sinta),

(3) int(pclA) = int(cl(intA)) = scl(intA),

(&) c¢l(pintA) = cl(int(clA)) = sint(clA).

Dokaz. (1) Na osnovu 2.1l.1. neposredno sledi da je
pint(clA) = clANint(cl(clA)) = int(clA). Takode na osnovu 2.1.1.
je int(sclA) = int(AUint(clA)) D int(clA) D int(sclA) pa vazi i
druga relacija.

(4) Na osnovu 2.1.1. neposredn% sledi da je sint(clA)
= ¢1lANcl(int(clA)) = c1l(int(clA)). Ponovo na osnovu 2.1.1. je
cl(pintA) = c1l(ANint(cla)) > clAnint(clA) = int(clA) i zato
cl(pintA) > cl(int(clA)) @ cl(ANint(clAa)) = cl{pintA).

Relacije (2) i (3) dokazuju se na slian nadin.

Sledec¢i stav je neposredna posledica stavova 2,1.1. i
2elede

Teorema 2.1l.4. Neka je A podskup prostora X. Tada je:
(1) sint(sclﬁ) = sclAncl(int(clA)),
(2) scl(sintA) = sintAu int(cl(intA)).

Prethodni stav i stavovi l.l.%. odnosno l.l.6. sada daju:

Posledica ~2.1.5. Neka je A podskup prostora X. Tada je:
(1) scl(sint(sclA)) = sint(sclA),
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(2) sint(scl(sintA)) = scl(sintA).

Kao sledeéa posledica stava 2.l.4., doblija se jedna
jpteresantna karakterizacija klase semi-otvorenih skupova.

Posledica 2.1.6. Neka je A podskup prostora (X,7). Tada

je:
(1) AUsint(sclA) = sclA, ANscl(sintA) sintA,

(2) A€ S0(3) ako i samo ako je AC scl(sintA).

Dokaz. (1) Na osnovu 2.l.4. i l.3.4. je AU sint(sclA) =
AU (sclancl(int(clA))) = sclAncl A = sclA. Druga relacija se
dokazuje na slian nacin.

fvrdenje (2) sledi neposredno iz (1).

S1liéne veze vaZe i za operatore prezatvorenja i preunu-
trasnjosti. Sledeéi stav sledi iz 2.l.l.

Teorema 2.,1.7. Neka je A podskup prostora X. Tada Je:
(1) pcl(pintA) = pintAucl(intA),
(2) pint(pclA) = pclAnint(cla).

Posledica 2.1l.8. Neka je A polskup prostora X. PTada je:
(1) Av pcl(pintA) = pclA,

(2) AU pint(pclA) = pclANsclA,

(3) Anpcl(pintA) = pintAU sintA,

(4) Anpint(pclA) = pintA.

Posledica 2.1.9. Neka je A podskup prostora (X,3). Tada
je A€ PO(T) ako i samo ako je A C pint(pclA).

Posledica 2.1.10. Neka je A podskup prostora X. Tada Je:

(1) pint(pclA) € pcl(pintA),

(2) pel(pint(pclA)) = pcl(pintA),

(3) pint(pcl(pintA)) = pint(pclA).

Dokaz. (1) Na osnovu 2.1.7. i 2.1.1l. je pint(pclA) =
pclA Nnint(clA) = (Avcl(intA))Nint(clA) = (ANnint{clA) )V
(c1(intA)Nint(clA)) cC pintAU cl(intA) ncl{pintiA).

Relacije (2) i (3) slede neposredno iz (1).
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Slede¢i primer pokazuje da u (1) ne vaZi jednakost u
opStem sludaju,

Primer 3, Neka je A = (0,1) € R zde je R skup realnih
brojeva sa standardnom topologijom. Tada je pint(pclA) = (0,1)
i pel(pintA) = [0,1].

Posledica 2.1,11, Neka je A podskup prostora X. Tada je:

(1) pint(pclA) ¢ sint(sclA),

(2) scl(sintA) c pcl(pintA).

Dokaz. (1) Na osnovu 2.1.7. i 2.1.4. je pint(pcla) =
pclAnint(clA) = (Auvcl(intA))Nint(cla) = (Anint(clA))U
(cl(intA)Nint(cla)) < (Amecl(int(clA)))V int(clA) =
(AU int(clA))Necl(int(c1A)) = sclAnecl(int(clA)) = sint(scla).

Relacija (2) se dokazuje na sliéan nadin.

Sledeéi primer pokazuje da u gornjim relacijama ne vaZe
jednakosti u opsStem sludaju.

Primer 4, Neka je Q skup svih racionalnih brojeva u R,

Tada je pint(pclQ) = pcl(pintQ) = Q, scl(sintQ) = ¢ i sint(sclQ)
- R. ’

Odeljak zakljulujemo rezultatima dobijenim kombinovanom
primenom uvedenih operatora.

Teorema 2.1.12, Neka je A podskup prostora X. Tada je:

(1) sint(pcla) = pcl(sintA) = cl(intA),

(2) pint(sclA) = scl(pintA) = int(clA).

Dokaz. (1) Na osnovu 2.1.2. je pcl(sintA) =
c1l(int(sintA)) = c1(intA). S druge strane, na osnovu 2.1,2. i
201.5. sledi da je sint(pclA) = cl(int(pclA)) = cl(int(cl(intAa)))
= ¢l(intA).

Tvrdenje (2) se dokazuje na slidan naéin.

Posledica 2.1.13, Neka je A podskup prostora (X,J). Tada

Je:
(1) A€ 80(F)= pela = S0(0),
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(2) A € PO(T)e=> sclr e PO(T).

Teorema 2.l.l1%, Neka je A podskup prostora X. Tada je:

(1) pel(sclA) = cl A,

(2) scl(pclA) = pclAv scla,

(3) pint(sintA) int, A,

(4) sint(pintA) = pintAn sintA.

Dokaz. (1) Na osnovu 2.l.l. i 2.1.3. je pcl(scla) =
sclAU ¢cl(int(scli)) = Avint(clA)u cel(int(clr)) = cl, A.

(2) Koristeéi iste stavove dobijamo da je scl(pclA) =
pclAvU int(cl(pclA)) = pclAU int(clA) = pclAU sclA.
- Relacije (3) i (4) se dokazuju na slidan nadin.

Posledica 2.l.15. Neka je A podskup prostora X. Tada je:
(1) scl(pclA) € pcl(scla),
(2) pint(sintA) ¢ sint(pinta).

Pokazacemo na jednom primeru da u relaciji (1) ne vazZi
jednakost u opstem sluCaju. Isto vazZi i za relaciju (2).

Primer 5. Neka Je A = (0,1)N Q. Tada je scl(pclA) =
(0,1) i pel(scla) = [0,1]. ¢

Cele Semi-preotvoreni skupovi

Centralini odeljak druge glave posveéen je klasi semi-
preotvorenih skupova. To je Jjedna klasa uopstenih otvorenih sku-
pova prostora (X,3) koja je Sira i od SO(3) i od PO(T). Pojam
semi-preotvorenog skupa uveli su Abd El-Monsef, El-Deeb i Mahmoud
u radu [1]. Isti pojam uveden je i u radovima [34] i [6]. Defini-
ciju i naziv pomenute klase skupova uzimamo iz rada [6].

Definicija. Podskup A prostora X je semi-preotvoren ako
postoji preotvoren skup P takav da je Pc A € clP. Klasu semi-
nreotvorenih skupova prostora (X,J) oznalavaéemo sa SPO(T).
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Teorema 2.2.1l. Za podskup A prostora (X,3) sledeéi

jskazi su ekvivalentni:

(a) A € SPO(T).

(b) Ac el(int(clAa)).

(c) Postoji otvoren skup U takav da je clA = clU.

(d) clae RC().

Dokaz. (a) = (b): Neka je A€ SPO@F ). Tada je PC AC
¢1lP za neki preotvoren skup P. Sledi da je clA = ¢lP i zato
cl(int(clA)) = ¢l(int(eclP)) = clP. Otuda je A < cl(int(cla)).

(b)=>(c): Za U = int(cla) iz (b) nevosredno sledi da
je AC clU i zato clA = clU,

(c)=(4) sledi neposredno.

(d)= (a): Pretpostavimo da je clA = cl(int(clA)) i sta-
vime P = pintA. Sada na osnovu 2.l1.%. sledi da je AC clA =
cl(int(clA)) = cl(pintA) = clP pa je A€ SPO(T).

Iskaz (b) prethodnog stava je u [1] definicija pomenute
klase skupova koju autori nazivaju klasom SB-otvorenih skupova.
Termin slabo otvoreni skupovi koriste autori u [34] a definisu
ih pomoéu iskaza (c¢).

Slede¢i stav sledi neposredno.

Teorema 2.2.,2. Neka je (X,7) prostor. Tada Je
SO(3 )V PO(3) C SPo(T).

Pokazimo da u gornjoj relaciji ne vazi jednakost u
opStem slucaju.

Primer 6. Neka je R skup realnih brojeva sa standardnom
topologijom i neka je A = [0,1)NQ gde je Q skup svih racionalnih
brojeva u R. Tada je A semi-preotvoren a nije ni semi-otvoren ni

preotvoren skup.

Slede¢i stav daje karakterizaciju semi-preotvorenih

skupova pomoéu semi-otvorenih skupova.

Teorema 2.2.3%. Neka je A vodskup prostora (¥X,77). Tada
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gu sledeéi iskazi ekvivalentni:

(a) A€ SPO(T).

(b)) AC sint(sclA).

(c) sclA € SO ).

Dokaz. (a)=> (b) sledi neposredno iz 2.l.4. i 2.2.1.

(b)= (c): Na osnovu 2.1.5. i pretpostavke sledi da je
sc1A ¢ scl{sint(sclA)) sint(sclA) i stoga je sclA € SOT).

(c)=> (a): Na osnovu pretpostavke i 2.1.3, sledi da je
A C sclA € cl(int(sclAa)) = cl(int(clA)) i zato A € SPO(T).

Sledeéa dva stava su analogoni poznatih stavova koji va-
Ze za semi-otvorene i preotvorene skupove.

Teorema 2.2.4. Neka je (X,J) prostor i fAi : 1€ I}CI
SPO(T). Tada je \JA; € SPO(Y).

Dokaz. LA, C Ucl(int(clAi)) C cl(U int(cla;)) C
c1(int(Uecla;)) € el(int(cl(UA,))).

Teorema 2.2.5. Neka je (X,3°) prostor, A€ SPOT) i
UeJ. Tada je ANUe SPO(T).

Dokaz. ANU C ¢l(int(clA))NU C ¢l(int(clA)NTU) =
el(int(clANU)) ¢ c1llint(cl(amu))).]

Presek dva semi-preotvorena skupa ne mora biti semi-
preotvoren skup, bas kao Sto analogno tvrdenje ne vazZi ni u slu-
¢aju semi-otvorenih odnosno preotvorenih skupova. Medutim, pre-
sek semi-otvorenog i preotvorenog skupa je semi-preotvoren skup.

Teorema 2.2.6. Neka je (X,5) prostor, A€ S0(T) i
B € PO(T). Tada je ANB & SPO(T).

Dokaz. ANBc cl(intA)int(clB) € c¢l(intANint(clB)) =
cl(int(intANclB)) € cl(int(cl(intAMNB))) c cl(int(c1l(ANB))).

Ovo tvrdenje omogucava jos jednu karakterizaciju klase
semi-preotvorenih skupova.

Teorema 2.2.7. 78 nodskup A prostora (X,J) sledeéi
1skazi su ekvivalentni:
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fa) A e SPO(T).

(b) A je presek semi-otvorenog i gustog skupa.

(c) A je presek semi-otvorenog i preotvorenog skupa.

Dokaz. (a)=>(b): Neka je A € SPO(3). Tada je na osnovu
5.2.,1. clA regularno zatvoren i stoga semi-otvoren. Stavimo D =
AuU(X = 21A). Tada je D gust i A = clAND.

(b) = (¢) Jje ofigledno.

(c)= (a) sledi iz prethodne teoreme.

Sledeci rezultat sledi neposredno.

Teorema 2,2.8. Neka je A podskup prostora (X,T). Tada
su sledec¢i iskazi ekvivalentni:

(a) A € SO().

(b) A € SPO(F) i int(clA) c c¢l(inta).

Teorema 2.2.9. Neka su A i B semi-otvoreni podskupovi
prostora (X,T). Tada je ANB e S0(3) ako i samo ako je ANB €
SPO(3).

Dokaz. lNeka je AMNB ¢ SPO(T). Na osnovu prethodne teo-
reme dovoljno je dokazati da je int(cl(AMB)) <« cl(int(AB)).
Kako je B € S0(3), to je intAmclE = intAncl(intB)
cl(int(AMB)) i zato cl(intAMclB) < cl1l(int(AN3B)). Koristeéi
sada uslov da Jje A € S0(7"), dobijamo na kraju int(cl(ANB))c
int(c1A)Nint(clB) ¢ cl(intA) Nint(clB) ¢ c¢l(intANint(cl1B))c
cl(intAnclB) < cl(int(AMB)).

Definicija. Podskup A prostora X je semi-prezatvoren
ako je X — A semi-preotvoren. Klasu semi-prezatvorenih skupova
u (X,T) oznacavacemo sa SPC(J).

Sledecéa tri stava slede neposredno.

Teorema 2.2.10, 7a podskup A prostora (X¥X,7) sledeéi

iskazi su ekvivalentni:
(a) A € SPC(T).
(b) int(cl(intA)) < A.
(¢) intA € RO(T).
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Teorema 2.2.1l. Presek proizvoljne familije semi-preza-

tvorenih skupova je semi-prezatvoren skup.

Teorema 2.2.12. Unija zatvorenog i semi-prezatvorenog

skupa je semi-prezatvoren skup.
Sledec¢i rezultat sledi neposredno iz 1.3%.5.

Teorema 2.2.13. Neka je (X,¥) prostor. Tada je SPO(T) =

SPO(3; )

Sada mozZemo poboljsati rezultate stavova 2.2.5. 1
Pelelle

Teorema 2.2.14. Presek J=-skupa i semli-preotvorenog sku-
pa je semi-preotvoren skup.

Teorema 2.2.15. Unija J-zatvorenog i semi-prezatvorenog
skupa Jje semi-prezatvoren skup.

Ako je A podskup prostora X, oznacimo sa spclA semi-

prezatvorenje skupa A, tj. presek sv:h semi-prezatvorenih sku-

e am

pova u X koji sadrZze A. Sledeca dva stava su dokazana u {3 ..

Teorema 2.2.l6. Neka je A podskup prostora X. Tada Je
X € spclA ako i samo ako je UNnA # ¢ za svaki semi-preotvoren
skup U koji sadrzi x.

Teorema 2.2.17. Neks su A i B podskupovi prostora (X,J).
Tada je: |

(1) A ¢ spclA < clA,

(2) spclA € SPC(T),

(3) A€ SPC(T)e= A = spclA,

(4) A ¢ B= spclA < spclB,

(5) spcl(spclA) = spclA,

(6) spclauspclB < spcl(AvwB),

(7) spcl(AnR) < spclAnspclB,

(8) spcl(d) = o.




Ako je A podskup prostora X, oznacimo sa spintA semi-

BEEEEEEEEEEJEEE skupa A, tj. uniju svih semi-preotvorenih sku-
pova U X koji su sadrZzani u A. Sledeéa Cetiri stava su dokazana

u [3].

Teorema 2.2.18. Neka je A podskup prostora X. Tada je

x € spintA ako i samo ako postoji semi-preotveren skup U takav
da je xe€ UC A.

Teorema 2.,2.19. Neka su A i B podskupovi prostora (X,T).

Tada Jje:
(1) intA < spintA < A,
(2) spintA € SPO(3),
(3) A€ SPO(T)e> A = spintAa,
(4) A < B = spintA < spintB,
. (5) spint(spintA) = spintaA,
(6) spint(ANB) ¢ spintAnspintB,
(7) spintAw spintB ¢ spint(Av B),
(8) spintX = X.

Teorema 2.2.20. Neka je A podskup prostora X. Tada Jje:
(1) spcl(X - A) = X = spint.i,
(2) spint(X - A) X — spclA.

Teorema 2.2.21., Neka su A i B podskupovi prostora X.

Tada Je:
(1) spcl(clAVB) = clA uspclB,
(2) spint(intAn B) = intAnspint3,

Sada slede nekoliko stavova dokazanih u [6). Operatori
semi-prezatvorenja i semi-preunutrasdnjosti izraZavaju se pomocu
operatora zatvorenja i unutrasSnjosti (2.2.22.), semi-zatvorenja
i semi-unutrasSnjosti (2.2.24.). Daju se veze operatora semi-pre-
zatvorenja i semi~preunutradnjosti sa ranije uvedenim operatori-
ma. Istaknimo da operatori spcl i spint medusobno komutiraju dok

za ostale parove to ne mora da vaZzi.

Teorema 2.2.22. Neka je A podskup prostora X. Tada je:




-6 —

(1) spclA = Avuint(cl(intAa)),

(2) spintA = Ancl(int(clh)).

Dokaz. (1) Primetimo najpre da Je
int(cl(int(Av int(cl(intA))))) ¢ int(cl(int(Aucl(intA))))c
int(cl(intAucl(intA))) = int(cl(intA)) ¢ Avint(cl(intA)).
otuda je AV int(cl(intA)) semi-prezatvoren skup pa je spclAc
aAvint(cl(intA)). S druge strane, spclA je semi-prezatvoren
skup pa je int(cl(intA)) < int(cl(int(spclA))) < spclA i zato
Auvint(cl(intA)) < spclA.

Relacija (2) je dualna.

Posledica 2.2.23. Neka je A podskup prostora (X,3).
Pada je:

(1) A € 5, e>speld = int(cl(intr)),

(2) A e C(T; )e>spintA = cl(int(clA)).

Posledica 2.,2.24., Neka je A podskup prostora X. Tada Je:

(1) spclA = Auscl(sintA),

(2) spintA = ANnsint(scli).

Dokaz. (1) Na osnovu 2.,l.4. i 2.2.22. sledi da Je
Auscl(sintA) = AV (sintAu int(cl(intA))) = spclA.

Relacija (2) je dualna. 4

Teorema 2.2.25. Neka je A podskup prostora X. Tada Jje
spint(spclA) = spcl(spintA).

Dokaz. Na osnovu 2.,2.22. dobijamo da je spint(spclA) =
spclANcl(int(cl(spclA))) = (Auvint(cl(intA)))necl(int(clr)) =
(Ancl(int(clA)))u int(ecl(inta)) = spintAv int(cl{int(spintA)))
spcl(spinti).

]

Posledica 2.2.26. Neka je A podskup prostora X. Tada je:
(1) Avuspint(spclA) = spclA,
(2) Anspint(spcla) = spintA.

Stav 2.2.25. pokazao je da operatori spcl i spint medu-
sobno komutiraju. Sledeéi stav pokazuje da oni komutiraju i sa
ostalim operatorima. Dokaz ilzostavljamo jer se u njemu koriste
veé viSe puta primenjivane metode,



Teorema 2.2.27. Neka je A podskup prostora X. Tada je:
(1) int(spclA) = spcl(intA) = int(cl(inta)), |
(2) cl(spintA) = spint(clA) = cl(int(clA)),

(3) sint(spclA) = spcl(sintA) = scl(sintA),

(4) scl(spintA) = spint(sclA) = sint(scla),

(5) pint(spclA) = spel(pintA) = pintAuint(cl(intid)),
(6) pcl(spintA) = spint(pclA) = pclAmncl(int(cla)).

Posledica 2.2.28. Neka je A podskup prostora X. Tada je
scl(sintA) < spint(spclA) < sint(scla).

Sledeéi stavovi daju nove karakterizacije ekstremalno
diskoneksnih prostora kao i prostora koji sadrZe otvoren, gust
i nasledno nerastavljiv potprostor (videti 1.%.21. i l.4.5.).

| Teorema 2.2.29. Neka je (X,3) prostor. Tada je SO(3)c
PO(3) ako i samo ako je SPO(3) = PO(T).
Dokaz. Neka je SO(3) <« PO(T) i A € SPO(T). Tada je na
0Snovu 2.2.3. SClA € S0(F) < PO(T) i zato A € PO(3) na osnovu
2el.13, Obratno tvrdenje sledi neposredno.

Teorema 2.2.30. Neka Jje (X{%ﬁ prostor. Tada Jje PO(T)c
S0(3) ako i samo ako je SPO(T) = S0(T).

Dokaz. Neka je PO(T) < SO(J) i A € SPO(JT). Tada postoji
preotvoren skup G takav da je G < A € ¢clG. Na osnovu pretpostavke
jJe G € SO(T) i zato A < ¢l1G = ¢l1(intG) < cl(intA). Otuda je A€
S0(3). Obratno tvrdenje sledi neposredno.

Ove dve teoreme i l.4.l. sada daju:

Posledica 2.2.31l. Neka je (X,J) prostor. Tada je SPO(3")
= $ ako i samo ako je (X,J) submaksimalan i ekstremalno diskone-
ksan.

Teorema 2.2.32. Za prostor (X,J) sledeéi iskazi su

ekvivalentni:
(a) SO(T) < PO(T).
(b) pint(pclA) = pcl(pintA) za svaki nodskup A.
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(c) ¢1l(intA) c int(clA) za svaki podskup A. .

Dokaz. (a) = (b): Na osnovu 2.2.29. je SPO(3) = PO(3)
pa iz 2.2.25. sledi da je pint(pclA) = spint(spclA) = spcl(spintA)
= pcl(pintA) za svaki podskup A.

(b) => (c): Neka je A proizvoljan podskup. Primenom (b)
na intA dobijamo da Je pint(pcl(intA)) = pcl(pint(intA)) i zato
int(cl(intA)) = cl(intA) na osnovu 2.1.3, Ctuda je cl(intA) <
int(clA).

(c) = (a) je odigledno.

Teorema 2.2.%3%. Za prostor (X,T) sledeéi iskazi su
ekvivalentni:

(a) PO(T) < s0(3).

(b) sint(scla) sc1l(sintA) za svaki podskup A.

(c) int(clA) © cl(intA) za svaki podskup A.

Dokaz. (a) = (b): Primenom 2.2.3%0. i 2.2.25. dobijamo
da je sint(sclA) = spint(spclA) spcl(spintA) = scl(sintA) za
svaki podskup A.

(b) = (¢): Neka je A proizvoljan podskup. Na osnovu (b)
i 2.1.3. je int(clA) = int(sclA) = int(sint(scla)) =
int(scl(sintA)) = int(el(sinta)) = int(c1l(intA)) < el(intA).

(¢) = (a) sledi neposredno.,

Videll smo da je SO(T)UPO(T) « SPO(3) i prirodno se
postavlja pitanje kada u toj relaciji vaZi jednakost. Taj problem
se razmatra do kraja odeljka.

Teorema 2,2.3%, Za prostor (X,3) sledeéi iskazi su
ekvivalentni:

(a) SPO(3") = SO(HYuPO(T).
(b) Za svaki preotvoren skup G: c1G € J ili ¢ € S0(3).
Dokaz. (a) = (b): Neka je G € PO(T) i pretpostavimo da
¢lG nije otvoren. Stavimo H = GuU (c1G ~ int(clG)). Tada je H €
SPO(T) — PO(T) i zato H € SO(3) na osnovu nretpostavke. Otuda je
G = HNint(clG) semi-otvoren skup.

(b) = (a): Neka je A € SPO(F). Tada je G < A € ¢1G za
neki preotvoren skup G. Ako je c1G € 3, onda je A c— clG = int(c1G)
= int(clA) pa je A preotvoren. U drugom sludaju, ako je G € S0(T),




onda je A < ¢lG = c1(intG) < c1l(intA) pa je A semi-otvoren. Otu-
da je SPO(3) = SO(T)uUPO(T).

Posledica 2.2.35. Neka je orostor (X,T) rastavlijiv. Tada
je SPO(3) = 80(3)U PO(3) sko i samo ako je (X,3) ekstremalno dis-
koneksan.

Dokaz. Neka je SPO(F) = SO(3)U PO(F) i pretpostavimo da
postoji otvoren skup U takav da c¢lU ¢ 5. Buduéi da je X rasta-
vljivy, X = DUE gde je ¢lD = ¢clE = X i DNE = ¢. Otuda Jje speci-
Jalno intD ¢. Neka Jje sada G = UMnD. Tada je G neprazan i pre-
otvoren. Kako ¢lG = c¢lU £ 5, to na osnovu prethodne teoreme sle-
di da je Ge€ S0(7) i zato intG # ¢, kontradikcija. Stoza je (X,
ekstremalno diskoneksan. Obratno tvrdenje sledi iz 2.2.29.

Teorema 2.2.56. Neka je A podskup prostora (X,3) i neka
je SPO(3) = S0(F)w PO(3). Tada je cl(int(clA)) = int{clA)wu
cl(intA). _

Dokaz. Neka Jje x € cl(int(clAd)) — int(clA) i stavimo
B = pintA Vv ix}. Na osnovu 2.1.3. je clB = cl(pintA)uclix} =
cl(int(clld)) pa je B e SPO(T). S druge strane, int(clB) =
int(clA) ne sadrZi tacku x i zato B¢ PO(3). Otuda je B ¢ SO(Z)
na osnovu pretpostavke. PoSto x ¢ ntB, sledi da je intB = intA
i stoga B c ¢l(intRB®) = cl(intA). Sledi-x € c¢l(intA).

Teorema 2.2.%57. Neka je A podskup prostora (X,3) i neka
je SPO(3) = S0(3)UPO(3). Tads je int(clAd) < c¢l(intA) ili
cl(intA) < int(clA).

Dokaz. Neka je B = pcl(pintA). Na osnovu 2.1.7. sledi
da je B = pintAucl(intA) pa je B € SPO(T). Pretpostavimo najopre
da je B € PO(F). Sada na osnovu 2.l.3. sledi da je B < int(cl1B)
= int(cl(pcl(pinta))) = int(cl(pintA)) = int(cl(int(clr))) =
int(clA) i stoga cl(intA) < int(clA). U drugom sludaju, ako je
B € S0(%), onda primenom 2.1.3. dobijamo da je B < cl(intB) =
cl(int(pcl(pintA))) cl(int(cl(int(pintA)))) = cl(intA). Otuda
je pintA < cl(intA) va je cl(pintA) = cl(int(clA)) <« cl(intA) i
zato int(clA)c cl{intA).

il

Sledeca teorema je neposredna vocleadicns stavova 2.2.36.




i 2.2.37.

Teorema 2.,2.3%8. Za prostor (X,3) sledeé¢i iskazi su

ekvivalentni:

(a) SPO(3) = SO(THwPO(Y).

(b) Za svaki podskup A: cl(int(clA)) = int(clA) ili
c1(int(cla)) = cl(intA).

(¢) Za svaki podskup B: int(cl(intB)) = c¢1l(intB) ili
int(c1l(intB)) = int(clRB).

Posledica 2.2,3%9., Neka je (X,3) prostor, SPO(3) = SO(3)
WPO(3) i B € PO(T) — SO(3). Tada su clB i c1(intB) otvoreni sku-
pOVi.

Dokaz, Primenom 2.,2.38.(b) na B dobijamo da je clB =
int(c1B) ili c¢1B = ¢1(intB). Kako B nije semi-otvoren, ne moze
biti ¢1B = ¢1(intB), pa je clB otvoren skup. Primenom 2.2.38.(c)

- na B dobijamo da je int(cl(intB)) = cl(intB) ili int(cl(intB)) =

int(c1lB) = clB. Ponovo, kako B nije semi-otvoren, ne vaZi druga
mogucnost, pa je cl(intB) otvoren skup.

Sledeca lema se lako dokazuje.
s

Lema 2.2.840, Neka su A i B podskupovi prostora X takvi
da je clANB = ANclB = ¢. Tada je int(AuU B) = intAv intB.

Sledeé¢im stavom iskazan je glavni rezultat u vezi sa
problemom koji razmatramo.

Teorema 2.2.41. Za prostor (X,3) sledeéi iskazi su

ekvivalentni:

(a) SPO(T) = sSO(Z)wPo(T).

(b) SO(T) <« PO(T) ili PO(T) < SO(T).

Dokaz. (b) = (a) sledi neposredno iz 2.2.29. i 2.2.3%0.

(a) = (b): Pretpostavimo da postoje skupovi A i B takvi
da je A € S0(T7) -~ PO(T) i Be PO(T) — 80(F). Razmatraéemo tri
slucaja:

(1) B< A: Tada Jje clB < clA i zato ¢lB < int(clA) na
osnovu 2.2.%9. Neka je S = (A - ¢1B)uUB, Pada je S £ SPO(T) =
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50(3)V PO(T). Kako je ¢1(A — ¢1lB)~clB < (clA - int(c1B))Nc1B

= (clA — ¢c1B)nc¢lB = ¢, na osnovu prethodne leme sledi da je

intS = int(A — c1lB)v intB = (intA - ¢clB)uv intB. Otuda je ¢l(ints)
= ¢1((intA = ¢c1B)U intB) (c1(inta) — int(elB))uwcl(intB) =

(clA — ¢1B)ucl(intB). Za proizvoljno P& B~ cl(intB) je pe S

i pé¢ cl(intS) pa S ¢ SO(T) i stoga S € PO(J). 8 druge strane,
zbog ¢15 = ¢1(A ~ ¢c1B)uclB c (clA — ¢clB)uclB = clAUclB - clA,
dobijamo da je int(clS) < int(clA) i stoga S = (A - ¢c1B)UB <
int(clA). Poslednja relacija i cl1B c int(clA) daju da je A <
int(c1lA), kontradikcija.

(ii) A © B: Tada je clA = cl(intA) < cl(intB). Neka je
S = (B = cl(intB))UA. Tada je S € SPO(3") = SO(T)YuU PO(T). Kako
je c¢1(intB) otvoren na osnovu 2e243%,y to je cl(B — c1(intB))cla
< (c1lB - cl(intB))~clA = ¢ i zato intS = int(B - ¢1(intB))u
intA = intA na osnovu prethodne leme. Otuda je c1l(intS) = cl(intA)
= ¢lA. Za proizvoljno pe B = cl(intB) Je pe 83 1ipée¢ cl(intS) pa
S ¢ SO(J) i stoga S € PO(3). S druge strane, na osnovu 2.2, 39, je
clS = ¢1(B -~ cl(intB))UclA < (cl1B ~ c1l(intB))u clA. Buduéi da su
¢clB — ¢1(intB) i clA zatvoreni i disjunktni, na osnovu prethodne
leme sledi da je int(clS) ¢ int(clB — cl(intB))u int(clA) =
(¢1B ~ cl(intB))u int(clA) i zato § = (B = ¢cl(intB)) UA < int(c1s)
< (¢l1B -~ cl(intB))uv int(clA). Poslednja relacija i ¢lA < c1(intB)
daju da je A < int(clA), kontradikeija.

(iii) A ¢ B i B ¢ A: Tada je AUB € SPO(T) SO(T) v PO(T).
Pretpostavimo da je AUB € SO(J). Tada je AUB < ¢cl(int(AuB))c
¢l(int(clAUB)) < c1(clAvintB) = clAuvcl(intB). Sledi da je
B — ¢1(intB) € clA pri &emu je B — ¢l(intB) € PO(T) - SO(3) i
clA € SO(T) - PO(T) a to je kontradikcija na osnovu (i). Otuda
Je AUB € PO(3) —~ S0(3) pa je A c AUB kontradikcija na osnovu
(ii).

I!

Posledica 2.2.,42. Za prostor (X,7) sledeéi iskazi su
ekvivalentni:
(a) SPO(3) = SO(T)wPo(T).
(b) int(clA) < ¢1(intA) za svaki podskup A ili c¢l(intA)
C int(clA) za svaki podskup A.
| - Dokaz. (b)=> (a) sledi neposredno iz prethodne teoreme.
(a) = (b): Na osnovu prethodne teoreme razmatraéemo dva




sludaja. (i) SO(T) < PO(3): Tada je na osnovu 2.2,32. cl(intA)
c int(clA) za svaki podskup A. (ii) PO(T) < S0(J): Tada Je na
08NOVY 2,233, int(clA) < c¢l(intA) za svaki podskup A.

2eSe UopsSteni otvoreni skupovi kao predbaza topologije

U prostoru (X,J) oznadicemo sa.Tp,'Ts i 5P topologije
na skupu X ¢ije su predbaze klase PO(T), SO(3) i SPO(T) redom.
Postavlja se pitanje kada su ove topologije diskretne 1 tom pro-
blemu biée posveéen poslednji odeljak druge glave. Za topologiju
jp problem je resio Ganster u [36]. Pokazao je da je‘TP diskretna
ako i samo ako u Hewittovoj reprezentaciji X = FUG, F i {xi{ su
otvoreni skupovi za svako x £ G. Ovde je pokazano da za neizolo-
"vanu taéku x prostora (X,3), §x} efTS ako i samo ako postoji re-
gularno otvoren skup V takav da je x e c¢lV — V. Takode je pokaza-
no da je-Tsp diskretna ako i samo ako za svaku neizolovanu tacku
x € ¢lG, gde je X = FuG Hewittova reprezentacija prostora (X,7),
postoji regularno otvoren skup V takav da je x € clV — V., Sledece
dve teoreme su osnovne za dobijanje navedenih rezultata.

| Teorema 2.3%.l. Neka je X = FUG Hewittova reprezentacija
prostora (X,3) i neka je x € ¢1G neizolovana talka. Tada {x} ¢ 7P,
.Dokaz. G je otvoren, gust i nasledno nerastavlijiv u clG

pa je PO(TEIG) = (j;lﬁli na osnovu l.4.5., Pretpostavimo da je §x}
€ Tp. To znaci da je {xi = Plf‘l ...nPk gde Je Pie-.' PO(3) za sva-
ko i € fl,eee,kfe Kako je na osnovu 1.2.14, P.MelG € POCTLlG)

za svako i, to je {xi € (TblGli - SO(SLIG)' Otuda je na osnovu
1.3.20. §x3 € SO(3) i stoga {x} € 3" Sto je suprotno pretpostavci.
Prema tome §x3 ¢ j"p.

Teorema 2.3.2. Neka je X = FUG Hewittova reprezentacija
prostora (X,J) i neka je x € intF. Tada Jje {x} € 7P,
Dokaz. Buduéi da je F rastavljiv i zatvoren, postoje

skupovi E, i E, takvi da je B;nE, = ¢, EJUE, = F i ¢lE, = clF,
= F. Bez ogranicavanja opStosti moZemo pretpostaviti da je x € B,.
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Ksko su GUE, i GUE,U (X} gusti, to Je (GUEl)m(GU E,U {x}) =
cuixt € TP, Sledi da je ix} = (GU{xI)intFe TP,

Sledeéi stav sledi neposredno iz prethodna dva.

Teorema 2.%.%. Neka je X = FUG Hewittova reprezentacija

prostora (X,3). Tada je 7P diskretna tovologija ako i1 samo ako je
Fel i {x3e€ I za svako x ¢ G,

U sledeéem stavu se nalazi odgovor na pitanje kada je
topologija 7 diskretna,

Teorema Z.3.4. Neka je x neizolovana taclka prostora

(X,3). Tada je {x@e;jrs ako 1 samo ako postoji resgularno otvoren
skup V takav da je x e ¢clV - V,

Dokaz., Pretpostavimo da {x3} nije otvoren i neka je § X
€ 3%, To znadi da je IX3 = 51Mee.NS, gde Je 8; € S0(3) za sva-
ko 1€ $1l,..e9k}. Pretpostavimo da je x ¢ int(cls;) =
int(cl(intsi)) za svako i. Tada je {x¥ = intislfﬂ...fﬁintisk Da
Je {xt € 3 1 zato {x} e 2 Sto je suprotno pretpostavci. Otuda

sledi da x & int(clsj) za neko j. Tada je V = int(clsj) regularno
otvoren i x € ¢clV - V, ¢

Obratno, neka je x € ¢clV = V za neko V € RO(3). Tada su
Vo ixt 1 85 = (X = ¢clV)u {x} semi-otvoreni i STAL>

skupovi Sl
= ix} pa je ixie 5.

Da bismo isti problem resili i u sludaju topologije Tsp’
dokazimo najpre sledeéi stav.

Teorema 2.3.5. Neka je x tadka prostora (X,3). Tada je
IX} € 7°P ako i samo ako je ixt e 350 7P,

Dokaz. Pretpostavimo da je {xiezjrgp. To znaci da Jje §x}
= AjMeeanA gde je A € SPO(T) za sveko 1€ ¢l,...,k§. Pretpo-
stavimo sada da x ¢ int(clAj) za neko j. Tada Je x € ¢lV — V gde
je V = int(clﬂd) € RO(T). Otuda je +x: e 3° na osnovu prethodne
teoreme., U drugom slucaju, neka je x € int(clAi) za svako i. Ta-
da je x e Aif\int(clAi) = pintAi za svako 1 pa je {xgéfj?p.
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Obratno tvrdenje sledil neposredno.

Teorema 2.%.6. Neka je X = FuG Hewittova reprezentacija
prostora (X,J). Tada Je 7°P diskretna topologija ako i samo ako
za svaku neizolovanu tacku x € ¢lG postoji regularno otvoren skup
V takav da Je X € ¢lV - V.,

Dokaz. Pretpostavimo da je P diskretna topologija 1
neka je x € c¢lG neizolovana tadka. Tada na osnovu 2.3.1. §xt ¢ 77

pa Jje {xt ¢ 35 na osnovu prethodne teoreme. Oftuda Je na osnovu
2.3.4. x € ¢1V = V z2a neko V € RO(I).

Obratno, neka je x neizolovana tacka. Ako je x € clG,
onda je na osnovu pretpostavke x € ¢lV — V za neko V € RO(J) pa
je ix} e 75 < 3°P na osnovu 2.3.4. U drugom sluéaju, ako x & clG,
onda je x € intF pa Jje x} e ypc:ijp na osnovu Z.3%.2. Otuda je
topologija 7P diskretna.

SledeCi primer pokazuje da postoji prostor (X,J) takav
da Jje topologija 3P diskretna, a topologije Tﬁ 1 IP nisu dis-
kretne,

Primer 7. Neka je X = fa,b,c,d} i J = ;4,X,a,bc,abc},
Tada je SO(3) =4 ¢,X,a,bc,ad,aoc,bcds, PO(T) = { ¢,X,a,b,c,ab,ac,
bc,abe ,abd,acd$ i SPO(T) =4 ¢,X,a,b,c,ab,ac,ad,bc,bd,cd,abc,abd,
acd,bcd {., Sledi da je 7°P diskretna t(}pt::CLt:.>gi,ja.,,,':5"s =35 ¢,X,a,d,bc,
ad ,abc,bed } i 3P = {¢,X,a,b,c,ab,ac,bc,ad,abc,abd,acds.

Odeljak zakljucujemo stavom koji daje potrebne i dovolj-
ne uslove pod kojima je 7°P = 7P,

Teorema 2.3.7. Neka je X = FuUG Hewittova reprezentacija

prostora (X,3). Tada su sledeéi iskazi ekvivalentni:
(a) 3°P = 7P,
() 7<= 7P,
(c¢c) ¢clG je otvoren i ekstremalno diskoneksan.
Dokaz. (a) = (b} je ofizledno.
| (b) = (c): Pretpostavimo da clG nije otvoren i neka je
x € ¢1G - int{clG). Tada je §xi*£'ys na osnovu 2.3.4. i zato ix{

Eij a to je nemosuce zboy F.3,1., 0datle sledi da je clG <= - pa

se operatori zatvorenjia i unutracniosti n motprostoru cli nokia-




paju sa odgovarajuéim operatorima u (¥,T) za svako A < .clG.
Primenjujuéi sada na isti nacéin stavove 2.3.4. i 2.3.1,, dobi-
jamo da Je ¢lG ekstremalno diskoneksan.

(c) = (a): Pretpostavimo da je A € SPO(3). Kako je clG
otvoren i ekstremalno diskoneksan, to je Anclt € PO(T ~1c) na
osnovu 2 2.29. Otuda je AnclG e PO(T) c 7P, s druge strane, na
osnovu 2 Y¢2e sledl da je AmintF e Tp. Otuda je A = (AMclG)u
(AN intF) € 7P 1 zato 7°P = 3P,
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3, TOPOLOSKI PROSTOR gx,ﬁ”,: )

Sele Osnovne osobine

Kao Sto smo vel videli, Njastad je u radu [69] pokazao
da topologiju J; obrazuju taéno oni semi-otvoreni skupovi A za
koje je ANB e S0(3) za svako B € S0(5). Lako se vidi da na ova]
nacin svaka klasa u0p§teniﬁ otvorenih skupova generise neku to-
pologiju na datom skupu. Od posebnog znadaja biée topologija I},
tj. topologija generisana klasom preotvorenih skupova. Ona je
uvedena u radu [7] a neke njene osobine ispitivane su u [8] i
[9]. Medu brojnim rezultatima koje éemo izloZiti u ovom odeljku
istaknimo sledec¢a dva. S jedne strane pokazacemo da je topologi-
Ja 3, Jednaka topologiji koju generise klasa semi-preotvorenih
skupova. S druge strane pokazacemo da se topologija :} ponasa u
odnosu na klasu semi-preotvorenih skupova isto kao 1 topologija
J. u odnosu na klasu semi-otvorenih skupova. Preciznije, vazi sle-
deéa ekvivalencija: §y = Uy > SPO(T) = SPO(%).

Definjicija. Podskup A prostora (X,3) Je {-skup ako je
ANB € PO(T) za svako B € PO(J"). Klasu svih §-skupova u (X,T)
oznacavacemo sa 1}.

Teorema 3.1.l. Neka je (X,T) prostor. Tada je S, topo-
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rr.‘
"ii.

logija na X takva da jefGLC\%,_ |
Dokaz. Na osnovu definicije neposredno sledi da je Iy

topologija na X. Drugi deo stava sledi iz 1.3.8.
Sledeéa dva stava slede neposredno.

Teorema 3.1.2. Neka je (X,3) prostor. Tada je 3} < PO(T).

Teorema %.l.5. Podskup A prostora (X,5) Jje zatvoren u
(X,ﬁ}’-) ako i samo ako je AUB e PC(3) za svako B € PC(T).

Zatvorenje i1 unutrasnjost skupa A u prostoru (X, 3 )
oznacavadéemo sa ¢l A odnosno inErA. Sledeéi stavovi dovode u ve-

{
zu Ove operatore sa odgovarajuéim operatorima u (X,3).

Teorema %.l1l.%4. Neka je A podskup prostora X. Tada je:

(1) inﬁrclA = int(clAa),

(2) cl,intA = cl(intAd).

Dokaz. (1) Na osnovu 3.,1.2. 1 2.1l.3. Je in?rclAa:
pint(clA) = int(clA) < int,clA,

Relacija (2) se dokazuje na slican nadin.

4

Teorema 5.l.5. Neka je A podskup prostora X. Tada je:

(1) int(cl(intA)) < inqrc%rA < int(clA),

(2) cl(intA) < cl.int, A < cl(int(cla)).

Dokaz. (1) Na osnovu 2.1.3. i 3.1.2. je int(cl(inta))
= int(pcld) < int,cl.A dok druga inkluzija sledi neposredno iz
prethodnog stava.

Relacija (2) se dokazuje na slican nadin.

Posledica 3.1.6. Neka je A podskup prostora X. Tada je:
(1) int(cl(inti)) < int,cl, int A < int(cl4a),
(2) c¢l(intA) < cl.int cl A < cl(int(clh)).

Dobijeni rezultati omogucuju da se uspostave veze izme-

du nekih znaajnih klasa skupova u (X,5) i (X,7;).

Teorema 5.1.7. Neka ie (X,J) prostor. Tadn je:
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(1) PO(Q,) < PO(T),

(2) SPO(3; )< SPO(T),

(3) D5} ) = D),

(4) 80(3) < s0(5;),

(5) RO(3) < RO(T,),

(6) N(T) < N(Tz).

Dokaz. Dokazaéemo samo relaciju (5) jer ostale slede ne-
posredno, Neka je Ue€ RO(T), tj. U = int(clU). Tada je na osnovu
3ele#s int,cl,U = intjclrint(clU) = int,c1l(int(clU)) =
int(el(int{(cllU))) int(clU) = U pa je Ue RO(,).

Slede¢i primeri pokazuju da ni u jednoj od gornjih rela-
cija ne vazi jednakost u opsStem sludaju.

Primer 8. Neka je X = fa,b,c} i J =13 4,X,abl. Tada je
s0(3) =37, PO(T) ={ 4,X,a,b,ab,ac,bc}, Jp = PO(T,) ={ ¢,X,a,b,ab}
i 805, ) = ;4,X,a,b,ab,ac,bci. Prema tome u relacijama (1) i (&)
ne vazi jednakost u opsStem sluéaju.

Primer 9. Neka je X skup koji se sastoji iz bar dve ta-
cke i neka jekﬁ:antidiskgetna topologija na njemu. Tada je £y =
PO(#) = 2x, RO(R) = {p,X§ i RO(Ay) = EX. S druge strane, za pro-
izvoljno x € X je {x}e D(#) i {x} ¢ D(#,). Prema tome u relaci-

jama (3) i (5) ne vazi jednakost u opsStem sludaju.

Primer 10. Neka je X beskonacan skup i fiksirajmo tadku
P€ X. Tada je T = {givjU: pe Ui X = U je konadan} topologija
na X. Nije tesko videti da je SPO(JT) = PC(3) = §4}UfiS: pe S ili
Je S beskonacanf, Jy =3U §fp}¢ 1 SPO(Jy) = PO(Sp) =Tpp = 83U
{S: pe S8!. S druge strane, za A = X — {p} je A< N(J-) 1 A ¢
N(3). Prema tome u relacijama (2) i (6) ne vaZi jednakost u
opStem slucaju.

Primedba. U sluCaju prostora (X,J; ) videli smo da u svih

Sest odgovarajuéih relacija vazi jednakost (stavovi 1.3.6. i
2..2. 13‘ ) -




Ieorema 3.1.8. Neka je (X,I) prostor takav da je (X,T;)
ekstremalno diskoneksan. Tada je i (X,J) ekstremalno diskoneksan.

Dokaz. Pretpostavimo da je (X,T,) ekstremalno diskonek-
san. Tada je 80(J,) < PO(J,) na osnovu 1.3.21. pa je SO(T) < PC(3)
na osnovu 3.l.7. Otuda je (X,3) ekstremalno diskoneksan.

Primer 8 pokazuje da obratno tvrdenje ne vaZi u opStem
slucaju.

Sledeéi, u daljem desto koriséeni rezultat, sledi nepo-
sredno.

Teorema 5.1.9. Neka je x talka prostora (X,3). Tada su

sledec¢i iskazi ekvivalentni:
(a) {x} € .
(b) X} € PO(’QS’).
(¢) §x1 € SPO(T).

Sledeci stav pokazuje da topologija J, poseduje jedno
interesantno separaciono svojstvo. Podsetimo da je prostor (X,
Tl/e-prostor ako je za svako x € X, §xi otvoren ili zatvoren

skup (30].

7
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Dokaz. Pretpostavimo da §ix? nije y-skup. To znadi na
osnovu prethodnog stava da je int(eclixl) = ¢ pa je na osnovu
1e3.1. ixt € C(3; ) i zato jxie C3y ).

Teorema 3.1.10. Prostor (X@I}) je Tl/e—prostor.

Posledica 3.1.11. Neka je (X‘T) prostor. Tada:
(1) (X,3y) Je Ty-prostor,
(2) (X,T’) je T,-prostor.

Iz PO(3) = PO(J; ) sledi da Je 3y =73,y za svaki prostor
(X,T)« S druge strane, 5. =7,  Jje ofigledno, a iz primera 10
moZze se zakljuéiti da jednakost ne vaZi u op&tem slucaju. Inak

vazi sledecde:

-

X. Tada je 3p =35, -

Teorema 3.l.172. Neka je S topologija na konadnom skupu




AN g -

Dokaz. Neka je A € N(J,.). To znali da jfaj ¢ Ty za svako
ac A paje Ae C(G;) na osnovu 3.1.10. Otuda je Ty =J,, na os-
novu l.5%.11.

Teorema 3.l.13. Neka je J topologija na konacnom skupu
X. Tada je prostor (X, ) submaksimalan.

Dokaz. Neka je A€ PO(J,) 1 A # ¢. Ako je int,A = ¢, onda
je A € C(34) na osnovu 3%.1.10. pa je A € Jp , kontradikcija. Otuda
je G = int, A # ¢. Sada je F = A — G zatvoren 1 nigde gust u (X,3,)
pa dobijamo da je A = FuUG < intrclf(FuG) = intr(Fucer) <
int, Fuel,G = ¢l,G = cl int A. Sledi da je A € S0(3,) i prema to-
me PO(S; ) & SO0(3;). Sada tvrdenje sledi na osnovu l.4.5. i 3.1.12.

Posledica 3.1l.14., Neka je 3 topologija na konacnom sku-
pu X. Tada je PO(J,) =T,.

Sledeédi primer pokazuje da za beskonacne prostore ne
vaZzi jednakost u opStem slucCaju.

Primer 1ll. Neka je J kofinitna topologija na beskonacnom
skupu X. Tada je PO(T) = §¢twiA: A je beskonacan}. Neka Jje sada
A€ PO(5) —3. To znadi da je X — A beskonadan pa je B = (X — A)
v fal € PO(T) za svako a € A. Otuda je ANB = jat ¢ PO(T) 1 zato
A¢3J, . Prema tome J” =3, i stogaﬁ} # PO(Sy ).

Sledeéi stavovi opisuju ponaSanje preotvorenih skupova
u odnosu na potprostor.

Teorema 3.,1.15. Neka je A podskup prostora (X,3). Tada
Jje:

(1) pclAnG = clf(AnG) za svako G € PO(J),

(2) pclANG < pcl(AMNG) za svako G €Ty .

Dokaz. (1) Pretpostavimo da je x € pclAm5 i neka Je U
y-skup koji sadrZi x. Tada je UNG preotvoren skup koji sadrzi x
pa je (UNG)NA # ¢ na osnovu l.2.7. i zato x e ¢cl,.(ANG).

Relacija (2) se dokazuje na sliéan nacin.

Sledeéi stav je dualan prethodnom.




Teorema 5.1.16. Neka je A podskup prostora (X,5). Tada

je:
(1) int . (AU F) c pintAUF za svako F « PC(J),
(2) pint(AUTF) c pintAUF za svako F e C(3).

Teorema 5.1.17. Neka je (X,3) prostor, Ac Yc X i
A € PO(3). Tada Jje A < PO(J"Y).

Dokaze A« YN int(clA) «c YNint(clAu(X - Y)) =
YNnint((YNclA)u (X —- 7)) = Yrﬁint(clYALJ(X - Y)) = inthlYA.

Teorema 5.1.18. Neka je (X,7) prostor i A < Y € PO(S).
Tada je intycly = YMint(cla).

Dokaz. Kako Y~int(clA) < inthlYA sledi iz prethodnog
stava, to nam ostaje da dokazZemo obratnu inkluziju. Buduéi da je
X - Y e PC(3), koristeéi 3.1.16. i 2.1.3. dobijamo da je inthlYA
= ¥Nint(clAU (X = ¥)) c YA (pint(clAD)U(X —= 7)) = TN
(int(clA)U(X = Y)) = YAint(cla) Sto je i trebalo dokazati.

Posledica 3.1.19., Neka je (X,J) prostor i A ¢ Y e PO(T).
Tada je A € PO(T,) ako i samo ako je A € PO(3).

Kao sto smo v¢é naglasili, polazeéi od ma koje klase
uopstenih otvorenih skupova moZe se dobiti Jedna nova topolozija
na nacin kako smo topologiju J, dobili pomoéu klase PO(J). Sada
cemo to uraditi sa klasom SPO(TF).

Definicija. Podskup A prostora (X,3) je J-skup ako je
AnB € SPO(J) za svako Be SPO(T). Klasu svih Jd-skupova u (X,3)
oznadiéemo sa 3¥. |

Lako se vidi da je Jr topologija na skupu X. Stavise,
vazi sledeci stav:

Ieorema 5.1.20. Neka je (X,3) prostor. Tada je 3y =735 .

Dokaz. Pretpostavimo da je A € 5 i neka je Be SPO(T).
Tada Jje na osnovu 2.”2.7, B = C\D «de je C € PO(T) i D e S0(7).
Cdatle sledi da je ANC e P0O(3) pa je ArnB = ANCAD € SPO(T) na
osnovu 2.2.6. 1 zato A ¢ T,

Coratno, "retrostavimo da Je A ¢ Tp 1 A ¢ 70 . 7o x =
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A — intrA < A - int A sledi da {x3 ¢ SPO(J) na osnovu 5¢le9, 1
x ¢ int(cl(intA)) na osnovu l.3.4. Sada iz 2,1l.3. sledi da je
x € X — int(cl(intA)) = cl(int(cl(X = A))) cl{pint(X —- A)) i
zato {x3 upint(X — A) € SPO(§). Otuda je AN(ixIupint(X — A))
= {x} € 3PO(J), kontradikcija.

Dobijeni rezultat je izuzetno vazan za dalja ispitiva-
nja. Najpre cemo ispitati ponasSanje semi-preotvorenih skupova u
odnosu na potprostor. Imajuéi u vidu prethodni stav, sledeéa dva
se dokazuju na slican nacin kao i stavovi %3.l.15. odnosno 3,l.16.

Teorema 3.1,21, Neka je A podskup prostora (X,3). Tada

je:

(1) spclAnG < clr(ArwG) za svako G € SPO(T),

(2) spclANG < spcl{ANG) za svako G SN

Teorema 3.1.22. Neka je A podskup prostora (X,J). Tada
je:

(1) intr(Au F) <« spintA UF za svako Fe SPC(T),
(2) spint(AUF) < spintAUPF za svako F € C(J; ).

Teorema 3.,1.25. Neka je (X,3) prostor, Ac Y< X i
A € SPO(T). Tada je A € SPO(ZF’Y).

Dokaz. A < YNncl(int(cla)) = Ynecl{ecl¥nint(cla)) <
YNncl{(clYnint(clAu(X — Y))) ¢ Yncl(cl(YvNnint(clAu (X - ))))
= Yncl(Ynint(clAu (X - Y))) cly(Y¥Ynint(cIAu(X - Y))) =
¢l (YN int((YNelA)U (X = T))) = el (¥nint(cl AU(X = ¥))) =

clYinthlYA.

Teorema 3.l.24, Neka je (X,F) prostor i Ac Y € SPO(T).
Tada Je clYinthlYA = Yncl(int(cla)).

Dokaz. Kako Yncl(int(clA)) clYinthlYA sledi na os-
novu prethodnog stava, to nam ostaje da dokazZemo obratnu inkluzi-
jue. Buduéi da je X — Y € SPC(T), koristec¢i 3.1.22. i 2.2.27. do-
bijamo da je clYinthlyA = YVAel(YNnint{clAu (X — ) < YN
cl(Yn (spint(clA)uU (X — Y))) = Yncl(¥nspint(eclA)) c YN
ci(spint(clA)) = Ynel(int(clA)) €to je i trebalo dokazati.
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Posledica 3.1.25. Neka je (X,T) prostor i Ac Y & SPO(T).
Tada je A € SPO(TY) ako i samo ako je A€ SPO(T). |

Videli smo u l.3.13. da je SO(3) = S0() ako i samo ako
je 34 = Uy pri cemu su 3 iU topologije na skupu X (Njdstad). Po-
stavlja se pitanje da 1i odgovarajuéa ekvivalencija vazi za klasu
PO(J) i topologiju Jp odnosno za klasu SPO(F) i topologiju Jy =
j}. Odgovor je u prvom sluéaju negativan a u drugom pozitivan,
Slededi stav sledi neposredno iz definicije & -skupova.

Teorema 3%.,1l.26. Neka suJ i U topologije na skupu X ta-
kve da je PO(S) = PO(U). Tada je Jp = re

PokaZimo na jednom primeru da obratno tvrdenje ne vazi
u opStem slucaju.

Primer 12. Neka Je X = {a,b,c},fyx={;¢,x,ab} iU =
{¢,X,a,b,ab}. Tada je Ty = Uy =U = PO() i PO(3) = { ¢,X,a,b,ab,
ac,bc{.

Sledeéi stav sledi neposredno iz 3%.1.20.

rd
Teorema 3.1.27. Neka su J” 17U topologlje na skupu X ta-

kve da je SPO(J) = SPO(U). Tada jefgv = Uypo

Da bismo dokazali obratno tvrdenje, dokazimo najpre
sledeci stav.

Teorema %.1.28. Neka su 3 iU topologije na skupu X ta-
kve da je §. = .. Tada je N(3) = N«u).

Dokaz. Sa ¢l A 1 int A oznacitemo zatvorenje odnosno
unutrasnjost skupa A u prostoru (X,%). Neka je A & N(3) i pret-
postavimo da Je int,cl,A # ¢. Za X € pintuA = Aning,cl A sledi
da je A — fxte€ N(3) i zato A — {x} € C(T ). Otuda je (X — AU {x;
¢ 5 < I =-Uy i zato ((X = Muixi)nping A = {x¢ & PO(U). Otu~-
da je na osnovu 3.1.9. {xf{ « Uy =‘J}‘. pa je {x} e PO() 3sto Je
suprotno pretpostavci da je A € N(J'). Prema tome jJe A < N ) i

stoca N(3°) ¢ R{(#/). Cbratna inkluzija se analorno dokaznu,je.




Teorema 3.1.29. Neka su 3 i U topologije na skupu X.
Tada je SPO(T) = SPO(U) ako i samo ako je Ty = Uy

Dokaz. Pretpostavimo da je Iy = U, 1 neka je A e SPO(J).
Oznacimo C = A — c1,in% ¢l A, Tada je C € N ) i zato C & N(J) na
osnovu prethodne teoreme. S druge strane, cl,int cl A je zatvoren
u odnosu na U < Uy = Fy =35 pa je zato C € SPO(F). Sledi da je
C = ¢, tjo. A € SPO() i stoga SPO(T) < SPO(U). Obratna inkluzija
se analogno dokazuje.

U nastavku 1zlaganja ispituju se neke osobine operators
zatvorenja i unutrasnjosti u (x;ﬁ;). Sledec¢i stav dovodi u vezu
operatore zatvorenja u prostorima (X,J ) i (X,3y) i vaZan je u
daljim ispitivanjims.

Teorema 3.l1.30. Neka je A podskup prostora X. Tada je
cl A = cl,Auint(clA).

Dokaz. Primetimo najpre da je int(int(clA) — A) =
int(¢clA) — clA = ¢. To 2znaldi da je int{(clA) — A prezatvoren pa
je-clyALJ(int(clﬂ) - A) = c;rAL)int(clA) prezatvoren na osnovu
Zele?. Sada je sclA = Avuint(clA) < C%YAL)int(clA) i zato
pcl(sclA) C?CeriJint(ClA). Otuda je cl,A < c%rALJint(clA) na
osnovu Z.l.1l4. Obratna-inkluzija sledi neposredno.

Posledica 3%.l.31l. Neka Jje A podskup prostora X. Tada je
cldLA = cl,AuvsclA.

Dualno dobijamo sledeéi stav:

Teorema 3.l.32. Neka je A podskup prostora X. Tada je
int, A = int . Ancl(intA) = inﬁrArwsintA.

Dobijeni rezultati imaju brojne posledice. Sledeé¢i stav

cemo cesto koristiti.

Teorema 3.l.33. Neka je (X,T) prostor. Tada Je:
(1) int, A = int, A za svako A € SO0(7T),

(2) cl,A = cl.A za svako A € SC(T),

(3) int, A = sintA za svako A €f5} ,




(4) c%iA = sclA za svako A € CCH;)i

Klase J; i SO(T) u opStem sludaju nisu uporedive a sle-
deca dva stava razmatraju slucajeve kada one to jesu.

Teorema 3.l.34, Za prostor (X,3) sledeéi iskazi su

ekvivalentni:
(a) 80(F) < 3%.
(b) (X,7) je ekstremalno diskoneksan.
Dokaz. Ha osnovu 1l.3.21., (X,7) je ekstremalno diskone-

ksan ako 1 samo ako je int A = sintA za svaki podskup A. Otuda
tvrdenje sledi iz 3%.1.3%2.

Teorema 3.l.35. Za prostor (X,J) sledeéi iskazi su

ekvivalentni:
(a) T3 < s50(3).
(b) 3 =735 .

Inferesantnu posledicu teoreme 3.1.3C. daje 1 sledeci
StaV-

Teorema -.l.36. Neka je (X,3) prostor i A€ PO(T)NC(y).
Tada Jje clA € J.

Dokaz. Na osnovu %.l.30. 1 uslova teoreme sledil da jJe
clA = cl A = cl,Avint(clA) = Auint(elr) = int(eclA) i stoga Je
cla € 5.

Sledec¢i stav Jje dualan prethodnom.

Teorema 3.1.57. Neka je (X,J) prostor i A € PC(3T )Ty .
Teda je intA € C(3).

Posledica 3.1.%8. Neka je (X,7) prostor i A € CO(Jy,).
Tada su ¢lA i intd otvoreno-zatvoreni u (X,J).

Sledeéa dva stava su vaZna za daljoc razmatrangje.

Teorema 3,1.79, Weka je (¥,T) rrostor, G & 5, 1
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xe G — ¢cl(intG). Tada Jje jx}t € PO(T) -T.

Dokaz. Cznadimo skup G — cl(intG) sa B. Tada Jje B€ Jp
i intB = ¢ pa je (X — BY)u {x3 e PO(T). Sledi da je BN({(X - B)u
ix}) = {x} € PO(F). S druge strane, §xi ¢ J sledi neposredno.

Teorema %.1l.40. Neka je A podskup prostora (X,J3) i
x € int(clA) - cl.A. Tada je sx} € PO(T) -7,

Dokaz. Neka je G = intr(X —~ A). Tada je int(clA) - cl,A
= int(cl(X = (X — A))) — ¢l (X = (X - A)) = int(X - int(X - A))
- (X = int, (X = 4)) = (X = cl(int(X - 4))) - (X = G) =G -
cl(int(X - A)) = G — ¢1(intG) pa tvrdenje sledi iz prethodnog
stava.

Kao posledica dobija se jedno interesantno predstavlja-
nje ¢~-skupova.

Teorema 3,1.,41, Neka je A podskup prostora (X,7). Tada
je A € Ty ako i samo ako je A = GUH gde je G €, i ih}e PO(T)
— T za svako h € H. |

Dokaz. Pretpostavimo da je A € Jp i neka je G = int A,
Tada je na osnovu 3,1.3%3. G = sintA = Ancl(intA). S druge stra-
ne, za svako he @ = A - G = A — cl(intA) sledi da je {hl € PO(3")
— T na osnovu 3.,1.39. 1 otuda se dobija trazeno predstavljanje.
Obratno tvrdenje sledi neposredno.

U primeru 9 videli smo da je za antidiskretnu topologiju
# na skupu X topologija A, diskretna. Dakle od povezanog prosto-
ra dobili smo nepovezan. Pokazademo da je to jedini takav slucaj,
tj. da se u svim ostalim slulajevima povezanost cuva.

Teorema 3.1.42., Neka je (X,T) povezan prostor koji nije
antidiskretan. Tada je i prostor (X,Jr) povezan.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je A € CO(T,)
takav da je ¢ # A + X. Tada na osnovu pretpostavke i 5.1.38. sle-
di da je clA = X 1 intA = ¢. Otuda je na osnovu 3.1.%9. 1 3.1l.40.
ix} € PO(T) za svako xe€ X, tj.JSy Je diskretna topologija. Neka
je sada Ue3 i ¢ # U # X. Tada je U€ CC(J,) 1 zato Ue CO(T)
%to je suprotno pretpostavci. Prema tome vrostor (X,J¢) Jje pove-

Z230Ile
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U nastavku izlaganja ispitacemo pod kojim uslovima u
relacijama (1) - (6) teoreme 3.l.7. vaze jednakosti. Vedina re-
zultata je izloZena u [9]. Podsetimo da je prostor X semi-TD—pro—
stor ako Je clix} — {xf semi-zatvoren za svako x € X. Sledeédi
stav dokazali su Jankovié¢ i Reilly u [53].

Teorema 3.l.4%. Za prostor (X,J) sledeéi iskazi su

ekvivalentni:
(a) (X, je semi-T,-prostor.
(b) (X,3. ) Je Ty-prostor,
(¢) Za svako x € X, §x} je ili otvoren ili nigde gust.

Teorema 3.1.44, Za prostor (¥X,3) sledeéi iskazi su
ekvivalentni:

(a) (X, Je semi-T,-prostor.

(b) D(3) = D(3y).

(c) T¢ = 5. .

(d) 80(F) = S0(3, ).

(e) (X,7.) Je Tl/e—prostor.

Dokaz. (a) = (b): Na osnovu 3.1.7. dovoljno je dokazati
da je D(5") < D(3;4) i zato pretpostavimo da je A e D(3') i x € X —
cl A, Tada je A~ {x} € PO(T) pa je (X — cL AN (AUIXE) = {x} €
PO(T). Sada na osnovu prethodne teoreme sledi da je ;jxie 3 pa
je zato x € A Sto je suprotno pretpostavci. Otuda je A € D(T;).

(b) =>(c): Neka je A € Ty 1 xe A - cl(intA). Tada je
na osnovu 3.1.39. {x3} € Jp . 5 druge strane, fx3} je kogust u (X,T)
pa je na osnovu pretpostavke kogust i u (X,77), kontradikcija.
Otuda je A€ SO(3) i zato A€ T .

(c)=> (d) sledi neposredno iz pretpostavke i 1l.3.6.

(d) = (e): Pretpostavimo da {x} & 3] « Tada §x} &€ SO(G")
= S0(Jy) i zato §x} ¢ I, . Sledi da {x} ¢ PO(F) pa je int(clix})
= ¢. Otuda je {xi € C(3) te je (X,3.) T, yo-prostor.

(e)=> (a): Svaki Tl/z—prostor je i Ty-prostor pa tvrde-
nje sledi iz prethodne teoreme.

Posledica 23.1.45. Neka Jje (X,7T) T,-prostor. Tada je Tp

= T .
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Posledica 3.1.46. Neka je (X,3) prostor. Tada je:

(1) T}( =:E§,1

(2) Spry =T¢r - |

Dokaz. (1) Na osnovu 3.1.10. (X,3-) je 'I‘l/g-prorstor pa
samim tim i semi~-Tp-prostor. Otuda je Ty = Spu primenom 3,1.44,

(2) Iz (1) i 1.3.6. dobijamo da je Svve = Syra =Thia =

T}d. =S¢y

Teorema 3.l.47. Neka je (X,3) prostor. Tada je RO(S) =
RO(Ty) ako i samo ako je int,cl,A = int(cer) za svaki podskup A.

Dokaz. Pretpostavimo da je RO(Z) = RO(Ty- ) 1 neka Je A
proizvoljni podskup prostora X. Tada je int,cl,.A € RO(T;.) = RO(T)
c 3 pa je int,cl.A int(cer). Obratna inkluzija sledi neposre-

dno.

Da bismo dokazali obratno tvrdenje, na osnovu 3.1.7.
dovoljno je dokazati da Jje RO(j})c RO(3") i zato pretpostavimo
da je A€ RO(Jy ). To znali da je A = int,cl, A = int(clfA) pa Jje
A e ROT) na osnovu 2.2.1C.

Teorema %,l1.48. Neka je (X,3) prostor. Tada je PO(3) =
PO(Ty ) ako i samo ako je cl A € I za svako A e D(Z).

Dokaz. Iretpostavimo da je PO(F) PO(3y ) i neka je A€
D(T). Tada je AU fxl € PO(T) = PO(3y) za svako x € cl.A pa je za-
to clyA = U {AU{X3: x € cl A} € PO(3y). Otuda je cl A e Jp.

Da bismo dokazali obratno tvrdenje, na osnovu 3.1.7.
dovoljno je dokazati da je PO(3) <« PO(Ty) i zato pretpostavimo
da je A € PO(§7). Tada je na osnovu l.2.l1l. A = GND gde je G otvo-
ren a D gust u (X,57). Otuda je cl,D€ 3 pa je A = GND < GMel,D
= intr(Gncer)c: intrclf(GﬂD) = int,cl,A i zato A € PO(T;,.).

Teorema 3.1l.49, Neka je (X,3) prostor. Tada je N(3) =
N('j}) ako i samo ako je 3y, =7;.

Dokaz. Pretpostavimo da je N(J) = N(T,) 1 neka je A€
S¢ya » Tada je na osnovu 1,%.10. A = U~-C ~de je Ue 3y acCe N, )
= N(J). Otuda sledi da je C (~zatvoren na je zato A € 3y e

Obratno tvrdenje sledi iz 3%.1.28. i 3.1.46.

Sledeéi renultat je neposredna nosledica stavova 3.1.29.,




2,146, 1 3.1.49.

Teorema 3.1.50. Za prostor (X,T) sledeéi iskazi su

ekvivalentni:
(a) SPO(T) = SPO(T,).
(b) Ty =3¢y .

Posledica 3.1.51. Neka je 5 topologija na konadnom sku-
pu X. Tada je SO(Ty) = SPO(T).

Dokaz. Na osnovu 3.l.1%. sledi da je PO(J;) =733 pa je
PO( To ) < SO(Q}) 1 zato S0(3,) = SPO(T') na osSnovu 2.2. 50 Sada
tvrdenae sledi iz prethodne teoreme i %.1.12.

U prethodnim razmatranjima videli smo da znadajnu ulogu
ima skup koji se sastoji iz neizolovanih, preotvorenih jednodla-
nih skupova datog prostora. Za prostor (X,¥) neka je dakle B =
B(3) = {xe X: {xt € PO(3) — T}. U nastavku izlaganja utvrdidéemo
neke osobine skupa B da bismo pomoéu njega dobili nove karskteri-
zacije uslova PO(3) = PO(T,) i SPO(3) = SPO(5y) Cime éemo i zavr-
3iti ovaj odeljak. Primetimo najpre da tvrdenja 2.3.1. i 3.1.41,
mozemo sada forrulisati na sledeéi nadin:

Teorema 5.1.52. Neka je X = FuUG Hewittova reprezentaci-
ja prostora X. Tada je B < intF.

Teorema 5.1.5%. Neka je A podskup prostora (X,T). Tada
je A € Jy ako i samo ako je A = GUH pri &emu je GeJ;, i Hc B.

Sledeée tvrdenje sledi neposredno iz 3,l.44, i prethod-
ne teoreme.

Teorema 5.1.54. Prostor X je semi-T,, ako i samo ako je

Vazno svojstvo skupa B iskazano je sledeéim stavom.

Teorema %.1.55, MNekna je X prostor. Tada je cl,.B = clB.
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Dokaz. Na osnovu 3.1.40. sledi da je int(clB) — cl,B < B
pa je int(clB) < cl,.B. Sada na osnovu 3.1.30. dobijamo da je c1B
= ¢cl, B = CleLJint(ClB) = ¢l,.B sto je i trebalo dokazati.

Teorema %.1.56. Neka je (X,3) prostor. Tada je PO(T)
PO(J3, ) ako i samo ako je Be CO(3y).

Dokaz. Pretpostavimo da je PO(T) = PO(T,) i neka je X
FuG Hewittova reprezentacija prostora X. Kako je F zatvoren i

rastavljiv, to postoje skupovi El i E2 takvi da je P = ElLJE2,
ElerE = ¢ i clE1 = clE2 = F. S druge strane, na osnovu 3.1.52,
je B < intF. Neka je sada B, = BrﬁEl i B, = BfﬁEe. Tada je intBl
= intB2 = ¢, £Tj. skupovi X — Bl 1 X - 82 su gusti pa su skupovi
clr(X —~Bl) i clr(X - B2) otvoreno~zatvoreni u (X,%,) na osnovu
5ele48. Otuda sledil da su skupovi Bl = in@rBl i 32 = inﬁng otvo-
reno-zatvoreni u (X,J+) pa je B = B,u B, € CoTy ).

Obratno, pretpostavimo da je B € CO(T,) i neka je A gust
u (X,T). Na osnovu 3,1.,40, sledi da je X - ¢l A< B pa je
¢ly(X — ¢lyA) = X - intpcl A < B na osnovu pretpostavke. Otuda
je cl, A — inﬁrc¥rA‘: B pa je zato cl,A Ein;. Sada 1z %.1.48., sle-
di da je PO(T) = PO(TH).

SledecC:: stav se dobija kao neposredna posledica pret-

hodna dva.

Teorema 3.1.57. Neka je (X,T) prostor. Tada je PO(J) =
PO(Jy) ako i samo ako je B e CO(3).

Teorema 3%.,1.58, Neka je (¥X,¥) prostor. Tada Je SPO(T)
= SPO(J;) ako i samo ako Jje B € J .
Dokaz. Pretpostavimo da je SPO(T) = SPOCI}) i neka je
x € B— intB. Kako je §x}{ € 3-, to x ¢ ¢l intB = cl(intB). S dru-
re strane Jje spclB = spcer = Buint,cl,int,B = BL}inqrcer =
int,cl,B = int(c1B), pa je zato int(spclB) = int(c¢clB). Otuda Je
na osnovu 2.2.27. int(cl(intB)) = int(clB) 8to daje cl(intB) =
¢lB. Sledi da je x € cl(intB), kontradikcija. Prema tome Jje BeT .
Cbratno, pretpostavimo da je B3 €3 i neka je A € N(:})
— N(T). Za x € int(clA) - clr!& sledil na osnovu 3,1.40. da Je X e€
Be3 na je BMNA = ¢ 1 zato int, A = ¢ Sto Je suprotno pretpostav-
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ci. Otuda Jje N(3) = N(?}) pa tvrdenje sledi iz 3%3.1.50.

Posledica 3.1.59, Neka Jje 37 topologija na konadnom sku-
pu X. Tada je Bel ,

Posledica 3.1.60. Za prostor (X,J) sledeéi iskazi su

ekvivalentni:
(a) PO(Z) = PO(Ty).
(b)) SPO(F) = SPO(T;.) i Be PC(T).

3ele Zatvorenje i unutrasnjost u (X,J.)

U ovom odeljku nastavljamo sa ispitivanjem osobina ope-
ratora zatvorenja i unutrasnjosti u prostoru (X{I}). Utvrdujemo
izmedu ostalog njihove veze sa ranije uvedenim operatorima. Stav
koji sledi je izvesno poboljsanje rezultata datog u 3.1.31.

Teorema 3.2.l. Neka je A podskup prostora X. Tada je:

(1) cl(int(clr)) = cl,pintA vint(clA),

(2) ¢l A = cl,.pintAu sclA,

Dokaz. (1) Primenjujuéi %.1.31. na pintA dobijamo da je
cl, pintA = clrpintALJscl(pintA) pa Je c¢l,pintA = cl pintA v
int(clA) na osnovu 2.1.12. S druge strane, na osnovu l.3.4. i
2.1.%. sledi da je cl pintA = pintAucl(int(cl(pintA))) = pintAv
cl(int(clA)) = cl(int(clA)) pa vazi (1).

Relacija (2) sledi neposredno iz (1) i 1l.3.4.

Sledeci stav je dualan prethodnom.

Teorema 2.-2.2. Neka je A podskup prostora X. Tada Je:
(1) int(cl(intA)) = int,pclAn cl(intA),
(2) int A = int.pclA~ sintA.

Veze orneratora zatvorenja i unutrasniosti u prostoru

(X,Jp) sa operatorima ncl i pint iskazane su u slededem stavu i
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njegovim posledicama,

Teorema 5.2.,%. Neka je A podskup prostora X. Tada je:

(1) pint(cer) = ¢cl,Anint(clA),

(2) clypintA = ¢l Anel(int(clA)),

(%) pcl(inth) inty AU cl(inta),

(4) int,.pclA = intrAL/int(cl(intA)).

Dokaz. (1) Iz 2.l.l. neposredno sledi da jJe pint(clfA)
= clerwint(cl(cer)) = ¢l Anint(clA).

(2) Primetimo najpre da je clpAnint(clA) < cly (AN
int(clA)) = cl.pintA. Sada na osnovu 3.2.1. dobijamo da je cly AN
cl(int(clA)) = leAfﬁ(C¥rpintALJint(ClA)) = clrpintALJ(cerfﬁ
int(cla)) = cl,pintA.

Relacije (3) i (4) su dualne.

Posledica 3.2.4. Neka je A podskup prostora X. Tada je:
(1) Anpint(cl A) = pinta,

(2) AnclypintA = spinta,

(3) AN pcl(intrA) = int, AU sintA,

(4) Aninty.pclA = int,A.

Podledica 3.2.5. Neka je A podskup prostora X. Tada je:
(1) Avupint(clpr) = cl,AMsclA,

(2)AUc%pﬁmA=c%m,

(3) Aupcl(int,A) = pclA,

(4) AV intypclA = spclA.

Posledica 3,2.6. Neka je A podskup prostora (X,J). Tada
je:

(DAraelfreac int,pclA,

(2) A € PO(3)e A pint(cld,.A),

(3) A e SPO(3)e= AC clrpintA.

Poslednja relacija prethodnog stava daée jos jednu kara-
kterizaciju klase semi-preotvorenih skupova.

Posledica %.2.,7. Podskup A prostora X je semi-preotvoren
ako 1 samo ako je clrpintA = cl.A,




Za dokazivanje jedne interesantne karakterizacije kKlase
ekstremalno diskoneksnih prostora koristimo sledeci stav:

Teorema 3.2.8., Neka je A podskup prostora (X,3). Tada
je clyA € PO(3) ako i samo ako je clael .

Dokaz. Pretpostavimo da je clyA € PO(3). Tada na osnovu
3.203+ dobijamo da je clyA = pint(cl,A) = clAnint(clA) pa je
zato ¢clyA ¢ int(clA). Otuda je cl, A = int(clA) na osnovu 3.1.30.
Sledi da je A€ PO@) te je cl,A = clA i prema tome clA €7,

Obratno tvrdenje sledi neposredno iz %.2.%.

Teorema 3.2.9. Prostor (X,J) Je ekstremalno diskoneksan
ako i samo ako je clyA € PO(T) za svako A € PO(T).

Dokaz. Pretpostavimo da je prostor (X,3) ekstremalno
diskoneksan i neka je A € PO(3). Tada je clA = cl(int(clA)) e T
pa je clyA € PO(3) na osnovu prethodnog stava.

Obratno tvrdenje sledi neposredno iz prethodnog stava.

U stavu 2.2.27. videli smo da operatori spcl i spint
komutiraju sa ostalim operatorima. Pokazacemo da oni komutiraju
i sa operatorima zatvorenja i unutras$njosti u (X,Jn).

p

Teorema 3.2.,10. Neka je A podskup prostora X. Tada je:

(1) clyspintA = spint(clyA) = clyAncl(int(clA)),

(2) intyspclA = spcl(int,A) = intyAu int(cl(inth)).

Dokaz. (1) Iz 2.2.22. neposredno sledi da Jje spint(cljA)
cerrWCl(int(cl(clfA))) = ¢lAncl(int(clA)). S druge strane,
na osnovu 3,2.3. dobijamo da je clyspintA = clr(Ar\cl(int(clA)))
C cerrﬁcl(int(clA)) = cl.pintA < clyspintA pa vazi i druga je-
dnakost.

Tvrdenje (2) je dualno.

Posledica 3.”2.11. Podskup A prostora X je semi-pre-

otvoren ako i samo ako je cli.A semi-preotvoren.

Sada éemo ispitati veze operatora u (X,J.) sa opera-

torima scl i1 sint.




Teorema 3.2.1l2. Neka je A podskup prostora X. Tada je:

(1) clysclA = scl(clyA) = cl, A,

(2) intpysintA = sint(intpyA) = int, A.

Dokaz. (1) Primenjujuéi 3,1.21. na cl.A odnosno sclA
dobijamo da je cl A = c¢l;clyA = clpAuscl(clpA) = scl(clpA) i
clyA = clysclA = clysclAv sclA = clpysclA,

Tvrdenje (2) je dualno.

i

Teorema 3.2.15, Neka je A podskup prostora X. Tada je:

(1) clysintA = cl(intA),

(2) sint(c%rA) = ¢1l(int(clpA)),

(3) intysclA = int(clA),

(4) scl(intpA) = int(cl(intyA)).

Dokaz. (1) Na osnovu 2.1.12, i 2.1.3. dobijamo da je
cl(intA) = pcl(sintA) < clysintA < cl(sintA) = cl(intA).

(2) Buduéi da je clp.A € PC(3), to je cl(int(cl, A))C
clpyA 1 zato sint(clyA) = clyAncl(int(clyA)) = cl(int(clfA));

Relacije (3) i (4) se dokazuju na slidan nadin.

Posledica 3.2.14, Neka je (X,3) prostor. Tada je:
(1) clpA = clA za svako A € S0(3),
(27 intyA = intA za svako A € SC(T).

Sledeci primer vpokazuje da se operatori zatvorenja u
(X,3) 1 (X;i}) ne moraju podudarati na klasi " -skupova.

- Primer 13. Neka je X = fa,b,c} ifT'=éf¢,X,ab}. Tada Je
fa} € 5y , medutim clfa} = X i clpjfa} = fa,c}.

U nastavku izlaganja preciznije ¢emo odrediti skupove
koji nastaju naizmenicénom primenom operatora zatvorenja i unutra-
snjosti u (X,J¢). Sledeéi rezultat je neposredna posledica sta-
vova 3.1l.30. 1 3.1.32,

Teorema 3.2.15. Neka je A podskup prostora X. Tada Jje:
(1) cl(int A) = clyint, AU int(el(int,yA)),

(2) int(clpA) = intyelrAncl(int(clpA)).
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Teorema 3.2.16. Neka je A podskup prostora X. Tada je:

(1) clpintyA = cl,Ancl(int A),

(2) clpintycl,A = clpAncl(intycl, A).

Dokaz. (1) Pretpostavimo da Je x € clIArwcl(intrA) i
neka x ¢ clyint,A. Tada na osnovu prethodne teoreme sledi da je
X € in’c(cl(intd-ﬁ_)) pa je zato §x} € PO(3") na osnovu 3,1l.4C. Otu-
da je {x} € J¢ i zato x e intyA Sto je suprotno pretpostavei.
Prema tome cerr\cl(intrA) c clyintyA dok obratna inkluzija sle-
di neposredno.

Tvrdenje (2) sledi neposredno iz (1).

Posledica 3.2.17. Neka je A podskup prostora (X,J). Tada

je:
(1) A € SO0(T;)&>Ac cl(intpA),
(2) A€ SPO(T, )¢ Ac cl(intycly A).

Dualno stavu 3,2.,16. dobijamo:

Teorema 3.2.18. Neka je A podskup prostora X. Tada Je:
(1) intyclyA = intpAu int(clyA),
(2) intpelgpintyA = int-AU int(clpintyA).

E4

Posledica 3.2.19. Neka je A podskup prostora (X,J). Tada
je A £ PO(S}) ako i samo ako je intpclsA = Auint(clpA).

Dokaz. Pretpostavimo da je A € PO(J3;). Tada je AU
int(clyA) C intycly A. S druge strane, na osnovu prethodne teore-
me sledi da je intyclyA = intyAU int(cl A) AU int(clpA).

Obratno tvrdenje sledi neposredno.

Na slidan nacin dobija se i sledeéi rezultat.

Posledica 3.2.20, Neka je A podskup prostora (X,3). Tada

je A € 3y, ako 1 samo sko je int,cl,inf A = Av int(clyint,.A).

Kao dalju posledicu stavova 3.2.16. i 3.2.18. dobijamo
sledeci stav:

Teorema %.2.21., Neka je A podskun prostora X. Tada je:
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(1) clpintecl A = cleintpAv cl(int(clpA)),
(2) intpclyint,A = intpcl Amn int(cl(intpA)).

Jasno Jje da presek dveju klasa uopsStenih otvorenih sku-
pova daje ponovo neku klasu uopsStenih otvorenih skupova. Na os-
novu 3.1.7. neposredno sledi da je klasa PO(3)NS0(Sy ) Sira od
klase PO(Ty )M S0(Jy) = 3y, . Primer 13 pokazuje da te dve klase
nisu jednake u opsStem slucaju. Dovoljno Jje primetiti da Jje fa,c}
€ PO(3)NSO(Ty) dok fa,cl £ Ty . Poslednji rezultat u ovom odeljku
daje Jjednu karakterizaciju elemenata pomenute klase,

Teorema 3.2.22. Neka je A podskup prostora (X,3). Tada
je A € PO(3)MS0(J,) ako i samo ako je A < int(cl(inﬁrA)).

Dokaz. Pretpostavimo da je A € PO(T)NS0(Jy). Tada je
clA = cl(int,A) na osnovu 3.2.17. pa je AC int(clA) =
int(c1l(intyA)).

Obratno tvrdenje sledi neposredno 1z 3%.2.17.

3.3. - Topologija J,. i neke topoloSke operacije

U ovom odeljku ispitaéemo kako se topologija Jy ponasa
u odnosu na potprostor, topolosku sumu i topoloski proizvod.

Neka je Y proizvoljan podskup prostora (X,J ). Postavlja
se pitanje u kakvom se medusobnom odnosu nalaze topologije (T&)r
i (T})Y koje se mogu uvesti na tom skupu. Analogno pitanje za to-
pologiju J; razmatrano je u [5] i dobijen je sledeéi rezultat:

Teorema J.%.l. Neka je Y podskup nrostora (X,7). Tada
Je:

. za Y€ PO(T).

Pokazaéemo da nnalosan rezultet vafi i za topologiju Jg.
Dokazimo najpre Jednu lemu.
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Lema 3.%2.2. Neka je Y podskup prostora (X,T) i neka je
ix} € PO(TY). Tada Jje §{x} € (3}),{.

Dokaz. Ako int(clix}) # ¢, onda je {x}eTy i zato {xje
(3})1,. Pretpostavimo da je int(clfix}) = ¢. Kako je {xi ¢ PO(TY),
to jJe {xf < intyclyixi = YNnint(cl({x}u (X - Y)) i zato
fxUu(X —clY) c int(elfxiu (X = Y)) < clixiu(X = ¢lY). Iz
int(cli{x}) = ¢ sledi da Y nije gust u X kao i da je
int(eclix} U (X — Y))nint(clY) =’¢. Odatle sledi da x ¢ int(clY)
i zato cliximnint(clY) = ¢. S druge strane je int(clixiu (X - Y))
Necl(int(elY)) = ¢ i zato x ¢ cl(int(clY)). Neka je sada G = § %1
U(X = clY). Kako je x € X — int(clY) = ¢1(X - clY), to je Ge
S80(3). S druge strane je int(clG) = int( clfxivecl(X - clY)) =
int(clix} v (X = int(eclY))) int(X — int(eclY)) X — ¢cl(int(clY))
> {xjuU (X — ¢lY) = G pa je G € PO(F). Otuda je G €3 < 3 i za-
to {x} = GNYe (Tp)y.

Teorema 5.5.3. Neka je Y podskup prostora (X,3). Tada
je TPy (Tp)ye

Dokaz. Neka je A€ CTY)J"' Na osnovu 3.1.41. sledi da je
A =GUH gde je Ge (TY)QL i shl PO(TY) za svako h€ H, Sada iz
3e3ele sledi da je G € (3 )YC (3}-)_! pa Jje A€ (S})Y na osnovu
prethodiie leme,

Teorema %.%.4. Neka je (X,3) prostor i Ye PO(3). Tada
je Gy = (5p)y.

Dokaz. Na osnovu prethodne teoreme ostaje nam da dokaZe-
mo da je (3})1' - (TY)X" Pretpostavimo da je A € (TX-)Y i neka je
B &€ PO(TY). Tada je A = GNY za neko G €3y a B& PO(T) na osno-
vu 3.1.19, Otuda je ANB = GNYNB = GNB e POW) i zato ANB e
PO(TY). Sledi da je A € (T‘I)f Sto je i trebalo dokazati.

Neka Jje {(Xi’ji): ie 1} kolekecija uzajamno disjunktnih
prostora i neka je ($Xi,@Ti) njihova topolocka suma. Postavlja
se pitanje medusobnog odnosa tonolosija (®75) 1 ®T, ) na
@Xi. Analogno pitanje za topolosiju J; razmatrano je u [5_7 1
dobijen Jje sledeéi rezultat:

Teorema 3.3.5. (P 7T.) = eB(Ti)oL.
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Pokazactemo da jednakost vazi i u slucaju tovologije ﬂ- .

Teorema %,%.6. (@Ti)é,. = @(Ti)f'
Dokaz. Pretpostavimo najpre da je A = .-’_B('j'i)‘}... To znacli

da Je ANX, « (Ti)&” za svako i€ I pa je na osnovu 3.,1.41. A NX,
= G, Hi pri cemu je G, € (Ti)at i {h} & PO(LfJi) za svako h € H.
i svako i € I. Kako su £; otvoreno-zatvoreni u ®X;, to je ihie
PO(@T_i) za svako h « H; 1 svako i € T. S druge strane je G, €
@(Ti)d» pa je G; = (P Ti)ﬂ‘[— na osnovu 3.%.5. Ctuda je AMX. <
(B53,) za svako i £ T pa Jje A = V(ANK;) € (%:r’i)ju.

Obratno, neka je A € (= ‘3;1?. Na. osnovu %,1.41, sledi
da je A = GUH gde je G < (@Tj_)a. i {hy € PO(®7T.,) za svako h € H,
Tz 3,3%3.,5., dobijamo da je G « @(3’"3-_)‘»L pa. je GMX, & (Ti).,a za svako
i€ I. S druge strane je Jh! € PO(T‘i) za sveko h € HMX; 1 svako
i e I. Sledi da je AnX. = (GuH)mxi = (GﬁXi)U(Hr’“\Xi) = (Ti)&,.
za svako i € I pa je zato A € @(Ti)r.

Neka Jje f(}(q- ,’_f?.L): i€ I} kolekcija nepraznih prostora i

neka je ([_Il{i,{_}*j”i) njihov topolofki proizvod. U radu [S5] je vo-
kazano da je [1(T.) < (F?S;)i a sledeéi primer pokazuje da su
topologije H(Ti){ i (ﬂTi)&, u opStem slucaju neuporedive.

Primer 14, Neka je X = {a,b,ct, 3 = {qﬁ,}:,a,ab,ac} 1 Y =
ja,e,f, U = ¢,Y,de}. Tada je Ty =T i % = §9,Y,d,e,de}. Za A
= i(a,d),(b,d)! = {a,blx {d} neposredno sledi da je A € T xU,.
Kako je intA = intfs,b!x inti/d! = ja,btx ¢ = ¢4, to je i int A =
¢. S druge strane, za tadku (b,d) € A dobijamo da jJje
int(c13i(b,d)}) = int(cl(iblix 7d%)) = int(clib})x int(clid}) =
pxY = ¢ pa (b,d)t ¢ PO(Sx2)., Otuda A& (IxU), na osnovu
3.1.41,

Neka je sada B = {(a,d),(a,e),(b,f)}. OCdatle neposredno
sledi da je intB = {(a,d),(a,e)? = faix.d,e. i zato int(cl(intR))
= int(ecl( o} x 7d,el)) = int(eliatxcl-d,r ) = int(XXY) = XxY
pa je B& (Ix%u), ¢ (FxA)p. 3 druge stranc, B4 J.x“..
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Selts Klase PO(T) i SPO(J) kao topologije

U ovom odeljku odrediéemo potrebne i dovoljne uslove
da klase PO(T) i SPO(T) prostora (X,3) budu topolozije na skupu
X. Podsetimo da je odgovarajuéi problem za klasu SO(3") reSio Nja-
stad u [69] (videti 1.3%.22.). U slucaju klase PO(J) reSenja tog
problema data su u [8] i :363. Dok se u 8. koristi operatorski
metod razvijen u odeljku 2.1., reSenje dato u [36] zasniva se na
Hewittovoj reprezentaciji topoloskog prostora. Najpre éemo izlo-
ziti prvo reSenje iskazano u teoremi Settelts Za to su nam potrebna
sledeca tri tvrdenja:

Teorema 3.4.1l. Neka je (X,3) prostor. Tada je klasa
PO(T’) topologija na skupu X ako i samo ako je PO(3) = :}.

lema 3.4.2. Neka je A semi-prézatvoren podskup prostora
X takav da je cl,A = sclA i int(cl(intA)) = cl(intA)~int(c1a).
Tada je A prezatvoren skup.

Dokaz. Na osnovu 2,1.14. sledi da je pcl(sclA) = cl A
= SClA pa je pclA — sclA. Dokazadéemo da je el{intA) < A i zato
‘neka je x e cl(intA). Otuda na osnovu 2.1.1. dobijamo da Je x ¢
PclA < scli = Auint(clAa). Ako Je x € int(clA), onda je x ¢
cl(intA)~int(clA) = int(cl(intA)) i zato x € A na osnovu 2.2.10.
U drugom sluCaju, ako x ¢ int(clA), onda x < A sledi neposredno.
Prema tome A je prezatvoren skup.

Jednakost ¢l A = pclAusclA ne povladi u opsStem sludaju
Jednakost cl(int(clAd)) = int(clA)u c1(intA) dok obratna implika~
cija vazi uvek. Medutim, vaZi sledeée:

Lema 3,4.3%. Neka je X prostor. Tada Je ¢l,A = pclAusclA
za svaki podskup A ako i samo ako je cl(int(clA)) = int(clA)u
cl(intA) za svako A. |

Dokaz. Neka je A proizvoljan podskup prostora X. Pri-

menjujuéi prvu relaciju na nintA dobijamo da je cl, pintA =
pcl{pintA)Uscl(pintA). Sada na osnovu stavova Peledey, Pela7. 1
2.1.12. sledi da je cl(int(clA)) = pintAucl(intA)u int(cla) =
cl(intA) U int(clA).

Obratno tvrdenje sledi nervosrednoe.




Teorema 3.h4.4. Klasa PO(3) prostora (X,3) je topologija

na skupu X ako i samo ako su zadovoljena sledeéa dva uslova:

(1) Presek svaka dva preotvorena skupa je semi-preotvo-
ren skup,

(2) ¢l A = pclAU sclA za svaki podskup A.

Dokaz. Pretpostavimo da je PO(J) topologija na X. Tada
je na osnovu 3.4.,1. PO(T) = T, tjs DclA = cl,A za sveki podskup
A. Seda iz 3,1.31. sledi da je ¢l A = cl AusclA = pclAvsclA te
je zadovoljen drugi uslov teoreme. Prvi uslov sledl neposredno.

Obratno, pretpostavimo da su zadovoljena oba uslova tTeo-
reme. Dokazacemo da je unija ma koja dva prezatvorena skupa tako-
de prezatvoren skup i zato neka su A i B prezatvoreni skupovi.
Tada je AV B« SPC(3) na osnovu (l). S druge strane, na osnovu
(2) sledi da Jje ¢l A = pclAu sclA = sclA i ¢cl, B = sclB., Otuda je
cli(AUB) = cl,Aucl,B = sclAusclB c scl(Au B) i zato cl, (AU B)
= scl(AUB). Primenjujuéi lemu 3.4,3. na skup X — (AuB) dobija-
mo da je c¢l(int(cl(X — (AUB)))) = int(cX(X — (Avu B)))u
cl(int(X — (AU B))) i otuda je int(cl(int(Au R))) = cl(int(Av B))
Nint(cl(Au B)). Sada skup AU B zadovoljava uslove leme 3.4.2. pa
je AUB e PC(T). Sledi da je PO(J) topologija na X.

Primedba. Wa osnovu 2.1.14. relaciju u uslovu (2) pre-

thodne teoreme moZemo zameniti relacijom pcl(sclA) = scl(pclh).

Sledeéa dva primera pokazuju da su uslovi u prethodnoj

teoreml nezavicnl.

Primer 15. Neka je X = ja,b,ct 17 = {¢,X,abl. Tada je
T = T, = S0(%), PC(3) = SPO(F) = j¢,X,a,b,abyac,bc} i Jp = {¢,X,
a,b,abl. Iz 3§ = SO(F) < PO(3) sledi da je sclAupclA = sclA =
cl A za svaki podskup A te je zadovoljen uslov (2). S druge stra-
ne, {a,ci~fbyel = {ct & SPO(T).

Primer 16. Neka je X = ja,b,c,d} i 3 = i¢,X,a,bc,abcs.
Tada je T =73 , SO(r) = § ¢,X,a,bc,ad,abe,ocds, P0(5) =3 ¢,X,a,b,
¢,ab,ac,bc,abc,abd,acdf 13y = {¢,X,2,b,c,2b,2c,bc,abct. Tada je
fa,b,d:- 7 a,c,d! = {a,dl & SO(5) pa je zadovoljen uslov (1). S

drume strane, ¢l ‘b’ = {b,c,ai, pclib: = b, sclib: = - bycr 1




zato c¢l, {b} # pcliblusclib:.

Gansterovo resenje problema izlozeno u EEQ}, a koje se
zasniva na Hewlttovo] reprezentaciji prostora, mozZe se iskazati
i1 preko skupa B definisanog u prvom odeljku ove glave. Skup B se
sastoji iz neizolovanih, preotvorenih jednoclanih skupova.

Teorema %.4.5. Neka je X = FUG Hewittova reprezentaci-
ja prostora (X,¥). Tada je PO(3) topologija na ¥ ako i samo ako
je ¢lG €3 i intF = B.

Dokaz. Neka je PO(J) topologija na X. Kako je F zatvo-

ren i rastavljiv, to postoje skupovi E, 1 B, takvi da Je E U E,
= F, ElﬂE2 = ¢ 1 c]El = CE2 = F. Neka je y e F, recimo y ¢ Ei.
Tada su skupovi GkJEl 1 GLJEgLfgy} custi pa Jje na osnovu pretpo-
stavke (GUE;)N(GUE,Y §y3) = GUiyl € PO(T). Otuda je clG =
UiGuUiy}: ¥ € ¢lG — G} preotvoren i zato clG €3 . Sto se tide
druge relacije, na osnovu 3%,l.52. dovoljno je dokazati da je
intF < B i zato neka je x € intF. Tada je, kao sto smo veé utvr-
dili, Gw{x} € PO(3) pa je ix} = (Gu ix}!)NintF € PO(F). S druge
strane, {x{ &€ 5 Jer Jje F rastavljiv i zato x € 3B,

Obratno, pretvostavimo da je clGeJ , intF = B i neka
je A€ PO(3 ). Kako je G otvoren, gust i nasledno nerastavljiv u
¢clG, to je na osnovu 1.4.5. AnclG J~-skup u clG. Na osnovu pret-
postavke clG je otvoreno-zatvoren pa je AmclGe T, . S druge stra-
ne, iz intF = B sledi da je AnintF € 3, pa je A = (AnclG)yY
(AnintF) € Jp . Prema tome PO(T) = 3, tj. PO(T) je topologija
na X,

Rezultati kojima zakljucujemo ovaj odeljak daju odgovor
na pitanje kada Jje klasa semi-preotvorenih skupova topologlja.

Teorema 3.,4.6. Neka je (X,¥) prostor. Tada je SPC(T)
topologija na X ako i samo ako su S0(3) i PO(3T) tonolomije na X.

Dokaz. Pretnostavimo da je SPO(3) topolomija na X. Teda
je S0(F) topologija na X na osnovu 2.”2.9. pa je X ekstremalno
diskoneksan na osnovu 1l,3%.22. Sada iz l.2.7l. 1 2.2.29. sledi da
jé i PO(3) topologija.

Obratno, buduéi da je 30(T) tonolosija, nroster (X,5) Jje




- ekstremalno diskoneksan pa je na osnovu 1.3.21. i 2,2,29, SPO(T)
= PO(3). Sledi da je SPO(JF) topologija na X.

Posledica j5.4.7. Neka je X = FuUG Hewittova reprezenta-
cija prostora (X,J). Tada je SPO(T) topologije na X ako i samo
ako je prostor (X,T) ekstremalno diskoneksan i intF = B.

DeDe PO-ekvivalentne topologije

Nj8stad je u radu [69) uveo pojam SO-ekvivalentnih topo-
logija na datom skupu definisuéi da su topologije 3 i U SO-ekvi-
valentne ako imaju iste klase semi-otvorenih skupova. U odeljku
l.5. klasa svih topologija koje su SO-ekvivalentne datoj topolo-
giji 7 oznalena je sa S(J). Ako se umesto semi-otvorenih posmatra-
Ju preotvoreni skupovi, dolazi se na prirodan nadéin do jednog no-
vog pojma.

Definicija. Topologije 3 i U na skupu X su PO-ekviva-
lentne ako j» PO(3) = PO(U). Na ovaj nadin uvedena je jedna rela-
cija ekvivalencije i oznadimo sa P(F) klasu ekvivalencije ele-
menta 37, tj. P(3) =Ju: PO(u) = PO(T)].

1z stavova l.3%.13. i 1.3.6. neposredno sledi da je klasa
P(3) 8ira od klase S(T). Sledeéi stav se takode lako dokazuje.

Teorema %.5.1l. Neka je (X,3) prostor i neka je % topo-
logija na X koja je PO-ekvivalentna topologiji 7. Tada je U < Ty .

U stavu 1l.3.15. videli smo da za topologije 7 i U na
skupu X iz uslova 3 =U < §; sledi % € S(3). S druge strane, la-
ko se vidili da iz J'< U =Ty ne mora da sledi 2«4« P(3"). Dovoljno
Je primetiti da je za antidickretnu torologiju £ topologija 2y
diskretna. Zato Jje na® sledeé¢i zadatak ispitivanje osobina topo-~
lbgije‘u koja se nalazi izmedu topologija 77 i Jp. Prvi rezultati

su uopsStenja stavova 3,1l.4, - 3,1,7. Zatvorenje i unutrasnjost
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skupa A u prostoru (X,%) oznalavalemo sa cl,,A odnosno int, A.

Teorema >.>.2. Neka je (X,3) prostor i neka je U topo-
logija na X takva da je T < U <3, , Tada je:

(1) ¢1,G = clG za svako G T,

(2) int,F = intF za svako Fe C(T).

Dokaz. (1) Na osnovu 3,1l.4, sledi da je ¢lG = ¢l Gc
¢l,G < clG.

Relacija (2) je dualna.

Posledica 3.5.3. Neka je A podskup prostora (X,5) i ne-
ka je % topologija na X takva da je 5<% < 53 . Tada je:

(1) int,cl, A < int(cla), |

(2) ¢l(intA) < c¢1, int,A,

(3) cl,int, cl A c cl(int(cla)),

(4) int(cl(intA)) c int, cl, int A.

Posledica %.5.4. Neka je (X,3) prostor i neka je U to-
pologija na X takva da je 3 ¢ 4 < 3, , Tada Je:

(1) PO(u) < PO(3),

(2) SPO(u) = SPO(T),

(3) D) < D(T),

(4) SO(3) < so),

(5) I < Uy

(6) RO(T) <« RO(u),

(7) N(@) < N(u).

Rezultat koji sledi pokazuje stepen jednakosti dve topo-~
logije 3 i U pod pretpostavkom "< U < 3, ., Naime jednakost jedne
(odnosno odgovarajuée dve) klase podskupova u (X,¥) i (X,u) raz-
matranih u prethodnom stavu povladi jednakost ostalih klasa.

Teorema 3.5.5. Nekz su T i U topologije na X tekve da

je T <U= Ty . Tada su sledeéi iskazi ekvivalentni:
(a) PO(T) = POMu) i RO(T) RO(¢) .
(b) SPO(3T) = SPOly) i RO(ZT) = RCCu).
(c) Prostori (X,7) i (X,%) imaju iste guste skupove.

(d) Prostori (X,T) i (X,u) imaju iste koguste skupove.
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(e) SO(T) = S0(w). .

Dokaz. (a) = (b) sledi neposredno iz 3.1l.”26., i 3.1,29,

(b) = (c): Na osnovu prethodnos stava dovoljno je doka-
zati da je D(F) < D(U) i zato vretpostavimo da je & € D(3). Tada
je A € SPO(3) = SPO(U) pa je ¢cl,A € RC(u) = RC(Z) 1 zato cl, A =
X, tj. A € DCu).

(¢) = (d) sledi neposredno.

(d) =>(e): Na osnovu prethodnoz stava dovoljno je doka-
zati da je SO@®) < S0(3) i zato nretvostavimo da je A € SOM&).
Sada 1z prethodnog steava sledi da Je A € SPO(F) te nam je na os-
novu 2.2.8. ostalo da dokazemo da je int(clA) < cl(intA). Kako
je A€ 80(U), to je int,cl, A < cl, inf A i zato int, (¢l A — inf, A)
= ¢. Pretpostavimo sada da postoji neprazan skup G e 3 takav da
je G < clA — intA. Oznacimo Uy =G -clAcu iU, = Gnint A cu.
Tada Jje :i.ntU:L =G — CclA = ¢, :i.n’c:U2 = GMN1ntA = ¢ 1 zato U, = U,
= ¢ na osnovu (d). Sledi da je G< ¢, A —~ int, A, kontradikeija.
Otuda je G = ¢ i zato int(clA — intA) = ¢, tj. int(clA) = cl(inta).

(e) = (a) sledi iz 1l.3.13, i 1.3.6,

Sledeca tri stava daju potrebne i dovoljine uslove da
topologije J° 1 U budu PO-ekvivalentne pod vretpostavkom T < U

C Ty e ’

Teorema 3.5.6. Neka su J i“/ topologije na X takve da
je e =3, Tada su sledeéi iskazi ekvivalentni:

(a) PO(T) = PO(w).

(b) cl, A €U za svako A € D(T).

(c) int(clA)nc} A € 4 za svaki podskup A.

(d) int,c) A = int(clA)ncl, A za svaki podskup A.

~(e) in{ ,F = pintF za svako Fe Cl«).

(£) int(clA) — ¢l A € CO(u) za svaki podskup A.

Dokaz. (a)-—= (b): Pretpostavimo da je A € D(JT). Tada je
AV ixt € PO(3) = PO ) za svako x € cl, A pa Jje zato cL, A =
WiAU X x e ¢l Af € TO(U). Sledi da je cl,A €U,

(b) = (¢): Kako je Au(X —clpa) « {(T), to je na osnovu
pretpostavke cl,,u(!tu (X — clA)) e« S drune strane je int(clA)m
cl, A = int(clA)N (¢, AU (X = int(clA))) = int(clA)n (c AU
cl(X = clA)) = int(clA)n (e, Avcl, (X ~ c1A)) = int(clAIN
¢, (Au (¥ - ¢clA)) I zato int{clA)mel 2 ¢ /.

il
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(c) = (d): Na osnovu pretpostavke je int(clA)ﬂclwA -
int, cl, A, dok obratna inkluzija sledi iz 3,5,3.

(d) = (e): Neka je F = CMu). Tada je na osnovu pretpo-
stavke int,F = int(clF)NF = pintPF.

(e) = (f£): Za F = cL,Au(X — int(clA)) € C(u) sledi na
osnovu (e) da je in%,F = pintPF. S druge strane, F< D(Z) pa je
Fe PO(S) i zato Few. Otuda je X -~ F = int(cla) - cl A€ CO(u).

(f) = (a): Na osnovu 3.5,4. dovoljno je dokazati da je
PO(Z") < PO(u) i zato pretvostavimo da je A PO(F). Tada je Ac
int(clA)~cl, A int(clA) — (int(cla) -~ cl,A) €4 na osnovu (f)
te je Ac int cl, A, tj. A € PO(%).

Teorema 5.,5.7. Neka su J i « topologije na X takve da
je = U <T., Tada su sledeéi iskazi ekvivalentni:

(a) PO(T) = PO(u).

(b) int,A = pintA za svako A € SC(u).

(c) pintA <« int, ¢, A za svaki podskup A.

Dokaz. (a)=> (b): Neka je A& SC(u). Tada je pintA =
pint, A = Anintcl, A = Anint, A = int A.

(b) = (¢): Za proizvoljan podskup A na osnovu pretpo-
int, cl, A.

stavke sledi da je pintA < pint(cl, A)
(c) = (a) sledi neposredno.

Sledec¢i stav je dualan.

Teorema 3.5.8. Neka su$ i %« topologije na X takve da
je S =U<3; . Tada su sledeéi iskazi ekvivalentni:

(a) PO(3) = PO(u).

(b) int, A € C(w) za svaki J-kogust skup A.

(e) c¢l(intA)u int A € C(y) za svaki podskup A.

(d) cl,int, A = cl(intA)u int, A za svaki podskup A.

(e) ¢1,G = pclG za svako G €U .

(f) ¢}, A = pclA za svako A€ SO().

(g) in{, A ~ cl(intA) € CO(¢) za svaki podskup A.

(h) ¢l,int, A < pclA za svaki podskup A.

Na kraju odeljka razmatracemo opsSti sluéaj, tj. viSe

nec¢emo pretpostavliati ds je I = v = J, . Pokazademo da neki od




-(.:; E‘-‘ —

rezultata 1 dalje vaze., DokazZimo najpre sledeéi stav:

Teorema %.5.9. Neka su 3 i U topologije na skupu X. Ta-
da je PO(3) < PO(u) ako i samo ako je c¢l, Anint(clA) ¢ int, cl,A
za svaki podskup A.

Dokaz. Pretpostavimo da je PO(3) < PO(u) i neka je A
proizvoljan podskup. Tada je na osnovu 2.l.3. inf,cl,A = pintﬂcLuA
> pint(cl A) = ¢}, Anint(cl(c], A)) o c), Anint(clh).

Obratno tvrdenje sledi neposredno.

Teorema 3.5.10. Neka suJ3; i T, topologije na X. Tada

su sledec¢l iskazi ekvivalentni:
(a) PO(Tl) = PO(T2).
(b) cliArﬁintjcle < int.cl.A za svako A 1 i,j = 1,2,
(c) cllArwintzcleA = clgArnintlcllA za sSvako A.
(d) intiF = pint.F za svako F e CCTi) ii,j = 1,2,

J
(e) int A = pintjA za svako A€ SCCTi) ii,j = 1,2.
() pintjA:: inticliA za svako A 1 i, = 1,2.

Dokaz. (a) = (b) sledi na osnovu prethodnos stava.

(b) = (¢): Na osnovu pretpostavke je cliArwintjclec:
inticliA pa Jje cliArﬁintjcle < inticliAfﬁintjcle 1 zato
cliArWintjcle = inticliArwintjcle za svako A 1 i, = 1,2.
Otuda Je cllﬂrwintzclgA = clgArwintlcllA.

(¢) =(d): Neka je F € C(?i). Primenjujuéi (c¢) dobija-
mo da Je pintzF = FrwintzclgF = clgFr\intlF i zato pintgF =
intlF. Druga relacija se analogno dokazuje.

(d) = (£): Na osnovu (d) neposredno sledi da je pintjA
c'pint.cliA = inticliA za svako A i i, = 1,2.

(f) = (a): Neka je A € PO(TJ). Tada je A = pintj.A <
inticliA i zato A € PO(T&). Otuda je PO(Ti) = POCTé).

(a) = (e): Neka je A € SC(T&). Tada Je pintjA = pint, A
= Af\intiClih = ArwintiA = intiA.

(e) = (d) sledi neposredno.

Sledeci stav je dualan.

Teorema %.5.11l. Neka su'ji i 7, topolorije na X. Tada
L —— — L.

su sledeé¢i iskazi ekvivalentni:
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(2) PO(TY) = PO(T,).

(b) cliint A < intiALJcljintjA za svako A i i,j = 1,2.
(c) intlALJclginteA = inteALJcllintlA za svako A.

(d) cl,G = pcle za Svako Gasi?i ii,d = 1,2.

(e) cliA = pcle za svako A € SOCTi) ii,J = 1,2.

(f) cl;int.A < pcle za svako A 1 i,J = 1,°2.
Odeljak zavrsSavamo Jjednom interesantnom posledicom.

Posledica 3,5.12. Neka su Jy 1 T, dve PO-ekvivalentne
topologije na skupu X. Tada Jje cllintlA - intlcllA = clgintgA -
int2c12A za svaki podskup A.

Dokaz. Neka Jje x € cllintlA — int,cl,A. Kako x ¢ intlA,

to na osnovu 3.5.11l.(c) sledi da je x € cleintgA. S druge strane,
na osnovu 3,5,10,(c) dobijamo da x ¢ int2012A. Otuda je cllintlﬂ
—-intlcllAt: cleintzA —-intecle. Obratna inkluzija se analogno

dokazuje,

3.64 Tobolodki prostor gxa?ﬁ;

U ovom odeljku resavacemo problem najvece topologije u
klasi P(3). Podsetimo da je 3; najveéa topologija u klasi S(3°)
(teorema l.3%.14.) pa se prirodno postavlja pitanje da 1li i klasa
P(3) mora imati najveléi element. Pokazademo da Jje odgovor u opsStem
sluc¢aju negativan. U tom cilju definisSe se nova topologija, ozna-
dena sa'Th, koja Jje supremum svih topologija iz klase P(3) ali
ne mora pripadati P(5) (posledica 3.6.16. i primer 19). U defi-
niciji topologije 3& bitnu ulogu igraju Jd-skupovi i otvoreno-za-
tvoreni skupovi topologije Jj.

Na pocetku ¢emo razmatrati dva najjednostavnija slucaja.
Pretpostavimo najpre da je (X,T) semi-Ty-prostor. To znaci, na
osnovu 3.1l.44., da je T =T, ba je T najveéi element u *(3).
Sledeéi primer vokazuje da obratno tvrdenje ne vazi u ondtem
slucaju.




S o 2

-~

Primer 17. Weka je X = fa,b,c} 15 ={ ¢,X,ab}. Tada je
T =7, PO(3) = ;¢,X,a,b,ab,ac,bci i T} =7 ¢,X,2,b,ab! pa (X,3)
nije semi—TD-prostor. S druge strane, lako se vidi da je 3; naj-

veci element u P(T).

U drugom slucaju, ako je PO(T) = PO(Z,), onda je 5,y naj-
veca topologija u P(3’). Sledeci primer pokazuje da najveéa topo-
logija u nekoj PO-klasi ne mora biti ni 5, ni 35, .

Primer 18. Neka je X = jfa,b,c,d,et i 7T = j¢,X,ab,cd,cde,
abcdf. Tada je 3 =3, , PO(S) = ¢,X,a,b,c,d,ab,ac,ad,bc,bd,cd,ce,
de,abc,abd,acd,bcd,cde,ace,ade,bce,bde,abcd,abce,abde,acde,bcde}
i3y = jp,X,a,b,c,d,ab,ac,ad,bc,bd,cd,abc,abd,zcd,bcd,cde,abecd,
acde,bcdef! = PO(J,). Neka je sadau =} ¢,X,a,b,ab,cd,acd,bed,cde,
abcd,acde,bcdef. Nije tesko proveriti da je«u najfinija topologi-
ja u klasi P(3). |

U nastavku izlaganja pokazacemo Jjedan nacin za dobijanje
PO-ekvivalentnih topologija. Dokazimo najpre Jjednu lemu.

Lema 3.6.1l. Neka je (X,3) prostor, A € T, i D e D(T).
Tada je ANzl(AAD) = Anint(cl(AnD)).

Dokaz. Pretpostavimo da Jje x € Ancl(AnD) i neka Jje
S = An(Duixt). Tada je S€ PO(F), c¢cl1S = c1l(AND) i zato xe 8
c int(clS) = int(cl(AmD)). Otuda je x € Anint(cl(AAD)).

Teorema 3.6.2. Neka je (X,T) prostor i A € CO(J3,). Ako
sa % oznafimo topologiju ¢ija je predbaze JU FA,X ~ Af, onda je
PO(u) = PO(%).

Dokaz. Primetimo najpre da je § < U <= 3; i neka je D
gust u (X,¥3). Na osnovu 3.5.6. dovoljno je dokazati de je cl,,D
€U 1 zato neka je x e ¢l D. Ne ograniavajué¢i opstost moZemo
pretpostaviti da je x € A. Kako je Ay, to na osnovu definici-
Jje topologije ¥ dobijamo da je Ancl, D = Ancl,(AND) =
Ancl(AnD) pa je Ancl,D - na osnovu prethodne leme. Sledi da

Je x <« 1int ,cl D i zato je cL,Dew.

Posledica 3.6.%. Neka je (X,7) vrostor takav da je ¥




najveéa topologija u klasi P(3). Tada je CO(:T;,.)C T

Sada uvodimo topologiju TM na X koja se nalazi izmedu
3. 1 Jy. Neka je B skup preotvorenih, neizolovanih jedno&lanih
skupova u (X,3) i neka je By = {xe B: {x} & CO(T,)}. Tada je
familija 33 v {ix}: x e By § baza topologije koju éemo oznaditi
sa TM. Sledeéi stav sledi neposredno.

Teorema 3.6.4. Neka je (X,3) prostor. Tada je U E’S’M
ako i samo ako je U = GUH gde je G € 3; i H< By.

Posledica 3.6.5. Neka je (X,3) prostor. Tada je:
(1) TM = j;_'“::;’BM = ¢s
(2) Ty =33 < By = B.

Teorema 3.,6.6. Neka je (X,J) prostor i A € CO(J,). Tada
je A € TM'

Dokaz. Na osnovu 3.1.3%8. sledi da je intA € CO(T) pa je
A — intA < B na osnovu 35.1.39. S druge strane, iz pretpostavke
sledi da je A — intA « CO(J, ) pa je zato A — intA < By+ Sada iz
3.0.4, sledi da Jje A < TM.

I 4

Posledica 3.6.7. Neka je (X,3) prostor 1 A € CO(T,;)
p. Tada Je A < BM'

takav da Je intA

Posledica 3.6.8. Neka je (X,J") prostor. Tada je CO(TM)

Teorema 3.6.9. Neka je (X,3) prostor i neka je U4 to-
pologija na skupu X takva da je T« i PO(3) = PO(u). Tada je

‘ch::TM.

Dokaz. Primetimo najpre da je 37« U =3y 1 neka je Acy.
Tada je na osnovu 3%.1.33, sintA = Ancl(intA) €3, . S druge stra-
ne, iz 3.5.8. sledi da je K = A — ¢l(intA) € CO®) pa je zato
Ke CO(3,). Kako je intK = ¢, to primenom 3.6.7. sledi da je Kc
By. Otuda je A = (Ancl(intA))uK ¢ TM na osnovu 3,6,.4.

Sledeca dva rezultata resSavaju problem najfinije topo-
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logije u datoj PO~klasi. Najpre éemo pokazati da ako klasa P(T)
ima najveci element, onda je on upravo topologijaf?m. Zatim sle-
di primer prostora c¢ija PO-klasa nema najveéi element.

Teorema 3.6,10. Neka Je (X,7) prostor i pretpostavimo
da klasa P(3) ima najvedéi element, recimo %. Tada je %« ='Tﬁ.
Dokaz. Fosledica 3.6.35 daje CO(3,) = CO(U,) < U te jJe

)

K €U za svako K < BM' 5 druge strane, J < sledl neposredno
pa Jje Tﬁ‘:‘u na osnovu 3.6.4, Obratna inkluzija sledi iz pret-
hodne teoreme,

Primer 19. Neka je X = 2 = feesy=24=1,0,1,2,¢..5. Ozna-
imo £ ={ A< X: z € A ako i samo sko -z € A} i neka jeT = §¢,X3
uiGet: 0¢ G ili je X - G konadan}. Nije tesko utvrditi da
vazi sledecée:

(1) 3 je topeclogija na X,

(2) POZ) = {¢,X3u A< X: O¢ A ili je clA otvoren},

(3) 3p = §¢,X}UfA= X: O ¢ A ili je X — A konaan},

(4) PO(3y) =Ty

Neka je sada 8 = /0,1,2,...5. Tada je S € PO(5) — PO(T;)
pa topologije 3 i Jy nisu PO-ekvivalentne. S druge strane, izle
CO(3,) za sviko z # O te je‘Tﬁ =3y . Prema tome klasa P(J) nema
najvecéi element.,

Vidimo dakle da topologija 3& ne pripada u opStem sluda-
ju klasi P(3). Ipak, dokazademo da je Sy supremum te klase. Doka-
zimo najpre dve leme,

Lema 3.6,11. Neka su § i U dve PO-ekvivalentne topologi-
je na skupu X 1 neka je A €U, Tada jJe cer = pclA.

Dokaz. Na osnovu pretpostavke je U < Ty pa jJe cl.A =
clL,A =Avcl, int,A = pcl, A = pclA< cl,A 1 octuda sledi tvrdenje.

Druga lema sledi neposredno iz %.1.40,.

Lema 3.6.12. Neka je x tadka prostora (X,3). Tada je

cl!y} = ¢l{xX! za svako y = int(clix¢) — cl.ixt.
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SledeCi stav je osnovni za ispitivanje PO-ekvivalentnih
topologija, tj. njihovog odnosa prema tonologiji Tﬂ.

Teorema 5.6.13%., Neka su 3 iU dve PO-ekvivalentne to-
pologije na skupu X. Tada je A -~ cl(intA) By za svako A €,

Dokaz. Neka je A €% . Na osnovu leme 3.6.11. sledi da
Je clpA = Avcl(intA) pa je int(clA) — cl(intA) = (int(clAa) -
Cer)LJ(A — cl(intA)) te se na osnovu 3.1.40. i 521439, skup
int(clA) —~ cl(intA) sastoji iz s-otvorenih Jednoclanih skupova.

Neka je sada x e A - c¢cl(intA) i pretpostavimo da IxXt & 0(3}).
Tada je int(clix!) < int(clA) — cl(intA) pa je int(clix!)= B i
zato int(cl{xi)fwc;r{xi = {X}. S druge strane je clfix; =
int(cl{x})kzclf{xg na osnovu 35.1.30. Kako je PO(F) = PO(%) pa
otuda T, =‘U,., to na osnovu %.2,3. dobijamo dz je int, cl, § X3
clyixt = pint cl, ix} = pint(clyfxi) = int(cl{x})r\c%r{x} = § X1
Nas cilj ¢e sada biti da dokaZemo da je int(clix?) int, cl,, {x}.
Neka je zato U = int, int(clix}). Kako int(clixi) ¢ C(3), to
int(clix3) ¢ PC(F) = PCU) i zato U # 4. S druge strane, iz clU
= cli{x} ¢J sledi na osnovu 3.1.36. da U ¢ C(Cy) i zato U ¢ Clu).
Otuda sledi da U ¢ PC(U) = PC(3°) te je intl £ ¢. Sada iz leme
546012, sledil da je intU = int(clix}) i zato U = int(clfixl}), tj.
int(clfixi) €% . Otuda iz iste leme primenjene na prostor (X, %)
sledi da je int, cl, {x} < int(clix}). Neka je sada 3 =
int(intgyel, x1). Kako int,cl, ix} € C{«), to int,cl, ixt ¢ PC@)
= PC(3) i zato G # ¢. Otuda je na osnovu prethodne leme G =
int(cl{x}) i prema tome int(clix}) = int, cl,i¥}. Sledi da je
int(clixi) < cl, A — c¢1(intA) = cl A — c¢l(intA) = (Aucl(intA))
~ ¢c1(intA) = A — ¢1(intA) 3to je kontradikcijis. Prema tome Jje
IX} < GO(S}) i zato A — ¢cl(intA) < By

Kao prvu vosledicu deobijamo sledeéi stav:

Teorema 5,6,14., Neka je (X,3) prostor i neka ie % to-
polomija na X takva da je POMu) = PO(T). Mdn je %£C??1r

Dokaz. Neka je A ew., Kako je A = sintdu (A — cl(intd)),
to tvrdenje sledi iz 3,1.3%,, 3,6.1%. i 2.6.4,
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Vidimo dakle da stav 3.6.9., vazi 1 bez uslova T .

Drugim reéima'Tﬁ je gornje ogranidenje klase P(3).

Posledica %.6.15. Neka suJ i U dve PC-ekvivalentne

topologije na skupu X. Tada je’?} = Uy, o
Dokaz. Na osnovu 3.6.1%, sledi da je %, <7, pa je zato

Uy < Ty Obratna inkluzija se analogno dokazuje.

Pogledica 3.6.16, Neka je (X,3) prostor. Tada je'Tﬁ =
sunP(J3).

Dokaz. Pretvostavimo da je S gornje ogsranicenje klase
P(3") i neka jJje {x} = CO(J3,). Tada je {x} € M jer bismo u supro-
tnom imali na osnovu %.6.2. topologiju generisanu sa J v
iixt , X - {x*! koja ima iste preotvorene skupove kao T a nije
grublja od K. S druge strane, §, < A sledi neposredno te je

TﬁﬂZuﬂ-

Posledica 3.6.17. Neka je 3 topologija na konadnom sku-
pu X, Tada je'Th najveéi element u klasi P(3).

Posledica 3.6.18. Heka je (X,T) prostor. Tada je T naj-
veda topologija u klasi P(S) ako i samo ako je T = T i.CO(:})

c ¥

S5e7e SPO-ekvivalentne topologije

Definicija. Topologije 3 i W na skupu X su SPO-ekviva-
lentne ako imaju iste semi-preotvorene skupove. Na ovai nacin
uvedena je Jjedna relacija ekvivalencije i oznacimo sa SP(J) kla-~
su ekvivalencije elementa 7, tj. SP(3) =j2: SFC(u) = SPC(T){.

Slededéi stav sledi nevosredno iz 3.1.27.

Teorema %.7.l. Neka Jje (X,5) prostor i neka Jje 2l tono-
logija na X takva d- Jje 510(w) = SPC{T). Tada je 2/ = <, .




S1licno kao za PO-ekvivalentne topologije, daju se kara-
kterizacije SPO-ekvivalentnih topologija. Dok su otvoreno-zatvo-
reni skupovi topologije Sy dimali bitnu ulogu u karakterizaciji
klase P(J), ovde je to klasa regularno otvorenih skupova u T,.
Kao i u slucaju PO~ekvivalentnih topologija, uslov S < u < J;
omogucava razne karakterizacije SPO-ekvivalentnih topologija.

Videli smo u 3%.,1.28. da iz uslova SPO(3) = SPO(u) sledi
N(u). Skup realnih brojeva sa standardnom, odnosno Sorgen-—

N(3)
freyovom topologijom, pokazuje da obratno ne vaZi u opsStem sluda-
Ju.

Teorema 3.7.2. Neka su J iU topolosije na skupu X takve
da je 3 < U <=3y, Tada je SPO(T) = SPO(w) ako i samo ako je N(T)

Dokaz. Pretpostavimo da je N(3) = N(®) i neka je A e
SPO(3 ). Tada za C = A — cl, int cl A sledi da je Ce« N(u) pa je
na osnovu pretpostavke C € N(¥). S druge strane, cl, int,cl A je
zatvoren u odnosu na U<y =J5 i zato C &€ SPO(F). Otuda je C
= ¢ te je A€ SPO(u). Obratna inkluzija sledi iz 3.5.4.

Lema 3.7.%. Neka su J i U topologije na skupu X takve

da je Vo= U<=Ty i neka je C = int(cla) — ¢l A zde je A proizvo-
1jan podskup prostora X. Tada je int, ¢1,C = int(clA) -
cl, int, cl A.

Dokaz. Primetimo najpre da je ¢1,,C = cl(int(clA)) ~
int, cL,A i zato int ¢, C < int(clA) - c¢l,int, c] A. S druge stra-
ne je c¢1,C cl, (int(clA)(X = ¢1,,A)) = int(clA) el (X - c1, A)
= int(clA) (X -~ inf c), A) = int(clA) — int,cl, A pa je int,cl,C
D> int(clA) - cl, int, cl A.

Teorema 3.7.4. Neka su J i U topologije na X takve da

je $ <« U<=73;. Tada su sledeéi iskazi ekvivalentni:
(a) SPO(T) = SPOM).
(b) pintA < ¢l int;cl, A za svaki podskup A.
(¢) cl,pintA = cl, int ¢l A za svaki podskup A.
(d) spintA < cl,int, cl,,A za svaki podskup A.
(e) cl,spintA = ¢l int c1 A za svaki podskup A.
(f) cl,Anint(clA) < cl, in%, cl,,A za svaki nrodskup A,
() cL Ancl(int(clA)) = cl,,int,,cl A za svaki podskun A,
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(h) c¢l,int,,F = spintF za svako F € C(u).

(1) int(clA) — c1,,A € RO(u) za svaki podskup 2,

Dokaz. (a) = (e): Iz 2.2.27. sledi da je cl, spintA =
cl,spint,A = cl,in%, cl, A za svaki podskup A.

(e) = (d) sledi neposredno.

(d) = (b) sledi neposredno.

(b) = (c): Iz pintA < cl,,int,ec], A sledi da je ¢, pintA
c cl,int, cl,,A. S druge strane, na osnovu 2.1.%. i 3,5.4, sledi
da je cl, int, cLl,A = cl,pint A < cI,pintA.

(¢) = (sg): Iz 3.2.1. i pretnostavke dobija se cl AN
cl(int(cla)) = cluAh(int(clA)uclfpintA) < ¢l , An(int(clA)u
clypintd) = (cl,Anint(clA))u cl,pintA < clﬁu(ﬁ.nint(cl.ﬁ))u
czl.mpintA = ¢cl,pintA = c1,int,c1 A. Obratna inkluzija sledi ne-
posredno iz 3.5.3.

(g) = (a) sledi neposredno.

(g) = (h): Na osnovu pretpostavke sledi da je cl, int, F
= FAcl(int(clF)) = spintF za svako Fe C&).

(h) = (d): Na osnovu pretpostavke sledi da je spinta <
spint(cl, A) = cl,int, cl,A.

(g) = (i): Iz prethodne leme je int,cl,C = int(clA) -
clyint, ¢l A = int(clA) — (c1, Ancl(int(clA))) int(clA) - ¢l A
= C pa,je C € RO().

(i) = (f): Na osnovu pretpostavke je int(clA) - cl, A =
int(clA) - cl,in%,cl,A i zato cl,Anint(clA) < cl,int,cl A.

(f) — (b) sledi neposredno.

Sledeéi stav je dualan.

Teorema 3.7.5. Neka su 5 i % topologije na X takve da

je T =U =Ty, Tada su sledeéi iskazi ekvivalentni:
(a) SPO(T) = sSPO(u).
(b) int,cl,int, A < vclA za svaki podskuo A,
(¢) int, cl int, A = int, pclA za svaki podskup A.
(d) int, ¢l int A < spclA za svaki podskuo A.
(e) int, el int, A = int,spclA zz svaki nodskup A,
(f) int,cl, int A < int, Aucl(intpr) za svaki podskup A.

(g) int, cl, int, A = int, Au int(cl(intA)) »a svaki pod-
ckup A,




(h) int,clL,G = spclG za svako G € @, |
(1) in{ A — c1l(intA) € RO(u) za svaki podskup A.

Teorema 5.7.6. Neka su 7 iU topologije na X takve da
je T =U=3,. Tada su sledeéi iskazi ekvivalentni:

(a) SPO(T) = SPO(u).

(b) ¢, A€ RC() za svako A € D(3).

(c) int, A € ROM) za sveki J-kogust skup A.

Dokaz. (a) = (b): Neka je A € D(T). Tada je A € SPO(T)
= SPO(2) i zato cl,A € RC@) na osnovu 2,2,1.

(b) = (¢) sledi neposredno.

(c)=>(a): Skup C = int(cla) - cl,,A je %-otvoren i
S-kogust pa je na osnovu pretpostavke C € RO(u). Otuda je SPO(T)
= SPO(%) na osnovu 3.,7.4.(1i).

Teorema 3.7.7. Neka su 5 i U topologije na X takve da
Je T =U< T, Tada je SPO(3) = SPO@) 2ko i samo ako je PO(S) <
SPO(a).

Dokaz. Pretpostavimo da je PO(3) < SPO(w) i neka je A
proizvoljni podskup. Tada je pintA <= spint, A < c¢1,,int, cl, A pa je
SPO(3") = SPC(%) na osnovu 3.7.4.(b).

4 Obratno tvrdenje sledi neposredno.

Sledeéi rezultat je takode jedna posledica stava 3.7.4.

Teorema 5.7.8. Neka su 37 iU topologije na X takve da
je T U<Ty i SPO(3) = SPO(u). Tada je clﬁag = ¢l Amcl A za
za svaki podskup A.

Dokaz. Za proizvoljan podskup A, tvrdenje 3.7.4.(g) da-
je clﬁuﬂ = Aucl int,cl A = ALJ(cluArwcl(int(clA))) cl, Ancl A.

Posledica 3.7.9. Neka su S i % topologije na X takve
da je §, << C,.1 8PO(%) = SPO(%). Tada je U = U, .

U nastavku ispitujemo karskterizacije 3P0O-ekvivalentnih
topologija bez dodatosg uslova F'< < < 3., Neki od prethodnih re-
zultata 1 dalje veZe, posebno ekvivalentnost iskaza 3¢5.5.(b) i

(e). Dokafiro najvre slededi stav:




Teorema %.7.10. Neka su 7' i % topologije na skupu X.
Tada je SPO(T) < SPC(w) ako i samo alko je cL,Ancl(int(clA)) <
clwintﬁcluﬁ za svaki vnodskup A.

Dokaz. Pretnostavimo da je SPO(T) — SPO(%) i neka je A
proizvoljan podskup. Tada iz 2.2.27. sledi cl, Ancl(int(clA))
clyAnel(int(el(c], A))) = spint(cl, A) < spint,cl A = cl, int c1, A.

Obratno tvrdenje sledi neposredno.

Teorema %.7.1l. Neka su Si 1 Té tovologije na X. Tada

su sledeé¢i iskazi ekvivalentni:
(a) SPO(T]_) = SPO(TE).
(b) cliArﬁcljintjclecz cl;int.,cl,A za svako A i 1,j =
1,2
(c) cllAfwclgintgclgA = clgﬁfwcllintlcllﬂ za svako A.
(d) cliintiF = spinth za svako Fe CCT&) ii,j = 1,2,
(e) spint.A < cl;int,cl.A za svako A i i,j = 1,2.
Dokaz. (a) =>(b) sledi iz prethodnog stava.
(b) = (c): Na osnovu (b) je cl, ArnclaintaclJA::
cl int. cl A pa Jje cl. Amclalntaclaﬁ < cl int. cl Amclalntacl A
i zato cl AfﬁclJ¢HtJClJA = cl int, cl &rﬁCTJlnthlaﬁ za svako A i
1, = 1,2. Otuda jJe cllﬁrwclglntgclzn = clgﬁrwclllntlcl_ﬂ.

’ (c)=>(d): Neka je F ¢ 0(31). Tada je spint,F = c1 P
cl,int,F na osnovu (c). S druge strane je clyint;F < F i zato
spint ok = cllintlF. Druga relacija se analogno dokazuje.

(d) = (e): Iz (d) neposredno sledi da je spintjArz
spintjcliA = cliint ;Cl;A za svako A i i,J = 1,2.

(e) = (a): Neka je A€ SPOCT) Tada je A = splnt A C
cl;int, ;€1;A 1 zato A€ SPOCT') Otuda je SPO(T&) = SPO(Y )

Sledeci stav je dualan.

Teorema 3,7.12, Neka su Ti i Té topolopije na X. Tada
su sledeéi iskazi ekvivalentni:
(b) int.cl;int A 1ntiALJ1ntjclj1ntjA za svako A 1 i,

= 1,2-
(c) int;AVintclyint,A = int -A vint,cl,int A za svako A,
() int;el.C = gpcl G za svako G Si ii,d=1,2.
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(e) 1nticli1ntiﬁ < Spcle za svako A i i,j = 1,2.

Ako su dve topologije na nekom skupu PO-ekvivalentne,
onda su one na osnovu 3,l.26. i 3.1.29, i SPO-ekvivalentne. Sle—
deé¢i stav daje uslov nod kojim vaZi i obratno tvrdenje.

Teorema 3.7.13. Neka su T, i Té topologije na X. Tada
je PO(T&) = PO(Té) ako i samo ako je SPO(Ti) = SPO(Té) i
clilnticliArﬁlntjclec:'inticliﬁ za gvako A 1 i,J = 1,2.

Dokaz. Pretpostavimo da je POC?l) = PO(?é). Tada se iz

345410.(b) dobija da je clilnticliArW1ntjclec: cliArﬁlntjcle<:

inticliA za svako A 1 i,j = 1,2,

Obratno, pretpostavimo da je SPO(Ti) = SPOCTe) i
cliinticliAfﬁintjcle.C'inticliA za svako A i i,j = 1,2. Tada
iz 3.7.11.(b) sledi da je cliArﬁintjclecz cl.int.cl.A i zato
clAn intjclj.f-x C int.cl.A za svako A i i,j = 1,2. Otuda je PO(3y)
= PO(Té) na osnovu 3,5,10.(b).

Posledica 3.7.14, Neka je (X,3) prostor. Tada je PO(T)
PO(5y) ako i samo ako su zadovoljena sledeéa dva uslova:
(1) SPO(F) = SPO(S;),
’ - (2) clyint cl Anint(clA) = int,cl,A za svaki podskup A,

Primeri 8 1 10 iz odeljka 3.l. pokazuju da su gornji
uslovi nezavisni. Naime, nije tesko utvrditi da prvi primer za-
dovoljava uslov (1) a ne zadovoljava uslov (2) dok kod drugos

primera imamo suprotan sludaj.
Sledeéi stav daje jo$ neke karakterizacije uslova (2).

Teorema %.7.15. Za vrostor (X,3) sledeéi iskazi su

ekvivalentni:
(a) clyint.cl,Anint(clA) = int.cl A za svaki podskup A.
(b) int,cl.A e CO(S}) za svako A€ D(T).
(c) int(clA) - clyint,cl,A = int(clA) — intycl, 4 7a sva-
ki podskup A. |
| Dokaz. (a) = (b) sledi nenosredno.
(b) -~ (c): ¥eka je A proizvoljni vodskup. MTada je D =




AU(X — clA) € D(T) pna je int,cl,D € CO(%,) na osnovu nretpo-

stavke. Kako je c¢l,D = cl AU (X — int(clA)), to je int,cl,D >

intyel, AV (X = ¢l(int(clAa))) i zato intycl,D > clyint,cl, A v

(X — int(clA)). S druge strane je int,cl,D < int,cl, AU (X -

int(clA)) pa jJe clyint,cl,Au(X = int(clA)) = intrcl, AU (X -

int(clA)). Otuda Jje int(clA) — clyint,cl, A = int(clA) - int,cl,A.
(c) = (a) sledi neposredno.

Sledeéi stav je dualan.

Teorema 5.7.16. Za prostor (X,T) sledeéi iskazi su

ekvivalentni:
(a) intyel, int, Avcl(intA) = clyint A za svaki podskup A.
(b) clpyintyA € CO(Ty ) za svaki T-kogust skup A.
(¢c) int,cl,int A — cl(inta) = clyint. A — cl(intA) za sva-
ki podskup A.

Neka su 3 i U topologije na skupu X. Dokazali smo u
odeljku 3,5. da je pod pretpostavkom J < U < T,y uslov S0F) =
SO0 ) ekvivalentan uslovima SPO(T) = SPO(w) i RO(3) = RO(U). U
nastavku izlaganja utvrdiéemo da pretpostavka S <=u < T, nije
neor.aocdna. U tom cilju dokazaéemo najpre sledeéi stav:

Teorema 3.7.17. Neka su 5 i % topologije na X takve da
je SPO(T) = SPO() i RO(T) RO(2t). Tada prostori (X,3) i (X,%)
imaju iste koguste skupove.

Dokaz. Pretpostavimo da je intA = é. Odatle je A € SPC(T)
= SPC(w) pa je int A € RO(u) = RO(F). Otuda je int A € T° i zato
intuA = ¢, tj. A Je U-kogust. Obratna inkluzija se analosno do-

I

KazZujee

Primetimo da obratno tvrdenje ne veZi u onstem sludaju.
Kao primer moZe wnosluzZiti skup realnih brojeva sa standardnom i

Sorgenfreyovom topolorijom.

Teorema 3.7.18. INeka su § i “ tovolormije na skupu X.

Tada je 50(3) = S0Cy) ako i samo alo je SPO(T) = SPOCuw) 1 203




~ O

| Dokaz. Pretpostavimo da je SPO(T) = SPO(w), RO(T) = RO(w)
i neka je A€ S0(u). Xako je int(A —~ c1l(intA)) = ¢. to je
intﬂ(A — c¢1l(intA)) = ¢ na osnovu prethodnog stava. Otuda je
int, A < cl,cl(intA) pva je A< cl int, A < cl cl(intA). S druge
strane Je cl(intA) € RC(F) = RClu) i zato A < cl(inta), tj. A<
SO(3). Analogno se dokzzuje i da je SO0(3) < SOo).

Obratno tvrdenje sledi iz 1l.3%.1%., 1.,3.6, i 2.2.13,

Sa 37, cemo oznaCiti topologiju semiregularizacije pro-
stora (X,3), tj. topologiju £ija je baza RO(J). Poznato je da je

— _——

Jog = Jg kao 1 da je RC(3) = RO(M) ako i samo ako je’T; = U, 1],
Imajué¢i u vidu stavove 1.3%,13. i 3.1.29., moZemo prethodnu teoremu

formulisati na sledecé¢i nacin:

Teorema 3.,7.19, Neka su J i U topologije na skupnu X.
Tada je 3i = U ako i samo ako je Ty = Uy i I, = Ug.

Posledica 3.7.20., Neka je (X,3) prostor. Tada je ng

T, ako i samo ako Jje Tsar =Ty

PokaZimo na kraju ovog dela izlaganja da su uslovi J,

— aurfi T

= nezavisni..
o Q% avi

Primer 20. Neka je X = §a,b,c}, T = ¢,X,ab} iU = §g¢,
Xy,a,byabf. Tada je Tp = U, =9, S, = &1 U =u.

Primer 21. Neka je X = ja,b,cl, 3= §¢,X,ab? iU =5 g,
X‘,a}. Tada Jje Ts =q =% i ’5} * Up o

Do kraja odeljka utvrdiéemo jos neke osobine topologije

T, definisane u prethodnom odeljku.
M

Teorema 3.7.21l. Tonologije T i T& na skupu X su SPO-

ekvivalentne.

Dokaz. Ma osnovu 35.7.2. i 3.5.4. dovoljno je dokazati
da je N(Th):: M(T) 1 zato neks je intMclMA = ¢ pri Cemu indeks M
oznacava standardne oneratore u (H,Tﬁ). Pretpostavimo da e
int(clA) # ¢ 1 nekma je x & O = int(ciA) - CTMA. Kako je intC = ¢




=50 -

i C e Tﬁ, to je {x} « CO(J3y) na osnovu 3.6.4, Otuda je clixie
CO(%) primenom 3.l1.38., pa je cliximA = ¢ i zato intMA + ¢,
kontradikcija. Prema tome A & N(T).

Posledica 3.7.22. Neka je (X,3) prostor. Tada je:

(1) Jyy =S¢

(2) Thg = Sy

(3) Ty = Tpa-

Dokaz. Relacija (1) sledi neposredno iz prethodnos sta-

va 1 3.1l.29., a relacija (2) iz prethodnog stave i %.7.9. Doka-
zimo relaciju (3) i zato neka je A € jﬁM‘ Tada je A = GUH pri

cemu je Ge& Jy, 1 tht € CO(TL,,) za svako h € H, Otuda je A ¢ e
na osnovu (1) i (2).

3.8, Topologki prostor (X,3.)

U ovom odeljku uvodimo jednu novu topologiju na datom
skupu i ispitujemo njene oscbine. Dok je topologijaffﬁ generisa-—
na <lementima klase CO(3,), ovde ¢ée to biti elementi klase RO(Ty ).
Uvedimo za prostor (X,3) sledecu oznaku: BN = {x:e B: %x%eaROCﬂr)}.
Tada je familija J wiixi: x € By} baza topologije koju éemo ozna-
iti sa Sﬁ. Sledeéi stav sledi neposredno.

Teorema 3%.8.1l. Neka je (X,T) prostor. Tada je UGECTI
ako i samo ako je U =GuUH gde je GEJ; 1 Hc By

Posledica 3.8.2. Neka je (X,3) prostor. Tada je:
(1) TN = j;__’(:::’BN = ¢1

Sledeci stav tvrdi da je topologija Th mornie orranice-
nje klase SP(3).

Teorema 3,8.%, MNeka je (X,7) rrostor i neka Jje “ topo-
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logija na skupu X takva da je SPO(%) = SPO(S). Tada je chrfi.
Dokaz. Kako je SPO(u) = SPO(3), to na osnovu 3.7,12.(c)
za A €« sledi da je Auint(el(intA)) int, AU int(cl(intA)) =
intAuintg cl int A = intAv int, ¢l A = int, c),A. S druge strane
je=ur =3y pa je cl,A =cl,A i zato inﬁrcer = intrcluA = intﬂcluA
= Auint(cl(inti)). Iz 3.1.33. sledi da je Amncl(intA) € 3, a na
osnovu 3.1.39. je ix} € 3% za svako xe A — cl(intA). Kako je
intrc;r(h — ¢1(intA)) < int,.(cl A — int(cl(intl))) = int,cl A —
cl(intA) = (Auint(cl(intA))) — c¢li(intA) = A — c1l(intA), to je
A — cl(intA) € 8C(5y) pa je A — cl(intA) € RO(T;). Otuda je fxle
RO(Jy ) za svako xe A — cl(inta) pa je A = (Ancl(intA))u (A -
cl(inta)) TN'

Posledica 3.8.4. Neka su 3 i U dve SPQO-ekvivalentne

—

topologije na skupu X. Tada je‘Tﬁ = Upe
Dokaz. Na osnovu prethodnog stava sledi da je Q{chﬁh
pa je zato ’UNCT’N. Obratna inkluzija se analogno dokazuje.

Posledica 3.,8.5. Neka je 7 topologija na konalnom sku-
pu X. Tada je Tﬁ-= Oy e

, Da se topologije Tﬁ i 3 ne moraju podudarati u opStem
slucéaju pokazuje slededi primer.

Primer 22. Neka je X beskonafan skup, p € X i T = jg3u
{U: pe UiX—U je konalan$. Tada je I =73 i3y =3 uiipiy.
Otuda je B = {p} ¢ RO(3y) te je Ty = 5%

Veze izmedu operatora zatvorenja i unutradnjosti topo-
logija Tﬁ i 3y date su u sledeéem tvrdenju. Za operatore topo-
logije jh koriste se oznake clN i intN.

Teorema 3.8.6. Neka je A podskup prostora (X,T). Tada

je:
| (1) intycl A = intcl A,
(2) clrinﬁrA. clyintyA,
(3) intyclyA = intpclyoA,

(4) clyintoA = clyintyA.

|




Dokaz. Primetimo najpre da za G € RO(J;) sledi da je
G = cl(intG) € RO(S}-) i stoga G = cl(intG) < Bye Otuda je G « TN
i zato RO(Sy) < Iy

(1) intycl,A € RO(S,) < S pa je intycleA < intel A,
Obratna inkluzija sledi neposredno. Relacija (2) se analogno
dokazuje.

(3) clyh € C(5y) pa je intyclgA € RO(Sy ) =3y i zato
inta.clNA < intNClN « Obratna inkluzija sledi nevposredno. Rela-
cija (4) se analogno dokazuje.

Posledica 3.8.7. Neka je A podskup prostora (¥X,J). Tada

je:
(1) intycl,A < intyelyA,
(2) clyint,cl, A < clyintyclyA,
(%) clyintyA < clyint,A,
(4) intgelyint A < intycl, int A,

Posledica 3.8.8. Neka je (¥X,3) prostor. Tada je:
(1) Po(33) = PO(F;) = PO(T),
(2) sPO(Jy ) < SPO(TN)c: SPO(%),
(3) 80(5) < SO(TN) (— SO(T}-),
RGO MR PR P

Videli smo u 3.6.8. da prostori (X,TM) i (X,3) imaju
iste otvoreno-zatvorene skupove pa se, s obzirom na definiciju
topologije Ty, sledeéi rezultat i mogao olekivati.

Teorema 3.8.9. Neka je (X,3) prostor. Tada je RO(T&J =
RO(Jy ).

Dokaz. Pretpostavimo da je A € RO(T&). Tada Jje na osnovu
548.7. intpcl A < intcleA = A pa je A € 8C(3y). S druge strane
je A €Jpy 1 zato A € RO(Ty). Obratno, pretpostavimo da je A€
RO(Sp )= T Iz 3.8.6. sledi clyA = ¢lyA pa je intyclyA =
inthla,.A = int,clyA = A i zato A € RO(TN).

| Veze ilzmedu topologija dobijenih sukcesivnom primenom
operacija d, §y i1 N date su u sledeé¢im iskazima. Primetimo da se
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topologlgaffﬁ vonasa kao 1 Jy, tj. uvek vazi TﬁNN = TNN' Sledeci
rezultat sledi neposredno iz 3,7.18. i prethodnog stava.

Teorema 3%,8,10, Neka je (X,J) prostor. Tada je‘Th¥.=

T+ 2ko i samo ako je TN.:L =Ty o

Teorema 3.8,11, Neka je (¥,37) vprostor. Tada je:

(1) 3} - TNJ" < Sy

(2) Tyrg = Tra >

(3) RO(Fy) = RO(Tip,)-

Dokaz. (1) Pretpostavimo da je A &« 3. Tada je na osno-
Vil S.1l.41l., A = GUEH ~#de je G&€ 3, i fnse PC(T) za svako h e H.
Sledi da je {h} € T4 i zato }hl « PO(Ty) za svako h € H na osno-
vu 3.8.8. S druge strane je G € T i zato A £ TﬁJ' Otuda je Jp <

Syye Da bismo dokazali drugu inkluziju, pretpostavimo da je A€
Tire To znadi da je A = GUH gde je Ge T, 1 {hs € PO(T&) 7.8
svako h € H. Otuda je na osnovu 3.8.8. G « Sy, 1 3h} & PO(T) za
sveko h € H i zato A € Spy . Prema tome I, < Ty

Relacija (2) sledi neposredno iz (1) i 1.3.15. a rela-
cija (3) iz (2) i %.8.9.

s Teorema %.8.12. Neka je (X,3) prostor. Tada je:
_ T

(1) Ty = Fya

(2) Tymy = Thme B
Dokaz. (1) Neka je A € JNN'
je G € Th&_i {h} E’ROCT&I) za svako h € H. Kcko je na osnovu pre-—
thodnog stava RO(T,) < Ty to Je A efTﬁ&, 3t oga jef}ﬁmucr -

dok obratna inkluzija sledi neposredno.

(2) Na osnovu (1) i 1.3.6. dobijamo da Je T%NN ='Tﬁwd

To znaci da Jje A = GUH ede

'
= Iyay = Sna = Tune
Teorema %.8.13%, Neka je (¥,7) prostor. Tada je SPO(T) =

v Y e u - _

SPO(Y&) ako i samo ako JefTNi = Sy N
Dokaz. Pretnostavimo da je ~SPC(I) = SPO(SN). Otud= Je

_ T - e
Tﬁi "-SN na osnovu ».7.9. ‘
| Cbratno, neka je Tﬁ = ?N ]
To znaél da Jje A = UUH «de je U e S, =71 {hi€ rC(3.) za

- nretnpostavimo drn e ﬂEESve.

svnko h & H, Cbudr je A = (FUKYUY = 2w (Tw™y ~de de 7 & 5,
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ik} € RO(T; ) za svako k€ K i jh} e PO(T, ) za svako h € H. Sledi
da je Aeif}- i stoga Tm.c: 3y « Obratna 1nkluzija sledi iz %.8.11
i zato SPO(JN = 3PO(T) na osnovu 3.1.29,

Da topologija Tﬁ ne mora pripadati klasi SP(J) vokazuje
sledec¢i primer.

Primer 23. Neka su p i q dve proizvoljne tadke beskons-
cnog skupa X. Tada je 5 = {9l U {pyqt < U i X - U je konacan }
topologija na X. Nije tesko utvrditi da vazZi sledeéde:

(1) PO(3) = {43wiP: P je beskonadanliu §0: OMsip,qt # ¢3
= SPO(3),

(2) j}' =T U {{p},fq%dp,g}},

(3) ¢y = {230 {{D1,§233{U: Dy} = U§ = PO(5;),

(#) SPO(Ty) = 80(Tp) = f83U{S: S~p,q} # ¢3.

Ctuda sledi da su jp? i jgql regularno otvoreni u (X, )
pa je B = jp,q} = By 1 zato‘?’ = 5y« Prema tome SPO(T ) + SﬁOCT)

Na kraju odeljka utvrdiéemo neke veze izmedu topologija

Ty 1 g

Teorema 5.8.14, Neka je (X,J) prostor. Tada Je:

(1) Ty = Ty
Dokaz. Relacija (1) sledi izfr < 3J CZTEWI“'T%&'

| Da bismo dokazali relaciju (2), pretpostav1mo da je A e
ShN‘ To znaci da je A = GUH gde je G E'Tﬁd,i th} € ROCTﬁXJ ze.
svako h € H. Iz 3.7.22. sledi da je G ¢ 3y 1Zhd€ RO(S,) za sva-

ko h € H pa je A.E‘Tﬁ.i zato T < jhw Obratna inkluzija se ns
slic¢an naédin dokazuje.

Teorema %.8.15. MNeka je (X,¥) prostor. Teads Je-JM -ffﬁ
ako i samo ako je ‘PO('_T' ) = PO(S N)
Dokaz. Pretnostﬂv1mo da e P‘O(r ) = PO(Tﬁ). Tada Je na

osnovu 3,6.15, .Sq ='FNM 1 zato Jy, = Tp~ na osnovu %.7.22, Ctuda
Je dy = Ipe
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56 Topolo&ki prostor (X,7,)

U ovom odeljku uvodimo za dati prostor (X,J) jo3 jednu
novu topologiju na skupu X. Izmedu ostalog dokazacemo da je ta
topologija najveéi element u klasi SP(T).

Oznadimo sa J, topologiju koju generise baza J w §{x}:

x € intRB!. Zatvorenje i unutradnjost skupa A u prostoru (X,35)
oznacavacemo sa clRﬁ odnosno intRA. Sledeci stav sledi neposredno.

Teorema %.9.1. Neka je (X,3) prostor. Tada je U € 7
ako 1 samo ako je U = GUH gde je Ge T, 1 Hc< intB.

Posledica 3.9.2. Neka je (X,3) prostor. Tada je:
(2) TR =:;*-<—':?BES"

Sledeéi stav omogucéuje da se preciznije odredi mesto
topologije T& u odnosu na renije uvedene topologije T, i T..

Teorema 3.9.3. Neka je (X,S) prostor. Tada je By < intB

C BP.

3’ .

, Dokaz. Pretpostavimo da je x £ 2,. Tada je clixi € Cco(d)
na osnovu 3,1.%8. pa je x € ¢clix} <« B primenom %,1.40, i zato
x € intB. Da bismo dokazali drugu inkluziju, pretpostavimo da Jje
y € intB. Iz 3.2.18, sledi da je int,cl,;y? = int(cl,{r}lu jrl.
Kako je intycl,jy? B = iy}, to jJe int(clfgyj YnintBR < xl &3 i

zato int(clyfy}) = ¢. Otuda je Jy! < RO(T}) 1 prema tome intB <

By -

Posledica 3,9.4. Veka je (X,¥) vrostor. Tada je Tﬁ(: 5%

= TN"

Da bismo c¢okazall da ou tonolosiie -5 1 Tf SPO—-ekviva-

- -

lentne, dokazujemo najpre slededi =tov:

Teorema 3,9.5. Weka je A proizvoljan podskup prostora
(X,5). Teda su skurovi int(cld) - c¢l,A i int A — ¢1(intA) sadr-

zeni u int™,




Dokaz. 72 C = int(clA) - clpA je intC = ¢ 1 ¢ < Tw.
Otuda je C < intB na osnovu %,9.1., Na isti nadin dokazuje se i
da Jje intRA — ¢1(intA) < intB.

Teorema 2.9.6. Neka je (X,3) vprostor. Tada je SPO(T)
SPO(T5).

Dokaz. Na osnovu 3,5.,4, i 3.7.2. dovoljno je dokazati
da je N(S’) M(Z) i zato pretpostavimo da e 1ptwclq& = ¢ i
int(clA) # ¢. Neka je x e int(ela) — cl ptte Tada je iz prethodnog
stava x € intE 1 zato intBNA = ¢. Otudq Jje 1nt nt * ¢, kontradik-

cija. Prema tome A € N(T).

Posledica 5;9.7. Neka je (X,3) prostor. Tada je:
(1) TR':L = j—.‘:l;ga
(2) T gy = Ty -

Dokaz. Relacija (1) sledi iz 3.7.9., = relacija (2) iz

%ela29,

Posledica 2,9.8. Neka je (X,T) prostor., Tada je:

(1) BCT&) = B ~ intB,

(2)'3h =-3“

Dokaz. (1) ?retnovtav1mo da je x € B(T,). To znali da
je;{x}-_'Tﬁ ?' i zato ;x{ € S¢ — Op na osnovu %.9.7. Otuda je

x € B — intB. Obratna inkluzija dokazuje se na isti nadin.

(2) Neka je A 6'3' pe Tada je A = CUH pde je G EtTR¢ i
Hc:.intRB(Th). Na osnovu (l) 1 3.9.1. sledi da je intRBCfé) =
pa primenom 3.9.7. dobijamo da je A € 35

U daljem toku izlaganja ispitademo dejstvo SPO-ekvivalen-
tnih toovologija na skup B, Sledeée tvrdenje igra posebnu ulosu,

Teorema 7.,9.9. Neka je (X,3) vrostor i % torolosgija na X
takva da je SPO() = SPQ(T). Tada je int,, B < int3®,

Dokaz. Feka je x e int, B — intR. "ada je int(clixi) <
int(c1B) - c1(int?) a kako x 4 intB, to je int(eclixl) — B 2 ¢,
Sada dobijamo da je int(cl{«}) — pcl™ = int(ciix}) — (Ducl(intR))=
(int(cli{x}) = B) — ci(intR) = int(elix}t) — ™. Otuds je int(clix})
— B & PO(Y) < 870(2) = SPO(«y) i zato nint (intlel x:) - B) % o.




87—

Neka je y e Py = pintau(int(clfxﬁ) — B). Sledi y ¢ B, v ¢ int(eclix}i)
i zato y ¢ °lx{x3 na osnovu 5.1.40., 1 prema tome ye cl,ix}.
Odatle je ye cl,int,B < pcl, B i zato Pyr‘xB *+ ¢, kontradikecija.
Prema tome intuB < intB. |

Posledica 3,9.10. Neka su 3’1 i Tg dve SPO~ekvivalentne
topologije na skupu X. Tada je intiB(Tj)c: inth(Tj) za i, = 1,2.

Posledica 3.9,11. Neka su J i U topologije na skupu X
takve da je J'= U <Jp i SPO(T) = SPO(u). Tada je int B = intB.

Teorema 3.9.12, Neka su 3 i U topologije na skupu X ta-
kve da je TcU<Ty . Tada je int, B = intB ako i samo ako je U<
T _

Dokaz. Pretpostavimo da je int,B = intB i neka je
A €Uc Typ. Tada je Ancl(intA) € 3] i A — cl(intA) < B. S dru-
ge strane je A — cl(intA) € U i zato A — cl(intA) < int,,B = intB.
Otuda je A € TR na osnovu 3,9.1.

Obratno, pretpostavimo da je “L[::TR 1 primetimo da je
int, B — ¢1(intB) = int, B — intB. Neka je sada x € G = int,B -
intB € “?.zc:TR. Kako je intG = ¢, to je int,G = ¢ i zato x € intB,
kontradikcija. Otuda je int,B < intB dok obratna inkluzija sledi
neposredno.,

Sada ¢emo preéi na reSavanje naSeg glavnog problema.
Dokazacemo naime da je Tﬁ najfinija topologija u klasi SP(J).
Najpre sledi jedns lema.

Lema 3.,9.13., Neka su J i ¥ topologije na skupu X takve
da je SPO(T) = SPO() i neka je A € U. Tada je intﬂclﬂ{x}nclg.{x}
= Jxt za svako xe€ A — cl(intA).

Dokaz. Kako je A€, to je int, cl A = spclA = AU
int(cl(intA)) na osnovu 3.7.12.(d). S druge strane je A € Uy =T
i zato int;A = sintA pa je A — int(cl(intA)) = A — ¢cl(intA). Za
x € A — cl(intA) je clyix} < clpyA — int(cl(intA)) i int,cl,ixic
int,cl,A = AU int(cl(intA)). Neka je sada y e int, c 1, {xinclyixi.
Tada je y € A = int(cl(intA)) = A - c1(intA) pa je y € B i zato
¥ = X. Prema tome je intwclﬂix,‘;ﬁ cly{X% = ixi.
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Teorema 3,9.14. Neka je (X,F) prostor i ‘4 topologija na
X takva da je SPO(w) = SPO(3). Tada je U < 3;?.

Dokaz. Neka je A€cU i xe€ A — cl(intA). Buduéi da je
Ancl(intA) € T , dovoljno je dokazati da je x € intB. Na osnovu
prethodne leme je int, cly ix3MNclyixd = {xi. Kako je clﬂjy} =
cl, ix} za svako y € int, cl,, {x3, to Je ¢l.iy} = {J3UF gde je P =
¢lyfx} -~ {x}. Pretpostavimo najpre da je int,cl, ixi~intA # ¢ i
neka je y € int,cl,{x}nintA. Odatle je clyfy} <= cl1(intA) pa je
F< c¢cl(intA). S druge strane je int(clix}) — int(clA) - cl(intA)
i zato int(clix3)NF = ¢. Otuda je int(clix3)nelyixt = {x? pa
je int(cli{x}) < B i zato x€ intB. U suprotnom, ako je int, cL, {x}
NnintA = ¢, onda je {y} ¢ 3 za svako y € int,cl,ix} pa je
int, cl,,{x} < B na osnovu prethodne leme. Otuda Je x € int, B 1
zato x ¢ intB na osnovu 3,9.9.

Primenom teoreme 3,9.6., dobija se

Posledica 3.9.15. Neka su J i U dve SPO-ekvivalentne
topologije na skupu X. Tada je'Th = U,

Posledica 3.9.16. Neka je (X,7) prostor. Tada je T%
najveéi element u klasi SP(T).

Posledica 3.9.17. Neka je (X,3) prostor. Tada je J naj-
veéa topologija u klasi SP(J) ako i samo ako je I =73, i intB = ¢.

Odeljak zavrsSavamo jof€ nekim vezama izmedu topologija

3}, TN iTM.

Teorema 3.9.18. Neka je (X,T3) prostor. Tada je:

E_)-TNR = T

(2) Tpy = Ty-
Dokaz. Relacija (1) cledi iz T&iéi th‘: T = 3. a
relacija (2) iz 3.9.6. i 3.8.4.

Teorema 3.9.19, Neka je (X,3) vrostor. Tada je:
(1) Ipm = 5o
(2) Syr = Tay
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(3) I Je najveéa topologija u svojoj PO-klasi.
Dokaze. (1) Neka je A EfTﬁM. To znaci da je A = GUH gde
je 6 € T, i {h} € CO(3gy) za svako h < pra.je-Abe‘Té na osnovu
349.7. Obratna inkluzija sledi neposredno.

Relacija (2) sledi iz 3.7.21. i 3.9.15. dok relacija (3)

sledi neposredno iz (1).

Teorema 3,9,20., Neka je (X,3) prostor. Tada je:
(2) TR = TM@PO(TR) = PO(S”M).
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