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5. Zur Theorie
der Strahlenabsorption in der Atmosphdre;
von M. Milankovitch.

In einer Abhandlung, welche im Jahre 1907 im " Philo-
sophical Magazine erschien?), hat Poynting den EinfluB der
Atmospharen auf die Oberflichentemperaturen der Planeten
einer mathematischen Schitzung unterzogen, indem er dabei
von der Untersuchung der Strahlungsvorginge im folgenden,

“ideellen Modelle ausging: Der ebenen Oberfliche des bestrahlten

Korpers sei eine selektiv absorbierende Schicht vorgelagert.
deren Miachtigkeit so gering ist, daB man die aus der Absorp-
tion der Strahlung resultierende Temperatur innerhalb dleser
Schicht als konstant annehmen kann.

Ich habe bei der Untersuchung derselben Frage, zuerst ohne
Kenntnis der Arbeit Poyntings, denselben Weg betreten, nach-
her. aber gesehen, daB seine Untersuchungen in einer Richtung hin
nicht unbedeutend erweitert werden konnen, indem die Strahlungs-
vorginge auch in einem allgemeiner konzipierten ideelen Modelle

‘einer exakten mathematischen Behsandlung zuginglich sind.

Ich lieB die Annahme, daB die vorgelagerte Schicht -eine
geringe Dicke habe, ganzlich fallen und setzte auch voraus,
daB sich die physikalischen FKigenschaiten des vorgelagerten
Mediums in der zur Oberfliche des bestrahlten Koérpers senk- -
rechten Richtung von Punkt zu Punkt -stetig #ndern. Der von
mir untersuchte ideelle Fall entspricht demnach mehr der
Wirklichkeit und ich will ihn- hier mitteilen. .

Die a,llgemeine.Diﬂ‘erentia'.lgleichun.'g- des Strahlungsvorganges. '

Einer unendlich. ausgebreiteten ebenen Oberfliche CC’

" eines festen Korpers K sei eine ebenfalls unendlich ausge-

1) J. H. P‘oyntmg,“On‘Pro\fh Lowells Method for Evaluating the

-Surface-Temperatures of the Planets; -with an Attempt to Represent the

Effect of Day and nght on the Temperature of the Earth.
41%
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breitete Schicht CC’ B’ B eines absorbierenden Mediums vor-
gelagert. Die Machtigkeit dieser Schicht — welche unter Um-
stinden auch unendlich sein kann — sei 2. Die Dichte, Ab-
sorptionsvermdgen und auch die sonstigen physikalischen Eigen-
schaften des Mediums sollen sich innerhalb der Schicht derart
kontinuierlich #ndern, daf sie nur Funktionen der Entfernung
z der in Betracht gezogenen Stelle des Mediums von der Ebene
CC sind. Wir denken uns also, dafl die vorgelagerte absor-
bierende Schicht aus unendlich diinnen, zu C ¢’ parallelen Teil-
schichten bestehe und innerhalb jeder dieser Schichten das
Medium homogen sei. :
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Fig. 1.

Die #uBere Begrenziingsﬂﬁche B B’ des ‘absorbierenden

Mediums sei von .einer konstanten Strahlung J, (pro Zeit- und = |

Flacheneinheit) getroffen. Diese Strahlung durchdringe, ge-
schwicht durch die Absorption in derselben, die Schicht C ¢’ B’ B

und gelange zur Oberfliche CC’ des Korpers K, wo ein Teil

der Strahlung absorbiert und der andere zuriickreflektiert wird,
um den Riickweg durch die absorbierende Schicht zu nehmen.

Wir wollen nun die Strahlungsvorginge in der absorbieren-

den Schicht und an der Oberfliche des Korpers K, in dem

Falle untersuchen, in welchem sich der stationire Temperatur-
zustand bereits eingestellt hat. = Dabei werden wir auf die
Wirmeleitung von der Oberfliche des Korpers K, gegen sein
Inneres (oder umgekehrt) vorliufig keine Riicksicht nehmen,
d. h. wir setzen voraus, daB der Kérper X, in seinem Inneren
dieselbe Temperatur aufweise wie auf seiner Oberfliche oder
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— wenn dies nicht der Fall sein sollte — daB sein Tempera-
turleitungsvermégen verschwindend klein sei. Der Wirme-
austausch zwischen dem Korper K, und der absorbierenden
Schicht und zwischen den einzelnen Teilschichten . des absor-
bierenden Mediums erfolge durch Strahlung. :

Die Intensitit der in das absorbierende -Medium ein-
gedrungenen Strahlung an der Stelle z sei mit J(z) bezeichnet
und es ist, wenn wir die Intensitit der Strahlung von der
Wellenlinge 2 an der Stelle z mit ¢ (z, A) bezeichnen, |

vy,
J@) = [iz,2),
i
wo A, und 1”_ die Grenzen des Wellenlingenintervalles o
Strahlung J(z) bedeuten.

Das Absorptionsvermégen der unendlich diinnen Elementas-
schicht @ @' HH" — welche wir der Kiirze halber die Ele-
mentarschicht §, nennen wollen — fiir die Strahlung der
Wellenlinge 2 sei o(z,4)dA. Von der Strablung - /(z) wird
demnach von der Elementarschicht §, der Betrag '

1 .
7’:&

a’xfa(x, Wiz, AdA
llx

absorbiert. Wir fithren nun ein mittleres Absorptionsvermogen -
a, (z), definiert durch die Gleichung:

’r
My .

a, (@) I (z) =‘fa (2, Vilz, 2)d A
’ ;'/.’L' .

ei'n, und setzen voraus, daB a,(z) eine bekannte, aus den
Eigenschaften des absorbierenden Mediums und der Strahlung
J,, ableitbare, kontinuierliche Funktion von. z sei. '

Beim Auffallen der Strahlung J(0) auf die Ebene ¢’ soll

der Teil 4, J(0) absorbiert und der Teil Z, J(0) reflektiert

werden und es soll. -
O -_ A+ R =1

sein, d. h. der Kérper K, als strahlungsundurchlassig an-
genommen werden, ' : '
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Die reflektierte Strahlung &, J(0) wird ihren Riickweg
durch das absorbierende Medium in verinderter Struktur an-
treten, da die Oberfliche CC’ Strahlen verschiedener Wellen-
lange verschieden reflektiert, wir nehmen jedoch der Einfach-.
heit halber an, daB das Absorptionsvermogen der Elementar-
schicht §, auch fiir die an der Ebene CC’ reflektierte Strahlung

gleich a, (z)dx ist. Es unterliegt im iibrigen keiner Schwierig- -

keit, fiir die reflektierte Strahlung ein anderes Absorptions-
vermdgen einzufithren.
Die beiden bisher erwéhnten Strahlungen (die einfallende und

~ die reflektierte Strahlung J) nennen wir die lichten Strahlungen.
Aufler diesen Strahlungen kommen in dem von uns betrachte-
ten Modelle noch folgende Strahlungen vor: der Koérper K

emittiert eine Strahlung Z,, und auch jede beliebige Elementar-
schicht §  des absorbierenden Medijums emittiert durch ihre
beiden Begrenzungsflichen je eine Strahlung, welche wir mit
¢(z)d x bezeichnen wollen. Die beiden Arten von Strahlungen
wollen wir die dunklen Strahlungen nennen und annehmen,
daB das Absorptionsvermégen der Elementarschicht §, fiir diese
dunklen Strahlungen a, (2)dz sei.

Das Absorptions- und das Reflexionsvermdgen der Ober-
flache CC’ fiir die dunklen Strahlungen seien mit 4, baw. R,
bezeichnet und es ist somit: :

@ o 4y + Ry =1.

Im stationaren Temperaturzustand  wird sich sowohl an .

der Oberfliche des Korpers X, als auch in jeder Klementar-
schicht des absorbierenden Mediums jene Temperatur einstellen,
bei welcher das Emissionsvermiogen E bzw. ¢(z)dz gleich der
aufgenommenen Wirmemenge ist, und die mathematische For-
mulierung dieser Bedingungen liefert uns die Grundgleichungen
fiir den Strahlungs- und Temperaturzustand in der absorbie-
renden Schicht und an der Oberfliche des Koérpers X,. Um
zu diesen (leichungen zu gelangen, untersuchen wir nun niher
den Mechanismus des ganzen Strahlungsvorganges.

Wir haben die Intensitat der einfallenden Strahlung (die
wir in Wiarmeeinheiten messen wollen) an der Stelle z mit

J(z) bezeichnet und angenommen, daB von der Elementarschicht .
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8, qeren Dicke wir gleich dz setzen, der Betrdg a, (z)dz ab- |
sorbiert wird. Dann besteht die Differentialgleichung:

- dJ(z) = a, (2) J(2)d =z,

weil mlt wachsendem z auch die Intensitit J(z) zunimmt. Die
- Integration dieser Gleichung liefert uns — wenn wir den Um-
stand, daB fir .= &, J(z) = J, ist, beriicksichtigen — die Be-
ziehung:
h
. ' -~ fau@az
(8) J(z) = Jye = .

Die auf die Oberfliche CC* des Kor
‘ pers X, auffallend
Strahlung J(0) ist somit: 0 allende

.
' ~_/‘a1(x)d:c
4) J(0) = Jye © ,
von welcher der Betrag 4, J(0) absorbiert und der Betrag
h ) .
_ ) . ~Su@ds
(5) J(0) = B, J(0)= R, J,e O

zuriickreflektiert wird. Die Intensitit dieser reflektierten Strah-
lu.ng an der Stelle  bezeichnen wir mit J’(z); von derselben
wird der Betrag a, (z)J"(z)dz von der Elementarschicht § ab-
sorbiert, so daB die Beziehung : o
| dJ".(x)'=—al(.z')J'(x)dx

‘besteht; das Zeichen minus rithrt davon, daB mit wachsendem

x die Intensitit J’(z) der Strahlung abnimmt. Die Integra-
‘tion der obigen Gleichung liefert: . :

—fa, (x)d=x
. J' (@) = J (0)e O
weil fiir z =0, J'(2) = J*(0) ‘st
Gleichung (5), so erhalten wir -

bl

Beriicksichtigen wir die

: h x
: : . -~ JSa@ads — fo(2)dw
(6) S (@)= R J,e O 0 .

AuBer der ‘Strahlun‘g‘iJ(O) gelangen zur Oberfliche CC’ des

Korpers K, die von den einzelnen’ Elementarschichten emit-

tierten dunklen Strahlungen & () d z. Dieselben werden auf ihrem

Wege nach €’ auch von den dazwischen liegenden Schichten
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geschwicht. Bezeichnen wir die Intensitﬁtf der von der Schic}%t
S emittierten Strahlung &(z)dz an der Stelle z = & mit
‘ s: (@, §)-d=, so wird von dieser Strahlung von der an der Stelle
z = £ befindlichen, d & dicken Elementarsc.hlcht S deraﬁzBeh:atg..
a,(§)e (@, &)dzd & absorbi.ert, welcher gleich d¢ (z,8)dz 1s
Es besteht somit die Beziehung : |

» ds, (@, & = a, (§) & (= §ds§,

weil mit wachsendem § die Intensitat & (z, &) 'der von 8, emit-
tierten Strahlung zunimmt, solange die Ungleichheit

0<E<a

| iedigt i i ir di ige Gleichung zwischen
triedigt ist. Integrieren wir die ob'lge :

EZn lg‘r;fnzen & und o wobei § als variabel zu betrachten ist,

go erhalten wir die Gleichung:

- j‘ag(sma
Q) g (@, §) = s(x)e ¢

An die Oberfliche CC’ des Korpers K, gelangt von der
von der Elementarschicht S, emittierten Strahlung e(z)dx der
Betrag .

: o LAGLA

(Ta) 6 (z,0)=¢(@)e ° dz N
und von der, von der Totalschicht CC’ B’ B emittierten,
Strahlung der Betrag: :

3

; .—_/a‘:le(ﬁ)d&
(8) [el(x,O)da:=fe(x)e 0 dz,

Y 0
wovon der Teil )
4, | (x,0)dx
0

absorbiert und der Teil

h
B, (& @, 0)d=
0 ) )
zurtickreflektiert wird. - Die- Oberfliche CC’ absorbiert dem-
pach im ganzen die Wirmemenge v
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, h .
4,J(0)+ 4, |& (2,0)dx

0

und emittiert eine Warmemenge, die wir mit E, bezeichnet

haben. Im stationfiren Temperaturzustand miissen diese beiden
Wirmemengen einander gleich sein und es ist somit:

: - h R z
= fu@de - fap)as
9) By=4, J,e° +A2fs(:c)e 0 dz.

0
. Die Funktion ¢(z) erhalten wir aus der Bedingung, daB

die von jeder beliebigen Elementarschicht S, absorbierten und
emittierten Wiarmemengen einander gleich sein sollen. Zur
Aufstellung dieser Bedingung bestimmen wir zuerst die von
der Schicht S, absorbierten Wiarmemengen. ' ‘

Von der einfallenden lichten Strahlung absorbiert die
Schicht §, den Betrag e, (z)/(z)dz und von der reflektierten
lichten Strahlung den Betrag e, (z)J'(z)dz. Was die dunklen
Strahlungen anbelangt, so ist folgendes zu beriicksichtigen:

Die von dem Korper K, emittierte dunkle Strahlung Z,
wird durch die Absorption der dazwischen liegenden Elementar-
schichten geschwicht und zur Schicht S, gelangt ein Betrag,
den wir mit F(z) bezeichnen wollen und von welchem der
Teil a,(x)Z(z)dz in der Schicht §, verbleibt. Nun muB dieser
‘Teil gleich dem negativen Differential der Strahlung E(z) sein,
weil mit wachsendem 2 die Intensitit der Strahlung #(z) ab-
nimmt. Ks ist also:

dE(z)=— a,(z) E(z)d z,
woraus durch Integration die Gleichung
. . i fa(z)clz .
(10) C EB(@)=Eye® -
folgt. '

Von der an der- Oberfliche CC reflektierten. dunklen
Strahlung S S .

B
(11) B =R, (& (@0dx
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gelangt zur Elementarschicht S, ein Betrag, den wir mit % (z)
bezeichnen wollen und von welchem der Teil a,(z) £, (z)dx in

der Schicht S, verbleibt. Nun muB. dieser Teil gleich dem

negativen Differential der Strahlung E (z) sein, weil mit wach-
sendem z die Intemsitét der Strahlung E (2) abnimmt. Man
hat also

dE (2)=— a,(z) B, (z)dx,
woraus durch Integration die Gleichung

—_ﬁ.z(m)d:n .
E(x)=Ee?
~ oder mit Ricksicht auf (11) und (7a) die Gleichung

R

— [fa(@)dx = fa()dz
E ()= R,e © s(z)e O dz

7
0

(12).

folgt.

Es ist noch die gegenseitige Zustrahlung der einzelnen
Elementarschichten in Betracht zu ziehen. Der links von der
Elementarschicht §, befindliche, also sich tiber das Intervall O
bis z erstreckende Teil CC’'G’'@ des absorbierenden Mediums

entsende gegen die Elementarschicht S, eine dunkle Strahlung, -

deren Intensitit an der Stelle 2 wir vorldufig mit {(z) bezeichnen
und welche wir spiter bestimmen wollen. Der rechts von der
Elementarschicht §, sich iiber das Intervall z bis % erstreckende
Teil HH' B’B des absorbierenden Mediums entsende gegen die
Elementarschicht §, eine dunkle Strahlung, deren Intensitat an
der Stelle z wir vorliufig mit r(z) bezeichnen wollen. Von
diesen beiden letzteren dunklen Strahlungen absorbiert die
Schicht 8, den Betrag a,(z){(z)dz + a,(z)7(z)d .

Die Elementarschicht S, absorbiert somit die Warmemenge

a, (@) J(@)dr. + a, (@) (&) dx + a,(x) Bx)dz + a,(x) E.(x)d=
+ a, (2)l(z)d > + a, (x)r (z)dzx, wahrend sie durch jede ihrer
beiden Begrenzungsflichen die Wirmemenge s(z)dz, also im

ganzen die Wirmemenge 2¢(r)dz emittiert. Die Gleichsetzung -

der absorbierten und der emittierten Wirmemengen ergibt die
Gleichung :
2¢&(z) =a @) (2) + a, (2) " (2) + a,(2) E(2) + a,(z) E, (z)
: + a, () 1(z) + a, ()7 (2)
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oder mit Riicksicht ‘auf die Gleichungen (3). (6 10) und (1
die Gleichung: ' ¢ . © (..)’ (10) und (12)

x . k x .
}faa(ac)dx - Su@as - @dz -
|28(2) = Ty a; (2) et + R, J,a (z)e © 6/‘%
@
o ~0fax(w)dw
(13) + Hy a,(2)e v .

—_fz“z(x)dx —fmag(x)d:c
+ &, a,(z)e © s(z)e © dz

0
+ 2, ()l (z) + a, (2)r (2).

. Um die QriiBe {(z) zu bestimmen, beachte man, daB eine
links von 8, in der Entfernung & (wobei 0 < & < 2) von CC’
befindliche Elementarschicht S, gegen S die Wirmemenge

- ¢(§)d§ emittiert, welche auf dem Wege x—& nach dem Gesetz

de(§) =—a,(§)e(§)d g

g.eschwﬁcht wird, so daB zur Ebene @@’ von der aus §. emit-
tierten Warmemenge ein Betrag ; '
- j (&) ds
(14) - s a)dE=c@e ¢ d§
gelangt. Alle links von §, befindlichen Elementarschichten
entsenden demnach durch die Ebene @@’ den Betrag:
- fz w(@)ds
(15) Z(x)=fe2 G)dé= | c®e & ag.
0 . 0
_ Die Qrﬁﬁe r(2) wird durch &hnliche Uberlegungen be-
stimmt: FEine rechts von 8, in’ der Entfernung & (wobei
< E< R von CC’ befindliche Elementarschicht von der
Dicke d ¢ emittiert gegen. §, die Wirmemenge s(£)d £, welche
auf dem Wege &~z nach dem Gesetz ' :
L del§) =a,(§)e(§dE

geschwicht wird , weil jetzt mit wachsenidem & die Intensit‘ét

's(§) zunimmt. Durch .Integration der obigen Differential-
_ glelphung zwischen den Grenzen & und z finden wir, daB zur
" Ebene HH' der Betrag-
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| . /:12 a)dé

(16) & (52)dE = ¢s(§)ef d§

‘gelangt. Alle rechts von §, befindlichen Elementa,rscmchhen
entsenden demnach durch d1e Ebene HH’ den Betrag

h -

: ' f fa«;(&)de
(17) (@)= & a)dE=— |&(§)e€ .

@ h
Um uns von den Integralzeichen, welche durch di.e obigen
Ausdriicke fiir I(z) und r(z) in die Gleichung (13) el{lgefﬁhrt
erscheinen, zu befreien, geben wir dieser Gleichung die Form

_/‘m%(z)dm{ 9 : a, @) Sa@dx
_ k
¢ @@ e w . )
fax(w)azx—fmm)dm }
@ , -
— R, J, zl @ ¢ 0 — I(z) — r(2)

h

_ - fa@ds
— B, — R, | s(zx)e O dz =20

0

und setzen, der kiirzeren Schreibweise halber:

7

h : ©
o (z) da ~fu@dz - fo@ds

(@) ; @ () 0 — )

(18) Jh:g%eh + B g, e O e fL(@), .
so daB. wir die [leichung

faag(x)dz‘ 9

[30 {me(z)—ﬂ(x),—l(x)—r(x)} — &,
(19) . n i
S . —-fa,z(m)d@
- — R, | e(z)e © dz =0
‘ g

erhalten, welche wir nun nach « differentiieren. Wir erhalten -
demnach, - wenn wir die Ableitungen der Funktionen f£; (),

a,(z), l(z) und r(z) bzw. mit £’ (), az "(z), I'(z) und " (z) be-
zeichnen die Glelchung : '
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: 2 del 20, | . sy
(20) { m ;mx) - 'aZ2 (;a);) 8(.’L‘) - f‘1 (.‘I,‘) —1 (.27) _r (.Z‘)
+ 2¢&(z) — a, (:z-)]‘v1 () — a, (z) (2) — a, (z)r(x) = 0.
Nun folgt aus den Gleichungen (15) und (14)-

@

S o (E o | —faa(E)dE.'
l(x)—ez(x,x)+fa’(f’ L dg = o(a) — ay f(s dg,

d. h.
(21) U'(x) = &(z) — a, (2) ().

Aus den Gleichungen (17) und (16) folgt hingegen:
r(z) = — as(é:,x) — %d& =

h x
o f IAGLE
—&(2) —ay(2) [ s(@)et s,

d. h. . |

(22 (@) == &(@) +.a, () 7 (a).
Setzen - wir die Werte fiir U(z) und 7 (z) aus den Glei-
chungen (21) und (22) in die Gleichung (20) ein, so erhalten wir:

2o | [az (@) — 2—8] 5@) — 29 [0, @), (@) + £, (]

- azz(x)r(d,') = OJ

oder, wenn wir der Kurze ha.lber setzen:
(23) %@ 0, ()1, @ + £ @) = @),
und berﬁcksichtlg-_en, daB

a,’ (@)
a, (@)

. .
dz log!_lat.az (@) =
ist, :

(24) 2@ 4 [a '(x) -

- - Loga a;(x)] ) £06) — 4y e 0.

Differentiieren wir nun dlese Glelchung wieder nach z, so er-
halten wir: B ‘
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2 6 (a d ] ds@)
%%a;_)._*_ [az = — 7 108xat @, ('7")] e

-+ [a' @) — 53 Logams @ @] 5a) — € (8) — 20D A7(=)

—a2(@) 7 (z)=0 "

| und mit Beriicksichtigung der Gleichung (22)

d ds ({5)
720 4 [“z(w) — Ta 108nst % (“’)] dw

@5) +[m2@) + /(0 — 5 10gan 2y (3] ) = €

— a?(2) [a2 (@) + 2 2 10g s 2 (x)] r(@)=0.

Die Elimination der GrdBe r (z) zwischen den Gleichungen
(24) und (25) ergibt. schlieBlich die Gleichung:
. 4 ,
Po@ _ 3L [loguua, (@) L + {75(2)

dz
d 2
— 0y ()2 108t 4y )+ 2 [ 75 108 @]

@6) | »
. — i lognat @, (z)} & (2) |

= Q) — [az(x) + 2 Ed_a; lognat @, (x)] Q ), |
welche die gesuchte Differentialgleichung des Strahh;ngs-

es ist.
vorg%lige?e Differentialgleichung ist linear .und ihre Iptegra—
bilitat hingt in erster Linie von der Funktion azgz), d. h von
dem Absorptionsvermdgen des vorgelagerte.m Medmms._ fiir d.1e
dunkle Strahlung ab. Wenn die Integration fler obigen Dif-
ferentialgleichung durchgefithrt ist — wobei uns  zur Be-
stimmung der beiden Integrationsk_onstanten' und der Groﬁe. B,
die Gleichungen (9), (19) und (24), welche in bezug auf diese
drei Konstanten linear sind, zur Verfiigung stehen —, so er-
" halten wir das Emissionsvermogen B, des Kﬁrpers K, und das
Emissionsvermdgen des vorgelagerten Mediums alg Funktion
von # Der Strahlungszustand des ganzen Syst‘ems‘ ist dadurf}l_l
gegeben. Wenn nun die,Gesetze der Abhingigkeit des Emls-
sionsvermdgens des Korpers K, und des vorgelagerten Mediums

von deren Temperatur bekannt sind, 'so ist dadurch auch der‘

Temperaturzustand des Systems eindeutig bestimmt.
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" Die integrabelen Fille der Diﬂ‘erei_xtialgleichun'g
- des Strahlungsvorganges. )

Fragen wir, wann die lineare Differentialgleichung (26)

konstante Koeffizienten des Gliedes d;gf) und ¢(z) aufweisen

und ihre Integration demnach moglich sein wird. Die Be-'

dinguﬁg, daB der Koeffizient des Gliedes d;f) konstant ist,
liefert die Beziehung:

lognat oy () = — ¢,z + C

oder
(27 a, (z) = a, e~ %%,
- wo a,’ und ¢, Konstanten sind. Nun ist aber in diesem Falle:
a,) (@) = — ¢y a) e 2% = — ¢, a,(7),
d
%lognat a, (@) =—c¢,,
d2

227 108nat @5 () = 0,

so daB dadurch auch der Koeffizient des Gliedes & () konstant
wird.

Wenn somit das Absorptionsvermdgen fiir die dunkle
Strahlung durch die Gleichung (27) darstellbar ist,  so erhilt

die Differentialgleichung (26) des Strablungsvorganges folgende
Form:

(28) LoD 155,40 4 20250) = Fla),
wobel . _
29) L F(z)= Q@ (2) — [dole_ a2 — 2¢,] Q (2)

ist, d.h. sie wird zu einer linearen Differentialgleichung mit
konstanten Koeffizienten und ihre Integration kann nach be-
kannten Regeln erfolgen. ’ ’

Die charakteristische Gleichung

: '7"2+3c27.'+2é22'=0

der zu (28) gehiirfgen“ homogenen Diﬁ'eren‘tialgleichung hat -
folgende Wurzeln S ' '

7y = Gy 7‘2—_—._,26z ‘

und es ist somit das allgemeine Integral der Gleichung (28)
~dargestellt durch: . - o
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—_ — ex ] —2‘ L : v
s(@) = G em % 4 Ce=2an 4 T wfﬁ'(x)ewwx
— Z»e—z%”fﬁ’(x)ezcﬂzdx,
wo C, und G, die Integrationskonstanten bedeuten. Die im
obigen Ausdrucke enthaltenen Quadraturen sind, wie man sich
leicht itberzeugen kann‘, in endlicher Forni durchfiithrbar.

Spezielle Fille.
Folgende Spezialfille des soeben behandelten Problems

sind wegen der KEinfachheit ihrer Losung besonders charak-
teristisch.

EBrster Fall. Das Absorptionsvermogen a, (z) fiir die lichte

Strahlung ist jenem fiir die dunkle Strahlung gleich und durch
. den Ausdruck (27) darstellbar. Es ist also:

(31) @) =a@) =g
Dann folgt aus der Gleichung (18):

b : R P
llo‘/'e—cxdz —ao‘/‘e_“’dcz: —aofc_cxdx
ACEFTR NS P A
d. h,
x
a.,fc"cmda:

/@) =dJ,a,e e *

h x
—-aofe_cxd:c —aofe_cxd:a:
—_ —cz 0 0
B J,a,e e e

Die Gleichung (28) liefert:
Qe =3 o LW +AE],

: . —2cx e CTag.
Q) =ade T
Es ist also: ‘ .
Q' (z) = (_' 2c + aoe—cm) Q (),
so daB mit Riicksicht auf (29) die Gleichung
' F(:I:) =0
folgt.

- (36) CR o, (#) = (;'2(1-)
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Das allgemeine Integral der Differentialgleichung = des
Strahlungsvorganges reduziert sich in diesem Fall auf:
(32) _ e(@)= 0 e” "+ G, e” %%

Zweiter Fall. Die Absorptionsvermdgen des Mediums ﬁn‘
die dunkle und fiir die.lichte Strahlung sind konstant und
versch1eden, d. b:

(383) a, (x) = ay’; a (#) = a,.

Dann folgt aus den Gleichungen (18) und (23):

, (x—n) o — aglz + 1)
fi(x):Z:,th% +(%'R1Jhe B
d. h. ' '
fl (@) = (;0, Jh wolr = %2 F 4, —ao(a:+h)’
0
Q) = [%ﬂ>+nu}
d. h

-+ (ao’ - ao) R e

ag(x — k) — aolz +h)}

Q@) =24, [(a) + ap)e

s ist also

Q (2) = EZZLZJ,, [(ao' +.a,)e

wy (@ +n) . , ——aﬂ(a:+/z)]
- 9

(ay — a,) 31 e

"so daB mit Riicksicht auf (29)

Flz)= @ (@) —a) ),

F@a)=1 J a, (a, 2 _ g ,2) "8%(51:—71)_'_ 11’ e—ao(x+h)]

wird und die Dlﬂ'erentlalglelchung (28) des Strahlungsvorganges
die Form
a? g (x) do (e — 1) _ao(z+h)]

(34) d %Jh 4, (aoz'_ a,'?) [e' + B e

erbalt, deren Integration uns die Gleichung
83) e@) = g5 Suloet — e ["7T

. [ .
liefert. o o _
' Dritter Fall. Die Absorptionsvermogen des Mediums fiir
die dunkle und fir die lichte Strahlung sind konstant und
einander gleich, d. h.

+ ])) —ao (@ + h)]

+ Gz + G,

CZO .
Aanalen der Physik.. LV, Folge. 43, 42



638 M. Milanhovitch. Zur Theorie der Strahlenabsorj)tion usw.’

, Dann liefert die Gleichung (35):

(30 . §(@)=Cx+ C,. »
Die Gleichungen (9), (19) und (24) ergeben in diesem Falle .

fir = 0: : ’ :

By— Ay Jye "~ 4, W =0, [

(38) %OZ—Jhe_a"h—RJhe_a"h— W—E,—R,W=0,
C 4 a,Cy — aide * —aW =0,

wobel wir

h :
W= [(Cz+ Ce—%>dzx
J

gesetzt haben.

Durch Addition und Subtraktion der ersten zwei
Gleichungen (38) folgen, mit Riicksicht auf die Gleichungen (1)
und (2), die folgenden zwei ersten Gleichungen, wihrend wir
die dritte Gleichung (38) ungeindert lassen. ’

Cy, —ayd,e%h—a W =0,

ag By, — C, + ay R, J,e~ %"+ a, R, W =0,
C,+a,C — ay?J,e%* —a) W =0.

Aus diesen Gleichungen folgt ohne Schwierigkeit

(39)

( _C.L =0,
(40) i C, = ayJ;, -
By, =[1 — R, — (B, — BE;)e=%"]J,.
Es ist also:
(41) o e@) =a,dy,

d. h. im absorbierendem Medium herrscht ein gleichmaBiger
Strahlungs- und Temperaturzustand. '

‘Wenn

‘ R, =R,
ist, so erhalten wir ,

B, =(1— R)J,.

" Dieser letztere Wert fir £, wiirde sich auch bei ginz-

~ licher Abwesenheit des absorbierenden Mediums ergeben haben.

(Eingegangen 20. Dezember 1918.)




