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TIPEITOBOP

[{uss oBOT MacTep paja jecTe TEOPUjCKO MPEeACTaB/bakhe XOMOTEHUX JaHaa MapkoBa
ca IMCKPETHUM BPEMEHOM, alli je Takole IaT u NMpHKa3 BHXOBE MPaKTHYHE puMene. Pax ce
CacToju M3 YETHUPH TOTJIaBJba, O KOjUX MPBU YMHHU YBOJ y pai. Jpyro mornassbe paga 6aBu
ce TEOPUjCKUM ONHMCOM JaHana MapkoBa U y BeMy je JaT IpUKa3 OHOT HajBXXHHjET LITO je
MOTPeOHO J1a ce 3Ha KaJla je OBa TeMa y MuTamy. Y TpeheM MoriaBiby ce OMmcyje camo jeiaH
MaJId JIe0 OJf MHOTOOpOjHMX Mojeja JiaHanma MapkoBa KOjU c€ KOPHCTE y TpaKTUYHE

npuMene. YeTBpTH J1€0 je 3aKJbydak.

Tpeba na ce HamoMeHe 11a je 3a pa3yMeBame OBOT MacTep paja morpedHo oxpeheHo
MaTeMaTHUYKO 3Hame, jep hako je y BehuHu ciydajeBa 00jalImeHoO CBE MITO je MOTpeOHO 3a

npaheme pajna, umak Huje OmIo Moryhe 11a ce cBe 00jacHH JETaJbHO.

Panu nakier cHanaxkemwa y paay, y nehuHAnAjaMa je peaMeT aepuHrcama Hamucan

italic crunom. CBaku J10Ka3 TeopeMe, CTaBa WM JIeMe MOYHbe CUMOOJIOM A, a 3aBpIliaBa ce

ca M, JIOK ce IPUMEPH KOjH CE€ CIIOMUIbY 3aBPIIIaBajy 03HAKOM OI.

beorpan, neriem6ap 2013. JoBana Mapxkosuh



1. YBO/J

OCHOBHHM KOHIIENT JlaHana MapkoBa mpeAcTaBuo je AHapej AHApejeBUY Mapkos
(Augpéit AumpéeBnu MapkoB) y cBoM paay ,JMccienoBaHue 3aMedareIbHOTO Cllydas
3aBHCHMbIX HCIIbITaHHi " koju je objaBibeH 1907. rommue. Ox Taga Cy MHOTH BEIIMKH
MaTeMaTHYapH JOMPUHENN AaJbeM Pa3Bojy TeopHje JaHara MapkoBa, a jelHA O]l 3HAYajHUX
omwmn cy: KomMoropoB (y Besum ca ciydajeM ca OeCKOHYHHMM Opojem crama); [JoOnuH
(mompuHOC Ha CBHM IIOJbMMa TeopHje JaHana Mapkosa); Jly0 (pam ca jaHnuma ca
HETIPEKUJIHUM TlapameTpoM); JIeBu (MHTYUTHBHO j€ HalpTao oOMMaH LPTEX Mosba). MHaye
OBa TeMa je U Jajhe BEOMA JKMBA, Ca BAXKHUM Pa3BOjeM KaKO y TEOPH]H, TAKO U Y TMPAKTHIHO]

IIPUMEHU.

Jlanum MapkoBa criajiajy y pelaTuBHO jeHOCTAaBHY, ald M BEOMa MHTEPECAHTHY W
KOPHUCHY KJacy ciy4ajHux mporeca. OHH ONHCYjy clydajHe I0jaBe HIIM CHCTEME KOjU Ce
Me’bajy TOKOM BPEMEHa, a HheroBa jeJHOCTaBHAa CTPYKTypa oMoryhaBa Ham Ja ca3Hamo
MHOT'O TOTa O HbUXOBOM NOHamamy y OynyhHOCTH. AKO y3MEeMO y 003Up MO3HABAKE HEKHX
nHpopManKja O MPOUUTUM CTambHMa, YCIOBHA pacnojena Oyayhux crama cucreMa 3aBHCH
caMoO O OHHMX HajcKopujux. Jlakie MokeMo Ja KaxkemMo naa npeasuhame OymyhHoCTH
CHCTEMa 3aBHCH CaMO O] CaJlallller CTama, a HE W Of MyTa KOjUM je CHUCTEM JIOIIao J0 TOT

CcTamba.

MapKoBJbEBH JIAaHIM NPE/ICTaBIba]y je€AaH O]l HQJIPOCTUJUX MaTEMATHIKUX MOJIeNa 3a
ONHCHBAaKkHE€ MHOTHMX I10jaBa y peasHOM XHUBOTY. IIpaBuiio ga cy HajjelHOCTaBHHMJU MOJEIH
4YeCTO M HAJKOPHCHMJM 3a aHAINW3Y NPAaKTHUUHUX IMpobiema He 3ao0mia3su HU MapkoBJbeBe
naHue. buma ce Mory Mojenupatd MHOTe IoOjaBe, Kao IITO Cy IojaBe y OHOJIOTHjH,

MICUXOJIOTHjH, TEOPHjU MAaCOBHOT OICYKMBamba, CIIOPTY UTI.

! Hacrnos paza Moxe Aa ce npesefe kao: ,/IcTpaxuBarbe 0 3Ha4ajHOM Cryyajy 3aBUCHUX onuTa“. Pag
je 1910. rognHe npeBegeH Ha gpaHuyckmn jesnk - ,Recherches sur un cas remarquable d’epreuves
dependantes®.
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2. JIAHIU MAPKOBA CA IMMCKPETHUM BPEMEHOM

2.1. Jlanuu MapkoBa

Mapxkoscku npouecu, {X(t), t € T}, umajy ocoOMHY Aa IO/ yCIOBOM JIa je IMo3Hara
MPEIUCTOpHja Mpoleca 3aK/bydyHO Ca CaallibuM TPEHYTKOM, OyayhHOCT Tj. BepOoBaTHOCHA
CTPYKTypa mporieca y OyayhHOCTH He 3aBHCH O IIeJie TIpeIucTopHje mporeca Beh camo of
camanmer Tpenyrka. OBa ocoOMHa Ha3MBa C€ CBOjCTBO OJICYCTBa MEMOPH]E, a ITO3HATA j& Kao
1 MapkoBibeBo cBojcTBO. Koa mporeca MapkoBa X(t) mpencraBiba CilydajHy BEIHYHHY
neuHUCaHy Ha HEKOM mpocTtopy BepoBarHoha. [lapamerap t Hajuenihe o3HauaBa Bpeme,
OJTHOCHO t TMPEJCTaB/ba TPEHYTaK y KOjeM Ce Hayia3u mporiec. T ce 30Be CKYyIl HHJIEKCa U
MOJICKYI je CKyma peanHux OpojeBa R. ¥V 3aBucHocTH 0 Tora na U je T JUCKPETaH WA
HEMpPEKUIaH CKYI, pasjMKyjeMo IMpoiece MapkoBa ca AWCKPETHHM M HEMPEKHIHUM
BpeMeHOM. CBe BPEIHOCTH KOje MOXeE Ja y3Me ciiydajHa BenuunHa X (t) 4dHe CKyIl cTama
WM TPOCTOP CTama KOjU O3Ha4aBaMoO ca S. AKO je CKym S JWCKpeTaH Tj. KOHA4YaH WU

npeOpojuB, Taga ce mporec MapkoBa 30Be JiaHal Mapkosa.

HNepununuja 2.1.1. Jlanay Mapkosa je cnyuajan mporec {X(t), t € T} koju uma

cBojcTBO MapkoBa n3a cBako t € T, X(t): 2 = S, rae je S KOHaYaH WK IPEOPOJUB CKYTI.

OBo 3Haum ga 3a cBako N € N, t4,¢t5, ..., th41 ET THC Je t; < Ty < -+ < ty4q1 ¥ OUIIO

Koje a4, ay, ..., Anyq € S Baxku cieneha jeTHAKOCT

P{X(tn+1) = 0nt1 |X(tn) = Qn, ---vX(tl) = al} = P{X(tn+1) = Qnt1 |X(tn) = an}- (211)

2.2. lepuHu1Mja U CTAH/Iap/IHE O3HAKE

Hedununmja 2.2.1. Jlanan, MapkoBa KoJ| KOj€r je CKyn HMHJeKca T KOHa4yaH WU

npedpoju (T € N,), Ha3uBa ce ranay Maprosa ca OUCKpemHUM BPEMEHOM.

YmecTo o3Hake 3a ckyn uHaekca T, nasmse hemo ga kopuctumo o3Haky Ny (cem y
cllydajeBuMa y KojuMa Oyzae mpeunusupano apyraudje). CXomaHO ToMe, CIydajHy BEIUYUHY

hemo nabe na o3HauaBamo ca X, riae je n € Ny.

Jlanum MapKOBa Cca TUCKPECTHUM BPEMCHOM CC€ YINIaBHOM KOPHUCTC 3a OIIUC (I)I/I3I/I‘-IKI/IX

cucrema KOjI/I Y AUCKPECTHUM TPCHYIHMMa BPEMCHA IIPCIa3c U3 je,[[HOl“ CTakba y APpYyru Iocjie
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jemHor WM BUIlEe Kopaka (TpeHyraka). IlpupomHo je nma ce nasbe jaBiba moTpeda 3a

pasmarpameM BepoBaTHOha TakBHX Jorahaja.

BepoBatHohy 51a ce y TpeHYTKY M Toclie jeTHOT Kopaka mnpehe u3 crama i y crame j

03HaYaBaMo ca

Pt = PXp =j | Xy =1}, iLjES. (2.2.1)
VYkonuko BepoBarHoha (2.2.1) He 3aBUCH O] TPEHYTKA N, TaJ1a MHUIIEMO CaMO

pij = P{Xpi1 =j | Xn =1}, neN, i,jES. (2.2.2)
TakBu naHIM ce HA3UBajy XOMOTCHHUM H Y J1aJbeM TEKCTy heMo ce 0aBUTH UCKJbYYHBO HHMA.

3a BepoBaTtHOhy mpernacka U3 crama i y CTambe j TOoCiIe N Kopaka KOPUCTUMO O3HAKy
pij(n). Caga MOXKeMO Jia yBEIEMO M I0jaM MaTpule BepoBaTHoha Ipernacka XOMOIEHOT

JJaHIIa MapKOBa 3a N KOpaka

p11(n) p12(n)

n = pa(n) ?_zz(n) |’ n€N. (2.2.3)

VY i-10j BpcTH U j-TOj KOJIOHU MaTpulie (2.2.3) Hayia3u ce BepoBaTHOha Ja ce mocie n Kopaka

npehe u3 i-tor crama y j-To.

Jlumensuja matpuiie BepoBaTHoha mpernacka 3aBUCH O] Opoja eleMeHara y cKymy S,
OJIHOCHO 0] Opoja cBUX MOTryhux cTrama y KOjeM CHUCTEM MOXe Ja ce Hahe. Ako je Taj cKym

KOHavaH, Taja he Marpuia outu numensuje |S| X [S].

Kana je n = 1 Taga marpuny (2.2.3) o3HauaBaMo ca [ ¥ OHa ce IPOCTO 30Be MaTpULa

BepoBaTHOha mpenacka

P11 P12 -
T=1py1 P2 ] (2.2.4)
Matpumna I1 je cToXacTU4YKa?, OJJHOCHO UMa CBOjCTBA!
pij > 0, Vl,] €S (225)

2 MpumeTumo aa je n matpuua B, n € N, Takohe ctoxacTunuka.
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YBenmuMo jomr W O3HAaKy 3a BEpOBaTHOhE IMOYETHUX CTama, Tj. 3a BepoBaTHOhe

norahaja i1a ce cUCTeM y MOYETHOM TPeHYTKY Halje y HeKoM o1 Moryhux crama:
pi =P{X,=1i}, i€S. (2.2.6)

U 3a oBe BepoBaTHONE OYMIIICAHO BaXKH jeIHAKOCT Y,; p; = 1.

2.3. BepoBaTtHohe npesiacka y n kopaka

VY nperxomHOM ey ¢cMO NedUHHCATH BepoBaTHONE Ipeiiacka W3 jeIHOT CTama y
JPYTo TOCIIe jeTHOT U BHIIE KOpaka, Kao U MaTpHIle BepoBaTHOha mpenacka mocje jeHOr U
Bume kKopaka. Cama hemo &1a MoOKaxeMO HUXOBY Be3y M Ha KOjU HAa4MH MOXE Jla ce

JEIUHCTBEHO JepUHHMIIE JTaHall MapkoBa.

Teopema 2.3.1. 3a npoussomne npupoone bpojese m u n gagce cireoehe jeonauune

Konmoeopos-Uenmena:
pij(m +n) = Yrespix(MIpr;(n)  i,j €S. (2.3.1)

Baoice u jeonaxocmu Py, = PpB, u B, = 1", 20¢e je 1™ o3naxa 3a n-mu cmenen mampuye

1.

A 3a npousBosbHe norahaje A, B u C Baxu cienehe

P(ABC) _ P(A|BC)-P(BC)

P(AB|C) = PO PO

= P(A|BC) - P(B|C). (2.3.2)

3a nmoka3 jemHakoctu (2.3.1) kopuctuhemo Qopmyny moTimyHe BepoBaTHohe, jeHAKOCT

(2.3.2) xao u MapkoBibeBo cBojcTBO (2.1.1):
pijm+n) = P{min =j | Xo =} = kes PXmin = Xm =k | Xo =1} =
= Ykes Plmin =J | Xm =k, Xo = i} - P{Xn = k| Xo = i} =
= Ykes P{Xmin = J| Xm = k} - PIX = k| Xo = i} =
= Ykes Prj(Mpi (M) = Xkes Pik M)y ().

Jennaxkoctu Py, 4y, = By P, 1 B, = [I™ cy mocneauiie 10Ka3aHuX jeHAKOCTH. M



CraB 2.3.1. 3a npouzsomnno n € N u npoussomna cmarwa iy, lq,...,i, €S 6adxcu

cneoeha jeonaxkocm:
P{Xo =i0, X1 = i1, e, Xn = In} = DiyPigi, Pigiy * = Pin_yin- (2.3.3)
A Kopumnihemem yonmrene ¢popMyie MHOKEHa BepoBaTHONe

P(AlAZ An) = P(Al) ° P(A2|A1) * P(A3|A1A2) St P(AnlAlAZ ---An—l) (234)
1 MapkoBibeBOT cBojcTBa (2.1.1) HemocpeaHo ciaeau noka3 TBphewa. W

[IpumeTuMO 1a MPUMEHOM MPETXOIHOI CTaBa MOXKEMO Ja A00HjeMo BepoBaTHOhy
cBakor moryher creHapuja Kpo3 KOju CHCTeM MOXe Ja npole Tokom onpeheHor mepuona.
HapaBHno 10 je jenuHO Moryhe yKOJIHMKO 3HAMO pacrlofeny MOYETHOI CTama CHCTEMa Kao W

Matpuily BepoBaTHoha mpemnacka I1.

CraB 2.3.2. Beposamnoha O0a ce cucmem y mpenymky n Hahe y cmamy j jeOHaxa je

p™ = P{X, = j} = Siespipi; (M) (2.3.5)
A Kopucrehu ¢popmyny normnyHe BepoBatHohe
P(B) = X P(BA)), (2.3.6)

cienu ciaenehe:
p™ = P(Xy = j} = Ties PXn = j, Xo = i} =
=YiesPIXn =j 1 Xo =1} - P{Xo = i} = Yiespipij(n). ™

OBne yowyaBamo J1a MO3HABaWkEM pacrojiele MOYETHOT CTama CHUCTeMa M MaTpulle
BepoBaTHOha mpenacka Il MokemMO Ja 3HaMO BepoBaTHOhy Ja ce CHUCTeM y OWIO KOM

TpeHyTKy Hale y Omio koM Moryhem cramy.

Ha ocHOBy mpeTxonHa JiBa cTaBa 3akJbydyjeMo Ja je jaHal, MapkoBa jeTUHCTBEHO

olpeheH ca pacrojenioM MOYETHOr cTama cucrema (p;, i € S) u marpuroMm BepoBaTHoha

npenacka [l = [pl- j]i,jeS .



[Tpumep 2.3.1. ¥V cBakoj oa Tpu MOCyAE C€ Haja3W IO JIMTAP TEYHOCTH Pa3IAYUTOT
cacraBa. O3HaYMMO TEYHOCT Yy MPBOj MOCYIU ca a, y Ipyroj ca b u y tpehoj ca c. Bpmmu ce
cneneha “omeparuja”: TEYHOCT W3 MpPBE IMOCYAE C€ MpECHe y ApYyry; 3aTuM ce JUTap
XOMOTEHOT' pacTBOpa M3 Jpyre mpecrne y Tpehy; Ha Kpajy ce JTUTap XOMOTEHOT pacTBOpa U3

tpehe npecne y npBy nocyay. I'padudku npukas nmocie onepaiuje aar je ci. 2.3.1.

[TodeTHO cTame Crame HaKoH jenHe “onepanuje”

Cn.23.1

BepoBaTtHoha na je HEeKM MOJIEKYN TEYHOCTH M3 Jpyre MOCyAe HaKOH OIepalyje JIOoCreo y
. L1 : 1
tpehy jennaka je SJepcey Tpehoj mocyan Hamazu Zl TEYHOCTH b (cMaTpamMo Ja ce mocie

CBAaKOT Mpeculiama TEYHOCT J0O0po u3MeIana). AKO oreparyjy MoHOBHMO jOIII jeIHOM, HOBO

6C
16’

. 5 5b 6 6b . 4c 5 5b 6
cTame y rnocyaama je cienehe: 1—2 + P + 1—2 + e + 1—2, 1—2 + P + 1—2.
Kenumo na oxpeaumo p; j (n), 3a i,j € {1,2,3} u n > 0, ogHOCHO BepoBaHOhy na mocie n

OBAKBHX OIlepallija HEKU MOJIEKYJ U3 I—Te mocyie npehe y j—ry.

Martpuiia BepoBaTHOha mpenacka mocie jeiHe orneparyje je

1/4 1/2 1/4
m=\1/4 172 1/4|,
1/2 0 1/2

a TocJie JBe orepariuje

5/16 6/16 5/16
n?=|5/16 6/16 5/16|.
6/16 4/16 6/16
Tpeba na nahemo marpuiy /1", n > 0, momTo xenumo aa oapeaumo p;;i(n), 3a i,j € {1,2,3}

u n € N. Paau nakmer uspayyHaBama MOTOJHO je Aa MaTpuiy [l 3anuimieMo y OOJIHKY




1 2 1
1 2 1], HOIITO Taja BaXu jeaHakoct [1™ = ann. Cana ymecto [1"
2 0 2

IT=7A rneje A=

Tpaxkumo A",

KapakTepuctuyan moJuHOM MapThLe A, y O3HAIH ¢, JeTHAK je

1-1 2 1
1 2—-1 1
2 0 2—41

@ (1) =det(A—AI) = = —13 4+ 512 — 47,

rae je I jeqruHuYHa MaTpUIla Koja UMa UCTY JUMEH3H]Yy Kao MaTpuia A.

Ha ocroBy Kejmu-Xamunrorose teopeme’ Baxn jemnaxoct —A3 + 542 — 44 = 0, oaHOCHO

A3 = 5A% — 4A. Jlame je
A* = A- A3 = A(54% — 4A) = 5A3 — 4A% = 5(5A% — 4A) — 4A% = 21A?% — 20A.
Yommre nobujamo aa je

A" = q, A% + B,A. (2.3.7)

[ToTtpebHo je na ogpenumo a, u B, 3a n € N. [Ipumetumo nraje @y =0, f1=1u a, =1,

B2 = 0.
U3 jennakoctu A" = A™ - A cnenm na je
Unt14% + Bri1A = (@nA? + BrA)A = and® + A% = a,(5A% — 44) + B, A° =
= (5a, + Bp)A? — 4a,A,
OJTHOCHO Qp4q = Sa, + fp ¥ Pry1 = —4ay,, n € N. Caga nobujamo na je
An+1 = SAn — 4ty 1.

Jennaunna A2 =51 —4 uma pemema Ay =1 u A, =4, ma je a, =c¢;- 1"+ ¢, - 4" 3a

n € N. Ilomro cy no3HaTu a4 U a5, pelIaBakbEeM CUCTEMA
0= C1 + Cy

1=c +4-cy,

3 Tephewe Kejnu-XamuntoHoBe Teopeme: CBaka kBagpaTtHa MaTpuua je Hyma  CBOr

KapakTepucTtnyHor noJsinHoma.
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. . 1 1 . . .
nobuja ce aa je a, = -5t 54", OJIHOCHO M3 jelHakocTH [, = —4a,_, nobuja ce aa je

B = g — %4”. Ha ocHoBy (2.3.7) umamo

. 565 ., ., (21
ar=(-3+=4")5 6 s|+(5-54")|1 2 1f=
6 4 6 2 0 2
-1 2 -1 11
=2l-1 2 -1|+i|1 1 1)
2 —4 2 11 1
OJHOCHO
1 o1y -1 o2 -1
Mm=—A"=-11 1 1|+|-1 2 -1| neN. (2.3.8)
11 1 2 -4 2

Caz[a MOXKEMO Ja U3pavyyHAMO KOHKPCTHC BepOBaTHOhe Ja 4€CTula M3 jeI[HC o mocynaa

npehe y 6mito Kojy Apyry mocyy Wil OcTaHe y UcToj 3a Hekon € N, O

2.4. IloBpaTHa W MPoOJIa3HA CTamkba

Hebunummja 2.4.1. Heka je {X(n), n € Ny} MapkosibeB nanain. Crame [ je

NnOBpaAmHO aKo je
P{X, =1i,3aHekon = 1| X, =i} =1, (2.4.2)

Tj. aKo je BepoBaTHOha J1a ce CHUCTEM BpaTH y CTame [ NPU YCIOBY /a je y HOYETHOM

TPEHYTKY Y TOM CTamy, jeqHakKa 1. Y cynpoTHOM, Tj. aKko je
P{X, =i,3aHekon > 1| X, =i} <1, (2.4.2)
CTamwe I j€ NpoaaszHo.

VY uMiby MCIUTHBaKa yCjIOBa Kaja je HEKO CTame MOBPATHO/MPONIa3HoO, yBeIrheMo

JOII HEeKe 03Hake, Aoka3zaheMo moMohHy TeopeMy U HaBemhemMo AGenoBy Jemy.

Osznaummo ca v; j(n) BepoBaTHONY 1a CHCTEM IIPBH IyT Johe y CTame j y TPEHYTKY

N, aKo je y IOYETHOM TPEHYTKY OMO Yy CTamy i, OJHOCHO
vij(n) = P{Xy =, Xy # J, e, X # 1, X = jl1Xo = i} (2.4.3)
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Tana je BepoBarHOha fa cuctem ohe y crame j y OUI0 KOM TPEHYTKY M3 MOYETHOT CTama i,

y O3HAM V;j, jeqHAKa

Vij = Ynen Vi, j(M). (2.4.4)

o Haunny nedunucama v;;(n), cmarpamo na je v;;(0) = 0 3a cse i u j. Takohe moxemo 1a

YOUYUMO J1a 32 TIOBPATHO CTame [ BaXKu Ja je v; = 1.

Hebununuja 2.4.2. Heka je {a,} Hu3 peamnux OpojeBa TakaB Ja CTEINECHH PEI
A(s) = Ynen, @nS™ KOHBEpPrHpHA y HEKOM MHTepBalny (—Sp, So), So > 0. OBako

nepunucany Gyukuujy A(s) HazuBaMo cenepamoprom ynrkyujom nuza {a}.

Ha ocnoBy nedununuje 2.4.2. moxemo na nedunuiiemMo reHeparopHe (GyHKIMje HU30Ba

{pij(n)} u {vij(n)}:

P;j(s) = Xnen, pij(M)s™, (2.4.5)
Vij(s) = Xnen, Vij(M)s™ = Ynen vij(n)s™, (2.4.6)
rae je
_ _ (1, akojei =},

OuwnrienHo je 1a peIoBH Ha JSCHUM cTpaHama jeHakocTH (2.4.5) u (2.4.6) xouBeprupajy 3a

Is| < 1.

Teopema 2.4.1. Baowce cnedehe jeonakocmu:

Pii(s) = 1+ V;(s)P;(s) (2.4.8)
Pij(s) = VU(S)RI](S)’ akojei -'/:_] (249)
A Hexka cy i u j ¢pukcupana crama. 3a cBako n € N o3Haunmo

A, =X, =Jj}, Bh={&X1 #J, . Xn1 #J, Xn=J}

Tama Baxku ma je A, =A,B;VU..UA,B,, npu yemy cy A,B,..,A,B, wmehycobHo

JUCJYHKTHHU forahaju, ma 1o0ujamo

pij(n) = P{X, =jlXo =i} = Z:lP{Aanlxo =i} =
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= Yk=1P{Bx|Xo = }P{Ay|By, Xo = i} =
= Yk=1 P{Bi|Xo = 3P{An|Xi = j} =
= Yk=1Vij(K)pjj(n — k). (2.4.10)
Kopucrehu jennakoctu (2.4.5), (2.4.6) u (2.4.10) nobujamo na je
V()P (5) = Sen vy ()™ Snen, pjj (W)™ =

= Yoen[vi;(Dpjj(n — 1) + -+ v;;(n — Dp;;(1) + v;;()p,;(0)]s™ =

P..(s). i,
=T =0 weein)
Jlema 2.4.1. (AGenosa)
(a) Axo peo Yo—1 A, KOHGepeupa, maoa
limg,; Yploans™ = Xp-0an = a.
(6) Axo je ap = 0 ulims_,; Yoo @nS™ = a < 00, mada
Yr=on = limy_ o, Y3 ga, =a. = )
Teopema 2.4.2. Cmare i je nospamuo ako u camo axo je
Yn=o Pii(n) = . (2.4.11)
A [IpernocTaBUMO 1a je i MOBPAaTHO CTamke, OJHOCHO Ja je V;; = Mpeq V;i(n) = 1. Ha

OCHOBY Jieme 2.4.2. (a)
limgy_ Vii(s) = limgo,y_ Xpy v (n)s™ = Xz vp(n) = 1.

Jenanakocr (2.4.8) MoxeMmo aa Hamuiemo u Kao Pj;(s) = ra uMamo Ja je

1
l—Vii(S)’

Jim Py(s) = lim Yin_opu(n)s™ = lim T = oo

Cana Ha ocHOBY Jeme 2.4.2 (6), mobujamo

4 [okas neme 2.4.1. moxe fa ce Hahe y [7] Ha cTpaHu 64.
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oo —_
Y=o Pii(n) = oo,
9IMEe CMO JIOKa3all JUPEKTHO TBPhEHE TeopeMe.

. 5
Jla OucMo JoKa3aiiM CympoTHO TBpheme KOpucTHheMO 3aKOH KOHTparo3uuuje’.
IMpernioctaBuhemMo 1a je crame [ MPOJIa3Ho, Tj. Ja je UV = Ygmeq Vii(n) < 1. Kopumihemem

neme 2.4.2 (a) u jennakoctu (2.4.8), 3ak/pyuyjemMo 1a je
lims_,l_ Vii(s) = V; < 1,

OJHOCHO

1
<
1-Vy(s)

limg_,;_ Py(s) = limg,;_

Cana Ha ocHOBY Jieme 2.4.2. (0) mobujamo n1a je
Ln=oPii(n) < .
Jlokasanu cMo U OOpHYTO TBpheme. M

[Tpumep 2.4.1. Ucniutahemo mposa3HOCT/IOBPATHOCT CBHUX CTama u3 mpumepa 2.3.1.
(ctama a,b u ¢ hemo pemom na oznauumo ca 1,2 u 3) IIpBo hemo nma wcruTamo aa i je
crambe | = 1 TOBpAaTHO, OJHOCHO Ja JIH je Mn—oP11(n) = co. Ha ocuoBy (2.3.9) umamo

cienehe

1 11 1 1 4

S =En(3-35) = Tur -t m = T st =i i= .

3 340 3 3

Crame i = 1 je mOBpaTHO Ha OCHOBY Teopeme 2.4.2.

[TowrTo je p,,(n) = p11(n), noka3uBameM na je i = 1 MOBpPATHO CTamke JOKA3aIH CMO JIa je U

i = 2 noBpartHo. [IpoBepuhemo jom 3a i = 3

1 21 1 2 1 1 2 4 1 8
Zaps( = Zn(5+35) =3 +30ngm = Tag 45 S = i +5 =

U crame [ = 3 je noBpatHo. O

[Mpumep 2.42. Hexka je Z=1{0,—-1,1,—2,2..} cKyn crama XOMOTEHOT

MapKkoBJbEBOT JIaHIIa K HEKa Cy BepoBaTHONe mpenacka jata ca:

® 3aKoH KoHTpanosuuuje: (p = q) © (~q = —p).
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_1 _2
B0 TR 1 ken

Jloka3zatu ja je ctamwe 0 moBpaTHO.

[Tomro je moTpebHO 3n KOpaka Kako Ou ce cucteM u3 ctama (0 MOHOBO BPATHO Y HETa, jep
CHCTEM WJIM ]I YHANpe. J1Ba Kopaka Win ce Bpaha yHa3as 3a jefaH, npoBepuhiemMo na jiu je

Yim=1DPoo(3n) = co. AKko TO BaKH, OHJIA j€ CUTYPHO U Y,p—q Poo(N) = oo.

Poo(3n) = (3111)pnq2n = ﬂ(l)n (E)Zn = Qp,

n!(2n)! \3 3

U caja UCIUTYjEeMO [a JH Pell Y=o dn AuBeprupa. Ilpumenom CrupiaunroBe (Gopmyiie

nl ~+v2nn-n"-e " kagn - o, 1061jaMo

3
@ = (3n)! 22" Vérn-(3n)3™.e3n.22" _\/ /4
n T ni(2n)! 27" ZrnonMe "WaAmn-(2n)2Mh-e—2n.27n - n

1
ITomrro pen Z?f’:o\/_ﬁ JMBEPTUpa, OHAA U PEI Y=o Ay AUBEPTHPA, OJTHOCHO Y.o—q Poo(N)

IUBEprupa, na je cramwe 0 moBpaTHO.

HpI/IMeTI/IMO Ja je CBAKO CTamkbC OBOI' CHCTEMA IMOBPATHO, ITOIOTO OucMo TO JOKasuBaJId Ha

HUCTH HAYHH. O

2.5. CryyajHo JyTame

Pazmatpamo ciy4ajHO JTyTame yecTulle Koja monasu u3 Tauke 0 M y jeaAMHUIHN
BpeMeHa MpaBU JeAMHUYHM KOpaK y MO3UTUBHOM CMEpPY ca BEpPOBAaTHONOM p U y HEraTUBHOM
cMmepy ca BepoBaTHOhoM q = 1 —p. Kopaum y nyramy npeacTaBbajy HU3 HE3aBHCHHUX

Ciy4ajHUX BeaudnHa X1, X5, ... ca HICTOM pacroiesioM BepoBaTHoha:
-1 1
X :( ) k € N. 251
g p (25.1)

Cnydajra BenmuuuHa S, = X; + -+ + X,, mpeacTaBiba IMOJI0Ka] YECTHUIIE TOCJIE N KOpaka, a
KaKo CMO PEKJIM Jia yecTulia rnosiasu u3 tauke 0 onna Baxu na je S, = 0 ca BepoBatHohowm 1.

Hus Sy, S1, S, ... je XomoreH nanaiy MapkoBa uuje cy BepoBaTHOhe npenacka ciezaehe:
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p, akojej=1i+1,
pij =19 akojej=i-1, (2.5.2)
0, akojej+#i=x1.

[ToueTtHa pacnonena BepoBaTHoha 10 cTambUMa je gataca: po = 1u p; = 03ai # 0.

Cana hemo na onpenuMo BepoBaTHOhe mpernacka M3 Tayke [ y Tayky j y n KOpaka,

oIHOCHO P;;(1).

Hexka je wectuna mpu Kperamwy U3 Tadyke [ y TayKy j HalmpaBHUja X KOpaka y MO3UTHBHOM
cMepy U y y HeratuBHOM. Tama je n=x+y u x —y = j — i, onakie ce nobuja na je
x=Mm+j—-0)/2uy=m—j+1i)/2. Jakne 6poj n+j — i mopa na Oyne mapas, mnpu

gemy nobujamo na je p;j(n) = 0 ako je n + j — i Hemapau Opoj u

pij (n) = ((‘n+jrii)/2) p(n+j_i)/2q(n_j+i)/2a (253)

aKo je n + j — i mapas.

Cana hemo 1a mpoBeprMO MOBPATHOCT, OJTHOCHO TPOJIa3HOCT CTamha OBOT JIaHIIA.

Jla Ou ce "yecTua U3 Tayke [ BpaTHia y By, IOTPeOHO je Ja OHA HalpaBH 2n Kopaka:
pu(2n) = (*Mpq™. (2.5.4)

Kopuctehu CtupnunroBy ¢popmyiy, 1001jaMo Jia IpU n —> 00 BaXHU

_en non en)?e?™anm _, o (4p"
pu(Zn) = TPt~ e P = T (2.5.5)

Axo je p=1/2, ouna je p;(2n)~1/Vnm, na je ), p;i(2n) = o, OAHOCHO CTame i je

noBpaTHO. [lakiie cBa cTama Cy MoBpaTHA.
Axojep # 1/2, ouna je 4pq < 1, ma je Y., p;i(2n) < oo, a TUME Cy U CBa CTamba MpoJia3Ha.

Onpenuhemo caga BepoBaTHOhy norahaja na he yectuna momaszehu w3 Tauke i 1a
CTHTHE y TauKy j, Tjie je [ < j, OMHOCHO oapeauheMo v;; Koje je 1ehUHUCaHO Y IPETXOHOM

0JIeJbKY ca (2.4.4).

OuurieqHo BaxM V;; = Vo;’ ', HOIWITO onmMcaHu Jorahaj MOXkeMo Jla mocMaTpamo Kao j — i
y3acTonHux norabhaja ga he yectuna nonazehu u3 tauke 0 ga crurse y tauky 1. Ha ocHoBy

noTIyHe BepoBaTHohe nobujamo aa je
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Vo1 = D + qUp1 %, (2.5.6)

oJlaKJie CJIeu Ja je vy, = 1 i vy, = p/q. Kako3a 1/2 < p < 1 Baxu p/q > 1, To 3a oBe
BPEIHOCTH J00HjaMo Vg, = 1. OuurnenHo je u aa je vy, = 0 3a p = 0, xao u 1a je vy =
13a p = 1. BepoBarHohy v,; MoXeMo Aa mocMaTpaMo U Kao (QYHKIH]y MO P, TOIITO

MOXKEMO J1a j€ 3aMHIIEeMO y O0JIHKY
vor =p + (1 —p)p* +2(1 - p)?p° + 51 —p)°p* + -+ = Lo anq™p"™,  (25.7)

rae ¢y «, npupomHu Opojesu. Cabupiu cy CTporo MOHOTOHE (YHKIMje TO P, 3a P €
(0,1/2), mrto mako MOKe Ja Ce MPOBEPU HANAKEHEM HM3BOZA. 300T Tora je W Uy, CTPOro
pacryha na (0, 1/2). ITomrro je vy, BepoBarHoha u He Tpenasu 1, cieau J1a je Ha OTBOPEHOM
UHTEpBAIly Vg cTporo Mame on 1. Jemuna moryhHocT je vy, = p/q. 3a p = 1/2, vy; Mopa

na Oyne jeqHako 1, jep je p/q takohe jennako 1. Ilpema Tome, 3a i < j nobujamo 1a je

(p/q)’7%, akoje0<p<1/2,
j = 2.5.
Vij { 1, akoje1/2 <p < 1. (2.5.8)

Amnanorso 3a i > j nobujamo n1a je

1 akoje0<p<1/2
= { (2.5.9)

(q/p)'’, axojel/2<p<1.

3a BepoBaTHOhy v;; HoBpaTka y cTame [ aKko YecTHLa IMoJyiazu U3 i, nobujamo dopmyny

Vii = PViy1,; + qV;—_q1 ;. Kopucrehu popmyne (2.5.8) un (2.5.9) nobujamo na jezap € [0,1/2]

vii=p+q§=2p=1—1+2p=1—(1—2p), (2.5.10)
JoK je3ap € [1/2,1]

viizp%+q=2q=2—2p=1—(2p—1). (2.5.11)
Jennaxoctu (2.5.10) u (2.5.11) MokeMoO 3ajeIHO J1a HAKMIIIEMO Kao

vy =1—[2p—1|, (2.5.12)

npu 4emy je p € [0,1]. OnmaBze omer ciiean 3aKkbydak Koje CMO IPEeTX0HO Beh noouim: ca

CTama Cy MOBpaTHa ako ¥ caMo ako je p = 1/2.

[Mpumep 2.5.1. Heka je {Xj, k € Ny} nanany MapkoBa ca BepoBatHohama mpenacka
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1 . .
p--={5 i—jl=1,
Yoo li—jl#

npu vemy je X(0)=0. [daru cy mnpupomau OpojeBu m u n. O3HAIUMO

U =min{k € N|X(k) = —m}, V = min{k € N|X(k) =n} u A = {V < U}. U3 naBenenux

HpeTIocTaBku cienu aa je P(A) = %

Osnauumo ca a; ; = P(4;;), rae je A;; norabaj na ce y ausy {X(k)} nojasu j npe i. ¥ cknany

ca OBUM O3HaKama, umamo 1a je P(A) = a, . Baxe jennaxoctn
1 1
A1,m+n-1 = 3 0+ 3 az2,m+n-2

1 1
A2 m+n-2 = 3 A1 min-1 + 3 a3 m+n-3

1 1
Amin-1,1 = 5" Qmin-2,2 + 5" 1.
Panu kpaher nucamwa 03HAYUMO Vi = Ak min—k- Baku
2y;1=0+y;

2y, =y1+ Y3

2Ymin-1 = Ymsn—2 + 1.

CabupameM OBHUX JeTHAKOCTH J100Uja c€ Y1 + Vmin—1 = 1, @ pelOM HalazuMo Yy, = 2y,

Y3 =2V, = Y1 =3V, Y4 =2y3 = Y2 =4Y1, ..., Ymin-1=(m+n—-1)y,;, na je y; +

1 2 3
Ymin-1=y1+(M+n—1y; =1, 0mHOCHO y;=—— y;=——, Yy3=—— ..,
Vman-1 = m;—::. Kako cmo P (A) o3HauMM ca Ay, = Y, TO je P(A) = % m

2.6. Knacugukanmja crama

Jedpununuje xoje hemo na HaBeAeMO Ha MOYETKY OBOT Jieia ofgHocuhe ce Ha JaHail

Mapxkoga {X,,n € Ny} ca ckynom crama Z.
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Hedununmja 2.6.1. 3a crame j € Z KaxxeMo J1a je docmudicHo U3 cTama i € Z, ako je

v;j > 0 u TO 03HayaBamo ca i — j. JIpyruM peunma, CTame j j€ 0ocmudicho U3 CTama i ako

nocroju n € N taxso 1a je p;;(n) > 0.

Hebunuumja 2.6.2. Crama [ u j MehycobHO komynuyupajy, axo je vy; > 0 u vj; > 0,
OJHOCHO aKo mocToju n € Ny TakBo ma je p;j(n) >0 u m € N, Takso na je pj;(m) > 0.

Komynukanujy usmel)y crama i 1 j 03Ha4aBamo ca i © J.

Teopema 2.6.1. Hexa cmarva i u j mehycobno komynuyupajy. Cmarve i je nogpamuo

(NponazHo) ako u camo ako je cmarve j N08pamHo (NpoiasHo).

A [Tomto crama i M j KOMyHHUIHPA]y, OHJIa TIOCTOje MPUPOAHU OPOjeBU M U N, TAKBU
ma je pjj(m)=a >0 u p;(n)=p > 0. Kopucrehu jennaunne Konmoropos-Uenmena

(Teopema 2.3.1.) nobujamo na je
pi(m +k +n) =p;j(m)p;;(k)pji(n) = afp;;(k), (2.6.1)
pjjm+k+mn) = p;;()p;(Kp;j(m) = afp;;(k). (2.6.2)

Ako cymupamo HejeaHakoctd (2.6.1) mo cBum k u Takohe cymupamo (2.6.2) mo csum Kk,
n061jaMo 11a penioBr Y, P;i(n) 1 Y, pjj(n) MCTOBPEMEHO KOHBEPIUPAjy HIIH JUBEPIUPA]Y.

Tephemwe caga moOujamo ako MpuUMEeHUMO Teopemy 2.4.2. W

CraB 2.6.1. Komynuxayuja je perayuja exeuganeryuje.

A Jla OucMo nokazanu Ja je KOMYHHKalldja pelalifja €KBUBAJICHIIMjE, MOpamo 1a

MoKakemo Ja je oHa peduekcusHa (P), cumerpuuna (C) u tpanzutusHa (T).

(P) Crame [ xomyHuIIMpa ca caMUM COOOM, OJHOCHO [ <> I, TMOIITO je TO MOCIEIUIA

jennakoctu (2.4.7).

(C)HexkaBaxu i « j. Jlamu Baxu u j < i?
oo oA ol © joi

OJIHOCHO BaXH j © 1.

(T)YHekacyi < juj < k. la 11 ouna Baxu i < k?

ITocToju mocroje mpupoaHU OpojeBH M, n, My U Ny, TAKBH Ja j€
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pij(m) > 0,pj(n) > 0,px;(my) > 0up;;(n,) > 0. (2.6.3)
Jlasbe je Ha ocHOBY (2.6.3) u jennaunHa Konmmoropos-Uenmena

pu(m+n) =Y izpijmMpj(n) >0 = i-k, (2.6.4)

Pri(my +ny) = Xjezpj(mpji(ng) >0 = k- (2.6.5)
N3 (2.6.4)u(2.6.5) cneqru napaxui < k. N

[Tomro cMo mokaszany Ja je KOMyHHKalWja penamyja eKBUBAICHIIN]jE, Caa MOXKEMO
CKYH CTama J1a Pa3jIokuMO Ha Kiace eKBUBaJeHIMje. Kiacy eKBUBaJCHIMje YHHE OHA CTamba
Koja Mehycobno xomyHunmpajy. [lomro cmo nokasamu y Teopemu 2.6.1. ma crama Koja
KOMHUIIMPAjy UMajy MCTa CBOJCTBA, OHJIA CJIEAN Ja Cy CBa CTama jelHe Kiace WIN MOBpaTHA
I poasHa. IIpuMerHMo | 1a je morylie ca mo3HTHBHOM BepoBaTHOhoM® 1a ce w3 jemme
Kiace gohe 10 apyre, ajau OHJIAa HUje MOoryhe J1a ce BpaTH y Moja3Hy, jep Ou y CylIpOTHOM Te

JIBE KJIace YMHHUIIC je/IHY.

JHedununmja 2.6.3. Jlananm MapkoBa je necéodmus (Hepaznoscus) ako ce CKyIl cTamba

cacToju W3 CcaMoO jeJHEe KJace CKBHUBAJICHIMjE, OJHOCHO akKko CBa cTama MelycoOHO

KOMYHHUIIUPAJy.

Hedununuja 2.6.4. Heka je E moackyn ckyna crama S. 3a ckyn E kaxeMmo 1a je
sameopen axo je p;; = 0 3a cBako i € E u cBako j € E, 1. ako je BepoBarHoha na ce u3
cTama Koje mpumnajaa ckynmy E mpehe y crame koje HHMje y ckyny E jenHaka Hyiau. AKO
3aTBOPEH CKYIl CaJpXKU CaMoO JE€HO CTame, OHJa C€ Taj CKyl M TO CTambe Ha3UBajy

ancopoyjyhum.
Teopema 2.6.2. Ceaxa nospamna xknaca nanya Mapkosa je 3ameopen cKyn.

A IIpernocraBumo na je C moBparTHa Kjiaca Koja HMje 3aTBopeHa. Tana mocroju i € C u
Jj € C TtakBo na je p;; > 0, mehyrum Huje moryhe na ce cucrem Bpatu y crame [ (y
CYIPOTHOM OM cTama i M j KoMyHHIUpana). Tume cMo no6unu na je BepoBarHoha na ce

CHCTEM M3 CTama i He BpaTH y TO CTame 0ap p;; > 0, mTO ce NPOTUBHU NPETHOCTABIM /1A j€ [

U3 MOBPATHE KJIaCC. |

® Mvicnu ce Ha BepoBaTHOhy Koja Huje jeqHaka Hynu.
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IIpernocraBumo na je I1 marpuia BepoBaTHOhe Mpesacka 3a JiaHai, MapkoBa U Ja cy
Ry, ...,R, moBparae kimace u Ty,..,Ts mpomnasHe kiace. Taga, HAKOH TOTEHIU]jaTHOT

npepacnopesia MHAEKCa CTamba, MaTPUILy MOXKEMO Jla HalUIIeMo y cieaehem o0IuKy:

= . , (2.6.6)

W Q|

rae je [T, matpuina BepoBaTHoha mpenacka yHyTap kiace R;. MoxkeMo J1a MPUMETHMO J1a Cy
marpuue 14, ..., [T, u Q xBagpartHe, 1ok mMatpunia W ne mopa na 6yxae. Takohe je marpuna Q
cybcmoxacmuuna, OTHOCHO CyMe PelloBa Cy Mame WU jenHake 1 mok Oap jemaH pen mma

CyMy CTpOro Mamy oz 1. n-tu crenen marpuue (2.6.6) MOXXeMO J1a HallUIIEMO Y 0OJIUKY

P, = "= , , (2.6.7)

W, Q™

I1a je 34 pa3yMcEBaLC IMOHAIIAKA JIaHIA Yy KJIaCu Rka HOTpe6HO HUCIINTUBAKBLC CaMO MaTpuUIC

Iy

ITpumep 2.6.1. Heka je nata marpuua BepoBaTHoha mpenacka 3a jaHaln, MapkoBa

{X,,,n € Ny} umjm je ckym crama S = {1, 2, 3,4, 5}:

O O O IR NIR
O O O hlwNr
onNIrO O o
_ o= O o
onNIrFO O (@)

[Tormrro matpuity BepoBatHoha [1 MOXEMO J1a HAITUIIIEMO Y OOJIUKY

1 0 11 0 1 0

_ |t _l2 2 i 1

17—[0 Hz],r)lecynl— 13 ull, = > 0 S|
4 4 0 1 0
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OYMTJICTHO j€ J1a CKYIT S MOXKEMO J1a mojiesiuMo y e kinace E; u E, takBe na je E; = {1,2} n
E, = {3,4,5}. lloackynoBu E; u E, cy 3aTBOPEHH, OJHOCHO aKO IMOYETHO CTamke MpUIana
ckymy E;, Taga he cucrem na ocraHe y Toj kiacu u Ouhe Ham 3HavajHa camo marpuna I1;.
HcTo Baxkn ako MOYETHO CTame npumnanga ckymny E,. OBo je mpumep riae uMaMo CIiojeHa J1Ba

IIOTIIYHO HEIIOBE3aHa IIpoLeca. O

IIpumep 2.6.2. Heka je mara marpuiia BepoBaTHOha Ipenacka 3a JiaHai MapkoBa

{X,,n € Ny} umju je ckym crama S = {1, 2, 3,4,5}:

=

=

I
e
coo
oo oo
oT" o o
oo oo

mpu uemy je p >0,q >0 u p+q=1. Ako mocmMarpamMo CKyIl Ca PEIOCIEIOM CTama

{1,5, 2, 3,4}, umamo MarpuIly Ipeiacka BepoBaTHOha 00HMKa

[100001
[0 1 0 0 Of
n=|p 0 0 g ol
IloopquI
0 g 0P O

YuTameM caMe MaTpHUIlEe 3aKJbYYHMO J1a CKYI CTama S MOXKEMO Ja MOAEINMO Yy TPH Kiace
E; = {1}, E; = {2,3,4} u E5 = {5}. IIpBa u tpeha kiaca cy 3aTBOpeHe U 00e ce cacroje u3
caMmo jeHOT cTama, T3B. ancopOyjyher crama. Jlpyra kiaca HHje 3aTBOPEHA U U3 e je
Mmoryhe na ce gohe y npBy wiau Tpehy kiacy, anu je oHza 3aTo HeMoryh moBpartak y JIpyry

KJIacy u3 mpBe u Tpehe. O

Hedununmja 2.6.5. Ilepuoo crawa i, y o3Hauu d(i), jecre Hajehu 3aeAHUYKH
JeJMIIal CBUX TPUPOTHHUX OpojeBa n 3a Koje je p;;(n) > 0. Crame i je nepuoduuno axo je

d(i) > 1, omHOCHO Henepuoouuro axo je d(i) = 1.
Teopema 2.6.3. Ako cTama [ ¥ j KOMyHHUIIAPA]jy, TaJla OHH UMajy UCTH TICPHUOI.
A [TomrTO j€ j MOCTHXHO U3 [ TO OHJIa TTOCTOJH MPUPOIaH OPOj 11 TaKBO Ja je
pij(ny) > 0. (2.6.8)

AHaJIOTHO, KaKo j€ [ JOCTIKHO U3 j, OHJA MOCTOj! MIPUPOJaH Opoj N, TaKBO Ja je
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pji(nz) > 0. (2.6.9)
Ha ocHoBy (2.6.8), (2.6.9) u jeqnaunna Konmoropos-Uenmena cienu na je

pii(ny +ny) = pij(ny)pji(ng) > 0, (2.6.10)
oaHOCHO nobujamo na d(i) | ny + n,.

Cana mpeTnocTaBuMO Ja je N MPOM3BOJbAH MPUpOAaH Opoj Takae Aa je p;j(n) > 0. Tama
oret kopuiiheweM Hejeanakoctu (2.6.8), (2.6.9) u jennaunna Kommoropos-Uenmena cieau

na je
pii(ny + n+ny) = p;j(ny)pj;(Mpji(nz) >0, (2.6.11)

oarocHo d (i) | n; + n + n,. Kako Beh Baxu na d(i) | ny + n,, onga cnenu na d (i) | n. Kako
je n mpou3BoJbaH NpUpoRaH Opoj Koju 3amoBosbaBa pjj(n) > 0, nponamm cMo na je d (i)
3ajenqauyky Jgenwian ckyna {n € N |p ij (n) > 0}. Tlomto ce mepuon crama j, d(j),

neduHUIIe Kao HajBehH 3ajeTHUYKY JAeTUIIall TOT CKYIla, HaJla3uMo Ja je

d(j) = d(i). (2.6.12)
AKO 3aMEHUMO CTama ¥ MPUMEHUMO HUCTH MOCTYIIAaK Kao 70 cajaa, J00ujamMo 1a je

d(i) = d(). (2.6.13)
N3 (2.6.12) n (2.6.13) cnequ na je d(j) = d(i). m

Jloka3uBameM MPETXOJHE TEOPEMe CMO 3alpaBo JIOKa3allH Jia CBa CTama jeIHe Kiace

MMajy UCTU NEPUOJ.
[Ipumetumo 1a cy cBa ctama y npumepMma 2.6.1. u 2.6.2. HeneproguyHa.

[Tpumep 2.6.3. [locmatpamo nanary MapkoBa ca ckynoMm crama S = {1, 2, 3}, unja je

MaTpula BepoBaTHOha Ipesacka fara ca

onNlie O
S O NIRr
_NR N

I'paduuku mpUKa30BOTr JIaHIa JaT je Ha ¢ 2.6.1.
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Cn.2.6.1.

KenuMmo ma ucouraMo NEPUOANYIHOCT CTakba OBOTI JIaHIIA.

[Tocmatpajyhu ci. 2.6.1. MoxeMo 1a younmo Jia ctamba 1 1 2 mel)ycoOHO KOMyHUIIMpajy U Ja
je crame 3 TOCTIKHO U3 crama | u 2. Ctame 3 je OYurieIHO HeNepHOANYHO, MOMITO Kajia je
CHCTEM y TOM CTamy He MOxe Ja u3alje u3 mera, onHocHo d(3) = 1. C apyre ctpaHe, cTama
1 u 2 y ciydajy kazia O MOTJIM 1a C€ BpaTe Y UCTO CTamkbe OM TO YUMHHIIU CaMO TTOCIIE TTApHOT
Opoja kopaka, Tako 1a je d(1) = d(2) = 2. Axo cucrem u3 crama 1 u 2 oze y crame 3, oHia
OHO BHIIIC HE MOE J]a OJIC U3 TOT CTama, TaKo Ja Cy CTama 1 u 2 mpojas3Ha, oK je cTame 3

MOBPATHO. [

2.7. CranuoHapHe pacmnojeJie

HMebunummja 2.7.1. Pacnomena Bepoarnoha (7;);ez, TaE je X;m; =1, je
cmayuoHapHa pacnodend 3a naHall MapkoBa, ako MpPU YCIOBY Jia je MOYETHa pacrojiena

BepoBaTHONA 10 cTambuMa
p; = m;,3acBeli € Z, (2.7.1)
y HapeJIHUM TPEeHYyLlMMa BPEMEHA 0CTaje HEIIPOMEH-EHa, Tj. ako 3a cBe n € N Baxu
(n)

p;  =m;,3aceel €L (2.7.2)

Teopema 2.7.1. Pacnooena (1;);ez je cmayuonapna 3a aanay Maprkoea axo u camo

ako je
T[j = Zinipijl 3a CG@j € Z, (273)
U 2EHEPANHO, AKO U CAMO AKO 3 C8AKU NPUPOOan OPoj N 6axicu

m; = X,;m;p;j(n), 3a cee j € L. (2.7.4)
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A Hexka je (m;);ez craumonapHa pacmnojena. Ha ocHoBy craBa 2.3.2. M jeJHaKOCTH
(2.7.2) cnenm ja 3a cBe mpupoHe OpojeBe N Baxku 1T; = X,; ;p; (1), a KaKo BaH 3a CBaKo N,

Tako Baxxu n3an = 1.

Cazia mpeTnocTaBuMO Jia je MoYeTHa paclojiena BepoBaTHoha Mo crambKMMa jJara ca
(2.7.1) u na Baxwu jeauaxoct (2.7.4), onrocHo (2.7.3). Ha ocHoBy craBa 2.3.2. U jeIHAKOCTH
(2.7.2) u (2.7.4) umamo 1a je

mn _ _ _
P; = XiesPiPij(n) = Liesmipi;(n) = m;,
qHMe CMO MOKa3aitH 1a je (7T;) ez CTAMOHAPHA pacriofena. M

Ako ca m o3HauuMo pacnogeny T = (7;);ez, 0pu uemy Il mpeacraBba MaTPHUILY

BepoBaTHONA mpenacka, Taia jeqHakoct (2.7.3) MoKeMo Ja HalUIIeMO y MAaTPHYIHOM OOJIUKY
m=m-II. (2.7.5)

ITpumep 2.7.1. Heka je matuiia BepoBatHoha mpenacka 3a jtanai MapkoBa Jiata ca

o

e ——
Al O Wik
O BlrRrWIN
alutd|w

—_—

O,Z[peI[I/ITI/I CTallUOHApHE BepOBaTHOhe.

U3 jennakoctu
1 2
- =0
> 5 0]
o 1 g
[T1 T T3] =[m1 T ™3]0 i |
1 5
6 6
nobujamo cienehe
1 1 2 1 2 1
Ty =-T1 +-T -y —-1m3 =0 - —-m3 =0
1= 3T T T3 31— T3 371~ ¢T3
2 1 2 3 I+11 3 1
M, =-m+-m1, — —-m+-m,=0 — =1, —=1m3 = 0.
2 =3M + T LS T [ 202~ T3

3 5 3 1 3 1
7T3:Z7T2 +g7T3 _Zn2+gﬂ3=0 —=TC g7T3=O

Jlo6Gunu cMo J1a jeTHO pellenhe 3aBUCH O Ipyra JIBa, 3aTO KOPUCTUMO U jJ€HAKOCT
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7T1+T[2 +T[3=1

. . . 9 8 36
PemaBamem jeqHaurHa 100MjaMo 1a je T = = M2 = UMz = .

2.8. Eproauynoct

1 name ce 6aBumo MapkossbeBuM saniieM {X(n), n € Ny} umju je ckym crama Z.
IpupoaHO ce MocTaB/ba U MUTAlE MoHamamka Hu3a {X(n)} mocie Beaukor Opoja mpoMeHa
cramba. Y OIINTEM CIIydajy HE MOKe ce ouekuBath ga X(n) KOHBeprupa Ka HEKOM
(HUKCHpPAHOM CTamy, aad OW IpH oApeheHuM yCIIOBMMa MOIJIO Jia CE€ OUYeKyje Ja y HEKOM

CMHUCITY HOCTOjH I'paHHW4Ha pacioaciia.

Hedununuja 2.8.1. MapkoBibeB naHan {X,,n € Ny}, ca ckymom crama S, je

ep2o0uyan aKo 3a POU3BOJbHA CTamba [ M j TIOCTOj!
lim, e, p;;(n) =p; >0, rmeje);p; =1 (2.8.1)
Moskemo pehiun na je nmanarr MapkoBa eprouyan Kajaa iMa rpaHU9IHY PacioIey.

Teopema 2.8.1. Heka je {X,,,n € Ny} nanay Mapkrosa ca konaunum ckynom cmarea
S={1,2,..,m}, pjj=p;j(1) =6, 3a ceaxo i,j€ES, 20e je &§>0. U3 nasedenux
npemnocmasku creou oa je {X,,n € Ny} epeoouuan, mj. 3a ceaxo cmare j € S nocmoju

limy o pij(n) = pj; p; re 3asucu 00 i u eaxicu p; + p; + -+ pp = 1.
A Kopucrehn jennaunne Konmoropos-Uenmena u HejeaHakoCT p;; = § ©Mamo
pij(n) = pu(n— D)p1j + piz(n — Dpaj + -+ + pim(n — Dpyyy =
=2 6[pu(n—1) +pp(n—1+ - +pmn—1] =6, (n=2),
OJIHOCHO
pij(n) = 6,vn € N. (2.8.2)
VBoaumo cienehe o3nake
Anj = min{p;;(n), p2;(n), ..., Pm; (M)}, (2.8.3)

Brnj = max{p,;(n), pz;(m), ..., Pm;(M)}. (2.8.4)
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[Tomro je 3a cBako i € S

pij(n+1) = pup1 (M) + - + DimPm; (M) = anj[pis + iz + - + Piml = @), (2.8.5)
BAXXU 1A je

A(nt1)j = Anj- (2.8.6)
AHanorso ce nobuja na je

Bn+1)j < Bnj- (2.8.7)

Cnenn ma mnocroje mumecn @ = limy,_,, @tyj 1 f = limy,_ Bn; 1 Bakn a < ff. Tpeba na

JOKaxkeMo Jia je a = f3.
[Tosrazumo oJ1 jeqHaKOCTH
pij(n+1) = pup;(M) + -+ Pimbm;(M), i,j €ES.

Cpaku ojn OpojeBa pkj(n), k €S, je Behu wnu jegnax Apnj, @ O6ap jeman on OpojeBa

p1j(n),02;(N), ..., Pmj(M) je jennak By ;, ma p;;(n + 1) Moxe na ce MPONEHN OBAKO:

pii(n+1) = ay;[pin + piz + - + Diml + (Bnj — @nj)8 = anj + (Buj — @nj)8, Vi €S,
OJIHOCHO

Ani1yj = Anj + (Bnj — an;)8. (2.8.8)
Ha cnuyan HaunH ce noouja

Ben+1)j < Prj = (Bnj — anj)0. (28.9)
N3 (2.8.8) u (2.8.9) nobujamo na je

Brni1)j = Enr1)j < (Bnj — @nj)(1 = 28), n €N, (2.8.10)
ofaKyie ce BUIM 1a B — apj = 0, 1. @ = f xann — oo.

C 0063upoM 11a cy a,j u Py ysenene ca (2.8.3) u (2.8.4), a nokasanu cMO M Jia OCTOJ€ U

HBHUXOBU JIUMECH Kajl N — 00 KOjH Cy JeJJHaKH, J00HjaMo J1a je
limy,_,, p;j(n) = a =B, Vi €S.
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OBUM je J0Ka3aHO Ja je oYeTaH JIaHall eproguyad. M

Teopema 2.8.2. Axo je {X,,n € Ng} nanay Mapxosa ca xomaunum cxynom cmarea
S={1,2,..,m}, pirj =p;j(r) =6, 3a ceaxo i,j €S, nexo r €N, 20e je 6§ >0, onoa je

{X,,, n € Ny} epeoouuan.

A HNebunummmo nanan Y, = X,,,, n € N. Ha ocHoBy Teopeme 2.8.1. oBaj naHan je

eproanyaH, OJHOCHO 3a CBAKO CTame j € S mocToju muMec p;;(nr), 0oIHOCHO

lim,,_, o p;j(nr) = pj, (2.8.11)
rjie p; He 3aBucu of1 L € S. Jlasbe umamo

pij(nr + 1) = pupyj(nr) + o+ + pimPmj (1) —> pj[pis + -+ piml = pj, (28.12)
3aTUM CIMYHO BaXU

pij(nr + k) —2 pj, k€{23,..,r—1} (2.8.13)
U3 jennakocru (2.8.11), (2.8.12) u (2.8.13) cnemn na p;;(n) n_}—;}p}* OBHM cMO J10Ka3aiu ja
je {X,,n € Ny} epromuuan. m

ITpumeTrumo na teopemy 2.8.2. MokeMo J1a (OpMYJIMILIEMO U Ha JPYTH HAUMH: aKo 3a
naHan, MapkoBa ca KOHa4YHO MHOIO CTama MOCTOJU MpUpoAaH Opoj Ny, TakaB Ja MaTpula

BepOBaTHOha Ipeacka peaa ny nMa CB€ NO3UTUBHE CIICMEHTE, 0Hz[aje Taj JlaHall eproanvax.

Jlo caga cMo neduHUCATN eproJUYHOCT U HABEJIHM HEKE YCJIOBE KOJH MOpajy Aa Oymy
3aJI0BOJbeHH J1a O saHan, MapkoBa mmao TO cBojcTBO. Jlajbe hemMo na BHIMMO KakBa je

I'paHHU4YHA pacnioaciia EproaAuIHor MapKOBJ'beBOF JIaHIIa.

Teopema 2.8.3. Heka je {X,,,n € Ny} nanay Mapkoea ca konaunum ckynom cmarea S.

IIpemnocmasumo 0a je maj nanay epeooutar, 0OHOCHO 04 je
limy,_ pij(n) = pj, 3a cee j € S. (2.8.14)

Taoa je pacnooena p* = {p}" |j € S} CMAYUOHApHA.
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A Kopumihemem jenmnaunna Kommoropos-UenMmeHa W 4MECHHUIIE J1a je CKYI CTamba

KOHAYaH', IMaMo Ja je
Zjes P; = Zjes limy, e pi;(n) = limy, Zjes pij(n) =1,
Kao u
pj = limy_ o pij(n+ 1) = limy_,e Ykes Dik MPkj =
= Dkes My 00 P (WPyj = XkesPj Prj-
Ha ocHoBy Teopeme 2.7.1. cinenu na je pacmojena {p}" |jES } cTaroHapHa. M

[Tpumep 2.8.1. Heka je nata marpuiia BepoBaTHoha mpenacka 3a JiaHai, MapkoBa ca

ckynoM crama S = {1, 2, 3}:

o

=
I
Wik NIR

————
(@]
NlRrRW|IRrN]|R
el

N[k W]

(a) Omenuru 3akon pacmoaerne 3a {X,|X; = 1} u uzpauynaru P{Xs = 2|X; = 1}.
(6) loxasaru 1a je maHai eprojnyaH U H3padyyHaTH CTallMOHAPHE BepoBaTHOhe.

(a) Axo je X; =1, unrajyhu u3 Tabauie yodaBamo J1a CHCTEM MOXe Ja oie win y 1 ca

1 1 :
BEpOBaTHONOM Sumy 2 ca BEpPOBAaTHONOM > 3ato ciyuajua BenmumHa {X,|X; = 1} uma

1 2
pacojeny @ (1 1)
2 2

3a pauyHame P{X5 = 2|X; = 1} Ham je moTpeOHa Marpula BepoBaTHOha mpenacka Jpyror

pena:
5 5 1
12 12 6
P, = 1?2 = S & 5 .
18 9 18
1 5 5
6 12 12

! KoHauvaH CKyn Oo3BOJbaBa 3aMeHy MecCcTa CyMme U nmMmeca.
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Canma xopuctumo (opmyny ToTasiHe BepoBaTHohe M CBOjcTBO MapkoBa, ma mo0ujamo

cienehe:
P{Xs =2|X; =1} = Yies PIXs =2, X3 =i |X; = 1} =
=DiesPIXz =ilX; =1} - P{Xs =2|X3 =i} =
=P{X; =1|X; =1} - P{Xs = 2|X5; =1} +
+ P{X; =2|X; =1} - P{X; = 2|X5 = 2} +

5 5 5 4 1 5
== Z4+=.-+-.=x 043,
12 12 12 9 6 12

(6) Momro MapTuiia P, nMa cBe MO3UTHBHE WIAHOBE, OHJIa HA OCHOBY Teopeme 2.8.2. cieau
na je MapkoBibeB naHai epromuyad. [lomrro eproguyan janar, MapkoBa ca KOHAYHHM
CKYIIOM CTama MMa CTallMOHApHY IPaHW4YHY pacrojeiy, KopucruheMo jeqHadynHe J100HjeHe
u3 jenHakoctH (2.7.4) u Yjesp; = 1 ma OucMo m3pavyHall cTalMoHapHe BepoBaTHoOhe p;,

i €{1,2,3}:

P1=3D1 + 3 P2

b3 = 3P2 T 5P3,

p; +p; +p3 =1

N w

. . 2 2
PemaBamem jeHaunHa 100MjaMoO pe3ynTar: p; = pt P =-HDp3 = ~ o

ITpumep 2.8.2. Heka je nara marpuiia BepoBaTHoha Ipenacka 3a jJaHai MapkoBa ca

ckynoM crama S = {1, 2, 3}:

01 0
0 0 1}

1 0 0

1=

Jla nu je oBaj maHar eproaudan? Ako jecte, Hahu cTarmoHapHe BepoBaTHhe.

[Ipo6ahemo ma Hal)emo maTpuily penacka ca MO3UTUBHUM €JIEMEHTHMA.

-29.-



0 0 1 1 0 0 01 0
P,=I*=|1 0 0, P,=I*=|0 1 0, p=0*=|0 0 1|=1.
01 0 0 0 1 1 0 0
[TomiTo ce mocine cBaka Tpu Kopaka cucteM Bpaha y TauHo oapelheHo cTame ca BepoBaTHOhoM
jenan, Hehe mocTojaTH rpaHUYHA pacrojelsia OBOT JiaHia MapoBa. 3akjbydyjeMo Jia JIaHarl

HU]j€ eproguyad. O

2.9. lonarak - maTpuile BepoBaTHoha nmpeJiacka 3a koHa4yHe JlaHe MapkoBa

VY oBoMm geny hemo ga oAroBOpHMO Ha HeKa MHUTama Koja ce TUYy MapKOBJEBUX

JIaHalla ¢a KOHAYHUM CKYIIOM CTama, a KOja CC YCCTO KOPHUCTEC Y IIPAKCH.

ITurame 1. Kommko KOpaka O‘IGKYjeMO Jda HalpaByu JiaHall IIp€ HEro mro o4A¢C Yy

arnicopOyjyhe crame (Wm MOBpaTHY KJIacy), ako je X, = i, IJie je i mMpoJIa3Ho CTame?

Heka je II marpuma BepoBarHoha mpenacka HEKOr KOHA4yHOT JaHma Mapkosa
{X,,n = 0}. Kao mto cMO paHHje CIIOMEHYJH, OBa MAaTpWIlda MOXE Ja Ce MpPEACTaBU y

00Ky

= [%H;] (2.9.1)

rae je Il marpuiia BepoBaTHOha mpenacka caMO 3a OHAa CTama Koja cy moBpatHa, Q je
noaMatpuiia matpuie II u mpyxka HaMm YBUJI y BepoBaTHohe mpemna3a m3mely mponazHuX
ctama, u W je moamarpuna marpuiie I koja caapu BepoBaTHohe mpenacka U3 mpoia3Hux y

noBpaTHa ctama. Crenen marpuiie (2.9.1) uma o0muk

m = [’Z/—:%] (2.9.2)

[Tomro cy BepoBatHOhe Kkoje ce Hanmaze y Marpuid () Be3aHe 3a BepoBaTHOhe mpenacka
nu3Mel)y mpoasHux crama, TO 3Haun jaa he Q™ — 0 kax n — co. Omasne mobujamo ma he
ariCoJyTHE BPEIHOCTH COINCTBEHUX BpeJHOCTU MaTpulie Q na 6yay crtporo Mame o 1. Ctora

he na mocroju unseps matpune (I; — Q), Tj.

M=(,-0Q)L (2.9.3)
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AKo je j mpoia3HO crame AeduHummMO ykynan Opoj morahaja na ce cucrem Hahe y Tom

CTamy
Vi = Yo I{Xn = j}- (2.9.4)

Kako je j mponasno crame, To je onja Y; < co ca BeposatHohom 1. IlpermocraBumo 1a je

X, = i, TIe je i Takohe mpona3Ho cTame. Tana je
E(Y|Xo =) = EQnso [{Xn = j}1Xo = 1) =
= Ynzo P{Xn = j1Xo = i} =,
= Ynz0 pij(n).

JoOunu cMo na ouekuBame E (leXO = i) MpEJCTaBsba [—TYy BPCTY U j—Ty KOJOHY MaTpHULE
I; + P+ P% + -+, IITO je UCTO Ka0 U BPEJHOCT [—Te BPCTE U j—Te KojloHe Marpuue Iy + Q +

Q? + -+- 8. [IpocTOM pauyHHIIOM J100MjaMO J1a je
Li+Q0+0*+ - =U;—Q) =M. (2.9.5)

[Tokazanu cmo na je ouekuBaHu Opoj gorahaja ga cucrem yhe y cTame j ako je 3amoueo y

CTamy [ jelHaK Opojy KOjH ce Hala3| y [—TOj BPCTU U j—TOj KOJIOHH MaTpuie M.

AKO XKenuMo Ja u3pauyyHaMmo OYeKHBaHHM Opoj Kopaka na jaHai yhe y amcopOyjyhe
CTame WIN KJIacy, Ipu yemy je Xy = i, HoTpeOHO je Ja cabepeMo CBe BPEIHOCTHU I—T€ BPCTE,
OJTHOCHO Ja cabepeMo CBE OYEKHMBaHE BPEIHOCTH jaoralaja ia CHCTEM IMTOCETH CBa MpoJla3Ha

CTama aKo je Xy = i.

IMpumep 2.9.1. Tlocmarpamo nanar; MapkoBa ca ckymoM crama S = {1,2,3,4} u

MaTpuaom BepOBaTHOha ImperaCka

1/2 1/4 1/4 0
1/3 2/3 0 0
0O 0 1/3 2/3(
0 0 3/4 1/4

m= (2.9.6)

Hakon mpepacriopena ckyma ctama S y cky {3, 4, 1, 2}, uMaMo HOBY MaTpHIly mpeacka

8 OBge ce, kao 1 garoe Yy OBOM OJerbKy, i-Ta BPCTa U j-Ta KONoHa He ofHoce Ha peaHe 6pojeBe BpCTE
N KOIloHe maTpuue, Beh Ha BpPCTE U KOJIOHE op,peheme CTaka y Mmatpuuin.
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1/3 2/3| 0 0
3/4 1/4‘ 0 0

"=z o [17z 174 80
0 o0 1/3 2/3
rae je
= 11/3 2/3 _[1/2 1/4 _[1/4 ©
P‘[3/4 1/4] Q‘[1/3 23l W=l ol (258)

Jlasbe umamo 11a je

M=U-0 =[F 7]

W3 Marpuiie 9utaMo J1a aKko jé CHUCTeM Yy IMOYeTKy Ouo y cramy 1, ma je odekuBaHH Opoj
moceTa cramy 2 Mpe Hero mTo yhe y moBpaTtHy Kiacy jeqHak 3, a OYeKHBaHU Opoj Kopaka
KOJU CHUCTEM HalpaBH IIpe Hero mrto yhe y moBpaTHy kiacy jeaHak je 4 + 3 = 7. Ako je
Xy = 2, oHjia je oueKkuBaHU OpOj KOpaka KOju CUCTEM HalpaBu Ipe HEero mro yhe y moBpaTHy

kiacy jemHak 10. O

[Murame 2. AKO MMaMO HECBOJJBMB JIAaHAIl W TPOW3BOJbHA CTama i,j € S, KOIUKU je

OuYeKHBaH Opoj MOTPEOHUX KOpaka Ja cucteM mpehe U3 crama i y cTame j?

3a 0roBOp Ha APYro NUTame KOpUcTUheMO TEXHUKY KOjy CMO JI0 caja JeduHucand,

aJIi Ca HCKMM H3MCHamMa.

[IpepacnopeanhemMo ckyn cTama Tako /1a je Ha IPBOM MECTY CTame j. Tume maTpuiy

BEepoBaTHOhA Mpenacka MOXKEMO J1a HallUIIeMo Ha cieaehu HauuH:

_[pjij| U
= Q], (2.9.9)

rae je Q cyOcroxacTuuHa MaTpuia u Bektop U caapyku BepoBaTHOhe Ipenacka U3 crama j y
npyra crama. [IpumeTumo can 1a 6u 0AroBOp Ha MHUTAHKE KOJUKO KOpaKa je MOTpeOHO J1a ce
HampaBH Kako OM CHUCTEM MpEIIao U3 CTama [ y CTambe j OCTAI0 HEMPOMEHEHO ako OU cTame

J 6uno amcopOyjyhe. 3aTo hemo maspe 1a mocMaTpamMo MaTpUIly Koja ce pasiukyje o (2.9.9)

p= [V%—g] (2.9.10)

OBgaj npo6iieM HaM ce cajl CBOJIM Ha pelllaBaie MPBOTI MUTamba Koje cMo Beh 00jacHMIIH.
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[Tpumep 2.9.2. [TocmaTpamo maTpuily BepoBaTHOha mpesacka 3a Cliyq4ajHo JIyTame ca

peduextyjyhum 6apujepama u ckynom crama S = {0, 1, 2, 3, 4}
0 | 1 0 0 0

[1 /2|1 0 1/2 0 O ]
0 |1/2 0 1/2 01

l001/201/2J
olo o 1 o0

= (2.9.11)

BWN RO

XKenumo na u3padyHaMmo KOJIMKO KOpaka je moTpedHo aa cuctem npehe u3 crama 3y crame

0.

0 1/2 0 O 172 2 2 1
1/2 0 1/2 0 1_2(2 4 4 2

- CM=(l; — = 2.9.12
0 0 1 0 412 4 6 4

CabupameM cBuX BpeqHocTd u3 Tpehe Bpcre marpuiie M mobujamo 1a je odeKuBaHH Opoj
KOpaka, KOju je MOTpeOHO /1a ce HalpaBH Kako OM CHCTEM Mperrao u3 crama 3 y crame 0,

jemnak 15. O

[Mutame 3.  Axo je Xy = i, mpu ueMy je [ IpoJa3HO CTame, U MOBPATHE Kilace 00eIeKUMO

ca Ry, R,, ..., , K0Oja je BepoBaTHOha 1a maHaIl 3aBpIIY y MOBPATHO] Kiacu Ry,?

[IpumeTnMo na MOBpaTHE Kiace MOXKEMO Jla rmocMmarpamo kao amcoOyjyha crama,
OJIHOCHO JIa TPYIUIIEMO CBa CTama jeAHe kiace y jeaHo. Tako hemo ymecto Ry, R, ..., na
KOPHUCTHMO O3HAKE 17,71y, ..., TI€ J& Pp r, = 1. O3HauuMo ca ty,t,, ..., CBa MPOJIA3HA CTamba

cucrema. ManI/H_Iy peiacka MOKEMO 1a HAITMIEMO y O6J'II/IKy

1= [IWL}—S] (2.9.13)

r7ie CMO IpBO CTaBWIM acnopOyjyha crama. 3a MpoU3BOJEHO MPOJIA3HO CTamwke t; U MOBPATHY

KJIacy 1y, neunrcahemo BepoBaTHOhY
pi(t) & P{X,, = r,3aHexkon = 0|X, = t;}. (2.9.14)

3a arcopOyjyha crama 13, U 1; Baxku aa je pr(1,) = 1 u p(1;) = 0, ako je i # k. 3a cBako

HpOJIa3Ho cTame t; mMamo ciienehe

pi(t;)) = P{X, =r,3anexkon = 0|X, =t;} =
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= ZjESP{Xl = j|X, = i}P{X,, = rx3aHeko n = 0|X; = j} =
= YjesPe,,iPk () = X Peyr P (1) + Xt Peye P (b)) =
=Dty T th pti,tjpk(tj)- (2.9.15)
[peTxo/Ha jeIHAKOCT MOXKeE JIa C€ MPUKaXKEe U MaTPHUYHO Ha cieiehn HauuH
A=W + Q4, (2.9.16)
rae i—Ta BpcTa M k—Ta KoJloHa Matpuile A mpejcraBiba BepoBatHohy py (t;). Jabe umamo
A=W+04A & (,-QA=W < A=(,;— Q)W < A=MW. (2.9.17)

[Mpumep 2.9.3. TTocmatpamo marpuity (2.9.7) u3 npumepa 2.9.1. koja uMa CKyIl CTama

S=1{3,4,12} 1.

1/3 2/3‘ 0 0

3/4 1/4| 0 0
1/4 0‘ 172 1/4)
o o0l1/3 2/3

[TpumeTrMO 1@ y OBOM NpUMEPY 3HAMO Jla CUCTeM Mopa Ja yhe y crame 3 mpe crama 4
OJTHOCHO JIa CHCTEM yJjla3u y MOBpaTHY KJacy camo Nmpeko ctama 3. Tako na je oBo g00pa
MpOBEpa 3a paHHU]je OMHCaH MOCYTHakK, jep Cy BepoBaTHohe 1a W3 MpoJia3HUX CTama yhe y

cTame 3 jenHake 1, a 1a U3 Nposia3HUX cTama yhe y crame 4 jennake 0.

Nmamo na cy

welp e W=l

4 6
naje
3 4
MW =1 P %
2 110

IITO CMO W ouYeKuBaiu aa hemo aa nodujemo. O

[Tpumep 2.9.4. Ilocmarpamo cama mpumep 2.9.2., rae mocne mpepacrnopehuBama

crama umamo 1a je S = {0, 4, 1, 2, 3} u Marpuiry npesacka je o0oauka
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1 0 0 0 0
[ 0 1 ‘ 0 0 0 ]
17=| 12 0 0 1/2 0 | (2.9.18)
0 0 |12 0 1,2
l o 121 o 1/2 o |
Tana je
0 4
12 0 3/2 1 1/2 1 [13/4 1/4
W=[0 0],M=[1 2 1], MW =2 [1/2 1/2]. (2.9.19)
0 1/2 12 1 3/2 3 l1/4 374

Axo je Xy = 1, BepoBatHoha na cucrem yhe y amcopOyjyhe crame 0 jemnaka je 3/4, a'y
crame 4 jegnaka je 1/4. IlpuponHo je ma Oyae Beha BepoBaTHOha Ja cuCTEM U3 CTamba
1 npehe y crame 0 Hero y 4, nomro cy crama 0 u 1 nupekTHO noBe3aHa. CiavyaH 3aKkJbydak
nobujamo u kana je Xy = 3, camo IITO cy BepoBaTHohe 3aMemeHe, MOIITO Cy cTama 3 U 4
IUpeKTo noBe3aHa. Ako je Xy = 2, taga he cucrem ca uctuM BepoBaTHohama na yhe y
arnicopOyjyha crama Ou 4. OBO CMO MOIVIM J1a OYEKYyjeMO jep CTamke 2 HHje JUPEKTHO
MOBE3aHo ca anpopOyjyhum ctamuma, Beh je moBesaHa ca lUMa MPEKOo Be3e ca crakbuMa 1 u
3 y koje omna3su ca uctuM BepoBarHohama. C npyre crpase, crama 1 m 3 ca HCTUM

BepoBaTHOhama mpenase y ancopOyjyha crama, na ce 3ato u 1o0uja OBakaB pe3yaTar. O
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3. IPUMEHA JJAHALIA MAPKOBA CA IMCKPETHUM BPEMEHOM

3Havya] MapKoBJ/BEBUX JIaHANA JICKH Yy BEIUKOM OpOjy NPUPOJAHUX (DUUUYKHUX,
OMOJIOIIKKX, €KOHOMCKHX W JPYruxX ()eHOMEHa KOjU C€ MOTy OIMCATH ca HUM. Y OBOM

norjasspy 60aBuheMo ce mpuMeHoM JaHana MapkoBa y pa3HUM CErMEHTHMA.

3.1. Jlanan MapkoBa u BuHepoB npoiec

Cana hemo 1a moka)keMO Kako MOYKEMO J1a KOPUCTUMO JlaHal] MapkoBa 3a peliaBame
HEKHX MaTeMaTHYKHX IMpoOsiiemMa. ¥ KOHKPETHOM Cllydajy ommcaheMo Kako ce MPUMEHOM
nmaHaia MapkoBa Moxe AokazaTu TBpheme BunepoBor mporeca. Kako mo cama HECMO
cioMumany BuHepoB mporiec, npBo hemo 1a HaBeAeMO HWEroBy AedUHUIM]Y, a 3aTUM U

TBpheme Koje Tpeda J1a JOKaKEMO.

Hepununuja 3.1.1. Ciyuajuu npouec {W (t),t = 0} nedpuHrCaH HAa HEKOM MIPOCTOPY

BepoBanoha (£, A, P) je Bunepos npoyec win bpaynoso kpemarve, ako BaxKu:
(a) W(0) = 0 ckopo curypHo;
(6) cmyuajan niporiec W nima He3aBHCHE MpUpPAIITaje;

(B) 3a cBe peanne OpojeBe 0 < s <t < oo Baxku W(t) — W(s) € N(0,t — s), 1j. ciay4ajHa
Bemmunaa W (t) — W(s) uMa HOpMajHy pacrojeny ca MaTeMaTHYKUM OueKuBambeM 0 u

JHCTIep3ujoM t — S.

Tephewe 3.1.1. Hexa je a >0, B >0, {W(t),t =0} Bunepos npoyec, U =
min{t| W(t) = —a}, V. =min{t| W(t) = B} u A ={V < U}. Baxcu jeonaxocm P(A) =

a

a+p’

A [IpernocTaBuMO TpBO 12 je % paunoHanan Opoj, Ha HpUMeEp %: % rne mMeZu

n € N, omHocHO ¢ = Am u § = An 3a Heko A > 0. /lehuHUIIMO WHIYKTUBHO HU3 OpojeBa

to, ti,ty, - (0=t < t; < t, <), Ha cnegehu HAUMH:

ty =min{t [ [W(®)| = 2},
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nzak € Nje
teer =min{t |t > t, W) —W(t)| = A}

Heka je X(0) =0 u X(k) = %W(tk), k € N. Cnyuajun nu3 {X(k),k € Ny} je xomorenu
nanair MapkoBa ca CKynoM cTawa S = Z 1 BepoBarHohama mpenacka p;; = %, ako je |i —

jl = 1. Opyrum peunma {X(k), k € Ny} je cnyuajuo nyrame. Kopucrehu npumep 2.5.1., y

uu3sy {X(k)} 6poj n ce nojasspyje npe 6poja —m ca BepoBaTHOhOM % = ﬁ = P(A).
a

VY onmrem ciydajy 3

He Mopa jaa Oyzae panumoHajiaH Opoj, ajau IOCTOje HHU30BH
no3uTUBHUX Opojea (y,,) u (6,) TakBu ma y, T B, 8, ! B, npu yemy cy OpojeBu yﬁ u ai

parmonanHu 3a cBako n € N. Axo tpajekropuja W (t) moctuxke BpemHOCT [f Tpe HEro —a,

. a
OHJIa OHA CUTYPHO JIOCTHIKE U Y, Ipe Hero —a, mto 3Hauu jaa je P(A) < v C npyre
n

cTpaHe, ako Tpajektopuja W (t) moctuke BpeAHOCT —@ Npe HEro [5, OHJA OHA CUTYPHO

JOCTUXKE —a TIPe HEeTo O, MTO 3HAYH J1a j& ﬁ < P(A). Jame cienu na je ﬁ <P(A) <
n n

a . a
,  PeJIackoM Ha jumMec qooujace P(A) = —. W
a+yn a+f

3.2. Moaeia Ha0aBKe

Pazmatpamo cutyanujy y kojoj ce poGa HabaBba y LUJbY Ja 33JJ0OBOJBM HOTpede
kynaua. IIpernocraBibamMo 1a ce 0OHOBa HaMHUpHHUIIA BPIIM Ha Kpajy CBAKOI MEpHoja Koje
hemo nma osznaummo ca n = 0,1,2, .., u npernocraBuhemMo aa je yKyIlHa MOTpaxma pode
TOKOM NM-TOI TepHoja CilydajHa BeludyMHa &, uvja (QyHKIMje pacrojene He 3aBUCH O

nepuonaa,
P{&, =k}=a, 3ak=012.., (3.2.1)

rae je a = 0 u Yxso @ = 1. HuBo 3anmxa ce mpoBepaBa Ha Kpajy cBakor mnepuoja. JlomyHa
pobe je oapehena ca nBa Opoja ¢ u C > ¢ Ha cinenehw HaYWH: aKo je HA Kpajy mepuoja
KOJIMYMHA pole Mama O]l C, TaJla ce IMOIMymhaBajy 3aiuxe 10 KoinduHe C. YKOJIHMKO ce Ha
Kpajy Mepro/ia pacroiaxe KOJIMYMHOM 3aJIhXa KOjUX MMa BHIIIE O] C, TajJa HeMa morpede 3a

AOIIYHOM. Hexka Xn npeacTraBjba KOJIMIUHY I(OJy HMaMO y Maralfuay HCIOCPEAHO IIpC 00HOBE
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3anuxa Ha Kpajy n-tor nepuona. Ctama y KojuM Moxe Ja ce Halje mpouec {X,,} 3aBucu ox

KOJIMYMHC HAMUPHUIA Y Maralfnuuy,
s={c,Cc-1C-2,..,1,0—-1,-2,..}, (3.2.2)

r7ie HeTaTUBHU OpOjeBM O3HAuYaBajy HEHCIyHEeHE 3aXTeBe KOju he OMTH 3a0BOJBEHH OAMaX

HakoH oOHoBe 3anuxa. [Iporec {X,} je onucan Ha cir. 3.2.1.

: i
§2 i

X, T X,

&

A
c

X, ¥\
1 5 3 [Meprog
Cn. 3.2.1.

C 003upoM Ha TO Kako ce BPIIM JOMyHa 3ajinxa, KOJHMYMHa poOe m3Mely NBa y3acTomHa
TIepro/Ia je moBe3ana ciieiehom penammjom:

Xp— &1, axkojec <X, <C,

Yo = (e ook, e (3.23)

rae je &, KonWmumHa ToTpaxkme y (n+ 1)-BoM mepuonay, KOjU 3aJ0BOJbaBa 3aKOH
BepoBaTHOhe (3.2.1). AKO NHpeTHOCTaBMMO Ja Cy Ciy4ajHe BEIMYUHE MOTPAXEHE TOKOM
onpehenor nepuona &;,¢&,, ... He3aBuUCHe, Tama {X,,n = 0} jecre manamm MapkoBa ymja ce

MaTpulia mpesiacka Moxe 1ooutu u3 penamuje (3.2.2), om1HOCHO

P{é1=i—j}, akojec<i<C,

P{fni1 =C—Jj}, axojei<c. (32.4)

Py = Per = J1Xn = 1} = |
[To3HaBameM wmaTpuile BepoBaTHoha Tpenacka, MOXEMO Jajbe Ja HCITHTYjeMO
0ocoOMHE MOjieNa, a jeHa O] BAKHHUJUX j€ Ja MPOBEPUMO Ja JIM je JIaHAIl eproJudaH U aKo
jecte ma m3padyHamo cranudoHapHe BepoBarHohe. I[Tocrojame cranmmoHapHuUx BepoBaTHOha

OMOI‘y'haBa " UCIIMTUBAKLC e(bI/IKaCHOCTI/I HOCTOjChCF MOZ¢Cia, OTHOCHO Ja JIh CYy Bep0BaTHOhe
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Jla 3aJIUXe HUCY 3aJ0BOJHHIIEC TIOTPAXKELY 10 MEPUOAY BEIIMKE M aKO jeCy Ha KOju Ha4MH Tpeda

Ja CC IIPOMCHHU II0JIMTHUKA ITOCJIOBAbA.

[Tpumep 3.2.1. Pasmorpumo ciyuaj rae je moryha morpaxma ox 0, 1 u 2 pe3epBHa

nena 'y OWiio KoM mepuojy, ca BepoBatHohama
P{&, =0} =0.5,P{§, =1} = 0.4, P{¢, = 2} = 0.1, (3.2.5)

u e cy rpanuie ¢ = 0 u C = 2. YKOJIUKO Cy CBU PE3EPBHU JCIOBHU MPOAATH, TO3BOJHCHO |
Jla c€ TOKOM jeJHOT Mepro/Ia Hapy4yH caMo jeJaH J1e0 Koju he OMTH UCIOpYYEeH 0JIMaX HAKOH
o0OHOBe 3aymxa, OJHOCHO CKyml crama 3a X, je S ={—1,0,1,2}. Ha ocHOBY jemHakocTu
(3.2.4) u (3.2.5) moxxemo ga 1oOujeMo MaTpUIly BepoBaTHONA Mpenacka:

-1 0 1 2

-1 0 01 04 05
0 01 04 05|

0
1 0.1 04 05 O
2 0 01 04 05

I =

Caz[a hemo Ja UCIIUTAaMO CproAUYHOCT OBOI' JIaHIIA U YKOJIMKO CC HCIIOCTABU Oa je JJaHaI|

epronuyan Hahu hemo crarmonape BepoBatHohe.

0.04 022 044 03
0.04 022 044 03
0.04 0.26 045 0.25(
0.04 0.22 044 0.3

P,=1%=

[Tormro P, uMa cBe MO3UTHBHE €JIEMEHE, Ha OCHOBY TeopeMme 2.8.2. JlaHall je eprojauyaH U Kao
. * * .
TakaB MMa cTraiuoHapHe BepoBaTtHohe. M3 jenmnakoctu p; = p;Il nobujamo cnexehe:

. 1 . 1 4 1 « 13
PZi=35Po=5 PL=;HUD2=7; BepoBarHoha na 3anuxe Hehe 3a10BOJBUTH MOTPAKELY

. .1 .
jenHaka je —, Tla MOXEMO Ja 3aKbydhMo Jia HHje noTpeOHO 1a moBehaBamMo HHUBO

CKIIaauIITeHa pooe C. O

3.3. IIponact urpaya kao nanan MapkoBa

ITocmMaTpamo urpava Koju urpa HeKy urpy Ha cpehy y Kojoj MOoke Ja OCBOjH jelaH
KETOH, KOjU MMa ojjpeheHy HOBUaHY BpPEJHOCT, ca BEpOBaTHONOM p, OJHOCHO Ja TryoH
YIIO’)KEHH KETOH ca BepoBaTHOhoMm q = 1 — p. Urpau npecraje ca UTpOM aKO CaKylH Ta4qHO

N >xeroHa wiu ako cBe u3ryowm. [IpermoctaBumo ma cy urpe melhycooHo HezaBucHe. AKO ca
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X, o3HaunMO Opoj ’KETOHA KOje Wrpad MMa y TPEeHYTKy n, oHzaa je {X,,n € Ny} mporec

Mapxkoga ca ckynom crama S = {0, 1, 2, ..., N} u BepoBaTHOhaMa mpenacka:

1, akojei=j=0wumui=j=N,
p, akojej=1i+1,

Pij = q, akojej=1i—1, (3.3.1)
0, wuHaue,
HJIKM MaTpHU4IHO
1 0 0 .. 01
q 0 p O :
0 0 0
n=. 1 °°F . (3.3.2)
q 0 p
L0 .. 0 0 1

VY 0BakBOj CUTYyalljl HAC 3aHMMa KOJIMKa je BepoBaTHONa Jla urpad Ha Kpajy urpe ocBoju N
’KeToHa ako Om moueo wurpy ca i € {1,2,..,N —1}. Osnaunmo Ty BepoBatHOhy ca P;,

OJTHOCHO
P; = P{X,, = N 3auekon = 1|X, = i}, ie{1,2,..,N—1}. (3.3.3)
[Tpumernmo na 3a oBako aeduHHCcany BepoBaTHONY Baxu na je Py = 0 u Py = 1.
Ha ocHoBy opmyie ToTanmue BepoBatHohe nmamo cienehe:
P, = P{X,, = N3anekon = 1|X, = i} = }; P{X, = N3anekon = 1,X; = j|X, = i}
= YjP{X, = N3anexon = 1|X; = j}P{ X, = j|X, =i} =
=pPiy1 + qPi_y. (3.3.4)

3amernom p + q = 1y (3.3.4) umamo cienehe

pP; + qP; = pPiy1 + qPi—4. (3.3.5)
OOJHOCHO
P, —P = %(Pi —P_), i=12..,N-1 (3.3.6)

Kako je Py = 0, a Baxxu u (3.3.6) nobujamo
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N-1
PN_PN—lzg(PN—l_PN—Z):(g) P;.

Cabupame npBHX [ jeIHAKOCTH, 100HjaMO

2 i-1
— 1, (4 4
Pi_P1—P1[p+(p) + +(p) ], (3.3.7)
OJIHOCHO
1-(q/p) . q
-*1
p, =] 1-@/m Lo akoje s # L (3.3.8)
P, ako je % =1.

Kopumthemem unmenutie 1a je Py = 1 kao u jennakoctu (3.3.8) 3a i = N, umamo 1a je

1-(a/p) : 1
N dKo jep * -,
p ={17m o (3.3.9)
N aKojep =,
U OHJIA je
1-(a/p)" .
—, -*1,
p = {am® T (3.3.10)
i, ako je -1,
N p
[TpumeTrnmo na kaga N — oo Taza je
i
1—(4 , axkojep > 1,
pP; - (p) ) 2 (3.3.11)

- 41 -



Crora mMoxemo Ja 3akjbydnuMo na he, y ciydajy kama N — oo, WUrpad HEOTpaHHUYEHO 1a
. . 1 1
yBehaBa cBoj kanutai (y BUIY )K€TOHA) ako je p > ~» 10K hezap < 5 ca BepoBarHohoMm 1 na

ocTaHe 0e3 )KeToHa.

[Tpumep 3.3.1. [IpernoctaBumo na ce Ilerap u @wnun TakMuve y urpu ca Hopunhem
y KOjoj je uuib Oanutu HOBUMh Onmke 3uay, a TMOOSAHMK Kao Harpaay nobuja HoBuuh
nopaskenor. Ilerap je 60/bu y 0BOj urpu u o mobehyje ca BepoBaraohom p = 0.6. (a) Ako
[Terap mounme urpy ca 5 noumha, a @unun ca 10, koja je BepoBatHoha na he Ilerap na

nobemu? (0) IlIra ce nemana axo [lerap uma 10, a @wmn 20 HoBunha?

(a) Mu 3ampaBo Tpaxxumo BepoBaTHOhY Kojy moOujamo kama y (3.3.9) ysmemo na je i = 5,

N = 15 u p = 0.6. Tume gobujamo 1a je TpakeHa BepoBatHoha

_)5
3~ 0.87.
1-(2)"

(6) OBme mMamMo CIMYHY CHTyalujy kao moxa (a), camo mTo je oBae i = 10 u N = 30.

o
I
i
—~
N

Tpaxena BepoBaTHONa je jeTHAKa

B E 10
py=0G__o08 o

()"

3.4. MenaenoB moaea HaciehuBama

JenHo on HajBehux HayuHux gocturayha y XIX Beky nocturao je I'perop Menaen Ha
nosby Ouosoruje. OH je BpPIIMO KOHTPOJIMCAHA YKpUITama H3Mel)y pasiIuyuTux CcopTU
OalITaHCKOT Tpallka KoJ KOjux je mpartuo ojpeheHe ocoOune. ExcniepuMeHTH cy Tpajanu
ocaM roJyHa U 3axBajbyjyhu HHMa CTBOPEHE Cy NpBE MPEJICTaBe O OCHOBHUM IMPUHIMIIKUMA
HacnehuBama. MeHzen je mpenBHUIeO Ja CBAKW I'eH MOXe Ja Johe y BHIIe pazIHuuTHX

anena’. Pasnuante ocoGHHe KOj€ je IMocMaTpao MpH y3rajamy rpaika (IIopeauo je BUCOKE U

% Teneche henuvje cagpxe ABe rapHUType Xpomo3oma Mpu Yemy jegHa BOOW MOPEKSio of Majke, a
apyra o oua. XpoMO30MU Cy Y TeriecHUM henvjama yapyXeHu y napoBe Koju ce HasunBajy XOMOoJSiorm
Xpomo3omu (jegaH XpoMo3om M3 napa ce gobuja og majke, a apyrm og oua). NeHn ce Hanase Ha
XpPOMO30OMUMA M TO Ha Ta4yHO oapehieHOM MeCTy Ha3BaHOM eHCKM NOKyc. [eHu Koju 3ay3umajy ucta
MecTa Ha XOMOJIOTMM XpOMO30oMMMa Cy anenu. Anenu cy pasnumymti obnuum jegHor CTor rexHa.
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HUCKe OWJbKE, OKpyIJia U HaOopaHa 3pHA, M JKYT€ M 3€JICHE COPTE), 3aBUCHJIC CY O] THIa

ajena Koje cy Onspbke nmale.

MeHgen je oarajao 4yucTe JIMHHMjE OWJbaka: jeHy KOja y CBaKOj reHepaluju aaje
OKpYTJIO U APYTy Koja naje HabopaHo 3pHO. bribke U3 TakBe aBe JIHMHHUjE yKpiTa Mel)ycoOHO
U TO Ha3WBa poauTesbCKOM (mapeHTanHom) renepanujom (P). Y moToMcTBY je m100M0 CBe
OWJbKE ca OKPYIJIMM 3pHOM M Ty TeHepalujy je Ha3zpao npBa ¢unujanHa (F1). MehycoOnum
ykpmTameM Omsbaka F1 renepanmje nobuo je HapenHy, F2 reHepaiujy y Kojoj ce jaBibajy
OMJbKE U Ca OKPYIVIMM M ca HaOOpaHHM CEeMEHOM Yy OpojHoM onHocy 3:1 (Tpu myra mma
BHUIIe OMJbaKa ca OKPYIJIMM HEro ca HabopaHuMm cemeHoM ). Ha 0CHOBY OBOT eKcliepuMeHTa,
Menzen je 3ak/bydno aa ocobmHe KoHTposmiie onapehenn Hacmeanu ¢akrop. CumOoIOM
BEIMKOT cioBa A o0enexuo je ¢hakrop Koju oapehyje okpyriio, a MajauM CIIOBOM a OHAj KOjU
n3a3uBa HabopaHo 3pHO. Kana ce oBa nBa dakropa Hal)y 3ajenno (Aa) y jenHoj OusbIy oHzIa
ce McroJpaBa camo JejcTBo (akTtopa A, ma ra je Menaen Ha3zBao domunanman anen. JIpyru
dakTop (a) Koju HUje Aomao A0 u3paxaja y F1 renepanuju o3HayaBa ce Kao peyecusa aiei.
Moryhe kobOunanuje anena cy AA, Aa u aa, U OHU ce 30BY ceHomunu. AKO C€ T€HOTUIU
cactoje OJ HCTUX ajela OHJAa C€ Ha3MBajy XOMO3020mu, y CYINPOTHOM C€ 30BY
xemeposuzcomu. [Tocmarpane 0ocOOMHE ce YeCTO Ha3UBajy (heHomunii, jep ce mope] reHoTUuIa

y3UMa y 003Hp M YTULAj CIIOJbAILIHE CPEIUHE.

ITocmMaTpaheMo reHeTHYKHM MOJEN 3a YKPIITAKkE KUBOTHIA KOje Cy Yy OJIMKOM
cponcTBy. IIpernocraBuMo a MMamo JiB€ jelMHKE MpBe IeHepaluje Koje YKpHITaMO Kako
oucmo nobwim Jpyry reHepaiujy. Jlajbe cy JBe jeIUHKE pa3IMYUTOr ToJia W3 JApPYre
reHepaluje ynapeHu kako OucMo nobwnu Tpehy renepanujy. M HactaBjhbamo Aajbe UCTH
MOCTYTIAK 3a 100ujame HapeIHUX reHepanrja. @opMmynuimmmo jgaHar MapkoBa KOju OIucyje
oBaj mpoiec Ha cneiaehu HaumH. Heka X, mnpencrtaBiba reHOTHNH o00a poauTesba N—Te

rerepanuje. Moryhe BpeaHoctu 3a X, cy aatu y tadenu 3.4.1.

Xn I'enoTnnu Xn I'enoTnnu
1 AA X AA 4 Aa X aa
2 AA X Aa 5 AA X aa
3 Aa X Aa 6 aa X aa

TaGena 3.4.1.
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MoxeMo aa MpUMETUMO J1a TOTOMAaK pojauTesba ca reHorunuma AA o0aBe3HO MMa UCTH
TCHOTHII, Ma je py; = 1. AHAOTHO je U Pgg = 1. Cama pazmoTpumo ciydaj 2, OJHOCHO
kombunarnjy AA X Aa. Heka Z; € {A, A} npexncraBpa anen koju he ma ce mpeHece Ha
MMOTOMCTBO OJ1 pojiuTesba ca reHotunioM AA, Heka Z, € {A,a} mnpexacrassba anen koju he na
ce MpeHece Ha MOTOMCTBO O] POAMTEhA ca TEHOTHIIOM Aa, U Heka Y mpeicTaBiba HUXOB

ciydajHo u3abpan nmotomak. Baxwu cnenehe
P{Y =AA} = P(Zy =AZ, = A}=P{Z; = A} - P{Z, = A} =1 =+,

:P{Zl:A}.P{ZZ:a}+P{Zl:a}'P{ZZZA}:].'%‘l‘O:%,

P{Y =aa}=P{Z,=a,Z, =a} =P{Z, =a}-P{Z, =a} = 0.

W3 oBe renepanmje mmamo aBa moryha reHoruna. Jlaspa, ako cy Y; u Y, 1Ba ciydajHO

H3a6paHa IIOTOMKA OIIMCAaHC reHepaque, nmMamMo z[aje
P{Y, X Y, = AA X AA} = P{Y; = AA}- P{Y, = AA} = %

P{Y; X Y, = AA X Aat%} = P{Y; = AA}- P{Y, = Aa} + P{Y; = Aa} - P{Y, = AA} = %
P{Y; X ¥, = Aa X Aa} = P{Y; = Aa}- P{Y, = Aa} =~

[Ipema Tome umamo cnezehe

1 1 1
P21 =3 P22 =3 P23 =

AKO HAaCcTaBUMO J1aJb€ 10 UCTOM MPUHIIMITY, T00MjaMO MaTPHIy BepoBaTHONA mpeacka

1 0 0 0 0 O
1/4 1/2 1/4 0 0 0

1/16 1/4 1/4 1/4 1/8 1/16
0 0 1/4 1/2 0  1/4|
0 o 1 0 0 0
0 o o o0 o0 1!

(3.4.1)

DU WN =

[Mpumerrmo ma umamo Tpu kiace {1}, {6} u {2, 3,4, 5} rae cy npse aBe noparHe, 0qHOCHO 1

u 6 cy amncopOyjyha crama, nok je Tpeha mponazHa. MoxkemMo na younMo Ja mapeme

10 44 x Aa = Aa x AA.
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KUBOTHIbA KOj€ Cy Y CPOJCTBY HEHM30€XKHO TOBOAM M0 T'yOJbeHa jeAHOT O] ayesia, HIH
nomuHantHor (A) mnm penecuBHor (a), W3 dera cieau U TyOJbema xeTepo3urora Ad.

HcnuTajMo Heka CBOjCTBA OBOT MOJIENA.

[Ipepacnopeaumo crama Kako OucMo mo0mimm marpuily obnuka (2.9.2). Heka ckym crama

uma pacriopen {1, 6,2, 3,4, 5} unja je marpuiia mpenacka

-1 0 o 0 0 0
0 1 00 0 0
1/4 0 |1/2 1/4 0 0
1/16 1/16| 1/4 1/4 1/4 1/8]
0
0

(3.4.2)

0 1/4| 0 1/4 1,2
0 0 o 1 0

U WO O -

Jlasbe mmMamo 11a je

1/2 1/4 0 0 8/3 4/3 2/3 1/6
_|1/4 174 1/4 1/8 o1 |4/3 8/3 4/3 1/3
¢= 0 1/4 1/2 0| M=(s—-Q7" = 2/3 4/3 8/3 1/6|

0o 1 0 0 4/3 8/3 4/3 4/3
1/4 0
_|1/16 1/16
=1 1/4 |
0 0

OJIaKJie IMaMo J1a je

1 6
2 [3/4 1/4
Mw =3 |1/2 1/2]
4 |1/4 3/4
5 11/2 1/2

Jlobunu cmo 11a je y ciydajy aa je X, = 2, BepoatHoha aa he na ce u3ryou asnen a jeqHaka
je 3/4, a na ce u3ryom anen A jennaka je 1/4. Axo je X, = 4, Taga je BepoBaTHoha Ja ce
u3ryou anen a jeaHaka 1/4, a BepoBaTHoha na ce u3ryou anen A jenHaka je 3/4. Axo je
Xo =3 umu X, =5, Taga cy jemHake BepoBaTHOhe ma ce W3ryOM OWJIO KOjU Of ajena.
3aHUMJBHBO j€ J1a OYEKHMBaHH OpOj KOpaka Ja CUCTeM yhe y ancopOoBaHO CTame HHjE UCTO
aKo CHUCTEM ITOYHE M3 CTama 3 WIK U3 CTamka 5, ¥ MOpe]] Tora ITo Cy BpoBaTHohe jeqHake. Y
pBOM ciydajy notpebHo je 16/3 = 5.666 =~ 6 kopaka, a y apyrom 20/3 = 6.666 = 7.

OBakBy 10jaBy MOEMO J1a pa3yMeMO jep aKo Cy IMOYeTHH TeHOTUIu obianka AA X aa, Taaa
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he HapenHa resepanuja 1a CUTypHO UMa reHotune ooauk A X a__, mTo 3Hauu ja he y Tom
ciydajy Outu moTpeOHO BHIlE Kopaka J0 ryOJbema HEKOr OJ] ajieia Hero y ciydajy 3.
OuekBanu Opoj Kopaka 70 arcopOuuje (ry0sbema jeTHOT O ajena) je jeaHaK ako je X, = 2
uma X, = 4, u u3Hocu 29/6 = 4.833 = 5, paznuka je camo mITO je y MPBOM ciy4ajy Beha

BepoBaTHONA 3a ry0uTaK anena a, 10K je y ApyroM oOpHyTa CHUTyanuja. O

3.5. EpendecToB Mojies1 ypHe

Knaciaan Marematnuky omuc gudysuje’’ Monexyma Kpos mpomycTisiBy MeMOpaHy
npencraBbeH je mnpexo EpendecoBor mozpena yphe. 3amuciumo JBe nocyzae (ypHe) koje
YKYIHO canpxe a jontuua (monekyna). IlpBy mocyny o3naumhemo ca A, a npyry ca B u
HEeKa ce Ha IMMOYeTKY y IMpBOj MOCYaW Hainasu k JonTuua, AOK ce y Apyroj Hamasu a — K.
CnyuajHo O6upamo jenHy oa a nonTuua’?, npu 4yeMy CBaka MMa HCTY BEpOBTHOhy na Oyne
n3abpaHa, M NpeMelITaMo je M3 IOoCyle y KOjoj ce Haja3u y oHy apyry. CBaku omalup
Ipe/cTaBIba jelaH Kopak mpoueca. Heka X, nmpencraipa Opoj nonrtuia y nocyau A mocie n—
tor kopaka. Tama je {X,} manam MpkoBa ca ckymoMm crtama S = {0,1,..,a —1,a} u ca

BepoBaTHOhaMa mpenacka

aT_i, akojej=1i+1,

Pij=3 -, akojej=i—1, (35.1)

i

a

0, wuHaye.

[IpuMeTnMoO Aa cy cBa cTama MEPUOJANYHA Ca IEPUOJIOM 2.

OHO mITO Hac 3aHUMa jecTe KaKo ce Mema KOJMYMHA JONTHIIA Y Iocyiama nocie oapehenor
BpeMmeHa. Jla 6ucMO OAroBOpHIM Ha OBO NHUTamke Haj0oJbe je Aa HaheMo cTaloHapHY

pacnozieny nporeca. MaTpuiia BepoBaTHoha mpesiacka je o0mka

1 [Oundbysunja npeacTaBrba CNOHTaHW TPaHCNOPT MaTepuje unu eHeprunje nog ogpeheHum ytuuajem ums
30He BYILLE Y 30HY HUXE eHepruje nnn KoHUeHTpauumje.

2 MoxeMo fa npeTrnocTaBMMO fAa Cy NOMTULA O3HauyeHe GpojeBrMa, kako GMCMO MOrnM Aa WX
pasnukyjemo.
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0 1 0 :
1 0 a-1 0 0
@ aql g
O Z 0 a
= . . (3.5.2)
0 0
a—-1 1
0 0 = 0
0 1 0

W3 jennakoctu p* = p* - II, rae je p* = (Po, P1, - »Pq) CTAMOHAPHA pacIojiena, J00HujaMo

cienche
* _l *
Po = P1
% a—(i—-1) i+1
i =— —Picat— Py, 1=12,.,a-1
« _ 1«
Pa _Epa—li

OJIHOCHO MUMaMO

p; = apy = ($)ps,

* a a a(a_l) * *
P2 =35P1~ 3P0 = Po:(g)Pm

" a .,  a-1 aa(a-1) , a-1 " a(a-1)(a-2) "
P3 =3Pzt P1=3—, Po~ 5 AP0 =",  Po= (g)Po,
pa = (Z)ps-
Jobunu cMo na je
p; = (?)p(’;, i€{1,2,..,a} (3.5.3)

Kaxko Baxu na je ),; p; = 1 u Baxe jequakoct (3.5.3), tana nodujamo

Po = Sa (3.5.4)

OJHOCHO
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)

* _ \i .

Pi =5, ILE {0,1,2,...,a}. (3.5.5)
Mosxemo caja aa KakeMo Jia HaKOH JIOCTa BPEMEHa O4YeKyjeMo Ja ce y o0e mocy/e Haixazu
npuOIMKHO MCTH Opoj JIonTuIla, NomTo cy Te BepoBarHohe Hajsehe. Ha oBaj HaumuH cmo

MaTeMaTHYKUM MOJIEJIOM OIHCATIH TU(Y3HU]Y.

Uckopuctuhemo EpeHdecToB Momen 3a NpuKa3uBame KOMIjYTEPCKE CHUMYIIAIHje
nanma MapkoBa, Koja je HapaBHO Moryha u 3a octane monene. OHa MMa 3a IIHJb J1a TIOKaXe
na he 3amcra mocie HEKOr BEpMEHa y Iocyldama yriaBHOM jaa Oyae mpuOmmkaH Opoj

JIOIITHUIIA.

OyHkuMja KojoM ce ao0uja JaHal HamucaHa je Yy MPOTPaMCKOM Je3UKY R,
AprymenTtu GyHKIHje ¢y peaom: 6poj Moryhux crama Jsiania (y Kojy HHje yKJbydeHa HyJa),

MOYETHO CTam-€ JIaHIIa KOje je MO3HATO U YKYyIaH Opoj Kopaka.

erenfest<- function(a, x0,n )

{

cat("\n Posmatramo primer Erenfestovog modela urne kod kojeg je pocetno stanje Xo=", x0,"
i vrednost stanja moze da pripadne skupu {0, 1, ..",a,"

Zelimo da modeliramo lanac Markova do trenutka",n,". \n \n")

x<-¢(x0)
pi<-c(choose(a,0)/2"a)

for(iin 1:a)

pi<-c(pi, choose(a,i)/2"a)
}

d<-data.frame(Stanje=c(0:a),Verovatnoca=pi)
cat("Stacionarna raspodela data je sledecom tabelom: \n")
print(d)

plot(d$Stanje,d$Verovatnoca, xlab="Stanje", ylab="Verovatnoca", main="Stacionarna raspodela
lanca Markova")

axis(1, at=d$Stanje[which(d$Verovatnoca==max(pi))])

axis(2, at=round(max(pi),3))

cat("Na  osnovu stacionarne raspodele, najvecu  verovatnocu ima  stanje",
d$Stanje[which(d$Verovatnoca==max(pi))] ,"i ono iznosi",round(max(pi),3) ,".\n")

pom<-runif(n,0,1)

'3 Kop nporpama Hanucao je ayTop oBor paja.
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for(iin 2 : (n+1))

{

if(isTRUE(pom[i] < (a-x[i-1])/a)) x<-c(x, x[i-1]+1)
if(isTRUE(pom][i] > (a-x[i-1])/a)) x<-c(x, x[i-1]-1)
}

# Brisanjem znaka # u naredna dva reda, bile bi ispisane modelirane vrednosti lanca Markova.
# cat("Dobijeni lanac ima vrednosti: \n")

# print(x)

cat("Sledeca tabela prikazuje ucestalost stanja u dobijenom lancu: \n")

print(table(x))

f<-as.data.frame(table(x))

poml<- as.numeric(names(table(x)))

pom2<- f$Freq/n

dev.new()
cat("Najucestaliji element u modeliranom procesu je", pom1[which(pom2==max(pom?2))]," i
njegova verovatnoca je",max(pomz2),".\n")

plot(pom1, pom2, xlab="Stanje", ylab="Verovatnoca", main="Raspodela modeliranog lanca
Markova")

axis(1, at=pom1[which(pom2==max(pom2))])

axis(2, at=max(pom?2))

cat("Broj kuglica u prvoj posudi nakon", n," koraka iznosi",x[n],", a u drugoj",a-x[n],".\n")

}

[Ta oBa ¢yHK1HM]a 3ampaBo paau?

Ona Ha ocHoBy (popmyna (3.5.3) pauyHa cranrioHapHe BepoBaTHOhe cTama, a 3aTHM J1aje
rpaduukyd mpuka3 Te pacrnozene. 3aTuMm QyHKuMjoM Koja Beh mocroju y R-y renepuie
XKeJbeHU OpOj HE3aBUCHUX Hceyz[o-cnyqajHI/Ix14 BenmunHa koje umajy U[0, 1] pacmogeny, a
Ypje BPEIHOCTH HapaBHO npunanajy martepsany [0,1]. Jlanar je takaB ma je moryh camo
mpena3 u3 crama [ 'y crama [ + 1 unu i — 1, tne cy BepoBatHohe mpenasza neduHrcaHe ca
(3.5.1), a mo3HATO je M MOYETHO CTakE CUCTEMA TIOIITO je TO jeiaH O apryMeHara QyHkiuje.
Jemnom for mersbom ojpelyjemo masbe BpEAHOCTH JIaHIIA HA ciiefiehn HA4YMH: “mOeIMo’
uceyak [0,1] Ha ;aBa nema, mpu 4YeMmy 3a TpaHMIly H3a0epeMo jeHy O[] JBE TO3UTHBHE
BepoBaTHOhe u3 jenHakoctu (3.5.1); nyxuHe aBa A00MjeHa MceUKa OArOBapajy MO3UTHBHUM
BepoBaTHOhama jeqHakocTH (3.5.1), ma y 3aBHCHOCTH KOM MCEUKY IpHUIaAa Mceya0caydajHu

Opoj, CTame WK pacTe WIH OTaHe 3a je/IaH.

' Mowro je komnjytep AEeTEPMMHUCTMYKA MallMHa, CaM KOHUEeNnT “crydvajHor‘ Ha Hera je

HenpumeHrbMB. 3aTo ce 3a reHepucaHe HM30Be 6pojeBa NPeko KOMMjyTEePCKUX nMporpama Kaxe Aa cy
nceyno-criyyajHu, a He CriyyajHu.
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[Tokpennmo mporpam 3a cirydaj Kaja ©IMaMo JBE MOCY/Ie OJf KOJUX C€ Y JeIHO] HaJla3H
18, a y npyroj 2 nmontuna, npu yemy he nanan aa xanpasu 1000 xopaxa. Jlakne moryha

crama cucrema cy S = {0, 1, ..., 20}. Jlobujamo cieaehu pesyinrar:

> erenfest(20,18,1000)

Posmatramo primer Erenfestovog modela urne kod kojeg je pocetno stanje Xo= 18
i vrednost stanja moze da pripadne skupu {0, 1, ... 20 }.
Zelimo da modeliramo lanac Markova do trenutka 1000 .

Stacionarna raspodela data je sledecom tabelom:
Stanje Verovatnoca
0 9.536743e-07
1 1.907349e-05
2 1.811981e-04
3 1.087189e-03
4 4.620552e-03
5 1.478577e-02
6 3.696442e-02
7 7.392883e-02
8 1.201344e-01
10 9 1.601791e-01
11 101.761971e-01
12 111.601791e-01
13 12 1.201344e-01
14 13 7.392883e-02
15 14 3.696442e-02
16 151.478577e-02
17 164.620552e-03
18 17 1.087189e-03
19 181.811981e-04
20 191.907349e-05
21 209.536743e-07
Na osnovu stacionarne raspodele, najvecu verovatnocu ima stanje 10 i ono iznosi 0.176 .
Sledeca tabela prikazuje ucestalost stanja u dobijenom lancu:
X
56 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
6 20 57 117 160 171 152 126 98 59 25 6 2 1
Najucestaliji element u modeliranom procesu je 10 i njegova verovatnocaje 0.171.
Broj kuglica u prvoj posudi nakon 1000 koraka iznosi 9, a u drugoj 11.

O O0ONOUTL D WN -

Cn. 3.5.1. takohe mpexacraBiba pe3yiaTaT MOKpeHyTe (QyHKILHMje U OHA HaM Jaje Trpaduuku
IIpUKa3 CTallMOHApHE pacnojene JjaHna MapkoBa ca JaTMM IIOYETHUM YCIOBUMa U

pacnoacic MoACIUpPaHOr JIaHIa KOjI/I HnMa TC UCTC MMOYCTHC YCIIOBC.
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Stacionarna raspodela lanca Markova Raspodela modeliranog lanca Markova
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Ci. 3.5.1.

[TocmaTpajyhu pesynrate cuMmynanyje BUAMMO Ja C€ Y YMHHjaMa 3alcTa Hajyemhe Hala3u
MPUOIHKHO jeHaK Opoj jonrtuia. MokeMo J1a MPOIEHUMO Ha OCHOBY JOOHjEHUX pe3yJirara
na he ce y nmpBoj (npyroj) uuauju ca BepoatHohom 0.73 mahu m3mehy 8 m 12 nonruna. Ha
ci. 3.5.1. yoyaBamo Ja pacrojeiia TeHEpUCAHUX BPEIHOCTH CHCTEMa OUYCKHBAHO TEXE

CTAaLlMOHAPHO] PACIOEIH.

Axo MOKPCHEMO IIPOrpamM Tako Aa €€ MOYCTHO CTAKEC pa3J1HKyje oI NpeTXOAHO KOpI/ItheHOF,

BUJIeNTM OMCMO J1a ce Kpajiby pe3yaTaT CyIITUHCKU HE Memba.
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4. 3AKJIbYHAK

[Tokazanu cmo na nanmu MapkoBa 3ancTa crajajy y pelaTUBHO jeHOCTAaBHY, alld U
BEOMa MHTEPECAaHTHY U KOPHCHY KJIacy CIy4ajHHX IIpolleca ca 3aHHMMJBMBUM OCOOMHaMa M

Pa3HOBPCHUM MIPUMEHMA.

Teopujcku 1€0 CMO Tpaawid O] HAJOCHOBHMjUX JePUHHMIMja M O3HAKA, IMPEKO
yBol)eHa mMojMa CTama U HEroBe Kiacupukamnuje, Aa OMCMO Ha Kpajy JOIUTH 0 IojMa
eproJIMYHOCTH W3 KOje Io0MjaMO TpaHWYHY pachojaeny jdaHma. Y nemny 2.9. yodaBamo
3aHUMJBMBY Be3y MapKOBJbEBUX JIaHIIA Ca MAaTPUYHOM TEOPUjOM, a MPEKO Koje J00ujaMo

HHTCPCCAHTHA Ca3Halba BE3aHa 3d KOHAYHC JIAHIIC MapKOBa.

VY 0BOM pajy AaTH Cy M HEKH O MHOroOpojHHX ymorpeba jaHama Mapkosa, Kao u
npuMepu wuctux. Takohe cMO cCHOMEHynMH | jedaHy KOMIYTpCKy cumyianujy (y
EpendecroBom Mozaeny ypHe), Koja UIaK HHUje MPUMEHJbMBA 3a JIAaHIE ca MHOro Behum
00MMOM, IITO je MOryhe MpPOBEpUTH MOKpPETameM HcHHcane (QyHKIMje 3a JaHall ca CKYIOM
crama 2000. Ca pa3BojeM pauyHapCcKe TEXHOJIOTHje OBaj MPOOJEM je pelleH Tako IITO ce
naHmy ce yemhe kopucre y Monte Kaprmo meronam, anu 3a TakBy NpHMEHY je WIIaK

MOTpeOHM]je HAIIPETHU]E PAYyHAPCKO 3HAGE.

Kao mro cM0 1 Ha MOYETKy CIIOMEHYJIH, TeMa MapKoBJbEBHX JIaHAIlA j€ U Jlajbe JaKo
“KnBa“, Tako Ja ce W Jajbe aKTUBHO HCIMTY]y HHUXOBE OCOOMHE W TNPHMEHAa, Kao U
MPAKTUYHOCT TUX MpHUMeEHa. JeJaH o/ INIaBHUX pasjiora 3aHMMama 3a jlaHle MapkoBa je To
LITO OHM IPEACTaBJbajy J€AaH O] HajjeTHOCTaBHUJUX MATEeMaTHUYKUX MOJIENIa 32 ONUCHBAHE
MHOTHX I10jaBa y PEaJHOM >KHMBOTY, IITO CMO y OBOM pajy, u3Mel)y ocraior, mokymiaaa zia

ITOKa>XEMO.
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