
1

Matematiqki fakultet

Univerzitet u Beogradu

MASTER RAD

Deset Apolonijevih problema o dodiru krugova,
rexenih primenom inverzije u odnosu na krug

Marija Putnikovi�

Mentor
Dr Zoran Luqi�

Qlanovi komisije:
Dr Neda Bokan, Dr Milan Bo�i�, Dr Zoran Luqi�

Beograd, 2014



2

Predgovor

Trebalo bi da je ci	 svakog nauqnog rada da qitaocu pru�i neka nova sazna�a,
proxiri vidike, podstakne na razmix	a�e o novim sopstvenim idejama... Namera
autora ovog rada je da, pored ovih opxtih ci	eva, konkretno uka�e na upotrebu
preslikava�a inverzijom u odnosu na krug, koja se, na�alost, retko koristi, a mo�e
u velikoj meri doprineti jednostavnosti rexe�a velikog broja geometrijskih zada-
taka i matematiqkih problema i prika�e rexava�e quvenih Deset Apolonijevih
problema o dodiru krugova upravo pomo�u preslikava�a inverzijom.

Prvo poglav	e sadr�i teorijski uvod u sam rad - pojam inverzije( definicije i
teoreme vezane za preslikava�e inverzijom), pojam inverzivne ravni i nekoliko in-
verzijom rexenih zadataka odnosno dokaza poznatih teorema, uz napomenu da postoji
jox dosta teorema koje se mogu dokazati primenom inverzije, na qini se, jednostav-
niji naqin, no zbog obimnosti ovog rada taj je deo izostav	en.

U drugom poglav	u rexeno je svih deset Apolonijevih problema primenom pre-
slikava�a inverzijom u odnosu na krug. Svaki od problema sadr�i: ” opxti sluqaj”-
konstrukciju tra�enog kruga ravni, gde su tri elementa ravni zadata u najopxtijem
polo�aju, ”specijalne sluqajeve ”- konstrukciju tra�enog kruga ravni pri zadanim
posebnim polo�ajima tri elementa ravni i broj rexe�a svakog od Apolonijevih pro-
blema u okviru svakog od ovih sluqajeva.

� Pod opxtim sluqajem podrazumevamo slede�e:
1. problem- u okviru ovog problema ne postoji opxti i posebni sluqajevi ve�

samo sluqaj kada za date tri taqke postoji, odnosno ne postoji rexe�e problema;
2. problem- date dve taqke ne pripadaju datoj pravi;
3. problem- date dve taqke ne pripadaju datom krugu;
4. problem- data taqka ne pripada ni jednoj od date dve prave;
5. problem- data taqka ne pripada ni datoj pravi ni datom krugu;
6. problem- data taqka ne pripada ni jednom od data dva kruga;
7. problem- u okviru ovog problema ne postoji opxti i specijalni sluqajevi ve�

samo zadati polo�aji tri prave u ravni za koji postoji, odnosno ne postoji rexe�e
postav	enog problema;

8. problem- ni jedna od date dve prave nije tangenta datog kruga;
9. problem- data prava nije tangenta ni jednog od data dva kruga, pri qemu se

dati krugovi ne dodiruju;
10. problem- nikoja od dva od data tri kruga ne pripadaju istom paraboliqkom

pramenu krugova.

� Specijalnih sluqajeva, odnosno posebnih polo�aja u nekima od Apolonijevih
problema je veliki broj te navodimo samo neke od razmatranih:

2. problem- jedna od date dve taqke pripada datoj pravi;
3. problem- jedna od date dve taqke pripada datom krugu;
4. problem- data taqka pripada jednoj od date dve prave;
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5. problem- data taqka pripada datoj pravi i ne pripada datom krugu; data taqka
pripada datom krugu i ne pripada datoj pravi; data taqka pripada i datoj pravi i
datom krugu;

6. problem- data taqka pripada jednom od data dva kruga; oba data kruga sadr�e
datu taqku;

8. problem- jedna od date dve prave tangenta je datog kruga; obe date prave tangente
su datog kruga;

9. problem- data prava tangenta je samo jednog od data dva kruga; data prava
zajedniqka je tangenta datih krugova; data dva kruga pripadaju istom paraboliqkom
pramenu krugova, pri qemu data prava nije radikalna osa tog pramena; data dva kruga
pripadaju istom paraboliqkom pramenu krugova, pri qemu je data prava radikalna
osa tog pramena;

10. problem- dva od data tri kruga pripadaju istom paraboliqkom pramenu kru-
gova; sva tri data kruga pripadaju istom paraboliqkom pramenu krugova.

Na kraju, posebnu zahvalnost dugujem svom mentoru, Dr Zoranu Luqi�u, na bezre-
zervnoj podrx ci, zalaga�u i iskazanom strp	e�u. Nadam se da �e ovaj rad ispuniti
oqekiva�a qitalaca i bar neki od gore navedenih ci	eva.
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≺◦� Inverzija ≺◦�

Definicija: Neka je k(O, r) proizvo	an krug neke ravni E2 i neka je E2
∗ =

E2\{O}. Preslikava�e ψk: E
2
∗ → E2

∗ definisano sa ψk(X) = X ′ ⇔ X ′ pripada
polupravi OX i OX ·OX ′ = r2 naziva se inverzija u odnosu na krug k(O, r). Taqku
O nazivamo centrom ili sredixtem inverzije, du� r nazivamo polupreqnikom in-
verzije, veliqinu r2 stepenom inverzije, a krug k krugom inverzije ψk.

Na osnovu definicije preslikava�a inverzijom u odnosu na krug mo�e se zak	uc-
hiti da centar O inverzije ψk nema svoju sliku u ovoj inverziji, niti je taqka O
slika u inverziji ψk bilo koje taqke ravni E, jer bi va�ilo OO ·OO′ = r2, xto nije
mogu�e. S toga, ako �elimo da preslikava�e inverzijom posmatramo kao bijektivno,
o qemu �e biti reqi nexto kasnije, umesto ravni E za domen i kodomen preslikava�a
ψk moramo uzeti ravan E

2
∗ = E2\{O}.

Primetimo slede�e: ako je A i A′ par odgovaraju�ih taqaka u inverziji ψk(
ψk(A) = A′) tada je prava AA′ upravna na krug k(O, r) inverzije ψk jer su, na osnovu
definicije preslikava�a inverzijom, centar O inverzije i taqke A i A′ kolinearne.

Neka je k(O, r) krug neke ravni i ψk preslikava�e inverzijom u odnosu na krug k.
Odredimo sliku u inverziji ψk proizvo	ne taqke A ove ravni, pri qemu je A 6= O.

Ne uma�uju�i opxtost pretpostavimo da taqka A pripada spo	ax�oj oblasti
kruga k. Oznaqimo sa T taqku u kojoj bilo koja od dve tangente na krug k konstruisane
iz taqke A dodiruje krug k, a sa A′ podno�je upravne iz T na pravu OA( slika 1).

Posmatrajmo trouglove OTA i OA′T . Kako je ]OTA′ ∼= ]OAT ( uglovi sa nor-
malnim kracima) i ]OA′T ∼= ]OTA = 90◦, to su posmatrani trouglovi OTA i OA′T
sliqni( 4OTA ∼ 4OA′T ). Iz sliqnosti ovih trouglova sledi:

OA′

OT
=
OT

OA
⇔ OA′

r
=

r

OA

odakle je OA ·OA′ = r2.

O
 k

AA’

T

slika 1



8

Iz definicije preslikava�a inverzijom u odnosu na krug sledi da je upravo
taqka A′ slika taqke A u inverziji ψk.

Teorema 1: Inverzija u odnosu na krug je involutivno preslikava�e.

dokaz: Oznaqimo sa ψk preslikava�e inverzijom u odnosu na proizvo	an krug
k(O, r) neke ravni. Neka je A bilo koja taqka te ravni i A′ slika taqke A u inverziji
ψk: ψk(A) = A′. Na osnovu definicije inverzije je OA ·OA′ = r2, pa je i OA′ ·OA =
r2, xto znaqi da je taqka A slika u inverziji ψk taqke A

′: ψk(A′) = A te je:

ψk(ψk(A)) = ψk(A′) = A,

odakle sledi da je inverzija u odnosu na krug involutivno preslikava�e. �

Prilikom malopre�ax�eg odre�iva�a slike u inverziji ψk proizvo	ne taqke A
neke ravni, pretpostavili smo da taqka A pripada spo	ax�oj oblasti kruga k(O, r)
inverzije ψk. Sada, na osnovu prethodne teoreme, mo�emo zak	uqiti da, da smo
taqku A odabrali u unutrax�oj oblasti kruga k, obzirom da je inverzija involu-
tivno preslikava�e, obrnutim postupkom odredili bismo �enu sliku A′ u inverziji
ψk. Obzirom na ove zak	uqke sledi slede�a teorema:

Teorema 2: U inverziji ψk: E
2
∗ → E2

∗ taqki A koja pripada unutrax�oj oblasti
kruga k(O, r) inverzije ψk kao slika u inverziji ψk odgovara taqka A

′ koja pripada
spo	ax�oj oblasti kruga k. I obratno, taqki A koja pripada spo	ax�oj oblasti
kruga k(O, r) inverzije ψk kao slika u inverziji ψk odgovara taqka A

′ koja pripada
unutrax�oj oblasti kruga k.

dokaz: Neka je k(O, r) krug inverzije neke ravni, ψk preslikava�e inverzijom u
odnosu na krug k, A proizvo	na taqka iste ravni razliqita od centra O inverzije
ψk(A 6= O), a taqka A′ = ψk(A) �ena slika u ovoj inverziji.

{ Ako taqka A pripada unutrax�oj oblasti kruga k inverzije ψk tada je OA < r,
a poxto su, na osnovu definicije preslikava�a inverzijom u odnosu na krug, taqke
O, A i A′ kolinearne i va�i jednakost OA · OA′ = r2, to je OA′ > r, odakle sledi
da se taqka A′ nalazi van kruga k inverzije ψk.

{ Ako taqka A pripada spo	ax�oj oblasti kruga k inverzije ψk tada je OA > r,
a kako su, obzirom na definiciju preslikava�a inverzijom u odnosu na krug, taqke
O, A i A′ kolinearne i va�i OA · OA′ = r2, to je OA′ < r, xto znaqi da taqka A′

pripada unutrax�oj oblasti kruga k inverzije ψk. �

Teorema 3: U inverziji ψk : E2
∗ → E2

∗ taqka A je invarijantna ako i samo ako
je A ∈ k.

dokaz: Ako je taqka A invarijantna, odnosno ako va�i: A′ = ψk(A) i A ≡ A′, a po
definiciji preslikava�a inverzijom je OA ·OA′ = r2, to je OA ·OA = r2, odakle je
OA = r, pa sledi da taqka A pripada krugu k(O, r) inverzije ψk. Obratno, ako taqka
A pripada krugu k(O, r)( A ∈ k ⇒ OA = r ) i ako je A′ = ψk(A) �ena slika u inver-
ziji ψk, na osnovu definicije, taqka A′ pripada polupravi OA i OA · OA′ = r2, a
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kako je OA = r to je i OA′ = r. Poxto A′ pripada polupravi OA sledi da je A = A′,
tj. taqka A ∈ k je invarijantna. �

Teorema 4: Preslikava�e inverzijom u odnosu na krug je bijekcija.

dokaz: Neka je A proizvo	na taqka ravni E2
∗ = E2\{O}, k(O, r) proizvo	an

krug ove ravni i ψk preslikava�e inverzijom u odnosu na krug k. Za taqku A na

polupravi OA jednoznaqno je odre�ena taqka A′ takva da je OA′ =
r2

OA
, a na osnovu

definicije preslikava�a inverzijom u odnosu na krug je OA · OA′ = r2, gde je A′

slika u inverziji ψk taqke A, tj. A′ = ψk(A), pa je preslikava�e inverzijom ” na”,
odnosno surjekcija.

Da	e, ako je ψk(A) = ψk(A1) = A′ tada je OA · OA′ = r2 i OA1 · OA′ = r2, pa je
OA = OA1, a poxto obe taqke A i A1 pripadaju polupravi OA′ to je A ≡ A1, xto
znaqi da je preslikava�e inverzijom ”1− 1”, odnosno in jekcija.

Dakle, kako je preslikava�e inverzijom ψk ”1 − 1” i ”na” sledi da je preslika-
va�e inverzijom u odnosu na krug bijekcija. �

Lema 1: Neka su O,A,B tri nekolinearne taqke neke ravni, k(O, r) krug te
ravni, proizvo	nog polupreqnika, sa centrom u taqki O i ψk preslikava�e inver-
zijom u odnosu na krug k. Ako su A′ i B′ redom slike taqaka A i B u inverziji ψk

tada su trouglovi OAB I OB′A′ sliqni.

dokaz: Ako su A′ = ψk(A) i B′ = ψk(B) redom slike taqaka A i B u inverziji
ψk, iz definicije preslikava�a inverzijom, taqke O,A,A′ su kolinearne i taqke
O,B,B′ su kolinearne, pa je ]A′OB′ = ]BOA (slika 2).

O
 k

A

B

A’

B’

slika 2

Na osnovu definicije preslikava�a inverzijom u odnosu na krug je:

A′ = ψk(A)⇒ OA ·OA′ = r2

B′ = ψk(B)⇒ OB ·OB′ = r2,

pa je
OA

OB′
=
OB

OA′
. Iz ]A′OB′ = ]BOA i

OA

OB′
=
OB

OA′
sledi 4OAB ∼ 4OB′A′. ♦
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Teorema 5: Proizvod dvaju inverzija ψk1
i ψk2

u odnosu na koncentriqne kru-

gove k1(O, r1) i k2(O, r2) predstav	a homotetiju sa koeficijentom (
r2
r1

)2.

dokaz: Neka su k1(O, r1) i k2(O, r2) koncentriqni krugovi neke ravni, A proi-
zvo	na taqka te ravni, ψk1

inverzija u odnosu na krug k1(O, r1) i ψk2
inverzija u

odnosu na krug k2(O, r2). Ako je A1 slika taqke A u inverziji ψk1
, a A2 slika taqke

A1 u inverziji ψk2
, tj. A1 = ψk1

(A) i A2 = ψk2
(A1) tada va�i:

ψk1(A) = A1 ⇒ OA ·OA1 = r21

ψk2
(A1) = A2 ⇒ OA1 ·OA2 = r22,

odakle je
r22
r21

=
OA2

OA
. Kako su, na osnovu definicije preslikava�a inverzijom, taqke

O,A,A1 kolinearne i taqke O,A1, A2 kolinearne, to su sve qetiri taqke O,A,A1 i
A2 kolinearne (slika 3).

O

A

 k1
 k2

O

A1

A2

  r1

r2    

slika 3

Kako je A2 = ψk2(A1) = ψk2(ψk1(A)) = ψk2 ◦ ψk1(A), to proizvod inverzija ψk1

i ψk2
slika taqku A u taqku A2 takvu da je

OA2

OA
=
r22
r21

= (
r2
r1

)2, pa je proizvod in-

verzija ψk1
i ψk2

homotetija sa centrom u taqki O i koeficijentom (
r2
r1

)2, odnosno

ψk2
◦ ψk1

= HO,(
r2
r1

)2 . �

Na osnovu do sada navedenog jasno je da inverzija nije izometrijska transforma-
cija. Uskoro �emo dokazati da preslikava�e inverzijom u odnosu na krug ne quva
kolinearnost taqaka.

Pre no xto iska�emo i doka�emo slede�u teoremu, radi jednostavnijeg iskaza
i dokaza iste, uvedimo slede�u oznaku: Φ∗ = Φ\{O}, gde je Φ figura ravni E2 ( u
naxem sluqaju ta figura bi�e prava ili krug), k(O, r) krug iste ravni, proizvo	-
nog polupreqnika, qiji je centar taqka O i ψk preslikava�e inverzijom u odnosu na
krug k(O, r).
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Teorema 6: Neka je k(O, r) krug ravni E2, ψk preslikava�e inverzijom u odnosu
na krug k i p i l redom prava i krug te ravni. Tada:

◦ ako O ∈ p, onda ψk(p∗) = p∗;
} ako O /∈ p, onda ψk(p) = j∗, gde je j krug iste ravni koji sadr�i centar O

inverzije ψk;
? ako O ∈ l, onda ψk(l∗) = q, gde je q prava iste ravni koja ne sadr�i centar O

inverzije ψk;
~ ako O /∈ l, onda ψk(l) = l′, gde je l′ krug iste ravni koji ne sadr�i centar O

inverzije ψk.

dokaz:

◦ Neka je A ∈ p∗ proizvo	na taqka prave p∗ i taqka A′ = ψk(A) �ena slika u
inverziji ψk. Na osnovu definicije preslikava�a inverzijom, taqke O,A i A′ su
kolinearne, a kako, po naxoj pretpostavci, taqke O i A pripadaju pravi p to i taqka
A′ pripada pravi p. Obzirom da je taqka A proizvo	na taqka prave p∗ to za svaku
taqku prave p∗ va�i da �ena slika u inverziji ψk tako�e pripada pravi p∗, te je
otuda ψk(p∗) = p∗ (slika 4a, slika 4b).

O

k  

                  p, p* = p  { O } 
A

A’
O

k  

    p, p* = p  { O } 

slika 4a slika 4b

} Oznaqimo sa P podno�je upravne iz O na pravu p. Kako O /∈ p to je P 6= O,
pa taqka P u inverziji ψk ima svoju sliku P

′ = ψk(P ). Neka je Q proizvo	na taqka
prave p iQ′ = ψk(Q) �ena slika u inverziji ψk. Na osnovu leme je4OPQ ∼ 4OQ′P ′,
pa je ]OQ′P ′ = ]OPQ = 90◦, jer je taqka P podno�je normale iz O na p pa je
]OPQ = 90◦. Dakle, taqka Q′ pripada krugu nad preqnikom OP ′. Obzirom da je
taqka Q ∈ p proizvo	na taqka prave p a �ena slika Q′ u inverziji ψk pripada krugu
nad preqnikom OP ′, to slika u inverziji ψk svake taqke prave p pripada krugu nad
preqnikom OP ′. Oznaqimo sa j ovaj krug( krug nad preqnikom OP ′) i podsetimo se
ranije uvedene oznake j∗ = j\{O}.

Obrnutim postupkom dokazujemo da je svaka taqka kruga j∗ slika u inverziji ψk

neke od taqaka prave p.
Na kraju, poxto centar O inverzije ψk u odnosu na krug k(O, r) nema svoju sliku

u ovoj inverziji, niti se bilo koja taqka ravni E2 slika u taqku O to mo�emo re�i
da je ψk(p) = j∗ (slika 5a, slika 5b).
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O

 k

Q

  p

P
P’

Q’

j* 
O

k 

 p

j * 

slika 5a slika 5b

? Ranije smo dokazali da je preslikava�e inverzijom u odnosu na krug involu-
tivno pa je ovaj deo tvr�e�a direktna posledica prethodnog tvr�e�a }.

~ Neka je pl prava koja sadr�i centar O kruga k(O, r) inverzije ψk i Ol centar
kruga l, a A i B taqke u kojima prava pl seqe krug l. Ne uma�uju�i opxtost uzmimo
da je B(O,A,B)( ovo se tvr�e�e dokazuje sliqno i ako je B(O,B,A), kao i za sve druge
rasporede taqaka O, A i B).

Neka su A′ = ψk(A) i B′ = ψk(B) slike u inverziji ψk redom taqaka A i B i L
proizvo	na taqka kruga l, razliqita od taqaka A i B, a L′ = ψk(L) �ena slika u
inverziji ψk.

O

 k

A BOl

l

L

A’B’
 l’

L’

 pl

slika 6a

Na osnovu leme va�i: 4OAL ∼ 4OL′A′ i 4OBL ∼ 4OL′B′. Iz sliqnosti
trouglova OBL i OL′B′ sledi da je ]B′L′O = ]LBO, a iz sliqnosti trouglova
OAL i OL′A′ je ]A′L′O = ]LAO (slika 6a).

Posmatrajmo 4A′L′B′ i �egove uglove:

]A′L′B′ = ]A′L′O − ]B′L′O,
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a kako je ]A′L′O = ]LAO i ]B′L′O = ]LBO, to je

]A′L′O−]B′L′O = ]LAO−]LBO = 180◦−]LAB−]LBO = 180◦−(]LAB+]LBO)

= 180◦ − (180◦ − ]ALB) = ]ALB = 90◦,

jer taqka L pripada krugu l a du� AB je jedan od preqnika ovog kruga, pa je ]ALB =
90◦ kao ugao nad preqnikom.

Dakle, ]A′L′B′ = ]A′L′O − ]B′L′O = ]ALB = 90◦, pa taqka L′ pripada krugu
nad preqnikom A′B′. Oznaqimo ovaj krug sa l′. Kako je taqka L ∈ l proizvo	na taqka
kruga l, a �ena slika u inverziji ψk pripada krugu l

′ to i slika u inverziji ψk svake
taqke kruga l pripada krugu l′.

O

k  

   l

      l’

slika 6b

Obrnutim postupkom dokazujemo da je svaka taqka kruga l′ slika u inverziji ψk

neke od taqaka kruga l, pa mo�emo zak	uqiti da je ψk(l) = l′. �

Primer: Neka je k(O, r) krug neke ravni i ψk preslikava�e inverzijom u odnosu
na taj krug Ako su A i B dve razne taqke te ravni( razliqite od centra O posmatrane
inverzije), a A′ i B′ redom �ihove slike u inverziji ψk, dokazati da je tada:

A′B′ =
r2

OA ·OB
·AB.

rexe�e: Razmotrimo dva mogu�a sluqaja:

1. Taqke O, A i B su tri razne kolinearne taqke. Ne uma�uju�i opxtost pret-
postavimo da je B(O,A,B). Na osnovu preslikava�a inverzijom u odnosu na krug
je:

OA ·OA′ = r2 ⇒ OA′ =
r2

OA
∧ OB ·OB′ = r2 ⇒ OB′ =

r2

OB

Kako je B(O,A,B) to je B(O,B′, A′) odakle sledi da je:

A′B′ = OA′ −OB′ =
r2

OA
−OB′ =

r2

OB
=

r2

OA ·OB
· (OB −OA) =

r2

OA ·OB
·AB.



14

2. Taqke O, A i B su tri razne nekolinearne taqke (slika 7). U ovom sluqaju, na
osnovu leme, trouglovi OAB i OB′A′ su sliqni odakle je:

A′B′ : AB = OB′ : OA⇒ A′B′ =
AB ·OB′

OA
(∗)

O
   i

A

B

A’

B’

slika 7

Kako je B′ = ψk(B), to je, na osnovu definicije preslikava�a inverzijom u odnosu

na krug, OB · OB′ = r2 odakle je OB′ =
r2

OB
. Uvrxtava�em posled�e jednakosti u

jednakost (∗) dobijamo tra�enu relaciju. �

Konstrukciju slike u nekoj inverziji kruga ili prave neke ravni mo�emo, na
osnovu prethodne teoreme, vrxiti konstrukcijom slika u inverziji dve ili tri
taqke koje pripadaju krugu ili pravi qiju sliku u inverziji odre�ujemo. Imaju�i
na umu da su taqke na krugu inverzije jedine invarijantne taqke neke ravni, ukoliko
prava ili krug neke ravni seku krug inverzije tada se �ihove preseqne taqke sa
krugom inverzije slikaju u same sebe, te je za konstrukciju slike prave ili kruga
potrebno u inverziji preslikati ma�e taqaka.

Va�no je napomenuti i da, ukoliko se neki krug ravni, nazovimo ga l, nekom in-
verzijom slika u drugi krug te ravni, oznaqimo ga sa l′, tada se centar kruga l ne
slika u centar kruga l′.

Razmotrimo sada poseban sluqaj kada krug l(Ol, rl) neke ravni sadr�i dve inver-
zne taqke P i P ′, tj. taqke za koje je ψk(P ) = P ′, gde je k(O, r) proizvo	an krug te
ravni a ψk inverzija u odnosu na krug k.

Kako je OP · OP ′ = r2, a na osnovu potencije taqke O u odnosu na krug l je
OP · OP ′ = OT 2

1 , gde je OT1 tangenta iz taqke O na krug l, a T1 ∈ l taqka dodira
tangente OT1 i kruga l, to je OT 2

1 = OP · OP ′ = r2. Dakle OT 2
1 = r2, a kako

je r polupreqnik kruga k inverzije ψk, a taqka O centar kruga k, sledi da taqka
T1 pripada krugu k, pa je ona invarijantna( ψk(T1) = T1). Obzirom da centar O
inverzije ψk ne pripada krugu l iz taqke O postoji jox jedna tangenta na krug l.
Oznaqimo sa T2 ∈ l taqku u kojoj druga tangenta iz taqke O na krug l dodiruje krug
l. Sliqnim razmatra�em kao u sluqaju taqke T1 dolazimo do zak	uqka da je i taqka
T2 invarijantna taqka tj. ψk(T2) = T2. Dakle, krug l sadr�i dve invarijantne taqke
T1 i T2 i par inverznih taqaka P i P ′ pa se krug l inverzijom ψk preslikava u samog
sebe ψk(l) = l ( slika 8).



15

O
  k

Ol

l       

P
T1T1

T2

P’

slika 8

Na osnovu gore navedenog mo�emo izvesti i slede�e zak	uqke:

◦ ukoliko krug l neke ravni seqe krug k(O, r) inverzije ψk te ravni u dve razne
taqke A i B i sadr�i par inverznih taqaka P i P ′( ψk(P ) = P ′), tada se krug l
inverzijom ψk preslikava u sebe samog( jer taqke A i B osim krugu l pripadaju i
krugu k inverzije ψk, pa su obe ove taqke invarijantne, odnosno ψk(A) = A′ = A i
ψk(B) = B′ = B, te krug l sadr�i tri para inverznih taqaka).

◦◦ ukoliko krug l neke ravni sadr�i par inverznih taqaka P i P ′( ψk(P ) = P ′)
tada krug l seqe krug k(O, r) inverzije ψk i obzirom da su taqke dodira T1 i T2
tangenti OT1 i OT2 iz centra O inverzije ψk na krug l ujedno i taqke preseka kruga
l i kruga inverzije k, sledi da je krug l upravan na krug k inverzije ψk. Va�i i
obrnuto: ukoliko je krug l upravan na krug k inverzije ψk tada se krug l inverzijom
ψk preslikava u samog sebe.

Dakle, svaki krug eliptiqkog pramena koji sadr�i dve inverzne taqke P i P ′ u
inverziji ψk upravan je na krug inverzije k. I obrnuto, skup krugova koji sadr�e
neku taqku P i upravni su na krug k(O, r) inverzije ψk neke ravni je eliptiqki pra-
men krugova te ravni, koji, pored taqke P , sadr�e i �oj inverznu taqku P ′ = ψk(P ).

≺◦� Inverzivna ravan

Na osnovu do sada iskazanih i dokazanih osobina preslikava�a inverzijom u
odnosu na krug mogli smo zapaziti veliku sliqnost izme�u ovog preslikava�a i
preslikava�a osnom refleksijom. Naime:
• inverzija u odnosu na krug i osna refleksija su involutivna preslikava�a;
• prilikom preslikava�a inverzijom neke ravni sve invarijantne taqke te ravni

pripadaju krugu inverzije i pri preslikava�u taqaka neke ravni osnom refleksijom
sve invarijantne taqke te ravni pripadaju osi refleksije;
• ako se taqka X neke ravni osnom refleksijom preslikava u taqku X ′ tada je

pravaXX ′ upravna na osu refleksije. Sliqno, ako se taqkaX neke ravni preslikava
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inverzijom u odnosu na proizvo	an krug te ravni u taqku X ′ tada je prava XX ′

upravna na krug inverzije;
• ako je s proizvo	na prava neke ravni E2 i Ss : E2 → E2 preslikava�e osnom

refleksijom, gde je prava s osa refleksije, tada je Ss bijektivno preslikava�e.
Sliqno, ako je k(O, r) proizvo	an krug ravni E2 i E2

∗ = E2\{O}( "probuxena"ravan
E2, odnosno ravan E2 bez centra O kruga k(O, r)) i ψk: E2

∗ → E2
∗ preslikava�e

inverzijom u odnosu na krug k(O, r), tada je ψk bijektivno preslikava�e.
• krugovi koji sadr�e neku taqku A i upravni su na osu s refleksije Ss pripadaju

eliptiqkom pramenu krugova koji pored taqke A sadr�e i �enu sliku A′ = Ss(A)
u osnoj refleksiji Ss. Tako�e, krugovi koji sadr�e neku taqku A i upravni su na
krug k(O, r) inverzije ψk pripadaju eliptiqkom pramenu krugova koji pored taqke
A sadr�e i �enu sliku A′ = ψk(A) u inverziji ψk.

Obzirom na sve navedeno preslikava�e inverzijom u odnosu na krug ponekad na-
zivamo i refleksijom u odnosu na krug, pa u skladu sa tim definiciju kruga mo�emo
proxiriti i dopustiti da i prava bude krug, odnosno posmatrati pravu kao krug
neograniqenog polupreqnika. Tada mo�emo re�i da postoji jedinstven krug koji sa-
dr�i tri razne taqke ne razmix	aju�i o �ihovoj kolinearnosti, jer ukoliko su te
taqke kolinearne tada pripadaju jedinstvenom krugu neograniqenog polupreqnika,
kao i to da se inverzijom u odnosu na proizvo	an krug neke ravni svaki krug te
ravni preslikava u krug.

Proxirimo euklidsku ravan dodaju�i joj "idealnu"taqku O′( "beskonaqno da-
leku taqku") koja je i zajedniqka taqka i zajedniqko sredixte svih pravih koje
posmatramo kao krugove neograniqenog polupreqnika.

Pretpostavimo da dva kruga( bilo da su ograniqenog ili neograniqenog polupreq-
nika) neke ravni koja imaju jednu zajedniqku taqku. Tada se oni ili dodiruju, pa im
dodirna taqka jedina zajedniqka taqka, ili se seku, pa pored ove, koju smo pretposta-
vili, imaju jox jednu zajedniqku taqku. Ovo je jasno ukoliko su oba kruga krugovi(
ograniqenog polupreqnika) ili je je jedan od ovih krugova krug( ograniqenog polu-
preqnika), a drugi krug je prava( krug neograniqenog polupreqnika). Ukoliko su
oba kruga prave( krugovi neograniqenog polupreqnika) tada su one paralelne, pa je
pretpostav	ena zajedniqka taqka zapravo "idealna"taqka"O′, ili se ove prave seku,
pa im je pored �ihove preseqne taqke, druga zajedniqka taqka O′.

Razmatraju�i inverziju ψk u odnosu na krug k(O, r) eukludske ravni E2 i uvode�i
pojam E2

∗ = E2\{O}, dokazali smo da je preslikava�e inverzijom ψk: E2
∗ → E2

∗
bijekcija i da svaka taqka ravni E2 izuzev centra O inverzije ψk ima svoju sliku
u inverziji ψk( ovo je razlog zbog koga smo za domen i kodomen funkcije ψk uzeli
E2
∗ = E2\{O}). Sada, dodava�em "idealne"taqke O′ euklidskoj ravni, mo�emo re�i

da svaka taqka ravni E2 ima svoju sliku pri preslikava�u inverzijom ψk, jer je taqka
O′ slika u inverziji ψk centra O ove inverzije. Euklidska ravan dopu�ena taqkom
O′ naziva se inverzivna ravan( konformna ravan). Dakle, preslikava�e inverzijom
u odnosu na krug definisano u inverzivnoj ravni je bijektivno preslikava�e.

Sve prave inverzivne ravni koje sadr�e centar O inverzije ψk( u odnosu na
krug k(O, r) te ravni) sadr�e i taqku O′ koja je slika u inverziji ψk centra O ove
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inverzije, tj O′ = ψk(O). Ako su taqke O i O′ istovetne, krug inverzije postaje
prava, pa inverzija postaje osna refleksija.

Sada, kada i prave i krugove inverzivne ravni posmatramo kao krugove, pod poj-
mom uglova inverzivne ravni podrazumevamo uglove koje zahvataju krugovi te ravni.

U osnoj refleksiji uglovi se preslikavaju u �ima podudarne uglove, jer ako se
dva kruga seku u taqama A i A′ tada se osnom refleksijom u odnosu na pravu koja
sadr�i sredixta ova dva kruga taqka A preslikava u taqku A′, ugao koji ova dva
kruga zahvataju u taqki A preslikava se u ugao koji ova dva kruga zahvataju u taqki
A′, a kako se svaki od ova dva kruga posmatranom osnom refleksijom preslikava
u sebe samog, to je ugao koji ova dva kruga zahvataju u taqki A podudaran uglu koji
ova dva kruga zahvataju u taqki A′. Ovo nam omogu�ava da doka�emo slede�u teoremu:

Teorema 7: Inverzijom se uglovi preslikavaju u �ima podudarne uglove.

dokaz: Neka je k(O, r) proizvo	an krug neke ravni, ψk preslikava�e inverzijom
u odnosu na krug k i l1 i l2 dva kruga iste ravni koji se seku u nekoj taqki P . Ne
uma�uju�i opxtost pretpostavimo da taqka P ne pripada krugu k inverzije ψk. U
tom sluqaju slika u inverziji ψk taqke P je taqka P ′ = ψk(P ) koja sa taqkom P nije
istovetna. Tada postoje krugovi k1 i k2 koji sadr�e i taqku P i taqku P ′ pri qemu
krug k1 dodiruje iznutra krug l1 u taqki P , a krug k2 dodiruje krug l2 tako�e u taqki
P . Kako se krugovi k1 i l1 dodiruju u taqki P to je tangenta na krug k1 u taqki
P istovetna tangenti na krug l1 u taqki P . Sliqno, obzirom da se krugovi k2 i l2
dodiruju u taqki P , tangenta na krug k2 u taqki P istovetna je tangenti na krug l2
u taqki P (slika 9). Odavde sledi da je ugao koji zahvataju krugovi l1 i l2 u taqki
P istovetan uglu koji zahvataju krugovi k1 i k2 u taqki P .

O
  k

l1  l1’    

l2  

l2’          

PP’ 

     k1

       k2

slika 9

Obzirom da krugovi k1 i k2 sadr�e par inverznih taqaka P i P ′ to se svaki od ovih
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krugova inverzijom ψk preslikava u samog sebe, tj. ψk(k1) = k1 i ψk(k2) = k2. Slike
u inverziji ψk krugova l1 i l2 redom su krugovi l′1 = ψk(l1) i l′2 = ψk(l2), pri qemu,
obzirom da krugovi l1 i l2 oba sadr�e taqku P , �ihove slike u inverziji ψk, krugovi
l′1 i l

′
2, oba sadr�e sliku u inverziji ψk taqke P , taqku P

′.

Kako se krugovi k1 i l1 dodiruju u taqki P to se �ihove slike u inverziji ψk,
krugovi k1 i l′1 dodiruju u taqki P ′. Sliqno, krugovi k2 i l2 dodiruju se u taqki
P , te se �ihove slike u inverziji ψk, krugovi k2 i l′2 dodiruju u taqki P ′. Stoga
se ugao koji zahvataju krugovi k1 i k2 u taqki P inverzijom ψk preslikava u �emu
podudaran ugao( koji ova dva kruga zahvataju u taqki P ′), pa se ugao koji zahvataju
krugovi l1 i l2 u taqki P inverzijom ψk preslikava u �emu podudaran ugao( koji
zahvataju �ihove slike u inverziji ψk, krugovi l

′
1 i l

′
2, u taqki P

′). �

U posebnom sluqaju, pravi uglovi se inverzijom preslikavaju u prave uglove,
stoga se upravni krugovi preslikavaju u upravne krugove.

Naredno tvr�e�e, nexto opxtije od prethodne teoreme navodimo bez dokaza:

Stav 1: Inverzijom se uglovi koje zahvataju dva kruga preslikavaju u �ima po ap-
solutnoj vrednosti mere jednake uglove, pri qemu su ti uglovi suprotne orijentacije.

Obzirom na ovaj stav za preslikava�e inverzijom u odnosu na krug mo�emo re�i
da je izogonalno preslikava�e( quva jednakost uglova po apsolutnoj vrednosti), pre-
ciznije antikonformno preslikava�e( me�a orijentaciju uglova).

Ranije smo dokazali da je svaki krug koji sadr�i dve inverzne taqke A i B u
inverziji ψk( B = ψk(A)) upravan na krug k(O, r) inverzije ψk.

Razmotrimo i slede�e: neka je k(Ok, rk) krug neke inverzivne ravni, ψk presli-
kava�e inverzijom u odnosu na krug k(Ok, rk), taqke A i B par inverznih taqaka u
inverziji ψk( B = ψk(A)) i neka je k0(O, r) krug iste ravni qiji je centar taqka O,
a ψk0

preslikava�e inverzijom u odnosu na krug k0.
Inverzijom ψk0

krug k preslikava se u krug k′ = ψk0
(k), a taqke A i B redom u

taqke A′ = ψk0
(A) i B′ = ψk0

(B), pri qemu su taqke A′ i B′ jedna drugoj inverzne u
inverziji ψk′ u odnosu na krug k′ = ψk0

(k) (slika 10).

O

Kok

Ok

A

B

  k’

A’

B’

slika 10
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U posebnom sluqaju, kada je taqka B centar inverzije ψk0
( centar kruga k0), u

inverziji ψk0 slika B′ = ψk0(B) taqke B je taqka O′. Tada je taqka A inverzna
taqki O u inverziji ψk u odnosu na krug k( tj. taqka A je slika u inverziji ψk taqke
O: A = ψk(O)), a taqka A′ je inverzna taqka taqki O′ u inverziji ψk′( A′ = ψk′(O′))
u odnosu na krug k′ = ψk0

(k), te je taqka A′ sredixte kruga k′ (slika 11).

Ko

O
A

   k
 k’

A

A’

slika 11

Dakle, ukoliko je k(Ok, rk) krug neke inverzivne ravni, ψk preslikava�e inver-
zijom u odnosu na krug k, A proizvo	na taqka te ravni i O centar nekog kruga k0
iste ravni, tada, ako se inverzijom ψk taqka O preslikava u taqku A, inverzijom ψk0

u odnosu na krug k0( qiji je centar taqka O) krug k preslikava u krug k′ = ψk0(k),
taqka A se preslikava u taqku A′ = ψk0(A) koja je centar kruga k′.

≺◦� Primena inverzije

U ovom ode	ku rexi�emo samo nekoliko poznatih teorema iz geometrije( koje su
uglavnom rexene standardnim geometrijskim metodama) primenom inverzije u od-
nosu na krug, uz napomenu da postoji jox mnogo matematiqih problema koji se mogu
rexiti primenom inverzije.

Teorema ( uopxtena Ptolomejeva teorema)

Dokazati da za svake qetiri taqke A, B, C i D ravni E2 va�i relacija:

AB · CD +BC ·AD > AC ·BD.

Jednakost va�i ako i samo ako je qetvorougao ABCD konveksni tetivni qetvorougao
ili ako su taqke A, B, C i D kolinearne.

rexe�e: Neka su A, B, C i D qetiri razne nekolinearne taqke ravni E2 i
neka je i krug iste ravni, proizvo	nog polupreqnika, qiji je centar neka od ove
qetiri taqke. Ne uma�uju�i opxtost, uzmimo da je centar kruga i u taqki A, i(A, r).
Posmatrajmo preslikava�e inverzijom ψi u odnosu na krug i (slika 12).

Slike u inverziji ψi taqaka B, C i D redom su taqke B′ = ψi(B), C ′ = ψi(C) i
D′ = ψi(D). Iz nejednakosti trougla imamo da je:

B′C ′ + C ′D′ > D′B′ (∗)
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a na osnovu ranije rexenog primera je:

B′C ′ =
r2

AB ·AC
·BC ∧ C ′D′ =

r2

AC ·AD
· CD ∧ D′B′ =

r2

AD ·AB
·DB.

A

i

B

C

D

B’

C’

D’

A

i

B

D

B’

D’

C

C’

slika 12 slika 13

Kada ove tri jednakosti uvrstimo u nejednakost (∗) imamo da je:

r2

AB ·AC
·BC +

r2

AC ·AD
· CD > r2

AD ·AB
·DB.

Mno�e�em posled�e nejednakosti sa AB ·AC ·AD dobijamo tra�enu nejednakost:

AD ·BC +AB · CD > AC ·DB.

Jednakost va�i ukoliko taqka C ′ pripada zatvorenoj du�i B′D′, tj. ako taqka C
pripada krugu opisanom oko trougla ABD tj. luku BD tog kruga na kome nije taqka
A, odnosno ako je ABCD konveksni tetivni qetvorougao (slika 13). �
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Teorema ( Mikelova teorema o xest krugova)

Neka su k1, k2, k3 i k4 krugovi jedne ravni takvi da se krugovi k1 i k2 seku u
taqkama A i A1; krugovi k2 i k3 seku u taqkama B i B1; krugovi k3 i k4 seku u
taqkama C i C1 i k4 i krugovi k1 seku u taqkama D i D1. Ako su taqke A, B, C i D
kocikliqne tada su taqke A1, B1, C1 i D1 kocikliqne ili kolinearne.

 k2

k1

k 

    k3

k4  

C

D

A

B

A1

B1
C1

    D1
l

rexe�e: Neka su k1, k2, k3 i k4 krugovi iste ravni takvi da se k1 i k2 seku u taq-
kama A i A1, k2 i k3 seku u taqkama B i B1, k3 i k4 seku u taqkama C i C1 i k4 i
krugovi k1 seku u taqkama D i D1. Pretpostavimo da su taqke A, B, C i D koci-
kliqne, odnosno da pripadaju istom krugu. Oznaqimo taj krug sa k. Neka je i krug
iste ravni, proizvo	nog polupreqnika, qiji je centar neka od taqaka A, B, C ili
D. Ne uma�uju�i opxtost uzmimo da je centar kruga i taqka A, i(A, r). Posmatrajmo
preslikava�e inverzijom ψi u odnosu na krug i.

Krug k1 sadr�i taqku A( centar inverzije ψi) te je inverziji ψi �egova slika
k′1 = ψi(k1) prava. Kako krug k1 sadr�i taqke A1, D i D1, to �egova slika u
inverziji ψi, prava k

′
1, sadr�i taqke A′1 = ψi(A1), D′ = ψi(D) i D′1 = ψi(D1), slike

u inverziji ψi redom taqaka A1, D i D1.
Krug k2 sadr�i taqku A, centar posmatrane inverzije, te je inverziji ψi �egova

slika k′2 = ψi(k2) prava. Kako krug k2 sadr�i taqke A1, B i B1, �egova slika u
inverziji ψi, prava k

′
2, sadr�i taqke A′1 = ψi(A1), B′ = ψi(B) i B′1 = ψi(B1), slike

u inverziji ψi redom taqaka A1, B i B1.
Tre�i krug koji sadr�i centar inverzije ψi, taqku A, je krug k pa je u inverziji

ψi i �egova slika k
′ = ψi(k) prava. Krug k sadr�i i taqke B, C i D, pa �egova slika

u inverziji, prava k′, sadr�i slike u inverziji ψi ovih taqaka, taqke B′ = ψi(B),
C ′ = ψi(C) i D′ = ψi(D).

Kako krug k3 ne sadr�i taqku A, centar posmatrane inverzije, u inverziji ψi

�egova slika k′3 = ψi(k3) je krug, pri qemu, obzirom da krug k3 sadr�i taqke B, B1,
C i C1, �egova slika u inverziji, krug k

′
3, sadr�i slike u inverziji ψi ovih taqaka,

taqke B′ = ψi(B), B′1 = ψi(B1), C ′ = ψi(C) i C ′1 = ψi(C1).
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Sliqno, krug k4 ne sadr�i taqku A, centar inverzije ψi, te je u inverziji ψi

�egova slika k′4 = ψi(k4) krug, pri qemu, poxto krug k4 sadr�i taqke C, C1, D i D1,
�egova slika u inverziji, krug k′4, sadr�i slike u inverziji ψi ovih taqaka, taqke
C ′ = ψi(C), C ′1 = ψi(C1), D′ = ψi(D) i D′1 = ψi(D1) (slika 14).
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slika 14

Poxto taqke B′, B′1, C
′ i C ′1 pripadaju krugu k

′
3 qetvorougao BB1CC1 je tetivan, pa je

]B′1C
′
1C
′ = π−]B′1B′C = π−]B′. Qetvorougao CC1DD1 tako�e je tetivan, obzirom

da taqke C ′, C ′1, D
′ i D′1 pripadaju krugu k

′
4, te je ]D

′
1C
′
1C
′ = π−]D′1D′C = π−]D′.
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Na osnovu do sada zak	uqenog sledi da je ]B′1C
′
1D
′
1 = 2π − (]B′1C

′
1C
′ +]D′1C

′
1C
′) =

2π − (π − ]B′ + π − ]D′) = ]B′ + ]D′. Posmatrajmo uglove trougla A′1B
′D′: poxto

je zbir uglova u trouglu jednak π to je ]B′A′1D
′ = π − (]B′ + ]D′) (slika 15).

Na kraju, kako za uglove qetvorouglu A′1B
′
1C
′
1D
′
1 va�i: ]B′1C

′
1D
′
1 + ]B′1A

′
1D
′
1 =

(]B′+]D′)+(π−(]B′+]D′)) = π, to je qetvorougao A′1B
′
1C
′
1D
′
1 tetivan, pa taqke A

′
1,

B′1, C
′
1 i D

′
1 pripadaju istom krugu, oznaqimo ga sa l′. Taqke A′1, B

′
1, C

′
1 i D

′
1 slike su

u inverziji ψi taqaka A1, B1, C1 i D1, a kako je inverzija involutivno preslikava�e,
to i taqke A1, B1, C1 i D1 pripadaju istom krugu, krugu koji je slika u inverziji ψi

kruga l′ tj. krugu kome je slika u inverziji ψi krug l
′: l = ψ−1i (l′) = ψi(l

′) (slika 16).�
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Pre no xto se upustimo u iskaz i dokaz slede�e teoreme navedimo( bez dokaza,
koji su jednostavni) nekoliko pomo�nih tvr�e�a koja �e nam koristi u dokazu iste.

Tvr�e�e 1: Neka su A, B, C i D qetiri razne taqke neke ravni, k krug nad
preqnikom AB iste ravni i ψk preslikava�e inverzijom u odnosu na krug k. Tada
va�i ekvivalencija:

ψk(C) = D ⇔ H(A,B;C,D). ♦
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Napomenimo i to da ako je par taqaka A i B harmonijski spregnut parom taqaka
C i D, tada je i par taqaka C i D harmonijski spregnut parom taqaka A i B, odno-
sno: H(A,B;C,D) = H(C,D;A,B).

Tvr�e�e 2: Neka su S i Sa centri krugova k i ka, gde je k krug upisan u tro-
ugao ABC, krug ka spo	a upisan( pripisan trouglu) u trougao ABC koji dodiruje
stranicu BC ovog trougla; L i La redom taqke u kojima krugovi k i ka doiruju stra-
nicu BC; taqka A′ podno�je upravne iz temena A na stranicu BC; taqka E presek
bisektrise unutrax�eg ugla kod temena A sa stranicom BC i taqke N i Na redom
podno�ja upravnih iz taqaka S i Sa na pravu AA

′. Tada va�i:

1) H(A,E;S, Sa)
2) H(A,A′;N,Na)
3) H(A′, E;L,La) ♦.

Napomena: U dokazu teoreme koja sledi koristi�emo tre�i deo tvr�e�a 2.

Tvr�e�e 3: Ako je k krug upisan u trougao ABC, koji dodiruje stranicu BC
ovog trougla u taqki L; krug ka spo	a upisan u trougao ABC, koji dodiruje stranicu
BC ovog trougla u taqki La i A1 sredixte stranice BC, tada je taqka A1 sredixte
du�i LLa. ♦

Prisetimo se i Ojlerovog kruga( krug devet taqaka):

Neka je ABC trougao kome su taqke A1, B1 i C1 redom sredixta stranica BC, CA
i AB; A′, B′ i C ′ podno�ja visina redom iz temena A, B i C; taqka H ortocentar
trougla ABC i taqke A2, B2 i C2 redom sredixta du�i AH, BH i CH. Tada
postoji krug koji sadr�i taqke A1, B1, C1, A

′, B′, C ′, A2, B2 i C2 i taj se krug
naziva Ojlerov krug (slika 17).
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Teorema ( Fojerbahova teorema )

Ojlerov krug trougla dodiruje upisan krug i spo	a upisane krugove tog trougla
u tzv. Fojerbahovim taqkama tog trougla. Dokazati.
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 k
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B1C1
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rexe�e: Neka je k krug upisan u trougao ABC i L taqka u kojoj krug k dodiruje
stranicu BC ovog trougla; ka krug spo	a upisan u trougao ABC i La dodirna taqka
kruga ka sa stranicom BC; e Ojlerov krug ovog trougla; taqke A1, B1 i C1 redom
sredixta stranica BC, CA i AB trougla ABC; taqka A′ podno�je visine iz temena
A na stranicu BC( pravu BC) i taqka E presek bisektrise unutrax�eg ugla kod
temena A sa pravom BC.

Na osnovu tvr�e�a 3 taqka A1 je i sredixte du�i LLa pa postoji krug, oznaqimo
ga sa i, sa centrom u taqki A1, koji sadr�i taqke L i La, tj. kome je du� LLa

preqnik. Uzmimo krug i za krug inverzije i posmatrajmo preslikava�e inverzijom
ψi u odnosu na krug i.

Krug k seqe krug i inverzije ψi u taqki L i u istoj toj taqki dodiruje stranicu
BC trougla ABC, a kako stranica BC sadr�i preqnik LLa kruga i sledi da je ugao
izme�u tangenti na krugove k i i u taqki L jednak 90◦, tj. krug k upravan je na krug
i inverzije ψi.

Sliqno, krug ka seqe krug i inverzije ψi u taqki La i u istoj toj taqki dodiruje
stranicu BC trougla ABC i obzirom da stranica BC sadr�i preqnik LLa kruga
i to su tangente na krugove ka i i u taqki La upravne, xto znaqi da je i krug ka
upravan na krug i inverzije ψi.

Dakle, krugovi k i ka upravni su na krug inverzije i pa se, na osnovu ranije
donetih zak	uqaka, inverzijom ψi svaki od ovih krugova preslikava u sebe samog:
k′ = ψi(k) = k i k′a = ψi(ka) = ka.

Ojlerov krug e sadr�i sredixte A1 stranice BC, pa je u inverziji ψi �egova
slika e′ = ψi(e) prava, obzirom da je taqka A1 sredixte kruga i, odnosno centar
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inverzije ψi.

Dokaza�emo da je prava e′ tangenta i kruga k i kruga ka (slika 18).

Na osnovu tvr�e�a 2 va�i da jeH(A′, E;L,La), a na osnovu tvr�e�a 1 jeH(A′, E;L,La)⇔
ψi(A

′) = E gde je i( krug inverzije ψi) krug nad preqnikom LLa. Dakle, izH(A′, E;L,La)
sledi da je ψi(A

′) = E, odnosno podno�je A′ visine iz temena A trougla ABC inver-
zijom ψi preslikava se u taqku E preseka bisektrise unutrax�eg ugla kod temena A
sa pravom BC. Kako taqka A′ pripada Ojlerovom krugu e, �ena slika u inverziji
ψi, taqka E, pripada slici u inverziji ψi kruga e, pravoj e

′.
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slika 18

Neka su B′1 = ψi(B1) i C ′1 = ψi(C1) redom slike u inverziji ψi taqaka B1 i
C1( sredixta stranica AC i AB trougla ABC). Poxto taqke B1 i C1 pripadaju
Ojlerovom krugu e, �ihove slike u inverziji ψi, taqke B

′
1 i C

′
1, pripadaju slici u

inverziji ψi kruga e, pravoj e
′. Napomenimo da, obzirom da su du�i A1B1, B1C1 i

C1A1 sred�e linije trougla ABC, trougao A1B1C1 sliqan je trouglu ABC. Kako
je taqka A1 sredixte inverzije ψi to je, na osnovu leme 1, trougao A1C

′
1B
′
1 sliqan

trouglu A1B1C1.

Uvedimo, radi lakxeg snala�e�a u ostatku dokaza, slede�e oznake: α = ]BAC,
β = ]ABC, γ = ]BCA (α+ β + γ = π).

Iz sliqnosti trouglova A1C
′
1B
′
1 i A1B1C1 je: ]A1C

′
1B
′
1 = ]A1B1C1 = ]ABC = β

i ]A1B
′
1C
′
1 = ]A1C1B1 = ]ACB = γ, otuda je ]C ′1A1B

′
1 = π−(β+γ) = α. Du� A1C1

paralelna je stranici AC, pa je ]C1A1B = ]ACB = γ ( kao uglovi sa paralelnim
kracima), a kako je ]B′1C

′
1A1 = β, to je ]EC ′1A1 = α + γ, pa je ]C ′1EA1 = β − γ.

Dakle, prava e′ sa stranicom BC trougla ABC obrazuje ugao β − γ.
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Spo	ax�i ugao kod temena B trougla ABC iznosi α+γ i poxto je kod temena E
jednak β− γ, sledi da prava e′ sa pravom AB obrazuje ugao γ = ]ACB, xto znaqi da
je prava e′ tangenta kruga k, a kako e′ sa stranicom AC trougla ABC obrazuje ugao
jednak β = ]ABC odnosno α + γ = ]BAC + ]ACB to je prava e′ tangenta i kruga
ka. Dakle prava e

′ zajedniqka je( unutrax�a) tangenta krugova k i ka.
Na kraju, obzirom da je prava e′ slika u inverziji ψi Ojlerovog kruga e, a krugovi

k i ka sami su svoje slike u ovoj inverziji, poxto preslikava�e inverzijom quva jed-
nakost uglova to je ](e, k) = ](ψi(e), ψi(k)) = ](e′, k) i ](e, ka) = ](ψi(e), ψi(ka)) =
](e′, ka) odakle sledi da krug e dodiruje krug k i krug e dodiruje krug ka.

Na isti naqin dokazuje se da Ojlerov krug e dodiruje i krugove kb i kc, gde je
krug kb spo	a upisan u trougao ABC pri qemu dodiruje stranicu AC ovog trougla;
krug kc spo	a upisan u trougao ABC pri qemu dodiruje stranicu AB ovog trougla.

Dakle, Ojlerov krug e dodiruje sva qetiri kruga k, ka, kb i kc u po jednoj taqki
i te se taqke nazivaju Fojerbahove taqke trougla.�
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≺◦� Apolonijevi problemi o dodiru krugova ≺◦�

≺•� Apolonijev problem 1 ≺•�

#Konstruisati krug koji sadr�i tri date taqke (A,B,C).

rexe�e:

Tra�eni krug je krug opisan oko 4ABC ukoliko date taqke A, B, C nisu koli-
nearne. Ako su taqke A, B, C kolinearne tada ne postoji krug koji ispu�ava uslove
postav	enog problema.

Iako je ovaj problem trivijalan, on se tako�e mo�e rexiti primenom inverzije
u odnosu na krug. Naime, neka su A, B, C date tri nekolinearne taqke neke ravni
i neka je i krug te ravni, proizvo	nog polupreqnika, sa centrom u bilo kojoj od
datih taqaka. Ne uma�uju�i opxtost uzmimo da je centar kruga i data taqka A i ψi

inverzija u odnosu na krug i. Pretpostavimo jox da polupreqnik kruga i nije jednak
ni jednoj od du�ina du�i AB i AC.

Inverzijom u odnosu na krug i date taqke B i C preslikavaju se redom u taqke
B′ i C ′: ψi(B) = B′, ψi(C) = C ′. Tra�eni krug, nazovimo ga x, po uslovu zadatka
sadr�i datu taqku A, a kako je ona centar inverzije ψi, u posmatranoj inverziji
slika x′ = ψi(x) tra�enog kruga x je prava. Krug x sadr�i i taqke B i C, pa �egova
slika, prava x′, sadr�i taqke B′ i C ′ dobijene kao slike u inverziji ψi datih taqaka
B i C. Zadatak se svodi na konstrukciju prave x′ kroz dve inverzijom ψi dobijene
taqke B′ i C ′.

Na kraju, tra�eni krug x slika je u inverziji dobijene prave x′, jer kako je in-
verzija involutivno preslikava�e va�i: x = ψ−1i (x′) = ψi(x

′) ( slika 11).

Obzirom da postoji taqno jedna prava kroz dve razne taqke, to je dobijena prava x′

jedinstvena, te postoji samo jedan krug x koji ispu�ava uslov postav	enog problema.
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≺•� Apolonijev problem 2 ≺•�

#Konstruisati krug koji sadr�i dve date taqke i dodiruje datu pravu (A,B, p).

rexe�e:

Neka su date taqke A i B i prava p neke ravni i neka je x tra�eni krug te ravni
koji sadr�i taqke A i B i dodiruje pravu p. Razmotrimo najopxtiji sluqaj, kada
ni jedna od datih taqaka ne pripada pravi p i obe se nalaze sa iste strane prave p.

Oznaqimo sa i krug iste ravni, proizvo	nog polupreqnika, sa centrom u jednoj
od datih taqaka, ne uma�uju�i opxtost uzmimo da je taqka A centar kruga i, i(A, r).
Posmatrajmo preslikava�e inverzijom ψi u odnosu na krug i.

Data prava p ne sadr�i taqku A, centar inverzije ψi, pa je u ovoj inverziji �ena
slika p′ = ψi(p) krug. Slika u inverziji ψi date taqke B je taqka B′ = ψi(B).

Tra�eni krug x, po uslovu zadatka, sadr�i taqku A( centar inverzije ψi), pa
je u posmatranoj inverziji �egova slika x′ = ψi(x) prava. Prava p i krug x imaju
jednu zajedniqku taqku stoga ih toliko imaju i �ihove slike u inverziji, i kako
inverzija quva jednakost uglova: ](x, p) = ](ψi(x), ψi(p)) = ](x′, p′) sledi da je
prava x′ tangenta kruga p′. Kako krug x sadr�i taqku B, �egova slika, prava x′,
sadr�i taqku B′, (B ∈ x ⇒ ψi(B) ∈ ψi(x) ⇔ B′ ∈ x′). Dakle, slika x′ tra�enog
kruga x je prava koja prolazi kroz taqku B′ i tangenta je kruga p′. Problem se svodi
na konstrukciju tangente x′ iz taqke B′, dobijene odre�iva�em slike u inverziji ψi

date taqke B, na krug p′, dobijen odre�iva�em slike u inverziji ψi date prave p.
Na kraju, tra�eni krug x slika je u inverziji dobijene prave x′, jer kako je in-

verzija involutivno preslikava�e to je: x = ψ−1i (x′) = ψi(x
′).

Broj rexe�a, odnosno broj krugova koji zadovo	avaju uslov postav	enog pro-
blema, zavisi od broja tangenti iz taqke B′ na krug p′. U posmatranom sluqaju, kada
ni jedna od taqaka A i B ne pripada datoj pravi p, taqka B′ ne pripada krugu p′, pa
postoje taqno dve tangente, oznaqimo ih sa x′1 i x

′
2, iz taqke B

′ na krug p′, a samim
tim i dva kruga x1 i x2, odgovaraju�e slike u inverziji ψi dobijenih pravih x

′
1 i x

′
2:

x1 = ψ−1i (x′1) = ψi(x
′
1), x2 = ψ−1i (x′2) = ψi(x

′
2) koji su tra�eno rexe�e (slika 21).
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◦�� Razmotrimo sada specijalne sluqajeve:

Jedini specijalan sluqaj za koji postoji rexe�e problema je ukoliko neka od
date dve taqke pripada datoj pravi. Ne uma�uju�i opxtost pretpostavimo da data
taqka B pripada datoj pravi p.

U ovako zadatom polo�aju elemenataA, B i p neke ravni, tra�ene krugove mo�emo
odrediti istom inverzijom ψi, u odnosu na krug i, i(A, r), kao u prethodnom sluqaju.

Razmatra�e je potpuno identiqno, jedina je razlika u broju rexe�a problema, jer
kako, po naxoj pretpostavci, data taqka B pripada datoj pravi p, taqka B′ pripada
krugu p′, te postoji taqno jedna tangenta x′ iz B′ na p′, stoga i taqno jedan krug
x, odgovaraju�a slika u inverziji ψi dobijene prave x

′: x = ψ−1i (x′) = ψi(x
′), koji

zadovo	ava uslov postav	enog problema (slika 22).
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Zadatak nema rexe�a ukoliko obe date taqke pripadaju datoj pravi ili ako se
date dve taqke nalaze sa raznih strana date prave ( slika 23).
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slika 23
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≺•� Apolonijev problem 3 ≺•�

#Konstruisati krug koji sadr�i dve date taqke i dodiruje dati krug (A,B, k).

rexe�e:

Neka su A i B date taqke i k dati krug neke ravni. Nazovimo x tra�eni krug te
ravni koji sadr�i date taqke A i B i dodiruje dati krug k. Razmotrimo najopxtiji
sluqaj, kada krug k ne sadr�i ni jednu od datih taqaka i obe se taqke nalaze ili u
spo	ax�oj ili u unutrax�oj oblasti kruga k.

Oznaqimo sa i krug iste ravni, proizvo	nog polupreqnika, sa centrom u jednoj
od datih taqaka. Ne uma�uju�i opxtost uzmimo da je data taqka B centar kruga i,
i(B, r), i posmatrajmo preslikava�e inverzijom ψi u odnosu na krug i.

Dati krug k ne sadr�i taqku B, centar inverzije ψi, pa je u ovoj inverziji �egova
slika k′ = ψi(k) krug. Slika u inverziji ψi date taqke A je taqka A′ = ψi(A).

Tra�eni krug x, po uslovu zadatka, sadr�i taqku B( centar inverzije ψi), te je
u posmatranoj inverziji �egova slika x′ = ψi(x) prava. Krug x i krug k se dodiruju,
odnosno imaju jednu zajedniqku taqku, pa ih toliko imaju i �ihove slike u inverziji
i obzirom da inverzija quva jednakost uglova: ](x, k) = ](ψi(x), ψi(k)) = ](x′, k′)
sledi da je prava x′ tangenta kruga k′. Krug x, po uslovu zadatka, sadr�i taqku
A, otuda i prava x′ sadr�i taqku A′, (A ∈ x ⇒ ψi(A) ∈ ψi(x)). Dakle, prava x′

sadr�i taqku A′ i tangenta je kruga k′, te se zadatak svodi na konstrukciju tangente
iz taqke A′, dobijene odre�iva�em slike date taqke A u inverziji ψi, na krug k′,
dobijen odre�iva�em slike u inverziji ψi datog kruga k.

Na kraju, obzirom da je inverzija involutivno preslikava�e, tra�eni krug x
slika je u inverziji ψi dobijene tangente x

′: x = ψ−1i (x′) = ψi(x
′).

Broj rexe�a, odnosno broj krugova koji zadovo	avaju uslov postav	enog pro-
blema, zavisi od broja tangenti x′ iz taqke A′ na krug k′. U posmatranom sluqaju,
kada ni jedna od datih taqaka A i B ne pripada datom krugu k, taqka A′ ne pripada
krugu k′, pa postoje taqno dve tangente, nazovimo ih x′1 i x′2, iz A

′ na k′, a samim
tim i dva kruga x1 i x2, odgovaraju�e slike u inverziji dobijenih pravih x′1 i x′2:
x1 = ψ−1i (x′1) = ψi(x

′
1), x2 = ψ−1i (x′2) = ψi(x

′
2), koji zadovo	avaju uslov postav	enog

problema.

Slika 31 prikazuje konstrukciju tra�enih krugova ukoliko su date taqke A i
B u spo	ax�oj oblasti datog kruga k. Slika 32 prikazuje konstrukciju tra�enih
krugova ukoliko su date taqke A i B u unutrax�oj oblasti datog kruga k.
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slika 31 slika 32

◦�� Razmotrimo sada specijalan sluqaj:

Jedini specijalan sluqaj, odnosno poseban polo�aj zadatih elemenata ravni, za
koji postoji rexe�e ovog problema, je polo�aj pri kome taqno jedna data taqka pri-
pada datom krugu. Ne uma�uju�i opxtost uzmimo da taqka A pripada krugu k.

Postoje dva naqina da se odredi tra�eno rexe�e. Prvi naqin je gor�e opisani,
pomo�u inverzije ψi u odnosu na krug i, proizvo	nog polupreqnika, sa centrom u
datoj taqki B. Razmatra�e je gotovo identiqno, jedina razlika je u broju rexe�a,
broju krugova koji ispu�avaju uslov postav	enog problema. Naime, po naxoj pret-
postavci data taqka A pripada datom krugu k, pa taqka A′ pripada krugu k′, otuda
postoji taqno jedna tangenta x′ iz A′ na k′, odgovaraju�a slika u inverziji ψi traz-
henog kruga x, pa je krug x slika u inverziji dobijene prave x′: x = ψ−1i (x′) = ψi(x

′).

Slika 3a(1) prikazuje konstrukciju inverzijom ψi tra�enog kruga, ukoliko je data
taqke A na krugu k a taqka B se nalazi u �egovoj spo	ax�oj oblasti. Slika 3a(2)
prikazuje konstrukciju inverzijom ψi tra�enog kruga, ukoliko je data taqke A na
krugu k a taqka B se nalazi u �egovoj unutrax�oj oblasti.
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slika 3a(1) slika 3a(2)
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Drugi naqin za odre�iva�e tra�enog kruga je pomo�u inverzije ψi1 u odnosu na
krug i1 iste ravni, sa centrom u datoj taqki A ∈ k, proizvo	nog polupreqnika r1 6= r,
gde je r polupreqnik datog kruga k.

Dati krug k, po pretpostavci, sadr�i taqku A, centar inverzije ψi1 te je u ovoj
inverziji �egova slika k′ = ψi1(k) prava. Slika u inverziji ψi1 date taqke B je
taqka B′ = ψi1(B).

Tra�eni krug x, po uslovu zadatka, sadr�i taqkuA( centar inverzije ψi1), odakle
je u posmatranoj inverziji �egova slika x′ = ψi1(x) prava. Krug x i dati krug k
se dodiruju, a poxto inverzija quva jednakost uglova: ](x, k) = ](ψi1(x), ψi1(k)) =
](x′, k′) sledi da su prave x′ i k′ me�usobno paralelne. Kako krug x, po postav	enom
uslovu sadr�i datu taqku B, prava x′ sadr�i taqku B′. Da zak	uqimo: slika x′

tra�enog kruga x je prava koja sadr�i taqku B′ i paralelna je pravi k′. Zadatak
se svodi na konstrukciju prave x′ kroz taqku B′, dobijene kao slika u inverziji
ψi1 date taqke B, paralelne pravi k

′, dobijene odre�iva�em slike u u inverziji ψi1

datog kruga k.
Na kraju, krug x slika je dobijene prave x′ u inverziji ψi1 : x = ψ−1i1

(x′) = ψi1(x′).

Na slici 3a(3) prikazana je konstrukcija, pomo�u inverzije ψi1 , tra�enog kruga,
ukoliko je data taqke A na krugu k a taqka B se nalazi u �egovoj spo	ax�oj oblasti.
Na slici 3a(4) je konstrukcija pomo�u inverzije ψi1 tra�enog kruga, ukoliko je data
taqke A na krugu k a taqka B se nalazi u �egovoj unutrax�oj oblasti.
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slika 3a(3) slika 3a(4)

Postav	eni problem nema rexe�a ukoliko obe date taqke pripadaju datom krugu
ili se jedna nalazi u unutrax�oj a druga u spo	ax�oj oblasti kruga( slika 3b).
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k  k  

A

B

slika 3b
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≺•� Apolonijev problem 4 ≺•�

#Konstruisati krug koji sadr�i datu taqku i dodiruje date dve prave (B, p, q).

rexe�e:

Neka su date prave p i q i taqka B neke ravni i neka je x tra�eni krug te ravni
koji sadr�i datu taqku B i dodiruje date prave p i q. Razmotrimo najpre najopx-
tiji sluqaj, kada ni jedna od pravih p i q ne sadr�i taqku B.

Oznaqimo sa i krug iste ravni sa centrom u datoj taqki B, proizvo	nog polu-
preqnika, i(B, r), a sa ψi preslikava�e inverzijom u odnosu na krug i.

Kako ni jedna od datih pravih p i q ne sadr�i datu taqku B, centar inverzije
ψi, u posmatranoj inverziji �ihove slike p′ = ψi(p) i q

′ = ψi(q) su krugovi koji, po
definiciji preslikava�a inverzijom u odnosu na krug, oba sadr�e centar inverzije(
taqku B), xto znaqi da se krugovi p′ i q′ ili seku( B je jedna od dve preseqne taqke)
ili dodiruju u taqki B( ovo je va�no napomenuti zbog broja krugova koji su rexe�e
postav	enog problema).

Tra�eni krug x, po uslovu ovog problema, sadr�i datu taqku B, centar inverzije
ψi, te je u inverziji ψi �egova slika x

′ = ψi(x) prava. Po postav	enom uslovu krug
x dodiruje prave p i q, odnosno sa svakom od �ih ima po jednu zajedniqku taqku,
pa i prava x′ sa svakim od krugova p′ i q′ ima po jednu zajedniqku taqku i poxto
inverzija quva jednakost uglova: ](x, p) = ](ψi(x), ψi(p)) = ](x′, p′) i ](x, q) =
](ψi(x), ψi(q)) = ](x′, q′), sledi da je prava x′ tangenta i kruga p′ i kruga q′. Zadatak
se svodi na konstrukciju zajedniqke tangente krugova p′ i q′, dobijenih odre�iva�em
slika datih pravih p i q u inverziji ψi.

Na kraju, obzirom da je inverzija involutivno preslikava�e, tra�eni krug x
slika je u inverziji ψi dobijene prave x

′: x = ψ−1i (x′) = ψi(x
′).

Broj rexe�a, odnosno broj krugova koji zadovo	avaju uslov postav	enog pro-
blema, zavisi od uzajamnog polo�aja krugova p′ i q′, tj. od broja �ihovih zajedniqkih
tangenti( kako smo ve� napomenuli, ova se dva kruga ili seku ili dodiruju u centru
inverzije B), tj. uzajamnog polo�aja u ravni datih pravih p i q.

{ Ukoliko se date prave p i q seku, seku se i krugovi p′ i q′, pa postoje dve zajed-
niqke tangente ovih krugova, oznaqimo ih sa x′1 i x

′
2, odgovaraju�e slike u inverziji

tra�enih krugova, a tra�eni krugovi slike su u inverziji ψi dobijenih pravih x′1
i x′2: x1 = ψ−1i (x′1) = ψi(x

′
1), x2 = ψ−1i (x′2) = ψi(x

′
2), (slika 41).
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Bi
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 x2 

slika 41

{ Ukoliko su date prave p i q paralelne to se �ihove slike, krugovi p′ i q′,
dodiruju spo	a u centru B inverzije, pa postoje tri zajedniqke tangente ova dva
kruga, dve spo	ax�e x′1 i x

′
2 i jedna unutrax�a x

′
3 ( u taqki dodira B). Napomenimo

da iako date prave p i q nemaju zajedniqkih taqaka, �ihove slike, krugovi p′ i q′

imaju zajedniqku taqku( sam centar inverzije). Razlog za ovo je jednakost uglova pri
preslikava�u inverzijom: ](p, q) = ](ψi(p), ψi(q)) = ](p′, q′).

Vratimo se na konaqno rexe�e zadatka: unutrax�a tangenta, prava x′3, sadr�i
centar inverzije, taqku B, pa je ona sama svoja slika u inverziji: x3 = ψ−1i (x′3) =
ψi(x

′
3) = x′3\{B}. Spo	ax�e tangente, prave x′1 i x′2, odgovaraju kao slike u inver-

ziji tra�enim krugovima x1 i x2, pa su krugovi slike u inverziji dobijenih pravih
x′1 i x

′
2: x1 = ψ−1i (x′1) = ψi(x

′
1), x2 = ψ−1i (x′2) = ψi(x

′
2) ( slika 42).
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◦�� Razmotrimo sada specijalan sluqaj:

Specijalan sluqaj, jedini mogu�i, odnosi se na zadati polo�aj pri kome data
taqka pripada jednoj od datih pravih.

Neka data taqka B pripada jednoj od datih pravih p ili q. Ne uma�uju�i opxtost
uzmimo da taqka B pripada pravi p.

Sliqno kao u opxtem sluqaju, posmatra�emo preslikava�e inverzijom ψi, u od-
nosu na krug i iste ravni, proizvo	nog polupreqnika, sa centrom u datoj taqki B.

Data prava p, po naxoj pretpostavci, sadr�i taqku B( centar inverzije ψi), pa
je slika u inverziji ψi prave p ona sama, bez centra inverzije B: p

′ = ψi(p) = p\{B}.
Data prava q ne sadr�i centar B inverzije ψi, pa je u ovoj inverziji �ena slika q

′ =
ψi(q) krug, koji po definiciji preslikava�a inverzijom, sadr�i centar inverzije(
taqku B). Tra�eni krug x, po uslovu zadatka, sadr�i taqku B, centar inverzije
ψi, te je u posmatranoj inverziji �egova slika x′ = ψi(x) prava. Po postav	enom
uslovu, krug x dodiruje datu pravu q stoga i �ihove slike, prava x′ i krug q′, imaju
taqno jednu zajedniqku taqku i kako je ](x, q) = ](ψi(x), ψi(q)) = ](x′, q′) sledi da
je prava x′ tangenta kruga q′. Krug x dodiruje i datu pravu p, a kako su u inverziji
�ihove slike prave x′ i p′, obzirom da inverzija quva jednakost uglova: ](x, p) =
](ψi(x), ψi(p)) = ](x′, p′) sledi da su prave x′ i p′ me�usobno paralelne. Zadatak se
svodi na konstrukciju tangente x′ na krug q′, dobijen odre�iva�em slike u inverziji
date prave q, paralelne pravi p′ = p\{B}.

Konaqno, na osnovu osobine involutivnosti preslikava�a inverzijom u odnosu
na krug, tra�eni krug x slika je u inverziji dobijene prave x′: x = ψ−1i (x′) = ψi(x

′).

Broj krugova koji ispu�avaju uslov postav	enog problema zavisi od broja tan-
genti na krug q′ paralelnih pravi p′, odnosno uzajamnog polo�aja u ravni datih
pravih q i p. Sliqno razmatra�u koje smo deta	no izvrxili u opxtem sluqaju:

{ Ukoliko se date prave p i q seku, prava p′ seqe krug q′, pa postoje dve tangente,
oznaqimo ih sa x′1 i x

′
2, na krug q

′, paralelne pravi p′, koje odgovaraju kao slike u
inverziji tra�enim krugovima x1 i x2, a krugovi su slike u inverziji dobijenih
pravih x′1 i x

′
2: x1 = ψ−1i (x′1) = ψi(x

′
1), x2 = ψ−1i (x′2) = ψi(x

′
2) ( slika 4a(1)).

{ Ukoliko su date prave p i q paralelne, zbog ](p, q) = ](ψi(p), ψi(q)) = ](p′, q′),
prava p′ tangenta je kruga q′, te postoji jox samo jedna tangenta, u oznaci x′, na krug
q′ paralelna �egovoj tangenti p′, odgovaraju�a slika u inverziji ψi tra�enog kruga
x, odakle je tra�eni krug x slika u istoj inverziji dobijene prave x′: x = ψ−1i (x′) =
ψi(x

′), ( slika 4a(2)).
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Zadatak nema rexe�a ukoliko se date prave seku u datoj taqki ili ukoliko data
taqka i jedna od datih pravih pripadaju istoj od dve poluravni na koje druga data
prava deli datu ravan( slika 4b).
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≺•� Apolonijev problem 5 ≺•�

#Konstruisati krug koji sadr�i datu taqku i dodiruje datu pravu i dati krug
(A, p, k).

rexe�e:

Neka su dati taqka A, prava p i krug k neke ravni i neka je x tra�eni krug
iste ravni koji sadr�i datu taqku i dodiruje datu pravu i dati krug. Razmotrimo
najopxtiji sluqaj kada ni prava p ni krug k ne sadr�e taqku A.

Oznaqimo sa i krug te ravni sa centrom u datoj taqki A, proizvo	nog polupreq-
nika, i(A, r), a sa ψi preslikava�e inverzijom u odnosu na krug i.

Data prava p ne sadr�i datu taqku A, centar inverzije ψi, pa je u ovoj inverziji
�ena slika p′ = ψi(p) krug ( koji, po definiciji preslikava�a inverzijom, sadr�i
centar inverzije). Dati krug k tako�e ne sadr�i taqku A, centar inverzije, pa je u
inverziji ψi i �egova slika k

′ = ψi(k) krug.
Tra�eni krug x, po uslovu zadatka, sadr�i taqku A, centar inverzije ψi, te je

u posmatranoj inverziji �egova slika x′ = ψi(x) prava. Po postav	enom uslovu,
krug x dodiruje datu pravu p i dati krug k, odnosno sa svakim od �ih ima po jednu
zajedniqku taqku, pa i prava x′ sa svakim od krugova p′ i k′ ima po jednu zajedniqku
taqku. Uz to, obzirom da inverzija quva jednakost uglova: ](x, p) = ](ψi(x), ψi(p)) =
](x′, p′) i ](x, k) = ](ψi(x), ψi(k)) = ](x′, k′), sledi da je prava x′ tangenta i kruga
p′ i kruga k′. Zadatak se svodi na konstrukciju zajedniqke tangente krugova p′ i k′,
dobijenih odre�iva�em slika date prave p i datog kruga k u inverziji ψi.

Na kraju, tra�eni krug x slika je u inverziji ψi dobijene prave x
′, jer kako je

inverzija involutivno preslikava�e to je x = ψ−1i (x′) = ψi(x
′).

Broj rexe�a, odnosno broj krugova x, koji zadovo	avaju uslov postav	enog pro-
blema, zavisi od broja zajedniqkih tangenti krugova p′ i k′, odnosno od �ihovog
uzajamnog polo�aja, taqnije od uzajamnog polo�aja date prave p i datog kruga k. U
ovom, najoxtijem sluqaju, kada data taqka A ne pripada ni datoj pravi p, ni datom
krugu k va�i:

{ Ako se taqka A nalazi u spo	ax�oj oblasti kruga k a krug k i prava p nemaju
zajedniqkih taqaka tada nemaju zajedniqkih taqaka ni �ihove slike u inverziji
ψi, krugovi k

′ i p′, pa postoje qetiri �ihove zajedniqke tangente, dve unutrax�e,
x′1 i x′2, i dve spo	ax�e, x′3 i x′4, koje odgovaraju kao slike u inverziji tra�enim
krugovima x1, x2, x3 i x4, a sami krugovi slike su u inverziji ψi dobijenih tangenti:
x1 = ψ−1i (x′1) = ψi(x

′
1); x2 = ψ−1i (x′2) = ψi(x

′
2); x3 = ψ−1i (x′3) = ψi(x

′
3); x4 = ψ−1i (x′4) =

ψi(x
′
4). Napomenimo da unutrax�im tangentama odgovaraju krugovi x1 i x2 koji

dodiruju dati krug k iznutra, a spo	ax�im tangentama krugovi x3 i x4 koji dati
krug k dodiruju spo	a ( slika 51).
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slika 51

{ Ako se taqka A nalazi u spo	ax�oj oblasti kruga k, a prava p i krug k se seku,
tada se seku i �ihove slike u inverziji, krugovi k′ i p′, pa postoje samo �ihove dve
spo	ax�e zajedniqke tangente, x′1 i x

′
2, odgovaraju�e slike u inverziji ψi tra�enih

krugova x1 i x2, a krugovi su slike u inverziji dobijenih pravih x′1 i x′2: x1 =
ψ−1i (x′1) = ψi(x

′
1) i x2 = ψ−1i (x′2) = ψi(x

′
2), pri qemu oba tra�ena kruga dati krug

dodiruju spo	a ( slika 52).
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slika 52

{ Ako se taqka A nalazi u spo	ax�oj oblasti kruga k, a prava p je tangenta kruga
k, tada i �ihove slike u inverziji imaju taqno jednu zajedniqku taqku i obzirom
da va�i: ](k, p) = ](ψi(k), ψi(p)) = ](k′, p′), sledi da se krugovi p′ i k′ dodiruju i
to spo	a, te postoje tri �ihove zajedniqke tangente, dve spo	ax�e, x′1 i x

′
2, i jedna

unutrax�a x′3 ( u taqki dodira krugova k
′ i p′), koje odgovaraju kao slike u inverziji
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ψi tra�enim krugovima x1, x2 i x3, a sami krugovi slike su u inverziji dobijenih
pravih x′1, x

′
2 i x

′
3, pri qemu spo	ax�im tangentama, x′1 i x

′
2, odgovaraju krugovi x1

i x2, koji dodiruju datu pravu p i dati krug k spo	a, a unutrax�oj tangenti, x′3,
krug x3, koji dati krug k dodiruje iznutra i sadr�i taqku dodira date prave p i
datog kruga k u kojoj ih oba i dodiruje( o ovom krugu bi�e reqi i kasnije)(slika 53).
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 x2 ’

 x2

 x3 ’       x3

 p

slika 53

{Ako se taqka A nalazi u unutrax�oj oblasti kruga k, a prava p seqe krug k,
(sliqno kao i u sluqaju kada se data taqka A nalazi u spo	ax�oj oblasti datog kruga
k), seku se i �ihove slike u inverziji ψi, krugovi k

′ i p′, pa postoje samo �ihove
dve spo	ax�e zajedniqke tangente, prave x′1 i x

′
2, odgovaraju�e slike u inverziji ψi

tra�enih krugova x1 i x2, pri qemu oba tra�ena kruga dati krug dodiruju iznutra
( slika 54).

A
 i

p

  p ’ k   

 k ’ 

 x1 ’

 x2 ’
    x2

  x1

slika 54

{ Ako se taqka A nalazi u unutrax�oj oblasti kruga k, a prava p je tangenta
kruga k, (sliqno kao i u sluqaju kada se data taqka A nalazi u spo	ax�oj oblasti
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datog kruga k), �ihove slike u inverziji ψi imaju taqno jednu zajedniqku taqku i
zbog ](k, p) = ](ψi(k), ψi(p)) = ](k′, p′), sledi da se krugovi p′ i k′ dodiruju iznutra,
pa postoji taqno jedna �ihova zajedniqka tangenta, x′, u taqki dodira krugova p′ i
k′, odgovaraju�a slika u inverziji ψi tra�enog kruga x, koji sadr�i taqku dodira
date prave p i datog kruga k, u kojoj ih i dodiruje ( slika 55).

  p

k    

A
 i

   p ’

 k ’

  x ’

 x    

slika 55

���Napomena:

Problem odre�iva�a svih tra�enih krugova u sluqaju da je data prava p tangenta
datog kruga k, a data taqka A ne pripada ni pravi p ni krugu k rexili smo u opxtem
sluqaju, inverzijom ψi u odnosu na krug i, i(A, r).

Postoji jox jedan naqin da se odredi samo krug koji sadr�i datu taqku A, a
pravu p i krug k dodiruju u �ihovoj dodirnoj taqki.

Posmatrajmo inverziju ψi u odnosu na krug i iste ravni, proizvo	nog polupreq-
nika, qiji je centar taqka dodira date prave p i datog kruga k.

Kako prava p sadr�i centar inverzije ψi �ena slika u ovoj inverziji je ona sama,
bez centra inverzije, p′ = ψi(p) = p\{Oi}. Krug k tako�e sadr�i centar inverzije ψi,
pa je u posmatranoj inverziji i �egova slika k′ = ψi(k) prava, i to prava paralelna
pravi p′, obzirom da je prava p tangenta kruga k ( ](p, k) = ](ψi(p), ψi(k)) = ](p′, k′)),
( xto se i bez teorijskog predzna�a mo�e videti prilikom konstrukcije, odre�i-
va�em slike kruga k u inverziji ψi). Slika u inverziji ψi date taqke A je taqka
A′ = ψi(A).

Kako smo pretpostavili, tra�eni krug x sadr�i dodirnu taqku prave p i kruga k
( u kojoj ih dodiruje), a ona je centar posmatrane inverzije ψi, pa je u ovoj inverziji
�egova slika x′ = ψi(x) prava. Obzirom da krug x, po uslovu postav	enog problema,
dodiruje i pravu p i krug k, na osnovu jednakosti ](x, p) = ](ψi(x), ψi(p)) = ](x′, p′)
i ](x, k) = ](ψi(x), ψi(k)) = ](x′, k′), sledi da su prave x′, p′ i k′ me�usobno para-
lelne. Krug x sadr�i taqku A te prava x′ sadr�i taqku A′. Zadatak se svodi na
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konstrukciju prave x′ kroz taqku A′, paralelnu me�usobno paralelnim pravama k′ i
p′ = p\{Oi}, koja je jedinstvena.

Obzirom na osobinu involutivnosti preslikava�a inverzijom u odnosu na krug
tra�eni krug x odgovaraju�a je slika u inverziji ψi dobijene prave x

′: x = ψ−1i (x′) =
ψi(x

′).

Slika 56 prikazuje konstrukciju inverzijom ψi tra�enog kruga u sluqaju da je
taqka A u spo	ax�oj oblasti kruga k; slika 57 prikazuje konstrukciju inverzijom
ψi tra�enog kruga u sluqaju da je taqka A u unutrax�oj oblasti kruga k.

k 

p , p’ (i)= p  {Oi}

A
 i

A’

 k ’ (i)
    x ’

x     k 

p , p’ (i)= p  {Oi}

A

 i

A’

    k ’ (i)
  x ’

x

slika 56 slika 57

◦�� Razmotrimo sada specijalne sluqajeve, odnosno polo�aje datih elemenata u
kojima data taqka pripada ili datoj pravi ili datom krugu:

≺•� sluqaj 5 ( A ):

Data taqka A pripada datoj pravi p i ne pripada datom krugu k.

Sa i oznaqimo krug te ravni, proizvo	nog polupreqnika, sa centrom u taqki A,
i(A, r), a sa ψi preslikava�e inverzijom u odnosu na krug i.

Data prava p sadr�i taqku A, centar inverzije ψi, te je u inverziji ψi �ena
slika ona sama, bez centra inverzije, tj. p′ = ψi(p) = p\{A}, a kako dati krug k ne
sadr�i centar A inverzije ψi, u ovoj inverziji �egova je slika k

′ = ψi(k) krug.
Tra�eni krug x, po uslovu zadatka, sadr�i taqku A, centar posmatrane inver-

zije, pa se on inverzijom ψi preslikava u pravu x′ = ψi(x). Krug x, po uslovu
zadatka, dodiruje dati krug k, pa �ihove slike u inverziji imaju taqno jednu zajed-
niqku taqku. Zbog ove qi�enice i jednakosti ](x, k) = ](ψi(x), ψi(k)) = ](x′, k′),
sledi da je prava x′ tangenta kruga k′. Krug x dodiruje i datu pravu p, te obzirom
na jednakost ](x, p) = ](ψi(x), ψi(p)) = ](x′, p′) sledi da su �ihove slike, x′ i p′,
paralelne prave. Zadatak se svodi na konstrukciju tangente x′ na krug k′, dobijen
odre�iva�em slike datog kruga k u inverziji ψi, paralelne pravi p

′ = p\{A}.
Konaqno, tra�eni krug x odgovaraju�a je slika dobijene prave x′ u inverziji ψi:

x = ψ−1i (x′) = ψi(x
′).
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Broj rexe�a, odnosno broj krugova x, koji zadovo	avaju uslov postav	enog pro-
blema, zavisi od broja tangenti na krug k′ paralelnih pravi p′, odnosno od uzajamnog
polo�aja date prave p i datog kruga k:

{ Ako data prava p i dati krug k nemaju zajedniqkih taqaka tada ih nemaju ni
�ihove slike, krug k′ i prava p′, pa postoje dve tangente, oznaqimo ih sa x′1 i x′2,
na krug k′ paralelne pravi p′, koje su odgovaraju�e slike u inverziji ψi tra�enih
krugova x1 i x2, a krugovi su slike u inverziji ψi dobijenih pravih x′1 i x

′
2: x1 =

ψ−1i (x′1) = ψi(x
′
1), x2 = ψ−1i (x′2) = ψi(x

′
2) ( slika 5a(1)).

A

                 p , p ’ = p  {A}

 k    

 i

k ’           x1

   x1 ’

  x2 ’

 x2  

slika 5a(1)

{Ako data prava p seqe dati krug k seku se i �ihove slike, prava p′ i krug k′,
te postoje dve tangente, x′1 i x′2, na krug k

′ paralelne pravi p′, a samim tim i dva
kruga, x1 i x2, koji zadovo	avaju uslov postav	enog problema ( slika 5a(2)).

A

      p , p ’ = p{A}
 k

i

k ’

 x1 ’   

      x2 ’

x2    

     x1

slika 5a(2)

{Ako je data prava p tangenta datog kruga k, tada i �ihove slike u inverziji imaju
taqno jednu zajedniqku taqku i zbog jednakosti ](k, p) = ](ψi(k), ψi(p)) = ](k′, p′),
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sledi da je prava p′ tangenta kruga k′, pa postoji taqno jedna tangenta x′ na krug k′

paralelna pravi p′, a samim tim i jedan krug x, slika u inverziji ψi dobijene prave
x′: x = ψ−1i (x′) = ψi(x

′), koji zadovo	ava uslov postav	enog problema ( slika 5a(3)).

A

 i

k  

 k ’  p ,  p ’ = p  { A } 

    x ’

   x

slika 5a(3)

≺•� sluqaj 5 ( B ):

Data taqka A pripada datom krugu k i ne pripada datoj pravi p.

Posmatrajmo inverziju ψi, u odnosu na krug i iste ravni, proizvo	nog polupreq-
nika, sa centrom u datoj taqki A( razmatra�e ovog sluqaja je vrlo sliqno prethod-
nom).

Kako data prava p ne sadr�i centar A inverzije ψi, �ena je slika u ovoj inver-
ziji p′ = ψi(p) krug( koji po definiciji preslikava�a inverzijom sadr�i centar
inverzije), a kako dati krug k sadr�i taqku A, centar inverzije ψi, u ovoj inverziji
�egova je slika k′ = ψi(k) prava.

Tra�eni krug x, po uslovu zadatka, sadr�i taqku A, centar posmatrane inver-
zije, pa je u inverziji ψi �egova slika x

′ = ψi(x) prava. Krug x, po uslovu zadatka,
dodiruje dati krug k, te zbog jednakosti ](x, k) = ](ψi(x), ψi(k)) = ](x′, k′) sledi da
su prave x′ i k′ me�usobno paralelne. Po postav	enom uslovu, krug x dodiruje datu
pravu p pa �ihove slike u inverziji imaju taqno jednu zajedniqku taqku, a obzirom
na jednakost ](x, p) = ](ψi(x), ψi(p)) = ](x′, p′), sledi da je prava x′ tangenta kruga
p′. Zadatak se svodi na konstrukciju tangente x′ na krug p′, dobijen odre�iva�em
slike date prave p u inverziji ψi, paralelne pravi k

′, dobijene odre�iva�em slike
datog kruga k u inverziji ψi.

Na kraju, tra�eni krug x slika je dobijene prave x′ u inverziji ψi , obzi-
rom na osobinu involutivnosti preslikava�a pomo�u inverzije u odnosu na krug:
x = ψ−1i (x′) = ψi(x

′).

Broj rexe�a, odnosno broj tra�enih krugova x, zavisi od broja tangenti na krug
p′ paralelnih pravi k′, odnosno od uzajamnog polo�aja date prave p i datog kruga k:

{ Ako data prava p i dati krug k nemaju zajedniqkih taqaka tada ih nemaju ni
�ihove slike, krug p′ i prava k′, pa postoje dve tangente, oznaqimo ih sa x′1 i x

′
2, na
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krug p′ paralelne pravi k′, odgovaraju�e slike u inverziji ψi tra�enih krugova x1
i x2, a krugove dobijamo odre�iva�em slika u inverziji ψi dobijenih pravih x′1 i
x′2: x1 = ψ−1i (x′1) = ψi(x

′
1), x2 = ψ−1i (x′2) = ψi(x

′
2) ( slika 5b(1)).

A

k  

 i

 p

 p ’

 x1 ’  x2 ’ 
  k ’

x1      

 x2

slika 5b(1)

{Ako data prava p seqe dati krug k tada, sliqno kao u prethodnom sluqaju, postoje
dve tangente, x′1 i x

′
2, na krug p

′ paralelne pravi k′, a samim tim i dva kruga, x1 i
x2, koji zadovo	avaju uslov postav	enog problema ( slika 5b(2)).

{Ako je data prava p tangenta datog kruga k, tada i �ihove slike u inverziji
imaju taqno jednu zajedniqku taqku i obzirom na jednakost ](k, p) = ](ψi(k), ψi(p)) =
](k′, p′), sledi da je prava k′ tangenta kruga p′, pa postoji jox taqno jedna tangenta x′

na krug p′, paralelna �egovoj tangenti k′, koja je odgovaraju�a slika u inverziji ψi

tra�enog kruga x, a krug x slika je u inverziji ψi dobijene prave x
′: x = ψ−1i (x′) =

ψi(x
′) ( slika 5b(3)).

A

 k  

 i

 p

 p ’  

 x1 ’
 x2 ’  k ’

   x2

 x1    

A

 i

 p ’  
 k

 x    
   x ’

  k ’

slika 5b(2) slika 5b(3)
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≺•� sluqaj 5 ( C ):

Ukoliko data prava p i dati krug k sadr�e datu taqku A, odnosno ako je prava p
tangenta kruga k u taqki A, postoji beskonaqno mnogo krugova x koji zadovo	avaju
uslov postav	enog problema: skup krugova paraboliqkog pramena kome pripada dati
krug k, a data prava p je radikalna osa ovog pramena, jeste rexe�e zadatog problema
( slika 5c).

A p

k    

        X i

    X j

slika 5c

Zadatak nema rexe�a u sluqaju da se data taqka A nalazi u unutrax�oj oblasti
datog kruga k, a data prava p i krug k nemaju zajedniqkih taqaka i ukoliko se dati
krug k i data taqka A nalaze sa raznih strana date prave p ( slika 5d).

A

 k   

p 
      p

 A

  k 

slika 5d
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≺•� Apolonijev problem 6 ≺•�

#Konstruisati krug koji sadr�i datu taqku i dodiruje data dva kruga (A, k1, k2)

rexe�e:

Neka su dati taqka A i krugovi k1 i k2 neke ravni. Sa x oznaqimo tra�eni krug
te ravni koji sadr�i datu taqku i dodiruje date krugove. Razmotrimo najopxtiji
sluqaj kada ni jedan od krugova k1 i k2 ne sadr�i taqku A.

Oznaqimo sa i krug te ravni, sa centrom u datoj taqki A, proizvo	nog polupreq-
nika, i(A, r), a sa ψi inverziju u odnosu na krug i.

Dati krug k1, po pretpostavci, ne sadr�i datu taqku A, centar inverzije ψi, pa
je u inverziji �egova slika k′1 = ψi(k1) krug. Sliqno, dati krug k2 tako�e ne sadr�i
centar A inverzije ψi, te je u ovoj inverziji i �egova slika k

′
2 = ψi(k2) krug.

Tra�eni krug x, po uslovu zadatka, sadr�i datu taqku A, centar inverzije ψi,
otuda je posmatranoj inverziji �egova slika x′ = ψi(x) prava. Po postav	enom
uslovu ovog problema, krug x dodiruje i krug k1 i krug k2, odnosno sa svakim od �ih
ima po jednu zajedniqku taqku, stoga slika x′ kruga x, sa svakom od slika k′1 i k′2
krugova k1 i k2 ima po jednu zajedniqku taqku. Uz to, obzirom da inverzija quva jed-
nakost uglova: ](x, k1) = ](ψi(x), ψi(k1)) = ](x′, k′1) i ](x, k2) = ](ψi(x), ψi(k2)) =
](x′, k′2), sledi da je prava x′ tangenta i kruga k′1 i kruga k′2. Zadatak se svodi na
konstrukciju zajedniqke tangente x′, krugova k′1 i k

′
2, dobijenih odre�iva�em slika

u inverziji ψi datih krugova k1 i k2.
Na kraju, tra�eni krug x slika je u inverziji ψi dobijene prave x

′, jer kako je
inverzija involutivno preslikava�e to je x = ψ−1i (x′) = ψi(x

′).

Broj rexe�a, broj krugova x, koji zadovo	avaju uslov postav	enog problema, za-
visi od broja zajedniqkih tangenti krugova k′1 i k′2, tj. od �ihovog me�usobnog po-
lo�aja, odnosno od me�usobnog polo�aja datih krugova k1 i k2.

∗ U sluqaju da se data taqka A nalazi u spo	ax�oj oblasti oba data kruga tada:

{ ukoliko se svaki od krugova k1 i k2 nalazi u spo	ax�oj oblasti drugog, ni
�ihove slike, krugovi k′1 i k

′
2, nemaju zajedniqkih taqaka, pa postoje qetiri �ihove

zajedniqke tangente, dve spo	ax�e, x′1 i x
′
2, i dve unutrax�e, x

′
3 i x

′
4, koje odgovaraju

kao slike u inverziji tra�enim krugovima x1, x2, x3 i x4, a sami krugovi su slike
u inverziji ψi dobijenih tangenti: x1 = ψ−1i (x′1) = ψi(x

′
1); x2 = ψ−1i (x′2) = ψi(x

′
2);

x3 = ψ−1i (x′3) = ψi(x
′
3); x4 = ψ−1i (x′4) = ψi(x

′
4).

Napomenimo da su spo	ax�e tangente, x′1 i x
′
2, odgovaraju�e slike tra�enih kru-

gova x1 i x2, od kojih jedan dodiruje oba data kruga spo	a, drugi oba data kruga
iznutra; unutrax�e tangente, x′3 i x

′
4, odgovaraju�e su slike tra�enih krugova x3 i

x4, pri qemu jedan od �ih dodiruje dati krug k1 spo	a a dati krug k2 iznutra, drugi
tra�eni krug obrnuto ( slika 61).
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{ ukoliko se dati krugovi k1 i k2 seku, seku se i �ihove slike u inverziji, krugovi
k′1 i k

′
2, pa postoje dve �ihove zajedniqke spo	ax�e tangente x

′
1 i x

′
2, koje odgovaraju

kao slike u inverziji tra�enim krugovima x1 i x2, a krugovi su slike u inverziji
dobijenih pravih x′1 i x

′
2: x1 = ψ−1i (x′1) = ψi(x

′
1) i x2 = ψ−1i (x′2) = ψi(x

′
2), pri qemu

oba sadr�e datu taqku A, jedan dodiruje oba data kruga iznutra, drugi ih dodiruje
oba spo	a ( slika 62).

A
i

k1

k2

k1 ’ k2 ’ 

x1 ’

x2 ’

  x2

 x1

   x3

 x3 ’

  x4 ’

   x4

A
 i

   k1

k2 

k1 ’   k2 ’

 x2 ’

     x2

 x1 ’

 x1  

slika 61 slika 62
{ ukoliko se krugovi k1 i k2 dodiruju spo	a i �ihove slike u inverziji, krugovi

k′1 i k
′
2 dodiruju se spo	a ( obzirom da va�i ](k1, k2) = ](ψi(k1), ψi(k2)) = ](k′1, k

′
2))

te postoje tri �ihove zajedniqke tangente, dve spo	ax�e x′1 i x
′
2 i jedna unutrax�a

x′3, odgovaraju�e slike u inverziji tra�enim krugovima x1, x2 i x3, a krugovi su
slike u inverziji dobijenih pravih x′1, x

′
2 i x′3. Krugovi x1 i x2, qije su slike u

inverziji ψi spo	ax�e tangente, dodiruju date krugove jedan oba spo	a, drugi oba
iznutra. Tre�i tra�eni krug x3, qija je slika u inverziji ψi unutrax�a tangenta,
dodiruje jedan od datih krugova spo	a, drugi iznutra, sadr�i taqku dodira datih
krugova k1 i k2 u kojoj ih i dodiruje oba ( slika 63).

A
 i

k1 ’

    k1

k2 ’  

     k2

 x1 ’

 x2 ’

   x3 ’

 x1

    x2 

  x3

slika 63
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{ ukoliko se krugovi k1 i k2 dodiruju iznutra i �ihove slike u inverziji, krugovi
k′1 i k

′
2 dodiruju se iznutra (](k1, k2) = ](ψi(k1), ψi(k2)) = ](k′1, k

′
2)) te postoji taqno

jedna zajedniqka tangenta x′ na ova dva kruga ( u �ihovoj taqki dodira), odgovaraju�a
slika u inverziji krugu x: x = ψ−1i (x′) = ψi(x

′). Tra�eni krug x sadr�i datu taqku
A, a krugove k1 i k2 dodiruje u �ihovoj dodirnoj taqki (slika 64).

A

i

 k1

     k2

k1 ’ 

  k2 ’

 x ’

 x  

slika 64

∗∗ U sluqaju da se data taqka A nalazi u unutrax�oj oblasti jednog od data dva
kruga ( ne uma�uju�i opxtost uzmimo da je to krug k1) tada:

{ ukoliko se svaki od krugova k1 i k2 nalazi u spo	ax�oj oblasti drugog zadatak
nema rexe�a.

{ ukoliko se dati krugovi k1 i k2 seku( sliqno kao i u sliqaju kada se dati krugovi
seku, a data taqka se nalazi u spo	ax�oj oblasti oba od �ih), seku se i �ihove slike
u inverziji, krugovi k′1 i k′2, pa postoje dve �ihove zajedniqke spo	ax�e tangente
x′1 i x′2, a samim tim i dva tra�ena kruga x1 i x2, slike u inverziji ψi dobijenih
pravih x′1 i x′2, pri qemu oba tra�ena kruga dati krug k1( u qijoj je unutrax�oj
oblasti data taqka A) dodiruju iznutra, dati krug k2 spo	a ( slika 65).

A
i 

k1  

k2 

k1 ’

 k2’

 x1 ’

 x2 ’

 x1

 x2

slika 65

{ ukoliko se krugovi k1 i k2 dodiruju spo	a, obzirom da se centar A inverzije
ψi nalazi u unutrax�oj oblasti jednog kruga, �ihove slike, krugovi k′1 i k

′
2 dodi-

ruju se iznutra( krugovi k1 i k2 imaju jednu zajedniqku taqku pa ih toliko imaju i
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�ihove slike k′1 i k
′
2 u inverziji i va�i ](k1, k2) = ](ψi(k1), ψi(k2)) = ](k′1, k

′
2)), pa

postoji taqno jedna �ihova zajedniqka tangenta x′, i to u taqki dodira. Tangenta x′

je odgovaraju�a slika u inverziji ψi tra�enom krugu x( krug x je slika u inverziji
prave x′: x = ψ−1i (x′) = ψi(x

′)) koji sadr�i taqku dodira datih krugova k1 i k2( jer
slika x′ tra�enog kruga x sadr�i taqku dodira krugova k′1 i k

′
2, slika u inverziji

datih krugova k1 i k2) ( slika 66).

{ ukoliko se krugovi k1 i k2 dodiruju iznutra, obzirom da se centar A inverzije
nalazi u unutrax�oj oblasti jednog kruga, �ihove slike, krugovi k′1 i k

′
2 dodiruju se

spo	a( krugovi k1 i k2 imaju jednu zajedniqku taqku i toliko ih imaju i �ihove slike
k′1 i k

′
2 u inverziji ψi i va�i ](k1, k2) = ](ψi(k1), ψi(k2)) = ](k′1, k

′
2)), pa postoje tri

�ihove zajedniqke tangente, dve spo	ax�e x′1 i x′2 i jedna unutrax�a x′3( u taqki
dodira), a samim tim i tri tra�ena kruga x1, x2 i x3. Dobijene spo	ax�e tangente
x′1 i x

′
2 odgovaraju kao slike u inverziji tra�enim krugovima x1 i x2 koji dodiruju

dati krug k1 iznutra i dati krug k2 spo	a. Unutrax�a tangenta x
′
3( sadr�i taqku

dodira krugova k′1 i k′2) odgovara kao slika u inverziji tra�enom krugu x3 koji
sadr�i taqku dodira datih krugova k1 i k2 i dodiruje oba data kruga iznutra u toj
taqki ( slika 67).

A
 i 

 k1 

   k1 ’

k2  

 k2 ’

    x ’

 x  

A
i

 k1

    k2

k1 ’     

 k2 ’

 x3 ’
x3

 x1 ’

 x2 ’

  x1

 x2

slika 66 slika 67

{ ukoliko se i dati krug k2 nalazi u unutrax�oj oblasti datog kruga k1, oni
nemaju zajedniqkih taqaka, pa ih nemaju ni �ihove slike u inverziji, krugovi k′1
i k′2. Me�utim, kako se centar A inverzije ψi nalazi u unutrax�oj oblasti kruga
k1, to se krug k′2 nalazi u spo	ax�oj oblasti kruga k′1, pa postoje qetiri �ihove
zajedniqke tangente, dve spo	ax�e x′1 i x′2 i dve unutrax�e x′3 i x′4, a samim tim
i qetiri kruga x1, x2, x3 i x4 koja zadovo	avaju uslov postav	enog problema. Do-
bijene spo	ax�e tangente x′1 i x′2 odgovaraju�e su slike u inverziji ψi tra�enim
krugovima x1 i x2 koji dati krug k1 dodiruju iznutra a dati krug k2 dodiruju spo	a.
Dobijene unutrax�e tangente x′3 i x

′
4 odgovaraju�e su slike u inverziji ψi tra�enim

krugovima x3 i x4 koji oba data kruga dodiruju iznutra ( slika 68).
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A
 i

k1

k2

k1 ’

 k2 ’

 x1 ’

 x2 ’

 x1

 x2

 x3 ’

 x4 ’

 x3  x4

slika 68

Napomenimo da se i u ovom Apolonijevom problemu, u sluqajevima kada se dati
krugovi dodiruju spo	a ili iznutra, tra�eni krugovi x koji sadr�e dodirnu taqku
datih krugova k1 i k2, mogu odrediti pomo�u inverzije ψi u odnosu na krug i, qiji
je centar dodirna taqka datih krugova, xto va�i i za razmatrani ”opxti” sluqaj
i za naredni ”specijalan” sluqaj ( sliqnu smo inverziju ve� deta	no objasnili u
Apolonijevom problemu 5, u sluqaju kada je data prava tangenta datog kruga).

◦�� Razmotrimo sada specijalne sluqajeve, pod koje �emo uvrstiti polo�aj da-
tih elemenata ravni u kome data taqka pripada samo jednom datom krugu i polo�aj
pri kome pripada i jednom i drugom krugu:

≺•� sluqaj 6 ( A ):

Data taqka pripada samo jednom datom krugu.
Ne uma�uju�i opxtost uzmimo da data taqka A pripada datom krugu k1.

Oznaqimo sa i krug te ravni sa centrom u datoj taqki A proizvo	nog polupreq-
nika, i(A, r), i posmatrajmo inverziju ψi u odnosu na krug i.

Krug k1 sadr�i taqku A, centar inverzije ψi, pa je u posmatranoj inverziji
�egova slika k′1 = ψi(k1) prava, a kako krug k2 ne sadr�i centar A inverzije ψi, u
ovoj inverziji �egova je slika k′2 = ψi(k2) krug( napomenimo da ni prava k′1 ni krug
k′2 ne sadr�e centar A inverzije).

Tra�eni krug x, po uslovu zadatka, sadr�i datu taqku A, centar inverzije ψi, te
je posmatranoj inverziji �egova slika x′ = ψi(x) prava. Po uslovu zadatka tra�eni
krug x dodiruje dati krug k1 i sadr�i datu taqku A, a kako i krug k1 sadr�i taqku
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A to krug x dodiruje k1 u A. Poxto inverzija quva jednakost uglova: ](x, k1) =
](ψi(x), ψi(k1)) = ](x′, k′1) sledi da su slike u inverziji krugova x i k1, prave x

′

i k′1, me�usobno paralelne. Krug x, po zadatom uslovu, dodiruje dati krug k2, tj.
ima sa �im jednu zajedniqku taqku, pa i �ihove slike u inverziji, prava x′ i krug
k′2, imaju jednu zajedniqku taqku i kako va�i ](x, k2) = ](ψi(x), ψi(k2)) = ](x′, k′2)
mo�emo zak	uqiti da je prava x′ tangenta kruga k′2. Zadatak se svodi na konstrukciju
tangente x′ na krug k′2, dobijen odre�iva�em slike u inverziji ψi datog kruga k2,
paralelne pravoj k′1, dobijene odre�iva�em slike u inverziji ψi datog kruga k1.

Na kraju, tra�eni krug x slika je u inverziji ψi dobijene prave x
′, jer kako je

inverzija involutivno preslikava�e to je x = ψ−1i (x′) = ψi(x
′).

Broj rexe�a, odnosno broj tra�enih krugova x, zavisi od broja tangenti na krug
k′2, paralelnih pravi k

′
1, odnosno od uzajamnog polo�aja datih krugova k1 i k2:

{ ukoliko se svaki od krugova k1 i k2 nalazi u spo	ax�oj oblasti drugog, tada ni
�ihove slike u inverziji, prava k′1 i krug k

′
2, nemaju zajedniqkih taqaka, pa postoje

dve tangente, x′1 i x
′
2, na krug k

′
2 paralelne pravi k

′
1, odgovaraju�e slike u inverziji

ψi tra�enih krugova x1 i x2.
Na kraju, tra�eni krugovi x1 i x2 slike su u inverziji ψi dobijenih pravih x′1

i x′2: x1 = ψ−1i (x′1) = ψi(x
′
1), x2 = ψ−1i (x′2) = ψi(x

′
2). Oba dobijena kruga x1 i x2 dati

krug k2 dodiruju spo	a, a dati krug k1 jedan tra�eni krug dodiruje spo	a u datoj
taqki A, drugi tra�eni krug ga dodiruje iznutra u taqki A ( slika 6a(1)).

A

i

k1

k2    

 k2 ’

 k1 ’

 x1 ’

 x2 ’

 x1

 x2

slika 6a(1)

{ ukoliko se dati krugovi k1 i k2 seku, �ihove slike, prava k
′
1 i krug k′2, imaju

dve zajedniqke taqke( seku se), te postoje dve tangente, x′1 i x
′
2, na krug k

′
2 paralelne

pravi k′1, koje odgovaraju kao slike u inverziji ψi tra�enim krugovima x1 i x2.
Tra�eni krugovi x1 i x2 slike su u inverziji ψi dobijenih pravih x

′
1 i x

′
2: x1 =

ψ−1i (x′1) = ψi(x
′
1), x2 = ψ−1i (x′2) = ψi(x

′
2). Oba tra�ena kruga x1 i x2 dati krug k1 u

datoj taqki A dodiruju iznutra, a jedan od �ih dodiruje dati krug k2 spo	a, drugi
tra�eni krug dodiruje k2 iznutra ( slika 6a(2)).
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A
i

k2

k2 ’

k1    

 x1 ’
 x2 ’

 x1

 x2

 k1 ’

slika 6a(2)

{ ukoliko se krugovi k1 i k2 dodiruju spo	a, �ihove slike u inverziji imaju
taqno jednu zajedniqku taqku, a kako va�i ](k1, k2) = ](ψi(k1), ψi(k2)) = ](k′1, k

′
2))

sledi da je prava k′1 tangenta kruga k′2, pa postoji jox taqno jedna tangenta x′ na
krug k′2 paralelna �egovoj tangenti k

′
1. Dobijena tangenta x

′ odgovaraju�a je slika
u inverziji ψi tra�enog kruga x( x = ψ−1i (x′) = ψi(x

′)) , pri qemu krug x oba data
kruga dodiruje iznutra( slika 6a(3)).

{ ukoliko se krugovi k1 i k2 dodiruju iznutra, tada, sliqno kao u prethodnom
sluqaju, prava k′1 tangenta je kruga k

′
2, pa postoji jox taqno jedna tangenta x′ na krug

k′2 paralelna �egovoj tangenti k
′
1, koja odgovara kao slika u inverziji ψi tra�enom

krugu x( x = ψ−1i (x′) = ψi(x
′)). Krug x dati krug k1 u datoj taqki A dodiruje iznutra,

a dati krug k2 dodiruje spo	a ( slika 6a(4)).

A
i

k2

       k2 ’

 k1

 x   

 x ’        k1 ’

A
i

 k2

 k2 ’

 k1

 x ’

 x

 k1 ’

slika 6a(3) slika 6a(4)

{ ukoliko se dati krug k2 nalazi u unutrax�oj oblasti datog kruga k1, oni nemaju
zajedniqkih taqaka, pa ih nemaju ni �ihove slike, prava k′1 i krug k

′
2, te postoje dve
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tangente x′1 i x′2 na krug k′2 paralelne pravi k′1, odgovaraju�e slike u inverziji ψi

tra�enih krugova x1 i x2.
Tra�eni krugovi x1 i x2 slike su u inverziji ψi dobijenih pravih x

′
1 i x

′
2: x1 =

ψ−1i (x′1) = ψi(x
′
1), x2 = ψ−1i (x′2) = ψi(x

′
2), pri qemu oba dobijena kruga, x1 i x2, dati

krug k1 u datoj taqki A dodiruju iznutra, a jedan od �ih dati krug k2 dodiruje
spo	a, drugi dodiruje k2 iznutra ( slika 6a(5)).

A
i

  k1

k2 

k2 ’

 k1 ’ 

   x1 ’

   x2 ’

  x1

 x2 

slika 6a(5)

≺•� sluqaj 6 ( B ):

Ukoliko oba data kruga sadr�e datu taqku A, odnosno A ∈ k1 i A ∈ k2, a kako
tra�eni krug x dodiruje oba data kruga i sadr�i taqku A to zadatak ima rexe�a
samo ako se krugovi k1 i k2 dodiruju bax u taqki A ( spo	a ili iznutra). Dakle,
krugovi k1 i k2 pripadaju paraboliqkom pramenu krugova koji sadr�e taqku A, a
kako svaki krug tog pramena zadovo	ava uslov postav	enog problema, skup krugova
ovog pramena jeste rexe�e zadatka. ( slika 6b)

A A

k2

k1

 Xi    

k2

k1

Xi   

slika 6b
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≺•� Apolonijev problem 7 ≺•�

#Konstruisati krug koji dodiruje tri date prave (p, q, r).

rexe�e:

Razmotri�emo uzajamni polo�aj datih pravih p, q i r i prikazati slike tra�e-
nih krugova( ovaj problem ne�emo rexavati inverzijom jer je trivijalan).

U sluqaju da prave p, q i r pripadaju pramenu paralelnih pravih ili pramenu
konkurentnih pravih ne postoji krug koji ispu�ava uslov postav	enog problema.
( slika 73).

 p  q  r

p  q  r

slika 73

Ako svake dve od datih pravih imaju po jednu zajedniqku taqku tada �ihove pre-
seqne taqke obrazuju trougao pa je tra�eni krug x krug upisan u taj trougao. U ovom
sluqaju postoje jox tri kruga koji zadovo	avaju uslov postav	enog problema.
( slika 71).

Na kraju, ako su dve od datih pravih me�usobno paralelne, tre�a sa svakom od �ih
ima po jednu zajedniqku taqku, tada postoje dva kruga x1 i x2, jednakih polupreqnika,
koji ispu�avaju uslov postav	enog problema ( slika 72).

 p

q 

 rx3  

x1                       

                    x2

 x4

     p

q r

 x1

 x2

slika 71 slika 72
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≺•� Apolonijev problem 8 ≺•�

#Konstruisati krug koji dodiruje date dve prave p i q i dati krug (p, q, k)

rexe�e:

Neka su u istoj ravni date prave p i q i krug k(Ok, r) i sa x oznaqimo tra�eni
krug te ravni koji dodiruje date prave i dati krug.

Posmatrajmo najopxtiji sluqaj kada ni jedna od datih pravih p i q nije tangenta
datog kruga k.

Primetimo slede�e:

1. Ako tra�eni krug x(Ox, rx) dodiruje dati krug k(Ok, r) spo	a i date prave p
i q, tada krug y, koncentriqan krugu x, polupreqnika ry = rx + r, y(Ox, ry = rx + r),
gde je r polupreqnik datog kruga k, sadr�i centar kruga k i dodiruje prave p1 i q1,
gde je prava p1 paralelna datoj pravi p, na rastoja�u r od prave p, pri qemu su prava
p1 i dati krug k sa raznih strana prave p, odnosno p1 ‖ p, d(p1, p) = r i (p1, k ÷ p).
Sliqno, prava q1 paralelna je datoj pravi q, na rastoja�u r od prave q i sa razliqite
strane prave q od kruga k: q1 ‖ q, d(q1, q) = r i (q1, k ÷ q).

2. Ako tra�eni krug x(Ox, rx) dodiruje dati krug k(Ok, r) iznutra i date prave p
i q , tada krug y, koncentriqan krugu x, polupreqnika ry = rx− r, y(Ox, ry = rx− r),
sadr�i centar Ok datog kruga k i dodiruje prave p2 i q2, gde je prava p2 paralelna
datoj pravi p, na rastoja�u r od prave p, pri qemu su prava p2 i dati krug k sa iste
strane prave p; prava q2 paralelna je datoj pravi q, na rastoja�u r od prave q i sa
iste strane prave q gde i krug k.

Ideja za rexava�e ovog, kao i posled�a dva Apolonijeva problema o dodiru, je
konstrukcija, pomo�u inverzije u odnosu na krug, pomo�nog kruga, koncentriqnog
tra�enom krugu, koji ispu�ava odre�ene uslove.

♦ Analizirajmo sluqaj 1:

Konstruiximo najpre prave p1 i q1, takve da je p1 ‖ p, d(p1, p) = r i (p1, k ÷ p) i
q1 ‖ q, d(q1, q) = r i (q1, k÷ q). Posmatrajmo preslikava�e inverzijom ψk u odnosu na
dati krug k(Ok, r).

Kako ni jedna od pravih p1 i q1 ne sadr�i centar kruga k, centar inverzije( po
naxoj pretpostavci, ni jedna od datih pravih p i q nije tangenta datog kruga k),
u inverziji ψk �ihove slike p′1 = ψk(p1) i q′1 = ψk(q1) su krugovi p′1 i q′1, koji po
definiciji preslikava�a inverzijom u odnosu na krug, sadr�e centar inverzije,
taqku Ok.

Krug y sadr�i centar kruga k, odnosno centar inverzije ψk, pa je u inverziji
�egova slika y′ = ψk(y) prava. Kako krug y dodiruje pravu p1 to i �ihove slike,
prava y′ i krug p′1 imaju taqno jednu zajedniqku taqku. Uz ovaj zak	uqak i obzirom
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da inverzija quva jednakost uglova: ](p1, y) = ](ψk(p1), ψk(y)) = ](p′1, y
′), sledi da

je prava y′ tangenta kruga p′1. Sliqno, krug y dodiruje pravu q1, tj. sa �om ima jednu
zajedniqku taqku, pa ih toliko imaju i �ihove slike u inverziji, prava y′ i krug
q′1 i kako va�i ](q1, y) = ](ψk(q1), ψk(y)) = ](q′1, y

′), sledi da je prava y′ tangenta i
kruga q′1. Dakle, prava y

′, slika u inverziji ψk tra�enog pomo�nog kruga y, tangenta
je i kruga p′1 i kruga q′1 odnosno �ihova je zajedniqka tangenta. Zadatak se svodi
na konstrukciju zajedniqke tangente krugova p′1 i q

′
1 dobijenih odre�iva�em slika u

inverziji ψk pravih p1 i q1.
Na kraju, tra�eni pomo�ni krug y slika je u inverziji ψk dobijene tangente y′,

jer kako je inverzija involutivno preslikava�e to je y = ψ−1k (y′) = ψk(y′), a tra�eni
krug x koncentriqan je dobijenom krugu y, pri qemu je x(Oy, rx = ry − r).

Razmotrimo broj rexe�a ovog problema:

∗ Ukoliko se prave p i q seku, seku se i prave p1 i q1, a samim tim i krugovi p′1 i q
′
1(

jedna od dve zajedniqke taqke ovih krugova je centar inverzije), pa postoje dve �ihove
zajedniqke spo	ax�e tangente, prave y′1 i y

′
2. Obzirom na osobinu involutivnosti

preslikava�a pomo�u inverzije u odnosu na krug, tra�eni, pomo�ni krugovi y1 i y2
slike su u inverziji ψk pravih y

′
1 i y

′
2: y1 = ψ−1k (y′1) = ψk(y′1) i y2 = ψ−1k (y′2) = ψk(y′2).

Na kraju, tra�eni krugovi x1 i x2 koncentriqni su dobijenim krugovima y1 i y2,
pri qemu je x1(Oy1

, rx1
= ry1

− r) i x2(Oy2
, rx2

= ry2
− r) ( krugovi x1 i x2 dodiruju

date prave p i q i dati krug k spo	a). ( slika 81).

 k

p  

  q

p1 
  q1

 p1 ’    q1 ’
 y1 ’

 y2 ’

  y1

y2  

x1 

 x2  

slika 81

∗ Ukoliko su date prave p i q paralelne i nalaze se sa raznih strana datog
kruga k( samo u ovom sluqaju zadatak ima rexe�a), paralelne su i prave p1 i q1, a
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zbog jednakosti: ](p1, q1) = ](ψk(p1), ψk(q1)) = ](p′1, q
′
1), krugovi p′1 i q

′
1 se dodiruju

spo	a u centru inverzije, jer ga, po definiciji, sadr�e oba. U ovom sluqaju postoje
tri zajedniqke tangente krugova p′1 i q

′
1, dve spo	ax�e i jedna unutrax�a, u taqki

dodira Ok, centru inverzije.

Spo	ax�e tangente, prave y′1 i y
′
2 odgovaraju kao slike u inverziji ψk tra�enim,

pomo�nim krugovima y1 i y2, te su krugovi y1 i y2 slike u inverziji ψk dobijenih
pravih y′1 i y

′
2: y1 = ψ−1k (y′1) = ψk(y′1) i y2 = ψ−1k (y′2) = ψk(y′2). Unutrax�a tangenta,

prava y′3, sadr�i centar inverzije pa je �ena slika y3 = ψ−1k (y′3) = ψk(y′3) , ona sama,
bez centra Ok inverzije ψk: y3 = y′3\{Ok}.

Tra�eni krugovi x1 i x2 koncentriqni su dobijenim krugovima y1 i y2, pri qemu
je x1(Oy1 , rx1 = ry1 − r) i x2(Oy2 , rx2 = ry2 − r) ( krugovi x1 i x2 dodiruju date prave
p i q i dati krug k spo	a). ( slika 82).

k

p

q

 p1

 q1 

     p1 ’

     q1 ’

 y1 ’  y2 ’

 y3 ’

 y1    
  y2

  x1 x2  

slika 82

♦♦ Analiza sluqaja 2 sliqna je analizi sluqaja 1, bilo da se date prave p i q
seku, bilo da su paralelne, te �emo objax�e�e i izlaga�e skratiti:

Konstruiximo prave p2 i q2, takve da je p2 ‖ p, d(p2, p) = r i q2 ‖ q, d(q2, q) = r( r
polupreqnik datog kruga k), s tim xto su prava p2 i dati krug k sa iste strane date
prave p i prava q2 i dati krug k sa iste strane date prave q. Pomo�u iste inverzije
ψk u odnosu na dati krug k(Ok, r) dolazimo do zak	uqaka sliqnih kao u sluqaju 1:

Prave p2 i q2 ne sadr�e centar kruga k( centar inverzije ψk) te su u ovoj in-
verziji �ihove slike p′2 = ψk(p2) i q′2 = ψk(q2) krugovi p′2 i q

′
2, koji po definiciji

preslikava�a pomo�u inverzije u odnosu na krug, sadr�e centar inverzije( centar
kruga k).

Krug y sadr�i centar kruga k( centar inverzije ψk) pa je u posmatranoj inverziji
�egova slika y′ = ψk(y) prava. Kako krug y dodiruje pravu p2 to i �ihove slike,



60

prava y′ i krug p′2 imaju taqno jednu zajedniqku taqku i obzirom da va�i: ](p2, y) =
](ψk(p2), ψk(y)) = ](p′2, y

′), sledi da je prava y′ tangenta kruga p′2. Iz potpuno
identiqnog razloga mo�emo zak	uqiti da je prava y′ tangenta i kruga q′2. Dakle,
prava y′, slika u inverziji ψk tra�enog pomo�nog kruga y, tangenta je i kruga p′2 i
kruga q′2 odnosno �ihova je zajedniqka tangenta. Zadatak se svodi na konstrukciju
zajedniqke tangente krugova p′2 i q′2 dobijenih odre�iva�em slika u inverziji ψk

pravih p2 i q2.
Na kraju, tra�eni pomo�ni krug y slika je u inverziji ψk dobijene tangente y′,

jer kako je inverzija involutivno preslikava�e to je y = ψ−1k (y′) = ψk(y′), a tra�eni
krug x koncentriqan je dobijenom krugu y, pri qemu je x(Oy, rx = ry + r).

Broj rexe�a ovog problema, odnosno broj tra�enih krugova, zavisi od uzajamnog
polo�aja datih pravih p i q, odnosno p2 i q2:

∗ Ukoliko se prave p i q seku, seku se i prave p2 i q2, te se i �ihove slike
u inverziji ψk, krugovi p′2 i q′2, tako�e seku( jedna od dve zajedniqke taqke ovih
krugova je centar inverzije), pa postoje dve �ihove zajedniqke spo	ax�e tangente,
oznaqimo ih sa y′3 i y

′
4, odgovaraju�e slike u inverziji tra�enih pomo�nih krugova.

Obzirom na osobinu involutivnosti inverzije u odnosu na krug, tra�eni, pomo�ni
krugovi, u oznaci y3 i y4, slike su u inverziji ψk dobijenih tangenti y′3 i y

′
4: y3 =

ψ−1k (y′3) = ψk(y′3) i y4 = ψ−1k (y′4) = ψk(y′4).
Konaqno, tra�eni krugovi x3 i x4 koncentriqni su dobijenim krugovima y3 i y4,

pri qemu je x3(Oy3
, rx3

= ry3
+ r) i x4(Oy4

, rx4
= ry4

+ r) ( krugovi x3 i x4 dodiruju
date prave p i q a dati krug k iznutra) ( slika 83).
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∗ Ukoliko su date prave p i q paralelne i nalaze se sa raznih strana datog
kruga k( samo u ovom sluqaju zadatak ima rexe�a), paralelne su i prave p2 i q2, a
zbog jednakosti: ](p2, q2) = ](ψk(p2), ψk(q2)) = ](p′2, q

′
2), krugovi p′2 i q

′
2 se dodiruju

spo	a u centru inverzije, jer ga, po definiciji, sadr�e oba. U ovom sluqaju postoje
tri zajedniqke tangente krugova p′2 i q

′
2, dve spo	ax�e i jedna unutrax�a, u taqki

dodira Ok, centru inverzije.
Spo	ax�e tangente, prave y′3 i y

′
4 odgovaraju�e su slike u inverziji ψk tra�enih,

pomo�nih krugova y3 i y4, te su krugovi y3 i y4 odgovaraju�e slike dobijenih pravih
y′3 i y

′
4, odnosno y3 = ψ−1k (y′3) = ψk(y′3) i y4 = ψ−1k (y′4) = ψk(y′4). Unutrax�a tangenta,

prava y′5, sadr�i centar inverzije pa je �ena slika y5 = ψ−1k (y′5) = ψk(y′5) , ona sama,
bez centra Ok inverzije ψk: y5 = y′5\{Ok}.

Tra�eni krugovi x3 i x4 koncentriqni su dobijenim krugovima y3 i y4, pri qemu
je x3(Oy3 , rx3 = ry3 + r) i x4(Oy4 , rx4 = ry4 + r) ( krugovi x3 i x4 dodiruju date prave
p i q i dati krug k iznutra). ( slika 84).
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slika 84

Sada, kada smo izvrxili kompletnu analizu, odredimo konaqno rexe�e Apolo-
nijevog problema 8 o dodiru:

{ U sluqaju da se date prave p i q seku i ni jedna od �ih nije tangenta datog kruga
k postoji qetiri kruga, x1, x2, x3 i x4, koji dodiruju prave p i q i krug k( x1 i x2
su krugovi sluqaja 1 ;x3 i x4 su krugovi sluqaja 2).
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Slika 85 prikazuje sva qetiri tra�ena i qetiri pomo�na koncentriqna kruga.
Na slici 86 prikazani su samo tra�eni krugovi.
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{ U sluqaju da su date prave p i q paralelne i ni jedna od �ih nije tangenta datog
kruga k tako�e postoji qetiri kruga, x1, x2, x3 i x4, koji dodiruju prave p i q i krug
k( x1 i x2 su krugovi sluqaja 1 ; x3 i x4 su krugovi sluqaja 2) .

Slika 87 prikazuje sva qetiri tra�ena i qetiri pomo�na koncentriqna kruga.
Na slici 88 prikazani su samo tra�eni krugovi.
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Prila�emo sliku 89 koja prikazuje konstrukciju inverzijom ψk sva qetiri traz-
hena kruga ukoliko se date p i q seku i sliku 810 koja prikazuje konstrukciju inver-
zijom ψk sva qetiri tra�ena kruga ukoliko su date prave p i q paralelne.
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◦�� Razmotrimo sada specijalne sluqajeve:

≺•� sluqaj 8 ( A ):

U ovom sluqaju razmotri�emo polo�aje, u zajedniqkoj ravni, u kojima je taqno
jedna data prava tangenta datog kruga i pratiti sluqaj 8(A) kroz promenu me�usob-
nog polo�aja datih pravih u ravni.

Ne uma�uju�i opxtost uzmimo da je data prava p tangenta datog kruga k( data
prava q nije tangenta datog kruga k).

1. Neka se date prave p i q seku, pri qemu je prava p tangenta datog kruga k(Ok, r).

Postoje qetiri kruga koja dodiruju date prave p i q i dati krug k. Dva tra�ena
kruga sadr�e taqku dodira date prave p i datog kruga k, pri qemu jedan od �ih
dodiruje dati krug spo	a, drugi tra�eni krug dodiruje dati iznutra. Preostala
dva tra�ena kruga ne sadr�e taqku dodira prave p i kruga k i krug k dodiruju spo	a.

Tra�ene krugove koji sadr�e taqku dodira datih prave p i kruga k mo�emo
odrediti na dva naqina: pomo�u inverzije u odnosu na dati krug k i pomo�nih
koncentriqnih krugova y( opisanih na poqetku izlaga�a) ili pomo�u inverzije u
odnosu na krug i, iste ravni, proizvo	nog polupreqnika, qiji je centar dodirna
taqka date prave p i datog kruga k.

Prika�imo najpre rexe�e pomo�u inverzije u odnosu na dati krug k:

Odredimo prvo tra�eni krug, u oznaci x1, koji dodiruje pravu q, sadr�i taqku
dodira prave p i kruga k( u kojoj ih dodiruje), pri qemu x1 dodiruje spo	a krug k.

Konstruiximo pravu q1 paralelnu datoj pravi q, na rastoja�u jednakom polu-
preqniku r datog kruga k od prave q, pri qemu su prava q1 i dati krug k sa raznih
strana prave q( (q1 ‖ q ; d(q1, q) = r; (q1, k ÷ q) ), kao i pravu p1, koja sadr�i centar
Ok datog kruga k i paralelna je datoj pravi p( d(p1, p) = r, (p1 ‖ p).

Ako tra�eni krug x1 ispu�ava uslove koje smo postavili, tada krug, oznaqimo
ga sa y1, koncentriqan krugu x1, polupreqnika ry = rx + r. dodiruje prave p1 i q1
i sadr�i centar Ok datog kruga k( krug y1 dodiruje pravu p1 u centru Ok kruga k).
Odredimo krug y1 pomo�u inverzije ψk u odnosu na dati krug k(Ok, r).

Kako prava p1 sadr�i centar inverzije, �ena je slika u inverziji ψk ona sama,
bez centra inverzije: p′1 = ψk(p1) = p′1\{Ok}. Prava q1 ne sadr�i centar inverzije,
pa je u posmatranoj inverziji �ena slika q′1 = ψk(q1) krug q′1( koji, po definiciji,
sadr�i centar inverzije).

Krug y1 sadr�i centar kruga k( centar inverzije) te je u inverziji ψk �e-
gova slika y′1 = ψk(y1) prava. Kako krug y dodiruje pravu q1 to i �ihove slike,
prava y′ i krug q′1 imaju taqno jednu zajedniqku taqku i obzirom da va�i jedna-
kost: ](q1, y1) = ](ψk(q1), ψk(y1)) = ](q′1, y

′
1), sledi da je prava y′1 tangenta kruga q

′
1.

Prava p1 i krug y1 dodiruju se u centru inverzije te su, zbog jednakosti: ](p1, y1) =
](ψk(p1), ψk(y1)) = ](p′1, y

′
1)), �ihove slike p′1 i y′1 paralelne prave. Zadatak se

svodi na konstrukciju tangente y′1 na krug q′1, dobijen odre�iva�em slike prave q1
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u inverziji ψk, paralelne pravi p
′
1 = p1\{Ok}. Da	e je tra�eni, pomo�ni, krug y1

slika dobijene prave y′1 u inverziji ψk: y1 = ψ−1k (y′1) = ψk(y′1).
Na kraju, tra�eni krug x1 koncentriqan je dobijenom krugu y1 polupreqnika

rx = ry − r i dodiruje datu pravu q, sadr�i taqku dodira date prave p i datog kruga
k( u kojoj ih i dodiruje oboje i dodiruje k spo	a).

Moramo skrenuti pa��u na vrlo bitan deta	, a tiqe se odabira tangente y′1.
Naime, date prave p i q se seku, pa se seku i prave p1 i q1, samim tim i �ihove
slike u inverziji, odnosno prava p′1 = p1\{Ok} seqe krug q′1, te postoje dve tangente
na q′1 paralelne sa p

′
1 i biramo samo onu koja je slika u inverziji ψk odgovaraju�eg

pomo�nog kruga y1, tj. kruga qiji koncentriqni krug x1 ispu�ava sve uslove koje
smo zahtevali( to je tangenta bli�a centru inverzije ψk, jer druga tangenta na krug
q′1 daje pomo�ni krug y(Oy, ry) qiji koncentriqni krug x(Oy, rx = ry + rk) sadr�i
dodirnu taqku prave p i kruga k, ali ne dodiruje pravu q).

Drugi tra�eni krug, u oznaci x2, koji dodiruje datu pravu q, sadr�i taqku do-
dira date prave p i datog kruga k u kojoj ih i dodiruje, pri qemu iznutra dodiruje
krug k, dobi�emo na gotovo identiqan naqin kao krug x1: inverzijom ψk u odnosu na
krug k, pomo�nog koncentriqnog kruga y2, iste prave p1 i prave q2, paralelne datoj
pravi q, na rastoja�u jednakom polupreqniku r datog kruga k od prave q, pri qemu su
prava q2 i dati krug k sa iste strane prave q( i u ovom sluqaju bi�e dve tangente od
kojih samo jedna daje odgovaraju�i pomo�ni krug, tj. krug koncentriqan tra�enom
krugu koji ispu�ava sve uslove koje smo postavili).

Slika 8a(1) prikazuje konstukciju inverzijom ψk oba tra�ena kruga x1 i x2.
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Krugove koji zadovo	avaju uslov postav	enog Apolonijevog problema a ne sadr�e
taqku dodira date prave p i datog kruga k jedino mo�emo odrediti pomo�u inverzije
u odnosu na dati krug k i to na slede�i naqin:

Nazovimo x3 i x4 tra�ene krugove koji dodiruju date prave p i q, dati krug k
dodiruju spo	a i ne sadr�e dodirnu taqku prave p i kruga k. Sliqno kao u opxtem
sluqaju 1, ova dva kruga odredi�emo inverzijom ψk u odnosu na dati krug k, pomo�u
pravih p1 i q1( p1 ‖ p, d(p1, p) = r, (p1, k ÷ p); q1 ‖ q, d(q1, q) = r, (q1, k ÷ q) ) i
pomo�nog kruga y, koncentriqnog tra�enom krugu x, koji sadr�i centar datog kruga
k, y(Ox, ry = rx + r) i dodiruje prave p1 i q1( r polupreqnik datog kruga k, rx polu-
preqnik tra�enog kruga x).

Oznaqimo sa ψk inverziju u odnosu na dati krug k(Ok, r). Kako ni jedna od pravih
p1 i q1 ne sadr�i centar kruga k, centar inverzije, u inverziji ψk �ihove slike
p′1 = ψk(p1) i q′1 = ψk(q1) su krugovi p′1 i q′1, koji po definiciji preslikava�a
inverzijom u odnosu na krug, sadr�e centar inverzije, taqku Ok.

Krug y sadr�i centar kruga k, odnosno centar inverzije ψk, pa je u ovoj inverziji
�egova slika y′ = ψk(y) prava. Kako krug y dodiruje i pravu p1 i pravu q1, tj. sa
svakom od �ih ima taqno jednu zajedniqku taqku to i prava y′, slika u inverziji
kruga y, sa svakim od krugova p′1 i q′1, slikama u inverziji ψk pravih p1 i q1 ima
po jednu zajedniqku taqku i obzirom na jednakosti: ](p1, y) = ](ψk(p1), ψk(y)) =
](p′1, y

′) i ](q1, y) = ](ψk(q1), ψk(y)) = ](q′1, y
′), sledi da je prava y′ tangenta i kruga

p′1 i kruga q
′
1. Zadatak se svodi na konstrukciju zajedniqke tangente y

′ krugova p′1 i
q′1, dobijenih odre�iva�em slika u inverziji ψk pravih p1 i q1.

Po pretpostavci, date prave p i q se seku, te se seku i prave p1 i q1, a samim tim
i krugovi p′1 i q

′
1( jedna od preseqnih taqaka je centar kruga k, centar inverzije) pa

postoje dve �ihove zajedniqke spo	ax�e tangente, nazovimo ih y′3 i y
′
4, odgovaraju�e

slike u inverziji ψk pomo�nih krugova y3 i y4, a krugovi su y3 i y4 slike u inverziji
ψk dobijenih pravih y

′
3 i y

′
4: y3 = ψ−1k (y′3) = ψk(y′3) i y4 = ψ−1k (y′4) = ψk(y′4).

Na kraju, tra�eni krugovi x3 i x4 koncentriqni su dobijenim krugovima y3 i y4,
pri qemu je x3(Oy3

, rx3
= ry3

− r) i x4(Oy4
, rx4

= ry4
− r) ( slika 8a(2)).
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Slika 8a(3) prikazuje sva qetiri tra�ena kruga.

p      

 q

k

 x1

  x2

  x4

 x3

slika 8a(3)

Pomenuli smo da se tra�eni krugovi koji sadr�e dodirnu taqku date prave p
i datog kruga k mogu odrediti i inverzijom u odnosu na neki krug i, iste ravni,
proizvo	nog polupreqnika, qiji je centar taqka dodira date prave p i datog kruga
k. Prikaza�emo i taj naqin:

Oznaqimo sa i krug proizvo	nog polupreqnika, sa centrom u dodirnoj taqki prave
p i kruga k. Posmatrajmo preslikava�e inverzijom ψi u odnosu na krug i.

Prava p sadr�i centar inverzije ψi pa je �ena slika u ovoj inverziji ona sama
bez centra inverzije: p′ = ψi(p) = p\{Oi}. Krug k tako�e sadr�i centar inverzije ψi

pa je u posmatranoj inverziji i �egova slika k′ = ψi(k) prava, i to prava paralelna
pravi p′, obzirom da je prava p tangenta kruga k( ](p, k) = ](ψi(p), ψi(k)) = ](p′, k′)),
( xto se mo�e i videti prilikom konstrukcije odre�iva�em slike kruga k u inver-
ziji ψi). Prava q ne sadr�i centar inverzije ψi te je u ovoj inverziji �ena slika
q′ = ψi(q) krug.

Po naxoj pretpostavci tra�eni krug x sadr�i dodirnu taqku prave p i kruga
k( u kojoj ih dodiruje) a ona je centar inverzije ψi, te je u ovoj inverziji �egova
slika x′ = ψi(x) prava. Obzirom da krug x, po uslovu postav	enog problema, dodi-
ruje i pravu p i krug k, na osnovu jednakosti: ](x, p) = ](ψi(x), ψi(p)) = ](x′, p′)
i ](x, k) = ](ψi(x), ψi(k)) = ](x′, k′), sledi da su prave x′, p′ i k′ me�usobno pa-
ralelne. Tra�eni krug x, po uslovu zadatka, dodiruje datu pravu q pa �ihove
slike u inverziji, prava x′ i krug q′, imaju taqno jednu zajedniqku taqku i kako
je ](x, q) = ](ψi(x), ψi(q)) = ](x′, q′) sledi da je prava x′ tangenta kruga q′. Zadatak
se svodi na konstrukciju tangente x′ na krug q′, dobijen odre�iva�em slike u inver-
ziji ψi date prave q, paralelne pravi p

′ = ψi(p) = p\{Oi} i �oj paralelnoj pravi k′,
dobijene odre�iva�em slike u inverziji ψi datog kruga k.

Kako se date prave p i q seku, a prava q nije tangenta datog kruga k, postoje dve
tangente, oznaqimo ih sa x′1 i x

′
2, na krug q

′ paralelne me�usobno paralelnim pravama
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p′ i k′, odgovaraju�e slike u inverziji ψi tra�enih krugova x1 i x2, a krugovi su
slike u inverziji dobijenih tangenti: x1 = ψ−1i (x′1) = ψi(x

′
1) i x2 = ψ−1i (x′2) = ψi(x

′
2)

( slika 8a(5)).

 p , p’(i)= p  {Oi}     

 q
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slika 8a(5)

Prila�emo sliku 8a(4) koja prikazuje konstrukciju sva qetiri tra�ena kruga,
pomo�u inverzija ψi i ψk( x1 i x2 inverzijom ψi; x3 i x4 inverzijom ψk).
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2. Neka su date prave p i q paralelne, nalaze se sa raznih strana datog kruga k,
pri qemu je prava p tangenta kruga k(Ok, r).

Postoje tri kruga, oznaqimo ih sa x1, x2 i x3, koji zadovo	avaju uslov postav	e-
nog problema. Jedan od �ih sadr�i dodirnu taqku date prave p i datog kruga k;
druga dva kruga ne sadr�e pomenutu dodirnu taqku i dati krug k dodiruju spo	a.

Prvi tra�eni krug, u oznaci x1, koji sadr�i dodirnu taqku prave p i kruga
k, mo�emo na najjednostavniji naqin odrediti inverzijom ψi, u odnosu na krug i
iste ravni, proizvo	nog polupreqnika sa centrom u dodirnoj taqki prave p i kruga
k, identiqno kao u prethodnom sluqaju( deta	no objax�e�e izostav	amo ali �emo
ukratko izlo�iti va�ne qi�enice i objasniti razliku koja postoji u ovom sluqaju).

Slika p′ = ψi(p) u inverziji ψi date prave p, obzirom da p sadr�i centar po-
smatrane inverzije, je ona sama bez centra inverzije: p′ = ψi(p) = p\{Oi}. Slika
k′ = ψi(k) datog kruga k je prava, jer i krug k sadr�i centar inverzije ψi. Prave
p′ i k′ me�usobno su paralelne( prava p tangenta je kruga k) obzirom na jednakost:
](p, k) = ](ψi(p), ψi(k)) = ](p′, k′). Data prava q ne sadr�i centar inverzije ψi te
je u inverziji ψi �ena slika q

′ = ψi(q) krug.
Tra�eni krug x, po pretpostavci, sadr�i dodirnu taqku prave p i kruga k( u

kojoj ih dodiruje), a ta taqka je centar inverzije, u inverziji ψi slika x
′ = ψi(x)

kruga x je prava. Poxto x dodiruje p i k u �ihovoj taqki dodira, zbog: ](x, p) =
](ψi(x), ψi(p)) = ](x′, p′) i ](x, k) = ](ψi(x), ψi(k)) = ](x′, k′), prave x′, p′ i k′

me�usobno su paralelne. Po uslovu zadatka, krug x dodiruje datu pravu q, pa i
�ihove slike u inverziji, prava x′ i krug q′, imaju taqno jednu zajedniqku taqku
i kako je ](x, q) = ](ψi(x), ψi(q)) = ](x′, q′) sledi da je prava x′ tangenta kruga q′.
Zadatak se svodi na konstrukciju tangente x′ na krug q′, dobijen odre�iva�em slike
u inverziji ψi date prave q, paralelne me�usobno paralelnim pravama p′ = ψi(p) =
p\{Oi} i k′, gde je prava k′ dobijena odre�iva�em slike u inverziji ψi kruga k.

Razlika je u tome xto postoji taqno jedna tangenta, oznaqimo je sa x′1, na krug
q′ = ψi(q), paralelna pravama p

′ i k′. Naime, po naxoj pretpostavci, prave p i q su
paralelne, a kako je: ](p, q) = ](ψi(p), ψi(q)) = ](p′, q′), sledi da je prava p′ tangenta
kruga q′. Dakle, prava x′1, slika u inverziji ψi tra�enog kruga x1, tangenta je kruga
q′, paralelna me�usobno paralelnim pravama k′ i p′, pri qemu je p′ tako�e tangenta
kruga q′. Tra�eni krug x1 je slika u inverziji ψi dobijene prave x

′
1 ( slika 8a(6)).

      p ,         p’(i)=p{Oi}

q

 i

 q ’ (i)

k ’(i)   

   x1 ’

  k

 x1 

slika 8a(6)
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Druga dva tra�ena kruga, x2 i x3, krugove koji ne sadr�e dodirnu taqku prave p i
kruga k, mo�emo odrediti inverzijom ψk u odnosu na dati krug k, na identiqan naqin
kao krugove x3 i x4 prethodnog sluqaja( u kom se date prave p i q seku). Razlika je u
tome xto se krugovi p′1 i q

′
1, dobijeni kao slike u inverziji ψk pravih p1 i q1 ne seku,

ve� dodiruju spo	a u centru inverzije ψk( centru kruga k), jer su, po pretpostavci
ovog sluqaja, date prave p i q paralelne, a samim tim i prave p1 i q1, pa postoje
tri zajedniqke tangente krugova p′1 i q

′
1, dve spo	ax�e, nazovimo ih y

′
2 i y

′
3, jedna

unutrax�a y′4, koja sadr�i centar inverzije ψk i paralelna je pravama p i q.
Spo	ax�e tangente, prave y′2 i y

′
3 odgovaraju kao slike u inverziji ψk pomo�nim

krugovima y2 i y3 pa su krugovi y2 i y3 redom slike dobijenih pravih y′2 i y′3 u
inverziji ψk: y2 = ψ−1k (y′2) = ψk(y′2) i y3 = ψ−1k (y′3) = ψk(y′3). Unutrax�a tangenta,
prava y′4, sadr�i centar inverzije pa je ona sama svoja slika, bez centra Ok inverzije
ψk: y4 = y′4\{Ok}.

Konaqno, tra�eni krugovi x2 i x3 koncentriqni su dobijenim krugovima y2 i y3,
pri qemu je x2(Oy2 , rx2 = ry2 − r) i x3(Oy3 , rx3 = ry3 − r).

Na slici 8a(7) prikazana je konstrukcija svih tra�enih krugova, pomo�u inver-
zija ψi i ψk. Slika 8a(8) prikazuje sva tri tra�ena kruga.

                     p, p’(i)=p{Oi}

q

 i  

 q ’ (i)

   k ’(i)

    x1 ’

 q1   

 p1  

 q1’

   p1’

 y4 ’  

 x2   

    x3

 y2      

    y3

 y3 ’   

  y2 ’

 k

 x1 

slika 8a(7)

  p

q
 x2  

   x3

 k

 x1

slika 8a(8)
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3. Neka su date prave p i q paralelne, nalaze se sa iste strane datog kruga k, pri
qemu je prava p tangenta kruga k(Ok, r).

Postoji samo jedan krug koji zadovo	ava uslov postav	enog problema. Ovaj krug
sadr�i taqku dodira prave p i kruga k, a mo�emo ga odrediti inverzijom ψi u odnosu
na krug i iste ravni, proizvo	nog polupreqnika, sa centrom u taqki dodira date
prave p i datog kruga k( objax�e�e izostav	amo, obzirom da smo ovu inverziju ve�
vixe puta prime�ivali u sluqaju 8(A)) ( slika 8a(9)).

 p

k 

 q

 i  k ’

 q ’

x ’

 x

slika 8a(9)

≺•� sluqaj 8 ( B ):

U ovom sluqaju pretpostavi�emo da su obe date prave tangente datog kruga i pra-
titi sluqaj 8(B) kroz promenu me�usobnog polo�aja pravih u zajedniqkoj ravni.

1. Neka se date prave p i q seku, pri qemu su obe tangente datog kruga k(Ok, r).

Postoje qetiri kruga koja zadovo	avaju uslov postav	enog problema. Jedan od
�ih sadr�i taqku dodira date prave p i datog kruga k( u toj taqki ih dodiruje) i
dodiruje datu pravu q, drugi tra�eni krug sadr�i taqku dodira prave q i kruga k(
u �oj ih dodiruje) i dodiruje pravu p. Preostala dva tra�ena kruga ne sadr�e ni
jednu od pomenutih dodirnih taqaka, dodiruju date prave i spo	a dati krug.

Prva dva tra�ena kruga mo�emo odrediti pomo�u dve inverzije, odnosno inver-
zija u odnosu na dva razliqita kruga. Sa ψi1 oznaqimo inverziju u odnosu na krug i1
iste ravni, proizvo	nog polupreqnika, qiji je centar taqka dodira prave p i kruga
k, a sa ψi2 inverziju u odnosu na krug i2 iste ravni, proizvo	nog polupreqnika,
sa centrom u taqka dodira prave q i kruga k. Inverzijom ψi1 odredi�emo krug, u
oznaci x1, koji sadr�i dodirnu taqku datih prave p i kruga k( u kojoj ih dodiruje);
inverzijom ψi2 tra�eni krug x2, koji sadr�i taqku dodira prave q i kruga k( u kojoj
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ih i dodiruje). Napomenimo da su obe ove inverzije sliqne inverziji ψi sluqaja 8(A).

Posmatrajmo inverziju ψi1 : kako prava p sadr�i centar inverzije ψi1 , u po-
smatranoj inverziji �ena je slika ona sama bez centra inverzije: p′ = ψi1(p) =
p\{Oi1}. Krug k tako�e sadr�i centar inverzije ψi1 , pa je u inverziji ψi1 �e-
gova slika k′ = ψi1(k) prava, i to prava paralelna pravi p′, obzirom da va�i:
](k, p) = ](ψi1(k), ψi1(p)) = ](k′, p′), jer je po pretpostavci ovog sluqaja prava p tan-
genta kruga k. Prava q ne sadr�i centar inverzije, pa je u inverziji ψi1 �ena slika
q′ = ψi1(q) krug. Va�no je primetiti slede�e: obzirom da je, po pretpostavci ovog
sluqaja, i prava q tangenta kruga k, a kako je ](k, q) = ](ψi1(k), ψi1(q)) = ](k′, q′)
sledi da je prava k′ tangenta kruga q′( xto se mo�e videti prilikom konstrukcije
odrediva�em slika kruga k i prave q u inverziji ψi1). Ovo je i razlog zbog koga
postoji samo jedan krug koji zadovo	ava uslov zadatka, a sadr�i pomenutu dodirnu
taqku.

Tra�eni krug x1 sadr�i centar inverzije ψi1 , te je u posmatranoj inverziji �e-
gova slika x′1 = ψi1(x1) prava. Krug x1 po uslovu zadatka dodiruje datu pravu p
i dati krug k, a po pretpostavci sadr�i dodirnu taqku prave p i kruga k, xto
mo�e biti ispu�eno samo ako krug x1 dodiruje p i k u �ihovoj dodirnoj taqki.
Kako je ta taqka centar inverzije ψi1 , na osnovu jednakosti uglova: ](x1, p) =
](ψi1(x1), ψi1(p)) = ](x′1, p

′) i ](x1, k) = ](ψi1(x1), ψi1(k)) = ](x′1, k
′) sledi da su

p′, k′ i x′1 me�usobno paralelne. Krug x1 dodiruje datu pravu q, pa i �ihove slike u
inverziji, prava x′1 i krug q′, imaju taqno jednu zajedniqku taqku i zbog jednakosti
uglova prilikom preslikava�a inverzijom, sledi da je prava x′1 tangenta kruga q

′.
Da rezimiramo sve zak	uqke: prava x′1 tangenta je kruga q

′ paralelna me�usobno pa-
ralelnim pravama p′ = ψi1(p) = p\{Oi1} i k′, gde je prava k′ tako�e tangenta kruga q′.
Zadatak se svodi na konstrukciju tangente x′1 na krug q

′, dobijen odre�iva�em slike
u inverziji ψi1 date prave q, paralelne �egovoj tangenti k′, dobijene odre�iva�em
slike u inverziji ψi1 datog kruga k.

Na kraju, tra�eni krug x1, zbog osobine involutivnosti preslikava�a inverzi-
jom u odnosu na krug, slika je u inverziji dobijene prave x′1: x1 = ψ−1i1

(x′1) = ψi1(x′1).

U sluqaju inverzije ψi2 qiji je centar dodirna taqka datog kruga k i date prave q,
gotovo identiqnim razmatra�em kao u sluqaju inverzije ψi1 dolazimo do slede�ih
zak	uqaka: slika p′ = ψi2(p) date prave p je krug; slika q′ date prave q je ona
sama bez centra inverzije: q′ = ψi2(q) = q\{Oi2}; slika k′ = ψi2(k) datog kruga k
je prava paralelna pravi q′, pri qemu je k′ tangenta kruga p′; slika x′2 = ψi2(x2)
tra�enog kruga x2 je prava, druga tangenta kruga p

′, paralelna �egovoj tangenti k′ i
�oj paralelnoj pravi q′ = q\{Oi2}. Zadatak se svodi na konstrukciju tangente x′2 na
krug p′, dobijen odre�iva�em slike u inverziji ψi2 date prave p, paralelne �egovoj
tangenti k′, dobijene odre�iva�em slike u inverziji ψi2 datog kruga k.

Tra�eni krug x2 slika je u inverziji dobijene prave x
′
2: x2 = ψ−1i2

(x′2) = ψi2(x′2).
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Na slici 8b(1) prikazana je konstrukcija krugova x1 i x2 inverzijama ψi1 i ψi2 .

p , p ’(i2)=p  {Oi1}

      q , q ’(i2)=q  {Oi2}

    k

 i1

  q ’(i1)     

 k ’ (i1)

 x1 ’

  x1

i2p’(i2)   

 k ’ (i2)

 x2 ’

 x2

slika 8b(1)

Preostala dva tra�ena kruga koji ne sadr�e ni jednu od dodirnih taqaka datih
pravih i datog kruga nazovimo x3 i x4. Kako smo ve� napomenuli, ovi krugovi
dodiruju date prave p i q, a dati krug k dodiruju spo	a. Mo�emo ih odrediti
inverzijom ψk u odnosu na dati krug k, na identiqan naqin kao u onom delu sluqaja
8(A) kada se prave p i q seku i p je tangenta kruga k( odre�iva�e ovih krugova
objax�avali smo i u opxtem sluqaju 1).

Iako �emo objax�e�e konstrukcije ovih krugova izostaviti uka�imo ipak na
jedan interesantan zak	uqak koji se name�e u ovako zadatom polo�aju datih pravih
i kruga. Naime, date prave p i q se seku i po pretpostavci obe su tangente datog
kruga k(O, r), pa se i prave p1 i q1 paralelne redom pravama p i q( d(p1, p) = r i
(p1, k÷ p); d(q1, q) = r i (q1, k÷ q)) tako�e se seku, a kako su tangentne du�i iz taqke
na krug me�usobno podudarne, to su i krugovi p′1 i q

′
1, dobijeni odre�iva�em slika

u inverziji ψk pravih p1 i q1, me�usobno podudarni i seku se( jedna od dve preseqne
taqke je centar kruga k, centar inverzije).

Na slici 8b(2) prikazana je konstrukcija krugova x3 i x4 inverzijom ψk.

 p

 q

 k

 p1

 q1

p1’  

 q1’  

 y3 ’

 y4 ’

 y3

y4

 x3

 x4

slika 8b(2)
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Prila�emo sliku 8b(3) koja prikazuje konstrukciju tra�enih krugova pomo�u sve
tri pomenute inverzije ψi1 , ψi2 i ψk. Slika 8b(4) prikazuje sva qetiri tra�ena kruga
i pomo�ne, �ima koncentriqne, krugove.

 p , p’(i1)

 q , q’(i2)

 k

 i1  q ’(i1)   

 k ’ (i1)

    x1 ’

 x1

i2

    p’( i2)  

 k ’ (i2)

 x2 ’

   x2

 p1

 q1

 p1 ’   
  q1 ’

 y3 ’

y4 ’
 y3

y4

x3  

 x4

slika 8b(3)

 p

 q

 k

 x1

   x2

 p1

 q1

 y3

y4

 x3

 x4

slika 8b(4)

2. Neka su date prave p i q paralelne i obe su tangente datog kruga k.

Postoje samo dva kruga koja dodiruju date prave i dati krug( spo	a) postav	ene
u ovakav polo�aj.
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Zadatak je vrlo jednostavno rexiti bez upotrebe inverzije, a inverzijom tra�ene
krugove mo�emo odrediti ponovo pomo�u koncentriqnog kruga y, y(Ox, ry = rx + r),
( r polupreqnik datog kruga k, rx polupreqnik tra�enog kruga x), pomo�nih pravih
p1 i q1: p1 ‖ p, d(p1, p) = r i (p1, k ÷ p) i q1 ‖ q, d(q1, q) = r i (q1, k ÷ q), inverzijom
ψk u odnosu na dati krug k, gotovo ideniqno kao u delu sluqaja 8(A) kada su prave
p i q paralelne i p je tangenta kruga k( gde smo tra�ene krugove koji ne sadr�e
dodirnu taqku prave p i kruga k nazvali x2 i x3). Ukratko �emo ukazati na neke
delove konstrukcije:

Krugovi p′1 i q
′
1, dobijeni kao slike u inverziji ψk pravih p1 i q1, su podudarni

i dodiruju se u centru inverzije ψk( centru datog kruga k), jer su prave p1 i q1
paralelne i na istom su rastoja�u od kruga k, obzirom da va�i jednakost uglova
prilikom preslikava�a inverzijom. Postoje tri �ihove zajedniqke tangente, dve
spo	ax�e, me�usobno paralelne prave y′1 i y′2, jedna unutrax�a y′3, koja sadr�i
centar inverzije ψk i upravna je na spo	ax�e tangente y

′
1 i y

′
2.

Spo	ax�e tangente, prave y′1 i y
′
2, odgovaraju kao slike u inverziji ψk tra�enim

pomo�nim krugovima y1 i y2, pa su krugovi y1 i y2 slike dobijenih pravih y
′
1 i y

′
2 u

inverziji ψk: y1 = ψ−1k (y′1) = ψk(y′1), y2 = ψ−1k (y′2) = ψk(y′2). Unutrax�a tangenta,
prava y′3, sadr�i centar inverzije pa je �ena slika u inverziji ona sama, bez centra
Ok inverzije ψk, odnosno y3 = y′3\{Ok}.

Tra�eni krugovi x1 i x2 koncentriqni su dobijenim krugovima y1 i y2, pri qemu
je x1(Oy1 , rx1 = ry1 − r) i x2(Oy2 , rx2 = ry2 − r) ( slika 8b(5)).

 p

 q

 k

 p1

 q1 

      p1’

      q1’

 y1 ’ y2 ’

 y3 ’

y1 y2

 x1 x2

slika 8b(5)
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ANALIZA (*)

Lema: Neka je i proizvo	an krug neke ravni, i(O, r) i ψi preslikava�e inver-
zijom u odnosu na krug i. Ako je p prava iste ravni koja ne sadr�i centar O kruga
i( centar inverzije ψi), krug p

′ = ψi(p) slika prave p u inverziji ψi, tada se taqke
jedne poluravni, na koje prava p deli datu ravan, slikaju u unutrax�u oblast kruga
p′, taqke druge poluravni u spo	ax�u oblast kruga p′. Preciznije, poluravan kojoj
pripada centar O inverzije ψi slika se u spo	ax�u oblast kruga p

′, poluravan kojoj
ne pripada centar inverzije slika se u unutrax�u oblast kruga p′.

dokaz:
Posmatrajmo preslikava�e inverzijom ψi, u odnosu na proizvo	an krug i neke

ravni sa centrom u taqki O, proizvo	nog polupreqnika, i(O, r).
Neka je prava n noramala iz centra O kruga i( centar posmatrane inverzije)

na proizvo	nu pravu p iste ravni, koja ne sadr�i centar O inverzije ψi, o prava
kroz taqku O paralelna pravi p, taqka P podno�je normale iz O na p, a P ′ = ψi(P )
slika taqke P u ovoj inverziji, pri qemu je, po definiciji preslikava�a inverzijom
OP ·OP ′ = r2, gde je r polupreqnik kruga i inverzije. Kako prava p ne sadr�i centar
O inverzije, na osnovu teoreme, u posmatranoj inverziji �ena je slika p′ = ψi(p) krug
nad preqnikom OP ′.

Obzirom da centar O inverzije ψi ne pripada pravi p ova prava deli ravan na dve
poluravni, gde se u jednoj od �ih nalazi centar O posmatrane inverzije. Odaberimo
proizvo	nu taqku A u onoj poluravni kojoj ne pripada centar O inverzije ψi i
proizvo	nu taqku B u onoj poluravni u kojoj se nalazi centar O inverzije ψi, sa one
stane prave o gde je i prava p. Slike u inverziji ψi taqaka A i B redom su taqke
A′ = ψi(A) i B′ = ψi(B), pri qemu, na osnovu definicije, taqke A′ i B′ pripadaju
redom polupravama OA i OB i va�i: OA ·OA′ = r2 ∧ OB ·OB′ = r2.

Poxto je taqka P podno�je normale iz taqke O na pravu p, a na osnovu odabira
taqaka A i B sledi:

OP < OA ∧OP ·OP ′ = r2 = OA ·OA′ ⇒ OP ′ > OA′,

OP > OB ∧OP ·OP ′ = r2 = OB ·OB′ ⇒ OP ′ < OB′.

Kako je OP ′ preqnik kruga p′ taqka A′ pripada u unutrax�oj oblasti kruga p′,
taqka B′ nalazi se u spo	ax�oj oblasti kruga p′.
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  p
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P

P’
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A

A’

B
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 n

C

C ’  

slika 1
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Na kraju, ostalo je da preslikamo jox jedan deo date ravni, taqnije deo poluravni
kojoj pripada centar inverzije, sa one strane prave o sa koje nije prave p. Odaberimo
proizvo	nu taqku C u poluravni kojoj pripada taqka O tako da je C, p÷ o. Slika u
inverziji ψi taqke C je taqka C ′ = ψi(C) gde, na osnovu definicije, taqka C ′ pri-
pada polupravi OC xto znaqi da je i taqka C ′ sa one strane prave o gde i taqka C,
u spo	ax�oj oblasti kruga p′. �

Slika 2 i slika 3 prikazuju preslikava�e taqaka ravni α(O, p) inverzijom ψi, u
odnosu na krug i(O, r) ravni α u sluqaju kada su prava p i krug i inverzije disjunktni
i u sluqaju da prava p seqe krug i inverzije.

 iO
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slika 2 slika 3

Napomenimo da, ukoliko prava p sadr�i centar O inverzije ψi tada je �ena
slika u inverziji ona sama, bez centra inverzije: p′ = ψi(p) = p\{O} i svaka se od
dve poluravni na koje prava p deli ravan α(p,O) inverzijom ψi slika u samu sebe.
( slika 4).

 i
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 p, p’ = p{O}
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slika 4

Imaju�i na umu da je inverzija involutivno preslikava�e navedeno tvr�e�e va�i
i u obrnutom smeru. Naime, ako je α ravan u kojoj je O proizvo	na taqka, krug k
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pripada ravni α i sadr�i taqku O, i krug te ravni, proizvo	nog polupreqnika,
sa centrom u taqki O i ψi preslikava�e inverzijom u odnosu na krug i, tada je u
posmatranoj inverziji slika k′ = ψi(k) kruga k prava, pri qemu se taqke unutrax-
�e oblasti kruga k preslikavaju u jednu, taqke spo	ax�e oblasti kruga k u drugu
poluravan na koje prava k′ deli ravan α ( slika 5).
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A

B
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slika 5

Na sliqan naqin mo�e se dokazati da ukoliko krug k ne sadr�i centar O in-
verzije ψi tada je u ovoj inverziji �egova slika k′ = ψi(k) krug, pri qemu se taqke
spo	ax�e oblasti kruga k slikaju u spo	ax�u oblast kruga k′, taqke unutrax�e
oblasti kruga k slikaju se u taqke unutrax�e oblasti kruga k′ ( slika 6).
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slika 6
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Pre no xto se upustimo u diskusiju o Apolonijevim problemima 9 i 10 iskori-
stimo navedena tvr�e�a za analizu odre�enih delova ovih problema radi lakxeg
rexava�a istih.

≺~� Neka je k krug, p prava, O taqka neke ravni, pri qemu taqka O ne pripada
ni krugu k ni pravi p, i krug te ravni, proizvo	nog polupreqnika, sa centrom u
taqki O i ψi preslikava�e inverzijom u odnosu na krug i.

U inverziji ψi slike kruga k i prave p redom su krugovi k′ = ψi(k) i p′ = ψi(p),
jer ni krug k ni prava p ne seadr�e centar O posmatrane inverzije.

Ako je y krug iste ravni koji sadr�i taqku O tada je u inverziji ψi �egova slika
y′ = ψi(y) prava, jer je taqka O centar inverzije ψi.

Ukoliko krug y dodiruje i krug k i pravu p, odnosno sa svakim od �ih ima
taqno jednu zajedniqku taqku, tada i �egova slika u inverziji, prava y′, sa sva-
kom od slika kruga k i prave p, krugovima k′ i p′, ima taqno po jednu zajedniqku
taqku i kako inverzija quva jednakost uglova: ](y, k) = ](ψi(y), ψi(k)) = ](y′, k′) i
](y, p) = ](ψi(y), ψi(p)) = ](y′, p′), sledi da je prava y′ tangenta i kruga k′ i kruga
p′, odnosno �ihova je zajedniqka tangenta.

?�� Mogu nastupiti slede�a dva sluqaja:

1) Ako krug y dodiruje pravu p i krug k spo	a, tj. i krug k i prava p se nalaze
u �egovoj spo	ax�oj oblasti( istoj oblasti), na osnovu leme i navedenih tvr�e�a
krugovi k′ i p′ pripadaju istoj od dve poluravni na koje prava y′ deli datu ravan,
xto znaqi da je prava y′ zajedniqka spo	ax�a tangenta krugova k′ i p′ ( slika 7).

2) Ako krug y dodiruje pravu p i krug k iznutra, tj. krug k pripada unutrax-
�oj, prava p spo	ax�oj oblasti kruga y( krug k i prava p pripadaju razliqitim
oblastima kruga y), na osnovu leme i navedenih tvr�e�a krugovi k′ i p′ pripadaju
razliqitim poluravnima na koje prava y′ deli datu ravan, odakle sledi da je prava
y′ zajedniqka unutrax�a tangenta krugova k′ i p′ ( slika 8).

i

k 

  k ’

   p

 p ’           

     y1 ’
 y1

y2 ’

y2   

 i

k 

k ’  

   p

              p ’ 

     y1 ’

 y1

 y2 ’
y2 

slika 7 slika 8



81

≺~~� Neka su k1 i k2 dva kruga i O taqka neke ravni, pri qemu taqka O ne
pripada ni jednom od ovih krugova, i krug iste ravni, proizvo	nog polupreqnika,
sa centrom u taqki O i ψi preslikava�e inverzijom u odnosu na krug i.

U inverziji ψi slike krugova k1 i k2 redom su krugovi k′1 = ψi(k1) i k′2 = ψi(k2),
obzirom da krugovi k1 i k2 ne sadr�e centar O posmatrane inverzije.

Ako je y krug te ravni koji sadr�i taqku O( centar inverzije), u inverziji ψi

�egova je slika y′ = ψi(y) prava.
Ukoliko krug y dodiruje oba data kruga( odnosno sa svakim od �ih ima taqno

jednu zajedniqku taqku), prava y′ sa svakim od krugova k′1 i k′2 ima po jednu zajed-
niqku taqku i kako va�i jednakost uglova: ](y, k1) = ](ψi(y), ψi(k1)) = ](y′, k′1) i
](y, k2) = ](ψi(y), ψi(k2)) = ](y′, k′2), sledi da je prava y′ tangenta i kruga k′1 i kruga
k′2, odnosno �ihova je zajedniqka tangenta.

?�� Mogu nastupiti slede�a dva sluqaja:

1) Ako krug y oba kruga k1 i k2 dodiruje spo	a ili ih oba dodiruje iznutra, na
osnovu leme i navedenih tvr�e�a, obzirom da oba kruga k1 i k2 pripadaju �egovoj
spo	ax�oj oblasti ili su oba u �egovoj unutrax�oj oblasti( u istoj su oblasti
kruga y), slike u inverziji ψi ovih krugova, krugovi k

′
1 i k

′
2 pripadaju istoj od dve

poluravni na koje prava y′ deli datu ravan, xto znaqi da je prava y′ zajedniqka
spo	ax�a tangenta krugova k′1 i k

′
2 ( slika 9).

2) Ako krug y dodiruje jedan od krugova k1 i k2 spo	a i drugi krug iznutra,
obzirom da se krugovi k1 i k2 nalaze u razliqitim oblastima kruga y, krugovi k′1 i
k′2 pripadaju razliqitim poluravnima na koje prava y′ deli datu ravan, xto znaqi
da je prava y′ zajedniqka unutrax�a tangenta krugova k′1 i k

′
2 ( slika 10).
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≺•� Apolonijev problem 9 ≺•�

#Konstruisati krug koji dodiruje datu pravu i data dva kruga (p, k1, k2).

rexe�e:

Neka su dati prava p i krugovi k1(O1, r1) i k2(O2, r2) neke ravni. Ne uma�uju�i
opxtost uzmimo da je dati krug k1(O1, r1) krug ma�eg polupreqnika, r1 = min{r1, r2}.
Nazovimo x tra�eni krug te ravni koji dodiruje datu pravu i oba data kruga.

U najopxtijem sluqaju, kada dati krugovi k1 i k2 nemaju zajedniqkih taqaka,
pri qemu se svaki od �ih nalazi u spo	ax�oj oblasti drugog, a data prava p ni sa
jednim od �ih nema zajedniqkih taqaka, pri qemu se oba data kruga nalaze sa iste
strane prave p( u suprotnom nema rexe�a), postoji osam krugova koji zadovo	avaju
uslov postav	enog problema. Za �ihovo odre�iva�e bi�e nam potrebno razmatra�e
naqina na koji tra�eni krug dodiruje date krugove( u smislu dodiriva�a spo	a ili
iznutra). Analizu moramo podeliti na qetiri sluqaja:

♦ Sluqaj 1:

Posmatrajmo krug k22 iste ravni, koncentriqan datom krugu k2 pri qemu je
k22(O2, r22 = r2 − r1) i pravu p1 paralelnu datoj pravi p na rastoja�u r1 od prave
p ( p1 ‖ p, d(p1, p) = r1), pri qemu su data prava p i dati krugovi k1 i k2 sa iste
strane prave p1( r1 polupreqnik datog kruga k1, xto �emo podrazumevati u svakom
od narednih sluqajeva).

Ako tra�eni krug x(O, rx) dodirije datu pravu p i oba data kruga spo	a, tada
krug y(O, ry = rx + r1), koncentriqan krugu x, dodiruje pravu p1, sadr�i centar O1

ma�eg datog kruga k1 i dodiruje krug k22 spo	a.

♦♦ Sluqaj 2:

Posmatrajmo krug k22 iste ravni, koncentriqan datom krugu k2, pri qemu je
k22(O2, r22 = r2 − r1) i pravu p2 paralelnu datoj pravi p na rastoja�u r1 od prave p(
p2 ‖ p, d(p2, p) = r1), pri qemu su sada prava p2 i dati krugovi k1 i k2 sa iste strane
date prave p.

Ako tra�eni krug x(O, rx) dodiruje datu pravu p i oba data kruga iznutra, tada
krug y(O, ry = rx − r1), koncentriqan krugu x, dodiruje pravu p2, sadr�i centar O1

datog kruga k1 i dodiruje krug k22 iznutra.

♦♦♦ Sluqaj 3:

Posmatrajmo krug kk2 iste ravni, koncentriqan datom krugu k2, pri qemu je
kk2(O2, r22 = r2 + r1) i pravu p1 paralelnu datoj pravi p na rastoja�u r1 od prave p(
p1 ‖ p, d(p1, p) = r1), pri qemu su data prava p i dati krugovi k1 i k2 sa iste strane
prave p1.

Ako tra�eni krug x(O, rx) dodiruje datu pravu p, dati krug k1 spo	a i dati krug
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k2 iznutra, tada krug y(O, ry = rx + r1), koncentriqan krugu x, dodiruje pravu p1,
sadr�i centar O1 datog kruga k1 i dodiruje krug kk2 iznutra.

♦♦♦♦ Sluqaj 4:

Posmatrajmo krug kk2 iste ravni, koncentriqan datom krugu k2, pri qemu je
kk2(O2, r22 = r2 + r1) i pravu p2 paralelnu datoj pravi p na rastoja�u r1 od prave p(
p2 ‖ p, d(p2, p) = r1), pri qemu su prava p2 i dati krugovi k1 i k2 sa iste strane date
prave p.

Ako tra�eni krug x(O, rx) dodiruje datu pravu p, dati krug k1 iznutra i dati
krug k2 spo	a, tada krug y(O, ry = rx − r1), koncentriqan krugu x, dodiruje pravu
p2, sadr�i centar O1 datog kruga k1 i dodiruje krug kk2 spo	a.

Problem odre�iva�a tra�enog kruga x( �ih osam) rexi�emo konstrukcijom po-
menutog, �emu koncentriqnog kruga y sa analiziranim svojstvima.
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♦ Razmotrimo sluqaj 1:

Konstruiximo najpre krug k22, koncentriqan datom krugu k2, polupreqnika r22 =
r2 − r1, k22(O2, r22 = r2 − r1) i pravu p1 paralelnu datoj pravi p na rastoja�u r1 od
prave p, sa razliqite strane prave p u odnosu na date krugove k1 i k2. Oznaqimo sa
ψk1

inverziju u odnosu na dati krug k1(O1, r1).
Krug k22 ne sadr�e centar O1 inverzije ψk1

pa je u posmatranoj inverziji �egova
slika k′22 = ψk1(k22) tako�e krug k′22. Prava p1 ne sadr�i centar kruga k1, centar
inverzije, te je u inverziji ψk1 �ena slika p

′
1 = ψk1(p1) krug p′1( koji po definiciji

preslikava�a inverzijom u odnosu na krug, sadr�i centar O1 inverzije).
Krug y sadr�i centar O1 inverzije ψk1

te je u inverziji ψk1
�egova slika y′ =

ψk1
(y) prava. Kako se krugovi y i k22 dodiruju, odnosno imaju jednu zajedniqku taqku,

to i �ihove slike, prava y′ i krug k′22, imaju taqno jednu zajedniqku taqku, i obzirom
da va�i jednakost uglova pri preslikava�u inverzijom: ](k22, y) = ](ψk1(k22), ψk1(y)) =
](k′22, y

′), sledi da je prava y′ tangenta kruga k′22. Krug y dodiruje pravu p1 pa i
�ihove slike, prava y′ i krug p′1, imaju taqno jednu zajedniqku taqku, i kako je
](p1, y) = ](ψk1

(p1), ψk1
(y)) = ](p′1, y

′), prava y′ tangenta je i kruga p′1. Dakle, prava
y′, slika tra�enog pomo�nog kruga y, tangenta je i kruga k′22 i kruga p′1, odnosno
�ihova je zajedniqka tangenta. Zadatak svodi na konstrukciju zajedniqke tangente
krugova k′22 i p

′
1, dobijenih odre�iva�em slika kruga k22 i prave p1 u inverziji ψk1(

kojih je u najopxtijem sluqaju qetiri, dve unitrax�e i dve spo	ax�e). Iz razloga
navedenih u analizi (∗), pomo�nim krugovima y, kojih je dva, odgovaraju kao slike
spo	ax�e tangente, oznaqimo ih sa y′1 i y

′
2.

Inverzija je involutivno preslikava�e pa su pomo�ni krugovi y1 i y2 slike u in-
verziji ψk1 dobijenih pravih y

′
1 i y

′
2: y1 = ψ−1k1

(y′1) = ψk1(y′1), y2 = ψ−1k1
(y′2) = ψk1(y′2).

Na kraju, tra�eni krugovi x1 i x2, koncentriqni su dobijenim krugovima y1 i
y2 pri qemu je x1(Oy1

, rx1
= ry1

− r1) i x2(Oy2
, rx2

= ry2
− r1) (slika 91).
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♦♦ Razmotrimo sluqaj 2:

Analiza sluqaja 2. sliqna je analizi sluqaja 1. pri qemu je krug k22 isti kao
u prethodnom sluqaju( koncentriqan datom krugu k2, polupreqnika r22 = r2 − r1), a
prava p2 paralelna datoj pravi p, na rastoja�u r1 od prave p, sa one strane prave p
sa koje su i dati krugovi k1 i k2. Ako posmatramo istu inverziju ψk1

, u odnosu na
dati krug k1(O1, r1) i razmatra�e �e biti sliqno.

Krug k22 ne sadr�i centar O1 inverzije ψk1 pa je u inverziji �egova slika k
′
22 =

ψk1(k22) tako�e krug. Prava p2 ne sadr�i centar kruga k1, centar O1 inverzije( jer po
pretpostavci data prava p i dati krug k1 nemaju zajedniqkih taqaka, a d(p2, p) = r1,
pa je u posmatranoj inverziji �ena slika p′2 = ψk1

(p2) krug.
Krug y sadr�i centar O1 inverzije ψk1

, pa je u inverziji ψk1
�egova slika

y′ = ψk1
(y) prava. Kako krug y dodiruje krug k22, to i �ihove slike, prava y′ i

krug k′22, imaju taqno jednu zajedniqku taqku i obzirom na jednakost: ](k22, y) =
](ψk1(k22), ψk1(y)) = ](k′22, y

′), sledi da je prava y′ tangenta kruga k′22. Sliqno, krug
y dodiruje pravu p2, pa i �ihove slike, prava y′ i krug p′2, imaju taqno jednu zajed-
niqku taqku i va�i: ](p2, y) = ](ψk1

(p2), ψk1
(y)) = ](p′2, y

′), xto znaqi da je prava
y′ tangenta i kruga p′2. Dakle, prava y

′, slika tra�enog pomo�nog kruga y, tangenta
je i kruga k′22 i kruga p′2, odnosno �ihova je zajedniqka tangenta. Zadatak svodi na
konstrukciju zajedniqke tangente krugova k′22 i p

′
2, dobijenih odre�iva�em slika u

inverziji ψk1 kruga k22 i prave p2. Iz razloga navedenih u analizi (∗), pomo�nim
krugovima y, kojih je dva, odgovaraju unutrax�e tangente, oznaqimo ih sa y′1 i y

′
2.

Pomo�ni krugovi y1 i y2, zbog osobine involutivnosti preslikava�a inverzijom
u odnosu na krug, slike su u inverziji ψk1

dobijenih pravih y′1 i y
′
2: y1 = ψ−1k1

(y′1) =

ψk1
(y′1), y2 = ψ−1k1

(y′2) = ψk1
(y′2).

Tra�eni krugovi x1 i x2 koncentriqni su dobijenim krugovima y1 i y2 pri qemu
je x1(Oy1 , rx1 = ry1 + r1) i x2(Oy2 , rx2 = ry2 + r1) (slika 92).
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♦♦♦ Razmotrimo sluqaj 3:

Konstruiximo najpre krug kk2, koncentriqan datom krugu k2, pri qemu je sada
krug kk2 polupreqnika r22 = r2 + r1, tj. kk2(O2, r22 = r2 + r1) i pravu p1 paralelnu
datoj pravi p na rastoja�u r1 od prave p, sa razliqite strane prave p u odnosu na
date krugove k1 i k2. Sa ψk1

oznaqimo inverziju u odnosu na dati krug k1(O1, r1).
Krug kk2 ne sadr�e centar O1 inverzije ψk1

( jer, po pretpostavci, dati krugovi
k1 i k2 nemaju zajedniqkih taqaka, tj. svaki se nalazi u spo	ax�oj oblasti onog
drugog), pa je u posmatranoj inverziji �egova slika kk′2 = ψk1(kk2) krug. Prava p1
tako�e ne sadr�i centar O1 inverzije ψk1

, te je �ena slika p′1 = ψk1
(p1) krug.

Krug y sadr�i centar O1 inverzije ψk1
, pa je u ovoj inverziji �egova slika

y′ = ψk1
(y) prava. Kako se krugovi y i kk2 dodiruju, odnosno imaju jednu za-

jedniqku taqku, to i �ihove slike, prava y′ i krug kk′2, imaju taqno jednu zajed-
niqku taqku i obzirom na jednakost uglova pri preslikava�u inverzijom:](kk2, y) =
](ψk1

(kk2), ψk1
(y)) = ](kk′2, y

′), sledi da je prava y′ tangenta kruga kk′2. Krug y do-
diruje pravu p1 pa i �ihove slike, prava y

′ i krug p′1, imaju taqno jednu zajedniqku
taqku i ](p1, y) = ](ψk1

(p1), ψk1
(y)) = ](p′1, y

′), te je prava y′ tangenta i kruga p′1.
Prava y′, slika u inverziji ψk1 pomo�nog kruga y, tangenta je i kruga kk′2 i kruga
p′1, odnosno �ihova je zajedniqka tangenta, te se zadatak svodi na konstrukciju za-
jedniqke tangente krugova kk′2 i p′1, dobijenih odre�iva�em slika u inverziji ψk1

kruga kk2 i prave p1. Iz razloga navedenih u analizi (∗), tra�enim krugovima y,
kojih je dva, odgovaraju unutrax�e tangente, nazovimo ih y′1 i y

′
2.

Obzirom na osobinu involutivnosti preslikava�a inverzijom u odnosu na krug,
tra�eni pomo�ni krugovi y1 i y2 slike su u inverziji dobijenih tangenti y′1 i y′2:
y1 = ψ−1k1

(y′1) = ψk1(y′1), y2 = ψ−1k1
(y′2) = ψk1(y′2).

Tra�eni krugovi x1 i x2, koncentriqni su dobijenim krugovima y1 i y2 pri qemu
je x1(Oy1

, rx1
= ry1

− r1) i x2(Oy2
, rx2

= ry2
− r1) (slika 93).
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♦♦♦♦ Razmotrimo sluqaj 4:

Konstruiximo najpre krug kk2, koncentriqan datom krugu k2( isti kao u sluqaju
3), polupreqnika r22 = r2 + r1, kk2(O2, r22 = r2 + r1) i ovog puta( kao u sluqaju 2)
pravu p2 paralelnu datoj pravi p na rastoja�u r1 od prave p, sa iste strane prave p
sa koje su i dati krugovi k1 i k2. Posmatrajmo preslikava�e istom inverzijom ψk1

u odnosu na dati krug k1(O1, r1).
Krug kk2 ne sadr�e centar O1 inverzije ψk1( jer, po pretpostavci, dati krugovi

k1 i k2 nemaju zajedniqkih taqaka, svaki se nalazi u spo	ax�oj oblasti onog drugog),
pa je u inverziji ψk1

�egova slika kk′2 = ψk1
(kk2) krug. Prava p2 ne sadr�i centar

kruga k1( razlog smo objasnili u sluqaju 2), centar posmatrane inverzije, te je �ena
slika u inverziji p′2 = ψk1

(p2) krug.
Krug y sadr�i centar O1 inverzije ψk1 , pa je u inverziji ψk1 �egova slika y

′ =
ψk1(y) prava. Kako se krugovi y i kk2 dodiruju, odnosno imaju jednu zajedniqku
taqku, to i �ihove slike, prava y′ i krug kk′2, imaju taqno jednu zajedniqku taqku
i obzirom da va�i jednakost: ](kk2, y) = ](ψk1

(kk2), ψk1
(y)) = ](kk′2, y

′), prava y′

tangenta je kruga kk′2. Sliqno, krug y dodiruje pravu p2 pa i �ihove slike, prava
y′ i krug p′2, imaju taqno jednu zajedniqku taqku i ](p2, y) = ](ψk1(p2), ψk1(y)) =
](p′2, y

′), te je prava y′ tangenta i kruga p′2. Dakle, prava y′, slika u inverziji
ψk1

tra�enog pomo�nog kruga y, tangenta je kruga kk′2 i kruga p′2, odnosno �ihova je
zajedniqka tangenta. Zadatak svodi na konstrukciju zajedniqke tangente krugova kk′2
i p′2, dobijenih odre�iva�em slika u inverziji ψk1

kruga kk2 i prave p2. Iz razloga
navedenih u analizi (∗), pomo�nim krugovima y, kojih je dva, odgovaraju spo	ax�e
tangente, u oznaci y′1 i y

′
2.

Kako je inverzija involutivno preslikava�e, tra�eni pomo�ni krugovi y1 i y2
odgovaraju�e su slike u inverziji ψk1

dobijenih pravih y′1 i y′2: y1 = ψ−1k1
(y′1) =

ψk1
(y′1), y2 = ψ−1k1

(y′2) = ψk1
(y′2).

Konaqno, tra�eni krugovi x1 i x2, koncentriqni su dobijenim krugovima y1 i y2
pri qemu je x1(Oy1 , rx1 = ry1 + r1) i x2(Oy2 , rx2 = ry2 + r1) (slika 94).
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Slika 95 prikazuje konstrukciju inverzijom ψk1
pomo�nih krugova y3, y4, y5 i y6

i tra�enih krugova x3, x4, x5 i x6( na slikama su prikazani zajedno sluqajevi 1 i
2, u kojima smo, kao pomo� u rexava�u problema, koristili datom krugu k2 koncen-
triqan krug k22 i prave p1( sluqaj 1) i p2( sluqaj 2) paralelne datoj pravi p).

Slika 96 prikazuje konstrukciju inverzijom ψk1
pomo�nih krugova y1, y2, y7 i

y8 i tra�enih krugova x1, x2, x7 i x8( na slikama su prikazani zajedno sluqajevi
3 i 4, u kojima smo, kao pomo� u rexava�u problema, koristili datom krugu k2
koncentriqan krug kk2 i prave p1( sluqaj 3) i p2( sluqaj 4) pralelne datoj pravi p).
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Na slici 97 prikazano je svih osam tra�enih krugova x i osam pomo�nih krugova
y. Slika 98 prikazuje samo tra�ene krugove.
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slika 97
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slika 98

Pod ” opxtim sluqajem” smatra�emo polo�aje date prave p i datih krugova k1 i
k2 u kojima mo�emo odrediti krugove koji su rexe�e ovog problema bez korix �e�a
inverzije u odnosu na neki drugi krug. To su situacije u kojima data prava nije
tangenta ni jednog og datih krugova, a data dva kruga su ili disjunktni ili imaju
vixe od jedne zajedniqke taqke.
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Postoji dosta raznih polo�aja u kojima mogu biti zadati prava i dva kruga, no
prikaza�emo samo slike nekih od navedenih ” opxtih” sluqajeva:
{ slika 99: p seqica kruga k2; k1 i k2 disjunktni.
{ slika 910: p seqica oba kruga; k1 i k2 disjunktni.
{ slika 911: p seqica kruga k2; k1 i k2 se seku.
{ slika 912: p seqica oba kruga; k1 i k2 se seku.
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Pod ” specijalne sluqajeve” uvrsti�emo one polo�aje zadatih elemenata za koje,
uz inverziju ψk1

u odnosu na dati krug k1( ma�eg polupreqnika), za odre�iva�e
svih krugova koji ispu�avaju uslov postav	enog problema, moramo koristiti i neke
druge inverzije, odnosno inverzije u odnosu na neke druge krugove iste ravni. To
su sluqajevi u kojima je data prava tangenta jednog od datih krugova, zajedniqka
tangenta zadatih krugova( unutrax�a ili spo	ax�a), data dva kruga se dodiruju(
spo	a ili iznutra) i sve mogu�e kombinacije navedenih polo�aja, kojih je priliqno
veliki broj. Ovde �emo rexiti Apolonijev problem 9 za neke od najinteresantnijih
sluqajeva.

◦�� Specijalni sluqajevi:

≺•� sluqaj 9 ( A ):

Data prava p je zajedniqka tangenta oba data kruga k1 i k2.

Smatraju�i ovo fiksiranim polo�ajem date prave p u zajedniqkoj ravni pro�i
�emo kroz sluqaj A me�aju�i me�usobni polo�aj datih krugova k1 i k2.

•� sluqaj 9 (A1):

Neka je data prava p zajedniqka spo	ax�a tangenta datih krugova k1 i k2, krug
k1 pripada spo	ax�oj oblasti kruga k2.

Postoje qetiri kruga koja dodiruju datu pravu i oba data kruga. Jedan tra�eni
krug sadr�i taqku dodira prave p i kruga k1( u toj taqki ih i dodiruje), drugi
sadr�i taqku dodira prave p i kruga k2( �oj ih dodiruje), dva tra�ena kruga ne
sadr�e ni jednu od ovih dodirnih taqaka.

Oznaqimo sa x1 tra�eni krug koji sadr�i taqku dodira date prave p i datog kruga
k1 i odredimo prvo taj krug. Posmatrajmo preslikava�e inverzijom ψi1 , u odnosu na
krug i1 iste ravni, proizvo	nog polupreqnika, qiji je centar taqka dodira prave p
i kruga k1.

Kako prava p sadr�i centar inverzije ψi1 , to je �ena slika u ovoj inverziji ona
sama bez centra inverzije: p′ = ψi1(p) = p\{Oi1}. Krug k1 sadr�i centar inverzije
ψi1 , pa je u inverziji ψi1 �egova slika k′1 = ψi1(k1) prava i to prava paralelna
pravi p′, obzirom da inverzija quva jednakost uglova( ](k1, p) = ](ψi1(k1), ψi1(p)) =
](k′1, p

′)). Dati krug k2 ne sadr�i centar inverzije ψi1 , pa je u posmatranoj inverziji
�egova slika k′2 = ψi1(k2) krug.

Tra�eni krug x1, zbog postav	enog uslova ovog sluqaja, sadr�i centar inverzije
ψi1 pa je u inverziji ψi1 �egova slika x′1 = ψi1(x1) prava. Krug x1 dodiruje dati
krug k2, pa i �ihove slike u inverziji, prava x

′
1 i krug k

′
2, imaju taqno jednu zajed-

niqku taqku, i poxto va�i ](x1, k2) = ](ψi1(x1), ψi1(k2)) = ](x′1, k
′
2) sledi da prava

x′1 tangenta kruga k
′
2. Kako se tra�eni krug x1 i dati krug k1 dodiruju u centru in-

verzije, zbog jednakosti uglova ](x1, k1) = ](ψi1(x1), ψi1(k1)) = ](x′1, k
′
1), prave x′1 i

k′1 su me�usobno paralelne, paralelne pravi p
′, obzirom da je p′ ‖ k′1 ( isti zak	uqak
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se name�e i ako posmatramo polo�aj kruga x1 i prave p : oni se po uslovu zadatka
dodiruju u centru inverzije ψi1 , te zbog ](x1, p) = ](ψi1(x1), ψi1(p)) = ](x′1, p

′) sledi
da su prave x′1 i p

′ paralelne).
Dakle, slika tra�enog kruga x1 u inverziji ψi1 je prava x′1, tangenta kruga k′2,

paralelna me�usobno paralelnim pravama k′1 i p
′, pa se zadatak svodi na konstruk-

ciju tangente na krug k′2, dobijen odre�iva�em slike u inverziji ψi1 datog kruga k2,
paralelna pravama k′1 i p

′, gde je prava k′1 dobijena kao slika u inverziji ψi1 datog
kruga k1, a prava p

′ slika je u inverziji ψi1 prave p: p
′ = ψi1(p) = p\{Oi1}. U opxtem

sluqaju ovih je tangenti dve, me�utim kako je, po pretpostavci ovog sluqaja, prava p
tangenta i kruga k2, �ihove slike u inverziji, prava p

′ i krug k′2, imaju taqno jednu
zajedniqku taqku i ](k2, p) = ](ψi1(k2), ψi1(p)) = ](k′2, p

′), sledi da je prava p′ je
tangenta kruga k′2, otuda postoji taqno jedna tangenta, x′1, sa navedenim svojstvima,
a samim tim i taqno jedan krug x1 koji ispu�ava uslov postav	enog problema, a
sadr�i dodirnu taqku date prave p i datog kruga k1.

Na kraju, tra�eni krug x1 je slika u inverziji ψi1 dobijene prave x
′
1, jer kako je

inverzija involutivno preslikava�e, to je x1 = ψ−1i1
(x′1) = ψi1(x′1).

Drugi tra�eni krug, krug koji sadr�i taqku dodira datih prave p i kruga k2
oznaqimo sa x2 i posmatrajmo preslikava�e inverzijom ψi2 , u odnosu na krug i2 iste
ravni, proizvo	nog polupreqnika, sa centrom u dodirnoj taqki prave p i kruga k2.

Obzirom da je ovo sliqna inverzija inverziji ψi1 i razmatra�e i zak	uqci �e
biti vrlo sliqni, te �emo skratiti deta	no objax�e�e. Naime, prava p sadr�i
centar inverzije ψi2 , pa je �ena slika u ovoj inverziji ona sama bez centra inverzije,
p′ = ψi2(p) = p\{Oi2}, krug k2 sadr�i centar inverzije ψi2 , te je �egova slika
k′2 = ψi2(k2) u ovoj inverziji prava, krug k1 ne sadr�i centar inverzije ψi2 , pa
je �egova slika k′1 = ψi2(k1) tako�e krug, pri qemu je prava p′ tangenta kruga k′1,
paralelna pravi k′2, iz identiqnih razloga koje smo deta	no objasnili u sluqaju
inverzije ψi1 .

Tra�eni krug x2, zbog postav	enog uslova ovog sluqaja, sadr�i dodirnu taqku
prave p i kruga k2( u kojoj dodiruje i p i k2), a ta taqka je centar inverzije ψi2 , pa
je u posmatranoj inverziji �egova slika x′2 = ψi2(x2) prava. Krug x2 dodiruje dati
krug k1, pa i �ihove slike x

′
2 i k

′
1 u inverziji ψi2 imaju taqno jednu zajedniqku taqku

i va�i jednakost uglova pri preslikava�u inverzijom, sledi da je prava x′2 tangenta
kruga k′1. Kako se tra�eni krug x2 i dati krug k2 dodiruju u centru inverzije,
zbog jednakosti uglova ](x2, k2) = ](ψi2(x2), ψi2(k2)) = ](x′2, k

′
2), prave x′2 i k′2 su

me�usobno paralelne, paralelne pravi p′, obzirom da je p′ ‖ k′2( isti zak	uqak se
name�e i ako posmatramo polo�aj kruga x2 i prave p i �ihovih slika u inverziji
ψi2 : oni se po uslovu zadatka dodiruju u centru inverzije ψi2 , te zbog ](x2, p) =
](ψi2(x2), ψi2(p)) = ](x′2, p

′) sledi da su prave x′2 i p
′ paralelne). Zadatak se svodi

na konstrukciju tangente na krug k′1, dobijen odre�iva�em slike u inverziji ψi2 datog
kruga k1, paralelna pravama k

′
2 i p′, gde je prava k′2 dobijena odre�iva�em slike u

inverziji ψi2 datog kruga k2, p
′ = ψi2(p) = p\{Oi2} . Iako je ovakvih tangenti u

opxtem sluqaju dve, kako je p tangenta i kruga k1 to i �ihove slike u inverziji
imaju taqno jednu zajedniqku taqku i va�i jednakost uglova, pa je prava p′ tangenta
kruga k′1 i otuda postoji jox samo jedna tangenta x′2 na k′1 paralelna paralelnim
pravama p′ i k′2.
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Konaqno, tra�eni krug x2 je slika u inverziji ψi2 dobijene prave x′2, obzirom
na osobinu involutivnosti preslikava�a pomo�u inverzije u odnosu na krug va�i:
x2 = ψ−1i2

(x′2) = ψi2(x′2).

Slika 9a1(1) prikazuje konstrukciju inverzijama ψi1 i ψi2 krugova x1 i x2.

 k2

k1 

 i1

      k2 ’(i1)  

 k1 ’ (i1)

     p’ (i1)= p {Oi1}

 x1 ’

 x1

 i2

     k1 ’(i2)

 k2 ’(i2)

 x2 ’

   x2

p ’ (i2)= p  {Oi2} 

slika 9a1(1)

Nazovimo x3 i x4 tra�ene krugove koji ne sadr�e ni jednu od dve dodirne taqke,
date prave p i datog kruga k1, odnosno p i k2. Oba tra�ena kruga dodiruju datu pravu
p i data dva kruga k1 i k2 spo	a. Krugovi x3 i x4 su krugovi koje smo odre�ivali u
opxtem sluqaju 1 gde smo deta	no objasnili postupak za �ihovo odre�iva�e pomo�u
inverzije ψk1 u odnosu na dati krug k1, te �emo objax�e�e potpuno izostaviti i
prilo�iti samo sliku koja prikazuje konstrukciju ovih krugova ( slika 9a1(2)) .
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Kao dodatak prila�emo sliku 9a1(3) koja prikazuje konstrukciju svih tra�enih
krugova pomo�u tri korix �ene inverzije ψi1 , ψi2 i ψk1

. Na slici 9a1(4) prikazana
su sva qetiri tra�ena kruga.

   k2
 k1

 p1

p1 ’   

k22 

 k22 ’ 

           y3 ’

 y4 ’    

 y3   

    y4

 x4

 x3 

i1

        k2 ’(i1)  

 k1 ’ (i1)

          p’ (i1)= p {Oi1}
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slika 9a1(3)

 k2

 k1
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 x4

 x3 

 x1

   x2

slika 9a1(4)

•� sluqaj 9 (A2):

Neka je data prava p zajedniqka spo	ax�a tangenta datih krugova k1 i k2, pri
qemu se krugovi k1 i k2 seku.

U ovom sluqaju gotovo da nema razlike( ni u broju krugova koji ispu�avaju uslov
postav	enog problema, ni u postupku za �ihovo odre�iva�e) u odnosu na prethodni
sluqaj, kada su dati krugovi k1 i k2 disjunktni, samo se polo�aj tra�enih krugova
x1 i x2( krugova koji sadr�e redom dodirnu taqku date prave p i datog kruga k1,
odnosno dodirnu taqku prave p i kruga k2) razlikuje u odnosu na prethodni sluc-
haj. Krug x1 odre�ujemo inverzijom ψi1 ; krug x2 inverzijom ψi2 . Tra�ene krugove x3
i x4, krugove koji ne sadr�e ni jednu od dodirnih taqaka, odre�ujemo inverzijom ψk1 .
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Na slici 9a2
prikazana je konstrukcija sva qetiri tra�ena kruga inverzijama

ψi1 , ψi2 i ψk1 .
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slika 9a2

•� sluqaj 9 (A3):

Neka je data prava p zajedniqka spo	ax�a tangenta datih krugova k1 i k2, pri
qemu se krugovi k1 i k2 dodiruju spo	a.

U ovom sluqaju postoje samo krugovi x3 i x4, krugovi koji ne sadr�e ni jednu od
tri dodirne taqke( taqka dodira prave p i kruga k1, taqka dodira prave p i kruga
k2, taqka dodira krugova k1 i k2). Oba tra�ena kruga dodiruju datu pravu p i oba
data kruga spo	a( odre�uju se inverzijom ψk1 u odnosu na dati krug k1)(slika 9a3).

  k2

k1 

 p

 p1

p1 ’   
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  y3

      y4

x4

   x3 

slika 9a3

Iako su jasni razlozi zaxto, u sluqaju koji razmatramo, ne postoje krugovi koji
sadr�e neku od dodirnih taqaka, a ispu�avaju uslov postav	enog problema, mo�emo
ih objasniti i pomo�u inverzije.
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Naime, kako je ve� objax�eno u sluqaju 9A1
, u inverziji ψi1( u odnosu na krug i1,

proizvo	nog polupreqnika, sa centrom u dodirnoj taqki prave p i kruga k1) slika
k′2 datog kruga k2 je krug, slike p

′ i k′1 date prave p i datog kruga k1 su me�usobno
paralelne prave, pri qemu je prava p′ tangenta kruga k′2. No, kako se krugovi k1 i k2
dodiruju to i �ihove slike u inverziji imaju taqno jednu zajedniqku taqku i va�i
jednakost uglova pri preslikava�u inverzijom, stoga je i prava k′1 tangenta kruga k

′
2.

Dakle, obe prave p′ i k′1 tangente su kruga k′2. Ako bi postojao krug x koji sadr�i
dodirnu taqku prave p i kruga k1 �egova bi slika u inverziji ψi1 bila prava x′,
tangenta na krug k′2, paralelna me�usobno paralelnim pravama p′ i k′1, gde su obe one
tangente kruga k′2, xto nije mogu�e.

Na identiqan naqin, a pomo�u inverzije ψi2( u odnosu na krug i2 iste ravni,
proizvo	nog polupreqnika, sa centrom u dodirnoj taqki prave p i kruga k2) dolazi
se do zak	uqka da ne postoji krug koji ispu�ava uslov postav	enog problema, a
sadr�i dodirnu taqku date prave p i datog kruga k2.

Ne postoji krug koji isru�ava uslov ovog Apolonijevog problema, a sadr�i tre�u
postoje�u dodirnu taqku, dodirnu taqku datih krugova k1 i k2. Ako posmatramo
inverziju ψi, u odnosu na krug i iste ravni, proizvo	nog polupreqnika, qiji je
centar taqka dodira datih krugova k1 i k2( ovu inverziju koristi�emo u nekoliko
”specijalnih” sluqajeva koji slede, te �emo je tada i deta	no analizirati, ovde
o �oj samo ukratko, bez deta	nih tumaqe�a) slike k′1 = ψi(k1) i k′2 = ψi(k2) da-
tih krugova me�usobno su paralelne prave, jer inverzija quva jednakost uglova:
](k1, k2) = ](ψi(k1), ψi(k2)) = ](k′1, k

′
2). Slika p′ = ψi(p) date prave p je krug p′,

pri qemu su obe prave k′1 i k
′
2 tangente kruga p

′.
Ako bi postojao krug x koji isru�ava uslov postav	enog problema, a sadr�i do-

dirnu taqku datih krugova, koja je centar inverzije ψi, �egova bi slika x′ = ψi(x)
bila prava, tangenta na krug p′, paralelna me�usobno paralelnim pravama k′1 i k

′
2,

gde su obe one tangente kruga p′, xto je nemogu�e.

•� sluqaj 9 (A4):

Neka je data prava p zajedniqka unutrax�a tangenta datih krugova k1 i k2.

Obzirom da je data prava unutrax�a tangenta datih krugova, krugovi k1 i k2
nalaze se u razliqitih strana date prave p, pa postoje samo dva kruga koji ispu�avaju
uslov postav	enog problema, pri qemu jedan od �ih sadr�i taqku dodira date prave
p i datog kruga k1, drugi sadr�i dodirnu taqku prave p i kruga k2.

Krug x1, koji sadr�i taqku dodira date prave p i datog kruga k1 odre�ujemo
inverzijom ψi1 ; krug x2, koji sadr�i taqku dodira date prave p i datog kruga k2
inverzijom ψi2 , xto je deta	no objax�eno u sluqaju 9A1

( slika 9a4
).
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x2  

slika 9a4

≺•� sluqaj 9 ( B ):

Data dva kruga dodiruju se spo	a, data prava me�a polo�aj u zajedniqkoj ravni.

Dati se krugovi k1 i k2 dodiruju spo	a i ovo �emo smatrati �ihovim fiksira-
nim polo�ajem ovog sluqaja; datoj pravi p me�a�emo polo�aj u odnosu na �ih, pri
qemu �emo posmatrati samo one sluqajeve koji se me�usobno razlikuju.( ovo je sluqaj
u kome �emo objasniti i koristiti inverziju pomenutu u sluqaju 9A3

).

•� sluqaj 9 (B1):

Krugovi k1 i k2 dodiruju se spo	a, prava p ni sa jednim od datih krugova nema
zajedniqkih taqaka.

Postoji xest krugova koji zadovo	avaju uslov postav	enog problema, dodiruju
date krugove i datu pravu. Dva od �ih sadr�e taqku dodira datih krugova k1 i k2,
qetiri tra�ena kruga ne sadr�e taqku dodira datih krugova.

Odredimo najpre tra�ene krugove koji sadr�e dodirnu taqku datih krugova.
Neka je i krug iste ravnu, proizvo	nog polupreqnika, sa centrom u dodirnoj taqki
krugova k1 i k2, ψi preslikava�e inverzijom u odnosu na krug i. Oba data kruga k1 i
k2 sadr�e centar posmatrane inverzije, te su u inverziji ψi �ihove slike k

′
1 = ψi(k1)

i k′2 = ψi(k2) prave. Teorijski posmatrano, dati se krugovi dodiruju u centru inver-
zije, a kako inverzija quva jednakost uglova: ](k1, k2) = ](ψi(k1), ψi(k2)) = ](k′1, k

′
2),

prave k′1 i k
′
2 su me�usobno paralelne( xto se mo�e videti prilikom konstrukcije

odrediva�em slika krugova k1 i k2 u inverziji ψi). Data prava p ne sadr�i cen-
tar posmatrane inverzije, pa je �ena slika p′ = ψi(p) krug( koji sadr�i centar
inverzije, mada to ovde nije od va�nosti).
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Oznaqimo sa x tra�eni krug koji sadr�i taqku dodira datih krugova k1 i k2(
bi�e to krugovi x1 i x2, no za trenutak se postavimo kao da ne znamo broj rexe�a).
Tra�eni krug x sadr�i centar inverzije, pa je u inverziji ψi �egova slika x

′ = ψi(x)
prava. Po naxem uslovu, oba data kruga k1 i k2 i tra�eni krug x sadr�e taqku
dodira krugova k1 i k2, a x ih, po uslovu zadatka, dodiruje oba, pa krug x mora
dodirivati date krugove u �ihovoj dodirnoj taqki, koja je centar inverzije ψi. Kako
inverzija quva jednakost uglova: ](x, k1) = ](ψi(x), ψi(k1)) = ](x′, k′1) i ](x, k2) =
](ψi(x), ψi(k2)) = ](x′, k′2), sledi da su prave k′1, k

′
2 i x

′ me�usobno paralelne. Krug x
dodiruje datu pravu p, pa i �ihove slike u inverziji, prava x′ i krug p′, imaju taqno
jednu zajedniqku taqku i va�i ](x, p) = ](ψi(x), ψi(p)) = ](x′, p′), odakle sledi da je
prava x′ tangenta kruga p′. Dakle, prava x′ tangenta je kruga p′ paralelna me�usobno
paralelnim pravama k′1 i k′2. Zadatak se svodi na konstrukciju tangente na krug
p′, dobijen odre�iva�em slike date prave p u inverziji ψi, paralelne me�usobno
paralelnim pravama k′1 i k′2, dobijenim odre�iva�em slika u inverziji ψi redom
datih krugova k1 i k2. Kako data prava p sa datim krugovima k1 i k2 nema zajedniqkih
taqaka, nemaju ih ni �ihove slike, krug p′ i prave k′1 i k

′
2, pa postoje dve tangente,

x′1 i x
′
2, na krug p

′ paralelne me�usobno paralelnim pravama k′1 i k
′
2, koje odgovaraju

kao slike u inverziji ψi tra�enim krugovima.
Na kraju, zbog osobine involutivnosti preslikava�a inverzijom u odnosu na krug,

tra�eni krugovi x1 i x2 slike su u inverziji ψi dobijenih pravih x′1 i x′2: x1 =
ψ−1i (x′1) = ψi(x

′
1), x2 = ψ−1i (x′2) = ψi(x

′
2) ( slika 9b1(1) ).

  k2

k1  

 p

 i

 k2 ’ (i)   k1 ’(i)

p’ (i)  

 x1 ’
 x2 ’

  x1

x2 

slika 9b1(1)

Preostala qetiri tra�ena kruga nazovimo x3, x4, x5 i x6, krugove koji ne sadr�e
taqku dodira datih krugova k1 i k2. Dva od �ih, oznaqimo ih sa x3 i x4, dodiruju
datu pravu p i oba data kruga k1 i k2 spo	a. Ovo su krugovi qije smo odre�iva�e in-
verzijom ψk1

( u odnosu na krug k1) objasnili u opxtem sluqaju 1, te �emo prilo�iti
samo sliku. Preostala dva tra�ena kruga, oznaqimo ih sa x5 i x6, dodiruju datu
pravu p i oba data kruga iznutra. �ihovo smo odre�iva�e, tako�e pomo�u inverzije
ψk1

, objasnili u opxtem sluqaju 2.
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Slika 9b1(2) prikazuje konstrukciju inverzijom ψk1
krugova x3 i x4. Slika 9b1(3)

prikazuje konstrukciju inverzijom ψk1
krugova x5 i x6.

  k2
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 p
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 x3

 k2  

k1

 p

 k22

 k22 ’              

p2
p2 ’
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 y6 ’ 

 y5

  y6

 x5

  x6

slika 9b1(2) slika 9b1(3)

Na slici 9b1(4) prikazana je konstrukcija inverzijom ψk1
svih tra�enih krugova

x3, x4, x5 i x6( koji ne sadr�e taqku dodira datih krugova k1 i k2).
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slika 9b1(4)
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Dajemo kao prilog sliku 9b1(5) koja prikazuje konstrukcije svih tra�enih kru-
gova inverzijama ψi i ψk1

. Na slici 9b1(6) prikazano je svih xest tra�enih krugova
i pomo�ni koncentriqni krugovi, slika 9b1(7) prikazuje samo xest tra�enih krugova.
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 p1
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slika 9b1(5)
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slika 9b1(6) slika 9b1(7)
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•� sluqaj 9 (B2):

Krugovi k1 i k2 dodiruju spo	a, prava p seqe samo jedan od �ih.

Ne uma�uju�i opxtost uzmimo da prava p seqe samo krug k2, a sa krugom k1 nema
zajedniqkih taqaka( sliqno bi se razmatrao sluqaj kada prava p seqe samo krug k1).

Postoje qetiri kruga koji zadovo	avaju rexe�e ovog problema. Dva od �ih sa-
dr�e taqku dodira datih krugova k1 i k2, dva tra�ena kruga ne sadr�e taqku dodira
datih krugova.

Oznaqimo sa x1 i x2 tra�ene krugove koji sadr�e taqku dodira datih krugova k1
i k2. �ih odre�ujemo inverzijom ψi u odnosu na krug i proizvo	nog polupreqnika,
sa centrom u taqki dodira krugova k1 i k2. Deta	no smo prouqili ovu inverziju u
sluqaju 9(B1), te �emo ovde ukratko ponoviti: u inverziji ψi slika p

′ = ψi(p) date
prave p je krug, obzirom da prava p ne sadr�i centar inverzije; slike k′1 = ψi(k1) i
k′2 = ψi(k2) datih krugova k1 i k2 u inverziji ψi su prave, me�usobno paralelne, jer
se �ih dva dodiruju u taqki koja je centar posmatrane inverzije. Tra�eni krugovi
x1 i x2 sadr�e taqku dodira krugova k1 i k2, centar inverzije ψi, pa su u inverziji
ψi �ihove slike x

′
1 = ψi(x1) i x′2 = ψi(x2) prave, a kako, po postav	enom uslovu,

krugovi x1 i x2 dodiruju krugove k1 i k2, sva se qetiri kruga dodiruju u centru
inverzije, te su �ihove slike, prave x′1, x

′
2, k

′
1 i k

′
2, me�usobno paralelne. Tra�eni

krugovi dodiruju datu pravu p, te i �ihove slike u inverziji, krug p′ i prave x′1
i x′2, imaju taqno jednu zajedniqku taqku i obzirom da va�i jednakost uglova pri
preslikava�u inverzijom, sledi da su prave x′1 i x′2 tangente kruga p′. Zadatak
se svodi na konstrukciju tangenti x′1 i x′2 na krug p′( dobijen odre�iva�em slike
u inverziji ψi date prave p) paralelnih me�usobno paralelnim pravama k′1 i k′2(
dobijenim odre�iva�em slika u inverziji ψi datih krugova k1 i k2).

Na kraju, tra�eni krugovi x1 i x2 slike su u inverziji ψi dobijenih pravih x′1
i x′2: x1 = ψ−1i (x′1) = ψi(x

′
1), x2 = ψ−1i (x′2) = ψi(x

′
2) ( slika 9b2(1) ).
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slika 9b2(1)
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Nazovimo x3 i x4 tra�ene krugove koji ne sadr�e taqku dodira datih krugova.
Ovi krugovi dodiruju datu pravu p i oba data kruga k1 i k2 spo	a. Ovo su krugovi
qije smo odre�iva�e inverzijom ψk1( u odnosu na dati krug k1) objasnili u opxtem
sluqaju 1, te prilo�emo samo sliku konstrukcije ovih krugova inverzijom ψk1 .
( slika 9b2(2)).
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slika 9b2(2)

Na slici 9b2(3) prikazana je konstrukcija svih tra�enih krugova, inverzijama ψi

i ψk1 .
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Na slici 9b2(4) prikazana su sva qetiri tra�ena kruga i pomo�ni koncentriqni
krugovi.

         k2

k1           

 p

  x1

x2 

 k22

  p1

 y3

    y4

 x4

 x3

slika 9b2(4)

•� sluqaj 9 (B3):

Krugovi k1 i k2 dodiruju spo	a, prava p seqe oba od �ih.

U ovom sluqaju gotovo da nema razlike( ni u broju krugova koji ispu�avaju uslov
postav	enog problema, ni u postupku za �ihovo odre�iva�e) u odnosu na prethodno
razmatrani sluqaj kada je data prava p seqica samo jednog od datih krugova, jedino
se polo�aj krugova x1 i x2( krugova koji sadr�e taqku dodira datih krugova k1 i
k2 ) razlikuje u odnosu na prethodni sluqaj. Krugove x1 i x2 odre�ujemo inverzijom
ψi(u odnosu na krug i, proizvo	nog polupreqnika, sa centrom u dodirnoj taqki datih
krugova) ( slika 9b3(1)). Tra�ene krugove x3 i x4, krugove koji ne sadr�e pomenutu
dodirnu taqku, odre�ujemo inverzijom ψk1

( u odnosu na dati krug k1) ( slika 9b3(2)).
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Kao prilog dajemo sliku 9b3(3) na kojoj se nalazi konstrukcija inverzijama ψi i
ψk1

svih tra�enih krugova. Na slici 9b3(4) prikazana su sva qetiri tra�ena kruga
i pomo�ni koncentriqni krugovi.
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slika 9b3(3)
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slika 9b3(4)

Polo�aj u kome se data dva kruga dodiruju spo	a, data prava je �ihova zajed-
niqka tangenta ve� smo razmatrali u sluqaju A, a polo�aj u kome se data dva kruga
k1 i k2 dodiruju spo	a, data prava p je tangenta samo jednog od �ih razmatra�emo u
narednom ”specijalnom” sluqaju.
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≺•� sluqaj 9 ( C ):

Data prava je tangenta taqno jednog od datih krugova.

Ne uma�uju�i opxtost uzmimo da je data prava p tangenta datog kruga k2. Ovo
�emo smatrati stalnim polo�ajem date prave i datog kruga( fiksiranim polo�ajem
sluqaja 9(C)); krugu k1 me�a�emo polo�aj u zajedniqkoj ravni u odnosu na krug k2 i
pravu p.

•� sluqaj 9 (C1):

Prava p je tangenta kruga k2; krug k1 sa pravom p nema zajedniqkih taqaka i na-
lazi se u spo	ax�oj oblasti kruga k2.

Postoji xest krugova koji ispu�avaju uslov postav	enog problema, dodiruju datu
pravu p i data dva kruga k1 i k2. Dva od �ih sadr�e dodirnu taqku prave p i kruga
k2, qetiri tra�ena kruga ne sadr�e pomenutu taqku dodira.

Odredimo najpre krugove koji sadr�e taqku dodira prave p i kruga k2. Neka je
i1 krug iste ravni, proizvo	nog polupreqnika, qiji je centar dodirna taqka prave
p i kruga k2 i posmatrajmo preslikava�e inverzijom ψi1 u odnosu na krug i1.

Dati krug k2 sadr�i centar inverzije ψi1 , pa je u posmatranoj inverziji �egova
slika k′2 = ψi1(k2) prava. Prava p tako�e sadr�i centar inverzije, te je �ena slika
u inverziji ψi1 ona sama, bez centra inverzije: p′ = ψi1(p) = p\{Oi1}. Napomenimo
da, kako je data prava p tangenta datog kruga k2, obzirom da inverzija quva jednakost
uglova: ](p, k2) = ](ψi1(p), ψi1(k2)) = ](p′, k′2), prave p′ i k′2 me�usobno su paralelne(
xto se mo�e videti prilikom konstrukcije, odrediva�em slike kruga k2 u inverziji
ψi1). Dati krug k1 ne sadr�i dodirnu taqku prave p i kruga k2( centar inverzije
ψi1), pa je u posmatranoj inverziji �egova slika k′1 = ψi1(k1) krug. Kako je dati
krug k1 disjunktan i sa pravom p i sa krugom k2, ni �ihove slike u inverziji nemaju
zajedniqkih taqaka, odnosno krug k′2 nema zajedniqkih taqaka sa paralelnim pravama
p′ i k′2( ovo je va�na qi�enica jer nam ukazuje na broj rexe�a problema, odnosno
broj tra�enih krugova).

Oznaqimo sa x tra�eni krug koji sadr�i taqku dodira prave p i kruga k2( za
trenutak pretpostavimo da ne znamo broj rexe�a). Po pretpostavci, tra�eni krug
x sadr�i dodirnu taqku prave p i kruga k2( centar inverzije ψi1), pa je u ovoj inver-
ziji �egova slika x′ = ψi1(x) prava. Kako, po naxoj pretposcvci, i data prava p i
dati krug k2 i tra�eni krug x sadr�e taqku dodira prave p i kruga k2, a krug x ih,
po uslovu zadatka, dodiruje, krug x mora dodirivati date pravu p i krug k2 u �iho-
voj dodirnoj taqki( centru inverzije ψi1). Poxto inverzija quva jednakost uglova:
](x, p) = ](ψi1(x), ψi1(p)) = ](x′, p′) i ](x, k2) = ](ψi1(x), ψi1(k2)) = ](x′, k′2), sledi
da su prave p′, k′2 i x′ me�usobno paralelne. Krug x dodiruje dati krug k1, pa i
�ihove slike u inverziji, prava x′ i krug k′1, imaju taqno jednu zajedniqku taqku
i kako je: ](x, k1) = ](ψi1(x), ψi1(k1)) = ](x′, k′1) to je prava x′ je tangenta kruga
k′1. Da rezimiramo sve zak	uqke: prava x

′ tangenta je kruga k′1 paralelna me�usobno
paralelnim pravama p′ i k′2. Zadatak se svodi na konstrukciju tangente na krug k′1,
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dobijen odre�iva�em slike datog kruga k1 u inverziji ψi1 , paralelne me�usobno pa-
ralelnim pravama k′2 i p

′ = ψi1(p) = p\{Oi1}, gde je prava k′2 dobijena odre�iva�em
slike datog kruga k2 u inverziji ψi1 . Ve� smo zak	uqili da prave p

′ i k′2 sa krugom
k′1 nemaju zajedniqkih taqaka, otuda postoje dve tangente, oznaqimo ih sa x

′
1 i x

′
2, na

krug k′1 paralelne me�usobno paralelnim pravama p′ i k′2.
Na kraju, tra�eni krugovi x1 i x2, zbog osobine involutivnosti preslikava�a

inverzijom, slike su u inverziji ψi1 dobijenih pravih x′1 i x′2: x1 = ψ−1i1
(x′1) =

ψi1(x′1), x2 = ψ−1i1
(x′2) = ψi1(x′2) ( slika 9c1(1)).

k1 
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 i1 

 k2 ’(i1)
 k1 ’(i1)    

 x1 ’

 x2 ’

 x2

 x1

slika 9c1(1)

Preostala qetiri tra�ena kruga oznaqimo sa x3, x4, x5 i x6, krugove koji ne sa-
dr�e taqku dodira prave p i kruga k2. Dva od �ih, npr. x3 i x4, dodiruju datu pravu
p i oba data kruga k1 i k2 spo	a. Ovo su krugovi qije smo odre�iva�e inverzijom
ψk1

( u odnosu na krug k1) objasnili u opxtem sluqaju 1( slika 9c1(2)). Preostala dva
tra�ena kruga, x5 i x6, dodiruju datu pravu p, dati krug k1 iznutra, dati krug k2
spo	a. �ihovo smo odre�iva�e, tako�e inverzijom ψk1( u odnosu na k1), objasnili u
opxtem sluqaju 4( slika 9c1(3)).
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Slika 9c1(4) prikazuje tra�ene krugove x3, x4, x5 i x6 i pomo�ne koncentriqne
krugove y3, y4, y5 i y6.
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slika 9c1(4)

Na slici 9c1(5) prikazana je konstrukcija svih xest tra�enih krugova, inverzi-
jama ψi1 i ψk1 .
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slika 9c1(5)

Na slici 9c1(6) prikazano je svih xest tra�enih krugova i pomo�ni koncentriqni
krugovi; slika 9c1(7) prikazuje samo xest tra�enih krugova.
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slika 9c1(6)
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•� sluqaj 9 (C2):

Prava p je tangenta kruga k2; krugovi k1 i k2 se dodiruju spo	a.

Xto se tiqe me�usobnog odnosa date prave p i datog kruga k1 svejedno je da li
prava p seqe krug k1 ili je sa �im disjunktna. U oba sluqaja i broj tra�enih rexe�a
i naqin �ihovog odre�iva�a bi�e isti.( Ovo je polo�aj datih elemenata za koji smo
napomenuli u sluqaju 9(B) da �emo ga diskutovati u nekom od narednih).

Postoje qetiri kruga koja ispu�avaju uslov postav	enog problema, dodiruju datu
pravu i oba data kruga. Jedan tra�eni krug sadr�i taqku dodira prave p i kruga
k2, drugi sadr�i taqku dodira krugova k1 i k2, dva tra�ena rexe�a ne sadr�e ni
jednu od ovih dodirnih taqaka.

Neka je x1 tra�eni krug koji sadr�i taqku dodira date prave p i datog kruga k2.
�ega odre�ujemo pomo�u inverzije ψi1 u odnosu na krug i1, proizvo	nog polupreq-
nika, sa centrom u dodirnoj taqki prave p i kruga k2, koju smo deta	no prouqili
u sluqaju 9(C1). Razlika ipak postoji i to u broju krugova koji zadovo	avaju ovaj
uslov. Naime u opxtem sluqaju postoje dva kruga koja sadr�e posmatranu dodirnu
taqku i dodiruju date pravu i oba kruga, no ovde je takav samo jedan krug zbog me-
�usobnog polo�aja datih krugova k1 i k2. Obzirom da smo to ranije uqinili ne�emo
deta	no analizirati inverziju ψi1 ; kratko �emo ponoviti neke izvedene zak	uqke i
objasniti nove.



109

Dati krug k2 sadr�i centar inverzije ψi1 , pa je u posmatranoj inverziji �egova
slika k′2 = ψi1(k2) prava. Sliqno, prava p tako�e sadr�i centar inverzije, te je �ena
slika u inverziji ψi1 ona sama, bez centra inverzije: p′ = ψi1(p) = p\{Oi1}. Prava
p je tangenta kruga k2 i obzirom na jednakost uglova: ](p, k2) = ](ψi1(p), ψi1(k2)) =
](p′, k′2), prave p′ i k′2 me�usobno su paralelne. Dati krug k1 ne sadr�i centar
inverzije ψi1 , pa je u ovoj inverziji �egova slika k′1 = ψi1(k1) krug. Kako se dati
krugovi k1 i k2 dodiruju spo	a i �ihove slike u inverziji, krug k

′
1 i prava k

′
2, imaju

taqno jednu zajedniqku taqku, a poxto inverzija quva jednakost uglova: ](k1, k2) =
](ψi1(k1), ψi1(k2)) = ](k′1, k

′
2), sledi da je prava k′2 tangenta je kruga k

′
1( xto se mo�e

videti prilikom konstrukcije, odrediva�em slika krugova k1 i k2 u inverziji ψi1).
Dakle, prava k′2 tangenta je kruga k′1, paralelna pravi p′( ovo je razlog zbog koga
postoji samo jedan tra�eni krug).

Tra�eni krug x1 sadr�i dodirnu taqku prave p i kruga k2( u toj ih taqki i
dodiruje), a ona je centar inverzije, pa je u inverziji ψi1 �egova slika x

′
1 = ψi1(x1)

prava. Inverzija quva jednakost uglova: ](x1, p) = ](ψi1(x1), ψi1(p)) = ](x′1, p
′) i

](x1, k2) = ](ψi1(x1), ψi1(k2)) = ](x′1, k
′
2), te sledi da su prave p′, k′2 i x

′
1 me�usobno

paralelne. Krug x1 dodiruje dati krug k1, te �ihove slike u inverziji, prava x
′
1 i

krug k′1, imaju taqno jednu zajedniqku taqku, a zbog jednakosti uglova prilikom pre-
slikava�a inverzijom: ](x1, k1) = ](ψi1(x1), ψi1(k1)) = ](x′1, k

′
1), prava x′1 tangenta

je kruga k′1. Da zak	uqimo: prava x
′
1 tangenta je kruga k

′
1 paralelna me�usobno para-

lelnim pravama p′ i k′2, gde je k
′
2 tako�e tangenta kruga k

′
1, te se zadatak se svodi na

konstrukciju druge tangente, x′1, na krug k
′
1, dobijen odre�iva�em slike datog kruga

k1 u inverziji ψi1 , paralelne me�usobno paralelnim pravama p′ = ψi1(p) = p\{Oi1}
i k′2, gde je prava k

′
2 dobijena odre�iva�em slike u inverziji ψi1 datog kruga k2.

Konaqno, zbog osobine involutivnosti, tra�eni krug x1 slika je u inverziji ψi1

dobijene prave x′1: x1 = ψ−1i1
(x′1) = ψi1(x1).

Krug koji sadr�i dodirnu taqku datih krugova k1 i k2 nazovimo x2. Odre�iva�e
ovog kruga bilo je deta	no objax�eno u sluqaju 9(B1), obzirom da je ovo bio stalni
polo�aj datih krugova. No i ovde, kao i u sluqaju odre�iva�a kruga x1, iz sliqnih
razloga, postoji samo jedan tra�eni krug( u opxtem sluqaju ih je dva koja sadr�e
dodirnu taqku). Ukratko �emo ponoviti: krug x2 odre�ujemo inverzijom ψi2 , u odnosu
na krug i2 iste ravni, proizvo	nog polupreqnika, qiji je centar dodirna taqka
krugova k1 i k2.

U inverziji ψi2 slike k′1 = ψi2(k1) i k′2 = ψi2(k2) redom datih krugova k1 i k2
su paralelne prave k′1 i k′2( jer se oni dodiruju u centru posmatrane inverzije).
U inverziji ψi2 slika p′ = ψi2(p) date prave p je krug, jer ona ne sadr�i centar
posmatrane inverzije. Kako je prava p tangenta kruga k2 to i �ihove slike u inver-
ziji, krug p′ i prava k′2, imaju taqno jednu zajedniqku taqku, i obzirom da inverzija
quva jednakost uglova: ](p, k2) = ](ψi2(p), ψi2(k2)) = ](p′, k′2), sledi da je prava k′2
tangenta kruga p′( xto se mo�e videti prilikom konstrukcije, odrediva�em slika
kruga k2 i prave p u inverziji ψi2). Dakle, prava k

′
2 tangenta je kruga p

′, paralelna
pravi k′1( ovo je razlog zbog koga postoji samo jedan tra�eni krug).

Tra�eni krug x2, po naxem uslovu, sadr�i taqku dodira krugova k1 i k2, centar
inverzije ψi2 , pa je u posmatranoj inverziji �ihova slika x

′
2 = ψi2(x2) prava, a kako,

po uslovu zadatka, krug x2 dodiruje oba data kruga k1 i k2, sva tri kruga se dodiruju
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u centru inverzije ψi2 , te su �ihove slike, prave x
′
2, k

′
1 i k

′
2, me�usobno paralelne.

Krug x2 dodiruje datu pravu p, te �ihove slike u inverziji, prava x′2 i krug p′,
imaju taqno jednu zajedniqku taqku i zbog jednakosti uglova prilikom preslikava�a
inverzijom sledi da je prava x′2 tangenta je kruga p

′. Zadatak se svodi na konstrukciju
druge tangente, x′2, na krug p

′, dobijen odre�iva�em slike u inverziji ψi2 date prave
p, paralelne me�usobno paralelnim pravama k′1 i k

′
2, dobijenim odre�iva�em slika

datih krugova k1 i k2 u inverziji ψi2 , gde je prava k
′
2 tako�e tangenta kruga p

′.
Na kraju, obzirom na osobinu involutivnosti preslikava�a inverzijom, tra�eni

krug x2 slika je u inverziji ψi2 dobijene prave x
′
2: x2 = ψ−1i2

(x′2) = ψi2(x2).

Slika 9c2(1) prikazuje konstrukciju inverzijama ψi1 i ψi2 krugova x1 i x2.

  k2 k1  

    p ’(i1) = p  {Oi1}

 i1

 k2 ’(i1)  k1 ’(i1)   

  x1 ’(i1)

   x1

 i2

 k2 ’(i2)

 k1 ’(i2)

 p ’(i2)  

 x2 ’(i2)

 x2         

slika 9c2(1)

Preostala dva tra�ena kruga nazovimo x3 i x4, krugove koji ne sadr�e ni jednu
od dodirnih taqaka( date prave p i datog kruga k1, odnosno datih krugova k1 i k2).
Ovi krugovi dodiruju datu pravu p i oba data kruga k1 i k2 spo	a. �ihovo smo
odre�iva�e inverzijom ψk1

( u odnosu na dati krug k1) deta	no objasnili u opxtem
sluqaju 1.
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Slika 9c2(2) prikazuje konstrukciju svih tra�enih krugova inverzijama ψi1 , ψi2 i
ψk1

. Na slici 9c2(3) prikazana su sva qetiri tra�ena kruga i pomo�ni koncentriqni
krugovi.

  k2 k1  

 p ’(i1) = p  {Oi1}

 i1

 k2 ’(i1)  k1 ’(i1)

 x1 ’

 x1

i2 

 k2 ’(i2)

 k1 ’(i2)

        p ’(i2)

 x2 ’(i2)

x2  
 k22 k22’   

 p1

     p1 ’

 y3 ’

y4 ’ 

 y3

y4

x4  

         x3

slika 9c2(2)

  k2 k1  

p

     x1

 x2   
 k22

 p1

 y3

 y4 

x4    

x3

slika 9c2(3)
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Iako sluqaj koji �emo sada izlo�iti nije ni po qemu specifiqan, prirodno ga
je pomenuti, jer se polo�aj zadatih elementa name�e kao slede�i po redu:

•� sluqaj 9 (C3):

Prava p je tangenta kruga k2; krugovi k1 i k2 se seku.

Polo�aj date prave p i datog kruga k1 nije bitan, svejedno je da li je prava p
disjunktna sa krugom k1 ili je �egova seqica( broj tra�enih rexe�a i naqin �iho-
vog odre�iva�a je isti).

Qetiri kruga zadovo	avaju uslov zadatka. Dva tra�ena kruga sadr�e taqku do-
dira date prave p i datog kruga k2, dva ne sadr�e ovu dodirnu taqku.

Ve� smo napomenuli da u ovom polo�aju nema niqeg specifiqnog, te �emo ukratko:
tra�ene krugove x1 i x2, koji sadr�e taqku dodira prave p i kruga k2, odre�ujemo
inverzijom ψi1 u odnosu na krug i1( proizvo	nog polupreqnika, sa centrom u toj do-
dirnoj taqki). Krugove x3 i x4, koji ne sadr�e pomenutu dodirnu taqku, odre�ujemo
inverzijom ψk1( u odnosu na dati krug k1) objax�ene u opxtem sluqaju 1.

Slika 9c3(1) prikazuje konstrukciju inverzijama ψi1 i ψk1 sva qetiri tra�ena
kruga. Slika 9c3(2) prikazuje sva qetiri tra�ena kruga i pomo�ne koncentriqne
krugove.

k1  

 p ’(i1) = p  {Oi1}

  k2

 i1

 k2 ’(i1)

 k1 ’(i1)
   x1 ’

 x2 ’   

  x2

x1  

 k22
       k22’

 p1

 p1 ’   

 y3 ’

 y4 ’

 y3

 y4 

  x4

              x3

slika 9c3(1)
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k1 

 p

  k2
  x2

   x1

 k22

 p1

 y3

 y4 

  x4

              x3
slika 9c3(2)

Redom slede�i trebao bi biti polo�aj kada je data prava p tangenta kruga k2, a
krugovi k1 i k2 se dodiriju iznutra. �ega �emo ostaviti za naredni ” specijalan”
sluqaj. U ovom, sluqaju (C), kao podsluqaj preostaje posled�i mogu�i polo�aj zada-
tih elemenata ravni( mada ni on nema specifiqnosti):

•� sluqaj 9 (C4):

Prava p je tangenta kruga k2; krug k1 nalazi se u unutrax�oj oblasti kruga k2 .

Postoje samo dva kruga koja dodiruju datu pravu i date krugove postav	ene u
ovakav polo�aj, pri qemu oba tra�ena kruga sadr�e dodirnu taqku date prave p i
datog kruga k2 i u toj taqki dodiruju pravu p i krug k2. Jedan od �ih dodiruje dati
krug k1 spo	a, drugi tra�eni krug dodiruje krug k1 iznutra. Tra�ene krugove, u
oznaci x1 i x2, odre�ujemo pomo�u deta	no analizirane inverzije ψi( u odnosu na
krug i iste ravni, proizvo	nog polupreqnika, sa centrom u dodirnoj taqki prave p
i kruga k2).

Na slici 9c4(1) prikazana je konstrukcija tra�enih krugova x1 i x2.

  k2    k1

 p ’(i) = p  {Oi}  i

 k2 ’

   k1 ’

 x1 ’

  x1 x2 ’

 x2       

slika 9c4(1)
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≺•� sluqaj 9 ( D ):

Data dva kruga dodiruju se iznutra, data prava me�a polo�aj u zajedniqkoj ravni.

Neka se dati se krugovi k1 i k2 dodiruju iznutra i ovo �emo smatrati �ihovim
stalnim polo�ajem ovog sluqaja; datoj pravi p me�a�emo polo�aj u odnosu na �ih.

•� sluqaj 9 (D1):

Krugovi k1 i k2 dodiruju se iznutra, prava p ni sa jednim od datih krugova nema
zajedniqkih taqaka.

Postoje samo dva kruga koja ispu�avaju uslov postav	enog problema: dodiruju
date krugove i pravu, zadate u ovaj polo�aj. Oba tra�ena kruga sadr�e taqku do-
dira datih krugova( u �oj i dodiruju krugove k1 i k2).

Tra�ene krugove odredi�emo inverzijom ψi, u odnosu na krug i iste ravni, pro-
izvo	nog polupreqnika, qiji je centar taqka dodira krugova k1 i k2( obzirom da je
polo�aj datih krugova stalan ovo �e biti inverzija koju �emo, uz jox neke, kori-
stiti u svakom narednom podsluqaju sluqaja 9(D)).

Dati krugovi k1 i k2 sadr�e centar posmatrane inverzije, te su u ovoj inverziji
�ihove slike k′1 = ψi(k1) i k′2 = ψi(k2) prave. Kako se krugovi k1 i k2 dodiruju u
centru inverzije, a inverzija quva jednakost uglova: ](k1, k2) = ](ψi(k1), ψi(k2)) =
](k′1, k

′
2), prave k′1 i k

′
2 me�usobno su paralelne( xto se mo�e videti i u konstruk-

ciji prilikom odrediva�a slika krugova k1 i k2 inverzijom ψi). Data prava p ne
sadr�i centar posmatrane inverzije, pa je u inverziji ψi �ena slika p

′ = ψi(p) krug(
iako ovde nije od va�nosti napomenimo da, po definiciji, krug p′ sadr�i centar
inverzije).

Postavimo se kao da ne znamo broj rexe�a i oznaqimo sa x tra�eni krug koji
sadr�i dodirnu taqku datih krugova k1 i k2( obzirom da postoje dva takva kruga,
krug x, nexto kasnije, preimenova�emo u x1 i x2). Po naxoj pretpostavci, tra�eni
krug x sadr�i dodirnu taqku datih krugova, centar inverzije, pa je u inverziji ψi

�egova slika x′ = ψi(x) prava. Oba data kruga k1 i k2 i tra�eni krug x sadr�e
centar posmatrane inverzije, a x ih, po uslovu zadatka, dodiruje oba, xto mo�e
biti ispu�eno samo ako x date krugove dodiruje u �ihovoj dodirnoj taqki. Poxto
inverzija quva jednakost uglova: ](x, k1) = ](ψi(x), ψi(k1)) = ](x′, k′1) i ](x, k2) =
](ψi(x), ψi(k2)) = ](x′, k′2), sledi da su prave k′1, k

′
2 i x

′ me�usobno paralelne. Krug x
dodiruje datu pravu p, te i �ihove slike u inverziji, prava x′ i krug p′, imaju taqno
jednu zajedniqku taqku, i va�i: ](x, p) = ](ψi(x), ψi(p)) = ](x′, p′), xto znaqi je
prava x′ tangenta kruga p′. Dakle, prava x′ tangenta je kruga p′ paralelna me�usobno
paralelnim pravama k′1 i k′2. Zadatak se svodi na konstrukciju tangente na krug
p′, dobijen odre�iva�em slike date prave p u inverziji ψi, paralelne me�usobno
paralelnim pravama k′1 i k

′
2, dobijenim kao slike u inverziji ψi datih krugova k1 i

k2. Kako data prava p sa datim krugovima k1 i k2 nema zajedniqkih taqaka, nemaju
ih ni �ihove slike, krug p′ i prave k′1 i k

′
2, pa postoje dve tangente, x

′
1 i x

′
2, na krug
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p′ paralelne pravama k′1 i k
′
2( me�usobno paralelnim).

Konaqno, tra�eni krugovi x1 i x2 slike su u inverziji ψi dobijenih pravih x′1
i x′2( osobina involutivnosti preslikava�a inverzijom u odnosu na krug): x1 =
ψ−1i (x′1) = ψi(x

′
1), x2 = ψ−1i (x′2) = ψi(x

′
2) ( slika 9d1(1) ).

  k2

k1

 p

 i

            k2 ’ (i) 

  k1 ’(i)

p’ (i)      

 x1 ’
 x2 ’

   x1

 x2  

slika 9d1(1)

•� sluqaj 9 (D2):

Krugovi k1 i k2 se dodiruju iznutra, prava p tangenta je kruga k2. (Ovo je polo�aj
koji smo preskoqili u sluqaju 9(C), uz napomenu da �emo ga obraditi ovde.)

Samo dva kruga ispu�avaju uslov postav	enog problema: dodiruju date krugove i
datu pravu, postav	ene u ovakav polo�aj. Jedan tra�eni krug sadr�i taqku dodira
date prave p i kruga k2( u toj taqki ih i dodiruje) i dodiruje dati krug k1 spo	a.
Drugi tra�eni krug sadr�i dodirnu taqku datih krugova( u kojoj ih oba dodiruje)
i naravno, dodiruje datu pravu.

Odredimo prvo tra�eni krug, u oznaci x1, koji sadr�i dodirnu taqku prave p
i kruga k2. Krug x1 odre�ujemo inverzijom ψi1 , u odnosu na krug i1, iste ravni,
proizvo	nog polupreqnika, sa centrom u dodirnoj taqki prave p i kruga k2. Ovo
je bio stalni polo�aj prave p i kruga k2 u sluqaju 9(C), te smo se ovom inverzijom
slu�ili vixe puta. Sada �emo samo ukratko ponoviti neke zak	uqke i ustanoviti
razlog zbog koga postoji samo jedno tra�eno rexe�e, jer ih je dva u opxtem sluqaju.

Naime, dati krug k2 sadr�i centar inverzije ψi1 , pa je u posmatranoj inverziji
�egova slika k′2 = ψi1(k2) prava. Prava p tako�e sadr�i centar inverzije, te je �ena
slika u inverziji ψi1 ona sama, bez centra inverzije: p

′ = ψi1(p) = p\{Oi1}. Kako je
prava p tangenta kruga k2, obzirom na jednakost uglova ](p, k2) = ](ψi1(p), ψi1(k2)) =
](p′, k′2) , prave p′ i k′2 su me�usobno paralelne. Dati krug k1 ne sadr�i centar
inverzije ψi1 , odakle je �egova slika u inverziji k

′
1 = ψi1(k1) krug. Poxto se dati

krugovi k1 i k2 dodiruju iznutra to i �ihove slike u inverziji, krug k′1 i prava
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k′2, imaju taqno jednu zajedniqku taqku, i na osnovu jednakosti uglova: ](k1, k2) =
](ψi1(k1), ψi1(k2)) = ](k′1, k

′
2), sledi da je prava k′2 tangenta kruga k′1( xto se mo�e

videti prilikom konstrukcije, odrediva�em slika krugova k1 i k2 u inverziji ψi1).
Dakle, prava k′2 tangenta je kruga k′1, paralelna pravi p′( ovo je razlog zbog koga
postoji samo jedan tra�eni krug).

Tra�eni krug x1 sadr�i dodirnu taqku prave p i kruga k2, centar inverzije
ψi1 , pa je u posmatranoj inverziji �egova slika x′1 = ψi1(x1) prava.( krug x1 po
naxem uslovu, dodiruje datu pravu p i dati krug k2 i sadr�i �ihovu dodirnu
taqku xto mo�e biti ispu�eno samo ako ih dodiruje u �ihovoj taqki dodira).
Kako inverzija quva jednakost uglova: ](x1, p) = ](ψi1(x1), ψi1(p)) = ](x′1, p

′) i
](x1, k2) = ](ψi1(x1), ψi1(k2)) = ](x′1, k

′
2), to su prave p′, k′2 i x

′
1 me�usobno paralelne.

Krug x1 dodiruje dati krug k1, pa i �ihove slike u inverziji, prava x′1 i krug k′1,
imaju taqno jednu zajedniqku taqku i zbog jednakosti uglova prilikom preslikava�a
inverzijom: ](x1, k1) = ](ψi1(x1), ψi1(k1)) = ](x′1, k

′
1), sledi da je prava x′1 tangenta

kruga k′1. Da zak	uqimo: prava x
′
1 tangenta je kruga k′1 paralelna me�usobno para-

lelnim pravama p′ i k′2, gde je k
′
2 tako�e tangenta kruga k

′
1, te se zadatak se svodi na

konstrukciju druge tangente, x′1, na krug k
′
1, dobijen odre�iva�em slike datog kruga

k1 u inverziji ψi1 , paralelne me�usobno paralelnim pravama p′ = ψi1(p) = p\{Oi1} i
k′2, gde je prava k

′
2 druga tangenta kruga k

′
1 dobijena odre�iva�em slike u inverziji

ψi1 datog kruga k2.
Konaqno, na osnovu osobine involutivnosti preslikava�a inverzijom u odnosu

na krug, tra�eni krug x1 slika je u inverziji ψi1 dobijene prave x
′
1: x1 = ψ−1i1

(x′1) =
ψi1(x1).

Oznaqimo sa x2 tra�eni krug koji sadr�i dodirnu taqku datih krugova k1 i k2.
Odre�iva�e ovog kruga bilo je deta	no objax�eno u sluqaju 9(D1), obzirom da je
ovo stalni polo�aj datih krugova u sluqaju 9(D). No i ovde, kao i u sluqaju odre-
�iva�a kruga x1, iz sliqnih razloga, postoji samo jedan krug koji ispu�ava uslov
postav	enog problema( u opxtem sluqaju ih je dva). Ukratko �emo ponoviti: krug
x2 odre�ujemo inverzijom ψi2 u odnosu na krug i2 iste ravni, proizvo	nog polupreq-
nika, sa centrom u dodirnoj taqki krugova k1 i k2( ovu inverziju smo u sluqaju 9(D1)
oznaqili sa ψi).

U inverziji ψi2 slike k
′
1 = ψi2(k1) i k′2 = ψi2(k2) datih krugova k1 i k2 su para-

lelne prave k′1 i k
′
2( jer se oni dodiruju u centru posmatrane inverzije, a inverzija

quva jednakost uglova). Slika date prave p u inverziji ψi2 je krug p′ = ψi2(p), jer
ona ne sadr�i centar posmatrane inverzije. Prava p tangenta je kruga k2 pa i �i-
hove slike, krug p′ i prava k′2, u inverziji ψi2 imaju taqno jednu zajedniqku taqku, a
poxto va�i jednakost uglova: ](p, k2) = ](ψi2(p), ψi2(k2)) = ](p′, k′2), to je prava k′2
tangenta kruga p′. Dakle, prava k′2 tangenta je kruga p

′, paralelna pravi k′1( ovo je
razlog zbog koga postoji samo jedan tra�eni krug).

Tra�eni krug x2 sadr�i taqku dodira krugova k1 i k2, centar inverzije ψi2 , pa
je u inverziji ψi2 �ihova slika x

′
2 = ψi2(x2) prava, a kako, po postav	enom uslovu,

dodiruje oba kruga k1 i k2, sva tri kruga se dodiruju u centru inverzije ψi2 , te su,
na osnovu jednakosti uglova: ](x1, k1) = ](ψi2(x1), ψi2(k1)) = ](x′1, k

′
1) i ](x1, k2) =

](ψi2(x1), ψi2(k2)) = ](x′1, k
′
2), �ihove slike, prave x′2, k

′
1 i k

′
2, me�usobno paralelne.

Krug x2 dodiruje datu pravu p, pa �ihove slike u inverziji, prava x′2 i krug p′,
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imaju taqno jednu zajedniqku taqku i va�i: ](x1, p) = ](ψi2(x1), ψi2(p)) = ](x′1, p
′),

xto znaqi da je prava x′2 tangenta je kruga p′. Zadatak se svodi na konstrukciju
druge tangente, x′2, na krug p

′, dobijen odre�iva�em slike date prave p u inverziji
ψi2 , paralelne me�usobno paralelnim pravama k′1 i k

′
2, dobijenim odre�iva�em slika

datih krugova k1 i k2 u inverziji ψi2 , gde je prava k
′
2 druga tangenta kruga p

′.

Na kraju, obzirom da je inverzija involutivno preslikava�e, tra�eni krug x2
slika je u inverziji ψi2 dobijene prave x

′
2: x2 = ψ−1i2

(x′2) = ψi2(x2).

Na slici 9d2(1) prikazana je konstrukcija pomo�u inverzija ψi1 i ψi2 oba tra�ena
kruga x1 i x2.

  k2   k1 

 p ’(i1) = p  {Oi1}

 i1  

 k2 ’(i1)

k1’(i1)         

x1 ’(i1)    

 x1    

i2

 k2 ’(i2)
 k1 ’(i2)

 p’(i2)    

 x2 ’(i2)

 x2   

slika 9d2(1)

•� sluqaj 9 (D3):

Krugovi k1 i k2 dodiruju se iznutra, data prava p disjunktna je sa jednim datim
krugom, a seqe drugi dati krug ili je prava p seqica oba data kruga.

Ne postoji razlika niti u broju rexe�a, niti u naqinu na koji tra�eni krugovi
dodiruju date krugove i datu pravu, bilo da je data prava p seqica samo jednog ili
oba data kruga. U svakom sluqaju, postoje taqno qetiri kruga koja ispu�avaju uslov
postav	enog problema. Dva od �ih sadr�e dodirnu taqku datih krugova, preostala
dva ne sadr�e pomenutu taqku dodira.

Tra�ene krugove, u oznaci x1 i x2, koji sadr�e taqku dodira datih krugova k1
i k2 odre�ujemo inverzijom ψi( u odnosu na krug i, proizvo	nog polupreqnika, sa
centrom u dodirnoj taqki datih krugova), objax�ene u sluqaju 9(D1)( slika 9d3(1)).
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 k2

  k1

 p

  i

  k2 ’ (i) k1 ’(i)

 p’ (i) 

 x1 ’ 
 x2 ’

   x1

x2    

slika 9d3(1)

Tra�eni krugovi, u oznaci x3 i x4, koji ne sadr�e taqku dodira datih krugova,
dodiruju datu pravu, dati krug k1 spo	a a dati krug k2 iznutra. Ovo su krugovi
qije smo odre�iva�e objasnili u opxtem sluqaju 3( pomo�u inverzije ψk1 , u odnosu
na dati krug k1)( na slici 9d3(2) prikazana je konstrukcija krugova x3 i x4).

k2

 k1

 p

 k22

 k22 ’

 p1                

 p1’ 

 y3 ’

 y4 ’

  y3

y4  

  x4

   x3

slika 9d3(2)

Slika 9d3(3) prikazuje konstrukciju inverzijama ψi i ψk1
sva qetiri tra�ena

kruga, u sluqaju da je prava p seqica samo jednog datog kruga. Slika 9d3(4) prikazuje
sva qetiri tra�ena kruga i pomo�ne koncentriqne krugove, u sluqaju da je prava p
seqica samo jednog datog kruga.
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 k2

 k1

 p

   i

  k2 ’ (i) k1 ’(i)

 p’ (i) 

 x1 ’ 
 x2 ’

   x1

x2   

 k22

 k22’     

 p1   

 p1’ 

 y3 ’    

    y4 ’

   y3

y4  

 x4              x3

slika 9d3(3)

 k2

 k1

p

 x1

x2   

 k22

 p1     

  y3

y4  

 x4  x3

slika 9d3(4)
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Slika 9d3(5) prikazuje sva qetiri tra�ena kruga i pomo�ne koncentriqne krugove,
u sluqaju da data prava p seqe oba data kruga.

     k2

k1

 p

   x1

x2    

k22       

 k22 

p1 

 y3

    y4

      x4

 x3

slika 9d3(5)

Doxli smo do posled�eg mogu�eg naqina na koji mogu biti zadati data prava i
krugovi u ravni( ovog sluqaja).

•� sluqaj 9 (D4):

Krugovi k1 i k2 dodiruju se iznutra, data prava p tangenta je datog kruga k1.

Qetiru kruga ispu�avaju postav	eni uslov: dodiruju date krugove i datu pravu.
Jedan tra�eni krug sadr�i taqku dodira date prave p i datog kruga k1; drugi traz-
heni krug sadr�i taqku dodira datih krugova k1 i k2; preostala dva kruga ne sadr�e
ni jednu od pomenutih dodirnih taqaka.

Odredimo prvo tra�eni krug, u oznaci x1, koji sadr�i dodirnu taqku prave p
i kruga k1.( odre�iva�e ovog kruga sliqno je odre�iva�u kruga koji sadr�i taqku
dodira date prave p i datog kruga k2, a objax�en je u sluqaju 9(D2), u kom je data
prava p tangenta kruga k2).

Oznaqimo sa i1 krug iste ravni, proizvo	nog polupreqnika, sa centrom u do-
dirnoj taqki prave p i kruga k1, a sa ψi1 inverziju u odnosu na ovaj krug. Ova se
inverzija pojav	uje prvi put u okviru ovog sluqaja, ali je sliqna inverziji koju
smo koristili u sluqaju da je prava p tangenta kruga k2, te je ne�emo preopxirno
objax�avati.

Naime, data prava p sadr�i centar inverzije ψi1 , pa je �ena slika u posmatranoj
inverziji ona sama, bez centra inverzije, p′ = ψi1(p) = p\{Oi1}. Krug k1 tako�e
sadr�i centar inverzije ψi1 , pa je u inverziji ψi1 �egova slika k

′
1 = ψi1(k1) prava.
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Kako je prava p tangenta datog kruga k1, poxto va�i jednakost uglova: ](p, k1) =
](ψi1(p), ψi1(k1)) = ](p′, k′1) sledi da su prave p′ i k′1 me�usobno paralelne. Dati
krug k2 ne sadr�i centar inverzije ψi1 , te je u ovoj inverziji �egova slika k′2 =
ψi1(k2) krug. Poxto se dati krugovi k1 i k2 dodiruju( iznutra) to i �ihove slike,
prava k′1 i krug k′2, u inverziji ψi1 imaju taqno jednu zajedniqku taqku i kako je:
](k1, k2) = ](ψi1(k1), ψi1(k2)) = ](k′1, k

′
2), prava k′1 tangenta je kruga k

′
2( xto se mo�e

videti konstrukcijom slika krugova k1 i k2 u inverziji ψi1). Da sumiramo do sada
navedeno: prava k′1 je tangenta kruga k

′
2, paralelna pravi p

′( ovo je razlog xto postoji
samo jedan tra�eni krug, jer ih je dva u opxtem sluqaju, tj. u sluqaju da se dati
krugovi k1 i k2 ne dodiruju, bilo spo	a ili iznutra).

Tra�eni krug x1, po naxoj pretpostavci, sadr�i dodirnu taqku prave p i kruga
k1, centar inverzije ψi1 , te je u ovoj inverziji �egova slika x′1 = ψi1(x1) prava.
Napomenimo da krug x1, po uslovu zadatka, dodiruje date pravu p i krug k1, a po
pretpostav	enom uslovu sadr�i �ihovu dodirnu taqku, xto mo�e biti ispu�eno
samo ako krug x1 dodiruje pravu p i krug k1 u �ihovoj taqki dodira. Poxto in-
verzija quva jednakost uglova: ](x1, p) = ](ψi1(x1), ψi1(p)) = ](x′1, p

′) i ](x1, k1) =
](ψi1(x1), ψi1(k1)) = ](x′1, k

′
1), prave p′, k′1 i x

′
1 me�usobno su paralelne. Krug x1 do-

diruje dati krug k2, pa �ihove slike u inverziji ψi1 , prava x
′
1 i krug k

′
2, imaju taqno

jednu zajedniqku taqku, a zbog jednakosti uglova prilikom preslikava�a inverzi-
jom: ](x1, k2) = ](ψi1(x1), ψi1(k2)) = ](x′1, k

′
2), sledi da je prava x′1 tangenta kruga k

′
2.

Dakle, prava x′1 tangenta je kruga k
′
2 paralelna me�usobno paralelnim pravama p′ i

k′1, gde je prava k
′
1 tako�e tangenta kruga k

′
2 i zadatak se svodi na konstrukciju druge

tangente x′1, na krug k
′
2, dobijen kao slika datog kruga k2 u inverziji ψi1 , paralelne

me�usobno paralelnim pravama p′ = ψi1(p) = p\{Oi1} i k′1, gde je prava k′1 dobijena
odre�iva�em slike u inverziji ψi1 datog kruga k1.

Na kraju, tra�eni krug x1 slika je u inverziji ψi1 dobijene prave x′1: x1 =
ψ−1i1

(x′1) = ψi1(x1).

Tra�eni krug, u oznaci x2 , koji sadr�i dodirnu taqku datih krugova k1 i k2,
odre�ujemo pomo�u dobro poznate i u svakom podsluqaju sluqaja 9(D) korix �ene
inverzije ψi( odnosu na krug i iste ravni, proizvo	nog polupreqnika, qiji je centar
dodirna taqka datih krugova), s tim xto je, sliqno kao u podsluqaju 9(D2), ovog puta
prava k′1 tangenta kruga p

′, jer je data prava p tangenta datog kruga k1( na slici je
inverzija ψi oznaqena sa ψi2 , obzirom da smo gor�u inverziju oznaqili sa ψi1).

Slika 9d4(1) prikazuje konstrukciju tra�enih krugova x1 i x2 pomo�u inverzija
ψi1 i ψi2 .
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 k2

  k1

 p , p ’(i1) = p{Oi1}
 i1   

 k1 ’(i1)

k2 ’ ( i1)

     x1 ’

x1

i2

 k2 ’ (i2) 

k1 ’(i2) 

  p ’ (i2) 

x2 ’

x2 

slika 9d4(1)

Tra�eni krugovi, u oznaci x3 i x4, koji ne sadr�e ni jednu od dve pomenute
dodirne taqke, dodiruju datu pravu i dati krug k1 spo	a, dati krug k2 iznutra. Ovo
su krugovi qije smo odre�iva�e objasnili u opxtem sluqaju 3( pomo�u inverzije ψk1 ,
u odnosu na dati krug k1).

Na slici 9d4(2) prikazana je konstrukcija sva qetiri tra�ena kruga( pomo�u sve
tri inverzije ψk1

, ψi1 i ψi2). Slika 9d4(3) prikazuje sva qetiri tra�ena kruga i
pomo�ne koncentriqne krugove.

 k2  

 k1

 p , p ’(i1) = p{Oi1}

i1 

 k1 ’(i1)

k2 ’ ( i1)
 x1 ’

x1

 i2
  k2 ’ (i2) 

 k1 ’ (i2)   

    p ’ (i2) 

 x2 ’

x2   

 k22

 k22 ’   

 p1   

 p1’ 

 y3 ’

y4 ’

 y3

    y4

 x4  

 x3

slika 9d4(2)



123

k2 

  k1

 p

    x1

x2   

k22

 p1   

y3

    y4

  x4

 x3

slika 9d4(3)

≺•� sluqaj 9 ( E ):

Data dva kruga k1 i k2 dodiruju se, spo	a ili iznutra; data prava p �ihova je
zajedniqka tangenta i dodiruje ih oba u �ihovoj dodirnoj taqki.

Date krugove k1 i k2 mo�emo posmatrati kao krugove koji pripadaju paraboliq-
kom pramenu krugova kome je data prava p radikalna osa.

U ovom sluqaju svaki krug istog pramena zadovo	ava uslov postav	enog problema
i mo�e se smatrati tra�enim rexe�em. Dakle, posmatrani pramen je tra�eno res-
he�e ovog problema( slika 9e ).

p

k2

k1

X i

X j

slika 9e
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≺•� Apolonijev problem 10 ≺•�

#Konstruisati krug koji dodiruje data tri kruga (k1, k2, k3).

rexe�e:

Neka su dati krugovi k1(O1, r1), k2(O2, r2), k3(O3, r3) neke ravni, a x tra�eni krug
te ravni koji dodiruje sva tri data kruga. Ne uma�uju�i opxtost uzmimo da je dati
krug k1(O1, r1) krug najma�eg polupreqnika, r1 = min{r1, r2, r3}.

U najopxtijem sluqaju, kada dati krugovi k1, k2, k3 nemaju zajedniqkih taqaka,
pri qemu se svaki od �ih nalazi u spo	ax�oj oblasti druga dva, postoji osam kru-
gova koji zadovo	avaju uslov postav	enog problema. Za �ihovo odre�iva�e bi�e
nam potrebno analizira�e naqina( u smislu dodiriva�a spo	a ili iznutra) na
koji tra�eni krug dodiruje date. Analizu moramo podeliti na qetiri sluqaja.

♦ Sluqaj 1:

1. Posmatrajmo krugove k22 i k33 iste ravni, koncentriqne redom datim krugo-
vima k2 i k3, pri qemu je k22(O2, r22 = r2−r1) i k33(O3, r33 = r3−r1) ( r1 polupreqnik
datog kruga k1).

a) Ako tra�eni krug x(O, rx) dodiruje sva tri data kruga spo	a, tada krug
y(O, ry = rx + r1) koncentriqan krugu x, sadr�i centar O1 datog kruga k1 i do-
diruje krugove k22 i k33, oba spo	a.

b) Ako tra�eni krug x(O, rx) dodiruje sva tri data kruga k1, k2, k3 iznutra, tada
krug y(O, ry = rx − r1), koncentriqan krugu x, sadr�i centar O1 datog kruga k1 i
dodiruje krugove k22 i k33, oba iznutra.

♦♦ Sluqaj 2:

2. Posmatrajmo krugove k22 i k33 iste ravni, koncentriqne redom datim krugo-
vima k2 i k3, pri qemu je k22(O2, r22 = r2+r1) i k33(O3, r33 = r3+r1) ( r1 polupreqnik
datog kruga k1).

a) Ako tra�eni krug x(O, rx) dodiruje dati krug k1 iznutra, a date krugove k2 i
k3 oba spo	a, tada krug y(O, ry = rx − r1), koncentriqan krugu x, sadr�i centar O1

datog kruga k1 i dodiruje krugove k22 i k33, oba spo	a.
b) Ako tra�eni krug x dodiruje k1 spo	a, a k2 i k3 oba iznutra, tada krug

y(O, ry = rx + r1), koncentriqan krugu x, sadr�i centar O1 datog kruga k1 i do-
diruje krugove k22 i k33, oba iznutra.

♦♦♦ Sluqaj 3:

3. Posmatrajmo krugove k22 i k33 iste ravni, koncentriqne redom datim krugo-
vima k2 i k3, pri qemu je k22(O2, r22 = r2+r1) i k33(O3, r33 = r3−r1) ( r1 polupreqnik
datog kruga k1).
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a) Ako tra�eni krug x(O, rx) dodiruje date krugove k1 i k3 iznutra, a krug k2
spo	a, tada krug y(O, ry = rx − r1), koncentriqan krugu x, sadr�i centar O1 datog
kruga k1, dodiruje k33 iznutra, a k22 spo	a.

b) Ako tra�eni krug x(O, rx) dodiruje date krugove k1 i k3 spo	a, a krug k2 iz-
nutra, tada krug y(O, ry = rx + r1), koncentriqan krugu x, sadr�i centar O1 datog
kruga k1, dodiruje k33 spo	a, a k22 iznutra.

♦♦♦♦ Sluqaj 4:

4. Posmatrajmo krugove k22 i k33 iste ravni, koncentriqne redom datim krugo-
vima k2 i k3, pri qemu je k22(O2, r22 = r2−r1) i k33(O3, r33 = r3+r1) ( r1 polupreqnik
datog kruga k1).

a) Ako tra�eni krug x(O, rx) dodiruje date krugove k1 i k2 iznutra, a krug k3
spo	a, tada krug y(O, ry = rx − r1), koncentriqan krugu x, sadr�i centar O1 datog
kruga k1, dodiruje k22 iznutra, a k33 spo	a.

b) Ako tra�eni krug x(O, rx) dodiruje date krugove k1 i k2 spo	a, a krug k3 iz-
nutra, tada krug y(O, ry = rx + r1), koncentriqan krugu x, sadr�i centar O1 datog
kruga k1, dodiruje k22 spo	a, a k33 iznutra.

Problem odre�iva�a tra�enog kruga x( �ih 8, u opxtem sluqaju) rexi�emo kon-
strukcijom pomenutog, �emu koncentriqnog kruga y sa analiziranim svojstvima.
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♦ Razmotrimo sluqaj 1:

Konstruiximo najpre krugove k22 i k33, koncentriqne datim krugovima k2 i k3,
polupreqnika redom r22 = r2−r1 i r33 = r3−r1, tj. k22(O2, r22 = r2−r1) i k33(O3, r33 =
r3 − r1). Sa ψk1

oznaqimo inverziju u odnosu na dati krug k1(O1, r1).
Krugovi k22 i k33 ne sadr�e centar O1 inverzije ψk1

pa su u posmatranoj inverziji
�ihove slike k′22 = ψk1

(k22) i k′33 = ψk1
(k33) tako�e krugovi.

Krug y, po naxoj pretpostavci, sadr�i centar datog kruga k1, taqku O1 koja
je i centar inverzije ψk1 , te je u inverziji ψk1 �egova slika y′ = ψk1(y) prava.
Kako, po naxoj pretpostavci, krug y dodiruje krug k22, odnosno sa �im ima taqno
jednu zajedniqku taqku, to i �ihove slike, prava y′ i krug k′22, imaju taqno jednu
zajedniqku taqku, i obzirom da va�i jednakost uglova pri preslikava�u inverzijom:
](k22, y) = ](ψk1

(k22), ψk1
(y)) = ](k′22, y

′), sledi da je prava y′ tangenta kruga k′22.
Sliqno, krug y dodiruje i krug k33, tj. sa �im ima taqno jednu zajedniqku taqku,
pa i �ihove slike, prava y′ i krug k′33, imaju taqno jednu zajedniqku taqku, i zbog
jednakosti uglova: ](k33, y) = ](ψk1

(k33), ψk1
(y)) = ](k′33, y

′), sledi da je prava y′

tangenta i kruga k′33. Dakle, prava y′, slika tra�enog pomo�nog kruga y, tangenta
je i kruga k′22 i kruga k′33, odnosno �ihova je zajedniqka tangenta. Zadatak svodi na
konstrukciju zajedniqke tangente krugova k′22 i k′33, dobijenih odre�iva�em redom
slika krugova k22 i k33 u inverziji ψk1( kojih je u najopxtijem sluqaju qetiri,
dve unitrax�e i dve spo	ax�e). Iz razloga navedenih u analizi (∗), pomo�nim
krugovima y, kojih je dva, odgovaraju kao slike u inverziji spo	ax�e tangente,
oznaqimo ih sa y′1 i y

′
2.

Inverzija je involutivno preslikava�e, te su pomo�ni( koncentriqni tra�e-
nim krugovima) krugovi y1 i y2 slike u inverziji ψk1 dobijenih pravih y′1 i y′2:
y1 = ψ−1k1

(y′1) = ψk1(y′1), y2 = ψ−1k1
(y′2) = ψk1(y′2)( jedan dobijeni krug, npr. y2 odgo-

vara delu 1.a) ovog sluqaja, drugi dobijeni krug y1, delu 1.b) ovog sluqaja).

Na kraju, tra�eni krugovi x1 i x2, koncentriqni su dobijenim krugovima y1 i
y2 pri qemu je x1(Oy1

, rx1
= ry1

+ r1) i x2(Oy2
, rx2

= ry2
− r1) (slika 101).

k2   

k3

 k1

   k22

k33

k22 ’
k33 ’

 y1 ’

y2 ’

y1 

 y2

x1 

x2 

slika 101
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♦♦ Razmotrimo sluqaj 2:

Analiza sluqaja 2. sliqna je analizi sluqaja 1. pri qemu su krugovi k22 i
k33 koncentriqni datim krugovima k2 i k3, polupreqnika redom r22 = r2 + r1 i
r33 = r3 + r1, tj. k22(O2, r22 = r2 + r1) i k33(O3, r33 = r3 + r1). Posmatrajmo istu
inverziju ψk1

, u odnosu na dati krug k1(O1, r1) i razmatra�e �e biti sliqno.
Krugovi k22 i k33 ne sadr�e centar O1 inverzije ψk1

, pa su u ovoj inverziji
�ihove slike k′22 = ψk1(k22) i k′33 = ψk1(k33) tako�e krugovi.

Na osnovu naxe pretpostavke, krug y sadr�i centar O1 datog kruga k1( centar
inverzije ψk1

), te je u inverziji ψk1
�egova slika y′ = ψk1

(y) prava. Krug y dodiruje
i krug k22 i krug k33, odnosno sa svakim od �ih ima taqno jednu zajedniqku taqku, pa
i �ihove slike, prava y′ i krug k′22, kao i prava y

′ i krug k′33, imaju taqno jednu zajed-
niqku taqku i kako va�i jednakost uglova pri preslikava�u inverzijom: ](k22, y) =
](ψk1(k22), ψk1(y)) = ](k′22, y

′) i ](k33, y) = ](ψk1(k33), ψk1(y)) = ](k′33, y
′), sledi da

je prava y′ tangenta i kruga k′22 i kruga k′33. Dakle, prava y′, slika u inverziji
ψk1

tra�enog pomo�nog kruga y tangenta je oba kruga k′22 i k′33, odnosno �ihova je
zajedniqka tangenta, i zadatak se svodi na konstrukciju zajedniqke tangente krugova
k′22 i k

′
33, dobijenih odre�iva�em slika u inverziji ψk1

redom krugova k22 i k33. Na
osnovu analize (∗) pomo�nim krugovima, nazovimo ih y1 i y2, tako�e odgovaraju kao
slike u inverziji spo	ax�e tangente, �ih oznaqimo sa y′1 i y

′
2.

Pomo�ni( koncentriqni tra�enim krugovima) krugovi y1 i y2, na osnovu osobine
involutivnosti preslikava�a inverzijom u odnosu na krug, slike su u inverziji ψk1

dobijenih pravih y′1 i y
′
2: y1 = ψ−1k1

(y′1) = ψk1
(y′1) i y2 = ψ−1k1

(y′2) = ψk1
(y′2)( jedan od

dobijenih krugova, npr. y2 odgovara delu 2.a), drugi dobijeni krug y1 delu 2.b) ovog
sluqaja).

Tra�eni krugovi x1 i x2 su koncentriqni dobijenim krugovima y1 i y2 pri qemu
je x1(Oy1

, rx1
= ry1

− r1) i x2(Oy2
, rx2

= ry2
+ r1) (slika 102).
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♦♦♦ Razmotrimo sluqaj 3:

Konstruiximo najpre krugove k22 i k33, koncentriqne datim krugovima k2 i k3,
polupreqnika redom r22 = r2+r1 i r33 = r3−r1, tj. k22(O2, r22 = r2+r1) i k33(O3, r33 =
r3 − r1). Sa ψk1

oznaqimo inverziju u odnosu na dati krug k1(O1, r1), kao i do sada.
Krugovi k22 i k33 ne sadr�e centar inverzije ψk1

( centar O1 datog kruga k1)
inverzije, pa su u inverziji ψk1

�ihove slike k′22 = ψk1
(k22) i k′33 = ψk1

(k33) tako�e
krugovi.

Krug y, po naxem uslovu, sadr�i centar O1 datog kruga k1( centar inverzije
ψk1

) te je u posmatranoj inverziji �egova slika y′ = ψk1
(y) prava. Kako se, po nas-

hoj pretpostavci krugovi y i k22 dodiruju, odnosno imaju jednu zajedniqku taqku,
to i �ihove slike u inverziji, prava y′ i krug k′22 imaju taqno jednu zajedniqku
taqku, a poxto va�i jednakost uglova pri preslikava�u inverzijom u odnosu na
krug: ](k22, y) = ](ψk1(k22), ψk1(y)) = ](k′22, y

′), sledi da je prava y′ tangenta kruga
k′22. Sliqno, krugovi y i k33 tako�e se dodiruju, te i �ihove slike u inverziji,
prava y′ i krug k′33, imaju taqno jednu zajedniqku taqku, a kako je: ](k33, y) =
](ψk1

(k33), ψk1
(y)) = ](k′33, y

′), sledi da je prava y′ tangenta i kruga k′33. Dakle,
prava y′, slika u inverziji pomo�nog kruga y, tangenta je i kruga k′22 i kruga k′33,
odnosno �ihova je zajedniqka tangenta. Zadatak se svodi na konstrukciju zajedniqke
tangente krugova k′22 i k

′
33, dobijenih odre�iva�em slika u inverziji ψk1 redom kru-

gova k22 i k33. Iz razloga navedenih u analizi (∗), krugovima y, kojih je dva, odgo-
varaju kao slike u inverziji unutrax�e tangente, oznaqimo ih sa y′1 i y

′
2.

Obzirom na osobinu involutivnosti preslikava�a inverzijom u odnosu na krug,
pomo�ni( koncentriqni tra�enim krugovima) krugovi y1 i y2 slike su u inverziji
ψk1 dobijenih pravih y′1 i y′2: y1 = ψ−1k1

(y′1) = ψk1(y′1), y2 = ψ−1k1
(y′2) = ψk1(y′2)( oba

dobijena kruga sadr�e centar kruga k1, a jedan od �ih, npr. y1 odgovara delu 3.a)
ovog sluqaja, dodiruje k33 iznutra i k22 spo	a, drugi dobijeni krug y2, delu 3.b) ovog
sluqaja, dodiruje k33 spo	a i k22 iznutra).

Tra�eni krugovi x1 i x2, koncentriqni su dobijenim krugovima y1 i y2 pri qemu
je x1(Oy1 , rx1 = ry1 + r1) i x2(Oy2 , rx2 = ry2 − r1) (slika 103).
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♦♦♦♦ Razmotrimo sluqaj 4:

Konstruiximo krugove k22 i k33, koncentriqne datim krugovima k2 i k3, polu-
preqnika redom r22 = r2 − r1 i r33 = r3 + r1, tj. k22(O2, r22 = r2 − r1) i k33(O3, r33 =
r3+r1). Posmatrajmo ponovo inverziju ψk1

u odnosu na dati krug k1(O1, r1) i analiza
ovog sluqaja bi�e sliqna analizi sluqaja 3.

Krugovi k22 i k33 ne sadr�e centar O1 inverzije ψk1
, te su u inverziji ψk1

�ihove
slike k′22 = ψk1(k22) i k′33 = ψk1(k33) tako�e krugovi.

Pomo�ni krug y po naxem uslovu sadr�i centar O1 datog kruga k1( centar in-
verzije ψk1

), pa je u ovoj inverziji �egova slika y′ = ψk1
(y) prava. Krug y, po naxem

uslovu, dodiruje svaki od krugova k22 i k33, odnosno sa svakim od �ih ima taqno
jednu zajedniqku taqku, xto va�i i za �ihove slike u inverziji ψk1

, tj. prava y′ sa
svakim od krugova k′22 i k

′
33 ima taqno jednu zajedniqku taqku i kako va�i jednakost

uglova pri preslikava�u inverzijom: ](k22, y) = ](ψk1(k22), ψk1(y)) = ](k′22, y
′) i

](k33, y) = ](ψk1(k33), ψk1(y)) = ](k′33, y
′), sledi da je prava y′ tangenta i kruga k′22

i kruga k′33. Dakle, prava y
′, slika u inverziji ψk1

pomo�nog kruga y zajedniqka je
tangenta krugova k′22 i k′33. Zadatak se svodi na konstrukciju zajedniqke tangente
krugova k′22 i k

′
33, dobijenih odre�iva�em slika u inverziji ψk1

redom krugova k22
i k33. Na osnovu analize (∗), pomo�nim krugovima, nazovimo ih y1 i y2, odgovaraju
kao slike u inverziji unutrax�e tangente, oznaqimo ih sa y′1 i y

′
2.

Kako je inverzija involutivno preslikava�e, pomo�ni( koncentriqni tra�enim
krugovima) krugovi y1 i y2 slike su u inverziji ψk1

dobijenih pravih y′1 i y′2:
y1 = ψ−1k1

(y′1) = ψk1
(y′1), y2 = ψ−1k1

(y′2) = ψk1
(y′2)( oba dobijena kruga sadr�e cen-

tar kruga k1, a jedan od �ih, npr. y1 odgovara delu 4.a) ovog sluqaja, dodiruje k22
iznutra i k33 spo	a, drugi dobijeni krug y2, delu 4.b) ovog sluqaja, dodiruje k22
spo	a i k33 iznutra).

Konaqno, tra�eni krugovi x1 i x2, koncentriqni su dobijenim krugovima y1 i y2
pri qemu je x1(Oy1

, rx1
= ry1

+ r1) i x2(Oy2
, rx2

= ry2
− r1) (slika 104).

k1 

 k2 k3 

k22

k33        

k22’    k33’

 y1 ’
   y2 ’

x1 y1 

 y2

 x2   

slika 104



130

U nekoliko narednih slika, radi lakxeg razumeva�a komplikovanijih konstruk-
cija, krugovi koncentriqni datim krugovima k2(O2, r2), k3(O3, r3), koji su u pret-
hodnim razmatra�ima oznaqavani sa k22 i k33 oznaqeni su na slede�i naqin:

{ k22(O2, r22 = r2 + r1) i k33(O3, r33 = r3 + r1), gde je r1 polupreqnik datog kruga
k1( ovo su krugovi ve�eg polupreqnika od polupreqnika datih krugova);

{ kk2(O2, r22 = r2 − r1) i kk3(O3, r33 = r3 − r1),( r1 polupreqnik datog kruga k1)(
ovo su krugovi ma�eg polupreqnika od polupreqnika datih krugova).

Na slici 105 prikazana je konstrukcija inverzijom ψk1 svih osam tra�enih kru-
gova.
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Slika 106 prikazuje xih osam pomo�nih koncentriqhnih krugova i svih osam
tra�enih krugova. Na slici 107 prikazani su samo tra�eni krugovi.
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Pod ” opxtim sluqajem” smatra�emo polo�aje datih krugova k1, k2 i k3 u kojima
mo�emo odrediti krugove koji su rexe�e ovog problema koriste�i isk	uqivo gore
objax�enu inverziju ψ u odnosu na dati krug najma�eg polupreqnika. Neki od
tih sluqajeva su: sva tri data kruga seku; dva data kruga se seku, tre�i dati krug
pripada unutrax�oj oblasti nekog od �ih dva; dva data kruga se seku, tre�i dati
krug nalazi se u spo	ax�oj oblasti oba od �ih... Narednih nekoliko slika pokazuje
samo neke od navedenih sluqajeva.

Slika 108 prikazuje sva qetiri tra�ena i qetiri pomo�na koncentriqna kruga(
slika do �e samo tra�ene krugove) u sluqaju da se data dva kruga seku, tre�i dati
krug nalazi se u spo	ax�oj oblasti oba od �ih.
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Na slici 109 prikazana su sva qetiri tra�ena i qetiri pomo�na koncentriqna
kruga( slika do �e samo tra�ene krugove) u sluqaju da se sva tri data kruga seku,
pri qemu ne postoji taqka koja pripada unutrax�oj oblasti svakog od �ih.
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Slika 1010 prikazuje svih xest tra�enih i xest pomo�nih koncentriqnih kru-
gova u sluqaju da se data dva kruga seku, a tre�i dati krug pripada unutrax�oj
oblasti nekog od �ih( na slici dati se krugovi k2 i k3 seku a dati krug k1 pri-
pada unutrax�oj oblasti datog kruga k2). Kkao prilog dajemo sliku 1010k na kojoj je
prikazana konstrukcija inverzijom ψk1

tra�enih krugova u ovako zadatom polo�aju.
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◦�� Kako smo zavrxili analizu najopxtijeg sluqaja, mo�emo se baviti disku-
sijom specijalnih sluqajeva, taqnije specijalnih polo�aja datih krugova. Pod ”
specijalne” sluqajeve uvrsti�emo one polo�aje zadatih krugova k1, k2 i k3 iste ravni
za koje, pored inverzije ψk1( u odnosu na dati krug k1( krug najma�eg polupreqnika
od tri data kruga)), za odre�iva�e svih krugova koji ispu�avaju uslov postav	enog
problema, moramo koristiti i neke druge inverzije, odnosno inverzije u odnosu na
neke druge krugove iste ravni. Neki od takvih sluqajeva su: data dva kruga dodiruju
se spo	a, tre�i dati krug me�a polo�aj u zajedniqkoj ravni u odnosu na �ih dva(
seqe jedan, seqe oba, dodiruje jedan spo	a a seqe drugi, dodiruje oba spo	a, dodiruje
jedan iznutra...); dva data kruga dodiruju se iznutra, tre�i dati krug me�a polo�aj
u zajedniqkoj ravni u odnosu na �ih dva( seqe jedan od �ih, seqe oba ...) ...

Prime�ujemo da postoji veliki broj mogu�ih polo�aja datih krugova k1, k2 i k3
u nekoj ravni i preobimno je sve ih diskutovati. Ovde �emo se baviti samo nekima
od �ih.

≺•� sluqaj 10 ( A ):

Data dva kruga dodiruju se spo	a, tre�i dati krug me�a polo�aj u zajedniqkoj
ravni u odnosu na �ih dva.

Ne uma�uju�i opxtost, uzmimo da se dati krugovi k2 i k3 dodiruju spo	a i ovo
�emo smatrati fiksiranim polo�ajem sluqaja 10(A), dati krug k1( krug najma�eg
polupreqnika od data tri kruga, kako smo ranije pretpostavili) ” proxeta�emo”
kroz ravan koja sadr�i date krugove.
( ovo nije neophodno, jer se na isti naqin posmatraju i ostale situacije, ali nam je
jednostavnije da bi smo mogli ostati u skladu sa oznakama i koristiti neke segmente
iz opxteg sluqaja).

•� sluqaj 10 (A1):

Dati krugovi k2 i k3 dodiruju se spo	a, dati krug k1 sa �ima nema zajedniqkih
taqaka i nalazi se u spo	ax�oj oblasti oba od �ih.

Postoji xest krugova koji zadovo	avaju uslov postav	enog problema, dodiruju
sva tri data kruga zadana ovakvim polo�ajem u ravni. Dva od �ih sadr�e taqku
dodira datih krugova k2 i k3, preostala qetiri tra�ena kruga ne sadr�e taqku do-
dira datih krugova.

Odredimo najpre tra�ene krugove koji sadr�e dodirnu taqku datih krugova k2
i k3. Neka je i krug iste ravnu, proizvo	nog polupreqnika, qiji je centar taqka
dodira krugova k2 i k3. Oznaqimo sa ψi preslikava�e inverzijom u odnosu na krug
i( obzirom da je ovo stalni polo�aj krugova k2 i k3 sluqaja 10(A), inverziju ψi �emo,
uz jox neke, koristiti u svakom narednom podsluqaju ovog sluqaja).

Oba data kruga k2 i k3 sadr�e centar posmatrane inverzije, te su u inverziji ψi

�ihove slike k′2 = ψi(k2) i k′3 = ψi(k3) prave. Krugovi k2 i k3 dodiruju u centru
inverzije, a poxto inverzija quva jednakost uglova: ](k2, k3) = ](ψi(k2), ψi(k3)) =
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](k′2, k
′
3), prave k′2 i k

′
3 me�usobno su paralelne( xto se mo�e videti prilikom kon-

strukcije odrediva�em slika krugova k2 i k3 u inverziji ψi). Dati krug k1 ne sadr�i
centar posmatrane inverzije, pa je u inverziji ψi �egova slika k

′
1 = ψi(k1) krug.

Oznaqimo sa x tra�eni krug koji sadr�i taqku dodira datih krugova k2 i k3(
nexto kasnije preimenova�emo ih u x1 i x2, no za trenutak se postavimo kao da ne
znamo broj rexe�a). Tra�eni krug x sadr�i centar inverzije, pa je u inverziji
ψi �egova slika x′ = ψi(x) prava. Po naxoj pretpostavci, oba data kruga k2 i k3
i tra�eni krug x sadr�e taqku dodira krugova k2 i k3, a krug x ih, po uslovu
zadatka, dodiruje oba, te krug x mora dodirivati date krugove u �ihovoj dodirnoj
taqki( koja je centar inverzije ψi). Obzirom da preslikava�e inverzijom u odnosu
na krug quva jednakost uglova: ](x, k2) = ](ψi(x), ψi(k2)) = ](x′, k′2) i ](x, k3) =
](ψi(x), ψi(k3)) = ](x′, k′3), sledi da su prave k′2, k

′
3 i x

′ me�usobno paralelne. Krug
x, po uslovu zadatka, dodiruje dati krug k1, pa i �ihove slike u inverziji, prava
x′ i krug k′1, imaju taqno jednu zajedniqku taqku i kako va�i jednakost uglova pri
preslikava�u inverzijom: ](x, k1) = ](ψi(x), ψi(k1)) = ](x′, k′1), sledi da je prava
x′ tangenta kruga k′1. Dakle, prava x′ tangenta je kruga k′1 paralelna me�usobno
paralelnim pravama k′2 i k′3. Zadatak se svodi na konstrukciju tangente na krug
k′1, dobijen odre�iva�em slike datog kruga k1 u inverziji ψi, paralelne me�usobno
paralelnim pravama k′2 i k′3, dobijenim odre�iva�em slika u inverziji ψi redom
datih krugova k2 i k3. Na osnovu naxe pretpostavke, dati krug k1 sa datim krugovima
k2 i k3 nema zajedniqkih taqaka i nalazi se u spo	ax�oj oblasti oba od �ih, pa ih
nemaju ni �ihove slike, krug k′1 i prava k′2, odnosno krug k

′
1 i prava k′3, te postoje

dve tangente, oznaqimo ih sa x′1 i x′2, na krug k′1 paralelne me�usobno paralelnim
pravama k′2 i k

′
3, koje odgovaraju kao slike u inverziji ψi tra�enim krugovima.

Na kraju, na osnovu osobine involutivnosti preslikava�a inverzijom u odnosu
na krug, tra�eni krugovi x1 i x2 slike su u inverziji ψi dobijenih pravih x

′
1 i x

′
2:

x1 = ψ−1i (x′1) = ψi(x
′
1), x2 = ψ−1i (x′2) = ψi(x

′
2) ( slika 10a1

(1)).
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Preostala qetiri tra�ena kruga nazovimo x3, x4, x5 i x6, krugove koji ne sadr�e
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taqku dodira datih krugova k2 i k3. Dva od �ih, oznaqimo ih sa x3 i x4, dodiruju
sva tri data kruga spo	a, odnosno iznutra. Ovo su krugovi qije smo odre�iva�e
inverzijom ψk1( u odnosu na krug k1) objasnili u opxtem sluqaju 1, te prila�emo
samo konstrukciju( slika 10a1(2)). Posled�a dva tra�ena kruga, oznaqimo sa x5 i x6,
dodiruju dati krug k1 iznutra, a date krugove k2 i k3 spo	a. �ihovo smo odre�iva�e,
tako�e inverzijom ψk1

deta	no objasnili u opxtem sluqaju 2, te prila�emo samo
sliku 10a1(3) koja prikazuje konstrukciju ovih krugova.
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Slika 10a1
(4) prikazuje konstrukciju inverzijama ψi i ψk1

svih xest tra�enih
krugova.
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Na slici 10a1
(5) prikazani su svi tra�eni krugovi i pomo�ni koncentriqni

krugovi, na slici 10a1(6) prikazani su samo tra�eni krugovi.
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•� sluqaj 10 (A2):

Dati se krugovi k2 i k3 dodiruju spo	a, dati krug k1 dodiruje jedan od ova dva
kruga tako�e spo	a.

Ne uma�uju�i opxtost uzmimo da krug k1 spo	a dodiruje dati krug k2.( nada	e
�emo, radi nadoveziva�a sluqajeva, a inaqe je potpuno svejedno, pratiti polo�aj
kruga k1 u odnosu na krug k2).

Postoje qetiri kruga koja zadovo	avaju uslov postav	enog problema, dodiruju
sva tri data kruga. Jedan od �ih sadr�i taqku dodira datih krugova k2 i k3, drugi
tra�eni krug sadr�i taqku dodira datih krugova k1 i k2, preostala dva tra�ena
kruga ne sadr�e ni jednu od pomenutih dodirnih taqaka.

Odredimo najpre tra�eni krug, u oznaci x1, koji sadr�i taqku dodira datih
krugova k2 i k3. Obzirom da je ovo stalni polo�aj krugova k2 i k3 sluqaja 10(A),
krug x1 mo�emo odrediti inverzijom ψi u odnosu na krug i iste ravni, proizvo	nog
polupreqnika, sa centom u taqki dodira krugova k2 i k3. Ovu smo inverziju deta	no
objasnili u podsluqaju 10(A1) ovog sluqaja, te �e i ovde dobijeni zak	uqci biti
isti. No ipak postoji razlika u odnosu na prethodni sluqaj, a odnosi se na broj
tra�enih rexe�a( u prethodnom sluqaju postojala su dva kruga koja dodiruju sva
tri data kruga i sadr�e taqku dodira krugova k2 i k3. U ovom sluqaju takav je samo
jedan krug). Ukratko �emo ponoviti dobijene zak	uqke i objasniti neke nove.

Dati krugovi k2 i k3 sadr�e centar posmatrane inverzije, pa su u inverziji ψi

�ihove slike k′2 = ψi(k2) i k′3 = ψi(k3) prave. Kako se krugovi k2 i k3 dodiruju u
centru inverzije, a inverzija quva jednakost uglova: ](k2, k3) = ](ψi(k2), ψi(k3)) =
](k′2, k

′
3), sledi da su prave k′2 i k′3 me�usobno paralelne Dati krug k1 ne sadr�i

centar posmatrane inverzije, pa je u inverziji ψi �egova slika k′1 = ψi(k1) krug.
Primetimo slede�e: po pretpostavci ovog sluqaja krugovi k1 i k2 se dodiruju, tj



138

imaju taqno jednu zajedniqku taqku, pa i �ihove slike u inverziji ψi, prava k′2
i krug k′1, imaju taqno jednu zajedniqku taqku, i kako va�i jednakost uglova pri
preslikava�u inverzijom: ](k1, k2) = ](ψi(k1), ψi(k2)) = ](k′1, k

′
2), to je prava k′2

tangenta kruga k′1. Ovaj �e nam zak	uqak biti vrlo koristan nexto kasnije.
Tra�eni krug x1 sadr�i centar inverzije, pa je u inverziji ψi �egova slika

x′1 = ψi(x1) prava. Po naxoj pretpostavci, oba data kruga k2 i k3 i tra�eni krug
x1 sadr�e dodirnu taqku krugova k2 i k3, a krug x1, po uslovu zadatka, dodiruje
oba kruga k2 i k3, pa krug x1 mora dodirivati date krugove u �ihovoj dodirnoj
taqki( centru inverzije ψi). Obzirom da preslikava�e inverzijom u odnosu na
krug quva jednakost uglova: ](x1, k2) = ](ψi(x1), ψi(k2)) = ](x′1, k

′
2) i ](x1, k3) =

](ψi(x1), ψi(k3)) = ](x′1, k
′
3), sledi da su prave k′2, k

′
3 i x′1 me�usobno paralelne.

Krug x1, po uslovu zadatka, dodiruje dati krug k1, pa i �ihove slike u inverziji,
prava x′1 i krug k

′
1, imaju taqno jednu zajedniqku taqku i kako va�i jednakost uglova:

](x1, k1) = ](ψi(x1), ψi(k1)) = ](x′1, k
′
1), sledi da je prava x′1 tangenta kruga k

′
1. Da-

kle, prava x′1 tangenta je kruga k′1 paralelna me�usobno paralelnim pravama k′2 i
k′3. Prisetimo se ranije izvedenog zak	uqka: prava k

′
2 tangenta je kruga k

′
1, xto je i

razlog zbog koga postoji jox samo jedna tangenta x′1( koja je odgovaraju�a slika u in-
verziji ψi tra�enog kruga x1) na krug k

′
1 paralelna �egovoj tangenti k

′
2, a samim tim

i taqno jedan krug koji ispu�ava uslov postav	enog problema i naxe pretpostavke.
Zadatak se svodi na konstrukciju druge tangente na krug k′1, dobijen odre�iva�em
slike datog kruga k1 u inverziji ψi, paralelne me�usobno paralelnim pravama k′2 i
k′3, dobijenim odre�iva�em slika u inverziji ψi redom datih krugova k2 i k3, gde je
prava k′2 tangenta kruga k

′
1.

Konaqno, zbog osobine involutivnosti preslikava�a inverzijom u odnosu na krug,
tra�eni krug x1 slika je u inverziji ψi dobijene prave x

′
1: x1 = ψ−1i (x′1) = ψi(x

′
1).

Odredimo sada tra�eni krug, u oznaci x2, koji sadr�i taqku dodira datih kru-
gova k1 i k2. Oznaqimo sa i1 krug iste ravni, proizvo	nog polupreqnika, sa centrom
u taqki dodira datih krugova k1 i k2. Posmatrajmo preslikava�e inverzijom ψi1 u
odnosu na ovaj krug. Napomenimo da �e preslikava�e inverzijom ψi1 doneti sliqne
zak	uqke kao i preslikava�e inverzijom ψi, obzirom da je polo�aj datih krugova
u odnosu na krug i inverzije ψi sliqan polo�aju datih krugova u odnosu na krug i1
inverzije ψi1 , pa �emo izlaga�e skratiti koliko je to mogu�e.

Oba data kruga k1 i k2 sadr�e centar inverzije ψi1 , pa su u posmatranoj inverziji
�ihove slike k′1 = ψi1(k1) i k′2 = ψi1(k2) prave. Kako se krugovi k1 i k2 dodiruju
u centru inverzije ψi1 , a preslikava�e inverzijom u odnosu na krug quva jednakost
uglova: ](k1, k2) = ](ψi1(k1), ψi1(k2)) = ](k′1, k

′
2), to su prave k′1 i k

′
2 me�usobno para-

lelne( xto se mo�e videti prilikom konstrukcije odrediva�em slika datih krugova
k1 i k2 u inverziji ψi1). Dati krug k3 ne sadr�i centar inverzije ψi1 , te je u ovoj in-
verziji �egova slika k′3 = ψi1(k3) krug. Na osnovu pretpostavke ovog sluqaja krugovi
k2 i k3 se dodiruju, tj imaju taqno jednu zajedniqku taqku, pa i �ihove slike u inver-
ziji ψi1 , prava k

′
2 i krug k

′
3, imaju taqno jednu zajedniqku taqku, i kako va�i jedna-

kost uglova pri preslikava�u inverzijom: ](k2, k3) = ](ψi1(k2), ψi1(k3)) = ](k′2, k
′
3),

sledi da je prava k′2 tangenta kruga k
′
3( ovo je zak	uqak koji �emo upotrebiti kasnije

u ovom izlaga�u).
Tra�eni krug x2 sadr�i centar inverzije ψi1 , pa je u inverziji ψi1 �egova slika
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x′2 = ψi1(x2) prava. Oba data kruga k1 i k2 i tra�eni krug x2, po naxoj pretpostavci,
sadr�e taqku dodira krugova k1 i k2, a krug x2 ih, po uslovu zadatka, dodiruje oba,
xto mo�e biti ispu�eno samo ako krug x2 dodiruje date krugove k1 i k2 u �ihovoj
dodirnoj taqki( centru inverzije ψi1). Kako preslikava�e inverzijom u odnosu na
krug quva jednakost uglova: ](x2, k1) = ](ψi1(x2), ψi1(k1)) = ](x′2, k

′
1) i ](x2, k2) =

](ψi1(x2), ψi1(k2)) = ](x′2, k
′
2), to su prave k′1, k

′
2 i x

′
2 me�usobno paralelne. Po uslovu

postav	enog problema krug x2 dodiruje dati krug k3, pa i �ihove slike u inverziji
ψi1 , prava x

′
2 i krug k′3, imaju taqno jednu zajedniqku taqku i kako va�i jednakost

uglova: ](x2, k3) = ](ψi1(x2), ψi1(k3)) = ](x′2, k
′
3), sledi da je prava x′2 tangenta

kruga k′3. Da rezimiramo do sada dobijene zak	uqke: prava x
′
2 tangenta je kruga k

′
3

paralelna me�usobno paralelnim pravama k′1 i k
′
2. Kako smo ranije napomenuli prava

k′2 tangenta je kruga k
′
3 i ovo je razlog zbog koga postoji jox samo jedna tangenta x′2(

koja odgovara kao slika u inverziji ψi1 tra�enom krugu x2) na krug k′3 paralelna
�egovoj tangenti k′2, a samim tim i taqno jedan krug koji ispu�ava uslov postav	enog
problema i sve naxe pretpostavke. Zadatak se svodi na konstrukciju druge tangente
na krug k′3, dobijen odre�iva�em slike datog kruga k3 u inverziji ψi1 , paralelne
me�usobno paralelnim pravama k′1 i k

′
2, dobijenim odre�iva�em slika redom datih

krugova k1 i k2 u inverziji ψi1 , gde je prava k
′
2 tangenta kruga k

′
3.

Preslikava�e inverzijom u odnosu na krug je involutivno preslikava�e, pa je
tra�eni krug x2 slika je u inverziji ψi1 dobijene prave x

′
2: x2 = ψ−1i1

(x′2) = ψi1(x′2).

Slika 10a2(1) prikazuje konstrukciju inverzijama ψi i ψi1 krugova x1 i x2.

  k2

k3  

 k1            

i

  k2 ’(i) 
  k3 ’(i)

 k1 ’(i)   

x1 ’(i)  x1

 i1
k2 ’( i1)        

          k1 ’( i1)

k3 ’(i1) 

        x2 ’(i1)

 x2               

slika 10a2(1)

Oznaqimo sa x3 i x4 tra�ene krugove koji ne sadr�e ni jednu od pomenutih do-
dirnih taqaka datih krugova( taqku dodira datih krugova k1 i k2, odnosno taqku
dodira datih krugova k2 i k3). Jedan od �ih, npr x3 dodiruje sva tri data kruga
iznutra, drugi tra�eni krug x4 dodiruje sva tri data kruga spo	a. Ova dva kruga su
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krugovi qije smo odre�iva�e inverzijom ψk1
, u odnosu na dati krug k1( krug najma�eg

polupreqnika od tri data kruga) deta	no objasnili u opxtem sluqaju 1, te izlaga-
�e o odre�iva�u ovih krugova izostav	amo i prila�emo samo sliku konstrukcije
tra�enih krugova x3 i x4( slika 10a2(2)).
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 k1            
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slika 10a2(2)

Prila�emo sliku 10a2(3) koja prikazuje konstrukciju sva qetiri tra�ena kruga
inverzijama ψi, ψi1 i ψk1 .
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slika 10a2(3)
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Na slici 10a2
(4) prikazana su sva qetiri tra�ena kruga i pomo�ni koncentriqni

krugovi. Slika 10a2(5) prikazuje samo tra�ene krugove.
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 y3
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 x1
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  k2

k3  
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        x3
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slika 10a2(4) slika 10a2(5)

•� sluqaj 10 (A3):

Dati krugovi k2 i k3 dodiruju se spo	a, dati krug k1 seqe oba ova kruga, ili seqe
samo jedan od �ih, a sa drugim nema zajedniqkih taqaka i pripada �egovoj spo	ax-
�oj oblasti.

Razmotrimo sluqaj kada dati krug k1 seqe samo jedan od krugova k2 i k3( sluqaj
kada krug k1 seqe oba data kruga k2 i k3 razmatra se na gotovo identiqan naqin).
Ne uma�uju�i opxtost pretpostavimo da dati krug k1 seqe samo dati krug k2, a sa
krugom k3 nema zajedniqkih taqaka i nalazi se u �egovoj spo	ax�oj oblasti.

Postoje qetiri kruga koja ispu�avaju uslov postav	enog problema, dodiruju sva
tri data kruga. Dva od �ih sadr�e taqku dodira datih krugova k2 i k3, preostala
dva tra�ena kruga ne sadr�e dodirnu taqku datih krugova.

Tra�ene krugove koji sadr�e taqku dodira datih krugova k2 i k3 mo�emo odre-
diti dobro nam poznatom inverzijom ψi u odnosu na krug i iste ravni, proizvo	nog
polupreqnika, qiji je centar taqka dodira datih krugova k2 i k3. Obzirom da dati
krug k1 nema nikakav ”specijalan” polo�aj u odnosu na druga dva data kruga raz-
matra�e ovog sluqaja gotovo je identiqno razmatra�u u sluqaju 10(A1) i dobijeni
zak	uqci su sliqni, pa �emo samo ukratko ponoviti, bez deta	nog objax�e�a.

Naime, slike u inverziji ψi datih krugova k2 i k3 redom su prave k′2 i k′3 (
k′2 = ψi(k2) i k′3 = ψi(k3)), jer oba kruga k2 i k3 sadr�e centar inverzije ψi. Kako
se krugovi k2 i k3 dodiruju u centru inverzije, a preslikava�e inverzijom quva
jednakost uglova: ](k2, k3) = ](ψi(k2), ψi(k3)) = ](k′2, k

′
3), prave k′2 i k

′
3 me�usobno su
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paralelne. Dati krug k1 ne sadr�i centar posmatrane inverzije, pa je u inverziji
ψi �egova slika k

′
1 = ψi(k1) krug. Napomenimo da se, po naxoj pretpostavci, krugovi

k1 i k2 seku, te se seku i �ihove slike u inverziji ψi, krug k
′
1 i prava k

′
2, a krugovi

k1 i k3 nemaju zajedniqkih taqaka, pa ih nemaju ni �ihove slike u inverziji ψi, krug
k′1 i prava k

′
3.

Oznaqimo sa x1 i x2 tra�ene krugove koji ispu�avaju uslov postav	enog pro-
blema, dodiruju sva tri data kruga, i sadr�e taqku dodira datih krugova k2 i k3(
unapred znamo da ih je dva, obzirom na razmatra�e u pomenutom sluqaju 10(A1)).
Krugovi x1 i x2, po naxoj pretpostavci, sadr�e centar inverzije ψi, pa su u ovoj
inverziji �ihove slike x′1 = ψi(x1) i x′2 = ψi(x2) prave. Sva qetiri kruga k2,
k3, x1 i x2, na osnovu pretpostav	enog uslova, sadr�e centar inverzije ψi, a po
uslovu postav	enog problema tra�eni krugovi x1 i x2 dodiruju date krugove k2 i
k3, xto mo�e biti ispu�eno samo ako sva qetiri kruga pripadaju paraboliqkom
pramenu krugova qija je radikalna osa prava upravna na pravu odre�enu centrima
datih krugova k2 i k3. Uz ovaj zak	uqak i na osnovu jednakosti uglova pri pre-
slikava�u inverzijom u odnosu na krug( ](x1, k2) = ](ψi(x1), ψi(k2)) = ](x′1, k

′
2) i

](x1, k3) = ](ψi(x1), ψi(k3)) = ](x′1, k
′
3) i ](x2, k2) = ](ψi(x2), ψi(k2)) = ](x′2, k

′
2);

](x2, k3) = ](ψi(x2), ψi(k3)) = ](x′2, k
′
3)), sledi da su prave k′2, k

′
3, x

′
1 i x

′
2 me�usobno

paralelne. Po uslovu zadatka tra�eni krugovi x1 i x2 dodiruju dati krug k1, pa i
�ihove slike u inverziji ψi, prava x

′
1 i krug k

′
1, odnosno x

′
2 i krug k

′
1, imaju po jednu

jednu zajedniqku taqku, i poxto va�i jednakost uglova pri preslikava�u inverzi-
jom u odnosu na krug, to su prave x′1 i x′2 tangente kruga k′1, paralelne me�usobno
paralelnim pravama k′2 i k

′
3( zaista je dve takve tangente obzirom na ranije napome-

nut odnos pravih k′2 i k
′
3 i kruga k

′
1). Zadatak se svodi na konstukciju tangenti x

′
1 i

x′2 na krug k
′
1, dobijen odre�iva�em slike u inverziji ψi datog kruga k1, paralelnih

me�usobno paralelnim pravama k′2 i k
′
3, dobijenim odre�iva�em slika redom datih

krugova k2 i k3 u inverziji ψi.
Konaqno, na osnovu osobine involutivnosti preslikava�a inverzijom u odnosu

na krug, tra�eni krugovi x1 i x2 slike su u inverziji ψi dobijenih pravih x
′
1 i x

′
2:

x1 = ψ−1i (x′1) = ψi(x
′
1), x2 = ψ−1i (x′2) = ψi(x

′
2) ( slika 10a3

(1)).
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slika 10a3(1)
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Preostala dva tra�ena kruga oznaqimo sa x3 i x4, krugove koji ne sadr�e taqku
dodira datih krugova k2 i k3. Jedan od �ih, npr x3 dodiruje sva tri data kruga
iznutra, drugi tra�eni krug x4 dodiruje sva tri data kruga spo	a. Ova dva kruga
su krugovi qije smo odre�iva�e inverzijom ψk1 , u odnosu na dati krug k1( krug
najma�eg polupreqnika od tri data kruga) deta	no objasnili u opxtem sluqaju 1, te
izlaga�e o �ihovom odre�iva�u izostav	amo i prila�emo samo sliku konstrukcije
ova dva kruga( slika 10a3(2)).
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slika 10a3(2)

Slika 10a3(3) prikazuje konstrukciju inverzijama ψi i ψk1 sva qetiri tra�ena
kruga.
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Na slici 10a3
(4) prikazani su svi tra�eni krugovi i pomo�ni koncentriqni

krugovi, na slici 10a3(5) prikazani su samo tra�eni krugovi.
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slika 10a3(4) slika 10a3(5)

U sluqaju kada dati krug k1 seqe oba data kruga k2 i k3, pri qemu ne postoji taqka
koja pripada unutrax�oj oblasti svakog od data tri kruga k1, k2 i k3, napomenuli
smo da su i razmatra�a i zak	uqci gotovo identiqni te prila�emo samo sliku
konstrukcije svih tra�enih krugova( slika 10a3(6)) i sliku koja prikazuje tra�ene
i pomo�ne koncentriqne krugove( slika 10a3(7)).
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slika 10a3(7)

•� sluqaj 10 (A4):

Dati krugovi k2 i k3 dodiruju se spo	a, dati krug k1 dodiruje jedan od ova dva
kruga iznutra.

Ne uma�uju�i opxtost uzmimo da krug k1 iznutra dodiruje dati krug k2.

Postoje samo dva kruga koja zadovo	avaju uslov postav	enog problema, dodiruju
sva tri data kruga. Jedan od �ih sadr�i taqku dodira datih krugova k2 i k3, drugi
tra�eni krug sadr�i taqku dodira datih krugova k1 i k2.

Ovaj je sluqaj sliqan sluqaju 10(A2) te i samo razmatra�e, pa izostav	amo deta-
	an postupak. Ukratko podse�amo na postupak odre�iva�a tra�enih rexe�a:

Oznaqimo sa x1 tra�eni krug koji sadr�i taqku dodira datih krugova k2 i k3.
Ovaj krug odre�ujemo inverzijom ψi u odnosu na krug i iste ravni, proizvo	nog
polupreqnika, sa centrom u dodirnoj taqki krugova k2 i k3.

Dati krug k1 ne sadr�i centar inverzije ψi, te je u ovoj inverziji �egova slika
k′1 = ψi(k1) krug. Dati krugovi k2 i k3 sadr�e centar posmatrane inverzije, pa su
u inverziji ψi �ihove slike k

′
2 = ψi(k2) i k′3 = ψi(k3) prave. Obzirom da se krugovi

k2 i k3 dodiruju u centru inverzije, a inverzija quva jednakost uglova: ](k2, k3) =
](ψi(k2), ψi(k3)) = ](k′2, k

′
3), prave k′2 i k′3 me�usobno su paralelne. Napomenimo

da se, po pretpostavci ovog sluqaja, krugovi k1 i k2 dodiruju( iznutra), tj. imaju
taqno jednu zajedniqku taqku, pa i �ihove slike u inverziji ψi, prava k

′
2 i krug k

′
1,

imaju taqno jednu zajedniqku taqku i poxto va�i jednakost uglova pri preslikava�u
inverzijom: ](k1, k2) = ](ψi(k1), ψi(k2)) = ](k′1, k

′
2), to je prava k′2 tangenta kruga k

′
1.

Tra�eni krug x1 sadr�i centar inverzije ψi pa je u ovoj inverziji �egova slika



146

x′1 = ψi(x1) je prava. Po naxoj pretpostavci, oba data kruga k2 i k3 i tra�eni krug
x1 sadr�e dodirnu taqku krugova k2 i k3, a krug x1, po uslovu zadatka, dodiruje oba
kruga k2 i k3, xto mo�e biti ispu�eno samo ako krug x1 date krugove dodiruje u
�ihovoj dodirnoj taqki( centru inverzije ψi). Obzirom da preslikava�e inverzijom
u odnosu na krug quva jednakost uglova sledi da su prave k′2, k

′
3 i x′1 me�usobno

paralelne. Krug x1, po uslovu zadatka, dodiruje dati krug k1, pa i �ihove slike
u inverziji, prava x′1 i krug k′1, imaju taqno jednu zajedniqku taqku i kako va�i
jednakost uglova: ](x1, k1) = ](ψi(x1), ψi(k1)) = ](x′1, k

′
1), to je prava x′1 tangenta

kruga k′1. Dakle, prava x′1 tangenta je kruga k′1 paralelna me�usobno paralelnim
pravama k′2 i k

′
3, gde je prava k

′
2 tako�e tangenta kruga k

′
1( zak	uqak koji smo izveli

ranije, a koji ukazuje da postoji jox samo jedna tangenta x′1( odgovaraju�a slika u
inverziji ψi tra�enog kruga x1) na krug k

′
1 paralelna �egovoj tangenti k

′
2, samim tim

i taqno jedan krug koji ispu�ava uslov postav	enog problema i naxe pretpostavke).
Zadatak se svodi na konstrukciju druge tangente na krug k′1, dobijen odre�iva�em
slike datog kruga k1 u inverziji ψi, paralelne me�usobno paralelnim pravama k′2 i
k′3, dobijenim odre�iva�em slika u inverziji ψi redom datih krugova k2 i k3, gde je
prava k′2 tangenta kruga k

′
1.

Obzirom na osobinu involutivnosti preslikava�a inverzijom u odnosu na krug
tra�eni krug x1 je slika u inverziji ψi dobijene prave x

′
1: x1 = ψ−1i (x′1) = ψi(x

′
1).

Nazovimo x2 tra�eni krug koji sadr�i taqku dodira datih krugova k1 i k2. Ovaj
krug odre�ujemo inverzijom ψi1 u odnosu na krug i1 iste ravni, proizvo	nog polu-
preqnika, qiji je centar taqka dodira datih krugova k1 i k2, na potpuno identiqan
naqin kao u sluqaju 10(A2) i identiqno dobija�u kruga x1 ovog sluqaja te postupak
odre�iva�a izostav	amo. Ukazujemo na dobijene zak	uqke:

Slika u inverziji ψi1 tra�enog kruga x2 je prava x
′
2, tangenta na krug k

′
3 ( slika

u inverziji ψi1 datog kruga k3), paralelna me�usobno paralelnim pravama k′1 i k
′
2(

redom slike u inverziji ψi1 datih krugova k1 i k2), pri qemu je prava k′2 tako�e
tangenta kruga k′3.

Tra�eni krug x2, na osnovu osobine involutivnosti preslikava�a inverzijom u
odnosu na krug, slika je u inverziji ψi1 dobijene prave x

′
2: x2 = ψ−1i1

(x′2) = ψi1(x′2).

Slika 10a4
(1) prikazuje konstrukciju inverzijama ψi i ψi1 oba tra�ena kruga.
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k3       k2

 k1          

 i1

k2 ’ (i1)              

 k1 ’ (i1)             

k3’(i1)

 x2 ’ (i1)             

 x2

 i

  k3 ’ ( i)  k2 ’ (i)

k1 ’ (i)   

  x1 ’ (i)

   x1

slika 10a4(1)

•� sluqaj 10 (A5):

Dati se krugovi k2 i k3 dodiruju spo	a, dati krug k1 pripada unutrax�oj obla-
sti jednog od ova dva kruga.

Ne uma�uju�i opxtost, pretpostavimo da se dati krug k1 nalazi se u unutrax�oj
oblasti datog kruga k2.

Postoje samo dva kruga koji ispu�avaju uslov postav	enog problema, dodiruju
sva tri data kruga. Oba tra�ena kruga sadr�e taqku dodira datih krugova k2 i k3.

Tra�ene krugove odre�ujemo dobro nam poznatom inverzijom ψi u odnosu na krug
i iste ravni, proizvo	nog polupreqnika qiji je centar dodirna taqka datih krugova
k2 i k3. Inverziju ψi koristili smo u svakom podsluqaju sluqaja 10(A) te razma-
tra�e izostav	amo, prila�emo sliku 10a5(1) koja prikazuje konstrukciju tra�enih
krugova.

k3          k2

  k1

 i

  k3 ’   k2 ’

  k1 ’

 x1 ’   x2  ’ 

            x1

    x2

slika 10a5(1)
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≺•� sluqaj 10 ( B ):

Data se dva kruga dodiruju iznutra, tre�i dati krug me�a polo�aj u zajedniqkoj
ravni u odnosu na �ih dva.

Ne uma�uju�i opxtost, pretpostavimo da se dati krugovi k2 i k3 dodiruju iz-
nutra i ovakav �ihov polo�aj smatrajmo invarijantnim polo�ajem sluqaja 10(B).
Datom krugu k1( krug najma�eg polupreqnika od data tri kruga, kako smo ranije
pretpostavili) me�a�emo polo�aj u ravni koja sadr�i ova tri kruga i krugove koji
su rexe�a ovog Apolonijevog problema.

•� sluqaj 10 (B1):

Dati krugovi k2 i k3 dodiruju se iznutra, dati krug k1 sa �ima nema zajedniqkih
taqaka i nalazi se u spo	ax�oj oblasti oba od �ih.

Postoje samo dva kruga koja zadovo	avaju uslov postav	enog problema, dodiruju
sva tri data kruga postav	ena u ovakav polo�aj u ravni. Oba tra�ena kruga sadr�e
taqku dodira datih krugova k2 i k3.

Oznaqimo sa i krug iste ravnu, proizvo	nog polupreqnika, qiji je centar taqka
dodira datih krugova k2 i k3. Posmatrajmo preslikava�e inverzijom ψi u odnosu
na krug i. Naglasimo da, obzirom da je ovo stalni polo�aj datih krugova k2 i k3
sluqaja 10(B), inverziju ψi �emo, uz jox neke inverzije, odnosno inverzije u odnosu
na neke druge krugove, koristiti u svakom narednom podsluqaju sluqaja 10(B) .

Oba data kruga k2 i k3 sadr�e centar kruga i( centar inverzije ψi) pa su u po-
smatranoj inverziji �ihove slike k′2 = ψi(k2) i k′3 = ψi(k3) prave. Kako se krugovi
k2 i k3 dodiruju u centru inverzije, obzirom da inverzija quva jednakost uglova:
](k2, k3) = ](ψi(k2), ψi(k3)) = ](k′2, k

′
3), prave k′2 i k

′
3 me�usobno su paralelne( xto

se mo�e videti i prilikom konstrukcije odrediva�em slika krugova k2 i k3 u in-
verziji ψi). Dati krug k1 ne sadr�i centar posmatrane inverzije pa je u inverziji
ψi �egova slika k

′
1 = ψi(k1) krug.

Oznaqimo sa x tra�eni krug koji sadr�i taqku dodira datih krugova k2 i k3(
postavimo se kao da ne znamo broj krugova koji su rexe�e problema, a nexto kasnije
preimenova�emo x u x1 i x2). Tra�eni krug x, kako smo ranije zak	uqili, sadr�i
dodirnu taqku datih krugova k2 i k3, centar inverzije ψi, te je u inverziji ψi �egova
slika x′ = ψi(x) prava. Po naxoj pretpostavci oba data kruga k2 i k3 i tra�eni krug
x sadr�e taqku dodira krugova k2 i k3, a krug x, po uslovu zadatka, dodiruje oba
data kruga k2 i k3, xto mo�e biti ispu�eno samo ako krug x date krugove dodiruje
u �ihovoj dodirnoj taqki( koja je centar inverzije ψi). Preslikava�e inverzijom
u odnosu na krug quva jednakost uglova: ](x, k2) = ](ψi(x), ψi(k2)) = ](x′, k′2) i
](x, k3) = ](ψi(x), ψi(k3)) = ](x′, k′3), odakle sledi da su prave k′2, k

′
3 i x

′ me�usobno
paralelne. Krug x, po uslovu zadatka, dodiruje dati krug k1, odnosno sa �im ima
taqno jednu zajedniqku taqku, pa i �ihove slike u inverziji, prava x′ i krug k′1,
imaju taqno jednu zajedniqku taqku i kako va�i jednakost uglova pri preslikava�u
inverzijom: ](x, k1) = ](ψi(x), ψi(k1)) = ](x′, k′1), sledi da je prava x′ tangenta
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kruga k′1. Da sumiramo dosadax�e zak	uqke: prava x
′ tangenta je kruga k′1 paralelna

me�usobno paralelnim pravama k′2 i k
′
3 i zadatak se svodi na konstrukciju tangente

na krug k′1, dobijen odre�iva�em slike datog kruga k1 u inverziji ψi, paralelne
me�usobno paralelnim pravama k′2 i k

′
3, dobijenim odre�iva�em slika u inverziji ψi

redom datih krugova k2 i k3. Na osnovu naxe pretpostavke, dati krug k1 sa datim
krugovima k2 i k3 nema zajedniqkih taqaka( nalazi se u spo	ax�oj oblasti oba od
�ih), xto znaqi da ih nemaju ni �ihove slike u inverziji, krug k′1 i prava k′2,
odnosno krug k′1 i prava k′3, te postoje dve tangente, oznaqimo ih sa x

′
1 i x

′
2, na krug

k′1 paralelne me�usobno paralelnim pravama k′2 i k′3. Ove dve tangente odgovaraju
slikama u inverziji ψi tra�enih krugova x1 i x2.

Inverzija u odnosu na krug je involutivno preslikava�e pa su tra�eni krugovi
x1 i x2 slike u inverziji ψi dobijenih pravih x′1 i x′2: x1 = ψ−1i (x′1) = ψi(x

′
1),

x2 = ψ−1i (x′2) = ψi(x
′
2) ( slika 10b1(1)).

  k3  k2

i    

k1  
k3 ’  

  k2 ’

 k1’

  x1 ’
 x2 ’  

x1   

  x2

slika 10b1(1)

•� sluqaj 10 (B2):

Dati krugovi k2 i k3 dodiruju se iznutra, dati krug k1 seqe samo dati krug k2
ili seqe oba data kruga k2 i k3.

Iako na prvi pogled deluje svejedno, ipak postoji razlika kada dati krug k1 seqe
samo krug k2 i kada seqe oba kruga k2 i k3 i ta se razlika ogleda u broju rexe�a,
odnosno u broju krugova koji ispu�avaju uslov postav	enog problema, dodiruju sva
tri data kruga k1, k2 i k3.

↪→ Razmotrimo najpre sluqaj kada se dati krugovi k2 i k3 dodiruju iznutra, dati
krug k1 seqe samo dati krug k2:
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Postoje qetiri kruga koja ispu�avaju uslov postav	enog problema, dodiruju sva
tri data kruga. Dva od �ih sadr�e taqku dodira datih krugova k2 i k3, preostala
dva tra�ena kruga ne sadr�e dodirnu taqku ovih krugova.

Tra�ene krugove koji sadr�e taqku dodira datih krugova k2 i k3 mo�emo odre-
diti inverzijom ψi u odnosu na krug i iste ravni, proizvo	nog polupreqnika, qiji je
centar taqka dodira datih krugova k2 i k3( inverzijom koju smo deta	no razmotrili
u prethodnom sluqaju). Obzirom da dati krug k1 nema nikakav poseban polo�aj u
odnosu na druga dva data kruga razmatra�e ovog dela sluqaja gotovo je identiqno
razmatra�u u sluqaju 10(B1). Ukratko ponav	amo, bez deta	nog objax�e�a, ve�
izvedene zak	uqke:

Naime, slike u inverziji ψi datih krugova k2 i k3 redom su prave k′2 i k′3 (
k′2 = ψi(k2) i k′3 = ψi(k3)), jer oba kruga k2 i k3 sadr�e centar inverzije ψi. Krugovi
k2 i k3 dodiruju se u centru inverzije, a kako preslikava�e inverzijom u odnosu
na krug quva jednakost uglova: ](k2, k3) = ](ψi(k2), ψi(k3)) = ](k′2, k

′
3), prave k′2 i

k′3 me�usobno su paralelne. Dati krug k1 ne sadr�i centar posmatrane inverzije,
pa je u inverziji ψi �egova slika k′1 = ψi(k1) krug. Napomenimo da se, po naxoj
pretpostavci, krugovi k1 i k2 seku, te se seku i �ihove slike u inverziji ψi, krug
k′1 i prava k′2, a krugovi k1 i k3 nemaju zajedniqkih taqaka, pa ih nemaju ni �ihove
slike u inverziji ψi, krug k

′
1 i prava k

′
3.

Tra�eni krug, oznaqimo ga sa x, kako smo pretpostavili, sadr�i dodirnu taqku
datih krugova k2 i k3( centar inverzije ψi), pa je u inverziji ψi �egova slika
x′ = ψi(x) prava. Sva tri kruga k2, k3 i x, na osnovu pretpostav	enog uslova, sadr�e
centar inverzije ψi, a po uslovu postav	enog problema tra�eni krug x dodiruju date
krugove k2 i k3, xto mo�e biti ispu�eno samo ako sva tri kruga pripadaju para-
boliqkom pramenu krugova qija je radikalna osa prava upravna na pravu odre�enu
centrima datih krugova k2 i k3. Uz ovaj zak	uqak i na osnovu jednakosti uglova pri
preslikava�u inverzijom u odnosu na krug( ](x, k2) = ](ψi(x), ψi(k2)) = ](x′, k′2);
](x, k3) = ](ψi(x), ψi(k3)) = ](x′, k′3)), sledi da su prave k′2, k

′
3 i x′ me�usobno

paralelne. Po uslovu zadatka tra�eni krug x dodiruju dati krug k1, pa i �i-
hove slike u inverziji ψi, prava x

′ i krug k′1, imaju taqno jednu zajedniqku taqku,
i poxto va�i jednakost uglova pri preslikava�u inverzijom u odnosu na krug(
](x, k1) = ](ψi(x), ψi(k1)) = ](x′, k′1)), sledi da je prava x′ tangenta kruga k′1. Dakle,
u inverziji ψi slika x

′ tra�enog kruga x je prava, tangenta kruga k′1, paralelna me-
�usobno paralelnim pravama k′2 i k

′
3, gde je krug k

′
1 dobijen odre�iva�em slike datog

kruga k1 u inverziji ψi, prave k
′
2 i k′3 dobijene su odre�iva�em slika u inverziji

ψi redom datih krugova k2 i k3. Kako smo ranije napomenuli prava k′2 seqe krug k
′
1,

prava k′3 sa krugom k′1 nema zajedniqkih taqaka, pa postoje dve tangente, oznaqimo
ih sa x′1 i x′2, na krug k′1 paralelne me�usobno paralelnim pravama k′2 i k′3, koje
odgovaraju kao slike u inverziji ψi tra�enim krugovima x1 i x2.

Konaqno, na osnovu osobine involutivnosti preslikava�a inverzijom u odnosu
na krug, tra�eni krugovi x1 i x2 slike su u inverziji ψi dobijenih pravih x

′
1 i x

′
2:

x1 = ψ−1i (x′1) = ψi(x
′
1), x2 = ψ−1i (x′2) = ψi(x

′
2).
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Slike 10b2(1) i 10b2(11) obe prikazuju konstrukciju inverzijom ψi tra�enih kru-
gova x1 i x2, a razlikuju se po polo�aju tra�enih krugova u odnosu na dati krug k1,
u zavisnosti od �egovog polo�aja u ravni.

         k3

  k2

i

  k1

 k3 ’  k2 ’

 k1 ’

   x1 ’  x2 ’ 

  x1   x2

   k3  k2
 i

k1

k3 ’    k2 ’

 k1 ’

 x1 ’   x2 ’
  x1

   x2

slika 10b2(1) slika 10b2(11)

Preostala dva tra�ena kruga oznaqimo sa x3 i x4, krugove koji ne sadr�e taqku
dodira datih krugova k2 i k3. Oba tra�ena kruga dodiruju spo	a date krugove k1 i
k3 a dati krug k2 dodiruju iznutra. Ova dva kruga su krugovi qije smo odre�iva�e
inverzijom ψk1

, u odnosu na dati krug k1( krug najma�eg polupreqnika od tri data
kruga) deta	no objasnili u opxtem sluqaju 3, te izlaga�e o �ihovom odre�iva�u
izostav	amo i prila�emo samo sliku konstrukcije ova dva kruga( slika 10b2(2)).

         k3

  k2

  k1

           k22

   k33

 k22 ’  

 k33 ’

   y3 ’

 y4 ’ 

 y3        

  y4

 x3

  x4

slika 10b2(2)
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Slika 10b2(3) prikazuje konstrukciju inverzijama ψi i ψk1
sva qetiri tra�ena

kruga.

         k3

  k2

i

  k1

 k3 ’  k2 ’

 k1 ’

   x1 ’
  x2 ’ 

   x1
   x2

           k22

   k33   

 k22 ’  

 k33 ’

   y3 ’

 y4 ’ 

 y3      

  y4

 x3

  x4

slika 10b2(3)

Slika 10b2(4) prikazuje sve tra�ene krugove i pomo�ne koncentriqne krugove; na
slici 10b2(5) prikazani su samo tra�eni krugovi.

         k3

  k2

  k1

  x1

  x2

           k22

   k33

 y3         

  y4

 x3

  x4

         k3

  k2

  k1

  x1   x2

 x3

  x4

slika 10b2(4) slika 10b2(5)
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↪→ Razmotrimo sada sluqaj kada se dati krugovi k2 i k3 dodiruju iznutra, dati
krug k1 seqe oba data kruga k2 i k3:

Postoji xest krugova koji zadovo	avaju uslov postav	enog problema, dodiruju
sva tri data kruga zadana ovim polo�ajem u ravni. Dva tra�ena kruga sadr�e taqku
dodira datih krugova k2 i k3, preostala qetiri tra�ena kruga ne sadr�e taqku do-
dira datih krugova.

Oznaqimo sa x1 i x2 tra�ene krugove koji sadr�e dodirnu taqku datih krugova
k2 i k3. Ove krugove mo�emo odrediti dobro nam poznatom inverzijom ψi u odnosu
na krug i iste ravni, proizvo	nog polupreqnika, sa centrom u taqki dodira datih
krugova k2 i k3 i u �ihovom odre�iva�u ne postoji nikakva razlika u odnosu na
prethodni sluqaj kada dati krug k1 seqe samo dati krug k2( slika 10bb2(1)).

Tra�ene krugove koji ne sadr�e taqku dodira datih krugova k2 i k3 oznaqimo sa
x3, x4, x5 i x6. Krugovi x3 i x4 dodiruju date krugove k1 i k3 spo	a, dati krug k2
dodiruju iznutra. Ovo su krugovi qije smo odre�iva�e deta	no objasnili u opxtem
sluqaju 3( u �ihovom odre�iva�u tako�e ne postoji razlika u odnosu na prethodni
sluqaj kada dati krug k1 seqe samo dati krug k2) ( slika 10bb2(2)).

          k3

         k2

 i

  k1

 k3 ’ 

  k2 ’

   k1 ’

  x1 ’

 x2 ’ 

     x1 

x2 

      k3

       k2

  k1

    k22

 k33

k22 ’   

 k33 ’                  

 y4 ’ 

    y3 ’

        y4

y3         

x4 

  x3

slika 10bb2(1) slika 10bb2(2)

Slika 10bb2(3) prikazuje konstrukciju inverzijama ψi i ψk1 qetiri tra�ena kruga
x1, x2, x3 i x4.
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          k3

       k2

 i

  k1

 k3 ’ 

  k2 ’

   k1 ’

  x1 ’

 x2 ’ 

     x1 

x2 

   k22

    k33

k22’    

 k33’               

 y3 ’ 

  y4 ’

y3      y4
x3 

x4   

slika 10bb2(3)

Pre no xto se upustimo u odre�iva�e posled�a dva tra�ena kruga( oznaqili smo
ih sa x5 i x6) razmotrimo polo�aj datih krugova k1, k2 i k3 sa jox jednog aspekta. Na-
ime, u ovako zadanom polo�aju u ravni datih krugova( k1(O1, r1), k2(O2, r2), k3(O3, r3);
r1 < r3 < r2) dati krugovi k1 i k3 dele unutrax�u oblast datog kruga k2 na pet dis-
junktnih oblasti( slika 10bb2(pom)).

 oblast  1

 oblast  2

 oblast  4

 oblast  5

               oblast  3

   k2

   k3

    k1

slika 10bb2(pom)
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Tra�eni krugovi x3 i x4, koji ne sadr�e taqku dodira datih krugova k2 i k3,
dodiruju spo	a krugove k1 i k3 i iznutra krug k2 pa oni pripadaju oblasti 1 i
oblasti 3. U oblasti 5 ne postoji krug koji ispu�ava uslov postav	enog problema,
oblasti 4 pripada tra�eni krug x2, koji sadr�i taqku dodira datih krugova k2 i
k3. Na kraju, nama najinteresantnija, je oblast 2. U ovoj oblasti postoje dva kruga
koja ispu�avaju uslov ovog Apolonijevog problema, dodiruju sva tri data kruga. Ova
smo dva kruga, na poqetku izlaga�a sluqaja 10(B2), oznaqili sa x5 i x6. Tra�eni
krugovi x5 i x6 dodiruju date krugove k1 i k2 iznutra i dati krug k3 spo	a. Postupak
za odre�iva�e tra�enih krugova sa sliqnim osobinama( dodiruju date krugove k1 i
k2 spo	a i dati krug k3 iznutra) deta	no smo izlo�ili i obrazlo�ili u opxtem
sluqaju 4( inverzijom ψk1

, u odnosu na dati krug k1( krug najma�eg polupreqnika
od tri data kruga)). Krugove x5 i x6 od krugova odre�ivanih u sluqaju 4 razlikuje
to xto pripadaju unutrax�oj oblasti kruga k1 i �ihovo odre�iva�e inverzijom ψk1

dolazi u obzir kao jedan od mogu�ih naqina ali otvara niz pita�a i sluqajeva( da
li su pomo�ni, koncentriqni tra�enim, krugovi y ve�eg ili ma�eg polupreqnika od
tra�enih krugova x( xto zavisi od toga gde se nalazi centar O1 datog kruga k1)...).

Postoji jednostavniji naqin, koji nema nikakvih nedoumica, za odre�iva�e kru-
gova x5 i x6, inverzijom sa kojom se do sada nismo sretali.

Pre no xto uvedemo preslikava�e inverzijom primetimo slede�e:
Neka su kk1 i kk2 krugovi iste ravni( kojoj pripadaju dati krugovi k1, k2 i k3)

koncentriqni redom datim krugovima k1(O1, r1), k2(O2, r2), pri qemu je kk1(O1, r11 =
r1 + r3) i kk2(O2, r22 = r2 + r3) ( r3 polupreqnik datog kruga k3).

Ako tra�eni krug x dodiruje dati krug k3 spo	a a date krugove k1 i k2 oba iz-
nutra, tada krug y(O, ry = rx + r3), koncentriqan krugu x, sadr�i centar O3 datog
kruga k3 i dodiruje krugove kk1 i kk2 oba iznutra.

Konstruiximo najpre krugove kk1 i kk2, koncentriqne datim krugovima k1 i
k2, polupreqnika redom r11 = r1 + r3 i r22 = r2 + r3, tj. kk1(O1, r11 = r1 + r3) i
kk2(O2, r22 = r2 + r3), ( r3 polupreqnik datog kruga k3). Oznaqimo sa ψk3

preslika-
va�e inverzijom u odnosu na dati krug k3(O3, r3).

Krugovi kk1 i kk2 po pretpostavci ne sadr�e centar O3 datog kruga k3( centar
posmatrane inverzije ψk3

) pa su u ovoj inverziji �ihove slike kk′1 = ψk3
(kk1) i

kk′2 = ψk3
(kk2) tako�e krugovi.

Pomo�ni, koncentriqan tra�enom krugu, krug y na osnovu naxeg zak	uqka sa-
dr�i centar datog kruga k3, taqku O3, a ta je taqka centar inverzije ψk3 , te je
u inverziji ψk3 �egova slika y′ = ψk3(y) prava. Kako, po naxoj pretpostavci,
krug y dodiruje krug kk1, odnosno sa �im ima taqno jednu zajedniqku taqku, to
i �ihove slike u inverziji, prava y′ i krug kk′1, imaju taqno jednu zajedniqku
taqku, i poxto va�i jednakost uglova pri preslikava�u inverzijom: ](kk1, y) =
](ψk3

(kk1), ψk3
(y)) = ](kk′1, y

′), sledi da je prava y′ tangenta kruga kk′1. Sliqno,
krug y dodiruje i krug kk2, tj. sa �im ima taqno jednu zajedniqku taqku, pa i �i-
hove slike u inverziji, prava y′ i krug kk′2, imaju taqno jednu zajedniqku taqku,
i kako va�i jednakosti uglova pri preslikava�u inverzijom u odnosu na krug:
](kk2, y) = ](ψk3

(kk2), ψk3
(y)) = ](kk′2, y

′), sledi da je prava y′ tangenta i kruga
kk′2. Da rezimiramo do sada zak	uqeno: prava y′, slika u inverziji ψk3

tra�enog
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pomo�nog kruga y, tangenta je i kruga kk′1 i kruga kk′2( redom slika u inverziji
ψk3

pomo�nih krugova kk1 i kk2, koncentriqnih datim krugovima k1 i k2), odnosno
�ihova je zajedniqka tangenta. Zadatak svodi na konstrukciju zajedniqke tangente
krugova kk′1 i kk

′
2, dobijenih odre�iva�em redom slika krugova kk1 i kk2 u inverziji

ψk3
. Krugovi kk1 i kk2 se seku pa se seku i �ihove slike u inverziji, krugovi kk

′
1 i

kk′2, te za �ih postoje samo dve zajedniqke i to spo	ax�e tangente. Da bi smo ostali
u skladu sa oznakama i ranijom diskusijom o ovim krugovima tangente oznaqimo sa
y′5 i y

′
6( sliqan zak	uqak o zajedniqkim tangentama mo�emo izvesti i na osnovu ana-

lize (∗), obzirom da krug y oba kruga kk1 i kk2 dodiruje iznutra, odnosno pripada
unutrax�oj oblasti i kruga kk1 i kruga kk2).

Inverzija u odnosu na krug je involutivno preslikava�e, te su pomo�ni( koncen-
triqni tra�enim krugovima) krugovi y5 i y6 slike u inverziji ψk3

dobijenih pravih
y′5 i y

′
6: y5 = ψ−1k3

(y′5) = ψk3
(y′5), y6 = ψ−1k3

(y′6) = ψk3
(y′6).

Na kraju, tra�eni krugovi x5 i x6, koncentriqni su dobijenim krugovima y5 i
y6 pri qemu je x5(Oy5

, rx5
= ry5

− r3) i x6(Oy6
, rx6

= ry6
− r3).

Na slici 10bb2(4) prikazana je konstrukcija inverzijom ψk3
pomo�nih, koncen-

triqnih tra�enim, krugova y5 i y6 i tra�enih krugova x5 i x6.

     k3

k2          

k1

    kk2

 kk2 ’ 

 kk1           

 kk1 ’ 

 y5 ’    

          y6 ’

 y5   y6

x5 x6     

slika 10bb2(4)



157

Prila�emo sliku 10bb2(5) koja prikazuje konstrukciju inverzijama ψi, ψk1
i ψk3

svih xest tra�enih krugova.

          k3

       k2

 i

k1        

 k3 ’ 

  k2 ’

   k1 ’

  x1 ’

 x2 ’ 

  x1 

x2 

   k22

    k33

k22 ’    

 k33 ’                    

 y3 ’ 

 y4 ’ 

y3   

   y4

x3 

x4   

  kk2   kk2 ’    

  kk1

 kk1 ’  

   y5 ’

       y6 ’

 y5
        y6

x5     x6      

slika 10bb2(5)
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Na slici 10bb2(6) prikazani su svi tra�eni krugovi i pomo�ni koncentriqni
krugovi, na slici 10bb2(7) prikazani su samo tra�eni krugovi.

          k3

       k2

k1   

x1         

x2 

   k22

    k33

y3  

   y4

x3 

x4    

  kk2

  kk1

  y5

    y6

x5  x6      

slika 10bb2(6)

          k3

       k2

k1   

x1         

x2 

x3 

x4    

x5  x6      

slika 10bb2(7)
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•� sluqaj 10 (B3):

Dati krugovi k2 i k3 dodiruju se iznutra, dati krug k1 dodiruje iznutra krug k2,
a sa krugom k3 nema zajedniqkih taqaka i pripada �egovoj spo	ax�oj oblasti.

Postoje qetiri kruga koja zadovo	avaju uslov postav	enog problema, dodiruju
sva tri data kruga. Jedan tra�eni krug sadr�i taqku dodira datih krugova k2 i
k3, drugi tra�eni krug sadr�i taqku dodira datih krugova k1 i k2, preostala dva
tra�ena kruga ne sadr�e ni jednu od pomenutih dodirnih taqaka.

Oznaqimo sa x1 tra�eni krug koji sadr�i taqku dodira datih krugova k2 i k3
i odredimo prvo �ega. Obzirom da je ovakav polo�aj stalni polo�aj krugova k2 i
k3 sluqaja 10(B), krug x1 mo�emo odrediti inverzijom ψi u odnosu na krug i iste
ravni, proizvo	nog polupreqnika, sa centom u taqki dodira krugova k2 i k3, kao i
u svakom podsluqaju ovog sluqaja( ovu smo inverziju deta	no objasnili u podsluqaju
10(B1) ovog sluqaja). U ovom podsluqaju ve�ina zak	uqaka bi�e ista, no ipak postoji
razlika u odnosu na pomenuti podsluqaj, a ta se razlika ogleda u broju tra�enih
rexe�a( u sluqaju 10(B1) postojala su dva kruga koja dodiruju sva tri data kruga
i sadr�e taqku dodira krugova k2 i k3. U ovom sluqaju takav je samo jedan krug).
Ukratko �emo ponoviti ve� utvr�ene zak	uqke i objasniti neke nove, a preslikava�e
inverzijom ψi u da	em tekstu oznaqava�emo sa ψi1 .

Dati krugovi k2 i k3 sadr�e centar posmatrane inverzije, pa su u inverziji ψi1

�ihove slike k′2 = ψi1(k2) i k′3 = ψi1(k3) prave. Krugovi k2 i k3 dodiruju se u centru
inverzije i poxto inverzija quva jednakost uglova: ](k2, k3) = ](ψi1(k2), ψi1(k3)) =
](k′2, k

′
3), sledi da su prave k′2 i k′3 me�usobno paralelne. Dati krug k1 ne sadr�i

centar inverzije ψi1 , pa je u ovoj inverziji �egova slika k′1 = ψi1(k1) krug. Imajmo
na umu da se, po pretpostavci ovog sluqaja, krugovi k1 i k2 dodiruju, odnosno imaju
taqno jednu zajedniqku taqku te i �ihove slike u inverziji ψi1 , prava k

′
2 i krug

k′1, imaju taqno jednu zajedniqku taqku i kako va�i jednakost uglova pri presli-
kava�u inverzijom: ](k1, k2) = ](ψi1(k1), ψi1(k2)) = ](k′1, k

′
2), sledi da je prava k′2

tangenta kruga k′1. Ovaj �e nam zak	uqak koristiti nexto kasnije za utvr�iva�e
broja tra�enih rexe�a.

Tra�eni krug x1 sadr�i centar inverzije ψi1 , pa je u ovoj inverziji �egova slika
x′1 = ψi1(x1) prava. Na osnovu naxe pretpostavke oba data kruga k2 i k3 i tra�eni
krug x1 sadr�e dodirnu taqku krugova k2 i k3, a krug x1, po uslovu zadatka, dodiruje
oba kruga k2 i k3, xto mo�e biti ispu�eno samo ako sva tri kruga k2,k3 i x1 pripadaju
paraboliqkom pramenu krugova qija je radikalna osa prava upravna na pravu odre-
�enu centrima datih krugova k2 i k3( u tom sluqaju sva tri ova kruga sadr�e dodirnu
taqku krugova k2 i k3( centar inverzije ψi1)). Obzirom da preslikava�e inverzijom
u odnosu na krug quva jednakost uglova: ](x1, k2) = ](ψi1(x1), ψi1(k2)) = ](x′1, k

′
2) i

](x1, k3) = ](ψi1(x1), ψi1(k3)) = ](x′1, k
′
3), sledi da su prave k′2, k

′
3 i x′1 me�usobno

paralelne. Krug x1, po uslovu postav	enog problema, dodiruje dati krug k1, pa i
�ihove slike u inverziji, prava x′1 i krug k

′
1, imaju taqno jednu zajedniqku taqku i

obzirom da va�i jednakost uglova: ](x1, k1) = ](ψi1(x1), ψi1(k1)) = ](x′1, k
′
1), sledi

da je prava x′1 tangenta kruga k′1. Da zak	uqimo: prava x′1 tangenta je kruga k′1
paralelna me�usobno paralelnim pravama k′2 i k′3. Prisetimo se ranije izvedenog
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zak	uqka: prava k′2 tangenta je kruga k
′
1 i ovo je razlog zbog koga postoji jox samo

jedna tangenta x′1( koja odgovara kao slika u inverziji ψi1 tra�enog kruga x1) na
krug k′1 paralelna �egovoj tangenti k

′
2, a samim tim i taqno jedan krug koji ispu�ava

uslov postav	enog problema i naxe pretpostavke. Zadatak se svodi na konstrukciju
druge tangente na krug k′1, dobijen odre�iva�em slike datog kruga k1 u inverziji ψi1 ,
paralelne me�usobno paralelnim pravama k′2 i k′3, dobijenim odre�iva�em slika u
inverziji ψi1 redom datih krugova k2 i k3, gde je prava k

′
2 tangenta kruga k

′
1.

Konaqno, zbog osobine involutivnosti preslikava�a inverzijom u odnosu na krug,
tra�eni krug x1 slika je u inverziji ψi1 dobijene prave x

′
1: x1 = ψ−1i1

(x′1) = ψi1(x′1).

Odredimo sada tra�eni krug, u oznaci x2, koji sadr�i taqku dodira datih kru-
gova k1 i k2. Oznaqimo sa i2 krug iste ravni, proizvo	nog polupreqnika, sa centrom
u taqki dodira datih krugova k1 i k2. Posmatrajmo preslikava�e inverzijom ψi2 u
odnosu na krug i2. Obzirom da �e preslikava�e inverzijom ψi2 doneti sliqne za-
k	uqke kao i preslikava�e inverzijom ψi1 jer je polo�aj datih krugova k2 i k3 u
odnosu na krug i1 inverzije ψi1 sliqan polo�aju datih krugova k1 i k2 u odnosu na
krug i2 inverzije ψi2 izlaga�e �emo skratiti koliko bude mogu�e.

Oba data kruga k1 i k2 sadr�e centar inverzije ψi2 pa su u posmatranoj inverziji
�ihove slike k′1 = ψi2(k1) i k′2 = ψi2(k2) prave. Krugovi k1 i k2 dodiruju u centru
inverzije ψi2 , a preslikava�e inverzijom u odnosu na krug quva jednakost uglova:
](k1, k2) = ](ψi2(k1), ψi2(k2)) = ](k′1, k

′
2), to su prave k′1 i k

′
2 me�usobno paralelne(

xto se mo�e videti prilikom konstrukcije odrediva�em slika datih krugova k1 i k2
u inverziji ψi2). Dati krug k3 ne sadr�i centar inverzije ψi2 , te je u ovoj inverziji
�egova slika k′3 = ψi2(k3) krug. Na osnovu pretpostavke ovog sluqaja krugovi k2 i k3
se dodiruju, odnosno imaju taqno jednu zajedniqku taqku, pa i �ihove slike u inver-
ziji ψi2 , prava k

′
2 i krug k′3, imaju taqno jednu zajedniqku taqku i kako va�i jedna-

kost uglova pri preslikava�u inverzijom: ](k2, k3) = ](ψi2(k2), ψi2(k3)) = ](k′2, k
′
3),

sledi da je prava k′2 tangenta kruga k
′
3( ovo je zak	uqak koji �emo upotrebiti kasnije

u ovom izlaga�u, tako�e za utvr�iva�e broja tra�enih krugova).
Tra�eni krug x2 sadr�i centar inverzije ψi2 , pa je u inverziji ψi2 �egova slika

x′2 = ψi2(x2) prava. Oba data kruga k1 i k2 i tra�eni krug x2, po naxoj pretpostavci,
sadr�e taqku dodira krugova k1 i k2, a krug x2 ih, po uslovu zadatka, dodiruje oba,
xto mo�e biti ispu�eno samo ako krug x2 dodiruje date krugove k1 i k2 u �iho-
voj dodirnoj taqki( centru inverzije ψi2) ili kako smo drugaqije rekli prilikom
odre�iva�a kruga x1, samo ako sva tri kruga k1, k2 i x2 pripadaju paraboliqkom pra-
menu krugova qija je radikalna osa prava upravna na pravu odre�enu centrima datih
krugova k1 i k2. Preslikava�e inverzijom u odnosu na krug quva jednakost uglova:
](x2, k1) = ](ψi2(x2), ψi2(k1)) = ](x′2, k

′
1) i ](x2, k2) = ](ψi2(x2), ψi2(k2)) = ](x′2, k

′
2),

to su prave k′1, k
′
2 i x

′
2 me�usobno paralelne. Po uslovu postav	enog problema krug

x2 dodiruje dati krug k3, pa i �ihove slike u inverziji ψi2 , prava x
′
2 i krug k

′
3, imaju

taqno jednu zajedniqku taqku i poxto va�i jednakost uglova pri preslikava�u in-
verzijom: ](x2, k3) = ](ψi2(x2), ψi2(k3)) = ](x′2, k

′
3), sledi da je prava x′2 tangenta

kruga k′3. Dakle, prava x′2 tangenta je kruga k′3 paralelna me�usobno paralelnim
pravama k′1 i k

′
2. Napomenusmo da je prava k

′
2 tangenta kruga k

′
3 xto je i razlog zbog

koga postoji jox samo jedna tangenta x′2( koja odgovara kao slika u inverziji ψi2

tra�enom krugu x2) na krug k′3 paralelna �egovoj tangenti k′2 pa postoji i taqno
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jedan krug koji ispu�ava uslov postav	enog problema i sve naxe pretpostavke. Za-
datak se svodi na konstrukciju druge tangente na krug k′3, dobijen odre�iva�em slike
datog kruga k3 u inverziji ψi2 , paralelne me�usobno paralelnim pravama k′1 i k′2,
dobijenim odre�iva�em slika u inverziji ψi2 redom datih krugova k1 i k2, pri qemu
je prava k′2 tangenta kruga k

′
3.

Na kraju, poxto je inverzija u odnosu na krug involutivno preslikava�e, traz-
heni krug x2 slika je u inverziji ψi2 dobijene prave x

′
2: x2 = ψ−1i2

(x′2) = ψi2(x′2).

Na slici 10b3(1) prikazana je konstrukcija inverzijama ψi i ψi1 krugova x1 i x2.

   k3

       k2

    k1

i2 

    k2 ’ (i2)

     k1 ’ (i2)

   k3 ’(i2)

 x2 ’ (i2)     

 x2  

   i1

 k3 ’ ( i1) 

  k2 ’ (i1)

         k1’  (i1)

 x1’ (i1)

   x1

slika 10b3(1)

Krugove koji ispu�avaju uslov zadatog problema a ne sadr�e ni jednu od dve
pomenute taqke dodira, taqku dodira datih krugova k1 i k2, odnosno taqku dodira
datih krugova k2 i k3, oznaqimo sa x3 i x4. Oba ova kruga dodiruju dati krug k2
iznutra( pripadaju �egovoj unutrax�oj oblasti), a date krugove k1 i k3 dodiruju
spo	a. Ova dva kruga su krugovi qiji smo postupak odre�iva�a inverzijom ψk1 , u
odnosu na dati krug k1( krug najma�eg polupreqnika od tri data kruga) deta	no
izlo�ili u opxtem sluqaju 3 pa izlaga�e o odre�iva�u ovih krugova izostav	amo
i prila�emo samo sliku konstrukcije tra�enih krugova x3 i x4( slika 10b3(2)).
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   k3
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               k22

k33           

 k33 ’

     k22 ’

y3 ’  

y4 ’  
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   y4
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 x4

slika 10b3(2)

Dajemo kao prilog sliku 10b3(3) koja prikazuje konstrukciju sva qetiri tra�ena
kruga inverzijama ψi1 , ψi2 i ψk1

.
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slika 10b3(3)
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Na slici 10b3(4) prikazana su sva qetiri tra�ena kruga i pomo�ni koncentriqni
krugovi. Slika 10b3(5) prikazuje samo tra�ene krugove.

   k3

      k2

     k1

 x2   

   x1

               k22

k33           

    y3

   y4

        x3

 x4

slika 10b3(4)

   k3

      k2

      k1

 x2           

   x1

        x3

 x4

slika 10b3(5)
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Napomenimo da se u sluqaju da dati krug k1 dodiruje spo	a dati krug k2 kao i u
sluqaju da dati krug k1 dodiruje iznutra dati krug k2 i seqe dati krug k3 krugovi
koji ispu�avaju uslov postav	enog problema odre�uju na sliqan naqin, odnosno in-
verzijama u odnosu na iste krugove kao u sluqaju 10(B3)( to su isti krugovi kao u
ovom sluqaju).

•� sluqaj 10 (B4):

Dati se krugovi k2 i k3 dodiruju iznutra, dati krug k1 pripada unutrax�oj obla-
sti kruga k2, a sa krugom k3 nema zajedniqkih taqaka i pripada �egovoj spo	ax�oj
oblasti.

Xest je krugova koji zadovo	avaju uslov postav	enog problema, dodiruju sva tri
data kruga zadana ovakvim polo�ajem u ravni. Dva tra�ena kruga sadr�e taqku do-
dira datih krugova k2 i k3, preostala qetiri tra�ena kruga ne sadr�e taqku dodira
datih krugova.

Tra�ene krugove koji sadr�e taqku dodira datih krugova k2 i k3 mo�emo odre-
diti dobro nam poznatom inverzijom ψi u odnosu na krug i iste ravni, proizvo	-
nog polupreqnika, qiji je centar taqka dodira datih krugova k2 i k3. Obzirom
da dati krug k1 nema nikakav poseban polo�aj u odnosu na druga dva data kruga
razmatra�e ovog sluqaja gotovo je identiqno razmatra�u u svim prethodnim pod-
sluqajevima sluqaja 10(B) gde smo koristili inverziju ψi i dobijeni zak	uqci su
sliqni. Ukratko ponav	amo stare i dopu�avamo ih nekim novim za ovaj sluqaj
vezanim zak	uqcima.

Naime, slike u inverziji ψi datih krugova k2 i k3 redom su prave k′2 i k
′
3( k

′
2 =

ψi(k2) i k′3 = ψi(k3)), jer oba kruga k2 i k3 sadr�e centar inverzije ψi. Obzirom
da se krugovi k2 i k3 dodiruju u centru inverzije, a preslikava�e inverzijom quva
jednakost uglova: ](k2, k3) = ](ψi(k2), ψi(k3)) = ](k′2, k

′
3), prave k′2 i k

′
3 me�usobno su

paralelne. Dati krug k1 ne sadr�i centar posmatrane inverzije, pa je u inverziji ψi

�egova slika k′1 = ψi(k1) krug. Po naxoj pretpostavci, krug k1 pripada unutrax�oj
oblasti kruga k2 tj. krugovi k1 i k2 nemaju zajedniqkih taqaka, te ih nemaju ni
�ihove slike u inverziji ψi, krug k

′
1 i prava k′2. Krug k1 sa krugom k3 tako�e nema

zajedniqkih taqaka i pripada �egovoj spo	ax�oj oblasti pa ni �ihove slike u
inverziji ψi, krug k

′
1 i prava k

′
3, nemaju zajedniqih taqaka. Na ove zak	uqke posebno

skre�emo pa��u obzirom da �e nam bax oni poslu�iti za utvr�iva�e broja rexe�a
odnosno krugova koji ispu�avaju uslov postav	enog problema.

Tra�eni krug x, po naxoj pretpostavci, sadr�i taqku dodira datih krugova
k2 i k3, centar inverzije ψi, pa je u inverziji ψi �egova slika x′ = ψi(x) prava.
Krugovi k2, k3 i x po naxem uslovu sadr�e taqku dodira krugova k2 i k3, a po
uslovu zadatka krug x dodiruje i krug k2 i krug k3 pa sva tri kruga pripadaju pa-
raboliqkom pramenu krugova qija je radikalna osa prava upravna na pravu odre-
�enu centrima datih krugova k2 i k3. Obzirom da va�i jednakosti uglova pri
preslikava�u inverzijom u odnosu na krug: ](x, k2) = ](ψi(x), ψi(k2)) = ](x′, k′2);
](x, k3) = ](ψi(x), ψi(k3)) = ](x′, k′3), sledi da su prave k′2, k

′
3 i x

′ me�usobno para-
lelne. Kako, po uslovu postav	enog problema, tra�eni krug x dodiruju dati krug
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k1 to i �ihove slike u inverziji ψi, prava x
′ i krug k′1, imaju taqno jednu zajedniqku

taqku, i poxto je: ](x, k1) = ](ψi(x), ψi(k1)) = ](x′, k′1), sledi da je prava x′ tan-
genta kruga k′1. Da rezimiramo: u inverziji ψi slika x

′ tra�enog kruga x je prava,
tangenta kruga k′1, paralelna me�usobno paralelnim pravama k′2 i k

′
3, gde je krug k

′
1

dobijen odre�iva�em slike datog kruga k1 u inverziji ψi, prave k
′
2 i k

′
3 dobijene su

odre�iva�em slika u inverziji ψi redom datih krugova k2 i k3. Napomenuli smo
ranije da prave k′2 i k

′
3 sa krugom k′1 nemaju zajedniqkih taqaka, pa postoje dve tan-

gente na krug k′1, oznaqimo ih sa x
′
1 i x

′
2( odgovaraju�e slike u inverziji ψi tra�enh

krugova x1 i x2), na krug k
′
1 paralelne me�usobno paralelnim pravama k′2 i k

′
3.

Inverzija je involutivno preslikava�e pa su tra�eni krugovi x1 i x2 slike u
inverziji ψi dobijenih pravih x

′
1 i x

′
2: x1 = ψ−1i (x′1) = ψi(x

′
1), x2 = ψ−1i (x′2) = ψi(x

′
2)(

slika 10b4(1)).

 k3

 k2

 k1

 i

k3 ’(i) 

  k2 ’(i)

    k1’(i) 

 x1 ’(i)    x2 ’(i)

      x2

  x1

slika 10b4(1)

Preostala qetiri kruga koja ispu�avaju uslov ovog Apolonijevog provlema a ne
sadr�e taqku dodira datih krugova k2 i k3 oznaqimo sa x3, x4, x5 i x6. Dva od �ih,
npr. x3 i x4 dodiruju date krugove k1 i k3 spo	a a dati krug k2 iznutra. Odre�iva�e
krugova sa ovom osobinom( inverzijom ψk1

u odnosu na dati krug k1, najma�eg polu-
preqnika od data tri kruga) izlo�ili smo u opxtem sluqaju 3. Na kraju, krugovi
x5 i x6 dodiruju date krugove k1 i k2 iznutra a dati krug k3 spo	a. Odre�iva�e
krugova sa ovim svojstvom( istom inverzijom ψk1) izlo�ili smo u opxtem sluqaju 4.

Slika 10b4(2) prikazuje konstrukciju inverzijama ψi i ψk1
svih xest tra�enih

krugova.
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  k3

     k2

  k1

x2

  x1

           k22

k33  

k33’   
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   y3 ’

 y4 ’

 y3          

   y4

 x3      

    x4
     kk2

 kk3  

  kk3’

kk2’        

y5 ’   

    y6 ’

      y5

     y6

x5    

   x6

slika 10b4(2)

Slika 10b4(3) prikazuje sve tra�ene krugove i pomo�ne koncentriqne krugove, na
slici 10b4(4) prikazani su samo tra�eni krugovi.

  k3

     k2

  k1

x2

  x1

           k22

k33  

 y3          

   y4

 x3      

    x4
     kk2

 kk3     

 y5

     y6

x5    

   x6

slika 10b4(3)
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  k3

      k2

   k1

x2

    x1

 x3      

    x4

x5       

   x6

slika 10b4(4)

•� sluqaj 10 (B5):

Dati krugovi k2 i k3 dodiruju se iznutra, dati krug k1 pripada unutrax�oj
oblasti kruga k2 i dodiruje spo	a krug k3.

Postoje qetiri kruga koja zadovo	avaju uslov postav	enog problema, dodiruju
sva tri data kruga. Jedan od �ih sadr�i taqku dodira datih krugova k2 i k3, drugi
tra�eni krug sadr�i taqku dodira datih krugova k1 i k3, preostala dva tra�ena
kruga ne sadr�e ni jednu od pomenutih dodirnih taqaka.

Odredimo najpre krug, u oznaci x1, koji ispu�ava uslov postav	enog problema i
sadr�i taqku dodira datih krugova k1 i k3. Oznaqimo sa i1 krug iste ravni kojoj
pripadaju dati krugovi k1, k2 i k3, proizvo	nog polupreqnika, kome je centar taqka
dodira datih krugova k1 i k3. Posmatrajmo preslikava�e inverzijom ψi1 u odnosu
na krug i1.

Dati krugovi k1 i k3 sadr�e centar kruga i1( centar inverzije ψi1) u inverziji
ψi1 �ihove slike k

′
1 = ψi1(k1) i k′3 = ψi1(k3) prave. Poxto se krugovi k1 i k3 dodi-

ruju( spo	a) u centru inverzije ψi1 obzirom da preslikava�e inverzijom u odnosu
na krug quva jednakost uglova: ](k1, k3) = ](ψi1(k1), ψi1(k3)) = ](k′1, k

′
3), to su prave

k′1 i k
′
3 me�usobno paralelne( xto se mo�e videti prilikom konstrukcije odrediva-

�em slika datih krugova k1 i k3 u inverziji ψi1). Dati krug k2 ne sadr�i centar
inverzije ψi1 pa je u inverziji ψi1 �egova slika k

′
2 = ψi1(k2) krug. Na osnovu naxe

pretpostavke o polo�aju krugova k2 i k3 ovi se krugovi dodiruju, tj. imaju taqno
jednu zajedniqku taqku, pa i �ihove slike u inverziji ψi1 , prava k

′
3 i krug k

′
2, imaju

taqno jednu zajedniqku taqku, i kako va�i jednakost uglova pri preslikava�u in-
verzijom: ](k2, k3) = ](ψi1(k2), ψi1(k3)) = ](k′2, k

′
3), sledi da je prava k′3 tangenta

kruga k′2( ovaj �emo zak	uqak upotrebiti nexto kasnije u ovom izlaga�u za utvr�i-
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va�e razloga postoja�a samo jednog kruga koji ispu�ava uslov zadatka i sve naxe
pretpostavke).

Tra�eni krug, oznaqili smo ga sa x1, sadr�i centar inverzije ψi1 pa je u in-
verziji ψi1 �egova slika x

′
1 = ψi1(x1) prava. Na osnovu naxe pretpostavke oba data

kruga k1 i k3 i tra�eni krug x1 sadr�e taqku dodira krugova k1 i k3, a krug x1
po uslovu zadatka dodiruje oba data kruga k1 i k3 xto mo�e biti ispu�eno samo
ako krug x1 dodiruje date krugove k1 i k3 u �ihovoj dodirnoj taqki( centru in-
verzije ψi1), odnosno ako krugovi k1, k3 i x1 pripadaju paraboliqkom pramenu kru-
gova kome je radikalna osa prava upravna na pravu koja sadr�i centre krugova
k1 i k3. Kako preslikava�e inverzijom u odnosu na krug quva jednakost uglova:
](x1, k1) = ](ψi1(x1), ψi1(k1)) = ](x′1, k

′
1) i ](x1, k3) = ](ψi1(x1), ψi1(k3)) = ](x′1, k

′
3),

to su prave k′1, k
′
3 i x

′
1 me�usobno paralelne. Po uslovu postav	enog problema krug x1

dodiruje dati krug k2, odnosno sa �im ima zajedniqku taqno jednu taqku, te i �ihove
slike u inverziji ψi1 , prava x

′
1 i krug k

′
2, imaju taqno jednu zajedniqku taqku i kako

va�i jednakost uglova: ](x1, k2) = ](ψi1(x1), ψi1(k2)) = ](x′1, k
′
2), sledi da je prava

x′1 tangenta kruga k
′
2. Dakle, prava x

′
1 tangenta je kruga k

′
2 paralelna me�usobno pa-

ralelnim pravama k′1 i k
′
3. Ranije smo zak	uqili da je prava k

′
3 tangenta je kruga k

′
2

i ovo je razlog zbog koga postoji jox samo jedna tangenta x′1( koja odgovara kao slika
u inverziji ψi1 tra�enom krugu x1) na krug k

′
2 paralelna �egovoj tangenti k

′
3, a sa-

mim tim i taqno jedan krug koji ispu�ava uslov postav	enog problema i sve naxe
pretpostavke. Zadatak se svodi na konstrukciju druge tangente na krug k′2, dobijen
odre�iva�em slike datog kruga k2 u inverziji ψi1 , paralelne me�usobno paralelnim
pravama k′1 i k

′
3, dobijenim odre�iva�em slika u inverziji ψi1 redom datih krugova

k1 i k3, pri qemu je prava k
′
3 tangenta kruga k

′
2.

Na kraju , obzirom da je preslikava�e inverzijom u odnosu na krug je involutivno
preslikava�e tra�eni krug x1 slika je u inverziji ψi1 dobijene prave x′1: x1 =
ψ−1i1

(x′1) = ψi1(x′1).
Oznaqimo sa x2 tra�eni krug koji ispunava uslov postav	enog problema i sadr�i

taqku dodira datih krugova k2 i k3. Krug x2, kao i u svakom prethodnom podsluqaju
sluqaja 10(B), mo�emo odrediti dobro nam poznatom inverzijom ψi u odnosu na krug
i iste ravni, proizvo	nog polupreqnika, sa centom u taqki dodira krugova k2 i k3,
obzirom da je ovo stalni polo�aj datih krugova k2 i k3 u sluqaju 10(B). Da se ne
bismo ponav	ali ukratko �emo izlo�iti ve� poznate zak	uqke.

Slike u inverziji ψi datih krugova k2 i k3 redom su prave k′2 i k
′
3( k

′
2 = ψi(k2) i

k′3 = ψi(k3)), jer oba kruga k2 i k3 sadr�e centar inverzije ψi. Poxto se krugovi k2 i
k3 dodiruju u centru inverzije, a preslikava�e inverzijom u odnosu na krug quva jed-
nakost uglova: ](k2, k3) = ](ψi(k2), ψi(k3)) = ](k′2, k

′
3), to su prave k′2 i k

′
3 me�usobno

su paralelne. Dati krug k1 ne sadr�i centar posmatrane inverzije, pa je u inver-
ziji ψi �egova slika k

′
1 = ψi(k1) krug. Imajmo na umu sa se, po naxoj pretpostavci,

krugovi k1 i k3 dodiruju, tj. imaju taqno jednu zajedniqku taqku pa i �ihove slike u
inverziji ψi, prava k

′
3 i krug k

′
1, imaju taqno jednu zajedniqku taqku, i kako va�i jed-

nakost uglova pri preslikava�u inverzijom: ](k1, k3) = ](ψi(k1), ψi(k3)) = ](k′1, k
′
3),

to je prava k′3 tangenta kruga k
′
1.

Tra�eni krug x2 sadr�i centar inverzije ψi, pa je u posmatranoj inverziji �e-
gova slika x′2 = ψi(x2) prava. Po naxoj pretpostavci, oba data kruga k2 i k3 i traz-
heni krug x2 sadr�e dodirnu taqku krugova k2 i k3, a krug x2, po uslovu zadatka,
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dodiruje oba kruga k2 i k3, xto znaqi da ( kao i u odre�iva�u kruga x1 inverzijom
ψi1) krugovi k2, k3 i x2 pripadaju paraboliqkom pramenu krugova kome je radikalna
osa prava upravna na pravu koja sadr�i centre krugova k2 i k3. Obzirom na jednakost
uglova pri preslikava�u inverzijom u odnosu na krug: ](x2, k2) = ](ψi(x2), ψi(k2)) =
](x′2, k

′
2) i ](x2, k3) = ](ψi(x2), ψi(k3)) = ](x′2, k

′
3), sledi da su prave k′2, k

′
3 i x

′
2 me�u-

sobno paralelne. Tra�eni krug x2, po uslovu zadatog problema, dodiruje dati krug
k1, odnosno sa �im ima taqno jednu zajedniqku taqku, to i �ihove slike u inver-
ziji, prava x′2 i krug k′1, imaju taqno jednu zajedniqku taqku i kako va�i jednakost
uglova pri preslikava�u inverzijom: ](x2, k1) = ](ψi(x2), ψi(k1)) = ](x′2, k

′
1), sledi

da je prava x′2 tangenta kruga k′1. Dakle, prava x′2 tangenta je kruga k′1 paralelna
me�usobno paralelnim pravama k′2 i k′3. Prisetimo se ranije donetog zak	uqka da
je prava k′3 tangenta je kruga k′1 pa otuda postoji jox samo jedna tangenta x′2( koja
odgovara kao slika u inverziji ψi tra�enom krugu x2) na krug k

′
1 paralelna �egovoj

tangenti k′3 a time i taqno jedan krug koji ispu�ava uslov postav	enog problema
i naxe pretpostavke. Zadatak se svodi na konstrukciju druge tangente na krug k′1,
dobijen odre�iva�em slike datog kruga k1 u inverziji ψi, paralelne me�usobno pa-
ralelnim pravama k′2 i k

′
3, dobijenim odre�iva�em slika u inverziji ψi redom datih

krugova k2 i k3, gde je prava k
′
3 tangenta kruga k

′
1.

Konaqno, zbog osobine involutivnosti preslikava�a inverzijom u odnosu na krug,
tra�eni krug x2 slika je u inverziji ψi dobijene prave x

′
2: x2 = ψ−1i (x′2) = ψi(x

′
2).

Slika 10b5(1) prikazuje konstrukciju inverzijama ψi i ψi1 tra�enih krugova x1
i x2.
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slika 10b5(1)
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Krugove koji ispu�avaju uslov zadatog problema a ne sadr�e ni jednu od pome-
nutih dodirnih taqaka( taqku dodira datih krugova k1 i k3, odnosno taqku dodira
datih krugova k2 i k3) oznaqimo sa x3 i x4. Oba kruga x3 i x4 dodiruju dati krug
k2 iznutra( pripadaju �egovoj unutrax�oj oblasti), a date krugove k1 i k3 dodiruju
spo	a. Odre�iva�e krugova sa ovakvom osobinom( inverzijom ψk1

u odnosu na dati
krug k1, krug najma�eg polupreqnika od tri data kruga) izlo�eno je i deta	no ob-
razlo�eno u opxtem sluqaju 3.

Prila�emo sliku 10b5(2) koja prikazuje konstrukciju inverzijama ψi, ψi1 i ψk1

sva qetiri tra�ena kruga.
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slika 10b5(2)
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Slika 10b5(3) prikazuje sve tra�ene krugove i pomo�ne koncentriqne krugove, na
slici 10b5(4) prikazani su samo tra�eni krugovi.
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slika 10b5(3)
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slika 10b5(4)



172

•� sluqaj 10 (B6):

Dati krugovi k2 i k3 dodiruju se iznutra, dati krug k1 pripada unutrax�oj
oblasti kruga k2 i seqe krug k3.

Postoje qetiri kruga koja ispu�avaju uslov postav	enog problema, dodiruju sva
tri data kruga. Dva od �ih sadr�e taqku dodira datih krugova k2 i k3, preostala
dva tra�ena kruga ne sadr�e dodirnu taqku ovih krugova.

Krugove koji ispu�avaju uslov postav	enog problema i sadr�e taqku dodira da-
tih krugova k2 i k3 mo�emo odrediti, kao i do sada, inverzijom ψi u odnosu na krug
i iste ravni, proizvo	nog polupreqnika, qiji je centar taqka dodira datih krugova
k2 i k3. Obzirom da dati krug k1 nema nikakav poseban polo�aj u odnosu na druga dva
data kruga razmatra�e ovog dela sluqaja gotovo je identiqno razmatra�u u sluqaju
10(B1) i zak	uqci su identiqni kao u navedenom sluqaju.

Ukratko, slike u inverziji ψi datih krugova k2 i k3 su prave k
′
2 i k

′
3 ( k

′
2 = ψi(k2) i

k′3 = ψi(k3) jer oba kruga sadr�e centar posmatrane inverzije, me�usobno paralelne,
obzirom da inverzija quva jednakost uglova: ](k2, k3) = ](ψi(k2), ψi(k3)) = ](k′2, k

′
3).

U inverziji ψi slika datog kruga k1 je krug k
′
1 = ψi(k1) krug, poxto dati krug k1 ne

sadr�i centar inverzije ψi.
Tra�eni krug, u oznaci x, po naxoj pretpostavci sadr�i cetar inverzije ψi

te je u ovoj inverziji �egova slika x′ = ψi(x) prava. Poxto, po uslovu zadatka,
tra�eni krug dodiruje date krugove k2 i k3, a po naxoj pretpostavci sadr�i dodirnu
taqku ova dva kruga, sledi da krugovi x, k2 i k3 pripadaju paraboliqkom pramenu
krugova qija je radikalna osa prava upravna na pravu odre�enu centrima datih
krugova k2 i k3. Kako preslikava�e inverzijom quva jednakost uglova( ](x, k2) =
](ψi(x), ψi(k2)) = ](x′, k′2); ](x, k3) = ](ψi(x), ψi(k3)) = ](x′, k′3)), sledi da su prave
k′2, k

′
3 i x

′ me�usobno paralelne. Po uslovu zadatog problema tra�eni krug x dodiruju
dati krug k1, pa i �ihove slike u inverziji ψi, prava x

′ i krug k′1, imaju taqno jednu
zajedniqku taqku i obzirom da va�i jednakost uglova pri preslikava�u inverzijom
u odnosu na krug( ](x, k1) = ](ψi(x), ψi(k1)) = ](x′, k′1)), sledi da je prava x′ tangenta
kruga k′1. Dakle, u inverziji ψi slika x

′ tra�enog kruga x je prava, tangenta kruga
k′1, paralelna me�usobno paralelnim pravama k′2 i k

′
3, od kojih ni jedna nije tangenta

kruga k′1, poxto dati krug k1 ne dodiruje ni jedan od datih krugova k2 i k3. Zadatak
se svodi na konstukciju tangente na krug k′1, dobijen odre�iva�em slike u inverziji
ψi datog kruga k1, paralelnih me�usobno paralelnim pravama k′2 i k′3, dobijenim
odre�iva�em slika datih krugova k2 i k3 u inverziji ψi. Postoje dve tangente koje
ispu�avaju ove uslove, oznaqimo ih sa x′1 i x

′
2, i one odgovaraju kao slike u inverziji

ψi tra�enih krugova.
Konaqno, na osnovu osobine involutivnosti preslikava�a inverzijom u odnosu

na krug, tra�eni krugovi x1 i x2 slike su u inverziji ψi dobijenih pravih x
′
1 i x

′
2:

x1 = ψ−1i (x′1) = ψi(x
′
1), x2 = ψ−1i (x′2) = ψi(x

′
2) ( slika 10b6(1)).
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          x2

slika 10b6(1)

Krugove koji ispu�avaju uslov zadatog problema a ne sadr�e taqku dodira datih
krugova k2 i k3 oznaqimo sa x3 i x4. Oba tra�ena kruga x3 i x4 dodiruju dati krug
k2 iznutra( pripadaju �egovoj unutrax�oj oblasti) i spo	a dodiruju date krugove
k1 i k3. Postupak odre�iva�a krugova sa sliqnom osobinom izlo�eno je i deta	no
obrazlo�eno u opxtem sluqaju 3( inverzijom ψk1

u odnosu na dati krug k1, krug naj-
ma�eg polupreqnika od tri data kruga).

Slika 10b6(2) prikazuje konstrukciju inverzijama ψi i ψk1
sva qetiri tra�ena

rexe�a( tra�ena kruga x1, x2, x3 i x4)

 k3

  k2

       k1

 i

  k3 ’(i) 
 k2 ’(i)

 k1 ’(i)

 x1 ’(i)

 x2 ’(i)

x1  

          x2

  k22 k33          

k33 ’ k22 ’

y3 ’

 y4 ’

       y3

   y4

 x3

     x4 

slika 10b6(2)
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Na slici 10b6(3) prikazani su svi tra�eni krugovi i pomo�ni koncentriqni kru-
govi; na slici 10b6(4) prikazani su samo tra�eni krugovi.

 k3

  k2

       k1

x1    

          x2

   k22 k33             

       y3

   y4

 x3

     x4 

 k3

  k2

       k1

x1    

          x2

 x3

     x4 

slika 10b6(3) slika 10b6(4)

•� sluqaj 10 (B7):

Dati krugovi k2 i k3 dodiruju se iznutra, dati krug k1 dodiruje iznutra krug k3.

Postoje samo dva kruga koja zadovo	avaju uslov postav	enog problema, dodiruju
sva tri data kruga zadana ovakvim polo�ajem u ravni. Jedan tra�eni krug sadr�i
taqku dodira datih krugova k2 i k3, drugi tra�eni krug sadr�i taqku dodira datih
krugova k1 i k3.

Ovaj je sluqaj gotovo identiqan sluqaju 10(B5)( u kome se dati krugovi k2 i k3
dodiruju iznutra, a dati krug k1 pripada unutrax�oj oblasti kruga k2 i dodiruje
spo	a krug k3) pa se i odre�iva�e tra�enih krugova mo�e izvrxiti na identiqan
naqin kao u pomenutom sluqaju. Izostav	amo postupak odre�iva�a i podse�amo da
se tra�eni krug, u oznaci x1, koji sadr�i dodirnu taqku krugova k1 i k3, odre-
�uje inverzijom ψi1 u odnosu na krug i1 iste ravni, proizvo	nog polupreqnika, sa
centrom u taqki dodira krugova k1 i k3, a tra�eni krug, u oznaci x2, koji sadr�i
dodirnu taqku krugova k2 i k3, odre�uje inverzijom ψi u odnosu na krug i iste ravni,
proizvo	nog polupreqnika, qiji je centar taqka dodira krugova k2 i k3.

Slika 10b7(1) prikazuje konstrukciju inverzijama ψi i ψi1 tra�enih krugova x1
i x2.
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   k3

  k2
 k1 

 i1       

 k3 ’ ( i1)
 k1 ’ ( i1 )

k2 ’ (i1)               

  x1 ’ ( i1)

  x1 

   i

k3 ’(i) 

 k2 ’(i)

 k1 ’(i)

 x2 ’(i) 

 x2     

slika 10b7(1)

•� sluqaj 10 (B8):

Dati krugovi k2 i k3 dodiruju se iznutra, dati krug k1 pripada unutrax�oj
oblasti kruga k3.

Postoje samo dva kruga koja zadovo	avaju uslov postav	enog problema, dodiruju
sva tri data kruga zadana ovakvim polo�ajem u ravni. Oba tra�ena kruga sadr�e
taqku dodira datih krugova k2 i k3.

U ovom sluqaju nema bitne razlike, u smislu donetih zak	uqaka, u odnosu na
sluqaj 10(B1)( iako je polo�aj datih krugova drugaqiji u odnosu na ovaj sluqaj),
gde je izlo�en i deta	no obrazlo�en postupak za odre�iva�e tra�enih krugova.
Izostav	amo izlaga�e i prila�emo sliku 10b8(1) konstrukcije tra�enih rexe�a.

 k3

  k2

 k1

   i

 k3 ’ 
  k2 ’

 k1 ’  

  x1 ’   x2 ’ 

  x1

    x2

slika 10b8(1)
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≺•� sluqaj 10 ( C ):

Sva tri data kruga k1, k2, k3 imaju taqno jednu zajedniqku taqku, odnosno pripa-
daju paraboliqkom pramenu krugova.

U ovom sluqaju svaki krug istog pramena zadovo	ava uslov postav	enog problema,
pa se mo�e smatrati tra�enim rexe�em (slika 10c).

A  A

 k1

k2

k3

k1

 k3

k2

   X i X i   

slika 10c
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Apolonije,
kratak istorijski osvrt na lik i delo

Grqki matematiqar Apolonios( 262 − 190 god. pre nove ere) ro�en je u Pergi, u
Pamfiliji, gradu u severozapadnom delu Male Azije. Kao mlad doxao je u Alek-
sandriju( Egipat) gde je sticao matematiqko obrazova�e od Euklidovih uqenika.
Pretpostav	a se da je predavao u Aleksandriji, Pergamonu i Efesu i postao jedan
od najve�ih matematiqara tog doba.

�egovo quveno delo o konusnim presecima (χωνιχα) veliqanstveni je spomenik
aleksandrijske nauke. Zbog ovog dela poznat je kao "najve�i geometar"tog doba i ono
je do danas ostalo osnovno klasiqno delo iz oblasti elementarne geometrije. Ko-
nusne preseke izuqavali su mnogi i pre Apolonija, no on je taj koji je uz veliki
sopstveni doprinos i otkri�a sistematizovao i zna�a svojih prethodnika. Bio je
prvi koji je dao teorijsku osnovu za sva tri konusna preseka: kru�ni konus, prav
i kos konus. Tako�e je prvi koji je uvideo obe grane hiperbole, definisao elipsu,
parabolu i hiperbolu( kao preseke kru�nog konusa), a nazivi ovih krivih potiqu
upravo od �ega. Delo o konusnim presecima sastoji se od osam k�iga, od kojih je
saquvano sedam, posled�a nedostaje. Prve qetiri k�ige dolaze od Grka i sadr�e
zna�a i otkri�a Apolonijevih prethodnika koja je on sistematizovao i uredio( 1.-
rasprava o svim dobijenim konusnim presecima pravog odnosno kosog kru�nog ko-
nusa; 2.- asimptote i grane hiperbole i crta�e tangenti; 3.- teoreme o povrxinama,
o harmonijskim svojstvima polova, teoreme o proizvodu segmenata nastalih prese-
kom tetiva; 4.- rasprava o dokazima iz tre�e k�ige i jox neka harmonijska svojstva
polova). Peta, xesta i sedma k�iga dolaze do nas u arapskom prevodu i sadr�e samo-
stalna Apolonijeva otkri�a. Peta k�ga smatra se najoriginalnijom od svih sedam.
U �oj se razmatra normala kao minimalna i maksimalna prava linija povuqena iz
taqke na krivu. Xesta k�iga govori o jednakosti i sliqnosti konusa, a sedma k�iga
govori o preqnicima i pravolinijskim figurama opisanim nad tim preqnicima.

Izuqavao je i druge matematiqke probleme( nala�e�e broja π, usavrxava�e Ar-
himedovog numeriqkog sistema koriste�i kao osnovu broj 104, tj. uveo je raquna�e
mirijadama, koje se na istoku i u Evropi dugo koristilo), a danas se qesto pomi�u
�egovi zadaci tj. problemi odre�iva�a kruga koja dodiruje tri zadata elementa
neke ravni( tri date taqke; dve taqke i pravu; dve taqke i krug; taqku i dve prave;
taqku, pravu i krug; ...), quvenih Deset Apolonijevih problema o dodiru krugova.

Sa ovim delom upoznao nas je grqki matematiqar Papos 1, a saquvano je u redak-
ciji quvenog matematiqara Viet 2, koji ih je i sam rexavao, a pre �ega, kao i posle,
ovim su se problemima, naroqito desetim( odre�iva�e kruga koji dodiruje data tri
kruga neke ravni) bavili mnogi i poznati i ma�e poznati nauqnici( od poznatijih,
u Apolonijevo doba, Euklid 3, kasnije Viet, �utn 4...).

Samo Apolonijevo rexe�e nije saquvano, pa nam je ostalo nepoznato kako ih je

1Papos ( 250 - 300. godine nove ere, grqki matematiqar)
2Fransoa Viet ( 1540 - 1603 , francuski matematiqar)
3Euklid ( ro�en oko 300. godine pre nove ere, u Aleksandriji), quveni antiqki matematiqar
4Isak �utn ( 1643 - 1727, engleski fiziqar, matematiqar i astronom)
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on rexio. Jedno od najlepxih rexe�a svih deset Apolonijevih problema dao je nax
savremenik, quveni matematiqar Anton Dimitrija Bilimoviq 5.

5Anton Dimitrija Bilimoviq ( 1879 - 1970, �itomir, Ukraina)
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