Univerzitet u Nisu

Masinski fakultet

SR [ BANYIIET Y R

e L s et Vst

E ( pun Heno: \;00?‘ (HDMJM

—
q i i A T T
O pr.jes. | lipoj I fipunor f Bpensiccry

<l SN i

——ry

Analiza stanja napona i stanja deformacija
ravno napregnutih ploca sa primenom

na elipticno prstenastu plocu

- magistarski rad -

IVientor: Kandidat:

dr Katica Hedrih, red.prof. Dragan Jovanovi¢, dipl.ing.

Nis, 1990




Posvedujem sinu Stefanu




Zahvaljujem se mentoru prof. dr. Katici Hedrih na konsultacijama,
podrsci i horisnim predlozima i savetima u toku istraZivanja vexzanih
za ovaj rad. Posebno se zahvaljujem prof. dr. Rasthu Cukidu i
prof. dr. Stjepanu Jecicu, kao i katedrama za mehaniku na Masinshom
fakultetu u Beogradu i fakultetu Strojarstva i brodogradnje u
Zagrebu, koji su omogudili koriséenje laboratorija, biblioteka i opreme
radi realizacije ehsperimentalnog dela magistarshog rada. Zahvaljujem
se takode upravniku racunskog centra Masinskog fahkulteta u Nisu
dr. Bratislavu Blagojevidu, zatim asistentu mr. Miroslavu Trajanovicu,
hao i radnicima Racunskog centra, hkoji su mi omogudili hkoriséenje
opreme, pruzili savete i pomocé u koriséenju opreme Racunshog centra.
Zahvaljujem se Vladi Misicu na hkompjuterskoj pripremi rada =za
Stampanje. Takode se =zahvaljujem biblioteci Masinshog fakulteta, hkao
i Milki Radivojevié i Liljani Petrovi¢ koje su mi omogudile brxzi pristup
oiblioteckim informacijama. Zahvaljujem se kolektivu Masinshkog
fakulteta, koji je materijalno pomagao moje usavrsavanje u toku
postdiplomskih studija i izrade magistarskog rada, a posebno se
zahvaljujem onim pojedincima koji me u tome nisu sputavali.
Zahvaljujem se KRepublickoj =xzajednici nauke hkoja mi je, dodelom
sredstava xza usavr$§avanje, omogudila realizaciju programa istrafivanja
u ohkviru teme magistarskog rada. '

dipl. ing. Dragan Jovanovié




€hr €er Yhe

€or Epr Yoo

Pregled nekih oznaka koriscenih u radu

-Airy-jeva naponska funkcija

-analiti¢ke funkcije kompleksne promenjljive

-koeficijenti razvoja u red

-komponenta pomeranja u Descartes-ovom koordinatnom sistemu
-komponente povrSinske sile po konturi plote

-funkcija kon-fqrnmog preslikavanja

-radijus i ugao ili elipti¢no-hiperboli¢ne koordinate
~Descartes-ove koordinate

-komponente tenzora napona u eliptiéno-hiperboli¢nom koordinatnom
sistemu

-komponente pomeranja u elipti¢no-hiperbolinom koordinatnom
sistemu

-kontinualna opterecenja na unutras$njoj i spoljasnjoj konturi

-ortovi u elipti¢no-hiperboli¢nom koordinatnom sistemu

-elementi luka hiperbole i elipse
-Poasson-ov koeficijent

-Modul elastiénosti

-Dilatacije i klizanje u elipti¢no-hiperboliénom koordinatnom sistemu

Odstampao SAMMYSeftware uz koriséenje raéunara ATARI ST




Sadrzaij

I Pregled istrazivanja stanja napona i stanja deformacija
ravno napregnutih ploda, ¢ija je srednja povrs viSestruko
povezana oblast ......cccceviniiiniiiiinnien, ettt et sa e bt e aseeaean 1

I Pregled metoda kojima se reSavaju zadaci ravno napregnutih ploca
II1. Analiticke metode

II'1.1. Funkcija kompleksne promenljive sa konformnim

Preslikavanjem ......cccveeceieieiiiiereie e ee e s eeneeee e O
I1.2. Naponska funkcija .......ccceovimimmimiiiiiiie e ceeree e e S
I[1.3. GraniCni USIOVI ....ccccceevieieeiiiieeeeiiie et g
II1.4. Konformno preslikavanje .......c.cccccecveeeenineeereeeeeennereeeeeennees 11
II1.5. Uticaj konformnog preslikavanja na karakter
harmonijskih funkcija ......cccccooooviimiiiiiinieee e 14
[[1.6. Komponente tenzora napona i vektora pomeranja
U preslikano] PAVIH ....oooceerericieiiiiiier ettt e 15
II1.7. Primena konformnog preslikavanja za dvostruko
povezane Oblasti ........cccoociiiiiiiiiiii e 17
2. Metoda polinoma u reSavanju ravanskih problema
teorije elastiCnosti ......cceeveoiiiiii 19
3. Metoda varijacionog racuna u resavanju ravanskih
problema teorije elastiGnosti ..o 21

I Numeri¢ke metode
[I1. Metoda konacénih razlika ..., 24
[I2. Metoda konac¢nih elemenata
IV Eksperimentalne metode
IV1. Metoda opticke analize naponskog stanja
IV 2. Metoda tenzometra - koriSéenje mernih traka za
odredivanje napona i deformacija
V Izucavanje naponskog i deformacionog stanja ravno napregnute
eliptitno prstenaste ploce
V1. Odredivanje naponskog i deformacionog stanja eliptiéno
prstenaste plote primenom metode konaénih- elemenata ........... ol
V2. Primena metode fotoelasti¢nosti za odredivanje naponskog
i deformacionog stanja elipti¢cno prstenaste ploée ................. 111
V3. Primena funkcije kompleksne promenljive i konformnog
preslikavanja za izuavanje naponskog i deformacionog
stanja ravno napregnute elipti¢éno prstenaste plode
V3.1, Konformno preslikavanje elipti¢cnog u kruZni prsten
V3.2, Razmatranje grani¢nih uslova na konturama
eliptiCnog Prstena ......coooceeieviiiieiiie e 138
V 3.3. Odredivanje koeficijenata A, i B, pri razvoju u
Laurent-ov red analitickih funkcija kompleksne

promenljive F,(T) i X(T) oo s 142
V 3.4. Komponente tenzora napona u elipti¢no - hiperboli¢nim

koordinatama za razmatrani slucaj elipti¢éno prstenaste

ploce i njihova veza sa koeficijentima Ay i By .ooeoeeencnns 151




V 3.5. Uticaj simetrije kontura i opterecenja na

koeficijente Ap 1 B coveoiiii e 1535
V 3.6. Komponente vektora pomeranja u eliptiéno

hiperboliénom koordinatnom sistemu za primer

eliptiéno prstenaste ploCe .......ccociiiiiiiiiiiiiicc 156
V3.7. Komponente tenzora deformacije u elipti¢no

hiperbolitnom koordinatnom sistemu za primer

eliptitno prstenaste ploGe .....cccovcveevciciveeieecieeee e 158
V 3.8. Stanje napona i stanje deformacija ravno

napregnute eliptiéno prstenaste plo¢e odredeno

primenom funkcije kompleksne promenljive i

konformnog preslikavanja za razlidite slucajeve

03310 L TeT=T o | - RO OO SS 160

VI ZAKIJUBAK ovvveeeteeeceeeee e see e ee s e eeeneeneena. 185
Prilog [ '

Konformno preslikavanje nekih kontura ..., 188
Prilog I

Krivolinijske koordinate pri konformnoj transformaciji u

polarne Koordinate .........occcoiiiiiiiiiiiiiiee et 190
Prilog I )

Koncepcija programskog paketa “BERSAFE" .....ococooiiiiiivciceenen. 193
Prilog IV

Bazdarenje fotoelastiénog materijala na disku i $tapu ..o 201
Prilog V

Preslikavanje polarnih u eliptiéno - hiperboliéne koordinate

i elipti¢no - hiperboliéne koordinate tenzora napona ...........ccccccce.. 205
Prilog VI '

Programi 1 Pezultati ..ottt 208

Literatura




I Pregled istrazivanja stanja napona i stanja deformacija ravno
napregnutih ploca, ¢ija je srednja povrs visestruko povezana
oblast

IstraZivanja stanja napona i stanja deformacija ravno napregnutih plo¢a vrSena su sa
razli¢itih polazidta i razlié¢itim metodama. Polazista istraZivaca zavisila su od teorijskih i
eksperimentalnih mogucénosti i praktiénih interesa za re3avanje konkretnih problema.
Metode za reSavanje ove problematike razvijane su i dopunjavane pre svega razvojem
matematitkog aparata’ kao i razvojem novih eksperimentalnih metoda i mernih uredaja.

Kao sto se vidi, sve metode koje se mogu primenjivati u reSavanju ove problematike
mogle bi se podeliti u tri osnovne grupe:

1) analiticke
2) numericke i E
3) eksperimentalne ‘
Analiticke metode koje su pogodne za reSavanje postavljenog zadatka su:
- metoda funkcije kompleksne promenljive sa konformnim preslikavanjem [72]
- metoda polinoma
- meroda varijacionog racuna.

Numeri¢ke metode pogodne za izratunavanje postavljenog zadatka pomocdu ratunara su:
- metoda konaénih razlika i
- metoda konaénih elemenata.

Eksperimentalne metode koje su efikasne za analizu stanja napona i stanja
deformacija za postavljeni zadatak su:

- metode opticke analize naponskog i deformacionog stanja i
- tenzometrijska metoda (primenom mernih traka).

H.Y.Mycxemmmpunu razraduje matematicki aparat za reSavanje ravnog zadatka
teorije elasti¢nosti’ primenom funkcije kompleksne promenljive, svodeéi osnovne
probleme (ravnog stanja napona, ravnog stanja deformacija) na probleme odredivanja
naponske funkcije pomoc¢u analititke funkcije kompleksne promenljive. Mycxemumsunu
primenjuje konformno preslikavanje za reSavanje nekih problema definisu¢i pri tome
funkcije preslikavanja u obliku:
al+b
cC+d
b) Epitrofroidne z = (L) =R(T+mC"), R>0, 0 <m s-lg

a) Bilinearne funkcije z =

¢) Hipotrohroidne z=w({)=R({+ ), R >0, Usmslg
Cn

d) Eliptiekih prstenova z =w({)=R({+ =) R>0, m =0
Cn

t

' I.B.Konocos je 1909 postavio veoma jednostavnu i preglednu formulu, izrazavajuéi
komponente tenzora napona i vektora pomeranja pri elastiénim naprezanjima kod ravnog
zadatka preko Gursove funkcije, analiticke u jednostruko povezanoj oblasti. Kasnije je
H.U.Mycxemmsumm dokazao ovu relaciju za op$tiji slutaj konacne i beskonaéne visestruko
povezane oblasti. Formula Konocos - Mycxemummsmin-ja ima oblik [111:

o,+0,= 4Re{F'(z)}
0, -0, -2i1,, = 2 {2F"(Z) + X ()}

O ovome ce vise redi biti u poglavlju II.




Predhodna Kklasifikacija metoda mogla bi se prikazati Zemataski:
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Slika 1.

MycxemmmBmwin takode daje reSenje nekih konkretnih zadataka. Na primer, daje
reSenje prvog osnovnog problema’ za naprezanje kruZnog prstena primenom funkcije
kompleksne promenljive razradujuéi ne$to opSirniji problem Kkoji su resili I. B.
Kosocos - i C.I.Muxxmun koriséenjem potencijalnih redova. Pri tome MycxenumBmmi
razmatra prvi i drugi osnovni problem® simultano, pidu¢i jedinstven izraz za
grani¢ne uslove:

K@) +T@ (1) +P(t) = TUE) woorieeeeeeeeeee e e e 1)
gde je za prvi fundamentalni problem:
k=1 i f(8)=f,()+if,(t)= i [(X,+iY,)ds+C

]
dok je za drugi osnovni problem:

k=-x i f(t)=2p(g+ig,).

Uvodeéi predpostavku da se radi o viSestruko povezanoj oblasti i razmatrajuéi
slu¢aj konaéne i beskonaine oblasti Mycxemmusumm kaZe [72]:

* Pod prvim osnovnim problemom se podrazumeva slutaj kada su graniéni uslovi

zadati silama na konturi oblasti
* Pod drugim osnovnim problemom se podrazumeva slutaj kada su graniéni uslovi
zadati pomeranjima na konturi oblasti




“Jedina razlika od slugaja konaéne jednostruko povezane oblasti je taj da
nepoznate funkcije ¢(z) i ¢(z) mogu biti (i uopste ¢e biti) viseznaéne.”

MycxemmmBuwm — primenom  funkcije  kompleksne  promenljive i konformnog
preslikavanja re$ava niz konkretnih problema ravnog stanja napona i ravnog stanja
deformacija [72] kao na primer: kruini disk optereéen po Lkonturi koncentrisanim
silama, disk pod dejstvom koncentrisanih sila i spregova u wunutradnjim tackama,
rotirajuéi disk sa priévrdc¢enim diskretnimm masama, plota sa eliptiénim ¢&vorom
izloZzena istezanju, eliptitni ¢&vor (u ploGi) koji je izloZzen konstantnom pritiskuy,
jednoosno naprezanje beskonaine plode sa krutim eliptiénim srediétem. On takode
navodi opSte metode za redavanje graniénih problema koje su dali S.G.Mikhlin i
D.I.Sherman [88] kao i integralne jedna¢ine D.l.Sherman-a i G.Lauricella [88].
Posebno su interesantna reSenja grani¢nih problema za oblasti, preslikane u krug,
uz pomo¢ racionalnih funkcija. Tu on daje reSenja za kruZni disk, beskonacénu plo¢u
sa kruZnim otvorom i beskonaénu pioc":u sa elipticnim otvorom.

Primenom funkcije kompleksne promenljive MycxenumBuan takode reSava i
probleme torzije i savijanja homogenih i slozenih &tapova. I1.S. Sokolnikoff [88]
koriséenjem metode funkije kompleksne promenljive daje reSenje za jednostruko
povezane oblasti i to: za kruZznu oblast optereéenu jednako raspodeljenim pritiskom ili
koncentrisanim ekscentri¢nim silama, za kruZnu oblast kod Kkoje su zadata
konstantna radijalna pomef‘anja, za beskonaénu oblast ogranitenu iznutra korugom
siakoju deluje uniformni unutrasnji pritisak ili koncentrisana sila ili moment, za
sednoosno ili dvoosno zatezanje ili ¢isto smicanje. Sokolnikoff daje takode re3enje

analitickih  funkcija ¢(T) i ¢({) =za problem beskonatne oblasti (plote) sa
elipticnim otvorom, pri tome on razmatra slu¢aj jednako rasopodeljenog pririska na

elipti¢noj granici i slucaj ploe izloZzene istezanju i oslabljene eliptiénim otvorom. Pri
tome se on poziva na MycxemmmuBum-ja [2], ali kao prvog autora ovog reSenja
navodi C.E.Inglis-a i izvor Transactions of the Institute of Naval Architects, London
(1913). Sto je posebno od interesa za ovaj rad Sokolnikoff daje postavku problema za
elipticni disk i eliptiéni prsten pozivajuéi se na Mycxemumsuin-ja, ali navodeci
0O.Tedone-a (1906) .[88] i T.Boggio-a (1901} [88] kao autore mnogo komplikovanijeg
pristupa problemu. Kao autore koji su razmatrali osnovni problem sa dvostruko
povezanom oblasti navode se jo§ A.Timpe (1905) [88] G.Lame (1852), C.Tumomenko i
J.N.Goodier (1951), K.Weighardt (1915), M.Z.Narodetzky (1948), D.V.Weinberg (1949),
L.N.G.Filon (1924), A.l.Kalandiya (1953), M.P.Scheremetev (1953) [88], D.l.Sherman
(1950) (88].

Potrebno je takode pomenuti radove:

V.T. Buchwald i G.A.0. Davies - Plane elastostatic boundary value problems of
double connected regions (1962} i E.A. Komuanosa, A.B. IllsemoB - O mnocTpoenwuii
KOHQOpPMHOTO OTOGpa)keHHd CJIOXKHOR CHMMETpHUHON HBYXCBY 3HOH obnactu (1966).

England A.H. se takode bavi primenom funkcije kompleksne promenljive u
istraZivanju stanja napona i stanja deformacije napregnutih plo¢a [23]. Naime, on
reSava problem savijanja elipticne ploée pod dejstvom konstantnog opterecenja. Zatim,
razmatra ravnotezu konfokalnog elipticnog prstena, pri tome on razraduje redukciju
beskonacnog sistema jednalina koji se dobije za odredivanje nepoznatih koeficijenata.
Beskonaéni sistem jednaéina on pribliZno re$ava, iterativnim putem. England A.H.
daje i reSenje analitickih funkcija @y (z) i ¢y,(z) za elipticni prsten savijen
konstantnim pritiskom (pri tome je wunutrasnja kontura slobodna, a spoljasnja




fiksirana). Pri tome, on se poziva na Lekhnitskii S.G. - razmatranje viSeznaénosti
i analitickih funkcija. Kocmopnamuanckuit A.C. nmaje reSenja primera [59], kao &to su:
zategnuta plota sa dva jednaka eliptitcna otvora metodom malih parametara ili putem
beskonatnog sistema algebarskih jednadina; ploéa sa dva eliptiécna otvora pod
dejstvom’ koncentrisanih sila 1 momenata; istezanje beskonaéne izotropne ploce
oslabljene beskona¢nim nizom eliptiénih otvora i $to je posebno interesantno za ovaj
rad naponsko stanje izotropne eliptiéne ploce, oslabljene konaénim brojem elipti¢nih
otvora. ‘
Amenzade Y. daje [7] prikaz metode konformnog preslikavanja sa primenom na

eliptiéni otvor u beskonagnoj plo¢i. Pri tome je koris¢éena funkcija preslikavanja:

z=0(0)=A(T"+ml), AD0, 0smsl oo (2)

koja spoljasnju oblast elipse sa centrom u tacki z=0 i poluosamda A(l+m) i A(I-m)

konformno preslikava u jediniéni krug [T|<1.
Nowacki W. u knjizi [76] daje primenu kompleksnih potencijala:

m m
k=1 k=1

m
Pl2)= D1y, I(2-2)+Py(2) vt (3)
k=1
za viSekonturne oblasti sa (m+1) konturom. Takode, on daje re3enje zadatka za
teskonaéne oblasti, pri ¢emu se funkcija preslikavanja u jedini¢ni krug mozZe dati u
apstem obliku:

[ee]
2=0(0)= 2+ KT 1TIS] e (4)
g
n=0
Ovde je tatka z=co korespondirajuéa- tacki U=0. Takode, on daje odredivanje
kompleksnih potencijalnih funkcija uz primenu integralnih jednacina.
U radu [92] Simié¢ V. daje primenu funkcije kompleksne promenljive u ravanskim
problemima teorije elasti¢nosti za anizotropna tela i takode odredivanje kompleksnih
potencijala metodom najmanjih kvadrata. U radu [64] Batista M. daje prikaz

analitickog reSavanja naponsko - deformacionog stanja za ravne dvokonturne oblasti.
Pri tome Kkoristi iteracijski postupak u reSavanju sistema linearnih algebarskih

jednacina, uz primenu raéunara, tako da je drugi deo re$evanja ovog zadatka prakti¢no
realizovan numeritkim putem. U knjizi [18] HemumoB C. daje niz reSenih problema
napregnutih plo¢a sa elipticnom konturom uz primenu funkcije kompleksne promenljive.
On takode ovde daje i varijacionu postavku zadatka ravno napregnutih plo¢a, ali bez
reSenja sluCajeva sa elipticnim konturama.

Moze se navesti jo§ niz radova koji se bave ovom problematikom i kojima se
primena funkcije kompleksne promenljive i konformnog preslikavanja razvija u
primenljivu i efikasnu metodru za reSavanje odredene klase zadataka.




IT Pregled metoda kojima se resavaju zadaci ravno napregnutih ploc¢a

IT1. Analiticke metode

IT1.1. Funkcija kompleksne promenljive sa konformnim
preslikavanjem '

Sustina metode funkcije kompleksne promenljive je u tome da se naponska funkcija
izrazi pomocu analiti¢kih funkcija kompleksne promenljive. Analitéke funkcije kompleksne
promenljive se odreduju primenom odgovarajuéeg postupka, a zatim se odreduju naponi,
pomeranja i dilatacije na osnovu odredenih analiti¢kih funkcija kompleksne promenljive.

IT 1.2. Naponska funkcija

Kada se radi o ravnom stanju napona i ravnom stanju deformacija, naponi se
mogu izraziti preko Airy-jeve naponske funkcije ®(x,y), Kkoja mora zadovoijavati
biharmonijsku jednacinu: '

T =AMD =0 ettt e (5)
A=V ’

Uvedimo funkciju p(x,y)=V’®, koja prema predhodnoj jednadini zadovoljava

Laplace-ovu jednacinu:
AP = 0 oo e ea e e aearae e (6)
i ‘uvedimo funkciju q(x,y) koja je konjugovana funkciji p(x,y). Funkcija q(x,y) je

takva da sa p(x,y) zadovoljava Cauchy - Riemann-ove uslove:
o 9g . op oq
ox dy 1 —57 = - —C)_X—_ ................................. (7)

Tada moZemo da tvrdimo da je funkcija f,(z)=p+iq analiticka funkcija.
Inisgraljenjem funkcije f (z) dobija se nova analititka funkcija F(z):

. 1
F(2) P+iQ =[R2 o (8)

Funkcije P(x,y) i -~Q{x,y) zadovoljavaju Laplace-ovu jednacinu, odnosno,
harmonijske su. Diferenciranjem funkcije u obliku (8) po z dobija se:

F‘(z)=£+i-a—Q=iQ— is)-2=1
oxX

1 .
3x oy oy 4 fl(z)—4 (p+iq) .eeeeeeeeiis (9)
Odavde sledi:

oP 09 1
ox oy 4 P e eeerenererre e e ereneaeaeaas nes (10)
Mozé se dokazati da je:
2 2 2 2
A(XP+yQ)=2a—P‘+2%%+X(a—'; +@—P§)+y(a_%+ ﬁf) (11)

ox
Izrazi u zagradama na desnoj strani relacije (11) jednaki su nuli poSto P i Q

o
<

zadovoljavaju Laplace-ovu jednaginu pa su harmonijske funkcije, pa sledi:
oP 0Q

2 = ) — —_———
V(xP+yQ) 2ax_+2 F e (12)
uz koriscenje relacije (10). Po3to je p(x,y)=A® izraz (12) moze da se napiSe u obliku:
ALO-XP-YQ) =0 i e e e e e (13)

Izraz u zagradi relacije (13) moZe da se oznadi kao funkcija P,(x,y) koja je
harmonijska pa Airy-jeva naponska funkcija moZe da se napiSe u obliku:

D=XP+YQ+P, wovereeeeereeeeee e s (14)




Naponska funkcija @(x,y) moZe da se izrazi preko analitickih funkcija
kompleksne promenljive X(z) i F(z). NapiSimo sada analiticku funkciju X(z):

X(zZ)=P +iQ, o (15)
gde je Q,(x,y) konjugovana funkcija P(x,y). Razvijmo zatim izraz:
ZF(z)=(x~-iy) (P+iQ) =xP+ yQ+i(xQ-yP) .crrrrrrrrrrrinnren... (16)

Sabiranjem realnih delova funkcija X(z) i ZF(z) wuz koriséenje relacije (14)
dobijamo Airy-jevu naponsku funkciju izraZenu preko analitickih funkcija kompleksne
promenljive X(z) i F(z):

D=Re {ZF(Z)+X(Z)} oo (17)
gde Re oznacava realni deo funkcije.
Oznacavajuéi sa XI(Z) 1 F(Z) Kkonjugovane analiticke funkcije kompleksne
promenljive:

F(Z)=P-1Q 1 XD P,=iQ, ooooeorcorrrersreeersesreeeee. (18)
sledi: '

Z F(z)=xP+ yQ+i(xQ-yP)
zF(Z) =(x+iy) (P-iQ) =xP+yQ-i(xQ-yP) ,
Pa se Airy-jeva naponska funkcija moZe napisati u funkciji od X(z), Fi(z),
X(z) i F(z) u obliku:

=%[TF(Z)+ZF(2)+X(2)+—X(‘Z')] ............................. (19)
pri, éemu su Koriscene relacije:

f(z)=p+iq, T (Z) =p-iq »
1 Ty
Re{f(2)} =5 [ FHFD ]| oo (20)

Sto je izvorno dokazao Mycxemumpeum H.U. [72].

Sada se naponi, dilatacije i pomeranja mogu koridéenjem naponske funkcije ® prikazati
preko analitickih funkcija kompleksne promenljive F(z) i X(z) za slutaj ravnog
naponskog stanja.

Korigéenjem poznatih izraza za dilatacije i klizanja iz teorije elasti¢nosti [33]:

u 1 1 g oo
S Tox TE (OHe) T Gyt
du 1 1 2’0 R)
oy TE (GTHe)T T g TGy )
_ov _ou _2(1+y)  2(1+p) 3D
Yxy= ox +ay T E Tyy= " E _axay ................ (21)
pri ¢emu su zapreminske sile zanemarene, te korid¢enjem relacije (10) i veze:
_ oo o0
p ax2 ayZ

sledi da su parcijalni izvodi komponentnih pomeranja:
a2<1> 1 PR
ax E[ p- ax T R Ol b
oP
sl - S Jo -

e
a—v E[4 ay ] O (22)




Integraljenjem predhodnih izraza (22) dobija se:

u = 1—'[4P-(1+mﬁ9 +£,(x0 ]
v - =[4a- (1+u)i‘?—+f ] [P (23)

gde su f(y) i f,(y) pro1zvoljne funkcije. Zamenom relacija (23) u trec¢i izraz (21)
dobijamo:

2
43P, 20 2’0 of,  of,

r)y+_)2[ )axay+ oy +ax -
2
=—'2(1+u)m ............................................................. (24)
Posto je oP/0y=-0Q/0x sledi:
df, , df, _
dy " ix e PO TPt (25)

Ovde funkcije f,(y) i f,(y) predstavljaju polje pomeranja kru{og tela, pa ih

zanemarujemo. Iz relacija (23) sada slede izrazi za komponentna pomeranja:
=1 20
usg[4P- 1+ S ]
1 0d
veg[4a-0+w57 ]

wtiv =g 4(P+iQ) - (1+p) (£ + Ml)]

........................ (26)
Unoseéi u jednaéinu (19) relacue.

9z _JZ 1

oxX  oXx

2z _.

oy !

97 _ .

Oy =T (27)
debijamo:

90 L2 F(2)+F(z)+z F (2)+F(z) +X'(2) +X(2) |

'a—%)=:i2—|:'i‘F‘(z) -F(z2)-zF(z )+F(Z)+X(ZJ—X‘t’z)] ... (28)
pa sledi:

%‘f +i%%=p(z]+z'1?"(7) AXAT) oo, (29)

Korigc¢enjem izraza (26) i (28) konaéno dobijamo vezu izmedu komponentnih
pomeranja u i v i analititkih funkcija kompleksne promenljive F(z) i X(z):

wriv= 2 F(2) - BEF @K @) (30)
Diferenciranjem izraza (29) po x i po ¥y

gX‘D HOQ SF(2)+2F (2)+F(2)+ XD

ox0y
20 i %D _ o) T S |
& ‘ay i[F(2)-2F"@+FD-XT) v (31)

i koriscenjem poznatih izraza iz teorije elastiCnosti [74]:




dobijamo relacije izmedu napona o,, o, i t,, i analiti¢ckih kompleksnih funkcija
X(z) i F(z):

6,40, =2F (2)+2F (D) =4Re{F'(2)} .ocsirrrerrcnnreen (33)
6y 0321,y =2 ZF T +X(2) | oo rerereinninennns (34)

ili:
IR TR |3 ICO TS Gt (35)

Razmotrimo sada kako bi se izrazi (26) (33) (34) i (35) mogli prikazati u
krivolinijskim koordintama. Uzmimo u razmatranje sistem ortogonalnih krivolinijskih
koordinata (T,nm) u z-ravni. Element luka krive E=f, je upravan na pravac u kome
E raste. Oznadimo normalni napon na taj element sa ¢, a smicuéi napon sa tgﬂ,
kao &to je prikazano na slici 2.

Slika 2.

Analogno predhodnom na elementu luka krive 7n=7, normalni napon je oy, a
smicu¢i napon je TnE- Za smituce napone vaZi relacija =Tyt Oznagimo pomeranja
duz £ i n pravca sa ug i uy respektivno i oznadimo sa o ugao koji tangenta na
7 krivu gradi sa x-osom, kao Sto je to prikazano na slici 3.

\ \

Slika 3.




Postavimo relacije izmedu pomeranja u x i y pravcu i £ i 7 pravcu:
u=ugcos oc-uT]sinoa
v=ugsina+u.qcosoc ........................................ TP (36)
pa sledi:
u+iv=ug(cos a+isin o) +iun( cos a+isin o)
u+iv=(uE+iuﬂ)e1°‘
Na osnovu izraza (30) moZemo napisati:

ug +iuy = (uriv) e e, (38)

Razmatranjem veza izmedu komponentnih napona u polarnom i Descartes-ovom
koordinatnom sistemu dobijamo poznate relacije:
csC *0, =0*0,
- i = - : 2ia
Sy OC+2”C71 (o,-o,+2it, e

Izrazimo zatim napone o,, ©

o Oy 1 Ty, pomoc¢u relacija (33) i (34) i dobijamo:

Xy

+0, =4Re{F'(2)}=2[F'(2)+F (D) ] s (40)
#2015 =2 TF “(2)+X"(2) JeH¥ (41)

%

OTI—O

g

Oduzimanjem izraza (41) od izraza (40) dobijamo pogodniju formu izraza:
oé—itgn=F‘(z)+F‘(-) - 'i'F"(z)+X"(z)]e2i°‘ ............ (42)

Ako razmatramo polarne koordinate dovoljno je u predhodne izraze staviti umesto
¢i 1 oznake p i ¢, gde p oznacava radijalni pravac, a ¢ cirkularan pravac.

ii 1.3. Grani¢ni uslovi

Razmotrimo zatim problem grani¢nih uslova. Posmatrajmo jedan luk AB u oblasti ST,

koji ima smer od A prema B, a normala i je usmerena udesno kada se kreéemo od A
prema B kao $to je to prikazano na slici 4.-a

a) b)
Slika 4.
Predpostavimo da su komponente sile koja dejstvuje na strani pozitivhe normale, a na

elementarnoj duZini luka ds, oznatene sa X; i Y, i da su u pravcu koordinatnih osa x




i y. Pidu¢i jednaéine ravnoteie za elementarni trougao prikazan na slici 4-b, dobijamo:

X} =o,cos a+1,  sina
Y =0, SIN0+T, COS QU wovrenrerieiireieieieeieinie, e (43)

Posto je cosa=dy/ds i sina=-dx/ds i uzimajuéi u obzir relaciju (32) sledi:

xp- 20 dv 20 dx _ 0@0) 0 00ydx_ d(20)
oy" ds c)xay ds oy9dy’ds 9x‘0y’ds ds Oy

9°0 dy 0%0 dx __d(00) . (44)

0x° ds  Jxdy ds ds

gde je d/ds izvoed po luénoj konturi s.

Integranljenjem po delu luka od A do B dobijamo komponente rezultujuée sile:

e s [£(22) - 22

Yy =-

oy oY a
B B
Yt=£Y‘tds=—£éi—<gi?) =—g—SA .......................... (45)

Ako iskoristimo relacije (28) iz izraza (45) mogu se dobiti komponente rezultujuce sile
u korelaciji sa analitiékim, funkcijama kompleksne promenljive F(z) i X(z):

. B
Fy=—[ZF'(2)-F(2)-2F (2)+F(7)+X"(2) -X"(D |
2 A
) _ _ _ B
Fy=-—|ZF ' (2)+F(2) +zF (D+F(D+X'(2)+X'(7)] ... (46)
y 9 A

A moment sila koje dejstvuju duz luka AB za koordinatni pocetak O je:

B B
M=£(XY;—yx‘t)ds=-I[xd(%)wd( %—31)] .............. (47)

Parcijalnim integraljenjem se dobija:

B B
o0 00
M=-{Xx== 4y = )| +D| i (48)
<X ox Y r)y )‘A ’A
Pa se konacno iz relacija (46) i (48) dobijaju izrazi za rezultujuéu silu:
B
- B
FR={(Xt+1Yt)ds=—1|:F(z)+zF (2)+X (z)jA .............. (49)
i rezultujuéi moment: _
B
M=-Re {2ZF"(2)+2X'(2)- [ X' (D)dz} oo (50)
’ A

kao &to je to dokazao MycxemumBumm N.I. [72] Izraz (49) se moZe napisati u obliku:

F(z]+zF‘(z)+X‘(2)=fL+ if *const oo (51)

gde je: \
B
£ +if = iJ(X‘“iY‘t)ds

Pri tome je integracija vriena po konturi u smeru tako da oblast S ostaje sa
leve strane. Na taj nadin se granitni uslov zadat silama (ili naponima) na konturi
svodi na odredivanje analitickih funkcija kompleksne promenljive F(z) i X(z) koje
moraju zadovoljavati grani¢ne uslove (51) na konturi C oblasti S. Na slican naéin
se moZe postaviti i graniéni uslov po pomeranjima kako je to dao Entland A.H. [23l.
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Na konturi C je moguce takode odrediti normalni o, i smicuci népon T, Ako
je krivolinijski koordinatni sistem E,m postavljen tako, da se deo konture C, duz
koje je specificiran napon, poklapa sa I=E, tada grani¢ni uslovi dobijaju oblik:

OE+itE7]=Onk+i‘tnk ........................................................ (32)
na delu E=E,.

Koriscenjem izraza (52) i transformisanog izraza (42) graniéni uslovi se mogu
napisati u obliku:

F'(2)+F (2)-e A% [ZF(2)+X(2) |= Oy +iTy, z<C ... (53)

gde je o ugao nagiba spoljasnje normale na konturu C. Ovaj oblik grani¢nih uslova
je Cesto pogodan ¢ak i kada se radi o visekonturnim oblastima i kada su analiticke

kompleksne funkcije F(z) i X(z) jednoznatne funkcije.
Problem graniénih uslova zadatih naponima moZe biti prikazan u relaciji sa rezultujuéom

silom R(t), za jedan proizvoljan luk na konturi C od z=t, do z=t u obliku:

_— —— -t
[Flz)+F z)+m(z):|t=iR (1)

o t
=if(o +it,. ) el%ds
¥ E e

L}

t 0
tfo( O *iten ) dt (1cC) oo (54)
=de je smer integracije takav da S* ostaje sa leve strane (231.

Za oblasti sa kruinom konturom predhodna formula omoguéava znatno
iadnostavnija reenja. Ukoliko oblast S ima komplikovaniji oblik relacija izmedu «a i
koordinata z, Z je znatno komplikovanija.

Ukoliko je moguée da se odredi konformna transformacija koja ¢e preslikavati
nosmatranu oblast u neki jednostavniji oblik, na primer $to je najpogodnije u kruznu
oblast ili poluravan tada je moguée resiti transformisani (preslikani) graniéni uslov
u toj preslikanoj (zamiSljenoj) oblasti.

Razmotrimo sada osnovne principe po kojima bi se to moglo realizovati.

II 1.4. Konformno preslikavanje

Jedna od najefikasnijih metoda za re%avanje problema dvodimenzionalne linearne
elasti¢nosti kod komplikovanih kontura je da se oblast komplikovane konture preslika
u oblast jednostavne konture. Matemati¢ki oblik izraza graniénih uslova koji se
dobijaju preslikavanjem je najted¢e mnogo sloZeniji, ali su teSkoée u radu sa njima
manjeg znacaja od olak$ica koje se postiZu jednostavnijom geometrijom Kkonture.

Ovde " éemo prikazati neke slutajeve graniénih uslova koji se mogu konformno
preslikati u unutrasnju ili spoljasnju oblast kruga. Takve oblasti su -disk oivicen
konturom C ili beskonaéna ravan sa otvorom konture C, pri ¢emu je kriva konture
kontinualna. Ovde se granitni uslovi transformisu u jednostavnije graniéne uslove
na kruZnoj konturi.

Praktitna korisnost konformnih transformacija ne proizilazi iz toga $to one ¢&ine
giroku klasu transformacija veé iz ¢injenice da nam one omogudavaju da prosirimo
osnovnu formulacijil kompleksne promenljive na transformisan problem, te da metode
razvijene za re8avanje oblasti u obliku poluravni i kruZne oblasti primenimo na
veliku klasu problema sa rali¢itim komplikovanijim konturama.
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Razmotrimo transformaciju z=w({) koja preslikava tadke iz oblasti 'RC u (-ravni
u tatke oblasti R; u z-ravni. Ako izaberemo jednoznaénu - funkciju preslikavanja
z=w({), tada specificiranjem oblasti Ry definiSemo i oblast R,  Uzecemo
transformaciju izmedu RC i R, tako da je jednozna¢na i inverzna, tako da izborom
inverzne transformacije U=w '(z) moZemo definisati odgovarajuce jednoznacno
preslikavanje iz R, u RC Uzmimo da je (T) holomorfna u R(T) i da je w'(
C)=#0 za TeRg da bi otuvali formulaciju kompleksne promenljive.

Karakteristike ovog tipa transformacije mogu biti mnogo lakSe ispitane
analiziranjem veza izmedu odgovaraju¢ih krivih u Rr i Rg.

Predpostavimo da je LE luk u RC koji prolazi kroz tacéku COGRC tada kad se tatka C
krece po luku Lt odgovarajuca tacka z=w({) c¢e opisivati luk L. koji prolazi kroz tatku
2,=0(;)eR,. Podto je w({) holomorfna, relacija izmedu malog prirastaja U duz LC u
tacki {, i odgovarajudeg priradtaja oz duz L, ce biti:

82= ' (T )BT teeeeiiieiee ettt ettt e e (55)

(o}
Iz ove relacije se mogu izvesti mnoge osobine preslikavanja.
Prvo, odredujuéi da je w'(C,)=0, preslikavanje je lokalno jednozna&no i inverzno
daje relaciju:
BT= —2Z e (56)
(g)

Drugo, posto je:
] =[O | e (57)

Lokalni pmraétaj je |w'(T)] i nezavisan je od smera Lz u T=C,. A takode:
arg(8z) = O+arg( O (8T) weereeieee e eee et e (58)

zde je ®=arglw'(T,)) tako da je ugao nagiba elementa 8z na L; u odnosu na
realnu osu u z-ravni jednak uglu nagiba elemente 87 u odnosu na realnu osu u
C-ravni plus konstantan wugao. Prema tome okolina tatke T, u C—ravni je
transformisana pomoéu umnoska |w'(T,)| i kruto zarotirana za ugao ®=arg(w'(T,))
u okolini tadke z, u z-ravni uz predpostavku da je ©'(T,)=0. U specijalnom slucaJu
kada se dva luka LC i LC presecaju u (=(, pod uglom © onda se i odgovarajuéi
lukovi LZ i LZ u R, presecaju u z, pod istim uglom $;, i sa istom orijentacijom.

Transformacija koja uglove ostavlja otuvane, zove se konformna, pa je i transformacija
iz RC u R, konformna, kada je w({) holomorfna i w'({;)#0 za sve vrednosti T u RC'
Ovi uslovi takode obezbeduju da je transformacija iz R; u RC konformna.

Razmotrimo konformno preslikavanje oblasti R, u wunutrasnjost ili spoljadnjost
kruga |C|=a u C{-ravni.

Kako krugovi |C|=const i radijalne linije argl=const ¢&ine ortogonalnu
krivolinijsku mrezu u U-ravni, konformno preslikvanje z=w({) ovih linija formira
jednu ortogonalnu krivelilinijsku mrezu u oblasti R, z-ravni. Ustvari mreza krivih
[CT|=E, argl=7 moZe se iskortistiti da definide sistem ortogonalnih krivolinijskih
koordinata (E,n) u oblasti R;. Posebno moZemo uzeti krivu f=a za granicu konture
C i ako je R oblast |Cl<a svaka kriva E=E, lezade potpuno unutar oblasti R,
kada je E, konstanta i 0<E;<a. Takode, krive n=const seku grani¢nu konturu C i
svaku drugu krivu iz familije T=const ortogonalno u R;. To nam omogucava da
odredimo ugao nagiba normale o na koordinatnu Kkrivu E=const u svakoj tacki
mreZe kao 3to je prikazana na slici 5.
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Z-ravan j-ravan

Slika 5.
U tacki z u oblasti R, koja odgovara C=Eoem u oblasti Rr, normala na krivu
E=f, se poklapa sa mreZom radijalnih linija arg T=n u T-ravni.
Prema tome iz izraza (58) sledi:

a=argle'( D)+1, T=Eell e, (59)
tako da je:
Qi 2 @0 TolO (60)
w(l) To (@

Konformno preslikavanje definise prirodni koordinatni sistem u oblasti Rz. VazZno je
da se zna da li je w ({) u tatkama na konturi |{|=a. MoZe se dokazati da w ({)=0
na konturi |{|/=a obezbeduje da graniéna kontura C u R, ima kontinualnu promenu

krivine. Predpostavimo da kontura C zadovoljava takav uslov. Ukoliko je R, ogranicena
jednokonturna oblast koja se nalazi unutar konture C, ona mozZe biti konformno

preslikana u oblast |{|<a pomodu funkcije z=w (), gde se () moze razviti u red u
okolini =0 u obliku:

z=w(ll=a,+a,C+...+a T"+... (a,#0) ... (61)

Moze se podesiti da je a,=0 i da a, bude realno, ali ne nula izborom U-osa
(ukoliko je a,=0 tada je ®'(0)=0, pa preslikavanje nije Kkonformno). Sli¢no, ako je
R, spoljasnja oblast u odnosu na konturu C, ona moZe biti konformno preslikana u
|Cl2a pomoéu z=w(T), gde je uz primenu Laurent-ove teoreme:

z=m(C)=aiC+a0+——t—)—‘-+22-+...+b—n ........................... (62)

T g

Clanom T® za n=22 se iskljutuju, ukoliko Zelimo da predpostavimo da je ({)

homomorfna u beskonaénosti. MoZemo takode izborom U-osa, podesiti da bude a,=0 i
da je a, realno tako da izraz (62) dobija oblik:

z=R +—b—1+P—i—+...+P-“— ................................................ (63)

¢ T g

Skracivanje reda (62) ili (63) na n ¢&lanova omogucava nam aproksimaciju u
preslikavanju funkcijom z=w({) na poznatu tacnost i definide oblast R; priblizno istog
oblika kao R;. MozZe se dokazati da reSenje graniénih problema za oblast R; teZi

reSenjima R, kada n—c. Jlustracija predhodnog data je u Prilogu I na strani 188.
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IT 1.5. Uticaj konformnog preslikavanja na karakter harmonijskih
funkcija

Preslikavanje svake funkcije ®(x,y) u funkciju ®(E7) uz “pomo¢ proizvoljnih
jednaéina:
E=1f (x,y)
N=F,(X,7) (64)

ne menja veli¢inu funkcije u odgovarajucim tatkama. Pa prema tome, ako su (xj, ¥i)
i (E,,m;) koordinate para korespodentnih tacaka onda je:

O(x, ¥ )=OE M) e (65)

PokaZzimo sada da harmonijski karakter funkcije ostaje ofuvan kada je
harmonijska funkcija transformisana uz pomoé¢ konjugovanih funkcija. Neka je zadata
funkcija @(x,y) takva da je: .

2 2
90 40D c0 e (66)
0X oy
Tada je:
O'O(E,m)  *O(Em)
o + o S0 e, (67)
Diferenciranjem ®(E,n) po x dobijamo:
90 _2®E 0o
9K T OE Ox T Oom Qx s, (68)

’D 0@ O%E ag(a%pai 9@ 9m
T\ —5-—>+

E ox’ 9x ‘' oF dx 0Fdy ox
2 2 2
L2209 0_71_(9_29_§+9_9§1)

N 0x° " 9x \0Edn dx o7 ox
o je:

20 ony , 9°0 2F on |
*an’<ax-)+ T T — (69)

Analogno predhodnom, diferenciramo ®(E,m) po y i dobijamo:
2 2 2 2 2
0’0 _ 00 0%, 00 o'y, 20 LY,
oy of oy 9m oy~ 9L oy
2 2 2
QoMY p SR OB
on’ N\ oy ofom oy 9y

Vodeéi ratuna o tome da su funkcije ®, £ i 7 harmonijske i Kkori&cenjem
Cauchy -Riemann-ovih uslova (7) sledi:

(B V(L3 (2nyo(2my o — (71)

(70)

ox oy 0x
i takode:

QEdm , OE on _,
0xX OXx oy 9y

Te sabiranjem jednacina (69) i (70) i s obzirom na jednacine (71) i (72) dobijamo:

'0  'd 2 :
(aEz . fm? )[(2_3%(%3)}0 ........................... (73)

................................................... (72)
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S obzirom da je izraz u srednjoj zagradi razli¢it od nule sledi da Laplasijan u
izrazu (73) mora biti jednak nuli:

' o'®

Tt S

ot o

Sto dokazuje da je ®(E,m) harmonijska funkcija.

=0 e (74)

Ta ¢injenica je od koristi pri reSavanju problema teorije elastiénosti i dokazala
se u velikom broju primena na procese harmonizacije kod problema komplikovanih
izvora koncentracije napona, kao $to su kruzni otvori, Zlebovi itd.

Uz pomoé¢ pogodnih konformnih transformacija jedan ortogonalan sistem krivih
moZe se transformisati u kvadratnu mreZu. Posto konformna tranformacija ne
menja veliéinu funkcije u odgovarajuéim tackama, graniéne vrednosti ®(x,y)=®(E,7n)
korespodentnim tatkama se mogu uzeti istim u oba koordinatna sistema (x,y) i (E,7).

Pomocéu jednacine (74) pokazali smo da je ®(Em) harmonijska funkcija tako da
velicine Q@(&7m) wu svim tatkama mreZe u (£,7) ravni mogu biti odredene
harmonizacijom, pa veliline ®(E,n) tako odredene u (&m) ranvni predstavljaju
takode velicine ®(E,n) u korespondentnim tatkama u ®(x,y) ravni.

I[11.6. Komponente tenzora napona i vektora pomeranja u
preslikanoj ravni

Razmotrimo sada Kkomponente tenzora napona u Krivolinijskom koordinatnom
sistemu. Postavimo koordintni sistem x'Oy‘ tako da se ose x' i y' poklapaju sa
osama p i ¢ respektivno, kao $to je prikazano na slici 6., tada dée biti:

Op= 0y
Op=0y.
To™ Tty woreereesenmee et (75)

Slika 6.
Pomeranja predstavljena preko funkcija kompleksne promenljive data su izrazom

(30). Ovaj izraz je prvi izveo Kolosov V.G. Pri tome su pomeranja u i v u pravcu
koordinatnih osa x i y. Komponente tenzora napona napisane u relaciji sa
funkcijama Lkompleksne promenljive date su izrazima (33), (34) i (35). Relacija
izmedu pomeranja u Descartes-ovim i polarnim koordinatama data je izrazom (37),
a to se inverzno moZe napisati:

Upt it = (W V)6 % L (76)
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Veza izmedu napona u Descartes-ovim i polarnim koordintama data je poznatim izrazima:
OX‘=choszoc+oysin2a+21xysinoc cosa
_ 2 02 .
Oy¢= 0,C08 a+0.sin a-21, sina cosa
................................. (77)
Pa se iz ovih izraza izvode relacije (39} ili drugacije napisano:
Op+0@ =0 +0 =0, +0,
Op~Op+2iTog= Op=Oyu+2it., = (00 +2it, Je2ia ...  (78)

T,y = (0,-0,)sina cosa+1, cos2a

Odavde se uz primenu funkcija kompleksne promenljive izrazi (39), a oduzimanjem
ovih izraza se dobija: '

0p-itoe=F (D +F(@D-[2F"(2)+X"(2) A% ... (79)
Ukoliko izvrdimo konformnu transformaciju - preslikavanje koriséenjem funkcije
z=w(C), iz z u {-ravan iz izraza (30), (33} i (35) dobijamo relacije:
uriv=2CE R gy - :"i(—@f‘(fnl";—@] ............... (80)
E E m‘(f) T
o,+0,=4Re {F (C)} I: F-‘g]:l ........................ (81)

0,70, + 20T " T ]3[0) C)F“ D0 (0= (DF; (D" ( D+
+x‘;(c O (D= X YD (0] i (82)

Pri tome su analiticke funkcije F(z) i X(z) Kkoriscenjem izraza z=wI({)
transformisan, a takode i njihovi izvodi:

F(z)=F[ o() ]=F, ()

X(2)=X[ (D) ]=X,(0)
dF__ dF, d{ _ F;(Q)

F (Z)= dZ = dC dZ = (;)‘(C]
oy dX  dX, dr Xx;(T)
X(2)=74, ""aC dz " o'
w v d rFi@dt  Fi(De'(Q-F(De"(T)
F (Z]_dc[ f ]dz = [m:(c]]s
“ X3 (T daT _ X (Do (0)-X(Dw(0)
X" =g [ tCJ] o (83)
Pri prelasku na krivolinijske koordinate Kkoristicemo vezu:
dz
i
e Q] T (84)
odnosno: !
. 2 ¢ 2 2 [ 2
o2icr, (dz)*_ [ w'(Q)dT] - (& ) (W (C)" (85)
N PSS TR R R P{a]
gde je:
2
_p% = 2o
pa sledi:
2 ¢
Qo glio L) T OO (86)

lo (D o (D
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gde je:
lo (D)= 0'(7) 0'(])

Na slidéan naéin se moZe razviti izraz (84) w

o4z _ (DT _e'(Q) _ '@ T
ldz] Jw'(T)]-1dT] lm(z;)| ' ()] o
ili:
_1a=-i‘£§)—.£— .................................
|ﬁ)‘(c)| p -----------------------

Tako da iz izraza (78), (79) uz koriscenje relacija (86),
relacije  izmedu napona u krivolinijskim koordinatama
kompleksne promenljive u preslikanoj CU-ravni:

oD rFUD  FD
op+o(P—4Re{w.(C)} 2[‘“0 . 6‘@]

. _ 2 - u _
0506 210" T o7 Lo DE (D6’ (0-0lDE" |
+X5 (DT~ X" () |edie

(88)

(87)

ili

(88)

analiti¢kih

(90)

sledi: _E_Z_ 5 L
Ocp cjo+21tcp o7 ;'—(C—I:‘(;'—"'T[m(C)F1 o (0)-ol0F (Do " (QO+
> SIS I*NEoED ¢(i o 173114 ] Ees——"
Takode iz:
6 -it _1_3_ ___g_ I:-—:C- “j)wj) F, (0) w“(j)
e e (D) T w'(D) w'(O7F
X; (Do (0 -X(Dw"(Q) :Izld
[w'( D]3
siedi:

F(C) “ﬁ;('c') [_. F1Qe(0-F(De"(T) |

%0 %0~ 5y T o (D) [0 (DT

. X (D' ()~ le)m"(c :]f_w‘(g
[w'(T °° 0D

dobi jarﬁo
funkcija

Dok iz izraza (76), (80) i uz korisc¢enje relacije (88) dobijamo relaciju izmedu
komponentnih pomeranja u krivolinijskim koordinatama i analiti¢kih funkcija kompleksne

promenljive u preslikanoj {-ravni:

+i + ——E——S—
Up+itg= (u W)Iw(CH o T

sledi:

I11.7. Primena konformnog preslikavanja
povezane oblasti

Za

dvostruko

Metoda za resavanje jednokonturnih oblasti moZe se modifikovati tako da daje efikasno
resenje osnovnih problema za kruZni prsten. A kao $to smo ranije pokazali gitav niz
razli¢itih dvokonturnih oblasti se moZe pogodnom konformnom transformacijom preslikati

u kruZni prsten.
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Medutim generalizacija formula za jednokonturne oblasti na dvokonturne ¢esto vodi
sistemu jednadéina po nepoznatim koeficijentima Lauren-ovog reda koji je nemoguce resiti.

Razmatrajmo sluéaj kada su graniéni uslovi zadati silama na konturi kruZnog prstena.
Neka je prsten formiran od para koncentri¢nih krugova C, i C, polupre¢nika p, i p, pri
¢emu je p,<p,. Predpostavicemo da su opterecenja koja dejstvuju na konturama takva da
su rezultujucéa sila i moment jednaki nuli na svakoj konturi. U tom slucéaju funkcije F(z)
i X(z) ¢e biti analiti¢ke u prstenu p, <|z|<p, (Sokolnikoff 1.S.) [88] i izvorno Mycxnumsum
[72]. Pa prema tome moZemo anali¢ke funkcije kompleksne promenljive F'(z) i X“(z) razviti
u Laurent-ov red:

[ee)
F'(z)= D A,z"

n=-o
[ee]

X“(z)=§_lﬂann 28 0, <|Z] S0,  vieiiii (94)

- n=-o i
Koeficijenti A i B, moraju biti takvi da zadovoljavaju uslove na konturama C, i
C, odnosno relaciju (51):

n
F(z)+2F (2)+X (2)=f," +if," +const

na Cy, k=12, . (95)
gde je:

X ") +17,Me)0= £ 4

Veliéina integracione konstante u izrazu (95) moZe bizi izabrana proizvoljo samo na

(k)

, +ConSt i, (96)
jednoj konturi, a na drugoj se ona odreduje tako da naponi i pomeranja u prstenu budu
jednoznaéni i kontinualni. Luéni parametar s na kruZnim konturama C, i C, moZe biti

wet kao s=p, ¥, gde je ¥ polarni ugao. Dakle, desnu stranu izraza (96) moguce je
prikazati kao funkciju ¥ i oznadimo tu funkciju sa F 9. Predpostavljaju¢i da F,9 moze

biti predstavljena Fourier-ovim redom po kompleksnoj jedinici:

Uz koriséenje relacija (94) i (97) moZemo saa napisati grani¢ne uslove u obliku:

© ) © ) ®© .
Z[(l_n]An+Bn_zp-ls]pr;em8+ZA_n pfe -ln«‘}.__zcnl em& (98)

n=-o n=-o ==
Q0 . 0 A [oe] (2) s
z[(l—n]An+Bn_26;]p“zem3+ZKnp;‘e"m8=ZCn“ eln¥  (gg)
n=-c n=-co n=-o
o )

gde je stavljeno z=plei na unutrasnjoj i z=pzei na spoljadnjoj konturi.
Zatim se uporedivanjem Kkoeficijenata uz iste stepene ein® dobija sistem jednacina

za nepoznate koeficijente A i B:
A +A,-B,a?=C}"
A +Ay,-B_ b 2=C,"*
(1-n)Aa"-B,_,a" ?+A_a™" Cnm
(1-n)A b B ,b™2+A_ b "C e, (100)
ReSavanje ovog sistema jednaCina ne predstavlja problem i dobijeni koeficijenti A/
i B, se zatim mogu =zameniti u relacijama (94), te na taj nacin dobijemo
analiticke funkcije komplesne promenljive F'(z) i X"(z).
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Dobijene analiticke funkcije se zatim mogu zameniti u izrazima za napoﬁe i pomeranje
(33), (35) i (30) ili (40), (41) i (38), veé zavisno od toga u kom koordintnom
sistemu se radi. Iz ovih izraza se zatim razdvajanjem realnih i imaginarnih ¢lanova

mogu odrediti komponentni naponi i pomeranja op, g Tog 1 Uy Ug

IT2. Metoda polinoma u resavanju ravanskih problema teorije
elasti¢nosti

Diferencijalna jedna&ina ravanskog problema teorije elasti¢nosti, data preko Airy-jeve
naponske funkcije ®(x,y), naziva se jo§ i Maxvell-ova diferencijalna jednagina wu obliku:

AAND=0
ili:

o @ o @ 00

0%’ + aXQay:z + oy (101)

Ova jednacina vaZi u sludaju odsustva zapreminskih sila i odreduje funkciju @
kao jednu iz skupa biharmonijskih funkcija. Pri tome wvaZe grani¢ni uslovi koje

moZemo napisati u obliku:

OX Txy . nX - pnx (102)
O, n, p,, [ —
ade su:

Oys Oys Tyy = komponente matrice tenzora napona

n,=dy/ds i n,=-dx/ds

Pnx» Pny - Opterecenja na konturi

s - duZina luka konture merama od neke utvrdene tatke u smeru tako da

posmatrana oblast ostaje sa leve strane
PrikaZimo sada Airy-jevu naponsku funkciju u obliku polinoma:

CD(xy)—Z ZAmnk Y e (103)
m=0n=0

Koriééenjem izraza (32) dobijamo komponente tenzora napona o ,0,, T,,:

- Z Z n(n-DA x"y"™
m=0n=2

[ee)
I

=]

v’
=_2_<P_ ;

m(m DA x" 7y

[N

" M8 I M8

a?
T T o

Oo a
z T, (104) 7

Napi&imo sada polinom (103) u razvijenom obliku:
DIXY) = At A X+ AL Y+A XY+A, X+ A,y +
AL KYHA XY H ot AL XY e (105)

Odavde vidimo da primenjujuéi relacije (104) na polinom (105), u izrazima za
napone mne figuriSu koeficijenti A ,, A,, A, ~pa moZemo uzeti da je
A,=A,,=A_=0. Napid§imo sada Maxwell-ovu diferencijalnu jednad¢inu (101) u
razvijenom obliku, tj zamenjujuéi polinom (103) u njoj:

19




o (o0
> > mim-1)(m-2)(m-3) A, X y" +

m=41n=0
0 [ee]
+2 Z Zm(m—l)n (n-1) A x™7?y" 7%+
m=2n=2
[ee] [ee]
£ > -Dn-2)(0-3) A, X"y =0 v (106)
m=0n=4

Ukoliko je m+n=<3, funkcija ® je biharmnonijska u svakom ¢lanu. Medutim kako
linearni deo polinoma ne utite na napone izostavljamo ga, pa se granice sumiranja
mogu pomeriti, kao &to je pokazano u literaturi [Jeci¢ S.] [44] te se izraz (106)
moZe napisati u obliku:

@  ® ’

Z Z[(m-l)m(m+1](m+2)Am+2n_2+2m(m—])n(n~l) AL
m=2 n=2
+(n-Dn(n+D)(n+2) Apoe, | X™2Y 5720 e, (107)

Da bi izraz (107) bio zadovoljen potrebno je da bude:

(m-1)m (m+1)(m+2)A +2m(m-1)n{n-1) A __+

m+2 n-2 mn
+(n-Dn(n+1)(n+2)A__,,.,=0
Za M22, N22  cveviiiiieieiiiniennen, (108)
Dakle kada je m+n>3, wuspostavljaju se veze izmedu koeficijenata A, u

homogenom polinomu oblika (108) a stepena k=m+n. Na primer ukoliko uzmemo da
je m=2 i n=2 dobijamo vezu izmedu koeficijenata A,,, A,, i Ag,:
24A,,+8A,,+24A =0
AL ==3(A, +A ) (109)

Pa sada biharmonijski polinom (103) ili (103) predstavlja zbir d¢etri nezavisna
¢lana oblika:

O, (x,y)=A, [x'-3xy’]+A, X'y+A xy'+ A, [y'-3x"y’]  (110)

iii:

Kada se wuzme da je polinom petog stepena dobijamo dve relacije izmedu

koeficijenata A_,, A,, i A, za m=3 i n=2 i koeficijenata A,,, A,, A, za m=2
i n=3 u obliku:
120A j+24(A ,+A ,)=0
ili:
A=- 1? (A #AL,) oo (111)
i
120A +24(A, +A ,) =0
ili:
Agm - L (A, AL e, (112)

Pa je sada biharmonijski polinom (103) petog stepena, sa ¢&etiri nezavisna
partikularna reSenja i ima oblik:

0, (x,y)=A, [x'y- ——]5— v 1+A, Xy - —é— x ]+

+A, [Xy*- -15—— v 1+A [xy'- —-15— '] e, (113)

Svako nezavisno reSenje potpunog biharmonijskog polinoma drugog, tredeg, Getvrtog
itd, stepena moZe predstavljati reSenje Maxwell-ove diferencijalne jednaine za
odredene grani¢ne uslove. Ispitujuéi ova nezavisna reSenja nalazimo granitne uslove
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za koje su pojedina od ovih resenja zadovoljavajuca. Ovom metodom mogu se naci
reSenja nekih jednostavnihih problema. Nedostatak ove metode je u tome 3&to se
retko mogu sasvim tacno zadovoljiti graniéni uslovi.

II3. Metoda varijacionog ratuna wu reSavanju ravanskih
problema teorije elasti¢nosti

Telo zapremine V ogranideno povrinom S, nalazi se u ravnotezi pod dejstvom
zapreminskih sila (F,), )

vl n’i

i povrsinskih sila (F_); na delu povrsine S,.
Neka je stanje deformacija tela odredeno pomeranjima u;, a stanje napona komponentama

tenzora napona o,;; koje moraju zadovoljavati navedene jednadine ravnoteZe.

O+ IF L) =0 oo (114)

i Cauchy-jeve grani¢ne uslove:

011 51| = (FL)| et (115)

sy
Podvrgnime komponente tenzora napona o,;; proizvoljnoj varijaciji, ali takvoj da je
grani¢no stanje napona, karakterisano komponentama o; +80u, stati¢ki moguce pri
zadatim . uslovima spoljasnjeg opterecenja, tj. mora Zadovoljavatl jednacine ravnoteZe
1. graniéne uslove:
(oij+80ij)j+p(F",)i=0 ................................................ (116)

(0+#80,) n;| = (Fi)i e eeeere e re e (117)
Sj
Iz uporedivanja izraza (114) i (116), a takode (115) i (117) sledi da varijacija
40;; u zapremini V mora zadovoljavati slicnu jednaCinu ravnoteze:

30, ;=0 i SN (118)

1} .
i grani¢ne uslove:

T A (119)

Na ostalim delovima S, povrdine tela, na kojima nisu zadate povrsinske sile veé
pomeranja, varijacije 30;; mogu biti proizvoljne:

Biyy Ty BFL; ot (120)

Pri prelazu ka graniénom naponskom stanju promena dopunskog deformacionog
rada tela je:

sf”A )dv= f”mo +80,,)dV- fffA(o dv... (121

v

Al 2E[“*“ STCTITI €0 L OO (122)

gde je:

Razvijmo u Tayler-ov red deo izraza koji se odnosi na specifiéni deformacioni
rad usled promenjenog naponskog stanja:

Aloy+80,)= Aloy,) + <o) 54
96y

161\.()

T 56,80y cereerenreneeneenneneennenaes (123)
2 90,00y %u
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Poslednji sabirak izraza (123) sadrZi drugu varijaciju dodeljenog dopﬁnskog rada i

s obzirom na relaciju (123) i wimajuéi u obzir da je ©;;0;;=8;,8;0;;0y,
(o )?=5 8
ij

o o moZe se napisati:
ii 1 ij ki

k

2
$*Alo,,) =1 _‘)_A(_E_ij_).goi_ So,, =
Y2 doy00,

1
- —Q—E—II:(I"'“) ik 951 —ugijskl:lsoij 30y, =
1
= ‘zf[(lwmoij SOij-u(Scu)}A(s%) ..................... (124)

Sledi, da je druga varijacija 82A[oij)=A[80U) mala veli¢éina drugog Tteda u
poredenju sa 80;;.
Uzimajuéi u obzir relacije:

T (125)

i da varijacija 3o, = 8o;; mora zadovoljavati izraz (118), drugi ¢lan u prvom delu
izraza (123) predstavlja oblik prve varijacije 3A(o;) i moZe se napisati kao:
aA(Oij) _ 1
SA(OU)'—'TSOU—EU8(5”=~2—(u...+u‘..) So‘.=u...80.,=
=(u;80;;) ;- 1805 ;= (W86 5] § worinieiii s (126)
Zanemarimo poslednji sabirak u izrazu (123) i koridcenjem (126) wuprostimo izraz
1i21) na oblik:

s[[[Ato3aV=[[[(u;86,),dV i (127)
\ v

Integral na desnoj strani izraza (127) transformisemo po formuli Green - Ostrogradskog
uz koriséenje uslova (119) i (120):

fff(uiSO ne dV=ffui80ijnjds= J‘fuiSo ;nyds =
Vv S

u

=ffui8(Fn]ids .............................. (128)

Su

Ukoliko su na povrsini S, zadata pomeranja ui(s’ onda je du; i znak varijacije moZemo

uzeti za znak poslednjeg integrala. Tada izraz (127) moZemo napisati u obliku:

[ [[[AtopaV- [ [tuds]=0 worrmmrrimcinrrssrne (129)
v

3Y=0 ...... J PO PPN (130)

¥= [[[Ato paV - [[(FIuds]=0 oo (131)
v :

potencijalna energija sistema.

ili:

gde je:

Posto je SQA(oij)=A(80ij)>0 moZe se formulisati na osnovu predhodnog principa
minimuma potencijalne energije pri varijaciji napona ili Castigliano-vu teoremu: Od
svih moguc¢ih naponskih stanja tela koja zadovoljavaju Cauxhy-jeve granitne uslove i
Navier-ove jednadine ravnoteZe egzistira ono naponsko stanje koje zadovljava uslov
da potencijalna energija ¥ ima minimum.

Dajmo sada varijacionu postavku ravanskog problema teorije elasti¢nosti pri

zadatim silama na konturi L, uz kori$éenje principa minimuma potencijalne energije

odnosno Castigliano-ve teoreme.
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U ovom slucaju, sile na konturi, oznacene sa (F ), i (F),, se ne variraju i

varijaciona jednaéina (129) dobija oblik:
5¥ =5 [ [Al0,)dXd%, =0 ooorrrerererecrereiriee e nesinenns (132)

gde je Alo;;) specifitan deformacioni rad koji se odreduje formulom (122).
U slugaju ravnog naponskog stanja izraz (122) dobija oblik:

Alo, )——[o“m 20141 6%,-200,.0,, | corerreereeereren. (133)

Ukoliko u izrazu (133) zamenimo E i yu sa E' i p' prema relacijama:
E' = e e, (134)
1-p 1-p
dobijamo sledeéi izraz =za specifiéan deformacioni rad wu slu¢aju ravnog stanja
deformacije.

Alo, )—ZE[ 1-u%) (0, +0%,) +2(1+p) o, ~2u(1+p)o,0,, |  (135)

Pri razmatranju jednokonturne oblasti, ogranitene konturom I, saglasno teoremi,
Levy-Michell-a, za izotropne materijale Poisson-ov koeficijent p u jednacinama
(133) i (135) mozZemo staviti jednak nuli. S obzirom na predhodno i na izraze (32)
za funkciju ¥ dobijamo sledec¢i izraz:

qr:EIE_J;f[( gx‘f’ Vo (LYoo agf ) Jaxdy oo (136)

oy 0xX oy

Na taj nacin, se varijaciona postavka ravnog problema teorije elasti¢nosti svodi
na odredivanje Airy-jeve naponske funkcije ®©(x,y)=®(x,y,), vodeci raéuna pri
tome o grani¢nim uslovima (115) i vr$eéi minimizaciju funkcije (136).

Ova minimizacija se moZe realizovati Ritz-ovom metodom, pri ¢emu se funkcija
Z(x,y) prikazuje u obliku reda:

[o0]
0=C,0,+C,0, +...+ Cy0,= D CuOUXY) coorreeeverereeennen (137)
k=1
Funkcija ®(x,y) pri tome mora zadovoljavati granitne uslove (115). Koeficijente
C, odredujemo iz uslova ekstrema (minimuma) integrala (132) iz cega se dobija
sistem jednacina:
¥ o ¥
c)C -1 O

Resavanjem ovog sistema jednaina dobija se funkcija @(x,y) a zatim se

0; ... ; =0 (138)

koris¢enjem relacija (32) mogu odrediti naponi o, ,0, i 1,,.
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IIT Numericke metode
IIT 1. Metoda konac¢nih razlika

Pored analititkog re3avanja problema teorije elasti¢nosti pribliznim i egzaktnim
metodama, reSenja se mogu dobiti i numeri¢kim metodama, kao &to je metoda
kona¢énih razlika. Sustina ove metode je u zameni osnovnih parcijalnih
diferencijalnih / jedna¢ina i konturnih wuslova odgovarajuéim jednaéinama konaénih
razlika. Odnosno, vrsi se zamena diferencijalnih operatora njihovim diferencijskim
ekvivalentima, a kao nepoznate se javljaju vrednosti traZene funkcije u ¢&vornim
tatkama mreZe. Ta traZena funkcija moZe biti Airy-jeva naponska funkcija, na
osnovu koje zatim odredujemo napone, a zatim dilatacije i pomeranja. Prema tome,
diferecijalni problem se svodi na reSavanje sistema linearnih algebarskih jednacina
Sto je mnogo jednostavnije.

Kod generalizovanog ravnog naprezanja 1 uop$te kod ravnog zadatka teorije
elastiénosti moZemo wuvesti naponsku funkciju na osnovu ravnoteZe, a uslovi
kompatibilnosti deformacija odreduju ogranitenje u odnosu na klasu funkcija ®(x,y).
Zamenjujuéi uslove kompatibilnosti u izrazima [74]:

t_o=ADS
o

ofp B
dobijamo Maxwell-ovu diferencijalnu jednadinu u obliku (101), a koja odreduje
funkciju @ kao jednu iz skupa biharmonijskih funkcija.

Kada su graniéni uslovi zadati naponima ili silama na konturi, onda se oni mogu

napisati u obliku [139] ili ne$to drugacije:

’D PR .
>— COS Ol = sin a=t, =X

y Xoy

2 2

0 (IZ) sin a- ag Sy 08 &= o= Y (140)
X Xy

Ukoliko znamo raspored sila koje dejstvuju na konturi, onda integraljenjem
jednaéina (140} moZemo odrediti velicinu funkcije ®{x,y) na konturi. Problem se
sada svodi na to da se odredi funkcija (u ovom slucéaju Airy-jeva naponska
funkcija) koja u svakoj ta¢ki unutar konture zadovoljava jednadinu (101):

4 4 4
P | 9 00 00

— =0 e (141)
ox* ox’oy’ oy

a na konturi ona, kao i njeni prvi izvedi ima vrednosti odredene grani¢nim uslovima.

Mreza koja se koristi pri ovoj metodi moZe biti kvadratna, pravougaona, trouglasta ili
Sestougaona, a njen oblik i rastojanje &vorova biramo zavisno od oblika konture tela.
Moguéi tipovi mreZa prikazani su na slici 7. U cilju povecanja tacnosti ove metode
potrebno je iéi na guscu mreZu, medutim tada raste broj jednagina koje treba resiti, pa to
ogranitava povecanje gustine mreZe.
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Slika 7.
U cilju objasnjenja prakticne realizacije metode razmotrimo kvadratnu mreZu sa

rasponom o prikazanu na slici 8. i napi$imo jednatine.
Transformisacemo diferencijalnu jednadinu (141) u linearni oblik. Pri tome se
drugi izvodi transformiSu preko relacija: '

( 00 )k’“_.“ ( Dy, - 2®l\+®}_+3>

ox’ o
(%D')“'N‘%v— ( Q. ,~20 ., + CDL')
(a;x@ )k+um;f(® T YOS T EO (142)

Slitno tome se cetvrti izvodi po x i y koordinati mogu transformistati pomocu

4 2 2 i ’
(52102 (€2 HIE)AE2) €2, )

relacija:

X
w% [60, 40, 40+ Dyt Opry | v (143)
0y 1 |
(F)Rw? [60,-40,, 40, + @\, + Oty | e (4
i: )
'

(m) "z(q)ku* ®k+2+®k+3+®k+4)+

N N N S R (145)

Kada se izrazi (143), (144) i (145) zamene u (141) dobija se:
ZU(DK‘8(®k*1+®k+2+®k+3+®k+4)+2(®k+6+®k+6+®k*10+¢)k+12]+
+ QL+ QL+ DL, +D, =0 (146)
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Ova jednatina mora biti zadovoljena u svakoj &évornoj ta¢ki mreZe unutar Kkonture

plote. Da bi odredili granitne vrednosti naponske funkcije @
(140) pri tome koristimo i relacije:

Pa sledi:
25_’ O’ dx 9’0 d (c)<I> )=->—(

+ — —
ds oy® ds oxoy ds
_dx 0’0 dy o'0 __ 420y y

ds ox’ ds oxoy ds

Integraljenjem se iz izraza (148) dobija:

....................

0d -
-——= | Yds+A
ox f
0D Y3
= | XAS H B s
oy ‘f ST

U cilju odredivanja naponske funkcije ® koristimo relaciju:
20 20dx 00 dy

35 T ox ds T oy ds s
koja posle integraljenja daje:

0d 00 RO °®
Dlxy)l=x = +y 2.
XY =X Y5y -f(xasax +yasay)

ox

integralimo jednacine

(131)

Kada izvode u ovoj jednacini transformi%emo korid¢enjem relacija (148) i (149) mozemo

adrediti grani¢ne vrednosti funkcije ®. Pri odredivanju prvih izvoda (149) pojavljuju se
i:ntegracione konstante A i B, a integracija u (151) uvodi i treéu konstantu C, tako da

konat¢ni izraz za funkciju © sadrZi linearnu funkciju Ax+By+C. Posto su komponentni
naponi odredeni drugim izvedima naponske funkcije ®, ova linearna funkcija ne utice
na stanje napona, pa se konstante A, B i C mogu uzeti proizvoljno, recimo A=B=C=0.

kt7_

k+8 |k+2 |k+¢

&

[e+s

Slika 8.
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Iz konturnih wuslova za ® i mnjihovih prvih izvoda moZemo odrediti pribliZzne
vrednosi za @ u ¢évornim tadkama mreZe u blizini konture kao &to su tacke A, C
i E na slici 9. Ukoliko imamo u tacki B vrednosti ® i (0®/0x)g, dobija se:

00
ox )

_ 00
@A—®B-(5§)
Sliéno se dobija i za tatku E. Taéniju aproksimaciju ovih veli¢ina moZemo dobiti kasnije

kada proratunom odredimo pribilzan oblik povriine koja opisuje naponsku funkciju ©.

E

éS

éS .......................................................... (152)

Op=Dg+

1 ¢ Bae
x@d' }¢d JCI> id

§ e
[ d "l“'*cr

Slika 9. Slika 10.
Kada smo odredili pribliZzne vrednosti funkcije ® u ¢vornim tackama blizu
konture, a za C¢vorne tacke unutar kontrure napisali jednac¢ine (146) dobijamo
sistem linearnih jednaéina koji je dovoljan za odredivanje svih ¢&vornih vrednosti

naponske funkcije O.
Sada moZemo odrediti napone u ¢&évornim tadkama koriSéenjem izraza za druge

izvode ® u obliku (142), koje zamenimo u relacijama (32) i na taj nac¢in ih
linearizujemo:

370 _ Dy =20, + O

g.=

X ay? 82
_ 00 _ De-20 + Dye
Oy= 2 2
ox )
S 0 (Dyg* D) -Dig-Dy (153)
" 3x0y YT

Pri €emu je Kkoridéena Sema rasporeda ¢&vorova za Airy-jevu naponsku funkciju,
koja je prikazana na slici 10.

Ova metoda se svodi na matematicku diskretizaciju i zamenu parcijalnih
diferencijalnih jednadina, sistemom obi¢nih algebarskih jednacina. Ovakav sistem
algebarskih jec\lna(:ina se redava obi¢no primenom nekog kompjuterskog progama.

IIT12. Metoda kona¢nih elemenata

Sve priblizne metode polaze od pretpostavljenog resenja, koje moZe biti dato u
obliku polinoma ili trigonometrijskih redova, a koje treba da:
a) tagno zadovoljava granitne uslove ali samo priblizno diferencijalne jednacine.
b) taéno zadovoljava diferencijalne jednaéine ali samo priblizno grani¢ne uslove.
¢) priblizno zadovoljava i granitne uslove i diferencijalne jednacine.
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Dok metoda graniénih elemenata spada u grupu pod b), metode konaénih razlika
i konaénih elemenata spadaju u trecu grupu. Metoda konaénih elemenata tacénije i

jednostavnije aproksimira grani¢ne uslove od recimo metode Lkonaénih razlika a i

fiziéki ima vi%e smisla.

Kod metode konaénih elemenata vrdimo fizicku diskretizaciju i delimo telo na
konatan broj standardnih elemenata, te tako sistem sa beskona¢nim brojem stepena
slobode svodimo na sistem sa Kkonaénim brojem stepena slobode, te sada treba
reSavati konafan broj jednadina umesto beskonatnog. Medutim, poSto je broj
jednaéina, ¢ak i kod jednostavnijih primera veliki, ova metoda nameée primenu
radunara. Konaéni elementi povezani su medu sobom stranicama i &vorovima, a
inaée mogu biti: jednodimenzionalni, dvodimenzionalni i trodimenzionalni.

Upotrebomn polinoma ili trigonometrijskih funkcija moZe se predpostaviti reSenje
zavisno promenljive, odnosno trazene veli¢ine. Takve predpostavljene funkcije zovu se
funkcije rasporeda ili modeli rasporeda i one samo pribliZno sa vecom ili manjom
taénoséu opisuju promenu traZene veli¢ine. Tainost metode zavisi od niza faktora
kao $to su: veli¢ina i oblik elemenata, gustina i raspored i ¢&ak pravilan izbor
rasporeda elemenata za dati problem, pri ¢emu i iskustvo igra odredenu ulogu.

Razmotrimo sada teorijske temelje ove metode. Posmatrajmo jedan konacan
element koji je deo deformabilnog tela i sa {S} oznatimo vektor pomeranja tacke u
polju tog elementa, za proizvoljno opterecenje. Vektor pomeranja i njegove koordinate
¢e biti funkcije koordinata tagaka u polju tog elementa:

Si u f(x,y,z)
{SI=4S2t = A vE= B, ViZ) b oo (154)

Sa w h(x,y,z)

Za primere linijskih elemenata moZemo napisati komponente vektora pomeranja u
cbliku polinoma:

n
5= DCx' L (073) k=123 cooccoocereeeeninieees (155)
i=1

gde se konstante C, biraju tako da su zadovoljeni uslovi u &vorovima posmatranog linijskog
elementa. Za dvodimenzionalne elemente vektor pomeranja se moZe napisati u obliku:

{SF=a{Cl e (156)

gde je {S} vektor pomeranja u polju elementa, a pravougaona matrica tj. matrica polja
elementa, {C} vektor &iji su elementi konstante C, koji se bira tako da vektor pomeranja

{S} u &vorovima elementa imaju vrednosti zadate graniénim uslovima.
Matrica polja elementa & je za elemente sloZenije od linijskog nepoznata, te je moramo

izabrati. Prema tome, aproksimativno se pretpostavi promena komponenata vektora
pomeranja {S}‘u polju konaénog elementa. Kada se za trouglasti konaéni element, prikazan
na slici 17., pretpostavi linearna promena, matrica polja ¢e imati oblik:

T A K (157)
0001 xvy
a matrica koeficijenata:
(C)=(C, C,C, C, C,CJ ittt (158)
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Slika 11.
Ukoliko za zakon promene komponentnih pomeranja izaberemo kvadratnu promenu,
odnosno polinom drugog reda, matrica & bi imala oblik:

2 .2
a= |l X ¥y X xyy 00000 0 (159)
0 0 00 0 1 )

a matrica koeficijenata:

(C)=(C, C, . C Cp) eooeeeoeeeeeeeeeeeeeeeereereeeaeeeeneeeen. (160)

11

Vidi se da sa uvodenjem ta¢nijih aproksimacija u vidu polinoma viseg reda
inamo porast broja nepoznatih konstanti &to izaziva probleme sa glomaznim
ratunom. Povecanje tadnosti aproksimacije stoga se ¢&esto postiZe uvodenjem veceg
broja manjih kona¢nih elemenata na mesto datog pri ¢emu ti manji konaéni
elementi imaju linearnu aproksimaciju. Izbor matrice polja & i matrice {C} zavisi od
izbora ¢&vornih vektora konaénog elementa.

Ako oznaéimo sa {S} é&vorni vektor pomeranja, onda matrica kolona ima broj
elemenata jednak proizvodu broja ¢vorova Kkonalinog elementa 1 stepeni slobode
kretanja ¢vora odnosno elementa. Na primer, za konaéni element sa slike 11., u
dvodimenzionalnom prostoru &vorni vektor pomeranja ima 6 elemenata:

CHE I
IR RIS R e SOOI (161)
s |

Zato matrica kolona {C} ima 3est elemenata, jer se moZe postaviti Sest grani¢nih
uslova elementa, odnosno Sest uslova za vektor pomeranja u ¢vorovima. Kao elementi
&vornog vektora mogu se uzeti i pravcei tangente na komponente vektora pomeranja, pa
bi u tom slucaju imali 18 €lemenata matrice kolone {C}. Dakle, od izbora Gvornog vektora
{S} zavisi i izbor matrice {C} i matrice polja &, a matrica krutosti {C} mora imati
onoliko &lanova koliko ih ima i &vorni vektor pomeranja {S}. Matrica polja &, na drugoj
strani mora imati onoliko kolona koliko matrica {C} ima elemenata u koloni, a onoliko
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vrsta koliko matrica {S} ima elemenata u koloni, jer je:

{si}=a‘ (O e e (162)

Graniéni uslovi se uop3teno mogu napisati u obliku:
{5 = {St={sh, oo (163)

gde k oznadava da se radi o konturnim (graniénim) wuslovima wu &vorovima
konaénog elementa. Kako je vektor pomeranja u polju elementa dat izrazom (158)
to za granitne uslove vaZi relacija:

1) S (o) S (164)

ili primenjeno na primer linearne aproksimacije:

Y 1 X, ¥y, 00 0 o
v, 00 0 1 XV (|c,
u; 1 X. V.00 0 o
It = Y S SO (165)
v; 00 0 1 XY c,
u, 1 X, ¥, 00 0© Cq
Vi 00 0 1 X Y ]llc,

Pri tome se matrica 8; naziva matrica polja grani¢nih vrednosti. Ona je
konstantna za odredene graniéne uslove Lkonaénog elementa, kvadratna je,
nesingularna i moguée joj je naci inverznu matricu a‘f\,. Sada koridcenjem izraza
{164) moZemo odrediti matricu nepoznatih konstanti. Zatim, zamenom predhodnog izraza

{Ch= @, {S} oo {166)
u relaciju (156) dobijamo vektor pomeranja izrazen Kkao:

{St=a{Cl=a a} {S}=D{S} .ot (167)

sde je b=a-a";( i naziva se interpolaciona matrica. JednaCina (170) daje vezu
jzmedu vektora pomeranja {S} u polju elementa i &vornog vektora pomeranja
{S}={S*} preko interpolacione matrice b i pretstavlja znaéajnu relaciju u metodi
konaénih elemenata.

Posto se izabere tip konaénog elementa, moZe se sastaviti interpolaciona matrica
b i osnovna jednagina konaénog elementa. Potrebno je odrediti sledece matrice: {s}
tenzora specifi¢cne deformacije i {o} tenzora napona u funkciji évornog vektora {S}
posmatranog konac¢nog elementa preko relacija:_

{e}=D{s}=Db{S}=p{S} oo, (168)
gde je:

p=Db=Da a} e (169)

{c}=E {e}+{c }=Ep{S}+{c } oo (170)

gde je {ct}- matrica tenzora napona ﬁsled promene temperature.

Neka vektor sila koje napadaju konaéni element u évorovima {F} ima isti broj
prostornih koordinata kao i é&vorni vektor pomeranja {S}. Za trouglasti konaéni
element sa slike 17. &vorni vektor sila je:

X
{Fl} yi .
X.
L RURE R R ——— (171)
Xy
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Sada virtualni rad spoljadnjih sila koje dejstvuju na posmatrani konaéni element
moZemno napisati u obliku:

N AT €= Ry ST (172)

Virtualni deformacioni rad unutrasnjih sila kona¢nog elementa je:

SW "= [(SE{OV wevrirvvreeeimissrserereeesesnesess e (173)
v

Zamenimo u predhodnom izrazu relacije (171) i (173), te dobijamo izraz =za
virtualni rad unutrasnjih sila:

sW“=f(SS)p‘Ep{s}dV+f(SS)p‘{d YV e, (174)
v v
ili:
sW = (58)[ [p'Ep{shaV+ [p'{o'HdV] oo (175)
v v ’
Iz jednakosti spoljasnjeg i unutrasnjeg deformacionog rada sledi:
(sS) [ {F}- [D'Ep{S}V - [p' 6}V [=0 rrrvverrrrrricnas (176)
v ' v
Posto je varijacija ¢évornog vektora ~pomeranja proizvoljna, onda sledi:
{F}= [p'ED{SHV+ [PV oo (177)
v A%
1ii:
{F =R S+ {F '} e, (178)
gde je:
K= [P EDAV oot (179)
v
{Fh= POV oo (180)
v

Izraz (178) naziva se jednadinom konalnog elementa i daje vezu izmedu vektora
¢vornih sila {F} i vektora &vornih pomeranja {S} datog konaénog elementa pri &emu
je {F'} wvektor sila usled promene temperature. Matrica K data izrazom (179)
naziva se matricom Kkrutosti kona¢nog elementa, a gde je E matrica tenzora
elasti¢nosti.

Posto se za svaki konaéni element moZe napisati po jedna jednaéina, za C¢itavu
konstrukciju se moZe napisati onoliko jednaéina, koliko ima konacénih elemenata.
Grupisanjem svih jednaéina Lkonalnih elemenata moZemo napisati jednatinu
konstrukcije. Kada se wuzmu u obzir graniétni uslovi cele konstrukcije i poznata
opterecenja u ‘¢vorovima iz sistema jednacina konaénih elemenata konstrukcije mogu
se odrediti nepoznate komponente vektora pomeranja u &vorovima konstrukcije.

Matrica krutosti konacnog elementa K odreduje se za dati tip konaénog elementa
i vazi za sve konacne elemente istog tipa. Ona zavisi od geometrijskih karakteristika
konaénog elementa i od fizi¢kih karakteristika materijala.

Transponovanu matricu P moZemo napisati na osnovu izraza (169) i smene
D=D-a u obliku:

P=(@) D (181)
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Matricu krutosti konaénog elementa K mozemo da napiSemo sada u obliku:

k=[p'Epdv=(a})' [D EDdva} ..cccooeer e, (182)
v v
a ako uvedemo smenu:
k,= [D'EDav
v
i u obliku:
k=t(ap)'k,a; e et erens (183)

Matricu k2 nazivamo uopStena ili generalisana matrica krutosti kona¢nog
elementa i ista je za iste tipove kona¢nih elemenata.

Kako su konac¢ni elementi razli¢ito orijentisani u prostoru potrebno je pre
sastavljanja jednacine konstrukcije sve osnovne jednaéine konaénih elemenata izraziti
u jednoin opStem ili globalnom koordinatnom sistemu u odnosu na ¢itavu

konstrukeiju.
Tako transformisanu matricu krutosti kona¢nog elementa u op3te Lkoordinatnom

sistemu moZemo napisati u obliku:
K= A K AT e (184)

gde je A matrica transformacije.
Takode, transformisana osnovna jednac¢ina konaénog elementa u  opStem
Lkoordinatnom sistemu se moZe napisati u obliku:

(FFERLSE oo s (185)

Jednaéinu Kkonstrukcije dobijamo tako &to zdruZimo osnovne jednacine konaénih
elemenata (185) koje smo transformacijom preveli na oblik u zajednickom
Loordinatnom sistemu. Ta jednaéina ima oblik:

F oo K S e e e (186)

gde sw: F matrica kolona ¢iji su elementi komponente generalisanih &vornih sila, a
S matrica kolona ¢iji su elementi komponente ¢&vornih vektora pomeranja. Pri
sastavljanju matrica F i S uima se u obzir ¢injenica da je Kkonstrukcija
deformabilno telo koje ima n €&vorova u koje smo uratunali i njegove oslonce

Matrica krutosti konstrukcije K sastavljena je od n puta n podmatrica kSr koje
su sloZene na sledeé¢i naéin:

k., k, ... k.
K= k k """ k2 .......................................... (187)
ko k., o k.

Podmatrice\.T{s, se dobijaju tako da se matrice krutosti pojedinih elemenata
razbiju na podmatrice koje pripadaju pojedinim é&vorovima.

Za trougaoni konaténi element sa ¢&vorovima i, j, k deljenje matrice krutosti na
podmatrice se realizuje na slede¢i nadin:

{-F_n} E i _Rij Eik {gl}
Fiy b= |k, Kk, Ky | 1S s (188)
{F.} k, k, k.| [
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Podmatrice K, su transformacijom date u referentnom koordinatnom sistemu.
Dijagonalne podmatrice k_rr pripadaju svakom &voru (r) i sastavljene su od onoliko
dijagonalnih podmatrica Kﬁ. ij. KH koliko se elemenata stite u posmatranom ¢voru:

K= D(ESE, o K)o (189)

Za ¢itavu konstrukciju évorna pomeranja ili rotacije predstavljaju grani¢ne uslove. Zbog
konjugovanosti generalisanih sila i generalisanih pomeranja, u &vornim tackama ili
osloncima su jedni poznati, a drugi nepoznati i obratno. Stoga je potrebno nadi
transformaciju koja omogucava da moZemo izradunati prvo sve nepoznate komponente
vektora pomeranja S, a zatim reakcije odnosno komponente vektora sila F ili obratno.

Da bi se to ostvarilo potrebne je podeliti jednaéinu konstrukcije (189) tako da
zadrZimo sve poznate komponente vektora pomeranja S"u podmatricu S: a preostale
komponente u podmatricu Sm. Kod podele matrice ' analogno se dobijaju podmatrice
F: ¢iji su elementi komponente reakcija, dok su elementi podmatrice Fu poznata
optereéenja. Tako smo dobili jednacinu konstrukcije u obliku:

Fm — mim Kmr Sm
T A

Posle izvrSenog mnoZenja podmatrica, dobijaju se dve matricne jednacine:

Fm =KmmSm+Kmr Sr

Fr=Kim Sa+Kir Sriicecee (191)
Kada su komponente vektora S: poznate iz predhodnih jednadina (194) sledi:
Sr=Kam (Fao -KanrSe) o, (192)
¢ kada je Sr=0, sledi:
Sr=KnmFn i e (193) .

Preko ovih jednadina mogu se izratunati sve komponente vektora pomeranja {S}.
Zatim moZemo odrediti reakcije konstrukcije, ¢ime je re3en staticki problem. Sada
moZemo odrediti napone i dilatacije preko jednacina (171) i (173).

U ovom kratkom opisu metode konacnih elemenata koris¢éena je u skracenom
obliku interpretacija ove metode iz literature [40]. Za re3avanje problema teorije
elasti¢nosti metodom konaénih elemenata razvijeno je mnogo programskih paketa kao:
SAP IV, SUPER SAP, MEKELBA, BERSAFE od kojih je u ovom radu Kkoriscen
BERSAFE. Koriséenje ovog programa bi¢e opisano kasnije na konkretnom primeru.
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IV Eksperimentalne metode
IV 1. Metoda opticke analize naponskog stanja

Postoji vise metoda za opticku analizu napona i deformacija kao &to su Moire
metoda, klasitna interferometrija, holografska interferometrija, fotoelastiénost. Ovde
¢ée biti obradena samo fotoelasti¢nost.

Metoda fotoelasti¢nosti se zasniva na osobini nekih providnih materijala, koji su
u nenapregnutom stanju homogeni i izotropni, da pod dejstvom optereéenja postaju
optidki anizotropni i vrde dvojno prelamanje svetlosti odnosno polarizaciju. Svetlosni
zrak prolazeéi kroz takav materijal polarizuje u dve upravne ravni u kojima se
zraci prostiru razli¢itim brzinama, te se kao posledica toga javlja fazna razlika
izmedu tih zraka. Interferencijom tih zraka wu polarizacionom filtru dobija se
fotoelastiéna  slika, koja nam zatim sluZi za odredivanje naponskog ili
deformaciobnog stanja nasSeg opitnog uzorka.

Seebeck i Brewster D. (1811) su prvi otkrili da amorfni providni materijali vrse
dvojno prelamanje kada su napregnuti.

Amorfni materijali ponaSaju se kao zbir kristala razli¢ito orjentisanih opti¢kih
osa. Pojava napona izaziva uredenu orjentaciju opti¢nih osa Kkristala u materijalu.
" Ispitivanje Neumann-a (1841), Maxwell-a (1853) kao i Wrtheim-a (1854) pokazala
54 da se i optitke ose kristala poklapaju sa osama glavnih napona. U pravcima
ovih osa kristala razlaze se wupadni zrak polarizovane svetlosti, a ove dve
komponente razloZenog zraka Kkreéu se razli¢itim brzinama kroz telo. Fotoelastiénost
su za ispitivanje konstrukcija medu prvima koristili Wilson C. i Mesnager A., a
kasnije i Co-ker G. E. koji je uveo celuloid (1920) kao materijal za izradu modela.
Uvodenjem novih providnih foto elasticnih materijala u upotrebu naroéito posle 1940.
zodine metoda fotoelasti¢nosti dobija veoma wveliku primenu u ispitivanju konstrukcija.
Postoje korpuskularna i talasna teorija svetlosti od kojih ni jedna ne objasnjava sve
fenomene svetlosti. Fotoelastitnost je zasnovana u talasnoj teoriji svetlosti i ovde ce
biti izloZeno nekoliko osnovnih postulata fotoelasti¢tne metode.

Svetlost pre svega moZe biti monohromatska ili jednobojna ako sadrii samo jednu
talasnu duZinu; zatim polihromatska ili visebojna, ako sadrzi- vise talasnih duzina i
bela ako sadrii sve talasne duZine svetlosti.

Svetlost moZe biti opisana elektromagnenim talasom, pri ¢emu se u svakoj tacki
kroz koju prolazi elektro-magnetni talas periodicki menja intenzitet elektriénog polja
Sto je opisano vektorom elektriénog polja E i intenzitetom magnetnog polja 3sto je
opisano vektorom magnetnog polja H Ova dva vektora su medusobom zavisna i u
izotropnoj homogenoj sredini su medusobom upravni. Cesto se umesto vektora
elektriénog polja koristi termin “vektor svetla“. Ukoliko se pravac i intezitet vektora
E u toku prostiranja svetlosti menja proizvoljo radi se o nepolarizovanoj svetlosti i
obratno ukoliko opostoji zakonitost radi se o polarizovanoj svetlosti.

Razlikujemo nekoliko vrsta polarizovane svetlosti:

- ravanski ili linearno polarizovanu,

- kruzno ili cirkularno polarizovanu i

- eliptiéno polarizovanu svetlost.

Kod ravanski polarizovane svetlosti pravac vektora E lezi u jednoj ravni u toku
prostiranja svetlosti. Ta ravan se naziva “ravan polarizacije®. KruZno polarizovana
svetlost je takva da je intenzitet vektora E konstantan ali mu se pravac menja
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gde je:

tako da vrh ovog vektora opisuje kruznu zavojnicu u toku prostiranja svetlosti.
Elipticno polarizovanu svetlost imamo kada vrh vektora E opisuje eliptiénu zavojnicu
u toku prostiranja svetlosti. Na slici 12. a), b), c¢), d) prikazana su redom:

nepolarizovana, ravanski, kruZno i eliptitno polarizovana svetlost.
Neka upadni zrak svetlosti ima brzinu v, 1 neka je indeks prelamanja pri ulasku

u “novu” sredinu n, Posle prolaska kroz anizotropnu sredinu javlja se:

Slika 12.
“redovni“ svetlosni zrak brzine v,=v, sa indeksom prelamanja n,=n, i “neredovni”

svetlosni zrak brzine v_ #v, i indeksom prelamanja n #n, kao S$to je prikazano na
slici 13.

Na osnovu razlike opti¢kih puteva redovnog i neredovnog zraka - moZemo napisati relaciju:

R=d(n,-n.) . (194)

R—retardacija;
d- debljina ploce,
n,n ~indeksi prelamanja redovnog i1 neredovnog zraka.
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Osnove opticke analize naponskog stanja metodom fotoelasti¢nosti éine dva zakona:

KVALITATIVNL: U nekoj talki opteretenog predmeta, pravci glavnih normalnih
napona se poklapaju sa trasama ravni oscilovanja redovnog i neredovnog talasnog
kretanja usled dvojnog prelamanja u toj tacki.

KVANTITATIVNL: U posmatranoj tatki opteretenog predmeta, razlika indeksa i
prelamanja redovnog i neredovnog svetlosnog talasa je srazmerna razlici glavnih
normalnih napona u toj taéki kao &to je pokazano izrazom:

n,-n,=Cs(0,-0,) e (195)
odnosno:
_R_od o, -9C
. 5= Y (n,-n;) X (0,76,) e (196)
gde je:

A-talasna duZina svetlosti,

Cs-optitka konstanta naprezanja i

o], ¢,-glavni normalni naponi.

Ovde se moZe uvesti relacija za naponsko opticku konstantu:

A
fo—To— ..................................................................... (197)
pa se kona¢no dobija izraz:
L - RO (198)
d

Pri tome treba voditi ratuna da se veli¢ina ove konstante menja pri svakoj
promeni talasne duZine upotrebljene monohromatske svetlosti.

redovnij

neredovnij

upadni

AV

Slika 13.
Pretpostavirﬁo da zrak ©polarizovane svetlosti wulazi u opticki anizotropnu
napregnutu plotu oscilujuci po zakonu:
Vo=@ S OF s (199)

pri tome, on leZi u ravni koja zaklapa uglove B i 90-f u odnosu na optitke ose u
posmatranoj tacki plote. Tada se on razlaZe na dve komponente u pravcima ravni
glavnih normalnih napona:

v,=V,sin B=a,sin { sin vt

V=V cosP=2a CoSBSIM Wt ovvriiriiiiieieeeei et eeeas (200)
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Pri izlasku iz plote debljine d javlja se fazno ka3njenje:

p=2mS=2m (0, -0 ) =218 s (201)

gde je dS-ka3njenje po talasnoj duZini. Uvodenjem glavnih normalnih napona ovo se
mozZe napisati u obliku:
Q=27 -fd—o(o;oz) ettt ettt eteree e euneeaeertieeneesannaananen (202)
Svetlost je sada elipti¢no polarizovana sa komponentama:
v,=a sin B sin( ot -¢)
v,=acosBsin (wt) (203)

Ukoliko se ravan oscilovanja redovnog ili neredovnog zraka poklopi sa ravni

polarizacije, taj zrak se gubi:
za B=0: v,=0, v,=a,sin wt
za B=—§—: v,=a,sin(wt-¢), v,=0

Ako je kadnjenje §=0, 1, 2,..., k ceo broj, fazno kasnjenje je ¢=0, 2w, 4m,... , 2km,
te sledi da je v,=v.ctgB. Tada je trajektorija vrha svetlosnog vektora prava linija, a
svetlost je ravno polarizovana.

Plota koja izaziva ovakvo ka3njenje naziva se celotalasna plota i taj sludaj
prikazan na slici 14-a.

Kada je kasnjenje 8=k+1/2 fazno kasnjenje je @=(2k+1)w, pa posto je opet v,=vctg
Zobijamo ravno polarizovanu svetlost, ali se javlja polutalasno zakasnjenje pa se plota
naziva polutalasna i taj slutaj je prikazan na slici 14-b.

Kada je 8=(2k+1)/4 fazno kasnjenje je ¢=(2k+1)w/2, te se pri prolasku kroz

plotu svetlost elipti¢no polarizuje i putanja vrha svetlosnog vektora data je izrazom:

v? v
L + z 20 S (204)

ajsin’p ajcos’B

Kasnjenje je u ovom slutaju éetvrtina talasa, pa se plota zove detvrt-talasna.
Taj slutaj je prikazan na slici 14-c.

U specijalnom slutaju se za {B=m/4 dobija kruZno polarizovana svetlost.

Polariskopi su uredaji koji sluze za opticku analizu naponskog i deformacionog stanja
metodom fotoelastitnosti. Prema nacinu prosvetljavanja modela polariskopi se dele na:
polariskop sa prosvetljavanjem i na refleksni polariskop. Osetljivost refleksnih polariskopa
je veca, ali se intenzitet svtlosti kod nih smanjuje priliom refleksije.

Prema vrsti polarizovane svetlosti ili prema rasporedu optickih ekemenata
polariskopi se dele na ravanske ili linearne i kuZne ili cirkularne.

Ako je svetlost koja prolazi kroz model ravno polarizovana imamo ravni
polariskop. Svetlosni vektor na izlazu polarizacionog filtera je dat izrazom:

Vp=8,SIN O oo (205)

U materiojalu napregnutog modela ovaj vektor se razlaze na dve komponente u
pravcima glavnih normalnih napona:

v,=a,sin wt=a sin fsin wt

i

v.=asinwt=asin Bsin ot oo (206)

1

Izlazeéi iz modela jedan zrak dobija ugao kasnjenja:

p=2md= 2m fd—c(ol—oz) ................................................. (207)
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Slika 14.
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Komponente svetlosnog vektora su:

v,=a,sin Bsin( wt -¢)
v,=a,cosBsin (wt) (208)

Sto odgovara elipticno polarizovanoj svetlosti.

Kada je analizator pod nekim uglom (90-a«) u odnosu na  opticku osu
polarizatora, on ¢e propuStati komponente svetlosti v, i v,, koje se poklapaju sa
pravcem polarizacije analizatora:

vy=v,cos(B-o) =v,sin(B-o) .o (209)
Smenom izraza (208) u (209) dobija se:
v, = ao[sin B cos(B-a)cos 21ts - cos Bsin( f-a) ]sin wt+
+a; sin P cos(B~o)sin 23 cos Wt wevvevieeiiiiiiiiiiiii (210)
Intenzitet tako dobijene svetlosti je: )

Imax=a20[sin2a+sin 2B sin(2p-a) sinQnS:l ...................... (211)

Polariskop u konfiguraciji za ravno polarizovanu svetlost prikazan je na slici 15.

Slika 15.

U tatkama modela u kojima se pravci glavih napona poklapaju sa optikim osama
- polarizatora i analizatora imamo intenzitet svetlosti jednak nuli. Ove tamne linije i polja

nazivaju se izokline. Prema tome, izokline su geometrijsko mesto ta¢aka u kojima glavni
pravci napona ‘imaju iste pravce sa osama polarizatora i analizatora i odredene su
parametrom izokline koji pretstavlja ugao nagiba glavinh pravaca u odnosu na referentne ose.
Navedimo ovde nekoliko pravila za analizu slike izoklina:
-Izoklina parametra o i izoklina parametra a* mw/2 identiéne su
-Kroz svaku tacku u kojoj su glavni naponi o, i ¢, razli¢iti, prolazi samo jedna izoklina
-Kroz iozotropnu ta¢ku kada je o,=0, i kroz singularnu tatku kada je o¢,=0,=0
prolaze izokline svih parametara.
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Izotropna i singularna taéka mogu biti pozitivhe i negativhe. Ako paramertar
izokline raste u smeru suprotnom kazaljki na satu, kada obilazimo izotropnu tacku
izotropna tatka je pozitivna.

Primeri pozitivne i negativne izotropne i singularne taéke prikazani su na slici 16. a i b.

300 45 60

Slika 16.
- Dve susedne izotropne ili singularne tatke suprotnog su predznaka,
- Na mestu na kome se izoklina sefe sa slobodnom Kkonturom, parametar izokline
jednak je uglu koji tangenta ili normala na konturu grade sa referentnom osom.

- Ako je deo konture prava linija, ¢itav deo konture se poklapa sa odgovarajucom izoklinom.

-~ Ukoliko telo ima osu simetrije i simetriéno je optereceno, onda je osa simetrije
izoklina ¢iji je parametar ugla koji osa simetrije zaklapa sa referentnim pravcem.

Izokline se vide u polariskopu sa ravno polarizovanim svetlom i to zajedno sa
izohromama. Kada posmatramo model u beloj svetlosti izokline su tamne linije i polja,
a izohrome su obojene. o

Vazna napomena je da pri promeni intenziteta opterecenja pravci glavnih napona
ostaju nepromenjeni pa se ni izokline ne menjaju. ’

Kod cirkularnog polariskopa, pored polarizatora i analizatora imamo i dve c¢etvrt
talasne plote, kao 3to je to prakazano na slici 17.

Slika 17.




Po izlasku iz polarizatora svetost je linearno polarizovana:

Vo= 8SIN O Lo (212)

- U cgetrvrttalasnoj ploéi vektor svetlosti se razlaze na dve komponente:
Vb= V,CO0S —%— = aoiz_z— sin wt
v =vsin—£=aﬂsinmt ........................................... (213)

ps  'p 4 %09
Fazna razlika izmedu ovih oscilovanja je je, @=m/2, a u talasnim duZinama
R=A/4. Posle izlaska iz ¢etvrttalasne plote komponente vektora su:

Vb= ao-%j— sin wt .
Vo= a 0—1/22 sm(wt—cp)——a—g_z—cosmt ............................ (214)
pa je svetlost sada kruZno polarizovana: i
2 2
e B B I U (215)
2 2

Svetlosni vektor se na ulasku u model razlaze na dve komponente u pravcima
glavnih normalnih napona, koji u opstem sludaju leZze pod uglom B u odnosu na
referentnu osu:

Vi =vpscos( ZTP_ - B) “Vob sin(% -B )
Vou =vpssin(%—8)+vpbcos (—}-—B) ............................. (216)
Na izlazu iz modela dobijamo elipti¢no polarizovanu svetlost pri ¢emu je fazno kasnjenje:
p=21 —csl—(o ,=0,)
a komponente:

Vi = -2 ——|:cos(-— —é)cos(wt 27t3>+51n(""‘ B) sm(w+ 27t8):|

v2M=ao—2[sin(-z-B)coswt+cos(Z—B)sinmt:I .......... (217)

Posle izlaska iz modela svetlost nailazi na drugu c&etvrttalasnu plotu (A/4), i
razlaze se na pravce spore i brze ose te ploce:

¢ . T[ Tt
Vas™ Vi S‘“(T‘B) *Vou COS(T 'B>
i3 s . T
Var© iy cos(4—-B)+v2M sm(—4——B) ........................ (218)
Posle izlaska iz &etvrttalasne plote javlja se fazno Lkasnjenje ¢=7/2 izmedu
redovnog i neredovnog zraka pa imamo:

VAS— a —[ cos(——B) (—Z—E——B)cos(mt—cp—%)su
+C0S (%—B) sin(wt— -Z——)+sin2(%~8> sin(mt—cp-— Z—)-
_sin(-Z——B)cos(-jf——ﬁ)cos(wt—%):l

v,.= a, g cosz(—Z—-- )cos(wt—cp)+sin2<—§——6)cos(wt)+

41




Optitka osa analizatora lezi pod wuglom (90-a) u odnosu na opticku osu

polarizatora. Kroz analizator prolaze samo komponente wu pravcu polarizacije
analizatora:

T

v,=v, sin (-—Z——a)+ V,,C0S (T—a)= —ao[cos(ZB-TES)sin T3 coso+

+ %( 1+cos 27c8)sinoc:|cos( wt-218) +a, I:sin( 2B-md)sin 18 cosa-

- —;-sin 218 sina:lsin[ OE=2T88)  torieeiri e eeens (220)

U ovom slutaju c¢e intenzitet svetlosti biti:
Imax =a’ [sin2n8 cos’o+ cos’n sin’oc +
+2co0s 2B cos 275 sin 1td sin Zoc:l ................................ (221)

Kada su ukritene opticke ose polarizatora i analizatora pod pravim wuglom (tamno
polje analizatora) intenzitet svetlosti je:

x| = AZSINTIS e (222)
a=0
U tackama gde je kadnjenje & celobrojna vrednost, dobija se:
0,-0,= de ML S=M cooeoeeeeeeeeeeeeee oo (223)

a tada je maksimalni intenzitet svetlosti:

S0 e aen (224)
o=0, 0=0.1.2.....m

max

Kada su opticke ose polarizatora i analizatora paralelne (svetlo polje analizatora)
maksimalni intenzitet svetlosti je:

I

max =_7£_=a200527t8 ................................................... (225)
2
pa kada je: 8=—%——, %, —g—-, ,-]7—(211%1) , dobija se:
I, T 1 S0 e (226)
(X-“T, 8=-—2—(2m+1]

Tamne linije i polja koja su analiticki odredena izrazima (227) i (229) nazivaju
se izohrome. Izohrome su dakle geometrijska mesta tacaka jednakih razlika glavnih
normalnih napona:

01“02=TO= TN ................................................... (227)

Pri tome se u tamnom polju analizatora vide izohrome celobrojnog reda
§=1,2,3,...,m, a u svetlom polu izohrome reda jedne polovine celog broja:

1 3 5 1
S_T' 9 9 g (2rn+l)

U monohromatskoj svetlosti izohrome se vide kao tamne linije, dok se u beloj
svetlosti vide u boji, pri femu svaka boja odgovara odredenom redu izohrome, a
ugasiée se samo one boje za koje & ima celobrojnu vrednost. U literaturi postoje
tablice u kojima su dati redovi izohroma koji odgovaraju odredenim bojama.

Postoji vise metoda kojima se moZe odrediti red izohroma sa velikom tacénoséuy,
Sto je potrebno, kada se radi o slabo osetljivim fotoelasticnim materijalima, kod
slojeva u prostornoj fotoelasti¢nosti ili kod fotoelasti¢nih obloga.

Metode kompenzacije su sledece:

1. Tardy metoda

2. Senarmont metoda

3. Babinet - Soleil - kompenzatorom ili kompenzacijom nulte ravnoteZe (slika 18.)
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\interterenciune linije

Slika 18.

Inade koriséenjem slike izohroma dobijenih u tamnom i svetlom polju moZemo
odrediti red izohrome sa korakom 0.5, a zatim interpolacijom odrediti i vrednosti
izmedu njih. Uz koriséenje fotografija i ‘interpolacije ova metoda je za optilgki
osetljive materijale dovoljno tacna.

Metodom fotoelasti¢nosti dobijamo za svaku razmatranu tatku modela podatke o
pravcu glavnih normalnih napona posredstvom izoklina i poloZzaja optickih osa
oolarizatora i analizatora i podatke o razlici glavnih normalnih napona (c,-0,),
posredstvom reda izohroma u détoj ta¢ki i naponsko opticke konstante za dati
rsaterijal. Kod ravnih problema teorije elasti¢nosti javljaju se tri nepoznate
Yxy» Koje treba

komponente napona o, o,, T, ili tri specifitne deformacije ¢, ¢

y' oUxy y?
odrediti. Za odredivanje naponskog i deformacionog stanja modela, pored podataka
dobijdenih koridcenjem izoklina i izohroma potreban je jo$ jedan podatak Zato se za
odredivnje napona koristi nekoliko metoda koje su u su$tini analiticke ili
eksperimentalne. Te metode za odredivanje napona su:

1. Metoda razlike smi¢uéih napona

2. Odredivanjem izopaha (geometrijskog mesta tacaka jednakog =zbira glavnih

napona)

3. Metoda kosog prosvetljavanja

4. Odredivanjem zbira glavnih normalnih napona pomoéu Laplace-ove jednacine

U ovom radu koriscena je metoda razlike tangencijalnih napona i o njoj ce biti
vide reéi kroz konkretan primer koji se ovde analizira. Takode bi¢e vige reti i o
bazdarenju mateerijala i vrstama materijala koji se koriste u metodi fotoelastiénosti.

IV 2. Metoda tenzometra - koridcenje mernih traka za
odredivanje napona i deformacija

Koriséenje mernih traka za ispitivanje deformacionog i naponskog stanja zasniva
se na otkrichk Lord Kelvin-a (1856.) da zica mehanicki opterecena menja svoj
elektriéni otpor. Koridcenje ovog otkriéa kod mernih traka pocelo je tek 1939. godine
u SAD, istraZivanjima Simons-a koji je pofeo sa razvojem ove metode.

Cinjenica da su promene u elektricnom otporu Zice posledica promena dimenzija
Zice usled dilatacije moZe se vrlo jednostavno objasniti. Elektriéni otpor provodnika
duzine L, popretnog preseka A 1 specifi¢nog elektri¢nog otpora p je dat izrazom:

L

R-‘-QT .....................................................................

(228)
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Diferenciranjem ovog izraza i deljenjem otporom R dobija se:
%3=%E+d—ﬁ-% ......................................... S— (229)
Clan dA predstavija promenu popretnog preseka provodnika koja je posledica
popretne kontrakcije jednake -pdL/L.
Ako je pretnik Zice pre dejstva aksijalnog opterecenja oznaten sa d,, onda je
pre¢nik Zice posle dilatacije dat sa:

4=y (1= 0B i (230)
Iz predhodnih izraza sledi:

dA _ dL o7 dL\ dL

e T G o) L T (231)

Zamenjujuci izraz (231) u izraz (229) dobijamo:

dR_dp . dL
S e v (1) Q— S (232)
Sto moze biti napisano u obliku:
dR do
K= 1;‘ =20 =T (233)

gde je K osetljivost legure koja'je upotrebljena u provodniku i definisana je kao
promena otpora po jedinici inicijalnog otpora podeljenog sa dejstvujucom dilatacijom.
¥ se jos naziva i faktorom proporcionalnosti i K-faktorom.

Razmatranje relacije (233) da osetljivost bilo koje legure na dilataciju zavisi od
dva faktora: promene dimenzije provodnika izraZzene <¢lanom (1+2¢) i promene
specifiénog otpora izrazene ¢lanom (dP/P/s). Eksperimenti su pokazali da se
velicina K Kkreée od oko -12 do + 4 za vecinu metalnih legura. Jasno je da
promena specifiénog otpora potite od varijacije broja slobodnih elektrona i njihove
pokretljivosti sa promenom dilatacije. Spisak nekih metalnih legura koje se obi¢no
koriste u izradi mernih traka, kao i njihov K - faktor dat je u tabeli 1.

MATERI JAL SASTAV U PROCENTIMA K
KONSTANTAN 45Hi, 35Cu 2.8-2.1
NIKL HROM 8OMNi. 26Cr 2.1
IZOELASTIK 36Hi, 8Cr, 6.5Mo, 55.5Fe 3.6
KARMA 74Ni, 26Cr, 3Al, 3Fe 2.8
LEGURA 479 92Pt, 8H 4.8
MIKL fist -12.1
PLATINA fist 6.1
SREBRD Tist 2.9
BAKAR Cist 2.6
Tabela 1.

U cilju $to veée taCnosti merenja i eliminacije raznih sporednih otpora potrebno je da
otpor merne trake bude vecéi od odredene vrednosti, recimo 100Q). Da bi dobili duZinu
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provodnika koja omoguéava dobijanje potrebnog otpora, a koju treba smestiti na $to maniji
prostor, merne trake se izraduju od namotaja tanke Zice (starija metoda) ili u vidu
folija ili “stampanjem” provodnitkog materijala na plastitnu podlogu. Prema naéinu
izvodena trake delimo na:

- trake sa Zicom

- trake sa folijom

- trake sa poluprovodnikom

Trake sa Zicom se izraduju tako da je Zica ili ravno namotana ili sa kruZnim
namotajem kao 3$to je prikazano na slici 19. Trake sa folijom se obiéno izraduju od
konstantana “Stampanjem“ sloja debljine 2-10pm. Mogucénosti izrade ovog tipa
merne trake su velike i one se izraduju razli¢itim oblicima i dimenzijama, od kojih
su neke prikazane na slici 20.

1
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Slika 21.

Pored obiénih mernih traka izraduju se i trake specijalne namene kao $to su:
- Rozete koje omogutavaju da se trake postave u praveu glavnih normalnih
napona, ako su ti pravci poznati. Tri rozete su prikazane na slici 21.

- Membranske trake, koje sluie za merenje radijalnih i tangencijalnih napona
- Trake za merenje $irine naprslina

- Merni lanci koji sluZe za uvrdivanje promene gradijenata deformacije

- Samo-kompenzacione merne trake koje se Koriste u nepovoljnim temperaturnim

uslovima.

Takode merne trake se koriste za izradu razli¢itih pretvaraéa mehanic¢kih veli¢ina:
gile, pritiska, torzionog momenta itd.

Merne trake se na ispitivanu povrsinu lepe specijaénim lepkom, a zatim se traka
zastiéuje specijalnim Kkitom, Kkoji je S&titi od mogucih o3tecenja i drugih uticaja, kao
sto je prikazano na slici 22.

[ SIS
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1. Ispitivani objekat 4. Merna traka

2. Lepak 5. Prikljucak

3. Nosa¢ trake 6. ZaStitna masa
Slika 22.

Merenjem relativhe promene otpora AR/R merne trake i KkoriSéenjem izraza
(233) moZemo odrediti veliéinu dilatacije na mestu gde je traka zalepljena. Posto su
dilatacije male veli¢ine reda 10™°, a K-faktor vecine mernih traka se krece od 1.95
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do 2.15, potrebno je “signal® pojadati. U tu svrhu se koristi Wheatston-ov most,
u kombinaciji sa uredajima za elektronsko pojatavanje signala. Wheatston C. je
ustvari otkrio uredaj pomoéu koga se mogao meriti elektri¢ni 6tpor. Ovaj uredaj
zasnovan je u sus$tini na Kirchoff-ovim zakonima koji glase:

1. Zbir jatina struje koje dotiéu u &vor iz viSe grana jednog kola jednak je zbiru
jatina struja koje istiéu iz tog ¢&vora.

2. Zbir napona duZ ma koje zatvorene Konture jednak je nuli.

Prema 8Semi Wheatston-ovog mosta datoj na slici 23., podesavanjem otpora R, i
R, wz konstantne vrednosti otpora R, i R, moZe se postici da u kraku AC jatine
struje bude nula 1,=0 ili napon U, =0. N

Slika 23.
Sa slike 23. se vidi da se jagina struje, koja dolazi od izvora I=I,+I,, grana u

dve grane na I, i I,. Kada je napon izmedu tacaka A i C jednak nuli pad napona
u granama BA i BC mora biti jednak:

odnosno:
IR LR (235)

Prema prvom Kirchoff-ovom zakonu po$to u grani AC nema struje, jatina struje
u grani AD mora biti ista kao u grani BA. Isto vaZi i za grane CB i CD. Zatim,
pad napona od A do D mora biti jednak padu napona od C do D.

UaDZUCD ettt (236)
odnosno:
TR, =IR . i (237)
Ako izraz (235) podelimo izrazom (237) sledi:
R, R,
R, R, I (238)

Izraz (238) se naziva “uslovom ravnote’e Wheatston~ovog mosta” i moZe se
napisati u obliku:

(239)

Odavde, ako znamo R, i odnos R,/R, moZemo odrediti R,. Tacnost ovde =zavisi
kako od tacnosti velicina R,, R, i R, tako i od preciznosti galvanometra koji
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utvrduje kada je jaCina struje nula. Primenimo sada ovaj most na mene trake.
Predpostavimo da je otpor R, na slici 23. ustvari merna traka. Promenom R, za
AR, usled promene dl/1 most ce iza¢i iz ravnoteie.

Ako pretpostavimo da su otpori R, i R, konstantne veli¢éine, most moZemo
ponovo uravnoteZiti promenom otpora R,. Ukoliko je otpor R, kalibrisan i moZe se
precizno meriti moZemo merenjem veli¢ine AR, za koju se most ponovo
uravnoteZava odrediti preko izraza (239) i veli¢inu AR,, a zatim preko izraza (233)
i veli¢inu ¢ u mikrodilatacijama.

Razmotrimo zatim relcije izmedu pojedinih otpora i infenziteta struje u mostu, u

sluéaju neuravnoteZenog mosta, koristeéi pri tome Semu na slici 24.

Slika 24.
Na osnovu drugog Kirchoff-ovog zakona i slike 24 dobija se izraz za intenzitet
struje u galvanometru:

i R.R,-RR,
5 R(R+R)(R+R-+R,*R,RR-RR+RR,R+R)"

gde je Rg—otpor galvanometra.

(240)

Kada se ispitivani objekat optereti, promeni se otpor merne trake, pa se most
izbaci iz ravnoteZe, Sto se ofitava intenzitetom sstruje u galvanometru.
Podesavanjem promenljivog otpora most se ponovo dovodi u ravnoteZu. Ako je

promena otpora pre i posle opterecivanja AR, deformacija ispitivanog objekta,
odreduje se preko izraza (233) u obliku:

T o et (241)

Ukoliko se skala na galvanomtru izbazdari u pm/m, dilatacija se moZe ocitavati
direktno na skali. Kada je most van ravnoteZe izlazni napon otvorenog kola, kao
Sto je date u literaturi [13] je:

(B R
Ve (gam RﬁR)UE ............................................... (242)

Osim konfiguracije punog mosta moZe se postaviti i konfiguracija u déevrtmostu i
polumostu.
Cetvrtmost se realizuje tako da je u samo jednoj grani prikljutena merna traka,

a u ostalim granama su obi¢éni otpornici konstantnog otpora, kao $to je prikazano
na slici 25.
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Slika 25.
U ovom slucaju iz izraza (242) sledi:
_(1 _R+AR - AR

Um-(2 R )Ug i(-————4R+2AR)UE .................. (243)

Za vrlo malo AR moZe se ovaj izraz napisati u obliku:
1 AR

U,=¢% TR Up oo (244)
Koriséenjem izraza (241) dobijamo dilataciju kod ¢&etvrtmosta:

_ 4Uq

= K 177 s (245)

Kod polumosta dva otpornika predstavljaju merne trake koje su izloZene dilataciji,
lrao &to je prikazano na slici 26.

R,
g _j:_':le
R4
Slika 26.
Kod polumosta izraz (242) dobija oblik:
(L ___R+AR _\y._, 1L AR
U, (2 R+AR+R—AR)UE £ S U (246)
Na osnovu izraza (241) sada za dilataciju dobijamo:
22U
E——[E'K— .................................................................... (247)

Ovde se vidi da je osetljivost polumosta dvostruko veca od osetljivosti Getvrtmosta.
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Ukoliko su sva &etri otpornika merne trake, onda se radi o punom mostu. U tom
slu¢aju izraz (242) dobija oblik:

_(__R-uAR _ __ R+AR
U, (R_HAR+R+AR R+AR+R—uAR)UE .................. (248)

Odnosno za male promene otpora:

Um=¢iz*—£—%li 15 (249)
Iz izraza (241) sada sledi za dilataciju:
2Un
= + ————
g= % TBUK (oo (250)

Sto pokazuje da je osetljivost punog mosta 2.6 puta veca od Getvrtmosta.

Promena otpora merne trake moZe biti posledica ne samo dilatacije veé¢ i promene
temperature. Da bi uticaj temperature eliminisatli u most se ukljut¢uje kompenzaciona merna
traka, koja nije izloZena dilataciji ve¢ samo temperaturnim promenama. Ako su R, i R,
otpori dve merne trake od kojih je R, kompenzaciona, onda ¢e one imati istu promenu
otpora usled temperature. Na osnovu izraza (242) izlazni napon ce biti:

R,(R,+AR J-R,(R,+AR,)

Un ™ (R AR R TR R ARy Ve oo

(251)

Na taj nadin wuticaj temperature je eliminisan i kao rezultat se dobija samo
mehini¢ka deformacija.

O uticaju razli¢itih faktora na tainost merenja, kao i o primeni mernih traka
na razliéite vrste opterecenja i konstrukcija moZe se joi dosta napisati.
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'V Izuc¢avanje naponskog i deformacionog stanja ravno napregnute
elipticno prstenaste ploce

V 1. Odredivanje naponskog i deformacionog stanja elipti¢no
prstenaste plo¢e primenom metode kona¢nih elemenata

U ovom poglavlju je korid¢enjem metode konaénih elemenata, odnosno programskog
paketa BERSAFE odredeno naponsko i deformaciono stanje eliptiéno-prstenaste ploce.
(Koncepcija programskog paketa BERSAFE data je u Prilogu III na strani 193. Pri
tome su razmatrane sledede varijante optereéenja na elipticnom prstenu:

1) Koncentrisana sila F =17.4128N po debljini elemenata od 1 mm, koja deluje
upravno na unutras$nju konturu u &voru 1, kao 3to je prikazano na slici 27. Ovaj
slutaj je oznacen S&ifrom ELIU.

2) Koncentrisana sila F =46.5776 N po debljini elementa od 1 mm, koja dejstvuje
upravno na spoljadnju konturu u &voru 176, kao 38to je prikazano na slici 28. Ovaj
slutaj je oznacen S3ifrom ELIS.

3) Koncentrisane sile F =17.4128 N na wunutradnjoj i F,=46.5776 N na spoljasnjoj
konturi, koje dejstvuju u é&vorovima 1 i 176 respektivno, kao &to je prikazano na
slici 29. Ovaj slu¢aj je oznacen Sifrom ELIUS.

4) Kontinualno jednako raspodeljeno opterecenje q,= 17.4128N/mm upravno na
unutrasnju konturu, a oiviéeno hiperbolom ¢=60° kao &to je prikazano na slici 30.
Cvaj slutaj oznacen je Sifrom ELIUK 60.

5) Kontinualno jednako raspodeljeno opterecenje q,=46.5776 N/mm, upravno na
spoljagnju  konturu, a ograni¢eno hiperbolom ¢=60°, odnosno dejstvuje na
ekvivalentnom uglu od 30°, kao 3to je to na slici 31. prikazano. Ovaj slutaj oznacen
i= &ifrom ELISK 30.

u=0
| Fs
AWAWAYL
v=0 v=0
Slika 27. Slika 28.
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6) Kontinualno jednako raspodeljeno opterecenje upravno na unutradnju konturu
q,=34.8255 N/mm dejstvuje na segmente ogranitenom  hiperbolom @=60°, a
kontinuaéno opterecenje q,=46.5776 N/mm dejstvuje upravno na spoljadnju konturu
na segmentu ogranitenom hiperbolom ¢=30° kao &to je prikazano na slici 32. Ovaj
slutaj opterecenja oznacen je Sifrom ELIUSK 30.

7) Kontinualno jednako raspodeljeno opterecenje upravno na unutrasnju konturu
q,=34.8255 N/mm  dejstvuje na segmentu ogranitenom  hiperbolom ¢=30°, a
kontinualno opterecenje qg=46.5776 N/mm dejstvuje upravno na spoljasnju konturu na
segmentu ograni¢enomom hiperbolom ¢=30° kao &to je prikazano na slici 33. Ovaj
slucaj opterecenja oznacen je Sifrom ELIUSK 3060. ' 7

u

Fs

V:O

Slike 29. i 30.
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u=0 /9=60°
P30 / Cp=30
/
| // s l/ / s
4 K
YR
i |
T Vb
Slika 31. Slika 32.
u=0
& P$=30°
?s
T o/
?u . <
S
Slika 33.

Pored ovih sluajeva obradeni su i slu¢ajevi optereéenja oznaceni kao:y ELIUK 6,
ELIUK 30, ELISK 6, ELISK 60, ELIUSK 6 i ELIUSK 60, koji nisu prikazani u raduy,
jer bi to zahtevalo veliki prostor.
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Prilikom razmatranja svih slutajeva iskoridéena je simetrija opterec'enja i konture u
odnosu na dve ose, tako da je u analizi metodom kona&nih elemenata posmatrana samo
¢etvrtina elipti¢nog prstena. Pri tome je pretpostavljeno da su u &vorovima 1, 2, 3, 4, 3, 6,
7, 8, 9, 10, 11 pomeranja u x-pravcu jednaka nuli tj. u=0, a u évorovima 166, 167, 168, 169,
170, 171, 172, 173, 174, 175, 176 pomeranja u y-pravcu jednaka nuli tj. v=0. Na taj nacin
je koris¢enjem simetrije smanjen broj posmatranih ¢&vorova. v

Prvi korak pri radu sa BERSAFE jeste da se na karticama 00 i 0l zada ime
razmatranog problema i takode zadaju osnovni parametri.

Drugi korak je da se na karticu 11 unese topolo§ki redosled &vorova na
elementima kao &to je dato u Prilogu VI na strani 208. N

Treéi korak je unoZenje koordinata &vorova dobijenih programom “MREZA"
karticu tip 21, kao $to je prikazano u Prilogu VI na strani 208.

Cetvrti korak je definisanje vrste i veliG¢ine optere¢enja na kartici tip 51. Pri
radu se praktitno samo ova kartica menjala, jer se menjalo samo opterecenje kod
razli¢itih primera. ’

Peti korak je definisanje karakteristika materijala od koga je naéinjena struktura.
Da bi se rezultati dobijeni metoom Kkonaénih elemenata i rezultati dobijeni drugim
metodama nogli uporedivati direktno pretpostavijeno je da se radi o ARALDITU - B
modula elasti¢nosti E=3499,125517 N/mm’, a Poisson-ovog koeficijenta p=0.38.

Pored navedenih kartica koriscene su jo§ neke, kao:

- KARTICA TIP 19 - za odredivanje &vorova konturnih linija

- KARTICA TIP 10 - za odredivanje maksimalnih i minimalnih koordinata tela i
druge kartice.

Program se aktivira izborom opcije 7 u meniju. Tako se dobiju izlazni BSF
fajlovi na kojima su sme$teni rezultati. Na osnovu njih se zatim moZe vrsiti
2rafitko postprocesiranje ili priprema PLT fajlova za crtanje na ploteru. Izborom
cocije 9 u meniju, vrdi se grafitka obrada rezultata u programu BERSAFE.

Kada imamo prvi slutaj opterecenja oznaten kao ELIU, odnosno koncentrisane sile
dejstvuju na unutragnjoj konturi u pravcu kraéih poluosa elipsi dobijaju se dijagrami
rasporeda normalnih napona o, o, i smituceg t,, na spoljasnjoj konturi i dijagrmi
rasporeda normalnog napona o, u presecima odredenim ¢vorovima od 34 do 44 i
¢vorovima od 89 do 99, kao &to je prikazano na slici 34.

Na slici 35 prikazani su dijagrami rasporeda napona o,, ¢, i 1., na unutrasnjoj
konturi a u predhodno naznadenim presecima dati su dijagrami rasporeda normalnog
napona ¢,. Ovde se uofava veci gradijent porasta napona o,, o, i t,, u blizini
mesta na konturi, gde deluju koncetrisanje sile.

Na slici 36 prikazani su dijagrami rasporeda napona o,, o, i t,, na “sredignjoj"
elipsi odredenoj ¢&vorovima 6, 17, 28, 39, 50, 61, 72, 83, 94, 105, 116, 127, 138, 149,
160 i 171, kao i dijagrami rasporeda smituceg napona t,, u presecima. Na ovim
dijagramima se vidi kojim tadkama kontura i preseka naponi Oy Oy, 1 T, imaju
pezitivhe, a u kojim tactkama negativne vrednosti.

Na slici 37. prikazani su dijagrami glavnih normalnih napona o, i o¢,, kao i
dijagrami komponentnih pomeranja u i v u pravcima X i y ose, a za tatke na
spoljadnjoj konturi elipti¢nog prstena.

Na slici 38. prikazani su dijagrami glavnih normalnih napona o, i o, i
pomeranja u i v u tatkama na unutrasnjoj konturi, a mna slici 39. dati su
dijagrami glavnih normalnih napona o, i o, i pomeranja u i v wu tatkama
“sredisnje” elipse.

54




Posmatrajuéi slike 37. i 38. uotavamo tactke na konturama, u kojima su glavni
normalni naponi jednaki nuli o =0,=0, a koje razdvajaju zonu istezanja od zone
pritiska na konturama. Takode, na slici 38, na mestu dejstva koncentrisane sile
uotavamo povecan gradijent porasta glavnog napona.

MreZa konainih elemenata u nedeformisanom stanju i u deformisanom stanju pod
dejstvom opterecenja za ovaj slutaj, prikazana je na slici 40.

Grafi¢kim postprocesiranjem dobijenih rezultata uradene su izolinije za napone i
pomeranja. Pri tome, izolinije predstavljaju geometrijska mesta tacaka u kojima napon
ili pomeranje ima konstantnu vrednost.

Slika 34.
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b

Slika 35.

B 057

o —— e e e o

Slika 36.
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Slika 37.

Slika 38.
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Slika 39.

Slika 40,
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Tako su izolinije za normalne napone o,, o, i smiué¢i napon txy’prikazane na
slikama 41., 42., i 43. redom. Na ovim slikama uoavamo uveéan gradijent promene
napona u lokalnoj zoni dejstva koncentrisane sile. »
Na slikama 44. i 45. prikazane su izolinije za glavne normalne napone o, i o,, gde
se takode uotava koncentracija napona u lokalnoj zoni dejstva koncentrisane sile.
Na slikama 46. i 47. prikazane su izolinije za komponentna pomeranja u i v. U
Prilogu VI na strani 208. dati su numeri¢ki rezultati na osnovu kojih su crtani ovi

dijagrami.

Slika 41.
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Slika 42.

Slika 43.
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Slika 44.

Slika 45.
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Za drugi slutaj optereéenja oznacen sa ELIS, odnosno kada koncentrisane sile dejstvuju
na spoljasnjoj konturi u pravcu duZih poluosa elipsi dobijaju se dijagrami rasporeda normalnih
napona o, 0, i smiCuceg napona t,, na spoljasnjoj konturi i dijagrami rasporeda normalnog
napona ¢, u ranije naznacenim presecuna, kao 3to je prikazano na slici 48.

Na ovoj slici se uotava koncentracija napona na mestu dejstva koncentrisane sile
na spoljagnjoj konturi. Na slici 49. prikazani su dijagrami rasporeda napona o,, o,
i Txy, a u presecima su dati dijagrami rasporeda normalnog napona Oy

Na slici 30. prikazani su dijagrami rasporeda napona o,, o, i 1, u tatkama
“sredisnje” elipse, kao i dijagrami rasporeda smiCuceg napona t,, u presecima.

Na slici 51. prikazani su dijagrami glavnih normalnih napona o, i e na

21
spoljadnjoj konturi, kao i dijagram komponentnih pomeranja u i v u tackama
spoljadnje konture.

Na slici 52. dati su dijagrami glavnih normalnih napona o, i o kao i

2
dijagrami komponentnih pomeranja u i v u tatkama unutrasnje konture. Posto su
na slikama 51. i 52. dati glavni normalni naponi, a na konturama je jedan od
glavnih normalnih napona jednak nuli (¢,=0 ili o,=0), stoga se deo dijagrama
oznaten sa (+) odnosi na o,, a deo dijagrama oznaten sa (-) na o,. Takode,
uocavaju se tatke u kojima su oba glavna normalna napona jednaka nuli, a koje
razdvajaju zone pritiska i zone istezanja na konturama.

Na slici 66. dati su dijagrami glavnih normalnih napona o, i o,, i komponentnih

21

someranja u i v tagaka “sredisnje” elipse.
P J

Slika 48.

63




Slika 30.
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Slika 5l.

b2

Slika 52.
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Slika 33.

Na slikama 54., 53. i 36. prikazane su izolinije za normalne napone o,, o, i

'smi¢u¢i napon T,,. Na ovim slikama uofava se koncentracija napona na spoljasnjoj

konturi, u okolini tatke u Kkojoj dejstvuje koncentrisana sila.

Na slikama 57. i 58. date su izolinije glavnih normalnih napona o, i o©,, na
kojima se takode uofavaju mesta koncentracije napona.

Na slikama 339. i 60. prikazane su izolinije za komponentna pomeranja u i v, na
kojima se vodi da je najveée komponentno pomeranje u (pravac x-ose), u tacki
dejstva koncentrisane sile.

Za treéi slutaj optereéenja oznaten sa ELIUS, a Lkod koga Kkoncentrisane sile
dejstvuju na spoljasnjoj i unutrasnjoj konturi, kao &to je prikazano na slici 29.
grafickim post procesivanjem numeri¢kih rezultata dobijena su izopolja.

Izopolja su' oblasti na ploéi u kojima se data veli¢ina kreée u odredenim
granicama. Tako na slikama 61., 62. i 63. imamo prikazana izopolja normalnih

napona ©,, o, i smituceg napona T,,, a na slikama 64. i 65. prikazana su izopolja

y

glavnih normalnih napona o, i o,.
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Slika 54.

Slika 55.
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Slika 60.

Slika 61.
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Slika 63.
Na slici 66. za ovaj slutaj opterecenja, prikazani su dijagami normalnih napona

Gy i o, i smifuceg napona t,, u tatkama spoljaSnje konture, kao i dijagrami
normalnog napona o, u presecima. Na slici 67. prikazani su dijagrami normalnih
napona o, i o, i smituceg napona Tt,, u tatama unutrasnje Kkonture, kao i
dijagrami normalnog napona o, u zadatim presecima. Na ove dve slike uotava se
superpozicija rasporeda napona za prva dva sludaja optereéenja, kao i Koncentracija
napona na mestu dejstva Kkoncentrisanih sila. Na slici 68. dati su dijagrami
normalnih napona o, i o, i u tatkama “sredidnje” elipse, kao i dijagrami
rasporeda smituceg napona t,, u datim presecima. Na slici 69. dati su dijagrami

glavnih normalnih napona o, i o, i komponentnih pomeranja u i v za tatke na

2
spoljasnjoj konturi elipti¢nog prstena. Na ovoj slici se uofava Koncentracija napona
u lokalnoj zoni dejstva sile, a takode i pojava opadanja napona u blizini mesta na
kome dejstvuje koncentrisana sila. Na slici 70. prikazani su dijagrami glavnih
normalnih napona o, i o, i komponentnih pomeranja u i v u tatkama na
unutragnjoj konturi. Na ovej kao i na predhodnoj slici se wuotavaju tacke na
konturama u kojima su o,=0¢,=0 i koje razdvajaju zone istezanja i pritiska na

konturama. Dijagrami glavnih normalnih napona o, i ¢, i komponentnih pomeranja

2
u i v za tafke na sredidnjoj elipsi prikazani su na slici 71. Na slikama 72., 73. i
74. prikazane su izolinije normalnih napona o, i o, i smifuceg napona t,,. Ovde
se mogu uoliti mesta koncentracije napona i oblasti malih promena napona. Izolinije
glavnih normalnih napona o, i o,

komponentnih pomeranja u i v za ovaj slutaj opterecenja date su na slikama 77. i

prikazani su na slikama 73. i 76. Izolinije

78. U Prilogu VI na strani 208 dati su listinzi sa rezultatima za slucaj opterecenja
oznaten sa ELIUS.
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Za cetvrti slufaj opterecenja oznaten kao ELIUK60 dobijeni su dijagrami
rasporeda normalnih napona 'ox i o, 1 smiCuceg napona t,,, za tatke na
spoljadénjoj konturi prikazanoj na slici 73. Na istoj slici prikazan je raspored
normalnog napona o, u zadatim presecima. Uotava se slitnost ovih dijagrama sa
dijagramima dobijenim za opterecenje koncentrisanom silom na unutradnjoj konturi
ELIU. Na slici 80. prikazani su dijagrami normalnih napona o, i o, i smituceg
napona t,, na unutrasnjoj konturi i dijagrami napona o, u zadatim presecima. Na
slici 81. dati su dijagrami napona o,, o, i 1, u tatkama “sredidnje” elipse i
dijagrami smituceg napona 1., u presecima. Dijagrami glavnih normalnih napona o,
i o, i komponentnih opmeranja u i v za tatke na spoljadnjoj konturi, unutrasnjoj
konturi i “sredidnjoj“ elipsi prikazani su na slikama 82., 83. i 84. Sliénost ovih
dijagrama sa dijagramima dobijenim za slutaj optereéenja ELIU je ocigledna. Pri

tome se na dijagramima glavnih normalnih napona o, i o, wuofavaju tacke na

2
konturama eliptitnog prstena koje rzdvajaju zone pritiska i istezanja. Na slikama
85., 86. i 87. prikazane su izolinije normalnih napona o, i ¢, i smifuceg napona
T,y- Na slikama 88. i 83. prikazane su izolinije glavnih normalnih napona o, i o,,
a na slikamma 90. i 91. izolinije komponentnih pomeranja u i v za ovaj sluéaj
opterecenja. Numeri¢ki rezultati za ovaj slutaj opterecenja na osnovu kojih su crtani

dijagrami dati su u Prilogu VI na strani 208.
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Kod petog slucaja opterecenja koji je oznafen kao ELISK 30, a kod koga kontinualno
jednako raspodeljeno optereéenje dejstvuje na delu spoljasnje konture, dobijeni su dijagrami
normalnih napona o, i o, i smituceg napona 1,,, za tatke na spoljasnoj konturi, kao i
dijagrami normalnog napona o, u datim presecima prikazani na slici 92. Raspored
napona o,, 0, i t,, u tatkama na unutradnjoj konturi i rasopred napona ¢, u tatkama
preseka dati su dijagramima na slici 93. Uofava se slicnost oblika ovih dijagrama sa
odgovarajuéim dijagramima za sluaj opterecenja koncentrisanom silom na spoljasnoj
konturi oznaten kao ELIS. Na slici 94. prikazani su dijagrami napona o, o, i 1,, u
tatkama “srediSnje” elipse, kao i dijagam smituceg napona t,, u datim presecima.
Dijagrami glavi nih normalnih napona o, i ¢, i komponentnih pomeranja u i v za tacke
spoljasnje konture dati su na slici 95. Na ovoj slici se uotava kontinualna promena
glavnog normalnog napona na mestu gde prestaje kontinualno opterecenje na konturi,
ito je suprotno predpostavijenoj skokovitoj promeni. Uvodenjem konaénog elementa tipa
EP 16 povecala bi se taénost izratunatih napona na ovom mestu i aproksimacija graniénih
uslova bi bila ta¢nija. Na slici 96. prikazani su dijagrami glavnih normalnih napona o, i o,
i komponentnih pomeranja u i v za tatke na unutrasnjoj konturi. Ovi dijagrami su sli¢ni
odgovarajuéim dijagramima za opterecenje oznaceno sa ELIS. Na slici 97. dati su dijagrami
glavnih normalnih napona o, i o, i komponentnih pomeranja u i v za tadke na “sredisnjoj”
elipsi. Izolinije normalnih napona o, i o, i smi¢uceg napona t,, za ovaj slutaj opterecenja
prikazane su na slikama 98., 99., i 100.
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Izolinije glavnih normalnih napona o, i o, prikazane su na slikama 101. i 102.,
pri ¢emu se na slici 102. uofava oblast konture na kojoj dejstvuje Kkontinualno
opterecenje. Na slikama 103. i 104. prikazane su izolinije komponentnih pomeranja u
i v, a na slici 105. prikazana je deformisnana mreZa konaénih elemenata za ovaj

slutaj opterecenja.
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Za gesti slucaj opteredenja oznacden kao ELIUSK 30 obradom numerigkih rezultata
u grafitkom postprocesoru dobijene su slike izopolja za normalne napone o, i o, i
smi¢u¢i napon t,, prikazane na slikama 106., 107. i 108. Izopolja glavnih normalnih
napona o, i ¢, prikazana su na slikama 109. i 110.
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Za sluaj opterecenja oznafen kao ELIUSK 30 kada kontinualno opterecenje
dejstvuje na delu unutrasnje i na delu spoljadnje konture, dobijeni dijagrami
normalnih ‘napona o, i o, i smituceg napona Tt,,, u tatkama spoljasnje konture
kao i dijagramoi normalnog napona o, u datim presecima, prikazani su na slici
111. Na slici 112. dati su dijagrami normalnih napona o, i o, i smifuceg napona
1., za tatke unutrasnje konture, kao u dijagrami normalnog napona o, u datim
presecima. Na predhodnim slikama wuofava se analogija sa dijagramima za sluéaj
opterecenja koncentrisanim silama ELIUS. Na slici 113. prikazani su dijagrami
napona o, i o, i smituceg napona t,, u tatkama “sredidnje” elipse kao i
dijagrami smiuceg napona t,, u presecima. Dijagrami glavnih normalnih napona o,
i o, i komponentnih pomeranja u i v tataka na spoljadnjoj konturi, unutradnjoj
konturi i na ‘“sredisnjoj* elipsi prikazani su na slikama 114., 115. i 116. Kod
dijagrama glavnih normalnih napona na konturnim linijéma, u lokalnoj oblasti gde
se zavr$ava kontinualno opteredenje postoji prelaz sa dela konture na kome postoje
dva glavna normalna napona, na deo konture na kome je jedan od njih jednak
nuli (0,=0 ili o,=0). '

Izolinije za napone o,, o, i t1,, za ovaj slucaj opterecenja prikazani su na
slikama 117., 118. i 119. Na ovim slikama izolinija se wuotavaju oblasti sa vedim i
sa manjim gradijentom promene napona. na slikama 120. i 121. prikazan je su
izolinije glavnih normalnih napona o, i o©,, a na slikama 122. i 123. date su
izolinije komponentnih pomeranja u i v u prévcu osa x i vy.
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U slucaju kada je eliptiéni prsten optereéen kontinualnim jednako' raspodeljenim
opterecenjima na odredenim oblastima unutrasnje i spoljasnje konture , a koji je
oznacen kao ELIUSK 3060 na osnovu numeriékih rezultata dobijeni su dijagrami
napona i komponentnih pomeranja. Na slici 124. prikazani su dijagrami normalnih
napona o, i o, i smituteg napona 7t,, u tatkama spoljadnje konture, kao i

dijagrami normalnog napona o, u presecima. Dijagrami napona o, o, 1 1T,, u

tatkama unutrasnje konture, kao i dijagrami normalnog napona o, u tatkama
preseka prikazani su na slici 125. Na ovim slikama wofavamo oblasti konture
optereéene Kkontinualnim jednako raspodeljenim pritisnim silama. Na slici 126.
prikazani su naponi o,, o, i 1,, u tatkama ‘“sredisnje” elipse, kao i dijagrami
smi¢uceg napona T,, u tatkama preseka. Dijagrami glavnih normalnih napona o, i
c, i komponentnih pomeranja u i v, za talke spoljasnje konture, unutrasdnje konture
i “sredisnje“ elipse prikazane su na slikama 127., 128. i 129. Na ovim slikama se
uotavaju tacke u kojima su oba glavna normalna napona jednaka nuli (o,=0,=0) i
koja razdvajaju zonu istezanja od zone pritiska na konturama. Takode, uolava se
prelazna oblast, na mestu na konturi gde prestaju kontinualna opterecenja.

Izolinije za slu¢aj opterecenja oznaden sa ELIUSK 3060, a za normalne napone o,
i o, i tangencijalni napon t,, prikazane su na slikama 130., 131. i 132. Izolinije
glavnih normalnih napona o, i o, su prikazane na slikama 133. i 134., a izolinije
komponentnih pomeranja u i v date su na slikama 135. i 136.

U Prilogu VI na strani 208 dati su numeri¢ki rezultati na osnovu kojih su

crtani dijagrami za ovaj slucaj opterecenja.
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Odstupanja glavnih normalnih napona od vrednosti zadatih grani¢nih wuslova su
posledica same metode konacénih elemenata i izbora tipa konaénog elementa (EP 8).
Karakteristike ovog tipa konaénog elementa su da je napon na stranicama elementa
konstantan, a predpostavlja se linearna promena komponentnih pomeranja. Prvi
nadin da se poveda tainost je uvodenje konatnog elementa kod koga je promena
napona aproksimirana linearnom funkcijom, a komponentna pomeranja parabolom
drugog reda, kao &to je slutaj sa konaénim elementom tipa EP 16. Primenom
kona¢nog elementa tipa EP 24 Lkod koga je promena napona aproksimirana
kvadratnom parabolom, a komponentna pomeranja kubnom parabolom postigla bi se
jod visa talnost, ali sa znatno vedim utrofkom vremena. Drugi naéin da se taénost
poveca je povecanje broja konacénih elemenata istog tipa, 3to poveéava vreme unosa
podataka u racunar. Kvalitativnha slika naponskog i deformacionog stanja, ovim
povecanjem tacénosti, ne bi se bitno promenila. Izmedu programa SAPIV i BERSAFE
za analizu metodom kona¢nih elemenata je izabran ovaj drugi, zbog kvalitetnije
grafike koja prikazuje rezultate, kao i zbog pregiednijeg i jednostavnijeg unosa
ulaznih podataka.

V 2. Primena metode- fotoelasti¢cnosti za odredivanje naponskog
i deformacionog stanja elipti¢cno-prstenaste ploce

U eksperimentalnom delu ovog rada primenjena je metoda fotoelasti¢nosti.
Teorijske osnove ove metode date su u Poglavlju IV 1. U vezi sa ovim
cksperimentom interesantan je rad [26] M.M.Frocht-a iz 1938., koji je prezentiran
na Petom internacionalnom kongresu primenjene mehanike u Cambridge-u. U ovom
radu M.M.Frocht-a primenom metode fotoelasti¢nosti, odnosno korid¢enjem familija
izohroma i izopaha, izvrSena je analiza glavnih napona, u tatkama konture i u
tatkama preseka kruZno-prstenaste ploce opterecene dijametralno simetriénim parom
koncentrisanih sila. Analogija rezultata analize stanja napona elipticno-prstenaste
plote, koja je ovde.uradena, potpuna je sa tim rezultatima i predstavlja njihovo
uopStavanje.

Eksperiment koji je ovde izloZen, ima za cilj odredivanje stanja napona tanke
plote ogranitene dvema konfokalnim elipsama, a koja je optereéena jednim ili sa
dva para dijametralno simetriénih pritiskajuéih koncentrisanih sila. Odredivanje
stanja napona odnosno snimanje slika izoklina i izohroma izvedeno je koridcenjem
polariskopa “Tiedemann“ sa difuznim svetlom, koji je prikazan na slici 137.
Tiedemann-ov polariskop se sastoji od: izvora bele ili monohromatske svetlosti
(Zute) talasne duZine A=589.3nm, zatim od dva polarizaciona filtera od kojih je
jedan u funkciji polarizatora, a drugi u funkciji analizatora, kao i od dve
getvrt-talasne plote koje se stavljaju kada se radi sa kruzno polarizovanom
svetloséu. Ovaj polariskop se moZe predstaviti u dve konfiguracije:

1) Ravanski polarizovana svetlost, pri ¢emu se na analizatoru dobija slika
izoklina. Ova konfiguacija je prikazana na slici 138.

2) Kruzno polarizovana svetlost, pri €Cemu se na analizatoru dobija slika
izohroma. Ova konfiguracija je prikazana na slici 139.

U sklopu polariskopa je postavljen ram za optere¢ivanje modela, prikazan na slici
140. Osnovnom ramu za optere¢ivanje je za ovaj eksperiment dodat kotur (KkJ,

m




¢elitna uZad i zavrtnji za pddeéavanje pravca opterecenja (z), sa valjcima (v) koji

prenose silu optereéenja na konturu modela, kao &to je prikazano na slici 141.
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koncentrisanim silama po unutrasnjoj i spoljasnjoj konturi.

Slika 140.

Slika 141.
Optereéenje koncentrisanim silama po wunutrasnjoj konturi je realizovano preko
valjkastih pritiskivac¢a, na koje je sila opterecenja prenoSena pomocu celinog uZeta,
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dok je opteredenje parom koncentrisanih sila na spoljadnjoj konturi realizovano
pomoéu podloge i poluge. Prilikom kombinovanja opterecenja ortogonalnim parovima
koncentrisanih sila po unutradnjoj i spoljasnjoj konturi, vodilo se ratuna da ne
dode do interakcije opteredenja, pa su paputice (Pr) pritiskivata po spoljasnjoj
konturi postavljene na valjéice, &ime je izbegnuta pojava tangencijalnih napona na
kontaknoj povrsini. Kod slutaja optereéenja kada dejstvuju dijametralne Kkoncentrisane
sile na unutradnjoj konturi, kao &to je prikazano na slici 142., mehanizam za
optereé¢ivanje je postavljen u konfiguraciji kao $to je prikazano na slici 143.

Slika 142. Slika 143.

Pri tome je na ¢eli¢no uZe okaéen teg mase m, =35.5 kg, odnosno teZzine F =F =348.255 N.
Xod drugog slucaja, kada dejstvuju koncentrisane sile po spoljasnjoj konturi na polugu
nritiskivata je okaten teg mase m,=14.6kg, odnosno teZzine Q=143.226 N. Posto se sila
vrenosi preko poluge, sila koja dejstvuje na konturu ée biti:

R T (252)
Posto su duZine p=12.3cm, g=8Jcm sledi da c¢e sila na spoljnoj konturi biti

F,=F,=031.5512 N. Ovaj slutaj opterecenja kao i konfiguracija mehanizma S&ematski
su prikazani na slici 144. i 145. redom.

ANW N \
ENSNNNKNKNN

Slika 144. Slika 145.
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Kod treéeg slucaja opterecenja, istovremeno dejstvuju koncentrisane sile i po
spoljadnjoj i po unutrasSnjoj konturi, kao &to je prikazano na slici 146., pa ovo
_ predstavlja kombinaciju prva dva slutaja. ‘

Slika 148.
Prema tome kod ovog slucaja opterecenja, dejstvuju istovremeno sile F =348.255N
i F,=931.5512N. Model elipticno-prstenaste plote izraden je od ploce ARALDIT-a B
debljine h=10mm. Mehanitka obrada modela odnosno dovodenje na zadati oblik,
vréena je na trakastoj testeri, a zatim na brzohodoj glodalici sa preko
20000 o/min. Pri tome je predhodno nacinjen model od pleksi-stakla, koji je posluZio
Kao matrica za izradu konalnog modela. Kvalitetnom obradom prema preporukama iz

literature [4], kao i kratkim vremenskim periodom, koji je protekao izmedu izrade
modela i izvrdenog eksperimenta izbegnuta je pojava iviénih (rubnih) efekata usled
cventualnog upijanja vlage ili gubitka anhidrida. Pre nego &to se pristupilo
eksperimentu Kkorid¢enjem polariskopa provereno je da nema rubnog efekta ili
zaostalih zamrznutih napona u modelu. Na taj nacin, Kkonture elipti¢no-prstenaste
ploée su dovedene na oblik dve konfokalne elipse, ¢ije su Kkoordinate zadate
izrazima:

x=R(p+—I§— )coscp
y=R(p——I;—1)sincp .......................................................... (253)

gde je: R=4, m=0.25, a p,=1 za unutradnju konturnu elipsu i ¢,=2 za spoljadnju
konturnu elipsu.

Pa su poluose unutradnje elipse a,=50mm i b =30mm, a poluose spoljadnje elipse
,a,=85mm i b,=75mm.

Mehanitke i optitke karakteristike materijala od koga je izraden model utvrdene
su baZdarenjem na disku i &tapu prema preporukama iz literature [4], [17] i [25].

Detaljan opis baZdarenja fotoelasti¢nog materijala dat je u Prilogu IV.

Pomocu fotografske opreme i polariskopa snimljene su fotografije izoklina i
izohroma na 35mm i plan filmu 6.5 x 9cm. Ove fotografije koricene su zatim za
izradu mapa izoklina i izohroma. Pri tome je zbog vece preciznosti odredivanje
izoklina realizovano na dva nadina:

1) fotografisanjem izoklina, a zatim njihovim projektovanjem na papir i
ucrtavanjem mape. '
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2) nanosenjem folije, koja ne izaziva opticki efekat, na model‘ i direktnim
crtanjem izoklina na njoj.

Takode, izohrome su fotografisane u “tamnom” i “svetlom“ ekranu polariskopa pri
temu smo u tamnom polju dobili celobrojne vrednosti izohroma (0, 1, 2, 3, ...), a
u svetlom polju polovine ( 1/2, 3/2, 5/2, ...). Pri tome je red izohroma u nekim
tatkama kontrolisan kompenzacijom po Tardy-ju, i to pre svega “nulte“ izohrome,
singularne i izotropne tatke. Pri tome se fotografisanje realizovalo u monohromatskoj
svetlosti, a Tardy kompenzacija u “beloj i monohromatskoj svetlosti. Izokline
snimljene u beloj svetlosti za prvi slucaj optereéenja, kada dejstvuju u pravcu
kraéih poluosa elipsi, koncentrisane sile na unutrasnjoj konturi F =348.255N date su
na slikama oznaCenim brojem 147. i to izokline 0°, 10°, 20°, 30°, 40°, 50°, 60°, 70° i
80° (izoklina 90° se pooklapa sa izoklinom 0°).

T T TTT] ™
T

{ v

20° 30°

116




Slika 147.
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Na slikama 148. prikazane su fotografije izoklina parametra 0°, 10°, 20°, 30°, 40°,
50°, 60°, 70° i 80° za drugi slutaj opterecenja, tj. koncentrisanim silama u pravcu
duzih poluosa F =931.5512N na spoljasnjoj konturi.

40° . 50°
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80°
Slika 148.

Na slikama 167. prikazane su fotografije izoklina parametra 0°, 10°, 20°, 30°, 40°,
50°, 60°, 70° i 80° za tre¢i slucaj opteredenja, tj. pri dejstvu koncentrisanih sila

F,=348.255 N, F,=931.5512N u pravcu poluosa, na unutra$nju i spoljadnju konturu.
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80°
Slika 149.

Koriscenjem fotografija izoklina kao i direktnim crtanjem na foliji dobio sam
mape izoklina za tri slufaja opteredenja, pri tome je na slici 153. prikazana mapa
izoklina za sluaj optereéenja koncentrisanim silama na unutrasnjoj konturi. Na
slici 155. prikazana je mapa izoklina za sluaj opterecdenja koncentrisanim silama na
spoljadnjoj konturi. Za sluaj opterecenja u pravcu poluosa elipsi koncentrisanim
silama po unutradnjoj i spoljasnjoj konturi, mapa izoklina je prikazana na slici 197.
Na grafickim prikazima familija izoklina sa S* i S~ oznadene su pozitivhe i
negativne singularne tatke, dok su sa T* i T~ oznadene pozitivhe i negativne
izotropne tacke. Takode su naznaleni i uglovi jednog glavnog pravca naprezanja,
pripadajuceg odgovarajucoj izoklini u odnosu na referentnu osu polariskopa. Drugi
“zlavni pravac napona je upravan na prvi. lzohrome su snimane fotografisanjem
modela u konfiguraciji polariskopa za KkruZno-polarizovanu svetlost i to u tamnom i
svetlom polju. Na slici 150. prikazane su fotografije izohroma u tamnom i svetlom
polju za sludaj optereéenja koncentrisanim silama na unutradnjoj konturi, na slici
151. za sluéaj opteredenja koncentrisanim silama na spoljadnjoj konturi i na slici
152. za slutaj opterecenja koncentrisanim silama na obe konture.

Slika 150.
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Slika 151.

Slika 152.

Na osnovu fotografija izoklina prikazanih na slikama 147., 148., 149. i fotografija
izohroma prikazanih na slikama 150., 131. i 152. nacrtane su mape izoklina i
izohroma za sva tri slutaja opterecenja. Take su na slikama 154., 156., 1 138.
prikazane mape familija izohroma redom za naznaCene vrste optereéenja. Na ovim
mapama oznacen je red izohroma, d&ije je odredivanje realizovano na dva nadina:
metodom Tardy odnosno kompenzacijom direktno na polariskopu, dovodenjem
odredene izohrome u datu tacku; i naknadnom analizom fotografija u “tamnom” I
“svetlom” polju uz koriséenje linearne interpolacije. Pri tome je metoda kompenzacije
po Tardy-ju bila samo pomocna u cilju kontrole rezultata dobijenih sa fotografija.

Na grafickim prikazima familija izohroma sa O%, oznadene su taCke koje
razdvajaju zone naprezanja na istezanje i zone naprezanja na pritisak, linijskih
elemenata povucenih iz tataka konture u pravcima tangencijalnim na konturu ploce.
Takode su naznaceni i brojevi reda izohroma.
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Slika 154.
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Slike 157. i 158.
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Za odredivanje glavnih napona u tatkama na konturi i u tatkama zadatih
preseka elipti¢no-prstenaste ploée koristimo relaciju (227):
0,-0,= N}fo
gde je: N-red izohrome,
h-debljina ploce i
fgs-naponsko-opti¢ka konstanta.

U tackama konture plode takode koristimo graniéni uslov, da je normalni napon
u tim tadkama za tangencijalne povrdi na konturi ploée jednak nuli. Posto je jedan
od glavnih normalnih napona o, ili ¢, na konturi jednak nuli iz izraza (227)
sledi:

odnosno:
c,=0, 02=—N—hf—o .................................................................. (254)

Prema tome, vrednosti glavnih normalnih napona u tackama konture mogu se
dobiti mnoZenjem reda N izohrome, redukovanom vrednos¢u naponsko-opticke
konstante Fs/h, koja za ovaj primer iznosi: Fc/h=l.093N/mm2. Pravei glavnih
napona u tac¢kama konture su tangencijalni na eliptitne konture i tangencijalni u
osdnosu na odgovarajudu ortogonalnu hiperbolu povudenu u datoj tacki na eliptiénu
tonturu. Koriste¢i konvenciju da se indeksom (1) oznaCava glavni napon vece
vrednosti, a sa (2) manje vredniosti, to u slutaju kada se radi o zatezanju
linijskog elementa povucenog iz tatke konture, u pravcu konture je ¢,#0, a ¢,=0, a
Xada se radi o pritisku linijskog elementa povucenog iz tatke konture u pravcu
ronture, onda je o¢,=0, a o,=0.

Kori&éenjem koordinatnog sistema sa koordinatnim linijama: konfokalne elipse i
cdgovarajuée ortogonalne familije hiperbola, zakljutujemo da su glavni pravci
naprezanja u svakoj ta¢i spoljagnje i unutrasnje konture elipticno prstenaste ploce u
pravcima tangencijalnim na odgovarajuée koordinatne linije, $to ne vaZi i za tacke
unutar ploce, iskljutujuéi konture, &to se vidi i sa familija izoklina. Ako poredimo
mape izoklina za sve tri vrste opteredenja sa slika 153., 135. i 157., vidimo da se
izokline sa istim oznakama uglova zavrsavaju (izlaze) na konture u istim tackama
iskljuéujuéi lokalne zone kontura plote oko napadnih talaka sile ili opterecenja u
kojima dolazi do pojave efekta lokalnih naprezanja.

Vidimo da su glavni pravci napona u tatkama slobodne konture uslovljni
geometrijom konture ploée i da je parametar izokline odnosno ugao koji odreduje
data izoklina, jednak wuglu nagiba, tangente na konturu u odnosu na referentnu
osu, u taéki u kojoj ta izoklina izlazi na konturu.

Koris¢enjem izraza (254) mogu se odrediti vrednosti glavnih normalnih napona o,
i o, u tatkama konture plote. Na taj nacdin odredeni glavni naponi, za slucaj
optereéenja koncentrisanim silama po unutrasnjoj konturi, prikazane su na slici 138.
Na slici 180. prikazan je dijagram glavnog napona o, u tafkama na unutradnjoj i
spoljaénjoj‘konturi plote i predstavlja dijagram napona zatezanja u tackama konture,

dok je mna slici 161. prikazan dijagram glavnog napona o, takode u tackama

2
unutrasnje i spoljadnje konture i predstavlja dijagram napona pritiska za ova] slugaj
opterecenja. Takode, na ovim slikama su prikazani linijski elementi na konturama

sa naznacenim smerom dejstvujuéih napona.
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Slike 159. i 160.
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Slika 161.

Glavne pravce napona u tatkama unutar ploée moZemo analizirati pomocu familija
izoklina, a stanje napona u tatkama unutar plote moZemo odrediti Kkoriséenjem
familija izoklina i izohroma i metode razlike tangencijalnih napona, koja se jo$
srece u literaturi kao Frocht-ova metoda. Ova metoda opisana je u literaturi [17].
Iz Navier-ovih jednadina ravnoteZe u slu¢aju ravnog stanja naprezanja i odsustva
zapreminskih sila dobijamo:

00, 0T,,

-+

ox oy
0T,y 00,

= ¢ 5y S0 e et et e (235)

Prva jednaéina (255) moZe biti integraljena po x, kao &to je dato na slici 162.,

saglasno relaciji:
X1 X1

00, OTyy :
e e (256)
0 0

Ova jednaCina se moZe numeri¢ki prikazati uvodenjem metode konaénih razlika,

gde se parcijalno diferenciranje zamenjuje razlikama ili diferencama KkoriScéenjem

relacije:
X1
f aox dx: 6 = _‘_A&i’ -
Xo Ay (Xo+X1)
0 2

xi Ox

ox x

gde: x,, Xx,, X, itd. odreduju taéke duz ose x. Ovde Ax i Ay predstavljaju konaine

2

intervale duz x i y kao $to je prikazano na slici 162.
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Oax Y sz

Xa X{ Xz Xy X4 X5 Xg

Slika 162.
Ako usvojimo da je Ax=Ay jednacina ( 257) se svodi na izraz:

Oy X1 =0y Xo_AIxy

£
os gy oeeeeeeseessessse sttt £258).

2

Veli¢ina O,|y, moZe se odrediti direktno iz reda izohroma wu ta¢ki x, na
s'spodnoj konturi. Velitina At,, moze biti izratunata iz mape izohroma i izoklina,
cdnosno, zatim je moguce odrediti o, u tadki x, unutar oblasti. Ako ovaj postupak

ponavljamo korak po korak, moZemo odrediti o, duZ pravca OP:

O |x3 Oxlx7 ATxv|xiexn
2

Oxlx3 Oxlxs Ly|xaexs
2

O |xT Oxlys DTxy|(gaaxg) orrerereresrmomemaeemmeemienieeees . (259)
2

Metoda zasnovana na razlici tangencijalnih napona zahteva obiman racun i
odredivanje velikog broja vrednosti sa visokom taéno3¢u odredene veli¢ine. Tacnost
je neophodna, jer integraljenjem po pravcu gredka se kumulira i na kraju moZe biti
znacajna. Procedura pri sprovodenju ove metode je sledeca:

1) Nacrtamo pravce OP, AB i CD na modelu i oznaimo tacke x,, x,, x, duZ
ovih pravaca;

2) Odredimo i nacrtamo dijagrame reda izohroma N duZ pravaca OP, AB i CD;

3) Odredimo i nacrtamo dijagrame parametra izoklina, odredujuéi pravac o, na
taj nacin, duZ ovih pravaca;

4) Koriscenjem relacije:

Ty, ™ I;if SIN 2 crvueerenceeeseeneetee e (260)

odredimo t,, duz pravaca AB i CD;
5) Nacrtamo dijagram t,, duz pravaca AB i CD;
6) Izratunamo Art,, u tatkama: (x,+x,1)/2, (x,+x,)/2, (x,+Xx,)/2, koridcenjem izraza:

At =T

Xy Xy T

AB ~ ‘xy

GD eeeeereereee ettt (261)
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7) Odredimo vrednost o,|, ~prema relaciji;

o, Xo=°tC052°“ Oa=0 e (262)
8) Izratunamo o, duZ pravca x koridéenjem relacija (258) i (259);

9) Izratunamo vrednost o, duZz pravca x prema relaciji:

T S, (263)
10) Odredimo o, i o, preko relacija:
1 foNc
01=_§—(O.\:+oy+ h )
1 fsNc
R STt o) IR (264)

11) Nacrtamo dijagrame o, o,
Ova metoda moZe posluZiti za pisanje ratunarskih programa koji odreduju velitinu

i o,, o, duZ praveca x.
napona o©,, ¢, i ©,, ¢, u ispitivanoj oblasti uz koris¢enje izohroma i izoklina. Primer
ovakvog programa je program ZAGI“, koji koristi ulazni fajl “ULA" i izlazni fajl “IZA",
a koji su dati u Prilogu VI na strani 208. Ovaj program je postavljen na racunaru
Honeywell H-6 i posluZio je za odredivanje veli¢ina napona u presecima elipse. Za slutaj
optereé¢enja koncentrisanim silama na unutra3dnjoj konturi, na slici 163. prikazan je
raspored normalnih napona, o, i o, u tatkama duZi 00° paralelne kra¢im poluosama
elipse. Na slici 164. dati su dijagrami rasporeda glavnih normalnih napona o, i ¢, za
iste tatke na duzi 0OO'. Vrednosti o,, o, i 6,, o, na duzi 00" dobijene su koris¢enjem
metode razlike tangencijalnih napona, a rezultati dobijeni u tatkama konture slazu se sa
rozultatima koje smo predhodno dobili za dijagrame na slici 159.

Slika 163.
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Slika 164.

U slucaju kada je eliptitno-prstenasta plo¢a opterecena parom koncentrisanih sila
na spoljaénjoj konturi, sa napadnom linijom wu pravcu veéih poluosa elipsi,
koriséenjem izraza (254) dobijene su vrednosti glavnih normalnih napona o, i o,
na konturama, ¢iji je raspored prikazan dijagramima i to na slici 165., na
spoljadnjoj, a na slici 166. na unutra3dnjoj konturi. Pri tome su oznakama (+)} i (-)
oznalene zone istezanja i pritiska linijskih elemenata povuéenih u tatkama konture.
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Slike 165. i 166.
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Primenom metode razlike tangencijalnih napona, tj. prema ovoj metodi napisanog
programa “ZAGI" u tatkama preseka SS' odredene su vrednosti normalnih napona
o, i o, kao i glavnih normalnih napona o,i o,. Na osnovu tih izratunatih
vrednosti nacrtani su dijagrami prikazani na slici 167. i 168. U sluaju kada je
eliptiéno-prstenasta plota opterecena parovima koncentrisanih sila i po unutrasnjoj i
po spoljadnjoj konturi, ortogonalnih napadnih linija, a u pravcima poluosa elipse,
odnosno, u slutaju ‘rezultujuceg” opterecenja, primenom relacija (254) dobijene su
vrednosti glavnih normalnih napona na konturama. Na osnovu ovih rezultata, na
slici 169. prikazan je sumarni dijagram glavnih normalnih napona pritiska (-) i
zatezanja (+) u tatkama unutrasnje konture, a za ravni upravne na konturu,
odnosno linijske elemente u pravcu konture, a na slici 170. prikazan je sumarni
dijagram glavnih normalnih napona pritiska i zatezanja u tatkama spoljasnje
konture, za ravni upravne na konturu, odnosno linijske elemente u pravcu
spoljasnje konture. Primenom metode razlike tangencijalnih napona i i:)rograma

“ZAGI" dobijene su vrednosti normalnih napona o, i o, prikazane dijagramom na

v
slici 171. i vrednosti glavnih normalnih napona prokazane na slici 172. Listinzi
podataka dobijenih eksperimentom kao i listinzi rezultata dobijenih na ratunaru dati
su u Prilogu VI na strani 208.

Akumulacija greske po Frocht-ovoj metodi prisutna je u rezultatima datim u

dijagramima na slikama 163., 164., 167., 168., 171. i 172.

Slika 169.
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Slika 172.

Ova greSka moZe se otkloniti, pre svega korekcijom polaznih podataka, o parametru
izoklina i redu izohroma, a posebno podeSavanjem prve vrednosti ©, u preseku na
veli¢inu koju ima u talki na konturi. Osim toga, integraljenje se u datom preseku
moZe izvesti u suprotnom smeru, te na taj nacin izvr§iti korekcija rezultata koji
imaju najveéu kumulaciju gredke.
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V3. Primena funkcije kompleksne promenljive i konfoi"mnog
preslikavanja za izuc¢avanje naponskog i deformacionog stanja
ravno napregnute elipti¢no - prstenaste ploce

V3.1. Konformno preslikavanje elipti¢nog u kruzni prsten
Muskhelishvili [72] je pokazac da je preslikavanje analitiCkom funkcijom z=w(T)

konformnoe u svim tatkama kompleksne ravni [ u kojima je =zadovoljen uslov
»‘(0)#0. U slutaju koji razmatramo bice:

w‘(z;)=R(1-%§-)=o ......................................................... (265)
Pa sledi {=vYm &to zna&i da je preslikavanje konformno svuda osim u tatkama:
=Y 2o e (266)

Za poluose a,=5, b,=3 i a,=8.5, b,=735 to su tatke: T=x05 i [=+0.25. Ako
posmatramo eliptiéne konture, koje se preslikavaju u koncentriéne krugove: p,=1 i
0,=2, onda se u ¢itavoj razmatranoj oblasti kruZnog prstena ne nalaze singularne
tacke, te je preslikavanje konformno.
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Slika 173.
Prava u U-ravni C=pei°‘=p(cos a+isin a) preslikava se u hiperbolu u z-ravni
koja sete pod pravim uglom, konfokalne elipse, koje odgovaraju koncentriénim
krugovima, jer se radi o konformnom preslikavanju. Ova hiperbola data je izrazom:

z=R(pel® + ) et (267)

pe
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pri ¢emu je el®=const i odreduje datu hiperbolu, a ¢ je promenljiva koja odreduje
ta¢ku na toj hiperboli.

Ako zamislimo da je u U-ravni svaka tatka odredena presekom prave i kruZnice,
onda se u preslikanoj z-ravni njoj moZe pridruZiti tacka odredena presekom
odgovarajuce hiperbole i elipse. Odnosno, pri preslikavnju iz CU-ravni u z-ravan
preslikavamo polarni u eliptiéno - hiperboliéki koordinatni sistem, o €emu se govori
u Prilogu I. U opstem slutaju veza izmedu polarnih i proizveljnih krivolinijskih
. koordinata data je u Prilogu II. S obzirom na osobine konformnog preslikavanja, da
uglovi izmedu pravaca ostaju ofuvani, krivama koje se seku pod pravim uglom u
jednoj ravni u preslikanoj ravni odgovarace takode upravne krive, koje se takode

seku pod pravim uglom. :
Takode, vektorima medusobno upravnim ili pod odredenim wuglom u preslikanoj

ravni odgovarade vektori koji su upravni ili pod odredenim uglom. U poglaviju II1.5.
razmotren je uticaj konformnog preslikavanja na karakter harmonijskih funkcija,
odnosno u naSem primeru Airy-jeve naponske funkcije.

V3.2. Razmatranje grani¢nih uslova na konturama elipti¢nog
prstena

U ovom radu se razmatrajil graniéni uslovi zadati silama na konturi, i to
opteredenja koncentrisanim silama i kontinualnim jednako raspodeljenim opterecenjem.

Kao 3to smo dali u poglavlju II11.7. izrazima (94), moZemo analiticke funkcije
kompleksne promenljive F(T) i X'(T) prikazati u obliku Laurent-ovog reda:

Integraljenjem ovih izraza dobija se:

F(0)=A,C+A-, InT+ Z “Cn ‘e

X[(0)=B L+B-,In T+ Z n"fl Co iirrteeereres s (269)

n=-o
n#-10

Konstante ¢, i c¢, odgovaraju polju pomeranja krutog tela, pa ih moZemo

1 2
izjednaciti sa nulom c,=c,=0.

Analiticke funkcije kompleksne promenljive odnosno njihove izvode predstavljene u
preslikanoj {~-ravni u obliku Laurent-ovog reda po kompleksnoj promenljivoj C=pei‘P,
sa nepoznatim‘ koeficijentima A,, B, i A, i B, treba odrediti koris¢enjem graniénih
uslova. Pa se =zadatak svodi na odredivanje nepoznatih Kkoeficijenata na osnovu
grani¢nih uslova zadatih raspodeljenim povrsinskim silama na elipticnim segmentima
kontura. S obzirom da se radi o beskonat¢no mnogo koeficijenata ogranicenje
¢alanova reda na konafan broj u proratunu definise se Zeljenom tacnoscu

aproksimacije grani¢nih uslova. Na konturama plo¢e poznati su naponi o, i t,, Koji
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su u funkciji hiperboli¢ne koordinate, pa se izrazi (89) i (91) mogu iskoristiti za
definisanje grani¢nih uslova:
[es]
- @ n,in
k ZOV" [p ¢ CP]kj

Lo,
m -
o LT ) F— (270)
-0

op-it =
I: h eh_Jkj 4

o+ Tpe -Komponente tenzora mnapona u eliptiéno-hiperboli¢nom
koordinatnom sistemnu.

(jlyn

()

gde su: o, ©

Odavde se dobija u razvijenom obliku grani¢nih uslova:

p[R® EO N, ZV”)I:pnem(P:l j=1.23,...N

© (c (c)
Q) K@ 1 C == (o .
{m 0 (c) ‘:m @]e® o [eo(Fr@e @

D6 0)+ (XD o c)—x; m“(c))]}k;

Takode, ukoliko su graniéni uslovi zadati komponentnim pomeranjima u, i u, u

pravcu koordinatnih linija - hiperbola i elipsi, onda grani¢éni uslovi mogu biti zadati
w obliku:
m . .
[, Jo = D H [P lM® ] i (272)
ilee]
adnosno u razvijenom obliku, korid¢enjem relacije (93) dobijamo:
T (0 [3-p 1+u w(E)-—ﬂ
—— —F,(T) -
<Q lw (C)|{ ¢ (C) (C):I}>
w .
= D HP PP ] (273)
- Qo

Primenimo sada ove razmatranje na primeru eliptiéno - prstenaste plode opterecene
kao sto je prikazano na slici 173.-a.

U Prilogu V su date elipticko hiperbolicke koordinate tenzora napona o,, o,
T,,, kao i ortovi €, i HO u tangencijalnim pravcima na elipse, odnosno hiperbole,
kao koordinatne linije.

Osnovne pretpostavke u odnosu na definisanje grani¢nih uslova su da sile ili kontinuaoclno
opterecenje deluju u srednjoj ravni ploée ili simetriéno u odnosu na nju i da je pravac
dejstva sila. upravan na konture ploée Neka su ps(cp) iple ) kontinualna optereéenja
hiperboli¢nog koordinatnog sistema, gde p definige odredenu elipsu, a ¢ odreduje hiperbolu.
Veza izmedu eliptiéno - hiperboliénih koordinata i Descartes-ovih su date u Prilogu V,
a koordinatne linije su elipse i hiperbole:

[ s

[R;S@]—[nglcp]=l ........................................... (274)

Duz hiperbola se menja parametar p, a duZ elipsi parametar ¢. Tako za p=p,
imamo elipsu koja definie spoljasnju konturu plote, a ¢p=p, imamo elipsu koja
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definise unutragnju konturu plote, Koridcenjem elipti¢no - hiperboliénog koordinatnog
sistema i razmatrajuéi opterecenja kao S$to je prikazano na slici 173.-a., granicne
uslove moZemo napisati u obliku:

a) za tadke na unutradnjoj konturi

“Py za (—:’?‘t—-ot)S(pS<—g—+(x>
31 3t
0o 0,,0) = (*z—'“)5¢5(‘2—+°‘)
T 31 3
0 cpe(O, 7 —a)U(—2—+oc,T«oc)U(—-2—+oc,2'rt)
tp@(p,,q))=0 za @e(0,270) v (275)
b) za tatke na spoljasnjoj konturi
~Py za 2m-Bses<2m, 0<sp<f
n-B<psT+p
cp(p,,cpJ=
0 oe(p 4 +B)U(n+B.2n-p )
tpcp(pl,cp)=[] za Qe(0,2T0)  civiiriiiieeee e (276)

Koridcenjem prethodnih grani¢nih uslova (275) i (276) i njihovim predstavljanjem

u obliku reda (270) sa koeficijentima Cf,”i Céz)mogu{:e je granitne uslove predstaviti
> obliku reda. Za unutradnju konturu imamo relaciju:

[ee)
[op-itp@]pzpfzof:,i”ei“%—pu(cp) ............................. (277)

a za spoljadnju konturu:

[ee]
s - (2) incp__
[oo ”pcp:lp=92 Zocn e =P L) e (278)

gde je: Gp=oh| Ocp=oe' tp¢=the.
Koriscenjemm Cauchy-jevog integrala kao &to je wutvrdio Muskhelishvili [72],

koeficijenti le Cmse mogu odrediti preko relacija:

-
i

C,'= -—I—fpu(cp)dcp

cl¥= - fps(cp ........................................................ (279)

Nakon mtegraljen]a u relacijama (279) wuz koriSéenje wuslova (275) i (276)
dobijamo koeficijente:

- 2pua ’
T
(-D'p Pu _ikm

(1) 27 Pu . - _Pu .

Cox & Sin 2ka ¢ sin 2ka

Gt =0 ettt (280)

i 5

(2) Ps
(jo2 =_T

(2) Ps .
Ch=- . sin 2ka
G 20 ettt et (281)
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Analizom se dolazi do zakljutka da su svi keficijenti neparnog indeksa C.Z', i
Cz(f(:” jednaki nuli za ovakav raspored opteredenja, dok su koeficijenti parnih indeksa
C;;{) i C;i)razliéiti od nule.
Razmotrimo sada slugéaj kada na konturama deluju parovi koncentrisanih suprotno
usmerenih sila u pravcima poluosa elipsi.
Neka na deo spoljasnje elipticne konture deluje kontinualno jednako-raspodeljeno
opterecenje ogrni¢eno hiperbolama ¢=0 i ¢=~-f kao &to je prikazano na slici 174.
Rezultujuéa sila ovog kontinualnog opterecanja data je izrazom:
B
Fffps cos 8dS¢
-B

Pri tome je kosinus nagiba tangente na hiperbolu u odredenoj tacki dat izrazom:

1 m
COS 8= == (1 = =5 JCOS @ eiriiiiiaTueieriiieee et reeve e ie e eaeneneans (283)
/g ( o’ Jeos ¢
Elementi luka hiperbole i elipse dati su relacijama:
dS, =dSg= RYZAD et (284)
dS,=dSE=ROVE AR rrreririieiiie s (285)

Zamenom izraza (283} 1 (285) u relaciji (282) i integraljenjem od -p do
dobijamo rezultujuéu silu na spoljasnjoj konturi:

Slika 174. Slika 175.
Pri tome je F,=F,,, a F,,=0 zbog simetrije opterecenja u odnosu na osu x.
Neka na deo unutraanje elipticne konture deluje kontinualno jednako - raspodeljeno
opterecenje ograniceno hiperbolama ¢=(mn/2)-a i @=(n/2)+a , kao Sto je prikazano na
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slici 175. Rezultujuéa sila ovog kontinualnog opteredenja data je izrazom:
Fy= [DuSIN 805 ceorerrreeesmmnenreseeeesnersaseeessessss s asse (287)
T
-i—a
Zamenom izraza (283) i (285) u relaciji (287) i integraljenjem od (m/2)-o do
(1t/2)+o dobijamo rezultujuéu silu na unutradnjoj konturi:

Fu=2puRpl(1 + -g%) 5o W OSSP (288)

1
Pri tome je F,=F,, a F,=0 zbog simetrije opterecenja u odnosu na osu y.

Ukoliko koncentrisanu silu uzmemo kao specijalan slu¢aj kontinualnog opterecéenija,
kada se duZina konture na kojoj dejstvuje kontinualno optereéenje svodi na tacku

el S OO SUPPORPN (289)

Koridcéenjem izraza (289) u relacijama (280) i (281) za koeficijente Cé;’ i C;i)
dobijamo izraze:

(1) 2pya k
Co = - ———(-1)
(2) ZPSB -
Cal == i (290)

Zamenom p, i p, dobijenih iz izraza (286) i (288) u izrazima (290) dobijamo:

S

cW - Fu(-l)k
2k»“Rﬂ:p (1+———)
1 p.l’,‘
F.
Cii =~ e, (201)
RTC92<1 + ——2—)

Izraze (291) za koeficijente C(;k) i C;i’ koristimo dakle u slutaju kada se radi o
koncentrisanim silama. -

V3.3. Odredivanje koeficijenata A, i B, pri razvoju u
Laurent-ov red analiticnih funkcija kompleksne promenljive
Fi©) i X,(2)

Razvojem analitiénih funkcija kompleksne promenljive u Laurent-ov red, odnosno
izvoda ovih funkcija, kao &to je dato izrazima (268) i (269) imamo relacije:

[ee]
Fi(Q)=> AL
- Co

A
o

E
o

‘al
1]

18
>

NZEEINZER:

X0

1
8
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Pri tome su u izrazima (269) konstante ¢, i c, jednake nuli, a da bi zavisnost
izmedu koeficijenata bila jednoznaéna koeficijenti A., i B., moraju biti jednaki nuli,
Sto ¢e kasnije biti detaljnije razmotreno.

Prvi i drugi izvod i konjugovane vrednosti funkcije preslikavanja z=w({) dati su
izrazima:

0" (Q=R(1-

———

€

3

v

os}

~

+
s~z s

[T
»
N—

el
all
H
ou]
TN
—
1

Zamenjivanjem relacija (268), (269), (292) i (293) wu izrazu (91) dobijamo
relacijiu koja odreduje vezu izmedu koeficijenata A, i B, na jednoj strani i
koeficijenata Cf)(s=1,2), a koje smo prethodno odredili na osnovu zadatih grani¢nih

uslova:

AL QAT
R(1-5 "R 1- = )
( C)c=zs ( C')c=cs
< _m\_| <, .»] 2mR
-{R(T+ %)[_OO“A# ") [‘EAHC] ¢ .
¢ R(1--22)
e e gas
R*(1--3)
‘R(1-2) ©
. L (294)
SRieD)| 2"

Pri tome se za s=1, radi o unutrasnjoj konturi pa je p=p,, a za s=2 radi se o
spoljadnjoj konturi i tada je 0=0,.

Zbog glomaznosti izraza (294) u cilju pojednostavljivanja rada, razvijaéemo svaki
¢lan izraza (294) posebno, koriste¢i pri tome relacije:

2
g(p,CP)=(l+—r—;1;)—2—pr?cos2qo

2
g‘(p,cp)=(l+-1—;2—) +i—r?c052cp

1 .
(-8 gl 24
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Ss(p,tp)=(lnC)-2TmB_l=D

[ee] n+1
2m L
S, (p.p)= 3 %B i ——— (296)
Desna strana izraza (294) ozna&i se kao S,:
S, (0,9)=p’R’ (1-—) (1- )Zc‘s’ e g=19 ... (297)
Sada se izraz (294) moZe napisati u obliku:
S (p,e)+S(p.@)-Sp,0)+S,(p,0)-
-S{p,@)+S 0, @) +S.(0,0) =S 0,®) eiiiiiiiiiiii (298)

Da bi zavisnost izmedu koeficijenata bila jednoznatna, mora da koeficijent uz
(ip) bude jednak nuli, tj. B.,=0, tako da je i ¢lan S, jednak nuli S,=0.

Takode u ¢lanu S. se vidi da n mora biti razlitite od -1, da ovaj &lan ne bi
dobio beskonaénu vrednost.

Razvijmo zatim izraze (296) i izraz (297) za ¢&lanove koriScéenjem relacija (293)
i prikazujuc¢i kompleksni broj T u eksponencijalnom obliku C=pei(p. Zatim, svedemo u
svim ¢lanovima kompleksnu jedinicu na isti stepen n, te dobijemo  koeficijente

(zavisne od A, i B.) koji stoje uz isti stepen kompleksne jedinice e®. Na taj
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nacin dobijamo ¢&lanove od S, do S, u obliku:
(e8]
S,(e.0)=R D [ A, (0" +m’o"*)-mA 0" -
hale el
-mA,_,,0" "~ mA, 0"’ ]emcp
[oe]
S,(p,)=R ZI:K-nP_(H-ZJ‘ZIHK-(,,”)O_(MQ)*
e e
+mzK_(n+“p-(n+s):|elncp
o9
S,(p,e)=R Z{An(p"”-mQQ“'z)n+m[(n—2)p"'zAn_2-
=0
_[n+2Jp“+2An+2:|}ech

84 ( p,(p) =R iZm( An+zpn+2+mAnpn‘2 )eincp

-0
[ee]
ss[p’cp)-.: Z(Bn-—g _ran)pneIDCP
-0
[e9] 2 .
S,(p,p)= nTl B, ¢ e"?
- Q0
O 8 2 2m’ m’ \ (s
S.(e.@)=R* D[ Cre*(1+ o )"m(z*’pT)Cmﬁ
-0
2 .
+;“7c‘jj4- mC.o e (521,2) oo (299)

Pri konformnom preslikavanju krugu p=p, koji lezi u C-ravni odgovara

duz

izmedu tataka x=-R i x=+R na osi x u ravni z. Ako posmatramo tatku P, na
duZi u ravni z njoj ¢e u T-ravni odgovarati dve tacke o=poe1(P i 'c?=poe—l<p kao

to je prikazano na slici 176.

Slika 176.
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Kontinualnost analitiékih funkcija kompleksne promenljive F(z) i X[i) zahteva da
vaZe relacije:

F/(o)=0/(7)

X 00) =X (8] ettt e (300)

Kako razmatrani primeri predstavljaju slu¢aj opterecenja simetriénog u odnosu na

ose X 1 y, odnosno x, i y, ovaj stav bi se mogao prosiriti na ¢&itavu oblast
eliptitnog prstena, odnosno kruZnog prstena:

F (=0T
D G C O D Gt € IO (301)
Na osnovu izraza (268) i (301) sledi:

(0] O (e0) [e o]
DAL= DAL= DAL= DAL
& “ =

[ee) [ee] _ [ee] o0
>B,L"= D B,T = DBl D BT s (302)
-0 -0 iale o] -0

Odavde je ocigledno da bi vaZile relacije (302), mora biti zadovoljeno:
A=A |, Bo=B | {303)

odnosno koeficijenti pozitivnhog indeksa jednaki su koeficijentima sa negativnim
indeksom iste apsolutne vrednosti.

Posto su koeficijenti C:) i C:f) za ovakav slutaj optereéenja realne veli¢ine, moZemo
uzeti da su koeficjenti A, i A  takode realni, odnosno A =A_ . Do ovakvog zakljutka
e doslo i u literaturi [56], [72] i [88] za slutaj kruZne oblasti i kruZnog prstena.

Ukoliko zatim relacije (299) zamenimo u izrazu (298) i iskoristimo predhodne
zakljutke dobicemo vezu izmedu nepoznatih i poznatih koeficijenata, pri &emu su
napoznati koeficijenti A,, A A A... B i B,, a poznati C(ns,) cts) . ¢l

o n+2? n-2 n+2? n-2°?
Covss za s=12. Ova veza ima oblik:

{An[( 1-n)p" 7+ ( 3+n)m2p“'2+p‘(“'2’:l+
+mAn,,:,[(n+3)p“’3—2p'(“+2):|—m( n-1p" *A,_,+

n-2?

-({n+ 1 n 3 n
+mie ™A, - g 0Byt BT OB -
0= 0O
2 2 2
=R[ 0*(1+22-)Ci¥+ m(2+ Z-)c?+ B c¥), -mC || ... (304)
e P

gde je: s=1 i p=p, za unutradnju konturu i s=2, a p=p, za spoljadnju konturu.
Deljenjem relacije (304) sa ¢" i uvodenjem smene:

2

ﬂi’(p)=R[é(n-2)(l+2?2—) C(S)+mbn(2+ 'mT)C(S) .
e

n n+2

2
F o) emE UL || e (305)

© =0,

dobijamo izraz (304) u obliku jednostavnijem za dalju analizu:
A[(1-n)g+ (3+n) T v pm2a=
e
+mAn+2[(n+3)pg-29—2(“”’:I—m(n-l)p'zAn_2+
A WL - NS - Y [ L P I (306)
0= s ©= 05
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gde je p=p,,0,, @ s=1.2 za unutrasnju i spoljadnju konturu respektivno.
Ako od izraza (306) napisanog za spoljadnju konturu, znaéi kada je p=p, i s=2,
oduzmemo isti izraz napisan za unutrasnju konturu, kada je p=p, i s=1, dobijamo relaciju:
m(1-0) (67 -62)A,,+A,[ (1-n) (g, -¢,) + (n+3)m’ (g} -g. )+

+p—22(n—1)_p—12(n—1):|+mAnwl:(n+3) ( p—; _ O-f ) -9 0—22(n+1)_o—12(n+1)):|+
+An+4m2(0—22(n+3)_p—12(n+3))=En( 0.0, )
N=-00,...,72,=1,0,1,2, ..., 00 ceieiiiiiirirrrineeeenen, (307)
gde je:
(2) (1)
E (p,.0,)= L (0,) L (p,) i (308)

Posto su koeficijenti neparnog indeksa C.,,=0, bice L), =0 odakle sledi da je

E,...lp,,0,)=0. Takode i koeficijenti A,.,, su jednaki nuli, &to ¢e biti dokazano na
osnovu simetrije kontura i opterecenja kada se bude govorilo o naponima.

Kada n wuzima vrednosti n=-4,-2,0,2 odnosno k=n/2= -2,-1,0,1 izraz (327) daje
sistem od &etiri jednacine sa cetiri nepoznate: A, A,, A, i A,. Pri tome je
iskoriécena veza (323) pa je: A =A_,, A,=A_, , A,=A_,. Naravno n moZe uzimati
parne celobrojne vrednosti od -co do o, ali mi éemo prvo resiti sistem “oko nule”.

Matrica nepoznatih koeficijenata ima oblik:

n=-4 A_, A_, A, A,
n=-2 A, A A, A,
n= 0 A, A, A, A,
n= 2 A, A, A, A,
An'? An An+2 An+4
Sistem od ¢etiri jednadine sa &etiri nepoznate, moZe se napisati u matriénom obliku:
D{AJ=E e (309)
gae je:
A, E_(p,p) L,
» E_ (o, 0, .
{al- Al polEalene) | 1L
A, E, (p,.p,) 1,
A, E, (p,,0,) 1,
al] a2l a31 a41
D=(aik)@—>i= a, 4, 8, a,
k 8, 8y, 835 8,
a14 a24 a34 a44

Na primer za n=-4 imamo jednacinw:
a A, +va, A, va, A, va, A =]l {310]

Bazni koeficijenti* a,, se dobijaju zamenom n=-4,-2,0,2 u relaciji (307) i dati su
izrazima: '
a, =m’(p}-p?)
a21=—m[(pi~p'ff)+2(pz-pf]]
a,,=5(p2-p?)-m’(L-- 01 )+ (67 -07)

a =5m(—l.—--—l—)

41

* geometrijski koeficijenti
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a,, =-m(p;-0})
o= [ 3007070+ 2m’ (67 07" )+ (-
a,,=3mlg, -p,°)

03)

1

a, =2(g3-p2)+3m’(g] -p%)

a,, =m[3(p%-0>)- (g7 -0}")
2 -6 -8

a,, =m(p,-p, )

a,, =-(p2-p2)+(5m’+1) (g; -p)
=m|:5(p2— 2)-2(,%0,")

- 10

8, =0 (0] 7 7017) et e (311)

Desna strana jednacine (307) odnosno izraz (308) kada se razvije daje:

n ¥
2 2 1
m"\ ~(2) m (1)
—mpz (2 +_§->Cn2+:+ m n<2 +—T>Cnl+
0. !
2 2
m -n (2) m -n~(1) -n~(2) -n~ (1)
+—0, Co,,- 50, Cn+4-mpzcn_2+mplcn_2:| .................... (312)
2 1

Slobodni ¢&lanovi sistema nehomogenih linearnih jednaéina dobijaju se kada
izrazu (312) stavimo n=-4.-20 i 2, i dati su izrazima:

L=E (p.0)| ., = R{m2 (piC(o?) -0, CO“))—C“)

2m’° )+

4

1

(1
+C o (1- 220 ) mfef (2 ¢ )e e o (2 + 2 )i ] o
o 0. 0,
—m(p C(z) |C(5n)}

—R{Cm :<1+ 3r§12 )__sz p:(l'l* 31}1‘ )__

02 pl
-l (2 —> of (2 )]+

2

-m(ijf) + pf C;”)}
_=Rr{cei(1 ——r?—)- Jo (1w 2’ )-

- m(:(‘B + ;?) (22) (3 + ;? )C(;):I +

2

+ m?(Lrc- e, )

TS
2 2
L-Eylo, 00,7 R{C(1 *—2'?‘)'02“’(“%%}‘)'
2 1

) [(2+_@2>-%-Ci2)+(2 .,..IB:)I C(:)

4

L. 7 02 e, 70

+ mE(—;Z—C?)- -pli—c;”) (;2 ce - g];—c‘o")} .................. (313)

1=

I

1=

I
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Sistemm od ¢etiri linearne nehomogene jednatine moZemo resiti recimo primenom
Cramer-ovog pravila ili nekom numeri¢kom netodom Lkao $to je Gauss - Seidel
metoda 1ili metoda kvadratnog korena. Za numeritke metode postoji veliki broj
napisanih gotovih programa na racunaru.

Posto smo odredili koeficijente A , A,, A, 1 A, stavljanjem u izraz (307) n=4
dobijamo jednaéinu u kojoj je nepoznat Kkoeficijent A, i dalje za svako naredno n
dobijamo po jednu jednalinu sa jednom nepoznatom, pri tome n wuzima vrednosti
n=4,6,8,10,12.... Ukoliko umesto n stavimo n=2k, k ¢ée imati vrednosti
k=2,3,4,56 ...

Tako iz izraza (307) moZemo odrediti obrazac za odredivanje koeficijenata A _,, za
n=2k, k=2,3,4,5,6,..., u obliku:

1 (2)

(1)
An+4= mz(pgz(ms)_pl—z(nwj){ L (pz )_—_I

m(n-1)(p7 -¢; ]An_Q—An[%n—l)(pi )+

+(n+3)m’ (o7 -¢7 )+ 7" - p'ﬂn-w]_

1

~mA,,, [ (n+3)(p1-02)-20;2™ " = 072 |} L (314)

Odredimo sada koeficijente B, koji su u izrazu (307) bili eliminisani. Kada u
relaciji (306) zamenimo n=0 dobija se:
2
A 207+ 3—%—) + mA ,(3p°-p7) + mzp'6A4—-1§—B-2+
. 3m

R BomLal0) (315)
A Lkada u relaciji (306) zamenimo n=2 dobija se:
-mp A +A, (p’z—pz+ 5m >+mA4(592~2@-5)+
e
+m'A, 0" = 1p oS oy (316)

3R
Izraz (315) pomnoilmo sa 5m, a izraz (316) sa 3 i saberemo ih ¢&ime smo

eliminisali B, i dobili obrazac za odredivanje koeficijenta B,:

mA, [ 100°+3(5m’-1)g” [+A, [ 3(5m~1)p* + (10m*+3) ¢ * |+
+mA, [(51’1‘12-6)@-6+1502]+3m26mA6 +1f(15m3—3)B0=
=5ML () +3L700) oo (317)

odnosno:
(s)

B, = ——i— { 5mL} (p)+3L (o)~ mA,[106°+3(5m" 1) ]-

-A [3 5m2-1)p?+(10m?+3)g52]- mA, [ (5m-6)¢ " +150" |
- O SO S SSSORR (318)

gde se moZe zamemt1 s=1 i p=¢, za unutradnju konturu i s=2 p=p, za spoljadnju
konturu Proverom rezultata dobijenih na ratunaru ustanovljeno je da se za oba ova
slutaja dobija ista vrednost B,.

Ako zatim izraz (316) pomnoZimo sa (3m) i saberemo ga sa izrazom (315)
dobijamo obrazac za odredivanje koeficijenta B,:

B2=—5—n13—_———{1.(5)(p) +3mL%(p)- 2A,0°-mA (2+15m") ¢
- m*(150°-50 VA, =3m°0 *A, | e (319)
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gde s moZe biti 1 i 2, a p=p, i p=p, za unutradnju i spoljagnju kenturu®.
Posto smo odredili koeficijente B, i B, koriséenjem relacije (3068) mozemo
napisati obrazac za odredivanje ostalih koeficijenata B :

_R(n+1) i) oy m’ | -2t-0)
- SR LY e)-A [ (1-)6"+ (3+n) oo -

n

-2(n+1)

—nlAn+2|:(n+3]92-2p :|+m(n-1)pzAn_2—

S WUUT AR 5 N OO (320)
gde je na unutradnjoj konturi s=1 i p=p,. a na spoljadnjoj s=2 i p=p,. Podto je n
paran broj, moZemo staviti u predhodni izraz n=2k k=2,34,5...

Na taj nacin odredili smo koeficijente razvoja u Laurent-ov red, analitickih
funkcija kompleksne promenljive, pa su time i ove analiticke funkcije F,(T) i X, (0)
kao i njihovi izvodi koridéenjem relacija (268), (269) i (292) u potpunosti odredeni.

Posto 'smo odredili koeficijente A, i B, sada moZemo uspostaviti relacije izmedu
ovih Kkoeficijtata i komponenti tenzora napona, vektora pomeranja i dilatacija.

° Provera na raCunaru je pokazala da se u oba slutaja dobija ista vrednost, B,

Sto se i ocekivalo.
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V3.4. Komponente tenzora napona u eliptiéno - hiperboli¢nim
koordinatama za razmatrani slu¢aj elipticno - prstenaste ploce
i njihova veza sa koeficijentima A, i B,

Napigimo komponente tenzora napona u elipti¢no-hiperboli¢nim koordinatama ¢ i
¢. Koriséenjem relacije (91) i izraza (292) i (293) i smenom n=2k moZemo I
napisati relaciju (91) u obliku:

[ee] (00}
ZAzk czk zAzkt— 2k
- -0 _

t’?
& 2k-1 __m\ _ "L__ZLI}_
T @[Rmﬂ) i S
e’ 1-2 T Ra(l__rig_y

R 1-3)°
(i-2)
a iz relacije (89) dobijameo:
(o] [ee]
ZAzkc2}\ ZAZk—C'Zk
Op+0p=21] —= + =2 ]=
e P
R(1--2) R(1-—=
( C) ( CZ) |
2 < |
IR zAszZk COSchp—%cosZ(kH)(p:l .............. (322) ‘

Iz izraza (322) sada moZemo dobiti relaciju izmedu komponenti tenzora napona
Op i Gp u obliku:

o@=g2—R{gAzkp“‘[coszkcp-'—;“:,—cosz(kmcp]}— Op wereererens (323)

U izrazu (321) na desnoj strani zamenimo kompleksni broj ¢ njegovim
eksponencijalnim oblikom pelq), predhodno razdvajaju¢i na ¢lanove desnu stranu
izraza u cilju lak3e analize:

[e o]
zAszzk
a,(p,p)=—>2
R(1-2)
w ©
. Z_A—2LZ_ZL
= - Q0
a,(p,p) R(l—%%—)
s}
2k-1 m
2 _—ITn _ __ZZkA2kC R(l - C2 )
a3(Q,CP)= F——_-—ELE_?-—R(C+%H—) e Ra(l-%)s
g
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a4(p.<P)= - l_cél} R(C'F_t_) Ra(]__n%)a

2 m
Tl R(-g)
2k 2k+ m
-2 DUt Amg
LT o g
a,(p,0)= = e PPN (324)
% l“":,z‘ R3(1" m)3
C C?
sledi: o
1 ok ( 2k m 2ilk+1)e
al(p,cp)—éﬁ %Azkp (e ——-pTe )
[ee] . .
az(PﬂP)"—ZAm (e~21kcp_in:_e—21(k+1)cp)
e
(o@)= Z:ZkA 2k [ 2ike m 21(k e
R = o’
,m m Lilk*De +ﬁ82i(k+2)cp:|
e’ P
2 . N
34(O'<P)'—ZA21\ 2(k- 1)[(1+3 ) 12(k—1)<p__m?612(k*2)cp_
0 e
_3_2;1_(1 T) 12kcp m’ ( +£> k+llcp__r_p;612(k+2)<p:|
e e e

e
(p,cp)=—21——2 iszPQk[(l 1[1_) 2(k+1ep_
gR”

__rr%eiZ[k+2)cp_p_rrzleichp:’

O,

O
. 2m ¥ B 2(k-1) m’\ 2k
2600P)" RT3k [(1‘“2@—4)*3 -

__rr%‘eiZ(k—llcp_Lr;_(2+ r_13;>8i2(k+1]<p+£4“ei2(k+2]cp:| B
2 1% e o
Tako izraz (321) moZemo napisati u obliku:
Op=iTpp=28,%2,723,%8,78,+8; oo (326)
gde su a,, a,, a,, a,, a, i a, dati izrazima (325).
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Odnosno, izraz (341) moZemo napisati u razvijenom obliku:
k[ 2ik -2ik 2i(k+1)
Op=i 1= R ZA2k92 I: Pie ? - p2 ( ? .

+e—21(k+l)cp):l_&|:621kcp__r_r:_)l_eZl(k l)cp+_glre2i(k+l)<p_
e

_%282 k+2)cp:| ( i)ei2(k-1)<p__r_r;_ei2(k~2)cp

2
g m(;, m 12(k+1]<p m) i2(k+De_ m' oi2(k+2) o
T A S

. . 2 .

+E%7§B2kpzk{[;nzlex2kcp+ ';?—812(1#2)@_(“ %1;>612(k+1)<p:|+
. p2(2;<+1) [<1+2?j>ei2kgo__;n2_612(k-l)<p
—%(2-& ?i)eiz[k+l)(p+—pn—:—zei‘2(k+2]¢]} ......................... (327)

Uvodenjem trigonometrijskog oblika kompleksnog broja U= peﬁp=p(coscp+1sm e) i
razdvajanjem realnog i imaginarnog dela izraza (327), s obzirom na ¢&injenicu da
naponu GO, U izrazu (327) odgovara realni deo izraza na desnoj strani, a
tangencijalnom naponu Tog odgovara imaginarni deo izraza na desnoj strani, dobija
se za napon op(p,cp)=oh sledeca relacija:

oplo.pl=oy= {Zpﬂ‘ (coschp{AQk[l—-zl—{—-E—m—(H E:——):]+

P
*‘éﬁBﬂ“;“n?[]*(zm])g(l"z m ):”*

+ cos2(k-1of A [ 2:;“ + gzr;’ (14322 o )1-
2
_El}__{_ BkaTé—%-rzr)—l(—:—l—)}+ cos 2(k-2]cp|:A2k< —2—4“;;)]4-

2km’ .| 2m’ m’
+cosZ(k+1)c,o{AZk ———H}-——-—G—+ (3+—T>:|+
% g0 gQ
h p

2 2
* 4R Ba '(1‘“_;%-)’ E*g%nl:«—l—)(% ?—)]} '
+ cos 2(k+2)<P{Agk|:"g]_4‘ - zr;l" ]+

3
+ mBal T psgz(%)]})} .......................................... (328)
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a za tangencijalni napon ‘Cpcp(p,CP)=‘Ehe izraz:

[ee]

1 2k .

Top( @) =1y, = o { ZA2k p”‘{ —zg——lism 2ko —-.-;—121- sin 2(k-1) @ -
-0

2

3
- B sin2(k-De +g—é—sin2(k+1)<p - si112(k+2)<p:| +
Y

4

2

e
+27n'15[ D sin 2(k-2) - (1+3-2) sin 2(k-D g +
go

o o'
2 2 2
+3-0 (14 T g 9k - (34 T )i (ke 1) o +
0 e ° ©
3
e sin2(k+2)<p]}}+
%

2

(0]
+ —g—2—1§5 { %szpzk {[(H —?;)sin 20k+1 e —%Siﬂ 2keo -

m . 2m m .
—?51n2(k+2)cp:|+m]|: —sin 2(k-1) ¢ -

0
-(l+2£j—)sin 2ko + n;x (2+ -%i)sin 2(k+D) -
0 o e
-%Zsinz(k+2)cp:|}] ..................... e (329)
0

Uno3enjem u izraz (323) relacije (328) za normalni napon op(p,cpl, dobija se
izraz za normalni napon cqlp,¢) u obliku:

QO
_ _ 1 ok [ 2k
Om(D,(P)—Oe— E—R—_EOOA2kp {—g——[cole«p—

m m’ m’
- ——2—cos2(k—1)cp+~zs— cosZ[k+1Jcp——pT cosZ(k+2)cp:l -

e
2
-2 (1431 ) cos 20k-1) g - D cos 2(k-2)p -
g0 e e}
2 3 2
-—3—rp—(l+ %) coschp+—r-nr(3+ %—) cos 2(k+1) ¢ -

o’ 0 e P

[ee]
- —;n—:cos 2[k+2)cp:|} - g_lR?z B, 0" {[ ?—cos ke +

+ 2 cos 2(k+2)¢ - (1+ 2 ) cos 2 ke 1) |+
e e
2

2m m m
+ —— | 1+2 2kep - — 2(k-1) -
o2g(2k+1)|:( 0’ )COS ? o’ o8 ¢

—-1112—(2+ E;) cos2(k+1)p + Ln; COSZ(k+2)(p:|} ................... (330)
e v P %

Pri tome je c:p(p,cp)=oh normalni napon u ta¢kama plote a za ravan sa
jedini¢nom normalom h, u pravcu tangente na hiperbolicnu koordintnu liniju, kao
Sto je prikazano na slici 1. u Prilogu V; ogle,p)=c, normalni napon u
tatkama plote za ravan sa jedinitnom normalom €, u pravcu tangente na eliptiénu
koordinatnu liniju; Tpcp(P,CP)=The u tatkama plote odredenim Lkoordinatama (p,®) za
ravan sa jedinitnom normalom h, u pravcu tangente na hiperbolitnu koordinatnu
liniju i u pravcu orta e, koji je tangentan na eliptiécnu koordinatnu liniju kao &to
je prikazano na slici 1. u Prilogu V.
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V.3.5. Uticaj simetrije kontura i opterec¢enja na koeficijente A,
i By

Ukoliko posmatramo simetriju kontura i opterecenja kod eliptitno prstenaste ploce
u odnosu na ose X i y dolazi se do zakljutka o takode simetritnom rasporedu
napona Jp, O¢p 1 Tpp U odnosu na iste ose x i y. Neka se tatke N(p,p) i
N'(p,-¢) nalaze na eliptiécno-prstenastoj plo&i simetri¢no pod uglovima (¢) i (-¢)
u odnosu na osu X, u tom sludaju ée za simetriéno opteredenje u odnosu na osu x
i normalni naponi Opr Og biti jednaki u obe tatke kao &to je prikazano na slici 177.
Isti zakljutak vazi i za tangencijalni napon Top ili Tep-

Stavimo u izraz (328) za normalni napon op(p,tp) prvo koordinate p i ¢

— 6
N 4 ‘ 6" '
YV
Fs TY’ p l_:u / Fs x
Fu T‘ff

Slika 177.
a zatim p i -¢ i ta dva izraza izjednadimo:

cp(p,(p]=op(p,-<p) ............................................................. (331)

Vidi se s obzirom na relaciju:

CoS (=) =COS () it e e e (332)

da je izraz (331) identitki zadovoljen.
‘POSmatréjmo zatim simetriju op(p,cp) u odnosu na Yy-osu stavljajuéi u izraz
(328) prvo koordinate o i ¢, a zatim p i m-¢. Izjednadimo zatim te izraze:
ople@)=0plpm-@) . Fetererreeeeaeeis et eee et e rtaeeberateeans (333)

S obzirom na relacije:
cos[n(n—cp):|=(—l)“cos ne
cos (n+2) (=) |=(~D"cos (n+2) e
cos[(n-Z)(n—cp)]=(—1)ncos (n-2)e
cos (n+4) (=) |= (~1)"cos (n+4) ¢
cosl:(n—4)(n—cp):|= (-1)"cos (N=4) P  crrrirererinrrrnriniiirneeiienns (334)
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gde se n moZe zameniti sa 2k, iz izraza (333) sledi:

Op(cp)=(—1)nop(<p)
ili:

n
60l ®) [ 17 (-1 =0 oo I (335)
Jednaéina (335) egzistira samo za parno n odnosno n=2k, a za n=2k+1 sledi:
2000 =0 i (336)

Sto je zadovoljeno samo kada je oplcp)=0, a u opStem sludaju nije zadovoljeno.
Odavde sledi zakljutéak da su koeficijenti A, 1 B, neparnog indeksa n=2k+l
jednaki nuli:

Ao r=0, Bt im0 oo (337)

Isti zakljudak sledi i kada se analizira simetrija normalnig napona ople,e) u odnosu
na ose X i y, odnosno u tatkama N(p,9), N'(p,-¢) i N“(p,m-¢). To se dobija
primenom relalcija (332) i (334) u izrazu (330) za koordinate tataka N, N' i N“.

Ukoliko posmatramo simetriju tangencijalnog napona tcpp(p.cp] u odnosu na osu X,
unodenjem koordinata o i ¢, a <zatim ¢ i -¢ wu izraz (329) i njihovim
izjednacavanjem, a s obzirom na relaciju:

Sin (=) ==5IN (@) i e (338)
sledi: ;
—‘CO(P(Q,CP)=19(P(Q,—CP) ........................................................ (339)

Ovo znati da je tangencijalni napon suprotnog znaka za ¢ i -o.
U slugtaju simetrije tangencijalnog napona u odnosu na osu y potvrduju se
zakljuéci dati izraziva (337) i (339).

V.3.6. Komponente vektora pomeranja u elipti¢cno-hiperboli¢nom
koordinatnom sistemu za primer elipti¢no-prstenaste ploce

Iz izraza (93) za komponente vektora pomeranja koji odreduje vezu izmedu
komponentnih pomeranja i analitickih funkcija komplekksne promenljive uz koriScenje
relacija (268) (292) (293) sledi:

@ 41
up+iu@=—%{(3-u).§o%§§;-
(o0}
ng 2k+1
o @ Pkel (-&)
(| —& A, TR SN A (340)
+U|:l_%n2-% k +R(1-—%n—2> ]}p‘l'—m'i




Razdvojimo desnu stranu izraza (340) na ¢lanove b, b, i b, gde su ovi &lanovi
dati izrazima:

A C2L+1 ( —"gli)
b= Z &l o [ 0B]
C2
C+—Q-—-(1“—I—n—z)oo
S S S ¢ T
bz 1_% 0 1/; ZOZOAzk

0 -
D = e s (341)
op l_ﬂ R(1- I_n
} C2 ( C2>
Izraz (340) koriscenjem smene date relacijama (341) moZemonapisati u obliku:
g+ 1up= 2{(3-wb,= 1+ [b+b, I} oo (342)

U daljem radu élanove b, b, i b, razvijamo uvodenjem eksponencijalnog oblika

kompleksnog broja T i korid¢enjem relacija (295) i izraza:
m
-l

Clanovi b,, b, i b, u razvijenom obliku su dati izrazima:

2k+1 . .
(812k<p__ _%_812( k+1)cp>
Sk 1)e o

b §A2k g (2K, m - i20ke2)e)

21/E—OO 02

Q0 2k+1
b,= 1 Z B.ip I:e~12(k+1)cp(1+_n_1;)__r_nz_e-12k<p
Re/e ‘e 2k+1 o/ o
L R e (344)
UnoSenjem izraza (344) u relaciju (342) dobijamo:
o’ i2ke
U+ iu +i 21 (3-p)l e -
o7 HipT RIS { 21<+1[ L@
_ _rr_;_eiZ(k+1)cp>_ (I+u)(2k+1)(e.i‘?kmi-p%e—mk"l)@)} _
l+y m’) -i2(k+1)e m -i2ke
- B | [1+=-)e -—e -
e B L(1+57) >
- —(-Jf%e‘\mk*z)“’]} } ........................................................ (345)

157




Uvodenjem trigonometrijskog oblika kompleksnog broja U= pei(p=p(c0s e+isin @) i
razdvajanjem realnog 1 imaginarnog dela na desnoj strani izraza (345), s obzirom
na ¢&injenicu da komponenti vektora pomeranja up(p,cp] odgovara realni, a
komponenti uq,(p.cp) odgovara imaginarni deo izraza, dobija se: ‘

o 2k+
%

=L ]S Ands- -
up(p,cp] @E[‘wm{”[ k{(3 u)(coschp

- Meos 2(k+ D )= (1+u) (2k+ 1) (cos 2k + Dcos 2k+ D )} -
% o

1+ §
- R: Bk [(1+_p%)cos 20k+ 1) —-é?—poschp—
- Teos 2(k+2)<p]H ..................................................... (346)
1 o] pzkﬂ )
ucp(p,cp)=1/—_—E- { Z Sy [Azk{(B-{i](Sin 2kep -
g -

- Msin 2(k+ D )+ (1+1) (2k+1) (sin 2ke + Dosin 2(k+ D ) } +
e %

2

o v m’\ . .
o BZk[(1+?—)51r12(k+1]<p——;%-sm2kcp—

- D sin 2(k+2)cp]“ ..................................................... (347)
o |

Pri tome je up(o,cp)=uh(p,<p) pomeranje u pravcu ﬁo tangentno na hiperboli¢nu
koordinatnu liniju u datoj ‘tadki, a ucp(p,cp)=ue(p,<p] je pomeranje u pravcu e,
tangentno na eliptitcnu koordinatnu liniju u datoj tacki. ’

V.3.7. Komponente tenzora deformacije u eliptiéno hiperboliénom
koordinatnom sistemu za primer elipti¢no prstenaste ploce

Komponentne tenzora deformacije u sluéaju ravnog stanja napona mogu se izraziti
preko relacija zasnovanih na Hooke-ovom zakonu u linearnoj teoriji elasti¢nosti:

golop)= —IE— (op - uocp)=—]i.:-—[op(l+u)-u(op+ocp)]
eplp,p)= %— (o¢p- HOQ]=-1ET‘|:0cp(1fU]‘U(Gp+O<pJ:|
_ 2(1+y)
chp(p.cp)— B T wovereeresrsr e (348)

U relacije (348) unesemo izraze (322) (328) (329) (330) za komponente tenzora
napona dp, GO i Top U elipti¢no-hiperboli¢nom koordinatnom sistermu, pa dobijamo
izraze za:

1) dilataciju ep(p.cp)=sh linijskog elementa koji lezi u taéki N(p,p) plote u
pravcu jedini¢énog vektora h,, a koji je tangentan na hiperboli¢nu koordinatnu liniju;

2) dilataciju eplp,)=¢, linijskog elementa koji lezi u tatki N(p,¢) plote, a u
pravcu jediniénog vektora e, koji je tangentan na eliptitnu koordinatnu liniju;
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3) klizanje Yp@(p,cphyhe, a §to predstavlja promenu wugla izmedu linijskih
elemenata u tacki N(p,p), koji leZi u pravcu jediniénih vektora EO i Eo, koji su
tangentni na hiperboliénu i eliptiénu koordinatnu liniju.

Ove komponente tenzora deformacije date su izrazima:
sp(p,cp) g lp,p)= R ZAAP { I:coschp-

- %cos 2( k+1]<p:|+ (1+y) [— -zéli[cos 2kep-

m m® m’
-—cos2(k-1)@ + —cos 2(k+1)p - oo 2(k+2]cp:]+

e e
+% (1+3 )cos2(k l)cp~———c082(k -2)
£0 o' o’

C M3+ D) cos2(k+Dep-
e e e o

[ee]
j” + El?ll%? z B2kpzk {[ ?cos ko +

+£2c032(k+2)69 —(1+ Ln—-)c032(1<~1~1] :I
ol o

- S—Hl(h _rﬁ) cos 2ke +

2m m’ m
+ 1+2 cos 2kp - — cos 2(k-1) -
o’gl 2k+1)[< 0’ ) i 0’ ®

2 2
- n}<2+ —an—> cos 2(k+1) @ + _TP;_ COSZ(k+2)(p:|} ................... (349)
0 Y P
1 [ee]
g ol 0, Q)= —Eﬁ'zA“ { 2u[coschp—
- Q0
+(1+u)[ [cole«p-
P

3 2
- —HzlcosZ(k-I) cp+—réls— cosZ(k+l)<p——pn—:- cosZ(k+2)cp:|—

e
_%n_?_ (1+3 rr{)cosZ(k—l)cp"—r?cosZ(k-Z]cp-
g0 e 0

—3—;?—(1«» —g—ﬁ) cos 2kop + r;f (3+ -
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V3.8. Stanje napona i stanje deformacija ravno napregnute
elipticno- prstenaste  ploce odredeno primenom funkcije
kompleksne promenljive i konformnog preslikavanja za
razli¢ite slucajeve opterecenja

Kori&cenjem analiti¢kih izraza koje smo predhodno izveli u poglavlju V3.
sastavljen je program NAISS za ra¢unar Honeywell H-6 koji omogudéava numericku
analizu. Programom se pomocu grani¢nih uslova odreduju koeficijenti C(;:; C(:}i
njihovog razveoja u Laurent-ov red. U cilju kontrole tac¢nosti ovakvog prikazivanja
grani¢nih uslova nac¢injen je program ZVEZDA, koji u izlaznoj datoteci ORION daje

kao rezultat veli¢ine komponentnih napona u eliptiéno hiperbolickom koordinatnom

" sistemu u tatkama na konturi plofe. Poklapanje ili odstupanje vrednosti napona od

zadatih veli¢ina pokazuje i ukazuje na tac¢nost aproksimacije postignute ovakvim
prikazivanjem grani¢nih uslova, kao i taénost postignutu odredenim brojem ¢lanova
reda koji su uzeti u obzir. Izvrdena numeri¢ka analiza LkoriSéenjem ovog programa
pokazala je da porast taénosti ne sledi direktno iz porasta broja ¢lanova reda, jer
su redovi u osnovi divergentni. Postoji optimalan broj ¢lanova koji se menja i sa
vrstom opterecenja, tj. zavisi da li se radi o koncentrisanoj sili ili kontinualnom
opterecenju. U tom smislu bilo je potrebno naciniti podprogram, koji bi odredivao
broj ¢lanova reda u aproksimaciji sa stanovista najveée ta&nosti.
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Program ZVEZDA i primer datoteke ORION za slucaj opterecenja ELIUSK 3060 dati
su u Prilogu VI na strani 208.

Korigéenjem koeficijenata C!) i C2) i izvedenih relacija (306), (307), (316)
odnosno (314), (318) i (319) dobijaju se koeficijenti A, i B, razvoja u red
analiti¢kih funkcija kompleksne promenljive F (T) i X (T). U programu je ugraden
deo koji vrdi kontrolu tako odredenih koeficijenata A, i B,, s obzirom na zadate
grani¢ne wuslove 1 dobijene podatke sme$ta u datoteku KONTROL. Korisc¢enjem
koeficijenata A, i B,, sada moZemo u nastavku programa odrediti komponentne
napone u elipti¢éno hiperbolicnom koordinatnom sistemu date relacijama (328), (329)
i (330), zatim Lkomponente vektora pomeranja date relacijama (346) i (347) u
eliptitno hiperbolitcnom koordinatnom sistemu ili Descartes-ovom koordinatnom
sistemu koridéenjem relacija dobijenih iz izraza (80). Komponentne dilatacije i
klizanje wu elipticko-hiperboliénom koordinatnom sistemu mogu se dobiti koridcenjem
relacija (349), (350) i (351) ili radi jednostavnosti direktno na osnovu dobijenih
napna KkoriSéenjem izraza (348). '

Tako su koriséenjem predhodno izvedenih relacija po metodi funkcije kompleksne
promenljive i konformnim preslikavanjem dobijeni naponi, pomeranja i dilatacije za
elipti¢no-prstenastu plofu opterecenu razli¢itim sluajevima opterecenja, koji su ranije
definisani oznakama ELIU, ELIS, ELIUS, ELIUK60, ELISK30 i ELIUSK 3060 kao S&to
ie dato u Poglaviju V1. ’

Za opterecenje ELIU kada koncentrisane sile F_ =34.8255N dejstvuju u pravcu
lzra¢ih poluosa upravno na unutradnju konturu dobijeni su dijagrami Kkomponentnih
normalnih napona Op» Og i smicuéeg napona Top U tatkama na unutrasnjoj
xonturi i napona ¢ U tactkama preseka, kao 5to je prikazano na slici 178. Na
slikama 179. i 180. komponentni naponi prikazani su u tatkama sredi$nje elipse i
spoljadnje konture kao i u presecima, a za isti slutaj opterecenja. Komponentne
dilatacije o i Ep U elipti¢tno  hiperboli¢nom koordinatnom sistemu, kao i
komponentna pomeranja u i v u praveu koordinatnih osa u tatkama wunutrasnje
konture, sredisnje elipse i spoljadnje konture prikazani su na slikama 181. 182. i 183.
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Slika 178.
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Slika 179,
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Slika 180.
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Slika 181.

Slika 182.
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Slika 183.
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Za slutaj opterecenja ELIS kada koncentrisane sile F_ =93.15512N dejstvuju na
spoljadnjoj konturi u pravcu duZih poluosa, dijagrami normalnih napona Op 1 G¢ i
smituceg napona Top U tatkama na wunutradnjoj konturi, sredidnjoj elipsi i
spoljasnjoj konturi prikazani su na slikama 184., 185. i 186. Na slici 186.
isprekidanom linijom prikazan je dijagram normalnog napona Op dobijen programom
ZVEZDA. Na slici 187. prikazani su dijagrami komponentnih dilatacija go 1 gp u
elipti¢ko-hiperboli¢nim koordinatama i komponentna pomeranja u i v u pravcu osa X
i y, za tatke na unutraidnjoj konturi, naslici 188. za tadke na sredisnjoj elipsi, a
na slici 189. dilatacije i pomeranja za tatke na spoljasnjoj konturi.

Slika 184.
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Slika 185.

Slika 186.
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Slika 189.
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Za slutaj opterecenja oznaten kao ELIUS na slici 190. prikazani su normalni
naponi Cpr Oo i smicu¢i napon Top U tatkama unutrasnje konture, kao i napon
Cp U tatkama preseka odredenih hiperbolama ¢=42° i ¢=72°. Na slici 191
prikazani su naponi Opr Op i Top U tatkama sredisSnje elipse, kao i smituéi napon
Toe U presecima. Na slici 192. prikazani su naponi Opw Op 1 Tpp u tatkama
spoljasnje elipse, kao i normalni napon Op u presecima. Dijagrami komponentnih
dilatacija g igp i komponemtnih pomeranja u i v za tatke unutrasnje konture
prikazani su na slici 193, a dijagrami komponentnih dilatacija g5, 1 gp i
komponentnih pomeranja u i v za tatke sredidnje elipse prikazani su na slici 194.
Dijagrami komponentnih dilatacija gp 1 2. kao i komponentnih pomeranja u i v za
tacke spoljasnje konture prikazani su na slici 195.

Slika 190.
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Slika 191.

Slika 192.
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Slika 193.

Slika 194.
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Za slutaj opterecenja oznacen kao ELIUK 60, Lkada kontinualno povrsinsko
opterec¢enje p,=17.41275 N/mm dejstvuje upravno na unutradnju Kkonturnu povrs u
oblasti konture ogranitenoj hiperbolama ¢=+30° izradunate vrednosti napona
dilatacija i pomeranja dati su u Prilogu VI na strani 208.

Dijagrami normalnih napona Op Og i smiduceg napona Top U tackama
unutradnje konture, kao i dijagrami normalnog napona Op U presecima prikazani su
na slici 196. Na slici 197. prikazani su dijagrami napona Sps Co i Top Z8 tacke
sredinje elipse kao i dijagrami smituceg napona Top U presecima. Na slici 198. dati
su dijagrami napona Gp: O i Top U tatkama spoljasnje konture kao i normalni
napon O u presecima odredenim hiperbolama ¢=42° i ¢=72°. Na ovoj slici se vidi
da je graniéni uslov na spoljasnjoj konturi za napone Op 1 Tpo identicki zadovoljen
$to nije bio sluéaj na unutradnjoj konturi. Na slici 199. kao i 200. i 201. prikazane
su komponentne dilatacije €0 £ U eipticno-hiperbolitnom koordinatnom sistemu, kao
i komponentna pomeranja u i v, Kkoja su data za Descartes-ov koordinatni sistem
(da bi se mogla uporedivati sa ranije odredenim vrednostima). Pri tome su na
slici 199. dati dijagrami za vrednosti dilatacija i pomeranja na unutrasnjoj Konturi,
na slici 200. su prikazani dijagrami dilatacija i pomeranja za tatke na spoljasnjoj
elipsi, a na slici 201. dati su dijagrami dilatacija i pomeranja na spoljadnjoj konturi.

Slika 196.
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Slika 198.
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Slika 200.
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Slika 201.

176




Za slutaj opterecenja oznalen kao ELISK 30, kada kontinualno jednako
raspodeljeno opterecenje p,=46.5776 N/mm dejstvuje na delu spoljasnje konture
ogranitenom hiperbolama ¢=+30° dijagrami normalnih napona Gp» O 1 smiCuceg
napona Tgp U eliptitko-hiperboli¢nom koordinatnom sistemu, a za tacke na
unutradnjoj konturi, srediSnjoj elipsi i spoljasnjoj konturi prikazani su na slikama
202., 203. i 204. Takode, na istim slikama su dati i dijagrami napona Op: O i
Top U tatkama preseka odredenim hiperbolama ¢=42° i ¢=72°. Na slikama 205.,
206. i 207. dati su dijagrami komponentnih dilatacija gp 1 &g 1 komponentnih
pomeranja u i Vv u tatkama unutrasnje konture, srediénje elipse i spoljasnje
konture, redom.

Slika 202.
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Slika 203.

Slika 204.
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Slika 207.
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Za slutaj opteredenja oznafen sa ELIUSK 3060, kada istovremeno dejstvuju
kontinualna opterecenja na wunutradnjoj i spoljasnjoj konturi pri demu je
p,=34.8255 N/mm, a p,=46.5776 N/mm, dijagrami normalnih napona g 1 0O |
smicucéeg napona Top U tatkama unutrasnje Lkonture, sredisnje elipse i spoljasnje
konture, kao i u tackama preseka odredenim hiperbolama ¢=42° i ¢=72° prikazane
su na slikama 208., 209. i 210., a dijagrami komponentnih dilatacija Eor £ i
komponentnih pomeranja u i v za ovaj slutaj opterecenja prikazani su na slikama
211., 212. i 213. Pri tome su na slici 211. dati dijagrami dilatacija i pomeranja na
unutradnjoj konturi, na slici 212. dati su dijagrami dilatacija i pomeranja za tacke
sredi$nje elipse i na slici 213. prikazani su dijagrami dilatacija i pomeranja na
spoljasnjoj konturi.
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Slika 208.
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Slika 209.
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Slika 210.
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Slika 211.

Slika 212.

183




Slika 213.
Na dijagramima napona dobijenih numeri¢kom analizom, primenom metode funkcije

kompleksne promenljive i konformnog preslikavanja, uoava se izvesno odstupanje
napona od zadatih grani¢nih uslova. To je posledica ¢injenice da je pri sumiranju
uzimano samo nekoliko ¢lanova reda ( od 3 do 5), jer se za vecéi broj ¢lanova
reda javljalo znacajnije odstupanje od olekivanih vrednosti napona, s obzirom na
grani¢ne uslove. Dijagrami - normalnih napona su oblikorn slicni dijagramima
dobijenim po metodi konaénih elemenata, mada postoje razlike u dobijenim
vrednostima napona. Tangencijalni naponi su jednaki nuli u tackama na osama
simetrije kao 3to se ofekuje na osnovu simetrije opterecenja i ploce.
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VI Zakljucak

~ U ovom radu dat je kratak pregled istraZivanja stanja napona i stanja
deformacija ravno napregnutih plofa za viSestruko povezane oblasti. Zatim je dat
pregled metoda za reSavanje zadatka ravno napregnutih plota. Od analitickih metoda
date su teorijske osnove metode primene funkcije Kkompleksne promenljive i
konformnog preslikavanja, metode polinoma i metode varijacionog ra&una. Date su
zatim teorijske osnove numeritkih metoda i to: metode Kkonaénih razlika i metode
konatnih elemenata. Opisane su zatim principi i teorijske osnove eksperimentalnih
metoda: metode fotoelasti¢nosti i metode koriscenja mernih traka.

Zatim su za izucavanje naponskog i deformacionog stanja ravno napregnute
eliptitcno prstenaste plote, na Kkonkretnom primeru, primenjene metoda konacnih
elemenata, metoda fotoelastiénosti i metoda funkcije kompleksne promenljive i
konformnog preslikavanja. Time je primenom ~teorijske, numericke i eksperimentalne
metode u potpunosti zatvoren ciklus nau¢nog istraZivanja, postavljenog zadatka.

U primeni metode funkcije kompleksne promenljive i konformnog preslikavanja
izvedeni su izrazi za komponente tenzora napona i komponente tenzora deformacija
za elipti¢ko-hiperboli¢ni koordinatni sistem. Takode, za konkretan primer sa
konfokalno-elipticnim konturama razradeno je preslikavanje graniénih uslova iz jedne
u drugu kompleksnu ravan., pri gemu se u preslikanoj ravni dobijaju konture u
olitiku koncentri¢nih Kkrugova. Graniémi uslovi 1 analiticke funkcije kompleksne
promenljive razvijeni su u Laurent-ov red. Koeficijuenti razvoja u red za granicne
uslove odredeni su primenom Caushy-jevog integrala, a koeficijenti razvoja u red
analiti¢kih funkcija kompleksne promenljive odredeni su iz sistema linearnih
nehomogenih algebarskih jednatina. Kori%éenjem ovih koeficijenata zatim je odredeno
naponsko i deformaciono stanje pomocu relacija za napone, dilatacije i pomeranja
izvedenih za ovaj primer.

Proratun je sproveden za razlitite kombinacije kontinualnog opterecenja i
opterecenja koncentrisanim silama. Pri tome, treba naglasiti da je razmatrani
problem simetri¢an, pa su ‘u sistemu jednalina wuzete samo jednaéine za parne
koeficijente. Kod nesimetri¢nog problema javili bi se i neparni koeficijenti, pa bi
imali jo§ jedan sistem jednaéina sa neparnim Kkoeficijentima, $to je interesantno za
dalji rad. Takode, u razmatranom primeru postoji ravnoteZa sila na svakoj konturi
posebno. Interesantno je za dalji rad razmotriti slutaj kada ovaj wuslov nije
ispunjen, tj. postoji samo opsta ravnoteza sila za celu plotu.

Za sprovodenje proratuna kod metode fotoelasti¢nosti i metode funkcije kompleksne
promenljive i konformnog preslikavanja Kkoridéen je radunar Honeywell HB, a za
metodu konaénih elemenata Microwax. Programi Kkoji su koriséeni pri sprovodenju
proratuna dati su u prilogu ovbg rada, kao 1 mneki od rezultata dobijenih
proracunom. Pored izloZenog za ovaj rad je pripremljena i elipticno prstenasta ploca
za odredivanje naponskog i deformacionog stanja korid¢enjem mernih traka, medutim
od ovog merenja se odustalo zbog potrebe izrade mehanizma za optereéivanje Sto bi
zahtevalo jo$ znatne tro3kove, pa se od tog eksperimenta odustalo.
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Da rezimiramo, u ovom radu je za elipticno-prstenastu ploéu odredeno naponsko i

deformaciono stanje i nacrtani su dijagrami napona i pomeranja kao i izolinije za
sedam razliCitih slucajeva opterecenja ploce i to:

koncentrisanim silama na unutrasnjoj konturi u pravcu kraéih poluosa
elipsi _
koncentrisanim silama na spoljanjoj konturi u pravcu duzih poluosa

elipsi

koncentrisanim silama na unutradnjoj i spoljadnjoj konturi u pravcu
poluosa elipsi

kontinualnim jednako raspodeljenim silama upravnim na unutrasnju
konturu na delu konture ograni¢enom hiperbolama ¢=+30°

kontinualnim jednako raspodeljenim silama upravnim na delu
spoljaénje konture ograni¢enim hiperbolama ¢==30°

kontinualnim jednako raspodeljenim silama upravnim na delu unutrasnje
i spoljne konture, a ograni¢enim hiperbolama ¢=+30° ¢=£60°
kontinualnim jednako raspodeljenim silama upravnim na delu unutrasnje
i spoljne konture, a ograni¢enim- hiperbolama ¢=*30°

Pri tome je napisan program MREZA koji odreduje koordinate tataka u mreZi

konaénih elemenata.

Eksperimentom u kome je primenjena metoda fotoelasti¢nosti snimljene su i

nscrtane

mape izoklina i izohroma i odredeno  je  naponsko stanje

elipti¢no-prstenaste plofe opterecene:

koncentrisanim silama na unutradnjoj konturi u pravcu kraéih poluosa
elipsi

koncentrisanim silama na unutradnjoj konturi u pravcu duZih poluosa
elipsi

koncentrisanim silama na unutradnjoj i spoljasnjoj konturi u pravcu
poluosa elipsi

Odredivanje napona je realizovano primenom metode razlike tangencijalnih napona,

uz koridcenje mapa izoklina i izohroma. Pri tome je proradun izveden koriSéenjem

programa ZAGI na ratunaru Honeywell H-6.

Za dati primer elipticno-prstenaste plote razradena je metoda funkcije kompleksne
promenjlive i konformnog preslikavanja i napisani su prigrami ZVEZDA i NAISS,

kao i niz wverzija ovih programa u toku razrade zadatka. Primenom ove metode

reSeni su razli¢iti sluCajevi opterecenja eliptiéno-prstenaste plote i to:

koncentrisane sile dejstvuju pritiskajuéi unutradnju konturu pioce
u pravcu kracéih poluosa elipsi

koncentrisane sile dejstvuju pritiskajuéi spoljasnju konturu ploce
u pravcu duZih poluosa eiipsi

koncentrisane sile dejstvuju pritiskajuéi konture elipti¢no prstenaste
plote u pravcu kraé¢ih i duzZih poluosa -elipsi

kontinualne jednako raspodeljene sile pritiskaju unutrasnju konturu
elipti¢tno prstenaste pote na delu izmedu hiperbola ¢=+30°
kontinualne jednako raspodeljene sile pritiskaju spoljasnju konturu
eliptiéno prstenaste plote na delu izmedu hiperbola ¢=#*30°
kontinualne jednako raspodeljene sile pritiskaju i spoljadnju i
unutrasnju konturu naizmeni¢no na delu izmedu hiperbola ¢=£30°
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Pri tome su kod ove metode izvedeni izrazi za Kkomponente tenzora napona i
komponente tenzora deformacija, kao i komponenta pomeran ja u
elipti¢cno-hiperbolicnom koordinatnom sistemu. Takode, izvr3eno je preslikavanje
graniénih uslova sa polarnih na elipti¢no-hiperboli¢cne koordinate i napisani su
odgovarajuéi izrazi za graniéne uslove wu eliptiéno-hiperbolitnom koordinatnom
sistemu. Na taj nacdin, za navedene sludajeve optereéenja dobijeno je naponsko
i deformaciono stanje eliptiéno prstenaste plote uz primenu metode funkcije
kompleksne promenljive i konformnog preslikavanja &to je ilustrovano dijagramima
napona, dilatacija i pomeranja.
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Prilog 1
Konformno preslikavanje nekih kontura

Razmotrimo nekoliko funkcija preslikavanja koje ¢e posluZiti kao ilustracija preslikavanja:
1. Oblast |C|=21, oivitena dakle jedini¢nim krugom moZe biti konformno preslikana u
spoljagnjost eliptitne konture pomodu:

z=m(C)=R(C+—ICTl) ............................................................ (1N

gde je w'(Q)#0za |C|21 ako je |m|<l. ’

Kako elipsa odgovara jediniénim krugu C= el” sledi da ona ima parametarsku jednacginu:

z=R(1+m)cosn+iR(1-m)Sinm .oocevirriieiiieeeeee e (2)

a poluose su joj R(1+m) i R(1-m). 4

Da bi prikazali razlic¢ite elipse wuzimamo da parametar m ima vrednosti u
rasponu Osm=<1. Kada je m=0 tada elipsa postaje krug poluprecnika R, a u
graniénom slutaju kada je m=1, ona degeneri§e u uzanu pukotinu ili usek duZine
4R. Ispitivanje krivolinijskog koordinatnog sistema definisanog ovim preslikavanjem
pokazuje da se on sastoji od ortogonalnih familija elipsi i hiperbola. O&igledno je da
oblast ogranitenu dvema elipsama iz ove familije moZemo preslikati pomocu funkcije
(1) u kruzni prsten kao S&to je prikazano na slici 5.

2. Oblast || =1 se preslikava konformno u spoljasnju oblast hipotrohoida preko formule:

z=w(C)=R(C+%) (05m<%) .......................................... (3)

gie je n pozitivan ceo broj i w'(T)#0 za |C|21. Parametarska jednaéina hipotrohoida
se dobija stavljanjem U=e!” i ima oblik:

z=RelM+me™NN) e (4)

Hipotrohoid je putanja taike fiksirane na pokretnom krugu koji kotrlja bez
klizanja po unutradnjosti nepokretnog kruga. Ogranitenje 0sm<l/n je ekvivalentno
predpostavci da tatke leze u unutradnjosti pokretnog kruga, tako da hipotrohoid nema
petlje i ima temena ili Siljke ako je m=1/n. Glavni razlog $to je ovo preslikavanje

interesantno je u tome, 3to ops$ti oblik hipotrohoida predstavlja krivolinijski poligon.

Za n=2 to je krivolinijski trougao, a za n=3 krivolinijski ¢éetvorougao pa
aproksimativno opisuju konture koje su od interesa za analizu. Ove hipotrohoide
prikazane su na slici l.a i b.

= JLLLLL L {
%

)

NN

/ J/
n=2 s )7 n=3 / / g

a) b}
Slika 1.

 —
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3. Ovakva konformna preslikavanja koja ukljutuju to da je graniéna linija konture
kontinualna mogucée je prosiriti ukidanjem nekih uslova i obezbediti preslikavanje unutrasnje
ili spoljasnje oblasti zatvofenog poligona u unutrapinju ili spoljadnju oblast jedini¢nog kruga
|C|=1. Ovo preslikavanje se moZe ostvariti pomoéu Schwarz - Christoffel transformacije
[54] i ona je konformna osim u nekim tackama konture.

Posmatrajmo jednostavan zatvoren n-to strani poligon sa unutra$njim uglovima
a,, o, .. a, tako da je o+ o,+ .. +o,=27. Ako su temena poligona u tatkama
Zi, Z, .. 2z, ( vidi sliku 2-a), ovim tadkama su korespondentne tacke
G.=elMk (k=1,2..n) na krugu |{|=1, kao $to je to na slici 2-b prikazano.

Slika 2.
Oblast izvan poligona se mozZe preslikati u oblast ||21 uz pomo¢ transformacijske
formule z=w(T) gde je: !

n .
o' (©=A](1- C—g)o% e (5)
k=1

a A je konstanta.
Napomenimo da m'({) moZe biti razvijeno u polinom po 1/ u obliku:

n .
(D‘(C)":A(l‘ ;}Ezal\ck-’-O(%——']) ....................................... (6)
k=1

Ovde c¢e z=w(l) sadrzati i ¢lan sa logT i biti viSeznatno osim u sludaju kada su
odredene tacke [, izabrane tako da bude:

n
Do l,=0
k=1

Preslikavanje definisano izrazom (3), je Kkonformmno u svim tatkama unutar
oblasti, ali nije konformno u grani¢nim tatkama ., gde je (. )=0. Ovakve tacke
stva}*aju probleme pri resavanju zadataka sa poligonalnim konturama, pa se Vvrsi
aproksimacija izraza (5) pomocu polinoma po 1/T $to je ekvivalentno kao kada se
poligon zameni sliénim oblikom, ali glatkih kontura, gde su temena poligona
zaobljena malim radijusima. '

Ovo je prikazano u literaturi [23].
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Prilog II

Krivolinijske koordinate pri konformnoj transformaciji u
polarne koordinate

Razmotrimo konformno preslikavanje date oblasti (na primer elipse) E u z-ravni
u oblast {(na primer krug) K u T-ravni. Dakle iz krivolinjskih koordinata u op$tem
slutaju u jednoj kompleksnoj ravni prelazimo na polarne u drugoj kompleksnoj ravni.

Pri preslikavnju centar koordintnog sistema ostaje otuvan (U=0, z=0, ostaje u centru
koordinatnog sistema). Logi¢no je da se uvedu polarne koordinate ¢ i ¢ u {-ravni, pri
gemu vaZi relacija {=pel®=p(cosp+isone). Krugovi p=const i radijusi ¢=const u {-ravni
odgovaraju krivama u z-ravni koje takode oznagavamo sa p=const i ¢=const. Konturi L
oblasti E pri tome odgovara kontura vy oblasti K kao &to je to prikazano na slici L

/= ionsr ~_ // ¥=consT

Slika 1.
Veli¢ine p i ¢ mogu biti razmatrane kao krivolinijske koordinate tacaka, c¢ije su
Diescartes-ove koordinate x i y u z-ravni. One su povezane relacijom:

x+1y= 0(T) = 0(EeIP) i (1)

Linije p=const i ¢=const su koordinatne linije, koje su saglasno konformnoj
transformaciji ortogonalne.

Uzmimo neku tat¢ku u z-ravni i postavimo kroz nju linije p=const i ¢=const.
Neka je @, ort tangencijalan na koordinatnu liniju {=const u smeru porasta p.
Neka je @, ort tangentne ose na liniju p=const u smeru porasta ¢. Neka ove
tangentne ose budu ose Kkrivolinijskih koordinata u tacki N(p,p), kao 3&to je to
prikazano na slici 2.

f Z-ravan

—{i
X

Slika 2.
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Sistem ortova §, i P, sa ustanovljenim smerom orjentisan je kao i sistem xOy,

tj. ako se krecemo u pozitivnom smeru orta §,, ort @, ostaje levo, Sto je saglasno
¢injenici da konformna transformacija ostavlja ofuvane orjentacije osa.

Ako je S vektor u ravni z koji polazi iz tatke N(p,) tj. z=w(pei®) projekcije
tog vektora na ose Ox i Oy bi bile S, i S,. a na ose p i ¢ bi bile Sp i Se¢
kao Sto je prikazano na slici 3.

Y

,/’f’i
oL e
\//( 3.
Slika 3.
Posto razmaranje sprovodimo u kompleksnim ravnima sledi:

Sp+iSp=e"1%(S +iS, ) =S, (cosa-isona)+S, (icosa+sina)... (2)
c¢dnosno:

Sp= S;cosa + S, sina

Sep= =S, SINA+S, COSU uvviiiiiiiiiiiiiiiei e (3)

Ako u tadki z imamo pomeranje dz u tangencijalnom pravcu §, odgovarajuca
taéka u p-ravni ¢e naciniti pomeranje u radijalnom pravcu, kao Sto je prikazano
na slikama 3. i 4.

Prema tome:

dz=|dz|coso+ildz|sine=|dz|el®

dp=|dC|cose+ildC|sine=[dClelP ....cccciriiiiiiiie e, (4)
te sledi:
glae dz . _@(OdT__ (0 o, (@ L (5)
ldz| o' (- 1Tl [ w'(Q)] lo'(Qe
gde je:
dz= '(7)dT

ldz|="lw (T} |- [dT ]|
T=pel®, el®= -C(;— T=pe ~i®

Dalje dobijamo iz (5):

eriore @00 i . @@L (6)
| " (T lo (T o
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Sada iz relacija (2) i (6) dobijamo:

Sp+iS@=—M'§—(Sx+iSy)

lo' (T p

Sto predstavlja vezu izmedu komponenti vektora u ova dva koordinatna sistema.

‘Y

.............................................

f,
(-]
. N(p,¥)
&
%
L Y f=const X
J -
Slika 4.

(7)
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Prilog III
Koncepcija programskog paketa BERSAFE

Programski paket BERSAFE sadrzi veliki broj opcija i razli¢ite tipove elemenata koji se

mogu Kkoristiti. Program je tako nacdinjen da korisnik na karticama ulaznih podataka
odredi taéno 3ta se trazi. Da bi se smanjio broj ulaznih podataka koje mora uneti korisnik
“default” vrednosti mogu biti date za glavni tip elemenata, itd. Kada su jednom odredene,
ove veli¢ine ¢e biti uzimane sve dok se ne javi potreba za njihovom promenom kod nekog
elementa. Ove promene se zadaju na kartici 31, uvek kada je ulaz razli¢it od nule.

Razmatrane strukture, delovi i konstrukcije prikazuju se u vidu skupova konaénih
elemenata i &vorova. Numerisanje elemenata vr3i se posebno za svaki slutaj i brojevi
elemenata se mogu kretati u rasponu od 1 do 9999, mada ova granica postoji‘ samo kada
su ulazni podaci u formatu ispod 4 karaktera. Definisanje strukture pri ulazu u program
je podeljena na odredivanje topologije i geometrije &vorova. Topoloska definicija odreduje
koji su €vorovi sadrZani u svakom elementu. Lista brojeva &vorova data je ovde za primer
koji se obraduje, u Prilogu VI rada na strani 208. Takode, topoloska definicija daje
redosled ¢vorova, $to je takode dato u priloZenoj listi. Numerisanje elemenata je nasuprot
predhodnom proizvoljno i nema uticaja na reSenje.

Geometrija ¢vorova odreduje koordinata u prostoru za svaki &vor Kkoji je odreden
brojem ¢vora. Geometrija C&vorova za razmatrani elipti¢ni prsten, data je u Prilogu
¥1{ na strani 208. Koordinate &vorova za razmatrani primer odredene su Kkoriicenjem
elipticno - hiperboli¢nog koordinatnog sistema u programu “MREZA“ na racunaru
Honeywell H-6. Program “MREZA"“ dat je u Prilogu VI na strani 208.

Cetvrtina elipti¢cnog prstena izdeljenog na konadne elemente sa numerisanim
elementima i ¢vorovima prikazana je na slici 1.
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Slika 1.
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Tip izabranog elementa definiSe karakteristike datog elementa, kao $to suw:

- broj évorova na elementu

- polje u kome se menja promenljiva (na primer konstantni napon ili linearna
promena napona)

U definisanju strukture kao uredenog skupa kona¢nih elemenata, korisnik mora
izabrati odgovarajuc¢i tip elementa i dovoljnu gustinu elemenata na mestu velikih
gradijenata napona. Neadekvatne mreZe Lkonaénih elemenata vode do nepouzdanih
rezultata, a na drugoj strani previSe guste ili komplikovane mreie vode nekorisnom
rasipanju vremena ralunara koji se koristi.

U BERSAFE-u razlig¢iti koordinatni sistemi mogu biti definisani za opisivanje
geomerije C¢vorova, komponenti opterecenja u &vornim tatkama, stepena slobode za
pomeranja i napone nezavisno jedni od drugih. Koordinatni sistem se definise
koriscenjem ICOORD reda sa 4 ulaza na Kkartici tipa 0l. Koordinatni sisteme mogu
biti: Descartes-ov, Polarno-cilindri¢ni, sferni.

Pomeranja se mogu odrediti u svakom ¢voru strukture. Broj komponenti, ili
stepena slobode u svakom ¢&voru se menja, zavisno od tipa elemnta kome pripada
taj &évor i moZe se menjati od ¢&vora do ¢&vora. Kod dvodimenzionalnih elemenata
imamo dva stepena slobode, a kod trodimenzionalnih imamo tri. Pravci ovih
stepena slobode su u “default” Kkartezijanski, ali oni mogu biti definisani i kao
polarno-cilindriéni ili sferni, uz pomo¢ kartica 24 i 31 ¢&ak i wu Ilokalnom
koordinatnom sistemu u svakom elementu i &voru.

Razli¢iti tipovi stepeni slobode se nazivaju tipovi promenljivih i podeljeni su na:

1) za dvodimenzionalni kartezijanski koordinatni sistemmn - u,v
2) za osnosimeti¢an dvodimenzionalni kartezijanski - u,v

3) za polarni dvodimenzionalni - u,v

4) za kartezijanski trodimenzionalni - u,v,w

5) za cilindri¢ni trodimenzionalni - u;, ug, W

6) za sferni trodimenzionalni - u;, ug, ugp

Stapovi, plote i ljuske uklju¢uju dodatne stepene slobode kao 3to je rotacija tj.
ow/dn (gde je n lokalna normala). Svaki tip kona¢nog elementa ima odgovarajuci
broj stepeni slobode.

Tipo{ri varijabli su oznaceni brojevima, na primer sa (1,2,3) su oznacene translacije (u, v,
w) ili cilindriéne u;, ug, W ili sferne u,, ug, up. Prvi izvodi prethodnih translacija
odnosno stepeni slobode rotacije oznaceni su brojevima (11,12,13). Takode drugi izvodi
translacija oznateni su brojevima u opsegu od 2! do 28.

Ukoliko se pretpostavlja pojava pukotina, to je potrebno definisati na “ulazu” uz
pomo¢ numeracije tipa promenljive. ‘

Komponentni naponi srac¢unati uz pomo¢ BERSAFE su za vecéinu tipova konaénih
elemenata nezavisni od ulaznog koordinatnog sistema i tipa elementa. Neki elementi
u obliku ‘Stapa ili ljuske, automatski generidu lokalni koordinatni sistem. U dve
dimenzije, normaini naponi su pozitivhi ako se radi o =zatezanju, a tangencijalni
naponi su pozitivni, ako su usmereni kao &to je prikazano na slici 2.

Slicno je i kada se radi o trodimenzionalnim problemima. ICOORD opcija na
kartici tipa 01 omogucava sradunavanje u kartezijnskim ili polarno-cilindriénim ili
sfernim koordinatama. Takode mogu se odrediti i glavni naponi sa Kkosinusima
uglova glavnih pravaca u odnosu na referntne ose. Komponentni naponi mogu biti
dati u ¢évornim tackama i u Gauss-ovim talkama.
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Slika 2.

Vrste opterecenja koje dejstvuju na stukturu koju ispitujemo mogu biti:

1) Tackasta opterecenja ili koncentrisana optereéenja, dejstvuju u &voru i imaju
intenzitet i pravac dejstva kéji mora prolaziti kroz &vor. Koncentrisane sile se
zadaju u datom &voru preko komponenti u pravcu zadatog koordinatnog sistema.

Za ravne tipove elemenata, pretpostavlja se da opterecenje dejstvuje po jedinici
debljine osim za element EP4, kod koga opterecenje dejstvuje po jedinici povrSine.

Za trodimenzionalne, ljuskaste i linijske elemente, optereéenje se ne mnoZi debljinom.

2) Pritisci i linearna opterecenja su kod dvodimnzionalnih problema sile koje
dejstvuju po jedinici dwine i po jedinici dubine na ivicama odredenih elemenata.
Kuod trodimenzionalnih slu¢ajeva, sila deluje po jedinici povrsine. Kod kontinualnog
opterecenja, program automatdki odreduje &vorna opterecenja Koridéenjem rutina za
oblik funkcija raspodele. Za pravougaone oblike, jedini¢ni pritisak duZ stranica za
dve dimenzije ili duZ povrsi za tri dimenzije daje ekvivalentna opterecenja u
¢vorovima, kao &to je prikazano na slici 3. za linearne, kvadratne i kubne
elemente. Kontinualno opterecenje se menja linearno, paraboliéno ili je konstatno,
to je prikazano na slici zajedno sa ekvivalentnim ¢&vornim optereéenjima.

3) Gravitaciona opterecenja koja deluju u svakoj talki tela moZe se zadati kod
mnogo tipova konaénih elemenata.

4) Centrifugalna optereéenja su definisana za odredene tipove elemenata i tada
je potrebno odrediti: ugaonu brzinu, gravitacionu konstantu i specifi¢nu teZinu ili
gustinu. Ose rotacije su ustanovljene kod svakog tipa elementa.

5) Temperaturna optereéenja su posledica teperaturnog polja, koje je zadato
temeraturama u ¢&vorovima. Za ljuske temperaturne razlike mogu biti zadate po
debljini od spoljasnje ka unutrasnjoj povrsini.

Pored prethodnih opterecenja na konturama mogu biti zadati kao graniéni wuslovi
pomereanja koja mogu biti nula ili imati neku odredenu vrednost i dilatacije koje
se mogu zadati za dvodimnzionalne, osnosimtri¢ne i trodimenzionalne elemente.

Za datu konstrukciju moZe se zadati do 50 nezavisnih opterecenja. Karakteristike
materijala sé zadaju na posebnim ulaznim Kkarticama. Kada se radi o
karakteristikama materijala zavisnim od temperature one se mogu zadati na vise
kartica. U ovom radu je kartica tip 8! koridcena za unos karaktekristika
materijala.
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Veliki broj elemenata komplikovanijeg oblika zahteva postupak poznat kao
numeritka integracija u izratunavanju elemenata matrice krutosti. Zavisno od reda
upotrebljenog polinoma, postaje razli¢ita pravila, pri Gemu polinomi viSeg reda
zahtevaju vide referentnih tafaka u svakom elementu. Ova pravila se uvode
aktiviranjem NGAUS na kartici tipa 0l. NGAUS kontrolise broj tataka u datom
smeru, tako NGAUS=2 za dve dimenzije daje 4 tatke po elementu, a =za tri
dimenzije 8 tataka po elementu. PoloZaj Gauss-ovih tadaka u trouglovima
i Cetvorouglovima za NGAUS=1,2 i 3 prikazana na slici 4.

Tacéke su odredene numeri¢ki s obzirom na topolodki smer. Ovo je bitno kada se u
Gauss-ovim tackama 3Stampanju ili crtaju vrednosti napona, tada se smer odreduje
oznadavanjem prve dve tatke sa “x“. NGAUS nije potreban za procenu matrice krutosti
kod sledec¢ih tipova elemenata: EP4, EP6, EPGF, EP3T, EX2, EX4, EX6, EX6F, EX3T,
E26, E212, CSBI2, PEBI2, GBEI12, HBEI12, PL9, FS12, CS54 I EXA9N.

Kako svaka integraciona~ tacka znatno angaZuje kompjutersko vreme, viSe tacCaka
podrazumeva i veée troSkove. Treba dakle Kkoristiti &to manje aproksimacija
polinomima, kada to ne izaziva znadajnije greske. Preporu¢ene vrednosti NGAUS su
zato date u posebnim tabelama.

Za prikazivanje vrste opterecenja moZe se Kkoristiti program BERSUB.

Navedimo zatim_neka ogranitenja koja ima BERSAFE:

- broj elemenata ne moZe preci 9999

- broj ¢vorova ne moZe preéi 9999

- najvide 50 slutajeva opterecenja

- najvide 50 kartica opterecenja po elementu ili podstrukturi

- najvise 30 kartica za virtualno 3$irenje pukotina

- do 1500 stepeni slobode na granici podstrukture

- do 12 razli¢itih tipova elemenata u jednom hodu
do 201 stepeni slobode povezanih sa jednacinom na kartici opstih
ogranic¢enja, tipa 15's.

BERSAFE sadrZzi skup tipiziranih konalnih elemenata, koji se koriste zavisno od
vrste razmatranog problema. Za svaki tip elementa definisan je broj &vorova, metod

definisanja topologije, promenljive koje su prisutne u svakom ¢&voru, raspoloZive
mogucénosti dejstva sila i pretpostavljena pomeranja i naponi u svakom elementu. Za
sve tipove elemenata, promenljive su ustanovljene sa ‘“default” osama. Za &vorove
duZ stranica elementa, mora se voditi ratuna u definisanju geometrije, koja se
sratunava automatski ukoliko je izostavimo. Ako su dati ¢vorovi na sredini stranica
kvadratnog elementa, oni ¢e lezati na wupravnoj bisektrisi izmedu dva &vora, u
protivhom javiée se povedanje greSke. Stranica elementa se definiSe parabolom koja
se automatski postavlija da prolazi kroz tri €vora. Za prostorni element postavljaju
se dodatni &vorovi, koji leZze na jedno-trecinskoj i dvo-treéinskoj bisektrisi upravnoj
na stranicu u cilju postizanja veée taénosti. Stranica elementa se definise
prostornom krivom, koja se automatski postavlja kroz c¢etri ¢vora. Za vedinu
konaénih elemenata, naponi imaju komponente u kartezijanskim pravcima, i dati su
u ¢vorovima i  Gauss-ovim  taCkama. Oni se mogu pretstaviti 1 u
polarno-cilindritnim i sfernim koordinatama, ako se tako definiSe pomocu
ICOORD(4) na kartici 01. Na slici 5. prikazani su konacni elementi EP4, EP6, EPI16
i EP20, zatim EX2 i EX6, a na slici 6. elementi EZ24 i EZ30. Ovo su samo neki
od elemenata definisanih u BERSAFE-u
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Slika 5.

Slika 6.

198



Kona¢ni element koji je u ovom radu koridcen za reSavanje problema naponskog
i deformacionog stanja u elipticnom prstenu optereéenog koncentrisanim silama i
kontinualnim opterecenjem je EP8 koji je prikazan na slici 7.

Slika 7.

Opidimo sada Lkarakteristike ovog konaénog elemnta. Ovaj konacéni element ima 4
¢vora, a topolodki smer je suprotan kazaljkama na satu i moZe se pofeti u bilo
kom évoru. 'Promenljive su u i v u pravcu Descartes-ovih koordinata u ¢voru.
Octerecenja ili graniéne vrednosti koje se mogu zadati su sledece:

1) Koncentrisane sile u ¢&vorovima, ali zadate po jedinici debljine

2) Temperature u ¢vorovima ukljuujuéi i termicke dilatacije

3) Gravitaciona opterecenja kao posleldica mase tela i ubrzanja zemljine teZe

4) Kontinualno raspodeljene sile duZ stranica elemenata, koje su zadate kao sila
pe jedinici duzine i koje deluju upravno na stranicu. Pozitivhe su ako se radi o
pritisku. Takode dat je indikator *1 i *2 kao &to je prikazano na slici 39. a koji
odreduje prvi ¢vor u topolodkom smeru.

5) Centrifugalne sile koje dejstvuju na ¢&itavu strukturu oko ose z.

6) Proizvoljno usmerene dilatacije, za koje se pretpostavlja da su konstantne za
ceo element

Karakteristike ovog elementa su takode da se pretpostavlja konstantan napon duZ
stranica, a linearna promena pomeranja i temperature duZ stranica. Smatra se
takode da je element EP8 konstantne debljine. Naponi na elementu su u
Descartes-ovom koordinatnom sistemu o,, o, i 1.

Resenje sa unosom podataka u BERSAFE preko “kartica® je napravljeno u cilju
smanjenja mogucnosti gredke pri unosu podataka. U stvari, ne radi se o pravim
karticama, ve¢ o fajlovima koji ispunjavaju funkciju, koju su nekad vrsile kartice.
Svaki tip “kartice” sadrzi odredenu vrstu informacije koja moZe biti zadavana u
utvrdenom ili slobodnom formatu. Unutar svakog tipa kartice naéin davanja
informacije je odreden pravilima. Tip kartice odreduje se brojem, a sve Kkartice istog
tipa, grupisane su zajedno i uredene su nekim poretkom wunutar tipa. Sve Xkartice
osim “00%, “01" i “99" mogu se izostaviti ukoliko informacija vezana za tu Kkarticu
nije potrebna.

Objasnimo, uz kratak opis njihovog sadrZaja, kada se pojedine kartice koriste.

KARTICA TIP 00: Ovo je kartica koja sadrZi naziv posla. Ona se uvek mora dati.

Kartica tipa 00 se moZe takode upotrebiti bilo gde, pri unosu podataka, za poruke
i komentare.
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KARTICA TIP 01: Ova kartica daje informacije o poslu koji se obavija. Sadrzi
razlicite kontrolne parametre, kao &to su opcije za Stampanje, zatim “default”
vrednosti, zatim glavne tipove elemenata 1 materijal koji se koristi. Jedna kartica
ovog tipa mora biti zadata.

KARTICA TIP 02: Ovo je druga kartica sa dodatnim informacijama o poslu i
moZe se izostaviti.

KARTICA TIP 11: Ovo je topolodka Kkartica, koja daje redosled &vorova na
elementima. Ova kaartica nije neophodna ukoliko se mreZa generiSe programom kao
sto je BERGEN. Medutim podaci dobijeni programom za generisanje mreZe, mogu se
promeniti Koriséenjem ove kartice.

KARTICA TIP 12: Ovo je pomoéna topoloska kartica, koja definise razdvajanje ¢vorova
i moZe se izostaviti ukoliko se ne javlja razdvajanje ¢vorova odnosno nema pukotina.

KARTICA TIP 13: Izjednatava proizvoljne stepene slobode Kkretanja.

KARTICA TIP 14: Izjednatava Gvorove, sa bilo kojim brojem stepeni slobode
kretanja po &voru. ‘

KARTICA TIP 15: Ogranicava stepene slobode kretanja.

KARTICA TIP 16: Definise podstrukture iz liste ¢&vorova ili stepena slobode.
Potrebna je za (ITYPE=3) podstrukture ¢&ija topologija se ne uklapa u karticu I11.

KARTICA TIP 21: Definig&e polozaj ¢&vorova, tj. sadrZzi Kkoordinate ¢&vorova i
temperature u &vorovima. Dopunski ¢vorovi na sredini stranica konacénih elemenata
ne moraju biti odredeni, ukoliko se temperatura i geometrija, nezavisno jedno od
d:iugog, linearno menjaju du? stranice. Ova Kkartica neje neophodna ukoliko su
koordinate &vorova odredene koriSéenjem programa za generisanje mreZe, sli¢no kao
ksd kartice 11.

KARTICA TIP 22: Geometrija &vorova, sa alternativnim formatom koji sluzi da se
omogudi odredivanje koordinata ili temperatura za &vorove gde se ta velitina ne menja.

KARTICA TIP 23: SluZzi u specijalnom slu¢aju kod mehanike loma.

KARTICA TIP 24: Defini%e lokalne koordinatne sisteme u ¢&vorovima, za stepene
slobode odredene u svakom ¢&voru posebno.

KARTICA TIP 25: Defini&e geometriju ¢&vorova i temperaturu, slitno kao Kkartica
21 ali sa vecom tacno$¢u na ulaznim podacima.

KARTICA TIP 31: Sluzi za povezivanje elemenata. SadrZi podatke o materijalu, tipu
i debljini za odredene elemente razli¢itie od “default” vrednosti datih na kartici Ol.

KARTICA TIP 41: Definise vrstu naponskog stanja.

KARTICA TIP 51: DefiniSe podatke o opterecenju koje deluje na stranice ili &vorove.

KARTICA TIP 52: SluZzi da bi izbegli veliki broj kartica tipa 51, koje imaju iste
podatke za opterecenja razli¢itih elemenata ili &vorova. Ove Kkartice moraju pratiti
osnovnu Kkarticu tipa S51.

KARTICA TIP 71 i 72: Definidu podatke o zadatim pomeranjima.

KARTICA TIP 81: Definise podatke o materijalu. Za izotropne materijale svaka
kartica ovog tipa odreduje vrstu materijala i1 referentnu temperaturu. Kod
ortotropnih materijala tri Kkartice odreduju materijal i referentnu temperaturu
Koriséenjem vise kartica za isti materijal moZe se odrediti promena mehanickih i
drugih karaktekristika materijala u funkciji temperature. Pri tome se koristi
linearna interpolacija. Takve kartice se grupi$u uredeno sa porastom temperature.

KARTICA TIP 99: Ovo je zavréna ili krajnja kartica, koja uvek mora biti data
kao poslednja kartica ulaznih podataka.
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Prilog IV
Bazdarenje fotoelasti¢nog materijala na disku i Stapu

Bazdarenje na disku je realizovano tako $to je od istog materijala od koga je izraden
model naéinjen i disk pre¢nika D=40mm. Ovaj disk optereti se dijametralno, koncentrisanim
silama F u mehanizmu za optereéivanje, kao §to je prikazano na slici 1.

L .

L1

|

Slika 1.
Posto su u teoriji elastiénosti izvedeni izrazi za glavne normalne napone u

centru diska [171:
2F

9:= tDh
___BF .
Oy = T R e s (1)

Zamenom ovih izraza u jedna¢ini (227) sledi relacija za naponsko-opti¢ku
konstantu u obliku:

8F

fo‘_‘ TL'DNO ........................................................................... (2)

Treba naglasiti da je poluga mehanizma prikazanog mna slici 1 prethodno
uravnoteZena, pa njena teZina nema uticaja na silu koja dejstvuje na disk, a koja
- se odreduje preko relacije:
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Gde u naSem slutaju treba staviti sledece vrednosti: 1=80 Cm, 1,=12 cm,
Q=13ke 9.81m/s’=127.53N, pa se dobija: F=830.2N. Kompenzacijom po Tardy-ju i
interpolacijom sa fotografija izohroma u svetlom i tamnom polju, koje su prikazane
na slici 2-a,b odredena je vrednost izohroma u sredini diska: N_ =4.95. Sada

zamenom vrednosti D, F i N, u izrazu (2) dobijamo vrednost naponsko optitke
konstante f4=10.93443 N/mm.

Slika 2.

BaZdarenje na Stapu obtereéenom na savijanje, realizuje sa tako, &§to se S3tap
iziaden od istog materijala kao i model, optereti na ¢isto savijanje. Sematski prikaz
takvog Stapa da je na slici 3. a na slici 4. data je fotografija, na tom principu
praktiéno realizovanog Tiedemann-ovog uredaja za baZdarenje.

= -
//////////////L///// I,

1

Slika 3.
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Slika 4.
Maksimalni normalni napon pri ¢&istom savijanju je u tatkama ivi¢nih vlakana

Stapa za popreéne preseke i dat je izrazom:

_ Mf _ ba F
Or“ Wx h- b2 .................................................................. (4)
gle je:
M; - moment savijanja,

W, - otporni moment,

a-rastojanje pravca sile F od oslonca,

b-8irina &tapa i

h-debljina &tapa.

Ugib elasti¢ne linije na sredini raspona | dat je izrazom:

we MI’_3al’F
BT, “JERDT

gde je:
E-modul elasti¢nosti,
I, -aksijalni moment inercije Stapa.
Posto je na slobodnoj ivici Stapa jedan od glavnih napona jednak nuli, iz
jednacéine (227) dobijamo relaciju:
o; h
fg= A (6)

gde je: Ny=(N, +N,,)/2 srednja vrednost reda izohrome na ivici Stapa, a N, i

N,4 vrednost reda izohroma na gornjoj i donjoj ivici Stapa respektivno.

Zamenom izraza (4) u izrazu (6) dobija se relacija za odredivanje naponsko
opticke Kkonstante: '
6aF _ 6M;

f0= Nkb2 = Nkbz .............................................................

Koridcenjem slike izohroma napregnutog S$tapa u tamnom polju, koa S$to se vidi
na slici 5. odredimo red izohroma na ivici N, =10.75 i N;;=10.9, pa se dobija
N,=10.825. Po3to je za Tiedemann-ov uredaj za baZdarenje, koji je ovde Kkoriscen

moment savijanja dat M;=784.8 Ncm, a dimenzije Stapa b=20mm i h=10mm, dobija
se da je vrednost naponsko optitke konstante: f5=108.7482 N/cm=10.875 N/mm.
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U cilju odredivanja modula elasti¢nosti E fotoelastiénog materijala, na S$tap izloZen
gistom savijanju se pri¢vricuje komparater kao &to se vidi na slikama 3. i 4., kojim
se odreduje ugib tadaka na ividnim vlaknima S$tapa na sredini raspona 1=60mm.

g
B L
. i S
. l AN
;"’ 0 T ey 'i
k 5mv" ’ § b l [ At i
H ' | ¥ H [ i
b § L. PSR ;
o | R | N, :
\ -3 Lo amtcfomesh o] ] ]
— 4 S A B ;
1 f=t ; T mas e et el -
]' ""rz‘:-":l t 221 e} B M ; =p {
A N TN N SN N S S DO i
012 3456 7 89 10 11 :
4 - ——-x
2 '
3
14
5
]
7
8“
10

Slika 9.
Veli¢ina ugiba w' izmerena komparaterom je manja od ugiba elasti¢ne neutralne linije

w, usled poprecne dilatacije za iznos Aw. Veli¢inu Aw odredujemo preko relacije:

b/2 - b/2
Bw= [edz= £ [0,(2dZ o (8)
4] 0 )
odnosno, posto je ox=2—§—fz, sledi:
b/2
_ 201 ¢ _b _3paF
Aw= T—E—{Zdz-ﬁcr—-z—Ebh ...................................... (9)
Ugib izmeren komparaterom c¢e onda biti:
- ' N
w'=w-Aw 2Ebh( - ) OO (10)
Pa se odavde moZe odrediti modul elasti¢nosti, izvodenjem relacije:
3M 5
B e [ = L] eveieeie e et e e e e v st e e et e aaaeens (11)
2bhw‘( b’ ¢)

U naSem primeru uzimamo da je Poisson-ov koeficijent za ARALDIT-B p¢=0.38, a
izmereni ugib je w'=0.145mm. Primenom relacije (11), dobija se modul elastiénosti:

~ E=349912.5517 N/cm’ = 3499.125517 N/mm"~ 349.92 kN/cm’.
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Prilog V

Preslikavanje polarnih u elipticno hiperbolicke koordinate i
elipticno hiperbolicke koordinate tenzora napona

Uzmimo u razmatranje elipticni prsten opterecen na unutradnjoj i spoljasnjoj
konturi kontinualnim jednako raspodeljenim opterecenjem na delovima kontura
omedenim hiperbolama zadatih parametara.

Neka su hiperbole koje ogranitavaju optereéenja date izrazom:

2 2
X ¥

a’ b
Ovim hiperbolama koje se nalaze u z-ravni odgovaraju prave u U-ravni Kkoje
prolaze kroz koordinatni potetak T=0. )
Obratno, ako je prava ¢=Q=const, zadata izrazom U= peicP=p(cos @+isin @),
odnosno E=pcos ¢, n=psin ¢, primenom funkcije preslikavanja:

z=m(cJ=R(g+-Cﬁ) .......................................................... (2)
gde je:
_ a+b . ==a—b
R= 5 i m b

¢ z-ravni dobijamo hiperbolu:

2= (0 =R(gel®+ B )=

pel®
=R(p+—pE)COStp+R(p—%)isincp .................................. (3)
Odnosno:
x=R(p+—Ip£)coscp
y=R(p—%)sincp ........................................................... (4)

gde je: ¢=const, cos@=const i sin ¢=const.

Ilustracija ovakvog preslikavanja data je na slici 1.

Analogno prethodnom, primenom funkcije preslikavanja (2), koncentri¢nim
krugovima p=const u {-ravni odgovaraju, konfokalne elipse razli¢itih poluosa, koje
leze u z-ravni. Pri tome, su poluose ovih elipsi odredene izrazima:

a=R(pt—2)
1 pl p!
DE R (07 oteteveeeeeee ettt ens ettt st nanans (5)

Posmatrajmo familiju konfokalnih elipsi i odgovarajucih ortogonalnih hiperbola:

[T [ T

Rip+—) R(p-
P o e 0
2 2
X v _
[-R—COS—:P-] + [m ] —l ....................................... (6)
gde je:
__a+b . __ a-b
R 3 im D

a o i ¢ eliptitno - hiperboli¢tne koordinate.
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Slika 1.

Na slici 1. prikazana je familija elipsi p=const i familija hiperbola ¢=const i

ortovi b

o u tangencijalnom pravcu na elipse, odnosno hiperbole, pri &emu su

ie

ovi ortovi u odnosu na ortove i i j Descartes-ovog koordinatnog sistema dati

relacijama:
é;=7-}z-—|:-(p+-p£)—i.+ctgcp(p-~—gl)‘]—":|
o1 -y T It
ho-:/T[ctggo(p c))1+(p+ o )j:l ............................... (7)
gde je:
= g2 2 -2
A= (p+ p) +ctg’e (p p)

Oznatimo sa o, normalni napon u ta¢ki N(x,y) odnosno N(p,p) za preseénu ravan plote
tangencijalno na hiperboliénu koordinatu linija, a sa ortom normale €, u pravcu tangente
na eliptitcnu koordintnu liniju, dok sa «t,, oznaimo smiéuéi napon za presek
tangencijalno na elipti¢cnu koordinatnu liniju, a sa ortom normale _}.10 u pravcu
tangencijalno na hiperbolu, te su fizicke koordinate matrice tenzora napona:

_ 1 m,: 2 m :m
Ce= A {ox(p-r —O—) +o,ctg g (p~—5*)2—2txyctgcp (p°- QQ]}

2
oy = lf {o,cte’e (p--—gl)+ oy (p+ %1—)2- 21, ctgp (o'~ %15)}

2
Ton = The™ —IZ- {(Ox -0, ) ctze (p°- I;) *

+1:xy|:ctg2cp (p——rpﬂ)z—((ﬁ —onlf]} ........................... (8)
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gde su kori&cene relacije:

1 m
cos o= ——ctg o (p- —)
T E¥ e

U ovim izrazima o predstavlja ugao koji ort EO zaklapa sa pravcem X ose, odnosno
ugao koji ort e, zaklapa sa pravcem y ose, kao &to je to prikazano na slici 1.

207




(1]
[2]

{31
4]
(3]
[6]

(7]
(8]
. 191
[10]

(11

(12]
[13]

[14]
[15]

[16]
[17]
(18]
(191
[20]
(211
[22]

[23]
[24]
(23]
[26]
(271

28]
(291

(301

Literatura

Aben H. - Integrated Photoelasticity, New York, 1979

Abosekmit IT.H., Amnmpee I1.H., epyra II.A. - BapuanuuoHHb!I HPUHIWMIILI TEOPHH
yopyrocTd W Teopud obojnouek, Mocksa, 1978

Ajovalasit A. - Experimental methods in photothermoelasticity, Udine, 1970
Alfirevi¢ 1., Jeci¢ S. - Fotoelasticimetrija, Zagreb, 1982

Alfirevi¢ 1. - Visa nauka o &vrstoc¢i, Zagreb, 1975

AnexcannpoB 4.A., AxmersgnoB X.M. - IlondpH3alMOHHO-ONTHUECKHE METOMIbI
MexaHMKH nedopmupyemoro Tena, Mocksa, 1973

Amenzade A.Y. - Theory of Elasticity, Moscow, 1979

Andeli¢ T. - Tenzorski ratun, Beograd, 1980

Arril J. - Encyclopedia Vishay d‘Analyse des Contraintes, Paris, 1974
Batista M., Kosel F., Baebler M. - Analiti¢no dolo¢anje napetosno-deformacijskega
stanja za ravninska kon¢na dvakrat povezana obmoéja, zbornik radova, Becici, 1984
BenonocoB C.M. - OcHOBHble pJOCKHE CTaTHYECKHME 3aJayd TeOPHMH YIPYTOCTH
IUIS ONHOCBA3HLIX M MABYCI3HbIX obnacteit, HoBocubupck, 1962

Brgéi¢ V. - Otpornost materijala sa teorijom elasti¢nosti, Beograd, 1965

Brei¢ V., Cuki¢ R. - Eksperimentalne metode u projektovanju konstrukcija,
Beograd, 1965

Brei¢ V. - Photoelasticity in theory and practice, Udine, 1970

Buchwald V.T., Daries O.A.G. - Plane elastostatic boudary value problems
of double connected regions, Sydney, 1962

Ciri¢ V. - Uvod u programiranje i programski jezik Fortran, Beograd, 1981
Dally W.J., Riley F.W. - Experimental stress analysis, Cambridge, 1967

Hemumos I1.C. - Teopus ympyroctu, Mocksa, 1979

Jonnenn I'.JI. - Bankn mmactuebsl ¥ obomouxku, Mocksa, 1982

Durelli J.A. - Aplied stress analysis, New Jersey, 1982 _

Hmwpemmn A., Paitim Y. - Bsenenwe B dotoMexanmky, Mocksa, 1969

Eibl J. - Zur Anwendung Konformer Abbildungen in der Membrantheorie

bei Schalen mnach Fldchen 2. Ordnung mit positiver GauB-Kriimmung,
Diisseldorf, 1969 ‘

England A.H. - Complex Variable Methods in Elasticity, London, 1971
Fempl S. - Elementi varijacionog racuna, Beograd, 1965

Frocht M.M. - Photoelasticity (volume I,II), New York, 1948

Frocht M.M. - Photoelasticity - The selected scientific papers, Oxford, 1969
Frocht M.M. - Photoelasticity (Proceedings of international simposium in
Chicago), Oxford, 1963

Girkmann K. - Povrsinski sistemi nosata, Beograd, 1965

Hedrih K., Jeci¢ S., Jovanovié¢ D. - Glavni naponi u tatkama elipti¢no-prstenaste
plote ravno napregnute parovima koncentrisanih sila, Tehnika, Beograd, 1990
Hedrih K., Jovanovié¢ D. - The stress and strain state of the elliptical-annular
plate by the complex variable function and conformal mapping method,
Hannover, GAM, 1990

(311 Hedrih K., Jovanovié¢ D. - Primena funkcije kompleksne promenljive i konformnog

preslikavanja za odredivanje eliptiéno-hiperboliénih koordinata tenzora napona
ravno napregnutih plota, Zbornik radova, Ohrid, 1990




1321

(331
[34]

[35]

1361
1371
138]
139]
1401

1411

[42]

Hedrih K., Jeci¢ S., Jovanovié D. - Main Stresses at the countur points of
the eliptical-annular plate stressed by pairs of opposing concentrated forces,
Hannover, GAM, 1990

Hedrih K. ~ Izabrana poglavljla teorije elasti¢nosti, Nig, 1988

Hedrih K., Miti¢ S. - Ravno naprezanje kruZno-prstenaste ploce, Zbornik radova,
Vrnjatka Banja, 1988 '
Hedrih K., Miti¢ S. - Analiza stanja napona i stanja deformacija ravno
napregnute kruZno-prstenaste plote primenom funkcije kompleksne promenljive,
Tehnika, Beograd, 1990

Hedrih K. - Osnovi metode konaénih elemenata (MF-Nig), Nig, 1978

Hellen K.T. - Bersafe (user's guide), Berkley, 1983

Xecnmn JLT. - Meron ¢oroynpyroctn (tom I, II, II), Mocksa, 1975

Hetenyi M. - Handbook of Experimental Stress Analysis, New York, 1950
Heywood R.B. - Photoelasticity for designers, Oxford, 1969

Hiitéijev J. - Poglavlja iz teorije elasti¢nosti, Beograd, 1948

Holister G.S. - Experimental stress analysis, Cambridge, 1967

[43] Ishlinsky Y.A., Chernousko L.F. - Advances in Theoretical and Applied Mechanics,

[44]
(451

~146)
1471
48]

{491

(501

[51]
[52]
[53]
[54]

[55]

[56]
[571

[58]
[59]

(601

Moscow, 1981
Jeci¢ S. - Teorija elasti¢nosti, Zagreb, 1986

Jeci¢ S. - Noviji opti¢ki postupci u eksperimentalnoj analizi naprezanja, Zbornik
radova, Bedcici, 1984

Joksimovi¢ V. - Standardni Fortran, Beograd, 1982

Josifovic M. - Izabrana poglavlja iz elastiénosti i plastitnosti, Beograd, 1976
Jovanovi¢ D. - Pretvara¢ torzionih veli¢cina, Seminarski rad iz metrologije,
Nig, 1983 '

Jovanovi¢ D. - Primena metode fotoelasti¢nosti za ispitivanje naponskog
stanja eliptiéno-prstenaste plote opterecene koncentrisanim silama, Zbornik
radova, Ohrid, 1990

Jovanovié¢ D. - Odredivanje faktora koncentracije napona na primeru cevi
kruznog popretnog preseka, sa popreénim kruZnim otporom, pri opterecenju
aksijalnim silama pritiska primenom metode refleksne fotoelasti¢nosti,
. Zbornik radova MFN, Nis, 1990

Jovanovié¢ D. - Seminarski rad iz teorije elasti¢nosti, Ni%,- 1985

Kalajdzi¢ M. - Metod konaénih elemenata, Beograd, 1978

Kalajdzi¢ M. - Metod konaénih elemenata u Basic-u, Beograd, 1988
Kalandiya A.I. - On the Hertz Problem of the Compression of Elastic Bodies,
Gruz SSR, 1960 ‘
Kaufmanm R. - Das spannungsoptische oberflachenschichtverfahren, Seminar
“Primenjena fotoelasti¢nost”, Rijeka, 1984

Koji¢ M. - Teorija elasti¢nosti, Kragujevac, 1975

Konuanoa E.A., IllsemoB A.B. - O mnocrpoennn KoHGOpMHOro oTobparkeHund
CJIOKHOA CcHUMMeTpUUHOH nByxcBa3Houm obsactu, Mocksa, 1967

Kopu T., Kopu T. - CnpoBounuxk no Mmartematuke, Mocksa, 1970
Kocmopamuanckuit A.C. - Ilnockngasafaua Teopud YOPYrOCTH Mg IUIACTHH C
OTBOpPEHUIMH Bhipe3amMM M Beictymamu, Kues, 1975

Kocmonamuanckuit C.A., Ilammsippan A.B. - Toscttle MHOro-cBg3Hble ILIACTHHbI,

Kuesn, 1978




1611
1621

[63]

[64]
[65]
[66]
(671
(681
(691
[70]

[711
[72]

[73]
[74]
[75]

[76]
[771
[78]
[79]

1801
[81]
[82]
(831
[84]

[85]
(861
(871

(881

Kostrenéi¢ Z. - Teorija elasti¢nosti, Zagreb, 1982

Koszauok I'.A. - Xonorpapuueckue MeTOLbI nccnéuosanaga B EKCHepI/IMEHTaJIbHOﬁ
mexaHuke, Mocksa, 1984

Kpacwos JI.M., Makapenko WM.I., Kucenes U.A. BapnanyonsHoe wucuuciieHue,
Mocksa, 1973

Kuske A. - Taschenbuch der Spannungsoptik, Stuttgart, 1971

Kuske A., Robertson G. - Photoelastic Stress Analysis, New York, 1974
Lekhnitskii G.S. - Theory of Elasticity of an Anisotropic Body, Moscow, 1982
Leko M., PLavsi¢c M. - ReSeni problemi iz tenzorskog racuna, Beograd, 1973

MakapoB A.P. -° Tensomerpus B MammuocTpoenm#, Mocksa, 1975
Mi¢unovi¢ M. - Primenjena mehanika kontinuuma, Beograd, 1983
Milovanovi¢ G., Dordevié D. - Programiranje numeri¢kih metoda na Fortran

jeziku, Nig, 1979

Mitrinovi¢ S.D. - Kompleksna analiza, Beograd, 1981

Muskelishvili N.I. - Some basic problems of the mathematical theory of
elasticity, Moscow, 1954, Leyden, 1962 (English translation)

Mugkis D.A. - Advanced mathematics for enginiers, Moscow, 1975

Narelovi¢ N., Plavsi¢c M. - Teorija elastiénosti, Beograd, 1985
Hapacumxamypta T. - @oroynpyrve M 9JIEKTPOONTHYECKHE CBOWCTBA KPUCTAJIOB,
Mocksa, 1984

Hopankuii B. - Teopus ympyrocts, Mocksa, 1979

Parezanovi¢ N. Racéunarske masine i programoranje, Beograd, 1982

Parton Z.V., Perlin LP. - Integral equations in elasticity, Moscow, 1982
Parton Z.V., Perlin LP. - Mathematical Methods of the Theory of Elasticity
(tom I,II), Moscow, 1984

Pagi¢ H. - Metod konaénih elemenata, Sarajevo, 1980

Radojkovi¢ M. - Ispitivanje konstrukcija (I i II deo), Beograd, 1970

Ragkovi¢ D. - Teorija elastitnosti, Beograd, 1985

Rekach G.V. - Manual of the Theory of Elasticity, Moscow, 1979

Schépf J.H. - Réumliche Spannungsoptik, Seminar “Primenjena fotoelasti¢nost”,
Rijeka, 1984

Sekulovi¢ M. - Metod konaé¢nih elemenata, Beograd, 1984

Senjanovi¢ I. - Teorija plota i ljuski, Zagreb, 1982

Senjanovié¢ I. - Metoda konatnih elemenata u strukturnoj analizi brodskih
konstrukcija, Zagreb, 1975 '
Sokolnikoff I.S. - Mathematical Theory of Elasticity, London, 1956

[89] Conanuk-Kpacca K.B. - Ocecummerpuunas 3agaya Teopumu ynpyrocta, Mocksa, 1987

(901
(911
(921

(93]
[94]

Stojiljkovi¢ V. - Merenje mehani¢kih velicina elektriénim putem, Nig, 1980
Iepemetiee M.I1. - VYmpyroe paBHOBecHe sjmmTHUecKoro Kossna, Mocksa, 1953
Simi¢ V. - Primena funkcije kompleksne promenljive ravanskim problemima
teorije elasti¢nosti anizotropnog tjela, Bedic¢i, 1984

TimoSenko S., Guider N. J. - Teorija elasti¢nosti, Beograd, 1962

Timosenko S., Vojnovski-Kriger S. - Teorija plota i ljuski, Beograd, 1962

[95] Tpomukuit A.B., IletpyxoB B.JI. - Ontumusanus ¢opmbr ynpyrux Ttesn, Mocksa, 1982

(96]
(971
(98]

Vujanovi¢ B. - Metodi optimizacije, Novi Sad, 1980
Vukoti¢ R. Ispitivanje konstrukcija, Beograd, 1982
Wieringa H. - Experimental Stress Analysis, Dordrecht, 1986




[99] Wolf H. - Spannungsoptik, Berlin, 1961 :

(1001 Wu CK., Hui Y.C. - A Complex - Variable Method for Two-Dimensional
Internal Stress Problems and it's Applications to Crack Growth in
Nonelastic Materials: Part I - Applications, Journal of Applied Mechanics,
vol 54, 1987 _ ‘

[101] Zandman F., Redner S., Dally W.J. - Photoelastic coatings, Westport, 1977

(1021 InZenjersko-tehni¢ki priruénik - Otpronost materijala, proraéun konstrukcija,
Beograd, 1979

[103] Katalog 400 (Katalog mernih traka-Vishay), Measurements group, Miinchen, 1984

[104] Araldit B (CT 200), Hirter HT 903 (Tehnit¢ko uputstvo) Ciba - Geigy, 1980
[105] Callibration of photoelasticplastics for two and three-dimensional model
analysis, Bulletin T-402, Raleigh, 1979 ’

[106] Photoelastic models, Bulletin P-1120, ‘Raleigh, 1979 _

[1071 Precision transmission polariscope systems for photoelastic model analysis,
Bulletin S-114, Raleigh, 1976

[108] Araldit Festharz-Giesssysteme, Araldit B 41 oder B 46, Hirter HT 901 oder
HT 903, (Tehnitko uputstvo) Ciba - Geigy, 1980

[109] Strain Measurement With The 030-Series Reflection Polariscope, (Tehnical
manual), Raleigh, 1984

[110] Precision transmission polariscope systems for photoelastic model analysis,
Bulletin S-114, Raleigh, 1976

R ——



