UNIVERZITET U NISU

~ 1ZABRANA
~ POGLAVLJA
' TEORIJE
~ NELINEARNIH
 OSCILACIJA

| Katica R.(Ste&anovié)fﬁ H-edrih_

NI§ - 1975







|

|

i

|

o

. HAJCT T Cj)CU"POS.v“‘_E}éI.IJJEi IR






PREDGOVOR

"Nikakva sila ne &ini Sove=
ka velikim i mudrim Sto
8ini snaga rada - zajedni-.

: ékog,sloznog,slobodnog ra=

o dar

(MoGOI'ki)

Oscilacije konstrukeije i maSina,elektromagne~
‘tne oscilacije u radiotehnidi i optioi,zvuéneii ultrazvudne
OScilacijé oscilatorne pojave u atomskom jezgru}beriodiéna kre=
tanja i bligkoperiodiéna kretanaa nebesklh tela,oscllatorne po=-
jave u.biologiji i drugo,su na prvi pogled veoma Tazliditi pPro=
cesi,all su jednovremeno svi obgedlnaenl metodamd matematlcke
fizike u Jedno ucenje o oscilacijama.

Problemi nelinearnih oscilacija imaju danas,do~
minantnu ulogu u najraznovrsniaim oblaslma fizike i tehnikeoSa~A
ma teorija nelinearnih 05011acija,kao naudni pravac jav11a se
dvadesetih godina XX veka u vezi sa otkridem elektronskih cevi
i novih pojava u mehanici i akustici.U periodu od 1907 godine
do 1928 godine centar izuSavanja nelinearnih oscilacija bio je
u Nemadkoj,a tridesetih gédina se premefta u SSSR.Poznate su
gkole Miller-a i Barékhauzen-a,Moskbvsk09corkofska gkola na Ze=
1u sa Mendeljitamom i Papaleksijem i Kijevska 5kola sa Krilo-
vim i Bogoljubovim.

) ' Teorija nelinearmih osc11acxja ingpirisana Je
radovima Poincaré=a 1 Ljapunovaj,koji i1 danas predstavljaju nje-
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nu osnovnaJednu od najzna&ajni‘ih uloga u daljenm razvo,ju teori-
Jo nelinearnih’ oscilaci;}a igrao :Ie Van-der Pol,koji prvi obra=
tio pazn,ju ng. neprimenlgivost metode linearizacije na nelinea.r-
ne - zadatke.On. Je predloﬁo setodu Eporoproaenlaivzh koefiéije~
. 'nata,sllénu Lagxange—ovoj metodi varijacije konstanata.l pored
toza Zto Je veliki ‘broj aad&take_ bio reden ovom metodom ona ;]e
davals gamo prv'u aproksimaciju,pa sa- tlm ste;pen naene tadnosti :
mije bio jasan i matematiéki,u to vreme nedokazen. '

: ' ' ' Posle oveg p:codoz'a razvijaju se 1- analitidke ap=
'.‘roksimativne metode,a i graflcke netode.0 primenl analitiskih

matoda snsreée se pro‘blem poja.ve u reéenalma takozvanih sekula:c- v

nik clsnova,koal su bili nepogodnl ze fzrammavan;a..
Krajen XIX . veke Poinm@aré-w: svojim radov:una. "0

~ »_,problemn trije telan (13%0) i ”Nove metode nebeske mehanike” -

"\189,2) podvrgao je strogoj analizi izulavanja svogih prethodni-
“ka '5.- pokagad da su svi 'iiigdnom’etrijsk:’i redovi ﬁ ko;jima. se pro=
vodi metoda malcg pa:rametra,divez'gentni.l’osle izvesnog broja
- élanova,élanovi podinju da dlverg:.ra:]u,ali zbiz prv:.h Glanova
tih redova daje veliéinu,élja. -Je greska utoliko manja ukoliko

: h 3e man;ja v:rednost malog pamametra i takve redove je nazvao asim=" .
» -p‘totskim.v narednom periodu svoan éiroku primenu i razvoa dob:.- :

3%311 a,simptotske metode. nelineame ‘mehanike. ‘
. Pri izudsvanju Praktidnih’ zadataka iz oblasti

oseila,cija sistema sa viée stepemi slo'bode oscilova.n;ja.,cesto se

sagretemo sa poaavom da trenje 1 poremeéajne slle dovode do br-
'V -zog nspostavljan;)a oscllaclja 0SNOVNog tona.,pa. je na. osmovu to=
- Bogolju‘bov predlozio asim;ptotslm ‘metodu zasnovanu na jedno=
'frekvenﬁnosti koga dozvolaa.va da se nadje bilo koja asimptots- ;

ka aproksimacija Te senaa s:ls’cema jednaéina koje oplsuju oscila=

- 9‘?_36 sisfhgmg. sa vide stepeni ‘slobode oascilovanja.

' ‘ Zajedno samaz?itkom nelinearne mehanike bio Je
povezan i rasvo] matem'atike,pose?no oblasti nelinearnih dife~
"rencijalnih obidnih 1 percijeinih jednadina,tako da realno mo~
Zemo da kaéemé da se sa Jjednog 04 aspekata teorija nelinea;'nih

’ oscilacija moZe da razmatra kao metematilka disciplina.
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‘ Cilj ovog rukopisa nije kompletno izlaganje og=
nova teorije nelinearnih oscilacija,jer se oni mogu naéi u uni-
verzitetskim udZbenicima teorije.oscilacija,nego izlaganje iza=-
branih poglavljaAiz teorije nelineérnih oscilacija u primeni na
" izulavanje nelinéarnih oscilacija sistemafsa viZe stepeni slo-
:Eode bscilovanja,elastiénih tela,a.u saglaSnosti sa programom
dela predmeta Elastodinamika sa postdiplomskih studija nz smew-
ru Proizvodnog ma¥instva na MaZinskom fakultetu u FiZu.Ovde su
izlo¥ene osnove nekolilko 1Zabran1h metoda nelinearnih oscilaci-
ja,koje omogudavaju 1zucavan3e nellnearnlh oscilatornih procesa
kojl se Javljaau u maslnstvu.

_ Ovaj rukopis predstavlga deo rukOPlSa pod nazi-
vom "Osnovi teorlge nelinearnih 03011ac13a" i kao takav ne moZe
‘ predstavlgatl celinu.Izbor materije je izvrSen u okviru progra-
: ma navadenog predmeta.Ovaj rad prema zamisli autora moZe da slu-
'.Ei~kao pomod studentima postdiplomcima u savladavénju programa
ﬁ;édmeta.Elastodinamika,a mo%e da sluZi i kao ruquodstvé,kcje
ée studenta da uvede studioznije u oblast izuéavanja problema
nelinearnih 05011a013a i _pokaZe mogucnostl prlmene 1zlozenih me=
toda. ' '

A Neke 6d metoda su u;rézvoju tako da studenf'mo-
Ze nrlmenom tih netoda na konkretne prlmeve iz oblastl mafinske
prakse dd da - i svoj strucnl i naudni doprlnos,clme bi ovakav je-
“dan rukopls u punom smislu te redi opravdao svoje publikovanje.
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TV 0 D .
OSHOVNT PROBLFMI SA NELINEARNIM OSCILACTIAMA

Oscilacije konstrukecije i mafina,elektromagne~

tne oscilacije u radiotehnici i optici,samopobudne oscilacije

‘v sistemima regulacije i sistemima sa posledejstvom,zvﬁéne i
ultrazvuéne oscilacije,sve te reklo bi se razliéite,ne miiogo
sli¥ne oscilatorne pojave objedinjuju se metodana matemstilke
- fizike u jedno ulenje o oséiiééijama.
Neophddno je da se uodi da sa razvojem nzuke i

%ehhike brzo raste uloga udenja o oscilacijama.Ne govoredéi o
fakvim disciplinama kao ¥to su radiotehnika i akustika,koje su
u'potpunosti "zaokupljene“ izudavanjem oscilacija moEémo uzeti
za primer maSinstvo.Ne tako davno izulavanju oscilacija nije se
’prldavalo mogo paznae i proracunl otpornosti i izdrZljivosti
kongtrukacije u osnovi su se 1zvod111 statidki.Istovremeno sa
.povedanjem Brzohodosti mafina i smanjenjem gabarita konstrukci=-
Ja i'pri prelazu na brzohodo mafinstvo zanemairiti ulogu oscila~
cija postalo je gqtovd nemoguée.

v Osnovi.savremeﬁe teorije oscilacija se mogu na=
é1 u radovima Galilei?a,Hajgens?a,NewtonQa -0 problemuAkreténja
klatna U radovima Lagrange-a se'veé nalazi formirana teorija
malih oscilacija,koja 5e u daljem razvoju dobila naziv teorija
linearnih oscilacija.Onovni pojmovi linearne teorije oscilaci-

ja kao sopstvena kruina frekvencija,dekrement priguSivanja,re=




Te
zonantno stanje,normalne oscilacije,normalne i-gluvne koordi-
nate postali su nezamenljivo sredstvo za izudavanje skoro svih
Oblastl fizike i tehnike.Svojstvo linparnih oscilatornih sis-
tema je i princip superpozicije.U teorlal linearnih oscilaci=-
Ja'51roku primenu su dobili i simbolilki diferencijelni ope-
ratori dija se efektnost vidi posebno u primeni na oscilaci-
Je elastidnih tela i sistemz sa viSe stepeni slobode oscilo-
vanja.. ' »

' Linearna teorija oscilacijé je veoma razfadje—
ne,pa su se Cesto problemi nelinearnog karsktera linearizo=
vali i reSavali bez neke dublje anslize koja bi dovela‘dg
zokl jucka o neprimenljivésti talkve ineterpretacije.

T proflom veku je pestojiala metoda malog prra-~
metra,koja je mogla da bude primenjena za izubevanje neline-
aznih osecilacija,dovoljno bliskih lincarnin.

, Dovoljno bliske linearnim oscilacijama naziva-
Ju se oscilacije,za koje diferenoijélne jednactine iako su ne=-
linearne sadrie neki paramstar & ,za ¢iju vrednost & = 0,
~jednadina postaje linsarna i pri #emu se pretvostavlis da je

< mali paremetar,

Medjutim oblcno razlaganje po stepenima mulog
parametra dovodi do toga da‘se u privliZnim formulsme upore-
do sa harmonijski zovisnim od vremena &lanovima javljaju talo-
zveni  sekilarni - wvekovni lanovi.Sekularni Zlanovi su obli-
ka 47sinwt i 4™ coswt % kojimz se vreme 't Javlia
van zncka sinusa i cosinusa.Kzo posledica tons zajédno sa vre-
menom brgzo rastu zeulerni Cloncvi,tazo da to bew siciiczni-
Je an011zadovo i Ao pozrednih zekljuéeka,ako se izuzme to da
priblifne formula vaZi =3 ogronifeni interval wremerna.Cvu ted-
kou moguée je unoZiti i nz primeru metode Poisson-z. A
v Metoda Poisson-a se ‘primenjije za refsvonje ne-
linesrme diferencijalne jednaline koja scdrii mali perametar

& s2 oblika Je
d*

2_33 r P = 6/( 7 4 (1)




forje koje zilovoijiva ovw difexencilelnm Jeinscinn oo tai-

‘v . - s - 4 [V . "
no¥éu lo malih velilina reda &"° struZimo u oklilin retoiln~

nog reds
n ’ A ’
: .
OC--Z S ¥, _ (2)
i= ,
Alto ovaj red unesemo u de.d.n“,-r'u (1) gnu stuenu Jzdnalire

razloZino po stepenima' malog 1;3;rametra fé'. s zatin izledna-
&irmo koeficijente uz -3‘ dnolze stepene & ,zanemarujuii pri to-

me stepene vi%e 0d n ,dobidewmc sistem jednadina

dz
d*
e

d;wox f(x"’df /

Lo - f o B e / (20, 9%)

: . . . . . ’ . .

o

S Y
S

Ao proulino ova metcdu na primeru

dﬁ
m;{—- ol ¢ +Xx3

moZ%emo wotiti probvlem sekularnih 3lanovsz.Ailo uvedemo ozneke
©*=dfm i &=ffm  dovideme de Je

fmy - - - (5)

pa cgistem diferencijelnilhi jednadina (3} prelazi u oblik

2 .
é% 0T, =0

d* Xy
di?

-~
O
~—~

+whx, = - I

d*x 2
a’é"’”wm R, Ao Xy
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Iz prve jednadine sistema (6) dzratunavamo da je’
Yoz atos(wt+B) - o ' N

gto zaménom u,‘dmgu Jednadinu istog sistema daje
: 3 3 3 + @) . e

=-—=7cos. w£+9 acosafw + 8
G ruen g s lob 87 (e

odakle izralunavamo &, koo reSenje te jednadine -u obliku

€, = —% abé sm(!ohﬁ) L 'cos dwt+6) (9)

_pa je refenje poletne jednaéine (1) za slulaj funkcije ‘

(V)

c~ablilka (5) sa taZnoSéun reda_ & 'oblika

m-.. ‘1 cos ((0{-.;.&) - -8——-- dsé sm(w£+6)+ 32 X cosb[wi *6) ‘('10)

iz oblika nadjenog prib l"inog relenja ’10) vidimo de se Javio

sekularni dlan
L 3& g3 sin (wt+8
T 8w in (w¢+6)

va se moie zakljuditi da éé oscilacije pretstavljens izrazom (10)
rasti sa‘vremenom 3o je u prm.lmeonostl sa karakterom taénog
't"eoen;]a aednnc:me (4) koje se moZe izraziti pomoéu elipticke.

.Lunkcn.ae oblika _
L= Lynax Cn{ Tj (Y’=(0f+8) | (11)

Do 1stofr zakl;jucka mozemo da codjemo -ako aednaclnu (4) pomnoZi-
Mo sa Z’? i izradunamo integral energije

4 dx)* 3’_ 4_ ' = F

= e z +

zm(5E) + g = . (12)
koji izraZava zakon oduvanja energije sistema,odakle zakljuduje-
. mo da energija sistema ne sme neogranideno da raste.Ova metoda

zbog ranije s'pomenutih sekularnih 8lanova nije pogodna i nije u
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upotrebl,a i zbog toga Fto jJe pvlmenlvlva sano za kratak intepval

vremena.Pojava sekularnih &lanove u izrazu pribliinog rofenja (10}
mo%e da navede i na pogrefan zakljulak o tome dn jedn

1nfina (4) nge=
ma, periodiékihAreéenja $to nije taéno.
Laplace i Lagrange su predlozili metode koje bi

'zbégle Do javu sekulurnih_élanova.ﬁedjutimvi ti stepeni redovi o
ﬁstepenima malog parametra koﬁe su predloéili'Laplace i Lagron-e

su divergentni,ali i 1otovremeno veoms pogodni za prakiiine oro-
rafune,jer se ti redovi Javlgagu ka0 agimptotski i u tom cnigiu
%to niihova grefks m=tog red:s je pribliino prororcionslng (m:-ll-

v
2 ¢

stepenu malos pmrametrs.Te zneldi da se neogrimidenin

rnjenm brojs &lonova ne postils omvergencija  reda yislo odrel:
vanje Yoeficijenata nostaje weoms sic¥eio,ved se zgto lkoxnigti med

se melim brojer “lsnova,pri “to manjol vrednostil ps:
133 b P v

o
el dermu talnost weenjse povedswvumo koristelri o ohine noinmitotis -
“Enosti reda. ,

. 17 poletku XX veka primens asimptotskil: metods
bila razradjenc,ali je problem bio u tome #to su sve te netode
bile prilagbdjene za primenu na nekonzervativne = izteme, posled=

jih dvadeset godina ove su se metode razvile I v praveu prime-

5

ne na nekonzervativne dinsmicke sisteme.

Poincaré i -ﬂangﬂog su dali osnovu teorije li-
nearnih- dlferenc13aln1b jednadina sa perioalcnlm koef izijentinme
i 1stovremeno proudavali nelinearne diferencijalne sisteme,koji
gadrZe mali peremetar,a imaju za & = 0 periodidna refenja,

- - ga strogim matematitkim dokazime.Teorija stabilnosti.ﬂangﬁoﬁa
pozebno igra vainu ulogu u izufavanju nelinearnih sistema.

U teoriji nelinearnih oscilrcija uolene su roja-
‘ve problema stabilnosti,generacije opadajudih oscilacija,rroma=-

. s

ne frekvencija sa amplitudama,prinudne sinhronizacije,modulacije,
problema prolaska kroz rezonantno stanje i slidno.leke od ovik po=
jave mogu da se oblga sne gamo uvodjenjem nelinesrnil: elemenata,
Jer u éisto l;nearnlm sistemima ne mogu da postoje takvi reiimi
pri dejstvu spoljadnjih sila koji zavise od podetnih uslova.Ta=
kodje u linearnim sistemima pri dejstvu spoljainje poremeéajhe -

sile sa nekom krufnom frekvencijom _  ,mogu da se uspostave
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prinudne oscilacije samo sa tom frekvencijom,éok pojava nelinear-
nin 8lanova moZe da dovede do pojave 1 oscilacija sa kombinova~
nim frekvencijama.Takodje nelinearni &lanovi mogu da izazovu po=
remeéaj faze oscilovanja,a i da dovedu do zavisnosti perioda sop-=
stwenih 0501la013a od.amplitude i faze.Da jo3 jednom naglasimo da
po. ave nellnearnlh &lanova dovodi do neprlmenlglvostl principa
suoerpozicije. )

Sasvim je prirodno da su najdostupniji za izuda=
var je neiinearni sistemi sa malim parametrom,dok Je izulavanje
sistema sa velikim (bitnim) nelinearndstima veoma teZsk problem
s uatomatiCke tadke gledifta,koji traZi individualni pristup uw '
gvakon konkretnom sluniaju.lajbolie do sada su izuSeni konzervati-
. vni sistemi sa jednim stepenom slobode oscilovanja;Van der Poll-

ovz jednadina oblika

dx 4L =0 S ’
palsegp Y ¢ B _— QL= - 1
c[fz-‘ ::(4 J:)dt ( 3)
sa metodom koju je predloZio Van der Poll za njeno refiavanje,a ko-
ja Jje analogna Lagrange=-ovoj metodi primenjivano] u nebeskoj'me-
hanici,je odigrals vaénu ulogu u razvoju nelinearne mehanike,ﬂéq
ko je u tom perlodu blla intuitivno izvedena,bez Od'OVdrdguClh

mauemwtlcklh dokaza.

Nagvedimo neke tipidne primere nzlinearnih sistema.

l.Bajprostiii primer nelinearnig oscilabora Je obi-
$no motematidko klatno (Slel)8ija je jednadina oscilovanja oblka
2 ‘ ) ’

miii?fv- mg[ sinP=0 ‘ (14)

gie je m = masa, {£ - duiina klatna, /S =~ ugao otklona od
vertikalnog poloZaja.Frekvencija oscilovanja takvog klatna zavi-

gi od amplitude oscilovanja,pa oscilovanje nije izohrono.

20.0scilovan je mase na opruzi nelinearne rarakteri=
stike krutosti opruge,koja zavisi od koordinate = i Gija jJe
jednalina

: - o 15;
méﬁf‘f@):()_ 3 | -3
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I o ovom sludaju se javljaju neizohrone oscilacije.Karakter neizo= .
hronosti zavisi od vrste nelinearnosti opruge (Sl.2).
3 Prmer osc:.latornog elehtrlcnos kola koje se sas=
tedili ivzv kalema samoindukcije I sa gvozdenlm jezgrom i kondenza-
tera kapacitivnosti Ceoleka jJe (ﬁ .magnetni fluks,koji prolazi -

kioz kalem.Tada Je jednadina za proudavano kolo oblika

d 4

4
- P o= 0 ’ 16
dt* £ . -8
gle je struja 4"—-4'(95) nelinearna funkclga nagnetnog fluksa
(21.3).

4oPrimer vertilzclnih oscilacija mase m ns Htapu
SGuiine € sa vopreéniv presekom A 1 sa modulom elastiinosti.

Bous pretpostavku da masa vrii samo veriikalne oscilscije i da se

masa Stepa ‘nem'mge,& uzime u obzir unutrainje trenje pomodu
funkcije o q’:(x) s8de strelice oznalavaju smer rasta (opa-

c‘mnja) funkcije sa promenljivom o ,prikazan je diferencijalnom

Jednacdinon oscilovs anja

12 . ‘ : :

v-2C 2 - 17

.-Jﬁ-f-w[cc+ ¢(ac)..0” (17)
. ER

gde Je W= o (s1. 4). =

5,Samopobudni oscilatori su takvi sistemi w lojima
tri izvesnim uslovima pol_oééj ravnoteZe gubi svoju stabilnost i
Jav lja‘ se lfw-etanje,}ioje sistem dovodi u stanje stacionainog pe=
riodidnog os01lovan3a.0s01la013e koje takvi oscilatori vrie su
samopobudne oscilacije ili autooscilacije.Primer takvih osciloci=
ja je elektriéno kolo sa induktivnom spregom sa slike br. 5,38ija

js diferencijaina jednzZina oblika
57 - |
][(V T a0 (18)

gde je sa \/a, oznadlen anodni napon,tj. napon na anodi trio-
de, 4= f(%) . nelinearna karaliteristika triode,koja se ogle~
da u nelinearno] zavisnosti anodne struje od napona na anodi

triode usled dejstva napona nsz re‘s’etki Vq, °
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6olllatno Frouda takodje izvodl samomobudne osci=

lacije,pri Zemu se suvo trenje javlja keo uzrok kovitlanja klat-
na (81-6)-

7.0 naovelenin primerima oscilatornih sintema pore-
nes ",]"1" sile ne zavise eksplicitno od veemena.Ti sistemi su bili
igolovani od spoljaimjih uticaja,i kao posiedica toga sile koje.
su dejstvovale na sistem zavisile su samo od dinamidkog stanja
sanog sistema.Kao primer uzmimo nelinearni oscilator na koji dej~
stvaje siaba harmoni jska poremedajna sila eE.cos_Q;i: i éija.je
ina éinu obllka

Jer
d* = . de F‘ L R |
| CT{—.;- +-;):c=ef(x,g[)+ &l cos (19)

u?

dnja s aga (rad poremefajne sile-u jedinici vremena)

P- f cos.n.f a/i' | | ’ (26)

koJjs se sa silom unosi u sistem za vreme |  ne mo¥e bitno da

izmeni oblik oscilacije.Pretpostavlijajuéi da je refenje jednali-
‘ne (19) pribliZno harmonijsko oblika

X=  d cos (wWt+¥)

g’”g_‘c.
dt

(21)
= - adw sin(wt+¥)

jer mzla nelinearnost i mala spoljainja sila ne mogu da za jedan
pevriod bitno izmene oblik orncilovenja,mofcmo da dobijemo sred=-

nju cnozu P ou obliku

' L geT
P aqweh cos[(m.n)h)‘_'] _ cos (n-w):‘ﬂ”] (22)

2T RN -0 g,

Za2 dovoljno dug period T oscilovanjé,,ovaj izraz za ‘sz:eclnju snagu
P,proktidno je razliéit od nule,samo u sludaju kada je krufna
frekvencija spoljainje sile dovoljno bliska sopstveno] kruZnoj
frekvenciji.U tom sludaju poremedéajna sila koja dejstvuje u to=

ku produZenog vremens moZe da znatno utie na posmatrani neliw
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neaxrni osciletor somo u siudaju kada Je W 0T IIVO TRzZo-
azntno stenje je osnovno 3ili glavno rezonantno siznje.0vie sno
snelizn izvodili na osnovu disto I:-mon‘ ijzlon 01 lilte gonocbvenils
oscilacijé, tako da allo se :.;n;vlwzg. vrii uzim-juéi u obzizr nolie-
neaimi dlan u re enjn koje odmovoda sopstvenim oscilacijoms jrvi-
de se i vi™i harmonici na .

8.Fopredne ozcilacije zglobno vezenog £taps,koji

se nalazi pod dejstvom aksijalne periodidne sile FH)=cFo cosat

{31 7) se opisuju ponoéu Lagthie-ove diferencijszlne je nadino

A
E{—E +© p-rﬁ 005.()_'5]9&’ 0 12z
- E
a kojoj je ,ﬂz_éﬁ_ , 7
na “tapa.smatrajuéi o8 xcosnt  spoljainjinm porencézienm ol.ee

~zavojna krutont ftica, £ o= oli-

no de, nadjemo srednju snoou v prvo] eproksimiciji u oblil:

- totT
o GA [cos[@2e)t+2¥]  os[ta-20)¢t - 2¥] (24)

¥
47 Q. +20 0 -2 ¢,

Iz poslednjeg izraza se vidi de rad izvrisn porc.:éajnom uilonm

'\»

2 .
wlm cos.at za duZi intervsol vremena T nije Jednszk nuli u zlu-

daju kade je £=2w ,08n0sno W= :(-Za— «U ovon slulaju se uolavz

rezonantno <ta rrg\/denultlpllkuc:lono rezonsntnog sntonja.

9,0scilacije klatna promenljive duiiine mosu se

opisati diferencijzalnon jednalinom oblike

d 294 :
;,T{m l'(é)dsz+g/(l‘)s:n§0=0 i’

gde je Y ugeso otklona klatna, £(f) duiina latna,i funkeija

ro
wn

~

je vremena, m Jje masa.Ovde imamo zludnj sporopromenljivili nora=

metara sa vremenom,

(Il

Iz nabrojenih primera mogu se naslutitl ncle tes
koée na koje se nailazi u obijainjovanju pojzva u nelinesrnin

istemima o kojima de dalje detaljnije biti redi.
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I.METODA  N.M.KRIIOVA I N.N.BOGOLJUBOVA

Yetoda J('/obmovpa-EozoMSoga, je asimptotska i pri=
menjuje se za nalafenje refenja sopstvenih oscilacija sistema bli=-
“gih linearnim.Ova metoda Je dobila Siroku primenu u radovima d(}au-
2o6a 4 Bowmodoba , Mumponossckoe i mjihovih uSenika.Pokazade~
mo esnovnu ideju i postavie ove metode na primeru diferencijalne

jedna.-;’; ine oblika

£,+caac ef(x’di- (1)

gde je & mali pozitivan parametar.ietoda se zasniva na fiziékoj
predstavi karalttera proudavanog oscilatornog sistema,kada nema po=
remedaja.lada je & = 0, teje. kada odsustvuje poremedéaj oscilova=

uje je &isto harmonijsko oblike
x= a cos¥ ’ - ‘ : (2)

sa konstantnom amplitudom .a i jednakopromenljivim faznim uglom
W
i

da _, d¥. .

dt CdET (3)

Pojava nelinearnog poremedaja dovodi do pojave u reSenju jednadi-
ne (1) visih harmonika,uslovljava zavisnost trenuine kruZne frek-

dt

éanje ili smanjenje amplitude oscilovanja u zavisnosti od energi-

vencije od amplitude,a mo%e da izazove 1 sistematsko uve=-

je koju apsdrbuje ili odaje poremedajna sila.Svi ti efekti iS8e~

zZavaju u granidhom sludaju & = 0,Uzimajudi to u obzir reSenje
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jednadine (1) traZimo u obliku reda po stepenima malog parametra

u obliku

a::dcos'?-#»’éu,"(d,?)+¢52',uz(al‘\f")+... ' 0

gde se u"(a,?), Uy(d,¥) 5 s++++ Javljaju keo periodidne funkcije
vgla ¥ ,perioda 2% ,a velidine a 1 ¥ kao funlzcije

vremena odredjuju se iz sistema diferencijalnih jednadina

3.’?:.—.5,,94(0)+£%Qa(a)+---

[~

iia taj nadin nalaZenje asimptotske aproksimacije reSenja jednali-
ne (1) svodi se na izbor odgovarajudih izraza za funkcije 4(@¥),
R 3 P tako da izraz (4) nkome a i ¥ Dbivaju

- zamenjene funkcijama vreiena,odredjenim iz jednadina (5),bude re=

genje poletne diferencijalne jednadine (1) sa odgovarajuSom tal-
no $éu. ,

. Kada su nadjeni eksplicitni izrazi za koeficijente
razlaganja w izrazima (4) i (5) pitanje integraljenja jednacdine
(l) svodl se na proétiji sludaj integraljenja sistema diferenci-
jalnih jednaéinai(S) sa razdvojenim promenl jivim (argumentima),
koje omoguéa%aju izuéavanje pomodu poznatih elementarnih nadina.

‘ Odredjivanje koeficijenata redova (4) i (5) ne pret=
stavlja principijelni problem alk s obzirom da formule vrlo brzo
postaju sloZene,to praktiéno efektivno mogu da budu nadjena samo
" prva dva &lanae
Zadr¥avajuéi se u redovima (4) i (5) samo na prvih

m &lanova t.j. stavljajudéi da je

m .
:c:acos*/’-ézf‘ui(o‘,‘}') (6)
A=4 )

i

m .
ig.z é‘ (a)
-k

g.;rz Q)-f-zm_é‘.@]si(a)' (7)

A=A
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dobijamo aproksimacije prvog,drugog i t.d. m-toz reda,ili uwopste-
e tako veliko:: reda.To je zato jer je poznuto da se praktidéna
srinena asimptotske metode odredjuje ne osobilams konvergencije
rodova (4) 1 (5) pri  m == oo ,nego wusimptotskim osobinama za
Zadst broj &lanova -m ada je & - OQNeophodno je samo to

da pri mzaloj vrednosti parametra <& izraz (6) aprolsimacije re~

fenjs Jednaline (1) i za dovoljno dug period vremena daje dovolj-

no tatnu aproksimaciju.sato se obilno redovi (4) i (5) pretposta~
vljaju kao formalni,neophodni =za nalaﬁenje asimptotskée dproksima=-
cije (6). . ‘ v v

C Nala%enje asimptotskih aproksinacija moie se.
péstaviti i stroZije kao nalaZenje takvih funkcija y;@gﬂ~; a%lﬂ)
i Ji(a) da izraz aproksimacije reSenja (6) u kome se funkcije-
Tremena @i ¥ odredjuju jJednalinama m-tog'fribliéenja'(7)
zadovoljeva jednadinu (1) sa taénbééu do malih veliiina reda
™, N
A U posmatranom sluéaju jednaline (1) mogude je
ustanoviti konvergenciju redova (4) i (5) pri veoma opStim uslo=
‘rima postavljenim za fuﬁkciju‘f@r,ggv ,8li s obzirom da éemo da-
ije imati {4 slulajeve kada su posmatrani redovi divergentni,to mi
‘ovde neéemo vezivati izlaganje metode sastavljanja asimptotskih
aproksimacija sa dokazivanjem konvergencije 1 zato demo redovima
vo.stepenima maloz parametra € davati formalni smisao.

) A Napomenimo i nekoliko redi o proceni gre¥ke.Iz

¢injenice da dobijéno pribliZno reSenje zadovoljava jednadinu (1)

&™1 to i pomodéu majoriranja se moZe utvrditi .

sa gredkom reda

da de odstupanje pribliénbg refenja od odgovarajudeg tadnog (uz
saglasnost podetnih uslova) biti ogranideno velidinom reda &£™% i

na taj nadin razlika ostaje mala za ma koliko velike vrednosti
et gsam0 ako Je nali parametar <& dovoljno mali.

Pitanje strogos obrazlofenja asimptotskih metoda
pretstavljs poseban Sisto metematicki problem koji ima znafaj za
teoriju diferencijalnih jednadina sa malim parametrom.

Nalafenje funkeije 4@y , A(a) i B@
sadrZi u sebi izvestan'stepen proizvoljnosti,a da bi odredjivanje

tih funkecija bilo jednoznadno moramo postaviti za njih dopunske
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uslove. J'edjuiim i izbor dopunskih uslova J« donskle proilzvoljan.
Kao dopunski uslov mi boramo uslov da u funkcijama AL (a,¥) ot
sustvuju prvi harmonici,t.j. potrebno je da bude zadovoljen gle-

dedi yslov
249"

¥ ) A.T"'/zzi"")m »
fud-(a,v) e d¥-0 (f; = ) o (8)
0 " o ‘ '

Fizidko obija¥njenje uslova (8) bi bilo u tome da smo velilini
a. dali smisao potpune (pune) amplitude prvog osnovnog harmonl—
ka oscﬂovanaa.})lferencw juéi izraz (4) i uzimajuéi u obzir iz=

raze(5) zd amplrbuc_lu i fazu prvog hermonika,nalazimo da Je

3%1* ‘0_' wsin¥ + é_{ﬁ,(a) cos¥—adb, @) sin’¥ + Q7§'fz/'

+& [94 Ca)cos"f’—ajb(a)smy A (a) ‘- P a )au, %Qa +(9)

.,.,53’1[.._.:;
e

prrcia cos‘?+é‘{ 260.4 sin¥ - 20 adB,cos¥+w? QY’;}‘*
+& zr( -Oc% 2wad, Cos“f' (2&).# +2ﬂ£+ﬂ4~’a)5m%‘
ENCoY

+2¢0;Q qu%49,u, 2 e +&2

a¥2

Desnu gtranu diferencijalne jednaline (1) uzimajuéi u obzir iz~

vode (9) i'(9”) moZero da napifemo u obliku

a}(oc,gf) =ef(aéosv‘;fawsinvﬁ * fz[xa,(a,V)ﬁéacos)‘; -awsiny) +

(ﬂ cos¥V-a 4Sln’)"+ap )f (acos¥; - GLOSm')‘)}-;.éb (lO)

D& bt posmatrani red (4) zadovoljio poletnu jecnadinu (1) sa

tadnoidu do malih velidina reda &™™

92 neophodno je izjedna-~
. 81ti koeficijente uz jednake stepene malog parsmetra <&  sa le-

ve i sa desne stra_.nejedna‘c’:ine (1) do &lanova m~tog réda,uklji).—




2le

cujuéi i &lanove m-toz reda.lac rezultat dobijumo

) g}uz+u) f(ay’),; gwﬂ sin¥ + Zcoao?J cos¥

(11)
(é=42,3,.-.m)

sde su oznoke sledede

a¥)= f(acosY’ -aw sm?’)

"E’a

r ~ ' '
(@, ¥) = U, (a,¥) £c(a cos¥, -awsinY) + [o@, cos¥- PByasin¥+ “’5’%4]*
'-44 ‘

b ) 2 A
xf;(acos)",—awsmv) + (aoﬂ -,#4 907(54)”53‘/. + | (12)

T(E‘A4g54 4;/?4‘2)5’"7/ 2"3-70 9#4 -2 t'j-lba;ﬁlz

CFT 0000000080000 sses 0 O ¢ O 6 0 & © v 0 @ » e &

vidi se da su funkeije f.(a ) perio‘diéhé funkcije promenljive
b d perioda 2.’]?‘ i zovise od amplitude @ prvog harmonils

' Da bi smo odrediti M@ , Pyla) i MU,(a, "”)
iz prve jednaline sistema (11) wrazloZimo funkc:LJu '-F(a\“) u Fouri=-

eTov red “
F(a,v) Z ﬁ'g) ei - (Hr? ) : (13.)

("‘) ' . o ‘- » » r 3
&de su £(a) poznati koeficijenti Fourierovog reda
- .
atm 2

j(aﬁ*)- ff(a,we a/Y | (4'=V-7:) | (14)

1w oblivu;.
a fuzu!:o,;LxL A (a¥) potraiinoyFouricrovos redsn

, v

A (a,¥) = 2 ATy €F (15)
e

sz nevoznatin koe;lcmentma Tanvoja ,u('f:z) yPa izraze (J"‘)

i (15) unesemo u prvu parcijalnu dlferenc:laalnu Jednacmu oicte"
ma (11) tako da dobljemo jednaulnu
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S ot e “’*Z ;z';;e' "l et

me—=° Mmz—ce (1(1)
iz }o;]n izradunavamo ncloana e funk f"lJe 1/, (o() ’ JQ,,(G) i J_)),(a)
¢ koriateli metodn ‘]G..Jlu].lh toefici‘enata uz iste horronie,n o

e, dobi "’j"lO

2\ : :
+ O 47”? 'Y’
-Am
Uy(ay¥)= Z 25,.(4 mﬁ)wa ]C (@cosY, ~awsin’¥) € dY i
mz=-0°
m¥id

i

| 2 |
’ a)%(a) = - —- f"F(acos"l’ au%m’\") sint dV

e
173
Ojb (@)=~ 2 :F(acos'* awsin¥) cos ¥dV .
N 28? aw
Yo elifan nedir relavijudl drugu Jefnedinu sistens f11} Jobife.
_ o5 _
- ’)" :
Ay (@ E f £ ém
@n- esm T J L@ e dY
(M#u)
?) 2%
i_{ . 7 4 _;"._
7Q (‘“)“ —523-;]2‘)94975 ‘ﬂ‘f f!( __,"’ "33‘,{’# e;;izig(‘?,\}lji; coal’“fﬁ)alﬂf)
¢
"'(t'g"c"s%a@?s"”‘?* )"i{’\ ¥ “"‘fﬁfw Js m¥d?
: Fno o dd il ‘
(})&(a)z'elé é‘ﬁl' aj Z‘J 23‘",06' ZAt {a ) (aeos"f’ awgsin) +

O

: !
+ (/?4 cos¥-ad, sin7+ w aa-;-{')i.c (acos'ﬁ—awsin?‘)]cos‘fc/“f’
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Pri relovenju vedine pralrtidnil zoatelia za sastavlijnje asimptote
skih esprotimacijsa sasvin je dovoljno da se ogranidimo na prvu ap-
regimaciju koja moZe biti pretstavlijena u obliku
x=da cosV (21)

|

gdc se amplituda @ i faza ¥ odredjuju iz jednadina prve : }
. - N i

|

\

aproksimacije

i!q=££4(a)
ot S

- g ' » C(z2)
9w ¢ & B (@)
ot

u' kojima su funkcije Jqq(a) i £4(d) .odredjene formulama (18).
Ov jednadine prve aproksimacije je moguée dobiti i drug-im netoda~

M&. e




T .1 .METODA KHIIDVA-BOGOIJUBOVA—];ZITROPOLISKOG

ZA WALAS JE RESENJA NELINEARNE DIF: TRHN-
- CIJAINE JEDNACINE S4 SPORO PROMZNLIIVIL

PARANTETRINA

. Ova metoda se primenjuje za nalaenje relenja
.d.i-;f'erencijalne jednadine oscilovanja sistema sa Jednm s‘cepénom
. slobode oscilovanja i sa sporo promenljivim paramétrimad-.’;etoda
Se zzsniva na asimptotskoj me_todi Krilova=Bogol jubova.Da bi smo .
pokazali sultinu ove metode posmatrademo diferencijalnu jednali-

nu sa sporopromenljivim parameti'ima

o |
i{'[m&)b’f + £ 2yx= eF(’t”'x,d* : : (1)

gde je' & mali pa.rar-!.etar, 2=<¢¢ 'sporopromenljivo vreme, XU
_generalisana koordinata,¢ vreme, M(?) i (%) inercioni i
kvazielastidni- koeflc:Ljen‘taPretpostavlJamo da su 1f0ef1c13ent1
jednzdine (1) ' m©) i 2(%?) ,a tekodje i funkeija F(?;ac, )
diferencijalbilni i da su u intervaelu 0£74&  ,inercioni i
kvazielastidni koeficijenti mce) i £(?) pozitivne Ffunkci-
jé sporopromenljivog vremena.Fretpostavka o sporopromenljivim pa-
ranetrima sistema ka¥e da se oni veoma malo promene za.vreme jed-
naka periodu je.dne sopstvene oscilacije.

‘ Jednovremeno sa posmetranjem diferencijalne jed-

nadine ( l) prouclmo i homogenu diferencijalnu Jednac,lnu
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d’x ‘ .
m(?) =z +€(F)x=0 , : (2)
dt
ade se parametar € posmatra kao ﬁarametax konstantne vrednoshi
a sa tim i inercioni i kvazielastilni koeficijenti m(®) i <@,

kao Ffunkcije zevisne od Lonstantnog parametra.Diferencijalnu jed

nedinu (2) dobijemo iz jednadine (1) kada stavimo da je‘e =0 i
parametar =~ sporopromenljivo vreme £ posmatramo kao konétantni
%0ji ne zavisi od vrenena.Jednadinu (2) éemo nazvati jednainom
neporemedenogs oscilovanja, a koja odgovara jednadini (1) poremé-
denog oscilovanja. ,
ReSenje diferencijalne jednaéine .(2) neporemede-

nox oscilovanja je Sisto harmonijskog oblika
x=da cosV ' - 03

sa konstantnom amplitudom i frekvencijom

da _ d¥ _ | |
o bl (4)
‘gde su VYowi+l , @s= V:-S—‘(—g i 9 = const.

Pojava nélinearnog poremedaja,a takodje i zavis-
nost parasmetra @ kao = sboropromenljivog vremena- od vremew-
naAdovodi do pojave u relenju jednaline (1) dopunskih &lamova
u poredjenju sa oblikom refenja (3) neporemeéenog oscilovanja.

Tako sads emplituda neée biti konstantna,a ni frekvencija,koje

(e}

e zavisiti i o sporopromenljivoz vremena.Uzimajuéi sve to u ob=-

I

Ar,priredno je da relenje jednalins (1) pretnostavimo u vidu re=

L= deost + &M (T, 62"‘4{.2,(2"_.&':\'_(') e - (e

1
S

u konez su 4,(5e¥), L3(8@¥) , + o « o periodidae funkecije ugla

. [N - e . s
Y perioda 24 ,a velidine d i ¥ keao funkcije vremena

pretpostavime u obliku

2%?:=-é 0@4(2760 +<59u42(23a0'+ -----
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dy_
dt

o) . o
gde Je oq@j:V;£§a-i"sopstvena",frgkvencija proudavanog oscila-
tornog sistema za sludaj neporemedenog oscilovanja, =&t .

(0(?‘)+£ JB Ea)+ é".ﬁ (Ba)+-- ' . 1 (%)

Kako pretpostavljeni redovi u sebi sadrie mogué-

: nost viSeuznadnosti to usva,aamo dopunske uslove oblike .
Jﬂ/z(m(?,aﬂb)e d¥=0 _ (J:V:[- R m=l,2,---,m>‘ - (8)

Jvodaenae ov1h uslova je ekvivalentno uslovu ds amplituda
m:edstavlja punu (potpunu) amplitudy prvog osnovnog harmonilia,
Diferenciranjem pretpostavl,jenog reda refenja

(5) nal‘azimo njegove prvi i drugi izvod
dz_ da au. gu J¥ au, aau |

c + g, asin =2, }
CdE it res tefr S [Sy'f *+(9)
L gtPMa, 33Ma '
¢ tE€%F

d'c _ d%a 2, g2 34 e, L29% j+
E == CDSY’+£ +& ’-# ] dz"'/ s:n‘)b+£3-¢+£‘-a—'¢‘+

U, uw, da oY Uy, 2 s, ],
)Zéaa1 +€ Sar * j +R 77 Gri-sin ¥+ éaaY et j

*dV)"_dc e, o.aua 29%y , 33,0
*(22'[ os?“caw éaw ]+2 Coasr T sam T j

gd"/'é_ga.l/4+ 39119. ] £3 ;2

"awz e
dtl sy o7y’ Sex+€ *

5Tr T of2 (97)

Diferenciranjem sistema diferencijalnih jednadina (6) =za amplitu-

du i fazu osnovnog harmonika dobijamo sledee izvode

aa?4 oR
df’ ("Q4 39 62'4 éb
4 c/(OCt) 9B _9.2.54 3.
dJe-¢ar *¢ (JQ4 * 3% )+ e (10)

{C_{_a_ 52‘,0 + &>




27: )
”-‘-’;’Y ef 0w + & [a(’ () U‘l,Jb] F &S
a
, V)' w'(7) + Zecac?)cﬁ + & 075 2(0(?)J3]+£

(g;‘;' = o
Unofenjem izraza (5) (9) 1 (10) u. diferenciaal—
an Jednscmu (1) 1 1zjednacavan3em koeficijenata sa leve i desne '

-az_'ane uz Jednake stepene &  dobijamo sledec:L sistem ,]ednacma :

mE) = oY, +a) (?)u_] f(?'a vpz»»mwzm& s:n"/’+2mez~)w(?')e75 acos (11)

oy
, + dIm@ow] , sny
‘ ‘ d¥

. 2 9-9 ,
.fl("i g.fbw(e')u,] f(?’a‘)"_)-f m(?)[ém)ag}a_ ?_&Jqq an 2 e _ :

)
j”;f" ”‘f;,)]cos’fwm(?)ﬁw&)ﬂ +2_A2433 tass J&, N
a:]b, dmm adB, (2
“4 T m(?')] s"’y
& ade su uvedene oznaka v '
. ’fJ'(?'a‘fh F(e'acas?’ -aq) sm‘f’) | L (13)

T(‘t a,“i’) F (?' dcos‘f’ -GMStn"f’)M4 +F (Tatos‘f' awsm'}f) .

9/14

[_;4’ Cos¥ - ae%,smh 9"'40(?] mcz)[:e £0<e~) Z::W 1)+

U, dw(e), B, W) dm )

W, P
+g—y—2a9(z)c73+ay o T ¥ m@) T O (18)

® 00 ® & e & + 2 e ® 8 & & 8o

Iz parcijadne diferencijalne jednadine (11) uzimajuéi u obzir
uslov da femkcija ,q,‘aqu) ne sadrzi prvi harmonik i kowisteéi
ge razvijanje;n funkeija u Fourierov red nalazimo izraz za funk-
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ciju AL, (%a,¥) u obliku

Y’
A f Gaye "
ekl ea“c&) *“4 n* ‘JC ) (15)

Iz uslova da funkcija &Y ne sadrfi prvi
ha.lmonll' dobl,]amo J.zraze za trazene nepoznate funkeije ::Q,(?‘,d/ i

Pe)  w obliky
257

] dlroroe] f ety
?@ (T a)= - 2mmfoar) . dT eﬁi’m&)m&) JC &, )5 " (16)
25 7

":3)4(2\157):“.2m ff(rq Y’) COSYI G/Y

. 'Ya taj nadin u prvoj aproksimaciji imemo asimptotsko relenje di-
iarencijalne jednadine (1) u obliku

x:= o cos¥ . (17)
~gde se Q@ i V¥ odredjuju iz sistema jednadina prve aproksima-
cije : : v ' 25 '

01"-';. ca c{[mmm@]

it Zm@wom 2 wrmcz)m(z,)a ff{?m«) s:n)%/?”

— O) - < |
dt =@ 2Fm@o@a ;f 5&@30’17’) cos¥ol ¥

‘koje su diferencijdlne i sluZe za odredjivanje amplitude i faze

osnovnog oblika oscilovanja.Te diferencijalne jednzcine prve ap-~

rolksimaci je moZemo da napifemo u obliku

da__ _ ca dlm@ )] _
di " " am@we de

4’ - QEa)

Sy a
| (193

gde su redom S'e(‘Z‘,a) i a.@&a) sekvivalentni ‘dekrement prigu-
Sivanja i ekvivalentna krufna frekvencija poremeéenog oblika og-

cilovanja i funkeije -su amplitude i sporopromenljivog vremena:




,211

Se(2a) = f L@aysinvd¥

2d'm ct)wma
(20).

Pl
AX (?a) 17%) (2‘) Foa C?)a ﬁ(i‘a "P)cos’)" a/}"

Iz parcuaalne diferencijalne jednaline (12) na slidan nadin nale-

zimo izraz za 4L(Z,a¥) u obliku
! [

e )

2, Y)= - Z f,,: o/;f(m*)é’ Tav (@

a iz uSlova da funkcija Ad(%,a,¥) ne sadrii prvi harmonik dobi-
jamo izraz za J,@a) i Jh@a) u obliku B

: q)_’é&;a): [c} 93, A2, 34’. a d[mmﬁ&, ]

| 2”‘” )
25
m f(?aV) sm"/’o/’y’
2 ok A d[m(t)ﬂ
fﬁz@,ah [ ek q°75‘ me®) 1]] (22)

24
o4 |Leaweostd ¥
2H Mm@ w@A ./»;g &)

Asimptotsko refenje diferencijalne aednacme po=
remeéenog osc:Llova.nJa u drugo;] aprolcs1ma,c1;]1 mo Zemo da naploemo

u obliku

= o cqa"/’ + <4, (?;0(,'7") : o (23)

u kome su amplituda o i faza ¥ kao funkcije vremena od- |
redjene iz jednalina druge aproksimacije
A da _ éﬂ4(2;a)+61}22(2‘,a)
dt
d‘f’ W@ +£J5,(‘ta) + &2, (ga) (24)
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a u kojiﬁla, su fu_ﬁkcije JQ,CZ',CJ) i “’2)4(?)‘7)- ‘odredijene izrazima
(16) ydok su funkcije A@a) 1 Dya)  ocaredjene izrazina
(22),i funkcija A,(%a¥) prema formuli (15).Naglasiemo da u
svim dobijeﬁim’formuiama. a i & posmatramo kao parametre

_ konstantne vrednosti prlllkom integraljenJa po argumentu v .

. UporedJuJucl izraze za prvu i drueun aproP31mu01—
© ju sa rezultatima dobijenim u paragrafu I. utvrdjujemno da je op=-
§ta ééma nalaéenja refenja u 6ba siuéajé sasvim analognae.Jedna=
¢ine prve aproksimacije (18) razlikuju se od odgoyérajuéih jednao=-
Einé prve éprékgimacije dobijenih u prethodnom €lanu prisustvom

sporopromenl jivog vremena i dopunskog &lana

ca - dfmoom].
S 2m@ow@y | de

" Ya taj nadin,u prvoj aproksimaciji spora promenljivost inevcio=
nog i kvazielastilnog koeficijanta,osim’naruéenja harmon:cénosti
‘uvodi i "dopunske sile trenjar,éiji znak zavisi od toga na kzkav

nac1n se menjaju parametri izudavanog osc1latornog sistema.

Pri sastavl;aau asimptotskih aprok51ma013a reie=
nja mi smo umestd»integialjenja jedne diferencijalne jednagine
drugog reda problem sveli na integraljenje sistema od dve diferen=
‘éijglne Jjednacine prﬁog reda koje u mnogim sludajevima ne mogu
da.budu_integréljene pomodu_elementarnih funkcija i tada njihova
rééénja moZemo da traZimo samo numeridki.Numericki bi isto mog-
1i da ‘integralimo i podetnu diferencijalnu jedna8inu,ali se jzve
1ja moguénost pojave sistematske'greéke u toku numerickog prora¥
éuna.Numeriékd»intégraljenje diferencijalnih jednalina prve ap-
-roksimacije ne pretstavljargéghge kod. njih kao promenljive jav=
ljaju emplituda i faza,a ne samae oscilatorna funkcija o€ .Za
'dobijanje ﬁotpune.slike procesa ovie je dovoljno da se izradunsz
né veliki broj taéaka rasporedjenih na relativno"zlatlojvkrivo]

Mo suttinski uproiduje nuneri :Eu integruciju,jer Jje ta krive
obvojnica funkecije retienja < ' o
‘ A Izvefideno jo! zo neke specijalne sludajeve di=~.
frenencijalne jednadine (1) diferencijalne jednaline prve aprok-
simacije za amplltudu i fazu osnownog poremedenog oblika oscilo-

vanjae.




} Neka. 1 izudavanom oscilatornom sistemu ‘nena tre-
..ja,tada. ,jednac1na koja opisuje kretanje ima oblik

b3 “dé * (?)ac =&4.(¢, oe) . _ (
1 tom slnéaau jednacme prve aproks:.macije imaju oblik

fa_. . ea dlmzoE)] ST _
m! Zm&-)ca(w o{ ' < ' 4 ' (26)

cry j :
= (e ,
Al ( ) ZJ”mc'z)cacg-)a JC &) cos7d ¥,

_ovad s:.stem dlferenciaalnn.h aednac.ma prve aproksmac:.ae se moze

mtegrahtl,pa iz prve jednadine dobi jamo

(# 8 ) : - ' - ’ )
fm(t)w(t)]”" L _ R (..2.7)

) ~"de je - da, ‘poletma vrednost amplitude za £= O;Unoseéi nadje=-
v vrednost a.mphtude u drugu Jednacmu sistema (26) dlferencz.;]a,l-
sih jednacina dobi:jamo ‘

fmecwoll' ” L ) "(28)'

. .c:de Je 25"

| < (29)
'we(t) com 23r[ma~)wez_]”2 ﬁ ( ’[mzr)ocrj'”’ﬂc”%,? B

Na taj naéin u prvog aproksimaci;ji, oscilaci;je koje se. 0plsuau
4iferencija1nom jednadinom (25) sa sporopromenlaivim parametrima,
su "sinusna" sa amplltudom obrnutoproporc:.onalnom izrazu [m(?)a)(zﬂ/a

i fazom kao.]a. se menja po zakonu (28).
Kao drugi primer posmatramo diferencijalnu jed=
‘ nadinu oscllovanja sigtema sa sporopromenljlvom masom koja se na=
18.21 pod dejstvom linearne elastiéne gile cocz-)mccz)j; sa sporo=-
promenljlvin kpefic:Ljentom elastvicnvostq. i nelinearnog otpora ko= '
i1 zavisi od brzix_ie i si:orpxiroﬁgnljivbg vremena.Diferencijalne ‘
Jednadina poremeéaﬁog bscilovan;jaje tada ' ‘ )

TR SN
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:'é__[m(z-) dx] o) w
Fi L JE/t eI = ]('(2351'2‘ | . | (30)

U tom slucaju jednaoine prve aproksuma013e su

da | d[nzcwcoce«)]
d¥ Zmez-)woz-) dr za‘?mmwm JC(?a'Y')s:n'Y’ol‘l’ 1)
}c!;[]%‘kajcf); N | |

1=z druge~jednaéine odmah nalazimo zakon promene pune faze osnove-

- heg osbllka oscllovanga u pﬂvoa aprok51ma0131

. Iz druge Jednaolne sistema dlferenclamlnlh Jjed=-
nacina (31) sledi da kruzna frekvenclja oscilovanja sistema -opi=
. sanog Jednadinom. (30) u prvog aproks1macijl ne zzvisi od ampli=-
tade,s zavisi samo od. kara?tera sporopromenlaivih Ykoeficijenata

mcw i e@). '




.IT. STABIINOST OSCILOVANJA

I1.1.STABIINOST KRETANJA I TEOREME LJAPUNOVA

v ‘Ako se stvarno k'refta.nje podudara sa odredjenim
zél;o:aom kretanja,onda takvo kretanje nazivamo neporeme -
Seéena kretan j e, za razliku od svakog drugog sa 1-:ojim'
£2 budemo uporedjivali,a koje nazivamd poremedeno hetanje;oastu-
ranje poremecenog kre'ba.hja od neporemeéenog kretanja nazivamo po-
romeéaj.Pod poremed a jem moiemo podrazumevati i ot-

- 'klo_n sistema od ravnéte%nog poloZaja,a oscilatorno kretanje pore=
sedenim. stanjem ravnéteie 'sis’t_;ema.Zada’cé.k proulavanja odstupénja
avor_emeéénih kretanja od neporemedenih stvarnih i zada’cih,pripada
oblasti koju nazivamo stabilnost krefanja.Poseban sludaj je kada ~
vzutavamo odstupanje poremecdenog od neporemelenog stanja ravnote=
Ze,a to je sludaj izudavanja stabilnosti stanja ravnote¥es
Postoji vifie pristupa u refavenju problems sta-
bilnosti kretanja i stabilnosti poloZaja ravnoteZe,medju kojima
Je najopstija Ljapunovljeva teorija.Problem o stabilnosti kreta-
nja u najopdtijem obliku prvi put je bio formulisan u doktorskoj
disertaciji Jls_'ngyoﬁq pod nazivom " 03’uéaa, sagaca of yc'n}od— '

Kuboemu 54{40@9#4:3, " (1892 god.). ﬂa:ngyo'g ‘je u diser-

- taciji razvio metode refavanja zadatka o stabilnosti kretanja.U

Slanku n Ucenegobawue oguoio ocodenneloe c.nyllaE& sagaiu
o8 gemottuugocm qéuncenus” (1895 = XVIT fun 2 Waw,eS. Nanyob s
dao uslove st‘a.bilnqsti pomoc’:u jednadina sa varijacijama ( ,"allaag—
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Henua £ Zapua%qags") za nelinesrne sisteme ¢ije se stabilnost
‘ne moZe izudavati pomoéu linearnih &lanova,

Ovde de hiti redi o sta abilnosti poloZzjs ravno=
tefe i kretanja.(prelaznih'stanja) keko jJe to.Ljapunov nosmztreo
u funkeiji malih promens poletnih uslova.Definicija °ﬁabilﬁ03tl
o Ljapunovu polazi od Cinjenice da se d~nam1cli si
izloZen malim promenama pocetnih uslove vrada ili
stanje -5ravnote§ni’pdlo%aj;étabiinost kreténja znedi zevizi od

poletnih uslova,keraktera poremedsjs i Pfrﬁ*tarlzuﬂsn gl tema,

Definicija stabilnosti Ljupunove je opdta jer obtubve
nslove dinamidlog sistema 1 is.itivanje cisbilnosti zy:ovedli.n
06 w0su na okolinu dmula poletnin L°1ovea

Dinami3ki sistem se mo¥e ‘prikazati sisitemc dife-

renéijalnih jednadina oblike

i:x: , ' ’
Jf ch’)x’-; T :X:,,) (:(: 4,2)%,... )n) . l"l:}

sa poletnim uslov1ma X (0)= Koy s £=1,2,%,.0.,n.%a stacionarno
tanje definisanog dln?mlcko~ letena notrebno je da Je zedovoljen

sistem nelinearnih Jedna01na

bci}i:ﬁlii‘;:'." -ain)‘-'O' (i=4,2,3,-_---3’n) ‘ (2)

Ako su reSenja diferencijalnih jednalina sistema (1) u obliku
X=X () 1 ako je d;(o) u blizini wavnote%noz poloizja X ,
to ponaianje funkcije X&) no¥emo posmetrati u odnosu na rave
noteZni poloZaj i uz transformeciju koordinata‘m;&)=5i~+ék(€)
sistem dlferenc ijelnih jednadinsa (1) moZfemo transformisati na
slededi oblik ‘

A4 . Tt .
?ﬁ. = 5(@,+g,,ac,_+ld,?<--~ ;xn*‘g'l):f(‘ghy‘hv'“ g"’) <3)

RaNnoteénom>polo§aju sada odgovaraju refenja gg = 0 sistema
diferencijalnih jednadina (3) kada se stavi da su prvi izvodi
na levoj strani jednaki nuli. .

’ Definicija stabiinosti prema ﬂ.amguoé -
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bazira se na pretpostavc;l da postoji veza J.zmedJu reSenja poreme~ .

¢anog 1 neporemedenog sistema.

Prena .ﬁanyyag-u dinami¥ki sistem Je stabilan
gk0 se za proizvoljan pozitivan broj & mo¥e nadél drugl pozi-
tivan broj »(€)  tako da budu Zadovoljerie nejednadine

I‘jul & '2(5) :

wwlt—é o (4=423,.00 n)

(4

i svaki trenutak vremena t=1,
U teoriji oac:.laciaa. ova defm:.cl;;a ima isto
medenje kao i kod stabilnosti kretanja uopite.Prema Jla'ngﬁog-u
stanje ravno‘teze dlnamickog sistema Jje stabilno,ako se za zadanu
'c"oL.nu & poloZaja ravnoteze,moze uvek nadéi oblast 'Z(E) takva
' 4o posmatrana tadka sme$tena u podetnom trenutku u toj oblasti
<~ dostigne nika.d. granicu & o . .
Stabilnost zahteva funkclona.lnu vezu '2(5) i
& ,Kada vreme te¥i beskonadnosti,tj. & - oo moguda su dva
giudaja: da Je gi(é) . oscilatorna funkcija kada je kretanje sta-
silno ( kada me javljaju priguSene ili podrZane oscilacije) i
‘4= se ,y 3] as1mptotsk1 pribllzava ravnoteZnom polo%aju ili nepo=
remeSenonm kretanju kada je kretanje asimptotski stabllno(ova.k:va.
<*‘cab:t.lnost prelaznih-nestacionarnih stanaa u tehn:.cko,j pra.ks:.
automatskog upravljanja je pozelgna) »
U-definiciji stabilnosti se ‘;‘:.esto umesto spsolu=
tne vrednosti perturbacija mogu uzeti.i kvadrati promene polet=
I’“.h uslova pa je ‘

Z_g () < R*

474

Z yr £ RI(R)

Vrednos’c € ,u definiciji ﬂsmyuog-a je tekva da se za donju gra=-

(5)

nicu uzima beskonadéno mali broj,a za gornju granicu se moZe uze~
t1 dovoljno veliki broj.Kada Je broj & dovoljno mali govori se
o stabilnosti i malom,a kada je on dovoljno veliki o stgbilnosti
u velikom.Uslov stebilnosti (5) moZe se obijasniti i na slededi
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Ako se sva reSenja sistema diferencijalnih jed-
nadina (3) na,laze u zoni R ,deflnlsa.no,j koordinatama g(é) pomo=
éu nejed.na.kosti (5),odgovara3uce perturbacije poletnih uslova mo=
. raju se naéi u okolini 'Po koordinatnog p_ocetka,a.ko Je sistem sta-
'bilan,. - SR . |
: ' Kretanje dlna.mlckog sistema mo¥e biti pretstav—
ljeno i sistemom ;jedna.cina,,dlferencl:jalnlh,nelmearnm,prvog Ta=
da obllka.

dx‘~F(£ac,,ocg, N e

u koji;né. funkeije E(t;:xl,,-... .Xn) zavise eksplicitno od vremena %,
§to je u sludaju dejs-tvé(péma.nentnih perturbacija na sistem.Pret~

postavimo da su refenja sistema jednadina (6)
,v-.;‘. r (‘e) A’ =J”2,3, ISP ’h— ’ (7)
za podetne uslove

'E:O x‘:: xoi. o . j:of,z,bj.‘..,n ) ’ » (8)
‘Pretpostavimo da u poéétnom trenutku promenljive «;,, imaju

vrednosti

Koz =Ao; + /j,,: ,’is}q,zl?,:.. - yn (9)
gde su uvedene nove promenljive oblika

X=Xt = :c;(é) + 4 (6 ()

Ovako definisano kretanae je stabilno
a.ko za proizvol;jno mali broj &0 smozemo da nadjemo broj 2(€)>
>0 ,da. ga sve vrednosti 2 z4s budu zadovoljeni uslovi iz ne- -
_ jednakosti ‘ ’

- e @

A I T
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Rezliku iz izraza u nejednakosti (11) moZemo da obclazmo sa

L. . 4. - 5. - ;

Yo= 400 = 20.(8 - . (8) ‘ (13)
i ona pretstavlija koordinute mo gu é eg kletunaa.ﬂogu-
¢z kretanje je odredjeno pomodu welativaih koordinata ly y U—) .

& "nemomce" kretanje Jje odwedjeno pomodu IOlath‘llD kooxrdinsata

4 =0 ,oto je za moguée kretanje polo¥aj ravnoteZc.logude lre-
tonje,odredjeno reletivnim koordinatoma C(/‘.(t)‘ Je po> Jla'nyuo‘ﬂ-u‘

stabilno za vrednosti relotivnin koordinata Yoi = 0,ako za veona
mali broj &£>0 ,mofemo Az nadjemo drugi pozitivan broj. 'Z(&)}O s

tnlko ds relativne koordinate zadovoljavaju nejednadinu

ﬁ.jiz’f)] e ' o
uz uglov da za poletne kooxdinate wvaZi ‘
.l ¢ 26 | (15)
%o svell naredni trenutal vremena t Zz te ,T2j isti us}lov ;tabil—

osti se woZe da napide u ohlilm

/t,

2_/;1 WLt | - (16)
L=d : .
2 Ay & 70
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ITe2 LAI’UHOVIJ’. ‘T‘UITLCIJ A PR 2VOG REDA

Kako Je u vedini sludajeva nelinesrnih sistema
nenogude inte graliti s1atem dlferenolgalnlh jednafina (1) iz
prethodnog 8lana,to je ﬂa‘ngnog dao dve metode. za snclizu ste~
bilnoéfi,koje ne zahtevaju intesreljenje diferencijclnih jecna-
¢ina nelinearnog sistema.

Fomodu jednadina (3) iz prethodno, &lzna,noleno

&

M

da nadjemo brzinu neke funkceije V%yz, ,gn) koje zavici od ko-

O'V‘dInc,fba -' ‘ 3 »(« = 1 2, ),4, o0 ylyll Oblll.u
d .
2-1 Z f(ghg-i, 7“) ) o (

mmkcija, V)4, 4a) moZe biti u oblilu defi-

[
N

‘ni'trie,ﬁemidefinitne ili indefinitne forme koordinata #Hi Funlici-

ja V(g,,y!....,/g") deflnltne forme mo%e se nap‘isati u oblilu

>yl

{ed

~~
N
g

a nalo,ai ze n oblas*i n~to dimenzione zfaore
Z"c'f =R" : ’ (33

» "’UI).LC,l,]a V(’j‘,"gal, 'g.,) ovalo r.‘.e;lnl cna noie vwimeti vrodnoznti

e

Jed:nog istog znaka,a nogtuije .jednalcs, nali soemo u tedlma u ko=

Jino oun ave ‘:oo*-ﬂin'ate g¢ jedneke nulicOvakve funticijo
V(‘J.,g,,m- ,g, naziva se funkcijom ﬂa-ngnog -3 prvog redae
Funkeija V‘#!,ﬂa ”’3") je semidefinitna elio
8su sve ngene vrednosti istov znaka,zli nofe da bude jednaka nu-~
1i u raznin tackema.,a ne samo z: ¢ =0, ‘

I*aprlmer,fnnkci:)a V(g.,'iz) ‘34 *234’41*‘0( Je




3%
aemidefinitna jer je jednalka null za Yy = - g )

Punkcija V(g.,g,) -4,) ima nedefinitnu formu ako
no%e primeti vrednosti pozitivmog i negativnog znaka sa promenom
vrednosti g‘. oFunkcija neparnog stepena je nedefinitne forme, -

dok za stepenu funkciju parnog s“bepena uopste ne mo%emo zakl,juél—‘
ti kakve 3e forme dok ne izvrSimo analizu.Na pm.meru funkcije
a,rgumenata ) 4 1 4, pokazademo oblike napred na.vedenih :'
forml 1ste funkei je.Pozitivno definitna forma je za V(g.,qn,y;) gwg,.* a
dok je za V(g.,g.,y,)q,+2343,*g¢+35 pozitivno semidefinitna forma.Nedefi-
aifma forma, je u sludaju kada je V(g.,g,) g, ‘da. ili Vepueys- Yoo

, Posmatrajno sada sferu _
: % a2 ’ ’ » . '
. =& - . .
2.4 | W

i neka je V@4, - >4a)  Pozititmo deflnltnq funlxclga u oblas-
ti- & .Oznadimo sa P najiniiu. *"runlcu oblastl v na sferi
& i onda mo¥emo da definifemo sledeéi teoremu: '

Teoxremathko je 0%£C 4P ohda je povr-
ine V@ 4e,--,Ym= C zatvorena i ona okruiuje sa svih strana
yVO'éetnu koordinatu i nalazi se wnutar sfere "é Posledica ovoga,

Jje da se za €, € 0P povrs:m:~ V(40,425 - adn) = Cy nalazi
wutar povriine V(*ag,gz,'ya>~-,‘an)=Ce_ i nigde je ne tangirae.

' Ljapuncvljevs furkcija prveg reda sa dvema pro= _
menl,]lvm mo%e se i geometrlg ski mterpreulra'tleZato definifimo

Laanunovldevu funkeiju Ve, 9) u oblasti

2_121 __. q:a_,_gZLR, ‘ o | ’ (5) L

. A=4

kao povriinu w trodimenzipnalnom prostoru

Za ilustraciju geometrijske ‘interprétacije priloiené Je skica na

" gliei br.sv',po'x.rréine Z= V(ac,g) . u oblasti & ravni (x47)0
HoZemo sada da naErojimo slededa gvo jstva funkeije ﬂ,amgm?& =g

v prvog reda sa dvema promenljivim:Kriva fo,'g )*.C Za Tazue

_ ;vrednostl kpnefban'_be C _ se dobija ka,o projekecija presedne kri-
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ve povr8ine =W(x)y) i rami z-C ,na koordinatnu ravan (x5¥)
Kriva Wex4)=P ce dobija presekom ravni %=P sa povriinom

= Y, .Ravan x=P je najniZa granica povrdine V u
oblasti & o | ' -
o Kriva V(x,g) Q gde je Q gornja granica
: powsme V 14 oblasti £ gse - dobija, prese}'om povrsme Z= V(o 20,y)
- sa ra.vnl z=Q i njena pro;ekciaa ne raven (x,y) obuhvata ob-
last & tangiraguél jeu jednoj tadki, - . » _ -
| _ T eorema O ‘stabilnosti sta.nja rgvnotezeu
Ao Jo sistem’ jednaﬁlna moguéeg kretanaa takav da moZemo naéi
funkeiju - V(g,,ga yoo-94n) definitne forme &iji bi izvod po vrenmenu
bio funkcija semidefinltne forme i suprotnog znelca,onda bi ravno=
te¥no stan je s:Lstema,odre&Jeno vrednostima. pocetnlh koordinata
jednekim nuli bilo stabilno po ﬂ?n'ngﬂoﬁ-uo
" . ko je V142, >Ma) > O onda treba da je
pry £ 0 .da bi stanje ravnote¥e bilo stabilno.
' Oznadimo sa P>0 najni¥u granicu funkcije
V(g4)ya;---' ) na sferi ' ‘

) yt=e® - | M

i=4
1 keko je funkcija  V®unyfs, - 4u) neprekidne u nultoj tadli
‘1 od vremena eksplicitno ne zavisi sleduje da dopudta beskonaino
nalu najviéu granicu,tako da bi se za P mogso usvojiti vrlo
mali broj,ako je mogudée naéi tskav radijus % >0 i takwvu

gferu

2 2 .

. =’Z : . : )
24 | ()
na kojoj bi P  bilo najveéa granica na povr¥inl V(¥ )
'tako da Je za sve vrednosti 4. -zadovoljena nejednakost

(9)
g,y LZ :
a sa ‘bim 69 biti zadovoljena nejednaclna V(gq,'gg, c4a) £P

Za pocetne koordinate /yu Jje
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-\/g = V(y“)ﬁ”z,goa) ..... )qnn) éP (ll)

. Polzzeéi od nejednaéine
] ji.z V('yh‘dz,‘ya» red ‘dn} <0

i njenin integraljenjem po vremenu u oblasti od nule do proizvolj~ -
nog vremena + dobijamo .

j Vdt = Vgt gn) =~ Vo oo, - 5 4e) e O o (2)
Uzimajudi u obzir prethodne nejednsiine zekljudujemo da jeA

Vi tta, ) Z Vo Cloishor, - Yon) &P @)
Znajuéi da je izvedena pod pt?e‘bpo_stavkbm da Je
—d ' :

T VY, ) £ 0

'ofa se zakljuditi da funkeijs V(4 Y, - g,.) Za SVe viens

tretanje ostaje manja od svoje najnife gronice na sferi.Sleduje
do za poletne uslove 4 izabrane prema (10) posmatrana . po-
Iretna tatko nede izadi iz oblasti sfere « - definiseme izrazom
.{7),1;.;]0 koordinate . 4: ~ mogudeg kretanja e zadovoljavati
aslov

n 2 )

- '2 .

2_'/5{‘ == . 14
<=4 : ’ ( )

zo sve vreeme .t 20
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Slika bre 9
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IT1e3.LJAFUNOVLJEVA FUNKCIJA DRUGOG REDA

Za izuavanje stabilnosti lcretanaa prema dru.goj
metodi .ﬂamguov’-ljeva funkeija pored relativnih koordinata Y 14,
_ % A REERIN S g,,_ gzavisi ekspllcs.tno i od vremena £ ¢Takva funk-
reila se naziva Jlaﬂbgmg-laevom funkc:1aom drugog reda.Za Jlgvngyaé..
1jevu funkciju drugog reda je zadata oblast u kojoj ona za sve
vrednosti £ > 0,treba da bude konadna, Jednoznacnq i neprekldna
vo svim promenljivim i deflnltna a ta oblast jJe
Z

;gb ) <R* ()

Prema ﬂ;ngyoﬂ -3jevoj teoriji funkecija drugos
neda ' ’

V@, W ) o (2)
je definitna u oblasti R g ako u. toj oblastl postogl pozit:.vno
definitne odredjena funkcija prvog reda

-

Wl > ) D €

koja ne zavisi eksplicitno od vremena,takva da je za svako t 20
. zadovoljena nejednadina

Vet ot i) 2 Wt ig) G

114




#J

»Y

440
Za nejednakost (4) funkecija V@ ,YiYa, - ,g“")' je pozitiwvno
definitna,dok Je za drugu nejednakost (5) negativno definitna.
Naprimer,neka je funkeija | ‘

AV({ g4,gs) é (fﬁ w(g/g) 244, cost (6)

. 'a:u cilju odredjivanje njene'definimOSti'napisaéemo je u oblilmu
Vit y,0) = (E-D Yl i) + 4+ 4"~ 24 Hacost) (D

pri Cemu je prvi izraz pozitivan za svako ¢>4 ,dok je drugi iz-
raz uvek pozitivan,pa znadi da je funkeija V(t,4u4p2) vebs od

ufwgfﬂ te va¥i

(t,g,,gg) é(gl +4e) — .zg,,gz coszL Z 4 +gz = W<y4,’4z) | (8)
AL.’J.kO‘ Je W(g,_,‘g,)_y, *é/z pozitivno definitnz forma to je V(& g;,:/s)
tnkodje pozitivno definitna forma jer je zadovoljena nejednclost
,“,/2' W(g,,yg) za bilo koje vrednosti za koje je 4%4S 2 R* .

v . Geometrijsko obijasnjenje uslova (4) za odredji-
Vanae deflnltnostl forme funkecije Jlsvngh‘oé -a druge vrste lepo
se moZe uoc:LtJ. sa prilofene slike br.9.U prostoru (éf,,ga z) su
" pretstavljene povrEine. z= W(g!,yz) i 2= V(iwyﬂg,) i krive W¥nye)= ¢
i V&4 = C u nekom proizvoljnom trenutku vremonse

' Uslov definitnosti forme funkcije Jangkob-z
drugog reda Jje da bude iznad funkeije prvog reda kaso na slici,s
najmanje jedneka njoj u bilo kom trenutku vremena.Alo isti uslov
hodemo da izrazimo preko rovni (g,,g,) onda Je potrebno da kri-

. va W(g,)y,.) =0 _obuhwata u .gvekom trenutku vremena krivu
V(f,/yf,gg) =L : : °
' " Teoremna o stabilnosti se moZe izrazi-

tiu sledecem obliku:Ako su- Jednmelne momceg kretanja
Jy‘ Y (t)y“y“ ,é{.._) L {:1,8,3; e (9)

‘takve da, mo¥emo naéi funkciju - VY, n) definitne forme,
$1j1 bi 1zvod za dati sistem (9) bio semidefinitme forme supro-
't_nog znaka od V(t-,g,;g,_,;l..Q,g,,) to _'bi stanje ravnoteZe relativnog
kretania dei‘i‘nisax:mg.‘isa : »gc = 0 bile stabllno 70 - .Rgmoyuqé-u.'
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Tretpostovimo da je vroma uslovim: teoweme nadjs-
na furkeija V(4 Y Yo, - - 5 'yn) lzo pozitivno definitna forma
za Loju u oblasti ’ '

.0 LR -
‘[;:':gb ‘éP (10)

2 sveko £ 2 0,va¥e nejednokosti

- . ) - dv(i‘zy 32"')2&!) Z 3} -
‘\/(f)y”yql-- . ')?,‘) ZW(gﬂg"a“"'g") 2 d-z’ . - 0 : (11)
Trebs doluzati da za uncpred zadati broj & ?O moZemo nadi ta-

”*v broj ?ce)>o ,da ako za poletne uslove vaii nejednakost:

e ' : : .
,_24 Yuo £7° | o (12)
SO Za promenljlve MH<  za svaki trenutak vremens tieba da ve'Z'

slcdeéa ne jednac:.na

e

v

Do-bi smo to dokazall uzmimo: da je

0<&cR

(1

i nostavimo sferu

P - (15)
i neka je  P>0 najmanja vrednost funkcije W(4,,%, - >4=) na
toj sferi.Iz uslova teoreme da je i—V(t,g,,g,, )40 1 moguces‘ kre-

tenja za sveka + >0 ,posle integraljenja dobijamo

V(é,g‘?g,,...,’y‘») éV(Q'ffof:"ébf,"" 1{,,‘.):\/:; | ‘ o N (16) ‘

Posmatrajmo sada funkeiju .

\4(3‘»‘41;‘({»-" Yn) = V(U,‘:lq; Yo, Yn) - o (17
Pri promeni 4, wu oblasti defiﬁisaﬁoj jednakoséu (13).Kako sa-
. da funkcija VYo, ~--+34s) De zavisi eksplicitno od vremena to

ona doputa beskona¥no malu vidu granicu i sleduje da bi se mo- Ul
gab naéi takav broj Q(P) > 0 koji bi za sve vrednosti Y. zom
: dovoif} avao uslq'v '

. | i'gf < ,29_

gqp'*“l tome- funkcija V, (4440, -»4») ne bi bila veda od granice P,
~bejo ‘
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V.(g«,gg, z'gn) = V(O g‘sgix ’g o . | | . (18)

Za podetne koordlnate bi se moglo nap:.satl da Je

Zg“‘ £ ,Z ch"‘:'j’ﬂ) e g"“) £P - . . (19)

ced . .
Ako se uzmu u obzir ne jednadine (16) i (19) moZe se napisati da
je . ‘ :

: . L .
v(i-)gﬁg’lo ""' Dgn) "—P (20)
za svako- A-ﬁ.z 0,2 kako je P najniZa g’ranlca i‘unlcc:.ae M/(gh’gg';
Hsy--th) na sferi (15) to je

V'(’f,yq,y'z,y;)..,. 5 g.‘,) £ W(gq,/yp_’gbj ) ,g“) : | E (21) .
§ho je pokazano uz p:éetp_ostavl:u ‘ . _ ‘
%V(’l‘;goé’a," - )/yn.) é O - .- : . A A (22)

te je' "nemogue" kretanje (poioéaj‘ ravnoteie relativnog kretanja)
stabilno. ' ‘ 4
Teorema O asimptotskoj stabilnosti se mo-

¥e isgkazati na slededéi nalin:Ako su jednaline mogudeg kretanja

dY: g - o '
;(? = Y;(f,‘jngz, Jg"'). £=4,2,3, -5 (23)

takve da mo¥emo naéi funkéiju“ V@&, 40,4, -~ 4~) definitne forme
(koja dopudta vrlo malu gornju granicu) 8iji bi izvod PO vremenu
bio fuplccija, definitne forme suprotnog predznaka od funlkeije
V942, ,4.) skade se iskoriste jednadine moguéeg kretanja,
onda 'je moguée kretanje asimpitotski stabilno u okolini podetnog
"nemonuceg kretanja® Y ;= 0.

‘ Dokaz ove teoreme mo¥emo - 1zvest1 polazedi od Ifun=
keije Vf*:’d'rﬁi;“' > Mn) pozitivno definitne forme za promenl ji-
ve iz oblastl
Z@/« <R
za,‘ tz O.ZDa bi sz.s‘tem bio as:uupto tgki stabilan treba prema teo-

. remi da Je

Vgt ) 2 Wty — L) W )

;gdé su W(g,;y,',..:.,',y").: 4 Wills Yy, - )g") pozitivnih' vrednosti
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u oblasti R i funkcije su samo- koordinata 4 o
- Moguée kretanje lzsbrane ’c‘e.éke‘ sistema ne sme
da se odvija van sfere ' '

Z‘d =gt

& 28 pocetne uslove

Z’!fu 7" , o

: AEE:: izaberemo £ ‘tako da je donja granice -V{é,g;,’;{;,wugn) tejoda

Je N ' ' : o

\/(f,gq,ya,-'--,gh) >4 | B (253
Yo iz oblastl ‘

Susa

onda Je. ) ‘
=4 ’54 {27)
\ /
Uzmimo sada Fy kao donju granicu W, (41,4, ...)g“) u oblegti
definisa,noj izrazom (26) pa mofemo pisati d= Je

v
Oehewie-g7 | (21)

Ako sada ovu nejednacdinu integralimo po vremenu od nule do tro-

nutke vremena * dobijamo da je

V(f,g/,,yz)j.‘ .;gn) LNQOY - 40 - Bt - (28)

Ma koliko bilo malo P, nastupiée takav moment vremena + za ko=
j& je desna strana nejednadine (28) postala negetivna,pa je po-
moéu sistema jednadina (23) nemogude odredjivanje pozitivnc
funkeije Wy, - »4n) eSamo u sludaju kade je Zly‘ >0
~tada Je i B -0 u kom sludaju bi kretanje bilo asmp’co+slf1 sta=
blan,Jel‘ bi V(i,g,,gz,.. - 54.) Dbilo definitno i suprotnog znska od
svog definitnog izvoda.

’ Teore m a o nestabilnosti kretanja se moZe
iskazati na slededi nadins _ ‘

Ako su jednadine moguéeg kretanja takve da moZe~
mo nadi ogranidenu funkciju V@ 4,4, - -,4) definitne forme
istog znaka kao i ,‘V(d,y.,,---~ 4m) w blizini polofaja relativnog
nitovanja . 7‘ =0 Za bilo koje vreme ¢ 2%, ,onda je isti po-
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loZaj nestabilan, ‘ _
n Matematicki bi se moglo izraziti: U oblasti

)45 ER™

(3

za bilo koje vreme ¢ treba da Je-
\/(g,,gl,, ) =W, Gty og) 5 WAL (20)

Nekg Je _
n 2 . ) )
Z Y EE . i Vo Hor, Yoz, - s4em) >0

i'’kako je za sve vreme ¢+ >¢. ,izvod g% pozitivan na osnova
(29) moxre da bude :

\v/(é;’afh Yyyee - ,g.") > V(fo,yol,'yn, - gnn) =V, >0 s (30)
Ako je sa R oznadena donja granica W;(4,4, - -,4s) u oblasti.

2 2 2
& & i% £R

onda, je€=4 )

0 <P £ Willoh, s, 14n) & V[{ Yolfs, o)

gto integraljenjem daje |
V& sttge, ) Z Vo, Yoe fMor, - 580) + B -0) (31)

Poslednja dobijena nejednedina je nemaguésa jer funkgija ne desrio]
strani llneamo raste sa vremenom,te ista ne bi mogla da bude
stalno zadovolgena.

»~
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IIo4.LJéPUNOVLJuVA TEOREMA O STABILIOSTI U -
PRVOM PHIBLIZENJU

A Ka,o 8to se iz prethodnog mo¥e videti zistem sa
Jednm s‘tepenom slobode. kretanga u .opStem obliku se moZe da pret-

stavi sistemom diferencijalnih jednadina
doc _ 44 _ |

a moZe se -transformacijom svesti na oblik
d=x
Jr= Al + B(y-4) + I (=y)

i?.c(x %) +o((g o) +Q (x,g)

gde = 1 Yo ‘mogu biti jednake nuli.U prvoj a.proksimaciji )

..mogu se jednadine sistema (2) napisati kao

. "L"" = ax,+ 5g, ‘

a%: Lo, vl _ : (3)

gde je axy= oc-z, 1 2(;’?7“‘(# uz uslov ekvivalencije nelinear-

nog i linearnog sistema u okolini talke (x,y,) odnosno %= .0,
1 = 0. : '

‘ Jls«wzguo@ je u svojoj prvoj metodi ispitao uslove
.pod kojima se mofe primeniti linearna aproksimacijs za ispitiva-
-nje stabilnosti.Neka su za dati nelinearni dinamilki sistem opi-

sen sistemom diferencijalnih jednaSina (1) funkcije Jimy) 1
_Q(m,y) takve da se mogu razviti u stepeni red wu okolini

- talke  (xogYe) - o '

(e-mfs (-4 £R? | o (4)

‘onda je As:_i.stem j_ednaéinaq(l) po prven pri’bliieriju dat u oblikwu
€3) gde su q/,(m,g) 1 Q,Cx,g) zanemarene.Sada se o stabilno-




FCe
sti moZe suditi na osnovu prve aprol <simacije jednaiina (3).
Jla/ngh'o‘@ je dokazso, 3to je ne primerimea vel poira~
zano,da je ravnote¥ni poloZaj stabilan sko oba lorens imcju re.l-~
ne delove negativne,a nestabilan eko su realni delovi obz lorerr.
) pozitivni.Ako su realni delovi oba korema jednaki nuli ili je Ja=
dan Jednak nuli,a drugi’ negatlvan .]ednc.cnne prve aprolicinncije
" ne mogu dati odgovor na pitanje o stabilnosti.Ove metods Jlanylfoé’—.

po prvoj aproksimaciji nema va¥nost direktme metodgjer se osvoni-

o]

Sava na okolinu ravnote#nog poloiaja & 5 4 1 ispituje -
stabilnost w malom. _ ‘
, | ako sistem jednadina (1) zadovoljavs uzlove zz
prve aproksimaciju oko tadke (oo y go) onda =se knvaltheristidnr

jedna3ina mo¥e napisati kao

la-v 4| _
. ! = 0 [N
< d-r ) -7
‘a na osmovu vrednosti ngenn_h korena moZ%emo da odredimo kerzkter
stabilnosti. .

' Prema ﬂanyuoé-au,naprimer kretanje zadato sicte-
‘mom jednadina
dx 3

= - + adxc
dE= 4
de (6)
se moZe u prvo] aproksimaciji napisati u obliku linesrnog siste=-
‘ma diferencijalnih jednadina '
doc

dt _
d ' | ()
= < : i
e
Polo%zj sistema ac= 0, 4=0 Je stabilan u lineaxzizovsnom o=

’blnmu.])a bi smo odredlll da 1li je to utabllno ztrnje rovnotelfe

za nelinearni sistem uzecemo fu.nkcn.;]u a'ngyo@ -a pvos reds
u obliku . »
V(x,g) = xeu? ~ ’ (8)

pa je njen izvod

dV_ av., - 4, . : i
d‘l‘ agxx..ag Rou(x g) A (8)
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Za a>0 boloiuj sistema x = 4 =0 Je nestabi]_‘a.n,.doki je za
«< 0 asimptotski stabilen,a za a= 0 prosto stabilan,jer znak
parametra a -odredjuje definitnoct Afd_rme izvoda funkeije Veoy)

Sanyob =g prvog reda.Za pozitivne vrednosti parametra i funk-

cija V(‘x,y) i njen izvod 3’;‘;/ ’su pozitivno defmltne fome .pa Je
“ato nestabllan polozaJ ravnoteZe.

ITeka pomocu transformac:.ga koordma:ba bi
E= d&f{bg : /Z:d}ou-g'g('_ R o (9)
'mlmearnl sistem mo¥e da se naplse u obliku - ‘
I8 . 28+ RG7)
’JZ *ﬂ2+ Qa(%"Z)

'le su A i ju. koreni ka,rakterlsticne Jednaclne dat:. kao

. L: 0644.4:/54

‘,(‘:— og-i/b,,,

Za dokaz ﬂamguog -ljeve teoreme da zngk korema od:cedau;;e stabil-

" (10)

(11)

nost poloZaja rawnote¥e uzmimo kao ﬂfmanoé-ljevu funleciju prvog
reda- funkeiju

Ve =8%7"+57 | ()
i nadjimo njen izvod - , . v
"-=2§§+2?2+§Z+§Z . (13)
ili uzimanjem u obzir transformisanog s:.stema (10) isti 1zvod :
moZeno da napiSemo kao

- 2(A8%r7Y) + (2087 + (259 Pl H(Er2p)@r87) (1)

Prvi deo je binarna forma koja se mofe napisati u obliku

PED 1 @DF )y A

&ija. je distzimininta forme

| "'f_‘}z”ﬂ o  ae
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i koja se formira pomodu koeficijenata kvadratne binsrme forme i

pomodén nje moZemo odrediti znak forme.Za dovoljno male vrednosti
E i Z mogu se &lanovi t*‘eéeg i vi’éeg stepené zenensriti 1

deu.nitnos’c forme odrediti u zav:Lsnost:L od prvog dela 4)(52) Ioji

Je binarna forma. ' _ ,

o Uzimajuéi u obzir vrednosti za A i M ,teko

‘da Jje ¢, negativno, 8 sa tim i binarna forma negativno definiinc.

Po_loéa,j ravnoteze » § = 0y z O Je stabllan,aer to olxredjuju cCe-

‘finitnosti formi VCE,‘?) i V(g;z) o2 isti nadin bl sno mouli‘ Cr, b=

vodimo i definitnost forme V) i njenog izvods za Jiuge vrednc=

" 5%i kovena - ka,alfuevlstlcn jedn aéineo
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IT.5. TZUSAVANIT STABILEOSTT 0SCILAGITA POMOGT
JENAEINA PRVE APROKSTMACIJE DOBIJINTH
ASTPTOTSKETE METODAMA '

Za izucavanje stacionarnih reZima - oscilovanaa u
ue;ineem:.m sm’bemi.ma. mogu se. koristitl jednacine prve aproksima—

¢iie koje se dobijaju pomoéu} asimptotskih metoda.Zato  je " potreb=

10 da se sastave jJednaine pomodu varijacija i de se izvrii ana-
liza korena kq.rakteristiéne Jjednaline 1 u zavisnosti od znaka
xeélnog dela korena karvekteristidne jednaSine izvude zakljudak
o stabilnosti ili nestabilnosti proudavanog ie%ima.Razume ‘se_ da .

..ée rezultat koj'i se dobije Imati smisla za kona.éni intervd. vIe=

.nena,;]er se proucavaju ;)ednac:me prve aproksima.ci;)e,a ne tadne
‘coje smo aproksimlrali aednacma.ma prve aproksimaci;je ne intexr-
:ralu vremena - Z‘L e .
Ovde éemo. navest:. teoreme na osnovu kojih se.od-
'r.'ed;]u,je stabilnost kretanja analizom ;}ndnacina prve aproksimacl-
—Je (usrednjenih) koje proizilaze iz teorije Jlsmguoé-a,a mogu se
nadi u litercturt [3].

T e o r e m a:lleka jednalina

dm = e X@Ex) (1)

gde je o n-merni vektor,a X({,®) n=merna funkcija,zadovo-
' ljava sledeée uslove:

a° Jednadina prve aproksimacije (usrednjena)

= X, (&) (2)
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' ;"'ima. kvazistatiéko re‘éen;]e § = §° . - }
: o b Realni delovi korena karakteristicne jednaci— |
de R ‘ . .
agflfp xm(gﬂ 0 S sy
su vazllcitl od nule, r;’,f LR B R
' c® Funkciaa Y& :r) zadévoljaVa uslove za p0sto-v
vaanje resenja jednaclne (1) i sloro jekpexlodlcna.ﬁuak01qa vreme- .
na f i monotona po‘ qc'.' ) o c
. .. Tada je mogudle nacl takve pozitivne: Ponstantne
'broaeve Zo 1 éh ,tako de za svako Ee&,. jednagina (1) ima

‘aedinstveno skoro periodiéno rel enge_(bllsko periodidno) koje za=

dovolaava neJednakost o o ,
lwre-ylze,  (edt<e=) ()

Ako su svi realnk delov1 korena karakterlstiune Jednﬂclne (3)
negatlvni tada proizvolgno refenje X&) Jednaline (1) teZi ka
*G) PO zakonu : ‘ '

Ixm =) C -eﬂ;%ea f) L)
_gde,su e 'i{l,J’ poz1t1vne konstante 1z cega pr01z1laz1 du
'je-:eéenjé a*(#) asimptotski stabilno,
‘ Ako je realni deo makar Jednog korena karakterl-
'stione jednac1ne (3) pozitivan,to resenje x#) je nestabilno.
Ako pretpostav1mo da jednaclne prve aproksimaci-

'je (usrednaené) imaju perlodlcno redenje o
| Bt) =%
§(w'+e§f)“;— Str)

tada moZemo da formulisemo sledecu teoremu:
o | Neka Jednacina (l) u standardnom obllku zadovo-
- ljava sledeée uslove'<' :

(6)

a® Jednac1na prVve aprokslmacije (2) ima perio-
dicno resenje (6); o : o A
' e Realni delov1 sv1h '(n-i) karakteristidnih - ..




pbkéiatelja - karakteriS%iénih brbjeva jednagine sivaéijacijama
$E) Lyt o S . - »
dBY. oX..[set)] 55 - o

koji odgovaraju periodidnom refenju su razliditi od nule(jedah

karakteristitni pokazatelj moZe biti jednak nuli)e.

‘ OBim toga u nekoj okolini orbite.periddiénog Tre=
Senja funkcije"Xéfaﬂ zadovolaavaju neophodne uslove za posto= -
janje bllsko parxodlcnog resenja,koge zav1s1 samo od Jedne kons~
tante (faze) , - L .

- Tada je mogude nadi takve pozitivne’brojefé.—koﬁf'
stante. € 1 & tako da pri proizvoljnom . £4 & ,jednadina

“(i) ima jedinstveno .skoro periodiéno reSenje . . - . -
- C L .
(f) f[l 9&] L B (8)
kuJe zavisi. od proizvoljne konstante (faZe)

Ako su svi realni delovi karakteristicnih pokap

‘zatelja jednacine (7) sa var133013ama,negat1vni to proizvolJno Te=

genje X)) = jednaldine (1) sa podetnim uslov1ma iz dovolgno
male okoline orbite resenga jednagine (2) te21ce sa vremenom ka

) resengu (2) po zakonu |
vlac(é) fﬁ@(é]}_Ceﬂf =3 )

Tz toga sledi da Ce reqenJe (8) 1mati orbitalnu asimptotsku sta—A
‘bilnost i pr1v1a01ce sebi sva refenja jednaClne (l) koaa leZe u
blizini reSenja jeéna01ne (2).Ako Je realnl deo bilo kog karakie-
rigtidnog pokazatelga pozitivan orbita (8) Je tada nestabilna.

U slucaau pojave karakiéristidnih pokazatelja
Jednaklh nuli (viSe od jednog) ili karakterlstlcnlh pokazatelja
‘sa pozitivnlm realnim delom dobijamo krltlcnl sludaj za. 013e pro=’
ucavanje Jje potrebno umesto 3ednacma prve aproksmac1je uzeti
Jednaclne viZih aprok81mac1aa. ‘

Kako 5ednacine prve aprok31maciae moZemo dobiti
pomoéu metode- usrednjenja,a date teoreme pokazuau kako metoda us--
rednjenja mo%e da se -iskoristi .28 izuéavanje stabilnosti :stacio=

:narnlh,reiima odreddenih jedna&inama pIVe aproksimacije dobija¢

J
st s
b .
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nih agimptotskim metodama,to znadi da je za konkreinu primenu
ove teorije potrebno naéi pazrcijalne izvode desnih strana jedna~
éina'prVe aproksimacije i'pomoéuxnjih sastaviti jednadine sa va-
rijacijama i karakteristiénu jednadinu.Zatim je potrebno odredi=
b1 korené karakteristiSne jednadine i videti da 1i su svi realni ,
“delovi korena karakteristicne jednaéiné negativni i nz osnovu to=-

‘ga izvuéi zakljudak o stabilnqSti’oscilovgnja;Ako'se bar jedan

realni déq:kdrénaf‘ja#i kao pozitivan oscilovanje Je nestabilno;




IT1.SISTRE LIAPUNOVA,KONZERVATIVNI SISTEMI,
GEOMETRIJSKA DISKUSIJA KRIVIH ENERGIJE U
FAZNOJ RAVNT

IIIaloSIS"‘ETI LJAPUNOVA ~ SLUGAT JEDHOG STEPEHA
‘ SIDBODE

: Klas:.cna. teorl,]a perlodlc:nlh kretanaa dlfe:cenoi—
Jalnih Jednacn.na,cigl Je osnovni deo analititka funkbljc_ promen~
131'\)’11’1 je proizaSla iz radova ﬂanguog-a i Pomcaé—a na kraju

’ 'n:oslog veka.Uporedo sa 1zucavan3em ’ceorn.gskog karaktera radilo’ _
; se 1 na razra.dl metoda efektivnog sastavljanja perlodicnlh "l.'eesév-~

nja.0vie cemo prouditi samo neka izabrana pogla.vl:ja koja su nam
) wxemphod.na. za, - prlmenu u teoriji oscilaclga. .

. U glavi I.l. smo izuéavali resenja diferencijal—"
" ne jednacme oblika ‘ e

) '.IEJ-:I:(OC):O RS :F(’x):"][('x)- ‘ : (1) .
koja opisuje ‘65cilo#anje nelineamqg konzervativnog: sis‘be!ﬁé..Ako
primenimo metodu fazne ravai za sludaj kada je (o) = O,utvedju- .
_ jemo da su fazne trajektorije ovog sigtema u dovol:jno ma.lo;] oko-‘ .
lini polozaja ravnotefe zatvorene.zatvorenim trajektorlaama od~
' gova:raju periodicéna resenja.Ovakav sistem prlpada oystisem sige
“temu” ﬂa'ﬂgwg-aosistemi Jlangﬂag ~g imaju mnoge osobz.ne konzer=
vativnih sigstema.Kao i konzervativni sistemi u okol:.ni poloza;}a '

';avnoteze pri izvesnim uslovima sistemi AW”"g-a opisuju peri=
- odi¥na kretanja.On je za te sisteme razradio veoma efektivnu me=
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) todu nalaienja periodiénih reéen:}a. kretan;ja.o . o '
: L ‘ Ovde Gemo poamatrati sistem diferencijalnih jed=

.

}naéina.l . . o .‘. R L e
| a,,4§+a,,22 + )( (g 12) | | . | o
. d'Z a“gq—am'z-r Y CS,'?) BT -

u kome su X (§ '2) i Y (S,’Z) analiticke funkcl;;e promenl;;n.vn.h
‘u okolini taéke % 9 =0, tak.'ve da n,]:.hovo razvijanje po ste=-

. penima % i 7. poé:.nge 0d’ clanova §1ji stepen’ niae ni%i
od’ drugog ‘ : -
x(g:z)“ gzo§ “"goz llglz +'gso§ + - s _
YCg,'Z):a/zo +’dozz'+‘dﬂ§v?‘#déo§ ““" : _ (3) -

, Sistem ( 2) nazvaéemo sﬁ.stemom Jla”ﬁgtlbg-.a ako su
za.dovolgena. sledeca dva uslova: ) K o

8 Jednaélna
Acu)‘—J’ '_aqn.‘{j'b_‘_..’; I S ST S
O )

’ :‘.024 . '.- azg‘y-'

’ ima, cis‘bo :Lmaglnarne korens AL s
, 1° Sistem (2) ima a.nalitickl prvi integral
HC% '2) = COns‘t . o . R B o (5)

i c:.;]a razvija.nje po stepenma : % i 2 oéin,je od clano*m d:c'u-
. gog Tedasteds funkeija H(g ,2) u okolinl tacke § Z=. ,moze

L. se predstav:.’ci u obllku

H(EJ’Z) a*+a:a§2+ aﬁ-? "'a“gz‘*‘jj - v_ (6)

| . Sistem 6ije de oscilovanje predatavljeno ;jednacinom (l) se moZe
' predstaviti u obliku (2).Ako :Je nap:cimer ' : ‘

o fe= @ zrarte s - .
' 'smenom. g:-wz v z—g Jedna.éina. (1) se mvodi na siatem ;)ednaéina

e H.Ndﬂoiseev e P




§= - wy
dz 2
2=LO§+‘Q-)—~ F ocee e

%0Jji je oblika (2),odakle v1dimo da ovakav konzervativni siutem
«’cvamo 1spunn3avn usiove da pripada sicstemu ﬂanguogﬂao

Sistemu Jls'»guo@ =2 pripadaju i mnogi nekonzerva~
bivii sistemi koji se sredu u tehnici i fizici,o Cemu ée biti re-
Gi u’ narednom 6131111. B

1° TRANSFORMACIJA JEDNACINA NA KANONSKT OBLIK,
-’rc:uclmo pomoéni sistem diferencz,jalnlh Jjednadina

’ 5%‘: 044§+au.’2 o : (7)
' ,2_._ auE + az'aIZ'A . ‘ - ‘ . o ‘

--od opisuje osc:Llovanae sa konstantnom amplltudom ako njena ka=
“raz: erlstlcna Jednac:.na. ime par cisto magina:rnlh korena.Elimina=
»oijom iz jednadina {{7) promenljive ’/Z sdobi jamo
)5“ (aM "’C'sz)g +(C71aa44 - Oy, C’u.)§= D) (8)
_Da bi bio zadovoljen uslov.o imeginarnosti korena karakteristi- -
' éne jednadine,mora da je koeficijent uz & Jjednak nuli,tje mo=
va da Je koeficijent uz'§ iz prve jednadine jednak koeficijentu
az D iz druge jednadine sistema (7) 'b,j. da Je dy=-0Qy i osin
toga treba da Je

412=' Gy Olzg — Qi Az, >O

(9)
‘ ’Jvedlmo Smenu 4
S = ') m = - lg,_ ) ' ) ‘ - (10)

‘gde je A = - -aritmeticka vrednost korena Vauﬂm aaq“ ,poﬁnoéu.ko{-
je Jednaclna (8) daje ekvivalentni 51stem ‘ :
T=-2
¢ (11)
y A

Pomoéu smene. promenljivih (10) pocetnl sistem jednadina (2) se
. 8vodi na
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iﬁ:--—‘lz + X(x,g) »
ﬁ:lot+Y(x,g) - ’ . o (12)

- gde su X(ac,xa) i Y, ‘;Q analitike funkcije svojik azrgumenata
giji razvog u stepeni red poc:.n;]e sa ¢lanovima drugog i vifeg ste-
‘ penaoOVako transformlsanl sistem jednadina (12) pogolnije je ko=
ristiti za izudavanje sistema ﬂaﬂguoé -a,nego ‘sistem (2),
ITOTRAY SFORMACITA THTEGRALA. Hcg,@voaé,l 2sno pret=
postwci b Obllk integrala H("C:g) ae

,/-/(of:,g);—?fo*+BgQ+C°cg.¥"'".=¢/“A . | .(13)

2de Jje ﬁ neka konstanta.Ka.ko .]e H(::cg) prv1 integral to je ns
" osnovu (12) gz_/! = 0,58t0 nam dozvol,]a.va da izradimamo koefici=

_jente A , B 1 C JNalazimo da je _
=(29::+Cg)_[;25+ XC%;{J; (239+Cm>ﬁm+ Y(x,g")] (14)

Izjednaéavéjuéi koeficijente uz %, g”i Lxy sa nulom dobi= -
- Jamo da ,je A=B i € = 0.le umanJuJuc:L opStost mo¥emo stavi-
tide Je A=B=1 i integral (14) naplsati u obliku

HCx?é):x2+g?+ h/@f,fg) =J“ ’ ?‘ g A o (15)

gde Je' W(ac,g) analitidka funkcija svojih argmﬁena’ca,a $iji rez-
‘voj u stepeni red poéinje glanovima tredeg stepena, =~ M%. Je ne- .
Xa- konstanta ko ju mi mozemo uvek racunatl za pozitivnu za dovol,]-

' .no male vrednostl promen131v1h a¢ i SL

i} v III PERIODICNO RESEEJJA SISTE.IA LJAPUFOVA.
- ‘Doka¥imo sada da su reSenja sistema (12) za dovoljno male vred=
nost:. konsta.nte ',,to ,perlodlcne funlccn.;]e ‘vremena % oZa to je
dovolgno dokazatl da su fazne t“aaelntorl;je i ravni (.n,g) zat-
" vorene i da '-9' zadrzava evoa zna,k.Zato éemo uvestl pola:nne
koordinate - ‘ . :
x=g cos® : g-: S sin@ » |
BRI L s (16) "




K ":!. ué&idemo da, proizvoljna zatvo:cena tra.;]ektori:]a g(&) nora. bi- ) )
: A,ti periodiéna funkecija e.rgumenta 0 _oNa osnovn prethodnc uvede- ‘
~nih pola.rnih koordinata sastavimo izra.z za prvi malit15k1 in'be-

' gral H©,8) kao ' o o

1 /—/(5,9) 3 [/+ — h/(gcosg §sm92] Ju ‘ o
: gde je V(g,@) analltlcka i‘unkcija 3 ,éiji :ca.zvoj ima, obl:.k |
W@ 9) g[;{a cos 9+ du COszﬁsmﬁ + 0/42 c‘osé?sm’@#-u/ao 5in®0+ ..

(18)
.4_ S"H” O( mmg+ -. +‘. o,men Sln_ é]

"’Mo

-0 f‘ormull (17) funlc013a W(g B m._oée biti pfefétairljena‘u i}b-
- liku reda ' T

‘ .§~ W(g (9) ya,(e) +8* az(&)"' A (19)
A v_‘p.hl demu su svi koei‘icijenti a; (9) polinomi po  sin® ‘i cosE

. _'b;]. periodicne funkci;je f oNa taa naém izraz (17) moZemo nepi-
sa.-b:. kao ' o

. " - ) o .
EHfa,[&) + 5> a,(0)+ ] ::j“— e (20) -
2 ovaj izraz mozemo posmatrati kao Jednadinu za odredjiva.nje $(6)s

Koristeci a.na.litiénost funkc:.ja. koje su obuhvacene izra.zom (20) :
~ mi Gemo funked ju 5’(5’) traz:Lti u obl:.ku reda

§;=J‘l‘+&(6’)f."*4(9)/"*""“_" S ey

Di:cektnim izraéunavanjem uveravamo se o] tome da su koefioijenti.
':cazvo;]a (21) pollnoml_ po sm@ i cos@ oTakq Je na_prmer

g(g =_~04(€) ' g‘,[-@)'-‘qf_"gaz' .}' A : (22)

- Na taj nadin koefioijenti 6’ ®) su stepene funkci,je koeﬁei;jena-- ,

.. ta a@;(g) skojil se Javljaju kao polinomi. po sind 1 cosé Kao |

" - posledioca takva strukture koei‘ici;jenata red (21) odred;ju:)e pe- - '
- riodidnu funkciju a:chmenta. 0 perioda 2dt stepri promeni ugla
8 od nule do 2F -velidina - e se vraa na svoju podetnu vred-
'nostoAko u pri tone polcaie da : 9 zadriava. svoj znak to 69
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zna;é:.ti da Je fazna trajek’corlaa zatvorena.
: ‘Na taj nadin resen,ja sistemd (12) funkcije x=@)
i g(ﬂ bide perlodlcne funkc:.ae vremena £ oFUIlkClje a:a-) i y[é)
se Javlgaau kao analltlcke po pa:came‘bru‘ﬂ, oU sustini ne osmovu
anc,llticnostl desnlh s'tr'ma s:.stema ,jednac:,na (12),:cesen3a tog
slis‘bema ce biti a,na.lltlcke funkc1;]e pocetm.h v:r:eanSt:. x(o).,c
i 7(0) 5 .Fonstantnl paramet_a;: M , se, _talfo;ige_ od]redqu,’je‘ pg_mo- )
: cu pocetnlh vrednosti kao L L S o

jL*:g".-,L{fva(;,}g)‘ S o . . ', (23)

- Falco desne stra.ne jednac:m (12) ne zavise od- vremens to bez og-

ranlcenja opstostl pocetne ‘uslove. Je moguce prlhva‘titi u obliku
:c(o);—,,c g/a)=0 R T f29).

' ‘V_“davde se vidi da resen;;a sis‘bema Jednacma (12) prets‘bavl‘]u:}u
anali‘bicke funkcije’ pocetne koordinate L. 32 telfod;]e kons‘l:an-
tni parametar prvog mtegrala P ,ko;;l ,je anall’clckc. ﬁm}'01ja L

‘8¢ moZe naplsatl kao © - : _— g . _ .
_‘Ju Ju STy o ‘4"-_(25)‘

IV IZRACULAVLNJE PERIODA GSCILOV’&NJA.Z:L izuda
.van,je perloda 0s0110va.n3a sastavimo dlferenc1aalne jednadine yko=
je zadovoljavaju promenljive g i @ oIzrafunamo izvode
%4 cos8-5Bsinb o
xS cosOr5ainG (26)
4= gsin_@+'39065«9 ,
“iu tom slstenru zamenlmo 1zvode ':J'c i g n31hovm izrazima iz

sistema ,]ednacma (12) Pa resavaaucl ihu odnosu na izvode 3 1

’ @ nalazimo trazene aed.nacme
X(gcos6,§5m ) cos@ + Y(gcos@ g.sm@) sih 9
gg iy {Y(gcoae gsnnG)cosB X(gcosé Esm 9)5‘1'7 6} (27)

Iz druge jedna,c;ne ovogx s:.stema -‘izr_a.éunavamo -vrege,




] gclé? o : |
Ag+‘/(gcoségsm6)cosé X(geos@Ssm@)Sm@ o S (23)

Da bi izraz za vreme'l'é zadovoljlo ‘uslove (24) heophbd'né jeu - .
1zrazu (23) konstantu mtegraclge iZJednaCi‘tl sa nulomoIskoris-
time sada to da je 8 oeanalitidka i‘unkc:.ja Va2 ,sto nam dozvolaa- .
ve da podmtegralnu funkc:.ju u izrazu (28) razlozmo u red po ste=
penima, . ./4— »

i fpﬁfa)wﬁ/a)* ]c/o?/ . e ey
A &de su ?}‘(@} periodlcne funkclje po. & pérloda 23?’ Jhtegral .
@ 9+2¢7" A - ER - ‘

6’

- ima podlntegralnu perlodicnu funkei ju pa ne zavisi od pocetne
: vrednosti 9 1 mo¥emo ga naplsatl u ohllku

I=2$§t‘£4+ﬁ€£2+f--} - ‘ R - (1)
g‘de su 4€¢ .= potpuno odredjeni brojevi.Na taj naéiﬁ pri promé-e'

ni B za 2§ vxeme ‘t. dobija priraitaj T Jjednak periodu
Oscilovanaa, : - . . . o )

ko ji ne Za'V'lSi od (9 .,Komstecl se prethodnlm za perlod oscllo-’
wanja . moZemo da napisemo da Je ’ '

8,424 o | S f
./l) o)f . edd e

28 +Y(gcose gsm@)cosa X(gcose,gsm 8) Sin 6

Kada 'j( ~>0,per10d ., T tez:L perlodu llnea:m:.h osollaciaa
23"/,1 ,'b.;; perlodu oscllovanaa u s:Lstemu gde su X 04 7’: 0o -

Teorena ﬂanynaé-a.Ako Je konstantnl pa—-_‘ S

’ rametar S dovoljno mali,to su sva redenja sistema, (12) perio-

:vdicne funkclje vremena i: ,p:ci éemu je pem.oﬁ parna ﬁmkcija pa~
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‘rametra u: 1 pri fu—>0 teZi ka 237/}. -Resenaa sistema jedna~-
c)_na. (12) su analltlcke funkcl,je vellcme ,c ,poce"‘nog otlrlon

promenlglve T .

) v° PRIVR IT CKOTZERVATIVHOG “ISTERA sighew
] ‘ma, Jlgmgﬂo'g -~z kao 8to emo veé xekli je znatno gira 0d Ylase lon~
'zervatlvnlh s:.stema iu *)T-:Lmenaenlm zadacima se ti sisteni Sesto
srecuoRazmotmmo .sada’ Jednacmu koaa ‘se sreée u teoriji tulusa,
kOJl se javljaju na povriini teike v:Lskozne teCnosti koja ze £li-

va po nagnutom zlaebu1
i":_ﬁ/ﬁoco'cqr»f:c:O o ﬁ . - ' (34)

‘“‘aékw "®R=k=0 se ja{rljd kao pbloﬁaﬁ ravnobee JPokuline da
Jednacn.na pripada. sistemu Jls.fngua‘g-a.zb,to je potrabno dr. pro-
wrerimo navedena dva uslova.p:cvo ~ koreni kerakteristidne jednali-
e lmearizovanog s:Ls'bema, morajn da budu cr‘tO magmarnl i drv-~
go’ sistem (34) mora da ima prvi integral analltlc]u. u okolini DO=

loZaja ravnoteze.Prv:L od ‘tih uslova Je ocev:.dan aLo se uve :de sne=

- na ?-.- T jednamnu ()4) L.ogu tada mozemo da prepvemo u obli
lcu" '
y /“é’ o o C(35)

T ovoj aednaclnl promenlglve se razdvaaa,ju i posle 1n’ceg'rc,.13en3a

_'se doblaa . A
‘ coo 2
-‘g/;,,__..e e g
- R (36)
2y 2L g - Pt geE :

Ov:L izrazi pokazuju da. prvi mteg:cal kogi dopusta jedna,cz_na (34)
ée biti analitidki u okolini talke :zc—# 0sI tako jednadina »
: (34) saglasno‘teoremd. ﬁalng/fo&a ima u okolini polq;aga ravnoteZe
perioditna refenja.lo istog zakljulka mofemo da dodjemo analizom.

V fazne ravni.Oznadimo sa

1 = vidi ﬁ.N.Moisee’v
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Tzvi integral mofemo sads da napiemo u obliku

kaji nam-oﬁogﬁéava_da sastavimo fazne trajektorije
Liala slici br. 10 su prikazane famne trajektorije za Jjednadinu

(341, Vidi se da je poluravan #'( %; ispunjena gatvorenim tra-
" jektorijama,kojeé su nesimetridno rasporedjene u odnosu na Ox-osu,

e

u faznoj rav-

ali kojima odgovaraju periodilna Fefenja polazne jednaline.
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CIIT02.SISTEMI LJAPmIOVA SLUGAJ PRQIZVOLJIOG
BROJA STEPEII‘TI SIOBODE OGCILOVANJA -

U prethodnom clanu smo proudili neka. svojstva -
istema .&afngnog -2 drugog reda.Izlozen:L za.klgucc:. i teorema A2 -

-y#og-a mogu biti uop&teni na s:.steme Jlﬂﬂgh'oﬁ-a- v:.seg reda,ali
" su pri tome ogranidenja veda.U slucaau sistema ﬂamy#oﬁ-a prmzvola-
:vnog reda mogute je odrediti samo odredjenu. familiju ili klasu pe=
;'iodiénih ' reéehja..Bez obzira ha ograpiéen k_gra.kter ovog isti'é.ii- '
vanja on se 3esto javlja kao 1 jedini nalin iiuéava.nja i sastave
“1janja periodicnih’ reuenja nelinearnih sz_stema sa viie stepeni A
slobode oscllovanaa. ' .
o Ovde se necemo detaljnije z.adrz.avati na izudava=.
»nju nego demo samo navesti teoremu ﬂamgﬂmg-a za smstem Jla'ngm?g-‘

a pro:szolJnog broja stepeni slobode oscllova:_xga.. .

Sistem diferencijalnih jednalina

3341:5(:(;4:12::&5:"" 7:rm-z> 4:."?92139"" S AN (39) ‘
nazvaéemo sistémqm-ﬂamguaﬁ-a,ako zadovoljava sledeée uslove:
2° Funkeije' F(f,,'i",d ..,:"L"Mq_) -su gnalitilke fun~ .
kclje svoaih argumenata. u okohni taéke ’Jc,_ =0 se'.mogu izrazi~
ti u, oblﬂcu '

nia ) ‘ ’ ‘ C o
E:(ml,x,,y' -,CC,,;,_) :2 CLJJ:; + E (35‘4,9°z,'~ra:""73c‘mz) ; (4}:4,’2)3,-.--}»2) (40)

-gde su. a; 4 ’ -i];épsténtni.‘ brojevi, K f&;jm ..+, %) snalitidke
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funkcije 8ije razvijanje u stepeni red polinje od 8lznova drugog

-stepena » oo )
: '~ ~ _‘Z o (5450 ' Vv g, ~ ~g ’
Ej(.m‘,m’*).‘.-.7':cn+z) = 2 ’ a(:‘ L Sn§£x4$1x,:’! mm‘;‘ﬂ- (41)
. ‘ o7 'S‘+5‘_+.S#.,.+ =9 o .
- v° Jednacina .
D= IQ‘J Py |- S (@

ima u krajnj‘emA slx1ééj1i jedan par 8isto imaginarnih korena iR,
. Ce° Koreni XLk su prosti i medju korenima te
"ed,nac:lne nema korena obl:.La +4/32 ,gde ae £ _proqulgan ceo
broj. . : o
' &° Sisten (39). ima prvi analli‘tiéki integral

CHE, -

y &) =comst - ' ‘ (43)
Sistem jednalina (39) mo¥e se tré.nsfo_rmisati na
oblik » - A '
dx

‘ ""’" --. - lg + X(m,g,:c.,:q,ma, b ):(‘")

- d‘é = 1o +Y(;c,4(1):r,,oc,_)och, ,:r,,) - o » " (44)

dx-" Z'gm + X(mgl’r‘)xQ) Jm‘") (S:J,.’?.,b,-:n",h_)'

] o’co ovde neéemo dokazivati.U izvesnim uslov:.ma ovakvi sistemi do-
*puétaju periodlono resenae koje. se razlafe u red po ste_penima
'pocetne vrednosti jedne od koordinata uz pretpostavku da je ta
"’vrednos‘b dovoljno nala.Pitanje o postojanju periodidnog reSenja
.kod ovakv1h sistema prema teoriji Jla'ngno& ~a povezano je sa pi-
.'ba.njem o stabllnostl neporemecenog kretanja sistema,odredjenog
nultom vrednosiéu koordinata u jednom ‘od"kritidnih sludajeva®
naime kada karakteristidna jednadina ima patr Sisto imaginarnih
. korenova, o ' ' .
Teoremna Jlswgnoé -a,:Ako aednaelne ne-
linearnog sistema (n+2)-0g reda mogu da budu transformisene na
oblik (44) gde.Je A " pozitivan broj, »ga.; konstantni koefﬁ...




cifentl, XCow,xnay-—--xw) 3 V@, - %) 1
Xs("% X, -+ - - L) a.nalitii’:ke funkcije svojih argumenata za
dovoljno male vrednosti,koje u svom razvoju u stepeni red podinju
sa $lanovima ne ni%eg reda od dva u odnosu na te promenljive i

" ako jednadine (44) imaju prvi integral oblika

H(x)‘d)mhrm... o) E ac%g“ +Wca:4,:rz,-~0c.,)+S(oc,«é,m.,acz---x..) = Confs?: -
i | NS (45)

gde je "W (XX, ---Xp)  lvadratna forma promenljivih X, , %o ,
Wy aeeneey Ty ya 5(EY%0, %) funkeija svih koordinate $iji

1Tanvo j poéinje sa ¢lanovime ne niZim od tredeg reda (ste’pcamn)

to sistem (44) ima u dovoljno m~loj ololini tulke X =4 =x,=

= Xy =Kyeens =Wy= 0 ypevicliine refienje koje moZec da se razvi-

je v wed po stepenima poletne vrednosti x=A i ima period ko=
i se mofe da razvije U red po stepenima - i koji postaje
B

F/2  za ﬁ;= 0.

5
2
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III BoFONZERVhTIVYI SISTEMI I GEOM TRIJ“KA
DISKU°IJA KhIVIH ENERGIJE R FAZFOJ RAVEX

‘ ) "Kao sto smo. ved napomenull nellnearni konzérve~
blvni slsteml predstavlgaau speciaalan slucaJ 51stema .ﬂangwog-
i mogucnost njihovog 1zucavanja obuhvadena Je opitim metodema za
1zuéavanje smstema .ﬂangnog-a. o

Konzerv&tlvnl sistemi su naacesce dosta grdba

'aprokSIma01Ja realnih nellnearnlh slstema,koaa samo do odredjene -

‘ granice daje zadovoljavajuce rezultateaTakva aproksimaciga Je

~zgodna u smislu prostijeg 1zucavanaa oscllaclja uz Jednovremenu
mogucnost da se. studioznije izudi niz drugih pitanaaeKbnzervativ-
ne sisteme karakterife konstantnost epergiae.u toku procesa osci—

:lovanja. o ; v A '

Posmatragmo prlmer 0sc110van3a konzervativnog

'sistema sa jednim stepenom slobode osc1lovanja,013a je diferenci=

E Jalna 3ednac1na oblika

d“z
g

gde je -@qp restltu010na sila koja je funkeije generalisane koor=

+E9=0 | S . L ~(°1)“

dlnate,a inercioni koef1c13ent k031 moze da ima razliclto fizidko

fznacenae.Restltu01ona sila pod 0131m se dejstvom vrii kretanje
. Je konzervatlvna,aer pr01zvolano zav1si od koordlnateaﬁestituciq-
. na sila se moZe izraziti kao gradijent skalarne funkciJe sile

léczi— (@

7




Tle :
dednadinu (1) smenom i:z)' mo%Zemo transformisati na sistem od
dve jednadine

dv' A =
-‘f, 5{ =
oOdakle sledih jednadina integralnih krivih .

mpds=-EQdg

(3) -

(4)

Integraljenjem sttednje jednadine dobijamo
a ’ . e

(va jednadina moZe da se interpretira pomodu energi,je i ona ka-

. %2 da Je zbir kinetilke 1 potenclaalne energije kons‘ba.n'tan

L) = L d gy~ £- % comst (6)
- Za-rmdu analizu najpogodnije je ovu j(ednaéinu da napiSemo u obii— )
i ’ ' )
PN IORRD

(67)
: gde je E totalna energ:.aa sistema.Sa )7(2) je obeleZena po=-

*encn.aalna energija slstema.Za podetne uslove konstanta integra.—
C1Je Je

F- /m?);’ N mg,>

i ona Je konstantna za sve vreme kreta.nja sistema,dok koordina.ta

brzina., Z i ¥ moraju uvek da zadovoljavaju jednadinu (6).
2na. 'bra;)ektorl,]a (6°) u fa.znog ravn:. p:cets‘bavl;)a krivu konstan=-
tne energiae.singularne tackel

jednaka nuli,odnosno gde Je

-\ i o

singularne tatke su,zadi, na q - osi gde funkcija Pg) pre-
seca ¢ - OSU. '

su na mestima gde e fazna brzina

Jed‘naéina’int'egralnih krivih se moZe napiéati
u obliku ' o '

1 vidi DoRaékovi_é Teorlja 0scllacl:ja.
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odakle se vidi da su mtegralne krive simetricne u odnosu na g-

—osu.Za F - /7(2)<0 realne grane na integralnim krivema ne DOS-
toje,dok za K£ - /7(2)>0 postoae takve realne grane. ,

o Obelezmo sa Z=T1(Q) funkciju potenc:LJalne

A energlge a onda f’lkalJa F(Q) predstavlja 1zvod potenc:v_awlne ener-
gije po koordinati ‘

c//7[2)

~Kaio je u smgularnlm radkama F(Q) Jedzwako nuli,to moZemo uoli-
ti da se s:Lngularne tacke mtegralnlh krlvih Javl,]a,ju u tadkana
sa apsq;sa.ma. 7. za lco;]e potenciaalnaAenerglaa ima ekstremne
vrednosti.0vo mo¥emo ubéi'&i. uporedhim_ramnatranjem dve rawmi
(2371@ ) 1 (2,2) koje imaju istu apscisu. g oNa slici br.
11 priksgane su :Ln'beg'ralne krlve 1 njihovi singula.rn.te’ci za raz=
‘Yidite promene potencija.lne energije 17(2) oNa Sllci broll a funk-
uiaa potenclaalne energije z= FI(Z) ima minimum E i zatvorene
Integralne krive prelaze u smgularnu talku koaa je centar.Za slu-
daj kada Jje EZE ne postoae 1ntegralne krlve,dok su ' za E7f
zatvoreme i okruzugu s:.ngularnu tacku = centar.Ova singuldrma ta~=
'-Lka Je stabilni cente.r,;jerv;je potenc:.galna energl,]a u toj tacki

a m;iﬁimumu.Ovo zakljubujemo na osnovu -Lagrange~ove t e.or e =
- ‘ve,'k_oja glasi:Ako potencijalna energija konzervativnog sistema
Ime izdlovari minimum u"pdloéaju ravnoteZe,onda je taj poloZaj

: s‘ba’bilah.Kako zatvorene integralne krive odgovaraju periodicénim

.zcretanjz.ma to je perlod periodi&nog k:cetanja
2

‘T 2 —-_z I,————————dz N : (10)
Co m[IE /7(2) ) A )

gde su g, i 2:. p:r:esecne taéke _ivnt'e.gralne krive sa osqm,
gto Je na sglici 'br.lla prikazano.

) ) i} slucaju da potenc:LJalna energijs ima maksimum
onda za E E, gde :je £, maksimum funkcije potencn.;jalne ener=.
gije Z= I"l(z) integralna kriva se sastoji 1z uetll‘l grane koge
prolaze kroz singula.rnu tadku t_ipa sedla,clga yapsc:Lsarovdgo_vara




upscisi;

. maksimuma potenciaalne energijeoOvakvu faznu tra—

‘g

'v}ektoriju nazivamo razdvojna 11nija i1i aepazatrisa,aer ona razd-

raja grane trajektorija razlicitih oblika i nalazi se na prelazu
Jjednih oblika trajektorija u druge.Ostale trajektorlae ne - prola-
rme kroz sedlastu taéku ykoja predstavlaa nestabllan polozaé@amno- _

Sefe u faznoj ravni.Na ovaj slucaa mo¥e se prlmenlti ﬂggymﬂ-lae- L
‘va teor em a o nestabllnostl polozaaa ravnoteze kaja glar
~sis Ako potenciaalna energlja konzervatlvnog sistema’ ima 1zolova—

ni maks1mum u polozaau ravnoteZe taj poloZaj je nestabllanQZa

£?>>ﬁ§ . fazne trajektorije se sastoje iz grana 1spod i iznad
ueg;ratrlse koja prolazi kroz sedlastu tadku.Za ﬁ?(E} fazne tra~_:
]ektorlge su otvorene grane koje su rasporedjene 1evo i desno od
“eﬂlaste tadke i okrehute svojom konvekenom stranom ka naoa (sli=- -

"Ka bre 11 b)

Kada funk013a poten01jalne enérgije  ima prevoa-

‘nu tacku u kojoj su prvi i drugl izvod 3ednak1 nuli stjckada je

taugenta na kriva energije u toj tadki hgrlzontalna,kao lntegralf'

na kriva u faznoj ravni javiée se kriva sa vrhom (3picom) na aps-

pisi koja" odgovara prevojnoj tadkil.PoloZaj ravnoteze kome odgova-
| ra ta talka Je nestabilen (vidi sliku br. 11 c)

.Stabilnost u slngularnlm tackama mozZe se odredl-

~+i i na osnovu ponaﬁanaa funkcije sile o Cemu govori sledeéa Le-

Jenne-Dirichlet-ova t e 0or em atKada 1 poloZaju ravnotee ma=

‘berlaalnog sistema,na kojl dejstvuau konzervativne sile,funkciaa

gile ima maksimum,polizaj ravnobefe je stabilan, dok Jje u suprot=- }

: ~nom taj poloZad nestabilan - labllan ili indlferentano

Na opdtem primeru funkeije z~fhy) prikazacemo

' analizu kretanja za razlidite vrednoatl konstante energije £ u

" odnosu na krivu potencijalne energijes.sko je prava 3z, = F =const.

1spod krive 2‘17(2) i nigde je ne'seée'integraine krive ne pos-
toje i kretanje Je nemoguce sa takvom energijomoAko Je praVa Z=

, "= F = const. cela iznad krive energlje. 2=[1(g)  grane inte=,
' - gralne krive idu iz béskonaéﬁosti u beskonadnost i ne seku aps~
.eisnu osu.Takve krive u ruskog literaturt se nalaze pod nazivom

- 33eLaJ0u5uﬂdu.Kretanje 8ija se reprezentativna tadka kree po
- takvim krivama ée se- odvlgati od pocetnog polofaja sa koordinatom
A hrzinom z} .,ka poloiaju u beskonaénosti sa stalnim uveca-
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Slika br. 12
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njem brzine.

Ako Je konstanta energije tako izébraha;da pra=
va 2 =F = oonstoseée,tangira. u melc'simumu‘i minimumu,,seée'u
prevojnoj tadki krivu energije na faznom portretu se dobija vile
izolovanih grana faznih krivih',-.?;to se mofe.videti sa glike 1)1*:.12; ) '
%: vreednosti koordinate 2 2z koje je- /7(2)7E e postoje tiam
jektorije u faznoj ravni.Za ostole vrednosti ‘koox;dinaté‘ 2 za
koje je. f7(2)<E postoje fazne trajektorije u vidu zatvérenih kri_-lA
vih. (1),separatrisa (2), izolovanih taéaka'.(6)‘i otvorenih gvra.na"
(3) i'(‘4')..1?.‘azne trajeictorije koje se .samoi)rese;caju u faéki tipa

- sedla nazivaju se separatrise,a odvajaju krive raznih tipow;a;Pfi'
pp#eéa,nju konstante energije F Adc,‘bijaju se .fazne k::ivé koje zah=
vataju sepafatrisu i .odgo{raraju periodiénim reéenjima,dok 73 Sma=
- . njlenje konstante energije F sdobi jamo Jc'akodje zafcvoz:-ene krive

S c;‘ﬁ»ullvaéene 'selﬁaratrisom u 'da:l';om -slu_éaju.}{eogi:aniééni delovi kri=
B oznaceni sa (4) né' glici br.l12 ~odgdvajraju neperiodidénim kre- -
"saziji'macSa. (5) je oznadena separatrisa sa jednom petljom i dm;gim ‘
‘delom koji ide u beskona¥noste. B '
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ITI+4.POVREIN: MNVERGIJE .

Interesantno je prouditi povriinu zcdatu izrzzom

¢=4=2% ) T=4ne) BEREY
S prdstomqm Descaﬁ.“bea—ovom' pfavquglpm koordinatnon sistemu (g ,
"&,z)kojapr'edstavlja povr%inu energije
(Ehlergleflache) Ovakva povr ina je pretstavlgena na .,llci br.l3
i omogudava nam da na njoJ uodimo neke krlve-

‘ _ 1 Z= ﬂ(z) ;]e “kriva potenc:,;]alne energlje kojs se
dobija za V= 0, ’c,j. presekom (z ’Z) ravni i povriine ener-
gljes o o
' 2° Fazne krive tj. krive 4 = constémjt;,oGnOS-

no krive ' ‘ ' "

V= V‘V& r7(2)

. _"Cl.Jom se pr_oaekci,jgm na ravan ( 2 ,7) dobija fazna kriva,odnosno .
fazni ;éortret ia razne vr’ednos'-bi‘ konsfante ‘energije 4 oOve kri-
-ve se doblaa.]u presekon povriEine energ:.;]e ES ravn1 pgralelnlh rave

ni (2,2}—) na visini £ & ‘

3 za Z-—-— + 1762)

d'obija_;ju'bse krive obl_ika; parabole,koae s}e(nalaza u preseku ﬁo‘vr-

~8ine energije i ravmi 2 =9; ,gde_ je g imabrana koordinata.Ove

krive 'pok zuju promenu brzine i energije sistemu za konstantnu

) a.psc:.su.l‘[oze se woditi za sve povriine energije konzervat:.vnlh

sistems da.Jje kriva " Z= [7(2) - u ravni (2,&) dire kt~




r'1is a, a parabola z-ivz 111 z=—z}+n(9) generat-'
ris a,éijim kretanjem nasta:je pov:csina energije,dok :je . toku
'kretan:ja svojim temenom uvek na direktrisi a osa joj Je paralel-
na sa Z 0som. L L S TN
 Sa ?p_riloiénoé crtefa slika bi‘.l}_;vidi Se"‘prié;:d-".
. da povriine energije konzervativnih sistema.Na slici pod b se Vi=
di da pomeranjem ravni ¥=4 paralelne ravni- ( g, ) 'i projek=
X tové,n:}em njenih’ preueka sa povriinom energi;)e se dobiaa fazni por-
tret u faznoa ravnl. ‘

}

: 4
1=fiq) _“’E,’al‘: 7:‘ +ﬂCZ)
~1
T\ | [ edotiie
.7/ _
Z z ﬁ(z)
,z..conist ‘
= |

L sima.br,;.’;a
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 IIL5PRIMER T

B} 1 I’ao prlmer posmatracemo provodn:zl' 1.031 Je srie
;cacen opruga_ma,a pod deastvom elel:trlcno polga osclluae,,]er Iroz
isti pro’cn.ce s‘bruaa kao tho je na. Sllcl 'br. 14 oznnceno.l)li‘eren—

“l,jalna Jednacma kretanja Tcovod_n:LLa Je

" z;re I A
gde je A= —— parametar, K, konstanta ove opruge i 2% mase

Anrovodnlka kOJl oscllu;]e.Iz:caz % predstevlaa, smlu prlvlaCf*nga
izmed ju provodnlka, ka,da kroz jedan protlce struja Jacme 4, & -

kroz drugl koji Je nepokretan s‘bruja Jacme I o

Jednac:.na mteg’ralnlh k11v1h :je
Y eEar+d - & T (y
¥ T 9 T
a singuia_ine"caéke_na ac~o0si su’
Xz - T A _ 2 R . S .
:L postoje za 2. %‘- ou fazno,] ravni se aavlja joa Jedna nerem—

_1a.rna taéka x=a u kojoa postoji asimptota integralnih krivih
-1 krive energijeoPotenclaalna energiaa sistema. se mo¥e’ izracuna=-
i iz (1) kao ' ‘ '

na omovu Eega ;je
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. _.f::*‘k 7—2‘-[%21').!07(42—:237: £ = const

(5)
Ovo j‘e Jednalina energijske ramote'ié.za'pqsmatrani priﬁieroZa" ng=
laZenje integralnih krivih postavidemo krivu gnergije' ‘u (xyaxz)
ramnicKriva energije Z=/1(x) ima ekstremne vrednosti za _
o (e
2250 se mstem mora proudavati za sluca;}eve kada Je

a a* ; a?r

2."-7: Ly A= -2’—-) ALz,

_ Za sludaj kada j'e‘A'1> _"2?‘1 nema ék:_si_;rel;inili tada~

. Ak;« i funkeija -C-/—,Z je stalno negativna,3to znadi da je funkei- -

4 30 (Tcx) monotono opaﬁ.aauca te su mtegralne krive bez singulapi~

Yetakao s‘bo se vidi sa slike br. 14.Kre’ca.nje Stapa je neperiodi=

8no, dto se 'tumac:. cmaenn.com da je gpruga suvife slaba 1 ne Jav-
1liaju se oscilacije,pokretni provodn:.k se jednostavno krece pre=~

ms nepokretnom provodnlku bez 0sc11a01ja. . _

, v Za slu_caa kada je ;L< : kriva energije,

img ma.ksimum ,ﬂqu za R

- i ninimum »g;n,-% za -

gto se vidi 'i na . slici-l4a.Iz ofro'g“a sledi-da za J{-gmx integral-
na kriva sadrii sedlast singularitet i Jednu zatvorenu l gednu
‘o’cvorenu g:canu,ko,je se spajaju u sedlu. - .
28 iy < Al By Tama 'bra‘.iektor:.ja ‘se sas-
'bo.ji iz za'bvorene i otvorene gra.ne.K:re‘tanae kome odgova:ra zatvo-
reng integralns kriva Je pe:cz.od:.cno tada. Je oprugsa k:mrba,a podet~ -
na brzina mala 1 polozaj provodnika ko ji osciluje nije blizu ne~
pokretnog provodnika.InaiSe uvek postoji grana,koja Je asimptotsa o
ka u odnosu na - pravn S t=a s5to. se tumali time da je jadina .-
: elektrlcnog pol;}a. pored samog nepokre-bnog provodnika 'beskonaéno

[ : ..: w
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. Slika br. 14



,Jakog intenziteta. o .
; ; ‘ Za ,ﬂ ,ﬁmm integralna kriva se sa.stoji :I.z otvo- '_
""ene grane 1 izolovane 'backe '

. 22 A< B 1 A P kriva se sastoji iz ot= -
‘forenmé grene oblika kao na slici brel4,a prava = x=a Je njena .

asimptoita;;'ﬁ ovon sludaju kretanja su neperlodlcna ali- v:r:lo razli= -

'éi'tih_t'ipqv'é..kao Eto se sa slike vidl. _ :

C T ' Znadi da za Al <« 7 fazni pértret sad:ci’:i jéd-i
16 sedlo i jedan centar.Za ,1-—‘.,.1' s:.ngularlte'ti se poklapa;]u i
formira se s:m:rularitet vlseg redasKriva - Z=[1Cx) infleksn.;;e )
'p’mvoge sa horlzontalnom ta:ngentom kroz tadku sa apscisom Jc-a—%

. Fama ftrajektorija ‘kroz ovu 'baplm nije glatka kao ostale veé ima
:’}L-Z"’ ove vrednosti R ne poéfoj‘é periodiéna kretanj.a,veé su
sva neperiodlcna.Pored :mtegralnlh krl‘Vlh prikaza.ne su i promene ’

( funlceije potenciaalne energlae.

- 2° Primer kretanja teSke tafke po paraboli koja
‘“ge obrde oko vertikalne ose.Tefka tadka mase m mo%e se slobodno
‘retati po paraboli jednadine = x*= 2px  ,koja se oko ose
- ons‘cantnom brzmomos:i.s‘bem ima jeden stepen slobode kretanjaKi=
._1etlcka ene'r'glja kuglice je ' '

Ekg%fa2mﬁ+§¢(ﬁz+m?z | A. R . ; » - ) o (10)

gde Je Y =wx prenofma brzina,a .v;; j;?—,;iﬂa ‘ relativna brzinae .
Potenclaalna energ:.ga tatke je ' ‘

/7cz>f= m;gz'-; @35‘% ‘_ : -"-'(111)'

_Pomocu Lag:range-ove aednacme druge vrste 1 izra.za za kinetilku

1 potenc:.jalnu energigu dobljamo jednaclnu kreta.nja w: o'blll"u

. L. - ’ mw N . . . . o . N .
’.Amh%—,’ .:c-mn 3T f*””/“c_o D (a2
. ‘Smeénom - y-oc dobijamo jednaélnu integralnih krivih )

I3
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Slika bre 15

L B2
@ G2
e AR it S Ani o - 13
: “/x‘ g(u f”) o o o . - (13)
“koja razdvaje proménljive,a njenim integreljenjem sr dobija .

(41«%..“)?“2@:,@‘ ' | '(14)'

'gdé je E mtegralna konstantaolz jed.nacme (13) ‘se" vuii da -
) postoji samo Jedna singula:ma tacka bez obz1ra na znak pc‘rametra»
A itoza :z:::O,’gr:Oo_ _ ' . ,
v Za sluéaj 2 =20 posfojgée_ beskonadno mnogo

sta.nja ravhoteze ma  x= os:.. S ' ' o '




3%

%a sludaj A>0 kretanje je moguée samo
ako Je E > 0,dok je za A<LO0 moguée' k.ie’cahje bez obzira-na
ZLEX konstante mtegrac:.,]e E . '

Za slucaa 2>O fazne trajektorl,je su zatvore=
ne :crive,kojg za dovoljno vel:ko‘ Af:”‘ i malo % . 4su prlbl:.ano-
jechake elipsama.U ovom sludaju singularna tadka je stabilni cen=-
=) , A , ,

-Za slubaj 2<0 fazne traaekto:r:lae su razllci'be :
o obllku otvorene beskonalne grane,razdvojene sepa:r:atm.somoSin-
Sularnia tadka =0,4=0 Je nestabilno sedlo kroz koge prola—' .

zi separatrisa za E=0 i njena jednacma je

o @
Kada = g- oo ‘separatrise, prelaze u p:ca.ve Y=t Yizi p  koje
gu Jjoj asn.mpto’ce.l ove prave predstavl;.a,ju integralne krive i

. kretanje reprezan’catlvne tatke jJe 'tada. Jednoliko ,kons‘bantnom br=
ziaom po paraboli.Za E< 0 fazne tragektorl,je presecaau :z:-osu u
tatkema X= * l"f_ Za £ >0 nema preseka sa X -osom ali

ge dobijaju po dve grane ga svake strane x- ose‘,koae se asim=--
"ptotski za x>t pribliZavaju pravama Lr_fﬂ oZa

141 >Pr kretanae talke je pribliZno kretanau za A= OoNa

. glici bre. 15 bye i'd .ne.znacene su fazne ‘l::raje_kto,rlje za ALK 0, -
2>0 ' i A =0.0vie treba napomenuti da je A = 0 vrednost
kc da odvaja -zatvorene od otvorenih tra,jektorlja faznog portre‘ba,
jer se ma A pozitivno dobijaju zatvorene krive,a za 9. nega-. -
tivno otvorene fazne trajektorl:je 82 separa.trisom.Za samo A = 0

se dobijaju otvorene kriveeo

. ' 30 Jednatina oscilovanija matema‘biékog'kla‘bna se
moZe prouéavatl sa aspekta. konzervatiwnih sistemaoJednacina. og= -
cllovanaa matematickog }'la'tna Je '

P+ 2 sinf=0 (16)

gde Je kLg/L 1 v ~ugeo otklona klatna.Integral emergije je

‘ ' -. ,_— : . 'v . . ) 1
%)—Z—F‘cos‘P:Ei ’ o _ ( 7).
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Singularne tatke su @ = 0, ¥ =+ k& .Funkeija ¥=[I(F) ima
‘u talkama Y= + (2k-1)§° izolovane maksimume,te integralne krive
za te vrednosti ¥ imaju singularne'faéke,tipa sedls #to odgova=
ra nestabilnlm stanalma rovnétedes

_ Za P= + 2k funkcija potencijalnc energije
Z=T1(r) ima relativne mininume i u tim ta¥kama se javljeju sin-
gularne tatke = centri.To su staﬁ;lni centrt ravnotefe.Fazni por-
tret je dat u faznoj ravni ('P,aa) na éliéi bre 16 a, i njemu

je pridru¥en grafik Z= ey, ' .

- Za E7< -2 peslno stanje. oscilovanja kKlatna
je-ngmogﬁée. ‘ ‘
o Za - s F <Los k2 - fazne trajektorije se
jnvlaaju kao zatvorene krive koae okruzuju centre.Ove zatvorene
krive’ odgovaraju perlodlcnon kretanau klatna za koje podetns br-
~ zina oscilovanja ( za ¥= 0) nije veda od 2k (a) 2k) oPeriod
cscllovanga za matematidko klatno. je.

e 0/9 . F‘(e J’) ~ 2T{4+ (2'”‘4’)/7 27" q’snné
V—::EZEZ;;’ =7 = C2 )‘

%a £= k2 fazne traaektor13e st tipa separa-

T‘:

trlsa sa presecima u sedlastlm tatkamaeZa E’>Ka'fazne traaekto—
rlae su otvorene beskonacne krive,klatno u ovom slucaau izvodi
progresmvno kretanae po krugn u aednomAsmeruQUslov1 za kretanje
- po. separatrlsi su praktlcno neostvarljivi Jer bi trebalo da tac=
: ka ."puzi" ka sedlu. : )
’ Kako su fazne krlve perlodlcne sa periodom 2d',
to Je moguée faznu ravan "namotati" oko jednog ecilindra (valjka).

fpoluprecnlka Jedlnice,01me se delov1 faznih trajektorija u in-
.Utervalu 29 poklapaju Jedni na druge i dobijaju se zatvorene

‘krive sa Jeanm sedlastom taékom i jednzm centrom kao Sto je po=
' “kazano na slici bre 16 b.

4 Klatno sa prlgusivanaem srazmernim kvadratu
- ugaone br21ne (sa turbulentnlm prigu91vanjem) Je moguée ostvari-
' i ako se matamaticko klatno uroni u neki medlg,koji daje silu
prlgu51vanja arazmernu kvadratu ugaone erine,a suprotnog smera
od nje.Diferencijalna jednaclna kretanja klatna je tada
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B6e
.“.v.’cl'-; ’~ £ .. - B K i ‘ A
Boeplfloxtant=0 gy
gda ;je ugao Y’ ugao otklona od donjsg vertikalnog poloza,;jaoJed-
nadinu integraln:.h krivi_h dobijamo u obllku ‘
'”dé) ~..;c“sm)”— cwll ST e B
&de je w P oSmgulari‘beti jednacme (2) kojl odgova:caju polo- A
‘Zajima ravnoteze su na, )o-osi za koje Je )0 n&T,gde je n=+1,

D 22943 eeees oZa- Y’ 0, W= 0 kara.kte:cisticna Jednadina ne daje
V 'ocgovor na plta.n;;e o tipu slngularlteta ( ,Jer su koren:L Pare.kte:cl-
'sucne Jed_nacme sa realnlm delom aedna.klm null),a Ba time 1 o
mabllnostl ravnoteze.Ali zato uporeda:wanaem sa sluua.]em ¥latne
btez prigulivanja,gde je za ¥ = 0, D=0 c_entafr_,kzaklguc,uaemo c‘_ic.‘je‘
~ tu ovde gpiralna %iZ%a. : - . -

: - Za P O ,(J 0 slngula.ritet je sedlo jer na
'ovaa slucaa slngula:r:ltet ne dejstvuje prlgusiVanJe. .

. ' Za ¥ =20F , @= 0 sve su splralne,stabllne
“i%e,a za = (2n-1)J| i 60 =0 su nestabllna sedlas
R . ' In’begra]né (fazne) krlve se ;)avl,jaju ta}'o da sva-

: “ko kre’canae reprezen'batlvne tadke po n;jma ima. teznau ka polozaju

.st.a,bilne ravnoteze - poloza;ju s:.ngula.rne tacke tlpa. zizeoIntegral-
ne k:cive u ovom sluca,ju mogu da se- doblgagu uvodaen.]em smene co-‘f’
"l ’I}-’ - u jednadinu (18) - :

d’a +£?}le+31an - o ‘ (20)-
'.-Odakle moze da ée naplse _
AA,d(v) ~2c7} 2s,m>0 c 2 ' >0
| 2{3@—) ZAU ~2sim¥ ‘  ” .i'a' ;2}40'_ o
“iw konacnom obliku . imamo jednaéine integralnih k:civih
vA= G e ¥, 2 cosp o H_ iy za - 'z}_>0}'

The L Ardct

(22

e -zc_r" 2 4e voiy - za 20
vff'cie‘ * Irict c'ossa.f, /+/1C?,cosp za <0




S 876 . . : 4
Ne slici .‘bl’a‘ 'l7bprika.zan'e su i_nteéralne krive sa k\fadfé.tnm ‘pri-
guSivanjem.Konstante (, 1 ’C'.,_' o&redjuju ka;rakter krivi't-z.'Ako.'v
Je klatnu dat podetni impuls tako da -ima  podetnu brzmu &y one=
da pri dovoljno nalom W, klatno e oacilovat:. oko polozaja

Y = 0 teZedi tom polozagu ravnoteZe. Ako Je 4, ovoljno ve=

llko klatno 8e naliniti jedan ili viSe o‘nrtaja oko 'backe vesa.naa'i ‘

Pre-nego sto poéne’ da osciluje oko sta‘bllnog poloza;}a ravnoteze
2nﬁ” oNa faznom dj_aagramu reprezentativna’ tacl;a se pri ’comeAk:re.c_e
iz tatke ( 0,@,) pa se spuita do jednokg od sin_gularii;,e‘ba' Y=

“se.
. Moze se postav:.ti pite.n,je da nadjemo opseg coa
Leme ée se odgovarajuda kriva ( Y,w) spustiti nd Zeljeni sin=

) rgularitet 111 to p:caktlcno znaéi da traZimo poéetnu ugaonu br'zihu'

(p"cetne uslove) za koje e klatno izvrSiti odredjen broj n pu-

nih obrtaja,posle koga ée teriti. ravnoteznom poloZaju Y= 2ndre

~Pa bi smo odgovorlli na ovo plta.nje,po integralnim krivim kroz-

~gadlaste tadke treba se vratiti db ordinatne @) =~ose "¥Y=0,
gde nadjemo. w, i - CO,”,; ‘izmed ju kojih'je odnos ), 414],4"60,,,2- )

Kiat_no ¢e izvriiti (n+1)/24 punih obrtaja dok ne ‘stigne u stanje
.mirovanja.Vredn&sfi €y, treba da se odrede ekspllcitno iz izraza
(22) 8to je vrlo lako.Treba odrediti £y tako da je za 2 =0,

= (2%-1)%" 1 onda izradunati 1=alkx za P = o.Integra—
ciona konstanta je za n = okml i date pocetne uslove

[“ - ' 2 e‘Z‘l‘- (ax-)J

LIV VLY o - E Co e (23) |

'

za koju iz j:ednaéinav(2'2)' za ¥ = 0 sledi

S ‘24 (2x-4) T I - .
W= -1—2—"1[8“.25 _—vy L o (24)

“h T 4rhe
Za narednu krivu koja prolazi kroz sedlastu tacku Sno= kel e
konstanta je - . .

2 .z.é('zxu)e‘}?' ‘

: i,ugaQﬁé ‘brzina Az‘a._‘ » P =0 ’jé'. o

= 2115)\1','zavi'sho od veli8ine aJ,,0ko koga obilgzi i iprihﬁli‘éayq, ix_lu ‘ .
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A"L Aic? 2e(lk+a) ¥ 4 .
“’m’mﬁ“&[e. S *’./’] S - 8

‘Da bi klatno sa otporom srazmernlm kvadratu brzine ¥ mogzlo da
) -1zvr31 (n+l)/2 punih obrtaaa oko tacke vesanaa,pre nego 3to pot-
"ne da teZi ravnoteznom polozaau potrebno 3e da’ ima pocetnu ugaony

'br21nu &) iz intervalae
QO LW, L WDy ‘ : o - (en)
" zde sﬁ‘ o, i aji;_‘napred izraéﬁnate»?rednosfi.

to

| Slika bre 17

. " 5 Kao naredni primex posmaracemo elaﬂtlunu gtam
"bllnost napregnutog stuba dlnamlcklm putem.Za proucavunae elastl-

~ Sne’ stabllnosti prave . -elastidne Hipke (stuba) dinamidkim putem,

ﬂ ina koju aksijalno dejstvuju kompr951one sile moZe se usvoglti

' uprooceni model sa sllke bre lsanmodel se sastojl iz dve Sipke
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. 90.
_du¥ina pb'. : ,e, zanemarljive mase,}'o;je po Vertlkall slobodno- kli=- -
ze,a drugim delom su spo;jene zglo'bom C.T zglobu se postiZe otpor
pcmocu torzione opruge i ,jos u. zglobu Je smestens. ma'beri.jalna
talka mase m ,ko;ja predstavlja redukovanu masu elas’clcne .Jipke. B
Iodel Je dopunjen i jednom zavognom oprugom.
, Prava. ela,stlcna $ipka (stub) ée .b:LtJ. u ravno uﬁul‘
do’ 't;renutka kad kompres:Lone sn.le predju 1zvesnu kr:\_tlcnu vrec'Lnootw
posle cega hastaje :sz1,]an3e ‘11; lom.}l_iezultati ispltlyma na up-
~roidenom modelu mogu pr'uz:Ltv deo_ljﬂo tadne ipo‘datke: o-'s'tmju :ta-
bllnostl é.ako Je hpltlvanae Qvedeﬁo‘na j‘edan stepen s‘iobode,wﬂ.e-b'
o da se radl sa. beskonacno mnogo étepeni "élébode k-_""et'e_nj‘a. ‘
Kompreswne sile de,jstvugu na lrzra;]ev:_nc A i

Slpkl dua vertﬂcalne llnl,je.Zavoane opruge u zglobu derLvuau

hl

smlslu promzvodaen;;a bolne f11e~1r03a zavisi od pcmm njo ¢

rm o

ipke u tadki C (zglobu) deastvuau jedna na drug;u po*ﬂocu torzio-
ne opruge,8iji Jje momeg_u grazmeran uglu: zaokreta,nau jedne _slll:e
- u odnosu né. dru‘gu..()va torziona opruga zamenjujev Lrutost izvijanja
elastlonog stuba. Iz uslova- Jedna}:ostl sila u vert:d”alnom pwﬂa.v"u

je V=P ,a iz uslova ravnoteae momenta za talku  C je
-%;-'-Vf.sin:9+£-}ecbs@%07‘ | '..‘ B | ; o ', (28>? |
J odé;,k'le dobi-ja.%ld siiu ’ ' ,
| FCm)-%ﬁ B o -  (29')

" Ako Je s:Lla zavoane opruge nellnearne kara.kterlstlke
:F(oc>- e +/5m3‘ '

-1 moment . torzwne opruge

’ M ZK'.c are Sin e _

) jednaélna, osc:.lovan,ja deLmlsa.nog; modela je tada |
ma.i_ Q‘P-g— - T arc§vn -z- ,+ o['i. +/}_.0:2’= D - | 3 | ‘(30) »A )

_ W»-J_(—"g)“ -

Ka.ko Je, 'boéné pomeranje % suvife malo u odnosu ne -dufima £,

~ to mozemo ‘silu F(—) da razvijemo po stepenlma, ' ';E? - zadria-

-va,]uci prva tri clana, razvoga,,dok ostale clanove kao male Vellbi'- -

;-




ue viBeg stepcna moZemo zanemariti.Tade dobijamo jedna.c":’:_imf kréta-
nja u sledeéem obliku '

‘mse+ét+€,w —’?x #(pe 8- Poc 0 NG

‘\Lo sa a, i a, obelez.uno izraze
2K 2P

. -7,: d + =5 — —5— co
» £ 2 - (32)
4’('4 P
a:s = ot pr T T3 S
onda Jje’ dlferen013alna jednadina kretanga m e +.Q',:!':-|t-t>l5 x? = 0o

ko bi smo posmatrali S'ba‘tlcl’l stav:Lli bi smo da Je ubrzan;]e Jed-
nalke nu__ll i sa tim a,a:+a3 = O.A_Lo pre’cpostavmo da Jje @ ma~

lo,mo¥emo  oc® da zanemarimo i zad-%imo samo lineaini- 8lan

T

ae = 0 yte sledi da je o= 0 stanje ravnotefe,izuzev ako nij@
= cy,'-—: 0 odakle se dobija kritidna vrednost sile

‘ oez oo C

'Pmé ~ o | (33)

L stub bi morao da se izvija jer je ravnotefa indiferentna.Jedna~

dina integralnih krivih pri dinamiSkom razmatranju Jje

M 4 —az-a,xd _ | (34)
dx- m. 4 - - , ?
gde je. é{—.-o.c .Singularne tadke faznog po:ctréta su za Y = 0. i
2,00+0,2¢>= 0.5ingulame talka =0,4-= - 0 se uvek javlja.

3ingularne tadke A =0, x=% a’

su uslovlJene makom koefi=
cijafta dlferen013a1ne jednadine, a ¢ Q, .

Pretpostavljajudi da je 370472 dovoljno veli-
ke vrednosti ko'eficijenata. /A (a i P/p> je malo ibog velikog
Zﬂ,singular’itete mo¥emo proudavati samo u zavisnosti 0d sneka
koeficijenta a, oAko je O, >0,%tje 154'3,;{ ;21 faznom plor’cr_etuv o
gse javlja samo Jjedna singularna tgéka % = 0, 4 =0 i to kaol'
stabilni centar.Integralne krive su u tom sludaju zatvorene kri-
ve.I Bipka (stub) 6sciluje periodilno oko nultog poloZaja ravio=

teze,koal Je stabilan. poloZaj ravnotefe.(Slika br. 18 D)
"Za sluCa) ay<o0 " tj. P?Rr.t fazni portret _
“gadrii- singula.ritete' Za.x= 0, }n ¢ sedlo,kao nestabilnu tacku,




: : : » 92,
za, l"‘”‘” Y= 0 centre kao. gtabllne talke = stabilne po-
‘lozaae rcvvno’ceze.l'ntegralna kriva koja prolazi kroz sedlo Je se=

I

pa.rat:clsa u obliku osmice koja ol’ruzuae centre i zatvoreme krive

u sebi,a okruZena Je 'bakod;}e za'bvorenln krivama.l’*etange Jje perio-

didno u ¥irokom opsegu (sllk'» br. 18 ¢).
’ Stabll ost se mo¥e 1sp1t1vat1 pomccu nsvedenih
teorema u prethodnoj ¢ 11V1,1131hovom p:lmenom nc,Apo:bencl'“lrU enez=

giju ‘sistemas

MNeosfaxrs Lo | = 55)

o A U,
-6 Interésantno je ispitati uticaj vicloznog tre-
nja - prigufivanja na elastidnu stabilnost prethodno posnziranos
- stuba.U tom sludaju Jednatina oscilovanja je '

m e ram e Bxta0 e

gde je £ >O.Jednadina integralnih krivih je tada

df _ 4 -am-aadocy o

'-da‘c’m ’é{f — : - _ BT | 4
'Smgularne tacke su 1s‘be lc 0 1 u prethodnom primeru bez pm."u,l-
. VanJa.Za G, >O singulatitet . ot O g’ =0 Jje stabilna tadka

jer je karakteristidna jednaZina prve aprol;s:Lmac:L,je rfeerseaq =0,

sa korenima

=5 -

-kdji imvaju negativni realni deo za- L” <a, kada je singulari-

™

" tet uiZa,a oba su negativna za. 'g. > oy ykada Je to gtabilni &vor.
Za a,; <o posto,je tri s:x.ngularne tackeo.Za ¢ = ,:ff. 0 karak-

teristidna Jjednadina Je pr2 o+ Cr—lc&.} 0 i koreni su

Py = "ﬁ z U(S)ﬁla,/-

realni 1 raznog znaka i singularna te cka je sedlo. » .
Za o= .‘:V—-—— 3[ =0 Akaral:teristiéna“jedna—}
éiné,_sistema u p_rvpm_ pribliZenju je rirer+2lo] =0 ga ko=




93af"
renima ; ,
: - .
r=-£|F) -2l

Rt

. koji odredjuju Svor za 7/— 72]0,] ,dok za %_1< 2 loul odrédjuju
- %i%u i to u oba slucaja s:Lng'ularltetl odgovaraju s‘b%‘blnlm poloza— )
jima ravnoteZe. ' ) , ‘
T*‘azne tragel.torlae za OVEL,J Sl'O.Cc,.J prlkazane su
nm sl:.o:L bre 19.V1d1 se da sva kretanja tefe -jednom ili drugom
p*ioz";]u stabllne ravnote&e Integralne krive koae sadr¥e sedlo
ros Jrlvaafx;ju krive raznlh oblika,tje one ko je teze Jec.nom od onlh
keje tefe drugom smgularltetu.u )
R DinamiSka analiza problema stabilnosti elastile-
. nog stuba na‘upro?ééenom modelu daje zadovoljavajude .:ceml'bate' za

- chijadnjenje pojave izvijanja.

‘Slika bre 19 .a i b




94,

T IITe G.LIHIJ;, EI‘IERGIJT:' U FAZNGJ RAVHI I U'PORI]-:
©DJ IVANJE SA T‘AZN]I'.L TRAJI{IKTORIJIXL_A

) Medju posmatranlm prn.merima. u clanu III.S. upo-’
edo sa- proucavanaemprlmera lfonzervatlvnih sis’cema,proubav_nl su

=4 pzimerl gsistema sa prlguql_va;nge_m i to iz vsled_e_c;lh razloga.hod '

“Xkohzervativnih sistema fazne (integralne) krive i krive lonstant-

ne ehergije su identidne,medjutim kod sistema sa prigu‘c‘iv:njem
“mguce Je postav:x.ti fazne . traaektov"lje ¢ija ae dlfe:cenciaalne. Jed-

’ .xacma

_—Y'(v) for S 3

11n13e Lons'ba.ntne energlje o
w?E,ﬁEfz?)u S A €
Kod konzervativnih sistena je R
Fo+E - E*consf T €
dol\ je za nekonzervat:wne s:Lsteme o A v_ ; N .
AR FE-2b

E ’gde Je . - cj) funkcija rﬂslpanga 111 me:ra opada.nja (degradac:..je)_ :
'.energlae.I zZa. . sisteme sa prlguSJ.vanjem se mogu crta.ti krz.ve kong~

: 'bantne energiae kao

E(g,v‘) E DR




o E'de je

S gpim”

u11 se pri tome reprezentatlvna tadka nede kretatl po llnljl Lon-

stantne energije kao kod Lonzervativnlh sistema,nego po faznoj
trajektoriji (integralnoj krivoj) pri Semu ée sedi pojedine lini=-
je konstantne energije,jer energija sistema u ovom sludaju nije A

konstantnae.

:tan’sne energl;)e potrebno je odrediti kaka¥ je to presek. Neka Je
N ort normale linije enermlae u praveu porasta skalara E i
neka gradi sa koordinatnim osama uglove . o i o (vidi sliku

bre 20) 8iji su kosinusi smera

E 208 of ='—3%—§—£-7‘:— . Ny
- ' , (6)
cgfh= ya 92

5 (25
Tawna brzina odred,ju;;e smer fazne trajektorije i njene koordina=

“te su

Y=g=7 o ﬁ“”“-sﬁe | .  m

Slika bre 20

S obzirom da fazne trajektorije ‘selcu- linije kon=




| poioZaju.

96.
Izvod totalne energlje po vremenu Je

dE _ sE d2 , o dv_ p 39
ol gt = cosol +7)'cas =A

Froapar tamar =R )= (8)
gde Jje Zz" projek01aa fazne brz1ne na nravac normale A li-
nije energije.Kako je iz Jednaclne (4) i iz JednaCLne (8) dat iz~

- vod ener”11e moZeno naplsatl : o S
24’ o (9)
ta pvogeF013a fazne brzine na’ pravac normzle ne liniju =snersije

je
o £
424(f=- Qb

i negatlvna Jje,Sto pokazvge da fazna trajektorlga sele llnlJU ‘ener= .
gije spolja - unutra Eto- Znadi da se u ov,kvom disipstivnom sig=

temu energija amanjuje sa, vremenon i aslmptotskl teZi ravnoteinon

Poze .se Ceultl da fazne krive se'u linlje ener-
gije unutra - spolaa u kon slucaJu se otporna gila prifuEivenia’
Javlga kao negatlvna tJ.slstemu se prldo“avgnaem energwae sa vre=

menom poveéava ukupna energija .

! Uporedglvanaem faznih traJePt011“a iz primera
klatna sa trenjem 1 bez trenja moZemo zakljuditi da fazne trajelto-

“rije (1inije.kqnétantnefenefgije) matematilkog klatnz bez prigu~
Sivanja predstavljaju samo linije konstantne .energije matenatickog
Klatna sa v1skozn1m prigufivanjem,dok’ fazne traaektorlge,kao £to
Je napred pokazano imaju drugi oblik i sePu linije energije spolja
- wnutra koo Eto se vidi sa slike br. 21. Isto veZi i zz primer
‘elastlcne StabllHOStl stuba sa : pllguslvanaem 1 odnosu na slud ej

» bez pr1~u51van3a.

o .1° Na primeru klatna mo¥emo dokazati tvrdnju
‘ dé fazne trajektorije selu linije energije gpolja = unutrea ponoéu
néfmalhe-projekéije fazne brzine na pfavaq normzle.Za klatno sa

“turbulentnin priguivanjem je .

. d_@- - é.si;,}a__ cwoldl | : | |
dt A - S I (20)
d¥ _ ) - _ o - |
i




.. Slika br. 21



Pofendijéln i ¥instidka enerzija su .
l:F(F’) = - Mg 4 cos)”
E((Y’) =z ’mzﬂp

i uthna enersija
E.- —-—/m.Z w*- mjlcosw- -
' Izvoa tObran ener“igp ri’fén  90 vremeni je
| ; E- ml o + /mjfs/n # = e ml’ wotiol = -gqb
Pazny, b-.alna _Je o |
9= \[5% (k2sin mmoz

uo1' je A (prem n"’lrec‘ "1n1mnom LZI'AZU.\

9=‘\I(mge sin )=+ (me“co)"
Frojeteija '-"azne brzine na piavec noxmirle ne linije ensr_ijfs fo

}/______ - ,cza*/zo/ ~
V(K“sm w2,

N3 1zegat~vn,h Jey#to znall d,d frzne tro Jektorija sele linije sm.w-i-

je. qulga - unutra priblifcvejuél se aulmytotsk e ‘otci.:or: 5010=
Z'a,ju- . . ‘ ‘
2 ‘U prlmelu elastl = ctabilnosti - gtuba kines

"tlul::', i potnnc:.galna. ene:c'frlg'w su C )
LT 4 :

=5 mE
Ee=gm®

: G 4

A»E; o T |
Dpa je u.»:upna energlja sistema
E:.-—/-mx‘a'f %9.39"" 7 X

‘i njen lZVOd s ;
dE_ o et -
ek .,,coc..‘_ ‘,cy qu
- Velié'ina A ,je

A = V(a,ocz—a,aza) (rmgp’

I’roge trcija fazne brzine nq drovec nomalo ‘na llnlau en\,:ef*lgo Je -

ﬁf‘,:- 2¢ ' ,céf“

A T 7

. i negatiwma je Zto znaéi da fzzne Lrlve se Im 11n13e ene:cglJe opo-

1ja = unutra tefedi asn.mrtotslfl I'c«VTlO'teVnOm poloaaau.




IVeDEJS”VO KCVAZTPERTODICKTE STLA SA Pnommrml- .
VOM AMPLITUDON I FREKVENCIJOM NA NELINEARNI
OSCTLATORNT STSTTMePROLAZAK KROZ REZONANTNO -
STANJE. | '

Pri pvoucavanJu nestacmonarnlh (p;elaznlh) re-

o Bima u 03011atorn1m sistemlma mogu_se u901t1 pojave gija Jje anali=
" ze od teorlgskog i prakticnog ‘interesa.Pre nego %to se u oscila=-
' tornom sisteﬁuruspoétavi odrédjeni stacionarmi refim 8esto se mo-
Ai;ﬁe udéiti pojavawznaﬁnog povedanja amplitude osciiovanja.To se mo=
- Ze Jjaviti i kao posledica poaave bijenja,prolaska Trekven01je spo-

liz=8nje sile kroz rezonantne vrednosti sopstvene frekvencije siste-
s ma i naoa bllske vrednostl ili jrl promeni nekih drugih parameta-’
. Tra 31stema.Naroc1to inten21vno se uveéava amplituda prllikom pro—'A
'1¢~ka kroz rezonantno stanae i zato Jje izudavanje ovih pojava veo~
.m&- vaino i pretstavlaa 1nteres kao 1 izudavanje pogava pri obicnom
‘gtacionarnom rezonantnom stanju. )

Pre nego $to predaemo na oblgasnaavanae pojave
prolaska kroz rezonantno stanje proanallziracemo opste usvogen po-~-
- Janm rezonanclae ‘kao pojave koaa se mo¥e uoditi u osc11atornim.s1s-"
.,temlma.Spolaasnje periodlcne 311e,koae dejstvuau.na oscllatornl “?
.‘sistem u takt sa sopstVenim os011a013ama,izazivaju velika otstu~-

‘panaa amplltuda sopstvenih osc1laciga.Za oscilatorne- sisteme koji
se opisuju T1inearnim’ diferencijalnlm,rezonantnlm stanaem se naziva
vvpojaVa,koja se ogleda u tome &to amplitude oscilovanja sistema po~ -
',cinju ‘brzo- da rastu i dostiﬁu neki maksimum,kada Je- frekvencija'. 4




S . : 100,
spoljatnje sile jednaka frekvenciji slobodaih oscilacija ili pak
nekon njonom delu.Pri tome u linearnin oscilatornum sis temima u pe-.
rlodu uspostavlganja rezonantnog stanja (porasta amplltude oscilo—
vanja) parametrl sistema - sopstvene i spoljaénje kruzne frekvenci—_‘
.jé istema amplltuda poremecaane gile’ ostaju neporemecen1. '

' ’ U oscilatornlm sxstemlma,koal se opluuau slofe-.
-nlm dlferenCLJalnlm aednaclnama,naprlmer &1ferenciaa1ne Jedpmvlne’"
sa periodifno - p;omen131V1m oaflcljentima -(parametars.w rezonan=
ﬁna stanjé) ili'nélinearnlm dlferenc1aaln1m aednaclnamo suitina po=
jave rezonantnog °tanja je slozenlga.Faprlmer,,u nelinearnim "1ote—-
: mima supstvena kruzna frekvenclaa 31stema.moze da zav131 od °.L'xp i=
,ﬁi&e oscilovanja i u toku’ uspostavlganaa rezonantnog stﬁnga ona se
maéeimenaatl ‘dok se ne uspostav1 takav rez1m prl kome ée umlllbudu
biti konstantnao ‘ o A

» U op$tem sludaju u. slofenim oscilatornim ciste=
mima rezonapcijom haZivamoipojévu_koja se uoéava-ubneautonomnim
'oséilatornim sistemima izloienim'dejstvu spoljaénjih périodiénih
glla,koae eksplicitno zavise od vremena,pri kogog amplltuda 030110-
vanja intenzivno raste u- toku uspostavlaanaa ooc1lov¢n3a,po le de~
- ga Ce ona imati neku konstantnu vrednost odgovarujucu fr ekven0131
spoljasnje 311e.0psta karukterna crtd pojave rezonununo stanja
“kako u 11nearn1m tako i u nellne@rnlm oscilatox nlﬁvﬁlatcmim& Jje.
ta Bto oblcno mala poremec“Jna gila dovodl do veomsa ‘znaézjno ve-
_canaa Jmplltude oscilovanjae ’

’ Navedene rezonantne pojave karakferiéu se time,
‘§to se u oscilatornom sistemu ﬁsnostavlja Vremenon staéionarni 08=
101latorn1 r321m,pr1 kome su svi parametri oscllatornog sistema
.konstantnl ‘dok su u. procesu uspostavlJanJa u nelinearnim sistemi~
ma nekl parametri bili promenlglvi sa vremenomo'i

‘ . Kada na oscilatorni 31stem degstvuje spol;asnga
sila = poremecaj - kvw21perlodlcna funkeija promenljive kru¥ne freke
vencije mo¥e se uoditi intenzivni porast amplltude oscilovanja ka-
-da frekvenciaa spoljasnje s11e prolazi kroz vrednosti koje su blig-
ke 1li jednake sopstvenog kruznoj frekvencigl oscllovanja sistemao
“Ta poaava intenzivnog porasta amplltude os01lovanga na21va se pro=-
laskom- sistema kroz rezunan013u 111 rezonantno stanae.Pojava pro=~

laska kroz rezonantno stanje se uocava u toku nekog konacnog vre~




meﬁSkdgvin%ervala;dok se obidno rezonantno stanje uolava u trenut-
¥y vremena.Velidina maksimalnih anplituda koje. se razvijaju u.toku-
pojave prolaska lroz rezonantno stanje_zavise od brzine promene pa-
vametara sistema,u prvom redu frekvencije spoljaénje'sile.évaka po=
jeva prolaska kroz rezonantno stanje ima svoje posebne karaktnrl-AA
ati Pe,kOJe zavise od osobina konkrctno pvoucaVunoﬂ sistemas '

Pri proulavanju pojava rezonantno* mtanaa i pro-

Laskd lkroz rezonantno stanje moZe se izvesti zaklguoa& da je veoma
efko - razpranlultl rezonanthe pojave koje se uocav vJju pri prola skn

A 1hpostav13an3u stacionarnog rezonontnog stanja.To je narodito

tofko u slo¥fenim nelinearnin sistenima.




1c2.

.IV 1.ASTTTOTSEA 179T0DA KI’.ILOVA—BG CLJTRCTA~
FITRCICIJISECG 7A IuU(‘.‘. .‘-.T‘J"‘ I’ BT C‘Il TATGE
: R’-?ZON TITFOG STANJA

U pogl avlju slobodnih oscilaci £110
asimptotsky metodu nprilagodjenu zz sludaj sloboéhiid ozcilucija
gistema sa jednim stepenon zlobode oscilovanja,a i zc sludnj so
sporopromenljivim parzmetrims ‘siztema.Ovde demo prouliti ruzonen=
tni sluaj kada je - ' .
Gy Ly - o ES

gle su . p 1 g uzajammo prosti brojavi, cace') sov‘stv'\na fw eloyen-

cijs
S‘Ol‘]’? #nje sile sporo wenja sa vremencm (Javlaaau se male promene.

lJJ.v:m parametrmc pri Senu demo p""e’tpOS“tELVltl dz se frelwv

pa.c't‘"etorﬂ sistena u toku ge«*loda vrenena JOan\og rrirodnoj je-
-dindci’ memena za, ‘b",] sig .,er ili njegov neporemséeni),
Proublmo sladedi nelinearnu diferencijzlnu

edna inu sa £pox opromenldlvu koetfic jenulma

'LJ.

u ko,]’oj Je : £ all p.xrametar, ‘¥=e{ "Msporo promenljivo" vrere,
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'F(S:;&)ac’df) periodidna furlcijo arzumenta 9_ period'a 24 ko=
Jja se mo%e predstaviti u obliku veda
n=+yY

fﬁ%@mf’“’) ) e kexg C»

Re-N

813t su koefici;jent; Ec z-cc,;z-) cele Facionalne funkeije argume-
nate. o i -'§§¥' ;1 dovoljno puta diferéﬁcijébilne po 2 . ‘
- ~~L" o Pretpostavidemo ,osim toga, da je trenutna kruZ--
'na;"frékverici;}_a 5? V(o) dovoljno ‘puta diferencijabilna po 2 oRa-
-di moguén’osti'primene asimpbotske metode :iza sastavljenje pribliZ- -
"'nih resenja. pretpostavlgamo da su inercion:. meg) 1 k;V'aziela;Stiéni
kc Aflcl,jent cg) ,takodje dovolgno puta dllerencljabilne i stro-
“gc pozitivne za proizvnljne vrednosti &  Pod tim pretpostamkama
'“s@atavmo pribliuna resen;ja. za, Jednadinu (2) u naaopstlaem o'bl:x.ku,"
';pcwodna za ‘izulavanje kako rézonantne - oblasti tako i za prilaze ka
‘ Joj iz nerezonantne oblasti za sluca,] pro:.zvol;mog demultiplika~
clonog rezonantnog stanjasDo pravilnog izbora strukture asimptotéi'-
kog refenja Jednaline (2) dolazimo na 0snovu f1z10k1h tumacen;]a
ponasanja sistema. ' i '

Pri otsustvu poremedaja &= 0 i pri konstant- '

~ ..noj vrednosti parametra '2' sreSenje Jednaline (2) Je oblika ko= -

- sinusne flunkcije g konstantnom ampli‘budom fazom odredjenim pooet-
nin uslovimaol’ri po:javi poremeca.ja u refenju se mogu pojaviti ober=

-'tonl,hamonicl sa kombinova.nim kruZnim frekvenoljama,mogu se Javiti

‘razlidita rezonantna stanja i druge pojaveql’oaava sporopromenljlvog o

Vremens ‘i’ (a. sa tim 1 spora promena mase sistema. koefimjanata

- elastidnosti yfrekvencije spolgaénje Igeriodicne sile i drngi.h pa.rame- :

"tara) takodje izaziva u sistemu niz ‘dopunskih pojava koje se ne mo-.
gu uoditi u 0scj.1atomom sistemu sa konstantnim koeflci:jentima.‘
Sopstven'a" krufna frekvencija (@) = . “—C% ~Ge se takodje. sporo me=
‘n,jati sa vremenom 1 zavisno .od trenutne kruzne frekvencije spolja- '
- Bnje sile Y(@) 6e uticati na velic:.nu amplitude oscilovanja.o -
Uzmaauci sve ta u obzir prirodno je resenje pretpoataviti u obliku

"J: acos[Z Q,\-Y’)-rél.«(,(?'a zt9+50)+£zaz(?a )éfﬁdﬁ-r.
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1 kome su a,(?a& ﬁf‘,ﬂ) i '442(2}‘7; gf)o) perioliine fwumbicije
argumenata g i fé +¥ perioda 2J,d0k se a i P
lao funkeije vremena tleba da odrede iz sistema pretpostavljenil
jednadina

-5&2—(2-.: so)+e%)?(2~a,s°)+- | .
5)

» 5;’0 = wca*)— g ))C2')+£oj3 @ a,\o) * ézcﬁz(?d \°)+
- gde se ra.zllka Q)(z) ﬁwr) moZe menjati w toku procesa oscilove-
nja l Laral terlse razllku izmedju faze sopstvenog oscilovan,ja i
Taze spolgasnjeg porencéaja. .
) Za sasmvl;)an,]e prlbhznog resenga neophodno

je nadi funkeije

(20,6, 5 9+¥’) .; L A (na, 6 8+tﬁ)3 R
‘JZ(?,’&,‘P)} 0%4(24,01,\0 3 9792(‘2',01‘,‘(") 3'073&'(2301,\?) 5 - ) | (;6)

¢ije se odredjivanae gOVOI'eCl uops‘beno aa.vl;)a kao vz.snznacno.Za v

.postizanje jednoznacnosti odredalvanaa funkcua, (6) uvod:z_mo dopun-
> Aaﬁ uslovsotsustvo u PerlOdlCnlm funkc:.jama 442, a,8, 5 2 &+Y’) i
(2,6, fg+y) prvog harmonika Ve -& +}”°Ta;j uslov se moze

Z
napisati u obliku.

X ‘ . ’

s a8 ey =0 ; S R
: A - m
f,uz(?a 87‘*) el d}‘ o ;- - L. . '

‘Sa fizicke tacke gledidta uvodJenje uslove. (7 ekv:.valentno Je
,izbom vellclne a kaq_pune amplitude prvog harmonika oscilo=
: Van,]a,sto je jednako odsustvu - za ﬁprbizvolj’ne vrednosti parametra
? u fu.nkéijama' '44(70,01') 1 .uz(e'a&y—) rezonantnih clano-
va &iji imenioci mogu - postatl jednaki nuli. ’
' ' Diferenciraamo desne strane Jednaline (5)do—

bidemo sledeée izraze

d{‘ wsﬁo(z) 77 a’?f+efvf’?ﬁ,+§—£.73,+ e) i ]5:‘;30 se™ ~(8):
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CHEP PV

&2 { 9@’3/ [(0(2-) _.:é_ y(g.]._...f +& S L

Liferenciranjen izraza (4) sc uzin: nien u onuin

(9) cobijomo ' _
{’ff' =T ~aw@sin¥+& {.f?,, cosV~B,asin¥ + 2‘5‘9(2’) +‘§—:’J’(?)}'+ ‘ ‘
: (0) -

+£Z].,02L'as'Y’ f) as:n')"+ 3u4 a ﬂ,,+a?,, 4*96 ))6“)-1-9“‘60@}%

+52’ .-..'—

'Q

i

a
5 i = - quh @ cosY+ 5[( ZZJ(?)-—-V@ an@gﬁ) cos¥ —

[fo&) fm]a +2£o(?);@)5m”}’~ T et sin¥s 2 Y )+

+ .ai)ﬂa): + ER’Z[(@X’?) - ; y(?gz i-zfe Q'Q)(Q)QB; cos¥—

( @(?)-f;/(z]a —=7r ZQ’)(‘?)JQ;) 5m"1°+ /bﬂ J@ Q“# d$ Casy

1&?

_ 3B 2 S
[2#4 a&fd’ ———~.70,, +d —@’ ]5/h7’+ 3 cg(?) +£ L V(@) +
9990

L @G, )J4?<z~>+z 2%s m)gz +

+231—~v<)#+g 2

ao/a@

ro i;ll @(2)6754 2 Z;)(?)_ 2 ]&75 24, Z&‘)@ ) ] 9.,#4 .

2 24 d)’(?) M, da)(z) 9 Mz)}«.) zwaﬁ)}(q)w@f ay,:aﬁjg) te2.. . (11)

"op @t 5y dz 36>
'ﬂ'nooocn, izruze /4),(10) i (11) uw levu i desnu sthranu Jeclnaumc

(2) i :ngednac avajuli koeflclgen'be uz Jjednake stepene & doblga-

mo gistem Jjednadina

st P2y 03] o= wr)-

- m(2) < Jeots; - fy(z] zaw(t)o]?)) cos¥ + (12).
a’[m(e)m(? ] o
+ m(?‘) <[:&3(2’) fW??]a !+ 250(9’).)44 +m'€2-) sin ¥




m@){ W)+ ﬂ(?);%w(f)%] (37411 = £ (g;a) 5};?) _
—mc?)@(?) 4’11(] aﬁa Patol+ oy 20 B

c;/,r:z(?} ;f(f) cos¥ + m(@ < [(0(2) f)'(? 2-;2&)(?)%22 "ZJQW%4 *

ajB, 973 c//m) '

gde su uve c.ene ozn alce

- B&a 6")‘9 F(Q‘& acos?kj'—awsl'nf)") ’ (14)

' F(‘z‘a&')") F Ay + F Z-;ZCDSY/'-cﬂ asm?“—f 94/,)/(2_)+ 2 ca[{j]

- Inge: %4,
@ [294 5 025 2 B il ep 2 o h +
aéBf

5%,
g 2 V(?)Jb 2 60(?)08 + (Cocw Z*’)’(?) y,

0¥

8')"’2

Y, a,?, 3, c/)/(?) au SO, ' o
(@@ ”@a}o 56 JF * a;/”af“ | (15)

A gu,y( » e Jm(z) U, DE) In
- m@) 36 T aY meE) 3

Tije tefko videti da su izrez (14) i (15) perindilne furﬂ'cije
 argumenata € i V-fgn}ﬂ sa periodom 24F,z i da zavise od 2 i
a o7%a odredjivenje nepoanatlh funkcija Aw@ay) Bay) i
w,(%a,6,%) iz jednadine (12 predstavimo funlkciju (14) uw ob=

liku dvojnog trigonometrijskog reda

KGag >9 3 R gwet®r (16)

N =-%0 pme-tP

gde su poznati koeficijenti razvojs
oy

F(nm,( )4‘7%/://:‘(?09),)@—4["&'»7520,674? - , (17) 
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Izraz ze traienu funkeiju 4,(%q,6,¥) periodifmu po a_"'umentmu 6
i ¥= é—P +¥Y  sa perlodom 2 dr ,traﬂlcemo u obliku dvo.;brukog Fou-
‘rier-ovoz reda ) :

40791—»17')

;,mmy} Z > 9 (me o ey

- ﬂ"ﬁb° M‘

u kome su l.oeflcijentl % (?a) nepoznati i pot*ebno ih ae oe-r-e-
-ditf.u rezultatu iz jedna.cme (12) dobijamo - '

m(”ii i@ca Enax@mvczg]zfc% (?q)ei(namv)

n--oo asps
252y

;iz- ,L.(n8+m‘1’)4}2‘/] gy)g“(”g_ 3/54),,

: --..go h=wo®

‘ ,“m(?) {[[:J @ Z D ]5? ‘cho(?)rﬁﬁ'os)b—f—

; c{[i»c?)tam] '
+MC?){Z&X?)‘fV(?) o —= Z@(}}g m(?) /Sin/)b (19)

Saglasno uslovu (7) fth"ClJa aﬁ(e 9‘/') 'ne sme da sadrzi prv:. '

Je

meyffiot)- 4 v(e}ja 57 +2zu( ),{l, +mf2_} ‘[[ ’“‘”J _ sm“/

~m(@[@9(2~)——~y( _/ -—deo(?)vﬁ ]Cas)"+ '
25 o SR

"’ZZ 43\2 ¢(n6+m‘fi/"[~(?,agy,) e—u(hﬂn’n‘ﬂdﬁd}, 0

m--wn—_ba ) . ’ ' (20)
[r2+pmzp=o] o
Odnosno iz jednadine (19) 1zaednacavaju01 koeflcl,]en’be uz Jedna-
ke Ee.:cmonlke d.obijamo ’ ‘

o5 o '

/,Z'(Z“aﬂ)’)e

0 rors B »»*(21>f
jw(‘ @) 4;7/*“ mcz)[a:m [meo@ envez)]*f ' W

Pomocu ikraza za koeficijente (7(‘ )(?a) (21) sastavljamo 1zra.z za

- ((nﬁf-m')")
dBd

_’ h.__I'mOIllk uzgla 7’ .Da bi aa uslov bio zadovoljen potr'e'bno ,]e da




1c8.
funkeiju «,(%a,6,7) u o:llku
. 27 27

o oo 4(”&1”,79/]'[(2'09')76’4 (”9 my'ilgq/y

4 .
A (2‘0(9)0 —_— E E (22
1 .
, 744 Wme) g e Cd(d} Enw(vw ;'(2)]
' [ng+pimtayto] ,
U Jednacn.nl (”0) a u pozie’™ionm izrazu dvostru{og suni komplc.' relel
eksponenti za ng + plm:s =0 - imaju oblik
i68_ 4[f*5fww’ o P rlmz)¥) - (=)
Ouim togo mt 4 je “elivc sa g - ps te) izraz moZemo zZomenli=
ti sa gg oIzjednalvin’i v izrazu (20) koeficijente uz cos ¥
i sin ¥ ga nulom dohijamo siztem T)'*"‘ciac,ln-h diferencijalv il
Sednadina po- 1‘181:0'7n'?."t7_7‘ funkeijema A (Za,¥) i 0754(2‘,&’,‘1")

lccje odatle moéemo izraZmiti.Te jednziine su

Ej(?)"-‘w‘?]a)o Zczcu(?)e?) ’ afu R o
' A &W‘&“aﬁ)") 6"" cos‘/‘ A8 ¥

Zﬁl“mm == |
N (24)
E'?m‘ f)’(?]ot ’ +2 m(s-)ﬂ, = mzz-) %@]
Z 202 v
w ™% iV BAY
eﬂzm(z)g,_w ﬂF(Z“a&ﬁ sih c/é’a’

'U'poslednjim jednadinama sabiranje se izvodi za sve vrednosti
indeksa &  za koje su integrali na desnoj strani,koji stoje
pbd znakom zbira razliditi od nule.Ti-integrali e biti razliZi-~
t4 od nule .za one vrednosti indeksa 3 za koje sumarni poka~
zatelj,koji odgovara eksponentu trlgonomet,ulaskog reda,je jednak
‘nulie .

_ Za odredjivanje A @a, v’) i 0/3(‘2‘01‘)’)
dovoljno ‘je metodom neodredjenih koeficijenata resiti sistem par-
cijelnil diferencijelnih jednaZina (24).Ako Aeay) i Azay)
zadoyoljavaju ‘sistem Jednatina (24) w izrazu sza ;u.(e;a,&{r)’. ko=
Ji se dobija kao partikularno regenje nehomogene paréijalhe' dife~
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rencijalne jednacine (12),na desnoj streni se nede Jjaviti sabizei -
3iji imenioci mogu postati jednoki nuli.Na taj natin bi funkcija

U, (7,0, 8,¥) bila konadna.Ze trafene funkeije A@a,P) i
o'/?), (r,a ,‘f’) dovoljno je uzeti neko partikularno,periodiéno po
¥ ,reSenje sistema jednadina (24) .Iietodom‘neodredjenih koefici= -
Jenata vrlo lako se odredjuju reéenga 1:3 funkclae ﬂ (2’0 w) i
B @a,¥) w obliku

JZ(MW*-. o dlrooe], Ze‘w

Em@)w(z) d7 2;7/’ M)

-

2072y

{ 'Oe(?j_f,y(z)]gz ‘/_7'2‘ Ggye” ws)”dﬂd)“- 206 3/]/‘: Gagye .sm%é%’)‘
= 4(0’(2) [#lor+ py(:r_] f

(25).
Joc ap)=- —4 N aide¥
7% mgn S
27 e . 25

{ [y -FV(?)]& 4,[f La,g Ye* A sm)”a’ﬁa/ ¥ 2 @), '/']/‘; “4 2y)€~‘%§swa/?
4a%z) - [200c2) +p9(?)]

Wa slidan nadin iz parcijalne diferencijalne jednadine (13) moZe-
- 'mo da odredimo izraz za 4y (T2, 8, %) ;30k za odredjivanje funkci- |
ja AGa,y) i JByay) dorijamo sistem iaarcijaln‘ih diferen-
cijalnih jednaclina A

2 g/ ? JQ
Eo(z)~ 1/(2:7 2&)(?)0!0)3 [ JPJQ 5 9# cmB c:’”?{ )m(a»)]

- S PR
+2J/‘1m(rz) Fo el 2}0/:[ ktagve ég}gos}"a/ﬂc/ ¥ |
‘ (26)

/

/T %W(, gy)e ’%m%/%

(-]
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Rezimirajuéi prethodno relenc mofiemo d: zolie

1judino da kao prvu aproksimaciju reSenja usvajamo

"C/zzacos@?ﬂﬁ“’) , N o (27)

~gde se a(f) i Y(¢) odredjuju iz sistema jednadina prve aprolsi-
macije '
92 _ e f o

QM axw?’-by(gnee@(m ‘P) (28)
dE

Bko je razlika <a_J(‘t);-2£V(‘l’) velika to sistem jednaiing (28) 1o=
- %emo’ us;'edngltl po promenliivoj P ,a ako je pak rede &£ ,to cis=
ten jednadina (28) moZemo posmatrati kao -sistem Jednadinz  "epo-
=ih" kretanjae . | -

. Kao drugu aproksimaciju usvajamo i:raz‘

AJ’.‘/ -Ct cos(@fypmw(m, ,25’+)0) o : | (29)

u kome su a@) i Y% funkeije vremena i moraju de budu od-

’redjene iz sistema jed,naéina druge aprok_simécije

{ 5}@“0)”5%(?&5")

jr—fo(?)ZfV(f)+£J5(?,a‘f)*€J3(?qW) o - (20)

Sistem diferencijalnih jednalina prve i druge aproksimacije (28)

i (29) za amplitudu i fazu u opdtem sludaju se ne mogu enaliti-
¢ki integraliti pa nam iostaje numeridka metoda integraljenja’ ili
pé.k neke op3te metode kvalitativne analize.Sistem diferencijalnih
Jednadina prve i druge aproksimacije su uzajamno povezani siste-
mi u odnosu na a," i ¥ JUop¥teno govoredi redovi (4) i (5) su

'dlvergentni ali se ovde koristi nglhova osobina a SlmIJtO‘blchS'tl.




“mg’ffbca: = éj'(oc;j_f) féE(ac)sfh 15 g ‘ ‘. (]“)

‘osnoﬁo rezonantno stanje za p =g = 1,pa Je ré‘éenje u prvo] ap=-

“-oks imac'ij i

;,/27— efmwﬁ(dy) sm')“d'}b ————-—-——~—"n[w+y(?).] Cos)a

,5[(?) ) )0
jf CO -Y(e) - ZJ‘ woa. f(d)‘?co#q’)*+ma[m+y&ﬂ 5:? |
- u ko,jima, je .

1116

IVe2e WEKI SPRCIJALNTI °LUCAJEV’.[ JEDNAC]ITE B |
(2) CLAN IV.l. s |

v ‘Kao specijalan slucaa jednacme (2) iz Slana
.LVL L. posmatraamo dlferencljalnu Jednadinu nellnea:mog osclla’coraA
'ou- se nalazi pod dejstvom sinusne sile ,01;)e se i amplituda i
kruina frekvencija sporo menjaju sa vremenom.U tom slulaju dife--

rencijalna jednadina oscilovanja glas:. .

db

ade Je F=YE) 9-ei sporopromenljivo vreme kao i ranije, m i
A konstante.Na osnovu teorije iz prethodnog &lana posmatrademo

x= a cos(8+F) o _ - ' (2)
1 kxome su d@&#) i Y funkcije vrenena koj'e treba ocljcedit_i iz
dlfe:cenc:L,]u.lnlh jednadina prve aprolrsimacz.je za amplitudu 1 fazu

b

f(a *P) j:(a cosY a@s:n*)




l].:':i
Lm0 uvedemo elvivalentni delrement priguSiveni: 1 alviveleontou
sopstvenu kruinu frekvenciju slobodnih oseilacija,vreme formul -

mb
a ,,zST

CS.@= —<
e@) AIrmw

~ o (5)
. @;(a)= -n/% _ g:}'?’—fa— ¢/;;‘(d) y,) CD.SYJ ')"

' d:.ferenciaalne jednacz.ne Drve aproks:unacige mozemo napl.aatl u cle-
.decem obliku ‘

.;,;—ﬂgca)a m[ w(z)] Cos

__&E@) Sln)o

dP
= Q)
AL (CI) V(?)-f- ma[w“)@_)]

Kao primer za ovaj sludaj posmatredeno ncli-

nearn:L oscllator ciJe se kretarje opisuje diferenc:l.;]"lnom Jedna—

- &inom
dx nﬂ +,Ca'_‘+a/9c;=~_)‘—; sind g ' -
a'# I L (1)
gde Je = généralisa.na koordinata,koja odred‘juje pdloi } ciste~

ma, -+ vreme, m masa, 4 koeficijent otpome sile, fe= ,coc+c/963

nellnea.rna -restituciona s:.la., Fo amplituds poremecajnc sile, 8

neka funlccma vremena.Radi uproddenja uvedimo bezdimenzione o=

- ordinatu w«, 1 vreme # ‘prema formulama

x.=‘\[,—cg3°1. , é;%%_% . | o | o '(8).

1 jedria.c‘iinu_ (N napiéimoh‘oblﬂm .

d x4 ol
Z gd@*x*f

gde’ su uvedene oznake

4 . E\d : - -

rxp=Fsn@ (9)
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Pretpostavimo da su otporne sila i amplituda spoljasnje silega to=

odje 1 nelinearni &lan restitucione sile dovoljno mali,tada je

S »
fo )iz i) ey

D2 saglasno izrazima (3) nalazimo za prvu-aproksimaciju refienja

v= . cos(G+¥) (12)
gle su aA(t) i PH) funkeije vremend.koje’se odredjuju iz sig=

tema diferencijalnih jednadina prve aproksimacije

eﬂ§~__§ig - _;fi_‘ 50579
dty - T 2 A+YE)

Ly Bat, g
S LA Sl e siny?

2de je v&0=aq; néka funkei ja vremend,kojg karakterife promenu
trenutne frekvencije.Pomodu jednadine (13) mo¥e se izuditi stacio=
narni i nestacionarni oséilatorni proceseZa dobijanje u prvoj ap-
rolzimeciji stacionammih vrednozti amplitude i frekvencije potre-
bno je u sistemu diferencijglnih jednadind (13) izjednadéiti desne A
strane sa nulom,odskle se dobija ‘

Sa-F, cosP =0 (17 =2)

r.[@%éﬂ’—vj +F sin'P=0 B I (14)

Bleminismmjen faze Y  dobijamo slededu zavisnost izmedju ampli-
tude stacionurnih oscilacije i lvufne frenvencije spoljafinje si-
le

aflegay>T+sF=6= am

iz koje nslazimo

':v-—.\J(#g ?;Va@z—gl | - (16)

Pomoéu ove zavisnosti sastavljamo rezonantnu krivu stacionarnog
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rezonan’cnog'ﬂt::njn lfoja je prik:zzzmé na slici br. 22,2 tzlrod:-
i slceletnu kiva oclrea;]enu sa ' ’

Y= I+ 2 7 a* : '

i pa *1kaza.nu na..lstoj ulﬁ Cl cr‘bl:astom llnlaomwabllnon streiongate
. nom rezonantnom stanju od'rovara ‘deo krive izvulen pmmorm lirijon,
a, nestaba.lnom deo kI‘lVe :,zvucen ta.nlmm 11n1ﬁoma.,a slike se vid
.da pr:{porastu frekvenc:LJe u, 'backl B se gavla 1fok amnlitude np-
vrednos‘b u tadki. C,koaa. Je ma.nga. od vrednos*bl u 'bacLJ. BoPri smo

‘ Anjengu frekvenciae spol;a nje s:.le javlga se’ skok w 'tg_.(,kl D od

A T:'nanae na vedu vrednos» amplltude u thICl A.Porast i op 1'n3 f1al

venc:.ae je ovde upotrebljeno u- smislu veoma spore promene,tako da
ge sistem moze posmatratl kao stac;onarni»Za, nesta.ciom.ml 1uc.a.,j
potrebno je za zadatu promenu kruzne frekvencl,je spolgasx‘-ge sile
@) ,numerickl integraliti sistem dife:cenci;)«,.lnih jefnadina prve

'ﬂa.prolcsmaciae (13) i nacr‘batl rezona.ntne a.m;p1:1_'!:udno--fw"eLVon‘bn'3
ngive u funkeiji promene frekvencs.,)e W ‘smeru porasta ill.oy:d_‘nja
i‘rekveﬂéije&ln’tegraljenjé s'istemé. .di”‘eréncijalnih jednadina prve
'aproksmaclje (13) treba - izvr8iti za ceo 1nterva1 vremens za lo=

i1 se menja. frekvencija od ‘brenu‘bka kada ;}e frelrvenciaa spoljas-

‘nje sile dovoljno bliska. sopstvenoj kruzno; frekvenciji s:Ls’cema.

i ne na.lazi s 1 rezona.ntno;; zoni,pa do potpunog izlaska iz rezo=

uantne zZoneo : T . . ' . '
P.osmé.traéémé sludad "lin-éaime proméne :

NC?‘)_ Y, 1t | . e S |

za. /b>0 kru¥na frekvenciaa raste,a za /2;4 0 opadaoBrzma pro-

- lagka k:coz rezonantno stanje zavisl od koefieijenta /b .Za vrlo
- malu apsolutnu v:cednos‘h ) /b dobi,ja. se kra.va koja je sastim
'Dliska apsolutnoa kr:.voj si;acz.ona:cnog rezonantnog stan;ja.Na. s1i~

_ci bre22 su prlkazane rezona.ntne kmve nestacn.onarnog rezonantnog :

) stanja za - 'h:ci brzine promene frekvencije spoljadnje sile i za slu~
v éag tv:rde kara.kteristike neli.neame restitucione sile.

j v Pri prolasku kroz rezona.ntno stanje sustinski
uticaj na rezonan’sne amphtudno-frekventne krive pokazuje brzine
promene frekvencn.je spoljasnge sile.Pri njenom pOVecan,ju maksimu~ .
mi amplituda se snizava.,]u,a "08trina" prvog maks::.mumu an“)lltuc‘e
se uma.njuje.Posle postizanja mqlcsimuma ge uodave ju bijenja enpli=

tuda pri Semu Hto se brie os_tvaruae promena f;cekvenbije spoijaé-




- |
- njavpri prolasku kroz rezonaninu vrednost tim se Lar.kmerlsticnlﬂe )
1nrazavaju posle prvog maksimuma anplitude nekoliko maksimuma ma=
njih vellcina.?rv1 maksimumi amplituda su manji ukoliLo je brza
promena frekvenclge spolja:nae sileo.

_4pl8

BT B b |

%8 93 0 Ay
'Slika ‘bre 22 -

Kako prl sta01onarnom rez1mu u si@temu noda=

oo, ¥amo skoL amplltuda to pri prolasku kroz rezonantno stanje kruz-'

e frekvenclje spoljadnie sile -8e uocavaau nagle promene ampli-
~tude - naIOOluO za spori prolazak kroz rezonantno stanjeoMakslmuﬁj
w amplltude se ne Javlgagu u momentu poklapanaa kruZne frekven-
cije poremecaane sile sa sopstvenom kruZnom frekvenciaom sistema
nego kasnije ili raniae SuO zavisi od brz1ne promene kruane frek~
- vencije spolgaonje s11e,ka3aktera nellnearnostl,a.takodje i,od
 srera porasta’ - opadaﬁjé - yroméne kruZne frekvencije spoljabnje
gilee ° - o
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-_v. mamrm*z OaCILACIJE S ISTRMA SA viEm
EP:'I T ‘SLOBODE oscmvaA '

;,v.1'.J'z‘m*0”'mfmmm I vxémvrrm@ 0SCILA=
: 'CIJE -SISTEMA SA VIER smmx ,LCBODD
OSCILOVANJA

. Oscllatornl s1stem1 -3 v1 e stepeni slobode
.oscllovanja se- srecu u mnoginm problemlma saviemene tehnike,Osci-

lacije u tekvim sistemima sa,vise stgpenl slobode oscilovanja su
vife frekventne jer sm kombinacije ieéegiﬁrdja,prbstih {kod li-
" 'nearnih normalnih) 6SéilécijagU-s§ecijélnim podetnim uslovima
oscilatorni sistem sa #i%eAstepeﬁi'siobodé;OScilévanja mo¥e. da _
oécilﬁje sg sam&‘jédnom frekﬁehbijbﬁaTakédje pored poéetﬁih uslo-- -
va dejst§o disipativnih sila i spoljaéﬁjih'poremeéajnih‘siia do=
vodi do: brzog is8ezavanja vidth havmonika,tao oblika 0501lovan3a,
koglma odgovaraau vige frekvenciae,i do uspostavlaanaa osnovnog
iobllka oscxlovanaa sa kruinom frekvenclaom bllskom frekvenciai
spoljasnae poremecagne sile,Zato Je u spe013aln1m poéetnim uslou'
-vime ili pri dejstvu spoljasnae perturbaclone sile sa samo jednom

‘kruznom frekwencijom,cellshodno pri proucavanju razmatrati jedno= -

"frekventni reénm oacilovanja u kome sve tatke sistema osciluju sa
"Jednom i samo Jednom kruznom frekvenciaomqﬂa celishodnost. izuda-
Vanja jednofrekventnih oscilacija u sistemima sa. vife 1 beskonac-.'
‘no mnogo stepenl slobode oscilovanaa ukazao je HeHo Bozoniodo8 -
' Princip jednofrekventnosti bitno uproSéava 1
‘ nalaéanje asimptotskih aprok31macija resenaa i svodi zadatak na
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intagZaljenje scmo dve diferencijalne jednacdine prvog reda u odno=
su na sporopromenljive amplitﬁdu i fazu jednofiekventnih oescilaci~
JeoPri tome se mozu zenemariti pbéetni uslovi, zatc éib u uslovima
rezonantnoé stanja sistena podréavaju‘se i razvijaju oséilacide ﬁ
odredjénom obliku dinamiclke ravnoteze,koal odgovara sopstvenog re-
zonantnoa kruznoJ frek"enclal,a na radun spolaasnaih poremecajnlh

~sila.Ovde je upotreblaen izraz oblik dlnamlcke ravnoteze,pod ko="
Jim podrazumevamo oblik os01lovanaa sistema sa Jednom sopstvenom
frekvencigom i njoj odgovarajucom éopstvenom funKCIJOm i ampli=-
Uudeo Lo
_ Drugi ob11c1 (nerezonantnih) sopstvenih osci-
larija odredaenl pocetnlm uQ1ov1ma‘u realnim sistemima prigusice '
se (1sceznuce) pod utlcaaem d131pat1vnih sila.Zato u uslovima
~ yezonantnog stanaa szstema i-pri deastvu disipativnih sila OSCl-F
-»1L0130 u sistemima sa mnogo stepenl slobode 0501lovanaa pr0121la-
z6 oo Jednofre cventne u odvedaenom obliku dinamicke ravnoteze

bliskom jednom od oblika glavnih (normalnlh) osc11ac13aoba na kra=

“Ju naglasimo i to da se sve ovde Tedeno odnos1 na nellnearne sig=
teme sa viSe stepeni slobode oscllovanaa k031 su bliskl 11nearn1m.
U opStem slucaau nellnearnostl ne. meogu se 1zvucl nekl opstljeg

- karaktera zakljuccmo'




VoéeJFEHOF‘PEICV‘EI‘l’Y" 05CIIACIIE MULINZARTID
SISTHiA SA VISR STEPENI SLOBODE 0SCILC-
_VAJA T SA SPOROPROEENLJIVII P/RAITTTRIIA

Prouclmo oscilacije sistema sa ‘n.  stepeni

slobode 0501lovan3a clge su Iinetitka i potencijalnz energija

Za c?)gg; i(zm»{z?s CAs@ (1)

A,rw{

Zz (@Z?—-—(g)f{ﬂ . L= (G o ()
4;— .
gde‘su 'ﬁg (g =A192,3,...,n) ‘generalisane koordinate, ¥=¢# spo-
ropromenljivo vreme ili "lsgano' promenljivo vreme, <& nali po-
zitiven pe :ra.metar, Q@)= Ax:(®) inexcioni koeficijenti, Ca@)=Ce @)
" kvazielastidni koeflclJenul (uspostavljenja),neke funkcije sporo
prohenljivog vrémena Z ,koje imaju izvode pr01zvol*no reda po
sporo promenljivom vremenu. _
Pretpostavidemo da su na konadnom intsrvalu
vremena = 04 ¢ ¢¥Pfe  ,gde je T=%sg , of moe biti izebreni
,broa D”oizvoljno veliki- za proizvoljno male vrednosti parzmztra
< ,PVeratne forme klnetvie i. Dotenc1gagne enerblan poz1u1vno
_deflnltna. - ,
E Feka se 05011atorn1 sistem nalazi po@ dejst=~

vom malog poremecaja,koal je odredjen generalisanlm silamag

JQ (?‘&)fl) ‘ :Z.;Zp "_:2,,_)‘. . (“ ‘42 )
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peiicdidnim po argumentu & s _periodom 297 ,koje se mc;gu razviti
1 konadne Fourier-ove redove =a Loeflcljentima u obliku pe'linomé,
po g i z Pv"e‘tposLav",]amo da je :,/f YE) i da 'm'z funkeije
N2y @ (‘2’,@2“ 3'}94, u‘?n) neogranifeno puta dlferencljabi]ne

o g na intervalu vremena o<?2 PR

Pomocu Lagrange-ovih Jed.naclna druge vrste sas-s o

}vavlaamo sistem od n nellnea:cnih dlferencl:jalnih ;]ednacma. dmgog
‘riada ‘ : :

; Cq”‘ {Z a‘k(?)gf Z‘c“‘(?),? < Q @ 9?4» ’?n}?ﬁ :2..) ‘ - (4)

. (:-4,2 -n)
~oisrem jednaéiwa ( 4) nazvacemo sistemom jedna01na poremeéenog os-
uiluvanjaoUporedo sa ovim sistemom prouéimo i sistem jednaéina

. LB&;(?’)Z *z{‘,‘c(?)‘?J 0 ) ' ( ‘??4,2, ,n) . | (5)

» npuremecenog oscllovs.nja,ko,jl doblaamo iz sistema. (4) s’cavljaju—
‘i da Je < = O,p’ri gemu sada 2 nlje vise Jednako_eé gnego.
=2 posmatra kao neki 'parametar koji Je konstantanosistem diferen-

- vijalnz.h Jednaclna neporemecenog oscllovan;]a Je sa homogenim li=-

" f nearnim jednadinama sa konstantnim koeficijentima 1 naegovo rele=
" Aje nalazi mo u obliku ‘ :

29 n‘.“(’s as cas[d;;cw% ) B (6)

' 'bde su (0,(?) ( 8 = 1 2 3,...,n) sopstvene frekvencije Eo;]e se’
. odredju:]u iz frekventne ;jednacine '

< }D(m*);vl—azn(t)a%‘m +/c:~.c(?)/=0 5 (GRs=423--n) ()
8 ﬁw(?) ( i 8 = iV2‘,3,...,n)‘su nomalné ftm'kbcyije,amplitude'

sopstvenih vektira,koje se :)avljaju kao netrivigalna. reéenja sis-i
"tema homogenih algebarskih Jednacina ‘oblika L '

. <=4

i 1maju svo.jstva or’cogm]nosti

Z{ amCe-) Q?s ) +lcg(2')}ﬁ (?') 0 (S,’C=4;2,"" T;n)“ (8) \
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Zam(e)ﬁh (%) ﬁx (r) 0 o (s%r)
4,(-1 . L }
}:An(?)ﬁ CT) (23 o o __(’s%r)_ : | (9)
=1 T .

e U ovin izrazime od (5) do (9) velidine AL0),
- () . /Q ‘?‘Z'), Au(2) 1 a“(z) zavise 0d parametra 4 Ag‘dok su
a, i /g Tealne konsta,nte.Ako sada u izrazima (6) i diferen=
cijalnim jednamnama (5)  stavimo da T nije vige par'me'te:c,nego
C =&t to ée funkc:lae (6) samo prn.bllzno (sa tadnosdu, do malih
: velidina reda é‘) da.- zadovolaavaju sistem dlferenciaalnlh jed=
Ttac‘ma (5) 1 predstavlaa Ge: _escllacije sa sporo promenljivom frek-
'-fencijoxp- i sopstvenom fﬁﬁkeijdinoPre'- ,negjo' %tb priét‘upimo sastavlja-
nju asimptotskih refenje sistema (4) koje odgovaraju jednofrelven=

T tnim. oscila.ciaama (prl dovoljno malom ¢) bliskom jednom od noxr-

_malnih neporemecenih oscllaciaa. (6),pretpostavlaamo da su za sve
vrednosti sporopromenlaivog vremena ,ko.;)e pl_'lpada;]u proucava=
nom intervalu 0<¥T <o ispunjeni sledeéi uslovis . '
A A ) 1° vy neporemecenom s:.stemu,clae se kreta.nae
‘opisuje gistemom dlferenClJalnlh Jednacn.na. (5) moguée su neprz.- _
guiene harmoniaske oscllaciae sa’ frekvencijom w,e(?) ,koae zavise
‘samo od dve pro:.zvolgne konsta.nte; '

.  2° Jedinstveno resen,je ‘sistema Jednac;ma {5)
koje odgova::a mvnoteznom sta.nju slstema Je trlvi;]alno resenje
qlq_2=....=qn-=0; v R

: 3 Kruzna. frekvencija @, (?) 2 1 ni jedan visi
._ har'monik' 2‘0‘(‘2') s 343_&(2) ’ lfca,‘(r)_ s ssee o ymd (@) nisu Jedna-
ki 'Sopstvénim frékvencijaila @, Wy 5 ier y ey Dray rons

o, neporemecenog osc:..LovanJa sn.stema ( ne postoje unutras- .

. n;]a rezonantna stanaa) A ‘
- ; Uz pretpostavku da su zadovoljeni navedeni

A‘uslovi,resenje sistema jedna.c:.na poremeéenog oscilova.nja traﬁi—-
mo w o‘bliku ‘ ' ’ ‘

2 ,0 (?) a. cos(f9+)‘?+eu"’ 6,59+P)+52,(,1‘.’“)+..l.. - ‘(1o)‘
’ . 424 2,3 ,n

u kojima' su' ?’='<-€£‘: :ﬂ”%ra&jpﬁd’)periodicne funkcije a:rgvmenata
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2] i ‘9-67 +¥P=¥ sc operiodon LZe’JT,v; solitime oo d P e
rlitude 1 faz aplao funkcije vremsna se odredjuju iz 'i teme dife=

”Qn013aln1h Jednasina

-,—,—::é‘ga (?'a )+ é"‘JQ (?a Y’)+
39'," (0(? —£VC?)+£Q73C?G \0)+é"‘oﬁi(2',d,¥’)+i~ :

'U ?

8de su -,f i ‘z'AuZajanmo prosti,ne veliki Erojevi,éiji,iZbor Zam=

visi od iZuéavandg rezonantnog stanja; @,(z) Je koren jednaline
4 7)?‘ /7"(9) ( i= 1,243, ces 4n) amplitude gopstvenih veLfora
pcremecenog sistema,netr1v13alna resenaa algebarskih jedna01na
~"8) za s=1. 3
- Za resenae postavlaenog zadatka neophodno Je
takve 1zraze za funkciae ! ’

Y — - . T (4L -123_ AN .
ccf"?,“,é}?")s‘ hEay); Heay) . (£=4,2,a,.‘,ﬂ> (12)

iavésimptotski.redovi (10) posle unoSenja u njih umesto ampli=

vude 1 faze, a i ¥ -fﬁpkéija vreméns odredjenih jednadinama

~ {11),budu refenje sistema jednadina (4). ‘
Redovi-(10) i (11) se mogu sastaviti bez prin-

cipijelnih teékoéé,medjutim sa’ povedanjem broja &lanove formule

postaju veoma slo¥ene ‘i praktidno mo%e da se nadje samo nekoliko

prvih &lanovasZato se redovi (10) i (11) posmatraju kao formalni

nzophodni za sastavljanje ésimptousklh aproksimacija,koje pri fik=
~giranom broju lanova m 1. & - 0,tefe ka partikuiarnom refe=
nju sistema diferencijalnih jednalina mneporemséenog cceilovenjge
Keako integracija pomodéu redova (lO) uvodi so
mo dve proizvoljne integracione lonstante,to mi pomodu redova (10)
mofemo dobiti asimptotsku apz rolisimaciju ne za opfte rellenje,koje
treba da zavisi od 2n proizvol jnih integracio:ih konstenti,veé
2z nelku dvoperametarskn fanilijun partlkulnvnlh refienjae
T nelinearnin °lstem1ma princip superposzici~ -
Je ne vali pa ne moZemo sastaviti opite refenje polazedi od raz~
licitih partikularnihvfeéenjaoU veden broju vaZnih sludajeva fa~’

milija partikularnih reSenja zadovoljava fizidki smisao procesa,




pa je onde od interesa do se izudi bal ta fowilije rodonioc.ife-

rencirenjem jednaline (11) dobijamo

d{a f{[&_},(?) ))(?_‘]QJQ] [5f¢4+ (13)
-f[é),(?)*iy({)]?‘ $E%

) ’3 o : :
G Cﬁ& ;’ 5;@/3’” poe Cad ~ (4

w2y, 2502 [m%my

Losle toga dli‘erencn.rc.;)ucz. J.z:caz (10) i uzmuguc:l. u obzir Jedna=~

Fosti’ (11),(13) 4 (14) nalazimo izraze za df‘ i jé%

L]
“Wnosedi te izraze u levu stranu sistema dj_ferencig 2lnik jednadina

(4) dobi jamo

| Z{ a0, j s d j,;‘”f 4le)g /7 Z[ et akczjfi) & a cos¥+
5 {E(CL.C(?)[Q (r)(‘d f‘—*’- @ 9#’ ZZ,L(EQ) &@(@@J cosY ~
,:— u@[ﬂ-(r)a(@m’?v&) 57 * 20 Dlryr@d, [ sin ¥ =

N}
[ haer it (”am d“"‘”#)“&; 67“(2)+a),(2)ﬂf'@z) Lo sy

1¢7]
: ma&?ﬁcz)-u_ + 2»(2140@)\ + w2 j;’ , [“(274)

@[Q @ (@'(7)'“” (@ay - 2 Aitra 504@)0%]6057’—-

(?'[,27 (?){Q) (r)—flf(zr))\ a +2,47 Q)g] (2\),42]5/;,7_,_
15)

. s
+O,,c(£”)[,0 (?7 7Jg *. H & g )0'073 + AL ('r) "N adh jCosY-f




=t
N

il
o

a2 ALlrAD» Aloa T+ Al a B 2 it

10} - : s
(2’) C//Qn) CJ () 0/ o .
aq. K (27 e 0 ' a’a ?)
[ ) T = +2:/"’ Q@)+ = ';i‘?“?a ‘=[ cos/~ -

[gd/?%)og Allerd ,djg@usmy};fs...

9

Zamenom @, i JE U desne strane sisteme

diferencijalnih jednadina (4) i njihovim razlaganjem u Taylor-ove

redove nalazino

€/J = GQ (e 520)220)' - ‘)/?ha) 2"” T )2"°)+ 62[ M Qé?

;- ’ o
Qg q//-) (‘)C;'C \ll'-f(q (?)JIT) co s’y’- ,Q[(?) Q’QZ, Sin)"-,f—

(16)
f—%%(—“-\/(z-)ﬂc ~—{42<)4(?)]/ g -'
“u kojima su uvadsne ozna’_:e
Lo %?:??)aco#; | g = Alaw sin¥ (17) |

Dz bi asimptotsli redovi (10) zadovoljavall sistem diferencijal=
nih jednadina (4) sa tadnofdu do malih velilina reda & potreb-
no je izjednaditi w izrazima (15) i (16) koeficijente uz jedna-

‘ke stepene . do &lanova (m-l)-og reda.U rezultatu dobijemo-

' - oL ] - -
Z{w[@@% fwf);%] af’%kcwfj - @o(z@a,w -
4= i .

/M ) ' (18)
- 3@ <ﬁ (2*)a ﬁ),cr) 7 ) & 2, 2@ @), cﬁap) simf— ,

s



[2‘0(?‘) C/Q (2') m([) C/Cd (T),Q“(Q‘) Qenl@)+ w(@/—?(%ﬂ)dqf/aslnx}

= Q. %8497

Q)

5 VI
_ {(I (?')[&)(aay»*'))ﬁa&] Al + /Cm(ﬁ”)'u C/b() a)yz) T

VL

@ 0% (GJ ®7 W(?) Zﬁf’%z*)q@'(?)oa] cos¥ —

4 .

%@[Q (fz)(co ce)-——m) > “s Qa ) Q) @ ,Q] ¥

+a<kC’”)[l?{lé2j——~ﬁ 10('%?) 9"{2 - A% g)mﬂjcos)‘t

14) 9$$+ ,

~a4k(e)@ﬁ (eyﬂo% A (‘e‘)d

. ) (4)
’ *./?z (2 \/ sin’¥ 4 Z;y (l) 0/0 dh @ a’a,k @),
. . 44':(?) dr‘_z (\_ o/e :

dq¢k(() (4)
-HO (?') 874]603%_[; Q}t(zj£ .

%7 c/a,,:('e‘ig; ]q sin '}pj 92_‘) (2“6 a,¥)

.

K= 1’2;5)
U jednadinama (18) i (19) uvedene su ozneke-

(20)

Qo (560,9) = Do BE, i e .4,"‘_"249,) |
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7‘5“(? §a¥ = }: Uy __a_cg dhw, cos‘h A A, Ccs\}“—

O/f\'
'qu’_ JZ\ si ')‘) &«U/’ ,{/(-) A
Ao S 4] i s
g,{,(”))} [4))} D/U“ -
awe ()+2 A+ 29597’1@“‘73 '
%{"’

2553 9@ + 2-~a) cz»)#+—__<a)(z~) y() 5

. 4_,____ - A 1,4 Ve 3 ) ) @)
<@® ”() 50t 55 s *af"‘?f‘f

of e () aa"’ da @) 9 -
o y( L al2) 94 : -
Q’?‘ ) 0/?‘ Q)(() (21)
(k=423 ....... n) ' _

Desne strane jednadina (18) kao periodidne
funkeije argumenata & i ¥ sa periodom 2 ,. pretstavidemo

u vidu I"‘ou:cie:c--ov:o'."w redova

gde su g(’"&)@'a) poznoti koeficijenti r=ZVo ja |
23 25" : '
(en) _i /2B . x
Y T

Y4

' . Yo o
Hepoznate funleije ‘a‘.(( Za, 9,')#) - trafidemo

u o‘nl:‘.?:u Touriex-ovos réda

s, l&*m').é ‘
U afY)= Z/(a,,(? we*! ) (24)

gde su _/((;4) (2;"2) nepomqti koeficijenti razvoja koje.tré‘bé. odre=

i
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, - e L
dltJ.eI(Ilr}lesemo 1i izraze (22), (24) i .izvode- '%gz;f— 9‘;";;
g;{; u levu i desnu stranu jednai':ine (18) 1 ako iz,jednacmo

oeflcn.;_]en'be uz Jednake harmonz_ke,’co demo za odred;jlvanae koefici--
Jenata /(( ”(z'a) da dobljemo sistem’ algebarskih ;jednacma

>t am@[u ne 4] mm]l((..) 9= g )
R (=2, ,n) h
Da b:L smo res:.ll taj s:.stem Jednacma koristicemo nomalne koordi~
. na‘he,pretpostavljajum » l((( (za) u obliku

om) . |
G Zc (2»)/:) W (26
ic4) .
s=4 . ST )
{gde su --/Cs (2;a) mnepoznati ,koeficijenti,koj'e' trebé odrediti.Tne=
5emo séda izraz (26) u sisten_i jednadina (25),a imajuéi u vidu sie-
" Gem Jednac:ma (8),dobidemo . - - o S

n

'Z cz)[@@ [Q)(eimﬂ/&){] ff”””/) (@)= (7 cm) (@D

524 L=4 -
. £=q (ks f: ) Yl) (s0)

€
Pomno%imo sada ,jednacn_ne ovog s:Ls’cema odgovere,guc:m Q (2") i iz= .

’VTS:Lmo sa'blranae po- :Lndekou k;, ,pa, cemo dobiti -
CE m o)
Zfﬁﬁfa){@ca @)(ﬁ)mi')/(?j]/qk‘{ ey @ﬁx@) Z ?k(? 9 ). (2

1'111aau01 u vidu or’cogona.lnost normalnih i‘unkc:.aa (9) i uvodeél oz~
naku )

msC%) Za (@9 (?)/? e

k=4

(5:423 - 3n) - (®)
. izraéunavamo nepozna’te kpe_fi-cij’enjbel
- (1"'3
“tm) . i g Cf Qk (?)

4C X=4
o CZ;a) '77(2) {Wim- [w.c?)m+7(z)e] j

P2 su funkcije af’{é;a)a) Y)' v Sa‘.d,a-’_oblika'.




[&)] ,4 [[0+my/}

(tm)
1(1 0,3”/ ZZQ(?!) Z? o A& e

gm s=4 5(29{@(‘2‘) [wmm m)l’] f _ (31)

‘Kako smo za funkcije .&( (?'a 6¥)  pretpos~ -
"‘1‘V‘lll ‘da su perlodlcne po argumentima . {9 iy perioda 2dr ¢
" 40 one moraju imatl konacne vrednostl,jer konstente 1zucavanog s:Ls-

u_ema mogu uzma’bl Inroz.zvolgno velike vrednosti.zato u desnim stra—

nama, :Lz*"lza (31) ne smeju da postoje. $lanovi CiJl se men1001 Za

neke vrednostl parametra - sporopromenlaivog vremens ‘2" mocu iz= .

‘ |ednac1t1'sa nulom.To sé mo¥e dogodltl za

ma (?)+£>'(?)—+COC2~) o T (320)
L 111 za _ “ o a
kg plnzH=0 S . (32)

qu'bu :Lz:cazi (31) imeju konacne v:c'ednost:. kada je zadovolaen uslov

: tm) (s) .c[l@un’)" . ‘ o
,Mg (zay A (2) © ] _0 ey
feg+ plm2y)=0] : o o
igentidki po @ i 2 wu.prouSavanoj oblasti inbervalu vreme-
na.Pri ovome Je nuZno nag1a31t1 da nam je oblast promene sporo
‘“:nomenlgivog vremena. -z unapreﬁ poznata. doL oblas‘b promene ’_Q,
nije unapred poznata.Za’co Je neophodno. pre nego gto se refi sis- a
tem _aednaéina,oceniti mqguéu‘ oblast promene funkc;je a ‘i u t0j
. oblasti proveriti da sli je zadovoljen uslov (53)a11néjuéi w vidu -
- £33), (2 ) i oznake (20) 1 (21) moZemo sastavrti izraz za traZemu
funkciju . _ -

- ) (26 -7‘]«
m Y)- 1ZZ’Q5 E"[ m x
: -em 5=4 .. ‘

[Za s=4 —€3+(m*4);:‘r"0]

,// D Qo @M“’we‘{ o 7

me [Q}(z) ﬁ»a)(m Mr)]‘/




Qf ( y s) » | .
Zw(?jaz Zdz [ -.‘zlg‘t%ﬁ IQ‘ (?). Sm)b -
= ms@[ws(z) A .

_:gde je “uvedena oznalfa-_
.. - m (T) Z (2‘)9(%2‘)@“ ?) Z,Et[/?m?)]
. t,r_ .-
. Uved:uno oznalfe za v:mdekse Z—-—é;; ,In 32:':4 i
B 1omoou n,jlh predstavn.mo jedna01nu (33) u. o'bliku

é,a ..I) ‘ gy L 3y
) F2 )/L)(S)(?)E’ LY'-M 2)”0—4   T (35)

4

- pau ngog :ngednaclmo l’OeflCljen'be uz‘ cos ¥ . .1 Asin}” " sa nu-~- -

' Tom, tako da dobijemo sr’cam Jednacma

@]C?) Dy -—‘fw 2aw4(2~)e75 =
' F zjr

4 szz}" ‘?y vc/aa/y
- m | /fZ@(zz,@Mme coblbl?
_ : ‘ ,‘(56),
a/m(?)(d()
[&)m *’y(z aa"ﬂ 2&)()92 m%z) [Q/g ?]

~2$'m(@

‘3‘?}7/2@ 6 a,éw me f’"”?f?'&‘-” -

fIz °:Lstema. ov:Lh pa:cc:LJalnih dn_ferenc:l;jalnlh Jﬂdna.cm'z nﬁlc.zmo -

nepoznate funkc:.,]e A, @, 50) o 093 za, \,o) ls.ao paruﬂnlar- )

'na resen;]a metodom neodredjenlh koeflclgena‘ba

. Ug( a\‘% e d@;(r)m(w]
, ’ aca c'r)m,(?) T
‘ %.m ?r) e4 2)"[24;(29 wc:-;]d,c;cm)vc zam)a/ @Dy

9~ [Ga@~pre)é*
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(3717)

, - 4— S , .
YR R o8 R Y
- ).l am g o 4&}'72(?7'[2@(2“)—7011(29] -

gde je oznaleno
207 2J/

. >p : o
- ()= 1o A% cYﬁM&
l,é(z,c‘z)— 4(?20 / Z C? @ a&)‘) ?)E’ 0s | ‘ |
| T aan, 82 5 (38)
W, o y@me 2Liy Bl
,gé(;;a):;_/_?/]‘kzw(p(zaﬁ) ‘ |
Todistl nadin iz sistema Jnclnaclnc, (19) mogu se oﬁredltl ‘ nepozna-'

te Ffunkeije ,([(2(2'@97’) 92 iz uslove da te funkcije ne sadrie zg~
bizize $iji su imenioci Jedmalki nuli u nekon 'r'enutkgiwemena,mo;m ‘
= ce ofirediti _napoz.nate funledje U{Z za SP) i (/34(?;0,5”) tj.ii“
uslove . - :

..

(€m)

. (& a) (4)(?)-’0 (3
(39)

@4QWWWQ]

zde su g p’")(?a ) Loeficijeati razvoja Fourier~ovog reda funkeije

(21).

Sada Jc pogtupak sasl,avlvm;}a prve ag mptot-
skte onrolzimacije Sle(_‘eC‘oP""fQ :Luu vamo sigtem dlferencn.Jaln:L.l
jednadine neporemedenog oscilovenja (5) iz frekveninz jednzdi-
ne (7) izvafmavemo sopstvene kruine frekvencije a.iz sistema
algebarskih jednadina (8) normelne funkcije (amplitude sopatve=
nih vel:bora)oZatim odredimo p i g zavisno od toge keltvo rezo-
nantno stanje posmatramol.Dalje provedimo da 1i su zadovoljeni pos-
tavljeni uslovi od jedan do tri "za sastavljanje asimptotskih ap-

roksimacija i na kraju kao prvu aproksimaciju reSenja usvajamo

Z(*)—IQ(??C/ cos(zﬁﬁa) ' ' o (1)

u Lo;joa su  a ¥ neke fiml»c:LJe v:r:emena,kOJe se odredjuju iz .
sistema diferenc:.;]aln:r_h jednadina prve aproksimacije '




1204

4%~ ¢ ok (5a¥)

C/W Q)(?)*fl/(?‘)+£0% Za ' o ‘ (41)
dt L
icojima su funkeije JZ,(?a\P) i o//é(?:aﬁ’) partilularma

period:.cna po argumentu Y’ . gTel enaa sistemsa P&Ulaulnl’l 1ife~
‘rencmsﬂnlh Jednacma (36) odredjena formulama (37) i (98)0

o . Tako je sastavlaan;)e p”f've as:l.mptots,ke apro’"
smac:LJe resenaa Ldae odg‘ovara aednofrel ventnom re¥imu oscilova-
» nja svedeno na 1ntegral,jen3e sistema - dlferencz_galnlh gednc,clna
' prve aproks:.ma.ciae (41) koje se u opstem sludaju ne J_ntegj.alp u
‘ faa'bvo:enom obllku,vec preostaae da se numeridki- mtegfﬂlenOVde Jje
ored.rmst postlgnuta u tome - sto Je znatno pr0st13e numeridki inte-
graliti jednadine prve aprolxsmaci,]e,lcoge oc":r'ecl,juau amplitudu 1
f'fazu, a@) 1 .‘P(f) nen‘oll neposredno Jednaolne Lretg.nga koje
odredauau g(é) oscilatorne velidéine, oiga je obvo,jn:mu alt) a‘.
Ova metoda u llteraturl Je poznata kao metoda Mitropol j-

. skog ¢ Wﬁﬂumpanoﬂscnuu)
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Vo3oSASTAVLJANIE ASTMPTOTSKE APROKSTMACIJE
RESENJA BEZ PRETHODNOG SASTAVLIANJA
TASNTE DIFFRENCITALITE JEDFAGIA O3CGILC-

© VANJA o IVTERPRETACIJA POKOCU ENERCIJE.

IzloZena metoda u élanﬁ 2 ove Glavegnalsienja
prve asimptotske aproksmac:.an re;.eng'v i Jednacmq prve apw ol:s:mn—
cije r_‘l_oa.vol;]z:nrc~ p:os‘bu energijsku mterpretwclau,pommu lkoje mo=-
iiémo direktno dz sastavimo jednadine prve aproksinacije Bcz pret=-

“hodnoz sastavljanja jédn@'.ina oscilovanjae

, Za,to Je potrebno da nadaemo izres v::r’tualnog
rade,koji bi izvriile poremedajne sile 5@( 9,24) ;Z,,Z )f,,).
1 1°e"mm harmenijskih oscilacija )

2 A)(g»)acos(z@*}a). | : - _— - .‘ (1)

-]

g = ._Q ta ©,(?) sin(% t9+>0) S (2)

na virtué.lnim pomeran jima
' Xzz Q:??)/C‘as(zfﬁ+}”}ga— dvsin(zfé'?}f)é\}:yz' . (3)

~ koja odgovafaju‘vari.jacijama amplitude i faze prve normalne osci~ .
~lacijecOvde parameta;r 2 posmatramo kao kons’cantni,a u kqgac- .

nim formulama i dife’v'encija]nim jednaéinama prve aproksimacije
stavljamo da. ;je ‘f—- £t o '




RN v o e v s

S bolneldu o nolill welitine neme o mo o Ane

-
]

~

1o o victaoelni rad dsrc

SW- 52@,(2«9, Lo ﬁosé,&}?% asm/f&}%' ],42

- Oznadino sa 3W sveﬂnJL vrednost virtualno* rads. zo Tind 51l

1~

w(y} (4)

lus oscl lom.n;]a (vrems od jednos per 1oda) i pozloks 0w «‘Lfr. :;::Au...i
'Pourle?-ov red izraz za viziug l.Ll ;_nd i 130«1(3 "dte
noa fazi Y= fﬁf}”’ dobifemo _

: u,zr. o _ - !

W:JJT gWJy_ jgf‘ eéyf Z@( q,)‘)[)k&‘)e ?os%/&q/*/;

= - r5) !

Cior

éCIS}Z d{WZ@ (ea 6’)‘);7 (?’) ﬂéféin?o@"l?"

48°

gle.su £ i m povezzni se &  odnosimc m=8grd i £L=-3f ,.
) 7c koeficijente uz veriiscije oa i 8P uvo-
. . . sW . SW P e e o
as ol Sk =1 3 Dor Todih ~ibon Jodne-
dinmo sirbolike ozncle S & W ponodu ko] !
“Zine, /"\ ¢lom Vo2 mofono mopissti u oblilm
P 2 SW
W@)- J)(]———- -
e[ - eeco(e)w? o i
2 g\,\ﬂ sa c/[h(?)&)(r]

Cm@ad SP mE  dr

3)0
Gdavds netodon nno "E‘dj(z‘u:lu oz .Jmldmvxn’cm nije te?lo odrediti ra=-
vomante T wileije (\)Z(Z”a))”) i aﬁ,,(?,aﬁ”)' i porcdn niilh sre-

taviti sistem Jednadin: [mve) ap:ol:::im:c:ijc

e@:cz)~fy(zr)

| | ' | 3,
dcl é'CZ d[;”fc?m(ﬁ] 2 ZE{J«)Q)—ZVQJ(& g&.h[ +26) (?)d v
dt .2m('z)a),(2) E fm,(?) — G- [page)-gva 3

dF
dt

*&)(r)—

: D
@-9Y@))ié w5 SV 4 -200 @)
)1(2')+ 4 2 [pis@-9 e 5w & 8a
2 am,(zf)

4k~ [peoer- e s




1)Jo
Ze sostavljanje jenadéina prve apo

o 0L

nati srednju vrednost virtuclnog rada prema izrazu (5),a zotin

ngﬁ i SVWE g& TPrema izrazu

okcimacije neophodno je izralu-

uiraultl"pavciaalne izvode"
- CSp |
= Z{-S—\nga-r S)"} (e
2=-00 ' ' o

»nAzatlm unetl u foxrmule (7)oNa energijskoj interpretaclal dlferen~
claalnlh jednadine za amplitudu i fazu viiih pribliZenja se nece-

mo zadrZavatio
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 Vo4oNEKT SPECIJAINT SLUGAJEVI. SISTHIA DIFE-
" RENCIJAINTH JEDNAGINA OSCILOVANJA SISTE-
"MA' SA VISE STEPENI SLOBODE OSCILOVAINJA -

. | .
. ; Sastavimo ;]ednacine prve aproksma,ci;je za Jed—-' ‘
.n frekventnl rezm oscilovanja za neke sgpecijalne slucoaeve slgm-.

‘tuma diferenc:.jalnlh Jednacina oscllovanaa s:L.:tema sa v:Lse stepe=

ni slobodee ' ' , o '
' » 1°_I\T_eka generalisane poremeéajne sile ima,jﬁ
oblik SR

: '60;'(2')?41'*;'12,;2;’;""2',;) : ‘_ E ‘(‘.C;'llbz;'y"‘;”> ) (1) '

ﬁ k;om‘ sludaju jednadine poremeéénég oscilovanja imaju oblik

d Iy . éi' G? 5 (2)
&1 a.@s fr) < c?); =&@.C 2,.,2,,? N AN -
Ck=q :4-4 - (k=12 n)
ﬁz ﬁretﬁos’tévke -uved{ene - clam; 'Vo2 za, prvu.a,smpto’csku aproksi-
maciju dvoparametarske familije partikularnih vefenja bliskih L
. prvom normalnom o'bliku neporemecenog os01lovanja usva:ja.mo u ob=
"~ Likn '

'g ,Q(?)cvcosy ,if_ [ ¢ I
u kome su amplitude, a_ i faza . 2 funkci'je' vi'émen'a ko;je

. '8e. odredjuju iz sistema. . diferencijalnih jednaéina prve aproksi—
maci;)e oblika




. S0 e - . Yy
C]IC-L ?' . d[” ¥ (?JJ_ & j 1,;£?'0 I,j/ {7 5in " N
- k ;‘ =3

[N . én
iz (2300,00) -
°

di =~ én* fw,g{:t) 47 24

d¥_ g |
=) &Wmma) ma %@,}?)W)Q @ CDCY’a/)‘; A (4)

3¢“

- 2° Neka Je sistam diferencijalnih jednacina ’

p“remeéenog oscilovanja sada oblika

72( «zw«z) Q28 zmﬂfm@ )
) (n~4,23 ) :

4.=4
: gde;su' : a('x’ar,‘" i .'C.-nr;cm' Akonstante.PI."\_ra aproksima.cija refenja
"7 je tada ' '
' ) L , -
9.=h: a cos(6+Y) ; Y= 5’+)” (6)
. gde su a4 g ~ funkeije vremena i odredaugu ge iz
sis‘bema d&farenci;}alnih Jednaéma. prve aproksimacije
7‘0’7‘ E(?)ﬁr.(?) C. \P
n 05 J-
zam,a), ”(") Si mﬂ)[wmwm]
(1

| 25@10 w) -
Q,Z,-)7(?) Ze‘I'm o f Z@ (a‘}')/) Cos}“d)‘f m Sim >D

5 Heka je aada gi stem diferencz_;jalnih jedna="

Sina pc*emecenog oscilovanja obl_k': )

29, +££(('c”) sih 5’

I ”,"*.—.-‘anx | @
JEQ;"‘*@%} f%);?*%' % A (ket2,08) o
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Fivve asimptotska sproksimacija reBenjc je oblika (é),éok se ampli-
tuda a i faza P odredjuiu iz siatema diferencijalnih jed=
nacins prve aproks1maclje oblika

dﬁn,(?)@(t){] eig (T)/Q (?)
m (z) [rocw +ch9]

(2)-)/(?) )0 B P

. amq(?)[a),cz >-) ]

da-

. df 2”’1(?’)(()4(2') &.2‘( ){04(2’-

g_,‘m .

'de je Ba’ ;2,(?) ‘ obelezen izraz ‘

) ZAL,{@M‘(@Q“’ R

4.,k-—4

.U svim ovim slucaaev1ma sastavljene su dife=
aencijalne jednac;ne prve aproksimacije Z8 1zucavanje 0snovnog re-
zonantnog stanja.Podrazumeva se da su pri sastavljanju jednacxnn
_prve aproksimacije koriséene jednaélne iz 619V92 g (37) (38),(40)
i (41) za sln&aj kada je p = lo



::1'37..

Ve50KORISGENJE ENFRGIJSKE INTERPRETACIJE
JEDNAGINA FRVE APROKSTMACIJE ZA RESA-
VANJE PARCIJAINTH DIFERENCIJAINIE

. JEDNAGINA OSCILOVANJA EIASTICNIH
TELA o |

Izlo%ena energi_.jské._ interpretacija - Jednalina-
ITve aproksin_lacije iz 8loVo4 omogudava da se one aagtave bez pret=
- hodnog sastavljanja tadnih d'if‘erencijalnih Jednadina oscilovanjae

..a.;,lasno sa tom metodom za dobijanje asimptotske. a.proksimacije

reldenja dovoljno je sastaviti linearni sistem diferencijalnlh Jed=
nadina,koji opisuje neporemeée’né oscilova.ntje i proveritl ds li za
t2]) sistem va%e tri navedena uslova u ’E’:lar'm Vo2,a $o madi odre-
aiti soz‘)stveneAkruiné frekvenclije i koordinate sopstvenih vek‘td-
ra,posle Sega se mogu direkino sasbavitl jednadine prve aproksi-

. n.ac:.je za amplitudu i fazu, a i p- ,koristeéi se 'iziaéom sred=
njieg virtualnog rada poremeSajnih generalisanih sila.0vo daje jde=
ju da se izloZena metoda u &lanu Va2 formalno moZe da primeni za '
pastavlijanje asimptotskih aproksihacija refenja parcijalnih dife-

_rencijalnih Jednacina. oscilovanja elastidnih 'bela. o

‘ Zaista kao 1 u sistemima 88 konacnim brejem _
stépeni slobode oscilova.n;ja,u oscilatornim sistemima sa raspode= .

“1ljenim parametrima (8ije se kretanje opisuje nelinea.mim parci~
‘jalnim diferencijalnim jednaginama hiper'bolionog tipa.) u odredje-
‘nim uslovima mogu se ostvariti Jednofrekventne oscilacije £ kada -

su one sta‘bilne,vaino Je da se izuée.Zato je i opravdano da se ’
“igkorieti mOgudnost izuéavanda Jednofrakvantnih oscilaoida elasti~
&nih 'bele..

-




V.6 POPRECHT OSCILAGIIE $TAPL mﬁr:a:*v:oc-
AFSTJALION T ILOK P‘—zon::rrLJTv; FRUEY HCIIE

) Posmauaﬁ emo popx eine oscilacije '#t:ono nopres-
'vn“to"' ﬂl'sijalﬁom silom promenliive frekvencije za gludej ouitih
l;.nea.rnih granidnih uslova.U’ slu'"mju kada lrajevi ¥t

lobx:io vezani obidne Fourier=-ove zeamene promenljivih nisu zgodne
Sak ni moguée,dol: energijska metoda dozvoljava da se izww Guavadu
jednofrelcvenfne osc;ilaci;te za razlidite granidlne uulove.,Za razli-
8ite gronidne uslove dobijamo razllulte sopstvene kiuine I -rel:ven-
~cije . i normalne fuhkcije,l:oje oﬂredauau oblik dinamidke rovnote= i

%e za neporemedeno kretanje.

Ovde demo prouditi Btap du¥fine £ .,n. Zijen

kraju dejstvuje jednofrelventne sksijalna cila

F-s® | o RS
gde je 5(8) perloc‘lcna f‘unlwlga perioda  2dr,a #=H(t) je funlci-
Ja vremena pI’l demu je 3— = Y(2) . kruZne frel;vencija poreme=
éaj ne sile funkcija "sporopromenljivog" vremena T=et , &

- je mali parametar.Kao $to je poznato,parcijalna difarenc alna
‘jedn dina za pbpreéné oscilaéije Stapa Je

A= M, 2y, S(@

ErZAN 7 527" azz o ; S (2)

é‘de Je @?EI:: savojna“l"-utoe‘b $tapa, § 57} ina na‘kerijn—

la grede.- #tapa, .4 povxh Jina poprelénog preseka.oOvu Jednadinu
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B == LT —1-
JAGL OO PAOIIT

st

ti o

c‘?'

2iinm poxont lenog kdetanjo Jbopn wod

dajatvon el:sijz;lnh orrnadajne sile (1).«.

1° ob:, ‘raje

2° Jedsan kx

T1liojv u. o

cenicni uelovi ne lrojevima Et4nna v = 0,4

hlilae

wleftena

2] ukledten,drugi zglobno vezrn

& - 9__‘_6(_ = @j’g .___ '
3(..,{)/22 -0 /z=o 0 azz/zag 0 W

39 obs Lrnja

2
..',if = i@ =
4¢ )‘:0 0 921/z=0 0
_ 9

40 u opiten
L( o4 o Y ;0‘
. 4(] y) =0 '

97 ) 3712 373
Z=e

E2Jji obubvate sve napred nabrojsne sludajeve,i gde Je

nearni operator.leka je Z,(=z)
kojo odgovara najmonjem karakteris

s Ciferencm;.lne Jednaline .

4
c/,d z,l’z) Z @ =0

pri femu ne krajevima

z=0 1

zglobno vezana

zludaju

(if=42)
Ly 1li-

prva (osnovna) normalns funkcija

stidnom broju «, i odrsdjuje se

(1)

x=§ ona zadovoljava jedne od

epred navedenih grenidnih uslovae.Na osnovu jednadine (2) ofevid-

no je da dobijamo

./1{45 924 gtg

ALO je poremeéajna sila jednalka

azz)z @)dz=0

poremecenog osollova.nja. Je

(8)

nu11 dlfarenc:LJ alna Jednadina ne-
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Zzjoino se srainidnim uslevime (6)eJedraiiing (9) u Jednofwelrertron
reZimu ogeilovenja u puvo] clI"“O;.-...lI’iOCi'!i ins zevenje
g*:Zfz) o sin(wt+P) ‘ _ (ic)
ukone su @ i ¥ :roizvoljine lLonstante,s
r’)a ﬁ 4 N _ . . .
O==k r113

o7
kvadzclt copstvene kruine fyaliencijeo

Seoimptoticko wefenje (10) odpoveii’ Jololve =

vontnom »oiinm oscilovinja w pwvon oblilm Adnzrmillie = -mind el et

postovivii do Je

optereienju R,;{—

nih oseilacija noremsiencs ke

ba odredjen nozmzlno: Tunleijom  Z,(2) LU vezi =z osinond Zoto i
211 »oivlilmo molonds jwinniine porsmelenos lmetndn f2Y a1 olli-

. ', .

&ce 33 T_(f) funlnfje gmno voomens T ooTmolndyr ool -7

w - - o

”_',":_-,'“'nr iie ""'1 Jeinslinm ( ..\, Iunlioasijen

v obzin. jednali ) iohijemo da Je

. Lo 7 dy

dxt ™ » (13)
Jblcf Tt + f‘/—? dzm'% S(OTH) T, A =0
| Iz

[4

, Pw"cn.az’lu:u" intesraljenjen 1 vzimonjem u obziz gronidnih uclove

(() i jednalina (7) dODl cmo Qe je

dzZZ(z)o/z ' f[dz(z)
0 ' . : (14)

f [j}i %/ f[ &yo/z

/]
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Sledi do Je

g 2 i)
S

gde je

f[a/Z(z)c/ |
- f[o/Z(Z) dz | " | | ; - (19)

Velidina F koja se odredjuje prethoinlm

co[4—-—-m) - (15)

~Z7caOW'3uV1Ja se kao pvlollung V°llflna kriticdne Eulexr-ove sile
izraimate pomoéu Rayleich-jeve metode energije.Zato i dobijamo

~da e prlblluno IQ&«ja «0sim toga saglasno ﬂefiniciji '
mch J/ﬁ(/ : _
Je

F > R , B | ' (18).

Ppaktilno odnos %%:t je dovoljno meli.Saglasno jedna@ini (18)
v - -

it T

odevidno je da Je

S .S,
R P

i zzto odnos todje mora da bude dovoljno mali,Pretposta=

ﬁjm '

rino da Je "Jorcmec‘anq 2 313alna 2ila oblika

S5(6)= S°+ZSnsin(n@+5Q,) | X o (19)

tje javlja se kao poliharmonijske sils po £ ePrepifemo jednali-
nu {15) u obliku ‘

glitfw'e 5;%27‘ | L (20)

4P

1 pretpostovino u daljem de iszudivemo demultiplikaciono rezonan-

tno stanje oblika




i nelenine pove eeimyiotslin eproksinucijv refenia ot

u obliku

2= S, . 1Y) S | - |
AT, 7= Zrw T TO=d os(Goen) (22
di 5 ~ .

Da bi smo sastavili jednaline pj:'ve aproksimacije Toristire enex-

gljsku metodu iz &lane Ve% , pa je zoto potrebno izrcdunstl vie-
5(9/ 2

4

tuslni rad ed3W 2za porer\eca jnu silun fa- pkoji bi ona iz-

. veEila u refimu sinusnih cscilacije
g=o.cos(ph+P) =T

ra virtualhon pomev’an;lu
ST = Cos(26+¥) Sa-a Sin(£6+y) 5’}0

Ja t28 cnoscu do- mnlih velidina drugog reda imamo da je

- W= SO st [eos* (5095 2 sina (6¥) >

cinosho sredn,]a, vrednost viLhm]nompwda Je
égW’e&P .ﬁ@)ﬁ”ﬂ 59*%6?* ~s/n2(r59+993 ]O’ 9+>’9 (23)

Uzimajuéi u obzir silu s(8) obllka (19) 1 izracunﬂmjuci :szﬂez

- srednjez virtualnog rade utvrd Jujemo da je on Jednak nuli za sve
vraednosti indel:sa_.-sablrnnja n kada Jje 2s ,( pr.Zd-lJuquem0 ta-
kodje da pojava demultiplikecionog rezonantnog stenja ima meste
samo z;, 23 = kr,gde Je k .ceo brog,tao kada je w = ”)’(?) o

- Drugsim relima rezonantno stanje se Javlja za sovstvenel:'u:.ne
u.rel"vencuje ;jed.na.;ce ili n.c:.blluno jednel’e polov_ni kmane frekven-~
cije nekog harmonlka aksijalne "119.&“ osnovu redenos naliazimo

- izraz za sredngi virtuwalni r=d

4 2
'5SW~—“33 [25,+5kcos@}0 )0)]&1 dS,c sm(ZYL)”)SVf (, .4)
Iz ovog izraza odredjujemo "ParCIJ”lne" izvode . . ?2? i é\%@

1 njihov:Lm unooenjem u jeonu(,lre prve apnokemac,iae (7 c.la.n V‘.3
dobi;jamo sistem diferencigalnlh Jedna.cma prve aproksimc.cije za
amplitudu i fam : :




da. &5 1 g sm(zw-%) |
At 473 [a) ~(rw- sve

: ':"ZS;°;';fi;L.'W v(25)
dY, __~__ 5 1. @ Ok _ COSRY-Y) ’
J‘ ) Bz

<t Lodima ‘su indeksiV~'s} i k;vezanl'uslovom-»2‘s = k i}a B se
odredauge po formuli (16) _ A .
» o Zaustav1no se sada na 1zucavanau pojave de—
zul 71Lac1onog rezonantnog stanje i isudavanju oblasti stab11-
noxti i nestabilnostl oscllovanae.ﬂaglaslmo da. je u jednadinama
_pzﬂs a@voks1macige (24) moguce zanem;xiti clan re - S)Tz7 koai
~z"th1 u umeniocu desne straneo7aista ukollko je odnos '
| @ TSV | | '
w . . .
,¢ov013n0 mﬂla vellcina pvvog veda,zancmarlvanae Glanovae yw- sV ()

031 stoae u 1menioc1ma dovodl do zanﬂmarivangq u dlfcrenolaalrlm
Jedneclnqma pvve apvoksmmaclje 125) &lanova malih vellumna drugog
reda ,uo je. potpuro opravdano ‘za diferencijalne jednaline prve

: apﬂok51macijeoPosle zanemarivanaa naznalenih clanova,&iferenClaals

" me’ gednaulne pmve aprok51maciae su

- akz GJSk _ S
. df /14 dsln(z)o Wc) e ;

B s
[&)~ 22 -—5:)(23] Qﬁs(g??,.}f)

S Da bi smo izu¥ili ove jednadine uvedemo zame=
nu promenljivih @ i ¥ promenljivim 4 i 2* ,a pomodu
formula transformaclae ’ : ’

. .- Y@VV:' S 7Vn,""g7’L - | _1 e :v(?7)
.v’—..a s__m{‘/’fz-)




LAds

Mmoo
Lo SR

r*//.[, 45};)60* [CU (J.)d., \)({/\}2}’

jz} 20 [a) 27’ zv(":]]u,

i javlje;,ju ge kao linearne. dlferenclge,lne “jednadine promenliivih

—~
fA]
o3

4 L v WZa sludaj inoliHe}r'monijﬂke sile "F=95(8) =dx je
k‘-:u'Zns, frekvencija w(7) Vonotantna,,]ndnecme prve aproksinscile
4e bibi linearne s2 ko tﬂntmm lonf1313enti_rﬂaof'z-l izudavonju zo-

no n“S'Gc.bD.l.I'!OS'tl sma’clecemo ds. je 20 parametar pa Gemo 1 keuing

fre.ﬁfenc:l,]u nosmetrati koo konstentnu.Zato éemo redenis ois

diferencijalnih jednadina prve aproksimacije -(28) trzfiti u orli-

i

A,u ~P€ﬂ;
Be"

i dobiti odgovan*aaucu 1’""”120.:81 stidnu Jeénadinu ’ ; ’
E‘)” ""‘"“”“] (% ) | IR
éiji ‘siJ. kdreni ’ ' '

Hap =% V(@PS‘? [“""““")’&] - (’31,,):

Opu't;e reSenje s:LB’Gema dlfe:rencigalnih jedna,cln=~ (28) je aada

wu=0C, 9"[{_4- C Q—dé

. . df | _at
- C
v [ Lok COSnc [Q’ QtSa )’(29] (C 2€ )

gde su 01 i Cl proizvoljine konstante integracije,loje nosm

bitl odredjene iz poée-bnih us-lovaoIz izrazs za korene knrcolrterise
tilne jedna¥ine (31) vidimo da su oni realni za '

w5x>~[ ﬁ______.__y&] , (33)
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Gankle sledi do rdo Trelvencijs =oreme6ujne cile le%i v intexve=
Ia

S.‘co

po’pfeéﬂe OScilya.ci;jeidospevaju u oblast démul’tipiikaciono‘g rezonans

tnog stanja 1 n;jihov-a. amplituda raste po. éksponencijalnom ‘zakonu
. ‘ez obzira koliko male bile pocetne vrednostl a.mplltude.])mgim
redima ne;jednak0st (34) odredjuje szonu  nestabilnosti u.&ijod

e sredini poloiajt ramoteZe pokazuju nestabilnim i poprecne os= .

cilacije se samopobudjuju.Zone nestabilnosti odredjene sgglasno v
}edna.‘c':ineizhé prve é.proksimacije obuhvataju sve navedens sludajeve
¢ ..meamih granidénih uslova.]?cja.va konstantne komporiente So aksi-
' 1alp_e sile F 6(8) ,dovodi do toga da sopstvena kru¥na. frekven-
. ,i;fa precnih ozcilacija se pomera,tao a.ko je krufna frekvenci,ja
‘*OIQ'BVenlh slobodnih poprednih oscilacija jednaka @« ( u otsus=

tvu 'dodatnih aks:Ljalnih sﬂ.a) sto Je kruine frekvencija w* po’-
“merena dejstvom konstantne komponente opterecenja i odredjuje se
<o formuli '

”6“23) o - (ﬁ};

17 izreza (34) proizilazi da ha:r:monijske komponente u rezonan-lmoj _
"oni ne utisu. Jedne na drugu.Svaki harmonik aksijalne sile odre-
djp.je svoju sopstvenu mdividualnu rezonantnu Zonu,koje zavisi .
cd emplitude tog harmonika.Svi izvedeni zakljuéci»éé odnose na
“InPYTY aproksmasiju'aveé u drugo] ‘e.proks:.n‘.mac:'l;ji se Javlja uzajamni
uticaJ harmonika u zoni rezonantnog stanja.U nejednakosti (34)
moZemo da predjemo od kruZnih f:cekvencija na broj obrzaje u sekun=
‘dicNeka Je n, broj aops’cvenlh slobodnih oscilac:aga. u sekundu
Ty broj oscilacija 1'-tog haymonilke ng_ijalne s8ile Yz nejed:aa,ko—» .
sti (34) dobijamo S '

. Sk Mo SN
AZn (/[—- E—§-<nn<2n (’1 Z«P)*

z7) (36)

B pri Cemu Je

"‘zavsn L o
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Dobijene formule se mogu koristiti za odredjivanje polofaja "opag~
nih zona®. .
’ - Izvedene formule vaZe za sludaj i kudu Je
&tap p*omenljivog poprecno'r preaeka, u kom gludaju u formulama tre~
; .'ba n, 'vi P zemeniti sledecim izrazima

6/ @9 ~-‘ ' ';L‘  i’1 1l ; ) : | -
jé?’(z)[ /22 T L (39)

dZ&)
f o .dz

Fue je

) - S
@Zd//—?()fﬁzfz) S W

'OVde Je A najmanji karak+eris‘bican broj.Veliline . k‘,, 1B mo-

v_guce Je odrediti 1 pomocu Ritz=ove metodao

_ Jednacme prve aproksmacije (25) za, opsti
A élﬁé'a,j emplitude @ i faze Y. u oblasti promene; frekvenci;]e‘
)/(‘2’) ,dovoljno udaljenih od zone yarameta:rskog rezonantnog
sta.nja uz smenu promenlj:wih (27) da,ju sistem diferenci;jaln:m
;]ednaé:lna :

yﬁ‘ '4%(%25-‘@ [@(4 ,ep) ”“’]f”

[ 4P (3‘(; io) | @3(4 _] 4,,,

u kojj.ma ;je  2“-.=5£ oOva.;] sistem 1inearnih diferencijelnih Jedna-
: Eina_ 8a promenljivim koeficijentima ne mo¥e se u zatvorenom obli=-
ku inte'g:ralifi,pa se zato primenjuju mimeri¥ke metodesPre svega
nufno Je nadi v:redn,os"ti” amplitudé a i faze ¥ wu podetnom tre=
‘nutku;8%s @, 4 ¥ ,1 prema formulama (27) odrvediti s 1 2%
. neophodne ka.o poaetne vrednosti za in‘tegraljenje sistema jedna-~

3ina (41).08im toga treba matl 1 za.kone promene frekvencije ”(?)
:poremeéadne sile. _ o v

(41)




" Vo7.POPRECNE OSCILACIJE STAPA DVOSTRUKE
" KRUTOSTI U PRELAZNOM REZTMU OSCILOVANJA

Posmatraéemo sluca.;j prostomlh poprecnih os~
' r‘:L" acija Ztapa 111 vra.tila I‘azllbl‘blh s'wvo,]nlh km‘bostl u glavnm
ravulmu sav:LJan;]a,}'ogl se okrede p“omenlgivom ugaonom brzinom fOC?),
ngﬁ Je T=gty. 4 &£ mall parametar,. £4 . . vreme u Jedln:.cdna. Te=-
da velidine perioda sopstvenih poprednih oscilacija ¥taps u glave
nim révnima _sé.vijanja.Za_ sasta‘vljanjye diferencijelnih jednalina
' ne‘poremeéenog_kretahja i sastavljanje -asimptotskih reSenja ener-
giljskom metodom,pre svega,éas’caviéemo izraze za kinetidku i poten=
cijelnu energiju.Pri tome pored klasidnih pretpostavii pri izuls~
vanju malih poprednih oscilacijé, tankog §tapa pretpostavljamo da
s5e stap u procesu oscilovanja ne uv:.jaoPretpostavlJamo takodje da -
je Htap statidki neuravnotnzen s5je linija geometrijskog mesta 'be-
,,1sta elementa. s’capa koJji iniruge nije pravollnljska,nego je pome=
-ena u odnosu na pravolinigsku ogu i pri tome Jje ravna kriva una=-
pred pozna‘baePretpostavlvja‘mo da su krajevi zglobno vezani.Uzduf=
ne oscilacije prl 1zucavan3u poprecn:.h oscilacila- zanema:mjemoo
: - Uveléemo dva sistema koordina:ba Oxé(z L
Og ’23 od kojih je prvi nepokretan,a drugi pql_:re:ban 1 okrede se -
zajedno sa é%apom ugaonom»fbr'zjnom - (%) o0Be ‘O‘z' i 05 uQsmé-"
rimo du% obr‘bne oae ,kéja se pokla.pé. sa pravolinijskord geometrijs=
“kom osom stapa u miru,a koordinatni podetak izaberimo na levom
osloncuel)ruge dve ose po]cretnog koordinatnog sistema izaberemo
da se poklapaju 88 glavnim osama - inercije poer:Lne poprednog pre-
 seka Vﬁ‘bapa.oclsu 0} . nepokretnog kpo:_cdipatnog sigtema usmerimo

T : - N ' -




: 1lao
vertikalno nani¥e kao 8to je ma slici 'bro 23 pmkdzanonProde tuge-

.o’ proizvoljan popredni presek Stapa k031 se obrce u p:co:szolJnom )

' trenu'blm,na Oacg, raven.Tada je poloza,j tez:.sta ‘bog preseka odre-

" djen vektorom Y‘ - ,koji ;je funkcija. poloza.ja preseka i vremenat,
' Sa le.lfe ,je oevidno da Je '

ot 'ﬂf7_LYﬁfff"d~i'f7uw

gde Je ;4—}‘? ’ vek'bor pomeranja geome'trijskog cent:r:a elemerta
‘tapa,a —3'> ekscentrlcnostl tez:.sta.aVektor u pokretnom Yoordi-
natnom sistemu finkcija je poloza,]a elemen'ta stapa duive dx tga
“ranlkca.ae promenljive’ x U pokretnom koordmatnor» ‘l'te“"\) Jjed=
nadina (1) se mofe naplsatl u oblLiku

L R-xThnl = (8+ ST +(?+§7> - (2)

gesu 2 1 3’" ortovi osa pokketnog koordinatnoz cistema.

¥z osnovu Rivals-ove teoreme o izvodu vektora Je

I e s - o
_;ﬁ*‘-— S +[&J,‘Q_ - o SR (9)
. 3., - B ) .
“gde.je 1 rela‘blvnl izved vektora..P:cOJefcs.J apsolutne brzine

telista su sada )
% -3 “’““ C"(’?* S0
Y

na osnovu kojih sastavljamo jzrsz za kineticku energiju sistena

o 2 )
B %2 [[F-etrs )2 m(sfsg]/cfs e

gde je S A linearna gustina mase s‘tapa konstan‘tnogﬁpreseka,, 3
duZina vratila,  §, :gs i 8228, 3 @= =() ugaona brzi-
na obr’canga. vrat:.lc,,kog:. Je funkeija spo"om'omenlJ ivog vremena.

Odgovarajuda promena potenci jalne energi,]e

usled deformacionon' rada i rada sﬂ.a teZe Je
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i s e o

gde su’ ()3, 1 131. sa.vo;}ne kzutosti vratila u glavnim Tav-
.nimais:a\-rij'anda; &= [ coE)dt - ugeo obrianja pokretnag koordina= -
u;log'sistema;1z1321 za kinetilku 1 po’cencijalnu energiju su izra=
aani pomocu Xoordinata pokretnog koordinatnog smtema.'ﬂzimajuéi ,
u obzir male veliEine kao $to su asimetri;ja poPrecnok preseka jli
' "'ca.zlicitoﬁt“ glavnih momeneta inekoije,uticaj- sopstvene tezine, '
~ta:ri<’3ka neuravnotezenost,moﬁemo -da izdvojimo u izrazima za k:Lne-
+161Lu i potencijalnu energiju delove = izraze ko;]i sa.drze te ma=
- liéine:odecvarajuée "poreme&a.jne" potencijalnu i kinetisku
A “1e>giau.'1'a.da e za Stap konstantnog poprecmog preseka. kinetib'ke,
'k-‘new"fija u sledeéem obliku - = : ) ,
E=Fleet” oD

‘ "de Bsu fb kineticka energd.j@ﬂeporameéenog kretan,ja A

F'- ‘;/Z m{gjz/ f7+m(ﬁ§7/4f A - (8) '

: gﬂ" kinetiéka. enargija poremeéenog l:reta.n;ja.

=3 ﬂw(@(f§+$ -25’243(2) -mm;]+2§m %]j “/5’ (,9)

za potenciaalnu energiju pisemo da- Je

,,«,de je £P potenc: jalna energije neporemecenog kretanja,
J3+J5¢f 29127 J o ' 11
(EHRE L. =
i1e¢ E/" potencijalna energlja .';'pboremééenog.' kretania |
Y aal LT

Ze. casta‘rlja.nda diferenci:}alne Jadnaﬂinc pop—
rednih oscila.ci:ja neporemeéenog kreta.nja koriatiéemo 'ra:ridaoion:l




: : ‘ . 150 ]
;p*"lnc ip Hemilton-Os urograaslcog ‘

s(gf)xéo

osc:L1 ove naa

43%' > “250(?)-~” & L{O(?Z (‘)(2)§ -0

1"4 o snovu T‘ulnr-ovj.h Jednc»c,..nq dobi jamo jm.nwlne neporcneéenos

- ’ (14)
3. ) &)(7) 2 :0~
157,87, 2&9(2)5’§ +& =58 - )y

/C.'a‘S"+ Qf - ’

u kojima je '

% B+ (15)
28R o
. J.:;lrogni granidéni uslovi zz -Iudaj zglobno 3zanil mnjers zu
g
5600~ 569,

=768, = 269~
Xg| . % Cr4A _aff_/ -0 oG9
.a‘s}, - N‘S?jg-' RS f’s o .2%71&4 )

siztema (14) sz inazi
con i szberemo sa prvom i uvedemo oznaku

26,4 = 5G9 +V42(§n‘)

dOlecd'.’lO Llferencijalnu jednadinu u kompleksnon obli'm

29¢7 -y

Also pomnoamo drugu Jjednadlinu:

9§" é“z a)(z) "éd 9~ @@ 0 (1s)
_ : Al:o sada sa | } obelefiino 1z-az
g(z,é) = oc(z,4) + Ay(x,{) : ‘ (19)

1 formulu prelaza sa pokretnog koordinatnoz sistemc nc

ko.cis‘bmo za, tra.nsformael,ju Jeine

‘nedine (1g) dobijamo
Y _ , |
ot 3 __Z 0 ' :

YR T




Lmtodu doblgamo Jednacn.nu Za nalazenae "normyahj._ev",funlkcije o
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 koja predstavlje diferencijalnu jednalinu neporemeéenog oscilova=

‘nja u nepokretnom koordinatnon s:.stemu,a u kompleksnom oblikueGra-
; nlcnl uslovi u kompleksnom oblllu za diferencigalnu aec.nacmu (21)
-,‘v m A ) .

ozt Z-'(
Z:«t‘ [ Z:o

5(? 9l =0 ,9} - y(éa-)i |

» Da bi smo prmenili ener i;;slcu metodu sastavlaanja asmp’cotskih

reoen;;“ za neporemecen Sl tem,neophodno je nadéi "normalne" f"unch.-n .

.Je koje odredauau oblik dinamiclke raynoteZfe i odgovarsjude sopst-

"\' sne fre.cvenclae neporemecenog ulstema.PrJ.menJuJuc:L Four:x.e:c-o*m

v d Zfzi A 76
Cdz . . A
: r.oga se aevl-a k.ao :cea]nn funkeija i za graﬁié’neiuslbve (22) ima
Loblil ' ' S

4

dol: su sopstvene: frelfvencz_.]e
Un.-" ' 631*435.

s o Vzeg en Lo o
Ha ‘osnovu’ ovoga partikulamo :cesenje ,jednacme (21) ;je

oge ' ~4(0]£+)”)]

2.5

‘Z(z)~sm“°/’ L [ O ) M

5(‘(}2 é); sm-— E’c A(_w'ﬁy)

'gde su d, y a3 Y, i ¥ realne p:r.-oizvoljne konstante.

( 24)

Ako predjemo na realne funkcije doblgamo da je

x (z Y = sm?z a, Cos (O, t+¥%) + Ozfos(‘dﬂtf S”)] (25)

‘7(:,:‘) sm-—z[aﬁm{&zhs") a, sm(@,h&ﬂ)]

Feka je za neke vrednosti sporopromenljivog vremena (€ [0 &’1
A ‘7,9 __a)(?) ,onda prvu eproksimaciju reZenja sistema, diferen-
c:Ljaln:Lh jednaéina poremefenog oscilovenja potniiéemo o o’bllku '

T SR AN
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) . .oy )
X (z,4)= sm%‘z[a’, co»s<&*%) +a, ?05(044 _,_592)]

7) SV o ) T 24
g(éz,{)z ‘s{n%z’v[a,'sfn (6:%)~ a, s(h(a),%ﬁf_)] (26)

gde am-\lw'bude o ay i ay -ifaze 5? i ¥ . mowaju biti olre-
djene a0 1"unLcJ_Je v1emena. iz sistans jefnedine prve cproolizincci-

Je,koji c,emo scs‘bh.vi*l i 'ﬂstmc -energiisku natodu nii ove inlter-

Dretacijes

HOvEw =3u tsoranad *noj vo toncilalnod S

& I;::f:‘.;;’.:.:no da jo g0 i .p:i p:‘ouwv nju utiezja sto5ii:n ncwr -

o}

notefonostl zanemaridemo porweome’sniz usled szile sopuivene tolins)
1

i "povemsdeno! kinetidlo! emex: iji, 3 3¢ ngi-
Tetrije presela,statidlie neurcvnotsi-nosti i promenliive uwzrons

brzine 1«:I'e’c‘,'mja.quim nabrojisnih porcmeéa.jni!‘: r-:ila,"r,;el:or’.j:: &m0
uratmevati i male disipativne sile koje obrazuju oz pornu siiun

ona]zm ‘brzini lretanja elpmenta Etope 1 u.mrrenu SNRTOEN0

L]
B
]
=1
[*]
H
Q
il

od njes Silu spolgaqnae:r ctnova n -ms,,c,emo u oblilm ~9€ St 015 s 208
Jje ot L flclaent spoljafinjes otpora sv-edlno,rcc:.u. ovon no Jerli__*

)

je el,_s"')llol‘tnlh dzrazs porc'necmgn_“ zi-

-cu dufiine Ita pa.Z,., c_obv'a
lu,,odredaenlh u. nepokretnon sigboru koordinata u odnogu na oji
smo‘ posmatrali neporemedeni u c‘sem,naéicemo prvo raspod elJenc sile
w pok ~etnom ‘sis‘byemu' loordinata.Uno%enjem pod znak intezzela u foxr-
muli Har{ilvbon-ovog principa umesto [Ex i Epl vresnosti cEd
1 & EF" 1 posle varirenja dobij‘em'o rasgpodeljeno opberedenje re-

didzovanc na glavne pravce sn.v13'=nj

éfg(s,‘f) =£ﬁ[%401(?') ,ijz (7 053 By :Sf

| (27)
| Byt
3,60-38[50)-e5, dooy. 3 ?aé,.

Ako druzi izraz 'pomnoi’;imo‘sa, ’imaulnamom Jedinicom i s~beremo sa

prvim db‘bi;]amo kompleksnoznadni izraz za respodeljeno opteredenje

izazvano poremeca;;nim silama u po;:retnom koordinatnom sistemu

ag(sf) 595’[«7(» m”’“""’/ %fg | (28)
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rle Je

964 &(s,fhzz(s,*) CS=Sriy
a6 = 5ls b -4 76 .

Alro 1 1co~'1.;’c1mo fomulu m*eluw nz nsn f:::mtnl s:.d:e’a H oo‘r*dm,;ba ‘

(29)

i pwi tonc uvmlemo uticad otpornih 5ila ,do]_ ”blr < .Lf,l) 54(0(?)
. v

u izeazu (28) Z%npﬂ:rlmo o meln velidinu dru'*og reds Coblj“'}’*o '

poranedéaiyr- oilun L( .o0je deintvuis no element stch 0/5 Loisn Je_ '

sad~ dotn <1 demm izramon

Ed(zé) §,Q§w(r)@‘9 @3243?32%" 2 95 IR )

vgf."_ = Je

- ,‘z,,_l) x(z,4).- 467(1'6) o | ) . ‘ ,;1)

7 igvazms, vezdvsjaiudi weelni i imooinaimi deo nolesi
~oz:~-,meéa,ja tode dejobvuiv na elemont ¥taps u smerovima

Ox i O4 nanolcratnos sictena kooxdineta

. g@ (z{) =¢,Aw (fECos& gs:né L (ﬂ?(fz‘fc 526‘+ sté’)‘J‘( (;2)
\2=)

(Z’HT Gw (S’ C°59*f"”9)“ LR ‘ﬂ’(aif”sn&?- 529)—,‘?5?

K

De bi uno‘m"li izmwans za polenedaine sile u ua
lseci J" W DITvom ohlil: dinamidlke = “"7’10‘t L’runeser"-.o prei;yostavljeﬁe
vrednosti (26) uw jednsimm (32) i se th3no¥éu do malih va2lidina

prvos ¥eda nolszimo
é q (zné) f Aew (gsms Q—j’ sin &) +sm—e-z I, B Jbﬁ(wj [a, 505(€+Y)+a €05 (zmu,é#) )+
+304), Sin -—Z[d, s:n(67+$ﬂ)+ a,_ m(w,{ +Y’)] . a
(33)
é 0 (zé) L (S’zcos O+ 5)3 sin ) + Sm s -6, (g ) [5 sm/g-)")+ a,sin (wm)l +Y’)] +

R Z&-z [alcas(tu,{f%) -, cos [5,44 )] :

imu girmeonili cgei-
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o Sastavimo sada izraze za vir‘bualni -'-ad,ko,];l. '
-‘bi izv:r.-sn.le poremecajne s:Lle u refimu sinusnih oscila.clac.,,odre-

) djene izrazma (33) ‘na.. v:.rtualnn.m pomeranjma

3'36 ('«'é) Sm—z Co5(0+‘f)304 s:n(9+?)35"+006@’4*'9’)5" ‘745"’ (")'é*y’}w] .
| , (34) =

s 'gg’z, e smz-z [s.n(a+sg)5a,+a4cos(afw)3;v sm(w,h}')Xa, cos(,,,,g,y)g;o]

' ko;p odrrovaraju va:cijanijama amplituda a-4 i ‘ a,, i :E‘L L A i
- 5@; SR ] p:cvom o'bliku dma.micke ravno*beze sa tacnoacu do mal:v.h_f
K 1icina prvog reda.oZa virtualm_ ra.d sc,da imamo o )

W 662 (z,*) Soc"&t) B

W eQ (zf)é‘/;;‘?m

Radi- uproscenja rada pretpostaviéemo da je .

v.B'ba'biéka nmavnofezenost oblika
(z) sm z RRINCE : S
‘??(z)-—gzsm 72 ' :

) Po-hrebno Je-da sada. sracunamo srednau vrednos’c vir’cualnou' rada. za,

puni ciklus osc:.lova.naa prema formula.ma

. My
SW:{ ' fSW a[(mv’) o/(aaﬁ?’) S
S\/\% 43_,! f/&b\g a[(@+‘r”) o[(a),{A”)

< A}co meseno: u desne strane J.zraza M :!. 3’ W- i integralimo '
'-kako je to naznaceno do'biga.mo da Je .

VSW SW Z[[f!)wm(g‘ws‘/’ fsmy’)+ Eef’fa,wsz}” Jaq

[?,ﬁw(?)(a,f,::os)",+a,f’,smsﬂ)+ &, ﬂ’w a, .smi)’ o
- (38) -

oL T




,.'._:+’3(Q),VG,]3')" }(60404 Sfj
' 11,}_103511 -(;oga, nala,zimo i da je , . :

‘Oznacimo sada sa

SW— 5W‘ SW 5\/\7(44‘»’4) +g (a‘)\p) - , (40) :

.-dnm & .'ti Ela.n parciaaln:. 1zvod sredn;]eﬂ‘ virtualnog rada B‘W -
‘ iida -be izvode unesemo . sistem ‘jednadina d:.ferencijaln:.h prve -
c.,l: ~oks:.mac1je cla.n \T.3 u energiaskoa mterpretauiji :I. da dobije-n

,, dé

d—f—// A®), —-&z)

u koalma su uvedene cznake _ ’ B : -
OC?) ' ey, - i oo : ) xf” G
A( n= 5o /b( 2 = ST % a5

. BE® Q8w o gm
 %mf77z5;,Mv f@7f7—357g,,8 gods

‘ Obra’cimo paznju da smo 1zraz zZa SI'edIlJ‘u Vrednost: virtualnog vads, -
mogli. ‘da na.djemo i variaa,cljom i nalazen;}em srednje vrednosti iz-’
éwaaga-eg)ag. 5 e -
: - Sistem diferencijalnih chnaéinfa prve aproksi-
'naci;je u zatvorenom obliku ne ‘mo¥emo da inturalimo.@staje samo
o moguénost numeriék:og integvaldenja nekom od pribdliZnih metoda.
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) Ovde éemo navestl nelfe od rezultata koje Je
dobio 'B. .Mosejenkov u svojoj kandidatskoj dlsel“baClJ._,r,. Ioji su
mteresantnl 88 aspek_ta .oblgabngeng,a pojave stacmnarnog i nesta- -
ciono-mogfrezonantnog Stanja -ét'; 2 koji me obrée (vratilsa)eZa vre~

. ‘hllo -0 CGelika prevougaonog pﬂ“’-\seka T,28 x7 7f‘m§ dufine 54 =200 .
cm,g,'us'b._ne §= 0,0079 lro‘/cm ,module elasti Snosti B = 2,1 .106
1’g/cm Py opflciaen'ba otpora.. . 2 = 95 ® 10 =3 kg sec/cm2 ¥ totidde
neursvanotefenosti 8 =8= =0, ,05 mn 1 nem - Je za.Lon'Tﬁ*omene
ugeons brzine _A&) = ,0,9 + 0,003 t .Za te vrndno ti i za pronenu
A u intervalﬁ .‘O 385 < aw) < 1,3 ,sast vl jens df’ oxrnl i
"mﬂno—frekven’cna krive stﬂclon"rno;; :ezonantnog s‘banj° prilozena
na slici bre 24,gde su ;punm "1inijama obeleanne grene Fojz odgo-
varsju S'tc.bl]lllm amull tudema;a crth,sto nes‘cabl]:u..; omy1itudonae

Sisten diferencijalnih Jednalina prve gpzok 1mc013e (40) je inte=-

ﬁ

'*ral;len numeridki zs, zadaf;e poda‘bke,l pri tome su coblgmni zodoel

na. osnovu kojih je s¢stav13ena amplltudno freloventna kxive poolas
ska.kroz rezonantno stanje $tatidki neuravnoteferiog. (g #0) 1
. statidki u:cavno*bezenog (g 0) vratila -stapa 031 se okrefe za
jednake podetne uslove ( Af(o) - —099).13 smatran:. sludaj. odgovarz
‘nema'bnoj razlici savo;mﬂ‘ k:mz’cost‘f o'é;,/db, = 04894} § = 0,056,2
ga tim usko] zoni pa.remetar'skog rezonantnog sta.njaoZ'bog tog féto '
Je zona parametarskog rezonantnog stanaa uska i ma otpornln sila,,'
podetne amplltuée statidlki uravnoteaenog stapa p~*1 da‘bo,j brzini
‘pv"olaska kroz :cezonantno stanae se pvlguquauo])e,]s-bvo pefmeturs- ]
kog :c-ezonan’cnog sta.nga na rastv a.mvsll uuc_e u ugkog zoni Je lma.t”o— )
'W‘emeno i zato nezna’cnOoPorast amphtude neuravnotedenog stapa aé
’-na radun poaave 0snovnog rezona.n'tnog stanja i pri promeni podet-
nih uslova, Javlaq 56 kao s’ca‘bllan kaka’ u odnosu na obl:LL rezonan-; _
“tne krive *balco iu odnosu na’ ‘vrednosti ko je- uzmacl‘ra taj nadin u A
nposmatranom prlmeru re.diaus dlrek‘tnow obrtnog P:ce’ca.naa d, u pre-
-_laznom ref imu zavisi u veco;; meri od. sta:blcke neuravnotcuenos’cl
»nego od- a.s:.metrlonostl preselxao i
' ‘ ) Proucmo sada- d*ug:!. pv'mer,lfou gc 0C pivog

) zl:umae tlme gto su razmere poprelnog preseka Iits z Tx8- cm2
(1, /1, =0,765) i sa 'b:Lm ima znatno razlxkovan,]e savojnih krutostio ,
Blagodu.recl “t0j razllcl zona, parmetarskog rezonantnog uta,nja, zna'b- e
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no je veéa nego u prethodnom primeru i odredjuje se nejednadinom

0,929 £ A < 1 OGLAmplﬂudno rezonantnu kriva :tacionainov
- stenja obrtanja Stapa posmatramo u thervalu 0,85 £ A(?)L 1 25»
Grane amplltudno-f‘rnkven’sne Lrlvc s‘babllnocr stacz.onqmo* s‘mnaa

na ll(:l bre 25 n'm'r-tall smo pu;nor1 lwlgom dok su grane koje od=’

sovar bJu nestabil vu_n qmvlltud'unq : 1zvucene ispre1r1ﬁa1‘lin 11n13amae

Cbret:mo m,..nJu na to d" Jé n-'stebllna g”f,.n spus’mla. skoro do
ose' A(Z) Eho Je 1zazva.no znutnlm uveca.naem Zone parameta'f-s og e
zon'-nino'r stanaa.Posle toga n:L sastavl,jamo lmlve pmlaska kroz re-
zonentno stmge za - sledece :c'ez‘)me obrbanaa u'hapa' a, AR) —-0 85 IS
+10,003 &, - g «T/ 0 "= gornja krlva- o g_, 0 - donja kriva na sli- -
el br. 25, 1b° A(‘l’) 0 85 + o 0015 %, g,l o ~ gornja. kriva,
"k =0 clonaa krlva sllka br. 26. Kao s‘bo se. sa. grafllf@ vidi sta=
~_t1cﬂ“~ neuro,\mote enost ko,]n pobudavae 0SNnovNo . rezona.ntno stanae na
grrici pqrameta oLog rezonantnog u'banaa u pocetnom stadigumu Ja -
1ia se Lao osnovni: uzrok poras‘ba, amplltude osc:.lovan;;a. prl zada,-

toJ brzini ‘wolaska.oNezav:.sno od po,jave sile. unutra%njeg o‘bpora '

amplituda oscllovanja. Sta,'tlc,; neu:ramotoznnog stapa a nocetnom
Lt s‘badn.amnu ras‘be u isto v-reme kao amplrhu_da statlckl uravnoteze—.

. : nog Stapa i kao posledlca poaave otporne sile pm.gusuje se ka po-

detku deas’cva parametarﬂke rezonanc:.je,}'ada pada na mlnn.malnu vred-

nost.U drugom stadlawnu prolaslfa.yl’roz rezonantno stanje pod deas—-
tvom narame'barsl»e rezonanclje kao uzrok se’ aa.vlaa razllcltost sa~=
- vojnih k""‘LItOS'bl.TO porasta amplltuda pod degs’cvom parumetarskog
rezoncninog stanaa,ka.ko za statidki u:cavnotezen ta.Lo iza sta‘hic-
c ki neu::amo’ceben stap je skoro isti.na osnovu Cega ,]e prirodno do=
é1 do zahlaucka, o domlnan'tnom u'blca;ju ragliitih km‘bostioNa taj
nalin s‘ba.tlcka neu:cavnotezenm"b u pocetnom stadiaumu prelaznog re- §
Zima razvoja amplituda os_c:_lovanga ka pocetku,de,jgtva parametars~
kog rezonan‘*bnog Stanja izaziva znatno uveéénje podetne vi'ednosti'
anpll’cude.U tome ;je i zalrlaucak o osnovnoa ulozi sta.‘b:.cke neurav*- K
'notezenostl.Uporedjuaucl ampl;!.’cudno-frekventne gra,fl}'e rezonantnih ,
~a.mp11‘buda pri raznim brzinama prolaska,vidimo da pri manjoj brzi- -
ni prolaska maksimum amplltude se pomera u stranu ma.njih vrednosti
‘ugaone 'brz:me,a. porast amplitude p:colazi neuporedivo 'brze,prl ce-

. mu ae to posebno prmetno za. °tatlcki neuravnotezen Stape’
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TTa n.,.redn.m glilena brs 27 i ge Tl g
su ampli‘budno-fre}"vnnuno kyive stecionarhog i nestaci orﬂ-w'o'; ;'eé,o-
nantnorr .stan,j g kada je ekvcnnt""lwoc't g u glavnod zovni sovifs-
nja nagman,je savojne kgutostl slika Ab'f'o 27,odno=ﬂo w slevnol mov-
ni s:V:LJ'mJa n.qjvece s:zvo,}ne kfuto‘*tl Slll”‘i ‘bre 280 - ) '

I«’ao Zto se vidi Su C‘raf:xl'ﬂ rolousg chroar-
'trz_cnostl u odnosu na g,lwm *ml S‘..,Vl,]cnaa .)u Stinski ubitds ne .
‘velilinu maks:.malnlh amplltuda w *releznom re¥irm obrt;_qg ri jel=- .
noj i 1sto,] brzml p~01 aske.lajvele amplltuue r’ostluv se u lmelaz-
‘nom reZimi,ako se. :cavan ekscen*'"lcrboia poklapa sa glovom w .*fri
~AS<‘~VlJanJ" najmanje sa.vogne Tcmtostl,naamanae pri poklepsniu s=

c“Z!.a,vm:mx ravni sav:.ganaa nagmar je <a,vo,]ne x'ruto tie

.ﬂ[tmn] e
ST e 1R T\ |
ok g0 ya\
" o | - p \
5 ' S . : ;
ops 09 08 he . o1 A 45 5@
. Slike br. 27 ‘ '
. ] 1 - : P :
! 7
| O s _
| R e = T
085 99 0B A0 desl - 46 @)

Slika bre28




VIMETODA USREDNJENJA N.N.BOGOLJUBOVA

Metoda usrednjen;]a se prvo javlla u ne'besko;j
muhanici,pa Jen p:r:voj etapi svog razvcja. vezana Ba’ zadacima iz
_nebeske mehanlke Tada su pr;unenjlvane razliéite §eme usrednjenja
- kao éeme Gauss-a,Fatou-a,Delloné-a,Hill—a i drugih.Osnovno u svim :
'bim bemama xhetode usred,n;jenja Je da su desne strane. slozenih dife- .
renci:]alnih Jednaclna,ko:je opisuju oscilovanje :1.11 obrtanje,zame- o

'njlvan;ue uproséenim - "izglad;jenm’" ("cuameuue - ) usrednjenim

- ._fmﬂ«:cljamu,koje ne- sadrze aksplicitno vreme i brzo promenl;]ive pa—
) “ramet:ce sﬁatema. - .
' . U teoriai nelinearnih oscila.ci,ja. metoda usred-'
‘njenja: dugo vremena je ostala. nepoznata.Blla ge pozna‘ba samo meto-.
da Van d.e:c Pol—a. ‘

. . Zna.c’Sajne rezultate u razv:.;janau me‘bod, » usred-' |
: njen;]a dali su AoNoKrilov i NoNoBogoljubov.OnJ. su pokazali da se
metodar usredngenja moze prmenitl u slucaju kada se strane aedna--
_&ina,koje se usrednjavaau javlaaju kao- kvaziperiodicne i‘unkci;;e .
"'Vremena.S:brogu ma‘bema‘biclm teoriau sa dokaz:una izgradio ;je NoNoBo-~ '
gol;]ubov 1 pokazao de. ae me“boda. usrednjenja sust:lnski povezena sa’
'~ nekom zamenom promenlaivih koja dozvoljava da se vreme ¢ isklju-
© 81 i desnih strang d:.ferenclaalnlh-aednac;ma sva_’pro:sz‘oljnim ste=- .
" penom tadnosti u odnosu na mnli‘parame’car & ,0 Semu ée b';iﬁe'bi-
ti recioBogolaubov Je. pokazao ne gamo kako sastaviti sistem jed-
:nacma diferenci,ja.lnih prve aproks:maciae nego 1 usred.njeni sig=-




. : 1624
tem diferencijalnih jednadina vifih aproksimacija,8ija rg?’.z,nja'fv 4
a.proksimiraju r Eénja talnog cistema sa proizx}oljpom unapéac‘: zada-
tom tacnoscu. ' V , o o
.H.G’ozoawéo& : je 1zveo ‘gtrogi metemetil o
doKaz ove metode,ko,]i se sastoji u. reuavan;]u dva problema.PrVJ.
problem Je u odreda:.v;nau uslo a prl 1r03-_ma razllhc. 1zm djun reie=~ -

: nja. ta,cnoc' sistema Jjednali _
g}eX(é#)j.‘ B - L (1)

i.refienja odgoverajudes njemu usrednjénog sisterz c’lfc‘ﬂrnc, wlnih

4 ~ : . . R i

Firm

Ze 'dobvoljno male vrednosti ﬁa-:ameﬁra 'e postaje proizvoljuc 1
% nfa Lonafnon,dovoljno velikon intervalu vremena.Drugi :.o‘:c-lez: le.
u odredalvcm;)u veze izmedju razhﬁ tih svojstava relenja tadnih i
uerdnJenlh.dlLe'r'enc:LJaln:Lh Jeéna,c,-lna,kojé. zavise 04 ponzlanjr na
bes onacnom 1r|tervalu Wemena a posebpo u uST)O°'baV13?I’.311 veze iz=-
‘medju periodlcmh reven;ja ta.unog i uswednjenog sistema j : -'u,na._
- Ta dva p'ﬂoblema matematickog dokaz reéena‘ su u osnovnom dvems Og-
novnin teoremama usredn,jenga, PoH.bowamé‘agaJ ,lo0je bvde nedero
obvadglvati. Yamo Cemo zpomenuti da Je neophod_no postoj nje- srednje

granidne vrednosti - ) .
'&"’[‘r{/)}(*f%’)df]=xo(_5> R €

U su'vrenenom razvoju metode uarednjenga. HoHo
Eozomogog ucestvuae i. daae veliki-doprinos poznata Eijevska Bko=
la . na. celu sa 0 A4 ﬂumpo‘nonécmM&ﬁ&S se u sovjetskoj literatu-~
.ri mo/..e na éi n:Lz radova, -1 monografija po temi metode usrednjerij_a
a ’ca.kodae i me’tode osredngenaa usnerenih na ref c.vanje razliditin
dlferenc:LJalnlh Jedna(,:lll'? podevii od onih poznatih pod :mnnom ci~
»vferenc_lac.lnz,h jednalina sa brzo promenlglvom fazom,peolo sioctems
diferencijalnih jadnaéilla:, sa malin “)u:"emetvom uz izvode,sistems

;Jednaclna koje oplsuwu osc:LlaOJ.;)e izazvane ’crenu’mr s:LL.na,Izd do




Y Bklh i b:.oloskih po;]ava.Jeda.n orl vainlh

IR X3, P :
jédzia’éizd.éa két?injenjem A paréi'i alnil diferenci jalnih j;ﬂcnaéina.
Mnon‘l ektuelni zadaci nelinearnih- neha.n:.cL:Lh
1el ektllbnlh oucn.lacuga,radlotehnlke,akustlke,hldroelas ulCIlOSti
“‘mogu da se resava,ju pomocu metode usrednaenjae’l‘akodje se. moze oae- o
~kivati i uspesna prmena me’cdde usz‘edn:]enja za izuca.va.n:je i elronom-__ ’
A data.ka metode usrednje-'
nja je njena dalja -primena na, parc:.aalne diferenc:.;jalne jednacine. )
élroka Je mogucnost primene metode us:cednjenaa i na zada.tke teori-’ .

Lo ge regulisanja.

v1.1 TRANSFOEMAGIJA DIFERENCIJALNIH JEDNACINA
, NA smmmm OBLIK '

R : eka Je nelinearni osclla:torni sistem za.de.‘b
_ _sledecim iz.razma. dvostru.ke kineti?ike i dvostn:ke potencijalne

AzEP=cz>c=i25”

! gde su A (a;J) ¢ CI.a ql‘) - mercijska. ma.trlca koja karakterise

A '.’_*ma.seni raspored sistema,kvadratna :]e,simetricna reda n i nvek

. ne .

' . Je 'ba.kva da Je foma kine‘h:.éke energije pozitlvno dei‘mi‘bnag@ =
o= (aJ) 3 (C‘J c;,L) = kvazi elast:.cna ma'brlca,koaa Larak’cerz.se whi-.

ca,;} konzervativnih sila,ko;;ima je podvrgnut materijalnl sl.atemg o

.i’;-(z), (z) {2} {g_f et ma‘bmca vrsta,odnosno matrlca kolona,&i— ‘ | .
: ji su elemen‘bi generalisane koordinate,od.nosno generalisane brzi~~ ‘

' . Neka na materijalni smtem dejstvu;]u me.le po— f

’ ‘remeca:]ne sile,koje se u matricnom obliku mogu naplsati I

a@f[(?%,?) ZQ‘ @4>c%m++az(& panad] ‘5’
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zde su

Q [Q} Q(d} [Qw m(-l) j @ [00‘]}

£ mali pcurqme%a.r, S 4 kru.zne frekvencl;]e -pora"laé"-jnf" cilas

P S
[P SR
N’

; osude o uves’cl normc,lne koordinzte no:olu
e -
ma‘b'“lco lzolone {x} 2 po: 1oc,11 rﬂetflce moda-:ae W-({?}(‘ZD? ~1oy-
nz.h vel’tora 0131 se, elemen’cl 1}'"’ izracunevoau iz sigtera Jcrra-

(aj ij){v‘s’} O ‘T,s‘_=‘4,{,'§,---," - (7)
(?}2&»,%‘{2}"(9}:;8)‘;. ::i)jr—.“l,f,u- "— .

gde su (05 ka I"lk‘beTlS‘tan’ brogevi (sonstvene vrndnostl) J.”..: =

o nate 1z fralfvnntne Jednacme

f(w‘) c- wéAsi o T

" ‘na slede01 na01n

: {z; \V{mf T ey
. I 38U, dvostruke klnetlcka i po’cenclgalna energ:.aa

ZEic (ec)][ {933
(10) -
;_zEP; <x>/j\£°.f3

. _IT ’_ Je jedih‘én.&; dij gonalna matrlcc., /L \?'@\7 di"l"gorl'ln .

matrica 84 elementlma. na dlgagonall Jednak:m }'aralfte:eio tidnin
.'bvojevima. ' S
. Lagrange-ove jednacme druge vrste neporeme-

ceno:r osc:.lovan,ja 1zrazenn pomocu no:cmalnlh koordinata su '
’ A .

: Prelezoc:1 na nomalne koomdma'te doblga,mo slec edi zistem nclmear—-

2.

nih difm‘er L3 2lnih jedna ‘ina poremetenog 05011OV"71"]’=




radOVa S

L _rrde su Zg R Z.g, kcnaugovano kompleksne nepomate funkc:.,je.‘

165 ;'

D {:c}-rm{xs achoc,oc) | R (‘u_)f

7 gde se .funkci:je a X’(f, ::‘,:);» _Aa;'cedjﬁjﬁ"';iz usiova ekvivaléntnoats

fi‘ pa 3er '

B >J.stem Jeanaéma (12) P°m°“u Zamene Pmmenljivm
.x} [z e“‘"‘+z., e"“"’*f PR

T = tx‘is 4[(()uzk lwﬁé— a’lzl! |

/‘<

& ‘1._-'v~.eemena,,mogu se transformisatl na. standardni obllk. o
' Diferencirajuci izraze ( 15) i unoseci 111 u

» ﬁ;"sistem jednacma (12) do'bija.mo sistem

,:'oa.akle je

: sia'camdeduﬁ
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e

U T T YTe2.DSTOTENE OZNAKE: C o

o ) Pre nego Asto predjemo na izlaga.nje ‘seme’ meto- -
ue usrednjen:ja uvebcemo neke oa‘nake koje ce nam u'prostitl trans-_
vormaciae pri obijaénjavanau same metodeuPrldrza.vaéemo ‘se u. osnov—>
. hom originalnog izlagan;]a H.H. Eozo.uoSaga ,daauci prl tome inter—
- a:r:etac:Lju pomoéu matrica. : _; S e

S Do ~ Feka su {Zx} Z ‘ma:‘!;rica koloné.,a' (Zs)
’."ma.trica v:csta 8a. elementima. Ze (k =1 2,3,...,11) i {ij Z
matrica. kolona sa elemen’cima Zk(é Z; Z:, .- ,Z S .Jednaclne na ko;]i-
,ma éemo prikazati metodu usredn;jen;}a,piéemo u o'bl:.ku R

"3{%453({;2) e T L (20)
Elémé’ﬁtilﬁa'.trice‘- . Z  nogu da se pretstave u.obliku -

25z _e"" e

Vs 4

‘ gde je

| ra. cblika"' R

v—{zﬁﬁ%f‘ﬁ A=ﬁffii f75 | (&)

= za :szc& matriane funkcije E-'(fz) {F} pisaéemo da Jo

dF 95 ft/f{az} F

""..Ako Be ne.i;:ciéna. fnnkcija. F(f Z) ‘ moﬁe da. pretstav‘i 'u vidu zbi- S

(23)

A
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T(t)= Ze F@) o L (24)

=GO

+to mofemo d uvedemo sledéﬁe o_.nake
M{m 2)} F(z) . opevator wreinjenja (25
Faéz)): F(z) ST (28)

)’#o

mng E(Z) R <.?7.? |

'.i da na osnovu. n;Jz.h do‘bJ.Jemo identitete

;.sif-;~_ : e
oF _F . -F- M{r( 2} T
“Dperator N - éemo nazvati opera‘bovom mtegraclae, lﬁ o

" operatorom usrednjenja po promenljivoj £ o -
VIMETODA USREDNJANJA =~ HeHo SOT0NHGE0BA -

Oblilk pribliZnog redenja sistema’ N

égf=é"[X(z‘x)} Vzl; d?:é;—xcf)g)_ R .f29)’

. moze biti nadjen 3.11 bolge redi pon‘odjen,pomocu .aavrbeno in'bui'biv- 1 .

‘1\5.1\ rasud;)lvanaaoKaLo je g[g proporcionalne malom pa:«:ameu:m,'to(
o Jje prirodno radunati da. je x ,SPOI’QPT’OELQI}].JI.\I'@ VbllC.'LnaaZa'bO mo=
- Zemo- da_, ,K { sc} predstavimo kao zbir ravnomerno pﬂ*omenlgivog
.éla.ﬁa 5 .'L zblra malih oscilatornih Slanove i zbog ngz_hovih mas
- 1ih velidina u desnoj starni jednadine (29);moZemo u prvoj aprok-
_ '_sin‘la;éi'ji@g. é};ayiﬁo da je =% © oZbog (21) mo%emo aa~p;éemb ,




"SX (S) 6Z€’"‘L 7(5) (30)

o : vZnir ko;ji sto,]i na’ desnog strani ove- matrlcne Jed_nao:r_ne (30) sSag-

. ‘bOJl se J.Z malih sinu501dn1h s'\blra.ka.,a. smatragucl de. oni izezi-

' vaju samo male osc:LlaciJe an ‘.oko ) § :!. ne utlcu na 1stemm-

sku promenu x (nerezona;ntnl slucaj3 ml lh mozemo z._nnmav'ltl J. '

- 'ﬂ__o‘bliku

' ‘doéi do. dlferencija.lne aednaclne prve aprokmmaciae u ns'brlcnom .

~ax @) eN{xc §>} UL e <f31>, |
Za, dobiaanje druge a.proksmeci;]e u izra.zu ‘za . g neophoclno Je

' _uzeti u obzir i oscllatorne clanove v ee"’x (g) '_ jkoji p. TE-
: _senju e izaziva,au OSOllaclJe obllka ’ -

wt‘ X <§) g “ . ) , (32)
'ba.ko da dola,zimo do iza:raza. | e ' . A. _ - A
Cespflewser o

'U sistemu Jednac'iina (29) izv:rsimo zamenu promenlaivih (33) pri ée-' :
ni_u ' § Posmatramo kao nepoznatu : y .

4 [kl XEmey) T ()

I)iferencira.njem izra.za na, levoa strani prethodne ma.trlcne jed.nac:r.—

B e dObija.mo N L [ T T .
e +ea§f—exc 2 e
"v odnosno -._': LT L ‘. . . T
- ;,j.~(1;4¢§;)j, aX(g)w[X(f,g,caX(é g) -X(fg)] N o9

' Mnozeci 1evu i desnu stra.nu poslednje matriéne jednacine inve:cz-




S Taege
L nom matiicom

3.

zz, nove nepozna;ke dOblj”IllO

| 3 ’,~.‘ JX ) "
- (I.;e,-_. eag é_ ‘. .‘. R

d‘S’-eX(s) £y @ (ng§> e §>+é’- LA CL)

' ?nemomgucl male vellcme drugo~ xedasdoblaamo ;}ednacme prve ap-
*o»mmacl,jn ' i '

= A—JX (E) £M fX(f,yf . (39) |

. t

Eto prvu »ap‘-:oksmac:.gu mo¥emo .de usvojimo

.uzev i1 da je  ’§ el enge aedn;.n,lne p:mre apro.:simacm;}e 39) dolk
"ce'ro izyen (33) u kome : E zadovolgava :Lst*u Jednac:mu nazva:hi »
pwfvon ponr'\vlgenom aproksimacijom. - : :

Za clobia:mae c'lmge aprol”smaclae 'b’razicemo za,-
menu p:comenlg:.v:h anmlor'nu zameni (33) ko ja. p*'omenlaivu trmsfo:c- :
mi e e pvomenlalw. 2 i ]_)I‘l tome zudovolgr.,va Jedn'wcz_nu

”’Eex (g>+£2P(§>+as - I

P'p'bra%imo sad‘a:reéenje u leikﬁ N
e Y 1075 W )
gde se ‘F(t",E) mo¥e predstaviti zbirom
" Unosedi izraz (42) u jednalinu (29) dobi jamo

'%[§+¢7’x(zs§)+_e*ﬁ(é§>]l=EX(ésw)?aeﬁw‘F(éE)) RS
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i isvoleli noomn-lenc Aifexon itwnde na l-wod whini § il Tina fog
i rezle Fuéi u Teylor-ov xad dgiine stranu dobij‘e::no
dE aX Clg QX QFJE ng ) & o \ 3 { Ar™
£ 3 +&W H )5 )K(ER) +£ g5
dt 59§ ;[?” ézaga',g KE§)+e (x(lf)a‘g))«;g)

’ili .

6)’((*;?)*51.%5 1M}’( (3 + a’IF €% = 5)’(& g)w (3?( §>a§ KEDee>-. (e

D bi-leve i desna stren: ov: jadnadine bils mad quBO'“ jelrn"e o
tai’m 2éu do malih velilina tmcéer reda potlebno je deo iz hezono
£ kc:.ae P<g) i F(+§) teko d- bude zadovoljen sledeéi ofnos

- [enzgnen- Xyw-pey P

C Imajuéi u v1du da je.

,,(Hg) Z S~ >’<,(s> | |
- gy - o (42)

to mof amo da napif emo o | ’
’(%<f§> X&*s")ﬁxmg) Ze‘f"‘qb(g) W

_ Da bl oénos (47) bio zadovoljen rotv_ebno je
d'ﬁ Je

> P(g) P.)- M{D?(*;E?ag]ﬂf‘g) »f(@} | o (50)
. odnosno da je ’ ‘
B F(ég) [xes)ag xcf,§> §>’< @s) L (51)

Iz svega. napred recenog mé¥e da se 1zvede zalflguc"k da za §

odredjeno iz :jednacme

-fM[xa g)jww[F @f)ag]xag j e

izraz o




X Og)

foez

- (53)
s zadovoljava ;]ednacinu (29) sa. tacnosc_ﬁ'_do maiih veliéine;,'frééeg'.""
reda.f C - :

ey o9 RIRG -

, . PoLaz:uno sada da izraz (53) mozemo da. sma:bra-
) k:no zamenom p«*omenljlvih pomocu koae mo¥emo ;]ednacmu ( 29) da ’mun-
":‘fOl’mluemO na obllk (41)0Zb00' toga p*od:.ferencn.rmo izraz (59) i
ime.ju ﬁi u vodu izraze (50) (51) dob:.ja.mo ’

e dE, __>L(d§ WOF &, ax o2, (h ,c22F)d5, ax LEL

dE "’ dt’ te e St Sagar ot o
ag 5 & < (58)
. zDX 2
(e zg ggg i +£X(f,§)+e"[x«§)a xa,g) ag ng -éX/@ é’M[l" Ré figfb’(&,sﬁ

njudi v:ced.n0st T"a;e zada'bu izrazom (53) u den stranu jed=

nafine (29) l rozv1ga1uc1 u :ned doblaa.mo ‘

N £)'((£=c) eX(i :gwxa,gyém ?}-e),((f?)»ﬁé"[%@k)ag];(& §)+ 2 .<:',(5‘5)
_ Izjednada 31101 izraze’ (54) 1 (55) _.,_ 1stovremeno imoteds 'sa' |

i're"avzjuci'po ;If dOlecJﬂO : 4 o
K ipgyepliriege - on

' Vise aproksmaci:je se mogu dobrbl slidno dqbije,nj'u druge aproksi-

, macije;U'prMeni se ‘uglavnon ko**isti nrvé.,e ponekad druga.Vi‘ééA
aprolfs:_maoiae se uglavnom pz:men;mju ‘e OPSta. teox'n.;;ska, mma’bra-
.n;]': i anallzu svoastva s:Lstema.Pral'tlcno se ond retko pfmenjuju ‘

usled brzog usloznjavanja njihovog sas‘bavlgan,jao L I
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' VIe4oAN:LIZA USREDNJENIE JEDEASTTL

. Doblgene usredn;;ene jednac:me imc Ju. o"novrso
’ Apreimucstvo nad tacnm u ’com~ to ne’ sadrze u desrin ctyronomo elige-
“plicitno vreme i aav‘laeau se alco a.utonome.Uporedo sz tin ons s
-1 dife:cenci,ja,lne sto naluze odredaena. ogranicengc,, nz morfuc.no“bl
primene izlozene metode.l po:ced toga, za veliki bv*og zrolztilno ine
e teresan'bnlh zadata.ks, usredn,jen'> Jed.nacine su. veoma, poxroﬂ.ne zg nji-
hovo reqava.nje 414 pak za i'fuc.c..va.nsenl’:cl 'l:ome je u mnogin »lu a;;e-
"'v:Lma.,ga.e opste refenje usrednjenog sistema ne mofe de’ se dob"‘je, »
~mogucb Je u krajnjem slucaguglzuélti partikule:ma Te? er\,]'a sl0je ocl-,"
gov.ara.ju uspostavlaenim stacios ‘amlm proces:_maoPm. Dl‘OlZ‘V'OlJnOﬂ
‘n ako X( (g) " postaje ;jednako nuli u nekoj tadki EB=¥§, Zero
prouditi "kvazistatilko® :resen;]e e €. diferencij 1n h ,Jedn"éina
"-prve aproksma01je.Za ;p*'oucavanje s’ca.'bilnosti tog rei en;]a mo"uce i

: _:}je Bas‘baviti aednaclne u varlac.cn.jma : - A
“ a/c3'§ Qchgo) 3§ ' i P A - | (58)

koae su lmeame,pa, moZemo sa.s'bavz.t:. karakteristicnu jndnacmu
cblika : '

w kogoj su ,p koren: karal"bnristicne Jednacme zavisno od Cijes
. 'znaka. realnog dela odredjujemo stabiln0st 111 nestabllnost "kyazi-
‘-statiékog" re§en;)a.oAko bi ba.r jedan koren kara.k*beristicne jednati- '_ )
"ne imao’ pozi‘biva.n realnl deo 4mali bi SIo sluca..j nest bilnosti
"kvaz.lstatlekog"reoenjaoAko uu svi realni delovi korensz karak ue:ci-'
stidme je&naﬁino 3edna.k1 rmli,onda Je potrebrno imaiti enalizu -
 gomobu Jednadina viEih ajrokaimacija.U formulsas viSih aproksimes

'cijt najh!do Ty kvljdu mal:l delitelji t&ko da se p:r:akticna pri~ - o}
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o -nenlglvost metode usred.naenaa. odrodjuae a31mptotsk1m svodstw:!.ma
za odredjeni rang apr_oksmacj.ae iza E =00

VI5. PRINER I

, _ 1° Resen,je Jed.nac:me Vén der Pol-a.I’ao prmer
& il}i’ acijn :ufloaene metoae usrednjenja prouc__mo Mas:.cnu 1ecl—
nadini van dex Pol—-a ‘
( :L *“‘edmo vnov~ Dmomenljlve a1 Y poriodu formula zemene . -

ss acos(£+>”)

6y

d_.‘f..:—a sm({-ﬁ”)
ﬁ' -, B - . . .
g Van de:c J:Ol—Gm wednac:L,,u’_t:cans*oml emo. n E,J,stem ai er»c:Laa..n_ng'

1 Jednau:mﬂ u suanda.rdnom oblz.l’u,z:. lzm"’ene fnatrluno )

d al “(4*” ———CosZ(t‘*V’)*””wﬁ(H@/
4L [@f’

4(4 )s:n2 (Hf) -5 .ﬂn/,f(l-,bp) J (62)

Usrednaene Jednauwe u p'r'vo aprdks:‘.maciji glas’,e‘

pa je reSenje za pocetnu amplitudu . g=q, 1 fazu ﬁo

‘ 00;. ;aoe_ ) 005['67"%) o o " (64)’
e
za,sluéajv dz Je g;g—'— 0 imamo s‘bacmna:cnu amplltudu a, = ?,pa. '

" je reSenje a = 2 cos. {t+ ¥4, ).

Usrednjene jednacine u drugOJ aproksimac:.ai




dok :} Astaclonamo resenge u ﬂtvgog aproksmacmi

1‘~2005(f+50)“£ Sin s(% S") ( 6 :

: 2 Klmtno sz OScllugucom tﬂékorw vesonjoellno
‘n .;ncr p*‘ouc,lmo osc:Llovaere fizi ckog Xlatnz Yoj "c se mois sglo-
btodno olkretati oLo odredjene vzovlzontalnc ose u- vem:liulr...oj womi
@ :ija :u°(ﬂ{:. veZanje osciluje po smusnom zakonu u 'rertl}:alnon prav-~

S.eu malom a.molltu&om a i kruinom frel:venclgom_rz steko do Je
n>\[_ ;{44,- T <67>

: gdé jé 'Z,. redukova.nfv duvma fn.z:LJ’og Llatn oo,._\,a l:ruana
i‘rc}.vencn_,ja. mc.lih slobodnlh oscilacl;la klaunao '

R ) Pokazademo da gornji nests bllnl ‘oloéaj 2o
notel:p mo"é postati stc_bll'm 73, 0d dred jene odnose percmetra kloina.
Da bi smo prouc:.ll mogucnost te interesantne pojave posmatrademo

. 3edna.c1nu OSGllOchnJa Llatnc. sa _osc:.luaucom tadkom vefenja . -

d9 c/@ ?—a.n. ‘sinSLE L v :
32—2 df e sm@ 0 o (‘58).

A_gde Je - 9 ugao otk;lona.,lroal se rcdcun od donaeg;, poloawau ravno-
_'béze, 7—a .sm.szf Je vertika lno pomer'v,nae tac,ke veSanja, A lroe-
i‘ic:LJen'b d'hpora Z8, kOJl pretpostavlamo da ime takva v:ced.nos‘b da
za slucag fikelrane t 'cke ve :a:n.ja, lrreta.nae klatna z" mzle otlrlone
od donjeg polozaja ravnotefe ima oscilatorni karck ver T/ < gle

4 Da bi smo prlmenill metodu usrednjenaa neophod.-
no je u jed.naéini (68) izabratl mali pu:cametar i svesi:l jedn“cinu
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R na standardni oblik.Umesto v:r:em\ena _ uvedemo vreme - 6ija'jeﬁje_—f

' d:li‘xica 2d, 2'-5& )08 e biti

: jﬁ ,g% ?E&‘L(LQ“ -——sm‘?) Sm@ 0

e

| Radi upro:scenja uvademo i ozna.ke | .

oegdedn LS -;};'4_ F

i aeanaclnu (69) Amozemo naplsatl u oblﬂ;ﬁ ' » : - A 7
"’2012' ﬁt(a,) (a/s,,,gjsmé’ 0 1 ) . ‘ y (71)

Z' mall :-:f:ameta.r usvogimo é pa do’bijumo dlfereneljalnu ,]edna—

mlp

Gl ...J.u

dé{ 2‘501 *f(l&E sm?)Sm@ O ) (72)

— Da bi smo Jedna,cmu (72 _transformisali na. standardni obl:.k uvodi-

‘mo p:conenlglve S A | _(Z. pomecu sledecih fomula zamene V
(9-—5”—£Sln?sm5” | S (73)
a’&
,leerenoiranjem izraza (73) i upow"ef’tglvanﬁem ga- (74) do‘bi;jamo ‘da -
je - - . . c F— . -

,' (7'4). !

£.Q 5 ws?’s»w )a

C A

‘(4 £smzcos‘f’)————£.xz PR T sy
D:.ferenciranabm 1zraza (74) i zamenom u (72) do‘“lasmo L
a, é -6[ Sln""smwcoswv k‘.smsa choSQ’Cos‘ﬂzg_rugdcagtsm\p},L 5 - ', §76) | =

a iz imza (75) dobijamo 7
v | R S
=En+ex . . R
d7 B _‘ (1)
Usrednjenjen ,posiedn;}‘:;l‘i, ‘aveju Jednafina dobijamo sistem usrednje-
nih jednadina u prve] aproksimaciji - '
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de.

kd?’ .‘7* SRR (79
_-5['/51715"6’039"# K’smP*' zdﬂ} R o

L mnes'l:o ovog' sistema od ’“Pau usredn;enz.h ;iednac:r.na prvo; reda 2504~

n:«.;]e je proucavati jednu jednacmu dmv.gog rede. pu,iz siétnmz f 78\

:elz.minac:.Jom promenla:wc e doblaamo

‘dizzé'j;*f K+/cos‘f’)5”"}9 0 - - (793

- Cva’ aednmulna pv*ve.ﬂ rn"ﬁurruje Je mnogo prostiga o4 t=fne Je(

Sine (71) zeto Bto eksrlicitno ne sadrii vremeoOve Jedn-Jin: pmed-

ctavlje -diferencijalnu jedn=finu OSClIQVEYIlju~ sn.o’cem 210 )L
na sq'né*«o.c*etnoin tadkon vefrnja u kome . je wer "*'buclor sila pro=-
mrcionalna ne sin® ,nego (% stS’)SMP.Q -
Anallzlraguci usrednjenu Jeﬂnu‘i'ru (79) z-iliu~

'cuaemc ‘da img kvazistatvc 0 velenje- Y=d ,koje 'odgovarﬂ gommjen

' ‘POlOa:.Ju ra.vnoteze klatnas.Za -izulavanje stabilnogtl proudidemo ma=
le otklone 3’7’ od polo aau. rwnotezeoZato sastuvljamo Jccnacn.nu
'pomocu varlaaci;]ama ' Lo

*3)”*2&43@67, _Ki) gy_ | " ; : '.,’ ()
pa‘.,ée':ukl ov 3 stabilnosti d= bude- (z ri) >A 0,6an0sno | |
'-6davde 'izvodﬁm6 z{akljuéak da a.ko: je frekve:idija c')scildvgm'jri .’tz;&ke
\fééanja dévdijno' x}elika tako - da, je‘zé-d-ovoljena, nejédnél:o at (Bl)n

B 'batl'w Je: gornji polozaa I'latna stabllan.TTa sliden nadin dolozimo
v c'lo Zakljucka da je gomgl polozag ‘f'sj- O;tg.vek stabilan.’
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20 e
E, Czcilacije klatnr so sporonpzo

znliivon du-
finomeProniine primenu neteds uszodnienje na matsmetilion Xlotm

l:onsté.ntn-: m&.se u uslovims rﬂ:?.lo.g; otpora,rroporcionalnos besini i
so ﬁ)ow'op Tom 3n1‘| ivom duZinon R
S ' Om“u_,eﬂo 2n X ugso ot"lona ’J.mnb od: vw-'

oy 2 whzzanje ao nluna ‘te 2, m mcsu Flatno,
N

1(?) ‘s 00D omr:nljivu 'z‘.11§iz:v. 28 koeficij ent otpo:m ile .

Diferencijolnz jednd ina ozcilovamja ;]e

40 g p/ m /(:r)sma?~0 - F=ef (a2

4--rm£’(?) [ +2 @)%+ - (82)

qJEL dt ] (7 : _ :

aa r?.ovoljno mald otklone mo'?;emo sinz da zamenino sz J“..”“.T;‘-. va

: "lei;ia stepenoz re@d, i jm:’-;_iz:iji;«nz nelzne nopisatd u ollilm

AT 3/& 5 oS ImdE 2 4l S
Lime l’(z-) . mc7 f(?)oc x> 280e) 57 20 G5 (37)

.
jomoiiy

d

Da »i zmo pri- aﬁtdvl aniu

da wre “unev".no nala 5l nove uv

ie ké,:‘:;:m-r'l e mﬂlo st auplituds ozcilov: *3* iotromma. -ile

-~

Jafnziinu (83) molemo de nazilono u-oblilm

ffvf(?)dx]""’d?&?)x £ [(? 25&?) 2£ m'g X - (24)

v"" eno smenu

: x,:aéosY ' g—?:—d&)(x)_sin* ' ' (85)

po usradnjene Jednuw_ns ITVe apw olcinceije dobijemo u obliliu

da__g 34 ' :’L@
T mie.t )

G -oei-ck)

~gde Je [o(?) 2(2) 'aIntegre,ljenjem prve jednaline ovog cistema
-ga podetne usl_ove t=0, dae=d, - dobijamo izraz za amplitudu
. refenja ' ‘

" (86) "f.
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g(?.) ,ﬁ(_"_ /4 - -_ S - (87).

, 4= ‘9 w!

.1 wo ,enam ovog izraza u dru,gu 3= dll«._,ln'll .Jls-bem, (86) <otij ro

> izr_,z za i‘azu , - : . , o
i wi,

ze [![7)] o (ee)

7”—-0@/—- ’ S

Jadna Al’zi s (87) i (8’2)‘ oﬁo'mé*-vaju da se izvede potpun- :nulizn

aze lJov'an . lflauna sa spc.),eon~ onnnl,]lvom & u-aan“l-Fnose(.l n

nndine zadatu vregno.;t za gyororzomenljivy cuzinu £ , Ztefi

S VJec.Il‘;L vojuéi integrs le mognén Jn (10173’:-:5._ nroste forxmle za
_,;11’511&11 i fazu koje se mozu lalo dm -enalizireaju? ’

Za sludaj otsustva otporne sile im:no

mf/% e (9
-4 llterc turi se nalazi pOJm - adijada t ske inv: ..ClJu."l‘be

.24 s:.utcme sa spo*oprommnlglv_m par motrma,koal se .ef__:u-’zlue ko~
11,n11com enerr"l,je 1 frehvnnc;LJe s:.,tema '

E—Cons - S v I )
Gt

Z_u Tlotno sa po‘.;copr'émenljivom dili-inom énei‘gije« f sistema Jje .

E-. mj(’(?)x mv?fazws*?- mj fa, é{g o (91)
pa je odnos | ‘

/70) . | L o

E‘ mgl’('ﬂ ao f(?‘) : mga. [f(aj] —cons E S (92)

w- - o :

2z zcw] “

adijabatska. _invarijant_?. i kongbtentan Jee -
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