OSNOVI TEORIJE
NELINEARNIH

OSCILACIJA

" MR.KATICA R.STEVANOVIC

N | §
1973



6 s ¥ 0 V I T E O R I J B

N BEL I N EAZRUNTIH

0 s ¢C I L A C I J A

MRoKATICA ReSTEVANOVIC



OSNOVI TEORIJE NELINEARNTH  OSCILACIJA

SADRZAJ

Uvod / 6

Osnovni problemifsa'nelinearniﬁ'oscilacijgméi 10

Dinamicki nelinearni sistemi i oblici diferen=
cijalnih jednadldna koje ih karakterisu 21

I Glava
Nelinearni oscilatorni sistemi sa jednim stepenom

slobode oscilovanja 25

l:Slobodne nelinearne oscilacije sa jednim stepenom

slobode oscilovanja 25
2.Matemat ko klatno _ 27
3.Parabolidna karakteristiks restitucione sile 32

IT G 1l é v &

Pribli¥ne metode A 37
leletoda Liapunova = Krilova 37
2.Lindstat - ova metoda 4
3eMetoda malih koeficijenata ' 46

4elletoda spordpromanljive amnplitude 51



SQMeioaé{K;ilova - Bogoljubova

6olletoda Krilova - Bogoljubova - Mitropoljskog za
nalaZenje reSenja nelinearne diferencijalne jed=-
naéine sa sporo promenljivim parsmetrima

ITT G lava

Metoda fazne ravni

l.Fazna ravan i fazne trajektorije
2.Singularne tadke i kriterijumi za njihovu klasifi=
kaciju
3e¢Indeks singulariteta
4+Graficke metode
4el.Metoda izoklina
4.2£ﬁéfo@g;Lienard-a
4¢3 dlletoda Pell-a

4.4£ﬁéfoq33§gggfer-a

IV Glava
Stabilnost oscilovanja

l.3tabilnost kretanja i teoreme Ljapunova
2eLjapunov=1ljeva funkcija prvog reda
3eLjapunov=1ljeva funkecija drugog reda

4eLjapunov-1ljeva teorema o stabilnosti u prvom
pribliZenju

5e.Izulavanje stabilnosti oscilacija pomodu jednadli=-
na prve aproksimacije dobijenih asimptoiskim me=
todama

v ’ Glava

- Sistemi Ljapunova,konzervativni sistemi,geometrijska
diskusija krivih energije u faznoj ravni

26

54

61

80

80

9%
110
113
113
119
129
130
132

135
135

140
145

152

157

161



leLjapunov=1jev sistem = slulaj jednog stepena
slobode oscilovanja

2sLjapunov=ljev sistem = glucéalj proizvoljnog
broja stepeni slobode oscilovanja '

SeKonzervativni sistemi i geometrijska diskusija
krivih energije u faznoj ravni ,

4e.PovrSina energije
5ePrimeri

6sLinije energije u faznoj ravni i uporedjivanje
sa faznim trajektorijama

VI Glawva

Prinudne nelinearne oscilacije

1.Progta prinudna oscilacija sa nelinearnom
otpornom silom

2+Galjerkinova metoda
3eBnergija sistema koji prinudno osciluge

4.Grafidka metoda nalaZenja amplitude prinudnog
oscilovanja

SeAnalitidke metode reSavanja diferencijalnih
Jjednadina oscilovanja pod dejstvem proste
prinudne sile

6elletoda perturbacije

7 eSubharmonijska redenja

8e.Refenje prinudne nelinearne oscilacije sa
prigudivanjenm

9ePribliZna reSenja pomodu krajnjih suma trigono=-
metrijskih funkcija

10eDejstvo kvaziperiodickih sila sa promenljivom
amplitudom i frekvencijom na nelineatni osci=-
latomni sistem = prolazak kroz rezonantno
gtanje

1l.Asimptotska metoda Krilova = Bogoljubova - Mitro=
poljskog za izulavanje nestacionarnog rezo nant-
nog stanja

3e

161
171

174
179
181

200

205

205
213
218

220

222
233
239

243

256

270

273



VII G lava

Samopobudne oscilacije 288
l.Samopobudne oscilacije 288
2+Granilne trajektorije i Lienard-ov kriterijum 290
3eReSenje jednadline samopobudnog oscilatora

gsimptotskom metodom 293
4eRelaksgacione oscilacije 300

VIIT Glava

Reolinearne oscilacije 310

l.ntegraljenje jednaclina pomoéu potencijalnih

redova 310
2sHill=ova diferencijalna jednaclina : 313
3eMathieu~ova diferencijalna jednaclina 322
4eParametarske oscilacije 338

IX Glava

Nelinearne oscilacije sistema sa viSe stepeni
slobode oscilovanja 340

leJednofrekventne i viSefrekventne oscilacije.
sistema sa viZe stepeni slobode oscilovanja 340

2eJednofrekventne oscilacije nelinearnih sistenma
sa viSe stepeni slobode oscilovanje i sa gporo
promenljivim parametrime 342

S.Sastavljanje agimptotske aproksimacije reSenja
bez prethodnol sastavljanja talnih diferencijalnih
jednadina oscilovanja.Interpretacija pomodu
energije = virtualnog rada 356

4@§eki specijalni sluéajevi sistema diferencijalnih
~Jjednading oscilovanja sistema sa viSe stepeni
slobode oscilovanja 359

5.KoriSdenje energetske interpretacije jednalinsg
- Prve aproksimacije za reSavanje parcijalnih
diferencijalnih jednadina - jednacdina oscilovanja
elagstidnih tela 362

4o



HelesPoprelne oscilacije Stapa napregnutog aksijalnom
silom promenljive frekvencije

5e2ePopredne oscilacije Stapa dvostruke krutosti u
prelaznom reZimu oscilovanja

X Glava
Metoda usrednjenja N.N.Bogoljubova

l.Transformacija diferencijalnih jedna&ina na
standardni oblik

2o.Usvojene oznake i operatori

JeAmaliza usrednjenih jednadina

5ePrimeri

Literatunra

364

374

390

392
395
396

401

402

409

5e



Oscilacije konstrukeija i maSina,elektromagnet-
ne oscilacije u radiotehnici i optici,zvuéne i ultrazvuéne
oscilacije,oscilatorne pojave u atomskom jezgru,periodidka
i bliskoperiodidka kretanja nebeskih tela,oscilatorne pojave
u biologiji idr.su na prvi pogled veoma razliditi procesi,
ali su istovremeno svi objedinjeni metodama Matematicke fizi-
ke u jedno ulenje o cscilacijama.

U5 Problemi Nelinearnih oscilacija imaju,danas,
‘dominantnu ulogu u najraznovrsnijim oblastima fizike i teh-
nike.sama teorija Nelinearnih oscilacija,kao naudni pravac
javila se dvadesetih godina 20 veka u vezi sa otkriéem elek=-
tronskih cevi i novih pojava u Mehanici i Akustici.U periodu
od 1907 godine do 1928 godine centar izulavanja nelinearnih
oscilacija bio je u Nemadkoj.Miiller i Parakhauzen i njihovi
ulenici su razvili kvazilinearne metodé.Tridesetih godina
XX veka u SSSR-u su postojale dve Skole nelinearnih oscila=
cija : Moskovsko=Gorkovska na Selu sa Mendelj3tamom( Mengel:-
wman ) i Papaleksijem ( Janasercu ) i Kijevska #kola sa
Krilovim ( Kpusob ) i Bogoljubovim ( Bowwodob e

Peorija Nelinearnih oscilseijs inspirisana je
radovima Poincaré-a i vﬁanyyob -a koji i danas'predsta-
vljaju njenu osnovu.Jednu od najznadajnijih uloga u daljem
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razvoju teorije nelinearnih oscilacija odigrao je Van=der
Pol, koji je prvi obratio paZnju na neprimenljivost metode
linearizacije na nelinearne zadatke.On je predloZio metodu
sporo=-promenljivih koeficijenata, sliénu Lagrange=ovoj meto=
di varijacije konstanata.I pored toga Zto je veliki broj za=-
dataka bio reSen ovom Van-der Pol-ovom metodom,ona je dava=
la samo prvu aproksimaciju, teje. nije bila asimptotska i ste=-
pen njene talnosti nije bio jasan, a ostalo je otvoreno pita=-
nje njenog matematilkog dokaza i obrazloZenjae.

Prve stroge matematilke metode relavanja neline-
arnih tehnidkih zadataka dali su Lienar (1928) i Gartan (1925).
Stroge metode nelinearnih oscilacija : metodu malog parame=
tra i metode izulavanja osobina reSenja diferencijalnih jed-
nadina predlo¥ili su Poincaré: i _Agquuob ,8 primenjiva=
1i su ih za reSavanje zadataka nebeske mehanike.U primeni tih
metods astronomi su naifli na problem pojave u reSenjima ta=
kozvanih sekularnih &lanova,koji su bili nepogodni za izradu-
navanja.

U radovima Lagrange-a,Laplace#a,Cbmp05pqy0koz ‘,
Deloné=a,Newkomb-a,Guldin-a,Lindestat-a su predloZene me=
tode pomoéu kojih se mogla izbeéi pojava sekularnih &lanovae

Na kraju XIX veka Poincaré je u radovima *0
problemu triju tela i jednadini dinamike® (1890) i "Nove me=
tode nebeske mehanike " (1892 =-1899) podvrgao strogoj anali=
zi izudavanja svojih préthodnika i pokazao da su svi trigono=
metrijski redovi ,u kojima se provodi metoda malog parametra,
divergentni.Posle izvesnog broja &lanova , Glanovi polinju da
divergiraju,ali zbir prvih &lanova tih redova daje velilinu
¢ija je grefka utoliko manja,ukoliko je manja vrednost malog
parametra. U tom smislu Poicaré naziva takve redove asimp-
totskim.U njegovim radovima metoda malog parametra je dobila
matematidki dokaz ,uopStenje i dalji razvoj.Poincaré je pred-
loZio metodu pomodéu koje se odredjuje karakter kretanja po
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obliku osnovnog dela diferencijalne jednadine bez njenog
integraljenja i da se iz familije integralnih krivih nala=
ze krive koje odgovaraju periodifkom kretanju.U svojim is-
trafivanjima on je dao odgovor na pitanje,kada sistem mo¥e
da se nalazi u ravnoteZi ili stanju periodilkog kretanja.On
je uveo i pojmove indeksa Poincaré=z i granidnog ciklusa.
Njegove radove mastavili su Bendikson,Birkof,ﬂeqbuxu% R
Augponob s Joumarun 5 Neowmobuyr i drugie

Asimptotske metode,koje su predloZili Poincaré
i Nanynob u svojim radovima neposredno su mogle da se
primenjuju samo na 8isto periodilke reZime oscilovanja.Za
izudavanje osobina procesa koji nisu Sisto periodilki, za
. takozvane kvazi-periodidke,bile su potrebne nove metode.0d
1932 do 1937 godine Kpeitob i Eoconodob  su objavili
niz zejednidkih radova (oko 30),koji su bili posveéeni reSa=
vanju problema iz teorije nelinearnih oscilacija.letoda Kri=
lova - Bogoljiibova Jje odmah dobila praktinu primenu.l937,
godine oni su objavili monografiju [164] u kojoj su izloZeni
teorijski‘osnovi asimptotske metode u primeni ng nekonzervae-
tivme sisteme, a takodje ustanovljen princip linearizacije
z8, dobijanjevprve aproksimacije reSenja diferencijalnih jed-
‘nadina,koji je prost i pogodan za praktidne proradine.

Matematilki dokaz metode Van=der Pol-a dali su
Fatou, Mengesswmaonr i Janonexeu .Spec;.jl:‘;jalnu metoduy usred=
njenja dao je sa matematiSkim dokazom #.¥ Boomodob .
Sustinski doprinos razvoju asimptotskih metoda nelinearne
mehanke dao je ﬂlﬂumbn%wnaﬂéckud suopStavajuéi ih na di-
ferencijalne jednadine sa sporopromenljivim parametrima( u
toku vremena jednog perioda sopstvenih oscilacija),koje opiw .
suju nestacionarne procese,3to je izloZio u svojim monogra=
fijema [247] , [218]  [220] » [22/] eNegova asimptotska teo=
rija nestacionarnih oscilacija dobila je Siroku primenu u:
izulavanju razliditih mehanidkih sistema u radovima savre-

. (d
menika Jucqpenxa s Dosocoba o Camoncenra
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Pri izudavanju praktidénih zadataka iz oblasti
oscilacija sistema sa viSe stepeni slobode oscilovanja,des=
to se sredemo sa pojavom da trenje i poremeéajne sile dovode
do brzog uspostavlijanja oscilacija osnovnog tona, pa je na
osnovu toga Bowonwdoh predloZio asimptotsku métodu zas=
novanu na principu Jjednofrekventnosti koja dozvoljava da se
nadje bilo koja asimptotska aproksimacija reSenja sistema
jednaéina,kqje opisuju oscilacije materijalnog sistema sa
nnogo stepe@i"slobode oscilovanja.Princip jednofrekventnosti
dobio je i Ziroku primenu u radovima ﬁhnwpoﬂ0ﬂ60K05 inje=
govih udenika,

Za izudavanje osobina nelinearnih sistema prime-
njuje se metoda fazne ravni,faznog prostora i faznih trajek-
torijaskoja se i danas razvija.U vezi sa ovim razvijene su
grafilke metode za konstrukeiju faznih trajektorija medju
kojima su najpoznatije:Metoda izoklina,metoda Li¥nard-a,
metoda Pell-a,metoda Schifer-a, metoda Drobova i druge.

Zajedno sa razvitkom nelinearne mehanike bio jJe
povezan i razvoj matematikeftako da realno moZemo da kaZemo
da se sa jednog od aspekata teorija nelinearnih oscilécija
moZe da razmatra kao matematicka disciplina.‘ o

Cilj datog rada jJe izlaganje osnova nelinearnih
oscilacija koje bi omoguéile izuCavanje nelinearnih oscila=
tornih procesa koji se javljaju u masinstvu,bez zadrZavanja
na studioznijdm matematidkim dokazima koji nusu neophodni.
Ovaj rad ,prema zamisli autora mora da sluZi kao rukovotstvo
koje ée studenta da uvede u oblast izulavanja problema neliw
neaxrnih oscilacija i pokaZe moguénosti primene izloZenih me=
todae



OSNOVNI PROBLEMI SA NELINEARNTN OSCILACTJAMA

Oscilacije konstrukecija i maSina,elektromagne=
tne oscilacije u radiotehnici i opticiysamopobudne oscila=

3

cije u sistemima regulacije i sistemima sa posledejstvom,

zvudne i ultrazvudne oscilaclae,sve te rgklo b1 se razlidim=
te, ne mnogo sllcne oscilatorne pojave objedinauju se meto=
dama matematicke f121ke u jedné ulenje o oscilacijama.

Neophodno je da se uoéi da sa razvojem nauke
i tehnike brzo raste uloga uclenja o oscilacijama.Ne govow=
reéi o takvim disciplinama kao 3to su radiotehnika i akus=
tika,koje su u potpunosti "zaokupljené" izulavanjem oscila=
cija moZemo uzeti za primer maSinstvo.Ne take davno izulava=
nju oscilacija nije se pridavalo mnogo painje i proradluni
otpornosti i izdrZljivosti konstrukecije u osnovi su se izvo=
dili statidki.Istovremeno sa poveéanjem brzohodosti madina
i smanjenjem gabarita konstrukecija i pri prelazu na brzoho=
do maSinstvo zanemariti ulogu oscilacija postalo je gotovo
nemoguée.

Osnovi savremene teorije oscilacija se mogu na=
éi u radovima Galilei-a,Hajgens-a,Newton-a ¢ problemu kreta=-
nja klatna.U radovima Lagrange-a se veé nalazi formirana
teorija malih oscilacija,koja je u daljem razvoju dobila
naziv teorija linearnih escilacija.Osnovni pojmovi linearne
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teorije oscilacija kao sopstvena frekvencija,dekrement pri=
gudivanja,rezonantno stanje,normalni oscilatori,normalne i
glavne koordinaié@ostali su nezamenljivo sredstvo zz Zzudags-
vanje skoro svih oblasti fizike i tehnike.Svojstvo linear-
nih oscilatornih sistema je i princip superpozicije.U teori=
ji linearnih oscilacija Siroku primenu su dobili i simboli=
Cki diferencijalni operatori ¢ija se efektnost vidi posebno
u primeni na oscilacije elastidnih tela i sistema sa vile
stepeni slobode oscilovanja.

| Linearna teorija oscilacija je veoma razradje=-
na,pa su se cesto problemi nelinearnog karaktera linesrizos=
vali i reSavali bez neke dublje analize koja bi dovela do
zakljudka o neprimenljivosti takve interpretacije.

U prodlom veku je postojala metoda malog para=
metra,koja je mogla da bude primenjens za izudavanje nelines
arnih oscilacija,do¥oljno bliskih linearnim.

Dovaljno bliske linearnim oscilacijama naziva=
Ju se oscilacije,za koje diferencijalne jednadine iako su
nelinearne sadrZe neki parametar <& ,za 8iju vrednost &£ =0
jednatina postaje linearna i pri éemu se pretpostavlja da
je € mali parametar.

Medjutim obiéno razlaganje po stepenima malog
parametra dovodi do toga da se u pribliZnim formulama upo=-
redo sa harmcnijski zavisnim od vremena ¢lanovima javljaju
takozvani sekularnl - vekowi Elanovi.Sekularni &lanovi su
oblika +"sinwt I . "eos b - u ko;ma se
vreme-t-javlja. an znaka}ginnsa 4 cosinusa;Kao pesledlca o
toga zajedno sa vremenom brzo rastu sekularni 8lanovi,ta-
ko da to bez studioznije analize dovodi do pogreSnih zak-
ljgéaka,ako se izuzme to da pribliZna formula vaZi za ogra=
nideni interval vremena.Ovu teSkoéu mogude je uoditi i na
primeru metode Poisson-a.’

Metoda Poisson-a se primenjuje za reSavanje
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nelinearne diferencijalne jednadine koja sadrZi mali para=

metar < , a oblika je

G i = 5%(“:%#) (1)

ReSenje koje zadovoljava ovu diferencijalnu jednalinu sa
tadnoZéu do malih veliSina reda &' , trafimo u obliku

Vt - toclanog reda

_-Z’JC 5 (2)

Ako red (2) unesemo u jednaéinu (1) i desnu stranu jednadine
razloZimo po stepenima malog parametra <& ,a zatim itjedna=
dimo koeficijente uz jednake stepene s , zanemarujuéi pri
tome stepene viSe od n ,dobidemo sistem jednadina

‘j‘:; FUOX, =0
d 72(3(’0) C/.’I&
s o / J (3)
d{:z-}-wxz_.%(xc £°)x,\1 +7£I(92o);[z
Ako razmotrimo ovu metodu na primeru
C{x 3N
'C'[—[z + oZCC *Ym (4)

moZemo woliti problem sekularnih &lanova.Uvodjenjem oznaka

= X %: dobijamo da je

P
ey = - o (5)
pa je sistem (3) oblika

3| &

d% 4 e, =0

dt*
%ﬁg_gi+w“x4: _ (6)
d xz +LO$C - 5%2’51:'4

df"



13
g :
Iz preve jednadine sistema (6) nalazimo

X, = d Cos (toé+@) C (7)
$to zamenom u drugu jednadinu dije
2
dx, reota, = -2 o cos (wt1) - £a°cos 3 (wi+6) (8)
di* 4 ,
odakle nalazime
3 . q_3
X,=- 5o a’t Sm(wb@) +32(02 cos 3 (wt +9) (9)

Pa je reSenje sa talnod3éu reda £* oblika

X =a cos(wt+B)- gf—) ¢ sin(wt+0) +§ZC:; cos 5(a9£ +0) (10)

U nadjenom priblinom reSenju se javio sekularni &lan

- 2& 3L sin (w£+8) '
8o
pe se moZe zakljulditi da e oscilacije predstavljene izra=-

zom (10) rasti sa vremenom 3to je u protivurefnosti sa kara=
kterom tadnog reSenja jednadine (4),koje se moZe izraziti
pomoéu eliptilke funkcije oblika

X = XCypgx cn{%—‘-\f"j (‘!’: w%+@) (11)

Do istog zakljulka moZemo da dodjemo ako jednadinu (4) pomno=
Zimo sa %—f i nadjemo integral Zive sile

A (deNr 4 o f 4 (12)

koji izraZava zakon oluvanja energije sistema odakle zak-
ljudujemo da energija sistema ne\sme4--nef0"eg'i'aniéeno'~da raste.
Ova metoda zbog ranije spomenutih sekularnih ¢lanova nije
pogodna i nije u upotrebi,a i zbog toga 3to je primenlji-
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va samo za kratak interval vremena.loZe da se ka%e jod i to
da pojava sekularnih &lanova u (10) moZfe da navede na zak=
ljudek o tome da jednadina (4) nema periodiéiiﬁwreéenja $to
nije taéno. :
Laplace i Lagrange su predlozili metode koje bi
izbegle pojavu sekﬁlarnih élanovae.Medjutim i ti stepeni redo=
vi po stepenima malog parametra koje su predloZili ILaplace i
Lagrange su divergentni ali i istovremeno veoma pogodni za
praktidne proralune,jer se ti redovi javljaju kao asimptots=
ki i u tom smislu $to njihova greska m-tog reda je pribliZno
proporcionalna (m+l)-om stepenu malog parametra.To znali da
se neogranidenim poveéanjem broja &lanova ne postiZe konver-
gencija reda,iako odredjivanje koeficijenata postaje veoma
gloZeno,zato se korigti red sa malim dbrojem &lanova,pri &to
manjem £ , pri Semw postiZemo asimptoti¥nost reda.

Primena asimptotskih metoda je bila razra@jena,
ali je problem bio u tome 3to su sve te metode bile prilago=
gjene za primenu n%&onzervativne sisteme.U poslednjih dvade=
set godina ove su se metode razvile i u praveu primene na
nekonzervativne dinamilke sistemee. '

Nanynob i Poincaré su dali osnovu teorije
linearnih diferencijalnih jednalina sa periodidkim koefici=-
jentima i istovremeno proudavali nelinearne diferencijalne
gisteme,koji sadrie mali parametar,a imaju za <& = 0 perio=
ditka reSenja,sa strogim matematilkim dokazima.Teorija stabile
nesti.ﬂgnyuobq posebno igra va¥nu ulogu u izudavanju ne-
linearnih sistema,

U teoriji nelinearnih oscilacija uolene su po=
Jjave problema stabilnosti generacije opadajuéih oscilacija
transformacije frekvenctja,prinudne sinhronizacije,modulaci=
je,problem prolaska kroz rezonantno stanje,koje mogu da se
reSe samo uvodjenjem nelinearnih elemenata,jer u Zisto lineaw=
nim sistemima ne mogu da postoje stacionarni reZimi pri dejs-
tvu spoljasnjih sila koji zavise od podetnih uslova.Takodje
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u linearnim sistemima pri dejstvu spoljasnje poremedajne si=
le sa nekom frekvencijom 5l ,mogu da se uspostave prinudne
oscilacije samo sa tom frekvencijom,dok pojava nelinearnih
¢lanova mofe da dovede do pojave i oscilacija sa kombinovae
nim frekvencijama.Takodje nelinearni ¢lanovi mogu da izazovu
poremeéaj faze oscilovanja, a i da dovedu do zavisnosti pe=
rioda sopstvenih oscilacija od amplitude i faze.Da joS jed=
nom naglasimo da pojava nelinearnih &lanova dovodi do nepri=-
menljivesti principa superpozicijeo

Sasvim je prirodno da su ngjdostupniji za izu-
Savanje nelinearni sistemi sa malim parametrom,dok je izula=
vanje sistema sa bitnim nelinearnostima(velikim) veoma teZak
problem s matematildke tadke glediSta,koje tra¥i individualni
pristup u svakom konkretnom sludaju.Najbolje do sada su izu=
Ceni konzervativni sistemi i sistemi sa jednim stepenom slo=
bode oscilovanja.Van-der Pol-ova jednadina oblika

&.

d@—-eu oc’> + w?oe =0 (13)

sa metodom koju je predloZio Van=der Pol za njeno‘reéaﬁanje
a koja je analogna metodi Lagrange-a a koju je primenjivao
u nebeskoj mehanici,je odigrala vaZnu ulogu u razvoju neli=
nearne mehanike,iako je na tom stupnju bila intuitivna iz-
vedena bez du¥nih matematilkih dokazae

Navedimo neke tipidne primere nelinearnih sig=
tema,
; l.Najprostiji primer nelinearnog oscilatora je
obiéno matematilko klatno (Sle.l) &ija je jednadine

mgzj)o,ymjfsan)o 0 | (414)

gde je M = masa , { - duZina klatna, r - ugao otklo=
na od vertikalnog poloZaja.Prekvencija oscilovanja takvog
klatna zavisi od amplitude oscilovanja,pa oscilovanje nije

izohrono.
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2.0scilo§££3é*ﬁase na opruzi nelinearne karak-
terlstlke krutostl opruge koja zav1si od koordinate =< i

8ija Je jednaélna cﬂidpgghf}m.QE
“ ;
+ %(oc) =0 (15)

I u tom sludaju se javljaju neizohrone oscilacije.Karkter
neizohronosti zavisi od vrste nelinearnosti opruge.(Sl.2).

3ePrimer oacilatornog kola kojé se sastoji iz
kalema samoindukcije L sa gvozdenim Jjezgrom i kapacitivno=
sti C.Neka jJe qb magnetnl fluke koji prolazi kroz kalem.Ta=
da Jje jednadina za proucdavano kolo obliks

d'p . £
dt*  C
gde je struja ¢- i&#ﬂ nelinearns funkecija magnetnog fluksa.

4oPrimer vertikslnih oscilac'ijs;;mase m na

=0 (16)

Stapu dufine £ sa poprednim presekom)rﬁ i sa modulom
elastidnosti E,uz pretpestavku da~g§§%?ﬁzéi'samo vertikalne
oscilacije i da se masa Stapa zanemarpje,a uzima u obzir

unutraégje trenje pomoéu funkeije aféﬁij,gde strelice oz~
nafavaju smer rasta (opadanja) funkcije sa oc prikazan je

jednaéinom

=0
OH," + co[oc + qb(oc)] (17)
gde Je 60~ mé”‘ (Sl 4, T )’

SeSamopobudni oscilatori su takvi sistemi:uvke-
jimea pri izvesnim uslovima poloZaj ravnoteZe gubi svoju
stabilnost i javlja se kretanje,koje sistem dovodi u sta=
nje stacionarnog periodikog oscilovanja.Oscilacije koje
takvi oscilatori vrSe su samopobudne oscilacije ili auto=
oscilacije.Primer takvih oscilacija je kolo sa induktivnom



spregom sa slike 5. d&ija je jednaéina oblika

cl# L A2 - o0 (10

gde \Q, oznadava snodni napon tj, napon na anodi triode,gde
je ta = 72 (\/a> nelinearna karakteristika triode,koja se

ogleda u neldnearnoj zavisnosti anodne struje od napona na
anodl trlode usled dejstva resetkmncg napona \Q- °

S 6.Klatno Frouda takodje izvodi samopobudne osci=
lacije,gdé se suvo trenje javlja kao uzrok kovitlanja klatna.
(S146)

7.U navedenim primerima oscilatornih sistema
poremebajne sile ne zavise eksplicitno od vremena.Ti sistemi
su bili izolovani od spoljsfnjih uticaja, i kao posledica
toga sile koje sﬁ dejstvovale na sistem zavisile su samo od
dinamidkog stanja samog sistema.Kao primer uzmimo nelinearni

vibrator na koji dejstvuje slaba harmonijska poremeéajna si=

la £F cosqt i 8ija je jednadina oblika
dz (ac ) +< k cos ot ‘
o= (19)
Srednja snaga _ ; Ay
to + r a/ .é '/\ 5. . ‘ ! .
- £ Jekcos @t g (20)

ﬁ

koja se silom unosi u sistem za vreme T ne moZe bitno da
izmeni oblik oscilacije.Bretpostavljajuéi da je reSenje jed=

nadine (19) pribliZno harmonijsko oblika

x o= acos(cof 4—\//)
(22)

Zci% ~-aw sinwt+))

jer mala nelinearnost i mala spoljadnja sila ne mogu da za
jedan period bitno izmene oblik oscilovanja,moZemo da dobije-

mo srednju snagu P wu obliku
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2o+ T

P aCOcs/'_ co (w+$z)£+‘/’,7 cos[(-w)t- V]

) Q—w 4 (23)

: Za dovoljno dug period T ova] izraz za srednju snagu P

- praktidno je razlidit od nule samo u sludaju kada je spo=

‘ ljagnja frekvencija'dovoljno bliska sopstveno]j frekvenciji.
U tom sludaju poremedajna sila koja dejstvuje u toku produZe-

nog vremens moZe da znatno utice na posmatrani nelinearni
vibrator samo u sludaju kada je S = & .Takvo rezonantno
gtanje je osnovno ili glavno rezonanitno stanje.Ovde smo ana-
1i2u izvodili na osnovu &isto harmonijskog oblika sopstvenih
ogcilacija,tako da ako se analiza vr$i pri nelinearnom &lanu
u sopstvenim oscilacijama javide se i vi¥i harmonici O

8.Popreine oscilacije zglobno/vezanog Stapa,ko=
Jji se nalazi pod dejstvom aksijalne perlodieke gile FY%)‘
F 0C0552£ (S1.7) se opisuju pomodu Mathe -ove diferencis
jalne jednaline

QDZ;‘I'/K_COSS‘Z{]DC =0 (24)

CU:Q
'k
gde je fz.=~ BT

duzina S$tapa.Smatrajuéi aﬁgakMSQ spoljasnjim poremedajem

’ d% = savojna krutost Stapa, Z -

moZemo da nadjemo srednju snagu u prvoj aproksimaciji u
obliku

o+ T
P W, [cos[Gracdt +2¥] cos [(s~ 2w}t - 2¥] (25)
4T U+ 260 K-2w0 i

Iz izraza (25) se vidi da rad izvrsen poremecagnom silom:.
Whx cooot za du¥i interval vremena 7 nije jednak nuli
u sludaju kada je Q=20 yodnosno @ = %% .U ovon sludaju
se uolava rezonantno stanje demultiplikacionog rezonantnog

stanja.
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9.0scilacije klatna promenljive duZine mogu se

opisati diferencijalnom jednadinom oblika

4nd¥ .
j-é{mZ(f);T}—fj//ﬁsm)D:O | (26)

gde je ¥ ugao otklona klatna, /(£) dusina klatns ,funkeija
vremena, m masa.0vde imamo slufaj sporopromenljivih parame-
tara sa vremenom.

Iz nabrojanih primera mogu se naslutiti neke
tefkoée na koje se nailazi u obijasnjavanju pojava u neline=

arnim sistemima o kojima e dalje detaljnije biti regi.



DINAMICKI NELINEARNI SISTEMI I OBLICI DIFERENCIJAL-
NIH JEDNACINA KOJI IH KARAKTERISU

Kada smo?éggg;iii’o osnovnim problemima sa ne=-
linearnim oscilacijama ﬁaveli smo viSe primera nelinearnih
sisteﬁa i videli da su diferencijalne jednaéine koje ih opi=
sujn nelinearne.

| Materijalni sistem,lije se kretanje moZe opi=
sati nelinearnom diferencijalnom jednadinom ili sistemom ne=
linearnih diferencijalnih jednadina nazivamo nelinearnim
materijalnim sistemom.Iz izloienog se moZe zakljuditi da
je nelinearnost jednadina najbitnija karakteristika neli-
'nearnih sistema.To je najéeSfe nelinearna karakteristika si-
le,ali u opStem sluaju to je nelinearna dinamicdka karakte=
ristika koja obuhvata i karakteristiku sile i karakteristi-
ku inercionih i ostalih osobins nelinearnog sistema.

Dinamidka karakteristika wu jednalini oblika

ééﬁ% :'f&§5;?/1g> | (1)

je funkeija 72(2, $,4) 1 u opsten obliku je funkeija koordi-
nate,brzine i1 vremena.Ako vreme nije eksplicitno prisutno

u diferencijalnim jednadinams kretanja,Sto znadi da u toku
vremena ne dejstvuju spoijaénji promenljivi poremeéajni fak-
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tori,za takve oscilacije kaZemo da suaut onomn e,

sopstvene ili slobodne.nelinearne oscilacijee

Dinamidki nelinearni sistem sa jednim stepenom
slobode oscilovanja u opStem obliku se moZe pretstaviti di=-
ferencijalnim Jjednadinama oblika

e 4 dZ. ) - |
F( 2 M dé’f) 0 (1)

F(jfg’ji”'g’ - f8r2:4)=0 )

gde je 2 generalisana koordinata, C{ 2 (i=42-n) i-ti izvod
generalisane koordinate po vremenu-[; .Jednaclna (1) katakte=
rife autononomni s:Lstem jer ne sadrzi ekspllcn.tno vreme,dok
lwaed.nao:ma (2) karskteriSe neautonomni s:.ste;g.Kako Gemo raz=
matrati samo sisteme drugog reda to se mozeﬁb ograniditi na
opsti oblik nelinearne diferencijalne jeed:aa,c‘iz:i.ne\l drugog reda

za autonomni sistem _
d ,? d2 )z (3)
i neautonomni sisten

F 92, dg 2)%)20

4427 df (4)

Ako:se jedna8ina (4) moZe da napiSe u obliku

P(d{? )f//??)g) = 7/&) (5)

onda kaZemo da Jje nelinearni sistem sa jednim stepenom slo=-
bode oscilovanja Sije je kretanje opisano jednalinom (5)
podvrgnut reZimu pr i nu dn o g kretanjaspri demu je
ﬁ(é) prinudna (perturbaciona ) spoljadnja sila ili pak
redukovana perturbaciona sila.iko je fﬁf):/;— cosqet ili
78(!)=/‘;sin ot onda se dinamidki sistem nalazi u refimu
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prostih prinudnih oscilacijaéKada se kretanje dinamilkog sig=

tema moZe da definide difer;;cijalnom jednadinom

% A2 _
yro +J>(g)ﬂ—+ Q&) 9=0 (6)
ili .
42 Py 82 Qg = 0 (n

onda kaZemo da sistem izvodi reolinearne (reonomne) oscila=
cije i to u prvem sluéaju slobodne, a u drugom sluéaju pri=
nudne.ledjutim najéedée demo se sretati sa jednalinama
oblika ’

PR ) |
;Z% +»7ﬁ§;§)29-—0 (8)

-

* d, -
g—g‘f' f(&l‘églglé)—a

(9)
Pokusaji da se nadju reSenja prethodno navedenih jednalina
dovode no niza integrabilnih ili najleddée neintegrabilnih
sludajeva.0pita metoda rada je najledée pribliZno integra-
1jenjébomoéu trigonometrijskih,potencijalnih,eksponeneijal=
nih rédova ili njihove kombinacije i grafidka i numeridka
kvadratura.Za pojedine oblike diferencijalnih jednaSina na
koje se dvodi veéi broj dinamicékih nelinearnih sistema
postoje posebne metode reldavanja.Za slobodne oscilacije
pored analitidkih postoji i veéi broj grafidkih dovoljno=-
tadnih metoda,pomoéu kojih se dolazi do podataka o ponaSa-
nju 1 karakteru dinamilkog sistema.

Ako generalisanu koordinatu ¢ smatramo matri-

com kolomom {24 = éff> s funkei je F ’ ép , &, k?y 7ﬁ

i >§ matricama reda nxn ili matricama kolonama to |

A -
tada za sisteme sa viSe stepeni/ slobode oscilovanja vaZe
iste jednaline napred navedenee

Posebna grupa jednadina su nelinearne parci=-

jelne diferencijalne jednadine koje opisuju oscilacije elas=
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titnih tela sistema sa beskonadno mnogo stepeni slobode

oscilovanija.



I Glava

NELINEARNI OSCILATORNI SISTEMI SA JEDNIM
STEPENOM SLOBODE OSCILOVANJA

1-SLOBODNE NELINEARNE OSCILACIJE SA JEDNIM
STEPENOM SLOBODE OSCILOVANJA

Slobodne (autonomne) nelinearne oscilacije
sistema sa jednim stepenom slobode oscilovanja mogu se opi=-

sati nelinearnom diferencijalnom jednalinom oblika
QéﬂfﬁxQ)=C) | : (1)

gde je QA  inercioni koeficijent, R(?) restituciona si=
la (restoring - spring - force), &pﬁfzmiqg?giqna”g;}g.ﬁesti-
tuciona sila fe(2) zavisi od generalisane koordinate 2 %
Jednadinom (1) mo¥e da se izrazi oscilovanje mase na opru-
zi krutosti E%%;Q koja je funkcija izduZenja opruge.Oscilo=-
vanje tada moZe biti jako,ako se krutost opruge povedava sa,
izduZenjem,linearno ako je krutost opruge konstantna, i me=
ko ako se krutost opruge smanjuje sa deformacijom.Krutost
opruge mo%e biti nesi metridna u odnosu na ravnoteZni polo=

ZajeZa sludaj predstavljen na slici 2.pod d4) za izduZenje



26
krutost opruge je jaka,dok je za skradenje(sabijanje)opruge

krutost meka,pa oscilovanje mase na ovakvo]j opruzi bretstas
vlja naizmeniénu kombinaciju mekog i jakog oscilovanjae.Na sle.
2 pod ayzb,c.i d dato je nekoliko slulajevae zavisnosti resti=
tucione sile od generalisane kqgrdinate.

v ' 'xDawbiwsmamreéili‘jednaéinu (1) prepisademo je
u obliku

grep@r=o (2)

gde je K’%kf) redukovana restitueiona sila, i pomnoZidemo
je identitetom dz = Z’df , Pa izvrSiti integraljenje posle

dega se dobije

b4 .
¢ H g [ e L
g-vro _ne [RHE 4 O (ol
20 ' “),":
gde su usvojeni podetni uslovi 2 =20 za =0 1z
jednadine (2)dobija se brzina oscilovanja u obliku

é:z}r iuv‘gzgé(g)d§ C (3)

Jo& Jjednom integracijom uz razdvajanje promenljivih dobija

se vreme oscilovanja u funkeciji koordinate 9 kao

[ -

o

7

, d?% :
z(g) = ,”g— J % — (4)
o ()0}
Vg SES

Ako se izraz u integralu iz (4) méZe da integrali onda
se za vreme + mo¥e dobiti analitidka funkecija,Cija inver=s-
zna daje promenu koordinate od vremena.Kada je %(2)- ana=

litidki zanata funkecija integral

jjé(g)o/g.—.— J@)-J) (5)
7

se moZe lako integraliti pa se vreme kretanja moZe napisa=
ti u obliku
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Z _
1g)- /j d? .
iz @) - T(7) (6)
Ovaj integral najdedbe sadrii neintegrabilni integral,pa se

za njegovo reSavanje najdeSée koriste numericke ili grafidke

metode.

—

2 MATEMATICKO KLATNO.Kod matematidkog klatna ka=
rakteristika -sile opruge je sinusna funkcija ugls otklona
klatna od vertikalnog donjeg poloZaja kao $to je na slici

1. oznaleno,pa jJe
Y@= siny (1)
Smenom izraza (7) u integral (5) se dobija

)4 4
{%(g}dg = - cos\ﬁ,+cosz | (8)

i na osnovu toga vreme kretamja klatna je

)O
L 47 | |
i | Erre (9

gde je K= J9/f , Yodeéi raduna o tome da je za £=0
=0 1iza ¥=0 P=¥.
Trigonometrijskim identicénostima

COSZ& //-QSin":zZ ('_05)3‘:: /!-— Qsingz‘)g . (10)

integral (9) moZ%e da se napiSe u obliku

Y d(E)
-4 2
1,[(7’) P j\/sin“% —sin?

koji se smenama’

(11)

sin%Z: & A éa‘-:si'nq'-é)g 04&<44 (12)
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gde Jje U nova promenljiva ,a & konstanta ogranicdene
vrednosti,svodi na normalni eliptiCki integral ili koji se
jod zove Legendre-ov elipticki integral prve vrste

du -1 Fleu
£h = f (P -£2) K (/ ) (13)

Ako se za AL uzme smena Sin 97’ integral (13) se moZe da na=

pisSe u obliku

_ 4 f 48 _ 1 F( 0)
t0)= &) (e~ %7 B
Izraz (14) sadrii eliptidki integral prve vrste u funkeiji
modula < i amplitude O .
Perioi oscilacije moZe da se izraduna ako se
uzme amplitude f- Jyz do koje se integrali i vrednost uveda

Setiri puta pa se dobija
Jile
48 4/:(5 IV £K@E)
T= ’ V 4-£25in%6 © (15)

‘Da bi se nasla numeridka vrednost perioda osc:Llovanaa tre=
ba naéi vrednost integrala F ( ).Prema Euler-u podintegral=-
nu funkeciju razvijemo pomodéurbinomne formule u red oblika
4 > (Zn—l)// en . 2h
2,202 Sefi7 e £ sin @
(1-E%sin6) *= A+ 2~ (16)

éijom zamenom u eliptidki integral i integraljenjem se do=
bija

= _ (on-11 7%
K(f) = F(él z /{//+n=4 Z(Zn;!/ < ] (17)

I na osnovu toga dobijamo period oscilovanja matematickog
klatna oblika

T"" %2/\{// +”= Q(Zn)liz//i] Q'j] - (18)
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Za sludaj malih oscilacija matematilkog klatna 3za period

oscilovanja se mo¥e uzeti samo prvi &lan reda pa je
('\l .

T: .g__J/ = 25] £ = 7; (19)
K Gj

8to je identidéno sa periodom koji se dobija u sluaju lineag=-
rizagije karakteristike sile.Period oscilovanja se mo%e na=
pisati u obliku

T=T, (1+4)

gde jJe

s=2FE D

Na slici 8 data je zavisnost "774 i A u funkeciji pro=
mene amplitude oscilovanja ¥ .Za dovoljno malo B vredno=
sti za A i T  sa dovoljnom talno¥éu mogu se izraziti
u obliku

Az/fg o 7= 7:(//+,’{;>fz)

Period oscilovanja matematilkog klatna zavisi od modula <

tj. od amplitude oscilovanja.Zakon oscilovanja matematickog

klatna moZe da se izrazi preko Jacobi-jeve eliptidke funkeci=

Je
sin)-%
70=2a)ZC Sin{sin%?.sfn am[ﬁé—i)—'&é]j (20)

Primer fizidkog klatna moZe da se proudava
nag isti nain kao i matematidko klatno s tom razlikom &Hto
. ﬂgﬁ s s A
je K= i . M masa klatna, s rastojanje teziSta od
ose oscilovanja, J  moment inercije fizickog klatna za
tadku veSanja.Na slici 9 prikazana je zavisnost ugla
oscilovanja fizidkog klatna od apscise |Hg2 7!“ za nekoli=

o~
ko razliSitih vrednosti ¥ = Y6 , 29/4 , G .
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30 Primer PARABOLICNE KARAKTERISTIKE RESTITUCIONE

SILEes U slulaju parabolidne karakteristike restitucione sile
funkcija £(2) je oblika parabole viSeg reda

et LEQ - %(2) (signg) 9°F - (21)
72(2) _ 22/”4 (22)

gde je p-42---- oJednaline kretanja su sada

j’; +K2Gsign 9) 97 = 0 (23)

%% e g® o | (24)

. Ako se kretanje razmatra za detvrtinu perioda,onda se jedna=
¢ine (23) i (24) mogu obuhvatiti jednalinom

d’e
At

Na osnovu (7) se moZe pisati
J(e.)- T(g) = 2 [-B- 2 (f-5™) (26

gde Je uveden odnos S= :?Z oVreme socilovanja se sada mo=

+/<2 =0 (25)

Ze napisati u obliku )
2/2,

7{(2)‘ W/W | (27)

Ovaj integral ve¥i za poletne uslove £=0 , ¢=0 i

+FPeriod osc ilevanaa Je
2‘23

l/ . 4 Y(n) -
T"”_‘ n{J W nt (28)

gde Je

: F (7)
\f(n) WIW m 2+n (29)
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Dijagram funkeije 1(7) i njene reciprodne vrednosti #/Y¥(m
prikazan je na slici 10 u zavisnosti od eksponenta n .

Zovisnost vremena od koordinate moZe se nala=
ziti za razlifite vrednosti eksponenta 1 .

Za n=0 integral (27) daje vreme ¢ u obliku
2‘/?0

p-1fF [ T (50)

odakle se moZe eksplicitno izraziti generalisana koordinata
7 wu funkeiji vremena

g--L.iag, ot | (51)

Period oscilovanja Jje tada } :
4%,
T=2 g, = 25 (32)

Za n=1 vreme oscilovanja Je

pA

2/
= are sin -

%
é<z>=——fw—g; f aresinZ. (53)

i zakon oscilovanja

7 /KL (Z(-é) = Z, sin Ré‘ e (34)

25 . :
% 1ne zavisi od amplitu=
de oscilovanja, pa je oscilovanje izohrono (linearni sluéaj)e.

Za n=2 vreme oscllovanga. Jje
2/%

2arc'£347—-‘
3 d JA d»
éz "r 29,(4- 53 l}; {jm \JJ (4+V") sinzf (35)

pri demu je uvedena smena §- ,{_ﬁff—

Period oscilovanja je tada T=

i i%vrSena smena
granica.Integral (35) se moZe napisati i u pogodnijem obli=-

ku za analizu tj. da mu jedna ‘granica bude jednaks nuli:



1-2/%,

Zarc %,T—— 2av~c{§
5“ c?/bm“?o ) V- Ezzam"'f]

A Pl o ]

. v ’

U literaturi se ovaj izraz za vreme oscilovanja nalazi deSce
u obliku

£(Z):4U;é- ;%?—:[ﬁércsin ? arecoy == 4) Fémsm U")a S5 4:5;?%;

Period oscilovanja jJje

é(z)%—

B> C(15° 2opeto =) = Fer
T-%|zs FOS 2ty =g (36)
Zakon oscilovanja se dobija iz (37) u obliku
a 4
2 =90 ~2: V5452 {fom [F 5% 2erelys) - 22 <t]f (39)

Za n=3 vreme oscilovanja je

=/VZ 2
F(,_)dmcos—o—z]
i period oscilovanja

kz/:( '3) (4

Zakon oscilovanja se moZe izraziti u obliku

Z(,f) g cos am[F(‘g;%‘ ,Kf7= s cn[/{(%) ”Q.,/“é_] (42)

2/20

f(z)=,g-

Uporedauaucl vrednosti perioda oscilovanja za razne vred-
nostl eksponenta n dolazimo do zakludka da sa porastom ekse=
ponenta n raste vrednost perioda T za iste podetne uslove.



35

Kao primer ovde &emo prouditi sludaj oscilato=
ra sa karakteristikom restitucione sile oblika £(9)=C.g H’zzs

za koji je diferncijalna jednadina oblika
2 +K%(g +$lz5) =0 (43)

gde su koeficijenti «%=&/m  , o= S/ts
Nala¥enje zakona oscilovanja dovodi do elipti-
Skih integrala.Na osnovu (7) nalazimo

%
Joo-Tp = [ (5+ 4 5dg= LGgypf1+Flge 7)) (44)
7

odnosno vreme oscilovanja

t(g) =

y 7 |
“o/ Veg=p)l+44G+7]] -

Ako se uvedu zamene 74,=5 , 2/90 =X  im=q9}’i stavi da je

| Sin*P= %((?é)__gz:_)

dobija se vreme u funkciji od amplitude oscilovanja

t0)= 3 Vi F (I sink) = £ I F( (2 ) (46)

odnosno period oscilovanja

T A2 A ) = 4 k() o

odakle se vidi da oscilovanje nije izohrono i de zavisi od

pocetne amplitude oscilovanjae.
Za sluéaj kada je karakteristika restitucione
gile oblika %(Z):2~o(23 dobijamo da je

@) -T) = L) [1- $(@+ )] (48)
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8to daje za vreme oscilovanja

.2

-

5(2) fm k m[ (4 Sz)(z -m ‘S) (49)

Uvodjenjem nove promenljive S=51P u ovaj integral dobi-

\

jamo

arc-smz/-?o _
t0- ¢l \{‘“_T_T* =412, F(IZ anesin ) (50)
odakle Je
7t =g,5n (V1 «i) (51)
Ny

eriod oscilovanja Jje tada

Ty =42 FIE ¥ (52)

gde je m=09* te se vidi da period oscilacije zavisi od

amplitude oscilovanjae



IT Glava

PRIBLIZDNE METODE

l., METODA  LJAPUNOVA-XRILOVA

Metoda Ljapunova = Krilova omoguéava da se na-
dje reSenje jednadine

d% ot = —e;f(cc) (1)

koje jJe pemod:.cko i ne sadrii sekulaine &lanove.0znadiméd
frekvenciju slebodnih oscilacija sa ,» i uvedemo novu promens=
1jivu?=/02-‘+>0 posle &ije zamene u jednadinu (1) dobijamo

s

Refenje ove jednaline za podetne uslove

x(0) = A= a'(e) =0

(3)
traZimo u obliku reda po stepenima &
S
x@)=) &g (%) ~ (4)
K=.0
gde su 2.(3) , 92 , g?)--~ nepoznate funkeije promenlji-

ve ¥ .Istovremeno kvadrat kruZne frekvencije trafimo u obli-

ku reda po stepehima
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p= 3 ane” (5)

gde su dx konstante. »
Bako je za <=0 ,fo"’:loa to sledi da je Ao=t0® o

Funkeiju #(*) mo¥emo da razlo%imo u red

foo= fo) ez, +< 2 flo) + 472/ 2)] + - (&)

Posle unoenja (2, £ 1 p* u jednadinu (2) i izjeds
nalavanjs sa nulom koeficijenata wuz € dobijamo sistem pos=

tupnih diferencijalnih jednaéina

o d% |
jﬁgf +Z--@z%(z)— z,"z e (7)
4 d%

Iz ovog sistema Jjednadina 2za poletne uslove x(0) =% i
x'(oy=0 nalazimo e, iz uslova da vreme £° ne ulazi u
reSenja van znakova trigonometrijskih funkcijae ‘
Pokazademo to na primeru diferencijalne jedna-
-¢ine
d%x 02 Y (8)
—— WX +4
d42
Saglasno prethodnom je
>o )
x= 2 &<
K=0 ZK’
s (9
W= p2r 2 ay
K=4
Tada sistem jednadina (7) dobija oblik
2+ PG =0
rr+/922 ‘"042, Z (10)
% L= -%ng-a.g,- 9% 9,
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Poletni uslovi neka su

2,(0)= X Z,’(o}=0 (11)
(11
g,0) =0 g/ (=0 (k#0)

Iz prve jednaline sistema (10) je g - :xz,Cos/of «“amenom te
vrednosti u druga jednadinu dobijamo

24”4-/54’24 =—£r.,‘(a4+;,?ocoz) Cos/oz‘ - ;,;-’:r.? cos Bfazl' - | (12)
Da se né;bi pojavili s_ik_ulam:. éb%vg‘novi mora da je g,= - 2 ar
Tada je '

9, = Aicospt + By sin pt + 5—2'— —;%"—;-) cos S/o{' (13)
Za podetne uslove (11) dobijamo da je

9, - a/z ;" (cas%,of—-cos/b%) (14)

Posle unofenja g u treéu jednalinu sistema (10) dobijamo

4 g
Z!/,+70422 -~ o (q2 +4—23’§ %})Cos,oi--m—z;’- %; (cassjoiw—cos 5/:;{) (15)

®

Na isti nadin kao u prethodnoj jednadini,iz uslova otsustva.

4
sekularnih &lanova nalazimo da je az=_4;8 0;;% , & zatim
i reSenje

4o (cos 5pt +3cos 3pt - 4Cosp£> |
1024 p7 16
AT P (16)

koje zadovoljava podetne uslove (1ll).Sledi da je reSenje
oblika

X = Xo cosplL & ——Ib- (cos Bpt- cos/oz‘)+£2 % (COSSPLL + Scos?ysi

Cos/aé) (7)

i kvadrat frekvencije
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N R e |
P CO + ° + 4286‘ Z‘JE (18)

Ako postupak produZimo dohijamo za reéenje izraz

(cos 5pt +
102 Qp* (19)

+ 3cos 3>f)f ~4 cos/of) + 55 :r° @os ?Ib‘é-ﬁ dcos 5/sz ~3cos 3}31‘ COS/ol_L)

XI= O(‘acos/ai‘+£ ,_(cos%/oi- Cos/oé)+£

22p

gde Je
1t
2 o? 59('0 + 2 33('9 _53__‘?___\
P €T T ot Tt (20)

Na analogni nadin ova metoda se moZe primeni=

ti i za nalaZenje reSenja jednadine oblika

;/;““; +w'x re F (48) =0 (21)




2,LINDSTAT - OVA METCDA

Analogna metoda metodi Ljapunova=Krilova jJe
ova metoda Lindestit-a.Postoji i Newcomb=ova metoda koja je
sli%na ovim navedenim metodama.

Lindstit=-ova metoda aproksimacije se koristi

za reSavanje diferencijalne jednacéine oblika

g +urfip -0 . (1)
gde Je

f=5 2™ e @

Prema ovoj metodi treba uvesti "bezdimenziono vreme" kao no-

vu promenljivu

&= éwW (3)

a reSenje pretpostaviti u obliku stepenog reda po poletnoj

vrednosti amplitude kao

g(g):é AR (4)

Da bi se dobila periodiéka refenja konstanta £ se pretpog=
tavi u obliku reda -

U izrazima (4) i (5) su §.(?) periodidke funkcije "bezdi-
menzionog vremena', /% nepoznate konstante, ¢, poletna
amplituda.Funkeije 5¢(%) zbog zadatih podetnih uslova
=0,
i sledeée uslove

2=9, i 5’; =0 moraju da zadovoljavaju
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d&:[ .
£,0)=1 §¢<0) =0 ;]?/g'._.o =0 (6)
Pomoéu nove promenljive (3) jednadina (1) moZe da se napiSe

kao

(#/o} 5 2 +g- ~‘Z4 ol 27

Zamenom redova (4) i (5) u jednadinu (7) dobijamo
()l pa (S 82)+ Erngl=-Tou(228) " (®

iz koje metodom neodredjenih koeficijenate uz jednake stepe-

(7)

ne 9, dobijamo sistem jednadina
§,+5,=0

€ +8,=-pk, -k,

E +8.=-p, 24,55, - A8 - &’
A “BSPE PS8 -2d 58, 2oz2§' &, ozas"’

Prva. jednac:.na ovog s:l.stema ima. resen,]e g = cos%" koge je
usaglafeno sa podetnim uslovima.Druga jednalina ovog siste=

(9)

ma postaje
g +E,= 74940052 ~—— 4—’0/40052‘2' (10)

Da bi reSenje te jednaCine bilo periodidko mora da je fﬁ,—*O

pa je reSenje

5:2*--44(3, 408 S + cos 27) (11)
Treda jednadina sistema (9) postaje

€, §um el + (s folt- k) cont-foltsad - (ot 1) 12)

Iz uslova periodilnosti reSenja Jjednadine (12) dobijamo
da je
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, .

ﬁz = 7_"{2"50142 (13)

i reSenje jJe

E —J—o[ ( o} o()COSc + 25 (Lol dgco 327 (1
ES BF 1750 e 9‘1/4 cos 2+ (ol +55%9)c0s 32 (14)

Ako se zadovoljimo sa tadnoSéu do tredeg stepena reSenje jed-

nadine (1) dobijamo u obliku

2(?)= ‘22/%202"340/‘?03+ }¢&+—q49 /,4« A Y} “/)? jcosi{f,)

2, 4 2,4 e 3 o
*{61%2’ +9_04 9% ,_.chas,g?h/;gd +32d2+ ]2‘, €os32 -

Period oscilovanja Jje tada

T 25 ) 24 gy o 3J

Y 4'/79 wﬁ*(zé%‘ g-fo(f)z )2] (16)
jer je
=g (17)

Lindst8t-ova metoda moZe da se primeni i na
sluaj kada je karakteristika restitucione sile neka proiz=
voljna analitidka funkcija ,pri Cemu tu funkeiju treba prvo
razviti u potencijalni red po stepenima generalisane koordi=-
nate @ o

Lindstit=ova metoda ,u nedto modificiranom
obliku se moZe primeniti i za redavanje diferencijalne jed=

nadine oblika
&+ Y5) +ar frg) =0

gde Jje 7%}0 redukovana sila prigusivanja,a %&?) reduko=
vana restituciona gila.U specijalnim slulajevima ova jedna=

(18)

¢ina se svodi na oblike
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G+ Pg)raig=0

G155 + wffle)=0 (19)

Za sluCaj amortizovanih oscilacija sa otpornom silom srazmer=
nom kvadratu brzine oblika *b9” kretanje se mofe definisa-
ti diferencijalnom jednadinom

G- 585 g =0 (20)

Za kretanje ulevo od ravnoteZnog poloZaja,a Za vreme prvog

hoda pokazademo kako se moZe nadéi reSenje Lindstit-ovom me=
todom.Uvedimo novu promenljivu pomoéu koje jednadina (20)

postaje

wpf g -dinpdt (83 ; 2= wllip) (21)

a4z /
22
gde je g":a%@ i§f=§,l—,2—c' g d=413w* .

} ReSenje pretpostavimo u obliku réda po podet=
néj amplitudi .

22
Q0 =9,5@) + 928, (2) +92 5, (&) + - (22)

a takodje i konstantu

3
PPArpR ol (23)
gde je 2:}052":0% 2=0 5to povladi i uslov da'je P=o

. : * .
50=/ E=0 E£0=0 (24)
Zamenom (22) i (23) u jednadinu (21) i izjednaBavajuéi koe=
ficijente uz stepene ¢, sa nulom dobijamo sistem jednadina
¥
Z, +§,=0

§ +8,=-pE + olé’:a'
%:+§b:"ﬁ§:+ﬁdgz“ﬁ%j+2dg§; (25)
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Iz prve jednadine ovog sistema dobija se re¥enje &,= cos .
koje zadovoljava poletne uslove.Znajuéi reSenje prve jedna=

8ine sistema,drugu jednadinu piSemo u obliku

o o
§2+§ peos e +o2cosz_f940052 + &+ 5 cos22 (26)

8ije reSenje nalazimo kao
§2=%(5~4cosz‘”+ cos22) (27)

prethodno izjednadivii sa nulom konstantu ;D,-—-o +Iz trede jed=-
nac¢ine sistema nalazimo da je P2:~3{‘0Z2 i resSenje

___~ 2 64 -2 4 42 28
§s- d-r;lz *cos 2" 3olc0522+240(<:053a ( )

koje zadovoljava poletne uslove.ReSenje diferencijalne jed=-

nadine (21) je

z('i”)x(zz‘dff‘-ggo(js) (2 30190 o(? >cosa+

(29)
+(6012 -*d})coszz +——o( pA 3ros 3%
Za ’Z:JT i Q 0 ampll’ouda je
(30)

Gy=-9 * 30/2,“ Lg%
i vreme prvog hoda Je

— J _,_._._‘J:!\’__.__. -~ ._JLV +—lol2 N
E“wr——-—-[""f) —CO (%———4—’%0(22)2 ~ &)('{ 6 ?"v) (31)

Za kretanje udesno treba reSavati transformisanu jednadinu
oblika

xK X2
(,/*F)g v 9=- d(i+p)9

a za podetne uslove 2=J ’ é*o i 25-Z04 o

(32)
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3 JMETODA MALIH KOEFICIJENATA
(VAN DER POL-OVA METOBA)

Ova metoda se primenjuje kod sistéma bliskih
linearnim konzervativnim sistemima ¢ije se ktetanje moZe da

pretstavi diferencijalnom jednacinom oblika
doﬁc 2 da ‘
67?1%9:(:6 4.(9:,%) | (1)

gde je & mali parametar.Uvodimo"bezdimenziono vreme" 9=‘0£

pomoéu koga se jedna®ina (1) moZe da napiSe u obliku

2
o e, fio e hon

ReSenje jednadine (2) pretpostavimo u obliku

- >4+ bosing
a=arose +E,.S”" | (3)

gde su a 1 é funkcije vremena o «Diferenciranjem

pretpostavljenog reSenje dobijemo

db i,
j‘; -~-asin® +f>°°$‘2“+3§005?+675v Sin? (4)
pa da bhi bilo
cjoc‘-—dsmz + bcos? _
Iz (5)

mora da Je
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da db ...~
z= =0
o COSl-f-d(Z,SIW (6)
Ako sada izraz (5) diferenciramo po vremenu 2 i tu vrednost

zajedno sa (5) unesemo u jednadinu (2) dobijamo

da 5¢n€'+—7cos?‘ a?f(acasubsmz -gsinT + bcos?) (1)

ReSavanjem jednadina (6) i (7) dobijamo izvode promenljivih
"konstanti"®

gg—- —~£7Z(acos?+bsin?)-a sin?‘+f>cas‘3‘ sinZ”
b _

j E)Z(acosa +bsmz —asin®+bcoss) cosq” (3)
z

Sistem jednalina (8) je neautonoman jer zavisi od "bezdimen=
zonog vremena' eksplicitno.Za male vrednosti <& izvodd

a%.‘l i j—-; su mali te sleduje da su ac®) i b(g)

sporo promenljive funkcije vremena ¢ .Kako su jednadine
za 92 i 2% reda & i keko su kao funkeije

ogranifeno promenljive u toku jednog perioda "bezdimenzio=
nog vremena" ¢ to je Van-der Pol pomnoZio desne strane jed=
nadina (8) i izvriio integraljenje u intervalu ( 0 , 24°)

¢ime je dobio bez studioznijeg matematidkog dokaza

2
Q}(G b) =- -——-jf(acos?f»bsm;,-.asma +bcosT) sintde
A 9
(Z(a b).. 1 j:)((acosyﬂ)smz, ~asin@+bcos?) cos? dT (9)

i Jednaca.ne (8) napisao u obliku (1lc)

da _ ﬁa b)

ar O (10)
db - & (Jab)

az

Te jednaline se nazivaju jednadinama Van-der Pol=a.Iz tih
jednalina se vidi da je stacionarné stanje ravnoteZe za
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a=0 i  b=0  .Ako posmatramo w ravni ( a 4 b ) jed~

nadine (10) zakljudujemo da stanja ravnoteZe u rawmi ( a ,
b % za koje je q?(a,b)=0 i Qb)=0 odgovaraju periodi=
&kom kretanju posmatranog sistema (2).Pe ostale talke se do=
bijaju za vrednosti kada su J@,6)=0 3 Q@ab)=0 gimultano za
iste vrednosti & i b jednake nuli.Sistem jednadina (10)
mo¥e se preko polarnih koordinata § i r uravni ( ¢ ,

¥ ) svesti smenom
x= Qcos(T-P) = €ecos¥ ) t= -
n

a

ds .

Heep® -
dy . |

o= & G(®

Ako uvedemo oznaku we(f)=4~,5G(§) dobijamo da je
df - edbep)

(12)
CI\P-— Q)e(?)

Ta,kod.je moZemo da uvedemo i oznaku

2% <

Fg)= < =3 [ f (geos¥, ~gsin¥) sintel ¥ =- 5P (13)
pomoéu koje dobijamo sistem u obliku |
Ji;i: N Gle 4/? @, (s) (14)
Diferenciramo sada izraz za x = gcosY po € pa dobija=
mo

Clx =-§ S'n)"-ﬁjgcos)(’ ~Aigy geosy - ewelf) sin¥ (15)
d% _( dh 4% J¥ duwedS .
g@%'(‘? 3—* s-4 g—g-fﬂ%%)cosh(%’*’ Sac dr mea/z) sin I

(16)



49.
Izradunamo kvadrat cof,(g) u obliku

25

((%z(j’) = [4:5 G(f):[ z: 1-2£G6) + 526;2@ o 4?% J #(geos¥-psint) costd¥ )

i unoSenjem izraza (14) i (15) u (16) dobijamo linearizova=-
nu diferencijalnu jednalinu (2) wu obliku

,jﬂm 2/1@) 5+ L) <= 0(£?) (18)

metodom e k vivalentne: linearizaci]jee
Do istog rezultata (18) se moZe dodéi razvija-
njem funkeije £¥%x,i) u Fourier-ov red i zanemarivanjem

vi¥ih harmonikajodakle se dobija

é‘f(gcos\"-§s:n‘#’) 674(:0537"4—Crzsln\/’—~ f %%—— (199
gde je 3%
= = J { (geos¥,-esin¥) cosYdy¥
2 (20)’

b~ ”‘f}-(g’cos‘/’ -gsin¥) sin¥el¥

Na osnovu ovoga jednadina (2) Jje

adl_r?z-f- )f)C ’stl Zf =0 | | (21)5.}
gde je :
1~ % - wie) :2%. AG) (22)

Sto daje istu jednadinu (18).
_ Vidi se da ove metode dovode do istih rezul-
tata do kojih je dovela i metoda Van-der Pol=-a.

Van der Pol-ova metoda je odigrala ogromnu
ulogu u razvoju metoda nelinearne mehanike.Samo zahvalju-
juéi radovima Van der Pol-a metode iz nebeske mehanike su

podele da se primenjuju u nelinearnoj mehanici.Ova metoda
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Van der Pol-a javila se oko 1920 - 1923 godine w vezi sa
brzim razvojem radiotehnike i sa pojavom elektronskih cevi
i pokazalo se da je veoma zgodna za izulavanje kola sa neli=
nearnim elementom(elektronska cev).Za formalnu primenu meto=
de Van der Pola nije bilo nikakvih ogranidenja u vezi sa
prirodom sila pod ijim dejstvom je proizilazio oseilatorni
proces.Van der Pol je predloZio prostu Semu redukcije zada=
tka teorije oscilacija na izudavanje jednog posebnog sludg=
Ja Jjednacina i drugo on Jje uproSéeni sistem zamenjivao usre=
dnjenim po"brzoj" promenljivoj.Metoda Van der Pol-a je bila
oéigledna i zgodné za proralune,pa je bila veoma popularna
medju inZenjerima.Medjutim sama metoda je u to vreme bila -
Sisto intuitivnog karaktera i drugo dugo niko nije Sak ni
pokuSao da da matematildki dokaz.ﬂeuyeﬂéuﬂnawi Jananekeu
gu dali prvu ocenu tadnosti metode Van der Pol-a, dok je
Fatou dao matematidki dokaz.

Za dobijanje reSenja Jednalina Cije se amplitu=
de sporo menjaju sa vremenom i nisu periodilke funkecije Ven
der Pol je predlo¥io specijalnu metodu "Sporo promenljivih®
koeficijenata analognu metodi koju je Lagrange primenjivao
u nebeskoj mehanici.Van der Pol je pomodu svoje metode izu=
¢io niz praktidnih zadataka izﬁéavajuéi procese uspostavljae=
nja oscilacija,stacionarne reZime i oscilatorni histerezise.

Morqgwjoé jednom da naglasim da je metoda Van
der Pol-a data éisto intuitivnim rasudjivanjem i mada se.po-
kazala plodotvornom u prvom periodu rada u oblasti nelinear=
ne mehanike ,ona nije mogla da da ocenu tadénosti rezultata.
Nedostatak Van der Polove metode je bio u tome S$to je ona
mogla da se rpimeni samo na sisteme sa jednim stepenom slo-
bode oscilovanja.



51e

4 .MMETODA SPORO PROMENLJIVE AMPLITUDE

Metoda sporo promenljive amplitude primenjuje

se za neperlodic]\&e procese.Ovu metodu prv:. Jje prlmen:.o Va.n

mx_R({-) cos} , gde je R(t)  amplituda sporo promen=
ljiva sa vremenom.Posmatra se diferencijalna jednadina obli-
ka

/moc-;»_)[(oc)oc)zo | (1)

Izvodi po vremenu pretpostavljenog reSenja su
x= ReosV—w Rsin¥ (2)

ﬁ:ﬁcos‘l’- 2R wsinY - Rew?cos ¥ (3)

gde Jje Y’:a)z': S obzirom na prirodu pretpostavljene funkci-
je R@® mora da je R<KRw i R <K w?R te je

= —wR sinY (4)

X x=-2w /ésinY’~—wQ/(?cosy’ (5)

Funkeciju J(CX.fC) treba aproksimirati prvim &lanovima Fourier-
ovog reda u oblikm

J((T,Oé>= f(R cos‘lj-isfnY’) ~ a,cos ¥+ B, siny¥ (6)
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gde su koeficijenti

DY
a,- J‘%J}(Rcosllj —wRsinPcos¥d¥

ar )
b, =J:l/-J ‘J‘(RCDSVT —wRsin¥)sin¥d¥
( o

Na osnovu prethodnog je
M +f(x %)= -m (2wR sin¥+w? R cos¥) +a,c08¥+b,ysin¥ =0 (8)

odakle sledi da mora da bude

mEQ): ay

2"%é60==£% (9)

Na primeru Van der Pol-ove jednadine pokaZimo primenu ove
metode.Za Van der Pol-ovu jednacéinu Je

. P 2 .
3, %) =00 - (o p2eY) &= wlR (- %Lb)sinY+BCosY’—E;j—ofsin3}o (10)

odnosno

o=k b, = Rw(oz~2_:&)

(11)
Uporedjivanjem sa (9) dobijamo da jJe
* R/, R a4
- ) Y m (12)

. ‘ L
Za (R;O dobija se stacionarna amplituda psﬁz\,t/; «Smenon
g":P i A(i:zzzn jednadina (12) se svodi na jednadinu

. 4P
G4=2(2-F) (13)

koja razdvaja promenljive i moZe da se napiSe u oblikm
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dy  d ”
- B “m 4
-yt m -
odakle se integraljenjem dobija
4ol A
g% oL . (15)

/- (1- 4% )e™
gde Je g;EQ‘ za 9’0= Qf Vratajuéi se na podetnu promenlji-

vu R dobijamo amplitudu oscilovanja u oblikm

R

Rl = === (16)
s+ -t
\i-[-(5)]e "
odnosno reSenje u obliku
x(H)= Rst coswt (17)

I-I-T]e !
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S5eMETODA N MoKRILOVA I NeN.BOGOLJUBOVA

Metoda Jtpasoba - Bozoapdohd je asimptotska
i primenjuje se za nalaZfenje reSenja sopstvenih oscilacija
sistema bliskih linearnim.Ova metoda dobila je Siroku pri=-
menu u radovima K/auﬁo ba’ s Bowawdoba Mum/aénoﬁécyoa
i njihovih udenika.Pokazaéemo osnovau ideju i postavke ove
metode na primeru diferencijalne jednadine oblika

2

22X, =€ 72(&,:%5) (1)

Lin,

gde je € mali pozitivan paramebtar.dMetoda se zasniva na fi=
zidkoj pretstavi karaktera proulavanog oscilatornog sistema
kada nema poremebaja.Kada je <&=0 steje kada otsustvu=

je poremeéaj osculovanje je Cisto harmonijsko oblika

x=ccos ¥ (2)

83 kons‘%ntnom anplitudom a4 i jednakopromenljivim: faznim
uglonm

da. ¥ _ 0

at 9 dt (3)

Pojava nelinearnog poremeéaja dovodi do pojave wu reSenju
jednagine (1) viSih harmonika,uslovljava zavisnost trenutne
frekvencije d¥ od amplitude,a moZe da izazove i sistemat~-

, dt
sko uveCanje ili smanjenje amplitude oscilovanja u zavisno=
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sti od energije koju apsorbuje ili odaje poremeéajna silae.
Svi ti efekti isdezavaju u graniénom sludaju &E=0  Uzima=
juéi to u obzir reSenje jednaline (1) traZimo u obliku re=

da po stepenima malog parametra u oblikm
x=dcosV+& U (@¥) +E2 U (a,¥)+ ©(8)

gde se A, @¥) 4 Ah(a,¥) 4eeee Javlijaju kao periodilke fun-
keije ugla Y ,perioda 2% , a velidine a i Y kao
funkcije vremena odredjuju se iz sistema diferencijalnih
jednaina

:TZ_~5JQ @+ @+

.‘i‘;:a).;.&%,(a) y &2 PDg (@) + - -
d

Na taj naéin nalaZenje asimptotske aproksimacije reSenja

(5)

Jjednadine (1) svodi se na izbor odgovarajuéih izraza za
funkeije 4;(a¥) , A @ i B.(a) tako da izraz (4) u
kome o i V¥ bivaju zamenjene funkcijama vremena,ko=
je se odredjuju iz jednadina (5) ,bude redenje podetne jed=
naddne (1), v

Kada su nadjeni eksplicitni izrazi za koefi-
cijente razlaganje u izrazima (4) i (5) pitanje integralje=
nja jednaline (1) svodi se na prostiji sludaj integraljenja
jednalina (5) sa razdvojenim promenljivim(argumentima),koje
omogucavaju izudavanje pbmoéu poznatih elementarnih nadina.

Odredjivanje koeficijenata redova (4) i (5) ne
predstav.‘l’da principijelni problem,ali s obzirom da formule
vrlo brzo ‘posta;ju sloZene,to praktiéno efektivno mogu da
budu nadjena samo prva dva &lana.

Zadriavajuéi u redovima (4) i (5) same prvih
m ¢lanova te.j. stavljajuéi da je
X = QCos‘//-;-Zé"’,L(‘;(a,‘l’) (6)

<=4
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i
dog & ‘.
aT—z:é @) .
. (7)

%= 7%, +._Zm_<f'éoj?)"(a)

dobijamo aproksimacije prvog drugog i te.d. ili uopste ne
tako velikog reda.To je zato jer je poznato da se prakticna
primena asimptotske metode odredjuje ne osobinama konvergen-
cije redova (4) i (5) pri m —> , nego asimptotskim oso=
binsma za zadat broj ¢lanova m kada <& - O .Neophodno je
samo to da pri malom & izraz za (4) daje dovoljno tadnu
aproksimaciju refSenja jednadine (1) i za dovoljno dug peri=
od vremena.Zato se obidno redovi (4) i (5) pretpostavljaju
kao formalni,neophodni za nala¥enje asimptotske aproksimas
cije (6). . k
NalaZenje asimptotskih aproksimacija moZe se
postaviti i stroZije kao nalaZenje takvih funkcija AL (@,¥),
S@ i P(@ aa bi izraz (6) u kome se funkcije vre=
mena a i V¥ odredjuju jednadinama m=tog pribliZenja
(7) zadovoljavao jednadinu (1) sa tadno3éu do malih velidi=

4
na reda <"

U posmatranom slulaju jednadine (1) mogude je
bilo ustanoviti konvergenciju redova (4) i (5) pri veoma
opStim nslovima postavljenim za funkciju.%cr%%?7. Ali s
obzirom da ¢emo dalje imati sludaj kada su posmatrani redo=-
vi divergentni,tohmi ovde neéemo vezivati izlaganje metode
nalaZenja asimptotskih aproksimacija 8a dokazivanjem kone
vergencije i zato demo redovima po stepenima malog parame=
tra davati formalni smisao. | |

Napomenimo i joS nekoliko redi ® proceni &re=
‘éke.Iz dinjenice da dobijeno pribliZno refenje zadovoljava
jednadinu (1) sa greSkom reda <™, to i pomoéu majorira=
nja moZe se utvrditi da ¢e otstupanje pribliZnog reSenja
od odgovarajudeg tadnog (uz saglasnost poletnih uslova)
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biti ogranideno velidinom reda £™"'4 i na taj nadin razlika
ostaje mala za ma koliko.velike vrednosti &£ ,samo ako je
£ dovoljno malo,

Pitanje strogog obrazlofenja asimptotskih meto=
da pretstavlja poseban &isto matematidki problem koji ima
zhalaj za teoriju diferencijalnih jednadina sa malim para=
metrom. '

Nalafenje funkeija A @Y) , (@ i oB; (@
sadrZi u sebi izvestan stepen proizvoljnosti,a da bi odre=
djivanje tih funkcija bilo jednoznaéno moramo posté.viti za,
njih dépunske uslove.dedjutim i izbor dopunskih uslova je
proizvoljan.Kao dopunski uslov mi biramo uslov da u funk=-
cijama /U,;(a,‘/’)‘ otsustvuju priri harmonicistejs potrebno je
da bude zadovoljen sledeéi uslov

29 \ |
zf’“ﬁfwe‘ d=o (4% | (8)

i= V1

8 fizidkog gledista to znadi da smo velidini a dali smisao
potpune (pune) amplitude prvog osnovnog harmoniks oscilova=
nja.Diferencirajuéi izraz (4) i uzimajuéi u obzir izraze
(5) s nalazimeo

fl—fuawsmw +<SZ;)4 (@) cog¥ -~ aej?)(a)sm‘/‘vw) ’j—i-

au,_
+& 2:;9 (a)CO.s‘i’—acT) (@sin¥- J)(")a'u' +p13Ca) a,L/, aV’ +E. .

2—{; = - quo*cos¥ +£{-26()«.)Q4Sin‘/’-24)aq75 COS\P—#(,()”;#}_;-

+£"{(v‘34g§4’a$f— 2ewady, )eos¥ ~ (2wl + 24,5, +

M Sl ] b
+ﬂ a)smY’+ 24)“,0 _,,sz3 &y«z aw2}+£ .
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Desni stranu jednadine (1) uzimajuéi u obzir (9) moZemo da

napifiemo u sledeéem obliku

é/(vc,a,{) é'}é(acos\" -awsin¥) +& [,u(a V')/(acosY’ masmY’)+

(10)
+ (J{- cosY — aJB sin¥ + CO )72 (GCO\SY’ au?sm?)j-;—

P ED e

Da bi posmatrani red (4) zadovoljio podetnu jednadinu (1)
sa tadnodéu do malih veliSina reda <7 s neophodno je iz-
Jjedngéiti koefici'jente uz jednake stepene £ sa leve i de=
sne strane jednadine (1) do &lanova m=-tog reda,ukljudujuéi
i1 ¢élanove m-tog reda.Kao rezultat dobijamo

. ifz wi)= o (a%)+2m_;9,bsm)"+2a)av% cos¥  (11)
: (<=4,2,3- m)
gde je oznaleno

)Z(C’ Y) }é(acos‘l’ —-aw sm‘f')
)g(a ¥) = /U4(q ¥ % (czcos‘l’ acosmY") -f-[J r:os‘;V._J? asinV+ aya;f{ X

12
x»?é:(acos\l’)—awsinv’) +(033, —uQ., Ta") cos ¥V + ( )
Ay Sus,
+ (Zﬂ,ej?),, + A, Caj;zl'%’ a)sinY’— 2005%4;;8 ~ 2oy,

o%?

00 0000000030000 00GCRIYGLEIVOCCCQROOOCYTD
Vidi se da su funkcije ){ (@) periodiske funkcije promenlji-
ve Y  sa periodom 2J i zavise 0d a .

Da bi smo odredili eﬂ @) 975(0') i M%)
iz prve jednadine sistema (11) ra§1021mo funkei ju % (a,¥)
u Fourier-ov red

) + - .
%(a,yl)-.-z %(m)) eimY (13)
m= .

-
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gde je
(m)

[ (a) = 73 (@) e | (14)

a funkeiju A, (@) potra¥imo u obliku

U@ = Zu“”)m e (15)

me=~2

pa izraze (13) i (15) wuneseme u prvu jednadinu sistema
(11) dobiéemo

fw“(4~mz) M) et f Tﬂ ((:; e""’w,«. 2wk, sins (16)
" m + Deoadh,cos¥
odakle Je
e4m‘l’ 25
YIRCADE MZ: m‘f%(acasw ams,nw)e y/ (a7
(m#x4)

i adr
UQ4 @ = —MJ fﬁ(aws‘/’ awsiny) sin¥d¥

25 (18)
fgb @ = —232)—— %(acos&" awsin¥) cos\¥d¥ |

Na slidan nadin refavajuéi drugu jednadinu sistema (11)

dobijamo
e+ mY 237 ¥
M,@,¥) = Zm f}f(a we "y | (19)
m_—,-
(m#h)
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25

ﬁz(a)’—'—ﬁ; {Zc}hg?)ﬁaq a{ﬁ f[/u (a,¥) %Cacos‘/’-awsmﬁw‘

1dat ZJILO

+(H cos¥-a Joysin¥+ w%")% (aca.s‘lg-auSsin\P)] sin¥dY¥

2 (20)
ijd(a):- 2——4‘:-){&3): Z‘Q"' j‘f “zsjwa f[,{-,l (a, 30)7@ (acos¥- awsin ¥) +

+ (}4 cosY'— 01(754 sin¥+ g—-i’(’))é(acas)g— cvup.sin\l)_)]ws Yo

Pri reSavanju veéine praktidnih zadataka za sastavljanje
asimptotskih aproksimacija sasvim je dovoljno da se ogra=-
nidimo na prvu aproksimaciju koja moZe biti predstavljena
u obliku

>x=dcos¥ (21)

gde se a 1 V¥ odredjuju iz jednadina prve aproksimam=
cije

da

gi—z) QQ+C?J34CQ)

u kojima su Ji(@ i  J3(a) odredjeni formulama (18).

U

(22)

Ui

Ove jednadine prve aproksimacije je moguée dobiti i dru-

gim metodama.
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6 JMETODA KRILOVA=BOGOLJUBOVA-MITROPOLJSKOG
ZA NALAZENJE RESENJA NELINEARNE DIFEREN-
CIJAINE JEDNACINE SA SPORO PROMENLJIVIM
KOEFICIJENTIMA ’

Ova metoda se primenjuje za nalaZenje redenja
diferencijalne jednaline oscilovanja sistema sa jednim ste=
penom slobode oscilovanja i sa sporo promenljivim parametri-
macletoda se zasniva ns asimptotskoj metodi Krilova=Bogolju=
bova.Da bi smo pokazali sultinu ove metode posmatrademo di=
ferencijalnu jednadinu sa sporo promenljivim parametrima
d_t[mce')gz—]Jr £y =&t (g, 5F) (1)
gde je & mali pozitivan parametar, P$=cf "sporo promenlji-
vo vreme".Pretpostavljamo da su koeficijenti jednadine (1)cc®)

m@) o a takodje i funkcije F (@;oc,f/'z’—c) diferencijabilni
i da su u intervalu 0« %</ s M) i £(2) pozitivne

funkcije sporo promenljivog vremena.

Pretpostavka o sporo promenljivim parametrima
sistema kaZe da se oni veoma malo promene za period od jed=
ne oscilacijeo. .
Jednovremeno sa jednadinom (1) proudimo i jed-
nadéinu.

d’x

m e [ =
(‘Z“)d{2 + AL£CT)x =0 , (2)



: 62,
gde se parametar € posmatra kao konstantna veliina=parame=-
tar, a sa tim i m(%) i £(2) kao konstante zZavisne od para=
metra 2 JJednadinu (2) dobijamo kada u jednalinu (1) stavi=-
mo da je <£=0 i % posmatramo kao konstantni parametar ko=
ji ne zavisi od vremena.Jednadinu (2) éemo nazvati neporeme=
denom jednadinom koja odgovara jednalini (1).

ReSenje jednadine (2) neporemeéenog oscilova=

nja je éisto harmonijsko oblika

x=a cosV¥ \ (3)

sa konstantnom amplitudéem i frekvencijom

oo Hew | )

gde su ‘f=ﬁg)£+>o ’ a):; ﬁ_g._i?) s 9\;

Pojava nelinearnog poremeéaja,a takodje zavis=

= conste

nost parametra ¢ kao "sporopromenljivog vremena" od vreme=
na dovodi do pojave u reSenju jednadine (1) dopunskih &la=-
nova u poredjenu sa formulom (3).Tako sada amplituda neée
biti konstantna, a ni frekvencija koje ée zavisiti i od
sporopromenljivog vremena.Uzimajuéi sve to u obzir, _prirod-‘
no je da refenje jednaline (1) pretpostavimo u vidu reda

X = cosV +¢s,¢(4(éja,y»)‘+52,¢/z(9;ngo)+.... (5)

u kome su £ (%a,¥) 5 44(20,¥) s..» Dperiodilke funkeije
ugla ¥ perioda 27 ,a velidine a i ¥ kao funkeije
vremena pretpostavimo u obliku

;,dfwéo@('eja) +£".;Qz('?,a)+-- .

d¥

6
J7° @W(2) + 50/34&*;@ +£2J526’2;a)+ cee (6)
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gde je wW(2)= J'e ((2‘> - ="gopstvena" frekvencija proulavanog

pscilatornog sistema, %=c?¢ .
Kako pretpostavljeni redovi sadrZe u sebi mo-

guénost viSeznadnosti to usvajamo dopunske uslove oblika

2r

jum(?a»t))e T¥eo (VT metgm) (8)

Uvodjenje ovih uslova je ekvivalentno uslovu da a predsta=
vlja punu amplitudu prvog osnovnog harmonika.
Diferenciranjem reda (5) nalazimo

dx a’a. alls, g2 244 L Y
= ¥ 1, g2 P4, ard. al, 2D
dé {cos +6 aa * j +df [aSIﬂ)u-}e ayj +& ay/a'}' j +

2;3/”4 334{3
+< ar T¢ 3%

g_sd{‘z{cosy"_é.al&*eﬁaﬂz*, J.f.dyzf asmY.;-éQé/i-pé" ug } +

d I, 2
(e St e B i Loy B e o

/di' [acas)"+¢'§;{; ziﬁz ] 2 [ézaaae 3;::: +'-'-j+

23U, 2P 29Uy 1%,
*2a/t [5 S5y € STay T f tE S e oy T

Uzimajuéi u obzir jedna¥ine (6) nalazimo

(JLQJQq BJ?l FEZ L.

ah‘ﬂ aa
Y _ dcom aJS, 2P
dét” +e (’44 sa T 37 + &>

(32~ é"‘JQ + &3 (10)

- chwe e [ﬂ o A BT r e

(d‘;f)= W) + 26w B, + 6"‘[_:]342 +.249(?)_732]_,_54_‘_ i
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UnoSenjem izraza (5),(9) i (10) u jednadinu (1) i izjednada=-
vanjem koeficijenata sa leve i desne strane uz jednake ste-
pene & dobijamo sledeéi sistem jednadina

meny[2e 4 (S oas,] = /Z (®ay) + 2meyw@Aysint + 2m@)uo@eh,cost +

oya
+ ___’____[m‘(,/r;w(?)] asin¥ (11)

2 adq
mt%)[-aj’-‘!; +af(’z*),%_]= %(Z;a,)v) +m(?)[2a)(7~)a.i)>z - i—-f' 094 —Oc% - _.J -

2]

=
_ dm@ A st‘i’ + mca)[zco(@)ﬂ,,wﬂ b, +azs" B‘ +
dZT  m®)
a’m & adb . \
‘)Q (z fn(?')] sin¥ (12,)
gde su uvedene oznake
f@a¥) = F(2,a cos¥, -awsin¥) (13)

%Z(z}a,\/’) e acos¥, - awsin¥) Ly + Fm,(z acos, —oWIsint)

. o4, o4, a’;a,
Ay cost - By sint + 2 w0 - mw[2 e @) 250 Aoy
odd, W) dmE)
2320 d + 5 e A00) 25 > T - i)
- (19)

Iz jednadine (11) uzimajuéi u obzir uslov da 4%9,¥) ne
sadrZi prvi harmonik nalazimo izraz za
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a9

— e"'”y) -cnY’ Jy
M,@a¥)= Nﬂng 4%15/72 (za¥)e (15)

Iz uslova da 4, (?,q,¥) ne sadrZi prvi harmonik dobijamo iz-

TrazZe za ﬂ(?“,a) i J34(eja) s

2
- d[mmewcz)] 1 e
('JQ(Z a) 2m('e‘)coC2“) a7 23rm(?)m(?)[0(z,a,)“)5m)"a’¥'
4
T
(1) I, — f/z*awcosbbc/}” 16
= 20X MEOEA L) (16)

Na taj nalin u prvoj aproksimaciji imamo agsimptotsko reSenje
jednadine (1) u obliku

oc=a cos' (17)

gle se a i ¥ odredjuju iz sistema jednadina prve aproke

simacije
; | o
da__ __ca dm@w)] £ f %(i;a, ¥)sin¥d ¥
dt ~ im@w@ ~ de 2J @)@ A 3
20 '
ﬂ— - .__._.é__..__.f%(g*a yf)CosWa')"
dt =0e) Tm@w@a y 70T (18)

Jednaline prve aproksimacije moZemo da napiSemo i u obliku

da____<a dIm@ywe)] _ 2
AT Tmwon 3% IBa

= COe C'Z’,a/) ’ (19)

M
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gde su & (#a) i @,(?;a) redom ekvivalentni dekrement pri-

gusivanja i ekvivalentna frekvencija,funkcije amplitude
sporo promenljivog vremenas

29r ‘
E s P - f ;
% (Za) T f@ay)sinrdy

>

20

| (20)
an(fz,cz).—_coz(?) I (€a,¥) cos¥d ¥ :
e J/“'m{r)ac ¢ /
Iz jednaline (12) na slidan nalin nalazimo izraz za (,@a¥)
u oblikm
287
4 e f 7[ Ty (21)
=1 (Zay e’
Uy G Y) = o) Z*—,,, —n* )
a iz uslova da 459 ¥) ne sadrfi prvi harmonik doblaamo izraz
za aq (Ta) i % (7)a) u obliku
, _ S:B a d[m(?‘)ﬁ4] -
"Q‘(?;a)" zza(ea{.“‘ R+ 24,B, + mez) J

20
4 .
‘ T 2T m@ o) ,of fwasinyd?
| (22)
_ otk 4 [mmﬂ,]
c%,,(’zja) ; co(?)a[ 1), - afB) + _.7

mce)

29
1 f Ydy
- >a V) cos
2T Mm@ a 074(’ Y)

Asimptotsko reSenje u drugoj aproksimaciji moZemo da napi-
Semo u obliku

oc = acos¥ + EUH(2aY) (23)
gde a i ¥ moraju da budu odredjeni iz jednadina druge
aproksimacije

d 5}? C'a"a)+£" 2 (a)
| 51/)_”_ wee) + LB+ &* T (2a) (24)
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gde se vd4(2',a) i Jﬁ(’&q} odredjuju izrazima (16), JQ-,,CT,G)

i Ih(@a) izrazima (22), A, (a,¥) prema formuli (15).
Naglasicemo da u svim dobijenim formulama a i v

psmatramo kao konstantne parametre u sludaju integraljenja
po YV .

Uporedjujuéi izraze za prvu i drugu aproksima=
ciju sa rezultatima dobijenim u paragrafu 5. utvrdjujemo da
Jje opSta Sema nalaZenja reSenja u oba slutaja sasvim analo=
gna.Jednadine prve aproksimacije (18) ralikuju se od jedna=-
8ina prve aproksimacije dobijenih u paragrafu 5. prisustvom
sporo promenljivog vremena i dopunskog &lana

ca d[m@)we)]
2meE)w (™ J%

Na taj nadin ,u prvoj aproksimaciji spora promenljivost ma=
se i koeficijenta elastitnosti,osim naruSenja harmonilnosgti
uvodi i"dopunske sile" trenja, ¢iji znak zavisi od toga na
kakav nadin se menjaju parametri izulavanog oscilatornog
sistemae

Pri sastavljanju asimptotskih aproksimacijae
reSenja mi smo umesto integraljenja jedne diferencijalne R
jednacéine drugog reds problem sveli na integraljenje siste=
ma od dve jednaline prvog reda koje u mnogim sluéajevima'ne
mogu da budu integraljene pomoéu elementarnih funkecija, i
tada njihova reSenja moZemo da traZimo samo numeritki.Nume=
ricki bi isto mogli da integralimo i podetnu diferencijalnu
jednadinu, ali se javlja mogudénost pojave sistematske greS-
ke u toku numeridkog broraéuna.Numeriéko integraljenje
jednadina prve aproksimacije ne pretstavlija teSkoéu jer se
kod njih kao promenljive javijaju amplituda i faza,a ne sa=-
ma oscilatorna funkcija o oZa dobijanje potpune slike pro=
cesa ovde je dovoljno da se izraduna ne velika kolidina ta=
Saka rasporedjenih na relatiwmo "glatkoj" krivoj Sto sultine

ski mprostuje numeriku integraciju,jer je ta kriva obvoj=
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nica funkcije reSenja <o

' IzveSéemo jo¥ za neke specijalne sludajeve

jednadine (1) jednadine prve aproksimacije. _
Neka u izulavanom oscilatornom sistemu nema

trenja,tada jednalina koja opisuje kretanje ima oblik

d x _ o~

I [mCT) £]+,c(‘z”)oc _5/(3,90) (25)
U tom sluCaju jednadine prve aproksimacije imaju oblik
da_ _ ca d[me» w)]

a‘é 2m)wE) - d 2”

(26)
d‘/’ ,
JLTOD- zﬂ“mmvma f fEaY) caspd?

Ovaj sistem jednalina se moZe integraliti, pa iz prve jedna-
&ine dobijamo

ad= — 22 — 27
[mee) wie)] " (21)
gde je Q. pocCetna vrednost amplitude ‘za 4=0 ,Unoseéi na=
djenu vrednost amplitude u drugu jednadinu sistema (26)

dobijamo '

¢ .
Y= j W (2)dt : (28)
. .

gde Je
' g

I = S— e W¥)cosVdY 2
Q)=o) ol /"aﬂ & [meryomte ) (29)
Na taj nacin ,u prvo;j aproksimaciji oscilacije,koje se
opisuju jednadinom:(25) su "sinusoidalna" sa amplitudom
obrnuto proporcionalnom \m@wE) i fazom koja se menja
po zakonu (28).
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Kac drugi primer posmatrademo diferencijalnu
jednadéinu oscilovanja sistema sa sporo promenljivom masom
koja se nalazi pod dejstvom linearne elastidne sile c@)=x
sa sporo promenljivim koeficijentom elastidnosti i nelinear-

nog trenja koje zavisi od brzine i sporo promenljivog vreme=
na.Diferencijalna jednaéina oscilovanja ja teda

S| m@) 97 ]+/CC?')9C 67/(6,61% A (30)

U tom sludaju jednadine prve aproksimacije su
2

a___ _&a dim@wiz)] = & - )
At - T Imw® ~ dt AFMEODD kay)sintdy (31)
o

day_
@

JE W)

Iz druge jednadine odmah nalazimo zakon promene pune faze
t _

Y= fco(rz-)a,'é (32)

(]

Iz druge jednadine sistema (31) sledi da frek=
vencija oscilovanja sistema opisanog jednadinom(30) u prvej
aproksimaciji ne zavisi od amplitude, a zavisi samo od ka= -
raktera sporo promenljivih koefiéijenata m@ i <@ ,
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METODA FAZDYNE RAVETI
1.FAZNA RAVAN I FAZNE TRAJEKTORIJE

Stanje oscilatornog sistema sa jednim stepenom
slobode oscilovanja potpunije moZemo opisati ako jednovreme=

no posmatramo koordinatu poloZaja sistema oo i brzinu j;f

u faznoj ravwni.Fazne koordinate oc iV g—{% odredjuju faznu
ravan. |

Ranije izloZene metode ogranilene su u svojoj
primeni na jednaline koje sadrZe mali parametar.Medjutim
kada diferencijalna jednacéina ne sadrZi mali parametar te
metode se ne mogu primeniti,dok se metoda fazne ravni sa
uspehom moZe primeniti ‘i na te opsdtije diferencijalne Jjed=
naéine,

 Posmatremo nelinearni oscilatorni sistem,&ije
se oscilovanje moZe opisati diferencijalnom jednacinom ob=

lika

fz + f(x, ) (1)

2

gde Je ')e(x, dé nelinearna funkcija koordinate = i

de

brzine ¢ ,koja smenom =£= % j-
95 »koja sme 4=77 moze da se svede na si

stem od dve jednaline sa promenljivim ¢ i M :



8l.

—j—%: - ?g(x)g) . (2
Jx )
dt

=4

Oveakav oblik jednadina nam omoguéava nam da proulimo zavie

, snost puta(generalisane koordinate) i brzine(generalisane

brzine) na osnovu koje moZemo izvesti zakljulke o karakteru

| kretanja,koje izvodi posmatrani sistem.

Sistem jednalina (2) pretstavlja specijalan
sludaj sistema prvog reda opiteg oblika

¢4« Q(x)
dt d (3)

doc _
-C-Z? = o@(“‘,‘é)

Ako u Descartes-ovom paravouglom koordinatnom gistemu na
apscisnu osu nanesemo koordinatu «c ,a na ordinatnu osu
g:a’c sdobijamo f a znu r a v a n.Koordinate =« i
AA:’..X sufazne koordinet e
Tadku u faznoj ravni (gpasabod naocrocmero R

phase plane,Phasenebene) sa koordinatama oc i M nazi=
vamo reprezentativnom t ac¢komn.epres
zentativna tadka pretstavlja lik pokretne tadke ili mase u
faznoj ravni.Koordinate lika pokretne tadke u faznoj ravni
zadovoljavaju sistem diferencijalnih jednalina (3).Niz uza=
stopnih poloZaja reprezentativne tadke f‘ﬁ}_i }crivu liniju -
koja se zove fazna kriva
trajektorij a.Faznom trajektorijom ili putanjom
se nazive jer pretstavlja putanju lika pokretne tadke u fa=
znoj ravni.U faznoj ravni moZemo da definiSemo i pojam
fazna brszin a.Fazna brzina pretstavlja brzinu
reprezentativne tadke na faznoj trajekboriji u faznoj rawni.

| Vektor fazne brzine pada u pravac tangente na

faznu trajektoriju i ima koordinate
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% =Q.C=09)(°°)g>
?gg"’ g. = Q(x»‘;,f)

i intenzitet
- @%&57) + Q)

U specijalnom sludaju definisanom sistemom jednalina (2)

(4)

fazna brzins je

U=l pm

U vezi sa faznom brzinom interesantho je prou=
¢iti poloZaj lika pokretne tadke, a sa tim i ponafanje sis~
tema tamo gde je fazna brzina jednaka nuli.08igledno da u
tim talkema treba da su jednovremeno zadovoljeni uslovi

c?(x,g):o Q(x,y):O (5)

Takve talke u kojima je fazna brzina jednaka nuli nazivaju
se singularnim %t adkamnael tim tadkama
nije zadovoljen uslov Cauchy-jeve teoreme 0 jedinstveno=
sti refenja diferencijalnih jednadina.Singularne tadke sis=
tema imaju fizidko znalenje kao stanja ravnoteZe,stabilne
ili nestabilne,posmatranog dinamickog sistema.

Ako izdvojimo talke koje zadovoljavaju uslov
(5) i proudavamo sistem (3) samo za 8(3:,'(7):,&0 i Q@f)gj)*O ’
onda u opsStem obliku sistem moZemo da svedemo na diferen=-
cijalnu jednadinu oblika

dy _ Gy (6)
dx  Pecy) o

koja se dobija ako se jednaline sistema (3) podele medjuso=
bno.Integralne krive ove diferencijalne jednadine su fazne

trajektorije.Kroz svaku tadku fazne ravni u kojoj fazna
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brzina nije jednaka nuli prolazi samo po jedna fazna tra-
Jektorija,kao jedinstveno reSenje diferencijalne jednadine
(6) oSkup (familija)--faznih-trajektorija, integralnih krivih
Jednadine (6) naziva se faznim portreton
oscilatornog sistema u faznoj rawmi.

Da bi smo u opsitem sludaju integralnih krivih
(6) mogli da obijasnimo karakter krivih,karakter i vrstu
singulariteta, a sa tim i dinamicke osobine dinamidkog gi=
stema koji je njima opisan,korisno je prouciti iste na po=
sebnim primerima linearnih ili prostijih nelinearnih siste=
ma,.Posmatrademo hé.rmonijski oscilator sa viskoznim trenjem,

koji je definisan slededom diferencijalnom jednadinom

:x:+2§3'32 +wte=0 (7)
koja zamenom 50"3 prelazi u sistem
dd_ _ 2
Ti - Qé“g ~ w2

(8)
dx _ Y
dt

Singularna tacka ovog sistema je odredjens koordinatama
x=0 5 M4=0 eIzdvajajuéi singularnu tadku,sistem (8)
moZemo da napiSemo kao jednu jednadinu '

d4 _ -2ﬁ§g - W' | (9)
dax Y .

Da bi smo nafli integralnu krivu ove jednadine uveSéemo

_ s os d¥ dx p
smenu Y=-3Ix ,za koju je dz = z+x955 na osnovu cega
jednadina (9) postaje
’ ‘Cié — —-23‘2— wa
X e~ T 2
odnosno razdvajanjem promenljivih dobijamo

z dz - _ _d=x ’ (10)

Z%Z_?Iz-r-w“ =X
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Zavisno od odnosa O i W dobijaju se razlidite inte-
gralne krive,pa Semo jednadinu (10) proudavabi za razlidite
sludajeve odnosa o i w .
Kada je d< ,a to je slu'é’zaj malog otpora
viskoznog trenja jednadinu (10) pogodnije je napisati u ob-
liku

(z+ % Sdx __d=
oC

(RS G (@0 89 (Red)or (0§ (11)

8to integraljenjem daje

S _Z+3 x U'——‘;_——— 12
ili vradajuéi se na podetne promenljive

Vg Q ‘\f'—";i"""ia” *3"35%%:
Yir2dxy +wtat = (eWer3 VoS (13)

Fazna brzina je

’(9_ \'(233 + )% g

Radi lakSe analize oblika integralnih krivih zadatih izra=

zom (13) zgodno je uvesti nove promenljive
=231 x V= Aéu Sx (14)

tako da se sada fazna trajektorija (13) u rawmi (4, )
moZe da napife u obliku

2 2 _ a C{—g Al
arsp= 0 e\'* 52 (15)
Prevodjenjem jednadine (15) na polarne koordinate «=fcs),
V=¢sinP urami (S,Y) dolazimo do jednaline

g = @emr | (16)
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Jednadina (16) u rawmi (¢ ,¥) pretstavlja logaritamsku

spiralue.Za razne vrednosti integralne konstante ( dobi-
Jja se fazni portret integralnih logaritamskih spirala(slika
11 ). '

Tacka (g=0 9 Y=-or) ne moZe biti dostignuta
za konadno vreme.Takva singularnsa tabka,kojoj asimptotski
teZi pokretna tadka naziva se fokusom( ZiZom)e.
U literaturi se nalazi jo¥ i pod imenom spira 1 ne
t a & k e.Iz veze promenljivih (& ,) i faznih koordinata
(2 ,.g) koja je linearna moZemo zakljuliti da se karakter
integralnih krivih u faznoj ravni neée bitno izmeniti.Zna=
i da su fazne krive takodje spirale.Za male vrednosii izra-

za \I?I;gs—f karakter spirale u (M ,2*) rawmi je krug Jed=
nadine 2,22. ¢'* , a u faznoj ravni elipsa jednaline
g%, 2£o§g+apﬂo¢2 = const i to centralna,ali sa glavnim
osama pod nekim uglom sa faznim osama.

Na slici 31 a i b je dat graficki prikaz in-
tegralnih krivih u ravni (W ,2% ) i faznih trajektorija u
(2, #) ravni.Smer kretanja reprezentativne tadke po faze
noj trajektoriji odgovara smexru Pazne brzine,Sto je na sli-

kama oznaleno strelicama.Fazna brzina je

y :‘-gf-— (25’# +u92x,)af
iza x>0 1 4 >0  projekecija uz ort Z je pozitivna

a uz ort gf negativna 3to odgovara smeru oznadenom ng gli=

+ ¢i.U posmatranom sludaju singularna talka je stabilna ZiZa.

Kada je O« j,diferencijalna i‘édnaéina inte=
gralnih krivih (10) se moZe napisati u obliku

(z+8)dz 8'dz __dx (17)
@)% (82w) () -(-w?) =

§to integraljenjem daje
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L)
S CORC R (19)

vradanjem na fazne koordinate dobijamo

2 M+(0- Tt 7 [FTat ’ (19)
g +2ng . Cz[’ét +(8’+V§z_':pn):cc] o

Radi kradeg pisanja usvojimo oznake g, i1 g, tako da Jje

Z:g—mﬂ >0 i 22=$’+ 32o? / 2272 (20)

i jednadina (19) se moZe sada napisati u obliku

(490" C (y o5 | (21)

Uvodjenjem novih promenljivih «= 2'/ +9x i v= a4+ 2,2
jednadina(21) postaje

p 2/%,

a
v= C, = 0 U (22)

gie je a= 2,/9 >/ +Za (C;=0  integralna kriva je AL =
osa, dok je za (= ¥ - osa.0stale J'{.Etﬂemgralnre krive su
parabole,¥to zavisi od vrednosti (4 , a étc;se vidi sa sli-
ke 12 a.0sa 4 je tangenta na sve integralne krive u
talki Mu=0 , ¥=0 ,jer jJe a%%‘:o za U=0 ,35to Cemo is=
koristiti za odredjivanje oblika faznih trajektorija u (=X,
4 ) - rami.Jednadina « -ose je v'zg,uzac;o s 0dnosno Y=oy
a U = ose M=+ G,X=0 odnosno 4=-gx oNa slici 12 b
prikazan je izgled faznih trajektorija sa smerom kretanja
pokretne tadke po njima.Singularna tadka (0,0) je tad=
ka kroz koju prolaze sve integralne krive, pa se i naziva

¢ v or omd ovom sludaju je to stabilan Ivor,jer je smer
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kretanja ka Svoru i odgovara stabilnom stanju ravnoteZee.

Za O=0  integralne krive su elipse jedna=
dine gz-f-co%c’“:e s& singularna tadka je njima obuhvadena i pret=
stavlja centaxr, 5to se vidi sa slike 13 a.0vo su
zatvorene fazne krive i odgovaraju periodickom kibetanjue. Do
ovakvog zakljuldka se dolazi posmatranjem talke,koja se kre=
ée po trajektoriji i posle izvesnog vremena T dodje pono=
vo u istu tadku.

Na primeru obrnutog matematikog klatna moZe
ge pokazati singularna talka u obliku s e d 1 a.Jednali=

na kretanja u ovom slulaju je

X -wrsinx= X -wtx=0
odnosno

d4 _ = dx _
dr - @* dt °Y

Pa je jednacdina integralnih krivih
d4

ag _ 2 2
dax ¢

koja integraljenjem postaje

g’)._~ wﬁ 932 = C)

Fazni portret je familijs hiperboli pretstavljenih na sli=
el 13 b.Za C=0 integralne krive su g-:,tcox s, a za C#0
te prave se javljaju kao asimptote.Singularna talka je ti=
Pa s e d 1 a«Na grafiku sa slike 13 Db naznaden je smer
kretanja,odakle zakljudujemo da je talka ( 0,0 ) nestabi=~
Ino sedlo,do Cega smo mogli da dodjemo i analizom stabilno=
sti gornjeﬁbg vertikalnog poloZaja matematickog klatna.U sva=
kom realnoﬁi ktetanju poloZaj ravnoteZe ¢iji je lik u faznoj
favni tadka tipa sedla se javlja kao nestabilan.

Oscilovanje mase pod uticajem restitucione gi=
le jake opruge -uo* (ac)_—.—'(ozou/bac‘) zadato je diferencijalnom
jednadinom oblika
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2
%—% +olXx+p*=0

(23)

Uvodjenjem faznih koordinata g:ﬁ{?_&" ioc prethodna jedng=

¢ina se svodi na sistenm

él_é.:_ - d:n_ | (24
PRl CE -t )

Ovaj sistem jednadina, za o{oc+/5::c§4=0 i 4#0 se moZe napisati
kao jednalina integralnih krivih oblika |

ol = = (e o) doe | (25)

PR

éijim integraljenjem se dobija Jednalina integralnih krivih
u konanom obliku

2 15 ant
g Folx? + —Eﬁ =¢£, (26)
gde je f., konstanta integracijeeSingularna tadka faznog -

portreta je u tadki x:o,/C\I:o i predstavlja centar.Integral=-
ne krive presecaju apscisnu osu u tadkama za koje je isto=

vremeno
y=0
4 2d . 24 _ (27)
S—x*- =—==0
x'+ 5 /o
odnosno

Ll = rl/-;g‘ +f ;3‘)“... %’5 (28)

a ordinatnu osu u tadkama u kojima je g:i‘ A oPrema izrazu
(26) moZe se zakljuliti da su fazne krive zalveérene krive
poput elipse.Za male vrednosti 4 s & sa tim i vrednosti
@ o, 8lan pxY2  se mo¥e zanemariti u pribliZnom odre=-

djivanju karaktera krivih, pa se da zakljuéiti da su krive
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oblika elipsi.Za vefe vrednosti Z i oc imamo izoblidenje
elipsi sa porastom lana poc’/y JNa slici 14 a su prikazane
fazne krive za taj slutajeZa ovo kretanje zakljucujemo da
je periodilko,jer se reprezentativna talka krefe po zatvo-
renoj krivoj, te mora posle vrémena. T da ponavlja svoje
uzastopne brzine i polo¥aje.Vreme | je period oscilovanja
koja Jje funkcija amplitude.Strelice na faznim krivim pokazu=
Ju smer kretanja reprezentativne talke.

Ako je restituciona sila meke opruge data kao
~wq}/(nc)=~(dxfbac§) onda za sludaj kretanja materijalne tacke
pod uticajem te sile,integralne krive u faznoj rawni faznih

koordinata oc i g:o'c su zadate sistemom jednadins

d4 _ dax _
;,'g~‘(otoc~/5003) g (30)

odakle se dobija jednadina integralnih krivih u konadénom
obliku

2 2_ B 41__%/
+ol X' =
d 2 (31)

Presek ove krive sa apsééisnom.osom je za

=t oL\ 2. a
e 2
a sa ordinatnom esom za M= +V4 4 postoji samo za A70.
Fazne krive date jednadinom (31) prikazane su u rawni (o,

Y ) na slici 14 c.Vidi se da sve krive nisu zatvoreme,
ali da seku koordinatne ose ortogonalno izuzev u tadkama
na oac- osi u kojima je %(x):o s e =0 ioc=:‘:{%: ?
koje su singularne talke.Za X Zo0 i male vrednosti o« kri=
ve imaju oblik pribliZno centralnih elipsi,a sa udaljenjem
od talke x=0 ,krive menjaju oblik pod uticajem porasta
&lana - pxY2 'sa. porastom fazne koordinate o« b._Zbog parnosti
pe 2i Y integralne krive su simetricne u odnosu na koor=
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dinatne ose fazne rawni.ProuCavanje oblika integralnih kri-
vih moramo da ogranidimo na nekoliko oblasti.
Za $<o integralne krive su otvorene krive

(34)

4=* U-—Ml ~ ol oc®+ /2

i definisane su za
o )
ol 2\ 5 2 (35)

pri Cemu imaju dve grane koje podseéaju na grane hiperbole.

Za A=0 dvems granams hiperboloidnog oblika
gse pridruZuje i tadka =0 3 M4=O0
Za ‘ﬁ, >0 integralne krive su

ﬁf—tvg—dmﬁpx"lz (36)

i sastoje se iz jedne zatvorene krive i dve otvorene grane
ili iz samo dve otvorene grane. :

Za A= dY2p dobija se kriva koja je na pre-
lazu napred navedenih grupa integralnih krivih i naziva se
razdvojnom trajektorijom ili.:
sepatatrisomnsdNa ovoj krivo] je za x=o0 brzina
g=rd/\}':'a_r§ »a brzina je jednaks nuli za x==x\{J[p
teje u presecima integralne krive sa apscisnom osome

Za h <d%2p  svaka integralna kriva se sas-
toji iz tri grane: jedne zatvorene,koja okruZuje koordina=
tni podetak i dve otvorene neogranilene grane

Za ix>d9'/2[5 ne postoje preseci sa x =osom
odnosno mema tadaka kojima odgovara brzina jednaka nuli,g
integralne krive su dve otvorene neogranilene grane, kao i
8to je na slici 14 e naznaleno.Za x=p brzina je
M=% > d/Yzﬁ o

Ovde smo mogli da uwodimo da postoje tri vrste
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grana integralnih krivih i jedna izolovana taclka,pri femu

je jedna :’Lnteg‘ralna kriva na prelazu sve tri grane.Na faz=
nom portretu uwodavamo tri singularne tadke i to jedan cen=-
tar i dve sedlaste talke.Centru odgovara stabilno stanje -
ramoteZe,dok sedlastim tadkama odgovaraju nestabilna sta-

2y

nja ravnoteZe.Sedlaste talke se mogu nazvati i " r e pu l=-
z ivnim?" tackame ravnoteZe.Treba naglasiti da zatvore=
nim faznim krivama odgovaraju periodicka re%enja,a otvorenim
neperiodidka.U sludaju kretanja po razdvojnoj krivoj intere=~
santno je sraunati period Ty potreban za kretanje repre-

zentativne talke do sedlaste talke (Vot/ s 0)

jdm /M dimﬂx‘/z V—[“Lg(”"’ )/ (37)

gde je Bl x=5sinf , odakle vidimo da je T, neodredjeno,pa
za to kretanje i kretanje u bliskoj okolini sedlaste tacke

zakljudujemo da je sporo - da je puz an j ee

" Uzgred bi moglo da se napravi izvesno poredje=
nje u zavisnosti od amplitude oc i frekvencije oscilovanja
W za karekteristike —w"/(x):-(dac £pc®) oNa skiciranom
dijagramu sa slike 14 b Je prikazana ta zavisnost za li=-
" nearnu,meku i jaku oprugu.Za jaku oprugu S>>0 frekven=
cija raste sa am;pl'itudom, a 2za meku /540 frekvencija
opada sa porastom amplitude kao sto je na slici naznalenoe
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2 SINGULARNE TACKE T KRTTERIJUMI ZA NJIHOVU
KLASIFTKACIJU

Polo¥aji ravnotefe - mitovanja sistema sa jed=
nin stepenom slobode oscilovanja ¢ije kketanje opisuje jed=
nalina oblika

2
42+ feer =0 (1)

odgovaraju singularitetima diferencijalne jednacline

a4 ey | (2
oac #

U prethodnom paragrafu bilo je reli o singularnim talkama
i njihovoj podeli,a ovde de biti re@i o kriterijumima za
njihovu klasifikaciju i o njihovo]j primenu pri proutava=

nju ponaéanja sistema sa jednim stepenom slobode oscilo=

vanjae.

Posmatrademo opitiju diferencijalnu jednadinu
datu kao |
dy _ Gy (3)

Sa ( o Y, ) obelefimo singularnu tadku, za koju su je=
dnovremeno zadovoljeni uslovi g)(x,)yo)=0 i Q(xp,go) =0 o
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Svaku drugu tadku za koju jednovremeno Q‘ch,g) i @('x,g)
nisu jednaki nuli posmatramo kao regularnu radlku,tj. cne
nije singulatna.Ako funkcije PCxy) i QoY)  razvie
jemo u red po stepenima (x-wo ) 1 (4 -4.) dobijamo

d(%—ﬁo) = (°C -2Co) Q;(xm'go) 4‘(‘4*{4& Qé{-(‘r"zg") + Q‘ (T,ﬁ_) (4)
d(x-20)  (30-20) R, Yo) + (Y ~4o) E)’; (oo, Yo) + N7 (xy)

jer jJe Q@fo,y.,)=0 i J’(xa,go>=0 prema definiciji singular=
nih tadaka.Iz ovoga moZemo da zakljudimo da koordinatni sis-
tem (oc,g) ‘moZemo da premestimo u singulainu tadku i da
zato moZemo da razmatramo singularne talke diferencijalne
jednadéine oblika

i&: CI-PC/ ‘}'Qz(xl ) (5)

dac dx+bg +ZEC’(,€()

ne gubeéi pri tome opitost u razmatranju.Poicaré je pokazao
da diferenckjalna jednadina oblika (19) u kojoj su konstan=
te a,4b, £ 1 d  taekve da je determinanta A=ad -
-be + 0 1 u kojoj funkcije @Coc,a) i @C‘f»g) postaju nu-
la kao OC"M({‘ kada x>0 i 4 >0 , imaju singular-
ne tacke kao i jednalina

dg_ - coc+ O/i . (6)
dox dac4—bg

Takodje je Poincaré pokazao i koji su kriterijumi za razli-
kovanje tipova singularnih talska,a u funkciji konstanti
linearnog dela funkeija 5y i QGoy), a ,b,ci d
Vrlo retko se javljaju sludajevi kada Je determinante jed=
naka nuli u kom sludaju se dobijaju singulariteti viSeg re =
da i koji se razlikuju od onih koji se dobijaju iz jednali=
ne (6). | |
' Uslov A+ 0 Jje najleSée zadovoljen pa éemo
se zato i zadrZati na Poincaré - &vim rezultatima,izvode-
¢i samo kriterijume za klasifikaciju singularnih tacéakae.
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Iz jednadine (6) dobija se singularna tadka
X =0 ’ g-_- ,.g_- = C5c=p kada Je A F0O .Ova sin-
gularna talka se javlja kao jedinstvena talka linearnog sis=-
tema (6).0vaj podatak o poloZaju singularne talke ne koristi
mnogo u oblasti nelinearnih sistema,jer ne kaZe nisSta o pona=-
Sanju fazne krive u oblasti singularne tadke,8ak ni po line-
arnoj aproksimaciji.Zbog toga éemo nadéi relenje sistema

dx

- coe + b%
(7)
cgllz%: ALx -/—dg o
ReSenje pretpostavljamo u obliku
= Ce’"{' x = CV‘er%
; (8)
g=cae"* g = Core”

Kako je Qrt;eo sto ré¢Senje wx=0 , 4=0 nije obuhvadeno
oblikom (8)eZamenom relenja (8) u sistem jednalina (7) i skra=-

$ivanjem sa (€'t  dobijamo sistem

ér — dé=,. |
(9)
ro—- bé =QqQ.
odakle se ¢ moZe izralunati u obliku
p=X-a . _£ 10
b r-d (20)
Na osnovu (10) dobijamo karakteristifnu jednalinu
r2—(@+d)r +acd-br=0 (11)
éiji su koreni
(12)

Fij = _qu_g/ * V(C-%?’)z- ad+be
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Kako se iz jednaline (1l) vidi postoje dva kore=
na,a sa tim i dva koeficijenta raspodele by i éz_ koji se

javljaju kaso koreni jednaline

1
b3*+ (aéli)?a—/c‘ =0 o (13)

koja se dobija iz sistema jednadina ¢9) eliminacijom v .,
OpSte reSenje reSenje sistema jednalina (7) sada dobija ob-
1lik

xX = C',, e”’é + CL e’"*f

(14)
g = G ‘-2“49}';*“‘ Ozézeyié

Zavisno od gznaka i vrednosti korena Vv; i IV, moZemo da od=-
redimo karakter integralne krive u okolini tacke x=o0 , Y=0e

Zato izvedemo linearnu transformaciju koordinata

E= ol,OC-t-}‘b/«a

(15
"Z=)>'ac+g'g, )

pri Cemu o 4/, ¥, 8, 2 iy odredjujemo iz uslova
-da se sitem podetnih jednalina (7) moZe da napife u obliku

Js _
ek

d?._

A ML

Diferenciramo sistem (15) i izjednalimo ga sa sistemom jed=-
nadina (16) odakle dobijamo

(16)

oL(a-2) +pL =0 $a-p+8e=o
17
4+ (d- =0 7B+ 8(d -p)=0 @
iz koga treba odrediti koeficijente transformacije of , /5 s
& i & uz uslov da su razliditi od nule, pa treba
da su determinante sistema jednake nuli
!a—x s |

-\ _ - = . "
. d-l!"l (a+d)a+ad - be=0 (18)
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a-p < /= 2_ta+d d-hbe=0
}b o -4 o Caralp T a ~

(19)
Koko su jednadine (18) i (19) jednske po obliku i vrednosti-
ma koeficijenata sa karakteristilnom jednadinom (11l) to zak=
ljudujemo da je rn=A i =M oOdredivdi A i M mo-

Zemo da piSemo da je

y_Y'g*»d_ £

st =Sy < (20)
‘ 21

?é.—_;.y_}_:é-:.——{.c—— :-—){2 ( )

pa je lako pokazati da Je

X+, = — a-d

(22)

olN O

Xyl = —
odakle sleduje da se ), i )¢ Javljaju kao koreni jedna-?
dine (13) 8iji su koreni koeficijenti raspodele.Sada se for=
mule transformecije (15) mogu napisati kao

S /pCxry) (23)
/Z =d (-3(4::c+g)

a sistem jednadina (16) kao
dE -

dt ~ 8

(24)
d7 _

Razmatranje karaktera faznih krivih moguée je
vrlo lako sprovesti u ravni ( g 7 )2 sa tim odrediti i
vrstu singularne tadfke.S obzirom na linearnu vezu faznih
koordinata i promenljivih % i /Z s karakter faznih
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krivih u faznoj rawni nefe se znatno promeniti u odnosu ns

onaj uravni ( § , 7 )eKada pretpostavimo vrednosti kore=
na v, i 1, onda na osnovu toga moZemo odrediti inte-
gralne krive i vrstu singulariteta.

1%Veka su r, i Y, @realni i istog znaka,
pa sledi da za realne vrednosti o i Ié smoraju biti i
vrednosti za fg i m realne.

Jednadina integralnih krivih je tada

at _ 1 ¢t o ‘ 2
gde je a=0/r, >0 i jednatina integralnih krivih u konacénom
obliku je | |

/2': C’gq‘ | (26)

Za 0<0 <L 4 tangenta integralnih krivih je /»Z =053
(=0 )saza a>) tangenta je ¥ =-osa ( 2=0 )e
Na slici 15 a i b prikazan je izgled integralnih krivih
u ( g 'Y ) ravni.Vidi se da je singularna tadka & v o x
i to za negatiwme vrednoésti korema v, i r_ stabilni, a
za ry i1, pozitivno nestabilni &vor.

U ( % 5 4 ) ravni ose & i 9 imaju jed-

nadine
=¥ za -oc
d S (27)
y, =.J(,,Dc Za '2 - oc g

Urami (o, M ) fazne krive imaju izgled kao na sliei
15 ¢ 2za a>/ i sa negativnim korenimajsingularna talka je
stabilni Svor.Na slikama 16 © za a >/ i 16 h za a<i
i sa pozitivnim korenima i oK singularna talka
je nestabilni &vor.

2°Kada su 1, i r, realni i razliditog zna=
ke onda integralne krive wu ravni ( § ,*2 ) su zadate
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jednadinom

C
A (28)

gde je a=I|h/nl Jednadina pretstavlija familiju hiperbola
prikazanih na slici 17  bddse T i7 su asimptote
iza (=0 i (= pretstavljaju integralne krive.Tadka
°§=O 9y Y=o Je sedlasta tac¢ka i to nestabilno sedlo,
U rami (o s &4 ) nasliei 17 ¢ fazne krive su oblika
hiperbola sa asimptotama g=)&0€ i #4=rx ,koje su pre=-
slikene § i % osemnaravan ( = 4, 4 )e '
3%°Ako su koreni karakterisbtilne jednaSine ko=
njugovano-kompleksni i iznose V=oy+ib, , n=a,-4b, gle
Je (= sa a, i b, su realni brojevi,onda su za
realne vrednosti o i %} s ':%é i 7 konjugovano=koms=

pleksni.lMedjutim mogu se nacé¢i linearne transformacije za

g‘ i ,? u novim realnim promenljivim A i 2* sme-
nom
§ S ULV
2
’Z: ,L(-.-—AIZ)’ ( 9)

Na osnovu (24) moZ%emo da napiSemo
du -5
—— a AL -~ V‘
o (30)
30
gg: é,/u + 0,42}‘

Diferencijalna jednadina integralnih krivih u ravni (U, )
je tada

dv _ by+a |
— = _ = 1
C/u : ald(/" 54” (3 )

odakle ge dobija singularna talka U=0 , V=0 JRadi
lakseg geometrijskog razmatranja integralnih krivih moZemo

da predjemo na polarne koordinate uw ( 4« , v*) rawmi
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. 2
,u,:fcosya. 'z}_—fsinp (3 )

Odakle se dobija diferencijalna jednalina integralnih krivih

df_a, . (33)
3 dr |

iz koje se integraljenjem dobija

Q1o Qs
§=§°eb’(P m: Ceb?)o (34)
Ova jednadina predstavlja logaritamsku spiralu.Tatka 4=0 ,
V=0 se javlja kao asimptotska talka = ZiZa (fokus).Na
slikama 11 aibd i 18 a prikazan je oblik integralnih
krivih w rami (w,2 ) iurami (o, ﬁ)' u kojoj su
krive spirale s obzirom na linearnu vezu koordinata 4 i ¥+
sa x i Y . '

Za pozitivni realni deo @, ( pri Semu je
po nalinu formiranja korena) korena y, i ¥, sleduje iz
jednadine (34) da se talka udaljuje od Zi¥e te je to nes-
tabilne spiralna talkae.Za negativni realni deo a; singu=-
larna tafka je stabilna Z i % a , jer se po njoj reprezen=
tativna tatka pribliZava sa porastom vremena. .

4%V sludaju da je realni deo a, jednak nuli
gistem jednadina (31) jJe
du - X : Ui+ Vi const. (35)
du » 0
pa su integralne krive wu rawi ( « , Y ) krugovi sa singu-
larnom tactkom kao ¢ en t r o me Uzimajuéi u obzir da je

=L [ +c/n+8>;j] (35)
V= H-H)x +(/b-3>’<‘].7 |
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i zamenivii u jednadinu w2322 const. dobijamo
2 & o
& F oty ooy (L + =) =C (37)

odakle vidimo da singularnu ta8ku okruZuju zatvorene krive
ali o karakteru same singularne tadke ne moZemo nisSts da
zakljulimo. o '

%Za a+d+0 i ad-bc+0 sistem jednadina
(7) mofe da ima singularnu talku zavisno od vrednosti kore=

na n i n kako je to u tablici naznadeno
. R konjugovano
Koreni realni kompleksni
r{ « n negativni | pozitivwni | raznog
znaka
Vrsta stabilni | nestabilni| sedlo| nesta-| sta-
singula= évor Svor bilna | bilna
riteta ZiZa ZiZa

Ako uvedemo oznake
- p=—(a+d) 2= ad- b
-onda se koreni karakteristidne jednaline mogu napisati u ob=
liku

-7 2VE)-2 (38)

r

Sa c@ obeleZimo diskriminantu korensa,koja svojim predznakom
odredjuje da 1i je koren realan ili ne, a znak pH edredjuje
znak realnog dela kod konjugovano kompleksnih korena.
Urami (g 4p ) naslici 19 a su prokaza=
ne oblasti stabilnosti i obeleZene vrste singularnih tadaka
u tim oblastima.Kriva = 49 deli oblast ( g, o) ravni
na delove u kojima su realni i imaginarni koreni rn i 3
Za 9o oblast je nestabilna, a singglarne tatke su sed-

3

la,dok su koreni r, i 1, wuvek reaglni i raznog znaka.Za
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2 >0 digkriminanta o@ mo%e biti pozitivna i negativna
i krivs ‘¢02— 45 =0 deli singularne talke ZiZe &d Evorova.
Za p>0 i >0 oblast (g ,¢3) ravni sadrfi stabilne
singularitete :&vorove za P70 D>0 i tiZe za fa)o ,Q(O*;

a) pl
PF Stabilni &voroy;

$>0; D>0

0
p ALY

p>0 D<o
sedlq

stabilne Zije 2
he&fcbilneir‘ie Lnd

f<o <o

f’<0 @40
nestabilni ¥vorov; S1le19 a

5V('7Y‘ J':i-,{

)

centar éj=+4 fokus =+

S1l.19 b
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3.INDEKS SINGULARITETA

Poincaré je prvi uveo pojam indeks a
singularitet é.Po Poincaré-u indeks singularite-
ta moZemo ovako da opiZemo:

Izaberemo u faznoj ravni neku zatvorenu krivu
C,za koju pretpostavimo da Jje prosta, da nema dvostrukih ta=-
8aka i da ne prolazi kroz singularitete,a da u sebi sadrii
samo jedan singularitet.Zatim uzmeme neku talku S na krivej

€ i postavimo kroz nju vektor fazne brzine odredjen se dx
i 4% t]
d? Je
da:_ MW 1
I = o () dé = @ =y) (1)

i emnadimo sa (l£4) ugao koji vektor fazne brzine zahvata sa
pozitivnom apscisnom osom Ox .

| Ako se izvrii kompletan obrtaj po zatvorenoj
krivoj C,pokreéuéi tadku S u pozitivnom matematickom smeru
i ponovo dolazeéi u podetnu tadku,ugac &(£) ée se prome-
niti za 2%3' ,gde je<j pozitivan ili negativan ceo broj
a vektor fazne brzine de ponovo doéi u izabrani prthodni po~
1ozaj.Broa 4 senaziva indekson singula-=-
ritet agkoji obuhvata zatvorena kriva C.Ocev1dne je da

se moZe da napiSe za indeks singulariteta da je
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- Pl -QdP
ﬁd(acig )2J~'§6 0% P? o <2)

jer Je
f=are @% (3)
odnosno

5. H9-G4F - (4

D% P?
Ako je,naprimer j:‘-/’ to znaci da se vektor
polja = fazne brzine- jednom obrne oko tacke S u negativnom
matematifkom smeru,dok ista tadka S natini jedan obrtaj u
pozitivnom matematikom smeru po krivej C.Ako je 0/1':0 vek=
tor fazne brzine moZe da osciluje alj. ne pravi potpunu rota=-
ciju oko talke S.Ovakva definicija indeksa singulariteta je
prihvatljiva samo ako je taj indeks isti po vrednosti za bi-
lo koju krivﬁ koja obuhvata posmatrani singularitet.Ovo se
moZe pokazati izabiranjem druge krive Cs koja obuhvata singu=
laritet i ako krivu € prevodimo u krivu C’ pri demu ugao 4%

u korespodentnim tadkama S i S‘moZe da varira, ali poSto Je
indeks stalan broj,posle celog obrtaja se mora dobiti ista
vrednoste. |

Ako kriva C obuhvata viSe singuladiteta,onda
je indeks singulariteta krive C jednak zbiru indeksa krivih
koje obuhvataju pojedine singularitete.Za praktiéno reSava-
nje iﬁdeksa singulariteta moguée je uzeti kao krivu C elip-

su

(dac+bg)2+ (cac+d<4/)2=4 (5)

koja okruZuje singularitet( tadku ravnoteze).Ako su Q?(“‘c‘y)
i Qo 4) linearne funkeije
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(9)(90,27) = agx +bg
(6)
@(:r,g): ,coc+o/$t

onda Je =
dP= ada + bda.
d) = ,cclar.w—c/c/%f

3to zamenom u (2) daje

é}“—‘ be-ad xdy — 4cke | (7N
20 / (a:m-bg)ﬁ(coma’y}"

Za integraljenje po krivej C se dobija

. be-ad be-ad -
gt o

Pa sleduje da je Poincaré - ov indeks singulariteta (+1) za
vor,Z2iinu i centar,aza sedlo (=1),
dok je za regularnu tadku nula 8Sto je i naznadeno na slici
19 ©b.S obzirom da centri,fiZe i &vorovi imaju indeks (+1),
mogli bi smo pomisliti da nam podatak o indeksu singularite=
Ata nidemu ne sluZi.Medjutim vaZno je uoliti sledeée®ako je
indeks singulariteta unutar neke krive C jednak (+1) ili (=1)
‘mo¥emo zakljuditi da je krivom obuhvadeno jedno manje sedlo
ili viSe od ostalih singulariteta,8to nam je dosta korisna
informacija,jer znamo da integralne krive,koje prolaze kroz
sedlastu taCku su prelazne krive,koje odgovaraju granama
integralnih krivih razliditog oblika.
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4 GRAFICKE METODE

’ U veéini sludajeva nelinearnih oscilacija pri
razmatranju i proudavanju fainih trajektorija u faznoj rawni
Cesto se nailazi na nemoguénost analitidkog integraljenja.
Zbog toga postoji vide grafidkih pribliZnih metoda za nala-
Zenje integralnih krivih.Te metode u osnovi predstavljaju
grafitko integraljenje.Neke od grafilkih metoda su opitijeg
karaktera,a neke ogranifene na jedan oblik diferencijalnih
Jjednadina.Ove metode i pored svoje pribliZnosti mogu da pru=
Ze Zeljenu tadnost integralne krive.Takodje ove grafidke me-
todebomoguéavaju kvalitativau enalizu integralnih krivih.

4ele METODA IZOKLINA

Jedna od najopstijih grafickih metods je me=
toda iz ok 1lin a.lMetoda izoklina se primenjuje za na=
laZenje integralnih krivih diferencijalne jednadine drugog
reda oblika

2
G%if- + }e(r)g,;) =0 (1)

koja opisuje kretanje dinamidkog sistema.0Ova metoda se moZe



primeniti i na op$tiji oblik diferencijalne jednadine drugog
reda, ako se ona u opStem sluCaju pomoéu faznih koordinata
ac i y:ﬂ'c mo¥e da transformide na sistem diferencijal-

nih jednadina prvog reda oblika

dy._ ‘

= Gy - (2)
d P

d—@sd(x:g)

koje se mogu napisati u obliku

dy _ Q=g
T 5’“%1) = Ploe,y (3)

Ako stavimo da je A(xM)=q;-const ,dobijamo- jednainu geome=
trijskog mesta talaka u kojima integralne krive imaju Jednak
(isti) ugao nagiba tangente na integralnu krivu.Krive V(w,vk
=q; nazivaju se izoklinamae

Metodsa izoklina se sastoji u sledeéem:

U faznoj ravni se postavi familija izoklins
za razne vrednosti konstante a; .Presedna talka izoklinih
je singularna talka faznih trajektorija,jer u tim tackamsa
%—i ostaje neodredjeno,a te talke odgovaraju stanjima rave
notefe posmatranog sistema.Zatim, izaberemo tadku N; na
izoklini  a; (vidi sliku 20 ) kroz koju Zelimo da povu=
demo integralnu krivu i u njoj povulemo prave sa uglovaim
koeficijentima a, 1 Qs koje seku narednu izoklinu
sa uglowvnim koeficijentom ai,, u takama A i B .Pode=
limo,sada,luk izokline izmedju taSaka A i B na dva jed-
naka dela talkom N,,, .Sada lukom krive spojimo tadke N
i M,, tako da im prave sa nagibom a: i @i, u odgovam=
rajuéim talkama budu tangente.Isti postupak ponavljamo za
tasku N:,, na izoklini Qi &ime dobijamo tadku Nua na
izoklini Q;., sa uglovnim koeficijentom Qi 1 tdeNa
slici 20 mo%e da se vidi napred opisana konstrukcijae
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Za tatnije nalajenje integralnih krivih potrebno je da vred~
nosti a; i a;. budu tako izabrane, da su izokline blie
ske jedna drugoje.

Kao primer za nalaZenje integralnih krivih
metodom izoklina istu éemo primeniti na matématiéko klatno
sa viskoznim priguSivanjem.Pretpostavlijamo da je prigudivanje
srazmerno prvom stepenu ugaone brzine.dednadina kretanja tada
glasi -

fa—ZS’é +—;<"sinz=0 (4)
koja uvodjenjem smene 2 =2 daje sistem

g?= -2V - k2sing

o | (5)

at

iz koga se dobija jednalins integralnih krivih obliks

dv _ -28V - %ing (6)
dg s

Iz jednadine (6) se vidi da su singularne talke odredjene sa
v=0 ig=1% KT 5 K = 1,2, «e.olzokline su date sa

N ',-
TS G2y 2 (7)

odakle se vidi da su to sinusoide razlidite amplitude

0-- K _ | (8)

a; +28

Wa slieci 21 a date su izokline sa naznalenim pravcem tangen=
ti na njima.U izabranoj tadki N primenjujemo napred opisani
postupak od izokline do izokline i dobijamo grafilki prikazage=

ne integralne krive sa slike 21 be
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T ovom sludaju fazni portret je periodidan
sa periodom 2 ,i u intervalu koji se ponavlja ims tri sin-
gularne talke.iko je interval (- ,& ) onda on sadr¥i
dva sedlasta singulariteta i jednu tadku tipa Zife ili &vora.
Karakter singularnih taaka moguée je ovde i analitidki odre-
diti.Zato éemo da nadjemo koeficijente a , b , £ i d

koji iznose

@0 e/ (9)

b=/{ ) d="'23' ¢

pomoéu kojih moZemo da formiramo karakteristiénu jednadinu
na osnovu &ijih korena odredjujemo karakter singularitetas
Za singulaxitet - g2=0 Y =0 koreni

karakteristictne jednacine su

Vi = -8 % e (10)

¢iji je realni deo uvek negativan,te je singularna talka
stabilna.Diskriminanta D= S?- k* zavisi od odnosa & i
% JKada je O >K koreni su realni i negativni i singu-
larna tadka je stabilni &vor (slika 22 b)eZa O<K ko=
reni su konjugovano-kompleksni sa negativnim realnim delom,
pa je singularna talka stabilna Zi%a (spiralni centar).Sta=
nje ravnoteZe karakterisano ovom singularnom talkom je u oba

sluaja stabilno(slika 22 a)e

Za singularne tadke ?9_=§J\l' s Vh =0 i
9y = O, =0 koreni karakteristidne jednadine su
Hyp = -8 £ (k2+ 82 ' (11)

odakle se vidi da su realni i razliitog znaks,pa gu zato
singulaine tadke tipa sedla,a stanja ramoteZfe njima defi=-

nisana nestabilna.
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425 METODA LIENARD-A

Metoda francuskog inZfenjera Lienard-a.se pris=
menjuje se kod samopobudnih oscilacija i oscilacija koje se

mogu definisati diferencijalnom jednacéinom obliksg

G g o kig =0 (12)
koja se smenom %=kt moée da transformiSe na oblik}
d d'2., 2

=0 1
gde Jje )p(ad-,é =}e—/ﬁ f( gg) s za grafifko nalaZenje integrale

nih krivih i graniénih cilklusa,pomoéu kojih mogu da se izude
d2

svi oblici kretanja.Oznadivsi sa U= a5 iz jednadine (13)
noZe da se dobije jednalina integralnih krivih

- bt '
2. =2 ) (14)

na koju moZe da se direktno primeni metoda Lienard-az.
Metoda Lienard-a se sastoji u slededem:
Nacrta se u faznoj rawni (g ,2*) keiva

g=="P(%) (slika 23 a i b),a zatim se izabere tadka

u toj ravni sa koordinatama g i 2> Iz te tadke se po-

vude prava paralelna 2 - osi do preseka sa krivom 2:-%2})

i presedna tadka oznadi sa M .U tadki M spusti se normala

na @ = osu,koja se sefe u talki M' .0dsedak NM je

NM = 9+ ¥P()

s ° e bt ’ > > h'd
Sada spojimo presednu tadku M’ na 2 =osi sa izabranom tad-
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kom N ,pri tome je tangens ugla nagiba duZi M'N prema
osi ¢ jednak:

|

S .
"2+Wv)— tg ol (15)

=X

é?d =

3

Uporedjenjem izraza (14) i (15) zakljudujemo da je tangenta
na integralnu krivu upravna na duf NM' u tadki N ,%to sle-
di iz uslova ortogonalnosti dva pravca fgd%gelg_-r'{ =0
Na slici 24 je dat graficki prikaz Lienard-ove metodee.
Cela fazna trajektorija se moZe dobiti na sledeéi nalin:

Kroz tadku N povudemo odsedak upravan na du=
i M'N i na tom odsedku izaberemo novu tadku N, i odredimo
istim (kao opisani) postupkom tangentu na integralmu krivu u
toj tadki.Kao rezultat dobijemo izlomljenu liniju koje je uto=
liko pribliZnija integralnoj krivoj ukoliko su odselci manji.
Metoda Lienard=-a u osnovi je metoda odredjivanja praveca polja
u bilo kojoj tacki fazne ravni, a crtanjé integralnih krivih
Predstavlja aproksimaciju malih lukova krive malim duZima.

| Postoji izvestan broj interesantnih sludaje=

va gde Lienard-ova metodz konstrukeije integralnih krivih da=
je odmah integralne krive na osnova nekih uolenih osobing i
gde nema potrebe da se odredjuju poligonalne pribliZne krive.
Primer je sludaj harmonijskog oscilovanja ili sludaj harmo=
nijskog oscilatora sa suvim trenjem. ‘

U sludaju oscilatora sa Coulomb-ovim trenjem
jednadina oscilovanja Je

v o, [-T za g20 (16)
2+;{22:~(513n2)7_={+7_ e 2.40

odakle se dobija jednaling integralnih krivih u obliku

~—
-

do _-2- o) (17)
dg g ' .

gde Je
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T d2
Y = { whe = g0
-Ae za 5’5,’1«3

U faznoj ravni ( @ , ¢* ) nacrtamo dijagram A= -¥09) i zaklju=
Cujemo da su integralne krive delovi kruZnica,koje imaju kao
centre naizmenidno tadke O, i (b .Pri preseku integral-
ne krive sa ¢ - osom centar se smenjuje.

Jasgno je da se amplituda smanjuje za A, iz=
medju svakog sukcesivnog para poloZaja mirovanja 7%0,dok na
kraju masa ne dojde u mirovanje,kada @ bude izmedju + A, ,
tejes sila trenja bude veda od sile opruge.Prilofena slika

24 pokazuje konstrukeiju fazne krive u ovom sludaju.Broj
poluokretanja,koje izvr$i reprezentativna tadka na faznoj
krivoj je n=IAl/A, , gde je A poletna amplituda za V=0,

Drugi primer je Heissner-ovo prosto klatno
koje udara o neelastidan zid,tako da se vrednost kineticke
energije smanjuje u odredjenom odnosu pri svakom udaru.lNa
slici je dat izgled tog klatna sa obeleZenom koordinatom
nagiba zida.Smatramo da se kineticka energija pri svakom - -
udaru smanji za 50%,a2 da se pri svakom udaru promeni i znak
brzine .Ako je jednadina oscilovanja klatna X+%X=0,t0 su in=
tegralne krive kruZnice sa centrima u koordinatnom podetku.
Na sliei 25  su prikazane integralne krive za problem ne=
elastidnog sudara i to za o >0 i d=0 koje imaju diskon=
tinuitete,koji za 20 ,teZe talki xx=d , V=0 ,t.j. kla=
tno te%i poloZaju mirovanja.Sludaj o<0 se kvalitativno
razlikuje od prethodnog i posle izvesnog vremena konvergira
ka oc=0 o |

Na primeru samopobudnih oscilavija prikazade=-
mo primenu Lienard-ove graficke metode konstrukcije integral=-
nih krivih,Ovde je karakteristitno da sila prigufivanja - ¥(»»)
ima isti znak kao i brzina za mele vrednosti brzine, a su=
protan za velike vrednosti brzine.Sila u ovom sludaju utie

na povedanje amplitude oscilacije za mele brzine,a kada je
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brzina velika na smanjenje amplitude.Ova dva efekta suprotnih
tendencija uslovljavaju kretanje,koje teZi ka oscilatornome.
Neka se jednalina oscilovanja moZe da napife u obliku Van der

Pol-ove jednaline

,e . l .
2-¢(3-52°)+3=0 (18)
onda se jednalina integralnih krivih moZeda napife kao

dy- (-2 -2 |
dg == » (19)

odakle je -~V =&(W-13)=9 oDa bi dobili integralne kri=-
ve u faznoj ravni metodom ILienard-a nacrtademo krivu Z-ié‘(z}—v"’/b)
a zatim izabrati jednu tadku N(g,%) i naéi pravac polja u
toj tadki,a krivu aproksimikati odsedkom tangente u toj talkie
Integralne krive su na sliei 27 nacrtane za nekoliko raz=
liditih vrednosti &£ o

Za €=0 tatka M' Je koordinatni poCe=
tak,a integralne krive su koncentrilne kruZne linije sa cent= .
rom u M’ oZa ovo prosto harmonijsko oscilovanje singularna
talka je centare

Za &£>0 singularitet je nestabilns spiralna
talka.Iz Lienard=-ove konstrukeijemoZe da se vidi da su inte=
gralne krive blizu koordinatnog poletka i daleko od koordina=
tnog poletka spirale pri Semu obe teZe jednoj zatvorenoj inte=
gralnoj krivoj koja odgovara periodickom reSenju jednaline
(18),pri povedanju vremena t o.Ovo je va¥na osobina samopobu=
dnih oscilacija.Ovakve pojave prvi je proudavao Poincaré,koji
Jje ovakvom periodilkom kretanju dao naziv granicéni ciklus
ili ciklus po zatvorenoj faznoj krivoj.Ovakav zatvoreni cik=
lus sadr?i jednu singulainu taku indeksa (+1), tj. spiralnu
tadku.Kada &—» 0 zatvorena fazna kriva granilnog ciklusa te=
Zi krugue.Na priloZenoj slici 2'{ prikazane su integralne
krive,dobijene Lienard-ovom metodom konsitrukcije za <& = 0,13
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E =13 & =103 1 & = > Takodje su na slici 28 pri-
kazane krive 1#(£) 2a navedene vrednosti <& ,za sludaj ka=
da sistem osciluje sa malim poletnim vrednostima za 2 iz
Sa povelanjem <&  javljaju se vebe deformacije sinusnog ta=
lasa brzine.Za <740 su to ved oscilacije relakgsas=
¢ 1 j e.Pomoéu Lienard-ove konstrukcije nadjene su integral=
ne krive u sludajevim gde je -YW=siny 1 gde je - ¥(»)
graficki definigano kao na slici 2e

U sludaju da je -¥Y(») zadato grafilki kao
ng sliei 26 b,uolava se da &im bilo koja integralna kriva
dodirne pravolinijski segment 15,—12 ona je sledi sa leva na des-
no,dok ne dodje uw P, pri demu je * = const.Fizicko znade=
nje prigusivanja na segmentu 15,,.—13 znaci da se sila suvog tre-
nja na masu sama podeSava zavisno od velildine primenjene spo=
ljne sile opruge, a brzina je konstantna jer vrednost sile
trenja nije prevazidjena.Ako se -¥(») moZe da napife kao
";’Z, F(» , onda karakter kretanja zavisi od 1/k i za ve=
ée vrednosti K oscilacija ée biti skoro prosta,a za k malo
dolazi do pojave relaksacije.Kod slabe opruge javljaju se
trzajuée oscilacije.Za sludaj -Ya= siny javlja se mno=
go granidnih ciklusa koji su naizmeniCno sgtabilni i nestabil=-
ni. ‘

Lienard-ova metoda moZe da se primeni i na
diferencijalnu jednadinu oblika
. (19)
mox +7£(oc) =0
U ravni (= ’%() nacrtamo grafik funkecije )[(ac)/m kao na sli=
ci 27,7 tadki N u kojoj Zelimo da nadjemo pravac polja
povulemo normalu na o -osu,koja sede u tadki M krivu,a u
tadki P osux .Tadku M obaramo u talku A ,oko tadke P,

na o -osu.Tada je pravac polja upravan na dusi AN jer je

fgd: to g Nap< NP _ may
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gde je
roy Y P
gd“c/oc_ m

éime je dokazana izloZena konstrukcija.Fazna kriva se prema
ovoj metodi aproksimira poligonalnom linijom i to sa dovolj=
nom talnoséu,ako su tafke u kojima nalazimo pravce polja do-

voljno bliske jedna drugoje.

4e3e METODA PELLA

Metoda Pella se koristi za grafiCku konstruk=
ciju integralnih krivih diferené¢ijalne jednacdine

dy _ Yoy - £ | (20)

dz_ P2

koja se dobija smenom V= 2 iz diferencijalne jednacine

g+¥@g)+f@=o (21)

Metoda Pella se sastoji u sledelem:
U faznoj rawvni se ucrtaju krive Y=Y(»#) i
fcf(z) pri demu se ¥ nanosi u negativnom smeru 2 -ose

a J[(Z) u negativnom émeru V¥ =ose,t.j. crtaju se krive

g=-Y) <« »=-f@)

Da bi se naSao pravac tangente na integralnu krivu kroz bilo
koju tadku N fazne ravni,treba iz te tadke povuéi parale=
lu sa 2 osom do preseka sa krivom —f(z),i odsedak KL do
9 =—ose preneti na g =osu u negativnon praveu od ese 2
od talke ~ do tadke M ,ako je 7[(2) >0 ,a u pozitivnom
ako je 7[(2) 0 . |
Ponovo kroz tadku N povudemo pravu para-
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lelnu sa osom ¢ do preseka P sa - ¥Y(»¥) +Odsedak
RP do V-ose je P(») wu tadki N ,prenesemo u ta-
¢ku M do tatke S u negativmom praveu ¢ -ose,akd je
Y(3) >0 oZatim spijimo tadku N sa talkom S , te nor-
mala u tadki N na SN predstavlja tangentu ne integralnu
krivu u datoj tadki.(S1e30).

Dokaz ove izloZene metode se moZe pokazati

na slededéi nadin-

‘éjo( = AZZ = A7Z = s = - 1
SL  M[+SM  Pw+f(g) 9,

$to znadi da su du¥ SM i tangenta u N integralne krive

ortogonalne.Uzimajuéi tadku N, blisku talki M na tangenti

ponavljamo postupak odredjivanjs pravca polja i tede.,Cime

dobijamo aproksimativno poligonalnu liniju kao integralnu

krivu.Tadnost je uslovljena udaljenjem taSaka N 1 Ny

4o 4o SCHAFER-OVA METODA

Ova metoda se primenjuje za nalaZenje praveca

polja integralnih krivih oblika

d9 >

sa proizvoljnom funkcijom otstojanja —-J[(z) i funkecijom

- Y(») prigudivanja,koja zavisi od brzine.U faznoj rav-
ni ( ¢ , v )slika 31 a,crtamo krive =-f(p) i ¥=-¥g)’i

pravu =9 i izaberemo tadku M (g, ?*) kroz koju povu~
Cemo paralelu sa ¢ =-osom do preseka sa pravom g =% u
tadki R JKroz tadkn R povladimo pravu paralelnu ¢* -osi
i €iji je presek sa krivom = - P(9) tatka S .Kroz talku

S povladimo,zatim,paralelu sa ¢ =osom do preseka AY)
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sa osom 12¢ ,koji nazivamo polom.Sada ponovo iz tadke N,
povladimo paralelu sa 72* =-osom do preseka sa krivom
‘I}z—f(g) u {, ,odakle vulemo paralelu sa @ =osom
do preseks sa pravom kroz R u R .Pravac polja kroz tal-
xu N, je paralelan sa dusi R,V .Da je to stvarno tako,tre=

ba naéi tangens ugla 4 NVR, koji iznosi

2-2, (23)

o & NVR,= SRa Yo -F£(2) _ d»
g 4 N L /%m

SV 2, T dg
Racionalnu konstrukciju je mogudée sprovesti za ¢éitav niz ta=-
daka odjednom,ako sve talke N, budu na istoj visini 2 kao
na slici 31  be.Za sve tatke na istoj visini ¥ Je Jjedan
isti pol V i jedna ista prava.Na slici 31 b se vidi os=
novni karakter i konstrukecija za niz tataka N, sa istom
visinom 7 .Kad je u jednoj tafki odredjen pravac polja in-
tegralnih krivih,postupak se ponavlja za drugu tadku N;., na
tangenti kroz N, u blisku tadki N¢ .

4.5« METODA DROBOVA

Ova grafilks metoda se primenjuje na jedna~

dinu oblika

3—;[2'+2§2+qb(2)]+2+ Yoy =P (23)

gde su ¥ (9) i $(g) nelinearne funkcije,a O i A
. kongtante.Uvodjenjem smene

’l)‘=2' +232 +¢D(2) (24)

jednalina (23) se mo¥e da napife u obliku sistema
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2‘7?. =¥-259-d(2)

) (25)
¥_Ne.o— S

ar=h-2 F(g)

U rami ( gV ) jednadina integralnih krivih je

dv _A-2-¥(2)

do  v-289-d(2) (26)

Prema metodi Drobova u faznoj ravai crtamo krive

M =252+ 16D

i pravua

w= 9—2

i biramo uw rami ( ¢ 42 ) tallu N sa koordinatama (g ,
Vo )kroz koju hodemo da nacrtamo integralnu krivu.Iz te ta=
ke spustamo normalu na ¢ -osu(vidi sliku 32 a) pa je

NK = NG ~KG =22 -259,- P (g,)

i

[F=[G-FG =A-9.~ ()

Sada kroz tadku K povudemo paralelu sa ¢ -ogomzna nju na:de-
semo du¥ KP=[F=A-9,~¥3),i to ako je h-9-Y2,)>0 kao na sli=-
ci 32 a,a u negativnom smeru @=ose ako je A-9,-¥(9,)<0 .
Integralne krive su upravne na du?i PN ,t.j. pravce polja.

Sa slike se vidi da jJe

doo - A=2-Y@) _EP _ rd¥
ke %-289,~-P(2) NR (d2 °

‘MoZe se uoliti da sve normale na integralne krive u tadkama

koje se sve nalaze na pravo]j paralelnoj ¥ -osi,prolaze
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kroz istu tadku P .

Kriva u=9§2+qb(2) se javlja kao geometrij=
sko mesto talaka integralnih krivih u kojima su tangente ver=-
tikalne,a preseci krive V= )b(f) i prave W=A-9 kao tatke
u kojima su tangente horizontalne.



Iv Glava

STABILNOST OSCILOVARJA

1.STABILNOST KRETANJA I TEOREME LJAPUNCVA

Ako se stvarno kretanje podudara sa odredjenim
zakonom kretanja,onda takvo kretanje nazivamo n e por e m e-
¢éeno kretanje, za razliku od svakog drugog sa ko=
jim ga budemo uporedjivali, a koje nazivamo poreme é e =
n o kretanje.Otstupanje poremeéenog kretanja od neporemedenog
kretanja nazivamo por e m e é a j.Pod poremeéajem moZemo
podrazumevati i otklon sistema od ravnoteZnog poloZaja,a osci-
latorno kretanje ?oremeéenim skanjem ravnoteZe sistema.ﬁadatak
proudavanja odstupanja poremeéenih kretanja od neporemegenih
stvarnih od zadatih,pripada oblasti koju nazivamo stabilnost
kretanja.Poseban sludaj je kada izudavamo odstupanje poremeée-
nog od neporemeéenog stanja ravnoteie,a to je sluéaj izudava-
nja stabilnosti @tanja ravnoteZe.

Postoji viSe pristupa u reSevanju problema
stabilnosti kdetanja i stabilnosti/@oloéaja raynoteze,medju
kojima je najop3tija Ljapunovljeva teoriaa.Problem o stabilno-
sti kretanja u najopitijem obliku prvi put je bio formulisan
u doktorskoj disertaciji Jlany#ob-a pod nazivom " OSuas 3a-
gave od ycmocz wuboemu jfume»u.a, " (1892). Jlairﬂmmg je
u disertaciji razvio metode reSavanja zadatka o stabilnosti
kretanja.U &lanku " Z{cc.neogogayue oguo20 a3 0cod8 HHélx. c,gmeé
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30904 03 ycmo&vuﬁocmujbuwceuuz" ( Maw. cgo/oyulc 1893 = XVIIun.2)
.ﬂangyob je dao uslove stbilnosti pomoéu jednadina sa
varijacijama ("jpabnmmﬁ 4 bapusyusx. ") za nelinearne siste-
me Cije se stabilnost ne moZe izudavati pomoéu linearnih &la=
novae.

Ovde ée biti redi o stabilnosti poloZaja rav-
noteZe i kretanja(prelaznih stanja) kako je to Ljapunov pos-
matrac u funkeiji malih promena podetnih uslova.Definicija
stabilnosti po Ljapunovu polazi od &injenice da se dinamidki
sistem,koji je izloZen malim promenama poletnih uslova,vradéa
ili ne u pocetno stanje -~ ravwnoteZni poloZaj.Stabilnost kre=
tanja znadi zavisi od podetnih uslova,karaktera poremeéaja i
karakteristika sistema.Definicija stabilnosti‘ﬂﬂﬂgﬂog-a Je
opsta Jjer obuhvata stvarne uslove dinamilkog sistema i ispi-
tivanje stabilnosti sprovodi u odnosu na okolinu datih polet=
nih uslova.

Dinamidki sistem se moZe prikazati sistemom

Jjednalina
dz: ;
672'- = E(mhwf)"' ",OC,,) (“='I:2) S, ) (1)

sa podetnim uslovima o;(0)=2, 9 4 = 142,3,.00,n.22 stacio=

narno stanje istog sistema moZe se pisati da je

T L

J 52,"'.‘:&‘»):0 (4‘:'{)21"“2'1) (2)

Ako su reSenja jednalina sistema (1) u obliku ox;=x;(4) i
'ako je or;(0) wu blizini ravnotefnog poloZaja X to ponaSa=-
' nje funkcije oc;(4) mo¥emo posmatrati u odnosu na ravnoteini

' polo¥aj i uz transformaciju koordinata x.(f)=X; ngGQ jedna=
" &inu (1) moZemo napisati kao

d4: .~ . _ _
TR Ry, Frg) < f o the, ) (3)
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Ravnotefnom polofaju sada odgovaraju reSenja sistema /( 3) =0.
Definicija stabilnosti prema ﬂgnjum’: -u bazira se na \iirétpo-
stavei da postoji veza izmedju refenja poremeéenog i neporeme=
éenog sistenma.

Prema fanyrob <y dinamidki sistem je stabilan
ako se za proizvoljen pomitivan broj & moZe naéi drugi pozi-
tivan broj m &)  teko da budu zadovoljene nejednaéine

[4ei] & 7€)
PROIER: (i=h2 -, n)

za svaki trenutak vremena posle #=%, .

(4)

U teoriji oscilacija ova definiecija ima isto
znalenje kao i kod stabilnosti kretanja uopste.Prema ﬂanj/-foé—
-u stanje ravnoteZe dinamilkog sistema je stabilno,ako se za
zadanu okolinu <& poloZaja ravmoteZe,moZe uvek naéi oblast
7 (&) takva da posmatrana talka smeitena u podetnom trenu-
tku u toj oblasti ne dostigne nikad granicu < .

Stabilnost zahteva funkcionalnu vezu 7(s) 1
& oKada £ ->> moguba su dva sludaja: l. da Je 4;(t) os-
cilatorna funkcija kada je kretanje stabilno (prigulene ili
podriane oscilacije) i 2.da se 4:(4) asimptotski priblizava
ravnoteZnom poloZaju ili neporemedéenom kretanju kada je kre-
tanje asimptotski stabilno (ovakva stabilnost prelaznih stanja
u tehnidkoj praksi automatskog upravljanja je poZeljna).

U definici]i stabilnosti se Gesto umesto apso-
lutne vrednosti perturbacija mogu uzeti i kvadrati promene
podetnih uslova pa je

n 2 2
;&@42
(5)

x 2 2

Z /gp‘; & Pa (P) -

=1
Vrednost & ,u definiciji ﬂﬁ;ng wob =-a Jje takva da se za
donju granicu uzima beskonadno mali broj,a za gornju granicu
se moZe uzeti dovoljno veliki broj.Kada je <& dovoljno malo
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govori se o stabilnosti dinamiékog sistema u malom,a kada je
dovoljno veliko o stabilnosti u velikom.Uslov stabilnosti (5)
moZe se obijasniti i na slededéi nadin:

Ako se sva re¥enja sistema nalaze u zoni R ’
definisanoj koordinatama y,; (%) odgovarajuée perturbacije po-
getnih uslova moraju se naéi u okolini R, koordinatnog podet=
ka,ako je sistem stabilan.

Kretanje dinamidkog sistema moZe biti pretsta=
vljeno i sistemom jednaéina
dx;

J-'Z'— = E(fjx’,xzi....)xn) (6)

gde funkeije F; zavise eksﬁlicitno od vremena t ,8t0 je

sludaj dejstva permanentnih perturbacija na sistem.Pretposta-

vimo da su reSenja sistema jednadina (6)

x; = 0 (¢) i=423,. - .,n (n

za poletne uslove

t=0 Xy = oy o £=4,2 -0 50 (8)
Pretpostavimo da u podetnom trenutku promenljive imgju
vrednosti
Eoi_: WKop + M, . i:l)Q)....)n (9)

gde su uvedene nove promenljive oblika

X; = Cu(t) = 0uld)r Yalk) b (1e)

Ovako definisano kretanje Jje s t abilno ako za pro-
izvoljno mali broj & >0 ,moZemo da nadjemo broj 7@ >0 ,da
za sve vrednosti 4 >%, budu zadovoljeni uslovi iz nejednako-
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sti

|G@) - x®) & (1)
1% = | £ P42 n - (12)
Razliku iz izraza u (11) moZemo da obeleZimo sa

Y =g¢<z) T () - 2t i=d 2, -m (13)

i ona pretstavlja koordinate mogué e g kretanja.Mogu=
ée kretanje je odredjeno poni‘géu relativaih koordina.ta Gt{ y(f)

a™" nemoguce kretanje Jje odredaeno pomoéu relativnih koordinae-
ta g,;—_—o y5t0 je za mogufe kretanje poloZaj ravnoteZe.logu=
ée kretanje,odredjeno relativnim koordinatama g‘-(é) je po Lja=
punovu stabilno 2za vrednosti relativaih koordinata Mo=0

ako za veoma mali broj & >0 ,moZemo da nadjemo drugi poziti-
van broj ?(e) >0 ,tako da relativne koordinate zadovoljava-

Ja nejednadinu
lg‘-(al =53 : (14)

uz uslov da za podetne koordinate vaZi

PARYIS (15)

za svaki naredni trenutak vremena +2%. .Taj isti uslov sta=
bilnosti se moZe da napife u obliku

‘()4 .
;yé ¢ | (16)

Z’Sﬂu <9 *Ce)

za male & i t7t..
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2.LJAPUNOVLJEVA FURKCIJA PRVOG REDA

Kako je u vedini sludajeve nelinearnih siste=
ma nemogude integraliti sistem diferencijalnih jednadina (1)
iz 8l.1 , to je JA2nywob dao dve metode za analizu stabilno=
sti,koje ne zahtevaju integraljenje diferencijalnih jednadina
nelinearnog sistema.

Pomoéu jednadina (3) iz &l.l,mo¥emo da nadje-
mo brzinu neke funkcije V . koordinata g,; s 4 =192,3,0090l,
u obliku

dV_ &3V Juy; ” ‘

Funkeija V04,4, ~4,) mofe biti u obliku definitne,semidefini=
tne ili indefinitne forme koordinata g,.‘ JFunkcija V(gbg/z)---,y,‘)
definitne forme moZe se napisati u obliku

24 <R (2)

a nalazi se u oblasti n-to dimenzione sfere

£g¢z=22 (3)
oy _
Funkecija \/(g,,ga,----,%) ovako definisana mofe primati vrednosti
jednog znaka,a postaje jednaka nuli samo u tadkama u kojima
su sve koordinate 4; Jjednake nuli.Ovakva funkcija \/(AJ,,,AEIA,
Yy ) #4.) naziva se funkcijom ﬂzngﬁog -a prvog reda.
Funkeija V Jje semidefinitna ako su sve
njene vrednosti istog znaka,ali mo¥e da bude jednaka nuli u
raznim tadkama g,_- ,a Ne samo za M = 0o
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Naprimer funkcija V(g,,gz)=yf+2g,gi+ 4, Je semi~
definitna jer je jednaka nuli za Yi= Mo ®

Funkeija V ima nedefinitnu formu ako mo=-
Ze primati vrednosti pozitivmog i negativnog znake sa promenom
Y .Fﬁnkci;ja neparnog stepena je nedefinitne forme,dok 'za
stepenu funkciju parnog stepena opsite ne moZemo zakljuéiti.
Ne primeru funkcije promenljivih 4, , 4. i s pokazade=
mo oblike napred navedenih formi iste funkcije.Pozitivno de-
finitna forma je za V(4,4 4)= 4+ 45 + 45 gdok je za
Vs, 4,,) = Y24, S+l + 4 pozitivno semidefinitna forma.Nede-
finitna forma je u sludaju kada je \/(%,72):%2——#}_" ili
Vst 4y -

Posmatrajmo sé,da sferu

B (4)

i neka je V(4,4 ..., 4,) pozitivno definitna funkeija u
oblasti & .Oznadimo sa P najniZu granicu oblasti V

na sferi <& i onda moZemo da definiSemo sledeéu t e o r e-
m u: /m,’

Ako je 04C<P onda je\}/bovré,;:i:paf“ V(»g,,/c%,....
4,)= C zatvorena i ona okru’uje sa svih strana podetnu koor-
dinatu i nalazi se unutar sfere £ .Posledica ovoga je da se
za (<C, 4P povriina V(;f,,gz,»-g.,):C,, nalazi uwnutar povrsine
\/(gh%,... ) =C, 1nigde je ne tangira.

Ljapunovljeva funkcija prvog reda sa dvema
Promenljivim moZe se i geometrijski interpretirati.Zato defi=-
nisimo Ljapunovljevu funkciju V(ac,g) u oblasti
an‘_2= oca+gihé}2°‘
=9 : (5)
kao povrSinu u trodimenzionalnom prostoru |

Z; \/C:x:,g) (6)
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Zg ilustraciju geometrijske interpretacije priloZena je siica
na slici 33 ,povrine z- \/(x,g) u oblasti <& u rawni (x,y).
MoZemo sada da nabrojimo slededa svojstva funkcije Ljapunova
prvog reda sa dvema promenljivim:Krive V(xy)=C za razne
vrednosti (' dobija se kao projekcija na ravan (x,y) prese-
ne krive povrSine z=V(zy) i rami z=(C Kriva Vixy=P
ge dobija presekom ravni - P sa povrSinom z:\/(sc,y) .
Ravan x=P Jje najni%a granica povriine V  u oblasti &

Kriva \/(.ac)y): @ ;,2de je (@ gornja grani-
ca povrSine V u oblasti & ,se dobija presekom povriine z=
= V(x,4) sa ravni z=@Q i njena projekcija na ravan (x,y) obu=
hvata oblast & tangirajuéi je u jednoj tadki.

Teorema o stabilnesti stanja rawmote-
Ze.Ako je jednadina /ggggé/eg kretanja takva da moZemo naéi fun=

N\

keiju \/(y,,g%.... s 4n) definitne forme 3iji bi izvod po vremenu
bila funkecija semidefinitne firme i suprotnog znaka,onda bi
ravnoteZno stanje sistemé,édredjene vrednostima podetnih ko=
ordinata jednakim nuli bilo stabilne prema Ljapunovu.

Ako Je V(4,41,4,, - -4,) >0 sonda treba da
je %_\-/ 40 da bi stanje ravnoteZe bilo stabilno.

Oznadimo sa P>0 mnajniZu granicu funkecije
V(g,,;/,, - Y,) na sferi

Zyi=e | )

i kako je funkcija V(g,,yz,---f-. C%) neprekidna u nultoj tadki i
od vremena eksplicitno ne zavisi sleduje da dopusSta beskona=
¢éno malu najvisu granicu,tako da bi se P moglo usvojiti
kao vrlo mali broj,ako je moguée naéi takav radijus 7 >0
i takvu sferu

> yl=nt (e)

na kojoj bi P bilo najveéa granica na funkciji V tako da
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je za sve vrednosti gz zadovoljeno

L4 (9)

a sa tim de biti zadovoljena i nejednadina V(g,,%,-'-,g,l)é? .
' Za podetne koordinate /5/‘,- je

g/yz:é’zl (10)

11
\/o '—'-\/(gol,(go:z, et gan) .é:'—P ( )
APolazeéi od nejednadine ggv@,‘g{g,-'ﬁn) <O i njenim inte=-
graljenjem po vremenu u oblasti od nule do proizvoljnog vre=
mena + dobijamo

t
O/‘Vdf’- V(g,)%)....)yn)_\/(%ay%_.__) L)E0 (12)

Uzimajuéi u obzir prethodne nejednadine zakljucdujemo da Je

\/(ffuﬁa, o) E VYo Yo, - Yon) £ P (13)

znajuéi da je izvedena pod pretpostavkom da jJe %V(g,,--,g,,)éO.
MoZe se zakljuditi da funkecija V(y,,..--,yn) za sSve vreme kreta-
nja ostaje manja od svoje najnife granice na sferi.Sleduje da
za poletne uslove % . izabrane prema (10) posmatrana talka
neée izaéi iz oblasti <& sfere definisane izrazom (7),tejs
koordinate ,y,, moguéeg kretanja ée zadovoljavati uslov
iy?é. £ (14)
[T

L{=4

za sve vreme % 20,
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'(

N

P“

o\

8

2= V('é fﬂhﬁ'ﬂ

W (4 4e)

V(f,ﬂn )34)= c
. ‘3,

: 34 w(’4 ,‘3’)=C

Sle34
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3 LIAPUNOVLJEVA FUNKCIJA DRUGOG REDA

-ZA izudéavanje stabilnosti kretanja prema dru=
goj metodi Ljapunovljeva funkcije pored relativnih koordinata
YisYay - Yn ,zavisi i eksplicitno od vremena ¢ .fi‘akva
funkeija naziva se Ljapunovljevom funkcijom drugog reda.Za Lja=
punovljevu funkeciju drugog reda je zadata oblast u kojoj ona
za sve vrednosti £ >0 ,treba da bude konadna,jednoznadna i
neprekidna po svim promenljivim i definitna,a ta oblast je

LN

> 4R’

&=4 _ (1)
Prema Ljapunovu funkeija drugog re«ia

V(i)g,,gz)..‘...,gn) (2)

je definitna u oblasti R ,ako u toj oblasti postoji pozitie
¥ao odredjena funkecija prvog reda :

W Yo, st - - ) (3)

koja ne zavisi eksplicitno od vremena,takva da je za svako
t 20 zadovoljena nejednadina

\/(1‘/,1(,/4,72). ..... )yn) > W('éf“ Ya) "“)’é/n.) (4)

ili
*\/(i',gﬁyz, ----- )yn) > ch")gﬂ) T ’{’7"') (5)

Ze nejednakost (4) funkeija V(-/:ngyz).....)%) je pozitivmo
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definitna,dok je za drugu nejednakost (5) negativmo definitma.

Naprimer,neka je funkcija
Vi, 4) = £ yfag) - 24,4, cost (6)

a u cilju odredjivanja njene definitnosti istu éemo napisati
u obliku

V& 4, 4) = (E-1) (Y 42) + (Y2~ 244 cost) 1

px;i Gemu je prvi izraz pozitivan za svako { >/ ,dok je drugi
izraz uvek pozitivan,pa znali da je funkcija V(¢, %, gz) ve-
éa od gfwgf te vaii

\/(f, g,,,g_q,) = é(yﬁ#y;)—.?g,yzwsfkyﬂ»%“ = \i\/(‘rfp 'gz) (8)

Kako je W(f4)=%+4 pozitivno definitna forma to je V(w4
takodje pozitivno definitna forma Jjer je zadovoljena nejedna=-
kost V >W za bilo koje vrednosti za koje je gf'f—g:é R2,

Geometrijsko obija¥njenje uslova (4) za odre=
djivanje definitnosti forme funkcije Ljapunova lepo se moZe
uoliti sa prilofene slike 34 .U prostoru (4,,4., z) su pret=
stavljene povrdiré z:\«/(yq,gz) i Z=V(f:’ju’§lz) i krive W(y,,yl):[f
iVt,y,4)=C u nekom trenutku (koji je proizvoljan) vremena.
Uslov definitnosti forme funkecije Ljapunova drugog reda je
ds bude iznad funkcije prvog reda kao na slici,a najmanje jed=-
‘naka njoj u bilo kom trenutku vremena.Ako isti uslov hoéemo
da izrazimo preko ravni ( g,,gz) onda Jje potrebno da kriva
nyu M) =C obuhvata u svakom trenutku vremena krivu
v(f)#u’jﬂ) =C

Teorema o stabilnosti se moZe izra-
ziti u sledeéem obliku:Ako su jednadine moguéeg kretanja

d*:
07';!: \If(*)’g{uﬁfz,“"')gn) | £=4,2,%,-- .. ,n. (9)

takve da mofemo naéi funkeiju V(f,y, 4, Y,) definitne
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forme,8iji bi izvod za dati sistem (9) bio semidefinitne for-
me suprotnog znaka od V(£)y4,g2}-. --,g,,) to bi stanje ravnoteZe
relativnog kretanja definisanog sa yiza, bilo stabilno po
Ljapunovu.
' Pretpostavimo da je prema uslovima teoreme na-
djena funkeija V(¢,4,4,, - - ,4s) kao pozitivno definitna
forma za koju u- oblasti

n
2, p2

24 <R (10)

za svake t >0 ,vafe nejednakosti

V(i)g'f;gl)' " 7"') ZW(yd;‘gz))gn>) ’Cj“f __4 O (11)

olt

Treba dokazati da za unapred zadati broj <& >0 moZemo naéi
takav broj ’Z(é) >0 ,da ako za poletne uslove vaZi nejedna=
kost

L 2
Z/yio é?z ’ (12)
i=4
to za promenljive g‘ 2a svaki trenutak vremena treba za
vazi slededa nejednadina

n 2 2 a .
Z‘_% @ £& - (13)
i=4

Da bi smo to dokazali uzmimo da je

0£ &« R | (14)

i postavimo sferu

S yt-et (15)

<=1 : ,

i;,;neka je P>0 najmanja vrednost funkcije W na toj sferie.
“Iz uslova teoreme da je £~V(£,y,;-~>g.,)<0 i mogudeg kretanja
za svako.f >0 ,posle integraljenja dobijamo
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\/(z‘,y,,%). M) £ V(O,g,,, Moty s4on ) = \, (16)

Posmatrajmo sada funkeiju

\A(gh'yz,"'gn): V(o)ﬁfh‘;/z,"' 9‘Jn> (17)

pri promeni Mi u;yo.blasti definisanoj sa (13).Kako sada funk=
cija V,(:/b-"" ((1,,) ne zavisi eksplicitno od vremena to ona dopus-
ta beskonadno malu viSu granici i sleduje da bi se mogao naéi
takav broj ?(P)>0 koji Bi za sve vrednosti Yo zadovoljavao
uslov

Syey
P2
4'=4y 2 v
a pri tome funkcija V), ne bi bila veda od P ,tj.
\/4@/4,;/2,--~-,;7n)=V(o,g,,y2). o Afe) &P (18)
Za poletne koordinate bi se moglo napisat:i{da. je

2 2 . '
St 5 Wl ) £ P o
A=4

Ako se uzmu u obzir nejednadine (16) i (19)moZe se napisati
da je

VG40, 4o s 4a) £ P | (20)

za svako ¢ 20 ,a kako je P najni¥a granica funkeije W na
sferi (15) to je

V(.é)'gn‘gz, SRR ’éf"l) £ \"/(ﬁ‘:‘éfﬂ;“ ’ "gn> (21)

8to je pokazano uz pretpostavku

d
e Vebsurge o) 20 (22)
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te je "nemogudle" kretanje (pplozaa ravnoteZe relativnog kreta-
nja) stabilno. ,

7*‘1’ eorena o agimptotsko]j stabilnosti
se moZe isgkazati na sledeéi nadin:Ako su jednadine mogudeg

kretanja

d’a& =Y st bty 5 4m) (c=42,- - ,m) (23)

takve da moZemo naéi funkeiju V(£4,4, --,4,) definitne forme
(koja dopulSta vrlo malu gornju granicu) &iji bi izved po vre=
menu.bio funkcija definitne forme suprotnog predznaka od funke-

, cije V(t,;{r'y,,} kada se iskoriste jednaéin;g_mqgnéeg»kretanja,»
' onda Je moguce kretanje asimptetsk:. sta.bilne u okolini polet-

. nog "nemaguéeg kretahja" /:/ =0 o

" Dokaz ove teoreme mo¥emo izvesti polazeéi od
funkeije \/(é,é{,/‘%,--- ,/(7,,) pozitivno definitne forme za promen=-
ljive iz oblasti

n
o R2

za £ >0 .Da bi sistem bio asimptotski stabilan treba prema

teoremi da je
dV
v&)’yl;yz,"‘)gn W(gh#i) )‘Jn ) &H W(ff“ﬁfﬂ) )y”> (24)

gde su W i W, pozitivne vrednosti u oblasti R i funkei=
Je su samo 4 .

Moguée kretanje izabrane tadke sistema ne sme
da predje sferu

n
24 =

za podetne uslove

Z«%u 1)

£=4

Ako izaberemo ¢ tako da je donja granica \V  t.j. da je
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(25)
V(é;%f)’yz;“")gn) > £
za Y iz oblasti
22 2 ‘
sz &
g’y‘, 7 C4q
onds je
3 L 2 2
&tz %’jz ¢ (26)

Uzmemo |} kao donju granicu W; u oblasti definisanoj
sa (26) pa mofemo pisati da je

0<P&W, &~4dYf - (21)
dt

Ako nejednadinu (2F) integralimo po vremenu od nule do L do=

bijamo da je

V(z‘,y,,gz-).._.)yn) <V O Yoy > 4n) - BE (28)

Ma koliko bilo malo F nastupiée takav moment vremena ¢ za
koje je desna strana nejednadine (28) postala negativma,pa
je pomobu sistema jednadina (23) nemoguée odredjivenje po-
zitivne funkecije V  «Samo u sluCaju kada je ‘ézﬁz.,o ,tada jJe
i BP>0 kada bi kretanje bilo asimptotski stabilno,jer bi
V(é)y,,y,)m : éf") bilo definitno i suprotnog znaka od svog defi-
nitnog izvoda.

Ljapunovlijeva +t e o T em a o nestabilnos=-
ti kretanja se moZe definisati na sledeéi nalins

Ako su jednaéineﬁ_‘gwguéeg kretanja takve da
moZemo naéi ogranidenu f\mkci.ju‘ \/({:) ﬁfbyz,' M) definitne
forme istog znaka kao i V u blizini poloZaja relativnog

mirovanja 4, =0 2a bilo koje vreme ¢ t, ,onda je isti
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poloZaj nestabilan.

 Matematidki bi se to moglo izraziti: U oblasti

_Z/yf < R*? za bilo koje vreme f* treba da je

A=4

%—V(f,g,)%...,gn) > M(g4,y2,-~~9g/n) ] VI < L (29)
n

Neks je 2 My & E i VoMo, Yos, -, 4D 1 kako Je za

sve vreme +.> {, izvod by pozitivan na osnovu (29) mora da
bude

V@Yt 40) > Vo) GooYoe, - 5 Yon ) =Vo >0 (30)
Ako je sa ' oznalena donja granica W, u oblasti
&fe Zn 47 <R
. 4=4
onda je
<P wi < 9V

8to integraljenjem daje

VY Yo, 5 4n) Z V0, o1 or, - 1 4on) + B ~E1) (31)

Poslednja dobijena nejednalina je moguéa jer funkecija na des=
noj strani linearno raste sa vremenom,te ista ne bi mogla da
bude stalno zadovoljenae.
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4,LIAPUNOVLJEVA TEOREMA O STABIINOSTI U
PRVOM PRIBLIZENJU

Kao 3to se iz prethodnog moZe videti sistem
sa jednim stepenom slobode kretanja u opitem obliku se moZe
da pretstavi sistemom diferencijalnih jednadina

5 ~Jlny . (1)
a4 - ey

a moZe se transformacijom svesti na oblik

dx
2,7"? =acx-xo)+ 60y-41,) +e73(x4/) (2)
ﬁ: £(ee-x0) + (Y -4o) + Q. (xy)

gde o, i Y, mogu biti i jednake nuli.U prve]j aproksimaci-
Jji mogu se jednaline sistema (2) napisati kao

d% '
ra =d oy + gﬁ/ | (3)

g,/jgl-‘*‘ Ly + 0/’(74

gde je oo=oc-20¢, i 2'/4:#'?70 - uz uslov ekvivalencije ne-
linearnog i linearnog sistema wu okolini tadke ( <« , y,)
odnosno x, =0 s .yﬁ.—o -

Ljapunov je u svojoj prvej metodi ispitao
uslove pod kojima se moZe primeniti linearna aproksimacija
‘zg ispitivanje stabilnosti.Neka su za dati nelinearni dina=
midki sistemjednadina (1) finkeije o(x,4) i {(x,Y) takve
da se mogu raviti u stepeni red u okolini R tadke (= ,g.,)

()2 4 (4-44)% 2 R* (4)
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onda je sistem jednadina (1) po prvom priblifenju dat u obli-
ku (3) gde su J%(x,y) i @Cx,g ) zanemarene.Sada se 0 stabile
nosti moZe suditi na osnovu prve aproksimacije (3).

Ljapunov je dokazao,3to je na primerims veé
pokazano,da je ravnoteZni poloZaj stabilan ako oba korena ima=-
ju realne delove negativne,a nestabilan ako su realni delovi

_Oba korens pozitivmi.Ako su realni delovi oba korena jednaki
nuli ili jedan jednak nuli,a drugi negativam jednaéine pr-
ve aproksimacije ne mogu dati odgovor na pitanje o stabilno-
sti.0Ova metoda Ljapunova po prvoj aproksimaciji nema vaZnosti
direktne metode,jer se ogrand@ava na okolinu ravnoteZnog po=
loZaja x, , Mo i igspituje se stabilnost u malom.

Ako sistem jednalina (1) zadovoljava uslove
za prvu aproksimaciju oko tadke (m;,;h) onda se karakteris-
tidna jednadina moZe napisati kao

a-r 6, |
p d—r}— (5)

a na osnovu vrednosti njenih korena moZemo da odredimo karak=
ter stabilnosti.

Prema Ljapunavu,na&rimer kretanje zadato sis=
temom jednadina }

g (6)
_—g: X+ dga

se moZe po prvoj aproksimaciji napisati u obliku linearnog
sistema diferencijalnih jednadéina

doe

dt =4 (1)
di_

Stanje %<0 , 4=0 je stabilno u linearizovanom problemu.
Da bi odredili da 1li je to stabilno stanje ravnoteZfe za
nelinearni sistem uzeéemo funkciju Ljapunova prvog reda
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u obliku V(m::/)=°°2"'212 s Pa je njen izvod

Za A4>0 stanje x=4=0 je nestabilno,dok je za d<O0 asim-
ptotski stabilno,s za =0 prosto stabilno,jer znak a odre-
djuje definitnost forme izvoda funkeije V(oc,y) Ljapunova
prvog reda.Za d >0 Je pozitivno definitna forma i izveda i
funkeije V(:r,y) ve je zato nestabilno stanje ravnoteZe.

Neka pomoéu transformacija koordinata

Szamupy  peFwady -

nelinearni sistem moZe da se napife u obliku

57% = x5+ R,

=17 D5
gde su 2 i M koreni karakteristiéne jednadine dati kao

(10)

)—‘—' d,,-i—/.'/&l
ﬂ: 0[4 -Aﬁ,,

Za dokaz Ljapunovljeve teOreme da znak korena odredjuje sta-

(11)

bilnost poloZaja ravnoteZe uzmimo kao Ljapunovljevu funkeiju
prvog reda funkeiju

V= §2+’ZQ+§Z (12)
i nadjimo njen izved |7 i CA S

V . . . .
Gre25e 293057 7% )

ili uzimanjem u obzir transformisanog sistema (10) isti izved
moZemo da napifemo kao

v -
G208k pyy + Gpky e Be Gr2p @y ()
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Prvi deo je binarna forma koja se moZe napisati u obliku

Bl = 2258 + (529 P (15)

C¢ija je diskriminanta forme

22 2
A= {ﬂ 2}4]: 3qu

/| i koja se formira na osnovu koeficijenata kvadratne binarne

(16)

< forme i pgﬁl{aéu nje moZemo odred/i’fi znak fo/;'ihe «2a dovoljno
male vrednosti E i 7 mogu se élan.ovi trefeg i videg
stepena zanemariti,i definitnost forme V zavisi od prveg de=-
la koji je binarna forma.Uzimajuéi u obzir vrednosti za A i
M stako da je d4 negativno,a sa tim i binarna forma ne-
gativno definitna.Stanje rawmoteZe E=0 7=0 je stabilno,
jer to edredjuju definitnosti formi YV i V  Na isti na-
¢in bi smo mogli da utvrdimo i definitnost forme V i nje-
nog izveoda za druge vrednosti korena karakteristiéne jednali=-

ne.

5+STABILNOST GRANICNOG KRUGA (CIKLUSA). .

U sluéaju samopobudnih escilacija javlja se
graniéni ciklus (u faznoj rawni grani®ni krug - zatvorena
kriva) te nas interesuje njegova stabilnest.Granidnom ciklusu

(krugu) odgovara periodii‘:}:i reSenje

X =00,04) g: g,,(f)
i i ono zadavoljava uslov <

o, (£ +7T)=%C¢) y,a‘*T):/yq(f)

gde su o i M fazne koordinate,a T period osecilovanjae
| Ako su o, iv g,, bile fazne koordinate granicnog kruga,a faz=-
) ne koordinate X2 i Y2 izaberemo u delu fazne ravni unutar
| granilnog kruga,ali vrlo blizu istog,i ako su iste periodidke

|

| funkeije vremené,,onda ée periodidko kretanje biti stabilno,
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ako za svaki mali broj < >0 ,postoji takav broj ?(£)>>0

za koji su zadovoljeni uslovi .
locy®) - o0, ()] & & [44,(8) - 4, ¢l Lg

| 56, Cha) = 20, ()] £ () [Ya ko) — 4, CE) ] £ PCE)

za ma koji trenutak vremena 4 >{£, oAko je ovaj uslov zado=
voljen wu spoljnoj i unutrasnjéj zoni granicnog kruga u faz-
noj rami onda je on stabilan u celini.Granidni krug moZe
biti polustabilan,ako nisu zadovoljeni uslovi za obe oblas=
ti faznog prostora ili nestabilan ako ni u jednoj oblasti

faznog prostora nisu zadovoljeni ti uslovie
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6IZUCAVANJE STABILNOSTI OSCILACIJA POMOCU
JEDNACINA PRVE APROKSIMACIJE DOBIJENIH
ASIMPTOTSKIM METODAMA

Za izudavanje stacionarnih reZima oscilovanja
u nelinearnim sistemima mogu se koristiti jednaline prve ap-
roksimacije koje se dobijaju pomoéu asimptotskih metoda.2ato
je potrebno da se sastave jednaline u varijacijame i da se
izvrd8i analiza korena karakteristiéne jednadine i u zavisno=
sti od znaka realnog dela da se izvuée zakljulak o stabilno=-
sti ili nestabilnosti proulavanog reZima.Razume se da ée rezul=
tat koji se dobije imati smisla za konadni interval vremena,
Jjer se proudavaju jednadine prve aproksimacije,a ne tadne ko=
je smo aproksimirali jednadinama prve aprcksimacije na inter-
valu vremena éL o

Ovde demo navesti teoreme na osnovu kojih se
odredjuje stabilnost kretanja analizom jednalina prve aproksi=-
macije (usrednjenih) koje proizilaze iz teorije Ljapunova,ea
mogu se naéi ovako definisane u radu [27] .

T e oremn a:Neka jednaling

aX = e X () (1)

gde je oc  n-merni vektor,a X(£,oc) n-merna funkcij%izas
dovoljava sledeée uslove: ;
a)Jednadina prve aproksimacije (usrednjena)

j} & Xo(8) (2)

ima kvazistatiCko refenje ‘g =8, o
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b)Realni delovi korena karakteristi®ne jedna=-
éine ‘

Det | Ip=Xowe (8] =0 (3)

su razliditi od nule.

¢)Funkeija X(¢,x) zadovoljava uslove za posto=
janje redenja jednaline (1) i skoro je periodilka (bliska pe=
riodidkoj) po £ 1 monotena u odnosu na X

Tada je moguée naéi takve pozitivme konstantne
brojeve 4. i <o ,tako da za svako &£< &, jednadina (1)
ima Jedinstveno skoro periodidko (blisko periodinom) reSenje
koje zadovoljava nejednakost

| *($)-80] < 8o (-2 <t <+ ) (4)

Ako su svi realni delovi korena karakteristidne jednadine (3)
negativni tada proizvoljno reSenje oc(¢) jednadine (1) teZi
ka o¢#) po zakonu

P (t-to
ey - oc*(] £ C e yeltt-to) (5)

gde su ¢ 1 7 pozitivne konstante iz fega proizilazi
da je reSenje () asimptotski stabilno.

Ako je realni deo makar Jjednog korena karak-
teristidne jednadine (3) pozitivan to reSenje «"(¥) je nes-
tabilno.

Ako pretpostavimo da jednaldine prve aproksi=-
macije (usrednjene) imaju periodiSko reSenje

E(wt) =¥
E(P+2) =8 (P)

tada mofemo da formuliSemo sledeéi teoremu:
Neka jednadina (1) u standardnom obliku za=-

(6)

dovoljava sledeée uslove:
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‘a) Jednalina prve aproksimacije (2) ima perio=

didko reSenje (6).
b) Realni delovi svih (n-l) karakteristidnih
pokazatelja =~ karakteristidnih brojeva jednaline s varijacija=

ma

°§“§>= eXou[ECot)] SE )
koji odgovaraju periodidkom refenju su razliditi od nule
(jedan karakteristidni pokazatel]j mo¥e biti jednak nuli).

Osim toga u nekoj okolini orbite periodickog
reSenja funkcije X(,x) zadovoljavaju neophodne uslove za pos=-
tojanje skoro periodifkog reSenja (reSenja bliskog periodids
kom),koje zavisi samo od jedne konstante (faze).

' Tada je mogude naéi takve pozitivme drojeve
- konstante <&, i & teko da pri proizvoljnom £<L& ,jed-
naéina (1) ima jedinetveno skoro perioditko reSenje

ocrt)= I 6] (8)

koje zavisi od proizvoljne konstante(faze).

Ako su svi realni delovi karakteristiénih po=-
kazetelja jednadine (7) sa varijacijema,negativwni,to proizvolj-
no reenje X(¢) jednadine (1) sa poletnim uslovima iz dovolj=
no male okoline orbite (2) teZiée sa vremenom ka reSenju (2)

Po zakonu '

[ectr - £[1,66)]] £ C, o=t (9)
a iz toga sledi da ée reSenje (8) imati orbitalnu asimptot=
sku stabilnest i privladide sebi sva reSenja jednadine (1)
koja leZe u blizini reSenje jednaline (2).Ako je realni deo
bile kog karakteristilnog pokazatelja pozitivan orbita (Ql
je tada nestabilna. '
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U sludaju pojave karakteristiénih pokazatelja
Jjednakih nuli (viSe od jednog) ili karakteristidnih pokazate-
lja sa pozitivnim realnim delom dobijamo kritidni sludaj za
ije proudavanje je potrebno mesto jednadina prve aproksimaci-
Jje uzeti jednaline visSih aproksimacijae

Kako jednadine prve aproksimacije moZemo dobi=
t1i pomoéu metode usrednjenja,a date teoreme kazuju kako metoda
usrednjenja moZe da se iskoristi za izufavanje stabilnogsti sta=-
cionarnil re¥ims odredjenih jednadinama prve aproksimacije do-
bijenih asimpbetskim metodama.Znadi da je za konkretnu prime=-
nu ove teorije potrebno naéi parcijalne izvode desnih strana
jeénadina prve aproksimacije i pemééu njih sastaviti jednadi=-
ne sa varijacijema i karakteristidnu jednadinu.Zatim je potre-
bno odrediti korene karakteristidne jednadinei videti da 1i su
svi realni delovi korena karskteristi®ne jednaline negativani i
na osnovu toga izvuéi zakljudak o stabilnosti oscilovanja.Ako
se bar jedan realni deo korena javi kao pozitivan oscilovanje

je nestabilno.



v Giava

SISTEMI LJAPUNOVA,KONZERVATIVNI SISTEMI,
GEOMETRIJSKA DISKUSIJA KRIVIH ENERGIJE U
FAZNOJ RAVNI

1,SISTEM LJAPUNOVA = SLUCAJ JEDNOG STEPENA
SLOBODE

Klasidna teorija periodilkih reSenja dife=-
rencijalnih jednaéina,8iji je osnovni deo analitilka funkcija
promenljivih je proizifla iz radova ﬂznguob =a i Poincaré-a
na kraju proslog veka.Uporedo sa izulavanjima teorijskog kara=
ktera radilo se i na razradi metoda efekitivnog sastavljanja
periodicdkih refenja.Ovde éemo prouditi samo neka izabrana po=
glavlja koja su nam neophodna za primenu u teoriji oscilacija.

U glawiwiéi 61, {{7 smo izulavali reSenja

diferencijalne jednadine oblika

:ié+fcac)=0 ) f(~x)=-_,[(x) (1)

koja opisuje oscilovanje nelinearnog konzervativnog sistema.

- Ako primenimo metodu fazne ravni 2za sludaj kada jJe Jqu=0 s

utvrdjujemo da su fazne trajektorije ovog sistema u dovoljno
maloj okolini poloZaja ravnoteZe zatvorene.Zatvorenim trajek=
torijama odgovaraju periodidka refenja.Ovakav sistem pripada
opStijem sistemu .ﬂﬁqyuob =2.Sistemi .ﬂangHog-a imaju mno=

ge osobine konzervativnih sistema.Kao i konzervativni siste-
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mi u okolini poloZaja rawvnoteZe pri izvesnim uslovima siste=
mi ,Rg.njyob =3 opisuju periodidks kretanja.
./Zsmémog je za te sisteme razradio veoma
efektivnu metodu nalaZenja periodidkih reSenja kretanjae.
Ovde éemo posmatrati sistem diferencijalnih

10
jednalina

dg-a + x
Jz_—- 44§ G;z’Z*X (g,'Z) (2)

%_ = Cl«z4§ + azz’z + Y*(s-’,?)

u kome su X*(g,y) i Y%S”Z) analitidke funkcije promenlji=
vih u okolini talke % =7-=0 takve da da njihov razvoj po
stepenima & i %2 podinje od &lanova ¢iji stepen nije niZi
od drugogs

X*(§,’2)= gzogz-f ggz?z + ”§? + 530*5‘;3,, e -

| (3)
Y*@,'Z): C[zogz*' dozlzz.,. d,,g? + déo§5+ e

Sistem (2) nazvademo sistemom Jlanguoé‘-a
ako su zadovoljena sledeéa dva uslova: '

a) Jednadina

Au —'3" (o7

"
S

(4)

azﬂ 022. —y

ima ¥isto imaginarne korene +2A4 3
b)Sistem(2) ima analitiGki prvi integral

Hegp) = const (5)

8iji razvo] po stepenima & 1 7 podinje od &lanova
drugog reda,tje funkeija HE») u okolini talke §=7=0 |,
19 Vidi N.N.Moiseev
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moZe se predstaviti u obliku

Hes,p) = a+ azs B2+ QX 9+ AXED+ - (6)

Sistem 8ije je oscilovanje predstavljeno jednadinom (1) se mo=

Ye predstaviti u obliku (2)eAko je naprimer f@=wrz+az%-.,

smenom € = ~wY o %=§ Jednadina (1) se svodi na sistem

&= -0y

é: wg + -%2-'§2+-----

koji je oblika (2),0dakle vidimo da ovakav konzervativni sis=-

tem stvarno ispunjava uslove da pripada sistemu ﬂingHo/o 2,0
Sistemu ﬂsmgﬂog ‘=g pripadaju i mnogi nekon=

zervativni sistemi koji se sreéu u tehnici i fizici.O Semu de

biti redi u narednom &lanu,

I.TRANSFORMACIJA JEDNACINA NA KANONSKI OBLIK.
Proudimo pomoéni sistem jednadéinsg

% = aug + a42’2
. | (7)
’2 = %a%’, * azz?
koji opisuje oscilovanje sa konstantnom amplitudom,ako njena

karakteristidna jednadina ima par €isto imaginarnih korena.
Eliminacijom iz jednadine (7) promenljive 7% ,dobijamo

g ~{ay+ a‘u)S‘ + (Q22Q 4y = Ay am)§=0 (8)
Da bi bio zadovoljen uslov o imaginarnosti korena karakteris-

tine jednadine,mora da Je koeficijent uz S jednak nuli,

tj., mora da je «a, =-dsx 1 osim toga treba da je

2
A= QpaQyy —~ Ay Gyy >0

(9)

Uvedemo smenu
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gzm n'cz-—lg | (10)

gde je A = aritmetidka vrednost korena Va,a,-,% ¢pomo=
éu koje jednadina (8) daje ekvivalentni sistem
:"n:—-/'UaL
g= =

Pomoéu smene promenljivih (10) poletni sistem jednalina (2) se

(11)

svodi na sledeéi sistenm

&=~ 24 + X(xY)
(12)

g= Aw + Yo )
gde su X(ae,g) i V(ﬁ’,g) analitidke funkcije svojih ar=
gumenata,8iji razvoj u stepeni red podine sa ¢lanovima drugog
i viSeg stepena.Ovako transformisani sistem jednadina (12)
pogodnije Jje koristiti za izulavanje sistema jlgmgyog =3 ,ne=
go sistem (2).

| II.TRANSFORMACIJA INTEGRALA H(g,'z)?i‘éSaglasno
pretpostavei b) oblik integrala ch,g) je

HC*"J)f ,ro%Bzr‘-f C“’j oo =j1v (13)

gde je i neka konstanta.Kako je H(%Y) prvi integral to
je na osnovu (12) %’: ,3t0 nam dozvoljava da izradunamo

koeficijente A , B i ( o Nalazimo da je
f{l‘{a: (29oe+05)[~ Ay + X(x,y)] +(2BY +(2) [zlecoe,g)] - - (19)
Izjednadavajuéi koeficijente uz 2 , y“x i ocg\( /é:;bija-
mo da je A=ph i C=0 JNe umanjujuéi opsStost moZemo sta=
viti da je A=B={ i integral (14) napisati u obliku
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Heoy) = ot vy + Weeoy) = (15)

gde je \A/(Oc,g) analitidka funkeija svojih argumenata,a &iji

razvoj u stepeni red poéinje &lanovima treéeg stepena, Ju"' je
neka konstanta koju mi moZemo uvek radunati za pozitivnu za

doboljno male vrednosti promenljivih <« ¢ é{ o

III.PERTODICNOST RESENJA SISTEMA LJAPUNOVA.
Doka%imo sada da su reSenja sistema (12) za dovoljno male vred=
nosti konstante M , periodilke funkcije vremena £ oZato
Jje dovoljno pokaza:ti da su fazne trajektorije u ravni (= ,#)
zatvorene i da ¢  zadrZfava svo] znek.Zato éemo uvesti po-
larne koordinate

3’2:8605(9

g_.:gsm@ (16)

i wolidemo da proizvoljna zatvorena trajektorija f(@) mors
biti periodiska funk