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ODABRANE TEME

PRIRODNI GRANICNI USLOVI ELASTICNIH TELA KOJA OSCILUJU
IZVEDENI PRIMENOM HAMILTON-OVOG PRINCIPA
Pl

4 .
Mr. Ing. Katica Stevanovié § Ing. Mile Maksi¢ asistenti Katedre
za Mehaniku MaSinskog fakulteta u NiSu

U radu su pomodéu Hamilton-ovog principa izvedene parcijalne di-
ferencijalne jednaéine oscilovanja i prirodni grani¢éni uslovi ela-
stiénih tela koja osciluju-— strune, grede, membrane i tanke ploce.
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odredena ukupnim kretanjem maaterijalnog sistema u vremenskom inter-
valu (t, t2) naziva se (dejstvo) u Hamilton-ovom smislu ili glavna
Hamilton-ova funkcija. Podinfegralna funkecija predstavlja kinetidki po-
tencijal ili Lagrange-ovu funkciju — viSak kinetitke energije nad poten-
cijalnom energijom.

Ako je materijalni sistem podvrgnut sledeéim ogranifenjima: da
na materijalni sistem dejstvuju konzervativne aktivne sile; da su odstu-
panja zaobilaznih puteva od direktnog infinitezimalna; i da je kretanje
sinhrono, odnosno da sistem polazi iz poéetne konfiguracije u trenutku t:
i stize u krajnju konfiguraciju po direkinoj i zaobilaznim putevima u
isto vreme t:, tada za kretanje sistema vazi Hamiltonov princip: De j-
stvo u Hami ton-ovom smislu ima za stvarni put sistema ek-
stremnu (stacionarnu) vrednost u poredenju sa vrednostima dejstva
na zaobilaznim putevima, $to znaéi da je 8§ W = 0

1. OSCILACIJE STRUNE

Neka je struna duZine 1 zategnuta na krajevima A i B, tako da u
svakom poprefnom preseku dejstvuje normalni napon o, kdji pada u
pravac same Zice. Zbog potpune savitljivosti strune prefpostavljamo da
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tangencijalni naponi ne dejstvuju. Krajevi strune A i B neka su elastis-
no uévriéeni oprugama krutosti ¢; i ¢z kao ma slici 1. Pretpostavijamo da
su pomeranja svake tadke strune y=vV (z,t) mala. Posmatramo element
aunys dz u deformisanom stanju éija je duzina

(1) a’A=Cdy2+dzz)"z dz {1+(22} a” = [/l é{( ]olz

lok je njegovo izduZenje usled tranxsvérza]nog kretanja strune

P

Ukupna potencijalna energija strune usled deformacionog rada ma izmdu-
Zenju elementa strune i deformaciji opruga na krajevima je

¢
@) Ep=f/3ﬁ(a)dz- +2,c,v(o£)+ 16, 0eL)

dok je ukupna kineticka energija strune

¢
= [Lop/2Y
“ &-/é—g%t d
0

Na oshovu izraza (3) i (4) formiramo visak kineti¢ke energije nad poten-
cijalnom pri samom kretanju —— Lagrange-ovu funkeiju L pomoéu koje
sastavljamo dejstvo u Hamilton-ovom smislu:

4 ¢ 4
) V:f '@-Hk{ggﬁg (%7&4&— e vy g ypat
&% | &

90




i S TR 45 S B s 3

Da bi smo odredili uslove pod kojima Hamilton-ovo dejstvo ima stacio-
narnu vrednost potraZiéemo prvu varijaciju izraza (5) imajuéi pri tome u
vidu da je

W85 ,ﬂ gz?}é‘/z}

ot IE T3t Si
(6) s

3V 3V _ 3 a“»

57 5P =5[8gs]- L5
i transformacijom izraza uz parcualnu integraciju nekih ¢lanova dobijamo

2 £
a
W= ﬁ[é S Sgtzj&}dzo& +./Z‘[[b —,c;zf/é‘ezz ot -
=0

(7)

f{/}yg %’.97&’; ﬁﬁ 3?{7 dz

Kako je kretanje sinhrono to je6vza t = t; i t = 1, jednako nuli dok je
Svu ostalim trenucima razliéibo od nule i da bi Hamilton-ovo dejstvo
imalo stacionarnu vrednost, tj. prvu varijaciju jednaku muli potrébno je
da su zadovoljeni sleded uslovi

(8) é 0

azz 3 -

(9)
[Aégg i/c'1 ?]Z:a = 0

= 5 9O _
o) |A655 +<?l,., =0

Prvi od dobijenih uslova predstavlja parcijalnu diferencijalnu jednadinu
transverzalnih oscilacija strune, dok wuslovi (9) i (10) predstavljaju pri-
rodne granic¢ne -uslove.

II. TRANSVERZALNE OSéILACIJ E GREDE

Pretpostavimo da je u nedeformisanom stanju elastiéna osa grede
pravolinijska i da se pdklapa sa geometrijskim mestom teZiSta popreénih
preseka; da se transverzalne oscilacije tadaka elastitne grede izvode u
glavnoj ravni savijanja i da su ugibi mali, tako elasti¢ne sile koje se jav-
ljaju ostaju u gramicama proporcionalnosti. Ugibi pojedinih tadakia ose
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grede se izvode normalno u odnosu na pravolinijsku nedoformisanu elas-
tiénu osu pri ¢emu zanemarujemo pomeranja tih tadaka u pravou para-
lelnom osi. Neka na gredu dejstvuje raspodeljeno po rasponu popretno
opterecenje g (z,t) slika 2). Ukupna kinefitka energija grede popreénog
preseka A, duZine 1, zapreminske gustine p, je

w £, f[%z}? 5L (35)] 4=

i nastoji se od energije translacije elemenata brzinom 5t i energije ro- :

{acije elemenata ugaonom brzinom -t je vreme, z koordinata duz

89
8t
ose grede, v (z,t) ugib i [ (z,t) nagib elastiéne linije savijene grede.

Potencijalna energija grede se sastoji iz potencijalne energije us-
led savijanja

4 e
2
(12 £=f—’i‘7idz:f1/3 arf,
‘/70243 J2 az)

i potencijalne energije wusled dejstva transverzalnih sila
£z

(13) Epzﬁeﬁ Kz f; OA 52

0

92




i usled dejstva spoljanjih sila. U izrazima (12) i (13) oznake su: B —

savojna krutost grede, G: modul kiizanja, x, koeficijant smicanja. Ako

pretpostavimo da su krajevi grede elastitno uévriéeni pomotu zavojnih

i torzionih opruga koeficijenata elastiénosti Ci i Cs, odnosno Cs i G4, izraz
za ukupnu potenm] alnu energiju moZemo napisati kao

Ep _];’ JbaP)Z GAray )@2 zg(zé)vjdz +

+ Z’[z, vYoe) 1 V1L) + 4 Yiot) + 4, )”z(l,é)}

Visak kinetiéke energije nad potencija]nom je

l f G2 sL G f (@) 802 25t -

(14).

- ALevton) 6D + 0 Y 08 14 P4

Dejstvo u Hamilton~ovom smislu jé

W- ff{[gﬁ VoL &) -l E)+ & 57 ¥+ 29, f)q]}dzaff-
16) %° |
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-—-/'ZZ‘J}(O'&)*/CZ °(fé)+,€55‘”(0£)+,€4>”(1£)]d£

(AR —

Potrazuno sada prvu varijaciju dejstva u Hamilton-ovom smislu (16)
uzimajuéi u ozbir da je

5t e e s s

S20GH)=57 35 = [ sv]- T S
; awsgt =222, 8p-2 [2F5]- 353"’
17
5(5)- =32 3=3 Bz”gz_y] A
o se;f) Lo5r- 1Y 5F

93




Posle transformacue ¢lanova pomocu izraza (17) i parcijalne mtegrac13e
nekih clanova za prvu varijaciju dobijamo

Swﬂ[z(m -$AZE L G st dt
ff[ ST 20 22 CA _ p R RSPt s
4
i 2o g Tngomsrgfogoc
-

...‘/Z/'Q %(0,{-)8’”‘(0,{-) +/cz L*(Z, {)SJU'[/I{) 4—/% Y’(oj{-)yﬂp) {.) te, }0[‘6{.)5\‘)045}]6{{_

Da bi Hamilton-ovo dejstvo imalo stacionarnu vrednost mora da je nje-
gova prva varijacija jednaka nuli, odakle slede uslovi

Q
)0
19 b -sASE . GA(ZZ-2F)-

(20)

2. Th S (%P =0

arzz 3 f“

S FOUNE
@ o= R0 '—’47vs]

(23) p=""[h + ]

o [Gh(e-)- 4], 0

Uslovi (19) i (20) daju sistem parcijalnih diferencijalnih jednadina trans-
verzalnih oscilacija grede, gde su uzeti u radun uticaji transverzalnih si-
la i rotacija preseka. Uslovi (21), (22), (23) i (24) predstavljaju prirodne
graniéne uslove koji moraju da budu zadovoljeni na krajevima grede.
Poslednji ¢lan izraza (18) za prvu varijaciju Hamilton-ovog dejstva je
jednak nuli jer je po pretpostavei kretanja sistema sinhrono.
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II1. OSCILACIJ E MEMBRANE

Na shm 3 je data skica membrane sa elemembom dimenzije dx i
dy. Pretpostavlja se da je membrana tanka i potpuno savitljiva te se ne

opire savijanju usled sila koje dejstvuju na membranu i koje radunamo
na jedinicu duZine kao 0 (x,y). Takode pretpostavljamo da je povrsina
membrane u nedeformisanom stanju ravan Oxy i da su pomeranja —

ugibi tataka membrane o (i,x.y) vrlo mali, u poredenju sa popreénim di-
menzijama, i isto tako da tangencijalna ravan membrane u tatki (X, y, o)
gradi vrlo mali ugao sa horizontalnom ravni Oxy. Pod tdkvim prefpo-
stavkama kineticka energija membrane je

(25) Eu- ff 25 ) dxy

gde jev P povrsmska gustina, A povriina membrane.

DuZine elementa dx i dy prilikom deformacije membrane se izdu-
zuju i njihove duZine su tada

d/-\x~dfbv4 (aW>2 olac[4+ 1}7
d A =dy]/,f+(%?1—})i x dg[nz—(ag |

i na osnovu toga priraStaj povrsine tog elementa je

©7) AdA = o}AxclA ol:colg"’ __Baw‘)( ]a/ocdy

(26)

UtroSeni rad na deformaciju membrane je

(28) Ad ‘f 7 3[(8 (gg})]doca/&/
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Ako je membrana elastiéno oslonjena po konturi pomoéu opruga kruto-

sti x (s) gde je s duZina luka po konturi, ukupna potencijalna energija '
membrane je

(29) E f fz 222 ,’g"}f]dxa[y + Z/:-gix@ WA £)ds

gde je L linija konture membrane. De]'stvo u Hamilton-ovom smislu je

(30)\""’:/ //gg (3 elcclylt + / / 5 (8 ity /f o
Z A

Prva varijacija Hamilton-ovog dejstva, posle niza fransformacija i par-
cijalne integracije nekih ¢lanova je oblika

SW= / /f Z[é >0, 9'; W}Su}dxdga’f f f [g L Suf] a’:ro/ét

accz

(31)

B, f f [622 s seewws] S2) il
to L

Da bi prva vam]aclja Hamilton-ovog dejstva bila jednaka nuli potrebno
"~ je da je

32) QQZ‘} Cd ) g%z

W) =
83) &S W) 0,

Iz prvog wuslova (32) dobijamo parcijalnu diferencijalnu jednadinu osci-
lovanja membrane, dok drugi uslov predstavlja prirodni graniéni uslov,
koji mora da bude zadovoljen na konturi membrane.

IV. TRANSVERZALNE OSCILACIJE PLOCE

Pretpostavimo da je plofa od elasti¢nog, homogenog i izotropnog
materijala 1 da joj je debljina h mala u odnosu na druge dve dimenzije
i da se njena srednja ravan u nedeformisanom stanju poklapa sa ravni
Oxy. Prilikom oscilovanja srediSna ravan prelazi u krivu povrSinu —
elastiénu povriinu. Kao i u teoriji savijanja grede prefpostavija se da je
srednja ravan nenapregnuta tj. da je neutralna povrsina. Uvodimo tako-
de i sledeéa uproSéenja koja je uveo Kirkof: a) tatke koje se nalaze na
normali na neutralnu povrSinu u nedeformisanom stanju ostaju i posle
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deformacije na normali na neutralnu povrsinu, ali se pri tome okreéu
oko neutralnih osa n-n (vidi sl. 4); b) u toku deformacue ne pojavljuju
se dilatacije i klizanja u srednjoj povrSini; ¢) zanemaruje se uticaj tan-
gencijalnih napona Ty; i 1y, na neformaciju ploce.

-

v o g s o 4 o i o, v T R S 5 A e S s i i A

SL 4
i
: Ugib plote je w(t,x,y) pa su komponentna pomeranja
| =g W
(34) v
2
‘SZ: -z U

(35) Yoy =~ 22 g;..%

dok su normalni naponi

. _ £z o
&x = __Jw (aacz M .5?..7:

e £z 3""&}
33 4j¢ e aac"-)
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i tangencijdini napon
o Lz W
~d ALH 9%k

- (37)

Deformacioni rad savijanja plote je

Ag= f Tfeee. gty + Byl elclyl =

(38)

G g By, 3
gde jesa D obelezena savojna krutost plote

(89) 9- 5{5
il 12047

Emodul elastitnosti, h debljina plote. ,nPoisson,ov koeficijent. Ako po
konturi ploCe dejstvuju momenti savijanja m (s, i), sile p (s, t), gde je
s duZina luka po konturi, i po povrSini ploée upravno na plodu dejstvuje
povriinsko optereéenje I (x,y,t), ukupan rad spoljasnjih sila i ~momenata
je dat izrazom

o) A= ./ffm 44) Wy t) deedy + ﬁrA,f)dA 1:/;7‘(4,%) otn
A L Z

gde je n ort normale na konturu (slika 4). Ukupna kineticka energija
ploce je

(41) Ee= -g’-{/]‘(g-@za/wdy
A

gde je p zapreminska gustina materijala ploce. Hamilton-ovo dejstvo

e

w/ ffe[%@ﬁ (5 wﬂ)ﬁsfffff -Gl cg,ah‘-
2)
(4 /’ f Z;ou )W+ wees, %) W st f f f (et )Wty ) dccly obt
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Imajuéi u vidu da je

g(al"“ 2 (au}é»u}) au}gu}

2¢2
a“z(}
aa:-z :r ax-’t(aa‘cﬂgu})'* Slw Za:c(axz,gw?

3) 9"21} (a“u}l * (a"z&g)+ Su} Zag(

=

|

i aya
. Sus 970“

% ax“ S(a ) ag/:a(axa Su}) axaactj S‘u} ZagC;xﬁa(’j )

)

: I(}
1 (%W 5, W 2 Su})
: a:rag (91637 aa:ag a:cag w%éx’ag S'u} ( ‘92]

}

: i

% U  sSwr

: \ -—- 9321} . -

| (44 = Sn 050- 5= sinfl 5 H-ort normale na xontury
i

f 9% Sw -

ag}.— aan sinf + ag/i‘}cosg 5 A-—ort fdngent‘ena konturu

dobijamo prvu varijaciju Hamiltonovog dejstva u obliku

s SRS SR

W= f/f ﬁ“:f»ﬂ-fﬁw @v”zg/é‘wxdia@ _

/jmaé)g +Pt) SW dadd 1—/ﬁg(9u}g@ a’xdg-

(45)

V oW ‘
lL- -—@/:/257 wr- (4Jll) glefsm“ﬁ 22 gS:nﬁcoS:B*“‘" eos 9)]9 dodt+

+L?/ ﬂ Ykl / - jl) = [ { gl‘f 2 ”} CosB&inf- ‘La:r%y (sm“ﬂ- cosﬂgz'/fé‘u}c/fﬁa’f
4 L
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Da bi prva varijacija 6 W bila jednaka nuli i kako je 6 w proizvoljne
to mora da je )

(46) f@)y)f) Sgafﬁ @vw =0

o (At)ﬂ@{V u}—(df)[ smz& 2%51n5c059+:€7wc058 =

(48) f’(“) @{Vzau} (4Ju) [axa o )COsﬁ.Smc9+—-(sm5 CO5] 0

Jednadina (46) predstavlja parcijalnu diferencijalnu jednadinu transver-
zalnih oscilacija tanke plofe, dok su igzrazi (47) i (48) prirodni grani¢éni
uslovi.

Treba napomenuti da je za potpuno odredivanje uslova oscilovanja
strune, grede, membrane i tanke plofe, pored diferencijalnih jednadina
oscilovanja i graniénih uslova potrebno poznavanje i pocetnih uslova os-
cilovanja elastiénog tela.
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Hie " fo74 NONLINEAR VIBRATION PROBLEMS 15
’ ZAGADNIENIA DRGAN NIELINIOWYCH

WCCIIEDOBAHUWE ,,BRIIIEUACTOTHBIX’ KOJIEBAHWI -
‘B OIHOUYACTOTHOM PEXVME B HEJIMHEWHBIX CUCTEMAX
CO MHOTHMY CTEIEHAMU CBOBOJBI M MEIJIEHHO
- MEHAIOIMMMICA ITAPAMETPAMI

K. CTEBAHOBHY, Il. PAIIKOBHUY (HHII-BEE/JIBIPAM)

Teaucer

B craree Hadwl ¢opMyIIBI Ha OEPBOE K BTOPOE ACHMIITOTHIECKOS MPHONYIKEHH A Pelllenisa HeTugeH-
Eoil croTeMBI ¢ HECKOJIBKAME CreneHAME CBOGOMBLI ¢ MEIUIEHHO MEHSIOIMMECA mapaMerpaMH B OJHO-
YACTOTHOM DEXKHME HOZ, FelcTBHEeM MAaJoT0 BO3MVILEHHS, 3aBUCAINEro NepHommdecKy or NN cbymmnﬁ
0. (n=1, ..., N) c nepuogamu 2w, rhe df,]dt = v,(7) MeIIeHHO MEHAIOIIHECS UYACTOTHI, OIHsKHE
cnficTEcEHOHE wacroTe cBOBGORHBIX KoneOaHwil HEBOBMYINEHHON CHCIEMBI.

Vicnonsayercst acumoToTAUecKuit meron Kpbimosa~BoromoboBa ¥ aCHMIITOTHYECKAS TEODHS HecTa-
ImogapEeIX KoxeGammit Murpomosscroro. JaEmkie B crarbe pesyiasTaThl HPEACTABIAIOT obobmenme
PC3YIETATOB MuTPOHOIBCKOTO, OTHOCATHAXCA K IHOCTPOSHAIO ACHMIITOTHYESCKIX PelieH i, OTREeUatOmuX

OI0YACTOTHOMY PEXKHEMY B ronebaTesnsHOM HemmaEeiHOIT crcTeMe ¢ MHOI‘PLMH CTEmeHsiMI CBODOABI B Men-
JGHHO MCHATOIMHMECH HapaMeTrpan.

Iana SHepreTHuecKas TPAKTOBKA YPABHEHHS HEPBOTO HOpARKA HA aMIUTHTYAY X (basy, KoTopast
c037aeT BO3MOIKHOCTS IMPAMEHEHNT METORA IS CHCTEM C pacHpefelleHHEIMY Hapamerpamy. Jlaw npumep
KosIeGanmit 6anry ooz AeHCTBAEM HECKOIBKYX IBAMKYIIUXCS IPY30B C NPIIOKCHHBIMA T0ITH~-UEPHOAH-
YLCHHME MEINEHHO MEHAIOIMEMUCH JYaCcTOTAMM. ’ -

B nemumefapIx KoJyeOaTeNIBHBIX CHCTEMAax IPUHIMII CYIIEPIO3HIM HE HMEeT Mecra.
PesymsrHpyromee CIoxHOe Konebanme, KOTOpoe BOSHMKAET B CHCIEME TIPX BOSHEHCTBHR
H4 HEe HECKOJIbBKHMX TFapMOHMUECKHX CHJI He Oy[eT paBHO CyMMe IPOCThIX Kojebamwii,
KOTOpHIE BOSHHKIM ObI B CHCTEME IDPH OTAEIFHOM [eHCTBUM COCTaBILAIOIIMKX CHIL.

ITpu: coBmecTHOM MeHCTBHE HAa HeMHEHHYIO KONEDATENFHYIO CHCTEMY HECKOIBKHX
CHTI, B CHCTEME BOSHMKAIOT CIIOYKHBIE KOJIeGaHws, 'KOTOpbIe KpOME TapMOHHK C UacTo-
TaMyl BOSMYLIAOINMX CHI GyIyT COMEpIKaTh elle TapMOHHKK C Da3fHuHBIME KOMOMHA-
IMOHHBIMK YacTOTaMH ¥ KPOME TOI'0, OCHOBHBIE I'APMOHMKH HMEIOIIHE YACTOTHI BO3MYyIHa-
0mEx cul GyAyT B3auMHO BIMATH APYT HA Hpyra.

Paccmotprsas KomeGaHus cucTeM ¢ MHOTMME CTEHEHSME CBOOOBI, KOTOPBIE OIMChHI-
BaroTca guddepeHTHaTbERIME YPABHEHMIMY GIUCKAME X JHHEHHBIM, B OJ[HOYACTOTHOM
pexxume, IPH KOTOPOM BCE KOODMMHATHI DACCMATPHBAEMOI CHCTEMBI COBEPINAIOT KOJIe~
Ganmsr ¢ OFHOM yacToTOM, Kak 3T0 mpemnoxmn Boromobos [3], Hy»kHO 00paTHTs BHHAMA~
HUE Ha TO, WT0 B YPABHEHHSX IIEPBOr0 UPHOIIDKERAL IS aMIUIHTYABI H (hasel TOABIIA~
€TCs CyNepHOSHIlEs BIFAHEN HEJIHEHHBIX UIEHOB, KOTOPYIO MOYKHO Ha3BaTh crmMOOIH-
YECKH TEPMHHOM , HejmHelras cymeprosumus’’. Ho, Hago 06paTuTs BHEMAHME, YTO 9Ta.
CyNepnosHIws BIMAHME HeNWHEHHBIX WIEHOB BBICTYHNAeT UL’ CKOPOCTH H3MEHCHAH




202 : ) K. Cresamosmd, [. Pammosrd

" ammmaTymet w $assl B OHOR 3 (OpM KoneGaHmil W TONBKO B MEPBOM NPHOIIKEHNH.
3HaunT, pesyJsTHpYIomee KojeGanme He Gyer cymepmosummed AeHcTBHi.

Hecnemopanpe COBMECTHOTO BIIFISTHWSA TapMOHWK BO3MYIIAOIHX CHJI HA DasBHIHE
KoneOanuii B He/lmHeHHBIX CHCTEMAx mMeeTr 0OJIFIIOe TPaKTHIECKOEe 3HAUEHNE M TOSTOMY
IIPEICTABISIET HHTEPEC PACCMOTPEHHE HECTAIMOHAPHBIX KOIeOaTepHBIX sBieHuHd. On-
Haxo B OomsmmmHCTBE PaGoT HCCIIEROBANOCH UPOXOKIECHAE Yepe3 PE30HAHC B CHCIEMAX,
Ha KOTOpEBIE HelCTByeT BO3MYINAIOUIAsd CIUIA C OFHOH HUacTOTOH.

TIpOoXOoyKIeHsio Yepe3 PE30HAHC B JIMHEHHBIX KOIeOaTeIBHBIX CHCTEMAX HOCBILIEHO
TenbIit PAJ TEOPETHYECKUX X SKCIIePUMEHTANRHEIX pabor: Jlromca, Iemua, Kana, ITyra-
uépa, demenra, CmenxoBa u Apyrux. 1laranoB HCCIENOBAN SKCIEPHEMEHTAIHHO IHPO-
XOYKJICHHE uepes Pe30HAHC B HelmHEeHHOH cucreme ¢ ofgHOH creneHsio cBobomsi. IToppob-
HOMY TEOPETHUYECKOMY HCCIIETOBAHMIIO HeJHHEHHBIX KOJIe6aTebHbIX CHCIEM C MELJICHHO
MEHSIONIAMHACS TIapamMerpamu nocBamensr paGorsr 0. A. Murponomsckoro [1, 2, 6].
B paGore [6] nagHEI TEOPETHYECKHE OCHOBBI MCCIIEOBAHAA HECTAMHOHAPHBIX UPOLECCOB
B KOJe0aTenbHbIX CHCTEMAX. ’

Yexmapes B [12] paccMoTpen 9KCIEpHMERTAIEHO B TEODETHYECKH, ¢ IIOMOIIBI0 METOA
Bau pmep llons cranmorapyeIl peyxEm B menmHeinol xonebaresmsuod cmcreme ¢ ommao#
CTeneHs0 CBOOO/RI IPH BO3CHCTBHH BOSMYIIAOINeH CHIIBI -C HECKOJBKMMM TapMOHH-~
wamm. Ilpm sTom cumranm mapamerphbl CHCTeMbI IIOCTOSHHBIMH, TDEHHEM IpeHefperasn,
a meyua ciyuall MKecTKOH XapaxTepHCTHKY HenwHelHOH yupyro# cmmei. PyGammz [§]
PacCMATPHBAIT B3aMMHOE BIIMSHEE HECKOIBKHX TAapMOHMK B HEMHEHHBIX CACTEMAX C Pas-
JIAYHBIME XapaKTEPHCTHKAMY HeJmHEHHOM yIpyro#l CHIbI, C YUETOM CHJI TPEHUS H IIpH
PasHYHBIX YCIOBHAX, IPOXOXKICHUA CHCIEMBI Uepes pe3oHaHc. B Toif »xe pabore mpo-
BelleH aHAIM3, KaK CTAIWOHAPHBIX TAK M HECTANMOHADHBIX PENUMOB, W CHENaH DAL
BEIBOIOB 0 XapaKTepe HeCTAMOHAPHBIX KoIe0aTebHbIX ARjeanil B Heymueiinolt crcreme
C OmHOH CcreneHHIO0 CBOOOIHI. )

Murpomonsckuii B paborax [1, 6] mocTpoun acuMOTOTHYECKHME DEINeHHT, COOTBET-
CTBYIOHIEE OHOYACTOTHOMY DEXuMY B HesmHeMHoH KonebaTesHON crcreMe O MHOTHMHU
cremeHAME CBOOOIBI M MEIJICHHO MEHSIOMMUCA mapamerpamu. Ilonyws ypasHeHms
IIEPBOr0 ¥ BTOPOI0 HPHUOIIDKEHES I aMIaTyasl 1 Gassr pesonancuo# Gopmbl Ko Jje-
Ganmit. YpaBHEeHWS 3TH BEPHBI KOTZIA CHCTENMa HAXOMWTCA HOJ BO3IEHCTBHEM BO3MYyINa-
tomiell HenmHEHHOH CHIBI — DeprofmYecKod (YHKUEM HepHORa 27 W TOJBKO ONHOM
METJIEHHO MeHsToielica gacToTEl. B ynoMsaHEyTHIX paloTax, [OKA3aHO YT0 3TH YPaBHEHUA
MOXKHO TIOCTPOMTH 0€3 IIPEIBApHUTENIFHOIO COCTABIEHHS! TOumBIX [uddepenimanbabx
YpaBHEHHH 3a5{ad, BBOAS IPOCTYIO SHEPreTHUYECKYI0 HETEPIIPETANHIO, KOTOPAA II03BOJIAET
bOpMANEHO TIPUMEHHTH METOR S NOCTPOSHHS aCHMITOTHUCCKUX, IPHGIIDKEHHBIX Pe-
ImeHwH ypaBHEHHH B YaCTHBIX IIPOM3BOIHBIX, OIMHCHIBAOIINX KOjeOaTensHbIe MPOLeCcChl
B CHCTEMaX C pPacHpeleNIeHBIME IapaMeTpami.

B macrosumedl craThe MOCTPOEHB! ACHMOTOTHUECKHE DEIIEHHS M YPABHEHMA TEPBOrO
‘B BTOPOTO IpHOIDKEHHs LI aMIUMTYIbI B (Pashl COOTBETCTBYIOIIHE OHOUYACTOTHOMY
pexxuMy B HemmHeHHON KomebaTensHOM cucTeMe CO MHOTHMHE CTEIEHAMY CBODOIBI M Me-
JIEHHO MEHMIOLIVMICT TIAPAMETDPAaMy, KOTHa MeiCTBYIONAA HA CHCTEMY BOSMYyIIAIONIas
HenmpeHHAA CHIA SABIACTCH mepuojuueckod (ymxrmume#l mepuoma 2w M HECKOJIBKHX
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MCIIEHHO MEHSTIONTHXCSA YacroT, ONMCKUX mepBoi OCHOBHOH 4acroTe COGCTBEHHBIX KO-
STeGanuit WM JaCTOTA MMEET SHAUCHUE IePBO coOCTBEHHO YaCTOTHI YMHOKEHHOH Ha p/q,
72 p | ¢ mpocTele wmcna. IIpefcraBiena SHEPreTHUECKas HETEPIPETanys IOIyYeHBIX
ypeBHeHHH. DTH ypaBHEHHA IpencTaBiAoT obobmenns ypasaeami JO. A. Marponons-
CEOTO.

J1 AyUTIOCTpaly IPHUBEEH IPUMED — KPYTWIBHLIE KOJEOAHMsT KOIeHUaToro Bana,
H2 KOTOPBIH NefCTRYIOT [iBa BHENIHUE IEPHOIUIECKHE KpyTAmme MomerTs! [1, 5]. B ka-
weCTRe NPAMEHEHMS SHePTeTHUeCKOH HETEPIPETanuy JaH IpuMep KoeGanmit Gaxe oz
LCACTBHEM CHCTEMBI IIEPEBUIAIONIMXCS TDY30B M HEPHOMHEIECKHX, CHUI, PACCMOTPEHHBIH
pouee B paborax [10, 11], o sHecs WACTOTEI BHEIMHKX CHJI MOTYT OTJIMYATHCS HPYL OT
LPyra. XoTsA JOJDKHBI ObITh OECKEMH TIepBOi cofCTBeHHOH yacToTe cCBOGORHBIX KoJieha-
wit Ganwa.

1. IfocrpoeRHe aCHMHOTOTHYECKHX PeIHeHHH ,,BHIEYacCTOTHHIX’’ KonebaHuii,
COOTGETCTRYIOIIAX OXHOYACTOTHOMY pelKHMY B KoidebarennHOH cHCTeMe coO
MEOFHMH CTEHEHAMH CBOOOABI H MeNJICHHO MEHAIOINHMCIHHA HapaMeTpaMH

IIepefigem Temeps K paspalboTKe METOHA HOCTPOSHHS aCHMITTOTHYECKIX TPHOIFmKeHNH
715 1%071e0aTeNbHBIX CHCTEM CO MHOIHMME CTEICHAMY CBOOOMBI ¥ MEIJICHHO MEHAIOUAMHUC
TrapaMerpamMy, Korja AeliCTBYIOmas Ha CECTeMy BO3MYINAOMAA HeluHeiHas CHa ABId-
ercs nepuojmaeckoii Gyaxnuell meprofa 27w, HECKOIBKO MEIJIEHHO MEHSIOIIXCH YacToT,
6 cxux K mepBoil coGerBerHOM yacToTe MM HpOOHOH BpPEJHOCTH IepBoit coGcrBeHHOR
yacrore. Ilonb3yemcs Hpu atom acummrormuecks meropom Kpmiosa-BoroimoGosa—M-
TDOMOJIECKOr0. ’ '

Acmmoo:ﬁqecme npubmmKeHre PEMeHNA Oy[eM CTPOHTH - HEMOCPEHOCTBEHHO U
ynapmenu#t Jlarpamxa BTOpOro poja. Bymem paccmorpmBaTh CHCTEMY 72 HEIMHEHHBIX
anddepeHIHATEHEBIX YPaBHEHME BTOPOr0 IOPAKKA C MEMJIEHHO MEHToIuMca Koadhdu-
DXeHTAME '

n n B
d . . C
Ei— {Z aij(T)Qi} + 2 bij(T) g = 6_Qj('ﬁ':v 61: o Ons Giyoes Gns g1 <++5 In> 8)’ (1)
i=1 i=1
i=12,..,mn,
TAE Gy5 G2 -.., gy — 0000IIeHNE KOOPHAHHATEI, T = &f — ,,MeAJicHHOe’’ BpeMs, & —
MBI TIOJIOYKHTEIBHBIT Hapamerp, 4;;(7) = a;(t) — xoadduimenTsl MaTpyIBI HHEDP-
mun, by(t) = bj(t) — xoaddurmenTsl KBasEYIPYTro# MATPHIBI — HEKOTOPbIe (QyHK-
g ,,MEMJICHHOr0”’ BpEMEHH 7, HMMEIOIWe TIPOM3BOAHBIC JIEOGOr0 HOpAKa IIpH BCEX
KOHeuHBIX 3HaueHWAX 7. Mccnemyemass kosebaTenbHas cHCTeMa HAXOM@TCSI HON BO3zeHh-
CTBHEM MAJOr0 BO3MYIIEHWSA, OIpeIesIZemoro 0000MIeHHBIME CHIIAMHA

E0HT, 015 vy Ons Gayoeey Qs 1y ooy s €) = Ee’Qﬂ-”(r, B2y eves B> Gy wovy Gus Gy oo )
’ I =1

F=1,2,,m 1 =1,2,.. )
nepuoaeckamy 1o 0, 0,, ..., 8y ¢ nepmomom 27.
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IIpepmonoxum, 90 (bymam‘n CTOAINEE B IPaBOL uacTy BRIpaykenus (2) MOTYT 6eith
OpEeACTaBjIeHbl B BHIE KOHEWHBIX CyMM DPypse

N
) i Z'nkek .
QP (@5 015 oo Ons Gus o5 Gus U1y ooy ) = Z e OfPnd(Ts Qs -v5 Gus Q1 +ov5 Gu)s
Ny 0N, . g
G =12 e L= 1,2, oy =M < i < M @)

: ‘ . df,
rie OfQuns, ..., my ABIIOTCA HEKOTOPHIME IIOJIMHOMAMH 10 OTHOINEHHMIO K §; B ;, U —Tt"— =
= ¥(7) — ME[IIEHHO MEHMIOIHUECA JaCTOThI BHENTHEH CHIIEBI.

Topcrasisasa ¢ = 0, a cunrass 7 NOCTOAHHON BEJMUMHON, IOIyYaeM CUCTEMY IHHEH-

mpix mubdepenmaibHEIX YPaBHEHN! BTOPOr0 HOPSAKA C HOCTOSHHBIME Kosbduimen-
TaMH

n

Zdi](r).‘:[i ZbIJ(T)gl =0, j =1,2,..,m, ' (4‘)

i=1 : i=1
KOTODYIO B HaylbHEHINEM HCIONb3yeM KK BOCIOMATATENHHYI0 K MOCTPOEHAY DEIeHkit
ypasrermii (1). Cucremy (4) Gymem xax u B [1] maseBars cucTemolt puddepermaTEEER
ypaBHEHUH HEBOSMYINEHHOTO JBIDKEHHS WK IIPOCTO HEBO3MYILIEHHOH CHCTEMOH.

,U:J'IH 39TOH CHCTEMBI, H3BECTHO YTO, MOXHO ITIOCTPOHTH DEILNCHHA, COOTBETCTBYIOIIIHE
HOPMaJIbHBIM KOJIC6&HH.FIM

g™ = @imM(T)ancos(wpt+ o), Lm=1,2,..,n, ()
rae wi(t)—(@m = 1,2, ..., n) — coGCTBeHHBIE YACTOTRI, OIpPEHEIACMBIE YPaBHEHHEM |
Det{—a;(z)w?+by(x)} = 0, (6)

@{™(7) — HopMaibHbIe QYHKIAN SIBIIIONNEC] HeTDUBHAIGHBIMA DEIICHISIME CHCTEMEI
OIHOPOMHBIX aredpandecKux ypapHeHuit

i’{ a,,(z)w,,,+b,,(z)}¢m>(z)'=0, jm=1,2,..,n | 7)

u oﬁnap;a:fomue CBOﬁCTB&MH OPTOTOHAJIBHOCTH

S @@ @eE =0; 3 bEer@eE = ®

m # I, ) m £ 1

H Gy U ¢, — BElECTREHHEIEC IPOM3BONGHLIE MOCTOSHbIe. ECIu Temeps, HONOMHEM T =
= ¢, pemerms (5) TOMBKO TPHOIMBMTENHHO OyAYT yNOBIeTBOpsATH ypasHemmam (4)
¥ XIDH 3TOM HOJydaeM KOJIEOaH:s ¢ MEUICHHO MEHSIOIIMMUCH JaCTOTOH wny(7) 1 (opMmoH

(™M(7). JIJist HOCTPOEHHST ACHMITTOTHYECKHX TPHOKEHyH PEIIEHHA COOTBETCTBYIOMMX
O/THOYACTOTHEIM KOJIeGaHmAM OCTATOYHO GIMCKHX K HEPBOMY HODMAJIEHOMY HEBO3MyLIEH-
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romy Kosebaauio (5) — m = 1, gomycTmm, Kax B [1], 9T0 717 Bcex sHAUCHHA mapameTpa
' BBITIOIHATOTCHA CJIERYIOIIHE YCIIOBHA: _ :

a) B HEBOSMYIIEHHON CHCTEME BO3MOYKHEI HESATyXAIOIIHE TapMOHHYECKYe Komebanns
¢ mracTorot w;(T) 3aBUCANIME TONBKO OT [BYX MPOMSBOJFHBIX HOCTOSHHEIX;

6) EOmHECTBEHHBIM DEIIEHHEM CHCTEMbI ypaBHeHHE (4) COOTBETCTBYIOmMM paBHO-
DSCHIO B HEBOSMYIUEHHOH CHCTEME SBJISETCA TPHBHAJGHOE DEINEHHE §; = ¢, = ... =
=g, = 0. : A '

B) B HeBOSMyIIeHHOH CHCTEME OTCYTCTBYIOT BHYTPEHHME DE30HAHCEI, TO €CTb w;(7) #

s
% - (), TOe § ¥ 7 — B3aWMHO LPOCTBIE gmcia, B = 2,3, ..., #.

ITpu oTHX [ONYyINEHHMAX ACHMITOTHYECKOE IPHOIFDKEHHE 7-TO HOPAMKA, DEIleHHs
cwicrempt ypaBueHuit (1) mmem B Bupme

m .
g = 9O (Dacosy+ e ud(7: 4,00, . 0 9)s i=1,20m  (9)
=1 .
riae © = &, bymxmm pP(z, a, 04, ..., Oy, p) nepuommaeckme 10 0y, ..., Oy ¢ mepmo-
ZoME 27T, 4 BeJIMUMHEL ¢ ¥ @ KaK QYHKIEY BpEMEHH OUpEResIIoTCa B3 cucreMsl rudde-
PCHOZATBHBIX YDaBHEHMH

-3—? - Z Az, @y 15 @2 . ) =& @1 = @,
=1 } (10)
%‘;‘; = wy(x)— -{’?vl(m- IZ;;‘B,(T, @y P13 Pasoeo> P)s
rse —
p= —2—01+<p1 = %Gk—l-tpk = oy(Dt+a(s), k=1,2,.,N, (1)

i€ p ¥ ¢ B3AWMHO TIPOCTHIE HEGOJBIIE UKCTA, BHIGOD KOTODEIX BaBHCHT OT HCCIIEHye-
MCTO Pe30HaHCA, w;(7) — Kopens ypasHenus (6), @i")(7) — HeTpUBHAIBHEIC DEIIEHAT
ypaBuenuit (7). _ .

A cocTaBieHHs aCHMITOTHYECKOIO IPUOIIDKeHHs pelleHnA HeoOXommmo HaiTh
TaKye BBIpOKeHUA niasg bysxmmi |

,ug')('z:, a, 0y, ..., Oy, Qp), AI(T: a5 @5 P25 <o (pN)’ By(z, a, ¢ @25 ces (pN)"
i=1,2,...,m,

(12)

TEepHOAHIECKuX 1O Oy, ..., Oy, @, @2, ..., @y Tieproga 27, T00BI BHIPAYKEHIS (9) mocie
TIOJICTAHOBKH B HEX BMECTO 4 ¥ ¢ (QYHKIMK BpeMeHH ompeessembix ypasaenmanm (10)
ABNAINCE pemernanu cucremsl (1).

Hapo ormeruts, uro Beipakenme (9) ects npulimxeHHOE NIPENCTABJICHHE HE AJA
obuiero penrerust ypaseeruit (1), a TONBKO I HEKOTOPOIO ABYNAapaMETPHUYECKOTO Ce~
MeHCTBa JACTHBIX pelleHmi.
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,Ilmb(p»epemmpyﬂ BeIp)xeHnA (9) HO BpeMeHH M yuMThIBasd 1pu sTom ypasHeHus (10)
HAXOMHM '

, ~ (1)
% — —pwoasinp e | LD o 0) 2,0, ) cosp
. du duh
— g (7)aB, (7, a, gy)siny+ - ‘g o,(7)+ Z gﬁk 'uk('c)} +
k=1 4
2 (13)
‘”’{ D) 4a(5 @, pijcosy =gl X)aBa(, s gu)siny + g~ +
3 a ( z (2)
/‘z A ! alu"'._ 3
+ (7 a, a, cpk)+ 1/) wy(z)+ g{ 7 ’llk(’L')}+8
. :
2. (1)
—c;—g-‘— = m(r)aw%(v:)cosap-l—s{ smzp<’)aw1 d(g +2¢Pw, 4, +

dB
q;(l)(z)a[ + 2( - -—-—vk) 3ga,: ]>+cos'zp<gv§1)('c) [—2aw131 +
aA (1) 2 (1)
+ g (wl—— -—’le) 1]> + —— 1+226 wl'vk—l-
32u® / 2D do®
2 P Pi
+ZZ”"”’ 30 36, }+8 {C"S”’\ e LA P R

N
— @i a(Bf +20,B,) + ¢ l:ail + ‘B—AI A+ 2 o4, (31“ Lﬁk) +
k

da

=1 aq}k q
N
\ ! 4, |\ def" (1),
Sl 2] o itsrss
= 14)
JB OB X oB
(1) 1 1 1 A
soa| 2Be s gy ;M (B~ 20)+
0B, 32 @)
2 97 (“’1“ }]> +2 Jago, et

3?/1
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N N ‘
02 (1) o2 i(l) a‘ugl) P aAl
+2 S“ 20, 5 2 G O Z(“’l“”"’k) +

N ' N
ouf® [dco1 ( P ) 331] ouft dv,
e | + (o P P hr

k=1

az (2) 92 (2) 32 (2)
1+22 Em ”"“’1+22 90, 6, ”"”’} & s

_ _ . do
Z; bp = p—e %Bks ¢ =@, e =00, o= d—ik (15)

- . da, d2g.
J,lOALTaBJUUI HAROCHHBIC 3HAYCHUA —-gl, gJ B JIEBBIC H aBbIC YacTl aBHE—
P 4’ a2 JP

rie

P = P

mast {1) 1 packiappIBas IpaByro wacts ypasHenwsi (1) B cremensbie psbl Telmopa mo
DO3PECTAIOIAM CTEIEHsM ¢ ¥ IPUpPaBHuBast Ko3(h(QHUIHEHTE! B JIEBHIX H IPABBIX YACTAX
TIDH H[{HHAKOBHIX CTEIEHAX &, B PE3YJIHTATE TIOJIYUMM CHCTEMBI YDABHEHVH OTHOCHTEIEHO
nenenecTesix Gyaxuwii (12). Ilepsbie ABe CHCTEMBI ypaBHCImﬁ Oymyr

n 32[“(1) 2 Yv 32 (1) Z‘Z 2 (1)
- ¢ 2 ALY ) g
Z {a,l [ 31/)2 CU1+ 4_4 a ae wl'l’k+ Vel wr ar— 36k36 +b,]‘u,

i=1 T=1

n . N

deH de
p +(,‘0,§1) T‘;] +¢]Jl§1) [Zw,Al-i-a 2(0)1—

I=1 k=1

b+

I
8
.,
S N—
w
B
<
s
B
g
)
o

(16)

- da; . ~
+ 2 dz j ‘Pll)wlasmW”*"Q.(il)(T: 015 ..., Ons 4, 'l/)) =

=GN(z, by, ... GN,a,ip), i=1,2, ..., m,

N N ‘
5 o h o o
Z{av[ 1+22 Tpan, v+ 5?__/ 20, 40, vkve] + byt

k=1

n

¥ :
= Z {smgu<<p(1) [2m1A2 +a2 gﬁf (wl - %wk)]> —cosy <q),-(1)[ —2aw, B, +

=1 k=1

N ’ n
Y dof dB,
+ _S_ 3(p: (cul— —%—vk)]>} + g ai; {smzp\ZaBl d +<p(1) [2A1B1+a Frales

i=1

~.
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N .
B, ‘ Y 9B, p o\ \ / d‘cpf” dgth 17

' 94, o4 Py
| _.n2 1 1 N4y (52 11N
i [ Bt o T Y Loy, (31 g “')] }+

+¢R(T, a5 045 . Oxs ) = Gz, a, 015 s Oy ) J=1,2,..5m,

B KOTODBIX BBEACHBI obo3raueHUA

S day; [[dpt®
dB(7, @, 015 -5 Oy, 9) = — Z iy {[ ﬁr a_+¢f‘"A1] cosw—(p?)aBlsinw} -

da;J{ (1) au(l) } n-’ 37 (1)
— - )
2 1+,}; a0, Z%{ £ 2ai0, daon, At

i=1

' N
BZ‘u uf® 32,0 52,0
+2 E 9B, +20,4 2 LA P :
£ 5y 00, an— VD T 4054, a'lp +20,8, Ee +2 aﬁkar "+ (18)

N
2u du .04 ( ? ouM I d
+2 L o+ 1 _P Hi !
vy da £ dp \* q”‘) t [dr

N N .
0B, P aﬂi(l) dyy 2
¥ ‘,;_agv—k(w‘"?"”‘)] i g‘: R Ef'}w’(‘)(“ Ois voos O @5 9)

208" e 20 [{ dg®
E -~ (1) — oM gsi
4 { 7 3q, Ir a+oMA4, | cosy— @] a31ny)Bl+

(1) (1) : .
w; + 2 aek ]} j= 1,2, veny T . ‘

Q}m)(r’ 61: cevy ON: a, "l’) = Qj(m)(fz 61: seey 9N> 91) sy _Qna é[l: ey qn) \qt = 'P(l)aCOS‘P (19)

qi = —qz(l)amlsmw

20 _ oo o
30 " 00 | gmofDacony |
- (pi(I)awlsintp
o _ragp (19")
aq, dat ’ 3‘]; éi = (pi(l)a cos
@ =..qz§1)aw1 siny.
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2

Tivapete 4acT¥ ypaBHEHUA (16), xax mepmommueckue (QYHKIHMEA OTHOCHTENEHO 0, ..., Oy
¥y 1enecoo0pasHO HpECTaBuTh B BHAE cymMm Dypbe

i {mp+ g e "k}
Crabuy) = D gpmommae 20)

mynig e ey
) pit]

) 2r 2n 2 { g By}
—itmp+ 2 w0} dwdh, ... dby,
gipr ) (z, @) = Wf f f G{I(z, a, O, p)e . k=1 Yas, N

— (1)
N+1

dynxzmm w$(z, a, 0y, ..., 08, ¢) Oylmem uckarh B BHme CymMm

N
s (mn o {mp+ I w6}
ﬂg )(T, a, 61, ceey GN, 'lp) =M, By, eee By ﬂ( ‘) 120 N)(T, a)e k=1 N

i=1,2,..,1m, —®0 <MHy,..H0y < +x© (22)

R KOTOPBIX KoadburmenTer pu{iy" ™ (7, @) MONTIEKAT ONpPeeIeH IO,

Tubdepenrmpys Beipaykenns (22) u mopcrasiss B ypasaennst (16) a satem npupas-
pBasT K0P OHAIUERTD] TIPH O{THAKOBBIX FADMOHHIKAX, IOJIydaem Al ONpeeNlenust Koad-
¢pramenTor u{fyy'r ™ (7, a) cucremy anreCpadecKux ypaBHEHHI

3 {py—ayfmos + anvk) e (3, @) = gz, a), (23)
1

Juis pEIIeHMs KOTOPOH BOCHOJB3YEMCH HOPMATHHBIME KOODIHHATAMH, MCKAST BBIDAKe-
wmsg g g e ™) (T, @) B BHEE CyMMbI

n
gz, @) = 3T Oz, 0)pf0 (1), )
I=1

1ne ¢{)(z) nopmarsubte Qymxrpm, a C{™ " ") pemspecrHrie K03GbGUIUEHTET TOLTE~
siamue onpepesenwo. Ioxcrasmsas (24) B (23) ¥ YMHO)KAsg 9TH YpPaBHEHWS COOTBET-
crBerno Ha ¢§V(T) ¥ CyMMHpYsS De3yJBTAT HO j HAXO[MM, 9TO

28‘"”"“' Wz, @) pfP) ()
Cfmre i) (7, @) = > (25)

ml(-c) {wl —(mw, + 2 mevy)’}

TpHYeM MbI OPHESUIH BO BHUMAHUE op’roronarmﬁoc'rb HOpMﬂJH:HbD{ @ymcmm (8) ¥ BBENH
oBosHaueHAe

n

m(r) = 37 ay(D)ei(e) o). (26)

ij=1

14 Zagadnienia drgan
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Jns mexombix Qymromi Hosydaem

n n
7 AP sl 3,03
‘u{l)(‘t, a’ely "')eNi'l/)) = Z .
miyeny =1 =1  m{w}—(mo+ Z n,v)?}
, k=1

Tlepromraeckue bynxmmay $iy(7, @, 04, ..., Oy, ) HOTDIHEBI GBITH KOHEUHBIMY, JIL STOLO
IOJDKHEI OTCYTCTBORATh WIEHBI, 3HAMEHATENM KOTODBIX MOIYT OODaTHTECS B HYJb IDH
HEKOTOPHIX 3HAYCHHAX T. DTO MOYKET CIIYUHTECA IIPH 3HAUCHHSAX, 72 U 70, YIOBJIETBOPS~
IONEX PABEHCTBAM

N
mw; + v = toq (27)
HIH
N
plntl)+q » 'm =0,

TaK KaK NPH HEKOTODBIX SHAYECHHWAX 7 BOSMONEO w4(7) = -1—;— (7). Ilostomy

4 (z, a, 04, ..., Oy, p) IPHEAMATOT KOHEUHbIE SHAYEHHUS, €CIIH BEIIOMNHSETCH CIeAyIoIee
ycIoBEe

N ! N
Zg(m"b r”N)(T, a) ¢j(1)(~c)el{m‘l’+ ké::l"k k} = O’ [P(m il)"l‘qz Ny = 0] (28)
MyByseeey By j=1 : k=1

TOYKIECTBEHHO 10 & M T B DPACCMATpHBAEMOM 06aCTH BX M3MCHEHHS, NOSTOMY HYMHO
sapaHee OLEHATH ODJIACTS BOSMOXKHOTO HaMeHeHust Gymxmud a(z).
Ha;qo cxasars, wro Gymxmm (3) He IIOJDKE:BI COMEpIKaTh WICHOB B KOTOPBIX IIPH

m=0, Z‘ m= 0,k # 1,n # 0.370 Bcerma Mo>krO chenatsh Beens uopble 0;. IIpumm-
A =

mast Bo BRymanme (28) u (26), (20), (ZI), (22) maxopmm st u$)(7, a, 01, ..., Oy, ) cie~ |

LYIOIHE BEIPAYKEHHUST
N
(T, @ 0 ees Oy 9) = [p(mi—l)+q2nk #0 iz [ = 1]

D S

My By ey By Je=1

N-
—i{mp+ I m 0}
k=1

2n 2% 2t n - N
[ ] 209, a6, p)e dpdoy, ..., doy ilme+ I m 0l
00 0 j=1 e .
N

- m{ot—(w,m+ glnkvk)"‘}

Peeaiasomn

e

R

SRR

i

SN
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, d [a7(3)
o S [ e
—20 (z)a 21=1 9q; 1 g=¢%" siny, (29)
{04 2 o
e
m(z) = 3 ay(@) e @ o) = 2Tlgi)]. (30)
i, J=1
Bpopa o6osHaueHus 7 = ¢¢+1 u op = — 0, paBeHCTBO (26) MOIKHO UPECTABHTH B BHIE
N
Eip4io, opt 2 in,‘ 6
n
S g @e 0
ayfgysees By j=1 . (31)
[ # 73 an =0, k#7|
(dqil L URUI PR 2

e
Tioncrapmsad 3HAYCHHA £(j1) % (¢, @) 1 nprpaBEwBas K03bbUIEEHTHI TpH
CAHMB2KOBBIX I'APMOHMKAX, IIOJIy9acM CHCTEMY ypaBHEHME

N ;
_r 04,
Z [wl(r) g ”’(’)] :
N -+o0 2r 2
= &l7a% (1) HD) ~10g g
B 1111(271: my 2y Za_z_m ff fZ‘P Q cosye dydb, ... doy,
N1
{ dB df ]
2w, 4, + [ T__?Lr] 1 _ @ mywy|
+ moam  w N (32)
— ioggyg i 1 (1) (1)} —i0q @
" (211:)”‘*‘1 2 2 J f f i QiVsinype dypdf; ... doy.
k=1 g=—c0 00 0 j=1
T T
Brepnem oﬁosnaqemm
2r 21 N
~iog|p— P -
(7> @) = (27:)""‘1 f f f 2 iV QP cospe -5 )dquel... by, (33)
0 Jj=1
T T o)
dor(T5 d) = (Z‘n:)N’*‘l ff fz(p( )Q(I)qupe d’l])d@l ... dby.

J—-l

14
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Dyaxwm A,(7, a, o), B1(T> @, @r) OFHO3HAYHO ONPENENIAIOTCH M3 HEOMHOPOAHOH CH-
cremel JmHEHHEBIX ypaBHernit (31) xax wactHOE, TIEPHOIIIECKOE PertieHue 3TOH CHCTEMBI
METOIOM HEONpENEJIEHHBIX K02((DUHeHToB

a dmow,]
2my w4 dz

Al(r: Qs Q5 P25 --0s ‘PN)"": -

Fo 1GQ( ”"?L'Vk) o (Ts a) +2w, dy(7, a)

+ Z 2 w?—02(gw, —pn)?

k=1 g=—co

etoa, (34)

N +o jgg (wl - %wk) Ao (7, 0)—20, c;k(r, a) RL TN

B1(T: a; Qs Pos -.os ‘PN) = Z y 2_ 2 A 3
e fd L a{tw?—o%(quw; —pri)*}
_ i=y-1. _
Ha ocpopanmm (33) moykeMm OCTPOMTH YpaBHEHHS IEPBOr0 NPHOIFDKEHAS I aMIUIHTY-
oel ® asel

da _ &a d(w1m1) 10(qos —pvi) o +201da 1 atag—2sti)
W - 27721601 + 21 ; 4-a)§....0'2(qw1 _‘Pyk)Z € 2
d N 4w ( 2 (35)
i R 2 ! i0(qws —p¥i)da,— 20160 1o(ap-epl)
N o (o ] (e T

Hs VDaBHEHAHR (17) nosyumm 1yust onpeneterust A, (T, @, @1y ... @n) B B2(T5 @5 @155 Px)
CHCTEMy ypaBHEHmit

N : ‘
P _3-42_ —_ _lo4, 94, ( A )
; [w1 q v"] e 1By = {W'A‘J“ ,; a0 gt

od, o, d7.”1‘A1 . @ Ny d (N def® (1)}
5 "Bt g 'm—;‘“;zTZE Z"if e KO

j=1

.27 2m 2 n
2 &% f f f v @) (1) —toqg;
+ WZ . J o) e cosypdypdd; ... dOy,
=1 o g
i1
N 1 éB . 2B 9B .
? ] 2 { B f ( )
@1 V| @ = - A, +a —-———o‘ +
,;[ ! q k oy 2 a— =44 Z (A
331 124 ﬁk«]'{' d(;’? 21} _ | ' (36)
1

2m 2r an N
1oggy i) (1) —10g 9 ... dfy.
(Z't)"“m £ 2 ff sz oo sinpdpddy !

N+1
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Cucrema (35) umeer Taxoii-xe Br/ KaK u cucrema (32), Tax UTO OIpEJETeHne ABHbIX
peipakermtt Wt Ay(T, @, @, @25 ---> ¢n) 4 By(7, a5 @, @2, ---, Py) He UpeACTaBIAET 32~
TpyIECHAH. ‘ ‘ _

B xauecrBe TIEPBOr0 IPHOIFDKEHMA IPHHMMAEM BbIPOKEHUE

= e (2 ). -

R KOTOpOM @ B ¢ (GYHKIWH OnpefeNsembie u3 nepBoro npabmmxerns (35). B xauecrse
BTOpOro IPHOJIDKEHHA IPHHMMACM BBIDDKEHHE: )

Gilir = ¢P(7)acos (%— 91+<P) +ep{)(z, a, 04, ..., Oy, ), (37
Ifle 4 W @ OUPEJENAIOTCA U3 yPABHEHW BTOPOTO NPHOIIDKEHHS
d .
—(% = eA,(7, @ @ Pas -oos On)FE2A5(T5 @5 @y P25 .05 Pi)s
d » v (38)
—&9':_ = Wy '“?Z"'Vl'{"gBl(T: s Py Pas..ens (PN)+82B2(T: as Qs P25 -0 (PN):

cle @ =@, = @— —12—855- npudem Ay(T, @ @, @1, ..., Px)s Ba(7, @, ¢4, ..., @x) ompe-

ACIIAIOTCA U3 CHcTeMbI ypasaermi (36). YpaBHEHHS IIEpBOrO M BTOPOrO IPHOMKEHUS

U1 ammumaTyasl m Qasel, @ ¥ @, B o0mieM Ciydae HE HHTEIPHPYIOTCA B 3aMKHYTOM
BHJE H ¥X IPHXOMUICT AHTErPHPOBATh “HCIICHHBIME METONAMH.

2. AcHMITOTHYECKOE pEeIlieHHe M yPaBHEHHA HEePEOT0 HPHOTHMCCHHS NI
9acTHOTO CMyuas cHCremer (1)

IIycTs MCCIeIyemMas CHCTEMa HAXOIWTCS IO BOSHEHCTBHEM MAJIOrO BO3MYLIEHWSA,
onpeesnAemoro 0GoGINeHHBIME CHIIAME BHJA :

Q4T 015 «oo3 085 Q15 ooes Qo> 15 +oes @n) = €QF(Tr Q15 ooos Gus @1 «vv dn)+
N (39)
o+ 2 8]ij(’l')8inek.
k=1 :
Torga HCCIeIOBaHMe KOJeOaTebHOr0 IIPOIECca CBORUICS K PACCMOTPEHHMIO CHCTEMBI
HemmmelEbx JubddepeHnuaEHbIX YPABHERHEH BHOA

n n : N .
d . ) . : .
—(—E—{Z a;jqi} + Zbijg,- = eQF(T, @us o5 Gns Gus -5 )+ Zehkj‘smf)k. 40)
i=1 ' k=1

i
IIpenmosaraem BENIONHEHBIME yCiIoBRs W3 naparpada 1 u Gymem paccmoTpusarh Clydad -

do
OCHOBHOTO DPE30HAHCA, KOIJA YACTOTHI BHEIMHeH CHIBI -aTk = »(7) & w;(r) Omucku
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K mepBo# coGCTBeEHOH uacrore. M A yUPOINEHAR OCTAHOBHMMCS HA IIOCTPOEHHH Iep-
BOTO TIPpHOEDKEHN ABYNaPAMETPHYECKOr0 CeMEHCTBa JaCTHBIX peIleHumil, COOTBEICTRY-
JOIIMX OFHOYACTOTHOMY KOJIE0aTEIEHOMY PEXIMY , KOTOPBIH OJIM30K K IIEPBOMY HOPMAJIE-
HOMY KoJeOanm:o. B mepBOM HpHOMMKEHHMH Taxoe pelneHse Gymer

gi(t) = pfP(x)acos(V +¢), (41)

rae amimryAa ¢ 1 Gasa @, kak QYHEKOHNE BpEMEHH JOJDKHEL OBITh ONpENesIeHEl U3 Cr- ‘
CTeMbl ypaBHeHWH IIepBOTO NpHOIMKEHMT |

2n =n
da ea d(wym,) € f O
At T 2me,  de Zmmy; FZI‘ @ Of (7, a, p)cospdy—
(#2)
N SZ’hM (1)

< -
- g W cos(@p—eby),

SO y

2
R P
&= O G ao 2, P05 (7, a, p)sinypdy—
J= .

N & Z hkj (1)

.Z: m, a(w1 +) sin(pi—&0k)

upmuem @ = @, §; = 0.
OCraHOBEMCA ¥ HA UACTHOM CJIyuae, KOIJIA B CHCTEME JEHCTBYIOT [HCCHIATHBHEBIE
CHIIBL

N
OF(Ts Qs coos Gus G1s voes Gn) = 82 Aii{(D)gs. 43)
! i=1

Pemenwe npeguonaraem B Buje (41), rae @ u ¢ goinxEs! GBITH ONPENEICHE] U3 CHCTEMBI
ypaBHEHHH TepBOr0 UpHOIFKEHH

_f‘_{ - {”1('17)601‘“ g@ﬁl)_} —e Z _Lé_;flff_Tcos(¢k—85k),
k

dz 2my 0, dz ~ my(wy +vy
. (44)
2 by ‘P§1)

B = Y ey Sl
& =TT oy SO

rme

y(7) = Z 2i5(=) 9 (z) 9V (7).

XJ“
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3. Omeprermueckuii MeTO[ IOCTPOCHHA YPAaBHEHHA ANA AMIUIATYAB! m dassr
HePBOr0 ACHMHITOTHYECKOT0 UPHONHIKEHHS PeIIeHHA

VpaeHeHus1 mepBOro mpubimoxeHus: (35) HomycKaroT HPOCTYIO SHEPTETHUECKYIO HH-
TePIpPETaNuio, WCHOJB3YA KOTOPYX0 BO3MOXKHO Halitm ypaBHEHHS NDHOMMKeHmi Ges
VIPEIBAPHTEIEHOrO COCTABJICHHSI TOUHBIX YDaBHEHHM.

3anminem BBIPLKEHHE CPEAHErO SHAYEHWS BHPTYAJIBHOM paboTBI KOTODYIO COBep-
waror Bosmymazomue Caibl QD (T, Gys vvs Gus G1s +oos Gns 015 -..5 Oy) B pesrame cumy-
COMIANBHBIX KojeOatmit

g = pf N (r)acosy, § = —¢{)7)aw,siny (45)

Ha BEPTYaNbHBIX, MEPEMEICHEAX
09 = ¢{V)(z)[Gacosy—asinydp, (46)

COOTBETCTBYIOLIMR Bapraluam aMipmmTyibl 1 (asel nepBoro ,,HOpMansHOro’’ Kojebamms.
C TOYHOCTEIO {0 BEUMH HEPBOrO HMODSAKA MAJIOCTH HMEEM

N 2r n
= 1 ' . )
oW = 2—,2_7:—[29’(1)(% a, p, 0y, ..., Oy) @V {Sacosp—asinpde} dy. (47)
k=1 0 =1
Pasnoxus QY B psaxg Dypse

N B
1{mp+ 3 m 6.}

}1)(7:: a, 05, ..., 0y) = 2 f((J,',;.')nlm"N)(T: a)e k=t > i =]/:T (48)

M, By, .ees By

¥ HHTETPHpPYS TOCIE 3TOro BhIpakeHue (47) mis IIOJIHOﬁ thasel p moIyUHM

N  +ow
— (7 dac' "% )
W = kz-; Z (271:)"““ ff f 20(1) giDcospe 0% 4y df), ... dfy—

1999 g 2n 2m 2t & 49)
2 Z (zx)NJk f f f 2 O g{Vsinpe™ “*dypdo, ... dy.
k=1 o=—00 o 0 b =1
N+1

Wnpexcel cymmupoBannss 6 u k CBASAHBI C MHEEKCAME 7 H 0 PasNOMKEHH (48)
B papx DPypse cooTHOMEHWsAMHA m = og+1 u m, = —op.
Cpenmoro BenmumHy BHpTyasHON paGoThl MOXKHO sammcath B BHJE

N _— —— .
7= > V(Wi (____5ka) 50
1,4 ; 46-1 5z 5a+ 6(pk 5¢k, ( )

(6W — B obmen ciiydae He ABjAercsa muddepeHipaon).
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ITpu TakoM 0603HAYEHNH YPABHEHHSI IEPBOIO IPHODKEHHS [T aMILTATY ABI B (assl
TIPUHUMAIOT BT o
5Wc, k
da
40— 0*(qw; —py)?

1 o,

N+ ig(gw; —pw) +2w, PR T

da ea  d(wym,) 2e
A& 2w0m; dr +—n_z—1_2 Z
W 1 W, ,

N+ ig(gw, —py) o a —2w, 5

a{dw? —o*(qw; — pv)*}

2

4. Ilpumepsx

1. PaccmoTpmm KpyTHIGHBIE KOJe0aHusa KOJIEHYATOro Baja IPH HECTAIHOHAPHOM pe-
JKUME, KOTTa Ha BTOPYIO B TPETHI0 MACCHI JEHCTBYIOT IIEPHOHUECKHE KPYTAIINE MOMEHTEI

M, = E,sinfl;, M, = E;sinfs, (51)
rae ' '

E, = const; E; = const; %0—: = 1,(7) ~ 601(7)/5

df A
—de = ’1’3(7) _ (l)l(/’ﬂ’).

Kosnebarus 3T0ro Baja C OFHAM KPYTAIOHM MOMEHTOM DACCMOTDEHBI B [1]. OBosHaumm
MOMEHTBI MHEPIMH Macc ABurareint depes i, 72, a2 H yIJIBI OTKIOHEHHA OT PaBHOMED-
HOTO BpAaICHEA-9EPE3 @y, ¢z, P3. LIyCTh YOPYImil MOMEHT SaBHCALMI OT pPAasHOCTH
YTJIOB HOBOPOTA UPHJIETAIOIHME MaCcC IIEPBOTO YUACTKA ONHCHIBACT HeyMHCHHAA QyH ams:

Floa—91) = c1(p2—@1) +ef(g.—91) (52)

M JiJIs BTOpOro — jmHeiHag Qysxams ¢,(@; — @,). ByJiem yunTEIBaTh BHYTPEHEE TPEHHE
BTOPOrO y4aCTKa Baja, YpaBHeHWs KPYyTHILEBIX KoieOamumii Bayna B aTom ciygae GymyT

J1¢1—Fp2—91) = 0,
o2+ F(p2—@1)—c2(ps—@2) = Mo+ o(Ps—P2)s - (33)
Japstea(ps—g2) = —ops—@2)+Ms.
Baens samMeny @,—@y = & B @3—¢@; = Y HONYIHM CIC[yIOMYIO CHCTEMY YpaBHe-

Fdte(fitF)a—cfiy = —(Fi+To)ef() +ofiy+Eofisinby,
FofsV—ci ¥ 3?’*‘"2(.7 2+ F8)y = Faef(®)—a(Fo+Fs)y—FsE25in0, + FoEs sigﬂ 3

s

HHH

(54)
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ﬂepl.sym coGCTBEHHYIO WactoTy Koyebanuil IogyJaem Kax PelleHNe YPABHEHHS
o*fi BFs—o*falefs(hi+F) +efu(fe o)l —ae2fiJs = 0 (55)

# HOpManbHble (QYHKIHM KaK DEIICHMA CHCTEMBI
[ei(fi+J2) —wifiJol ¢ —c2Fopd = 0,
~e1 Fs0 +[ea(Fo+ o) —wifaFal 82 = 0.

Torna corsiacuo (42) uactabIM pelnenmen cucremsl (54) COOTBETCTBYIOIEM OJHOYACTOT-
TBIM Kosne0anusam OJMCKIM K IIepBOMY HODMAJBHOMY KOIE0aHMIO HEBO3MYILEHHOIO IBY-
JKEHHMA B IepBOM mpulirpxenun Oymer

(56)

x = g{Pacos(f; + ), 57)
y = ¢§Pacos(, +¢),

it @ U @ HOJDKHEI OBITH ONIPENENEHBI U3 CHCTEMbI YpaBHEHUE MEPBOro NpHOIVDHeHHA

da = (1)2 ¢ (1) (1) Ez(.71<P )‘“.7390(1) _
F = —“[(‘72’*“73)‘7’ 319”1 @5 ]a— 115 (w07 +75) cosg 55
- ——-———EJ 22 cos(p—eB),
my (0w +73)
d (1) 4
% = w;—75(7)— (a2 Zﬁglml‘ZZ) 71l fsf(go(l)acosg())cosa,udzp~~
By (g0 —Fa9i) Esfol) . =
(g +v,)a sing+ ity (w1 +73)@ sin(p—20),

T7Ie BBEIOEHO
P =Q, @3 = 90‘86: e = 0;—0,, m; = 3"1_72?’ 1 +72.73¢(1)2

2. Paccmorpum monepeunble Konefamusa Ganie Haxopaeiica ION BOSJISfICTBKCM
CHCTEMBI HOJBIDKHBIX IPY30B C IPHJIOMEHABIMY K HEM [yJIbCHPYOIEMY CHIIAMH. JTOT
ciryuait pacemorpeH B paborax [10, 11], xorga rpyss! ABMWKYTCA C TIOCTOAHHOM CKOPOCTEIO
¥ MEIUICHHO M3MEHSIOIEiCs CKOPOCTHIO, HO CKOPOCTH M3MEHEHUA YacTOT BHEIIHEH CHIIBI
OfMEAKOBBIE. 37IeCh COCTABYM YPABHEHNS IIEPBOr0 IPHOFDKEH S AJIT aMIUTUTY /B 1 (a-
3BI, KOP[{A CKODOCTH HSMEHEHHS YaCTOT BHEIIHEH CHiBI MEXTy co00# OTIIMYAIOTCH.
Beemem o6osmawenma: M = pAl-— macca Gamxm, elM; — maccel IpYy30B, ey =
= eMhysin, — BHEINHA CrIA FeHCTBYIOMAs HA k-BIi HOMBIKHBLA IPYS, & = (i(f) —
KOOpAMHATA R-r0 IPy3a CUMTAA OT JIEBOH OIOpEI, [ — mmma Ganku, 4 ~— Iwiomans muo-
TIepeyHoro ceueHms (IIPEJIIONIOMKEAM, UTO OHA Maja IO CPABHEHHIO ¢ [JmHON Oamm),
E — mopyims ¥Oura, ] — MOMEHT mEEpIMH TONEPEYHOIO CEUeHHA OaKy OTHOCHTENHHO
OCH HEPTICH[HKYJIAPHOY K IDIOCKOCTH H3rmba.

Kax p3pecrro ypapHeHVEe HEBO3MYIIEHHOrO Konefanus umeeT BUI

o*u o4 u

o4 o'u (59
4JfEIat2 0 )
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C KpaeBbIMH YCJI‘OBKHMH
*u
u(3; 1) |zi_.o= 0, -

OTcrona MOYKHO TOCTPOMTH HOPMaJbHble (QVHKIHM B BHIE

.0 =0 (60)

z=1 ze=l

Z(2) = ¢®(2) = sin f‘;’-z (61)
H coOCTBEHHBIE YaCTOTHI
kw2 ET
w=EE Y5 (62)
BosmyLuaromas cuia, KoTopas feiicryer Ha 0Ky mMeer CIEHAYIONIE BAL
N
d? . 9%
eB(Ts Oy -.os O) - = & 2 [stm0k+ng—Mk “a??‘] . (63)
k=1 z={k

Pemienus COOTBEICTBYIOMIME ,,BBINEUAaCTOTHOMY ® Kojebammio Gajikm (momepeyxomy)

— db,
B OJHOYACTOTHOM pEXHMe, OJHCKOM IEPBOMY HOPMAJLHOMY Kolebanmio mpu —a—ti =
= (7)) ¥ w,;, HINEM B BHe
, T
u(%, £) = asin 77 cosy, (64)

roe v = 0;+@, a 1 ¢ JOIDKHBI OIPENEIITECA M3 YPABHEHUA MEPBOI0 NPHOIIDKEHHST.
Tlomcrasmsist (64) 1 ero mpoussopmmsle B (63) momyuaem

N
e (7, 04 ... Oy, —02g(2)acosy) = & Z [stme,,+M,,g + Mywlasin EZQ’&cosq)]. (65)
k=1

ITosne3ysce GopmMabHO SHEPreTHYECKIM METO/IOM, TIOJyYaeM CIEYIOIINe BhIDAKEHHA
LU ,,9aCTHBIX’’ IPOHMSBOMHBIX CpefHeil BEpTyansHOH paGoThI

-‘2?—6;—1’—"_ = — ji{—e_w"stin—zlE- G

625“1’5_ -~ L ¢mRein g, | (66)
% = - —f‘_—l—e~w"FkSill—TlC~Ck:

—é% = 0; 6—?;;’;" =0, mm o#* £1,0.
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Bsegeno ofosmpavenus
_Jl{_ M, . F
2°

ml—QAf W= = - (67)

H Ha OCHOBaHHH snepre'mmeczcon HAHTEPIIPETANH ypaBHemm TEPBOTO IIPHGIIII}KQHHH
COCTaBJIACM YPAaBHCHHA IIEPBOIO HpH6JlEKeHHH

N|¢I

N
da 2¢h, . =
de = i Wy +r Sm_l_;k(z)cosq)k’
N
dp N 2eh, . w .
G T ”1“'; £y SN Té‘k('f)’hkzgm S —- Lu(7)singy;  (68)

T
ey

b= Gfz), o= p—eb, 6, =0

Hmrerpupys umciieEHBIME METOIAMH cucTeMy ypasHeHm® (68), MOYKHO IIOCTPOHTH
PS30HAHCHYIO KPHBYIO HECTATHOHADHBIX KoyieGapmil Gk B STOM Ciyuae. YpaBHEHHSA
(68) mo>xHO mpHMEHATs B HATEDPBAe BPEMEHH, [ KOTOPOTO BCE IPY3bI JIBIKYTC Ha
fame, ¥ BBUIONHSIOTCS YCIOBUSA

(7)) R 01
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BADANIA DRGAN WIELOCZESTOSCIOWYCH NIELINIOWYCH UKLADOW
O WIELU STOPNIACH SWOBODY I Z WOLNO ZMIENIAJACYMI SIE PARAMETRAMI

Streszczenie

Wyniki uzyskane w tej pracy sa uogdlnieniem znanych wynikéw Ju. A. Mitropolskiego na temat
aproksymacji asymptotycznych dla rozwiazad, ktére odpowiadaja jednoczestotliwodciowym drganiom
w pewnych uklddach nieliniowych, gdy sita zaburzajaca zalezy tylko od jednej wolno zmieniajgcej sie
czestotliwodei. Procedura ta moZe byé réwniez zastosowana do ukladdw drgajacych opisywanych przez
czastkowe rOwnania réZniczkowe z zaburzonymi parametrami.

“MANY FREQUENCY VIBRATION” IN ONE FREQUENCY REGIME OF -
NONLINEAR SYSTEMS WITH SEVERAL DEGREES OF FREEDOM

Summary

. The study is performed by the Krylov-Bogoliubov—Mitropolski asymptotic method. The results
obtained here represent the generalization of the known asymptotic approximations of solutions which
cortespond to one-frequency vibration of nonlinear systems with several degrees of freedom. In such
systems, both the parameters and perturbing force are slowly varying variables. This procedure can also
be applied to vibrating systems described by partial differential equations with distributed parameters.

Tocrymtino B Penarapmo 10.V.1972




ZBORNIK RADQVA MASINSKOG FAKULTETA UNIVERZITETA U NiSU

NELINEARNE- OSCILACIJE S TRENJEM

Dr. Katica R. HEDRIH, docent MaSinskog fakulte-
ta Univerziteta u Hisu

Hiroslav B, DJURDJAWKOVIC, asistent MaZinskog
fakulteta Univerziteta u HNidu

Proulidemo sopstvene oscilacije sistema s jednom materijalnom
tactkom mase m i oprugom kod koje se javlija nelinearna zavisnost
sile elastidnosti i deformacije opruge. Oscilator je prikazan na
slici 1., pri Cfemu je sila elastifnosti opruge nelinearna funkcija
izdu¥enja (skradenja) opruge prema zakonu:

F, = c.f(x)

Pored elastidnosti opruge, na materijalnu tadku dejstvuje si-
la teZine tele i sila trenja. Sila tedine tela se poniStava s nor-
malnim otporom Fn’ a sila trenja - prema Coulomb-ovom zakonu o
trenju ~ srazmerna Jje normalnom otporu Fn= ng, kolinearna je s br-
zinom ali je suprotnog smera:

Fﬂ = -/an(signv) = —!L(Fn(sign;'r) {1)

gde je M kinematitki koeficijent trenja pri klizanju koji smatramo
‘komstentnim, ali manjim od statifkog koeficijenta trenja pri miro-

vanju,
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Diferencijalna jednalina kretanja nalevo bide:
mE + e.f(x) = - pmg(sign %) + F cosflt. (2)

Kada se materijalna tadka izvede iz ravnoteZnog poloZaja za e-

longaciju x. 1 pusti bez poletne brzine, nastupile kretanje nalevo

o}

B Fuy

SIS 7777777 /G/K///,//'
of | o E Ak

T TR TV I TE A 777
F vy I l
i /7 e %%

T TTLT AT AT 777 777
1

Slika 1,

ako je sila elastifnosti opruge po apsoluitnoj vrednosti veda od si-
le $%renja mirovanja ]—c.f(xo))7}§,mg, gde je o koeficijent trenja pri
mirovanju. lavedena diferencijalna jednadina je oblika:

M
o .

¥+ wlf(x) = pg = X o+ wx = pg + eP(x) za Fé:O (3)

gde je & mali parametar. Za £=0, dobijamo jednafinu neporemeéenog
oscilovanja u obliku

xln(t) = Alc_:oswot + Blsina)o’c + 8 ) (4)

gde je s = /ug/u.;-jl i OJ3= c¢/m. Potrafimo redenje jednaline poreme-
éenog oscilovanja u obliku

Xy =8 + alcos\f;+ gull(al,‘f;) Foaas (5)
u kome su ay i ‘f; funkcije vremena koje se, saglasno metodi Krilova-

-Bogoljubova, odredjuju iz sistema diferencijalnih jednaina prve
aproksimacije
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]

—1 5‘A1(a1) + oaea
(6)

W, +5ﬁ1(a1) + eee

U predhodnim diferencijalnim jednadinama prve aproksimacije, funk-
cijejﬂcq(al) A ﬁq(al) odredjuju se iz obrazaca:

27
ﬂ(a ) = i F(¢s + a COS'\h)SI'nT.dW = 0
" 1 T 1 1
[7] 27 .
ﬁ(al) = --—2;71_- F(is~x~a.1cos‘t1)cos‘i’1 al; = —ga’al(l‘rs'{razl) N

o

u kojima je F(j_-s + alcos\h) zamenjeno sa
nl —_ 3
P(x) = Yx

] 3a
F(xs + alcos\h) =J{i —;—[232 * al(l+0032\if‘ﬂ¢ —-Zr—l—(4sz+a§)cos‘f4’ +
3 .
cos? } (8)

Kako su poletni uslovi dati sa

+

N

t =0 X o= X, x =0 :;>al=xo+s

to je zakon oscilovanja u prvo] aproksimaciji za slufaj kretanja
nalevo:

X =5 + alcos\f:, =5+ (%, + s)cos\f; (9)

u kome su amplituda aq i faza \i’; u prvoj aproksimaciji:

dal

—_— = loa
dt"o a) = X, + 8 ( )

o]
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at o3 aZ{
at

=0 (J.ob)

N ey

—(.Uo-i— e (35 +a1), \{/ at+5g w1 hgT
odnosno kruZna frekvencija polupscilacije je funkcija amplitude po-
luoscilacije:

we=w+ 3?02 (1)

Telo ¢e se kretati nalevo sve dok brzina materijalne tatke rne pos-
tane jednaka nuli, kada se materijelna tadka trenutno zaustavi.Ta]
trenutak je definisan sa:

'b"ﬂ:" TC . (12)
o Wy + %(352+a2)%§5

i tada materijalna taCka ima elongaciju:
x; =~ (x, - 25) | (13)

te je [xlkflxol. Pri trenutnom zaustavljanju menja se u tom trenut-

ku znak brzine pa ée nastupiti kretanje nadesno, ukoliko je ispu-
njen uslov
[-c(x, - 28)|> e _ (14)

Diferencijalna jednalina kretanja nadesno ima oblik

¥+ ulx = - pe + £F(x) (15)
ReSenje jednadine neporemedéenog oblika je

Xy, = AycosUht + Bysinit - s (16)
a reSenje jednadine poremedenog oscilovanja pri kretanju nadesno

X, = =5 + ézcos¥1 . (17)
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u kome su amplituda az(t) i faza oscilovanja.Wa(t), funl ije vre-
mena i qdredjuju se iz sistema diferencijalnih jednalir oprve aprs
ksimacije:

|

> .
W’Eﬁz(aZ)Jr"'

-(18)
=5 = (l).,+£?)2(32) + oaes

fa¥
ot
1

Funkeije }%l(az) i ?la(az) iz jednadina (18) _.redjuju se hnarsle-
deéi natin

2 .
1l ,
j%ﬂ(az) = §ﬁ5l4(~s + a2cosﬁ§)sinﬁédﬂa = 19)
- _ ] g
7T .
:Ea(az) = - 2k%J2(—a+a cosﬁ&)cosﬁid%im £E %d/(352+a§

Poletni uslovi za odredjivanje integracionih konstanti su uslovi
(12) 1 (1%) te su za kretanje nalevo, amplituda i faze:

~ 38

i
»

=0 ay = X,

3oyl o 2 2 .2, .2 -
el Wy + §£XQ§DS +a;) *’ W+ BEY ( 5%+a )+7§D‘) 0 (20)
odnosno frekvencij~
. 3 1
Wy= Wy + égj'Z(Bsz + ag) . (21

Rt T

Laterijalna talka ée se kretati nadesno do Irenutka kada nje-
na brzina postane jednaka nuli:

5 = 2T _ T (22)
5 = =
Wo o wy e g (35 .ag)
kada je elongacija
Xp = X, - 4s . (23)
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koja predst -lja, pored brzine, podetni uslov za naredni period
kretanja nalevo. '

Ako sa x. oznadimo zakon kretanja materijalne tatke, gde in-
»>dni broj poluperioda kretanja, to onda imamo 1

3

ot

deks n oznadzw
prvoj aproksime.. :i da je:

x, = (_1)n~1s+ L:ghfgn—l)%lcos{gﬁ % %g&w%sz+(xo-<2n-1)s)?gt (24)
gde je
- o
Wy =W + % i{ {332 +‘on - (anl)% } (25)

iruZna frekvencija poluoscilacije koja je funkcija amplitude kreta-
nja i velidine s koja zavisi od koeficijenta trenja i sopstvene
Irekvencije neporemedenog oscilovanja.

Period voluoscildcije moZe se u prvoi wproksimaciji odrediti

u obliku
T a T
.5£=_£_.= _ (26)
n

We + % %&}{?52+[%0—(2n~1)%2}

Anzlizom dobijenih rezultata primenom metode EKrilova-Icgolju-
bova dolezimo do sledeéih zakljulaka ~0ji vaZe u vrvoj aproksima-
cijiz

1) Dijagram x,t su kosinusne linije koje menjaju snscisnu osu
kao kod lineernog oscilatora s trenjem, slika 2. Poluoscilacije sa
negativnom brzinom +%x<0 imaju za osu pravu x:s,aboluoscilacije
4 .

S| 4
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sa pozitivnom brzinom +k> 0 osu x=~g. Ove krivellinije seku pra-
ve '¥=+s u tedkema 8ije su apscise Tl/4, Tl/2+T2/4, zatim
(T1+1,)/2 + T3/4, (Tl+TZ+T3)/2 +8,/4, itd.,8%0 se veé rszliluje od
linezrnoy oscilatora s trenjem.

2) smplitude poluoscilacija imsiu vrednosti

a, =%, - (2n-1)s
i iste su kao i kod linearnog oscilatora, tj. poluamplitude obrazu-
Ju opadajudéu aritmatidku progresiju.

3) Kretznjeé je kvaziperiodiéno sa periodom poluoscilacije

T T .
= 38 (=2, 52 ? T
2 Wy + 'g—-LT)O(BS + an) o

kpji je funkcija amplitude odgovarajudée poluoscilacije. On se menja
tako da mu vrednost raste sa rednim brojem poluoscilacije. Period
peluoscilacije nelinearnog oscilatora s tfenjem je funkecija i ko-
eficijente trenja, za razliku od linearnog oscilatora s trenjem
kod koga je on konstantan. '
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HEDRIH R.X., DJURDJANOVIG B.M.
" NELINEARNE OSCILACIJE S TRENJEM
Rez ime

U ovom radu je razmatrana problematika nelinearnog oscilova-
nja s trenjem metodom Krilov-Bogoljubova, Zakljuleno je da se am=-
plitude poluoscilacija i ovde ponaéaju isto kao i kod linearnog
oscilatora s trenjem. Medjutim, period poluoécilacije je zavisan

od koeficijenta trenja, za razliku od linearnog oscilatora gde je
on konstantan,

NONLINEAR VIBRATIONS WITH FRICTIGN
Summarzry

In this paper is studied a vibrator with degree of fteeddm,
by a nonlinear property spring, moving on the rough surf-:e of the
coefficient of frictiom.

It is derived the formulas determining a radian frzguencies
of the vibrations depending of the coeficient of frictions. Pur-
themore, comparisons is made with the case the vibrator having li-
near property spring and force of the friction,
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Dipl. ing. Katica Stevanovié, asistent

ELASTICNA STABILNOST AKSIJALNO NAPREGNUTIH
(NA IZVIJANJE) STAPOVA

Ovaj ¢lanak ima za cilj da Citaoce informiSe o pitanju stabil-
nosti Stapova aksijalno napregnutih na pritisak. :

U klasi€nim udZbenicima metode za izufavanje i dimenzioni-
sanje aksijalno napregnutih Stapova statiCki prilaze ovom pitanju. U
najnovijoj literaturi iz oblasti nelinearne Mehanike i nelinearnih os-
cilacija mogu se nadi metode koje ovom pitanju prilaze kao &isto di-
namickom problemu, a sa time i stabilnost poloZaja ravnoteZe izvije-
nih Stapova proucavaju kao oscilovanje Stapa oko poloZaja ravnoteZe.
Ovde ¢e biti dat prikaz dva nadina posmatranja stabilnosti aksijalno
napregnutih Stapova, dinamickim putem.

U prvoj metodi je kori§éena fazna ravan i krive energije mo-
dela (aproksimacija elastiCnog Stapa) da bi se mogli izuCiti poloZaji
ravnoteze. U drugom slucaju posmatra‘se stabilnost vitkog §tapa koji
osciluje pod dejstvom pulzirajuée aksijalne sile, a konkretna diskusija
o stabilnosti se bazira na Ince-Strutt-ovoj karti (kcja prikazuje sta-
bilne i nestabilne oblasit refenja Methieu-ove diferencijalne jédnadine)
prilagodenoj za ovaj sluéaj.

1° Za proucavanje elasti¢ne stabilnosti pravog §tapa dinamic¢kim

pubem na koji aksijalno dejstvuju kompresmne sile moZe se usvojiti

uprod¢eni model sa slike br. 1. Model se sastoji iz dve Sipke duZine 1 bez
mase, koje po vertikali slobodno klize, a drugim delom su spojene zglo~
bom C. U zglobu se postiZe otpor pomocéu tozione opruge i jo§ u zglobu
je smeStena Cestica mase m, koja zamenjuje masu elasti¢ne Sipke. Mo-
del je dopunjen zavojnom oprugom.

Stap ¢e biti u ravnotezi dok kompresione sile ne predu izvesnu
kriticnu vrednost, posle ¢ega nastaje izvijanje ili lom. Rezultati ispiti-
vanja na uproS¢enom modelu mogu pruziti dovoljno taéne podatke o
stanju stabilnosti, iako je ispitivanje svedeno na jedan stepen slobode
oscilovanja, umesto da se radi sa beskonaéno mnogo stepenj slobode kre-
tanja.

Kompresione sile dejstvuju na krajevima A i B $tapova duz ver-
tikalne linije. Zavojne opruge u zglobu C stvaraju bo¢nu silu koja zavisi
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od pomeranja x. Stapovi AC i BC dejstvuju jedan na drugi pomoéu tor-
zione opruge u zglobu C, ¢&iji je moment srazmeran uglu zaokretanga
jednog u odnosu na drug1 Ova torziona opruga zamenjuje krutost izvi-
janja elasti¢nog Stapa, ¢ija je aproksimacija model.

1z uslova jednakosti sila u vertikalnom pravcu sledi da su vertikalne
komponente sila jednake, dok iz momentne jednaédine za tatku C sledi

_%_;_Vi sine_—FQ—lcosezo (1)

gde je
M = 2k; @ = 2kyarc sin —)—;——
moment torzione opruge u zglobu, te se iz jednadine (1) dObl]a sila F

kao funkcija koordinate x

2P 1 sin @ — Kk, arc sin % 2Px — ky arcsin —);—

P& = [ cos @ T -y

(1

Jednadina kretanja mase je

m x~:— f(x) = F : @
gde je
f(x) = ax 4 Bx3 (2)

sila zavojne opruge izraZena preko nelinearne karakteristike. Uzev$i u
obzir (1) i (29 izraz (2) dobija oblik

X ky . X
. 2P T — —l' arc sim T »
m'x.—}—ax—{—Bxf’“ , = 0 L@

1 x \2 1/2
=]
Kako je obiéno pomeranje x suvife malo u odnosu na duZinu

1 (x < 1) to moZemo F(x) razvitj po stepenima (x/1) do treceg stepena,
a viSe stepene mozemo zanemariti, te je

2k, 2P 4k1 P
F(x) = (—— - ——) X+ (== — —=)x3+ ... (19
1 314 13

Jednadina oscilovanja posatje




~Ako sa a1 i as obelezimo izraze uz prvi j tred stepen uz x onda diferen-

cijalna jednadéina kretanja dobija prostiji oblik
m X {—31x+a3x3=0

Kada bi samo problem posmatrah statiékd, stavili b1 smo da je ubrzanje
jednako nuli, tj. da je

S ax + ag X3 = 1)

pri ¢emu bi smo pretpostavili da je x malo, tako da se x® moZe zanema-
ritj i zadrzati samo linearnj €lan aix = 0, odakle sledi da je x = 0 stanje
ravnoteZe, izuzev ako nije a1 = 0. Iz a1 = 0 dobija se kriti¢na vrednost
cile :

al k
_Pkrit. = + '“rl

i §tap bi morao da se 1zv1]a ]EI‘ je ravnoteza indiferentna.
Za dinamic¢ko proucavanje problerna stabilnosti moZe se korls‘atl
metoda fazne ravni, gde se na apscisnu osu nanosi koordinata x, a na

dx

ordinatnu osu y == =
dt

Diferencijalna jednac¢ina faznih krivih je

dy 1 -a x -a3 x8
— = (4)
dx m y
sto u konatnom obliku daje
1 1 L
y? + — (a1 x® 4+ — az x*) = const. ‘ (5)
m 2

Fazne trajektorije imaju kao singularne tatke y = 0 i aix — ax® = 0.
Singularna taéka x = 0, y = 0 se uvek javlja, dok su singularne tatke
y=0,x =+ I/ — aifas uslovljene znakom koli¢nika a1 i aa.

Pretpostavljajudi da jeas > 0, 3to je opravdano ako je § dovoljno
veliko (@ i P/1® je malo zbog vitkog Stapa), singularitete moZemo posma-
trati samo zavisno od znaka ia. Ako je a1 > 0, tj. P <{ Py u faznom
portretu javlja se samo jedna singularna tatka x = 0, y =0 i to kao sta-
bilni centar. Fazne trajktorije za taj sludaj su zatvorene krive i $tap os-
ciluje periodi¢no oko poloZaja stabilne ravnotese x = 0 y = 0. Na slici
br. 1 b) prikazane su fazne trazekcije za taj slucaj.
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PLPut ?:'W%l P>Bil I

a,>0 a,L0

Stika br. 1

Za at < 0, tj P > Py, fazni portret sadrzi singuiaritetex = 0,
y=0x = *+ [/ — aifas, y = 0. Prva je nestabilna sedlasta tacka,

a druge dve tacke su stabilni centri.

Integralna kriva koja prolazi kroz sedlastu tacku je separatrisa u
vidu »osmice« i obuhvata centre i zatvorene krive — fazne trajektorije,
a okruZena je takode zatvorenim faznim trajektorima. Kretanje je peri-
odi¢ko u Sirokom opsegu. Na slici br. 1 ¢) se mogu videti fazne krive za
taj sludaj. ‘ ’
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Kak'o" je potencijalna energija
. | : |
ﬂ(x)=‘—~§cp(x)dx:—li—alx2+?a3x4 (6)

izrazena polinomom po x ¢etvrtog stepena to se graficki mogu dobiti
krive energije sa skica br. 2 i 3 pod b). Skice na slici br. 2 su izradene
za slu¢aj P ( P krit dok je na slici br. 3 prikazan sluéaj P ) P krit
Pomoéu pravih E = const na skicama obeleZenim sa 1, 2, 3, mogu se do-
biii fazne krive, koje kod konzervativnih sistema Jednovremeno pred—
stavljaju i kllve na okojima je energija konstantna.

e |-ie)
a) a} ]S
0. X - 11 x
/Jﬂ{x) .
6) \ /) M)
AN /N 4
\ / 1 . ‘ 5
0 - ) 7 X
) L R 4
2 (o
* , P>D..4 |
P<Rat
Slika br. 2 Slika br. 3 -

- .2¢ Interesantno je ispitati uticaj visokog trenja - priguSivanja —
~ na elastiénu stabilnost prethodno posmatranog modela elastiénog stuba.
Jednadina kretanja je tada

m}'c-—}-‘bx‘%—alx+aa,x3=0 (7N
gde je b >0. Diferencijalna jednaéina faznih krivih je
dy 1 —aix~agx® ~by ‘
— == ®
dx m . ,
Singularne tacke faznih krivih, poloZaji ravnoteZe, ostaju kao i u slucaju
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bez priguSivanja. Za a1 > 0 singularitet x = 0, y = 0 je stabilna tadka,
jer karakteristiéna jednaéina prve proksimacije r* + br + a1 = 0 sa
korenima ,

Iifp = — 5

koji imaju negativni realni deo za b2/4 < -a1 kada je singulaﬂtet ZiZa, a
oba su negativna za b’ /4 > ai, te je tadka stabilnj évor.

ristiéna jednaéina je r* 4+ br — [a;] == 0, i korni su
Za a1 > 0 postoje tri singularne tacke Zax=0,y =10 karakte-
b
Iifs = — 7.+ V + ‘a“

realni iraznog znaka pa je singularitet sedlo.
Zia X = + V — ajjas, y = 0 karakteristi¢na jednadina siste-
ma u prvom priblizenju je

, A >
124 br 4 2 |a;| = 0, sa korenima ry/y = —%i]/ (—g—) — 2|ay|

koji za b%4 > 2 Iail odreduju évornu tatku, dok za b4 < 2 la;] odre-
duju zizu. Obadve tacke javljaju se kao stabilni poloZaji ravnoteZe.
Fazne krive su skicirane na slici br. 4 a i b. MoZe se uod¢it] da sva

B

b) \ |
- kpf\

Sho4.

)

>

>

kretanja teZe jednom ili drugom poloZaju ravnoteZe (%iza ili ¢vor). Fazne
krive sadrZe sedlastu tatku razdvajanja fazne trajektorije koje su usme-~
rene ka stabilnim poloZajima ravnoteZe.

Dinamicka obrada problema stabilnosti elastlcnog stuba na upro-
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ééenom modelu daje-zadovoljavajuée rezultate za objaSnjenje pojave iz-
vijanja.
3° Posmatrajmo sludaj stabilnosti vitkog Stapa koji osciluje pod

dejstvom pulzirajuée aksijalne sile. Diferencijalna jednaéina oscﬂovanJa '
stuba je

EI y9* + my = — Py* (10)
ade su -

E — modul elasti¢nosti

I— moment inercije za osu savijanja

m — masa rasporedena duZ Stapa po jedinici duZine
P= P -+ S cosQt pulzirajuéa aksijalno pritisna sila

2y o,y

a2z Y e T

Ako se uzme u obzir promenljivost aksijalne sile Jednacma oscilivanja . -
se dobija u obliku

ElyV + (P, + S cosQt) y” + my = 0 (10

ReSenje ove jednaline se moze pretpostaviti u obliku proizvoda dveju
funkecija kordinate z i vremena t

y=Y@T(®
Za iviéne uslove Stapa

y@O =y{@d=020
vO) =y Q=

refenje se dobija u obliku

¥ (@l = (11) -

UnoSenje refenja u jednaéinu (10°) uz smenu promenljive Qt=1 dobija se

1 /El n4a4 272 n2x2
LT | —(— — P, — S cos T |=0 (10”7
™+ [Qz(m 14 m12> Q2m]2 ] -1
a stavljajudi . .
dgd 2;2 2
xz-}_(—E—IE———PonT )=w°(i-p)
Q2 \m K 12 Q2
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- i de je s obelZeno | _ P, >
= — s gde a p1s obelZe = =2 § == ——
Y 02 g p p p. > TP,
. n2z2El | .
1‘PE,n = Pg== T je Euler — ova kritiéna sila 1 stavljeno je
. 45{4 .
w2, = E n14 radi skradenog pisanja.
m

Jednacdina (10") se sada svodi na oblik koji je jednak Matheiu-ovoj
diferencijalnoj jednacini

T + T(A+ycost) =0 (10"

Na taj nadin je problem posmatranja stabilnosti aksijalno - pritisnutog
Stapa sveden na posmatranje stabilnosti reSenja Matheiu-ove diferenci-
jalne jednacdine, te se u tom smislu moZe iskoristiti Ince— Strutt-ova
karta. (Videti sliku br. 21.10 na 469 strani Teorije oscilacija — D.
Raskovié). :
Podatke o stabilnosti kretanja ogranidene oblasti (A, y) sa Ince—

~Strutt-ove karte moZemo preneti na konstantne paramentre proudavanog

elasti¢nog Stapa w,, P, S, Q i Pex. Ako je potrebno dati stub ispitati na
vrste optereéenja P, onda je potrebno utvrditi vrednostiza w2,i Pg .. Kao
osnova za diskusiju moZe se uzeti Euler-ova kriti¢na sila Pe1 za n=1,
a i odgovarajuéa vrednost . Aksijalna stla P u sebi sadrzi Py, S 1 Q
a sve te tri velidgine odreduju parametre transformisane jednadineliy

Kako frekvencija €2 utie na oba parametra A iy, to se moZe uzeti u
proucavanje stabilnost kretanja vitkog Stapa za razne vrednosti odnosa

5 :
w°———~1—‘; L; —3—; 1; 4.

Q2 8 4 4

za koje moZemo »precrtati« Ince-Strutt-ovu kartu, ali tako da apscisa
bude p = Po/P , jer zavisi od p, a ordinata s = S/P jer =zavisi
od s. Rezultati su prikazani na slikama 5 a,b,c,d,e. Vidi se da sada gra-

.ni¢ne krive imaju suprotnu tendenciju (usmerenost) od onih u (A,y)ravni,

jer je A srazmerno negativnoj vrednosti p (plus jedna konstanta).
Nulta tacka Ince—Strutt-ove karte A = 0, y = 0 odgovara opie-
reenju stuba (Stapa) pomocéu Euler-ove kritiéne sile jer je
a2 El
12

P, = Pr— S=0

Za P_<Pgje A)0 i stanje je stabilno za s=(. Za P_)Pe je A 0 i stanje vitkog
$tapa je nestabilno. Na osi p moZe se videti da je za p < 1 stabilno sta-
nje, dok je za p > 1 labilno. Ovo su i objaSnjenja Euler-ove teorije sta-

‘titkim prouéavanjem dejstva konstantne aksijalne sile. Za P =10 dobija

60




sz tacka Ince—Stutt-ove karte sa A = w,2/Q2.
Iz priloZenih Ince—Strutt-ovih karti moZe se uoliti da sa poras-

Sl 5

tom (w,/Qw?) podruéja nestabilnosti se gomilaju izmedu p=0 i p=1,
"Za odnos (w,/Q)? = 1/4 podrudje stabilnostj izmedu p=01i p=1 je
veliko, dok va¢ za (w,/Q?) =4 taj interval za p sadrZi nagomilana po-
druéja  nestabilnosti. ali je svima zajedniéko  da su labila stanja za
Py Le ti. PYL

Podruéja nestabilnosti postaju beznaéajna za A sa velikim rednim
brojem. .
‘ Neophodno je spomenuti nekoliko karakteristika uodenih na Ince-

Strutt-ovoj karti za odnos (O:;’) =1/4, a to je da nestabilno podrudje

X = 1/4 le¥i u okolini vrednosti Po = 0. Tada, u slu¢aju da se jedna
mala pulzirajuéa aksijalna sila javi sa frekvencijom Q= 2w,, Stab bi po-
¢eo nestabilno kretanje sa amplitudom koja neée biti konatna za dufe
vreme, te bi bilo razumljivo da mora doéi do loma Stapa. Isti sludaj se

javlja kada je odnos (%"—) = n?/4.
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4% Na slitan natin kao pod 3° moZe se posmatrati stabilnost vit-
kog Stapa koji osciluje pod dejstvom pulzirajuée aksijalne sile u sredini
sa ‘viskoznim trenjem. Sa priguSivanjem stabilna podrudja se povecavaju
zavisno od koeficijenta priguSivanja, sa tim da se podrucja niZeg reda
n manje menjaju od onih viSeg reda n. -

Podruéja nestabilnosti vitkog §tapa u priguenoj sredini se povla-
¢e sa apscisne ose p i to utoliko viSe ukoliko su podru¢ja uZa, tj. imaju
veéu vrednost.

LITERATURA:

Osnovna ideja za ovaj é&lanak potckla je iz knjiga Technische Schwingungslehre
od Dr. Karl-a Klotter-a i Nichtlinetre Mechanik od Dr. Hans-a XKauderer-a.

1. Karl Klotter: Tecnische Schwingunglsehre; 2. Hans Kauderer: Nichtlineare
Mechanik; 3. ]J.J. Stoker Nonlinear Vibrations in Machanical and Electrikal Systems;
4. Kurt Magnus: Schwingungen; 5. Danilo RaSkovié: Teorija oscilacija.
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Katica Hedrih,asistent
Mile Maksié,asistent
Hafinskog fakulteta u Nilu

JEDNACINE TRANSVERZALNIH OSCILACIJA VRATILA,
U.USLOVIMA UTIQAJA TMERCIJE OBRTANJA I TRANSVER-
ZAINTH STL.A,IZVEDENE POMOCU VARIJACTIONOG PRINCIPA

Neka je data greda = vratilo razliditih aksijal-
nih momenata inercije popreénog preseka za glavne 0se iner=-
c¢ije preseka,koja se obrée promenljivém ugaonom brzinonm Qﬁg).
Pretpostavimo da je u nedeformisanom stanju elastifna osa gre-
de pravolinijska i da se ne poklapa sa geometrijskim mestom

teZidta popreénog preseka.Pretpostavljamo da su ugibi takvi da

© elasticne sile koje se javljaju ostaju u grenicama proporcio-

nelnosti.Ugibi pojedinih taéaka ose grede se izvode normalno
u odnosu na pravojlinijsku nedeformisanu elastiénu osu pri Ce=-
mu zanemarujemo pomeranja tih tadaka u praveu paralelnom osi.

Heka na gredu dejstvuje vertikalno raspodeijno PO rasponu pPop=

redno optéreéenje Z(%f) «Pretpostavimo i da se greda u pro=’

-cesu oscilovanja ne uvija.Smatramo da je greda statidki neurav-

noteZena.Geometrijsko mesto talaka teZiSta elemenate nepbkret-
ne grede pomereno je u odnosu na geometrijsku osu i ravna je kri-
va,pri 8emu uzimamo da je zakon promene statidke néuravnoteieno;
sti poznat.UzduZne Oscilacije takodje zanemasrujemo.

Za sastavljanje jednatina kretanja uvedimo dva
sistera koordinata - nepokretni koordinatni sistem quyz i
pokretni koordinatni sistem.vezan za popredni presek Q§?S o
koji se obrée ugaonom brzinom ©(%) zajedno sa gredom vratilom.
Ose (Qx i 675 su u pravcu ose obrtanja,fiji se pravac pok=
lapa sa pravolinijskom oéom nepokretne grede.Ose pokretnog ko=
ordinatnog sistensa Og i C@Z neka sé poklapaju sa élav-
nim praveima inercije poprednog preseka.Osu Ox qepokretnog

Adrese autora:K.Hedrih,Nif,7 juli,blik II,zgrada 11,stan60j
Mile Maksié,Nis,Borisa XidriSa 2.Saopitenje sa Katedre za
Mehaniku i Automatiku. - '




5.2

2.
sistera usmerimo vertkalno naniZe.Oznacdimo sa Z duZzinu gfe-
de, A povrdinu poprednog preseka, 435 i ﬁz savojne
krutosti za glavne ose inercije,” © linijsku gustinu mase,
—gj(z) vektor ekscentridnosti te¥idta elemenata poprednih prese-
ka,koji na osnovu izbora koordinata u pokretnom koordinatnom
sistemu je funkcije samo koordinata, '2_4)’7> vektor pomeranja
geometnaskog centra elemenata. poprecnog preseka.

Sa slike 1 se vidi da je = W gc odnosno u
pokretnom koordinatnom sistemu koordxnate brzine teZifta

elemenata poprelnog preseka su -
3
% =33 -0@+8)
: 27, (1)
Z}é = -—Z-' + QD(‘% + gg)
P )

Ako sa SE i EYS oznafimo ugaone brzine eleménata u
odnosu na ¥  odnosno 2 osu,onda moZemo da napiSemo

da je kinetidka energija vratila

Lo f[;n[(a (5" (3 22 ot 2 ﬁ

Iz izraza za kinetidku energiju se vidi da se ona sastoji iz
kineti8ke energije translacije brzinom te?ifta elemenata pop=-
relnos preseka i kinetiSkih energija rotacije oko osa Dg i

OZ .

se iz potencijalne energije usled savijanja i usled dejstva

Potencijalna energija grede - vratila sastoji

~ transverzalnih sila i rada usled dejstva spoljainjih konzer=
vativnih sila.Oznadimo sa {5 modul Xlizanja, Qfg i Zfz
koeficijente smicenja

m;rs s 5‘%‘.'3‘(4//]‘%;)2’” o




£lo pretpostavimo fa su krzjievi srede elsstiino udvr

mn' 2 zzvajoih i torzionih

zC;Z s /ng H IC"ZZ o

izres 2z ukusnau votencmf.., N

ﬂ —
I Vi ; ‘4 QE \.1 4 / —
£.- “ﬁ) (8 - (- 5 (B 77]//0’*
c
e
;,/Cf(’ ffzcos@ §sm6 idz *e{[ﬁg (03 +. 2’2(0,{)

b g §UD+Gy DU

+q§503’1’£)+,a,2 ¥ L ? 6

o

Jifar kinetifile energije nad po otenci jeinom =

dejetvo v Ferilton-ovor spislu noia rasigobi

af/] ‘/}5§(az) ’““2

J f'

+ZQ(7t) '.05(9 ‘S°sm(/ ;a/zdlf‘ £J /%&e 0/7_‘)7‘

é,—~(’§§??z‘)+ c;f%%ﬂfa/:’ 4,

”’«(x’,gz 7 ify+ Q ’}//4

ayomaza koeficijenata krut

(S e3e] /gg , /C:;? y /C%E i QZ

energiiu se wole napisati u obliku

- "
tlz: + Ca§ ‘P 2(,01 )+ ’(‘J? }// 76/ 5 +

rt
= witdt |

- K
\A/” ffsﬂ[ Q?(’Zﬁdpz./»a(? +Q9(§+§§ +§[I (af/ + ';
& >;/

osti 645 i

+

(4] i
!
res

u o’sli’uj*
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gt
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. Ako je mater:.,]alnl sistem podvrgnut sledeclm
Ooranlcenalma da na meterl;jalnl gigtem dejstvuju konze'r'va:blvne
'aktlvne s:.le,da su odstupanaa zaob:.laznlh puteva 0d direkinog
infinitezimalna,da je k::eta.nje sin}mono,odnosno da sistem pola=
zi iz pocetne konflgurac:.ae u trenutku £, i stize u krajnju-
konflguraclau po direkinom i zaobilaznim putevima u isto vreme
{4 sytada za kretanje slstema va¥i Hamilton-ov pmnclp
Deas’cvo u Yamilton-ovom smislu ima za stvarni put sistema‘ eks=- -
tremnu stacionarnu vrednost i u poredjenju sa vrednostinma dej-
stva na zaobilaznim putevida,Zto znafi da jJe W = Qe
Prva varijacija Punkcije \A/ ima oblik

K ff/s%f ok r5o- z(wwwf[gﬁ(é ppes)-
[G"’( %jngazdu f/ 6os5 ). 2 7, 2)+
+ 35 (Pt )}é‘ﬁ/za/f f f[ sh[2F -l o9 @8-
52 [89 +w(§‘ §§)>]+ [L(S? @]f\:go/zdg ¥
ff 0z ) 26T 1), )}/mgy/ff
f e 22l -t QYWw f[ p2ES5 5L 57
f [6/7[ 2087 Wa“)fdf /[%,_L s 2] &-

f[fgé“(o 3500+ 4,50 HIENE) +Ce HoSP+

Wg\'”/l;*)é” FLD+L, 200870+ 4y 2% D8pmt)+ 1058V e)+

8’}7@’% 7

Ly M é‘)‘/{ﬂ ot




2.5

Vg bi funkeija W - imala stavionarnu vrednost mora da. je nje=

-gova prva varijacija jednaka null,odakle slede uslovi

+co(§+§§]co 2("195’“91‘39951_% @(?"L@)] -

> L
%;5(9 2L a0 O
WIE o2 (zf)eosg;az{fﬁ[% f@é’+§gﬂ+ (10)
HEIEE-M =0

& 22.9)-2 @293/*&1(@ =0 |
| '[ﬁ’s? ”/Cagﬂz 020 -
'}:dbg +4§\F]z é (13)
[Beeede @
“"'[%(ﬁgig—fafg =t =0 L o (43
[ﬁﬂa‘b ~ Gy ijzo . o)
[ﬂ’z 7%277&]:2"0 N ¢ )
[ 207,70 e
[§0- 25) g ?] . B o

7 Prva Cetiri uslova daju sistem 'parci;]alnih difess
: :c‘encijélnih jednadina transverzalnih oscilacija grede;gde su
uzeti u radunuticaji inercije obrianja poprednog preseka i
"Er;ansverzalhé éile w y'uslovim'a kada se greda_ obrée ugaonom _brzi..

nom () oko svoje geometrijske oBe.




5.4

Ostalih osam uslova pfedstavljaju 'prirodne grani-
8ne uslove koji moraju da budu zadovoljeni ha krajevima grede=
vratila.festi i osmi integral uw izrazu ( 7) 2za prvu verijaci=
ju su jednaki nuli jer je po pretpostavei k:ceta.nae sistema sin-
hrono.

. .. _ ) ‘s
EeSavanjem jednadine (8) po é%o dobijamo

:\5 gj’ g;;eg[é ‘0+10(§+§§) *(?*32 ] 9é/gm)sme (20)

. s . s !
Diferenciranjem ovog izraza dva puta po % odnosno po © do=

bijamo sledede izraze

> 4 22 A8 a§ 47 92.9 c/CO
)0 2= g gafg[_éazﬂaf—a) a’a(gﬁzi* 82;5 3{9322 372 ‘3— 5&_[

325~ oZl'
i{é azsm@ .
GA o2t (21)
3 e 4 \
2P 'S S [ .98 'E L ag
a?ia?za?iﬂ*“”‘ © s at‘r"g“g“‘é“‘ (azf"‘ *

oL 22 2ol +5) +e(gg)?’§+s§>+ Pl

L -—{Sm @[&) 3 =3 cos&/- +2;E/f (22)

Jednedinu (9) diferenciramo po £ i u nju unesemo izraze
parcijalnih izvoda po 2 s08nosno po ¢t ,odnosno po =z
i £ ,(20),(21) i (22) koja posle.sredjivanja i uvodjenja
oznaka,

0/5 . ol .l . _ 23{5
/(_g:_@g s &R i o (23)

dobija oblik
dw ~
afl /%2 §z§ R0 :f-? (?* fz)“ ‘02(§+§§)+ ~~2(Z{) sihf

'"[‘§"7q€tjﬁazz+§f§af" ~2ER afﬂ;zt 23/%“99t=~ ﬁf/l%)
[S (5 27, a§ £ ?Z azﬂ)] @@[g‘a#




\n
.
~3J

2?5 azz)] @SZ,’;)@ +2@ﬂ§+ ggﬂ"e(fz/;&??§+f)
,_/gg(’??‘fz)a—s—f- = sm@[ _59_2_602(1’_( 4
» cos 8/ LPo0t) + 200 SA?]JZ o (24)

Na slidan naBin Jedna01nu (10) reSimo po gg? i nadjemo njene

¥

izvode Siafi s ; i wnesemo ih u jednadinu (11) koju

sz
smo prethodno diferencirali po =2 ,tako da dobijemo sledeéu
je'dnaéinu analognu jednalini (24)

e ¢ ot S

*ffa -8 Q)Z;—Caz’aé 525, ZZE (2=~ aai

~8(5 L5~ 40 52)- o/ (3% ?25 §37)-pS

J4 22 -20+5)]-2S R (P by 135,95 (5« Gt
/’zﬁo 8% 2.1ty 22 sm@[&oa?ﬁ?cgf_/// 2

Sistem parcijalnih diferencijalnih jednadina (24) i (25) sa
grani®nim uslovima od (12) do (19) predstavlja jednaline os=
cilovanja elastine grede = vratila koje se okrede ugaonom
brzinom &) .Ako radi uprosdenla hodemo da posmatramo trans-
verzalne oscilacije grede - vratila u uslovima stagpionarnog
obrtanja,tj.kada je w = const, 1 onda se sistem jednadina
(24) i (25) znatno uproéave.Jednadine (24) i (25) moZemo da
nefiiSemo kao jednu ako uvedemo kompleksnu promenljivu

9:§+<f'7‘ Je=StdS szﬁ (26)

B e S e e S




5.8

i uvedemo pomoéne oznake

2 *2 .
2 fe +Ay R+ =
ST puBih

5 ok é%fz_ : (27)
tako da se sada sistenm jedna?:':ina. >s'vodi na jednadinu = paréijal-
nu dlferen013alnu cetvrtog reda

i ’czaaz? +80f 259200~ fg 26V e i dg’f%‘zz ~

%7 )+
+%ﬁ+%w&@ ﬁ)ﬁd%yfjaﬂ

£ 8%2 10 B
j 2227, gk ﬂe%#@f < Q=
¥a I 2 2 27 28 2 o
=& Q(aiﬁaznjafg Dazaat. ai—%)az4 )9)32%_}2}35) 22)5520 H)
(28)
a-d ]
e Jje '—O?‘é

Q [,ts~/z E@ —-(7%75)2[? +2J&)/Zaz%9f Dad?
~m[§9+5(;9 55’21] B2 9;’

,?gﬁ EX

Zfa?;e’{e gff?w% ~ 20} ]f

(29)
.2 a2
Vi
Kako izrazi na desnoj strani sadrZe inioce 2 Z 1 _2_7,.;

koji su male velidine to je izraz na desnoj strani jednaSine
{28) mala velilina u odnosu na izraze na levo] strani,tako da
se za "neporemedenc’oscilovanje mo%e uzeti jednabina (28)

za sluaj kada je njena desne strana jednska nuli.Ova jednali-
na se pomoéu formule transformacije




J SZQJ | - N L

gde je 'A= ‘-’JC-FJ# mo¥e da transformiSe na koordinate nepokret-
nog koordinatnog sistema,gde se dobija pogodniji oblik Za’reéé-{’- '

vanje,o Semu odve nede biti redi.
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MASS MOMENT VECTORS AT AN N-DIMENSIONAL
| COORDINATE SYSTEM.
Presented at the 90th Anniversary Conférence
of Akitsugu KAWAGUCHI's Birth
Bucharest, Aug. 24-29, 1992.

By Katica Stevanovi¢ Hepriu.

Introduction. This paper introduces the vectors Sj § of the mass linear moment and
Z® of the mass inertia moment at the pole O for the axis oriented by the unit vector 7 at
an N-dimensional coordinate system. The vectors can be used for the interpretation of the
rigid body kinetic characteristics. The change of the vector £ of the mass inertia moment
is determined in the transition from one space point to another when the axis retains its
orientation which represents the Huygens-Steiner theorem translated for the defined mass
inertia moment vector at an N-dimensional coordinate system.

Using the definition of the vector £ of the mass inertia moment and the definition of
the vector S of the mass linear moment according to [2]V [3] [6] [7], [11] and according
to the notation in Fig. 1, we can write the following:

* for rigid body:

(" zo= [ [i. (4, sllam, S“”-f[f[ plam,
% for material point:(particle)‘ '
(1) D F0=[p, (1 8llm,  SP=[a, g]m.
The materlal point position vector § can be written in the form
@ | p=1z"Ge,
while the unit vector 7 of the axis orientation can be written in the form (see [1], [12])
3) | = A*gs |

~ In the previous expressions of § the basic vectors of the n-dimensional system of the

curvilinear coordinates z* are §.= aa ‘Z‘L‘) 7 For these vectors it stands that (s, §1)= gre

§ 1. The material point mass inertia moment vector for the pole and the axis with
respect to the pole and the axis. Sabstituting the expressions (2) and (3) in the expression
for the vector £ and using definition of the material point mass inertia moment for the

Received January 21, 1994.
1) Numbers in brackets refer to the references at the end of the paper.
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pole O and the axis oriented by the unit vector #, we obtain

@ FP=[G. [gu Gollz*z?A'm.

TheVeiprVession (4) can be writteﬁ in the form.

Q) ‘ I =2 2 2'm (GepGr— Guadp)-

If we multiply scalarly the prevmus expressmn (5) by the unit vector , we obtain
(FD, )= z*z" AN (GeoGu— Gagps)

which represents the ax1a1 moment of the matenal point inertia of the mass m for the axis
oriented by the vector 7

If now we multlply the expression (5) twice vectorly by the imit vector 7, that is,
according to [2], [4], [5], if we separate the body mass inertia moment vector deviational part
for the pole and the axis, we obtain

DO=[#a, [£9, 71],
that is,
DO ={ guogudi— Grigudo+ (Grigi— Gingu) G5} =P A AN m.

The last expression represents the vector & of the deviation load by the material point
mass inertia moment of the axis oriented by the vector # (see [9], [10], [8]) at the
N-dimensional coordinate system.

By substituting the expressions (2) and (3) in the expression for the vector S{?, definition
of the material point mass linear moment for the pole O, and the axis oriented by the unit
vector 7, we obtain

S(o) [g gk]x"/{‘

§ 2. Rigid body mass inertia moment vector for the pole and the axis at the n-
dimensional coordinate system. Using the definition (1), acording to the Fig. 1b as well
as the expressions (2) and (3), we can write for the vector FO of the rigid body mass inertia

>

moment for the pole O and the axis oriented by the unit vector 7
g&o)=/:/;/[§k, [F5 GollxtzPAldm.
Using a transformation the previous expression can be writteﬁ in the form
FP= f [, ﬁgkp§z~gkzi§)xkxpﬂ’dm- ,

Using the definition (1), according to the Fig. 1b as well as the expressions (2) and (3),
we can write for the vector S of the rigid body mass linear moment for the pole O and
the axis oriented by the unit vector #

§I$D)=//;-/‘[§i, !'].k].’L‘kﬂidm.

If we multiply the previous expression scalarly by 7, we obtain the following
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(o@?)a 77):/_[,ﬁgkpgzi—gkzgpf)x"z"/llzi‘dm.

The last expression represents the axial moment of the rigid body mass inertia moment
for the axis oriented by the unit vector 7 through the pole O. '

According to [2], we can write the deviational part & of the body mass inertia
moment vector for the pole O and the axis # in the form

JP= f j; f {grp95G:— Gri915G 0+ (GriGio— Gupges) G5} =P A A A dm.

§3. Huygens-Steiner theorem. According to [2], [13] for the vector £ of the rigid
body mass inertia moment the Huygens-Steiner theorem is derived. It can be written in the
following form for the curvilinear coordinates system

FO=F0+[Bc, (7, 1M =FEL+[Gr, [ Go)lzéxtA'M,
jg”: jgzc)"*‘l‘c’:‘xg/llM (GepG 1= Gridp)- ‘
According to the same [2] and also [8], [9], [10] for the vector J of the deviation load

Fig. 1a
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'§; ©

xt

Fig. 1b

by the rigid body mass inertia moment of the axis oriented by the unit vector # in the
curvilinear coordinates system, we can write the following expression

e =F0=JO—(#, f)l A, [Fe, AIM

i.e:

. jg?)dev:ﬁgg):ﬁ%t)_gﬁ[g’k, [d0 GollatzbA'A*APM
or S
Foev= FO=FO — g (Grpdi— Guado) T LEAAAPM,

which represents the expression of Huygens-Steiner theorem generalized to the vector &

.
[
H
¢
H
;
:
:
i
i
H
i

§4. Conclusion remarks. This paper introduces the vectors S of the mass linear
moment and £ of the mass inertia moment of the material point and of the rigid body, at
the pole O for the axis oriented by the unit vector # on N-dimensional coordinate system.
The vectors can be used for the interpretation of the rigid body kinetic characteristics. The
change of the vector ' of the mass inertia moment is determined in the transition from one
space point to another, when the axis retains its orientation, which represents Huygens-
Steiner theorem translated for the defined mass inertia moment vector at N-dimensional
coordinate system.
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This paper gives some interpretations of the vectors DY of the axis deviation load

through the referencial pole by the body mass inertia moment as well as by the material point
mass inertia moment in an N-dimensional coordinate system. '
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Katica Stefanovié

POVR§|N/5, TEZISTE PGVRSINE | MOMENTI INERCIJE POVRSINE,
OGRANICENE LUKOM PARABOLE n=-TOG REDA, ZA OSE U RAVNI
POVRSINE

ZAPREMINA, STATICKI MOMENT, TEZISTE | MOMENTI INERCIJE
TELA KOJA POSTAJU POTPUNOM ROTACIJOM POVRSINE,
DELOM OGRANICENE | LUKCM GRAFIKA STEPENE
FUNKCIJE n=TOG REDA, OKO ORDINATNE OSE

- iz Zbornika 1968=1969. Tehnigkog fakulteta u Nisu -




POVRIINA, TEZISTE POVR§|NE| MOMENTI INERCIJE_ .
POVRSINE, OGRANICENE LUKOM PARABOLE n-TOG "
REDA, ZA OSE U RAVNI POVRSINE

Katice Stefan ovit

Posmatrajmo povriinu OAB u ravni Oxy, koja | je ograniZena delom ordi
nantne ose OB (0 <y <b), du2i AB(y=b, 0 < x $ a) i lukom parabole n = tog
reda od tatke 0(0,0) do tagke A(a,b). Parabola n-tog reda zadana je stepenom

funkcijomy = !_:_x:, (n'20) i u koordinatnom poéetku ima teme ili prevoj dto je
a .

definisano vredne#éu eksponenta n. Na slici br. 1 naznaden je element povrii-
ne dA dx dy i integraljenjem po povriini A dcbha se ukupna povriina.

b a
j“sdx dy -g dx 5‘ b(1 - --) dx = L ab 1y
nn 0

=]

, ]
2 1

157.




Staticki momenti posmatrane povriine su

2n 7 ab”: za Ox osu, 2)

S, —Ay ﬁydxdyj f ydy = 2

v
i
>
X
il

A 0 %

n
a

. b .
y - Sx dx dy =j':x»dx“j" “dy =Zn—n-i:?) bzb‘,’ za Oy osu. (3)
s .

Koordinate sredita povriine se dobijaju ako se odgovarajuéi statigki mo
menti podele ukupnom povriinom slike. Za osu Ox koordinata teZista je

@

dok jezaOyosu

YeT Az P | ®)

Polarni moment inercije povriine za pol v keordinatnom pogetku je

1,2, 2 _ 2. 2., _ " a b
|° _A!JEX +y")dA —g‘ dx ‘f (x 1+y )dy—r’l‘cylb [m T ]] ()]
. o bxn;," el ‘
a o
a jednak .ie sa aksijalnim mome_nfqrﬁ mercueza osu Oz, upravnu na ravan slike.

Aksijalni moment inercije povriine za Ox osu je

158,




a b

Cff2 2. _ 0 3 "
Ix—jjy dx dy—.g dx j y dy T T ab @
A

bn

x

» a b |
. 2 2 3
Iy =J‘J:< dx dy =5 x dx. S dy = 3(;_3 ab (8)
| A 0 B
n
a

Centrifugalni moment inercije za Ox i Oy ose u ravri povisine je

. a b
Ixy-‘-J:[;ydxdy=jvxdx jydy=4(:+]) 02b2 ©)
A X

0 bx"
e
a

Koristeéi se izrazom (1) za povriinu momente inercije moZemo napisati u
sledeéem obliku '

s . .ol P S

Nt = LEVENR VS ) A (0

X
~
ENpS

Posmatrajuéi centrifugalni moment inercije napisan v obliku (10) moZemo
doéi do zakljuéka da nije potrebno poznavati eksponent stepene funkcije, ako
znamo veli&inu povriine kg ordinainoj osi i koordinate a i b, da smo sragunali ce
ntrifugalni moment inercije. To znaé&i da centrifugalni moment inercije, izraZen
preko povriine A, eksplicitno ne zavisi od eksponenta n. stepene funkcije.

vaw

Momente inercije za teZisne ose moZemo sra&unati koristeéi se Steiner-o-
vom teoremom. Na slici br. 2 ozna&ene su ose C

i C , te su dksijalni momen=-
A
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- 1o, -

i inercije

o 2, . n g3 o :
lg =1 YA = mmmEmez AL

ln' =1 -2 A= -Q—L%‘ub3 : SR )
‘° y ¢ 12(rH3)(2n+1) " o f S
Centrifugalni moment fnér‘ciie za teiiin; ose - CE ‘::i ?Cn ) |e :
o | 22
]Ec e~ I><)' XAt ‘4(n+1)(ﬁ+2)(2n+1) b o

g 0 med o X
Stika br.2

Na slikama br. 3 iz fablice br. 1, obeleZeninrsa a), b), ¢), d), e) i f)

predsiavljene su povriine za posmatrani sludaj kada eksponent n uzima poseb- -

ne vrednesti n =1/3, 1/2, 1, 2, 3, i4. U priloZenoj tublici br. 1, . sragunate
su vrednasti za povrdinu, koordinate teziSta, aksijalne momente inerétje za koo
rdinaine ose Ox i Oy i momente inetcije zo.teZiSne ose .C, i Ch .

£




Tablica br. T

n. 1/3 1/2 -2 3 4
. T 1 T, 3 7
xe 2. 3 1 3 2 5
7 Wd -3-0 -8-0 -5—0 r—zc
ve 4 3 2 3 4 5y
C b b g b ~b 5b
e la® lad I e 2’ Lob

el




‘Ako se obrazuje pravougaonik osnovice a i visine b, poviiine A =ab,
to se mogu izvi¥iti korisna uporedjivanja povriina, koordinata teZista i Fnome:
- nata inercije povriina koje su ograni&ene i delom parabole n~tog reda i istih ve-
~li&ina kod pravougaonika. : :

QOdnos povrsme slike iz posmafrcme famil i ||e slika i povriine pravcugao-
‘ mka se'moZe lzrazm kao - -

Na slici br. 4a nacttan je grafiéki prikaz tog odnosa u-zavisnosti pro-
mene eksponenta n, dok {e na slici 4b predstavljena konstruktivna metoda na=
'.aienia povriine pomoéu proporcionalnih duzi, pri poznavcmiu eksponenta n i
poviSine odgovarajuéeg pravougaonika oplscnog oko povriine OAB ogranigene
i delom pcrobole n=tog reda,

A _I., _ hen®

}_A_ ‘51—7 i . ua..lcﬂ ¢
.A . _, ¥
1 s A%
o8 . =K

ai / v : a ' By By
gt - ’ . ’ : A (Ixy) |

C = y ﬁh— 5 'i Ap(Ixyp) :

" Slika br-4b

S2ika br. 4a -

. . fe e a
Uzimajuéi v obzir da su koordlncn‘e teZita pravougaomka xp =z i

yp = !-23-, to se koordinate teZifta pov Sine sa slike br. 1 mogu izraziti kao
o+l - 2(n+1) : o
x‘c e 2pr ‘l‘ Ye T - 2n+] YP . 469

Na slikama br. 5a) i b) prikazane su zavisnosti odnosa

x y
-«(;-S) P (=) ‘ -
p 7p :

od eksponenta "n stepene funkcije kojom je ograniena povriina.
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A : e sy
j Xep n+2 , \_};z 7,{—,:1-
A -
. % _.——-"“ ‘B R N
1B
F 4 2 > 4 5 6 o 1. 2 3:- 4 5 n
- Slika -br:-Sa SRR SLJ-aber

Na slikama br. 6 a) i b) nacriano je geometrijsko mesto tadaka teZista
povisina kada se eksponent n menja od nule do beskonaénosti. Na slici pod
a) prikazano je za posebne vrednosti a i b, dok je na slici pod b) dofo u odno
su na koordinate teZista pravougaonika, tj. u koordinatnom sistemu

(e—f) (D)
e
" te vazi za bllo k0|e odnose lZmedIU a'i'b. Koristeéi se osobinom proporcional-

nih duZi mogu se koordl'nafe erISfa nc &i i grafigki, 3to se da videti i sa slika

br. 74q), b) ic).

¥t L 'AL:(}!:{
n=0 ) [ .
| \ . b . ’ "”2_ %‘P - _ - J n:0
AW o 2% \
' hs o . - Ye | #%pl
\\,;: ' , | wTEA \"'%_%
[ asd
b -Z CF L= \{l
“:ab_
‘ 4 - N 5>
(. 2% .
e 3 B NN D IR —
[ L X N . 2 M 0 J/b 1 %)
5/8%} 38 b 1 | -
" Stika ’br. ba : s Slika - bro) éb
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o ‘_’éh‘ka blf'f?c'
- Momenti inercije pravougaonika su:
Lo o =1dA? gene
te su momenti ineifciie posm_qfrron'e‘slike
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Na slikama br. 8a) i b) i 4 a) dati su grafici pfomene odnosa momena=
ta inercije u zavisnosti od eksponenta n stepene funkcije.

R _m

0L - : Tyw D
-i;- mih 4 &
- 4

:z e : : ®? ] P
o:« / L |- " ok

' A— 4 2 i -
’ L - 2 o 4 2 3 4 5 6

0 1 2 L 5 &en

Stika br. 8a : Stika br. 8

Graficke konstrukcije za nalaZenje momenarta inercije prikazane su na

slikama br. 9.a) i b) i br. 4 b),

. : iy 4
Moot 7 \ag P LN
M Som A : 857 ()
: % ’ ‘ (‘-‘”, )
<> 7 A 5
2 €. 3 ~ 4
5 : ) A 4
% \ - ' d By By
B\ B 0] T — ‘
N . 3 N P
IR Te - — e
I&P )
9 ! . 5Lika bn 9b
Slika br 7@ -

Drugi sluéaj bi bio,kada bismo posmatrali poviSinu ispod stepene funkcije
do apscisne ose. .Za taj sluaj posmatrajmo povriinu OTA sa slike br. 10. Povi3i-
na je ograniéena koordinatnim wwéama i lukom parabole n-tog reda od ke T(a,0)

~na apscisnoj osi do tacke A(0,b) na ordinatnoj osi. Jednaina stepene funkcije je

b : .
Y (a=x)" gde je n 2 0. PoviSina se dobija sradunavanjem dvostrukog integra=-

a
la
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. ' b . ‘
- a A v .
A ] v
A= Xj‘dy dx =I dxj.‘ dy = = ab : (14)
A o ‘ '

Slika  br 10

Staticki momenti za koordinaine ose su:

LAy
a J . b o ’
S = = = - H
y AxC 5 x dx dy. ey W Oy-osu i (15)
: 0 0 .
b n
. a ;-ﬁ'(d-)() ,
= = - = Ob . -
Sx Ayc J dxj y dy T2y ,‘ za Ox-osu. ‘(16)
0 % . A
B
Koordinate teZista su
] =y (17)i (18) -

T r¥F2 YCTAGn T

Aksilalni momenti inercije-su
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L I A A v P )
A 0 0 v '

' a . a ar (a-x) » : }
vz, . 2, _ 2 3, _
Iy = Ijx dx dy = j x dxj dy = EEAICT) ab =
A 0 0 :
(20)
-(-—z—n—g—-, a b zaOy-osu. Cem‘rlfugalm moment inercije je
= . 1 22
= fjxydxdy—4(2n+1) CEDE b , (21)

Koriste&i se izrazom za povrs!nu (14) momenti inercije se mogu naplsati
i U sledegim oblicima:

n+l 2

_ 2 2 _ 1
Ixfa———3(3n+l) Ab~, ly_—-r—j(n-& w3 Aa”, lxy v4T——42n‘*'1) Aab (22)

" Na slici br. 11 pnkozane su teZilne ose g i ¢ . zakoje su mome,
nfi |ner¢||e i '

3
b +4 +1 23)
|g . = I -x A '—-iq W%)Z zd C.z_— osu paralelnu (23)
i, osi Ox 1
l S lb 2 _ ab C A
m =l -y A= za b - osu paralelnu osi Oy. - (4)

AR o A A G2

Centrifugalni moment inerclje za teZiine ose je
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22
oo L —-__=h ab _ ’
lEene =Ly ~ A 4 ) [nF2)2ntT) | @)

Slika br ”

Na slikama br, 12 obelezenim sa a), b), c), d), e) i f) u tablici broj 2,
predstavljene su povrsine i oznadene koordinate teZi§ta za sluajeve kada eks=-

pnent n uzima razne vrednosfi. U tablici br. 2 nalaze se vrednosii veli&ine po
vriine, koordinata teZi¥ta i momenata inercije za nekoliko posebnih vrednosti

eksponenta n.
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Tablica br. 2.

“n 1/3 12 1 2 3 4
A %Qb %—al? %—ab %—ab ‘l—'cb | -]5- ab
XC ;— a "257 a '3'3" a l"" a %' a %‘ a
ve Zb Sp L S
L lad  Zab®  Ta®  la® ab® b’
ly .I—;%-OSb ’ ..‘—10%03:[@ ' _.I'I—ZCIBb élo-asb g]-asb /“T-lojosb
Ly e 'T‘.ic‘?bz R -1-;—0-02ka
IEC ook’ gifab® %05-3 kb 7l Z;%aﬁ
.éld-asb Ts%osb 5}5—5013&)
122 __s_’_qzbz_i;_oﬂzbz

120" ° 7560

Sitka be Ba, . Sitka b b Stika brile Stka b Md
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VY

Sliéno kao u prethodnom primert mogu se izviditi

A i uporedjivanja istih™
elemenata i veli&ina pravougaonika i posmatrane povriine sa

slike br. 11,
Odnos poviina je A
A 1 ' .
AT nHl : : V (147)
p . .
Na slici br. 13a) dat je grafigki prikaz odnosa povrina u zavisnosti od ekspo

nenfa n, a na slici br. 13b) konstruktivna metoda nalaZenja povriine kada se
zna povriina pravougaonika i vrednost eksponenta n.

. A
5 'A%,z A
o 4 A
3 . S
. s
AR Un= oz ”
! A4 B i“ I
[4]
Al A ;
[ -4 2 3 4 5 n
Slika br.13b Slika 13a co
Odnosi koordinata teZidta su:
X y : g
Cc _ 2 C_ n+1 p
X n+2 Y. 2n+1 (173 (189
P P .
Na slikama br. 14 a) i b) prikazani su ti odnosi u funkeiji eksponen-
kan. - -
. ¥ _n+d
3 2 . T Ies A
e ,_ T 2
4 {
a5 3 ]
- 23
X )
] ry 3 r 3 s ° 7 7] 2 3 7 3 R
Stika br l4a : Stikq br ]4b
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Na slikama br. 15 a) i b) nacrtano je geometrijsko mesto tadaka teZis=~
ta povriina kada se eksponent menja. Na slici ped a) je prikazano u relativnom
odnosu prema poloZaju teZista pravougaomka dck je na slici ozna&enoj sa b)

pr ikazano za sluéaj posebnih vrednosti a i b.

It ':6

deo 27 7
&

=~r
A\

bl
]
3
i
o

N=ae

e

0 g5 o5 o

Stika broj 150 Stika br.

15b

Do poloZaja teZista se moZe doéi graficki-kao 3to se to moze utvrditi sa

slike br. 16.

.xéP"l 1 . '
1 R & R b
3 N L
N\ LA D N
() e )
A B, . .
N 4 - c. .‘ﬁ“’,
Ne L] 0 15
4 ) ..‘( . ¢ - ©
A 4 F, oy
4
2
2
31.5 R:
\7
2, L)
.‘Axf 5
SN
&

Stika broj 16
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Za momente inercije se moZe pisati

o 1 T (n+3)(§+2)(n+3) ' T e T) (209

Xy

Nc shkama br. 17 a) b) i c) prikazane su promene-ovih odnosa u fun-
keiji eksponenta ne :

-%; 3n.l+l Iy ﬂr
:,I‘A" e
4 4 1
a5 5 \
L e T~ L
[4 1 2 B 4 5 fn 7 1 2 3 4 5 n
Slika br 174
o Slika broj 17b
L =
l I,,j—-T(zuli(nH)

95 \

' o

ol 1 2.3 4 5 n

Slika br V€
Grafigka konstrukeija za nalaZenje momenata inercije-slike ogranice=
ne lukom parabole n-tog reda kada se zna moment inercije pravougaonika stra

nica a i b ivrednost eksponenta n prikazana fe na slikama br, 18 q), b) i
c) za aksijalne odnosno centrifugalni moment inercije.
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REZIME

U ovom &lanku sragunate su veligine povriina, koordinata teZista i mo-
menti inercije poviSina u funkciji eksponenta n stepene funkciiz, &ijim je gra
fikom ogranigena povrsina kako e fo na skicama prikazanos

Ra&unski deo je propraéen graf‘cklm konstrukeijoma preko eksponem‘a
n i odgovarajuéih veligina za pravougaomk Takodje su prikazani i dijagra=
mi u funkciji eksponenta n,

SUMMARY

- In this work there are calculated surfaces, coordinates of gravity cen-
tres, inercial momentums of surface in function of exponent n grades of fun-
ctoin which graph limits the surface (n grades of function with which the surfa
ce is limited). :

- The accunt part is accompanied with graphic consructions in function
of axponent n and responfent sizes (dimensions) for parallelogram. The diag
rams are presented (given) foo.
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ZAPREMINA, STATICKI MOMENT, TEZISTE | MOMENTI INERCIJE
TELA KOJA POSTAJU POTPUNCOM ROTACIIOM POVRSINE,
DELOM OGRANICENE | LUKOM GRAFIKA STEPENE
. FUNKCUJEn - TOG REDA, OKO ORDINATINE OSE

Katica Stefanovié

Povriina OAB sa slike br. 1, potpunom rotacijom oko ordinaine ose opisu
je osnosimetriéno telo prikazano na slici br. 1, u koordinatnom sistemu Oxyz.
|zaberimo element povisine dA oblika pravougaonika osnovice y i vising dz,
‘koji potpunom rotacijom oko ordinaine ose 0z opisuje zapreminu dV =ry“ dz.
Ukupna zapremina tela sa slike br. 1 dobija se integraljenjem po z u granica~-
ma od nule do b. : '

<t . b n . - '
Jednaé&ina stepene funkcije je sada z = - Y,a diferenciranjem se do-

b n- a
bija dz=n—-y"  dy,te je zapremina obrtnog tela

a .
%
<SRN Ve
'\‘.‘ ‘1"\ ‘..7;
PO it (o0 e AN LI
/:..... ._‘ / JA\ \\ sza 4
e ///_, G 7 | d% b
. s s
d =t
4L l;_;,/ 5
a %
X

Stika br.1
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*

b o
j Y2 dz=t ol )
) |

. 2 . . —_—
Zapremina dV = Ty~ dz je sa teZiStem v (0,0,z) te je statiéki moment

o2 : 2 :
Sz =z€V =J‘J:j‘z dv ='ﬂ’5 zy dz .-:.27.'.]%_(7_ Ta b2 2)
\'% 0 : . _

~ TezZf¥te obrtne zapremine se 66&5?{’6 ke kalignik statickog momenta i za=
oremine tela. Pri tome smatramo da [g telo homageno. :

o _ | ',

Momenti inercije se mogu stadurafl pomotu izraza za Momente mer@ue o=
brinih tela koji su nazna&eni brojem (443) v Dinamici.* Momenti inercije posmas
trane familije obrinih tela u funkei}i od a I b i eksponenta n, su

b
4 .
J = %Yﬁjy dz =§(—rl-n~i~—tﬁy -;ra4 b, =za obrtnu osu Oz, “)
0 ' »

= y =7 +ynjz y dz “W‘%ﬁ“ﬁi [(3n+2)c1 +4(n+4)b ] )

za ose Ox i Oy koje su upravne na obrtnu ost Oz. Imajuéi u vidu da je zapremina

“dbrinog tela zadata izrazom (1), a g gustina homogenog tela, to je masa tela

2
.M=nL+§?’ﬂab . (19

* Dinamika - D. P. Raikovié
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Koristeéi se izrazima za masu momenti inercije se mogu napisati i u sle
deéem obliku :

‘ o n+t2 2 v y
LS Ma A @7
Jx Jy TG (Bnt2) a” + 4(n+4) b | (59

- Za teZiine ose momenti inercije su ) |

nt2

B R TRy N w,' 2, PN . E
JE"' JZ—WMG | . (6)

PR O o o (GG I

Na slikama br. 2 a, b, ¢ i d prikazana su obrtna iiela i naznadene vre
dnosti koordinate teZita za slu&aj kada je eksponent n =5, |,2,3. U tablici

~ br. 1 su za te iste vrednosti. eksponenta n sradunate vrednosti koordinata teZis-
ta, zapremine, mase i momenta inercije. ’
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Tablica br. 1

n % 1 2 3
1. 2 1o 2 1.2 3, 2
\% gﬂf'cb leab leab 5‘Jrab
z 5 3 2, . 5
C »gb 7b 5b 3b
1 4 |1 4 1 4 5 o 4
J -ré—gﬂr o] b . TO—-?&TCI b 8—%5?0 b T"?\h a b

S 12 3.2 . 2.2 5 2
) =] 2—5—2-M(7c1 +36b?) -2—OM(a +4b2) -6-M(a +3b7) . 5()—8M(110+28b2)

Stika br.2 2) Slika bn 24

178, | E | - s




Ako se 8brClZU|e cxlmdar (vuhck) poluprecmkc osnove'a i visine b, za
premine V_=a“bJ[, mogu se izvriiti uporedjivanja zapremina, masa, koordl
nata teZi3fd i momenata inercije cxhndra i tela'iz fdmlllle obrinih ’rela koje
posmatramo.

4

Uporedjujuéi zapremine i mase (homogenih tela) dobijamo

Vo Trer WL oo
e c v

Na slici br. 3 a) prikazana {e grafiki zavisnost odnosa zapremina od
nosno masa u funkeiji od eksponenta, n, dok je na slici br. 3 b) pokazana ko~
nstrukcija veliine zapremine odnosno mase-obrinog tela kada se zna zapremi=
na odnosno masa odgovarajuéeg cilindra i eksponent n.

~ Uporedjivanje stahcklh momencﬂ'a da|e odnos

Sz n . ’ ‘
S n +1 - , ' @)
zc :
by M n
: Me "n#2
) k Me M t\”
'017 — g 8 3 ’ 20em®
05 - = A b 2 uv?/f::l
0,2.5J o : . A ¢ Ay As
i n S ) _
o 1 & 3 + & ¢ | PG
Slika br. 3a ’ Ytka br. 3b

Na slici br. 4 pokazana je graficka kérisfrbk cija za nalaZenje stati¢kog mo~
menta. . »

o B,.~%
By A.) .
‘500}14
2 . Uy~ fem
! A4 Aa ‘
0 s
- .
Slika 4.,
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.Odnoé koordinata teZista je

Na shc: br. 5 a). prikazana je zavisnost tog odnosa. od: eskponeni‘a n dok
je naslici br. 5 b) pokazana grafigka konstrukcija nalaZenja koordinate teZis~
ta kada se zna visina b i eksponent n.

| #o 42
. 2¢.L n+4 . . C
. ‘ e BT
N L = e
I8} =
251 ':::V~..
il _ .
a 4 2 > FE PRV RESEE R EEE

Slika br 5a Slika br. 5b

Odnos momenata inercije za obrtnu 0z osu je -~

$to je pokazano na slici br.. 6 a). Na slici br: 6 b) predsfavlgena je graf'cka
metoda nalaZen | ja momenta. inercije obrtnog telakada se-poznaje: moment i=
nercije cilindra i eksponent n.

B
. f%:& B B I T b R N P T T B
1 . — e 4
. 4 ;
1) . 200k5cm
.0 b — ~ 8 ¢ 'u {em Toem
/‘ .3 .
i ’
0 S B A,
la 4 2 3 S -
Slika br. 6a S e e .

Slika br. 6b
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L

Kvadrat poluprecmkcl irércije za osu 0z cilindra je l R =3, pa se odnos

kvadrata polupreénika inercije obrinog tela iz familije posmdiranih i cilindra mo
Ze napisati u sledéem obliku

2

! n+2. .
Eal - e
"2¢ ' '

Na shc1 br.7a) vidi se zavisnost tog odnosa od eksponenfa n. Slika br 7b) -

. pokazuje metodu za grafigku konstrukciju poluprednika inercije obrtnog tela ka-

da se poznale eksponent n i polupreénik a. KonstruiZe se polupreénik i lnercue ci
lindra i e kao hipotenuza pravouglog jednako katetnog trougla DA _F kafete

22 -7
povue se, zatim, prava upravna na pravac D2A2 i na njoj se obeleZi duz A2C2
duZine jedne jedinice u istoj razmeri kao i na praveu D2A2 Tagka C2 se spoji sa

ta&kom -D2 i na pravac C2D2 povuée se prava upravna, koja sede pravu A2C2 v
- ta&ki 0. Duz OA2 predstav||a kvadrat polupre énika inercije cilindra. 1z tagke O
povuce se po|upravc, pod pronzvol|n|m uglom, i nanesu duZi OB1 =n+2i 082=
n +4, pomoéu kojih se konstruie duz li kvadrat poluprecmka inercije obrinog -
_tela. U produzZetku OA] , nanese se duz A.l C] jednaka A2 o t{. jedinici u raz
meri, polovinom duZi OC], kao polupre&nikom opife se polukrug sa centrom u
().| 'Poiukmg se&e normalu kroz A.| u tagki D.' DuZ A.I D.I predsinv!ia fraZeni
polupreénik inercije, u istoj razmeri v ko|0| je i polupreénik inercije cilindra

" za obrtnu osu.

4
1,8 ' i2 ni2
bibe . E= 6
(E ::i ch h.i_-# Y
: ©
1 B e
. Dy
075] %
‘ - “V
05 < Z .
. . : i A
g . ) ,8 lz ! 450
D 2 3 ¢ x-S
S ) ‘¢ TQ {
. Slika br. 7a : 0 12 IERE ﬂz\ \C’z
: \ PO lze _ i

Slika br. 7b
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Posmatrajuéi momente inercije za Ox, odnosno Oy isui Oz osu i mo
ment mercue za 0z osu cilindra po|uprecmka osnove a i visine b, moZe se napi
sati sledecx izraz .

. Jx - 2 JZ . (3n + 2) ) 7‘ . , B (5:!)
T 2 B :
c®

Ovako napisana zavisnost napred pobr0|c|n|h momenata |nerc1|e o-
kmoguccva da se kosfrunse razlika J —% J kada se poznaje moment mercue
cilindra za 0z osu i eksponeni‘ n, stepene funkcue. Na slici br. 8 prikazana je
qraf' tka mefoda nalazenla momenta lnercue za ose Ox, odnosno Oy. Kroz ta&ku
0 povuku se prava AO0B i poluprava oD uzajamno upravne |edna na drugu. U is-
toj razmeri se obeleze |ed|n|ce OA OFz, OD. Zatim se povude poluprava 0D~
.na kolu se nanesu u lzabrcm0| razmeri polupreénik a = GC, i visina b 0B .

‘Ta&ka D~ se spoji sa + tagkom D, a zafim iz tacke C* se povude pgralela sa DD}
tako da se dobiie ‘agka C. Duz OC predstavlja odnosa (%)- Smafréiuéi odse&ak
oC sredﬁ jom geomeh'iiskom proporcionalom, fp.konstruﬁemo duz 0B, pomoéu no
rmale na AC u tagki C, koja preseca pravac OB u taki B, DuZ 0B predstavlja |
kvadraf odnosa a i b. Kroz tagku 0 povuée se poluprava 0F2 i na njoj se obele

.- Ze duzi OF] =2ni OF2 =3n + 2, TaZka F, spoji se sa tagkom ’, a kroz tacku

A F]. se povule paralela F] F] sa F2 F2 Duz OF]’ predstavlja odnos 5—= 337 +2 . Kroz tag

ku 0 se povuée poluprava i na nju se nanese moment inercije za 0z osu cilindra

‘U izabranoj razmeri. 6—5’(=)ch. Tagka B se spo.i‘i_sa tackom B*, pa se kroz m?ku

, Fi povuée paralela sa BB” do preseka F‘]'. Duz OFi’ predstavlia razliku JX- -é-Jz.

- Kroz tagku F‘; pod proizvoljnim uglom povuée se poluprava i na njoj obeleZe du

Zi ﬁ"__ =ni F"'—f-iz =2(n+4). U pravecu OFH‘ nanese se duZ FTE; u razmeri jedna -

1 1 12
ka 'ch. Spoje se ta&ke E i Eé pa se kroz fa&ku E] povuée paralela sa E2E‘,‘2 do
preseka u tagki Ei. Duz l?:—]’ predstavlja polovinu momenta inercije za 0z osu
posmatranog obrinog tela. OE: u odgovarajuéoj razmeri predstavlja moment, ine

rcije za Oy, odnosno Ox osu.
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AN

Na sliZan nadin se moZe doéi i do polupreénika inercije za ove
ose. ; A
_ Drugi sluéaj obrinog tela bi bio kada bi povriina 0TA sa slike br.
9 izvisila potpunu rotaciju oko ordinatne ose. Na slici br. 9 prikazano je obr

_ o telo u koordinatnom Oxyz sistemu, za taj sluoa|. Zapremina tela, tako do ~
bijenog je

V"nva dz = +.| ) ab ‘ %)

jer je jednaéina pargpole n~tog reda z = b( 1 -f)n

Al

“ Slika br 9

Stafiéki moment za 0z osu je - -

, 2 : ,
> VZ'JXY Qmﬂ@mﬁ“ba | 10)

, L
Koordinate. teZista su
Xe=Ye = 0
_ nt2 : _ A
=@ ~ an




Momenti inercije su

b
] 4 _ 12
z -Z—gﬂ‘bs‘ y dz= (n+1)(n+2)(n+3)(n+4)f1r a b_

(12)

] b
= =1 =
Jx~Jy—2Jz+3>nSz y dz=
0

(13)

2 3n 2. (3n) 2]
=2gma b[(n+4) o tammray P

za ose Ox i Oy, za koje su momenti inercije medju sobom jednaki. Koristeéi iz~

raz (?) moZe se masa homogenog tela napisati u sledeéém obliku:

- 2 2 o
M= T ere b 9)
fé su momenti inercije
_ 6 2 .
= (n+3)(n+4) Ma (129
= = 3 2 (n+])(n+2) 2] B )
* JY M [(n+3)(n+4) @ I G2 (139

Za tezisnu C = osu moment inercije je isti kao i za 0z osu. Za druge dve te-

Zine ose moménti inercije su

o2 27)
— ~_(n)(n+2) (nt2)” b }
JE - n {(n+3)(n+45 @ MEn2) 162 P ] (14)
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A Na slxkamo br. 'IO a,b,cid prlkuzcmc su obrtna tela za sluoc|eve v
kada eksporient ‘n uzima posebne vrednosti }, 1, 2, 3, i naznadene su vred-
nosti koordinate teZista u svakom posebnom guculu. U tablici br. 2 nalaze se

; N : g
vrednosti zapremine, . koordinate ’rez:sfc i momenata merciie za nekoliko vre- - §
~ dnosti eksponenta n.. o

Tablica br. 2.

- - .

n i : 2 3
v [FFah | g¥ab | pwab % ab
z~ | 5 1 1 5
¢ |s3b b - 3b 2 b
). 24,2 23,2 1, 2 1.2
z Z—3-Ma -.‘—O-Ma | -5-Ma 7—Ma _
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g

Poredjenia zapremina, koordinata te¥i§ta i momenata inercije po=
smatranog obrinog tela i cilindra daju sledeée odnose

—Y—z M — 2 B . _ZC An+2 . -
VC . M: (n""‘] )(n+2) J Z‘Cﬂ = 2———(2n+T) | (9 n) (-l 1“)‘ ]
)
= 21 3ni2 |
et ﬁ ko %2 Gy (127 (13%)
J ko J ' — 7 |
zc k=1 ] » ze
<o 3(%)

, Na slikama br. 11.a), 124a) i 13 d) prikazane su graficke zavisnosti
pobrojanih odnosa u funkciji eksponenta n”, dok su na slikama br. 11 b), 12 b) ;

13 b) 115 prikazane grafiZke metode (konstrukcije)za nalaZenje zapremine, ma~
se, koordinate teZifta, momenata inercije za ose 0z, Oy i Ox, obrinog tela kada
se znaju odgovarajuée veligine kod cilindra i eksponent stepene funkcije. Kons=
frukeija na slici br. 15 sliéna je konstrukeiji sa slike br. 8 u svom prvom delu,

~ dok e identigna sa konsfrukcijom sa slike br. 11 b)

u svom drugom delu, te sma
tram da.nijepotrebno da bude posebno obrazloZena. ‘ '

‘ Me (ng)(n+g) - ¢
4

g )
TN
228 .

I 1 }. E 4n-'

: 20em®
I / @z q‘\(j_‘_cm‘
Slika br Ha 1
‘ Vc_(ﬂc) |
Shika 11k
‘ Odnosdeczdra_fc polupreénika inercije
2 2 12 :
(==Y = 15
) S as)
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Zé): n+2i * . ’
Zez) ™ 2@n¥d) 2 \By®
- “"
o ' A, U=
Aa‘s ) : e «“Z2cm A
01!‘ zc
Zee
5 y y 3 4 n '
Slika oe f2a Slika br. 12b

ie F;rikazan na slici br. 14 a) u funkciji eksponenta n. Na slikama br. 14 b) i ¢)
predstavljene su dve moguénosti za konstrukeiju polupreénika inercije za 0z osu,
Loja je obrina za posmairano telo, kada se zna polupreénik inercije cilindra za

istu osu i eksponent n.- &
£,
i .
nsz 5
6P

: 4

Lt 5

tsz:[lm ek %
2
A

N
: / s
of T * s 4 & o 2 %/
| \@%\, e
. s 2V IR %
Slika br Ba o * A, %
1 .
8, (1
; 11 D, ;’2
By s By
0 T, ’
Jze -
v Slika 13b
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Slika 14c
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REZIME

U ovom éElanku su sra&unate vel igine zapremine, koordmcfe teZis

ta tela | momenata inercije tela ograni&enih paraboli&nim obrinim povriinama

n-tog reda, koje postaju rofacijom graﬂka stepene funkeije oko ~ koordinatne
ose..

Ragunski deo je propragen grafickim konstruk¢ijama pomoéu eks=
ponenta n i odgovarajuéih veli&ina za cilindar. Takodje su dati i dijagrami u
zavisnosti od eksponenta n.

SUMMARY

In this work there are calculated cubics (capacitios), coordinates
of gravity cenires of a body and interial momentums of a body limited with pa
rabolic turnned sufraces of n th series.

The account part is ucoompanied with graphic constructions in fun

ction of exponent n and respofent sizes (dimensions) for cylinder. The diagrams
are prezented (given) too.
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