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1. GENERALISANI KOORDINATNI SISTEM

1.1, Generalisani (krivolinijski) koordinatni sistem. - Polozaj tagke M u

prosforu od iri dlmenzqe (E3) odred|u;e se u odnosu na stalnu tagku - pol-Eo-

toru odgovaraju kartezijanske koordinate (x, y, z),pa se moze napyl_ss\__qh. vektors-

ka relacija g = x e, +y & + z €, gde su e ieydiniéni. vektori (orfc;‘\;i‘) osa

trijedra Oxyz. Kod pravouglog Dekartovog frijedra biée = x § + yj + z i;,
gde su sada § ¢ Jr T iediniéni vektori ovih upravnih osa. U ovom sluéaju ko=
ordinate X, ¥, 2 iednake su orfogonalnim proiekciiama vektora ¥ na fe ose,
jekeija. Vehcmoxei, odnosno x§ jeste komponenfc _vek'rpgg poloZaja $# u odno-
su na dotiéni trijedar (Oxyz).

Polozaj tagke M u proéforu E3 moZe se odrediti i po‘moéu tri me-~

djusobno nezavisna parametra 9 9 i 95 (odnosno ;e i=1,2, 3). Kada se

parametrima q; daju sve moguée vrednosti i kada svakoj tagki M u prostoru od=

govara fedan i samo_jedan uredjeni skup brojeva q; i obratno, svakom uredje-

nom skupu od fri broja q; jedna i samo jedna facka M u prostoru, onda se pa-

ramefri 9; nazivaju opite (generalisane) krivolinijske koordinate fag_ke . Tada

se vektor poloZaja P moZe izraziti kao vektorska funkeija tih koorciinofu, pa ta-

kodje i njegove ortogonalne koordinate: ‘
TP (ay.909)s T=x §+ vy J+ 2] xx(a))s yva))52=2(q,). (1.1

Ove funkeije x, 'y, z od q; predstavljaju transformaciju starih promenljivih x,

Yy, Z u hove 4q] , 9, i 9qg. Obratno, funkcije

q]:q] (XIYIZ).'k q2=q2(xr)’rz)'v C{3'-‘C!3(X:YIZ)? qizqi(lelz) ) (] '2)

predstavljaju inverznu_transformaciju. Prema tome, skupovi jedna&ina (1.1) i

(1.2) predstavljaju jedna€ine koordinaninih iramsformacija. Pri ovome moraju bi-

ti ispunjena dva uslova: 1° da su funkeije g, = q}(x,y,z) jednoznadne, kontinu-

*) . Kinemc.ﬁka‘, él. 1



alne i da imaju neprekidne pcrciialné izvode do pofrebnog reda, i 2° da su

jakobijani (funkcionalne determinante) razligiti od nule,

X.4.2) %, %)|_ 1 _ 77
J= aqug)’éO J d()(,;Z) J#0.0.3)

Kada su dve koordinate konstantne (na primer g, = const; q5 = consf) a treéa
se menja i dobija sve moguée vrednosti (q.l) onda skup tadaka obrazuje krivu ko~

ja se naziva koordinatna linija_ (q] - linija). Kada se menjaju dve koordinate

{naprimer Ch i q2) a treéa je staina (q3 = const) dobija se koordinatna povrg,

[q] qz] - povi¥). Svakoj tagki M odgovaraju tri koordinatne powr3i koje se

seku duz koordinatnih liniia, pa obrazuiu krivo’iniiski sistem koordinata (sistem

koordinata |edne iste tatke M prostora posmatrane u odnosu na razne sisteme

referencife .

Iz (1.1) sledi da su jedini&ni vektori osa trijedra Oxyz

i or. j=_&_t _or (1.4
X ! oy ' oz '

pa je parcijalni izvod vektora polozaja

_ 0P _ 0 | )
S % &g f)zj+d9,.

vektor koii pada u pravac tangente na koordinatnu liniju. QOvakvi se vektori

nazivaju osnovni (bazni) vektori, i intenziteta su

1A G s

gde je A tzv. Lamé-ov pcrcmefar. Posto g‘ zavise od polozaja tagke,

ali se neprekidno menjaju i po veligini i po pravcu. Oni su tangenini vekforl,

pa se mogu izraziti i na ovaj na&in

9 =9:|t: =At:; fz=A—"g,-,_ )



vog, ali se u praksi manje upo-

trebljava.
Kako {e ) :
dp-<L a@ + oL ofg; ag

=A70/Z f/ +A20/?2 {2 + Aadgjf\f
fo ie T =ds= 0/5,{/ + d52t2 +0/63i5

= A1 dq.l-, ds, = Aquz; ds3 = A3dq3-, Ai = dsi/clqi (1.9

ds] )

gde su dsi elementarni lukovi duz koordinantnih linija. Iz ovoga se vidi geo=-

o
=}
[P

©
1o

o
i

=

c.

~

o

Q.

C

N¢

'Q_
s}
=
(o}
~
[ 1%
2
in
o

& = (d,dM - (g99;19,09, 800, daytg,day g, dag)=
= 911dq12 + 9ypdaday + gqqdaydag + 0.10)
+ 949,08+ gyda; + gg3ddpdaz + |
-+ ggydagdn + ggdagday + gyaday
gde su prema (1 ..6) koeficijenti

_ _ X X, 099Y . 9z 9
o = @-8) = AA LD a;a; RN +0; ()sz,? (1.11)

S dbzirom na komutativnost skalarnog proizvoda dva vektora oni su simetriéni,
9y = (gi-a() = (gk, gi) =g, Pase relacija (1.10) moZe napisati u sledeéem

matriénom obliku




gde je

a’s~ (d) {dr} (@& {da} = (daydaydag) a1y o1 oygf [y | -
| 91 992 93|\ = (742)
931 932 933/ (Y3
= 3244999,

gde je (dg) mufrlcu vrsi‘a, {dq} matrica_kolona a (& matrica_meirigkog tenzora,

elemenata gik.kou odredjuju meiri¢ku formu prostora. Ova je mairica kvadrat-

na, treéeg reda, simetridna, fer su %k = 9y Njena determinanta je uvek raz-
[igita od nule, det G=|G |> 0, i pozitivna je poito je i kvadrat elementa

luka (ds) po‘z_i_i'i_\!ﬂa.'\c_e_ljg”:_irlc_:.

U sludaju ortogonalnog generalisanog sistema, jediniéni vektori su upravni, pa

je @i' fk)t= 0zai#k, te je

) 2. ,2 2
g.. = A, ds = (dg) & {dq}= (dq,dq,dq,)[A dg
if i 1772773 1,2 1

, A2 dq2 _(1.13)
9 =

A dq
2 2 2 3 3

= (A] dq]) +(A2dq2) +(A3dq3) 1

G = 0, # k.

1.2, Brzina pokreine tagke. - Kada se tatka M kreée u prostoru ona me-

nja svoj poloZaj u odnosu na neki sistem koordinata, pa je kretanje odredjeno

vektorskom, odnosno skalarnim jedna&inama:

P=1; x = x(@; y = y(; z = 2005 q; = a0, (1.14

gde je t vreme. Ovo su konaéne jednaine kretanja. One uiedno odrediuiu

o o o o s g e o 7

s = s(f). Sa ta dva elementa - putanjom i zakonom puta - kretanje je tacke

v-gE 3o
A_Zy? A1Zf1+A272 +A3gt3—52‘ vt sz,(l 15)

pofpuno odredjeno.
Iz (1.8) sledi da je brzina pokretne tatke

a % jediniéni vektor fan-

gente na _puiun_lu u pokretnoj tagki M,pa je § = d #¥/ds. Iz (1.12) sledi da je




kvadrat vektora brzine
» . -2 02- '2 . - . ®
=) {v}= @G (a} = o781 * 0y + 93385 + 2ay5818, + G1a8s *
* a23%4;) {; ik % (1.16)
4

pa je u orfogonulnom sistemu <

2 «2 -2
v = 9” q] + 922 q2 + 933 Cl3 (A]q]) + (A2q2) + (A3q3) = Z (V) A(1.17).

gde je q generalisana brzina (q = dq/df) S obzirom na generallsanu koordina-

tu ova brzma je ili linijska ili ugaona brzina. Iz (1.8) i (1.15) dobijaju se

relacije

2P _ g _ ,=c)v. i@t:av (1.18)
o9 ﬂ”/‘”t 2, ' df bg.‘ ag

-29? j Zagag . 6709 %+ a? 0% 9%
s HY L mg
Profekeifa vekfora bizine na i-tu generalisany oss fznost V=Z 9.9
V@=(v,f,-)=z/{(gﬁa-)z=2ﬁ%?« 3
fer o ? _ZZym G =2(9% 9, + 929, +Fs9,) =

-2(a) {5}-26{5}. o

Iz (1.15) vidi se da se koordinate v; vektora brzine razlikuju od ovih projekeija

na generalisane ose.

1.3. Ubrzanje pokreine tatke. - Projekcije vektora ubrzanja na ose krivoli-

nijskog frijedra odredjuju se na ovaj nadin. One su skalarni proizvod vektora

ubrzanja & = dv/dt = Vi iedini&nog vektora dotidne ose * te &e biji

(at*) A 9) = K’(vl

ar . _av _g 1.21
)) a o .o (1.21)




S obzirom na (1.18) slede relacije:

Fvsg)- (v ag,) (V’d?c%:) ("‘a%f)“f‘( aé_q‘,,) v fg‘,’)

a iz (1.16) dobija se

v=Wv), ")q“’~2(v 52’) ;)%—= 2 (V/ a‘?{')» (1.22)

pa je projekcija vektora ubrzanja:

aw- ;|4 (Vfag v S =ik (v )- (v )
odnosno

ao-i4 [#5-55 |- Al#FF 5 F) 0m

Veligine qi jesu generalisana ubrzanja, pa su ili linijska ili ugaona, Sto zavisi

od generalisanih koordinata,
U praksi se najviSe koriste dva ortogonalna krivolinijska sistema:

Eoklarno-cilindriéki (sltka 1.2a) i sferni sistem (slika 1.2b). Ovde su formule

fransformacija koordinata i jakobijani:

Slika 1.2.




Q) X=rcos ¥ ; rextvy?;

Y=rsinsi L= —g— ;
Z=Z; Z=Z ;
1.24
Ox dy oz -24
o ) cz)r 3f or cos¥ sin? 0
| 9K Z) | X 04 dz | _ |_ye .
» oX Py o0z 0 0 7

o0z 0z 0oz
| cosP ~—r15/'n}” o

» | drn ¥’ Z) - 1 _ 1 _ gt
J“@(x,y,z) — s 7—505}”0 _;—_J ;
¥ V7] 7
b) X=8cos¥cos P ; §=x%yt 22 ;
Y=Fcoswsin® loP=E; , (1.25)
z=8sn¥ ; Sn¥Y=E—___ £ .
§ T ViEgmr
5 co5¥cosP  cos¥snf ey
_[2(9.Z) |_ | _ erpswsi 0% e,
J 3(5,7%) 50_05%/0 P Scos¥eosP o |=gcosy:
~§sinf'cosy -§sin¥ain? Scosy]
98 2P IY¥| | X .Y -AZ
X X oX §  AX%+y? Stasy
J;J‘;’a/\ﬁw})z 08 0P 3¥| |y x -yz|_ 1
d(XY,Z) oy oY oy S X%2Y* $%osy 3%05};/
' oF 0P oF| | z AAy*
oz Oz o7 s STosy

Ostali rezultati dati su u tablici na sledeéoj stranici.
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1.4. Dinamicke jednagine kretanja. -~ Drugi Newton-ov zakon o kretanju
u vektorskom obliku je d(m¥)dt = m V=md-= Frpri m =const > 0, gde e

m masa materijalne tagke a F rezultanta sila koje dejstvuju na tu tatku. Kada

se izraz (1.23) pomno¥i masom on postaje

ay=m(at)=FE)=% [dt 59 ( vz) 5% (vzﬂ

2
Po3to fe m = const pa ne uti€e na diferenciranie, a kako je mv /2 = E, kine-

o e o S s S o

dt og; c)czl

gde fe Qi generalisana sila za i-tu generalisanu koordinatu. Ona predstavija

rad projekcije aktivne sile (F) na i-tu koordinatnu liniju duz luka clsi po toj
liniji. Njena dimenzija zavisi od Lamé-ovog koeficijenta, pa predstavija ili
silu ili spreg sila. S obzirom na prednje,diferencijalne jednadine kretanja za

materijalnu tagku mogu se napisati u obliku

ad_ OFk QEx _ N, - o < G
e SO G-(Fg)i i~23 o

Ove su jednaine poznate kao Lagrcmge-ove jednagine druge vrste za tagku.

e o o s 0 S i

dA=(F,ar)- 2 (F, g,) dq =Zaidgt. ; A=f (L adg). 0.

Ako sila F zavisi od polozaja tagke, tj. od rastojanja ¥, F= F'(r))i postoji tak-
va funkecija polozaja U = U@ da je njen gradijent jednak sili, grad U = F, on-
da se ona naziva funkcijom sile, Analogno izrazu u pravouglom sistemu dU =

o 0 g T

(dU/9x) dx + (QU/Dy) dy + (au/az) dz = (grad U, dy?) , bige i.u
generalisanom sistemu: dU Z dZ (deﬁ Z(ng> d?,

“PAURag; WL S o
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pa su

dA=(F,ar)= Wl dr\=al/; A-U-U; L= ag'

Dukle, rad ovakve sile ne zavisi od oblika putanje, veé je jednak raziici

(1.31)

vrednosti funkcije sile u tom i poetnom polozaju. Generalisana sila je jedna-
ka parcijalnom izvodu te funkeije po dotignoj koordinati. Funkeija site U sa

negativnim predznakom naziva se potencijalna funkcija, potencijal odnosno po-"

tencijalna energija EP = 1 =~ U, pa se jednagine (1.28) mogu napisati u
obliku

o g QU O, d B &, 5 g,

dt 9g. 9g, ;)91. dg dt 99, Jdg. 0%

| ova funkeija zavisi od rastojanja, =f]{7r)

e it o i S ' g i

- 2 ot

O(f—f} = fx~T=Fn+U (1.33)

Poito funkcija sile zavisi samo od rastojanja, to unoienjem relacije Ek =£- U

u Lagranée-—pve iédnac’:ine (1.32) sledi

a 9 O (/)= O _ +a// Q. =2

ar r)g ? . 9. ()g 09, g

pa se one svode na oblik

df 99~ 2y,

i
l | d 0¥ R O, (=123 (1.34)

S obzirom na (1.18) dvostruka kinetika energija mo3e se napisati u sledeéem

matrignom obliku

2 . . ~ . -
Zfic=mv=z2§m2k2?ﬁ -m(g)Gig}; L—=Flg,g) s

s

e e e v st e s 2 0 e S B e
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Sonst ) rpaderdon: tega-pif ns

koji predsfavhc ili koliginu kretanja ili moment koli¢ine kretanja (zamah). Ki-

neticka energija zavisi | od generalisanih koordinata i od brzina)c potencijal-

na samo od generalisanih koordinata, pa su, s obzirom na Lagrange-ove jedna-

¢ine (1.32), izvodi ovih. energiia po vremenu: Z( af/-( aé.:,( ?‘) .
Ly

Y597 6-5q4 Z(c)ﬂQ Py 3;”‘)-
Po3to je izvod

S5)GRs s A G R)-GR

o’ (
to fe

a_s (:)é*} O
o &

pdlbs_dbn_ b
og, &+ ?2) Zdz(?ﬁ) %" di ot " di

pa je totalna mehanicka energija £ konstcmfnc

At br) GE_p; Ffrrbambmcomst; Emh—l1=Urh0 )

ito predstavlia zakon odrianja mehonic’:kev-energi[e, te postoji infegral energije.

Ovakvo kretanje pri kome je totalna mehanitka energija konstantna naziva se
konzervativno, pa su i sile koje imaju funkciju sile (odnosno potencijal) kon~

zervativne sile, One imaju | osobinu da vrednost mehanigkog rada ne zavisi

od oblika putanje veé samo od vrednosti funkcija sile u krajnjem i podetnom

polozaju.

. . . . o
Ako postoji- takva generalisana koordinata q, da ispunjava dva uslova: 17 da . -
kineticka energija ne zavisi eksplicitno od nje, i 2° da je generalisana sila
za tu koordinatu Qc = 0, onda lagrange-ova jednagina (1.32), s obzirom na

(1.36), daje integral
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d O Obk_p. d Ok
& og g, ¢ at ag,

koji se naziva ciklieki integral. Takva koordinata naziva se ciklicka koordi-

—f =G  p=const( 3

nata, pa njoj, dakle, odgovara konstantni generalisani impuls.

Naprimer, u sluaju planeiskog kretanja pod uticajem priviagne sile F = -cp,
koordinata /° je ciklicka (qc =}0), pa cikligki integral predstavlja integral
povr§ine; naime, sektorska brzina je konstantna, jer je

<2

2E=m(r+r f)oz) ; G=0; 5’? (mr “2) ==0,‘/Q.=ﬂ7/‘g/;’=00/75f;, 2‘5;/"}5:[::4052‘.

: . . 2
Diferencijalna jednagina kretanja je: m(r—r¥ )=—-—-—C/‘.

1.5, Krivolinijske (generalisane) koordinate brzine i ubrzanja. - Tri vekfora

8., i=1,2, 3, sa zajednikim
pogetkom O a koji ne leze u jed-

noj ravni obrazuju trijedar osnovnih

e S a0 S s 0 i e

S S o e . o

eizgi/lgi'; gl n

Dva sistema baznih vektora S, ig’,

i=1, 2, 3, sa zajednigkim poget-

kom O koji nisu komplanarni zovu

Slika 1.3.

se reciproéni ili konjugovani ako

. . i . _— .
su vektori drugog sistema (§) upravni na stranicama kosouglog paralelepipeda
koga obrazuju osnovni vektori prvog sistema (gi),i obratno. Vektor polozaja tag-
ke M, = OM, moze se jednoznaéno razloziti u komponente u praveima osnov-

nih vekiora .premc Gibbs-ovom obrascu®) . Posto je dupli vektorski proizvod

1 g s 00 s e

v-{lrsllgq]-lalggll: vilrglal-{alrg]l-16[g7T

jedan isti vektor ¥ to se razvijanjem i izjednogenjem dobija:

*) Statika, Dodatak, &l. 16.




13

odnosno, posle permutovanja mesta osnovnih vektora u vekforskim proizvodima

-L(rl9.9)9+%9.91)9++(9.91)9, - |
(rg’)$+(rg)g,_+(rg’)g, (1.39)

gde su osnovni vektori reciproénog ftrijedra:

91:24[4%/}] ; 92=234_|:9519)]} .9%%[9);91] ;Aa=(9[9,9]1) 0.4

alh £ () , posto su osnovni vektori nekomplanarni.

wo ot e . . o i '
Posto je trijedar osnovnih vektora §; reciprogan trijedru vektora g, fo se vek-
tor Pmoze takodje jednozna&no razloziti u #ri komponente u pravcima osa no-

vog I’riiec_lra (g), pa ée biti:
rm(r,z)g'+(n9;).9‘+ (r 8,)9° (1.41)

gde su sada osnovni vektori §, izrazeni pomoéu recipro&nih:

9-#(9:9") 9~ % [9:91 92957 £-@ 159 -0

1z (1.39) i (1.41) vidi se da se vektor * moZe izraziti svojim komponentama u
odnosu na oba trijedra osnovnih vektora. Skalami proizvodi vektora ¥*sa osnov-

nim vektorima jesu njegove koordinate u odnosu na frijedre
Xl=/r/«9‘)i X[=‘(r:.92')i (=423, (1.43)

o S et o i o s

*)

ra poloZaja P odnosno tatke M u tom prostoru. ’ Prema tome bige

raqu,+x@+xajg\3=§:x"‘gl.é——x"$~; r%ézxig(‘—“x"gj (.44

ako se primeni Einstein-ova konvencija o sabiranju: "U svakom jzrazu gde se

isti indeks pojavljuje dva puta, jednom kao gornii a jednom kao donji, podra-

zumeva se sabiranje po fome indeksu". Ovi su indeksi nemi, g_ividni ili ano~

jantne prlrodu prolekcqa vektora,
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Kod pravouglog trijedraOxyz (Ox]‘x2x3) osnovni vekfori 9 sv jedinini vektori

(li)' pa je frijedar sam sebi reciproan, te nema razlike izmedju ovih koordi~
i
ta tad X = Xe = Xn).
nata tadke ( ; (1))
. " . i
Ako se uvedu generalisane kontravarijantne koordinate q , onda su transforma-

vektori kovarijanine vektorske baze, te su relacije

- S gl (o ar)-(g, 9)eliey g, 0" 1 49

Koeficijenti metritke forme 9, kao skalarni proizvodi simetrigni 9y = 9yr

zavise od koordinata, pa u potpunosti odredjuju metricku formu (dsZ), te su ele~
menti simetriénog tenzora drugog reda dvaput kovarijantnog, poito su dqI i dq
kontrdvarijantni vektori. Ovaj se tenzor naziva mefricki tenzor. Njemu odgo-

vara simetridna kvadratna matrica @ (1.12), pa je det & = det (gik> = ‘giL‘ >0, .

2 ) :
jer je ds  uvek pozitivna kvadraina forma,

Metrickom tenzoru (g_k) sa matricom G moZe se pridruziti i reciproéni tenzor
i

. ik . . ~1 . . .
sa elementima g | mafricom & , inverznom prvoj. Stoga se ovi elementi

odredjuju po obrascu
. 3 # -l ; - . '
9K \gli 6-6=(9"); 161E-gl g7|-10.40

ki . .
gde je K kofakfor elementa it determinante matrice @ pa ovi elementi &ine
kontravarijantni tenzor dn._;_grog reda, | ovaj |e tenzor simefrican, te je g = gkl.

. . . R T .
Njima odgovaraju osnovni vekiori g koji &ine kontravarijantnu vektorsku bazu

. . i .
za sistem koordinata q . Tako je

T R S A A R P ‘
%=9.9) §59:9"; 9°99.~9999:98:; § ~G.97 (9:9)-0 1.7
{ ,
gde je 5/( Kronecker-ov_delta simbol koji ima vrednost 1 za i =k, i 0 kada
je i #k. V

Kod pravouglog generalisanog sistema su

. Zz‘=(Ai)25 912;—-//(/\5)2; Gix=0; 9[’-2-0 a (+K. (.
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Iz (1.45) delenjem sa dt dobijaju se, s obzirom na (1.47) sledeée vrednosti

kontravarijantnih (v') i kovarijantnih (vi) koordinata brzine *):
oS iy aK NPT K K
V-9 <V9=9G. 9=Vid'; V=9's Vi=Guq=GxV"- (.49

Dakle, kontravarijantne koordinate brzine jednake su generalisanim brzinama,

a kovarijantne su proporcionalne njima. Obe ove vrste brzina nemaju uopite

vzev fizicke dimenzije brzina, te se stoga uvode i fizicke koordinate brzine.
—_——— —

One su ustvari projekcije vektora brzine na ose generalisanog sistema i stoga

imaju uvek dimenziju i jedinicu brzine [m/sec]. Dakle, bige fiziéke koordinate:

Vo= (Vi',,)_f( gﬂ)“——xﬂﬂvi Vi =A,, V20 (-,
Au Ay ‘ | (1.50)

gde se sabiranje ne wr3i po

Analogno brzini mogu se i kod ubrzanja dati pored fizigkih koordinata (1.23)
jo¥ i kontravarijantne i kovarijantne koordinate, Iz (1.49) diferenciranjem se

dobija ubrzanje “ ot

J q a,fg 679,;, .5

IV =5
7 g c)g
Skalarnim mnoZenjem osnovnim vektorom 9. dobija se kovarijantna koordinata

ubrzanja

@=(czgk>=g,( 4"“ 299 ’9«>€9 =9 /1K GG 0.

- —— - o

¢ . k 09 9y |
l], Jt/f [(]K] (gg > L 3;7*‘% f)fj_()g’{]' (1.53)

On se dobija na ovaj na&in. S obzirom na osobinu parcijalnog izvoda

9/ 09"=0 1105 05" r /g 99" 09,/ 0°

*} Kinematika, Dodatak, &l. 3.6.
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sabiranjem dveju relacija é_?_a_‘.(gg{)x f}?:/ﬂ.: (3;?3 9) +<;9;: 35‘)/

dgf("’g) k- (579)- (% 57)

i oduzimanjem od tog zbira: frece relacije

i (9.9)= 55390 e SE 19 55)

koristeél i osobinu komutativnosti skalarnog proizvodq vektora .

Kontravarijanine koordinate su:

o g a9 i IS T

odnosno , , ;
hid 2 aw .
a=(a9’)- 9+ G447 (1.54)

poito ie’gkpgik =g§) 155’ ai =P a uveden je i Christoffel~ov simbol druge vrste

("velika zagrada”) ()
P PR F/‘ OGx Gui 057 .
=174 } 9 ix 49" [+ 525 - 5]

()qJ /t/ | (1.55)

izmedju ovih koordinata postoje relacije kao i kod brzina (1.49), to jest:
a=gxa* i a'=g"a~- (1.56)

Fizigke koordinate se odredjuju po obrascu (1.23) odnosno analogno obrascima

za brzine (1.50), pa su za neki pravac M:
@ry=(0, ZL//“7})‘”'(7/»1//4,7 i am=Ana”  M=123, qa.s7)

a sabiranje se ne vr¥i po indeksu M.
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Analogno tablici (1.26) dobija se tablica za ubrzanja:

Polarno-cilindricki sistem Sferni sistem
A / 1 / 1 | feosy | F
AL 1 re 1 1 l(3cos¥)?| %
g" 1 tr | 1 1 | 1hseosw)|  1/8%
il sl ez 8| 2| ¥
Vi Folrre | z $ |(eos¥’P| $°¥
70] r re z §  |(Scost) P Y (1.58)

ﬁf/" /12 2=} ; /o2 1=~ /122=5005 2 fpot=-5005%: [733= 8§
, I l /z31=-5 i /—23"\5’5105‘/0059“ ~faz

fz~—5casw,fa -85 7= %

P 2 ~2 4 1 .
/Zf //—2=/2-/=';:) gg—"‘r /‘5;=-—Zf97" fg =6//79‘/C‘05y
0'(‘) ar 00 al 0,9 0‘\ av
a=aw/Al| ar alr | a, as |@/Scosy| @/§
G=awAi|  °r ar | 4 Qp  |(Scosy)as| Sav
1.6." Kovarijantne i kontravarijanine jednagine kretanja. - 1z (1.52) mno-

#enjem masom m slede jednading

=m (g, 9° +/gix 9‘gs) =/’7(a’;9; )=(F:9k) =Qx - (1.59)

One predstavljaju kovarijantne jedna&ine kretanja a Qk su kovarijanine_genera-

lisane sile. Ako su Xi koordinate sile Fu Dekartovom trijedru Ox1Xo%4 onda

je generalisana sila .

- 1.60)
Analogno se dobijaju i kontravarijantne jednaZine kretanja iz (1.54)
. .. A
ma*=m(g” + l_’;?‘?") -4, (1.61)

gde je QP kontravarijantna generalisana sila
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Q= (F.9')~(F,9"g. )~(F 9 )9™g" Q1.6

Lagrange~ove jednaline druge vrste (1.28) jesu kovarijantne jedna&ine. Ovo se

mo¥e dokazati na ovaj nadin. Iz izraza za kinetiéku energiju {1.35) sledi:

2 i on ) o Ofk
Zemv=mgu ' =mgy G'6% 357 GG s gr 267 LR

. 0 1 Oic 355n
o S g o [ G S S i g

of j‘;‘ 3?“m ZKQ +(2 i /(—_/,K) ?Jgk] “ml:gzk q"/f+/€'.;l.ﬁ ?qu}zah

)

5409 8- (00 ol

.
poifo se sabiranje vii po indeksima | i k.

jer je

UobiZajeno je da se jednagine (1.59) i (1.61) pitu prema koordinatama q', pa

ée biti:

a’?/ 3? d();s( ’”[%« g+ 779" }=Q‘- P (1.69)

m(gi.{_ /;,\l— 7“"?.”) = a[. » (1.64)

D 7 dg " ()gm _ ()90 &QKJ' ()9;-;__ &yg,« aQ/K
/.;l A;(IJ 2 [ v d?j ()g dyl + dg/r dgl] ﬁ?

R—_ R
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2. PRINUDNA KRETANJA MATERIJALNIH SISTEMA. VEZE.

2.1. Prinudno_kretanje materijalne tacke. - Kada no materijalnu tagku

mo tom silom (F) T poeinim uslovima kretanja (pogeinim polozajem r i polet=

riom l_)r__zi_rp_rrlvo u_poéetnom vremeny fo). Moze se pomoéu materijalnih tela

veza ili prinuda, pa je tagka prinudjena da se krede po toj vezi, stoga je

e

neslobodna (vezana).

o o S o e, o S e P

a) b} . Veza f(x,y,z) = 0 zahte-
.Y f{x,g va da se za svo vreme
kretanja tagka kreée po
poviki (sl. 2.1.a). Veza
izrazena jednaéinama f]/x,
}',z/ =01 fy(x,y,2) = 0
zahteva da se tagka kreée
po preseénoj liniji ovih
povr3i (sl. 2.1.b).

Veza oblika ¥ (x,¥,z;

v oo o
X,Y,z) = 0 ogranigava br-

Stika 2.1,

zinu () pokretne tagke. Takva je veza diferencijalna, kinematicka ili neholo-

netitka zato §to ogranidava brzinu () a neholomna je zato $to nije holonomna.
2 2 2 2
Veza f=x +y + z =R =0 predstavlja sferu, polupreénika R. Veza P =

s s ot o, S e

=xx+yy+zz=0 jesamo prividno neholonomna, jer se integraljenjem . -

N g0z (ceo)i  VGuOT ( zokon)
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dobija prva. Zbog toga se ovakva veza zove i seminolonomna.

o g o 2 27 0 0 2 e

*)

Veza koja se ne menja u toku vremena naziva se skleronomna ili stacionarna ,

a ona koja se menja zove se reonomna ili nestacionarna. Zbog toga se veze

izrazavaju matematiZki na ovaj nain:

1%,9.2)=0; ix,4,2:%,9 2)=0, F1x,9,2,4) =0; ¥ix,q,2,%9.2,¢)=0. 2.1)

rana (unilateralna) ilinezadriavajuéa. Prve se izraZavaju jednaéinama a druge

nejednadinamas

ff’(/glz,f/:O/. ‘F(X,y,z,;(,g,ilé} .__._q- f[x’ylzlf) %0 / gﬂ/xly,z/j(,gz,sza
(2.2)

Veza (prinuda) je materijalno telo, pa je izvor sile kojom ono dejstvuje na

prema drugom Newton-om zakonu

ma=F +F, (2.3)

u saglasnosti so vezama. Ako je veza oblika powr§i a otpor pada u pravac nje-

ne normale Fw = Fwn onda se kaze da je ta veza jdealna, a porvi¥ je glatka,

— g - -t v o o’

veze pada u pravac njene glavne normale. Za neidealne veze moraju se uvesti

naknadni uslovi (naprimer, Coulomb-ovi zakoni o_trenju).

2.2, Materijalni_sistemi i njihove veze .-Mehaniki sistem materijalnih ta-

Eaka m, v=1,2,..., N, naziva se takav skup tih ta&aka u kome kretanje

svake tagke zavisi od poloZaja i kretanja ostalih tagoka sistema. Polozaj sva-

ke materijalne tacke m, odredjuje se u odnosu na neki pol (O) vektorom polo-

3aja T Polozaj svih tagaka sistema odredjuje konfiguraciju sistema (3 ) ko=

e 30 s, o e o P S et O S

jom je odredjen i izgled (oblik) sistema. Dve su karakteristike materijalnog si-:

E 5%./?@? 0 & ( nepromentjiv )i §Eco (ledi),
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stema: 1° njegova masa M =Z my ;o Y= 1,2,...,N, i 2° sreditte masa, ti.

ona tagka C u kojo] smatramo da je saZeta celokupna masa sistema, odredjena
relacijom YC =|:z”: (mg r, )]//V
Kada se materijalne take kreéu onda relacije

r, =ry(t) 2.4)

predstavljaju konagne vekitorske jednaline kretanja sistema. Njih ima N koliko

i materijalnih tagaka. Pri kretanju menja se i konfiguracija pa je Xo =2 (f).
Skalarne jednagine kretanja zavise od izbora koordinatnog sistema. Kako sva-

koj tagki u prostoru odgovara po tri koordinate to ih je ukupro 3N, pa ée biti

) . k=423;
Xy =Xpte) 1 Y=Y re); Zo=2ule) / Q=D &) 7 (2.5)
v v = 1 G T Zyy (2] v=~2,.. N.

Sistem se naziva slobodan ako se njegove materijalne take kreéu slobodno bez
ogranienja njihovih poloZaja i brzina. Konfiguracija ovakvog sistema odredjena

je sa n = 3N medjusobno nezavisnih parametara, tzv. koordinata sistema, te

. 1t s o i i s s o 2 . i e s

zan), pa mu je kretanje prinudno u skladu sa vezana kouma je podginjen.

Kao i kod jedne materijalne tatke (&l. 2.1) ove veze mogu biti:

1. dvoi’rrane (bilateralne, zadrzavajuée) i jednostrane (unilateralne, nezadrzava-

3. sfcc:onarne (skleronomne) i nestacionarne (reonomne).

U opstem slugaju sistem moZe biti ograniden konagnim i diferencijalnim vezama
oblika
/;(f;,,z‘ [(I‘ LB E)=05 =12, k;i2.

2(n.r=y, z)’=>z m...,m;vf,...,m;z‘)=o,- B=12..,L
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Konaéne veze ){:((nh L‘) dejstvuju tako da sistem ne moZe u svakom trenutku
da zauzime proizvoljan polozaj u prostoru,a diferencijalne veze % ogra-
ni¢avaju brzine pojedinih tadaka sistema. Sloboda sistema ograniéena fe sa
h + L ovih veza, te je stepen slobode kretanid sistema s = n = 3N = (h + [},
pa je potrebnofimedjusobno nezavisnih parametara - koordinata - za opisiva-
qie ovog prinudnog kretanja.  Broj veza (h + [) mora biti manji od 3N, jer

u protivhom kretanje ne bi bilo moguée.

Moze se dogoditi da se jedna ili vise diferencijalnih veza (2.7) dobijaju kao
rezultat diferencircnié neke funkcije koja ne zavisi od brzine ¢ ®, , 1=
= C = const, pa je takva veza integrabilna, te je semiholonomna, i uvriiava
se u holonomne veze. Sistemi podvrgnuti kona&nim i diferencijalnim integrabil-
nim vezama, tj. holonomnim vezama, nazivaju se holonomni, a kada postoje i

neholonomne veze (neintegrabilne diferencijalne veze) ili samo neholonomne

Neholonomne veze u opitem slugaju mogu da zavise od brzina na proizvoljan

nagin, ali se u praksi upotrebljavaju samo one koje zavise linearno od brzina,

tzv. linearne diferencijalne veze

B=(0.30,0)~ 260 %)t 06701 b Ani+Buj*Car k2.5

gde su koordinate vektora P/:W funkcije koordinata i vremena t a takodje i

skalarna vrednost Dy, sa pretpostavkom da svi vektori fpv nisu jednovreme~

no jednaki nuli.

Skalarne jednagine veza u Dekartovom pravouglom sistemu su

,{;(’3, Z’)*‘/:( (X0, 8,20 ; E)=0i V=15..,N; L={2..8 (2.9

'v * . .
;ﬂo(fs,‘{, f)zvz.;(AvaV'*'Bﬂu Yy +C;av Zy)+0/_-,=0i ﬁ=12, -;K(QJO)

Kada fe N =11 o= 1 tada se tatka kreée po vezivf'(x,y,z,f) =0, ti. po

pokretnof ili nepokretnoj povrii. Veza je kona&na, reonomna ili skleronomna.
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Za N =1 i (=2 kretanje e po liniii f,(x,y,z,f) = 0 i fy(x,y,2,1) = 0. Ve-

za je kona&na, stacionarna odnosno nestacionarna.

Dve materijalne tacke (N = 2) vezane su $tapom stalne duZine f, pa je veza
2

F] = (x2 - x])2 + ()_'2 - y]) + (22 - 21)2 - [’_2 = 0, Sistem je holonomno —

z V4

4 4 ¥

é/e
Slika 2.2, N
skleronomni. Ako bi §tap bio promenljive duzine { = {(1), onda bi veza bila

holonomna ali nestacionarna, pa je sistem holonomno-reonomni.

Klasi¢an primer neholonomne veze je kofrliﬁnie bez klizanja sfere (lopte), po-
lupreénika R, po nepokretnoj ravni Oxy (slika 2.2), Uslov kefrljanja bez kli-

zanja je da je brzina dodirne tatke P jednaka nuli, pa je
v+ &, CP|=0; OP-0C+CP; CP=-RK.

Euler-ove kinematitke jednagine su

x=Beosy +PanBsny
Qy = Gan ', }05//7:9005 ‘/’
r= ¢ +Pcost

pa se dobqa)u ]ednocme veza;
X =Ry =05 3 +Rwx=0; Z=0.

Prve dve veze su neholonomne, jer se sistem tih dveju diferencijalnih jednagi-
na ne moZe zameniti sistemom kona&nih jednadina. Treéa veza je konaéna, po=

fto je 2. =0, te je z. =R = const.

S S ot o g o S
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Veza x ¥ - y x = 0 je semiholonomna, jer je In(x/y) = C = const.

2.3, Uslovi za brzine tadaka neslobodnog sistema. - Holonomne veze ogra-

ni¢avaju poloZaje tadaka neslobodnog (vezanog)sistema, ali posredno nameéu

izvesne uslove i brzinama fccakc Diferenciranjem izraza (2.9) po vremenu do-

bija se uslov d]ﬁ( f- Z (gng_*_é?(y 4 Q7L afo( >+§_Z{r2‘“

Z(gradvf;,v,) ()75‘ 2.11)

gde je uveden delimiéni grad!Lc_a_nf funkcije f, za \) ~tu tagku

grady f,= ) 'g‘l + S)i‘ J + 5)27,:‘ k= graa’ Ie= f ral‘gmd(z 7‘]' ; a

ili Lamé-ov diferencijalni parametar prvog reda. On se moZe shvatiti i kao gra-

dijent skalarne funkeije*) £; po vektoru polozaja %,

Ove uslove treba da zadovoljavaju brzine tadaoka holonomnog materijalnog sis-

tema. Njih ima h koliko i holonomnih veza.

Kod neholomnog sistema, uslovima (2.11) treba dodati i uslove koje brzinama
nameéu neholonomne veze (2.10),

N

) " . -
%= 3 (Aow o+ B Gt G2y )40 =S g gro, %))

‘ 2. 13)
gde je uveden pojam qvazigradijenta linearne diferencijalne veze,oblika

g grady %= Apvi+5mj +C}3vk : rbz‘ygrad, ¥ + O

(2.14)
Ovih uslova ima l , pa je ukupan broj uslova za brzine h + { jednak broju

kona&nih | diferencijalnih veza neslobodnog sistema.

sistema_za date veze, jer su dqpusfene tim vezama.

%) Ako je s'Ecﬂdrna funkeija Q=@,b) = axbx+ayby+czbz onda je
grocp= 921 +Q@ S+ 0%y bivbyjrb kb grady $-a;
(a.% %6) - (b %) =(a b)=.
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Naprimer, dve tagke masa my i mz,kreéu se u ravni Oxy a vezane su tankim
tapom duZine E Ovde su jed-
nadina veze i uslov
f"fIZ—ﬁﬁ-fi 0,
F=20-10)(v-v) = (2 v vi)-0,
i. (e =(viel;, F-rte.

Uslov fe da su projekeije brzina

taéaka na pravac §fcpa jednake=

e e e . 0

Za tefiite je Mn& = mﬁ? +

S“v\c 2.3.

mo¥ys pa je My = myy +
'“2‘/21 te fe MW, 13) = m] (V‘ re) +m (V € = (m] T mz)( Ie)l t. (V L=
- w0 - we.

2.4, Uslov za ubrzanja taZaka neslobodnog sistema. - Diferenciranjem izra~

za (2.11) po vremenu dobija se uslov za ubrzanje pri holonomnim vezama

5;? -L (grody I, 0)+0 L=0;

gde je uvedena Funkcqa 0 ]2 }: (% HE gf‘ad /;) +[j_f- %g(z

ST (S g g D)
I

oL=12, . heas

y 0X%y0%r X ¥ x,00, Xy OZ

+S]y<()272( %4 * /o g + e Zr>

o, %" T 3y, 047" T 9y, 02,
1 L I XS
Z (2.16)
+ <C)29Xf‘ Xf‘ + ()Zy&y,yr+ C)Zv(‘)z Zr)

e, . D 5 Ffu O lx
+2(wayaz‘ < \,af’"zvaz,az‘)]*afz»
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Funkeija Dzﬂ,( je kvadratna funkeija u pogledu koordinata brzina. Kada je

veza fy ()“v) ={} stacionarna, tada je funkcija szd hgmogenc kvadratna

Diferenciranjem izraza (2.10) dobija se uslov za ubrzanje u sluéaju neholonomnit

veza

N
d}% %:;(p @,)+0: % ‘=§:;(A,3va+pr Y +CmZU)+02
: " (2. 17)

gde je uvedena funkcija 02? = Z (Vv, “’“Fpu) + 5,? Dp bl
N -
— Z l:Xy Z (&AQUX,- 4 2ae aADl‘ yr (JA(&LI ZI‘ éAB\>> +

gt b o4 ot
i e L Ok
+ 2 Z( oL iy ag;’"é/; + 3?,”2’ + i,im)*— (2.18)
N

I ova funkcija D2 }% je kvadratna u odnosu na koordinatne brzina taaka si-

stema. Ako su linearne diferencijalne veze stacionarne i homogene, tj. oblika

}o(n /Vv) Z‘( v Vy)»_-&, onda e funkcija Dz}% homogena kvadratna

forma brzina.

]

Ukupan broj uslova za ubrzanja u najopitijem slugaju sistema za holonomnim

i neholonomnim vezama je h + 1 koliko ima i veza.

Ubrzcnia koja zadovoliuvaiu pomenufe uslove nazivaju se moguéa ubrzanja za

2 S o i O S - - -

2.5. Moguéa i virtualna pomeranja. - Sistem malih pomeranja d‘t;, =

=Vy0lf, gde suVy moguée brzine, zove se sistem moguéih pomeranja koje

veze dopuitaju. Iz uslova za brzine (2.11) 1 (2.13) mnoZenjem sa dt dobijaju

se sledeéi uslovi za moguéa pomeranja
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S

2(9’00/){(/0/"”)“‘“&/; =i (2.19)

P=7

N

?7 (Fﬂ )+0/50/Z“‘Z (App Qﬁ’v“"B Oly vadZu) +0/30/Z:2 200
= )
| ovih uslova ima h + { koliko ima holonomnih i neholonomnih veza.

Ako u jednom polozaju sistema | u datom trenutku (t) postoje dva sistema mo-
guéih pomeranja d#},= %) dt i df\, =\7‘) dt, ona moraju zadovoljiti uslo-
ve (2.19):

S (o, aB)~(of /ot Jat=0; $lgroaf;, amH{of,/ et

i (2.20)

S (6o, o) +Decll =0 (G, ) +Dp O =0

Razlika dva moguéa pomeranja naziva se virtualno_pomeranije
ory=adt, —ar, (2.21)

i ono, s obzirom na prethodne relacije, zadovoljava sledeée jednadine

2

(éé

;(gmd,,rﬁﬁr#‘:(—%éi& a’c‘é’ 2 ‘)’C‘ 92)=0; ol=1

Z(ﬂvaR’) 2(99’0007%/ J”)-—
“Z(Arav JX”'*‘B/&UJ.% +Caw J,ZV) 0; ={...,£(2.23)

gde su Jx‘), Sy\}, J’z\) komponentna_virtualna pomeranja (ili varijacije).

Sistem vektora J’t’ koii zadovoljava {ednagine (2 ;22). i (2.23) predstavlja
Ako su kona&ne veze stacionarne, o (t\‘)) =0, te fe &ﬁ,(/()t = 0, a dife-
rencijalne veze homogene, to jest Dp = 0, onda su jednagine (2.22) i (2.23)
identizne sa jednaginama (2.19) i (2.20), pa se virtualna pomeranja poklapaiju

sa moguéim pomeranjima koje veze dopustaju, ftf; = d - Ovakve se veze
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"zamrznute", posto se vreme fiksira, pa se holonomna veza javlja stacionar-
nom (fiksnom), te je &/;(/ Ot = 0. Zamrzavanje kod neholonomne veze uslov-
I,ova njenu homogenost (Dg= 0), i fiksiranje vremena (t) koje eksplicitno ula-
zi u koeficijente vektora (/3\3 . Dakle, veze su stacionarne, pa se moze

reéi "da se pri_stacionarnim vezama virtualna _pomeranja poklapc;u sa moguéim",

Virtualna pomeranja (varijacije) mogu se shvaiiti kao pomeranja taaka sistema
iz jednog moguéeg polozaja u datom trenutku (1) u drugi beskrajno bliski mogu-

¢éi polozaj u istom fom vremenskom frenutku.

Naprimer, pri kretanju tagke po nepokretnoj povrii f(x,y,z) = G
zbog stacionarnosti ‘ie J‘t\‘) = dis, pa je virtualno pomeranje jedno od mogu-
¢ih pomeranja. Posto grad f pada u pravac normale poviii, to su ova pomeranja
u tangencijalnoj ravni povr¥i. Medjutim, kada je veza pokretna, f(x,y,z,1=0,
tada je apsolutna brzina vektorski zbir relativne i prenosne brzine, ¥ = v =
=\/r +Vp, pa je moguée pomeranje dg*= Vcdi', dok je virtualno pomeranje ar
u tangencijalnof ravni povr§i kao da je ona "zamrznuta", t]. zamiiljena da je
zaystavljena. ‘

Ako je h + [ broj veza &ije su jedna&ine nezavisne, onda izme-
dju 3N koordinafnih varijacija af‘x cry\), J',z postoii samo n = 3N = (h + 1)

nezcvrsmh, gde je n broj stepeni slobode krefcnm _materijalnog sistema.

Naprlmer tatka se kreée po nepokretnoj sferi f = x2 + y2 + 22—

- R = 0, pa iz uslova
(grad f, Jr)=< df)(;“_ ( )Jy+< )cfz 2(xo‘x+gc5‘y+zé’z) 0
sledi da su dve varijacije nezavisne a freéa je zavisna, - z = - (x §x +

+y Jy)/z, pod uslovom da z # 0, te taika ima dva stepena slobode krefanija.

2.6. Varijacija funkcije.= Funkcija y = y(x), gde je x nezavisno

promenliiva preds’ravlia u Oxy ravni krivu (slika 2 4) Prircfs'ra]i Ax, Ay,

e o et e s 1

= f(x) dx i ds =\/1 + (y ’) dx raunati po fangenti jesu diferencijali.

Mediuﬁm, kada se umesto krive y = y6<) uzme nova kriva odredjena funkcijom
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7 YV =y(x) +6 (x), gde je & proiz-
P volini mali broj a ] (x) proizvolijna

T /// diferencijabilna funkcijo od x, onda

/M < ’ N \:8 se priraitaj ordinate (y) usled prome-

// 3y as QY ne oblika same funkeije naziva prva
0 ‘Z N (prosta) varijacija ‘funkciie ili samo

[ x| ax-ax " yerifacija funksije
Slika 2.4,

Fy=G(x)— y(x) =4 &)+ EN(x) — Y x)=CQX)-

(2.24)
Varijacija funkcije dqy predstavlja promenu ordinate usled promene oblika same

funkcije ali kada se ne menja nezavisno promenljiva. Poito se ova poslednja

(x) ne menja, to se ova varijacija naziva izohronom.

Iz (2.24) diferenciranjem po x dobija se dao je

d ) AT r_ 1 a’y ___C_]l_ — g/_y _ !
WU@—Q y'=€q'=dy ax ax Iy ydna’x %Y

te u sluaju izohrone varijacije diferenciranje i variranje imaju komutativni ka-

rakter.

o

Ovo pravilo mozemo dokazati i kinematicki. Neka f tatka M

bila u trenutku t u polozaju M na puta-
nji L (slika 2.5) sa vektorom polozaja .
Ako bi se u tom trenutku preilo na obli-
#nju krivu -l:, tagka bi presla u polozaj

M, pa je fﬁ‘varifdciiq, a nijen je vek=-
tor poloiciaf-_-r-}'é.‘r . Za vreme At
tagka M ée po stvarno| putanji L preéi

u polozaj M’ odredien vekiorom pelozaja
P+ diy gde je df°stvarno (moguce) pome-
ranje. Medjutim, za isto vreme bi tagka

M prezla u polozaj M’ sa vektorom polo-

¥aja j’+d}’ . lz vekiorské relacije
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Ir+rd( r+dr)=dr+d(r+dr); ddr=dar. oo

menljive i promene same funkcije, pa je

ay =3y +y'ax. 2.27)

Diferenciranjem po x dobija se

_q/_ _ d v}  a - I/ /_Q_/ _ yoed .y,
7 Ay-a,y(cf’y)fyaxa—y X dyrdrx+y PAX=0YY S "?zxjs?y'

pa se vidi da za ovu varijaciju ne vazi zakon komutativnosti diferenciranja i

Odredjeni integral - 5

| J=f [(X,y,y')dx, T (2.29)
stalnih granica [c, b] , &ija je ;?odinfegralnc funkcija f funkcija od nezavisno
promenljive x, funkcije y = y(x) i njenog izvoda y’ = dy/dx, naziva se funk-

cional_klase funkeija y = y(x) ako svakoj toj funkeiji odgovara odredjena vred-

vrednost naziva se ekstremala  tog funkcionala. Ako se umesto krive y = y(x)

uzme krivay =y(x) dobija se vrednost (] , te su varijacija funkcionala i us-

lov ekstremuma

,7=_/a‘6[(x.§,\‘7')dXi dJ=0 -J; &J-0.12.30)

Dakle, uslov eksiremuma funkcionala je da je njegova varijacija jednaka nuli.

Prvu opifu metodu za odredjivanje ekstremala dao je Jacob Ber-
noulli, a usavriio {e Euler ("Trait€ des isopériméires”, 1744, godine). Unoie-
njem funkcije ¥ = y(x) +5/Z (x) u integral (2.29) dobija se

b . . )
_ , P of o,
J-——f/(x;y—i—fy;y+Jy’)dx=\7+f(%fy+ ()j, (fy)a’X+~-r
Q ' a

Ako se zbog malog £ ograni&imo samo na Elanove prvog stepena, dobija se da

je prva varijacija funkcionala




47- ﬁaf@ ) dh-f [éfa’w 2 () ]~

y/O)-——As 4(6)=8.
Smenama u = 0 f/ 0 y's dv = J)y’ Ldx = d (;y), pcrciiclhom integracijom

se dobﬁc drugi &lan u predn|em integralu

/fy} |52 ()’[ rf’y

/;/ dy' Vi [dy ];——[ =0,

sa granignim (konturnim) uslovima ¥(a) = A;y(b) = B. Prema tome su varijacija

i uslov eksfremumo

1 d I\ poe d Ky 0 e
ijdy L o 30 9eA; yfg.?,f%

posfo je varijacija J’y proxzvo!ina ( J’y 7! 0). Ovai uslov ekstremuma pred—-

cioni_ (Lagrange-ev) izvod.
" Euler-ova jednagina je drugog reda i moze se napisati u drugom
obliku a resenja su joj ekstremale, te é&e biti

o a’__[ of o7 It I i Y=9(x; G Ce), 2.32)

29"k g9y oy’ oy ¥ agrdY
gde su Ci integracione konstante koje se odredjuju iz graniénih uslova 4 (a) =
= A iy =8.
v specijalnom sluéaju kada podintegralna funkeija f(x,y,y’) ne
zavisi eksplicitno od x, dobija se lako prvi integral . MnoZenjem Euler-ove jed-

nadine sa y' sledi:

AL G E A
(g A5 ) gt -F(Ev)a

odnosno

//[.!/y}/ axx[[dg/ ]=O=/' ;[ dyry 5 (2.33)

pa se onha svodi .na jednalinu prvog reda,
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- Naprimer, od svih krivih y = y(x) koje prolaze kroz dve tatke
Ty(a,A) i Té(b,B) odrediti onu koja ima najmanju duzinu.

luk (s), pa posto je f(y,y’) to se pomoéu (2.33) dobija:

2.7. Brahistohrona za homogeno polje teje. - Tetka tatka (mg)

spusta se po glatko] krivoj iz pogetnog polozaja QO bez podetne brzine (vo=0)
Kriva linija - trajekforija tetke tagke -~ po kojoj je spuitanje za odredjenu visinu
a) b) |

X 0/// Lt 2Ll LL Ll Ll Z £ o

gyl oy

izvodi na ovaj nadin. Iz infegrala znergiie sledé'} -----
2 pou—| 8\ 2 [1+97) 2,
) ey
_ 1\ [1+9% . _ ___f_f 7 +.92

Posto je f = fly,y’) i ne zavisi eksplicitno od x, to se, prema (2.33), dobija

- odmah prvi integral

-% 2
/=0 /05) 1[4 (1+95T =Gy 9(1+9%=C=k-cons"

Smenom y’ = tgfsledi da je y = k/(1 + fgze) = k/cosz‘ﬁ' =k (1+ cosZG)/Z,
pa su '

dy = -k sin28 . dB = tg.dx, dx = -2k cos28dE, x =[ -k @&+ sin28)/2)+ C,.

Kako e za t =0, x =y, =0; Vo =0; to je 26;-, =, pa je C2=kT/2 .
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Smenama k/2 = R, 26 = &~ = % dobijaju se parametarske jednagine cikloide
(slika 2.6.b)

X=R [ P-sihn £ Y=R (71— cosy), (2.34)

hespree=slo ($1RO-co[ 1+ (35) ]-2R.

2.8. Otpori (reakcije) veza. - Diferencijalne jednagine kretanja

slobodnog materijalnog sistema su

Ov=f'; ) myXu zXl)} MY, = yi mUZu _Zg '
(2.35)
sde fe F:, rezultanta sila koje dejstvuju na V-tu taku sistema. Kada se izraz

za ubrzcmie G =‘l:)/m unese u uslove za ubrzanja (2.15) i (2.17) ona postaju

gma’ 14(’/77 f'}+02/.[(—0, Z({ ) o F} [ 1 =012.36)

Ako se sve jednadine (2.36), ili samo neke od njih, prefvc:rcliu u identitete

onda iz sistema jednaina (2.35) slede jednag&ine

2 z : ! '
dhfdt*=0;  df)dl =0 0.3)
za sve veze ili samo za one za koje se javljaju gornfi identiteti, pa su op3ti

integrali diferencijalnih jednagina slobodnog kretanja sistema

hmal vbej BCoj oA=12-1h; @ =12 Lo

gde su a . by . ¢, integracione konstante. Za specijalne vrednosti kons-

tanti dobijaju se partikularni integrali |

Qu=by =Cy=0; Ié;{[; , ¢)=0; (év,%)+0ﬁé0 (2.39)

koji predstavljaju jednadine veza (2.9) .1 (2.10).

lzuzev ovog slugaja mogu ubrzanja @y da ne zadovoljavaju uslove za ubr-

zanja (2.15) i (2.17), pa su takva ubrzanja nemoguéa za te veze. Zbog toga
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ubrzanja postanu moguéa. Te sile dolaze od materijalnih tela - veza=i naziva-

ju se otpori (reakcije) veza. Ako je F\'NQ rezultanta svih otpora (reakcija) veza

od svake veze (kona&ne i diferencijalne) koja dejstvuje na tu ta&ku, onda su,

kao i (2.3), diferencijalne jednagine kretanja neslobodnog materijalnog sistema:

mpd=ﬁ+f;vi mv)?v=)<y+XWH§ /77vy.;z>9/+>\/w5 //7,,2 =Z"+ZW";

(2.40)
a uslovi za ubrzanja daju veze

Y(oeatfe g ) e Y0y Fo) sl =t

(2.41)

Z{Qv, )0 Z( ! myF ) ‘

(2 42)

Dinamigki problem neslobodnog materijalnog sistema sastoji se u ovome:

zadate su aktivne sile koje dejstvuju na sistem F' (r V 1) n_Pozg_uh sU po-

R

§_e'r i gslovn krefan|a za svaku tacku y m, sistema (pocefm polozcu 1‘ iV

materijalnu tadku m, (y = 1,2,...,N) po Zest nepoznatih x,, v,, z
i N p p NERAY

YW\) ’

ciiolnil; jednagina kretanja sistema (2.40) i h + 1 veza (2.9) i (2.10), to jest

v[ XWQ’
ZW\) ukupno 6N nepoznatih veli€¢ina, a na raspolaganju stofi 3N diferen-

3N + (h+1) jedna&ina. Da bi zadatak bio reiljiv potrebno je uvesti jo§ 6N -

-[3N+(h+1)] = 3N - (k1) = n mediusobno nezavisnih odnosa medju trazenim

tj. ako ofpori dejstvuju u pravcu gradijenta holonomnih veza odnosno kvazigra-
dijenta linearnih neholonomnih veza. Osobina je ovih sila da je zbir njihovih

radova na virfuqlnim pomeranii’ma (varijacijoma) jednak nuli

J’Aa Z/F JI[‘} Z(va J))(“+>/ JZ%, +Zwué‘)z”) a

(2.43)
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Qvaj uslov je poznat kao kriterijum idealnosti veza.

Izmedju 3N varijacije (2.43) ima ih n nezavisnih dok su 3N-n = h+1 zavisne
koje se mogu izraziti pomoéu n nezavisnih i na taj na&in dobiti jo§ n poireb-

nih uslova. To se postize metodom Lagrange-ovih multiplikatora. Sva virtualna

pomeranja (j’f; nisu proizvolina, jer h + 1 njih moraju da zadovolje relaci-
je (2.22) i (2.23). Pomnozimo redom holonomne uslove (2.22) multiplikatorima
ﬂo( a neholonomne uslove (2.23) mulfiplikaforimq/up pa ith oduzmimo od us-

lova (2.43), onda se dobija

V2 A 4
f)‘:,('fv'v ‘Ej\d grad, £, “E/“ﬁ I;W . dr )-0. (2.44)

U ovom su izrazu nepoznati multiplikatori, i njih htl mogu se tako izabrati
da se htl virtualnih pomeranija, koji nisu proizvolini ali su odredjeni uslovima
(2.22) 1 (2.23), elimini3u iz (2.44) anulirajuéi zagrade koje stoje pored tih

pomeranja. Tako se dobija da su idealne veze oblika
A 4
fw:=53«9’009£< +§,/@ l;v . (2.45)

U ovoj relaciji ima htl multiplikatora, a ioliko ima i uslova (2.41) i (2.42)

za odredjivanje ofpora veza.

Naprimer, glatka nepokreina ili po-

otpor pada u pravac normale povrsi
(slika 2.7) samo je u sluéaju nepo-
kretne veze (slika 2.7.a) zadovoljen

Slika 2.7. uslov (€, d9 = (F,, 93 = 0, a
kod pokretne je(F, d%) = 0, ali (F,,d) # 0 (slika 2.7.b).

Dve materijalne Zestice m, i m, krutog tela nalaze se na stalnom rastojanju [,
a izloZene su uzajamnom privla&nom dejstvu gravitacionih sila X[ jednakih ve-
ligina a suprotnih smerova (slika 2.8). Cestice su izlozene silama veza-reakci-
ja le i Fw2~koie su zbog relacije F+ () = 0 takodje suprome sile. Rad

sila na virtualnim pomeranjima iznosi
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(9% )+ (Fy0 0 $0)-(F, 91 -80) - (£ 9€) -0,
jer je f;==i;+f , pa je A};"‘J’I;“‘"Cp{‘—‘o te' su veze |dea|ne

Dakle, moZe se smatrati da je kru-
to telo sistem materijalnih taaka
pod dejstvom idealnih veza. Kada
su dva kruta tela vezana zglobom
G (slika 2.9.q), tada je (le,fr)—k
F 5:07) = (F,; + F 400 =0,

Slika 2.8. pa su ofpori zgloba [ednaki ali sup-

rotnog smera. Tako je i pri dodiru dvaju glatkih tela, samo su otpori veze up-

a) 12}

Slika 2.9.
ravni na dodlirnu ravan u tadki P (slika 2.9.b).

2.9.. Diferencijalne jedna&ine kretanja sistema sa_mnoZiteljima

veza. - U sludaju idealnih veza otpori se odredjuju jednadinom (2.45), pa

jednagina (2.40) postdaje
A ¢ : W
S Y B S R

Sistemu vektorskih diferencijalnih jednadina odgovara sledeéi sistem skalarnih

- jednagina za Dekartov pravougli.trijedar Oxyz:

myXv= Xv '*‘Z]\«d/‘d Z//pApn/ Mo Gy= y+Z1a +Z/“/“‘ ﬁﬁ’”/

(2.47).

mufu=Z;,+ZR4gzé+Zva; of=12,-h; p=12..¢
] Voop
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Ovaj sistem skalarnih diferencijalnih jedna&ina noziva se sistem diferencijalnih

jednadina kretanja neslobodnog sistema sa mno¥iteljima veza ili Lagrange-ove

diferencijalne jedm&ine prve vrste,

Ovim jednaginama treba dodati i jedna&ine veza
kr)-0 L&, v )00, (2.48)

pa se tako dobija 3N + (h+1) skalarnih iednaéfna (247) i (2.48) za odredjiva-
nje 3N + (h + 1) nepoznatih veligina Xgr Yyr z\’;])d s

Primeri: 1. Preko nepokretnog kotura K](slika 2.10) prebageno je uze duZine

K

vaesn

I.Io &iji je jedan kraj obefen teret mase

0 : my = 4 m. Uze je drugim krajem vezano

R

za pokretni kotur Ky, mase my = Zm,

istog polupreénika R kao i kotur K;-

Preko ovog kotura prebadeno je uze du-

Zine 12, o ‘&ijim su krajevima obeseni te-

reti masa mg = 2m i m, = m. TeZina mg

iznosi. 3,5 kp. Qdredimo zakon kretanja

i multiplikatore.

Jednagine veza su

[-ZZ+ R b=
Slika 2.10. h=C+ GIRI-G=Z3+Z;~2Z,+ RI~(=0.

Jedna&ine kretanja (2.47) su:
 miEe mug'*‘Jt,yfody I+, grad, fa;
mZy=mg+Ay ; ./77222=/7k9 A2y MyZy=msG+Nei MaZs =G,

a uslovi koje daju veze su:

@ %/ Q/Z/?_-ﬂ’. Z+Zz=0 / Z{"Z.{. ”22‘2:
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Kada se u ove uslove unesu naznadena ubrzanja iz jednogina kretanja dobija

se sistem jednagina sa reSenjima
By 42a=-0ng; Ap0I=0; Dy=-thmgl; I= =5/,
pa su: v
Z,=g/7 ~tH0orfoec  Ny=~Kwp; Ay ~Lre.

2. Dve jednake teske mase (m) vezane su tankim 3tapom (mase M = 0) | kreéu
se u- vertikalnoj ravni Qyz pod uticajem tezina ali tako da je brzina teziita
(C) stapa kolinearna sa samim 3tapom (slika 2.11). Rastojanje tagaka (duZina
cTUu= (x) + x2)/2,,
Ye= V= (y] + y2)/2, pa je uslov

[0 v ]=0=b[v 0, - %) - 015,

- );1)] te su jedmine veza

L=(x) 2+(s4-y,)”—/io,- @
P=(xa )G +9) (o4 (K+Xe) =0, (o)

Uzimajuéi da je m = 1 dinamigke jednagi-

ET ne su
Iy -9k

tapa) je konstantna, MM, = 1. Koordinate sredista su x

yi

Slika 2,11, Xy —.71 /’A;us 9= +4B,,,
odnosno
K=K (Xe o) s 4=4 )= - Mo —ud sin (©)

G =-g-Ny=9)+H(Xe=X) =g-AanP+ L cos (d)
Ko =X (XgHe) = A (%-4) = Al cosf 4L 5in ¥ (e)

G =g N%4) tu(taH) =g+l ain Piuloost

Kada se jednagina (c) pomnoéi sa cos 2, a (d) sa sin ¥ i saberu, a zatim

(c) sa sin P a(d) sa - cos¥ isaberu, onda, s obzirom na (a), sledi:
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X;cos PrganP=-gsnP-al; )E,:s/b PGeosP=grosp-wl . (9)
Kada se jednadina (e) pomo#i prvo sa cos ¥, a (f) sa sin ¥ , i saberu, a za-
tim (e) sa = sin ¥, a (f) sa cos ¥ i saberu, dobiée se relacije
X,005 P4, 8 P=gsn Prali X ain proos P=~goosind. (h)
Eliminisanjem A i # iz jedna&ina (g) i (h) slede relacije:
(Xg K)o ~(%-G) 050 (i)
(X1 %, )eos'PH (G4, )5 pr 29507 %=0 n
Podto su x, = x; = Tcosp ; Yo =¥ = 1 sm ¥, tosu >'<2 - x, = =(1 sm}")?’,

-9 =0 s P Ey - %y 2= cos) P2 (1 inP)P 17, - 5, -

== (fslnf’)‘f’ + ({cos?)y’ pa se unoienjem u uslov (i) dobija relacija

.z(ms PiPain? )5mr—l(-r5mfffcosr)cosf=w P=0; Peed=const; prwltK ., (k)
Poito su koordinate vekfora brzine tezista ;<c =g = (;(1 + >22)/2; );C =v=

=(§'] + )’!2)/2, to su §<'] + 5(‘2 =25, Sr'] + ');2 = 2V, pa se unoienjemtih relacija
u jednaéinu (j) dobija

UCOS P +VEIN PrGsin P=0. g 0]

Iz neholonomne veze (b) sledi takodje relacija

veosP-Usiny =0; tgf =v/o; G =Ff cosfiv="F sinf ;

f=1£/1/;  (m)
te se unosenjem ove relacije u uslov (1) dobija def. jednagina
GPrg)lgP0; GaH(gv)V=0; £ +GomP=0. (n)

Zbog toga 3to je f = dF/dt = (dF/dP) . (b )=co(df)F), dobifase = (g/co )
cosP+ Cqy; u = (g/o) cos?’ +Cieosf i v=(g/e0) cos P sinfP + o
sinP. (0)
Kako su i U =& (du/dP) i Vv = @ (dv/el¥ ), to se integraljenjem dobijaju
koordinate tezista §tapa (C):

U s 2(5/ﬂfcasf+)”)+—~e/n)’fc;, y=- ——-gcoa‘”}"— ooty )

a podto su u = (x; + xz)/2, v=(y * y2)/2, ix, = ]-1 cos P, Yo =Yy =
=1sin®? ; to su
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£ e ol s u—v-LoinPt u-vstLsi
x’=u—7ca.s)”, x2=u+z—cos)‘°, y,—\/ 25/07", 4 v+£5/n)°

pa su zakoni krefanja:

Yewlrol; of=consl.

X{:Q}%“ (emPeas P+ #)= 2460570+ % 5/7})%02; )

ka

05 /> —ng/f)}ﬂa—e’cas}% Cyi

g

y/_____.

I

NG

X

= (7 }00057"+7”)+§w5)”+ a%s//) 7+C);

2 J . C
4= 7 cos P+ Esm”—aacos)%%l

gde su Ci integracione konstante .

AN

2.10. Opite koordinate. Konfiguracioni prostor. - Diferencijalne

jednagine neslobodnog sistema sa idealnim holonomnim (konaé&nim) i neholonom~
nim (neintegrabilnim diferencijalnim) vezama sa multiplikatorima ]\D‘ i A
(2.46), mogu se preglednije napisati ako se umesto Dekarfovih pravouglih koor-

dinata x z, uvedu Dekartove pravougle opite koordinate j kojih ima

MBS
3N, gde je N broj materijainih tagaka sistema, takvih da posfoi'é relacije za

koordinate
x, =J-2; v, =JW-1; z,=Fa; v=1,2,... N (2.49)
i za mase
My =Mgyoy =M 3\); v=1,2,,.
Naprimer, biée
za Y=l ; Xy =A51; y]=52; z

za Y=2; x2=5‘4; y3=55; -2

.,N. (2.50)

F3 m=my =y

56; my = mg=m,.

[

Sa novim - opitim - koordinatama 3{, i=1,2,...,3N, vektor polozaja i br=

zina m ~te tacke




41

(;’,,_.-.' Fi o Faw )
Z 51 (m’

pa zbog toga holonomne veze_(2.9) postaju
& =1,2,...,h,
lf"‘ (%, Zl) =1Q (3, Zl): J'—l 2,...8n. @2

.t i ot e

——— - —— — — o———— 1

he B f”.[’./.d.f.’....‘fff’./."f’.....aff”./f)?’. o

A5 5 o4 /d Foe - /O%su J/Z/ D&M (.59

Neholonomne veze (2.10) su sada oblika

' - N M .
}g(];,\{hzl) =;(£\)I\/1))+%=J§,(Aj§ +/\//3~=0i ﬁ=l£,"‘14(2'54)

gde su ‘
&
MV ) Ml )0 sy

Uslovi {2.22) i (2.23) za virtualna pomeranja sada postaju

3N : .
}: j&é‘ff/ ~0; L =142 h; (2.56)
g1 OU

J;,/ij If = B=14 -, ¢, (2.57)

pa su lagrange-ove jednacine prve vrste

z a/ - '
RS AR ;/(=///§ /;N ﬂ‘f‘;}z S%’N'
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Qvim jednadinama freba dodaﬁ'iednaéine veza (2.52) i (2.54), pa se dobija
sistem od 3N + (h + 1) jednadina za odredjivanje 3N koordinata 3 tagaka
sistema i (h + 1) mnozitelia (multiplikatora) _7\0( 1/4(/3, veza. Kada se integra-
li sistem tih jednadina dobijaju se 5 i Al i 4Mm U funkciji od vremena (1),
tj. odredjenc je kretanje i otpori veza.

Naprimer, za masu m bile bi komponentne reakcije:
X19i 2y Jay-p 55v'1 A (f/ajw )(//()55\1/)
j ( /a\Zy) A, ’avzj A Mlosav-1 7 Ao M -

OpEﬁh (generalisanih) koordinata 5 i ima 3N, gde je N broi maferiialnih ta-

raciju mehanigkog sistema, pa se zbog foga naziva konfiguracioni prostor. U

fom prosforu holonomne veze (2.52) predsfcvliaiu hiee@o_v_rgi, a parcijalni iz~
zine reprezentativne tadke u konﬁguruc:onom prostoru. Ovim je uspostavljena
potpuna analogija izmedju kretanja tagke u prostoru V3 i reprezentativne tagke
u prostoru VSN'

Zbog holonomnih veza (2.52) 5, koordinata je zavisno a n = 3N =h je medju-
sovno nezavisno i to od 5 bl d°\§ IN® Ako je jakobijan |C)(F] ...FhV)

S+( j/ ..... f h)"r“ 0, onda se sistem jednadina (2.52) moZe reiiti po zavisnim
“koordinatama 5 17 F o0 .,ﬁ(,---,jh koje se dalje mogu izraziti pomoéu os=

talih n = 3N = h nezavisnih koordinata i vremena t, te &e se dobiti relacije

50('=J€( (j-f'f’\f/ﬂ*z/"'; 34, Zf})‘ L=1,2,...,h (2.60)

kojim se zavisne koordinate izrazavaju pomoéu 3N - h nezavisnih koordinata.
U slugaju da dejstvuju i neholonomne veze bilo bi n = 3N - (h+1) nezavisnih

koordinata.

Umesto nezavisnih Dekartovih koordinata f mogu se uvesti druge nezavisne

koordinate, tzv. generalisane koordinate, koje odredjuju konfiguraciju sistema.

Ove su koordinate krivolinijske i mogu biti duzine, uglovi, Gauss-ovi parametri




za tagku na povrii, itd. Njih treba da ima n = 3N - h tako da zadovoljavaju
relacije '

f/;ﬂ' =j/)+i (Z/ 2% ey @oreey G £)  (=1Z..,n2.60
pomo&u kojih se odredjuju nezavisne Dekartove koordinate fi"'.j- . Pri ovo~
me mora jakobijan biti razli&it od nule, J =[J)(5 Yy 5 WOYRRSY 5 3IN)/

'f\(_q1 ,q2,...qn) # 0, da bi se prethodni sistem jednadina mogao reiti po koordi-

watama qt. :

Ako se relacije (2.61) unesu u (2.60), onda se prema (2.49) mogu sve Dekarto-

se koordinate, o time i vektor polozaja tagke, izraziti pomoéu ovih nezavisnih

jeneralisanih koordinata :
5-§i(9, 6 v=hlg,t)i 4=4(g , 150000,
5=0(9. 901 G119 L) D=1 N,

gde je E, \éekfor poloZaja tatke mase m, u odnosu na frijedar Oxyz.
o

Slobodna tagka ima u prostoru

- iri stepena slobode kretanja,
pa se za generalisane koordi-

nate mogu vzeti Dekartove pra~

2 vougle koordinate x,y,z, po-
Slika 2.12, larno-cilindrizke r, ° i z ili
sferne J, P/ ¥ . Tagka na nepokretnoj sferi, poluprednika R, jednadine x

+ y2 + 22 ---R2 = 0, ima dva stepena slobode kretanja (slika 2.12 .a), pa ée

se za njene koordinate uzeti uglovi P i ¥ . Ako se, pak, sfera kreée tran-

slatorno a koordinate su njenog srediita, a, b, ¢, onda su

x =at + Rcos ¥ cos)7y = bt + R cos¥sin¥; z = ct + Rsinf ;
q] =)0 ¥ qz =}U . ’,

Dvoino klatno ima dva stepena slobode oscilovarja, pa su generalisane koordinate
uglovi 9 =ﬁ i 9y =;Z (slika 2,12.b).



ralisane koordinate Euler-ovi
uglovi ( #, ¥, & Y. Kruto
ni slobode kretanja pa se za
nezavisne koordinate uzimaju
koordinate sredi¥ta Xer Yoo
i tri Euler-ova ugla (slika

e
Slika 2.13. 2.13).

3. DIFERENCIJALNI PRINCIPI

3.1. Klasifikacija principa. -  Glavni zadatak dinamike sistema materijal-

nih tagaka je odredjivanje kretanja sistema kada su poznate sile_ koje dejstvu~

kinematitko stanje (po&eini polozaj i pogetna brzina) svake materijalne tagke.

Da bi se izvi¥io ovaj zadatak potrebno je obrazovati diferencijalne jednadine

kretanja na osnovu Newton-ovih aksioma o kretanju i dopunskih uslova o veza-
ma i principa "oslobadjanja c_:_d__veiq"V (zami§ljamo da smo veze odstranili a nji-
hove uticaje zamenili nepoznatim otporima veza, koji se sada javljaju kao ne-
poznate sile koje treba odrediti). Pomoéu Newton-ovih aksioma, a u cilju po=
jednostavljenja re3avanja problema, mogu se postaviti izvesni dinamigki zakoni

(o koligini kretanja, o momentu koligine kretanja i o kinetitkoj energiji sis~

karakterisu kretanje i koji vaze za najopitifi slugaj sistema ili, pak, za spe-
cijalne sisteme (na primer, samo za holonomne sisteme ili samo za konzervativ-
ne sisteme). Ovi se stavovi dokazuju polazeéi od Newton~ovih principa i dina-

mickih zakona, a obraino, kada se podje od ovih stavova dobijaju se jednadine
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Principi mehanike dele se na dve grupe: diferencijalne i integralne. Prvi prin-

cipi imaju, matemati€ki posmatranc, analiticki izraz kojim se definidu u dife~
rencijalnom obliku, drugi, pak, u integralnom. Diferencijaini principi su veza-
ni za jednu u dafom trenutku proizvoljno izabranu konfiguraciju, pa se zatim
posmatraju pomeranja sistema u odnosu na tu konfiguraciju . Integralni principi
odnose se na kona&ne promene konfiguracije materijalnog sistema posmairane u
konaénom vremenskom razmaku. Njima se obigno iznose ekstremalna svojstva

materijalnog sistema, pa se stoga zovu varijacioni ili eksiremalni principi.

Diferencijalni principi su opstiji od integralnih, jer se primenjuju na holonom-

ne i neholonomne sisteme, dok se drugi primenjuju samo na holonomne sisteme.

3.2. D’Alemberi-ovi princip.~ 1873. god. d'Alembert je formulisao u de-

lu "Traité de Dynamique" princip kojim se mogu dinami&ki problemi reavati
statickom metodom "o ravnotezi sila" i koji je poznat pod njegovim imenom.

sistema materijainih tagaka, v =1,2,...,N, dejstvuje napadna -

Na masu m,

-y @)  mmem—tee=
-1ty )(snkas.n:.

£, | /””Qv=ﬁ+f;v zFe'\) +ﬁ! +f;v=F;\J(3-1)
odnosno ' .
//f\, +E, =0 (3.2)

Slika 3.1, )
Ovo je izraz d’Alembert-ovog principa za materijalnu tagku: "U svakom tre-

nutku pri kretanju tagke izgubljena sila se uravnotefava sa otporom veze?

Analogno tome za materijalni sistem od N masa biée prema (3.1):

SE +[-m, QE, =S (E +E, )=3E, +SF,, = 0,69

pa princip glasi: "U svakorn trenutku pri kretanju sistema materijalnih tadaka

izgubljene sile u ravnotezjsu sa otporima veza!
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Prednii uslov moZe se izraziti i u obliku momenta, pa e

N
(5, F+(-m 8,) +£, | =0 @4

Euler fe 1740. god.. postavio slitan princip: “Sistem_eféktivnih sila jednog

materijclnog sistema ekvivalentan je sistemu aktivnih (datih) sile". Dokaz nepo-

sredno sledi iz (3.3) poito se izgubljene sile uravnotezavaju sa otporima veza.

D’Alambert-ov princip obi&no se u tehnici primenjuje kao kineto~staticki prin-

cip uvodeéi silu mercqeﬁ; =-(m0 6\7) koja je supromna efektivnoj sili Fe\)'

pa se za materijalnu taiku moze napisati "ravnoteZni uslov":

. it . st o o

£ +F,, +f] =F +F,,+(-m, @) =0 (3.5

i glasi: "Za vreme kretanja materijalne tagke aktivna sila, sila veze i sila -

inercije jesu uravnoteene sile". Ovaj se “"ravnoteini uslov" moZe napisati i

u obliku momenata, pa je

[2; AR +Zv] =0; ﬁr-(-my a). (3.&)

Za materijalni sistem “ravnotezni uslovi" su:
N N
Sith+Fu=0i 5, FeFurdy] =00

pa princip glasi: "Pri_kretanju materijalnog sistema svaki njegov polozaj moze

se smatrati ravnoteZnim ako se aktivnim silama i silama veza dodaju sile iner-

Dok su aktivne sile | otpori veza stvarne sile, dotle su sile iner-

cije fiktivne, jer se za njih, shodno Newton-ovim zakonima, ne mogu pokaza-

Uloga d’Alembert-ovog principa je vrlo velika u tehnigkim problemima, jer_se

)

*
dinamigki problemi resavajy statitkom metodom ravnoteze sila °.

Naprimer, kod klizenja tela niz glatku strmu ravan (slika 3.2) aktivna je sila

teta, G = mg, otpor veze je ofpor glatke ravni koji dejstvuje u smeru normale

*) Dinamika, &l. 14.2.
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ma sila inercije je usmerena uz ravan,
o £y pa fe ravnoteZni uslov :
G +E/ + (—m0)= 0,
O te se iz trougla sila dobijaju relacije:
Fmag) —MA +mgsind=0; Fp —Fn=0

a=gsind ;  F, =mMgcosLk

Kod Atwood-ove magine (slika. 3.3) pod

pretpostavkom da fe G]> Gy, posto tatke imaju |ednaka ubrzunla ali suprot-

nog smera pa je sila u uZetu ista, bige:

1) G, —Fp—ma =0 ; a=(6~ Gz)g/{5+6‘}
2) g Frrma—0 fom26,6, (6 + G.):

Ako se uzme u obzir i obrtanje kotura, mase M,

.
ugaonim ubrzcxniem &) , onda sile u delovima

( -Jd)), gde je J moment inercije diska za

njegovu obrtnu osu kroz O, pa su jednadine rav-

noteze:

Slika 3.3.

/) 6, Foy =M@ =0; a=-Q,-Rw; a=2(G- Gz)g/[2/6+Gz)+G]
2) 62 Foz +112.0 =0 ; w1 =6y /—/0/9)]
3) (Fu,—Fuz ] R-J =0; J=:ZLMR2; Fy =Gl /—-/0/9/ I

Cisterna ispunjena te&noiéu kreéde se pravolinijski ubrzanjem ap, Gslika. 3.4),

Usled ubrzanog kretanja menja se nivo te&nosti, jer na svaku Zesticu utiu:teza,




“sila inercije i otpor, pa je ’ }
*ledna&ina ravnoteZe"

_ G+F, +(-ma,)=0;
% 9L -G [g-

Sligno prednjem, pomoéu ugla
77%7777777777%7 77@7 mg . otklona klatna odredjuje se ubr-
zanje vozila (slika 3.5) ~ me-

Slika 3.4. v Slika 3.5. toda generala Desdouit-a, 7

— " - o ot ——— —

(ma,a) T Do

33. lagrange-ov princip virtualnih pomeranja. - Materijalni sistem je

u ravnotezi kada se pod uticajem atkvinih sila i otpora veza nalazi u trajnom
miru. Poto su tada brzine i ubrzanja tadaka fednaki nuli, to iz uslova za br-

zinu (2.11) i (2.13), sledi da mora biti:

‘)f/‘)f=0; 0201' 4. £ I(7,)-0; Z{[;\,,r‘}=0(3.8)

a linearne diferencijalne veze homogene, pa su tada virtualna pomeranja jed-

naka_moguéim (Sp\’ = dr‘). Za {ednu materijalnu tagku biée rad svih sila na

virtualnim pomeranjima

A= (F +F,y =m0, dry )~I£+£,,dr)- 1, dr;)-0
(3.9
pa je rad aktivne sile na virfualnom pomeranju jednak nuli. Za slu&aj jedno=-

sirane nezadrZfavajuée veze taj rad mora biti negativan (}:-" JI;) <G, jer
4

tatka moZe da napusti vezu, a ovaj bi joj rad onemoguéio fo napustanje.

Za maferqolnl sistem bllo bi

Z(F 95 ) <o; ZX 8%, + ¥, 8y, + 2,82, <0

(3.10)

pa princip glasi: U sluZaju ravnoteze sistema materijalnih tadaka zbir radova

aktivnih sila na virtualnim pomeranjima ne moZe biti pozitivan. U slugaju

zadrsavajuéih veza rad je jednak nuli.

% Detalinije videfi: Zbirka zadataka iz Mehanike, | i II.




49

Lagrange-ov princip je osnovni princip Statike i on daje moguénost da se sta-
tigki problemi refavaju dinamickom metodom = vritualnog rada. Klasidan je za-

kon "zlatno pravilo mehanike" koje potiGe od Aristotela a potenciran je od Ga-

- —— —— o~

JSO tei teretu te¥ine G. Kantar moze da se obrée

Jip oko zgloba O, pa su virtualna pomerdn|§ JhF i

JFG' te je uslov

Féh— GIh, - (Fp-Gq )dp-0; F-Gq

pozndf pod pravilom "§to se dobije na sili izgu~

Slika 3.6.
bi se na predjenom putu".

Sligno prednjem mogu se izvesti ravnoteZni uslovi na raznim sloZenim koturada-
*
ma ), kod punih nosaga, refetkastih nosada (staticki odredjenih i neodredjenih).

Princip virtualnih pomeranja je opsti princip Analiticke statike, pa se pomoéu
njega mogu izvesti ravnotezni uslovi. Ako se kruto telo kreée translatorno br-
zinohj VC i obrée ugaonom brzinom &) , onda je obimna brzina Zestice [GJ,}:,

, pa su virtualni rad i uslovi
IA =S(F v+l n])at =XIE, 525)4—4\,‘?(4.9,[1;,6])0’2‘;

~(SF, )83 5 E16p-0; SE-0; M -3l £]-0

(3.12)

. = - A~ —— ———— ] " > — _—— — S — —— o —— o —— - o~

- a— o

Kada se sistem sastoji od krutih tela, tada su ona izloiena'deisfvu teze. Ako
su teZine G\) onda je ukupna tefina sistema G, a polozaj tezifta e X = 0;

Yo =0; Gzc = ; G, z, pa je ravnotezni uslov:

JA=§,GV JZ,, = GJzC =0, tj. JZC=0; (3.13)

- . — o —— - g

*) Detaljnije Dinamika, &l. 14.3,
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—— —— - - — o -

— " o

ka nuli.

3.3.1. Ravnotezni oblik lananice. - Koordinata tezista elementa landanice

‘duzine ds, specifi¢ne feZine materijala m (slika 3.7), i njegova varijacija,

4 A

prema (3.13) su
Zc"&ﬁ ds || /}fn./b's/ =[zds [/' s, dz.-0;
pa se problem svodi na odredjivanje ekstremale
nds] o8 J'J=Jf2d5=cfﬁ\/a’x2+a’z’- =
of X =J'ﬁ\// +x? gz =0; x'=0x/dz.

Poito [e poditegralna funkeija f = z\/ 1 + x'

2

Slika 3.7. ‘
= f(z,x') fo je prema Euler-ovoj jednagini

2. 1: 1

CNT 2f _dof__d of —_ 2(_2) o;
ox dz ox' dz ox’ az \\f7+x? 7

odnosno ‘

r

ZX ax__¢ _ 1 Smenom
| VIitx'® dz \zicoz (z/c)*1
_§_=[5Ul- (.%.‘.: C dobija se x=cU+(, Pa je
Jjednaéina krive: Z= cChu = CCK(X%'{'}; (=L = const.(3.14)

Ako se poloZaj materijalnog sistema odredjuje nezavisnim generalisanim koordi-

=C(=C; X=

natama q,, i=1,2,...,n, gde je n bro] stepeni slobode kretanja sittema, onda

se iz (2.62) pri fiksiranom vremenu dobija varijacija

n
dry - Ba_gl-‘!‘f%" (=420 ; V=42, N, @315
i={ { ,

pa ako se taj izraz unese u izraz za virtualni rad (3.10) sledi
or
JA=§I(5, ar; )=§:(/5§; 57 M‘Z: -
n n
=[Z [%(F;’ c)ag ) ] JQ:'——_ ; Q; J?ic g,

(3.16)
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e 2 e s 0

=Z< 'acz)f(Xv?éi“ W“ *vaé'?)" o

Za odredjivanje generalisune sile Q za svaku koordinatu q, lakse je koristiti

“princip zomrzcvurya _({zaystay __|on_1ul veza''. Naime, pretpostavi se da je samo

i-to] koordinati dato virtualno pomeranje J‘qi # 0, dok su sva ostala fednaka

nuli (f)qs =0,zas=1,2,..., n#1i, onda su virtualni rad samo na fom po-

meranju i ta sila

JA ) =q, Jgt- ; Q; =JA(2)/J‘Z;- (3.19)

ni pa je ravnotezni poloZaj s:sfema, prema (3.16), mogué samo onda kada su

generalisane sile jednake nuli

Q. =0, i=1,2,..., n.

te se moZe reéi: "Ravnotezni poloZa] holonomnog sistema je samo onaj mogué

kada su u tome poloZaju sve generalisane sile jednake nuli®.

Naprimer, kada se telo kreée translatorno duz Oxwose pod dejstvom sile F =

Xg, tada su:

Jr=dxi : n=1; J‘A=XJ'X=QJQ; Q=-X;: X=0
z

w/f_) a » Dakle, ovde je generalisana sila stvarna sila.

Pri obrtanju krutog tela oko Oz-ose ugtonom brzi-

nom &J (slika 3.8) generalisana koordinata je ugao
J. » So a obrtanje izvodi obrtni momant oko te ose
¥

ymz=m , pa ée biti  171=1; JQ=J’S” ;
JA-mSp=-Qdq ; Q=m; m-o0.

U ovom slugaju je, dakle, generalisana sila spreg

0

Slika 3.8.
Kod slobodnog krutog tela u prostoru (slika 2.13) sistem se sila mora svesti na

sila,
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galavni vektor i glavni moment, pa ée biti:
A=, Ix +&,89+Q. Iz + 8, Iv + {; I6 + (. I,

te su generalisane sile:

szx; Q«f—‘yj Q‘—‘Z, &Mz; Q We,ﬁ Mi‘
3
Tri su sile, a tri su spregovi. Ravnotezni uslov je da su sile X =Y = Z( ¥

i glavni momenti oko &vorne ose, ose precesije i figurne ose jednaki nuli.
Skalarne jedna&ine (3.20) ekvivalentne su vektorskim jednainama: glavnom

vektoru | glavnom momentu za tagku C (tezidte):

f:_—sO,' Z&Z&-—-—&. 12.21)

D’Alambert-ov princip (&!. 3.2) svodi dinamicki problem odredjivanja krefan;c

pod uticajem sila na statigki, t{. na ispitivanje “ravnotede pri krefanju" svih

......

sila koje dejstvuju ukljugujuéi 1 fiktivne sile inercije. Lagrange-ov princip vir-
tualnih pomeranja (&lan 3.3) sastoji se u reSavanju statickih problema ravnote-

¥e dinamiZkom ‘mefodom, naime, u konfiguraciji ravnoteze mora rad svih aktiv=-
nih (datih) sila na svakom virfualnom pomeranju pri idealnim dvostranim veza-

ma biti jednak nuli, Kada se ovaj princip primeni na d’Alembert-ov -princip

ondd se dobija vekforska jednagina

. ( E-m a, dr;) =
= XX ko) B+, =, 8 ) +(Zy=rm2)dzy < %

Stoga se prmcxp izrazava ovako (slika 3.9) "Zbir radova akiivnih sila i sila

v

o g St 1t . g S S .

/ (/_mu a)) inercije tagaka rnc’rerllalnog sistema na svim

- o i s i o R 0 Pt A g T e S o

Za sluéaj dvostranih veza on je jednak nuli®,

Ovaj princip koji predstavlja sjedinjenje

d’Alembert-ovog principa i principa virtualnih

pomeranja osnovni e princip Mehanike, Jedna-

Slika 3.9, gina (3.22) naziva se opsta“jednadina Dinamike,
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i vazi za svaki polozaj sistema u toku kretanja; a pri mirovanju = ravnotezi -
svodi se na Lagrange~ev princip’ odnosno na opitu jednadinu ravnoteze. Ona fe
izvedena za sluéaj idealnih veza, u protivnom, kod neidealnik veza treba

otpore takvih veza smatrati aktivnim siloma.

Lagrange~d’ Alembert-ov opiti princip Mehanike i opsta jedna&ina (3.22) izve-
dena je na osnovu Newton-ovih aksioma i dinamigkih zakona, posto ona po-
vezuje dinamigke veliine koje karakteriiu kretanje. Obratno, mogu se dina-
migki zakoni izvesti iz ovog principa i time potvrditi njegovu osobinu opiteg
principa, Pri tome ne mogu se izvesti relacije za otpore veza, fer se za njih

moraju uvesti ogranicenja.

——— —— o ————

3.4.1. Drugi Newton-ov zakon. - Po¥to su virtualna pomeranja slobodnog si-

stema medjusobno nezavisna, to iz (3.22), s obzirom na osobinu Mi’c =

='§‘:m‘)§‘\’, sledi: . | . o |
or +0; ;F}:;mﬂ a,~/7a, Ma;% £ =F (3.3

i predstavlja Newton-ov zakon o kretanju sredista sistema ubrzanjem &....

C
Naprimer, kod strme ravni (slika 3.2) je (& -/7?0,6&) =0; a = gsine{ .

3.4.2. Zdkon o koli&ini kretanja.~ Neka su veze sistema takve da mu omogu-

. e

¢avaju translatorno kretanje u pravcu orijentisanom jedinignim vektorom §, on-

da su virtualna pomeranja ;‘5 = SS . 1 pa se iz (3.22) dobija

Y(E-m %2 )do-0; SR, 2)-SIE#); Kp=T ()5  g0.20

te je: "lzvod po vremenu koligine kretanja sistema na pravac moguéeg fransla-

tornog kretanja sistema @) jednak-je zbiru projekcija svih aktivnih sila na faj

pravac", U zbir ulaze samo spoljainje aktivne sile, jer se unutrainje ponis~

tavaju, poito se javliaju poparno.

Kako je prema zakonu o sredi§ty masa M T =2 my i;, to ée biti
y

Mvc," =3m % =YK -K, (K t) -Ka- She=Mapy (3.29
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gde je | koligina kretanja sistema. Dakle, ako sistem moze da se kreée iran-
slatorno u nekom praveu @), onda se projekcija sredista sistema na taj pravac
kreée kao materijalna tadka mase M jednake ukupnoj masi sistema pod dejstvom

zbira projekeija aktivnih sila ra ta] pravac. Ako na sistem ne dejstvuju sile,

ili je njihov zbir jednak nuli, onda iz prednjeg sledi

Mact_zo; aCt=0; vct=c=consf;‘lz:=¢t+ﬁ (3.26)

pa se srediits sistema kreée u fom pravcu pravolinijski i jednoliko (Newton-ov

znok o kretanju sredita materijalnog sistema).

3.4.3. Zakon o momentu koligine kretanja, - Neka veze sistema dozvoljavaju

obrianje oko neke stalne ose orijentisane jediniénim vektorom @4 “oja prolazi

z
v gf; ' kroz stalnu tagku O, uganom brzi-
") My nom &0 (slika 3.10) onda je virtu~
2 .
v, V¢  alno pomeranje J’[;a [(‘)J’fl ’;]=
am
. | ) -odtug)-lu 1,197
gde je f)" elementarni ugao obrta-
o . I ‘
Slika 3.10. Slika 3.11. nja oko Qu-ose. Unoienjem ove re-

lacije u (3.23) dobija se

S(E-m a,lur])ly -
= (udry (1, F1-3[1, ma)])=o.

Polto je (¥4 J)}oproizvolini vektor a myV
Sn.ma)- & 3in,m%] -
o ~ - . . ~ .

-4 LO_;[Q F, ].—WO, LO = WO

"lzvod po vremenu kinetitkog momenta~momenta koliine kretanja=za pol O

W —— ————— ——— — - —_— S —— o — - — " — . . "

(3.27)

je kolig¢ina kretanja, to iz prednje

relacije sledi da je

jednak je_glavnom momentu svih spoliagniih sila na faj pol”. Ako se uzme da
ie J’)" proizvolino ( J‘y"#: 0), onda iz (3.27) sledi ovaj zakon za projekciju

glavnog momenta na obrtnu osu

J’;o{(_tl,iilo)~—(u, LO)} =0, [;WU .(3.29)
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"lzvod vremenu projekcije momenta koligine kretanja na obrinu osu jednak
A po proj ij I ]

je glavnom momentu sila za tu osu”.

Naprimer, kod obrtanja krutog tela oko Oz-ose (slika 3.11) radijalna brzina
v = r sele Oz-osu, a cirkularna v, = r$ =rw ukta se sa osom pod pra-

vim uglom, pa su moment te koli¢ine kretanja ch = v, dm i izvod

L, =fd/(cr=ll‘z‘ff2)dm=~7zw,- Zsz/'sz) = z.(3.30)

3.4.4. Zakon o kinetiZkoj energiji.~ Kada su veze skleronomne, tada je

stvarno pomeranje jedno od virtualnih, J’f;';dl; , pa se dobija
Lk -ma, dry)=0;
L(E . d)-Xm (G at )= Tmu (%, %),
X (vyav)= d [Zfm, W' =¥ (£, dn)i

te je

;dfk"“f_g —f,m-—*%: dA = A . @y

Ovo je izraz zakona o kinetigkoj energiji: "Prira$taj kineti€ke energije jednak

je zbiru elementarnih radova aktivnih i unutradnjih sila”.

2.10. a ovde éemo ih povezati sa op§ﬁr;1 principom. Ako se uvedu opé’i‘e De-
kartove pravougle koordinate 5 i prema (2.49), onda opita jedna&ina (3.22)
ima oblik :
a” oo .
- T, . i=1,2,... .
S(H-mi§5i)dEi=0; j=1.2,...3N.  (3.32)

7 v ‘
Varijacije tih koordinata moraju zadovoljiti uslove (2.56) i (2.57), ti.

% (ok /35) 8% =0 Xk I5i=0; o=l (61 4L
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Zbog ovoga. je 3N varijacija (5)5[ vezano sa h + t uslova (3.32), pa je broj
nezavisnih varijacija 3N - (ht+1), dok je broj zavisnih ht1. Pomoéu uslova

(3.33) mogu se htl zavisnih varijacija izraziti pomoéu _3N - (k1) nezavisnih
(broizvolino iiabranih), pa kada se te relaciie unesu u op§hJ iednaéinu (3.32)

ot o e ot S o

ovom metodom multiplikatora, Ako se uslovi veza (3.33) pomnoze pojedinagno

‘mulﬁplikaforima _7(“ i/u,_,’ i ove se jednadine saberu sa (3.32) dobiée se re- '
lacija ‘

S(5-m§ +INAL [05) 50 Moy ;

Multiplikatore ].( l/ﬁ kojih ima ht1 treba tako izabrati da bi mnozitelji
pri b+l zavisnih varijacija bili jednaki nuli, pa se tako dobija sistem od 3N

jednagina
£ 9% .
mJ‘z’ Z o ajal +Z/ﬂ %J / ./ =/l 2/ ..,15/\/,(3.34)

koje se nazivaju Lagrange-ove jedna&ine prve vrste ili jednagine sa_mnozite-

ljima veza. Njima treba dodati i b+l jednadina veza

]{[j, t)=0; JZA,/,J j +A =0 =423 (3.35)

pa se dobija sistem od SN + (h*1) jednadina za odredjivanje 3N koordinata
kretanja i (h*+1) Lagrange-ovih multiplikatora veza.
Naprlmer, za sluaj jedne idealne veze (n = 1) iz (3.34) se dobija:

mQ= F+dgradf;  mk=X+Mof/ox);

g = Yer(aflovy  mi-ZeMAA) @0

Ovaj se rezultat moze dobiti i neposredno. Pojto je veza zadrfavajuéa fo je
virtualno pomeranje u tangencijalnoj ravni, te je (grad f, ;1\) = 0, te posto~ -

ii treéi proizvoljni vektor JP upﬁ:van na ova dvo,f)‘: [grad f, Jb] pa se

d°b"°//" ma[vz‘ff;b )-(dplF-maxFl)-0; Fma-dvf
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T S o o o s ot g

dva uslova: 1. ako su veze skleronomne, #{. da su
oL/t =0, K, =0i L=1-uh;  pef-le 3.3

i 27 da posto{i funkcija sile U = U ( j f 5 , 3N) takva da su

sile

’ =12.. 3.
/; &f J~1%..., K. (3.38)

Ako se svaka od jedna&ina (3. 34) pomnozi sa d 5 i sve saberu dobiée se

;:..Jja’f =2(d ‘,g)}c‘ j) fZ/u,a ‘df-)‘ (3.39)

iednadina

S obzirom na (3.31), (3.38) i jednagine veza (3.35) dobijaju se sledeée rela-

; - dE e i et ot
v §dg ~nm B 5at -d 54 nf' -,

cije:

_y Wr —qu
FiagmF oy Y

dj+‘)/ dt -0, L. j\?‘a’j=~§l’§‘a’£;

?%f Ay =0 DM dg =-Ndl

2
J

Kada se one unesu u jednaginu(3.39) ona se preivara u jednadinu

df, 0/// ZJ\ 0/2‘ Z/”p N dt. (3.40)
Ako su ispunjeni uslovi stacionarnosti (3.37) i (3.38) onda se dobija integral

dEk = dU; Ek = U+ h; h = const. (3.41)

Primer videti u gl. 2.9.
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3.4.6. Lagrange-ove jednadine druge vrste. = Neka se materijalni sistem od

N talaka kreée pod uticajem h holonomnih veza, onda mu je broj stepeni slo-
bode kretanja n = 3N - h, pa se poloZaj svake tatke moze odrediti sa n ne-

zavisnih koordinata q;, fe se vektor polozaja ) -te tagke i njegova varijacija

on

(7 AR AN Z); J’l‘—-—zagcf'g V=1

Brzmcl te facke |e
V = (Z'l_a—év.— 2 + (SJ;“ /. i=1121-'° n1(3.43)

LR LS - . - . . . b
pa se vidi da brzine linearno zavise od generalisanih brzina q;-

(3 42)

Opsta jedna&ina (3.22) postaje

L(E - 6, 40)-K(F, ) -, @, 4%).

Prvi &lan ove jednadine moze se, prema (3.16), zameniti virtualnim radom ge=

neralisanih sila
;(ﬁ o )=};Q J’Z_ ; (=[N (3.4

Drugi &lan predstavlja virtualni rad sila inercije i on se moze predstaviti na

ovaj naéin;
' o8 0
Lin, #5)-¥in Y854 )-¥(%(m a,.

Iz (3.43) sledi o __ cJI‘
d on P % % ar av
oS, v = v > l’ Y 9
L. % T ogof Tog ol Z )5

pa je
o% _ In d o _ 2%
dZ aZ at o9 g,
te je

_62’_[07 v, ) (m, a5 }+/mu a,a; 5%1:
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odnosno

ma i S ol - L)

Uvodjenjem kinetitke energije materijalnog sistema dobija se virtualni rad sila

inercije

2 . or a O, _ O .
L-inis Timeg )| & S5l e

pa, s obzirom na (3.44), opita jednadina (3.22) postaje
d L. _ oL (3.4
;//;'—m, 9. &;)z};{ & [a’z‘ dg J}Jg 7

U ovo] su jednadini sve krivolinijske varijacije proizvoline, pa se mogu uzeti
da su sve jednake nuli izuzev jedne, é‘qi 75 0, tada mora biti izraz u zagra-
di jednak nuli, te se dobija da je za svako i: k
d o _ O _po
dt g o ¢!
AN 4

~
I

~

N

Jednagine ovog sistema nazivaju se Lagrange-ove jednadine druge vrste. Njih

ima n koliko i stepeni slobode kretanja materijalnog sistema. One su diferen-

cijalne jednaéine drugog reda u odnosu na generalisane koordinate q; koje se

nazivaju Lagrange-ove koordinate materijalnog sistema. Njihovim integrale-
nfem odredjuju se te koordinate u funkeiji od vremena, q; _-—_—qi(f)‘i 2n integra-
cionih konstanti koje se odredjuju iz po&etnog kinematitkog stanja sistema. Sto-
ga ove jednadine u potpunosti odredjuju kretanje (unutrainju_dinamiku), dok u

njih ne ulaze veze, pa se moraju upotrebiti Lagrange-ove jednadine prve vrste

za odredjivanje otpora veza.

Osobina_Lagrange-ovih jednagina druge vrste da ne sadrie otpore veza i da ih

ima onoliko kolike i nezavisnih koordinata (q) daje im prelmucsfvo pri resava-

nju _dinamiZkih problema.
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Ove jednagine predstavljaju diferencijalne jedragine kretanja jedne slobodne
reprezentativne tagke u prostoru Vn &iji se broj dimenzija ("mernost") poklapa
sa brojem stepeni slobode kretanja sistema (n) pod dejstvom generalisanih sila

Q..

1

Ako su sile konzervativne i imaju funkeiju sile (3.38), onda je prema (3.17),

generalisana sila

Q-Sr T B ot o

pa se Lagrange-ove jednadine druge vrste pi§u u obliku

d e _ L _9U. - (3.50)
di g ~og “og (=t

Posto funkeija sile U = U (qi) ne zavisi od generalisanih brzina, to se moZe

uvesti Lagrange-ova funkcija ili kineticki potencijal kao zbir kinetitke energi-

je i funkcijfe U, pa se jednadine (3.48) pifu i u ovom obliku

d XX oKX
at ag dg

Primeri: = 1. Matemati¢ko klatno. - Kod matematikog klatna (slika 3.12) su:

=0, (=44..,0. (3.51)

L=milp-md}p -l
U=mqz =mglcos);

m/ 7= -/7/9/5/” 7

le oscnlacue uzima se da e

sin )D»-‘:é’f pa ée biti
P+(9) =0

(pravelinijska_karakteristika).

Slika 3.12, Slika 3.13,

2. Sferno klatno. ~ Kod sfernog klatna (slika 3.13) su:




61
LG ge
L= Q’-m [(Rsn6) P+p%6" s 1/=mgz =mgRessbi
4 (516 )-0 Rbitd—c:  RB-R*Psinbcosd~-Rgsind

3. Dvojno_matematiko klafno. - U ovome sluéaju (shka 3.14) su:

— s o o g

1=t =R WV, (=)
Wy -2y cos8=0 3G 1 20l £ heos (51)

~Fin+m)g Pimit 28 conl-5)gmd

Generalisane sile se odredjuju pomoéu rada:

Z=lcos¥;  Z,=f,cos ] +LcoS T ;

JA"‘&,J}? +£2cf’)2°=/)7,gd’z, +/f)zganzz =-”7/_74 5/-”),00());:_
..”729/4’ anjy J )f+4 5/0)2%‘7 );)-—(/;7,+/4)9/;5,p)10f)/9_ M9y 2 f/;'
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pa su Lagrange-ove jednadine druge vrste:

i[cﬂz%)ﬁmz:@%osoﬁ)]-@M Bl -t nf
at [@/f }%”500 f)*”/”z ? |+m, /fos//)(f—?”)=~/f729/5/ﬂ}a

Za male oscilacij ije moze se vektorski zblr brzina V V] +\I2] zamenifi ska-

larmmvz...-v1+v —t fl“*‘f ;02,702 701—0 c:os(?p2 )D-‘

sin 701 ~7a], sin 2 , 702, pa ée biti
L mem) 4+l R | mem)9t 17=0,
Al mflpeml [ e, §,

4. Oscilacije mase na_lakoj gredi. - Na kraj lakog 3tapa AB koji fe zglobno

vezan v A nasadjeno je masa

2; m (slika 3.15). Stap je podu-
prt sa dve cilindrig¢ne opruge

krutosti ¢, duzina s u nenapre-~
Slika 3.15.

gnutom stanju, na mestima C
i D; AC = EB = DB . U ravnoteznom polofaju §tap je horizontalan jer je
ispunjen ravnotezni uslov ZMA = mgl - 19y - (s-p) = co (s~p) = mgl —

-cl(s-p) = Q, pa se 'rezmcn dalje eliminize.

Stoga su:
BV SRR Ny o PV Vi
o éimfyi,—aécf‘}",? ml P20l -0
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5. Qscilacije vezanog langanog sistema. - Na glatkom podu nalaze se mase

4 ec 20 C ¢ (slika 3.16) vezane opru~
4 L0 B 7 gama. Ovde su:
. / /e
Slika 3.16.

_.Zim(.&x +X£+X5)j é/_-_gcx QC(X,f ) C(Xa Xg)——-c/\’3

K= fm (4 siye Ky ) -4( BN+ 3Ky + 0%y ~4X\ Xy — 2K X )
4K+ 86X, ~2CK,=0; 84s 2 o\[ A
X +3CK~2ek =0, | 2 e 1 |{ A
WA+ 2CKy— Chy=0; 0 7 2v] A

/f(u=£76@2) =(2-v)( vt 5u+4)=0,

pa su svojstvene vrednosti: u =m bﬂ)d /e = 1, 2; 4,

’ *
6. Koturaga su teretima, . Preko tankih obruga poluprednika R i r = R/2

———— —————_ - - -

prebagena su uzad o E&ijim kraje-
vima vise tereti masa m, (redom) =
=9m; 7mi3m:i=1,2,3,
tezina mg = 29 kp(slika 3.17).

Zg

a) Veze:

——

ZHZ v RI =4
ZZ*Z I+Z\3~Z Y ,-'é; ;
Z=-Z} 203l -~ -7, +Ci

‘%— ~ZZI -

[; ngz - ’ﬂ?/Zfz +/ﬂz +102,2,)-

*) Detalinije videtisZbirka zadataka iz  Mehanike II.
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e e e e e e

Y=Ymgz =mg(3Z,+42,+3C)

d) Lagrange-ove jednaéine:

78+ 2, =9 5-9/29:  Zy=-24,1-~13/28
FHL-29;  L=119/29

e) Sila u prvom usetu.-Po d’Alembert-ovom principu bige:

G +(-ma)+f,, =0 fw—-mfZ';ﬁ =0

=M1 25) 9= G2 mg =252 b

4. ENERGIJE SISTEMA MATERIJALNIH TACAKA

- 4.1, Kineti¢ka energija. - Da bi se napisao sistem Lagrange-ovih diferencijal-

nih jedna&ina drugog reda (3.48) potrebno je izraziti kineticku energiju materi-
jalnog sistema kao funkeciju od generalisanih brzina, koordinata i vremena. Neka
sistem ima N materijalnih tadaka i n = 3N -~ (h + 1) stepeni slobode kretania,
onda {e za opisivanje kretanja potrebno n nezavisnih generalisanih koordinata
(3.42), a brzina tacke je data izrazom (3.43), pa je izraz za kineti€ku ener~

giju sistema:
V. Q 7 n n
1o xr 7 50 51 1
£-Simf T (28 A g fagrdaes
gde su koeFiciienfi skalarni proizvodi

c'fr /"l- Z 17 (ar &n) Eﬁ: { ‘%K ) (4.2q)

G - i{m ( 3"‘ " (4.2b)
q-3 ( a)"v}' ~ | (.22

o=t
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Qvi su koeficijenti funkcije od generalisanih koordinata G 1= 1,2,...,n, i
vremena t,
Obrazac (4.1) pokazuje da se kineticka energija holonomnog sistema izrazava

kao kvadraina funkcija u odnosu na generalisane brzine, te se mo¥e napisati

u obliku

_e @ M (0)
E =B +E+E 4.3)

gde su
@ _1
B “7;

Prvi Elan predstavlja homogenu kvadratnu formu generalisanih brzina E]i a zbog

c. () . (01
Z“ik % % B = Z“iq;' B =744
X {

komutativnosti skalarnog proizvoda njeni koeficijenti su simetriéni, % =
Drugi &lan [e linearna forma po generalisanim brzinama, a treéi ne zavisi od

brzina. Stoga se (4.1) moZe napisati u matriénom obliku
L-3)A[7} <()fa) 74 o

———n ———— —— — - — e e g e o

kom matricom.

U slugaju skleronomnog sistema vektor polozaja i:) i koordinate q; ne zavise

eksplicitno od vremena, te je &33/() =0, pa su koeficijenti a, = 01 a, = 0,

te je kinetizka energija

é=@/zi%i;amzi -Ql(g)A [¢}). e

&1

Dakle, kinetika energija skleronomnog sistema je homogena kvadratna forma

generalisanih brzina.

o e . 2 s e o e . -
Kineticka energija Ek( ) je kineticka energija sistema pri "zaustavlienim"/"za-

mrzrutim" /vezama”, pa je uvek pozitivno definiina, Ek( )> 0, a jednaka

je nuli samo u sluaju kada su sve koordinate q;= 0. Tada koeficijenti %

*
forme zadovoljavaju Sylvester-ove uslove ) da su podesne determinante od de-

terminante matrice forme pozitivne:

*) Osnovi matrignog ragunanija.
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‘ ) (4.7)
A Aloi - Qap q,50 QG G Y
-+ Qan 20 | q, D >0: Ay Gy Do
. Q, Qq a a, a
. . . o1 “pp 3 32 "33
0”{ 0”2 aﬂa- e 0””

Naprimer, sledeéa ternerna kvadraina forma je pozitivno definitna i mofe da

predstavlja kinetigku energiju holonomno skleronomnog sistema:

o2 1\ | 4] 2|1 |
A-l2 3 1 |7 3|1 |- #9

/1 2 1 2 10-4= 8>0:
2 2 2, s s s < .
ff;: 49/ +JZZ+2?3 * 49{9;' 2?/?;- 2?223.

lzvod kinetigke energije po generalisano brzini {e generalisani impuls

p-55Yagra-Afg) +fa]  ue

pa su oni -linearne funkeije generalisanih brzina. Stoga se lagrange-ove jed-

n
i o o e

natine druge vrste (3.48) mogu napisati u obliku ) |
A{?'}*C[‘Z}”{Q}; é?‘.wQ.(qd.g;,z.‘); Y=ty -1 (4.9)

gde matrica € predstavlja matricu elemenata koji ne sadrie druge izvode po
koordinatama g i vremenu t. U opitem sludaju generalisane sile zavise od ko~
ordinata, brzina i vremena, i ne sadrie druge izvode (fq'i). Ako je det A# 0,

tada se prednje jedna&ine mogu rediti po generalisanim ubrzanjima

g. =f. (qk; E,k; ), i=1,2,...,n. (4.10)

P
Pod pretpostavkom da funkeije {"i imaju neprekidne parcijalne izvode prvog reda,

koje su u Mehanici uvek ispunjene, postoji jedno i samo jedno refenje Lagran-

ronie (. "(3)';'5;(0)'" i

U vre-

menu t = o i=1,2,...,n.
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4.2, Potencijalna energija. Potencijal. - Ako generalisane sile ne zavise od

generalisanih brzina veé samo od koordinata | vremena
Qi = Qi(q] quI"'lqit"'lqnl f), i = 1121 ERFUY (4'”)

gde je n broj stepeni slobode kretanja sistema, i postoji funkcija /7 =
:ﬁ-(q] ‘ ...,qi,...,qn;'t) takva da je njen parcijalni izvod jednak generalisano]

5;”

Qz_ dﬂ/Z/Z‘)=__ »Z;/Z,Z‘)__= d(//Z,f/ (4.12)
‘. ag | 29, dz_

onda se Funkciia naziva Eofencijdlnom Funkciiom, pofenciialom ili Eofencijal—

;/72;_% 7 dA-3Q 9—~ZMJ’-—&;/Z3)

Negu’rivna vrednost ove Funkciie fe Funkq__lc 51|e U=- E = —/7

e et e o 5 s s e i

tome sluca|u Lagrange-ove jednagine druge vrste mogu se napisati u sledeéem
obliku:

o b I A _p, d e _ 2L | o _,
ot a;; c)z o9 2 ¢’

el < -+ ;
a dZ éZ (4.14)

- 4.3. Kinetigki potencijal. - Ako potencijal ne zavisi od genralisanih brzina,

[7=——/7(qi,t), onda je vifak kinetitke energije nad potencijalnom tzv. kine-

tigki potencijal ili Lagrange-ova funkcija:

L LT+ ooty 2fog (oL, fog)-(Tp)

: : 4,15

pa se Lagrange-ove jednagine (4.14) mogu napisati u obliku ( )
J 2 - '

g I _IK_y (=12..1. (4.16)

ar 0)57 ég
Kineticki potencijal je kao i kinetika energija kvadratna funkcija u odnosu na

generalisane brzine i mo¥e se predstaviti u obliku
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=X 4_02"&..}:2/ 941249 AR

gde su koeficijenti lik’ li’ lo Funkcqe koordinata (qi) i vremena (t). Upore~
djenjfem sa (4.3) dobija se da su: ‘

: 0 |
LLEY LLE” K =L~ (a1

[a e}

4.4. Teorema o_promeni totalne mehanigke energije. - Pored konzervativnih

sila(4.12) mogu da dejstvuju i nezkonzervativne sile Q = Q (qk’ qk' t). Ta=-

da je fotalna generalisana sila
# #
Q +Q = (/) +q, (4.19)

pa Lagrange-ove jednadine druge vrste (4.14) postaju

*
F§-f-gd e

§ % 9
Totalna mehanitka energija materijalnog sistema je zbir kinetigke i potencija-

E~f +L =L+ (4.21)

Da bismo naili izvod ove energijfe po vremenu dE/dt nadjimo prvo izvod kineti-

" Ine, pa je

tke energije Ek = E (q., Ci., t) po vremenu. On iznosi

£ . o - AP
ﬁZ( —Z_ )at afc}l 7 2[ &C‘/{AZJZ‘“T

jer se diferenciraniem dobiia da fe

Z

Drugi izraz u prethodnoj relaciii moZe se zamenitl Lagrange-ovim jedna&inama
(4.19), te se dobija da je

/i
gz‘ a"z?‘/ Z[ ]?” o7

~
~,
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Kada se generalisani impuls P; (4.8) pomnoZi sa 5{ i sabere za ceo sistem,

onda ée, zbog relacije (4. 4), biti:

209 {Tradqrad-q A{fz}+ GMa)-2£%E,

odnosno, s obzirom na relaciju (4.3):

Tog-Yig -t L I 228

l)

pa je izvod kmehcke energije po vremenu

" Ly (4,220
g"/é”ﬁ/[Zf /)Zf/w] Z[ Q]Z*’ . (4.22q)

lzvod potencijalne energije po vremenu je

W o M5 AT afl _ o7,
P S e

Stoga je izvod po vremenu totalne mehanizke energije

dE _ all+]). a’[gf kg 3ﬁ+if7_i7-zézq I/

ar at dt dft Jdt 7L | at
a a1 -~ ©1 . L —a_/7- *,
- (26 2)-G (L2671 57 ~EA g
odnosno -
£ d [f}(”hzgf” J—-gf;w %74-2&‘*? (4.23)

Zbir proizvoda nekonzervativnih sila i generalisanih brzina predstavija efekt

(snagu) nepetencijalnih sila i pige se u obliku

do.  dA
Lqy-Ea -4 e
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Obrazac (4.23) odredjuje promenu totalne mehanicke energije pri_kretanjy pro-

izvoljnog holonomnog nekonzervativnog materijalnog sistema, Specijalni sluéa~

jevi su:

1. Skleroromni sistem. - Ovde su moguéa dva slugaja:

a) Potencijal zavisi eksplicitno od vremena

, . dE 7. L A% \
[’Lp, f”g, Bf—;r;)?//-;-;alz, (4.25)

b) Potencijal ne zavisi eksplicitno od vremena

n x— "
L0 [0 e N 09, (4.26)
é=1 ¢

te je izvod totalne mehanitke energije po vremenu jednak efekiv nekonzerva-

tivnih sila.

2. Konzervativni sistem. ~ U ovom sludaju su ispunjena tri uslova: a) sistem

je skleronoman, b) sile su konzervativne i ¢) potencijal ne zavisi eksplicitno

od vremena, pa je izvod fotalne energije

4-—-5’2} dia- dE_j; ff+f ~h-consh L= U/ +hs2

4.5. Giroskopske i disipativne sile. - Prema efektu nekonzervativnih sila ne-

konzeravativne (nepotencijaine) sile dele se na giroskopske i disipativne sile.

Giroskopske sile su one &iji je efekt jednak nuli

ZQ? ZQ ? -0 (4.28q)

Posto generahsane nekonzervahvne s:le zavise i od brzina Q Qi(qi' c'qi,'f),
onda u sluéaju linearne zavisnosti od brzina postoji glroskopska matrica f~ ko~

ja fe antisimetri¢na tako da su sile

"—‘/-{?'} =§;3; g’n; &K=-—&‘,; 6’17‘.%0, (4.28b)
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*? - (91 {g}-o | (4.28¢)

Naprimer, mafrica drugog reda sa X]Z =1= - 8‘21 je giroskopska, jer fe efekt:

N g } . [ga, e,
1+ = = - =
10 {?2 (9{ Z) ‘Z Z ?2 Zl ?l
Cev se obrée u ravni Oxy ugaonom brzi-
nom ¢0 oko zgloba Oa u njof se kreée

kuglica mase m relativnom brzinom v,

(slika 4.1). Dinamigka jedna&ina ovog re-

(5

lativnog kretania je

Slika 4.1,

ma =Frl-ma,)+(-ma_)+F,

a Coriollis~ova sila inercije ¢
*
_?"- (-ma,, )-—2/17[@1« ]=-——2mwvrq,=Q6,,c,,
je- giroskopska sila, po3to je uslov (4.28) zadovol;en

42 /'( r)=0

Kod precesionog krefania giroskopa (slika 4.2)

B A

koji se obrée velikom ugaonom brzinom u)aoko

figurne ose (O;) i precesionom brzinom (,()p =£

oko ose pre&esiie (Oz=o0se) biée frenutna ugaona

brzina

¢o=¢,§+ﬂ=wdk'+n](.

Prema Resal-ovoj teoremi je izvod zamaha

v AL jil o+ L, @ g @
ka 4.2, —y [‘2‘0 m =Q*

?
"giroskopska sila", jer je njen efeki jednak nuh o &

4
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*
Kao 3to fe poznato iz Dinamiké ovaj se moment naziva giroskopski ), pa su

zbog njega i sile dobile naziv "giroskopske sile".

Ako_potencijal ne zavisi eksplicitno_od vremena,/]=[7 (q;,1) onda iz (4.25)

sledi da za giroskopske sile vazi integral_energije, poito je of E/dt = 0.

Kod disipativnih_sila je efekt negativan ili jednak nuli, te je

* e % °
2.0, 9%, =2y 9. <0 (4.29)
Za ove sile postoji simetriéna matrica B , bik = bki’ takva da je disipativna

sila

4y =—Lb, g’;-—"—@' 10-/9 B{§} 70

¢ aZ' ’

. i s s i S i

¥Q, §-%¥%4, ¢ 9;=-/Q)5{g'} =0. .3

L
¢
Ako [e sistem skleronoman i potencijal ne zavisi eksplicitno od vremena, onda

sledi
n-(g ); E-£@; ¢ --(§) B{j}--29,

pa se vid da dvostruka_Raylegh-ova funkcija predstavija rasipanje energije.

Naprimer, kod oscilatora sa amortizacijom (slika 4.3) biée

»* .. .
L =
mZ+bz+¢cz-0.
Slika 4.3,
MnoZenjem prednje relacije sa z dobija se

mZz+czz==b ;2, il (dE, /de(dEp'/df) = (dE/dt) = -2¢..

*) Dinamika, &l. 20.4.
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4.6. Generalisani potencijal. - Potencijal koji zavisi samo od koordinata i

vremena zove se oblcm,ﬂ—ﬂ (q B, a ako zavisi od brzina, koordinata i vre-
mena on je generalisani _(/) ?(ql,qi,f). Sada se generalisane sile izrazavaju

obrascem

: TGEag Tog i (Theulh ws

d 0L _JE _p5 d 0P 3P .
C?'ét)i r)g ‘

adnosno

L o e o - -

citno. od generalisanih ubrzanja, veé su samo funkcije generalisanih koordinata,.

brzina i vremena, tj. oblika

~

Q, =c3(q,a,r)- i=1,...n (4.36)

n ) ] o oM
P=11.q +1=1 +17; P=7"=xn g wan

L=
-gde su [7 o i=1,...,n i/l funkcije koordinata q i vremena t. U tome slu-
gaju generalisani kineticki potencijal je kvadratna funkcija generalisanih brzina,
pa postoje, sli¢no (4.16), relacije

~ -\

(2] 2) o7 (1) mu . (o) (o)
,,‘£2 =£ L= / ; =£ /. .39

Kada se izraz (4.37) unese u (4.33) dobija se

5 o 0P P _ .
@’%ag o9 - dg %77 '*"/7]”'5[ gl

d

an r)/7+Z (c)/Z A/7K)? (4.39)

7 K

(
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: s 2l
Iz ovog obrasca se vidi da kada linearni deo.generalisanog potencijala /[’
ne zavisi eksplicitno od vremena, da se tada generalisana sila sastoji iz poten-
ciialne i giroskopske

-

Q=35 X&' g% Lt SF- 5w

Generalisani potencijal igra vaznu ulogu u Elektrodinamici i Kvahtnoj mehanici.

.

4.7. Generalisani integral energije (Jocobi-_igy__infegrql); - Ako kineticka ene-

rgija materijalnog sistema ne zavisi eksplicitno od vremena E, = E'j (9., 9.)
ali je nehomogena kvadratna funkcija brzina (q ), fo su Ek(2 Ek(l i
homogene funkecije drugog, prvog i nultog reda od generalisanih brzina (di)

ali takodje ne zavise eksplicitno od vremena (t), pa se iz obrasca (4.3) dobija:

» f £(2)+ f-//)+t—/a)
7 df R n d /2) . af”’ (2) "
g =), —=5 + ¥ dex - .
2; g A IZ g A >; % Z 2L, +L7 @)

Unoienjem ove relacije u ranije izvedene jedna&ine (4.21) dobija se dif.

jednagina
d ) N R Y /Y // Y./
AR AR AT Y A

posto [e J El/ Ot = 0 a sistem je konzervativan, (Q:= 0), &ijim se integra-

lienjem dobija integral

d[Ek(z) _ Ek(0)] Jdt = du/dt; Ek(2) _ Ek(0) = U+ h. (4.42)

Ovaj se integral naziva generalisani_integral energije ili Jacobi-jev_integral

*
poito ga je izveo Jacobi za sluéaj relativnog kretanja '. Na levoj strani ovog

)

integrala javlja se izraz Ek - Ek(o) koji ne predstavilja ukupnu kinetigku

energiju, pa i ovaj integral ne predstavlja integral energije u fizikom smislu

te se stoga i naziva generalisanim integralom energije. Pada u oé&i da u tom

M

("giroskopski Elanovi).

integralu nema dela El< , te ne ulaze &lanovi koji linearno zavise od brzine

*) Dinamika, &1, 10.2.




75

Ako i kinetigki potencijal ne zavisi eksplicitno od vremenuaéf/af = 0, onda
se stavljajuéi relacfie (4.17) v integral (4.42), dobija Jacobi-jev integral u

novom obliku

S ot ot s S S0 o o s

"f ~U = L& )U A; a‘emx(°lﬁ==c0/752‘.

(4.43)
Generalisani integral izveden je pod pretpostavkom da je kineticki potencijal
o(g._.o%? (qi, éli) kvadratna funkcija generalisanih brzina. Medjutim, ako je on

. . IT) - . . e a . . .
proizvolina funkcija, onda se mnoZenjem jednagina (4. 16) sa g, i sabiranjem

“Wlﬁgﬁw g?J AT, -
‘;[ =9, + ?,- i]a’t[z( ?/ -Z]-0

ga je generallsam mfegral

z%%fJ~x;mm i

poito su

d¥_ 2% +a§fgl 2Z_p

%Z/“Hd% Z dt ~ 9, oF

§
Naprimer, taZka se kreée u odnosu na po-

kretni trijedar Q3¢ pod dejstvom kon-

zervativne sile sa funkcijom U=U (§ )

a frijedar se obrée oko Oz-ose konstantnom -

ugdonom brzinom ¢v, (slika 4.4). Ovde je

Z = z, pa je apsolutna brzina

V0=V,,_+V/a=j5+60 [k’,’])
Slika 4.4. =50 +1) vz k
X =j—w2; y’=2'+coj; z=;: =Z.

te su
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Kinei‘iékcvenergiia pokretne tacke je
£ g [(5-on) + (jow5) 127 -
" _.-—m (j ‘*"Z +2° +mw(@j jQ)Jr ma)(j+7 *)=
=£;{2) +£;(ﬂ) +L,:K(°Jl

pa vazi Jacobi-jev integral /0]

-y u+/s
S m (5 +7+2°)- 5 m® (5 +7%) (/4—/;,

Giroskopski &lan Ek(]) u energiji predstavlja zamah za Oz-osu pomnoZen ugao-

jJ
m mj

predstavlja potencijal centrifugalnih sila koji treba dodati potenci-

nom brzinom

f(l)

Vet

— (K, §-K.)-

Clan Ek(.o)

jalu [T = -U.
Diferencijalne jednadine kretanja su:
/77(5 Zwy-coj) C)U/()j;
m(f+2wF —*] )= /99  mi—oU/oz.

4.8. Jednadine kretanja skleronomnog sistema refene po generalisanim ubrzanji-

ma. - Kod skleronomnog sistema kineticka energija je homogena kvadratna

forma generalisanih brzina

L, f(z) ’;Z;a ?Z ZL(?)A{Q}=%£§7:@*ZZ,(4.45) '
pa se d:Ferencxramem dobija '

n
k=1 J=t k=t

&f
A

UnoSenjem ovih izvoda u°Lagra

ZO ? +ZZ Qi ?? %JZ;_B_;M_Z Z =—.Q‘.- (4.46)

a,( 2 7 2 2.
& af; DITI A S 599
” .

N[\
S
"1
o
S5
Q‘Q
‘\Q

3
«Q

[+
1
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Zamenom indeksa | i k moZe se drugi Elan prednje jednaZine napisati u obliku
: / i | O ]
YYSgh- Y3504 9 9. - s R[50+ 5"
J ok Q K.

pa iednaéinc (4.46) postaje

2.4, g ZZ/— ?? - Q. (4.47)

Ui L L,
gde je, prema (1.53), uveden Christoffel~ov simbol prve vrste

C)Qm oa;j 00k
~ [k ]= L —£Gic].
2 [()z 99, 29,

Jednagine (4.47) su linearne u odnosu na generalisana ubrzanja a drugog ste-

4.48
J“ (4.48)

pena u odnosu na generalisane brzine, pa poito je E|< = Ek(z) homogena pozi-
tivna kvadratna forma, to je det (qik) = |A, # 0, mogu se reiti po genera=-

lisanim ubrzanjima. Razvoj determinante po elementima k-te kolone je

'A |== i &, ‘ =;00< ik /,e /( Ok KZK +"“+0/7/</(/)/<,
gde je Kik kofaktor elementa % defermmcmre a, , IAI S obzirom na

osobine razvoja determinanii slede relccnie razv0|a

0 ,O—Lk
EQ_TATL /i Z"_‘ |A| kp={/ ZA ok AA49)
{

gde je, prema (1.47), uveden Kronecker-ov_delta simbol.

Kada se jednadine (4.47), pomnoZe redom redukovanim kofaktorima Kip/IA. i
saberu po indeksu i, onda se, s obzirom na (4.49), dobija da je prvi &lan po-

menu’re jednagine

Z:C{z? 'A' Z'[ k%]g =§(S-:’P ék=?p

Zbir drugih &lanova {e

ka

gde je, prema (1 .55), uveden drugi_Christoffel-ov_simbol
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JK Jk

- Fp——- {F’} Z l//(‘lp /;k,l., (4.50)

a na desnoj strani je novi izraz za generalisanu silu

Y iAra:-a,

Stoga jednadine (4.47) posta]u

n n
Z, +};‘§k;/" J& ?? Q (4.51)

Ovaj sistem jednagina je ekvivalentan sistemu Lagrange-ovih jedna&ina (3.48)

a refen je po generalisanim ubrzanjima.

Ako se oznade sa clk redukovani kofaktori, aIk = K”/ l A| i uvedu kontrava-
rijanine koordinate ql, zameni indeks p sa i, onda se, prema (1.64), mogu
Lagrange-ove jednadine izraziti i na ovaj nadin
..i . { './ k- l‘
+/. = ! 4.,52)
7+l 99 =4 (432

gde se, prema Einstein-ovoj konvenc[ , scbircmie vri po indeksima | i k.

stema kao krefan'e jedne "reprezentativne facke vV, prosforu od n dimenzija,

onda se fa reprezentativna tatka kreée po geodezuskoL iniji* tog V prostord.

Stoga sistem jednaine
l. { -J‘ ‘/{ . . )
+/. 99 =0; L=12,--,77 , (4.53)

predstavlia sistem diferencijalnih jednagina tih linija v parametarskom obliku sa

vremenom kao paramefrom ().

4.9. Energija ubrzanja. Appel-ove jednadine, - [900. godine je francuski ma-

tematiZar Paul Appel ("Traité de Mécanique rationelle"), izveo jednadine kre-
tanja sli¢ne Lagrange-ovim jednaginama a koje se primenjuju na holonomne i

neholonomne sisteme, al;)rodeu energiju ubrzanja:
/ 3 -
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gde je N broj materijalnih tagaka a 5/ su uopstene Dekartove koordinate

(2.49). Ova se energija naziva i Appel-ova funkeija.

Za slugaj slobodnog materijalnog sistema iz opSteg principa Mehanike, ti. op3-

te jednagine (3.22), s obzirom na (4.54) a po¥to su varijacije nezavisne, ;jifr—"

# 0, slede A_p_PeI-ove iednuc’:ine-

2(fm §) I =2k~ ———)J’j ~0; /::% (459

v

Za sluéaj holonomnog sistema, broj stepeni /1 slobode kretanja je n = 3N = h,

pa {e potrebno n nezavisnih generalisanih koordinata 9 i=1,2, ...n.

Poito su tada varijacija, brzina i ubrzd,r)\ie
95 SR gj‘;fz"i
g \5 7 az:
‘>5J _ 9% (4.56b)
()Z_ 02, '

Prvi Elan leve strane jednadine (4.55), prema (3.44), je

A 0 3N . .

NN WS R N/ SR A AR

v J i i
gde je Q generalisana sila, Drugi se ¢&lan transformiEe na ovaj na&in

_ : o
meé’j ij Z 5’9 E[Zm j i ]J’g =2 o7 I )
Kada se izrazi (4.57) i (4.58) unesu u opitu fednadinu (4.55), tada se dobija
—m E = _ ok ] -
L5 /@i)gj ;[QL 55 Jg =0 (4.59)

pa kako su varijacije nezavisne (j’qi # 0, to slede Appel-ove jednaéine za ho-

N\

X

to sledi dc ie

Z +() (4.56)

lonomni sistem

(=12,...,1. (4.60)

jacije napisati pomoéu generalisanih koordinata u obliku
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YA ? +Af, =0i XA, dg =0, J=dp /o’/,- 8=12...,¢,
¢ oA d ‘ (4.61)
onda se n diferencijala dqi i varijacija fqi vezanih prednjim uslovima mogu

iskljuéiti iz uslova za varijacije i brzine (4.56.q) koji sada postaju
4 i=42,...,3/;
. J J/“'I O/Q (4 62)
3 . j— ;
J =2 Ay g +A; SIAE gt
pri &emu su varijacije JZ i diferencijali clqs nezavisni.

Kada se ove relacije unesu u opitu jednaginu (4.55), onda se, s obzirom na

energiju ubrzanja (4.54), dobija

Y£85 <SS E ALdg -S4
‘§=g J'AZ +( ) ‘)jj/f)? =Ajg/

n§E5TImFA S ST § S0, S5 A,

pa opita jednagina (4.55) postaje

Z ( 05 ) fg =0, 3=12...n-Li4.63)

Posto su varijacije A’q nezavisne J)q % 0) to slede Appel-ove jedna&ine za

neholonomne sisteme

=& ; 3=12,...,n-L.  (4.64)

?

Ove jednagine obrazuju sistem od n = { obi&nih diferencijalnih jednagina dru-
gog reda. Da bi se one napisale, pofrebno je prvo izraziti energiju ubrzanja u
funkci]i od generalisanih koordinata Qs i=1,2,...,n, azatim pomoéu jedna-
&ina neholonomnih veza' iskljuéiti zavisne druge izvode tih koordinata, i napi-
safi jednagine (4.64), koje zajedrmo sa iednac’:inan'ﬁ veza daju sistem od n jed-
nalina za odredjivanje ne nepoznatih generalisanih koordinata,

Analogno 'S. Kdnig~ovoj feoremi*) mo¥e se i za energiju ubrzanja postaviti ana-
logni obrazac

*) Dinamika, &l. 12.7.
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C 421 "V’IN(4'65)

A=ATm i = 1( Q) £ Em, (F)7

poifo su

r - r—f Nr Zmz:,,me 0 Zmy -0;
E=8 +p. B =(8) +(j’}+2(1' $ )i
zm M(r/+2m,, (8,)"+2(8 Zm, g ).

4.10. Male oscilacije sistema oko ravnoteznog polozaja. - Kretanje materijal-

nog sistema odredjeno koordinatama q; = qi(’r), i=1,2,...,n, gde je n broj

stepeni slobode kretanja, pri datom poZemnom kinematickom stanju naziva se

asnovno ili neporemeéeno. Mediuﬁm ako se to poée"rno sfanie promeni kreta-

e 7 s e sk e o b e o e T o

4.10.1. Ljapunov-ljev kriterijum stabilnosti kretanja. - Neka su q; = qi(f)

jednadine neporemeéenog kretanja, a q; = q; (f) poremeéenog i neka su Qi =
= Z (t) odstupanja u koordinatama Zi =9, = 9 ili u brzinama q; - 9, ili
su uopsfe Q Z CH q e q)

Ako su u po&etnom polozaju (f ) promene ,Zio i Qi koordinata 9% i polet-
nih brzina q o onda fe po- L|opunov-u neporemeéeno kretanje s_fg_lg_l_l_ng_ ako se

za svaki unapred zadat mali broj € >0 moze naéi drugi broj d=J(€)70 takav

da u svakom i po&etnom trenutku postoje nejednakosti

7, . <&, \QL <&i |y , <4 lfzt_{& <6400

Kada t-~o© tada poremeéaji Zi(f)-—e— 0, pa je neporemeéeno kretanje prema

Ljapunov-u asimptotski stabilng.

4.10.2. Stabilnost ravnoteze. - U ravnoteznom poloZaju su sve koordinate

q. = q. pa je prema Ljapunov=u ravnoteza stabilna ako odstupanja Z od ra-
1 < : ;
vnote¥nog polozaja i odstupanja l Z, ‘ od nultih vrednosti brzina zadovoljavaiju

uslove (4.66).
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Kada sy sile konzervativne one imaju potencijal (ili funkciju sile), pa se u
ravnoteznom polozaju odredjenom koordinatama 9, = 0 moze uzetl da je
/70‘-' 0, a kake {e Qio = -(QN/c)qi)oz 0 to potencijalna energija ima u rav-

noteZnom poloZaju stacionarnu vrednost. Lejeune=Dirichlet-ov kriterijum ravno-

s e e s 7

teze je: "Ako u_ravnoteZnom polozaju_sistema _potencijalna energija ima mini-

mum onda fe ravnofeZa sistema stabilna"

Neka je [ o = 0 onda se oblast minimuma mo%e ograniditi po volji malom
mi

A — /ZL vrednosti [7 (slika 4.5) tako da je uvek
/7(/7 Ako se sistemu u okolini minimu-
' ma dadu pocetne energije E/ i /7" ali ta-

ko da se sisfem dalje kreée sa gornjim og-

[T min raniéenjem, onda, poito je sistem konzer-

Slika 4.5. vativan, sledi da fe totalna enerija

= + = E/ " ’.:: L ' -

E=€ +/7 =g +[T; ¢ =¢ <7 -[7.
Pokto {e Ek > 0, jer [e pozitivna definitna forma, to sledi nejednaéina []<
(E +7 . Podetna kinetitka energija moZe se izabraﬁ po volji malom tako

da sistem ne stigne do granice (L), tj. da je E + /7 < /7 . Na ovaj se

naéin dobijaju dve nejednakosti i uslov

/7<E +/7 /7</7~f /7+/7</7+/7 /7 </7 (4.67)

kojim je teorema Leujene-Dirichlet-a dokazana, fer sistem ne moZe izaéi iz

oblasti minimuma, pa je ravnoteza zaista stabilna.

4.10.3. Male oscilacije konzervativnog sistema. = Ako se polozaj sistema ko=

ii je skleronoman i pod dejstvom konzervativnih sila izabere u potetku krera=-
nja vrlo blisko poloZaju stabilne ravnoteze (q = 0) i ako su date male podet-

ne brzine, onda ée u toku kretanja biti mala odsfuPcn_[a ovog sistema od rav-

notefnog polozaja a fakodje i

s

veligine brzina ée biti mole. Ovaj stav o "ma-
lim krefanjima" omoguéava da se diferencijalne jednagine kretanja linearizujy,
tj. da se zadrze samo linearni &lanovi u odnosu na odstupanja i brzine o da

se vi§i zanemare.
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Kineticka i potencijalna energija skleronomnog sistema bige:

1 co.L ~
Ek = fg:zk:cik 9 9/ Gy = Qik(ql"”’qn)'%"ﬁ)} Ep(qi)' (4.68)
gde je n broj stepeni slobode oscilovanja sistema.

Ako se koeficijenti % razviju u Taylor-ov red u oblasti ravnoteze onda ée

" biti

o035, 9+ T8k g g

Zaustavljajuéi se na prvom &Elanu reda energija se moZe napisati u obliku

./L_;— 7 z?? /?)A {9 }i Gy ~G; =cOnSt, (4 69)
pa su izvodi
S5 Yad Al f 57 Tad A S5m0 v
¢
Razlozimo takodje i potencijalnu energiju u Taylor-ov red

5;/7“‘ /7;+§Z(fz) 7.7 22(7&2)

Kako je prema izboru sistema koordinata /70 = O, a polozaj je ravnotezni pa
e Q “*/Qﬂ/dZ/ = 0, to ako se zadriimo na treéem &lanu reda, onda se

potenc:;clna energija izraZava kao kvadratna forma generalisanih koordinata

E-1~336.9.9-7(9) C{9}: GGl 95 =eonst (4.1

pa je izvod

&

—C)é?f-—'&.:‘)d_;:—gt':;qk ?g=0 {Q} | “.72)

Pod ovim pretpostavkama vidimo da su koeficijenti cf{ slementi simetriéne kva-
dratne matrice A koja se naziva inercijska matrica, pa'su i koeficijenti inercij-

. ski, a koeficijenti i Y elementi kvadratne simetri¢ne matrice £ koja se
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-

naziva kvazielasti€na matrica, pa su koeficijenti € kvazielastiéni koeficijenti
l - -

ili koeficijenti_uspostavljanja, jer se pomoéu tih elemenata sistem vraéa u rav-

notezni polozaj.

Obe energije se izrazavaju kao homogene kvadratne forme i fo od generalisa-
nih brzing, odnosno koordinata. Kinetitka energija je po svojoj prirodi uvek po-
zitivno definitna forma, a druga je takva ako je ravnotezni polozaj stabilan,
pa potencijalna energija ima minimum. Elementi i matrice € moraju zadovo-

[jiti Sylvester-ov kriterijum (4.7).

S obzirom na izvode energija (4.70) i (4.72) lagrange-ove jednaéine druge vr-
ste pitu se u obliku

a +c =0, + 0.(4.73)
Dakle, male oscilacije skleronomno konzervativnog sistema oko polozaja stabil-
ne ravnote¥e opisuju se homogenim linearnim sistemom diferencijalnih jednagina
drugog reda sa konstantnim koeficijentima. Zbog toga se refenje moze pretpos-

taviti u obliku

{q }: {r}cos&)f,’ P=(A,..A) | (4.74)

gde je {/‘}cmphfudm vekfor sa amplitudama Ak’ pa se unolenjem u (4.73)

dobija sistem

y - o ) . 0

ra oo (CASYT) w79
homogenih linearnih algebarskih jednagina sa nepoznatim amplitudama Ai' Da
bi ovaj sistem imoo i druga refenja sem trivijanih {r}EO, mora determinanta

sistema tih jednadina biti jednaka nuli

Fill G A -0 fA-|0-2Al=0; a-0% .7

Ona se naziva frekventna jednadina ili Lagrange~ova determinanta. Kada se raz-

vije dobiée se frekvenini polinom f( A —-* ) = 0, reda n po vrednostima A

koje se nazivaju sopstvene (svojsivene) vrednosti oscilatornog sistema. Njih ima
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n i redjaju se po porasiv vrednosti _7\]<,A g e </\n Dokazuju se ako
*)

su energije pozitivno definitne forme da su ti koreni realni i razligiti /.
redlnl i razlicifi

e o ol ot g, o s g o s et i . . e - .~

ma kao kofaktori elemenata poslednie vrste determinante (4.76), pa obrazuju

matricu amplitudnih vektora - tzv. modalnu matricu:

o~ - 1o Tt 1 o o S o i

Ay A, ... A,
L Ag B R-((r})=| Auw Ay . A, @77

7N Y Ty
KATRaS gD

Am A2ﬂ e A””
Svakoj sopstveno] vrednosti )s odgovara po jedan sopstveni vektor {rs}sc
n koordinata Asi' Posto su jednadine linearne to je i zbir refenja takodje re-

Senje sistema jednadina, pa je

{Q} =R{CS cas (Wt +Js)}, (4.78)

gde su Cs i a(s integracione konstante. Njih ima 2n i odredjUju se iz po&et-
nih uslova kretanja, u poletku (fo = 0) dato je po&etno kinetigko stanje siste-

ma (poZetni polozaji i pofetne brzine).

Relacija (4.75) zadovolijena je za svaku svojstvenu vrednost
Clit=-2A{rYi ey Aln) -

Ako se prva pomnozi skalarno sa {rj}a druga sa vektorom {r;}i oduzmu do-

bijaju se tzv. uslovi ortogonalnosti ovih oscilacija

A ANGIALGY -0, (FIA{F}=0; (£)C{5}-0; 4. 4.7

Poito su obe energije pozitivno definithe forme generalisanih brzina, odnosno

- ——— - | on o —— — o "

{?}=’R {5}’ (‘Z)"”’(EJR’ (4.80)
svesti na kanonske oblike

2-(§)Al4) (5 A 26 (pell-(5 B, |
ARAR  B-RCR

*Jeorlja oscilacija, &l. 6.3.
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gde je B =RT transponovana modaina matrica. Matrice £ i @ su dijago-

nalne mafriceﬂ(o([{_ =O([)i$(ﬁ[(r”@i) pa Lagrange-ove jednacine (4.73)

postaju

A5+ BFl-00 o §+4 50 Q%Q%*ﬁ[/o(‘. L 4

Nove koordinate 5 nazivaju se glavne _koordinate @ ovaj postupak je "svodje-

nje na glavne ose hiper povrii" ("Hauptaxenproblem").

Linearnom transformacijom koordinata

{?} =V{Q} (9)=(’Z)v/ (4,63

energije se svode na oblike

25=(e)1{ } ZE-(Q)A{Q} -v/iv; A=-vb\ﬁe". 0= 04 4

da matrica”. Obe su matrice dijagonalne reda n. Matrica \/ , gde je

V—-—v transponovanja mairica, je matrica svojstvenih vektora ortonormira-

nih u pogledu matrice A , fe su :
(A {Y, }’=[f"’0 fi?;] |
(4)A {\4} i } { 3,2(Q)A {r}=1. wses

Ndprlmer za m=l, c=1, X = (s ka 3 16 bige:

_ﬂ 2| 0 8 2
A- 2 3 -1 |5 870; ‘2'3| -20>0; | C|-32>0;
0 2 | |
841 2 0
| 2 3 A =g 6N 4D 42) 2D (A 50+4) =0
0 “/ 2-A jj=4 Q 4

PR VIR (S A )
2 4/2505) 4(2(/)(;-(])4 i R= ng 4R =

1

f

/
Z 111 5, +§+ , 17 12
i A S R R EIEN
¢f\222|s 25 25,4

3 3
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/2;4—/25—0,
j’ /55 =0;
24+ 98E=0: )
1 2 2 . __._,.-__/.... =-—£—-{ }
bil) AL YR i e Wlvs B
yL L L Z 3 vz ooz 272
V3 V2 |8
V-2lZ o £ =_V§.(zvz 0 —4); Vv-Z| & o —26);
7 2 2 25 2 4 2
. ?Vé’ 2% 43 4 / 24 1
VAV-7\ O—ZV' A A e
1 -4 2 iz 23 2 24 1
/ Z 20 2V a5 1 24 1
\/0\/2 30 93 g@ 413 —/6-?4 48 =l 2
1 4 2]\2Z 455 8 96 4
j ——-0; 7 + 2 = ; 7 +49 =0.
Z+?/ Zz Zz g g& Za
4.10.4. Male oscilacije nekonzervativnog sistema. - Ako su nekonzervativne

sile samo disipativne sile, onda se pri malim brzinama mogu smatrati da su li-
nearne funkecije generalisanih. brzina, te postofi funkcija rasipanija, pa ée, pre-
ma (4.30), biti

Q “Zé ——B{g} 29=(3)B G} (.86
te se Lagrange-ove jednagine druge vrste pisu u obliku

2% B Pt e T e 4 = O A{g}Bi)+C {Q] )
(4.87)

Sada se reSenje mora predpostaviti u obliku

(9= 1{r)e" QA (4.89)

pa se dobija sistem algebarskih lmecrmh homogenih |ednacmo sa nepoznahmaA

Z.(a.' J+b. A+C, ) A ~0; (AJH—BN ) {r}=0 (4.89)

fa-| QMH/’MJ‘* g

=0 [(x)=| AN +5)+G\ =0 (4.90)
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Za ovo kfetcmje ne moze se, ibog disipacije energije, unapred reéi da je os-

cilatorno, pa da bismo ispitali korene karakferisfiénog polinom pomnoZimo

(4.89) skalarno sopstvenim vektorom (r) sleva, onda se dobija

(r) ALry X +(r)B{rix+(r)C{r}= gX+Pr+D,= 0,
(4.91)

gde su @; kvadraine forme kada se umésfo brzina, odnosno koordinata,

stave sopstveni vektori. Tako se dobl(a kvadrafna jednadina a njeni su koreni

A G FAE B )28, -G\ a /20,

(4.92)
i bice:
1. realni i razligiti ako je A > 0,
2., konjugovano kompleksni ako fe A< 0, i
3. realni i jednaki ako {e N =0,

Funkeije @ i ¢ su pozitivno definitne kvadratne funkcije, pa karakter kre-
tanja zavisi od potencijalne energije koja moze biti definitna ili nedefinitna
funkcija (minimum, maksimum i minimax - neodredjena). Razlikovaéemo dva

sludaja:

1.¢2 <0; A > O.- Koreni jednagine (4.92) su realni i razligiti, pozi-
tivni (kada se ispred korena uzme znak + )' i negaﬁvni (kadc se ispred korena

2, ¢2 >0 - U ovome sluaju karakter malih kretanja zavisi od
ofpora, t{. od funkeije rasipanija, pa mogu biti dva sludaja:

a)@>0,' {5‘>4(51¢ (veliki_ofpor): koreni su realni i negativni, pa

..__.-...-

se vidi da tada koordinate ql< opadalu i teze nuli. Ravnotezni polozaj je stg-

sa realnim negahvmm delom
;\5 = _‘,(5 j_-zps ;ooos=l,2,..., n. - (4.93)
pa je, prema (4.88), reSenje
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ll

- z‘ . - -
Zeoé [A 005[3'51,L+55//7ﬁzj-s =1,2, ...,n.  (4.94)
K F)
Dokaz da e realni deo korena (4.93) negativan izveiéemo na ovaj nagin.

Ako su koreni konjugovano kompleksni onda su takye i amplitude {f} {Aﬂﬁ}
. {F }:{A -[56} Ako se (4.89) pomnoze redom sa (F}=(A “(B)
S S

i saberu dobija se A
A(FIA{r}+A(F)B {r}+(F)¢ {r}-o,
pa je prema Viéte-ovim obrascima zbir korena

) -
A AR e el ) 20— B '3 LI

;;;{r}‘=(A -iBJA{A+iB}=(A-iB) [A (A} + zA{,s}]=
- (AJA{A}+(B) A (B}-i(BJA{A}+i(7A{B}-
- @ (A) +(B) >0.

Naprimer,
A= 1) B-(2 %) (1)

f/)\)=\2;\+5y\+3 Nt 2A+1

R+ 2A+1 A' Ao

f[)\)-—-]\4+ AR+ 4N+ IAL2 = (A1 1) (R2X+ 221 42) = O
A, =—1; —1544; -0228 +41{15¢; (=\/—{

S
4.10.5. Prinudne oscilacije.- Obiéno su u tehnitkoj praksi perfurbacione (po-

remeéajne) sile harmonijske funkcije vremena i trazi se rezim prinudnog kreta-

————

nja, pa se .dobija

A{?}—!‘ C {Q} ={ Q*}cos_azf; {9}7}={p}§05ﬂé

(4.95)

odnosno

C-2A) (p)-K[}-(@); (o)-K"{a),
gde je K_] recipro&na matrica. (4.96)
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6 32 -8 0 24
A=( 44)/. 0( 2 2 48) {Q }cas_o.f [/g}mslf

0o -
-8 :
A=C-7 1A —(——g 11 ?), =2845;

A 6. 56 32 {24} / {2520 2

/ TR — =R
P 56 196 42| (6 (= 5040 4 3.
{,03] 2345(32 /2 244) 1260 | 3780 3

e e - o - - —— -

R’ dobijo se jednadina

RAR(S 1+ RER(3)-R{(d Y osati s
'&{5}‘*‘73{5} R {a }cos_czé

Ako su{ }oznammo amplitudni vektor rezima prinudnih oscilacija biée

{(g}=R{s}={p}eot: {§}-{p}eots {p}-Rip},

{4.98)
pa se dobija

(B-’A){p)- P{p}- R {Q}; {ﬁ}=P°lli’(;{§§:},

~1
gde jef  inverzna matrica.

U prednjem primeru biée:

FN=|C-AA|=0; A =1,2/4,

VA 1 2 2 48 (43 )
Jdz o-4'RH o -Z|Ad a2z |[B| o4
RA% 2 z)’ -4 2 { 96) 284/’
36 A L
-4 | 36 / / g 4
P-B-;A#=| 56 || P =( 56 4 )= -4—( 72N
360 360 30
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f . - .
g=2e . - [A 005/55f+55/oﬂzj-s =1,2, ..., n. (4.9
K 2
Dokaz da je realni deo korena (4.93) negativan izveséemo na ovaj na&in.

Ako su koreni konjugovano kompleksni onda su takve i amplitude {f} {A*653
. {F }:{A —[56} Ako se (4.89) pomnoze redom sa (/T)=(A “L'B)
S 9

i saberu dobija se .
A (FIA{r}+A(F)B {r}+(F)C {r}=o0,
pa je prema \_(_i:e’__te:gv_i_m_ol_a_rq_s_cj_m_g zbir korena

T . p(8) .,
ARl e )l =) - Bl g’;jj;g 5

ier je

(FIA{r}-(A-iB)JA{A+iB}=(A- zB)[A }HA{B}]
- (AA{A}+(8) A {B8}-i(B)A{A}+(AIA{B)-
-@ (A) +@,(B) >0.

Naprimer,
A< 1) B-(3 %) o= )

7’/)\)-—-——'27\2'*'5]\*’3 N+ 2A+1

X+ 2A+1 A+ A+o

f/)\)=)\4+ 3X+ 44X+ 4 +2=()\+/)()\5+2)\2+ 2A+2) =0
A, =—1; —1544;, -0228 +{{15¢; (=\/—1

S
4.10.5. Prinudne oscilacije.- Obiéno su u tehnickoj praksi perturbacione (po-

remeéajne) sile harmonijske funkcije vremena i trazi se rezim prinudnog kreta-
nja, pa se .dobija

A{Q}*" O{Q}={ Q*}cos.az‘; {qﬂ}={p}605-ﬂt

(4.95)

odnosno

C-2%) ()= K (£)-(@}; (o)-K"{a),

4.
gde fe E( reciproéna matrica. 96)
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(o o3 39 fefemnedton

28 -8 o0\
-4

A-C-1A =(*c8) i v)’ ‘K‘ =284,

R e 56 32\ [ 24 / 2520 2

l e ==
R = 56 7196 42|43 16 ;= 5040 4 5.
{rg} 25-45(32 /12 244) [5} 1260 {3730 3

T wmen — - — v -

R' dobija se jednagina
I l

RAR(5}+ ROR(5}-R{( Y wo0ti s
{1+ B{5}- R Q) cosatl.

Ako sa{'p‘} oznadimo amplitudni vektor rezima prinudnih oscilacija bice

(g)-Ris}=(p}esss (§)=(p)o5: (p)-R{5),

(4.98)
pa se dobija

(B-oA){p}-P{5}- R'{Q*},- {5}=P_IR<;{,$:}

J

' -1
gde jefP  inverzna matrica.

U prednjem primeru biée:

F=|C-AA|=0; A =124,

(1 1 2 2 48
- 4'RE o -2 | AL ez |
A% g-tm 3 3a{ "

(PlR(B)-£{3 ¢ 4) [3)- {58} -{ 1]




A

U sluaju prinudnih oscilacija sa amortizacijom primenjuju se kompleksni bro-

" Alg)B{i}0lg)-{* et
A{}+B{3}+0{3}-{ F }e

pa su refenje i sistem jednaéina

{9}= {jy.}efm‘; ‘ (0— z'_QB—-ffA) {9}={5{1}(4.101)

iz kojih treba odrediti kompleksne brojeve { g-}

(4.100)

5. KANONSKE JEDNACINE_I NJIHOVI INTEGRALI

5.1. Kanonske promenljive. - Lagrange-eve jedna&ine druge vrste pred-
stavljaju sistem od n obi&nih diferencijalnih jednagina drugog reda u odnosu na
krivolinijske koordinate (qi). Ako je poznat kineticki potencijal ili Lagrange-

eva funkcija
<- Q=Y @y .a; G0 gy t)=E_- E (5.1)
one se piiu u obliku

d 0¥ &,

dat 99, Jg.

Promenliive t, q., 9., i =1,2,...,n, kojima se izrafava kinetiéki potencijal’
’ i i I I r''r

i=1,2, .., (52

- zovu se Lagrange-eve promenljive. Sistem vrednosti tih promenljivih karakte-

rie vremenski trenutak i stanje sistema u tome trenutku, tj. karakierize polozaj

sistema i brzine njegovih tadaka, pa ako je poznat kinetitki potencijal i za-

redi_«_a_n_g_.

Kada je kinetiki potencijal funkcija drugog stepena od generalisanih brzing,

o o o oo s s ot o

=¥ +£ +22 . (5.3)

Kada je sistem skieronoman, tada kineti€ki potencijal ne zavisi eksplicitno od

- L] . . (2
vremena, pa je kvadratna forma generalisanih brzina, £=¥£ . Ako postoje




92

-takve koordinate q, od kojih kinetigki pofencual ne zavisi ekspllcafno onda

o ot o o ot o 4
—..——-—-—_-————

je p = const.

Sistem diferencijalnih jednagina (5.2) moze se svesti na sistem od 2n obiénih

diferencijalnih jednaina prvog reda, kada se brzine qi uzmu za nepoznate

funkeije, pa fe
Q’(ﬁ)-!&gzo. ? a/Q‘. fml . (5.4
déld g7 Jd9. 7 ,

Da bi se sistem jednadina (5.2) sveo na kanonski oblik uvode se umesto Lagra-

» (3] - » @ LX) - . -
nge-ovih promenljivih t, q; 1 g, nove promenljive t, 9 P; koje se nazivaju

kanonske promenljive, gde su P; generalisani impulsi odredjeni jednakostima

l

0 =§¥, P=1,2,...0. (5.5

L' .
Dakle, Lagrange-sve promenljive su vreme, koordinate i brzine, a kanonske su

vreme, koordinate i generalisani impulsi (t, 95/ pi).

s o ey s — o .

Ovakva transformacija koju su izveli Poisson i Hamilton moguéa je ako sistem
» - L IR - » - 3 ° - 3
od n jednagina (5.5) moZe biti refen po generalisanim brzinama 9t ako je

jakobijan ove transformacije - koji se naziva hesiian-, razli¢it od nule

0¥ X
3(&9, " 94, ()qn)

: J(ZI 2,...,?,7} Jf dZ(

chrcnge—ovi sistemi kod koiih ie hesiidn razli¢it od nule 8§ # 0,nazivaju se

(5.6)

H-=

(2) (/1 (o) (2) Iz}

S A T L Sy AR
ch)yk A

te je dinamigki sistem normalni i za njega vaZi ova Poisson-Hamilton~ova tran-

sformcci]a,[a(e (2] [::):I . | k :

+0

pa je hesijan jednak diskriminanti kvadratne forme H-
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Kada se sistem jednagina (5.5) re3i po brzinama ﬁ‘i, tada se dobija da su br-

zine funkcije koordinata, impulsa i vremena
q; = f, (g, Gprevesd 7 PLoPgseeP i) (5.8)

-pa kada se ove relacije unesu u kinetigki potencijal (5.1) on &e biti izrazen

pomoéu kanonskih promenljivih

éf/z,zz’/"’of”/g,qf) | (5.9)

Tada se za funkcije g(qi, ?‘.' Hi &L (qi,Pi,‘r) kaze da su spregnute.

S obzirom na (5.8), (5.5) i (5.2) umesto Lagrange-ovih jednagina dobija se

sistem od 2n jednag&ina prvog reda

Il
1]

51; dq,/df

p. = dpi/df

fCarpet) s =120 (510
0% /da., Y=, v,

koje su jednaline kretanja sistema u kanonskom obliku.

1}

5.2, Hamilton-ove kanonske jednagines~ 1834, god. je irski naudnik W.R.

Hamilton tvorac kvaterniona ("lectures on Quaternions") dao drugi oblik kanon-

skim jednaginama (5.10) izrazavajuéi desne strane tih jedna&ina pomoéu jedne

- — - —— — - — -

(:?’f’).iPoﬁo ;eﬁf=é€(qi, ‘ii’ t) fo je
n
V[ 28 o€ 15 oL
dx—;[é’id?"*;{d?c]‘*()t at, (5.11a)
a kako su Lagrange~eve [ednaline druge vrste »

4 ¥ 2¥£_n* |
P d?'. dZ- Q. (5.12)

*
gde je Q, nekonzervativna sila, onda, s obzirom na njih i (.5.5) sledi

P -(08/09)-@; 9%fog =R -
pa se unolenjem u (5,11a) dobii.a

ade=31 (0-Q7)dg,+p a’g;_ T+ -gzif dt. (5.11b)

3
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S obzirom na relaciju
dip, 4) = q; dp, * p;dg;; p; dd; = dlp; d)) ~3,dp,.,
izraz (5.11a) postaje .
dse- Y[ (5-a! )y +d (p §)-g.do, 1+ 2Et | s.n1g

pa se preuredjivanjem dobija izraz

d[ZP? L= Z[{Q -G )dg. + 9.9p ] a:fa’f (5.13)
Funkcija na'levo] strani je Hamilton-ova funkeija ’

K. po,t)= Zp? -,2" (5.14)

pa se diferenciranjem dobija
Prid .
a’%”-——‘;[g—?—za’g‘.-»%dg |- S% 515

te se uporedjenjem ovog izraza sa (5.13), s obzirom na (5.10), dobijaju

Hamilton-ove kanonske_jednaéine 4

dg 0¥ . do__ R, o% 2.0 s

A op ! df d?c c/ 16)

i identitet

o g¥

—— o -

) Fé_' (5.17)

Hamilfonové kanonske iednaéine predsfavliaiu sistem od 2n obiénih diferenci-

se (pl) u funkcm od vremena ().

Kada se v izraz .(5:15) unesu kanonske jednadine (5.16), onda se, s obzirom na
(5.17), dobija '

"Z[(Q P.)g: Z/"] ZQQ —————- (5.18)
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o

i stavimo da je x—-:f , onda je chrange—ova funkcija kvadratna (5.7), pa

je izraz

4} T ) (4
mzz £-r-y gy gfa | A T
) Iz) (l) [ Z f"_:_fm] : 2«2 ( ?}A {Q L= - [ Q}{d}

te je Hamilton-ova funkeija '
P e (519
2l 2 .
gde je £ kinetigki potencijal f kada se u njega umesto brzina q; sta-

ve impulsi (Pi) .

_g @ M (©)
=€ +E+E

Ako je E a sile imaju obiéni ili generalisani potenci-
| g p

k

jal, onda je, prema (4.38), Hamilton-ova funkecija

%""E:(z"(ﬁ;:o‘)‘"ﬂ)‘ (5'20)

e @ e MO g

— o — o o—

je Hom:lfon-ova funkcija
H-E, +T -E (5.21)

i {ednaka je_totalnof mehanigk

i energiji izrazenof pomoéy Hamilton-ovih pro-
menljivih.

Kod prirodnog konzervativnog skleronomnog sistema sa potencijalom koji ne za-
visi eksplicitno od vremena, ni Hamilton-ova funkcija ne zavidi ekspliciino
od vremena, pa e d}ﬂ{/a t = 0, a polto ni kineticki potencijal ne zavisi

od vremena to iz(5.17), s obzirom na (5.21), sledi integral

%(Zﬂ-)=£j*/7=£:=h ~const;  E=£ +[], (5.22)
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te vazi zakon o odrzanju energije.

Ovaj se integral energije naziva generalisani integral energije, pa je 'ff ge-

neralisana totalna energija sistema. Sistemi kod kojih Hamilton-ova funkcija ne

zavisi eksplicitno od vremena zovu se generalisano~konzervativni.

U tehnigkoj praksi se mahom koriste Lagrange—ové iednar‘.’:ine.druge vrste, ali
se Hamilton-ove kanonske jednadine koriste u mnogim disciplinama kao: @) te-
. oriji transformacija, b) Ne.beskoi mehanici, c¢) Statisticko] mehanici i d) Kvan-

tno] mehanici.

et ot o o

q=z; Ek = miQ/?.; IE Ep =mgz; ¥= (mé2/2) + mgz, pa ée biti
2 .
A =,o=d.f/r)7:=mé,- = jzi—m’gimgz; - H=pi-f= 2—,’% -”79? ;
G=2= L2, p= mg; mi=mg; Z=9(Newtan)-

2. Harmonijski oscilator. - Kod harmonijskog oscilatora sa jednim

stepenom slobode oscilovanja (slika 3.16. sa samo jednim &lanom), mase m T

opruge krutosti ¢, biée: ,
L=mie; | E=cxlz; 9 =x; L=(mREOg)2; p=p =k, =mX; .
f://o%zﬂy-[cﬁ/z,- F-PVun(CXY2, X=pfm; p=-Cx=mXj MX+Cx=0.
3. Matematigko klatno. ~ U ovom sludaju (slika 3.12) su:

q=%; Ek = mlzs" 2/2,' Ep = -mgz = - mg!cos %Z=/{)7{?72}—-/7)9/(05V,‘
Po=p=ml P; Jppt2- (Y oml )-mgleoss:
2 =p/ml ; P =-mglsin P -l 270: s —ys/hﬁ

Polto je sila konzervativna a potencilal ne zavisi eksplicitno od vremenu, tada,

prema (5.22), vazi integral energije

E-£+7-h-£ 1] ¢ ol 29 (cos)-cos ) -
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4, Kretanje tagke u ravni pod dejstvom priviagne sile. - Tagka mase

m kreée se u ravni OXY pod dejstvom centralne prlvlucne sile Q = -cr, gde je

r rastojanje od centra prwlacen]a(O) Ovde ¢e biti:

=i P ‘.f=’7(f +/‘7")/£—C/‘/g; =mr=F
/Q'gmrff=”7/'\£=“[z" %527//7[ /'”/%] Lert - ,0/,7;, .
r'=”7;-§/cc>g~cr=hf',' ' )b=,g/mr; A=0.

Koordinata f° fe ciklitka, pa fe ciklizki integral p_ = m2® = const, t.

2
2 ) /! 24 C mc
/-')a=€=6‘0/)5f, ﬂ?f—m—r—3ﬂ7f /,4. —Cr= 73 cr,

. ) . 2 . .
Smenom u=l/r, polfo su 7o= CU ;r==Cu v =du/d)f ,F=-Cu'¥P=

= - C2 u2 u" dobija s m C u (u" + u)= -er = -c/u (Binet-ov obrazac).

5. Kretanje tatke u_prostornom polju cenfralne svile.-Tagka se krece

u prostoru pod dejstvom sile koja ima pofencqcl E =1 (3) . Ovde &e
biti: '

e of——m[3+(3cosf)f+5 “P7-118); =S

s m/jcos }"))” A =ms* 5”,

' . . . 3/ R R .
Zopdnpn i F-dla s SO

Sgfmi PR/t e s

. _ TR 9
3" m§? |58 |- 55 g1 [5005 }pﬂjﬂ ‘)5
- /0;=0’_ : : ' (5505 }l’))b=5‘=0005f i
' 2
) y: v 7. 2.2 .
By B’?‘i/f P) =757 sinzy.
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Koordinata q, = 70 je ciklizka, a ciklicki integral je integral povriine.

5.3. Prvi_integrali Hamilton-ovih kanonskih jedna&ina.- Neka funkcija

f(qi, pi,i-) naziva se prﬁm integralom Hamilton-ovih kanonskh jednagina za

konzervativni sistem. ‘ .
§, = d q/dr = a;’//&pi; B, = dp/at =—-,<)Z/a ap 1= 1,2,...,0,(5.23)

ako fe konstantna pri svim znagenjima koordnata (qi) i impulsa (pi) koje za-
dovoljavaju gornje jednaine (5.23),‘ odnosno, funkeija f(q;, p;, t) e prvi in-
tegral kanonskih jednagina (5.23) ako je

f (qi,pi,f) = const = C (5.24)
za vreme kretanja pri proizvolinim po&etnim uslovima. Ako je f(qi,pi,f) =
prvi integral, onda je i F'[ F(qi, P f)} = C' = const takodje prvi integral
sistema jednagina. .
Problem integralenja jednaZina (5.23) sastoji se u tome da se koordinate i im-

pulsi odrede u funkeiji od vremena (1) i 2n proyi’zvolinih kontanti Ci koje se

odredjuju iz poéetnih uslova kretanja, te sledi:

q=qt, CI’ C2,...,C2n); p = plt, C], 2""'C2n)' (5.25)
Ako se nadje 2n medjusobno nezavisnih pryih integrala, ; = C;7 f, = Cy;
.o on = C2n' onda se iz sistema tih funkcija mogu odrediti p i q ako je

O[fys fyrnnify ] /a [q]...qn,p]...pn]l;z 0.

Kada je, dakle, poznato 2n nezavisnih integrala f. tada su poznata sva kreta-

jakobijan razligiti od nule

nja sistema. Naprotiv, ako je poznato Fm nezavisnih integrala, gde je m < 2n,

onda se poznaje samo m kretanja sistema, pa [e predstava o kretanju sistema

nepotpuna, 3to znali da freba odrediti ¥to veéi broj nezavisnih prvih infegra-

fa.

U nekim sluZajevima, kao 3to je veé izneto u prethodnom &lanu, dobijaju se

x ' odmah prvi integrali. Najvazniji su slugajevi - 1°. Kada Hamilton-ova funkci-
ja ne zavisi ekspliciino od vremenc,Z::%’ (7 fZ) pa je af/c)f = 0, tada
. "

iz (5.15), s obzirom na kanonske jednadine (5.16), za sludaj konzervativnih
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sila, sledi prvi integral

a%/r)z‘ =0; a’ﬁZ’/a’z‘-:-O; }Z(?,/c‘y ) = A =const (5.26)

S obzirom na (5.19) gornji je integral generalisani_integral energije. Ako e

sistem dinamiZki, tj. ako je kinetigki potencijal kvadratna funkcija od gene-

ralisanih brzina, onda se, prema (5.20), svodi na Jacobijev integral (4.42):

-2
E ). Ek(o) + [1 = haconst, (5.27)

2

au sluéaju da je Ek = Ek

E=F£ +7] =h =6‘0ﬂ3f,’ (5.28)

gde je h totalna mehanigka energija.

—— —-——————— -

onda postaje fizigki integral energije

2° Ako fe koordinata q, cikligka, onda Hamilton-ova funkcija ne zavisi eks-

plicitno od te koordinate, pa iz (5.16), za konzervativni sistem sledi

a?‘{/a 9, =0/ dp /dr=0;p_= C = const, (5.29)

te je taj integral ciklicki integral. Kada ima vife ciklickih integrala (k), ta-

da Hamiltonova funkcija zavisi od neciklidnih koordinata, impulsa i vremena f,

pa [e

T=J Crtr Upgr =i Py - sPpae P it (5.30)

te postoji k cikli¢kih integrala
dz’ ()qc =0;py = C]'; Pp = Cpi Py = CoreearP=Cp e (5.31)

Ako bi sve generalsane koordinate bile ciklicke, onda bi Hamilton-ova funkci-

ja zavisila samo od impulsa i vremena, pa bi bilo n ciklignih integrala

%—_—.% (P] PoreesPires .,pn,f),' p; = Ci = const.; i =1,2,...,n.(5.32)
Najpovoliniji fe sludaj kada su sve koordinate ciklitke a funkcija ne zavisi ek-

splicitno od vremena, tada su

oR)t-0; H-F(p =G 9= OJ|op = a, - const, g-ql+4

< (5.33)
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Cikligne koordinate nazivaju se i skrivene ("ignorisane®, "ignorable coordina-
tes") {er od njih funkcija ne zc;visi eksplicitno, a cikligki integrali P = C=
= const se smatraju paramefrima. One se Ze¥ée zovu ciklickim, fer se pri
kretanju po zatvorenoj_putani (g_l_lg_leg), koja .se karakterife koordinatom
=P, ista ne ulazi eksplicitno u kinetitki potencijal, pa se stoga javlja

kao cikligna koordinata.

Transformacije kanonskih promenljivih q; i P; u druge kanonske koordinate 'CTl

iF; pod uslovom da forma kanonskih jedna&ina ostane i dalie kanonska a da te

nove koordinate budu cikligke, nazivaju se kanonske ili kontaktne transforma-

cife ("cbnfacf transformations™) .

Kod holonomnog sistema sa cikligkim koordinatama bige &Z/éq =0, pa se
dobija cikligki integral. Kod generul:sanog konzervativnog sistema Funkcqad’f

ne zavisi eksplicitno od vremena (f), pa je 50?/5 t=0, fe vazi mfegrul ene-

o o ot s e e . s ot s

ova dva snsfema

Naprimer, ene‘rgiie jednog sisfema su

F AR AL A T A

4

le su

p=0% /94 - ?/(M? ) R-gi X-1(2+69)p ot 49" /0

pa su kanonske |ednacme
. . . 2
q = (2+8q2) Pyi 9p = Poi Py = 0; Pgy = "49’] -4 Y-
Koordinata q je cikligka, pa je Py = C.' ciklicki integral, te sledi
& = (2¢8a,)C; a, = (4,/8C,)-(1/4); p, = ~4C,” - 4 %3 —4C, (q1/2c )+ 1.

Integraljenjem se dobijaju impulsi

=G p——-/g/zc)+{/ 4c)z‘+
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a zatim éé biti
"*'—4C2 s g + —'4C2"‘"C(2+8 -
99 "‘ Py & =% "4q21 95 4q2 ==ty 9 = =1 _qz)l'
odnosno ,
2 \ 2 .
9, = A cos 2t+B sin 2t -Ciiay = 4C'I [AsinZ’t—Bc052f] +2C](1-4C])f+C3.

5.4, Poisson-ove zagrade. - Metoda Poisson~a daje moguénost kada se poznaju

dva prvaintegrala sistema kanonskih jedna&ina (5.16) za sluZaj konzervativnog
sistema da se odredi treéi prvi integral. Neka je f/qi, Py t/= C = const prvi

integral kanonskih jednoding, ondo se, s obzirom na te jednagine, dobija da je

r_/[ a/ a - (of o _ of X
dt ( ) Z\gy 3,0 j,o a? )(5 34)

Drugi izraz noziva se Polsson—ova zagrada*) i pored uobiajene oznake u ma-

loj zagradi staviéemo srednju zagradu, s obzirom da ima osobine vekiorskog

proizvoda dvaju vektora. Sa tim oznakama gornja relacija je oblika

: n Z 0.
G- AR - e |
pa jednadinn (5.34) postaje

a .
SFolna 13- )0 o
Poisson-ove zagrade imaju sledeée osobine:

1%#%—[% £V [ -r1=-lh 7 1-ler ff//? 4t
2. 7[’0 -0 c=const |
eddnidtag, -, .9
colnr %P0 )
ey [ Ll £ 0T Ly Jl=e

-

*) Pqiéson, Journal de I’Ecovlekpolyfech‘., VI, ch. 15,1809. god.

(5.35)
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Poslednja relacija (5) naziva se Poisson-ova idenfiZnost.*) Ona se mo3e doka-

zati neposredno razvijanjem duplih Poisson-ovih zagrada ili, zbog simetrinosti
u odnosu na sve tri funkcije, moZe se dokaz izvesti samo za jednu funkeiju,
naprimer f. Ozna&imo zagradu [70, f] =¢F u vidu operatora, i uzmimo dva

Pl - ]

pa se vidi da desna strana ove realcije ne sadrzi druge izvode od f. Prema to-
me, ée leva strana od relacije 5. u (5.38) biti takva da ne sadrZi nijedan iz-
vod drugog reda od tih triju funkcija, te je jednaka nuli &ime je identicnost
dokazana .
Poisson-ova- teorema glasi- Ako_su funkcije F/q iy t/=a-= consf i V/qi,
P;s t/ = b = const prvi integrali kanonskih_ |ednacmn, onda je i funkeija

@ =[f,¥] = ¢ = const takodie prvi integral tih jednagina’
Dokaz se izvodi na ovaj nodn. Polto su f i 59 ’prvi integrali to zbog (5.36)

mora biti

(z)f/()z‘)+[,f,f{]—-f0,‘ (()f’/dz‘) +[)", 9’5’]=0. (5.39)

Koristeéi osobin. 4. iz (5.37), s obzirom na prednje relacije i Poisson-ovu

identinost (5., 5.37),dobija se:
alprl- b e e ) S-le ) -l

odnosno

2[4 P n ]+ [r [ s 1L P ) )-Tr 8+
(-1l - )-[rr] =o

pr je funkcijo ¥ , zaisto integral kanonskih |ednacmn

" [@[be]]+[b [ea]]+[c[0b]] - bfac)-clab)-clab)- a(bc
+a(bc)- blac)=0.
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2 / -

ot [/‘:70]"‘[[7[, 70]% =0. (5.40)
a fo je i trebalo dokazati.
Kada je sistem skleronoman tada je d%/&f = 0, pa postoji generalisani integ-
ral energije (5.26), da je 0’72/ (q,p) = /7 = const. Ako je funkeija f(q,p,t)=
=C prvi integral, onda ée, prema (5.36), bifi

) (of/0t) +[ £, &] =0,

pa kako fe i funkeija (f, & ) = c takodje integral, sledi da je

[{gg]raf/af = ¢ = comet. (5.41)

Iz ovog zakljuujemo da ako prvi integral f(q,p,f) = C eksplicitno zavisi.od
vremena onda je prvi izvod 0 f/dt = < takodje prvi integral, pa su prvi in-
vfegrali i svi visi izvodi po vremenu: dzf/()f = ¢y; 031"'/()1'3 = Cgieess
Medjutim, ako prvi integral ne zavisi eksplicitno od vremena t, tj. ako je
flq,p) = C, onda je 2/ ot =0, pa ie[ 7[/ %]a 0, te funkcija [ Flﬂ]

nije prvi integral' kanonskih jedna&ina (5.23).

Ako je dat sistem prvih integrala f,, Fz,...,fi

eksplicitno od vremena, i ako je Poisson-ova zagrada

,...,fm(qi,pi) koji ne zavise

[fr, fs:l = 0, r,s = ],2,...,m, (542)

ma koja dva integrala & gornjeg sistema u involuciji samo je funkeija tih pr-

vih integrala, ali nije novi prvi integral kanonskih jednagina.

5.5. Routh-ove j_e_iégaéine. - Umesto da se pri postavljanju kanonskih jednagi-

na (5.23) sve generalisane brzineh(ai) izraze pomo&u svih generalisanih impulsa

(pi)' i=1,2,..., n, mose se kako je uradio Routh 1876. godine fo uraditi i

’gxi_b promenliivih. Tako se kao Routh-ove promenljive uvode

éZ.,Z:,,Q'&Z‘i z;g;z; R L (=142,...,1, J=g...,m<n,' r=/m-+1...,n,
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i Routh-ova funkeija -

f{)Z ? XQ(QQQ,OZ‘) (5.43)

koja zavisi od n generalnsanih kdordinafa, m -generalisanih "impulsa, n-m gene-

ralisanih brzina i vremena ('r) Kako je kinetigki potencijal funkcija

oZ"(q 1= ol"(q,q,q,q,) (5.44)

to su IZVodl Routh-ove funkcnle po promenhlv:mc: ql, Py q ¢ P

oR__ 22 0F__ o R _; SRR o af____a%‘;.
% ag AT g 99%/9§ 94 o

(5.45)
Za kretanje konzervativnog sistema vaze Lagrange-ove jednacine (5.4), pa se

s obzirom na prvu prethodnu relaciju dobiia da je generalisani impuls

o 0 X d af aﬁ
— 2 . =U ——/0= TN Vi J 4 477

: _Q i=1,2,...,m < n,

(5.47)
/9 ? , M2,

X
N
I
N
Il
\"Q
NS l>s

On se sastoji iz m [ednaina drugog reda Lagrange-ovog i 2 (n-m) dif.jednagi-
na prvog reda Hamilton-ovog oblika. Pri ovome kod prvih koordinata (ql) Ro~
uth-ova funkei igra ulogu kmehckog potencijala (£ ), a kod druglh (q ,p)
igra ulogu Hamllfon-ova funkcije ().

Roufh-ove jednagine su pogodne za smanjivanje broja_jednagina kretanja u slu-

gaju da postoje cnkllcke koordinate. Neka su prvih s koordinata q neciklicke,
a osfale 5 = n=m crkllcke, q;c=mt+ 1;m+ 2; . Posto Lagrange-ovu
Funkc:la né zavisi eksplicitno od'c1k||cke koordmafe, to posfoii cikligki integ-
ral“d‘o‘(/a dc =P = Cc = const. Zbog toga ni Hamilton-ova niti R:)ufh-ova

funkeija ne zavise eksplicitno od ciklizkih koordinata, pa se mogu napisati da
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su funkcije R |
o2”~oz°/99 £i R-LLg-X-R(5.4.0), o

_te je sistem Routh-ovih jedna&ina:

7@_‘_9?___0,‘ /g-;(,‘e.—_'cmaf; gc—_-%f—d—cf--(g.w)
: 4 ,.

Frve jednaZine ne sadrfe ni ciklicke koordinate niti cikligke brzine, pa je broj
dif. jednalina drugog reda sveden na:n - s jednaina u kojima se pojavljuje

i'oliko nepoznaﬁh fuhkciia vremena. Ovaj sistem iednuéinu ne sadrzi, dakle,

—————————————————

nomni_sistem an. jednagina.: Koordinate 9, mogu se odrediti kvadrcfuramq.
Naprimer, kod cenfrifularnog' regulatora (slika 5.j) biée:
1/ 2.2 . 2 527 -
o‘(=-—ﬂ7[l B +(lsin)" P ]+myfcvs§i
2 - .
U=-I7-myz,
. p0je kooroinoib Loklcko , feou:
o . 2
o 0X/0P=m(lsind) Y= p = C;
.. 2,2 PUEPINY ]
J=C7-yml & -1 mlsif @y - mgl coso-
mg 2

__c 1% 058
- T 207/:9- mglcos?.

Slika 5.1.
Posto je @ neciklicka koordinata, to je prema prvoj jednaZini (5.49),di-
Ferencqalna jedna&ina kretanja: _
C cos
/77( ‘6 +— s {sint
0// ) 7%5ne " =0i
Ceose

- +
m* i

79 6in & =0.
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6. INTEGRALNI PRINCIP]|

6.1. Uloga integralnih principa. - Poznato je da se u Geometriji osobine ne-

ke klase krivih daju diferencijalnim relacijama. Naprime; kod familije parabo-
2
la y = 2px diferencijalna je osobina da je subnormala Sn =y y’ =p = const;

kod krugova je polupregnik krivine konstantan; kruzna zavojnica ima konstant-

v

nu i krivinu i fleksiju. Geodezijske krive na povri imaju osobinu da je glav~

na normala kolinearna sa normalom povrii. Analogng mogu se osobine krivih iz=

razifi

jaciono, iznoseéi neka njihova stacionarna svojstva. Tako se geo-

i vari

dezijska linija na povisi moZe definisati i kao najkraée rastojanje dveju tadaka

na toj povrii. Os svih krivih y = y(x) koje prolaze u ravni Oxy kroz dve stal-
ose. Qs svih tih krivih. langanica ima i najniZe tezifte u odnosu na Ox=-osu.

Tako se postupa i u Mehanici. Newton~ovi aksiomi i Lagrange~-d’Alembert-ov
princip omoguéavaju da se zakoni kretanja izraze diferencijainim jedna&inama.
Medjutim, danas se koriste sve viSe varijacioni principi. Naprimer, u Statici

pri ispitivanju ravnoteZe landanice moZe se poéi od diferencijalnih jednaéina

te krive dobijenih iz ravnoteznih uslova, ili se, pak, moZe primeniti Torrce~

[li-jev princip (3.13).

posmatraju razne moguée konfiguracije sistema koje su bliske stvarnoj konfigu-
raciji, koja, zbog sila i veza, mora da ispunjava odredjene uslove. Integralni
se principi bitno razlikuju od diferencijalnith u tome §to se njima uporedjuju

konagna pomeranja za kona&ne vremenske razmake.

Neka je konzervativni sistem pod&injen holonomnim idealnim vezama, i neka
ima n stepeni slobode kretanja, onda je njegov polozaj odredjen sa n genera-

lisanih nezavisnih koordinata
4 = q1(0); 9y = a();-..ia; = q,t);...; q =q (1), SN CH

koje su funkeije vremena (). Skup ovih koordinata (funkcija) €ini skup putanja
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svih materijalnih tagaka ili, pak, putanju reprezentativne tatke sistema u kon-
figuracionom prostoru. Skup koordinata qi(fo) u poletnom trenutku odredjuje

pocetnu konfiguraciju sistema. Ako se kretanje posmaira u konagnom vremens-

kom razmaku (f2 - f]), onda je pogetna konfiguracija sistema qi(f]), a krajnja

qi(fz). Sistem moZe iz pogetne konfiguracije da stigne u krajnju po beskrajno

maku t, = t; naziva se direkini ili stvarni put; ostali su zaobilazni ili okol-

ni putevi. Razlika koordinata sistema na direkinom i zaobilaznom putu, (slika

— gy 7 mmmmSmesomnso W 1B SooloodnSSsS
g, ralisane koordinate, pa ie

5=0 +JQ ; =g-9-
¢, Z Z"' Z 6% ?‘ Z 52({) (6.2)
Ny % Ako sistem iz poletne konfiguracije predie u

Slika 6.1,

o e e i e W s S

hrono ("jednakovremeno"). Ako u svakom trenutku svakoj konfiguraciji sistema

na direktnom putu uvek istovremeno (¥j. bez variranja vremena) odgovaraju kon-

figuracije na zaobilaznim putevima izohrono kretanje je sinhrono; u protivnom

6.2, Hamilfon~ov princip. - Sultina Hamilton-ovog principa sastoji se u tome

§to on postavlja kriterijum pomotu koga se moze ukazati na stvarni put kreta-
nia sistema izmedju svih kinemati€kih moguéih zaobilaznih puteva koja se vrie

u istom vremenskom razmaku od po&eine do krajnje konfiguracije.

Hamilton-ov princip moZe se izvesti iz Lagrange~ovih jednaina. Kako je kine-
ticki potencijal L=F (qi, ﬁi, H, i=1,2, ..., n, holonomnog konzervativ-
nog sistema sa n stepeni slobode, to ako se Lagrange-ova jednagina za koordi-
natu g, pomnozi varijacijom J’qi i izvisi sabiranje po fome indeksu, dobiée
se:

i[a%/ o ""*]J’Z-va; Kb L=

2K _ X GL)i = (6.3)
yor 32 az 2

L4




108

lzraz u zagradi moZe se, zbog osobine izohronosti prve varijacije (2.25), napi=
sati u obliku ‘

acgg;f;. 22 a’( )( 2+%§JZ);5’?JZ=J?’

-

pa gornja relccqc (6.3) postaje

a/ ( g;?):;:(ggfp ) g) (6.4)

a kako je prva varijacija kineti€¢kog poiencifala .
. ‘ :
Jol= é‘/? z‘) Z( g"fz*’%f?‘)’ (6.5)
to jednagina (6.4) dobija oblik
L g, ) - :
ad ‘{_'(5? a"z ) ~Jal

Integralenjem u razmaku (f] ; 1'2), a poito su u podetnoj i krajnjoj konfigura-

ciii variiqciie iednake nuli, [J’q ] [é’q ] f, = 0: fer su fe tacke

— s i e

y
oL J’ g o (6.6)
Ixsg4) -0 ﬁxdz ;for
Infegrcl

- % ‘ 173 | '
w-fXdt-flE-E)dt-[(Erv)et, 6
Z ¢, 4

naziva se dejstvo_(actio) u Hamilton-ovom smisly ili glavna Hamilton-ova funk-

cija @ uveo ju je Homilton 1834, god. (u Phil. Trans., page 307). Dejstvo

ima dxmenzqu [W]-—[FL'\], a jedinicu [kpmsec] Stoga.je izraz Hamilton-

ovog principa

- dW=0, L | 6.9
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koji glasi: "Dejstvo u Hamilton-ovom smislu ima na direktnom putu stacionarnu

vrednost u poredjenju sa njegovim vrednostima na zaobilaznim kinematigki mo-

guéim putevima: koji se vrie v istom vremenskom razmaku, a poklapaju se sa

direktnim putem u pogetnom i Krajnjem trenutku®.

Hamilton-ov princip izveli smo iz Lagrange-ovih jednagina, ti. iz opiteg Lag-
range-d’Alembert-ovog principa, obratno, mogu se pomoéu ovog principa izves-

H Lagrange—ove ‘jednadine. Prva variicciia dejstva je

W=/o?‘df d’w—é’ﬁm f V(5K b 5L ag )t

a kako se parc:lalnom mfegracqom, smenom U= ao\C/dq ., dv = qu dt =
(J’qi), zbog izohronosti varijacije (2.25), | gramcmh. uslova [J’qi] 1= 0
i[J’qi] ty =0, dobiia
o b e
fa Igat- fa "(f?)"[‘“""?]; fodt a5~

<
l_éf

e
22

o0.
By
SN

~,

foie
4 |
J’sz[—a‘g—g;- 5 Yot -

Poito su varijacije nezavisne cf’qi # 0, moraju biti zadovoljene relacije u za=-

gradama, a one predstavljaju Lagrange-sve jednadine -

4oL X _p oy .9
Posto smo izveli ove jednadine iz Hamllfon-ovog principa, fo se on moZe s

pravom prihvatiti da je princip Mehanike holonomnih sistema.

Sa gledifta Varijacionog raduna Lagrange-ove jednadine igraju ulogu krivih ko~

je odgovaraju Funkciondlu - dejstvu - W Ona od krivih koja funkcionalu daje
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Iz (5.14) sledi da je kineticki potencijal
CI=¥,QZ'_ - ,9=ax/a?‘.' a  (6.10)

na je prva varijacija

x-) [4-3E1% Z[pé’?~——?] 1)

lzraz u prvoj zogradi je jednak nuli poste nije u vezi sa varijacijama koordi-
nata, pa predstavlja prvu grupu Hamilton-ovih jedna&ina (5.23). Stoga ée da-
lie biti prva varijacija dejstva u Hamilton-ovom smislu kada se izvr§i parcijal-

na mfegrccqa pomocu smend U —ID i v —J'?

Sw- A‘xc/z f}: pelldy )-ﬁé’?a’f f S Z 0612

pa posfo é’q #0 to se doblla drugi sistem Hamllfon-owh jednagina (5.23).
Na taj na&in su i Hamilton-ove jednadine za konzervativni sistem (5.23) dobx-

"ene pomoéu Hamilton-ovog principa.

Hamilton-ov princip se primenjuje i na nekonzervativne holonomne sisteme. U

ovome slugaju varijaciji kinetizkog pofenciiala treba dodati virtualni rad ne-

konzervcmvmh generalisanih slla te ée, s obzirom na (6.9), biti:

W= f J’f+&7cf’? |t f Z[ﬁf d?jg Qzﬁ]fzdf =0, (©.13)

pa slede Lagrange-ove |ednc1cme za nekonzervativni sistem

#*

Naprlmer materijalna tagka kreée se po Ox-osi pod de|stvom potencijalne sile

= _a/7/aX= - [2//7/0/)( U ovom sluéaju je

W- ﬁ Z—WX—/Z)G'Z‘ FW- f mid3 -8 clt- f mxa’(af’x) d’,m’z‘]
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-m{[ X% ]:2—/;{’ x| -‘/3—){7 Ixdt =‘/{q—/)7X'+)Qd’xdl‘=0; kK= 0; u=X; V=0

U slugaju horizontalnog harmonijskog oscilatora (kao na sl. 3.16. ali sa jed-
nom masom), s obzirom na Euler-ovu jedna&inu Varijacionog raduna {2.31) za

promenljive y = x i x = t, sledi:

4y % |
W=ﬂ E’m?f cx”)a’z‘f/f‘/' (x X)at; j?—{ g—l-xf - 5‘){ =mi+6x=0.
?, g,

Hamilton-ov princip kako je ovde izveden ne moZe se primeniti na neholonom-

ne sisteme, posto varijacije generalisanih koordinata moraju da zadovolje i na=

knadne uslove nametnute neholonomnim vezama. Zbog .toga se primenjuju drugi

principi u integralnom obliku, ali oni nisu varijacioni

6.3. Ekstremumi funkcionala. - Hamilton-ov princip je povezan sa Varijacionim ra~

Zunom, pa treba odrediti ekstremume vigestrukih integrala.

6.3.1. Ekstremum funkcionala koji zavisi od funkcije dve promenljive. - Dat

ie funkcional (slika 6.2) funkcije f od dve promenliive x, y

s = Sy, wopaddy, (€19

tom integralu), p = dw/ @ x; Cl =dw/dy;

a poznata je vrednost funkcije w(x,y) na kon-

Slika 6.2.  turd, [wix,¥)] K koja omedjava domen (D).
Pretpostavimo da je w = w(x,y) ekstremala funkcionala J, onda se neka druga

funkcija koja zadovoljava isti konturni uslov moZe uzeti u obliku

wiey) = wiey) + Ep )y [F] = [w].  6.18)

gde je Z (x,y) kontinualna, diferencijabilna funkcija &ija je vrednost na kontu=
ri jednaka nuli [Z (x,y)] K= 0, a & je parametar koji ne zavisi od x iy,
E#Ex,y), tako da je '

0%1_(0[)/‘/(&5/, w,p, ?)Oﬁfdy; 5%7:0 za <;-a0. (6.17)
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Posto su izvodi

ow . d/dW/dx) OB _on. 20Why) 37 08
98l T & ToETox’ T o€ 2 "oy

. fo je : ) ' '
aJ
c‘re‘“ﬁ%? S50+ 3L Sh ol

pa kako je W =w kada je £.=0, to ée biti:

of o0, of o2
./] w2+a,a X a? ay]a’xa’y 0. (6.18)
*)

Prlmenom Rlemcnn-ove Formule

s - —— - o — - o— o

[/ @f? 35) axay= (dj‘ (Pdx +Qdy ). )
" .

.na Funkcue . S
Q~pF7 P-06: oQfox=F(09/ox) +p (9F70X); oBloy=G(op/0s) oo,
.dobija se - . o
{.‘/;/ [(’r @uf 35)]‘”‘49*-{% [Z (Galx ffdy)]- <6.é0>

lzraz (6 .18) postaje

B flisnef]| 5 555 S5leas-o

pa ako se uporedl sa prefhodmm istavi F=0f/9pi~-G=0f/d q, on se

moZe, uvodijenjem izraza(6.20), napisati u obliku

jﬁd’[akdy‘” 5§ gi xa’y+55[ [ d"]ds 0.

Posto je /) na konturi nu!a,[Z]K = 0, fo freéi &lan otfpada, pa se dobija da
*)R.Kaganin,V.Matematika, I, knjiga 2, str. 289.,Beograd, 1950. god.
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je poviginski integral
f]%[;v,{ d‘i{@/fg) d‘) (d;f)]a’xa’% e
.3:C LE LG g o5 om

koji mora da zadovolji ekstremala w (x,y) svuda u domenu (D). Ova [ednagina

ie Fuler-ova jednadina Varijacionog raduna.

Ako_ief=p2-ltq2, onda su df/Ow =10, OFf/ dp=2; ¥/ dq=24q,

pa je uslov ekstremuma (6.22), Lapldce-ova diferencijalna jednagina

ox (éﬁ) (dg) 3;:: g; =AW(X,Y)=0 (6.23)

gde je A _Icplasiian za ravan. Funkeije w(x,y) koje zadovoljavaju Laplace-

ovu jednaginu nazivaju se harmonijske funkcije.

Funkcional (6.15) profiriéemo tako da je oblika

J= fff XY W,p,A,r,s,1) dx dy (6.24)

.gde su parcijalni lZVOdl

p=0W/3x; q = dw/ dy; r=w/ O ; =0 %w/Ddxdy; =d°w/dy

pretpostavijajuéi da su na konturi (K), koja obuhvata domen (D), utvrdiene vre-
dnosti funkciié w i njenih prvih parcijalnih izvoda p i q, kao i da su zadovo~
ljeni uslovi neprekidnosti i diferencijabilnosti od funkcije w 1 njenih izvoda.
Dalje se prefpostavlja da fe w(x,y) ekstremala funkcionala (6.24),te da je ob-

liznja funkciiu W(x,y) data izrazom (6. 16), i da su na konturi K Funkciia

Analogno relaciji (6.18) doch se da ie uslov eksfremuma

T804 1130 S 8 85 Bhctcn
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Prvi deo prethodnog illrfegrala je isti kao u (6.18) i on se svodi na oblik (6.21)
na na&in koji je iznet u prethodnom &lanu. Drugi deo integrala se moZe preu-

rediﬁ*), ako se podie od identiteta

o 2 a[a/az (a a/)z]+[a1

or OX2T 20X | Or 9X \ox or
2
LS A DRE )

A S RN L (SR S (0 )y ][ 2 2E]p)

Primenom Green-ove formule (6.19) na prve delove prednjih relacija dobija

/\
Qlez :
~

se

syl f 5t &) 55 syl o

Bl D) [ £ 32 (3 H)alor} -

jer su na konturi [Z]K = 0; [ ag/()X]K =0 i [&z/dg]K = 0. Tako se
dobija da se izvod dJ/dE za & = 0 svodi na oblik

of 0o 0 o, Sof, o o o df} n
‘/f[g\; 57&,0 oY d? a)(g or 3)(&.9 23 3‘;,? FY; ZO/XOIU 7]
pa podto je po pretpostavci  / (x,y) proizvoljna neprekidna funkcija, to se

ekstremni uslov svodi na jednaginu Ostrogradskag
[a o L9 a/H (a/) a/)+
JW oX ()IO &9 &f oxdy 193 &
Ako je funkcional oblika

J= ff(r +25 +’r)dxdy,

onda su f/ Jr = 2r; &f/ ()s =4s; 2f/ Ot =2t, pa uslov (6.26) postaje

*) Fempl S., Elementi Varijacionog raduna, Beograd, 1965, god.

2] -0
(6.26)




115

4 4 2 2.2
ow  ,o0w éus ) oA (o L O\, _
ox* 2 dx”éy”+dy4 Anw(%9) VV.W{X'y) (r)x"’+dy“)g.2g'

Funkeije koje zadovoljavaju ovakvu parcijalnu jednaginu jesu biharmonijske fun-

keije.

Naprimer, ako je podinfegralnc‘ funkeija f = (r + f)2 onda je w(x,y) takodje
biharmonijska funkcija A AW= 0.

5.3.2. Ekstremizacija_trostrukog integrala. ~ Posmatrajmo trostruki integral

J=W<X,y, Zw, 3—,‘:’ 33’ %)a’xa’ya’z, (6.28)

u kona&nom podrugju (V) prostora xyz. Podintegralna funkeija f eksplicitno je

data kao funkeija naznagenih argumenata, kontinualna je i dvaput diferenci-
jabilna. Problem se sastoji u tome da se odredi diferencijaina jednagina koju
mora da zadovoljava takva funkcija w = w(x,y,z) kada daje funkcionalu J ek~
stremum u odnosu na funkciju f za koju se pretpostavlja da ima odredjene vred-

nosti u svima tagkama konturne povrii (S) koja omedjava podrugije (V).

Kada se uvede jednoparametarska famltlija komparativnih funkcija w =w{x,y,z)

za ekstremalu w = w(x,yz) u obliku
wix,y,2) = wix,y,2) + £ (x,y,2), (6.29)

gde ie & parametar aZtQ(x,y,z) proizvoljna diferencijabilna funkeija koja
je jednaka nuli na konturnoj povisi |4 (x,y,z) s = 0, onda je uslov ekstremu-

ma dJ/dE=0 =22 &£=0.
Radi jednostavrosti uvedimo oznake
P=OW/[Ox; Q=0W/oy; r=owozi u=dpfox; v-0p/dy; w-dpfz,
onda su
F=0W/9X =p+Ey; §=g+Ey; T=r+&w; OW/OE~p; ap/a&u; O JE=v; T JoE=o.

Ove vrednosti za & = 0 postaju w =w, p = p,...,pa se, slidno obrascu

(6.18), dobija uslov ekstremuma
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‘/]“/(_gé d/u+a/v+dfa))alxdydz_0 U_.é.z’ \/-—- =-—a-z—-

og ox dy’ oz
(6.30)
Prlmen|U|uc1 Green-ovu_formuly_za prostor
a,D Lol L oR
[f TR )a’xdya’z ‘(é:)/‘po/i—aﬂ +RY)dS
n(46,8) | (6.31)

na- funkcue P=fF, Q=7G;R= Z H, dobija se

[/][F z+H~9§>+Q aF-\-é—g——P )]dxdya’z-

oX oY
-/f /ro(‘*‘@ﬁ +Hd’]20’5 (6.32)

Posto je na konturnoj povrsx R0 to je desna strana (6.32) jednaka nuli,i upore-
d|1van|em (6 .30) i (6.32) sledi dasu F=0fJdp; G=2d 74 dqiH=2fdr

uslov ek:fremuma (6 .30) postaje

fff[i’: ai a/> ay(jg/) : (a[ﬂd"dgdz =048.39)

*
te se eksfremm uslov svodi na Euler-Logrange-g_vu.dlfq'g_ngjjg_[gti ig_qlggé‘igu__):

3\{/ ax(ap) ai/(g;> a(af) 0’ 'U ’9 c)y’ ’;6242)

Generahzqc1|om Green-ovog obrascc na Erosfor od n-dimenzija, prednja se jed-

A e e

na&ina moze pr|men|h i na mnogostruke integrale.

Ndprlmer ako je

/(p +q +r),p 5W/&x q—3W/ay,r~3W/az,

onda iz (6. 34) sledi da je ekstremala
2 z,

[
d ' b 2

prosfornc hg_rmon _[ska Funkcr,o

*) Weinsfock R Calculus ‘of Variations, McGraw-Hlll Book Comp Inc., New
~York 1952, p. 133,
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6.4, _Oééilccije elastiénih tela. = Hamilton-ov princip se mnogo primenjuje

u teoriji malih. oscilacija elastiénih tela (zice, greda, membrana, plo&a).

6.4.1. Transverzalne oscilacije Zice. - Savrieno savitljiva elastidna zica (stru-

na), duzine f, uéviieena je na krajevima A i B | zategnuta aksijalnim silama

F, odnosno naponima 5= F/A, (slika 6.3.).

FA4A BV F P o
. A U ravnoteznom poloZaju Zica se poklapa sa
4

Ax-osom. Ako se #ica izvede iz ravnoteZnog

n={ polozaja tako da su male amplitude pojedinih

n=2 & tagaka i pusti, nastupide tremsverzalne oscila-

=3 Cy .  cije (treperenje) usled promene pravaca aksi-
Slika 6.3.L jalnih sila (odnosno napona). Pomeranije

w = w(x,t) = y(x,t) sa grani&nim uslovom y(0,t) = 0 i y({,1) = 0, gde e

< x € f, opisuju oblik zice pri oscilovanju,

Brzina svake Eestice (tagke) Zice mase §Adx je dy/ dt, pa je elementarna
. 2

kineticka energija §A(Jdy/ o t) dz/2. Rad utrofen pri treperenju upotreblja=-

va se na poveéanje duZine iice, pa se za male oscilacije, koje se obigno pro-

u€avaiu, dobjjaju energue

f"zfAf oy a’xf_ﬁ(a'—dx F /+9’2dx-a§( f/c‘ﬂéy)a/xégqc

Stoga JedEISfVO u Hdmllfon-ovom smislu ‘ , :
W-J- f(f—f )dlt= f f LAl 5 (98- 6(22) et .03

pa podmfegralna Funkc:la f(x,t) mora da zadovolji Euler-ovu jednadinu (6.22)

za promenljive x i tumesto x iy, i za p=2Yy/dx; q= 9dy/dt, te ée
biti:

S HE SO H Ao #)0

Tcko se dob||a dlferencqalna ;ednacma frunsverzalmh osc1[cc:|c1 3ice
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29 | 02=—§—’-= by [(_C_@_)Z], (6.36)

&m 50

gde je c brzina prostiranja talasa, 0)0 gustina (specifi¢na masa).

Opste reenje prvi je izveo d’Alembert. Smenama

u=x=c¢t, v=x+ct (6.37)

posto su izvodi

ufox=1;  dvfox =f;  dufdt =-ci ov/ot -¢;
04 /0x=(dy/ou) (oufox) +(dy [ ov) (ov/ox) =[2y/ov) +( oy [ ov)

34 Jox’=(3y /05208y fduov) + [ Oy [ V)
(0y /o¢)=(0y/d0) (dufot)+(ogy] ov)(ov[ot)=~c[(dy fou) — (g fov]] s
0% [ot* = c*[(% [ou?) -2 (3% /suov) w2’y ) V]

dobija se jednadina
2 )y Y _ 0 (39 _ 2 oy
el UV =W( v ) - (av ) =2

=30 (6.38)

pa e apiti integral jednagine (6.30) :
g=PU)+¥(v) =P (x—ct)+¥ (x +cl), (6.39)

Proizvoljne funkcije )° i ¥ moraju da zadovolje graniéne i pocetne uslove.

t, pa ée biti _
P (-ct)+y(ct) =0 pl1-ct)+¥ (1+cl)=0  (6.40)

Funkeija bl (x+2{=ct= P x - ct) je periodigka, perioda 2(.

- -y o 10 ot o

tagki pogetna brzina [ay c)f] x,0) = @ (%), pa se iz (6.33) dobijaju relacije

P(x) + Y(x) =F(x)i —~")7;§") +d§£")= —61\- @ (x).

Uvodeéi novu promenljivu z integralienjem druge jednaZine, dobija se sistem

_jednaiina
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P(x) +.‘/’(x) ~FX: - S”(X)—-———fqb(z)dz (6.41)

iz kojih se odredjuju nepoznate funkcije /° (x) i Y (x) a time i refenje

xact

5(&9)‘%[F(X“C‘Zl)*'/[()‘*-cf)]‘*?%‘/;¢(Z)CI/Z. (6.42)
X-C

Partikularno refenje moZe se dobiti metodom partikularnih_integrala Daniel-a

Bernoulli-ja. Resenje jedna&ine (6.30) trazi se u obliku proizvoda dveju fun-

keija od samo po jedne promenljive
yix, 1) = X(x). T(1), (6.43)

ali tako da su zadovoljeni grani&ni uslovi X(0) T(¥) = X8 T(H) = 0. Unoseéi'

reienje (6.43) u jedna&inu (6.36) ona se razdvaja na dve jednadine

N RS 0;  X® + A% = o, T +,w2T =0; W=CA,(6.44)
sa refenjima

X = Cieos A x+ C, sinAx; T=Cgcoseo t+ C4 sin e t, (6 .45)

gde je A svoisfvenc vrednost @ & kruina frekvenciia Funkciia X(x) ie or=-

za x =0 i X(O,f) =0izax=1[ je X(L,1) = 0, slede relacije

= 0; C2 sin A = 0; C2 # 0; sin J\t= 0;An = ndr/Z o -cnﬂr/{
(6.46)

gde je n proizvoljan pozitivan broj. Harmonici su pokazani na slici 6.3. Za

G

najnizu vrednost ] j‘/f dobija se osnovni oblik, ostali su visi harmomcn

- o . o o o o o s s o e st e o ot

Red harmonika poklapa se sa brojem &vorova ("stojnih tagaka"). Posto je jedna-

gina homogena, fo' je reienje

o0
y(x,1) = ;;I(An cos n;f- ct + anin nlyl‘-cf) sin HZ‘VIL—X . (6.47)

Iz pogetnih uslova da je za t = 0 dato y = F(x) i &y/d(.‘-”—‘-¢(x) dobija se
iz (6. 46)

) ZA,, sin 2Ly, ¢(x}—i}:f75 Sin —”—I

I4
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Ako se ove funkcije pomnoie sasin (nFx/D) i integrale u granicama (0, 1)

dobijaju se: konstante: . y
ﬁ/ﬂ 77 dz - —Z -

‘//}‘_(x)ﬁlﬂ Xax; 50 /)7 qb(X)sm ”Zy_ ax. (6. fsj
7]

One su koeﬁc:[enh Fourier-ovih redova u koje se razvijaju funkcije F(x) i

B it s i T e B e e S i

¢(x) za t = 0 u razmaku 0 < x éf

Normalne funkcije: su ortogonalne u razmaku raspona Zice, te ‘je uslov orfogo-

nalnosh

fx (xX(x)dx-O za r# s T (6.49).

Naprimer, lako se dokazuje da su Funkcqe sin(Jx/l i sin (2T x/[) ortogo=.
nalne u razmaku [O E]

6.4.2. Torzijske oscilacije kruznog vratila. - U maginskoj tehnici vazan je slu-

Zaj torzijskih oscilacija kruznog vratila, pregnika @d (slika 6. 4, koje je iz=

[\/ lozeno dejstvu torzijskog momenta m,

Kinetigka energxlc elementa dz bice

Pl
/”f-ax ak Sl dz(aﬁ/d(f /2 gde su: § _gus‘nna

dz duzina. Rad ufrofen na lzvod]en}e vra-

tila iz ravnotesnog polozaja za ugao OF

Slika 6.4. |
@(()6/&2)/2 Po Hooke-ovom zakonu je

2
6-TL/B],; 08/z=T/6] 4o o XAy=6] (98/0z]/2
Stoga fe de|5fvo u Hamilton-ovom smlslu

W~f / 5.5(%‘/&4‘)—6]0 (068/02) Jd2dl. .50

je deformacioni rad pri forziji, pa je

pa je, prema (6 22, pcrcualna |ednacma torzijskh oscilacija

&ﬁ/az‘ . (&29/32) = 6/S, (6.51)
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gde je ¢ brzina prostiranja talasa.. Ova je jedna&ina analogna jednadini frepe-

renja zice (6.30) samo je generalisana koordinata ugao torzije i druga je brzi-
na oscilovanja, Sfogc sve ¥fo Je izneto o %ici vazi i u sluéaju ovih oscilacija.

G je modul klxzan;a = E/2(1 + p) = E/ 2,6 (za cehk)

o e e s o e e L

6.4.3. Transverzalne o"’scﬂccijg grede. - Predposfavlic se da je greda homoge-

na, elastiéna, malog.popreénog preseka u odnosu na njegovu duzinu, i da se

vrife male popreéne (iransverzalne) oscilacije u vertikalno] glavnoj ravni savi-

0 ‘@ : janja Oyz (slika 6.5). Zanemarujuéi uti-
A K 7 : —A=~Z caj smicanja i inercije obrtanja popreg-
V= Z b ) :
Y =~ (I g nog preseka, kineticka energija elementa
fT_f' , 5 grede dz bice FA( dy/ @ f)2 dz /2.
Slika 6.5. Potencijalna energija je deformacioni rad pri
A ‘ 2 2, 2 .
pri savijanjy FA, = MZ dz/2B =B (d4/ 0 2) % de/2, gde k& B =
=Elx sgy_o_jgg_wkzg‘miLgrg_dg_. Stoga je dejstvo u Hamilton-ovom smislu

W‘f f 7lA (ﬁzi’fffs’( Iy ]a’zdz‘

pa mora biti zadovo|iena jednagina (6.26) gde susada w =y; q= ﬂc)y/ dt,
=z;r= 0 2\9 /3 z°, te je parcijalna jednagina ovih oscilacija

2
2 . (3}[) 32 (-0 (6.52)
3; + & 32\94 -_-.0,-. c- \/37 - \/ BLY [gnevc

gde je ¢ sekiorska brzina prostiranja talasa.

Partikularno refenje frazi se u obliku proizvoda funkcija

vz M = 2() . T . (6.53)

gde je Z(z) normalna funkcija koja zadovoljava graniéne uslove. Ova se jed-

nagina Eetvriog reda razdvaja na dve obi&ne diferencijalne jednagine

v '
Z“K4Z=0:‘ A 5070: A=k% co———/rﬂc, (6.54)

4 S . -
gde je A=k svojsivena vrednost @ ¢ kruzna frekvencija. Refenja ovih ?
’ - - g

jednadina su
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Z = C,cos kz + Cosin kz + C3 Ch kz + Cy Sh kz; (6.55)

T

it

C5cosa) P Césina) te

Prema tome e opite refenje

o° o0
y(z,1) = ;/ z T = Z‘, (Acosco t+B sined ) Z (z).  (6.56)

Oblici normalnih funkcija z zavise od grani&nih_uslova, tj. uslova oslanjanja

2 e ane e e e et s e v g s s . i s

grede na krajevima. Cetiri graniéna uslova daju &etiri jednaiine sa &etiri kon-

stante C,, i=1,2,3, 4. ReEenic ovih iedncéina, sem friviialnog C. =0,

jedna&inu u transcendeninom obliku. Pomoéu nje odredjuju se sopstvene vred-

nosfi kn a time i frekvencije O n Zbog toga postoji beskrajno mnogo svojstve-
nih (normalnih) funkcija. One su ortogonalne u rasponu grede.

Za date podetne uslove: za t = 0 je y(z,0) = F(z) i y/ Ot = QD (z), mnoze-

njem jednadina (6.56) za t = 0 normalnim funkcijama Z i integraljenjem u

rasponu. grede, koristeéi osobinu ortogonalnosti, dobijaju se konstante *)

A=[/f“(z)Z (2)dz] /[ [Z (2]
0 ¢,
f¢(z)z (@) dz) /[, [Z, (2)dz]

6.4.4, Osc:lacn_[e membrane ~ Razmatra se fankc homogena membrana, gustine §

z razapeta po konturi K, (slika
w %\ 6.6), koja omedjava ravan do-

men D koji se poklapa sa mem-~

(6.57)

branom u njenom ravnoteznom
polozaju Oxy. Pretpostavija se

da su pomeranja (ugibi) tadaka

membrane waw(x,y,t) yrlo mali
%i da tangencijalna ravan v tag-
ki (x,y,w) deformisane membra-

ne gradi vrlo mali ugoo sa Oxy-

ravni. Ugib [w(x,y,‘r)] K= 0

na konturi je jednak nuli za sva-
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ko t, t]. u svakom trenutku oscilovanja. Uo&imo poviiinski element membrane dA=

dxdy onda {e kineti¢ka energija membrane

!/ // '
L= */ff 05(0’9 (6.58)
gde je LS’ povrsmska gushna X’ /g, |edm|ce [kpsec /cm ]

Stranica dx elementa dA izduZuje se, a takodje i dy, i bige, kao kod Zice

(6.35.q), prirastaj povriinskog elementa

N 3 | L O R )

Potencijalna energija {e deformacioni rad utroSen na deformisanje membrane, pa

ée biti
=_/“/f[ —dﬁ %} ]a/xc/y, o (6.59)

gde je FS' jedini&na zatezna sila po luku konh::re (K)_membrane , jedinice
[kp/cm]. Prema fome ovde se moZe primeniti ;ednacmq (6.34) zamenjujuéi pro-
menliivu z sa f, polto je domen (V) prizmati&ni, proizveden kretunjem domena

(D) u "t-pravcu®, pa je w = 0 na konfurnoj povriie Stoga ée biti:

2 2
4 [ oMW _ [ (owY | (ow ” aw _ow
/'—2“{5 (g{) —/;-[(57) +( ) P“*— 9=307 =37
pa ie diferenciiclnc iedncéinc oséilovcnic: mémbrune

3”awF'[éw aw A%v C[aw &W]

Py Szt 5@? (Mg W R ayz '—“*OQAW; C‘ 6(6 60)

5/’
gde je ¢ brzina prostiranja talasa [cm/sec], a vveden je i laplasijan za ravan.

6.4.5. Transverzalne oscilcciie tanke ploée. - Pod tankom plo&om porazume-

dve popreine dimenzije ploce (slika 6.7.a). Srednja ravan ploge uzima se za
koordinatnu Oxy~ravan, a Qz-osa je vertikalna. Pri oscilovanju srednja ravan

prelazi u elasti¢nu povr§, a ugibi w = w(x,y,t) su mali. Semtega, sliéno kao
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kod greda uvodi se

"hlpofeza pravohm|-

skog elementa”: nor-

N
AMNN

- mala na srednju ra-

van ostaje upravng i

na..elasticno| povrii.

Neka tagka A srednje

ravni elementa prese-

ka paralelnog Oxz -
ravni (slika 6.7.b.)

< Slika 6.7 Z  preéi ée u polozaj A,

Druga tagka B na istoj normali (n-n) na rastojanju z od prve, spusti¢e se ali i
zaokrenuti, preéi u polozaj B’ i pomeriti u Ox~praveu. Analogno fome tatka
D (slika 6.7.c) na rastojanju z od tadke C srednje ravni elementa preseka pa-
ralelnog Oyz=-ravni preéi ée u polozaj D’ i pomeriti se u Oy-pravcu. Ta su po-A
meranja: | »

= —zz‘go(e- zo{=-Z (aw/ax) V=-ZlgB=-2(2=~-Z(ow/dy)

(6. 61)
posto su obrtanja vrlo mala.

Stap OA, duzine dx, na Ox-osi (slika 6.7.d) izduzige se, zaokrenuti i preéi u
polozaj OA". Analogno fome, $tap OB, duzine dy, na Qy-osi preéi ée u polo-

Zaj OB". Dilatacije i klizanja iznos

e .
- Oh _ ax+dx —ax _Ju .

. S ~ox
_dv . o AA K ov v du
&= == OA ~ ak(1+&)  ox’ 2y

i s obzirom na (6.61) bice:

’ 2
_OU__,9W. o _dv__,ow. v, du_ dw .
2 &=oy=~% oy* Xxy ox toy™ " Sxag 6o

Prema Hooke-ovom zqunu dxlafacqe i naponi su
E-Z(6-+8) §=F(r8+0) G=F(E 1€ )/A, G-E(RErG )i
NP 2;;.33;9, G-£/2 (1), B
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pc je deformumom rad ploge

[ffm‘e 55+T o)AV = |
B} [[f[ £t 20 6,0 61)+6 1 ]o/v (6.6

gde je u Pmsson-ov koeficijent. Ako se u ovaj izraz unesu izrazi (6.62) i in-
tegrali po'z u granicama -h/2 do h/2, jer je dV' = dxdydz, dobija se da e
deformacioni rad koji se utrodi da srednju ravan ploge prevede u elastiénu po-

vr‘s', tj. potencijalna energija EPA ,
2 2
c)w aw &w z)w ow \ ¢ ,
o@m 2(//‘)[())(2 S (axay,)]}dxa’é/,(é.és) |

gde je 08= Eh /12 - ) savojna krutost plo&e (“flexural rigidity of the

plcfe").
Kineticka energija plode iznosi | ‘2
/W ) a’xa/ya’z 5/7 ﬂ(—g%—)ﬂag (6.66)
)
a je dejstvo u Hcm:l or-ovar, smislu (6.7) ' ' -
WP O ] 4 AR
- (Myj ”> dvdt -4 [ Jfferasdt e

Uzimajuéi komparativnu funkeiju u obliku K

W(XIYI?) = w<xIYlf) + 52 (XIYIf) - . | : (6.68)
gde je & parametar, pod uslovom da je Z( LY, t ) = Z(X,)’, =0 i na kon-
furi [ Z (x,y, f)] K = = 0; [()H/C)X]K 0j [32/()5/] =0 onda se uslov ekstremuma

a/ az L o S -
(5‘0) f jf[ ar X2 03 kgt 9 dy? ) ]d"d"(ﬁgf" ‘

gde su uvedene oznake kao u (6.24) i =9 2W/ Q. y2.




126

Parcijalnom integracijom ovog izraza u zagradi, s obzirom da fe 7 =0 za

bty dobija se

% 4 Lt g |
[t f sy (2 ket [ Sttt ot
ki 1 (D \ (D

Druga tri &lana mogu se kao u &f._6.3.a transformisati, pa je uslov ekstremu-

ma kao drugi deo od (6.25)
2

[/é [‘fi a%\%, -P AAW] akdy =0
()

-k)\

pa e diferencijalna jedna&ina oscilovanja ploge
2 2
ow . /4 ‘B __ rh
W (AAW=g; L Lh
o i M

6.5. lagrange-Maupertius—ov princip najmanjeg dejstva. - 1744, godine je

francuski nauéni Moreau de Maupertius objavio princip koji: pokazuje da inte-

gralfmvds uzet po direktnom putu materijalne tacke ima minimum u sravnienju

sa vredno$éu tog integrala po zaobilaznim putevima koii prolaze zajedno sa

Sve je ovo izrazio u nejasnoj formi, ali je ipak Euler 1747. godine prihvatio
princip, a Lagrange ga 1760, godine razradio i matematigki formulisao tako da

nosi naziv Lagrange-Maupertius-ov_princip_najmanieg dejstva.

Za holonomne konzervativne sisteme vazi integral energije, pa je totalna meha-

nigka energija konsfantna, te se moZe napisati
~ =) Jheppsl: —fFF = _0F . (6.7
E-Ll-Lthpanst, -E-L-E)2E e

Stoga je dejstvo u Hamilton-ovom smislu

e o s 2 g . o e o

*) Detaljnije videti, Teorija oscilacija, strana 421.
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gde je & dejstvo u Lagrange-ovom smi_s_l(_{ ili karakteristi¢na funkeija.

Ako se pretpostavi : 1. da je odstupanje zaobilaznog puta od stvarnog infini-
tezimalno kao i kod Hamilton-ovog principa, 2. da je kretanje po stvarnom i

zaobilaznim pufevima u razmaku f2 - 4 izohroho, ali da niie sinhrono te vre~

e e o e e et

stalnoj mehanickoj energiji & = h = const, ondc ée na zaobilaznom putu biti

dejstva 4

W~ [oEat-4(4-2)-S-4(t 4)
Z ,

pa je prva varijacija

J'W=VT/—W=5?‘5=005=—#0, | (6.73)

koja izrazava ovaj princip: "Svaki holonomni konzervativni sistem kreée se ta-

narnu vrednost u peredienju sa vrednostima fog dejstva na zaobilaznim pufev:—

ma, ako se kretanje po svim putevima vrii istom totalnom mehanitkom energi-

Ako ie vy brzina tatke onda je v, dt = ds; element luka trajekorije, pa

Sﬁé'a’z‘—fﬁ//p,y dz‘ ./Z m, v, 0/3 i V=12, N.6.7

De;sfvo se moze prnkazah iu __l_acobx-levom obliku koji omoguéava da se po-

moéu infegrcla energije eliminiie vreme, jer je
~ & ddv > Q%
26~ Zm Zm( ) 2(U+h); dl= i Sk

pa ée biti

% 8
szfzé‘_dfjf \/2/(4/:) Endd, )
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Radi llusfrccqe razlike Hamxlfon-ovog prmcnpc i prmc:pa nclmanleg de|sfvc
prikazimo inercijsko kretanje tagke po glatko] povrdi. Tada je E = mv /2
‘U=¢C, pa préma Hamilton-ovom principu dejstvo W ima stacionarnu vrednost

na d:rekfnom putu od polozaja A(f Ju polchqu B(t), te e
w-/(. -Z—mv+(,‘)a’z‘=——MV‘?‘+0Z W= 3(vA)=0; v—minimum (6.7

- pa fe brzmcl minimalna. Dakle, od svih kmemchckl moguclh kretanja tacke
iz poloZa|c A u polozaj B razligitim brzinama ali za isto vreme, stvarno je
kretanje ono za koje je brzinama minimalna. Kako je s = vt to &e biti i nc|-
kragi put, pa se stvarno kretanja vi¥i po g?_o_(i?_Z_lJa!iq_Llylul. Medjutim, prema

principu nc[mcm[eg dejsiva bige

5f£dz‘ﬁ;m’/~my“f £ S§-m¥t-0: §t-0 6on

Dckle od svih klnemchckl mogumh kretarip tagke iz A u B lsfom brzinom ali
u razli¢itim vrememma, stvarno je ono za k0|e je po’rrabno nc|krcce vreme (t
jektorija geodezijska I_l_l‘_l_!lg ‘te povrii.

U Optici je poznat Fermat-ov princip: "Od svih krivih koje QPc_ic_l-

ju dve tagke A i B prostora svetlost se prostire po onoj za koju ejkonal ima sta-

cionarnu_vrednost u poredjenju_sa_vrednostima _na_drugim krivima". Pod ejkona-

lom se podrazumeva de|sh/o na optigkom pui'u

Sf/ua/d, J’S=‘0

gde jeu = c/v koeflcuem‘ prelamcm|a (odnos brzine svetlosti ¢ u vakuumu pre-

ma brzini v u datoj sredini).

Za maferuqlnu tagku, premq (6.75), dejstvo u Lagrange-ovom smisfu je

Jd f\/Zﬂ?/(/+/7 asd; d5=0, ‘(6;79)

pa postoji analogija izmedju optike i mehanike: trajekforija svetlosnog zraka po-

klapa se sa trajektorijom pokretne tagke funkcije sile U =(//72//7)—ﬁ
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6.6. Kanonske (kontakine) transformacije. - Transformacija kanonskth promen-

[jivih q; i Ps 'u nove kanonske promenliive q q; = q. (f Y s Pk)’ : p (t, Uy r

Pk)’ i, k = ],2,...,n, naziva se kanonska, ako prevodl kofi bllo sistem ka-
nonskih Hamilton-ovih jedna&ina (5.23) ponovo u sistem kanonskih Hamilton~

- ovih jednading ali sa novom, obino jednostavnijom, Hamilton-ovom funkcijom

@ X ab_ aa’?f’ a’i?.,_d%’) 0’/2- 5?2’ (6.80)
& o dr Tog T af d dt Tog

U gl. 6.2., obr. 6.12, Hamilton-ove kanonske jedna&ine izvedene su pomoéu

Hamilton-ovog principa, pa da bi i novo izvedene jedna&ine bile kanonske mo-

ra biti zadovoljen taj princip, to, prema (6. 7) i 1 (6.10) morabiti

W= ofa/z‘_/[-jf"-f-zlg 2 ]a’z‘; SW=0 (6.81)
% 4 £ T o
Da bi taj uslov bio zadovoljen moraju se kinetigki potencijali razlikovati za

lzvod po vremenu neke funkcije V(q .y q .r f) jer e

, o ¢, :
_-yg{p? - 2, - é’W+Jf -0 SVg. g )] 06

te na granicama mfegrlranla funkecija V lmc:'konshmfnu vrednost &ija je vari-

jacija jednaka nuli. Kada se jednagina (6.82) pomnozi sa dt i sredi dobice se

Y g - Xpdg -E)att-atv= 15 dy Z 0/9 5

Uporedjivanjem koeficijenta uz iste diferencijale sa obe strane ove jednakosti

dobijaju se relacije

V. 5 3V 2.,  (6.83
- el L — — = R RA/] . CI)

) A S Aag a’Z’ ,

koje omogucqva|u da se odrede nove kanonske koordinate. Kada se zna funkci-
ja V onda se iz prve relacije (6.83) odred|u1u koordinate 9; ql(qk' Py t)a
zatim & druge relacije generalisani impulsi p.l,_-:pi(qk,pk,f) Iz lzloienog vidi

se da kanonska transformacija zavisi od izbora proizx)oliné funkciie V(qi,&i,f)

starih i novih koordinata . Ova se funkcija stoga naziva generatrijskom (izvod-
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nom - "la fonction générafrice, Pored ove transformacije sa funkcijom V

mogu se izvesti jo§ tri forme transformacija sledeéim kombinacijama:
2)p(g//0/f)=\/+§:/zz, Zz___l. /?=——_.;

QAN VYT (R I & s

4 . !
(4 £ <

YR(RAL)=V-YAG+Epe: §=57 {55

t [ 44

Naprimer, sledeée transformacije su kanonske:

o 5 B b - Wb 1o- =1L,
7 g=az,,cg=é,<g. a+q b+0; X=abd; 595 g@op Q oF’

. o0 et L7 - L
=92 [ =g, %0 be0 JL =08 [ 55 55 30 "B o

25

N

(4

6.7. Hamilton-Jacobi-jeva jednadina. - Linearna parcijalna jednagina Pp+

+Qq=R, gde su P, Q, R funkcije od x, y, z, a p = dz/ D x; q =azr/¢)y,

ima regenje f(x,y,z) = C, gde je C proizvolina konstanta. |z ovog resenja do-
bija se da suP(Af/ O x) + Q (OFf/ Qy) + R( OF/ Jz) = 0. Kako su tri pro=

PP+ Qq = R; f](xt)'rz) = C]; fz(xr)'rz) = C2' (6-84)

Uzimajuéi izque tih funkcija a tokedje i identitete
of fox+(Bf fog)y’+(8f [oz) 2-0; P (Offox)+& [Bf/29)+R(8f /o2)=0 i-12

parcijalna jedna&ina (6.84) svodi se na sistem obiZnih diferencijalnih jedna&ina

Po+lg=R: y;/—g—; z;-"g—; Z"= 2“’ - f’,\,/z (6.85)

sa opifin integralom




g={ (% G.G) z=[(x, C.G, (6.86)

koji odredjuje prostornu krivu. Kada se koordinate tatke No(xo' Yor zo) unesu
u opiti integral (6.86), moZemo odrediti konstante ¢ =K (xo, Yor zo) i
G, = F2(x°, Yor Zo)’ pa kroz tagku N0 prolazi samo jedna kriva koja se zo-

ve karakteristika parcijalne jednagine (6.85), te je sistem obi&nih diferencijal-

nih jednagina (6.85) sistem jedna&ina karakteristika.

Sistem Hamilton=ovih kanonskih jednaina za konzervativni sistem (5.23) moZe

se napisati u-obliku sistema obi&nih diferencijalnih jedna&ina karakteristika

’/:1) Pz 'D’I al 02 an

parcijalne diferencijalne jednagine (6.87)
W t)=0: ,o==a”"- W=W. (.88)

7l oy 22

gde ie w nepoznufa funkecija. Ova se iednaéina naziva Hamilton-Jucobi-jeva

(I/Qi _ G/Qa al?n /. a//on lt /D= o Q=__a_%
l ! |

Potpuni infegral jednagine (6.88) je oblika
"
WeW (4,819,919 G.GrC) + Gurr 9
gde su o proizvolijne kanstante.

Da je glavna funkeija W stvarno dejstvo u Hamilton-ovom smislu dokazaéemo

na ovaj nadin, jer se diferenciranjem, s obzirom na (6.88) i (6.7), dobija

ZZW 3}”2 ?—--—/ﬁ:m - Wforc/f Wie.50

jevom fednaginom (6.88). Naime, treba naéi takvu fransformaciju da je Hamil~
ton-ova funkeija d’f: 0, te tada iz (6.80} sledi da su odredjene konadne jed-

nagine kretanja

—q_i = Cli = const; Fi = bi = const, jeel ,-2'__.),1; | o (6.9])
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S obzirom na (6.82) mora generairijska ankciia V(qi, 9 1) zadovoljiti rela-
cip . ‘
+Jf(f ?.; ? ) ,9=§— (6.92)
[4

koja je Hamilton-Jacobi-jeva parcijalna jednagina (6.88). S obzirom na ovo
Jacobi fe postavio slede¢u teoremu: "Ako je V(t, ;. di) neki potpuni integ-
ral Hamilton- Jacobi-jeve parcijalne jednagine (6.92), onda se konaéne jedna-
gina krefania hnlonomnog sistema.sa datom funkcijom % mogu napisati u ob~
liku

dV/ag =R 3V/oa =4 i=12...np.m

7

gde su a, i bi proizvoline konstante".

Dakle, kada se poznaje potpuni integral parcijalnih Hamilton-Jacobi-jevih

*).

jednadina, tada nije potrebno integraliti kanonske jednagine

7. ELEKTROMEHANICKE ANALOGIJE

Poznato je da se u Fizici nailazi na &itav niz analogija izmedju razligitih fi-
zigkih pojava, koje se mogu opisivati istim matematigkim aparatom. Qvo je na-

kg
roito vazno u oblasti mehanigkih i elekfrlcnlh osc:lccqa)

Kao $to fe pozncn‘o iz Elekirotehnike trenutne vrednosti elektriznih veligina

obeleicvaju se malim slovima: struja (i), nq_pon -(u), i elektromotorna sila (e).
leze se velikim slowma (I, U, E). lzmedju napona (u~razlike potencijala na
krajevima elektrignog elementa) i struje i = dq/dt = q, gde je q elekirinost
(optereéenje) za indukcioni_kalem sa&inioca samoindukcije L (slika 7.1.d), za.

e i o it o

ofpornik (slika 7.1.b), otpora R, i kondenzator (slika 7.1.c), kapaciteta C,

*) Detaljnije videti Bilimovié A., Racionalna mehanika II, &l. 7.3., strana
290. Beograd, 1951, '

**) Detaljnije videti, Teorija oscilacija, &l. 5, strana 129,
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ST L R it
Q) b) - c) 7.1)

/ Za postavljanje diferencijal-

rm/.ﬁ C . nih jednadina elekiriénih kola
. ' uzimaju se kao promenljive
Ml_l !—’T struja 1 {odnosno elektrignost
s : q) i napon. S obzirom na dva

——¢—— ¢ — —¢—— Kirchhoff-ova zakona: "o sirv-

lika ‘7.1'4. - [i*("da je zbir svih’si’ruic ko=

je se sti€u u &voru jednak nu-
ii u svakom trenutky" - "zakon ravnoteze") i "o_naponu" (da je zbir padova

svih napona duz zatvorenog kola jednak nuli u svakom trenutku® -"zakon sage-

lasnosti - kompafibilifefavs moguée je da jednom mehanigkom sistemu odgovara-

ju dva elekirigna modela. Tako mehanitkom oscilatoru sa priguinicom na koju

dejstvuje poremeéajna sila (slika 7.2.a) odgovara diferencijalna jedna&ina

a)

s : ) .mg“4-67+cg=6§?{f). (7.2)

b

Slika 7.2,

Njemu odgovaraju dva elekiriéna modela. U prvom kolu (slika 7.2.b) postoji

spoljasnii izvor sile e(t), koja je jednaka zbiru napona u pojedinim elementi-

ma, pa je diferencijalna jednagina
LZ R+ fidt=elt)

odnosno
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Z?"+/\7?+E/-Q=6(&‘)- (7.3)

U drugom kolu (slika 7.2.c) sabiraju se struje, pa ée biti

03+ fudt + 4= i(t)

te se diferenciraniem dobija

Co + 5 Lo +ZLU —_-z%é (7.4)

Uporedjenjem mehamcklh oscilacija sa oscilacijama ova dva elektriéna modela,
mogu se uoditi analogije izmedju fizickih velidina kako je pokazars u donjoj

tablici.

Q)| £ | ¢ |n-£

M |9 | m|blc| Q@ |Fmd*|§69° | Fcq’
-1 g [L|\R|E| e 4442 \5RF |5 & |o

(7| b tphael|t O / u?

Kod slozenih Ecg_lg treba prvo odrediti broj stepeni slobode. Svako zasebno /po-~
jedinagno) kolo ("loop") predstavija jedan stepen slobode. Obigno se koriste

oba Kirchhoff-ljeva pravila.

Naprimer, sistem prikazan na slici 7.3. ima dva stepena slobode, {er postoji

R L, c, £ A
‘——vaw—mc\——n——nl——’—— | veRas poffo fe &) =Gy + Gy,

4, @ R, ‘z‘fi. dy = §; = 9y- Dakle, bice
———II-——’UEG}S\—/WW————ll———-«- . energije i funkcija rasipania,
R an @ L, £ 3 kada se zanemare indukcije
1| 6380 II Ly Lo i rovodnika:
Sitka 7.3. : 122 hig T has P

E-44,9+L, 8L (G- 4) ]
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g—gi[g' +g: (903* ] L9+b9+£,(9-9)
G-4[R ¢RI+ R, (9-4))

pa su Lagrange-ove jednadine:

()G RRIG L4 ) 9L, 5-RG 4 46 -6
(Ll )+ ReRIGG gL 4R -4 4L,

Slika 7.4.

te su Lagrange-ove jednadine druge vrste:

4,9 rRG v 9-4e Lot
: /
12392“4,523 ’g?g— _C‘/;QI+F;% =0
. : 7/
-12392+123 Qa—w@ga +§Qa=0

—— - - -

f——‘—gl-{/ﬂ’/\’,z_-i-ﬂ?z)?z);
Mxﬂm . (x /(z) IE
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pa su jednacine

/)7X+(b +b X+[C+C)X Q, 2-ca/\'z=f;§/'ﬂﬂfl
%xz+(bz+éa))(z+ (Cz+'%))(3 _ba 1 ~ G x =0

Ako.je perturbacio-
na sila u (7.2) oblika -
ey
\Q = Qe Pt =q_ e,

ge fep=iRa D fe

kruzna frekvencija poreme-

éajne sile, onda se umesto

q moZe uvesti kompleksni
. l . ’%é LZ 'br0i9=a‘{'epf, pa se ta
3"{:5’012‘ C Cz jedna&ina svadi na oblik

LWMMR2 (mﬁg""/"+°‘)9=?7
Slika'7.5. g “#/p)’

F=Q&"  &£(p)=(c-ma?)+i(b2), (.4

gde je uvedena mehanicka impedenca ¥ (p) koja je kompleksna veligina. Ana-

logno tome uvodi se i elektritna impedanca za jednaginu (7.3) kada se pretpo-

stavi da je elekiromotorna sila periodizka funkeija

'([/o+/{’p+ 7)3-C=L,¢ f{ &/p)%i,ézw?,mé; g9=Rej 7.7

Mediufim, uobiZajeno je u elekirotehnitko] praksi da se uvodi struing impe-
danca. Naime, kako je struja | = q,}_/o}_(f gde ]e"fkompleksna s’rru;c
to fedna&ina (7.7) posfa|e

‘(L,o+/?+ /)0" & 0’ o{{) 5—-["6 ; o?(,O—za)=Z,a+/?+ 517

gde je sada&t’(p) Efrujna ‘impedanca.




Naprimer, modelu apsorbera (slika 7.6.a) odgovara elekiriéni model na slici

7.6.b, pa ée biti:

/ R /ﬁ df+—LﬁL L)dl -e,

o T SRy fi-

—Aflt,~4,)dt -0

12
Kako jeE,:fI;in.Q t, bite é:: E]'

. .epf; p =il , te su jednadine;
& LIRFG A [+
A f/ ~J)dt =&

Slika 7.6. 0

LR+ -—fj alt- —-’—f(j’-— J)dt=0
Uzimajuéi da je j [8 dobija se da je j /ijff , te se gornje

jednadine svode na oblik:

% Ga )~ kb gl (%) o

C/zp

Resenja ovih jednadina su:

1 , /2=C‘£p
7
£ A=A{P)= P ' /
T ~ % RAR 'EJrC,-,O

Homogeni torzijski sistem sa oprugama (slika 7.7) je model masine za ispitiva-

nie materijala na zamor. Jednadina torzijskih oscilacija k-tog diska bige

TG --c(8-6_, )+ el - 8)-ch. 7.9)

Smenom QﬁaAK sinet ovaj sistem jednagina se svodi na sistem algebarskih jed-

naéina
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Ao, —2vA + A, =0 U=-1+ CZ“Z"‘) (7.10)

Stavljajuéi da je A = e kay dobija se uslov ChA = u, koji zau =0 daje realne
vrednosti za . Kada je u> 1 tada je (c’/c) - (Ja)z)/c >0 ilia)2<c’/J,
pa je@ = \,/ 07\_7 donja granica harmonijskog resenja.

Ovom mehaniékom sistemu odgovara model elektrignog filtra (slika 7.8). Za

naznacem &vor je Zbl!‘ struja: .
e+ z "+ t =0
’ cho su impedance Z-.—._-ozo
/
] II-—;HD’G’B’J‘ Z' R i to su, prema (7.8) struja ’ :
_I- [-/ (//f /"(/K . [11 M_}.: \’
Y

L Z
‘é EL E '['vz “Ux Z’

slika 7.8, x  Z, '
pa se unoienjem u jednadinu (a) dobija jedna&ina 2
2
: o=(1/C.)
— 23U =0; .,. 12 1 L 47113
v T A0 G 6=t 2 Z, +7 L, 0*-(1-G)

analogna jednadini (7.10), posto je kolidnik impedanci realni broj.

Progresivni talasi mogu da se provode kroz sistem samo ako je -1< B3 <<1. Na

a) l C Z{ | Kod prvog (slika 7.9.a) je L=aq,
2 'J; Cy=0°, te je @=1-%L Cyu;
C pa jew)= \/L]Cz. Kod drugog (sllka
7.9.b) je L, =0aCy= OO, te je
b
4 Ly Eh -1-(20L,e")]
pa se dobija &Jp = 7/2\/

—
—

L

Slika 7.9.
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karakteristiéna 63
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funkcija komparativna 117
Lagrange-ova 10, 60
potencijalna 10, 67
rasipanja 72
Rayleigh-ova 72
Routh-ova 104
sile 9, 67

funkeional 30, 1

Ceneralisana  brzine 5

koordinate 1

_ ubrzanja 5

geodekijska kriva 106, 128

giroskop 71

giroskopske sile 70

girosko_pski Elanovi 74

gradijent delimigni 24

Harmonijski oscilator 96

harmonik osnovni 119
vigi 119

hiperpovrs 42

hipoteza prav, elementa 124

Impedanca elektriéna 136

mehanicka 138
strujna 136
impuls generalisani 10, 66
sile 10

indeksi 13

indukcioni kalem 132

- integral energije 10, 57, 74

Jacobi-jev 74

kolig¢ine kretanja 53

integral momenta koligine kretanja 54
povriine 54
zamaha 54

integrali cikligki 12
dif. jednagina kretanja 9
prvi kanonskih jedn. 98

involucija 103

izvod Lagrange-ev 31

varijacioni 31

Jakobijan 2

Jacobi-jev integral 74

Jacobi~jeva matrica 41

jednadina dinamigka osnovna 52
Euler-ova 31, 113
Euler-Lagrange-ova 116
frekventna 84
Hamilton=Jacobi-jeva 130
kretanja tagke 9
Ostrogradskog 114

varijacionog raéuna 31, 113

jednadine Appel-ove 79
Hamilton-ove 94
kanonske 94
lagrange-ove 18, 37, 55
Routh-ove 103

~ Klatna 43, 61, 96, 105

koeficijenti inercijski 65
kvazielastieni 84
meiricke forme 14
prelamanja 128

uspostavljanja 84




koligina kretanja 53
komponente brzine 5
ubrzanja 7
kondenzator 132
konfiguracfia sistema 20, 107
konvencija Einstein-ova 12
koordinate ciklicke 12, 100
fizigke 15
glavne 16, 90
kontravarijantne 12
kovarijantne 12
op§fe. 40
skrivene 100
Kretanje amortizovano 89
aperiodicko 88
asinhrono 108
izohrono 107
sinhrono 107
tagke 9
tela 9, 44
krutost opruge 62
kvadrat brzine 5, 10, 64
kvazigradijent 24
Lan&anica 50
laplasijan 113
linija geodezijska 106, 128
Liapunovijev kriterijum 81
Masa 21
matrica inercijska 65
jediniéna 85
kvazielastiéna 84
lambda 85
modalna 85
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metoda Desdouit-a 48
part. - integrala 119
mnozilac veze 35
moment giroskopski. 70
' inercivie 47
" inercijalni 47
kineticki 54
multiplikator veze 56

Napon ]3_2

New ton-ovi zakoni

Obrazac Binet-ov 97
Gibbs-ov 12

obrasci Viete~ovi 89

odstupanije 81

oscilacija amortizovana 89
harmonijska 63
mala 63
prinudna 81
slobodna 63

oscilacije grede 121
membrane 122
ploge 123
foriifske vratila 121
zice 117

Osnovni oblik 119

otpor veze 33

otpornik 132

Parametar Lame-ov 2, 24
period oscilovanja 63
Poisson~ova identicnost 102

zagrada 102

polie sile 11, 32

pomeranje moguée 26 f
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pomeranje stvarno 26, 29
virtualno 26
polozaj ravnoteze 46
potencijal generalisani 73
| kinetigki 10, 60
sistema 73 '
povr§ 2,35
elastiena 124
preéesiic 71
orincip d’ Alember-ov 45
Fermat-ov
Hamilton-ov 107
kinetostaticki 46
Lagrange-ov virt. pomeranjc 48
Lagrange~d’ Alembert-ov 52
Lagrange-Maupertius~ov 126
opsti 52
Torricelli-jev 49
vijaracioni 45
zamrzavanja veza 51
principi diferencijfalni 44
integralni 45
varijacioni 45
promenljive glavne 130
Hamilton~ove 107
kanonske 91
’ Lagrange-ove 59
parametarske 130
prosfor 1
konfiguracioni 40

putanja 4

put direktni 109
susedni 108
zaobilazni- 108
Rad elementarni 46
izgubljenih sila 46 .
sile 9, 46
virtualni 48
reakcija, veze 33
red Foufler-ov 120
Taylor-ov 83
rezim prinudnog kretanja 40
refenje d’Alambert-ovo 118
Savojna krufost grede
ploge 125
sila aktivna 45
disipativna 70
efektivna 45
generalisana 9
giroskopska 70
gravitaciona 32
inercijska 45
izgubljena 45
kontravarijantna 18
konzervtivna 11
kovarijantna 18
Coriolis-ova 70
otporna 89
poremeéajna 81
potencijalna 11
zafezna 122
simbol Christoffel-ov 15, 77
Kronecker-ov 14, 77




sistem autonomni 105
dinamicki 91
prirodni 91
konzervativan 11
nekonzervativan 11
slozeno kolo 135
stabilnost ravnoteze 81
struja 235 ’
svojstvena vrednost 119
Tacka reprezentativna 78
tenzor metricki 4

teorema Konig-ova 79

Lejeune Dirichlet-ova 82

Ljapunovljeva 81
transformacije 1, 85
kanonske 100
kontakine 100
frijedar 1, 2
reciproéni 12
Ubrzanje 5
uglovi Euler-ovi 23
uslov ekstremuma 30
o ortogonalnosti 85
ravnotezni 46
uslovi graniéni 122
oslanjanja 122
Sylvester-ov 65
za brzinu 24
za ubrzanje 25
Varijacija asinhrona 127

druga 30
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Varijacija funkcije 28
izohrona 29
prva 29

vektor 1

vektori osnovni 2

vektorska baza 2

veze cele 19
diferencijalne 19
dvostrane 20
geometrijske 19
holonomne 20
idelane 36
jednostrane 20
konaéne 19
neholonomne 19
nezudricv‘a‘iuée 20
reonomne 20
skleronomne 20
stacionarne 20
zadrzavajuée 20

Zagrade Poisson-ove 107

zakon Kirchooff-ov 133
Coulom=ov 20
Newton-ov 53
Ohme-ov 131

zakoni o kinetickoj energiji 55
o koli&ini kretanja 53

o kretanju srediitad masa 54

o momentu koligine kretanja 54
poluge 48

zlatno pravilo mehanike 49




