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Predgovor

Motivacija za proucavanje prostora sa nesimetri¢cnom afinom koneksijom potice od A. Ajnstajna.
Ajnstajn u toku svog istrazivanja 1916. god., objavljuje svoju Opstu teoriju relativnosti (OTR). U
(OTR) vazi

ds® = gij(z)da'da’, (gij(z) = gji(x)),

gde su g;; funkcije tacke u Cetvorodimenzionalnom Rimanovom prostoru. Velic¢ine g;j(x), (i,5 =
1,...,4) nazivaju se potencijalima gravitacionog polja. Kristofelovi simboli Fék, koji se na poznat
nacin izrazavaju pomocu g;;, igraju vaznu ulogu velicina u OTR koje odredjuju jacinu gravitacionog
polja. Ajstajn se nije zadovoljio sa OTR, pa je pocev od 1923. god. pa do kraja svog zivota radio
na pronalazenju Jedinstvene teorije polja (JTP), koja bi obuhvatila gravitaciono i elektromagnetno
polje. Umesto Rimanovog prostora, uvodi koeficijente koneksije F;k nezavisno od metrickog tenzora
antisimetrican po ¢, j. Neki od rezultata AjnStajna u vezi sa prostorima nesimetri¢ne afine koneksija
dati su u radovima: [11, 12, 13].

Problematikom prostora sa nesimetri¢nom afinom koneksijom se dosta bavio i L. Ajzenhart, na
primer, u radovima [14, 15, 16]. On u radu [16] definise generalisani Rimanov prostor od N dimenzija
(GRy), "kao prostor koordinata sa kojim je povezan nesimetrican tenzor”. Kristofelovi simboli I‘;. i S€
dobijaju na isti na¢in kao i u Rimanovom prostoru. Oni su u opStem sluc¢aju nesimetri¢ni, tj. sastoje se
iz simetri¢nog i antisimetricnog dela. Antisimetri¢ni deo od F;'»k zove se tenzor torzije i obelezava se sa

T ; i~ Ajzenhart dobija dva tenzora krivine za GRy. Osim pomenutih radova, prostorima nesimetricne

afine koneksije su se bavili ili se i dalje bave S. Minci¢ [49]-[61], [95, 96, 98, 99], [103]-[107], [M1,
M2, M5, M6, M8|, C. Nitesku [65], M. Prvanovi¢ [70, 74, 76], M. Stankovié¢ [58, 59, 61], [93]-[99],
[103, 104, 106, 107], [M2]-[M5], [M7, M9], S. Bohner i K. Yano [5] i mnogi drugi. No i pored toga,
mnoga pitanja su ostala nerazjasnjena i mnogi problemi otvoreni.

Prvi koji je razmisaljao o problemu geodezijskog preslikavanja posmatrajuéi slucaj geodezijskog
preslikavanja povrsi (Rimanovog prostora Ry) na Euklidsku ravan E? bio je E. Beltrami, i to 1865.
god. Kasnije 1869. god., U. Dini resio je ovaj problem za Siru klasu prostora posmatraju¢i geodez-
ijsko preslikavanje dve povrsi (f : Ry — Ry). Zatim, 1896. god., T. Levi-Civita nasao je osnovnu
jednacinu za reSavanje geodezijskog preslikavanja izmedju dva N-dimenzionalna Rimanova prostora.
On je u radu [29] dosao do problema geodezijskog preslikavanja Rimanovog prostora pri prouc¢avanju
jednacina dinamike. Svoj doprinos teoriji geodezijskih preslikavanja su dali T. Tomas i H. Vejl, koji
su nasli neke geometrijske invarijante geodezijskog preslikavanja: Tomasov projektivni parametar T]Zk_
zadat jednac¢inom (2.1.6) i Vejlov projektivni tenzor Wijmn zadat pomocu (2.1.7). Teorija geodezijskih
preslikavanja Rimanovih i prostora afine koneksija je od velikog interesa, kako sa teorijske, tako i sa
tacke gledista primena. Kretanje mnogih tipova mehanickih sistema, a takodje tela i ¢estica u grav-
itacionim i elektromagnetnim poljima, u neprekidnoj sredini, se ¢esto vrsi po putanjama koje se mogu
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posmarati kao geodezijske linije. Tako, na primer, dva Rimanova prostora, koja dopustaju uzajamno
geodezijsko preslikavanje, opisuju procese koji se odvijaju, pri ekvivalentim spoljnim opterecenjima,
po istim putanjama, ali pri razli¢itim energetskim rezimima. Za prostore nesimetri¢ne afine konek-
sije (GAy) i generalisani Rimanov prostor (GRy) su posebno interesantna geodezijska preslikavanja
tj. uzajamno jednozna¢na korespondencija izmedju tacaka dva prostora, pri kojoj geodezijske linije
jednog prostora odgovaraju geodezijskim linijama drugog.

U novije vreme geodezijska preslikavanja Rimanovih prostora i njihova uopstenja su proucavali
N. S. Sinjukov, E. N. Sinjukova, J. Mikes, 1. Hinterleitner, V. Kiosak, S. Minc¢i¢, M. Prvanovi¢,
M. Stankovi¢. Na temu geodezijskih preslikavanja je stampan veliki broj radova, kao i monografije
[45, 46, 89].

Konformna preslikavanja Rimanovih prostora i uopstenja, razmatrana su u radovima [1, 67, 69, 78,
79, 89, 97, 114, M2]. Ona se karakterisu vezom medju metrickim tenzorima dva Rimanova prostora
Ry i Ry, u zajednickom sistemu koordinata 9ij = e*¥g;;, gde je ¥ funkcija tacke (z,...,z").

Usled konformnog preslikavanja dva Rimanova prostora o¢uvava se ugao izmedju dve krive. Ako
je ¢ = const, onda se takvo preslikavanje zove homotetija. Ako je v = 0, onda je to izometrija.
Geodezijske linije prostora Ry se pri konformnom preslikavanju ne preslikavaju na geodezijske linije
prostora Ry. K. Yano [109] je nasao uslov pod kojim se pri konformnom preslikavanju Rimanovih
prostora geodezijske linije preslikavaju u geodezijske linije. Takva preslikavanja se nazivaju koncirku-
larna preslikavanja. U slucaju konformnog preslikavanja dva Rimanova prostora javlja se invarijantni
geometrijski objekat C’ijmn zadat jedna¢inom (3.1.2) i zove se tenzor konformne krivine. Koncirkularni
tenzor krivine Zijmn, zadat jednac¢inom (3.3.56) je invarijantan u odnosu na koncirkularno preslika-
vanje dva Rimanova prostora.

Kako ne postoji netrivijalno geodezijsko preslikavanje dva Kelerova prostora f : Ky — Ky koje
oc¢uvava kompleksnu strukturu, tj. Fih = F?, T. Otsuki i Y. Tasiro, 1954. god. u radu [66] definisu
analiticki planarne krive, kao uopSenje geodezijskih krivih. Holomorfno-projektivna preslikavanja
Kelerovih prostora su preslikavanja pri kojima analiticki planarne krive prelaze u analiticki planarne
krive.

Ova disertacija se bavi specijalnim preslikavanjima prostora nesimetri¢ne afine koneksije tzv. (ET)
ekvitorzionim preslikavanjima. Razmatraju se ET-geodezijska preslikavanja prostora nesimetri¢ne
afine koneksije, ET-konformna preslikavanja generalisanih Rimanovih prostora, ET-koncirkularna
preslikavanja generalisanih Rimanovih prostora i ET-holomorfno-projektivna preslikavanja general-
isanih Kelerovih prostora. Zbog nemoguénosti uopstenja Vejlovog projektivnog tenzora, ekvitorziona
preslikavanja su uveli Min¢ié i Stankovi¢ u radu [59].

Definicija 2.3.1. (Min¢ié, S. M., Stankovié, M., (1997), [59]) Geodezijsko preslikavangje f :
GAy — @KN je ekvitorziono (ET) geodezijsko preslikavanje ako su tenzori torzija dva prostora
GAN i GAN u zajednickom koordinatnom sistemu jednaki. Tada iz (2.2.8) sledi

Ti — Ly, = €, = 0. (2.3.1)
\% \%
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Koristedi rezultate iz teorije geodezijskih, konformnih i holomorfno projektivnih preslikavanja pros-
tora simetri¢ne afine koneksije, kao i rezultate za generalisane Rimanove prostore i prostore nes-
imetri¢ne afine koneksije, u disertaciji su proSireni neki od postojeé¢ih rezultata, a takodje su izneti i
originalni publikovani rezultati [M2, M3, M4, M5, M7]. Rad sadrzi i znacajan broj rezultata koji se
ovom prilikom prvi put pojavljuju.

Disertacija se sastoji iz 5 glava:
(1) Diferencijabilne mnogostrukosti-uvodni pojmovi;
(2) Geodezijska preslikavanja;
(3) Konformna preslikavanja;
(4) Generalisani Kelerovi prostori;
(5) Holomorfno-projektivna (HP) preslikavanja;

Svaka glava je podeljena na nekoliko poglavlja, a poglavlja na odeljke. Na kraju je dat spisak literature
po abecednom redosledu. Ukratko ¢emo izloziti sadrzaj rada po glavama.

U prvoj glavi date su osnovne definicije i relacije koje se odnose na prostore nesimetricne afine
koneksije i generalisane Rimanove prostore. Data je i definicija sistema PDJ Kosijevog tipa u odnosu
na Cetiri vrste kovarijantnog izvoda.

Rezultati sadrzani u drugoj glavi odnose se na ekvitorziona (ET) geodezijska preslikavanja. U
prvom poglavlju ove glave dajemo prikaz osnovnih definicija i pojmova vezanih za geodezijska pres-
likavanja prostora simetri¢ne afine koneksije, sa posebnim osvrtom na invarijante geometrijske objekte
ovog preslikavanja Tomasov pojektivni parametar i Vejlov projektivni tenzor.

Drugo poglavlje sadrzi pregled poznatih rezultata u vezi sa geodezijskim preslikavanjima prostora
nesimetri¢ne afine koneksije.

U treéem poglavlju druge glave proucavaju se ET-geodezijska preslikavanja. Prvo su odredjeni
potrebni i dovoljni uslovi za ET-geodezijsko preslikavanje f : GRy — GRy (Teorema 2.3.4.-Teorema
2.3.7.) i f: GANy — GRy (Teorema 2.3.9.-Teorema 2.3.12.). Nalazenje invarijantnih geometrijskih
objekata ET-geodezijskog je predmet narednog, odeljka u ovom poglavlju. Polazeéi od opSteg tenzora
krivine nadjena je invarijanta geodezijskog preslikavanja prostora nesimetri¢ne afine koneksije i gener-
alisanih Rimanovih prostora (Jednac¢ina (2.3.73)). Dokazano je da postoji tri ET-projektivna tenzora.
Polazeéi od opsteg pseudotenzora krivine nadjena je invarijanta geodezijskog preslikavanja prostora
nesimetri¢ne afine koneksije i generalisanih Rimanovih prostora (Jednacina (2.3.92)). Veli¢ine g , § ,g

date redom jednacinama (2.3.81), (2.3.83) i (2.3.84), su tenzori koji su invarijantni u odnosu na ET-
geodezijska preslikavanja f : GAy — GAy i zovemo ih ET-projektivnim tenzorima. Veli¢ine i,’ ) g ,1AE

date jednac¢inama (2.3.80), (2.3.82), (2.3.92), redom, jesu invarijantni objekti ovih preslikavanja, ali
nisu tenzori, zovemo ih ET-projektivnim parametrima. Sve ove veli¢ine koje smo dobili jesu uopstenje
Vejlovog projektivnog tenzora (2.1.7).

U narednim odeljcima 2.3.4 i 2.3.5 ispituje se slucaj ekviafinog prostora (kada je Ricijev tenzor
simetrican nulte vrste, prve vrste, ..., pete vrste). Takodje, se razmatra slucaj kada je Ric¢ijev tenzor
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antisimetrican (nulte vrste, prve vrste, ..., pete vrste). Simetrija, odnosno antisimetrija jednog od
njih ne povlaci simetriju odnosno antisimetriju ostalih. Osim toga znacajnu ulogu ima i Ri¢ijev tenzor
pridruzenog prostora simetri¢ne afine koneksije (Ricijev tenzor nulte vrste). Ispitana su geodezijska
preslikavanja ekviafinih i anti-ekviafinih prostora, i nadjene su neke geometrijske invarijatne ovih pros-
tora. U odeljku 2.3.6 se razmatraju invarijantni geometrijski objekti ET-geodezijskog preslikavanja
generalisanih Rimanovih prostora.

U trecoj glavi razmatraju se konformna preslikavanja generalisanih Rimanovih prostora. U pr-
vom odeljku trece glave su navedeni neki poznati rezultati za konformna preslikavanja dva Rimanova
prostora. Ovo poglavlje predstavlja teorijski uvod za naredno u kome éemo proucavati konformna
preslikavanja generalisanih Rimanovih prostora. U poglavlju 3.3 su posmatrana ET-konformna pres-
likavanja dva generalisana Rimanova prostora, tj. opet preslikavanja pri kojima su tenzori torzija
isti u odnosu na zajednicke lokalne koordinate. Polaze¢i od opsteg tenzora i opsteg pseudotenzora
konformnog preslikavanja dva generalisana Rimanova prostora, dobijaju se invarijantni geometrijski
ovih preslikavanja C i AC, dati redom jedna¢inama (3.3.31) i (3.3.53). Dokazano je da postoji pet
ET-konformna tenzora (Teorema 3.3.3).

Kako pri konformnim preslikavanjima dva generalisana Rimanova prostora geodezijske linije se ne
preslikavaju u geodezijske, to su uvedena specijalna preslikavanja, koncirkularna preslikavanja (Defini-
cija 3.3.2). To su preslikavanja kada konformno preslikavanje postaje geodezijsko. U odeljku 3.3.2
odredjujemo neke invarijantne geometrijske objekte koncirkularnih preslikavanja dva generalisana Ri-
manova prostora (Teorema 3.3.6).

Cetvrta glava ovog rada posveéena je generalisanim Kelerovim prostorima. Na pocetku su date
osnovne definicije Kelerovih prostora. Kako kompleksna struktura Fih ne moze biti u isto vreme
kovarijantno konstantna u odnosu na vise vrste kovarijantnog diferenciranja, to postoje generalisani
Kelerovi prostori prve, druge, trece i ¢etvrte vrste. U ovoj glavi odredjeni su potrebni i dovoljni uslovi
za postojanje geodezijskog preslikavanja generalisanog Rimanovog prostora na generalisani Kelerov
prostor i to za svaku vrstu (Teorema 4.2.4-Teorema 4.2.7). Takodje su nadjeni potrebni i dovoljni
uslovi postojanja ET-geodezijskog preslikavanja pomenutih prostora (Teorema 4.2.8-Teorema 4.2.11).

U petoj glavi su prouc¢avana holomorfno-projektivna (HP) preslikavanja dva generalisana Kelerova
prostora prve, druge, tre¢e i ¢etvrte vrste. Kako nije moguée naé¢i netrivijano geodezijsko preslika-
vanje dva generalisana Kelerova prostora pri kome se oCuvava struktura Fih, definisane su analiticki
planarne krive. Nadjeni su invarijantni geometrijski objekti generalisanih Kelerovih prostora, polazeéi
od opsteg tenzora (Jednacina (5.2.26)). Pokazano je da za ovo preslikavanje postoji tri ET-holomorfno
projektivna tenzora krivine. Veli¢ine HPV2V, HP)QV, HP)/5V date redom jednacinama (5.2.28), (5.2.30)

i (5.2.31), su tenzori koji su invarijantni u odnosu na ET-HP-preslikavanja f : G]IIQN — GEN’
i G]I2<N — ngv i zovemo ih HP-tenzorima. Veli¢ine HP)EV,HP)QV, date jednac¢inama (5.2.27),

(5.2.29), jesu invarijantni objekti ovih preslikavanja, ali nisu tenzori, zovemo ih HP-parametrima.



Glava 1

Diferencijabilne mnogostrukosti-uvodni
pojmovi

1.1 Diferencijabilna mnogostrukost

U ovoj glavi definisa¢emo neke osnovne pojmove iz Diferencijalne geometrije. Detaljna objasnjenja
mogu se nadi u knjigama P. Rasevskog [83] (II. K. Pamesckuii, ruski matematicar), J. Shoutena i D.
Strojka [86] (Jan A. Schouten, 1883-1971, holandski matematicar, Dirk J. Struik, 1894-2000, holandski
matematicar), N. Sinjukova [89] (Huromait C. Cunrokos , 1925-1971, ruski matematicar), K. Yana
i S. Bohnera [112] (Kentaro Yano, 1912-1993, japanski matematicar, Salomon Bochner, 1899-1982,
poljski matematicar), J. Mikesa, V. Kjosaka i A. Vanzurove [45] (Josef Mikes, Ceski matematicar,
Volodymyr Kiosak, ruski matematicar, Alena Vanzurova, ceski matematicar), I. Sokolnikova, [92]
(Ivan S. Sokolnikov, 1901-1976, ruski matematicar), T. Andjeli¢a [2] (Tatomir Andjeli¢, 1903-1993,
srpski matematicar), S. Min¢i¢a i Lj. Velimirovié¢ [62, 63] (Svetislav M. Mincié¢, srpski matematicar,
Ljubica S. Velimirovié, srpski matematicar) i drugih.

Definicija 1.1.1. Neka je X neprazan skup. Familija T = {lJ, | o € A} podskupova skupa X je
topologija na X, ako su zadovoljeni sledeéi uslovi:

e e, Xer,
e unija elemenata proizvoljne podfamilije iz T je element iz T,
e presek konacénog broja elemenata iz T je element iz T.

Skup X zajedno sa topologijom na njemu je topoloski prostor, sa oznakom (X,7) = X.

Elementi skupa X su tacke, a elementi familije 7 su otvoreni podskupovi u X.

Definicija 1.1.2. Topoloski prostor X je Hausdorfov prostor, ako za svaki par tacakae x,y € X,
x # vy, postoje okolineU,V, x €U, y € V takve da vazi U NV = (.



8 GLAVA 1. DIFERENCIJABILNE MNOGOSTRUKOSTI-UVODNI POJMOVI

Definicija 1.1.3. Preslikavanje f : X — Y je homeomorfizam ako je bijektivno i ako su f : X — Y
i f71:Y — X neprekidna preslikavanja.

Definicija 1.1.4. Neka je U, okolina tacke p, gde je U, C MY i MY je N dimenzionalni Hausdorfov
prostor. Neka je dat homeomorfizam ¢ skupa U, na otvoren skup u EN, gde je EN euklidski prostor,
onda se par (Up, p) zove lokalni koordinatni sistem /i lokalna karta. Skup A svih lokalnih karata,
A = {Uasa) | UpesUa = MV} je (topoloski) atlas na MN. Okoline U, se zovu koordinatne
okoline, a homeomorfizmi ¢, su koordinatni homeomorfizmi.

U ovom slu¢aju uzimamo z* za koordinate tacke p. Pretpostavimo da se M” na ovaj na¢in moze
prekriti okolinama i ako je (U, ") drugi lokalni koordinatni sistem za istu tacku p tj. p € U, NU,,
bice z¥ druge lokalne koordinate za tacku p, pri ¢emu pretpostavljamo da postoji u EV preslikavanje

AUy NU) — ' (U NU).
Ovom preslikavanju odgovara transformacija lokalnih koordinata

! Ny, i =1,...,N. (1.1.1)

,l:/

T :xi/(a: e, T

)

Slika 1.1.1.
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1

Ako pretpostavimo da je preslikavanje A = ¢’ o ¢! uzajamno jednozna¢no i neprekidno, postoji

inverzno preslikavanje A™! = ¢ 0 ¢’ 7!, pa iz (1.1.1) sledi
. i=1,...,N. (1.1.2)

Definicija 1.1.5. Skup MY, zajedno sa skupom {(Uy, )} lokalnih koordinatnih sistema, pri é¢emu
funkcige (1.1.1, 1.1.2) za transformaciju lokalnih koordinata imaju neprekidne parcijalne izvode svakoga
reda 1

ozt ..., zN)

Ol P U O

70,

zove se diferencijabilna mnogostrukost. Broj N je dimenzija mnogostrukosti MV = M.

1.2 Vektori i tenzori
Tangentni vektor na mnogostrukosti uveden je kao tangentni vektor krive. Kriva
C: x=uz()=(z'(1t),...,zN (1))

klase C" je preslikavanje intervala I C R na M.
Da bismo definisali tangentni vektor mnogostrukosti, setimo se najpre izvoda neke funkcije, na
primer f(x!, 2% 23) u E3? u pravcu vektora v = (vl,v% v3) u datoj tacki p(z,x3,23) i taj vektor

obelezimo sa v,. Ako pomenuti izvod obelezimo v, (f), imamo:

vp(f) = ((‘;996‘}011)1 + gfovQ + 883‘;1)3) lp= g;;vq |p (1.2.1)
Za dati vektor vy, biée v,(f) € R. Dakle,
vpif—>a€R (1.2.2)
pri ¢emu za o, 3 € Ri f , g diferencijabilne funkcije u E? imamo
vp(af + Bg) = avp(f) + Bvp(9), (1.2.3)
vp(fg) = vp(f)g(p) + f(P)Vp(9)- (1.2.4)

Ove osobine se lako dokazuju, koriste¢i osobine parcijalnih izvoda u (1.2.1).

Sada dajemo definiciju tangentnog vektora diferencijabilne mnogostrukosti u tacki p, zahtevajuéi da
on ima navedene osobine. Obelezimo sa F (M) skup svih diferencijabilnih funkcija na diferencijabilnoj
mnogostrukosti M.



10 GLAVA 1. DIFERENCIJABILNE MNOGOSTRUKOSTI-UVODNI POJMOVI

Definicija 1.2.1. Tangentni vektor diferencijabilne mnogostrukosti u tacki p te mnogostrukosti, je
svako preslikavange

Xp: FM) =R (1.2.5)

sa osobinama
Xplaf + Bg) = aX,(f) + BXp(g), (linearnost), (1.2.6)
Xp(fg9) = Xp(f)glp) + f(p)Xp(g), (diferencirange), (1.2.7)

gde je o, B € R, f,g € F(M). Tacka p se zove pocetak vektora X,.

Dakle, X, je linearna funkcionela nad vektorskim prostorom F (M), sa osobinom diferenciranja.
Zato se kaze da je prethodnom definicijom definisan tangentni vektor kao diferenciranje.

Definicija 1.2.2. Vektorski prostor odredjen pomocu N linearno nezavisnih tangentnih vektora u tacki
p na mnogostrukosti M zove se tangentni prostor i obeleZava se sa T, M.

Specijalna baza tangentnog prostora 7, M je sastavljena od N tangentnih vektora koordinatnih
linija u tacki p. Ovi vektori su oznaceni sa % ili sa 9;, i baza formirana pomoc¢u njih se zove
”koordinatna baza” ili ”prirodna baza”. U ovoj bazi se proizvoljan vektor v moze napisati u formi
v = v'0;, gde su v’ komponente u odnosu na bazu {9;}.

Definicija 1.2.3. Kovarijantni vektor (kovektor) ili 1-forma ili forma prvog stepena w(x) u tacki

p je linearno preslikavanje
w:TyM—R.

Napomenimo da smo u jednacini (1.2.1) koristili Ajnstajnovu (Albert Einstein, 1879-1955, fizicar
i matematicar jevrejskog porekla) konvenciju o sabiranju! pri kojoj se vrsi sabiranje po ponovljenom
indeksu i, gde je i =1,..., N.

Diferencijali koordinatnih funkcija dz* u tacki p formiraju skup od N linearno nezavisnih kovektora,
koji obuhvataju dualni prostor od T, M koji se naziva kotangentni prostor T, M. Baza {dx'} je dualna
prirodnoj bazi {9;}, tj.

O o iyv_ i J 1l i=j;

gde je sa (5}- oznacen Kronekerov simbol (Leopold Kronecker, 1823-1891, nemacki matematicar). Dekar-

tov proizvod
g =Ty M X T M x .. x TEM X T,M X TyM x ... x TyM,

T S

1

prostora kovektora i prostora vektora u tacki p je uredjen skup kovektora i vektora (w*, ..., w", vy, ..., vs).

!Svom prijatelju L. Kollros-u, Ajnstajn je to opisao na sledeéi na¢in: "I made a great discovery in mathematics; I
suppressed the summation sign every time that the summation has to be done on an index which appears twice in the
general term” (Kollros, L. (1956): Albert Einstein en Suisse, Souvenirs, in ”Jubilee of Relativity Theory”, A. Mercier
and M. Kervaire (eds.), Basel, Switzerland).
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Tenzor tipa (r,s) u tacki p je preslikavanje II7 koje je linearno po svakom argumentu i preslikava

L, W vr,...,vs) na broj T(w!,...,w", v1,...,vs). Prostor svih takvih tenzora se zove tenzorski

(w
proizvod
T!(x) :T;M®T;M®...®T;M®TPM®TPM®...®TPM,

S

r S

U odnosu na koordinatni sistem {z?} u okolini tacke tenzorski proizvod ima bazu
{de" ®...®ds" @0, @...®0;,}.

Specijalna vrsta tenzora su antisimetriéni tenzori tipa (r,0), takozvane r-forme. Prostor r-formi
u tacki p oznacavamo sa TyM A ... NTFM, gde je {dx™* A ... A dx'} baza ovog prostora. Simbol A
oznacava antisimetizaciju tenzorskog proizvoda i zove se kosi proizvod. Afinori su tenzorska polja tipa
(1,1).

Sva izracunavanja u ovom radu ¢e biti izvedena pomocu jednacina u lokalnim koordinatama.
Buduéi da sva izracunavanja mogu biti ponovljena na svim lokalnim kartama atlasa, ona mogu biti
proSirena na ¢itavu mnogostrukost.

Definicija 1.2.4. Sistem T]lejl: je tenzor? tipa (r,s), ako pri promeni koordinata (1.1.1) vaZi zakon
transformacije

L y , S
A . 1 Jsi1...dr
Tj{..‘jg = Ly T i Tl (1.2.9)

.’ .
ozt . 1 ox*’

_ L — .
Ox? ? Ozt

v 7. ;!
gde smo oznacili: x; =

1.3 Afina koneksija

Bez obzira na to $to su svi tangentni prostori medusobno izomorfni ne postoji pravilo kojim se us-
postavlja veza izmedu vektora tangentnih prostora razli¢itih, i bliskih tacaka. Ako je potrebno, takvo
pravilo se mora uspostaviti dodatno, i naziva se koneksija ili povezanost.

U skladu sa opstom idejom lokalnosti u diferencijalnoj geometriji (pojmovi se zadaju na nekim
okolinama, kartama i sl.), pitanje koneksije se tako svodi na problem proglasavanja parova vektora iz
susednih tangentnih prostora za medusobno paralelne. Drugim re¢ima, lokalno je koneksija preslika-
vanje vektora iz 1), M u vektore susednih tangentnih prostora, tzv. paralelni prenos.

Definicija 1.3.1. Afina koneksija na mnogostrukosti M je preslikavanja V, koje pridruzuje paru
vektorskih polja X 1Y na M wvektorsko polje Vy X na M, koje zadovoljava sledece uslove:

a) Vy (X1 + X2) = Vy X1 + Vy Xy,
b) Vy(fX)=(f)- X+ f -VyX,

C) VY1+Y2X = VYlX + VYQX,

2 Ajnstajn je prvi 1916. god. uveo naziv tenzor.
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d) ViyX =f-VyX,

Lo N mozemo razloziti vektor

Po baznim vektorima 0; = %, u lokalnim koordinatama (z*,z%,...,x
Vo, 0;:
Vo, 05 = L?k(?p, (1.3.1)
gde su L? i koeficijenti koneksije. Koeficijenti koneksije opisuju kako se bazni vektori menjaju od tacke
do tacke. Primenom (1.3.1) na funkcije z* sledi:

i oz’ i i
tj. ‘ .
Liy = (Vo,0)(a'). (1.3.2)

Definicija 1.3.2. Diferencijabilna mnogostrukost M, na kojoj je uvedena afina koneksija (kovar-
ijantni izvod) V, zove se prostor afine koneksije (linearne povezanosti), a oznacavamo ga sa
Ay = (M, V).

Ako se u Ay sa koordinatama ' u lokalnoj karti (U, ¢) predje na koordinate z*' u lokalnoj karti
(U', ), onda u tackama U NU’ vazi veza

L;ﬁk, = xﬁlx;:,x’,z,Lé-k + acﬁf/:v;'-,k,, (1.3.3)
kao i inverzna veza

Lék = xﬁ,x?m,’z/L?k, + xg,a:?k, (1.3.4)
gde je

L S i (1.3.5)

=z, :
g ozt TIK T 9 ok

Definicija 1.3.3. Antisimetricni deo koneksije (1.5.2) je tenzor oblika

ijk] — Lék — ;’cj — 2L§.k’ (1.3.6)

\%

i naziva se tenzor torzije.

Afina koneksija V je simetri¢na ako za svaka dva vektorska polja X 1Y iz M vazi da je
VxY =VyX.

Za koeficijente afine koneksije vazi¢e onda da je Lé.k = L};,j. U ovom slucaju kaze se da je prostor bez
torzije.3 _
Ako funkcije L;.k nisu simetri¢ne po donjim indeksima, osim V moguca je i koneksija V, gde u

(1.3.2) umesto L;.k stoji Lij. Za koneksije V i V kazemo da su dualne jedna drugoj, odnosno da je V

3&esto se u literaturi srece izraz ”torsion free”
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(i 6) nesimetriéna afina koneksija.

Afina koneksija V omoguéava definiciju izvoda koji je tenzorskog karaktera, za razliku od par-
cijalnog izvoda. Kovarijantno diferenciranje VT tenzorskog polja T tipa (r,s) je tipa (r,s +1). U
lokalnim koordinatama je definisano (na primer pomoéu V) formulom:

v T“ - _Tzl Ay Tll lT _I_ZLza ’Ll Aa—1Pba+1--tr ZL Zl 1/’7‘ (137)

J1---Js Jidslm = T i1gs,m pm=ji...Js Jam ]1 Joa—1PJa+1---Js’

gde smo sa (|) oznacili kovarijantni izvod po 2™, a sa (,) smo oznagcili parcijalni izvod po 2. Tenzori
za koje je kovarijantni izvod nula zovu se kovarijantno konstantni. Takav je na primer Kronekerov
simbol 8%, = 0.

Jlk

Uz pomoé¢ kovarijantnog diferenciranja moze se definisati paralelno pomeranje vektora i tenzora
duz krive C': (a,b) — M. Neka je X (t) vektorsko polje koje zadovoljava relaciju Vy X = 0, za svako

t, gde je Y( ) tangentni vektor krive. Kaze se da se X () paralelno pomera duz krive C' : = = z(t) =
(xl( ), ..., 2N (t)). Ovo se moze u lokalnim koordinatama zapisati kao
dXx’ o dd (z(t))
L X®=0. 1.3.8
i T g (1.3.8)

Na ovaj nacin vidimo da je u slu¢aju paralelnog polja, kovarijantni izvod duz krive jednak nuli.

1.4 Prostor simetricne afine koneksije Ay

Pretpostavimo da su koeficijenti koneksije Lék dati sa (1.3.2) simetri¢ni po donjem paru indeksa tj.
L;'.k =L ;- Mnogostrukost na kojoj su zadati simetricni koeficijenti Lj»k nazivamo prostor simetricne
afine koneksije i oznacavamo ga sa Apy. Tada kovarijantno diferenciranje (1.3.7) piSemo na sledeéi
nacin:

S

1.0 21 A Z1 Ga—1Plo41-- 'Lr_ P 210y
le-njs; ,71 .787 Zme _]1 _]s Ljamjjjl-njaflpja#»lnjs7 (141>

a=1

gde smo sa (; ) oznagcili kovarijantni izvod u odnosu na simetri¢nu koneksiju L; - U tom slucaju postoji
samo jedan Ricijev identitet (Gregorio Ricci-Curbastro, 1853-1925, italijanski matematicar):

s

1.0 _ 11 K- . 11 da—1Plat1.br D 1.0
11.71 Jsimn Jl Jsinm Z Rpmn Ji---Js RjamnTjjl-n]'a—lpja-&-lmjs7 (142)
a=1
gde je
1 I ) 7 p 7 P ri
ijn L]m n L]n m + ijLpn - Ljanm (143)
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Rimanov tenzor krivine (Georg Fredrich Bernahard Riemann, 1826-1866, nemacki matematicar). Za
Rimanov tenzor krivine vaze sledeée jednakosti:

a) R;mn = —R;nm, (antisimetrija)
b) jS?nR;m" = R;mn + Rﬁnnj + Rﬁljm =0, (cikli¢cna simetrija) (1.4.4)
¢) & RS, =0.

mnu ’

Jednacina (1.4.4c) se naziva Bjankijev identitet (Luighi Bianchi, 1856-1928, italijanski matematicar).
Riéijev tenzor je definisan na sledeéi nacin:

def

Ri; < RY

- (1.4.5)

Kao sto se da zakljuciti, Ricijev tenzor (1.4.5) u opstem slu¢aju nije simetrican.

Definicija 1.4.1. Prostor simetricne afine koneksije je ekviafini prostor ako je Ricijev tenzor
simetrican tj. R;j = Rj;.

Ako se pretpostavi da je Ay ekviafini prostor, moze se pokazati da postoji funkcija f(z) takva da

je LP, = LP = 218 = f. (vidi [45, 89]).

1.5 Rimanov prostor Ry

U nastavku dajemo definiciju Rimanovog prostora:

Definicija 1.5.1. Ako su u tackama N-dimenzionalne diferencijabilne mmnogostrukosti M zadate
funkcije
gij(@t, .. a) = gji(at, . 2™) (1.5.1)

tako da je duz krive na M o
ds? = gijda'da?

gde je
det ||gi;|| # O,

onda se takva mnogostrukost zove Rimanova mnogostrukost Ry = (M, g) ili Rimanov prostor.
U lokalnim koordinatama komponente metrickog tenzora su izrazene pomoc¢u matrice
9ij = 9(0i, 9j).
Metrika g definise metricku formu na Ry, gde je kvadrat linijskih elemenata dat sa
ds? = g;j(x)dz'da’.

Velicina ¢(X,Y) je skalarni proizvod vektora X i Y.
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Simetriéna afina koneksija V, za koju je Vg = 0 se zove koneksija Levi-Civita (Tulio Levi-Civita,
1873-1941, italijanski matematicar) ili prirodna (metricka) koneksija. U Rimanovom prostoru Ry
postoji jedinstvena Levi-Civita koneksija koja se u lokalnim koordinatama definiSe na sledeé¢i nacin

Vg, 05 = F?kapv

gde

1 . .
i(gji,k = Gjki + Gikj)s b)) i =Tp kg™ (1.5.2)

su redom dati Kristofelovi simboli prve i druge vrste (Elwin Bruno Cristoffel, 1829-1900, nemacki
matematicar). Sa ||g"|| je oznacena matrica koja je inverzna matrici ||g;;||. Kontrakcijom Kristofelovih

a) Tijk=

simbola druge vrste po indeksima ¢ i j dobijamo

sz = ln‘\/detHgin”k.

U Rimanovom prostoru Ry Rimanov tenzor ima isti oblik kao i tenzor (1.4.3) samo $to se za koeficijente
koneksije uzimaju Kristofelovi simboli druge vrste. Za njega vaze osobine (1.4.4). Sada se moze
definisati kovarijantni Rimanov tenzor R;jmn = gm-Rp za koji vaze sledece osobine:

gmn’
CL) Rijmn = _Rjimny Rijmn = _Rijnma Rijmn = Rmnija
b R:: =0 )
) og’y ijmn o {87} i, jym,n}, (1.5.3)

C) S Rijmn;u =0.

mnu

Kao i u opstem slucaju, u Rimanovom prostoru Riéijev tenzor (1.4.5) je definisan

d
Ry Ry (1.5.4)

U Rimanovom prostoru, gde je Rimanov tenzor dobijen pomoéu Levi-Civita koneksije, Ri¢ijev tenzor
) )
je uvek simetrican. Znagci, svaki Rimanov prostor je ekviafini prostor.

Ricijev operator se definise kao ' .
R; = g Ry;. (1.5.5)

Trag Ricijevog operatora je skalarna krivina R = RY.



16 GLAVA 1. DIFERENCIJABILNE MNOGOSTRUKOSTI-UVODNI POJMOVI

1.6 Prostor nesimetricne afine koneksije GA y

U prethodnom delu se za koeficijente koneksije uzimalo da su simetri¢ni u odnosu na donji par indeksa.

Definicija 1.6.1. Ako su koeficijenti koneksije Lék, u opStem slucaju nesimetriéni po indeksima j
ik (L;k # sz), zadati na na diferencijabilnoj mnogostrukosti M tada prostor GAy = (M7L§-k)
nazivamo prostor nesimetriéne afine koneksije®.

Prostorima nesimetrié¢ne afine koneksije bavio se ili se i dalje bavi veliki broj matematicara,
na primer: A. Ajnstajn [11]-[13], L. Ajzenhart [14]-[16] (Luther P. Eisenhart, 1876-1965, americki
matematicar), S. Min¢ié¢ [49]-[61], [95, 96, 98, 99], [103]-[107], [M1, M2, M5, M6, M8]|, C. Nitesku
[65] (Catalina Nitescu, rumunski matematicar), M. Prvanovi¢ (Mileva Prvanovié, srpski matematicar)
[70, 74, 76], M. Stankovi¢ [58, 59, 61], [93]-[99], [103, 104, 106, 107], [M2]-[M5], [M7, M9] (Mica
Stankovié, srpski matematicar), S. Bohner i K. Yano [5] i mnogi drugi.

S obzirom na nesimetriju koneksije prostora GApy, mozemo da definiSemo simetricni deo L;k i

antisimetricni deo L; i koneksije LJ io» Tedom:

1 . 1 . .
k= 2(% +Liy), Ly = 5Lk — Lig), (1.6.1)
\
odakle je '
Ly = le + L (1.6.2)

Ako sada posmatramo kovarijantno diferenciranje (1.3.7 ), zaklju¢ujemo da je mogucée definisati Getiri
vrste istog. Cetiri vrste kovarijantnog diferenciranja je prvi uveo S. Min¢i¢ u radu [49] na sledeéi na¢in

s

21 ...0p _ 11 Zr ™ 21 Aa—1Plat1--0r . P 21 .. zr
le---jslm - Jl Js,m —1—2me Ji--Js LjamTﬂ Ja—1Pja+1---Js" (1.6.3)
1 mp a=1 mja
2 pm mja
Z mp Jam

Posmatrajuci samo prvu i drugu vrstu kovarijantnog diferenciranja moguce je formirati 10 iden-
titeta Ricijevog tipa, na primer za tenzor T - ;T mozemo formirati razlike:
S

T g = T O =1,2), (164
" v ow

gde je

O\ 15 1, w) {(1,1,1,1) (2,2:2,2), (1,2:1,2),(2,1;2,1), (1, 1: 2, 2),
(1.6.5)
(1,1:1,2),(1,1:2,1), (2,2: 1,2), (2,2: 2, 1).(1,2;2,1)}.

4+ . . ~
Cesto se u literaturi oznacava sa Ly
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U ovim identitetima se pojavljuju tri tenzora krivine };L, 0=1,23,

}Eémn - L;"m,n o L;"n,m + L?mL;m - LgnL;m’ (1.6.6)
Bjmn = Linjn = Lnjm + Ly Lnp = L Ly (1.6.7)
]?});mn = Lé'm,n - Lflﬁm + L?mLﬁlp B LijL;m + LZW(L;J' o L;p)’ (1‘6'8)
i veli¢ine 1;1, 0 =1,...,15, koje nisu tenzori i u radu [49] nazvani su ”pseudotenzori” krivine:

‘i{;mn:l’;m,n_l’z +L§mL%p_L§nLjnp7 ‘é;mn:L;m,n_Ll +Lp L, —Ly,L;

Ai- _Lz _Li _|_LP Lz —Lp-Li A’L _Lz _Li p Lz _LP Lz

2gmn_ jm,n jn,m mj - pn nj—~pm> 10jmn_ jm,n nj,m+ij np jn—"pm>

ézmn:Linj,n_LiLj,m—i_Li@jL;m_szin?m? éémn:L;n],n_L;n,m—i_Lfn]LGp_L?nL?np?
ﬁl;mn:L;nj,n_L;Lj,m—i_L?mL%p_L?nL;lp? ‘éé’mn:Linj,n_L;"n,m—i_Lzsz;?n_LZijnp? (1 6 9)
‘g{;mn:L;m,n_L’;L],m—i_L?mL;m_LZ]Linpv é}mn:LGj,n_L;'Lj,m—i_Lzleflp_LZjL;m? o
‘é;mn:L;m,n_L;L”L],m—i_Lzr)nyLilp_L?nL;?m’ {}é’mn:Linj,n_LiLj,m—i_L?mLflp_LZijnp?

‘é;mn - L;m,n - L;n,m +L§mL;3n - L:;)nLin;m 1A53mn - Lzm,n - L;L’Lj,m +L§mL21p - LZ] L;Jm

At =Lt Lt 4 LP L I[P [}

8jmn_ jm,n jn,m mj-pn jn~"pm

Pseudotenzori krivine su prvi put definisani u [49]. Za treéu i ¢etvrtu vrstu kovarijantnog diferenciranja
[53, M6], moze se na slican nac¢in dobiti jos 10 identiteta Ri¢ijevog tipa:

Tﬁ;:lm\n =T A mv,w = 3,4). (1.6.10)
" v ow

U pomenutim identitetima se javljaju isti tenzori u pseudotenzori krivine, kao i jedan novi tenzor
krivine

Rjnn = Limn = Lnjm + L Ly, — Lb L + b (L — L) (1.6.11)
Postavlja se pitanje: Da li pored tenzora krivine 19%, 0 = 1,...,4 postoji jos neki tenzor krivine

u prostoru nesimetri¢ne afine koneksije? Odgovor je dao S. Min¢i¢ u radu [52], posmatrajuéi neke
kombinacije identiteta Ricijevog tipa, kao na primer

S _ T’Lllr _ Tilmir _|_ Til-"i’f — Til"'iT (1612)

Ji..-Js|mn Ji--Js|n|m J1-.-Js|mn Ji--Js|n|m”
1 12 2 2 1

Ovim kombinacijama dobijeni su slozeni identiteti Ri¢ijevog tipa u kojima se pojavljuju novi tenzori
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krivine }~1~2, ... ,]8%, pri ¢emu je:
R = LA AYi = (A A
1 21 3 2°2 4
B = 54+ = 54+ o
Bin = 5 (44 A = 5(A+ A
B = G2+ i = 5+ 4+ o (1613
Bin = (4 = D~ Ao = = Agmn = (A + Ao
B = (4 = Wi = fliom = = amn = (4 +
]%ﬂmn — (él T ,;1) mn T Aljnm = A jmn + (é é)jnma
B = G Dl = (= '

Tenzori R, ..., ]8% nazvani su izvedeni tenzori krivine.
1

Za pomenute tenzore vaze sledeéa svojstva [55, 56, 57]

]l%émn - Rznm’ gémn - R;nrm ]mn 7& ]nm’ ]mn 7£ 4jnm?
If”;mn - R;nm’ 2Jmn 7£ R]nm’ 3]mn 7& 3jnm7 @;mn - gznm (1614>
5]mn 7é ]nm’ 6]mn 7& jnm7 7Jmn 7& ]nm’ ]mn 7& R]nm'
P
Jgn};;mn - 2]Sn< jm n + L]mL;m)
p
38 Fomn = 2,8 (L Lo L) (1.6.15)
p
]Sn]??;mn o 4 6 L”\I/]L;Lp’ 6 {f;mn =0.
]gnzl%;mn =2 IS LfWL;m, 6 éz;mn =0, J%@;mn = 0. (1.6.16)

Posmatrajuc¢i dvanaest dobijenih tenzora krivine, S. Minéi¢ je dokazao vrlo znacajnu teoremu:

Teorema 1.6.1. (Miné¢ié, S. M., (1979), [54]) Medju dvanaest navedenih tenzora krivine ]l%, ]2%, ]g?,
R; 21%1;% datih jednacinama (1.6.6), (1.6.7), (1.6.8), (1.6.11) i (1.6.13) pet je linearno nezavisnih,

a svi ostali se mogu izraziti preko njih i tenzora krivine prostora simetricne afine koneksije R oblika
(1.4.3), formiranog pomoéu koneksije L;k [ |
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U radovima [55], [58]-[61], [95]-[99], [103], [M1]-[M7] se za pet linearno nezavisnih tenzora uzimaju
tenzori

R R R R, R=R. (1.6.17)
172737475 2

Dakle, ostalih sedam tenzora krivine mozemo izraziti kao linearne kombinacije tenzora (1.6.17)
i tenzora krivine R (1.4.3) pridruzenog prostora simetri¢ne afine koneksije. U radu [54] je takodje
pokazano da kada se posmatraju zajedno pseudotenzori i tenzori krivine njih deset je linearno nezav-
isno.

Napomenimo da se u slu¢aju simetricne koneksije, svi navedeni tenzori krivine i svi pseudotenzori
krivine svode na jedan tenzor-Riman-Kristofelov tenzor krivine (1.4.3). Dakle, ove veli¢ine predstavl-

jaju uopstenje Riman-Kristofelovog tenzora.

(z1(t),...,2N(t)) definisanu u GAy, pri éemu je u tackama te

Posmatrajmo kriva C : z(t) =
e X(t), tada se mogu definisati dve vrste paralelizma vektorskog polja

krive definisano vektorsko polj
u GAy.

Definicija 1.6.2. Vektorsko polje X (t) je paralelno polje prve vrste duz krive C : x = x(t) ako
vazi jednacina
dXx’ - dad (z(t)
L X" =0.
ar T g

Vektorsko polje X (t) je paralelno polje druge vrste duZ krive C : x = z(t) ako vazi jednacina

(1.6.18)

dx' o dad(x(t) o
=+ Ly X =0, (1.6.19)

1.7 Generalisani Rimanov prostor GRy

Postoje razne generalizacije Rimanovog prostora, kao §to su, na primer:

e Generalisani Rimanov prostor u smislu T. Takasua [69, 101] (T. Takasu, japanski matematicar)
je N-dimenzionalni prostor u kome je rastojanje ds izmedju dve susedne tacke z' i z' + dz’
odredjeno kubnom formulom o

ds® = gijkd:cldx]dazk,
pri ¢emu su g;j; komponente po svim indeksima simetri¢nog, kovarijantnog tenzora treceg reda.

e A. Ajnstajn [11] umesto Rimanovog prostora, uzima prostor gde se koeficijenti koneksije I‘;k
uvode nezavisno od g;;. Dalje uvodeéi razne varijante svoje teorije [12, 13] koristi kompleksan

osnovni tenzor g;; €iji je realni deo simetrican, a imaginarni deo antisimetrican po indeksima
i,7. U Ajnstajnovim radovima se zadaje veza izmedju g;; i koeficijenata F] :

Gijim = Gigam — UiGpj — UoiGips (1.7.1)
+7

gde (+) oznacava da se indeks ¢ tretira u smislu kovarijantnog diferenciranja prve vrste (|), a
1
(—) da se indeks j tretira u smislu kovarijantnog diferenciranja druge vrste (]).
2
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e Finslerovi prostori (Paul Finsler, 1894-1970, nemacki i $vajcarski matematicar) predstavljaju
najprirodnije uopstenje Rimanovih prostora. Bitna razlika je u tome, $to je u Rimanovom
prostoru metricki tenzor funkcija samo od koordinata tacke u kojem se vrsi posmatranje, dok u
Finslerovom prostoru metric¢ki tenzor zavisi od tacke i pravca. Finslerova geometrija se zasniva
na tome da je rastojanje ds izmedju dve susedne tacke sa koordinatama 2’ i % 4+ da’ odredjeno
funkcijom F(2?, dz?), tj.

ds = F(z',dz"), (i=1,...,N),

koja zadovoljava odredjene uslove. Prvi je ovakvu metriku izuc¢avao P. Finsler u svojoj doktorskoj
disertaciji [17].

Mi éemo se ovde baviti uopstenjem Rimanovog prostora koje je dao L. Ajzenhart.

Definicija 1.7.1. (Eisenhart, L. P., (1952), [16]) Generalisani Rimanov prostor GRy, je N-
dimenzionalna mnogostrukost na kojoj je uveden nesimetriéni metricki tenzor gij(xl, o) = Gij»
takav da u opstem slucaju vazi

9ij # 95i,  det||gij|| # 0. (1.7.2)

Na temu generisanih Rimanovih prostora, stampan je veliki broj radova, kao na primer, [15, 16,
51, 55, 58, 59, 68, 69, 70, 95, 97, 105, 106, M2]. Medjutim, mnoga pitanja su ostala otvorena pa su
oni i danas interesantni za prouc¢avanje. ,,Prenosivost” osobina iz Rimanovog u generalisani Rimanov
prostor nije uvek jednostavna. Osnovne definicije, jednakosti i osobine u GRy date su u napred nave-
denim radovima, a mi ¢emo navesti neke od njih, potrebne za dalji rad.

S obzirom na jednac¢inu (1.7.2), moze se definisati simetri¢ni deo i antisimetricéni deo tenzora g;;:

1 1
a) 9 =595 +95)s ) 95 = 5(95 — 9ji). (1.7.3)

Spustanje i dizanje indekasa definiSe se pomocu tenzora g;; i ¢4, gde je matrica HgQH inverzna
matrici ||gi;|| tj.

9:59°% = 6f,  det [|gy|| # 0. (1.7.4)
Generalisani Kristofelovi simboli prve i druge vrste definiSu se redom:
1 . .
a) Tiji=5(gjik = iki + Ging)s  0) Uje = gFLpjn- (1.7.5)

Polazeéi od (1.7.5), lako se pokazuju sledeée jednakosti:

a) Tijk+Tjik = gijk:
b) Tijk +Thij = Girj, (1.7.6)
¢) Tijk+Tikj = gjik — Gjki + Gik,j-

U prostoru GRy vaze sledeée teoreme:
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Teorema 1.7.1. (Min¢ié, S.M., (1975), [51]) U generalisanom Rimanovom prostoru GRy vaZi:
a) sz:1n| detHgﬁH"k, b) szzo, [ | (1.7.7)
T v

Teorema 1.7.2. (Ming¢i¢, S.M., (1975), [51]) U prostoru GRy tenzor g; je kovarijanto konstantan
u odnosu na cetiri vrste kovarijantnog diferenciranja (1.6.3), tj.

e

Teorema 1.7.3. (Mingié, S.M., (1975), [51]) U prostoru GRy tenzor g2 je kovarijanto konstantan
u odnosu na cetiri vrste kovarijantnog diferenciranja (1.6.3), tj.

go =0, 6=1,....4 N (1.7.9)

Koeficijenti koneksije generalisanog Rimanovog prostora su generalisani Kristofelovi simboli druge
vrste I‘;k Jednagine koje vaze u prostoru nesimetricne afine koneksije (1.6.3-1.6.19) vazi¢e u istom
obliku i u GRy, samo §to ¢e koneksija Lék biti zamenjena sa F;k. Takodje treba imati na umu da u
_orP _
=21, =0.

\%

prostoru GRy vazi I"[’pk} = I‘I[’kp]

Posto je Finslerov prostor, kao §to smo napred naveli, prirodno uopstenje Rimanovog prostora
u radovima [M1, M6, M8] smo proucavali uopstenje Finslerovog prostora, sli¢cno kao za generalisani
Rimanov prostor. Medjutim, u ovom radu se ne¢emo baviti Finslerovim i generalisanim Finslerovim
prostorima.

1.8 Geodezijske linije u GAy

Geodezijske linije na povrsi u E3 se obi¢no definisu kao krive na povrsi, ¢ija je geodezijska krivina nula
u svakoj tacki. Sada ¢emo defnisati pojam geodezijske linije u GA .

Definicija 1.8.1. Kriva C : x = z(t) je geodezijska linija prostora GAyn kada njeno tangentno

vektorsko polje A = dzgt) ostaje tangentno posle paralelnog prenosa prve i druge vrste duz krive C.

Ekvivalentna definicija prethodnoj je:

Definicija 1.8.2. Kriva C je geodezijska linija prostora GAn ako je kovarijantni izvod prve i druge
vrste tangentnog vektorskog polja X'(t) u pravcu tangentnog vektora \'(t) krive C' proporcionalan tom
tangentnom vektoru tj.

N ON(E) = p(ON(1), 9=1,2, N(t)="" (1.8.1)

gde je p(t) neka invarijanta.
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Iz Definicije 1.8.2 se u odnosu na obe vrste kovarijantnog diferenciranja dobija ista jednacina

ax'(t) | i

7 + qu)\p(t))\q(t) = p(t)A'(t) (1.8.2)
tj. ' ‘
R . daP dxd dz’

TS ;’qﬁﬁ = p(t) o (1.8.3)
Ako izaberemo parametar 7 takav da je p(7) = 0, tada takav parametar zovemo prirodni (kanonicki)
parametar geodezijske linije.
Kriva C : z = x(t) je geodezijska linija prostora GAy ako i samo ako funkcije 2! = 7(7), gde je
7 kanonicki parametar, zadovoljavaju sistem diferencijalnih jednacina

dt PO dt  dt
To je sistem obi¢nih diferencijalnih jednacina drugog reda. Na osnovu poznatog stava iz teorije
diferencijalnih jednacina [25] za date pocetne uslove

dz’ <
E(T 0) = Ao
u prostoru GAy klase C" (r > 2) taj sistem ima jedinstveno resenje. Prema tome, vazi sledeca

Teorema 1.8.1. Kroz datu tacku Mo(izé) prostora GAy, u datom pravcu 5\6 postoji tacno jedna
geodezijska linija. M

Geodezijske linije u prostoru GRy se definiSu na isti nac¢in kao i u prostoru GAy, samo se u
jednacini (1.8.3), umesto L7, zamene Kristofelovi simboli druge vrste (1.7.5b).

1.9 Sistemi parcijalnih diferencijalnih jednacina (PDJ) Kosijevog
tipa
Sistemi parcijalnih diferencijalnih jednacina (PDJ) imaju veliku primenu u diferencijalnoj geometriji.

Nas ¢e interesovati sistemi PDJ za kovarijantni izvod na mnogostrukosti [45, 46, 89].

Neka je dat konveksni skup D C R", (R" je realni n-dimenzionalni prostor sa koordinatama
r = (2',...,2") i funkcije F2(zt, ..., 2™ y% ..., yY), i=1,...,n, a=1,...,NnaD C D xRV,
Pretpostavimo da su funkcije F*(z,y) neprekidne u odnosu na z i diferencijabilne u odnosu na y na
D.

Definicija 1.9.1. Sistem diferencijalnih jednacina Kosijevog tipa ima sledeéu formu

oy (z)
ot

= F(z,y(z)), a=1,...,N,i=1,...,n. (1.9.1)

gde suy(x) = (y'(x),...,yN(x)) nepoznate funkcije.
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Za inicijalnu vrednost (Kosijev uslov)
y* (2" =gy, a=1,...,N. (1.9.2)
gde je zg € D i (z0,y) € D, sistem (1.9.1) ima najvise jedno resenje

y* =gzt 2", (1.9.3)

klase C1, tako da (z,y(z)) € D. Iz tog razloga opste resenje sistema (1.9.1) zavisi od 7 < N realnih
parametara.
Pretpostavimo da je F*(z,y) € C1(D) i da reSenje trazimo za y () € C2(D). Uslovi integrabilnosti
(vidi [25]) sistema (1.9.1) su
*y*(z) %y (x)
; — - =0 1.94
dridxk  Oxkdxi ’ ( )

.

OF (2, y) N OF} (x,y) 0y OF(z,y) _ OF(,y) ayé

Oxk oyP  Oxk OxI oys  OxJ

Za svako resenje sistema (1.9.1) uslov (1.9.5) je zadovoljen za svako z € D. Takodje je ovaj uslov
zadovoljen za inicijalnu vrednost (1.9.2).

=0, (1.9.5)

U sistemu (1.9.1) moze se umesto parcijalnog izvoda uzeti kovarijantni izvod. Posmatrajmo sada
sistem PDJ u tenzorskoj formi.

Neka je D € R™ koordinatni domen u GAy. Sistem PDJ Kosijevog tipa za kovarijantni izvod
O-vrste, 0 = 1,...,4 od m nepoznatih tenzorskih polja T2 te (x), o =1,...,m tipa (ps, qo) dat je

o J152--Jqo
u obliku

11%2...0py 192 0p, .. . .. . .
ZJIJQ JZH’“() ijmjiak(:pﬂ;ﬂ;,...,%), 01,02, -y ipys J1,720 -5 Jge, K =1,2,...,N.  (1.9.6)

- WN =

Ako posmatramo tenzor T' (1.9.6), uopsSteni Ricijevi identiteti

e za kovarijantni izvod prve vrste

Do
7,11211,0. 11%2.. 7‘Pcr Z Ta Z - p 11%92.. ipa
Zhyzquayfl ij ch'lk Rpkl( > 1Jﬁkl< > QLMZJID dao |

a=1 (197)
1192...0py _ 11%2...0py

j1j2~--quky j1j2~~~jqollk

e za kovarijantni izvod druge vrste
Do '
1192...0py 1192...0py Z ™ Z D 117,2 po
Zauz Jao [RL T Tjuz ang”f Rpkl< ) QJBkl( )T +2L T 2Jao |P
a=1 2 (1.9.8)

11%2...0py _ lii2edp,
J1j2+--Jao kil j1j2~--jqalik
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e za kovarijantni izvod treée vrste

1112...0py 1112 Ape Z o Z JB P 192 ipy
2]132 qu\’fl Juz qu”k Rpkl( > kal< T 2L, Tm Jao |P
5 (1.9.9)
1192...0py . 11%2...0py
T Jidedas k|l J1d2---Jaollk
3 3
e za kovarijantni izvod ¢etvrte vrste
11%2...0py 1112 Apy Z b Z _ P t182...0p,
Zmz an\’fl Jl]2 anllk Rpkl( ) 1JBM< > 2L Tmz--jqalp
* (1.9.10)
1112...0p, _ 1112...0p,
T deedec k|l T 12 Jogllk
4 4
gde su R;mn i R;mn dati jednacinama (1.6.6) i (1.6.7) redom, gde je oznaceno
L (1.9.11)
iy ) o odlizedao
I8\ o _ riniz..ipg
<p T = T i (1.9.12)
Analogno se definise sistem PDJ Kosijevog tipa za za kovarijantni izvod f-vrste, § = 1,...,4

u prostoru GRy. Identiteti (1.9.7)-(1.9.10) vaze u GRy, samo se umesto L%, pojavljuje I'¢ Zadat
ik ik

jednac¢inom (1.7.5b).



Glava 2

Geodezijska preslikavanja

U ovoj glavi éemo se baviti geodezijskim preslikavanjima generalisanih Rimanovih prostora i pros-
tora nesimetricne afine koneksije. Osnove teorije geodezijskih preslikavanja prostora simteri¢ne afine
koneksije mogu se na¢i u monografijama [45, 89]. Na temu geodezijskih preslikavanja, pored navedenih
monografija, Stampan je veliki broj radova, kao na primer:

e geodezijska preslikavanja prostora (simetricne) afine koneksije i Rimanovih prostora [6, 7, 20,
21, 28, 31, 33, 35, 37, 39, 40, 46, 47, 48]

e geodezijska preslikavanja prostora nesimetri¢ne afine koneksije i generalisanih Rimanovih pros-
tora [58, 59], [93]-[97], M5, M9].

e geodezijska preslikavanja Ajnstajnovih prostora i uopstenja [18, 19, 26, 27, 34]

e geodezijska preslikavanja Finslerovih prostora i uopstenja [3, 6, 8, 64].

2.1 Geodezijska preslikavanja prostora simetri¢cne afine koneksije

Neka su data dva prostora simetri¢ne afine koneksije Ay i Ay, gde su Lz.k i f;k simetri¢ne koneksije

prostora Ay i Ay redom.

Definicija 2.1.1. Difeomorfizam f : Ay — Ay se zove geodezijsko preslikavanje prostora Ay na
prostor Ay ako f preslikava svaku geodezijsku liniju prostora An u geodezijsku liniju prostora A .

Prvi koji je razmiSaljao o problemu geodezijskog preslikavanja posmatrajuéi slucaj geodezijskog
preslikavanja povrsi (Rimanovog prostora Rs) na Euklidsku ravan E? bio je E. Beltrami (Eugenio
Beltrami, 1835-1899, italijanski matematicar), i to 1865. god. Kasnije 1869. god., U. Dini (Ulisse
Dini, 1845-1918, italijanski matematic¢ar) resio je ovaj problem za §iru klasu prostora posmatrajuéi
geodezijsko preslikavanje dve povrsi (f : Ry — Ry). Zatim, 1896. god., T. Levi-Civita nasao je
osnovnu jednacinu za reSavanje geodezijskog preslikavanja izmedju dva N-dimenzionalna Rimanova
prostora.

25
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Treba pomenuti T. Tomasa (T. Tomas, americki matematicar) i H. Vejla (Hermann Klaus Hugo
Weyl, 1885-1955, nemacki matematicar) koji su dali neke geometrijske invarijante geodezijskog pres-
likavanja. Geodezijsko preslikavanje prostora na sebe naziva se projektivna (geodezijska) transforma-
cija.

Dajemo primer elementarnog geodezijskog preslikavanja f : S — S povrsi u E3.

Primer 2.1.1. Pretpostavimo da je S homoteticna slika povrsi S, gde je k koeficijent homotetije.
Tada su metricki tenzori u relaciji

9ij = k2gij,
1 vaZi da je f;k = Fé.k, jer je g = k?g. A
Ocigledno je da kada su Kristofelovi simboli dve povrs§i jednaki u odgovarajué¢im tackama onda
postoji geodezijsko preslikavanje izmedju tih povrsi, i takvo preslikavanje se naziva trivijalno geodezi-
jsko preslikavanje. Teorijom geodezijskih preslikavanja se danas bavi veliki broj nauénika i na tu temu

Stampan je veliki broj radova. Medjutim, mnogi problemi i do danas u vezi sa teorijom geodezijskih
preslikavanja su ostali nereSeni i mnoga pitanja otvorena.

U odgovarajuéim tackama M i M imamo vezu izmedju koneksija pri geodezijskom preslikavanju
Liy = Lip+ P, (2.1.1)

gde je P;k tenzor deformacije koneksije f;k i L}k u odnosu na preslikavanje f : Ay — Ay.

Izaberimo lokalnu kartu (i, ) oko = € M, x = (z',22,...,2"). Kako se komponente koneksije

L}k i L;k transformisu po zakonu (1.3.3) dobijamo

— . — . ik
L;’k/ — L}’k/ = (ij — L;k)l':i ;/xk/,
tj. uzimajuéi jednacinu (2.1.1) dobijamo

i’ i k
Pj’k’ = ijxl ZE;,I‘k/,

odakle zaklju¢ujemo da je P;k tenzor tipa (1,2). Za P]’k = 0, preslikavanje f : Ay — Ay ocuvava
koneksiju, i u ovom slu¢aju se preslikavanje zove afino. Veza izmedju koneksija prostora Ay i Ay pri
geodezijskom preslikavanju data je sa
Ljx = Lj+ Py = L+ 50+ 04 (2.1.2)

Kontrakcijom po i, k iz (2.1.2) imamo

TP

L, =L, +(N+1)y;
odakle je

I —p

wj = N+1(Ljp - jp)' (213)
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Polazeéi od jednacine (2.1.1) moze se dobiti veza izmedju Rimanovih tenzora E}mn i R;mn redom

prostora Ay i Ay:
R =R 4+pi _pi 4pP pi _ pPpi (2.1.4)

jmn Fmn jm;n jn;m jm~* pn jnT pm:
Kontrakcijom indeksa ¢ i n u poslednjoj jednacini, dobija se veza izmedju Ricijevih tenzora redom
prostora Ay i An:

Rjm = Rjm+P%,. — PP +Ph Pi — P! Pl . (2.1.5)

U slucaju geodezijskog preslikavanja f : Ay — Ay prostora simetriéne afine koneksije Ay na Ay
imamo sledeée invarijantne objekte:

e Tomasov projektivni parametar

=Lt — m(&;ngp + 0L ) (2.1.6)

e Vejlov projektivni tenzor

we =R —9;

Jjmn ]mn N—l— 1 jR[mn]—i— N2 _ (217)

L
5[mR]n] + N2 _ 15[mRn]j’

gde je R;mn Riman-Kristofelov tenzor krivine prostora Ay, a Ry, je Ric¢ijev tenzor, a [ | oznacava

antisimetrizaciju bez deljenja u odnosu na indekse m i n.
U nastavku ¢emo sa [i...j] oznacavati antisimetrizaciju bez deljenja u odnosu na indekse i i j, a sa
(i...j) oznacavati simetrizaciju bez deljenja u odnosu na indekse 7 i j. !
Ako se za koeficijente koneksije umesto Lék uzmu Kristofelovi simboli druge vrste F;k (1.5.20),

onda imamo geodezijsko preslikavanje dva Rimanova prostora. Vaze sledece teoreme:

Teorema 2.1.1. Za geodezijsko preslikavanje f : Ry — Ry vektor Y; (2.1.3) koji odredjuje to pres-

likavange je dat u obliku
1 Vi
Y= Ny low ( ‘ ') (2.1.8)

gde je g= det||g;j||, g= det|[g;;||. W

Teorema 2.1.2. Rimanov prostor Ry sa simetricnim osnovnim tenzorom g;; dopusta geodezijsko
preslikavanje na Rimanov prostor Ry sa simetricnim osnovnim tenzorom g;; ako i samo ako je zado-
voljena sledeca jednacina

gzg k — 2¢kgz] + 77[)29314: + ¢ngk7 (219)

gde je sa (;) oznaceno kovarijantno diferenciranje u prostoru Ry. W

Jednacina (2.1.9) se naziva jednacina Levi-Civita. Ako se posmatra geodezisko preslikavanje f :
An — Ry, onda vazi sledeca teorema [45, 89]:

1 . . . . . o .. . .. . . .. . . .
U literaturi ovakvo oznacavanje obi¢no znaci antisimetrizacija, odnosno simetrizacija po svim indeksima.
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Teorema 2.1.3. Prostor simetriéne afine koneksije Ay dopusta geodezijsko preslikavanje na Rimanov
prostor Ry sa simetricnim osnovnim tenzorom g;; ako i samo ako je zadovoljena sledeca jednacina

ik = 2U%Gij + iGjk + ViGir (2.1.10)
gde je (;) kovarijantno diferenciranje u prostoru Ay. W

Vejlov projektivni tenzor (2.1.7) u Ry postaje

Jjmn ]mn+ N +1 [mtYin]- (2111)

2.2 Geodezijska preslikavanja prostora nesimetri¢ne afine koneksije

Neki od matematicara koji se bave teorijom geodezijskih preslikavanja smatraju da su za geodezijska
preslikavanja bitni samo prostori sa simetricnom koneksijom. Ovo se prirodno namece jer u defini-
ciji geodezijskih linija, prostora GApy ucestvuje samo simetricni deo koneksije. Ta¢no je da su pri
geodezijskom preslikavanju dva prostora nesimetri¢ne koneksije geodezijske linije invarijante i u nji-
hovom formiranju ucestvuje samo simetri¢ni deo koneksije. Medjutim, pri geodezijskom preslikavanju
u formiranju nekih drugih objekata iz GApy ucestuje i antisimetri¢ni deo koneksije. Mi ¢emo ispiti-
vati kako se pri geodezijskom preslikavanju dva prostora nesimetri¢ne koneksije ponasaju neki drugi
objekti, tih prostora: na primer, koneksije prostora, tenzori i pseudotenzori krivine, i drugi.

Posmatrajmo dva N-dimenzionalna prostora GAy i GA y i diferencijabilno preslikavanje

f:GAy — GAy.

Voo

(M= (M)
Slika 2.2.1.




2.2. GEODEZIJSKA PRESLIKAVANJA PROSTORA NESIMETRICNE AFINE KONEKSIJE 29

Mozemo posmatrati ova dva prostora u zajednickom sistemu lokalnih koordinata za to preslikavanje.
Naime, ako f: M € GAy — M € GAy i ako je (U, ) lokalna karta u okolini tacke M, tada ¢e biti
(M) =z = (2',--- ,2") € EN (Euklidski N-dimenzionalni prostor). U ovom slucaju definisemo za
koordinatno preslikavanje u GAy preslikavanje = ¢ o f~1, tako da je

PM) = (po f)F(M)=pM) =z = (2!, ,a™) € EV,
tada tacke M i M = f(M) imaju iste lokalne koordinate. Koeficijenti koneksije L;k i Zz'k’ uvedeni na
GAy i GAy redom, su nesimetriéni u op$tem sluéaju po paru indeksa j i k.

Definicija 2.2.1. Difeomorfizam f : GAy — GAy je geodezijsko preslikavanje, ako sve geodezi-
jske linije prostora GA N prelaze u geodezijske linije prostora GAp.

Posledica 2.2.1. U prostoru GAy sa koneksijom L;k, kriva C : x = x(t) je geodezijska linija ako i
samo ako je ona geodezijska linija prostora AN sa koneksijom Lék, gde je koneksija L}k prostora Ay

simetriéni deo koneksije L;'.k prostora GAy. W

Definicija 2.2.2. Prostor Ayx se naziva pridruZeni prostor prostora GApy ako je simetricni deo
koneksije L;k prostora GA N upravo koneksija L;k prostora Ay .

U odgovarajuéim tackama M i M imamo vezu izmedju koneksija pri geodezijskom preslikavanju

gde je P;k tenzor deformacije koneksija f;k i L;k u odnosu na preslikavanje f : GAy — GAy. Neka
su redom krive C' i C krive prostora GAy i GAy zadate u parametarskom obliku jednacinama

C:x=at) = (2'(t),22¢t),...,2"¢), C:z=3{) =@ 0),720),..., 7)), (222

Jednagine geodezijskih linija su sada redom u GAy i GAy

+LLAP(N(E) = p(t)N'(t), Cii)\ti—i-f;q)\p(t)/\q(t) = 2N (), (i,p,q=1,2,...,N). (2.2.3)

d\!
dt

gde su p(t) i p(t) invarijante i A\ = dd—f. Oduzimanjem ovih jedna¢ina imamo
szq)\p(t))\q(t) = ()N (1). (2.2.4)
Kako je u opstem slucaju Pj’k nesimetri¢an, imamo

Pj. = P+ P, = 0l +&),

[ .
- \%

Zamenom u (2.2.4) dobijamo

Mo NP (HAI(E) = 20 (H) N (2). (2.2.5)
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Uslovi (2.2.5) moraju biti zadovoljeni za proizvoljnu geodezijsku liniju prostora GAy. Kako leva
strana u (2.2.5) predstavlja kvadratnu formu od A, a desna proizvod linearne homogene funkcije od
A’ i nepoznate funkcije 1(t), to 1 (t) takodje mora biti linearna i homogena, tj. oblika

P(t) = PpA?(2).
Dakle jednacina (2.2.5) postaje
Mo AP ()AU(E) = (0 +g8 ) AP (E)A(2),
odakle je
ik = ik = V0, + Pl (2.2.6)
Prema tome, za tenzor deformacije koneksije kona¢no dobijamo
i = P@erj;k = ;0 + 0t + €Ly (2.2.7)
gde je §§k = f;-k — L;k antisimetri¢ni deo tenzora P]Zk
Veza izmed}u konveksija dva prostora pri geodezijskom preslikavanju data je sa
zj’k = Lij+Pjj, = L0, +0p0;+y. (2.2.8)
Kontrakcijom po 4, k iz (2.2.8) imamo

TP __ 1D . P
L, = L, +(N+1)¢;+

Jp’
odakle je
1 1 —
o Do P gp
Y = 7N—|—177jp = Ni1 (LLP LLP)' (2.2.9)

Moguée je posmatrati i geodezijsko preslikavanje f : GAy — Ay, prostora GAy sa nesimetri¢nom
koneksijom na prostor Ay sa simetricnom koneksijom, i u tom sluc¢aju vazi sledeéa teorema:

Teorema 2.2.2. (Minéi¢, S. M., Stankovié, M., (1997), [58]) Potreban i dovoljan uslov da
preslikavanje f : GAny — An prostora GAn na prostor Ax bude geodezijsko, je

P, = —L;-vk, (2.2.10)
gde su ij, L;k, antisimetriéni deo tenzora deformacije i antisimetricni deo koeficijenata koneksije
\ \
prostora GAy, redom. W

Analogno slu¢aju Rimanovog prostora za slucaj generalisanog Rimanovog prostora je dokazana
slede¢a teorema
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Teorema 2.2.3. (Minéié¢, S. M., Stankovié, M., (1997), [58]) Za geodezijsko preslikavanje
f:GRy — GRy vektor pj je dat u obliku

Vi = N+1 Oxd (

‘\[D , (2.2.11)

gde je g= det ||gi;|[, g= det|[g;l[.

Polazeéi od poznate jednacine Levi-Civita (2.1.9) za geodezijsko preslikavanje dva Rimanova pros-
tora, nadjena je jednacina za geodezijsko preslikavanje dva generalisana Rimanova prostora.

U opstem slucaju geodezijskog preslikavanja dva generalisana Rimanovova prostora dokazana je
slede¢a teorema:

Teorema 2.2.4. (Mincié, S. M., Stankovié, M., (1997), [58]) a) Preslikavanje f generalisanog
Rimanovog prostora GRy na generalisani Rimanov prostor GRy je geodezijsko ako i samo ako u
zajednickom sistemu koordinata Kristofelovi simboli druge vrste ovih prostora zadovoljavaju (2.2.8).

b) Ako je preslikavanje f geodezijsko tada vaze sledeée jednacine:

gmk—7]|k+21/’k9m+¢zgk3+¢agzk+§k9m & Tip: (2.2.12)

yi_]lk =9,k T 2015 +Vigy; T Gik+E4iTps +Eh i Tips (2.2.13)
V2

gde je sa (|) i (]), oznaceno kovarijantno diferenciranje u prostorima GRy i GRy redom. Obratno
ako jedna od prethodne dve jednacine vazi tada je preslikavanje f geodezijsko i vazi takodje druga
jednacing. M

2.3 Ekvitorziono (ET) geodezijsko preslikavanje

Kao §to smo rekli, geometrijski objekti W ~ (2.1.7, 2.1.11) su invarijante geodezijskog preslikavanja

jmn

dva prostora simetri¢ne afine koneksije i Rimanovih prostora, redom. Vejlov tenzor W;mn se dobija

s . . 7 _ Nl
polazeéi od tenzora krivine R]mn Kako su tenzori krivine R]mn, =1,...,4, ]jjmn, w=1...,8

i pseudotenzori A’ 7 = 1,...,15 uopstenja tenzora krivine R! onda usled geodezijskog pres-

S Jmn? Jmn?
likavanja dva prostora nesimetri¢ne afine koneksije mozemo dobiti invarijantne geometrijske objekte
koji su uopstenja tenzora W;mn Na ovom problemu su prvi radili S. Min¢i¢ i M. Stankovi¢. Oni su
pokazali da u opstem slu¢aju nije moguce uopstiti Vejlov tenzor, veé je u radu [59] uvedena specijalna
klasa geodezijskih preslikavanja tzv. ekvitorziona (ET) geodezijska preslikavangja. Pri formiranju veza
izmedju nekih geometrijskih objekata usled geodezijskog preslikavanja ucestovace i tenzor torzije. Nije
moguée razdvojiti elemente jednog prostora sa leve strane jednakosti i iste te elemente drugog prostora

dobiti sa desne strane jednakosti, u opsem slucaju. Iz tog razloga je uvedena sledeca definicija:
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Definicija 2.3.1. (Minéié¢, S. M., Stankovié, M., (1997), [59]) Geodezijsko preslikavanje f :
GAyNy — @KN je ekvitorziono (ET) geodezijsko preslikavanje ako su tenzori torzija dva prostora
GAN i GAN u zajednickom koordinatnom sistemu jednaki. Tada iz (2.2.8) sledi

\ \
Glavni zadatak u ovom radu bi¢e proucavanje ekvitorzionih preslikavanja.

2.3.1 Potrebni i dovoljni uslovi za ET-geodezijsko preslikavanje f: GRy — GRy

U ovom delu, vodjeni idejom iz Teoreme 2.2.4 (dati su potrebni i dovoljni uslovi za geodezijsko pres-
likavanje dva generalisana Rimanova prosotora) i uslovom (2.3.1), da¢emo potrebne i dovoljne uslove
za ET-geodezijsko preslikavanje.

Teorema 2.3.1. Generalisani Rimanov prostor GRy dopusta netrivijalno ET-geodezijsko na gener-
alisani Rimanov prostor GRy ako i samo ako vazi

Gijlk = 20%Gi; +iGr; +0 G (2.3.2)
il ij kj
gde je (|) kovarijantno diferenciranje prve vrste u prostoru GRy.
1

Dokaz. (=:) Pretpostavimo da je preslikavanje f : GRy — GRy, ET-geodezijsko preslikavanje. Iz
jednacina (2.2.8, 2.3.1), i Teoreme 2.2.4 sledi veza

T, =T+ ;0% + 165 (2.3.3)
Iz definicije kovarijantnog diferenciranja (1.6.3) i jednacine (2.2.12) (Teorema 2.2.4b), dobijamo

- P P _ - TP TP
Gijlk — 9357k = ijk — LieIpj = UjeGip — Gij i+ LikGpi +1590p
V1 \2 Vv \Y \Y vV A\

(T3, — T3 +(T% — T5)3ip
= (67 ¥ +5£¢i)gpvj + (%1, +5£¢j)gi€

=293 +ViGk; +ViGik-
Vv Vv Vv

(2.3.4)

Ako zamenimo ;| iz (2.3.4) u (2.2.12), dobijamo trazenu jednacinu (2.3.2).
Vi1

(«=:) Pretpostavimo da jednacina (2.3.2) vazi. Kako je u GRy zadovoljeno g;;, = 0,0 =1,...,4,
]

imamo
0

_ =~ =
Tijlie = Gyre = T = T 9ps+ T — T2 ) gip- (2.3.5)
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Sa druge strane je
9¢j|k—2¢k9i]’ ‘H/figkj + G
Yl . k]

(2.3.6)
= (Vi0 +1x07 ) gpg + (0, + 1105 gip-
Iz jednacina (2.3.5) i (2.3.6) uporedjivanjem zaklju¢ujemo da je
f}k:I‘;kﬁ-wiéZ—i-T/Jk(Sf. (2.3.7)

.ot ;
tj. Ty=T% |

Vv \

Lako se pokazuje da vazi i

Teorema 2.3.2. Generalisani Rimanov prostor GRy dopusta netrivijalno ET-geodezijsko na gener-
alisani Rimanov prostor GRy ako i samo ako vazi

Gij |k = 2VkGi5 + ik +0i ik (2.3.8)

2

gde je (]) kovarijantno diferenciranje druge vrste u prostoru GRy. W
2
U vezi sa prethodnim izlaganjem navodimo poznat i veoma znacajan rezultat iz teorije geodezijskih
preslikavanja Rimanovih prostora.

Teorema 2.3.3. (Sinjukov, N. S., [89]) Rimanov prostor Ry dopusta netrivijalno geodezijsko
preslikavanje na Rimanov prostor Ry ako i samo ako u Ry sistem PD.J Kosijevog tipa za kovarijantni
1zvod

a) aijik = Nigjk+NjGik;

b) NXix= pgic+aipR} — apgRE, 9 (2.3.9)

O (N = D= 2AN+UA R+ ang (2R 1 — RPY);

ima resenje u odnosu na nepoznate: simetricni tensor a;; = aj;, gradijentni vektor \; # 0, ¢ diferenci-
Jabilnu funkciju 1= N\p.qg*4, gde je R?zquRZT,j, R%_q:quRfjr, Rf;_q:gq’"Rf;r 1 Rfiq:gq”Rf;i. |
Resenje sistema jednacina (2.3.9) je u vezi sa oznacavanjem [89]:

aij =€ G gpigaj,  Ni=—VGgpity. (2.3.10)

Formula (2.3.9a) daje potreban i dovoljan uslov egzistencije geodezijskog preslikavanje f : Ry — Ry i
ekvivalentna je jednacini Levi-Civita (2.1.9). Ovo preslikavanje je netrivijano ako i samo ako je A; # 0.

Mi dajemo neka uopstenja ove teoreme posmatrajudéi opstije prostore. Posmatrajmo ET-geodezijsko
preslikavanje f: GRy — GRpy. Oznagimo:

a) ai; = TPhpi945, ) Ni=—e>V GGty (2.3.11)
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Na osnovu Teoreme 2.3.1 vazi

gﬂékzzlﬁkgg‘ﬂ/}ig@"‘dﬁgﬁ’ 0=1,2,3,4. (2.3.12)
Kako je giﬁypjzéé, i uzimajudi (2.3.12), imamo

)

6

Teorema 2.3.4. Generalisani Rimanov prostor GRy dopusta ET-geodezijsko preslikavanje na Ri-
manov prostor GRy ako i samo ako u GRy sistem PDJ Kosijevog tipa za kovarijantni izvod prve

vrste
a) Gijlk = Ajgik T Aigjk;
1
b) NXjp = ﬂpz’}ﬁ + apqgﬂ]ﬁkr + ﬁ‘gﬁ* ApYird ﬂl‘qu] ;
1
o) (N=Dppe =2N+DARE 209" ) g™ I, (2.3.14)
1

p B 7 RP
+\q gﬂll%pkr + apqgigﬂk(?ﬂl" [kr] ]izowﬁ —Apg ﬂ{‘qu] y

N4
(*N)g@lﬂqu} (Fap B+ aaﬁgﬁiﬁgpv —Aagpsg ﬂrﬁr] )

ima reSenje u odnosu na simetricni tenzor a;j, gradijentni vektor \; # 0, i diferencijabilnu funkciju
— g ; L — 4P9 R
Alz—/\pl g9 gde je It =gHI, .

Dokaz. Ako primenimo kovarijantni izvod prve vrste (|) na jednacinu (2.3.11a) u odnosu na z* i
1
iskoristimo formulu (2.3.13), dobijamo

Qwéq

aij11 =260, GpiGq; — 267 Yk gPiGpiges — € 01 Gpidas — €2V LU Gpia
1 1

(2.3.15)
== VIgrige; — €V VP gpigr; = Nigik+Nigjn,
gde je gij|x =0, i Yp =1 =0 /0",
Ako ;omnoiimlo (2.3.15) sa g%, sledi (gﬁaij)“C = 2)\;. Dakle, \; je gradijentni vektor, i izvod
funkcije 1
A= Loy, (2.3.16)

1z jednacine (2.3.16), dobijamo

_ Ajy:_rﬁj]Ap, (2.3.17)

Iz jednacine (2.3.15) sledi

@ij1k ~ ij| ki =>\jlk9@+>\qk9ﬁ - )‘jllgﬂ - Aillgﬁ- (2.3.18)
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Koristeéi odgovarajuéi Ricijev identitet (1.9.7), (vidi [49]) iz (2.3.18) sledi
AjGiptAigip

=
—api By — ap By — Ty Qg =X kgt Xigkgit = Ajgik = Nijigih- (2.3.19)
1 1 1 1 1

Mnozenjem sa g2 u (2.3.19), dobija se

—api L, = apgg LR — Apgir gLy =N A — 193k

g4 i }ﬁc:g@}ﬂ)qk' Kako u GRy vazi na osnovu g =0, 0 =1,2,3,4 da je
e

gde je oznaceno pu=»A,,
1 1
9irL'lgr) + 9arLing = 0, (2.3.20)
konaéno,
NXij1o=—apiltit apgg iy, +pgie = ApLy. (2.3.21)

Sada se iz prethodne jednacine dobija
N)\ilkl_N)‘illk = _()‘pgﬂ+)\igpl)Rk aszk”Jr()\pngJr)\qul)g Rm
+apqgﬂ}12€kr L +/ﬂzg¢— )‘pyr[ik] - /\Pr[ik] L
+ ()‘pgm+ Aigﬁ) ]1“2? ‘|’api€2f| [ ()‘pqu +)‘qu7€)9 Rm
1

_ qar ppP
apg g1,

; it |k~ gi Ap kT Ty ARy
1 11 1 1

Mnozenjem sa g* u poslednjoj jednacini i koristeéi odgovarajuéi Ri¢ijev identitet, na levoj strani
poslednje jednacine dobijamo

L=—Ng" ARl — Ng*™TT, I (2.3.22)
a kako je u GRy zadovoljeno Fﬁ.p] =0, desna strana iste jednacine postaje
D= _/\plﬁ - )‘qgﬁgpil}ﬁ - apqgﬂ?;\ﬂ‘)‘pgqup l+/\q9 gqrglem
1
+apq9m9ﬂ1ﬁkrll+Nﬂy +N/\pr+)‘pr+apq9quﬂr (2.3.23)
~ A Rl — Mg Ry, — apgg™ g™ Rm‘k Ay, PGP+ Apg?aTT =
Kako je L=D, imamo
(N — 1);511:—2(N+1)Ap11%p apng’“Rpl —i-/\ngTRle—i-apqg gq’”Rka
(2.3.24)

(N+1)
N

R il Tl (—ap BY +apg ™ R+ 119pr = Aagpsg™ T )
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U prostoru GRy za tenzor %kl = —]F;lk koji je dat jednacinom (1.6.6), koristimo odgovarajuéi Bjanki-

jev identitet [56, 57]:
P _ Dp B q o
lgcll%“’""“_?i”lﬁkaujL]fzkur 5 L ory Rign
1 1
odakle je onda
a a RP —a TRP o ¢Eg"RP  +a,. qE ﬂGI‘” R
pad™g 1zlr|k pag 9T Virk|1 pad"g i g% LR

:apqgﬂll%ﬂ apngTRﬁr"'apqg gqu E;r}kav
1
i na kraju ako zamenimo poslednji izraz u jednacinu (2.3.24), dobi¢emo

P P ik qr q P
(N — 1)fl‘ll 2(N+1)A R — 2apag* R| +apqg£}18rll+>\qgﬂ]§plr+anngLl§CF[lr]}lziqk

(N+1) o o
— Apg™t F[ql”r 9 (—aap By t+aapg R, — Aagpsg™ T 0);

tj. (2.3.14¢). Ovim je teorema dokazana. WM

Istim postupkom kao u prethodnoj teoremi, pokazuju se sledeée teoreme:

Teorema 2.3.5. Generalisani Rimanov prostor GRy dopusta ET-geodezijsko preslikavanje na Ri-
manov prostor GRy ako i samo ako u GRy sistem PDJ Kosijevog tipa za kovarijantni izvod druge
urste

a) Qijlk =AjGik+Aigjk;

b) N Aiik :—amRk"’apngerkr+é‘9¢+Apgﬁngqu];

) (N =Dy =72(N+2)APRP—2apqgﬂR,€\r+apqgﬂRf|k (2.3.25)
FAgG LB, +pg g™ & F?kr]Raﬁ“/_'_)\pg Ky )
—(Njf) gL (= aapR +aap9”) er"'/\aglﬁgfr[vr])’

ima reSenje u odnosu na simetricni tenzor a;j, gradijentni vektor \; # 0, i diferencijabilnu funkciju

_ Pq ; ) pq
H=pja0 gde je B =g

Dokaz. Diferenciranjem jednacine (2.3.11a) u odnosu na drugu vrstu kovarijantnog diferenciranja
(1.6.3) i koriste¢i odgovarajuéi Ricijev identitet (1.9.8) (vidi [49]), imamo

_ RP . RP D .
@ij|ik — @ikt =~ pi L — apj B + 1051, (2.3.26)
2 2 2

tj. vazi (2.3.25b). U prostoru GRy za tenzor g;kl = —J;;lk dat jednac¢inom (1.6.7) vazi odgovarajuéi
Bjankijev identitet [56, 57]:

S R

mnv 27

- 6I? R (2.3.27)

mn|v mnuv [mn]2]vp
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Pratedi korak po korak iz Teoreme 2.3.4, dobijamo (2.3.25¢). W

Teorema 2.3.6.7Genemlisam Rimanov prostor GRy dopusta ET-geodezijsko preslikavanje na Ri-
manov prostor GRy ako i samo ako u GRy sistem PDJ KoSijevog tipa za kovarijantni izvod treée
vrste

a) Qijlk =AjGik+Aigjk;
3

b) NNk :—amR —i—apngTR +,ug’Lk+>\pgz7‘g Lo
3

) (N =Dy =-2(N+1), R@—2aaﬁgiRz| R ST 8 (2.3.28)
3

NA1) o : .
g™ FW’“”VJF( V9T g (= “pafiﬁapngffiavsﬂpgaqg [ley)
afB qr o P
Hapg™g T 6( Tk Bars T L ey B )

ima reSenje u odnosu na simetricni tenzor a;j, gradijentni vektor \; # 0, i diferencijabilnu funkciju
1= Ap g9
3 3

Dokaz. Iz jednacine (2.3.11a) u odnosu na kovarijantni izvod treée vrste (1.6.3) i Ric¢ijevog identiteta
za trecu vrstu kovarijantnog diferenciranja (1.9.9), imamo

_ PP, PP P ..
@ij|ik — @il k1=~ pi Ll — ap By + 1 a5, (2.3.29)
3 3 3

dobijamo (2.3.28b). U dokazu koristimo i Bjankijev identitet za tenzor ]2%; i U odnosu na trecu vrstu

kovarijantnog diferenciranja [57], koji glasi

S R

mnv 27

& (T Bt Ty Bl (2.3.30)

mn | v mnw jnu [mn} Jup

Ponavljajuéi postupak po kome smo dobili (2.3.14¢), mozemo dokazati (2.3.28¢). W

Teorema 2.3.7. Generalisani Rimanov prostor GRy dopusta ET-geodezijsko preslikavanje na Ri-
manov prostor GRy ako i samo ako u GRy sistem PDJ Kosijevog tipa za kovarijantni izvod cCeturte

urste
a) Qijlk =AjGik+Aigjk;
b) N )‘zzk = _apill%z“‘apqgﬂRp "'/‘gik — Apgirg™ s
c) (N—l)/ilk =—2(N+1)AaRE — 2%/39 ’VR,C‘ +aaﬁg—R“| +Asg IR (2.3.31)
)\ag—F[/BkH % aﬂr?ﬁk]( apajlgv"‘apqgﬁlfavs — ApJagd™ SP([]S'\/])

+apgg®2g qTG( o Bars L o Roys)

ima reSenje u odnosu na simetricni tenzor a;j, gradijentni vektor \; # 0, @ diferencijabilnu funkciju
il

w=Xj 9=

4 4
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Dokaz. U odnosu na ¢etvrtu vrstu kovarijantnog diferenciranja (1.6.3) i Ric¢ijevog identiteta (1.9.10),
dobija se

@ik = it =~ i . = @i Bl = Ty @i (2.3.32)
i odgovarajuceg Bjankijevog identiteta
g — i P p i
mgmjll%jmnlv _mnv( [pm)] }1%jnv+r[mn} ]_l:ijpv)v (2333)

lako se pokazuje da vaze (2.3.315,2.3.31c). W

Napomena: Kako vazi da je

agj k=N g+ Nigjk, 0 =1,2,3,4,
0

Ailk = Nilk> Aijk = Aijr 1 = p, g = p, onda su sistemi (2.3.14) i (2.3.31) odnosno (2.3.25) i (2.3.28)
1 4 2 3 1 4 2 3
ekvivalentni.

Sistemi (2.3.14, 2.3.25, 2.3.28, 2.3.31) nemaju viSe od jednog resenja za inicijalnu vrednost u tacki
xZo:

0 0 0
gz](x(])zgg’ Al(xO):)\Za ('ZUO):/% 9:1>2>374'

7
- 0 0
Opsta resenja sistema (2.3.14, 2.3.25, 2.3.28, 2.3.31) zavise od konacnog broja parametra
N+1)(N+2
r <= NHDWN+2)
2
Kako ai; (i,j =1,...,N) ima w + N c¢lanova, A; ima N i g ima 1, to je maksimalan broj
0
N(N -1 N+1)(N+2
7( )—i-N—i-N—i-l:—( +)2( +).

Nalazenjem broja reSenja sistema se neé¢emo baviti ovde. Vise o tome se moze naéi u radovima

[28, 32, 45, 46, 89].

2.3.2 Potrebni i dovoljni uslovi za ET-geodezijsko preslikavanje f: GAy — GRy

Posmatrajmo sada dve N-dimenzionalne mnogostrukosti GAy i GRy i diferencijabilno preslikavanje
f:GAy — GRy.

Mozemo posmatrati ove mnogostrukosti u zajednickom sistemu lokalnih koordinata u odnosu na ovo
preslikavanje.
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Preslikavanje f : GAy — GRy je geodezisko, [37, 39, 40, 45, 46] ako geodezijske linije prostora
GAy prelaze u geodezijske line prostora GRy. U odgovarajuéim tackama M i M, postoji veza

gde je P]?k tenzor deformacije u odnosu na preslikavanje f : GAy — GRy. Tenzor P]?k je nesimetrican

u odnosu na j, k, kao i koneksije L;.k, T
Potreban i dovoljan uslov da ovo preslikavanje f bude geodezijsko jeste da je tenzor deformacije
Py, iz (2.3.34) oblika

= Sy + Ohy + &y, (2.3.35)
gde je
1 TP P ) i 1 i i
vi= g = L)y & = P = 5Bk — Biy)- (2.3.36)

Preslikavanje f : GAy — GRy je ET-geodezijsko preslikavanje ako su torzije prostora GAy i GRy
jednake. Tada iz (2.3.34, 2.3.35) i (2.3.36) imamo

Ty — Liy = &, = 0. (2.3.37)
Vv Vv

Teorema 2.3.8. (Mikes, J., Berezovski, V., (1989), [37]) Mnogostrukost sa afinom koneksijom
Ay dopusta geodezijsko preslikavanje na Rimanovu mnogostrukost Ry sa metrickim tenzorom gij ako
1 samo ako ima resenje sledeci sistem PDJ Kosijevog tipa za kovarijantni izvod u odnosu na simetricni
tenzor g,;, (det(g;; # 0), kovektor v; i funkciju p

a) Gijie = 2UkGsj + ViGn + VG

b) Ny = Ny + 4gs; — §Gia RS, — Rij — 551 R (2.3.38)

) (N-1Du; =2(N- 1)11104?/673%%- + Yag®? (5Rs; + NLHRYW — Rip) o
+g°f (Rzéﬁm — Raip — Ni-f—l R0

gde (;) oznacava kovarijantni izvod u odnosu na simetri¢nu koneksiju prostora Ay, i g su komponente
mverzne matrice, matrice (gij), R?jk, R;; su redom Rimanov i Ricijev tenzor mnogostrukosti Ay, 4
Ry = o R, R = gV RS B = g R = g RS

Mi razmatramo slu¢aj ET-geodeziskog preslikavanja f : GAy — GRy, i dobi¢emo rezultate koji
vaze za §iru klasu prostora. Prethodna teorema ¢e biti samo specijalan slucaj nasih rezutata.

Polazimo od jednacine (2.3.2) koja je potreban i dovoljan uslov za ET-geodezisko preslikavanje
f:GANy — GRy:

gglk = 2Ungij + Vigrj + ViGik = Eﬂgk (2.3.39)

Dalje, u odnosu na prvu vrstu diferenciranja, imamo

Gijlks — Gij|sk = 29iiVks] T Ik ¥5)s — Is(i¥V )k (2.3.40)
-1 -1 1 —1 —1
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gde smo oznacili sa Y, = ¥ — Vj¥x 1 sa gri¥;)s simetrizaciju po indeksima ¢ i j. Koristimo Ricijev
1 1 —1

identitet za prvu vrstu diferenciranja, pa iz (2.3.40) sledi

g@'j|ks - gij|sk = _gig ?ks - ?jaR?ks - Lfks]giﬂp’
! -1 1 —1 1
tj.
_giﬂ}f?ks - gjﬁ}ﬁ%s - Lz[)ks](prgg + 7/)1?& + wjgip) 2gljll)[ks] + Gi( Q{} (zqvfj)k (2341)
Mnozeéi poslednju jednacinu sa g, dobijamo
1
1{){165} = _Ni_i_l].izgksv (2342)
gde je Yipsy = Vg + @Z)pL][DkS]. Zamenom (2.3.42) u (2.3.41) dobija se
1 1
_ 2 ) _
~I(ia ks TN T 1921Raks = Ly ipy) = gkf(ﬂf]‘)s - gﬂ'lfj)k - (2.3.43)
Mnozeéi poslednju jednacinu sa g2 sledi
o ) o o
—gﬁggl}?‘ks + ]l%is + N+ 1R3'Ls [psﬂpi - gﬁgiﬁL][Dks]l/}j = Ni{’is - gﬁgsiﬂ{’jk‘ (2.3.44)
Koristimo sada da je L[jp] ﬁ.p] = 0, jer smo pretpostavili da se radi o ET-preslikavanju, pa onda
sledi
Nepijj = Nty + 1y — 97950 R + Rij + — e —YPL; 5y, (2.3.45)
gde je ,u = g—w]k i 7 = gia);. Kako je gi& gw = 5;?, tada sledi
i —ij j g4 7]
Ik = =299 — 5k¢ — ot = (2.3.46)
1 2

Ako kovarijantno diferenciramo (2.3.45) u odnosu na z* po prvoj vrsti kovarijantnog izvoda, i
alterniramo rezultat po indeksima j i k, i ozna¢imo sa £ = D, dobijamo da je leva strana

L = N — Noj 1,
1 1
1 desna strana

_ _ _By_ By
D = Npjpthj + Npinbj) + HIkGsg + Hijk ~ gﬁgiﬂlﬁgw - gﬁ—”g@kll%%w
1 1 1 -1 1 1

2 3
— g2 ng@mk ety Rm]lk %kLi.[ﬁﬂ — P Litaiyx

+11
j (2.3.47)
— Npy ¢hr — N¢z¢k|j /f ik|j 9|] gzaRB'yk +9% gzalgRBwk
1 1
2
+g—”gzﬂ11%§7klj Jl%mlj il 1mk|J + % o) + 07 Li o5
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Koristedi jednacine (2.3.39, 2.3.45, 2.3.46), i mnozenjem sa g u jednacini (2.3.47), uz uslov da

vazi GLLP | = 0, dobijamo za levu stranu
(4]

L= _Ngljwp 1tk Ng L[Jk]wﬂp
1

i za desnu
D= (N -2)g2 R,@ Ko + 492 Rzk?/)] N 15 IR,
/6 —
+ (N - 3)ga7L[ﬁk]¢a¢7 ( - ]‘)/flk - ¢7]1%a7k + gi?gfykla (2348)
@R — o GER% 4 GBI o+ gOLY
Gkl T N 9 ekl T I aw y Ve I g Vel
Kako je L ="D:
(N - 1)!{“‘1]6 _2(N - 1)9 Rﬁ'ykwa - 4g led}] N + 17U 1 onkw] (N - 3)§aﬁLﬁﬁk]¢a¢’Y
y 2
YR  _ gBrpe YR o ﬁ
+ l?a»yk; gfll%gykla ‘1‘9*]1%1111 + N 19 ?O‘”ﬂ] Bk”,ﬂl)a (2.3.49)
(N+1)_ o 2
- N aﬂL’yﬁk](Nd}aw’Y gﬂgapquv + }1%04’}’ + N + 1?%0@/)
U prostoru GA y vazi jednacina (1.6.15a), (vidi [55]), pa se onda dobija
i kona¢no zamenom u (2.3.49), dobijamo
— = _ _ 1)ga8 P
(N 1)fﬂk - 2(N l)gafl/)pll%agk Yag” (5Rﬁk + N—i-l?Wﬁk ?kﬁ)
2
98 (RY 2
-9 (Raﬁkp — far|p ~ Niﬂll%wklﬁ) = 2N = )% Ly vatiy — G L]y, Jjy Ve (2:3.51)
(N+ 1>7 v —=5q— 2 —af D q
o N LL[ﬁk]( gﬂgﬁlﬁgqv + R vt N + 11132047) +Yag” q%kL[qﬁ}ka

Na osnovu prethodno izlozenog, dokazana je sledeca teorema:

Teorema 2.3.9. Potreban i dovoljan uslov da prostor GAx dopusta ET-geodezijsko preslikavanje na
GRy sa metrickim tenzorom g,; je da sistem PD.J KoSijevog tipa za kovarijantni izvod prve vrste ima
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resenje u odnosu na simetriéni tenzor g;;, kovektor 1; i diferencijabilnu funkciju p = gﬁwjk:
- 1 1

a) Jijle = 20%Gs; + Vidry + V0
b) Ntiy; = Ny + g - 972G R + Rij + w5 Ry — 900, L Yo
c) (N- 1)/ﬂk = —2(N — 1)9 waigk hag® (51?& + mek - Rkﬁ) (2.3.52)
9oy~ Rl ~ w1 franyp) — 20 = VgL vty 5Ly Y
(N+1)faﬁL7

N 1) (T G ap s + Rcw + 1 Bpan) + e S Liga Low

Istim postupkom kao u prethodnoj teoremi, polazeéi od druge, treée i ¢etvrte vrste diferenciranja,
mogu se dokazati i sledece teoreme:

Teorema 2.3.10. Potreban i dovoljan uslov da prostor GAN dopusta ET-geodezijsko preslikavanje na
GRy sa metrickim tenzorom g;; je da sistem PDJ KoSijevog tipa za kovarijantni izvod prve vrste ima

resenje u odnosu na simetricni tenzor g;;, kovektor v; i diferencijabilnu funkciju p = §ﬁ¢jk:
- 2 2

a) Gijlk = 2UkGij + Vi + iG>
2
b) Ny = Ny + i = 7224, RS RS+ Bij + w5 Bois + 9229 L5 e
¢ (N-— 1)/2@1% =—2(N — 1)§%¢p1§25k — ag”® (5]§,6’k + Ni_HRng - Rkﬁ) (2.3.53)

— 2
_gaﬁ(gzwkw ~ fanjp — m@law + 2N = DL atsy + L ﬁk]lv%

N+1)— —sq—
-I—( N ) aﬂL?ﬁk]( gﬂg%];gm + Row + N+1 Rga’Y) + ¢aga6 © Lfﬁq] kp;

Dokaz. U dokazu koristimo korak po korak iz prethodne teoreme. Razlika je samo u Ricijevom
identitetu, za drugu vrstu diferenciranja (1.9.8) i Sto se koristi jednacina
S R, = 6 (L Li,). & (2.3.54)
jmn

]mn2jm mjln

+ L[mﬂ

Teorema 2.3.11. Potreban i dovoljan uslov da prostor GAx dopusta ET-geodezijsko preslikavanje
na GRy sa metrickim tenzorom g;; je da sistem PDJ Kosijevog tipa za kovarijantni trece vrste ima

resenje u odnosu na simetriéni tenzor g;;, kovektor 1; i diferencijabilnu funkciju p = gﬁzpjk:
- 3 3

a) Gijlk = 2¥xGij + Vigr; + ViG>
3
b) N%y = N%% =+ f;gz] g gzaRg'y] + RU + N+1R3m + ?ﬂﬁﬂL&;jﬂﬂa;
— FaB D
) (N- 1)/;3 = —2(N = g B gy, — $ad™ (5Bok + w31 B a1, — Bis) (2.3.55)

o 2 o
—g ﬂ(Rlﬁkh_gaﬂﬁ_Ni—l—lgzak|ﬂ)+2(N ) 5[,7 k]f(/}aw'y‘i‘ Hgk]gﬂ’a

N+1)—« oalin
mt ] ) ﬁL[vﬁk]( giqg%];gqv + Row + N+1RPOW) + Yag” 6 LI[)W]L’“”;
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Teorema 2.3.12. Potreban i dovoljan uslov da prostor GAy dopusta ET-geodezijsko preslikavanje na
GRy sa metrickim tenzorom g;; je da sistem PDJ KoSijevog tipa za kovarijantni izvod ceturte vrste

ima resenje u odnosu na simetricni tenzor g,;, kovektor v; i diferencijabilnu funkciju p = §ﬁ¢jk:
= 4 4

a) ?mk = 2UnGi; + Vigr; + iGik;

) N%Jf = Nt +p gw gﬂ;@ia Cal] + RZJ + N+1ng gﬁg’ﬁl’?ﬁjlwa;

) (N=Dpp =-2(N~ 1) TP RE 5y, — g™ (5Rpr + 551 B g1, — Bis) (2.3.56)
9" Fagryy ~ Raklp ~ w51 ar)e) — 2N — 1) 9P Ligyy oty = [ﬁknv%

N+1)_— =594 RZ + —+ S
( ~ ) O‘/gl’[}l ]( gﬂg A sqry Ra’y N+1 Rpa*y) wag [Qﬁ] pk’
[ |

Sistemi (2.3.52, 2.3.53, 2.3.55, 2.3.56) nemaju vise od jednog resenja za inicijalnu vrednost u tacki
xZo:

_ 9 0 0
gﬂ(l'O) = gﬂ? wl(xO) = wia /;('CL'O) = :za 0= 1727374‘

Opsta resenja ovih sistema (2.3.52, 2.3.53, 2.3.55, 2.3.56) zavise najvise od r < rg = w
parametra.

2.3.3 Invarijanti geometrijski objekti ET-geodezijskog preslikavanja prostora GA y

U ovom delu ¢emo naci neke invarijante geometrijske objekte ET-geodezijskog preslikavanja. To su
objekti koji se ne menjaju primenom navedenog preslikavanja.

U radu [M5] se polazi od tenzora ]1%, ]2%, ]:;2, 1;%, .é% = 12%, i nalaze se invarijantni geometrijski objekti
ET-geodezijskog preslikavanja f : GAy — GApy. Velicine koje se dobijaju oznacene su sa fi’ yee e ,fg’ i
one se u simetricnom slucaju svode na Vejlov projektivni tenzor (2.1.7). Medju njima je jedino veli¢ina
<§ tenzor, i nazvana je ET-projektivni tenzor. Pitanja u vezi sa ovim koje je postavila prof. Mileva
Prvanovi¢ su: -Zasto je samo %’ tenzor?...Da li postoji jos ET-projektivnih tenzora? Ova pitanja

su nas motivisala da potrazimo za svaki od 12 tenzora krivine invarijantni geometrijski objekat ET-
geodezijskog preslikavanja f : GAy — GApy, sa nadom da ¢emo nadi josS neki ET-projektivni tenzor.

Usled geodezijskog preslikavanja f : GAy — GApy dobijamo tenzore ?, 0 =1,...,4), E, (0 =

,...,8), gde je, na primer

R,=T, —Ti 4+IP T\ —1IF T (2.3.57)

1 gmn jm,n jn,m Jm~—~pn jn~pm-
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U radu S. Mincic¢a [50] uvedene su sledeée oznake:

A:L;lmm, B=L$, L, C=Ly, L, A =L} B =L,L:

]m 0677/7 mn Oé]’ ]’I’L m? ]n am7

2.3.58
D= LﬁmL;j, E=1F Lt F=10F L E=1I°L! F' =IF L! ( )

gm=pn gmpn jn=pm npm

gde je (;) kovarijantno diferenciranje u odnosu na simetriénu koneksiju Lém, pomocu koje se dobija

Rimanov tenzor R;mn u pridruzenom prostoru Ay tj.

Rl = Ly — Lo+ L5, Ly, — I L (2.3.59)

Jjn,m Jjm =~ pn jn—pm:

Pokazaéemo kako se tenzor }Ezmn dat jedna¢inom (1.6.6) moze izraziti pomoéu tenzora R, datog

pomocu (2.3.59), sto je pokazano u [50]:

Rjpn = L, n+L3m n = Ljnm Lﬁn m
L Lign L Lgn L L L L
— L2 Lh — Lg’nL;,m - LfnL;,m - LgnL;m (2.3.60)
= i+ Ly — Ly + L2 LE — LP L1

=R, ,+A-A+B-B.

Ovim postupkom se mogu izraziti i ostali tenzori krivine u GAy, pa imamo:

1;2 =R+A-A+B-18, =R - B+85,
}2% =R-A+A'+B-15, =R+ B+85,
13%:R+A+A’—B+B’—2C, =R-B-8,
R =R+A+A - B+B'+2C, = R+3(—A+ A — B+B —2C),

2.3.61
=R-A+A - 381, ( )

=R - A+ A +B+38,
=R+A—- A'+B+38,
=R+A-A -3B-5.

mmzﬂmzamzmmz»mzwmwm H:U

Takodje se i pseudotenzori krivine izrazavaju na ovaj nacin:
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§:R+A—A’—B+B’—25+25’ é:R+A+A’+B+B’—2D+2€
§:R+A—A’—B+B’—2f+2f’ %:R+A+A’—B—B’—2D—2f’
él: — A+ A —B+B'+2E-2&' é:R—A—A/+B+B’+2D—2S
A= —A+ A —B+B'+2F-2F é:R—A—A/—B—B’+2D+2F’ 2362)
é:R+A+A’+B—B’—2D+2S+25' é:R—A+A’+B+B’—28' e
é:R+A+A’+B—B’—2D—2}“—2f’ ﬁ:R—A+A’—B—B’+2f
§:R+A—A’+B+B’+2€’ 1/}):JL%JFAJFA’—BJFB’—223/.
é:R+A—A’—B—B/—2F/
Lema 2.3.13. Za ET-geodezijsko preslikavanje f : GAy — GAy vaZe sledece jednakosti:
A= At Bty = Pl = Pkl € = £+ P L
A’+P;mL§n - P;’mL;n PﬁmL;p, &= 5’+anL;m

B =B, F = f+Lp P;n, (2.3.63)

B =5, F = f’+L§nP;m

c=¢C, D= D+Pr€le

PJ’

gde su A, A',B,B,C,E,E ,F,F D velicine prostora GAyn, a A,A,B,B,C,E,E F,F D velicine
prostora GAy date jednacinama (2.3.58).

Dokaz. Ako sa (;) ozna¢imo kovarijantno diferenciranje u odnosu na simetrié¢nu koneksiju u prostoru
GAp, iz (2.3.58), imamo

T _ Tl T Fi TP TP Tl TP T
A= ]m m o ij,n+Lanjm - L]anm Lan]p
v

o3 Jmn +(Lypn+ 5, )LP (L§H+P£)L;; — (LR + PP )L’

— A p;anm - P L;m - Pg;nL;p

Analogno se mogu pokazati i ostale jednakosti. W

Oznacimo sa K ;mn jedan od dvanaest tenzora krivine u prostoru GAy datih sa (2.3.61), ili neki

novi tenzor krivine koji se moze dobiti linearnom kombinacijom pomenutih. Na osnovu jednacina
(2.3.61) moze se zakljuciti da za opsti tenzor K vazi

K = RtaA+d' A+8B+F'B'++C,  a,d,58,0,7 €R. (2.3.64)

U nastavku nalazimo invarijantne geometrijske objekte geodezijskog preslikavanja. Polaze¢i od
jednacina (2.3.1, 2.3.63), za ET-geodezijsko preslikavanje prostora GAy i GAy veza izmedju tenzora
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K i K bice

K =R taA+o/ A+ B+ B ++C

= R+ Pl = Pjnian + Pl Pon = Py Py + 8B+ 5B +4C (2.3.65)
+O‘(~A+P£nL§m P]an;m_PTI;mL;p)—i_a (A/+PgmL§n P]me;n_PgmL;p)

.
K;mn _K;mn+PjZm n _P]Zn m+P]me]§n _F)]pnP];m

2.3.66

+05(PI§nL§m Pjan;?m—PﬁmL;p)_Fa (PlimLﬁn P]me;n—PmeL;p) ( )

Interesantno je da se u poslednjoj jednacini ne javljaju koeficijenti 3, 5’,~, tj. javljaju se samo «
id. Iz (2.2.7), (£ = 0) dobija se

K;mn_K;mn—i_d}jm(Sin"*—wm;néz % m ¢n mél
+ <¢j5%+wm5?) (%52 +wn5&) - (% n 'Hﬁn(s]o'[) <wm‘52¢ 'H/}a(sfn)
(Yl +1p0y,) L — (1508 +10n07) L,y — (68, +wm5£>L§p
\ Vv

0 (VB ) Ly 0 (0508, ) Ly = (08 - 0) Ly
tj.
K;mn7K3mn+5;'(¢mm_wn;m+¢m¢n_¢nwm)+5%<¢j;n_¢j¢n)_5;(¢j;m_¢j¢m)
+(Yn 8+ by, ) L, — (08 +nd)) Ly, — (¥n ], +mdh) LS,
\ \% \
o (Y +1p0s, ) LB — o (105, +4bm 8t ) L, — o (m8h +0n b, ) LY,
\% 4
Posle sredjivanja, konaé¢no dobijamo vezu
K;mn7K;mn+6;(wmn_qbnm)"i_d;nw]n_dz?ﬂjm_(a+a/)¢nL3m

v
. . (2.3.67)
+a¢p5zL§m (a_a/)l/}jL%n - (O‘+O‘/)¢mLén+a/¢p(ﬁnL§nﬂ
Vv

gde smo oznagili

wmn:wm;n_wmwn- (2.3.68)

Kontrakcijom indeksa i i n u (2.3.67), dobijamo

ij :ij+1/}mj _ijm—’_(Na_a)d}PLgm_ (a_a/)¢jL£m (a+a )¢m jp’ (2369)
v
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gde su ij 1 K, Ricijevi tenzori prostora GAy i GAy redom. Iz (2.3.69) alternacijom u odnosu na
indekse j i m, dobijamo

F[jm] =Kj) = (14+N)Ypim) +2(Na—a)1/1pL§-’cl - 2a¢ngcn —2a¢, LL,

Iz poslednje jednacine mozemo izraziti [j,,:

1 -
Uin) = 7 I )~ g+ 2N o) L, 200 L — 200, L2 . (2.3.70)
\% \% \%
Zamenom (2.3.70) u (2.3.69)
— l

—(N=1D)hjm+(Na—a), L, —(a—a')ih; L, — (a+a/ ) LE .

Izrazavamo 1)y, iz poslednje jednacine:

1 — 1

\% \ \%

1
+7(Na )y, LY im

N_1 (OH'OZ )meg;p

1
—a . LP
s A L i v

tj.

1 — N-1

w]m:m[(NK]m—i_Km])_(Nij—i_ )]+N+1 wp jm

(2.3.71)

1(Na'—Noz—|—o/+oz)zij£m (a=No'=Na—a' ), L},

TN T T
Zamenom (2.3.70, 2.3.71) u (2.3.67), mozemo razdvojiti objekte dva prostora GAy i GAy
E;mn —S;mn, (2.3.72)

gde je
1
gzmn_K;mn Nt 15;K[mn]+ (5 (NKJn—i-KnJ) NZ_1
1 q 2 / 3
+(N+1)2(N_1)Lgi,,(( 1)adj L, +(0—No'~Na~ a)(s;L]q (N —1)(oz+oz)L;-vn>
1

TN (N1
1
N2

0L (N K j+ Kj)

)L&(—Q(N 1)a5;Lgm (a—No'—Na— a)éfﬂqu (N2—1)(a+o/)L§»6n)

mqn

(N_l)Lg-’p(—(Na ~Natd/+a)s), L! ]+(N2—1)(oz—o/)LﬁLm>

1 / / ) P p
(N+1)2L1qoq<_2( Dad;Li,—(Na/+a +Na—a)d, Lj, 20«5;%).

(2.3.73)
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Ako zamenimo u prethodnu jednacinu da je a = o/ = 0, dobijamo

A . 1 1 1
Emmn =K jn+ rﬂ5}K[mn} +m5;n(Nan+Knj) - ﬁ&(Nij"‘ij)-

Sada mozemo formulisati dokazane teoreme:

Teorema 2.3.14. Invarijantni geometrijski objekat ET-geodezijskog preslikavanja je ET-projektivni

parametar €§mn zadat jednacinom (2.3.73). W

Teorema 2.3.15. Invarijantni geometrijski objekat ET-parametar Eé»mn zadat jednacinom (2.3.73) je

ET-projektivni tenzor ako i samo ako jea =o' =0. W

Jednacina (2.3.73) daje invarijantni geometrijski objekat ET-geodezijskog preslikavanja. Kako je
ona dobijena polaze¢i od opsSteg tenzora K;mn datog pomocu (2.3.64), postavlja se pitanje koliko
medju velicinama (2.3.73) ima linearno nezavisnih, za razlicite vrednosti parametara o, o/, 3, 3, .

Iz jednacine (2.3.73), mozemo zakljuciti da se polazeéi od tenzora (2.3.61) koji ne sadrzi veli¢ine
A, A" u svom zapisu dobija invarijanti geometrijski objekat ET-geodezijskog preslikavanja koji je ten-
zor, tzv. ET-projektivni tenzor. Takvi su, na primer,

R, R, R,
23

1 ~
1 (B+R),... (2.3.74)

(]é“—l?)’ 2%

DN |

1

N |

Medju ovim tenzorima ima samo tri linearno nezavisna u odnosu na nepozante B, B’,C, jer kao $to
smo rekli oni ne sadrze izraze A, A’.

Posmatrajmo jednacine (2.3.61) kao linearni sistem algebarskih jedna¢ina u odnosu na nepoznate
A, A", B,B',C. Transformisimo matricu ovog sistema u ekvivalentnu matricu i nadjimo rang.

samme

SR 0 2 -2 2 -2 | R—R

T 0 0 2 -2 0 | RAR-2R

1 1 1 1 2| B-R Ty

SRR R

0 0 -1 1 0| R-R S O . B

2 8 11 11 2 | B=R 1l o 0o 0o 0o o \ 11%+%(11%+12~2)—23 (2.3.75)
- | B-R 0O 0 0 0 0 | R+R—2R

*1 1 *; 11 ;2 : 32721% 0 0 0 0 0 | ~3§2+1;2+%(§€—1§)14R~

L 0 s 0.0 0 0 0 | R+2R+R-8R+2AR+E)

L1 o L 0 0 0 0 0 | R-R-2(R+[)+4R

7 0 0 0 0 0 | R—R—2(R+R)+4R
-3 - 0] BE-R 0O 0 0 0 0 | 1;3%#:1;24:21§_§Rj2(1;%+1§)
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Na osnovu Kroneker-Kapelijeve teoreme (Alfredo Capeli, 1855-1910, italijanski matematicar), sistem
(2.3.61) je resiv i ima rang 5 ako i samo ako vaze sledece relacije :

R+ 1(R+R) 2R =0

121 2 -

R+R —2R =0,
3 2

1
3R+R+ (R—R)—4R =0,
4 1 24 3

R+2R+R —8R+2(R+R) =0, (2.3.76)
R— R —2(R+R)+4R =0,

6 2 1 2

R—R—2(R+R)+4R =0,

7 1 1 2

TN

+R+2R —8R+2(R+R) =
1 2 1 2
Jednostavnom proverom se pokazuje da ove jednacine vaze na osnovu (2.3.61).

Oznacimo

1 ~
K=R, K=R, K=R, K=R, K=-(3R+R). (2.3.77)
1 1 2 1 3 3 4 3 5 44 1

Na osnovu jednacina (2.3.61), moze se pokazati da su tenzori (2.3.77) linearno nezavisni. Koristedi
jednacinu (2.3.76) mozemo izraziti i ostale tenzore preko nezavisnih tenzora IH( ,0=1,...,51 tenzora

R na sledeéi nacin:

RoiR-K -, R=2R-K,  R-SREK S,
R=4R—-K - 2K, R=K+2K —2K, R=-4R+K+2K+2K. (2.3.78)
6 1 4 7 1 2 4 8 1 2 4
R=2K - K,
5 4 1
Kao resenje sistema (2.3.75) se dobija
A=3QR+K+K —4K), B=3Q2R-K-K), C=2R-2K,

K
2
A =1(6R-K - 2K+K —4K), B =LK - K). (2:3.79)
1 2 3 5 2 4

Na osnovu napred recenog, dokazana je sledeéa teorema:

Teorema 2.3.16. Od dvanaest tenzora krivine u prostoru GA  postoji pet linearno nezavnisnih, a 0s-
tali se mogu dobiti linearnim kombinacijama navedenih pet linearno nezavisnih (tj. Il(, 12(, 13(7 [4(, 15(
datih pomocu jednacina (2.3.77) i tenzora krivine R dobijenog pomocéu simetriéne koneksije L;‘;k

(2.3.59) pridruzenog prostora Ay. W

Invarijanta ET-geodezijskog preslikavanja, ET-projektivni parametar (tenzor) (2.3.73), dobijena je
polaze¢i od opsteg tenzora K (2.3.64).
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U nastavku ¢emo, osim ako to specijalno ne naglasimo, raditi sa pet linearno nezavisnih tenzora
K K, K, K, K,
1727737475
datih pomoé¢u jednacine (2.3.77). Polazeéi od svakog od njih mozemo dobiti razli¢itu geometrijsku

veli¢inu, invarijantnu u odnosu na ET-geodezijsko preslikavanje, tj. ET-projektivni parametar (ten-
ZOT).

1. Za tenzor Il(, na osnovu jednacina (2.3.61, 2.3.77) imamo dajea =1, o = -1, g =1, ' =

—1, v =0, zamenom u jednacinu (2.3.73) dobijamo

7 7 1 i
§omn = R gmnt N+1 ULEORS e DR e
2
2, ((N—-1)8tL8, + 65 LY

TINFDEN - o (V-1)65 L+ 5,L1,)
2 (2 (2 q

+(N—|—1)2(N—1)L}7ip( (N— 1)5ngm_5mL]q> (2.3.80)
2

p q A
S TEE i (N(S[mL ]+(N 1)%)

2 ) 1 TP 1P
+(N+1)2Lgiq< ( )5JL$TL7L +6mL3n_6nLJm>'

2. Za tenzor 12( zadat jednac¢inama (2.3.61, 2.3.77) imamo da jea =o' =y =0, g = -1, g’ =1,
zamenom u jednaé¢inu (2.3.73) dobijamo

oy K’ LK N 5K S 2.3.81

Gamn = 45 jmn T Ny 3% lmnl T 2 Olm A gnl Ty Ol i (2.3.81)

3. Za tenzor I?’( zadat jedna¢inama (2.3.61, 2.3.77) imamo dajea =o' =3 =1, = -1, v =-2,

zamenom u jednaé¢inu (2.3.73) dobijamo

i i 1 ] i
Somn=Homn+ 5 5 om* Ja g O i+ 2O
2 Z L 2 ,~
+(N+1>2(N—1)L€”J(( )5JLZn NdnL]q (N _1)%1)
2 Z Z 2 |
~|—(N+1)2(N—1)L€LP( (N— 1)5ngm—l—N6mL;’q (N _1)chn) (2.382)
2
- LP % Lq
(12N —1) L’
+ (- =15 Lk, ~ N6, Lt _51Lp>
(N+1)2772 JHmn L =00 L )
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4. Za tenzor .ff zadat jedna¢inama (2.3.61, 2.3.77) imamo da je « = o/ =y =0, =3 ==

zamenom u jednacinu (2.3.73) dobijamo

i i N 1 i
‘Eymn = If]mn T_H jlf[mn}‘f'N (5[ ]n]"‘ 5[ TL]j (2383)

5. Za tenzor [g’ zadat jednac¢inama (2.3.61, 2.3.77) imamo daje a = o/ = =03 =0, v = —%,

zamenom u jednacinu (2.3.73) dobijamo

i i e N i 1 i

Velicine Ezmn, E;mn nisu tenzori i kao §to smo rekli zovemo ih ET-projektivinim parametrima prve

i trece vrste, redom, za preslikavanje f: GAy — GAy.

Sada ¢emo sliénim postupkom, polazeéi od pseudotenzora krivine (2.3.62), naéi invarijantne objekte

ET-geodezijskog preslikavanja. Oznacimo sa A]mn jedan od petnaest pseudotenzora krivine u prostoru

GAp. Na osnovu jednacina (2.3.62) se moze zakljuciti da za opsti pseudotenzor A]mn vazi
Agmn = R+a A+ A +BB+3 B +e&+'E +xF+X'F +nD. (2.3.85)

gde o, o/, 8,5, v,¢,¢, x, X', m €R.
Polaze¢i od jednacina (2.3.1, 2.3.63), za ET-geodezijsko preslikavanje prostora GAy i GAy veza
izmedju pseudotenzora A i A bice

AL —AL  4pi  _pi PP pi _pPp

jmn jmn Jjm;n jnym Jjm*= pn jn= pm

+O‘<P1§nL§m P]an;Jm_PﬁmL;P>+a (PlgmLéjn PmeL;m_PgmL;p)

(2.3.86)
4ePP LI 4&'PPLi 4xIP PLo4y'IP Pl 4nPP LI

gm=pn gn=pm Jm pn n pm mn pJ
z (2.2.7, 2.3.86) dobija se
A=Al 46 (Yrnin — Ynm) + 01— 6 oim
F(UnTy ) Ly~ (508000 L~y +Umh) L
a’(wméf.wpé;)L?n—a’<wj6£n+wm5§?)L§;n—a’(wméﬁwnéﬁ@)sz
(W 0h ) L+ (107 +nd]) L XL (¢p07, +1nd)

+X Lp o (Vp0i, +¢m5’)+ﬂ(¢m5p+wn5p)
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Posle sredjivanja, kona¢no dobijamo
— (a0 e—e Y Ly, — (0 +a—e X +m)m L+ (0 +X )0t L,
\ \%
Kontrakcijom indeksa i i n, iz (2.3.87) dobijamo
A= Aj T — Njm+(Nat+Nx+x'+&' —a—m)pLE,,
) , ) ) : (2.3.88)
—(a—d'+e—Lh — (o' +a—e—x'+m) Y L2
\

Jp’
Vv

gde su ij = AP objekti prostora GAy i GAy redom. Iz (2.3.88) alternacijom po j

: Y
jmplAjm_A

Jmp
i m, dobijamo

Z[jm] = A — 1+ N)Ypjim) +2(NO‘+NX+X/+5/—G—W)1/JPL§m
\%
_(QQ_EI_X/+W)¢ngCrL_(2a_6/_xl+7r)¢mL§vP'
Iz poslednje jednacine mozemo izraziti j,,:

1 _
Ppim) = 357 Apml ~ A +2(Na+Nx+X/+€/—oz—7T)¢pL§yl

(2.3.89)
_ (2a—6’—x'+7r)¢ngcn —(2a—&"=x"+m)m L ).

Zamenom (2.3.89) u (2.3.88)

1 _
(A = Ay 2N Nx+x +e —a=m)i, L,

A, =A i

gm = Sim T N
—(2a—5’—x/+7r)1/1ngcn— 2a—&' =X +m)m L ]

\

_(N—l)wjm—i—(Na—l—Nx—i—xl—i—e'—a—ﬂ)pr?m

\%
—(a—d'fe—"W b, —(a +a—e—x'+m)n Ll

\ \

i za 1), dobijamo:

1 _ 1 _
Uim= o7 (Ajon = Ajn) = 5737 (A = Ay + 2N ot Nx b+ —a—m)p L,
\

—Qa—&' =X +m; Ly, — 2a—&" =X +m) b L ]
\ \

1
+m(Na+Nx+x’+e’—a—w)¢pL§w

1
N-1

1
(a—o/+e—e" ;LD — m(a’—ka—s—x/—i-w)dJmL?p
\ \
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tj.
1
+m[(N—1)a+Nx+X,+€/—7T]¢pL§31
(2.3.90)
+yz_q [N/ ~Nata'+a—Net+Ne'—e—x'+ ;L
1
+yaogloNo'—Na—o Nt N/~ Nr-te—eumLh,
Zamenom (2.3.89, 2.3.90) u (2.3.87), mozemo razdvojiti objekte dva prostora GAy i GAy
gde je
@ i 1 i 1 i 1 ;
Agjmn:Ajm"—i_NiHéjA[m"ﬁN2—15m(NAj"+A"j)_ 727 on (N Ajm+Am;)

1 i / i
+mLﬁ£((N—l)(2a —&' —x' +m&LL,+(a—No'—~Na—a' + Ne+ Nx' — Nm+¢ — 5')6nL§vq

Vv
+(N°=1)(a+a’ —e— X'+ W)L;n>
Vv
1 i i
+mljﬁl< —(N=1)2a—¢ —x' + W)éngcn—(a—Na/—Na—o/ + Ne+Nx' —Nn4e— E')éngvq

+(N°*~1)(at+a’ —e— X'+ W)L;(/n)

1 P / / / / 7 q 2 / NT
+7(N+1)2(N—1)LLP<7(N& —Na+a' +a— Ne+ Ne' —e — x +7r)6[quc]+(N -1)(a—« +575)L%ﬂ)
1 q ’ ! irp
+(N+1)2Lﬂ<—2(Na+Nx+x +e —a—w)éjL%n

~(Na—a+Nx+x +& —nm+No +a' + Ny +X/)5:nL§n— Qa—x" —¢ +7T)5;L§m> .
A\ \2
(2.3.92)

Dokazana je sledec¢a teorema:

Teorema 2.3.17. Invarijantni geometrijski objekat ET-geodezijskog preslikavanja je ET-parametar
AEL  dat jednacinom (2.5.92). W

jmn

Na kraju ovog odeljka, na osnovu napred rec¢enog, mozemo formulisati jednu od vaznijih teorema
u ovom radu.

Teorema 2.3.18. Veli¢ine g,g,‘g date redom jednacinama (2.3.81), (2.3.83) i (2.3.84), su tenzori

koji su invarijantni u odnosu na ET-geodezijska preslikavanja f : GAy — GAy i zovemo ih ET-
projektivnim tenzorima. Velicine %’,cg, i AE date jednacinama (2.3.80), (2.3.82), (2.3.92), redom,

jesu invarijantni objekti ovih preslikavanja, ali nisu tenzori, zovemo ih ET-projektivnim parametrima.
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2.3.4 Ekviafini prostori

Ekviafini prostori su odredjeni simetrijom Ricijevog tenzora R;; = Rj;. Takav je, na primer, Ri-
manov prostor. Geodezijska preslikavanja ekviafinih prostora simetri¢ne afine koneksije su obradjena
u radovima [37, 40, 45, 46, 47, 48].

U slucaju prostora sa nesimetricnom afinom koneksijom imamo Cetiri vrste kovarijantnog difer-
enciranja, i pet linearno nezavisnih tenzora krivine, pa samim tim i pet Riéijevih tenzora. Pored
pomenutih pet Ric¢ijevih tenzora, vaznu ulogu igra i Ricijev tenzor pridruzenog prostora simetri¢ne
afine koneksije. Ako je jedan od njih simetrican, to neée povuéi da su ostali simetri¢ni. Na taj nacin
mi ¢emo posebno definisati Sest ekviafinih prostora i posmatrati geodezijska preslikavanja takvih pros-
tora. Ispitacemo i sluc¢aj kada su Ricijevi tenzori antisimetri¢ni. Ovom problematikom smo se bavili
u radu [M9].

Definicija 2.3.2. Prostor nesimetricne afine koneksije GAy je ekviafini prostor vrste 6, 6 €
{1,...,5}, ako je Ricijev tenzor 0-vrste simetrican, tj. K jm = Km]

Definicija 2.3.3. Prostor GAy je ekviafini prostor nulte vrste ako je Ricijev tenzor pridruzenog
prostora simetricne afine koneksije Ay (2.3.59) simetrican tj. R;; = Rj; .

Iz jednacina (2.3.58, 2.3.61), lako se zakljucuje da se tenzori (2.3.77) mogu napisati u obliku

Kin = Rt Ly = Ui+ L = L2 Lo

K = Ry = Ly L+ L L

Khn = Ry Lyt L = Loy L+ L8 Ly, = 2Lty L, 2.3.99
K = B = Ly Ly = 15, Ly,

K = By = 3 Ly

gde je (;) kovarijantni izvod u odnosu na simetri¢nu koneksiju L;k a R je Rimanov tenzor krivine

Jmn
dat sa (2.3.59).
Kontrakcijom indeksa 7 i n u (2.3.93) imamo pet Ri¢ijevih tenzora:

- P P P P
[fﬂm = R; m+LJmp N Lme+LJngq LJngm

— P p
IQ{jm = Rjm — LJngq+LJngm

— p p _JP p _ qa

{me_Rﬂm LJngq quLgm

[g){jm = Ljm— QL?WIL;]U
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Alternacijom bez deljenja u odnosu na indekse j i m u (2.3.94), dobijamo

K jm) = Bijm)+ 2Ly = Lo+ L+ 2L L

Kijm) = Rijm) — QLJmLZq

K(jm] = Rijm) +2ij p+L§p m = Lfnp,j - 2L§’mL2q (2.3.95)
K (jm) = Ryjm)— QLJmLZq

K (jm) = Rjjm)

gde [ ] oznacava antisimetrizaciju bez deljenja.
Posledica 2.3.19. U prostoru GAy vaZi

K

K jm) = Kjm), K

5 lim]

= R[jm] (2.3.96)
gde su é(jm; i(jm’ Igjm, R;n, Ricijevi tenzori druge, Cetvrte, pete © nulte vrste, redom.

Posledica 2.3.20. Prostor GAy je ekviafini prostor nulte vrste ako © samo ako je on ekviafini prostor
pete vrste. M

Posledica 2.3.21. Prostor GAy je ekviafini prostor druge vrste ako i samo ako je on ekviafini prostor
cetvrte vrste. M

Treba napomenuti da je vektor 1; u slu¢aju geodezijskog preslikavanja Rimanovih prostora [45,
46, 89] odredjen jednac¢inom (2.1.8) i generalisanih Rimanovih prostora odredjen jednac¢inom (2.2.11)
gradijentni vektor [58]. Takodje to vazi i za ekviafine prostore simetri¢ne afine koneksije, tj.

Teorema 2.3.22. (Mikes, J., Kiosak, V., Vanzurova, A., (2008), [45]) Ako je dato geodezijsko
preslikavanje f : Ay — Ay dva ekviafina prostora tada je vektor 1; gradijentni vektor. M

Za prostore nesimetri¢ne afine koneksije, vazic¢e sledeta teoremas:

Teorema 2.3.23. Ako je dato ET-preslikavanje f : GAy — GAy dva ekviafina prostora 0-vrste,
0 € {0,2,4,5}, tada je vektor v; gradijentni vektor.

Dokaz. Teoremu dokazujemo, za ET-preslikavanje ekviafinih prostora pete vrste.

z (2367),zaa=ad =p=0 =0, v= —%, imamo da je veza izmedju tenzora krivine 15( i g

prostora GAy i GAy usled ET-geodezijskog preslikavanja:
Ig;mn_K;mn'i‘(s;'(wmn_¢nm)+5fn¢jn_5¢iz¢jma (2.3.97)
gde je
¢mn:wm;n_'¢m'¢n' (2.3.98)
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Kontrakcijom indeksa i i n u (2.3.97), dobijamo da je
@m = K jm— Ntijm + mj, (2.3.99)
Alternacijom u odnosu na indekse j i m bez deljenja u jednacini (2.3.99), dobijamo
?Um] = Ig[jm] — (N+1)¢m), (2.3.100)
tj.
@M = Kpjm) = (N+1)(jm = Ym)- (2.3.101)

Posto se radi o geodezijskom preslikavanju dva ekviafina prostora pete vrste, tada su §jm i 15( jm
simetricni, pa iz jednacine (2.3.101) sledi da je ©jm = ¥m j, tj. ¥; je gradijentni vektor.
Sli¢no se pokazuje i u ostalim slucajevima. W

Teorema 2.3.24. Neka je f : GAy — GAy ET-geodezijsko preslikavanje dva prostora nesimetricne
afine koneksije, tada su sledeéi uslovi ekvivalentni

@) Rpjm = Rijm)s ) Kljm] = K{jm), o0

) Kpjm = Eyjm)y @) Kpjm) = E{jm]-
Dokaz. Iz jednacina (2.3.95) direktno sledi uslov R[jm} = Rjjm) & ?Um} = Ig[jm]. Kako se radi o

ET-preslikavanju, tj. kada su torzije jednake, lako se pokazuju i ostale ekvivalencije. W

Za ET-preslikavanje dva ekviafina prostora prve ili treée vrste vektor 1; nije gradijentni vektor u
opStem slucaju, ali vazi sledeca teorema:

Teorema 2.3.25. Neka je dato ET-preslikavanje f : GAy — GAy dva ekviafina prostora prve ili
treée vrste. Vektor ; je gradijentni ako i samo ako je
1
ngq/;p = m(ngzpj — Lz;pl/;m). (2.3.103)
\Y \% i

Dokaz. Pretpostavimo da su prostori GAy i GAy ekviafini prostori prve vrste. Iz (2.3.67), za
a=1,d =-1, =1, f/ = -1, v = 0 imamo da je veza izmedju tenzora krivine I1( i Ilf prostora

GAy i GAy usled ET-geodezijskog preslikavanja:

\% \%

Kontrakcijom indeksa i i n u (2.3.104) dobijamo

?jm = Il{jm+(¢mj - wjm)"’_d}jm - N¢jm+N¢pL§m_ ijLgm_dijgm : (2'3‘105)
\ \% \
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Alternirajmo poslednju jednac¢inu po j i m i dobijamo

K(jm) = Ejm) = (LN )i +2(N — 1)¢pL§Cn— 2¢ng€1+ 2¢mL§vj. (2.3.106)
Ako jos i uvrstimo da je ?[jm} =0, Ilf[jm} = 0, dobijamo
(1+N)pjm) = 2(N — 1)¢pL§m— 2 LY, + 2¢mL£j, (2.3.107)
Vv \ \
tj.
2
\ \2 \%

Odavde zaklju¢ujemo da je potreban i dovoljan uslov da je ¢; gradijentni vektor ako i samo ako
vazi jednacina (2.3.103).

Na isti nacin, za dva ekviafina prostora trece vrste jednacina (2.3.103) je potreban i dovoljan uslov
da je vektor 1; gradijentni vektor. W

Iz prethodne teoreme, sledi naredna teorema

Teorema 2.3.26. Neka je f : GAy — GAy ET-geodezijsko preslikavanje dva prostora nesimetricne
afine koneksije, pri cemu vazi uslov

1, .
Lini¥p = = (Limnai — Ljatm), (2.3.109)

tada su sledeéi uslovi ekvivalentni
@) Rim) = Bijm)s  0) Epjm) = Kpjm)s - ) Kfjm) = Kjms

_ L 2 (2.3.110)
d) Kijm) = Epm)s € Bpjm) = Ko, f) - Kpm) = Kpjm)-

Dokaz. Pretpostavimo da je uslov (2.3.109) ispunjen. Dokazacemo da vazi ekvivalencija (a) < (b),
tj. Rijm) = Bpjm) < Ilf[jm] = Il([jm}. Sa (; ) oznacavamo, kao i do sada, kovarijantni izvod u odnosu na

. s i Td - . . i .
simetricnu koneksiju L7, , a sa (;) kovarijantni izvod u odnosu na koneksiju L;;. Nalazimo vezu

\Y A\ A\ \ Vv
= L (Lt Ppr) L, = (L5 P) L = (L + Br) L (2.3.111)
pE/gm Jk = gk

= L;m;k—FPILkLZ;m - P]pkL;m - P@L;p.
\% \% - \% \%
Kako iz jednacine (2.3.95) za tenzor Il( imamo relaciju

K jm) = Rijm)+ 2Ly = Lipom+ L+ 2L L (2.3.112)
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onda je
?Um] - R[Jm]+2LJmp LJP m+Lfan+2L§)ngq
= E[J'm] +2(L§mp+Pz?ngm Paqugm Png?q)
(Lﬁ)p k+P5mL3p ijngp Pz()lngq)
(ngy Pé)JLgnp Pg%JLZp ngLglq)+2L§ngq7
tj.
?Um] = R[jm]+2ij - Lg’pm+Lﬁm ]+2L§ngq

(2.3.113)

q q P
+2 (Pz?qum o PJpLgm - P;I’KDL]Q)

Za izraz u zagradi dobijamo
quLj’m P]qu{;m - Pﬁwaq = (5g¢p+5§wq)L§vm — (5g¢p+5g¢j)Lgcl — (5%¢p+5g¢m)L§;q

= L pt N Lty = L ¥p = Lpmj = Ljmntop = Lig¥m  (2.3.114)

= (N — 1)Lp Yp+ L b — LY = 0.
\2 \

Ako iskoristimo pretpostavku da vazi uslov (2.3.109), onda iz jednacine (2.3.113), dobijamo

Lako se iz jednacina (2.3.112) i (2.3.115) zakljucuje E[jm] = Rjjm & K[Jm] = []m] Na isti, nacin se

dobijaju i ostale ekvivalencije. W

Na osnovu prethodne teoreme, sledi

Posledica 2.3.27. Neka je f : GAy — GAy ET-geodezijsko preslikavanje dva ekviafina prostora
O-vrste, 6 € {0,...,5}, pri éemu vazi uslov (2.3.109), tada su R[jm],Ilf[jm],é([jm],I?’([jm},ff[jm]jlf)([jm]
nvarijantni objekti ovog preslikavanja. M

2.3.5 Anti-ekviafini prostori

Posmatrajuéi slucajeve kada je Ricijev tenzor #-vrste, 8 € {0,...,5}, simetrican, dolazimo na ideju
[M9] da ispitamo prostore u kojima je Ri¢ijev tenzor f-vrste, § € {0,...,5}, antisimetrican.
Definicija 2.3.4. Prostor nesimetricne afine koneksije GAy je anti-ekviafini prostor 6-vrste,
0 € {1,...,5}, ako je Ricijev tenzor O-vrste antisimetrican, tj. ]e%jm = fle%mj, 0 e {l,...,5}. Za

prosotor GAN se kaZe da je anti-ekviafini prostor nulte-vrste ako je Ricijev tenzor pridruZenog
prostora antisimetrican, tj. R;j = —Rj;.
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Simetrizacijom u odnosu na indekse j i m bez deljenja u (2.3.94) dobijamo

Il{(jm) = R(jm) — me - ngj - 2L§ngm
K jm) = Bgm) 2150 Lim
K (jm) = Bejm) + Lipon Uiy = 2150 L (2.3.116)

Ejm) = Bim) = 2Ly L

K m) = Rigm) = Ling Ly

gde () oznacava simetrizaciju bez deljenja.

Teorema 2.3.28. Neka je f : GAy — GAy ET-geodezijsko preslikavanje dva anti-ekviafina prostora
§-vrste, 6 € {0,2,4,5}, tada je ;; definisan pomocu (2.3.98) antisimetrican.

Dokaz. Teoremu dokazujemo za ET-geodezijsko preslikavanje anti-ekviafinih prostora pete vrste i
nulte vrste. Slicno se pokazuje i u ostalim slucajevima. Iz (2.3.97) imamo da je veza izmedju Ric¢ijevog
tenzora 15( i 15( prostora GAy i GAy usled ET-geodezijskog preslikavanja:

K jm = K jm— Ny + Yinj. (2.3.117)

Simetrizacijom bez deljenja u (2.3.117) u odnosu na indekse j i m, dobijamo
K (m) = K Gm)+ (1 = N)¥(m)- (2.3.118)

Pretpostavimo da prostori su GAy i GAy anti-ekviafini pete vrste. Tada je Yim) = 0, tj. Yjm je
antisimetrican.

Pretpostavimo da su prostori GA y i GAy anti-ekviafini nulte vrste. Uzimajuéi (2.3.116) i (2.3.117)
i ¢injenicu da su torzije jednake usled ET-geodezijskog preslikavanja imamo

55} TP F4q
R(jm)— Lqum = R(jm)— LquZﬁ(l — N)tp(jm) (2.3.119)
tj.
R(jm) = Rjm)+(1 = N)Yjm), (2.3.120)

tada je ¥(jm) = 0, tj. jm je antisimetrican. Slicno se pokazuje i kada su prostori GAy i GAy
anti-ekviafini druge i ¢etvrte vrste. W

Na osnovu jednacina (2.3.118) i (2.3.120), mozemo izvesti jos neke zakljucke
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Posledica 2.3.29. Neka je f : GAy — GAn ET-geodezijsko preslikavanje dva prostora nesimetricéne
afine koneksije, tada su sledeéi uslovi ekvivalentni

a) R(jm) = Rm), b)) K(im) = K(jm),

_ 2 > (2.3.121)
<) Km = Eigmy, d) Km) = Kijm)-

Ocigledno da za anti-ekviafine prostore prve ili trece vrste prethodna tvrdjenja ne vaze. Ispitajmo
sada Sta ¢e se desiti pri ET-geodezijskom preslikavanju dva anti-ekviafina prostora prve ili treée vrste.

Pretpostavimo da su prostori GAy i GAy anti-ekviafini prostori prve vrste. Posmatrajmo ET-
geodezijsko preslikavanje ovih prostora. Veza izmedju Ricijevih tenzora prve vrste prostora GAy i
GApy usled ET-geodezijskog preslikavanja je

?jm = Ifjm+(¢mj - 1/’jm)+¢jm - N¢jm+N¢pL§m_ 2ijgm_¢pL§m : (2'3'122)
\ \% \

Simetrizacijom bez deljenja po indeksima j i m u (2.3.122), imamo

K (gm) = K gm)+(1 = N)m) — 2%’%’331 - 2¢mLZvj- (2.3.123)

Kako vazi ?(jm) =0, Ilf(jm) =0, onda je
(N — 1)@1/)(]-7”) = 2L§;3p¢j +2L§.’vam. (2.3.124)

Na isti nacin, ako pretpostavimo da je ]?)%jm = —]?)%mj, i gjm = —?mj, dobi¢emo jednacinu (2.3.124).

Na osnovu prethodnog, vazi

Teorema 2.3.30. Neka je f : GAy — GAy ET-geodezijsko preslikavanje dva anti-ekviafina prostora
§-vrste, 6 € {1,3}. Velicina 1;; je anti-simetricna ako i samo ako vaZi

Ly i+ L b = 0. B (2.3.125)
\4 2

Teorema 2.3.31. Neka je f : GAy — GAy ET-geodezijsko preslikavanje dva prostora, pri éemu je
zadovoljen uslov

Lf,épwj—l—L%)wm =0. (2.3.126)

Sledeéi uslovi su ekvivalentni
@) Rim = Rimy, 0 Kgm) = Kimys ) Kgm) = B (jm),

d) Kgm = Kimy ) Egm = Kgmy ) Em) = Km)-

(2.3.127)
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Dokaz. Dokazacemo sledec¢u ekvivalenciju R(]-m) = Rijm) < K(jm) = Il( (jm)- 1z jednacine (2.3.116)
imamo vezu

= = =P —+p P 74
Il((jm) = Rjm) — Ljvpfm meJ 2LJqum

Iskoristi¢emo formulu (2.3.111), gde smo izrazili Zé?p?m. Zamenom u prethodnu jednacinu imamo
\

K (jm) = Bijm) = Lipm = Dy = 2L g Lo
jer je
2meLgp = 2(6]bm+07, 1/;]) = 2(¢mL§p+¢ng%p) =0.
Sada se vidi da je R(jm) = R(jm) < ?(jm) = K(jm). Na slican nacin se pokazuju i ostale

1 1

ekvivalencije. W

Na osnovu prethodne teoreme imamo
Posledica 2.3.32. Neka je f : GAy — GAy ET-geodezijsko preslikavanje dva anti-ekviafina prostora
0-vrste, 0 € {0, ..., 5}, pri emu vaZi uslov (2.3.126), tada su Rjy,, Ilf(jm), Iz('(jm), Ig('(jm), .Z((jm), Ig(jm)

mvarijantni geometrijski objekti ovog preslikavanja. M

2.3.6 Invarijantni geometrijski objekti ET-geodezijskog preslikavanja prostora GR y

Na kraju ove glave, dajemo jo§ neke interesante rezultate, koji se odnose na generalisane Rimanove

prostore. Koeficijenti koneksije Lé ;. se u ovom slucaju zamene Kristofelovim simbolima druge vrste Fz- &

koji su nesimetri¢ni u opstem slucaju i formiraju se na poznat na¢in pomocéu nesimetri¢nog metrickog

tenzora g;;. Iskoristicemo da u GRy vazi F];p = 0. U GRy pridruzen Ricijev tenzor Rj,, je simetrican,
\

pa se jednacine (2.3.95) svode na

Kijm) = Kijm) =0, K| 205 Kljm) = 05 K jm) = 0. (2.3.128)

Jmp’ jm] = Jmip?

Ako se radi o ET-geodezijskom preslikavanju dva generalisana Rimanova prostora, jednacine
(2.3.116) se svode na

K (jm) = 2Bjm = 205 i,
K (jm) = 2Rjm + 21y Fpm,
Ig((jm) =2Rjm — 2F§qFva (2.3.129)

K (jmy = 2Rjm =205 T,

K (jm) = 2Rjm =TTy
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Posledica 2.3.33. U prostoru GRy vaZi

K (jm) = K (jm) = K (jm)- W (2.3.130)

Posledica 2.3.34. Usled ET-geodezijskog preslikavanja dva generalisana Rimanova prostora GRy
i GRy sledeée wvelicine su invarijanini objekti ovog preslikavanja: Ilf(jm) — 2R, I§(jm) — 2R,

Polazeéi od invarijantnih geometrijskih objekata ET-geodezijskog preslikavanja (2.3.80)-(2.3.84)
prostora GAy, dobijamo i invarijantne objekte prostora GRy:

1. Za tenzor Il( zadat jednac¢inom (2.3.77) imamo ET-projektivni parametar

i 1 N 1
EJm” If +N+16J]1{[m”]+ 5[ 1 J"]+N2 5[m nlj

2 ) 2
o e e~ (VD8 T+ 8,15, 8,1, )

(2.3.131)

2. Za tenzor 12( zadat jednac¢inom (2.3.77), ako iskoristimo i (2.3.128), imamo ET-projektivni tenzor

gl — Kt ’LK

5Jmn 9 jmn—i_m [m7y jn]- (23132)

3. Za tenzor I3( zadat jedna¢inom (2.3.77) imamo ET-projektivni parametar
N 1 -
S;mn—K;mn N+16; 3 [m"]+ [mlg(ﬂﬂ_{—m fmé{n}j
2 4 2 4 2
+7(N+1)F&%*i(]\rﬂ)F&F3¢+7(N+1)2rgq< (N=1)8T%,,— Na;nrg’n—(s;rfm) .
(2.3.133)

4. Za tenzor i(' zadat jednacinom (2.3.77), ako iskoristimo i (2.3.128) imamo ET-projektivni tenzor

) 1 ,
Ejmn = Kimn + 557 Ol (2.3.134)

5. Za tenzor 15{ zadat jednacinom (2.3.77), ako iskoristimo i (2.3.128) imamo ET-projektivni tenzor

Ernm = K K

gJjmn 5 jmn+m [m 5 jn]- (23135)

Takodje, ako u jednacini (2.3.92), uvrstimo da je Ffp = 0, dobijamo u prostoru GR y
\
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1 .
! (N+1)2(N—1)F£LP((N2_1)(O‘+O/ —e =X +m)T%,)
1 7
+ (N+1)2(N_1)F?r717p<(N2_1)(a+0/ — & — X, + W)ij)
1 I3
* (N+1)2(N—1)F§£((N2_1)(0‘—0/ Te- 6’)%) (2.3.136)

1
(N+1)2ng<—2(Na+Nx+xl+€’—a—w)ézl“f,m

—(Na—a+Nx+x +& —m+Nd +a' + Ny + x)o,, 1"

m]n

—Qa—x' — & +maeir? )

n]m

Za prethodne veli¢ine generalisanog Rimanovog prostor vazi sledec¢a teorema:

Teorema 2.3.35. Velicine g,g,%’ date redom jednacinama (2.3.132), (2.3.134) i (2.8.135), su ten-

zori koji su invarijantni v odnosu na ET-geodezijska preslikavanja f : GRy — GRy i zovemo ih ET-
projektivnim tenzorima. Veli¢ine %’,g, i AE date jednacinama (2.3.131), (2.3.133), (2.3.136), redom,

jesu invarijantni objekti ovih preslikavanja, ali nisu tenzori, zovemo ih ET-projektivnim parametrima. M

Prethodne veli¢ine koje smo dobili u GRy, Ezmn, e ,E;mn, AEj-mn su uopstenja Vejlovog tenzora

we =R ! 5[ R

Jjmn ]mn N+1 m*ln]- (23137)
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Glava 3

Konformna preslikavanja

3.1 Konformna preslikavanja Rimanovih prostora

Veoma znacajna klasa preslikavanja Rimanovih prostora su konformna preslikavanja. Konformna
preslikavanja i uopstenja, razmatrana su u [1, 67, 69, 78, 79, 89, 97, 114]. Ona se karakterisu vezom
medju metrickim tenzorima dva Rimanova prostora Ry i Ry, u zajednickom sistemu koordinata

9ij = e* gij, (3.1.1)

gde je ¢ funkcija tacke (z',...,zV).

Usled konformnog preslikavanja dva Rimanova prostora otuvava se ugao izmedju dve krive. Ako
je ¥ = const, onda se takvo preslikavanje zove homotetija. Ako je ¥» = 0, onda je to izometrija.
Geodezijske linije prostora Ry se pri konformnom preslikavanju ne preslikavaju na geodezijske linije
prostora Ry. K. Yano [109] je nasao uslov pod kojim se pri konformnom preslikavanju Rimanovih
prostora geodezijske linije preslikavaju u geodezijske linije.

U sluc¢aju konformnog preslikavanja f : Ry — Ry Rimanovih prostora Ry i Ry, (vidi [89]), imamo
invarijantan geometrijski objekat

Cijn -

R+ 68 Pin — 0% Pimy + Pl gin — Pl gmg (3.1.2)

Jmn

gde je
1 1

=~ Bjm — 2N —1)

P, =
TN -2
R;mn Riman-Kristofelov tenzor krivine prostora Ry, Rj,, Ric¢ijev tenzor i R skalarna krivina.

Rgjm), (3.1.3)

Geometrijski objekat Cijm zove se tenzor konformne krivine.

n

3.2 Konformna preslikavanja generalisanih Rimanovih prostora

U prethodnom delu su dati neki osnovni pojmovi za konformno preslikavanje dva Rimanova prostora.
U ovom delu posmatramo konformno preslikavanje za opstije prostore. Neka su data dva generalisana
Rimanova prostora GRy i GRy.

65
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Definicija 3.2.1. (Stankovié, M.S., (2001), [97]) Za preslikavanje f : GRy — GRy kazemo da je
konformno ako osnovni metricki tenzori gij i g;; ovih prostora zadovoljavaju relaciju

9ij = e* gij, (3.2.1)

gde je v funkcija od x = (x*,--- , 2™V)

lokalnih koordinata x*.

, a prostore posmatramo u zajednickom po preslikavanju sistemu

Za Kristofelove simbole prve vrste prostora GRy i GRy zadovoljena je relacija

Tije = Y (Tijk + gjitn — ginti + gictd,j) (3.2.2)
a za Kristofelove simbole druge vrste
Tl = Tl + 929590 1 — 9ik¥p + Gpktl.j)- (3.2.3)

Oznaéimo 1y, = 1 = O /0x" i ¢t = giﬂwp. Iz (3.2.3) dobijamo vezu

Ty =Tl + g2(g5p00 — girthp + gprtds) + 92(g5p%k — 9jktp + Gpitls), (3.2.4)
* — \ ] ]
tj.
i i i i i i i il i
Ljp =T + 054k + 0305 — ¥'gjk + &G, (&e =T — i) (3.2.5)
\ \
gde je ‘ ‘ A
&k = 9P GipVk = gjrtlp + gpk¥s) = =&y (3.2.6)

a ij oznacCava antisimetrizaciju sa deljenjem sa 2.
v

Ako u jednacini (3.2.5) izvrsimo kontrakciju indeksa i i k, iskoristimo da vazi Ffp = 0, imamo
\

1 _
W = N(rﬁip -T7,). (3.2.7)
Kako u GRy vazi F?p = a(lgx\i/g)’ gde je g = det]|g;;|| (vidi [50]), pa samim tim i u GRy vazi
fzp = 8(1(;11\{5)7 gde je g = det |[g;;|], konacno je
1 /0(lng) 9I(Ing)
= — = — — . 2.
Vi 2N( OxJ OxJ ) (3.28)

U odgovarajuéim tackama M (z) i M(x) pri konformnom preslikavanju mozemo staviti

gde je P;k tenzor deformacije konformnog preslikavanja f : GRy — GRy.
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3.3 Ekvitorziono (ET) konformno preslikavanje

U slucaju konformnog preslikavanja generalisanih Rimanovih prostora u opstem sluc¢aju se ne moze
nadi generalizacija za tenzor konformne krivine. Iz tog razloga definiSemo specijalna konformna pres-
likavanja.

Definicija 3.3.1. (Stankovié, M.S., (2001), [97]) Preslikavanje f : GRy — GRy je ekvitorziono
(ET) konformno preslikavanje ako su tenzori torzije prostora GRy i GRy jednaki u zajednickom
po preslikavanju f koordinatnom sistemu. Tada iz (3.2.5) i (3.2.9) imamo

gp=0. (3.3.10)

3.3.1 Invarijantni geometrijski objekti ET-konformnog preslikavanja prostora GR

U radu [M2], polazeéi od 5 linearno nezavisnih tenzora R R R R R = ﬁ datih jednac¢inama (1.6.6,

1.6.7,1.6.8, 1.6.11) i (1.6.13) dobijeno je 5 invarijantnih geometrljsklh obJekata ET-konformnog pres-
likavanja. Svi dobijeni objekti su tenzori i nazvani su redom ET-tenzor konformne krivine prve, druge,

, pete vrste. Ovde ¢emo nadi invarijantni geometrijski objekat ET-konformanog preslikavanja za
opsti tenzor (2.3.64) i opsti pseudotenzor (2.3.85).

Veza za proizvoljan tenzor krivine K i K prostora GRy i GRy redom je, kao §to znamo,

K. =K. +P. P 4+P’ p. _pPp!

jmn jmn Jjm;n Jjnym gm~ pn Jn= pm
(3.3.11)

gde K moze biti bilo koji od 12 navedenih tenzora (2.3.61), ili neki novi tenzor krivine koji se moze
dobiti linearnom kombinacijom pomenutih. Ako iskoristimo da je (vidi [46, 89])

Ymn—Vnm =0 (3.3.12)
zamenom (3.2.5) u jednac¢inu (3.3.11) dobijamo
K=K+ 0tin—=000jm = gjm (V"0 = ¥in) + gjn (0 m — bim) = 6,07 pgjm + 0P bpgin
—(a+a)¢nrgm+a¢p5;r§m (a—a’)wjr;'@n—(a’+a)¢mr§.n+a’¢p5;nr§n (3.3.13)

- (a - a,)¢i9pnrp + a¢pgjn m T (Oé + a/)@bpgmn ‘|‘ « ﬂ)pgjmfl

Uvedimo sledeée oznake ‘ '
V= gy, Aip = gPlpbg = PP (3.3.14)

U GRy su tenzori gij 1 ¢ kovarijantno konstantni u odnosu na sve Cetiri vrste kovarijantnog diferen-
ciranja (Teorema 1.7.2, Teorema 1.7.3), tj. vaze jednacine

gjprmz + glprp =0< F]ﬂ&l = _Fii(z/j (3315)
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¢PTY,, + g®Td = 0. (3.3.16)
\%

\

Ako iskoristimo prethodne jednacine, imamo
K;mn K;mn+ 5;1wjn_5%¢jm - gjmwfz + gﬂiﬂn + ((ﬁng]n 51 ggm)AlU
—(a+a’ )zpnrj-erawpé;Ffm (oz—a')zpjl“%n—(a/+a)wm w0t T ]n (3.3.17)

— (a— O/)w gpnrp + 05¢p93n m T (0 + Oé/)wpgmfﬁp +a wpgm pn
v v

\/

Kontrakcijom indeksa i i n u (3.3.17) dobijamo
K jm =K it Yjm=Njm = gjm¥p+¥jm+(gjm — Ngjm) Dtb+(N — 2)a¢pF§m+2a¢me.jf -(3.3.18)
\

Oznac¢imo
Vp = Vpag™t = (hpig — Yp¥g) g™t = Vb = A, (3.3.19)
pa jednacina (3.3.18) postaje

K=K jp— (N = 2)Yjm— (VY + (N = 2)A%)gjm + (N = 2)arpI7 + 200" Tmp- (3.3.20)

Ako poslednju jednacinu pomnozimo sa ¢2™ i kontrakcijom po indeksima j i m imamo
K =K —2(N - 1)V — (N —1)(N —2)Av, (3.3.21)

gde smo iskoristili da je - -

gl=egd K=gMK,, K=g¢"K,. (3.3.22)
Velicine K i K predstavljaju redom skalarne krivine prostora GRy i GRy. Iz jednacine (3.3.21)
izrazimo V:

1 — (N=2)
= (K—e?EK) - "IN, 3.2
Vi =y K - R A (3.3.23)
Zamenom (3.3.23) u (3.3.20) imamo
1 — (N-2)
(N = 2)hjm = K -K; m 7(K_e2¢K)g'm_ Agim
’ ™ 2(N-1) 2 = (3.3.24)
+(N=2)agply, +209 T, jp.
\V; \
Oznac¢imo u prostoru GRy
1 1
- Kipy— ———Kgim, 3.2
i analgno u prostoru GRy. i onda jednacina (3.3.24) postaje
2a

— 1
Yim = Pjm — Pjm — §A¢gjﬂ + aypply 2¢prm_jvp. (3.3.26)

+N—
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Kako smo veli¢ine Pjp,, ¥; 1 ¥y, izrazili jednac¢inama (3.3.25, 3.2.7) i (3.3.26), redom, zamenimo
ove formule u (3.3.17), pa dobijamo

K;mn_Kémn_‘_é?Zn(,P]n_fjn) 6Z (ij P ) gjmp +g]m7) +gjnpm g]npm
20 . 2c . (0%
+m5;n¢prn.jvp_N776;¢prm.jp N— 29]m¢pr N— 2gjn7/)pr ¢

. (3.3.27)
+(ata) 0, I, + (o ngmf’ — (ot )wnfjm—(a—a )T

—(alm)mez-n—(a—a’)w gpnF +(a+a )W’gmnlﬂp.

Potrebno je razdvojiti elemente prostora GR y sa jedne strane jednakosti i iste te elemente prostora
GRy dobiti na drugoj strni jednakosti. Upravo ovo je i razlog zbog kojeg nije moguée naéi invarijantne
geometrijske objekte konformnog preslikavanja dva generalisana Rimanova prostora u opstem slucaju.
Iz (3.2.7, 3.3.10) dobijamo

. 1 _ , 1 9
4 i Fip Y . ip_ Y
Fg.n@ndj = 2NF] n@ng*a » Ing 2Nrj.n$ng—axp Ing (3.3.28)
i
I gmit? = L ¢ p 9 o L In (3.3.29)
p\'/ngm 2N pngm]g 8 q g IN pngmjg a q g. cJ.
Uzimajudi u obzir (3.2.7, 3.3.28, 3.3.29), relaciju (3.3.27) mozemo predstaviti u obliku
Cimn = Chmn> (3.3.30)
gde je
1 : , . o
+ 7]\7(]\7 P ( — aéﬁnl‘n,jvp + a(S;LI’m,jvp + ozgjﬂf;m ozg]nI” ) e Ing
(3.3.31)

(00 )83, — (- )gP2g, Ty + et LTS+ (03T,

v (-

0
(@ )0+ (a—a')g £9gn L —(a+a’) g gmnT; ) 37 B 9

Sada mozemo formulisati dokazanu teoremu:

Teorema 3.3.1. Invarijantni geometrijski objekat ET-konformmnog preslikavanja je tenzor C’;mn zadat
jednacéinom (3.3.31). W

Kao $to i mozemo da vidimo svi invarijantni geometrijski objekti ET-konformnog preslikavanja,
koji se dobijaju na ovaj nacin su tenzori.
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. Za tenzor Ilf imamo da jea =1, o/ = -1, 3 =1, 8 = —1, v = 0, zamenom u jednacinu

(3.3.31) dobijamo

4 4 . . . 9
o = K+ S Pin =8P = 4P+ 93P+ 37 (9T + 90T ) 55 0 g
\%

1 5 (3.3.32)
+ m(—él Loy + 54l gp + GgmCp — 9inTn )92 10 g,
gde je
Pim = (Kjm— 2 Kgim) (3.3.33)
M TN 2 I T (N — 1) ) e
. Za tenzor IQ( imamo da je « = o = v =0, 8 = —1, #/ =1, zamenom u jednac¢inu (3.3.31)
dobijamo
gde je
Pim = — (K L kg (3.3.35)
2Im T N 2V T (N — 1) 2 Ym) e
. Za tenzor Ig( imamo da je a =o' = ' =1, f = —1, v =2, zamenom u jednacinu (3.3.31)
dobijamo
Clmn =K mnt 0 Pin=0,Pjm — Gjm P + gjn P
1 , A . 0
B QLR R I Y FLL R
1 .\ 0
(= O =Py T+ 52Ty + 01Tl =0T ) 52 10 0
\%
gde je
Pim = — (K L kg (3.3.37)
3Im TN 2V yIm T (N — 1) 8 9m) e

. Za tenzor {4( imamo da je« = o/ =y =0, f = =—1, zamenom u jednacinu (3.3.31) dobijamo

Clmn =1 jmnt 0 Pin=0,Pjm — gim Py + gjn P, (3.3.38)
gde je
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5. Za tenzor K imamo da je « =o' = 3 =3 =0, v =—5, zamenom u jednacinu (3.3.31) dobijamo
g;mn _K;mn+ 57171753]71_5:1753.7”1 - gm,];?n + gjﬂ?iw (3340)
gde je
1 1
i = Kipy— ———Kgim). 3.3.41
Bim = —aWim ~ 55— 1y 5 9am) (3:3.41)

Polazeé¢i od jednacina (3.2.5, 3.3.10), za ET-konformno preslikavanje prostora GRy i GRy veza
izmedju pseudotenzora A i A bice

A;mn _A;mn + %%n—%%m - gm% + gjnwfn + (&ngﬂ - 5729@)Aw

—(a+a —5’—X+7r)wn1“§-m+(a+x)wp5§ll“§m (a—a'+e—&")p,;Ih,,
\

—(a’—i—a—e—x’—l—w)zﬂmfévn—i-(a’—i—xl)%éfnf‘fn (a—a' +x— x')v,/;ing‘?m (3:342)
v
+ (- 6’)¢”9Lnfécn +(ata + W)w”ng}Vp +(d )W’!bmfz
Kontrakcijom indeksa i i n u (3.3.42) dobijamo
ij =Ajm + Vjm—NVjm — gim¥h + gjp¥h, + (gjm — Ngjm) DY
—(a—I—O/—6,—X+7T)1l)pF§31+N(Oé+X)¢pF]CI
+ ("X )l — (@ — o + x = X )Pggl s, (3.3.43)
v
+(a— E’W@% + (a+ o' + m)Ylgmplh,
v
tj.
ij:Ajm — (N =2)Yjm— (VY + (N = 2)AY)gjm
+ (N = 2)(a+ X)wpf%l +2(a+x + W)wpfm_jvp. (3.3.44)
Ako poslednju jednac¢inu pomnozimo sa ¢2™ i kontrakcijom po indeksima j i m imamo
eYA=A—-2(N —-1)Vip — (N —1)(N —2)A1p, (3.3.45)
gde smo iskoristili da je - -
A=7g"MA,, A=g"Ay,. (3.3.46)

Velicine A i A predstavljaju redom skalarne pseudokrivine prostora GRy i GRy. 1z jednaéine (3.3.45)
izrazimo Vi:
(N —2)

A—eVA) — 5

Ay (3.3.47)
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Zamenom (3.3.47) u (3.3.44) imamo
1

T (N—-2)
( - 2)¢jm—AJm Aym 7(A_62¢A)gjm_ Angm
2(N-1) = 2 = (3.3.48)
+ (N = 2)(a+ )¢l %, +2(a+ X+ m)PPTy jp.
Vi \%
Oznacimo u prostoru GRy veli¢inu
1 1
= Ay — ———Agim, 3.3.49
i analogno u prostoru GRy. Onda jednagina (3.3.48) postaje
_ 1 2+ x + )

Velicine APy, ¥ 1 1jm su odredjene jednacinama (3.3.49), (3.2.7) i (3.3.50), redom, pa kada ih
zamenimo u jednacinu (3.3.42), dobijamo

Afin = Al 00 AP j+ 0 (AP . — AP ) = 83 (AP jo = AP jon) = G AP+ G0 AP+ G0 APy~ 53, AP,
2(atx'+7) 2(atx'+) Aat+x'4m) ppi T

N—2 N—2 N—g  Jim¥ ot =5 9 Ty (3.3.51)
+(a+x+a + X’)éinwpl“’-’n —(atx +a = )gim " Thn+ (X — )G g™ a L fm —(ata’—"—x+7) Yn

2(a+x'+m)

+ 5fn¢prn»jp_ 5;7/)me-7'1? -
A\ A\

(a_a +e—€ )1/& nm (a +o—e—x 'H'r)wm in (O‘_O‘/+X_X,)¢igmr%n -l—(a-l—o/-l-ﬂ')’lbpgmré-vp
Sada izvr§imo razdvajanje elemenata prostora GRy i GRy, na slede¢i nacin:

AC,,,,, = AC:

jmmn>

(3.3.52)

mn
gde je
ACn = Al + 10 AP i+ 610 AP . — 51, AP jn — g3 AP + g jn AP,

1

+ N(N—2)

i 0
< (Q+X +7T)§mrn ]P+ (Q+X +7T)67er ]P+ (0‘+X +7T)g Fpn (a+X/+7r)gj7an\'r/n)g 6 q ln g
(3.3.53)

ton ( (at+x + o + X )58, +(a+x + ' — €)gimg? Ty, — (x — )g;ng‘”P”m Horta/'—"—x+m) 05T,
Vv Vv v

(o045 )T b0 e 4m) 38, (0= +X =Y ) ggn TSy — (0 +7)g T ) 5 In g

Teorema 3.3.2. Invarijantni geometrijski objekat ET-konformnog preslikavanja je ET-parametar
ACjp, dat jednacinom (3.3.55). W

Na kraju ovog odeljka, rezultate mozemo sumirati dokazanom teoremom:

Teorema 3.3.3. Velicine (1?, - ,g date jednacinama (3.8.32, 3.8.34, 3.3.56, 3.3.38, 3.3.40), su ten-

zori koji su invarijantni u odnosu na ET-konformna preslikavanja f : GRy — GRy i zovemo ih
ET-konformnim tenzorima. Velicina AC data jednacinom (3.3.53), jeste invarijantni objekat ovih
preslikavanga, ali nije tenzor, i zovemo je ET-konformni parametar. M
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3.3.2 Invarijantni geometrijski objekti ET-koncirkularnog preslikavanja prostora
GRy

Godine 1940. K. Yano [109] je razmatrao konformna preslikavanja g,; = ¥?g;; dva Rimanova prostora.
On je pokazao da su geodezijske linije invarijantne pri ovom preslikavanju ako i samo ako je zadovoljeno

Yij = V5 — Yih; = wgij, (3.3.54)

gde (;) je kovarijantno diferenciranje u Ry, g;; simetri¢ni metricki tenzor, w skalarna invarianta i )
gradijentni vektor. Konformno preslikavanje koje zadovoljava uslov (3.3.54) je nazvao koncirkularno
preslikavangje. Kada je proucavao geodezijska preslikavanja simetriénih prostora N.S. Sinjukov [89] je
uzeo uslov, u specijalnom slucaju ¢ = e~¥. Lako se pokazuje da se formula (3.3.54) transformise na

Gij = PYijs (3.3.55)

gde je p = —we™Y, C.i = (. Vektorsko polje ¢;, K. Yano [109] je nazvao koncirkularnim dok je N.S.
Sinjukov to polje nazvao ekvuidistantnim. U sluc¢aju da je jednacini (3.3.55) p = const. [40, 89, 109],
¢ se zove konvergentno polje, a u slucaju da je p = B( + C, (B,C = const.) naziva se specijalno
koncirkularno.

U sluéaju koncirkularnog preslikavanja dva Rimanova prostora f : Ry — Ry (vidi [89]) imamo
invarijantnu geometrijsku veli¢inu

‘ R . ‘
Z =R = —— (8 gim — O Gin), 3.
jmn ijn N(N . 1)( nYj mYj ) (3 3 56)

gde je R;mn Rimanov tenzor krivine, R;,, Ricijev tenzor i R skalarna krivina u prostoru Ry.

Veli¢ina szmn se zove koncirkularni tenzor krivine.

Mi ¢emo posmatrati konformno preslikavanje dva generalisana Rimanova prostora, za koje vazi
jednacina (3.3.54), gde (;) je kovarijantno diferenciranje u odnosu na simetri¢ni deo koneksije u GR .

Definicija 3.3.2. ET-koncirkularno preslikavanje f: GRy — GRy je ET-konformno preslika-
vanje f: GRy — GRy, pri cemu vazi uslov

bij = i — dihy = wyij, (3.3.57)
gde je (;) kovarijantno diferenciranje u odnosu na koneksiju F;;k pridruZenog prostora Ry, ; je

odredjeno sa (3.2.8), a w skalarna invarijanta.

Sada ¢emo naéi neke invarijante objekte ET-koncirkularnog preslikavanja.
Kreéemo od jednacine (3.3.17), koja vazi u sluéaju konformnog preslikavanja dva generalisana
Rimanova prostora

K;mn _K;mn+ 62@¢jn_5:‘z¢jm - gjm¢;z + gﬂ¢:n + ( m3jn — s gjm)Ad)
—(a+a’ )wnr§m+a¢p5ﬂ§m (a—a')@z}jr%ﬂ—(a +a)¢mrjn+a wpéznrg’n (3.3.58)

- (a - O‘/)¢ gpnrp + a¢pgjn m T (a + O/)q/)pgmn + « 1/}ngsz
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Ako u jednacini (3.3.58) zamenimo uslov (3.3.57), imamo
K n =K+ 00gjn — 4w 8im — 9jmg2wGpn + GingPwgpm + (81,95m — 0ngjm) AU
—(a+a)¢nr§m+a¢p5;r§m (a—a’)@z)jr;cn—(a’+a)¢mr;n+a’¢p5;1r§n (3.3.59)
— (a—a )" gpnfp + awpgjn (a4 a/)¢pgmn —i— o wpg]mf‘;m,
konacno
K;mn—K;mn+ 25fnng£ — 24! nWyjm + (5fngjn 5t nGjm) A
—(a+d )q,z)nr;mm%égrg’m (a=a/ )i Ty = (o +a)¢mr;y+a’¢p5;r§n (3.3.60)
—(a—a )" gpan + aPgjnlh, + (a + a')zppgwfj-vp + 'YPgjmT; pn
Kontrakcijom indeksa i i n u (3.3.60), dobijamo
ij:ij— 2(N — 1)ngﬂ — (N — 1)A1/)gjﬂ + (N - Q)QQJJPF?CR + Zawpfm,jvp, (3.3.61)
pa je
K =K +2N(1 - N)w+ N(1 — N)Ay, (3.3.62)

gde suredom K = g?K,, i K = g??K,, skalarne krivine prostora GRy i GRy. 1z (3.3.62), izrazimo
w:
! (¥R — R) 1A1/) (3.3.63)
w=-———F(e — R) — =/\%. 3.
2N(1—-N) 112

Kako je
9 gjn = GG (3.3.64)
koristeéi jednacine (3.2.8, 3.3.28, 3.3.29), relaciju (3.3.60) mozemo napisati u obliku

AR (3.3.65)
gde je
Zin = Ko = 7057 K st — i)
+ % ((a+a )5gr;m—a5;r§.’cn (a—a )5§r;m (o —I—a)éngén—a %an (3.3.66)
+ (= /)¢ ganq - ag@gjﬂl“gm — (a+ o/)g@gmf‘;q - o/gzﬂgjﬂl12 > aap In g.

Veli¢ina me je veli¢ina prostora GRp i analogno dobijamo za me u prostoru GRy. Na taj nacin
smo pokazali da je tenzor Z!  invarijantan geometrijski objekat ET-koncirkularnog preslikavanja
dva generalisana Rimanova prostora i zovemo ga FET-koncirkularni tenzor krivine. Sada mozemo

formulisati dokazanu teoremu:
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Teorema 3.3.4. ET-koncirkularni tenzor krivine men zadat jednacinom (3.8.66) je invarijantan
geometrijski objekat ET-koncirkularnog preslikavanja f : GRy — GRy, definisanog pomocéu (3.2.1),

(3.2.5), (5.3.10), (3.3.57). W

1. Za tenzor Ilf imamo da jea =1, o = -1, 3 =1, 8 = —1, v = 0, zamenom u jednacinu
(3.3.66) dobijamo
1 . )
szn = Iﬂmn - mff(%gjm — O Gjn)
(3.3.67)
+ﬁ( 0L 265 Lo+ 64292900 T, — 92290 g+ 922 g )W n g.
2. Za tenzor IQ( imamo da je a = o =4 =0, 8 = —1, #/ =1, zamenom u jednacinu (3.3.66)
dobijamo
1 4 .
Z;mn = Iz{;mn - m—g{(%%m = O Gin)- (3.3.68)
3. Za tenzor 13( imamo da jea =o' = ' =1, f = -1, v =2, zamenom u jednacinu (3.3.66)
dobijamo
1 . .
szn = K;mn - mfg(%%’m — 01 Gjn)
. (3.3.69)
+ﬁ(25$;F;m—5;F§’m+25511“;n—5;11“§n—g gjnFZ —29ﬂgmnfzq gPa g]mF’ )8 plng
4. Za tenzor {4( imamo dajea =o' =~ =0, 8= =—1, zamenom u jednacinu (3.3.66) dobijamo
1 , .
szn = i(;mn - mé{(éiﬂjm — i in)- (3.3.70)
5. Za tenzor K imamodajea=a =3=0"=0, v __7 , zamenom u jednacinu (3.3.66) dobijamo
1 . A
Z;mn = Ig;mn - mfg(%%m — O Gjn)- (3.3.71)

Ako sada krenemo od veze izmedju pseudotenzora (3.3.42), uzimajuéi jednac¢inu za koncirkularno
preslikavanje (3.3.57), imamo

A;mn_A;mn + 5rin¢jn+ 2511'71"‘)9& _25ilngm + (&ngﬂ - 5}19@)Aw
—(a+a —5/—x+7r)1/an§-m+(a+x)¢p5§LF§m (a—a'+e—&")p,;Ih,,
A\

. , (3.3.72)
- (a’+a—e—x’+w)wmrén+(a’+x’)¢p%F§n (a—a +x =X gpul",
\ \

+ (a0 = ENPPginlhm + (@ + o + TP g, + (0 — €)YPgjm T,
A\ A\ V
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Istim postupkom kao i kada se krene od opsteg tenzora K dobijamo da je veli¢ina

Jjmmn>
) % 1 ) ]
Aszn = Ajmn - mA(éng]m - 5mg]n)
1

+ o (@rel =& =Xt mBT — (@400, + (a-a'+e )T, s
3.3.73

+(a’ +a—e—x’+7r>5%F3n (a’+x )%Fﬁ’n (a— o'+ x = X)g2ggnl?,,

v

. 0
—(a—¢)g ggnFZ —(a+a' + W)gﬁgmfz = (0" = £)g™gjmTyn ) 5ap 9

invarijantna pri ET-koncirkulanom preslikavanju f : GRy — GRy.
Ova veli¢ina nije tenzor, nazivamo je ET-koncirkularni parametar. Sada vazi sledeé¢a teorema:

Teorema 3.3.5. ET-koncirkularni parametar AZ:, . zadat jednacinom (8.3.73) je invarijantan ge-
ometrijski objekat ET-koncirkularnog preslikavanja f : GRy — GRy, definisanog pomocéu (3.2.1),
(8.2.5), (3.5.10), (3.3.57). W

Kao zaklju¢ak u ovom odeljku navodimo dokazanu teoremu:

Teorema 3.3.6. Veli¢ine %’, - ,% date jednacinama (3.3.67)-(3.3.71) su tenzori koji su invarijantni

u odnosu na ET-koncirkularna preslikavanja f : GRy — GRy i zovemo ih ET-koncirkulanim ten-
zorima. Velicina AZ data jednacinom (3.3.73), jeste invarijantni objekat ovih preslikavanja, ali nije
tenzor, i zovemo je ET-koncirkularni parametar. W



Glava 4

Generalisani Kelerovi prostori

U ovoj glavi ¢emo se baviti Kelerovim prostorima (Erich Kéhler, 1906-2000, nemacki matematicar) i
generalisanim Kelerovim prostorima. Vise o geometriji Kelerovih prostora moze se nac¢i u knjigama J.
Mikesa i njegovih koautora [39, 45, 46], N. Sinjukova [89], i K. Yana [113].

4.1 Kelerovi prostori Ky

Definicija 4.1.1. Hermitov prostor Hy je N-dimenzionalni Rimanov prostor sa metrikom g;;, u
kome postoji afinor Fih, tako da vazi

h h
F, FP = -6}, (4.1.1)
9aFTF} = gi, g7 = gPUFLFY. (4.1.2)
Specijalna klasa Hermitovitovih prostora su Kelerovi prostori, definisani na slede¢i na¢in:

Definicija 4.1.2. (Elipti¢ki!) Kelerov prostor Ky je N-dimenzionalni Rimanov prostor sa metrikom
gij, u kome postoji afinor F,L»h, tako da vazi

FyF} = =6}, (4.1.3)
99V = gij, 9" = gMEFLFY, (4.1.4)
Fly =0, (4.1.5)

gde je (;) kovarijantno diferenciranje u odnosu na metricki tenzor g;;.

Mogu se definisati jo§ i sledeéi prostori:

Definicija 4.1.3. Hiperboli¢cki Kelerov prostor? je N-dimenzionalni Rimanov prostor sa metrickim

1 . . - - —
u literaturi se ¢esto oznacava sa KN
2 . . - ~

u literaturi se Cesto oznacava sa K];

7
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tenzorom g;j i afinorom Fih, tako da vazi

FyF} =6, (4.1.6)
9o FLF} = gijs g7 = gPF,FY, (4.1.7)
Fly =0, (4.1.8)

gde je (;) kovarijantno diferenciranje u odnosu na metricki tenzor g;;.

Definicija 4.1.4. Paraboli¢ki Kelerov prostor® je N-dimenzionalni Rimanov prostor sa metrickim
tenzorom g;j i afinorom Fih, tako da vazi

EMFP =0, (4.1.9)
99V E] = gij. g7 = gMEFY, (4.1.10)
Fij =0, (4.1.11)

gde je (;) kovarijantno diferenciranje v odnosu na metricki tenzor g;;.

Za navedene Kelerove prostore vazi N = 2M. Mi ¢emo se ovde baviti prostorima koji zadovol-
javaju jednacine (4.1.3)-(4.1.5) i zvac¢emo ih prosto Kelerovi prostori.

4.1.1 Geodezijska preslikavanja Rimanovog prostora na Kelerov prostor

J. Mikes, V. Kiosak i A. Vanzurova u [45] su pokazali

Teorema 4.1.1. (Mikes, J., Kiosak, V., and Vanzurova, A., (2008), [45]) Rimanov prostor
Ry dopusta netrivijalno geodezijko prelikavanje na Kelerov prostor Ky ako i samo ako, u zajednickom
ststemu koordinara x u odnosu na preslikavanje, vaZe jednacine

a) E—Uh’k = 2:/:3?1']' +¥ig i + ¥iGi;
b)  Fup= Fythi— 0F ibp;

(4.1.12)

gde su g;; if? metricki tenzor i afinor prostora Ky, redom, koji zadovoljavaju sledece jednacine:

— _ _ —h—

dok je (;) kovarijantni izvod u prostoru Ry. W

3u literaturi se Gesto oznacava sa K%
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4.2 (Generalisani Kelerovi prostori prve vrste

Uopstavajuéi pojam Kelerovih prostora definisani su generalisani Kelerovi prostori. Oni su proucavani
u radovima [61, 97, 98, 99, M3, M4, M7]. Poé¢i¢emo od generalisanog Kelerovog prostora koji je
definisao M. Stankovié u radu [97]:

Definicija 4.2.1. (Stankovié¢, M., (2001), [97]) Generalisani Kelerov prostor GKy je gener-

alisani N -dimenzionalni Rimanov prostor sa nesimetricnim metrickim tenzorom g;; i skoro komplek-
snom strukturom FJ?, tako da vazi

ElFP = -4}, (4.2.1)

9oV = gis - g = gMEFY, (4.2.2)

Fly =0, (0=1,2), (4.2.3)
6

gde je sa | oznaceno kovarijantno diferencirange vrste § = 1,2.
0

Struktura F; ne moze biti u isto vreme kovarijanto konstantna u odnosu na sve cetiri vrste ko-
varijantnog diferenciranja (1.6.3). Iz tog razloga definiSemo najpre generalisani Kelerov prostor prve
vrste GH§N3

Definicija 4.2.2. Generalisani N -dimenzionalni Rimanov prostor sa nesimetriénim metrickim ten-
zorom g;; je generalisant Kelerov prostor prve vrste (G]I1{N u kome postoji skoro kompleksna

struktura F ; takva da vazi

FlMFP = —oh, (4.2.4)
9 F] = gij, g = gPUFFY, (4.2.5)
Flj; =0, (4.2.6)

1
gde | oznacava kovarijantni izvod prve vrste, tako da je njegov pridruZeni prostor Kelerov prostor Ky
1
dat sa (4.1.3)-(4.1.5).
1z uslova (4.2.6) direktno sledi
P h hpp _
F; vaj -, Fivj =0. (4.2.7)
U jednaéini (4.2.5) kompozicijom sa F} i koriS¢enjem uslova (4.2.4), vazi
a) gPF? + g, F? =0,
) e (4.2.8)
b) g2F) + gP2F, = 0.

Onda je ocigledno Fij = —Fj;, Fl = —FJi, gde je Fj; = F'gy;, FI' = Fjg".

Sada se mogu pokazati sledeé¢e teoreme:
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Teorema 4.2.1. Za skoro kompleksnu strukturu sz prostora G]I1<N vaze sledece relacije

h _ h _ hp h _ ph
Fjj=0, Fj;=25T} Fj;=2FT, (4.2.9)

gde je F;‘j tenzor torzije prostora G]I1<N.
\

Dokaz. Relacije (4.2.9) pokazuju se trivijano, koristeéi definiciju kovarijantnog izvoda i (4.2.6). W

Teorema 4.2.2. Za Ricijev tenzor R;; pridruzenog Kelerovog prostora Ky vazi

Rj, = FJPFngq. (4.2.10)
Dokaz. Kako se radi o pridruzenom Kelerovom prostoru, imamo da je
Fl=0. (4.2.11)
Uslovi integrabilnosti jednacine (4.2.11) daju
Fly, — Fly; =0. (4.2.12)
Na osnovu Ricijevog identiteta (1.4.2), prethodna jednacina postaje
R h
F, Rfjk — EpRpjk =0. (4.2.13)

Ovde je R?j  Rimanov tenzor krivine pridruzenog prostora Ky, dobijen pomoc¢u koneksije I Z Pri-
meni¢emo poznatu tehniku datu u [89]. Kompozicijom sa F! u (4.2.13), dobija se
h h
FJFIRy + Ry, = 0. (4.2.14)
Sada kompozicijom sa g, u prethodnoj jednacini, sledi

FprFIRY .+ Ryijp = 0, (4.2.15)
Iz (4.2.15), kompozicijom sa F}, imamo
—Fp Ry ) — Ff Rprji = 0. (4.2.16)
Kompozicijom sa g™ u jednacini (4.2.16), dobijamo
—Fy R} — FPg* Ry = 0. (4.2.17)
Simetrizacijom u (4.2.17) po indeksima r, k, dobijamo na osnovu (4.2.8b) da vazi
FPR, + F/R,. =0, (4.2.18)
1 na kraju, kompozicijom sa Fj imamo

Rj,=F'FIR,. ® (4.2.19)
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Teorema 4.2.3. Za opsti Ricijev tenzor K, prostora Gﬂl{N vazi relacija

K (jm) = FYER K (pg) + 200"+ ) (Tl = T Upm)- (4.2.20)

Dokaz. Kako se opsti tenzor K . moze zapisati u obliku (2.3.64), tj

jmn>

K;mn = R;mn—i_ aF;m nt O/F;n m+6F]m pn_'—ﬁlri)nr;zm—i_’}/rmnrfnjv a, 0/7 ﬁ: 6/7 Ve R.

Kontrakcijom indeksa ¢ i n u prethodnoj jednacini, dobijamo (4.2.21)
=R+ ozF]mp + (3 + v)quFgm (4.2.22)
Simetrizacijom po j, m u prethodnoj jednacini, imamo
K (jm) = Bjm) = 20"+ 1)TgTm = 20jm — (5 + TGl n). (4.2.23)
1z dokazane Teoreme 4.2.2 i uslova (4.2.10) imamo
K (jm) = FF I gy + 200"+ 7) (P Ty Ty = T3 Tm). (4.2.24)

Time je dokazana teorema. M

4.2.1 Geodezijska preslikavanja generalisanog Rimanovog prostora na generalisani
Kelerov prostor prve vrste

Na osnovu Teoreme 2.2.4, mozemo pokazati

Teorema 4.2.4. Generalisani Rimanov prostor GRy dopusta netrivijalno geodezijsko preslikavanje
na generalisant Kelerov prostor prve vrste G]I1<N ako i samo ako u zajednickom sistemu koordinata za

ovo preslikavanje vazi

a) gzy\lk = l]|k + 2¢kgzj + ¢zg]k + w]gzk + é.zkgpj +§ kgzpa

b) Ff\k = Fk;%‘ — P F 4y, — g F ¢ F (4.2.25)

1

gde su g;; 1 F , metricki tenzor i struktura prostora GEN redom, koji zadovoljavaju sledeée jednacine:

+ g, =0, FyFl =gl (4.2.26)

det||g;;1| # 0, Fig »

gp]
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Dokaz. Na osnovu Teoreme 2.2.4 jednaé¢ina (4.2.25a) garantuje egzistenciju geodezijskog preslika-
vanja generalisanog Rimanovog prostora GRy na generalisani Rimanov prostor GRy.

Formula (4.2.25b) znaci da je struktura F? u GRy kovarijantno konstantna u odnosu na prvu
vrstu kovarijantnog diferenciranja. Uslov (4.2.26) garantuje da su gi; 1 FZL metricki tenzor i struktura
prostora GEN, redom. Za geodezijsko preslikavanje f: GRy — GRy vazi jednacina

r =Tl + 06 + o0 + &, (4.2.27)

Flp=Fi +TNFY T8 Fr Foy = Fr + T FY TP T, (4.2.28)
1 2

Zamenom F?j iz (4.2.27) in (4.2.28), imamo

—h — —h
Fi, = Fz g+ (T pk — O — ) — ENF — (Th, — a6l — ol — E5)F,
1

= Fip+ TpFy = 00f FY — iab) T, — Gy — ThF, + idfF, + nd!Fy + G F,

_ F"lk — O FY — ST — €l T 4 zpzapF + YoV F) + &
: (4.2.29)

—h = —=h —=h —h —h
= Fij — YpOp Ty — T —fgkf?+¢iFk + U Fy + &L F,
1
0
—=h = —=h —h
= Fif — UpOkFy + iy, — G F + €L F,
1
gde su [, i T redom kovarijantni izvodi u prostorima GRy i G?N. |

Lako se sada pokazuje
Teorema 4.2.5. Generalisani Rimanov prostor GRy dopusta netrivijalno geodezijsko preslikavanje
na generalisant Kelerov prostor prve vrste G]I1<N ako i samo ako u zajednickom sistemu koordinata za
ovo preslikavanje vazi

@) Gijik = Ty T 20kGi; + Vi + 0T + figpj + &G
2 y— (4.2.30)
b Fip= Fyi—0F gy — & F + 0 F

2

gde su g;; 1 F , metricki tenzor i struktura prostora Ggm redom koji zadovoljavaju sledece jednacine:

_ —h
det|[gil| # 0, Figy; + Fg, =0, F,F; = =6 (4.2.31)
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Dokaz. Na osnovu Teoreme 2.2.4 jednac¢ina (4.2.30a) je potreban i dovoljan uslov za geodezisjko
preslikavanje f : GRy — GRy. U prostoru GRy za drugu vrstu diferenciranja, imamo

Fh:f%+@@_W@—%&—dpﬁ—@%—mﬁ—%%—&ﬁ?
=F; kTt ka — YOy By — p0p Fy — €, F FP + WépF + ¢Z(5”F + E’” P
:ﬂw_¢mﬁ? R A A +¢MW‘+%WF4f (4.2.32)
:Fi‘lk i Fr — 0l — & F F? 4y Fy + i F, +§kz P

7h P
=Fm—w$ﬁ+mm Y 4 e,

2

Na osnovu Teoreme 4.2.1, sledi jednacina (4.2.300). W

Istim postupkom kao u prethodne dve teoreme, mogu se pokazati sledece teoreme:

Teorema 4.2.6. Generalisani Rimanov prostor GRy dopusta netrivijalno geodezijsko preslikavanje
na generalisant Kelerov prostor prve vrste G]I1<N ako i samo ako u zajednickom sistemu koordinata za

ovo preslikavanje vazi
21/”439@7 + w’bg]k + wjgzk + ézkgp] + gk‘ygzjﬂ

— Yp0pFy + WFk: - ;}kop + & F p’

a) 9ij|k =
3

h

y 7 (4.2.33)

ijlk

V3
ik FT
3 3

gde su g;; 1 F , metricki tenzor 1 struktura prostora GEN, redom koji zadovoljavaju sledece jednacine:

— =P— —=P— h
det|[gil| # 0, Figy; + Fg, =0, F,F; = 6/ (4.2.34)

Teorema 4.2.7. Generalisani Rimanov prostor GRy dopusta netrivijalno geodezijsko preslikavanje
na generalisanit Kelerov prostor prve vrste G]Il{N ako i samo ako u zajednickom sistemu koordinata za

ovo preslikavanje vazi
(1) §U|k = T + 2¢kgzj + ¢1g]k + ¢ngk + ék,’zgpj +€ kgzpv
L iy P (4.2.35)
b)  Fly =Fly— 0l F + iFy — L F 4 ¢ F,
4 4
gde sug;; 1 F , metricki tenzor i struktura prostora GEN, redom koji zadovoljavaju sledece jednacine:

— TP— =P— h
det|[gil| # 0, F{gy; + F5g, =0, F,F; = =3/ (4.2.36)
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4.2.2 ET-geodezijska preslikavanja generalisanog Rimanovog prostora na general-
isani Kelerov prostor prve vrste

Preslikavanje f : GRy — GEN je ekvitorziono (ET)-geodezijsko preslikavanje ako su tenzori torzija
prostora GRy i ngv jednaki. Tada ¢e iz (4.2.27) vaziti

Ty —Th=¢h =0, (4.2.37)
\4

\
gde je 15 oznacena antisimetrizacija po 7 i j.
v
Na osnovu Teoreme 2.3.1 i Teorema 4.2.4-4.2.7 imamo

Teorema 4.2.8. Generalisani Rimanov prostor GRy dopusta ET-geodezijsko preslikavanje na gen-
eralisani Kelerov prostor prve vrste G]I1{N ako i samo ako u zajednickom sistemu koordinata za ovo

preslikavanje vazi

Q \

a) i |k 2¢k§ﬁ +YiGjk + ViGik;
_ —h — (4.2.38)
b) Ty i Fythi — ShF iy

gde su g;; 1 F , metricki tenzor 1 struktura prostora GEN, redom koji zadovoljavaju sledece jednacine:

det|[g|| #0, Fig,;+ g, =0, F,F} =—d". (4.2.39)

Teorema 4.2.9. Generalisani Rimanov prostor GRy dopusta ET-geodezijsko preslikavanje na gen-
eralisani Kelerov prostor prve vrste G]I1<N ako 1 samo ako u zajednickom sistemu koordinata za ovo

preslikavanje vazi

(4.2.40)

gde su g;; 1 F , metricki tenzor i struktura prostora Ggm redom koji zadovoljavaju sledece jednacine:

+F7g, =0, F,F} =gl (4.2.41)

det|[g;;1| # 0, Fg »

gp]

Teorema 4.2.10. Generalisani Rimanov prostor GRy dopusta ET-geodezijsko preslikavanje na gen-
eralisani Kelerov prostor prve vrste GH1<N ako i samo ako u zajednickom sistemu koordinata za ovo

preslikavanje vazi
a) Jii|k = 20kGi; + VG + VG

fh

L (4.2.42)
b) l|k _F'L‘k Tﬂp&ZF?‘i‘wsz?
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gde su g;; 1 F , metricki tenzor 1 struktura prostora GEN, redom koji zadovoljavaju sledece jednacine:

det|[g;|| #0, Fig,;+ g, =0, F,F} =—d" (4.2.43)

Teorema 4.2.11. Generalisani Rimanov prostor GRy dopusta ET-geodezijsko preslikavanje na gen-
eralisani Kelerov prostor prve vrste GH1<N ako 1 samo ako u zajednickom sistemu koordinata za ovo

preslikavanje vazi
a) §¢j|k = 2UxGi; + ViGk + ViGik;

fh

—h (4.2.44)
b) Fl|k - Fz\k ¢P62Ff +¢1Fk7

gde su g;; 1 F , metricki tenzor 1 struktura prostora GEN’ redom koji zadovoljavaju sledece jednacine:

Fig, =0, F,F}=-o (4.2.45)

det|[g;;1| # 0, Fg »

i9pj T

4.3 Generalisani Kelerovi prostori druge vrste

Po analogiji sa Definicijom generalisanih Kelerovih prostora prve vrste, dajemo definiciju generalisanih
Kelerovih prostora druge vrste

Definicija 4.3.1. Generalisani N-dimenzionalni Rimanov prostor sa nesimetriénim metrickim ten-
zorom g;; je generalisani Kelerov prostor druge vrste G]I2<N u kome postoji skoro kompleksna

struktura FJZ takva da vazi

ElFP = -4}, (4.3.1)
DU F = gy, 9= gPUEF, (43.2)
F‘] 0, (4.3.3)

gde | oznacava kovarijantni izvod druge vrste, tako da je mnjemu pridruZeni prostor Kelerov prostor
2
Ky dat sa (4.1.3)-(4.1.5).

Teorema 4.3.1. Za skoro kompleksnu strukturu F; prostora G]I2<N vaZe sledece relacije

Fh

h
fi =0 Fl. = 2F'T F‘j_QF’Fp (4.3.4)

l|] p]’ Juv

gde je F% tenzor torzije prostora GH§N~
\
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Dokaz. Iz Definicije 4.3.1, imamo
h _ ph i P ol nU h _ mh i P Pt
B =F+ U F, =T, F =0, F5=F+ F;LjFi — FﬂF,; =0, (4.3.5)

ilj
2

oduzimanjem dobijamo
FITh — Tt =0. W (4.3.6)
Vv 4

Na osnovu Teoreme 4.2.1 vazi
Teorema 4.3.2. Prostor G]I1<N je 1 prostor GH§N. Vazi i obrat. W

Sve osobine koje vaze za G]I1§N vazice i za prostor G]I2§N.

4.4 Generalisani Kelerovi prostori treée vrste

U nastavku ¢emo definisati generalisane Kelerove prostore tre¢e vrste.

Definicija 4.4.1. Generalisani N-dimenzionalni Rimanov prostor sa nesimetriénim metrickim ten-
zorom g;; je generalisani Kelerov prostor trece vrste GH§N u kome postoji skoro kompleksna

struktura F J’ takva da vazi

FyF} =~ (4.4.1)

9oV F) = gij, 9L = gPLF, FY, (4.4.2)

Fjt; =0, (4.4.3)
3

gde | oznacava kovarijantni izvod treée vrste, tako da je njemu pridruZeni prostor Kelerov prostor Ky
3
dat sa (4.1.3)-(4.1.5).

Na osnovu definicije prostora G]I?){N, dokazujemo

Teorema 4.4.1. Za skoro kompleksnu strukturu FJZ prostora G]I§N vaZe sledecée relacije

Fl =2F)TV, Fl = QEPF%,, Fh. =0, (4.4.4)
1 \2 2 4

gde je Flhj tenzor torzije prostora GH§N. |
\2

Dokaz. 1z Definicije 4.4.1, imamo

Fjl, = F)y+ Ty FP —T0Fy =0, Fly = FYy + T, FF =T F) =0, (4.4.5)
! Ji
oduzimanjem dobijamo
ph hpp _
E vaj — Iy F]\'/i =0. (4.4.6)

Po analogiji na Teoremu 4.2.3 koja vazi za prostore GH1<N dajemo odgovarajuéu u prostoru GH?){N.
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Teorema 4.4.2. Za opsti Ricijev tenzor K, prostora GH§N vazi relacija

K () = FYFLE () +2(8' + 7)(FPF%r;sriq - Fﬁ’qrgm) (4.4.7)

4.4.1 Geodezijska preslikavanja generalisanog Rimanovog prostora na generalisani
Kelerov prostor trece vrste

Analogno slucaju geodezijskog preslikavanja f : GRy — GI[1{N, pokazuju se sledece teoreme:

Teorema 4.4.3. Generalisani Rimanov prostor GRy dopusta netrivijalno geodezijsko preslikavanje
na generalisani Kelerov prostor treée vrste GH?){N ako i© samo ako u zajednickom sistemu koordinata za

ovo preslikavanje vazi

CL) ?lj‘k‘ = ]| + Qd)kgz] + Q;Z)Z.g]k + sz)]gzk + gzkgpj +§ kgzpa
_ e, - b — (4.4.8)

b Fo= Fif + Fyti — 0pFiby — & hFr+ gika;
1

i
gde su g;; 1 F , metricki tenzor i struktura prostora Ggm redom koji zadovoljavaju sledece jednacine:

_ = —p_ h
det|[gil| # 0, Figy; + F9, =0, F,F; =6/ (4.4.9)

Teorema 4.4.4. Generalisani Rimanov prostor GRy dopusta netrivijalno geodezijsko preslikavanje
na generalisani Kelerov prostor treée vrste GH3<N ako i© samo ako u zajednickom sistemu koordinata za

ovo preslikavanje vazi

@) Gijik = Gy T 20kGi; + LGk + VG + EniTpi + EiTips
S ) (4.4.10)
b)  Fir= Fi+ Fpbi — 0 Fihp — 393 +§1.“F
2

gde su g;; 1 F , metricki tenzor i struktura prostora Gg]v, redom koji zadovoljavaju sledece jednacine:
_ =P —p_ —=h
det|[gi;l| # 0, Figy; + F5g, =0, F,F =3/ (4.4.11)

p
|

Teorema 4.4.5. Generalisani Rimanov prostor GRy dopusta netrivijalno geodezijsko preslikavanje
na generalisani Kelerov prostor treée vrste GH3<N ako i samo ako u zajednickom sistemu koordinata za

ovo preslikavanje vazi

a) ?iji\gk = Gijin T 2VkGs5 T ViGjk + G + ETpi + EiTips
V3

—_ 3, —h (4.4.12)
b)  Fip= iFy —0pF; — N FT + & F,,

3
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gde su g;; 1 F , metricki tenzor 1 struktura prostora GEN, redom koji zadovoljavaju sledece jednacine:

det|[gl| # 0, Fig,; + Fig, =0, FyFi =—dl. (4.4.13)

i9pj
]

Teorema 4.4.6. Generalisani Rimanov prostor GRy dopusta netrivijalno geodezijsko preslikavanje
na generalisani Kelerov prostor trece vrste G}IS{N ako i samo ako u zajednickom sistemu koordinata za

ovo preslikavanje vazi
+ kagzj + wlg]k + wjgzk + éklgp] + § kgzp7

— Yp0pFi + %‘Fk: - 5zpﬁ? + gfkfp?

a) Gijlk = 9yjTn
4 V4
7}1 J—

b Fy —F"

ilk
4 4

(4.4.14)

gde su g;; 1 F , metricki tenzor i struktura prostora GEN, redom koji zadovoljavaju sledece jednacine:

det|[g |l #0, Figy + Fyg, =0, F,F} =~ (4.4.15)

gp]

4.4.2 ET-geodezijska preslikavanja generalisanog Rimanovog prostora na general-
isani Kelerov prostor trece vrste

Preslikavanje f : GRy — Gg]v je ekvitorziono (ET)-geodezijsko preslikavanje ako su tenzori torzija

prostora GRy i Gg]\/ jednaki. Tada e iz (4.2.27) vaziti

Iy —Th=¢h =0, (4.4.16)
\%

\
gde je 15 oznacena antisimetrizacija po i i j.
v
Sada je jasno da vaze sledece teoreme:
Teorema 4.4.7. Generalisani Rimanov prostor GRy dopusta ET-geodezijsko preslikavanje na gen-
eralisani Kelerov prostor trece vrste G]I§N ako i samo ako u zajednickom sistemu koordinata za ovo
preslikavanje vazi
a) Gk = 2UkGij + iGsk + ViGk;
_ —h . (4.4.17)
b)  Fip= Fip+ Fpti = 00 Fivy;
1

gde su g;; 1 F , metricki tenzor 1 struktura prostora GEN, redom koji zadovoljavaju sledece jednacine:

+ g, =0, FyFl =gl (4.4.18)

det||g;;1| # 0, Fig »

gp]



4.4. GENERALISANI KELEROVI PROSTORI TRECE VRSTE 89

Teorema 4.4.8. Generalisani Rimanov prostor GRy dopusta ET-geodezijsko preslikavanje na gen-
eralisani Kelerov prostor trece vrste G]I3<N ako © samo ako u zajednickom sistemu koordinata za ovo

preslikavanje vazi
a) 9ijlk = 21/%?@ + wi% +ViGik;

_ —h = _ (4.4.19)
b)  Fin= Fip+Fpi— 00 Fiy;
2

h

gde su g;; i F; , metricki tenzor i struktura prostora Gg]\;, redom koji zadovoljavaju sledece jednacine:

— —=P— —=P_ —h
det|[gil| # 0, Figy; + Fg, =0, F,F; = =6} (4.4.20)

Teorema 4.4.9. Generalisani Rimanov prostor GRy dopusta ET-geodezijsko preslikavanje na gen-
eralisani Kelerov prostor trece vrste G]I3<N ako 1 samo ako u zajednickom sistemu koordinata za ovo

preslikavanje vazi
a)
b)

Q|
S

ijlk = 2VkGi; T Vidjk + ViGik;
| i ik

h —h

k= UiFy — U0nFy

g
3

(4.4.21)

Bl

h

gde su g, i I, , metricki tenzor i struktura prostora GEN, redom koji zadovoljavaju sledece jednacine:

— T=P— =P —h
det|[gi;l| # 0, Figy; + Fg, =0, F,F; = 6/ (4.4.22)

Teorema 4.4.10. Generalisani Rimanov prostor GRy dopusta ET-geodezijsko preslikavanje na gen-
eralisani Kelerov prostor trece vrste G]I3€N ako i samo ako u zajednickom sistemu koordinata za ovo
preslikavanje vazi
a)  Gijik = 2VkGij + ViGjk + VjGuk;
ul w
—=h —h
b) Fi|k = iFy —wpész,

4

(4.4.23)

h

gde su g;; i F';, metricki tenzor i struktura prostora Ggm redom koji zadovoljavaju sledece jednacine:

— F=P— —=P— —=h
det|[gil| # 0, Figy; + Fg, =0, F,F; = =6} (4.4.24)
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4.5 Generalisani Kelerovi prostori cetvrte vrste

Definicija 4.5.1. Generalisani N-dimenzionalni Rimanov prostor sa nesimetriénim metrickim ten-
zorom g;; je generalisant Kelerov prostor cetvrte vrste G]IfN u kome postoji skoro kompleksna

struktura FJZ takva da vazi

FyF} = =6}, (4.5.1)

9oV F) = gij, gL = gPLF,FY, (4.5.2)

Fl; =0, (4.5.3)
4

gde | oznacava kovarijantni izvod druge vrste, tako da je mjemu pridruzeni prostor Kelerov prostor
4
Ky dat sa (4.1.3)-(4.1.5).

Teorema 4.5.1. Prostor G]I?){N je © prostor G]I4{N. Vazi i obrat. N

Sve osobine koje vaze za G]I§N vazice i za prostor (G]IA§N.



Glava 5

Holomorfno-projektivna (HP)
preslikavanja

5.1 HP-preslikavanja Kelerovih prostora

Holomorfno-projektivna (HP) preslikavanja Kelerovih prostora su prirodna generalizacija geodezijskog
preslikavanja. Prouc¢avana su redom:

e holomorfno projektivna preslikavanja Hermitovih prostora u [43, 80, 82, 90].

e holomorfno projektivna preslikavanja Kelerovih prostora u [4, 9, 41, 42, 75].

e holomorfno projektivna preslikavanja hiperbolickih Kelerovih prostora u [41, 42].
e holomorfno projektivna preslikavanja produkt prostora u [87, 88].

Pretpostavimo da postoji geodezijsko preslikavanje izmedju dva Kelerova prostora f: Ky — Ky,
pri cemu vazi
FM=TF"

i i (5.1.1)
gde je Fl-h iz prostora Ky, a F? iz prostora Ky. Onda na osnovu uslova (4.1.5), vaziée F:LJ =0, gde

je (3) kovarijantno diferenciranje u Ky. Onda na osnovu (4.1.5, 5.1.1) dobija se

—=h | =h=p =p-=h
Fij+ T F, —TF, =0, FY=FY+ThFl—TVF' =0. (5.1.2)

h

iy

F

Oduzimanjem prethodnih jednagina, na osnovu definicije geodezijskog preslikavanja, dobija se

(8F4ps + 01 )FY — (0P + 85i) Fy = 0, (5.1.3)
odakle je
Sl FY — i Fr = 0, (5.1.4)
mnozenjem sa F! dobija se
pFLE) + i) = 0, (5.1.5)

91
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odakle kontrakcijom indeksa A i r sledi da je ¥; = 0, tj. geodezijsko preslikavanje je trivijalno. Znaci da
ne postoji netrivijalno geodezijsko preslikavanje izmedju dva Kelerova prostora koje ocuvava strukturu
Fih. 1z tog razloga uvedene su analiticki planarne krive, kao uopsSenje geodezijskih krivih.

Definicija 5.1.1. (Otsuki, T., Tasiro, Y., (1954), [66]) Kriva z = z(t) Kelerovog prostora Ky
je analitiéki planarna kriva ako ona zadovoljava jednacinu

AN
AL = — TR APAT = a(t)A" + b(t) FINP, (5.1.6)

gde je \' = %, i a(t),b(t) su funkcije parametra t.

Definicija 5.1.2. (Tasiro, Y., (1957), [102]) Preslikavanje izmedju dva Kelerova prostora f :
Ky — Ky koje ocuvava strukturu Fih, naziva se aliticki planarno ili holomorfno-projektivno
(HP) preslikavanje ako pri ovom preslikavanju analiticki planarne krive prostora Ky prelaze u
analiticki planarne krive prostora Ky .

Iz jednacine (5.1.6), sledi da je preslikavanje dva Kelerova prostora HP-preslikavanje, ako i samo
ako Kristofelovi simboli ovih prostora zadovoljavaju relaciju

=h
Tij = T + 0] + 107 — 6 FYF} — ) FYF}. (5.1.7)
Kontrakcijom po indeksima h i i, koristeéi da je F}y = 0 imamo
Ty =Thi 4+ (N +2), (5.1.8)

odakle sledi da je v; gradijentni vektor. Analogno jednacini Levi-Civita za Rimanove prostore (2.1.9),
moze se izvesti jednacina, koja je ekvivalentna postojanju HP-preslikavanju dva Kelerova prostora:

Gijsk = 2UkGsj + ViGj1 + Vi — Vo 9jgFy — UpF} 9ig Y- (5.1.9)

5.1.1 Invarijantni geometrijski objekti HP-preslikavanja Kelerovih prostora

U prostoru Ky imamo sledeée invarijante geometrijske objekte u odnosu na HP-preslikavanje:

e Tomasov projektivni parametar
1
h _ 1h h1P h1p q 1mh q -h
HT; =155 — ~_3 2((2 Fjp + 53’ Fip — ngFi Fi' — ngFj EY) (5.1.10)

e Tenzor holomorfno-projektivne krivine

HPW' jy = Ré'mn + m(Rj[nCan} + Fpr[med + 2FjF,§’Rpm). (5.1.11)
gde je R;-mn Riman-Kristofelov tenzor krivine prostora Ky, a Rj», je Ricijev tenzor, a [ | oznacava

antisimetrizaciju bez deljenja u odnosu na indekse m i n.

Tac¢nije vazi sledeéa teorema

Teorema 5.1.1. (Tasiro, Y., (1957), [102]) Geometrijski objekti (5.1.10, 5.1.11) su invarijantni
u odnosu na HP-preslikavanje Kelerovih prostora Ky koje ocuvava strukturu Fih. |
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5.2 HP-preslikavanja generalisanih Kelerovih prostora

Uopstavajudi pojam analiticki planarnih krivih Kelerovog prostora, dajemo analognu definiciju u pros-
toru G]I1€N:

Definicija 5.2.1. U prostoru G]I1<N kriva data u parametarskom obliku

" =a2"t), (h=1,2,---,N) (5.2.1)
je analitiéki planarna kriva ako ona zadovoljava jednacinu:
)\h

A = a(t)N + ) FEN,  (0=1,2) (5.2.2)
4

gde su A" = dx"/dt, i a(t),b(t) funkcije parametra t.

Lako zaklju¢ujemo, da se u (5.2.2) za kovarijantni izvod prve i druge vrste, dobija ista jednacina

A AP = v Th NPT = NP NP
PN T T 1 =N ph
1 2
pa su analiticki planarne krive prostora G]Il{N oblika
" h \pyq h hyp
ﬁ + qu>\ N = a,(t))\ + b(t)Fp AP, (5.2.3)

Posmatrajmo dva IN-dimenzionalna generalisana Kelerova prostora prve vrste GH1<N i GEN, sa
. —=h . ..
strukturama Fih i F;, pri ¢emu vazi:

Fh=F" (5.2.4)

2 (2

u zajednickom sistemu koordinata definisanom preslikavanjem f : G]I1§N — GEN.

Definicija 5.2.2. Difeomorfizam f : G]I1§N — GEN nazivamo analiticki planarno preslikavanje

ili holomorfno-projektivno preslikavanje (HP), ako pri ovom preslikavanju analiticki planarne
krive prostora GH§N prelaze u analiticki planarne krive prostora G]II{N.

Holomorfno-projektivna preslikavanja generalisanih Kelerovih prostora proucavana su u [61, 98,
97, 99, M4, M7].
Mozemo oznaciti, kao i do sada

=h
Pl =T, —Tk (5.2.5)
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tenzor deformacije koneksije usled HP-preslikavanja, gde su F?j i f?j Kristofelovi simboli prostora
G]I1<N i GEN, redom. Analiticki planarne krive prostora GH1<N i GEN, redom su

d\! _
IWVW—aUW+Mw@V,AIAJ‘VM—aUW+Mﬂ@V.

d\"
dt

Iz prethodnih jednac¢ina oduzimanjem dobijamo
T h _ h h
(Lpg = Tp) APAT = ()N + o () F A,

gde je oznaceno sa 1 (t) = a(t)—a(t), o(t) = b(t)—b(t). Mozemo staviti da je 1)(t) = PP, o(t) = g\,
Sada, imamo

=h
(Tpg = Ty — U0l — apFPAPAL = 0,

odakle, zaklju¢ujemo da vazi veza izmedju koneksija ovih prostora:

I‘—W+%W+%ﬁ+qﬁ+%ﬂ+%, (5.2.6)
gde je &£ antlslmetrlcm tenzor. U jednacini (5.2.6) biramo takav vektor o;, da je o; = =, F?. Iz tog
razloga, dOleaIIlO

I‘—W+mﬁ+% — Y FPF] — 4 FYF] + €. (5.2.7)

Ovom jednacinom je data veza izmedju koneksija prosotora G]I1€N i GKN usled HP-preslikavanja

f: GH§N — ng\/.
Kako u G]IIQN vazi
?ijlk =Gk — Ti0ps — Tiips gijgk =Gijk — Dhidpj — Dhj9p- (5.2.8)
Zamenom iz (5.2.7) imamo
?ijlk = Gije — Uindpj — Dinlip
Gijre — Tk — Vlp) + CeFAED — €080 — Thn — 0% + YaFLED — €5

Gijk -—fﬂﬁm-+¢u5%§m"#@FZF%§W”+§Q?W“Fﬂ0W‘*¢"Mgw Val (i F T + G
= igle + V60 W Tpi — Vel E0Tn + €ikTp; + w(ﬂi)% CaF G Gip + &l

GijTn T 20kGij + ViGkj + ¥iGi — Yol 30 Tp; — CaF GEQTip + E0Tp5 + ETip

Vi1
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i takodje
Gijik = Gijk — UiGps — T1i0ip
2
gij,k - (fiz - ¢(k + quq Fp ‘Skz)gp] (ij - w k(sp + quq Fp ‘Sk])gzp
=Gijk — fiigpj + k5- VIpj — 1/1qu F'pgpj + gkigpj - Fk;jgip + ¢(k5j)gzp ¢qu Fp VIip T gk]gzp
= EUTk + w(k(;g?p] QIZ)qu Fpgp] + gkzgpj + Q/J(k )gzp ¢(1Fq 34 )gzp + gk]gzp

Tk + 271Z)k‘g7,j + T/ngkj + T/Jngk qu Fpgpj quq Fpgzp + é-]ﬂgp] + fkjgzp
V2

Na osnovu izlozenog dokazana je slede¢a teorema

Teorema 5.2.1. a) Preslikavange f generalisanog Kelerovog prostora prve vrste G]I1§N na generalisani
Kelerov prostor prve vrste GEN je HP-preslikavanje ako i samo ako u zajednickom sistemu koordinata
Kristofelovi simboli druge vrste ovih prostora zadovoljavaju (5.2.7).

b) Ako je preslikavanje f HP-preslikavanje tada vaZe sledece jednacine:

9ij\e = TiTi + 203 + ViGrs + VG — Yol (TR Tp; — YaF (50 Tip + §iTps + E51Tips (5.2.9)
Vi1

gz]yc :gl_ﬂk + 2¢k§z] + ¢Z§kg + %?m - qu(q gp] ¢qF Fp gzp + é.]ﬂgp] + fkjgzpv (5210)
V2

gde je sa (|) i (]), oznaceno kovarijantno diferenciranje u prostorima G]I1<N i GgN redom. QObratno

ako jedna od prethodne dve jednacine wvazi tada je preslikavanje f HP-preslikavanje i vazi druga
jednacing. M

5.2.1 Invarijantni geometriski objekti HP-preslikavanja generalisanih Kelerovih
prostora prve vrste

Koristeéi postupak za nalazenje invarijantnih geometrijskih objekata HP-preslikavanja dva Kelerova
prosotora dat u [89], nalazimo i invarijantne geometrijske objekte HP-preslikavanja generalisanih
Kelerovih prostora.

Kontrakcijom indeksa h, i u (5.2.7) i uzimajuéi u obzir da vazi Fj = 0, m = 0, imamo
L —Th = (N +2)1;. (5.2.11)

Iz jednacine (5.2.7), vidimo da je v; gradijentni vektor. Zamenom (5.2.7) u jednacinu (5.2.6), dobija

w1 T, 8" — T =P Ehy _ Th n p p h
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Oznacimo
1
h _ ph P sh D 1h
HT}y = Ty — 5o (U080 = T4, FLE). (5.2.13)
onda jednacina (5.2.6) dobija formu:
HT,; = HT}, (5.2.14)

gde smo sa H T?j oznacili geometrijski objekat (5.2.13) iz GEN. Veli¢ina H TZ]‘ nije tenzor. Nazivamo
je Tomasov HP-parametar prostora G]II{N. Na ovaj nacin pokazana je sledeca teorema:

Teorema 5.2.2. (Stankovié, M., (2001), [97]) Velic¢ina (5.2.13) je invarijanta HP-preslikavanja
koje ocuvava kompleksnu strukturu dva generalisana Kelerova prostora prve vrste. W

5.2.2 Invarijantni geometriski objekti ET-HP-preslikavanja generalisanih Kelerovih
prostora prve vrste

U ovom delu nalazimo geometrijski objekat koji je invarijantan pri HP-preslikavanju dva generalisana
Kelerova prostora prve vrste i uopstenje je HP-tenzora krivine (5.1.11). Kako nije moguée u opstem
sluc¢aju uopstiti HP-tenzor krivine, uvodimo definiciju (vidi [M4]).

Definicija 5.2.3. Preslikavange f : G]IIQ\/ — G@N je ekvitorziono (ET)-HP-preslikavanje ako su

tenzort torzije prostora GH1<N ] GEN jednaki u zajednickom po preslikavanju f koordinatnom sistemu.

Tada iz (5.2.7) '
¢ =0. (5.2.15)

Veza izmedju tenzora K i K prostora GEN i GHI{N, pri HP-preslikavanju data je sa

Kg'mn :Kémn+PJ?7m;n_PJZ%W—{_PJI';WP;LL_P;)”P;—W
' A = - ) . 5.2.16
+OA(Pz§nF§m_PJPnF;m_P&F;p)+Oé/(PzimF§n_meF;n_PgﬂF}p)' ( )
ALY EALY: v Y v v

Zamenom (5.2.7), uz uslov da je u pitanju ET-preslikavanje, imamo
Fzmn ZKéanr?Z)j;n%Jr@bm;n% - ¢p;nFij¢Z;1 - ¢p;anﬁF;_¢j;m52_wn;m5§ - /l)[)p,meF’rZL - wp,quzm)F]Z
+(W;08, A Um0] — Y FJFy, — Uo B FY) (0, +¥nd, — U Fy Fy — 4, Fo )
- (wjdﬁ"i_@bné? - qu}qFrf - qugfowmé;‘i‘wpé;w - wngan - %F&Fﬁ)
+a(vndy, +pd, — Y FF, — g BT, — (W0 +nd] — g F} Fl — g FIF] )T,
\ \
0 (Ym0 + 0 — Vg P Fy — g FR TS, — o/ (1500, +4hm0} — 0o F B}, — g FLF] )T,
\% \%

— (@ +a) (Undh, +mdh, — VB4 FY — g FIFD )T,

\Y
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Posto je 1; gradijentni vektor, sledi da je 1;,; = ¢j;; i vazi jednacina (4.2.7), pa je konacno

K=Kt Vi =0, 0jm + FY (Fthpm — Fiytbpn) + F(FEpm — Fhibpn)

~(a+a )l +atyd, L, —(a—a’)y Ly, — (0t a) gL, +a'tyd, G, (5.2.17)
+ (o — O/)quqFTzL)Fgm - a¢qFﬁF£Tfm all/’quF;mF?n (o + o) (Vg F B + g FLE, )Pépa

gde smo oznagili sa

Vij = ij — Yithy + Yp L FY. (5.2.18)

Kontrakcijom indeksa i i n u jednacini (5.2.17), koristeé¢i da je F}) =0 i Ffp = 0, dobijamo
\

ij =K = Nthjm— QF;’F%wpq —i—Naprfm

+aququr’“ + azququr’“ —|—a1/1qFﬂLFfF§p + azqunglrgp (5:2.19)
Simetrizacijom u prethodnoj jednag¢ini po j i m, dobijamo
K (jony =K (jun) = 2Nbjm — 4F7 F pe. (5.2.20)
Iskoristi¢emo jednacinu (4.2.20), koja vazi za tenzor F(jm), pa je sada
K (jmy = FYFL(K () — 2Nty — 4F) Fotbrs) +2(6" + v)(Fngr;Sriq — rg’qrgm), (5.2.21)
pa iz pretpostavke da se radi o ET-preslikavanju imamo:
f(jm) = FfF,?lK(pq) — 2NFJPF§L¢pq — dapjm +2(8 + 'y)(FnglF;SFfiq qufgm) (5.2.22)
Na osnovu jednacina (4.2.20, 5.2.20, 5.2.22), dobija se
d)quij,% = Yjm. (5.2.23)
Zamenom (5.2.23) u jednacinu (5.2.20), imamo
K iy = K (jm) = 2(N + 2)¢jm. (5.2.24)

Eliminacijom ., iz prethodne jednacine i koriste¢i jednac¢inu (5.2.11), gde je odredjeno 1;, dobija se

HPW! i = HPWY 0, (5.2.25)
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gde je
HPW§mn—K§mn+2(N1+2)(’ =0 K () F7 (F K ey = P K )+ F (EE K (= P K ) )
5 (o Ty 51Ty ! T T 5y T T
00 5y P Py =TSy PP, =0/ T FY AT, + (0! (T3, FAFE T3, PP ).
(5.2.26)

geometrijski objekat prostora GI[1€N. Naravno, objekat HPW;mn pripada prostoru GEN. Na osnovu

prethodno recenog, vazi:

Teorema 5.2.3. Invarijantni geometrijski objekat ET-HP-preslikavanja je HP-parametar HPijn
zadat jednacinom (5.2.26). M

Teorema 5.2.4. Invarijantni geometrijski objekat H P-parametar HPW:  zadat jednacinom (5.2.26)

jmn
je HP tenzor akkoa =o' =0. N
Na osnovu osobine (2.3.129) imamo
1. Za tenzor Il( imamo da je a = 1, o/ = -1, 8 =1, 8/ = —1, v = 0, zamenom u jednacinu
(5.2.26) dobijamo
. 1 . . . . .
APV jmn = Kt 5057173 (53S0 )+ FF (F S (= P B o)+ F (P oy = F K (o))
1 T
¥ (ngénrfm— 203 Ty + rgp(s;lrg’nwrs FFT,, ~T F‘IF,,grfjm+ rs FfIF;nrgn)
(5.2.27)
2. Za tenzor I2( imamo da je « = o = v =0, 8 = —1, #/ =1, zamenom u jednac¢inu (5.2.26)

dobijamo

» 1
HP)@V;mn*KZ +N 2(61 Jn 5K1m+F (FZKpm_F Kpﬂ)"‘FZ(Fprm_F Kpn)>'

o Jmn
(5.2.28)
3. Za tenzor IS( imamo da je a =o' = ' =1, f = —1, v = -2, zamenom u jednacinu (5.2.26)
dobijamo
% 7 1 ) % % % 7
HPY jmn = K mn+ 532y (00 0 S )+ Y CE S ()~ En S )+ (R (o =~ R K )

1
( _o'S T 4T §iTP —oDs T 415 §i TP

N 2 sn ]m spn ]m sm ]n sp¥m gn

—T$,FOFIT? TS FIFLT? 42(T5, FY FP+TS, FFE)T )

sqpnjm sqpmjn sq-m*n sqTnTm

(5.2.29)
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4. Za tenzor .{f imamo da je« = o/ =y =0, = =—1, zamenom u jednacinu (5.2.26) dobijamo

H’P)Q/;’,mn = K;mn+N+2 (5Z Jn 51 Jm+F (Flem_Fl Kpn)'f‘FZ(Fprm Fﬁmlfpn)) '
(5.2.30)
5. Za tenzor K imamodajea=a =3=03=0, v ——f , zamenom u jednacinu (5.2.26) dobijamo

HPW i = K+ !

jmn 5 Jmn ]\77_,'_2(5Z Jn 5 ij—}—F (FZK F?iz[gpn)—i_F‘jz(FgIng_Fg%IgP”)) .

(5.2.31)

Takodje na osnovu Teoreme 4.3.2 imamo

Teorema 5.2.5. Velicina HPW:  zadata jednacinom (5.2.26) je invarijantni geometrijski objekat

jmn

ET-HP-preslikavanja f : G]IQQV — GH§N. |

Na osnovu napred re¢enog navodimo veoma vaznu teoremu

Teorema 5.2.6. Velicine HP)QV,HP)QV,HP){K)V date redom jednacinama (5.2.28), (5.2.30) i (5.2.31),
su tenzori koji su invarijantni u odnosu na ET-HP-preslikavanja f : GH1§N — GEN, f: G]I2§N —
GEN i zovemo th HP-tenzorima. Velidine HP)/IV,HP)/?)V, date jednacinama (5.2.27), (5.2.29), jesu

nvarijantni objekti ovih preslikavanja, ali nisu tenzori, zovemo th HP-parametrima. W

5.2.3 Invarijantni geometriski objekti ET-HP-preslikavanja generalisanih Kelerovih
prostora trece vrste

Istim postupkom kao u prethodnom delu mogu se nadi i invarijantni geometrijski objekti ET-HP-
preslikavanja f : (G]I?){N — GH§N, razlika u odnosu na prethodni deo je Sto ovde treba koristiti relaciju
FP Fh = FI?F]]D , umesto relacije FY ng = inTfj koja se koristi za generalisane Kelerove prostore prve
\% \2
vrste
Postupak je isti, tako da ga zbog sli¢nosti neGemo navesti.

Teorema 5.2.7. Veli¢ina ’HPWémn je invarijantni geometrijski objekat ET-HP-preslikavanja f :
G]I4<N — ngv ako i samo ako je ona invarijantni geometrijski objekat ET-HP-preslikavanja f :

GH3<N — Ggl\r. |
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