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Predgovor

Analiza oblika povrsi predstavlja vazan segment u geometriji povrsi jer ima veliku primenu
u mnogim sferama kao sto su biometrija, medicina, gradevinarstvo, moderna arhitektura, kom-
pjuterska grafika, 3D televizija, moderna umetnost, i mnoge druge.

Oblik, kao jedna od sustinskih karakteristika povrsi, ima centralnu ulogu u otkrivanju,
pracenju, klasifikaciji i prepoznavanju. Na primer, u medicini ima veoma vaznu ulogu u analizi
slike pri prouc¢avanju bioloskih varijacija anatomskih struktura [40]. Veliki je interes neurologa
za ovu oblast u analizi mozga, posebno u analizi spiralnog dela cerebralnog korteksa, koji
predstavlja klju¢ ljudske inteligencije [32].

Zatim u biohemiji, u proucavanju biopolimera, opis molekularnog oblika je bitan kod analize
interakcija protein-protein i protein-ligand [21]. Takode, u biofizici, oblik éelijske membrane
usled elasti¢nog savijanja u sluzbi je ispitivanjima u biologiji [87].

Morfoloska analiza oblika kamena i povrsina stena doprinosi donosenju zakljucaka o zivotnoj
istoriji [24].

Analiza oblika povrsi predstavlja skup alata za uporedivanje, poklapanje, deformacije i
modelovanje povrsi.

Postoji vise pristupa analizi oblika povrsi:

e preko operatora oblika, (odnosno, preko krivina povrsi),

preko Vilmorove energije, (odnosno, uporedivanjem sa sferom),

preko infinitezimalnih deformacija povrsi,

preko metrike, (na primer, preko Soboleve metrike [35]),
e preko geometrijskog modelovanja povrsi,
e uporedivanjem sa drugim povrsima (kongruentne povrsi),

i drugi.

U ovom radu se analizi oblika povrsi u R? pristupilo preko operatora oblika, odnosno, preko
krivina, ali i funkcija krivina, kao sto je Vilmorova energija. Takode su posmatrane povrsi usled
infinitezimalnih deformacija, a posebno varijacije krivina i funkcija krivina usled beskonac¢no
malog savijanja povrsi. Razmatrane su specijalne vrste pravolinijskih povrsi sa geometrijskog i
konstruktivnog aspekta i ukazano na njihovu siroku primenu. Potom je izvrSena generalizacija
razmatranjem Finslerovih i generalisanih Finslerovih prostora.
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Motivacija za proucavanje nekih specijalnih vrsta pravolinijskih povrsi poti¢e od njihovih
velikih primena u inzenjerstvu, proizvodnji, arhitekturi, pa ¢ak i u modernoj umetnosti. Njihove
karakteristike ¢ine ih idealnim kako za modelovanje povrsi, tako i za kompjutersku grafiku
i animaciju. Jednostavnost proizvodnje i veoma bogat spektar oblika, glavni su razlog za
primenu ovih povrsi kako u krovnim konstrukcijama, tako i u gradevinarstvu uopste i sve vise u
modernoj arhitekturi. U modernom projektovanju veoma vazan element predstavlja postizanje
maksimalno umetnickog i specijalnog efekta uz minimalno ulaganje. Uticaj geometrijskih formi
na snagu i funkcionalnost konstrukcije, kao i ekonomski aspekt, opravdava zahtev za analizu
oblika i specijalnih vrsta pravolinijskih povrsi.

Uporedivo mali podskup pravolinijskih povrsi ¢ine razvojne povrsi. Obzirom da su razvojne
povrsi pravolinijske sa Gausovom krivinom jednakom nuli, to se one mogu razviti u ravan bez
deformisanja, to jest, duzina proizvoljne krive na povrsi ostaje ista. Upravo je to razlog njihove
Siroke primene u mnogim sferama inzenjerstva i proizvodnje. Razvojnim povrsima u savremenoj
arhitekturi bavili su se G. Glezer i F. Gruber [33].

Konoidne povrsi, kao podvrsta pravolinijskih povrsi, veoma su Ceste u gradevinskoj tehnici,
pogotovo kao smele krovne konstrukcije. Konoidni krov predstavlja povrs sa dvostrukom kriv-
inom. Zbog svog vizuelnog efekta, kao i lakoce izrade i moguénosti koriséenja netradicionalnih
materijala, konoidni krov je veoma popularan u modernom dizajnu. Konoidne povrsi u krovnim
konstrukcijama, kao i njihovo modelovanje analizirano je u radovima [76], [78], [79].

Najcesci konoidni oblici koji se koriste su hiperbolicki paraboloid, helikoid i Plikerov konoid.
Geometrijske karakteristike hiperbolickog paraboloida kao elementa u gradevinarstvu i njegove
infinitezimalne deformacije analizirani su u radovima [72], [75].

Infinitezimalnim deformacijama, ispitivanjem krutosti, kao i varijacijama geometrijskih veli-
¢ina usled beskonacno malog savijanja povrsi, detaljno su se bavile Lj. Velimirovi¢ kroz svoju
disertaciju [71] i u velikom broju radova [73], [77], [81], [90], kao i M. (Ciri¢) Najdanovi¢ u
disertaciji [17] i u radovima [87], [88], [89].

U vezi sa infinitezimalnim deformacijama proucavana je i Vilmorova energija i njene promene
kao specijalan slucaj energije elasticnog savijanja. U radu [87] Lj. Velimirovi¢, M. (Ciri¢) Naj-
danovi¢ i M. Cvetkovi¢ opisuju promenu Vilmorove energije usled beskona¢no malog savijanja
membrane. Kako je debljina membrane puno manja od njenog poprec¢nog preseka, to je ona
posmatrana kao glatka povrs u R . U radu je opisana i varijacija Vilmorove energije u tacki
usled beskona¢no malog savijanja povrsi, kao i uslovi stacionarnosti Vilmorove energije. Neki
od primera su i vizuelno prikazani.

U slucaju beskonacno malog savijanja povrsi date u eksplicitnom obliku, posmatrane su:
varijacija operatora oblika, Lj. Velimirovi¢, M. Cvetkovi¢, M. (Ciric’) Najdanovi¢ i N.Velimirovi¢
u radu [93], varijacija normalne krivine, Lj. Velimirovi¢, M. Cvetkovi¢, rad [94], varijacija
glavnih krivina, M. Cvetkovié [15], varijacija Vilmorove energije u tacki povrsi, Lj. Velimirovié,
M. (Ciri¢) Najdanovié i M. Cvetkovi¢, u radu [87).

Kao prirodnu i fundamentalnu generalizaciju Rimanovog prostora, mozemo posmatrati i
Finslerov prostor. Bitna razlika je u tome sto je u Rimanovom prostoru metricki tenzor funkcija
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samo od koordinata tacke u kojem se vrsi posmatranje, dok u Finslerovom prostoru metricki
tenzor zavisi i od tacke i od pravca. Finslerova geometrija se zasniva na tome da je rastojanje
ds izmedu dve susedne tacke sa koordinatame z° i ' + dx’ odredjeno funkcijom F(z’, dx?).
Prvi je ovakvu metriku izucavao P. Finsler u svojoj doktorskoj disertaciji. Kasnije su mnogi
matematicari razvijali ovu oblast, kao sto su: K. Jano [8], Samioke [66], S. Minéié¢ [50], [50],
[52], S. Manov [43], C. K. Misra [53], i mnogi drugi. Komponente metrickog tenzora su bile
definisane na sledeé¢i na¢in:
10%*F?(x,dx)

gij(x, dr) = 2 dxidad

U Finslerovim prostorima postoje razliciti tipovi koneksija, kao Sto su koneksija Bervalda,
Kartanova koneksija, Cern-Rundova koneksija, Hagigucijeva koneksija.

Na Finslerovim prostorima moze se posmatrati i geometrija zasnovana na apsolutnom par-
alelizmu, opisana u radu [97], sa nesimetricnim koneksijama. Ova geometrija ima Siroke primene
u mnogim fizickim pojavama i interakcijama koje zahtevaju prostore sa vise od 4 dimenzije.

Pored Finslerovih, moze se posmatrati i generalisani Finslerov prostor. Generalisanim
Finslerovim prostorom, kao diferencijabilnom mnogostrukosti sa nesimetricnim bazi¢nim ten-
zorom, bavili su se S. M. Minéci¢, M. S. Stankovié¢ i M. Lj. Zlatanovié u radovima: [50], [51], [99].
U odnosu na dve vrste h—kovarijantnog diferenciranja u Rundovom smislu [65], M. Zlatanovié
i M. Cvetkovi¢ u radu [16] dobili su 10 identiteta Ricijevog tipa u kojima se pojavljuju novi
tenzori i nove veli¢ine nazvane ”pseudotenzori”.

Glavni zadatak ove disertacije je produbljivanje znanja o analizi oblika povrsi preko krivina
i funkcija krivina, geometrijskim karakteristikama nekih specijalnih vrsta pravolinijskih povrsi,
njihovim infinitezimalnim deformacijama, varijacijama nekih geometrijskih veli¢ina i njihovo
izracunavanje za pojedine vrste povrsi, Vilmorovoj energiji i vizualizaciji uz pomo¢ paketa
Mathematica, kao i njihovoj sirokoj primeni. Zatim, upoznavanje i postavka ¢itavog aparata
tenzorskog rac¢una u Finslerovim i generalisanim Finslerovim prostorima, i ukazivanje na nji-
hovu siroku primenu. Disertacija se sastoji iz slede¢ih delova:

1. Oblik povrsi u R? u funkciji krivina;

2. Varijacija krivina i funkcija krivina;

3. Pravolinijske povrsi sa geometrijskog i konstruktivnog aspekta;
4. Metrika u generalisanim Finslerovim prostorima GFy.

Svaka od ove cetiri glave je podeljena na nekoliko poglavlja i na kraju je dat spisak literatura
po abecedinom redosledu.
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1. Prva glava predstavlja uvod i uvodna razmatranja o obliku povrsi kroz krivine i funkcije
krivina i geometrijske karakteristike nekih specijalnih vrsta pravolinijskih povrsi. Pored os-
novnih karakteristika o povrsima u R? i krivinama povrsi: operatora oblika, normalne krivine,
glavnih krivina, Gausove i srednje krivine i Vilmorove energije, kroz primere i vizualizaciju,
opisane su i vizuelno prikazane neke specijalne vrste pravolinijskih povrsi: konoidne, Gaudijeve
i razvojne povrsi. O operatoru oblika povrsi objavljen je rad [92]. Iz teorije pravolinijskih
povrsi publikovani su radovi [82] i [83], o konoidni povrsima je objavljen rad [100], Gaudijeve
povrsi su razradene u radovima [84] i [91] i razvojne povrsi u radu [80]. Na kraju ove glave,
u Poglavlju 1.4, dat je detaljan prikaz Gaudijevih povrsi, kroz krivine i funkcije krivina, gde
se, pored njihovog izracunavanja, neke mogu i vizuelno prikazati koriste¢i programski paket
Mathematica.

2. U drugoj glavi su opisani osnovni pojmovi teorije infinitezimalnih deformacija povrsi,
data je varijacija nekih veli¢ina usled infinitezimalnih deformacija i u tom slu¢aju posmatrana
Vilmorova energija. U drugom poglavlju druge glave je razmatrano infinitezimalno savijanje
specijalnih vrsta pravolinijskih povrsi, Gaudijevih povrsi, §to je publikovano u radu [91], a u
trecem poglavlju varijacija nekih geometrijskih veli¢ina pri infinitezimalnim savijanjima povrsi,
kao Sto su varijacija operatora oblika, §to je razmatrano u radu [93], normalne krivine, o ¢emu
se govori u radu [94] koji je poslat na recenziju, Gausove i srednje krivine, glavnih krivina,
sto je objavljeno u radu [15], Vilmorove energije u tacki povrsi i Vilmorove energije povrsi, u
publikovanom radu [87]. U poslednjem poglavlju, Poglavlju 2.4, kroz primer Gaudijeve povrsi
izracunate su varijacije svih krivina u funkcija krivina usled infinitezimalnog savijanja ove povrsi
(rad [95], poslat na recenziju).

3. Trecta glava opisuje pravolinijske povrsi sa geometrijskog i konstruktivnog aspekta.
Pored geometrijskih karakteristika i primera pravolinijskih povrsi, date su i neke primene nekih
specijalnih vrsta pravolinijskih povrsi: konoidnih povrsi u gradevini i modernoj arhitekturi,
Sto je objavljeno u radu [100], Gaudijevih povrsi u krovnim konstrukcijama, o ¢emu govori
publikovan rad [84] i primene razvojnih povrsi u gradevinarstvu, arhitekturi, brodogradnji,
avioindustriji i modernoj umetnosti (rad [80]).

4. Cetvrta glava prikazuje uopstenje na Finslerove i generalisane Finslerove prostore.
Opisane su osnove Finslerove geometrije, definisani razliciti tipovi koneksija, koje imaju vaznu
ulogu u primenama Finslerove geometrije i date osnovne karakteristike i primene Finslerovih
prostora. Takode, posmatrani su prostori apsolutnog paralelizma sa Finslerovim karakteris-
tikama, definisane nesimetriéne koneksije i v— i h—kovarijantno diferenciranje. U generalisanom
Finslerovom prostoru definisana je prva i druga vrsta h-kovarijantnog diferenciranja, izrazeno
10 identiteta Ricijevog tipa i novi Kartanovi tenzori i pseudotenzori, o ¢emu govori rad [16].

U istrazivanjima je koriS¢en paket Mathematica, kao i metode i tehnike tenzorskog racuna.



Glava 1

Oblik povrsi u R> u funkciji krivina

Mnogi postupci u nauci, inzenjerstvu i medicini svode se na analizu geometrijskih oblika.
Matematicki, oblik moze da se modeluje kao neparametrizovani podprostor. Ako prostoru ob-
lika pridruzimo Rimanovu metriku (Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826-1866, nemacki
matematicar), otvara se svet Rimanove diferencijalne geometrije sa geodezijskim linijama, gradi-
jentom i krivinama.

Prostori oblika su analizirani jos u Rimanovom okruzenju a odlike tog pristupa su sledece:

e Analiza oblika formalizuje intuitivnu predstavu o sli¢nosti oblika: Oblici koji se razlikuju
samo po malim deformacijama su slicni medu sobom. Da bi uporedili oblike, neophodno
je izmeriti deformacije. To je upravo ono §to se postize Rimanovom metrikom. Rimanova
metrika meri neprekidne deformacije oblika.

e Rimanova metrika u prostoru oblika se jako dugo uspesno koristi u kompjuterskoj grafici.

e Dok su oblici predstavljeni kao pocetne brzine geodezijskih linija koje ih povezuju sa
odredenim referentnim oblikom, geodezijske linije efikasno funkcionisu u tangentnom pros-
toru referentnog oblika. Krivine imaju osnovnu ulogu u merenju deformacija krivih oblika.

e Nedostatak Rimanovog pristupa bio je u tome sto se oblici mogu porediti samo ako postoji
neka deformacija medu njima.

U ovoj glavi bi¢e definisani osnovni pojmovi koji predstavljaju bazu istrazivanja analize
oblika povrsi, kao Sto su operator oblika, normalna, Gausova i srednja krivina, funkcije zas-
novane na krivinama povrsi, Vilmorova energija, i bi¢e prikazana opsta tvrdenja teorije oblika
povrsi, slededi ispitivanja A. Greja [30] (Alfred Gray, 1939-1998, americki matematicar), Lj.
S. Velimirovi¢ [71], [72], [75], [76], [78], [79], [82], [83], [85] (Ljubica S. Velimirovi¢, srpski
matematicar) i Dz. Opria [58] (John Oprea, ameri¢ki matematicar).
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1.1 Povrsiu R?

Pre svega treba uvesti strogo matematicki pojam povrsi u R3. Dok je kriva u R? funkcija
jedne promenljive, logicni sled je posmatrati funkcije dve promenljive. Upravo takve objekte
nazivamo povrsima.

Definicija 1.1.1. Neka je D otvoreni podskup od R?. Pours u R? predstavlja diferencijabilno
preslikavange:

r:D — R (1.1.1)
sa vektorima kao vrednostima.

Obi¢no se koriste parametri u i v kao uredeni par (u,v) € D, pa se moze posmatrati i
notacija:

(u,v) = (r1(u,v), rao(u, v), rs(u, v)), (1.1.2)

gde su komponente funkcije r; : D — R koordinate vektora r(u,v).
Postoje razliciti oblici zadavanja povrsi u R?:

e vektorski parametarski oblik:

r=r(u,v), (u,v)€DCR?*;

e skalarni parametarski oblik:

r=x(u,v), y=y(uv), z=z2wwv), (uv)€DCR?;

e eksplicitni skalarni oblik (neparametarski):
z=f(z,y), (z,y)e DCR?,
gde je f funkcija klase C*, oo > 1.

U ovom radu bic¢e uglavnom koris¢en vektorski parametarski oblik zadavanja povrsi, ukoliko
drugacije ne bude naglaseno.
Parametri u i v odvojeno generisu parametarske krive u R3.

Definicija 1.1.2. Neka jer: D — R? povrs i (ug,vo) € D. Tada krive
u — r(u,v9) , v — r(up,v) (1.1.3)

nazivamo u-parametarske, odnosno, v-parametarske krive od r.
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Moze se zakljuciti da se u R? u- i v-parametarske krive seku u tacki r(ug, vo). To $to se ove
krive seku u R? od velikog je znacaja za analizu vektorske funkcije r.

Primenom parcijalnih izvoda na koordinatne funkcije r; dobijamo tangentne vektore param-
etarskih krivih u datoj tacki:

or o o 01“1 81‘2 81‘3

=T (G e ) (1.14)
i

81‘ o - 81‘1 81‘2 81'3

o =" Gy a0 e (1.L5)

Za diferencijabilno preslikavanje moze se definisati matrica vrednosti funkcije J(r) poznata
kao Jakobijeva matrica (Carl Gustav Jacob Jacobi, 1804-1851, nemacki matematicar) na sledeéi
nacin:

Definicija 1.1.3. Jakobijeva matrica povrsir: D — R? je matrica parcijalnih izvoda J(r)
funkcije r:

) - (B FeD o) (nlo), L16)

Definicija 1.1.4. Rang matrice A jednak je broju m, ako je m najveci ceo broj takav da je
m X m podmatrica matrice A ¢ija je determinanta razlicita od nule.

Definicija 1.1.5. Regularna povrs je povrst: D — R3? ¢&ija je Jakobijeva matrica ranga 2
za svako (u,v) € D.

Definicija 1.1.6. Neka jer : D — R3 povrs. Definisimo funkcije E,F,G : D — R na sledeéi
nacin:

E=r, v,=|r,)? F=r,r,, G=r,-1r,=]r,]> (1.1.7)
Tada je 1zraz:
ds* = Edu® 4 2Fdudv + Gdv* = 1 (1.1.8)

Rimanova metrika ili prva kvadratna forma od r. Funkcije E, F 1+ G nazivamo koefi-
cijentima prve kvadratne forme odr.

Analogno se moze definisati i druga kvadratna forma.
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Slika 1.1: Regularna povrs u R?

Definicija 1.1.7. Neka je r : D — R? regqularna povrs. Tada koeficijente:

L:_Du'ru:D'ruu7
M=-D,-ry,=D-rvrp,=D-ry,=-D, -1, , (1.1.9)
N:_Dv'rU:D'rvva

nazivamo koeficigentima druge kvadratne forme a izraz:
II = Ldu® + 2Mdudv + Ndv* (1.1.10)

predstavlja drugu kvadratnu formu.

1.2 Krivine povrsi

U ovom poglavlju biée opisan odnos izmedu geometrije povrsi S C R? i geometrije samog
prostora R3. Osnovni alat za to je operator oblika. Operator oblika je opisan u radovima [92]
i [15]. Bice razmatrana i normalna krivina, kao varijanta operatora oblika, i glavne krivine kao
ekstremne vrednosti normalne krivine. NajvaZnije krivine povrsi u R? su Gausova i srednja
krivina i pored njihovih definicija i osobina bi¢e opisane i tehnike za njihovo izracunavanje.

Na kraju, kao kvantitativna mera odstupanja date povrsi od sfere, bi¢e opisana i Vilmorova
energija, kao funkcija krivina, koja predstavlja deformaciju prilikom transformacije jednog ob-
jekta u drugi.
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1.2.1 Operator oblika

Dva osnovna nacina da se analizira oblik povrsi S jesu da se posmatra promena normale
koja se krece po povrsi, ili da se povrs S uporedjuje sa sferom.

Dobar na¢in da se izmeri savijanje regularne povrsi S u R? jeste da se proceni kako se povrs
U normalna na S menja od tacke do tacke. Linearno preslikavanje kojim se izracunava savijanje
povrsi S naziva se operator oblika.

Definicija 1.2.1. Neka su V' 1 W wvektorski prostori. Preslikavanje prostora V na prostor W
naziva se operator.

Definicija 1.2.2. Neka je W wvektorski prostor nad poljem K. Na skupu svih operatora prostora
V' na prostor W definisaé¢emo strukturu vektorskog prostora na sledeci nacin:

(A+ B)x = Ax + Bux, (aA)x = aAuz, (1.2.11)
za svako A, B .V — W, za svako x € V i svako o € K.

Definicija 1.2.3. Neka su V ¢ W wektorski prostori nad poljem K. Operator A :' V. — W
naziva se linearnt operator ako je

Alax + By) = aAz + BAy
za svako x,y € V i svako o, € K.

Operator oblika je linearni operator koji, primenjen na tangentni vektor v, predstavlja
negativni izvod normalne povrsi U u pravcu vektora v,.

Definicija 1.2.4. Neka je S C R? reqularna povrs i neka je U povrs normalna na S definisana
u okolini tacke p € S. Za tangentni vektor v, povrsi S u tacki p neka je:

S(v,) =—-D,U. (1.2.12)
Tada se S naziva operator oblika.

Vizuelni prikaz operatora oblika dat je na Slici 1.2.

Operator oblika ravni je identicki jednak nuli u svakoj tacki ravni. U ostalim slucajevima,
normalna povrs U ¢e se pomerati i okretati od tacke do tacke a operator oblika bié¢e razlicit od
nule.

U bilo kojoj tacki orijentisane regularne povrsi postoje dva izbora normalne povrsi: U i —U.
Operator oblika u izboru —U je negativan u odnosu na operator oblika koji odgovara U.

Ako povrs S nije orijentisana, normalna povrs U ne moze biti definisana neprekidno po S.
Ovo ne predstavlja problem, obzirom da se sva izra¢unavanja vezana za povrs U vrse lokalno.

Operator oblika je simetrican, tj. u [30] je pokazano da vazi sledeca lema:
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Slika 1.2: [38] Operator oblika torusa

Lema 1.2.1. Operator oblika reqularne povrsi S je simetrican, tj. vaZi da je:
S(vp) - wp = vp - S(wp), (1.2.13)

za sve tangentne vektore v, , w, povrsi S. W

Sledec¢a teorema prikazuje nacin izracunavanja operatora oblika preko koeficijenata E, F, G
prve i L, M, N druge kvadratne forme koristeéi Veingartenove jednacine (Julius Weingarten,
1836-1910, nemacki matematicar). Ideja dokaza nalazi se u [30].

Teorema 1.2.2. (Veingartenove jednac¢ine) Neka je v : D — R3 regularna povrs. Tada je
operator oblika S povrsi r u odnosu na bazu {r,,r,} jednak:

_ MF - LG LF—ME

- u:Du_—u Ty 7o TV

NF - MG MF —NE o
_é(rv>:Dv: Ty + ————-1, .

EG — F? EG — F?

Dokaz. Kako je r regularna povrsir, i r, su linearno nezavisni, mozemo napisati da je:

—8(ry) = Dy, = anry + asory, ,

1.2.15
—S8(ry) = D, = agiry, + ager, , ( )

za proizvoljne funkcije ajq, aia, ag1, aze. Da bi dokazali izraz (1.2.14), moramo prethodno
izracunati koeficijente a1, a1z, a1, ass iz (1.2.15). Ako svaku od jednacina iz (1.2.15) pomnozimo
skalarno sa r, i r, dobija se:

- §(ru) “Ty = G110y Ty + Q12T - Ty,
- §(ru) “Ty = Q11T - Ty + Q12T - Ty, y (1216)
- Q(rv) “Ty = Qo1Ty * Ty + Qooly - Ty
- é(rv) “Ty = A21Ty * Ty + ATy - Ty .
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Kako je iz (1.1.7)
r, r,=~F, r, r,=2F, r, r,=G,
iiz (1.1.9)
S(ry) vy =L, S(ry) ry=8(ry) - ru =M,  S(r,)-r, =N,

gde su FE, F,G koeficijenti prve a L, M, N koeficijenti druge kvadratne forme, dolazimo do
sledeceg:

— L =anF+ a;pF,
- M = (111F + algG,

1.2.17
— M = ankE + axnl, ( )
— N = CL21F -+ CLQQG.
Jednacine (1.2.17) mogu biti krace zapisane u matri¢cnom obliku:
L M - alr a9 E F
()= (e (Fa) (1.2.18)
odnosno,
-1
ap; a2 \ _ L M E F
()= ( ¥ )(Fa) - (1.2.19)
Kako je
-1
E F 1 G -—F
(F G) :EG—F2(—F E ) (1.2.20)
to je
<CL11 alg)_ -1 (L M)(G —F)_
as a - EG—-F2\M N -F E )
A e (1.2.21)

-1 LG—-MF —LF+ME
T EG-F2\ MG-— NF —MF+NE |~

Tako se dobija da je

EG—F2 EG—F2
NF-MG MF-NE (1222)

MF-LG LF—-MFE
ap = Q12 =
ao1 = EG—F2 > A29 = EG—F2 °
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Iz poslednje jednakosti dobija se (1.2.14), odnosno, operator oblika u matricnom obliku bice
jednak:

S = (1.2.23)

1 LG—-MF ME—LF -
EG—-F2\ MG—-NF NE-MF ]

Ako matrice prve i druge kvadratne forme redom oznac¢imo na slede¢i nacin:

E F L M

iz Teoreme 1.2.2 dobijamo direktnu posledicu:

Posledica 1.2.3. Necka je EG # F?, to jest, neka je Fi nesingularna matrica. Odgovarajuca
matrica operatora oblika bice jednaka:

S=F'F. 1 (1.2.25)

Treba naglasiti da iako je operator oblika S simetricni linearni operator, njegova matrica u
odnosu na r, i r, ne mora biti simetri¢na, jer r, i r, u opstem slucaju nisu ortogonalni.

U slucaju da izaberemo standardnu bazu, koeficijenti prve i druge kvadratne forme koji se
definisu preko vektora r, i r,, koji su u standardnoj bazi jednaki:

(rU)s = (170)7 (rv)s = (07 1),

imace drugaciji oblik:

(F)s = (ru)s - (ry)s = (1,0) - (0,1) = 0 (1.2.26)

1.2.2 Normalna krivina

lako operator oblika, kao vektorska funkcija, meri savijanje povrsi u razli¢itim pravcima,
korisno je imati i realnu funkciju sa istom svrhom. Upravo takva je normalna krivina.
Definisimo, najpre, pojam pravaca na povrsi.
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Definicija 1.2.5. Pravac [ na regularnoj povrsi S je jednodimenzionalni podprostor (tj. prava)
tangentnog prostora povrsi S.

Kako svaki nenula vektor v, tangentnog prostora S, odreduje jedinstveni jednodimenzionalni
podprostor [, cesto se koristi termin ”pravac v,” umesto .

Definicija 1.2.6. Neka je u, tangentni vektor reqularne povrsi S C R? tako da je |lu,| = 1.
Tada je normalna krivina od S u pravcu u, jednaka

kn(up) = S(uyp) - uyp . (1.2.27)

Ili w opstem slucaju, ako je v, proizvoljni nenula tangentni vektor od S u tacki p, tada je
(1.2.28)

Poslednju definiciju mozemo dalje razraditi. Neka je 7,(S) skup svih jedini¢nih tangentnih
vektora na S u tacki p. Pokazac¢emo najpre da skalarni proizvod dva proizvoljna vektora
a,b € T,(S) ukljucuje matricu prve kvadratne forme F;. Posmatra¢emo vektore a i b u bazi

{ry,r,}:

a = a1Ty + ATy, b= blru + b2rv7

i izracunati njihov skalarni proizvod.

a-b= albl(ru . I'u) + albg(ru . I'v) + agbl(rv . I'u) + CLQbQ(I‘v . I'v> =
= alblE + albgF + agblF + angG =

T e s (1.2.29)
— 1 1) _ T
“(a) (Fe)(n)=am
Koristedi jednacine (1.2.25), (1.2.27) i (1.2.29), za normalnu krivinu vazi sledece:
kn(up) = S(up) - up = ffle(up) CUp = (ff1f2(up))Tfl<up)' (1.2.30)

Kako je (AB)T = BT AT za proizvoljne matrice A i B, i kako su F i F, simetri¢ne matrice,
sledi da je:

Fon(up) = S(up) - up = (up)T : -FzT(‘Fl_l)T‘Fl(up) = (up)T ) ]:2]:1_1]:1(up) =

. (1.2.31)
= (up)" - Fa(up) = Fa(up) - up -

U datoj tacki p € S normalna krivina se posmatra u odnosu na odredeni pravac koji polazi
iz tacke p. Dakle, u datoj tacki p treba izabrati neku vrstu "mernog alata” koji bi obuhvatio
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sve pravce u datoj tacki p, odnosno, pametno izabrati vektor (u)s koji ¢e predstaviti sve pravce.
Neka je, zato,

(u(t))s = ( cos! ) (1.2.32)

sint

gde je t € [0,27). U ovom slucaju imamo da je (u(0))s = (1,0)s = (ru)s i (u(7/2))s = (0,1)s =
(ry)s, kao i da je |lu|]| = 1 za svako t. Sa ovakvim izborom, koristeéi (1.2.31) vazi:

L M cost cost
k”(t>_(M N ) ( sint )S'(smt >s_
B ( Lcost + M sint ) . (cost) B (1.2.33)

M cost+ Nsint sint
= Lcos’t + 2M sint cost + N sin’t .

Normalna krivina sluzi da izmeri savijanje regularne povrsi S u svakoj tacki p € S (Slika

1.3).

normala povrsi

tangentna ravan

> 0
Slika 1.3: Normalna krivina pozitivna, negativna i jednaka nuli, redom

Sledec¢a lema izrazava normalnu krivinu preko koeficijenata prve i druge kvadratne forme.

Lema 1.2.4. Neka je S C R? regularna povrs i p € S. Neka je r reqularna povrs na S tako da
je p =r(ug,v,). Neka je v, € S,, to jest,

v, = ary,(ug, Vo) + bry, (ug, v,). (1.2.34)
Tada je normalna krivina od S u praveu v, jednaka:

La? +2Mab + Nb?

. 1.2.
Ea? + 2Fab + Gb? (1.2.35)

kn(vp) =
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Dokaz. Kako je

vpl|? = |la vy + b 1, ||* = a®E + 2abF + b*G, (1.2.36)

S(v,) v, = (a S(ry) +bS(ry)) - (ar, +br,) =a’L + 2abM + b*N, (1.2.37)
koristeci (1.2.27) dobija se:

S(vp) v,  La*+2Mab+ Nb*

ko (v,) = - .
) == T~ EaZ+2Fabt GIP

(1.2.38)

Vezano za normalnu krivinu, vazi i sledeca definicija:

Definicija 1.2.7. Neka je | pravac tangentnog prostora S,, gde je S C R* regularna povrs.
Ako je normalna krivina od | jednaka nuli, kazZemo da je | asimptotski pravac. Slicno, ako
je normalna krivina tangentnog vektora v, od S jednaka nuli, kaZemo da je v, asimptotski
vektor.

1.2.3 Glavne krivine

Glavne krivine sluze da izmere maksimalno i minimalno savijanje regularne povrsi S u
svakoj tacki p € S.

Definicija 1.2.8. Neka je S C R3 regularna povrs i p € S. Maksimalna i minimalna vrednost
normalne krivine k, od S u tacki p nazivaju se glavne krivine od S u tacki p i oznacavaju
ki i ko. Jedinicni vektori ey, es € S, u kojima se ove ekstremne vrednosti dostizu, nazivaju se
glavni vektori. Odgovarajuéi pravei v tom slucaju nazivaju se glavni pravcs.

U [30] je pokazano da su glavne krivine sopstvene vrednosti operatora oblika regularne
povrsi S u tacki p € S. O tome govori sledeca Lema:

Lema 1.2.5. Sopstvene vrednosti operatora oblika S reqularne povrsi S C R? u tackip € S su
upravo glavne krivine ki 1 ko povrst S u tacki p. Odgovarajuéi jedinicni sopstveni vektori su
jedinicni glavni vektori i obrnuto. Ako je ki = ko, tada je S jednako skalarnom proizvodu ky i
ko. U ostalim slucajevima su sopstveni vektori ey i es od S ortogonalni i S je dato jednacinom:

Se = ke, Sey = kyey. B
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1.2.4 Gausova i srednja krivina

Gausova i srednja krivina predstavljaju najvaznije krivine teorije povrsi. Iako su zasnovane
na glavnim krivinama povrsi S, one su geometrijski dostupnije u odnosu na glavne krivine.

Definicija 1.2.9. Neka je S C R? reqularna povrs. Gausova krivina, (Johann Carl Friedrich
Gauss, 1777-1855, nemacki matematicar) K i srednja krivina H povrsi S su funkcije K, H :
S — R definisane na sledeéi nacin:

K(p) = det(S(p)) (1.2.39)
<WMZ%W@@D- (1.2.40)

Treba naglasiti da operator oblika § i srednja krivina H zavise od izbora normale U, dok
Gausova krivina K je nezavisna od tog izbora.

Definicija 1.2.10. Minimalna povrs u R? je reqularna povrs za koju je srednja krivina
jednaka nuli. Regularna povrs je razvojna (ravna) ako i samo ako je njena Gausova krivina
jednaka nuli.

Slede¢a teorema daje vazne formule Gausove i srednje krivine koje se u literaturi cesto
koriste i kao definicije ovih krivina.

Teorema 1.2.6. Neka su ky i ko glavne krivine regularne povrsi S C R3. Gausova krivina
poursi S jednaka je:

K = kksy . (1.2.41)
Srednja krivina povrsi S jednaka je:
1
H = 5(/{:1 + ko) . (1.2.42)
Dokaz. Ako za operator oblika & povrsi S, izaberemo ortonormiranu bazu, matrica te baze
bice:
ky 0
( 0 ks ), (1.2.43)
pa je

K—det ™V = kiks (1.2.44)
0 ky
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1, (ko0 1

Na osnovu Gausove krivine razlikujemo cetiri vrste tacaka na povrsi.
Definicija 1.2.11. Neka je p tacka reqularne povrsi S C R>. Za tacku p kaZemo:
e p je elipticka ako je K(p) > 0 (ekvivalentno da su ky i ky istog znaka);
e p je hiperbolicka ako je K(p) <0 (ekvivalentno da su ky i ke suprotnog znaka);

e p je paraboli¢ka ako je K(p) =0 a S(p) # 0 (ekvivalentno da je taéno jedna od ky ili
ko jednaka nuli);

e p je ravna ako je K(p) =0 i S(p) = 0 (ekvivalentno da je ky = ko =0).

Na osnovu ove definicije moze se zakljuciti da Gausova krivina lokalno odredjuje oblik povrsi
(Slika 1.4).

Slika 1.4: Gausova krivina odreduje lokalno oblik povrsi: konveksni i konkavni paraboloid K > 0
(prva), sedlo K < 0 (druga) i razvojna povrs K = 0 (treca)

Naziv "srednja” krivina potice od njenog samog znacaja obzirom da predstavlja aritmeticku
sredinu glavnih krivina, odnosno, maksimalne i minimalne vrednosti normalne krivine. Gausova
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krivina je naziv dobila u cast nemackog matematicara Karla Fridriha Gausa koji je dokazao
jednu od fundamentalnih teorema diferencijalne geometrije ” Theorema Egregium”, velicanstve-
na teorema, u kojoj je pokazao da je Gausova krivina objekat unutrasnje geometrije.

Neka je S C R? regularna povrs. Gausova i srednja krivina su funkcije K, H : S — R
i pisemo K(p) i H(p) za vrednosti ovih funkcija u tacki p € S. Takode, sa K(u,v), H(u,v)
oznac¢avamo Gausovu i srednju krivinu povrsi r(u, v).

Sledec¢a teorema izrazava ove krivine preko koeficijenata prve i druge kvadratne forme.

Teorema 1.2.7. Neka jer : D — R? reqularna povrs. Gausova i srednja krivina povrsi r date
su formulama:

LN — M?
K=—— 1.2.4
LG —-2MF + NFE
. il (1.2.47)

2(EG — F?) ’
gde su E, F,G koeficijenti prve, a L, M, N koeficijenti druge kvadratne forme u odnosu na r.

Dokaz. Ovog puta izracuna¢emo K i H koristeéi bazu {r,,r,}. Iz Veingartenovih jednacina
(Teorema 1.2.2) imamo da je:

_ MF-LG _ LF-ME
K = det ( e ks ) =
T "EG-F? =~ EG-F?
_ (MF — LG)(MF = NE) — (LF — ME)(NF — MG) _ (1.2.48)
= (EG — F2)2 - -
LN - M?
 EG-—F?°
Slicno je:
1 _MF-LG _ LF-ME
=g ZECE TEEEE )=
T BEG-F?  EG-F? (1.2.49)
_ _(MF-LG)+(MF-NE) LG-2MF+NE _
- 2(EG — F?) - 2ABG-F%)

Primer 1.2.1. Za helikoid r(u,v) = (sinh v sin u, — sinh v cosu, u) mozemo izracunati Gausovu
i srednju krivinu i vizuelno ih prikazati (Slika 1.5):

1
K=——rys5—, H=0.
(1 + sinh®v)?
Vaznost Teoreme 1.2.6 je teorijska, dok je Teorema 1.2.7 vise prakti¢na i koristi za izracunava-
nje Gausove i srednje krivine. Teorema 1.2.6 se koristi za odredivanje glavnih krivina. Tacnije,

vazi sledeca posledica:
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Slika 1.5: Vizualizacija Gausove krivine helikoida, helikoid obojen u funkciji Gausove krivine i Gausova
krivina predstavljena funkcijom "Hue”, redom (prvi red) i analogno za srednju krivinu (drugi red)

Posledica 1.2.8. Glavne krivine ki i ko su reSenja kvadratne jednacine
k> —2Hk + K = 0. (1.2.50)

k1 @ ko moZemo izabrati tako da je:

k=H+VH —K i ky=H-VH - K. 1R (1.2.51)

1.2.5 Vilmorova energija

Pored promena normale po povrsi, tj. operatora oblika, drugi pristup analizi oblika povrsi
jeste da se povrs uporeduje sa sferom. Vilmorova energija (Thomas James Willmore, 1919—
2005, engleski geometar), kao funkcija srednje i Gausove krivine, upravo ima taj zadatak da
meri odstupanje povrsi od sfere.

Posmatrajmo povrs S C R? klase C®, o > 3, datu vektorskom jednaéinom

S:r=r(u,v), (uv)eDcCR. (1.2.52)

Definicija 1.2.12. Neka su H i@ K redom srednja i Gausova krivina povrst S. Vilmorova
energija u tacki p € S definise se kao:

W(p) = H(p)* — K(p). (1.2.53)
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U radu [87] su prikazani primeri odredivanja i vizualizacije srednje krivine, Gausove krivine
i Vilmorove energije uporedo uz pomo¢ paketa Mathematica [30], [73].

Primer 1.2.2. Za elipticki paraboloid r(u,v) = (u, v, u® 4+ v?) srednja krivina, Gausova krivina
1 Vilmorova energija jednake su:

2 + 4u? + 4v? 4 (4u? + 4v?)?

H - — —
Q (1+4u2+4v2)% G (14 4u? + 40v2)2”’ Wip) (14 4u? + 402)3

i prikazane na Slici 1.6.

Slika 1.6: Elipticki paraboloid (prvi red) i vizualizacija srednje krivine, Gausove krivine i Vilmorove
energije, redom (drugi red)

Definicija 1.2.13. Vilmorova energija povrsi S je povrsinski integral:

W://f(H, K)dA, (1.2.54)
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gde je f(H,K) = H*> — K, H i K su srednja i Gausova krivina povrsi, respektivno, a dA je
poursinski element.

U slucaju zatvorene povrsi, primenom Gaus-Boneove Teoreme (Pierre Ossian Bonnet, 1819
1892, francuski matematicar) [30], integral Gausove krivine moze se izracunati preko Ojlerove
karakteristike (Leonhard Euler, 1707-1783, $vajcarski matematicar i fizicar) [30], x(S5) povrsi,
to jest,

/ K dA = 27x(5), (1.2.55)
S

Sto je topoloski invarijantno, pa se Vilmorova energija moze izraziti i u obliku:
W = // H?*dA — 27x(S) . (1.2.56)
s

Takode se Vilmorova energija moze ekvivalentno izraziti i preko glavnih krivina povrsi u

obliku:

W= i{/(kl — ko)?dA . (1.2.57)

Vilmorova energija je uvek veca ili jednaka nuli. Sfera ima Vilmorovu energiju jednaku nuli.
Osnovni problem je posmatrati njenu varijaciju, nalazenje kriticnih tacaka i minimuma
funkcije. U topoloskom smislu, ovo je ekvivalentno nalazenju kriti¢nih tacaka funkcije

// H?*dA = i//(kl + ko)? dA | (1.2.58)

S S

obzirom da je Ojlerova karakteristika konstantna, odnosno, Gausova krivina je topoloski invar-
ijantna.

Ova energija zauzima znacajno mesto u teoriji membrana, teoriji ljuski, geometrijskom
modelovanju, gde ima izuzetnu primenu.

U teoriji ¢elijskih membrana, Vilmorova energija predstavlja specijalan slucaj tzv. energije
elasticnog savijanja ("elastic bending energy”). Membrana se moze zamisliti kao glatka povrs
u R3 jer se njena debljina moze zanemariti.

Primena Vilmorove energije u biologiji i ¢elijskim membranama razmatrana je u [87]. Pri-
mena u teoriji ljuski u radu [88].

Radovi koji se bave energijom elasticnog savijanja i, specijalno, Vilmorovom energijom

membrana, kao i teorijom ljuski su: [10], [11], [20], [42], [56], [67], [68], [98].
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1.3 Specijalne vrste povrsi

Motivacija za proucavanje odredenih vrsta pravolinijskih povrsi potice od njihovih velikih
primena u inzenjerstvu, proizvodnji, arhitekturi, pa cak i u modernoj umetnosti. Njihove
izometrijske karakteristike ¢ine ih idealnim kako za modelovanje povrsi, tako i za kompjutersku
grafiku i animaciju.

Specijalno, konoidne povrsi, zbog svojih geometrijskih karakteristika i veoma bogatog spek-
tra oblika imaju veliku primenu u krovnim konstrukcijama [82], [83], [100] ali i drugim name-
nama u gradevinarstvu i arhitekturi.

Posebna vrsta konoida jeste i takozvana Gaudijeva povrs. Gaudijeva povrs je sinusoidni
konoid, kod kojeg se za razli¢ite vrednosti konstanti dobijaju razli¢ite povrsi [84].

Postoje i ravne pravolinijske povrsi i to su povrsi nulte Gausove krivine. Takve povrsi
¢ine podklasu pravolinijskih povrsi i poznate su kao razvojne povrsi. Razvojne povrsi se mogu
razviti u ravni bez ikakvih deformacija, Sto im pored osnovnih geometrijskih karakteristika,
daje siroku primenu [80].

1.3.1 Pravolinijske povrsi

Pravolinijske povrsi predstavljaju vaznu klasu povrsi koje sadrze prave linije. Ove prave
linije istovremeno su asimptotske krive. To su povrsi koje nastaju pomeranjem prave po nekoj
krivoj.

Definicija 1.3.1. Pravolinijska povrs S C R? je povrs koja sadrZi bar jednu jednoparam-
etarsku familiju pravih. Takva pravolinijska povrs ima parametrizaciju v : D — S u obliku:

r(u,v) = a(u) + vy(u), (1.3.59)

gde su o iy krive u R® i o/ # 0. Tada je r nosaé pravolinijske povrsi, krivu o nazivamo
generatrisom ili bazicnom krivom, a krivi v direktrisom.

Definicija 1.3.2. U slucaju kada pravoinijska pouvrs ima dve parametrizacije, za datu povrs
kazemo da je dvostruko pravolinijska.

U [30] je pokazano da vaze sledece dve Leme:
Lema 1.3.1. Generatrise pravolinijske povrsi S C R? su asimptotske krive. B
Lema 1.3.2. Gausova krivina pravolinijske povrsi S C R? svuda je nepozitivna. B

Primer 1.3.1. Jednograni elipticki hiperboloid (Slika 1.7) dat je neparametarski jednacinom:

1’2 y2 22

a? b2 2
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Rawvni, ortogonalne na Z-osu, seku povrs po elipsama, dok ravni paralalelne na Z-osu seku je
po hiperbolama. Jednograni hiperbolicki paraboloid je dvostruka pravolinijska povrs, a bazicna
kriva je elipsa. Parametarska jednacina ima oblik:

r(u,v)*(a,b,c) = (a(cosu F vsinu), b(sin u + v cosu), £cv).

Slika 1.7: Elipticki hiperboloid ”minus” i ”plus”

Primer 1.3.2. Plikerov konoid (Julius Plicker, 1801-1868, nemacki matematicar i fizicar) je
pours definisana neparametarski jednacinom:

2xy
2= ——.
x? + y?
Njena parametrizacija ima oblik:
2uv
r(u,v) = (u,v, ——) .
(.0) = (1,0, 1)

Ovom parametrizacijom paket Mathematica ne prikazuje ovu pors kao pravolinijsku (Slika
1.8). To se postize uvodenjem polarnih koordinata:

r(p,0) = (pcost, psinf,2cosfsinfh) = (0,0,2cosfsinb) + p(cosb,sin,0).

Poslednja jednacina pokazuge da je Z-osa generatrisa a krug @ — (cos 0, sin 0) direktrisa Plikerovog
konoida koja prolazi kroz Z-osu.
Moze se definisati © generalizacija Plikerovog konoida koji ¢ée imati m nabora umesto dva
(Slika 1.8):
r(n)(p,0) = (pcos, psin b, sinnd).
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Slika 1.8: Plikerov konoid dat parametarski (prva) i preko polarnih koordinata sa 2 i 6 nabora (druga
itreca)

Primer 1.3.3. Mobijusova traka (August Ferdinand Mébius, 1790-1868, nemacki matematicar
i astronom,) je pours data parametarskom jednacinom:

r(a)(u,v) = a(cosu + v cos = cosu, sinu + v cos 5 sinu, vsin 5),
sa generatrisom u — (cosu,sinu, 0) i direktrisom u — a(cos § cos u, cos § sinu, sin ) koja pred-
stavlja krivu na sferi polupreénika a (Slika 1.9). Kako Gausova krivina Mobijusove trake nije
nikad nula, to pokazuje da ova parametrizacija nije lokalno izometrijgska Mobijusovoj traci kada
se ona razvije napravljena od papira.

1.3.2 Gaudijeve povrsi

Antoni Gaudi (Antoni Placid Guillem Gaudi i Cornet, 1852-1926) bio je brilijantan kat-
alonski arhitekta, matematicar i umetnik. Studirao je arhitekturu sa velikim akcentom na
matematiku, posebno na racun i nacrtnu geometriju. Gaudijeva povrs je pravolinijska povrs i
predstavlja sinusoidni konoid.

Definicija 1.3.3. Gaudijeva povrs [25] ili sinusoidni konoid je povrs neparametarski definisana
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Slika 1.9: Mobijusova traka, a = 1

jednacinom:

2= kosin 2 : (1.3.60)
a

gde su k,a € R proizvoljne konstante.

Direktrisa ove povrsi je sinusoid sa YZ-ravni kao ravni paralelnosti i X-osom kao vrhom.
Parametarska jednac¢ina Gaudijeve povrsi je:

r(u,v) = (u,v, kusin 2) : (1.3.61)

Za razlicite vrednosti konstnti a, k dobijaju se razli¢iti oblici Gaudijevih povrsi (Slika 1.10).
Pravci ove pravolinijske povrsi su asimptotske krive (Slika 1.11).

1.3.3 Razvojne povrsi

Posmatrajué¢i mnostvo razli¢itih vrsta povrsi u matematici, razvojne povrsi ¢ine uporedivo
mali podskup. One predstavljaju posebnu klasu pravolinijskih povrsi. Razvojne povrsi su
pravolinijske povrsi nulte Gausove krivine, pa se mogu transformisati u ravan a da pri tom
duzina proizvoljne krive na povrsi ostaje ista. Tacnije, ove povrsi dobijene spajanjem gotovo
neelasticnih materijala mogu se razviti u ravan bez istezanja i cepanja. Upravo je to razlog
njihove Siroke primene u mnogim sferama inzenjerstva i proizvodnje.

Prirodno se namecu sledec¢e definicije razvojne povrsi.

Definicija 1.3.4. Razvojna povrs je pouvrs nulte Gausove krivine.

Definicija 1.3.5. Neka je S C R? povrs. Tada vaZi:
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Slika 1.10: Gaudijeva povis za (k = 3,a =2), (k=1,a=1), (k=1,a =4), (k= 15,a = 6) redom
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Slika 1.11: Pravci Gaudijeve povrsi

29
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1. S je tangentna povrs krive o : (a,b) — R?, ako S ima parametrizaciju

z(u,v) = a(u) + va'(u) ;

2. S je cilindriéna povrs nad krivom « : (a,b) — R3, ako S ima parametrizaciju
y(u,v) = a(u) +vq,
gde je g € R? fiksna tacka;
3. S je konusna povrs nad krivom « : (a,b) — R3, ako S ima parametrizaciju
z(u,v) = p+va(u) ,

gde je p € R? fiksna tacka. Tacka p je vrh konusa.

Slika 1.12: Cilindar, konus i tangentna povrs zavojnice, redom

U [84] je pokazana sledeca teorema:

Teorema 1.3.3. Ako je S tangentna povrs krive, generalisani konus ili generalisani cilindar,
onda je S razvojna povrs. B

Dakle, ova teorema govori da se razvojna povrs u izvesnom smislu moze smatrati unijom
tangentnih povrsi krivih, cilindri¢nih i konusnih povrsi.

Kako se razvojna povrs moze razviti u ravan bez deformisanja unutrasnje metrike same
povrsi, to zna¢i da ona moze biti "napravljena” (modelovana) od parceta papira i obrnuto.
Primer za to je Mobijusova traka (Slika 1.9).
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Takode se razvojna povrs moze definisati i kao obvojnica oskulatornih ravni prostorne krive.
Tangente se u tom slucaju mogu posmatrati kao konekcione linije dve susedne tacke ali i kao
preseci dve susedne oskulatorne ravni.

Tangentna povrsi krive se sastoji od ravni koja se pomera, pa se namece jos jedna definicija
razvojne povrsi kao povrsi kod koje su tangentne ravni po generatrisi identicne.

1.4 Primer krivina i funkcija krivina Gaudijeve povrsi

Veé je bilo pomenuto da operator oblika opisuje kako se normala povrsi menja kreéuéi se
po samoj povrsi. U principu, sve sto bi mogli da saznamo o krivinama povrsi je zaklju¢ano u
operatoru oblika. Da bi sve to otkrili, krenuéemo od parametrizacije Gaudijeve povrsi (1.3.61)
u slucaju k =a = 1:

r(u,v) = (u,v,usinv) . (1.4.62)

u v

Slika 1.13: Gaudijeva povrs za k = a = 1, funkcije od u i funkcije od v na Gaudijevoj povrsi, redom

1. Operator oblika Gaudijeve povrsi (k=a=1)

Iz jednacine (1.4.62) mogu se izracunati vektori r, i r, kao i koeficijenti prve i druge
kvadratne forme:

r, = (1,0,sinv), r, = (0,1, ucosv), (1.4.63)
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E =1+sinv, F = wusinvcosw, G =1+ u*cos’v, (1.4.64)

Ccos v uSsin v
L=0, M= . N=— . (1.4.65
V1 + u2cos? v + sin®v V14 u2cos? v + sin®v ( )

Tada je prema (1.2.23) operator oblika date Gaudjieve povrsi u matricnom obliku jednak:

1 —ucos?vsinv cosv(l + sin?v)
- (1 + u? cos? v + sin? v)2 ( (1+u?)coswv _9usinv : (1.4.66)

i vizuelno prikazan na Slici 1.14.

Slika 1.14: Operator oblika Gaudijeve povrsi za k = a = 1

2. Normalna krivina Gaudijeve povrsi (k=a=1)

Koristeci operator oblika u tacki p = r(ug, vy) Gaudijeve povrsi (1.4.62) u pravcu vektora
(1.2.32), mozemo izracunati normalnu krivinu &, po definiciji (jednacina (1.2.27))):

kn (t) v(t)) -o(t) =
—uo cos? vo sinvg cos vo(l + sin? vo) cost ' cost .
1+ u?) cos vy —2u sin vy sint ) _ sint ) _ o
—g cos® vy sin vy cos t + cos vp(1 + sin® vy) sin t ~( cost B (1.4.67)
(1+ Uo COs Vg cost — 2ug sin vg sint sint

w\w

w\w

3 < — U cos? Vo Sin vy cos®t + cos vo(2 + sin? Vo + uo) sint cost — 2uq sin vg sin t)
2
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gde je
go=1+ ug cos? vy + sin? vy .

U tackama gde je vy = 0, normalna krivina Gaudijeve povrsi (1.4.62) bice jednaka:

2+ud
kn(t) = —203 sint cost ,
(14 ug)?
i imace oblik kao na Slici 1.15, gde se za razlicite vrednosti uy menja samo amplituda
funkcije.
Lo ™ 7N 010 P -
/ \\ \‘- / \‘\ —5
osh / / \ ug=0 oo ’," \ ’rj \ "y=
/ \ ‘f ‘\“. / \ / \
N A / \ / \
1 3 4 \ 1 \ 3 )
‘\ F"I \\ [ \ 4’ A [
- / A . \ /
-0.5 / / 0.05 \ / \
\‘ _;/ l.‘"\ ,f"‘l / f
-1k N N —o.0f "\,.// ‘\,/’f

Slika 1.15: Normalna krivina Gaudijeve povrsi za k = a = 1, u tackama gde je vg =0

3. Glavne krivine Gaudijeve povrsi (k=a=1)

Kako glavne krivine mozemo izrac¢unati preko Gausove i srednje krivine (1.2.51), odnosno,
k1,2 - H :l: V H2 - K 5 (1468)

zamenom vrednosti i sredivanjem izraza mozemo dobiti glavne krivine Gaudijeve povrsi
(1.4.62). Najpre vazi da je:

4u? + cos? v(4 + sin® v(4 4 u? cos v))

H? - K = , 1.4.69
4(1 + u2 cos? v + sin? v)3 ( )
pa je vrednost kvadratnog korena:
\/4u2 + cos?v(4 + sin® v(4 + u? cos? v))
H?2 - K = . (1.4.70)

2(1 + u? cos? v + sin® v)?
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Glavne krivine Gaudijeve povrsi (k = a = 1) bice jednake:

usinv(2 4 cos?v) + \/4u2 + cos? v(4 + sin® v(4 + u? cos? v))

ko = (1.4.71)

2(1 + u? cos® v + sin®v)?

. Gausova 1 srednja krivina Gaudijeve povrsi (k=a=1)

Gausova krivina predstavlja determinantu matrice operatora oblika i za Gaudijevu povrs
(1.4.62) je svuda nepozitivna.
cos? v

K(p) = det(S(p) = = (14 u2cos?v + sin®v)2 (1472)

Gausovu krivinu mozemo vizuelno prikazati, zatim obojiti povrs u funkciji Gausove kriv-
ine 1 prikazati Gausovu krivinu koristec¢i periodi¢nu funkciju Hue iz programskog paketa
Mathematica, (Slika 1.16).

Slika 1.16: Gausova krivina Gaudijeve povrsi za k =a =1

Srednja krivina predstavlja polovinu traga matrice operatora oblika. Za Gaudijevu povrs
(1.4.62) srednja krivina je jednaka:
usinv(2 + cos®v)

1
H(p) = ~tr(S(p)) = — . 1.4.73
®) 2 (5()) 2(1 + u2cos?v + sin®v)2 ( )

Srednju krivinu takode mozemo vizuelno prikazati, zatim obojiti povrs u funkciji srednje
krivine i prikazati srednju krivinu koristeci periodi¢nu funkciju Hue iz programskog paketa
Mathematica, (Slika 1.17).
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Slika 1.17: Srednja krivina Gaudijeve povrsi za k = a =1

5. Vilmorova energija Gaudijeve povrsi (k=a=1) u tacki povrsi

Vilmorova energija u tacki povrsi definisana je jednac¢inom (1.2.53) i kako za Gaudijevu
povrs (1.4.62) vazi da je H?(p) > 0i —K(p) > 0, to je Vilmorova energija Gaudijeve
povrsi (1.4.62) pozitivna u svakoj tacki te povrsi:

W(p) = 4u? + cos? v((u?sin® v — 4) cos? v + 8)
br= 4(1 + u? cos? v + sin® v)3

(1.4.74)

Vilmorovu energiju Gaudijeve povrsi (1.4.62) mozemo vizuelno prikazati u funkeiji koor-
dinata tacke povrsi i prikazati Vilmorovu energiju preko periodiéne funkcije Hue (Slika
1.18):

Vilmorovu energiju mozemo posmatrati i u opstem slucaju Gaudijeve povrsi. U slucaju
proizvoljnih vrednosti konstanti a i k, Gausova krivina je takode nepozitivna:
272 2V
a“k* cos” ¢
K(p) =— “ 5 - (1.4.75)
<a2 + a?k?sin® L + k?u? cos? g)

Srednja krivina jednaka je:

ku sin 2 (1 + k%(1 + cos? %))
H(p) = — 5. (1.4.76)

3
. 5
2a (a2 + a2k? sin® 2+ k2u? cos? %)

Koristeci ove izraze mozemo izrac¢unati Vilmorovu energiju u tacki proizvoljne Gaudijeve
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Slika 1.18: Vilmorova energija u tacki Gaudijeve povrsi za k =a = 1

k?2

5
4a? <a2 + a?k?sin® £ + k?u? cos? g) (1.4.77)
2
: (u2 sin? (1 + k(1 + cos? E)) + 4a*k? cos® Y <a2 + a®k? sin® Y + k*u? cos? E) .
a a a a a

Posmatrajuéi poslednji izraz, moze se zakljuciti da ¢e Vilmorova energija u tacki proizvoljne
Gaudijeve povrsi biti minimalna kada parametar £ tezi nuli, tj. kada je:

1
k=—, n— oo.
n

Tada ¢e Gaudijeva povrs biti glatka i vizuelno "prijatna”.



Glava 2
Varijacija krivina i funkcija krivina

Koristedi tenzorski racun, u ovoj glavi najpre ¢emo definisati osnovne pojmove i tvrdenja
teorije infinitezimalnih deformacija i specijalno, infinitezimalnih savijanja, slede¢i ispitivanja
N. V. Jefimova [23] (Nikolai Vladimirovich Efimov, 1910-1982, ruski matematicar), I. Vekua
[69] (Ilia Vekua, 1907-1977, gruzijski matematicar), S. Kon-Fosena [14] (Stephan Cohn-Vossen,
1902-1936, nemacki matematicar), Lj. S. Velimirovi¢ [70], [71], [81] i M. (Ciri¢) Najdanovi¢
[17] (Marija Najdanovié¢, srpski matematicar). Potom é¢emo analizirati Vilmorovu energiju usled
infinitezimalnih deformacija, zatim odrediti polje infinitezimalnih savijanja Gaudijeve povrsi.
Posmatra¢emo i varijaciju nekih geometrijskih veli¢ina usled infinitezimalnih savijanja povrsi
kao §to su varijacija operatora oblika, normalne krivine, glavnih krivina, Gausove i srednje
krivine i Vilmorove energije. Na primeru Gaudijeve povrsi izracuna¢emo varijaciju operatora
oblika usled infinitezimalnog savijanja te povrsi i svih navedenih krivina i funkcija krivina.
Osnovni pojmovi tenzorskog racuna u radu, kao i koris¢ena notacija zasnovani su na knjigama
L. P. Ajzenharta [22] (Luther Pfahler Eisenhart, 1876-1965, americki matematicar), S. M.
Minci¢a i Lj. S. Velimirovié¢ [48], [49].

2.1 Osnovni pojmovi teorije infinitezimalnih deforma-
cija povrsi

U ovom poglavlju da¢emo osnovne karakteristike teorije infinitezimalnih deformacija povrsi
prema [17], [23], [71] i [81].

U cilju definisanja infinitezimalnih deformacija, posmatrajmo povrs S C R3 klase C%, a > 3,
datu vektorskom jednacinom

S:r=r('u?), (u'u?) eDcR? (2.1.1)

gde ¢emo umesto standardnih oznaka parametara u i v, radi kraceg zapisa koristiti oznake u'
C 92
iu”.

37
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Definicija 2.1.1. Neprekidna jednoparametarska familija povrsi S,
S t(ut,u?e) = r(ut,u?), e (—1,1),
F:Dx(—1,1) = R?

naziva se deformacija povrst S, ako se povrs S dobija za € = 0.

Definicija 2.1.2. Neka je S, deformacija povrsi S date jednacinom (2.1.1). Ako je:
(2 (m)

1
St =r(u',u?) =r(u',u?) + e(z)(ul,u2) + € z)(ul,u2) + .oz (uh u?),m > 1,(2.1.2)
gde su (%)(ul,uz) € C*a > 3), j =1,...,m data dovoljno glatka polja, familija povrsi S.

predstavlja infinitezimalnu deformaciju reda m povrsi S. Polje (é) naziva se polje
infinitezimalne deformacije reda i, 1 =1,...,m.

Teorija u kojoj se objekti vezani sa familijom S, izu¢avaju sa tacnoséu do beskonacno malih
veli¢ina reda m u odnosu na € (¢ — 0), naziva se teorija infinitezimalnih (beskonaéno
malih) deformacija povrsi S reda m. Zadajudi razlicite specijalne uslove, dobijamo razlicite
vrste infinitezimalnih deformacija.

Posmatrajmo infinitezimalnu deformaciju prvog reda povrsi S, (2.1.1).

Polje infinitezimalnih deformacija definisano je u tackama povrsi S, pa se moze predstaviti
u obliku:

z=2r; + 2v, (2.1.3)

pri cemu je 2r; tangentna, a zv normalna komponenta, z7 i z su funkcije od u',u?. Dakle,
jednacina infinitezimalne deformacije prvog reda bice

S.:f=r+e=r+er=r+e2r; + 2v). (2.1.4)
Takode, mozemo izvodni vektor polja z predstaviti preko vektora pokretnog triedra. Naime,
ako jednacinu (2.1.3) diferenciramo po u’, i = 1,2, i ozna¢imo % = z;, % =2, % = 2,

imac¢emo:
z, =2 v+ v+ 20+ v =2 v+ zj(Ffjrp +biv) + zv + z(—br,),

posle primene derivacionih formula prve i druge vrste. Vrseéi potrebne izmene nemih indeksa
dobijamo:

z; = (2%, + zJFfj — 20, + (2Pbiy + 24V
Sto se, koriste¢i pojam kovarijantnog izvoda ;, moze napisati u obliku:

z; = (" — 2] )1y + (P + 23)v (2.1.5)
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2.1.1 Varijacija nekih veli¢ina usled infinitezimalnih deformacija

Prilikom infinitezimalnih deformacija geometrijske veli¢ine povrsi se menjaju, a datu promenu
meri variyjacija geometrijskih velicina.

Definicija 2.1.3. [69] Neka je A = A(u',u?) velicina koja karakterise geometrijsko svojstvo na
poursi S i A = A(u',u? €) odgovarajuéa velic¢ina na povrsi S. koja predstavlja infinitezimalnu
deformaciju prvog reda povrsi S i neka je:

AA=A—A=cSA+EFPA+ . ""A+ ... (2.1.6)

Tada koeficijenti 6A,0%A,...,0"A, ... predstavljaju prou, drugu, ..., n-tu varijaciju ge-
ometrijske velicine A, respektivno, pri infinitezimalnoj deformaciji S. povrsi S.

U ovom radu razmatra¢emo prvu varijaciju pri infinitezimalnim deformacijama prvog reda.
U tom cilju, mozemo predstaviti veli¢inu A na slede¢i nacin:

A=A+ €A,

zanemarujuci ¢lanove koji stoje uz €, n > 2.
Za prvu varijaciju vazi formula:

6A:iA(u1,u2,e)

2.1.
de =0’ (2.1.7)
odnosno,
Al 2 ) — Alud. 2
§A = tim 24 _ iy Al Z Al 0 (2.1.8)
e—0 € e—0 €
U [71] je pokazano da vazi:
0A J(0A)
5(AB) = ASB+ BSA, b 5( ,)— | 2.1.9
2) 0(AB)=A0B+ ) o(50) = o (21.9)
Posmatrajmo povrs S zadatu jednacinom (2.1.1),
S:r=r('v?), (u'v?)eDcR? (2.1.10)
i infinitezimalnu deformaciju date povrsi (2.1.4),
S.:fT=r+e=r+er=r+e(2r; + 2v). (2.1.11)

Posmatra¢emo deformisane povrsi familije Se.
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Prema (2.1.5), kovarijantni bazni vektori deformisane povrsi bice:

f‘i:ri + e5ri: (I‘ + 6(51‘)71': (I‘ + EZ)’Z‘:I'Z‘ + 6[(2:17;1‘ — Zb‘?)['p + (Zpbip + Z’Z‘)V] .

(2.1.12)

U radu [17] je pokazano da za determinantu prve kvadratne forme povrsi g = gi11g20 — 3o,

posle deformisanja povrsi vazi:
g=g+€ebg = (g11 + €6911)(ga2 + €0g22) — (912 + €0g12)* ,
odnosno,
G=g+edg = g+ 2ge(z"; — 2b) .
Za koeficijente druge kvadratne forme u radu [17] je pokazano:
b =0 + b = b + e(2P b + zpbz,;i + g7 2 — 2 G+ 2DV
Za srednju krivinu:

1 .
H==2b
91"

posle deformisanja vazi:
~ 1 . .
H=H+¢eH = 5(62 + edby) |
to jest,
~ 1 ) . .
H=H +eH =H + §e(zpb§;p + g7 2pi + 20,07
Gausova krivina:
K = S(ib — by
= 5( iby — bib;)
deformisane povrsi bice:
. 1, . o A . o )
K=K+ eK = 5[(62 + €db;) (b} + €db}) — (b} + €db})(b] + €dby)]

a primenom (2.1.14) i zamenom nemih indeksa:

K=K + ebK = K + [2"(bib],, — bibl,) + 2;(97 b — bY7) + 2(bjb, b — bJ0705)] -

(AN Joip

(2.1.13)

(2.1.14)

(2.1.15)

(2.1.16)

(2.1.17)

(2.1.18)

(2.1.19)
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2.1.2 Vilmorova energija usled infinitezimalnih deformacija

Infinitezimalne deformacije mozemo posmatrati kao specijalne deformacije membrana. U
radu [17] je ispitano $ta se desava sa Vilmorovom energijom povrsi (2.1.1) prilikom infinitezi-
malne deformacije (2.1.4).

Pretpostavimo da je parametrizacija povrsi (2.1.1), S : r = r(u!,v?), odredena u kom-
paktnoj oblasti D. Neka su vrednosti za u’ i v/ duZ granice povrsi r, iste kao kod povrsi r.
Povrsinski element od r je ¢%/?du'du?, pa je Vilmorova energija jednaka:

Wzg/f(H, K) g*2dutdu® (2.1.20)

a Vilmorova energija deformisane povrsi:

W =W+ eW = // f(H 4+ edH, K + e0K) (g + edg)2du*du? | (2.1.21)

gde je D oblast integracije.
U radu [17] izracunato je §W:

W= //[(H +edH)? — (K + e6K)|(g + edg)"* du'du® =

// FH,K) + €( af(5H+ OF 5K 21+ )2 =

8K g
(2.1.22)
f of €bg, _
/ FH, K) + e(530H + =2-0K)]g UQ(HZ) =

of 5g

of g2 dut du?
/ FUH K) + e 510 + 500K + ()50 P

posle razvoja (1+ 657")1/ 2 u Maklorenov red (Colin Maclaurin, 1698-1746, skotski matematicar)
do prvog stepena (ostale ¢lanove zanemarujemo). Dakle,

oW = // 5H+ 5K+f(H K)5 19" 2dutdu? . (2.1.23)
2g
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Primenom (2.1.13), (2.1.15), (2.1.17), (2.1.18) i (2.1.19), dobijamo:

SW //2}151{ SK + (H? )g 19" 2dut du® =

=/ JAGUE g ) = 0, BbL,) — 25097, — 978~
D

— O, — BB + (b — S~ b — by e = PP

1o 1 1 1
[ G+ b2+ 520, — U — S~ B
D
— 25(97 by — 9"b)) — 5(361‘%(’? - ijbf)b:f - bib;bZ)}gl/Zduldu2 )
odnosno, nakon sredivanja u radu [17] je pokazano da je:
W //2 bh.i;9” + bbb — Qb;b;)] 9" du’ du*+
L M — g — 080 )~ (2:1:29)

- - du?
- 22«1(91%3 - gquﬁ)](g) ds .

Dakle, dokazana je sledec¢a teorema:

Teorema 2.1.1. Varijacija Vilmorove energije glatke orijentisane povrsi (2.1.1) pri infinitezi-
malnim deformacijama (2.1.4) data je v (2.1.25). W

Iz poslednje teoreme dobijena je sledeca posledica:

Posledica 2.1.2. Varijacija Vilmorove energije glatke orijentisane povrsi bez kraja (2.1.1) pri
infinitezimalnim deformacijama (2.1.4) jednaka je:

SW = [[ 2[bh, g% + bE(bib] — $bib])]g" 2dutdu® . W (2.1.26)
D

Takode, u [17] je pokazano da ¢e povrsinski integral (2.1.26) biti jednak nuli za svako z ako
vazi:

09" + V(D] — Lty = 0. (2.1.27)

p 9 v
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Ovo je jednacina povrsi koje imaju stacionarnu vrednost Vilmorove energije pri infinitez-
imalnim deformacijama i predstavlja diferencijalnu jednacinu cetvrtog reda. Moze se izraziti
preko srednje i Gausove krivine na sledeé¢i nacin:

H,jg” +2H(H? —K)=0. (2.1.28)

Zamenom kovarijantnog diferenciranja parcijalnim diferenciranjem dobija se jednacina (2.1.28)
u slede¢em obliku:

1 )
W(gl/zg”ff,i)mL?H(HQ - K)=0. (2.1.29)

Dokazana je, dakle, slede¢a teorema:

Teorema 2.1.3. Varijacija Vilmorove energije glatke orijentisane povrsi bez kraja cije glavna 1
Gausova krivina, H 1 K, zadovoljavaju jednacinu (2.1.29), jednaka je nuli pri infinitezimalnim
deformacijama. W

2.2 Infinitezimalno savijanje povrsi

Infinitezimalno savijanje predstavlja specijalan slucaj infinitezimalnih deformacija. Ovo
temom bavili su se mnogi poznati matematicari, na primer, A. Kosi (Augustin-Louis Cauchy,
1789-1857, francuski matematicar), D. Hilbert (David Hilbert, 1862-1943, nemacki matemati-
c¢ar), V. Blaske (Wilhelm Johann Eugen Blaschke, 1885-1962, austrougarski matematicar) i
drugi, a kasnije i A. D. Aleksandrov [2] (Aleksandr Danilovich Aleksandrov, 1912-1999, ruski
matematicar, fizicar i filozof), I. Vekua [69], N. V. Jefimov [23], A. V. Pogorelov [61] (Aleksei
Vasil’evich Pogorelov, 1919-2002, sovjetski i ukrajinski matematicar), S. Kon-Fosen [14], V. T.
Fomenko [29] (Valentin Trofimovich Fomenko, ruski matematicar), I. H. Sabitov i I. I. Karato-
praklijeva [37] (Sabitov Idzhad Khakovich, ruski matematicar, Ivanka Ivanova-Karatopraklieva,
bugarski matematicar), Lj. S. Velimirovié¢ [70], [71], [73], [74], [77], [81], [87], [89], [90], [91], V.
Aleksandrov [3], [4], [5] (Victor Alexandrov, ruski matematicar) i drugi.

Osnove teorije infinitezimalnih savijanja povrsi uveséemo prema [23], [69], [70], [71].

Definicija 2.2.1. [25] Infinitezimalno savijanje reda m regularne poursi S, (2.1.1), klase
C%, (o > 3), je infinitezimalna deformacija reda m (2.1.2) ako je:

d§* — ds* = o(e™) , (2.2.30)

tj. ako je razlika kvadrata linijskih elemenata beskonacno mala (infinitezimalna) velic¢ina reda

vieqg od m u odnosu na €. Vektorsko polje (%)(ul,uQ) u (2.1.2) je polje brzina ili polje in-
finitezimalnog savijanja reda i, i =1,...,m.
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Datu definiciju mozemo iskazati i na slede¢i nacin:

Teorema 2.2.1. [71] Pri infinitezimalnom savijanju reda m duZina svake glatke linije ostaje
nepromenjena s uzetom tacnoscu, tj. promena duzZine glatke linije na S je beskonacno mala
velicina reda viseg od m u odnosu na e(e — 0). M

U ovom radu posmatrana su infinitezimalna savijanja prvog reda.
Posmatrajmo infinitezimalno savijanje povrsi .S,

S t(ut,u? ) = r(ut, u?) = r(ut,u?) + ez(ut, u?) . (2.2.31)
Definicija infinitezimalnog savijanja ekvivalentna je sledec¢oj teoremi:

Teorema 2.2.2. [25] Potreban i dovoljan uslov da povrsi Se (2.2.31) predstavljaju infinitezi-
malno savijange povrsi S (2.1.1) glasi:

dr-dz =0, (2.2.32)
gde je z polje brzina u pocetnom momentu deformacije. W
Ova jednacina ekvivalentna je slede¢im parcijalnim jednacinama:
r -z =0, ry-Zy+ry-2; =0, Iy -Zo =0 . (2.2.33)

Iz jednacine (2.2.31) sledi:
ot (ut, u?, €)
Oe
Sto izrazava ¢injenicu da je z polje brzine pri kretanju tacke povrsi prilikom deformacije (uzevsi
da je € vreme).

:z(ul,uz) ,

Teorema 2.2.3. [69], [70] Neka je s = s(€) duzZina luka krive C. na povrsi S.. Potreban i
dovoljan uslov za infinitezimalno savijanje povrsi S = Sy je:

0s.

€ le=0

to jest, da je brzina promene duzine luka u pocetnom momentu deformacije jednaka nuli. W

0, (2.2.34)

Definicija 2.2.2. Polje savijanja je trivigalno, to jest, predstavija polje kretanja povrsi kao
krutog tela bez unutrasnjyih deformacija, ako se moze predstaviti u obliku:

z=axr+b, (2.2.35)

gde su a 1 b konstantni vektori. Odgovarajuce infinitezimalno savijanje naziva se trivijalno
infinitezimalno savijange ili infinitezimalno kretange pouvrsi S.
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Definicija 2.2.3. Povrs je kruta ako ne dopusta netrivijalna polja savijanja, u suprotnom
pours je nekruta ili fleksibilna.

Vazi sledecéa teorema:

Teorema 2.2.4. [25] Neka je z polje infinitezimalnog savijanja povrsi S : v = r(u',u?). Tada
postoji jedinstveno vektorsko polje y tako da vazi:

dz. =y X dr , (2.2.36)

odnosno,
Z1 =y XTIy, Zy=YyY XTIg. [ | (2237)

Definicija 2.2.4. Vektorsko polje y za koje vazi jednacina (2.2.36), odnosno, (2.2.37), zove se
polje rotacija povrsi pri infinitezimalnom savijanju odredenom poljem z.

Mozemo dati geometrijsku interpretaciju polja rotacija: y(ug,vg) je vektor rotacije krutog
tela pridruzenog povrsi S u tacki r(ug,v,) prilikom savijanja. Kao rezultat infinitezimalnog
savijanja povrsi, svi njeni elementi trpe rotaciju sa vektorom rotacije y.

Takode je moguce posmatrati parametarsku povrs Y odredenu krajevima vektora rotacije
y(ut,u?), ako se svi vektori y uzmu sa pocetkom u koordinatnom pocetku. U tom slucaju Y’
se naziva nepostojana povrs (“instability surface”) infinitezimalnog savijanja, odnosno, indika-
trisa rotacije povrsi S.

Za polje rotacija vazi slede¢a teorema:

Teorema 2.2.5. [23] Za povrs v = r(u',u?) izvodni vektori y; = y1, y1 = y2 dati su

jednacinama:
y1 =ar; + fry, ys =711 —ars, (2.2.38)

gde skalarne funkcije o, B, v zadovoljavaju sistem jednacina:

bi1y — 2b1900 — by =0,
as =1 =017 =200 =Ty, (2.2.39)
a1+ B2 = F%ﬁ - QF%QQ - F%z@ )

gde su b;;, i, = 1,2 koeficijenti druge kvadratne forme, F}k, 1,7,k = 1,2 Kristofelovi simboli
povrsi S. M

Resavanjem sistema jednacina (2.2.39) nalazimo «, 3,7, pomoc¢u kojih integracijom dobi-
jamo polje rotacija y, a zatim jos jednom integracijom dobijamo i polje savijanja z. Jasno je
da povrs S dopusta samo trivijalna savijanja ako i samo ako o = 8 = v = 0 jeste jedino resenje
sistema (2.2.39).
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Definicija 2.2.5. Polje s(u',u?) odredeno jednacinom:
S=z—yXr, (2.2.40)
naziva sa polye translacija pri infinitezimalnom savijanju odredenom poljem z.

Polje infinitezimalnog savijanja prvog reda povrsi S (2.1.1), prema ispitivanjima I. Vekua
[69] i Lj. S. Velimirovi¢ [70] moze se odrediti na sledeéi nacin.

Posmatrajmo osnovnu jednacinu polja savijanja (2.2.32). Bududéi da je dz = z;du’ , dr =
r;du’, primenom (2.1.5) dobijamo

ridu’ - [(2P; — B 2)ry, + (2Pby + 24)v]du’ =0 .
Takode je rj -r, = gj, i r; - v = 0, pa prethodna jednacina postaje:
(2P — VP2)gjp du'du’ =0 . (2.2.41)
Ova jednacina vazi za svako du’, du’, pa dobijamo:
22.0ip — bijz =0 (2.2.42)
odakle sledi:
2ji —bijz =0, (2.2.43)

gde su z; kovarijantne koordinate tangentne komponente vektora z. Promenom mesta indeksa
7 i1 dobija se:

Zij — bijZ =0 > (2244)

s obzirom na simetricnost koeficijenata druge kvadratne forme. Sabiranjem prethodne dve
jednacine dobijamo:

2+ 20— 2b;z =0, (4,5 =1,2). (2.2.45)
Dakle, vazi:

Teorema 2.2.6. [6Y9], [70] Potreban i dovoljan uslov da polje (2.1.3) bude polje infinitezimalnog
savijanja poursi S (2.1.1), jeste da za koordinate z;, z vaZe jednacine (2.2.45). N

Sistem jednacina (2.2.45), koji o¢igledno predstavlja koordinatno zapisanu jednac¢inu (2.2.32),

naziva se kinematicki sistem jednacina ili sistem jednacina polja infinitezimalnog savijanja. To

je sistem od tri jednacine za nepoznate funkcije z;, 22, z od argumenata u', u?.
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Iz ovog sistema z se lako eliminiSe. Ako pomnoZimo jednacinu (2.2.42) sa ¢’*, dobijamo
2%, —bFz =0, a zatim izvrsimo kontrakciju po k, i:

2y —blz=0. (2.2.46)

Posto je srednja krivina povrsi data jedna¢inom H = £b! , uporedivanjem sa (2.2.46) dobijamo:

1 .
i 9.9.47
“T o ( )

Kako je 2% = 2'; + I'};2P = 2P , + '}, 2P, jednacina (2.2.47) postaje:

= % [gzz + a(gluf) ). (2.2.48)
Zamenom (2.2.47) u (2.2.44), dobijamo z;; — b;j5= 27, = 0, ili
bij2’p, —2Hz; =0, (2.2.49)
Sto mozemo zapisati u sledecoj formi:
bij2lp —2Hgu2?; =0, (i,j =1,2). (2.2.50)

Odavde mozemo nadi z' i 2%, a iz (2.2.48) i z. Na taj nacin se u potpunosti odreduje polje
infinitezimalnog savijanja z povrsi.

Neka je polje rotacija y dato jednacinom:
y =y'r, +yv | (2.2.51)
gde je z dato u (2.1.3). Koris¢enjem dz = z;dv’ i (2.1.5) u (2.2.36) dobijamo:

(2 — V2)ded Ty + (P + 2)ded v=(y'r; + yv) x 1yl =

i 101 ; (2.2.52)
=y'du’ (r; X ;) + ydu’ (v X ;).
Mozemo pisati:
T X Tj=Cigl (2.2.53)
pri cemu je ¢;; antisimetricni tenzor. Vazice da je:
% ry Xr v 1 % (11 X 1)
UV XxXrj= rj=——r; X (r; Xrp) =
J \/g J \/g J

1 1

:—_[<r] . I'Q)I'l - (I‘] . rl)rQ} :—_(gj2r1 _ gjlrQ) — (2254)

Vi V9

=9(g"r, — g"'r,) =crag’r), + ca1gP'r,
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Dakle,
vV X Trj=cj,9"r, . (2.2.55)

Sada jednacina (2.2.52) dobija oblik:
(2P — b’;z)duj r, + (2P, + 2)dv’ v = y'du’ci; v + ydulcj,g" t,
odakle je:

Py = Wz = yesg” (2.2.56)

2Pby; + 25 = cijyt (2.2.57)

Ove dve jednacine odreduju u potpunosti 3,42, y, to jest, polje rotacija y.

2.2.1 Gaudijeve povrsi pri infinitezimalnom savijanju

Teorija infinitezimalnih savijanja povrsi ima osnovni zadatak da odreduje netrivijalna polja
savijanja, uz uslov (2.2.32). Ovde ¢emo ispitati krutost Gaudijevih povrsi, tj. pronadi odgo-
varajucée polje savijanja, kao u radu [91], gde ¢emo sada koristiti oznake u = u!, v = u?.

Vektorska jednacina Gaudijeve povrsi je:

r(u,v) = (u,v, kusin E), (u==z,v=uy), (2.2.58)
c

odnosno,

v
r = ui+ vj + kusin -k,
c

gde su i, j, k ortovi u pravcu Dekartovih osa.
Kristofelovi simboli ove povrsi su:

1k v v 1k Lo
I, =I% =0, I, =T% = ~—sin—cos—, I%Q:———Qust— ,
gc c c gc c
1k? v 1k 5, . v v
2, =I5 = ——2ucos2 -, I3, = ———3u2 sin — cos — ,
c gc c c

gde je g = 1+ k?sin® 2 + IZ—EUQ cos® ¢ determinanta koeficijenata prve kvadratne forme date

povrsi. Koeficijenti druge kvardatne forme su:

1k 1 k
bll = 0, b12 = b21 = ——COSE s 622 = ———using .
Ve c V9 ¢ c
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Jednacine (2.2.39) postaju:
1k 1 k
92— Zcosca+ ——usin—f =0, (2.2.59)

Ve c Vg c? c

1k v v 1k2

Qy — Yy = —2——sin—cos —a + ——u sin? EB , (2.2.60)
gc c c gc c
1 k2 1 k2
ay + Py = —2——u cos? Eoz + ——3u2 sin Y coS v ) (2.2.61)
gc c gc c c

Iz (2.2.59) imamo da je:

a=Ltanlp, v+ % ¥ k. (2.2.62)
c

Zamenom (2.2.62) u (2.2.61), dobijamo kvazi linearnu parcijalnu diferencijalnu jednac¢inu nepoz-

nate funkcije f:

D(v, )

ov B

U v 1 v
— tan -8, = ——tan—f . 2.2.63
2c a cﬁ +5 2c al cﬁ ( )
Sistem karakteristika ove jednacine je:
d d d
etany 1 —o-tan?
Iz jednacina:
d d d d
u - v == 5 —U:—l B ; (2.2.65)
% tan - 1 1 ~ 2 tan %
dobijamo redom dva integrala:
2
wlzu%osgzcl, 0= 8 —=Cy, (2.2.66)
c cos 2
gde su ¢; i co konstante. Kako za jakobijan vazi da je:
D(¢17 ¢2) 8_1Z1))1 G
il L A & 8‘952 £0, (2.2.67)

to su integrali ¥ i 1)y nezavisni, pa je opste resenje parcijalne diferencijalne jednacine (2.2.63)
oblika:

2

V(u2 cos > P ) =0, (2.2.68)

¢’ cos?
C
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gde je V proizvoljna neprekidno diferencijabilna funkcija.
Nepoznatu funkciju y(u, v) dobijamo iz (2.2.60) i (2.2.62), i predstavlja resenje jednacine:

u 1 U v
U™ 5 o0 _ou —t vy
7 2¢2 cos? ¥ b+ 2 an -4
odnosno,
u 1 U v
_ [ (. Y ian? ) d : 2.2.69
i /(202 COS2§6+26 o cﬁ utev) ( )

gde je ¢(v) proizvoljna funkcija a 3 je dato u (2.2.68).
Ako, na primer, uzmemo da je V(z,y) = zy — 1 1 p(v) = 0, dobi¢emo:

1
B:_v U#Oa
U
1t )
a = —tan —
2c c’
_ u
7_2020082%}'

Iz jednacine (2.2.38) i
dy = yudu + y,dv = (dY1,dY>,dY3)
integracijom se dobija:

1
y = (Y1,Y3,Y3) = (% tan%, §1H(U2| COSZD7

ku (sin? v 1)+ 3ku COSU)

in“ — —— cos —

2ccos 2 c 2c c/’

uzevsi da su odgovarajuée konstante koje se javljaju prilikom integracije jednake nuli.
Primenom (2.2.36), odredi¢emo polje infinitezimalnog savijanja. Kako vazi (2.2.58), za

Gaudijeve povrsi bice:

k
dr = (du, dv, k sin Y du + T cos Edv) ,
c

c c
pa je:
i J k
U v 1 2 v ku a2 v 3ku v
dz=y xdr=| %tan? 3 In(u*|cos?|) ZCCOS%(SID 24+ 1)+ 5 cos?
du dv ksin 2du + £ cos 2dv

Polje infinitezimalnog savijanja Gaudijevih povrsi dobija se integracijom ove jednacine. Tako,
zau>01iv e (0,cm/2), dobija se:

(k e (u? v> ku 1+sin?  5ku . v
z = ( kusin — In(u® cos =) — — In — sin— + ¢
c c 4 " 1—sin? 2 c b
2ku? v 1 5 3V

cos — + co,u(l — §1n(u cos E)> + 03>,

gde su ¢y, co, c3 konstante.
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2.3 Varijacija geometrijskih velic¢ina pri infinitezimalnim
savijanjima

Moze se zakljuciti da je varijacija koeficijenata prve kvadratne forme povrsi, kao i vari-
jacija determinante prve kvadratne forme jednaka nuli pri infinitezimalnom savijanju povrsi
(uporedivanjem jednacine (2.3.93) sa (2.2.45) i (2.2.46)). Zbog toga je varijacija geometrijskih
velicina koje zavise od koeficijenata prve kvadratne forme povrsi, to jest, objekata unutrasnje
geometrije povrsi, jednaka nuli pri infinitezimalnom savijanju. Na primer, Kristofelovi sim-
boli, prva kvadratna forma, determinanata prve i druge kvadratne forme, duzina luka krive,
uglovi izmedu krivih na povrsi, povrsina oblasti na povrsi, Gausova i geodezijska krivina, ostaju
stacionarni pri infinitezimalnom savijanju povrsi ([69], [71]).

Varijacijom geometrijskih veli¢ina bavili su se mnogi matematicari, a mnogi je jos uvek
istrazuju. Ova tema razmatrana je u radovima: [3], [4], [5], [6], [17], [69], [71], [74], [87], [88],
[89], [91].

U ovom poglavlju izrazi¢emo varijaciju operatora oblika, normalne krivine, glavnih krivina,
Gausove i srednje krivine i Vilmorove energije, usled infinitezimalnog savijanja povrsi. Na
primeru Gaudijeve povrsi izra¢unacemo varijaciju svih navedenih velic¢ina usled infinitezimalnog
savijanja te povrsi.

Neka je S regularna povrs data parametrizacijom:

r(u,v) = (u,v, f(u,v)), (2.3.70)
i polje infinitezimalnog savijanja:
z(u,v) = (§(u,v),n(u,v),((u,v)). (2.3.71)
Tada ¢e jednacine (2.2.33) imati oblik:
§u=—fulur  Cot M= —folu—fulor, ==l

odakle dobijamo parcijalnu diferencijalnu jednacinu drugog reda:

fuquv - 2fuv€uv + fU,UCuu =0. (2-3.72)

Koriste¢i standardni racun diferencijalne geometrije [39], mozemo dobiti koeficijente prve i
druge kvadratne forme (kao u [17]) povrsi S

SE : f(“? U? 6) = I'(U, U) + 62(”7”) =

= (u+ e€(u,v),v + en(u,v), f(u,v) + e (u,v)) . (2:3.73)

Dobija se da je:

E=fF, t,=1+ 24+ +n2+ ),
F=%, - Fy=fufo+ (EuE0 + b + Culo) (2.3.74)
G=F, Fo=1+ 24+ +n>+ ),
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- 1 1

L:_~fuuvfu>fv - = fuu—’_eCuu 1+f5+f3 +62A +63A 9

~ 1 1

M =—[Fyy, Tu, To) = —=[fur + €Cun(1 4+ f2+ f2) + B, + € By , 2.3.75
~ 1 1

N:_~ fvvafuafv == fvv—i_EC'uv 1+f3+f3 +62C _'_630 .

Funkcije A;,

S/

i, C;, 1 = 1,2, dobijamo u razvoju odgovarajuc¢ih determinanti a
G=EG-—F? =14+ 2424+ + ...
Iz jednakosti (2.3.73) dobija se:

i;u = (1 + €€uv €Ny fu + GCU) s

2.3.76
f‘v: (€§v71+€nmfv+€§v) . ( )
Varijacija ovih vektora bice u obliku:
d u = \Sus Ty Su) = 4w
Fu = (G s Gu) = 2 (2.3.77)

51'1, - (511,771)7@)) =Zy .

2.3.1 Varijacija operatora oblika pri infinitezimalnim savijanjima

Kako je operator oblika funkcija koeficijenata prve i druge kvadratne forme, (vidi (1.2.17),
odnosno, (1.2.23)), koriste¢i (2.3.74) i (2.3.75), mozemo izraziti njegovu varijaciju usled in-
finitezimalnog savijanja povrsi. Izrazi¢emo, najpre, koeficijenate a;; povrsi Se.

. MF — LG
ail = - )
~ o~ g ~ ~
. LF - ME
Q12 = ~ )
9 (2.3.78)
- NF - MG
Qg1 = = )
~ ~ g ~ ~
- MF —NFE
Q22 = =
g
Varijacija koeficijenata a;;, koristeci:
da;; = lim i — i , (2.3.79)

e—0 €
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bi¢e u obliku:

50, = Guofuls = Gu(1 1 f2)
VI+ 2+
0, Confuls = C(L 1 f2)
VI+ 2+
sy, — Govfudo = G0+ 12)
VI+ 2+
Sy — Suvdufo = G+ fi)
V14 f2+f2

Primenjujuéi pravilo varijacije proizvoda (2.1.9) pod a), dobijamo varijaciju operatora ob-
lika:

(2.3.80)

5§(ru) :7 ((Cuu(l + ff) - <uvfufv)ru + (Cuv(l + fg) - Cuu.fufv)rv>+
+ (@Muw% Fuoufo)zu + (JuoL+ 12) = funfudu)2 )
(2.3.81)

I’U:

7( Cuo1+ £2) = Guufufo)ou + (G4 £2) = Gunufo)ra) +
2 (a1 2) = foofufd+ un(UF D) = Funfuf)m)

3
2

g
gdeje g = 1+ f2+ f2.

Dakle, vazi sledeca teorema:

Teorema 2.3.1. Varijacija operatora oblika povrsi (2.3.70) wusled infinitezimalnog savijanja
(2.3.73) data je jednacinom (2.3.81). W
Iz jednacine (2.3.81) direktno sledi posledica Teoreme 2.3.1:

Posledica 2.3.2. Varijacija operatora oblika povrsi (2.3.70) usled infinitezimalnog savijanja
(2.3.73) bice jednaka nuli ako su drugi parcijalni izvodi funkcije f iz jednacine povrsi i trece koor-
dinatne funkcije ¢ njenog polja savijanja z jednaki nuli, odnosno, ako su ove funkcije linearne.l

Primer 2.3.1. Za hiperbolicki paraboloid ova posledica ne vazi u potpunosti. Funkcija ¢ jeste
linearna, ali funkcija f nije. Varijacija operatora oblika pri infinitezimalnim savijanjima hiper-
bolickog paraboloida nije jednaka nuli, ali ima jednostavan oblik. Za hiperbolicki paraboloid:

S :r(u,v) = (u,v,uv),
u radu [72] je odredeno polje infinitezimalnog savijanja ove povrsi:

z(u,v) = (—uv, —uv, u + v).
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Ako izracunamo parcijalne izvode prve i druge vrste funkcije f i polja savijanja z, odnosno,
njegove trece kooordinate (:

fu:?], fv:ua
fuu:07 fuv:]-a fm}:o)
Cuzla Cvzla

Cuu = 07 Cuv = 07 Cm} = 07

tada ce varyacija operatora oblika hiperbolickog paraboloida biti jednaka:

dS(r,) = i( —uvz, + (14 v2)zv> ,
(2.3.82)

gde je g = 1 +u® + v2.

2.3.2 Varijacija normalne krivine pri infinitezimalnim savijanjima

Ako posmatramo normalnu krivinu u proizvoljnoj tacki p € S u pravecu vektora (1.2.32):

(Mﬂ%z( ); t e [0,2nm),

njena jednacina imace oblik:

cost
sint

kn(t) = Lcos®t +2M sintcost + N sin®t
(vidi (1.2.33)).

Kako bi odredili varijaciju normalne krivine pri infinitezimalnim savijanjima, najpre ¢emo
odrediti varijaciju koeficijenata druge kvadratne forme.

Lema 2.3.3. Variyacija koeficijenata druge kvadratne forme data je sledecim izrazom:

0L = Cuun/9, OM = Cuwn/9, OIN = C/9. (2.3.83)

Dokaz. Koristedi da su koeficijenti druge kvadratne forme povrsi (2.3.73) dati izrazom (2.3.75),
i da se varijacija veli¢ina odreduje po formuli (2.1.8), dolazi se do izraza (2.3.83). W

Otuda je varijacija normalne krivine jednaka:

0kn(t) = /9(Cuu cos? t + 2(uy sint cost + (yp sin?t), (2.3.84)

gdejeg=1+ f2+ f2.
Dakle, vazi sledec¢a teorema:
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Teorema 2.3.4. Varijacija normalne krivine pouvrsi (2.3.70) usled infinitezimalnog savijanja
(2.3.73) data je jednacinom (2.3.84). N

Iz jednacine (2.3.84), dobijamo direktnu posledicu Teoreme 2.3.4:

Posledica 2.3.5. Varijacija normalne krivine povrsi (2.3.70) usled infinitezimalnog savijanja
(2.3.73) bice jednaka nuli ako je treéa koordinata njenog polja savijanja z linearna funkcija. B

Primer 2.3.2. Za hiperbolicki paraboloid:
S :r(u,v) = (u,v,uv),

izracunacemo varijaciju normalne krivine. Kako ova pours ima polje infinitezimalnog savijanja

([72):

z(u,v) = (—uw, —uv,u + v),

parcijalni izvodi prve @ druge vrste trece koordinate ¢ polja savijanja z bice jednaki:

Cuu - Oa Cuv = 07 gvv =0.

Kako su parcijalni izvodi drugog reda trece koordinate ¢ polja savijanja z(u,v) jednaki nuli,
to je varijacija normalne krivine hiperbolickog paraboloida jednaka nuli:

Ska(t) = 0.

2.3.3 Varijacija Gausove i srednje krivine pri infinitezimalnim savi-
janjima
Poznato je da je Gausova krivina stacionarna pri infinitezimalnom savijanju povrsi [69],

[71]. Zato ¢emo posmatrati varijaciju srednje krivine. Srednja krivina povrsi (2.3.73) bice u
obliku:

- EN 2PN+ CL
2(BC - )
pa je varijacija srednje krivine, data u radu [17], jednaka:
L+ f3)Cow = 2fufoCuv + (L + 7)o
2¢/1+ f24 f2

Teorema 2.3.6. Varijacija srednje krivine poursi (2.3.70) usled infinitezimalnog savijanja (2.3.73)
data je jednacinom (2.3.85). N

bl

5H:(

(2.3.85)
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2.3.4 Varijacija glavnih krivina pri infinitezimalnim savijanjima

Koristeé¢i da se glavne krivine mogu izraziti preko Gausove i srednje krivine, (jednacina

(1.2.51)),
kio=H+VH - K |

to se varijacija glavnih krivina moze odrediti primenom sledece leme, $to je pokazano u radu

[15]:

Lema 2.3.7. Varijacija glavnih krivina usled infinitezimalnog savijanja povrsi, izraZena preko
Gausove 1 srednje krivine jednaka je:

vVH? - K+ H

ks = 6H e

(2.3.86)

Dokaz. Kako je varijacija Gausove krivine jednaka nuli, koristeci (2.1.7) i pravila diferenciranja
kvadratnog korena funkcije, dolazi se do izraza:

HSH
VH2 - K

Sredivanjem poslednjeg izraza dolazi se do oblika (2.3.86). W

(5k172 - (SH :i:

Ukoliko Gausovu i srednju krivinu izrazimo preko koeficijenata prve i druge kvadratne forme
i primenimo varijaciju srednje krivine, dolazimo do varijacije glavnih krivina, to jest, vazi sledeca
teorema:

Teorema 2.3.8. Varijacija glavnih krivina povrsi (2.3.70) wusled infinitezimalnog savijanja
(2.3.73) data je jednacinom:

VA+B

5k172 == (SH \/Z 5

(2.3.87)

gde je

A= (R 12 = £+ 1)+ 4(Fu0 4 1) = Fouduf) (FunUt ) = ki)

B = fuu(1+ f2) = 2fuofufo + (L + f2),
(2.3.88)

a 0H je dato jednacinom (2.3.85).
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Dokaz. Ako u jednacini (2.3.86) izrazimo Gausovu i srednju krivinu preko koeficijenata prve
i druge kvadratne forme povrsi, dobija se da je:

~——  [(LG—NE)+4(MG — FN)(ME — FL)
" _K_\/ 1(EG — F2)?

(2.3.89)
1

~ 2(EG — F?)

V(LG — NE)2 +4(MG — FN)(ME — FL) .

Ako zamenimo da je:
LG —-2MF+ NE

H= 2(EG — F?)

onda je, nakon sredivanja:

VH?~K+H +/(LG-NE)?+4(MG -~ FN)(ME — FL) £ (LG — 2MF + NE)
H>—K V(LG — NE)? + 4MG — FN)(ME — FL) '

(2.3.90)
Izrazavajuéi koeficijente prve i druge kvadratne forme povrsi (2.3.70) i njenu varijaciju sred-
nje krivine (2.3.85), dobija se izraz (2.3.87). W
Iz izraza (2.3.87), dobijamo direktnu posledicu Teoreme 2.3.8:

Posledica 2.3.9. Varigacija glavnih krivina povrsi (2.3.70) usled infinitezimalnog savijanja
(2.3.73), bice jednaka nuli ako je varijacija srednje krivine povrsi jednaka nuli. B

2.3.5 Varijacija Vilmorove energije pri infinitezimalnim savijanjima

U radu [87] smo razmatrali varijaciju Vilmorove energije u tacki povrsi i varijaciju Vilmorove
energije povrsi usled infinitezimalnog savijanja povrsi.
Vilmorova energija u tacki povrsi p € S definisana je jednacinom (1.2.53):

W(p) = H(p)* = K(p) ,
pa Ce varijacija Vilmorove energije u tacki biti u obliku:

oW (p) =2H(p)oH (p) , (2.3.91)
odnosno, vazi sledeca lema:

Lema 2.3.10. Varijacija Vilmorove energije u tacki povrsi (2.3.70) usled infinitezimalnog savi-
janja (2.3.73) data je jednacinom (2.3.91), gde je H(p) srednja krivina a § H (p) njena varijacija.
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Dokaz. Na osnovu jednacine (1.2.53), obzirom da je varijacija Gausove krivine jednaka nuli,
sledi da je:

dW(p) = 0(H(p)* — K(p)) = 0(H(p)*) — 6(K(p)) = 2H(p)dH (p) . @
Izrazavajuéi H i 0H, dobija se da je varijacija Vilmorove energije u tacki p(u,v) € S:

6 =
e 2+ 2+ )
(2.3.92)
Ako uvedemo oznake:
a=a(u,v) = (1+ f2,—V2fufo, 1+ [2), (2.3.93)
b =b(u,v) = (fou, V2fur, fun), (2.3.94)
¢ = c(u,v) = (Cowr V20w, Cunr), (2.3.95)
koriste¢i parcijalnu diferencijalnu jednacinu (2.3.72), dobijamo da je:
b-c= (fuu + fvv)(Cuu + va); (2396)
gde je - standardni skalarni proizvod u R3, |ja]| := (a - a)2. Takode, lako se pokazuje da je:

lall = v1+4¢%, (2.3.97)

gde je g = 1+ f2+ f? determinanta prve kvadratne forme povrsi (2.3.70).
U tom slucaju vazice sledece teoreme:

Teorema 2.3.11. Varijacija Vilmorove energije u tacki povrsi (2.3.70) usled infinitezimalnog
savijanja (2.3.73) data je jednacinom:

SW (u, v) = % , (2.3.98)

gde su a, b i ¢ definisani jednacinama (2.3.93), (2.3.94) i (2.5.95). B

Teorema 2.3.12. Varijacija Vilmorove energije u tacki povrsi (2.3.70) usled infinitezimalnog
savijanja (2.3.73) bice jednaka nuli ako i samo ako vazi da je:

b-c = |b]c|sin(a, b)sin(a, c) , (2.3.99)

gde su a, b i c definisani jednacinama (2.3.93), (2.3.94) i (2.3.95).
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Dokaz.
W =0« (a-b)(a-c)=0«
< |lall[[b][ cos(a, b) |al[[|c[| cos(a, ¢) = 0 <
& ||al|?|Ib]l|[c||(cos(b, ¢) — sin(a, b) sin(a, ¢)) = 0 < (2.3.100)
< ||all*(b - ¢ — ||b]|||c|| sin(a, b) sin(a, c)) = 0 <
< b-c=|b|l|c|]sin(a, b)sin(a,c) ,

jer je prema (2.3.97) [ja]|* >2. W

Usled infinitezimalnog savijanja povrsi mozemo posmatrati i vektore a i b, pa smo, takode
u radu [87] pokazali slede¢u teoremu:

Teorema 2.3.13. Usled infinitezimalnog savijanja (2.3.73) pouvrsi (2.3.70), za vektore a i b
vazi:
a) o(flall) =0,
b) &(||bl|*) =2b-c, (2.3.101)
c) o(l[bll) = llc]l cos(b, ) ,
gde su a, b i c definisani jednacinama (2.3.93), (2.3.94) i (2.3.95). N

Napomena 2.3.1. Norma vektora b odreduje, takozvanu energiju deformacije tanke elasticne
ploce, i data je u obliku:
e = |IblI* = fo, + 2fu + fou -
Ocigledno, prema (2.3.96) i (2.3.101), vazi da je:
66 = Q(fuu + fvv)(Cuu + C’U'I)) Y
poursi (2.3.70) usled infinitezimalnog savijanja (2.3.73).

Ako posmatramo Vilmorovu energiju povrsi, definisanu jedna¢inom (1.2.54), varijacija Vil-
morove energije povrsi (2.3.70) usled infinitezimalnog savijanja (2.3.73) data je u istom radu
[87], odnosno, dokazana je sledeca teorema:

Teorema 2.3.14. Za svaku kompaktnu, orijentisanu, put-povezanu, glatku povrs S uR3 i njeno
polje infinitezimalnog savijanja z, varijacija Vilmorove energije povrsi S je jednaka:

W (S) = H(E)/m(x) dx , (2.3.102)
05

gde je H(&) srednja krivina u proizvoljnoj tacki € € S, m(x) vektor definisan izrazom:
m(x) = n'(x) x n(x) , (2.3.103)

a n(x) jediniéni vektor normale povrsi S. M
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Napomena 2.3.2. Vilmorova energija orijentisane minimalne povrsi S usled infinitezimalnog
savyjanja je stacionarna.

Iz Teoreme 2.3.14 direktno sledi:

Posledica 2.3.15. Za svaku kompaktnu, orijentisanu, put-povezanu, bez granica, glatku povrs
S uR3 i njeno polje infinitezimalnog savijanja z, varijacija Vilmorove energije povrsi S jednaka
je nuli. W

Posledica 2.3.16. Svaka elasticna, kompaktna, orijentisana, put-povezana, bez granica, glatka
povrs S u R? éuva svoju Vilmorovu energiju usled savijanja. W

2.4 Varijacija krivina i funkcija krivina Gaudijeve povrsi

U ovom poglavlju posmatrac¢emo varijacije operatora oblika i gore navedenih krivina i
funkcija krivina Gaudijeve povrsi, date jednacinom (1.4.62), u slu¢aju kada su konstante
a=k=1.

1. Varijacija operatora oblika pri infinitezimalnim savijanjima Gaudijeve povrsi
(a=k=1)

U radu [93] za Gaudijevu povrs datu jednacinom (1.4.62) izracunata je varijacija operatora
oblika usled infinitezimalnog savijanja ove povrsi. Dakle, za povrs datu jednac¢inom:

Gaudi(u,v) = (u,v,usinv) ,
moze se pokazati sledec¢a lema:

Lema 2.4.1. Varijacija operatora oblika pri infinitezimalnim savijanjima Gaudijeve povrsi
(a =k =1) data je izrazom:

t
anvy (6 — cos? v)rv> +

1 1 1w
5S(rs :——(————2 in2v))r,
Sl = Einto\ Ty 2@ el t
1
—i——écosv(—usinvcosv 2, + (1 + sin®v) zv> :
g2 (2.4.104)

@(1 + sin* v)rv> +

1 3
58(r,) =— (tano(1 - u?sin?v)r,
S(ry) =210 anv(l —u”sin“v)r, +

1
+ —3<cosv(1 +u?) z, — 2usinv ZU) :
g2

gde je g = 1+ sin® v + u? cos? v.
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Dokaz. Za Gaudijevu povrs (1.4.62) vazi da je:
fu =sinv, fo =ucoswv,
fuuw =0, fuw = cosw, foo = —usinwv.

U radu [91] za Gaudijevu povrs odredili smo polje infinitezimalnog savijanja,

.U o v, ku 1+4sin? Bku . w
Z = (kusm—log(u cos —) — — log —< sin — + ¢4,
a a 4 I—sin? 2 a

2ku? 1
Y cos 2+ ¢, u(1 — = log(u® cos® E)) + 03>,
a a 2 a

gde jeu >0iv € (0,an/2), a ¢y, g, c3 su konstante.
U slucaju a = k = 1 polje savijanja imace oblik:

1+ si )
z = (USiH’UIOg(UQCOS’U) — Elog—i_—sm — —usinv+cl,
4 1 —sinw 2

1
2u® cos v + ¢y, u(l 5 log(u2 cos® U)) + Cg).

Tada je:
_ 1 2 3 1 _
Cu=1 5 log(u® cos® v) 10’ Co = ™ wutanv ,
1 3 3 u
wu = ) w = t ) v — — 5 .
¢ wIn 10 G = 51010 Y S T S 0 cos? 0

Koriste¢i poslednju jednakost i (2.3.81) dobijamo varijaciju operatora oblika Gaudijeve
povrsi (1.4.62) usled infinitezimalnog savijanja ove povrsi (2.4.104). W

2. Vargaciga normalne krivine pri infinitezimalnim savijanjima Gaudijeve povrsi
(a=k=1)

U radu [95] izracunali smo varijaciju normalne krivine Gaudijeve povrsi (1.4.62). Pokazano
je da vazi:

Lema 2.4.2. Varijacija normalne krivine pri infinitezimalnim savijanjima Gaudijeve povrsi
(a = k = 1) data je izrazom:

1 3
Ok, (t) = %(_E cos’t + 3tanvsintcost + 5(:0:2 . sint) (2.4.105)

gde je g = 1 4 sin® v + u? cos? v.
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Dokaz. Zamenom vrednosti:

1 3 3 U

u — T T 1 A~ wv — t 5 W T AT anm o
¢ uln 10 Cuv = 57,70 PRV Cov = 3110 cos2 0

u izraz (2.3.84), dobija se varijacija normalne krivine Gaudijeve povisi (a = k = 1), date
jednacinom (2.4.105). W

. Varyacija Gausove i srednje krivine pri infinitezimalnim savijanjima Gaudijeve
povrii (a=k=1)

Kako je varijacija Gausove krivine jednaka nuli, izracunac¢emo varijaciju srednje krivine
Gaudijeve povrsi (1.4.62). Koristedi jednacinu (2.3.85) varijacije srednje krivine:

N R H |

zamenom vrednosti parcijalnih izvoda dokazuje se sledec¢a lema:

0H =

Lema 2.4.3. Varijacija srednje krivine pri infinitezimalnim savijanjima Gaudijeve povrsi (a =
k =1) je oblika:

3u(u + sin®v) + 2 cos? v <u2(2 cos?v — 3) — 1)

SH = N (2.4.106)

41010 ucos2 vv1 + sin® v + u2 cos2 v

. Varyacija glavnih krivina pri infinitezimalnim savijanjima Gaudijeve povrsi
(a=k=1)

Koristeé¢i Teoremu 2.3.8, kao u radu [95], pokaza¢emo da vazi sledeca lema:

Lema 2.4.4. Varijacija glavnih krivina pri infinitezimalnim savijanjima Gaudijeve povrsi (a =
k =1) data je jednacinom:

\/(2 — cos?v) <2u2 + cos? v(2u? + u? cos? v + 4)> F usinv(cos? v + 2)

5k’1?2 - (SH y (24107)

\/(2 — cos?v) (2u2 + cos? v(2u? + u? cos? v + 4))

gde je 0 H wvarijacija srednje krivine Gaudijeve povrsi data jednacinom (2.4.106).
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Dokaz. Zamenom vrednosti:

fu=-sinv, fo=ucosv,
fuu:07 fuv:COSU, fvv:_USinv7
! 1 3 3
U
wu — T 1 a0 uv — t 5 T, D
¢ uln 10 ¢ 210 Y ¢ 21n 10 cos? v

u jednacinu (2.3.87), dobija se izraz (2.4.107). B

. Variacigja Vilmorove energije u tacki povrsi pri infinitezimalnim savijanjima
Gaudijeve povrsi (a=k=1)
Koristeéi jednacinu (2.3.91) varijacije Vilmorove energije u tacki povrsi:
oW (p) = 2H(p)dH (p) ,
zamenom srednje krivine Gaudijeve povrsi:

usinv(2 + cos? v)

2(1 + u? cos? v + sin®v)?

H(p) = -

Y

i varijacije srednje krivine Gaudijeve povrsi date jednac¢inom (2.4.106), dokazuje se sledeca
lema:

Lema 2.4.5. Varijacija Vilmorove energije u tacks pri infinitezimalnim savijanjima Gaudijeve
poursi (a =k = 1) data je jednacinom:

—usinv(2 + cos® v) <3u(u + sin® v) + 2 cos? v<u2(2 cos?v — 3) — 1>)

SW = CH (2.4.108)

%)
41n 10 wcos? v (1 + sin? v + u2 cos? v)
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Glava 3

Pravolinijske povrsi sa geometrijskog i
konstruktivnog aspekta

Pravolinijske povrsi predstavljaju vaznu klasu povrsi koje sadrze prave linije. Ove prave
linije istovremeno su asimptotske krive. Pravolinijska povrs je povrs koja nastaje pomeranjem
prave po nekoj krivoj. Ova vrsta povrsi, a posebno konoidne povrsi, se jako cesto koriste u
gradevinarstvu i arhitekturi. Jednostavna proizvodnja i veoma bogat spektar oblika, glavni su
razlog primena ovih vrsta povrsi u krovnim i drugim konstrukcijama.

U ovom poglavlju analizira¢emo pravolinijske povrsi sa geometrijskog i konstruktivnog as-
pekta, istac¢i njihove prednosti i primene u tehnici i dati njihovu vizuelizaciju koristec¢i paket
Mathematica. Posebno ¢emo posmatrati konoidne povrsi, i to Gaudijevu povrs koja se koristi
kao vazni element u arhitekturi i krovnim konstrukcijama. Ukljucujuéi estetiku, statiku, obim
i samu tehnologiju proizvodnje, ista¢i¢emo i neke karakteristike Gaudijevih povrsi uz pomoc
matematicke analize.

Kao podklasu pravolinijski povrsi, posmatra¢emo i ravne pravolinijske povrsi. To su povrsi
nulte Gausove krivine, poznate kao razvojne povrsi. Razvojne povrsi se mogu razviti u ravan bez
ikakvih deformacija, pa zbog toga imaju veliku primenu u inzenjerstvu, proizvodnji, arhitekturi,
pa cak i u modernoj umetnosti.

3.1 (Geometrijske karakteristike pravolinijskih povrsi
Definicija i osnovne karakteristike pravonijskih povrsi dati su Poglavlju 1.3.1. Ove povrsi i
konoidi bili su predmet istrazivanja velikog broja radova i to sa razlicitih tacaka gledista [30],
72], [75), [76], [80], [34].
Koristeéi definiciju pravolinijskih povrsi (1.3.59):
z(u,v) = a(u) +vy(u),

65
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uz pomo¢ paketa Mathematica mozemo za razlicito zadate krive a(u) i y(u) dobiti razlicite
pravolinijske povrsi (Slika 3.1).

Slika 3.1: Pravolinijske povrsi za a(u) = Abs[u], y(u) = const. i a(u) = eightlu], v(u) = eight|u]
(prvi red), a(u) = sinu, y(u) = cosu, i a(u) = sinu, y(u) = const. (drugi red)

Takode mozemo izracunati parcijalne izvode prvog i drugog reda, potrebne za izracunavanje
koeficijenata prve i druge kvadratne forme. Najpre vazi:

re =o' (u) +vy'(u), e =7(w),
Tuw = a (u) + vy (u), Tww = 7 (u), Tow = 0.
U zavisnosti od razli¢ito zadatih prostornih krivih,
a(u) = (on(u), az(u), as(u)),
Y(w) = (1 (w), 72 (u),v3(w),
dobijaju se razlicite vrednosti koeficijenata prve i druge kvadratne forme.

Definicija 3.1.1. Pravoliniyjska povrs naziva se konoid ako se moZe generisati pomerajuci
pravu liniju paralelno nekoj ravni, koja pri tom pomeranju sece neku fiksiranu pravu - osu
konoida, i fiksiranu baziénu krivu o(u).

Neki primeri konoidnih povrsi pomenuti su u Poglavlju 1.3.1, a neke ¢emo i ovde pomenuti.
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Primer 3.1.1. Konoidna povrs sa sinusotdom kao bazicnom krivom ima jednacinu:

r(u,v) = 0(7 cosu + 7sinu) + fu)q ,

gde je 7 vektor ose konoida. U paketu Mathematica je vizuelno prikazana ova povrs preko
Gausove i srednge krivine (Slika 3.2).

Slika 3.2: Vizualizacija Gausove krivine (prvi red) i srednje krivine (drugi red), konoida sa sinusoidom
kao bazi¢nom krivom

Primer 3.1.2. Desni konoid (Slika 3.3) je konoid ¢éija je osa upravna na ravan paralelnosti i
samim tim na pravce ove pravolinijske povrsi. Ako uzmemo XY -ravan kao ravan paralelnosti,
a Z-osu kao osu konoida, tada je parametarska jednacina desnog konoida:

r(u,v) = 7)(7> cosu + 7sinu) + f(u)? :

U radu [82] razmatrali smo neke geometrijske karakteristike desnog konoida. Krive v =
const. predstavljaju geometrijsko mesto tacaka koje imaju jednako rastojanje v u odnosu na
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Z—osu, a u slucaju u = const. dobijamo prave linije. Koeficijenti prve kvadratne forme desnog
konoida jednaki su:
E =0+ (f)? F =0, G =1,

a koeficijenti druge kvadratne forme:

:i M:L
ar TR

Prva kvadratna forma ima oblik:
ds* = (V> + (f')?)du® + dv* .
Gausova krivina je svuda nepozitivna:

(/7
@+ (/PP

a srednja krivina jednaka je:

Uf//
H=-— T,
2

2(v* + (f)?)

i vizuelno su prikazane (Slika 3.3).

Sve prave linije na konoidnim povrsima su asimptotske linije. Asimptotske krive na povrsi
su krive ¢iji je tangentni vektor uvek u pravcu u kojem je normalna krivina jednaka nuli.

3.2 Primena pravolinijskih povrsi

Pravolinijske povrsi imaju veliku ulogu u prostornoj geometriji, a u gradevinarstvu Siroku
primenu. O njihovoj primeni govorilo se u radovima: [72], [75], [76], [80], [82], [83], [84], [91],
[100]. Vezano za gradevinarstvo, pominju se u radovima [13] i [63].

Konoidne povrsi, kao podvrsta pravolinijskih povrsi, veoma su ¢este u gradjevinskoj tehnici,
pogotovo kao smele krovne konstrukcije. Konoidni krov predstavlja povrs sa dvostrukom kriv-
inom. Zbog svog vizuelnog efekta, kao i lakoce izrade i moguénosti koriséenja netradicionalnih
materijala, konoidni krov je veoma popularan u modernom dizajnu.

Konoidne ljuske su se prvi put pojavile u Francuskoj, naroc¢ito rotacione i cilindri¢ne skoljke.
Uglavnom su se primenjivali tzv. ”sawtooth roofs” ili naborani krovovi, za pokrivanje industri-
jskih hala. Ovi krovovi se formiraju povezivanjem istih elemenata na razlicite nacine (Slika 3.4).
Ovaj tip krovova pruza veliku kolicinu dnevne svetlosti koja prolazi kroz vertikalne povrsine
stakala. U dizajnu ovih krovova koriste se cele konoidne povrsi ili samo delovi ovih povrsi.
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Slika 3.3: Vizualizacija Gausove krivine (prvi red) i srednje krivine (drugi red), desnog konoida

Slika 3.4: Naborani (”Sawtooth”) krovovi

69
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U statickom smislu, ovi krovovi imaju prednost, ali su nedostaci neravnomerno osvetljenje
radnih povrsina.

Pored toga sto predstavljaju elemente krovnih konstrukcija, konoidne povrsi su i sastavni
deo moderne arhitekture. Iz estetskih razloga, ¢esto se koriste kao fasade. ”Bureau Pei Cobb
Freed Partners” su koristili ove povrsi u projektovanju Mayerson Symphony centra u Dalasu
(1989.), [27], i zgrade Sudnice Courthouse u Bostonu (1998.), [44], a jedan od primera je dizajn
fasade zgrade Opstine Shiki Community Hall v Kumamotu u Japanu (2002.), [9].

Ipak, najcéesce primene konoidnih povrsi u gradevinarstvu odnose se na potporne zidove,
visoke zidove, rezervoare za vodu i skladista goriva. Konoidne ljuske su pogodne kod zidova
koji moraju da preuzmu pritisak pojedinih materijala. Njihova prednost se ogleda u tome sto
se krutost ljuske povecava sa pritiskom materijala. Zbog svog oblika, konoidna ljuska deluje
kao membrana i samim tim omogucava proizvodnju montaznih ljuski debljine samo 0,03m.

U poslednje vreme, projektovanje ljuski se vrsi metodom konacnih elemenata, sto omogucava
proracun tankozidnih prostornih struktura bilo kog oblika. Realizacija konoidnih ljuski je rel-
ativo jednostavna, obzirom da svi elementi mogu biti postavljeni u pravcu pravih linija. Tako,
primena kompozitnih materijala dovodi do smanjenja tezine i poboljsanja performansi.

Zbog svog vizuelnog efekta, lakoce izrade i moguénosti koriséenja nekonvecionalnih materi-
jala, konoidne povrsi predstavljaju moderan dizajn i sve se vise koriste u savremenoj arhitekturi.
Deo vizuelnog efekta sledi iz veoma tankog profila u odnosu na veli¢inu.

3.2.1 Primenjene Gaudijeve povrsi

Sinusoidni konoid, u literaturi poznat kao Gaudijeva povrs [25], data je jednacinom (1.3.61),
i analizirana u Poglavlju 1.3.2. Ova povrs je izuzetan element krovnih konstrukcija i kao takva
je koris¢ena, najpre od strane Gaudija (otuda i naziv Gaudijeva povrs), kao krov skole ”Escoles
de Gaudi” koju je on dizajnirao.

Gaudi je inspiraciju nalazio u mnogim izvorima; najpre u prirodi, a zatim u filozofiji, umet-
nosti, knjizevnosti, i naravno, u matematici. Njegovi prirodom inspirisani modeli prozimaju se
kroz ¢itav njegov rad i jednako su i funkcionalni i dekorativni ([1], [45]).

Krov ”Escoles de Gaudi” je tanak (Slika 3.5), ali njegov specijalni oblik mu daje stabilnost i
predstavlja skoro razvojnu povrs. Princip konstrukcije ovog krova bio je: Ilzabrati srednju liniju
1 rotirati prave koje je pri tom seku pod pravim uglom. Obzirom da je povrs sastavljena od
pravih linija, moguce je bilo izgraditi je od cigli. Takode, ovaj krov ne zahteva potporne zidove,
pa su se dva pregradna zida mogla pomerati i menjati dimenzije uc¢ionica.

Postoji mnogo razloga sto Gaudijev rad treba posmatrati nezavisno od doba modernizma
kome je on pripadao, obzirom da je njegova genijalnost daleko iznad stilskih ukrasa i trendova.
Jedan od razloga zbog cega se Gaudi izdvaja je svakako sinteza forme i funkcije, njegova teznja
da projektuje oblike koji ne predstavljaju samo stilski hir koji prati aktuelne trendove, ve¢ da
budu u funkciji zbog koje su i zamisljeni. Postovao je najbitnije pravilo u arhitekturi, da je
najbitnija mehanicka ili strukturna funkcija, odnosno, da je osnovni princip da objekat treba
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da stoji a ne da pada.

"Escoles de Gaudi” su skole sagradene na zemljistu hrama ”La Sagrada Familia” u Barseloni
u Spaniji, za decu radnika hrama. Trebalo je da budu privremena gradevina, ne previse skupa,
obzirom da nije imao dovoljno sredstava ni za sam hram. O nedovoljno sredstava govore i resursi
koji su mu za izgradnju skola bili na raspolaganju: ravne cigle, keramicke plocice i drvene grede,
a na zavrsnici nedovrseno cementiranje, krecenje svih zidova, keramika na fasadi i nadstresnica.
Uprkos svemu, proizilazi fascinantna gradevina sa osciluju¢om fasadom i talasastim krovom.
Najbitnije u svemu tome je Sto Gaudijev cilj nije bio da ostavi licni pecat, vec se njegov genijalan
pristup ogleda u zelji da izgradi stabilnu strukturu sa minimalnim materijalom.

Zidovi "Escoles de Gaudi” su samo 4cm debljine, a dostizu visinu do 5,6 m. Obzirom na
dimenzije bila bi jako nestabilna da nema talasaste strukture koja joj daje snagu protiv vetra.
Nestabilnost se moze proveriti sa tankim komadom kartona; ako bi hteli da on stoji uspravno na
stolu, morali bi da ga savijemo ili mu damo neki oblik. Gaudi je upravo to uradio sa talasastom
strukturom.

Izgradnja talasaste strukture trebala bi biti veoma komplikovana, ali nam Gaudi i ovde
daje lekciju, ovog puta iz geometrije. Povrsi od kojih je sastavljena fasada su konoidne povrsi,
dakle, sastoje se od niza pravih linija (generatrisa) koje su paralelne nekoj utvrdenoj ravni, a
istovremeno seku dve linije (direktrise), od kojih je jedna kriva a druga prava. U ovom slucaju
kriva je sinusoida, a kako bi Gaudi imao vodicu, koristio je kabl ili metalnu sipku da premeri
rastojanje izmedu najvise i najnize tacke krova.

Vrhunac lekcije iz geometrije odnosi se na krov ”Escoles de Gaudi”, gde je ponovo koris¢ena
konoidna povrs kako bi se izbegli slojeviti krovovi koji su mnogo skuplji. Kako bi se smanjila
fasada u gornjim tackama (u sinusoidnom obliku), drvene grede su postavljene da povezuju
najvisu sa najnizom tackom, kao da se odmaraju na vrhu zidova, i svaka sledec¢a ima drugaciji
nagib. Na kraju, pokrivanjem keramickim plocicama dobija se talasasta konoidna povrs. Kako
su drvene grede predugacke, obzirom da spajaju suprotne strane, Gaudi je postavio centralnu
gredu kao potporu. Ova horizontalna glavna greda sluzi kao prava direktrisa iskrivljene povrsi.
Zahvaljujuéi genijalnosti u geometriji i mehanici, Gaudi je mogao da izabere keramicke cigle,
najjeftinije i najdostupnije, da ih postavi oko ivica, da u¢ini zidove tanjim i samim tim smanji
upotrebu cigli. Tako je ovo primer gde geometrija omogucava optimalnu efikasnost strukture.

Gaudijev osnovni princip je bio da u primeni povrsi u arhitekturi, geometrija ne komplikuje,
ve¢ pojednostavljuje konstrukciju. On je, verovatno, bio prvi koji je uveo pravolinijske povrsi
u svoja projektantska ostvarenja. Pored ovog, ”geometrijskog principa”, vodio se i principom
prirode, obzirom da je priroda uvek u potrazi za funkcionalnim reSenjima nad neumoljivim
zakonom gravitacije. Znajuci da prirodne strukture milionima godina obavljaju perfektne za-
datke, tezio je da ih ugradi u svoje konstrukcije. Tako je, na primer, konoidan oblik, ¢est oblik
lis¢a na drvecu, koristio, ali ne da bi kopirao prirodu, ve¢ je ukljucio i razumeo njenu geometriju
1 principe.

Primenu Gaudijevih povrsi mozemo videti i na drugim objektima. Jedan od primera
izuzetne gradevine je i privatna rezidencija arhitekte Dzulsa Gregorija, (Jules Gregory, americki
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Slika 3.5: [46] Gaudijeva povrs na ”Escoles de Gaudi”
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arhitekta), koja je sagradena 1960. godine u blizini Njujorka i od strane ” Architectural Record
Magazine” proglasena je jednom od najlepsih deset kuc¢a u Americi, [47]. Najistaknutija karak-
teristika ove kuce je talasasti konodni krov (isti kao kod ”Escoles de Gaudi”), koji kao da lebdi
u sred Sume. Staklene ploce su iskoriséene da premoste preostalu razdaljinu do krova, ali imaju
i funkciju zidova, a samim tim i prozora.

Takode, primenu Gaudijeve povrsi, odnosno, Gaudijevog krova, mozemo videti i na vinariji
Santijaga Kalatrave (Santiago Calatrava, rod. 1951. godine, Spanski arhitekta, skulptor i
gradevinski inzenjer), ” La Rioja, Bodegas Ysios”, sagradenoj 2001. godine u Lagardiji u Spaniji
(7).

Zgrada je zamisljena kao element kompletno uklopljen u okolinu, ali u isto vreme predstavlja
specificnu gradevinu. Vlasnici "The Bodegas and Bebidas group” Zeleli su zgradu koja ¢e biti
ikona prestiznog novog vina ”la Rioja Alavesa”, a da u isto vreme zadovoljava rigorozne uslove
za skladistenje i prodaju vina. Sinusoidalni oblik je Kalatravi posluzio da projektuje zgradu
koja postize efekat ”statickog pokreta” i ¢ije se granice prozimaju kroz okolne vinograde.

Zbog izuzetnih performansi i prelepog izgleda, konoidni krovovi bili su predmet eksperimen-
tisanja mnogih inzenjera i arhitekata kroz vekove. Moze se videti i na privatnim kuc¢ama i na
brojnim javnim zgradama.

3.3 Razvojne povrsi i njihove primene

Specijalna vrsta povrsi koje se mogu razviti u ravan bez deformisanja, poznate su kao
razvojne povrsi. Razvojne povrsi su pravolinijske povrsi nulte Gausove krivine, pa se mogu
transformisati u ravan a da pri tom duzina proizvoljne krive na povrsi ostaje ista. Tacnije,
ove povrsi dobijene spajanjem gotovo neelasticnih materijala mogu se razviti u ravan bez is-
tezanja i cepanja. Upravo je to razlog njihove Siroke primene u mnogim sferama inzenjerstva i
proizvodnje. O ovim povrsima je bilo re¢i u Poglavlju 1.3.3, i radovima [33] i [80].

Koristeéi paket Mathematica mogu se crtati cilindar i konus nad raznim krivama u R3. Medu
tim krivama mogu se posmatrati i ravne krive, ali je potrebno koristiti funkciju ” inscurve”, koja
ravnu krivu prevodi u prostornu krivu (Slika 3.6).

inscurve[n_ ;a_ ,a_|[t_] := Insert|at],a,n],

cylinder[{q1- , qa- ,q5- }, B- |[u- ,v_] := Blu] + v{q1, ¢, g3} ,
cone[{pi-,pa- pa- },v-l[u-,v-] = {p1,pa, p3} + vy[u] .

Kako su razvojne povrsi posebnog izgleda i mogu biti lake izrade, to se one sve vise koriste
u arhitekturi. Mogu biti izgradene od ravnih materijala a da ipak predstavljaju perfektne
iskrivljene oblike. Zahvaljujué¢i njihovim osobinama, refleksija na razvojnim povrsima izgleda
glatko i prirodno”, na primer, [34].
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Slika 3.6: Cilindar i konus nad krivom ”osmicom”

Tangentne developable se mogu definisati kao tangentne povrsi prostorne krive. Kriva se
tada naziva ivica regresije tangentne developable. U [30] je pokazana slede¢a Lema:

Lema 3.3.1. Neka je B : (¢, d) — R? kriva sa jedinicnim tangentnim vektorom. Tada koefici-
jenti prve kvadratne forme tangentne povrsi zavise samo od krivine krive [:

E =1+v2k*[3], F =1, G =1.

Kako cilindarska zavojnica i krug istog poluprec¢nika imaju istu konstantnu krivinu, iz Leme
3.3.1 sledi da se tangentna povrs cilindarske zavojnice moze konstruisati od parceta papira
isecanjem diska i njegovim uvijanjem oko cilindra (Slika 3.7).

Slika 3.7: Tangentna povrs zavojnice



3.3. RAZVOJNE POVRSI I NJIHOVE PRIMENE 75

Kod konstrukcije puteva i nasipa najbolje povrsi su tangentne povrsi sa konstantnim nagi-
bom. Pesak i slicni materijali u prirodi teze da formiraju stabilne oblike koji upravo podsecaju
na pomenute povrsi. Oskulatorne ravni, kao i tangentne ravni njihovih tangentnih povrsi takode
imaju konstantne nagibe.

Tangentne povrsi, kao i cilindricne i konusne povrsi se razlikuju od ostalih pravolinijskih
povrsi po konturi koju odreduju. Njihove siluete se sastoje od pravih linija i samim tim sluze
kao indikator razvojnih povrsi.

Razvojne povrsi se mogu definisati i kao omotaci oskulatornih ravni prostorne krive. Tan-
gente se tada mogu posmatrati kao prave koje povezuju dve susedne tacke, ali i kao preseci dve
susedne oskulatorne ravni.

Izvanredna osobina razvojnih povrsi je u vezi sa refleksijom gde svi reflektujuéi zraci ponovo
obuhvataju razvojnu povrs, ali i sa refrakcijom. I refleksija i refrakcija iscrtavaju veoma intere-
santne fokalne krive u ravnima.

Krive na Frank O. Gerijevoj zgradi u Bilbau, (Frank Owen Gehry, rod. 1929., americki
arhitekta), dizajnirane su tako kao da se slu¢ajno pojavljuju. Cuveni arhitekta je rekao da je ta
slucajnost pojavljivanja krivih dizajnirana tako kako bi ”uhvatila” svetlost. Zgrada je napravl-
jena od stakla, titanijuma i kre¢njaka ([57]). Takode, primer razvojne povrsi u arhitekturi je i
Gehry-eva zgrada u Dizeldorfu, [41].

Gerijeva zgrada u Hanoveru, [62], poznata je zbog svoje uvijene fasade $to inace predstavlja
optimalno iskoris¢éenje malog dela zemljista na kome se nalazi, a na koncertnoj hali u Los
Andelosu nekoliko povrsi imaju ulogu parabolickih ogledala, koji koncentrisu sunceve zrake i
toplotu na malu povrsinu plo¢nika, [96].

Veliku primenu razvojne povrsi imaju i u brodogradnji, [19], i avioindustriji, [28]. Za kon-
stukciju velikih objekata, kao sto su avioni i brodovi, koristi se nerastegljiv lim, iz razloga sto
je njega moguce lako modelovati i zbog njegove dobre stabilnosti i vibracionih karakteristika.
Takode, lim ima dobre performanse i u kretanju kroz fluid.

Kako i avion i brod predstavljaju superstrukture, najbolje ih je dizajnirati od razvojnih
povrsi za Sta i postoji veliko interesovanje.

Na primer, zavarivanjem aluminijuma mogu se konstruisati brodovi sa veoma atraktivnim
trupom i spoljasnim izgledom, i §to je bitnije, jeftinije izrade.

U avioindustriji, razvojne povrsi se koriste u konstrukeiji krila aviona. Kako za aerodi-
namicki zadovoljavajucée profile relativna debljina materijala jako malo varira, to je on uslovljen
na ravne oblike.

Razvojne povrsi su narocite interesantne u modernoj umetnosti. U dizajniranju skulptura
ove povrsi omogucavaju pronalazenje novih oblika koji se iz njih konstruisu.

Londonski dizajner skulptura, Toni Vils, (Tony Wills, engleski dizajner), izumeo je ”D-
oblike” koji nastaju sastavljanjem ivica dva dvodimenzionalna oblika istog obima od nee-
lasticnog materijala, na primer, od papira, (Slika 3.8). U zavisnosti gde se izabere pocetak
spajanja dve povrsi, dobija se nova trodimenzionalna povrs. Ove povrsi nisu ograni¢ene samo
na konveksne oblike, ali za konkavne oblike je ¢esto potrebno seéi povrsi i samim tim ih je tesko
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fizicki napraviti.

Slika 3.8: [59] D-oblici, Toni Vils

Antuan Pesne, (Antoine Pevsner, 1886-1962, ruski skulptor), je svoje skulpture od razvojnih
povrsi, [54], [55], [60], bazirao na matematickim modelima.

Jedan od inovativnih skulptora 20. veka, Ilan Koman, (Ilhan Koman, 1921-1986, tursko-
svedski skulptor), doprineo je svojim radom ([18]) zajednici umetnosti i matematike.

Razvojne povrsi ¢ine jako malu klasu povrsi, ali veoma vaznu u istrazivanju njihovih primena
kao osnove za razlicito modelovanje. Pored dve jako bitne karakteristike u modelovanju: visoke
estetike i lake fizicke konstrukcije, sledi jos bitnije - jeftinija izrada.

Kako predstavljaju pravolinijske povrsi nulte Gausove krivine, mogu se razviti u ravan
bez istezanja i deformisanja, i to je upravo razlog njihove Siroke primene u mnogim sferama
inzenjerstva i proizvodnje, u brodogradnji i avioindustriji, ali i u konstrukciji prelepih gradevina
i skulptura. Razvojne povrsi se jako ¢esto koriste u savremenoj arhitekturi, dozvoljavajuéi nove
forme. Ali dizajn i konstrukcija megastruktura od razvojnih povrsi zahteva i veliku strucnost
arhitekata i gradevinskih inzenjera. Izometrijske transformacije ¢ine ih idealnim za modelovanje
razliitih povrsi u tehnici, ali i pogodnim za kompjutersku grafiku i animaciju.



Glava 4

Metrika u generalisanim Finslerovim
prostorima GFy

Finslerova geometrija je geometrija prostora i kretanja. U nasem univerzumu vazi pravilo da
nema pozicije bez kretanja. Finslerov prostor moze se posmatrati kao mnogostrukost pozicija
(koordinatni sistem z*) i tangentnih vektora dz’ (brzina) duz krivih (linija kretanja Cestica).

U Finslerovim prostorima postoje razliciti tipovi koneksija, kao sto su koneksija Bervalda,
(Ludwig Berwald, 1883-1942, austrijski matematicar ceskog porekla), Kartanova koneksija,
(Elie Joseph Cartan, 1869-1951, francuski matematicar), Cern-Rundova koneksija, (Shiing-
Shen Chern, 19112004, americki matematicar kineskog porekla i Hanno Rund, 1925-1993,
juzno-africki matematicar), Hasigucijeva koneksija, (Masao Hashiguchi, rodjen 1931. godine,
japanski matematicar). Ove koneksije imaju vaznu ulogu u Finslerovoj geometriji i njenim
primenama. Svaki tip koneksije obezbeduje kovarijantno diferenciranje, kao i tenzore i krivine.

Kao prirodnu i fundamentalnu generalizaciju Rimanovog prostora, mozemo posmatrati
Finslerov prostor, (Paul Finsler, 1894-1970, nemacki i Svajcarski matematicar). Bitna raz-
lika je u tome sto je u Rimanovom prostoru metricki tenzor funkcija samo od koordinata tacke
u kojoj se vrsi posmatranje, dok u Finslerovom prostoru metricki tenzor zavisi i od tacke i
od pravca. U ovom poglavlju, pored definicije i osnovnih karakteristika Finslerovog prostora,
definisacemo generalisani Finslerov prostor.

Generalisanim Finslerovim prostorom kao diferencijabilne mnogostrukosti sa nesimetricnim
baziénim tenzorom, bavili su se S. Min¢ié¢, M. Stankovié¢ (Mié¢a Stankovié, srpski matematicar)
i M. Zlatanovi¢ (Milan Zlatanovié, srpski matematicar) u radovima: [50], [51], [99]. U odnosu
na dve vrste d-kovarijantnog diferenciranja u Rundovom smislu [65], dobili su 10 identiteta
Ricijevog tipa u kojima se pojavljuju novi tenzori i nove veli¢ine nazvane ” pseudotenzori”.

Mi ¢emo u ovom radu definisati novu koneksiju u generalisanom Finslerovom prostoru, kao u
radu (M. Zlatanovié¢ i M. Cvetkovi¢) “New Cartan’s tensors and pseudotensors in a Generalized
Finsler Space” [16]. Koristeéi nesimetri¢ni osnovni tenzor i h-diferenciranje u generalisanom
Finslerovom prostoru, definisa¢emo dve vrste kovarijantnog izvoda tenzora u Rundovom smislu.

7
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Na taj nacin dobija se deset identiteta Ricijevog tipa, dva nova tenzora krivine i petnaest veli¢ina
koje se mogu nazvati pseudotenzori. Identiteti i nove veli¢ine mogu se dobiti i za tre¢u i cetvrtu
vrstu kovarijantnog izvoda.

4.1 Finslerovi prostori Fy

Finslerova geometrija predstavlja uopstenje Rimanove geometrije. Prvi je predlozio sam
Riman jos 1854. godine [64], a sistematski je proucavao Finsler od 1918. godine u svojoj
disertaciji [26], gde je pokusao da geometrizuje racun varijacije. Naziv Finslerova geometrija
prvi je dao Tejlor 1927. godine (James Henry Taylor, 1893-1972, americki matematicar).
Nesimetri¢éna koneksija bila je predmet istrazivanja mnogih autora, kao sto su: K. Jano [8],
(Kentaro Yano, 1912-1993, japanski matematicar), Samioke [66], (A.C. Shamihoke, pakistanski
matematicar), S. Minci¢ [50], [50], [52], S. Manov [43], (Sawa Slavtschev Manoff, 1943-2005,
bugarski matematicar), C. K. Misra [53], (C.K. Mishra, indijski matematic¢ar) i mnogi drugi.

Riman je 1854. godine uveo takozvanu Rimanovu metriku:

ds® = gjjdz'da’ .
Pre uvodenja ove metrike, on je proucavao koncept generalisane metrike:
_ 1 2 n 1 2 n
ds = F(x",z*,...,2" dx",da”, ..., dx") |

sto predstavlja rastojanje izmedu dve tacke x i © + dx. On je razmatrao uslove koje treba da
zadovolji funkcija F(x,dz):

(F1) F(z,y) >0, zasvako y = dz ,
(F2) F(x,py) = pF(z,y), zasvakop >0, (4.1.1)

Uslov (F'1) izrazava da rastojanje izmedu dve tacke treba da bude pozitivno. Homogenost
funkcije (F'2) je prirodna: ako koordinate y* pomnoZimo sa p, tada ée i vrednost metricke
funkcije F(z,y) (rastojanja) biti uvecana p puta. Uslov (F'3) predstavlja simetriju u rastojanju
izmedu dve tacke.

Duzina luka krive C : z'(t), a < t < b, u posmatranoj mnogostrukosti definisana je
izrazom:

s:/F(x(t),y(t))dt, o) =0 (4.1.2)
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Ako C izrazimo preko drugog parametra 7 = 7(t), ¢ < 7 < d, duzina luka krive C' jednaka je:

s = /F(m, Z—i)dT : (4.1.3)

Integral duzine ne zavisi od parametra ako i samo ako je uslov (F2) zadovoljen:
F(w,py) =pF(z.y), p=_>0.
Napomena 4.1.1. Ako uslov (F2) nije zadovoljen, nova klasa metrickih prostora moze biti

indukovana, na primer, LagranZeovi prostori.

Primenom Ojlerove teoreme o homogenosti funkcije na funkciju F'(x,y), dobijamo sledece
relacije:

(x7 y) 83]2 y Y aylay] 9 ( )
odakle se dobija:
1?F*(z,y) ; .
F? TR 4.1,
(z,y) > ooy VY (4.1.5)

Definicija 4.1.1. Finslerovi prostori [26] FN predstavljaju diferencijabilnu mnogostrukost gde
je beskonacno malo rastojanje izmedu dve susedne tacke x* i x° + dx® izraZeno preko:

ds = F(2',dx"), i=1,...,N, (4.1.6)
a funkcija F zadovoljava sledece uslove:
1) F(z' dz") >0,
2) F(z', Mdz') = A\F(z',dx") , za svako A >0,

S (4.1.7)
O*F*(x",dx") . . , o
3) Kvadratna forma W ¢ >0, za svaki vektor £ i svako (x',dx") .
Tada je metricki tenzor, definisan izrazom (4.1.6), oblika:
10%°F? (2", %)

gde su i = % tangentni vektori krive C' : ® = 2%(t) u prostoru mnogostrukosti, ili element
tangentnog prostora T),(z") u tacki z*. Koriste¢i drugi uslov u (4.1.7), g;; su homogeni stepena
nula u drugom skupu promenljivih, i vazi:

ds?® = gi;(a*, da®)dx'da’ . (4.1.9)
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4.1.1 Koneksije u Finslerovim prostorima

U Finslerovim prostorima definisani su razli¢iti tipovi koneksija. Ove koneksije imaju vaznu
ulogu u primenama Finslerove geometrije.

Jedna od fundamentalnih oznaka u Finslerovoj geometriji je i Kartanov tenzor, (koji je uveo
Kartan),

10g;; 1 O3F?
Ciip=-"2 =~ 4.1.10
T2 0ik T 404041 0 ( )
U slucaju da je:
Cijr = 0 = Rimanova geometrija.
Vazi da je: 4 '
Clp = g Cl (4.1.11)
! oC,
005k
Cijr =~ - (4.1.12)

Bervald je prvi uveo koncept koneksije u Finslerovim prostorima (1926). Definisao je
funkcije:

2G' (x, &) = Vi (x, &) 037 0d" , (4.1.13)
koje su dvaput diferencijabilne:
. 0G" ; oG".

Diferenciranjem Gé-k, dobija se tenzor krivine:

e
ot
Definicija 4.1.2. Nelinearna koneksija na mnogostrukosti M je skup lokalno definisanih

funkcija stepena homogenosti 1, N}, na tangentnom prostoru TM\{0} koje zadovoljavaju zakon
transformacije:

=G (4.1.15)

=i ~h 2~h
or’ ~, ox" .  0x y

Oxi 9 T 9xd Tt Qidxd

Uvodenjem funkcija F J’k : TM \ {0} — R, koje su lokalno definisane, stepena homogenosti
0, i koje zadovoljavaju zakon transformacije:

0_51 i 07! ozT" IT° ~,
Ozt I 9xidxk T Oxd Oxk TS

definise se Finslerova koneksija.




4.1. FINSLEROVI PROSTORI Fy 81

Definicija 4.1.3. Finslerova koneksija odredena je uredenom trojkom (N F;k, Ci ), gde

je N;f nelinearna koneksija a C”k Kartanov tenzor.

Uvodenjem koeficijenata:

1/0gi =~ Ogij  Ogji
T,y = —( _ j _ J.) , 41.16
ik 9\ Og + oxk  Oxt ( )
i . .
IR (4.1.17)

dobija se Cern-Rundova koneksija.

Definicija 4.1.4. Cern-Rundova koneksija predstavlja uredenu trojku (N H sz, O)

Definicija 4.1.5. Bervaldova koneksija definisana je koeficijentima G]k(q: t) , kod kojih

vazi simetrija po donjim indeksima 1 predstavlja uredenu trojku <N ¢ ;k, 0)
Definicija 4.1.6. Hagigucijeva koneksija predstavlja uredenu trojku (N Gy, C )

Definicija 4.1.7. Kartanova koneksija predstavlja uredenu trojku (N F;k, : >

4.1.2 Osnovne karakteristike Finslerovih prostora

Svaka koneksija u Finslerovim prostorima obezbeduje kovarijantno diferenciranje, tenzore i
krivine, koji imaju odgovarajuce primene. Ono sto karakterise Finslerove prostore u globalu je
sledece:

e Finslerova geometrija odgovara geometriji prostora i kretanja.

e Najvazniji tenzori u Finslerovoj geometriji su oni koji se redukuju na nulu u Rimanovom
slucaju (na primer, C;j;; tenzor), ili oni koji imaju analogije u Rimanovoj geometriji.

e Bitno je posmatrati ne-Rimanove Finslerove prostore, i ono sto predstavlja ekstenziju
Rimanovih do Finslerovih prostora.

e U anizotropnim prostorno-vremenskim pojavama okvir Rimanove geometrije nije dovol-
jan. Najpogodnija za to je Finslerova geometrija.

e Elektromagnetno polje je sadrzano u Finslerovoj geometriji i putanje naelektrisanih cestica
predstavljaju geodezijske linije prostora.
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e Deformacije geodezijskih linija u Finslerovom prostorno-vremenskom okviru predstavljaju
prirodnu ekstenziju deformacija geodezijskih linija u Rimanovom prostorno-vremenskom
okviru i ukazuju na fizicko znacenje Finslerovih prostora. Takode, deformacije geodezi-
jskih linija su povezane sa proucavanjem gravitacionih talasa.

4.1.3 Prostori apsolutnog paralelizma sa Finslerovim
karakteristikama (FAP—prostori)

Kako 4-dimenziomalna Rimanova geometrija nije uvek dovoljna da opise vecinu fizickih
veli¢ina i interakcija, neki autori koriste ekstra dimenzije (na primer, teorije Kaluza-Kleinovog
tipa), dok drugi koriste razli¢ite geometrije (na primer, Riman-Kartanova geometrija, Veil-
Kartanova geometrija, Apsolutni paralelizam-geometrija). Geometrija zasnovana na apsolut-
nom paralelizmu, odnosno, AP —geometrija je puno Sira od Rimanove geometrije u smislu da
pored 4 dimenzije ima joS Sest stepena slobode. Pored Rimanovog prostora, AP-geometrija
moze biti pridruzena i Finslerovim prostorima.

U radu [97] su definisani i razmatrani AP-prostori.

Definicija 4.1.8. AP-prostor (M, \) je n—dimenzionalna diferencijabilna mnogostrukost (M ),
koja sadrzi n linearno nezavisnih vektora A, gde indeks”i” oznacava broj vektora a indeks” p”

koordinatu komponente i oba indeksa idu od 1 do n.

Kako su ovi vektori linearno nezavisni, determinanta matrice (\,) je razli¢ita od nule. U
K3

istom radu definisane su kontravarijantne komponente vektora \,,:
Ao V=08 (4.1.18)

)\a )\a - 6ij . (4119)
J
Linearna koneksija definisana je izrazom:

re, = i\a 5‘“’ V, (4.1.20)

gde je sa (,) oznaceno uobicajno diferenciranje u odnosu na z¥. Kako je koneksija (4.1.20)
nesimetri¢na, moze se definisati tenzor torzije:

A =T* —T° . (4.1.21)

N R v

koji je tipa (1,2) i koso simetrican po donja dva indeksa.
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Koristeci vektore A definisu se sledeéi simetricni tenzori drugog reda:
(2

=\ A (4.1.22)

g =X\ (4.1.23)
Koriste¢i (4.1.18) i (4.1.19), lako se pokazuje da vazi relacija:
9w §°° =65 (4.1.24)

Obzirom na navedene osobine, tenzor (4.1.22) g,, se moze koristiti kao metricki tenzor
Rimanovog prostora pridruzenog proizvoljnoj AP-strukturi. Takode, tenzori (4.1.22) i (4.1.23)
se mogu koristiti za spustanje i podizanje indeksa, a preko njih se definisSu uobic¢ajna linearna
simetricna koneksija, Kristofelovi simboli druge vrste:

a 1,
{ % } = Eg B(gﬁu,u + gﬂzx,,u - guu,ﬁ) . (4125>

Uz pomo¢ koneksija (4.1.20) i (4.1.25) mozemo izraziti kovarijantno diferenciranje na sledeéi
nacin:

Ay = Ay, — AT (4.1.26)
+w
Ay = Ay = Adf :‘V b (4.1.27)

gde je A,, proizvoljni kovarijantni vektor.
Primenom kovarijantnog diferenciranja (4.1.26) i (4.1.27) na vektore A i tenzor (4.1.22),

dobijaju se slededi rezultati:

Ay =0, (4.1.28)
Z+|l/

Guwlg =0, (4.1.29)

Guio =0 (4.1.30)

Jednacine (4.1.28) oznacavaju apsolutni paralelizam, dok jednacine (4.1.29) i (4.1.30) su
metricki uslovi.
Tenzor treéeg reda, tenzor kontorzije, definise se kao:

Vo = A" A (4.1.31)
koji je nesimetrican u odnosu na donja dva indeksa. Moze se pokazati da je:

A =% = (4.1.32)
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CM = Af)é#a = ,y.a,u,Oé s (4133)

gde je C), kovarijantni vektor, baziéni vektor. Tenzor krivine koji odgovara koneksiji (4.1.20),
prema (4.1.28) je identicki jednak nuli, ali tenzori krivine koji odgovaraju dualnim koneksijama

I, (= F,‘j‘ﬂ) i koji odgovaraju njihovim simetri¢nim delovima F?;w) nisu jednaki nuli.

Posmatrajmo sada AP-prostore sa Finslerovim karakteristikama.

Definicija 4.1.9. Prostori apsolutnog paralelizma sa Finslerovim karakteristikama (M, L;),
odnosno, FAP—prostor, je n—dimenzionalna diferencijabilna mnogostrukost M na kojoj je
definisan skup od n— Lagranzeovih funkcija L; = Li(x,y) koje zadovoljavaju sledeée uslove:

1. Li(z,y) je klase C*° na TM\{0};
2. Li(x,y) >0, yeTM, y=i;
3. Li(x,y) je pozitivno homogena stepena 1;

4. Vektori definisani sa:
oL;

- (4.1.34)

Au(,y) =
su po pretpostavci linearno nezavisni.

Skup Lagranzeovih funkcija L;, (i = 1,n), naziva se fundamentalni skup. Skup funkcija
A\u(2,y), koje su pozitivno homogene stepena 0, predstavlja osnovu FAP—prostora.

Koriste¢i Ojlerovu teoremu i definiciju (4.1.34), lako se pokazuje:

L=\, y". (4.1.35)
Definisimo sada funkcije:
o\,
Cro = gy = Lisua - (4.1.36)

Ponovnim koris¢enjem Ojlerove teoreme dobija se:

Cra ¥ =Cuay®=0. (4.1.37)
Funkcije Co (= A\u: o) imaju sledece osobine:

1. Cq je tenzor tipa (0, 2);

2. U, je pozitivno homogena stepena —1;
(]
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3. C L su simetricni tenzori po donjim indeksima, $to sledi iz (4.1.36).

U radu [97] je dokazana teorema:

Teorema 4.1.1. Potreban i dovoljan uslov da prostor FAP bude AP —prostor je da je Cyup

identicki jednako nuli. W

Mogu se definisati funkcije \* tako da je:

NN, =4y, (4.1.38)
i

AN, = 0i5 . (4.1.39)

i

Neka je:
O

CF = =\, 4.1.40
i oy i ( )
Cry = NC, (4.1.41)

gde je tenzor C'g, definisan sa (4.1.36). Tada vazi jednakost:

?#Ciﬂm =C . (4.1.42)

Na prostoru FAP definisa¢emo koneksije kao u radu [97].

Definicija 4.1.10. Nelinearna koneksija v FAP—prostoru definisana je izrazom:

NV, =y*"N' A o (4.1.43)
Definicija 4.1.11. Bervaldova koneksija u FAP —prostoru definisana je izrazom:
0
BY, = N!_ = PN N0 o) s 4.1.44
. ao o aya (y i Z.,LL, ) ( )

Bervaldova koneksija u FAP—prostoru je nesimetricna po donjim indeksima pa postoji
torzija.
Koristec¢i nelinearnu koneksiju u FAP—prostoru, definisa¢emo operator d:

. 0
Tako, za proizvoljni vektor A, mozemo definisati izvod:

0pAa=Aa;p=Aa 5= N3As., . (4.1.46)
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Definicija 4.1.12. Kartanova koneksija uw FAP—prostoru definisana je izrazom:
5= )i\“i\a;ﬂ . (4.1.47)
I ova koneksija je nesimetricna po donjim indeksima pa postoji torzija.

U FAP —prostoru, definisa¢emo v— i h— kovarijantno diferenciranje.

Definicija 4.1.13. Vertikalno v—kovarijantno diferenciranje, u FAP—prostoru, definise se
12raz0m:

Au|1/ = Au vt Aaé.aul, s (4148)
gde je
0A
A,., = ® 4.1.49
K ayu ) ( )
) -
. L.
@y = — 4.1.
C' puv 5\ ay#ayy ( 50)

Za osnovne funkcije u FAP—prostoru, A\, vazi da je:

Majg =0 . (4.1.51)

i
To znaci da su )\, paralelno pomerene po putanji odredenoj sa (:*.7046 (apsolutni paralelizam).
(]

Definicija 4.1.14. h—Fkovarijantno diferenciranje, u FAP—prostoru, definise se izrazom:
Aojis = Aa 5 — A5, (4.1.52)
gde je Ao - g definisano izrazom (4.1.46), aT'" ; Kartanova koneksija definisana izrazom (4.1.47).

Za h—kovarijantno diferenciranje vaze sledece relacije:

)\OéHﬁ =0 s (4153)

i

Relacija (4.1.53) opisuje da je A, paralelno pomerena po putanji odredenoj Kartanovom

koneksijom.
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4.2 Generalisani Finslerovi prostori GFn

Pored Finslerovih prostora, moze se posmatrati i generalisani Finslerov prostor GFy. Gen-
eralisani Finslerov prostor je diferencijabilna mnogostrukost sa nesimetri¢nim baziénim ten-
zorom. U odnosu na dve vrste h—kovarijantnog diferenciranja u Rundovom smislu [65], dobili
smo 10 identiteta Ricijevog tipa u kojima se pojavljuju novi tenzori i nove velicine, koje smo
nazvali " pseudotenzori”.

Definicija 4.2.1. Generalisani Finslerov prostor (GFnN) predstavija diferencijabilnu mnogostru-
kost sa nesimetri¢nim baznim tenzorom g;;(x, ), gde je:

9i3 (%, &) # gji(w, ), (g9 = det(giy) #0) - (4.2.55)

Na osnovu (4.2.55), moZe se definisati simetricéni, odnosno, nesimetricéni deo od g;;:

1 1
9ij = 5(91’3’ +9jz’) ) givj = 5(9@' - gji) ; (4.2.56)
gde, na osnovu [66], vazi
10°F2(x, &) 093
R Sy b) 5 =0, 4.2.
V95 = 3 grom ) ar =0 (4.2.57)

gde je F' metricka funkcija v GFN, koja ima osobine poznate iz teorije Finslerovog prostora
(4.1.7).

U radovima [50], [51], [52], [99] je analiziran generalisan Finslerov prostor.
Spustanje i podizanje indeksa vrsi se pomocu tenzora g;; i hi redom, i vazi:

gﬁhj’c = §f , (9= det(gﬁ) #0). (4.2.58)
Generalisant Kristofelovi simboli prve i druge vrste definisani su na slede¢i nacin:
1
Vijk = §(gji,k — Gjkyi T Gikj) F Vikj (4.2.59)
i i L i
ik = 1k = S0 (Gipk = Gikw + Gokg) F Vi » (4.2.60)
gde je gji x = % .
Tada vazi:
VieGip = Vs kP Gip = Vs ik0; = Vijk - (4.2.61)

U radu [51] je pokazana sledeca teorema:
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Teorema 4.2.1. U generalisanom Finslerovom prostoru GFn vaZe sledece relacije:

Yijk © Viik = Gijk s Vigk T Vkji = Gik,j (4.2.62)

o | | o
Vi je®'L = 59@1@%] = §gz'j,kx'zij = Zngrjxkjjlj;] : (4.2.63)

ik L ik L ik Lo ik
Vighl = 5 Gik UL = 5 ik UL = ZFxxgrva v, (4.2.64)

» 1
Yighd i = (gigh — S5m0 " (4.2.65)
gde Je Fﬁzx]xk = % . 1

Uvodenjem Kartanovog tenzora Cjj, slicno kao u Fy, dobijamo:

Ciinlz, ) < % Gist (o %gwk — }1 F2 ) (4.2.66)
gde ” (4.2':5713) ” oznacava ”jednakost na osnovu (4.2.57b)". Moze se zakljuciti da je Cjjp
simetrican u odnosu na svaki par indeksa. Takode, vazi:

i WP Cy (1256) hPCipp = hCliy = Cy - (4.2.67)
U generalisanom Finslerovom prostoru GFy vaze sledece relacije:
Oyt = Cigpid = Cigi* = 0. (4.2.68)

Prema Kartanu [12], generalisani Finslerov prostor GFn zadovoljava sledece uslove:

i) Metricki tenzor sa nesimetricnim komponentama g;;(x, ) dat je tako da je kvadrat rasto-
9ij J J
janja izmedu z° i x' + dz’ dva susedna elementa (z,%) i (z + dz, % + dt) dat izrazom:

ds® = gij(x, &)da'da? = gij(, &)da'da? . (4.2.69)

(ii) Analiticki izraz varijacije vektora X, kada se njegovi elementi (z, %) menjaju u (z+dx, &+
dt), naziva se geometrijska varijacija, i dat je preko apsolutnog diferencijala:

DX'=dX'+ Cj, X"di" 4+ 1%, X"da" . (4.2.70)

Norma vektora X" definisana je sa: \/gy;(, ) X' X7 = /gi; (2, #) X* X7, Kvadratna forma

gij(z, ) X' X7 je pozitivno definitna za svako X' i za proizvoljni element (z, ). Metricka
funkcija g;;(x,2) je po pretpostavci pozitivno homogena stepena nula u z*. Funkcije
Ci,(x, &) i T, (z, %) pomenute u (4.2.70) nisu potpuno proizvoljne.
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(iii)

(a) Ako se pravac vektora X* poklapa sa pravcem elementa, tada je njegova norma
jednaka F'(z, ).

(b) Norma vektora X’ u odnosu na beskona¢no malo paralelno pomeranje (odnosno,
kada je njegova geometrijska varijacija jednaka nuli) je konstantna.

(c) Neka su 7 7 dva vektora istog elementa (z, 1), i D7 i D? njihovi apsolutni
diferencijali sa fiksiranim koordinatama X*i Y. Tada je Y D? 7 . D?

(d) Apsolutni diferencijal vektora sa fiksiranim koordinatama X", ¢iji se pravac posmatra

u odnosu na pravac njegovih elemenata, u slucaju infinitezimalne rotacije njegovih
elemenata oko centra, jednak je nuli.

(e) Komponente F?k, pomenute u izrazu apsolutnog diferencijala vektora, kada se njegov
element paralelno pomera u samog sebe, zadovoljavaju jednacinu:

Fjjk szj = Yijk — Yikj = Gjik — Gik,i T Yikj = 29is F;Z , (4.2.71)
Vv \Y Vi
gde je
D =T, —C i #T5  Tf =T — Cigplhd® # Ty - (4.2.72)

Iz relacija od a) do d), sledi:
Uit =9uk, Ukt 1= gk - (4.2.73)
Definisa¢emo novu nesimetri¢nu koneksiju:
[ =T — CoT0a® # 5, Ty =D — Cap I # 15 (4.2.74)
Dobija se:

My, =T =Ty = (Co I, — 3,0 ) i = 21“2,6 +2C; oL My # =M. (4.2.75)

Jjp~ sk
Razmatrajuéi jednacine (4.2.72) i (4.2.74), moze se videti da je:
[al =Thad, ik =Thab Tra’ =T a0 =it (4.2.76)
Jednacine (4.2.72) i (4.2.74) daju:

iy =T34+ Co et Dy =T+ Cp ks (4.2.77)

psk
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Iz (4.2.73) i (4.2.77) sledi:
ik = Dhip + Tk + 2C5,T00%, gijge = Uiy + g + 20,0 8° (4.2.78)
Moze se naci eksplicitni izraz za Iy, :
U5k = Uikg = Yige = Yiks = Dije = Cigpl'p® = Tigj + Cigp I 3% (4.2.79)
Poslednja jednacina jednaka je:
Uik — Dhkg = gk — ks + (Chjple — Crapls;) 2 (4.2.80)
I dobija se:
Uine +Uhjie = Ujen + Uhks = Ynogk + Vink = Ynjk + Yejh - (4.2.81)

Koeficijenti nesimetri¢ne afine koneksije u Kartanovom smislu [12], jednaki su:

U5 = Vi = W (Ciilhs + Crplly = Cirp L) 3 # T (4.2.82)
Ui e = Uingir = ik — (CigplTg + Cip I — Cuap L) 3" # Ti 5 (4.2.83)

Definisa¢emo koeficijente:

i = v — Wl + G T = Cigp T2 # T (42.84)
fj]k = f}’;g@ = Yijk — (Cikprgj + Cigpllgp = Crjpl ') 3° # f:ka ' (4.2.85)

Tada je razlika:

U5 e = Dh e = (Cijplhy + Cinp I, — Cap I8, — g%, — Cip I, + CigpI'%, ) i® =

1.5k i sJ

= Q(Czkpl—‘];s + Oijpris - ijprl?s)jjs . (4286)

Oznac¢imo sa:
4 N T %4 T S\ T T
tenzor torzije koneksije I'*, odnosno, I'*, redom.

Definicija 4.2.2. U generalisanom Finslerovom prostoru GFn ugao izmedu dva vektora defin-
18an je 12razom:

9ij (z,2) XY/

VI X"XE, [, YV

cos(X,Y) =

(4.2.87)
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Moze se zakljuciti da ako su I’ i [; jedini¢ni vektori duz nekog elementa, tada je:

: @ OF (z, 1)
F(x,z)’ o’ ( )
Koristedi izraz (4.2.70) mozemo defisati dve vrste apsolutnog diferencijala:
DX'=dX'+ Cj, X"di* + T, X" da",
1
i i i yhgok i yhoyok (4.2.89)
2
Onda, iz jednacina (4.2.76) i (4.2.89) sledi:
;1. dF ., 1. , 1 . dF ., 1 . .
ll)l = Fdx — 7=2? + Frhkxhdxk, Z;l = Fd:v ~ 72? + Ff‘khxhdxk , (4.2.90)
sto daje prvu i drugu vrstu paralelnog pomeranja:
) - dF . . ‘ - dF ,
di' = FDU' + =i = I atda®,  di' = FDU + —i' = I, a"da® . (4.2.91)
Koriste¢i (4.2.89) dobija se:
DT} = dT; + (Cp,di™ + T, d2™) T7 — (CF,,di™ + T, da™) T, 20,
DTj = dT} + (C,,,di™ + T, da™) T} — (CF, di™ + T}, ;da™) T, .
Iz relacija (4.2.91) za prvu i drugu vrstu paralelnog pomeranja, vazi:
DT} = dTi + (Ci (FDI™ + 2 gm — Trihaeh) 4 T dem™)T7
DT = dTj + (C, (F L + ™ = Tiatde”) + T d )7 -
dF .
— (C? (FDI™ + —a&™ — T itda®) + T8 da™) T
e B ’ ’ (4.2.93)
DT} = dT} + (C;m(m;zm + " - Uil da®) + Ty, da™) TP —
— (Cfm(Fl;l + — I a"da®) + 1% da™)T" |
odnosno,
i i m i i i m h gk
DT} = dTj + DI"(FC,, T} — FC}, T}) — T7C,,, Ui da®+
) m 7 m h gk i m
+TiT,,, de™ + T,C% T ade” — T 1% da™ (4.2.0)

i i m i i 1 m -.h k
ZQDTJ — AT} + Ql (FC’me]’-’ — FCP T) — TJPC’mekhaj dz"+

jm=—p

+TPT, da™ + TC% T it da® — T da™ .



92 GLAVA 4. METRIKA U GENERALISANIM FINSLEROVIM PROSTORIMA GFy

Nakon sredivanja izraza, kona¢no se dobija:

DTj =(FT},, + A, T} — A7, T,) DI+
! Z i Lo s g (4.2.95)
4{@m+ﬂnm—gﬂ —T¢.I3,4")da™ .
Za drugu vrstu paralelnog pomeranja vazi:
DT; =dT; + DI™ (A, T} — A}, T,) + p@%wﬁ+wﬂﬁﬂ)+
+ TP (Cp 4+ ChL i) = TPCr (Do, + O T a” )il —
— T,y + Ofnsr;fj )] da™ =
7 m 1 P i i YD sk DTG (4296)
:ﬂT+DlM — A8 T0) + (T,C5 i i + TPT,
qum¢-ﬂ0r”x—ﬁﬁptmgmg)m -
=dTj + DI" (A, 17 — A7, T;) + (715, — T,T5 ) da™
I takode:
DT; =(FT},, + A, T} — A, T,) DI+
? (4.2.97)

+4ﬂm+ﬁwz ~TITP — T0T5, 8" ) da™ .

3,87 mr

4.2.1 Prva i druga vrsta h-kovarijantnog diferenciranja u GFy

Na osnovu nesimetrije koeficijenata koneksije, mogu se definisati dve vrste h-kovarijantnog
diferenciranja.

Definicija 4.2.3. U generalisanom Finslerovom prostoru GFn prva ¢ druga vrsta h-kovarijan-
tnog diferenciranja definisu se na sledeéi nacin:
_ g DTk A nky 7 S -7‘

T, + 1, =T =T

j\m jst rmT

(4.2.98)

7,80 mr

Tip=Th,, +TIT5 — TTP — T3 "
2

Slicno kao u Finslerovim prostorima, moze se pokazati da je kovarijantni izvod tenzora
(4.2.98), takode tenzor.
Moze se pokazati sledeca teorema:s:
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Teorema 4.2.2. Za tenzor g;; (z, &) u odnosu na prvu i drugu vrstu h—kovarijantnog diferen-
ciranja (4.2.98) u generalisanom Finslerovom prostoru GFn, vazi sledece:

ij |m (x,2) =0, 0=1,2. (4.2.99)
4
Dokaz. Koristedi jednacinu (4.2.98), dobija se:
ig |m\Ls —Yij m i F R 4 S i =
gll (z, 1) Gij ,m — Gijp m® imIpj im3ip (4.2.66, 4.2.83) (4.2.100)
=9ij m — 2CipL 7, 2" — ([ +1T5m) =0
Isti rezultat moze se dobiti i za gij|m.
zmazzm zF _F _F i =
gié (:L‘ $) 9ij , Gij,p I midpj mjYip (4.2.66, 4.2.83) (42101>
- gﬂ m QCz]pP " (F;k mi + ij]) 0 )

i time je dokazana jednakost (4.2.99). W

Sledec¢a teorema izrazava prvu i drugu vrstu h—kovarijantnog diferenciranja Kronekerovog
simbola:

Teorema 4.2.3. Za Kronekerov simbol u generalisanom Finslerovom prostoru GFn u odnosu
na prou i drugu vrstu h—kovam’jantnog diferenciranja vazi jednakost:

m=0, &,,=0.M (4.2.102)

1 2
Dokaz Teoreme 4.2.3 sledi iz same definicije ¢ simbola i kovarijantnog diferenciranja (4.2.98).

Teorema 4.2.4. Za tenzor h u generalisanom Finslerovom prostoru GFn u odnosu na prou
i drugu vrstu h—kovarijantnog diferenciranja vazi relacija:

hl,=0, 6=1,2 (4.2.103)
0

Dokaz. Iz jednakosti hPg,, = 0 dobija se:
th mIpg T h' gpqlm =0.

Mnozeéi sa h'e, sledi dokaz teoreme:
hl‘fnég h’ph]qg@l)m =0, #=12. N
Teorema 4.2.5. Za jedinicni vektor I' u generalisanom Finslerovom prostoru GFn u odnosu
na prou i drugu vrstu h—kovarijantnog diferenciranja vazi jednakost:

=0, 6=1,2.1 (4.2.104)

|m
0
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4.2.2 lIdentiteti Ric¢ijevog tipa za h-diferenciranje u GFy

Poznato je da u Finslerovom prostoru postoji samo jedan identitet Ricijevog tipa, (Gregorio
Ricci-Curbastro, 1853-1925, italijanski matematicar), za h-diferenciranje, u odnosu na izvod
drugog reda.

U slucaju nesimetri¢ne afine koneksije postoji deset moguénosti za formiranje razlike:

1.7y o aTl...Tu (A’ lu7 V,w = 17 2)7 (42105)

t1...ty [ m|n t1...ty |m|n
A @ v ow

a

gde su sa | i | oznacene dve vrste kovarijantnog izvoda, i ove razlike daju deset identiteta
12
Ricijevog tipa i dva tenzora krivine.

Ovi identiteti u GFyn dokazuju se metodom totalne indukcije. Pomenute moguénosti formi-
ranja razlika dobijaju se iz slede¢ih kombinacija:

A\ wr,w) e {(1,1;1,1),(2,2;2,2),(1,2;1,2),(2,1;2,1), (1, 1; 2, 2),
(1,1:1,2),(1,1;2, 1), (2,2:1,2), (2,2:2,1), (1,2; 2, 1)}

Y N

(4.2.106)

Pre nego §to ¢emo generalizovati slucajeve, posmatréemo tenzor a'(z,§).
Treba naglasiti da je vektorsko polje & stacionarno u odnosu na prvu vrstu kovarijantnog
diferenciranja, odnosno, vazi sledece:

Eh(z.8) =0, &u(x,#0. (4.2.107)
Takode vazi:
o¢’ i 0G'(z,€)
5fh:w:_ Thé :_W:th : (4.2.108)

Zatim, dobija se, na primer,

% (0 % ¢S *1 p TP z ] _
aj|mn _(ajlm)ﬂl—i_(ajlm),sf,n—i_rpn ]|m F]n p|m an ]|p

_i 7 S 7 S *7 *1 *D 7
_jmn—i_ajnéf +ajs'£mn+rpmna]+rpm ]n_F]mnp

_Fjgz ;n+a] ms§ +CL] lsf § +aj lf msé' +Fpms ]f +

g . o oy (4.2.109)
+ Il & =T s, =T SR

pm™Yj, § jm, $ a, gmp, s
*1 P *T TP T %S P *p 4 -
+ Fpna] Sf + FpnFsma] Fpnfjmas anap7
*p z s *P Tk *P kS ]
]n p 55 - anrsma'p + F]anmas - an ]|p
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I sli¢no:
7 (T *p i _
%imln —(“jlmlnﬂ jm). 3 + 1, J|m_F”J p|m Lih.a; iip =
_ 1 7 S 7 S *7 *7 *p i *D
= mp + Gy, nsf m T4, 85 mn T+ Fpm na] + Fpm g FJm nyp ijap nT
7 s i l s i ¢l s *7 *7 s
+ @5 &0 a5 1€ m§ T S o D e (4.2.110)
_T*P s TP S * * s *G TVRP -
F]m $ pg F]m D, sf an 3, m Pnpaj sé P I‘smaj
*i kS P *p - *p o *p *7 *p *S Z
anrjmas anap, Fnjap, § L, Fsmap+rnjrpm s an le
i o q s *1 *p L
ajgmln *(a]lm), n ( ) Sf pn ]|m F ap|m an Jy’
) + i fs + i fs F*z —|—F*l _F*p i f*p i 4
_aj,mn aj7 ns$S, m a/jy s 7mn mp, na] mp ] n mj, n p mjap n
A s i l s i *7
+ a’j msé- n + aj 135 § n + CLj 15 msg n + Fmp $ ]5 + Fmp 7, sé (42111>
_ *p S _ *p *7 *7 S *7 *P .
ij sapg ij D, sf n + Fpn 3, m F]zmaj 35 Fpnrmsag
_ TS P *p _T*P TP *P %S i
I_\pnija F]n D, M F]n D, sg m anFms D + FjnFmp s an ]|p
i (0 s *z *P L
&]lmn _(a]lm),n + ( ) 85 np ]\m o Fn] p|m an j\p
__ 0 ) s T s *g *g T*p i T*p 4
=0 mn + G, nsf m T @ 85 mn Fmp na] + Fmp g,n ij, np ijap n T
% s i l s i *1
+aj ms§n+a lsg £n+a’ lg msg +Fmp $ ]g +Fmp 3, & 5 (42112>
D5 B
_ TP TP s *1 * *i Tkp i
FmJ, $ p§ Fma D, $ 5 n T Pnp 3, m ana] sg + anrmsa]
o *7 *S D *p 1 . ~*p o *p *17 *p *S i
anFmJas Fnjap,m Fnyap s£ m Fnjrmsap + FnJFmp s an le
2
Takode vazi:
D gl gl e ;0 <8GS) . 0 <8GZ)8GS
a; . a’. ; : = —Q; ;7 . Q. i . =
75 3, mn 3, 1> mss, n b5 Qg \ §pm 7 lams or™) Orm
*S *S
_ i arrm T *S arrm - T Gl _ (42113>
= —qa. . xr — Im —+ — =
oz ot

= —a} (Ui, — Tl — T (Gl )"

rm, n
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1. Identitet Ricijevog tipa

Posmatrajmo razliku:

i i i i s i G *
T~ Cjnm =Cjmn T 0 a€om + @ o + D + Tpnal —
1 1

- F;ﬁz nap - ij D, + aj msg + CLJ ls£ g + CLJ lé-msg +
*7 *p *p
Fpms ]g +Fpm ]sg Yy g -, g +

jm,sp gmYp,s

*1 p ¥ P S *T TP _ *1 T*S

+ Fpn 7,m + Fpna] 56 + Fpnl—‘sma] Fpnrjm s
*P z *p z s *P %1 *P %S i

- F]n pm jn p.s - F]nrsmap + anrpmas - an ]|p
) 7 S 7 *1 *1 p

= — @ iS5 — aj’s -1, maj -1 Emt (4.2.114)
*p *p z s I ¢s l s

+ F]n map + F]n pm aj nsg - aj lsé g - 'J'f,ns’g,m_
*7 *1 P S S *p z s

B Fpn 3 ] Ppna] s€ + FJ” sapf + an p,5Sm ™

Tt T T Tp *1 TO*S D

Fpm ] n Fpma] sg Fpmrsnaj + I‘me]nas—i_

*p *p S *P TG S *P V%S 1 _

+ Fgm DN + 1—‘]map 85 + F]mrsn D 1—‘yml—‘pnas + an ]lp

I P _ s . *p 0
_‘[1( pmn j K]mnap CL K Tm” le )
gde je
*q 4 *S T*i *8 T *i s *i s
K = Tt = Dt + DD = Tk, — T oG5 + T oG (4.2.115)

Dakle, u opstem slucaju vazi slede¢a teorema:

Teorema 4.2.6. U generalisanom Finslerovom prostoru GFn, u odnosu na prvu i drugu vrstu
h—kovarijantnog diferenciranja, prvi identitet Ricijevog tipa ima oblik:

@~ . = ZKW< ) fo%mn(tﬁ)a:::—

=1 P
e s D *D
a SII( rm T nQ.. |p ’

(4.2.116)

gde je Il( dato relacijom (4.2.115) 1

p T1..Ta—1PTa+1.-Tu lg TLoTu
(7“ )a” = qy o ety (p) T =l e, - B (4.2.117)
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Moze se pokazati:

i OG 82G! . 0GE . 9GE
Komn® = 5ngam ~ Ggmagn T Gomgen ~ Conggm = (4.2.118)

_ 7 7 7 S 7 S
- G, nm G, nm + GsmG,h - GsnG,m )

gde je
9*Gt -
G = =G .

Ako se izraz (4.2.114) dalje razradi, dobija se:

% ) P s g * z _
ajlmn B ajlnm _K pmn J ijnap B a K — Tona le
:([1( pmn + AZ Ksrmnl )a - (Kp]mn + AP Ksrmnlr) ;J_ (42119)
- “j|s[1(5r — Tona ﬂp ’
i konacno dobija:
a;|mn - a’;\nm = 521’7?1"&? - ]fbpjmnag - a’;’|5}’1(5r T;ﬁl ;|p ) (42120)

1 1
de smo treéi Kartanov tenzor, nas prvi "novi” tenzor krivine oznacili sa:
)
i . g 7 s ST
liipmn—Kpmn—l—CK L =

F*z o F*z F*s F*z o F*s F*z . F*z Gs FZ; SGs (42121)

pm,n pnm pm=— sn pn— sm pm, §

i s s ) q S q
+ CPS (G7 nm G, Am T quG, no anG, m) )
i za koji vazi:

By &7 = K., 27 (4.2.122)

2. Identitet Ricijevog tipa

Posmatrajuci sledecu razliku, dobija se:
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i i _ i i s i s *i *i TP al TP i
@i imn — %jinm =%jmn + aj,ns'g, m + @, sf, mn Pmp naa + Pmp Jmn Pma, np ijap, nt
2 2

+ CL; ms'fsn + a; lsé-l é-s + CL; lé-l mégs + F*Z é- + Fmp Js 55

mp, s&;

- F:fws p§ - Fffz’y P, $ 5 + F;;o 5,m T F:Zna] sé + F:;;F;f’sa]—
FZ;;F;Z@]SD FZZ; ;) m F:LI]] ; 865 - F*p]'—‘::nap + F:L?F;(rfpa’s_
an jlp a’;‘, nm a’;‘, msg,sn - aj", s'g, nm F:Llp m J FZ’; 3, m

i i l i ¢l
+ F:(LI; map + F;‘;I; D, m CL;- négs - a';‘ lsg 58 - CL;’ 16 négs

= L0 a5 — Dol €0 + T a2, +Fn€ . i0m —F:ﬁp T (4.2.123)
*1 S *1 * *7 *S *p T*p S
~That 5 ST Tt 4 T Tl 4 T2al |+ TPl 60+

+ F*p g — T'PT* gl 4 [P =

sn p mj- np~'s mn ]|p

:[2(ipmn] Kp a, + al, KS i+ TP

jmn='p mn ]y)
:<[2( pmn + Al Ksrmnlr) (Kp]mn + AP Ksrmnlr) ;)_
- a;‘|8‘€<srm Tmn ]|p
=By} — B jun] — a5, U+ 10 le :
gde je
K = Tty = Do+ T Ty = Tl = T G+ T8 (G (4.2.124)
pa je drugi tenzor krivine dat izrazom:
gblpm” :K pmn + CZ Ks -7' —
_ Tt *7 *p *7 *p *7 *p S *p S
Fm]n - Fn] m + ijrnp - Fn]Fmp - Fm] SG + FTL] sG + (42125>
+ C;,s (Gsnm — G t GflmG?n — ngG?m) .
Lako se pokazuje da je
Jzaipmna;p = Iz(lpmn P (4.2.126)

Drugi identitet Ric¢ijevog tipa izrazen je teoremom:
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Teorema 4.2.7. U generalisanom Finslerovom prostoru GFn, u odnosu na prvu i drugu vrstu
h—Fkovarijantnog diferenciranja, drugi identitet Ricijevog tipa dat je izrazom.:

@ = @ = ZKpmn< ) ZKtsmn( )

(4.2.127)
—a K5, " —I—T*pa p
=57
gde je IQ( dato jednacinom (4.2.124). A
3. Identitet Ricijevog tipa
Posmatrajmo sada razliku:
a;lmyw - a;lnﬁm :‘?lpmn 5 Azmnap + 2aj<mn> + 2a]<mn2 - Cl Kimnx + T;Z;L 3|p =
(Azpmn + Al Ksrmnl )(I - (Az;mn + AP Ksrmnlr) ;)_
- aj|sKSrman + 2aj<mn> + 2aj<rr¢n> CL Ksrmnx + T;Z:l ;|p (42128)
—B’pmnaj — Bzmn L —aj \ KS A 2aj<%n> + 2a§<%n>—
—a Kimn$ +T;£L ;|p,
gde je
A = Tt = T+ i Tt = Tt = Tk G2+ T3 G (4:2.129)
Azpmn = F;;;nn — F;Zm + F*msprjg FZZFan — F;ﬁn SGS + F;; SGS (4.2.130)
1 pmn = Alpmn + C]Z)SKST'mnl"r7 2 pmn = Alpmn + C;SKSTmn:t‘T Y (4'2’131)
a]'<mn> = M*l ( ]n + Cl] sés ) _]*TZ,( + ap 558 ) (42132>
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Moze se pokazati da vazi:

By’ =A@, Blppn@? = A7 (4.2.134)

5 pmn
1 sledeéa teorema:

Teorema 4.2.8. U generalisanom Finslerovom prostoru GFn, u odnosu na prvu i drugu vrstu
h—kovarijantnog diferenciranja, treci identitet Ricijevog tipa dat je izrazom:

v
t
T p p B s =T
A imin =~ Cnim = § "ilpoérm( )(l - étgmn( a. - a...ys"ll( rmnT T
12 12 =) Ta —

(4.2.135)
+ 207 s 207 s T*p a: ‘p ,

gde su zil i él dati jednacinama (4.2.129) i (4.2.130) redom, i

a Mre M;? +a &%), (4.2.136
.<mn> Z < ) . Z t,gm( ) n vy § ,n) ( )

u—1 u u v
71Ty o s KTy p tg) ..
atll ty<mn> Z Zr[pm ns ( ) (Tﬁ) a. - Z I_‘[pm ntg] ( a) (S ) a’+

a=1p=2 7 a=1 g=1
(@<f) (4.2.137)
*S [ tﬁ
s (2)(7)e
a=1 =1 -
(a<pB)

gde je
p tﬂ _am Ta—1PTa+1---Tu .
r s . t1..tg—18rg4+1.- .ty °
«

4. Identitet Ricijevog tipa

Takode smo posmatrali razliku:
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101
i i __ Al p i
j|m|n — Yjin|m _élpmn j AJmnap - 2aJ<mn> 2aj<n@n>+
© o . - (4.2.138)
+a Krmn Tmn j\p7
gde je
A = Tt = Do+ Do Dok — Tt Tt G20+ T, (62 (4.2.140)

Teorema 4.2.9. Primenjujuci prvu i drugu vrstu h-kovarijantnog diferenciranja u redosledu
(2,1), dobija se cetorti identitet Ricijevog tipa u generalisanom Finslerovom prostoru GFx

.. P Ta p - - p tﬁ s pr_
£mln a&nlm Z épmn <Toe) a. Z Ij}tgmn < )a sK

rmnL
a=1 B=1 p

(4.2.141)
- 2a<mn> - 2a<mn> T*p a’ \p s
\% \%
gde su él i ﬁl definisani izrazima (4.2.139) i (4.2.140) redom. B
5. Identitet Ricijevog tipa
Posmatrali smo i razliku:
a;\m - CL |nm _Azpmn j A];mnap + 2a’j<mn> + 2Cl - CL Ksrmn ;" —
' . (4.2.142)
= Ina; J\p an J\p’
gde je
Alpmn = F;fnn F;‘ng F;fnf‘:; FZ;F:;’LS F;;;n G FZZ G (4.2.143)

Dakle, vazi teorema:
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Teorema 4.2.10. U generalisanom Finslerovom prostoru GFn, w odnosu na prvu i drugu
vrstu h-kovarijantnog diferenciranja, vazi peti identitet Ricijevog tipa

almn o agnm Z‘érpcinn( ) ZAt,gmn< ) sKS &'+
a=1

rmn

(4.2.145)
+ 207 s 200 s — 0P a |p+FP a |p,
gde su 1;1 i zél dati izrazima (4.2.143) i (4.2.144) redom, i
u—1 u "
1Ty *ro VB o BY .
i freme =3 200 (1) ()= oS () ()t
a=1p=2 ~ a=1p=1 ~
o (4.2.146)
ts
ey (5) (D)o m
a=1 =2 =
(a<p)
6. Identitet Ricijevog tipa
U sledecoj razlici se dobija:
a;\mn B a;|n|m _Alpmn J A};mnap + 2a]<mn> 2a3<mn +
' v s . (4.2.147)
+CL Krmn an ]|p7
gde je
f}’pmn IS RS Nl NS Bt IS B CABIEED R € (4.2.148)
L A IS VO AR VoA B SN AN A (4.2.149)

U opstem slucaju vazi teorema:



4.2. GENERALISANI FINSLEROVI PROSTORI GFn 103

Teorema 4.2.11. U generalisanom Finslerovom prostoru GFn, w odnosu na prvu i drugu
vrstu h-kovarijantnog diferenciranja, Sesti identitet Ricijevog tipa ima oblik:

u p v ts ‘
@ jmn — Al nm T Aro;nn a’ — Al mn( )(I —2a éKSrmnxT+
- I 2 7P (m) g stemt\p) o T (4.2.150)

a=1

+ 2a:::<mn> + Qa:::émnB )

gde su 1;1 i zgl dati jednacinama (4.2.148) i (4.2.149) redom, i

u—1 u
1.7y . *ra *T *ra *T p S
i =5 S v () ()
a=1 B=2 @
(a<B)

- - *To TO*S Ty p t/B
=SSR T (1) (7)o

a=1 g=1

v—1 v
t t
*D xS *p a B
3wt v () (V)
a=1 =2
(a<p)

7. Identitet Ricijevog tipa

Potom smo posmatrali razliku:

@, — a’ S injm _A’pmn J Ap;mnap + 2aj<nm> 205 s
1 o _ . . (4.2.151)
+6L Ki‘mn Pmn ]|p+rnm ]|p’
gde je
f}zpmn SR VSO DRSS el D WA DD I CAME S A i (4.2.152)
A =T = L + Do D = Tl =TGR+ TGP (4.2.153)
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Teorema 4.2.12. Sedmu identitet Ricijevog tipa u generalisanom Finslerovom prostoru GFy,
u odnosu na prvu i drugu vrstu h-kovarijantnog diferenciranja, ima oblik:

v
tg .
a; |mn_a dnlm — Zé;%n< ) _Z‘l/%];gmn< )a sKSrmn "+
2 1

=1 P (4.2.154)
207 < 207 s = (Tt = DitZy)
gde su 1;1 i % dati jednacinama (4.2.152) i (4.2.153) redom. A
8. Identitet Ricijevog tipa
Ako posmatramo razliku:
a;|mn - CL jln|m _/}men i Az;mnap - 2a]<nm> + 2a]<nm>+
’ e . 4 4 (4.2.155)
+ a Krmnx + an ]\p an ]|p )
gde je
élpmn = F:}Lpn - F;;, m T F;prZ:L FZZF:;S - F:rZLp SGS + F;Zn SGS (42157>

Osmi identitet Ricijevog tipa u generalisanom Finslerovom prostoru GFy izrazen je slede¢om
teoremom:

Teorema 4.2.13. U generalisanom Finslerovom prostoru GFn, u odnosu na prvu i drugu
vrstu h-kovarijantnog diferenciranja, osmi identitet Ricijevog tipa dat je izrazom:

u v
o (P, ts :
a’gmn - a’ln|m :Zé’;mn (Ta) a. - Zéggmn( )CL sKsrmn -

a=1 B=1 p
—2mgmp+2mzm>+F a

(4.2.158)
7 a

Sp T L m @
2
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gde su {} i é dati izrazima (4.2.156) i (4.2.157) redom, i

u—1 u
7‘ Tu *7q TV *r‘a *7 p S
T = 05 0 (1) (o

a=1 =2 rs
(a</3)
*T g *¥Tq TI*S p tﬁ
=33+ it (1) (D)o
a= 1,3 1 Ta
*p *S *p *S tOé tﬁ
+ZZ Pt + Uiy Do) a;.
D s
a=1 B=1
(a<B)

9. Identitet Ricijevog tipa

U sledecoj razlici se dobija:

a;\mn - a j|n|m _élpmn 5 A];mna]zo - 2a]<mn> + 2@ <ﬂ>+
’ o s (4.2.159)
—|—CL Krmnx +Mnm ]lp )
2
gde je
A = Donpns = Do Do o = T L0, = T, (G2 + 1, G2 (4.2.160)
A = Donpns = Do Ui = DI = T, (G2 + 1, G2 (4.2.161)

U opstem slucaju vazi:

Teorema 4.2.14. Deveti identitet Ricijevog tipa u generalisanom Finslerovom prostoru GF,
u odnosu na prvu i drugu vrstu h-kovarijantnog diferenciranja, oblika je:

v
o (P, to . . r
a\zmn - CL£7L|m A;mn (7’@) G — Z ﬁzzﬁmn <p>a - a...7s"[1($rmnm -

a=1 B=1

- 2a<mn> + 2a:::/nm> + Mnm ]|p )

(4.2.162)
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gde su {% i ﬁ dati jednacinama (4.2.160) i (4.2.161) redom. B

10. Identitet Ricijevog tipa

Na kraju, posmatrali smo razliku:

a’;’|m£n - a;Lnlm :ézpmn j Al;mnap + a’ Kﬁ"mn + an ]|p - an ]|p ) (42163)
gde je
A = Py = Ui+ o0 = TR0, =I5 (G2 101G (4.2.164)

Deseti identitet Ric¢ijevog tipa izrazen je teoremom:

Teorema 4.2.15. U generalisanom Finslerovom prostoru GFn, w odnosu na prou i drugu
vrstu h-kovarijantnog diferenciranja, deseti identitet Ric¢ijevog tipa ima oblik:

_ - Ta b . - P ta\ .
@ \min — a£n|m - Z {épmn (ra) a . — Z {étﬂmn (p)a_

a=1 B=1 (4.2.165)
_a”,sffsrm ' F*pa |p—Fpa Ip
gde je é dato jednacinom (4.2.164). B
Jednakost (4.2.165) moze biti napisana i u slede¢om obliku:
troctomfn = Tt n] ; 87 Z v (4.2.166)
—a sKSrmn i )
|
gde je
[:,)(Z]mn _{El)zjmn FZ%T;; =
=0 =T AT —DPTe + T8 (T — T )+ (4.2.167)

+ P&, Tk,

jm, $5,n nj, §
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4.2.3 Novi Kartanovi tenzori i pseudotenzori u GFy
Veli¢ine koje smo naveli u prethodnom odeljku lgi, 0=1,2

7 I e i s T
}1% pmn _Il( + Cpsfl{ rmnt =

pmn
R a7 T XS VL TS TRE T S *7 S
_Fpm,n Fpn,m + Fpmrsn Fpnrsm Fpm7 éG, n + I‘pn, éG, m+

+ Czis (Gsnm - Gfﬁm + GémG,qh B GznG?m) )

% I e i ] ST
R pmn =K + Cpslf rmnl =

p) 2 pmn

—T¥ T L TP _PDH TP 'G,Sn + TP 'G,Sm‘i‘

mj,n nj,m mjT np nj- mp mj,s nj,5

+ Cpa (Gl = Gl + Gom G = G Gln)

su tenzori a veli¢ine /;1, t=1,15

| pmn pm,n pn,m pm= ns pn- ms pm, § pn, §

o pmn pm,n pn,m mp~ sn pm, § pn, §

7 i T i Tks i To%s Txi T i s T i S
A = Fmpm -T + I T — anfsm — FmP’ S.G’7 ot an, S-G: "

3 pmn np,m mp~ sn

Al — ]_'\;krip7n _ F*Z + I“*S F*Z _ 1—\*5 F*’L _ F::LLP? SG:Qn + F;kl;7 SG;Sm

4 pmn np,m pm= ns pn- ms

5 pmn pm,n np,m np- ms pm, §

¢ pmn pm,n np,m mpT ns pm, §

v pmn pm,n pn,m pn- ms pm, § pn, §

g pmn pm,n pn,m mp~ sn pm, § pn, §
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1gPmn pm,n np,m pm=— ns pm, §
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{1 pmn mp,n pn,m mp* ns pn’ ms pn, §
i i 4 To%s i To%s Toxi T s *i s
LS R I woh N ok s ye STE BT Yo e

15 pmn mp,n pn,m mp— sn np- ms pn, §

Al T T epe T ge T Ge

i3pmn mp,n np,m mp+ ns
i _ T T*i x5 ki Tks Tki T*i s T s
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15Pmn pm,n np,m pm= ns pm, §



108 GLAVA 4. METRIKA U GENERALISANIM FINSLEROVIM PROSTORIMA GFy

imaju oblik i ulogu tenzora krivine, ali nisu tenzori. Na primer, iz jednakosti (4.2.147) se dobija:

i i Al P *1 P D ¢s
CL|mn a\n|m - jélpmna +Tpm(a,n +a, s'g,n)v
1 2

pa se moze videti da 1;1 nije tenzor, zato Sto izraz u zagradi nije tenzor. Ovi velic¢ine él, t=1,15

smo nazvali pseudotenzori krivine od prve do petnaeste vrste u generalisanom Finslerovom
prostoru GFn u odnosu na prvu i drugu vrstu h-kovarijantnog diferenciranja.
U slucaju kada je:

o g;j(x, &) = g;i(x, ), generalisani Finslerov prostor GFx se redukuje na uobic¢ajan Finslerov
prostor Fy;

e g;j(x) # gji(x), generalisani Finslerov prostor GFy se redukuje na generalisan Rimanov
prostor GRxy;

e g;j(x) = g;i(x), generalisani Finslerov prostor GFy se redukuje na Rimanov prostor Ry.
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