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Uvod

Matri¢na algebra ima veoma vaZnu ulogu u statistici. U mnogim oblastima statistike
uobi¢ajeno je da se matricna algebra koristi za prikazivanje, izvodenje i potvrdivanje
rezultata. Dve statistiCke oblasti u kojima je matricna algebra najzastupljenija su linearni
statisticki modeli i multivarijaciona analiza. To proizilazi iz ¢injenice da se ove oblasti bave
proucavanjem velikog broja promenljivih koje se iz prakti¢nih razloga lakSe zapisuju u
matri¢nom obliku.

Sam rad predstavlja interdisciplinarni pregled razlic¢itih tema sa kojima smo upoznati
tokom osnovnih studija, kao i neka dodatna saznanja u oblasti linearne algebre i razlicitih
disciplina statistike. Od pomenutih statisti¢kih disciplina to su prvenstveno linearni statisticki
modeli i vremenske serije. U vremenskim serijama matrice se primenjuju pri reSavanju
sistema DZul-Vokerovih jednalina vektorskih autoregresionih modela, kao i prilikom
ocenjivanja parcijalne korelacione funkcije. Kroskovarijacione matrice imaju primenu kod
vektorskih vremenskih serija, a karakteristiéne vrednosti matrice parametara su bitne da bi
se ustanovilo da li je vektorska vremenska serija stacionarna ili ne. Sopstvene vrednosti i
sopstveni vektori koriste se i u analizi glavnih komponenata, koja je jedna od metoda
multivarijacione analize. Tacnije, sopstvene vrednosti matrice kovarijacije su disperzije
glavnih komponenata posmatranog sistema. Pored toga, matri¢ni racun ima veliku primenu i
u oblastima kao $to su sistemi masovnog opsluZivanja, procesi radanja i umiranja, teorija
informacija..., ali oni nece biti izloZeni u ovom radu.

U prva tri poglavlja ovog rada bi¢e predstavljene osnove matri¢ne algebra. U poglavlju
"Sistemi linearni jednacina" biée izloZzene definicije i osnovne osobine linearne jednadine i
skupa linearnih jednacina. U poglavljima "Matrice" i "Determinante" upoznajemo se sa
znacenjem ovih termina kao i njihovom primenom radi lakSeg zapisivanja i reSavanja sistema
linearnih jednacina. Ova tri poglavlja su neophodna da bismo na razumljiv i jasan nacin mogli
da predstavimo upotrebu matri¢nog racuna u statistici.

Cetvrto poglavlje posveceno je linearnim modelima kod kojih je broj jednacina manji od
broja promenljivih, odnosno u situaciji kada nemamo dovoljan broj podataka na osnovu
kojih odredujemo nepoznate koeficijente u linearnom modelu. Tada koristimo uopstenu
inverznu matricu.

U poglavlju "Matrica kovarijacije" prvi put u ovom radu se susreéemo sa pojmovima iz
statistike kao sto su kovarijacija, korelacija i slu¢ajni vektor. Dalje uopstavanje ovih pojmova
dovodi nas do matrice kovarijacije i pojedinih njenih osobina koje su nam od znacaja. U
ovom poglavlju vide¢emo i kako se slucajna veli¢ina moZe predstvaiti pomoc¢u kvadratne
forme, kao i ulogu matriénog racuna u analizi glavnih komponenata.

Poglavlje "Matrice u metodi najmanjih kvadrata" pored same teoreme Gaus-Markova,
njenog dokaza i primene, sadrii nekoliko tema sa kojima se moramo upoznati u cilju
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potpunog razumevanja teoreme. Ova teorema primenljiva je u slucaju kada je matrica
linearnog modela potpunog ranga, odnosno kada imamo jednak ili veci broj jednacina nego li
promenljivih.

Koliko god da matrice olakSavaju zapis linearnih statistickih modela, operacije koje
vr§imo nad matricama i dalje predstavljaju obiman racunski zadatak. Pogotovo ako je broj
promenljivih veliki. Zato je u ovom radu predstavljen softverski programi Matlab, koji je
namenjen za odgovarajuca izraCunavanja. Pored Matlab-a, izdvajaju se i statisticki softver R,
program SPSS, ali i Microsoft-ov program Excel. Ipak, za pravilno koris¢enje takvih programa
neophodno je poznavanje teorije i procesa koji se prilikom njihove upotrebe odvijaju.

O znacaju matri¢nog racuna u statistici govori i to da su cele knjige posveéene upravo
toj temi. U toku pisanja ovog rada izdvojila se knjiga ,,Matrix Algebra From a Statistician’s
Perspective” koja detaljno i sveobuhvatno pokriva ovu temu.



1 Sistemilinearnih jednacina

Definicija 1.1. Linearna jednacina sa n nepoznatih nad poljem FF predstavlja jednacinu oblika
a1x1 +axx; + -+ apx, =b
pri¢emusua;, b € F(i =1,..,n),ax;(i =1,..,1n) sunepoznate (promenljive).

Sistem linearnih jednacina (linearni sistem) sa m jednacina i n nepoznatih nad poljem F je
skup od m takvih jednacina oblika

a11x1 + a12x2 + -+ alnxn == bl

alel + azzxz + -+ aann == b2

Am1X1 + AmpXy + -+ A Xy = by

pri emu su q;; € F(i=1,..,m, j=1,..,n) koeficjenti sistema, b; € F (i =1,...,m)su
slobodni ¢lanovi sistema, a x;(j = 1, ..., n) su nepoznate (promenljive) sistema.

Resenje sistema je uredena n —torka (¢4, ..., c,) € F™ elemenata iz polja F za koje vaZi
allcl + a12C2 + o+ alncn = bl

a21C1 + a22C2 + e+ aZnCn = bz

Am1C1 + ApaCy + -+ + A€ = by

tj. zamenom ovih elemenata u sistem dobija se m jednakosti u polju F. Skup resenja
linearnog sistema ozna¢imo sa S. VaZidaje S c F™.

Definicija 1.2. Sistem je saglasan, ako je skup reSenja neprazan. Sistem je nesaglasan, ako je
skup reSenja prazan. Saglasan sistem je odreden, ako je skup reSenja jednoclan. Saglasan
sistem je neodreden, ako skup reSenja ima viSe od jednog elementa. Ako su svi slobodni
¢lanovi sistema jednaki 0, onda je sistem homogen. Ako postoji bar jedan slobodan €lan koji
nije 0, onda je sistem nehomogen.

Svaki homogen sistem je saglasan, jer je u tom slu¢aju n —torka (0, ...,0) sigurno resenje
sistema. Ovo reSenje se naziva trivijalno.

Na osnovu prethodne definicije, zakljucujemo da je moguce sledeée:

(1) Sistem ima beskona¢no mnogo resenja tj. sistem je saglasan i neodreden.
(2) Sistem ima jedno jedinstveno reSenje tj. sistem je saglasan i odreden.



(3) Sistem nema resenje tj. sistem je nesaglasan.

MozZe se desiti da razliciti sistemi imaju isti skup reSenja. Za takve sisteme kazemo da su
ekvivalentni. Pojam ekvivalentnosti sistema je bitan, jer nam pomaze u odredivanju reSenja
sistema jednacina. Ako postupnim transformacijama jedan sistem svedemo na drugi tako da
u svakom koraku imamo ekvivalentne sisteme, onda odredivanjem reSenja poslednjeg
sistema ujedno odredujemo reSenje i polaznog sistema.

Definicija 1.3. Elementarna transformacija sistema A prvog tipa p;;j(i,j = 1, ..., m,i # j) je

zamena mesta i —te i j —te jednacine u sistemu.
pij: A — pij(A)

Elementarna transformacija sistema A drugog tipa q;;(A)(i,j =1,..,m,i # j,A€F) je
dodavanje j —toj jednacini u sistemu i —tu jednacinu pomnozZenu brojem A.

qij(A): A — q;j(1)(A)

Elementarna transformacija sistema A treceg tipar;(A)(i=1,..,mA€F\{0}) je
mnoZenje i —te jednadine u sistemu brojem A4 # 0.

ri(A): A — 1i(H)(A)

Ako je sistem A’ dobijen primenom konaénog niza elementarnih transformacija na sistem
A, onda kaiemo da je A’ dobijen ekvivalentnom transformacijom sistema A i to
obelezavamo sa A ~ A'.

Stav 1.1. Ako je A ~» A',ondajei A ~ A i vazi S(A) = S(A") tj. sistemi su ekvivalentni.
Dokaz se mozZe nadi u literaturi [5] na strani 61.
Teorema 1.2. (Gausova' metoda eliminacije):
(1) Svaki sistem oblika
A11X1 + A%y + -+ Xy = by

az1X1 + Ar2Xo + -+ aann = b2

Am1X1 + AmpXy + -+ A Xy = by

ekvivalentan je sistemu oblika

! ! —_ !
ayj, Xj, + o+ AipXy = by

'Karl Friedrich Gaus (1777-1855), nematki matematicar, fizi¢ar i astronom
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! ! —
Apj,Xj, T+ ApXn = by

! ! — !
ayj Xj, + -+ Xy = by
—_ !

0 =byyy

!
0= by,

koji se naziva stepenasti sistem. Pritome 1< j; <j, <. <j, <miaj, ayj,, -, ayj #

0 se nazivaju glavni koeficijenti. Nepoznate x; , Xj,, ... , Xj, su vezane promenljive, a ostale
promenljive su slobodne.
(2) Stepenasti sistem je saglasan tj. ima resSenje ako i samo ako ne sadrzi jednacine oblika
0 = by, gde je by, # 0.

(3) Neka je stepenasti sistem saglasan. Tada:

(3.1) Zar = n sistem je odreden tj. ima jedinstveno resSenje. U tom slu¢aju mora da
bude j; = i, n < misistem ima oblik

aj Xy + -+ ajx, = by

ApyXy + o+ App Xy = b)

ApnXn = by,.
ReSenje se dobija hodom unazad.

1

Xk = ——|bi — Z apxj| (k =nn—1,..,1).

Qere :
j>k

(3.2) Za r < n sistem je neodreden. Skup reSenja se dobija tako Sto slobodnim
promenljivima dajemo proizvoljne vrednosti iz polja IF, a vezane promenljive odredujemo
hodom unazad

1
4
e T by, — E apixi| (k =r,r—1,..,1).
*Ji T

Dokaz se mozZe nadi u literaturi [5] na strani 63.



Stav 1.3. Broj vezanih promenljivih r kao i same vezane promenljive x;,X;,, ... ,X;_ sa

1<j;<j, < <j,<n ne zavise od nacina svodenja tj. redosleda elementarnih
transformacija. Jednoznac¢no odredeni broj r naziva se rang sistema.

Dokaz se moze nadi u literaturi [5] na strani 66.

Definicija 1.4. Ako je r = n onda je to sistem sa potpunim rangom. A ako jer < nonda je u
pitanju sistem sa nepotpunim rangom.
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2 Matrice

Definicija 2.1. Ako sum,n € N dva prirodna broja, matrica nad poljem [F tipam xn je
tablica oblika

Ciji su ¢lanovi (elementi) a;; €F (i=1,..,mj=1,..,n).

Definicija 2.2. Matrica tipa 1 xn se naziva vrsta, matrica tipam x 1 naziva se kolona, a
matrica tipa n x n se naziva kvadratna matrica tipa n.

M(mxn,F) = {A = [aij]monaij € IF} je skup svih matrica tipam xnnad poljemIFu

oznaci A = [al-j] gde je i redni broj vrste i j redni broj kolone. Posebna oznaka za kvadratne
matrice tipan je M(n, F).

Definicija 2.3. Kvadratna matrica 4 = [aij] € M(n, F) je simetriCna matrica ako je a; = a;; za

sve (i,j =1,..,n).

Definicija 2.4. Kvadratna matrica A = [aij] € M(n, ) je dijagonalna matrica ako je a; = 0 za

i # j.Pritome se elementi a;(i = 1, ..., n) nazivaju dijagonalnim elementima.

Ako je polje IF = R, onda se matrice nazivaju realnim, a ako je F = C matrice se nazivaju
kompleksnim.

2.1 Osnovni pojmovi i operacije u matricnom racunu

Definicija 2.5. Ako su A,B € M(m x n,F) matrice A = [ai]-], B = [b,-]-] istog tipa m x n, zbir
te dve matrice A + B = C je matrica C = [c,-j] tipa m x n takva da je ¢;; = a;; + by; za sve
i=1,.m j=1,.,n

Stav 2.1. Skup M(m x n,F) svih matrica tipa m x n nad poljem F je komutativna grupa u
odnosu na operaciju sabiranja matrica.

Dokaz se moZe nadi u literaturi [5] na strani 69.

0 - 0

Neutral je matrica 0 = [ ] € M(mxn,TF) pri ¢emu je 0 € F neutral polja F. Ovu
0O - 0

matricu nazivamo nula-matrica tipa m x n. Za svaki tip postoji posebna nula-matrica.

Suprotan element matrice A = [aij] € M(mxn,F) je matrica —A = [—aij] € M(mxn,TF).
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Definicija 2.6. Ako je A = [a;;] € M(m x n, F) matrica tipamxniA € F element polja F
(skalar), proizvod matrice A i skalara 4 je matrica B = A4 = [b,-j] tipa m x n Ciji su elementi

bi]' = [Aal]] zasvei = 1, .., m, j = 1, e, M.

MnozZenje matrice skalarom je spoljna operacija, jer je to operacija izmedu elemenata dva
razli¢ita skupatj. F X M(mxn,F) »> M(mxn,TF).

Stav 2.2. Ako su A, B € M(mxn,F) matrice A = [a;j|, B = [b;;| i 4, u € F skalari, tada
vaze jednakosti:

(1) A(A + B) = 1A + AB;
(2) A+ WA =24+ u4;
(3) (AWA = A(ua);

(4) 14 = A.

Dokaz se moze nadi u literaturi [5] na strani 70.

Definicija 2.7. Ako suAd = [ai]-] EM(mxn,F)iB= [b]-p] € M(nx k,F), proizvod te dve

matrice AB = C je matrica C = [cip] tipa m x k takva da je

Cip = z ijbjp

j=1
zasvei=1,...,m, p=1,..,k.

MnoZenje matrica je parcijalna operacija na skupu svih matrica. Ne mogu se mnotiti bilo koje
dve matrice. Neophodan i dovoljan uslov da se matrice A i B mogu pomnoZiti, i to bas tim
redom, je da broj kolona matrice 4 bude jednak broju vrsta matrice B.

| kada postoje oba proizvoda AB i BA, $to je moguce ako i samo ako jeA € M(mxn,[F) i
B € M(nxm,F), rezultati su matrice razli¢itog tipa. Cak i kada su rezultati matrice istog
tipa, $to je moguce ako i samo ako su A, B € M(n, F), rezultati su razli¢ite matrice. Tako da

mnoZenje matrica nije komutativna operacija.

Stav 2.3. Neka je A = [a,-]-], B = [bjk], C = [ckp]. Uz uslov da svi zbirovi i proizvodi postoje,

vazi sledece:

(1) asocijativnost mnozenja matrica A(BC) = (AB)C;

(2) desna distributivnost A(B + C) = AB + AC;

(3) leva distributivnost (A + B)C = AC + BC;

(4) U svakom skupu M (n, F) postoji matrica E reda n koja se naziva jedini¢na matrica i
oblika je
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1 - 0]
o - 1

takva da za bilo koje dve matrice A,B € M(n,F), kada god su proizvodi definisani
vaziAE = Ai EB = B.

Dokaz se moze nadi u literaturi [5] na strani 73.

Kao i za nula-matricu, tako i za jedinicnu matricu vazi da za svaki tip postoji posebna
jedini¢na matrica.

Ako posmatramo skup svih kvadratnih matrica redan, onda mnoZenje matrica postaje
binarna operacija, jer se svake dve matrice tog reda mogu mnoziti.

Posledica 2.4. Skup svih kvadratnih matrica M(n, F) sa operacijama sabiranja i mnozenja
matrica je nekomutativan prsten sa jedinicom E.

Ovaj prsten ima delitelje nule, Sto znaci da proizvod dve nenula-matrice moze biti nula-
matrica.

Primer:

1 0 0]f0 0 O 0 0 O
1 0 Ofj1r 1 1|{=1]0 0 O

1 0 ofto 0 O 0 0 O

Definicija 2.8. Kvadratna matrica A € M(n, F) je regularna (nesingularna, inverzibilna) ako
postoji matrica B € M(n,F) takva da je AB=E i BA=E. U protivnom, matrica 4 je
singularna (neregularna, neinverzibilna).

Ako postoji matrica B iz definicije 2.8. onda je ona jedinstveno odredena.

Definicija 2.9. Jedinstvena matrica B za koju vazi AB = E i BA = E se obelefava saA71i
naziva se inverzna matrica matrice A. Skup M(n, [F)* svih inverzibilnih tj. regularnih matrica
¢ini grupu u odnosu na operaciju mnozenja matrica. Ta grupa se obelezava sa GL(n,F) i
naziva se opsta linearna grupa nad poljem F.

MnoZenje matrica nam omogudéava da skraéeno zapisujemo linearne sisteme jednacina.
Posmatrajmo sistem linearnih jednacina

a11X1 + A12Xy + -4 A1pnXn = C1

ar1X1 + AyrXo + -4 AoynXy = Cp

13



Am1X1 + ApaXy + -+ QnXn = Cp-

Uvedimo oznake:

(11 0 Q1n

A=+ ™ ¢ | je matrica sistema,
[Am1 " Amn
Xy

x = | } | je kolona nepoznatih,
_xn_
¢

c =| : |je kolona slobodnih &lanova.
Cm.

Tada se linearni sistem moze predstaviti u matricnom obliku Ax = c.
Neka su resenja prethodnog linearnog sistema slobodni ¢lanovi drugog linearnog sistema
b11y1 + b12y; + -+ by Vi = %1

bz1y1 + ba2y2 + - + by = X3

bn1y1 + bp2yz + - + bui Vi = Xp.

Odnosno By = x. Zamenom promenljivih x preko promenljivih y, dobijamo
a11(b11Y1 + b1ays + -+ b1 yi) + o+ A1n(bnays + bn2y2 + -+ b)) = 1

a1 (b11Y1 + b12Yy + -+ by yi) + -+ + Apn(bp1y1 + byu2y2 + - + b yi) = ¢
Am1(b11Y1 + b12ys + -+ bigyi) + -+ + A (bp1y1 + bpayas + -+ + b yi) = C.
Posle sredivanja, sistem izgleda ovako
(ay1b11 + -+ a1nbp)ys + -+ (@11b1 + - + A1bp) Vi = €1
(az1b11 + -+ aznbp)ys + -+ (az1b1x + - + Apnbi)yi = 2
(amlbll + ot amnbnl)yl + et (amlblk + et amnbnk)yk = Cm-

Matrica
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aq1b11 + -+ ainbpy  aq1biz + 0+ agnbyy “r Aybyg + o+ agpbyy

Az1b11 + -+ Aapbpy  Azibiz + o+ Agpbpy  Agibyg + o+ Agpbng
amlbll + -t amnbnl am1b12 + -t amnan amlblk + et amnbnk
[all aln] b11 blk
Am1 " Qmnllbpy o+ by

u skraéenom zapisu Ax = ¢ i By = x, odnosno Ax = A(By) = (AB)y = c. Ovde vidimo da
se mnozZenje matrica, operacija koja na prvi pogled deluje vestacki, zapravo dobija na osnovu
rada sa sistemimam linearnih jednacina i da otuda ima veliku i neposrednu primenu.

apr - QA
Definicija 2.10. Neka je A = ] € M(mxn,F) matrica tipa mxn. Njoj
An1 > QAgn
apr - aGm

transponovana matrica je AT =

] € M(nxm,F) ¢ije su vrste kolone
Ain " Amn
matrice A, a kolone su vrste matrice A.

Stav 2.5. (Osobine transponovanja):

a;p ot Qap byy -+ bip
Ako sud = : |,B=]| : i | € M(mxn,F) matrice i A € FF skalar,
Am1  ° Amn bmi - bpn
tada vaii:
(1) (AN" = 4;

(2) AAT je kvadratna matrica;
(3) (A+B)T = AT + BT,

(4) (AA)T = 2AT;

(5) (AB)T = BTAT,

Dokaz:
vee T vee
aiq am1 ai QAin
in  *° Qmn Am1  ° Amn

20 AeM(mxnF)iAT e M(nxm,F) = A AT € M(m xm,F) odnosno ovaj proizvod
je zaista kvadratna matrica.

I
oS
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Ay v Ggp by - by \"
(3) (A+B)T=<[ : N : D =
Am1  *° Amn bm1 e bmn
<a11+b11 Gyt b1y )T a1 +byy o A1+ b
am1+bm1 amn+bmn a1n+b1n amn+bmn
a1 v Ay byy -+ by
[ : 3 : + . =AT+BT
Qin  Qn bin = bmn
gy A\’ Aay; o Aag N\ [Aay o AGm
IR e B
Am1 " Qmn A1 0 A Aay, 0 AQmn
a1z -t Ama
Al = 24T
Ain * Amn

(5) Prvo proverimo dimenzije.

AeEM(mxn,F)iBeEMnxp,F) = AB € M(mxp,F) = (AB)T € M(p xm, F)
BTeM(pxnF)iAT e M(nxm,F) = BTAT € M(p xm,F)

Formati ove dve matrice su zaista isti.

AB=[cj] i=1,...m j=1,..p

n

Cij = Z A by

k=1

AB)T =[ci] j=1,..,p i=1..m

n
Cji = Z bjrar; (1)
k=1

BTAT =[d;] j=1,...p i=1..m

n
dj; = Z bjxar; (2)
=1

Uporedivanjem jednakosti (1) i (2) zakljuéujemo da je (AB)T = BTA".m

air o Qun

: ] € M(n, F). Trag kvadratne matrice 4, u oznaci
An1  ** Qpn
trA je suma elemenata na dijagonali matrice tj.

Definicija 2.11. Neka je A =
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n
trd = z a;i-
i=1

Air 0 Qun

: ]E M(n,F) simetriéna kvadratna matrica.
an1 = OQnn
Matrica 4 je idempotentna ako je 4% = A.

Definicija 2.12. Neka je A =

Definicija 2.13. Matrica dobijena od matrice A = [a,-]-] € M(mxn,F) istovremenim
izbacivanjem nekoliko vrsta i kolona naziva se podmatrica matrice A. Ako je izbaceno k vrsta
(0<k<m) il kolona (0 <l<n) dobijena je podmatrica tipa (m—k)x (n—1).
Podmatrica dobijena izbacivanjem i —te vrste i j —te kolone matrice A obeleZava se sa A;) i

onajetipa(m—1)x(n—1).

Definicija 2.14. Ako su date matrice 4;; dimenzijam; x n; (i=1,..,p,j=1,..,q9) onda
od njih mozemo sastaviti blok-matricu A dimenzijamxn, gde jem=my + -+ m, i
n =ny + -+ ng i svaka matrica 4;; je na mestu ij. Matrica A je oblika

Matrica A se moZe shvatiti i kao matrica Ciji su elementi podmatrice 4;; — njenih blokovi.
Ukoliko su matrice A;; kvadratne, onda je i matrica A kvadratna. Pri tome, ako su sve
vandijagonalne matrice A;; = 0 (i # j), matrica A je blok-dijagonalna tj.
Ay, - 0O
A= : . :

0 - Ap
Ako su sve A;; dijagonalne matrice sa elementima A; na dijagonali, onda je i matrica A
dijagonalna matrica oblika

i 0 . A,

Ako su pri tome svi A; medusobno jednaki, onda je to skalarna matrica.
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A .0 ' 1 0

L 0o .. A L 0o .. 1
T . [P Q., [E F .
Definicija 2.15. Neka su date blok-matrice A = [R S] iB= [G H] tako da su matrice
P,Q,R,S,E,F, G, H odgovaraju¢ih dimenzija kako bi sledeée opercije bile definisane. Tada

vaii:
P+E Q+F71,

(1) Sabiranje blok-matricaA + B = [R ¢ S+Hl

T T
(2) Transponovanje blok-matrice AT = [ZT ?T];

PE+ QG PF+QH

(3) MnoZenje matrica AB = [RE +SG RF+SHI

2.2 Pozitivno definitne matrice, ortogonalne matrice, sopstvene vrednosti
i sopstveni vrektori

Pored toga Sto su nam ovi pojmovi bitni za pojedine dokaze koji slede, oni imaju veliku
primenu i u drugim oblastima statistike.

Za ispitivanje stacionarnosti vektorske vremenske serije koristimo karakteristicne vrednosti
matrice parametara.

Kod analize glavnih komponenata, medu posmatranim slucajnim veli¢inama izdvajaju se one
koje su bitnije tj. koje nose viSe informacija nego ostale. Te slucajne veli¢ine nazivamo
glavnim komponentama i njihove disperzije su sopstvene vrednosti matrice kovarijacije tih
slu¢anih veli¢ina.

Definicija 2.16. Simetricha matrica B=[b,-]-]EM(n,IR§) je nenegativno definitna

B1

(definisana) ako za bilo koji nenula-vektor g = [ :

Br

€ R™ vaZi sledeca nejednakost

BTBE = ) Bifibiy 2 0.

ij=1
lzraz
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ﬁTBﬁ = 2 IBiﬁjbij

ij=1
se naziva kvadratna forma matrice B.

Lema 2.6. Neka je D = [d;;| € M(n,R) dijagonalna matrica. Matrica D je nenegativno
definitna ako i samo ako je su dijagonalni elementi d;, ..., d,,, nenegativni.

Dokaz: Podimo od toga da je dijagonalna matrica D nenegativno definitna. Po definici to

B1

znaci da za bilo koji nenula-vektor g = [ :

Bn

€ R" vaZidaje

BB = ) fifydiy 2 0.

ij=1

Zn: BiBid;; = Zn: piBid;; + zn:ﬁiﬁidii =0 +Zn:ﬁi2dii =0

i,j=1 i,j=1 i=1
i%j

Kao je je ,BiZ > 0, zaklju€ujemodajeid;; = 0zasvakoi =1,..,n.m

Lema 2.7. Za bilo koju matricu A € M(m x n,R), vazi da je ATA nenegativno definitna
matrica.

Dokaz: Ae M(m xn,R) =2 AT e M(n X m,R) = ATA € M(n x n,R) tako da je matrica
kvadratna. Direktnom proverom moze se zakljuciti i da je simetricna. Treba joS dokazati da je
kvadratna forma nenegativna.

Z

Zn

Za bilo koji nenula-vektor z = € R" vazi sledece

zT(ATA)z = (zTAT)(Az) = (42)T (A=2).

Uvedimo oznaku Az =x. Kako je AeM(mXxn,R) i zeMnx1,R), sledi da je
x € M(m X 1,R).

X1
zZT(ATA)z=xTx =[%1 = Xm] [ 5 ] =x2 4+ xp2>0m
xm
Ova lema ce se koristiti u dokazu Gaus-Markove teoreme.

Definicija 2.17. Matrica A € M(n, IF) je ortogonalna matrica nad poljem [F ako vazi jedno od
ekvivalentnih svojstava:

AAT = E;
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ATA = E;

Definicija 2.18. Skalar A1 € F je sopstvena vrednost matrice A € M(n,F) ako je postoji
nenula vektor v € [F"* tako da je Av = Av. Svaki nenula vektor za koji ovo vaZi se naziva
sopstveni vektor matrice A koji odgovara sopstvenoj vrednosti A.

Stav 2.8. Simetricna matrica je nenegativno definitna ako i samo ako su joj sve sopstvene
vrednosti nenegativni brojevi.

Dokaz se moze nadi u literaturi [3] na strani 549.

Stav 2.9. Neka je B € M(n, F) simetricna matrica i neka sudy, ..., d, sopstvene vrednosti
matrice B. Tada postoji ortogonalna matrica Q € M(n, F) tako da je QTBQ = D, gde je D
dijagonalna matrica sa elementima d;, ..., d,,na dijagonali.

Dokaz se moze nadi u literaturi [3] na strani 541.
Sledeca iskaz je direktna posledica stavova 2.7.i 2.8.

Posledica 2.10. Za svaku nenegativno definitnu matricu B € M(n, FF) postoji ortogonalna
matrica Q € M(n,F), takva da vaii QTBQ = D, gde je D dijagonalna matrica sa
nenegativnim elementima na dijagonali.

2.3 Elementarne transformacije matrica

Definicija 2.19. Neka je A € M(m x n,F) matrica. Elementarna transformacija vrsta prvog
tipa py; (i,j=1,..,m,i # j) jeste zamena mesta i —te i j — te vrste matrice A.

pij: A = pij(4)

Elementarna transformacija vrsta drugog tipa q;;(4) (i,j=1,..,m,i #j,A€F) jeste
dodavanje j — toj vrsti matrice A i —tu vrstu matrice A pomnoZenu brojem A.

q;j(1): A - q;;(1)(A)

Elementarna transformacija vrsta treceg tipa r;(4) (i = 1, ..., m, A € F\{0}) jeste mnoZenje
i —te vrste matrice A brojem 4 # 0.

r(D):A - 1y (D)(A)

Ako je matrica B € M(mxn,[F) dobijena primenom konatno mnogo elementarnih
transformacija vrsta matrice A, onda kaZzemo da je matrica B dobijena ekvivalentnim
transformacijama vrsta matrice A i piSemo A~,B.
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Stav 2.11. Relacija ~,, je relacija ekvivalencije na skupu matrica M(m x n, FF).
Dokaz se moze nadi u literaturi [5] na strani 76.

Definicija 2.20.

1 0
"0 1]
P;j = | it . 1+ ileM(n,T)je elementarna matrica prvog tipa, jer su zamenjene
I 1 ... 0 J

1

i —taij — ta vrsta matrice E.

1
I 1 .. 0

NEE

vrsti matrice Edodata i —ta vrsta matrice E pomnoZena brojem A # 0.

01
I
I

€ M(n,F) je elementarna matrica drugog tipa, jer jej — toj

i
R = A
IO Ot 1I

matrice E pomnoZena brojem A.

01
I
I

€ M(n, F) je elementarna matrica treceg tipa, jer je i —ta vrsta

Stav 2.12. Elementarne transformacije vrsta matrice A dobijaju se mnoZenjem matrice A
elementarnim matricama s leve strane t;j.

pij(A) = Pij4; q;;(D)(A) = Q;;(D4; (D (A4) = R;(DA.
Dokaz: Neposrednim izraCunavanjem.

Posledica 2.13. A~,,B ako i samo ako je B = PA gde je P € M(n, [F) proizvod elementarnih
matrica.

Stav 2.14. Sve elementarne matrice su regularne:

1

Pt = Py; QD)™ = Q;(=1); Rt =R (z)
Dokaz se mozZe nadi u literaturi [5] na strani 78.

Sve pojmove koje smo uveli za vrste mogu se potpuno analogno uvesti i za kolone, pa tako
postoje elementarne transformacije kolona matrice p%,q%(1),r(1) i ekvivalentna
transformacija kolona matrice ~.

pY: A - pY(4)
q7(D):A - g7 (D) (A)
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ri(A): A > i) (A)

Ako je matrica B € M(mxn,F) dobijena primenom konaéno mnogo elementarnih
transformacija kolona matrice A, onda kaZzemo da je matrica B dobijena ekvivalentnim
transformacijama kolona matrice A i piSemo A~;B.

Stav 2.15. Relacija ~ je relacija ekvivalencije na skupu matrica M(m x n, IF).
Dokaz: Sli¢no kao dokaz stava 2.8.

Stav 2.16. Elementarne transformacije kolona matrice A dobijaju se mnoZenjem matrice A
elementarnim matricama s desne strane tj.

pY(A) = APy; q7 (M) (4) = AQ;(1); r'(D(A) = AR;(D).
Dokaz: Neposrednim izraunavanjem.

Posledica 2.17. A~ B ako i samo ako je B = AQ gde je Q € M(n, F) proizvod elementarnih
matrica.

Definicija 2.21. Matrice A,B € M(m x n, F) su elementarno ekvivalentne ako se matrica B
dobija od matrice A kona¢nim nizom elementarnih transformacija vrsta i/ili kolona. Tada
piSemo A~B.

Stav 2.18. Relacija ~ je relacija ekvivalencije na skupu M(m x n, F).
Dokaz: Slicno kao dokaz stava 2.8.

Posledica 2.19. A~B ako i samo ako je B = PAQ, gde su P i Q proizvodi elementarnih
matrica.

2.4 VektorsKi prostori

Definicija 2.22. Vektorski prostor nad poljem [F (IF —vektorski prostor) predstavlja skup V sa
jednom binarnom operacijom V X V — V (sabiranje u aditivnoj oznaci (u,v) » u+ v) i
jednom spoljnom operaciojm F XV — V (mnozZenje elementom polja [F, u oznaci
(A, u) » Au), pri cemu su zadovoljene sledece osobine:

(B1) (V, +) je komutativna grupa;
(B2) zasveu,v € Visve A, u € F vaii:
(B2.1) A(u + v) = Au + Av;

(B2.2)(A + wu = Au + pu;
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(B2.3) A(uu) = (Au;
(B2.4)1lu = u 1 je jedinicaIF.
Elementi iz V se nazivaju vektori, a elementi iz polja F skalari. Nula element o0 € V naziva se

nula-vektor. Ako je IF = IR, onda govorimo o realnom vektorskom prostoru, aakojeF = C, o
kompleksnom prostoru.

Primer: Na osnovu stava 2.1. i stava 2.2. skup matrica M(m x n, [F) odredenog tipa nad
poljem [F je F —vektorski prostor u odnosu na operacije sabiranje matrica i mnoZenje
matrica skalarom.

Primer: Specijalni sluéaj prostora matrica je prostor F* = M(1 xn,F) matrica sa jednom
vrstom i n kolona tj. prostor uredenih n —torki elemenata polja F. To je [F —vektorski prostor
sa operacijama koje se eksplicitno zapisuju na sledeci nacin, ako su x = (xq, ..., X,,)
v=,.,m)izF"i1€F, tadaje
x+y=01+ Y, e, X0+ V0);
Ax = (Axq, ..., AXy).

Ovo je standardni ili aritmeticki prostor nad poljem [F. Oznaku F™ koristimo i za prostor
kolona M(n x 1, IF).

Definicija 2.23. Neka je V vektorski prostor nad poljem FF, gde F oznacava polje R ili polje C.
Funkcija ||*||: V — [0, ) koja ima osobine

(1) lull=0=u=0;
(2) |4 ull = |A]]]ull za svaki skalar A € IF i svaki vektor u € V;
(3) llu + vl < lull + [lvI| za svaka dva vektora u, v € V;

naziva se normom na prostoru V, a prostor VV zajedno sa datom normom naziva se normiran
vektorski prostor ili kraée normiran prostor.

2.5 Rang matrice

Stav 2.20. Svaka matrica A € M(mxn,F) je ekvivalentna blok-matrici oblika E, =

£ o 1 - 0
0 o i~ | €M(rF). Drugim redima, uvek

0o - 1
postoje matrice P i Q tako da je E,, = PAQ.

] EM(mxn,F) pri ¢emu je E =

Dokaz: MnoZenje matrice A matricama P 1 Q sa leve i desne strane je zapravo primena
elementarnih transformacija na vrste i kolone matrice A. Pa tako primenom elementarnih
transformacija na vrste matrice A, matricu moZemo svesti na stepenasti oblik, pri ¢emu
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mozemo smatrati da su svi glavni elementi tj. oni koji nam sluze za eliminaciju jednaki 1.
Zatim primenimo elementarne transformacije na kolone matrice A koristeéi vec izabrane
glavne elemente dobijemo da su svi elementi sem glavnih jednaki 0, a glavni elementi
jednaki 1. Na kraju permutacijom vrsta ili kolona moZzemo dovesti sve glavne elemente tj. sve
jedinice na pozicije 11,22,... rr, ¢ime smo dobili trazeni oblik E,..m

Definicija 2.24. Broj r je jedinstveno odreden i naziva se rang matrice A. ObeleZzavamo ga i
sar = rangA.

Stav 2.21. Neka su matrice A,B € M(m xn,F). Tada je A~B ako i samo ako je rangA =
rangB.

Dokaz: Neka je A~B irangA = r. Iz Cinjenice da jerangA =r, vaii da je E,~A.E,~Ai
A~B, a relacija ~ je tranzitivna, pa je i E,~B. Sto znatida jeirangB = .

Neka je rangA = rangB = r. Iz Cinjenice da je rangA = r, vaii da je E,.~A. 1z Cinjenice da
jerangB = r, vaii da je E,~B. Zbog simetri¢nosti i tranzitivnosti relacije ~, vazi da je
A~B.m

Skup klasa M(mxn,[F)/. je konacan, ima k + 1 klasu ekvivalencije, po jednu za svako
r=20,1,..k gde je k = min{m,n}. Sve matrice iste klase imaju isti rang i u svakoj klasi
ekvivalencije postoji jedinstvena matrica oblika E,- koje se moZe uzeti za predstavnika klase.

Rang matrice se moZe izraCunati svodenjem matrice na oblik E,. primenom elementarnih
transformacija. Pri tome se ne mora iéi do kraja, ve¢ se mozemo zaustaviti na obliku

0 b
A~ 22
o 0 .
0 0 0 by . b

Ako su svi b;; # 0, onda je rangA =r.
Teorema 2.22. Za svaku kvadratnu matricu A € M(n, IF) sledeéa tvrdenja su ekvivalentna:

(1) A je proizvod elementarnih matrica;

(2) A je regularna matrica;

(3) Homogeni linerani sistem Ax = 0 ima samo trivijalno resenje;

(4) Linearni sistem Ax = b sa proizvoljnim slobodnim ¢lanom je odreden;
(5) A~E;

(6) A~,E;

(7) A~E.

Dokaz se moze nadi u literaturi [5] na strani 80.

Posledica 2.23. Kvadratna matrica A € M(n, F) ima rang n ako i samo ako je regularna.
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Posledica 2.24. MnoZenje matrice regularnom matricom, bilo sleva ili zdesna, prevodi
polaznu matricu u njoj ekvivalentu, te ne menja njen rang.

Rang matrice se moze definisati i na drugi nacin.

Definicija 2.25. Neka je V F —vektorski prostor i neka su aq,@,,..,ay €V. Rangr =
rang{a,, a,, ..., a;} ovog konaénog skupa vektora je maksimalan broj linerano nezavisnih
vektora tog skupa. Ocigledno je 0 < r < k.

Definicija 2.26. Ako je A = [a;;] € M(m xn, F) matrica i
al = (aill aiZF "-;ain) [ = 1, e, M

su njene vrste posmatrane kao vektori u F" i

, T .
al = (alj, azj, ...,amj) j=1,..,n

su njene kolone posmatrane kao vektori u F™. Tada je rang,(A) = rang{ay,a,, ..., @y}
rang vrsta matrice A i rang, (A) = rang{al,a?, ..., a"} je rang kolona matrice A.

Stav 2.25. Za svaku matricu A € M(m x n, F) je rang vrsta jednak rangu kolona.
Dokaz se moze nadi u literaturi [5] na strani 137.

Definicija 2.27. Jedinstven ceo broj odreden ovom definicijom naziva se rang matrice i
obeleZava se sarangA.

Posledica 2.26. Ako je A € M(m xn, F), tada je 0 < rangA < min{m,n}.

Na prvi pogled nije jasno da su termini definisani u definicijama 2.24. i 2.27. isti brojevi.
Slededi stav govori upravo o tome.

Stav 2.27. Elementarne transformacije vrsta ne menjaju linearne veze izmedu kolona, a
elementarne transformacije kolona ne menjaju linearne veze izmedu vrsta.

Dokaz se moze nadi u literaturi [5] na strani 138.

Posledica 2.28. Elementarne transformacije vrsta (kolona) ne menjaju rang kolona (vrsta)
matrice, odnosno ne menjaju rang matrice. Elementarnim transformacijama vrsta (kolona)
mozemo dobiti

A~, [O g] ,rangg(A) =r;

A~ []g 8] ,rang,(A) =r.
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Teorema 2.29. (o baznom minoru): Rang matrice 4 jednak je maksimumu dimenzija njenih
kvadratnih inverzibilnih podmatrica. Odnosno, rangA =r ako i samo ako postoji
inverzibilna podmatrica ranga r tj. formata r X r i nema inverzibilnih matrica veceg formata.

Dokaz se moze nadi u literaturi [5] na strani 139.

Ovo znaci da se rang matrice moze odrediti tako Sto nademo regularnu podmatricu najveéeg
ranga tj. minor koji je razli¢it od nule.

Teorema 2.30. (Kronekerz-KapeIijeva3 teorema): Linearni sistem
Ax =b

saAeEM(mxn,F), xe M(nx1,F) i b€ M(mx1,F) je saglasan ako i samo ako je
rangA = rang (A, b), gde je (4, b) prosirena matrica sistema.

Dokaz se moze nadi u literaturi [5] na strani 140.

2.6 Linearna preslikavanja

Definicija 2.28. Neka su Vi W F —vektorski prostori. Preslikavanje f:V — W je linearno
preslikavanje [F —vektorskih prostora (linearni operator, linearna transformacija) ako je

(1) fu+v) = f(u) + f(v) zasvaka dva vektora u, v € V (aditivnost);
(2) f(Au) = Af (u) za svaki vektor u € V i svaki scalar 1 € F (homogenost).

Ova dva svojstva iz definicije mogu se zameniti jednim svojstvom koje se naziva linearnost.
Odnosno, preslikavanje f:V — W je F —linearno ako i samo ako za svaka dva vektora
u,v € Vizasvaka dva skalara A, u € IF vazi

f(Au + pv) = Af (W) + uf (v).
Ako je W = F onda je u pitanju linearni funkcional f*:V — F.

Primer: Neka sulV = M(1 Xn,F)iW = M(1 X m,F) matrice koje nad poljem F koje imaju
samo 1 vrstu in, odnosno m kolona. Ovi skupovi su ujedno i vektorski prostori na osnovu
primera iz poglavlja 2.4. Data je i matrica A = [aij] € M(m xn,[F). Za svaki vektor
x = (xq, ..., x,) €V definiSemo vektor f(x) =y = (¥4, ..., ¥m) € W na sledeci nacin

Y1 = Q11X1 T+ AipXy

’Leopold Kronecker (1823-1891), nemacki matematicar
*Alfredo Capelli (1855-1910), italijanski matematicar
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Ym = QpiX1 + 0+ QppXp-

Tako dobijamo preslikavanje f:V — W odredeno matricom A, koje éemo obeleZavati sa f;.
Proverimo da je ovo preslikavanje linearno tj. da za svaka dva vektora x,x’ € V i svaka dva
skalara A, A" € F vaZi sledede

fAx+2x") =2f () + A f(x") =1y + Ay
gdeje f(x) =y = (¥'p s ¥',)-

Fx+Ax") = fF(AGey, v x0) + A (X1, o, '0)) = F(Axg, e, Ax) + XX, 0, X))
=f(Axy + X', o Ay + X)) = (24, 0 2) = 2

Pri ¢emu je za svako (i = 1, ..., m) vaii

zi = ay(Ax; + 1'% ) + -+ a;p(Ax, + A'x")
= Aaj1x1 + -+ Aipxy) + A'(apx'y + o+ apmx’y) = Ay + /1’3”1--

Tako da je zaista f(Ax + A'x") = Ay + 1'y'.

Ako umesto vrsta posmatramo kolone tj. ako jeV =Mn X 1,F)iW = M(m X 1,F), tada
se formule

Y1 = Q11X1 T+ AipXp

Ym = Qpu1X1 + -+ AppXy

[(111 a1n”x1]
Am1 Amnl Xy

y = Ax.

mogu napisati u obliku

Y1

Ym

Odnosno,

Svaka matrica A € M(m X n, F) definiSe jedno linearno preslikavanje vektorskih prostora
faaM(nx 1,F) > M(m x 1,F) formulom

fA = Ax.
PokaZimo i obrnuti smer.
Svako linearno preslikavanje L: M(n X 1,F) - M(m X 1, F) moZe se zapisati u obliku

L(x) = Ax
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sa jedinstveno odredenom matricom A € M(m X n,[F). Kolone trazene matrice A moraju
biti slike standardnih baznih vektora tj.

0
A1 v Qun [] Aqi
wam1 2 2
Am1  *° Amnl| Ami

Lo

Bilo koji vektor x € M(n X 1, F) moZe se zapisati kao linearna kombinacija vektora iz baze tj.
X =x.€1 + -+ xpep,
Kada na njega primenimo linearno preslikavanje, dobijamo

aiq
+ ot xy,

Ain ]
Amn

L(x) = L(x1e1 + -+ xpe,) = x1L(e7) + -+ x,L(ey) = x4 [
aml

[A11X1 A1nXn a;1Xy + -t Xy
= : 4.+ : = : ]
| Am1X1 AmnXn Am1X1 + 0+ App Xy
[A11 0 Qin ] [*1
= : : ] [ | = Ax.
[Am1 " Amnd [ Xn

Definicija 2.29. Linearno preslikavanje f:V — W je ograni¢eno ako postoji broj M > 0 tako
da za svako u € V vazi

Ifull < Milul|.

Infimum brojeva M za koje vaZi prethodna nejednakost naziva se normom linearnog
preslikavanja f i oznacava se sa ||f]|.

Skup svih ogranic¢enih linearnih preslikavanja f:V — W obrazuje vektorski prostor koji
obelezavamo sa B(V,W).

Stav 2.31. Ako je f linearno preslikavanje, tada vazi

Il = m = sup ||full = sup [|full.

u:tO || [lull<1 [lull=1

fxll

=l < M, to je onda ||f]|

Dokaz: Kako je ||f|| infimum brojeva M za koje vaZi nejednakost —
supremum brojeva na levoj strani nejednakosti, odnosno

IIf I

w0l

Il =

Zbog homogenosti je II“fu“II = ””u”” = ”f”u”” paje [|Ifll = supyo ”f”u””
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Kako ”uT” ima normu 1 za sve vrednosti u # 0, vazi da je ||f|| = supj=1lfull.

Il = Sup Ifull < Sllllplllfull

lull=1 llull<

Ova nejednakost vaZi jer je supremum po manjem skupu manji ili jednak supremumu po
vecem skupu. Sa druge strane, iz definicije ograni¢enosti linearnog preslikavanja vazi

Ifull < 11Tl

A odatle i sup <1 llfull < ||Ifl. Na kraju, moZemo zakljuciti da je
IfIl = sup [[full = sup ||ful.=
llull=1 llull<1

Definicija 2.30. Funkcija f: X — Y izmedu metrickih prostora (X, d) i (Y, p) je neprekidna u
tacki a € X ako za svako € > 0 postoji 6§ > 0 tako tako da je p(f(x), f(a)) < € uvek kada je
d(x,a) < 8. Funkcija je neprekidna na skupu X ako je neprekidna u svakoj tacki tog skupa.

Definicija 2.31. Funkcija f: X — Y izmedu metrickih prostora (X,d) i (Y, p) je ravnhomerno
(uniformno) neprekidna ako za svako € > 0 postoji § > 0 tako tako da je p(f(x), f(¥)) < €
uvek kada je d(x,y) < 4.

Definicija 2.32. Funkcija f: X — Y izmedu metrickih prostora (X,d) i (Y,p) je Lipsic*

neprekidna ako postoji konstanta L takva da je p(f(x), f(¥)) < Ld(x,y) zasve x,y € X.

Svaka LipSic neprekidna funkcija je i ravnomerno neprekidna, a svaka ravnomerno
neprekidna funkcija je i neprekidna.

Stav 2.32. Linearno preslikavanje f: ¥V — W je neprekidno ako i samo ako je ograniceno.

Dokaz: Neka je f ograniceno preslikavanje. Treba dokazati da je neprekidno.

Ifun = full = [If (w, — Wl < lIfllllu, — ull

Vidimo da je f Lipsic neprekidno preslikavanje, sa konstantom ||f]|. To znaci da je i
neprekidno.

Neka je f neprekidno preslikavanje. Treba dokazati da je ogranieno. Pretpostavimo
suprotno, tj. pretpostavimo da nije ogranic¢eno preslikavanje. To na osnovu stava 2.21. znaci
da je supjy=1llfull = +o. Odatle sledi da postoji niz (u,)y-1 takav da je |[u,|| = 1i
||fu,ll = ¢, » +o0. Uolimo drugi niz, v, = ?za koji onda vazi ||lv,|| = cl S 0illfv,ll =

z—" = 1tj. f nije neprekidno preslikavanje u tacki u = 0, pa samim tim ni u jednoj tacki skupa

V, a to je kontradikcija.m

*Rudolph Otto Sigismund Lipschity (1832-1903)
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Definicija 2.33. Za neprekidno linearno preslikavanje f:V — W normiranih vektorskih
prostora Vi W kaZze se da je odozdo ograniceno ako postoji konstanta ¢ > 0 tako da je
|full = c||ul| za svakou € V.

Stav 2.33. Linearno preslikavanje f koje preslikava normiran vektorski prostor ¥ na normiran
vektorski prostor W ima inverz koji je linearan i ograni¢en ako i samo ako je ogranicen
odozgo.

Dokaz: Pretpostavimo da je linearno preslikavanje f ograni¢eno odozdo. Treba pokazati da
postoji inverzno preslikavanje f~1 koje je linearno i ograni¢eno. Kako je preslikavanje f "na",
onda ce inverz postojti ako je fi"1-1".

fu=fv
fu—fv=0

Ifu—fvll=0

If(u—v)ll=0

Zbog ograniéenosti preslikavanja f, vazi || f(u — v)|| = c|lu — v||.

Tako dajec|lu —v| < ||[f(u —v)|| = 0, odnosno ||[u — v|| = 0. Odatle sledi da jeu = v, a
samim tim i da je preslikavanje f "1-1".

Neka je w € W.Tada je ||f (f " w)|| = c||ftu|| jer je preslikavanje f ograni¢eno odozdo.

lF G| = eflf~ ]

llull = el f~ u||
1 -1
Il > [t

. . . -~ - 1
Odnosno preslikavanje f~1 je ograni€eno i ||f 1|| sz

Pretpostavimo da preslikavanje f ima ogranicen inverz. Treba dokazati da je preslikavanje f
ograni¢eno odozdo.

lull = ||f~2fu|| < ||£72|Ifull jer je f~* ograni¢eno preslikavanje. Odavde sledi da je

1 1
ull > o L
Ifull = 7=y =

||full = c|lul| tj. preslikavanje f je odozdo ograniceno. m

||u||. Ako izaberemo da je = ¢, onda prethodna nejednakost postaje

Definicija 2.34. Preslikavanje f:U XV — W je bilinearno ako je linearno po obe
promenljive tj. ako za svako u, v € U, svakow,y € V isvako 4, u € F vazi

(1) f(Au + pv,w) = Af(u,w) + uf(v,w);
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(2) f(u,Aw + py) = Af(u,w) + uf(u,y).

Definicija 2.35. Bilinearno preslikavanje f:U XV — W je ograni¢eno ako postoji broj
M > 0 tako da za svako u € U isvako v € V vaii

If (w v)|| < Mlull[lv|l.

Infimum brojeva M za koje vazi prethodna nejednakost naziva se normom bilinearnog
preslikavanja f i oznacava se sa ||f]|.

Skup svih ogranic¢enih bilinearnih preslikavanja f: U X V — W obrazuje vektorski prostor
koji obelezavamo sa B(U x V,W).

Definicija 2.36. Dva normirana prostora V i W su izomorfna ako postoji neprekidno linearno

n n HH

preslikavanje f:¥V - W koje je "1-1" i "na" i ¢&iji je inverz f~1:W — V neprekidno
preslikavanje.

Ako pri tome jos vazi i da je ||ful| = ||u|| za svako u € V onda je preslikavanje f izometricki
izomorfizam, a prostori V i W su izometricki izomorfni.

Definicija 2.37. Kvadratni funkcional bilinearnog preslikavanja f: V? — W je jako pozitivan
ako postoji ¢ > 0 tako da je

fwu) = cllull?

zasvakou eV.
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3 Determinante

Definicija 3.1. Ako je 4 = Ccl Z] € M(2,F) kvadratna matrica reda 2, njena determinanta

b

(reda 2) je broj detA = |Ccl d

| =ad — bc € F.

a;; aq; Aaiz

a1 Qp; azsz| e M(3,F)kvadratna matrica reda 3, njena
az; az; Aass

Definicija 3.2. Ako je A =

determinanta (reda 3) je broj

a1 412 Qg3
a; Az dzs
az; dzz AQaszs

aip Ag3
ap; dzz

A, dzz

aip QAg3
detd = |
asz; dsz

as; dszz

=a11| |_a21| a31| |E]F

Ovde vidimo da se determinanta treceg reda izrazava preko determinante drugog reda. Ovo
se naziva razvoj determinante po prvoj koloni.
detA = a110;32033 — A1102303 — Q21012033 + A21A32013 + A31A12023 — A31022013

Definicija 3.3. Neka je A =[a;j] € M(n,F) kvadratna matrica reda n, i neka su
A11),A21), ---» An1) Podmatrice matrice A dobijene izbacivanjem prve kolone i prve, druge,
..., — te vrste respektivno. Tada je determinanta matrice 4 (n —tog reda) jednaka

detA = alldetA(ll) - a21detA(21) + + (_1)n+1an1detA(n1) E ]F

Zan = 1bice detA = a,;. Broj A;j = (—1)i+jdetA(ij) € [F naziva se algebarski komplement
ili algebarski kofaktor elementa a;;i to je determinanta za 1 manjeg reda. Sa ovako

uvedenim oznakama, formula ima oblik
detA = a11A11 + a21A21 + -+ anlAnl.
Ovo je izraCunavanje determinante n —tog reda razvojem po prvoj koloni.

IzraCunavanje determinante n —tog reda je preslikavanje tzv. determinantno preslikavanje
koje svakoj kvadratnoj matrici reda n dodeljuje neki broj iz polja FF.

det:M(n,FF) » F: A — detA

a;; A1z - gy
X aon azn . . . .
Ako je A =] . A *"|, tada je detA = ay1ay5 ... ay, tj. determinanta gornje
0 0 .. aun

trougaone matrice jednaka je proizvodu elemenata na dijagonali.
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aiq as» ain

a oo a
detA = 0 ?2 . ?n = aqq

0 0 . 0 =

a22 nen aZn
’ 1+0,

jer su svia;; =0 (i =2,..,n). Ako nastavimo dalje ovaj postupak, dobijamo detA =

a11a22 wen ann-

Vidimo da je izraCunavanje determinante trougaone matrice jako jednostavno.
Elementarnim transformacijama vrsta moZemo svaku matricu svesti na trougaoni oblik, pa je
bitno utvrditi koje su osobine determinanti prilikom elementarnih transformacija vrsta.

Stav 3.1. (Osobine determinanti): Funkcija det: M(n,F) - [F moZe se posmatrati kao
funkcija n promenljivih vrsta i ima slededa svojstva:

(1) aditivnost : k —ta vrsta je zbir dve vrste
det[--- a+b --]=det[- a -]+det[-- b -];
(2) homogenost : k —ta vrsta je proizvod skalara i vrste
det[--- Aa -] = Adet[-+ a -];
(3) antisimetri¢nost :
det[+ a - b -]=—det[ b - a -

(4) normiranost :

detE =

0 - 1

(5) Linearnost < aditivnost + homogenost tj.
det[* Ab+uc -] = Adet[--- b -]+ pdet[-- ¢ -].
Determinanta linearna funkcija svih svojih vrsta.

Dokaz: Dokaze za aditivnost i homogenost objediniéemo u dokazu za linearnost. Neka je
k —ta vrsta matrice A reda n, oblika ay =Ab + uc, gde su A,u € F. Ovo svojstvo
dokaza¢emo indukcijom po n.

Zan = 1, matrica se svodi na broj iz polja IF, pa linearnost vazi na osnovu osobina polja F.
Pretpostavimo da tvrdenje vazizan — 1.

Dokazujemo da vazi zan. Razvijamo po prvoj koloni determinantu reda n matrice A. Po
definiciji dobijamo
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detA = a11A11 + a21A21 + -+ anlAnl.

Uocimo k —tu vrstu i u sumi izdvojimok —ti sabirak

detA = Z a1 Ajp + ag1Agq.
i%k

Svi kofaktori prvog dela zbira sadrze k —tu vrstu bez njenog prvog elementa, a kofaktor A,
ne sadrii k —tu vrstu uopsSte. k —ta vrsta matrice A je oblika a, = Ab + uc. Uvedimo
matrice B i C koje su iste matrici A, osim Sto je k —ta vrsta matrice B jednaka b i k —ta vrsta
matrice C jednaka c. Tada je u svakom od kofaktora A;; i # k jedna vrsta jednaka Ab + uc
jer se ti kofaktori dobijaju precrtavanjem prve kolone i ne k —te vrste. Na osnovu indukcijske
pretpostavke je A;; = ABj; +uCiyyi # k, dok je Axq = By = Cpq jer su ove matrice
izuzimajuci k —tu vrstu iste.

detA = Z ai1Ai + a1l = Z a;1(ABjy + uCip) + (Abgy + pck1)Axs

ik ik

= Z aj1ABjy + Aby 1 Ayq + Z a1 1Cip + UCk1Aga

ik i#k
= A <Z ailBil + blek1> + U (2 ai1Ci1 + Ck1Ck1> = ldetB + ,U.detC
i*k i#k

Time smo dokazali linearnost funkcije det. Za A = u = 1 izvodi se osobina aditivnosti, a za
A€ Fiu=0,dobijase osobina homogenosti.

Dokazimo sada antisimetri¢nost. Dovoljno je dokazati za parove susednih elemenata. Neka je
matrica B dobijena od matrice A, permutacijom k —te i k+ 1 —e vrste. Prilikom te
permutacije u svim kofaktorima A;; gde je i # k,k + 1 dolazi do permutacije te dve vrste,
pa je po indukcijskoj pretpostavci B;; = —A;;.Zai =k, k+ 1je

By, = —A(k+1)12

Bk+1)1 = —Aka-

detA = Z ai14i1 + ag1di1 + Ager 1A k+1)1
izk,k+1
= bi1Bi1 — b(k+1)1B(k+1)1 — by1Bi1
izk,k+1

= _< Z bi1Biy + by1Byq + b(k+1)1B(k+1)1> = —detB
ikk+1

Kod permutacija bilo koje 2 vrste potrebno je napraviti neparan broj permutacija susednih
vrsta. Znak se menja pri svakoj takvoj permutaciji, a kako ih ima neparan broj, vazi da ¢e na
kraju biti detA = —detB. Time je svojstvo antisimetri¢nosti u potpunosti dokazano.
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Osobina normiranosti je ocigledna na osnovu primera o determinanti gornje trougaone
matrice. Kako su svi elementi na dijagonali jedinicne matrice jednaki 1, sledi da je detE = 1.

Stav 3.2.

(1) detp;;(A) = —detA
(2) detr;(1)(A) = AdetA
(3) Determinanta sa vrstom ili kolonom 0 je jednaka 0.

(4) Determinanta sa dve iste vrste ili kolone je jednaka 0.
(5) detq;;(1)(A) = detA

Dokaz:

(1) Na osnovu osobine antisimetri¢nosti.
(2) Na osnovu osobine homogenosti.

(3) Ako jei —ta vrsta matrice A jednaka 0, onda se matrica A mozZe napisati u obliku
A =1;(0)(A). Tada je

detA = det(r;(0)(A)) = 0detA = 0.

(4) Ako su i —taij —ta vrsta matrice A jednake, onda je p;;(A) = A. detA = detp;;(A) i
na osnovu osobina antisimetri¢nosti vazi detp;;(A) = —detA, tako da je detA =
—detA, odnosno detA = 0.

a; a| fa| |a| |a| |a a;

(5) detq;;(A)(A) = 5 =i+ ]=]i]+2
a; + Aa; a; Aa; a; a; a; a;

Il
+
~
o

Il

Il

detAm

Teorema 3.3. (Jedinstvenost determinante) Ako je F:M(n,FF) » F funkcija matrice,
odnosno funkcija n vrsta matrice, koja je linearna i antisimetricna, tada je F(A) =
F(E)detA. Ako je pri tome funkcija F jos i normirana tj. F(E) = 1, tada je F = det.

Dokaz: F: M(n,[F) - FiF je linearna i antisimetri¢na funkcija vrsta matrice. Treba dokazati
daje F(A) = F(E)detA.

Elementarnim transformacijama vrsta prvog i drugog tipa matricu A moZzemo svesti na
trougaonu matricu T. k je broj puta koliko smo izvrsili elementarnu transformaciju prvog
tipa. Zbog antisimetri¢nosti funkcije F pojavljuje se koeficjent (=1)* . Elementarne
transformacije drugog tipa ne uti¢u na funkciju F. Tako da je

F(A) = (-D*F(T). (1)

Takode,
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det(4) = (=1)*det(T) = (=¥ a; a5 ... ayy. (2)

F je linearna i antisimetricna funkcija vrsta matrice pa se na osnovu toga koris¢enjem
Gausovog metoda moZze zakljuciti da je

F(T) = a11a3; - ann F (E). (3)
Kada ovo zamenimo u jednacinu (1), dobijamo
F(A) = (-D*ay1az; ... ann, F(E). (4)
Uporedivanjem jednacina (2) i (4), vidimo da je
F(A) = F(E)detA.
Ako jos vaziidaje F(E) = 1, ondaje
F(A) = detA.
Posto ovo vazi za bilo koju kvadratnu matricu A, mozemo zakljuciti da je
F =det.m

Na osnovu prethodne teoreme moZemo reci da je determinanta jedinstvena funkcija
kvadratne matrice koja je linearna, antisimetri¢na i normirana kao funkcija njenih vrsta.

Do sada smo matricu posmatrali kao uredenu n —torku vrsta. Mozemo je posmatrati i kao
uredenu n —torku kolona. Tada determinanta postaje funkcija kolona matrice.

Stav 3.4. Kao funkcija n promenljivih kolona, determinanta je linearna, antisimetri¢na i
normirana funkcija.

Dokaz se mozZe nadi u literaturi [5] na strani 92.
Stav 3.5. detA” = detA

Dokaz: Primenimo teoremu o jedinstvenosti na funkciju F(4) = detA”. detA” je linearna,
antisimetri¢na funkcija kolona matrice AT, a kako su kolone matrice AT ujedno i vrste
matrice 4, mozemo reci da je F linearna, antisimetri¢na funkcija vrsta matrice A. Na osnovu
teoreme o jedinstvenosti vaii da je F(A) = F(E)detA. Oc¢igledno je F(E) = detET =
detE = 1, tako da je funkcija F i normirana. To znaé¢i da je F(A) = detA, odnosno
detAT = detA. m

Posledica 3.6. Sve Sto je reCeno za vrste determinante, vazi i za kolone.
Stav 3.7. Determinantu mozZemo razviti po bilo kojoj vrsti ili koloni.

Stav 3.8. (Determinanta blok-matrice): Ako imamo blok-matricu A formata 2x2 sa nula-
matricom ispod dijagonale, tada je
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detA = det [g ? = detBdetC.

Dokaz: Neka su C i D fiksirane, neka je B = [g ?] i posmatrajmo funkciju F(B) = detB

kao funkciju kolona matrice B. Pretpostavimo da je b; = Ap; + uq; kolona matrice B. Isto
vaZi i za matricu B, jer su njene kolone jednake kolonama matrice B i dopunjene su nulama.
Tako da je b, = Ap; + ugq;. Odatle dobijamo

F(B) = detB = det[--- b, -]=det[+ Ap;+pq; -]
= Adet[* Di -]+ udet[ 4qi ] =AF(P)+ uF(Q).

Ovo dokazuje linearnost funkcije F. Pri tome matrice P i Q su dobijene od matrice B
zamenom kolone b; kolonama p; i q;. Ako i —ta i j —ta kolona matrice B zamene mesta, isto
¢e se desiti i sa matricom B. To znadi da ée det(B) promeniti znak, a isto vaZi i za F(B), ¢ime
je dokazana antisimetri¢nost funkcije F. Za normiranost vazi F(E) = detE = 1...1detC =
detC. Sada na funkciju F primenimo teoremu o jedinstvenosti determinante, jer je ona
linearna i antisimetri¢na funkcija kolona matrice B.

detB = F(B) = detBF(E) = detBdetC m
Teorema 3.9. (Bine’-Kosijeva® teorema) Ako su 4, B € M(n, F), tada je
det(AB) = detAdetB.

Dokaz: Neka je matrica B fiksirana i posmatrajmo funkciju F(A) = det(4B) kao funkciju
vrsta matrice A. Ako sua; (i = 1, ...,n) vrste matrice 4, onda suc; = q;B(i = 1, ...,n) vrste
matrice AB. Pretpostavimo da je a; = Ap; + uq;. Ondaje ¢c; = a;B = Ap;B + uq;B.

F(A) = det(AB) =det["* ¢ ‘] =det[:- Ap;B +uq;B -]
= Adet[- p;B -]+ pdet[ q:B -] =A(P) + uF(Q)

Ovo dokazuje linearnost funkcije F. Pri tome matrice P i Q su dobijene od matrice A
zamenom vrste a; vrstama p; i q;. Ako i —ta i j —ta vrsta matrice A zamene mesta, isto ée se
desiti i sa matricom AB. To znaci da ¢e det(AB) promeniti znak, a isto vazi i zaF (A), ¢ime je
dokazana antisimetri¢nost funkcije F. Za normiranost vazi F(E) = det(EB) = detB. Sada na
funkciju F primenimo teoremu o jedinstvenosti determinante, jer je ona linearna i
antisimetri¢na funkcija vrsta matrice A.

det(AB) = F(A) = detAF(E) = detAdetBm
Teorema 3.10. Matrica A € M(n, F) je regularna ako i samo ako je detA # 0. U tom slucaju
je

-1 _ 1 . -1 _ L -
detA™" = Zoid | A~ = detAA'

>Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856), francuski matematicar
®Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), francuski matematicar
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Pri €emu se matrica A naziva adjungovana matrica i dobijena je od matrice 4 na slede¢i nacin
svaki element a;; je zamenjen kofaktorom4;;, a potom je dobijena matrica transponovana.
Ovaj postupak naziva se jos i hermitijansko transponovanje.

Dokaz:

(=) Matrica A se moZe izraéunati za svaku matricu A. VaZe sledeée jednakosti

[detA --- 0
AA = [aij][Aji] =] : i | = detAE i
0 -+ detAl
[detA --- 0
A= [Aji][aij] =l : | = detAE.
0 -+ detAl

Tako da je AA = AA = detAE.

Ako je detA # 0, onda je A[(detA) 'A] = [(detA) A]A = E, $to znadi da je matrica
Aregularnaida je njen inverz A™' = (detA)A.

(<) Ukoliko je pak matrica A regularna, onda postoji njoj inverzna matrica A™2, tako da je
AA Y =E.

det(AA™1) = detE i primenom Bine-Kosijeve teoreme dobijamo detAdetA™! = 1, odavde
sledidajedetA # 0. m

Za regularnost matrice 4, dovoljan je jedan od uslova AB = E i BA = E. Jer je

AB = E = det(AB) = detE = detAdetB = 1 = detA # 0 = Aje regularna.

3.1 Upotreba Matlab-a u matricnom racunu

Matlab sadrzi tri velika paketa funkcija koje su primenljive samo za matrice. To su:

e matlab\elmat — elementarne matrice i obrada matrica;
e matlab\matfun — matri¢ne funkcije iz numericke linearne algebre;

e matlab\sparfun — slabo popunjene matrice tj. matrice koje imaju sadrze veliki broj
nula.

Elementarne matrice:

Funkcija Opis funkcije Primer Rezultat primera

zeros() Svi elementi zeros(2) ans =0 0
matrice su 0. 5 0 5 0 5
Vazi za zeros(2,3) ans = 0 0 0
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kvadratne i

pravougaone
matrice.
ones() Svi elementi ones(2) ans = L 1
matrice su 1. 11
Vasi za ones(3,2) _ 1 1
kvadratne i ans = 11
pravougaone
matrice.
eye() Matrica eye(2) ans =1 0
identiteta. 0 1
U sluéaju eye(2,3) ans = (1) (1) 8
pravt?ugaone eye(3,2) 1 0
matrice, ans=0 1
kvadratna 0 0
matrica je
matrica
identiteta,
ostali elementi
su nule.
diag() Vrada A=[579;452;125] 57 9
elemente na diag(A) A=4 5 2
dijagonali u 1 25
obliku vektora. 5
U slucaju ans =5
pravougaone 5
matrice, vraca B =1[111;222;333;444] 1 11
e!gmentg na diag(B) g=2 2 2
dijagonali 3 3 3
kvadratne 4 4 4
podmatrice. 1
ans = 2
3
C =[5555;66606] C=5 5 5 5
diag(C) 6 6 6 6
ans = Z
rank() Rang matrice. A=1[444;089;089] 4 4 4
Funkcija je rank(A) A=0 8 9
primenljiva na 0 8 9
kvadratne i
pravougaone ans = 2
matrice.
det() Determinanta A=[123;456;789] 1 2 3
matrice. det(4) A=4 5 6
Funkcija je 7 89
primenljiva na
kvadratne ans =0
matrice.
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trace() Trag matrice t;j. A=[123;456;789]
zbir elemenata trace(A) A
na dijagonali.
U slucaju
pravougaone
matrice, vraca
trag kvadratne
podmatrice.

Il
SCRNNGYR
o U1 N
O o w

ans = 15

rref() Primena Gaus- | A=[62313;511108;97612;414151]
Zordanove rref(A) A=
eliminacije sa
pivotiranjem
glavnih 1 0
koeficijenata. 0 1
Funkcija je ans =, o
primenljiva na 0 0
kvadratne i
pravougaone
matrice.

1 10 8

adj() Adjungovana A=[123;456;778] 1 2 3
matrica. adj(A4) A=4 5 6
Funkcija je 7 7 8
primenljiva na
kvadratne
matrice.

transpose() | Transponovana A=[123;456;778] 1 2 3
matrica. transpose(A) A=4 5 6
Funkcija je 77 8
primenljiva na
kvadratne i
pravougaone
matrice.

Posebnu paznju treba posvetiti reSavanju linearnih sistema jednacina. Razmotrimo sistem
Ax =b

gde je matrica sistema A formata n X n, x je matrica nepoznatih formatan X 1i b je matrica
slobodnih ¢lanova formatan X 1. Ako je matrica A regularna tj. ako je detA #+ 0, odnosno
rangA = n, reSenje sistema je

x=A"1h
i za to se u Matlab-u koristi jedna od naredbi:

e Funkcija inv() u sledec¢em obliku
x = inv(A) * transpose(b);
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e Levo deljenje pomocu operatora "\" u sledec¢em obliku
x = A\transpose(b).
Primer: Resiti sistem linearnih jednacina.
2x+y—z=2

—x+2y+3z=4

x+y+z=3
2 1 -1 2
Matrica sistemaje A =|—1 2 3 [, a matrica slobodnih ¢lanova b = |4].
1 1 1 3
A=1[21-1;-123;111]

b = [243]
ResSenje sistema mozemo nadi na dva nacina.

1. inv(A) * transpose(b)
1
ans =1
1
2. A\transpose(b)
1
ans =1
1
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4 UopStena inverzna matrica pravougaone matrice

Pri reSavanju sistema linearnih jednacina koji nemaju potpuni rang tj. u slu¢aju kada je broj
jednacina manji od broja nepoznatih koristi se inverzna matrica pravougaone matrice (G-
inverzna matrica, uopstena inverzna matrica). To je na primer situacija kada treba da
ocenimo n nepoznatih parametara, a raspolazemo sa k opservacija, pri ¢emu je k < n.

Ovde razmatramo linearne modele X = A6 + ¢ za koje vazi

Xy
X = je n— dimenzioni slucajni vektor tj. Xj,..X, su slucajne veli¢ine, A =
Xn
ai; o Qip 0,
P : ‘ je matrica formatan X p, gdejep >n, 0 = [ : ] je p-dimenzioni nepoznati
An1 *° App 9p
&
parametar tj. 6, ..., 6, su nepoznati parametri koje treba oceniti i & = [ : ]je n-dimenzioni
ng

slu€ajni vektor, gde su &, ... &, su slucajne veliCine.

Definicija 4.1. UopStena inverzna matrica matrice A formatam X n je bilo koja matrica
G formata n X m za koju vazi

AGA = A.

Stav 4.1. Inverzna matrica A~! regularne matrice 4 je ujedno i uopsteni inverz te matrice.
Regularna matrica A nema drugih uopstenih inverza sem tog jednog.

Dokaz: Neka je G jedan uopsSteni inverz matrice A. Tada vazi
G =EGE = (A'A)G(AA™ ) =AY (AGAA™ = A" 14A 1 =41 n

Svaka matrica ima bar jedan uopsteni inverz. Skup svih uopstenih inverznih matrica matrice
A obelezava se sa GI(A).

Teorema 4.2. Neka je G € GI(A). Onda vazi sledece:

(1) GA je idempotentna matrica tj. (GA)? = GA;

(2) Opste reSenje homogenog sistema AX = 0 je
X=(GA-E)Z
gde je Z proizvoljan vektor;
(3) Opstenje resenje saglasnog nehomogenog sistema AX =Y je
X=GY+ (GA—-E)Z
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gde je Z proizvoljan vektor.
Dokaz:

(1) (GA)? = (GA)(GA) = G(AGA) = GA
(2) Proverimo daje X = (GA — E)Z zaista resenje sistema AX = 0.

AX = A((GA—E)Z) = A(GAZ —EZ) = AGAZ — AZ = AZ—AZ =0
(3) Proverimodaje X = GY + (GA — E)Z zaista reSenje sistema AX =Y.

AX = A(GY + (GA — E)Z) = A(GY + GAZ — EZ) = AGY + AGAZ — AZ
= AGY + AZ — AZ = AGY + 0 = AGY

Y = AX = (AGA)X = AG(AX) = AGYm

Stav 4.3. Neka je B regularna matrica formatar Xr, A = [g DBCLIC] je blok-matrica

formatam X nirangA = r.Onda je
Bt 0
Q[ . 0] P € GI(A).

-1
Dokaz: Kao i obi¢no obelezimo uopstenu inverznu matricusa G tj. G = Q [BO 8] P.

Pretpostavimo da bazni minor B matrice 4 nije u gornjem levom uglu. U tom sluéaju
primenjujemo zamenu mesta vrsta i kolona da bi to postigli.

Kako je matrica B formatar X r, arangA = rto znaci da su kolone matrice C linearno
zavisne od kolona matrice Bi vrste matrice D su linearno zavisne od vrsta matrice B.
Elementarne transformacije kojima se kolone matrice C anuliraju pomoc¢u kolona matrice B
poklapaju se sa elementarnim transformacijama putem kojih se kolone matrice DB™1C
anuliraju pomocu kolona matrice D. Slicno vazZii za vrste.

Vec smo istakli da se elementarne transformacije kolona neke matrice dobijaju mnozenjem
te matrice sa matricom Q sa leve strane, gde je Q proizvod elementarnih matrica. To znadi
daje

C = BQ.
Odnosno,
Q =B7IC.

Kada to primenimo na matricu DB~1C dobijamo
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DB~1C = DQ.

Kako su matrice C i DB~1C dobijene mnoZenjem matrica B i D istom matricom tj. matricom
Q, moiemo zakljuéiti da se transformacije za anuliranje kolona matrica C i DB~1C zaista
poklapaju.

Slicno tome, elementarne transformacije vrsta neke matrice dobijaju se mnoZenjem te
matrice sa matricom P sa desne strane, gde je P proizvod elementarnih matrica. To znaci da
je

Odnosno,
P =DB™1
Kada to primenimo na matricu DB~*C dobijamo
DB~C = PC.

Kako su matrice D i DB~1C dobijene mnozenjem matrica B i C istom matricom tj. matricom
P, mozemo zaklju¢iti da se transformacije za anuliranje vrsta matrica D i DB~1C zaista
poklapaju.

To znacida je PAQ = [g DBc‘lC] gde je matrica B zaista bazni minor. Odavde sledi da je
_p-1[B C -1
A=P [D DB—lc]Q '

-1
Direktnom proverom videcemo daje G = Q [BO 8] P zaista uopstena inverzna matrica.

1= e )ely I i)
=r [P et Qern B L Je

LD
=P IB; DB€1C:E[B(;1 8]E[IB) DB(ilC]Q_1
(B

=P DBC;16: [B(;l 8][g 1)BC-1C]Q_1
'BB~1 OHB C

=7 [op ollp paicl @ =P pgt ollp paicl@”
=P [pghap ppacl@t =P ppiaclet =am
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4.1 Upotreba Matlab-a za uopsStene inverzne matrice

Razmotrimo sistem
Ax =D

gde je matrica sistema A formata m Xn, pri ¢emu je m <n. Takode, x je matrica
nepoznatih formatan X 1i b je matrica slobodnih ¢lanova formata m X 1. Ovakav sistem
ima viSe nepoznatih nego jednacina i reSenje sistema je zapravo uopstena inverzna matrica.

U Matlab-u postoji ugradena funkcija pinv() koja se koristi u ovakvoj situaciji i to u
formi x = pinv(A) * transpose(b).

Primer: Resiti sistem linearnih jednacina.
x+2y+3z=1
4x +5y+6z=1

1 2 3

Matrica sistema je A = [4 5 6

, @ matrica slobodnih ¢lanova b = [ﬂ

A=[123;456]
b = [11]
Resenje sistema se dobija pozivanjem sledece naredbe: pinv(A) * transpose(b).
-0.5

ans = 0
0.5
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5 Matrica kovarijacije

Pre nego $to damo prve primere upotrebe matricnog rauna u statistici, neophodno je
definisati i neke osnovne pojmove iz statistike.

Ako su Xj, ..., X, slu¢ajne veli¢ine, onda se n —dimenzionim sluéajnim vektorom naziva
njihov uredeni skup X = (X, ..., X,).
X1

Zapisan u matri¢cnom obliku slucajni vektor je X = .
Xn

Matematicko ocekivanje slucajnog vektora X = (X4,...,X,) je vektor matematickih
ocekivanja njegovih komponenti tj. E(X) = (E(X;), ..., E(Xy)) ili matri¢no

E(Xy)
EX)=]| :

E(X)]

5.1 Kovarijacija, korelacija

Kovarijacija dve slucajne veli¢ine daje jednu mogucu meru zavisnosti tih slucajnih veli¢ina.
Ako je kovarijacija velika i pozitivha, onda obe slucajne veli¢ine imaju veliko odstupanje od
svojih ocekivanih vrednosti i to na istu stranu, odnosno njihove vrednosti su znatno iznad ili
znatno ispod ocekivanih. Ako je kovarijacija velika i negativna, onda su odstupanja takode
velika, ali jedna sluéajna veli¢ina ima vrednosti znatno iznat ocekivane, a druga znatno ispod
ocekivane.

Koeficijent korelacije takode meri stepen zavisnosti dve slucajne veli¢ine. Slu¢ajne veli¢ine X
i Y su pozitivno (negativno) korelisane ako je njihov koeficijent korelacije p(X,Y) pozitivan
(negativan). Slucajne velicine X i Y su nekorelisane ako je njihov koeficijent
korelacije p(X,Y) = 0. Pri tome uvek vazi

|p(X, V)| < 1.

Ako je p(X,Y) = £1 onda je sa verovatno¢om 1 veza izmedu slucajnih veli¢ina X i Y linearna
ti. Y = taX + b, gde jea € R*ib € R. Ako je pak p(X,Y) = 0, onda moZzemo odbaciti
mogucnost da je veza izmedu ovih sluéajnih velié¢ina linearna, sto ne znadi da ne postoji neka
druga veza.

Definicija 5.1. Neka su X i Y slucajne veliCine sa konaCnim i strogo vec¢im od nula
disperzijama. Kovarijacija (kovarijansa) slucajnih veli¢ina X iY u oznaci cov(X,Y) je broj
zadat sa

cov(X,Y) = E(X — EX)(Y — EY).
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Koeficijent korelacije slucajnih veli¢ina X i Y je broj

E(XY) — EYEX
VDXDY
cov(X,Y) = E(X — EX)(Y —EY) = E(XY — XEY — YEX + EXEY)

= E(XY) — E(XEY) — E(YEX) + E(EXEY)
= E(XY) — EYEX — EXEY + EXEY = E(XY) — EXEY

p(X,Y) =

Ovo vaii zbog svojstva matematickog ocekivanja:

e EX)ER;
e FE(c)=cgdejec €ER;
o E(cX)=cE(X)gdejec€R.

E(XY) — EYEX _ cov(X,Y)
VDXNDY oXaY

gde je gy standardna devijacija slucajne veli¢ine X.

pX,Y) =

Kovarijacija slucajne veli¢ine X sa njom samom se naziva autokovarijacija i predstavlja
disperziju slucajne veli¢ine X.

cov(X,X) = E(X — EX)(X — EX) = E(X — EX)? = DX

Koeficjent korelacije slu¢ajne veli¢ine X sa njom samom je uvek 1. Lako se moZe pokazati da
je zaista tako.

cov(X,X) _Dx

X, X) = - =
P X)) =— X = Dx

5.2 Matrica kovarijacije, korelacije i kroskovarijacije

Definicija 5.2. Neka je X = (X4, ..., X;,) slu€ajni vektor, takav da za svei =1,...,nvaii
EXl-2 < 400, Za ovaj slucajni vektor definisSe se matrica kovarijacije (matrica autokovarijacije,
matrica kovarijanse) cov(X) € M(n, R) na sledeéi nacin

cov(X) = E((X — EX)(X — EX)T).

Razmotrimo malo detaljnije ovu jednakost
T
_ (
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Xl_EX1 Xl_Exl Xl_EX1

cov(X) =E

[X, —EXy .. Xn— EXn])

X, — EX,l X, — EX, X, — EX,



X1 — EX)) (X — EXy) (X2 —EXp)(Xy —EXy) - (Xn — EXp)(Xy — EXy)

_ | & T EXDXe — EXp) (X — EXp)(Xp — EX3) - (Xn — EXn) (X2 — EX3)
Xy — EX))(Xn — EXy) (X, — EXp)(Xn — EXp) = (Xn — EX)(Xn — EXp)
E(X; — EX;)? E(X; — EXp)(Xy — EXy) - E(X, — EXp)(X; — EXy)
E(X: — EX1)(X; — EX) E(X; — EX5)* o E(Xy — EXp)(X; — EX;)
E(Xy — EX)) (X — EXy)  E(X5 — EX;)(X — EX,) o E(Xy — EXy)?
cov(X1,X;) cov(Xy,Xq) -+ cov(X, Xy)
_lcov(Xy,X,) cov(Xy, Xy) - cov(Xp, Xy)
cov(Xy, X,) cov(Xy,X,) o cov(Xp, Xy)
jer je

EX; —EX)(X; — EX;) = cov(X;,X;) zai,j =1, ...,n.
Tako da je
cov(X) = [Cov(Xi,Xj)]:J,:l.
Kako je
cov(X;, X)) = D(X))

na dijagonali su disperzije slucajnih veli¢ina X; zai =1, ...,n, a vandijagonalni elementi
predstavljaju kovarijacije izmedu slucajnih veliCina X;iX;zai,j=1,..,nii #j.

Neka su X;, X; nezavisne slucajne veli¢ine (i,j = 1,...,n) ii # j, tada je

cov(X;, X;) = E(X;X;) — EX;EX; = EX;EX; — EX;EX; = 0.

Odnosno, kovarijaciona matrica je dijagonalna, a elementi na dijagonali su disperzije
slu¢ajnih veli¢ina X;(i = 1, ..., n).

DX, - 0

cov(X) = . :
0 - DX,

Ako su jo$ disperzije svih slu¢ajnih veli¢ina jednake o2, onda je kovarijaciona matrica

gz -« 0 1 -« 0
o i |=06%|t - i|=0%E

0 - g2 0 - 1

skalarna.

cov(X) =

Matrica kovarijacije se moze predstaviti i pomoc¢u matrica
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o, = 0 1 pi2 - Pin
— [ : : i H= p12: .1 p?n
0 - o,

gde je o;(i =1,..,n) standardna devijacija slucajne veli¢ine X; ip;;i(i,j=1,..,1n)

Pin  P2n 1

koeficijent korelacije izmedu slucajnih veli¢ina X; i X;(i,j = 1, ...,n).
Tada je
cov(X) = THT,
$to se dokazuje direktnom proverom, jer je cov(X;, X;) = 0,0;p;;(i,j = 1, ..., n).

Matrica H se naziva matrica koeficijenata korelacije slu¢ajnog vektora X.
n
H=pX) = [P(Xi'Xj)]i’Fl = pij

E(XX)) —EX;EX;  cov(X;, X;)
‘/DXi /D}(J - O'XiO'Xj

Dijagonalni elementi ove matrice su u jedinice, jer u sluaju kada je i = j trazimo koeficijent

p(Xi, X;) =

korelacije slucajne veli¢ine X; sa samom sobom, a to je 1.

Sledeca teorema povezuje vazine pojmove statistike (odnosno verovatnoce) i matri¢ne
algebre.

Teorema 5.1. (Nenegativna definitnost matrice kovarijacije) Matrica B = [b,-]-] € M(n,R) je

kovarijaciona matrica nekog slucajnog vektora X = (X3, ...,X,,) ako i samo ako je B
simetri¢na i nenegativno definitna matrica.

Dokaz:

(=)B = [bij] € M(n,R) je kovarijaciona matrica. To znadi da je b;; = cov(X;,X;)za
ij=1,..,n

(1) bj = cov(X;, X;) = EX;X; — EX;EX; = EX;X; — EX;EX; = cov(X},X;) = bj;
Matrica B je simetri¢na.

(2) Za svaki vektor (B4, ..., Bn) € R™ vaii
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z”: BiBjbij = Zn: BiBjcov(Xy, X))

ij=1 ij=1

= Z BiBE(X; — EX)(X; — EX;)
ij=1
2

= 0.

=B ) By — EX)(X; — EX;) =E

i,j=1

Zn:ﬁi(xi —EX;)

Matrica B je nenegativno definitna.

(&) Neka je matrica B simetri¢na i nenegativno definitna. Tada na osnovu posledice 2.10.
postoji ortogonalna matrica M takva da vaii MTBM = D, gde je D dijagonalna matrica sa
nenegativnim elementima na dijagonali.

d; - 0
p=|: E]idl,...dnzo
0 - d,
MTBM =D
(MT)*MTBMM~! = (MT)"1DM~! (1)

Kako je M ortogonalna matrica, to vazida je MT = M~1.
Kada se vratimo u jednakost (1), dobijemo

B = MDMT. (2)

\/d—1 e 0

Neka jeD; =| : : |. Direktnom proverom se uocava da je DlDlT = D. Tada je

0o - \/d—n

jednatina (2) oblika B = M(D;D,;")MT.
Zbog asocijativnosti mnozenja matrica, vazi
B = (MD,)(D,"MT). (3)

Nekaje A = MD,.Tadaje AT = (MD;)T = D,"MT, $to znati da je jednatina (3)
B = AAT.

1

Ya

X1 Y

Neka suY;, ..., Y, € N(0,1) nezavisneslucajne veli¢ine i neka je Y = , X = =A

Xn Yo
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4 % .Y,
YY" = 5][Y1 Yl =1
Yn Ylyn Ynz
Y,2 - 1Y, EY,> - EWY) 1 0
EYyh)y=g| : -~ 1 |= : : =[: . i|=E
Y,Y, - Y2 E(.Y,) -+ EY,? 0 - 1

Jer jeY; € N(0,1)(i =1,..,n), pa jeEY;>=DY; =1iY;(i = 1,...,n) su nezavisne, pa je
E(Y;Y;) = EY,EY; = 0.

EXXT) =E((X-0)(X-0)7) =E(X —EX)(X —EX)T) = cov(X) (1)
Jerje EX = E(AY) = AE(Y) = A0 = 0.
E(XXT) = E((AY)(AY)T) = E(AYYTAT) = AE(YYT)AT = AEAT = AAT = B(2)

Kada uporedimo jednacine (1) i (2), vidimo da je B kovarijaciona matrica slu¢ajnog vektora
X.m

Neka je X = (X4, ..., Xy) slucajni vektor i A € M(n, [F) matrica ciji su elementi skalari iz polja
[F. Linearna transformacija slu¢ajnog vektora X je slucajni vektorY, definisan na sledeéi nacin

Y = AX.
X1 all alTL
X=]1: iA= :
Xn An1 = Qun
a1 Qi [Xy 11Xy + -+ apXy Y,
y=|: =~ i|]:]|= ; =
An1  * Apal LXy An1 X1+ + app Xy Yo

Matematicko olekivanje linearne transformacije slu¢ajnog vektora je EY = E(AX) = AEX.
Kovarijaciona matrica linearne transformacije slucajnog vektora je

cov(Y) = E((Y —EY)(Y — EY)T) = E((AX — AEX)(AX — AEX)T)
=F (A(x —EX)(AX - EX))T) =E(AX —EX)(X —EX)TAT)
= AE((X —EX)(X — EX)T)AT = Acov(X)AT.

Matrica kovarijacije se lako generalizuje za sluc¢aj dva razli¢ita slucajna vektora istih
dimenzija.

Definicija 5.3. Neka su X = (X4, ...,X,,) iY = (Y4, ...,Y,) n —dimenzioni slucajni vektori.
Tada je matrica kroskovarijacije (kroskovarijanse) definisana na sledeci nacin

cov(X,Y) = E((X —EX)(Y — EY)T).
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Neka je B € M(n,[F) matrica Ciji su elementi skalari iz polja F. Primenom linearne

transformacije na slucajni vektor X, dobijen je slu¢ajni vektor Z = BX.

cov(Y,Z) =E((Y —EY)(Z-EZ)T) =E((Y —EV)(ZT — (EZ)T))

-y ((AX — E(AX)) ((BX)T - (E(BX))T))

—E ((AX — A(EX)) (XTBT - (B(EX))T)>
=E(AX —EX)(XTBT — (EX)TBT)) = E(A(X — EX)(XT — (EX)T)BT)
= E(AX —EX)(X —EX)TBT) = AE((X — EX)(X — EX)T)BT

= Acov(X)BT.

5.3 Upotreba Matlab-a u statistici

Matlab ima programske pakete (eng. toolboxes) koji predstavljaju zaokruzenu programsku

celinu neke oblaski nauke ili tehinike. Tako i za statistiku postoji programski paket koji se

naziva toolbox\stats.

Pre toga, napomenimo da se u Matlab-u izmerene vrednosti predstavljaju u obliku vektora, a

izmerene vrednosti slucajnog vektora predstavljene su u obliku matrice. Pri tome, kolone

matrice su pojedinacne slucajne velicine, a redovi matrice su pojedinacne observacije.

Funkcija

Opis funkcije

Primer

Rezultat primera

mean()

Ukoliko je
argument
funkcije
vektor, onda
je rezultat
srednja
vrednost
elemenata
vektora tj.
uzoracko
matematicko
ocekivanje
slucajne
veli¢ine.

A=[0 1 1]
mean(A)

A=0 1 1

ans = 0.66667

Ukoliko je
argument
funkcije
matrica, onda
je rezultat
vektor Ciji su
elementi

A
=[011;232;132;422]
mean(A)

e =)
N W W -
N NN =

ans
= 1.7500 2.2500 1.7500
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srednje
vrednosti
kolona te
matrice tj.
svaki element
vektora je
uzoracko
matematicko
ocekivanje
slucajnih
veli¢ina ¢ije su
observacije
pojedinaéne
kolone.

var()

Ukoliko je
argument
funkcije
vektor, onda
je rezultat
popravljena
disperzija
elemenata
vektora
tj.popravljena
uzoracka
dispercija
slucajne
velicine.

A=[1 2 3]
var(A)

Ukoliko je
argument
funkcije
matrica, onda
je rezultat
vektor ¢iji su
elementi
popravljene
disperzije
kolona te
matrice tj.
svaki element
vektora je
popravljena
uzoracka
disperzija
sluéajnih
veli¢ina ¢ije su
observacije

A

[4 -2 1,9 5 7]
var(A)

ans
=12.500 24.500 18.000
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pojedinaéne
kolone.

Drugi moguci
argument ove
funkcije je
indikator koji
moze imati
vrednost O ili
1. Ako je
vrednost O,
onda se
disperzija
racuna na
nacin 1. Ako je
vrednost
indikatora 1,
onda se
disperzija
racuna na
nacin 2.

A=[1 2 3]

var(4,0)
var(4,1)

-2 1,9 5 7]

var(B,0)
var(B, 1)

A=1 2 3

ans =1

ans = 0.66667

ans
=12.500 24.500 18.000

ans
= 6.250 12.250 9.00

std()

Ukoliko je
argument
funkcije
vektor, onda
je rezultat
popravljena
standardna
devijacija
elementata
vektora tj.
popravljena
uzoracka
standardna
devijacija
slucajne
veli¢ine.

A=[1 2 3]

std(A)

Ukoliko je
argument
funkcije
matrica, onda
je rezultat
vektor ciji su
elementi
popravljene
standardne
devijacije
kolona te

A=[4

-2 1,9 5 7]
std(A)

ans
= 3.5355 4.9497 4.2426
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matrice tj.
svaki element
vektora je
popravljena
standardna
devijacija
slucajnih
veli¢ina ¢ije su
observacije
pojedinaéne
kolone.

Drugi mogudi
argument ove
funkcije je
indikator koji
mozZe imati
vrednost 0O ili
1. Ako je
vrednost O,
onda se
standardna
devijacija
racuna na
nacin 1. Ako je
vrednost
indikatora 1,
onda se
standardna
devijacija
racuna na
nacin 2.

B = [4

A=[1 2 3]
std(4,0)
std(4,1)

std(B,0)
std(B, 1)

-2 1,9 5 7]

A=1 2 3

ans =1

ans = 0.8165

ans
= 3.5355 4.9497 4.2426

ans = 2.50 3.50 3.00

cov()

Ukoliko su
argumenti
funkcije dva
vektora, onda
je rezultat
kovarijacija
medu
slué¢ajnim
veli¢éimana
koje
predstavljaju
ti vektori.
Neophodan je
isti broj
observacija za
obe sluéajne

A=[1 2 3]

C=[7 -3 1.5]

cov(4,C)

C=7 -3 15

ans = —2.7500
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veli¢ine.

Ukoliko je
argument
funkcije
matrica, onda
su kolone
slucajne
veli¢ine, a
redovi
observacije tih
slucajnih
veli¢ina.
Rezultat je
matrica
kovarijacije
slucajnog
vektora.

B=[4 -2 1,9 5 7]

cov(B)

N
I
N
[EN

ans
12.50 17.50
= 17.50 24.50
15.00 21.00

15.00
21.00
18.00

Drugi mogudi
argument ove
funkcije je
indikator koji
moze imati
vrednost 0O ili
1. Ako je
vrednost O,
formule
pomocu kojih
se racuna
kovarijacija su
normalizovan
esan—1.
Ako je
vrednost 1,
formule
pomocu kojih
se racuna
kovarijacija su
normalizovan
esan.

A=[1 2 3]
Cc=1[7 -3 1.5]
cov(4,C,0)
cov(4,C, 1)
B=[4 -2 1,9 5 7]
cov(B,0)
cov(B,1)

A=1 2 3
C=7 -3 15
ans = —2.7500

ans = —1.8333

ans
12.50 17.50

= 17.50 24.50
15.00 21.00

15.00
21.00
18.00

ans
6.250 8.750
=8.750 12.250
7.500 10.500

7.500
10.500
9.000

corrcoef ()

Ukoliko su
argumenti
funkcije dva
vektora, onda
je rezultat
koeficijent
korelacije
medu

A=[1 2 3]
C=1[7 -3 1.5]
corrcoef (4, C)

A=1 2 3
C=7 -3 15

ans = —0.54909
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slucajnim
veli¢éinama
koje
predstavljaju
ti vektori.
Neophodan je
isti broj
observacija za
obe sluéajne
veli¢ine.

argument corrcoef(B)
funkcije
matrica, onda
su kolone
slucajne
velicine, a
redovi
observacije tih
slucajnih
veli¢ina.
Rezultat je
matrica
korelacije
slucajnog
vektora.

Ukoliko je B=[4 -2 1,9 5 7] B

Napomena 1: Uzoracka disperzija var moze da se racuna na dva nacina.

Nacin 1: popravljena uzoracka disperzija.

1w .
var =m2(xi —X)
1=

Nacin 2: nepopravljena uzoracaka disperzija.

n

1 N2

var =—Z(xi —X)%,
ni
l:

gde je

n
in.

i=1

o1
X=-
n

Napomena 2: Uzoracka standardna devijacija 0 moZe da se racuna na dva nacina.
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Nacin 1: popravljena uzoracka standardna devijacija.

1 v :
o= (mi“ﬁ ‘@2)

Nacin 2: nepopravljena uzoracka standardna devijacija.

o= (%i(xi - f)2>

1
2
gde je

n
5

i=1

_ 1
X =-
n

5.4 Slucajni vektori i kvadratne forme

Ve¢ je bilo reci o kvadratnim formama, ali sada ¢emo ih koristiti na jo$ jedan nacin.

Definicija 5.4. Neka je X = (X4, ..., X;,) slu¢ajni vektor i A € M(n, R) simetricna kvadratna
matrica. Slu¢ajna veli¢cina Q = XT AX je kvadratna forma slu€ajnog vrektora X.

Zbog simetri¢nosti matrice A, postoji nekoliko nacina kako moZemo zapisati ovu kvadratnu

formu:
n n n n n n
Q = XTAX = ZZCLUXL}(J = Zaiixiz + z ainin =Zaiin-2 + 2 Z ainin
i=1 j=1 i=1 L,j=1 i=1 iLj=1
i*j i<j

Slededi stavovi tiCu se raspodela i nezavisnosti kvadratnih formi slucajnih vektora. U
dokazima ovih stavova koriste se pojedine osobine traga matrice, kao na primer da je trag
matrice linerni operatorida je

tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB).

Stav 5.2. Pretpostavimo da slucajni vektor X = (Xj,...,X,) ima ocekivanje u i matricu
kovarijacije £. Neka je Q = XTAX, gde je A € M(n, R) simetri¢na kvadratna matrica. Tada
vazi sledede:

E(Q) = trAx + uT Au.

Dokaz se moze nadi u literaturi [8] na strani 502.
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Takode je bitna i slecijalna dekompozicija realne simeri¢ne matice. Naime ako je A relana
simetri¢na matrica, onda se ona moze napisati u obliku

A=TTAT,

gde je A dijagonalana matrica A = diag(44, ...,4,),i 4; = - = 1,, su sopstvene vrednosti
matrice 4, a kolone'T = [V1 ... V] su odgovarajuéi ortonormirani sopstveni vektri, §to
znaci da je I ortogonalna matrica. Rang matrice A je broj sopstvenih vrednosti razli¢itih od
nule.

Stav 5.3. Neka slucajni vektor X = (X, ..., X,,) ima n — dimenzionalnu normalnu raspodelu
sa ocekivanjem u i matricom kovarijacije £ koja je pozitivno definitna. Tada slucajna veli¢ina

Q=X -wW'O'X-w
ima y? — raspodelu sa n stepeni slobode.
Dokaz se moze nadi u literaturi [8] na strani 504.

Idempotentne matrice imaju primenu u ovoj oblasti. Pretpostavimo da je A sopstvena
vrednost idempotentne matrice A, a v odgovarajuci sopstveni vektor. Tada vazi

v = Av = A?v = 1Av = 1%v.
w—21v=0
A1 =Dy =0

Kako jev # 0, to znaci da jeA =0ilid = 1. Ovo znadi da je rang idempotentne matrice
jednak broju sopstvenih vrednosti koje imaju vrednost 1. Sto se ti¢e specijalne dekompozicije
dijagonalna matrica A na dijagonali ima samo jedinice i nule, a trag te matrice je jednak broju
jedinica. Na osnovu toga imamo da je

trA = trITAT = trAITT = trAE = trA = rangA.

Stav 5.4. Neka je X = (X, ..., X;,) n — dimenzioni slucajni vektor, gde su X1, ..., X;, nezavisne
sluéajne veli¢ine iz raspodele N(0,02). Neka je Q = 072XTAX kvadratna forma sa
simetriénom matricom A &iji je rang . Tada Q ima y? — raspodelu sa r stepeni slobode ako i
samo ako je matrice A idempotentna.

Dokaz se moze nadi u literaturi [8] na strani 505.

Stav 5.5. Neka je X = (X, ..., X;,) n — dimenzioni slucajni vektor, gde su X1, ..., X;, nezavisne
slu¢ajne veligine iz raspodele N(0,52). Neka su Q; = 60 2XTAX i Q, = 6 2XTBX kvadratne
forme sa simetricnim matricama A i B. Slucajne velicine Q4 i Q, su nezavisne ako i samo ako
jeAB = 0.

Dokaz se moZe nadi u literaturi [8] na strani 508.
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5.5 Analiza glavnih komponenata i matrica kovarijacije

Analiza glavnih komponenata proucava matricu kovarijacije skupa sluéajnih veli¢ina na
osnovu njihovih linearnih kombinacija. lako je p slu€ajnih veli¢ina izabrano kako bi se opisala
varijabilnost celog sistema, Cesto je slucaj da manji broj k slucajnih veli¢ina opisauje veliki
deo tog varibiliteta. Te slu¢ajne veliCine nazivaju se glavnim komponentama i one zapravo
nose istu koli¢inu informacija o sistemu kao i po€etnih p posmatranih slucajnih veli¢ina.

Ovo nam pomaze da redukujemo broj podataka, jer se pocetni skup koji se sastoji od n
merenja na p slu¢ajnih veli¢ina, moZe sveti na n merenja na k slucajnih veli€ina, pri ¢emu je
naravno k < p. Takode, ova analiza proucava odnos izmedu slucajnih veli¢ina, pa nam tako
omogucava interpretacije do kojih inace ne bismo dosli.

Glavne komponente su linearne kombinacije slu¢ajnih veli¢ina, pa su i one same slucajne
veliine.

Neka slucajni vektor X = (Xl, ...,Xp) ima matricu kovarijacije X sa sopstvenim vrednostima
Ay = -+ = A, = 0. Posmatrajmo linearne kombinacije:

Yl = a11X1 + a12X2 + -+ alep

YZ = a21X1 + a22X2 + -+ aZpo

Yp = ap1X1 + ap2X2 + -+ aprp.

X1

iX = ,ondajeY; = a;7X.

iz
Ako uvedemo sledece oznake: a; = |

aip Xp

Na osnovu osobina matrice kovarijacije pretstavljenih u poglavlju 5.2, vaZi da je
DY) = cov(a;"X) = a;Tcov(X)a; = a;"2a; i=1,..,p
cov(Yi,Yj-) = cov(aiTX, ajTX) =a;"cov(X)aj =a;"%a; i,j=1,..,p

Glavne komponente su slucajne velicine Y3, Y5, ..., ¥}, Cije su disperzije Sto je moguce vece.
Obzirom da se disperzija vektora D(Y;) = a;7Za; moZe povedati mnoZenjem vektora sa
konstantom, ograni¢avamo se na vektore duzine 1.

Prva glavna komponenta je sludajna veli¢ina ¥; = a;7X koja maksimizira vrednost
D(Y;) = a,"%a,, uz uslov da je a;Ta; = 1. Druga glavna komponenta je slu¢ajna veli¢ina
Y, = a,’ X koja maksimizira vrednost D(Y;) = a,’Za,, uz uslove da je a,’a, =1 i
cov(a;"X,a,"X) = 0. Shodno tome, i —ta glavna komponenta je slucajna veli¢ina
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Y; = a;7X koja maksimizira vrednost D(Y;) = a;"%a;, uz uslove da je a;Ta; =1 i
cov(aiTX, ajTX) =0zj<I.

Stav 5.6. Neka je X = (Xl, ...,Xp) p — dimenzioni slucajni vektor sa matricom kovarijacije X.
Parovi sopstvenih vrednosti i sopstvenih vektora matrice 2 su (4;, ), ..., (1, €,), pri €¢emu
jeAdy =+ = A, = 0.Tada je i —ta glavna komponenta data sa

Vi=e X =enXi+epXo++e,X, i=1,..,p,
uz takav izbor da je
D) = ¢e'Se,=% i=1,..,p,
cov(Y,Y;) =eTZe; =0 i#].

Ako su neke sopstvene vrednosti medusobno jednake, onda izbor slu¢ajnih vreli¢ina Y; nije
jednoznacan.

Dokaz se mozZe nadi u literaturi [10] na strani 17.

Stav 5.7. Neka je X = (Xl, ...,Xp) p — dimenzioni sluc¢ajni vektor sa matricom kovarijacije Z.
Parovi sopstvenih vrednosti i sopstvenih vektora matrice X su (14, €4), ..., (Ap, ep), pri cemu
jeAy =+ =2 A, =0. Neka suY; = eiTX = e X, +epX, + 0+ epXp, 1=1,..,p, glavne

komponente. Tada vazi:

P P
O11 + o+ Opy = ZD(Xi) =M+t d, = ZD(YL-).
i=1 i=1

Dokaz se mozZe nadi u literaturi [10] na strani 17.
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6 Matrice u metodi najmanjih kvadrata

Jedan od osnovnih zadataka statistike je ocenjivanje parametara u raspodeli posmatranog
obelezja. Metoda najmanjih kvadrata je jedna od opStih metoda zajedno sa metodom
maksimalne verodostojnosti i metodom momenata. Kada dodemo do neke ocene, onda se
postavlja pitanje kvaliteta te ocene, te ¢ée u ovom poglavlju biti reci i o tome.

Teorema Gaus-Markova’ se odnosi na linearne statisticke modele koji se pomo¢u matrica
mogu zapisati u obliku

X =A0 +¢,
gde je 8 matrica parametara koje treba oceniti.

Diferenciranje je sastavni deo metode najmanjih kvadrata, a kako je ovde parameter
matrica, jedna od neophodnih tema je i diferenciranje matrica.

Teorema Gaus-Markova je veoma vazna u primenama. Ve¢ na osnovu same postavke
problema

X =40 +¢

pod uslovom da raspolazemo dovoljnim brojem informacija (tj. da je rang matrice modela
potpun) mozemo zakljuciti koja je linearna ocena nepoznatog parametra 6 = (04, 65, ...6,,)
najefikasnija tj. koja linearna ocena ima najmanju disperziju. To je ona ocena koja se dobije
metodom najmanjih kvadrata i oblika je

0 =(ATA)147X.

6.1 Metoda najmanjih kvadrata

Metoda najmanjih kvadrata koristi se u mnogo razlicitih situacija. Princip metode najmanjih
kvadrata mozemo objasniti na primeru linearne regresije.

Pretpostavimo da imamo dve veli¢ine xi y. Postoje dve moguénosti: te veli¢ine su nezavisne
ili zavisne. Ako su nezavisne onda bilo kojoj vrednosti veli¢ine x odgovara bilo koja vrednost
velicine y. Ako su pak zavisne, onda vrednost veli¢ine x na neki nacin definiSe koje su to
moguce vrednosti veli¢ine y. Oblici zavisnosti mogu biti razliciti. Kada god primetimo da za
jednake promene veli¢ine x dolazi do jednakih promena veli¢ine y, mozemo posumnijati na
linearnu zavisnost, koja se zapisuje u obliku y = f(x) = ax + b. Ona je potpuno odredena
ako su nam poznati brojevia i b.

" AHapéit Angpéesny Mapkos (1856-1922), ruski matematicar
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Brojeve a i b odredujemo po principu najmanjih kvadrata. Nacelo ovog principa je da su
najbolji oni parametriaib za koje je suma kvadrata razlika izmedu stvarnih (izmerenih)
vrednosti y;(i = 1,...,n) i izraCunatih vrednosti f(x;) = ax; + b (i = 1, ...,n) minimalna.
To znaci da parametre a i b odredujemo iz uslova da izraz

Z(Yi —f(x))?* = Z()’i — (ax; + b))z
i=1 i=1

ima najmanju mogucu vrednost.

Malo je drugacije ako metodu najmanjih kvadrata Zelimo da primenimo na matrice.
Posmatramo sistem linearnih jednacdina Ax = b u kojem imamo viSe jednacina nego
promenljivih, a pritom jednacine nisu jednake niti proporcionalne. U tom slucaju sistem
nema resenje, ali moZzemo napraviti neku ocenu pribliznog reSenja. Ako bi sistem bio reSiv
onda bi vazilo Ax — b = 0. Medutim, sistem nije resiv, ali je prirodno zahtevati da razlika
Ax — b bude $to manja tj. da norma vektora ||Ax — b|| bude $to manja.

||Ax — b|| — min = ||Ax — b||?> — min

X1
Ako je vektor x predstavljen u matricnom obliku tj. x = [ :
le

moiZe izraziti u oblik ||x||? = xTx. PokaZimo da je zaista tako,

], onda se kvadrat norme vektora

x = (%1, 0, %),

lxll = Vo 2 + - + x,.2,
x| = x72 + - + x,,2.

Sa druge strane imamo,

X1
x=11%],
XTL
X1

xTx =[x = Xn] [ : ] =x.% + 4 1,2
xn

tako da je zaista [|x||? = xTx.
Koristedi ovu Cinjenicu, uslov metode najmanjih kvadrata se svodi na

(Ax — b)T(Ax — b) — min.
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6.2 Metoda najmanjih kvadrata u Matlab-u

Matlab ima ugradenu funkciju koja izracunava polinom za aproksimiranje podataka
metodom najmanjih  kvadrata. U pitanju je funkcija polyfit(x,y,n) gde su
X = (X1, X2, i, X)) 1y = (Y1, V2, -, Ym) Vektori poznatih vrednosti, an je stepen polinoma
kojim se vrsi aproksimacija. Rezultat funkcije je vektor koeficijenata a = (a,, a,_1, ..., ag)
tako da vazZi sledeca veza

y=ag+ax+ -+ ap_x" 1+ a,x™

Ako pretpostavimo da medu promenljivima x i y postoji linearna veza, onda je trazeni
polinom oblika

y == ao + alx,
a koeficijenti a, i a; se dobijaju pozivanjem funkcije polyfit(x,y, 1).

Primer: U prvoj kolini su vrednosti nezavisno promenljive, a u drugoj koloni izmerene
vrednosti zavisno promenljive.

1 12.9699 8.79636
2 12.9806 8.81486
3 13.0033 9.00868
4 13.0265 9.10698
5 13.0497 9.18665
6 13.0693 9.28436
7 13.0918 9.39767
8 13.1266 9.58123
9 13.1459 9.69405
10 13.1664 9.77536

Smestimo ove vrednosti u dva vektora x i y.
x = [12.9699 12.9806 13.0033 13.0265 13.0497 13.0693 13.0918 13.1266 13.1459 13.1664 ]

y = [8.79636 8.81486 9.00868 9.10698 9.18665 9.28436 9.39767 9.58123 9.69405 9.77536]

Za graficko prikazivanje podataka koristimo ugradenu funkciju plot().

plot(x,y)
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Na osnovu izgleda grafika, moZemo pretpostaviti da postoji linearna zavisnost imedu
vrednosti xiy.

polyfit(x,y,1)
ans = 5.0043 —56.1067

Na osnovu rezultata zaklju¢ujemo da je a; = 5.0043 i a; = —56.1067, tako da se linearna
zavisnost moze izraziti jednainom y = —56.1067 + 5.0043x.

Pokazimo na koji joS nadin metoda najmanjih kvadrata ima upotrebu u Matlab-u.
Razmotrimo sistem Ax = b gde je matrica sistema A formatam X n, pri ¢emu jem > n.
Takode, x je matrica nepoznatih formatan X 1ib je matrica slobodnih clanova formata
m X 1. U tom slucaju ne postoji jedinstveno reSenje, jer imamo vise jednacina nego
promenljivih. Ako nasumicno izaberemo n jednacina od mogucih m dobiéemo jedno resenje
za vektor x. Ako izaberemo nekih drugih n jednacina dobiéemo drugacije resenje za vektor x.
U Matlab-u upotrebom levog deljenje dobiéemo ono reSenje koje zadovoljava uslov
najmanjih kvadrata.

Primer: Resiti sistem linearnih jednacina.

2x—y=1
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x+10y =1

x+2y=1
2 -1 1
Matrica sistemaje A = |1 10|, a matrica slobodnih ¢lanova b = |1].
1 2 1

A=[2-1;110;12]
b =[111]
Resenje sistema se dobija pozivanjem sledece naredbe: A * transpose(b).

_0.584906

NS = 0.049057

6.3 Kvalitet ocene parametara

Neka je (X3, ..., Xy) uzorak iz familije dopustivih verovatnoca P = {F(x,0):0 € 0}i neka je
statistika @ = (X, ..., X,,) ocena napoznatog parametra 6.

Definicija 6.1. Statistika 8 = §(X1, ..., Xp) je postojana (konzistentna u verovatnoci) ocena

parametra 6 ako 8 — 6 u verovatnodi kadan = oo, tj.
(Ve > 0) lim P{|§ — 6| > ¢} = 0.
n—-oo

Definicija 6.2. Statistika §=§(X1,...,Xn) je jako postojana (jako konzistentna) ocena

parametra 0 ako 8 — 6 skoro sigurno kada n — oo, tj.

P{hm éze}z 1.

n—oo

Definicija 6.3. Statistika & = 6(X;, ..., Xy) je postojana (konzistentna) u srednjekvadratnom
smislu ocena parametra @ ako 8 — 6 u srednje kvadratnom kada n — oo, tj.

lim £((9 - 6)") = 0.

n—-oo

Definicija 6.4. Statistika 0= §(X1,...,Xn) je nepristrasna (centrirana) ocena parametra @
ako za svako 0 € O vazi jednakost

E(6) = 6.

Veli¢ina 6(0) = E(é) — 0 zove se sistematsko odstupanje (pristrasnost) ocene 8.
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Definicija 6.5. Statistika 8 = §(X1, ...,X,) je asimptotski nepristrasna (asimptotski
centrirana) ocena parametra @ ako za svako 8 € 0 vaZi

lim E(9) = 6.

n—-oo

Od dve nepristrasne ocene efikasnija je ona koja ima manju disperziju.

6.4 Matricno diferenciranje

U metodi najmanjih kvadrata trazimo minimum funkcije, tako da je diferenciranje
neophodan deo postupka. Medutim, na primeru koji razmatramo u ovom radu nije moguce
primeniti diferenciranje funkcije jedne ili vise promenljivih, ve¢ je neophodno dati uopstenje
pojma diferenciranja. Zato ¢emo se u ovom poglavlju baviti matri¢nim diferenciranjem.

Definicija 6.6. Neka je U c R" otvoren skup ia = (ay,...,a,) € U fiksirana tacka. Za
funkciju f: U - R™ kazemo da je jako diferencijabilna u tacki a ako postoji ograniceno
linearno preslikavanje A: R® — R™ tako daza h = (hy, ..., h,) € R" vaizi

If (a + h) — f(a) — ARl _
h0 Al B

0. (1)

Stav 6.1. Ograniceno linearno preslikavanje A je jedinstveno uvek kada postoji.

Dokaz: Pretpostavimo da postoji jos neko ograni¢eno linearno preslikavanje B: R™ — R™ za

koje vazi

lf(a+h)—f(a) —Bhll _
im =0
h—0 Al

(2)

1A =B)hll _ . lf(a+h)—f(a)—Bh—flath) +f(a)+ Ahl|

T I Tl
- lf(a+h) —f(a) —Bh—(f(a+h) —f(a) — ARl
h—0 IRl
. MNfta+h)—f(a)—-Bhrll . llf(a+h)—f(a)—Ah|l _
=i A1 g IRl =0 ®

Na osnovu jednakosti (1) i (2).

(A — B)thl|

|I(A=B)h||=||h|—————— zat>0h+0
“4=8 Rl
Akot — 0,ondai[|th]| = 0, pa je
I(A — B)thl| l(A — B)thl|
A—B =1 —_ = lim ————— =
IIC dh|l = lim|[A|l e ”h”ntﬁﬁrio e
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na osnovu jednakosti (3). To znaéi da je ||(A — B)h|| = 0 za svako h iz R", odnosno
Ah = Bh,atimeiA=B.m

Definicija 6.8. Ograni¢eno linearno preslikavanje A nazivamo jakim (Freéeovimg) izvodom
funkcije f u tacki ai oznaéavamo sa f'(a). Sam vektor f'(a)h nazivamo vrednosc¢u jakog
(FreSeovog) diferencijala funkcije f u tacki a u pravcu vektora h.

Jednakost (1) se moze napisati i na drugi nacin
fl@a+h)—f(a)=f"(a)h+o(h) kada h—-0 (3)
ili
(Ve>0)@6>0)|If(a+ h)—f(a) = f'(a)h] < e||h|| zasve ||| <.
Stav 6.2. Neka je dato preslikavanje
fiR" - R™: x — c.
Tada je f jako diferencijabilnoivazi f'(a) = 0 za svako a € R™.
Dokaz:
fla@a+h)—fl@)=c—c=0
f'(a)h+0o(h) =0 kadah = 0
Odavde sledida je f'(a) = 0 zasvakoa € R". m
Stav 6.3. Neka je data matrica A € M(m X n, R) i preslikavanje
f:R" - R™: x +— Ax.
Tada je f jako diferencijabilno za svako a € R™ ivazZi f'(a) = A za svako a € R™.
Dokaz:
fl@a+h)—f(a)=A(a+ h) — Aa = Aa + Ah — Aa = Ah
f'(a)h + o(h) = Ah kadah - 0
Odavde sledida je f'(a) = Azasvakoa € R".m

Definicija 6.9. Neka je U c R" otvoren skup ia = (a4, ...,a,) € U fiksirana tacka. Za
funkciju f: U —» R™ kazemo da je slabo (Gato®) diferencijabilna u ta¢ki @ u pravcu vektora
h = (hy4, ..., h,,) € R", ako postoji limes

®Maurice Rene Frechet (1878-1973), francuski matematicar
Rene Gateaux (1889-1914), francuski matematicar
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h) —
f(a+tt) f(a)' @

Df(a,h) = }:1_1;13

tj. ako vazi

fla+th) - f(a)
t

lim
t—0

— Df(a, h)H =0. (5)

Izraz Df (a, h) naziva se slabi tj. Gatoov diferencijal.
Izraz (4) moZe se napisati na jo$ jedan nacin
f(a+th)—f(a) =Df(a,h)t +o(t) kadat—->0 (6)

Slabi diferencijal Df (a, h) ne mora biti linearan po h. Ali ako jeste, onda vaZi sledeca
definicija.

Definicija 6.10. Ako je Df(a, h) = Ah gde je A ograniceno linearno preslikavanje skupa R™
u skup R™, onda je to 4 slabi (Gatoov) izvod funkcije f u tacki @i oznacava se sa f,,(a).

Drugim recima, ograniceno linearno preslikavanje f,, (a) jednoznacno je odredeno sa

. ||fla+th) - f(a)
m
t—0 t

- it o

zasve h € R™.

Stav 6.4. Ako preslikavanje f ima jak izvod u tacki a, onda to preslikavanje ima i slabi izvod u
istoj tacki i ti izvodi se poklapaju tj. £, (a) = f'(a).

Dokaz: 1z definicije jake diferencijabilnosti sledi daa + th - a kadat — 0 za svako h € R",
paje

fla+th) - f(a)
t
=0

lIf(a+th) - f(a) — f'(a)(a + th — a)l
lla + th — al|

lim
t—0

~f (a)h” = Al tim

Kada ovo uporedimo sa definicijom slabe diferencijabilnosti, vidimo da je f,, (a)h = f'(a)h,
odnosno f,,(a) = f'(a).m

Obrnuto ne mora da vazi. Ali da bi smo to dokazali, trebaée nam slede¢a lema i njena
posledica.

Lema 6.5. Ukoliko je U © IR™ otvoren skup koji sadrzi odsecak [a,b] & {a + a(b —a):0 <
a < 1} i ako je funkcija f: U = R™ slabo diferencijabilna u svakoj tacki odsecka [a, b], tada
je

If(b) = f@Il < sup [Ifw)lpwnrmllb — all

x€[a,b]
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gde je B(R™, R™) prostor ogranicenih linearnih preslikavanje iz R™ u R™.
Dokaz se moze nadi u literaturi [1] na strani 319.

Posledica 6.6. Pod uslovima leme 6.5. vazi

1f(0) = f(a) = fw(@ (b —a)ll < sup [Ifi(x) = fiw(@llpwnrmllb = all.

x€[a,b]

Stav 6.7. Ako je U c R" otvoren skup, a funkcija f: U = R™ slabo diferencijabilna na U
tako da je njen slab izvod f,: U —» B(R", R™)neprekidan u tacki a, tada je f i jako
diferencijabilna u a i vazi

f'(@) = fw(a).
Dokaz: Kako je f;, neprekidno preslikavanje u tacki a, to vazi da za svako € > 0 postoji § > 0
tako da je ||fiy(x) — fiw(@)|| < € uvek kada je |[|x —a|l < §i za svako x € R". Za svako
z € [[a, x] je
lz—all = lla + a(x —a) —all = lla(x — )l = |alllx —all < [[x —all <6,
jerjie0<a < 1.

Odatle sledi

If () = f(a) = fw(@(x - )l < SUD]]IIqu(Z) — fw@llpwrrmllx — all <ellx — all.

z€[a,x

£ GO -f(@)—fi (@) (x-a)||

llx—all
diferencijabilno u tackiai f'(a) = f,,(a).m

Ovo zna¢i da je lim,_, = 0, odnosno preslikavanje f je jako

Ako je f: R™ — R™ diferencijabilno preslikavanje, onda je njegov jak izvod f' preslikavanje
prostora R™ na prostor B(R",R™) . Ako je preslikavanje f":R"™ — B(R" R™)
diferencijabilno u nekoj tacki a € R", tada njegov izvod nazivamo drugim izvodom
preslikavanja f u tacki a i obelezavamo sa " (a). To znacida je f"'(a) € B(R", B(R", R™))
uvek kada postoji. Sledeéi stav pokazuje da se elementi prostora B(R", B(R", R™)) mogu
predstaviti preglednije pomocu bilinearnih preslikavanja.

Stav 6.8. Svakom elementu A € B(R", B(R™, R™)) moZe se dodeliti element iz B(R" X
R™, R™) formulom

B(x,x") ¥ (Ax)x’
za sve x,x’ € R™, koji uspostavlja izometri¢ki izomorfizam ova dva prostora.

Dokaz: Funkcija koja svakom elementu iz prostora B(R"™, B(R", R™)) dodeljuje element iz
prostora B(R™ x R™, R™) po formuli B(x,x") & (Ax)x' je linearna. Kako je
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[|BCx, x)l = [|(Ax)x"|| < l|Ax|ll|x"]] < I|Allllx]|[llx"]| za sve x, x" € R™, moZemo zakljuditi
daje [|IB| < lAll.

Kako je [|Ax|| = supjj<1 [I(AX)x"]| = supj,r<i 1B, x)I < [IBllllx|| za sve x € R™, tako
daje [lAll < IB]|.

Na osnovu prethodne dve nejednakosti, moZzemo zakljuciti da je ||A|| = ||B||. Korespodencija
izmedu B(R™, B(R",R™)) i B(R™ x R™, R™) koja je zadata formulom B(x,x") & (Ax)x' je
linearna, izometricna i "na", pa je i uzajamno jednoznacna.m

Na osnovu ovog stava element f''(a) € B(R", B(R", R™)) mozemo takode smatrati
elementom prostora B(R"™ x R™, R™).

Stav 6.9. Neka je data matrica A € M(m X n, R) i preslikavanje
f:R™® X R™ - R: (x,y) — yTAx.

Tada je f jako diferencijabilno za svako (a,b) € R™ X R™ i za svako a,h € R™ i svako
b,k € R™ vaii

f'(a,b)(h, k) = bTAh + kT Aa.
Dokaz:

If(a + h,b+ k) — f(a,b) — bTAh — kT Aq
=|(b+k)TA(a+h) — bTAa — bTAh — kT Aq|
= |(bT + kT)A(a + k) — bTAa — bT Ah — kT Aal|
= |(bTA + kTA)(a + h) — bTAa — bTAh — kT Aa|
= |bTAa + bTAh + kT Aa + kT Ah — bTAa — bT Ah — kT Aa| = |kT Ah|

< LT IANIRI < %IIAII(IIkII2 +IRlI%) = % IANICR, 112 = o(llCh, )
kada ||(h,k)|| = 0. m
Stav 6.10. Neka je data matrica A € M(n X n, R) i preslikavanje
f:R™ > R:x — xT Ax.
Tada je f jako diferencijabilno za svako a € R™ i za svako a, h € R" vaii
f'(a)h =aT(A+ AT)h.

Dokaz:
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If(a+h)—f(a)—a’(A+ADh| = |(a+ h)TA(a+ h) —aTAa — a"(Ah + ATh)|
= |(a" + h")A(a + h) —aTAa — a"Ah — aT AT h|
= |(aTA+ hTA)(a+ h) —aTAa — a’Ah — aT AT h|
= |aTAa + aTAh + hTAa + hTAh — a"Aa — a"Ah — aTATh| = |hT Ah|
< lAllllRIIZ = o(lIRID)

kada ||h|| — O.
Naime, kako je hTAa € R, to je hTAa = (hTAa)" = (Aa)"Th=a"ATh. m

Posledica 6.11. Ako je matrica A € M(n X n,R) iz stava 6.10. simetricna, onda za svako
a € R" vazi

f'(a)h = 2aT Ah.

Ako je matrica A simetricna onda je AT = A. Kada to primenimo u prethodnoj teoremi
dobijamo

f'(@)h =a’(AT + A)h = a" (4 + A)h = 2aT Ah.
Posledica 6.12. Neka je dato preslikavanje
f:R™ > R:x — xTx.
Tada je f jako diferencijabilno za svako a € R" | za svako a, h € R™vaii
f'(a)h = 2a"h.
Ako u stavu 6.10. izaberemo da je matrica A jedini¢na, onda vazi
f'(a)h = a’(ET + E)h = 2a"Eh = 2a"h.

Jaki diferencijal preslikavanja f: R™ - R™ definisali smo kao sliku elementa h € R" pri
dejstvu ograni¢enog linearnog preslikavanja f'(a) € B(R",R™) tj. df & f'(a)h. Slitno
tome, diferencijal drugog reda se definise sa d?f % f"(a)(h,h) odnosno kao slika
elementa (h,h) € R™ X R™ pri dejstvu ogranicenog bilinearnog preslikavanja f"'(a) €
B(R™ x R™, R™). Po analogiji definisu se i diferencijali viseg reda.

Teorema 6.13. (Tejlorova10 formula) Neka je U c R" otvoren skup i neka je funkcija
f:U —» R™ diferencijabilnan — 1 puta na U in puta diferencijabilna u tackia € U. Tada
vazi

1 1
f@%ﬁﬁﬂ—fwxx—w—zfﬁww—aw—aym"—aﬂmwxx—%mx—@

= o(llx —all™)

kadax — a.

%Brook Taylor (1685-1731)

72



Dokaz se moze nadi u literaturi [1] na strani 322.

Definicija 6.11. Funkcional f: R" — R dostiZe lokalni minimum u tacki a € R™ ako postoji
€ > 0 takodaje f(x) = f(a) za svako x € R™ za koje vazi ||x — al| < e.

Stav 6.14. Da bi jako diferencijabilni funkcional f: R™ — R imao u tacki a lokalni ekstremum,
neophodno je da bude f'(a) = 0.

Dokaz: Uocimo funkciju g: R — R:t = f(a + th). Ako funkcional f ima lokalni ekstremum u
tacki a, onda funkcija g ima lokalni ekstremum u tacki 0 za svako h € R™. Funkcija g je
diferencijabilna u tacki 0, pa je

9'(0) = f'(a)h = 0.
Za svako h € R™. Odavde sledi da je f'(a) = 0 u tacki a lokalnog ekstremuma.m

Stav 6.15. Neka je funkcional f: R" — R diferencijabilan u okolini tacke a i ima drugi izvod u
tacki a. Ako je a tagka lokalnog minimuma za f, tada je df (a) = 0.

Dokaz: Krenimo od Tejlorove formule

! 1 142
fO)—f@-f@x-a)—5f"(@x—ax—a)=o(lx—al?) kadax - a.
Kako a + th — a kada t — 0 za svako h € R"™, vazZi sledeée

fl@a+th)—f(a)—f'(a)(a+th—a)— %f”(a)(a +th—a,a+th—a)=o0(la+th-
al|?) kada t -0

fla+th) — f(a) —tf'(a)h — ;—Z!f"(a)(h, h) = o(t?||h||*) kadat — 0

r@+m - r@ - tr @h-S @@ )|

lim ' = 0.

t—0 t2||h?||

Kako je a tacka lokalnog minimuma, to je f'(a) = 0, pa sledi

fa+th) - f(a)

t2

1 .
51/ (@ h) =1im

lim f (a+th2)—f (@)
t—-0

f"(@)(h,h) =d*f(a) 20.m

Stav 6.16. Ako je f: R™ — R diferencijabilan funkcional tako da je df (a) = 0, a d?f(a) jako
pozitivan kvadratni funkcional, tada je a tacka lokalnog minimum funkcionala f.

= 0 jer je a tacka lokalnog minimuma, pa je time i

Dokaz: Kako je d?f (a) pozitivan kvadratni funkcional, to postoji konstanta ¢ > 0 tako da je
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d’f(@) = f"(@)(x — a,x — a) = cllx — all?

za sve x € R™. Primenom Tejlorove formule i uslova da je df(a) =0, za nekod >0
dobijamo

fe0) ~f@ ~ 3" @G —ax—a)| <lx—all? zallx—all <.

Koristeéi prethodne dve nejednakosti, dobijamo

1 1
fO-fl@z5f (@& -ax—a)—|f()-fla-7f(@k-ax-a

> llx—all> —=|lx —all®> = = |lx —all> > 0,
2 4 4

Sto dokazuje da je a tacka lokalnog minimum.m

6.5 Teorema Gaus-Markova

Teorema 6.17. U klasi linearnih nepristrasnih ocena nepoznatog parametra 6 u linearnom
modelu sa potpunim rangom X = A0 + &, ocena dobijena metodom najmanjih kvadrata ima
najmanju disperziju.

Dokaz:
X,
X =| i |je n-dimenzioni slu€ajni vektor tj. Xy, ... X;; su slu¢ajne velicine i
[ X,
-a11 eee a’lp
A= : ]je matrica formatan X p, gde je p < n. Obzirom da je ovo model sa
[An1 " App

potpunim rangom, rangA = p.

61

6 = [ : ]je p-dimenzioni nepoznati parametar tj. 6,,...,6, su nepoznati parametri koje
0
P

treba oceniti i
€1

e =| ! |je n-dimenzioni slu¢ajni vektor, gde su &, ... &, su slu¢ajne veli¢ine takve da vazi:
87'1,

e E(g)=0 zai=1,..,n
e D(g)=0% zai=1,..,n

° E(gl.gj)=023 i,j=1,...,nii¢j
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Na osnhovu osobina vektora &, moZemo zakljuéiti da je cov(e) = o2E. Sluéajne veli¢ine
&1, ... €, NAzivaju se slucajnim gresSkama.

U dokazu je prvi korak odredivanje ocene nepoznatog parametra 8 metodom najmanjih
kvadrata. Zatim treba pokazati da je ta ocena linearna i nepristrasna, a onda i odrediti
disperziju ocene. Na kraju dobijenu ocenu uporedujemo sa nekom drugom linearnom i
nepristrasnom ocenom nepoznatog parametra 6.

(1)Metoda najmanijih kvadrata podrazumeva odredivanje takve ocene nepoznatog
parametra 6 da norma vektora slucajne greske ||€|| bude $to manja.

llell = min = ||el|> — min
llell*> = eTe
ele=(X—-A0)T(X — A46)

lerje X =A0+ec=e=X—A0.
Posmatrajmo funkcional Q: RP —» R: 0 — (X — A0)7 (X — A9)

0(6) = (X — A40)T(X — A8) = (XT — (40)T)(X — 46) = (XT — 9T AT)(X — A6)
= XTX — XTA0 — OTATX + 6T AT A0

Na osnovu stava 6.16. ako je dQ(@) =0i dZQ(é) jako pozitivan kvadratni funkcional, onda

je @ tacka lokalnog minimuma funkcionala Q.

dQ(0) =0—XTA—XTA+20TATA = -2XTA+20TATA

Naime, kako je 0TATX € R, toje

0TATX = (9TATX)" = (ATX)TO = X" Ad.

Takode, ATA je simetri¢na matrica i tu osobinu koristimo prilikom diferenciranja.
—2XTA+20TATA=0

OTATA =XTA

(ATATG = A"X

rangA = rang,A, a ono $to su vrste matrice 4, to su kolone matrice A7, pa vazi rang,A =
rang,AT. Na kraju rang, AT = rangAT.

Kako je rangA = p irangAT = p, sledi da je rangATA = p.

Matrica ATA je formatap X p irangAT A = p. Na osnovu posledice 2.23. moZemo zakljuéiti
da je matrica AT A regularna tj. postoji inverz (ATA) 1.

0 =(ATA)1ATX
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Treba joS proveriti da li je dZQ(é) jako pozitivan kvadratni funkcional tj. da li postojic > 0
tako da je d?Q(8)(h, k) = c||h||? za svako h € RP.

d*Q(0) = 2474
d2Q(9)(h,h) = 2hTAT AR

Matrica A7 A je nenegativno definitna na osnovu leme 2.7. Na osnovu posledice 2.10. postoji
ortogonalna matrica Q € M(n, R), takva da je QTATAQ = D, gde je D dijagonalna matrica
sa nenegativnim elementima na dijagonali.

Iz jednakosti QTATAQ = D, dobijamo da je ATA = QDQT.
d?Q(d)(h,h) = 2hTQDQh
Neka je Q = PT, tada prethodna jednakost postaje

d?Q(0)(h,h) = 2h"PTDPh = 2(PR)TDPh = 2A||Ph|I> (1)
Gde je A > 0 minimalni element na dijagonali matrice D.
IPRII? = [IPRIIPAIl = IPRIIATPTIl = [[RTPTPRI| = ||RTR|| = ||A]|? (2)
Iz (1) i (2), sledi da je dQ(8)(h, h) = 22||h||* za svako h € RP i 1 > 0.
Dakle,

0 =(ATA)ATX

je zaista loklani minimum funkcionala Q: RP? —» R: 0 — (X — 40)T (X — A6).

(2)1z samog zapisa se vidi da je ocena @ linearna.

(3)1zra¢unajmo ocekivanje ocene 6.

E() = E((ATA)'ATX) = (ATA)TATE(X) = (ATA)1ATE (A6 + ¢)
= (ATA)*AT(E(A6) + E(e)) = (ATA)AT(AE(D) + 0)
= (ATA) TATAE(6) = (ATA) L (ATA)E(0) = E(6)

Tako da je ocena 8 zaista nepristrasna.

(4)Odredivanje disperzije ocene.
D(9) = D((ATA)"1ATX) = (ATA)~*ATcov(X)((ATA)*AT)T
Na osnovu svojstva kovarijacionih matrica izloZenih u poglavlju 5, vaZi sledece
D(X)=D(A0 +¢) =D(A0) + D(¢) = 0 + 0*E = ¢?E.
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Tako da je

D(8) = (ATA) T ATG?E((ATA)TAT)T = o2 (ATA) T ATEA((ATA) )T
= 62(ATA) " (ATA)((ATA)T)™! = o2 ((ATA)" AT A) (AT A)~
= 62E(ATA)! = o2(ATA) .

(5)Neka je 8 neka druga linearna i nepristrasna ocena nepoznatog parametra 6 oblika
0=G"X+0,

gde je matrica GT formata p X n izabrana tako da vaZi GTA = 0. Ocena je ocigledno
linearna, proverimo da li je i nepristrasna.

E(0)=E(G"X+0)=EG™X)+E() =E(G"(46 +&)) + E(D)
=E(GTA0 +GTe) + E(9) = E(GTA0) + E(GTe) + E(0)
=GTAE(0) + GTE(e) + E(0) = 0E(0) + GTO + E(8) = E(9)

Ocena 0 je zaista nepristrasna.
Radi uporedivanja ocena 8 i 8, potrebno je izratunati disperziju ocene 8.

D(0) =D(G™X +0) =D(GTX + (ATA)*ATX) = D((GT + (ATA)~1AT)X)

= (GT + (ATA)LAT)cov(X) ((GT + (ATA)~1AT))"

= (GT + (ATA)AT)0?E(GT + (ATA)~1AT)T

= 02(GT + (ATA)TAN)(G + ((ATA)14T)T)

= c2(GT + (ATA)AT)(G + A((ATA)™HD)
d?(GT + (ATA)TAT)(G + A((ATAT)™)
a?(GT + (ATA)1AT)(G + A(ATA)™)
=0%(GTG + (ATA)ATG + GTA(ATA) ™ + (ATA)"TATA(ATA)™Y)
d?(GTG + (ATA)L(GTA)T + 0(4ATA)™ 1 + ((ATA)"TATA)(ATA)™)
=0%(GTG + (ATA) 0+ E(ATA)™Y) = 6?(GTG + (ATA)™Y)
=0%GTG +0%(ATA)™ = ¢%G"G + D(0)

Matrica GT G je nenegativno definitna na osnovu leme 2.7. tako da je 62GTG > 0, pa vazi
D(é) = D(@). Dakle medu linearnim nepristrasnim ocenama nepoznatog parametra 6
najefikasnija ocena (u smislu minimalne disperzije) je ocena dobijena po metodi
najmanjih kvadrata.m
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Primer: Metoda najmanjih kvadrata se koristi u regresionom modelu, a u ovom radu primena
teoreme Gaus-Markova biée ilustrovana na jednom primeru primene u okviru regresionih
vremenskih serija. Posmatrajmo vremensku seriju (X;,...X,) koja se sastoji od jedne
deterministricke komponente (trenda) f (t) i jedne slucajne komponente &;

Xe=f)+e t=12,..n
Pri ¢emu je &; niz takav da vazi:
e E(e)=0t=12,..1m
e D(gp)=0% t=12,..1n

e cov(e,e,) =0 t,s=12,.n s+t

Trend mozZzemo predstaviti kao linearnu kombinaciju nepoznatih parametara

f(@) =B + (OB + -+ (DB, t=12,.nip<n

pri ¢emu su f;(t)(j = 1,2,...p ) odredeni brojevi odnosno vrednosti dobijene merenjem, a
B;(j = 1,2,..p) su nepoznati parametri. Tada imamo

Xi=f()+e=0F+ LB+ -+ (DB + &
X, =fQR)+ & =R+ 22Q)B + -+ f,(2)B, + &

Xn=f(M)+e,=fi()P1+ LB, + -+ fp(n)ﬁp + &p.

Ako uvdemo sledece oznake

X1 (D) LA - H(D B &
X = Xz F = f1(2): {2(2) fpgz) g = ﬁz e = 52
Xn fin) for(n) - fr(0) By €n

Onda se jednacine mogu napisati u matri¢cnom obliku
X=Ff +e¢.

Ovaj vremenski model naziva se regresioni model. Kada na ovaj model primenimo teoremu
Gaus-Markova, dobijamo da ocena

B =(FTF)'FTX

dobijena po metodi najmanjih kvadrata ima najmanju disperziu u klasi svih lineranih
nepristrasnih ocena.
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Zakljucak

Slucajni vektori mogu se zapisivati u matricnom obliku. Bas kao i linearni sistemi, tako
se i linearni statisti¢cki modeli mogu predstaviti preko matrica. Videli smo da i opservacije
vremenskih serija imaju svoj matri¢ni zapis. Sve su to samo neki od primera na kojima je lako
uocljivo da matri¢ni racun ima veliku primenu u statistici. Medutim, za to je potrebno
vladanje ne samo osnovnim, nego i sofisticiranijim aparatom matri¢ne algebre i linearne
algebre uopste.

U ovom radu osvrnuli smo se na osnove linearne algebre kao $to su sistemi linearnih
jednacina, osnovne operacije i osobine matrica i determinanti. Kada je u pitanju nesto
sloZeniji matri¢ni racun predstavljene su teme matri¢nog diferenciranja i uopstene inverzne
matrice. Sve to u cilju pojednostavljenja i boljeg razumevanja pojedinih delova statistike, kao
$to je na primer teorema Gaus-Markova. Znacaj teoreme je veliki, jer ve¢ na osnovu same
postavke problema, pod uslovom da raspolazemo dovoljnim brojem informacija mozemo
zakljuciti koja je linearna ocena nepoznatog parametra najefikasnija.

Uvodenje uopstene inverzne matrice omoguéava nam da reSavamo one sisteme koji
imaju beskonacno mnogo resenja. To je slucaj kada imamo vise nepoznatih nego jednacina
tj. kada treba da ocenimo vise nepoznatih parametara nego $to imamo uzorackih podataka.
Ako je pak situacija takva da imamo viSe uzorackih podataka nego nepoznatih parametara
koje ocenjujemo, onda je metoda najmanjih kvadrata jedan od mogucih nacina da dodjemo
do ocene nepoznatih parametara.

Sopstveni vektori i sopstvene vrednosti su bitni u vektorskim vremenskim serijama,
analizi glavnih komponenata, primeni kvadratnih formi u statistici, itd. Ovo su samo neki od
primera, jer matri¢ni racun ima veoma veliku i bitnu upotrebu u statistici.
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