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1. YBOp,

[ln/b Mor MacTep pajia je Aa NpeACcTaByUM 3aJlaTKe pa3MaTpaHe o] CTpaHe
eMUHEHTHUX MaTeMaTh4yapa u3 npouuiocty. [Ipyxuhy u fogaTHe nHoOpMaLHje
0 TeMaMa Koje ce HaJla3e y IKOJICKOM IPaiuBYy.

Pap ce cacToju U3 net nesvHa:

e 3ajanu ca NpoCcTUM OPOjeBUMa;
bpoj ;
[IpuMeHa KOMIJIEKCHUX OpojeBa U KBaTEPHUOHA;
EyK/iuacKa U HeeyK/IUICKa FeOMeTpHja;
YMeTHOCT 6pojama.

Kpo3 oBux meT uesrHa npukasahy kako 3aZjlaTKe U HUXOBA pelllerka, TakKo U
UCTOPHjCKe YHUIbEHHLIE Be3aHe 3a HbUX.

Y pany he 6uTu getamHO OOjallllkbeH HAYUH pelllaBakba CBAKOT 3a/aTKa,
KOopak mo Kopak. [locebHa mnaxxwa he 6uTH mnocBeheHa 3ajanyMMa KoOju
penpe3eHTyjy crienyjasiHe (U eJleMeHTapHe) cjly4ajeBe I0O3HATUX TeopeMa yuje
dbopMynanuje y4eHULU CpeJilbe LIKOJe MOTy Ja pa3yMejy, ajJli YMjd [l0Ka3u
M3J1a3e U3 OKBUPA CpeIbOIIKOJICKE MaTeMaTHKe.

Buhe HazHayeHe U HCTOPUjCKe YMHbEHUIIE KOje Cy Be3aHe 3a OBe 3a/laTKe,
Kao U 3a MaTeMaTHU4ape KOju Cy 3aCJyKHU 3a BbUXO0BO peluaBamwe. Takohe 6uhe
IpY¥Ka3aHe 3HayajHe HCTOPUjCKe YHHEHUILEe KOje Cy yTulaJle Ha pasBoj
MaTeMaTHKe, Kao U KaKo je TEKAO caM pa3BOj MaTeMaTHKe KpPO3 UCTOPH]y. Jako
je OUTHO Kako Cy Ce HEeKM 3aJalli pellaBajid, a KakKo Ce JiaHacC pellaBajy.
[lokazahy kako cy npe map Xu/baZla TOJMHA [0JIa3WJHU [0 jaKo OUTHUX
MaTeMaTUYKHUX 3HAA.



2. 3aanM ca NpoCTUM OGpojeBUMa

[IpocTtn 6pojeBU cy NMpUPOAHU OPOjeBH, KOjU CY
Je/bMBH camMo ca 1 M ca camMuM coboMm. Y
MaTteMaTuly, EpaTocTeHOBO cUTO je TOCTymak 3a
oapebhuBamwe npocTrux 6pojeBa MawbUX 0/, HEKOT 3a/jaTOT
6pojan. Kpeupao ra je EpaTtocTen.

Epatocten u3 Kupene (276. nHe - 194. nHe) je
0640 CTAapOoTrpyKM MaTeMaTHh4dap, MEeCHUK, aTjaeThydap U
actpoHoM. Meby caBpeMeHuIIMMa je 6MO MO3HAT MO/,
HaZIUMKOM ,6eTa” (rpuku 6poj ABA) jep Cy ra y MHOTHUM
obsacTuma cMaTpaiu Apyrum YOBEKOM
yutaBor Megurtepana. tbemy ce mnpumnucyje cucreMm
3eMaJ/bCKUX KOOpAWHATA ca reorpapCcKyMM MIMpUHaMa U
Jly’kMHaMa, a NpBU je NMO3HATU HAayYHUK KOjU je U3pauyHao o6uM 3eMJbe, Ha
BeoMa JIOBUTJ/bUB HAaYUH.
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EpaTtocTeHOB nocTynak npoHajakema MpocThx Opojesa je cienehu:

o HamnumeMo cBe 6pojeBe o, 2 10 n.

o [loyeBuIx o mpBOT 6poja HAa CIUCKY ([BOjKa) MpeLpTajMo ca CIMCKa CBe
6pojeBe JieJbHBeE Ca [iBa U YIIMIIUMO /A je ABOjKa MPOCT 6poj.

o IloHaBJ/bajMo MoCTynak ca ciaejehuM HenpenpTaHuM 6pojeM m. Jlake,
npeLpTajMo CBe 6pojeBe Je/bUBe ca M, a lbera caMor 06esIeXXMMO /1a je
HpPOCT.

[locToje edukacHUju aAropuTMHU 3a NPOBepy JAa Jid je HeKHU oApeheHu 6poj

IpocT, a cazia heMo ypaiuTH HeKe 0/1 3a/laTaka Be3aHe 3a pocTe 6pojese.


http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%80%D0%BE%D1%81%D1%82_%D0%B1%D1%80%D0%BE%D1%98
http://sr.wikipedia.org/wiki/276._%D0%BF._%D0%BD._%D0%B5.
http://sr.wikipedia.org/wiki/194._%D0%BF._%D0%BD._%D0%B5.
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D1%80%D0%B5%D0%B4%D0%BE%D0%B7%D0%B5%D0%BC%D0%BD%D0%BE_%D0%BC%D0%BE%D1%80%D0%B5
http://sr.wikipedia.org/wiki/2_(%D0%B1%D1%80%D0%BE%D1%98)

2.1 IIpocTtv 6pojeBU y apUTMETHUYKOj IPOrpecuju

Eykaug je jemaH of  Haj3HAYajHUjUX
MaTeMaTh4apa. O HeroBoM >KUBOTY Ce jaKOo MaJio
3Ha, CKOpo HUMaJ0. Hanucao je Ezxemente oko 300.
rogvHe mnHe. Hema MHoOro kmura Koje ce ca
EsremenTrma MoTy IOpEWTH 110 3HAYajy U YTULAjY
Ha MCTOpHjy IuBuUau3anuje. [Ipoksol Kasyje Kako
ra je IlTosoMaj? jeqHOM NUTA0 NOCTOjU JIU Y
reoMeTpyju kpahu nyt on nyra EzemeHara, a
Eykiuj je oAroBOpHO Jla HeMa Kpa/beBCKOT IyTa y
reomeTpuju. Mako ocKyHY, HAjONIIUUPHUjU ITOJALU
o Eyknuay mory ce Hahu y [lpoksnoBoM /lperzesny.
BepoBaTHO je yuyuo y AtTuHM, y Ili1aTOHOBO]
Axkazemuju. Y AnekcaHApUjU je OCHOBAO YYBEHY
MaTeMaTHU4Ky IIKOJy KoOja je TMocJe Tora IocTojajsa BekoBuMa. Ilopen
Enemernarta, koju cy J0CKopa CByJa CHYKHJM Kao YIIOEHHK TeOMETpHje,
CacTaBMO je joll HEKOJIMKO CIIMCa KOjU CY cadyyBaHHU 10 HALIUX JjaHa. To cy:

e [lozayH Koju CIy»e Kao YBO/J, Y TeOMETPUjCKY aHa/IU3Y;

o O paszzaramy QHUIrypa, Cliuc cadyBaH caMo y apaliCKOM IIpeBOAY;

o @ernomenu, nocBeheHu esieMeHTapHOj cHepHOj TEOMETPUjU U HEHO]
IPpUMEHHU y aCTPOHOMU)H;

e Onrtukay kojoj Eykiuj pacnpaB/ba 0 LIUPEWHY U 0/10Ujalby CBETJIOCTU y
CKJIaZly €A IMTAaropejCKOM TEOPUjOM.

MHoru EyK/inJij0BU CIIUCH Cy U3TyO/beHHU.

Cnenehe TBphemwe je mo3HaTo ox Eykiuja :

3MATAK1......-ooooocoooooooooooooooooococoooococooo

[locToju 6eckoHaYHO MHOIO MPOCTHX 6pOjeBa. /JOKazaTH.

TBphewe npeTxoAHOr 337jlaTKa ce MOX€e HM3PA3UTH U y 00JIUKY: ApUTMETHYKA
nporpecwuja 1, 2, 3, ... cafjp>ku 6eCKOHa4YHO MHOT'0 MPOCTUX 6pojeBa.

3a pemaBame 3azaTka 1 6uhe HaMm noTpebHa cieneha Teopema:

! Proklo Diadoh (410-485), rpuku ¢pua030$, HAMKCAO je KOMEHTAape NpBe KibKre EykanmoBux
Enremenara3a notpebe 1IKoJIe y K0joj je MpeaaBao.

Z Ptolomaj Klaudije (oko 100-178), rpyku acTpoHoM, MaTeMaTwdap W reorpa¢. Hajcrapuju
3Be3JlaHU KaTaJsIol KOjU HaM je y LeJIMHM cadyBaH je ynpaBo [lTosioMejeB KaTaJjor, Koju ce
HaJla3! Yy ’er0BOM IJIaBHOM Jieny AJIMerecr.



TEOPEMA 1 (OCHOBHA TEOPEMA APHTMETHKE): CBaku npHpozad 6poj n Behu o 1
MOJKe ce IIPHKA3aTH KA0 IIPOH3BO/ IPOCTHX 6p0jeBa HA Je/JHHCTBEH HAYHH.

Aokasz Teopeme 1:

JloKa>XMMO NPBO Jla ce CBAaKU NpupojaH 6poj Behu of 1 Moxe npeACTaBUTH Kao
Ipou3BOJ, NpocTUX 6pojeBa. OBo hemMo fokasaTu kopuuihewmeM MaTeMaTH4yKe
UHAYKLHje.

basza unaykuuje:
bpoj 2 je npocrT.

WHAYKTUBHU KOpaK:

[IpeTnocTaBuMO fa je n > 2 U Jja Hallla TeOpeMa Baku 3a CBaKU NpUpoOJaH Opoj
m, TakaB Jia je 2 < m < n. JlJokaK1UMO J1a Ce U N MOKe NMPUKA3aTHU Kao MPOU3BO/,
npocTtux pakTopa.

AKo je n mpocT, HeMaMo 11ITa JOKa3uBaTU. AKO HUje MPOCT, OH/A je N CJI0XKEeH, Tj.
n=nn, rae je 1<n; <nwu l<n, <n.Ilo npernocraBuy, n, U N, ce MOry
NpeACTaBUTH NPEKO MPOU3BOJAa NPOCTUX OpOojeBa, jep Cy MawHU O n, na cjleau
Jla ¥ n ¥Ma TO CBOjCTBO.

Jloka>kuMo cajia Aa je mpejcTaB/balbe MPUPOJHHUX GpojeBa MPEKO MPOU3BOJA
NpoCTUX 6pojeBa je JUHCTBEHO.

[IpeTnocTaBUMO Aa n UMa [JiBe pasauyuTe dakropusauuje. HakoH pespema c
IpOCTUM OpOjeBMMa KOjU Cy 3aje/JHUYKU U 3a je/JHy U 3a ApyTy GaKTopU3aLHjy,
Jlo6HhjaMo jeAHAKOCT 0OJIMKa:

P1D2 - Pr = 4192 - Qs

rae cy p; 3a i=1,2,..,7r u q; 3a j = 1,2,...,s npocTu OpoOjeBH, HE HYXKHO
pPa3/IMYUTH, ajiM TAaKBU Jja Ce HU jeJlaH POCT Opoj ca JieBe CTpaHe jeJHAKOCTU He
1nojaBJbyje Ha ZIeCHOj CTPaHHU jeIHAKOCTH, Tj. p; # q; 3a cBe i,j. MehyTum, 3Hamo
/la p; Mopa JIeJIuTH q1q; .. 45, 1a OHJIA Py JieJM 6apeM jeaaH ¢;. Kako ce pagu o
NPOCTUM 6pOjeBMMa, OH/Ia TO 3HAYM Jia je p; = ¢}, @ TO je KOHTPaJUKI1ja MOLITO
CMO NPETHOCTAaBUIIU A je p; # q; 3a CBe L, j.

O
PEIIERGE 3AJJATKA 1:

Eyknup je pao ciaepehe pemewe 3agatka 1 (MeTofoM cBohewa Ha
KOHTPaAUKLH]Y).
[IpeTniocTaBUMO Ja MOCTOjU KOHAYHO MHOIO MPOCTUX OpojeBa: pq,Ps, -, Pn-
Heka je: N=p; p,.."p, + 1. Bpoj N He Moxe 6uTU mnpoct, jep je N >
p;3acBei=1,2,..,n. Kako je N cinoxeH 6poj, oHga N Mopa OGUTH Jie/bUB ca
HeKUM of p; rhe je 1 <i<n, Ha ocHOBy Teopeme 2. [lowto p; Aenu
P1 D2 .. DPp, OHJAQ Takohe Mopa pgenuty U N —p; Py .. Py WTO je 1.
MebyTuM, 1 HuUje Ae/buB ca p; > 1. OBa KOHTpaAHKIMja MoKa3yje Ja MOCTOjU

6eCKOHAa4YHO MHOTO MPOCTHUX OpojeBa.
|



HaBeaymo 3apaTak Koju faje MHPoOpMaliyje o JIoKaliMju IPpoCTUX OpojeBa,
Meby npuposHuM 6pojeBrMMa, Ha 6POjeBHOj ITPaBo;j.

3MATAK2.0.0000ooooaoooaaoaooocacaooaacoooacaoooooaa

JlokasaTu Ja 3a 6UJI0 KOjU IPUPOJIaH 6poj n > 2, MOCTOjU MPOCT OPOj
usmehy n un!.

PEIIERE 3AJJATAKA 2:

Jla 6ucMo pemunau 3ajaTak 2 MMajMo Ha yMmy Jia 6poj M =n! — 1 uma
HajMame jeJlaH NpOCT Aesaual p. JacHo je fa je p < n!. UctoBpeMeHo jeu p > n,
jep Aa je p < n oHAa 6 p MopaJio AeauTu n!, a onzaa he p geantu u n! — M, mwro
je 1, a To je Hemoryhe. Tako cMo U f06uUIM Aa je p usmehy n u nl, wro je u
TpebaJio NoKa3aTH.

|

[locToju jom 6GoJsba OlLleHA O JIOKALUjU MPOCTHUX 6pojeBa Mebhy NpUpoOgHUM
6pojeBHMMa, Ha 6POjeBHOj IPaBoj, TO je bepTpaHOB MOCTY.IaT.

BEPTPAHOB IOCTYJIAT: Y cBakoM HHTEpBAaJIy [n,2n| Hajlazu ce 6ap jegad IpocT
6poj.

Jloka3z BepTpaHoBOT mocTy/jiaTa MOXeTe IMorJeJaTH y Kibu3u [27], ja ra Hehy
OB/le HAaBOJUTH MOLITO je jako 06MMaH. AKO 3a n y3MeMO OUJI0 KOjU NPUPOaH
6poj, MoxxeMo npoHahu mpocTe 6pojeBe y 0BaKBOM HHTepBay [n,2n], kao mTo
je ¥ mokasaHo y ciesieheM npumepy.

[IPUMEP 1:
a) Ako je Hrp. n = 5 nponahumo npocte 6pojeBe y uHTepBaay [n,2n] = [5,10].
[IpocT 6poj KOju ce Haa3u y OBOM UHTEpBaJy je 7.

6) Ako je Hrp. n = 8 npoHahuMo mpocTe 6pojeBe y WHTepBay [n, 2n] = [8,16].
[IpocTu 6pojeBU Koju ce Hajla3e y OBOM UHTepBany cy 11 u 13.

B) Ako je Hmp. n = 15 mponahumo mnpocte 6pojeBe y uHTepBany [n,2n] =
[15,30].
[IpocTu 6pojeBU KOju ce HaJIa3u y OBOM UHTepBany cy 17, 19, 23 u 29.

Y neBeTHaecToM BeKy Jlupuxiie3 je UCTpaXXKUBao NUTAE:
Koje aputmeTunuke nporpecuje a,a + d,a + 2d, ... npupoiHUX OpojeBa, caapke
6eCcKOHAaYHO MHOI'0 POCTUX 6pojeBa?

3 Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 - 1859), HeMaykyd MaTeMaTU4Yap KOMe ce IpUIIUCYje
MozepHa ,,popmanna“ fedpuHnnmja pyHKIHje.


http://sr.wikipedia.org/wiki/1805
http://sr.wikipedia.org/wiki/1859
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D0%B8%D1%98%D0%B0_(%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0)

OuursenHo, ako a U d MMajy 3ajeHUYKU Aeaual, Behu of 1, oHzpa cy cBU
YJIaHOBHU Iporpecuje, ca MoryhuM u3yseTKoM a, CJ103KeHU 6pojeBu. MehyTum, y
cJlydajy npeoctanux /lupuxie je nokasao:

TEOPEMA 2: CBaka apHTMeTHYKa nporpecrja a,a +d,a + 2d, ... y kojoj cy a ud
y3ajaMHO IOpOCTH NPHPOJHH OpOJEBH, CaAPXKH GECKOHAYHO MHOIO MPOCTHX
6pojeBa.

Hako ce Teopema 2 opHocy Ha npupoaHe 6pojeBe, [lupuxie je KOpUCTUO
ajlaTe U3 aHa/IM3e, Kao LITO Cy FPAaHUYHU NPOLECHU U 110jaM HelpeKUuAHOCTU. Ha
Taj HA4YMH, OH je TNOJIOKMO TeMe/be aHaJUTHUYKe Teopuje OpojeBa - rpaHe
MaTeMaTHKe y KO0jOoj ce aHa/Ju3a NpUMeEyje 3a NpoydaBambe LeJaux Opojesa.
Jlokaz Teopeme 2 Hehy oBJle HaBOAWTH INOIITO je JOCTAa KOMIJIMKOBAH U
He[0CTyINaH CpemOlIKOILUMa. Ay hy HaBecTH npuUMep KOjU UIYCTpyje OBy
TeopeMy.

lIpuMEP 2: AKO je TpBU 4YJlaH apUTMeTH4YKe Mporpecvje 4, a pasjvMkKa JBa
y3acTonHa 4jaHa je 3, oapeauMo npBux 50 yjiaHOBA OBe apUTMETHYKeE
nporpecuje, 1 U37BojMo (3a0KpY>KMMO) IPOCTe OpojeBe KOjU Ce M10jaB/byjy V¥ OBO]
apUTMETUYKO]j IIPOTPECHU]H.

4(7) 10 16,19, 22, 25, 28,(31) 34,37, 40,3) 46, 49, 52, 55, 58,61} 64,67, 70,

(73)76,(79) 82, 85, 88, 91, 94(97, 100,403) 106,109, 112, 115, 118, 121, 124,d27)

130,133, 136, 139,142, 145, 148, 151

Kao mTo MoxxeMo ja npuMeTumo, Mehy GpojeBUMa KOju YMHE apUTMETHUYKH
HU3, HaJla3e ce U MPOCTH 6POjeBH.

Cnenwujasan cay4daj lupuxieoBe TeopeMe je caesehu 3azatak:

3MATAK3.¢....-occccoocccoooccocccc-oaca---ococ-c-oo

a) /Jlokazatu fa HOCTOjH 6ECKOHAYHO MHOro IPOCTHX OpojeBa
obsimka 4k + 3, rge je k nosuTHBaH 1jeo 6poj.
6) /lokazatu ga MIOCTOjH OECKOHAYHO MHOIO IMPOCTHX 6pojeBa
obsimka 4k + 1, rge je k nozurupad 1jeo 6poj.

PEIIERGE 3AJJATKA 3.
(a) MIpBo mokaxxumo caenehy aemy:

JIEMA 1: CBaku npupogaH 6poj obsnka 4f + 3 uma Hajmame jejaH mpocT
JEJHJIAL] HCTOI O6JIHKA.

/Jlokaz /leme 1:
Ako je 4¢ + 3 npocT 6poj, OHZA@ HEMa LITa Jia ce ZloKa3yje.




Ako Huje mpocT 6poj, OHZA je CJI0XKEH W MOXEMO ra NpeACTaBUTH IPEKO
IpPOU3BOJA MPOCTUX 6pojeBa Ha ciefehy HAaYKH:

49 +3 =py "Dy ... Dr)

rae ¢y p;, i=1,2,..,r, HemapHU NPOCTU OpPOjeBH, HE HYKHO PA3JIUYUTH.
[IpeTnocrtaBuMo fAa je p; = 4k; +1,3a cBe i = 1,2, ...,1, rjie cy k; NO3UTUBHU
nesu 6pojeBu. IlpousBos gBa 6poja obsnka 4a+ 1u4b+ 1 takobhe je Tor
006J1MKa:

(4a+1)(4b+1)=16ab+4a+4b+1=4(4ab+a+b)+1
= 4-c + 1.

Otyza caeau naa je (4ky +1)-(4k, +1) - ... - (4k, + 1) = 4t + 1, 3a HekH 1ie0
6poj t. Bpoj 4t + 1 He Moxe 6UTH jeaHak 4¢ + 3. OBa KOHTpaJUKIHja TTOKa3yje
Ja 44 + 3 mopa Aa uma npocr Jesauan oosauka 4k + 3.

O

Casma MOXKeMO [J0Ka3aTH Ja IOCTOjU GeCKOHAauHO MHOTO IPOCTHUX GpojeBa
o6Jsivka 4k + 3 (3apaTak 3a).

Heka je N = 4n! — 1 rje je n nporsBoJbaH NpupojaH 6poj. N je ob6sauka 4¢ + 3,
na, npema /lemu 1, IOCTOju NPOCT Aesuiaaln p obauka 4k + 3. [IpeTnocTaBuMoO Ja
je p <n. Y ToM cayyajy p feau 4n!, nma mopa geautu u 4n! — N, wro je 1,
ofHOCHO p Mopa JeauTu 1. To je HeMoryhe W [go6UjaMO KOHTpaAUKLH]Y.
Jlobujamo fa je p > n. Tako 3a 6UJI0 KOjU NPUPOJAH OPOj N MOCTOjU MPOCT 6POj
p = 4k + 3 > n. OBo Aoka3yje Ja MOCTOjU GECKOHAYHO MHOI'0 NMPOCTUX O6pojeBa
obsvka 4k + 3.

O

[Ipe Hero 1ITO MOYHEMO Jla pelllaBaMo Jeo 33jaTka (6), HaBemheMo U Jj0Ka3aTH
cienehy Teopemy:

TEOPEMA 3 (Majsa @epmaoBa Teopema): AKo je p mpocT 6poj, H a OHJIO KOJH
NIPHPOJAH Opoj, oHjA je aP — a je/bHBO ca p.
Aokaz Teopeme 3:

Masnia ®epmaoBa TeopemMa MOXKe 6UTH JJOKa3aHa UHAYKIUjOM 10 d.

basza unaykuuje:
3aa=1,1° —1 = 0, wITo je 1e/bHUBO ca P.

WHAYKTHBHU KOpaK:
[IpeTnocTaBuMO fa je aP —a [e/bUBO ca p 32 HEKU NPUPOJAH 6poja. 3aa + 1
BaXKU:

(a+1)p—(a+1)=(g)a°+(Tl))al-i-----i-(Z)ap—a—l
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1
= A + B

= (@ —a)+ [(p)a+ (Z) a? + -+ (p P 1)a7"1]

CBaku cabupak y B je ne/buB ca p, na je 1 B nemuB ca p. Ca gpyre cTpaHe,
A je ne/brBO ca p IpeMa UHAYKTUBHOj IPETHOCTaBIU.
Nakne (a+1)P —(a+1) je memuBo ca p, U THMe CMO Jo0Kasaad Maiy
depmaoBy TeopeMmy.

O

®epma (Pierre Fermat 1601-1665) pobheH je y
BbomoHy y jyxHo] ®panuyckoj. Ortan, My je 6HO
TProBal, KO>OM, JOBOJ/bHO 6oraT Ja My omoryhu
cTyAauje mpaBa. MebyTum jom Kao CTyAeHT
[I0Ka3uBao je jaKko BeJIMKW TaJleHaT 32 MAaTEeMaTHUKY,
VCTakKaBLIU ce 1629. rogurHe CBOjOM pecTaypanujoM
AnononujeBor pena Plane loci  (y cio6oaHOM
npeBofly 3HavajHe Tayke y paBHH). Ilo 3aBplIeTKy
cryavja 1631, roauHe T1OCTA0 je CaBeTHHUK Y
CKYNIUTUHU y rpasy Tyay3sy M Ha TOM IOJIOXajy
ocTao A0 Kpaja kuBota. Pepma je 6u0 edukacaH
JIpP)KaBHU  CJAYKO€HHUK, KOjU je y MOTIYHOCTH
M3BpIIaBao CBe CBOje 0O6aBe3e MpYyXajyhu npu ToMe
JbyarMa nomoh. Huje nMao BeJIMKMX MOJUTUYKUX aMOUIIMja, 11a je KaJja HUje 610
3ay3eT IIOCJIOM, CBy CBOjy eHeprujy nocBehnBao Martematuuu. OH je mnpBHU
OTKpHO ONUITY MeToAy 3a ofpehrBame TaHreHTe paBaHCKe KPHUBE, aJlu HeTroB
reHuje HajBU/AJ/bUBUjH je Y TEOPHjU OpojeBa.

PemrMo u pgeo 3azatka(6): IlocToju 6eCKOHAYHO MHOI'0 MPOCTUX GpojeBa
obsavka 4k + 1.

Y3umajyhu y o063up pgokas CuepnuHckor4, usBemheMo [J0Ka3 TpaXKeHOT
TBphewa, KopuitheweMm Masie Pepmaose Teopemen 106po no3HaTe Gpopmy.Jie:

a1 +1=(a+1D@** —a**1+a?2—..—a+1) (D
[Touehemo ca cniepehom 1eMoM:

JIEMA 2: 3a 6mH/I0 KOjH mpHpojaH 6poj n > 1 cBH npocTH JeJHOLH 6poja
M = (n)? + 1 cy o6muka 4k + 1.

* Sierpinski,Waclaw (1882-1969), mo/bck1 MaTeMaTH4ap, HAIPaBUO JPArOLieH AONPHUHOC
aHaJIM3H U TEOPHjU OpojeBa.
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/Jlokaz /leme 2:
M je HemapaH Opoj, cTora CBU HEroBU MPOCTU JAEeJUOLUA Cy HeNapHHU.
[IpeTnocTaBuMoO Aa M vMa npocT Aesuiaan p obsnka 4k + 3. OuursegHo, p > n.
[Ipema Masioj pepmaoBoj Teopemu:

p neau (n!)? — n! (2)
Ham uusb je na ce nokaxe fa:

akojep =4k + 3, oHza p aeau (n!)? + nl. 3)

Jla 6ucMo gokasanu (3) npuMemsyjemo (1) y moce6HOM caydajy Kaza je a = (n!)?
ut=k.Yrtomcayyajyjea+ 1= M.

Taxo, Ha ocHOBY (1), M genu [(n!)?]?**1 + 1. Anu
[(MD?2)2** 1 +1 = (n)M¥+2 + 1= (n)P L +1.
Jlo6ujamo ga M nenu (n)?P~! + 1, u Takohe he genuTy u
n!'[(n)P~ 1+ 1] = (n)? + nl.
Kom6uHoBamweM (2) u (3) 3aksbydyjemo ja p gesau 2(n!)P, nap genu u 2nl.
He nocrtoju npoct aenunay 6poja 2n! koju je Behu oa n. Mehytum, p > n, na oBa
KOHTpaZIuKLMja fokKasyje Jlemy 2.
O
[Ilpema Jlemu Z, 3a 6WUJ0 KOjUu mpuUpojAaH 6poj n > 1 mocToju mpocT 6poj
p = 4k + 1 Behu o n. Tako o6UjaMo Jla MOCTOjU 6ECKOHAYHO MHOTO MPOCTHUX

6pojeBa o6s1uka 4k + 1.

2.2 BuicoHoBa TeopeMa M pe3yJiTaTu JlarpaH:ka u

JlajoHMLA 0 MPOCTUM OGpojeBHMa

1770. ronuHe, y cBoM aeny Meditationes Algebriche, BapuHr> je o6jaBuo
TeopeMy KOjy je Ha3Bao M0 CBOM y4eHUKY [loHy Buscony®.

TEOPEMA 4 (BusicoHOBa TeopeMa): 3a cBakH mpoct 6poj p, 6poj (p — 1)+ 1 je
J€/bHB Cap.

> Waring, Edward (1734-93), eHrsiecku MaTeMaTH4ap, HalMcao BeJUMKH OpoOj pajoBa Koje ce
6aBe pelllaBambeM aIrebapCcKux jelHAYMHA, TEOPHjOM 6pojeBa, alpoOKCUMAlMjoM KOpeHa.
6 Wilson, John (1741-93), eHrJiecku MaTeMaTh4ap, BapuHroB npujaTesb U yYeHUK.
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[IpBu foka3 Busconose TeopeMme je pao Jlarpanx, 1773. rogune.

Kozedp - Jlyj Jlarpamxk (1736 - 1813) je 6u0
bpaHLlycKM MaTeMaTH4ap U acTPOHOM, KOjU je [ao
BaKaH [JIOIPMHOC Ha II0/bMMA aHaJu3e U TeopHje
6pojeBa, Kao U KJacMyHe U Hebecke MexaHuke. CMaTpa
ce HajpehuM mateMatrnyapeM 18. Beka. ['oBopuJsio ce aa
je Morao Ha CBOjUM MamvpuMa Ja Nuile 6e3 U jeJHe
rpeuike. Pagehu y Akagemuju Hayka y bepJsinHy, 06jaBuo
je HU3 pajioBa U3 TeopHuje 6pojeBa, TeopHje NapUUjaTHUX
jeAHayMHa, Hebecke MexaHUje, cpepHe acTpoHoMHuje. [lo
npesacky y Ilapus 1787. roauHe o6jaBsbyje [Jesio
AHa/JIHTHYKa MEXaHHKA.

JlarpaH:xoB Jloka3 BuijicoHOBe TeopeMe ce 3acHMBa Ha HE€TrOBOM pe3yJITAaTy O
JleJbUBOCTH MOJIMHOMA IPOCTHUM OpojeBHMA.

3AﬂATA[{'4oococ-ococc-ococoooocoooooocooooocooooccaooo

Heka je p npoct 6poj u Heka je
f(xX)=ax™+ an_1x"" 1+ +ax +a,

IOJIHHOM cTerneHa n = 1, ca yesiuM KOe@QHIHJEHTHMA Ay, Ay _1, - Qg-
/okazaru ga ako a, HHje Je/bHB ca P, OHAA Mehy 6pojeBHMA
i=0,1,2,..,p — 1 nocroju HajBume n taksBux 4a je f (i) ge/bHBO ca
p.

PEIIEGE 3AJJATKA 4:
3azaTak 4 he 6UTH pelleH UHAYKLHUjOM 110 N.

basza uHaykuuje:

Heka je n =1 u mpernoctaBuMO Ja NOCTOje JiBa Liesa 6poja xq, X, Tako ja
0<x;<x,<p-—1wupap gemu f(x;)u f(x,). llomro je f(x) = a;x + ay oBO
nojapasymeBa ga p aeau f(x;) — f(xy) = a;(xy —x1). OHZIa p Mopa JeJUTH
HajMame jeslaH of, GaKTopa, WU aq, UIU X, — X;. MehyTum, x, — x; < p, a a; o
NpPEeTHNOCTABHLM TeOpeMe HUje Jie/bUB ca p, Na [0Ja3UMO [0 KOHTpaAUKLHje.
OBa KOHTpaAMKIIMja TOKa3yje Ja TBphewe Baxku 3an = 1.

WHAYKTUBHU KOpaK:

[IpeTniocTaBUMO Ja TBphewe Baxky 3a n — 1 ajii Aa He BaXku 3a n. Taaa nocroju
n + 1 neo 6poj x4, X3, ..., Xp4+1 TAKO Aa
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0<x1 <x; < <xpy1 <P
U p neau f(x;). [locMaTpajMo pasuKy:
fOO) = flx) = an(x™ = x7) + a1 (X" =277 + - + a4y (x — xp). 4)
Kako je
xk —xk = (x —x))(* 1+ 2820 + o+ xxkT2 4 kD
jenHauyrHa (4) Moxe Jja ce HalUIle Kao

f(x) = fx1) = (x —x1)g(x),

rze je g(x) mosuHoM cTeneHa n — 1 ca Bogehum koepunujeHTOM a,,.
f(x;) — f(x1)je neuB cap3ai =2,3,..,n+ 1. Oryga p genu (x; — x;)g(x;) 3a
i=2,3,..,n+1. Bpoj x; —x; je mawu of p, cTrora p Mopa Aeautu g(x;) 3a
[ =2,3,..,n+ 1, ITO je KOHTPaZUKLHja CA UHAYKLAjCKOM XUIIOTE30M.

|

TBphemwe npeTxoHOT 33JlaTKa jecTe CleliMjajiaH Cay4aj TeopeMe IpeMa Kojoj
CBaKHM IMOJIMHOM CTelleHa N MMa HajBUIle n KOpeHa, HaJ, 6UJI0 KOjUM MOoJbeM, Na
crenujajHo HaJ, nosbeM Z/pZ, rje je p Heku npocT 6poj (Bugetu [30]). Takobe,
U3 HaBeJleHe TeopeMe, NOCMaTpaHe 3a MNoJbe Z/pZ, TPUBHUjaJHO CJAejd U
TBphpme HapeHor 3a/aTKa. Unak HapeZHO TBphewe 6uhe Joka3aHO HA OCHOBY
NpeTXOAHOTr 3a/aTKa.

3MATAK5oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Ako je p npoct 6poj 1 ako je
f(xX) =ax™+ap_x" 1+ +ax+a,

ITOJIHHOM Ca [EJIHM KOEQHIJHJEeHTHMAa TakaB /Ja je 3a BHIIE 0 M
neaux opojeBa i = 0,1,2,..p — 1, 6poj f (i) ge/puB ca p, 0HZA Cy CBH
koepunujeHTH o4 f (x) ge/bHBH cap. /JoKa3aTH.

PEIIERE 3AJATKA 5

OBaj 3a/jaTKaK ce MOXe pelIMTH CBoOhemheM Ha KOHTPaJHUKIIH]yY.

[lpetnoctaBumo fa f(x) 3amoBo/baBa yCAOBe 3ajJaTkKa, M Jila HHUCY CBHU
koedullMjeHTU a; JAe/buBU ca p. Heka je a; npBU KoeQUIHUjeHT y HHU3Y

Ap, A1y - A1, Ak, -+, A1, Qg KOJU HUjE [EJbUB Ca P.
®opmMHpajMo NOJUHOM
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g(x) = f(x) - (anxn + an_lxn_l 4+ .+ ak+1xk+1)
=aqxf+-+ag.

3a cBe x; €{0,1,..,p— 1} Tako ga p menu f(x;), 6pojeBu g(x;) cy Takohe
Jne/brBU ca p. IlocToju Buile of n TakBUX OpojeBa g(x;). MoauHom g(x) je
cteneHa k <n, u npema 3ajaTky 4, weroB creneH k Mmopa o6utu 0. To
noJijpa3yMeBa jia cy

a,, Ap_1, .., 41 CBY IeJbUBH Ca P. (5)
Ca gpyre cTpaHe,
ap = f(x) — (apx™ + - + a1x). (6)
Uza6epumo x; € {0, 1, ...,p — 1} Tako ga p aeau f(x;). U3 (5) u (6) cneau aa je
a, [eJbUBO ca p. (%)

Ha moyeTKy cMO npeTHNOCTaBUJIM /A je a; NPBU KoePULUjeHT KOjU HUje [le/bUB
ca p, 1 goouau cmo fa je k = 0. To 3Ha4u Ja a, HUje [e/bUBO ca P, a TO je
KOHTpaAuKLuja ca (*).

[

BusicoHOBa TeopeMa je U3BeJieHa U3 3aaTKa 5 Ha cyieJiehy HauuH:
Ako je f(xX)=(x—1D(x—-2)..(x—p+1)—xP"1+1, u ako oBaj noJaMHOM
MCKOPUTHUMO Y 3alaTKy 5, MoxkeMo Jjoka3aTu TeopeMy 3 (BusicoHOBY TeopeMmy).

3MATAK6.oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

/lokazaru BH/IICOHOBY Teopemy.

PEIIERE 3AJJATKA 6: (/Joka3z BuiconoBe Teopeme)

06pa3yjMo MOJIMHOM
fO=x-1Dx-2)..(x—p+1)—xP1+1.

f(x) je creneHa p — 2 u WeroB cJ060AHU YiIaH d, je jegHak (p — 1)! + 1. Ham
IIM/b je J1a ce MOoKaXke Jia MOCTOju Hajmatmbe p — 1 Bpeanoctu x; € {0,1,..p — 1}
Tako aa p aeau f(x;). Kopucrehu 3agartak 5 nokasahemo ga p geau (p — 1)! + 1.
Hekajex; =i3zai=1,2,..,p—1. HU3pa3 (x; —1)(x; —2) ...(x; —p+ 1) je 0 3a
ceei =1,2,..,p— 1.Kako je 0 gespbrBa ca p 0BO nojpasymena Jia

(x;i— D(x; —2) ...(x; — p + 1) je nespuBo ca p. @)

p

Ilpema Masoj ®epmaosoj Teopemu x; — X; =xi(xf_1 — 1) je pemuBo ca p.

BbpojeBu Xx; ¥ p Cy y3ajaMHO IIPOCTH, 1a
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xP™* — 1je pesmuso ca p. (8)

U3 (7) u (8) MokeMo 3aK/bYYUTH Ja
f(x;) je nesbuB cap 3ai=12,...,p—1.
Jakuie, u3 3aatka 5, cBu koeduuujeHTH U3 f(X) cy AesbUBH ca p. [loceGHO:
(p—D!'+1 jepnemuscap.
|

BusicoHOBa TeopeMa ce MO)Xe NMPUMEHHUTH Ja Ce yTBpAMW cieneha 3HayajHa
KapaKTepu3aliija NIpocTux 6pojeBa, Kojy je Aao JlajoHuir:

TEOPEMA 5: [Ipupogan 6poj p > 2 je mpoct ako u camo ako (p —2)! —1 je
A€e/bHBO €a P.

3AﬂATA}{'7¢ooocccoooooooooooooooooooooooooooocccccc

/lokazaru Teopemy 5 kopucrehu BHICOHOBY TeopeMy.

PEIIERE 3A/JATKA 7: Jlokas JlajoHunoBe TeopeMe ( Teopeme 5)

(a) MpernocraBumo fa je p > 2 npoct 6poj. [Ipema BusncoHnoBoj Teopemu, p
nend (p — 1)! + 1. Anu kako je

P-D'+1 =(@-2)(@-D+1
=(@-2p—-[p-2)'-1],

jpo6ujamo ga p aeau (p — 2)! — 1.

(6) Heka je p > 2 npupoaas 6poj koju genu (p — 2)! — 1. Ovga p Takohe aenu
(p — DI[(p — 2)! — 1] koje je jennako (p — 1)! — p + 1. Ha ocHoBYy Tora go6ujamMmo
U 1a

p neau (p — 1! + 1.

AKO mpeTNoCcTaBUMO Ja p HUje MPOCT OpOj, OHJA je p = a-b 3a Heke IeJe
opojeBe a, b Behe oj 1 a mawe of p. Y ToM cayyajy a aeau o6a (p—1)!+1wu
(p — 1)}, wto je Hemoryhe, jep 64 oHJA a Tpe6ao Aa JeJU U HUXOBY Pa3IUKYy
Koja je 1, anu a He fieau 1. OTyga p Mmopa GUTH NMPOCT.

|
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2.3. IloavHOMH ca IPOCTUM GpPOjeBUM

Jleonapa Ilayn Ojnep (1707 - 1783) je
IIBajUapCKU MaTeMaTuyap U ¢usuyap. JejaH je o
Haj3HAyajHUjUX MaTeMaTuyapa CBUX BpeMeHa.
Tewko je Hahu o6JsiacT MaTeMaTuKe K0joj Ojsiep HUje
Jla0 CBOj JONPUHOC. YHaNpeauo je MaTeMaTU4Ky
HOTalHjy, Noce6HO y OKBUPY aHasuse. [lopex nojma
byHKIMje OpBU je ynoTpebuo o3HakKy f(x) 3a
byHKLHYjy f npUMeeHy Ha apryMeHT x. [lopef Tora,
yBeo je MoJepaH 3aluC TPUTOHOMETPH)jCKUX
byHKIMja, e Kao O03HaKy 3a OCHOBY HIPHUPOJHOT
JorapuTMa (AaHac mo3Haty U kao OjiepoB 6poj),
IPYKO CJI0BO S 3a 0O3HAYaBamwe CyMHUPamwa, U CJI0BO I
3a O3HayaBamke HMarvHapHe jeJWHULe. 3Ha4ajaH
JIOTIPUHOC a0 je U Ha [0/bUMa MeXaHUKe, OIITUKE U
actpoHomuje. Ojynep je Hanucao oko 900 HayyHUX pajioBa M3 aJrebépe,
JudepeHlUjaJIHUX jelHAYUHA, CTENEHUX pPeioBa, Teopuje OpojeBa, MEXaHUKE,
ONITHKE, aCTPOHOMMje, XuApoJgruHaMuKe. HajuiogHuju je mateMatrudap 18. Beka.
OjyiepoB JIMK je HEKOJIMKO IyTa ILITaMIaH Ha MOIITAHCKMM MapKuliaMma y
[lIBajuapckoj, Hemaukoj u Pycuju, a acrepous 2002 Ojsiep je fobuo ume y
weroBy yact. [locToju jako nmyHo TepMHUHa Ha3BaHUX Yy 4dacT Ojnepa: OjiepoBa
¢yHkuuja, OjaepoBa jeaHauuHa, ¢opmysa, OjiepoB uaeHturtet, OjiepoB 6poj,
OjnepoBa snHuja, OjyiepoB nyT (nyT y rpady kKoju mnocehyje cBe uMBHIlEe Ta4HO
jennoMm), OjnepoBa MeJiaba (oAesbyje ce cBake rofuHe of ctpaHe UHcTHUTyTa 32
KoMOuHaTopuky), OjnepoBo jpymrTBo (amepudyka rpyna nocsehena
UCIIUTUBaWy KUBOTa U paja JleoHapga Ojsiepa), © MHOTHM JPYTd TEPMHUHU
(Bupetu [31]).

Ojsiep je npoHallao NOJMHOM
fx) =x*+x+41

ydje cy BpeAaHocTh 3a 40 y3acTONHUX 1EeJ00POjHUX BpeAHOCTU X (X =
0,1,2,...,39) npoctu 6pojeBu. MoxkeMo 3anvcaTi HeKe 0J] TUX 6pojeBa.

f(0)=41, f(1) =43, f(2)=47, f(3)=53, f(4) =61, f(5) =71,
£(6) =83, .., f(39)=1601.

CBU OBHU 6pOjeBU Cy MPOCTH.
Ojs1epoB MOJIMHOM MOKEMO 3allMCaTU U Y JIpyradyujeM 00JIUKY:

Z 4+ +41—( +1>2+163
X X =X > ik

Moxxemo Hahu u Besy uamehy f(x) u f(x + 1) Ha cnenehu HauuH:
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fx+D)=Cx+1D?*+(x+1D)+41=x?>+2x+1+x+1+41
=f(x)+2(x+1)

Takohe mMoxkeMO mpoBepuTH 1ITA he ce JecUTH ako MOCMATpPaMO HeraTUBHe
6pojese.

f(=0)=(x)?+(—x)+41=x>-x+41
fx—-1D=x-1D?+x—-1D+41=x?—-2x+1+x—-1+41=x?—x+41

Jo6ujamo ga je f(—x) = f(x — 1). OgHocHo, 6pojeBu f(—x),3ax =1,2,...,40
Cy MPOCTH.

Tpaucdopmanujom popmyie
x? —79x + 1601 = (x — 40)? + (x — 40) + 41

Jobunu cmo npocte 6pojeBe 3a 80 y3acTonHUX LieJUX 6pojeBa, c'TUM IITO he ce
HEKHU POCTH 6pOjeBH MOjaBUTH 110 JIBa MyTa.

MoxeMO0 ce NmUTATH KOjU joul IMOJUHOMM IOCTOje a JAa HUMAjy HCTY
0cobuHy kao u OjnepoB mosuHOM. Ha mpumep, ako je f(X) =X?+X+q u
q=2,3,511,17,41 oupa je f(n) npoct 6poj3acee n =0,1,...,q — 2. Mehytum
ako je q =7,13,19,23,29,31,37 oHzma f(n) Huje mpocT 6Gpoj 3a cBe n =
0,1,..,q —2.

Hab6pojahy jom Heke NOJMHOME KOjU HMajy HCTO CBOjcTBO Kao OjsepoB
MOJINHOM.

Bpegnoctu nonuHoMma f(x) = 9x? —231x + 1523 3a x =0,...,39 cy npocTu
6pojeBH.

Bpeanoctu mosmHoMa f(x) = 4x? — 154x 4+ 1523 3a x=0,...,39 Cy IpPOCTH
6pojeBH.

Bpegunoctu nosmnoMma f(x) = 4x? + 4x + 593ax = 0,...,13 cy npocTu 6pojeBu.
Bpegunoctu nosmHoMma f(x) = 2x? + 113ax = 0, ...,10 cy npocTu 6pojeBu.
BpeaHoctu mnosumHoMa f(x) = 3x24+39x+37 3a x=0,..,17 Cy TNpOCTH
6pojeBH.

Hctu mpobJyieM ce MOXKe NOCTaBUTU M 3a MOJHMHOME MNpPBOr CTeleHa
L(x) =ax + b, rae cy a,b = 1. Ako je f(0) npoct 6poj q, oHga je b = q. Tako
pooujamo ga je L(g)=aq+q=(a+1)q cnoxeH 6poj. Tako pa,
nocmatpahemo camo BpeiHOCTH 3a x o1 0 1o g — 1.
Akoje q = 3, L(x) = 2x + 3, no6ujamo 6pojese: 3, 5, 7.
Akoje q =5,L(x) = 6x + 5, no6ujamo 6pojese: 5,11, 17, 23, 29.
Huje no3HaTo Jja v 3a CBaKu NPOCT OPOj q MOCTOjU apUTMETHUYKA ITPOrpecHja of
q npocTux 6pojeBa, 0/, KOjUX je MPBU NPOCT 6poj q.
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y HapeaHOM 3a4aTKy I10CTaBJ/ba Ce cne,aehe 3dHHUMJ/bHUBO IINTAbE:

3MATA[(8¢oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Hcnurajmo, ga JId IOCTOJH NOJIMHOM cTerieHa m = 1
fxX) =apx™+ ap_x™ 1+ + a;x + ag,

Cca HEHEraTHBHHM [€JIHM KOEPUIJHJEHTHMA Oy, Apy_1, ---, Ay TAKO Ja
je f(n) mpoct 6poj 3a cBe npupogHe bpojese n?

PEIIERE 3A/JATKA 8:

N3abepumo mnpupojaH 6poj n, TakaB Aa je f(ng) =a>1 u pasMOTPUMO
f(ngy + ka) 3a 610 Koju npupoaaH 6poj k. Y mosruHoMy

gy + ka) = f(ng + ka) — f(no)
= am[(no + k)™ = n§'l + am—1[(n + k)™ = ng~H + -
+a,[(ng + ka) — ng|

cBaka passiuka (ny + ka)! — n} je gemusa ca (ny + ka) — ny = ka, a ouga v ca a.
Jo6ujamo na je g(ng+ ka) pemuB ca a. lomrto f(ny) =a oHAa 0BO
nojapasyMmeBa za je f(ny + ka) nemuBo ca a. U3 f(ng + ka) > a v a > 1 cieau
na f (ny + ka) Huje npoct 3a 6uJo koje k = 1,2, 3, ....

|
1650. ronune ®epma je popmyancao ciaefehe TBpheme:

TEOPEMA 6: CBaku npoct 6poj obsimka 4k + 1, rge je k mosutupad 1jeo 6poj, je
30Hp /1Ba KBaPaTa.

Jlokas Teopeme 6:

[Ipe Hero wTo AokaxkeMo TeopeMmy 6, HaBemheMo U Jjoka3zaheMo jour jefHy
TeopeMmy.

TEOPEMA 7: Ako p gean a’ + 1 , oHga ce p Moxe NPEJCTABHTH KA0 CyMa fBa
KBaApara.

Joka3s Teopeme 7:

Heka p menu a? + 1, oHja p He [lenu a, jep /ia p [ieJiu a, OHJa 6U p leIo U a?, u
He 61 BakuJsio Ja p geau a’ + 1. Ouzja nocroje 6pojeBH X,y € {1,2, e [ﬁ]}
Tako Ja p jgeau ax +y. Kako 3HaMo ga p genu a® + 1, ouza he p LEeJUTH U
a’x? + x2, acamum TuM he genutu u y2 + x2. To 3Haum ja je y? +x? = kp, 3a
Heko k € Z. Kako je y? + x? = 2, umamo za je k > 0. Xohemo fa nokaxkemo z1a je

k =1. 3Hamo ga cy x,y < [\/p], na onna Baxu n ma cy x%,y? < ([\/ﬂ)2 <
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2
(\/5) = p. OHJja, HAa OCHOBY Tora jo6ujamo za je x2 + y? < 2p. Kako cmo Beh
PEeKIU Aa p Aend x2 + y%, ¥ Kako BaXkM NpPeTXO/JHa HejeJHaKOCT, OHAa Mopa
BaXKMTH Jia je k = 1. M go6unu cmo faje p = x2 + y2,

Caga moxeMo foka3atu 7Teopemy 6.

Heka je p npoct 6poj o61uka p = 4k + 1. [lokazaheMmo kopuithewem 7eopeme 7
Jla ce p MOXe IpeACTaBUTHM NpeKo cyMe KBaJparta. Ha ocHoBy BusicoHoBe
TeopeMe 3HaMo Jia Baxku Jia p geau (p — 1)! + 1.

(p—1)+1=
2 (k=1)-(2K) - 2k +1) - 2k +2) - .- (dk — 1) - (4k) + 1
2 k=1 k) (p=2K)(p—Qk=1) - (p—2)-p—1) +1
2 2k = 1) (2k) + (=2K) - (=(2k = 1)) - o (=2) - (1) + 1
—1)2((2k)1)° +1 = (2k))° + 1.

1
1
1
(

Jlo6usu cMo Ja je a us Teopeme 7jennako (2k)!. U Ha ocHoBY Teopeme 7 iMaMo
Jla ce p MOe Ipe/CTaBUTH Kao 36Up JiBa KBaApaTa.
O

Teopema 6 y xomb6uHanuju ca 3azatkoM 3 (6), uMmmiadnupa jga webhy
BpeaHoctuMa o f(x,y) = x* + y? uma 6eCKOHaYHO MHOrO NMpPOCTUX 6pojeBa.
PasmoTpuhemo cieneha Tpu 3aaTka.

3MATAK9¢ 00 000OCOCOOIOCOIOOOSE COPOPOOOPOOOOOOEOEO COO000000000

/Jlokazatu ga HHjehqaH npoct 6poj obsmka 4k + 3 Huje 36up /gBa
KB3/para.

PEIIEGE 3AJJATKA 9:
[IpeTnocTaBMMO CyNpPOTHO, Tj. MPETNOCTaBMMO ja je n = 4k + 3 = a? + b? 3a
JiBa pupojaHa 6poja a u b. [lowTo je n Henapaw, jeiaH of; 6pojeBa, peLlUMO a
Mopa Ja Oyje mapaH, U Apyrd 6poj b mMopa 6uTH HemapaH. Tako a = 2a; u
b = 2b, + 13aHeke a; u b;. OTyza

a? + b? = (2a.)? + 2b; + 1)? = 4(a? + b2 + by) + 1.

To 3Hauu ga je n obsuka 4k +1 u Huje obsnmka 4k +3 , wTo HaM Jaje
KOHTpPaZAUKLH]jy.
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3MATA[{]0¢ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

/lokazatu ga ce HHjefaH MOpocT 6poj objsuka 4k +1 He Moxe
MIPEJCTABHTH KA0 30HpP JBa KBajpaTa HAa JBA Pa3/JIHYHTA HAYHHA,
H3Y3€B aKo cabHpyH 3amMeHe Mmecta (Tj.. ako je p = a’+ b*m
p=c?+d? oagajensn a=cub=d, uima=dwub=c)

PEIERE 3AATKA 10:
I[lperniocraBuMo za je p = a? + b? = c? + d2.Y Tom cay4ajy
p? = (a® + b?)(c? + d?).

p? MOXKeMO U3pasuTH Ha caefeha gBa HayuHa:

p? = (ac + bd)? + (ad — bc)? (9)
2805
p? = (ac — bd)? + (ad + bc)?. (10)
[lITaBuie
(ac + bd)(ad + bc) = (a? + b*)cd + (c? + d?)ab = p(cd + ab). (11)

U3 (11) cnenu faa p Aesv HajMame jeaH of, 6pojeBa ac + bd , ad + bc.
Crayyaj 1:
[IpernoctaBuMo pna p peau ac+bd. Oupga je ac+bd =kp, rae je
k npupopan 6poj. Ako To 3aMeHuMo y (9), fobujamo
p? = p%k? + (ad — bc)?,
O/IHOCHO

p2(1 —k?) = (ad — bc)?.

Kako je (ad — bc)? > 0, onga je u p?(1 — k?) > 0. Kako je k npupogaHn 6poj, a
JieBa cTpaHa Mopa 6uTH Beha w/u jelHaKa HYJIM, 3aK/by4HjeMo Aa k Mopa 6UTH
jenHako 1. Onpa pob6bujamo na je p=ac+bd u ad —bc =0, u Takobe
Jnobujamona je ad = bc. Otyaa

pa = a’c + bad = a*c + b%*c = (a® + b?)c = pc.

U3 nocnenmwe jesHakocTH ciaeu aa je a = ¢. OHaa gobujamo gaje b = d.
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Ciyyaj 2:
Ako p nenu ad + bc, onga je ad + bc = tp, rhe je t npupojaH 6poj. Ako TO
3ameHuMo y (10) nobujamo aa je

p? = (ac — bd)? + p?t?,

OZIHOCHO ZI061jaMo
p?(1 — t?) = (ac — bd)?.

Kako je (ac — bd)? > 0, onga mopa u p2(1 — t2?) > 0. Kako je t npupozas 6poj, a
JieBa cTpaHa Mopa 6uTv Beha WM jejHaKa of HyJe, 3aK/bydyjeMo Ja t Mopa
6utu jegHako 1. OHja gob6ujamo ja je p = ad + bc u ac — bd = 0, u Takohe
JlobujaMo Ja je ac = bd. Y ToM caydajy

pa = a*d + bac = a*d + b*d = (a? + b?)d = pd.

OHpa fobujaMo lajea =d u gaje b = c.

3MATA}(‘]]ooooooccccccccccoooooooooooooocccooooooo

/lokazatu ga cBakH HenapaH mpocT 6pPOj MOXe 6HTH MPEJCTAB/bEH
HA JeJHHCTBEeH HAYHH MPEKO PA3JIHKE JBA KBAPATA.

PEIIERLE 3AJJATKA 11

Ham nu/b je ga nponaheMo zBa npupozHa 6poja a u b Tako aa je p = a? — b?,
IITO MOXKEMO 3alMCcaTH 1 Ha cejlehu HauMH:

p = (a+ b)(a — b).
[TowrTo je p npocT, Taa U3 NPeTXOAHUX jeJHAKOCTH CJIeJU Jia je:
a+b=p v a—b=1.

OHpa nobujamo aa je

p je HenapaH 6poj Behun ox 1, ma (p +1)/2 u (p —1)/2 cy npupoaHU 6pOjeBHU.
JlpyruM pedyrMa, p ce MOXe HM3PA3UTH Kao pa3/iuKa /iBa KBaJipaTHa 6poja, Ha

Ta4yHO je/laH HAYUH:
p+ 1)2 (p - 1)2
=—) —(——]| . |
P ( 2 2
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3. bpoj

Ctrapu Erunmhanu cy 3a 6poj m gobusau BpegHocT 3,1605. OBaj 6poj cy
Jlobud U3 obpaciia 3a NOBPIIMHY Kpyra. HauMe, y Hallloj HoTauuju Taj o6pasaii
rJaacu

(R —R/9)?, rpeje R npedyHuK Kpyra.

OBaj obpasal je 3anvcaH Ha Tako3BaHOM PajH0BOM manupycy, HalIMCaHOM OKO
1650. roauHe npe HOBe epe.

BaBU/IOHCKa, jeBpejcka W KHHeCKa Mepewa 3a T Jajy NPHUOJIIKHY
BpeaHocT 3. Crapu MHAMjuM y pesIMrMO3HUM Kburama [lanHHCTa U3 1eCTOoT
BeKa Ipe HOBe epe 3a Tt 06ujajy BpegHOoCT 3,162.

CumM6oJ1 Tt 32 0JJHOC 06MMa M MpPeYHHUKA Kpyra yBeJleH je y 0caMHaecToOM
BeKy. OBaj 0JJHOC 1M0jaBHO Ce HEMMHOBHO Y CBUM JIpEBHUM KyJITypaMa Koje Cy ce
6aBuJie FTeOMETPUjCKUM MPobHIeMUMa.

3.1. ApxumMejOB a/I'OPUTAM 3a padyyHamwe 6poja Tt

JeraH on HajBaXHUjUX paHUX pajoBa o
npoueHu 6poja T ypaguo je Apxumen u3 Cupakyse
(tpehu Bek mnpe Xpucra). [locToje TBpAme, Aa je
Apxumen nytoBao y Erumatr, mnocebHO Yy
Anekcanjpujy, TrAe ce 1IKoJoBao. Iberosa
KOMYHMKallMja ca AJIeKCaHAPUjCKUM My3€ejOM U
HeroBUM CcapaJHAIMMa HUKaJA HUje IpecTasa.
ApxumMme[; je nmpBU MaTeMaTuyap, a y3 l[liatoHa u
ApucToTesia ¥ jefiaH O, peTKUX MUCIUJIALA aHTHUKe,
KOjU je 3a XMBOTaA CTeKao BeJIMKy cyaBy. OHa je,
MPOHMYHO, IIOYMBaJA YIpPaBO Ha  HHEroBUM
IpOHaJIaCL¥Ma Y MeXaHUILIM U PaTHOj TEXHOJIOTUjH, a
He Ha MaTeMaTH4YKMM paJiloBUMa 300T KOjUX ra
JaHac ciaaBuMo. Of cBojux pesyjarara cam ce
HajBUIle TMOHOCUO ojpehermeM MOBpPLIMHE W 3alpeMHUHE JIONTe U BasbKa,
W3JIO)KeHOM y cniucy O JIoNTH H Ba/bKY'y JBe KIbUTe, U 3aTO Cy My, 110 HeroBOj
KeJbU, NpUjaTe/bl U CPOJHUIM HA HAJATPOOHU CIIOMEHUK CTaBUJMU BasbaK C
JIONITOM Yy BbeMy. /lao je 3Ha4ajaH JONPUHOC Yy MEXaHULU U aCTPOHOMHUjU. OTKpUO
je 3aKOH moJiyre, NIPBU €r3akTHO [0Ka3a0 3aKOHe PaBHOTEXe, jaCHO CXBATHUO
nojaMm crneuuduyHe TexuHe U y cnucy O maoBehum TenrrMa YTBPAUO
npuHLUIe XuapoctaTuke. [IpocsaBuo ce cjajHUM U3yMUMa Yy MeXaHUL Y.

22


http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B5%D1%85%D0%B0%D0%BD%D0%B8%D0%BA%D0%B0
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D1%81%D1%82%D1%80%D0%BE%D0%BD%D0%BE%D0%BC%D0%B8%D1%98%D0%B0
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D0%BE%D0%BB%D1%83%D0%B3%D0%B0
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%A5%D0%B8%D0%B4%D1%80%D0%BE%D1%81%D1%82%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B5%D1%85%D0%B0%D0%BD%D0%B8%D0%BA%D0%B0

Y cBojoj pacnpaBu Ha mepemy kKpyra, Apxumen je KopuluihemweMm
ONMCAHOT Y YIIMCAHOT MOJUIoHa ca 96 cTpaHuLa I0Ka3ao Ja

310 5l 12
71> S°%70 (12)

OBa HeOOMYHO Ta4yHA allpOKCHMMalMja HUje 6MIa CYIUTUHCKHA N0O0JbIIaHA BUIIE
oz 1800 rozuHa. [IpaBu 3Ha4aj oBor ApxuMeZ0BOT pe3yJ/iTaTa HUje Y CTeleHy
Ta4yHOCTH Beh y reHHja/IHOM IOCTYIIKY OOpadyHa.

ApxyMeJ KOPUCTU YUEHULY Jla 06UM Kpyra k Jsiexxu usamehy obuma C,, u
I,, OTIMCAHOT N-TOYIJIa U YHUCAHOT n-ToyrJa 3a n = 3. OH KOPUCTHU TaKO3BaHU
MeToJ, ucLpIl/buBama. [loBehaweM 6poja cTpaHMLla MHOr0yJ1a, 06MM MHOTOYTJ/1a
CBe BHUILE TexXU 0O6MMy Kpyra. /lak/e, IITO BHUIE CTPaHULA KWMa, NPaBUJHHU
MHOroyrao Texu kpyry. [loehaweM n cmamwyjeMo pasnuky C, — I,. Ha ocHOBY
TOra MOXEMO 3aK/byYUTH [ja y3UMalkeM JI0BOJbHO BeJIMKe BPEeAHOCTU N, 06UM
Kpyra k ce npu6JnxaBa 06MMy MHOT0OyTJ1a ca cBe BehoM TayuHouihy.

[Toce6HO gocTurHyhe Apxvmeza je OUJI0O IITO je OCMUCJINO PEKYPEHTHeE
dopmyuie, uspaxaBajyhu C,, U I, npeko C, U I,.

3MATA[{]20ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

/lokazatu f1a 3a 6HJ10 Koje n = 3

2C,1,

(@) o = C o+l

(6) Iy = 2y, [,Cap-

PEIIERRE 3AJJATKA 12!




Ha Ciaunm 1 Tauka O je neHTap kpyra k, AB je cTpaHa ynucaHOT IPaBUJIHOT N-
Toyrana y k,AC u CB cy cTpaHMLe YINMCAaHOr NpaBUJHOr 2n-ToyrJa.EF je
CTpaHMULa oOmucaHor 2n-toyrjia U AG je TOJOBUHA CTpPaHULE OMMUCAHOT
npaBUJHOT n-ToyrJa. TetuBa DC je jenHaka AB.

Hexaje AB = iy, AC = iz, EF = 30, AG =50y
(a) Ja 6ucmo u3pasuiu C,, NpPEKo Cc, U i, pasmoTpuhemo cieneha aBa nmapa
ciMyHux TpoyryoBa: EGC v OGA, u OHC v OAG.
[Topehewe BHUXOBUX CTPaHa JOBO/IU /10 IPOIOpIiHja:
EC:EG = 0A:0G = 0C:0G = HC: AG,

1ITO je

2 2 2
To noapasymeBa aa
Cnin
c - )
M iy,

WU

2nc, - ni

ZnCZ-n = # (13)
nc, + ni,

2nc,y,, Ncy U niy, cy o6umu C,y,, Cy, I,, onivucanor 2n-ToyrJja, OnMcaHor n-ToyrJa, 1
YyIMCAaHOT N-TOoyra, pefioM. Tako (13) MoxxeMo 3anucaTy U Ha ciefehu HauuH:

(6) iy, MOXKe OMTH U3PAXKEHO NMPEKO iy, U Cy, Pa3MaTpPabEM CJIMYHUX TPOYTI0BA
AEC v ACB. llponopuuja AE: AC = AC: AB fnosoay 110

Jipyraduje 3anucaHo, o6ujamo za je

2niyy, = /210y " Ny,

JApyrum peyuma

I =/ Conly.

HO
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ApxuMes| je 3a mo4eTak M3aGpao MpaBHJIHH LiecToyrao rae je Cq = 4V3r u
I¢ = 6r (r je moanynpeyHUk Kpyra). Kopumhewem ¢opmysie HakoH 4YeTUpHU

KOpakKa OH je Hamao Coq = 3 ;—g U lyg =3 ;—(1) u no6unu cmo (12).

MeTos u3BeZleH oJi CTpaHe ApxuMejaa JaHAc je MO3HAT Kao ApxHUMe/IoB
aJIrOpUTaM 3a U3padyHaBamwe 6poja .

3.2. BoXja paaocCcT y HenapHUM 6pojeBuMa: J/IajoHUILOB pej,

3a Tt U3BeAeH u3 [puropujesor peaa 3a arc tg

JIajonun, (Gotfrid Vilhelm Lajbnic 1646 - 1716)
je Hemauykd uyio30d, MaTeMaThdap, IpoHaJa3ady,
NpaBHUK, HUCTOpUYAp, JAUIJIOMaTa W NOJUTUYKH
caBeTHUK. PobeH je y mpoTecTaHTCKO] MOpOAULHU VY
Jlajnuury, rfe je mWeroB orTal 6uo mnpodecop
YHuBep3uTeTa. Joul Kao Aedvak, JIajoHUIL MOTIYHO caM
CTU4Ye OTPOMHO 3Hame CJay:kehu ce BeoMa 6GOraTom
04eBOM OHOJMOTEKOM. 3ay3vMa IOojijeJHAaKO 3HA4YajHO
MeCTO Yy UCTOpUju Juio3oduje U y HCTOPUjHU
MaTeMaTuke. Y ¢usoszoduju ocrtahe Hajno3HaTHju MO
ONTHMMHU3MY, HIIP. 10 CBOM 3aKJ/bY4KY Ja je bor cTBopuo
Haj60/bM CBeT OJi CBUX MOryhux cBeTOBa. YNOpPKOC HEroBOM LIHMPOKOM
MHTEpecoBawky W OpOjHHUM HAy4YHHUM paZ0oBUMa H3 00J1aCTU MaTeMaTHKe,
¢dusuke, Teosoruje, MmeraprsrKe, HeMa MHOTO 006jaB/beHUX AeJia. [lucao je Ha
JIATUHCKOM, QpaHIyCKOM M HeMaykoM M TO O NOJWUTULHY, NpaBy, €THULH,
TEOJIOTUjU, UCTOopHUju U ¢uosoruju. Ha mweroBo jgeno cy yrunanu Ilnatow,
Apucroten, [lekapT u XajreHc. 3ymeo je MauiMHy 3a payyHame, Koja je 6ua
jow 6osba ox [lackanose.

‘Numero deus impari gaudet’ - 'bor yxuBa y HelmapHUM GpojeBuUMaA’,
y3BUKHYO je JlajoHun, 1674. roguHe Kaja je o6jaBuo cBoje oTkpuhe 3a T :

. T,
Bpoj S e 36Up OECKOHAYHOr HM3a CBUX PEIUIPOYHHUX HeNapHUX

NpUPOJHUX OpojeBa ca HAU3MEHUYHHUM 3HAKOM.

+

[l B
I
W[ -
Uil =
|
N -
_|_

z 14
7 (14)
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OBaj JIajoHULIOB pe3yJTaT je cnelujasaH cay4aj pefia 3a arctg, ITO je OTKpPUO
['puropuje’ 1671. roauHe.

x3 x> x7

TEOPEMA7:3a 0<x <1, arctgxzx—?+?—7+---.

Onucahemo fokas 7Teopeme 7, y HEKOJIMKO KOpakKa.

1. xopak aokasajegHakoctu (14):
Pemutu cnenehu 3agarak:

3MATAK130000000000000000oooooooooooooooooooooooo

AKO Cy a 4 b Ba 6poja TakBa Jla Baxku a > b = 0, 1oka3aTu Ja

1 <arctga—arctgb< 1 15
1+ a? a—b 1+ b? (15)

YnyrtcTBo:
Ca Cnuke 2 ce Buau Ja je OT mnosaynpedyHUK jeJUHUYHOT Kpyra k, t je TaHreHTa
Ha Kpyr k y Tauku T, u A u B cy aBe Tauke Ha t Tako Aa Baxxu AT = au BT = b.

i
(8]
1
t
T B A
Crmga 2

PEIIEFGE 3AJJATKA 1.3

[Torsiegajmo mMasio getasbHuje Cauky 3. O6uact Tpoyrya OAB je usmehy obsiactu
Kpy>HUX ucedyaka OBB' u OA' A, na Baxxu ciiesieha HejeJHAKOCT:

lOBz(a—,B)<1BA-1<10A2(01—3) (16)
2 2 2 '

! Gregory, James (1638-75), mKkoTcku MaTeMaTuyap. CMaTpa ce tbyTHOBUM IPETXOJHUKOM 360T
CBOT B)KHOT pa/ia Ha 6eCKOHAYHMM IpoLiecuMa.
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Ha ocHoBy

OB? =1+ b%0A*>=1+a%BA=a—-b,

a b
a — f = arctg 1~ arctg T

M3 HejenHakocTu (16) f06UjaMo HejeIHAKOCTH

1 <arctga—arctgb < 1 17
1+a? a—>b 1+ b? a7
IITO je U Tpebasio MOKa3aTH.
|
2. Kopak JjoKasa jefHakocTu (14):
Hejegnakoct (15) oTkpuBa Be3dy usMehy x = arctg x u dyHkuuje f(x) = L

Ham cinenehu 3amaTak je jga ce oapeau cpeara BpeaHocT ¢pyHkiuje f(x) Ha
uHTepBay ox 0 1o x:

I f(8) +f(28) + -+ f(nd)
1m

n—oo n

] X
, raejed = —.
n

3MATA[{140000000000000000ooooooooooooooooooaaaaaa
1
1+x2

JlokazaTtu na je cpeamwa BpeaHocT on f(x) =
arctg x

jeaHaka

X
@ 00000000000 OOOLOIOCOCOGIOGIOGIOIOIOINOOGOGIOGIOGIOGIOGIOGNOGIOGIOGIOGIOGIOOGOOOONOIONONONOLIVO
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PEIIERE 3AJATKA 14

Heka je f(x) = [0,x] Ha n jexHakoux gesoBa & —%
HUckopuctumo He]eAHaKOCT (17) 3a a=i6, b=>0—-1)5,i=12,..,n
Jobujamo ciegehy popmyay:
n t n n—1
, arctg x ) .
Zf(td) << Zf((L ~1)8) = 2 £(i8) (18)
i=1 i=1 i=0
U3 HejeaHakocTu (18) febemeM ca n, J0/1a3UMO 10 ciiejiehe Heje JHKOCTU
arctg x 1
Zf(uS) Zf(l6) += (1 -— x2> (19)
Kako je

I 1(1 ! )—0
nl—r>1c}on 1+4x2)

HejegHakocT (19) mmsmnupa ja je cpegma BpegHocT p of f(x) = 1/(1 + x?)
jeAHaKa

_arctgx
p=—0"
|
3. KOpak JoKasa jefHaKocTH (14):
3namo ja f(x) =
) =1-x*f(x). (20)

3MATA[{]5¢oooooooooooooooooooooooooooooooooaaaaaa

(a) KopuntheweMm (20) nokasaTu a BaXKu

1—x?4x*— =2 < <1—x24+x*—x6+-+x*

1+ x2

(6) KopumhemweM Jies1a 3a7jaTKa a), IOKa3aTH Jia BaXKU:

x? x* x*m2  arctgx x? x* x4

14 _ ... T . _
3+5 4n—1< X <1 3+5 +4n+1
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PEIIERRE 3A/JATKA 15:

(a) UHaykuMjoM ce MOXe J0Ka3aTH Ja je

1
T

3ak=0,1,2,...

Otypa

1—x% 4+ (1) 1x4n2 <

i< 1—x2+x*— 4+ (D" (21)

Osnauumo 36up 1 — x2 + --- + (=1)*x?*¥ ca S, (x), u Wmerosy cpesmy BpeJHOCT
Hag [0,x] ca py. C 063upom Ha (21) cpeama BpesHocT W, of 1/(1 + x?) Hag
[0, x] niesxm usmeby pan_1 U pap:

Hon—1 < U < HUzp. (22)

[Ipema febuHUIUjU Cpeabe BPeJHOCTH , aKo je & = x/n, oHJa
1 K
ty = lim —2(—1)1'[521' +(26)% + -+ (n8)2].
=0
Cyma 6%t + (28)%% + ++- + (n8)?! Moxke 6UTH HaNKCaHA Kao

rae je Syin = 12' + 221 + .-+ n? nmosnunom 1o n, crenena 2i + 1 ca Bogehum
koedunujentom 1/(2i + 1). [Ipema Tome

. (_1)i(52i + (25)21' 4ot (nS)Zi) . (—1)i52i n2i+1
lim lim - — =
n—oo n n—oo n 20+ 1

o (_1)i(x/n)2i n2i+1 _ (_1)ix2i
= oo n 2i+1  2i+1

Jakne

=
=

o= 1=+ =+ (D (23)

2k+1°

29



Cpeama BpegHocT ox 1/(1 + x?) je arctg x/x, npema Tome (22) u (23) moBoje
Jl0 Tora Jaje

L. x4 <arctgx<1 x2+x4 N n
3 5 4n—1 X 3 5 n+1

(24)

3MATAK16000000..........ccccoooooooooooooooooooo

(a) flokazaru Teopemy 7
(6) HzBectHu fga je %z % — §+ § — %+ -+, K40 crnelquja/IaH cay4aj

Teopeme 7.

PEIIERE 3A/JATKA 16:

(a) U3 (24) cnemmn

x3 x5 xAn—1 x3 x5 xAn+1
X——+—— = <arctgx <x——+——-+ : 25
35 an—1 5 35 an+ 1 (25)
Paszsuka
x3 xS x4n+1
dn=x—?+?— +4 1—arctgx
je Mama Hero pasJjvka
d/ X3 N X5 N x4n+1 X3 N XS x4-n—1 x4n+1
=X —— —_—— s —_— X —— —_—— e — ol :
n 3 5 in+1 3 5 in—1 in+1

Ako je 0<x<1,oHma je lim, ,d;, =0. OHga Takohe mobujamo naa je
lim,,_,, d,, = 0. Ctora (25) goBozau g0 'puropujeBor apKyc TaHTeHC peja:

t x3+X5 x7+
arctgx =x ——+———+ -,
& 375 7

(6) 3amenoM x = 1 y 'peropujeB pex nobujamo JlajouunoBy popmy.y 3a T:
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3.3. mwu BepoBaTHoha : BudpoHOB npobG/1eM UrJie

budon (Buffon, Comte de, Georges Louis Leclerc 1707 - 1788) je dpanirycku
NPUPOAKAK U THcal. Y ocaMHaecToM BekKy BuUQoH je moueo ja nmpumemyje
BepoBaTHONhy Ha reomeTpujcke npobJieMe, HEroB paj, je IOKPeHyo HOBY IpaHy
Teopuje BepoBaTHohe. /laHac ce To 30Be reoMeTpHjcKa BepoBaTHoRa.

3aHUMJbUBO je HanoMeHyTHU Ja budoH Huje 6M0 MaTeMaTudap, Beh cy
6uoJiorvja U 60TaHMKa OWJIM HeroBa IJlaBHa UHTepecoBawa. buo je ocHUBa4 1
yyBap Jardin des Plantes, Ilapucke boTaHnyke 6aiuTe.

BudoH je npeasoxuo caegehu npobdiem:

[IpeTnocTaBUMO fa je TaHKa LIWINKA 6ayeHa y Ba3AyX Y NPOCTOPHUjU YHUjU
je moJ, HanpaBJ/beH O/ jeJHAKUX MapaJsieJIHUX IJI0Ya. JeZjlaH 0/ iBa Urpaya Kjaaau
ce fa wunka Hehe cehu Heky o nmapasenHux nJova. Jlpyru ce kaaiu CynpoTHO.
Koju oz ®bUX IBOjMIle UMa BHllle LIaHce?

BudoH je npeioxuo Urpawe urpe Ha KOHTPOJIHOj TabJ/1u ca rBahoM UrJioM.

3AﬂATA}(17.ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

JlokazaTu Jla ako Ay>KHMHa urJie 2/, Huje Beha oj lIMpUHE JacKe 2a,
OH/Ia je BepoBaTHoOha J1a urJja ceye JJacKy

21

PEIIERE 3AJJATKA 17

Heka je Tauka C cpepuiTe urse. O3Ha4MMO ca X Y/Ja/beHOCT LieHTpa UrJie
(Tauke () J0 HajOJIMKe TapaJieJiHe NpaBe, U ca ¢ yrao uaMehy mpaBlia Koju
oapebyje vria, v napaJiesiHe npaBe Koja je HajO/IMXKa LEHTPY UTJIe.

MozkeMo pas/iuMKoBaTH JABa ckKyna agorabaja: ckyn jgorabaja ca mO3UTHUBHUM
MCXO/I0M, Y CKYTl CBUX MOTr'yYhHUX McXoAa.
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2a

Crmea 4

Jla 6u urja cekasa HeKy OJi NapajeJJHUX IpaBUX, MOpa Ja BaXu Ja je
x < l-sin¢ (Cnuka 4), Tj. ckyn gorahaja ca moBo/bHUM UCXOZ0OM je

G ={(p,x):x <l-sine}.

Ckyn moryhux forahaja o3HauuMo ca S,
S={(g,x):0<p<nmAN0<x=<a}

Mo>xeMo ¥ rpaduuKku NpeAcTaBUTH OBa /JiBa ckyna (Ciuka 5).

.............

0 /2 T @

Cnuka 5

TpakeHa BepoBaTHONha p jefiHaKa je KOJIMYHUKY MOBPIINHA 06J1aCTH G U S.
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V3
P; = J. l-sinpdp =1- [— cos(¢) |g] = —1-(cosm — cos0) = 2L. (27)
0
PS =a-'m (28)

Ha ocHoBy (27) u (28) gobujamo aa je BepoBaTHoha p gorabaja ga ciay4dajHo
6adeHa UrJa aJiHe Ha je/laH O/ NapaJsieJIHUX NpaBaLa:

P, 2l

=== 29
pPsrta (29)

U3 (29) cnenu pa je BepoBaTHoha fa urJa npecena AB Beha oz %aKo Y CaMo aKo
2¢/(ma) > %, ofakJsie gob6bujamo aa je €/a > m/4 > 0.785399. OBo 3Hauu Aa

. 4
YKOJIMKO ]Je Ay»HWHa urJjie, peumumo, E MpHUHE OaCKe, Beha he 6uTH maHca Ada ce

. 3
npeceKy napajesHe npase. Ca gpyre cTpaHe, aKo je JyKMHA UIJIe PeLUMO -

mMpHHE JdCKe, IIaHCe he 6UTH Mame Ja ce I[IpeCeKy ImapaJsieJine IpaBe.
[

Y neBeTHaecToM BeKy popMy.ia (26) kopuiiheHa je y HEKOJIMKO HaBpaTa
3a npoueHy 6poja . 1850. rogvHe Boad je y Lupuxy 6anuo 36mm Ayrayky
urjy 5000 nyTta Ha cKyn napaJieJJHUX JIMHHMja 45mm pa3/jBojeHuX, U JobujeHa
BpeAHoOCT je p = 0,5064 u TuMe BpegHocT m =~ 3,1596. EHrsie3, Kanetan ®okc
npoHauao je BpegHocT 3.1419 3a m Ha ocHoBy 1100 6anama.
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4. [IpyumMeHa KOMILIEKCHUX OpojeBa U

KBaTEepHHOHA

MMaruHapHu OpojeBM KOjU Cy HM3paKeHU IpeKOo KBaJpaTHUX KOpeHa
HeraTUBHUX OpoOjeBa, HACTaJIY Cy jOolll Y LIeCHAeCTOM BeKy, IPUJIMKOM pellaBamba
KyOHUX jenHauyuHa. [lopexn Tora TeMes/bM Teopuje KOMIJIEKCUX OpojeBa, KOju
YOINILUTAaBajy IojaM peasHUX OpojeBa, MOCTaB/bEHU Cy JB€ CTOTHUHE TOJMHA
KacHHUje, 3axBasbyjyhu pagy l'ayca.

JlaHac ce MaTeMaTHKa He MOXe 3aMMUCJIMTH 6e3 KOMIIJIEKCHUX OpojeBa.
OHM uMajy BeJIMKYy NpHUMeHY y QU3UIM, eJleKTPOTEXHUIM, XUJPOMeXaHHUILH,
aepoMexaHHILY UTL.

4.1. TaycoBa TeopeMa aKCOHOMeTpHje

Kapn ®puppux Tlayc (Gauss, Carl Friedrich
(1777-1855)) je 6MO HeMauykKd MaTeMaTU4yap U
Hay4YHUK KOjU je [ao 3HayajaH JOIPHUHOC Y MHOTUM
no/bMMa, yK/bYy4Yyjyhu Teopujy OpojeBa, aHaJU3Y,
JudepeHLUjaNHY reoMeTpHjy, reozesujy,
eJIEKTPOCTAaTUKY, aCTPOHOMHU]Y, onTUKy. CMaTpa ce
jefHUM OJi HajyTULAJHUjUX MaTeMaThyapa y
yucropuju. 'ayc je paHO ITOKa3a0 CBOjy MaTeMaTHUUKY
JapoBUTocCT. [lo3HaTa je aHerfoTa Koja Kaxe Ja je
jenHoM mnpuaukoM laycoB y4uTe/p 3ajjao Aa ce
cabepy cBu 6pojeBu ox, 1 go 100, BepoBaTHO JAa 6U
,3aMocaMo  ydyeHuke“. Ha  HHeroBo  BeJIMKO
n3HeHahemwe, 'ayc (koju je Taja uMao 7 rojuHa)
oaMax je noHeo cBoj pe3dyartaT: 5050. EBo kako je
MJIaZId MaTeMaTu4dap To pemuo: [locmatpajyhu Hus 1, 2, 3, 4, ... ,97, 98, 99, 100,
YyHje je 4IaHOBe Tpebasio cabpaTH, YOUUO je U3BECHY 3aKOHUTOCT: Kajia cnapu 1
u 100, 2 1 99, 3 u 98, u Tako Jasbe, yBek Jo6uje 36up 101. TakBUX MapoBa UMa
TayHo 50. OTyzaa je TpaxkeHH 360up jeaHak 50%x101 = 5050. OBaj mocTynak
Has3BaH je ,/aycos nocrynak".

['ayc je kopucTHO KOMILJIEKCHE OpojeBe y BHILE HaBpaTa 3a pellaBame
3a/laTaka KOjU YKJ/byuyjy peasiHe 6pojeBe. [loHekas ynoTpeb6oM KOMILJIEKCHUX
O6pojeBa pelllerbe je jeJHOCTaBHUje a TIOHeKa/, je U dopMyJia ejieraHTHHja.

Mu hemo omnucatu TaycoBy mnpuMeHy KOMILJIEKCHMX OpojeBa Ha
aKCOHOMeTpHjy. AKCOHOMeTpHja ce ©0aBM IpojeKliMjaMa objekaTa Ha
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dukcupanuM paBHuMa. Ty pukcupaHy paBaH hemo o6esiexxaBaTu ca T. Jla 6u ce
OJIaKIIAJIO LpTakbe, TPOAUMEH3UOHU KoopAuHATHU cucteM C ca yeHtpom O u
KoopauHaTHUM ocama O,,0, u 0O, je mnocraB/beH y mnpocrop. /la 6ucmo
YIOTINYHUJIM CUCTeM, nocTaBuhemo jegHake ayxu OA,OB u OC Ha X,y ¥ Z oce
penoMm. CTpykTypy dopmupany og OA, OB v OC HazuBamo TpoHoxal OABC.

CBaka Tauyka P o6jeKTa KOjU ce IpOjeKTyje Ha paBaH T, UMa KOOpJAUHaTe
X,y ¥ z y KoopguHaTHoM cuctemy C, U meHa npojeknuja P’ ce Hasma3u Ha . P’
CMO 06UJIK ToMOohy TpoHOKacTe npojekiuje Ha T (Cauka 5)

Py
Qe—-———-—-=7

JenaH oa ocHOBHUX MpobGjeMa aKCOHOMETpPHje je Aa OJAroBOpU Ha cienehe
NUTambe:

Kazia Mory Tpu KoMILJIaHapHe aJid HeKoJiMHeapHe ayxu 0'A’, 0'B' u 0'C’
Mpe/[CTaB/baTH OPTOrOHAJIHY MPOjeKI[Hjy TPOHOXKIa?

Jla 6u peumMo noMeHyTdH nmpo6JieM, ['ayc je mocTraBMO KOOpJHHATHHU
CHCTEM y paBHHU T Koja cagpxku 0, A', B' u C' cauentpom y O', u nBe Mmehyco6HO
OpTOrOHAaJIHE HHAaYe POU3BOJbHE MpaBe JiMHUje Kpo3 0, kao x" 1 y’ oce.

Y3uMameM Tako Jia je x'-oca peasiHa, a y'-oca UMardHapHa 0ca, yBeJleH!
Cy KOMILJIEKCHU 6pojeBu. Ha oBaj HauuH Tauka P'(x’,y’) y paBHM mpecTaBsba
KoMmIiekcan 6poj ¢, = x' +1iy'. Koukperno Tauke A, B" wm C' «cy
npeJicTaB/beHe NOMOhy KOMIIJIEKCHUX OpojeBa Cyr, Cgr U C7, PELOM.

36or yBohemwa KOMILJIEKCHUX OpojeBa, ycaoB 3a O'A'B'C' pma 6Gyne

OopTOroHa/iHa mpojekuuja TpoHoxua OABC, dopmyaucao je 'ayc y ciaemehem
NPaKTUYHOM jeJHOCTAaBHOM OGJIMKY KBaJIpaTHE jeJHAYHHE:
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3MATA[(’]80000000000000000oooooooooooooooooooooooo

Aro cy Tpu HekosmuHeapHe gyxu 0'A',0'B'w O'C' y paBHum m
OpTOroHaJIHe MPOjeKIHje TPOHOXIaA, JOKA3aTH Ja je

le + CLZ?I + Cgl = 0.

OBaj 3aZaTak je y JUTepaTypu Mo3HAT Kao ['aycoBa ¢yHAaMeHTa/sHa TeopeMa
aKkcoHOMeTpHje. 3a pellaBamwe OBOT 3a/aTKa 6uhe HaM noTpeb6Ha cieseha seMa
Kojy hy u jokasaTu.

JIEMA 3: Heka BexTop nosoxaja tadke A(xg,Yo,Zo) V KOODAHHATHOM CHCTEMY
Oxyz 3ak/iana ca KOOpAHHATHHM ocaMax,y v z yriaogea, 3 wy. Taza je

cos?a + cos?f + cos?y = 1.

Jlokas Jleme 3:

20

Ty

Ciuka 6

Ha cauuu 6 ce BuAu Aa je D jaujaroHasia oBe NHpU3Me KOjy CMO JOOHJIU.

JlvjaroHasla OCHOBe KOjy Tpaje oce XUy je jeaHaka ./ Xxo2 + y,%, mna je
Auvjarodasa D jesHaka:

D = \/XOZ + yoz +ZOZ.
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OvursienHo je:

Xo = Dcosa
Yo =D cosf
Zy = D cosy.

Ako KBajpupaMoO CBe TpU jeIHAKOCTH, U cabepeMo JieBe U JleCHe CTpaHe,
Jlobujamo:

xo% + yo? + 7% = D?(cos?a + cos?B + cos?y)
D2

D? = D?(cos?a + cos?f + cos?y)

cos?a + cos?fB + cos?y = 1.

PEIIERE 3AJJATAK 18 (TaycoBa ¢yHAaMEHTAa/IHA TeOpeMAa AKCOHOMETPHJE):

[lpetnoctaBumo jga cy O'A’, O'B'u0'C' HopMmasHe mpojekiuje ,HOTy"
OA,0OB u OC tpoHoxua OABC Ha paBaH T. Y3MUMO 3ajeJHUYKY AY>KUHY IY>KU
OA, OB n OC xao Hauly jeAUHULY AY>KUHe.

Cnnea 7
OsnayuMmo yryioBe uamehy OA,0Bu OC u x'-oce ca @, S Uy peJoM, U yrjoBe
usmehy 0A,0Bu0OCuy’-ocecaa’,B’ ' uy’', penom. Taza je:
cy =cosa+icosa’, cgr =cosB+icosB’, cor=cosy+icosy’
v

¢+ chr+ ¢k = (cosa +icosa’)? + (cos B + icos f')? + (cosy + icosy’)? =
= (cos?a + cos?f + cos?y) + 2i(cosa cosa’ + cos B cos B’ + cosy cosy’)
—(cos?a’ + cos?B’ + cos?y’).
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Kako cy cos a, cos S 1 cosy KOCHUHYCH yIJIOBa Koje x'-oca 3akJjama ca ocama y
koopauHaTHOM cucteMy C ¢opmupanom op 0OA,0Bwu OC, u nowTto cy
OA, OB u OC mebycob6HOo opTOoroHaJ/iHe, OH/Ia Ha 0CHOBY JleMe 3 no6ujamo Ja je:

cos?a + cos?p + cos?y = 1.

CnvuyHo, cosa’,cosf’ v cosy’ cy KocMHycH yrjoBa Koje y'-oca 3akjama ca
ocamay C, mpeMa ToMe Takohe Ha ocHOBY JleMe 3 f06uja ce Aa je:

cos?a’ + cos?pB’ + cos?y’ = 1.

[lowrTo cy y nuTamy jeIMHUYHU BEKTOPH, oHa je|u| = |¥| = D = 1 gobujamo ja
je:

U(xg, Vo, 29) = D(cosa,cosf,cosy) = (cosa,cosf,cosy)
V(x0, Vo, Z2o) = D(cosa’,cosB’,cosy’) = (cosa’,cosf’,cosy’).

Kako 3Hamo za cy oce x' 1 y' opTOroHasiHe, OHZIa Cy U BEKTOPH Ha OBUM Ocama
OpPTOTOHAJ/IHH, TIa HbUXO0B CKaJIJapHU MPOU3BO/J, MOpa OUTH jelHaK HysH. Kako je
cosacosa’ + cosf cosf’ + cosycosy’ ckalapHH NMPOU3BOJ, OBUX jeJUHUYHUX
BEKTOpa ca y3ajaMHO OPTOrOHAJIHOM X -0COM U Y'-0COM, OH/IA je

cosacosa’ + cosfcosf’ + cosycosy’ = 0.
HaBejeHu apryMeHTH yKasyjy Ha To jia je

Cj/+C§/+CCZ-/=1+O—1=O.

4.2. JlarpaH>koB UJAEHTUTET IPOU3BOJa CyMa YeTUPH

KBaJpaTa npeacraB/b€HUX KBATEPHHUOHHUMaA

Jlobpo je mo3HATO JAa Cce KOMILJIEKCHU OpOjeBM KOPUCTE 3a J0Ka3WBambe
cnepehux TBphema:

SMATA}('Igooooooccccccccccoooooooooooooooooooooooo

AKko cy gBa mpHpojgHA 6poja My U N, H3PAKEHa Kao CyMa /JBa
KBa/para, /JOKa3aTH Jjd je BbHXOB MPOH3BOJ MyN, TAKoDhe H3PaKeH
Kao 36HUp /Ba KBapaTa.
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PEIIERRE 3A/JATAKA 19:
[IpeTnocTaBuMO fa

n, = a? + b? M n,=as+bi.

Ja? + b? u \/a? + b2 mMory ce mocMaTpaTH Kao MOAY/H |z, | ¥ |z,| KoMIIeKCHUX
6pojeBa z; = a; + iby u z, = a, + ib,, peAoM.
Mowrro je |z4] - |z;| = |21 - 25| m

z1 2z, = (a; + iby) - (a; + ib,) = (a;a; — b1by) + i(aib, + ayby),

cieju faje

\/a% + b? -\/a% + b3 = \/(alaz — byby)? + (a1b, + ayby)?,

OZJHOCHO Jlo6uja ce
(af + b3) - (a5 + b3) = (a,a, — by1by)? + (a1h; + ayb,)?.

BpojeBu a,a, — b;b, u a;b, + a,b; cy peannu uenu 6pojeBu. Tako nocienmwa
jeaHAKOCT moJpasyMeBa Jia je n,n, 36Mp JiBa KBajJipaTa.
|

3ajmaTak 19 je yommtuo Jlarpank (ocaMHaecTH BeK) 10 CyMe YeTHPHU
KBaJipaTHa 6poja.

TEoPEMA 8 (/larpaH»koB HJEHTHTET): AKo cy fABa IPHPOAHA 6poja My UN,
H3PaXK€HH KA0 CyMa YeTHPH KBaJApPATHA 06poja, OHAA jé BbHXOB MPOH3BOJ NqN,
Takobe H3pakeH Kao cyma 4€THPH KBaJPAaTHA bpoja.

lusb HaM je fa onuuieMo Joka3 TeopeMe 8, npomMpuBamweM 3azaTka 19.
Tako yBoAMMO KBaTepHUOHE Kao reHepan3aliujy KOMIJIEKCHUX OpojeBa.

KBaTepHrOHe je wH3MHCAMO XaMHUJITOH Yy [€eBETHAeCTOM BeKy Kao
pesyJTaT IMOKyllaja Ja oONulle poTauujy y TPOAUMEH3UOHOM IIPOCTOPY
MaTeMaTU4KUM popMyJiama.

XamuntoH (Hamilton, William Rowen (1805-65)) je 610 c1aBHU UPCKHU
MaTeMaTu4dap. IberoBa uHTepecoBama y NpUMeHUM MaTeMaTHKe Yy QU3UIU
JloBesla Cy [0 CTBapawka KBaTepHUMOHa. /Jlao je 3HayajaH [JONPUHOC
pa3Bojy ONTHKE, AMHAMHUKe U aJareope.
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Y HajpaHujoj MiazocTy XaMUJITOH MCIIOJ/baBa TajJleHaT y
06/J1aCTM  JIMHTBUCTUKE, TMECHUIITBA U  YOIIITE
KIbWKEBHOCTU M ¢uino3oduje. Ha mwera je BeJuKHU
yTALQ] uUMao HeroB yjak llejmc Xamuarton. Ca
TPUHAeCcTak TOJAWMHA 3HA0 je  HCTO  TOJIMKO
je3vka. JINHIBUCTHKA, Kao W KJAacU4YHa JIUTepaTypa,
3a0KyIl/baJIM Cy ra 4YWUTABOI KWUBOTA. Bpsio paHo je
VCIO0/bM0 MaTeMAaTUYKH TajieHaT. 3aBpLUIUO je CTyAuje
Ha TpuHut koseny (Trinity College) y /Zla6auny. Ilo
3aBpUIETKY CTyAuja Jo6uo je MecTto mnpodecopa
MaTeMaTUKe U aCTPpOHOMUje Ha TpUHUT KoJjeny. Y
CBeTy MaTeMaTHKe I0CTao je MO3HAT M0 KBaTePHUOHUMa.

XaMUJITOH je 3HAO Jjla KOMIIJIEKCHU O6pojeBU X + iy, KOje je mocMaTpao U
kKao ypebene mapoBe (x,y), MOTry Jla ce KOPHCTe 3a OINHCHBaIbe pOTalHje Y
paBHHU. AKO je P Tayka y KOMIIJIEKCHOj paBHH, K0jOj 0JiroBapa KOMIIJIEKCHU 6POj
z = x + iy, oHja je civka P’ o P porauujoM 3a 6 OKO KOOPAMHATHOT MOYeTKa
0(0,0), npescraB/beHa ca z' = ez (raeje e = cosO + i sin B).

XaMUJITOHOBA OpUTMHAJHA HUJeja 3a pOTHUpame y NMPOCTOPy yBOohemweM
HOBHX OpojeBa NMpeJCTaB/beHUX NMPEKO TPOjKe peasHUX OpojeBa, 3aBplleHA je
HeycrexoM. MehyTUM nocsie neTHaecT roguHa 60p6e, XaMUJITOH je OTKPHO Ja ce
poTauuja y TPOJAUMEH3UOHOM NPOCTOPY MOpa U3pasuTH yBoheweM ypeheHe
4YyeTBOpKe peasiHUX OpojeBa. XaMUJITOH Ha3uMBa OBY YETBOPKY KBAaTEPHHOHOM.
OH je nedpuHMCAO cabrpare U MHOXKEeHEe KBaTEPHUOHA.

Osnavyumo yetBopke (1,0,0,0),(0,1,0,0), (0,0,1,0) u (0,0,0,1) kao 1,i,j u k pexom.
Onja yeTBopka q = (W, x,y, Z) MOXke OMTHU 3alKcaHa Kao q = w + xi + yj + zk.
Cabupame /iBe YeTBOPKe q; = Wy + x4il + y1j + z1k u g, = wy + x50 + y,j + 73k
JedUHHUCAHO je [0 KoopArHaTaMa TO jeCT

g1+ q2 = Wy +wy) + (g +x2)i + (1 + ¥2)j + (21 + 2,)k.

[Ipousson G192 Cce W3pauyyHaBa KopullheweM JUCTPUOYTUBHOI U
ACOLUjaTUBHOT 3aKOHA.

q1q2 = Wy + x90 + Y1) + z.k) (W, + x50 + y,) + 25k)
== (Wl + xli + yl_] + Zlk)Wz + (Wl + xli + yl] + Zlk)(xzi)
+(Wy + x90 + y1j + 21k) (V2j) + Wy + xq0 + Y1) + z1k) (2,k)
= WiWy + X1iwy + Y1 jwy + 21 kwy + WXyl + xXqix50 + Y jx,i + 2 kxyl
+wi Vo) + x11yo] + VijYoj + z1kysj + wizok + xqizok + yijzok + z1kzyk (30)

[lo pebunuumju, npousBoAu 7i,rjurk Ccy KOMyTaTUBHU ca OWJIO KOjUM
peasHuUM OpojeM, aiu

ij=—ji=k, j=—kj =1, ki = —ik = J,

“MaMo Ja je

40


http://sr.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%8F%D0%B5%D1%98%D0%BC%D1%81_%D0%A5%D0%B0%D0%BC%D0%B8%D0%BB%D1%82%D0%BE%D0%BD&action=edit&redlink=1
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%9B%D0%B8%D0%BD%D0%B3%D0%B2%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%B2%D0%B0%D1%82%D0%B5%D1%80%D0%BD%D0%B8%D0%BE%D0%BD

Tako (30) Mo>xe GUTH MOjeJHOCTAB/bEHOO TAKO /A je

4192 = Wiwy — X1X, — Y1y, — lez)_ + (Wixy + x1Wp + Y125 — 21Y5)i
+(W1ys — %125 + 1wy + 21X2)j + (W12, + X1y, — Y1xp + Ziwp)k.

C/IMYHO Kao M KOJ KOMIJIEKCHUX OpojeBa, MOXXeMO JAedUHUCATHU OlepaLujy
KOmbyroBawa. AKo je ¢ = w + xi + yj + zk, oHZja ’beroB KomwyraT JepUuHULIeMO
ca q = w—xi —yj — zk. Takobe, Baxxe u cnegeha cBojcras:

q=q
(G +30)=0+7;
91°92 = 92" q1
q-9=q-q

OBze heMo Har/J1lacHTH OCHOBHM 3Hayaj KBaTepPHUOHA y UCTOPHUjU arebpe.

[Ipema peduHuLMju XaMUJITOHA, MHOXeHe KBaTepHHOHA HUje
KOMYTaTUBHO: Ij # ji, jk # kj, ki # ik u, yonurte, q;q, HUje HYXHO jeJJHAKO
q2q.- CTBapake He KOMyTaTHMBHe aJjrebapcke onepandje 0Ouo je
peBOJIyLLMOHApPHHU KOpakK y MaTeMaTULU. OH je oAurpao K/by4Hy yJaory y pabamy
HOBe rpaHe, TeopHje aliredbapcKux CTpykTypa (yk/pydyjyhu rpyny, nosbe, npcTeH
Y BEKTOPCKHU NPOCTOP).

KBaTtepHuonu o6suka w + xi + 0j + 0k mory pa ce naeHTUPUKYjy ca
KOMILJIEKCHUM  OpojeBUMa w + xi. Tako KBaTepHUOHU TMPeEJACTaB/bAjy
reHepa/ivsalyjy KOMILJIEKCHUX OpojeBa. JeJHO TaKBO CBOjCTBO Ce OJHOCH Ha
MOJyJl, UJIA HOPMY KBaTepPHHUOHA, U MOXe ce IPUMEHUTH Jia ce JloKaxe Teopema
8.

HopwMma |q|kBaTepHuona q = w + xi + yj + zk je peasnaH 6poj

lq] = Jw?2 + x2 + y2+22,
MoxxeMo npoBepyUTH LITA je q * G:
q-g=W+xi+yj+zk) (w—xi—yj—zk)
=w? + x% + y*+z*
= |ql?,

Jlo1IM CMO Ji0 jolI jeJHOT CBOjCTBa, Aa je q * § = |q|?, opHoCcHO

lal =/q"q.
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3MATA[{200000000000000000oooooooooooooooooooooooo

(a) flokazaru ciieqehy MyJATHIIIMKATHBHY OCOOHHY HOPME:

3a KBaTepHHOHe (i W q, HOPMA HHXOBOI MPOH3BOJA JEJHAKA je
nponzofy mhxosnx Hopma (1q1q2| = |q11lqz1).

(6) /lokazatu Teopemy 8.

Hamomera: TloctaBsba ce nuTamwe: Mory v ce 3agatak 19 u Teopema 8
reHepajiM30BaTH Ha CyMy n KBazparta? [lpyruMm peuyrnMa: 3a Koje BpPeJHOCTH
OpUpOAHOr 6poja n je TauHO Ja Kaj roj, S; US, Cy CyMe n KBajparTa, OHja ce
IbUXOB IPOU3BO/J, S1S, TaKohe MoxKe U3pa3suTH Kao 30Up n KBajparTa — Tako Ja
Cy cabupIy 0f] S1S, OUIMHeapHe KOMOWHAIMje cabupaka Sy U S,.

OaroBop Ha ropmwe nuTamwe, Aao je XypBuL® U OArOBOp je jako
yneyaT/bUB: N MOXKe 6UTHU caMo 1, 2,4 uu 8.

PEIIERE 3AJATKA 20:

(@) Akojeqs =w; + xqi +y1j + 21k q; = wy + x50 + y,j + Z,k, oHAa je
4192 = W3 + X3i + y3j + 23k,

rjeje
W3 = WiW;y = X1X2 — V1YV2 — 212>
X3 = WiXp; + X1Wp + Y12 — Z1Y» 31)
Y3 = Wiy, —X1Z; + Y1Wo + 21X
Z3 = wW1Zp + X1y, —Y1X2 T Z1Ws
Kako xohemo nga mokaxemo aa je |q192| = 1911192], kxpeHumo ox neBe cTpaHe

jeqHaKOCTH KopucTehM CBOjCTBa KoOja caM HaBeJla M3HaJ, U JAOHUMO [0 AecHe
CTpaHe jeJHaKOCTH.

0102l = Va1 @z T a2
= \/CI1'Q2 42" 1
=V 1q:1*q1
=q1 91 1q:|?
= 1q11? - 1q21?

= la1llqz]-

Jpyrauuje 3anucaHo, 061jaMo Aa je:

\/W§+x§+y32+z§=\/w12+xf+y12+212-\/w22+x§+y22+z§.

(6) lpeTtnoctaBumMo fa3a t = 1,2,

® Hurwitz, Adolf (1859-1919), HeMa4yki MaTeMaTH4ap U3 APyre MOJOBHHE A€BETHAECTOT BEKa.
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ne = w2 + x2 + y? + z?2 rje cy wy, Xy, y¢ U Z Cy LieJIM 6pOjeBH. (32)

PazMoTpuMoO KBaTepHUOHE q; = W; + X;i + y;j + Z;k ca HopMoM /n,3at =1, 2.
U3 (a):
nn, = |q1q21* = wi + x5 +y35 + 23
U3 (31) u (32) cneau ga cy ws, X3,y3 U Z3 1eau 6pojeBu. [Ipema Tome nyn, je
30Mp YeTUPH KBajAparTa.
|
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5. EyK/INCKa U HeeyKJIH/CKa reoMeTpuja

MaTemaTHyKa TeopeMa je MaTeMaTU4YKW MCKa3 4vja UCIPABHOCT MOpa
O6uTH A0Ka3aHa. /loka3s TeopeMe Mopa ce U3BECTH U3 JIpyrUX U3jaBa Koje ca CBoje
CTpaHe MOpajy Ja ce JoKaxy kKopuctehu panuje usjaBe. [lomTo oBaj mpouec
MoOpa HerJie no4eTH, OUI0 Koja MaTeMaTH4yKa AUCLHUIJIMHA MOpa [ja ce 3aCHUBa
Ha ozpeheHOM Opojy MOYETHUX TBP/JHHM — Ha aKCHOMaMa WJIM NOCTyJlaTHMa -
Yyyja UCTUHUTOCT je npuxBaheHa 6e3 nuTama. CBaka TeopHja MOYMBA Ha LITO
MameM 6pojy aKkCHMOMa, ¥ HHU je[iHa aKCHOMa Ce He MOKe U3BEeCTH Kao nocjaeuna
NIpeoCTaluX.

5.1. Eykimpacka reomeTtpuja

Beh cmo pekau ga je crapu I'pk, oko 300. roguna npe Xpucra, Eykaug,
jenan of HajBehux MaTeMaTHW4yapa CBUX BpeMeHa, [1a0 OMLIMpaH aKCUOMAaTCKHU
TpeTMaH reoMeTpHUje y CBOjUM NpPOCaAaB/beHUM EremeHTHMA. OBO je HajpaHUjU
npuMep ynorpebde akCMOMaTCKOT MeTO/ia y UCTOPHUjU MaTeMaTHKe.

Y HapenHuM BekoBuMa lleTu EykianzoB mocTysiaT, IPUBYKAO je BEJUKY
naxwy. Y nojejHocTaB/beHOj GOpMyJialiujy NOCTyIaTa HABOM Ce Ja:

(PP) Ako je m npaBa JIMHHMja y paBHU T, a P je 6110 KOja TayKa y Tt a/id He U HaA m,
OH/Ia TIOCTOjU TAYHO jeJlHA NMpaBa JIMHUja M’ y T Koja mpoJia3u Kpo3 P a He
npecena m. Jlunujam' ce Ha3uBa napasiesia 3a m Kpos P.

MHoro yriieiHux reoMmeTpuyapa BepoBaJo je aa (IP) Huje nmoctysaT Hero
TeopeMa, U MOKyLIaJXd Cy Aa ra gokaxy. Ilokywmaju cy [oBeayd [0 MHOTHX
CriopoBa U KOHTpoBep3Hu. Haj3az y npBoj 0JIOBUHU ieBeTHaecTOr Beka bosbaj 1
Jlo6aueBCKH, HE3ABUCHO jeJlaH OJ, APYroT, U3rpaZiujiv Cy HOBU TUIl TeOMeTpHje y
K0joj EyK/INI0B OCTY/1AaT apasieJIHOCTH He BaXHU.

Bosbaj (Bolyai Janos (1802 - 1860)) je 6uo
Mabhapcku MaTeMaTuyap. Jenan je oz,
Haj3HA4YajHUjUX MaTeMaTu4yapa Ha 10J/bYy
xunep6osnyke reometrpuje. tberoB orau, ®apkaiu
Bosbaj, 6uo je 'aycoB Apyr u3 CTyAUjCKHUX JaHa.
@apkaiw je mnocsao 'aycy 1831. roguHe paj, cBOT
CMHa JaHolla, KOjU ce THULAO IIOKyllaja Ja ce
onoBprue Eyk/IWao0B MeTH MOCTyJaT, OJHOCHO
MOKYIllaja Jla ce pa3BUje reoMeTpHja y K0joj 6U Kpo3
TayKy BaH [paBe M0CTojaJie, y UCTOj paBHH, 6ap JBe
[IpaBe Koje NpBY IpaBy He ceky. ['ayc je oaroBopuo
: @pakaily, na He cMe XBaJauTH MJagor bosbaja, jep
61 TO 3HAYMWJIO JAa caM cebe xBasu. Lleo cagprkaj cnrca Koju cy My mocjany, a 1
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pe3yJaTaTyh A0 KOjux je Muaau bosbaj goiwao, noayzapanu cy ce ca I'aycoBum
BJIACTUTHUM 3aMucauMa. [ayc ce Tom TemoM 6aBuo jouwr oxa 1800. roguHe, anu
HUje HUIlITa nybarkoBao. 3a bosbaja je 0BO 610 BesIMKO pa3odapewe. OH HUje
MOrao, a HUje HM XTeO Ja Bepyje, Ja je ['ayc caMOCTaJIHO ¥ MHOTO IIpe Hera
Jlolllao /10 HeeyKJIUJCKe reomeTpuje. bosbaj je unak cBoj paj 06jaByoO, alu Kao
JloflaTak o4eBoj Kwu3d. Taj AojaTak HUje MMao nocebHe Be3e ca KHUIOM, a
IOBpPX CBera o6jaB/beH je Npe caMe Kibure. bos/bajeBe peyd U3 mucMa oLy,
HanucaHor 1823. rofuHe, pBe Cy Y UCTOPUjU MaTeMaTHUKe KOjUMa Ce HajaBJbyje
HOBa reoMeTtpuja: OTKpPHO caM CTBAPH TaKO YyAecHe fa caM owaMyheH... HH U3
yera caM CTBOPHO HOBH CBET.

Hukosnaj MBaHoBu4 Jlob6aueBcku (1793 -
1856) je pycku MaTeMaTuyap, CUH apXUTEKTE,
pobeH y HoBoropjckoj obsiactu. 0O6jaBUO je CBOj
paj, 0 HEEYKJIHACKOj TeOMeTPHjH, HEIITO OOMMHHU}U
on BosbajeBor. Paz je ob6jaBmeH y Kasawmckom
IJIaCHUKYy, MNyOJMKauuju JiokajaHor Kasamwckor
yHUBep3uTeTa Ha KoMe je Jlo6bayeBCKM MPOBEO
yuTaB KUBOT. CBOje pe3yJiTaTe je ycrneo Aa 06jaBu
v3BaH Pycuje, u To npBo y [lapusy 1837.roguHe, na
3aTtuM y bepsauny 1840. roguHe. Of Taja HeroBu
pPaZjoBU T1OCTajy CTaHZAp/Z 3a HOBOOTKpPUBEHY
reomeTpujy, jep bosbaj HHje HuUIITA BULIe
ny6JIMKOBao, ajJu He Tpeba MHUCJUTU Jla je HOBa
reoMeTpyja caMMM TUM Ouna npuxsaheHa.
PasMaTpao je BapujaHTe METOr NOCTYJIATa U jaCHO
YTBPAXO A IOCTOje JBe reOMeTpuje, OHa Yy KOjoj
BaXKU, eYKJIM/CKA TeOMeTpPHUja, U OHA Y KOjO] He BaXKU, HeeyKJIU/CKa reoMeTpHja.
Mako ce Jlo6aueBCKM MNOTPYyAUO JAa Y YETBPTOj W MeETO] J[AelleHUju Beka
MHOpMHUILIE 1leJly eBPOIICKY — IITO je TaJZla 3Ha4uJIO CBETCKY — HAy4YHY jaBHOCT O
HacTaHKy HOBe reoMeTpHje, 0J3UB je 610 c/1ab a NIPOTHUBJ/bEA CHAXKHA.

Y reomeTpuju bosbaja u Jlo6aueBckor, (IP) je 3aMemeH cieiehuM MocTynaToM:

(H) ¥ paToj paBHU T, KOja caZp>Ku MPOU3BOJbHY TAa4yKy U JIUHU]y, P um, u P Huje
Ha m, IOCTOjU BUIlIEe O[] je/lHe JIMHUje KOje He CEKYy m U mpoJiase Kpo3 P.

WU3rpajmwa HOBe reoMeTpHuje, JaHAC Ha3BaHa XUIlepboJIMYKa reoMeTpHja,
MOXKe ce cMaTpaTv jefHUM oJi HajBehux maTeMaTuuykux oTkpuha. OBa HoBa
reomMeTpuja je NpPOMeHMWJa KOHLENT reomerpuje. Y rojuHaMa Koje ciege,
CTBOPEH je HU3 reoMeTpHja.

['eoMeTpuja y kojoj Eyknnnos napanennu noctyaat (IP) He Baxky, 30Be ce
HeeyKJIU/ICKa reoMeTpHuja.

Y oBoM ofie/bKy onucaheMo ApeBHM Npo6JeM eyKIUJCKe TeoMeTpHje.
[Ipo6JsieM ce ogHOCK Ha ‘'06yhapcku HOX'— 00JIUK KOjU je poy4aBao Apxumen y
TpeheM BeKy Iipe HOBe epe.

45


http://sr.wikipedia.org/wiki/1793
http://sr.wikipedia.org/wiki/1856
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%A0%D1%83%D1%81%D0%B8%D1%98%D0%B0

Heka cy a, b, u ¢y cy nonykpyrosu npedynuka AB,AC v CB pegoM, TakBu Ja je C
yHyTap Ayu AB, u b v ¢y cy yHyTap nojaykpyra a. O6aact omeheHa ca a, b, ¢,
30Be ce obyhapcku Hox (Civka 8).

3MATAK2].ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Heka cy ¢y, ¢y, c3, ... KpyroBu ynucadu y obyhapcku HOoX oMebheH ca
a,b,u c,, Tako Ja c¢; poaupyjea,bvc;_y3ai =1,2,3,.. (Ciuka9).
JlokazaTu fa 3a cBe [ = 1 yjjla/beHOCT (eyKJIM/CKA) LleHTpa ¢; o AB
je i myTa NpeyHUK Kpyra c;.

PEIIERE 3AJJATKA 21

Y oBoM 3ajjaTKy heMO KOPUCTUTHU UHBEP3Hjy 3aTO IUTO je JiaKlle paJUTH ca
JIMHYjaMa Hero ca KpyroBMMa, U pelieme NpeKo UHBep3Hje je jeJHOCTaBHUje U
kpahe. 3a neHTap MHBep3uje Tpeba Ja ce y3Me Tayka Kpo3 KOjy IpoJiasu
HajBUIle KpyroBa U JiMHHWja. KopuctuheMo MHBep3Hjy y OAHOCY HAa KPYT C ca
IIEHTPOM Yy Ta4uKH A, KOjU je HoOpMaJiaH je Ha ¢;, 3a dukcupano i € {1,2,3, ... }.
[TogceTumo ce :
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MHBep3uja y opHOCy Ha Kpyr ¢ ca neHTpoM O W MNOJYNPeYHUKOM T, je
TpaHcdopMaliyja Koja npecavKaBa Npou3Bo/bHY TaukKy P # O y paBHM Kpyra c,
Ha Ta4yky P’ Tako /1a BaXKu:

P’ je Ha nmpaBoj iuHUju OP, ca ucTe cTpaHe Tauke O, Tj. HA UCTOj CTPAHU Kao U P, u
npou3BoJ yaabeHoctu OP u OP' je:

OP - 0P’ =1r? (Couka 10).

Corea 10

Takobe y paBHM Kpyra ¢ BaxHu:

CBaka Tauyka P usy3eB O uMa je IMHCTBEHY CIUKY P’;

(P)" =P;

Tauke yHyTap Kpyra ¢ CJMKajy ce y TaukKe M3BaH Kpyra C, U OOpHYTO
(oTysa HasuB “UHBep3Hja”: yHYTpPalIHOCT Kpyra ¢ je “ob6pHyTa” of
CHOJbAIIHOCTH);

Tauke ca kpyra ¢ ocTajy QUKCHE;

CBaka npaBa JinHHUja Kpo3 O ce Npec/vKaBa Ha cebe;

CBaka npaBa JIMHHUja Koja He nmpoJia3u kpo3 O ce npecjvKaBa Ha KPYT KOjuU
npoJiasu kpo3 0, 1 06pHYTO;

CBaku Kpyr Koju He caZp>u O ce npecKuaaBa Ha KPYT KoOju He caZipxku O;
CBakKM KpyT KOjH je HOpMaJlaH Ha ¢ IpecJuKaBa ce Ha ce0e;

(/lBa kpyra c u ¢’ cy OpTOTOHAJHU aKO Ce CeKy I0/J| MPaBUM yTrJIOM, TO
jecT, ako ’bUXOBe TaHI'eHTe Ha MeCTUMa IipeceKa rpajie npas yrao.)

[TocMaTpajMo ob6yhapckd HOX je oMeheH MoJiyKpyroBuMa a,buc,, U HHU3
KpyroBa ¢y, Cy,C3, ... YIUCAHUX y Hera Tako Ja ¢; Joaupyje a,buc;_q3ai=
1,2,.. (Cruka 11).

Cmmra 11
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WMHBep3Hjy y 0AHOCY Ha KpYT C, YUJH je LleHTap Ta4yka A, U KOjU je OpTOroHaJlaH
Ha ¢;, 3a Heko [ = 1,o06enexumo ca a. UHBep3uja @ octaB/ba ¢; U JUHUjY AB
¢ukcupanuM. OHa MpecarMKaBa KpyroBe a U b Ha npaBe JinHUje a’'u b'penom. Te
npaBe JIUHUje a'u b’ cy TaHTeHTe Ha ¢; ¥ HopMaJiHe cy Ha AB (Ciiuka 12).

) cll|41
- cl.l:cl
- crl—l
- ]
Co
A a b’ B
Cmitra 12

Kpyrosu ¢, ¢4, ..., Ci—1 Cy IPECMKAHU HAa KPYTOBE Cg, Cy, ..., Ci_1, KOjU CBU
noaupy a’ u b'. ltaBuiue, ¢, goaupyje cx_q 3a k =1,..,i —1 u c;,_, poaupyje
c; = ¢;. LUentap ox ¢, je Ha AB. [lpedHunn Kpyrosa cg,Cy,...,Cj_1,C; Cy CBH
jennake pyxuHe d; uamehy a'u b'. Crora yaspeHoct of nentpa 0; Kpyra ¢; 10 AB
je jenHaka id;. llowrro je ¢; = ¢; oBo uMmnuupa fa d; u 0] cy peZioM MpevyHUK U
LeHTap Kpyra ;.

Tako ynmasmpeHOCT neHTpa ¢; o AB je i myTta npeyHuk kpyra c;. OBo je
TayHoO 3a 6uJo Koje i = 1,2, 3, .., MOWITO je [ NPOU3BOJbHO U3abpaHoO.

|

MHBep3uja Moxe [ja ce KOPUCTH 3a U3BOheme HEKUX OCHOBHUX CBOjCcTaBa
xunepbosniKe reoMmeTpuje. Mako MHBep3Uja He YyBa JIMHU]j€E, OHA YyBa yTIJIOBE.
Mopenu nomohy KOjUX MOKEMO NpeACTaBUTH XUNEPOOJHUYKYy TeOMEeTPHUjy cy
[ToenkapeoB? fjuck MoJes U [loeHKapeoB MoJiypaBaHCKH MO/JeJl.

® Jules Henri Poincare (1854 - 1912) je 6uo ¢paHIycK: MaremarHdap, QU3HYAP U ACTPOHOM.
HcrpaxxknBao je nudepeHIrjaiHe jeIHavyuHe, MOceOHO Cy BaKHHU HETOBH PaJOBH Ha MOAPYYjY
TOTIOJIOTHj€ U heroBa MHTepIpeTanyja reoMerpuje Jlodbaderckor. [IpenaBao je MareMaTniaky Gu3uky u
pauyH BepoBaTHohe Ha DakynTery Hayka y [lapusy, u Buily aHanu3y Ha [I0MHTEXHUYKO] IIKOJIH.
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[ToeHKkapeoB JUCK MO/ieJl je YHYTPallbOCT jeJUHUYHOT Kpyra (ancosyTe)
y Eyxknnpackoj paBuu (Ciuka 13). IIpaBe oBor mozesa cy JIYKOBH KpyroBa
HOPMaJIHUX Ha alcoJIyTy U IPEeYHUIIM allCoJIyTe.

X
Cmura 13

Y moJiypaBaHCKOM Mo/JieJly y3MMaMo CKyn Tadaka (x,y) € R?, tako ja je
y > 0 (Cnuka 14). [IpaBe y nosypaBaHCKOM Mo/Jesly Cy MoJIynpaBe HOpMaJiHe Ha
X-0Cy, U NOJIYyKPYTOBU Ca LEHTPOM Ha X-0CU. MoxeMO BHUJETH Ja Halle
NOJIYKpyroBe a,b uc, u3 3azaTtka 21, MoxxeMO NoOCMaTpaTd U Kao IpaBe y
[0JIypaBaHCKOM MO/IeJy.

C B
o A (
Y X )
Cmea 14

MoxeMo TpaHchoOpMHUCAaTH [AUCK MOJeJ Yy TMOoJiypaBaHCKU MoJel,
kopuliheweM MHBep3uje. Kpo3 Tauky Ha rpaHUIM AMCKAa UHBEPTYjeMO JIUCK
MOJleJl y NOJIypaBaHCKU Moges. KpyroBu y JUCK MoOJesly U MOJIypaBaHCKOM
MoZiesly Cy eykauAcku kKpyroBu. M3omerpuje I[loeHkapeoBor mogesia 4yBajy
YyIJI0BE TAaKO Jla je y CBaKOj TauKu TOT MoJiesla yrao jeJJHaK ojAroBapajyhem
eyYKJIHJICKOM.

JIMHY]ja WK CeTMEHT Yy XUNepOoJUYKOj paBHU he GUTHU CETMEHT UJIH JIYK
u3Meby /Be Tauke Ha XuUnepOoJM4Koj JMHUjU. Heka cy A u B JBe pasiuyuTe
Tayke y xunepbosimykoj paBHU. Cajja mMoxkeMo JAedUHHCATU pacTojambe y
xurnepo6osnukoj reometpuju dy (A4, B). [locToju npecinkaBame Koje Tauke A, B
npecsivkaBa y Tauke A', B’ Koje Jie)ke Ha BEpTUKAJIHOj JIMHUjH Y TIOJyPaBaHCKOM
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Mo/iesy. be3 ry6uTka onmmToCcTH MOXeMo TpeTnocTaBuT ja je A’ ucnox B'. Heka
cy dy, dg eyKJIU/CKa pacTojama Tayaka 4, B u x-oce, oHJa je:

dn(A,B) =logdg —logdy,.

5.2. IIpojeKTHUBHE paBHHU

[IpojekTMBHa paBaH ce yBOJM ca Tpu akcuoMe. OBe akcuoMe cy TBphema
0 TayakaMa, JIMHUjaMa U npunajamwy (MHUUAEHLUjHU) KOjU CYy OCHOBHM I10jMOBH
reomMeTpuje, U He JeGUHHULLY Ce.

AKCHOMA 1 : Buso koje Be pa3/iM4uTe TayKe Cy MHLIUJEHTHe ca Ta4yHO jeJHOM
3ajeJHUYKOM JIMHH]OM.

AKCUOMA 2 : CBake JBe pa3/iMUMTe JIMHUje CYy MHLUUJEHTHE ca Ta4HO jeJJHOM
3ajeJHUYKOM TAYKOM.

AKcuoMA 3 : [locToju HajMambe YETUPU TaudyKe OJf KOjUX HUKOje TPHU HUCY
VHLIMJeHTHe Ca 3ajeJHUYKOM JIMHUJOM.

Ako je Tauka P MHIUJIEHTHA ca JIUHUjoM ¥, yobUu4ajeHo je Jia ce Kaxe Jia P jiexu
Ha ¥, unu aa € npoJsiasu Kpo3s P.

[TocToje pa3He BpcTe MPOjeKTHBHUX PaBHU. JeJlHA 0J] rJIaBHUX pas/ivKa
TH4Ye ce Opoja Tayaka (JIMHUja) Y MPOjeKTHBHOj paBHU: Taj Opoj Moxe OUTHU
KOHayaH WJMU OeckoHayaH. /lajeMo mpuMep KOHA4yHe MpPOjeKTHUBHe paBHU (ca
KOHAaYHO MHOTO Tayaka), U 6eCKOHauyHe MpOojeKTUBHE paBHU (ca 6€CKOHAYHUM
6pojeM Tauyaka). JIako je IPOBEPUTHU Jja FeOMETPUjCKE CTPYKTYPE T U T, KOje Cy
ONMCaHe y HacCTaBKy, 3a/l0BOJbaBajy akcuoMe 1-3, ma crora mnpejCTaB/bajy
NpOjeKTUBHE paBaHU.

11PuMEP 1.

Tauke ca m; cy teMeHa A,B,C jegHakocTtpaHu4yHor tpoyryaa ABC, noaHoxja
BUcUHa cy D,E,F, v nedHrap ynucaHor kpyra G. JIuHUje Ha 7 NpefcTa/bajy
CTpaHe, BUCHHE U yIIUCaH Kpyr. UHIIMAEHTHOCT je 'mpunajaamwe’, Ha npumep D je
VHIMJEHTHO ca JuHUjaMa CB,AG u EF jep npunaga crpanuuu CB, npumnaga
BUCHHU AG, u Ha ynucaHoM je kpyry (Cauka 15).
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Cmrea 15

1IPHMEP 2

m, ce A00uWja Kao mpoliupeme kjaacuuHe eykaujcke paBHU (E). Ckyn cBux
npaBux JuHHja y [E je mome/beH Ha JUCjyHKTHe NOACKynoBe Mehyco6HO
napaJieJJHUX JiMHUja. CBaKU TakaB MOACKYI ce 30Be HJEA/THA TAYKA. CKynl CBUX
u/lea/IHUX Ta4yaKa 30Be ce HJEA/IHA JIHHH]A.

/\\ HOcame TAKe

j HOeanHe TAUKEe

Cnuea 16

HMuuugenuyja je neprHrcaHa Ha cieJiehyd HayMH.

Tauka P u3 E je uHuMeHTHa ca npaBoM JMHUjoM £ u3 E ako 1 camo ako P
npunaga ¢ y E. UneanHa tauka I je uHIUAeHTHA ca npaBoM JinHUjoM € u3 [E ako
M caMo ako ¢ mpumnaja CKymny napajenHux jJuHuja u3 E npejraB/beHux ca .
Wpeanna JMHMja je MHUMAEHTHA Ca CBUM MJea/JHUM TayKaMa U HU ca jeJHOM
JPYyroM Ta4yKOM ca TT;.

CBaka JIMHHja y T, je UHIIM/IEHTHA ca UCTUM OpojeM Tadaka, CBaka Tauka
je MHIUJEHTHa ca UCTUM OpojeM JIMHMja, a oBa JBa 6poja cy jegHaka. OBo
CBOjCTBO BaXXM 3a CBe KOHaYHe NpOjeKTUBHE paBHU.

51



3MATA[(2 00000 OPOPOOOOOOOOOOPOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO00

3aMHUCJUMO TPOU3BOJbHY TMPOjeKTUBHY paBaH (KOHAYHY WJIH
6ecKoHa4yHy). 3a CBaKy TadykKy P U cBaky JIMHHUjy €, CKYIl CBHX
WHIUJEHTHUX JIMHHja ca P o3HayuMo ca {P}, ¥ CKyll CBMX Tayaka
MHIMJEeHTHHUX ca £ 03Ha4yuMo ca {£}.

JlokasaTu ga:

(a) 3a ouso kKoje aBe squHHje £ U £’ moctoju 1-1 KopecnoHAeHIH]ja
usmehy enemenata {f} u {£'} (to je jma, cBakom eseMmeHTy {f}
O/ITOBapa jeIMHCTBEHHU esieMeHT {£'} U 06pPHYTO).

(6) 3a 6us0 Koje ABe Tayke P u P’ mocrtoju 1-1 KopecnoHeHIHja
n3mehy enemenara {P} u {P'}.

(B) 3a 6uso koju map, Tayka W JuHHja, P u ¥, mocroju 1-1
KopecnoHeHija usmeby {P} u {£}.

PEIIERE 3A/JATAKA 22

Hai npBu Kopak je a mokakemo Ja:
1. 3a 6usio koje ABe suHHje £, £’ ca NPOjeKTHUBHE PABHU T, IOCTOjU Tauka M
Ha Tl Koja HHUje UHIUIeHTHa 6uJsio ca £ uiu £'.
2. 3a o6wiao0 Koje aBe Tadyke P,P’ ca T, moCToju JIMHWja ¢ KoOja HHUje
MHLMAeHTHa 6110 ca P wiu P'.

Jla 6¥McMo mokasaJsii 0BO MOJCETUMO Ce Jia, TpeMa AKCUOMM 3, MIOCTOje YeTHPHU
Tauke, peuumo A,B,C,D y T, Tako Ja HUKOje TPU HUCYy HUHIUJEHTHE ca
3ajefHUYKOM JiMHUjoM. OBe Tauke ofpehyjy Tpu mnapa saunuja: AB u CD,
BCwuAD,v AC v BD. O3HayuMoO TadyKy UHUUAEeHTHY ca AB u CD ca R, Tauyky
uHIUAeHTHY ca BC v AD ca S, v Tauky uHuueHTHy ca AC u BD ca T (Cnuka 17).

Cinra 17
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Jlako je npoBepuTH Ja
e 3a 6uJI0 Koje ABe snHUje £, ¢’ Hajmambe jegHa on Tavaka 4,B,C,D,R,S, T
HUje MHIUJIeHTHA ca 6MJI0 KOjOM OJ1 HhHX,
e 3a O6wio Koje [JBe Tayke P,P' Hajmawme jeiHa 0Jj JIMHHja
AB,CD,BC,AD, AC, BD Huje vHIIUJeHTHA ca OMJIO KOjOM OJI HbHX.
OBo pokasyje (1) u (2).

Capa je 1ako f1a ce fokaxe (a), (6) u (B):

(a) Heka cy Y u ¢’ nBe mpousBo/bHE JIMHHUje Ha T. Heka A 6yse Tauka ca T He
UHIMAEeHTHA 610 ca € uau £'. KopumheweMm AkcrioMa 1 1 2 MOKeMO OBe3aTH
npousBo/bHy Tauyky M ca {£}, u Tauky M' ca {¢£'}. Kako ciegu: M’ je Tauka
WHIOMZEHTHA U ca ¢ u ca AM, rae je AM JsvHUja WMHIOUAEHTHa ca Awu M.
[lpecnivkaBamwe M — M’ ycmnocrasmba 1-1 kopecnongenumja usmehy {£} u {£'}
(Cnuka 18).

Y Tekcty fokasa (a) 3ameHuMo sunuje £, ¢’ v Tauke A,M u M' ca Taukama P, P’
U JMHHWjaMa a,m,um’, pegoMm. Takohe 3amMeHHMMO peuu ‘Tayka’ U ‘JIMHHjA'.
JlobGujeHH TeKCT je Joka3 3a (6)10.

(B) Ako P Huje uHUUJeHTHA ca ¢, OHJA je ca 6uUJI0 KojoM TaykoM M € {f}
noBe3dyje JuHUja PM wuHuujgeHTHa ca obe P u M. [lpecnrukaBatkbe M — PM
ycrnocTtaB/ba 1-1 kopecnongennujy uamehy {£} u {P} (Ciuka 19 (a)).

10 . .

Ako y 6uso kojeM TBphewy S 0 MHIUEHTHOCTH TadKe U JIMHUje Y PaBHHU T, pevyHd ‘Tadyka’ U
‘TMHUja’ ce Mebajy [JOK je MPeoCcTalu TEKCT HeIpoMetheH, OH/ia ce Aob6uja Baxkehu uckaz S'. OBo
ce 30Be [IPHHIHI JYaJIHOCTH Y T, U S' ce HasuBa AyajHu of S. AkcuoMma 2 je AyajHa of
AkcuomMme.
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Crnngka 19

Axo je P unumaeHTHa ca £, npoHahumo JuHUjy €' Koja HUje MHLMAEeHTHa ca P, u
TayKy A Koja HHMje MHIMAEeHTHA HU ca £ HM ca €. Buso kojy Tauky X € {£}
noBexxuMo JUHUjoM AX (AX uHuUAeHTHA ca A U X), ca AX noBe3yjeMo U Ta4yKy
X' € {#'} koja je unnugentHa ca AX, u X' noeesyjemo suHHjom PX' (PX'
uHiugedtHa ca PuX') (Ciuka 19(6)). lpeciukaBame X — AX — X' - PX'
ycrnocTtas/ba 1-1 kopecnogenuujy usmehy {£} u {P}.

|

KoHayHa npojeKkTHBaH paBaH uMa cjejiehy f04aTHY 0COOUHY:

3MATA}(‘230000000000000000aaaaoooooooooooooooooooo

JlokasaTu J1a ako y NpOjeKTUBHOj paBHU OpOj Tayaka WHIUJEHTHUX
ca JuHUujama je n+ 1 (rge je n npupoJaH 6poj), oHAA ce paBaH
cactoju o n?+n+1 Tauke u n?+n+ 1auHuje. n ce 30Be
nopeJiak MpojeKTUBHEe paBHU.

PEIIEGE 3AJJATKA 2.3

[Ipema TBphewuma jokasaHuM y 3aZaTKy 22, ako je jeJHa JIMHHja ca T
MHIHJIEHTHA ca n + 1 Ta4ykoM, OHJia Cy CBe JIMHUje ca T UHIUMAEeHTHe ca n + 1
Ta4KOM, U CBe Ta4yKe ca Tt Cy MHI|U/IeHTHe ca n + 1 JTMHUjoM.
Heka je P mpowusBo/bHa Tauyka ca 1. CBaka TaykKa ca T, pasjavduTa on P je
MHIUJEHTHA ca Ta4yHo jeAHOM oJ n + 1 suHuje kpo3 P (Akcuoma 1). 3ajesno,
n + 1 sivHuja kpo3 P cazpxu n + 1 Tauky pasauyuty ox P. Ctora, yKynaH 6poj
Tayakay mje (n+ Dn+1=n?+n+ 1.
JlyaJiHM apryMeHTH N0Ka3yjy Ja T cafapxu n? + n + 1 iuHujy.

|
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6. YMeTHOCT 6pojama. Pesysratu KaTasiaHa,

Ojs1epa u AHapea

Komb6uHaTOpHKa je rpaHa MaTeMaTHKe 4Mje NpBe UJeje MOTHUYY joll U3
BpeMeHa HacTaHKa MaTeMaTHKe Kao Hayke, u3 BpeMeHa Ctapux ['pka, TayHuje
u3 [lutaropune enoxe. U nopej oBako Ayre MCTOpHUje, KOMOMHATOPUKY Tpeba
CMaTpaTH MaTeMaTUYKOM JUCHHUIJIMHOM MoJiepHOr nAo06a (JleBeTHAeCTH,
JiBaJleCeTH BeK), jep je y 0BOM BpeMeHy OHa JI0>)KHMBeJIa jaKo CHA>KaH pas3Boj.

OppenuTu 6poj esieMeHaTa ca JaTOM OCOOMHOM Y JaTOM CKYIy je TJIaBHU
3a/laTaKk KOMOMHATOpuKe. Y OBOM oOJie/bKy INpHKasaheMo Tpu mo3HaTa
KOMOMHATOpHa npobJieMa.

6.1. Ha KosIMKO HAaYMHA MOXKe MPOoU3BoJ, nh ¢paKTopa Aa ce

H“3pavyyHa Mo napoBuma?

Karanan (Eugene Charles Catalan 1814 - 1894) je
610 ¢ppaHLyCcKH U Oearujcku MmateMatudap. Poben je
y bpuxy, y fanamimo0j besrujy, any y BpeMe HberoBor
pobhemwa bpux je 6uo geo ppaHuyckor napcrea. buo
je jenuHo pgeTe d¢paHuyckor jyBeaupa Iloseda
Karanana. OrnyrtoBao je y [lapus 1825. rogunHe na
cTyaupa MareMaTuky  Ha Ecole Polytechnique
(dpaHIyCcKa jaBHA UHCTUTYIMja BUCOKOT 06pa3oBamba
Y UCTpakuBamwa). Katasnan je 1859. roguHe nokyumao
Jila yoeau ip>kaBHO MUHUCTApCTBO /1a T'a UMEHY]y Kao
npodecopa MaTeMaTHUKe y je/lHOj mKoau y [lapusy.
MebhyTuM, HUje 1060 OBO LITO je Tpaxuo. Y jaHyapy
1865.roguHe, NOIWITO HUje HMMao CTajJHy mno3unujy (mocao) 13 rojuHa,
[IOCTaB/b€H je Ha KaTejpy 3a MaTeMaTHKy, Ha YHuBep3uTteTy y Jlhjexy y
Bearuju. /JlenoBu MaTeMaTHKe KOjuMa ce HajBUllle 06aBHO Cy HalpTHa
reoMeTpuja, Teopuja 6pojeBa U KOMOMHATOpUKa. YBeo je KaTanaHoBe GpojeBe
Jla pellli KOMOUHATOpHe npebJeme.

KaTasnanoBu 6pojeBu cy HU3 6pojeBa KOju [10J1a3H [0 U3paxkaja y reoMeTpUju U
KOMOWHATOPHIIY.

[Ipo61eMOM, Ha KOJIMKO HAaYMHA Ce MOXe MPOU3BO/J, o1 n paKTopa Aa ce
u3pauyyHa mno mapoBuMa, 6aBuo ce Kartanan. [IpousBos ce u3payyHaBa Mo
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IapoBMMa, TAaKO LITO Ce yBeK caMo JABa dakTopa MHOXe 3ajeAHo. Pe3ysararT
OBAKBOI' ‘YIApeHOT MHOXemwa' ce KOPUCTU Kao (aKTop y HapeJHOM KOpaky
pauyHama. Pasiukyje ce gBa ciy4vaja, kaja je pepocien dpaktopa oapeben, u
Kaza pefocies dpakTopa HUje ogpeheH.

Ha npumep, mpousBoj 6pojeBa a,buc MOXe J[ga ce H3padyyHa IIo
MapoBHMMa TaKO IITO MPBO (GOPMHpPaAMO MPOU3BOJ a'b M MHOMKEHEM OBOT
pe3yJsiTaTta ca ¢ go6ujamo (a - b) - c. lpyru HaYuH J06Hjatba UCTOT pe3yJiTaTa je
Jla ce U3padyyHa MPOM3BOJ A * C, a 3aTHUM Jla Ce TIOMHOXH pe3yJITaT ca b U To
posogu o (a-c) - b.

Y npousBogumMa
(a-b)-c u (a-c)-b
pasJsurkyjemo ciaezehe:
Y npousBoay (a-b)-c 6poj a je mpaheH ca b, u b je npaheHo ca ¢, 10K je y
npousBoay (a-c)-b 6poja je npahen ca c, u ¢ je npaheHo ca b. MoxxeMo Ja

NpUMETUMO Ja pefocies GakTopa HUje UCTH y 0Ba JIBA MHOXeHba.

Axko pepnocnen dakTopa HUje ojapebheH, mpous3Boj 6pojeBa a,b u c Moxe
Jla ce U3pavyyHa Ha cienehux 12 HauuHa:

(a-b)-c, (a-c)-b, a-(b-c), a-(c-b),
(b-a)-c, (b:c)-a, b-(a-c), b-(c-a),
(c-a)-b, (c*b)-a, c-(a-b), c(b-a).

Axo pepnocnen pakrtopa jecte onpebhen (a, b, c), oHza npousBo/ 6pojeBa
a, b v c MokeMoO J1a U3padyyHaMmo Ha ciejieha Ba HaUYMHa:

(a-b)-c, a-(b-c)

Buaumo fa je 6poj mpousBoja Kajaa pepocie], daktopa Huje oapeheH
3HAaTHO Behu Hero Kaja je pejociaef oapeheH.

Josazumo no KaTasnaHoBor npo6JsieMa KOjU ce cacToju O/, iBa MUTamba:
TTHTARBE A:

Kosimko uMa mapoBa npou3Bojia oJ n AaTUX $aKTopa, ako pejocies GpakTopa
HUje ogpehen?

ITHTARE b:

Kosimko mapoBa npou3Bo/ia MOXe 6UTH KOHCTPYHUCAHO O/ N AAaTUX GAKTOPa, aKO
je onpebheHn penocnen dpakropa?
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O3HauuMo ca R, 6poj napoBa npousBoja of, n ¢pakTopa rae pepociaes pakropa
HUje ozpebheH, u C,, 6poj oHUX MapoBa Npou3BoJa o4 n GpakTopa rje je pefocaes
dakTopa oapebheH.

3MATA[{240000000000000000oooooooooooooooooooooooo

JlokazaTu ga R,, 3a/lo0BO/baBa peKypPEHTHY GpOopMyJ1y
Rpy1 = (4n—2)R,.
/lokasaTtu aaje
R,=2-6-10-14-..-(4n—6) 3an=2,
U Jaje

2:6-10-14-..- (4n—6)
C, = o 3an = 2.

KaTasnaHoB npo6JieM je 3aHUMJbUB CaM IO Cce6u.
PEIIERE 3AJJATKA 24

(a) bpoj R,,;; ynapeHux npousBoja of n + 1 dakropa f1, f2, ..., fny1 MOXKE OUTH
u3BeJleH U3 6poja R, ynapeHux npousBo/ia n ¢pakTopa, Kao WTO CJAeIU.

[IpousBo/bHO ynapeHu npousson P of R, cactoju ce of n — 1 napa MHOXeHa
o6Jsinka A - B (Ha npyuMep, yllapeHU NPOU3BOJH 0J YeTUPH PaKTopa:

[f1- (f2- f3)] - fa cacToju ce on Tpu ynapena MHOXewa: fr°fs, fi-(f2-f3), ¢
[fi- (f2 " f3)] - fa llpousBox P ce Moxe NMPOAYXHUTH Ha nmpousBof P’ ox R,yq,

JIy>K TPAHUYHOT f;, 41 10 A - B Ha 4YeTUPH pa3JMUUTa HAYMHA:

(fn+1-4) " B, (A" fns1) " B, A (fp41°B) uA-(B* fns1)-

3a n — 1 map MHOkemwa y P oBo Boau g0 (n — 1) -4 pasnuyuTta npoussoza P'.
[lITaBuie, P’ ce Moxke 06uTH U3 P Takohe popMHupameM porsBo/ja

fn+1 P win p- fn+1-

Tako ykynHo uma (n—1)-4+ 2 =4n — 2 npoussoaa P’ og n+ 1 dakropa
JlobujeHux U3 JaTtor npousBoaa P of fi, f5, ..., fn- To mojapa3ymeBa a

Ry = (4-11 - Z)Rn.

[Touwrto je R; = 1, fonasumo fo cnefeher uspasa 3a R,;:
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R,=2-6-10-..-(4n—6), 3an=2.

(6) Haw cnegehu 3apmatak je maa ce oapeaud C,, TO je OpOj OHUX yHmapeHUX
npousBoja oA n dakropa fi, f5, ..., fn Y KOjuMa je penociaen ¢pakTopa 6GUTaH.

[IpeTnocTaBUMO Jla Yy TAKBOM MPOM3BO/bHOM IIPOU3BOAY P 3arpajie JeBo
Cy HellpOMeHeHe, 0K Cy GpaKTOpu nepMyToBaHU. [lo6HjeHr HOBU Ipor3Bo/ P je
jenaH on R, mpousBoJa UCTpaxkuBaHUX y Aeny (a). [lowrto ce dpakTopu mory
nepMyTOBaTH Ha n! HauuHa, OBO MoJpa3yMeBa Ja p ojaroBapa n! maposa
npousBoza tuna (a). [Ipema Tome:

R, 1:2:6-..(4n—6)
n! n! '

Ponpures je 1838. roauHe ucrtakao jaa je KarTasaHoB mpo6JieM MOBe3aH ca
OjnepoBuM mnpob6sieMoM mofeJsie mnoJvdroHa (Aeo 6.2). Pelewme je KacHUje
u3a3Bajio Besvke npobseMe dak u Ojnepy. Jluckycuja OjnepoBor npobsema y
Jlesly 6.2 ce ocsama Ha ciefiehy ocobuny 3a Cy:

3MATA}(‘25000000..........oooooooooooooooooooooooo

Jlokasatu ciaenehy pekypeHTHY dopmyay 3a Cy;:

Cn = Clcn_l + C2Cn_2 + -4 Cn_lcl. (33)

PEIIERE 3A/JATKA 25:

Heka je P, mpou3BOJ/baH ymnapeH NpPou3BOJ oJ n akTopa fi,fs, ..., fn Y3ET ¥
oapebeHom pegocneny. Ilocnenwu kopak y dopmupawy P, cactoju ce of
ynapeHUX MyJTUIJIMKaTUBHUX popMmu P, = P; - P,_; TAe je P; ynapeH Npou3BOJ
dakrtopa fi,f,, ..,fi 1 P,_; je ynapeHu npousBoj mnpeypebeHux d¢dakrtopa
fis1, fiv2s ---» fn- 32 GUKCUpaHO i 6poj npousBoja P; je C; v 6poj npousBoja P,,_; je
C,,—;-Tlowrto y dopmupawy B, = P; - P,,_; 6p0j i MOXe y3eTU 6UJI0 KOjy BPeJHOCT
on 1 no n — 1 3ak/py4Ho, €, 3a0BO/bABA:

Cn == Cl - Cn—l + CZ " Cn_z + -+ Cn—l - Cl'
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6.2. OjsepoB npoo6GJieM O NOAEIH NOJIUTIOHA

Y nucmy l'onpbaxyl! 1751. roaune, Ojiep je moctaBuo caeaehe NUTame:

IIHTARE I
Ha ko/sMKO HayMHa ce MOXe paBaH KOHBEKCHOI IOJIMTOHA 0J, N CTpPaHMULA
NoZeJIUTU Ha TpoyrJoBe noMmohy pujaroHana? /lujaroHane ce He cMejy
npeceLaTH.

Crmtea 20

Ojsiep je 3Hao oA roBop: 6POj pa3IMUYUTUX HAYWHA N0JeJie KOHBEKCHOT Nn-TOyTJj1a
Ha TPOYIJIOBE HellpecelambeM JUjaroHasna je:

_2:6-10- .. (4n — 10)
no (n—1)!

CerHep!? je 1758. roiuHe OTKPUO peKypeHTHY dopMyiy 3a E,;:
En = EZEn—l + E3En_2 + -+ En—lEZ- (34)
Poppures je 1938. rogune npumeTturo Besy usmebhy (33) u (34), 1 usBeo je

En = Cp1. (35)

1 Christian Goldbach, (1690 - 1764), npycku MaTeMaTH4ap, CTyAMpao je mpasa. Hajeume je
3ama)keH 360T CBOjUX Hpemnucku ca JlajoaunoMm, Ojiepom u BepHynujeM, a moce6HO 360T MUCMa
n3 1742. rogute ynyheHor Ojyiepy y KoMe je U3Heo cBOjy ['0/1716aX0BY XHUIIOTE3Y.

12 Johann Andreas von Segner (1704 -1777), HeMauKy HayYHUK, GU3UYap, MaTeMaTH4ap, JieKap.
Buro je npBYU HAYYHUK KOjH je KOPUCTHUO PeaKTHBHE CUJIe 3a 0OHjatbe BOJEHOT MJia3sa.
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3MATA[{260000000000000000oooooooooooooooooooooooo

Jlokasartu popmyse (34) u (35).

PEIIEGE 3A/JATKA 26:
Jlokas popmyu.ie (34):

Heka je P, = A;A,A5 ... A,, KOHBEKCaH MOJIUTOH, U HeKa je D; nojesa noJuroHa
P, Ha TpOyTJ/I0Be, TAKO Aa cTpaHuua A; A, npunazaa tpoyray A;A,4A;, 3a HEKO L.
[ujaronane A,A; n A,A; nene P, Ha Tpu peruoHa: tpoyrao A,A,A;, NOJUTrOH

P, = A1A, ... A; v nonuroH P, 1_; = AjA;4+1 ... A,. Bpoj pasnnuuTux nogena D;
3a ¢uKCUpaHoO i, je Mpor3Bo/J, 6poja E; mojese P; Ha TPOYIJOBe, U 6poja E, 4 1_;
nogene P,,,_; Ha TpoyrsioBe. Kako i Moxe y3eTu OUJIO KOjy BpeJHOCT Of 2 10
n — 1 3aKk/by4Ho, cJiefiy [ia je 6poj nozesia P, Ha TpOyrJioBe NMPeEKO AujaroHasna

En = EZETl—l + E3En_2 + -+ En—lEZ-

Jokas popmyue (35):
[IpuMeHOM peKypeHTHe popMmysie

En+1 = EZETl + E3En_1 + -+ ETlEZ

Cn = C1Cn_1 + Czcn_z + -+ Cn_lcl,
jeﬂHaKOCT Aa je E‘)’L = Lp—1 MOXKe Ce JOKa3aTHu I/IHﬂyKuI/IjOM Ha Cﬂeﬂehl/l Ha4YUWH:

TaynojemajeE, =1=C uk; =1 = C(,.
[IpernocraBumo fa E; = C;_y3acBei = 1,2,3,...,n. To uMmnimupa aa je

Eny1 = C1Chq + G0 + -+ G 1 Gy = G
[Ipema Tome
E, = C,_1 3a cBe npupojiHe 6pojeBe n > 2.
Tako ce BpenHocTu E, MOry Jlako M3payyHaTU KOMOWHOBameM pe3y/iTaTa U3

6.1u6.2.
|
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6.3. bpoj ‘nuk-uak’ nepmyranmja ckyna {1,2,3, ..., n} zoBoau
A0 sec 1 tg peaa

Auzppe - Mapu Awmnep (André -  Marie
Ampeére, 1775-1836) je 610 3HAaMEHUTH
dpaHLycKku pr3ndap, MaTeMaTU4ap U IPUPOJHHAK.
buo je unan Ilapucke akazemuje Hayka (1814).
Beh y paHuM rosvHama nokasao je uU3BaHpeJHY
obpapeHocT 3a MarteMmaTuky. OTal, ce OpHUHYO
MHOTO O HEFOBOM BacIUTaky, Na je OCUM Y
NPUPOJHMM HayKaMa CTeKao 3Hawa U y APYrum

aucuuniarHaMma. [locie oyeBe cmprtH, Amnep je
IIpBO 610 npeaasay y [loIuTeXHUYKO]j
mwkoJin y [lapusy, 3aTUM je apxao kateapy ¢usuke y bypry, a og 1805. rogune -
KaTeJpy MaTeMaTHKe y Napuckoj [loluTeXHUYKo] KOJIY, Tie ce onpobao v Ha
JIMTEpPApHOM I10/by, HAlMUCaBWHU fAeN0: PazmaTpama 0 MareMaTHYKO] TE€OPHJH
urpe (Considerations sur la theorie mathematique du jeu). Tonune 1814.
u3abpaH je 3a uyiaHa PpaHUycKe akajeMuja Hayka, a 1824. rojuHe mocTaje
npodecop exkcnepuMeHTasHe (U3KMKe Ha HajOPeCTHKHUjeM QpaHIyCKOM
yHuBep3uTtety Kozex ge @Pparcy (College de France). Tlonoxuo je TeMesbe
eJIeKTPOJAMHAMUKe. 3acHOBAaO TeOpUjy MarHeTusMay Hepas3ZBOjUBOj Be3U
ca eJIEKTPULIMTETOM U INIPOYYHO Yy3ajaMHO [JejCTBO eJIeKTpU4YHUX cTpyja. [lo
HEeMY je 100uJ1a HA3UB jeIMHHIIA 32 Mepebe jaurHe eJIEKTPUYHE CTpyje.

[lepmyTauuje a4, a,,as,...,a,, 6pojeBa 1,2,3,...,n Ha30BUMO ‘LUK-LAK’
nepMyTalMjaMa, ako BaXKHU:

a1>a2<a3>a4<a5>"‘
WU
a1<a2>a3<a4>a5<"‘.
AMnep je oTKpuO peKypeHTHY dopMyay 3a 6poj Z, y ‘THUK-LIaK nepMyTanujama
on 1,2,3,..,m, ¥ KOPUCTU OBaj pe3yjTaT Ja PyHKIHje X - secx U X - tgx
pa3Buje y pea.
[lusb oBOT fesia paza je fja ce onuiue AMIEepoB paj,.
[luk-nak mnepMmyTanuja MoXxe IMO4YuMBaTH ‘pactoM” (aq < a,) HIH

“onmamamweM” (a; > a,), ¥ MOXe ce 3aBPUIMTU O6UJ0 pacToM (a,_; < a,) WIH
onazamweM (a,_, > a,).Jlako je nokasatu ciaenehe:
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http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%91%D1%83%D1%80%D0%B3_%D0%B0%D0%BD_%D0%91%D1%80%D0%B5%D1%81
http://sr.wikipedia.org/wiki/1805.
http://sr.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%9F%D0%BE%D0%BB%D0%B8%D1%82%D0%B5%D1%85%D0%BD%D0%B8%D1%87%D0%BA%D0%B0_%D1%88%D0%BA%D0%BE%D0%BB%D0%B0&action=edit&redlink=1
http://sr.wikipedia.org/wiki/1814
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3MATAK27.00000..........ccccoooooooooooooooooooo
O3Hayumo ca 4,,B,, C,, D, 6poj OHUX LMUK-LAK NepMyTalHja O
1,2,3,...,n KOje MOYUKY PaCTOM, MOYUKY OIaZaTH-EeM, 3aBpIlIABajy
Ce pacToM, U 3aBpILUaBajy ce ollaJambeM, peOM.
Jloka3zatu fgaje
_Tl

>

A, =B, = C, =D, =

PEIIERE 3AJATKA 27

[luk-nak mepMmyTtanuja p = a,;a,as; ** d, MOXe OUTU MpeACTaB/beHA LHUK-LAK
JUHUjOM Zz chnajameM Tadaka P;(1,a,),P,(2,a,),...,B,(n,a,) y JlekapToBOM
KOOPZIMHAaTHOM CHUCTEMY, Kao LITO je moKa3aHo Ha Canpu 21.

YA
P Py
32"'--'- F"E A /T\_\
a|v-— | n-1
AN IREY | ! 1
ERAY VA ' i IRY
P RAT H H ] =
-t ] an vy
P;‘I“n I |3 g' Y 1 : P :
I \;f L RN I Tty
Bl N
-« 1 | I 1 i 1 1 ! | I >
] 1 2 3 4 56 i d n=1n X
W Cnura 21

[IpeTnocTaBuMO Aa je P; HajBuIlla Tayka Ha Z (ca Y-KOOpPAMHATOM Koja je
jeaHaKa n) M Jia je P; HajHMKa TayKa Ha z (Ca y-KOOpAMHATOM Koja je jesiHaka 1).
[IpecsivikajMo z y oAHOCY Ha y = nTH Cmuum z' = P/P;...P, oA z ojarosapa
nepmyrtanuja p' = a;a; ...a, raecy ai,a,, .., d, y-koopauHarte ox P{,P;,...,B,,
pesioM. p' je Takohe UK-LIaK HepMyTaIiuja.

W3 usrpaame p’ cieu Jja ako nepMyTaljydja p MOYUEE PACTOM, OHJIA P’ TOYUEbE
onaZameM, U 06pHyTO. CJIMYHO, aKO Ce p 3aBplIaBa pacTOM WJM ONaJlameM,
OH/Ia ce p’ 3aBpllIaBa ONaJlatbeM UJIH PacTOM, PeJIOM.

OHpa nobujamo aa je
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Cnenehu kopak je aa ce gokaxe ciaesieha pekypeHTHaa ¢popmy.ia 3a A,.

3MATA](280oooccccccccccccccccoooooooooooooooooooo

/lokasaTtu aaje
n-1

24, = ("] 1)Al-An_1_l-. (36)

i=0

PEIIERE 3A/JATKA 28:

Xajge pma npBO oApesMMO 6poj Z,; OHUX LMK-LAK IepMyTaluja CKyna
{1,2,3,...,n} y kojuma 6poj n croju Ha (i + 1)-oM MecTy 3a HEKO QUKCUPAHO .
3a cBaKy TaKBy llepMyTaLUjy p:

e [ MeCTa KoOja IMpeTxoJe N TMONylkeHa cy ca [ OpojeBa oaabpaHUxX
npousBo/bHO U3 ckyma {1,2,3,..,n} u pacnopeheHux y [HUK-IAK
nepmyTanuje a,a, -+ a;. [lepmyrauuja a,a, ** a; 3aBpuiasa ce onajambeM
(a; < ajyq =n)

e Ilpeocrasiux n—1—1i 6pojeBa u3 {1,2,3,..,n}, Koju cieme wusa n,
bopMupajy NUK-LAK NePMyTalHdjy Q;i2Q0i43 " Ap, KOja NMOYHEbE PACTOM
(M= i41 > Qjvz < Ajy3).

3a 6us10 Koju u36op ¢pukcupaHor 6poja i u3 ckyna {1,2,3,...,n — 1} nocroju
D; nyk-yak nepMmyTanuja a,d, * @; Koja ce 3aBpuiaBa onaZamweM. CBakoj TaKBOj
nepMmyTanuju oarosapa A,_q_; UMK-IAK IepMyTalyja a; 043 An, KoOja
no4ume pactoM. [lourto je 6poj u3bopa i e1eMeHTHU U3 CKyma o4 n — 1 eJleMeHTa

n—1 )
( i ),cnean,qa]e

n—1
Zni = ( ; )DiAn—l—i-

Bpoj n Moxe 3ay3eTu OWJIO KOje O, n MecCTa Yy LMK-IAK MepMyTalUju
a,a, ** a,, npeMa ToMe [ Moxe Aa Bapupa oz 0 o n — 1. To nogpasymeBa ja je
yKyImaH 6poj Z, IIMK-Ilak nepMmyTanuje ckyna {1, 2, 3, ..., n} jeaHak

n-1 -1

n—1
Zn= Zui= ) (") Dihnrce

L=

S

...
I
o



JlokasaHo je (3agaTtak 27) naje D; = A; v Z, = 2A,, npeMa ToMe

n—1
24, =) ("7 ) Aina 37)

i

S
=

Il
o

He nmocToju eKCIIMIMTHU U3pa3 3a A, (w1 Z,). Mehytum Ay, A4, A, , ... ce Mory
M3padyHaTH Kopak 1o kopak, kopuctehu (37). Tako gobujamo :

A():]., A1:1, A2:1, A3:2, A4:5, A5:16,

®opmyna (37) Moxe Ja ce mojelHOCTaBU yBoheweM o3Hake p, = A/k! 3a
k=0,1,2,..

3AﬂATA}(‘29 0000000 OOPOOIOOOCOOIOOOOOOOOOEQOQOEQOQOEOEOEOOEOOOO000

JlokasaTtu gaje

2np, = PoPn-1 + P1Pn-2 + * + Pn_201 + Pr-1Do- (38)

PEIIERE 3AJJATKA 29:
3Hamo Ja je

(n—l) (n—1)!

i) T im—1-0r

Beh cMo yBesn o3Haky fa je pp = Ax/k!. Ctora (37) Moxe 6UTH 3anucaHa y
006JIUKY

n-1

2p,n! = Z(n - D!'pipn-1-is

i=0
NJIN

n-1

2np, = Z DiPn—1—i- (39)
i=0

Amnep npumehyje kopucHy Be3sy usmehy dopmyse (38) u beckoHayHoOr peja ca
KoeduljeHTUMA P;:
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Y =Po+D1xX +pox? ok ppx™ 4

. 1 -
Haume, moxe ce mokasatu ja je p, < 3a cBe n = 3. Y 0BOM CiIy4ajy je 06po

M03HATO /a:
1. Kako y KOoHBeprupa arncoJiyTHO, 1a ¥ y2 Moxe 6UTH U3pakeH Y 06IMKY
y? = Z b,x™1,raeje
n=1
by = po® = 1uby = PoPp—1 + P1Pn—2 + =+ Pn_1Po 320 = 2.

2. y npeJcTaB/ba HENPEKUHY QYHKIM]jy Ha CBAKOM UHTepBay (—h, h)
rae je h < 1, uy je u nudepenujabunna. Baxxu u fa je —h < x < h. Tako y’, koju

'ed—y'e'e HaK
e S )elen

[ee]
r__ . i-1
y = ZLPix .
i=1

WUmajyhu y Bugy 1 u 2, u kopucrehu (38), Ammep je Morao OCHOBAaTH
JudepeHLUjasHy jeJHAUMHY 3a Y.

3MATA}(‘300000000000000000aaaaoooooooooooooooooooo

(a) JokasaTu aaje p, < % 3acBen = 3.
(6)I[IpoBepuTH fja iu y 3a4,0B0/baBa AUdepeHLMja/IHY jeJHAUYNHY

1+ y%2 =2y (40)

PEIIERFE 3A/JATKA 30:

(a) 3an > 3 6poj Z, uuK-uak nepmyrtanuja ckyna {1, 2, 3, ..., n} je Mawu Hero
6poj n! oz cBUx Moryhux nepmyTanyja oBor ckyna. [1a je

Z, <mnl
WJIY Jipyrayyje 3alnycaHo
24, = 2n!p, <nl

[Ipema Tome
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1
pn<§ 3an = 3.

(6) Kako je p, < %aKo jen = 3,3a|x| < 1 pyHkIHja

Y =Po+p1x +px? + -
ce MOXe AudepeHIUpaTH YjaH Mo YJaH, U
y' =py + 2pyx + 3p3x? 4 -

[lITaBulle, y MOXKe Jia ce KBaJpupa :

n-1

y? = zbnx”‘l, raeje b, = Epipn_l_i san>2wub =1.
n=1 i=0

®opmyaa (39) umninyupa ja je
Y2 =142"2p,x + 2 3p3x® + 2 - 4pyx> + -,
LITO je ynpaBo

y2+1=2y"

A244A7n3231'004-004-0041004100410a10aanvoonvoonvoonv004voo1000100
X

Jlokazatu gajey = tg (% + 5) .

PEIIERRE 3A/JATKA 31

Judepennujanna jegHaunHa y? + 1 = 2y’ moxe 6UTH pelieHa pas/BajambeM
NpOMEeH/bUBUX

U 71o6uje ce
x
C+ 5= arctgy

Jla 6ucMO mpoHAULIX BpPeJHOCT KOHcTaHTe C, cTaBUMO JAa je x =0 y
y = po + p1X + pyx? + ---. Ogrosapajyha BpegHoct y je po = 1. CroraC = /4 u
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[IpuMeHOM cTaHJapAHUX TPUTOHOMETPUjCKUX PopMyJia, J0OUjaMO GeCKOHa4YHe
peZioBe 3a CEKaHC U TaHTEeHC:

3MATAK32000000..........ccccoooooooooooooooooooo

JlokasaTtu ga

Zo 2Ly Zy Ze

= — 2 4 6 4 ...
secx 2+2_2!x +2_4!x +2_6!x + -

Zl Z3 3 ZS 5 Z7 7
tgx—?x+2_3!x +ﬁx +ﬁx + .-

PEIIERE 3A/JATKA 32

JenHakocT

tg(f+z) =po + p1Xx + px? + -+ (41)
2 4

Baxku 3a cBako x TakBo ja |x| < 1.
AKo x 3aMeHUMO ca - x, jeAHaKoCT (41) ce TpaHchopmulle y

tg(z—f) =Po = P1X + p2x? — - (42)
4”2

36up tg (g + %) utg G — g) je jefaHk 2 sec x:

X T Toxy tglx/2)+1 1-—1tg(x/2)
tg(§+Z)+tg(Z_E) T 1-tg(x/2)  1+tg(x/2)
_ (A +tg(x/2))* + (1 —tg(x/2))* 5.1t tg?(x/2)
- 1—-tg*(x/2) C T 1-tg?(x/2)
=2 ! =2 ! = 2secx (43)
cos? (;—C) — sin? (’2—6) cosx .

Ca gpyre ctpaHe, (41) u (42) uMnaunupajy aaje
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X w T X
4= ——) = 2 44 ...
tg(2+4)+tg(4 2) 2(po + p2x? + pax* +--+). (44)
(43) u (44) noBoze 10 6ECKOHAYHOT peJia 3a CEKAHC:

5 . 1 x? x*
SeCx = pg + Prx° + pux +---=§ ZO+Z2?+Z4Z+--- .

CIMYHO TOMe, MOXKE Cce YTBPJUTH Jia je

tg(;+%)—tg(%—§) = 2tgx, (45)
Y /1a je, y UCTO BpeMe
tg(;+%)—tg(%—§) = 2(p1x + p3x3 + ). (46)

Crora, Ha ocHOBY (45) u (46), KaZia uU3jeJHAYUM JleCHE CTpaHe, [0JIa3UMO [10
pe/ia 3a TaHreHC:

1 Zy 5 Zs o
tgx—E(le+§x +§x +)

TpuroHomeTpujcke QyHKIMje Yy =secx M y = tgx MOry jJa ce NpOLIMpe y
pe/ioBe Zj06MjeHe U3HA/J], HaJl CBAaKUM HUHTepBasioM (—h, h) Tako aa je |h| < 1.Y
CTBapu, METOJIOM KOMIIJIEKCHE aHaJu3e MO)Ke ce I[0Kas3aTH Ja OBaj pej
KOHBeprupa 3a CBako X Tako Jia je |x| < /2.
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7. 3aK/by4yaK

Y pany caM IpuKasaja HEKOJMKO IO03HAaTUX 3aJaTaka M3 MPOILJIUX
BekoBa. Takohe caM HaBeJsia HajOMTHHje UCTOPUjCKe YHMbEHULE KOje Cy Be3aHe
KaKo 3a OBe 33/jlaTKe, TaKO U 3a [I03HaTe MaTeMaTHyape KOjU Cy jaKo 3Ha4yajHH 3a
HBUXOBO pellaBamwe. Y pajly je JeTawHO 06jallllbeH HAayMH pellaBakba CBAKOT
3a/aTKa, Kopak no kopak. [loce6bHa mnaxmwa je nocBeheHa 3ajanuma Koju
penpeseHTyjy chHeldjajHe cjay4yajeBe MO3HATHUX TeopeMa uuje dopMmyJaiuje
YYEHHULH Cpe/ibe LIKOoJIe MOTy Jia padyMejy, aJld Y4jU JOKa3u U3Jla3e U3 OKBUpA
CpeAOUIKOJICKE MaTeMaTuke. Kpo3 3azaTke cy HaBeJeHe UCTOpHUjCKe
YUHbEHHULE KOje IIPUKaA3yjy caM pa3Boj MaTeMaTHUKe KpO3 BEKOBe.

Ha oBaj HauuH, KopullhelkeM UHTEPEeCAaHTHUX UCTOPHUjCKUX YUHHEHUIIQ,
KaKO Cy ce HeKe CTBAapU padyyHaJie Ipe map CTOTHHA I'OJHWHA, KOjU Cy MO3HATH
MaTeMaTU4apu J0Ja3uad [0 jako OWTHUX 3aK/bydyakKa Koje M JaH JaHac
KOPHUCTHUMO, YYEHUIIM MOTY MHOTO BHIILIe Jla Ce 3aUTepecyjy 3a MaTeMaTHKy. Ha
Taj HAYMH Ce MOXE jaKO MyHO MOoAMhM MHTEpPeCcOBae, 3 CAMUM THM U YYEHE
MaTeMaTHKe.
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