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PREDGOVOR 

Ovo je delo proizalo iz predavanja koja je pisac odr2ao na Kursu 
vise specijalizacije iz matematiake statistike u Saveznom zavodu za stati-
stiku u Beogradu, tokom 2kolske 1954-55 godine. Pored diplomiranih 
matematiaara, kurs su poseaivali i diplomirani fizieari, astronomi, agro-
nomi i pravnici koji su ve6 imali ygegodiAnju praksu u statistiakim insti-
tucijama kao i potrebno matematieko znanje za praeenje kursa. 

Delo ee sadr2ati dye knjige. U prvom delu prve knjige dati su oni 
elementi raeuna verovatnoee koji su neophodni za razumevanje statistiake 
teorije. Drugi deo prve knjige posveaen je teoriji rasporeda obuhvatajuai 
jedno, dvo i vikdimenzionalne prekidne i neprekidne rasporede. U sva-
kom takvom rasporedu sistematski su obradeni parametri centralne ten-
dencije, dispersije i forme kao i zakon veroyatnoee i funkcija rasporeda. 

Pogto je detaljno izlo2ena teorija karakteristienih funkcija, ona je do-
sledno primenjivana u celoj teoriji rasporeda kao jedno efikasno sredstvo 
za brzo dola2enje do rezultata. Ona ee nam takode korisno poslunti kod 
prouaavanja rasporeda parametara uzorka u teoriji statistiakih ocena koja 
ae pretstavljati predmet druge knjige. 

Pisac je pretpostavio da eitaoc yea raspolde dovoljnim znanjem iz 
matematieke analize. To bi uglavnom bio obim koji obuhvataju standardni 
kursevi Matematike I i II koji se dr2e na tehnie'kim fakultetima. Licima 
koja nemaju dovoljnu matematiaku pripremu za praeenje ovoga kursa, pi-
sac preporueuje poznatu knjigu profesora Radivoja Kaanina. 

Ona matematieka aparatura koja izlazi iz ovog okvira, izlo2ena je 
ukratko u ovoj knjizi. Tako su data kraea obayeAtenja po pitanju Stieltjes-
ovog integrala, gama i beta funkcija, matrica itd. 

Na kraju svake glave dat je izvestan broj izradenih zadataka kao i 
zadataka za ve2bu. Takode su za najvainije rasporede date numeriake ta-
bele koje se koriste u svakodnevnoj statistiakoj praksi. 

Sa velikim zadovoljstvom pisac koristi ovu priliku da izrazi svoju 
zahvalnost Milevi Cepia-PiroCanac i Veri Dordevia, sluibenicama Saveznog 
zavoda za statistiku, na prutanju obimne tehnieke ponmai u pripremi ru-
kopisa za 'Stampu, Bolani 2ivaneevie, sluThenici Saveznog zavoda za sta-
tistiku, i Slobodanu Brankovieu na tehniekoj obradi knjige, a Mladenu Dra-
Ociou, naeelniku odeljenja publikacija Saveznog zavoda za statistiku, na 
celokupnom rukovodenju §tampe knjige. B. I. 
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UVOD 

Kada se u svakodnevnom govoru spomene ree „statistika" redovno 
se pomisli na jedan skup numeriekih podataka, sistematizovanih u izvesnom 
broju tabela koje prulaju informaciju o jednom skupu elemenata okarak-
terisanih tim numeriekim podacima. 

U novije se vreme, medutim, peak) davati reei „statistika" jedno 
prdireno znaeenje. U mnogim nauenim disciplinama kao i u raznim obla-
stima ljudske delatnosti sve se vise uvodi jedna nova t.zv. „statistie'ka me-
toda" sa ciljem proueavanja numeriekih osobina jednog skupa fakata bez 
obzira na samu prirodu tih fakata. 

Tako se kod proueavanja kvantitativnih odnosa ekonomskih velieina, 
statistieka metoda sama po sebi nameee. Ona nam takode prula moguenost 
da vriimo kvantitativne ekonomske analize kao i predvidanja gto je od ve-
likog znaeaja u oblasti privrednog planiranja. 

I u drugim naukama posmatranja, kao gto su sociologija, demografija, 
astronomija itd., statistieka metoda se u potpunosti afirmisala. 

Primena statistieldh metoda je vrlo znaeajna i u eksperimentalnim 
naukama. Tako je cela teorija grdaka, koja se primenjuje prilikom merenja 
rezultata eksperimenata, bazirana na statistiekoj metodi. U fizici se,osim 
toga, ova metoda primenjuje i kod proueavanja osobina materije i energije, 
kao naprimer u kinetiekoj teoriji gasova, statistiekoj mehanici, teoriji kvanta 
itd. Ona nailazi na svoje primene i u ostalim eksperimentalnim naukama, 
kao u biologiji, genetici, eugenici, medicini, psihologiji, fonetici itd. Tako 
je u genetici poznata statistieka hromozomska teorija nasleda koja ima za 
cilj da objasni transmisiju individualnih osobina putem nasleda. U biolo-
giji se primenom statistiekih metoda razvila posebna disciplina „kvantita-
tivna biologija" iii „biometrika" koja ispituje kvantitativne odnose bioloSkih 
velieina. 

Osim toga, u agronomiji, gumarstvu, industriji, drZavnoj administra-
ciji, saobraeaju, ekonomici i organizaciji preduze6a, socijalnom i privatnom 
osiguranju, vazduhoplovstvu, armiji itd., statistieka metoda eesto postaje 
neophodna za rdavanje odgovarajueih problema. 

Kako je raeun verovatnoee osnova statistieke teorije, to je uobieajeno 
da se Teoriska statistika naziva Matematieka statistika. Standardni osnovni 
kurs Matematieke statistike sastoji se iz dva dela: teorije rasporeda i teorije 
statistieldh ocena. Prva knjiga ovoga kursa sadni uvodni deo iz raeuna 
verovatno6e i teoriju rasporeda. Druga knjiga biee posvdena teoriji sta-
tistiekih ocena. 
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Napomenimo, medutim, da ova knjiga pretstavlja samo uvodni kurs 
za ulaZenje u najnovije statistieke discipline kao gto su: 

Teorija stohastieldh procesa 
Diskriminaciona analiza 
Teorija igara 
Sekvencijalna analiza 
Teorija planiranja eksperimenata 
Faktorska analiza 
Teorija operacionih istrativanja 
Teorija informacija itd. 

i koje ulaze u okvir najnovijih dostignuea savremene nauke. 

U Matematiekoj statistici tretiraju se velieine koje su aleatorne pri-
rode. To su velieine eijim pojedinim vrednostima pripisujemo odgovara-
juae verovatnoee. Zato aemo poeeti ovaj kurs sa izlaganjem osnovnih poj-
mova iz raeuna verovatnoee. 
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I. D e o 

RAtUN VEROVATNOtE 

1. 0PgTI PRINCIPI RACUNA VEROVATNOCE 

1.1. Pojam verovatnode. — Najstarija definicija verovatnoae, koja se 
protezala kroz klasiana dela poaev od Laplace-a pa do Poincare-a, bila 
je slede6a: 

Verovatnoda jednog dogadaja je odnos izmedu broja povoljnih i ukupnog 
broja podjednako mogudih shilajeva. 

Ova definicija bazira na posmatranju podjednako moguaih sluaajeva 
i bez telkoaa se mole primeniti u prouaavanju teorije hazardnih igara. Tako, 
napr., uzmimo jedan spil od 52 karte i izvucimo na sluaaj jednu kartu. 
Ako smo pokeno melali i presekli karte, nemamo razloga da verujemo 
da ae izvlaaenje jedne karte biti vile favorizirano nego ma koje druge 
karte. Zato demo kazati da su 52 karte podjednako verovatne, odnosno 
da pretstavljaju 52 podjednako moguaa sluaaja. Neka je dogadaj A izvlaaenje 
keca iz toga Broj povoljnih sluaajeva je m = 4, ukupan broj sluaajeva 
je n = 52,tako da je verovatno6a izvlaeenja jednog keca, tj. ostvarenja dogadaja A 

Pr{A} = —
4 
= . 

52 	13 

Cesto se verovatno6a Pr{A} kratko oznaaava sa p Kako broj povoljnih 
slueajeva ne mole bid veal od ukupnog broja sluaajeva, tj. m < n, to je 

0 < p 	. 

Ako je p = 0, onda je m = 0; A se ni u jednom sluaaju ne mo2e ostvariti. 
Ako je p = 1, onda je m = n ; A se ostvaruje u svakom sluaaju. 

1.2. Stabilnost frekvencije. — Vea prilikorn prouaavanja geome-
triskih verovatnoaa nismo u moguanosti da razlikujemo podjednako moguae 
sluaajeve. Zato su se pojavile tenje da se na nov main definfle pojam 
verovatnoae. Danas se uglavnom usvojila definicija R. de Mises-a uz dopune 
koje su dali Poper, Reichenbach, Copeland, Wald i Ville. Pre nego sto 
damo samu definiciju, usvojimo da se pod ponavljanjem jednog dogadaja 
A u toku N opita naziva broj opita n u kojima se oeekivani dogadaj A 
ostvario. Odnos 

n 

N 
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nazivamo frekvencijom dogadaja A u N opita. Ako postoji graniena vrednost 
frekvencije dogadaja A u jednom skupu opita S 

f = lim —
n 

N-- N 

kad broj opita neogranieeno raste, onda eemo kazati po Borel-u da dopadaj 
A ima odredenu totalnu frekvenciju f, odnosno da postoji stabilnost frek-
vencije ostvarenja dogadaja A. Staro iskustvo nas uei da se stabilnost 
frekvencije pojavljuje kod jednog velikog niza sluaajeva ponovljenih opita 
pod istim uslovima. Samu granienu vrednost f maemo oesto odrediti 
unapred teoriskim putem. Uzmimo kao primer bacanje jedne kocke savrgenog 
oblika, homogene mase i pretpostavimo da smo je korektno bacili, tako 
da su svih 'gest strana podjednako moguee. Frekvencija ma koje strane Noe 
bliska broju 1/6 i to utoliko vise, ukoliko je broj bacanja N veei. Pod 
„korektnim bacanjem kocke" podrazumevali smo da smo otstranili uticaj 
na:se volje da padne pre jedna nego ma koja druga kockina strana., 

Dakle, praktiano proveravanje verovatnoae dobijene teoriskim putem 
jedino je moguee ako dovoljan broj puta ponovimo opit pod istovetnim 
uslovima. Prilikom bacanja pare slueaj mora favorizovati koliko glavu toliko 
i pismo. Ako, naprimer, 100 puta korektno bacimo paru i ako se glava 
pojavi izmedu 40 i 60 puta, izgledaee nam sasvim normalno. Ako se pak 
pojavi svega 5 puta, zakljuaieemo da raziog tome nije samo efekat slu-
eajnosti, yea da ne postoji jednakost gansi za glavu i pismo. Prema tome, 
neophodno je voditi raeuna o gansi moguaih dogadaja. Najprostiji slueaj 
u jednom problemu verovatnoee bio bi onaj gde od svih moguaih dogadaja 
nijedan nema neku specijalnu gansu da bude ostvaren. Tako, naprimer, 
kod lutrije svi lozovi moraju imati podjednake "sane izvlaeenja. Ako izvla-
aimo jednu kuglicu iz urne, sve kuglice treba da budu iste veliaine, te±ine 
i rapavosti a da se razlikuju jedino po boji. Kane moraju biti identiene 
po veliaini, debljini i rapavosti i ne smeju biti markirane. Kocka mom 
biti savrgenog geometriskog oblika i homogene gustine. Rupice koje ozna-
aavaju strane moraju biti gto manje. U protivnom bi se poremetila ravno-
taa i centar gravitacije bi postao blili strani sa jednom rupicom. Prilikom 
kotrljanja kocka bi tada telila da zauzme polo'Zaj sa gesticom s gornje strane. 
Ako se, pak, kocka nalazi u oak i bacanje izvodi na taj naein gto se eaga 
s kockom prevrne, kocka ee teal da zauzme pololaj sa jedinicom s gornje 
strane. Kod ruleta simetrija mora biti besprekorna. Lukovi svake numere 
moraju biti jednake velieine, tako da pretstavljaju podjednaka smanjivanja 
five Bile kuglice. Kad god se pojavljuje simetrija (bacanje kocke i pare, 
ruleta i sl.), ispitivanje ganse za svaku moguanost postaje vrlo jednostavno. 

Medutim, ako na ostvarenje dogadaja uplivise i ljudska volja, neeemo 
moei da unapred odredimo verovatnoeu teoriskim putem, pogto odluke izmedu 
kojih oldevamo nikada nisu podjednako moguee, a ne postoje objektivni 
metodi za merenje njihovih odnosa. Pa ipak i tada oesto konstatujemo 
izvesnu stabilnost frekvencije, kao napr. kod frekvencije veneanih lica u 
jednoj odredenoj sredini. I pored bitne uloge volje svakog pojedinca pri 
odluaivanju za stupanje u brak, opita situacija i karakteristike jednog sta-
novnistva mogu dovesti do stabilnosti frekvencije venaanih lica i samim 
tim do odredivanja verovatnoee da ae se jedno neveneano lice venaati u 
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toku jedne godine, naravno pod pretpostavkom da ee za to vreme opka 
situacija i karakteristike toga stanovniStva ostati nepromenjene. Ukoliko 
se izmeni ekonomska i stanbena situacija, psihologija stanovnikva, pro-
cenat abnormalnih lira, raspored mortaliteta po godinama starosti, socijalna 
organizacija itd. izmeniae se i vrednost frekvencije veneanih lira. 

Najzad, postoje slueajevi u kojima na ostvarenje dogadaja ne uplivise 
ljudska volja, pa ipak ne mcdemo unapred odrediti verovatnorn teoriskim 
putem, kao napr. prilikom odredivanja verovatnorn pola novorodenog 
deteta, verovatnoee smrtnosti, verovatnoee oboljenja od raka itd. a kod 
kojih, takode, dolazi do izralaja stabilnost frekvencije. 

Ako sa S oznaeimo skup svih opita, onda je sada po R. de Mises-u 
verovatnoda dogadaja A za skup S njegova totalna frekvencija f, koja de 
ostati nepromenjena ako na jedan proizvoljan nactin otstranimo jedan deo opita. 

Uslov koji sadrii ova de Mises-ova definicija verovatnoee ima za 
cilj da se ogranieimo na onaj skup opita koji nam se u praksi pojavljuje. 
Videli smo da korektnim bacanjem jedne pravilne i homogene kocke, frekven-
cije svake strane Wee bliske vrednosti 1/6, ako smo kocku bacili veliki 
broj puta. Iz iskustva znamo da ee se rezultati nizati na jedan potpuno 
nepravilan nadn. Ukoliko bi se rezultati pravilno nizali, napr.: 5, 6, 1, 2, 
3, 4, 5, 6, 1, 2, ... , totalne frekvencije biae 1/6, pa ipak posumnjaaemo 
u ispravnost igre. U torn slueaju ukidanjem rezultata, napr. svakog §estog 
opita, totalne frekvencije strana promeniae vrednost i postaae 1/5, 1/5, 1/5, 
0, 1/5, 1/5. Zato eerno ovaj sluaaj otstraniti iz nakg proueavanja. Gornji 
uslov je Frechet nazvao aksiomom selekcije koji treba da naglasi aleatorni 
karakter posmatranih fenomena i nemoguenost da se pronade sistem igre 
pomorn koga bi se mogli unapred predvideti rezultati. Taj element ne-
odredenosti leli u osnovi Raeuna verovatnoae, dme ga bitno razlikuje od 
ostalih nauenih grana Primenjene matematike. Naprimer, u Racionalnoj 
mehanici, svaka teorema pretstavlja jedan zaldjueak dedukovan iz aksioma 
putem logienog rezonovanja, u vidu odgovora da ili ne na jedno odgo-
varajuae pitanje. Ako su h i A dve propozicije, od kojih je h hipoteza ili 
premisa, onda postoje dva jedino moguaa zakljueka i to: 

ako je h ostvareno, brae i A ostvareno, ili 
ako je h ostvareno, A nern bid ostvareno. 

Nekiput je vrlo tdko dati odgovor. Tako, naprimer, tek 1954 godine dat 
je dokaz za Fermat-ovu teoremu. Medutim, jasno je da u takvim slueaje-
vima odgovor mode samo bid ili da ili ne. 

Neka jedno lice ima loz. Na pitanje da li ee dobiti, ne mokmo dad 
odredeni odgovor. Ne molemo kazati da jer nema sve lozove, a ne moiemo 
kazati ne jer ima jedan loz. Jedini odgovor je: moida. Pojam verovatnoee 
pojavljuje se tamo gde je odgovor neodreden. Ako igraa ima samo jedan 
loz, kak se da je malo verovatno da ae dobiti. Ovde se radi, dalde, da 
umesto odgovora da ili ne odredimo numerieku gradaciju oeekivanja da 
ee igrae dobiti prilikom izvlaaenja. Ukoliko igrad imaju vise lozova, onda 
aemo svakom igraeu pripisati jedan broj koji ee zavisiti od broja lozova 
koji on poseduje i koji ae iskazivati njegove "sane dobitka. 

1.3. Aksiomatika Raeuna verovatnode. — U Raeunu verovatnoee, 
kao i u Racionalnoj mehanici, polazi se od jedne zgodno izabrane grupe 
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aksioma. Ispravni aksiomi i ispravna logika, kojom &ma dalje vrgiti de- 
dukcije, treba da dadu rezultate koji Ce biti potvrdeni u praktietnim pri- 
merima. Same verovatnoee iskazuju se numeritkim vrednostima die ee se 
kombinacije izvoditi po izvesnim pravilima. Skup svih tih pravila pret-
stavlja Rabin verovatno6e. 

Medutim, do dams se nije uspelo da se formira jedna jedinstvena aksio-
matika u Ratunu verovatnoee koja bi u svakom pogledu zadovoljila. Postoji 
eitav spektar razliaitih aksiomatika raeuna verovatnoee, u eiju se diskusiju 
neeemo upugtati. Napomenimo da su se moderne teorije formirale prouea-
vajuai konkretne probleme i da sve imaju za polaznu tau dobro poznatu 
aksiomatiku A. Kolmogoroff-a. 

Ram verovatnoae ne mode vrgiti predvidanja na isti mein kao i 
Racionalna mehanika. Ako se u Mehanici predvidi raeunom oblik kretanja 
jednog tela pod izvesnim uslovima i ako se to kretanje efektivno obistini, 
dokazali smo da je teorija bila dobro postavljena. U Raeunu verovatnooe 
potvrda teorije dobila bi se na sledear naein: ako smo raeunom odredili 
da je verovatnoaa jednog dogadaja vrlo mala i ako se u praksi taj dogadaj 
nikada ne ostvari, red eemo da je teorija dobra. Ovaj se princip ne doka-
zuje, vee je plod zdravog razuma. Naravno, granica od koje aemo zane-
marivati male verovatnooe subjektivne je prirode, ali ee uvek doei sma-
njivanjem to granice do trenutka kada ee i najrezervisaniji biti zadovoljeni. 
Niko neee smatrati za moguee da ee uspeti da uz korektno meganje Apila 
od 52 karte u dva maha dobije isti redosled karata. Pa ipak, teoriski ovaj 
dogadaj nije nemogue vee samo vrlo malo verovatan. 

1.9. Prvi i drugi aksiom. — Uzmimo sledeae rezovanje G. Dar-
mois-a, da bismo doAli do prvih aksioma Raeuna verovatrioee. Neka jedno 
lice ima n lozova od ukupno N. Verovatnoea da ee dobiti, zavisiee od 
n i N. Zato oemo je iskazati jednim karakteristienim brojem f N), koji 
smo pripisali licu koje poseduje it lozova. Pretpostavimo sad da su se dva 
lica, prvo sa Ili a drugo sa n s  lozova, udrOila s tim da zajedno igraju. 
Koji eemo karakteristiean broj pripisati njihovoj zajednici? UdruEvanjem 
njihovih lozova, udraujemo njihove "sane. Bar se tako kade u svako-
dnevnom govoru. To nas vodi osnovnoj hipotezi 

f 	+ f (n2, 	= f + n2, N). 
Tako je 

f (2, N) = 1(1, N) + f (1, N) = 2f (1, N), 

f (3, N) = f (1, N) + 2f (1, N) 3f(1, N) itd. 

Prema tome, karakteristiaan broj koji odgovara asocijaciji od it lozova bite 
pretstavljen jednim brojem proporcionalnim sa n, tj. 

f (n, N) = K • n, 

gde je K funkcija od N. 

Ako neko ima sve lozove, siguran je da ee dobiti. Konvencionalno 
se usvaja jedinica za karakteristiean broj izvesnosti, tj. 

f (N, N) = K N = 1. 
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Zato je 

pa je 

1 
K = — 

N 

f( 72, 	= Tsr  • 

N je ukupan broj lozova, tj. totalan skup moguah slueajeva a n je potskup 
prethodnog skupa, tj. skup onih lozova koje igrae poseduje. Taj potskup 
nazivamo povoljnim skupom za oeekivani dogadaj. Sada moiemo iskon-
struisati jednu aditivnu numerieku karakteristiku i kazati da je verovatnoert 
jednog slueajnog dogadaja jednaka kolkniku iz broja elemenata povoljnog 
i totalnog skupa. Tako smo do§li do prve kbsiene definicije verovatnooe 
iskazane vee u 1.1 i iz toka izlaganja uzeli smo dye osnovne pretpostavke 
koje eemo iskazati u vidu sledeeih aksioma: 

I Aksio m: Verovatnoaa Pr {A} dogadaja A je realan broj, takav da je 

0 < Pr {A} -C. 1, 

koji je 1 ako je izvesno da ee se A ostvariti. 

II Aksio m: Verovatnoea zbira jednog konaenog broja dogadaja 
At, ..... AM,n, koji se medusobno iskljueuju, jednaka je zbiru vero-
vatnoea dogadaja AI, tj. 

Pr{Ar + A2 + . . . + An} = Pr {Ad + Pr { A2} + . . . . + Pr {A n }. 

Po ovom drugom aksiomu Pr {A} je jedna aditivna funkcija. Taj je 
aksiom poznat pod imenom aksiom totalnilt verovatnoea. 

1.5. Ponderacija elemenata totalnog skupa. — Vac: kod jedne 
nepravilne ili heterogene kocke ne moie biti govora o podjednako mogueim 
slueajevima. Pa ipak, ako ponovimo bacanje dovoljan broj puta, stabilnost 
frekvencije za svaku stranu mora doei do izrataja. Na taj nein motemo 
ocirediti verovatnoeu svake kockine strane sa preciznoku 4toja ee utoliko 
biti veal, ukoliko je veei broj bacanja. 

U igri sa kartama u jednom trenutku moei eemo da odredimo sve 
moguee kombinacije koje mogu nastupiti a zatim i samu verovatnoeu ko-
naenog ishoda partije posle svakog poteza. Pa ipak, skup svih kombinacija 
neee pretstavljati totalni skup. Zbog razlieitog stepena znanja, ve§tine i 
navike igraea bite poteza koji nikada neee biti upotrebijeni. ,Zato te totalni 
skup biti skup svih kombinacija koje stvarno mogu nastupiti. Ako se svaki 
ishod igre boduje, onda je potrebno da se ponderik svaki elemenat totalnog 
skupa, s obzirom da oni vise nisu podjednako moguei. 

Do pojma ponderacije nije se doSlo automatski. D'Alambert je, naprimer, 
prilikom odredivanja verovatnoee izvlaeenja puba iz spi1a od 32 karte, rezo-
novao na sledeei naein: izvueena karta mote biti ili pub ili neka druga 
karta, dakle dye moguenosti postoje, pa je traiena verovatnoea 1/,. Medutim, 
obe moguenosti nisu podjednako verovatne, te je bilo potrebno da se 
prethodno ponderik. 
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Dakk, pored glavnog zadatka da se obrazuje totalan skup, potrebno 
je da se ponder& elementi toga skupa. To eemo postiei ako svakom 
elementu pripikmo izvesnu masu. Ako imamo ozbiljnih razloga da sma-
tramo da je ponderacija uniformna, svaka masa bite jedinica i verovatnoEa 
jednog dogadaja zadrIa6e definiciju iz 1.1. U protivnom, verovatno6a jednog 
dogadaja Nee odnos zbira masa elemenata povoljnog i totalnog skupa. 
Lako je konstatovati da su obe aksiome iz 1.4 zadovoljene i pri ovakvoj 
definiciji verovamote. 

Napomenimo da se definicija mote proikiti i na slueaj osnovnog skupa 
sa bezbroj elemenata, o Eemu Eemo kasnije govoriti. 

1.6. Keynes-ova oznake. — Videli smo da kod svake hazardne igre 
more biti zadovoljen jecian skup uslova. Tek pod pretpostavkom da su svi 
ti uslovi ispunjeni moiemo preEi na odredivanje verovatnoee dogadaja A. 
Neka je, naprimer, h hipoteza ili premisa da je kocka koju bacamo pravilnog 
oblika i homogene masa sa neznatnim rupicama koje oznaZavaju strane. 
Ako sa a ozniamo propoziciju da 6e se dogadaj A ostvariti (napr. da padne 
jedinica) onda po Keynes-u ozngavamo verovatnoccu dogadaja A sa 

Pr{A}= ath . 
Ona oznaZava verovatnoEu da je propozicija a istinita pod uslovom da je 
premisa h istinita. 

Oznaamo sa a supromu propoziciju propozicije a. Propozicija a bier 
neistinita ako je propozicija a istinita. Takode A pretstavlja suprotan dogadaj 
dogadaja A. Povoljan skup dogadaja A je komplementaran skup povoljnog 
skupa dogadaja A. 

Pr{A} = a/h 

pretstavlja verovamoeu da je a istinito, odnosno da je a pogrekto, pod 
uslovom da je h istinito. 

Ako je A izvesan dogadaj, dogadaj A je nemogue i 

Pr{A}=1, 

Pr{A}=0. 

Za dve propozicije sa istom pretrdSom h (napr. dve strane jedne iste 
Kocke) kate se da imaju isto polje. Tako a/h i blh pretstavljaju verovannee 
propozicija a i b istog polja h. Propozicije a i a iskljutuju se medusobno, 
poko obe propozicije ne mogu istovremeno tin istinite. Ako se i propo-
zicije a i b istog polja h medusobno iskljueuju, onda Eemo sa a + b °ma- . 
Eiti propoziciju da ili a ili b bude istinito. Medutim, u opkem sluskju 
mote se desiti da istovremeno i a i b bude istinito. To je slueaj kada 
odgovarajud povoljni skupovi imaju zajedniEke elemente. Tack Eemo gomju 
propoziciju da ili a ill b bude istinito oznaeid sa a b. Izraz 

(a :F b)lh 

oznaaava verovatnoEu da Ee a iii b biti istinito pod uslovom da je h isti- 
nito. Ukoliko su propozicije a i b inkompatibilne, tj. medusobno se isldju- 
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euju, gornja to se verovatnoea pisati u obliku (a + b)lh i na osnovu drugog 
aksioma bite 

(1.6.1) 	 (a + b)Ih=alh+blh. 

Kako su i propozicije a i a inkompatibilne, to je na osnovu prvog i drugog 
aksioma 

(a + a)lh = alh +alh = I, 
odalde 

(1.6.2) 
	

alh = 

Propozicija da su a i b istovremeno istiniti oznadava se sa ab a izraz 

(ab)lh 

pretstavljaee verovatnoeu da to propozicije a i b biti istovremeno istinite 
pod uslovom da je h istinito. 

Propozicije a, a, b i b motemo sada kombinovati. Tako je napr. ab 
propozicija da je istovremeno a istinito a b pogrebno, ab pmpozicija da je 
istovremeno i a i b pogretno itd. 

Logien° sabiranje i proizvod propozicija pretstavljaju algebarske ope-
racije kod kojih vale komutativne 

a b = b 4.. a, 

ab= ba 
i asocijativne veze 

(a 	b) 	c = a 4- b 4- c. 

Distributivne veze takode ostaju u vainosti. Tako je, naprimer, 

a(b 4- c) a b 4- ac, 

tj. propozicija da to istovremeno sa a biti istinito b ill c identiena je sa 
propozicijom da to istovremeno biti istiniti a i b ill a i c. 

Dupla negacija od a svodi se na a, tj. 

a = a. 
Isto tako je 

a -4 a = a, 

aa = a. 

Vainije veze izmedu zbira i proizvoda propozicija a i b su sledete 

(1.6.3) 	 a 	b -=- a b, 

(1.6.4) 	 ab = a b, 

(1.6.5) 	 a 4- b—b = 

(1.6.6) 	 a 4- b—ab = ab ab 
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1.7. Teorema totalne verovatnode. — Koristeei veze (1.6.2) i 
(1.6.5) kao i drugi aksiom, dobieemo 

(a b)lh = blk + (ab)lh = 

= 	+ —.26)1 h, 

tj. 

tj. 

(1.7.1) 	 (a 4- b)/h = 	+ blh—(ab)lh. 

Tako dolazimo do teoreme totalne verovatnode: verovatnota da de a ili b 
biti istinito , jednaka je razlici iz zbira verovatnoetz za a i b i verovatnode 
da de a i b biti istovremeno 

Na osnovu prvog aksioma verovatnota (ab)lh > 0, pa je 

(1.7.2) 	 (a -j- b)/h c 	+ blh. 

Ovaj obrazac je poznat pod imenom Bool-ova teorema. 
Ukoliko su propozicije a i b inkompatibilne, (ab)lh = 0 i (1.7.1) svodi 

se na (1.6.1). 
Za tri propozicije a, b i c totalna verovatnota da to biti istinito a 

ili b in c bite 

(a 4- b 4- c)lh = alh + (b c)lh — a(b c)lh = 

= a/h b/h + cl h —(ab) I h —(ac) I h 

(bc)I h + (abc)lh 

a Bool-ova teorema postaje 

(a 4_ b 	c)lh <alh (b 	c)Ih, 

(a -i- b c)lh<alh + blh+ clh. 

I uop§te, za n propozicija 	 , an , imaeemo 

(1.7.3) 	(ai. 4- as 4- 	4- an)/h < E at/h. 
1= 

Ukoliko su propozicije at inkompatibilne medu sobom, (1.7.3) svodi se na 

(cri + as + 	. a.)1/3 = 
i - 1 

tj. na drugi aksiom. 

1.8. Uslovna verovatnota i aksiom sloiene verovatno4e. — 

Verovatnoot da to propozicija b bid istinita kada se pored ostalih premisa h 
urine za premisu i propozicija a, pretstavlja uslovnu verovatnotu blah. 
Ova definicija uslovne verovatnote mote se generalisati i na it novih pre-
misa at, sa uslovnom verovamotom Nal az ... ash. U ovom slueaju je 
polje h suieno na onaj svoj deo gde su at, as, , an istiniti. 

Povoljan skup za verovatnotu a/h bite totalan skup za verovatnotu blah. 
Sada moiemo da islcai.'emo aksiom slolene verovatnode: Verovatnoth 

da ee a i b istovremeno biti istiniti, jednaka je prolevodu verovatnode da 
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te a biti istinito i verovatnote da to b biti istinito pod salovont da je, a isti-
nito, odnonto da te b biti istatrio s verovatnote da to a biti istritito pod 
usl000m da je b istiruto, tj. 

(1.8.1) 	 (ab)lh = a/h blah= b/h • Olt. 

1.9. Nezavisne propolicile. Za dve propozicije a i b kazaaemo 
da su nezavisne ako je 
(1.9.1) 	 blah = blh. - 

Chide mje re6 o matematiekoj veto stohastititoj zavistund. Akok Walt* b/h, 
ka2emo da propozicija b stohastieki zavisi od a.  

U slutaju nezavisnosti propozicija a i b obrazac (1.8.1) postaje 

(1.9.2) 
	

(ab)lh = 

a (1.7.1) 
(1.9.3) 
	

(a 4- b)/h alh + b/h-a/h-b/h. 

Nezavisnost b od a povhei za sobom nezavisnost a od b, jer tada 
(1.8.1) postaje 	

a/h • b/h = b/h • Oh 

i ako je b/h > 0, deobom jednarme sa b/h dobijamo 

a/bh = a/h. 

Nezavisnost je rtriproEna, te se zato najZeite ka2e da su a i b uzajamno 
nezavisni. 

Ako b ne zavisi od a, onda i b ne zavisi od a, jer je 

blah = 1— blab = 1— b/h = b/h. 

Najzad, ako je b nezavisno od a, ono to biti nezavisno i od a, jer iz 

(ab)lh = alh- blah = bib- Oh 

iz poihodnog zakljuelca imamo 

alb- blah = blh- a/h 

i ako je alit > 0, bite 
blah = 

Pram tome, ako su propozicije a i b uzajamno nezavisne, sledeea 
Zan:in uslova su zadovoljena 

(ab)111= alb • b/h, 

(ab)lh = alh- b/h, 

(ab)lh —74h- b/h , 

 (ab)lh = 
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U op§tem slutaju, slotena verovatnota za n propozicija. 	 at, 	, as  
bite 
(az az 	 aa)/h (alas 	 as-1)/h • as/azaz 

= (az  az ... an-2)1h •• as-1 /ai az ... as-1 h •• attlaias... 

= allh as lash • aslasash • . anlasas 	-1 h. 

Ako svaka propozicija at zavisi samo od prethodne at-1,  imgemo 
lanJanu zavisnost ranga 1 

(alas • • • as) k = 	h • aslaih • as/ash • . • as 	h 

poznatu pod imenom Markoff-ljevog lanca. Tako, naprimer, ako u jednoj 
anketi ispitivano lice ima da odgovori na jedan niz pitanja, eesto je odgovor 
na k-to pitanje u zavisnosti od odgovora na (k-1)-vo pitanje. U slueaju 
da zavisi od p prethodnih odgovora, imaeemo laneanu zavisnost ranga p. 

Markoff-ljevi lanci u osnovi su Teorije stohastiekih procesa, koja 
pretstavlja jednu od najnovijih grana Matematieke statistike. 

1.10. Primeri 
1.10.1. Dve kocke se istovremeno bacaju. Ako je svaka kocka pravilnog 

oblika i homogene mase sa zanemarujueim rupicama koje oznaeavaju strane 
(premisa h) tako da je konstantna verovatnoea svake strane 1/6, kolika je 
verovatnoea da ee 2 ispasti kod jedne a 3 kod druge kocke? 

Ako sa a i b oznaeimo odgovarajuae propozicije tako da je 

alh= —
1 

i blh = —
1 

6 	6 

tralena verovatnoaa imaae propoziciju ab + ba, pa je 

(ab + ba)/h = (ab)/h + (ba)/h. 

Kako su propozicije a i b nezavisne medusobno, to je 

(ab + ba)lh = alh • blh + blh • alh 

1 	1 	1 

6 6 18 

1.10.2. Uzeval iste uslove primera 1.10.1, kolika je verovatnoaa da on 
zbir strana biti 5? 

Ve6 u prethodnom primeru zbir strana bio je 5. Oznatimo sa c odgo-
varajueu propoziciju, tj. c = ab + ba. Neka je d propozicija da ee 1 ispasti 
kod jedne a 4 kod druge kocke, tj. opet 5. Verovatnoea propozicije d je 

1 

dih  —18 

Drugih moguenosti za zbir 5 nema, pa je trafena verovatnoea 

(c + d)111= c/h + d/h = 
1

. 
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1.10.3. Bacaju se istovremeno eetiri kocke. Kolika, je verovatrioea da 
ea zbir biti 12? 

Potraiimo ovu verovatnoeu direktno, tj. kao odnos broja slueajeva 
povoljnog i totalnog skupa. 

Broj slueajeva totalnog skupa je broj varijacija od gest elemenata eetvrte 
klase sa ponavljanjem, tj. N = 64  = 1296. 

Broj slueajeva povoljnog skupa Wee broj svih varijacija rod Seat 
elemenata eetvrte klase sa zbirom 12. Njih demo dobiti ako permutujemo 
sledeee kombinacije 

1146 	1236 	2244 	3333 	4413 
1155 	1245 	2235 	3324 

2226 	3315 

tako da je 
4! 

n = 6-- + 2. 	+ 2•4!+ 1 133. 
2! 	2!2! 

Tratiena verovatnoea bide 

alh= 
133

. 

1.10.4. U jednoj urni nalazi se test belih i test crnih kuglica iste  veli-
eine, teaine i rapavosti. Na slueaj je izvueeno the kuglice. Kolika je vero-
vatnoaa da de obe kuglice bid bele, (3) jedna bela i jedna crna i y) da 
ne budu obe erne? 

Ukupan broj slueajeva totalnog skupa je broj kombinacija druge klase 
od 12 elemenata, tj. 

N  = 1121 = 

2 
•  

a brojevi slueajeva povoljnih skupova za 	i (3) bide respektivno 	= 6 = 
2 

= 15 i n2 = 6 • 6 = 36, tako da je 

	

alh= 
	
, 

66 22 

blh = 
36 6 

 
66 	11 

a kako je propozicija c zbir propozicija a i b, to je 

• 17 
clh = (a ± b)lh = 

2
-

2 
 . 

1.10.5. Iz Apila od 52 karte, iste debljine i rapavosti izvueeno je na 
slueaj 5 karata. Kolika je verovatnoea da de medu tih 5 karata bid 2t) samo 
jedan kec i najmanje jedan kec? 

1296 
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Odmah vidimo da je N = (51 i 
• 	5 

= 4 • n , 

4 

n2 

4 - 
(48) ± (.1 (438) ± ( 43  ) (428) + (44  ) 	= (51) (7) 

tako da je 

4
(484  

1521 
k 51 

blh — 1 — — 

(1 

1.11.6. Bacaju se dve kocke. Kalb -je verovamota da i l zbir bude 5 
ili proizvod 6? 

Broj slutajeva totalnog skupa i prve i druge propozicije je broj varija-
cija od gest elemenata druge klase, tj. N = 36. ICako je 

4 alh = 36— = 
1 

, 
4 
— = 
36 

1 
, — 

9 
blah = I  ,  

2 

to je rodeos VCrOVallOat 

(a -i b)//: = 	blh— alh • blah = —1 . 
6 

1.11.7. Pod istim uslovima iz 1.10.6 koffica je verovatnota da to istovre-
meno i zbir i proizvod biti parni? 

Ukupan broj mogutah shidajeva je 36 i u 18 slutajeva zbir je paran. 
Zato je 

alh = Ls 
= —

1
. 	. 

36 2 

Kod verovamote blah ukupan broj mogueilt slutajeva je broj povoljnih 
verovamote a/h, tj. 18. Kako to proizvod biti paran ako su jedan 

ili oba broja parna, to je 
n2 = 3 • 3 = 9 

pa je traena verovamota 

(ab)/h = 	blah = 19 = —
1 

. 
2 18 4 

Igrat A Inca dve a igrat B tri pare. Onaj kod koga naive& 
broj puta padre glava, dobija igru. Ako im je pao isti broj ?Java, igra 
potinje iznova. Koilka je vauvatno& da to igrat B dobid? (De Moivre) 

Kada A baca dve pare, moguei su slogajevi 

G G, GP, PG, PP, 

tako da je verovamoda 1/4 da to pasti dye glave, 1/2 da de vat jedna glava 
i jedno pismo i 1/4 dva pisma. 
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Kada igrae B baci tri pare, moguti su sluiajevi 

GGG, GGP, GPG, PGG, GPP, PGP, PPG, PPP 

tako da je verovatnoda 1/8 da ee pasti tri glave, 3/8 dve glave i jedno 
pismo, 3/8 jedna glava i dva pisma i 1/8 tri pisma. 

Potra2imo verovatnoeu da ee B dobiti pri prvom bacanju. Ako padnu 
tri glave, B je dobio, bez obzira Ata ee kod A ispasti. Ako padnu dye glave, 
B ee dobiti ako kod A padne iii jedna iii. nijedna glava. Ako padne jedna 
glava, B ee dobiti u sltheaju da kod A ne padne nijedna glava. Prema tome, 
verovatnota da ee B dobiti u prvoj igri, Wee 

1 3 3 3 1 1 

8 8 4 8 4 2 

a verovatnota da ee A dobiti u prvoj igri, bite 

1 4 1 1 3 

4 8 2 8 16 

Najzad, verovatnota da ni A ni B neee izaei iz prve igre kao pobednik, je 

	

1 	3 - 5 

	

2 	16 16 

Ukoliko prilikom prvog bacanja igra nije zavr2ena, prelazi se na drugo 
bacanje. Ukupna preostala masa je 5/16, pa su respektivno 

5 	1 	5 	3 

	

2 	t 	16 16 

verovatnoee da ee B, odnosno A, dobiti igru prilikom drugog bacanja a 

512 

k I 61 

da se igra nete zavraiti ni poste drugog bacanja. 

Ako se igra produ2i do n-tog bacanja, odgovarajuee verovamode Wee 

11n-! 	1_5 1n 1: 1 
‘16/ 	2 	k 161 	16 

Zato je verova no6a da ee B dobiti igru 

blh !lin [—I  + —5 	+ 	 
"OW 2 16 2 

= ilim 
1— (AI" 

06,  _ — 

8 

2 n÷cc 1 — 5 
	11 

16 

5 ‘ts-1 

k16) 	—2J 
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Verovatnoa da ee A dobiti igru, bite ;  

alb - 11mi-
3 

+ —
5 

• —
3 

+ 	 
n••■ •:0 16 	16 	16 

4-1 

k16/ 	16...1 	11 

Najzad, verovatno6a da se igra nikada neee zavri.iti, bite 

1— alh— blh = O. 

1.10.9. Jedna je tvrdava opkoljena neprijateljskom vojskom. Neka je 
1/5 verovatnoea da ee se jedan kurir probiti kroz neprijateljske redove. 
Koliko kurira treba najmanje poslati, pa da verovatnota, da Ee bar jedan 
uspeti da se probije, bude ye& od 8/9? 

Neka je taj broj n. Suprotna verovamo6a inn za propoziciju a da de 
svih n kurira pasti u neprijateljske ruke..Verovatnoea da se jedan kurir 
neee probiti je 4/5, pa je 

:TM  5 
Otuda 

alh=1—(-45 ) *  

gde joa n treba tako odrediti da nejednaeina 

4 I n  8 

	

5/ 	9 

bude zadovoljena. Lako je proveriti da je n = 10. 

1.10.10. Igraei A i B bacaju alternativno istovremeno dye kocke. 
A prvi poeinje. Dogovorili su se da Ce A dobiti igru ako dobije zbir 6 pre 
nego Sto B dobije zbir 7. B ee pak dobiti igru ako dobije zbir 7 pre nego 
.to A dobije zbir 6. Cija je verovatnoda ve6a da ee dobiti igru? (Huygens). 

Verovatnoee zbirova 6 i 7 su respektivno 
6 

P =
36 

a verovatnoea da ee A dobiti u 2n + 1-om bacanju je 

( 1  — x)" ( 1  — Pucci 
tako da je verovatnoea dobitka igre za igraea A 

	

alh lim arl + (I —a)(l —(3) + 	+(1=-2)*(1 — onj 
n9.0, 

a igrata B 
blh= lirn po—cou + — 00 —(3) + 	+ 0 —con 0-0)1, 

co 

odnosno, smenom vrednosti za a i 13, 
30 

alh= 	blh- 31
. 

61 	 61 

5 = 	, 
36 
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CA 

AC 

Vidimo da postoji cildieno ponavlianje moguah sludajeva. Peta igra je isto-
vetna sa drugom, testa sa tredom itd. 

1 
Verovatnoea da Ce se odigrati treea igra je 2 — , eetvrta 	peta —

1 
itd. 

Da1de, i pored toga 3to igrae A prvi baca, njegova verovatnoea dobitka 
je manja, pato je a dosta manje od (3. 

1.10.11. Jedna urna sadrii b belih i n crnih kuglica, talco da je b n = s. 
Istovremeno se izvuee m = 	v kuglica. Kolika je verovatnoea da je 
izvueeno (3 belih i v crnih kuglica? (Laplace). 

Kako je broj mogueih slueajeva 	) a povoljnih b 4 ), to je tra- 
m 	 v 

Lena verovatno6a 

alh — 
( bp) ( "4 b (b — I) . .(b -(3+ On(n-1)....(n—v+  Otn( 

U prvoj igri igraju igraei A i B. Ako sa leve strane stavimo igraea 
pobednika u toj igri, onda su moguenosti sledete: AB i BA. Pobednik 
igra u drugoj igri sa C, to mo2emo da konstrui3emo sledeau emumogueih 
slutajeva: 

s(s 	 + 	@Iv! 

1.10.12. Tri igran A, B i C bacaju jednu paru i to na sledeei naein: 
prilikom prvog bacanja igraju A i B a pobednik igra sa C i tako redom. 
Uvek pobednik nastavlja igru a pobedeni se povlaei. Partija ee biti zavitena 
kada jedan isti igrae dobije u dva u2Astopna bacanja. Kolike su verovatnoae 
da ee igraei A, B, C dobiti partiju? 

pm igra AB BA 

 

 

BA 
zavrgena 
partija 
B pobednik 

druga igra 	AC 
zavrgena 
partija 
A pobednik 

treaa igra 	 CB 
zavrgena 
partija 
C pobednik 

Zetvrta igra 

BC 	CB 
zavrgena 
partija 
B pobednik 

BC 	CA 
zavr§ena 
partija 
C pobednik 

AB 	AB 
zavrgena 
partija 
A pobednik 

BA 
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Verovatnota da ee igrat A dobiti u toku prvog cildusa, tj. u drugoj, 
trecoj ili cetvrtoj igri, jednaga je totainoj verovatnod da ee dobiti tt prvoj 
i drugoj, odnosno u treaoj i Zetvrtoj igri 

1 	1 	1 	1 
ai/h = — • — 	•  

2 	2 	2, 

Verovatno6a da ee igraci. B .' i C dobiti partiju uprvom ciklustt, bide 
respektivno 

1.2 

1 
ci/h = 2 — • 

bit37-  - 
 

1±1 
	

• 2 	2 

1 	1 

2 
_ = 

4
_ . 

1 	
• 

4 2 

5 
 

16' 

Verovatnoea da se u prvom ciklusu partija neee zavrgiti, jeste 

1 	
5 	5 	1 	1 

16 16 4 

- 

8 

Ovu masu rasporedieemo u istorn odnosu za drugi ciklus, pa je 

1 	5 
a2lh 	• — , b2lh = —

1 	5 
—
. 

-- 	 , 
8 16 	8 16 

1 	1 
calk= 

8 
— • 

4
— . 

Ako sa a, p i y oznaeimo propozicije da ee respektivno igraei A, B i C 
dobiti partiju, trgena verovatnoea bloc 

a/h = Z aslh = 5  , 
14 

P/h = E b

• 

ilh= —
5 

, 
si 	 14 

y/h = E c

• 

ilh= —
4 

. 
14 

1.10.13. Jedna urna sadni s kuglica, od kojih b belih. Ako svaku izvu-
eenu kuglicu vraeamo nazad u urnu, koliko puta treba izvnF.i po jednu 
kuglicu da bi verovatnota izvlaeenja jedne bele kuglice bila vela od jednog 
datog broja (0 < o < 1). 

Oznaaimo sa p verovatnoeu da ee izvueena kuglica biti bela, tako da je 

6 
P= —

s 
a sa q suprotnu verovatnoeu 

q = 1— —
b 
 . 

Verovatnoaa da ee u n izvlaeenja bar jedna biti bela kuglica, jeste 1—qn. 

1 	5- 

2 	16 
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Dakle, treba tako odrediti n da bude zadovoijena nejednitaina 

I e > 
ad nos no 

n I log (1—p)I > I log (1— co) 

Uzeli smo apsolutne vrednosti, s obzirom da su logaritmi od I —p i 
1— co negativni brojevi. 

1.10.14. Odrediti verovatno6u da to od dye propozicije a, i a, samo 
jedna biti istinita. 

alb = (alas + asa0/h = 

=(at a2)111 +(a274)1h= ailh. a2141h + a2lk • aL'a2h 

ai/h (1 — a2 /al 12) + ae/h (1 — at/ash) = 

= at Ih+ a2IhS2 (at a2)/h 

Ukoliko imamo n propozicija at, as, 	, an, i ako oznaaimo totalne were- 
vatnoee 

Pt = Eai/h, 

P2 = E aulh, 

Pa = Erik/1,1h itd. 

21h = —Ps + P3 — P4 • • . Pn• 

1.10.15. Igraai A i B pogodili su se da igraju pod sledeeim uslovima : 
svaki redom uzima po jednu kuglicu iz urne koja saddi a belih i b crnih 
kuglica. Onaj koji prvi izvuee belu kuglicu, dobija igru. Kolika je lt ova t - 
no ea da to onaj igrae koji poainje igru pobediti? 

Verovatnoaa da to igraa A izvuei belu kuglicu u prvom izvlaaenju je 

a 

a+ b 

Ako A u prvom izvlaaenju int& crnu kuglicu, to da bi ponovo mogao 
da izvlaai, potrebno je da B u drugom izvlaaenju izvuoe crnu kuglicu, 
tako da je verovatno6a da to A izvuei belu kuglicu u tredem izvlaaenju 

b 
adh= 	

-1 	a 
 
a+b a+b —1 a +b —2 

u petom 

as 

	b 	b-1 	b- 2 	b -3 	a 

h  a+b a+b-1 a+b-2 a+b-3 a+b-4 
itd. 

Zato je verovatno6a da to A dobiti igru 

a/h=-11-1 	 
b-1 	 b-1 	b— 2 b— 3  

—[a + b a+b—la+b —2 a+ 6-1 a+b —2 a+b —3 a+b —4 

bite 
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2 m- 1 
h = 	 

n 2 

Verovatnoaa da ee B dobiti posle drugog izvlaeenja je 

b2 h  a  b 	a  
a + b a+b —1 

posle 4tvrtog 

b4/h = 
b 	b-1 	b —2 	a  

a+b +b — 1 a+ b —2 a+b —3 
itd. 

Zato je verovatnoea da ee B dobiti igru 

02= 

Kako je 

a  a+b[a*bb 	
b 	b-1 b-2 

—1 a+b —1 a+b —2 

al h + p / h =1. 
to dolazimo do identiteta

b  + 	b 	b — 1 	cz+b 1+ 
a+b — 1 a+ b—] a+b--2.

+ 
a 

1.10.16. Neka svaka Oct p urni sadrii po n kuglica numerisanih od 
1 do n. Iz svake urne izvuee se po ejedna kuglica. Kolika je verovatnoda 
da ee najveaa, izvueena numera bid jedan odreden hroj m C n)? 

Verovatnoaa da se ni iz jedne urne neee izvuoi jedan dati broj je 

a,/h -=( 

a a  verovatnoaa da se ni iz jedne urne ne 'oe izvuoi nijedan od i datih brojeva je 

a, I h n — 

b /h  
kel k 	k n / 

m- I 
 /h 	
421'  —3---1 )P  

k- 1  - 	n / 

Pa je 

bm/h — n2P— (rn —1)2'  
nP 

U specijainom sluaaju p = 2, bite 

n 
Alm sa bmlh oznaeimo tratenu verovamoeu, to imamo veze 
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1.10.17. U kinetiekoj teoriji idealnih gasova elementi su molekuli a 
urne domeni faznog §irenja. Neka je gi broj urni i-te grupe, a n broj ele-
menata koje ne moiemo medu sobom razlikavati. Kolika je verovatno6a 
da & u i-toj grupi biti tit elemenata? 

Verovatno& da & jedan elemenat pasti u urnu i-te grupe je 

p.  
Egi 

a verovatno& da u urnama prve grupe bude prvih ni elemenata, u urnama 
druge grupe narednih its elemenata itd. je 

n 1111  
Kako su brojevi elemenata povoljnog i totalnog skupa 

	

„7, 	(Zs On 

	

• nit 	n! 

to je trakna verovatno& 

	

n! 	g 
n — alh — 

(ZgO" 	ni! 

b = a 4- F. 

Dodajmo levoj i desnoj strani propoziciju b, tj. 

a 4- b = ab :F b. 

Kako je propozicija da su simultano istinite propozicije a i b ili propozicije 

i 
	. 

a b tdenti6na sa propozicijom b, to je 

b = ab ab, 

a :F b = ab aly 4-Tab — 

= ab ab = b 

a to smo i hteli da dokaiemo. 

1.10.19. Ako imamo simultano tri propozicije a, b i c, moguee je 
obrazovati 23 = 8 klasa propozicija 

abc, abc, abc, abc, abc, abc, abc, abc, 

koje Oemo oznaeiti sa k1, 182, 	k8. Gomje Mak moiemc napisati u 
kanonienom obliku 

8 
(1.10.19.1) 
	

I et ki, 
	(8; = 0,1). 

1.10.18. Ako izmedu propozicija a i b postoji veza 

a = a - b ; 
dokazati da je tada i 

pa je 
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Zbir se odnosi samo na znak +, poSto se aanovi medusobno isklju(mju. 
Dokazati da se svaka propozicija F (a, b, c) formirana od propozicija a, 
b i c upotrebom znakova , . , —mit& dovesti u kanonieni oblik (1.10.19.1). 

Primetimo najpre da, ako propozicije 	i Fa moiemo dovesti u kano- 
nieni oblik 

Ft = E £tkt, 	F2 = E 204, 

propozicija Ft 4. F2 biee takode kanonienog oblika 

F1 -; F2 = E(zikt cis  ki) = 

= E (e i ki  + et tlei  — El fele() = 

= E (St + si' 	et) kf = 

= E 
gde smo stavili 

Takode imamo 

i najzad 

gde je St = 1—st. 

et" 	ei + Ci i 	et et' • 

Fj. F2 = E ei ei' k1 

E et kt, 

. Dakle, ako su dva ma kakva izraza data u Icanonienom obliku, molemo 
dovesti u kanonieni oblik izraze koji se svode iz gornja dva preko operacija 

, . , — . Treba jo§ pokazati da same „propozicije a, b i c mo2emo 
dovesti u kanonieni oblik. Odniah vidimo da je 

a = abc abc + abc + abc, 

b = abc + abc + abc + abc, 

c = abc abc + abc + abc. 

1.10.20. Koliki je broj kanonienth oblika propozicija formiranih od 
propozicija a i b? 

Broj moguaih elanova koji formiraju traZene kanoniene °Nike je 
22  = 4, tj. 

ab, ab, ab, ab. 

U kanonienoj formi svaki od ovih danova mole figurisati lb ne, §to 
eini ukupno 24  = 16 moguenosti. Da bismo dobili traZeni broj, treba od 
16 odbiti 4, tj. broj funkcija u kojima danovi zavise samo od a odnosno 
samo od b i 2, tj. broj funkcija u kojima danovi ne zavise ni od a ni od b. 
Dakle, traZeni broj je 10, Ove razlieite funkcije propozicija nazivamo Boole-
ove funkcije. 

1.10.21. Kolika je verovatnoCa da prilikom bacanja pare n puta padne 
glava a n pun pismo u 2n bacanja, a da prethodno nijedanput nije bilo 
jednakosti? 

lioeimo koordinatni sistem sa G osom kao apscisom i Y osom kao 
ordinatom. Ako u prvom bacanju padne glava, rezultat ee oznaeavati taeka A 
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(1, 0). Obratno, ako u prtom baca- 	p 
nju padne pismo, rezultat ee ozna-
eavati taelca B(0, 1) itd. Trat se 
verovatnoaa da posle 2n bacanja 
rezultat oznaeava tatia Al (n, n) a 
da prethodno nijedanput ne bude 
pn2seeena dijagonala OM. Svi po-
voljni putevi treba da se nalaze 
ispod OM i u (2n— 1)-om bacanju 
prolaze kroz tatku Al (n, n-1), 
iii da se nalaze iznad OM i u 
(2n-1)-om bacanju prolaze kroz 
tatku Bl (n-1, n). 

t Al (rs, n) 

At 

A Dijagram (1.10.21. I) 
G 

Neka od dye date tatke jednu smatramo kao poeetak a druga nets 
ima koordinate (p, q) u odnosu na taj podetak. Tada je broj mogueih 
puteva od prve do druge tithe 

( Pfq\_(P+9"). 

	

P 	q / 
Zato Ee broj mogueih puteva OA, bid 

( 2 n 
n / 

Nepovoljni putevi su BA', odnosno ABi, eiji je broj 
2  ( 2 n — 2 ). 

n 
Ntstavljajuti gornje rezonovanje i za odredivanje svih ostalih nepo-

voIjnih puteva, dobieerno da je traiena verovatnota 

	

1.• 3 •  5  	(2 n — 3 )  
2 . 4'6' • '2n 

1.11. Zadaci za velbu 

1.11.1. Dokazati sledeeu vezu 

(a 	(a•b)/h , 

tj. verovatnokt da je propozicija a ill b istinita, jednaka je suprotnoj vero-
vatnoei od verovatnott da istovremeno ni a ni b neee bid istiniti. 

1.11.2. Ako je propozicija c suprotna propoziciji totala a i b, dokazati 
da je tada 

ab 4- c = (a 4- c)(b 4- c). 
lats. Odrediti temu je jednaka propozicija 

	

[(a 4- b)(1; 	c)] (14 4- c). 
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Odrediti &mu je jedaaka propozicija 

[(a •••• b)(b• -•• c)] (a ^ c), 
sow camaall 

a ••• 	a•b ab. 

1.11.5. Uoeimo sledeah S Masa propozicija 

a+b+c, a+b+c, a + 	184-b+c, 

a+b+c, a+b+c, 	 71+1;+c, 

koje se medusobno ne iskljaztja Dolman da se svaka propozicija F (a, b, 
formirana od propozicija a, b i c upotrebom operacija 	• , — mo2e do- 
vesti u obblc preseka gornjih klasa. 

1.11.5. Pokazati da je broj razfieitih Boole-ovih funkcija za it klasa 
ProP022din at, at, 	, at. 

N(n)— 11- N(s— 1) + 11(- 
2 
 I)  N(n --- 2) + 	, 

1! 	 1  
8de le 

N (n) = 2t'. 

1.11.7. Bacaju se dve kocke tri puts uzastopce. Kolika je verovatooda 
da Cr 

 
at An' strum 5 i 7 pojaviti bar po jedanput? 

1.11.5. Dva igrt tacaju prim i partiju dobija onaj koji dobije dve igre 
Sc sego drugi. Knit je verovatno& da partija buck zavdena posit 
drugog, analog, iestog bacanja? (De Moivre — Ampere). 

1.11.5. Dva lamdidata A i B dobila su na izboriroa a i b glasova respek-
tivno (a > b). Kali je verovamoaa da ee kandidat A u toku celog pre-
brojavanja biti stain° u vodstvu? 

1.11.14 Bacajuti istovremeno 10 kocki, kolika je verovamota da ee se 
maks od strain 1, 2, 3, 4, 5, 6 najmanje jedanput pojaviti? 

1.11.11. Jedna arm sadrii tri kuglice numerisane sa 1, 2 i 3. Izvlaa 
at s = 2s + I puts po jedna kuglica iz urne (vraaajuai svaki put izvueenu 
kugbat nazad n umu). Ako rezuhate poredamo po valiant, kolika je vero-
varnoea da je s-ti remit= 2? Pokazati da to verovatnoos tefi ka 1 kad s 
neogranieeno taste. 

1.11.12. Jedna urns sad& n behli i it crnih kuglica. Ako izvueento 
paran broj kuglice, kolika je veroratno& da ee isti broj biti belih i crnih 
kuglica? 

1.11.13. Ndat je alums° /an (km su cell brojevi yea od 1) kuglica 
od kojilt je itt bell. Kuglice rasponxtujemo tako da u svakoj urni buck k 
kuglica. Knit je verovatooes da be se u svakoj umi mei po jedna bah 
kuglica? 

1.1114. Nom je ukupto N = aer + 2ntz + 	+ sm, kuglica raspore- 
den& n s grupa urni i to tako da n i-toj grupi bude mt urni a u svakoj 
takvoj umi i kugfica. Knit je vermatnoat da Memo dobiti jedan takav 
askant. raspored kuglica? 
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1.11.15. Dva puts uzastopce becamo po dye kocke. Neka je . ztir 
strana p u prvom bacanju a q zbir u drugom bacanju. Kona je verovst-
noat da de jednaEina x2 — p x + q = 0 imati a) make, fi) jednake imagi-
narne korene? 

1.11.18. Nth je N ukupan broj kuglica rasporedenib u S grupa urni, a u 
svakoj grupi imamo gi urni (G = Egg). Pretpmfivimo da at elementi medu 

sobom ne razlikuju. Kolika je verovatnoat da te broj kuglica u urnama ire 
grupe biti taeno 	= 	i to za svako i (Bose-Einstein-ova statistilm)? 

1.11.17. Neka su propozicije a, 6 i c nezavisne medu sobom; tada su 
zadovoljeni siedeti uslovi • 

albh = alls, 

alch = apt, 

b/ch = Nis, 

clabh = 

Pokazati da je tada i 

Nach = b/h, 

a/bch 

1.11.18. Svaka od 8 urni sadrii 6 belih i 6 unlit kuglica. Iz prve urne 
izvueemo jednu kuglicu i stavimo je u drugu, zatim iz druge vadirno jab= 
i stavimo je u treeu itd. i najzad iz osme urne izvbEimo jednu kuglicu. 
Kolika je verovatnota da ee ona biti beta? 

1.11.19. Neka je u jednoj urni ukupno N kuglica, od kohla je fi bar 
i n2 crnih. Na sitteaj izvutemo r (r C N)kughat. Rolla je verovatnata da 1:e 

biti izvuEeno k belih i r — k en& (bipergeometriska verovatnoea)? 

1.11.20. U jednom srezu sa n domaanstava svake gocline sprovodi se 
anketa u kojoj se ispita in domaeinsrava. Kolika je verovatnoat da le se u 
toku od 5 godina svako domaeinstvo bar jedanput ispitati t kohl° godina 
treba vrfiti anketu pa da to verovatnoEa bude vet% od 0,9? 
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2. PONAVLJANJE OPITA 

2.1. Wallis-ova formula. — Potsetimo se na odredene integrate 

f c 
sin x the = 1 

0 

1T  sin'x dx = -fl  . , 

S' sins x dx = 2  
0 

ST  - 4 	 1'3 n sus x dx = 2-4 2 itd. 
0 

0<x <-2 / 

24.6'  7  • (.2tt-2) 

1- 3-5- • -(2n-1) 

[2-4-6•• - 2nr <  n <  P-4-6 - --(212-2).] 2-2n 

El.3-5- • - (2n-1)3 2 (2n+1) 2 	[1-3 -  - -(2n-1)11 

Uopstte za n ceo pozitivan broj bite 

T  = 	 (2n-1)  
el 2n 	2 - 4 - 6 	--- 2rt 2 
T2 	2-4- 6 	2n  
" 1  1- 3 -5 - • - (2n+1) 

Koko je 0 < sin x < 1 za 0 < < 42, to je 
Sin 2n-F1x < sin 2nx<sin 2n -1 x , 

a samim tim 

J2n +1 < J271 <  J2,7-1 

ti• 

2-4-6 • • • - 2n 1-3-5- • -(2n-1) It 

1. 3-5 •(2n+1) 
< 

2 -4.6 2n 	2 
odnosno 
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Ako sva tri Mans ove dvojne nejednaeine podelimo prvim &mom, koji 
6emo oznaeiti sa A, dobieemo 

	

1<— 	
C2"4 	(2n-2)12  2n  

	

2A 	[1 3 	(2n-1)3 1A 
Kako 

E.2•4• • • -(2n-2)2 1.2n  [1-3.5-- -.(2/2-1)1 2(2ni-1)  7 . 2n+1 
—1  

	

-no [1 - 3 • • •(2n-1)3 1 	[2 - 4 	2n1 2 	—fa 2n -no  

to i 

tj. 

Stavljajud 

— 	
[2 4- 	2n1 2  

 /int 
2 	 5 • (2n -1)I 2 (2n-F1) 

2.4.• •(2n) -= 2n  • 1-2.3.1;n= 2"-n! , 

1.3.5 -(2n 1)— 	
(2n) I. 	(2n)!  

2.4.--2n 	2". n! 
bite 

(2.1.1) 

71 22n  02!) !  2" (nD 2  

— m 
2 	n 

/i 
 -■ do C(2n!)3 1 (2n4-1) ' 

7T 
 Um 	

24n(nD4  

2 n-tco [(2n)13 2 (2n+1) Wallis-ova formula. 

2.2. Stirling-ova formula as n!. — Da bismo dobili pribliinu 
vrednost od 

log (ri!)= 7± log p 
13=1 

pokaihno da se desna strana mote zameniti izrazom 

log x dx , 

ako je n dovoljno veliko. Zaista, ako 

log (n+1)=7 log p 	log p 
P= 1 	P= 1  

zamenimo odgovarajueom vrednaku 
trio 

log x dx — log x dx 
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dobketno 

if log x dx = Ix log x — x 1 4: 1  = 

-,-(n+1) Log (n-H1)-n-l-n togni-n= 

= n log(1+ 
1 
 --) -1+ log(n +1) = 

= log (1+ 7;:)n  - 1 + tog (n +1) -4,00  tog (n+1) . 

Prema tome, za dovoljno velike vrednosti n moiemo zbir S log p zameniti sa 
P- 1  

	

1 log x 	n(logn--1)= n log -II  • 
4-0 

Posmatrajmo sada niz sa opium .lanom 

log n — n (log n— ) . 

Ako je n > 1, imamo 

U,, = Sn-  sn_ l = log n! -log(n+ t)! -n(log n -1)+(n-1)Uog (n-1)-0= 

= log n -n log n + n+(rz--1)Log(n-1)-n+1= 

= -1) tog (n -1) -(n -1)4 n +1= 

= (n -1)logn  11-1  = 1+ (n-1)log(1- rT) = 

1- (n -1) ( + 	+ 	+ 	) = 

I 	1 	mon  1 
uksi- 

2n 6 na 	re 
gde Bachmann-ova notacija 0(1) pretstavlja broj koji ostaje konaean, tj. 
reds veliane 1. kada odgovarajuda promenlijva teii svojoj granici. 

log nl-n(log n-1) sn---Zun=E(
1 	1 	1

+ -+O(1) -7) • 2n 6n 
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Ovaj red se pone kao red 1 E —
1 i on divergira kad n co. Medutim, 

2 
znamo da je 

E lm ( E In  – log n C , 
n-, 00  

gde je C Euler-Mascheroni-eva konstanta sa vrednoku C = 0,57.721. Da 
bismo izbegli, dalde, divergenciju koja se pojavljuje kod niza {s u}, posma-
traaemo konvergentan niz 

	

1 	 1 
Sfri  = 	log n = 	n! — n(log n -1) — 2 1ogn . 

Zaista, tada je 

1 	n 
vn=- Sitt –  Sn-i= Sn 8n-1— 2 

lo
grt-1 —  

+ tog(1– 
n L)+0(1) 

2n 6 na 2 	 n 

1 	1 	1 (1 	1 	n , i  \ i 	1 	i  ,.,„‘ 1 

	

= 4--  — — -I- 	 Vt. LI 
n
a--- 

 12 
	

na m
um— • 

2n on' i 2 n 2n1
) ± 	

ni 
Sada je jasno da ee niz {Ss} konvergirati, s obzirom da red S s  = E vs  kon-
vergfra kao hiperhannoniski red. 

Neka je S = lim S.= km Z vs . Ako sa R. oznaeimo ostatak S — Ss , 
bite 	 /1440 	tH. CO 

SII S - Rs, 
tj. 

0(1)  - 	E 	2 + a Rn=--  v„ 	pm 2+ = 	p— ti+ p 	n 
Kako je 

1 	1 	1 	
< 

1
a  < 	1 	1 	1 

P 1)+ 1  P(p+ 1) P P(P-1) P -1  P 
to je 

ao 	1 < E n+1 Ivo p n 
tako da se merle staviti 

1 	0(1) R _ 	, 

	

a' 	12n 	n2  
pa je 

S„ = log n! - n (log n-1)- Itog n 
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ni 
logn!= nklogi‘_i_ ilog n+ - un + 	n2  , 

0) log nl= log nn +loorri 4- log e
s + 
	+ 

oto  
?m+ ni  

n! = n nern Vii es 	0(1) ) 
12n n2  

Treba jol odrediti S. Oznaeimo es = A. U torn cilju smenimo dobijenu 
vrednost za n! u Wallis-ovoj formuli 

24n eitn n2A4 = A2 
liM 	4  

(11) " 2nA2n 	2 

, 

A= 9 5  = n , 

n 1 

± 12n
+0(1)  

n2  
log n! =n log -i  itogPri n) 

0(1)1  
(2.2.1) 	 nne-n A/2n- n c.1+ 

1 
--f- 
12n 	re - 

Ova; obrazac je specijalni slueaj Stirling-ove formule, koji se odnosi na 
slueaj kada je n ceo i pozitivan broj. Kolienik leve i desne strane te2i ka 1 
kad n 

2.3. lzraennavanje relativne rake. — Ako se zaddimo na pri-
blanoj formtili 

(2.3.1) 	 n! •-•-• n n eV2nn 
onda ee kolienik 

— e-n -VOETI  
qn= 	n! 

biti relativna grab. Lako je proveriti da je 

> nne-nV27rn , 
tj. pribliini obrazac (2.3.1) daje donju granicu za n!. 

Veal aproksimaciju i istovremeno gornju granicu daje obrazac 

(2.3.2) 	 n!< n" 0-n*1171C n 
sa relativnom gretkom 

n! —n" ern+ 121F 2r n 
n1 

tako da je 
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Koliko je dobra aproksimacija n! pomoeu Stirling-ove formule, poka-
zuje nam sledecta tabela relativnih grelaka 

Tabela 2.3.1 

n n! pa qn 

1 1 0,08 0,002 

2 2 0,04 0,0004 

5 120 0,02 0,0001 

10 3,62880 	. 106  0,008 

100 (9,3326 . . .) 10"7  0,0008 

2.4. Funkcija c(x). — Posmatrajmo integral 

(2.4.1) 	 r (P) = 	e-x  .dx 	 p > 0 

koji pretstavlja jednu neprekidnu funkciju po p. 7aista, integral 

A(p) =f e -x  x ri  dx , 	0 < a < b 
a 

pretstavlja jednu neprekidnu funkciju po p, ma kakvo bilo p, jer 

u = (p — 1) log x je neprekidno, pa samim tim i xP -1 . Najzad proizvod 
to funkcije sa e bide jedna neprekidna funkcija. Samim tim bide i A(p) 
neprekidna funkcija po p. Ako je p ogranieeno, integral uniformno kon-
vergira kad co, jer za p < A vidimo da je za x > xo > I 

e -x xp-1 < 	x4-1 < e_f 

Prema tome, integral 

er xP-1  dx 
4 

postoji i pretstavlja jednu neprekidnu funkciju po p za p ogranieeno. Pret-
postavimo sada da a 0. Ponovo demo imati uniformnu konvergenciju 
ako je p > a > 0, jer tada, za 0 C x < 1, imamo 

I e-x  xP-  I < 	C x"  

Prema tome, funkcija r(x) je definisana i neprekidna za p > 0. Pri-
menom parcijalne integracije dobijamo 

F(p)=S e-x xt' 1  dx = 
o 

=Ea' xr".1 ]+ 	ix  x"dx 
0 
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r(p)=.(p-i) (p-1) , 

r(p+1)= pr(p) 
i uoptte, ako je n ceo poritivan broj a p > 0 

r(p+n)-(p+n-1)r(p+n-1)-(p+n-1)(p+n-2)...p 1"(p)• 

IC.ako je 

r( 1 )=Tedx----  1 -er= 1 
to je za p 1 

(2.4.2) 
	

i(n+1) = nI 

tj. tada se funkdja r(p) poklapa sa n!, tako da ova funkcija pretstavlja 
interpolaciju od ni . Funkcija r(x) naziva se i Euler-ova funk*. 

Prointnie definicije za r(p). — Stavimo 
so 

F(p) =I e x fr-1  dx +.1 xr1  dx . 
0 

Drugi integral definite jednu neprekidnu funkciju za svako konaCno 
U prvom integralu smenimo e-2 njegovim redom 

x=E 	(01=1). 
0 n! 

Ovaj red uniformno konvergira za 0 < x ( 1, pa te uniformno konvergitari 
ako ga pomnotimo sa xv- I tako da onto mod. da ga integritemo Clan po Clan, 

c (-On  e dx = E 	xni-p-1 dx=r  
n! 	 a n!(n+

n
p) 

Na osnovu Weirstrass-ovog pravila ovaj red konvergira u svakom ograni-
&nom razmaku koji ne sadrti taeke p za n= 0, 1, 2, ... jet tada 
imamo 

In+pl>d>0 
a 

co 

o dn! 
konvergira. Funkcija 

F (p)=Ec 	el.)"  + ext-1  dx o ni (n+ 
je definisana, dalde, za svako p razlieito od 0, —1, —2, —3, ... —n, 
Oznativarno opet sa r(p), pato je identidna sa integralom 11 (p) za p > 0. 

P- 
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Lako je proveriti da ostaje veza P(p - 1) = p r(p) za svako p razlieito 
od 0, —1, -:2, —3, ..., jer 

1-(p4-0 	(-1)"-E 	tie 
xp 

 dx- 
o nqn+p+1) I 

 =°' (- 1)n{(n -hp4- 1) -p}  + I e x
p 

pie x .dx - 
• (n+1)1(n+p+1) 

	

s° 	(- 1) n 	_, 	(- 1)"  

	

PE 	+ e +E 	+ple-x xr l dx= 
111(n+ p) 	0 (1+1)1 	4 

	

°° 	(- 1) n  
=P nI(n+p)

-h tplex0-1  dr, 
4 

=P• + p: 	ple dx 

(-1" 	+ rex xf) 1 dx1 
n! (n+ 	ti  

= pi-1 (p) 
Ukoliko je 0 <p < 1, onda je 

Fjp n)  = 1  (2.4.3) n 	r (n) friP 
gde je n ceo broj. Stavimo 

r(p+n)=1,+.I2  
gde je 

J = f e

• 

' x"P-' dx , 	Jz = 	x"+0-1  dx . 

Ako je 0 < x C n, onda je xP 6 n,  i 20 -t)nri pa je 

P-1  Se xnerx c 3, CnPle

• -

xxn-idx. 
0 

Alto je x 3 n, onda je x

• 

1 -1 	x• nP pa je 
00 	 .0 

nple-xf-idx  < s2  np_ 

	

I 	dx 
tt 

za p= 0, J1 -F,T2 = r (24-n) =r(n).Za p- 1, Ji-i-Ja =-- r(p+n)= r(n+1). 

Otuda 

=i2P-1 1 -exn 1 -Fr t-1 .nice'x"_ ,  dx 1 0 
O SI  

=-e n 	+nisirxn-11  dx -n 714 tr-i 
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tab da je 

fp -1 
n° 	clx = 

0 

"Pr(n)-enn."  Na isti naein dobijamo =  

	

< PI P  -4  (t2+ 1) + 	n n+P 

take da je 
	= nP r(n) +en nntP-' , 

e' nfi+ P-1 	r(n+p) 	ern  nn+o -1  
	  << 1+ nPr(n) 	nPr(n) 	74Pr(n) ir, primenom Stirling-ovog obrasca, 

lin+p)  t i c  en't+o- '  = e-nnn -1  ann" _1 	0(1) 
no r (n) 	I nor (n) 	(n -1)! n! 	"sitn 

( 	
n 

	 1+ 	 ) —+ 0 

Ukoliko p nije negativan ceo broj, molemo napisati 

r(p)=. 
r(p+n+1) 	n! nP 	r(p+n+1)  (n+1)P 

p(p+1)- • • (p+n) mp+1) • • • (p+ n) (n+1)P r(n+1) 	no 
Drugi i treat faktor • I kad n co, tako da je 

(2.4.4) 	 r(p)-=lim 	
Hipp  

n-no p(p+i)- • • (p+ n) 
Dobijeni obrazac (2.4.4) pretstavlja tzv. Gauss-mu definiciju ea 

Kako je 

to je 

r(p) 	 n! 	 n n  
-(p+n) (1-p)(2-p)- • -(nt 1-p) 

n-yro [ p ( 1+ f) • • • • (it fi ) n + 1 (1- f)(1- f) (4- 

	

1 		n 	1  

n 

r(p). 

1-(1-p)=-11:70 (1_p)(2 _p) • • • (n+l-p) 

-= 11M 
p (1 _ P.12  n-p+1 

sin= 
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(2.4.5) 1 	n- 
r(5)r(1 –p) –  

Za P  

tj. 
(1)• r ( 12.) -  

IT 	IT 

ina 2 

p17(1- f) 	sin n p 

(2.4.6) 

r  (1) = 1 r il =  i vrr, 
 kzi z ‘2. 1  2 

r  2v+1\ 	1.3.5.• - (2v - 1)  
Vir . 

2 	 2 v  

2.5. Funicija B(p, 	— To je funkcija definisana za svako realm) 
p> 0 i q > 0 integralom 

(2.5.1) 	' 13 (p,q)-Sx°' (1-x)' dx 

Dokatimo vainu relaciju 

(2.5.2) 

Slede(a funkcija po t 

_  I(p)T(7)  
13(p.g) - rip+  

g(x,t)dx= trrix t-i e-t(++x) dx r(p) 
O 0 

Integrabilna 'e, jer 

a) funkcija 
$. (x, t)_ e+9-1  x P- I e-i(i+x) 

neprekidna je po t u svakom konanom otvorenom intervalu, 

b) S Igx,01 dt milt" x 
el - ttiOn dir 

xt>--1 it(i+X) a:= rck+n, 
l'ufew= a  < t  It 

OD 	 .0 
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0-4 
gde je funkcifa r(p + g) 	 

(I + x)o+o 
interabilna od 0 do co. Zato je 

no co 

;dtig(x,t)dx = 	g(x,t) dx 
0 	 e 	0 

=Um 
E 

o, 

dxfgoc,t)dt =Jim 
E -+0 

o 	e 	 o 

= 	co  

dxf t" 
6 

e-w+x)  dt. 

Kako je 

loc,t)dt-- t il+q-1 	e-t"tx)dt < fg (x,t)dt 

xP -1  

r(ng)  a +4,41  

to je 
cc 	co 

im l 	cix goc,Tdx 	t)dt . E .42 	
t)dt = 	ee, 0 	€ 

r  x  

=r(p+q)) ont+q  dx . 

Stavljajuei 

 

x dx  du- 
(1+x) t  

 

11--= 
1+ X 

 

gomji integral postaje 

Sul"  (1—u) q-1  du = B (p,q) . 

Tako smo dibili 
00 

limir(p) t q 1 9-t  dt= r(p) .1 	dt,_ 
-* 0 

= r(p) rico = npi-oB(fr,q) 
tj. 

r(P)T(q)B (p,q)= 
r(p+0 
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Do ovog rezultata mogli smo i na sledeei naein da dodemo. Stavljajudi 
x = s8, odnosno t2, biee 

00 	 00 

r(p)=1 x°  e-x  dx = 2 e 2P-1  e-sa  cis , 
0 	 0 

00 

r(q ) = 211-29-1  e -t2  dt 

pa je 
0000 

r (pl.  (q) = 4fSePA  et"  e-5-2-  t2ds dt. 
00 

Prelaskom na polarne koordinate 
s=r cos 0 , 

t=r sine ,  

integral za pozitivan kvadrant postaje 
Jr I  co 

4 Scos* -1  Osin4-1  0 "*" e-ra tir-da. 
0 0 

Sada je, stavljajuki 0 = u, 2r dr = du, 
co 

I 
4r2P+21-' err2  dr = urig e

u 
du = r(p+g) 

0 	 0 
a 

IT 

SCOS 2P-I  05ina9-4  ode = .1xP-'(1-x)9 -1dx = 
• 

B (p, q) 

pa je 
r(p)11q)= rip-1-91B(p,q) , 

to smo hteli i da dokalemo. 

2.6. Nepotpana 13-funkcija. — To je funkcija 

Et (P ,  = f 	 0<t<1. 
0 
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Nepotpuni kolienik Blunketje je kolitnik 

B (p, q) 
t (P,  - Bt(p, q) 

xri (1-X ) q-l cix 

iii 

al _  (P÷q-1 )!  

-t w ' 	(p-1)1(q-1)I (1-x)q- 	. 

Stavljajuei 

dobijamo 

y =1-x , 	dy 	x 

t 

it(p,q)- 7;11÷0q.1-(;-)11)! 	
j'Y 

(p+q-1)! 	T-1 

(p-1)!(q-1)! Y 	(1-y ) yl 151Y--=  s-t 

1-t 
0) + 17 -1 ) 1

4 
q-i 	 r CI-MP  4-  .1 Yq-1 0 -.Yr1dY} (p-1)!(g-1)i 

tj. 

it(e , q)= 	(q,P • 

Ovo je jedna vaina veza koja je koriteena millirem formiranja tablica za 
nepotpunu Blunkciju. 

2.7. Binomijalna verovatnoda. — Neka smo n puta ponovili opit 
sa istim premisama h i neka su moguee kao istinite pri svakom opitu samo 
dve propozicije a i b = a sa verovatnodama 

P a/ 

g = 1-p = b/h =ci/h 

Verovatnoea da ee u prvih m opita bid istinita propozicija a a u 
preostalih n — m opita suprotna propozicija a, je slotena verovatnoda 

pm q tt-an 
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Verovatno6a da to u m opita biti istinita propozicija a, a u n—m 

•opita propozicija a, bez obzira na redosled, bite 

(nein ) pin qn 

(2.7.1) 

mi(n-m)! 
prn g, n -M 

Odmah vidimo da je Pm  (nt + I)-vi elan razvijenog binoma 

(P+q) n  

i da je 

(2.7.2) 	 > Pm (p + qr = . 
m-0 

S obzirom na osobine binomnih koeficijenata obrazac (2.7.1) mote 
se pisati i u obliku 

Pm 
	n rn ?PI q 

1 
a za p=q-- 

2 
 bite 

Pm = Pn —m= rt 
2 

Max {P m } = Pk  Jjike  

Za p 0 q, najverovatniji broj k dobieemo na sleded natin: 
obrazujmo kolienike 

Pk  = 	n 	(k -1)1  In-h+1)! 	qn—le 

Pk — i 	 rt 	pk:1 I n— k+1 

Ple-1 	k 	q. q 

Pk 	k +1 q 

Pk ti n-k p • 
Da bi Pk bio maksimum, potrebno je da budu zadovoljeni uslovi 

Pk „>. Pk  

Pk- i 	 Fk+i 

Ukoliko je n paran broj, tj. n = 2k, najverovatniji broj puta da ee pro- 
pozicija a bid istinita, odnosno najverovatniji broj ostvarenja oeeldvanog 

1 	., 
dogadaja A, a p q= 	Ince sa verovatno6om 

2 

tj. 
Pk 	n+1 P P 
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odnosno 

n+1  P P 
k q q 

k+1  g 
n-k p

>1, 
 

odalde 

(2.7.3) 	 np-q C k C np+p. 
Najverovatniji broj ostvarenja oielcivanog dogadaja A u n ponovljenih opita 
je ceo broj koji se nalazi izmedu brojeva np — q i np + p. 

Koristed simetriju, odmah zaldjueujemo da je najverovatniji broj 
ostvarenja suprotnog dogadaja A u n ponovljenih opita ceo broj koji se 
nalazi izmedu nq — p i nq + q. Naime, nejednaeinu (2.7.3) moiemo napisati 
i u obliku 

n (1 — q)— q <k C n(1— q) + p, 
odalcle 

(2.7.4) 	 nq —p < n—k c..nq+q. 

Ukoliko je nq ceo broj, onda je i np ceo broj, po§to je np + nq = n. 
Brojevi k i n — k, koji odgovaraju najve6oj verovatno6i, bite tada np i nq, 
a najverovatniji slueaj bite onaj u kome to u n ponovljenih opita propozicija 
a biti istinita np puta a propozicija a nq puta, tj. proporcionalno svojim 
prostim verovatnoeama. 

U op§tem slueaju, za najveou verovamodu, brojevi k i n — k razli-
kovaae se respektivno od np i nq za mania od jedinice, a kolittik 

k 

nalaziee se izmedu 
	 n-k 

np+p  
ng-p 

tj. koli6nika iz gomje 	ce od k i donje granice od n— k, i 
np-g  
(ph y-Fg 

tj. koliZnika iz donje granice od k i gomje od n— k. Deledi imenitelje sa n, 
dobieemo dvojnu nejednaeinu 

P - 9 	k 	P+  
n-k 

< 	P 
Alto n co, vidimo da obe grantee tele ka 	Mote se, dakle, reel da, u 
najverovatnijem slu6aju, kolienik kl(n — k) postaje i ostaje blizak koli6niku 
plg za n dovoljno veliko. 
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Verovatnota da to u n ponovljenih opita propozicija a biti iii k, iii 
k + 1, . . . , ill I puta istinita, bite 

P(k,/ ) = 	+ Fk±.1 + • .+ Pt = 

Neposredno izlazi da je 

	

p(0 ,n) 	E (In p t q n-t, 	1.  
i=o\l' 

Oznatimo P (m) verovatnotu da te u n ponovljenih opita propozicija a 
biti vge od m puta istinita, tj. 

	

F(m) 	(r.i)
le nn-` • 

a sa Q(m) verovatnotu da to u n ponovljenih opita propozicija a biti vik 
od m puta istinita, tj. 

>2 
(m) = Z 

■

len 40-i n i 

n-Hr 
Verovatnota da te u n ponovljenih opita propozicija a bid m puta 

istinita, jednaka je verovatnoti da te u n ponovljenih opita propozicija b 
bid n — m puta istinita. Zato temo staviti 

P m  = Qn _ m  = (mn P
m 

4
n-in 

Sukcesivno imamo 
P = Q 7)14-  n-m-I 

Pm +2 = rt-ni -2  

Pn-i = Qi 

P, = Q , 

odnosno, ako saberemo ove jednatine, 

P(m) = (2(n — n). 

Da bismo izbegli vete zbirove, dogovoritemo se da uputrebimo notaciju 
P (m) ako je m > trp. Ako je m < np, tada je 

n—m >n—to=nq, 
tj. 

n— m > nq 

i tada temo upotrebiti notaciju Q. Verovamoeu P (k, I) mo±emo sada pisati 
u sledeeim oblicima: 

1) ako je k < pm a / > np 	 np 

P(k,/)=1-P(/) -Q(n-k), 
0 k 	i  i n 
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2) ako je k,1 > np 	 np 

P(k, 1) = P(k -1)- P(1), 
0 	k 1 n 

ako je k,1 < np 	 np 

P(k, 1) = Q[n — (1 + — Q(n — k)= I  
6 it 	n 

= Q(n — 1 — 1) — Q(n k). 

Prema tome, verovatnoeu P (k, 1) moei oemo uvek da izraetutruno 
preko verovatnoca P(m) i Q (m). Verovatnoee P (m) i Q (m) nazvaeetno 
binomijalnim serijama. 

2.8. Izraeunavanje binonlijabilh serija pomoeu koblenika =pot-
punih B-funkcija. — Posmatrajmo sledeei nepotpuni kolienik B-funkcija 

Ip(k, n — k + 1). 

Po definiciji je 

ni  
i p (k, n-k+1) -  (k  _.01(n_h)!  

Parcijalnom integracijom dobijamo 

u = (1— x)n-k, 	 dv = x* --1  dx, 

Xjt-4  (1— X)"-k  dx = pk  (1-p)n-k  + ;41  X k  (1—X) k-k  dx 
0. 	 0 

Ponovnun parcijalnint integracijama dobieemo na kraju 
p 

(1-x)n - k dx = 
k 
- pkii-prk  + 	ri 

k) 
hk÷1 fi fr 

n
An  k  1  4- 

a 

(n - k)(n -k-1) (k-1)!(n-k)!  n  
le(k+1)(k+2) Pk+2 (1  Pin  h 2  + n! 	P • 

pa je 

! n 
(k,n-k+1)— 	de( -pr k 	n.  

' 	(k+i)!(n-k-i)! Ple+1 	n  (n-10! e 	 (1-P) 

PA-Pk+1 +-.•+P 

SX ji-1  (1 —  X) "  dx . 
0 

= P(k-1) . 
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Tako smo dobili da je verovatnota da te se otekivani dogadaj desiti k 
ili vile puts u ukupno W ponovljenih opita data izrazom 

P(k 1) = 11,(k, n — k + 1). 

Tablice kolitnika nepotpunih B-funkcija dao je Karl Pearson. Tablice 
za h (a, (3) izratunate su za vrednosti (3 od 0 do 50, a za a od a = (3 
do a = 50. Parametar t dat je u stotim delovima. Ukoliko je a < (3, ko-
ristimo vezu 

It (a, (3) = I — It-s (3, a). 

Ukoliko je a ili vete od 50, ne mokmo koristiti Pearson-ove tablice. 
Tada jedino =km° koristiti pribliinu Uspenslci-evti metodu kada je n 
veliki broj i koju limo izlotiti u sledeeem paragrafu. 

Tabela 1 daje vrednosti kolknika nepotpun ih B-funlccija. 

2.9. Uspensld-eva metoda za aproksimativno izraeunavank 
binomijalnik script. — 

Videli smo da je 

P( 1 ) = Pt÷t P/1-2± 

 

+Pn = 

 

{ 1  Pl+2 ±  P1+3  + 

P1+1 	P1+1 }= 

= 	1+  n-1-1  p (n-1-1)(n-1-2)  P14_ 	 
1+2 q 	(1±2)(1÷3) 	q 

-n+1+1 	(-n+1+1)(-n+1+2)t12+  
==PIA- 1-1 1+ 	t-F2 	411 	(i+2)(2+3) 	\ qJ 

Korikenjem Stirling-ove formule ili logaritamsko-faktorielskih tablica odre-
dujemo Pi-Et. Ostaie da izrkunamo red 

n4- 1+1  ( .29) +  (-n+1+1_)(-n+1+2)  ( 92 	 
S — i+ 	 + 

1+2 	k q I 	(1+2)0+3) 	1 

Ovo- je hipergeometriski red oblika 

F(-n +/ +1, 1, 1+2, -I-) , 

tako da je 

P(1)= P+, F (-n+l+ 1., 1,1+2,-F) . 
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Lako je pokazati da hipergeometriski red 

ciP 	c((a+ 1 )(3 (P1-1 )  
F(a,p,y,x)=1+x+ 	 x + 

y 	1.2•y(y+1) 

a(a+1)(x+2)13(13+1)(3+2) 
 x3 + 	+ 

1 2 . 3 y (y+14 -1-2) 

a(a+1)••••(a+n-2)13 	('+n-2 )  n-1 + 	
1 ' 2-3• - •(n-1)• -- (r n -2) 	

x 	± • •
- 

konvergira ako je ixi < 1. Naime, za odgovarajud apsolutni red, kolknik 
tin+1 bide 

(x+n-1)(13+m-1)  
1.4 n  	n (y-rn —1) 

tako da je 

Jim 
	U n#1 

n —)00 	74 n  

Red je, dakle, apsolutno konvergentan ako je I x I < 1. Prema tome, potrebno 

je dap < 1, tj. p < q. Mi demo u daljem izlaganju pretpostaviti da je 
q 

taj uslov ispunjen. Ustanovimo sada sledeee poznate veze 

F(a,p+-1,y+1,x)=F(a,13,y,x)+ 

(2.9.1) 	 ±x 	cc(1-13)  F(X 1-1 ,13 + 1 ,1+2, 9 ' 
1(1 41 ) 

134-0

+ 1 )  
(2.9.2) F(a+1, 	x) —F(x,p,y,x) -1- x 	F(ct-fri, p+i,T+2, x) • 

74
0  

Stavimo skrateno 

X2n =F(a+n,p+n,T+2n,x), 

X2m4 = F(a+n, (3±n+1,y+2n+1 ,x) ,  

a2.— 
 cptro(y—a+n)  
(y+2n-1)(1+2n) 

a  

(y+2n)(y+2n+1) 

I xl • 
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tako da je 
Xo = F(a, p, y, x), 

= F(a, (3 + 1, y  + ,C), 

X2 = F(a + 1, p + 1, y + 2, x) 

X3 = F(a + 1, (3 + 2, y + 3, x), 

oc(1— (3)  a,— 
1 (1+ 1)  

((3+1)(T—a+1)  
a,— 

(y+1)(y+2) 

(a+1)(y-(3 +1 ) 
a — 

3 	(y4-2)(Y+3) 

Relaciju (2.9.1) mofemo sada pisati u obliku 
Xt = Xo +ai x X2. 

Smeniujuei a, ,p, y sa a, p + 1, y + 1 relacija (2.9.2) postage 

Xs=Xt+asx X2. 

Smenjujuei a, (3, y sa a + 1, (3, + 1, y + 2 relacija (2.9.1) postate 

X2 = X2 + an X4 itd. 

tako da dobijamo 
x , 

X* 	
1 a,x 

1 	 a3x 

Uzimajuli da je 

tj. 

= F 	n + 1 + 1, 1, 1+ 2, 	), 

= —n + 1+ 1, 

(3 = 0, 
y = + 1, 

x = 

az x 
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ck  
cok = 	dk 

1+ 
Ck +1  

tako da je 
Xe = 

i stavljajuei 

dk= a.k x  =__ 	(P-± k)(T—WHO  p _ 	k (n+k ) 	p 
(y+2k-1)(T+21t) q 	(1 4-2k)(1+2k+1) q 

-0(y-(3+k-1)  p 	(n - l-k)(1-Fk)  p 
(y+2k -2)(T+2k-1) q (1+2k-1)(1 +2k) 

dobieenio 

)--(0  -= Ft—Ft+ +1, 1, 1+2, 

C,  
1+  d,  

Ci  
Ci2 

Kako indeks k uzima vrednosti 0, 1, 	, n-1-1, to je 
p  (l+k)(n-l-k)  

ck= .q (1+2k)(1±2k-1) > 0  • 
Na samom poeetku pretpostavili smo da je p < q. Takode je 

l+k >1+2k-1. 
Najzad, nejednaaina 

n —1—k <1+2k-1, 

n < 21 + 3k — 1 < 2/ + 3 (n — / — 1) — 1, 

1+ 4 < 2n, 

bite zadovoljena ako je n > 4. Kako, medutim, pretpostavljamo da je n 
veliki broj, to ee to nejednaeina bid zadovoljena. Prema tome, za veliko n Née 

0 < ck < I. 

1 

Zato ae verilni kolienik 

. 1 1+ dk 
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bid izmedu 0 i ct, tj. 
0 < (aft < ck. 

Trdenu velitinu motemo sada napisati u obliku 
1 

F(-n+1+1,1, 1+2, 	)= 	 
q 	1-co i 

gde je 
c, 

W2— 	C2  

1+ 	2  
1 — WI 

(k) = 
dk 

1 —  (1.40.4 

0 < Wie+1 < ek+1 

to limo smenom ovih granica u izrazu za cok dobiti granice za raft. Sme-
njujuti to granice u izrazu za 61k-1 dobidemo granice za i tako daije, 
i na kraju demo dobiti granice za F. Videli smo da je F konaena vrednost 
ukoliko je p < q. Prema tome, granice za F biCe utolilco uie ukoliko je 
k ye& broj, tako da eemo uvek moCi da dodemo do leljene taenosti. 

2.10. lzraunavanje binomif able verovatnode. — 

Oduzimanjem jednaCina 

P(m — 1) = Pm  + P,n+1 	+ Pn , 

P(m) 	= Pna+1 Pm+2 	Pli, 

Pm 	= P(m — 1)— P(m). 
Prema tome, binomijalne verovatnoee moIemo izraaunati preko binomi-
jalnih serija. Ako je n Sin broj, Pm molemo izraCunati porno& tablica 
koliCnika nepotpunih B-funkcija 

Pm  = /p (m, n — m + 1) — (m + I, n — m). 

Ako je n veliki broj, koristieemo Stirling-ovu formulu i u obrascu za 
binomijalnu verovatnoeu, koju eemo oznaaiti sa Pa , m, staviaemo 

- 	, 
n! = nn e --+ 12  n V 2nn 

m!= M In  e -In• I fiTh2  172nm 

(n -in)! = (n-mr e-n+m#14%) \ /2n-  (n m) 

1 + 	 

Kako je 

dobijamo 
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Pa je 

Pn,m 
n1 	pm q  

ml(n-m)! 

tro 
	  ( np 	nq.  )12-"I  

[21-emnfra-mli m 	n-mi 
gde je 

2m 	2(n  

2m +1 • 2(n-m)+1 2n+1 
< 9z+83-e, < 1 . 

Dalje je 

Pnon < &an < Knz , 

gde smo 	sa 

(2.10.1) 

(2.10.2) 1),TH  

[ 	n  
Ito 	ft-Wt 

( 	n q \ e we 1 
12,„ 

Tii--d.”•• 

1 
120- 15->F2 

2n- m(n-m) 

n 
[ 

m/ 1 n-mi 

1 	m 
1/01-n044 np) 

2g m (n-m)1 	m 	nrm ) 

Ove izraze motemo lako izratunati pomotu Iogaritamskih tablica. 

2.11. Laplace-ova teorema. — Ova nam teorema pru2a jedan drugi 
natal za izmClutavanje verovatnote P,,, ni za veliko n. Uzimajuei opet aproksi-
maciju za faktorijele pp 

 

	

n! =V ^n- n nn e-nt 	, 

e s 
M = V27Tt7/ 	e -m4 ' 

(n 	V27-c(n-m) (n-m)i n+m+ 12(2-1- ,n) 

< 81, 02 , 03 < 1 

i oznaeavajuti sa x otstupanje broja ostvarenja od najverovatnijeg broja 
ostvarenja odekivanog dogadaja, tj. 

x — np 

priblitna vrednost za Ps , m bite 

(2.1.1 ..1)Pn (x)=   (1+ 	-) 
V2nnpq 	np (

x )x- "1-1  e Mt ,AT; - Jk.) 
nq 
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Pretpostavimo prvo da je x = m - np ograni•eno po svojoj apsolutnoj 
vrednosti. Oznatimo, kratko& radi, sa 

	

ip -x -1z 	,x-nq- .41  
A=(1.1- —x  ) 	

(I ±c--) np 	nq 

B
= e

Mt - A)  
i potraiimo granknu vrednost izraza AB kada n oo. Pre svega, dokafimo da 

n 

fn (X) = ( 1+ 	ex -td-* 1 , 

kad n co u svakom ogrankenom intervalu I x I < k. 

Kako je 
tz t 3  t+ 

log (1-1-0 = t 
2 

+ 
3 
 4 + 

za I tl < I, to se mote pisati 

	

login (x) = x- n 1og(1+ -
x 	x3 
n) 2n 3n2  ± • • • • 

za I x I < n. Ako je 	I < k, to za n > k bide utoliko pre ixI <n pa je 

togin(x)1 < )--c-2- < 
2n 	2n 

Iz 
k2 

/im — =0 
n-4 ,0 2n 

sleduje 

fn(x)-> 1 	n --)00 . 

Zato imamo 
x 	y  

lirn + 	e 	1 , 
it -400 	np 

x nq  -x 
1im (1- 	e = 1. 

71 -).00 	nq 

Kako izrazi 
np+x=m, 	nq-x=n-m, 

te& ka nuli kada n co, to je 

lim B = lim e;4 	ne" in)  = 
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Iz gomjih rezultata sleduje 
- 

lim AB = 	(1+ 	ex ( x 
nq 

 e-x x  
np 	n q 

x 21 x 

	

) 	(1- 

	

nia 	nq 
Jednaeina (2.11.1) mote se pisati u obliku 

Pn (x) V2n npq ---- AB 

i ako n co a x ostaje ogranieeno, bide 

lim Pn(x)V2m npg =-- 1, 12-0.3 
odakle 

•B = t . 

1/27r npg 

Pretpostavimo sada da je ,T7-3  ograttieeno a da x mote biti 

i neogrankeno. Stavimo 
x 

VII =Y 
tako da je y uvek ograniteno i potramo granienu vrednost za A, tj. Za 

A = (1÷ 	P.-1--;_in  -nil -1'0 	Y 
qAi 

\--Paq+yrn-  -I 

P I/ n )  rr i 
Alto logaritmujemo i razvijem.  o u red, dobieemo 

log A = (-nP-31VW- 1) logi+ c —T:13 n  ( per  ) + 4.  

+(—nql-y‘/T2 —1)  tog (i—  Y  ) _ 
ill; 

=(- n P  -YArri 1 )( 3  ' 	YI 	
y a 

2 irlyi 2p2n 
t 

3enArir 	)± 

±(-nq+ yVri - I  )(-  Y  
■ 	 ) 

Y 2  2 
3  

2 	qVii 2q2 n 3q 3 nVit 
Poste svodenja bike 

■ 

(2.11.2) 	 Pn(x) ti 

logA=-1 1 4)+  Q  
2  p q 
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gde je Q jedna ogranitena velieina za y ogranieeno. Za dovoljno veliko n je 

P417 
< 1 i 

qv n 
< 1. 

Kako je 

to je 

Otuda 

iii 

—+— = — 
P 9 P9 

log A = - 21;:q  + ,"---r7(1  • 

Ae4 --, 1 

A e-4, 
kad n -. Go i za !y I < M. 

S druge strane, videli smo da B I kad n co, tako da dobijemo 
na kraju 	 x s 

2,, og 

4i2n npq 
graza n co — o nieeno. P8(x) pretstavlja verovatnoeu da oe za x 

T: 
otstupati broj ostvarenja of ekivanog dogadaja od np. 

2.12. Poisson-ova graniena formula za binomijalnu vero-
vatno6u. — Neka je verovatnoea ostvarenja oteldvanog degadaja jedan 
mali ali konaean broj p i neka je m broj ostvarenja oeeluvanog dogadaja u 
n ponovljenih opita, Videli smo da je 

n 
P7I, M 	

e -TM 

(n- rn)1 

Stavljajudi k = np dobieetno 

P12 9  7,2 
n  (n -1)(n -2) —  (n—m+1) 	

(.1 	
T-m 

len 	 m! 	n 

-(1 )(1- 2  tt ) 	n ml (1- n 	= 

—km( 1-117 sfr  (t— n ±) m! 	n 	t-o  

(2.11.3) 
	 Pn (x) 
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iii, s obzirom da je 

/n- 	, 12 	/m-i / 	„, 
1 -  —) = 	

/ 	
= 	 A1 

i -0 	n 	-0 	n 	i-o 	n 	n 

n 	i -o 	n 
Pokatimo prvo da je 

) 

(1 -11)-1 ) < (1 - in 	)111 ) < ( 1--L? )
2 

n 	 n 	 2n 
za sve vrednosti — 1, 2, 	 m —1. Ako izmnolimo proizvod u sre- 
dini, dobidemo 

I 	 m-i 	m i - 

1   = 1- + - 
n n nn 	n n n 

Kako je 1 < i C m — 1, to je • 
1 _ Ln   (. 

> 1 -  — 
n 	n n 	n) , 

time je dokazana levy nejedtiakost. Desnu nejednakost dobidemo na sledeei 
naein: 

t m-i 	m 4mi-4\2 	2,22 
1 -  + 	- 12

2n 
+ 

4222  4n2  n 	n n 	 4-na 

= 	
my +  4n21-4i 2-  m2  
Zn 	4 na 

! 

2n 
I ( 

2n 
M-21, 

2 
rn 2  

< (1-  2n . 
Otuda 

)2(M-I) 
—777 	< 	( 1- )(1 - 	) < (1-2 

n 
—rn  72 	12  

iG 

im 	 ti (1--t)r*-1 < iff(i i )(1- -nti-) <(1- 1'12.`

/71-1 
 

Zato je 
01-1 m  ell it_  igt-el 	rs 

km(1-(1 kr- 	gr,m 
n 	 m1 n ) 	2n) 
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Kako su k, m i n pozitivni brojevi, to se binomi na destmj lanai mogu 
pisati na sledeti nadin 

2 	k3  
(n-m) 	 - (n-m) (

k 
 17z +

n2  + n3 
+ 	)- 

- k + •k - nn-m 
3 	< 

2n2 	• 3n3  

< _je 	h  n-rn ie2  
n 	2n2  

(n-1) 4 (1- ±1 ) ("1-1>(m 

m2 

 -- 	) 
	m(m 

 2n 2n 	 2n 4 712   

km _k 	Vikk2 r Mia 
Prynt < — e 	 " 

in! 

km _kak _ !jaa 
(2.12.1) 	Pn,m < — e e 

nil 
S druge strane je 

(n -m ) log 	-(n-m)log  n - (n-m)1og(1+ 
n-k 	 n-k 

k 	k2 	k 3  = - (nm) 
( n-k 2(n- k)2 + 3(71-k) 3 

= 
n-m k + 

 (n-m)  k2  (n-m)  k3 + > 
n-k 	(n -k)2  2 (n-k) 3  3 

n-ni k  + n-an 	(n-m)  k 3  
n-k 	(n-k) 2  2 	(n -103  3 

km  - nk +  k2  - k2  (n-m)  k2  (n-m)  
n-k 	(n-k) 1  2 (n -k)3  3 

k(m-k) 
 + 

	k 2  (n- m) ka  
=- k+ 

-k 	(n -k) 2  2 (n-k) 3  3 

tako da je 

tj. 
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m-1 	m) 	m-1 „ 
2 	—n = - 

2 
 log(1+ ---

n-m 
) 

m-1 	m 	M2 	 m (in -1)  > 
2 n -m 2(n -m)2 + 

	
2 (n -m) 

pa je 
km 	k k(m-k)  n-m k2 re-m 	m(n-1)  

(2.12.2) Ptt,m > 	e e 	w=kri -z-  wr-Thlz 3 2( 31-333 ) 7  

in odnosno, a fortiori 
km 

Ptt,m 
m. 

s obzirom da je lako pokazati da je 

k(m-k) 	 k2 	n-m k 3  m(n2-1) 
n -k 	(n-k )2  2 (n-k)3  3 2(n -m) 

	

> mk m(m-1) (n -m)k 2  (n1n)k3 	m3 

	

2n 	2n2 	3(n -m)3  2n(/ -m) 
Naime, ako se oslobodimo razlomaka i izvrAimo svodenja, dobieemo 

0 > — Iri(n — m)2  — rn3n(n 102, 
tj. potvrdu gomje nejednatine. 

Kako je in ks k4 	 
e - (n-m)k 3 	m3  ol-p s vgn-st) > 1 _ 

to donju granicu za 	moiesno pisati u obliku mi
Pn,m > 	e ,+ 	2" 

km  k 
ink m(m-i) 

-2nmi [1 	n 	m ks  

(3(n - k))3 	2 n(n-m) 

nt3  

tako da je 
3(n — k)3 	2 n (n — m)] 

nth m(m - 1) (n-mW 
12.3)P„,„, = e vs 	 2"' 	0 Fn—mYea 	ma  in ! 	 3 (n — Ar 2n (n — m) 

gde je 0 jedan brof izmedu 0 i 1. 
Ako n co, pri eemu m i k ostaju konaeni, dobijamo Poisson-ovu formulu 

(2.12.4) 	 plint N = li on  L'n e ms .  

71-0 	 in 
Verovatnoea da ee se u beskoneno mnogo ponovljenih opita oeelcivani 

dogadaj ostvariti iG 0, ili 1, ili 2, ili . . . ili co puts, more biti jednaka 
jedinici. Zaista 

°° k 	-k 
°±) Pn,m = E 	e = 

7n=-0 	 m=0 $ : 

	

-k 	k In 	-k = 	= 	e
k 

=1. 
In mo 

_k 	nth /Wm —t) 	(n-m)  k 3 	ins  
e .9 " 	an= 	e 	41) T 2tt(tt-m) 
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Najzad, verovatnoaa da ee se u n ponovljenih opita sa malom i ko-
naenom prostoin verovatnoiom p ostvariti oteldvani dogadaj najvite m puta 
him za gornju granicu 

(2.12.5) k' 
Q(m) < e E  

i.o 
1 + 4k k2  (2 k + 1) k4  

0= 
8n 4n2 	

+ 8,13 

Naime, koristeei (2.12.1), imamo 

m 	nzi 	ik _ 	( n-ijk 2  
Eno, ‹E  L...,Te rc e n 	2n 	2nz 

i =0 	 i =0 Li 

k. 	ki (0<i) 

= e -272 S 
• i-o V. 

gde je 

w (i) = 2n2 
(k2  + 2 kn +n 

Kako za 
. k2 +2kn+n 

	

= 	 2n 

co(i) dosti2e svoj maksimum sa vrednoku 
(k2 +2kn+n)2  

8n 
to neposredno dobijamo (2.12.5). 

2.13. Duhamel-ovo pravilo. — Posmatrajmo dva pozitivna reda 
Aka 

Sn = E Pnon 
•nr-1 
Nn 
S 13 ;2,m , 
n-1 

Arn  = 	. 
n-too 

Ako za jedno proizvoljno malo e > 0, moiemo odrediti jedno rts , tako 

Pn,m < e 
rn,M 

za m = I, 2, .... , N u  i n > nc, tada egzistencija graniene vrednosti 

Iim Sn = S 
91-,e0 

povlaa za sobom i postojanje graniene vrednosti reda Si n  sa istom wed- 
no& S, tj. 

S'n  = S 
71. 00 

i obratno. 

gde je 

gde 

da je 
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Pr { t , < m 
- np 

teli ka V npg 

Dokaz — Stavimo 

(2.13.1) 	 Pa' ,nt — R1,771 =En,m Pnon 

i saberimo niz jednatina za m = 1, 2, ... , N,,. 
MnNn 	?In 

Pn , m — Y Pn,m = Z en,ni Pn,m 
=1 

odnosno 

 

Nn 	 Nn 

Z Pn,m m E Pn,m
m=t 	m-i 

Nn 
C Z lEnind 

mai 

 

Ako je 
u rn Sn S 

71-> 00 

tada postoje fiksni brojevi M i nm, takvi da je S,, < M za svako n > nm. 
Ako je istovremeno i n > ns, imaaemo 

P;zon — Pn,m < E Pn,m 
odnosno, deobom sa (2.13.1), 

n,m < E . 

Zato je 

 

Nn 	Ni, 	I 	Ws 
Z 	— E Pn,m < E Em-1  Pn,m 

nr.1  
I Sin — I = 

 

= e S n < eM <71 
gde je -11 proizvoljno malo. Prema tome ako S s  teii ka S, tada i S',, more 
da tett toj istoj granici, tune je pravilo dokazano. 

2.14. Laplace-Liaponaoff-ljeva teorema. — Neka je n broj neza-
vista ponovljenih opita, p prosta verovatno6a oeekivanog dogadaja a m 
broj ostvarenja oeekivanog dogadaja. Za ma koja dva broja ti i t2, 	< ts) 
verovatnoea da ee se izraz 

rn-np 

✓ nPq 
naci u intervalu 	t2), tj. 

kad n 

t 2  r e-3 dt 
{21-1r e, 

Dokas. — Gornju verovamoeu motemo pisati i u obliku 

	

(2.14.1) 	Pr n p + t, np q C  m < np -Ht \ nPg 
Ako sa k1 oznaeimo najmanji ceo broj koji zadovoljava nejednaeinu 

	

(2.14.2) 	 np+1,0irg < , 
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a sa k2 najveei ceo broj koji zadovoljava nejednaeinu 

(2.14.3) 	 np+t2A/npq ?,k 2 , 

verovatnoea (2.14.1) postaje 

kz 
Pr fk, m k 2 	Pn,m 

Koristeti aproksimativnu Stirling-ovu 

n 	nn  
gde je 0 < Ot < 1, Pn , m  postaje 

n 1 
nUn-m) 1. -  

k2 

tg )pi.n qn-m 
in =ie.,' 

formulu za n!, tj. 

12.1 :%/2n- n , 

Pn ,m 

1 	 nq  \n-inti 0, __az_ 	 

	

r    	
12n 	12 in 	I 2(t-  tt). --- 

Tr npq ( in) 	(.n-777 

Nalco su n, m i n-m pozitivni brojevi a 0 < Oi < 1, i = 1, 2, 3 i vodeei 
raeuna o (2.14.2) i (2.14.3), to je 

1 01 	0 2 	0 3 
	 1 

12n 	12n 12m 12(n-m) 12(np+tlifnP) 12(n g -tiV tipq 	) 

Za dovoljno veliko n leva i desna strana ove dvojne nejednatine bite manje 
od jedne proizvoljno male unapred date velieine. Zato, ako oznaaimo sa 

1 	 4 

Pni  on - 	 1 
	( np  01+, ( nq  r-n1+7 

JV 2nnpq 	in/   

P 	

n — HZ / 

Pn,m 
- e

-  tif 4-  a ± 	i2(2-3-m) 

Pn,m 
mala velieina. Na osnovu Duhamel-ovog pravila, 

k2 
E Pn ,m 

m=ki 

E Pn,m 
m42, 

kolienik 

Pn ,m  

razlikovaee se od jedinice za jednu velieinu koju uvek moiemo ueiniti do- 
voljno malom, tako da bude 

Pn,m  
1 < E , 

gde je c > 0 proizvoljno 
ako postoji granica reda 

postojaee i granica reda 
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ili 

a obe graniene vrednosti biee jednake medu sobom. Zato Censo umesto 
Ps, m posmatrati Pin , m  Stavimo 

	

(2.14.4) 	 m= np+ t's/npq , 

gde je 

< < t 2  
Kako tn uzima samo cele vrednosti, to je njegova naredna vrednost 

	

(2.14.5) 	 m+I. = np+(t+At)Vnpq , 
gde je At odgovarajuei prirataj za t. Oduzimajuti (2.14.4) od (2.14.5) 
dobiaemo 

AtVnpq =1 

At _ 
Affir V2n npq 

Kad 	CO , At -■ O. Uzimajuei logarithm 

togElapn- log v2ninpg  (171 + 1 )log ( in  ) +-771 ± 1 )4( 	)- 2 	np 	2 	Thy 

At  (In+ 11-- )1 (1+t 111 )- (n-m -21  ) tog (i_talL. =log 	2  og 	np 	 v nq 

A t / 	 / 
=log lir— vip+t “rip-q+-2 11ogy+ 

2rt 

i razvijajudi drugi i tred elan u red 

-±)-(nq-t■Inpq+110g(1-till) 
nP 	 2 	Pq 

-(np+tvnpq+-1
2
)log(1+q-1)=-(np+t-Vnpq + 1j

2
)(i;\  -1-21 + .)= 

np 	 np 2 np, 

=_ frip  Is_ _ea  _ t I q +1,21 + 	 
'V np 	2 1\1 np 	2 qiiTo 4np 

-(nq -tVnpq 	+17E)- 2 	nq 

pt 	 tap t3r/T 	t 2p  p+- 	+ 	 , 
nq 	2 nq 2 2vnq 4nq 
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dobijamo 

t-2  
logi"'",z,m= log tti, 2  

kolitnik P"n, m/Flton razlikuje od jedinice za proizvoljno malu vrednost 

uz dovoljno veliko n, to te granitna vrednost reda E Fi lson  bid jednaka 
m=k, 

granienoj vrednosti reda 	a samim tim i granienoj vrednosti reda 

Ps, m . 
ne—ki 

Sada imamo 

gde smo stavili 

k,-np 
n=  npq 	 

k,--np 
'n= Vnpq 

Grafitti pretstavljen, gonaji zbir bite zbir povrlina pravougaonika pret- 
stavljenih na slid. Kako n,„+ t1, ta, * ts, a At 	kad n -+ CO, to te 
zbir povrgina pravougaonika da tet, kad n co, povnlini ograniftnoj krivom 

	

inn  At t ( q 	rf) 1211 11q2 +p2 )  Rn,rts  

	

kg-P;b14--betrT 2W rip 	nql 	ta 41 npq lj 
Kako se za 

lea 	II I 	—12 
Zn 
	 e  2 t 

Iri=ki 	f=t1 „ V271 

y = e-  z,  t—osom i ordinatama 

Tako dobijamo 
ita 	 1 

/int 2, PIIIM 
ft-sco Th=, 	_÷ .11-27r  

t2 
(2,1 _12 	f 	i2  

e 'At = 	
r 	

dt 
t, 

t 	 At 

a samim tim i 

y e 2  

Dtjagram (2.14. I) 

k2. _ 2  
lira P. — 	 e 2  dt 

-111- 	27r 
ti 
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Dogadaj ee se sigurno ostvariti ako t, . co, tr .— 	tako da imamo • 
verovatnotu izvesnosti 

k2 
Linz E 1372,Th =  1. 

t,-*co Th.h, 

Kako ovo vati za svako n, to je i 

n 
Linz ( 	E Pn,n1 = 1 . 

k2 

tc-> -co 
Medutim, ne motemo odmah kazati da to bid i 

k2 

	

(2.14.6) 	Lim ~lim 
t2 ->q) 	OD ,.,, Pr,m) -= 1. 
t,-)--co 

Da bismo to proverili, treba da iradunanto odredeni integral 
-HO 

1 	
dt 

i2  

Koristeei (2.4.1) i (2.4.6) i stavljajudi p- I  i x= 12  dobisamo 
—2 	2 

	

(2.14.7) 	 ,__1 	jedI  
2n 	

dt=i 
'V  

eto potvrduje (2.14.6). 

Najzad, veroxatno6a da broj ostvarenja oeekivanog dopdaja neat 
prelcomeiti jedan unapred dad broj A = np + x npq, bite 

	

Pr { rrt < 	+x = 
x 

= Pr { 	in-nP  < x --) 	je-Cdt 	, 	--> to 

	

npq 	 n -co 
Ovaj eemo integral oznaeiti sa x  

- 
0(x) = 

v 	
e 2  dt 

0(-00) = 0 , 

0(0)= -
2 

, 

0(+.0)= 1 . 
Red 

/2 
c° t 2  e  

v-o v! 	2 
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pretstavlja jedan uniformno konvergentan red u intervalu (— co, + co), pa ga 
moiemo integrisati elan po elan. Take dobijamo 

0(X) = 12  

1 

2 

1 
2 

x 	i , 

7  dt 
x 

t
21. 

 dt = + v-2-771 	I 

1 

e 	_ 21  + 
N

,

Z

,  E 
o viT 
--, —v 

v- th 

co 	(.-i)i 	x2v1-1 

VITT v-0 vi2v  2v+1 

1 
	x +3 	x' 	x 7  + 	x 

.1 V2n- 	2.3 	2122.5 	3]23 .7 

R 
n! 221(2n+1) 

Naprimer, za x = 1 dovoljno je da uzmemo n = 2, pa da grata bude manja 
od jednog procenta. 

Ukoliko je x veliki broj, pool aemo od veze 
°O 2 

	

I . 	L 
0(x) -  1 	 e 2 dt 

i primenieemo parcijalnu integraciju 

°a 2 	 rail 
t2 

fe 'dr —  e  	dt — t2 
X 

X2 	X2 	eo 	t2 

	

9  T 	 38-2- 
dt 	• - 

x 	x 3 	t 4  
X 

t2 
—2L2{

x x3  1 

	1-3 1-3.5 	1.3-5 - (2n-1) 
e
lap'3'5—an4-1) -3-  2 + 

x5 	x7 	
e di. 

x
2n1-1 	t 2214 2 

X 

Tako dobijamo 
"—? 11 1 - 1 13 13.5

+ 
4_ 

VITC  x x 3  x5  DC 

2. t 2  
1.3. 5 - • • (2n--1) 1:3 - 5 -  • • (2n +1) 	

e
- 

dt . 
x 221+1 t222+2 J 

x 

Ovaj obrazac za izraeunavanje funkcije 0(x) pogodan je jedino ako je x mali 
broj. Pogto je red naizmeniean, to je greSka 

x2rial 

- 
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ICako je 
_e 

e 2  < 
to je gretka 

1 r  1-3 5• -(2n+1) 	1:3. 5- 	(2n -1)  R 	 di - J 	t 2n -E z 	x 2n +1 

utoliko manja Ato je x vede. Tako, napr., za x=3 gre0ka de bid manja 
od pola procenta uzimajudi n = 2. 

Tablica 2 daje izraeunate vrednosti za 0(x). 
Lako je proveriti veze 

0(-x) = 1- e(x) , 	x 	0, 

X 	2 

e 2  dt = (x) —0( 	= 
V 2n x 

2 0 (x )-1 
pa imamo da je 

Pe 
{

I m  71P  I  < X / 2  0 (X) s 
Vnpq 

n—i co  

ili, ako oznaeimo kratkode racii 

20(x) -1 = 13(x) - 0(-x) = Q(x) 

Fr. { I m - npl 	 ---* 52(x), 

2.15. Bernoulli-eva teorema. — Oznaeimo sa 

P(n,x) = Fr.{I M —  npl < x•Jiijrq} . 

Za unapred dam 3 > 0 uzimamo takvo x da bude 
a 

	

(2.15.1) 	 (x) > 1- -2  

	

(2.15.2) 	
a 	 a 
 < P(n,x) - 52(x) < - • 

2 
Posmatrajmo nejednakost 

odnosno 

Inn- npl < En. 

72 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Za dovoljno veliko n Mee 

odalde 

Tada je 

  

En > xVnpl 

epq 
8 2 

iii 

Pn{lm-npl <En} 

PE(n) > P(ri,x), 

> Pr,{1m - npl < DcVnpq} 

n > 
x2pq  

8 2 

gde je 

a(n) = Pr {1 	npl <En} . 

Uzimajua dvojnu nejednaeinu (2.15.2) i vodeoi raeuna o (2.15,1) i da je 
P (n, x) < 1, itnamo 

1- 
8 
- F(n,x) t 

8 
— < 1+-

3 

2 	 2 	2 

1-8 < F(n,x) < 1 . 
Kako je 

(n) > 
to je 

1- 	< P(E) < 1 , 

gde je 8' < a. Otuda 

	

inn Pn (e) = 	m 	
1 

	

it -4 00 	 nroo r { 71 -13  < 6  f = 1  • 

Za ma koje unapred dato pozitivno e, verovanwea da ee apsolutno otstupanje 
relativne frekvencije broja ostvarenja ocrekivanog dogadaja od odgovarajuee 
prone verovatnoee p biti manje od e, te, i ka jedinici kad n i co . 

Ovaj nam rezultat daje prvu aprolcsimaciju za Bernoulli-evu teoremu. 

2.16. Multinomilabia verovatnoda. — Neka smo n puts ponovili 
opit sa istim premisama it i neka su moguee kao istinite pri svakom opitu 
propozicije al, a2,  . at sa verovatnoaama 

	

Pt = atlh, 	 1, 2, . . . , k. 

Verovatnoaa da Ce u prvih ri opita biti istinita propozicija at, u ;02 na- 

	

rednih opita propozicija sae, 	, a u Ft poslednjih opita propozicija at je 

n 
P, 	p, k , 
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gde je 
+ 	 = n, 

p.,+p,+-. • • +Pk  I 

Verovatnota da to u rr opita bid istinita propozicija al, u rz opita 
propozicija az, 	, a u rft opita propozocija at, bez obzira na redosled, bite 

(2.16.1) 	P„ ,„ 	 ra rk 
I I . 	 Pa P2 • ” Pk • 

	

r, • r2 . 	rk  . 
Odmah vidimo da je R, r, 	jedan od tlanova razvijenog polinoma 

	

+ P2 + 	p 
i da je 

(2.16.2) 
E E • • Z Pr r ..r = 1 . T1 T2 	Tie 	z • 	k 

Numerieku vrednost verovatnoee Pr, 	moiemo izratunati di- 
rektno koristeei logaritamske i logaritamsko-faktorielske tablice, ukoliko 
su svi ri mali brojevi. 

Za velike vrednosti ri  pribeei eemo Stirling-ovoj aproksimaciji za 
faktoriele. Uvedimo prethodno smene 

	

= npi -F Xi 1/VT , 	= 1, 2, ... , k, 

gde je 
+ x2 + 	+ xft = 0. 

Neposredno moiemo konstatovati da je, slieno zaldjueku u (2.7), 
maksimalna vrednost verovatnooe Pri  ri rk u blizini taeke(npr  
odnosno xy = xz = 	xft = 0, sa vrednadu 

n ! 	nP, 	"Pk MCIX Pri  • • rk  — (no! 	..( npk)i p, 

Stavljajuti 
e 

n ! = V2yrn n e 12rt  

(nP,)! N/27trlp, ( np, 	e 

# ek 
(np)! = 2rt npk  ( npkTPk' 12 "P* 

gde su 0, 01, 	, 6k brojevi izmedu 0 i 1, dobijamo 

Max { Fri; 	= Pc, 

- ;3-, 	p; V  2rt  n nn  e'p,71 • • phnh  

1/2n np, (np,)nP' e-nP4  • • • 2nnpk  (npk)"Pke-ni)* 

1 Ivik  ei 
jiff z.,-07- 

( 27E nth 'VA. p,- • ph  
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gde je 

1 	k 1 	0 	1 	k Oi 	I  
Z  < _ 	Z  < 	• 12n isi pi 	12n ( 12n i-i pi 	12n 

Za dovoljno veliko n leva i desna strana ove dvojne nejednaeine bide manje 
od jedne proizvoljno male unapred date veheine. Tako dobijamo 

k 	-1 

	

(27rn) 	p, 
U opkem sludaju, za ma koje vrednosti xt, . , xt,  verovatnoda 

Pr, rt 	rk dobija slededi oblik posle kori5eenja prve aproksimacije faktoriela 

Pr, ra 	
(27rnr'i1  ✓p, pa . pk  ri t( 1 ±ittl- ) nP'+ 	* 

Kako je 

(nPi + 	+ 12 ) lOg 	pixy   

+ 	
Xi 2 	xi'  

-11(  
pi vn 	2npi z 	3ngiip s  

+ 	0( 1 	) 
214  

to je 

(2.16.3) Pr, rar, 	rk  P,‘ 	  
k2nnn VINA• • • gb  

2.17. Panavljaate zavissdh bpita. Hipergeometriska verovatnoda. 
— Uoeimo jednu urnu u kojoj se naiad ukupno n kuglica, od kojih 
je ni bele a ni crne boje. Na slueaj izvlaeimo r puta po jednu kuglicu. 
Alto svaku izvueenu kuglicu vraeamo u urnu, uzastopni opiti su idendeni 
i medusobno nezavisni. Verovatnoea da de bid izvueeno rt belih, a ra = r— rt 
crnih kuglica je tada 

(r\(n\(na \ 
(2.17.1) n

., 

I

10
' 

1 n 1 
I 

• 

Ukoliko izvueene kuglice ne vradamo nazad u urnu, uzastopni opiti 
zavisiee medusobno i neee vik bid identieni. Verovatnoea da de u r (r C n) 
izvlaeenja prvih ri izvueenih kuglica bid belih a preostalih r2 kuglica 
crigh je 

n, n 4 -1- 	n i —r1 +1 n 2 	na-1 	n2 — ra+1 

n 	—1 	n—r,+1 n—r, n —r, —1 	n — r, — r2+1 

1 Pi 
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Verovatnoea da ee u r iztheenja ri puta luta bela a rz puta crna 
kuglica, bez obzira na redosled, je 

(r)  n,(n,-1) • • • (n, -711  + 1.) n 2 (n a-1) • • (n a-r2 +1) 
r 72 (n -1) • (n -r + 1) 

(2.17.2) 	 ( rt l yrz -n i  
ri ) r -  

Ova je verovatno6a poznata pod imenom hipergeometruke verovamode iz 
razioga §to se funkcija generatrise za to verovatnoeu mote izraziti porno& 
hipergeometriskih funkcija. 

Olevidno da ako n, nl i ns tee beskonalnosti a r, ri i ostaju kongni, 
hipergeometriska verovatno6a (2.17.2) tdiee Ica verovatnoei (2.17.1). Zaista, 
(2.17.2) mole se transformisati u izraz 

I 	)14 2 	 Y 	t, r2 -1) 
(r)(n,r(n s irl 	rT,)1 4-  n, 	n, 	rt,) 	?IT  
\r, 	ln) 	

(1- 	( 1 	 - ( I r  n- 1 ) 

r 

kri /I n 	
, kad n, ni,  na -. co. 

Ako se, dalde, u urni nalazi vrlo veliki broj belih i crnih kuglica, sasvim 
je svejedno da 11 svaku izvu6enu kuglicu vraeamo u urnu ili ne. 

Pokalimo jog da je zbir svih hipergeometriskih verovatnoett za 
= 0, 1, 2, ... , r jednak jedinici. Kako je 

(1+x)a  = E(.)xj , 

(1+x) b =EV),,c/  
q 

( i+x ) 	 (a+b1 et.14 
k 	)xP 

p 

z (CA 	xp z z ( b 	q 
P 	\ .7 qi 

p = j q dobijamo identitet 
(a+b\ . (a)lb\ +1 a V b) ± 	± (a0)1b) 

p I kpil0) ■ /3-01 1./ 	 itPl• 

to je 

i za 
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Zato je 

( 111)in 
(in rro r, r - r, 

I n i 	(n 

L1 o r 

4_( 
I 

-n,) +  

r -1  i 
_F in,(n

0
1/ 111 =  

r 

) 
)1/4 	LI (nr ) 

1  (nchn 
= 1 . 

2.18. Primeri 
2.18.1. Koliki je najverovatniji broj ostvarenja oeekivanog dogadaja u 

pedeset ponovljenih opita ako je njegova prosta verovatnoaa 2/5 ? 
Problem se svodi na traienje maksimalnog clan razvijenog binoma 

( 2 	3  )so 

 5 	5 

Korikenjem rezultata (2.7.3) dobijamo 
19,4 C k C 20,4, 

odnosno, k= 20, s obzirom da k mora biti ceo broj. Prema tome, najvero-
vatnije je da ee se oCeldvani dogadaj ostvariti 20 puta sa verovatnoeom 

P20 
 = 20 

5 0 	2 

20  

	a°  
) 	 = 0, 114558 . 

Sledeea tabela sa vrednostima P, jasno pokazuje da je P20 maksimalna 

171 r 

verovatnota 
Px  x P, 

0,000000 22 0,095878 
• • - 23 0,077814 

4 0,000000 24 0,058361 
5 0,000002 25 0,040463 
6 0,000011 26 0,025938 
7 0,000047 27 0,015371 
8 0,000169 28 0,008417 
9 0,000527 29 0,004257 

10 0,001440 30 0,001987 
11 0,003491 31 0,000854 
12 0,007563 32 0,000338 
13 0,014738 33 0,000123 
14 0,025967 34 0,000041 
15 0,041547 35 0,000012 
16 0,060589 36 0,000003 
17 0,080785 37 0,000001 
18 0,098737 38 0,000000 
19 0,110863 39 0,000000 
20 0,114558 • • 
21 0,109103 50 0,000000 
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2.18.2. Odrediti najverovatniji broj ostvarenja o6elcivanog dogadaja, 
ako je njegova prosta verovatno6a 1/2 i ako je broj opita paran broj n = 2k. 
Odrediti zatim maksimalnu verovatnoeu P m , pokazati da je 

1  
24/Tz < Prn < V2k +1 

i odrediti granienu vrednost 
Urn vT P,„ . 
k.co 

Najverovatniji broj ostvarenja oeelcivanog dogadaja nalazi se u granicama 
1. 

np—q =k — 

1 
np+p=k+-2- • 

Kako to mon biti ceo broj a n je paran broj, to je najverovatniji broj 
ostvarenja k. 

Otuda 

= 	)(-kr ( })k  = 	lek 
1-3• • (2k - 1)  
2.4 	2k 

Da bismo dokazali gornju dvojnu nejedna6inu, iz 
S 	s+1 

s +1 	s+2 
dobijamo da je 

1•3. 	(2k-1) 	24 	2k 	1  
k 	2.4 	2k 35 (2k+1) 	(2k + 1 )Fk 

odnosno 

Pk 
2 

2k -k 1 
eime je dokazana desna nejednakost. Isto tako iz 

s — 

s -F 1 
dobijamo da je 

21"k — 
3 . 5. • • (2k-1) 	2.4.• 	(2k - 2)  
4.6. • • • 2k 	> 3 5-• •(2k —1) 

odnosno 

2k 	1  
2k 	2k Pk 

• 
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tako da je 

1 	 1  
2.fiz < Pk < V2k +1 

Najzad, primenom Wallis-ove formule (2.1.1) i koristeei rezultat za 
Pt imamo da je 

= I im  	
k 	110/ 2k +1 

ii 

lim 	(k + -1:;) • Pk = , 
k-)00 	 4 

iii, §to je isto, 

inn 'Ink Pk  = 1. 
, co 

2.18.3. Pokazati da je za n = 2k 

Pk±h  
liM 

k 	rk 

pod uslovom da k = s > 0 ostane koneno. 

Kako je 
PP3h 	k 	 k-h--1-  1 

Pk 	k+h k+h 	k+1 

to je (vidi primer 2.18.2) 

k-h 

 / 
	Ph±), 	

k \h 

k 	Pk 	k -hh 	, 
odnosno 

(

2 lh 
1 < 

Ph*h 

Fk 

8 2 \--h 
< 	Tz ) 

Kada k neograniteno raste, more i h neograniZeno da raste, pa je 

tim 
Pkh  

-= e . 
k --> oo 	Pak 

2.18.4. Izratunati priblilnu vrednost binomijalne verovatnode za 
n = 50, m = 20, p = 2/5. 

Kako je 

	  t npr nq T -nt 	 
0 11516 

Ti 
2mm(n—m) 	n—m 	 ' 

4,2 
= lim e , 

k-)00 
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to je donja granica prema obrascu (2.10.1) 

	

4_ 	1 	
rnjP,„1  = 0,11516 e l2n  12m 12(ti 	= 0,11516 • 0,99474 = 

= 0,114-554. 

Gornja granica bier 

pt'  o, 115 16 
e  121203 12rnt6 12(72-171) +6 

ra   

= 0,11516 • 0,99490 = 0,114573. 
Koristeei tabele za nepotpuni kolienlit B-funkcije dobijatno tarn vrednost 

Pm  = 0,114558. 

2.18.5. Uzastopno izvlaeimo kuglice iz ume u kojoj se nalaze bele i 
crne kuglice sa prostim verovatnoMma p i q. Izvueene kuglice vradamo 
u urnu posle svakog izvlaeenja. Prestajemo sa izvlaeenjem ako smo k puta 
uzastopce izvukli belu kuglicu. Kolika je verovatnota da ee se zavriiti igra 
posle (k + 2)-og izvlaeenja? 

Oznaeimo to verovatnoeu sa pk +2 

Pz = Ph. 

Ako je u prvom izvlatenju iza§la crna kuglica, onda je 

pk+i= qpk• 

Najzad, ako je u drugom izvlaeenju izala cma kuglica, traiena verovatnoea bide 

	

Pk+2 = 	q)qPk  = qPie ' 

2.18.6. Ako je p = 10 -6  a n = 106, kolika je verovatnoc'a da it se oee-
kivani dogadaj ostvariti najvthe dva puta? 

Kako je n vrlo veliki a p vrlo mali broj, dok je np = k= I konaean 
broj, to mo2emo upotrebiti Poisson-ovu granienu formulu za binomijalnu 
verovatnoau 

2 	 -k 
F = Z Um Pn,m = L 	e 

	

m=o n -3.00 	 nr=o m. 

= 
1 

+- 
1 

+- 
1 = 5  =0,147. 

e 	e 	2e 	2e 

2.18.7. Jedna urea saddi r belih i k—r crnih kuglica. Izvlaeimo n 
puta ommtopce po jednu kuglicu vraeajuei svaki put izvueenu kuglicu nazad 
u urnu. Oznaeimo sa 

	

P 	' 	q = 1 	 ' 
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Verovatnoea da Ce se relativna frekvencija belih kuglica 	mei u inter- 

valu 	p2) je 

LICE) = v< Z
p, 

n ) pv i n—v  
n 

v>npi v 
Pretpostavimo da je e pozitivno, proizvoljno malo i nezavisno od n. Dokazati 
da f n (e) 1 kad n co (Steffensen). 

Oznadmo sa tt najmanji ceo broj veal od npi, a t2 najveei ceo broj 
manji od np2 i stavimo 

	

= plot + 01, 	0 < 01 S 1, 

	

e2 = np2 — 02, 	0 < 02 C 1. 

Problem se svodi na dokaz da zbirovi 
Si = E n)pvqn-v 

v=t( -v 

S2 - z 	)pvqn -v, 
ta. (n  
vso v 

tee ka nuli kad n -. co. Za dovoljno veliko n, optti 'elan zbirova Si i S2 je 

opadajuCa funkcija za vrednosti v ?•... ti a rastuaa za v C. t2 Kako Si. 

ima ukupno n — ti + 1 elanova a S2 ukupno t2 + 1 Olanova, to je 
\ 

S, < (n — t, + a)c t )PA  q n-t1  , 

S i  < ( ( 2+ 1) ( n  )194  qn -fa 
t2 , 

Uzmimo oznake qi = q — e i q2 = q + e i primenimo Stirling-ovu formulu 
za n dovoljno veliko Tako dobijamo 

Si < Ki VT/ ( P 
pi 

9 (li  P P  . i 	i n 
i = 1, 2, 

Pi qi 
gde su Kt i. K2 pozitivne konstante, nezavisne od n Kako je 

P 9 
Pi 9Qi 

AA 
give 

to oeevidno St 0, (i =1, 2), kad n co • 

2.:8.8. Poznato je x, izraeunati (x). Ako se x nalazi u Tabeli 2, 

zadatak je jednostavan. Tako, napr., za x = 0,93 Nee 0 (0,93) = 0,8116. 
medutim, da je x = 0,9372, koje he figurite u Tabeli 2. Kako je 

tabliena razlika 
d = 0 (0,94) — 0 (0,93) = 0,0047 

to eemo vrednost 0 (0,93) = 0,8116 poveeati za 

0,72 • 0,0047 = 0,0034 

tako da pribliZno dobijamo da je 0 (0,9372) = 0,8150. 

< 1 
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1 
t 2-  

Pn (t) 	h • 
VT7"r 
	 e 2  = hy(t„,) . 

Kako x uzima cele vrednosti, to su tae ke 	unifornmo rasporedene 
sa uzajamnim rastojanjem h. Zato je proizvod h • y (t.) asimptotski jednak 
povrSini ispod krive y(t) izmedu t. — h/2 i t. +•h/2 tj. 

4  

	

tirt+ I
11(1.Pf 	ti  

hy(t m ) 	Sy(t) dt 	 e dt 
h • 	 m -AP -7  - T 

= 0 (m—np++ 	0 (m  +72p —  -1 ) 

	

,V. 21--31, 	I 	✓ npo 	J. 

Koristeei ovaj rezultat molemo izvrAiti korekciju Laplace-Liapounoff-
ljeve teoreme i dobiti 

2.18.9. Poznato je 0 (x), izratunati x. I ovde je regenje neposredno 
ako se vrednost 0 (x) nalazi u Tabeli 2. All neka je, napr., 0 (x) = 0,8150. 
Ova se vrednost ne nalazi u Tabeli 2. Vidimo da se nalazi izmedu 0 (0,93) = 
= 0,8116 i 0 (0,94) = 0,8163. Kako je tabliena razlika d = 0,0047, to eemo 
vrednost 0,93 poveCati za 

1 	0(X) — 0(0,93) 	0,0034  
0,0072 

100 	(0,94) - 0(0,93) 	0,47 
tako da priblikno dobijamo da je x = 0,9372. 

2.18.10. Pokazati da se obrazac (2.11.3) mote priblitno napisati u obliku 

P(x)0( 
V 

	

m  nP")  0( m 	—nP  ) 

	

npq 	Vnpq 	, 
gde je x = m — np. 

Ako oznatimo sa 

h= m—np  _  x  
Vnpq v7,117,y 

obrazac (2.11.3) postaje 

—np+ +1  0z—np--h 
Pr{h,Cm <h a} 0( 	)

1h 
V npq  "PI 

za dovoljno veliko n. 

2.18.11. Odrediti verovatnoeu da ee se u 50 uzastopnih bacanja oCe-
kivani dogadaj ostvariti vise od 20 puta, pri eemu je prosta verovatnoaa 0,4. 

Za n = 50. 1= 20, p = 0,4 treba da odredimo binotnijalnu seriju 
so 

P(2o) = E Pi . 
1-?! 
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Upotrebimo Uspensky-evu metodu za pribliino izraeunavanje P(20). 

P(20) = Po • F (j29, 1, 22,-0,2) , 

P(21) = 0,10 9103, 

F - 	 
1-w, 

Vrednost col dobieerno preko rekurentnog obrasca 
Ck  

wk 	dk  1+ 
1-  cok+, 

0 < Wk  ,< Ck, 

P 	(n - l-k)(7+k)  
k 	q C2-1-2k--1)U-1-2k) 

clk - P 	k +kJ  
q (1+2k)(1+-2k+ 1) 

Polazeei od k --- 7 dobijamo 

k ck - dk 

•
 c
q
 M

 
e

t
 La

 (.1) 

0,878788 0,067194 0,751448 < 61, < 0,751455 

0,743961 0,115556 0,603455 < w, < 0,603481 

0,636923 0,150997 0,503590 < 6), < 0,503702 

0,550265 0,177340 0,429088 < 6), < 0,429692 

0,47892'7 0,197133 0,368006 < 6), < 0,372039 

0,419355 0,212121 0,313851 < 6), < 0,345968 

0,368984 ....... 	.... 0 < co, < 0,368984 

tako da je 

F     - 4,0241 
1-w, 	1-0,7515 

pa je tratena verovatnoaa 

P(20) = 0,109103 • 4,0241 = 0,439. 

Koristeei Tabelu 1 dobijamo taalu vrednost 

P(20) = 0,438966. 

2.18.12. Kolika je verovatnooa n da at se pojaviti zbirk(n C k C 6n) 
bacaruei n kocki? 

gde je 

83 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



TraZena verovatno& H.& koeficijent uz xk razvijenog polinoma 

(t + tt+ 	+ter ( 	t \n  (1 — tt  
6 	 61 0-0 4  

Enegn) tea. 	(np) to  
1 6/ ci-o 	la/ 	p=o 	/ 

tj. 

Pk
pn_ (i2-1.-6)In) + (t-1-1.2)(n) 

6" 1.‘,2-1/ 	 1 	vt —I 	2 

2.19. Zadaci za veibu 

2.19.1. U 38 ponovljenih nezavisnih opita sa prostom verovatnoeom 0,3 
odrediti: a) najverovatniji broj ostvarenja oeeldvanog dogadaja, -b) verovat-
noeu da ee se oeekivani dogadaj ostvariti 20 puta, c) verovatnoeu da ee se 
oteldvani dogadaj desiti vie od 20 puta. 

2.19.2. U 80 ponovljenih nezavisnih opita sa prostom verovatnoeom 
p = 0,2 odrediti pomoeu Uspensky-eve metode pribliinu vrednost verovat-
noee da ee se otekivani dogadaj desiti vise od 40 pun. 

2.19.3. lzratunati priblfinu vrednost, a zatim i taenu preko Tabele 1 
za nepotpuni kolida B-funkcije, verovatnoee da ee se u 40 nezavisnih 
opita, sa prostom verovatnoeom p = 0,6, oeekivani dogadaj ostvariti 15 puta. 

2.19.4. Jedno poljoprivredno dobro razdeljeno je na 120 jednakih 
povrAina zasejanih jednom istom kulturom. Neka je u toj oblasti verovatnoea 
1/12 da ee Zetva jedne powtine podbaciti. Koristeei Laplace-Liapounoff-
ljevu teoremu odrediti verovatnoeu da ee broj povrSina sa dobrim prinosom 
biti izmedu 80 i 110. 

2.19.5. Bacaju se dve kocke 50 pun uzastopce. Kolika je verovatnoea 
da ee se zbir 8 pojaviti vise od 15 puta, a manic od 32 pun? 

2.19.6. Pokazati da je za p = 0,5 

(2m-n)2  n  Pm  < 2ri 

(n 7n) 

2.19.7. Dokazati identitet 

E m2  1;72  = np(np+q). 
M =0 

2.19.8. U 12 000 ponovljenih opita sa prostom verovatnoeom p = 1/1000, 
kolika je verovamaa da ee se oeekivani dogadaj desiti 12 puta? 
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2.19.9. Dokazati da ako 

r 
--2 t  

n 
n, p 

n2  

r, - rp 
Vnpqt-(1-t) 	

x  , 

kad n x, hipergeotnetriska verovamo& ten ka 
7 2 

1 	 2 

N 2.1r npqt (1-0 
2.19.111. Ako su za n-222 vrednosti np, = kJ konaene, dokazati da je Pois-

son-ova grartiena formula za multinomijalnu verovamoeu 

11)  e  n  

j 

2.19.11. Sabirajuei vrednosti Poisson-ove verovatno& iz zadatka 2.19.10 
za sve pozhivne vrednosti r3 pokazati da eemo za rezultat dolt I. 

219.12. Dokazati da je 

Pr {"n> x J  < Pr im 

ako je p > q a x dovoljno veliko 
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Tabela 1 

Nepotpuni kolienik B-funkcije 

fr, (cc ni9 { 	13-1 J Y 
o 

(1-Y)  Y 	) dY - 
1
j
-$  13-1(1-Y ec-1

dY 
 I 

(3) = ncOr (ID 

13 	a t = 0,1 t =0,2 t = 0,3 t =0,4 t = 0,5 t = 0,6 t= 0,7 	t = 0,8 	t = 0,9 

1 	1 0,1000 0,2000 0,3000 0,400D 0,5000 0,6000 0,7000 	0,8000 	0,9000 
2 0,0100 0,0400 0,0900 0,1600 0,2500 0,3600 0,4900 	0,6400 	0,8100 
3 0,0010 0,0080 0,0270 0,0640 0,1250 0,2160 0,3430 	0,5120 	0,7290 
4 0,0001 0,0016 0,0081 0,0256 0,0625 0,1296 0,2401 	0,4096 	0,6561 
5 0,0000 0,0003 0,0024 0,0102 0,0313 0,0778 0,1681 	0,3277 	0,5905 
6 0,0001 0,0007 0,0041 0,0156 0,0467 0,1176 - 0,2621 	0,5314 
7 0,0000 0,0002 0,0016 0,0078 0,0280 0,0824 	0,2097 	0,4783 
8 0,0001 0,0007 0,0039 0,0168 0,0576 	0,1678 	0,4305 
9 0,0000 0,0003 0,0020 0,0101 0,0404 	0,1342 	0,3874 

10 0,0001 0,0010 0,0060 0,0282 	0,1874 	0,3487 
11 0,0000 0,0005 0,0036 0,0198 	0,0859 	0,3138 
12 0,0002 0,0022 0,0138 	0,0687 	0,2824 
13 0,0001 0,0013 0,0097 	0,0550 	0,2542 
14 0,0001 0,0008 0,0068 	0,0440 	0,2288 
15 0,0000 0,0005 0,0047 	0,0352 	0,2059 
16 0,0003 0,0033 	0,0281 	0,1853 
17 0,0002 0,0023 	0,0225 	0,1668 
18 41,0001 0,0016 	0,0180 	0,1501 
19 0,0001 0,0011 	0,0144 	0,1351 
20 0,0000 0,0008 	0,0115 	0,1216 
21 0,0006 	0,0062 	0,1094 
22 0,0004 	0,0074 	0,0985 
23 0,0003 	0,0059 	0,0886 
24 0,0002 	0,0047 	0,0798 
25 0,0001 	0,0038 	0,0718 
26 0,0001 	0,0030 	0,0646 
27 0,0001 	0,0024 	0,0581 
28 0,0000 	0,0019 	0,0523 
29 0,0015 	0,0471 
30 0,0012 	0,0424 
31 0,0010 	0,0382 
32 0,0008 	0,0343 
33 0,0006 	0,0309 
34 0,0005 	0,0278 
35 0,0004 	0,0250 
36 0,0003 	0,0225 
37 0,0003 	0,0203 
38 0,0002 	0,0182 
39 0,0002 	0,0164 
40 0,0001 	0,0148 
41 0,0001 	0,0133 
42 0,0001 	0,0120 
43 0,0001 	0,0108 
44 0,0001 	0,0097 
45 0,0000 	0,0087 
46 0,0079 
47 0,0071 
48 0,0064 
49 0,0057 
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p a t = 0,1 t 0,2 t = 0,3 t = 0,4 t= 0,5 t = 0,6 t = 0,7 tr- 0,8 t = 0,9 

2 2 0,0280 0,1040 0,2160 0,3520 0,5000 0,6480 0,7840 0,8960 0,9720 
3 0,0037 0,0272 0,0837 0,1792 0,3125 0,4752 0,6517 0,8192 0,9477 
4 0,0005 0,0067 0,0308 0,0870 0,1875 0,3370 0,5282 0,7373 0,9185 
5 0,0001 0,0016 0,0109 0,0410 0,1094 0,2133  0,4202 0,6554 0,8857 
6 0,0000 0,0004 0,0038 0,0188 0,0625 0,1586 0,3294 0,5767 0,8503 
7 	0,0001 0,0013 0,0085 0,0352 0,1064 0,2553 0,5033 0,8131 
8 	0,0000 0,0004 0,0038 0,0195 0,0705 0,1960 0,4362 0,7748 
9 	 0,0001 0,0017 0,0107 0,0464 0,1493 0,3758 0,7361 

10 	 0,0000 0,0007 0,0059 0,0302 0,1130 0,3221 0,6974 
11 	 0,0003 0,0032 0,0196 0,0850 0,2749 0,6590 
12 	 0,0001 0,0017 0,0126 0,0637 0,2336 0,6213 
13 	 0,0001 0,0009 0,0081 0,0475 0,1979 0,5846 
14 	 0,0000 0,0005 0,0352 0,0353 0,1671 0,5490 
15 	 0,0003 0,0033 0,0261 0,1407 0,5147 
16 	 0,0001 0,0021 0,0193 0,1182 0,4818 
17 	 0,0001 0,0013 0,0142 0,0991 0,4503 
18 	 0,0000 0,0008 0,0104 0,0829 0,4203 
19 	 0,0005 0,0076 0,0692 0,3917 
20 	 0,0003 0,0056 0,0576 0,3647 
21 	 0,0002 0,0041 0,0480 0,3392 
22 	 0,0001 0,0030 0,0398 0,3151 
23 	 0,0001 0,0022 0,0331 0,2925 
24 	 0,0001 0,0016 0,0274 0,2712 
25 	 0,0000 0,0011 0,0227 0,2513 
26 	 0,0008 0,0187 0,2326 
27 	 0,0006 0,0155 0,2152 
28 	 0,0004 0,0128 0,1989 
29 	 0,0003 0,0105 0,1837 
30 	 0,0002 0,0087 0,1696 
31 	 0,0002 0,0071 0,1564 
32 	 0,0001 0,0059 0,1442 
33 	 0,0001 0)0048 0,1329 
34 	 0,0001 0,0040 0,1224 
35 	 0,0000 0,0032 0,1126 
36 	 0,002? 0,1036 
37 	 ,0022 0,0953 
38 	 0018 0,0876 
39 	 ,0015 0,0805 
40 	 ,0012 0,0739 
41 	 0010 0,0678 
42 	 ,0008 0,0623 
43 	 ,0007 0,0571 

5 ops2.4 44 	 ,000 
45 	 ,0004 0,0480 

46 	 •0004 0,0440 
47 	 ,0003 0,0403 
48 	 ,0002 0,0369 

	

3 3 0,0086 0,0579 0,1631 0,3174 0,5000 0,6826 0,8369 	,9421 0,9914 
4 0,0013 0,0170 0,0705 0,1792 0,3438 0,5443 0,7443 	,9011 0,9842 
5 0,0002 0,0047 0,0288 0,0963 0,2266 0,4199 0,6471 	,8520 0,9743 
6 0,0000 0,0012 0,0113 0,0498 0,1445 0,3154 0,5518 ,7969 0,9619 
7 	0,0003 0,0043 0,0250 0,0898 0,2318 0,4628,7382 0,9470 
8 	0,0001 0,0016 0,0123 0,0547 0,1673 0,3828 	,6778 0,9298 
9 	0,0000 0,0036 0,0059 0,0327 0,1189 0,3127 ,6174 0,9104 

10 	 0,0002 0,0028 0,0193 0,0834 0,2528 '583 0,8891 
11 	 0,0001 0,0013 0,0112 0,0579 0,2025 ,5017 0)3661 
12 	 0,0000 0,0006 0,0065 0,0398 0,1608 ,4481 0,8416 
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13 2 1 =0,1 1=0,2 t=0,3 t=0,4 t=0,5 1=0,6 t=0,7 	1=0,8 	t=0,9 

3 13 0,0003 ,0037 0,0271 0,1268 ,3980 ,8159 
14 0,0001 ,0021 0,0183 0,0994 A518 7892 
15 0,0001 ,0012 0,0123 0,0774 ,3096 ,7618 
16 0,0000 ,0007 0,0082 0,0600 ,2713 7338 
17 ,0004 0,0055 0,0462 ,2369 ,7054 
18 ,0002 0,0036 0,0355 ,206/ ,6769 
19 ,0001 0,0024 0,0271 ,1787 ,6484 
20 ,0001 0,0016 0,0207 _ ,1545 ,6200 
21 ,0000 0,0010 0,0157 ,1332 ,5920 
22 0,0007 0,0119 ,1145 ,5643 
23 0,0004 0,0090 ,0982 ,5371 
24 0,0003 0,0067 ,0841 ,5105 
25 0,0002 0,0051 ,0718 ,4846 
26 0,0001 0,0038 ,0612 4594 
27 0,0001 0,0028 ,0520 4350 
28 0,0000 0,0021 ,0442 ,4114 
29 0,0016 ,0374 ,3886 
30 0,0012 ,0317 ,3667 
31 0,0009 ,0268 ,3457 
32 0,0006 90226 ,3255 
33 0,0005 ,0190 ,3063 
34 0,0004 ,0160 ,2879 
35 0,0003 ,0135 ,2703 
36 0,0002 0113 ,2537 
37 0,0001 ,0095 ,2378 
38 0,0001 0079 ,2228 
39 0,0001 ,0066 ,2086 
40 0,0001 ,0056 ,1951 
41 0,0000 0046 1824 
42 0039 1704 
43 

,0032 1590 
44 0027 ,1484 
45 

,0022 ,1383 
46 

,0019 ,1289 
47 

,0015 ,1200 

4 4 0,0027 0,0333 0,1260 0 2898 0 5000 0,7102 0,8740 ,9667 	0,9973 
0,1737 5 0,0004 0,0104 0,0580 0,3633 0,5941 0,8059 ,9437 	0,9950 

6 0,0001 0,0031 0,0253 0,0994 0,2539 0,4826 0,7297 ,9144 	0,9917 
7 0,0000 0,0009 0,0106 0,0548 0,1719 0,3823 0,6496 A791 	0,9872 
8 0,0002 0,0043 0 0293 0 1133 0,2963 0,5696 ,8389 	0,9815 

0,0153 9 0,0001 0,0017 0,0730 0,2253 0,4925 ,7946 	0,9744 
10 0,0000 0,0007 0,0078 0,0461 0,1686 0,4206 ,7473 	0,9658 
II 0,0002 00039 0,0287 0,1243 0,3552 ,6982 	0,9559 
12 0,0001 0,0019 0,0176 0,0905 0,2969 ,6482 	0,9444 
13 0,0000 0,0009 0,0106 0,0651 0,2459 ,5981 	0,9316 
14 0,0005 0,0064 0,0464 0,2019 ,5489 	0,9174 
15 0,0002 0,0038 0,0328 0,1646 ,5010 	0,9018 
16 0,0001 0,0022 0,0230 0 13.32 4551 	0,8850 

0,1071 17 0,0000 0,0013 0,0160 ,4114 	0,8670 
18 0,0007 0,0110 0,0856 ,3704 	0,8480 
19 _ 0,0004 0,0076 0,0681 ,3320 	0,8281 
20 0,0002 0,0052 0,0538 ,2965 	0,8073 
21 0,0001 0,0035 0,0424 ,2639 	0,7857 
22 0,0001 0,0024 0,0332 ,2340 	0,7636 
23 0,0000 0,0016 0,0260 ,2068 	0,7409 
24 0,0011 0,0202 1823 	0 7179 
25 0,0007 0,0157 ,1602 	0,6946 
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P t = 0,1 t =0,2 t = 0,3 t= 0,4 t=0,5 t =0,6 t = 0,7 t = 0,8 t = 0,9 

4 	26 0,0005 0,0121 0,1404 0,6710 
27 0,0003 0,0093 0,1227 0,6474 
28 0,0002 0,0072 0,1070 0,6238 
29 0,0001 0,0055 0,0931 0,6003 
30 0,0001 0,0042 0,0808 0,5769 
31 0,0001 0,0032 0,0700 0,5538 
32 0,0000 0,0024 0,0605 0,5310 
33 0,0018 0,0522 0,5085 
34 0,0014 0,0450 0,4864 
35 0,0011 0,0387 0,4648 
36 0,0008 0,0332 0,4437 
37 0,0006 0,0285 0,4231 
38 0,0004 0,0244 0,4031 
39 0,0003 0,0208 0,3836 
40 0,0003 0,0178 0,3648 
41 0,0002 0,0151 0,3466 
42 0,0001 0,0129 0,3289 
43 0,0001 0,0110 0,3119 
44 0,0001 0,0093 0,2956 
45 0,0001 0,0079 0,2799 
46 0,0000 0,0067 0,2648 

5 	5 0,0009 0,0196 0,0988 0,2666 0,5000 0,7334 0,9012 0,9804 0,9991 
6 0,0001 0,0064 0,0473 0,1662 0,3770 0,6331 0,8497 0,9672 0,9984 
7 0,0000 0,0020 0,0216 0,0994 0,2744 0,5328 0,7897 0,9496 0,9972 
8 0,0006 0,0095 0,0573 0,1938 0,4382 0,7237 0,9274 0,9957 
9 0,0002 0,0040 0,0321 0,1334 0,3530 0,6543 0,9009 0,9935 

10 0,0000 0,0017 0,0175 0,0898 0,2793 0,5842 0,8702 0,9908 
11 0,0007 0,0093 0,0592 0,2173 0,5155 0 8358 0 9873 
12 0,0003 0,0049 0,0384 0,1666 0,4499 0,7982 0,9830 
13 0,0001 0,0025 0,0245 0,1260 0,3887 0,7582 0,9779 
14 0,0000 0,0013 0,0154 0,0942 0 3327 0,7164 0,9718 
15 0,0006 0,0096 0,0696 0,2822 0,6733 0,9648 
16 0,0003 0,0059 0,0510 0,2375 0,6296 0,9568 
17 0,0002 0,0036 0,0370 0,1984 0,5860 0,9478 
18 0,0001 0,0022 0,0266 0,1645 0,5429 0,9379 
19 0,0000 0,0013 0,0190 0,1356 0,5007 0,9269 
20 0,0008 0,0134 0,1111 0,4599 0,9149 
21 0,0005 0,0095' 0,0905 0,4207 0,9020 
22 0,0003 0,0066 0,0733 0,3833 0,8882 
23 0,0002 0,0046 0,0591 0,3480 0,8734 
24 0,0001 0,0032 0,0474 0,3149 0,8579 
25 0,0001 0,0022 0,0379 0,2839 0,8416 
26 0,0000 0,0015 0,0302 0,2552 0,8245 
27 0,0010 0,0239 0,2287 0,8068 
28 0,0007 0,0189 0,2044 0,7885 
29 0,0005 0,0149 0,1821 0,7697 
30 0,0003 0,0117 0,1619 0,7504 
31 0,0002 0,0091 0,1435 0,7307 
32 0,0001 0,0071 0,1269 0,7108 
33 0,0001 0,0055 0,1120 0,6905 
34 0,0001 0,0043 0,0986 0,6701 
35 0,0000 0,0033 0,0866 0,6496 
36 0,0026 0,0759 0,6290 
37 0,0020 0,0664 0,6084 
38 0,0015 0,0580 0,5879 
39 0,0012 0,0506 0,5675 
40 0,0009 0,0440 0,5472 
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0 a t=0,1 t=02 t=0,3 t=0A t=0,5 t=0,6 t=0fi t=0,8 t=0,9 

5 41 0,0007 0,0382 0,5271 
42 0,0005 0,0332 0,5073 
43 0,0004 0,0287 0,4878 
44 0,0003 0,0248 0,4686 
45 0,0002 0,0214 0,4497 

6 6 0,0003 0,0117 0,0782 0,2465 0,5000 0,7535,  0,9218 0,9883 0,9997 
7 0,0001 0,0039 0,0386 0,1582 0,3872 0,6652 0,8822 0,9806 0,9995 
8 0,0000 0,0012 0,0182 0,0977 0,2905 0,5744 0,8346 0,9700 0,9991 
9 0,0004 0,0083 0,0583 0,2120 0,4859 0,7805 0,9561 0,9985 

10 0,0001 0,0037 0,0338 0,1509 0,4032 0,7216 0,9389 0,9978 
11 0,0000 0,0016 0,0191 0,1051 0,3288 0,6598 0,9183 0,9967 
12 0,0007 0,0106 0,0717 0,2639 0,5968 0,8943 0,9953 
13 0,0003 0,0058 0,0481 0,2088 -, 0,5344 0,8671 0,9936 
14 0,0001 0,0031 0,0318 0,1629 0,4739 0,8369 0,9914 
15 0,0000 0,0016 0,0207 0,1256 0,4164 0,8042 0,9887 
16 0,0008 0,0133 0,0957 0,3627 0,7693 0,9856 
17 0,0004 0,0085 0,0722 0,3134 0,7326 0,9818 
18 0,0002 0,0053 0,0540 0,2688 0,6947 0,9774 
19 0,0001 0,0033 0,0400 0,2288 0,6559 0,9723 
20 0,0001 0,0020 0,0294 0,1935 0,6167 0,9666 
21 0,0000 0,0013 0,0214 0,1626 0,5775 0,9601 
22 0,0009 0,0155 0,1358 0,5387 0,9529 
23 0,0005 0,0111 0,1128 0,5005 0,9450 
24 0,0003 0,0080 0,0932 0,4634 0,9363 
25 0,0002 0,0057 0,0766 0,4275 0,9268 
26 0,0001 0,0040, 0,0627 0 3931 0,9166 
27 0,0001 0,0028 0,0510 ' 0,3602 0,9056 
28 0,0000 0,0020 Q,0414 0,3290 0,8939 
29 0,0014 0,0334 0,2996 0,8815 
30 0,0010 0,0269 0,2721 0,8684 
31 0,0007 0,0216 0,2464 0,8546 
32 0,0005 0,0172 0,2225 0,8402 
33 0,0003 0,0137 0,2004 0,8253 
34 0,0002 0,0109 0,1800 0,8097 
35 0,0001 0,0086 0,1613 0,7937 
36 0,0001 0,0068 0,1442 0,7773 
37 0,0001 0,0054 0,1287 0,7604 
38 0,0000 0,0042 0,1145 0,7431 
39 0,0033 0,1018 0,7256 
40 0,0026 0,0902 0,7077 
41 0,0020 0,0798 0,6897 
42 0,0016 0,0705 0,6714 
43 0,0012 0,0621 0,6531 
44 0,0009 0,0547 0,6346 

7 7 0,(001 0,0070 0,0624 0,2288 0,5000 0,7712 0,9376 0,9930 0,9999 
8 0,0000 0,0024 0,0316 0,1501 0,3953 0,6925 0,9067 0,9884 0,9998 
9 0,0008 0,0152 0,0950 0,3036 0,6098 0,8689 0,9819 0,9997 

10 0,0002 0,0071 0,0583 0,2272 0,5272 0,8247 0,9733 0,9995 
11 0,0001 0,0032 0,0348 0,1662 0,4478 0,7752 0,9623 0,9992 
12 0,0000 0,0014 0,0203 0,1189 0,3743 0,7217 0,9487 0,9988 
13 0,0006 0,0116 0,0835 0,3081 0,6655 0,9324 0,9983 
14' 0,0003 0,0065 0,0577 0,2500 0,6080 0,9133 0,9976 
15 0,0001 0,0036 0,0392 0,2002 0,5505 0,8915 0,9967 
16 0,0000 0,0019 0,0262 0,1584 0,4942 0,8670 0,9956 
17 . 0,0010 0,0173 0,1240 0,4399 0,8402 0,9942 
18 0,0005 0,0113 0,0960 0,3886 0,8111 0,9925 
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B a t =0,1 t=0,2 t =0,3 t=0,4 t =0,5 t -0,6 t =0,7 1=0,8 t=0,9 

	

7 19 	 0,0003 0,0073 0,0736 ,3407 0,7800 0,9905 

	

20 	 0,0001 0,0047 0,0559 ,2965 0,7474 0,9881 

	

21 	 0,0001 0,0030 0,0421 	,2563 0,7134 0,9853 

	

22 	 0,0000 0,0019 0,0315 ,2202 0,6784 0,9821 

	

23 	 0,0012 0,0233 ,1880 0,6429 0,9784 

	

24 	 0,0007 0,0172 	1595 0,6070 0,9742 

	

25 	 0,0004 0,0126 ,1348 0,5711 0,9694 

	

26 	 0,0003 0,0091 ,1131 0,5355 0,9642 

	

27 	 0,0002 0,0066 	094.4 0,5004 0,9583 

	

28 	 0,0001 0,0048 ,0785 0,4661 0P519 

	

29 	 0,0001 0,0034 ,0650 0,4328 0,9448 

	

30 	 0,0000 0,0024 ,0536 0,4007 0,9372 

	

31 	 0,0017 	0440 0,3698 0,9289 

	

32 	 0,0012 	0359 0,3404 0,9200 

	

33 	 0,0009 ,0293 0,3124 0,9106 

	

34 	 0,0006 ,0238 0,2859 0,9005 

	

35 	 0,0004 ,0192 0,2610 0,8898 

	

36 	 0,0003 ,0155 0,2376 0,8786 

	

37 	 0,0002 ,0125 0,2158 0,8667 

	

38 	 0,0001 ,0100 0,1956 0,8544 

	

39 	 0,0001 	,0080 0,1768 0,8415 

	

40 	 0,0001 	,0063 0,1595 0,8281 

	

41 	 0,0000 ,0350 0,1436 0,8143 

	

42 	 ,0040 0,1289 0,8000 

	

43 	 ,0032 0,1156 0,7853 

8 8 0,0000 0,0042 0,0500 0,2131 0,5000 0,7869 ,9500 0,9958 1,0000 

	

9 	0,0015 0,0257 0,1427 0,4018 0,7161 ,9256 0,9930 0,9999 

	

10 	0,0005 0,0127 0,0919 0,3145 0,6405 	,8954 0,9891 0,9999 

	

11 	0,0002 0,0061 0,0576 0,2403 0,5634 ,8593 0,9837 0,9998 

	

12 	0,0000 0,0028 0,0352 0,1796 0,4878 	,8180 0,9767 0,9997 

	

13 	 0,0013 0,0210 0,1316 0,4159 	,7723 0,9679 0,9996 

	

14 	 0,0006 0,0123 0,0946 0,3495 	,7230 0,9569 0,9994 

	

15 	 0,0002 0,0070 0,0669 0,2898 	,6713 0,9439 0,9991 

	

16 	 0,0001 0,0040 0,0466 0,2373 	6181 0,99AS 0,9988 

	

17 	 0,0000 0,0022 0,0320 0,1919 ,5647 0,9108 0,9983 

	

18 	 0,0012 0,0216 0,1536 	,5118 0,8909 0,9977 

	

19 	 0,0007 0,0145 0,1216 ,4605 0,8687 0,9970 

	

20 	 0,0003 0,0096 0,0953 	4113 0,8444 0,9961 

	

21 	 0,0002 0,0063 0,0740 ,3648 0,8182 0,9950 

	

22 	 0,0001 0,0041 0,0570 	,3214 0,7903 0,9938 

	

23 	 0,0000 0,0026 0,0435 ,2814 0,7608 0,9922 

	

24 	 0,0017 0,0330 	,2448 0,7300 0,9904 

	

25 	 0,0011 0,0248 ,2118 0,6982 0,9883 

	

26 	 0,0007 0,0186 	,1822 0,6657 0,9859 

	

27 	 0,0004 0,0138 	,1558 0,6326 0,9831 
28 	 0,0003 0,0102 ,1326 0,5993 0,9800 
29 	 0,0002 0,0075 	,1124 0,5660 0,9765 
30 	 0,0001 0,0054 ,0947 0,5330 0,9726 
31 	 0,0001 0,0040 ,0795 0,5003 0,9682 
32 	 0,0000 0,0029 ,0664 0,4683 0,9634 
33 	 0,0021 	,0553 0,4371 0,9581 
34 	 0,0015 	,0458 0,4069 0,9523 
35 	 0,0010 ,0378 0,3777 0,9461 
36 	 0,0007 	,0311 0,3497 0,9393 
37 	 0,0005 	,0255 0,3229 0,9321 
38 	 0,0004 ,0209 0,2975 0,9243 
39 	 0,0003 	,0170 0,2733 0,9160 
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ri 	a 	t=0,1 t=0,2 t=0,3 t=0,4 t=0,5 t=0,6 t=0,7 1=036 .1=0,9 

8 	40 0,0002 0,0138 0,2506 0,9072 
41 0,0001 0,0112 0,2292 0,8979 
42 0,0001 0,0090 0,2091 0,8881 

9 	9 	0,0000 0,0026 0,0403 0,1989 0,5000 0,8011 0,9597 0,9974 1,0000 
10 0,0009 0,0210 0,1347 0,4073 0,7368 0,9404 0,9957 1,0000 
11 0,0003 0,0105 0,0885 0,3238 0,6675 0,9161 0,9933 1,0000 
12 0,0001 0,0051 0,0565 0,2517 0,5956 0,8867 0,9903 0,9999 
13 0,0000 0,0024 0,0352 0,1917 0,5237 0,8523 0,9856 0,9999 
14 0,0011 0,0215 0,1431 0,4540 0,8135 0,9799 0,9999 
15 0,0005 0,0128 0,1050 0,3884 0,7709 0,9727 0,9998 
16 0,0002 0,0075 0,0758 0,3279 0,7250 0,9638 0,9997 
17 0,0001 0,0043 0,0539 0,2735 0,6769 0,9532 0,9995 
18 0,0000 0,0025 0,0378 0,2255 0,6274 0,9408 0,9994 
19 0,0014 0,0261 0,1839 0,5773 0,9263 0,9991  
20 0,0008 i  0,0178 0,1485 0,5275 0,9100 0,9988 
21 0,0004 0,0121 0,1187 0,4787 0,8916 0,9984 
22 0,0002 0,0081 0,0940 0,4315 0,8713 0,9980 
23 0,0001 0,0053 0,0738 0,3865 0,8492 0,9974 
24 0,0001 0,0035 0,0575 0,3440 0,8254 0,9967 
25 0,0000 0,0023 0,0444 0,3043 0,8000 0,9959 
26 0,0015 0,0341 0,2677 0,7731 0,9949 
27 0,0009 .0,0260 0,2341 0,7450 0,9937 
28 0,0006 0,0196 0,2037 0,7159 0,9923 
29 0,0004 0,0148 0,1763 0,6859 0,9907 
30 0,0002 0,0110 0,1518 0,6553 0,9889 
31 0,0001 0,0082 0,1301 0,6243 0,9869 
32 0,0001 0,0061 0,1110 0,5931 0,9345 
33 0,0001 0,0045 0,0943 0,5619 0,9319 
34 0,0000 0,0033 0,0798 0,5309 0,9789 
35 0,0024 0,0672 0,5003 0,9756 
36 0,0017 0,0564 0,4702 0,9720 
37 0,0012 0,0471 0,4407 0,9680 
38 0,0009 0,0392 0,4121 0,9636 
39 0,0006 0,0326 0,3843 0,9589 
40 0,0005 0,0289 0,3576 0,9537 
41 0,0003 0,0222 0,3319 0,9481 

10 	10 	0,0000 0,0016 0,0326 0,1861 0,5000 0,8139 0,9674 0,9984 1,0000 
11 0,0006 0,0171 0,1275 0,4119 0,7553 0,9520 0,9974 1,0000 
12 0,0002 0,0087 0,0849 0,3318 0,6914 0,9324 0,9959 1,0000 
13 0,0001 0,0043 0,0551 0,2617 0,6244 0,9084 0,9939 1,0000 
14 0,0000 0,0021 0,0349 0,2024 0,5562 0,8799 0,9911 1,0000 
15 0,0010 0,0217 0,1537 0,4891 0,8472 0,9874 0,9999 
16 0,0005 0,0132 0,1148 0,4246 0,8106 0,9827 0,9999 
17 0,0002 0,0079 0,0843 0,3642 0,7705 0,9768 0,9999 
18 0,0001 0,0046 0,0510 0,3087 0,7276 0,9696 0,9998 
19 0,0000 0,0027 0,0436 0,2588 0,6825 0,9609 0,9998 
20 0,0015 0,0307 0,2147 0,6360 0,9507 0,9997 
21 0,0009 0,0214 0,1763 0.5888 0,9389 0,9995 
22 0,0005 0,0147 0,1434 0,5416 0,9254 0,9994 
23 0,0003 0,0100 0,1156 0,4951 0,9102 0,9992 
24 0,0001 0,0068 0,0923 0,4497 0,8932 0,9989 
25 0,0001 0,0045 0,0732 0,4061 0,8746 0,9986 
26 0,0000 0,0030 0,0575 0,3646 0,8543 0,9983 
27 0,0020 0,0449 0,3254 0,8324 0,9978 
28 0,0013 0,0348 0,2889 0,8091 0,9973 
29 0,0008 0,0268 0,2551 0,7845 0,9966 
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0 8 	t =0,1 t=0,2 t = 0,3 t=0,4 	t =0,5 t=0,6 t=0,7 t =0,8 t =0,9 

10 30 0,0005 0,0205 0,2241 0,7586 0,9958 

31 0,0003 0,0156 0,1959 0,7318 0,9949 

32 0,0002 0,0118 0,1705 0,7040 0,9939 

33 0,0001 0,0088 0,1476 0,6756 0,9927 

34 0,0001 0,0066 0,1272 0,6467 0,9913 

35 0,0001 0,0049 0,1092 0,6174 0,9897 

36 0,0000 0,0036 0,0934 0,5880 0,9880 

37 0,0027 0,0795 0,5585 0,9860 

38 0,0020 0,0674 0,5292 0,9837 

39 0,0014 0,0570 0,5002 0,9813 

40 0,0010 0,0480 0,4717 0,9785 

11 11 0,0000 0,0010 0,0264 0,1744 0,5000 0,8256 0,9736 0,9990 1,0000 

12 0,0003 0,0140 0,1207 0,4159 0,7720 0,9613 0,9984 1,0000 

13 0,0001 0,0072 0,0813 0,3388 0,7129 0,9454 0,9975 1,0000 

14 0,0000 0,0036 0,0535 0,2706 0,6502 0,9258 0,9962 1,0000 

15 0,0018 0,0344 0,2122 0,5858 0,9022 0,9944 1,0000 

16 0,0009 0,0217 0,1635 0,5213 0,8747 0,9921 1,0000 

17 0,0004 0,0134 0,1239 0,4585 0,8434 0,9890 1,0000 

18 0,0002 0,0081 0,0925 0,3986 0,8087 0,9851 1,0000 

19 0,0001 0,0049 0,0680 0,3427 0,7708 0,9803 0,9999 

20 0,0000 0,0029 0,0494 0,2915 0,7304 0,9744 0,9999 

21 0,0017 0,0354 0,2454 0,6879 0,9673 0,9999 

22 0,0009 0,0251 0,2046 0,6440 0,9589 0,9998 

23 0,0005 0,0175 0,1690 0,5993 0,9492 0,9998 

24 0,0003 0,0122 0,1383 0,5545 0,9380 0,9997 

25 0,0002 0,0083 0,1123 0,5100 0,9253 0,9996 

26 0,0001 0,0057 0,0904 0,4653 0,9111 0,9994 

27 0,0000 0,0038 0,0722 0,4241 0,8954 0,9993 

28 0,0025 0,0572 0,3835 0,8781 0,9991 

29 0,0017 0,0450 0,3450 0,8594 0,9988 

30 0,0011 0,0352 0,3087 0,8392 0,9935 

31 0,0007 0,0274 0,2749 0,8177 0,9982 

32 0,0005 0,0211 0,2436 0,7950 0,9977 

33 0,0003 0,0162 0,2148 0,7711 0,9972 

34 0,0002 0,0124 0,1885 0,7462 0,9966 

35 0,0001 0,0094 0,1647 0,7205 0,9960 

36 0,0001 0,0071 0,1433 0,6940 0,9952 

37 0,0000 0,0053 0,1242 0,6669 0,9942 

38 0,0040 0,1071 0,6393 0,9932 

39 0,0030 0,0921 0,6115 0,9920 

12 12 0,0000 0,0006 0,0214 0,1636 0,5000 0,8364 0,9786 0,9994 1,0000 

13 0,0002 0,0115 0,1143 0,4194 0,7870 . 0,9686 0,9990 1,0000 

14 0,0001 0,0060 0,0778 0,3450 0,7323 0,9558 0,9985 1,0000 

15 0,0000 0,0030 0,0518 0,2786 0,6737 0,9397 0,9977 1,0000 

16 0,0015 0,0337 0,2210 0,6127 0,9202 0,996 1,0000 

17 0,0007 0,0215 0,1725 0,5510 0,8972 0,9950 1,0000 

18 0,0003 0,0135 0,1325 0,4900 0,8706 0,9931 1,0000 

19 0,0002 0,0083 0,1002 0,4311 0,8407 0,9905 1,0000 

20 0,0001 0,0050 0,0748 0,3752 0,8076 0,9873 1,0000 

21 0,0000 0,0030 0,0551 0,3233 0,7717 0,9833 1,0000 

22 0,0018 0,0401 0,2758 0,7334 0,9784 1,0000 

23 0,0010 0,0288 0,2331 0,6932 0,9726 0,9999 

24 0,0006 0,0205 0,1952 0,6516 0,9656 0,9999 

25 0,0003 0,0144 0,1620 0,6091 0,9576 0,9999 

26 0,0002 0,0100 0,1333 0,5663 0,9483 0,9998 

27 0,0001 0,0069 0,1089 0,5236 0,9377 0,9998 
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(i a 	z=0,1 t --- 0,3 t = 0,4 t t =0,6 t =0,7 t =0,8 t = 0,9 

12 

13 

28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 

13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
Z 
2: 
24  
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 

0,0000 0,0004 
0,0001 
0,0000 

0,0175 
0,0094 
0,0050 
0,0025 
0,0013 
0,0006 
0,0003 
0,0001 
0,0001 
0,0000 

0,0001 
0,0000 

0,1538 
0,1082 
0,0743 
0,0499 
0,0329 
0,0212 
0,0135 
0,0084 
0,0052 
0,0031 
0,0019 
0,0011 
0,0006 
0,0004 
0,0002 
0,0001 
0,0001 
0,0000 

0,0047 
0,0032 
0,0022 
0,0014 

. 0,0010 
0,0006 
0,0004 
0,0003 
0,0002 
0,0001 
0,0001 

0,5000 
0,4225 
0,3506 
0,2858 
0,2291 
0,1808 
0,1405 
0,1077 
0,0814 
0,0607 
0,0448 
0,0326 
0,0235 
0,0168 
0,0119 
0,0083 
0,0058 
0,0040 
0,0027 
0,0018 
0,0012 
0,0008 
0,0005 
0,0004 
0,0002 

0,0882 
0,0709 
0,0567 
0,0449 
0,0354 
0,0277 
0,0216 
0,0167 
'0,0129 
0,0098 
0,0075 

0,8462 
0,8007 
0,7499 
0,6950 
0,6374 
0,5785 
0,5195 
0,4618 
0,4064 
0,3542 
0,3057 
0,2615 
0,2217 
0,1864 
0,1554 
0,1285 
0,1055 
0,0860 
0,0695 
0,0559 
0,0446 
0,0354 
0,0279 
0,0219 
0,0171 

0,4816 
0,4406 
0,4010 
0,3632 
0,3273 
0,2936 
0,2620 
0,2328 
0,2060 
0,1814 
0,1592 

0,9825 
0,9745 
0,9641 
0,9509 
0,9348 
0,9155 
0,8931 
0,8674 
0,8387 
0,8071 
0,7729 
0,7365 
0,6983 
0,6587 
0,6182 
0,5772 
0,5362 
0,4957 
0,4559 
0,4173 
0,3802 
0,3448 
0,3112 
0,2796 
0,2502 

0,9258 
0,9125 
*0,8978 
0,8818 
0;8645 
0,8458 
0,8259 
0,8048 
0,7826 
0,7595 
0,7355 

0,9996 
0,9994 
0,9990 
0,9985 
0,9978 
0,9969 
0,9956 
0,9939 
0,9918 
0,9891 
0,9858 

.0,9818 
0,9769 
0,9712 
0,9645 
0,9568 
0,9479 
0,9379 
0,9267 
0,9142 
0,9005 
0,8856 
0,8694 
0,8521 
0,8336 

0,9997 
0,9996 
0,9995 
0,9994 
0,9992 
0,9990 
0,9988 
0,9985 
0,9982 
0,9978 
0,9973 

1)0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
0,9999 
0,9999 
0,9999 
0,9998 
0,9998 
0,9997 
0,9997 
0,9996 
0,9995 
0,9993 
0,9992 

14 14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 

0,0000 0,0002 
0,0001 
0,0000 

0,0143 
0,0077 
0,0041 
0,0021 
0,0011 
0,0005 
0,0003 
0,0001 
0,0001 
0,0000 

0,1447 
0,1025 
0,0710 
0,0481 
0,0320 
0,0209 
0,0134 
0,0085 
0,0053 
0,0032 
0,0020 
0,0012 
0,0007 
0,0004 
0,0002 
0,0001 
0,0001 
0,0000 

0,5000 
0,4253 
0,3555 
0,2923 
0,2366 
0,1885 
0,1481 
0,1147 
0,0877 
0,0662 
0,0494 
0,0365 
0,0266 
0,0192 
0,0138 
0,0098 
0,0069 
0,0048 
0,0033 
0,0023 

0,8553 
0,8132 
0,7659 
0,7145 
0,6601 
0,6039 
0,5470 
0,4908 
0,4361 
0,3840 
0,3350 
0,2897 
0,2484 
0,2112 
0,1781 
0,1491 
0,1238 
0 1021 

0,9857 
0,9792 
0,9707 
0,9599 
0,9466 
0,9306 
0,9116 
0,8897 
0,8650 
0,8373 
0,8071 
0,7745 
0,7397 
0,7032 
0,6654 
0,6267 
0,5874 
0 5470 
0,5088 
0,4702 

0,9998 
0,9996 
0,9994 
0,9991 
0,9987 
0,9980 
0,9972 
0,9961 
0,9947 
0,9930 
0,9907 
0,9880 
0,9846 
0,9806 
0,9758 
0,9702 
0,9638 
0,9564 
0,9479 
0,9385 

1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
0,9999 
0,9999 
0,9999 

0,0836 
0,0680 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



p a t=o1 t=0,2 t=0,3 t =0,4 t=0,5 t=0,6 t=0,7 t=0,8 t.=0,9 

14 34 0,0015 0,0550 0,4326 0,9279 0,9999 
35 0,0010 0,0442 0,3961 0,9162 0,9998 
36 0,0007 0,0353 0,3612 0,9034 0,9998 

15 15 0,0001 0,0117 0,1362 0,5000 0,8638 0,9883 0,9999 1,0000 
16 0,0001 0,0064 0,09,71 0,4278 0,8246 0,9831 0,9998 1,0000 
17 0,0000 0,0034 0,0677 0,3601 0,7806 0,9761 0,9996 1,0002 
18 0,0018 0,0463 0,2983 0,7324 0,9673 0,9994 1,0000 
19 0,0009 0,0310 0,2434 0,6810 0,9563 0,9992 1,0000 
20 0,0005 0,0205 0,1958 0,6274 0,9429 0,9988 1,0000 
21 0,0002 0,0133 0,1553 0,5728 0,9269 0,9982 1,0000 
22 0,0001 0,0085 0,1215 0,5181 0,9083 0,9975 1,0000 
23 0,0001 0,0053 0,0939 0,4645 0,8870 0,9966 1,0000 
24 0,0000 0,0033 0,0717 0,4127 0,8631 0,9954 1,0000 
25 0,0020 0,0541 0,3635 0,8365 0,9940 1,0000 
26 0,0012 0,0403 0,3174 0,8074 0,9921 1,0000 
27 0,0007 0,0298 0,2749 0,7762 0,9898 1,0000 
28 0,0004 0,0218 0,2362 0,7430 0,9870 1,0000 
29 0,0003 0,0158 0,2013 0,7081 0,9836 1,0000 
30 0,0001 0,0113 0,1703 0,6719 0,9797 1,0000 
31 0,0001 0,0080 0,1430 0,6347 0,9750 1,0000 
32 0,0000 0,0057 0,1193 0,5969 0,9696 1,0000 
33 0,0040 0,0988 0,5589 0,9634 1,0000 
34 0,0028. 0,0813 0,5210 0,9563 1,0000 
35 0,0019 0,0664 0,4835 0,9483 0,9999 

16 16 0,0001 0,0095 0,1284 0,5000 0,8716 0,9905 0,9999 1,0000 
17 0,0000 0,0052 0,0920 0,4300 0,8352 0,9862 0,9999 1,0000 
18 0,0028 0,0645 0,3642 0,7941 0,9905 0,9998 1,0000 
19 0,0015 0,0444 0,3038 0,7488 0,9732 0,9997 1,0000 
20 0,0008 0,0300 0,2498 0,7003 0,9641 0,9995 1,0000 
21 0,0004 0,0200 0,2025 0,6493 0,9530 0,9992 1,0000 
22 0,0002 0,0131 0,1620 0,5968 0,9396 0,9989 1,0000 
23 0,0001 0,0084 0,1279 0,5439 0,9238 0,9984 1,0000 
24 0,0000 0,0053 0,0998 0,4914 0,9056 0,9978 1,0000 
25 0,0034 0,0769 0,4402 0,8849 0,9971 1,0000 
26 0,0021 0,0586 0,3911 0,8616 0,9961 1,0000 
27 0,0013 0,0442 0,3446 0,8360 0,9948 1,0000 
28 0,0008 0,0330 0,3013 0,8081 0,9932 1,0000 
29 0,0005 0,0244 0,2613 0,7781 . 0,9913 1,0000 
30 0,0003 0,0178 0,2249 0,7462 0,9890 1,0000 
31 0,0002 0,0129 0,1922 0,7128 0,9862 1,0000 
32 0,0001 0,0093 0,1630 0,6780 0,9829 1,0000 
33 0,0001 0,0066 0,1373 0,6423 0,9790 1,0300 
34 0,0000 0,0047 0,1149 0,6059 0,9744 1,0000 

17 17 0,0001 0,0078 0,1211 0,5000 0,8789 0,9922 0,9999 1,0000 
18 0,0000 0,0043 0,0872 0,4321 0,8450 0,9887 0,9999 1,0000 
19 0,0023 0,0615 0,3679 0,8065 0;9840 0,9999 1,0000 
20 0,0012 0,0426 0,3089 0,7640 0,9781 0,9998 1,0000 
21 0,0006 0,0290 0,2557 0,7181 0,9705. 0,9997 1,0000 
22 0,0003 0,0195 0,2088 0,6696 0;9612 0,9995 1,0000 
23 0,0002 0,0128 01.684 0,6193 0,9500 0,9993 1,0000 
24 0,0001 0,0083.  0,1341 0,5681 0,9367 0,9990 1,0000 
25 0,0000 0,0053 0,1055 0,5170 0;9211 0,9986 1,0000 
26 0,0034 0,0821 0,4666 0,9()33. 0,9981 1,0000 
27 0,0021 0,0631 0;4178 . (),983.1 0,9974 1,0000 
28 0,0013 0,0481 0,3712 0,8606 0,9966 1,0000 
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B a 	t=0,1 t=0,2 t=0,3 t=0,4 1=0,5 t=0,6 t=0,7 t=0,8 1=0,9 

• 
17 29 0,0008 0,0362 0,3272 0,8358 0,9956 1,0000 

30 0,0005 0,0270 0,2863 0,8090 0,9942 1,0000 
31 0,0003 0,0200 0,2486 0,7801 0,9926 1,0000 
32 0,0002 0,0147 0,2144 0,7495 0,9907 1,0000 
33 0,0001 0,0106 0,1836 0,7173 0,9883 1,0000 

18 18 0,0000 0,0064 0,1134 0,5000 0,8857 0,9936 1,0000 1,0000 
19 0,0036 0,0826 0,4340 0,8540 0,9907 0,9999 1,0000 
20 0,0019 0,0586 0,3714 0,8180 0,9869 0,9999 1,0000 
21 0,0010 0,0409 0,3136 0,7781 0,9820 0,9999 1,0000 
22 0,0005 0,0280 0,2612 0,7347 0,9758 0,9998 1,0000 
23 0,0003 0,0189 0,2148 0,6885 0,9680 0,9997 1,0000 
24 0,0001 0,0126 0,1744 0,6404 0,9586 0,9996 1,0000 
25 0,0001 0,0082 0,1400 0,5910 0,9474 0,9994 1,0000 
26 0,0000 0,0053 0,1110 0,5413 0,9342 0,9991 1,0000 
27 0,0034 0,0871 0,4919 0,9188 0,9988 1,0000 
28 0,0021 0,0676 0,4436 0,9014 0,9983 1,0000 
29 0,0013 0,0519 0,3971 0,8817 0,9978 1,0000 
30 0,0008 0,0395 0,3528 0,8599 0,9971 1,0000 
31 0,0005 0,0297 0,3111 0,8359 0,9962 1,0000 
32 0,0003 0,0222 0,2724 0,8100 0,9951 1.0000 

19 19 0,0000 0,0053 0,1080 0,5000 0,8920 0,9947 1,0000 1,0000 
20 0,0029 0,0784 0,4357 0,8624 0,9924 1,0000 1,0000 
21 0,0016 0,0559 0,3746 0,8287 0,9893 0,9999 1,0000 
22 0,0009 0,0392 0,3179 0,7911 0,9852 09999 1,0000 
23 0,0004 0,0270 0,2664 0,7501 0,9801 0,9999 1.0000 
24 0,0002 0,0183 0,2204 0,7062 0,9736 0,9998 1,0000 
25 0,0001 0,0123 0,1802 0,6601 0,9658 0,9997 1,0000 
26 0,0001 0,0081 0,1456 0,6126 0,9563 0,9996 1,0000 
27 0,0000 0,0053 0,1163 0,5643 0,9451 0,9994 1,0000 
28 0,0034 0,0920 0,5160 0,9319 0,9992 1,0000 
29 0,0022 0,0719 0,4684 0,9169 0,9989 1,0000 
30 0,0014 0,0557 0,4222 0,8998 0,9986 1,0000 
31 0,0008 0,15427 0,3777 0,8806 0,9981 1.0000 

20 20 0,0000 0,0043 0,1021 0,5000 0,8979 0,9957 1,0000 1,0000 
21 0,0024 0,0744 0,4373 0,8702 0,9937 1,0000 1,0000 
22 0,0013 0,0532 0,3776 0,8386 0,9912 1,0000 1,0000 
23 0,0007 0,0375 0,3220 0,8032 0,9879 0,9999 1,0000 
24 0,0004 0,0260 0,2712 0,7644 0,9836 0,9999 1,0000 
25 0,0002 0,0178 0,2251 0,7227 0,9782 0,9999 1,0000 
26 0,0001 0,0120 0,1856 0,6786 0,9717 0,9998 1,0000 
27 0,0001 0,0080 0,1510 0,6329 0,9637 0,9997 1,0000 
28 0,0000 0,0052 0,1215 0,5861 0,9542 0,9996 1,0000 
29 0,0034 0,0967 0,5391 0,9430 0,9995 1,0000 
30 0,0022 0,0762 0,4923 0,9300 0,9993 1,0000 

21 21 0,0000 0,0036 0,0965 0,5000 0,9035 0,9964 1,0000 1,0000 
22 0,0020 0,0706 0,4388 0,8775 0,9949 1,0000 1,1000 
23 0,0011 0,0507 0,3804 0,8478 0,9928 1,0000 1,0000 
24 0,0006 0,0359 0,3258 0,8144 0,9900 1,0000 1,0000 
25 0,0003 0,0250 0,2757 0,7777 0,9865 0,9999 1,0000 
26 0,0002 0,0172 0,2307 0,7381 0,9820 0,9999 1,0000 
27 0,0001 0,0117 0,1908 0,6960 0,9765 0,9999 1,0000 
28 0,0000 0,0078 0,1562 0,6521 0,9698 0,9998 1,0000 
29 0,0051 0,1264 0,6069 0,9618 0,9998 1,0000 
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p 	a t = 0,1 t =0,2 	t =0,3 	t =0,4 	t =0,5 	t =0,6 	t =0,7 	t =0,8 t =0,9 

22 	22 0,0000 	0,0029 	0,0913 	0,5000 	0,9087 	0,9971 	1,0000 1,0000 
23 0,0017 	0,0670 	0,4402 	0,8843 	0,9958 	1,0000 1,0000 
24 0,0009 	0,0483 	0,3830 	0,8564 	0,9940 	1,0000 1,0000 
25 0,0005 	0,0343 	0,3294 	0,8249 	0,9918 	1,0000 1,0000 
26 0,0003 	0,0241 	0,2800 	0,7902 	0,9888 	1,0000 1,0000 
27 0,0001 	0,0166 	0,2354 	0,7525 	0,9852 	1,0000 1,0000 
28 0,0001 	0,0113 	0,1958 	0,7123 	0,9805 	0,9999 1,0000 

23 	23 0,0000 	0,0024 	0,0865 	0,5000 	0,9135 	0,9976 	1,0000 1,0000 
24 0,0014 	0,0636 	0,4415 	0,8907 	0,9965 	1,0000 1,0000 
25 0,0008 	0,0460 	0,3854 	0,8644 	0,9951 	1,0000 1,0000 
26 0,0004 	0,0328 	0,3327 	0,8347 	0,9932 	1,0000 1,0000 
27 0,0002 	0,0231 	0,2841 	0,8018 	0,9908 	1,0000 1,0000 

24 	24 0,0000 	0,0020 	0,0819 	0,5000 	0,9181 	0,9980 	1,0000 1,0000 
25 0,0011 	0,0604 	0,4427 	0,8966 	0,9971 	1,0000 1,0000 
26 0,0006 	0,0439 	0,3877 	0,8718 	0,9960 	1,0000 1,0000 

25 	25 0,0000 	0,0017 	0,0776 	0,5000 	0,9224 	0,9983 	1,0000 1,0000 

221. Tabela 2 

ORDINATE I POVRg INE NORMALNE KRIVE 

1 	x 	- " 
Y(x)= -ae 	

0(x)= -J e 	2  dt 

x y (x) 0 (x) x 	y (x) 	0 (x) x 	y (x) 0 (x) 

0,00 0,3989 0,5000 0,23 	0,3885 	0,5910 0,46 	0,3589 0,6772 
001 0,3989 0,5040 0,24 	0,3876 	0,5948 0,47 	0,3572 0,6808 
0,02 0,3989 0,5080 0,25 	0,3867 	0,5987 0,48 	0,3555 0,6844 
0,03 0,3988 0,5120 0,26 	0,3857 	0,6026 0,49 	0,3538 0,6879 
0,04 0,3986 0,5160 0,27 	0,3847 	0,6064 0,50 	0,3521 0,6915 
0,05 0,3984 0,5199 0,28 	0,3836 	0,6103 0,51 	0,3503 0,6950 
0,06 0,3982 0,5239 0,29 	0,3825 	0,6141 0,52 	0,3485 0,6985 
0,07 0,3980 0,5279 0,30 	0,3814 	0,6179 0,53 	0,3467 0,7019 
0,08 0,3977 0,5319 0,31 	0,3802 	0,6217 0,54 	0,3448 0,7054 
0,09 0,3973 0,5359 0,32 	0,3790 	0,6255 0,55 	0,3429 0,7088 
0,10 0,3970 0,5398 0,33 	0,3778 	0,6293 0,56 	0,3410 0,7123 
0,11 0,3965 0,5438 0,34 	0,3765 	0,6331 0,57 	0,3391 0,7157 
0,12 0,3961 0,5478 0,35 	0,3752 	0,6368 0,58 	0,3372 0,7190 
0,13 0,3956 0,5517 0,36 	0,3739 	0,6406 0,59 	0,3352 0,7224 
0,14 0,3951 0,5557 0,37 	0,3725 	0,6443 0,60 	0,3332 0,7257 
0,15 0,3945 0,5596 0,38 	0,3712 	0,6480 0,61 	0,3312 0,7291 
0,16 0,3939 0,5636 0,39 	0,3697 	0,6517 0,62 	0,3292 0,7324 
0,17 0,3932 0,5675 0,40 	0,3683 	0,6554 0,63 	0,3271 0,7357 
0,18 0,3925 0,5714 0,41 	0,3668 	0,6591 0,64 	0,3251 0,7389 
0,19 0,3918 0,5753 0,42 	0,3653 	0,6628 0,65 	0,3230 0,7422 
0,20 0,3910 0,5793 0,43 	0,3637 	0,6664 0,66 	0,3209 0,7454 
0,21 0,3902 0,5832 0,44 	0,3621 	0,6700 0,67 	0,3187 0,7486 
0,22 0,3894 0,5871 0,45 	0,3605 	0,6736 0,68 	0,3166 0,7517 
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x y(x) 0 (x) x y(x) 0(x) x y(x) 0 (x) 

0,69 0,3144 0,7549 1,27 0,1781 0,8980 1,85 0,0721 0,9678 
0,70 0,3123 0,7580 1,28 0,1758 0,8997 1,86 0,0707 0,9686 
0,71 0,3101 0,7611 1,29 0,1736 0,9015 1,87 0,0694 0,9693 
0,72 0,3079 0,7642 1,30 0,1714 0,9032 1,88 0,0681 0,9699 
0,73 0,3056 0,7673 1,31 0,1691 0,9049 1,89 0,0669 0,9706 
0,74 0,3034 0,7704 1,32 0,1669 0,9066 1,90 0,0656 0,9713 
0,75 0,3011 0,7738 1,33 0,1647 0,9082 1,91 0,0644 0,9719 
0,76 0,2989 0,7764 1,34 0,1626 0,9099 1,92 0,0632 0,9726 
0,77 0,2966 0,7794 1,35 0,1604 0,9115 1,93 0,0620 0,9732 
0,78 0,2943 0,7823 1,36 0,1582 0,9131 1,94 0,0608 0,9738 
0,79 0,2920 0,7852 1,37 0,1561 0,9147 1,95 0,0596 0,9744 
0,80 0,2897 0,7881 1,38 0,1539 0,9162 1,96 0,0584 0,9750 
0,81 0,2874 0,7910 1,39 0,1518 0,9177 1,97 0,0573 0,9756 
0,82 0,2850 0,7939 1,40 0,1497 0,9192 1,98 0,0562 0,9761 
0,83 0,2827 0,7967 1,41 0,1476 0,9207 1,99 0,0551 0,9767 
0,84 0,28113 0,7995 1,42 0,1456 0,9222 2,00 0,0540 0,9772 
0,85 0,2780 0,8023 1,43 0,1435 0,9236 2,01 0,0529 0,9778 
0,86 0,2756 0,8051 1,44 0,1415 0,9251 2,02 0,0519 0,9783 
0,87 0,2732 0,8078 1,45 0,1394 0,9265 2,03 0,0508 0,9788 
0,88 0,2709 0,8106 1,46 0,1374 0,9279 2,04 0,0498 0,9793 
0,89 0,2685 0,8133 1,47 0,1354 0,9292 2,05 0,0488 0,9798 
0,90 0,2661 0,8159 1,48 0,1334 0,9306 2,06 0,0478 0,9803 
0,91 0.2637 0,8186 1,49 0,1315 0,9319 2,07 0,0468 0,9808 
0,92 0,2613 0,8212 1,50 0,1295 0,9332 2,08 0,0459 0,9812 
0,93 0,2589 0,8238 1,51 0,1276 0,9345 2,09 0,0449 0,9817 
0,94 0,2565 0,8264 1,52 0,1257 0,9357 2,10 0,0440 0,9821 
0,95 0,2541 0,8289 1,53 0,1238 0,9370 2,11 0,0431 0,9826 
0,96 0,2516 0,8315 1,54 0,1219 0,9382 2,12 0,0422 0,9830 
0,97 0,2492 0,8340 1,55 0,1200 0,9394 2,13 0,0413 0,9834 
0,98 0,2468 0,8365 1,56 0,1182 0,9406 2,14 0,0404 0,9838 
0,99 0,2444 0,8389 1,57 0,1163 0,9418 2,15 0,03% 0,9842 
1,00 0,2420 0,8413 1,58 0.1145 0,9429 2,16 0,0387 0,9846 
1,01 0,2396 0,8438 1,59 0,1127 0,9441 2,17 0,0379 0,9850 
1,02 0,2371 0,8461 1,60 0,1109 0,9452 2,18 0,0371 0,9854 
1,03 0,2347 0,8485 1,61 0,1092 0,9463 2,19 0,0363 0,9857 
1,04 0,2323 0,8508 1,62 0,1074 0,9474 2,20 0,0355 0,9861 
1,05 0,2299 0,8531 1,63 0,1057 0,9484 2,21 0,0347 0,9864 
1,06 0,2275 0,8554 1,64 0,1040 0,9495 2,22 0,0339 0,9868 
1,07 0,2251 0,8577 1,65 0,1023 0,9505 2,23 0,0332 0,9871 
1,08 0,2227 0,8599 1,66 0,1006 0,9515 2,24 0,0325 0,9875 
1,09 0,2203 0,8621 1,67 0,0989 0,9525 2,25 0,0317 0,9878 
1,10 0,2179 0,8643 1,68 0,0973 0,9535 2,26 0,0310 0,9881 
1,11 0,2155 0,8665 1,69 0,0957 0,9545 2,27 0,0303 0,9884 
1,12 0,2131 0,8686 1,70 0,0940 0,9554 2,28 0,0297 0,9887 
1,13 0,2107 0,8708 1,71 0,0925 0,9564 2,29 0,0290 0,9890 
1,14 0,2083 0,8729 1,72 0,0909 0,9573 2,30 0,0283 0,9893 
1,15 0,2059 0,8749 1,73 0,0893 0,9582 2,31 0,0277 0,9896 
1,16 0,2036 0,8770 1,74 0,0878 0,9591 2,32 0,0270 0,9898 
1,17 0,2012 0,8790 1,75 0,0863 0,9599 2,33 0,0264 0,9901 
1,18 0,1989 0,8810 1,76 0,0848 0,9608 2,34 0,0258 0,9904 
1,19 0,1965 0 8830 1,77 0,0833 0,9616 2,35 0,0252 0,9905 
1,20 0,1942 0,8849 1,78 0.0818 0,9625 2,36 0,0246 0,9909 
1,21 0,1919 0,8869 1,79 0,0804 0,9633 2,37 0,0241 0,9911 
1,22 0,1895 0,8888 1,80 0,0790 0,9641 2,38 0,0235 0,9913 
1,23 0,1872 0,8907 1,81 0,0775 0,9649 2,39 0,0229 0,9916 
1,24 0,1849 0,8925 1,82 0,0761 09656 2,40 0,0224 0,9918 
1,25 0,1826 0,8944 1,83 0,0748 0,9664 2,41 0,0219 0,9920 
1,26 0,1804 0,8962 1,84 0,0734 0,9671 2,42 0,0213 0,9922 
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x y(x) 0 (x) x y(x) 0 (x) x y (x) 0 (x) 

2,43 0,0208 0,9925 2,65 0,0119 0,99598 2,87 0,0065 0,99795 

2,44 0,0203 0,9927 2,66 0,0116 0,99609 2,88 0,0063 0,99801 

2,45 0,0198 0,9929 2,67 0,0113 0,99621 2,89 0,0061 0,99807 

2,46 0,0194 0,9931 2,68 0,0110 0,99632 2,90 0,0060 0,99813 

2,47 0,0189 0,9932 2,69 0,0107 0,99643 2,91 0,0058 0,99819 

2,48 0,0184 0,9934 2,70 0,0104 0,99653 2,92 0,0056 0,99825 
2,49 0,0180 0,9936 2,71 0,0101 0,99664 2,93 0,0055 0,99831 

2,50 0,0175 0,99379 2,72 0,0099 0,99674 2,94 0,0053 0,99836 

2,51 0,0171 0,99396 2,73 0,0096 0,99683 2,95 0,0051 0,99841 

2,52 0,0167 0,99413 2,74 0,0093 0,99693 2,96 0,0050 0,99846 

2,53 0,0163 0,99430 2,75 0,0091 0,99702 2,97 0,0048 0,99851 

2,54 0,0158 0,99446 2,76 0,0088 0,99711 2,98 0,0047 0,99856 

2,55 0,0154 0,99461 2,77 0,0086 0,99720 2,99 0,0046 0,99861 

2,56 0,0151 0,99477 2,78 0,0084 0,99728 3,00 0,0044 0,99865 

2,57 0,0147 0,99492 2,79 0,0081 0,99736 3,01 0,0033  	0,99869 

2,58 0,0143 0,99506 2,80 0,0079 0,99744 3,02 0,0024 0,99874 

2,59 0,0139 0,99520 2,81 0,0077 0,99752 3,03 0,0017 0,99878 

2,60 0,0136 0,99534 2,82 0,0075 0,99760 3,04 0,0012 0,99882 

2,61 0,0132 0,99547 2,83 0,0073 0,99767 3,05 0,0009 0,99886 

2,62 0,0129 0,99560 2,84 0,0071 0,99774 3,06 0,0006 0,99889 

2,63 0,0126 0,99573 2,85 0,0069 0,99781 3,07 0,0004 0,99893 

2,64 0,0122 0,99585 2,86 0,0067 0,99788 3,08 0,0003 0,99897 
3,09 0,0002 0,99900 
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3. VEROVATNOCA UZROKA 

3.1. Bayes-ova formula. — Posmatrajmo dogadaj A koji se moie 
ostvariti pod uticajem vide razlieitih uzroka. Oznaeimo sa Ct, C2; • • • ; Cr 
dogadaje koji mogu izazvati ostvarenje dogadaja A i pretpostavimo da su 
medusobno inkompatibilni. Neka se ostvario dogadaj A i postavlja se zadatak 
da se odredi verovatnoea Pi da se dogadaj A ostvario pod uticajem uzroka Ci. 
Ova se verovatnoea 

Pi =Pr.{ CiIA } 

naziva verovatnodom a posteriori, dok se obiena verovatnoaa 

qi = Pr { Ci 

naziva verovamodom a priori. Najzad oznaeimo sa 

pi  = Pr. {A I 
tj. verovatnoeu da oe uzrok Ci izazvati ostvarenje dogadaja A. Na osnovu 
aksiome sloiene verovatnode je 

Fr.{CiA} = pr.{ci}pr.{Alc i } = gipi  

a sabiranjem dobijamo 
r 
Z Pr. 1. Ci Ay = Pr {A} 
i =I 

tako da je 

Pr. {A} = E p 
i -1 

q
1 

S druge strane, imamo 

Pr. {Ci Ai} = F'r. {A} • Pr. {Ci I A.} , 

odnosno 

gipi = z qipi) Pt 
pa je traiena,  verovatnoea 

qi Pi  
(3.1.1) 	

.Z qi pi 

100 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Ovo je poznata Bayes-ova formula za odredivanje verovatnoCe uzroka. 
Thomas Bayes je prvi rdio gornji problem all rdenje nije hteo da objavi, 
pato mu je bilo sumnjivo. Re3enje je objavljeno tek posle njegove smrti (1763). 

Verovatno4a buduah dogadaja. — Zadr2avaiuei iste postavke 
problems 3.1 kolika je verovatnoCm da Ce se ostvariti dogadaj B po3to se 
ostvario dogadaj A> Kako se B mote smatrati kao buduei dogadaj u odnosnu 
na A, traiena verovatnoea naziva se verovarnoda bududeg dogadaja. 

Ostvarenje dogadaja A potiCe od jednog i samo jednog od uzroka 
Ci (i-= 1, 2, 	, r). To isto vafi i za dogadaj B. Zato je 

Pr. { B 	= X P. {B A}, 
1=1 

ako 1coristimo aksiomu sloiene verovatnoCe, 

Pr.-03 	= 
ist
E Fr.{Ci 1A} Pr.{BIACi}. 

Oznativajuai sa 

B I ACil 
i koristeei obrazac (3.1.1) dobijamo tra2enu verovatnoau 

Z 	qvpi 
(3.2.1) 	 Pr.{BiA} 

gi pi  

U sluCaju nezavisnosti 

Fr.{BiAC } = Pr.{BICi} = 00: 

obrazac (3.2.1) postaje 

i al Qs Pt 
(3.2.2) 	 Pr.{B IA} — 

i=,  
r 
E, qi Pi ft 

3.3. Granice poverenja. — Pretpostavimo da nam je prosta vero-
vatnoCa p kod ponovljenih opita nepoznata ali da znamo da mote imati 
jednu od sledeeih r vrednosti 

1 	2 	r – 1 
, 	, 	, 	 ,1 

r r 	r 
i pretpostavimo da svaka 

1
od ovih vrednosti ima uniformnu verovatnoCu 

qi 	i = 1, 2, 
r • ' • ' r • 

Kolika je verovatnoaa da se prava vrednost proste verovatnoee p nalazi u 

(

intervalu —a , —p gde je 0 --,:: cc < (3 -C.. r, odnosno koliko je 
r 

13 

ako je u n ponovljenih opita eksperimentalna verovatnoca —
m

? 
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-• 	I 

Usvajajuei uzrok Cc, tj. da je p= -
i

, uslovna verovatnota doga. 

daja A bloc 
In \ 

Pi= Ii- 	1 1  r 	fr"' 

a verovatno6a a posteriori da de u n ponovljenih opita elcsperiteatalna vero-

vatnoaa biti —
m 

uz pretpostavku p=k bike po Bayes-ovoj formuli 

 

Yi - 

r ()(n 	r - m tn 3 1-  F 

tj. 

± ( n  )(Int  --nn  r nt r 

(3.3A) 

trai 	• (11 ( 1 1  r -m  
Ako sa a oznatimo prvi ceo broj vein od a a sa b prvi ceo broi mane 
od (3, tra2ena verovatnoia Nee 

1' 

P= E Pi, 
iaa 

tj.. 

(3.3.2) 	 P - 

/Lyn Lan-m 

a r 	r  

3., 

Najzad, ako sa diskretnog slutaja predemo na neprekidan, tj. ako pustimo 
da r 00, verovatnoea 	p C 0E4 mike ka izrazu 

a z  

I xi" (i-x)n -mclx 
0 

tj. 

433. 3) Pr.{11,<P < ma} =fat( m+1,n- m 1) -I ct jm 	+1). 
Obrazac (3.3.3) pretstavlja verovatrsoiu a posteriori da ee prosta verovatnoaa p 
letati u intervalu a2), pod uslovom da je p moglo da ima ma koju 
vrednost izmedu Oi 1 i da je (OLg — at) verovatnoea a priori da p leti 
izmedu at i a2, a na osnovu einjenice da je eksperimentahla verovatnoea 

bila —
m 

posle n ponovljenih opita. 

M 	• ft— in 

(1') ( 1  

I xm(1-x)n -mdx 
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Verovatnota da je prava vrednost proste verovatnooe manja od neke 
vrednosti a (cc < 1) je 

Pr. { p < oc} = Im (m+ 1, n — m +1) . 

Neki put je moguee da unapred iskonstrugemo pravu vrednost proste 
verovatnoae p. Tada mo2emo da testiramo preko ponovljenih opita isprav-
nost tako iskonstruisane vrednosti za p. Neka je e verovatnoaa da p len 
izvan intervala (at, a2), tj. 

	

Pr {al < P 	1121 
Ako smo ponovili opit n puta, pri temu je eksperimentalna verovatnoea 

ispala onda za proizvoljno izabranu vrednost e molemo da odredimo 

granice at i a2, tako da bude 
e 

	

Pri{ p < cti} 	
2 

< 	i = 1, 2 . 

 Te vrednosti neposredno izraeunavamo preko Tabele 1 za nepotpuni ko-
lienik B-funkcije. Za s = 0,01 rezonovaeemo da se samo u jednom od sto 
sluaajeva mole desiti da je prava vrednost proste verovatnoee p izvan inter-
vala a2). Ukoliko sada iskonstruisana prosta verovatnoect p pada u in-
terval (at, as) kazaaemo da rezultati eksperimenata ne protivureee hipotezu 
po kojoj smo iskonstruisali verovatnoeu p. Odabiranje broja e, koji nazivamo 
koeficijentom rizika, subjektivne je prirode. Zato tako dobijene granice at 
i a2 nazivamo granicama poverenja a interval (at, az) interval= sigurnosti. 
Napomenimo da je teiko odriiva pretpostavka da je (a2— at) verovatnoea 
a priori da p le2i u intervalu cc2) i da je u Teoriji ocene parametara 
osnovnih skupova odavno odbaZeria pritnena Bayes-ove formule. 

3.4. Primeri 

	

3.4.1. Neka svaka od 11 urni Uo, Ut, 	sadrii po 10 kuglica. 
Urna U, sadrii pri tome i belih i (10—i) crnih kuglica. Na sluaaj uzmemo 
jednu urnu i izvueemo iz nje jednu kuglicu. Konstatujemo da je bela. Kolika 
je verovatnoaa da smo je izvukli iz urne EL? 

Pretpostavimo da sve urne imaju istu §ansu da budu izmeene. Tada 
je verovatnoaa a priori 

1 
= Pr.{Ui} = qo  = 9, = • • = q10 = — • 

Verovatnoaa da ee izvueena kuglica iz poznate urne biti bela je.  

	

1 	2 
po  = 0, pi  = 	p2 = 	• • • 	 • 

	

to 	to 
Koristeti Bayes-ovu formulu dobijamo neposredno verovatnoeu a 

posteriori 	 1 	i 
11 10 

L . 	I.. 	4_  
11 0+ 11  10 	• • 

1+2 + + 10 	55 

Pi = Pr. {Ui IA} — 
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3.4.2. Imamo tri kategorije zgrada A, B, C. Kategorija A saddi a 
zgrada, kategorija B saddi b zgrada a kategorija C sadrEt c zgrada. Neka 
su a, (3 i y verovatnoCe da Ce izgoreti zgrada kategorije resp. A, B i C 
u toku jedne godine. Do kraja godine izgori jedna zgrada. Kolika je vero- 
vatnoaa da je pripadala kategoriji A, odnosno B, odnosno C? 

Verovatnoee a priori su 
a 

	

qA=  a+b+c 	4a a+b+c 	4c a+b+c 
Zatim je 

	

PA = cc , Pe = 	Pc = 
Zato je 

a 
act 	 bi3 	 c y  

	

, 	= 	
Pe a PA - —cc  bp ci ot+bp+cy aa+bp +cy 

Moiemo kazati da ima manje ganse da izgorela kuea pripada kategoriji sa 
manjom verovatn000m a posteriori. 

3.4.3. Pretpostavimo da su u primeru (3.4.2) verovatnoet a, f3 i y 
nezavisne medusobno Neka je do kraja godine jedna i samo jedna zgrada 
izgorela. Kolika je verovatnoea da to kuea pripada kategoriji A? 

Verovatnoea da nijedna kit& neee izgoreti je 

go = (1-a)a  (1-0)b(1— yr. 
Verovatnoea da ee jedna zgrada kategorije A, odnosnoB, odnosno C 

izgoreti je 

gok =  acc( 1-x)a-1 ( 1- 13 ) h ( 1- 1)c , 
= by (s— at (i—p) 6' (1-y)c , 

- cl (1-a)a (1-(3)b (i-y)` -1  
Po§to su verovatnoee a, 13 i y medu sobom nezavisne, to je 

f'"'Pa =Pc = 1
. 

Otuda je tral.ena verovatnota 

aa(1. - ar-I (1-13) 1' ( I— yr 

	

PA — 	  

qA ÷ A+ qc 
*li 

PA  a ic±a + b  13  + 1-13 	1- ty 
3.4.4. Igramo karte sa protivnikom koga prvi put vidimo i eija nam 

proglost nije poznata. Prilikom izvlaeenja karte protivnik je izvukao keca, 
tj. najjacu kartu. Kolika je verovatnoat da je protivnik varalica? (Poincare). 

1-
a a. a 
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Da bismo mogli da regimo ovaj problem, potrebno bi bib da znamo 
koliki je ukupan broj prisutnih lica i od toga koliki je broj varalica. Naravno 
da nam je nemoguee odrediti to brojeve,sto pokazuje da je eesto tegko 
odrediti verovatnoae a priori. 

Dogadaj A je izvlaeenje keca iz gpila od 32 karte od strane nageg 
protivnika. Dva su moguea uzroka: 

protivnik je varalica; 
C2: protivnik nije varalica i kec je izvueen na sreau. 

Verovatnoee a priori Noe 

- q 7 

q2 = 1-q 

Verovatnoea da ee varalica izvuei keca je 

Pt -  P 

a verovatnoea da ee paten igrao izvuei keca je 

P 2-  32 = 

tako da je traZena verovatnoaa 

= 
	Pq  

pq +('I— q) 1/43 

Da bismo mogli da regimo do kraja ovaj problem, daeemo neke konkretne 
vrednosti verovatnotama p i q. Podimo, naprimer, od pesimistieke pretpo- 

stavke da je svaki drugi igrae varalica, tj. g = —
1 

i da ee varalica svaki put 
2 

da izvuee keca, tj. p = I. Tada je 
8 

PJ. 

to bi znaeilo da na osnovu einjenice gto je izvukao keca, postoji osam gansi 
od ukupno devet da je nag protivnik varalica. 

Medutim, lako je konstatovati da je nag protivnik varalica ako on 
svakog pun izvuee keca. Zato ee se on, naprimer, ogranieiti da samo udvo-

struei 'sane pogtenog igraea. Tada je p= 
4  -

, pa je 

_ 2q 
Fi 	 - 

q- 	+ (1- q) -6 	q 
Kako se uglavnom mote oeekivati da je vrednost verovatnoee q vrlo mala, 
to je pribli2no Pt = 2q• Postoji, dakle, dva puta vise razloga da verujemo 
da je nag protivnik varalica, s obzirom da je izvukao keca. 

3.4.5. 11 jednoj katastarskoj opgtini nalazi se 10 zasejanih povegina 
i to 4 zasejane 2itom a 6 zasejanih kukuruzom. Prilikom nekih promena 
4 povrgine pripojene su susednoj katastarskoj opgtini. Tom prilikom korai- 
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silk% je izagla na teren i obilla samo 2 od 4 pripojene povrgine. Konstatovalo 
se da su obe povrgine zasejane iitom. Ako na slue:aj izaberemo jednu od 
dve preostale povrgine, kolika je verovatno6a da Ee ona bid zasejana 2itom? 

Kako je konstatovano da su dve od Eetiri pripojene povrgine zasejane 
iitom, sastav sve Eetiri povrgine mogao bi biti sledeei: 

Cr : 4 povrgine zasejane iitom, 0 povrgine zasejane. kukuruzom 
C2: 3 povrgine zasejane gitom, I povrgina zasejana kukuruzom 
Cy : 2 povrgine zasejane zitom, 2 povrgine zasejane kukuruzom 

tako da su verovatnoce a priori 

a 	(4)( 6o)  ,1 	c) 210 

(1) ( 61) 	24 

	

9'2  = (147) 	210 

(/)(62) 	90 

g3 	11C11 	210 
14/ 

Uslovne verovatnoee pi, tj. verovatnooe da Ee dye na slueaj izabrane povrgine 
od Eetiri pripojene povrgine bid zasejane Zitom a za odgovarajuEe uzroke 
Q Wee 

(42 ) 

- 7-47 = 

	

2/ 	, 

( 32) 
P2 = 

12j 

	

Pa 
( 22) 	1  

3  ==f4 ) = 6 
12 / 

1 
W1 = 1  7 	(4) 2 = —2 ' 	= 0  

Treena verovatrioat je verovatnoaa buduOeg dogadaja i koristeei (3.2.1) 
dobijamo 

210 
÷ 

 210 	1 
1 _,_ 12 	15 	4_ 

210 	210 	210 

Najzad, odgovarajuee uslovne verovatnooe da Ee i treat povrgina bid zase-
jana zitom, bite 

P= 
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3.4.6. Uzimajuei ponovo problem izIolen u (3.3), naei verovatnoeu da 

de u narednom ponavljanju rzi  opita eksperimentalna verovatnoea bin 

Stavimo opet 

,r, 

m r 
/nVi\m ( i\n-m  

) 	= 1, 2, .. , r. 
7 

Uslovhe verovatnoee buduaeg dogadaja su 

H i  -tn., 

Wti ( HI V) (1-21) in, r 	I. = 1, 2, . 	, r. 

Tralena verovatno& dobtee se neposredno primenom obrasca (3.2.2) 
r  

I 	
ii 

)Z( -r

im+m4 ( 
1 -  Nmi  /iiint_ 

-1 r • 	r I 
ako pustimo da 1-4 co, 

B(m + m,+1, n+n,- m - m +1) 

B(m+1,n-m+1) 
3.4.7. Neka su jedino dva dogadaja A i B moguaa. Nnjihove vero-

vatnoee ne znamo i jedino znamo da se dogadaj A ostvario in puta a dogadaj B 
(n — in) puta. Pretpostavimo da se ponovo jedan od dva dogadaja ostvario. 
Kolika je verovatno4a da je to dogadaj A pod pretpostavkom da su proste 
verovatnooe ostvarenja dogadaja A i B konstantne? (Condorcet) 

Ovaj je problem specijalan slur:2j problema (3.4.6) kada je nt = 1 i 
mt = 1. Primenom obrasca (3.4.6.1) neposredno dobijamo 

B(m+2, n-m+1) -  m+1 

B(rn+/, n-m+i) 	n+ 2 

Ukoliko proste verovatnote dogadaja A i B nisu konstantne za sve 
opite, vee variraju izmedu 0 i I, Condorcet daje sledeee re§enje 

(:{ 
t 
x dx}

rt
{1 (1-x) dx} 	) 

o 	

pi 	//Inn 

)

0 	 2n  
3.9.8. Neka su sva lica jednog popisnog kruga numerisana i pretpo-

stavimo da je prilikom sprovodenja jedne ankete trebalo na slueaj da izabe-
remo deset lica toga popisnog kruga. Na poziv su se odazvala samo 5 lica 
i tom prilikom konstatovalo se da su eetiri od njih mu§karci a jedno Lena. 
Koji je najverovatniji sastav po polu ovih deset lica? 

= 

107 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Pretpostavljajuei da je u popisnom krugu podjednak broj muAkih i 
tenskih osoba, verovatnoea a priori da ee od deset lica i bid muAkog pole je 

110 \ 
Ti =1 i /-7)2 	 i= 1,2,...,10. 

Uslovna verovatnoea je 

5 	) 	4 

Pi 	 4)t10/0 -  10) 	i = 1, 2, ... ,10. 

Verovatnoea a posteriori za sastav (i, 10-0, tj. i muAlcih a (10 —i) tenskih 
osoba, bite 

x  (1F)("10)(1- " )4  10 
Odredujuei numerieke vrednosti ovih izraza za i = 1, 2, ... , 9 konsta-
tovaeemo da je najverovatniji sastav: 6 mutldh i 4 tenske osobe sa vero-
vatnoeom P6 = 0,30. 

3.4.9. Neka su A i B dva uzroka koji nisu medusobno inkompatibilni, 
tj. mote bid poklapanja tako da oba uzroka ostvaruju isti efekat Cu. Neka 
se ostvario efekat Konica je verovatnoaa da je ostvarenje toga efekta 
izazvao uzrok A? 

Verovatnoee a priori sit 

gri 1=' Pr.{A} , 

qz = {B}. 
Uslovna verovatnoea da je pri dejstvovanju uzroka A ostvaren dogadaj 

A ij  = Pr. { c i • A}. 

Paij = Pr. { Cvl B } 

tako da je tratena verovatnoea 
94P1 ii  

qipiii + q, P2 v 
3.4.10. Razdvojiti dogadaje 	iz (3.4.9) u dve grupe R (A). i R (B) 

na najbolji moguei naein kako bismo mogli usvojiti da je ostvarenje dogadaja 

	

iz grupe R (A) izazvao uzrok A a ostvarenje dogadaja 	iz grupe R (B) uzrok B. 
Razdvojimo indekse (i, j) u odgovarajuee dve grupe:. Neka su indeksi 

dogadaja C,5 prve grupe 	11) a druge grupe (12, 12). 
Razdvajanje grupa izvitieemo ri1 taj nacin 8to eemo izvesti da ukupna 

gralca klasifikacije 
a = q, E. p,i,j2 	q2  Z P21 

ia922 	1 1 

fiov v 
1 	CD) 

Pi 
 = 

Cg je 

de je Tako 
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bude najmanja moguaa. To eemo postiei ako su verovatnoee a posteriori 

Put i P20 jednake medusobno, tj. ako je 

q4  P4  1./ = g2l2ij 

Grupa indeksa 	ji) Woe ona za koju je 

gip, q2 P2  11 

a nejednaeina 

q 2,12 < 2  P2  i 2,1'2 
definisaae grupu indeksa 	12)- Granieni indeksi, za koje je 

= q2p2 y 

pretstavljaju granicu diskriminacije. 

3.5. Zadaci za veibu 
3.5.1. Jedan skup urni, identienih po spoljanosti, deli se u tri kategorije 

urni prema sastavu kuglica koje urne sadrte. Sve ume prve kategorije sadr2e 
jednu istu proporciju belih i crnih kuglica. Takode sve urne druge kate-
gorije sadne neku drugu proporciju belih i crnih kuglica. Ume treee 
kategorije ne sadne bele kuglice. Pretpostavljamo da smo na slueaj uzeli 
jednu urnu i iz nje izvukli jednu kuglicu. Konstatujemo da je bela. Kolika 
je verovatnoea da smo je izvukli iz urne prve kategorije? 

3.5.2. U primeru (3.4.4) pretpostavimo da je u sledeeoj igri protivnik 
ponovo izvukao keca. Kolika je verovatnoea da je protivnik varalca? 

3.5.3. Neka se dogadaj A mote ostvariti pod uticajem jednog od dva 
uzroka Ci i C2. Bayes-ova formula pretpostavlja inkompatibilnost to dva 
uzroka. Neka se ostvario dogadaj A i postavlja se zadatak da se odredi 
verovatnoaa P1 da se dogadaj A ostvario pod uticajem uzroka C1, pri eemu 
dogadaji C1 i C2 nisu inkompatibilni. 

3.5.4. Jedna urna treba da sadrii deset kuglica koje mogu biti bele 
i crne. Sastav po boji kuglica formirajmo na sledeai mein: bacajmo paru 
deset puta; kada padne glava u urnu, stavimo belu a kada padne pismo, 
stavimo crnu kuglicu. Zatim izvueemo jednu kuglicu i konstatujemo da je 
bela. Kolika je verovatnoaa da je u urni bile i belih kuglica? 

3.5.5. Neka je urna formirana kao u zadatku (3.5.4) i n puta uzastopce 
izvlaeimo iz urne po jednu kuglicu vraaajuoi je u urnu posle svakog izvla-
eenja. Konstatujemo da su sve izvueene kuglice bele. Kolika je verovatnota 
Pi da je u urni bile i belih kuglica? Zatim, pokazati da 

0, za i < 10, 

it 1, za i = 10, 
kad 	Go . 

3.5.6. Pod istim uslovima zadatka (3.5.5) i posle izvlaeenja (sa vraaanjem) 
n belih kuglica kolika je verovatnoea da je broj belih kuglica u urni izmedu 
brojeva a i j3, tj. 

-* 

a < i < 
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gde je 

n < a < < 10 ? 
3.5.7. Jedna urna sadrii 5 belih i 10 crnih kuglica. Na slueaj izvutemo 

10 kuglica i stavimo ih u jednu drugu umu i iz nje izvueemo 5 kuglica. 
Konstatujemo da su one. Kolika je verovatno6a da ee preostale 4 biti bele? 

3.5.8. Vratimo se na Problem (3.5.1). Neka je ukupno N urni od kojih 
Nat prve kategorije, MC2 druge i N73 trade (al + a2 + as = 1). Neka je rl 
odnos belih i crnih kuglica u urnama prve kategorije, r2 u urnama druge 
kategorije a r3 = 0. Na slueaj uzmemo jednu urnu i iz nje n puta izvla-
eimo sa vraeanjem po jednu kuglicu. Konstatujemo da se tz puta pojavila 
bela kuglica. Kolika je verovatno6a da smo imali posla sa umom prve 
kategorije? 

3.5.9. Prairiti primer (3.4.9) na n uzroka Ct, C2, 	, Cu. 
3.5.10. Jedna urna sadni N belih i crnih kuglica, eiji nam odnos nije 

poznat. Izvlaeimo n puta (sa vraeanjem) po jednu kuglicu i konstatujemo 
da je r puta izvueena bela kuglica. Pretpostavljajuai da su sve moguee kom-
pozicije podjednako verovatne, kolika je verovatnooa da urna sadrii taeno R 
belih kuglica? Pokazati zatim da je najverovatnija kompozicija 

N n 
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II D e o 

OPSTA TEORIJA RASPOREDA 

4. JEDNODIMENZIONALNI RASPOREDI 

4.1. Aleatorna promenljiva. — Posmatrajmo skup opita S i pret-

postavimo da je rezultat R svakog opita sluaajan. Aleatorna promenljiva, 
definisana nad skupom S, naziva se promenljiva X aija je numeriaka vred-
nost potpuno odredena rezultatom R. Tako, naprimer, S mote biti skup 
bacanja jedne kocke. Rezultat R je polo .* kocke koji je zauzela poste pada 
a promenljiva X broj taeaka na njenoj gornjoj strani. Kako kocku na sluatj 
bacamo, to njenu vrednost, koja mote biti jedna od vrednosti I, 2, 3, 4, 
5 i 6, nikad ne znamo unapred, zbog aega je i nazivamo aleatornim 

promenljivom. 
Prilikom bacanja pare R mote biti glava iii pismo. Ako je pale glava, 

stavieemo X = 1, a ako je palo pismo, staviaemo X = 0. Dakle, u ovom 
slueaju aleatorna promenljiva mote imati jednu od samo dve vrednosti. 
Kod binomijalne verovatnoee tj. verovatnok da 6e u n bacanja pare 
k puta pasti glava, k je aleatorna promenljiva koja mote imati jednu od 
vrednosti 0, I, 2, ... , n sa verovatnoeom 

7n,k = Pr.{X = k } Cr 
le 

Ceo klasiean raaun verovatnok pretstavlja ustvari prouaavanje alea-
tornih promenljivih koje uzimaju numerfeke vrednosti. Od pre izvesnog 
vrefnena pojavila se tendencija da se dobijeni rezultati proSire na aleatorne 
serije, aleatorne vektore, aleatorne funkcije itd. Osim toga, u prirodi i tehnici 
pojavljuju at mnogobrojni primeri u kojima aleatorni elementi nisu ni brojne 
vrednosti, ni serije, ni vektori, ni funkcije. Takav je, naprimer, slueaj sa 
oblikom jednog pareeta konca baknog na sto. Da bismo izbegli nesporazum, 
eesto eemo u opStem sluf2ju X nazivati aleatornim elementom. 

4.2. Funkcija verovatno6e. — Neka je X aleatorni elenlenat koji 

smo na sluaaj uzeli iz univerzalnog skupa g Neka je skup E potskup skupa . 

Funkcijom verovatnoae nazivamo verovatnoeu 

(4.2.1) 
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Ako je ova funkcija dobro odredena za skup E, kaiemo da je skup E 
probabilan. Jasno je da to funkcija skupa ne mote bid ma kakva. Pre svega, 
moraju biti zadovoljeni uslovi 

(4.2.2) 
	

0 < P (E ) (1, 

(4.2.3) 
	

P (s) = 1. 

Osim toga, mora bid zadovoljen i princip totalnih verovatno6a. Zato, ako su 
E1, E25 • • En probabilni i medusobno iskljueujuei skupovi (Fin Ej = 0, 
i i ako je E = Ei, tad.a je 

(4.2.4) 	 P(E) = E F'(Ei), 

ukoliko je E takode probabilan skup. Ako probabilni skupovi Ei, E2 , • • . En 
obrazuju jednu aditivnu familiju u u2em smislu, tada je skup E uvek 
probabilan a funkcija verovatno6e (4.2.4) uvek aditivna. Da bismo izbegli 
teoriske tegko6e, pretpostavieemo ubuduee da je familija skupova Ei uni-
verzalnog skupa £ aditivna i to ne samo u utem smislu, ve6 da je i kom-
pletno aditivna, tj. da se (4.2.4) progiruje i na slu6aj od prebrojivo mnogo 
medusobno isldjueujueih skupova, take da je 

00 

(4.2.5) 	 P(E) = Z P(Ed, 
Ako univerzalni skup 6 ima prebrojivo mnogo elemanata et, i = 

= 1, 2, ... probabilnih u odnosu na aleatorni elemenat X, niz vero-
vatno6a P(eJ), i = 1, 2, ... pretstavlja zakon verovamoie aleatornog elementa 
X. Ako je 

F(ei) = P( ej) 

za svako i i j, katemo da je zakon verovatno6e uniforman. 

Neka je, naprimer, X aleatoran broj izmedu 0 i 1 sa unifortnnim 
zakonom verovatno6e. Tada Oe probabilni skupovi aleatornog broja X biti 
merljivi skupovi brojeva izmedu 0 i 1, a funkcija verovatno6e P(E) pret-
stavljaee meru skupa E. Ukoliko je E jedan segment na intervalu (0, 1), 
P(E) svodi se na duEnu toga segmenta. Uopgte, ako je X aleatoran broj 
izmedu a i b sa uniformnim zakonom verovatno6e, verovatno6a da ee se X 
mei izmedu c i d je 

0 	a 

Dijagram (4.2. I) 

Pr.{ X e I (c, d)} = a
7  - c 

b - a 
Neka je sada Z aleatorna taoka pravougaonika A B B1 At povrgine a, 

sa uniformnim zakonom verovatno6e. Ako za E uzmemo pravougaonik 
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CD D1 C1 povr§ine p, verovatnoea 
P (E), tj. verovatnoea da aleatorna 
tatka Z padne u pravougaonik CD 
DiCi bite 

P(E) = -a 
Koordinate aleatorne tacle Z su X tit 
i Y za koje 'usvajamo da su takode 
aleatorni brojevi. Obratno, skup od 
dye aleatorne promenljive pretstavlja 
jednu dvodimenzionalnu aleatomu pro- 
menljivu. 

I uopAte, skup od n aleatornih 	 
promenljivih Xi , X2, . 	Xn 	 a C 	d 	b X 
stavlja jednu n-dimenzionalnu aleator- 
nu promenijivu X(XJ., X2, . , Xn)• 	 Dijagram (4.2. II) 

Neka je X n-dimenzionalna aleatorna promenljiva sa funkcijom veto-
vatnoee Pr. {X a E} Takode, neka je Y jedna m-dimenzionalna 
aleatorna promenljiva sa funkcijom verovatnoee Pr. (Y e S} = P2 (S). 
Oznaaimo sa P funkciju verovatnoee (n + m)-dimenzionalne aleatorne pro-
menljive (X, Y). Izraz P(Xs E) pretstavlja verovatnoeu da aleatorna tatka 
(X, 17) padne u cilinder X e E (n + m)- dimenzionalnog prostora. To je 
verovatnoea da X EE bez obzira kakvo je Y. Takode, izraz P(YeS) pret-
stavlja verovatnoeu da Y eS, bez obzira kakvo je X. Otevidno da je 

(4.2.6) 

(4.2.7) 

P (XE) = 

P(YeS) = P,(S). 
Funkcije PI i P2 nazivamo marginalnim funkcijama verovatnode funkcije 
verovatnoee P. 

Funkcija verovatnoee aleatome promenljive (XI X2, 	Xn) ima 
6itav niz marginalnih funkcija verovatnoee za aleatorne promenljive koje 
odgovaraju svim mogueim kombinacijama promenljivih X1, X2, . 	Xn. 

Verovatnoea da Oe istovremeno XeE a YES je P (XaE, YES). 
Tako je u gornjem primeru 

P (YeS ) 
Otevidno da je potrebno da bude P(YES) > 0 da bi (4.2.8) imalo smisla. 
Takode je 

(4.2.9) 	 P(YeSIXeE) - 
P IXEE.YES)  

P (XeS) 
pod pretpostavkom da je P(Xe S) > 0. 

b, 

P(XeI(c,d), -Ye (c„d.3) = 13 
a 

verovatnoea da aleatorna promenljiva (X, Y) padne u pravougaonik 
CD DIU,- 

Uslovna verovatpoda da XsE pod uslovom da Y eS je, 

(4.2.8) 	I)  (XeS1 YeS) - 
P(XEE, ycs) 
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Neka su euklidovski prostori R" i R'n univerzalni skupovi aleatornih 
promenljivih X i Y, tako da je 

P,(Rn )-.-  1 	i 	P2  (Rt4) = 	1. 
Za fiksno S (4.2.8) pretstavlja jednu aditivnu i ne-negativnu funkciju skupa E 

za E = R ft  biee 

(4.2.10) P(XcanlYCS) 
P(XeRn, YES) 

 P(YeS) 

Prema tome, (4.2.8) pretstavlja za fiksno S jednu funkciju verovatnode alea-
tome promenijive X, vezane za uslov YES. 

Alm je za ma koje skupove E i S zadovoljena relacija 

(4.2.11) 	 P(XeElYeS) = P(XeE) 
gde je P (Y sS) > 0, odnosno 

(4.2.12) 	 P(YSIXeE) = P(YES) 
gde je P(X s E) > 0, (4.2.8) odnosno (4.2.9) svodi se na 

(4.2.13) 	 P(XeE,YeS) = F',(E)P2 (S) 
i tada kalemo da su aleatorne promenijive X i Y medusobno nezavisne. 

4.3. Funkcija rasporeda i zakon verovatnode. — C'ok i u najpro-
stijem slueaju kada je aleatorni elemenat X jedan broj, izraMnavanje funkcije 
verovatnooe P (E) skopeano je sa teSkooama. Iz tih razloga se naFeeke pri 
odredivanju zakona verovatnooe pribegava izraOunavanju vrednosti P (E) 
za specijalne skupove E, tj. za skupove onih brojeva koji nisu yea od 
jednog proizvoljnog unapred datog broja x. Tako dolazimo do pojma funkcije 
rasporeda aleatorne promenijive X, definisane sa 

(4.3.1) 	 F(x) = Fr.{ X <x}, 
Funkcija rasporeda je specijalna vista funkcija verovatnoee, tj. p(E2) gde je 
Ex skup brojeva manjih od x. 

Funkcija F(x) je neopadajuea funkcija po x i definisana je za svako x 
intervala (— oo, 00). Po§to pretstavlja jednu verovatnoeu, njena vrednost 
je izmedu 0 i I. Njena monotonija i ograniaenost povlaae za sobom egzi-
stenciju grartienih vrednosti F(— oo) i F (+ co) i to 

F(— co) = 0, 	F (+ co) = 1. 
Za ma koje vrednosti xi i x2 bite 

(4.3.2) 	 P(x, < X< x2 ) = F(x 2 )— F(x,) 
iz dega zaldjuaujemo da poznavanje funkcije rasporeda povlaei za sobom 
i poznavanje zakona verovatnoae. 

Koristeei princip totalne verovatnoee i (4.3.2) moiemo za svako a pisati 
oo 

Fr.{ a. < < = Pr.{X=a}-E E Pr.{ a„_, < X< an } , 
nr-t 

F(YeS) 
 —1. 

P (Ye S) 
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gde je {a n} jedan proizvoljan rastuai niz brojeva sa graniandm vrednoku a. 
Otuda 

F (a) — F (R) = Pr{3C= a} + 	{Ra id—Ra o)} 

tako da je 

iii 

(4.3.3) 	 F(a) — F(a —0) = Pr{X= a}. 

Na analogan naein dobijamo 

(4.3.4) 	 F (a+ 0) — F(a) = 0. 

Otuda svaka funkcija rasporeda je neprekidna s desne strane a Noe 
prekidna za one vrednosti a za koje je Pr. {X = a} > 0. Vrednost to vero-
vatnooe jednaka je skoku funkcije F (x) u taeld x = a. 

Kako jedna neopadajuea funkcija mote najvi2e imati prebrojivo mnogo 
taeaka diskontinuiteta, to mote postojati najvik prebrojivo mnogo taeaka 
xi, i = 1, 2, , za koje je Pr. {X = xi} > 0. 

Videli smo da je funkcija rasporeda uvek konaena i da varira od 0 
do 1 kad x varira od — co do + co. Zato ee, ukoliko je svuda neprekidna, 
funkcija rasporeda biti uniformno neprekidna. 

U vezi sa (4.3.2) mo2emo da kalemo da je interval (xi., x2) ose X 
optereeen parcijalnom masom F (x2) — F (x0 ukupne jediniene mase raspo-
redene dut ose X. Ukoliko je u taeki Ai(x i)  

(4.3.5) 	 pi  = Pr.{X= 	> 0 

lcazaeemo da je taelca Ai optereeena konaenom masom p i . 
Najprostiji tip rasporeda je slueaj kada su mase diskretno rasporedene 

u taelcama Ai, i = 1, 2, 3,   , kojih mote biti konaeno iii prebrojivo 
mnogo i tada je 

(4.3.6) 	 F (+ co) = 	hi  = 1 .  
r 

Ovaj raspored naziva se prekidni raspored i njegova funkcija rasporeda 
biee jedna stepenasta funkcija. Dijagram (4.3.1) pretstavlja raspored vero-
vatnoea {p i}, i — I, 2, 3, 4 a dijagram (4.3.11) odgovarajuou funkciju 
rasporeda F (x) . 

F 

F(a) — lim F (an) = Pr. {X=a} 
17-)C0 

0 Af 	A2 A5 Av x 	0 

Dijagram (4.3. I)  

Af 	A2 	A5 	A 4. 

Dijagram (4.3. II) 

X 
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Drugi karaktetistiCan sluff aj je kada je funkcija rasporeda apsolumo 
neprekidna. Tada je uvek moiemo pretstaviti kao odredeni integral jedne 
pozitivne funkcije f (x), tj. 

(4.3.7) F(x) = I f(x) dx 
sa dijagramom (4.3.111) 

V A 

x 

Dijagram (4.3. HD 

Funkcija f (x) pretstavlja gustinu jediniale mace rasporedene du2 ose X, 
a F(x) ukupnu masu u oblasti X < x. Funkcija f (x) naziva se zakon 
verovatnode aleatorne promenljive X a Zest° i gustina verovatnode. Verovat-
noaa f (x0) dx, tj. 

Pr.{ xo  < X < xo+ dx = f (x.) dx 
pretstavlja t.zv. elementarnu verovatnodu. U ovom sludaju aleatorna promen-
Ijiva X mode uzimati sve vrednosti izmedu — oo i + oo , tj. mole se nepre-
kidno menjati zbog eega takav raspored nazivamo neprekidnim rasporeddm. 
Neposredno se dobija 

5 f(X) dx (4.3.8) 

a 
4.00 

(4.3.9) 	P4-00 < < 	f I(x)dx = 1.  
-00 

Ukoliko u (4.3.7) imamo posla sa Lebesgue-ovim integralom, dokazano 
je da je f (x) izvod od F(x), tj. 

(4.3.10) 	 f(x) = F(x), 
izuzev najvik za jedan skup ta*aka nulte mere. 

Iz (4.3.8) za svako a dobijamo 

Pn{X=a} = O. 
Cesto neprekidna aleatorna promenljiva ostaje uvek u jednom konaCnom 

intervalu (xi, x2). Takav je sluCaj sa mnogim biolo§lcim i industriskim mere-
njima. Tada piaemo 

o 

{

za x < xi 

F(x) = 1 f (x) dx za Xi < X --<,. X2 
xs  1 	za x > x2 

Pr.{a <X < b} 
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Kod uniformnog rasporeda f (x) svodi se na konstantu c dui intervala 
(xl, x2). Iz x, 

f(x)dx = 
x, 

vrednost C neposredno dobijamo 

C - 

i pisaeemo 
	 x 2 —  x i  

Za xC xt  

f (x) = 	1 	Zit X1 < X -C, X2 
x, — x,  

0 	Za X > X2 , 

Dijagram (4.3.IV) pretstavlja krivu y = f(x) a (4.3.V) y = (x). 

1 

      

      

      

   

Xi 	X2 

Dijagram (4.3. IV) 

   

Funkcija rasporeda je 

F (x) - 

0, 

x - 
7 

Za 

Z8 

Za 

x <Xi 

Xi < X <X2 

X> X2 • 

x2 — x, 

1, 
Cesto je u toku stati2tiakih analiza zgodno zameniti prvobitnu aleatornu 

promenljivu X novom Y, vezanom sa prvobitnom X jednom linearnom 
relacijom, tj. Y = a X + b, gde su a i b konstante. Za a > 0, funkcija 
rasporeda G(y) Nee tada 

G(y)---- Pr.{Y<y} =13-.{60C+b cy} - 
(4.3.11) 

=Fr{Xc Y a
b 
 - Pe'  ci b ) 

gde je F funkcija rasporeda od X. Za a < 0 Hoe 

G(y)-- PrfaX b C y = Pr.{X> ya-b  } - 
(4.3.12) y - b 

=1-13k< 	}-1 FP) b ) 
a 	 a 
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Zakon verovamoee g (y) dobijamo neposrednim diferenciranjem gornjih 
rezultata 

(4.3.13) 
(Y) 	

/  y b  

za oba sluoaja. 

Ako je F(x) jedna funkcija rasporeda, obrasci (4.3.11) i (4.3.12) nam 
kazuju da ee i F (px + q), gde su p i q ma kakve konstante,takode pret-
stavljati jednu funkciju rasporeda. 

Raspored oe biti simetriean u odnosu na taelcu a, za koju je raspored 
F(x) neprekidan, ako je za svako x > 0 

Pr{X<a-x} = Pr.{X>a+X}, 

tj. 

F(a—x) = 1— F(a+x). 
Tada je tod neprekidnog rasporeda 

f(a—x) = f (a+ , 
tj. zakon verovatnoee je parna funkcija u odnosu , na taeku k = a. 

Na osnovu osobina monotonih funkcija izvodi se da je svaki nepre-
kidan zakon verovatnooe uniformno neprekidan. 

4.4. Stieltjes-ov integral. - Uoeirno poluotvoreni interval (a < x c b), 
neprekidnu funkciju g (x) i. funkciju rasporeda F (x). Podelimo interval 
na n podintervala x y) taakama a = xn < xi < < x n  = b. Neka 
je 	proizvoljna taelca podintervala I v  i obrazujmo zbir 

(4.4.1) 	 Sn = E g(tv)Av F(x), 

gdejeAyF(x)=-F(xy)-F(xy.4).Alco sa My  oznatimo najveeu vrednost funkcije 
g (x) a 4 a sa my  njenu najtnanju vrednost tako da je 

my  < g(tv)<Mv 

za svako 	ako u (4.4.1) smenimo g (4) prvo sa my  a zatim sa 
M„ dobieemo 

n 
(4.4.2) 	 Sm  = E mv  Av  F(x), 

(4.4.3) 	 SM  = E 3/1,6.„F(x) 
vet 

(4.4.4) 	 S„, < S,, < S„, . 
Razlika [(4.4.3) - (4.4.2)] je pozitivna i jednaka izrazu 

Sm-  S„, = Et  (My  my  ) ay  F(X) C en [P(b) — F(a)] , 
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gde je e n  = Max (M, — m y). Ako sa oznaeimo duiinu najveeeg razmaka, 

tj. 8,1  = Max (x, — x y-0, i ako podelu intervala dalje vrgimo tako da 8 n  0, 

tada i e n  -> 0 za n or; zbog uniformne neprekidnosti funkcije g (x) take da 

s ra - 
Kako niz {S,,,} ne opada a niz {Sir} ne raste, to zbir 5,, zbog (4.4.4) kon-

vergira odredenoj granici S kad 8 1, • 0 i to nezavisno od taealca podela 

{x y} i izbora taeaka u buduei da su i Sm nezavisni od proizvoljnog 
izbora tih taCaka. Graniena vrednost S naziva se Stieldes-ov integral funkcije 

g (x) u odnosu na funkciju F(x) preko intervala (a, b) i oznaeava je sa 

(4.4.5) 	 S = g (x) dF(x). 
a 

Za funkciju g (x) kaZemo da je integrabilna u smislu Stieltjes-a, iii pronto 
S-integrabilna, u odnosu na funkciju (x) ako zbir (4.4.1) him odredemi 
granienu vrednost kad 8,, 0 i to nezavisnu od taeaka podele {x,,} i izbora 

taeaka u I,. Videli smo da su sve neprekidne funkcije S-integrabilne. 
I sve funkcije ogranieerte varijacije su S-integrabilne ukoliko se njihovi 
diskontinuiteti ne poklapaju sa diskontinuitetima funkcije F (x). 

4.5. Osobine Stieltjes-ovog integrala. — Pretpostavljajuai da je 

funkcija g (x) S-integrabilna u odnosu na funkciju rasporeda F(x) i pola-

zeei od linearnog zbira , tj. 

S n  = E g(E,,,)[F(x v) — F(x,)] v=i 
neposredno dobijamo sledeee osobine Stieltjes-ovog integrala 

b 

(4.5.1) 	nt (I - a) < j g(zdF(x) < M(b- a) , 
a 

1 	 b 

(4.5.2) 	 i C g(x) dF(x) = Cjg(x)ciF(x), 

a 	 a 

b 	
b 

(4.5.3) 	 j g(x)d [F(x)+ c ] = r g (c) d F (xi, 
a 	

ea 

a 

(4.5.4) 	 g(x) dF(x) = - Ig(x)dF(x), 
a 

(4.5.5) 
	 d F(x) = F(b) - F(a), 
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(4.5.6) 

(4.5.7) 

(4.5.8) 

(4.5.9) 

(4.5.10) 

b-o 

j dF(x) = F(b-0)- F(a + 0), 
ato 

gmdf(x) = f gx)dF(x) + fg(x)dF(x), 
4 	 a 

S 	- E 	E gv(x)dF(x), 
4 

b 	 b 

f gpc) d LE F, (x) j = 	, ig(x)dF,(x), 

	

v. 	v. 

	

, n 	,  

a 	 a 

. 	b 	 1, 

II &) CIF(C)1 < Si g(x)1 dF(x) , 
a 	 a 

gde je C konstanta, m i M najve& i najmanja vrednost funkcije g (x) u 
intervalu (a, b), a < c < b. 

Uzmimo slueaj kada je raspored prekidan, tj. kada je F(x) stepenasta 
funkcija. Neka je ukupno k mogueili vrednosti 

a < a, < a 2  < 	 < c(ic < b 
koje mote uzimati aleatorna promenljiva X. Kako su te vrednosti izolovane, 
to podelu uvek moiemo tako podesiti (n k) da maid interval sadrii najvik 
jednu taeku as. Za ty  izabraeemo same taeke a1 u intevralima I,. koji te 
tatke sadrie. Tada je 

A F(x) = {PO I ,  

	

(4.5.12) 	S 	
i
E g (x i  ) 

Ako je raspored neprekidan, tj. ako postoji prvi izvod funkcije raspo-
reda F' (x) = f (x), tada je 

	

(4.5.13) 	 f g(x) dF(x) = jg(x).(x)dx 
a 

tako da se Stieltjes-ov integral svodi na obiean integral. 
7s.ista, ako F'(x) = fIx) postoji, tada w F(x) moiemo, koristeei stay o 

srednjim vrednostima, pisati u obliku 

A v F (x) = 	x y-1) , 

(4.5.11) 

pa je 

ako 	Iv 

aim,  I v  = 0, 
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gde ri„ eh. Kako je 6v  proizvoljna taelca intervala h, izjednatieemo je 
sa *qv,  to (4.4.1) postaje 

S n = E g(tv)f(tv)(xv — xv-1) 
tj. svodi se na jedan Rieman-ov zbir i teli Rieman-ovom integralu 

(4.5.14) nn i 	57t 	g(x)f (x) dx . 
Gn-+ 0 

a 
Obrazac (4.5.13) ostaje u valnosti i ako zakon verovatnoee f (x) ima 

taealca diskontinuiteta, pod uslovom da je f (x) R-integrabilno (integrabilno 
u smislu Riemann-a) u razmaku (a, 1). 

Ako za n -+ 07, 8„ + 0 i alto tada nezavisno a + — x) a b + + 03, 
dobijamo nesvojsmeni Stieltjes-ov integral sa beskonaenim granicama 

r g(x)dF(x) = Urn jg(x)dF(x) 
a-) -co 
b-■ too a 

Jeciiniena masa verovatnoea, koja je rasporedena dul ose aleatorne 
promenljive X, mole protezati di neprekidno sa gustinom f (x) iG prekidno 
sa koncentrisanim parcijalnim masama u jednom skupu od prebrojivo mnogo 
izolovanih taealca X-ose. Takode raspored masa mole bid kombinovan iz 
prekidno i neprekidno rasporedenih masa. Bez obzira sa kakvim rasporedom 
imamo posla, molemo pisati 

(4.5.15) 	 Pr.{XeE} = idF(x), 

gde E mole biti jedan interval ili jedan skup izolovanih taaaka. Pretstavljanje 
funkcija verovatnoee porno& Stieltjes-ovog integrala je vrlo zgodna tehnielca 
aparatura u statistitkim analizarna i mi Oemo je u daljim izlaganjima eebee 
upotrebljavati. 

Napomena : U daljim izlaganjima upotrebljavaeemo sledeee skraeenice: 
a.p. — aleatorna promenljiva 
f.v. — funkcija verovatnooe 

— funkcija rasporeda 
z.v. — zakon verovatnoee. 

4.6. Srednje vrednosti. 	cilju blileg opisivanja rasporeda jedne 
a.p. konstruisaeemo nekoliko karakteristieriih par*netara koji ee nam dati 
osnovne informacije o lokaciji, dispersiji i obliku jednog rasporeda. Srednja 
ili centralna vrednost pretstavlja jednu meru lokacije. Ona je primarni podatak 
o jednom rasporedu i njenu eemo vrednost uzeti u slutaju da a.p. treba 
da smenimo jednim konstantnim brojem kod aproksimativnih izraeunavanja. 
Srednja vrednost jedne a.p. mora zadovoljavati sledeea dva uslova: a) da je 
veea od najmanje a mania od najveoe vrednosti a.p. i b) ako a.p. mole uzeti 
jednu jedinu vrednost, tada srednja vrednost mom bid jednaka toj vrednosti. 
Osim toga, poleljno je da srednja vrednost zavisi od svih vrednosti a.p., 
da ima neko konkretno (geometrisko, mehanieko itd.) znaeenje sa prostim 
i oeevidnim svojstvima, da je lako izraeunati i da je zgodna za dalje operacije. 
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Postoji eitav niz srednjih vrednosti od kojih eetno nekoliko proueiti. 
Koju demo od njih upotrebiti u nekom problemu zavisiee od prirode samog 
problema. 

Aritmetieka sredina ili materna:Ma nada a.p. X pretstavlja centar 
gravitacije rasporeda od X i definisana je obrascem 

(4.6.1) 	 E (X) = j x dF(x). 

Ona je, ustvari, sredina mogueih vrednosti a.p. X ponderisanih odgovara-
jueim verovatnoeama. To postaje of evidno ako predemo na prekidan ra-
spored, kada je 

(4.6.2) 	 E(X) 

Ukoliko je raspored neprekidan, imaeemo 
+co 

(4.6.3) 	 E(X) = 	xf(x)dx . 
• 

Kako graniena vrednost (4.5.14) ne mora obavezno da postoji kad a i b 
nezavisno i respektivno tefr ka — co i + co, to ni aritmetieka sredina (4.6.1) 
a.p. X ne 11101a obavezno da postoji. Otevidno je da ee ona uvek postojati 
ako je X ogranieeno. U opAtem slueaju, kad X ne mora biti ogranieeno, 
potreban i dovoljan uslov da aritmetielca sredina postoji jeste da integral 
(4.6.1) bude apsolutno konvergentan. Zaista, stavimo prvo 

(4.6.4) 	f x dF(x) = x dF(x) + x dF(x). 
a 

Kako je F (x) 0, to su integra i s desne strane od (4.6.4) dye monotone 
funkcije i da bi E (X) postojao, potrebno je i dovoljno da integrali 

0 

x cif(x) i f x dF(x) 
_e., 	0 

budu konvergentni. Tada ee i integral 

(4.6.5) 	 f lxi ca(x) 

hiti konvcrgentan. Obratno, ako je integral (4.6.5) konvergentan, integral 
s leve strane ad (4.6.4) imaee konaenu i odredenu granicu kad a i b respek-
tivno i nezavisno teie ka — CO CO. 

Ako je Y aleatorna funkcija od X, tj. Y = g (X), aritmetieka sredina 
od Y bke 

E(Y) = J y Ocy) , 
. 	 ey 
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gde je G(y) f.r. od Y a Ey  razmak varijacije od Y kad X varira od — 
do + co Ekvivalentno maemo pisati. 

+ 00 

(4.6.6) 	 E [8(X)] = 	g(x)dF(x). 

Potreban i dovoljan uslov da aritmetitka sredina jedne neprekidne funk-
cije aleatorne promenljive. X postoji, jeste da integral (4.6.6) postoji i 
da apsolutno konvergira. 

Kod prekidnog i neprekidnog rasporeda obrazac (4.6,6) sveke se 
respektivno na 

(4.6.7') 	 E[g(X)] =E p, g(x,), 
+co 

(4.6.7") 	 E[g(X)] = g(x)f(x)clx. 

Neka je, naprimer, 

Yr- ea t b. 
Na osnovu (4.6.6) Nee 

(4.6.8) E (aX± b) = a E (X) b 

AritmetiCka sredina a.p. X je jedan konstantan broj. Stavimo u (4.6.8) 

b = E(X), a = 1, tako da je 

E[X - E(X)] = E(X) - E(X) = 0. 

Napomena: Aritmetiaa sredina a.p. X lesto se naziva i ojekivana 

vrednost od X, a oznaeava se i sa x, X, m, M itd. SkraCeno Cemo je eesto 

pisati a.s. 
AritmetiCka sredina dosta dobro zadovoljava uslove koje smo postavili 

za srednje vrednosti na poeetku ovog paragrafa. Naime, ona zavisi od svih 
vrednosti koje mole uzeti, lako se izratunava a pretstavlja centar gravitacije 
rasporeda masa verovatnoCa. Iz daljeg izlaganja videeemo da je njen ana-
litiCki obi& zgodan i za potonje operacije. 

Neka dva skupa uzroka {a} i {cc"} dejstvuju na a.p. X. OznaCimo 

sa FJ.(x), odnosno F2 (x), njene f.r. kad na nju izolovano dejstvuju uzroci 
odnosno {ci"}. Neka su ai i CC2 = 1 — a1 respektivni koeficijenti 

ponderacija gornja dva skupa uzroka a Et (X) i F2 (X) aritmetieke sredine 

Ako sada pustimo da na a.p. X istovremeno dejstvuju uzroci {a} i {cti, 

f.r. od X bite 

cc, F, (x) + «,F 2 (x) 

sa aritmetitkom sredinom 

(4.6.9) 	 E(X) = 	x d[a,F,(x) + ct,F 2 (x)] 
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Na osnovu (4.5.9) obrazac (4.6.9) svodi se na 

	

(4.6.10) 	 BOO= ctiE,(X)+ tc,E,(X) 
Otuda, znajuti Et (X) i E2 (X) i koeficijente ponderacija al i a2, mokmo 
E(X) odmah izraeunati. 

Obrazac (4.6.10) neposredno prohrujemo i na slueaj od n skupova 
uzroka 

(4.6.10') E(X) = ec,E,(X)+ et z E 2(X)+ 	 + anE„(X). 

Mc° je a.p. X uniformno rasporedena u Nt, odnosno Ns, izolovanih 
taealca kada posebno dejstvuju uzroci (a), odnosno (ci"), tada se obrazac 
(4.6.10) svodi na 

	

(4.6.11) 
	

E(X) - N N1Nz  E,(X) 	1,17+ 2N.,  EA), 

gde je 

E,00 = 	x ,v 
 

1 
Ea(X) 	E xn 

J.N2 val V  

Druga valna osobina a.s. je sledeaa: aritmetielca sredina otstupanja 
jedne a.p. od njene aritmetieke sredine jednaka je null. 

Zaista, 
.60 	

+00 	 400 

[ X FOOldF(X) = X dF(x) - E(X)S dF(x) = (4.6.12) 

= E(X) - E(X) = 0. 
Osim toga, aritmetieka sredina kvadrata otstupanja jedne a.p. od njene 

aritmetieke sredine je minimum. Zaista, neka je A jedan proizvoljan broj. 
Koristeei (4.6.12) aritmeticka sredina kvadrata otstupanja X od A ,je 

	

1-00 	 4 o0 

r(x 	dF(x) =x - E(X)1+ LE(X). 1' d F(x) = 

+ CO 

=IL x - E(4 2d F(x)+ LE(X) - 2 .  

U dobijenom rezultatu prvi elan je konstantan broj a drugi je pozitivan i 
varira sa A. Dostiei ee svoj minimum za A = E(X) a to smo hteli i da po-lca2emo. 
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Stavliajuoi g (X) = log X u (4.6.7') dobijamo 

tog G = E(tog X) = p log x v  = log x , 

gde je E 15, = 1. Ako je a.p. X uniformno rasporedena u N izolovanih 

taeaka, bite 

(4.6.13) 
	

G = 1■/x, x2 	
 

X N 

G definite geometrisku sredinu a.p. X. Kod neprekidnog uniformnog raspo-
reda (4.3.V) geometriska sredina bite 

X 

G 	e _ 
x , ittizog x °ix 	x , ( X 2  X2— X4 

e xl 

1 
Stavljajuei g (X) = — 

X 
u (4.6.7') dobijamo 

(4.6.14) v H = E (1 ) 	121  X  

Ako je a.p. X opet uniformno rasporedena u N izolovanih taeaka, bite 

(4.6.15) T 3i; + 	ic-„ 

H defini§e harmonisku sredinu a.p. X. Kod neprekidnog uniformnog raspo-
reda (4.3.V) harmoniska sredina bike 

Xs XI 

dx 
x, 

Va2nu ulogu u statistikkoj analizi igra i medijami kao srednja vrednost 
jednog rasporeda. To je ona taeka na X-osi koja celokupnu rnasu rasporeda 
deli na dva jednaka dela, tj. zadovoljava jednaeinu 

F(x) = 2  

Ova jednaeina uvek ima bar jedno re§enje. Kod prekidnih rasporeda mole 

se desiti da jednaeinu zadovoljavaju sve taeke jednog zatvorenog intervala. 

Bez obzira da li je medijana jednoznaena ili ne, aritmetika sredina 

.apsolutnih otstupanja a.p. X od medijane je minimum. 

H — 
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x - mi l dF(x) 4- (A- NIjdF(x) + f ix- fig ic/F(x)-(A-:L Q )J1 dE(x)--- 
ft. 	A 	 A 

+co 	 A 	 A 
=11 X — 	dF(x) : 211 X — 1;1 di(X) -k 	p- e ) dr(X) =- 

Ns 	 kte 
A 

— 1 dF(x) + 21(A—x) dF(x). 
P.. 

co 

+ 	p-. -Al dF(x) = ix -  Pei dF(x)-1-(A-41 dF(x) —  
A 

A 	 A 

Zaista, ako sap oznaeimo medijanu a sa 4 ma koji broj, tada 
je za A < 

E(IX AI) = E(IX 	P-e 	= 

Ne 	 A 

= f IX — 	-k 14, — A1 dF(x) + 11 X — 	— A1 dF(x) + 
oO 	 kte 

Za A > z,  biee 
+co 	 Ile 

FOX—A l) = f ix— }ij c/F(x) 4- 25 (x —A) c/F(x). 
A 

Kako su u oba rezultata prvi elanovi nezavisru od A a drugi elanovi ne-
negativni, to oe aritmetieka sredina otstupanja apsolutnih vrednosti I X— A dostiei svoj minimum za A = ue , a to smo hteli i da doka2emo. 

Modus jednog neprekidnog rasporeda pretstavlja onu taeku na X-osi 
u kojoj z.v. (x) dosti2e svoj maksimum. Ako postoji samo jedna takva wed-
nost, 72 raspored ka2emo da je unimodalan. Ako postoje dye iii vie takvih 
vrednosti, za raspored, ka2emo da je bimodalan, multimodalan. Kod prekidnog 
rasporeda modus ee biti ona taelca za koju je istovremeno p„ > pv- 1 i Pv > PV4 I.Taeka u kojoj z.v. 1(x) dosti2e svoj minimum, zove se antimodus. 

Medijana same delimieno zavisi od vrednosti koje mote uzeti a.p. X, 
a dalje raeunske operacije sa njom nisu nimalo zgodne. Medutim, ona uvek 
postoji i u tome je njena prednost nad aritmetiekom sredinom. 

U praksi je izraeunavanje modusa glomaznije od izraeunavanja ant-
metieke sredine i medijane. Nekiput je moguee da izraeunamo taeno iii 
pribli2no modus znajuei aritmetieku sredinu i medijanu. Take u slueaju 
simetrienog i unimodalnog rasporeda modus, medijana i arittnetieka sredina 
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jednaki su medusobno. Kod unimodalnih i slabo asimetrithih rasporeda 
imamo pribliZnu vezu 

(4.6.16) 	 M.= 3 vs — 2E(X) 

Poslednja srednja vrednost, koju oemo spomenuti, jeste medijala m' 
definisana sa 

In ,  

x dF(x) = 

koja specijalno u ekonomskim problemima dolazi do iattiaja. 

4.7. Momenta.— Momenat v-tog reda aleatorne promenljive X je 
aritmetiaka sredina neprekidne funkcije 	pozitivan ceo broj), tj. 

+.0 

(4.7.1) 	 a = E(Xv) = f xvdF(x). 

U (4.6) videli smo da ako Qv  postoji, tada je, integral (4.7.1) apsolutno kon-
vergentan, tj. integral 

400 

(4.7.2) 	 oc,,=f0X()=-  JIXI dF(x) 

takode postoji i nazivamo ga apsolutnim mornentom v-tog reda. Egzisteneija 
momenta 2 v  povlati za sobom egzistenciju momenta ak (k < v) a samim 
tim i apsolutnih momenata 0th (k < v). 

Kod prekidnog rasporeda je 

ocv = E xtv  (4.7.3) 

a kod neprekidnog rasporeda 
+co 

(4.7.4) 
	

f (X) dx 

OCevidno da je 

(4.7.5) 	 = 1 , 

(4.7.6) 	 E(X) =m 

Momente a v  nazivamo i obidnim momentima za razliku od momenata 
u odnosu na taeku a 

+CO 

(4.7.7) 	 1(x 	dF(x), 	v= 1,2, 
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koji prestavljaju arittneti&e sredine 	stepena otstupanja a.p. X od 
take a. Za a = 0, = ay . Ako (x — a)v razvijamo po binomnoni obrascu, 
tada (4.7.7) postaje 

(4.7.8)  (-1) 
v 

 •) a ay _.  
Centralni moment dobijamo kada stavimo a = E (X) = m. Tads je 

+ .0 

= 	= j (x - n)vdRoc) = 

(4.7.9) 

= L (- ( Vinli nc_j  

Prva eetiri centralna momenta, izra2ena preko obienih momenata, Nee 

P,  • = rn — rn 	0 , 

11 2 — cc2 —  rn 2  

1.2. 3  = a 3  — 3 a a m + 2 m 5 , 

/14 — 	4as 77/ + 6 a 2 m 2  — 3 rn 4  , 

I °brava°, obiene momente moiemo izraeunati preko centralnih momenata 
Iz (4.7.10) dobijamo 

et, --- 7/7 9 

a2= 	+ 7712 , 

	

(4.7.11) 	 cc 3 = 3 + 3  7n 1A2 ÷ 7n 

a4= 44+ 4 m EL  3 + 6  7772 1-Lz+ m 4  , 

U (4.6) videli smo da je 

Min "{(4} 	2 
Iz jednatine 

E[IX1 P (X1 Xl h + 
lz 

 = ?ll E(1X1 P+211 ) +- 
p+h 

+ 2 XENI 	) E(IX1 P ) 0, 
gde a mole biti ma koji realan broj, sleduje Schwarz-ova nejednaCina 

„ 2 	„, 

	

(4.7.12) 	 tApa, 	Ulp.2h Orp • 

(4.7.10) 
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Aka je p paran broj a h = I, bite 

	

(4.7.13) 	 a 2 	< 2v+ 	2v-1-2 a 2v 

i za v = 0 

	

(4.7.13) 	 a C. a 2 

Dituti obe strane nejednatine (4.7.12) na stepen p + I, stavljajuti zatim 
h= 1 i p= I, 2, 3,.... i mno2eti tako dobijene nejednaeine, imatemo 

	

(4.7.14) 	Otri  < Orly  „ 	v = 1, 2, 	. 

Aritmetieka sredina faktorielnog izraza 

	

(4.7.15)  	x (x - 1)(x - 2) .. . ( 	+ ) 

naziva se faktonjalni moment v-tog reda i test° je vrlo koristan u praktienim 
izraeunavanjima. Ako sa A, oznatimo obiene faktorijalne momente, tj. 

 

t 

 

(4.7.16) A v  = *
Iv] 

= - 4-  1) dF(x), 

njih motemo izraziti pomotu momenata 

(4.7.17) 

A, = et, , 

A, = a,— a 
A 3  = a,— 3a, + 2cx„ 

A 4 = a,— 6a 3 ± 	6a.„ 

i obratno 

  

a2 = A2+ A, , 

	

(4.7.18) 	 1 3 = A, + 3A 2  +A, , 

14 = A4 + 6A 3 + 7A 2 + A 
Za v < 0 imamo negativne momente 

	

(4.7.19) 
	

= E (T) 

koji se rede pojavljuju u statistiekoj 

4.8. Mere disparage. — Ove mere imaju za cilj da ocene varijaciju 
a.p. X, tj. da poka2u u kojoj men X trade da otstupa od njene centralise 
vrednosti. Umesto dispersije nekiput se upotrebljava pojam koncentracija, 
koji je suprotan pojmu dispersije. 

Najprostija mera dispersije je interval vanjaztje. Njegovo izraeunavanje 
ima smisla jedino u slutaju kada je celokupna masa rasporedena u jednom 
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konaenom intervalu @„s, 4.0 ose X. Tada je F 	= 0, F(xmax) = I, 
a razlika 

X„a, Xpl i n  

pretstavlja interval varijacije, koji nam u najgrubljem obliku mote poslu2iti 
kao jedno merilo dispersije. Osnovni nedostatalc ovog merila sastoji se u 
einjenici da ne zavisi od svih vrednosti koje mo2e,uzeti a.p. X, yea sarno 
od njenih ekst, cmnih vrednosti. Osim toga, ba2 to esktremne vrednosti 
mogu biti izuzetne i vrlo daleko udaljene od najve&g dela mase, tako da 
interval varijacije postaje nedovoljan za zgodno ocenjivanje dispersije. Zbog 
svoje jednostavnosti upotrebljava se ipak dosta eesto u primenama sta-
tistiekih metoda za kontrolu kvaliteta u seriskoj proizvodnji. 

Da bi se smanjio uticaj ekstremnih vrednosti, predlo2eni su drugi 
intervali, t.zv. interkvantilisi intervali. lijihovo se odredivanje vr2i na taj 
nein 2to se ispred donje i iza gornje granice stavi isti procenat mase. Tako 
napr. interkvartilni interval (xi„ x.4) dobijamo tako Sto &me donju gra-
nicu x . 1  iz jednaeine 

F(x) --  

a gornju granicu iz jednaeine 

F(x) = k • 
4 

Interkvartilni interval sadth 50% celokupne mase. Polurazlika 

x3/4— X114 

2 
uzima se tada obieno za merilo dispersije. Granice interdecilnog intervala 
(x.,„ dobijamo iz jednaeina F(x) = 0,1 i F(x) = 0,9, tako da & taj 
interval sadrtati 80% celokupne mase. 

Ialco je kod interkvantilnih intervala otstranjen uticaj ekstremnih vred-
nosti, njihovo izraeunavanje ne zavisi od svih vrednosti a.p. X. Zato je 
podesnije da za merilo dispersije uzmemo aritmetieku sredinu neke funlccije 
otstupanja X od E (X) = in. Otstupanje na prvom stepenu ne dolazi u 
obzir, polio je uvek prema (4.6.12) E (X — m) = 0. All zato mo2emo uzeti 
apsolutna otstupanja i tako dobiti sred= apsolutno otstupanje E a X — mi) 
kao merilo dispersije. Cease se umesto in stavlja medijana N. zbog osobine 
da tada sredpje apsolumo otstupanje od nje dostik svoj minimum. 

Mnogo znaeajnije merilo dispersije je standardna deznjaaja. Naime, 
da bismo izbegli apsolutne vrednosti, uzedemo kvadrate otstupanja X od 
aritmetieke sredine. Aritmetielca snedina tilt kvadrata otstupanja, tj. drugi 
centralni moment 

(4.8.1) , 	µz r- E[X—E(X)]2= E(X— ni)  
naziva se varijansa a.p. X. Da bismo dobili velieinu iste dimenzije kao i X, 
uzeeemo ne-negativan koren varijanse i tako dobiti standard= devijaciju 
(4.8.2) 	 \gra • 
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Alto je a = 0,.tada otstupanja nema i celokupna masa je skoncentrisana u 
jednoj meld. 

Za oznaku varijanse koristieemo test() Cratrurr-ov operator 

a2 = µ2 = D2  (X). 

U (4.7.10) imamo 

(4.8.3) 
	

D2(x ) = E (x') - E2 (X ).  

Ako je raspored prekidan, (4.8.3) svodi se na 

D200 E p, Xy — ( z p,x, ;) 2  
a ako je neprekidan, na 

+co 	 +.c, 

(4.8.5) 	D2(4= X 2f(X)dx - [ f xf(x)dx 

Koristeei (4.6.8) dobijamo 

Dz (aX-i-b) = E (aX ± b) 2- ElaX± b) = a2 D2(X) , 
iii 

(4.8.6) 
	

= la I c. 

Ako su m i a aritmetieka sredina i standardna devijacija a.p. X, tads je 

(4.8.7) 	E ( 	X
: ) - 0 , 	D( 	X a  "I  ) - 1 

a promenljivu 
X— m nazivamo standardizovanom promenljivont od a.p. X. 

a 

Kod uniformnog rasporeda je 
x2  

E(X) — 	1  f xdx - 
x 2 	X4 

+ X2 

2 

x, 
1)2  (X) - 	 I x 2  dx 	(x1±x2)2 	(x2-  x,)' 

4 	12 

D(X) = a= 6 ( X
21

) 

Neka opet dva skupa uzroka 	i 	dejstvuju na a.p. X i neka 
su F1(x) i Fz(x) respektivne fr. a at i as = 1 — ai koeficijenti ponderacija. 

Ako sa Et(X) i Es(X), /3; (X) i IA (X) oznatimo njihove odgovarajuee 
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arnmetieke sredine i varijanse, varijansa od a.p. X, kada istovremeno dej-
stvuju uzroci tcel i {ce"}, biee 

+00 

D2(X)=-- J x'd[a,F,(x) + et,F2 (x)i— E 2 (X) . 

Koristeei (4.5.9) i (4.6.9) imaeemo 

(4.8.8) 	 D2 (X) = cc, I..)(X) + a 2 D:(X) 
ih 

(4.8.9) 	 =--Ice,a,2 +a z aaz  

ce /.0
2 

 I 

Otuda, znajudi a, i 2,, i = 1, 2, ... , n, mo2emo a odmah izraeunati. 

U slue.aju da je m = 0, varijansa se svodi na drugi obi&an momenat, tj. 
-hoo 

Cr2  = E(X 2 ) = J x2dF(x). 

Za merilo dispersije moiemo uzeti aritmetieku sredinu vihh stepena 
otstupanja a.p. X od E(X). Videli smo da prvi stepeni ne dolaze u obzir. 
Takode ne dolaze 11 obzir i svi ostali neparni stepeni zbog potiranja izvesnih 
pozitivnih i negativnih vrednosti. Ako je raspored simetriean u odnosu na 
aritmetialtu sredinu a.p. X, aritmetieka sredina neparnih stepena otstupanja 
(X— m) jednaka je nuli, tj. 

E (X— m)
k 
 --- O. 

ako je 

F(n? — >c) = 1— F(7,74- x). 
Zato eemo se zadriati samo na parnim stepenima otstupan-  ja 	m) 

i posmatrati parne centralne momente 

P-2k = E(X— ) 2 'e  
i za meths dispersije uzeti 2 k-ti 

2k/ 
 koren to vrednosti, tj. 

(4.8.10) 	 cr2k  = + 	E(X - nt) 2k  

Neka je raspored prekidan i uniforman, tj. neka su vrednosti xi, 
x2, ... , 	koje mole uzeti a.p. X a pi = p2 = 	= —1 . Tada 
se (4.8.10) svodi na . 

(4.8.11) 

  

2:'/ 
12k 

elk 	
v Cv 22 	i/ t 

Ovaj se obrazac neposredno prokruje i na sluj od n skupova uzroka 

(4.8.9) 	 = 
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gde je v = xv -m a k pozitivan ceo broj. Za k = 1 imam° standardnu 
devijaciju 

(52 = 	— 
1 	e  2 

n v=4 

Preipostavimo da svi Sv  nisu nule, tako da je ask > 0 za svako k. Stan-
dardna devijacija je donja granica niza {a sh}, tj. 

'5 2 = Min a 2k 

      

a2k 

(.52  

  

2k 

v., 	 

 

2 

Jn 1 12  
v

• 

  

   

Ovaj ee izraz biti ye& od jedinice ako je potkorena vrednost veea od 
jedinice. Za k = 1 potkorena vrednost jednaka je jedinici. Pokazaeerno da oe 
za k = 2 bid vela od jedinice. U torn cilju piskemo 

1- ( 71 - 1) Z t 4  
V 	 v1 /1  

24 4 	71 	2 

E,+ 2E 	
2 

- 	 0, p_ 	v 

Kako izrazi 

4• 	 2 	2 
(n — 1 ) Z 	i 	2  E µEv , 	v 	, 

v-1 

imaju isti broj elanova i pretstavljaju simetriene funkcije i kako je uvek 

kad je 	to je 
n „ 

(n —1)> 2 E 

	

v 	P->v 

n E 

	

"" 	2 > 

Lit El 

62  

(4.8.12) 
I 5 k < co 

Zaista, uzmimo kolianik 

n 
( t t  • 

to je 

tj. 
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Ako sad pretpostavimo da nejednakost 	> I vredi a •ak° k, 
tj. da je 

k-1 	2k 
v=i v 	> 1 , 

dokazgemo da oe to nejednakost vredeti i za k+ I, tj. da je i 

nk 
	212+2 

(4.8.13) 	 k44 	  > 1 . 

Vm1 

Ovaj izraz moiemo napisati u obliku 

nk 	2k+2 
v  

: 
v-I 

n  
n 	

2k 2 

k z vri E V  

(E 2 )"'t 
v y.1 V 

	

k _.1 	2k 2 	
n k - 1 n Z E E 

	

y.1  . . 	i Like. _lc 
v- 1 	ay 	  = 

	

17 	 i n 2 	 s.., 	2 \ k 
( En  e)k 1 Z i 

	

-1 v 	n ve 	v 	\ .4.71.1 '''' /, 
Da bismo, dakle, .dokazali (4.8.13), dovoljno je pokazati da se zbir 

± L211  nete smanjiti ako mu svaki tlan respektivno pomnoZimo sa F,VoZ, 
v-, 
tj. pokazati da je razlika 

y2 

(4.8.14) 
v.1 — 	> o. 

v .1 

Ako iz izraza na levoj strani izvigemo 	dobieemo 
v-1 

1. „,71 	2k 4-2 	z  n 	 ) n 2k 
n 	t. 	— 	v v.1  V 	= E2 Vv1  

1)+1 V { 

n 2k+2

— S 
n 
 E 

2k+2 	2k 
= 2 	v.i 	 Vv1 	 'kV 

v=1 

1

Ev 	

n 2/e 
n 	 i(rt-1) 	

n 

1 	
— E .  N,

,2 1 
. 	v 
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Kako su i ovde izrazi (n— I) E E 21, 11-2  i 	a2  e simetridne • 
11-  I 	 Po,  

funkcije i imaju isti broj elanova i kako postoje µ i v tako da je 	# 

tj. da je 

( E, 21a.k—  e,k )(E 12), — C) > 0, 
to postoje Eµ i 	tako da je 

2k+2 	2k+2 2 -2k 	2k _2 
> 	ty 	la 	. 

Zato je 
.-z 	n 2 	2k 

n 	1 	
n 	2k {11.-1)E 	—E 	} 1 2 	 P" V  

>. 0  
E 	

nt 

Tako smo dokazali (4.8.14) pa time (4.8.13), odnosno (4.8.12). 
Medutim, standardna devijacija veta je od srednjeg apsolutnog otstu-

panja u odnosu na sredinu i medijanu. Zaista, lako je pokazati da je i 
kod apsolutnog otstupanja 

E0x— 	= _m in E(1 x-771 1 1 
c..r <co 

pa je 

E(X.— mi) < /E(IX —n1 1 2 ) 
Kako je 

EUX —  m > E(IX— (lel) 

to imamo  siedeei redosled Inert otstupanja 

(4. 8. 13) E(1 )(—  P- el) < E(IX —  mi) < a < cr 2k , k —2,3,.... 

4.9. Cebilevlieva teorema. — S1i no intervalu  varijacije  ill  inter-
kvantilnom intervalu &go se upotrebijava interval (m — ovs, m + (se) eila 

se  sredina poklapa sa  aritmetielwin sredinom. Ukoliko nam  je poznat raspored 
masa, tj. Er. F(x) moa" aem0  uvek da odredimo ukupnu masu kola tell 
u torn intervalu 

rn +ma 

CIF(X) = F( m -1- eiC) — F(m —Cter ) " 

rn-Ota 

CebiSevlieva teorema 0m0guelee nam  da &Film° Priblilan Podatak o  toj 
masi i  u slue* da poznajemo samo m i  a. Ona glasi: 

eka le g (X) 0  itak4la (LP. X a S ski* taiaka X za kale je 
g (X) > t, gde je  t > 0. Tada  je 

E[g(X)]  
(4.9.1) 	 P(S) < 
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Doha je nepeareclan.I2 
4-00 

E[ g(X)] = g(x) dF(x) > jg(x)dF(x) ) t 

tj. na osnovu (4.5.15) * (4.2.1) 

E[g(X)] = t P(S). 

U specijalnom sludaju g (X) = 	hoz i t  = etses, S 
PC—m I 2a, pa je 

se svodi na 

(4.9.2) 	 Pr {IX —ml > ar} < a  17  • 

Do rezultata (4 9.2) doko je Bienayme. Otuda u intervalu (m — cia, m + cia) 

(ima najmanje 1 — —1
2 
 ad ukupne jediniene mase rasporeda sa aritmetiekom 

ot  
sredinom m i standardnom devijacijom a, tj. 

(4.9.3) 	Fn m — a a < X < m + eta} > 	 
a 2  

Ct 2—  1 

2 2  _ 
Granicu 	 nemoguee je poveasti, jer se leva strana mote dostiei. 

2 2  

Ako u (4.9.1) stavimo g (X) = (X — m) 2k i t = ccik  ait , tads je 

(4.9.4) 	Pr. { IX- m I > 	C2k K 
k 

i u op tern sluff ttju ovaj ee obrazac bid precizniji, tj za interval iste duZine 
(n—c, m + c) mod eemo da tvrdimo da let vets minimalna masa ako 
upotrebimo ask umesto a = as. U praksi se, medutim, najvik operik sa a 
i vahio je naglasiti da postoje shulajevi kada sa a moiemo postiei veau pre-
ciznost nego sa a2t- 

Naime, ako je 

QZk k-1 
(4.9.5) 	 02k < c < 	az az 
onda je vett broj elanova as koje molemo tvrditi porno& standardne devijacije 
az da let u intervalu (m— c, m + c) nego porno& aak (k > I). 

Zaista, za k > 1 na osnovu (4.8.12) je 

(

r-t 	k 2 	< 	2 

(72 	62 
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tj. 

( 02k ) 1z- 

	

02k <
2 	

C2 

Pri tome, postoji broj c • takav da je 

1 02k k - t 
0 2k < c VW) C2  

2 

Stavieemo K = 	tada je k > —ask 
  > 1. Zato u otvorenom intervalu (m — c, 

a2 	 az 
m + c) ima bar 	

71 

X  = 	K2  

taeaka 	svaka optereeena masom —
1 

. Stavimo li pak Kt = —
c

, Nee 
ask 

> Cr2k  =1 
Cr2k 

pa u istom intervalu ima bar 
n. 

(4.9.6) 	 Y = n Ki  

taZalta { x2}. Zbog (4.9.5) uvek je y > 0. Otuda 

	

= 	n  (K a  —K t  
K 2  K t2k  

Kako je 

,-.2 

	

t, 	( 2k 	zk -2 2) K  2_ K2k 	C 2 	C 2k 
=-- 	 02 > 1 	2 — —7k — =---ir 0 k — C 

0 2 	02k 	0 2 a2k 	2  
k 

C 2 	2k 	02k n2 (k-1) k 2 - 2 2 } 
M -2 C 	 I i„ 	 a — 02 	Oz 	° > 
V2 °2 k 

odnosno K2 — Kr > 0, to je x > y. Time je tvrdenje dokanno.. 

Prema (4.9.6) u intervalu (m — c, m + c) let bar 

(4.9.7) 
	

= n 	= - f(k ) 

tataka, gde je 

	

n 	2k 
(4.9.8) 
	

f ( k) = "I C 
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fth 

Stavieemo 13, = — . Prema pretpostavci nisu svi Y  nule; uzeeemo samo 

njih u obzir. Tack izabrav§i celishodnu numeraciju, motemo pisati 

	

f(k) = i 	(Py > 0). 
Prema (4.9.7) izvan zatvorenog intervala (m — c, m + c) nalazi se manje od 
f(k) tweaks skupa 	Primetimo da je 

	

f(k) > 0 	1(0)— m 

f i(k) = El  Pc kg 13v, 	to) = tog (p), 	. p m ) .  
Kako je 

m 

/(k)= Et 	tog 2 13„ 	f"(k) > 0, v.  
to f'(k) stalno raste. 

A. Ako je f 1 (k) stalno negativno, tada f (k) stalno opada i kako je 
f (k) > 0, to more postbjati Ern f (k) 0. Otuda dolazimo do zaldjuelca 

da ee ovde preciznost biti utoliko yeas ukoliko je k veee (dijagram (4.9.1)). 

f(k) 

Dijagram (4.9.1) 

0 

B. Ako je f'(k) stalno pozitivno, tada f (k) stalno raste i preciznost 
Oe biti utoliko veea ukoliko je k manje. Najveeu eemo preciznost imati za 
k = 1 (dijagram (4.9.11)). 

C. Ako je f'(k) za izvesne vrednosti od k pozitivno a za izvesne nega-
tivno, tack more postojati jedno rl za koje je f 1 (71) = 0, tj. 

 z Pk tog  [3, = 0. 

Kako je f"(71) > 0, to je /OD = min. Ako stavimo kt = [1] i k2 = 	+ 1  i oznatimo  
f(k.) = m 	f(kr)} 

1,2 
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najveeu preciznost, imiteemo za k = ko (dijagram (4.9.111) ). 

.f(k) 

k1  '1 k2 

Dijagram (4.9.111) 

4.10. Mere asimetrije i spljoitenosti. — U 4.8 napomenuli smo 
da su kod simetrienih rasporeda u odnosu na aritmetieku sredinu m svi 
centralni momenti neparnog reda jednaki nuli. Prema tome, with centralni 
moment neparnog reda mogao bi bid uzet kao merilo asimetrije jednog 
rasporeda. Najprostije je uzeti trees moment py i da bismo ga sveli in 
nultu dimenziju, podeliaemo ga joa sa as. Na taj naein dobijamo jednu 
meru asimetrije 

(4.10.1) 	
3 

0 3 

Kod unimodalnih neprekidnih rasporeda y = f (x) pretstavlja jednu 
krivu koja mode bid simetriena, ako je yt = 0, i asimetriena u odnosu in 
modus, ako je yi # 0. Ako je tako asimetriana da je duii deo sa leve strane 
modusa, tada je yi < 0 i obratno, Woe yi > 0 ako je duli deo sa desne strane 
(di agram (4.10.1)). 

Dijagram (4.10 I) 

Svodeei eetvrti moment na nultu dimenziju podelom sa o 4  uma-
njujuei za 3, tj. 

(4.10.2) 
Et  4 — 3 

.12= c74 

dobijamo koeficijent ya kao merilo spljoatenosti jednog rasporeda. Vrednost 3 
uzimamo za standardnu vrednost koeficijenta ys, zato to je dostiie kod 
t.zv. normalnog rasporeda o kome demo kasnije govoriti. Ako je y2 > 0, 
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kriva y = f (x) image spljoSteniji oblik 'od krive normalnog rasporeda (N) 
i obratno za y2 < 0 (dijagram (4.10.II)). 

Dijagram (4.10.ID 

Cesto se umesto koeficijenata yt  i y2 upotrebljavaju koeficijenti 

Pt= 	= 

	

(4.10.4) 	 P2= `fa + 3  = t# • 
2  

Pored ovih koeficijenata postoji jo§ nekoliko koeficijenata asimetrije. 
Tako je K. Pearson dao sledeei koeficijent 

, 	m —M, 

a 

koji postaje nula kod simetrienih rasporeda, pato se tack modus poldapa 
sa aritmetiekom sredinom. Ukolilco raspored ink mnogo asimetritan, moiemo 
koristiti empiritku vezu (4.6.16) i modus zameniti medijanom, tj. 

	

(4.10.6) 	 , 	3 ( m — Pe)  
a  

Za veliku lclasu rasporeda sa umerenom asimetrijom (4.10.5) svodi se na 

„ 	ii(t+ 6 )  

It 2 ( 5 12 6 1i2+6)  

Videli smo da je treei centralni momenat 11,3 jednak null ako je raspored 
simetritan u odnosu na aritmetitku sredinu. Medutim, obratno ne vati, 
jer iz us = 0 ne sleduje neminovno da je raspored simetritan. Da bi bio 
simetritan, potrebno je da svi neparni centralni momenti budu jednaki null. 
To svakako pretstavlja jedan nedostatak koeficijenta yt. Slieno valit i za 
koeficijenat y2. 

Napomena: Koeficijenti pi i pa, odnosno yt i y2, Zest° se nazivaju 
koeficijenti asimetrije i spljoftenosti. 

(4.10.3) 

(4.10.5) 

(4.10.7) 
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4.11. Arittnetieka sredina zbira i proizvoda aleatornih pro-
menljlvih. — Neka su Xt, X2, X k aleatorne promenljive. Linearna 
kombinacija tih promenljitih, tj. 

(4.11.1) 	 Z = E a i Xi 

bide takode jedna aleatorna promenljiva. Neka je P(S) f.v. od Z a njena 

fr. bide 

(4.11.2) 	 G(Z) = f a'F( x i , x„ 	, x k ) 

gde je S oblast definisana nejednatinom 

cz i x a  C z 

a F(xl, xs, 	xk) f.r. skupa a.p. Xt, X25 • 	Xk. Sada je 

(4.11.3)E(Z)=1z aiG(z) = J (a,x,+ a2x2+ 

Kako je integral 

+ G, 	)dF(x,,x, 

.00 

   

J 	J dF(x„ 

     

funkcija marginalnog rasporeda, tj. F(xi), to se (4.11.3) svodi na 

k 
E(Z) = Z at  xi  dF,(x,. 

iwt 

ili 	- 

(4.11.4) 	 E(Z) = 	E (Xi ) 
z-i 

pod pretpostavkom da svi E(X.i) postoje. 
Napomenimo da je (4.6.10') specijalan slueaj od (4.11.4). 
Obrazac (4.11.4) neposredno se protiruje i na opStiji slueaj, kada je 

	

Z = 	a, g(Xi). 

Aritmetieka sredina od Z je tada 

(4.11.4) 	 E(Z) = 	a, E[g(Xi)] 

Aritmetieka sredina proizvoda od kap. Xi, X23 . • • • Xt, tj. 

(4.11.5) 	 Z= X I  X 2  . Xk , 
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je 

	

(4.11.6) 	E(Z)= 
	

x, x2 ... .xk dF(x„x a ,...,x k ).  

Rk  
Ukoliko su a.p. 	 Xk medusobno nezavisne, tada je na 

osnovu (4.2.13) 

F(x„x 2„ )= P(X,C.x„ X,Cx„....,3Ck <kk ) 
k 	 k 

= II 1' (X/  C., pc,) = f F, (x i ) 

tako da se (4.11.6) svodi na 

	

(4.11.7) 	 E(Z) = E(X,) E(X 2 ) Mk) 

pod pretpostavkom da svi E(Xg) postoje. 

Varijansa lineame funkcije a.p. XI, X2, • • • Xs, tj. od 
k 

Z= E a,Xi , 
Hee 

D2 (Z)--= E(Z-- ) 2  , 

gde je 

Z E(Z) = Ea c Xi, 	Xi  = E(Xi) . 
Dalje je 

= E ca i 'D z(Xj )-+ 2 S Z ai  c2j  E(Xi  —Xi% — Xj) , i..i. 	 E, 	j. 1=1;4 
Ukoliko su a.p. Xi, X2, ... , Xk nezavisne medusobno, tada je 

E (Xi  —Xj )(Xi —Xi) — E(Xi  — Xi ) E(Xj —;) = 0, 	i = j, 
tako da se (4.11.8) svodi na 

	

(4.11.9) 	 D2 (Z) = E azz D2 (X i ), 

pod pretpostavkom da svi D 2 (Xt) postoje. 
Ako imamo dye a.p. X i Y, koje su medusobno nezavisne, aritme-

data sredina njihovog zbira je 

	

(4.11.10) 
	

E(X 4-Y) = E(X) + E(Y), 
varijansa 

	

(4.11.11) 
	

D2 (X+Y) = 0 2 (X) Jr Da(Y), 

D 2(Z) = E 	ai (X i  —Xi )] 2  — (4.11.8) 	 tst 
k 	 k k 
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a aritmetieka sredina njihovog proizvoda 

(4.11.12) 	 E(XY) = E(X)E(Y). 
Ukoliko aritmetieke sredine od Z = X — Y i Y postoje (tj. konaene 

su i potpuno odredene), tada i X postoji, tako da je 

(4.11.13) 	 E(X-Y) = E(X) — E(Y). 
Obrazac (4.11.13) neposredno dobijamo iz (4.11.4) stavhajuei at = I, as =— 1. 

4.12. Karakteristiena funkcija. — Po detiniciji karakteristiena 
funkcija a.p. X je oeeltivana vrednost (aritmetielta sredina) funkcije eigx, tj. 

4. co 

(4.12.1) 	 cx (t) 	E(e z ") = I ear dF(x) . 

Integral (4.12.1) pfetstavlja jednu neprekidnu funkciju realne promenljive t. 
On je apsolutno i uniformno konvergentan. Motemo ga pisati i u obliku 

px (t)— a(t) + zb(t) 

a njegov modal ne rook biti vedi od 1, tj. 
4 00 

(4.12.2) 
	

1(9),(01 C f e d.' I a'Fbc =1 

poko je lex I = 1. 

Ako integral 

(4.12.3) 	 f 	dF(x) 

ima smisla, tj. ako prvi moment
4-00 

ce  =__ i x ie ttx cir F(, )  

postoji, tada je integral (4.12.3) apsolutno i uniformno konvergentan i pret-
stavlja prvi izvod karakteristiene funkcije po t, tj. 

chp,

dt 

 (t) 
	 — ixe's  dF(x). 

Tako je 

a takode analogno dobij 

(4.12.4) 

(p(0)= ia t  

aino 

 

y ll (0) 	i zaz , 

 

W (n) (0) 	.n an 

    

400 
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ukoliko momenti 	. , tt„ postoje. Dalde, uzastopni izvodi karate- 
ristiene funkcije za t = 0 daju uzastopne obiene momente a.p. X. 

Ako svi momenti postoje, opt (t) imaae sve izvode. Obramo, ako se 
karakteristiena funkcija mote razviti u red u okolini taeke t = 0, tj. 

(ii) 2 	(it) 3 	 (zt)n  
(4.12.5)cp x(t)=1+ ita.,+- 	cz a ± 	a 3 + 	+ ni  aft + 0(tn), 

koeficijenti toga reda odreduju momente od X. 

Ali, ako svi momenti a.p. X postoje, nije dovoljno formirati red 
(2.0 2  

1+ ita 
' 	21. 	

a 

da bismo dobili karakteristienu funkciju 9r (0, jer taj red ne more kon- 
vergirati. Da bi konvergirao u raztnaku I t < p, treba da graniena vrednost 

ri a n  n  
iz M 

72 .10C,  

odnosno, koristea Stirling-ov obrazac (2.2.1), da graniena vrednost 

	

i m 		 

	

71-4 co 	/7 

postoji. 

Kod prekidnog rasporeda karakteristiena funkcija svodi se na 

(4.12.6) 	 cp x ft1 = 	p,eztxv 

Ovaj red je apsolutno i tufiformno konvergentan budua da je E p, = 1. 

Kod neprekidnog rasporeda k.f. (karakteristiena funkcija) Nee 
-4-00 

(4.12.7) 
'PA") 

e `nPx ) dx. 

   

Mole se pokazati da 4z W-00 kad t+ t  co. 

K.f. ma koje funitcije g(X)E i ee [ itg(x)i  

U specija.Lnom sluaaju za g (X) = a X Noe 

(4 2.8) 	 rpar (t) = E(e itXa ) 	cp
x(at) 

a za g (X) = a X + b 

(4.12.9) 	
cpax+b(t)  = E L e zt(axi-b) = ibt 

e 	PR (at) , 
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tako da je karakteristiena funkcija standardizovane prometillive 

(4.12.10) 	 (t) = e 
a 

Neka su X i Y dve medusobno nezavisne a.p. sa respektivnim k.f. 
cpx(t) i py(t). Zbir ove dye a.p. pretstavlja takode jednu a.p. Z.= X + Y 
sa k.f opz (t). Kako je 

cpz  t 	E (e in ) 	E[ett(X+Y)1  = t( et" E (e zt ) 
(4.12.11) 

= cpx (t) Ty (t), 

p6Sto su X i Y nezavispi medu sobom, to viclimr da je k.f. zbira dve a.p. 
jednaka proizvodu njihovih k.f. 

Ako je 

Z=Xj -kX 2. -E• • ± X,, , 

neposredno dobijamo prairenje rezultata (4.12.11) 

(4.12.12) 	CPz (t) 	cljx, (t)  (PX 2(t) ' • (P
x (t) . 

4.13. Karakteristiena funkcija druge vrste — Kumulante. — 
Neperov logaritam Icaralcteristiene funkcije (Fi x  (t), tj. 

(4.13.1) 	 (kx (t)— log cpx (t) 

pretstavlja karakteristienu funkciju druge vrste. Kao primer uzmimo prekidan 
raspored. K.f. je 

(f)x(t)= 	/D v  cos tx,+ tE p, sin t„ 

koja pretstavlja jednu kompleksnu funkciju. Zato je potrebno precizirati 
determinaciju logaritma ove funkcije. Pato je 9(0) = E pv. = 1, uzeeemo 
da je 4  (0) = O. 

Iz (4.12.11) dobijamo neposredno za zbir dye a.p. Z = X + Y 

(4.13.2) 	 cpz  t = 	( + cpy 	, 

tj. k.f. druge vrste zbira dve a.p. jednaka je zbiru njihovih k.f. druge vrste. 
Takode je za zbir od n promenljivih Z = Xt + X2 	Xff 

(4.13.3) 	(Pp( = kFx (t)+ (I)x,(t)+ • • +
x
(t). 

Kako je 

ckax (t) = ckiat), 
(4.13.4) 	

cl)ax±h(t) = i bt + ch(at) 

X— m 

imt 	 a 

° ({)(1°- ) 
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to je k.f. druge vrste standardizovane a.p. X 	—g nt  

tin 
(4.13.5) 	+A-M 

t. 	( ) -=- 	
Cr

t 
+ 

g ( t )  CT 

Kako uzimamo da je 4i (0) = 0, razvitak od Sx(t) u okolini tatke 
= 0, bide 

(Ma 	(ifin  

! (4.13.6) 	ch ( t ) = t k, + 	2 	k2 	+ 	kn  + ()(r") 
n 

Koeficijenti ky  'nazivaju se kumulante i6 semi-invarijante. Prvi naziv doSao 
je otuda §to sabiranjem dye a.p., kumulante njihovog zbira dobijamo sabi-
ranjem kumulanata tih a.p. Drugim retima, alto su kumulante a.p. X 
a le," kumulante a.p. Y, tada su kumulante a.p. Z = X+ Y 

k, = + h:. 

Potraiimo jos vezu izmedu kumulanata i momenta jedne aleatorne 
promenljive. Ako formalno u (4.13.1) funkcije p i zamenimo njihovim 
redovima (4.12.5) i (4.13.6), tj. 

no 'WY' 	 (i-t)v 
log[1+ Z — oc, r- —k„ 

	

_ 	vai 	 v-i 
odnosno 

°a (it)" 	
r kv  

V. 
(4.13.7) 	 1 + Z 	ot =e''' 

v  

razvijanjem desne strane od (4.13.7) u red i izjednatavanjem koeficijenata 
uz iste stepene promenljive t dobijamo sled* veze 

ki. = al = nTr 

4  2 = a  2 	12  = 0 2  

1?4 = a 4  4a , a3  — 3a22  + 124 a z  — 	, 
(4.13.8) 

k s  ---- —5a 1 a4  — 10a 2 a + 20 a:a.3  + 30a i  a, 

— 60a: a, + 24 C(15  

k6= 	6 ata5 —  15  ccra4* 30  4'4 —10 a; + 12Qa1a za3 

—120 etle( 3  -I- 3.0a23  — 27044 + 360047a,— 120 a te , 
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i obratno 

	

CC 2 	k 2  + k,2  , 

a 3 = 4z 3 + 3k i k a + 

= k4 +3k2+4ki k 3 + 6kak 2 + ki  

(4.13.9) 
a3 = k 5 + 5k.t.k4 + 10k 2 k 3 + Mk sz  k 3 + 15iz i k22  

± 1014 k z + k J! ; 

a 6 = k s + 6kik 5 -k 15 k ak4 + 1514,k4 +10k3+ 601z i ka k 3 + 

+20k' k s  + 154 +45q-  k: 4- 15kVz 2 -1- , 

Kumulante motemo izraziti i porno& centralnih momenata, pa se obrascl 
(4.13.8) svode na 

k J.  --= rn , 

h a = 	cs a,  

ks = t1 3 ,  

	

(4.13.10) 	

ka= 1s4 — 3  IL 

ks 	P-5 -10  P.2  P5 

ke =  P- 6 — 15 P-2 f-1 4 —10  11 32 4- 30  14- ) 

tako da koeficijente asimetrije i spljottenosti (4.10.1) i (4.10.2) motemo 
napisati i u sledeeern obliku 

}e s  
(4.13.11) .  Tt  = k2 	 k2  ' 

4.14. Odredivanje zakona verovatuode pomo6u karakteristiane 
funkcije. — 

I. Neka je raspored pre.kidan. Poznata je k.£ a trati se da se odiedi 
z.v., tj. vrednosti x,„ i p,. Formirajmo funkciju 

(4.14.1)
-2tx  

g(t,x) = w(t)e .  
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Smenom (4.12.6) funkcija g(t) 	postaje 
g(t,x) = E p e it(xv -x)  v 

(4.14.2) 
= Epv  cos t (x v - x) + z Ep v  sin t (x v —  x) 

i odredimo njen odredeni integral dul ma kog intevrala du2ine I na t-osi, tj. 
to+ 

(4.14.3) f g 	t,x Jcit , 
to  

pu§tajudi pri tome da co. Integral pretstavlja jednu funkciju po x a 
traiimo vrednost 

r 
(4.14.4) 	 H(x) = Eirn 1  e(t,x) dim /-.)co 

(t) 
Ako je x xv  za svako v = 1, 2, ... , integral f g(t, x) dx ima zbog (4.14.2) 

(0 
ogranieenu vrednost, bez obzira koliko je 1, tako da H(x) = 0 kad /-+ co. 
Ukoliko je x = x„ 

If(x) = 1 pv dt = py . 
) 

Otuda 

(4.14.5) 
zax x v  
Za X = 	. 

U praksi se za / uzima jedna velika vrednost i konstrui§e se funkcija 
H (x). Apscise maksinuuna bide traiene vrednosti x v  a ordinate tih maksi-
muma bide vrednosti py  (vidi dijagram (4.14.1)). 

Dijagram (4.14.1) 

II. Neka je raspored neprekidan. Poznata je k.f. a trail se da se 
odredi z.v., tj. funkcija f (x). Pre nego to predemo na odredivanje funkcije 
f (x) pomohu k.f. 9,(t), potsetimo se drugog stava o srednjoj vrednosti 
integrala i Dirichlet-ovog integrals: 

Drugi stay o srednjoj vrednosti integrala Blasi: 
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1) Ako funkcija g (x) ne raste u intervalu (a, b) a funkcija (x) je 
integrabilna, tada je 

	

(4.14.6) 	g (x)f ( x) 	= g(a+ 0) fj(x ) air  
a 	 a 

2) Ako funkcija g  (x) ne opada u intervalu (a, b) a funkcija f (x) je 
integrabilna, tada je 

	

(4.14.7) 	g(x)f(x) dx (ix = g(b- o)f f(x)clx , 	a`t < b. 
t 

Pod pretpostavkom da je funkcija g (x) monotona, bez obzira da li ona 
menja ne svoj predznak u intervalu (a, b), drugi Stay o srednjoj vrednosti 
integrals molemo izraziti i ovako 

a 	 i 	 a 
(4.14.8) fg(x)f(x)dx ---g (a + o ) ff(x)dx + g(b - o) f(x)dx, a-Ct < b 

a 	 a 

Potsetimo se jo.4 poznatih rezultata 
.., 
..1 sin x, 	z

2dx 
ax ----.— , 

o 

4 	 b 
1 ,V n X/ dx = 

Jim r j sinnx  dx = um 
sin  n.y cly  , 

.1 x,  , 	n-.0. 	x 	n-400 	y 0 	 0 	 0. 

gde smo uzeli smarm y = xln . Tako je 
b 

	

(4.14.10) 	 lim  sin nx 	n 

n —) c0 J 	x. 
0 

• Dirichlet-ov integral je oblika 
a 

	

(4.14.11) 	—1  jf (x) Sin 	nx  c 1 X , 	n > 0 
n 	x  a 

gde je f(s) funkcija ogmniCene varijacije u (ii, 6). 

Dokaiitno da je 
I, 

	

(4.14.12) 12772 

I 	sin  X 

	

— 1/(X) 	

7 2 	

X — 
11 

 

—7.4 TT 	' 	x 	 2 
4 

gde je 

f (+o) = lim f (o+e), 
E-70 

f No) = lim 
E 0 

aKt Kb ; 

(4.14.9) 
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Pretpostavimo najpre da je f (x) monotona funkcija u (a, b), gde je 
a = 0, a b pozithmo. hvriimo produtenje ftmkcije f(x) uzimajuki da je 

f (x) —0 za x<a i x> b. 

Zato je f(-0) = 0, pa je potrebno dokazati da je 

kako je 

lirn -2— 
n-sco 7E 

Ion 
n„-)00 

f(x) Sin nx 

x 

= f(4-0, 

L 

b 
nx 

I 

2 	sin nx 
urn — 1./(+0) 	 /(+o) ,x
n 400 st 0 

to treba dokazati da je 

(4.14.13) 	Inn —z fEf(x) — f(-Fo) sin nx 

Tr+ co It 	 x 
Zaista, za x = 0, funkcija U(x)—„f(+ 0)] ima nulu za graniZnu vred-

nest. Prema tome, jednom proizvoljno malom unapred datom broju c odgo-
yam& jedan broj 8, takav da je 

f(--Fo)l < e 
za 

0 < x < 8 . 
Podelimo interval integracije (0, b) na dva intervala (0, 8) i (8, b). Bide 

I. 

	

8 	b 

1 [J(X) —  f 	Sin 	dx — + 
0 	 o 	8 

Primenjujuli na svaki od on dva integrala drugi stay o srednjoj vrednosti 
integrida, postaje 

JERX) -1H- 0)] 	 
sin 

 nx 	
p(+0) _ /(+ 41sin nx dx  

0 
a 	 Es 

+[i(8 ) —  f (+ 	x 	
x 

dx +[1(8)--1(+0)if 
 sin nx 

a 
b. 

+ Deo) ffro 	Sin nx. dx  

e. x  

dx = O. 

dx + 
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gde je 

o < < 8 , 
< E: < b . 

U svakom integralu figurile 

r  sin nx 
 dx x , 

J  a 
gde su a i pozitivni brojevi. Kako je stalno °pada& fimkcija u 

intervalu (a > 0, 13), to primenom drugog stay? o srednjim vrednostima 
za slutaj pod 2) bite 0 

1 

	

Sin 	nx dx = 
x 	

—a Ssin nx 	= 

a 	 a 

CCA  4 
2 

(a < 	< p) . f si n 77X OIX < — 7  

a 71 	 an 

wane, S druge wane, kako je integral f (sinn)Ixdx konvergentan, to 
a 

uvek jedna konstanta A za koju je 

r sin nx  dx < A.  A. 

	

J 	x 
Pram tome, bide 

f [Rx) —  f (+0)] 	sin
x 	

dx < If (a) —1(+ 0)1A+ 
0 

+ If (3) f(+ 0)1 n + I fib) — 39+ o)I±- < 

< AE + f (6) — 0) 	+ f (b) — I (+0)1 n28  

b ovoga sledi da, za dovoljno yam a, integral 

sin  nx  

0 
moiemo uvek udesiti proizvoljno main> Ito znaui da je Sara 

b 
2 f x  1 [i(X)-1(÷0)] 

sin nx  dx'— 0 
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a saniim tim 

1 
2 	sin nx  

h 771 — ff(X) 	Che = f(4-  0/ 
tt-* co Tr 	 X 

0 

VS& smarm x = — x, neposredno dobijamo 

sin nx 
lim 	f(x) 	dx — 1( -0), 

n--).*0 St a 	X 

gde je a jedan proizvoljan negativan broj. Ukoliko su a i b suprotnog znaka, 
biee tads 

Zim 1 ,t 
.
(pc) 	

nx  dx 	j(+o)+ )( fro) 
— 

rz -) co 7t 	 3C 	 2 4 

Najzad, ako su a i b istog znaka 
ti 

Ian —1  SP(X) 	St riX  dx .  = a 
n-,co 	 X 

Neka su f(x) z.v. a p(t) k .f. od a p. X. Dokatimo da je 

(4.14.14) 	11(x)= 1  Urn e-iir  cp(t)dt , 
-c 

27r C.00 

odnosno 0ako integralimo po t u granicama od 0 do x stavljajudi x x  

f = — f a _ _ 
(4.14.15) 

dokatimo da je 

F (x) —  70) = 
2n C acO  

-c 

e ar 

i t p(t)dt. 
Dokaz. Posmatrajmo integral 

x 	*co e  a. 

i t -c 	 -c 	0 	-co 
Proizvod integrala po y i po Is je jedan dvostruki integral, apsolutno kon- 
vergentan, koji, ako u smenimo sa u + y, moiemo da pibemo i na sle-
deal natin 

dy  je t' du F(u+y) Tea' clz, F(u+y)dy , 

tj. 
+02 

l eft' [F (u+ x) — Fru)] cyru. 

p(ocit = idt frt'dy fe lt' dRud 
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Ovaj izraz, ma ojiran sa 
+cc. 

j [p(u+x)._ ctudut= Ix' , 

unifornmo je konvergentan po t. Motano, dakle, da integri5emo po r pod 
znakom integrala, pa je _ 

odnosno 

Znaei da je 

j 
-c 

= 
J 

.7= 
- 

11 	1-e 

+00 +, 

Jed' 

2sin cu 

[F(u+x)-F(L)ldu 

[F(u tx) - Run du . 

2sin Cu [F(u+x) -F (01 du cp(t)dt = 
it 

+c1 e 
-itx 

- 
tem 	 o) dt = 27rF(x)-E(o)] 

C_,00 I 	it 	T _t 
po5to smo primenif vrednost Dirichlet-ovog integrala. Otuda 

+c 
1 	f I- e-itx 

	

F(x) -F(o) - — Itm 1 	 crow dt 

	

271 c->os,  tl 	It 
-c 

iii 

(4.14.16) 

ice 

I J 
 -:tx 

f(x)= 	e p(t) dt 

4.15. Raspored zbira dve nezavisne aleatorne promenljive. 
Neka su X i Y dve medusobno nezavisne a.p: sa neprekidnim rasporedima. 
Oznaeimo sa F1 (x) i F2 (y) njihove -  f.r. a sa 11(x) i .f2(y) njihoVe • z:v. 
Kako su X i Y medusobno nezavisni, to je f.r. aleatorne promenljive (X, Y) 
jednaka proizvodu iz fr. od X i f.r. od Y, tj. 

	

(4.15.1) 	 Ft(x)F2(), ) 

iz C'ega sleduje i 

	

(4.15.2) 	 I (x,y)= it (x) f2 (y) 

Neka su G (z) i g (z) I r. i z.v. od a.p. 
Z = 
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tako da je 

Otuda 

(4.15.3) 

	

Z ) = FT: 	+Y < Z1 .  

G (z) :ft (x ,y)c dy = 11 A (x) fey) dx dy 
x+y cz 

too 	z_x 

=214(x)dx J./2(y) 013,  

G(z)= iFz (z x) dF; (c). 
-co 

ili 

(4.15.4) 

Analogno smo mogli dobiti 
+co 

	

(4.15.5) 	 G (z ) = f rz - 	( y ) 

Zakon verovamo& od Z dobkemo diferenciranjem po a 'eve i desne strane 
jednkine (4.15.3). Kako je z.v. fa(y) jedna ogrankena funkcija za sve wed-
nosti y, to motemo diferencirati pod znakom integrala, pa je 

4C 

	

(4.15.6) 	 13(z) = J.fjx)4(z—x)dx 

Otevidno da analogno mokmo dobiti 

	

(4.15.7) 	 g(z) = fAct - y) f2 (y) dy 

Korikenjan obrasca (4.15.6-7) ,  moiemo takode odrediti aritmeti&u 
sredinu i varijansu od Z. 

+CO 	 +co + 

E(Z) - zg(z)dz =J fzfi (x)fsz-x)clx dz . 
■CO -CO 

Smenom y = s — x Wee 
-ko + co 

E(Z) - f loc+ fa) f2 (y) dx dy = E(A)+E(Y) 
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Takode je 

+co -1-co 

D2 ( Z) = 	[ Z — E(X) EN11 211(x) /2 (Z -x) dx dz 
-a) -00 

j i[x-too] ±cy-E(Ifilx) .12 (y) dx dy 

=D200-1-D2(y). 

Dalje imamo 

(4.15.8) 

(4.15.9) 

= -1/3 + Is ; 

11 4 	ta 4 6  E1.2 	414 

   

gde su 14, Ito' 	centralni momenti od X, a its", P•8", p• ", • • • 
centralni momenti od Y. 

Napomenitno da obrasci (4.15.4) i (4.15.5) vale i u opitem sluilaju 
(a ne samo kod neprekidnog rasporeda). Medutim, ti de than bid neodre-
deni za one vrednosti Z X + Y, za koje X i Y pretstavljaju take diakon-
tinuiteta funkcija rasporeda F1(x) i P2(y). Tada po dogovoru treba pret- 
hodno precizirati vrednosti (x) i Fa(y). 

Zakon verovatnoee g (z) motemo izraziti i porno& k.f. (KW i 512(4. 
Naime, iz (4.15.6) primenom (4.14.16) dobijamo 

400 	 440 

r 

	

g(z)- 	fa) dx e
tt(z-x) 

cp2(t)dt 
-00 

400 	 +co 

	

g(z) = 	fe
ar 

cpet) I e ar f1(x) 
-Co 

tako da je 

(4.15.10) 

+co 
1 	- 

	

g(z) = TTI j 
az 

e 	(p!(  t) p2(t) dt. 

To je, medutim, oeevidno, jer k.f. od g(z) je pi- p2, a (4.15.10) svodi se 
na (4.14.5). 

4.16. Respond kolienika dve nezavhne aleatoene promengive.— 
Neka su X i Y dve medusobno nezavisne a.p. sa neprekidnim rasporedima: 
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Cralaeimo sa 
91(t) i 92(0 

(4.16.1) 

i odredimo g 
rasporeda da 

Imamo 

(z) i F2(y) njihove fr., sa fj, (x) ils(y) njihove z.v. a Sa 
njihove k.f. Neka su G (z) i g (z) fr. i z.v. od a.p. 

X 
Z = 

Y
—  

(z). Da bi problem bio odreden, pretpostavieemo kod drugog 
je 1) F2(0) = 0 i da 2) E (P) postoji. 

• 

e(z)- Pprii z 	f(x ,y) dx dy = 

‘z 
yz 

if4(x)4(y)dx dY = 112 (Y) dY ffi lx)dx 

tako da je 
OD 

	

(4.16.2) 	 G(z) iFt (yz) dFa (y), 
0 

ili, pod pretpostavkom da moiemo da diferenciramo pod znakom integrala, 

	

(4.16.3) 	 g(z)—iyi,(y)."1.(yz)ciy. 
0 

Izrazimo g (z) porno& k.f cp,(t) i pa(t) 
oo ice 

1 	f r 
az)=5; jyf2(y)

-ttz y 
cp, (r) cit dy. 

0 
!Calm je za svako t moduo podintegralne funkcije manji od filnkcije /2(Y) 
koja je integrabilna u razmaku od 0 do ± 00 (na osnovu pretpostavke 2), 
to moiemo izmeniti red integracije pa je 

+co 	ea 
1 	r 

g(z) 2nt  j (p,( 1 ) di l tye az  72 (y) dy.  . 
-.0 	0 

Zbog pretpostavke 2) motemo diferencirati k.f. •po t pod znakom inte-
grala, pa je 

(4.16.4) 

9.17. Konvergeneija niza aleatornib promenljivih. — Neka je 
Xi> X2, • • • Xs, • • • niz aleatornih promenljivih. Po Cantelli-u 
konvergira u verovatnoei ka nekoj konstanti A ako, za svako s > 0, verovatnoaa 

Pr.{IX„ —Aj< 	1, 
kad n -o• 00. 

+.0 
t 

g(z) = 
2ni 

fup,(t) 
2 
Htz)cit. 
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Kazaeemo da 	konvergira u verovatnoei ka nekoj a.p. X, ako pro- 
menljiva 	— X konvergira ka null, tj. ako, za svako s > 0, verovamoea 

—x < E -4 1 , 
kad n1 Go 

Uzmimo kao primer relativnu frekvenciju broja ostvarenja oeekivanog 
dogadaja = mln Alto je p odgovarajuea prosta verovatno6a, tada je 
na osnovu Bernoulli-eve teoreme (2.15) za svako pozitivno e 

Pr. l 	—fi I < E f 	1 

kad 	Otuda f,, konvergira u verovatnoei ka p. 
Slieno Cauchy-u, Slutsky je dao kriterijum za konvergenciju u vero-

vatnoei. Pretpostavimo da X,, konvergira u verovatnod ka X. Tada za svaki 
par proizvoljnih pozitivnih velieina a i i  (11 < 1) moiemo da pile= 

(4.17.1) 
	

PailX n—  XI< E I > 1-71 
poeev od nekog dovoljno velikog n, recimo n N. Takode je 

(4.17.2) 	 Pr.{IXm —  < E} > 1 —  eti 

za svako m > N. Sabiranjem (4.17.1) i (4.17.2) i korikenjem Boole-ove 
teoreme (1.7.2) dobijamo 

(4.17.3) 	 Pr {PC, — )Cm i< 	> — 

gde su n i m simultano veei od N, a et = 2e i tjt = 2 7). 

Obratno, pretpostavimo da je za svaki par vrednosti a i 17  nejednaeina 
(4.17.3) zadovoljena poeev od n N i m N. Treba da dokdemo da tada 
X.,* X, tj. da X,, konvergira 1.1 verovatnoei ka X. U tom cilju posmi-
trajmo konvergentan red E a„ oiji su elanovi ev  pozitivni i obrazujmo niz 
N, za koji je 

(4.17.4) Pr {lXn  Xm  < ev } >1—e v , 	n >1\c, m>1\c, 
to je uvek moguee s obzirom na datu pretpostavku. Ako udesimo da je pri 

tome N,+1 > Nv, (4.17.4) moiemo pisati u obliku 

pr.4Ix —x 	< e > 1— E v  
Nv+i 	v 

Koristeei Boole-ovu teoremu (1.11) i (1.6.4) verovamoea da ee simultano bill 

1XN  — )cv  C 
v 	v4-1 

I XN 	XN I < Evt„ vt , 	..v+z 
• . 	• 	• 	....... 

N 	X N 	C v+ , v +0. 	v+11+1 

• • • " ....... 

(4.17.5) 
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biee ver:a od 1 — E es . Medutim, ako su sve nejednadine (4.17.5) zadovo-
tient, to ce zbir 

E (XN  Xid  ) X — X 
v=1 	 -vt 	 N2  

pretstavljati jednu a.p. koja konvergira u verovatnoei. Dade, niz Xnr 
konvergira u verovatnoei ka nekoj a.p. X. Tada ee, na osnovu (4.17.5), biti 

Pr. 1XN,  — X I < sEv  e s} > 1—Ev  Es  . 

S druge strane je, za n > 

Pr{lXn —  Xlvv i C  E v } > 

Zato je 

(4.17.6) 	 C E y  ± s.1,  E s} > 1 —E v — E E s  

za n > Nt . Ako su sada e i t7  dva proizvoljna, pozitivna broja, motemo v 
izabrati uvek dovoljno veliko da zbir 2 a, + e,, + 1 + 	bude manji i od 
e i od r. Kako je nejednaina (4.17.6) zadovoljena, to ee tads utoliko pre biti 

(4.17.7) 
	

Pr {Ix ,- xl <E} > - 
za n > Nv, tj. X njer X. Otuda 

Slutsky-ev kriterijum: Potreban i dovoljan uslov da jedan niz a.p. 
X2, 	Xn, 	konvergira u verovatnoei je da za proizvoljne pozitivne 
brojeve e i rj  postoji takvo N da 

Pril7( n —X m l> E} <71 
zan>Nim>N. 

Neka je Zt, Z2, 	jedan niz a.p. sa pretpostavkom da aritmetidke 
sredine E(Z,,) i standardne devijacije D (Zn) postoje za svako n i da D(Zn)± 0 
kad n • 	Koristed Cebi§evljevu teoremu (4.9) dobijamo neposredno da je 

Pr. {1Zn—E(Z7z)1‹ E > 	DIZ2 ,0  
Y . 

Kako po pretpostavci D (Zn)  -0. 0 kad n c0 	uvek moiemo da odredimo 
jedno takvo N da za proizvoljno data tva pozitivna broja e i bude 

D 2 ( Zn) 	za > Ea 

(4.17.9i 	 r. 1Zn —  E(&) < El > 1 —  ri 

 za n > N. 1z (4.17.9) proizilazi zakljaak da Z ni• E(Z n). 
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Za a.p. kod koje varijansa te2i null, kaiemo da je skoro izvesna. 

Iz gornjega Cebikv je neposredno doko do rezultata koji eemo iska-
zati sledeeom teoremom: 

Neka su Xs, X2, 	medusobno nezavisne a.p. i neka je E(X4 = ma 
a D2(X,,)= as . Stavimo 

1 n 	 1 n 
Z,,= —„ EX: i E(Z, n = — E n 	int • 

v...1 
Ako su svi at ogranideni zajednidkom gortgont granicom a, tada Z ielos E(Z a). 

Naime, prokrujuai (4.11.11) na n a.p. i koristeei (4.8.6) bite 

n 	a2  
D2  (in 	E 

z 
< 	-40, 

n L-4 
Zato, ako je 

n 

bite zadovoijena nejednaeina (4.17 8) tako da ZaPs.E(Za). 

4.18. Konvergencija alma fupkeija rasporeda. — Neka su X i Y 

dye a.p. sa respektivnim fr. Fl(x) F2(y)• Ako su x i s > 0 clva izvesna 
broja, pokaZimo da tada postoji veza 

(4.18.1) 	p2(x)— Fi (x ) I < E + F, (x +E)- ra(x - 

Zaista, neka su a i b sledeee propozicije 

a: x-y I E , 	b: 	< x 

tako da je 

kad n 

a/k Pn{ x—Y I 	E} 
	

b/h = F2(x) 

Ako je 	
-Pr. 11 x-Yl< 	> 1-"1 

iz (1.7.1) .sleduje da je 

(a I )/h > Ez(x) — . 

Propozicija (ab) zahteva simultano zadovoljenje nejednaana 

Y-E < X < Y +E , 
Y < x., 

Ta propozicija 

Pa le 
(4.18.2) 

sadri propoziciju 

c : X<x+E 

c/h 	(ab)/h 	F2(x)- 
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Na isti naein, alto sa c' ozna6imo propoziciju 

e l : X > x - E , 
biCe 

c/h ) (ab)/h > 1- Fz(x)- n  , 
ill 

(4.18.3) 	 < F2 (x) -k 11. 

Kako je Fi(x) f.r. od X, to (4.18.2) i (4.18.3) moiemo napisati u obliku 

(x + E ) > -F2 (x)- 
1- P,(x -E) < Fa(x) 7.2 

ill 

(4.18.4) 	C,(x-E) -7 < F2(x) < F,(x + E) 17 . 
Usled monotonije funkcija rasporeda mo2emo pisati 

(4.18.5) 	--Fi (x E ) 	- F,(x) 	- FI (x - E), 
tako da sabiranjem (4.18.4) i (4.18.5) dobijamo 

-77 -Fi(z + E)+Fi(z - E)<F2(x)-F2(x) < 1-F2(x+ E )- FI (K 	) 

F2(x)- F2(x) < + F,(x+ e)—F2(x—E ) 
time je gomje tvrdenje dokazano. 

Neka je Xl, X2s
. 

s X,,,s 	jedan niz a.p. koji konvergira u vero- 
vatnoei ka a.p. X. Neka 	(x) i F(x) njihove respektivne f.r., tj. 

Fn(x) = Pr {In  < x } 

F(x) = Pr. { X < x }. 
Kako smo pretpostavili da niz konvergira u verovamodi, to svakom pare 
proizvoljnih pozitivnih vrednosti e i odgovara jedan ceo broj N, takav da je 

Pr{IXD - Xl < E } > 1- )7 
za n > N. Koristedi (4.18.1) dobieemo 

I En (x) - F(x)! < F(x - 	F( x- E)+ • 

Alto pretpostavimo da je F neprekidna u meld x, to uvek mogemo izabrati 
brojeve E i t7 tako da desnu stranu gornje nejcdngine mogemo ueiniti 
proizvoljno malom. Otuda Fn(x)-). F(x) u svakoj taki kontinuiteta f.r. 
F(x). Drugim reeima, F.(x)-* F(x) za sve vrednosti od x sem najvige 
u jednom prebrojivom skupu tadalta koliko mole fr., s obzirom da je mono-
tona, imati tgalta diskontinuiteta. Otuda molemo uvek odrediti F(x) ako 

n= 1, 2, 	, 
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nam je poznat niz f.r. {F * (x)}. Ukoliko je F(x) jedna neprekidna funkcija, 
konvergencija Ce biti uniformna, tj. 

F,,(x)* F(x). 

Medutim, obratan stay ne vat, tj. iz konvergencije niza f.r. {F„(x)} 
ka jednoj f.r. F(x) ne mora da sleduje da odgovarajua niz a.p. {X,,} 
konvergira u verovatnooi ka a.p. X sa f.r. F(x). Cantelli je pokazao da je 
potreban i dovoljan uslov da jedan niz a.p. {X,,} konvergira u verovarnoei 
ka a.p. X, da razlike — X konvergira ka nuti za x < 0 i ka jedinici 
za x > 0. 

4.19. Graniana teorema karakteristUne faakeile: Ako 	F(x), 
tada i odgovarajuta k.f. n (t) konvergira ka k.f. p  (0 funkcije rasporeda F(x) 
i to uniformno u svakom konatnom razmaku promenifive t (jE1 < T). 

Dokaz. Po definiciji je 

yn(t) 	je t' dF,i (x) i (pm_ l ertxdF(x) . 

Odredimo vrednost A tako da je 
A 	 -A 	 tco 

co)- I et' clF(x) = J eaxdF(x) + feaxcIF(x) < 2 71. 
-co 	 A 

S obzirom da je I ex I = 1, to Ie 
-A 	 a co 

I leitzdnx)(< F(- A), 	I J ezh  clE(x)IC 1-- F(A). 

Na isti naein je i 

r
A 	 -A 	 +a,  

Tn(t) 	e ft' clEn (x)— es t' olF,(x) 	ez trcIF„(x) < 2 T. 
-A 	 2co 	 A 

gde je 
-A 	 co 

I je t' dFn (x) < Fn (-A),. 	I je diGIF,(91 	Fn (A) 
ao 	 A 

Uzrnimo za A dovoljno veliku vrednost za koju je F(x) neprekidno i 

P(-A) < 	1.-F(A)<r). 

S obzirom da smo pretpostavili i da Fa(x)-0 F(x), to moiemo odrediti jedan 
takav ceo broj Ni da bude 

(4.19.1) 	
I Fn (-A) 	PEA) < 

Fn (A) — F(A) I < 1, 
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tj. 

< 	i 	r,,a ) < 21, 
ako je n > 

S druge wane je 
A 

	

I (P,1(t) — (4) (t)1 < 	dEF„(x) -F(41+ 61 

ako je n > N3. Podelimo sada razmak (— A, A) jednim nizom taroks xt 
u kojima je F(z) neprekidna i za koje je 

{ — max. xv xv+1} < 
gde je k jedan dat pozitivan broj. Tada je 
A 	 xv,/ 	 4n1 

reard[F,A)-F(xe uxviel[Fn(x) -Fix)]+'Efiedr-e ctNdfr;,(x) -Rx 
J

A z 

	

zr 	 ,  

= E 	(Ly n- ,F)+ Ei(e itx- e arv) el[F,i (x) - Flxfi , 
xv  

gde je 

v Fn = f dFn(x) 
x„ 

F = f dF(x). 
7-, 

Kako je 

	

dr 	its, 	. itx e -e = we dx 
xv  

a prema pretpostavci I r I < T, to je 

I e ibc  - e ar,  I < f I tl dx < T(x - x,) < IT. 

Zato je 
rm.  

.fre tz-  ea') d[F„(x) -  F(x)] 
xv . 

 

< 9T(Av 	Av 
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1 
A eitz 

 d [En(x) —  F(x)] < LIA,F, — A,F1+2TIF 
-A 

jer je 

EA,F, = E.\F = 1.. 

i uzimajuei da je < 162 biee  

0— (pit)! < ZILly 	
7E

n —A,F1 4  8  

vek mo±emo odrediti jedno takvo Na da bude 

El F — A Fl < —8 

	

vn 	v 
je ukupno p podrazmaka (v = I, 2,. , p), to zbog 
(x) • F(x) uvek motemo odrediti jedno takvo N2 da 

	

I A, - 	< 8Ep  

za svako v = 1, 2, 	, p. Ako sa N(c) oznaeimo yeti od brojeva N1 i N2, 
to dobijamo da je 

za n > N(e) i 	< T. 

4.20. Reciproana teorema: Ako karakteristiena funkcija 	kon- 
vergira ka nekoj funkciji p (t) i ako je ta konvergencija uniformna u 
tac'ke t = 0, tada odgovarajuda f.r. F,,(x) tedi ka f.r. F(x) eija je kJ. p(t). 

. Dokaz ove teoreme svodi se samo na dokaz da Fm (x)— F(x) i da je 
F(x) jedna f.r. jer se tads na osnovu teoreme 4.19 neposredno izvodi 
zakljutak da je p(t) k.f. od F(x). 

F'rimedba I. Na osnovu Bolzano-Weierstass-ove teoreme ogratileeni 
skup taealca na jednoj pravoj sadrti bar jednu tatku nagomilavanja i uvek 
motemo izdvojiti jedan potskup taeaka koji to biti konvergentan niz. Skup 
preostalih taeaka bite prazan ako skup sadrti samo jednu taeku nagomila-
vanja. Analogno tome iz jednog skupa ogranieenih i monotonih funkcija 
0 <Fs(x) C. 1 motemo uvek izdvojiti jedan niz {F., (x)} koji konvergira 
ka nekoj ogranitenoj i monotonoj funkciji F(x). U posmatranom slueaju 
ta je funkcija istovremeno i jedini elemenat nagornilavanja,.jer kad bi mogli 
da izdvojimo jedan drugi niz•(4) koji konvergira ka F*(x) to na osnovu 

pretpostavke da ep ■ (t) -'p(t), F i Ft imademo ism k.f. p(t) pa je F a F*.. 

Primedba 11. Funkcija 
x+ h 

(4.20.1) 
	

GOO = 	F(u) du, 

Stavljajuti = 

(P,n( 

Dokalimo jo§ da 11 

za n > N2. Ako 
konvergencije 
istovremeno bude 

icp,t(t) 	(4)(0! < E 
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gde je F(u) funkcija rasporeda, pretstavlja -  takode jednu funkciju rasporeda 
eija je k.f. 

(4.20.2) 

Zaista, iz 

1- e-ith  
4)") 	ith 	T(i).  

G(-co) -- 0, G(1- 03)= 
	

G(x) 0 

vidimo da je G(x) ft. a po definiciji je 

400 	 400 

feardG(x)= h  e -` lnx+h) - P(x)} dx =-- 

+00 	o0 

For+h)- f(x)  d 	r  dr  r . 
— e 	Ly(x-f-h)-F(x)l- h L 	it 	e 	ith 

- 	r Fetax-h)- 	 1- (
tea 

atx) 	 
ith 	 ith " 

Dokaz leonine. Koristeei obrazac (4.14.15) dobijamo 

G(x)- G(x -h) = G(x) - G(o) - EGix - G(0)] = 

- -1.40 
- it(x-h) r  1-e-its 1  	1- e  

	4)(t)dt 	 (Dm dt = 
 if 2n J it 	 2n J 

-co 

1 -  e -1th  

	

- 	er ft(r-h) (1)(t)dt . 
2n J 

Uzimajuei u obzir (4.20.1) 1(4.20.2) postaje 

(4.20.3) _- i ~ (u)du_ __1  

	

h .1 	 it .1 

	

x 	 x-h 

xi-h 	 +.0 

	

x F(u)du = I 	I( 	i-e lib  )2 e it(x-h) cp(t) dt 2rth 	it 

tor 

	

I I if sz  t )2 2 dr 	2 t  

	

-   e h 	dt , 
ir 	k -0. 

gde smo jot t smenili sa 
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U primedbi I videli smo da iz niza {F,,(x)} mo2emo uvek da 
izdvojimo niz {F,•(x)} koji konvergira ka jednoj monotonoj i ogranieenoj 
funkciji F (x) u svakoj taeki kontinuiteta od F (x). Polcaku-  no da je to jedna 
f.r., tj. da je F (+ co) — F (— co) = 1 i pretpostavimo da je F(x) neprekidna 
s leve strane. Za x = 0 (4.20.3) postaje 

1-co 

( sin t 	2t 

h (4.20.4) —
h 	

Fni u) du — SE„ , (u) du} — 	) cp , 	(It . 
0 	 -h 

t 	n 
 

Kad n' co, F„,  F i kako su integral s leve strane od (4.20.4) sa 
konaenim granicama, to njihovu granienu vrednost dobijamo kad Fil sme-
nimo sa F. Podintegralna funkcija s desne strane manja je po modulu od 
funkcije (sin 0202, zbog (4.12.2), koja je integrabilna u razmaku (— co, co). 
Zato je 

a 	 +co 

1 7: "[IF F(u)du —SF(u)dul — ni  ( 5 	I  in t  cp( 11t  ) dt 
o 	 -h 

kad n` -■ co. Kako je <p (t) neprekidno u taeki t = 0, to cp 
2  t

-> <f) (0) 

kad h -+ co i to za svako t. Osim toga je 9 1,(0) = 1 za svako n i p(0) = 1, 
s obzirom da su <p(t) i Tn(t) karakteristi&e funkcije. Zato, kad h co , 
dobijamo 

1 

iz tega sleduje da je 

F(-<o) = 0, 	F(+m)= 1 
tako da je funkcija F(x), kojoj teti niz {F,, (x)}, jedna funkcija rasporeda. 

U primedbi I videli smo da aka neki drugi niz {F„-(x)} slcupa .  
{F(x)} te2i ka f.r. F *(x), more biti F =  F. Zato svaki niz skupa 
Fn  (x)} teii ka istoj f.r. F (x), odnosno F F(x). Time je teorema 

dokazana. 

4.21. Primeri 

4.21.1. Pokazati da je 

/tin f(%) = 0, 	/im Foci = 1. 
X —)-1- co 

Neka je {at } jedan monotono opadajuei niz brojeva, Eiji °phi elan a n  — co . 
Tada iz 

sleduje 

oo 

Pr iX < all = Px {a y+, < X < a y } 
vai 

F(ai ) = a  lint Jnat ) — Flan)] , 

+

r
uo 

sin t 
it 	t 
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tl• 
i(as) = 0. 

an -4-63 
Ako je {bs} jedan monotono rastud niz brojeva Eiji opSti élan b -+ + co, 
tads 

Pr { X> 13,} Zi  Pr.{ < X < by+1 } 

1— F(b1) = tim [F(b,z)— F (hi)] , 

Jim Fb,J= 1. 
n4.0 

9.21.2. Dokazati da postoji bar jedna vrednost medijane, tj. bar jedna 
vrednost 	takva da je istovremeno 

Pr. X < ft e  < -a  , 

Pr. {X > 	
1 

< • (M. 
Neka je 	gornja granica brojeva a za koje je 

pr{x< a }<-1 
a p." donja granica brojeva p za koje je 

• 	Pr{X > p} < 

Fiechet). 

Ma koje a mote u najboljem slueaju bill jednako bilo kom p, pa je 	< 
Zato je 

F(pl-- 	2 0) < — < F( p."+ 0) 1 

< 7  < 	< Rte-0)< 2 < F(p."4-0), 
tj. 	

F( p.1 — O.< z =F(µ+o)=F(µ"— o) = C Rµ1+0 

tako da je 

pr{x<p.} < 2< pr(x> ELL 
kad god je 

< < IL " 

sleduje 
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iii 

ko znaCi da uvek postoji bar jedna vrednost medijane a ako ih ima vik, 
one pretstavljaju ma koju takku zatvorenog razmaka Za svaku 
unutrakju taeku tog razmaka je 

Pt < F.} = Pr -{X > p.1 = 

4.21.3. Pokazati da postoji sledeCa veza izmedu as., medijane i stan-
dardne devijacije 

I 	m l < crj 

Ako u (4.9.2) stavimo a = 	dobijamo 

Pri1X-ml Cnn} < 2- 

1 
Pritn-Foncx<nt-0.1 -1- C -i; 

ili koristeei (4.3.2) 

Fern +chi)—F(m —  a-,fi) ) 
1 

I (Se —  "I  I < CMh.  • 

4.21.4. Aritmetioka sredina m-tog reda niza vrednosti 

x i < ;c z  < x 1  < 	< Xk 

po definiciji je 
NI+t 

p, x,'" + A x' + • • + piz xr 
Kolika je aritmetitka sredina beskongnog i nultog reds? 

Iz gornjeg obrascia dobijamo 

= pk  x k [1+ 	 21Ir1) 	 
Pk 	X k 

Kad m 	gm ,p  —1, (xs_i/xk)10, -■ 0, (x,t_s/x4 0 -■ 0, ... 

= Xk . 
Slkno dobijamo da je 

42_ 00  = x 1 . 

tj. 
F(m+ chr2) - F(rn - an) P(t1/4)- 

Kako je f.r. F(x) monotono neopadajuea funkcija, to je 

+ 	< p.e  < M — Cif 

iii 

tale 
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Ako je m negativno i teii ka null, odgovarajuei niz {a m} je rastuti 
niz (4.8.12) i ogranken sa gornje strane aritmea.kom sredinom prvog reda. 
Prema tome, aritmetIeka sredina nultog reda postoji. Deleti jednatinu 

a: —  = pi (xim—I)+ p2 (x 2m — 1) + • • • + pk (x7— 1) 
sa m dobijamo 

a:— I 	x,  —I 	x,m-1 
1,2 

± P2 mm 	 rn 
Kad m -,02, tada a,s  -+ ao 

log cto  = pi log x i + klog rz + • + hlog xk , 
tj• 

P a„ = x,P.  x 22  . .4,5* = G. 

Vidimo da je arinnetitka sredina nultog reda ustvari geometriska sredina. 

4.21.5. Dokazati Cauchy-evu teoremu: Harmoniska sredina fe manja 
od geometriske sredine a geometriska sredina je manja od aritmetieke sredine, tj. 

H < G < m 

Polcalitno najpre da je 

tj. 
	 G < In , 

x i  x i  ....x k  < 

gde bar dve od vrednosti xt, x2, ..., xt nisu jednake medusobno. Za 
k = 2 nejednatina je otevidna, jer 

x x 	xi f ra 

 / 	
Xi X2  ) 2 	( X i + X  )2 

2 	2 2 	2 	/ 
Mtn°, za k = 4 bite 

x i x,x 	< ( 
 Xi+ X 2   I(  X5+ X,  I <  (  X i +  X 2  + X3+ X4  )4  

	

2 	2  4 
Za k = 8 

x xx <i
x,-1-x 2 +X3+X4  4  X5 +X k +X7A- X B  4< X 1 +X z+ -+x,  6  

4 	I t 	4 	 8 
itd. Za k = 23  bite 

(x1 .4-x 2 +x 3 -1- 	)2" 
x2x2x3-• .< l 	2n  

Ako k ne pripada progresiji {2*}, n = 0, 1, 2, 3, ..., i ako izabe-
remo ono n za koje je 2s > k, tada moiemo niz xi, x2, xa, • .., xft da 

( x , + x + • • • +  x k   ) k  
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dopunimo sa 2 n  — k jednakih danova m tako da ponovo dobijruno gornju 
nejednaeinu, tj. 

xk  Xi 
z"-k < X i + X 2 -1- • Xix #(2 71- k)rn 

2"  

odnosno 
2 -fi 

Xk  M 

pa je 	
+ k  )

k 

ynk 	Xj+  Xck • 
x i  DC 2 	. xh 

Ostaje da pokalemo da je 

H < Gm 
tj. 

  <(xlx 2 ....x k ) 

I 	1 	I 
xi 	X 2. 	X ), 

Uzimajuei reciproene vrednosti leve i desne strane dobijamo nejednaanu 
, 	I 	, 	, 	I 

((
I 1 . 1 .. . 1 )1‘ ,  Ti  -MT2  -I-  ' • . 1-  Z;  

\ X 1  Xz 	X k / ---. 	 k 
koju treba da dolcaiemo. Leva strana je gehrrietriska sredina a desna arit- 

1 	1 	1 
metiaka sredina vrednosti xi 

X 
—, —, ..., — 

k
i iz gore dobijenog nepo- 

2  
sredno sleduje da ova nejednaeina mora biti zadovoljena. 

4.21.6. Neka su X i Y dve nezavisne a.p. a Z njihov zbir, tj. 

Z = X + Y. Odrediti r-ti obitan moment a.p. Z. 

z' -(x+i) = E 	
r_ 

v  Y v  
v-0 

,- 
E(Zr ) = 	( 7,;) E(Xr-v  

t9 

E(f) s 	( rv ) E(Xrv ) E(i v ) 

vso 
s obzirom da su X i Y nezavisni medusobno. 

Za r = 1 i 2 bide • 

E(Z) E (X) + E(Y) , 

E(z2) E(X2)+ E(Y 2 ) + 2 E(X) E(Y) 

D2(Z) = B(Z 2) - E2(Z) D2(X) + D2(Y). 

Iz 

sleduje 

tj. 

tako da je 
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4.21.7. Odrediti funkciju rasporeda a.p. Z. Xi/X2 alto je F2(0) = 0 
i ako integral 

cpz( t )  

1 	t 
konvergira. 

Iz (4.16.4) neposredno dobijamo 

z so. 

G(z) = fox) d 	I  — 27E t I F91( 4 ) (P,( - tx) dt dx , 
0 

÷.0 

2z  i j (Pi( i) cit cf);(- Ix) dr , 
-00 	 a  

G(z) 	
2n 	(t ) z 	I 	

pap) — (92(—tz)  
t• 	dt 

-co 	L 

r  cps(t)—cpi(t)(pktz) 
dt . 

27E2 J 

4.21.8. Data su dva rasporeda aleatornih promenljivih Xi i Xa sa 
respektivnim zakonima verovamo6a 

X1 - X A (X) — ro1/41  x 	e ac t> 0 , a 1 >0 
0( x <too. 

(1 2 	I T-.1 -fx2X 

/2(X) rp,a) 	 a 2> 0, A2>0 X 	e 
o x<-1-00. 

Odrediti z.v. od Z = X1/X2 (H.Cramer). 

Karakteristiene funkcije od Xi i 

( 	i t ?` 
c.p 1 	= I - 

, 

it \12  
(P2(t)  (1 2 	t 

o 

su 
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tab da je f.r. od Z na osnovu (4.21.7) 

+co 

Cr(z) 27 = 	[(1-  it )42-  (1 - 
it -a,( 

	—itz 
c/ 	a2 	a t 	a 2 

-c°  

Ukoliko je A2 ceo broj, integral se mole izraeunati i dobiti 

1 	-I 

asz
aiz 	( 

+ az  / vaok
11+ 

 v 	atz+a 2 ) 

	

G(z)- 	
v-1)( 	az  

4.21.9. Data je karakteristiena funkcija 

-x( J.- en. ) 
(p)(t) 

gde je x prekidna a.p. koja mole uzimati sledeee vrednosti: 0, 1, 2, . 
Nad zakon verovatnoee. 

Kako x mole uzimati samo vrednost nulu ill pozitivne cele vrednosti, 
to se (4.14.4) mole napisati u obliku 

r, 

A = H( =v) 2n 
Ig(x,t) dt = 
-or 

yr 

= —
2n 

jcp(t) e at . 
nix 7 

-n 

Ako zamenimo (1) (t) datom funkcijom, dobijamo 

n n  
eA  	- 	 °P3  veer i i _x( 1 - ea) -ttv clt 	e 

itV 
E — dt 

Pr2n Je 2n 	r-o r i 
-n 	 -n 

Pato je red pod integralom uniformno konvergentan, to integral ovog zbira 
molemo pisati u obliku zbira integrals i tako dobijamo 

e x 
ti (r-v) , 

P = — T 	e at = 
2 7t r=o r. 

)1 1car-qit + 	+ —ix  Ecci  X it(r-v)  dt . 

	

2n no H 	2n v.! 
-7I 	271 r-vo r -n 

Integrali u prvom i tredem tlanu jednaki su nuli, tab da astaje 
A e  xv 

Pv 	vl 	
v = 0, 1, 2, ... 

al dt  
J t 
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U narednoj glavi videeemo da se ovde radi o t. zv. Poisson-ovom prekidnom 
rasporedu. 

4.21.10. Ako Fn  (x) 0 za x < c a Fn 	1 za x > c, tada 

Zaista, 

	

Pr.ii)c, -  C 	El = PniX,,>C+E} + Pi: {)( 7,C c -E} 

= I- Fn(C + E) + F„(C - E + 0) -) 0. 

Na osnovu izlolenog u (4.18) sleduje da i obratno Nati, tj. da iz 
Xs  aesc sleduje 

0 	za x < c 
F„(x)-3.1 1  

za x > c. 
4.21.11. Ako Fs  (x)-0 0 za x < c a F.(44.1 za x > c, tada 

(t). edi. 
KarakteristiCna funkcija od F(x), tj. rasporeda eija je celokupna masa 

koncentrisana u ta6ki x = c, jeste 
p(i 	e cit = ent 

Iz F.(x)- ■ F(x), na osnovu teoreme (4.19), sleduje da i cp s(t) -0 cp(t). 
4.21.12. Neka su Xt, Xs, 	Xs, 	nezavisne a.p. sa istom 

fr. F(x) 6ija je a.s. m konttna. Tada a.p. 	tj. 

	

— 	X, + 	-f-'• • 	+ 

	

„ 	 rn 

Khituchin-ova teorema). 

Oznaaimo sa p  (t) karakteristienu funkciju od F (x). Na osnovu (4.12.8) 
i (4.12.12) karakteristkna funkcija za X a  bide 

t )1" 

odnosno, za t -0 0, 

mit 
(Pn(t) =[i+ n  + 

shodno (4.12.5). Otuda 
cpn (t) 	ern" 

kad n -0 oo , a iz (4.21.10) i (4.21.11) sleduje da Xn -15s•m• 
Neka su a., al, as, 	realni brojevi, takvi da red 

G(u) = a, a t u +a,u2 4- 

7' 
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konvergira u jednom razmaku (— uo, th). Funkcija G(u) naziva se funkcija 
generatrisa niza {a,}. Ako su a, verovatnote p, = Pr. = jednog 
prekidnog rasporeda i ako stavimo 

qv = Pv.t PV+2 	• 

tada je 

= Pr{X > v} 

R(u) - 9,0 + (it u + q2u2+ 	
1-Gm  

1- 11 

kad god je I is j < 1. 
Zaista, kako je 

= 1—  (pc + pi + 	+P.) ,  
to smenom u R (u) nezavisan elan od p, bite 1/(1 — tr) a koeficijenat od 
itat Noe — t1► /(1 — u) tako da R (u) postaje 

R(2.0 = - - E p uvAi - u) 
1-u 	v-0 v 

1 
[1- p 	

1- G(u)
1- u 	v-o v 	1-u 

4.21.14. Istovremeno se bace pet kocki; u sledetem bacanju bacaju 
se istovremeno sve one kocke koje u prvom bacanju nisu dale jedinicu; 
u treeetn bacanju bacaju se istovremeno sve one kocke koje ni u drugom 
bacanju nisu dale jedinicu i tako redom sve dok bude bilo kocki koje nije-
danput nisu dale jedinicu. 

Neka je sa X oznatena aleatorna promenljiva: broj potrebnih i do-
voljnih bacanja da bi sve kocke dale jedinicu. 

1. Odrediti zakon verovamooe ove aleatorne promenljive. 
Pretpostavieemo najpre da su sve kocke identiene. Oznaeimo sa p prostu 

verovatnoeu da to prilikom bacanja jedne kocke pasti jedinica a sa q = 1 — p 
suprotnu verovatnoeu. 

2. Kako bi se moglo generalisati na k identienih kocki a kako na k 
razlititih kocki sa prostim verovatnoauna pi, pa, 	? 

3. Pretpostavimo sada da imamo 5 identienih kocki i odredimo funkciju 
generatrise od X. 

4. Odrediti op.§ti izraz za r-ti faktorski momenat, tj. 
E[X(X — I) ...(X — r+ 1)]. 

5. Izraeunati numerieke vrednosti E(X), E[X(X+ 1)] a zatim ax za 

P = 6
- 

(Georges Darmois). 
1. Da bi aleatorna promenljiva X, tj. broj potrebnih i dovoljnih bacanja 

da kod svih 5 kocki padne jedinica, imala vrednost x, treba da posle x-tog 
bacanja kod svih kocki padne jedinica (dovoljan uslov) a cia kod najmanje 
jedne kocke nije pala jedinica posle (x — 1)-og bacanja (potreban uslov). 
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Broj kocki kod kojih je pala jedjnica samo u x-tom bacanju mole biti 

jedan (I). To je dogadaj sa verovatnoeom ( 5 ) (I - gx -1)4  gz-ip. 

(x-1) 
- ( p+ q) = p + 	p

x-2 
 q + 	

x-1.) 	4_ q  
1 	 kx-2/ 

h  nx -2
r/ 

x-1 	x-1 	( X - 1) x-2 
1- q 	=P +( 	P (1 ± ••• 	x  

-1) pgx-2 

sleduje da je 1 — q1-1  verovatnooa da te se kod jedne kocke u toku 	— 1) 
bacanja pojaviti jedinica. U naiem sluettju je santo jedna kocka dala jedi- 

5 rucu u x-tom" bacanju verovatnoeom 	qZ-lp, dame  

(51)
(1 — -1)4qZ -1 p 

( 5 
 2)(1 e -1)3 (qX-10 

(;)(I 	- 	1 )2 (qi - 1 pr 

( 5  4 )(1 q2-1)022-10 

(V) sa verovamoCom (qx -1  p)5. 

Prema tome, tratena verovatnoea je 

5 	5\ 	 x-t 
, 	I 

	

P.= 	)Y- - 4 ) (7 P' = 

i( 5 )( t-o i 

x-i) 	r 
PJ i- 

=(1-qx 1+qx  1p)5-
(
1-qx- 

 

) 5 

tj. 	

Px = (1-  ) 	- q
x-1

) 

	

5 	 \5  I I  

Moiemo kazati da je p x  jednaka verovatnoei da je kod svake kocke 
pala jedinica do x-tog bacanja umanjenoj za verovamoeu da je kod svake 
od kocld pale jedinica do (x — 1)-og bacanja. 

sa verovatnoCom 

(II) sa verovatn000m 

(III) sa verovatn000m 

(IV) sa verovatnoCom 
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2. Alto umesto 5 imamo k identienth kocld, bite 

x 	( 
px -r-

x-1)k 
 

a za k razlieitih kocki bite 

PC- fj,(1-q7) - 	qr) 
U svim slueajevima imamo 

00 

Pr 

jet 
n \ 

px = Jim Z px = tzmO q 
n Aso x-1 	n-)co 

s obzirom da je q < 1. 

3. funkcija generatrise za k identienih kocld je 

G(u) Z px  u r  
x- 

Medutim, p. motemo da transformiSemo na sledeei mein 

bx  =(-1)/ ( ki a - 1±(- 1)j i k ) n i(x-1)  = 

	

is° 	ki / 	iaa 	k / I 7  

	

k 	p-iikl j(x-1) 
= 	(- 1) 	,)q 	(1 - q 

1- 1  

k 	.1+1  /k1 
= E (- 1) 	)q 	(1-q)(1-vq,  + ir 2 + • • " 

J-1  

tako da funkciju generatrise motemo pisati u sledetem obliku 

x ki+1(k) f(x-1)/ 	.7 1
)  G(u) = Z

i 
 u E (- 1) 	q 	, 

ako obrnemo red sabiranja, Wee 
k 	.7+1(k 	f 	-J 	x fx 

G(u)= 2(.1) 	)(1-9 )q Ei
uq 

J- 1 	 re 

Sabiranje po x je geometriska progresija sa prvimelanom uq1  i kolienikom 

	

uqj Konvergencija ee biti obezbedena pod uslovom Iul < 	• Falco je 

175 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



q- ' minimum od q -1, to je gornji uslov iadovoljen ako je vet juj < 9- 1 
(tj.— 5 = 1,2 za klasithe kocke). Tada imamo 

j) 
thOs'LNII 

i-I ' j 	1 -  ur 
4. Da bismo dobili faktorske momente, razvijmo G(u) u okolini tatke 

u = 1. Stavimo u = 1 + v 

k   Gn 	 .14-1(111  
i- 	= 	1) 

P.1 	j 1 - 0+ TAT' 

qj 
Fi (k) 	vj  

.1  1- 37)  v 1-  

=(- 1IE r)(14  v)(1+ av + a2v 2 + • • + crti+ 
.1- I  

gde je 

a = 

 

 

_ 
Faktorski momenat r-tog reda 

m y.= E[x(x-1) 	(x-r-11)1 
je koeficijenat od vrir u razvitku od G (1 + v): 

m,.= r 	(-1)fri ( k ) (Ci r  + CC 
-1 

Kalov je 
9,rj 	9 ,gr1) 	ri 	1_ 9,1)(/ 

(1 - 1T Or 
	+ 	

 = 9  

mr—
iti(k) (q;)r-1 

j (1 -er  
5. Iz oval; obrasca, za r 1 i 2, dobijamo 

mt. E(x) = 1
(..nitt(k)  1..  

	

its 	 j / 1- qi 

7722=E[x(1.--Ig=2!iFITIT)  qj  
J• 1 	j 	02 

a+« 

to -je 
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Za k = 5 i p = 1/6 biae 

	

E(X) = 13,12, 	E[X(X-- I)] = 200,78, 

	

az2  = 41,77, 	 a z  = 6,46. 

4.22. Zadaci za veilm 

4.22.1. Ispitati varijacije izraza 	, gde jet,- apsolutni momenat 
r-tog reda, kad r varira od 0)do + co. 

4.22.2. Dokazati da je za svako realm t i h 

cp t ) - p(t +/I)I -C. 211- R-{(1)(t)}1, 

gde je R {p(t) } 'taint deo itarakteristiene funkcije. 

4.22.3. Data je lcaralcteristgna funkcija druge vista 

-p(i-e tt ) 
t(t)r-The 	 — a 

aija a.p. X uzima vrednosti 0, 1, 2, ... Naei z.v. i odrediti prva dva 
momenta. 

4.22.4. Neka su a.p. Xt, Xs, ..., 	medusobno nezavisne sa zako- 
nima verovamorn 

n[1+ (x-a) 2j 

	

f (x)-- 	 , 	.j= 1, 2, 	 , n. 

Odrediti z.v. aleatorne promenljive 

	

-- 	1 12  

	

X 	Xj 
n 

4.22.5. Dokazati da ako izvod f.r. Fr(x)-- f(x) postoji i ako je ogra-

nieen, tada cp(t) ■ 0 kad Iti co. 

4.22.6. Ako je X a.p. koja uzima samo pozitivne vrednosti ili nulu 

i ima a.s. m, pokazati da je tada 

za svalco k > O. 

4:22.7. Aleatorne promenljive Xt i Xs imaju z.v. 

fi(4)  = V-27-1 e 

 -V 	-co< x < 

,A -ax 
f2 (x)= 	 x 	C. , 

a>0, ?\ 

0(% 

Odrediti z.v. aleatorne promenljive Z= Xt/X2. 

F(km) > 	
k 1 
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4.22.8. Ake je IP@ 1 c k < 1 za t i a, pokazati da je tads 

Icp(t) I < 1— (1— hi) 8at  
a III < a. 

422.9. Pokazati da je karaktesistiata funkija oniformnog rasporeda 
(4.3.IV) 

itx2  
e —  e  

p(t) 

4.22.14 Pretpostavimo da a.p. X i 	(n = 1, 2, 3, ...) imaju za 
medijane samo po jednu vrednost p. i p.„.• Poka2ati da ako 	tads 
i tin -*IL. 

4.22.11. A.p. X ima za karalcteristiam funlcciju 

za Itl< 1, 
(t) = 0 1 	 za it> 1. 	• 

a) gta se mole kazati o rasporedu, tj. 
do- Ii je simetriean ili ne? 
da li je prelcidan iii ne? 
da li postoje prvi motnenti? 

b) Formirana je a.s. od n nezavisnih a.p. sa tim rasporedom. Cemu 
tezi a.s. kad n co ? 

c) Odrediti z.v. i proveriti da li dobijeni rezultat zaista pretstavlja 
jedan z.v. (Georges Darmois). 

4.22.12. Neka je p verovatnoaa da ee pasti gLava a q=1 7-p pismo 
prilikom bacanja pare. Prilikom uzastopnog bacanja pare na nezavisan 
naein igra ee se prekinuti 6fin glava padne k puta (k 1). Oznaeimo sa 
X aleatomu promenljivu koja pretstavlja ukupan broj bacanja do prekida igre. 

a) Mei zakon verovatnoae rc (x, k) i proveriti da je 
CO 

n(x,k) = 1. 
x -k 

Naei E(X) i E[X— E(X)] 2. 

b) Pokazati da je karakteristitena funkcija 
pert 1k 

t(1)( t ) 	t 
1— qe  

i preko nje odrediti takode E(X) i D 2 (X). Pokazati da kad k neograni- 

-  E(X)  eeno raste, promenljiva E 	 teii da zauzme normalan raspored. 

c) Odrediti z.v. 610 je k.f. 
pe a 

1— qe't 
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i odrediti njegova dva prva momenta. (Sertifikat iz mama verovatno6e, 
Pariz 1943). 

4.22.13. Pozitivna a.p. (0 5 X < a) ima uniforman raspored izmedu 
X = 0 i X = a. Posmatrajmo a.p. Z = log X. Odrediti z.v. od Z, njenu 
k.f. a zatim E(Z) i D2  (Z). (Georges Darmois). 

4.22.14. Neka je 
1 	1 	1. 	t 

p(t) = — sin — + — cos — 
t 	2 	2 	2 

k.f. aleatorne promenbiva X. 

a) Odrediti prva dva momenta. 
b) Dve nezavisne a.p. Xi i X2 imaju isti raspored kao i X. Odrediti 

k.f. aleatorne promenljive Y = Xi — X2 i verovamoeu da bude Y = O. 
Sta se mole Icy-mit) neprekidnosti zakona verovamooe od X? 

c) Odrediti z.v. od IXI. 
(Georges Dannois) 
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5. SPECIJALNI TIPOVI JEDNODIMENZIONALNIH RASPOREDA 

a) Prekidni rasporedi 

5.1. 13inomijalni raspored.— Videli smo u (2.7) da je verovatnoea 
da ee se u n nezavisno ponovljenih opita oeekivani dogadaj ostvariti v puta 

( n) 	n-v 

gde je .p prosta verovatnota otekivanog dogadaja, a q = 1 - p. U ovom 
slueaju aleatorna promenljiva uzima cele pozitivne vrednosti v = 
= 0,. 1, 2, ... , n, tako da imam° posla sa jednim prekidniin rasporedom 
eija je f.r. 

[xi n  
P(x) 	Z v ) pv  gi n—w  

vso 	 9  
gde je [x] najva ceo broj sadnan u x. Kori§oenjern rezultata iz (2.8) dobijamo 

Rxj= 1 -  P( [xi) = 1 - Ip(Lx1+ 1 , ft -  [x)), 
gde je P binomijalna serija a Ip nepotpuni kolienilc B - funkcije. 

Raspored je unimodalan, modus se sastoji iz jedne ill dye susedne 
vrectnosti v=m i v=m+1 sa medusobno jednakim frelcvencijama, prema 
tome da li je n paran ili neparan broj. 

Aleatornu promenljivu v binomijalnog rasporeda motemo .smatrati 
kao zbir od n nezavisnih aleatornih promenljivih, tj. 

v = `v l + v 1 + • • • + v n 
 sa zakonom verovatnote 

vi 

Pv, q 

i karakteristienom funkcijom 

cp(t) 	pe i  + 

1 	1, 2, • • 	th 
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Zato je k.f. binotnijalnog rasporeda 

cp(t) =1T ca(t) 	pe tt  + 

Aritmetieka sredina je 	tes  

E(X) .= cpf(0) 	np 

	

centrirane promenljive 	np bide 
— re 

	

cp,,_„),(t) 	e 
t pt

p(t) — 

= e-tnpf (pe tt_i_ 

= (pe -Hge-it t ) n  
a prva eetiri centralna momenta 

I 
Pi' 7 Wv- (°) 

1 	II = F cp v _ v  (0 ) 413 95 

p.,= 7  cp',/,'_„p (0)-= npvq- /39, 

114-  t4 (4-,,p(0) 	3i721,2 7 2+ npq (i- opq). 

Koeficijent asimetrije je 	
(q 	- p) 2  

"Pq 
tako da ee raspored bid simetriesn za p = q, odnosno za n co. 

Koeficijent spljatenosti je 

t  
P2= 3 +

- opq 
 npq 

koji tett ka 3 ako n co. 
Oznaeimo sa by  (n, p) binomijalan raspored promenljive v, fiji su 

paratnetri n i p. 
Neka su v' 	dve nezavisne aleatorne promenljive sa binomijalnim 

rasporedima by  (ns, p) i b9(n', K.f. aleatorne promenljive v = v' 	bide 
cp v (t) = 43,4,40 -= p v g(t) cpe(t) = 

= (pe a  +- gin ' (pe"1- q) n  = 

= (peit  + q) n  , 
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gde smo stavili n = n' + n". Otuda, zbir dve nezavistle a.p. sa 
rasporedima b,'(n', p) i b.e(nl;p) imaae takode 	raspored 

Mn' + n", p). Simbolieki moienio staviti 

bw (n p) * by, (n il  pi) 	b 	11 (nch. n" 

	

9 	V +V 	 9  

5.2. Poissoa-ov raspored. AleatOrna promtnljiva X ima0 Pois-
son-ov raspored sa parametrom k alto uzima pozitivne cele vredttosti ill 
nulu, tj. X 0, 1, 2, ... , m, i ako je 

(5.2.1)
-k k p„,= Pr.iXnm 	e 

in 1. 
Da bi 	uvek bilo pozitivno, potrebno je da i parametar k bude uvek 
pozitivan. 

U (2.12) videli smo da binqmijalan raspored teti ka Poisson-ovom 
rasporedu ako prosta verovatnoaa p -■ 0, ali tako da np = k ostaje konaeno. 

Karakteristiena funkcija Poisson-ovog rasporeda je 

, 	..k 	0,n 	(ko U)m 	k(e tt-i) 
(5.2.2)(P(t) = Zo e M e 	 __ Tn 

	

m-o 	
1  —e 

ma . 

a karalcteristiOna funkcija druge vrste 

(5.2.3) 	 tp(t)= log cp(t),= k (e d- 
Kako je 

tp'(t)= ike d  
to je aritmetieka sredina Poisson-ovog rasporeda 

(5.2.4) 	 E(X) 	cl/(0) = 

Karakteristiena funkcija druge vrste centrirane promenljive je 

(it)2 	(it)5 	Ott 
tk.,4 (1)—log egt  cp(t)—k (eib- 1- tt)— k[T- + + + —h , 

Na osnovu (4.13) sledi 

k 
(5.2.5) 

F+ =  3122 1-  
OOOOOOO O 	 • • • 

Koeficijent asimetrije je 

(5.2.6) 	 =
1. 

alto da je raspored utoliko asimetrieniji ukoliko je k manji. Za k -+ cot 
131 = O. 
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Koeficijent splio§tenosti je 
1  

(5.23) 	 p 2  = 3 
k 

koji teti ka 3 ako c .+ co.. 
Oznaeimo sa Am (k) Poisson-ov raspored aleatorne promenljive m, 

ciji je parametar k. 
Neka su in' i m" dve nezavisne aleatorne promenijive sa rasporedima 

(k') i X„,-(k"). K.f. zbira in = . m' + me biee 
(le+k te )(e d-  i) 

(Pm (t) = 	(t) pm„(t) = e 

Otudas zbir dve nezavisne a.p. sa Poisson-ovim rasporedima imaee takode 
Poisson-ov raspored sa parametrom. koji je jednak zbiru .  parametara oba 

rasporeda, tj. 
(k')* X.„(k")= X , 

	

. 	 771 + rrt 

5.3. Hipergeometriski raspored. — I ovde imamo jedan prekidan 
raspored eija aleatorna promenljiva uzima konaean broj vrednosti X - 0, 

1, 2, ... , r sa zakonom verovamooe 

P 	
11)(n ris) 

`Jr  =-- 	r. -1, 3C 	r, 
r, 1- - Ty  

(r) 

gcle je n 	nt, n 	r, m 	r1, rt. = O, 1, 2, 	, r. U razvijenom 

obliku p„ Woe 

	

(

r)  T./ s te n s-1) • ..(nr-ri-11-1)r72(itc-1)••• 	r2 + 1) 

r1 	 72 (92 - 1) 	-I-1) 

gde smo stavili na = n - ns i ra = r - rt. 

U (2.17) videli smo da hipergeometriska verovatnaa teli ka binomi-
jalnoj ako n, ti i na teie ka beskonaenosti dok r, n i n ostaju kongni. 

Takode, u (2.17) pokazali smo da je 

(.71 1) 
r

( 
r i ls/ r-r,  

pr 	 n 	= 1. 

	

re° 	Y 

Aritmetieka sredina hipergeometriskog rasporeda je po definiciji 

EP() 	ri Pr = 	rs 

	

r 	77111 )( 771-1 ;71)  

To 0 	 Tit 	

rri 

n 1
-11(n-n1\ 

	

nir r  1/4 r,--1/`r-r 1 ) 	nir 

1 7;--11) 
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Kako je drugi obiam moment 

r 	
:L. 	rriir; : rr2i )  

E(X 2 ) = E cap, --= 1_, r,2 	1 	i  — 

i  r.0 	1 	rro 	
(nr) 

ini.-11(n-n 11 
ni r r 	 k rt  -1)k r -r1/  

Z -1+1) n r1 	
(
n 

ri) 
(n 1-2)/n - nil 

	

n i (rt,-1)r(r--1)  r k ri-2A r  -rt./ 	77,r 

n(n-1) 	•rtiaz 	In-21 	÷ " 
r-2/ 

_ ni l'  4 _, ( 12 4 -1 )(n- i)  1 
- n Li  ' 	n - 1 	_1 ' 

to ee varijansa biti 

n
= 	

nr1 	n2 	n2 (n71) 

{ 
0. 	I.+  

2 	77, r 	(n, - 1)(r -1) i ni r 1 	n  r2 r(n-r) i r  

Prvi flan hipergeomettiskog rasporeda je 

na (n1-1)••• Ina- r+1)  
• 	1)* 	n ( n -.12_ 	(n - r + 1) 

Sledeei elanovi zatim rastu kad rt raste od 0 do svoje modusne vrednosti 
koja se nalazi u intervalu 

r(n 1 +1)-(n 2+1) 	r(n1-E-1) +(1 1 +1)  
C "( 

n+2 	r1 	n+2 
da bi zatim opadali kad ri dalje raste od modu.sne vrednosti do r. Poslednji 
elarbide 

n1 (n r-1) 	(n r -r+1)  

je 

-  n2(n2- 1)....(n2-r 1- 1)  r 	 n1(nr1)....(ni-r1+1)e 
n(n-t) ....(n-r +1) TrO r, (112- r+rt)(ncr+ 21- 1)..(na- r -F1) 

n1(n2-1)...(n i-r+1)  
n (nn - r + 1) • 

r r, - n r; nz-ri-1, e ) , 

Pr— n (n --1) 	(n - r +1) 
Raspored je simetriean :to je 	+is s ; u (Attars slueajevima 

asimetrk1an. 

Karakteristiena funkcija hipergeometriskog rasporeda je 

( 7r21)(r —770  it 
ria 
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gde je I= it a F, tj. 

nce,13;y,x1- 1+ 	x  
cox+013+1) x2 

(t+1.) 	2! 

ot(a+1)(ci42) (0+1)((3+2) x5 + 
i(y +fl(y4-2) 

hipergeometriska funkcija. Otuda i. naziv ovoga rasporeda. 

Kako je aritmetieka sredina E(X) = 	to be k.f. centrirane promen- 

'jive bid 
n

2
(n2-1)....(n 2-r 4-1) - 14-ir 

L“2 (0' 
	

 n 	71(1 — 1) . 	n -2r + 1) e 	r e 

Hipergeometriska funkcija zadovoljava diferencijalnu jednatinu 
dart  

x (1- x) 	- (a+ (3+ 1) dF- ctpF 0 

Ito je lako proveriti. Ouria 

d-Le  - 72) - n CF 21-  1-eT  J 
n, 	2  n r( n - r) . 	

n 

0 

(1 -  eT){ 	2 dt 
- 	[I-n 

(72 
dr 

gde je pp k.f. od rt. Razvijanjem k.f. u red i grupisanjem koeficijenata uz 
:Ty 	1 ra dobieemo sledeee centraine momente 

nt ni r(n - r) 

1-1— 	712(n-1) 

. n,ri2r(n,-n 1)(n - r)(n - 2r) 
 tis= 	n3(71-1)(n-2) 

71,n,r(n-r) 	 r 2  6r 
F4n2(n_ixn_z(n_5)-In(ni-1)-6 r (n -r)+3 71,712[7*-2-  + n 2 (ri_r) 

Odmah vidimo da je za tn= ns, tre4i moment IA3= 0, to je u tom 
slueaju raspored simetriaan. 

Ako koli4nik P4- = p ostaje kongan kad n co, momenti hipergeo-

metriskog rasporeda svode se na momente binomijalnog rasporeda, tj. 

E 	rp , 

rPi' 

P3= rpq(p —q), 

fj 4 3r2P2q2+ rpq( 6pq), 

gde je q =1 p = —
ns 

. 
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0 

A 

b) Neprekidni rasporedi 

5.4. Cauchy-ev raspored. Zakon verovatnoee Cauchy-evog raspo-
reda defmisan je apsolutno neprekidnom funkcijom 

, 	1 	1 
(5.4.1) 	 /(x)- 

n 1+ X 2  

U ovom sluCaju aleatoma promexiljiva X neprekidno mote uzimati vrednosti 
od - cc) do + a Integracijom dobijamo fr. 

1 	dt 	1 	1 (5.4.2) 	Rix) = - — 	+ arc tgx 
n 	1÷ #2 	2 n 

Neposredno je 

1 	1 	 1 
F(co) = -2- + arc tg 1= •i +i = 1. 

Raspored je unimodalan i simetridan u odnosu na tadku x = 0, koja 
pretstavlja i modus i rnedijanu. Aritmetieka sredina ne postoji, po‘to integral 

1 x  clx 
rc J i-Fx2 

ne konverOra. T4code ni svi ostali pozitivni motnenti ne postoje. 
Linearnom transformacijom dobijamo op§ti sludaj Cauchy-evog raspo-

recta sa z.v. 

(5.4.3) 	f(x)= 	
a 

 I 	 , 
rr a +(x-br 

koji ee bid simetritan u odnosu na tadku x = 

a > 0, 

SI. (5.4.1) 

Karakteristidna funkcija za (5.4.1) po definiciji je 

	

I r 	dx  

	

J 	1-1-x2 
(pm 
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koju =demo izraeunati metodom reziduuma, integrguai funk:4u 
itz • 

1* z 2  

dui konture pretstavljene u vidu jednog polukruga sa centrom u koordi- 
•natnom potetku 0, polupreenika R i intervala (— R, R) na x-osi. 

Si. (5 4.1T) 

Integral fluilccije• 1 na polukrugu tezi ka null. Ukoliko moduo od 
1 + z 2  

•eits = ei"-"v ostaje konatarl, integral funkcije Su/(1 + z2 ) takode teti Ica 

null. Zato je potrebno da — ty ne uzima suvik velike pozitivne vrednosii, 

pa Cern° uzeti da je ty > O. 
Alto je t > 0, uzimamo gomji polukrug (kao na slid (5.4.11)) i gra-

arena vrednost integrala p (t) jednaka je proizvodu iz 2rci i reziduuma za 

z tj at 

cp(t) —  27ti 
7C 	

= e
e 

•2 i 

Smenom L = — t i i = — i vrednost integrala se neee promeniti, 

samo to tada imam° donji polukrug, pa je 
- 

(Colt) 	(p(-t) m e t, za t > 0, 

odtiosno 
cp(t) 
	-It' 

za svalto t. 
Uzimajuei op§ti sluettj Cauchy-evog rasporeda (5.4.3) dobijamo za k.f. 

t 

40(t)= e
ht -ale' 
	 a > O. 

OznaCimo sa Cx (a, b) Cauchy-ev raspored sa parametrima a i b. 

Neka su X1 i X2 dye nezavisne aleatorne promentlive sa Cauchy-evim 

rasporedima Cx, 	bi) i Cx, (as, b2). Zbir X1 + X2 imaae 72 k.f. 

cc,  ( 0 	 e  i(k+ t - (czei-a 2)1 t 

tj. 

C (a b1
).* C 

2 2' 
b

2
) C 	(a +a , b b ). 

xi -h x z  I. 	2 	1 	2 
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I uopite, ako n nezavianih aleatornih promenljivihZs 	XS 
imaju Cauchy-ev raspored, aritmetiCka sredina 	promajivill  

X- 
XI -I- XI + • • -F • X,!  

n 
imaae takode Cauchy-ev raspored sa parametrima 

a,+ 02 + • • .-+ as  . ba  brkb2+ + be  
n 	 n 

Posebno, ako sve proraenljive Xv imaju identiene reamed; raspored Pro-
menljive X bide im takode identiean. 

5.5. Prvi Laplace-ov ravored. — Ako e1x1  normiramo, tj. pa-mnoiimo jednim faktorom C tako da 
403 

ce- 'x 'dx= 1, 

dobitemo jedan z.v. eija aleatorna promenijiva X varra . neprekidno od — ca do + ao. Kako je 

i lz`clx 	2c fe"dxg 2c 

to je c = 1 — a 
• 	2 

(5.5.1) 1  
.f(x) = 

2 0 
Dijagram (5. g. I) 

t. zv. Priri Laplace-0v raspored. To je prvi raspored koji je Laplace 
menjivao u svojoj teoriji greialca. 

Karakteristiena funkcija je 

X - 	t CON= 	e it 	
ax = 

	

o 	 co 
(5.5.2) 1 [ e  , _ jvt+tOcix  + j e-x(i-lt, 

2 	 x i 

	

_00 	 0 

	

_-=1 ( 1 	11 
2 % 1+a + 1-tt ) 	1+ t 2  

Ova je funkcija definisana za sve vrednosti od t i ako je normiramo, 
dobijamo Cauchy-ev raspored. Obratno takode vali, jer normirana k.f. 
prvog Qiuchy-evog rasporeda pretstavlja prvi Laplace-ov raspored. 

0 

pH- 
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Linearnom transformacijom dobijamo opki slutaj prvog Laplace-ovog 
rasporeda 

ix-bi 
1a > 0 . (5.5.3) 2 a 

Rsspored je unimodalan i simetriean u odnosu na taeku x = b koja 
istovremeno pretstavlja i modus i medijanu i arittnetieku sredinu. 

Varijansa je (za a = 1) 

(5.5.4) 	 0- 	(P "( 0 ) = 7• 	2 =- • 	—  
, 2! 	2 	) 	4 

2 	7T 	TC 

U Tabeli 3 date su ordinate prvog Laplace-ovog rasporeda. 

5.6. Normalan raspored. — Za aleatornu promenijivu X kale= 
da ima normalan raspored ako moire neprekidno uzimati sve vrednosti od 
— co do + CO i ako je njen z.v. 

(5.6.1) 
1 	-- X2  

(x) = 	e 2 
 v2r 

Prema (2.14.7) imali smo da je 

f(x)thc = 1  S 

	

27r 	
= 1. 

Ni-  -co 

a ft.: je 

(5.6.2) 	 e(x) - ..,5-_- i e 	dt 
LIL  -t0 

Raspored je simetritan u odnosu na taelcu x = 0, koja je istovremeno i modus 
i medijana i aritmetieka sredina. Kriva y = f (x) ima poznat zvonast oblik 

kao na sl. (5.6.1). 	 f 

0 

Dijagram (5.6.1) 

Kako je f (x) parna funlccija, to su svi neparni momenti jednaki null. 
Kako je . E(X) = 0, to ee centralni momenti biti identieni sa obienim mo- 
mentima tako da ee parni momenti imati sledete vrednosti 

+.0 
- 	x2 

t1 2v =  7112v=t..r 	X
2v e 2 dx — 	 e 	dx . 
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Smenom t = 	xdx, ovaj se integral korikenjern (2.4.6) svodi na 2 

22  jt ;:l  

	

li zv=n2v= 	0 	e  

x2  

(5.6.3) 2 411 r.,{2v+1) 2'1.3'5 -(2v - 1)  
Virr 

	

Virt 	2 	1.17Tr 	2v 
=1-3.5.. • (2v-1), 

a varijansa na 	 = 

Karakteristiena funkcija biee 

+05 

sit 	

A 
p 	

i 
(t)— 	eirX - -x2r 

-0D 

Oznaeimo sa 

n (itx)v 
gn (x) 	E 	 e 2  . 

va0 	V. 

Moduo ove funkcije je 

(itx) v  
E 	e 2  
Nino 	V I 

 

< Z  (itx)" - e n 1 
v-o v .r  

 

= n 	
< E 

Itzl"  - 1; 	It xl" 
e 	•  

vso V 	vso V , 

tj. manji od funkcije e Itsr- 2  za svako n i svako x razmaka 
koja je integrabilna u razmaku (-- co, + 00). Zato je 

+0,3 

(p(t) = 1im 
1 .

z 
n (it z )v _Lc; 

e crx "a)  Nffrt V -0 y! 

140 
(.2  (it) ,, 	- X2  = 	o x v e "FA - 

L7t \rata V 

"' 	z z (itt v 
— x 2" e cit 27r v.0 (2v)! 0 

+ co), 
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2v- 
2 	(0)2  2T 1 .  3 . 5. • • (2v-1 = 

asiTit may (2v)! 	2" 

t2  
= ( -e)°  ( 2v)! 	12 

Ea (2v)! 2%! 	v-o 

tako da je t2  
(5.6.4) 	 tp(t)-me . 2 

Kako je bib E(X) - 0 a a2 = 1, to je (5.6.2) raspored standardi-
zovane normalno rasporedene aleatorne promenljive X. Z.v. nortnabog 
rasporeda u opftem slueaju bide 

_ 

Rx)=  71 717 9 a  
a k.f. 

(5.6.6) 

sa momentima 

(5.6.7) 

tpx_ Th (t) = eM11 coat) 
a 

E(x)= m, 

= 	3 , 

f_t 3  = 0 , 

(14= 3 04  

-62 1 2 

--T- 

p.2 ,= 1.3-5 • • • • (2v-1)0 2v  
Koeficijenti asimetrije i spljatenosti su 

(5.6.8) 	 pi = o 	i 	p2 = 3. 

Oznaeimo sa Nx (in, 	normalan raspored aleatorne promenljive X 
eija je aritmetie.ka sredina m a standardna devijacija a. 

Neka su Xi i X2 dve medusobno nezavisne aleatorne promenljive 
sa respektivnim rasporedima 	al) i  Nx, (ma, a2). Njihove k.f. su 

im,t - °Lae 
W i tt) 	e  

tm,t--fo:t z  
P2 (t)= e  

S obzirom da su Xi i X2 medusobno nezavisni, k.f. zbira X = Xt + X2 bide 
cp (0  = (91(0 4)2(0  = eon -I- mot - lio,2 -1- o22 1t 2  

(5.6.9) 

= 

(5.6.5) 

191 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



tj. k.f. opet jednog normalnog rasporeda aja je aritmenata sredina ml + ma 
a varijansa at2  + asa. Otuda 

(5.6.10) IV (Tx? ,c)*N (222 	N 	(m -frni x ,VV 1- 022 ). 
xi 	 X7 	2 	X7+X7 	I  

Ovaj se rezultat mote neposredno progiriti na zbir od n medusobno 
nezavisnih normalno rasporedenih aleatornih promenljivih 

	

N(nt„ csi) 1E N( rn 2 ,02.) * 	• * 	mn , o n ) = 
(5.6.11)  

= N( 772 rn + • + m (3 2+ at + • + ,a,a) I 2 21 1  2 - 77 • 

• Obratno takode vati, tj. ako je zbir X = Xi + Xs + . . . + od n 
medusobno nezavisnih promenljivih normalno rasporeden, tada je i svaka 
od promenljivih Xi, X22 XT; takode normalno rasporedena (H. Cra-
mer-ova tearema). 

Dokaz. (P. Levy). Dovoljno je da se ograniamo na zbir od dve pro-
menljive X = Xt + Xs. Sam dokaz mote ie izvesti primenom sledede dobro 
poznate teoreme iz teorije funkcija kompleksne promenljive: 

Alto cela funkcija (1)(t) kompleksne promenljive t nema nula i ako je 
u celoj 

7. 2  (5.6.12) 	 14) 011 	A e t  , 
. 	. 

gde su A i c konstantne a .r = I Tada je 	polinom najvige drugog 
stepena. 

Neka su 	i X2 dye nezavisne a.p. eiji zbir X Una normalan raspored 
N (0, 1). Tada je 

t2 

(5.6.13) 	 p L(ny z ( t) 
Oznaeimo sa 	(x) i F2 (y) f.r. od Xi i X2 i izvrgimo pomeranje 

na 	tako da taeka X2 = 0 bude medijana, tj. F2 (0 	
I.  

) = 	Zbog neza- 

visnosti, funkcija rasporeda dvodimenzionalne a.p. 	Xs) biee ../71(x) FR(0) 
za Xt < x i X2 < O. Kako St (XI < x, X2 C 0) D Ss (Xi + X2 < x), 
kao to to vidimo na si. (5.6.11), 

D6agram (5.6. II.) 
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to je 

F,(x) Faun ( O(x Jr 0 ) 
ili 

Fjx) C 2 (x) , 
gde je 0 (x) funkcija normalnog rasporeda. Slitno dobijamo 

1-F,(x)'-kc 2[1 -  ()(x)3. 

Da bismo mogli da koristimo gornju teoremu, uzeCemo da je k.f. 
pi(t) funkcija kompleksne promenljive t. Parcijalnom integracijom, prvo u 
granicama od - co do 0 a zatim od 0 do + ao, k.f. dobija oblik 

 tx 	 ttx 	 , 
(p it() = 1 - it le 	V i ( x)clx + a fe 	[1-  t(x) I nix . 

0 
Ako izraz 

	

1 -  Ft ( x ) 4- Fa(- x) 	0, 

!cad x + co , i to brim od erx, za svako r, funkcija pi(t) je cela funkcija. 

Kako je 

	

Fjx) < 20(x) = 0(e 7 ), 	za X -2  — oD a 
jxi 

i 	 _ x 2  
Fi(—  X ) C 2 [1- 13(x)] = 0(e z ), Za x + co, 

to je coi (t) cela funkcija. Takode je 
+cid 

I (p i(t) I C 1+ 4r I e-rx  e(x) dx, 

tj. 	 to. 

I cp t (t) I C 1+ 4-I 	d (X.) 

Za t = it bide 

	

I (p i ( t )1 < 1+ 4-e r: < 	5 el 

i to za svako t kompleksne ravni. Analogne osobine invade i k.f. 92(t). 
Iz (5.6.13) vidimo da se nijedan od faktora (t) i ps(t)  ne mole anulirati 
ni za jednu vrednost t sem za t = t co. Otuda, (WO i eps (t) zadovo-

ljavaju uslove gornje teoreme, to je zbog pi.(0) = 1 i pa (0) = 1, 

(Ps 	 4) (t) = log 1 (0 = att-2 -F ba t , 

44(t)= log cp2 (t) = a2 t 2  + bat. 
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Kako su (pi (t) i pt  (— t) konjtigovano kompleksni i kako je 1910)1 ) 0, 
to at mom biti jedan realan negativan broj iii nula a In imaginaran broj, to je 

6
2 

1
2 

2 
+ m it . 

Slieno, dobijamo da je 

4) 2 ( t ) - 
C722  t 2  

rrt 2  it 

 

2 
time je dokazano da su Xr i X2 normalno rasporedeni. 

Georges Darmois je pokazao da ako su a.p. Xi i X2 medusobno 
nezavisne, bloc normal/to rasporedene ako su i njihove linearne transfor-
macije, tj. a.p. 

Yr.  aX i + b Xi  , 

Y2  = CX:± dX 2  , 
medusobno nezavisne. 

Kako je normalan raspoied simetrkan, to je 

e(—x) = 1-8(x). 

Zato su u Tabeli 2 date samo vrednosti 0(x) za x > 0. 
Koristeei obrazac 

VITT-  l e -Tait X  ( 1r( t 	 
X + 	Xe  

n 	2.11.3 	21 - 2!• 5 	23 •3P7 -x 
dobijamo da je 

	

1 	x 	x 	 X 
	

6 

	

0(X ) =
2 

	(1 	± 
.VT-T 	2.1!-3 	22 -2I•5 	25•3!•7 

Ovaj red vrlo sporo konvergira, tako da je upotrebljiv samo za male wed- 
nosti od x. Ukoliko je x veliko, sledea asimptotski red motemo upotrebiti 

x z  1  
1- e(x) - 	

( 	1 	3 	3 5 
e t - + - 	+ 

x AnTr 	x 	x 4 	2( 4  
tako cia je 

_2.erz 

Ar2Tr 	 VITT e  kx X s / 

F.r. za optti oblik (5.6.5) izraeunava se preko obrasca 

_ 	1 
F 

od 
x 	(t-m? _ 

art 
_ 	( 

6 
x fft 1 	2 

e 	20  
a N,/ir -0. 

) 

(1),( t ) — 
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Normalan raspored bio je prvi put formulisan od strane Laplace-a. 
Zatb se taj raspored takode naziva Drugi Laplace-ov raspored. U literaturi 
se testo naziva i Gauss-ov raspored. 

5.7. .Centralna grani4na teorema. 

I. Neka su we a.p. niza Xi, X2, X3, . . . 	X,,, ... medusobno 
nezavime sa istim rasporedom F (x) aritmetithe sredine mi i standardise 
devijacije al. Stavimo 

X 
X+  X 2 + • ' • + Xn  

n 

eija je aritmetieka sredina m a standardna demfaeija a. Tada 

F ( X-7n  —3 (3(,/ii X—int  ■ 	/ 	0 1  
kad n co . 

Dokaz. Iz (4.15) sleduje da je 

m = m1 
0 = 	 

Vrt 

Kako su Xi medusobho nezavisni, to je na osnovu (4.12.12) k.f. od 

X 772 
(X4-  m i)±(X 2- m)± • • - (X,., -  m i) 

n 

(1) 	( t) 	[ c() xi - 	
( L) ] 

771 1 \ 	_I 
a k.f. standardizovane promenljive (X - m)1 a 

7E 	 .2 

y x _ m  = 	,— )1 = LI+ — + Of  
4 1. — "It ;V 72 	 2 1. n 	n 

Kad 	co, k.f. od (X - m)I a tat ka 

sox_ m  t) 	e 	, 

tj. ka k.f. normalnog rasporeda. Kako je ova konvergencija uniformna u 
okolini tgke t = 0, to na osnovu reciproene teoreme (4.20) i raspored pro- 

menljive 	 ten ka normalnom rasporedu N (0, 1). 
a 

Liapounoff je pokazao da teorema uz dopunske uslove vat i u slueaju 
da promenljive Xt imaju raz1ieite f.r. Fi(x). Tako uop§tena centralna gra-
niana teorema glasi: • 

II. Neka su sve neprekidne a.p. niza Xi, X2, ... Xn, 	medu- 
sobno nezavisne i sa odgovarajueim f.r. Ft (x), F2 (x), 	 . 
Oznaeimo sa mi aritmetilku sredinu, at2  varijansu, sst tredi momenat, 
o(,tt,otat i6Cat prva tri apsolutna momenta promenljive Xi. 
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Ako su svi drugi i :red apsolutni momenti ogranieeni, tada standardi-
zovana promenljiva 

1 	n 	7t 	 71 

X 	ril 	EXi - Ern i  

	

Z— 	
n f . i 	X i 

tin  

0 2  
n 2  t-1E  

gde je 	
71 =__ z 0  2 

7=1 I  
tell da zauzme normalan raspored N (0, I) kad 	07. 

Dokaz. Kako su svi drugi i wed momenti ograniteni, to postoje dva 
pars brojeva Az, B2 i A3, B37 takvih da je 

0  < Az < cen C B2 

A 3  .0 M ai  ( B3 
za svako i = 1, 2, ... , n, 	. 

Centrirane promenijive 

rni 
image za oblate momente 

E(Yd= 0 , 	E(Y12) 
	

Mt' ) = fist 
a za k.f. 

9 (t) — 1+ 
(Int 

 0,2  + 
P d3 p(80  

	

rt 	 2! 	3! 	clt s  

(it)2 {it)' tetx  
<3,2 + 	yis e 	f(yddy, , 

	

21 	31 

gde je 0 < 0 < 1. 

Integral 
4co 

Ell,= I A3  e'etY ` f(n) clYi 
konadan je, jer je 

IR k i < 	ly,1 5  (yd dy, 

pa je na osnovu pnapostavke iskazane u teoremi 

As ( I Rk I C B 3 . 
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K.f. promenljive Z je 
I t 	Tr  / 	(WI 

ail 	(it)3  Ri 
(pz  t) = 	pyi 	= ,11.1 k1+ 21 	a 2 -h 

	

t•ct 	
31 	Q31 

a k.f. druge vrste 

t'  

f■ 	 2 02 	3! 0 3) —  

n r 	ti oz 	it3 R i  
E _  
e.i L 	2 c3 2 	3! a' 

1 t2  at2 4. 	R )21- He i t z 0i2 	t' Ri 

	

2 0 2 	3! a') L 	2 a 2 	3! 03  

gde je 0 < e < 1. Stavljajuai 

[ t _ e (L2  a,22 	t3 Ri \1 2 

2 a 	3! a3 

4.,(e) dobija oblik 
2 n  0: 	it 3  ' 

Ri 

c'Pe(1)--- 	2 	0 2  — 3! eE=t 0 2  

n  ( t 2  0? ± j 3  R '2 Q  
_ z 
2 	2 at 	3! a 3  

t 2 	it 3  ^ Rt 	t t n 	Of  

	

= 	 Z 	 
2 	3! t-1 0 2 	8 rwt 	a 

et' 7,  atiRi Q i
+ 

 1' 6 	R12 d i  

	

Z 	• 
12. t-i 	a' 	72 i-I 	0 6  

Pokatimo da je 
R 

1 E= O. 
n--• 	i=1(1 -  

Zaista, iz 

E Rf  < 	< nB,, 
e-i 

0 2 = Z o: > nA, 
i=1 

sleduje da je 
n Ri 	 32E3  
Z a  < n 3/21k 3/2 

kad n-+ co. 
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kad n -÷ co, to sleduje da je 

ate 
	B2 0 < --L  < - 0 a' 	nA, 

Kako 

Jim Q i  = 1 n -.co 

eime je teorema dokazana. 

5.8. x 2  - raspored. — To je raspored sa z.v. 
v-I 

(5.8.1) 	 142) 	HI (XL) a  e 2- r 2 ) 
eija a.p. X 2  varira od 0 do + co. Parametar v naziva se broj stepena slobode. Lako je proveriti da je 

1/ (X2)el( X 2)  = I 

Zaista, smenom —
x2 

= E &Nam° 2 	.„ 
I 	I ‘.1-1 _E 	I 	(

2

) e k 	r 
1-') 0 	It2-}  

Oblik krive zakona verovatnoee asimetriean je; unimodalan je sa 
modusom X 2  = V — 2 (Dijagram (5. 8.1) ). 

Dijagram (5.8.1) 

K.f. biee 

1 	 V-2 X2 4ity doe) = 2 
2 2 	• 

2fr r(1)1;x  ) e  

r I
Y-1 

I al - l e-Eci-aiti ar  

r( 2 / ° 

Otuda 
2  

4.)2(t) 	- 
2 

kad n -÷ co, 

t 2  
(4)2 (19 " e

7 
kad n 
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Daljom smenom -11 = k, (I - 21t) dobijamo 
_t. 

(5.8.2) 

Kako je 
	49(t)=-' (1 -  2it) 

W(0)= iv,  

cp"(0)= i z y(v+2), 

crir)( 0) = 	(v + 2) .. . . v + 2( r — 1)] 

to su momenti x 2-rasporeda 

E(4.2) n v, 

ft  2 = 2 v 

(5.8.3) 
	

P*3 = 8 v ,  
FL.-- 12 v ( v 4- 4), 

a koeficijenti asimetrije i spljohenosti 

8 	 12 
(5.8.4) 	 1:3 1. 	• 	P2= 3+ —v • 

Raspored je utoliko asinnetrieniji, ukoliko je v manje. Za v - ■ co, raspored 
postaje simetriean. Tads je pi  = 0 a f32 = 3. Koeficijenti su u torn slut* 
identierd sa odgovarajueim koeficijentima normalnog rasporeda. Pokatimo 
da su tads i sami rasporedi identiOni. Zaista; k.f. standardizovane promenljive 
X1  — V 

le 17.• 

V 

+ • • •)] i n 

tj. k.f. normalnog rasporeda. Kako je ova konvergeacija uniformna u okolini 
mace t = 0, to na osnovu reciproene teoreme (4.20) raspored promenljive 

-  Si ka rasporedu N (0, 1) kad 4,  co. 
V 2v 
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Tabela 4 daje vrednosti funkcije xt-rasporeda do v = 20. Za nee 
vrednosti od v = 20 vee mo2emo uzeti Tabelu 2 za normalap raspored 
koja ee dad dobru aproksimaciju X2  -rasporeda.Tabela 5 sadrii izraeunate 
vrednosti xt za date vrednosti F(x 2). 

Oznaeimo sa 

a r  -ax r-i 
G(ct,r) —r(r) e x 

tako da z.v. X 2-rasporeda motemo skraeeno pisati u obliku 

./(x 2) = G (1 ' 

Neka su 4 i 4 dve medusobno nezavisne aleatorne promenljive 

sa odgovarajueim z.v. G (-1 
2 	2 ' 2 

i G 	. K.f. zbira X2  = 4 + 4 biee 2  

vitv,  

(p(t)-(pit)(pit)=(i- 2 it) z  (1-2E1) 41 — a ll—t it) 1  
tako da zbir 4+ 4 ima takode x 2-raspored sa (vi + v2) stepena slo- 
bode (s.s.), tj. 

(5.8.5) 	G ({ ' 	* &(2 ' 	= G' 

I uop§te zbir 4 + 4 +..•+ 4 hna f-raspored sa z.v. 

G 
 (

1   + vs + .••  

2 2 

Posmatrajmo n medusobno nezavisnih a.p. Xi, X2, • • • X,,, svaka 
od njih je sa rasporedom N (0, 1). Raspored promenljive X,2  dobieemo 
primenom obrasca (4.3.13) 

eija je k.f. 

K.f. promenljive E .211 bide 
i-1 	' 

(1 —  2 air 
tako da protnenljiva 

ima esraspored sa n s.s.. 
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Ukoliko je N (0, a) raspored promenljivih Xi, tada 

(5.8.6) 
ti 	2  

E Xi ima raspored 
i =t 

1 	
n 1 	X 

	

' 	2: 13 
n 	  X

1 
 e 

2 -1  On  r(ti 	, 
2 

(5.8.7) 
1 ,7 	2 

Xi  ima raspored 
n i=t 

(n)-z 
1 	

ft nX 
2  20 2  

 

x2 

(5.8.8) 	E X: ima raspored 	- 
iat 	 24a°

2 	lc 

x  e 

Tot 

r(3) 

2 (1) 4  
(5.8.9) V+ 	ima raspored 	x e - 	X2  

1-(-n) 
5.9. „Student"-ov raspored. — W. S. Gosset je pod pseudonimom 

„Student" prvi definisao ovaj raspored sa z.v. 
VrEi 

(5.9.1) 	

t 	r (n+2 1) 

5 ft = 	r(i)  

eija a.p. t varira od — co do ± w. Cato se ovaj raspored naziva i t-raspo- 
redom. Raspored je unimodalan i simetriean u odnosu na tae lcu t = 0 (Dija- 
gram (5.9.1) ). 

Proverimo da je 
+a, 

I s„(t)dt = I. 

Kako je z.v. (5.9.1) parna funkcija, to je 

2 	
r(n2+1) 

de  
sn (t)dt = ttR 	

r(1) 	( 1 4/14'  
Smenom 

hi 
u 

n t 
de a  

es/ 
 — 	

tt  

2 te 	— u 
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dobijamo 

	

+10 	
r in+11 	n  

S,a (t)dt 	2 	/ 	uT  (1-0 

	

—to 	 Wr r(n) 2 0 

/..(nti) 
1 2 I  B 	.1  

yr( r(a) ' 2 2/  2 
zbog (2.5.2) 

Parametar n nazivamo brojem stepena slobode 	Aritmeti6lca sredina 
i varijansa konatne su za svako n. Viii k-ti momenti bide konathi jedino 
za k < n. Kako je se(r) parna funkcija, to su svi neparni (2v + 1)-vi 
momenti jednaki null za 2v + 1 < n. Otuda, 

M =_ 0 

	

. 	, 	, 	1 

112.---It2in(t)cit.  rirt 7+)  1 7,2_, 

(5.9.2) 	-. 	 vir r ( ri) .I. 

( 	

2u 	(i—ullciu. 

n+J. 
nr --r-)  

	

Br-2 3) 	
n  

wrr(4) 	
2 2 	n-2 

Za 2v < n bide 

1.3.5• • • (2v —On.'  
(5.9.3) 	P-2v 	(n —2)(n —4) • • • (n— 2v) 

Vrednosti f:r. 
to  

S n  (to) = is4t) dt 

date su u Tabeli 6. Pomo& njih motemo odrediti verovamoeu da de se t 
naei.izvan intervala (— to , to) 

Pr. ilt > 	= 1— S n (t.). 

U Tabeli se nalaze vrednosti S,,(4) do n = 20. Za née vrednosti n 
modem° koristiti Tabelu 2 za normalan raspored, polto 

(5.9.4) 	 lim Sn (x) 	e(x), 
IT ao 

odnosno 

(5.9.5) 	 lirn sn (x) —> 	1 	e z 
?I --) CO 	 V0Ln 
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Zaista, u izrazu 

r (3 +44  X2 2  

UMW 311(x)—  vr27t 	r (n)(Livil nil—to (1+ 	Zu  Lra°3 (
1 + 

 2. Cl, 

prvi limes jednak je jedinici zbog (2.4.3), drugi takode jedinici a treei 

iznosu e 
	to neposredno dobijamo (5.9.5)• 

Kako je 

. 
gde je 1 + - 

t
, mtegrabilno u razmaku (— co, + a'), to je 

x 	 x 

Etm Sn (x)— Um I sn aidt = j Jim s n (t)dt — 8(x) . 
n --)00 	 n -100 _ 	 fl.--300 

-00 	 -DO 

Usled simetrije koeficijent asimetrije jednak je null, tj. pj  = 0, kao 
i kod normalnog rasporeda, a_ 

132= 3+ n?4 
	n > , 

koji to i ka 3 kad n co. 
Tabela 7 sadr2i izra&nate vrednosti t, za date vrednosti 1 — S,,(to). 

„Student"-ov raspored zauzima u statistici vrlo vain mesto zbog 
svoje sledeae osobine: 

Neka su Xi, X2> X3 	Xn+i medusobno nexavisne a.p. sa iden- 
tilnim normalnim rasporedom N(0, a).. Oznactimo sa 

Tada a.p. 

Y = + -1 ri't  X 2  n v2 v  

= 	X  I  
/ 	n+1 	2 

V 
— 
ft v.2 

ima „Student"-ov raspored. 

Dokaz. K.f. za  Xt je 
et a  

	

(sp l ( t) = e 	
2 

A.p. Y ima raspored (5.8.9) a k.f. 

0 xt+ttx
dx. cp2 (t) 	 x 	e 

e rffi 0 

) 	 2 
 11 2 
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Dalje je 

x ( T11  2: 7 	 trx ti 

9 12(t)-- x e 
anr(7 )

tn, 
  

tj. • 

n 

nA 21t49 2 	 '" 	 urz 
dr 921 (-  tz) 	 x e 

anr(V 

Kako su Xi i Y dve medusobno nezavisne a.p. a F2(0) = 0, to ee z.v. 
kolienika X1 Y biti dat obrascem (4.16.4), tj. 

+ CO 

Y

.  ... (et 2 	_ " x.- it= 
	 e. 2dt x"e 2472 	dr ..---- 

— co 	 0 

n  

x 	
2 	'1•CO 

e 
	x , 	- atx-z 

d t d x e 
0 	 _00 

KoristeCi (4.14.16), vrednost drugog integrals je 

	

ot 2 	 x 2 za 
—je 	dt — 	 

1 	- 	-2 22 	2 2a 
re 	 Cr '%r 

tako da je 

g(z) 

27 \ 2 
e0 

 

L k 2 /  
n-hz 1  

on+irl -277-  jo x e edx 

r
(n21

) 

	 t2 2t 
 

1 	
) 	

= S n (z). 
rq) 

Primetimo da se u specijalnom slueaju n = 1, „Student"-ov raspored 
svodi na Cauchy-ev, tj. 

s t (t) = C (1 , 0 ) . 
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5.10. Fisher-ov raspored. — A.p. ovog rasporeda uzima samo pozi-
tivne vrednosti i ima z.v. 

i+x, 

	

r(rn2+ii 	x  1-L12 

(5.10.1) 	frn,n (r) — 	 f 	ro  
, 1-11th  f(ti )n -I/ ( 

gde m i n nazivamo stepenima slobode. 
Smenom 

neposredno dobijamo da je 

".° 	 r(m4n) 
(5.10.2) E(x) = xj,„,„(x)dx ---- 	

2-  ----- B(i ±i,i — 
to 	 F( -2)r(i-) 

rn 

n —2 

2n2 (m+ n  —2) 
(5.10.3) 	 a 

2 
m(n-2)2 (n - 4) 

 bi E (X) postojalo, treba da je n > 2 . Da bi a 2  postojalo, treba 
da je n > 4. 

Raspored je asimetriaan i unimodalan ukoliko je m > 2 sa modusom 

M 
m — 2 n 
n -E 2 n 

Smenom 

dobijamo t. zv. Snedecor-ov F-raspored sa m i n stepena slobode, koji eemo 
simbolieki oznaeiti sa hn,,,, (F), tj. 

F( m  2+ 	n )
m 

F 
m 	 m* n  

(5.10.4) h in n (F) _ 
r(7)r(- 	( 71 2  2 1  ( 	M  

II--n 
F) 

2
> F > 0 . 

3) n  
Primetimo da ako promenljiva t ima „Student"-ov raspored, njen 

kvadrat, tj. t2, imaae Snedecor-ov raspored h,,,, (t2). 
Radi laldeg korikenja ovog rasporeda u analizi varijanse Fisher je 

uveo promenljivu z preko relacije 

( m±n ) 	. 11t (D2 I f„, „(x)clx 	f in 	ri 	J.J \ 2 , 2 1 

° 
r(-2- ) r( -2- ) 

Takode je 

e 
2z 

= F. 
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Dok F taste od 0 do + 03 3 Z taste od — do + 03 )  tak0 da je 

Pr.{Z< Z.} = ff(z.) Pr. Fc e 2z. ) 

Za poznate vrednosti m, n i 1 — F(z) = 0,05 odnosno 1 — F(z) = 0,01 
date su vrednosti z, u Tabeli 8. 

Z.v. z-rasporeda bide 

772+)1\ 

(5.10.5) 2e2z hm,n(e2z) 2r
( 
 2 ) 	2 	

emz 

r(1)r(1) II n
()± 7.711e2z)921  

U Sestoj glavi polcazaaemo da ako su promenljive X1
, Xs, . • • X,,,, Yt, 1723 • . 1  Yn medusobno nezavisne i normalno rasporedene sa za-

jednielcim rasporedom N (0, a), tada promenijiva 

E Xi  i.a E. yi  

t=1 
inta Fisher-ov raspored sa m i n s.s. 

5.11. Pritneri 
5.11.1. Neka je Pk verovatnoaa da de se u k + 1-om ponovljenom 

opitu ostvariti prvi put o&lcivani dogadaj dija je prosta verovatnoea p. 
a) Odrediti verovatnodu pk, aritmetieku sredinu i varijapsu. 
b) Odrediti srednji broj opita kao i varijansu broja opita za n ostva-

renja oeeldvanog dogadaja. 
a) Tralena verovatnoea je 

Pk= qAP• 
Dajuei indeksu k vrednosti 0, 1, 2, 3, ... dobijamo z.v. prekidne aleatorne 
promenljive X — k i aritmetiika sredina bide 

E(X)= gkp = pq csr  k q k-L  = k-o 	 k-1 

- Pq (zoqk)-. Pq 	( 	) 1— q • 

1 	q 
P (1- q) 2  

Kako na analogan main dobijamo da je 

E((2)-  Pq+ 2 q 2  p 2 
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to Oe varijansa biti 
Q 2 	pq+2q2 

p2 

Raspored sa gornjim z.v. naziva se geometriski raspored. 
b) Srednji broj opita za n ostvarenja oeekivanog dogadaja moiemo 

pretstaviti kao oeekivanu vrednost zbira aleatornih promenljivih 

X= X +X2 +•••+Xn 

gde je X, broj opita koji sleduju (v — 1)-vo ostvarenje i uldjueujuei v-to 
ostvarenje otekivanog dogadaja. Otuda, trateni srednji broj opita za n 
ostvarenja oeekivanog dogadaja biae 

E(c) =Ecx ) = 
v..1. 	 p 

Kako su Xv  medusobno nezavisni, to je varijansa broja opita za n 
ostvarenja oeekivanog dogadaja 

D2(X) = E TAX) = n —4, 2  • 
1-1  

5.11.2. Aleatorna promenljiva X = 	+ X2 ± 	X,, definisana u 

(5.11.1) ima t.zv. Pascal-ov raspored. Odrediti z.v., tj. Pr. { X = n + k) 
gde je k broj neostvarenja koji prethode n-to ostvarenje oteltivanog dogactaja. 

Kako je k.f. sgeometriskog rasporeda 
ea 

(Pv(f)= 	 `
isk

p
pitk 

 Pe  = E ( q e  

to je k.f. Pascal-ovog rasporeda, s obzirom da su X, nezavisni medusobno, 

P 
p(t) [Pv  Win  = \T-- er  

Zakon verovatnae moiemo dobiti preko k.f. 

I (k,n,p) s Pr. iX= n+k} = 2TT 	( i _Pae o)n 
n 

Smenom x 	dobijamo 

(k,n,p) 

f=it 

Pn 	dx 
— 2n .1 x 1"1 (1 — qx)" 

t=-r 

(k+'kl-i)pn9k  177r [1°E I 	i  T C  

= (k-t ien —1} pn qk  

p2 	P2  

) i—e 
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Kik() je 

(—i)k(k +n —I\ 	
I 
 (—n\ 

k 	k 
to z.v. Pascal-ovog rasporeda moIemo napisati u obliku 

f (k,n, P)= (kn)P n ( — q )  
zbog eega se ovaj raspored eesto naziva i negativni binotmjalni raspored. 

5.11.3. Pokazati direktnim putem da je 

C x, (a b)% Cx2 (a2 ,122 ) 
/ CX X 2  (a l ±(2 2 1121 ±b2 )-  

gde su Xt i X2 dve nezavisne aleatorne promenljive sa Cauchy-evim ra-
sporedima. 

Stavimo 

x  a . b2 + a 2c 
z = 	b,4-b2 +Z , 

tako da je 

-- Z a2 E,+ at E,. 
Umesto promenljivih 	uzeeemo promenljive Z i u vezane sa 

prethodnim preko relacija 
0,Z 	 ,.. 	a 2 Z E = a 2 + az + uct2 	t,2. a2+cir . 

1 	2 	 1 	2 
Kako su 	i X2 nezavisni medu sobom, to je elementarna verovatnoaa 

dvodimenzionalne aleatorne promenljive 	X2) jednaka proizvodu ele- 
mentarnih verovatnota aleatomih promenljivih Xi i X2, tj. 

dE 1 dE 2  f(E i ,E, a )dE t c/E2 — n a (1÷E2)(1.4..2 2 ) ' 
i ili  

n 2 
2ta, + (i2  - 41 )

2 	
2ig,[1+ 	)

2 
. 	2 

1 	a,+ a, 
	 2  

(act-adt+ Z 

uvodenjem novih promenljivih u i Z 
1 	 du sit  

a Z 	 2 
72  [1+ ( 2 1  2  ÷ uct,) iii+( 	at 2 ua,) a +at 	 alto 

Singularne taeke od f su = i i F,2 i a integral gomjeg izraza po u 
u granicama od— co do + co bide proizvod od 2 rci i zbira reziduuma odgova-
rajttaih singularnih taeaka, tj. 

2n z  1 d (Z )= 
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odnosno z.v. promenljive Xi + X2 biee 
1 	 ct 2  

f (z)= 	 — C xi+ xa(c2 j-ka,,bri-b;) 
n (a,+ a 2 ) 2  + (z -bi - b2 )2  

5.11.4. Naei k.f. normalnog rasporeda korikenjem Cauchy-eve teoreme 
iz teorije funkcija. 

Po definiciji k.f. je 

(p(t) 	
1 x2 

e  itx 	
= 

+00 oc -  
I 

\Cr 

1 	
-2  j 

r 	(x-it)2 

e 2 

+00 

e 	2—  the . 
VT -77 

Kada realni deo x taeke (x - it) u komplelcsnoj ravni varira od - ao do 
+ 0a , taelca se pomera dui prave y = - t i integral (I) (t) imke istu vred-
nost bez obzira da li ga izraeunavamo dui prave y = - t ili dui prave 
y = 0, jer 

A 
X 

-t 

Dijagram (5.11.41) 

na osnovu Cauchy-eve teoreme integral funkcije kompleksne promenljive 

dui jedne zatvoiene konture jecitiak je nuli. Uzmimo za to konturu 

pravougaonik ABCD. Ako se taeke A i B udahavaju u beskonknost s leve 

i desne strane, funkcija e-T teii Ica nuli Zato ee tada i integrali 

BC 

teiiti ka null, tako da ce integrali 

DA 

C 

.8 

AB 
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imati jednake graniene vrednosti, tj. 

1 	t 2 +00
(X— t6 2  

cp(t)—
V2n 
	e T 

e 	ax 

4. _7 e 	e ax V-27 
_co 

1 --rta  =-- V 	e 	2n = ems  
2rr 

5.11.5. Mei srednje apsolutno otstupanje kod normalnog rasporeda. 
+00 

1 	x2 2 	- E(IXO=1/27-- e rcix ch7E  xe z dx 

co 

je-tcit = 	2 = 0,798... v 2 n 
0 

Analogno dobijamo sledeeu vezu izmedu apsolutnih momenata nor-
malnog rasporeda 

E(IX!') = v E(IXI" -1) , 

tako da je 

E(IXI')= 	1.3.5.• • (2v-1) — (2v)!  

E(IX1');.--- 2-4.6 • • 2v 7-2--  =-- 
rr 

E(IXO < 0 7  < E(IX1 3 ) < • 

5.11.6. Dokazati Laplace-ljapounofflevu teoremu (2.14) pomoeu 
centraine graniene teoreme (5.7). 

Posmatrajmo a.p. Xi koja mole uzimati samo vrednosti 1 ili 0 sa 
odgovarajueim verovatnoaama p i  g = 1 p. 'dada je E(X,) = mi = A eri2  = pq. Promenijiva 

X = 
?i t +  X2 +  ' • 

rz 

yima aritmetiaku sredinu m =p i standardnu devijaciju a = n 
	

pq 
. 

+co 

2"v! 

tj. 

• + Xn  

210 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



K.f. za Xi je 

a za Xt — P 

pa je 

cPx i(t)  

Txt -7) 
pO t  + qin' t  

t  
Abel  "cnin + -

ip 

	) -= 

a 

t 	g2 	t2 	) = [p.(1. ± zq I\R-1-5q 	2 np q 

	 Eff 1 2  + 	= 

4- 1—  ti)  ?\/-Crny 	2 npq 

= [1-  

	

ti p2 	y 2  
npq 	

Oc
n  i  1

1 — 

r 	
tz  1 

L 1  - 	-r-i 

tako da 

cpx _ p (t) 	e 
a 

Zato a.p. X ima nortnalan raspored N(p,11±1- n 
to je 

X—p 
Pr. tt < 0 

} 	

.{t< 	St 
k 772p , 

1 	r  
e  

tl  

gde saw stavili k = X1 + X2 + 	+ X,,. Verovamoea 

Pr X i + X, t • I- X n = lz} = ( nk ) pk g rk  

pretstavlja binomijalnu verovatnoeu. 
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5.11.7. Neka je F(x) f.r. standardizovane promenljive X, 9x(r) njena k.f. a ml, ma, al > 0, 02 > 0 realne konstante. Ako se uvek mogu odre-
diti takva dva broja m i a da je 

Tv 	(I) CP 	(t)  711i 	X - 1/12 
01 	 a, 

pokazati da je tada F(x) funlccija normalnog rasporeda. 
Gornja veza povlaei i jednakost odgovarajueih fr.; Kako je a.s. raspo-

reda s leve strane. ml + m2 a standardna devijadja V + al, to je 
m + m2, a =-- V Cr? + al . 

1 

	

Stavljajud m1= m2 = 0 i = a2 = 	dobijamo 

Cpx  (t) = [4)F/if  a91 

Kako u op§tem slueaju na osnovu centralne graniene teoreme imamo 
n 	t2  

(t)] 	e 2  

kad n-, co, to je 

tj. F(x) = 

5.11.8. Odrediti kumulante x2-rasporeda. 
Kako je k.f. x2-rasporeda 

cp(t)=(1 +Zit) 1 
 

to je k.f. druge vrste 

kl)(r) = tog yo(t) —; 108(1— 220, 

razvijajudi u red log (1 — 2it) 

0)=-2 2 (-

alt 	813 t 5  16: 40 
2 3 	4 

412 

= V On + 2y  ```' + 8  (a)3 	(tot 

! 	v 	+48v 
31 	4' ± 

v, 
k2= 2v, 
k 3 = 8v, 
k 4-8 

	

4" 	V  . 	. 	. 	. 	. 	. 

Kr 	2r-i (r-1)! v. 

2 

[wx 

N 
(px  (t) 	e 2, 

pa je 
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Neka su X12 , 	, x,2  medusobno nezavisni. Znamo da to zbir 
X2  X12 + X22 	xs2  imati takode x2-raspored. Kumulante tog 
rasporeda bite 

k r  = E k,.. = 	 E 
Pi 	 i=1 

gde je kr' r-ta lnunulanta od x 2,. 

5.111. Promenijiva 

E X: 
Z 	i' t  

t=i 
imade Fisher-ov raspored ako su promenljive X1, X2, • • .' XS, 171 YE, • • • 

Yw  medusobno nezavisne i sa zajedniakim rasporedom N(0, a). -0drediti 
raspored promenljive 

1.+Z E 	ty' 
t=t 	t=t 

Dok Z varira od 0 do CO, B varira od 0 do I. Zato nejednaaini B < x 

odgovara nejednatina Z < 
1 —

x 
x

, pa  je 

Pr {B 	--- Pr {Z t_xx  

a z.v. tratenog rasporeda dobieemo smenom promengive x u (5.10.1) sa 
x/(1 — x), tj• 

--1 
EX)= 	m

1 
pi X 2  (1- X)1  

gde x varira od 0 do 1. Dobijeni raspored naziva se Beta-raspoted. 

Analogno ovom rasporedu imamo i Gana-raspored sa z.v. 

f(x) 	
x , 

gde 	

r(n) 
gde x varira od 0 do co. 

Momenat v-tog reda Beta-rasporeda je 

1 r("42) r(f+v)  B(-2 +v .frz) = 
B ;TIT) 2 	r(z) r(mr+v) 

t-, 
E X. 

B= 
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pa je 

E(B) 
Pit n 

m(m+ 2)  
m 2 =  2  (m+ n)(m n + 2 ) 

2 m n 
0 2 

- Cm+ 202  (fri /2 Z) 

5.11.10. K. Pearson je dao jedan sistem rasporeda reJavanjem dife-
rencijalne jednatine 

(5.11.10.1) 	 dy 	(x+a)y  
dx. 	cx + dr 2  

Variranjem konstanata a, b, c i d dobijamo thav jedan sistem neprekidnih 
rasporeda. 

Pokazati da 
za a = -M, b= -a2  a c=d=0 dobijamo z.v. normalnog 

rasporeda, 
za b = d = 0, a = 1 - n, c = - 1 dobijamo z.v. Gams-rasporeda. 

Zaista, u sludaju a) imamo 

dy 	x -M  
dx 

0 2 

Integracijom dobijamo 

-14)2  
y = K e 202  

gde konstantu K treba job tako odrediti da bude ispunjen uslov (4.3.9). 

Tako dobijamo K - 	
1
, 

crA/ 2 is 
U sluCaju p) imamo 

dy 	x -(n-1) 
dr . 

Integracijom dobijamo 

y  = Kx n-i e -x 

gde K treba da je 1
da bi uslov (4.3.9) bio ispunjen. 

2 Smenom x = —x dobijamo z.v. x2-rasporeda. Ovaj se raspored eesto 
2 

u literaturi spominje kao III Pearson-ov tip rasporeda. 
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02 , 14, 5  

a 	6 
gde smo stavili p = 

a + 	q—  a + 

E(X) = np , 

± + 21i 

a -I-  13+ I 

5.12. Zadaci za veiba 
5.12.1. Odrediti prva eetiri obiena i centralna momenta binomijal-

nog rasporeda porno& obrasca (4.7.1) i (4.7.9). 

5.12.2. Isto to za Poisson-ov raspored. 

5.12.3. Neka su Xv (v = 1, 2, ... , r) aleatorne promenljive od kojih 
svaka mote uzimati vrednosti 1 ili 0 sa odgovarajuaim verovamotama 

P 
n 

 

q =  
n2 	n2 

ni+ n 2 ri i t n2 

a) Pokazati da je raspored zbira Xi + X2 	X2 jedan hiper- 
geometriski raspored sa zakonom verovamoee 

Pr {X i+ + 	+ Xr =r t } = 

b) Pokazati da je 

a zatim da je 

E(X, )( pp= n,(n i -1)  
n(n -I) 

EN +X 2 4  • • • 4  X ) 	
n , r 

2 	 r)(72—ri1) 
0 

X i+ X 2 + 	+x r 	n 2(n--1) 

5.12.4. Pokazati da hipergeometriski raspored tezi Poisson-ovom raspo- 
ni 

redu ako je ni vrlo malo u odnosu na n2 i ako je r — konaino. n2 
5.12.5. Pokazati da je kod Pascal-ovog rasporeda 

f(k,n,,p)* f(k,n 2 , p) = f(k,n,+n,,p). 

5.12.6. (Polya-ev raspored). jedna urna sadrii a belih i (3 crnih kuglica. 
Posle svakog izvlaeenja izvueenu kuglicu vraaamo nazad u urnu zajedno 
sa y novih kuglica eija je boja jednaka boji izvueene kuglice. 

a) Odrediti verovatnoeu n (k, n) da ee u n uzastopnih izvlaeenja k puta 
biti izvueena beta kuglica. 

b) Pokazati da su aritmetieka sredina i varijansa rasporeda sa z.v. 
{ 	n)} 

ri A 7—  r i )  
n 

k
) 

r 
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c) Pokazati da ako n -4 co p i 0, y/(ct + 10 4 0, tip 4111, NV& 4-p4s 

til 

(kIn) -4  ( I k Lk  1( 
11-$ 
 )7 ( 	 )k  

5.12.7. Dokazati uopgtenu centralnu grankrau teoremu (5.7.11) u slu-
aju kad a.p. 43C1, 	Xs imaju prekidne rasporede. 

5.12.8. Odrediti Pearson-ove koeficijente kod Fisher-ovog rasporeda. 

5.12.9. Pokazati da je v-ti oblean momenat Snedecor-ovog rasporeda 

r(2 + V) r(-7 —v) nv 

r(-7-1V-1) 
n 

za v< 

5.12.10. Pokazati da Beta-raspored ten ka normalnom rasporedu, tj. 
- 

	

/ 	13.r/ \ cc-1 	V-.1 	1 	- z2  

	

B 	--i-) x 	( I - x)   n  2 

AriTi c  
kad n co dok et i a  ostaju kona6ni: 

5.12.11. Odrediti modus i Pearson-ove koeficijente Beta-rasporeda. 

5.12.12. Odrediti konstante u Pearson-ovoj diferencijalnoj jediutini 
(5.11.10.1) take da njeno regenje bude z.v. ,,Student"-ovog rasporeda. 
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8,13 Tabela 3 

0,00 1,0000 0,43 0,65051 0,86 0,42316 1,29 0,27527 

0,01 0,99005 0,44 0,64404 0,87 0,41895 1,30 0,27253 

0,02 0,98020 . 0,45 0,63763 0,88 0,41478 1,31 0,26982 

0,03 0,97045 0,46 .0,63128 0,89 0,41066 1,32 0,26714 

0,04 0,96079 0,47 0,62500 0,90 0,40657 1,33 0,26448 

0,05 0,95123 0,48 0,61878 0,91 0,40252 1,34 0,26185 

0,06 0,94176 0,49 .0,61263 0,92 0,39852 1,35 0,25924 

0,07 0,93239 . 	0,50 0,66R53 0,93 0,39455 1,36 0,25666 

0,08 0,92312 0,51 0,60050 0,94 0,39063 1,37 0,25411 

0,09 0,91393 0,52 0,59452 0,95 0,38674 1,38 0,25158 • 

0,10 0,90484 0,53 0,58860 0,96 0,38289 1,39 0,24908 

0,11 0,89583  . 0,54 0,58275 0,97 0,37908 1,40 0,24660 

0,12 0,88692 0,55 0,57695 0,98 0,37531 1,41 0,24414 

0,13 0,87810 0,56 6,57121 0,99 0,37158 1,42 0,24171 

0,14 0,86936 0,57 0,56553 1,00 0,36788 1,43 0,21Q31 

0,15 "1,86071 0,58 0,55990 1,01 0,36422 1,44 0,23693 

0,16 0,85214 0,59. 0,55433 1,02 0,36060 1,45 0,23457 

0,17 0,84366 • 0,60 0,54881 1,03 0,35701 1,46 0,23224 

0,18 0,83527 0,61 0,54335 1,04 0,35345 1,47 0,22993 

0,19 0,82696 0,62 0,53794 1,05 0,34994 1,48 0,22764 

0.20 0,81873 0,63 0,53259 1,06 0,34646 1,49 0,22537 

0,21 0,81058 0,64 0,52729 1,07, 0,34301 1,50 0,22313 

0,22 0,80252 0,65 0,52205 1,08 0,33960 1,51 0,22091 

0,23 0,79453 0,66 0,51685 1,09 0,33522  1,52 0,21871 

0,24 0,78663 0,67 0,51171 1,10 0,33287 1,53 0,21654 

0,25 0,77880 0,68 0,50662. 1,11 0,32956 1,54 0,21438 

0,26 0,77105 0,69 0,50158 1,12 0,32628 1,55 0,21225 

0,27 0,76338 0,70 0,49659 1,13 0,32303 1,56 0,21014 

0,28 0,75578 0,71 0,49164 1,14 (1,31982 1,57 0,20805 

0,29 0,74826 0,72 0,48675 1,15 0,31664 1,58 0,20598 

0,30 0,74082 0,73 0,48191 1,16 0,31349 1,59 0,20393 

0,31 0,73345 . 0,74 0,47711 1,17 0,31037 1,60 0,20190 

0,32 0,72615 0,75 0;47237 1,18 0,30728 1,61. 0,19989 

0,33 0,71892 0,76 0,46767 1,19 0,30422 1,62 . 0,19790 

0,34 0,71177 0,77 0,46301 1,20 0,30119 1,63 0,19593 

0,35 0,70469 0,78 0,45841 1,21 0,29820 1,64 0,19398 

0,36. 0,69768 0,79 0,45384 1,22 0,29523 1,65 ' 0,19205 

0,37 0,69073 0,80 0,44933 1,23 0,29229 1,66 0,19014. 

0,38 0,68386 0,81 0,44486 1,24. 0,28938 1,67 0,10825 

0,39 0,67706 0,82 0,44043 1,25 0,28650 1,68 0,18637 

0,40 0,67032 0,83 0,43605 1,26 0,28365 1,69 0,18452 

041 0,66365 0,84 0,43171 1,27 0,28063 1,70 0,18268 

0,42 0,65705 0,85 0,42741 ' 1,28 0,27804 1,71 0,18087 

- 
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x e-z x e-x e-1  x e-• 

1,72 0,17907 2,17 0,11418 2,62 0,07280 3,35 0,03508 
1,73 0,17728 2,18 0,11304 2,63 0,07208 3,40 0,03337 
1,74 0,17552 2,19 0,11192 2,64 0,07136 3,45 0,03175 
1,75 0,17377 2,20 .0,11080 2,65 0,07065 3,50 0,03020 
1,76 0,17204 2,21 0,10970 2,66 0,06995 3,55 0,02872 
1,77 0,17033 2,22 0,10861 2,67 0,06925 3,60 0,02732 
1,78 0,16864 2,23 0,10753 2,68 0,06856 3,65 0,02599 
1,79 0,16696 2,24 0,10646 . 2,69. 0,06788 3,70 0,02472 
1,80 0,16530 2,25 0,10540 2,70 0,06721 3,75 0,02352 
1,81 0,16365 2,26 0,10435 2,71 0,06654 3,80 0,02237 
1,82 0,16203 2,27 0,10331 2,72 0,06587 3,85 0,02128 
1,83 0,16041 2,28 0,10228 2,73 0,06522 3,90 0,02024 
1,84 0,15882 2,29 0,10127 2,74 0,06457 3,95 0,01925 
1,85 0,15724 2,30 0,10026 2,75 0,06393 4,00 0,01832 
1,86 0,15567 2.31 0,09926 2,76 0,06329 4,10 0,01657 
1,87 0,15412 2,32 0,09827 .2,77 0,06266 4,20 0,01500 
1,88 0,15259 2,33 0,09730 2,78 0,06204 4,30 0,01357 
1,89 0,15107 2,34 0,09633 2,79 0,06142 4,40 0,01227 
1,90 0,14957 2,35 0,09537 2,80 0,66081 4,50 0,01111 
1,91 0,14808 - 2,36 0,09442 2,81 0,06020 4,60 0,01005 
1,92 0,14661 2,37 0,09348 2,82 0,05961 4,70 0,00910 
1,93 0,14515 2,38 0,09255 2,83 0,05901 4,80 0,00823 
1,94 0,14370 2,39 0,09163 2,84 0,05843 4,90 0,00745 
1,95 0,14227. 2,40 0,09072 2,85 0,05784 5,00 0,00674 
1,96' 0,14086 2,41 0,08982 2,86 0,05727 5,10 0,00610 
1,97 0,13946 _ 	2,42 0,08892 2,87 0,05670 5,20 0,00552 1,98 0,13807 2,43 0,08804 2,88 0,05613 5,30 0,00499 
1.99 0,13670 2,44 0,08716 2,89 .0,05558 5,40 0,00452 200 0,13534 2,45 0,08629 2,90 0,05502 5,50 0,00409 2,01 0,13399 2,46 0,08543 2,91 0,05448 5,60 0,03370 2,02 0,13266 2,47 0,08458 2,92 0,05393 5,70 0,00335 2,03 0,13134 2,48 0,08374 2,93 0,05340 5,80 0, 	303 
2,04 0,13003 2,49 0,08291 	. 2,94 0,05287 5,90 0,00274 2,05 0,12873 2,50 0,08208 2,95 0,05234 6,00 0,00248 2,06 0,12745 2,51 0,08127 2,96 0,05182 6,25 0,00193 
2,07 0,12619 2,52 0,08046 2,97 0,05130 6,50 0,00150 
2,08 0,12493 2,53 0,07966 2,98 0,05079 6,75 0,00117 2,09 0,12369 2,54 0,07887 2,99 0,05029 7,00 0,00091 2,10 0,12246 2,55 0,07808 3,00 0,04979 7,50 0,00055 

' 2,11 0,12124 2,56 0,07730 3,05 0,04736 / 8,00 0,00034 2,12 0,12003 2,57 ' 0,07654 3,10 0,04505 8,50 0,00020 2,13 0,11884 - 2,58 0,07577- . 3,15 0,04285 9,00 0,00012 2,14 0,11765 2,59 0,07502 3,20 0,04076 9,50 0,00007 2,15 0,11648 2,60 ' 0,07427 3,25 0,03877 10,00 0,00005 
2,16  0,11533 2,61 0,07353 3,30 0,03688. 
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5.14 Tabela 4 

-raspored 

r- 
X  

	

1 	X• 
F(V) 	f (e) e 2  d(XI) 

	

2 2 r 	0 
2 

xs.  v 

I 	4  1 

10 

0,001 0,005 
0,01 0,08 0,005 
0,05 0,18 0,02- 

0,1 0,25 0,05 0,01 
0,2 0,35 0,10 0,02 0,005 
0,3 0,42 0,14 0,04 0,01 
0,4 . 0,47 0,18 0,06 0,02 0,005 
0,5 0,52 0,22 0,08 0,03 0,01 

0,6 0,56 0,26 0,10 0,04 0,01 

0,7 0,60 0,30 0,13 0,05 0,02 0,005 

0,8 0,63 0,33 0,15 0,06 0,02 0,01 

0,9 0,66 0,36 0,17 0,08 0,03 0,01 

1 0,68 0,39 0,20 0,09 0,04 0,01 0,005 

2 0,84 0,63 0,43 0,26 0,15 0,08 0,04 0,02 0,01 0,005 

3 0,92 0,78 0,61 0,44 0,30 0,19 0,11 0,07 0,04 0,02 

4 0,95 0,86 0,74 0,59 0,45 0,32 0,22 0,14 0,09 0,07 

5 0,97 0,92 -0,83 0,71 0,58 0,46 0,34 0,24 0,17 0,11 

6 0,99 0,95 0,89 0,80 0,69 0,58 0,46 0,35 0,26 0,18 

7 0,99 0,97 0,93 0,86 0,78 0,70 0,57 0,46 0,36 0,27 

8 0,995 0,98 0,95 0,91 0,84 0,76 0,67 0,57 0,47 0,37 

9 0,995 0,99 0,97 0,94 0,89 0,83 0,75 0,66 0,56 0,47 

10 0,995 0,98 0,96 0,92 0,88 0,81 0,73 0,65 0,56 

11 0,995 0,99 0,97 0,95 0,91 0,86 0,80 0,72 0,64 

12 0,995 0,98 0,97 0,94 0,90 0,83 0,79 0,71 

13 0,995 0,99 0,98 0,96 0,93 0,89 0,83 0,78 

14 0,995 0,995 0,98 0,97 0,95 0„92 0,88 0,83 

15 0,995 0,99 0,98 0,96 0,94 0,91 0,87 

16 0,995 0,995 0,99 0,97 0,96 0,93 0,90 

17 0,995 0,99 0,98 0,97 0,95 0,93 

18 0,995 0,995 0,99 0,98 0,96 0,95 

19 0,995 0,99 0,99 0,97 0,96 

20 0,995 0,995 0,99 0,98 0,97 

21 0,995 0,995 0,99 0,98 

22 0,995 0,995 0,99 0,98 

23 
0,995 0,995 0,99 

24 
0,995 0,99 

25 
0,995 0,995 

26 
0,995 
0,995 

27 
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. 

11 12 13 14 	I 15 16 17 8 	I 	19 

2 
3 0,01 0,005 
4 0,03 0,02 
5 0,07 0,04 

0,13 .0,09 
7 0,20 0,14 
8 0,29 0,21 
9 0,38 0,30 

10 0,47 0,38 
11 0,56 0,47 
12 0,64 0,55 
13 0,71 0,63 
14 0,77 0,70 
15 0,82 0,76 
16 0,86 0,81 
17 0,89 0,85 
18 0,92 0,88 
19 0,94 0,91 

20 0,96 0,93 
21 0,97 0,95 
22 0,98 0,96 
23 0,98 0,97 
24 0,99 0,98 
25 0,99 0,99 
26 0,995 0,99 
27 0,995 0,99 
28 0,995 0,995 
29 0,995 

30 0,995 

35 

0,01 0,005 
0,02 0,01 0,01 0,005 
0,05- -- 003-  002 001- L 0,005 o,00s 
0,10 0,07 0,04 0,08 0,02 0,01 0,005 0,005 
0,16 . 0,11 .0,08 0,05 0,03 0,02 0,01 0,01 
o2.3 0,17 0,12 0,09 0,06 0,04 0,03 0,02 

0,31 0,24 0,18 0,13 0,10 0,07 0,05 0,03 
0,39 0,31 0,25 0,19 0,14 0,11 0,08 0,05 
0,47 0,39 0,32 0,26 0,20 0,15 0,11 0,08 
0,55 0,47 0,40 0,33 0,26 0,21 0,16 0,12 
0,63 0,55  0,47 0,40 0,33 0,27 0,22 0,17 
0,69 0,62 0,55 0,48 0,40 0,34 0,28 0,22 
0,75 0,69 0,62 0,55 0,48 0,41 0,34 0,28 
0,80 0,74 0,68 0,61 0,55 0,48 0,41 0,3T 
0,84 0,79 0,74 0,68 0,61 0,54 0,48 0,41 
0,88 0,83 0,79 0,73 0,67 0,61 0,54 0,48 

0,90 0,87 0,83 0,78 0,73 0,68 0,61 0,54 
0,93 0,90 0,86 0,82 0,77 0,72 0,66 0,60 
0,94 0,92 0,89 0,86 0,82 0,77 0,72 0,66 
0,96 0,94 0,92 0,89 0,85 0,81 0,76 0,71 
0,97 0,95 0,93 0,91 0,88 0,84 0,80 0,76 
0,98 0,97 0,95 0,93 0,91 .  0,88 0,84 0,80 
0,98 0,97 0,96 0,95 0,93 0,90 0,87 0,83 
0,99 0,98 0,97 0,96 0,94 0,92 0,90 0,86 
0,99 0,99 0,98 0,97 0,96 0,94 0,92 0,90 
0,995 0,99 0,98 0,98 0,97 0,95 0,93 0,91 

0,995 0,99 0,99 0,98 0,97 0,96 0,95 0,93 

0,995 0,995 0,99 0,99 0,98 

0,995. 0,995 
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\x., 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

8 0,005 
9 0,01 0,005 0,005 

10 0,02 0,01 0,01 0,005 0,005 

11 0,04 0,03 0,02 0,01 0,01 0,005 

12 0,06 0,04 0,03 0,02 0,01 0,01 0,005 0,005 

13 0,09 0,07 0,05 0,03 0,02 0,02 0,01 0,01 0,005 

14 0,13 0,10 0,07 0,05 0,04 0,03 0,02 0,01 0,01 	0,005 

15 0,18 0,14 0,11 0,08 0,06 0,04 0,03 0,02 0,01 	0,01 

16 0,23 0,18 0,14 0,11 0,09 0,06 0,05 0,03 0,02 	0,02 

17 0,29 0,24 0,19 0,15 0,12 0,09 0,07 0,05 0,04 - 	0,03 

18 0,35 0,29 0,24 0,20 0,16 0,12 0,10 0,07 0,06 	0,04 
19 0,41 0,35 0,30 0,25 0,20 0,16 0,13 0,10 0,08 	0,06 

20 0,48 0,42 0,36 0,30 0,25 0;21 0,17 0,14 0,11 	0,08 

21 0,54 0,48 0,42 0,36 0,31 0,26 0,21 0,17 0,14 	0,11 

22 0,60 0,54 0,48 0,42 0,36 0,31 0,26 0,22 0,18 	0,15 

23 0,66 0,60 0,54 0,48 0,42 0,37 0,31 0,27 0,22 	0,18 

24 0,71 0,65 0,60 0,54 0,48 0,42 0,37 0,32 0,27 	0,23 

25 0,75 0,70 0,65 0,59 0,54 • 0,48 0,43 0,37 0,32 	0,27 

26 0,79 ' 0,75 0,70 0,65 0,59 . 0,54 0,48 0,43 0,37 	0,32 

27 0,83 0,79 0,74 0,70 0,64 0,59 0,54 0,48 0,43 	0,38 

28 0,86 0,81 0,78 0,74 0,69 0,64 0,59 0,54 0,48 	0,43 

29 0,89 0,86 0,82 0,78 0,74 0,69 0,64 0,59 0,53 	0,48 

30 0,91 0,88 0,85 0,82 0,78 0,73 0,69 0,64 0,59 	0,53 

35 0,98 0,96 0,94 0,93 0,90 0,89 0,86 0,83 0,79 	0,76 

40 0,995 0,99 0,98 0,98 0,97 0,96 0,95 0,93 0,92 	0,90 

45 0,997 0,995 0,995 0,99 0,99 0,98 0,98 0,97 	0,96 

50 0,995 0,995 0,995 0,99 	0,98 
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5.15 Tabela 3 

Vrednosti x' za dato F (e). 

v 
0,01 0,02 

1 0,0'157 0,03628 

2 0,0201 0,0404 

3 0,115 0,185 

4 0,297 0,429 

5 0,554 0,752 

6 0,872 1,134 

7 . 1,239 1,564 

8 1,646 2,032 

9 2,088 2,532 

10 2,358 3,059 

11 3,053 3,609 

12 3,571 4,178 

13 4,107 4,765 

14 4,660 5,368 

15 5,229 5,985 

16 5,812 6,614 

17 6,408 7,255 

18 7,015 7,906 

19 7,633 8,557 

20  ' 8,260 9,237 

21 8,897 9,915 

22 9,542 10,600 

23 10,196 11,293 

24 10,856 11,992 

25 11,524 12,697 

26 12,198 13,409 

27 12,879 14,125 

28 13,565 14,847 

29 14,256 15,574 

30 14,953 16,306 

0,05 	I 	0,10 

0,0'393 0,0158 

0,103 0,211 

0,352 0,584 

0,711 1,064 

1,145 1,160 

1,635 2,204 

2,167 2,833 

2,733 3,490 

3,325 4,168 

3,940 4,865 

4,575 5,578 

5,226 6,304 

5,892 7,042 

6,571 7,790 

7,261 8,547 

7,962 9,312 

8,672 10,085 

9,390 10,865 

10,117 11,651 

10,851 12,443 

11,591 13,240 

12,338 14,041 

13,091 14,848 

13,848 15,659 

14,611 16,473 

'15,379 17,292 

16,151 18,114 

16,928 18,939 

17,708 19,768 

18,493 20,599 

0,20 0,30 

0,0642 0,148 

0,446 0,713 

1,005 1,424 

1,649 2,195 

2,343 3,000 

3,070 3,828. 

3,822 4,671 

4,594 5,527 

5,380 6,393 

6,179 7,267 

6,989 8,148 

7,807 9,034 

8,634  9,926 

9,467 10,821 

10,307 11,721 

11,152 12,624 

12,002 13,531 

12,857 14,440 

13,716 15,352 

14,578 16,266 

15,445 17,182 

16,314 18,101 

17,187 19,021 

18,062 19,943 

18,940 20,867 

19,820 21,792 

20,703 22,719 

21,588 23,647 

22,475 24,577 

23,364 25,508 
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'..,1\70\  NC') 
0,50 0,70 I 	0,80 0,90 0,95 0,98 0,99 

1 0,455 1,074 1,642 2,706 3,841 5,412 6,635 

2 1,386 2,408 3,219 4,605 5,991 7,824 9,210 

3 2,366 3,665 4,642 6,251 7,815 9,837 11,345 

4 3,357 4,878 5,989 ' 	7,779 9,488 11,668 13,277 

5 4,351 6,064 7,289 9,236 11,070 13,388 15,086 

6 5,348 7,231 8,558 10,645 12,592 15,033 16,812 

7 6,346 8,383 9,803 12,017 14,067 16,622 18,475 

8 7,344 9,524 11,030 13,362 15,507 18,168 20,090 

9 8,343 10,656 12,242 14,684 16,919 19,679 21,666 

10 9,342 11,781 13,442 15,987 18,307 21,161 23,209 

11 10,341 12,899 14,631 17,275 19,675 22,618 24,725 

12 11,340 14,011 15,821 18,549 21,026 24,054 26,217 

13 12,340 15,119 16,985 19,812 22,362 25,472 27,688 

14 13,339 16,222 18,151 21,064 23,685 26,873 29,141 

15 14,339 17,322 19,311 22,307 24,996 28,259 30,578 

16 15,338 18,418 20,465 23,542 26,296 29,633 32,000 

17 16,338 19,511 21,615 24,769 27,587 30,995 33,409 

18 17,338 20,601 22,760 25,989 28,869 32,346 34,805 

19 18,338 21,689 . 23,900 27,204 30,144 33,687 36,191 

20 19,337 22,775 25,038 28,412 31,410 35,020 37,566 

21 20,337 23,858 26,171 29,615 32,671 36,343 38,932 

22 21,337 24,939 27,301 30,813 33,924 37,659 40,289 

23 22,337 26,018 28,429 32,007  35,172 38,968 41,638 

24 23,337 27,096 .  29,553 33,196 36,415 40,270 42,980 

25 24,337 28,172 30,675 34,382 37,652 41,566 44,314 

26 25,336 29,246 31,795 35,563 38,885 42,856 45,642 

27 26,336 30,319 32,912 36,741 40,113 44,140 46,963 

28 27,336 31,391 34,027 37,916 41,337 45,419 48,278 

29 28,336 32,461 35,139 39,087 42,557 46,693 49,588 

30 29,336 33,530 36,250 40,256 43,773 47,962 50,892 
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5.10 Tabela 

„Student"-ov raspored 

S (CO 

rrt-1  
= 	2  ) (1 4- 

n+ I 

dt 

Vnis r (-2n  ) 

to  
1 2 3 4 

5  7  
8 10 

0 0,500 	0,500 	0,500 	0,500 	0,500 	0,500 0,500 0,500 0,500 	0,500 

0,1 0,532 	0,535 	0,537 	0,537 	0,538 	0,538 0,538 0,539 0,539 	0,539 0,2 0,563 	0,570 	0,573 	0,574 	0,575 	0,576 0,576 0,577 0,577 	0,577 0,3 0,593 	0,604 	0,608 	0,610 	0,612 	0,613 0,614 0,614 0,614' 	0,615 0,4 0,621 	0,636 	0,642 	0,645 	0,647 	0,648' 0,649' 0,650 0,651 	0,651 0,5 0,648 	0,667 	0,674 	0,678 	0,681 	0,683 0,684 0,685 0,685' 	0,686 0,6 0,672 	0,695 	0,705 	0,710 	0,713 	0,715 0,716 0,717 0,718 	0,719 0,7 0,694 	0,722 	0,733 	0,739 	0,742 	0,745 0,747 0,748 0,749 	0,750 0,8 0,715 	0,746 	0,759 	0,766 	0,770 	0,773 0,775 0,777 0,772 	0,779 0,9 0,733 	0,768 	0,783 	0,790' 	0,795 	Q,799 0,801 0,803 0,804 	0,805 1,0 0,750 	0,789 	0,8045 	0,813 	0,818 	0,822 0,825 0,827 0,828 	0,830 

1,1 0,765 	0,807 	0,824 	0,833' 	0,839 	0,843 0,846 0,848 0,850 	0,851 1,2 0,779 	0,823' 	0,842 	0,852 	0,858 	0,862 0,865 0,868 0,870 	0,871 1,3 0,791 	0,838 	0,858 	0,868 	0,875 	0,879 0,883 0,885 0,887 	0,889 1,4 0,803 	0,852 	0,872 	0,883 	0,890 	0,894' 0,898 0,900' 0,902' 	0,904 1,5 0,813 	0,864 	0,885 	0,896 	0,903 	0,908 0,911 0,914 0,916 	0,918 1,6 0,822 	0,875 	0,896 	0,908 	0,915 	0,920 0,923 0,926 0,928 	0,930 1,7 0,831 	0,884 	0,906 	0,918 	0,925 	0,930 0,933' 0,936 0,938 	0,940 1,8 0,839 	0,893 	0,915 	0,927 	0,934 	0,939 0,943 0,945 0,947 	0,949 1,9 0,846 	0,901 , 	0,923 	0,935 	0,942 	0,947 0,950 0,953 0,955 	0,957 2,0 0,852 	0,908 	0,930 	0,942 	0,949 	0,954 0,957 0,960 0,962 	0,963 

2,1 0,858' 	0,915 	0,937 	0,948 	0,955 	0,960 0,963 0,965' 0,967 	0,969 2,2 0,864 	0,921 	0,942 	0,954 	0,9605 	0,965 0,968 0,970' 0,972 	0,974 2,3 0,869' 	0,926 	0,947' 	0,958' 	0,965 	0,969 0,972' 0,975 0,976' 	0,978 2,4 0,874 	0,931 	0,952 	0,963 	0,969 	0,973 0,976 0,978 0,980 	0,981 2,5 0,879 	0,935 	0,956 	0,967 	0,973 	0,977 0,979' 0,981' 0,983 	0,984 2,6 0,883 	0,939 	0,960 	0,970 	0,976 	0,980 0,982 0,984 0,986 	0,987 2,7 • 0,887 	0,943 	0,963 	0,973 	0,979 	0,982 0,985 0,9865  0,988 	0,989 2,8 0,891 	0,946 	0,966 	0,976 	0,981 	0,984 0,987 0,988 0,990 	0,991 2,9 0,894 	0,949 	0,969 	0,978 	0,983 	0,986 0,988' 0,990 	0,991 0,992 3,0 0,898 	0,952 	0,971 	0,980 	0,985 	0,988 0,990 0,991' 	0,9925  0,993 
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No 

1 3 4 5 6 9 10 

3,1 0,901 0,955 0,973 0,982 0,987 0,989 0,991 0,993 0,994 0,994 

3,2 0,904 0,957 0,975 0,983' 0,988 0,991 0,992' 0,994 0 995 0,995 

3,3 0,906 0,960 0,977 0,985 0,989 0,992 0,993 0,995 0,995 0,996 

3,4 0,909 0,962 0,979 0,986 0,990 0,993 0,994 0,995 0,996 0,997 

3,5 0,911 0,964 0,980 0,988 0,991 0,994 0,995 0,996 0,997 0,997 

3,6 0,914 0,965 0,982 0,989 0,992 0,994 0,996 0,9961  0,997 0,998 

3,7 0,916 0,967 0,983 0,990 0,993 0,995 0,996 0,997 0,997' 0,998 

3,8 0,918 0,969 0,984 0,990 0,994 0,9956  0,997 0,997 0,998 0,998 

3,9 0,920 0,970 0,985 0,991 0,994 0,996 0,997 0,998 0,998 0,998' 

4,0 0,922 0,971 0,986 0,992 0,995 0,996 0,997 0,998 0,998 0,999 

4,1 0,924 0,973 0,987 0,993 0,995 0,997 0,998 0,998 0,999 0,999 

4,2 0,926 0,974 0,988 0,993 0,996 0,997 0,998 0,988' 0,999 0,999 

4,3 0,927 0,975 0,988 0,994 0,996 0,9976  0,998 0,999 0,999 0,999 

4,4 0,929 0,976 0,989 0,994 0,996' 0,998 0,998 0,999 0,999 0,999 

4,5 0,930 0,977 0,990 0,995 0,997 0,998 0,999 0,999 0,999 0,999 

4,6 0,932 0,978 0,990 0,995 0,997 0,998 0,999 0,999 0,999 0,999' 

4,7 0,933 0,979 0,991 0,995 0,997 0,998 0,999 0,999 0,999 1,000 

4,8 0,935 0,980 0,991 0,996 0,998 0,998' 0,999 0,999 0,999'  

4,9 0,936 0,980 0,992 0,996 0,998 0,999 0,999 0,999 1,000 

5,0 0,937 0,981 0,992 0,996 0,998 0,999 0,999 0,9995  

5,1 0,938 0,982 0,993 0,996' 0,998 0,999 0,999 0,9935  

5,2 0,939' 0,982' 0,993 0,997 0,998 0,999 0,999 1,000 

5,3 0,941 0,983 0,993 0,997 0,998 0,999 0,999 

5,4 0,942 0,984 0,994 0,997 0,998' 0,999 0,999' 

5,5 0,943 0,984 0,994 0,997 0,999 0,999 0,999' 

5,6 0,944 0,985 0,994 0,997' 0,999 0,999 1,000 

5,7 0,945 0,985 0,995 0,998 0,999 0,999 

5,8 0,946 0,986 0,995 0,998 0,999 0,999 

5,9 0,947 0,986 0,995 0,998 0,999 0,999' 

6,0 0,947 0,987 0,995 0,998 0,999 0,999' 
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11 12 i  13 14 15 16 17 18 19 20 

0,500 0,500 0,500 0,500 0,500 0,500 0,500 0,500 0,500 0,500 
0,539 0,539 0,539 0,539 0,539 0,539 ..„,39 0,539 0,539 0,539 
0,577 0,578 0,578 0,578 0,578 0,578 0,578 0,578 0,578 0,578 
0,615 0,615 0,615' 0,616 0,616 0,616 0,616 0,616 0,616 0,616 
0,652 0,652 0,652 0,652 0,653 0,653 0,653 .0,653 0,653 0,653 
0,686' 0,687 0,687 0,688 0,688 0,688 0,688 0,688 0,689 0,689 
0,720 0,720 0,721 0,721 0,721 0,721' 0,722 0,722 0,722 0,722 
0,751 0,751 0,752 0,752 0,753 0,753 0,753 0,754 0,754 0,754 
0,780 0,780 0,781 0,781' 0,782 0,782 0,783 0,783 0,783 0,783 
0,806 0,807 0,808 0,808 0,809 0,809 0,810 0,810 0,810 0,811 
0,831 0,831' 0,832 0,833 0,833 0,834 0,834 0,835 0,835 0,835 

0,853 0,853' 0,854 0,855 0,856 0,856 0,857 0,857 0,857' 0,858 
0,872 0,873 0,874 0,875 0,876 0,876 0,877 0,877 0,878 0,877 
0,890 0,891 0,892 0,893 0,893 0,894 0,894' 0,895 0,895 0,896 
0,905' 0,907 0,907' 0,908 0,909 0,910 0,910 0,911 0,911 0,912 
0,919 0,920 0,921 0,922 0,923 0,923' 0,924 0,924' 0,925 0,925 
0,931 0,932 0,933 0,934 0,935 0,935 0,936 0,936' 0,937 0,937 
0,941 0,943 0,943' 0,944 0,945 0,946 0,946 0,947 0,947 0,948 
0,950 0,951' 0,952' 0,953 0,954 0,955 0,955 0956 0,956 0,956' 
0,958 0,959 0,960 0,961 0,962 0,962 0,963 0,963 0,964 0,964 
0,965 0,966 0,967 0,967 0,968 0,969 0,969 0,970 0,970 0,970 

0,970 0,971 0.972 0,973 0,973' 0,974 0,974' 0,975 0,975 0,976 
0,975 0,976 0,977 0,977 0,978 0,979 0,979 0,979 0,980 0,980 
0,979 0,980 0,981 0981 0,982 0,982 0,983 0,983 0,983' 0,984 
0,982 0,983 0,984 0,985 0,985 0,985' 0,986 0,986 0,987 0,987 
0,985 0,986 0,987 0,987 0,988 0,988 0,988' 0,989 0,989 0,989 
0,988 0,988 0,989 0,989' 0,990 0,990 0,991 0,991 0,991 0,991 
0,990 0,990 0,991 0,991 0,992 0,992 0,992 0,993 0,993 0,993 
0,991 0,992 0,992' 0,993 0,993 0,994 0,994 0,994 0,994 0,994' 
0,993 0,993 0,994 0,994 0,994' 0,994' 0,995 0,995 0,995 0,996 
0,994 0,994' 0,995 0,995 0,995' 0,996 0,996 0,996 0,996 0,996' 

0,995 0,995 0,996 0,996 0,996 0,997 0,997 0,997 0,997 0,997 
0,996 0,996 0,996' 0,997 0,997 0,997 0,997 0,997' 0,998 0,998 . 

0,996' 0,997 0,997 0,997 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998 
0,997 0,997 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998' 0,999 
0,997' 0;998 0,998 0,998 0,998 0,998' 0,999 0,999 0,999 0,999 
0,998 0,998 0,998 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 
0,998 0,998' 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 
0,998' 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 
0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999' 0,999' 1,000 
0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999' 0,999' 1,000 1,000 

0,999 0,999 0,999 0,999,  0,999' 1,000 1,000 
0,999 0,999 0,999' 1,000 1,000 
0,999 0,999' 1,000 
0,999' 1,000 
0,999' 
1,000 

0 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
1,0 

1,1 
1,2 
1,3 
1,4 
1,5 
1,6 
1,7 
1,8 
1,9 
2,0 

2,1 
2,2 
2,3 
2,4 
2,5 
2,6 
2,7 
2,8 
2,9 
3,0 

3,1 
3,2 
3,3 
3,4 
3,5 
3,6 
3,7 
3,8 
3,9 
4,0 

4,1 
4,2 
4,3 
4,4 
4,5 
4,6 
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5.17 Tabela 7 

Vrednosti t o  m dam k= 1- S (to) 

\ o,cos I 	0,01 0,025 I 	0,05 ,.\*e  0,005 0,01 0,025 0,05 

1 63,66 	31,82 12,71 6,31 17 2,90 2,57 2,11 1,74 

2 9,92 6,96 4,30 2,92 18 2,88 2,55 2,10 1,73 

3 5,84 4,54 3,18 2,35 19 2,86 2,54 2,09 1,73 

4 4,60 3,75 2,78 2,13 20 2,85 2,53 2,09 1,72 

5 4,03 3,34 2,57 2,01 21 2,83 2,52 2,08 1,72 

6 3,71 3,14 2,45 1,94 22 2,82 2,51 2,07 1,72 

7 3,50 3,00 2,36 1,90 23 2,81 2,50 2,07 1,71 

8 5,35 2,90 2,31 1,86 24 2,80 2,49 2,06 1,71 

9 3,25 2,82 2,26 1,83 25 2,79 2,48 2,06 1,71 

10 3,17 2,76 2,23 1,81 26 2,78 2,48 2,06 1,71 

11 3,11 2,72 2,20 1,79 27 2,77 2,47 2,05 1,70 

12 3,05 2,68 2,18 1,78 28 2,76 2,47 2,05 1,70 

13 3,01 2,65 2,16 1,77 29 2,76 2,46 2,04 1,70 

14 2,98 2,62 2,14 1,76 30 2,75 2,46 2,03 1,70 

15 2,95 2,60 2,13 1,75 

16 2,92 2,58 2,12 1,75 co - 	2,58 2,33 1,96 1,64 
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5.18 Tabela 8 

Fuelser-ov raspored 

Vrednosti Z, za dam 1 - F(za 
I - F(z) 0,05 

1 2 3  4  

1 2,5421 2,6479 2,6870 2,7071 2,7194 
2 ‘ 1,4592 1,4722 1,4765 1,4787 1,4800 
3 1,1577 1,1284 • 1,1137 1,1051 1,0994 
4 ' 1,0212 0,9690 0,9429 0,9272 0,9168 
5 ' 0,9441 0,8777 0,8441 0,8236 0,8097 
6 0,8948 0,8188 0,7798 0,7558 0,7394 
7 0,8606 0,7777 0,7347 0,7080 0,6896 8 0,8355 0,7475 0,7014 0,6725 0,6525 
9 0,8163 0,7242 0,6757 0,6450 0,6238 

10  0,8012 0,7058 0,6553 0,6232 0,6009 

11 0,7889 0,6909 0,6387 0,6055 0,5822 
12 . 	0,7788 0,6786 0,6250 0,5907 0,5666 
13 0,7703 0,6682 0,6134 0,5783 0,5535 
14 0,7630 0,6594 0,6036 0,5677 0,5423 
15 0,7568 0,6518 0,5950 0,5585 0,5326 
16 0,7514 0,6451 0,5876 0,5505 0,5241 
17 0,7466 0,6393 0,5811 0,5434 0,5166 
18 0,7424 0,6,341 0,5753 0,5371 0,5099 
19 0,7386 0,6295 0,5701 0,5315 0,5040 
20 0,7352 0,6254 0,5654 0,5265 0,4986 

21 0,7322 0,6216 0,5612 0,5219 0,4938 
22 0,7294 0,6182 0,5574 0,5178 0,4894 
23 0,7269 0,6151 0,5540 0,5140 0,4854 
24 0,7246 0,6123 0,5508 0,5106 0,4817 
25 0,7225 0,6097 0,5478 0,5074 0,4783 
26 0,7205 0,6073 0,5451 0,5045 0,4752 
27 0,7187 0,6051 0,5427 0,5017 0,4723 
28 0,7171 0,6030 0,5403 0,4992 0,4696 
29 0,7155 0,6011 0,5382 0,4969 0,4671 
30 0,7141 0,5994 0,5362 0,4947 0,4648 

60 0,6933 0,5738 0,5073 0,4632 0,4311 
co 0,6729 0,5486 0,4787 0,4319 0,3974 
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6 8 12 CO 

1 2,7276 2,7380 2,7484 2,7588 2,7693 

2 1,4808 1,4819 1,4830 1,4840 1,4851 

3 1,0953 1,0899 1,0842 1,0781 1,0716 

4 0,9093 0,8993 0,8885 0,8767 0,8639 

5 0,7997 0,7862 0,7714 0,7550 0,7368 

6 0,7274 0,7112 0,6931 0,6729 0,6499 

7 0,6761 0,6576 0,6369 0,6134 0,5862 

8 0,6378 0,6175 0,5945 0,5682 0,5371 

9 0,6080 0,5862 0,5613 0,5324 0,4979 

10 0,5843 0,5611 0,5346 0,5015 0,4657 

11 0,5648 0,5406 0,5126 0,4795 0,4387 

12 0,5487 0,5234 0,4941 0,4592 0,4156 

13 0,5350 0,5089 0,4785 0,4419 0,3957 

14 0,5233 0,4964 0,4649 0,4269 0,3782 

15 0,5131 0,4855 0,4532 0,4138 0,3628 

16 0,5042 0,4760 0,4428 0,4022 0,3490 

17 0,4964 0,4676 0,4337 0,3919 0,3366 

18 0,4894 0,4602 0,4255 0,3827 0,3253 

19 0,4832 0,4535 0,4182 0,3743 0,3151 

20 0,4776 0,4474 0,4116 0,3668 0,3057 

21 0,4725 0,4420 0,4055 0,3599 0,2971 

22 0,4679 0,4370 0,4001 0,3536 0,2892 

23 0,4636 0,4325 0,3950 0,3478 0,2818 

24 0,4598 0,4283 0,3904 0,3425 0,2749 

25 0,4562 0,4244 0,3862 0,3376 0,2685 

26 0,4529 0,4209 0,3823 0,3330 0,2625 

27 0,4499 0,4176 0,3786 0,3287 0,2569 

28 0,4471 0,4146 0,3752 0,3248 0,2516 

29 0,4444 0,4117 0,3720 0,3211 0,2466 

30 0,4420 0,4090 0,3691 0,3176 0,2419 

60 0,4064 0,3702 0,3255 0,2654 0,1644 

co 0,3706 0,3309 0,2804 0,2085 0 
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1 - F (2) = 0,01 

1 2 4 5 

1 4,1535 4,9585 4,2974 4,3175 4,3297 
2 2,2950 2,2976 2,2984 2,2988 2,2991 
3 1,7649 1,7140 1,6915 1,6786 1,6703 
4 1,5270 1,4452 1,4075 1,3856 1,3711 
5 1,3943 1,2929 . 1,2449 1,2164 1,1974 
6 1,3103 1,1955 1,1401 1,1068 1,0843 
7 ' 1,2526 1,1281 1,0672 1,0300 1,0048 
8 7.2106 1,0787 1,0135 0,9734 0,9459 
9 1,1786 1,0411 0,9724 0,9299 0,9006 

10 1,1535 1,0114 0,9399 0,8954 0,8646 

11 1,1333 0,9874 0,9136 0,8674 0,8354 
12 1,1166 0,9677 0,8919 0,8443 0,8111 
13 1,1027 0,9511 0,8737 0,8248 0,7907 
14 1,0909 0,9370 0,8581 0,8082 0,7732 
15 1,0807 0,9249 0,8448 0,7939 0,7582 
16 1,0719 0,9144 0,8331 0,7814 0,7450 
17 1,0641 0,9051 0,8229 0,7705 0,7335 
18 1,0572 0,8970 0,8138 0,7607 0,7232 
19 1,0511 0,8897 0,8057 0,7521 0,7140 
20 1,0457 0,8831 0,7985 0,7443 0,7058 

21 1,0408 0,8772 0,7920 0,7372 0,6984 
22 1,0363 0,8719 0,7860 0,7309 0,6916 
23 1,0322 0,8670 0,7806 0,7251 0,6855 
24 1,0285 0,8626 0,7757 0,7197 0,6799 
25 1,0251 0,8585 0,7712 0,7148 0,6747 
26 1 0220 0,8548 0,7670 0,7103 0,6699 
27 1,0191 0,8513 0,7631 0,7062 0,6655 
28 1,0164 0,8481 0,7595 0,7023 0,6614 
29 1,0139 0,8451 0,7562 0,6987 0,6576 
30 1,0116 0,8423 0,7531 0,6954 0,6540 

60 9,9784 0,8025 0,7086 0,6472 0,6028 
co 0,9462 0,7636 0,6651 0,5999 0,5522 
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6 

1 4,3379 
2 2,2992 
3 1,6645 
4 1,3609 
5 1,1838 

6 1,0680 

7 0,9864 

8 0,9259 
9 0,8791 

10 0,8419 

11 0,8116 
12 0,7864 
13 0,7652 . 

14 0,7471 
15 0,7314 
16 0,7177 

17 0,7057 
18 0,6950 
19 0,6854 
20 0,6768 

21 0,6690 
22 0,6620 

23 0,6555 
24 0,6496 
25 0,6442 

26 0,6392 

27 0,6346 
28 0,6303 
29 0,6263 
30 0,6226 

60 0,5687 
CO 0,5152 

1 8 12 24 co 

4,3482 4,3585 4,3689 4,3794 

2,2994 2,2997 2,2999 • 2,3001 

1,6569 1,6489 1,6404 1,6314 

1,3473 1,3327 1,3170 1,3000 

1,1656 1,1457 1,1239 1,0997 

1,0460 1,0218 0,9948 0,9643 

0,9614 0,9335 0,9020 0,8658 

0,8983 0,8673 0,8319 0,7904 

0,8494 0,8157 0,7769 0,7305 

0,8104 0,7744 0,7324 0,6816 

0,7785 0,7405 0,6958 0,6408 

0,7520 0,7122 0,6649 0,6061 

0,7295 0,6882 0,6386 0,5761 

0,7103 0,6675 0,6159 0,5500 

0,6937 0,6496 0,5961 0,5269 

0,6791 0,6339 0,5786 0,5064 

0,6663 0,6199 0,5630 0,4879 

0,6549 0,6075 0,5491 0,4712 

0,6447 0,5964 0,5366 0,4560 

0,6355 0,5864 0,5253 0,4421 

0,6272 0,5773 0,5150 0,4294 

0,6196 0,5691 0,5056 0,4176 

0,6127 0,5615 .0,4969 0,4068 

0,6064 0,5545 0,4890 0,3967 

0,6006 0,5481 0,4816 0,3872 

0,5952 0,5422 0,4748 0,3784 

0,5902 0,5367 0,4685 0,3701 

0,5856 0,5316 0,4626 0,3624 

0,5813 0,5269 0,4570 0,3550 

0,5773 0,5224 0,4519 0,3481 

0,5189 0,4574 0,3746 0,2352 

0,4604 0,3908 0,2913 0 

231 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



6. DVODIMENZIONALNI RASPOREDI 

6.1. Funkcija rasporeda i zakon verovatnode dvotlimenzionsdnog 
rasporeda. — Uothno jednu dvodimenzionalnu aleatornu promenijivu 
Z (X, Y) u prostoru R 2. Neka je 6, univerzalni skup taeaka u R 2  koje mole 
zauzeti aleatormOvoclimenzionalna promenljiva Z i neka je E c . Funk-
cija verovatnote a.p. Z bide verovatnoCa 

(6.1.1) 	 Pr { /Z e El = P(E) 
za koju demo pretpostaviti da je probabilna. Tada to obrasci (4.2.2), (4.2.3), 
(4.2.4) i (4.2.5) opet da vaie. 

Dok Z varira po dvodimenzionalnom skupu E, njegove koordinate X i Y variraju po jednodimenzionalnitn skupovima koje demo oznaeiti respek-
tivno sa St i S2. Tada su na osnovu (4.2.6) i (4.2.7) funkcije 
verovatnota 

Pr {X e S i } = Pi ( Si), 

S 2  = P2  (S 2 ) 
marginalne funkeije veravamoia funkcije verovatnote P. 

U specijalnom slutaju kada za E uzmetno skup tadaka X x i Y 5 y funkciju verovamoCe nazivamo funkcijom rasporeda F, tj. 

(6.1.3) 	 F(x,y)= Pr.{X(x,Y<y}. 
Marginalise f.r. bite 

(6.1.4) 	 Ft (x) 	Pr 	< x} = F(x,00) 

(6.1.5) F2(y) = Pr. {Yc Y}= F(.0,N) 
dok je 

(6.1.6) 	 co) = 0 , 

F(+ 03, + co) = 1. 

(6.1.2) 
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Koristeti (4.2.8) i (4.2.9) uslovna funkcija rasporeda promenljive .7; 
u fiksnu vrednost promenljive Y je 

Fociy) 	F(x,Y) 	zaF 	> 0, (6.1.7) 
F2  (y) 

(6.1.8) 	 F(y i x ) _  F(x,y)Fi(x)  	za 	x > 0. 

Lako je proveriti da su (6.1.7) i (6.1.8) zaista funkcije rasporeda. Zaista, 
napr. kod (6.1.7) F(x, y) i Fa(y) su funkcije rasporeda, pa je F(xly) > 0 
a zbog (6.1.5) F(tly) = 1. 

Ukoliko je 

(6.1.9) 	 F(x1)1 )=. Fi (x) 

ako je F2(y) > 0, odnosno 

(6.1.10) 	 Fiy1x1 = Fa ly) 
ako je F1 (x) > 0, relacije (6.1.7) i (6.1.8) svode se na relaciju 

(6.1.11) 	 F(x , y) = P i (() F2 (y) 

i za a.p. X i Y kidemo da su medusobno nezavisne. 

I ovde je najprostiji tip rasporeda prekidan raspored. To je slueaj 
kada su mase rasporedene u taakama A, (xi, ye), i = 1, 2, 3, . , kojih 
mote biti konam iii prebrojivo mnogo. Tada je u opkem slutaju 

(6.1.12) 	 = Pr. { X = x i , Y= 	> 0, 

(6.1.13) F(-1- co ,+ 00) = E pi . = 1. 
thi 

Marginalni rasporedi su 

pi.  = Pr.{X= 	= 

za i = 1, 2, 3, ... , i 

P.; = Pr. {Y 	T. ptj  

za j= 1, 2, 3, 	. 

= 	Pi- = 1,  

Ep. = Z 	p 
1.1
.= I. 

J  

Za fiksno j uslovni raspored promenljive X bite 

pti;T p, 
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a za fiksno i uslovni raspored promenljive Y bite 

 pv 
Pi  it = 

Ukoliko su X i Y medusobno nezavisni, imademo 

Pe., P.; 
za sve vrednosti indeksa i i j. 

Zakon verovatnode prekidnog rasporeda najzgodnije demo napisati u 
obliku dvodimenzionalne Tabele 

Tabela (8.1.1) 

Y= Y. 

xi  pu A. Pi . • 
x. pa a. PO 

x. Pit if • 

. . 

.1 I 

Grafieki pretstavnik preidnog dvodimenzionalnog rasporeda naziva 
se stereogram (vidi sliku (6.1.II)). 

. , all lai; r  
a 

	

P 	1 . • AlAr 

/MI 

SI 

ra, • a a •r 

Er a 2 a w 1 MI I Mall P.  a• dmegl• 

a • • Pr as a as a Ara 
a 

a a AW 
AIII 

•Il SA/ r 

ar ow= Ar air  • Ara. AI 4111r• 

SI • Orr ara I 	 ar IPA.. 

sawn mama SI WAISIIWa 
MIS m. pi II 

Illar aarawapas 
ME MN Ilawarapaa 
a aa m Iasi r as 

M SS . /SS 

SAIVAIMPailm • SS  MO Sayaralls 

	

airmen ni 	 SS SISSAISMIN SIPSIIIPSS/SSSS 

Dijagram (6.1. ID 
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Drugi karakteristiean sluOaj je kada je funkcija rasporeda apsolutno 
neprekidna. Tada je uvek molemo pretstaviti kao odreden integral pozi-
tivne funkcije f (x, y), tj. 

X Y 

(6.1.14) 
	

F(x ,y) = f f f tx,y)dx dy. 

Funkcija f (x, y) pretstavlja g tstinu jedinidne mase rasproredene u 

ravni XOY a F (x, y) ukupnu masu u oblasti X C x, Y C y. Funkcija 

f (x, naziva se zakon verovatnode aleatorne promenljive Z (X, Y). Vero-

vatnoaa f (x 0 , yo) dx dy, tj. 

Pr{x o < X C. x o + dx, yo <Y <y +cly} =.1(x,,,y0 )dx dy 

pretstavlja elementarnu verovatnoeu. U ovom slu6aju X i Y menjaju se 

neprekidno pa i sam raspored nazivamo neprekidnim rasporedom. 

Dijagram (6.1.III) 

Neposredno se dobija 	 b 

(6.1.15)1Dr ia<X‘..b, c 	-C cl} = f if(x ,y) dx dy, 
a C 

odnosno 	 4c. +co 

(6.1.16)Prt —  co <X< c°, - cc <-1-  <+°4= ji(x,Y)dx dv = 1. 

Ukoliko u (6.1.4) imamo posla sa Lebesgue-ovim integralom, tada je 

f (x, y) me§oviti parcijalni izvod od F (x, 	tj. 
8 2 F  

(6.1.17) 	 f cx 	= 8x8y  

izuzev najvik za jedan skup tgaka nulte mere. 
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Marginalne funkcije rasporeda bite 

x 

Ft(x) 
	

F(x,,,,)— 	if(x,y)dx dy , 

(6.1.18) 	
ico y 

F 2(Y) =  f(to,y)-= f if(x,y)dx 
-02 -On 

ili ako definikmo marginalise zakone verovatnote sa 
4-to 

fi (x)= ff(X,Y)4, 

(6.1.19) 

jc(y)= if I (x ,y) dx, 

(6.1.18) dobija oblik 

Fi(x)= f .f i (x)dx, 
—co 

F1( 37) = f Iz (y)dy. 

Ako je za svako y z.v. f(x, y) neprekidan u odnosu na x u taelci x = x o  i ako je u okolini to taeke za svako y f(x, y) < g(f. gde je g(y) jedna integrabilna funkcija od — co do + m, tada je i marginalni z.v. fi (x) 
neprekidan u taelci x = xo . Kako f (x, y) mote imati najvik prebrojivo 
mnogo taCaka diskontinuiteta, to to i 11(x) imati najvik prebrojivo mnogo 
taeaka diskontinuiteta, to a.p. X ima neprekidan raspored. 

Posmatrajmo intervale (xl, X2) 	y + h) aleatornih promenljivih 
X i Y. Neka je E oblast u ravni XOY definisana sa to dva intervals. Uslovna 
verovatnoea da Ce se X naai u intervalu (xi, x2) pod uslovom da Y c y + 
bite 

(6. 1.20) Pr { x X 	y< \17  y + h — 

N-A x a  

j ibt y)dx dv 
y X l  

y+h +a> 

Ti(x,y) dx dy 
Y —ea 
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odnosno 

(6.1.21)Pri x i< X< x y -)(< y h 

y+h xi  

Px,Y)dx dy 
Y 	X, 

y+h 

112 ( Y ) dY 

pod uslovom da imenitelj nije nula. 

Ako je f(x, y) neprekidna funkcija u oblasti E, imenitelj u (6.1.21) 
molemo pisati u oblilcu 

h 	(1) , 

gde je y < < y + h, a brojitelji 

y+h x, 

I I Jc ( x,Y) dx ay = 
xi 

gde je 	
y < ri(x) < y +h 

Otuda 

h f c 	x , 
x, 

x, 
1 	f [x,ri (x)11, 

(6.1.22)?x. { x i< X < xj y < Y < y + h 1-  = c/x. 
AN1) x i  

Primetimo da podintegralna funkcija 

./[x.77(x)1  

/PP 
za fiksno y i h ima osobine jednog jednodimmuionalnog zakona verovatnoee. 

Kako smo pretpostavili da je fs(y) > 0, to molemo da defini§eino 
i verovatnoeu 

Fr.ix,<X<xtlY=y1---lzm Pr{xt<X<xtly<YCy+h}. 
• 0 

Zbog neprekidnosti funkcija f(x, -y) i f2(y) limes integrala (6.1.22) biee 

jednak integralu limesa, tj. 
„, 	 „ z  
r 	f[x, n (x)] 	f(x,Y)  dy.  

Fr{x t < X < %ti lt= Y} = IALmo Acro • dx
_f

4(Y) 
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PriXsx1Y—yt— 
f(x,y)  

fz(y) 
ili 

(6.1.23) 	 Pxh2)– 
f(x,v)  

.4(Y) 
Za fiksno Y, f(xly) ima svojstva jednog zakona verovatnoae i nazivamo ga 
usloonitn zakonom vertroatnote aleatorne promenijive X za filcsno Y. Ana-
logno dobijamo 

(6.1.24) f (y1 x) = x ,Y)  

ji (x) 

pod uslovom da je fi (x) > O. 
Ukoliko su X i Y medusobno nezavisni, tada je 

Je (x,y)= _ft ( x)f i (y) 
pa je 

./(xly)= 

fiyix) -= f2 (y). 

	

Neka je neprekidna funkcija 	z.v. aleatornih promenljivih 
X1 i X2. Uvedimo smenu 

Y2 = Y2 ( X 1. ,  r2 )  
i to take da postoji biunivoka korespondencija izmedu taealca ravni X10X2 
i Yi0Y2. Kako su X1 i X2 aleatorne promenljive, to ae i Y1 = yi 	X2) i Y2 =: y2 (Xi, X2) takode pretstavljati aleatome promenliive. Alto parci- 
jalni izvodi funkcija yi i y2 po xY i x2 postoje, tada ee transformisani 
z.v. za 	i Y2 biti 

	

g(Y i ,Y a) = I JI 	 x2(y1,y01, 
gde je 

6x, 6x,  
8(x x i )  I = 8Y1 8  )12 J — 
6  (Yi,Y2) 	dx, Sx 2  

6 Y2 
Tako napr. u sluaaju proste linearne smene 

= aX,± b , 
c X 2 1-  d, 

z.v. f (xi, x2) transformisade se u 

g( Y" Y2  ) 	

1 

	

 f 	19- 	d  ac  
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6.2. Stieltjes-ov integral sa dye promenljive. — Uoeimo poll-
otvoreni razmak I (al < x 61, a2 < y < b2), neprekidnu funkciju g (x, y) 

u torn intervalu i f.r. F (x, y). Ako na x-osi razmak (al, ti) izdelimo na 
in podrazmaka, tj. odaberemo ta6ke al = xo < xt < x2 < 	< x„, = bt 

a na y-osi razmak (az, 	izdelimo na n2 podrazmaka, tj. odaberemo tatke 

a2 = yo  < yt < y2 < 	< y„, = 62, tada 6e razmak I biti izdeljen na 

ukupno n = ni n2 podrazmaka 	v = I, 2, ... , rt. Neka je (E, 11,) pro- 
izvoljna ta6ka podrazmaka Iy  i obrazujmo zbir 

(6.2.1) 	
Sn 	g (  ty'n.t )  Av F(CY) ,  

gde je 

< S< S M . tt 
Ako sa Src oznatimo dulinu najveae dijagonale razmaka i ako podelu inter- 
vala daije vrgimo tako da 8.„ 	opet se dokazuje da lim Sn postoji i on 

n-ioo 

definige Stieltjes-ov integral funi,clie g (x, y) u odnosu na funkciju F(f, y) 

preko intervala I 

5 = g( xyy ) dF(x,y ). 
I 

Uzmimo sluertj kada je raspored prekidan. Neka X uzima samo vred-

nosti xt, rn, a Y vrednosti yt, ya, , y„,. Podelu moiemo 
uvek tako podesiti da svaki interval Iv saddi najvige jednu tagku otti (xi, ya. 
Za i q izabraCemo vrednosti koordinata tagaka u intervalima I v  koji 

to tagke sadtle. Tada je 

A , F (x,y)=--  
pii  , ako aqc Iv, 

0, ako I v = 0. 

5= E g(x,,Yi) Piy 
1 

Ako je raspored neprekidan, tj. ako postoji drugi megoviti parcijalni 
izvod funkcije rasporeda, tada je 

a2 

ig(x,y)dF(x,y) 	glx,y)f (x,y)dx cly 
a t  a2  

tako da se Stieltjes-ov integral svodi na obi6an integral. 

2 
Pv 	F(xv , y v )+ F(xv-i, Yv-t) 

- P(x v , yv _ i) - F(x yri , 

pri eernu trv, yv), (xv -1, yy-1), (xy ,  5N-1) i (xv-i, Yy) oznaeavaju krajnje 
tatke podrazmaka Iv  . Kao i u (4.4) molemo opet obrazovati gornju i donju 
granicu zbira S,,, tj. 

pa je 
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Ako postoji granica 

bi S r g(x ,y) dr ( x,y1= 	j j g(x,Y) dF(x,Y) 
a 1  -o -co a 1 at 
a 	4.3  
b t -4-Fee 
1),—*+.0 

kad nezavisno 	- 	 co i a2-■ - co, biro+ co, tada katemo 
da imamo posla sa nesvojstvenim Stieltjes-ovim integralom. 

Ne obaziruei se na raspored molemo u opt-tem slueaju pisati 

Pr.iZS T4}= f cIF (x,y) , 
I 

gde je Z = (X, Y) a I jedan interval ili skup izolovanih taaalca. 

6.3. Srednje vrednosti. Momenti. Aritmetidca sredina ili mate-
mauCka nada a.p. X jednog dvodimenzionalnorrasporeda po definiciji je 

(6.3.1) 

Ona je ustvari 
odgovarajuoirn 
imamo 

E(X) = x clF(x,y). 
Ri  

srednja vrednost moguOih vrednosti a.p. X ponderisanih 
marginalnim verovatnoeama. Tako za prekidan raspored 

(6.3.2) 	 E(X)= 	
d

E x i  pi.. 
Ked neprekidnog rasporeda imaeemo 

.fla 

(6 ' 3 - 3 ) 	E,(X)= 	I xf(x,y) x cly 
-co 

Analogno je u op§tem slut* 

(6.J.4) 	 E(Y) 	r ydF(x,y), 

odnosno, kod prekidnog rasporeda, 

(6.3.5) 	 E(Y)-"-- 	y. p. . , 

ar CO 

Aondx 

a kod neprekidnog 
+03  

(6.3.6) 
	

E (Y) = f y/2 (y )dy . 

Kako graniena vrednost lim Sn, kad nezavisno ar .4— co, 	+ co, a 
n CO 

a2 - + - Ge, 62-o + co, ne more obavezno da postoji, to ni aritmeti6ke sredine 
(6.3.1) i (6.3.4) ne moraju obavezno da postoje. 
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Aritmetielca sredina aleatorne funkcije g (X, Y) po definiciji je 

(6.3.7) 	 E [g(X,Y)] = f g(x,y) arF(x,y), 

odnosno 

(6.3.8) 	 E [g(X,Y)]= Z g(x o yi )pti 

kod prekidnog a +co +co 

(6.3.9) 	E [g(X,Y)] = jg(x,y)f(x,y)dx dy 
-00 -00 

kod neprekidnog rasporeda. 

	

Obilan moment reda (i, 	dvodimenzionalne aleatorne promenljive 

(X, Y) dobija se ako se uzme 

g(x,y)= xtyj 
tj. 

(6.3.10) 	m if  = 	= xl yi dF(x,y). 
Te 

Kraticoee radi, oznatimo aritmetieke sredine sa 

	

E(X) = rn Ft, =M t 	E(Y) = 172 0,— M,. 

Centraini moment reda (i, 5) promenljive (X, Y) dobija se ako se uzme 

g(x ,y) = ( 	(y -34Y , 
tj. 

(6.3.11)p.ii =E 	(Y-M2 )i i= (x -M,)t  (y-milic/F(x,y). 

11 2  
Ako je raspored prekidan, bike 

(6.3.12) 1-t  tj 4(x 	(344 	Prk 

a ako je neprekidan 

(6.3.13) 	Ft = 	(x —}Af( y -142 )/1(x,y) dx dy. 

Najzad, ako stavimo 

g(x,y) = x i  yj I 

dobijamo obiZan apsolund moment recta (4,1) aleatorne promenljive (X, Y), tj. 

(6.3.14) 	 ate = f I xi yil dF(X,Y). 

B1  
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Cesto se zit (i + j) uzima za red momenta. Tako su drugi centralni 
momenti 

(6.3.15) 	tA213— J (x - M,) 2 df(x.y)= m 2 
R2 

	 M 2 
 

(6.3.16) 	N s = (x —1/1,)(y — M 2 ) dF (x,y)= rnit- 	2 / 
R2  

Fen —  f (y - MO2  
122  

Momenti n20 i jams pretstavljaju varijanse a.p. Xi Y a 	drugi meloviti 
ventralni moment ill kovarijansu a.p. X i Y. 

Za realno t sledeea kvadratna forma bide uvek pozitivna ill nula 

E [(X-M ilt + —MO]
2 
 = 	t 2  + 2 t.t.„ t + ,t oa  O. 

Pato je i1.20 > 0, to diskriminanta toga trinoma more biti negativna, tj. 

(6.3.18) 2  
la  11 	P.  20 ti 132 	° • 

Drugim reeima, kovarijansa je manja od geometriske sredine varijansi 
i 11,92• Zato je tim pre, na osnovu (4.21.5), i 

(6.3.19) 
tu n 

20 	P•  02  

2 
Ako su varijanse jednake null, celokupne mast oba marginalna raspo-

reda koncentrisge se u svojim aritmetidtim sredinama. Celokupna 
masa dvodimenzionalnog rasporeda Noe tada koncentrisana u svom 
teiiitu M2). 

Ako je jedna varijansa jednaka nuli, napr. µto = 0, tada je celokupna 
masa dvodimenzionalnog rasporeda rasporedena dui prave X = 

Ako je celokupna masa dvodimenzionalnog rasporeda rasporedena 
dui neke prave, tada rotacijom koordinatnog sistema uvek moiemo da 
postignemo da jedna varijansa bude jednaka nuli. 

Uslovna arionetieka sredina aleatorne funkcije g (X, Y) neprekidnih 
a.p. X i Y je 

(6.3.20) 	E[g(X,Y)1 	= fg(x,y)f (xly) dx = 

+co 

l gfx,Y)/(x,y) dx. 

(6.3.17) 

9.2o 
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1Vino3.eEi sa f2(y) i integrauei obe strane po y u razmaku (— CO + CO), 

dobijamo 
+.3 

(6.3.21) if2 (y) E[g(X,Y) I = y] dy = E[g(X,l)] 
— 

Za g (X, Y) = X dobijamo uslovnu aritmetioku sredinu za X 
+.0 

x fix,y)dx 

	

(6.3.22) 	 a0 

	

y) = M t( y) — 		  
12(y) 

Slieno je 
1- GO 

J Y Ex,Y)dy 

	

(6.3.23) 	
E(Y IX= x) = M 2( x)— 	

f2 t x) 

Usiovne varijanse bite 
4.0 

2  [x -M icy)1 fix,y)dx 

(6.3.24) 
1-1.20 ( Y ) = 

 

 

A(y) 
.CO 

[ —M.,(xnaf(x,y) dy 
(6.3.25) 	

ts.„,,z (x = 
— CO 
	

51 (x) 

Ukoliko su X i Y medusobno nezavisni, Nee 
+ cO 

x f i (x) f a lY) dx 

,(y) = 
— co = M„ 

12 (y) 

M 2 (x) = M 2  , 

11 20 ( 	= P-2. 	 tioa(x )  = 1-toz 
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a 
+00 +on 

f (x 	—MO f(x,y) d x dy 

(6.3.26) 	 too 

= (x-311) ficx) dx (y—Md My) dy = 0. 

6.4. Karakteristiena funkcija. — Ulunajuei oeekivanu vrednost 
aleatorne funkcije 

g(x,y  = e attt ut) 

dobijamo karakteristienu funkcliu dvodimenzionalne a.p. (X, 10 

(6.4.1) 	cp(t,u) = ELg(X,P1 = f e 

I u dvoclimenzionalnom slueaju postoji biunivoka korespondencija 
izmedu zakona verovamooe i karakteristiene funkcije. 

Razvitak karalcteristiene funkcije u Taylor-ov red u okolini Mae (0, 0) je 

, (6.4.2)(p 	 t +Mzu)-1----kmt
2 
 + 2 m„tu +mozu2 )+0(i-24uz ), 1! 	1 	2! 

ili, u slueaju centriranih a.p. 

(6.4.3) cp(t,u)---  

Ako sa cpl (t) 
rasporeda, onda je 

pp) = cp(t,0), 

Potreban i dovoljan uslov 
visne je 

(6.4.4) 	 cp(t,u) = cp,(t) cp 2(u). 
Zaista, ako. su X i Y medusobno nezavisni, tada je 

w(t,u) 
otx+uY) ) 	 ttY) 

h,ke / Eke = cp s (t)   w 2 (u). 

Obratno, pretpostavimo da vet (6.4.4) i dokiiimo da su tada X i Y medu-
sobno nezavisni. Ogranieimo se, medutim, na dokaz da su X i Y medu- 
sobno linearno nezavisni, tj. da je 'An = 0. 

Iz (6.4.2) imamo 
8 2 (p(0,0)  _ 2 

St du — M ir  

f(tx4 uy) 
dF(x,y). 

1 
4i2Ot 2 11 „ 1-14  ti oath+ 0 ( t 2+11). 

I cp2(u) oznaeimo Itarakteristi4ne funkcije marginalnih 

cpt (u)= ( 0,14 . 

da a.p. X i Y budu medusobno neza- 
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S druge strane, zbog (6.4.4) je 

3 2(P (t0h )   — (421(t) (422.(u)' 
at cSu 

ill 
6 2y(0,0)  _ omimi 

 6t 6u 
Otuda 

m 11 -= M1 M 2 
pa je 	

istt = m11 IA-Az — 0. 
Kao i u jednodimenzionalnom slueaju, moiemo da odredimo z.v. 

pomoeu k.f. preko relacije 
+co *ea 

1 	if .1 -i(t)t+uY) 
(6.4.5) 	.1(z,Y) — (2,<)2 cp(t,u) dt du . 

6.5. Trinomijalni raspored. — Ako je dvodimenzionalna a.p. jedna 
prekidna veliaina pri &mu X uzima jednu od sledeeih pozitivnih celih 
vrednosti: 0, 1, 2, ..., n a Y : 0, 1, 2, . . , j, . . . , n, (i n), 
i ako je z.v. to promenljive. 

(6.5.1) 	
121  

e

-i 

f !( n -1-j) I. Pl P2jP3n-i  
gde je pi + p2 + p3 = 1, onda katemo da a.p. (X, Y) ima trinontijalan raspored. 
Primetimo da je tada Pit specijalan shgaj od (2.16.1) za k = 3. 

Neposredno se dobija 

Z Pi. = (Pi+ Pa+ Pi t = I. 

Kako je s jedne itrane 

n1 	2-1 i n-1 --j 
• PiSp, PK/ = Pit? i! j1(n-i - ) 	P2, Ps 	= E ci 	J 

a s druge strane 

3 

	

pi Tit  6 pg A -4-s  (Pi+ P2+ POn npi(pi + 	p5 )n-i  , 

to je 

(6.5.2) 
	

Mi =  nPt • 

Shako dobijamo 

(6.5.3) 
	 npz  
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Takode iz relacija 

dobijamo 

a iz relacija 

dobijamo 

Slicno je 

Otuda 

(6.5.4) 

P2  31312 	= 	= mil 

Pa
s 	. 	 nt 
p2.  tjt 'Pt] = P2 V2  nPi(pt±p2-Fp3) = 

n - 
n(n - I ) p, Pz( Pi+ Pz+ 

ma' n ( n -1) PIP2 

a 
i  = E izpcj = m 20 ,  

S 
Pt 873, 	= 	nP1 (Pt+ Pi+ P3)72  = 

= n ( n- I) p ia 
I 

2 
Trz to  = n(n - 1) /3, , 

2 
Mos = (n - 1) pa  

12 20 = nPi ( 1-  PI) 
N-tt = niot /32 

~ oz = nP2( 1-  P2) • 

6.6. Poisson-Qv dvodimenzionalni raspored. — A.p. (X, Y) ovog 
rasporeda mode uzimati sledede vrednosti: X = 0, 1, 2, ... , i, . 
Y = 0, 1, 2, ... , j, 	itna za z.v. 

(6.6.1) 	 pii  = 9-(k,-Ek2)  	
t! j 

Odmah vidimo da su X i Y medusobno nezavisni, po§to je 

k j  2 
Pii = e  ,Th 

ke 1 • 
-Tr = 
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Zato je, koristeai (5.2.4) i (5.2.5), 

Mt= h„ 	1\11 2 —  k 2 

1j. 20 = k i 	 ° 	tittl=  k a • 

Videli smo da je zbir dye Poisson-ove jednodimenzionalne a.p. sa 
parametrima kt i k2 takode jedna Poisson-ova a.p. sa parametrom kt + kr, 
tj. za v=i+ j 

by  = e 
Zato je uslovna verovatnoea 

(6.6.2) ( 	)1 ( —L—? 2  k i+ k2  k 	z  

Ona pretstavlja jednu binomijalnu verovatnoau. 

6.7. Normalan drodimenzionalan raspored. — Za neprekidnu a.p. 

(X, Y) kaIemo da ima normalan (Laplace-ov) raspored ako z.v. f (x, y) 

postoji i ako je oblika 

(6.7.1) 	 f(x,y)— he
-11(x,y) 

gde je H (x, y) polinom drugog reda po x i y sa osobinom da 

H(x,y) = 1 

pretstavlja jednaainu realne elipse. Integral 
4. CO +CO 

he 4(x1Y)  dx dy 

ima smisla, to je lako utvrditi, pato je H(x, y) = 1 jednaeina realne elipse. 

Odredimo konstantu h tako da vrednost integrals bude jednaka jedinici. 

Translacijom uvek molemo preneti koordinami poeetak u center 

elipse H(x, y) = 1. Tada ee polinom H(x, 	bid oblika 

	

x 	xy 	y a 	, 
H(x,y ) 	- 2 	+ 

Za d uvek molemo da pretpostavimo da je nut jet kad to ne bi bio, ed 

mogli bismo da ubacimo u konstantu h. 

Dakle, 
xy Y 

(6.7.2) 

	

H(x,y) = 	2  — a 	 c 2  
X I  2X y Yz  

(6.7.3) 	 x 	h e(-721 	b 	77 ) 

hs+le a) ( k ,+12 z)v  

vi 
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Elipse 

H0c,Y1= k, 	k >0, 
pretstavljaju familiju homotetienib elipsi sa zajedniekim centrom i istim 
osama simetrije. Dui ma koje elipse f ostaje konsttuttno; elipse su ekvi-
verovatne. 

Potraiimo znaeenje koeficijenta a, b, c kao i vrednost konstante h. 
Znamo da Se jednaina 

1-(x,y)=-- 
pretstavljati elipsu, ako je 

I bl > ac , 

gde a i c uvek maemo stnatrati pozitivnim, pato se pojavljuju samo nji-
hovi kvadrati. 

Trinom H (x, y) moiemo pisati u obliku 

xa 	xyya xa c 2 	cz 2 	xy y 2  1-1(x,y)= 	+ = —,a  - —26  x 2+ x 2
b .+72= 

1 	c 2  =_- (— 	) v 2 +(___C  x  Y )
2 

a2 	62 	 c. 

pa uslov 
+00  +co 

fix ,Y) dx dy = 1 

postaje 

(6.7.4) 

Smenom 

+co 	 +co 1 CIL2 	LE, _212 e  ,a. 	e 	c 	= 1.  

Y — 

	

c b x 	 dy= ev7  du. 

u integralu po y dobijamo 
+03 	 +CO 

	

e•- ( ix-1-) 2 r 	f e  1+2  dy— 
	J 

i (6.7.4) postaje 
+co 

CI  

(6.7.5) I (7- vm
Z  

hc %/Tr e 	dx = 1. 
-00 

rirr = c VT( 
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Ponovnom smenom 
/ 	c 2-  

x  a2  b2  = 2 
(6.7.5) svodi se na 

c VIc 
I_ cz 

az 	hi I 

dx 	2(-7 
a 	17 2  

+co e 

e T  d, = 1 , 

odnosno na 

 

hc 

 

2 = 1 , 

    

  

2( – — 
cz 	b a  

 

iz eega dobijanno 

    

, 	 1 
h = cz b2  

Kako je centar elipse istovremeno i centar simetrije rasporeda masa 
gustine f, to je E (X) = E (Y) = 0. 

Varijansa ism nije se promenila izvdenont transformacijom koordi-
natnog sistema. Njena je vrednost 

+co +co 

vzo- f fx2f(x,y)dxdy= 

- 00 	 -CO 

+m 	t  

„ - Chg) x 
-=hcVir X 

hc Vic  
3A  ee a 

1 ( -1112  ---1;)] 	-en  

+.0 

f -(1E—T 2C,Dx x e dx e b C dy  = 

pa je 

+m e  

Ey e 
- 

= 
1 	

1  J n E 
a
t 	

12
2 

1 	cezb 2  

(Li" = 2 b 2— de' 
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Mien° dobijamo i varijansu koordinate Y 

1 	ca  
thoz - 2 2 b —a c 2 

Kovarijansa biee 
+.0 +co1 	c z 

)Y 	 x- 1 )2  

hixe
dxfye b 	dy= 

-k, 
he 

 if

—(4— c) 
x e vr 

_co 

dx 

+00 

(—
b x 

u uz 
- 

e 
-r 

 du = 
V 2 

h c bVic a  (4 4.) X2  x e  a b al x  
—aa 

	

tee 	
2z  

—

c 

= 
z 

• h c NITE u2  emal 	dx — 
b 

c 2  1 	atb 2 	1 	azbcz 
b 2 b 2—a 2 ca 	2 bz— (21/4 2  

Stavimo 

(6.7.6) n 
r 	 

/1 20 /lin 
i odredimo vrednost ovog izraza kod norrnalnog rasporeda 

atb ca 	ac 
r = 

aThz b 2  c 2 	b 
Videli smo da uslov 

ibl> ac 
more biti ispunjen. Ovaj se uslov sada svodi na 

Ir I < 1, 
koji je ispunjen zbog (6.3.18) 

Druge momente mo2emo iskazati porno& r na slette6i rtgin: u izrazu 
a2 b 2  

Iszo— 2 V—a 2 c 2  
arnenimo 

CZ ci 

b 
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y  

2 (1- r 21a; r 4- 

pa ae bid 

a 2 

2(. - r 2) 

c  

11(32 ,—  2(1 -  rn 

  

a c br 2  

) 	2(1- r 2) 

Iz ovih veza dobijamo 

i 	( 1 
2 \ r-  

a2  = 2  ( 	r 
c 2 = 2( 1 -  2- 2 ) p.02 

h a  -= 2(1 -ra)  gil 

pa konstantu h molemo pisati u obliku 

, 	1 	1 	r 	1 

h-ni 4 (1- r 	p. m  Fi.oz 	4( 1-r 2 ) 1  la ze  p.o., 2n G.a:J1- r 2  

gde je ax = 420 ay = V 1102 • 

Sam polinom H(x, y) dobiCe definitivan oblik 

x 2 	xy yz  _ 
H(x,y) = - 2 - 77  + _ 

x2 	 2x y 

	

2(1- rz)o: 	2 (1- r cs.0 

Y i 	I xt 	
xy 

-4- -=  	2 r 	- 2  
2.(1.-  r 2-) k a: 	oxoy 	0y 

a z.v. normalnog dvodimenzionalnog rasporeda 
1 	 2  1

. \ 
( X 2 	xy  „.rrr ya 

	

e- -2T-i---y ax2 	r  a a 1 	i 
(6.7.7) f(x,y)=-  

	

2.7r ax ery  r-r2 	
x Y Y 

Alto se vratimo na prvobitni koordinatni poeetak, centar apse imaae 
za koordinate E(X) = Mi. i E(Y) = A42, pa je op§n oblik z.v. normalnog 
dvodimenzionalnog rasporeda 

1 	_ ____L_S (X-11112 Zr (X -gib -M2.) +(niltr  1 
2(1-r 2 ) 	Clt 

(6.7.8)f ( X, y)= 	 ax 0  5, 	0, I 
2n ox oy.%/1- r a 
	e  
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U specijalnom slueaju lcada je r = 0, z.v. f(x, y) motemo pisati 
u obliku 

u2 	, 1 	2-ty 	1  	- 273T (6.7.9) 	fir ' Y) a nit 	a Nifrt 
0 

 
Zato je r = 0 potreban i dovoljan uslov da X i Y budu medusobno neza-
visni kod normalnog rasporeda. 

Marginalni z.v. normalnog rasporeda po X i Y bide _ ( _ 	2 

/IOC 	he \gr e 	= 

1 	- FO-7y(o-  ktxt  
Cr„.■./2n e 	4  

x2 

	

1 
	- 

ii(x) = axe
e . 

	

1 	-7 
/2(Y) = 	e 

te (6.7.9) motemo pisati u obliku 

.7e(c/Y ) = .4(x) ./ 7.(y) 
Uslovni normalni rasporedi su 

f(r,Y) 	cry.i3ir 	zulr.)[49 2ra 1-  tint  24; f(XIY) 

tj. 

ay  NE:7—a .N/Trt e  
a uslovne aritmetitie sredine 

	

(6.7.12) 	 EXIY=y) =
rt, 

y , r  
cr 

	

(6.7.13) 	 ECY I X= = r 2L x 
ox 

Kod necentriranih promenljivih X i Y uslovne aritmetieke sredine 
bide oblika 

(6.7.14) 

(6.7.15) 	E(ir IX=x)=.M2(x)=M 1+r 	 (x -M t). a,, 

tj. 

Slieno 

fz (y) 	2n ak ay ,il-r 2  

1 1 	 r cx yr ra„zo-ry 

	

(6.7.10) 	fix I Y ) a/1- r 2  •%./7-t 	 • 

Takode je 

I 	zolti-r1 (s' r 14, 

	

(6.7.11) 	f(xly)= 

5X11-=y)=Mt(y) =Mt+r acy ` (y -Mt ), 
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1C.arakteristiena funkcija dvodimenzionalnog normalnog rasporeda je 

-4,0+00 
1 r 	i(tx + uy ) -H( x - M y - 

cp(t,u1= 	  je 	 dx dy
J  2n 0,, 0,/17.-72-  

	

ti(M,f +M 2 u)— (0,?t 2-1- 2r ax  try  t u + 	tit ) 

= e 

6.8. Koeficijent korelacije. — Videli smo da je µu = 0 ako su a.p. 
X i Y medu sobom nezavisne. Ukoliko pak izmedu X i Y postoji linearna 
funkcionalna zavisnost, tj. 

Y al+ b, 

tada je s jedne strane 

p. i , = E(X-M)(Y-M0=E(X-M,)(aX+ -MO = 

= E [aX 1+( b-Pie -aMg-M i( 	, 
tj. 

(6.8.1) 	 jc i = aft., 

a s druge strane 

= E (X. --/VI.,)(Y-1V1 2) = 	Y- a -M„)(Y -M 2), 

tj. 	
1 

(6.8.2) 	 Hs' 7 P02. 

Mndenjem jednatina (6.8.1) i (6.8.2) dobijamo 

flu =  P- 11.02 

Uvedeni koeficijent (6.7.6) 
fa n 	P# 11. 

V /A m flea 	Ciat 

inn& vrednost 0 ako su X 1 Y medu sobom nezavisni a vrednost ± 1 ako 
su medu sobom linearno zavisni. Zbog (6.3.18) uvek je IrI C 1. 
Za O<Iri< 1 ka2emo da postoji izmedu a.p. X i Y delimiona ill stohastieka 
zavisnost a za merilo te zavisnosti uzimamo vrednost koeficijenta r koji 
nazivamo koefiajentom korelacije. Ako je r = ± 1, tada je Y = aX + b, 
tj. ukupna masa dvodimenzionalnog rasporeda rasporedena je du2 prave 
y = ax + b. Primetimo da su brojitelj i imenitelj istog reds te se vrednost 
koeficijenta korelacije neee promeniti promenom izabrane jedinice, tj. 
ako uzmemo 

X =p,X+ , 

P2t± 72 

(6.7.16) 

r = 
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Primetimo jot da izmedu X i Y mole postojati funkcionalna zavisnost 
i kada je Fri < 1, pat° r iskauje medic, jedino linearne zavisnosti. 

Videli smo da alto su X i Y medu sobom nezavisni tada je r = O. 
Medutim, obratno ne vaii , tj. iz = 0 ne proizilazi da X i Y moraju bid 
medu sobom nezavisni. 

Zbog ovih prinieclitba moramo bid veoma oprezni prilikom zaldju-
eivanja o koreLaciji u prairtionim primenama. 

Ako koordinatni poeetak sistema XOY pomerimo u met' (MI, Ms) 
i ako izvrtimo rotaciju za ugao p, dobitemo nova a.p. 	i Y', tj. 

XCe 	M) cos cp +(Y-MI) sin cp , 

Y = —(X—M)sin cp + (Y—M) cos cp. 

Reienjem ovog sistema po X i Y dobijamo 

X = ices cp — Y ;sin cp 

Ya Xisin cp -FY /cosy +.7Vir  
Tada je 

pa(cp) = 	t =- p sin cp coscp + (ct„:sin tp coscp + ptcoskp -pusirecp= 

cos 	
I 

2 cP 	(µms /lot) sin 2cp 

Ovaj ee izraz bid jednak null za 

Plyz 
Prema tome, rotacijom koordinatnog sistema XOY, menjaee se koefi-

cp cijent korelacije sa uglom i bide jednak nullza tg 29 =  2p.11  	Zato 
140 Pas dye a.p. X i Y uvek moiemo da izrazimo kao linear= funkcije dye medu 

sobom linearno nezavisne a.p. 

6.9. Regresione -prave. — Kod jednoznaene funkcionalne zavisnosti 
a.p. X i Y svakoj vrednosti X = x odgovara jedna potpuno odredena 
vrednost Y = y. Ukoliko pak postoji samo delimiena, tj. stohastieka ill 
statistie.lca zavisnost, svakoj vrednosti X = x odgovara aleatorna promenljiva Y 
LIP je raspored uslovni raspored promenljive (X, Y) za X = x. U slueaju 
neprelddnog.rasporeda ee za X = x imati z.v. f(y1x). Da bit') na neki 
naafi' stvorili jednoznaenu vezu izmedu X i Y, uzeeemo da vrednosti X = x odgovara oeekivana vrednost Y za X = x, tj. da je 

(6.9.1) 
y = E(ni=x)=1V12(x). 

2 12 u. tg 2cp 
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Obratno, uzetemo da vrednosti Y = y odgovara oaeldvana vrednob-t 
X za Y y, tj. da je 

(6.9.2) 	 x E (XI Y= y) = M t( y) • 

itit(x) 

0 
Dijagmm (6.9.1) 

ItiM X 

Dijagram (6.9.11) 

Krive (6.9.1) i (6.9.2), tiji su dijagrami (6.9.1) i (6.9.11), nazivaju se 
regresione krive. Ukoliko su X i Y medu sobom nezavisni regresione krive 
svode se na dve prave, koje se seku u ta6ki (Mi, M2) a paralelne su sa 
koordinatnim osama. 

Pri normalnom rasporedu regresione krive bite na osnovu (6.7.14) 
i (6.7.15) takode dve prave sa jednatinama 

Y 	 X —.M4 

(6.9.3) 	
r 	, 

o. 

x —Mt_  —Mt 

o (6.9.4)   
	r x 	 Qy 

koje se seku u teed (Mi, A42)• 
Cramer je doko na ideju da regresione hive definite na sledeti natin: 

od svih mogutih krivih gr (x) odredimo onu za.koju to otstupanje od funkcio-
nalne zavisnosti 

Y 81 ( x )  

aleatornih promenljivih X i Y biti §to je moguee manje. Takode, od svih 
mogutih krivih gs(y) odredimo onu za koju to otstupanje od funkcionake 
zavisnosti 

x = 8.(y) 
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Ileatornih promenljivih X i Y bid ato je moguee manje. Pritnenjujudi 
metodu najrnanjih kvadrata, problem se svodi na odredivanje funkcije 
gi(x), odnosno g2(y), za koje ee izraz 

(6.9.5) 
	

E [Y- 
odnosno 

(6.9.6) 
	

E EX- 8 20012 , 
dostiei svoj minimum. U 4.6 videli smo da ee integral po y u izrazu 

+00 	+00 
2 

E[Y- g,(X)] =,(x) dx f[y -8,(x)] I (Y  x) dy 

dostioi svoj minimum ako je gi(x) = M2 (X) i to za svako x. Takode ee 
integral po x u izrazu 

+CO 
-1 2 

E[X-8,(Y)
-I 
 = ffz(y)dy f[x - 8 2(Y)i Cr I y) d x 

-pan 
za svako x dostidi svoj minimum ako je g2(y) = Mi(y). Tako opet dobijamo 
regresione krive (6.9.1) i (6.9.2). 

Medutim, oblik krivih gl (at, a2, 	, aft; x) i 	. • • , bft; 
mo2emo unapred da fiksiramo i odreclimo.parametre al, a2, • • • at odnosno 
61, b2, • • . 62, tako da izraz (6.9.5), odnosno (6.9.6), dostigne svoj minimum. 

Uzimajuei linearnu funlcciju za g1, tj. 

8,(X) = ati+ az  , 
problem se svodi na odredivanje parametara a1 i ag za koje izraz 
(6.9.7) 	 E (Y-a,X - a l ) 
dostiie svoj minimum. Izraz (6.9.7) moietno pisati u razvijenom obliku 

(2:+ 	 -2a2M2+ "lot 
i on Oe dostiti svoj minimum za 

(6.9.8) 	a 	 a =M 
Flo 	

2 

izraz 
	 gJY) = b,Y+ 

(6.9.9)E (X —  b,Y- k)2=b:+2b, 1921)(1 2 + b,Im o2 - 2b,121„ — 

dostiie svoj Minimum za 

(6.9.10) 	
1102 
	bz = M 	. 

-CO 	 -00 

Et zo 
Shen°, uzimajuei 
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Tako dobijamo dye regresione prave 
y-M2= 

1111-- (x -M,) , 
Pio 

 tin 

odnosno zbog (6.7.6) Y -3.6.2 	x -M, 

	

(6.9.11) 	 a
St 

- r 
Cr 

x -Wi f 	y -M2.  

	

(6.9.12) 	- r 

	

a, 	Cry 

koje de biti identiene sa prvobitno definisanim regresionim krivama (6.9.3) 
i (6.9.4) pri normainom rasporedu kao i u slulaju kada su a.p. X i Y 
medu sobom nezavisne. 

Odmah se vidi da se obe regresione prave (6.9.11) i (6.9.12) seku 
u telittu (Mt, M2) i da de se poldopiti ako je r = ± 1, tj. ako su X i Y 
i u stvarnosti linearno zavisne. Ukoliko je manja stvarna linearna zavisnost 
izmedu X i Y utoliko regresione wave vie otstupaju jedna od druge, tj. 
utoliko je ye& ugao koji zaklapaju i za r = 0 one postaju normalne jedna 
na drugu. 

Samu minimalnu vrednost izraza (6.9.7) dobieemo kad smenimo 
vrednost (6.9.8) 

1 
S =EH 

re,.7 
 X Mt+

r ay
M i  = 

a. 	ax 
2 

	

= E[(Y -M t) - ray 	(X M,)] = cr.;, -2 r ia: + r2a; ,
ax 

tj. 

	

(6.9.13) 	 Sy  -r- all  (1- rz) , 
Slkno, minimalna vrednost izraza (6.9.9) bide 

	

(6.9.14) 	 S:= a:(1 - rt). 

S! i 5; nazivaju se reziduumske varijanse. 1Cako je r 2  < 1 to je uvek 
2 	 I 	2 

	

(6.9.15) 	Soc  < o: , 	 Sy  -C. Cry • 

Ukoliko' je raspored diskretan sa z.v. {pii} za vrednosti {xi, yi} alea-

tome promenljive (X, Y), rezultati ostaju isti. Taeke (xi, A moiemo pore-
dati u niz taeaka (xi, yi), i = 1, 2, ... , N sa verovamotama pi, i (6.9.7), tj. 

N 

tzti p,(y.- ai Xi — ci 2 ) , 

pretstavlja srednje kvadratno otsiupanje sistema taeaka (xi, yi) u pravcu 
Y-ose od prave Y 	+ a z . 
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Za (6.9.8) to oe srednje kvadratno otstupanje dostiel svoj minimum. Za 
(6.9.9) srednje kvadratno otstupanje sistema taeaka (xi, yt) u prawn X-ose 
od prave 

X = 	+ 1.2  , 
N 

brY - 6 1)2  
dostiei be svoj minimum. 

Nadimo sada ortogonalnu regresionu pravu, tj. pravu za koju de zbir 
kvadrata norms otstojanja dostiai svoj minimum. 

Dovedimo koordinatni poeetak u teiiite sistema taeaka (xi, yi), tj, 
u taeku (Mj., M2) i °dream° pravu 

	

(6.9.16) 	 Y = mx 

za koju be 

r. (In x, - Y3 1  (6.9.17)  
t- i 

• 	

m 1+1 
dostidi svoj minimum. Anulirajudi parcijalni izvod po m, tj. 

2 	J 
(m2+1)2  liken ±( 14 2*-  Nat)—  / ul = 0  

ii. 

	

(6.9.18) 	 pros + 2 pts - 1 = 0, 

1320-  -tot 

----- 	2  ttii 

Koren kvadratne jednaeine (6.9.18) 

	

m = 	iNntt  

pretstavlja trafenu vrednost koeficijenta pravca prave (6.9.16) za koju 
6e izraz (6.9.17) dostiei svoj minimum. 

tit Primed 
CMS Odrediti regresionu pravu jednog datog sistema taeaka (xi, yi), 

= 1, 2, ... N, za koju srednje kvadratno otstupanje u jednom datom 
pravcu u odnosu na postavljeni koordinatni sistem donde svoj minimum. 

Neka se telt Sterna taeaka poklapa sa koordinatnim poeetkom, 

Y = mx 
jednaeina tragene regresione prave a 0 pravac u kome tratimo otstupanje. 

Panmetar m treba tako odrediti da srednje kvadratno otstupanje u 
pravcu 0, tj. 

	

l+tg' 	N 0  r  (6.10.1.1) 
N (m-tgO? ti"1241-Yd2' 

gde /e 
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dostigne svoj minimum. AnulirajuZi parcijalni izvod po 

1+ tee 

- tg  6)4' P•iim 	am + Ril ige - Roo =o 

dobijamo 

ti„tg 0 
(6.10.1.2) 
	 m 	

tin — & w ig° 

Za 0 =2 
	' 

dobiiamo regresionu pravu (6.9.11), tj. pravu za ice* je 

srednje kvadratno otstupanje u pravcu Y-ose minimum. 
Za 0 = 0 dobijamo regresionu pravu (6.942), tj. pravu za koja je 

srednje kvadratno otstupanje u pravcu X-ose minimum. 

6.10.2. Odrediti reziduumsku varijansu u problemu zadatka (6.10.1). 
Odrediti pravac 0 za koji Ee reziduumska varijansa dostiti svoj minimum. 

Ako u (6.10.1.1) stavimo dobijenu vrednost (6.10.1.2) dobittemo rezi-
duumsku varijansu 

2 	

tgio 

S(e)= ( 1A201-t oz -  P 2  u) 1.1.20  tg2 13 - 211A0+ Ism  

Pato je zbog (6.3.18) diskriminanta trinoma po tg 0, koji figurik u ;Mena-
telju, negativna, to S 2(0) ne mo±e bid beskonaano to je ograniEena funkcija 
sa pozitivnom asimptotom 

Y= tt 2.0 PC2 -  I'S ,2  
t120 

Osim toga je uvek 

s2 (e) > o. 
Kriva Y = S2 (0) Una maksimum u talki 

minimum u teld 

a sete asimptotu u taEki 

gde je 

— ts+ 4{2+1 , 

tg O z = — p. — NW+ 1 , 

tg e = — , 

_ }i20 —  1102 
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Dijagram (6.10.2.1) pretstavlja funkciju S 2 (0). 

	

tg 0 	tg es 

Dijagnun (6.10.2.1) 

S2(0) varira u kongnom pozitivnom razmaku i dostiie minimum za 
tg 02 = — p. — Vp.2 + 1. To je slueaj ortogonalne regresione prave po5to 
je tada 

tg 8 2 	- N/112  +1  — — + 
gde je m koeficijent pravca ortogonalne regresione prave. 

6.10.3. Neka su dvodimenzionalne aleatorne promenljive 	Yi) 
i (X2, Y2) medu sobom nezavisne. Odrediti zakon verovatnoee aleatorne 
promenljive: X = X1 + X2, Y = Y1 + Ya• 

Karakteristkna funkcija od (X, Y) je 

	

p(t,u)---E r ictx+urii 
	E[et (tX 1 -1- tX2+ uYIA-u;)]

• 

Zbog nezavisnosti 	Yi) od (X2, Y2) dobijamo dalje 

,,r Leti t + uidi E [ei(tX 1+02 )-1 
cp (t ,u) 	 j= cpsit,cdcp 2(t,thi, 

gde su cp1 i ps lcaralcteristkne funkeije respektivnih promenljivih 	Yi) 
i (X2, Y2). Trateni zakon verovamote dobitemo zatim preko obrasca (6.4.5). 

6.10.4. Pearson-ov korelacioni kolicrtik 

2 	EDA2(x) — mj 2  E[m2 (x)—M 212  
YX 	E[Y—M2]' 	 C 2 

daje merilo tendencije masa rasporeda da zauzme poloiaj regresione krive 
y = 	(x). Odrediti njegove osobine i pokazati da je= r 2  ako se 
y = Ms(x) poldapa sa regresionom pravom (6.9.11). 	YX  

Kao i kod koeficijenta korelacije, korelacioni kolienik jednak je null 
ako su X i Y medu sobom nezavisni, jer tads je Ms(x) = Ms a 

2 	E (Ma: M2)2  0.  
YX 
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Ukoliko postoji funkcionalna zavisnost izmedu X i Y, tj. ukoliko je 
Y = M2 (X), dobijamo neposredno 

E (Y-M 2 	2)2 
.11  IX 	a 2  

—1 

Kako je 
- 	 2 

E [M,(X)- M, = - E [Y- M,(X)] 
to se korelacioni koliJnik mole napisati u obliku 

n 2YX 	1  

E [Y- M2(X)]
2 

z 

Ako se kriva y = Ms(x) poklapa sa regresionom pravom (6.9.11), tada je 
zbog (6.9.13) 

2 
11 YX = r  

Korelacioni kolionik Yi2xy  dobijamo simetritno 

	

2 	E [M,(Y) - 
r1X Y 	 Q2 

Ako je regresija pravoliniska imaeemo jednakost oba korelaciona koefici-
jenta, tj. 7 ✓2xy  = AYR • 

6.10.5. Pokazati da korelacioni kolienik ne mole biti manji od kva-
drata koeficijenta korelacije. 

	

U (6.10.4) dobili smo 	2 
E[Y-M 2(X)] = 0 2),( 1 -  n2 ) 

S druge strane imamo 

E [Y-a,X- 0,]
2 
 = E [Y -M2 (X)]

2 
 + E [M 200 - cz;X- a z  

ti. 	 2 

a (1 - r 2 )— 4,(1-ri lyx )+ E[M a(X) - a 1X- a 2] ' 

ili 	
1 	

2 

	

[1 2yy  = r 2 	E M2(X) CZX -a2] ' 
oy 

Otuda 

% r2  

6.10.6. Neka su normalno rasporedene aleatome promenljive X, 
X1, X2, • • • Xn medu sobom nezavisne sa zajedniekim rasporedom 
N (0, a). Odrediti raspored promenijive 

X 
t 

—E X 2  n t=t 
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Aleatorne promenijive X i 

Y = 

takode su medu sobom nezavisne pa je zakon verovatnote f (x, y) jednak 
proizvodu marginalia zakona verovatnota, tj. fl (x) fx(y)• Kako X ima 
raspored N(0, a) to je 

x2  
1 	Ter 

fi (x) = crjri  e 	• 

Na osnovu (5.8.9) promenljiva Y imate x2-raspored, tj. 

	  n -I 

	

lab"  2N1 r(2) On Y  e 	• 
Zakon verovatnote a.p. (X, Y) bite dada 

xl tnt 

.4(x,Y)= A(X)/2 (Y)= Kyn -I  e 2

o  

K —  n  —2— ,...(72) ii+t /— 
4 	1 	(7 NIT 

X 
Verovamoti relacije y < t odgovara integral zakona verovatnote pro- 

menljive (X, Y) nad oblaku S za koju je Y > 0, X < Yt, tj. 
xl+ ny 2  

F(t) = k 	e 	2a2 	dy ,  

Smenom 
(S) 

	

x = 	, 
Oblast S gomjeg dvostrukog integnda pre:silicate se u Oblast (— < 	t; 
0.<11<+00) paje 

	

t 	CO 	 en2 

F (i) = 	 dri= 
0 

nt 
a n-it r ( n+1) 	 

2 1  (n+0 7±‘1  

r(112+1 )  f 	d (;  
• 

nn  r(i) 	(I+ c-)irti 

gde je 

n4  
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Sam zakon verovatnoae Woe 

1 r-12-4) 	-711  
2 	I 	t 

Fi(t)- 

	

n n I-Lyn k 	n 

A.p. t ima, dalde, „Student"-ov raspored. • 
6.10.7. Dokazati centralnu granienu teoremu kod dvodimenzionalnog 

rasporeda. 
Neka su (Xi, 14), (Xs, Pi), • . • , (Xs, Ys) n medu sobom neza-

visnih dvodimenzionalnih aleatornih promenljivih. Pretpostavimo da imaju isti 
raspored, sa konaenim drugim momentima i Mi = M2 = 0. ICI promenliive 

(Xi, 17i) je 	 1 2 
cp(t,u)= 1--2 He t i + 2p.otu+ ptzu )+ 00 2 +u  ) 

a promenljive, —17-1 
jr; fti" 

Zato ee k.f. od 

(6.10.7.1) 

n 	n 

1 141  

NC; 
biti 	

pnit,td = Ept(wt-177__-7 n t 	u n  

koji teli ka k.f. dvodimenzionalnog normalnog rasporeda, 

- 2 ( 	tz + 2(a li  to + isotts1) 
(6.1.7.2) 	Urn cp,n (t ,u) = e 

71-* cs 
Prema tome, alto su a.p. 	YO, (Xs, Y2), .. • (X., Yu) medu 

sobom nezavisne, tads a.p. (6.10.7.1) teti da zauzme normalan raspored 
kad n-+ oo. 

6.10.8. Pretpostavimo da smo niz elemenata et, es, • . • , ex poredali 
po rang-listi u odnosu na dva obeleija X i Y. Tako smo dobili dve rang-
liste a svaki elemenat okarakterisali sa (xi, yi) gde xi i y, mogu mad jedan 
od prvih N pozitivnih celih brojeva, ti. 

X • = 1  2 	31 	yi = 1,2,...,N. 

Odrediti koeficijent korelacije to dva niza brojeva. 
Aritmetiake sredine gomja dva niza jednake su medu sobom 

1+ Z+ • + N N+1  
M t—M.,= 	 2 

Varijanse su takode jednake medu sobom i bez obzira da ii je N perm 

ili neparan broj, njihova vrednost le bid 
1 	( 3T+ 1  \ 	N2— 1  2 	2 	2 	I 

C52  = GI  = 	 N itt 	2 / 	12 

I t 	u\ 
Ti (")  = CANFt Wil 
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to je 

-u u 
f(u,u) = e 	 

(1+ v) 2  (u> 0 , v > 0 ). 

Do vrednosti kovarijanse doei eemo na sledeei naafi) 

1 N  i x  N+1 	N+11 
2 AYa 	2 / 

1 4( N+1)2 +  ( N+  )2  
2N 1 po 	2 / 	i=tk Y 	2 / 

f4  x.  N+1 	(yi  N+1\12 } 
i=.1 	2 / 	2 /1 

ti. 

02- ±- 	. y.)2 — N2-1 	d2 
2'N 

(x I 	12 	2N 
gde je = xi — yi. 

K ficijent korelacije biee po definiciji 
N 

6 E d; tan 
— 1 — 1- 1  r -  	z  

N 3-N ;t er, 	a 

L ) je proveriti da je r = 1 ako svaki elemenat zauzima isti rang 
obe ran line (di = 0), a r = — 1 ako svaki elemenat zauzima na jednoj 
rang-lis komplementarni rang ranga koji zauzima na drugoj listi. 

O se korelacija testo naziva korelacoom ranga. 

6. .9. Dat je zakon verovatnoee g(x, y)= e -x-r sa oblageu varija-
cije x ) i y > 0. Neka je izvrgena smena promenljivih 

x 
u =x+y i  v — • 

N i zakon verovatnoee dvodimenzionalne promenljive (u, 	i njenu 
oblast A ijacije. 

K o je 

D(x,y) 
 D(u,v) 

1+v 1+v 

-u 
( i+ 	(l+ v )2.  

(1+ v)z 
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1+  8 ty) 	
y2

[1 _ e a-ix + uy) 

8 1.4.2  

-VW *to 

] 
dF(x,y) 

Odmah vidimo da su u i v nezavisni medu, sobom i da su marginalni zakoni 
verovatnoCa 

	

-u 	 1 

	

Jeju)=--  ue , 	f2=--  (1+ v)l  
6.10.10. K.f. standardizovane dvodimenzionalne promenljive u razvi- 

jenom obliku je 
1 

cp(1,u)=-  1-2  (t 2  + 2rtu + u2)+0(t2 + ti t). 

IzyrSiti prelaz na polarni koordinami sistem. 
Problem se svodi na transformaciju kvadratne forme 

Q(t,u)-- t 2 + 2rtu+u2  

na polarne koordinate. Uoeimo jednu taaku M (t, u) i spojimo je sa koordi-
natnim poeetkom. Neka je /1/11(, taeka u kojoj poluprava OM seee 

elipsu indikatrisu 

t 
p = = 

i ugao w koji zaklapa OM sa t-osom. K.f. pp (t, u) dobija oblik y (p, to). 
Transformisanu kvadratnu formu Q dobieemo preko veze drugih parci- 
jalnih izvoda, tj 

 z 82  1 	32cP 	• 82cp 	3 2cp 

(6.10.10.1) 	p %- = t 	+ 2 t te m 8:4  + Liz 	
• 

Polazeei od pretpostavke da drugi momenti postoje, drugi izvodi 
karakteristiene funkcije (p imaee smisla. 

Izrazi 
+00 

82tp  
1+ 

8 t2 
= 	x2[1- e

utx + u y ), 
jdF(x,y), 

2 	
+ 03  4°0  

9 
r+ 3t

a 
	812 -

J J 
 xy

[
1- e

atx tul
dF(x,y) , 

t 2 +2rtu+u2 = 1 

Uvedimo polarne koordinate 

jednaki su null za t = u = 0 Zato je 

eatx+u)1dFix,Y)= 

+00 +00(t  

f x + uy)2 [1.- 

2 	8tcp 	. 
+ Le 82cp = t 2 + Zrtu + u 2  + t 2 — +2tu 	 

	

8t8u 	8u2  
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Koristed veal (6.10.10.1) i 

t 2 + 2rtu tut  = p2  
dobidemo definitivno da je 

rim, a, 

(6.10.10.2) 1--zi -F 1= f(X + y 	e 2"x+ 	dF( 6 p2  

sa poeetnim uslovima y = 1 i a 
y— = 0 za p = 0. a p 

6.11. Zadaci za veibu 
6.11.1. Odrediti karakteristidnu funkciju trinomijalnog rasporeda. 
6.11.2. Odrediti korelacioni kolidnik ako je raspored prekidan. 
6.11.3. Neka su norrnalno rasporedene aleatorne prornenljive 

X2 	Xin 1715 Y2 . 	Yn  medu sobom nezavisne sa zajednieltim raspo- 
redom N(0, a). 

Stavimo 

 X 	
2

" 	Y= E 1i
2 
 . i=t  

a) Odrediti 'zakon verovatnode dvodimenzionalne a.p. (X, Y). 
b) Izyr6iti smenu 

x= 	'1•1• i 	y= T) 

i pokazati da ce aleatortia promenljiva 

imati Fisher-ov raspored. 
6,11.4. Uzimajudi za regresionu krivu parabolu drugog reds 

y a 1 x 2 ± a z x -F a3 
pokazati da de izraz 

E [Y-a,X 2  ± X—a 3 
dostidi svoj minimum ako su parametri al, a2, as dati obrascima 

	

2 	A 3 a2 = 	a  = 	a 2 A 	2 A 	3 =  a, 

,y) 

rn 
X E X 2  i E =  .‘. = ii=  
I 	

., 7 z  
I i =_1  

gde je 

n240  

= "I  30 
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a Lit determinanta koja se dobija kada se i-ta kolona determinante A zameni 
kolonom mu, mu, 

6.11.5. Neka su Xi i Y1 dve pozitivne aleatorne promenljive sa istim 
zakonom verovatnoae a Uzmimo smenu 

Xi  = 	, 

Y2  = X 1 . 

a) Odrediti f.r. F 	promenljive (X2, Y2) kao i marginalne f.r. 

F2(x) i F2(y)• 
b) Pokazati da postoji stohastitka zavisnost i da je razlilca 

d = F(x,y) - Fi (x) F2 (y) 
uvek pozitivna. 

c) Odrediti regresionu krivu, uslovnu standardnu devijaciju i koefi- 
cijenat korelacije. 

6.11.6. Ako su aleatorne promenljive X i Y kru2no simetri6ne u 

odnosu na koordinatni poeetak ravni XOY, pokazati da je tada karakte-

risti6na funkcija od (X, Y) funkcija argumenata t 2  u2, tj. p  (t, u) = 
(t2 	u2) •  

6.11.7. Neka je osnovni skup podeljen u v klasa i neka svaka klasa 
sadrli s elemenata. Ako unutar svake klase kombinujemo svaki elemenat 
sa svakim od preostalih elemenata k1ase dobieemo ukupno v u(u. — 1) dvo-
dimenzionalnih elemenata. Odrediti koeficijent korelacije r' i pokazati da je 

	 < 7- 1  < . 

(Ovaj je koeficijent poznat pod imenom koeficijent intraklasne korelacije). 

6.11.8. Polazeei od obrasca (6.10.10.2) dokazati centralnu granienu 
teoremu. 

6.11.9. Neka su Xi i X2 dye medu sobom nezavisne normalno raspo-
redene a.p. sa jednakom varijansom a 2 . Pokazati da ee a.p. Y1 i Y2, uvedene 
jednom ortogonalnom transformacijom, takode biti medu sobom nezavisne 
i normalno rasporedene sa istom varijansom a 2. 

6.11.10. Elipse koncentracije normalnog dvodimenzionalnog rasporeda 
pretstavljene su jednaeinama 

1 r (X -m02 (X- 14 1)(Y-11112) 

2 (1- r 2  ) 
2r  + (Y-1112)1 1 _ CZ  

L 0x  0y  
0 

1 

C2  motemo smatrati za aleatornu promenljivu s obzirom da je funkcija 
aleatornih promenljivih X i Y. Naei njen zakon verovatnoee f (C 2). 
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7. MATRICE I KVADRATNE FORME 

7.1. Matrice. — Realan broj je odreden sa jednim, kompleksan broj 
sa dva, vektor u trodimenzionalnom prostoru sa tri, kvaternion sa eetiri 
broja. Takode postoje velieine koje su odredene sa m • n realnih brojeva ay, i = 1, 2, ... , m, j = 1, 2, 	, n. Te velidne moiemo pretstaviti 
§ematski pomoou dvodimenziotialnih tabela koje nazivamo matricatna. 
Matrica A reda (m, n) je pravougaona §ema brojeva at, sa m redova i n kolona, tj. 

A = 

au aft 

a21 4222 
. 	• 

• • . . ct2, 

am, a„,2  • 	a„,„ 

ili kratko 

A m,n= 	, 	A= [au](,,,,i ) • 
Brojeve en; nazivamo elementima. 

Ddava se da je gornja tabela svedena na samo jedan red ili jednu 
kolonu. Tads kaz'emo da se matrica degenerisala u vektor i prema tome 
da li je u pitanju red ill kolona, iniamo vektor red 

X = { X I , % a , . 	x n } 

o f 

 U, 

i vektor kolonu 

L
u„, 

_ 
ovom sluCaju dovoljno je da uzmemo samo jedan indeks a slcraeeno mo-

Zemo pisati 
X ----- { 	, 	 u 	[ ui ] 

Red prve matrice je (1, n) a druge (m, 1). 
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Ako je red matrice (1, 1), matrica se svodi na Wean broj au. 
Za dve matrice A i B katemo da su jednake medu sobom ako su 

istog reda i svi odgovarajuei elementi jednaki medu sobom, tj. ako je 
a.11 = za svako i i j. 

Takode, zbir matrica A i B imaae smisla jedino ako su A i B istog 
reds. Tada, po definiciji,zbir pretstavlja novu matricu C kola ee bid istog 
reds kao i A i B a eiji ee elementi bid zbirevi odgovarajudh elemenata ma-
trica A i B. Prema tome, ako je 

Am[cisi](mo) 	[120]0n,n) 

tada je 
C — A +B 

cii  = aij  + by  

za svako i i j. 
Proizvod matrica A i B, tact tim redom, imaae smisla jedino ako je 

broj kolona matrice A jednak broju redova matrica B. Drugim reeima, 
ako je (m, n) red matrice A, red matrice B treba da je (n, p). Tada je 
proizvod AB po definiciji matrica reds (m, p) sa opkint elanom 

c • = a. b k. 	kj 

tj. skalarni proizvod i-tog vektora reda matrice A i j-tog vektora kolone 
matrice B. 

Proizvod matrica bimo zavisi od njihovog reds. Ako postoji proizvod 
AB, ne more da postoji i proizvod BA. 

Ako je E reda (1, n) a u reda (n, 1), tada je proizvod 

xu = Ex I. IA I +  X 2 U2 4.  • • • + X 14  n 

matrica reds (1, 1) a proizvod 

[ ij](m,n) 

ako je 

  

U X = 

us  
Li 2 

 

Un  

matrica reda (n, n). 
Dalje je 

Xu = 	ut  X u ,.. . X u„ 
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gde je X jedan broj koji moiemo smatrati kao matricu reda (1, 1). Mi se, 
medutim, neemo ogrankavati u pogledu mesta faktora i uvek Gem° ga stavljati 
ispred matrice. Takode, piskemo 

XA = AX = 	. 
Ovo de, medutim, biti taCno jedino ako umesto A uzmemo matricu [AA**, m) 
ako je A levo od A a [A8d(,,,,,) ako je desno od A. Izrazi 8q jednaki su jedinici za i = j a nuli za 	j, tj. 

i = j, 
cS . 
0 = {0, 

i nazivaju se Kronecker-ovi indeksi. 

Izuzev osobine da proizvod matrica nije komutativan, sva ostala alge- 
barska pravila vaZe prilikom operacija sa matricama. Zaista, lako je prove-
riti sledeee veze 

A+B = B+A, 

X (A+B)= XA+ XB, 

(A+B)+ C = A+ (B +C), 

C (A + B) = CA4-c$, 

(A+B)C = AC + BC, 

(AB)C = A(BC). 
Transponovana matrica matrice A = 	po definiciji je matrica A' = freanon) pri eemu je aty = afi. Redovi matrice A identieni su sa kolonama matrice A'. Neposredno se dobija 

(X)1  = A , 	(A+B+C+ • •)C-4 + Tit+ CI+• , 

= (A BY. 
Ako je m = n za matricu kaZemo da je kvadratna. Kod kvadratne matrice mote se desiti da je 

X= A . 
To de biti sludaj kada su elementi matrice A sirnetrieni u odnosu na dija-
gonalne elemente aii, tj. kada je esti= aft. 

Kod dijagonalne matrice svi su nedijagonalni elementi jednaki nuli. Ako je matrica kvadratna i clijagonalna i ako su svi dijagonaini elementi jedinice, tj. 
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za matricu I katemo da je jedinidna matrica. Ovaj smo joj naziv deli zbog 
sledeee osobine: ako matricu A pomnolimo sa I kao remind dobijamo 
opet matricu A, tj. 

i„ y, A m  A„,„ , 	 A„ 
Takode, nulta matrica 	bide ona za koju je 

A+N = N+A= A. 
Oaevidno je da svi elementi to matrice moraju biti nule. 

7.2. ReciproIna matrica. — Oznatimo sa A deterrninsntu koja 
odgovara kvadratnoj matrici A, tj. 

A HA I Hai 

a„ a„ . . apt  

an an • • a2n 
• 	• 	• 

an2  . an , 

  

Neka su At, minori determinante A. Formirajmo matricu od tih minors 
[411(.0.). Tada demo njenu transponovanu matricu, tj. 

A lt  A 21  . A nt  

Am An • 
..line

. 

(7.2.1) X = [A (n,n) 

Atn A2n . . An, 

nazvati adjungovanom matricom matrice A. Ako je A 0 0, deobom elanova 
Au sa A dobieemo reciprolnu matricu,, tj. 

(7.2.2) k. = A*  = 

 

 

Lako je proveriti da je 

(Al 1 = A , 

(7.2.3) 
	 = (xyi, 

(AB) t= 

I-I. I. 
Ako je A sitnetrkna matrica, tada su A* i A -1  takode simetriene matrice. 
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Kako je 

(7.2.4) 

to je 

(7.2.5) 

AA*  =AI 

A lit =AA:— I. 

7.3. Linearne transformacije. — Kod linearne transformacije 

Ys =  afix 1+ anx2± • • • + a 

(7.3.1) 	Yx = Q xi x l+ Q xaX2 + 	 a2n Xrt 

ym = 	- an2 x 2 + • -4- a„,„ Xn 

matricu formiranu od koeficijenata ash ti. Ann = [au] nazivamo =tricorn 
transfonnacije. Gornju transformaciju automatski dobijamo izjednigavanjem 
vektora kolone y sa vektorom kolone koji dobijamo mnoienjem matrice A 
sa vektorom kolone x. Zato tu transformaciju moiemo izraziti u matrionom 
obliku. 

(7.3.2) 	 y = Ax. 
Ako hoOemo da promenljive x izrazimo porno& protnenljivih y treba 

da re6imo sistem jedna6ina (7.3.1), odnosno, matrknu jednaeinu (7.3.2). 
Poznato je da de taj sistem iunati jednozna6no re6enje ako je m = n i ako je 
A * O. Mnotenjem s leva obe strane matri6ne jeclna6ine (7.3.2) sa A-1  
dobijamo 

Ay = A4Ax , 

t 
x =A y. 

Ortogonalna matrica je kvadratna matrica 
Lalco je konstatovati da je tada 

(7.3.4) 

odnosno, zbog (7.2.5), 

(7.3.3) 

ce- 

Can sa osobinom CC' = I. 

(7.3.5) 	 C-1 -= C ' , 
1 za i=k, a

(7.3.6) 	 c.. c • = = 	ki 	0 za t#/e, 

1 za j=k, 
• c cki ik { 0 za j*k. t-t

Ako je matrica transformacije ortogonalna kagetno da je transfor- 
macija ortogonalna. Recipro6na trarbtfortnacija y = C-'x bide takode orto-
gonalna. 
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7.4. Kvadratne forme. — Neka su x i y dva vektora kolone reda 

(tn, 1) i (n, 1) a A matrica reda (m, n). Tada je vektor red reda (1, m), x'A 
vektor red reda (1, n) a 

m n 

(7.4.1) 	 x'Ay = E E a t;  x i  yj  
(.1 

Et • 

matrica reda (1, 1), tj. matrica sa jedniM elementom koji nazivamo bili-
nearna forma. 

U specijalnom slueaju kada je A kvadratna i simetriena matrica a 
x = y (7.4.1) svodi se na kvadratnu formu 

	

9L 	rt 

(7.4.2) 	Q(x)— 	 x'Ax E E 	x i  x • 
t=1 frt 

gde je ail = air. Za matricu A kaktno tada je matrica kvadrame forme Q. 

Za A = I imamo 

(7.4.3) 	 Q = I x = x'x = E x . i=1 
Ako izvrfimo ortogonalnu linearnu transformaciju x = Cy, kvadratna 

forma Q ostaae invarijantna. 7nista, smenjujuei x sa Cy u (7.4.3) dobijamo 

	

xx'=r (CY)Cy yeicy = 	- 

U °item slueaju, linearnom transformacijom x = By, gde je B matrica 

reda (n, m), kvadratna forma (7.4.2) promeniee se u 

Qt(y) = y'B'ABy . 

Matrica kvadratne forme Qt je WAS, tj. jedna kvadrama i simetriena ma-

trica recta (m, m), s obzirom da je 
1  

(B AB)
• 
 = BA (B) = BAB. 

Reciproena forma od Q po definiciji je 

Q 1  = x'S. tx . 

Neposredno se dobija da je 	= Q. 

7.5. Rang. — 
Posmatrajmo skup svih submatrica izvueenih iz ma-

trice Tom skupu submatrica odgovaraae skup njihovih determi-
nanata. Najvi§i red p determinate razlieite od pule naziva se rangom 

matrice A. 
Ako je p rang matrice Ams  tada uvek moiemo Hari p linearno neza-

visnih vektora redova, odnosno vektora kolona, matrice A, dok to p 1 
vektora redova, odnosno vektora kolona, biti linearno zavisni. Zato rang 
matrice Amn mote najvik biti jednak manjem od brojeva m i n. Takode, 
ako su pt, py, 	, pk rangovi matrica istog recta At, A2, • • • At, rang 
zbira Ar + A2 	... + At bite najvise jednak zbiru njihovih rangova, tj. 

p 	+ ps + 	+ pt, a rang proizvoda AI A2 • At najvik jednak 
najmanjem rangu, tj. p < Min {p0, i = 1, 2, ... , k. 
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Rang kvadrame forme matrice 	eija je determinanta A* 0, bide p 	Za takvu matricu ludemo da je nestwidarna. Ukoliko je di= 0, 
tada je p < n i za matricu A kai.'emo da je singsdasna. 

Neka su kvadrame matrice A i B istoga reds (n, n) i neka je A 
nesingularna matrica, tj. p = n. Tada je rang njihovog proizvoda jednak 
rangu matrice B. 

Broj dijagonalnih elemenaia razHc51iki od mile dijagonalne matte 
jednak je rangu to matrice. 

Za lcvadramu formu Q = z'Az takode kalemo da ima svoj rang. 
On je identidan sa rangom matrice A. Ako je matrica A nesingularna 
kaiemo da je i njena kvadratna forma Q nesingularna i obratno. 

Takode, katemo da je linen transformacija z = Ay nesingularna 
ako je matrica A nesingularna i obratno. 

7.6. KarakteristiZni brojevi. — Karakteristienhn brojevima kvadrame 
matrice A u odnosu na jeclinitnu matricu nazivamo one vrednosti pant-
metra x za koje je matrica A — yI singularna. Drugim reeima, to su ko-
reni jednadine 

an X an - alit 

a21 attX • ' 	• am (7.6.1) 	I A- x 	I 
• - 	• 

ant an. • an X 

Ova je jednaeina poznata pod imenom seladanta jecbtalissa i zna se da su svi njeni koreni realni. 
Ako je A simetritna kvadratna matrica, onda je uvek mogute odrediti 

onogonalnu matricu C, takvu da proirvod C'AC bude dijagonalna matrica 

(7.6.2) 	C'AC = E = 

xt ° - 	- 	 0  

° 	- 	- 

	

0 0 . 	x 
gde su xt, zp, 	, 	koreni sekularne jednaeine (7.6.1). 

Kako je, zbog (7.3.6), ortogonalna matrica uvek nesingWarna, to A 
i imaju isti.  rang. Zato je rang matrice A jednak broju njemi karakte-
ristienih brojeva raziititila od mule. 

S obzirom da je C2  = 1, to je 

x 0 . 0 

	

0 x2  . . 	0 

0 0 
' 	' be 

A = IAI = C'AC 1 = Xt X2 • Xtt, 
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tj. determinants matrice A jednaka je proizvodu njenih karakteristienih 
brojeva. 

Nei' 1, nije nula determinante 	i oznatimo 

S (X) = - X A f l . 
S ( X) - I 

naziva se rezolvovana matrica matrice A. 
Kako je 

S (X) = + ?AS(X) 

to daljom iteracijom dobijamo poste a smena 

S(X) = 1+ X.A ?eV + - + XnAn + kn+ 1A"÷` S (X.). 

Geomet riski red 

+ AA + 	+ + XnAn + •  
pod pretpostavkom da konvergira, poznat je pod imenom Neon amt-ovog reda. 

7.7. Definitive i semideflaitne ponitivne kvadratne forme. 
—Ako je za sve vrednosti xt, a, . . . , xw kvadrama forma 

71 71 

Q(x) x'Ax 	I a i . x. x.> 0, 

za Q kaiemo da je defbtitno pozitiona kvadratna forma. Ukoliko Q mole 

bid jednako nuli, za formu kaiemo da je soniciefinitno pozitivna. Ako oba 

sluaaja spojimo u jedan, tj. Q 3 0, za formu kaiemo da je ne-negation. 

Ove kvalitete pripiskano i matrici A forme Q. Ako je A simetriena 
matrica videli smo da uvek modern° odrediti ortogonalnu matricu C, 
takvu da je 

rt 

Q(X) X X'X = E (xi - X)yi. 

Otuda, ako je x < Min { Xt}, kvadratna forma Q (z) - Xz'z biee deli-
nitno pozitivna bez obzira kakvo je Q. 

Ako je Q definimo pozitivno, tj. ako je Q > 0 za sve vrednosti pro-
menljivih xi, odnosno yi, sleduje da svi karakteristithi brojevi moraju biti 

pozitivni. Zato je tada A > 0, tj. mania A nesingularna. 

Ako je Q semidefinimo pozitivno, tada je bar jedan karakteristRan broj 
jednak null to je A = 0 a mania A singularna. 

CFAC E. 
Ortogonalnom nansformacijom z = Cy kvadratna forma Q sveke se na 

Q(x) = y'Ey = E xt  
a forma Q(z) - xtex na 
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7.8. Primed 
7.8.1. Dispersiona matrica dvodimenzionalnog rasporeda je 

111 , 

LP, Ftoz 

tj. jedna simetritna kvadiratna matrica drugog reda. Odrediti njenu reci-
protnu matricu. 

Determinanta matrice je M = 1420 tuy2  - pus = ax2 

  

r 
0  

CX CY 

jL 
ax  ay 	uY 

2 

r poa 	tin 
=— 

t 	t 20 
1 - r 

  

Matrici M odgovara kvadratna forma 

Q (x,Y)= P-20x 1 + Z tlaxY P02Y 2 • 

Kako je zbog (6.3.18) M > 0, to je Q definitno pozitivna kvadratna forma. 
Njena reciprotna kvadratna forma je 

	

1 ( x 2 	rxy 	
Y 2  Q (x,y) = 	 ) 

1 r 	ax 	2 	+
cr x y 	Y 

7.8.2. Pokazati da je 
too -1-(o 	-1- co 
r P 	.1 tits-   ilitx 	 (2n) 	- i t A I in = j j 	e 	dx, 	 dx = 

A 

Oznatimo 

Q (xi , x2 , . . . xn) = x'Ax 

i izvrAimo ortogonalnu transformaciju z = Cy. Kvadratna forma Q sveite se na 

Q = y'C fAC y = y'Ey = 1 x. y.2  
J 

Ako istovremeno izvrAirao i ortogonalnu transformaciju u =C't, gde je C' .transponovana matrica gornje matrice C, dobitemo 

t = (C) = cu 
tako da je 

= sieCy = 

dy -  (1 — r2). 
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*cc 4co 	+00 

Mi 
ICJ 

e 
2  d 

Integral /1, sve56e se na 

- 43/EY dys  dy,. . dY. 
-eta 

-Poo +co 	-feD 

• • • j e . t41311  

+co 

j  dY,d) 71 • dYn = 

= 17 f e t=yv
; 

I 
TX/ Y./ dyi  . 

Smenom 

dobijamo 

Yi XI ' 	
dYi 

+00 

J = ft 1  f n 

odnosno, zbog (5.6.4), 

J. rl d
Xj 

 --- 
e 	

A J ."' - 	 — 	i X2 • An 	 ea- 
n  157r  -4 	(2n) 2 	-ID 

— 

(2n) r  -Jut Itt 
X.; —   e 	— 	e 2  

n 	 n 

Kako je 	

(eAC) I  = C i(C i)-  1 = CA I  

a 

u'E 2u=u'CA'Cu= t'A ' t 

dobijamo definitivno 

(2n)I 	 i  -IeN't ( 2n) - 1 

N/tY e 	= 	e  

Za t = 0 bite 
(250r  

	

I e-4Q( 	x„) 
xn = afx.  

7.8.3. Izvesti karakteristienu funkciju normalnog rasporeda (6.7.16). 

Polazeei od obrasca (7.8.2) za n = 2 i stavljajuti ti = t, tz = u, xi. = x 
= y, neposredno dobijamo karakteristienu funkciju normalnog rasporeda 
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za centrirane promenljive. Naime, z.v. centriranog normalnog dvodimenzio-
nalnog rasporeda moiemo pisati u obliku 

1 	- 24-kx,y) 
Q 

27rax oy #✓ 1 - t 2  
gde je Q kvadratna forma dispersion matrice. Korikenjem (7.8.2) dobijamo 
karakteristienu funkciju 

+co.. 

I j e -i(tx-uy)- Crilx,y)
dx dy = 2 Yr a. ay  V1.- 

I 	2nQ(t,u) 
22" crx  oy  \/1 - r 2 	e . 

r,„ 	
1 ( t 2  

	

= e Twtt,u) 
= e

- i 	1- 2 tutt  t u + tuta  u2  ) 

Za necentrirane vrednosti, umesto Q-1 (x, y) uzeeemo Q-1(x - 
y - M2), I tako dobijamo obrazac (6.7.16). 

7.9. Zadaci za veibu 
7.9.1. Odrediti reciproenu matricu dijagonalne matrice. 
7.9.2. Pokazati da je proizvod dve ortogonalne matrice istog reda takode 

ortogonalna matrica. 

7.9.3. Neka relacija (7.3.6) vat za r < n redova jedne matrice. Poka-
zati da uvek mo±emo odrediti preostalih n - r redova, tako da novodo- 
bijena kvadratna matrica reda (n, bude ortogonalna. 

7.9.4. Neka je Enb  p, n  dijagonalna matrica kod koje su p < n dijago-
nalnih elemenata jedinice a ostali nule. Pokazati da je 

	

Em,p,n ' En,p1,p Em,r,p 7 	r =Min{ p, pi } 
7.9.5. Proveriti 

Em,p,p • E p,p,n = Em,p,n, 

Ep,pon Em,p,n En,p,p = Ep,p,p• 

7.9.6. Pokazati da je transponovana matrica jedne ortogonalne matrice 
takode ortogonalna. 

7.9.7. Pokazati da su karakteristieni brojevi reciprothe matrice A -1 
 jednaki reciproenim vrednostima Icaralcteristi6nih brojeva matrice A. 

7.9.8. Uoeimo matricu Ans  i neka je m S  n a p = m. Polcazati da su 
tada svi karakteristiail brojevi simetri6ne kvadratne matrice Bmm ---- AN 
pozitivni i da je B nesingularna matrica. 

278 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



7.9.9. Neka su A i B kvadratne matrice. Ako je 

A B BA 
i ako je matrica B nesingularna, pokazati da je tada 

AB = 
7.9.10. Neka je A kvadratna matrica a A proizvoljan broj. Dokazati 

identitet 

(A-XI) 1 -A = XA 1- (A- X I) 
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8. VISEDIMENZIONALNI RASPOREDI 

8.1. Funkcija rasporeda i zakon verovatnode viiedimenzionalnog 
rasporeda. — Neka je Z X2, . • • , Xis) jedna n-dimenzionalna aleatorna 
promenljiva u prostoru R" at univerzalni skup taeaka toga prostora eije 
polaaje mote zauzeti promenljiva Z. Ako je Ec g, funkcija verovatrio6e 
a.p. Z Nee verovatnoea 

(8.1.1) Pr. {Z 8  E} = E). 

I za nju eemo pretpostaviti da je probabilna. Obrasci (4.2.2), (4.2.3), (4.2.4) 
i (4.2.5) i dalje ee 

Dok Z varira u n-dimenzionalnom skupu E, njegove koordinate 
X2, ... Xn variraju u jednodimenzionalnim skupovima koje eerno oznaeiti 
respektivno sa Sr, 52, • 	Sn . Jednodimenzionalne marginalne funkcije 
verovatno6a Woe 

Pr. { X, s S i} = PIS), 

(8.1.2) 

Pr. {X, s 	= Pa( S) 

Skup Si pretstavlja projekciju skupa E na Xt-osu prostora Rn. Ako 
uzmemo projekciju skupa E prostora R" na prostor Rh (k < n), eije su pro-
menljive X11, X12, • • • I Xj, dolazimo do k-dimenzionalne marginal= 
funkcije verovatnoee. Videli smo u (4.2) da funkcija verovamoee P (E) Una 
eitav niz margina1nih funkcija verovatno6a koje se dobijaju kombinacijama 
koordinata Xi, Xs, , Xn . 

U specijalnom slueaju kada za E uzmemo skup mealca Xi C. xi, 
X2 C a, • • • , < funkciju verovamcmte nazivamo funkcijom raspo-
reda F, tj. 

(8.1.3) F(x i ,x, , 	x,,)= Pr.{X,C, x i , Xi< x 2 . 
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Jednodimensionalne marginalne f.r. su 

Fi(xs)-=Fr„{Xi<xJ= F(xoto,...03), 

(8. 1 .4) 

Fit (x,,) = Pr.{X n< x n } = F(00,00, • • • , x n ) 

dok je 

— co, 	, — 00) = 0, 

(8.1.5) F (-F to , 4- oo, . . , co) = 1 . 

Uslovne (n — 1)-dimenzionalne f.r. a.p. Z za respektivne fiksne vred-
nosti promenljivih Xi = xi, X2 = X2, . • , Xn = Xn, bite 

Fi ( x i) 

(8.1.6) F(x„ x 3 , . 
X x " X st  

Ft (x i) 

F(x t ,xa,• • x.)  
= Fn (x,,) 

Ako sa Fk(xk + 1, Xk + 2, 	xn) oznatimo f.r. (n — k)-dimen- 

zionalne a.p. (Xk +1, Xk + 2, 	Xn), tada to uslovna k-dimenzionalna 

f.r. a.p. Z za fiksne vrednosti promenljivih Xk +1 = Xk +1, Xk + 2 = 

= 	± 2, • • • Xn 	X9I, biti 
F(x,,x„. • .,x„) 

(8.1.7) 	F(x„ 	x",,...,x,,) — 	  
k (Xk+i Xk+z • • • +Xn) 

Variranjem broja k i uzimanjem svih moguOih kombinacija k koordinata 
od ukupno n, dobiaemo sve uslovne rasporede n-dimenzionalne a.p. Z. 

Lako je proveriti da one imaju sve osobine funkcija rasporeda. 

Ukoliko je 

(8.1.8)F(x i ,..., x t _i , 	,x,,lx,)=F (xi, . ,x t _i , x i±, 	x,i ) 

za Fi(x,)> 0, Xi je nezavisno od (Xi, • • 	Xt+13 	Xs). Ako 

(8.1.8) vaZi za we vrednosti i = 1, 2, ... , n, iteracijom dobijamo 

(8.1.9) 	F(x„ x a ,... , x„)=F1 (x i) Fa  (x0 ... 

i tada ka2emo da su a.p. Xi, X2, • . Xn medu sobom nezavisne. 

I ovde Zemo prvo posmatrati prekidan raspored, kao najprostiji slu6aj 
rasporeda kod koga je celokupna masa rasporedena u tatkama Acorn, 

F(x 21 x3 , .. ., x „ I x ,) 

281 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



xu, 	xni), i = 1, 2, 	, kojih mote biti konkno iG prebrojivo mnogo 
Tada je 

(8.1.10) A
2 • " in = Pr.{X 1 -= x 1  , 3( 2 = Xi2  • . X n = x i 	0, 

(8.1.11) 	 Z 	Z pi 	
• • •n 

 = 1. in 	1-2 	z 

Marginalni (n — 1)-dimenzionalni rasporedi svode se na 

P . 12...  in  = PT. {X 2  = Xi2  . , Xn  Xin  } = 
at 

(8.1.12) 

= Pr: fri.= xt. • • , X71-i= xi I = Pi 
in 

a k-dimenzionalrii marginalni raspored prvih .k koordinata na 

(8 . 1 . 13)P2T.,4„,.,=Pr {x 1= x ii , 	, Xk =xik }=1., E 

	

tk.4 i 2 	In 	I  
Ukoliko su Xi, X2, ... X2 medu sobom nezavisni Nee 

(8.1.14) 	 pi l  i 	= Pi,  A, • • • Pi, •2 ... 

Ako je raspored neprekidan, tada fr. uvek molemo pretstaviti kao 
odreden integral pozitivne funkcije f 	xt, • • • xn), tj. 

4091-CO +00 

(8 . 1 . 1 5)F(X 1 , X2  , 	X n )-= 	lif(X ig  X 2 , 	X n ) dX 1  dx,...dx n. 
-CO 

Funkcija f pretstavlja gusunu ediniene mase rasporedene u prostoru 
Rn a F ukupnu masu u oblasti (Xi < x,, X2  G X21. Xn < xn). Funk-
cija f je zakon verovatrioee a.p. Z. Verovatnoaa 

f (xio, x20, . • • , xno) dxt, dx2 . . . dx n , tj. 

Pr IX,<X I K x io + 	 c/X n k 
pretstavlja elementarnu verovatnoou. 

Neposredno se dobija 

b, b y, 
(8.1.16)Pr.{a<X 	 X n  kJ= 	f(Xi/ X2 

a1  an  
1 

(8.1.17)Prf-co 	i (+Do 	 „ ,x n)d x 
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Ako je (8.1.15) jedan Lebesgue-ov integral, f je me§oviti parcijalni 

izvod od F, tj. 	
3n F 

(8.1.18) 
	

f( 	" • , xn
) = 8x, ... 8 xn  

izuzev najvi§e za jedan skup taeaka nulte mere. 
Marginalne funkcije rasporeda (8.1.4) biee 

+00 

Fi(xi)== j •  • •TPX1, 	Xn) A t . . 

(8.1.19) 

Fn (sn ) --- 	j• • 	 clx„, 
+.0 + co 

ako defini§emo marginalne zakone verovatnoee sa 

A(xi) =-• I • • • 1,Je(Xi 	Xn ) dx 2 
	dx n , 

(8.1.20) 
+OD +co 

fn (x„)= f • If(x,,... ,x T )d x 	dx,,_ i , 

(8.1.19) moiemo pisati u obliku 
1+0 

Fi (x)= fi t ( x t ) dx, 

(8.1.21) 
+00 

iF„(x,2) = IA( x n ) clx n  
-00 

Fe oznaeimo (n k)-dimenzionalni marginalni 

(n — k) promenljivih, tj. 
Ako sa 

z.v. zadnjih 

(Xie+1,Xj.±2, 	, n)=1 .  • • 	.:.,x n )dx,... dr , 

tada ee k-dimenzionalni uslovni z.v. prvih k promenljivih biti 
f (xt,...,x n ) 

(8.1.22) 	ift (xi , • •,Xk I 4+1, • • ,Xn) 	k 
(xkti , 	, x„) 

pod uslovom da je fk > O. 

283 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



U slutaju da su Xi, Xz, .. • , 	medu sobom nezavisni, biee 
(8.1.23) 	(Xi , X , 	, 	) = Aix i) A( x2) . . . f„(xn ) . 

Smena promenljivih kod n-dimenzionalnih rasporeda vr§i se na isto-
vetan naein kao kod dvodimenzionalnih rasporeda (6.1). 

8.2. Srednje vrednosti. Momenti. Dispersions matrica. — Pro- iirujudi definiciju Stieltjes-ovog integrala na n dimenzija, kod rasporeda 
opkeg tipa funkcija verovatno6e Wee 

(8.2.1) 	 Pr. {Z E 	= f 	,x n), 

gde je I dati interval u prostoru R*. Aritmetitka sredina iii matematidka 
nada aleatorne funkcije g 	X2, . • • , Xs) jednog op§teg tipa n-dimen- 
zionalnog rasporeda bite 

	

(8.2.2) E[g(X„...,X,i)j= g(x 	• 9  x n  ) a'F(x j ,.. • ,x„), 
odnosno 

(8.2.3) E [g(X.t , - • ,X,)] = E • • E g(x i  • xi n)pit ... in  
kod prekidnog a 

+to 4c0 

(8.2.4)E Eg (Xi  , 	,X,31= 1.  • 'I g(Xi 	, X n ).7e ( Xi, • • • )Xn)arati • • "riXrz 
kod neprekidnog rasporeda. 

	

Ohioan momenat reda 	. • • , 	a.p. Z dobija se ako se uzme 

tj. 	
, 	, 'e n ) = 	x 21'. 	x nin , 

(8.2.5) mi., Jr,  E (41. .Xj:) -= 	in c/F(x, , 	, x 
Rn  

Momenti 

(8.2.6) 

a tadra 	. 

Centralni 

8(x„x, 
tj. 

prvog reda bite 

Mi = E(Xi ) =I Xi c/F(x i ,..., x n ) 

En M,,) pretsta-elja tetiite rasporeda masa u Rft. 

moment reda (n, h, 	, jo) a.p. Z dobija se ako se uzme 

— M nY" , ( x,— IkAz 72 . 

\ i n  
(8.2.7) 1.. . jn  = f (x 1 —  /v1 1 ) . . . ( X r, fla — n / dF(x . • . , X 
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odnosno 

(8.2.8) E (x 
i t   

kod prekidnog, a 

. in = j(x i—M,)i t.. ( —1\11,) /ni(x.,„ n)dx, dx, 

Pkod neprekidnog rasporeda. 

	

testo se zbir (h. + ja + 	+ j,,) uzima za red momenta. Ako skra- 
eeno sa WI' oznatimo momente drugog reds imaaemo za varijanse 

(8.2.10) Wi .
E (X i  —MO2  7 6i2  

a za kovarijanse 

	

(8.2.11) 	Wij = E i 	Xf Mj) = Cf CYj 	, 

gde je ni koeficijent korelacije izmedu promenljivih Xi i Xi. 

Otevidno da kvadratna forma 
2 	n n  

	

(8.2.12) 	Q(/)— E[E 	 =LEW t 
1. 	2 I 

ne mote nikada biti negativna. Kvadratna matrica 

(8.2.13) W = 

W11 W.12 

W 
21 	22 

Win 

. 	an 

Wni Wni • . Wnn 

naziva se dispersion matrica a gornju kvadratnu formu moltmo napisati 
u obliku 

(8.2.14) 	 Q = (Wt. 

Smenom t = D-1  u, gde je D jedna dijagonalna matrica transfor- 
macije, tj. 

a 0 0 

0 . 
D 

0 0 . 

kvadratna forma Q svodi se na 

Q= u t(DTWD l u = 74 / 0-1W Diu = u'Ru , 
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. . 	 . 

r211. »2... 1.  
Matrica R naziva se korelaciona matrica. Kako 'e Wei —Wgi i rig = ref 
to su dispersion i korelaciona matrica simetrione =trice. 

Iz 

(8.2.16) 	 W= DRD 
dobijamo 

W = eta.. an R. 
Ako su Xi, Xs, 	, Xs medu sobom nezavisni, rig = 0 pa je 

R=I 
a W dijagonalna matrica Eiji su dijagontilni elementi varijanse ata. Tack* je 
R = 1 a W = 

8.3. Karaktcristlena funkcija. Neka su t i z dva vektora kolone 
a (4, , ts) i xs) njihove odgovarajude koordinate. Takode 
neka je Z aleatomi vektor kolone sa koordinatama (X3., Xs, . , Xs). Uzi-
majuei oZekivanu vrednost aleatorne funkcije 

g(Z) e
gez 

dobijamo karaktetistienu funkciju a.p. Z 

	

cp(1) ----.(p(tp t 2  , „to = E(e tfZ e e trx 
) — 	dr . 

I kod n-dimenzionalnihrasporeda postoji biunivoka korespondencija 
izmedu zakona verovatoode i karakteristkne funkcije. 

U okolini tale t = 0 k.f. (8.3.1) moiemo razviti u taylor-ov red 

(8.3.2) 	tp(t) 	e
tein 

[1+ 
 i2 

 —
it 

E E137,,
s  t

r  z + 0 (E 401 r s  
gde je M teffite rasporeda sa koordinatama (M1, M2, • • • 3 Ms). Za M 0 bide 
(8.3.3) 	(I) =1— 

1
f.  Wrs  t r  ts  + (z tr2). 

	

r 	, 
Ako su Xi, Xa , . . . , Xs medu sobom nezavisni, tada je 

(8.3.4) 	 ( f)= 11 (Pg  
gde je 41(0 marginalna k.f. promenli  jive Xg, tj. 

cpi ( ti ) = p(0,. ,O, ti, 0, 	, ). 
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gde je 

(8.2.15) 
	

R= 

1. 	r 
2 	1.71 

r 	1 . . 	r
2 n 
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Ako je grupa promenljivih Xi, Xs, • • 	Xft nezavisna od grupe 

promenljivih Xt +1, Xt + 2, • • • 3 X1S3 tads je 

cp(t)-= p(t„ . ,th ,O, . ,0)q)(0, 	 , tn ). 

Kao i u sludaju jedne i dye dimenzije i ovde matemo da odredimo 
z.v. pomoeu k.f. preko relacije 

gde je dt = dri dts 

8.4. Rang rasporeda. — Pod rangom p rasporeda podrazumevamo 
rang njegove dispersione matrice W, ili, tto je isto, rang njegove korelacione 
matrice R. Ako "je p= n raspored je nesingsdaran a ako je p <n raspored 

je singularan. 
Raspored je nesingularan u .12* jedino ako ne postoji nijedna hiper-

ravan koja sadrii celokupnu masu rasporeda. 
Videli smo u 7.6 da uvek motemo odrediti ortogonalnu matricu C, 

takvu da linearnom transformacijom y = Cz, dispersionu matricu transfor-

mitemo u dijagonalnu matricu B = C'WC. Ako pretpostavimo da je M 0, 

bite 

(8.4.1) 	 E(Yi) = 0, 	E(Ytyd= 0, 

tako da su nove promenljive 1 71, Ya, • . , Y. medu sobom nezavisne 
73 	71 

(8.4.2) 	 E(Yia )= x i  = 
Ako u k.f. pored gomje transformacije izvrtimo i smenu t = C'u bide, 

(8.4.3) 	te(t)= je 	dF(x) = ie
t sly 

dF,(y)= tp,(u), 
Rn  

gde je Fi f.r. a pi k.f. nove promenhive y. Ukoliko .je rang dispersione ma-
trice p < n, n — p kamkteristiadh brojeva bite jednak nuli dok to ostali biti 
pozitivni. Otuda je dovoljno da uzmemo samo n — p novih promen-
ljivih Yi, Ya, Ps  -p umesto ranijih n promenljivih Xi, 14, X.. 

8.5. Multinomijalan raspored. — Ako koordinate Xi, Xs, • .. , Xs 
mogu uzimati samo cele vrednosti 0, 1, 	, k i ako j= z.v. 

k! 	i> 	i is 

• In 	 Pi   

gde je pt + ;32 + 	+ p. = 1 a a + is + 	+ is = k, a.p. Z je prekidna 

a.p. sa nadtinomijabrin rasporedom. Primetimo da su sumo (a — 1) promen- 

ljivih nezavisne medu sobom dok je vrednost poslednje promengive u 

zavisnosti od prethodnih. 
Koristed multinomijalan obrazac neposredno dobljan da je 

SE. ..E Pitia 	
- 	

P24  • -+ P.) — 1- 
-a 	311 - 1  

1 r 
e
-icx 

(8 .3. 5) 	f(xt, ,x,) —fix) — 	cp(t) dt, 
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Primenom iste metode, kojom smo se sluiili u (6.5), dobieemo sledeoe 
obiCne prve i druge momente 

Mr =E(tr ) = kp,., r= 1,2, 	„ 

kpr+ k k -11prz  , 

E(iris ) = h(k -1)PrPs 

r, s = 1, 2, ... n. 

8.6. Poisson-ov n-dimenzionalan raspored. — Koordinate a.p. Z sa 
Poisson-ovim rasporedorn uzimaju sledeoe cele vrednosti: Xr  = 0, 1, 2, 	, 

, cc, (r = 1, 2, ... , n). Zakon verovatnoee je 

-(k,+k2 + • • • +k,,) k 1" k;a 	k nim 
P, Pi 	= e 	 . . 

	

1 	2' ' in 	 I 	I 	i 1 	2' 	 n• 
Odmah vidimo da su promenljive Xr, X2, 	Xn  medu sobom ne- zavisne, jer je 

" -k k it 
= rile .in 	

tr • =Pi, Pc• • Pi „ 

Alto stavimo i = i1 + i2 + 	+ in, totalni zbir de biti 

-Veth2÷ -  • + k n) 	(k ith 2+ • - 	k„) 1 	1.  

	

E E E 	 e 
0i! 

Verovatnoaa da de zbir biti jedna odredena vred- nost i je 

	

- (k,+ • • • +k,,) (k 	• • 4- k nr  
Pi = e 

tako da je z.v. Poisson-ovog rasporeda, pod uslovom da ii + i2 + 	+ 
' 	 (ki)11 	(ign In  , Pi,. in ! it+ • • + in••• — 	pi 	ill 	 / 

gde smo stavili k = kt + ... + k,,. Gomji uslovni z.v. Poisson-ovog raspo-
reda svodi se, dakle, na ntultinomijalni z.v. 

Z 
8.7. Normalan n-dimenzionalan raspored. — Za neprekidnu a.p. 

(Xi., • • • , Xn) kaiemo da ima normalan (Laplace-ov) raspored ako 
z.v. f 	• . . , xn) postoji i alto je oblika 

(8.7.1) 	
f(x„...,x„) = he

x  2 	■ 1) 	)1, 

gde je H 	xn) polinom drugog reda. 

r,s = 1,2 , 	. ,n. 

Centralni drugi momenti, odnosno elementi dispersions matrice, bit 

1W„ = E(i,2 )—MY = k pr  (1 —  Pr) , 

Wrs = E(tr is )--Ntr-Ms =  k Pr Ps, 

288 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Da bi uslov 

f(x)dx = 1 
(8.7.2) 

R" 
lap ispunjen potrebno je da jednatina 

(8.7.3) H(, 1 , ... ,x,,)=1  

pretstavlja jednatinu realnog n-dimenzionalnog elipsoida. Postavljajudi 
koordinatni potetak u centar tog elipsoida, moiemo uvek pretpostaviti da je 
H jedna kvadratna forma, tj. 

(8.7.4) 	 E(x) = x'Ax , 

gde je A simetritta kvadratna matrica 

(8.7.5) 

am  a12  . 	a tri l 

an  an  . 	a2ri 
A = 

aIn aet 	. any, 
L 	 — 

Da bi (8.7.3) zaista pretstavljao jednatinu realnog elipsoida potrebno 
je da budu ispunjeni sledeti uslovi 

(8.7.6) 	aii  > 0, 	( =1,2, 	,n), 

(8.7.7) 
	

A > O . 

Neka su ea  (rip, cap, 	, Cap) kosinusi pravaca p-te glavne ose elip- 
soida (8.7.3). Ovi su kosinusi odredeni uslovima 

(8.7.8) 	 = , 

(8.7.9) 	 ,Cip -  at, Cip + 

gde su Xs  karakteristitni brojevi matrice A. Otuda, elementi eta  formiraju 
jednu ortogonalnu matricu C a y = Cx ortogonalnu transformaciju, poste 
koje te se kvadratna forma (8.7.4) svesti na 

(8.7.10) 	 H Y'EY = F 
X 31; - 

Kako je Jakobijan gornje transformacije jednak jedinici to se uslov 
(8.7.2) svodi na 

- tY'RY 
(8.7.11) e 	dy = —1,  

xn 
odnosno na 

(8.7.12) 	 e IXPY; c1Yp 	• 
Pt°  
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Kako je 

j -ftPYI:  dyp = 
27r 

to je 
1 	2rt 	(270 1  

h 13-' 11  Xp 	Xn 
tako da konstanta h mora imati vrednost 

(8.7.13) 
h (2/1- 

da bi bio ispunjen uslov (8.7.2). 

Na osnovu (8.7.12) konstatujemo da su Y1, Ys, 	, Yu medu sobom 
nezavisne i normalno rasporedene a.p. Kako Xl

, 1(2, . . . , X, dobijamo preko linearne transformacije a= C -Iy, to de i oni pretstavljati normalno rasporedene a.p. (5.6). 
Matrica 	je dispersiotia matrica promenljivih Yi, Ye, 	, 	to je 

(8.7.14) 	E(Y 2 )= 	 v  )= 0 P is 	• P 	ip 
Ako je W dispersions matrica promenljivih X1, X2 I • • • 1 	 imademo sledede veze 

(5.7.15) 	7■7;i = Z C.2  E(Y 2) = 
P +P 	P 	P Xp 

(8.7.16) 	 Z 
P c.'  c• E (YP2 ) 	E 

P Xp 
Da bi smo odredili kvadraunt formu H uvedimo smene 

(8.7.17) 	 u =Az, 
(8.7.18) 	 V = C U 

Iz (8.7.18) dobijamo 
(8.7.19) 	 U = C iv. 
IzjednaZavajudi (8.7.17) sa (8.7.19) imadamo 

tako da je 	
= Ax = ACy  

v= CAC = Ey, 

y= Cv 
iii 

Vp 
..51p= 

xp p ---- 1, 2 , 	, n. 
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Ako se vratimo na stare promenljive, dobieemo 
-t -t 

X =C 	E v=CE Cu. 

Kako je C 1  E-1  C matrica sa elementima 
cip  

	

p 1 ,2 , 	, n , 
P Xp 

koji su identithi sa Wit zbog (8.7.16), to je 

	

(8.7.20) 	 X =WU . 
Uporedujuai (8.7.20) sa (8.7.17) dolazimo do zakljudca da matrica A 

more biti reciproena matrica dispersione matrice, tj. 

	

(8.7.21) 	 A=W
-t  

tako da z.v. normalnog n-dimenzionalnog rasportda dobija definitivan oblik 
- idirx 

	

(8.7.22) 	 f(X)--  (2n) i,j—cw—  e 

U statistidtoj analizi mnogo nam je zgodnije da operi*emo sa korela-
cionom matricom umesto dispersione. Koristed (8.2.16) konstanta h tada 

postaje 

h — 	  
(2n)z 

a kvadratna forma H 

a= 	
1. 

= x'D R D x = 

x = 	E 
R i j 

xi 
 Ri : —  

J di  

xi 
= x' [—I  

R ai  of  

to z.v. normalnog rasporeda moiemo napisati i u slede4em obliku 
At AL 

Rij 

(27r)f n 0. NFR 
c=1 

gde su Rij minori korelacione matrice. 

Ukoliko se koordinatni poeetak ne poldapa sa telikern rasporeda 

iragemo 
1 	 c•E Rif a 

xi-M,  tt, -At;  

ic 	rre  
 e 	 i 

(8.7.23) f ( (2n)t (Litt 
I 	t 

U specijalnom slulaju kada su Xi, Xs, ..., X■  medu sobom neza-

visni, tada su svi nj = 0, tj. R = I, pa se z.v. svodi na 
x 2  

	

It 	 1 	- 
(8.7.24) 	f(x„ , ) — n 	— e 2A • 

tat at V2n 

(8.7.22) f•,x,,) 
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Zato je rij = 0 (za sve i 
rasporeda Xt, X2, • • • 

Jednodimenzionalnj 

j) potreban i dovoljan uslov da kod normalnog 
X budu medu sobom nezavisni. 
uslovni nornalni rasporedi su 

(8.7.25) 	f(x,ix,, , x „) — 
 Rij 

zi 
ai  e 

1 

2 
, 

j Jo 
r

t 	_7 e 	 ax, 
-40 

DvocliMenzionalni uslovni normahti rasporedi su 
xi  a  

-2,T,ER,; a. cp e 	t i 	• 	.2 

„,— +cot. 	
EA xi _5„:. 

J e 'Tr 	dx 

itd. 
Nadimo k.f. normalnog n-dimenzionalnog rasporeda. Uzimajutli oUlk 

(8.7.22), trate= LE bite po defiriciji 

1r

e 	
dx , 

tt:r - IQ-1(x) 
(12 (t) = 	,-- 

(2x) .  r vw 

gde je 

Q 'pd.= x'W -ix. 
Neposrednim korikenjem rezultata (7.8.2) dobijamo 

riWt p(t) -- e 2  

(8.7.27') 	 cWrstrts W U n- • tom} = e 
Uslov (8.73) povlaki za sobom egzistenciju reciprokne matrix 

Drugim rveima, taj se uslov svodi na to da dispersiotutimattica more da bade nesingularna sa rangom p = n. 
Videli smo tads da te ortogonalnom substitucijom y = Cr, now pro-mentlive Yi, Y2, 	Y. bid normalise i medu sobom nezavisne. 
Alto je p < n, a.p. sa p dinienzija (Ys, Y2, . Yp) inuke jedan nor-

malan p-dimenzionalan raspored. 
I uopkte, makoji broj linearnih funkcija normalno rasporedenih pro-

menljivih bite takode normalno rasporeden. Zaista, smenama y = Cs, gde 
C = C.. ne more biti ortogonalno, i t = Cu, k.f postaje 

. 	 --isicWett 
cp 	e 	=e 

Dobili smo k.f. normalnog m-dimenzionalnog rasporeda sa ciispersionom 
manic:can S. 

(8.7.26) f(x 1 
, xi ' x3 , 

• 

(8.7.27) 

ili u razvijenom obliku 
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Bx = 0, 

-152, 

1-Pni -11/22 

8.8. Regradosa ravan. — Ukoliko postoji fimkcionalna jednoznaena 
zavisnost innedu neprekidnih promenliivilt Xi, X2, • • • a Xs svakoj grupi 
vrednosti Xs = X2 a a Xs = XX odgovara jedna i wino jedna  vrednost Pro-
menljive Xt. Kod stohastitke zavisnosti grupi vrednosti Xa = X21 . 

odgovarate a.p. Xi sa svojim uslovnim lass,/ 	alom, tj. f(x2I x2, ..., z•), 
Da bismo na neki natin swath jednoznatnu veal izmedu Xi i X2, Xs, 
... , Xs , uzetano da grupi vrednosti X2 = ria • • • a Xa = Xs odgovara 
uslovna otekivana vrednost promenljive Xt 

14 

j x,,f(x) d x, 

(8.8.1) 	E(X, I X2= xa, - , X„-= — 	  I fix) dx, 

koju demo skrateno oznatiti sa 	. • • , xs). Jednatina 

x.,•=h14 (x2 , 	,x,,1 

prastavlja jednatinu regresione povriine po Xt. Analogno dobijamo 

x2  M2( st. 	, x,,) , 

x,,=Mn(x„.. ,x„_,) , 

tako date kod jednog n-dimenzionalnog rasporeda bid ukupno n regre- 
sionib povrita. 

Kako to povrfine mogu bid komplikovanog oblika, Am iziskuje vrlo 
obilna ratunanja u statistittim analizama, dolls) se na ideju da se regre-
sione povainHe dermilu na slated natin: Pod pretpostavkom da smo koor-
dinatni Stem doveli u teidte sistema, od svih moguah sistema ravni 

(8.8.2) 

gde ic 

(8.8.3) 

treba odrediti onaj za koji to 'nazi 

E( ber)2  , 

gde su bg vektori redovi matrice B, dostiti svoje minimsdne vrednosti. 
Problem se svodi na odredivanje matrice B tiji su elantati koefici-

jenti pravaca i koji se jog nazivaju r nresioni I:efficient 
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Dalje, za svaki indeks i problem ekstrenumm svodi se na reiavanje 
lineamog sistema od (n — 1) jedngina 

13i4 + 	Pi,t-.1 4-WI,i-m pcit1+  • • • 1-W12 Pin 	9 

+ +W _, + ...    + \s/ 

	

11 	 /-1,11 POI =W1-1, 

	

V1-31,1Pii 	 Pi, 	 ±W1.1, 71 Pin 

Wn,1 • 11 ++W 6 	 . 	. 
71,1-1 r 7.0 

i= 1, 2, .. . , n. 
ReSenje i-tog sistema je 

170+1 	 + • +Wnn Pi = 

(8.8.4) o-- R - • • 2z,  

of Rfi 

gde su Rif minori korelacione matrice. Naravno, svi minori R11 moraju 
bid razlititi od nule. To le biti slueaj ako je R raziieito od mule, tj. ako je 
raspored nesingularan. 

Ukoliko su Xi, 2C2, . • • , Xis medu sobom nezavisni, svi su Rif = 0, 
za i # j, a regresione ravni poklapaju se sa koordmamim ravnima. 

Otstupanje masa rasporeda od i-te regresione ravni u pravcu i-te ose je 

(8.8.5) 	di =-- x • 4- 	E R
21 	

*j , Rii  j  
i naziva se rezidutonom i-te promenijive u odnosu na ostale. Kako je 

E (m(*.4..i  a 	R  X; x 	ak 	r..  0  
R J*i v csi k / 	Rii 	nif 

ako je k i, to je i-ta rezidutonska vartjansa 

2 	 XX• 1 Si  E(cii .„ 	n)= E [X:+ 	E 
p6i V 	j 

(8.8.6) 

E R r • = 0.2  Riz 	if Ji 	Rii  

U dvoclimenzionalnom slueaju ona se svodi na raniji obrazac 
2 

Si = Oita—  21,22  . 
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8.11. Delindens korelacija. — Ako posmatramo stohastieku zavisnost 

izmedu Xi i X2 bez obzira na X3 Xn dolazimo do koeficijenta kore-
lacije rte dermisanog u (6.8.). Cesto je, medutim, od interesa da posmatramo 
zavisnost izmedu Xj. i X2 za fiksne vrednosti ostalih promenljivih: Xs = 

= zs, X,, = Tako dolazimo do pojma delimianog koefiajenta korelacije 

(8.9.1) ai 2 3 n  
r

1Z-3. n 	 a 
gde je 

(8.9.2)012  

4m too 

n=  JE{VIMPC3 , X nuKM21X3,... 

e 	 dx,,, 
(8.9.3) 4-0, 

	lS 
- • 14 s-Mi(x„ 	I X3= x3 , ... ,Xn= x 	 d x„ , 

-OD -CO i=1,2. 

Ako je raspored normalan, (8.9.1) svodi se na 

(8.9.4) 	
R52 	 . 

n 	✓R„Rn  
Kod normalnog trodimenzionalnog rasporeda je 

riz r23  rift  

(8.9.5) 	 r 	=- 
12  3 	1/0 	r,23 ) 

13

Cesto se po definiciji uzima za delimieni koeficijent korelacije obrazac 
(8.9.4) bez obzira kakav je raspored. Permutujuei indekse dobijamo nepo-
sredno delitnitne koeficijente korelacije rim .1 i rat . 2. 

&It Viiestruka korelacija. — Videli smo u (8.8) da de a.p. 
tt 

X = 
J=2 
E x. 

1J 	.1 

biti najbolja linearna ocena aleatorne promenljive Xi alto je 
R, 

P = - R 

Koeficijenat korelacije izmedu X3 i 	tj. izmedu jedne promenljive 

i grupe svih ostalih promenljivih, 

(8.10.1) 

naziva se vifestruki koeficijent korelatije. 

Koristeti rezultate (8.8) ovaj se koeficijent mole napisati u °ban 

(8.10.2) 	 7.2(2 3 n)— 	Rli 
Permutacijom indeksa dobijamo i svih ostalih Os - 1) viiestrukih knell-

cijesrata korelacije. 

E 	) 	 
1(23 /1) 	•VE(Xf E(X*5 2 ) 
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S.11. Kolektivnl koeficilent korelacije. — Neka et data dva raspo-
reda frekvencija 

	

ps (t), p2 (t), 	, pn(t), 

f2 (t), •.. , fn(t), 
kod kojih su zadovoljeni uslovi 

vi tpv (r)-= Ti ff (t)=1, 

cp,(0)0, fy(t)) 0, 
za SVC vrednosti vremenskog parametra t jednog datog intervala (a, b). 

Konstruiludi izmedu gornjih sistema rasporeda delete linearne vete 

ft*t ( 	E_k ve (py(t), 	it= 1,2, . , 

gde manias 

(8.11.1) 

sa vezama 

 

k„ k„ 

A24 kr2 	kv. 

k,„ kn2 	. krtn 

 

k = 	ft=1,2, 	,n, y=i Via 	9  

metstavlja whoa evoluthje, mot" taw da poravnamo raspored fickvencija 
ftt (t), W= 12 2, 	Pomoeu rasPoreda gPs(r), 	1, 2, • - konstanme koeficijente krµ izaberemo tato da srednje astojanje izmedu 

i 	odnosno norma njThove razlilt4 dostigne 5* minimum. Ta je 
nonna data izrazom 

b 

14(f it —  fin 	Rita) - kyr  pp-) dt, 1,2, , n 

Ako parcijalne izvode po knit izjednatimo sa nulom, dobkemo sistem 
jednaZinab 

(8.11.2) jp,(04(t)dr .= 	 4:0,.(t) dt , 
4 

Koko integral, odnosno skater 

Spv(t)fic (t) dr 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Pretstavlia =tank* Prohvod funkcija Rv i fp. tj. (Pv., AO. to sistan 
(8.11.2) modem° napisati u obliku 

E (fiv,Pr)kitr = 	 = 1,2, .• •, n, 
r•1 

koji se raspada na n sistima od po n "ednaeina 

(w2, Pi)(% ,(1)2) -(92 , (Pn) 
(8.11.3) 

1.1=1,2, 	, n , 

Se istom determinantom Sterna 
(49s , cp,)(4,, 492) 	• (4)0(4),) 

(w2 , (ps) ((p2,(P2) 	(c92.497) 

(49n ,49i) (42a ,(92) ... (q),,,q/n) 

koji mac= transformisati na skdeed natin 
b 	 a 	 b 

11_,I0i2 dt 	jyt(t)q),(t)dt 	jp,(t)p,,(t)dt 
a 	 a 	 a 

b 	 b 	 b 

jp2(t)(49,(t)dt f kpz (nTdt 	jyamkpol dt 

a 	 a 	 4 

jp,i ( t)p,(fidt jp,i(t)(pamdt . 1[0?„(adt 
a 	 a 

yi(to (4),(4) 	. Pi(in) 

pjtd W aa2) 	(4)2 (tn) 

p„( 1-t) PAW - 	49.(4,) 
b b 

1 f(07)1  dt dtz  dt„ . 
a 

(42,,,y,) ((p„,(49,) 	(02n,47,2) 

kµ. 

•k ft2  

[k fen  

S 

S = 

• 

b b b 

=

1 	
I- -1 a s 4 4 

dtedtz . . 
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Da bi Stem (8.11.3) mogli reki, potrebno je da determinanta S 
bade razlitita od nule, odnosno da 

a to ee bid slueaj ako ne postoji linearna zavisnost izmedu nizova cp, (tk) 
I qq(4), i#i- 

Posmatrajmo sada slueaj u kome su frekvencije 4(t) pretstavljene 
porno& frekvencija fv(t) preko jedne lineame transformacije, tj. 

." 	my  
cps (t) = 	k' fv (t), 

It  
gde su kgv elanenti reciproene matrice od matrice (8.11.1). 

Vdeei poravnanje rasporeda frekvencija cpiA(t) pomotu rasporeda 
fp(t), dobieemo ponovo n Sterna od pox lineamih jednadina 

(A,4) (4.A) 	-(4.4 	 (ft) (9p.) 

(f2,4) (f2,.(21- (fan) k 2v 	(fz , (Pit) 

(4..4) 	(1„,t,,) 

EL= 	. 	, 

sa zajednidcmn determimumm sistema 

(4 ,4) (fc.f2) - - (fc•fic) 

(fat) (Alt) 	(fan) 

(f,..A) (hit) - 	(Ain) 
gde smo stmoli 

k 	I (tn ,q)e,) 

P= 

b b 
1 

n I JJ  
4 

j(11)2  dti dt2 . . dtn , 

a 

ft( tt) ft( t2) . . 4(c) 

h&j f2(t2) • • • iz (tv ) 

4(ti) f,(11) • • - 	(tn) 

IConstruiluei-i cletamiosom 

Mit ) ('Pc.fc) - ('Pisfn) 

("tic) OP2h) - (Wz ,fn) 

(€9,•.fs) (p„,.(a)• - . (p,a.) 

Q= 

bb 	b r r 
j • • Se 
46 4 
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mofzmo formirati mere zavisnosti dva rasporeda (t) i fv (1), 	1, 2,..., a, 

za vremenski period (a, b), stavljajuoi 

R= 
kwy ,f101 	_ 

	

— -  	
VFT VI(47,..49101 1(4,4)1 

b b b 

j ... siLly f Achy  dt. 

[11- J,A4,,zdt,dc dtd 	. . 	dt, dtz . dtsr %[11 I 2  
a a 

Determinante A9  i At pretstavijaju ftmiccije po Et, 

Stavijajuai 

(P(t„ , . 	, t„) 

= F (t-L , z , 	. , t„) 
i koristeai Schwarz-ow nejednaeinu 

b 	0 

[ .. j ■CP(t,,t,„t n )F (t,,tz„t„) drick. 

a a a 

b b b 	 b 	b 

- '14)1(tot2,...,todttit,...dt„-jj 	 A t  4 0, - 

a a a 	 as a 

neposredno dobijamo 	

R2 C. 1. 

Jednakost R2  = 1 postaje ako je 

Q S 
P Q co 

odnosno, ako je 

00 Q -P =0, 

005-Q =0. 
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300 

Smenjujua P, Q i S njihovim izzazimar  dobijamo 

1 "  
- tai(2 — P

n!
it  I- 

.4t a a 

at 

(0 S- 
b 

i Q=.1- n! 1 " 	 e — ad)dt s  dt z . dt, 2 =0. 
a a a 

Mnotedi drugu jednaeinu sa o i oduaimajua je od prvc postaje 
bb 	b 

j •  • • (At 	 cic= O. 
AR 	11 

Kako izraz 11.1 levoj strani ne mote bin negativan, to to jednaana bin zado-
voljena ako je 

r-t-- cog 
za sve vrednosti 	= 1, 2, ... , n, u intervalu (a, b). To ee, medutim, 
biti slueaj ako je 

	

fv (t)=E t  ie 	(t), 	v = 1, 2 ; . , n . 
F F 

Najzad, ako su determinante Av i 	ortogonalne medu sobom, bite 
R = 0. Taj slueaj nastupa kada su posmatrani rasporedi frekvencija neza-
visni medu sobom. 

Koeficijentu R deli stno naziv kolektitnog koejidjenta korelacije, je• 
araiava simultanu zavisnost izmedu dva rasporeda frekvencija za posmatrani 
vremenski interval (a, b). Otevidno da on omoguouje da steknemo jednu 
globalnu pretstavu o uzajamnoj zavisnosti odgovarajuah frekvencija oba 
rasporeda. 

8.12. Zadaci za wean 

8.12.1. Odrediti momente prvog i drugog reda n-din' tenzionalnog 
rasporeda poznavajua njegovu karakteristienu flutkciju. 

812.2. Pokazati da je varijansa linearne kombinacije multinomijahult a.p. 

D2 ; a t 	+ a pi 	ar2  p, 	apPrn 
a kovarijansa 

a,. , 	= 

8.122 Pokazati da se uslovan normalni raspored mote napisati tt abbiu 

2  -1-(rt la +2112 al  
..,x,,)=Ke 2R  " a: 	1=2 	cit at 

gde K ne zavisi od 
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8.12.4. Pokazati da je zbir od tnakoliko n-dimenzionalnih normalno 
rasporedenih a.p. takode jedna n-dimenzionalna normalno rasporedena a.p. 

8.12.5. Prairiti Centralnu granienu teoremu na n-dimenzionalne 

rasporede. 

8.12.6. Odrediti ortogonalnu regresionu ravan. 

8.12.7. Neka je a normalno rasporedeno sa teigtem rasporeda M i 
dispersionom matricom W. Pokazati da a.p. 

Y= (x 
ima Xs-raspored sa n s.s. ukoliko a ima nesingularan raspored. 

8.12.8. Neka su A i B dve simetriene matrice reda (n, n) i neka je 

normalno rasporedeno u R" sa jectinienim varijansama i tatem u koordi-
natnom poeetku. Pokazati da je 

AB = 0. 	A
2 
- A , 	B

1 
= B 

potreban i dovoljan uslov da kvadratne forme x'Ax i x'Bx budu nezavisno 

rasporedene po x2-rasporedu (Cochran-ova teorema). 

8.12.9. Neka je x normalno rasporedeno u Rs,  sa telikem u koordi-

natnom poeetku. Ako sa at; oznaeimo kovarijansu promenljivih Xi i Xj, 

pokazati da je 

E(X,Xj  Xy,X;) = ak1 ÷ SI °Ilk +  °deli ! 

8.12.10. Neka je a normalno rasporedeno u RR i neka je 

(a) Wtr = 0 , Wt , = rottst. 

Pokazati da ee nova promenljiva y = Ca, gde je C jedna ortogonalna 

matrica, takode biti normalno rasporedeno sa istom dispersionom matricom (a) 

301 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



LITERATURA 

1. Bachelie r. - Calm, des probabilitis. - Paris, Gauthier-Villars, 1912. 	. 
2. Bernttei n. S. N. - Teopun eeposnmocniefi. 	Moclara. 01113 - Focre- 

xnagar, 1946. 
3. Bertrand, J. - Calcul des probabilitds. - Paris, Gauthier-Villars. 
4. Blanc Lapierr e, A. et Forte f, It - Theorie des fonctions altatoires. -

Paris, Masson, 1953. 
5. Bore I, E. - Elements de la thiorie des propabilitis. - Paris, Hermann, 1924. 

6. Bore I, E. - La porta philosophique de la tedorie des probabilities. - Paris, Gauthier-
Villars. 

7. Bur e I, E. - Principe: et formules classiques du asked des probabilites. - .Paris, 
Gauthier-Villars. 

8. Bore I, E. et Delthei I, R. - Probabilias, erreurs. - Paris, A. Colin, 1926. 

9. Can tell i, P. - Sur la definition des variables iventudles. - Colloque consacre 
a la theorie des probabilites. Panic 2-enw: Les fondements du calcul des pro-
babilites. - Paris, Hermann et Cie, 1938, p. 5. 

10. Cantelli, F. P. - La tendenza ad un limite nel sotto del calcolo delle probability. 
R. C. arc. Mat. Palermo, t. XVI, 1916, p. 191-201. 

11. Comri c, L. J. - Barlow's Tables of Squares, Cubes, Square Roots, Cube Roots 
and Reciprocals of All Integers Up to 12,500. 4-th edition. - New York, 
Chemical Publishing Co.,Inc. 1952. 

12. Cramer, H. - The elements of probability and some of its applications. - New 
York, John Wiley and Sons; Inc., 1955. 

13. Cr amt r, H. Mathematical Methods of Statistics. - Princeton, University Press, 
1946. 

14. Cr a m E r, H. - Problems in Probability Theory. Ann. of. Math. Stat. Vol. XVIII, 
1947, p. 165-193. 

15. Cr ame r, H. - Random Variables and Probability Distributions. Cambridge Tracts 
in Mathematics, It 36. - Cambridge, 1937. 

16. Cr a me r, H. Sur un nouveau theordmedimite de la thiorie des probabilites. Colloque 
consacre a la theorie des probabilites. Partie 3-eme: Les sommes et les fonctions 
de variables aleatoires. - Paris, Hermann et Cie, 1938, p. 5-23. 

17. Darmoi s, Georges. - !.'analyse des correlations. - Paris, University de Paris. 
1949. Conference faite au Palais de la Decouverte le 17 ianvier 1948. 

18. D a r m o i s, Georges. - Analyse generale des liaisons stochastiques. Etude particulitre 
de l'analyse factorielle lineaire. Conf. Calcutta, 1952. 

19. D a r m o i s, Georges. - Analyse des liaisons de probability. Intern. Stat. Inst. 
Vol. III, 1947, p. 231-240. 

20. D a r in o i s, Georges. - Calcul des probabilites. Sur une propriete caractEristique 
de la loi de probabilitt de Laplace. Note de M. ,Georges Darmois, presentee 
par M. Emil Borel. Comptes rendus des sciences de l'Acadetnie des sciences, 
t. 232, p. 1999-2000. seance du 28 mai 1951. 

21. Darmoi s, Georges. - Cours de calcul des probabilitis et de statistique, en trois 
fascicules. - Paris, Librairie des Escholiers, 1946. 

22. D a r m o i s, Georges. - La statistiques et ses applications. - Paris, A. Cohn. 
23. D a r m o i s, Georges. - La statistique mathematique. - Paris, 0. Doin, 1928. 

302 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



24. Dar m o i s, Georges. - Siff certaines formes de liaisons de probabilite. Colloque 

Lyon, 1948. 
25. Dar moi s, Georges. - Sur Pindetermination du facteur general dans la theorie de 

Spearman. Mathematics - Vol. XII, 1936. 

26. Dar moi s, Georges. - Sur une peoprieti caracteristique de la loi de Laplace-Gauss. 

C. R. Ac. Sc. 28 mai 1951. 
27. D a r m o i s, Georges. - Sur quelques proprietes de la ki de Laplace-Gauss. Conf. 

New Delhi, 1952. 
28. D a r m o i s, Georges. - Sur les regressions lindaires et probaboliques. Conference au 

Congres de la Victoire - oct. 1945. Intermediaire des Recherches Math. - 
janvier 1947. 

29. D a r m o i s, Georges. - Sur la theorie des deux facteurs. C. R. Ac. Sc. Paris, 

1934, p. 1176 et 1358. 
30. David, F. N. - Probability theory for statistical methods. - Cambridge, 1951. 

31. Delthei I, R. - &rears a moindres cant. - Paris, Gauthier-Villars. 

32. D u g  u e, D. - Analycitd et come:rite des fonctions caracteristiques. Annales Inst. 

Poincare, t. XIII, 1951. 
33. D u g u e, D. - Sur certaines composantes des lois de Cauchy. C. R. Ac. Sc. 24 no- 

vembre 1941. 
34. Dugu E, D. -- Sur certain: exernples de decomposition en arithmetique des lois de 

probabilite. Annales Inst. Poincare, t. XII, 1951. 

35. D u g u e, D. - Sur certaines proprietes des lois indefiniment divisibles. C. R. Ac. 

Sc. 9 janvier 1950. 
36. Dugu 6, D. - Sur la convergence presque complete des moyenna de variables alga- 

wires. (Theoremes de HSU, Robbins et Erdos). Publ. de l'Inst. de Statistique 
de l'Univer. de Paris. Vol. III, fascic. 3, 1954, p. 149-.152. 

37. Du g u 6, D. - Sur quelques proprietes analytiques des fonctions caracteristiques. C. R. 

Ac. Sc. 5 juin 1939. 
38. D u g u e, D. - Un resultat assez inattendu d'arithmetique des lois de probabilite. 

(En collaboration avec R.A. Fisher). C.A. Ac. Sc. 8 decembre 1948. 

39. Dwigh t, H. B. - Tables of Integrals and Other Mathematical Data. Rev. ed. - 

New York, the Macmillan Company, 1947. 
40. Eichle r, Martin. - Quadratische Fortnen and Orthogonale Gruppen. - Berlin, 

Springer-Verlag, 1952. 
41. El der ton,  W. P. - Frequency Curves and Correlation. 3rd S. - Cambridge, 1938. 

42. Fe Ile r, W. - The fundamental limit-theorems in probability. Bull. of the Amer. 

Math. Soc. Vol. 51, 1945, p. 800--832. 
43. Felle r, W. - An introduction to probability theory and its applications. Vol. I. - 

New York, John Wiley and Sons, Inc., 1951. 
44. F elle r, W. - On the normal approximation to the binomial distribution. Annals 

of Math. Stat. Vol. XVI, 1945, p. 319. 
45. - Feller, W. - Sur les adomatiquis du caked des probabilist et fears relations 

avec Its experiences. Colloque consacre a la thilorie des probabilites. Panic 
2-eme Les fondements du calcul des probabilites. - Paris, Hermann et Cie. 
1938, p. 7-21. . 

46. F i net t i, Bruno de. - La prevision, ses lois logiques, ses sources subjective. Ann. 

de l'Inst. H. Poincare. T. VII, 1937, p. 1. 
47. F i nett i, Bruno de. - Sur la condition d'requivalence partial's". Colloque con- 

sacra a la theorie des probabilites. Partie 6-eme: Conceptions diverges. - Paris, 
Hermann et Cie, 1938, p. 5--18. 

48. Fisher, R. A. - On the interpretation of xi from contingency tables, and the 

calculation of P. JRS, 85 (1922), p. 87. 
49. Fisher, R. and Yate s, F. - Statistical Tables for Biological, Agricultural 

and Medical Research. 3rd edition, revised and enlarged. - London, Oliver 
and Boyd, 1948. 

50. Forte t, R. - Calcul des probabilitis. - Paris, Centre national de la recherche 

scientifique, 1950. 
51. Forte t, R. - Elements de calcul des probabilites, polycopie. - Paris, Centre de 

Documentation universitaire. 
52. Forte t, R. - Opinions modernes stir ks fondements du catersl des probabilites dans 

,.Les grands courants de la pens& mathdmatique", p. 207. - Paris, Gathers 
du Sud edit., 1948. 

303 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



53. Forte t, R. - Sur la notion de fonctiOn aliatoire. Rev Scient., I. 79, 1941, 
p. 135--139. 	 • 

54. Fr e c he t, M. - Les apace., abstraitt. - Paris, Gauthier-Villars. 
55.Frechet, M. - Exposé et disetation de quelques rechecks rkenta stir its fonde-

masts it calcul des probabilitei. Colloque consacrI a la theorie des probabilities: 
Panic 2-eme: Les fondements du calcul des probabilities. - Paris, Hermann 
et Cie, 1938, p. 	 

56. Fr ache t, M. - Gbdralitis sur la probabilities, variables allatoires.- Paris, Gauthier- 

57. Frechet, M. - Let principaux courants darn revolution recente des recherche: nor 
le cakul des probabilith. Colloque consacre a la thiorie des probabilites. Pattie 
1-ere: Conferences d'introduction. - Paris, Hermann et Cie, 1938, p. 19-23. 

58. FrEchet, M. - Recherches theoriques malernes sur la :node des probabilites. 
Forms Vol. I, Part III of Ref. 7, Paris, 1937-1938. 

59. Giraul t, Maurice. - Les fonctions caractiristiques et lairs transformations. Publ. 
de l'Inst. de Statistique de l'Univer. de Paris. Vol. IV, fascic. 4, 1955, Paris. 

60. Glivenk o, V. I. - Phone:pas Cnsuestettaca. - Mocerna, FORTH, 1936. 
61. Glivenk o, V. I. - Xypc meows emponnusameil. - MOCKBal FORTH, 1936. 
62. Glivenko, V. I. - Sur la la des grand: tsontbres data respace fonctionel. Col-

loque consacre a la theorie des probabilities. Panic 6-erne: Conceptions diverses. 
- Paris, Hermann et Cie, 1938, p. 19-23. 

63. Goursa t, E. - Trait, d'analyse, en nob tomes. - Paris, Gauthier-Villars. 
64. Hinei n, A. J. - Asymptotische Gesetee der Wahrseheinlichkeitsrechnung. 

-Berlin, 1933. 
65. Hi n e i n, A. J. - 0010011818 =OHS meoptat eeponnewanek. - 2-e lam. - Mociasa, 1932. 
66. H i n b.i a, A. J. - lIpateanue swarm OAR OULU nesasuatatex ceyttailmex OCAIWUM. - MOCIC138, OHM, 1933. 
67. Hine i n, A. J. - Sur la loi des :rands nombres. Comjnes rendus de l'Acad. des 

Sciences, t. 188, 1929. 
68. Hindi n, A. J. - Sur la loi forte des gran& .nombres. Comptes rendus de l' Acad. 

des Sciences, t. 186, 1928. 
69. Ivanovie, B. i Karamata, J. -Dokaz jednog slava o kolektivnom koefi-

ejjentu koreladje. Statistielca revija. God. V, br. 4, sti. 309-313, 1955, Beograd. 
70. I vano vi 4, B. - Kolektivan koefiajent korelacije. Statistieka revija. God. V, br. 1, 

str. 7-16, 1955, Beograd. 
71. Ivanovi e, B. - Odredivanje tendendje rasporeda nula datog polinoma. Vesnik 

Druftva =nem:intim i fizieara NRS, br. 1-2, 1953, Beograd. 
72. Ivanovi e, B. - Preciznost standardne devijacije kod makakvog rasporeda. Zbornik 

Matemat. Inst. SAN, kW. 2. - Beograd, 1952. 
73. Ivanovi e, ,B. - Sur la discrimination des ensembles statistiques. Publ. de l'Inst. 

Statistique de l'Universite de Paris. Vol. III, fscic. 4, 1954. 
74. Jeffre y s, H. - Theory of Probability. - Oxford. University Press, 1939. 75. J o r d a n, Ch. -Critique de la correlation an point de vie des probabilizes. Colloque 

consacre I It theorie des probabilites. Pattie 7-eme: La statistique mathema-
tique. - Paris, Hermann et Cie, 1938, p. 15-33. 

76. K a m p e de F e r i e t. - Sur tine representation des fonctions aktoires. C. R., 225, 1947, p. 37-38. 
77. Karamat a, J. - Teorija i praksa Stieltjes-ova integrala. - Beograd, Nauena 

knjiga, 1949. Posebna izdanja SAN. Knj. CLIV. Matematieki institut. Knj. 1. 
78. Katanin, R. - Le coefficient d'approximation moyenne a le coefficient de correla-tion. Publ. de l'Inst. Math. de 4 Acad. Serb., t. I, Belgrade, 1947. 
79. Kelle y, Turman Lee. - The Kelley Statistical Tables. Revised 1948. - Cam-bridge

' 
 Mass., Harvard University Press, 1948. 

80. Kendal 1, M. C. - Advanced Theory of Statistics. Vol. I. 2nd ed. rev. - London, 
Charles Griffin and Company Limited, 1945. 

81. Kendal I, M. G. - Advanced Theory of Statistics. Vol. II. 3rd ed. - New York, 
Hefner Publishing Company, 1951. 

82. Kendal 1, M. G. - Exercises in Theoretical Statistics. - London, Charles Griffin 
and Company Limited, 1954. 

83. Kendal I, M. G. - Rank Correlation Methode. - London, Charles Griffin and 
Company Limited, 1948. 

304 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



84. Kevne s, J. M. - A Treatise on Probability. - London, Macmillan and Co., 
Limited, 1952. 

85. Khintchin e, A. - On unimodal distributions. Inst. Math:-Meh. Toms. - 1938. 

86. Knop f, Dr. Otto. - Wahrscheinlichkeitsrechnung. Teil T. - Berlin and Leipzig, 
Walter de Gruyter and Co., 1923. Sammlung Goschen, M 508. 

87. K o I rn ogoro v, A. N. - Poundatiom of the Theory of Probability. Translation 
edited by Nathan Morrison. - New York, Chelsea Publishing Company, 1950. 

88. Kolmogorov, A. N. - Gnaulbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Er-

gebnisse der Math. - Berlin, Springer -Verlag. 
89. Kolmogorov, A. N. - Ueber die Grentattertslitze der Wahrscheinlichkeits• 

rednnatg. Ia. Mad. Nauk SSW, 1933. 
90. Runes z, G. - Sur quelques propriatt des functions caracttristiques. These - 

Paris, 1937. 
91. Le b e s g u e. H. - Leorts ma !Integration a la recherche des 'orations primitives. 

2-txne ed. - Paris, 1928. 
92. L e b es gu e, H. - La mama des grandam. Monogmphies de l'Enseignemens 

mathematique, Ns 1, Geneve, 1956. 
93. Leconte, Th. a Deltheil, R. - Preparation a :Rude des probabilitis. - 

Paris, Librairie Vuibert, 1937. 
94. L t v y, P. - L'aritlimitique des lois de probabilist et its produits finis de lois de 

Poisson. - Colloque consacrt it la thtorie des probabilist. Panic 3-eme: Les 
swanks et Its functions de variables altatoires. - Paris, Hamann et Cie, 1938, 
p. 25-59. 

95. Levy,  P. - Calcul des probabilitts. - Paris, Gauthier-Villars, 1925. 

96. L t v y, P. - Sur la determination des lois de probabilist par fears fonctions carat-

thistiqua. C. R. Ac. Sc. 1922, p. 854. 
97. Levy,  P. - Sur la division d'un segment par des points choisis au hazard. C. R., 

208, 1939, p. 147. 
98. Levy,  P. - Theurie -  de !'addition des variables allatoires. - Paris, Gauthier- 

Villas', 1937. 
99. Lichnerowic z, A. - Algtbre it analyse linedra. - Paris, Masson, 1947. 

100. Linde r, A. - Statistische Methoden fees Naturwissenschafter, Mediziner and 
Immature. - Basel, Briklauser. 1951. 

101. Ljapunov, A. M. - Nouvelle forme du theorems sur la limite des probabilitts• 
Comptes rendus de l'Acad. des Sciences, t. XII, 1901. 

102. Loef f e I, H. -- Integration d'un ensemble de fonctions caracteristiques par rapport 

d tot paramitre. C. R. Ac. Sc. 16 mai 1955. 
103. Loev 2, M. - Etude asymptotique des sorrows de variables aleatoires Nees. (These 

de doctorat). - Paris, 1946. 
104. Logy 6, M. - Probability Theory. - New York, Van Nostrand, 1955. 

105. Maleco t, G. - Thforie mathematics( de Pheridia mendiliame generalises. (These' 
de doctorat). - Paris, 1938. 

106. Ma leco t, G. - Les mathematiques de Thertifte. Preface e de L. Blaringhem. - 
Paris, Masson a Cie, 1948. 

107. Marko v, A. A. - HOMCAOMM eeponnwoartei. 4-e nocaumr• natt. - Mama, 1904 . 

108. Marko v, A. A. 1- Pampoartpanante wow 60.411/111% YMCA Ha twasuattami, Jams-

'moue don int dpyza. Hoe. $113. - Mar. KM. yam., 2-st cep. VJ le 4. 

109. Mist s, R. 	- Generalisation des theorbnes de limite classiques. - Colloque 
consaat I la thtorie des probabilist'. Panic 3-tine: Les summa et Its fonctions 
de variables aleatoires. - Paris, Hermann et Cie, 1938, p. 61--58. 

110. Mist s, R. de. - La kit de probabilitts pour is functions statistiques. Amides 
de l'Inst., H. Poincaa, t. VI, 1936, p. 185. 

111. Mist s, It. de. - Quelques remarqua sur is londanenu du camel des probabilites. 
Colloque consacrt I Is thtorie des probabilist. Panic 2-erne: Les fondements 
du calcul des probabilist. - Paris, Hermann et Cie, 1938, P. 57-66. 

112. Mist s, It. de. - Wahrscheinlichkeit, Statistik and Wahrheit. - Berlin, Sprin- 
ger, 1936. 

113. Montessus de Balore, It. de. - Probabilist: it statistiqua. Preface de 
M. Alliaume. - Paris, Librairie scientifique Hermann et Cie, 1931. 

114. Mur nag ha n, F. Introduction to Apolied Mathematics. - New York, John 
Wiley and Sons Inc., 1948. 

305 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



115. N e y m a n, J. - Lectures and Conferences on Mathematical Statistics. - Washington, 
1938. 

116. Neyman, J. - Lectures and Conferences on Mathematical Statistics and Proba-bility. 2nd ed. rev. and enlarged. - Washington, Graduate School U. S. Depart-
ment of Agriculture, 1952. 

117. Pearson, E. S. and Hartley, H.0.- Biometrika Tables for Statisticians. 
Vol. I. - London, the Syndics of the Cambridge University Press, 1954.. 

118. Pearson, K. - On the probability that two independent distributions of frequency 
are really samples from the same population. B, 8 (1911), p. 250. 

119. Pe or son, Karl. - Tables for Statisticians and Biometricians. Part I and II. -
London, Biometric Laboratory University College. 
Part I: 3rd edition. - 1930. 
Part II: 1st edition. - 1931. 

120. P ear so n, Karl. - Tables of the Incomplete Beta-Function. - London, the 
,Biometrica Office", University College, 1948. 

121. Pea r so n, Karl. - Tables of the Incomplete 1-Function. - London, His Majesty's 
Statoinery Office, 1922. 

122. P o i n c a r 6, H. - Calcul des probabilitds. - Paris, Gauthier-Villars, 
123. Poi n c a r 6, H. - La science et Phypothise. - Paris, Flammarion. 
124. Poi near C, H. - Sciences et methods. - Paris, Flammarion. 
125. Poly a, G. and Szeg 0, G. - Aufgaben and Lehrsatze arcs der Analysis. Band I 

and IL - Berlin, Springer, 1925. 
126. Poly a, G. - Remarks on Characteristic Functions. Proc. Berkeley Symposium. 
127. Poly a, G. - Sur la promenade an hazard dent un reseau de rues. Colloque con-

sacr6 a la theorie des probabilites. Partie 1-ere: Conferences d'introduction, -
Paris, Hermann et Cie, 1938, p. 25-44. 

128. Poly a, G. - Sur quelques points de la theorie des .  probabilites. Annales de l'Inst. 
H. Poincare, 1930. 

129. R a o, C. R. - Advanced Statistical Methods in Biometric Research. - New 
York, John Wiley and Sons, Inc., 1952. 

130. Romanovski j, V. P. - Mamenansumeczan cmansucmurca. Mocion, l'OHT14, 
1939. 

131. R o m i g, Harry G. - 50-10G Binomial Tables. - New York, John Wiley and 
Sons, Inc., 1947. 

132. Sultsky, E. - Sur un criterium de la convergence stochastique des ensembles de 
variables eventuelles. C. R. Acad. Sc., t, 187, p. 370-372, Paris, 1928. 

133. Steffense n, J. F. - Frequence et probability. Colloque consacrd a la theorie 
des probabilites. Partin 2-eme: Les fondements du calcul des probabilites. -
Paris, Hermann et Cie, 1938, P. 67-78. 

134. Steinhaus, H. - La theorie et les applications de fonctions indepsndantes an 
sent stochastique. Colloque consacre ?, la theorie des probabilites. Panic 5-eme. 
Les fonctions altatoires. - Paris, Hermann et Cie, 1938, P. 57-73. 135. Todhunter, I. - A History of the Mathematical Theory of Probability. From 
the Time of Pascal to that of Laplace. - New York, Chelsea Publishing Com-
pany., 1949. 

136. U s p e n s k y, J. V. - Introduction to Mathematical Probability. - New York, 
McGraw-Hill Book Company, 1937. 

137. Valiro n, G. - Theorie des fonctions. - Paris, Masson, 1948. 
138. V i 11 e, J. - Etude critique de la notion de collectit. - Paris, Gauthier-Villars. 
139. Vill e, M. J. - Principes d'analyse matricielle. Publ. de l'Inst. de Statistique 

de l'Universite de Paris, fascic. 2-3, 1955. 
140, W e a t h e r bur n, C. F. - Mathematical Statistics. - Cambridge, 1047. 
141. Weather bur n, C. F. - A First Course in Mathematical Statistics. 2-nd edition. 

- New York, Cambridge University Press, 1949. 
142. Wiener, N. - The Fourier Integral and Certain of its Applications. - Cam-

bridge, 1933. 
143. W ilk s, S. S. - The Theory of Statistical Inference. Mn Arbor, 1937. 
144. Yule, G. U. and Kendall, M. G. - An IntroduZtion to the Theory of Sta-

tistics. 14th edition. - New York, Hafner Publishing Company, 1950. 

306 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



INDEKS 

Aksioma selekcije, 15. 
Aksiomatika Ratuna verovatnote, 15. 
Aksiome slotene verovatnote, 20, 100. 
Aksioma totalnih verovatnota, 17. 

I aksiom verovatnote, 16. 
II aksiom verovatnote, 16, 17. 

Aleatorni elementi, 111. 
Aleatorne funkcije, 111. 
Aleatorna promeniiva, 111. 
Aleatorne serije, 111. 
Aleatorni vektor, 111. 
Ampere, 34. 
Analiza varijanse, 9, 205. 
Antimodus, 126. 
Aritmetitka sredina, 10, 11, 122-125, 

127, 128, 130-132, 141-143, 168, 169, 
181, 182, 183, 185, 188, 189, 191, 
195, 202, 210, 215, 240, 242, 263. 

Aritrnetitka sredina at, 241. 
Arttmetitka sredina nultog retla, 168. 

Bachmann-ova notacija, 38., 
Bayes-ova formula, 100, 102, 103, 109. 
Bernoulli-eva teorema, 72, 157. 
Beta-raspored, 213, 216. 	‘, 
Bienayme, 136. 
Bilinearna forma, 273. 
Binomijalna knit, 52, 57, 82, MO. 
Binomijalne verovatnote, 48, 57, 79, 111, 

211, 247. 
Bolzano-Weierstrass-ova teorema, 163. 
Bool-ova teorema, 20, 1St. 
Bool-ove funkcije, 32, 34. 
Sorel, 13. 
Bose-Einstein-ova statistika kvanta, 9. 
Brillouin-ova statistika, 9. 

Cantelli, 156, 161. 
Cauchy, 157. 

Cauchy-eva teorema, 168, 209. 
Cauchy-ev raspored, 186, 187, 

208. 
CentreIna granitna teorema, 195, 

216, 263, 267, 301. 
Centrirana promenliva, 181, 185, 
Cochran-ova teorema, 301. 

Condorcet, 107. 
Copeland, 13. 
Cramer, 170, 255. 

Cramer-ova teorema, 192. 
Cramer-ov operator, 131. 

ebiCevlieva teorema, 135, 158, 159. 

D'Alambert, 17. 
Darmois. 16, 173, 179, 194. 
De Mises, 13, 15. 
Delimitna zavisnost, 253. 
De Moivre, 24, 34. 
Dirichlet-ov integral, 148, 149, 153. 
Dispersija, 129, 132. 
Definitna pozitivna kvadratna forma; 

275, 276. 
Drugi stay o srednjoj vrednosti integrala, 

148, 150, 151. 
Duhamel-ovo pravilo, 65, 67. 

Elementarna verovatnota, 116. 
Elementi matrice, 268. 
Elipsa indikatrisa, 265. 
Elipsa koncentraciie, 267. 
Euler-Mascheroni-eva konstanta, 39. 
Euler-ova funkcija, 42. 

Fermat-ova teorema, 15. 
Fremi-Dirac-ova statistika, 9. 
Fisher, 205. 

Fisher-ov z.v., 10. 
Fisher-ov raspored, 205, 212, 216, 
228-231, 266. 

Forme: 
Bilinearna forma, 273. 
Definitno pozitivna kvadratna forma, 
275, 276. 
Kvadratna forma, 265, 268, 273, 274, 
276, 278, 285, 289, 290. 
Ne-negativna forma, 275. 
Reciprotna forma, 273, 276. 
Semidefinitna pozitivna kvadratna for-

ma, 275. 
Predict, 15, 166. 
Frekvencija dogadaja, 14. 

188, 

210, 

196. 
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Funkcij• 
Apsolutno neprekidna funkcija raspo- 

reda, 235. 
Funkcija B(p,q), 45-47. 

Nepotpuni kolitnik B-funkcije, 48, 
52, 53. 

Funkcija Vs), 41-45. 
Funkcija dvodimenzionalnog raspore-

da, 232. 
Nadia genemtrise, 173, 175. 
Funkcija normalnog rasporeda, 212 
Funkcija rasporeda, 114, 155, 160, 

161, 232, 280. 
Funkcija verovatnote 111. 
Jednodimenzionalne marginalne f.r., 
• 281. 
Komplektma funkcija, 145. 
Marginalna f.r., 232, 236, 281, 283. 
Margiudna funkcija verovatnote, 113, 

232, 280. 
Uslovna n-dimenzionalna fs., 281. 

Funkcionalna zavisnost, 254, 255, 261, 

Gauss, 44. 
Gauss-ov raspored, 195. 

Geometriska srulina, 125, 168, 242. 
Geometriske verovatnote, 13. 
Gibrat, 10. 
Gompertz-Makeham-ov z.v. — Zakon 

dotivljenja, 10. 
Guam, 201. 
Crania didubninacije, 109. 
Guarico poverenja, 10L 
Grits teorema karakteristitne funk-

die, 161. 
GniInt uzorka, 11. 
Gustina jedinitne mast, 235. 
Gustina verovatnote, 116. 

Humoniska sredina, 125. 
Hipergeometriska verovatnota, 75, 76, 

85, 183. 
Hipergeometriski red, 53. 
Huygens, 26. 

Interdecilni intervali, 130. 
Interkvantilni interval, 130, 135. 
Interval sigurnosti, 103. 
Interval varijacije, 129, 135. 

bkobijan, 289. 

Karakteristithi brojevi, 274, 275, 278, 289. 
Karakteristitna funkcija, 143-145, 147, 

155, 163, 172, 178, 180, 186. 244, 
286, 287. 

K.f. binomijakog rasporeda, 181. 
K.f. Cauchy-evog rasporeda, 188. 
KJ. centrinne promenljive, 181, 182, 

185, 196. 
K.f. dvodimenzionalne a.p., 244. 
K.f. geometriskog rasporeda, 207. 

K.f. hipergeometriskog rasporeda, 
184. 

K.f. Laplace-ovog nuporeda, 188. 
n-dimenzionalnog rasporeda, 286. 
neprckidnog rasporeda, 147. 

K.£ normalnog dvodimenzionalnog 
rasporeda, 278. 

K.f. normalnog nuporeda, 189, 195, 
199, 277. 

K.f. Pascal-ovog rasporeda, 207. 
K.f. Poisson-ovog rasporeda, 182. 
K.f. Standardizovane dvoclimenzio-
nalne, a.p., 265. 
K.f. standardizovane promenhive, 195, 

196, 199. 
K.f. „Student"-ovog responds, 203. 
K.f. trinomijalnog rasporeda, 266. 
K.f. uniformnog rasporeda, 178. 
K.f. xtrasporeda 198. 
Marginal= karakteristitna funkcija, 

286. 
ICarakteristitna funkcija druge nate, 145, 

182, 197, 212. 
Kendall, 9. 
Keynes-on oznake, 18. 
Khintchin-ova teorema, 172. 
Koeficijenti: 

Koeficijent asixnetrije, 140, 147, 181, 
182, 191, 199, 203. 

Koeficijent intraklasne korelacije, 267. 
Koeficijent korelacije, 253, 254, 264, 

267, 295. 
Koeficijent rizika, 103. 
Koeficijent spljoItenosti, 140, 147, 
181, 182, 191, 199. 
Kolektivni koefidjent korelacije, 296. 
300. 

IColmogoroff, 16. 
Koncentracija, 129. 
Konvergencija u verovatnoti, 156, 157, 

160, 161. 
Korelacija: 

Delimits korelacija, 295. 
Korelacija range, 264. 
Viiiestruka korelacija, 295. 

Korelacioni kolitnik, 261, 266. 
Kovarijansa, 242, 250, 285. 
Kronecker-ovi indeksi, 270. 
Kumulante, 145, 212 
Kvadratna forma, 265, 268, 273-276, 

278, 285, 290, 291. 
Kvaternion, 268. 

Lantana zavisnost, 22. 
Laplace, 13, 27, 195. 

Laplace-Gauss-ov raspored, 247,288. 
Laplace-ov i8 normalan z.v., 10. 
Laplace-ova teorema, 58. 
Laplace-Liapounoff-lieva teorema, 66. 

82, 84, 210. 
I Laplace-ov rumored, 188. 
II Laplace-ov raspored, 195. 
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Laplace-ova teorema, 58. 
Lebmgue ov integral, 116. 235, 283. 
Levy, 192. 
Liapounoff, 195. 
Linear= transformaciie, 189, 272, 290, 

298. 
Lognitamske faktorijelne tablice, 53, 74. 

MartinaIns f.r., 232, 236, 281, 283. 
Marginalia funkeija verovatnote, 113, 

232, 280. 
Makoff, 22. 
Matematitka nada, 122, 240, 284. 
Menace, 268. 

Adjungovana matins, 271. 
Daewooha matrix, 270, 274, 278, 

285, 286. 
Dispersiona matins, 276 285-288, 

290, 292. 
Jediniena matrica, 271. 
Rordisciona mania, 286, 291. 
Avadratna mama, 270-272. 276, 

279, 285. 
Nesingularmi mania, 274. 
Nulta mania, 271. 
Ortogonalna mania, 272, 274, 278. 
Reciproina matrix, 271, 276. 
Rezolvovana matrix, 275. 
Simetribia marina, 271, 273, 275. 

276, 278. 
Transponovana mania, 270, 271. 

Maria transformaciie, 272, 285. 
Menials, 126. 
Main, 10, 125, 126, 130, 135, 140, 

166, 186, 189, 192. 
Men mama*, 139. 
Mere dispels*, in• 
Mere splintenosti, 139. 
Masud karakteristitniti funkcija, 11. 
Meted naimannt kvalkata, 258 
Meted re:in:oink 187. 
Meted Uspenskog, 53, 83. 84. 
Modus, 126, 180, 186, 189 
Momenti, 11. 127, 143, 144, 184, 189, 

195, 202, 213, 240. 
Apsolutni moment, 127, 195, 210, 

24L 
Centralni moment, 128, 139, 147, 

155, 181, 185, 189, 215, 241, 284, 

Faktorijelni momenti, 129. 198. 
Maniti centralni yeomen= 242. 
Mama= dvodimenzionalnog raspo- 

reds 240. 
Mama= is-dimenzionalnog raspore-

da, 284. 
Mama= u odnosu na tatku, 127. 
Momenti e-rasporeda, 199. 
Ne-negativni momenti, 129. 
ObiZni apsolutai moment, 241. 
Obieni momenti, 127, 144, 184, 189, 

195. 215, 241, 288.  

Multinomijalan z. v., 288. 
Multinomijalna verovatnota, 73, 85. 

Nezavisne propozicije, 21. 
Ne-negativna forma, 275. 
Neperov lopritaun, 145. 
Nepotpuni kolienik B-funkciie, 48, 52, 

.53, 57, 80, 84, 86, 103, 180. 
Neumann-ov red, 275. 
Nonnalna kriva, 97. 

Ortogonaha matrin, 272, 274, 278. 
Ortogonalna regresiona prava, 258. 260. 
Ortogonalna regresiona raven, 301. 
Ortogonalna transformadja, 272, 275, 

276, 289. 
Otekivana vrcdnost, 123. 

Parametri zakona verovatnne, 10. 
Parametri osnovnog skupa, 11. 
Parametri uzorka, 11. 
Paseal-ov raspored, 207, 208, 215. 
Pearson, 53, 140, 214, 216. 

Pearson-ov korelacioni kolitnik, 260. 
Pearson-ovi koeficijenti, 216. 

Poincan, 13, 104. 
Poisson-ova granitna formula za bino- 

mijalnu verovatnotu, 61, 64, 80. 
Poisson-ova granitna formula n multi- 

nomijalnu verovatnotu, 85. 
Poisson-ov z.v., 10. 
Poisson-ov n-dimenzionalni raspored, 

288. 
Poisson-ov raspored, 172. 182, 183, 

215. 
Polya-ev raspored, 215. 
Ponderarioni elementi totalnog shape, 17. 
Poper, 13. 
Povcljan ship, 17. 
Pravoliniska regresija, 261. 
Premix, 15. 

Rang, 273. 
Rang greike rids, 11. 
Rang rasporecta, 287. 

Rasporedi: 
Asimetriean raspored, 127, 184, 199. 

205. 
Beta-raspored, 213 218. 
Bimodal= raspona 126. 
Binomijalan raspored, 180-182, 185. 
Cauchy-ev raspored, 186-188, 204, 

2013. 
Drugi Laplace-ov raspored, 195. 
Dvodimenzionah raspored, 232, 240, 

242, 253, 263, 276. 
Dvodimenzionalan uslovni respond, 

292. 
Fisher-ov raspored, 205, 212, 216, 

228-231, 266. 
Gauss-ov raspored, 195. 
Geometriski raspored, 201 
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Hipergeometriski raspored, 183, 184, 
185, 215. 

Jednodimenzionalni uslovni raspored, 
111, 180, 292. 

Laplace-Gauss-ov raspored, 247, 248. 
Marginalni raspored, 233, 242, 244, 

282. 
Multimodalan raspored, 126. 
Multinomijalan raspored, 287. 
Negativan binomlialan raspored, 208. 
Nezavisne propozicije, 21. 
Neprekidan raspored, 116, 122, 131, 

144, 148, 155, 186, 214, 216, 234, 
235, 239-241, 282, 285. 

Neprekidan uniforman raspored, 125. 
Nesingularan raspored, 287, 301. 
Normalan dvodimenzionalan raspored, 

247, 251, 253, 263. 
Normalan n-dimenzionalan raspored, 

288, 291. 
Normalan raspored, 140, 178, 189, 

191, 192, 195, 196, 199, 202, 203, 
210, 211, 212, 277, 278, 288. 

Pascal-ov raspored, 207, 208, 215. 
Poisson-ov n-dimenzionalan raspored, 

288. 
Poisson -ov raspored, 172, 182, 183, 

215, 246. 
Polya-ev raspored, 215. 
Prekidan raspored, 115, 122, 131, 

145, 147, 180, 183, 216, 233, 234, 
240, 241, 281, 284, 285. 

Prvi Laplace-ov raspored, 188, 189. 
Raspored frekvencija, 296, 298, 300. 
Raspored althea tipa, 284. 
SimetriEan raspored, 118, 126, 184, 

189, 199, 201. 
Singularan raspored, 287. 
Snedecor-ov F-raspored, 205, 216. 
„Student"-ov raspored, 201, 203-205, 

216, 224-227, 263. 
Tree' Pearson-ov tip rasporeda, 214. 
Trinomijalan raspored, 245, 266. 
Unimodalan neprekidan raspored, 139. 
Unimodalan raspored, 126, 127, 180, 

189, 201. 
Uslovan normalan raspored, 252. 
ViCedimenzionalan raspored, 280. 

p-raspored, 213, 216. 
y-raspored, 213, 214. 
•raspored, 10, 198-200, 211, 

214, 219, 301. 
Rabin verovatnote, 13, 15, 16. 
Reciprotna kvadratna forma, 276. 
Reciprotna teorema, 163, 199. 
Regresiona prava, 254, 255, 257-261. 
Regresiona raven, 293. 
Regresione krive, 255, 257, 260, 266. 
Regresioni koeficlienti, 293. 
Reichenbach, 13. 
Rekurentni obrazac, 83. 
Relativna gretka, 40. 

Riemann-ov integral, 121. 

Sekularna jedna6ina, 274. 
Semidefinitna pozitivna kvadratna for-

ma, 275. 
Semi-invarijante, 146. 
Skalarni proizvod, 269. 
Skupovi: 

Binomijalan osnovni skup, 10. 
Diskretan ill prebrojiv o.s., 10. 
Multinomijalan o.s., 10. 
Neprekidan o.s., 10. 
Povoljan ship, 17, 23. 
Poletni ili osnovni ship, 9. 
Probabilan skup, 112. 
Totalan ship, 17, 23, 
Univerzalan skup, 111, 114, 232. 280. 

Slutsky, 157, 158. 
Snedecor-ov z.v., 10. 

Snedecor-ov F-raspored, 205, 216. 
Srednje apsolutno otstupanje, 130, 135, 

210. 
Srednje kvadratno otstupanje, 257, 258, 

259. 
Srednje vrednosti, 121, 240, 285. 
Stabilnost frekvencije, 13. 
Standardizovana promenljiva, 131, 146, 

191, 195, 196, 212. 
Standardizovane dvodirnenzionalne 

promenljive, 265. 
Standardna devijacija, 10, 130, 133, 

135, 191, 195, 210, 212. 
Uslovna standardna devijacija, 267. 

Statistidka zavisnost, 254. 
Steffenson, 81. 
Stepen slobode, 198, 200, 202, 205. 
Stereogram, 234. 
Stieltjes-ov integral, 118-121, 239, 240. 

284. 
Stirling-ova formula za nl, 37, 40, 41, 

44, 53, 57, 67, 74, 81, 144. 
Stohasti&a zavisnost, 21, 253, 254, 267, 

293, 295. 
„Student"-ov z.v., 10, 201, 216. 

„Student` -ov raspored, 201, 203, 204, 
216. 

Swartz-ova nejedna6ina, 128, 299. 

Taylor-ov red, 244, 286. 
Teorema totalne verovatnote, 20. 
Teorije: 

Teorija distribucije, 9. 
Teorija funkcija kompleksne promen-

ljive, 192. 	' 
Teorija grdaka, 188. 
Teorija ocene parametara osnovnih 

skupova, 103. 
Totalna frekvencija, 14. 
Total= skup, 17. 

Transformacije: 
Linearna transformagija, 272, 290, 

298. 
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Nesingularna linearna transformacija, 
274. 

Ortogonalna transformacija, 273. 
Reciprotna transformacija, 272. 

Uslovna aritmetitka sredina, 242, 252. 
Uslovna verovatnota, 20, 113. 
Uspensky, 53, 83, 84. 

Varijansa, 130-132, 142, 184, 195, 202, 
206, 207, 215, 242, 249, 250, 263, 
267, 286, 300. 
Uslovna varijansa, 243. 
Rezidiuntska varijansa, 257, 259, 294. 

Vektor, 268. 
Vektor kOlona, 268, 272, 273, 286. 
Vektor red, 268, 273. 

Verovatnota, 13, 100, 101, 113, 183. 
Verovatnota a posteriori, 100, 102, 104, 

108, 109. 	' 
Verovatnota a priori, 100, 102,104-106, 

108. 
Verovatnota buduelh dogadaja, 101. 
Ville, 13. 

Zakon dotivljenja, 10. 
Zakon evolucije, 296. 
Zakon konstantnog dejstva, 10. 
Zakon propoicionalnog dejstva, 10. 
Zakon verovatnote, 10, 114, 126, 147, 

178, 180. 
Laplace-ov z.v., 10.  

Marginalni z.v., 236, 252, 262, 265, 
283. 

Poisson-ov z.v., 10. 
Snedecor-ov z.v., 10. 
Uniformni z.v., 112. 
Uslovni z.v., 238. 
Z.v. aleatorne promenljive, 114, 156, 

177, 235, 238. 
Z.v. Cauchy-evog rasporeda, 186. 
Z.v. centralnog normalnog dvodimen-

zionalnog rasporeda, 278. 
Z.v. dvodimenzionalnog rasporeda, 

251, 262-264, 267. 
Z.v. Fisher-ovog rasporeda, 10, 205. 
Z.v. geometriskog rasporeda, 207. 
Z.v. normalnog rasporeda, 189, 191. 
Z.v. Pascal-ovog rasporeda, 208. 
Z.v. Poisson-ovog n-dimenzionalnog 

rasporeda, 288. 
Z.v. Polys-evog rasporeda, 215. 
Z.v. prekidne aleatorne promenljive, 

206. 
Z.v. prekidnog rasporeda, 234. 
Z.v. Snedecor-ovog F-rasporeda, 10, 

205. 
Z.v. „Student"-ovog—rasporeda, 10, 

201, 216. 
Z.v. x'-rasporeda, 10. 

Wald, 13. 
Wallis-ova formula, 36, 40, 79. 
Weirstrass-ovo pravilo, 42. 
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