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PREDGOVOR

Ovo je delo proizadlo iz predavanja koja je pisac odriao na Kursu
vie specijalizacije iz matematitke statistike u Saveznom zavodu za stati-
stiku u Beogradu, tokom $kolske 1954—55 godine. Pored diplomiranih
matematicara, kurs su poseéivali i diplomirani fizi¢ari, astronomi, agro-
nomi i pravnici koji su ve¢ imali viSegodi¥nju praksu u statistitkim insti-
tucijama kao i potrebno matematitko znanje za pradenje Kkursa.

Delo (e sadrzati dve knjige. U prvom delu prve knjige dati su oni
elementi racuna verovatnoe koji su neophodni za razumevanje statisticke
teorije. Drugi deo prve knjige posveéen je teoriji rasporeda obuhvatajuéi
jedno, dvo i viSedimenzionalne prekidne i neprekidne rasporede. U sva-
kom takvom rasporedu sistematski su obradeni parametri centralne ten-
dencije, dispersije i forme kao i zakon verovatnoée i funkcija rasporeda.

Podto je detaljno izloZena teorija karakteristitnih funkcija, ona je do-
sledno primenjivana u celoj teoriji rasporeda kao jedno efikasno sredstvo
za brzo dolaZzenje do rezultata, Ona ¢e nam takode korisno posluZiti kod
proucavanja rasporeda parametara uzorka u teoriji statistitkih ocena koja
e pretstavljati predmet druge knjige.

Pisac je pretpostavio da Citaoc veé raspolaZe dovoljnim znanjem iz
matematiCke analize. To bi uglavnom bio obim koji obuhvataju standardni
kursevi Matematike I i II koji se drZe na tehnifkim fakultetima, Licima
koja nemaju dovoljnu matemati¢ku pripremu za praéenje ovoga kursa, pi-
sac preporucuje poznatu knjigu profesora Radivoja Kasanina.

Ona matematitka aparatura koja izlazi iz ovog okvira, izloZena je
ukratko u ovoj knjizi. Tako su data kraca obaveftenja po pitanju Stieltjes-
ovog integrala, gama i beta funkcija, matrica itd.

Na kraju svake glave dat je izvestan broj izradenih zadataka kao i
zadataka za veibu. Takode su za najvaZnije rasporede date numeritke ta-
bele koje se koriste u svakodmevnoj statistikoj praksi.

Sa velikim zadovoljstvom pisac koristi ova priliku da izrazi svoju
zahvalnost Milevi Cepi¢-Piroéanac i Veri Dordevié, sluzbenicama Saveznog
zavoda za statistiku, na pruZanju obimne tehni¢ke pomoéi u pripremi ru-
kopisa za $tampu, BoZani Zivandevié, sluzbenici Saveznog zavoda za sta-
tistiku, i Slobodanu Brankoviéu na tehni¢koj obradi knjige, a Mladenu Dra-
ski¢u, nafelniku odeljenja publikacija Saveznog zavoda za statistiku, na
celokupnom rukovodenju $tampe knijige. B. I
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UvoD

Kada se u svakodnevnom govoru spomene re¢ ,statistika“ redovno
se pomisli na jedan skup numeriZkih podataka, sistematizovanih u izvesnom
broju tabela koje pruZaju informaciju o jednom skupu elemenata okarak-
terisanih tim numeritkim podacima.

U novije se vreme, medutim, potelo davati redi Hstatistika® jedno
prodireno znafenje. U mnogim naucnim disciplinama kao i u raznim obla-
stima ljudske delatnosti sve se vife uvodi jedna nova t.zv. nStatistitka me-
toda® sa ciljem prouavanja numeritkih osobina jednog skupa fakata bez
obzira na samu prirodu tih fakata. ‘

Tako se kod proudavanja kvantitativnih odnosa ekonomskih veli¢ina,
statisticka metoda sama po sebi nameée. Ona nam takode pruZa moguénost
da vr$imo kvantitativne ekonomske analize kao i predvidanja $to je od ve-
likog znalaja u oblasti privrednog planiranja.

I u drugim naukama posmatranja, kao $to su sociologija, demografija,
astronomija itd., statisti‘ka metoda se u potpunosti afirmisala.

Primena statistickih- metoda je vrlo znafajna i u eksperimentalnim
naukama. Tako je cela teorija gre¥aka, koja se primenjuje prilikom merenja
rezultata eksperimenata, bazirana na statistickoj metodi, U fizici se,osim
toga, ova metoda primenjuje i kod proucavanja osobina materije i energije,
kao naprimer u kineti¢koj teoriji gasova, statisti¢koj mehanici, teoriji kvanta
itd. Ona nailazi na svoje primene i u ostalim eksperimentalnim naukama,
kao u biologiji, genetici, eugenici, medicini, psihologiji, fonetici itd. Tako
je u genetici poznata statisticka hromozomska teorija nasleda koja ima za
cilj da objasni transmisiju individualnih osobina putem nasleda. U biolo-
giji se primenom statistitkih metoda razvila posebna disciplina »Kvantita-
tivna biologija ili ,biometrika“ koja ispituje kvantitativne odnose biolodkih
velicina.

Osim toga, u agronomiji, Sumarstvu, industriji, drZavnoj administra-
ciji, saobracaju, ekonomici i organizaciji preduzeca, socijalnom i privatnom
osiguranju, vazduhoplovstvu, armiji itd., statistitka metoda Cesto postaje
neophodna za re§avanje odgovaraju¢ih problema.

Kako je ratun verovatnoe osnova statisticke teorije, to je uobiéajeno
da se Teoriska statistika naziva Matemati¢ka statistika, Standardni osnovni
kurs Matematicke statistike sastoji se iz dva dela: teorije rasporeda 1 teorije
statistitkih ocena. Prva knjiga ovoga kursa sadrii uvodni deo iz raluna
verovatnode i teoriju rasporeda. Druga knjiga bice posveena teoriji sta-
tisti¢kih ocena.
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Napomenimo, medutim, da ova knjiga pretstavlja samo uvodni kurs
za ulazenje u najnovije statisticke discipline kao §to su:

Teorija stohastickibh procesa

Diskriminaciona analiza

Teorija igara

Sekvencijalna analiza

Teorija planiranja eksperimenata

Faktorska analiza

Teorija operacionih istraZivanja

Teorija informacija itd.

i koje ulaze u okvir najnovijih dostignuéa savremene nauke.

U Matematickoj statistici tretiraju se veli¢ine koje su aleatorne pri-
rode. To su velitine é&ijim pojedinim vrednostima pripisujemo odgovara-
juce verovatnode. Zato ¢emo podeti ovaj kurs sa izlaganjem osnovnih poj~
mova iz rafuna verovatnode,

12



I. Deo

RACUN VEROVATNOCE
1. OPSTI PRINCIPI RACUNA VEROVATNOCE

1.1. Pojam verovatnode. — Najstarija definicija verovatnode, koja se
protezala kroz klasiéna dela poéev od Laplace-a pa do Poincaré-a, bila
je sledeca:

Verovatnoda jednog dogadaja je odnos izmedu broja povolimih i ukupnog
broja podjednako mogudih slucajeva.

Ova definicija bazira na posmatranju podjednako mogudih slufajeva
1 bez tefkoéa se moZe primeniti u proudavanju teorije hazardnih igara. Tako,
napr., uzmimo jedan 3pil od 52 karte i izvucimo na slufaj jednu kartu,
Ako smo posSteno mesali i presekli karte, nemamo razloga da verujemo
da ¢e izvlatenje jedne karte biti vise favorizirano nego ma koje druge
karte. Zato demo kazati da su 52 karte podjednako verovatne, odnosno
da pretstavljaju 52 podjednako moguéa slu¢aja. Neka je dogadaj A izvlatenje
keca iz toga 3pila. Broj povoljnih slutajeva je m = 4, ukupan broj slucajeva
je n= 52,tako da je verovatnoca izvlatenja jednog keca, tj. ostvarenja dogadaja A4

4 l
Pr{d}=—=—.
. 4y 52 13

Cesto se verovatnoéa Pr{ A} kratko oznatava sa p. Kako broj povoljnih

sluCajeva ne moZe biti vedl od ukupnog broja slucajeva, tj. m < n, to je

0o<p<l.

Ako je p =0, onda je m = 0; A se ni u jednom slutaju ne mose ostvariti.
Ako je p=1, onda je m=1n; A se ostvaryje u svakom sludaju.

1.2. Stabilnost frekvencije. — Ve¢ prilikom proufavanja geome-
triskih verovatnoda nismo u moguénosti da razlikujemo podjednako moguce
sluajeve. Zato su se pojavile teZnje da se na nov nadin definide pojam
verovatnoce. Danas se uglavnom usvojila definicija R. de Mises-a uz dopune
koje su dali Poper, Reichenbach, Copeland, Wald- i Ville. Pre nego $to
damo samu definiciju, usvojimo da se pod ponavljanjem jednog dogadaja
A u toku N opita naziva broj opita » u kojima se o¢ekivani dogadaj. A
ostvario, Odnos

x
N
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nazivamo frekvencijom dogadaja A v N opita. Ako postoji graniéna vrednost
frekvencije dogadaja 4 u jednom skupu opita S

.n
f Nlin:oN

kad broj opita neogranieno raste, onda ¢emo kazati po Borel-u da dopadaj
A ima-odredenu rotalnu frekvenciju f, odnosno da postoji stabilnos: frek-
pencije ostvarenja dogadaja A. Staro iskustvo nas udi da se stabilnost
frekvencije pojavljuje kod jednog velikog niza slufajeva ponovljenih opita
pod istim uslovima, Samu graninu vrednost f moZemo cesto odrediti
unapred teoriskim putem. Uzmimo kao primer bacanje jedne kocke savrienog
oblika, homogene mase i pretpostavimo da smo je korektno bacili, tako
da su svih $est strana podjednako moguée. Frekvencija ma koje strane bice
bliska broju 1/6 i to utoliko viSe, ukoliko je broj bacanja N veéi. Pod
»korektnim bacanjem kocke® podrazumevali smo da smo otstranili uficaj
na$e volje da padne pre jedna nego ma koja druga kockina strana,

Dakle, prakti¢no proveravanje verovatnoe dobijene teoriskim putem
jedino je moguée ako dovoljan broj puta ponovimo opit pod istovetnim
uslovima. Prilikom bacanja pare slufaj mora favorizovati koliko glavu toliko
1 pismo. Ako, naprimer, 100 puta korektno bacimo paru i ako se glava
pojavi izmedu 40 i 60 puta, izgledate nam sasvim normalno. Ako se pak
pojavi svega 5 puta, zakljuéicemo da razlog tome nije samo efekat slu-
¢ajnosti, veé da ne postoji jednakost $ansi za glavu i pismo. Prema tome,
neophodno je voditi ra¢una o %ansi moguéih dogadaja. Najprostiji slucaj
u jednom problemu verovatnoée bio bi onzj gde od svih moguéih dogadaja
nijedan nema neku specijalnu Sansu da bude osivaren. Tako, naprimer,
kod lutrije svi lozovi moraju imati podjednake $anse izvladenja. Ako izvla-
¢imo jednu kuglicu iz urne, sve kuglice treba da budu iste velifine, teZine
i rapavosti a da se razlikuju jedino po boji. Karte moraju biti identi¢ne
po velidini, debljini i rapavosti i ne smeju biti markirane. Kocka mora
biti savrienog geometriskog oblika i homogene gustine. Rupice koje ozna-
tavaju strane moraju biti §to manje. U protivnom bi se poremetila ravno-
teZa i centar gravitacije bi postao bliZi stram sa jednom rupicom. Prilikom
kotrljanja kocka bi tada teZila da zauzme poloZaj sa 3esticom s gornje strane.
Ako se, pak, kocka nalazi u ¢a$i 1 bacanje izvodi na taj nadin 3to se cada
s kockom prevrne, kocka ¢e teZiti da zauzme poloZaj sa jedinicom s gornje
strane. 'Kod ruleta simetrija mora biti besprekorna. Lukovi svake numere
moraju biti jednake veli¢ine, tako da pretstavljaju podjednaka smanjivanja
Zive sile kuglice. Kad god se pojavljuje simetrija (bacanje kocke i pare,
ruleta i sl.), ispitivanje $anse za svaku moguénost postaje vrlo jednostavno.

Medutim, ako na ostvarenje dogadaja uplivide i ljudska volja, netemo
modi da unapred edredimo verovatnodu teoriskim putem, posto odluke izmedu
kojih oklevamo nikada nisu podjednako moguée, a ne postoje objektivni
metodi za merenje njihovih odnosa. Pa ipak i tada &esto konstatujemo
izvesnu stabilnost frekvencije, kao napr. kod frekvencije ventanih lica u
jednoj odredenoj sredini. I pored bitne uloge volje svakog pojedinca pri
odludivanju za stupanje u brak, opéta situacija 1 karakteristike jednog sta-
novniftva mogu dovesti do stabilnosti frekvencije vendanih lica i samim
tim do odredivanja verovatnole da ¢e se jedno nevendano lice vencati u
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toku jedne godine, naravno pod pretpostavkom da ée za to vreme opita
situacija i karakteristike toga stanovni$tva. ostati nepromenjene. Ukoliko
se izmeni ekonomska i stanbena situacija, psihologija stanovnistva, pro-
cenat abnormalnih lica, raspored mortaliteta po godinama starosti, socijalna
organizacija itd. izmenice se i vrednost frekvencije venc¢anih lica.

Najzad, postoje stucajevi u kojima na ostvarenje dogadaja ne uplivise
ljudska volja, pa ipak ne moZemo unapred odrediti verovatnoéu teoriskim
putem, kao napr. prilikom odredivanja verovatnoée pola novorodenog
deteta, verovatnoée smrinosti, verovatnode oboljenja od raka itd. a kod
kojih, takode, dolazi do izraZaja stabilnost frekvencije.

Ako sa § oznadimo skup svih opita, onda je sada po R. de Mises-u
verovatnoca dogadaja A za skup S njegova totalna frekvencija f, koja Ce
ostatt nepromenjena ako na jedan proizvoljan nadin otstranimo jedan deo opita,

Uslov koji sadrzi ova de Mises-ova definicija verovatnoée ima za
cili da se ogranitimo na onaj skup opita koji nam se u praksi pojavijuje.
Videli smo da korekenim bacanjem jedne pravilne i homogene kocke, frekven-
cije svake strane bice bliske vrednosti 1/6, ako smo kocku bacili veliki
broj puta. Iz iskustva znamo da ée se rezultati nizatd na jedan potpuno
nepravilan natin. Ukoliko bi se rezultat pravilno nizali, napr.: 5, 6, 1, 2,
34,5 6, 1, 2, ..., totalne frekvencije bi¢e 1/6, pa ipak posumnjademo
u ispravnost igre. U tom slufaju ukidanjem rezultata, napr. svakog Sestog
opita, totalne frekvencije strana promenice vrednost i postaée 1/5, 1/5, 1/5,
0, 1/5, 1/5. Zato ¢emo ovaj slucaj otstraniti iz naeg proufavanja. Gornji
uslov je Fréchet nazvao aksiomom selekcije koji treba da naglasi aleatorni
karakter posmatranih fenomena i nemoguénost da se pronade sistem igre
pomocu koga bi se mogli unapred predvideti rezultati. Taj elemenat ne-
odredenosti le?i u osnovi Raduna verovatnode, &ime ga bitno razlikuje od
ostalih nauénih grana Primenjene matematike. Naprimer, u Racionalnoj
mehanici, svaka teorema pretstavlja jedan zaklju¢ak dedukovan iz aksioma
putem logitnog rezonovanja, u vidu odgovora de ili #e na jedno odgo-
varajuce pitanje. Ako su & 1 4 dve propozcije, od kojih je 4 hipoteza ili
premisa, onda postoje dva jedino moguda zakljutka i to:

ako je k& ostvareno, bide i 4 ostvareno, ili
ako je A ostvareno, A nefe biti ostvareno.

Nekiput je vrlo tetko dati odgovor. Tako, naprimer, tek 1954 godine dat
je dokaz za Fermat-ovu teoremu. Medutim, jasno je da u takvim shufaje-
vima odgovor moZe samo bitt ili da ili ne.

Neka jedno lice ima loz. Na pitanje da i ¢e dobiti, ne moemo dati
odredeni odgovor. Ne moZemo kazati da jer nema sve lozove, a ne moZemo
kazati ne jer ima jedan loz. Jedini odgovor je: moZda. Pojam verovatnode
pojavljuje se tamo gde je odgovor neodreden. Ako igral ima samo jedan
loz, kaZe se da je malo verovatno da ¢e dobiti. Ovde se radi, dakle, da
umesto odgovora da ili ne odredimo numeritku gradaciju otekivanja da
e igrat dobiti prilikom izvlatenja. Ukoliko igradi imaju vise lozova, onda
¢emo svakom igratu pripisati jedan broj koji ¢e zavisiti od broja lozova
koji on poseduje i koji ¢e iskazivati njegove Sanse dobitka.

1.3. Aksiomatika Raduna verovatnode. — U Ralunu verovatnoée,
kao 1 u Racionalnoj mehanici, polazi se od jedne zgodno izabrane grupe
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aksioma. Ispravni aksiomi i ispravna logika, kojom ¢emo dalje vrditi de-
dukcije, treba da dadu rezultate koji ¢e biti potvrdeni u praktiénim pri-
merima. Same verovatnole iskazuju se numerickim vrednostima ije de se
kombinacije izvoditi po izvesnim pravilima. Skup svih tih pravila pret-
stavlja Ractun verovatnoce.

Medutim, do danas se nije uspelo da se formira jedna jedinstvena aksio-
matika u Radunu verovatnode koja bi u svakom pogledu zadovoljila. Postoji
¢itav spektar razliditih aksiomatika rauna verovatnoée, u &iju se diskusiju
neéemo upustati. Napomenimo da su se moderne teorije formirale prouca-
vajuéi konkretne probleme i da sve imaju za polaznu tacku dobro poznatu
aksiomatiku A. Kolmogoroff-a.

Ralun verovatno¢e ne moZe vriti predvidanja na isti nadin kao i
Racionaina mehanika. Ako se u Mehanici predvidi ralunom oblik kretanja
jednog tela pod izvesnim uslovima 1 ako se to kretanje efektivno obistini,
dokazali smo da je teorija bila dobro postavljena. U Ratunu verovatnoce
potvrda teorije dobila bi se na slededi nain: ako smo ratunom odredili
da je verovatnoca jednog dogadaja vrlo mala i ako se u praksi taj dogadaj
nikada ne ostvari, re¢i ¢emo da je teorija dobra. Ovaj se princip ne doka-
zuje, ve¢ je plod zdravog razuma. Naravno, granica od koje éemo zane-
marivati male verovatnole subjektivne je prirode, ali ée uvek doéi sma-
njivanjem te granice do trenutka kada ée i najrezervisaniji biti zadovoljeni.
Niko nefe smatrati za mogucée da ¢e uspeti da uz korektno medanje 3pila
od 52 karte u dva maha dobije isti redosled karata. Pa ipak, teoriski ovaj
dogadaj nije. nemogu¢ veé¢ samo vrlo malo verovatan.

1.4. Prvi i drugi aksiom. — Uzmimo sledete rezovanje G. Dar-
mois-a, da bismo dodli do prvih aksioma Rafuna verovatnoée. Neka jedno
lice ima n lozova od ukupno N. Verovatnota da de dobiti, zavisi¢e od
n i N. Zato ¢emo je iskazati jednim karakteristi¢nim brojem f (n, N), koji
smo pripisali licu koje poseduje = lozova. Pretpostavimo sad da su se dva
lica, prvo sa m a drugo sa », lozova, udruZila s tim da zajedno igraju.
Koji éemo karakteristitan broj pripisati njihovoj zajednici? UdruZivanjem
njihovih lozova, udruZujemo njihove 3anse. Bar se tako kaie u svako-
dnevnom govoru. To nas vodi osnovnoj hipotezi

Flu, N) + f(n2, N) = f(m + n2, N).
f@2,N) = f(1, N) + f(1, N) = 2f(1, N),
FG,N) = £(1, N) + 2£(1, N) = 3£(1, N itd.

Prema tome, karakteristiCan broj koji odgovara asocijaciji od n lozova bide
pretstavljen jednim brojem proporcionalnim sa #, tj.

S N)=K - n,

Tako je

gde je K funkcija od N.

Ako neko ima sve lozove, siguran je da ¢e dobiti, Konvencionalno
se usvaja jedinica za karakteristitan broj izvesnosti, tj.

f(N,N)=KN=1,
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Zato je

K=L
N
pa
r
N
N je ukupan broj lozova, tj. totalan skup mogucih sluéajeva a n je potskup
prethodnog skupa, tj. skup onih lozova koje igra¢ poseduje. Taj potskup
nazivamo povoljnim skupom za olekivani dogadasj. Sada moZemo iskon-
struisati jednu aditivnu numeri¢ku karakteristiku i kazati da je verovatnoéa
jednog slucajnog dogadaja jednaka koli¢niku iz broja elemenata povolinog
i totalnog skupa. Tako smo doili do prve klasine definicije verovatnoée
iskazane ve¢ u 1.1 i iz toka izlaganja uzeli smo dve osnovne pretpostavke
koje ¢emo iskazati u vidu sledecih aksioma:

I Aksiom: Verovatnoéa Pr{A} dogadaja A je realan broj, takav da je
O<Pr{A} <1,

koji je 1 ako je izvesno da ce se A ostvarit.

fn, =

II Aksiom: Verovatnoéa zbira jednog konainog broja dogadaja

Ay, Asy ..., An, koji se medusobno iskljutuju, jednaka je zbiru vero-
vamoéa dogadaja A, tj.
Pr{id+ Az + ...+ An} =Pr{Ai} 3 Pr{dz}+....+ Pr{An}.

Po ovom drugom aksiomu Pr{A} je jedna aditivna funkcija. Taj je
aksiom poznat pod imenom aksiom iotalnih verovatnoca. _

1.5. Ponderacija elemenata totalnog skupa. — Vel kod jedne
nepravilne ili heterogene kocke ne moZe biti govora o podjednako mogucim
sludgjevima. Pz ipak, ako ponovimo bacanje dovoljan broj puta, stabilnost
frekvencije za svaku stranu mora do¢i do izraZaja. Na taj nalin moZemo
odrediti verovatnoéu svake kockine strane sa preciznocu-koja ¢e utoliko
biti veda, ukoliko je veci broj bacanja.

U igri sa kartama u jednom trenutku mo¢i ¢emo da odredimo sve
moguce kombinacije koje mogu nastupiti a zatim i samu verovatnocu Ko-
na‘nog ishoda partije posle svakog poteza. Pa ipak, skup svih kombinacija
nede pretstavljati totalni skup. Zbog razliCitog stepena znanja, vestine i
navike igraca bi¢e poteza koji nikada nece biti upotreblieni. Zato le toralnt
skup biti skup svih kombinacija koje stvarno mogu nastupiti. Ako se svaki
ishod igre boduje, onda je potrebno da se ponderise svaki elemenat totainog
skupa, s obzirom da oni vise nisu podjednako mogudi.

Do pojma ponderacije nije se doslo automatski. D’Alambert je, naprimer,
prilikom odredivanja verovatnoce izviacenja puba iz $pila od 32 karte, rezo-
novao na stedeéi madin: izvuCena karta moe biti ili pub ili neka druga
karta, dakle dve moguénosti postoje, pa je traZena verovatnoca Y. Medutim,
obe mogucénosti nisu podjednako verovatne, te je bilo potrebno da se
prethodno ponderisu.
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Dakle, pored glavnog zadatka da se obrazuje totalan skup, potrebno
je da se ponderifu elementi toga skupa. To ¢emo postii ako svakom
elementu pripiSemo izvesnu masu, Ako imamo ozbiljnih razloga da sma-
tramo da je ponderacija uniformna, svaka masa bide jedinica i verovatnoéa
jednog dogadaja zadrace definiciju iz 1.1. U protivnom, verovatnoca jednog
dogadaja bide odnos zbira masa elemenata povoljnog i totalnog skupa.
Lako je konstatovati da su obe aksiome iz 1.4 zadovoljene i pri ovakvoj
definiciji verovatnoce.

Napomenimo da se definicija moZe prodiriti i na sluéaj osnovnog skupa
sa bezbroj elemenatz, o ¢emu ¢emo kasmije govoriti.

1,6. Keynes-ove oznake. — Videli smo da kod svake hazardne igre
mora biti zadovoljen jedan skup usiova. Tek pod pretpostavkom da su svi
ti uslovi ispunjeni moZemo preCi na odredivanje verovatnoée dogadaja A.
Neka je, naprimer, & hipoteza ili premisa da je kocka koju bacamo pravilnog
oblika i homogene mase sa neznatnim rupicama koje oznalavaju strane.
Ako sa a oznatimo propoziciju da ée se dogadaj A4 ostvariti (napr. da padne
jedinica) onda po Keynes-u oznatavamo verovatnocu dogadaja A sa

Pr{Ad) = afk.

Ona oznatava verovamoéu da je propomala a istinita pod uslovom da je
premisa /1 istinita.

Oznatimo sa a suprotnu propoziciju propozicije a. Propozicija a bide
neistinita ako je propozicija a istinita. Takode A pretstavlja suprotan dogadaj
dogadaja A. Povoljan skup dogadaja A je komplementaran skup povoljnog
skupa dogadaja A. o
' Pr{A}=alh
pretstavlia verovamoéu da je a -istinito, odnosno da je a pogreino, pod
uslovom da je % istinito.

Ako je A izvesan- dogadaj, dogadaj A je nemogué i

: Pr{Ad} =1, \
Pr{A}=0.

Za dve propozicije sa istom premisom & (napr. dve strane jedne iste
kocke) kaZe se da imaju isto polje. Tako af/h i bjh pretstavljaju verovatnoée
propozicija a i b istog polja k. Propozcije a i a iskljutuju se medusobno,
poito obe propozicije ne mogu istovremeno Hiti istinite. Ako se i propo-
zicije a i b istog polja 4 medusobno iskljuduju, onda ¢emo sa a + & ozna- .
¢iti propoziciju da ili 2 ili & bude istinito. Medutim, u opstem slucaju
moZe se desiti da istovremeno i g i & bude istinito. To je slufaj kada
odgovarajuéi povoljni skupovi imaju zajednitke elememe. Tada cemo gornju
propoziciju da ili a ili & bude istinito oznaditi sa a 4 b, Izraz

(@ i Bk .

oznadava verovatnofu da ¢e a ili b bit istinito pod uslovom da je % isti-
nito. Ukoliko su propozicije a i b inkompatibilne, 1j. medusobno se isklju-
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¢uju, gornja e se verovatnoCa pisati u obliku (a + b}// i na osnovu drugog
aksioma bice ‘
{1.6.1) (a+ B)/h=alh+ bh.
Kako su i propozicije a i a inkompatibilne, to je na osnovu prvog i drugog
aksioma B _

{a+a)h=alk +alh=1,
odakle

(1.6.2) ajh = 1—agjk
Propozicija da su e i b istovremeno istiniti oznaava se sa ab a izraz
(ab) [ R
pretstavljate verovatnoéu da e propozicije a i b biti istovremeno istinite
pod uslovom da je F istinito.

Propozicije 4, a, b i b mozemo sada kombinovati. Tako je napr. ab
propozicija da je istovremeno a istinito a b pogre$no, ab propozicija da je
istovremeno i 4 i b pogreino itd.

Logi¢no sabiranje i proizvod propozicija pretstavijaju algebarske ope-
racije kod kojih vaZe komutativne

aib=>bia,
ab = ba
i asocijativne veze
(¢ +8) +c=ai+bdic
Distributivne veze takode ostaju u vaznosti. Tako je, naprimer,
a(b 4 ¢)=ab i ac, -
tj. propozicija da ¢e istovremeno sa @ biti istinito & ili ¢ identiCna je sa
propozicijom da de istovremeno biti istiniti ¢ i b ii @i e
Dupla negacija od a svodi se na a, tj.

a-=a.

Isto tako je
aia=a,
aa = a.

Vaznije veze tzmedu zbira i proizvoda propoziciia a i b su sledede

(1.6.3) ajb=ab,
(1.6.4) ab=a i b,
(1.6.5) a i b—b = ab,
(1.6.6) a i b—ab=ab 4 ab
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L7, Teorema totalne verovatmoée. — Koristedi veze (1.6.2) i
(1.6.5) kao i drugi aksiom, dobitemo

(a = b)h = blh + (ab)h =
) = bfh + (a—ab) |k,
1). .
(1.7.1) (@ - B h = ajh + bjh— (ab) .

Tako dolazimo do teoreme totalne verovarnode: verovatnoéa da de a ili: b
biti istinito, jednaka je razhici iz zbira verovarnoda za a i b i verovatnode
da ée ai b biti istovremeno istiniti,

Na osnovu prvog aksioma verovatnoéa (ab)/k = 0, _pa je
(1.7.2) (@ b)[h < afh + bjh.

Ovaj obrazac je poznat pod imenom Bool-ova teorema.

Ukoliko su propozxm]e ai b mkompatlbllne, (aby/h=0i (1 1 !) svodi
se na (1.6.1).

Za tri propozicije a, b i ¢ totalna verovatnoda da ée bid lsumto a
ili b ili ¢ bide

(@i dio)jh=ah+@®ic)jh—aldi c),n'h =
= afh -+ blh + cfh—(ab) | h —(ac) h —
— (8c)/ b + (abe) [k
a Bool-ova teorema postaje
(@3 b btk <alh+@® i Ofh

tj. -

(a + b1 )k <alh + bk + clh.
1 uopite, za n propozicija a1, @2, ..., an, imademo
(1.7.3) (@t + a2 +:.. 1 an)/h gzl aifh.

Ukoliko su propozicije a5 inkompatibilne medu sobom, (1.7.3) svodi se na

@+a2+...+a)/h= 3 ayfh,
i=1\
tj. na drugi aksiom,

1.8. Uslovna verovatnofa i aksiom slofene verovatnode. —
Verovatnoda da ¢e propozicija b biti istinita kada se pored ostalih premisa &
uzme za premisu i propozicija a, pretstavlja uslovnu verovatnocu blah.
Ova definicija uslovne verovatnode moZe se generalisati i na # novih pre-
misa @, sa uslovnom verovamodom bjaias...azh. U ovom sludaju je
polie % suZeno na onaj svoj deo gde su ai, ag, ..., Gn istinid.

Powljan skup za verovatnou a/k bice totalan skup za verovatnodu bjah.

Sada moiemo da iskazemo aksiom slofene verovammode: Verovatnoca
da ce a i b istovremeno bit{ istiniti, jednaka je proizvodu verovamole da
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ée a biti istinito i verovatnoce da.ce b bin istinito pod uslovom da je a isti-
nito, odnosno da ce b biti istimito 1 verovatnoce da ce a biti istinito pod
uslovom da je b istinito, .

asn (ab);h;a/h blah bih - a[bh

1.9, vamne propouciie. — Za dve propozicic a i b kazacemo
da su nezavisne ako je
ey < - S blah = blh:
“Ovde m)eméomatemauéko; vec o smhasmfhy zammosu Akopeb[ah:,f: b[h,
kaemo da propozicija b stohasticki zavisi od a. "

Ushxinmmmnosupmpomapa:bobrazac(l!!l)pm;e

(192 o (ab);h = afh- bjh
a(l7.) = S -
(1.9.3) ' (a + B)[h = alh + bjk— alh- bjh.

Nvmtbodapovlaélmsobom nezavisnost a4 od b, jer tada

(1.8.1) postaje
ajh - bjk = bfh - abh

i ako je bfhk > 0, dcobom jednmadine sa bfh dobijamo
afbh = afh.

Nvmnst)ereuprocna te sc zato pajlelée kaZze da su a i & uzajamno
nezavisni.

Ako b ne zavisi od a, onda i b ne zavisi od a, jer je
bjah = 1 — bjak = 1 — bjh = bjh.
Najzad, ako je b nezavisno od a, ono ¢e biti nezavisno i od a, jer iz

(ab) | h = ajh - bjah = bjh - ajbh

iz prethodnog zakljucka unamo
afh - bjah = bfh - ajh

i ako je afh > 0, bice B
bjah = bjh.

Prama tome, ako su propomcue a i b uzajamno -nezavisne, sledeéa
* getiri uslova su zadovoljena

(ab) /i = afh - bjk,
(ab) [h = alh- Bjh,
(ab){h = afh- bjh,
(ab) ik = afh-bjh.
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U opstem slucaju, slofena verovatnola 4 n propozicija.as, gs, . . ., g,
bice

(@raz..... a')[hﬂ(maz...l..an-;[)[h'- apfaraz....an1 by

=(aia2...an-2)[h - Gn-1/a102. . . an-1 b anjaraz...an-1 b,

=aifh - azlmh - aglaragh. .. anfaras...ap1 k.

Ako svaka propozicija ap zavisi samo od prethodne a;-;, imacemo

{anfanu zavisnost fanga | ’

(mas...an)lh=ailh-axjar k- asjash . .. an fan-1 h

poznatu pod imenom Markoff-ljevog lanca. Tako, naprimer, ako u jednoj
anketi ispitivano lice ima da odgovori na jedan niz pitanja, esto je odgovor
na k-to pitanje u zavisnosti od odgovora na (k-1)-vo pitanje. U slucaju
da zavisi od p prethodnih odgovora, imademo lantanu zavisnost ranga p.

Markoff-lijevi lanci u osmovi su Teorije stohastitkih procesa, koja
pretstavlja jedonw od najnovijih grana Matematitke statistike,

1.10. Primeri

1.10.1. Dve kocke sc istovremeno bacaju. Ako je svaka kocka pravilnog
oblika i homogene mase sa zanemarujuéim rupicama koje oznadavaju strane
(premisa A) tako da je konstantna verovatnoca svake strane 1/6, kolika je
verovatnoa da ¢e 2 ispasti kod jedne a 3 kod druge kocke?

Ako sa a i b oznatimo odgovarajue propozicile, tako da je
| . 1
a[h=-g i b[h=_6~
traZena verovatnoda imade propoziciju ab + ba,‘ pa je
(ab + ba) [h = (ab) [k + (ba) |,
Kako su propozicije a i & nezavi;ne medusobno, to je
(ab + ba)lh = alh- bk + blh- alh -

1.10.2. Uzevsi iste uslove primera 1.10.1, kolika je verovatnoca da e
zbir strana bit 5? '

Veé u prethodnom primeru zbir strana bio je 5. Ozna¢imo sa ¢ odgo-
varajucu propoziciju, tj. ¢ = ab + ba. Neka je d propozicija da ¢e 1 ispasti
kod jedne a 4 kod druge kocke, tj. opet 5. Verovatnoéa propozicije d je
1

dlh=—.
. / 18 :
Drugih mogucnosti za zbir 5 nema, pa je trafena verovatnoca

(c+ d)fh = clh + d/h=%.
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1.10.3. Bacaju se istovremeno Cetiri kocke. Kolika je verovatnoca da
¢e zbir biti 12?

PotraZzimo ovu verovatnocu dlrektno, ti. kao odnos -broja slutajeva
povoljnog i totalnog skupa.

Broj slucajeva totalnog skupa je broj varijacija od 3est elemenata Cetvrte
klase sa ponavljanjem, tj. N = 64 = 1296,

Broj sludajeva povolinog skupa bife broj svih varljacija “od Sest
elemenata Cetvrte klase sa zbirom 12. Nijih ¢emo dobiti ako permutujemo
slede¢e kombinacije

1146 1236 2244 3333 4413
1155 1245 2235 3324

2226 3315
tako da je
n=6-212. 4—+2 41 +1 =133
2! 212!
‘['raZena verovatnoda bicde
aih = .2.3; .
1296

1.10.4. U jednoj urni nalazi se est belih i $est crnih kuglica iste veli-
&ine, teZine i rapavosti. Na sludaj je izvudeno dve kughce Kolika je vero-
vatnoéa da & a«) obe kuglice bid bele B) jedna bela i jedna crna'i y) da
ne budu obe crne?

Ukupan broj slufajeva totalnog skupa je broj kombinacija druge klase
od 12 elemenata, tj. '
N = 12 = 66
. 2

a brojevi slutajeva povoljnih skupova za a) i B) bi¢e respektivno m =(g) -
=151 ns=6-6= 36, tako da je

gi 155
66 22
o 36_ 5
66 11
a kako je propozicija ¢ zbir propozicija @ i &, to je
’ < 17
={a + bjh =
cth = (a + b)) o

1.10.5. Iz Spila od 52 karte, iste debljine i rapavosti izvudeno je na
slucaj 5 karata. Kolika je verovatnota da ¢e medu tih 5 karata biti «) samo
jedan kec i B) najmanje jedan kec?
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Odnah vidimo d i N - (5:)
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1.18.6. Bacaju se dve kocke. Kohka‘]evcmvamomdalhzhrhldes
ili proizvod 6?

Broj slutzjeva totalnog skupa i prve i druge propozicije je broj van]a-
cija od 3est clemenata druge klase, tj. N —~ 36. Kako je’
LI S0 blah - L,
9 9 2

aﬂl=i
36
to je traZena verovatnoa , |
(a + B)jh = afh + bjh— afh- bjah — %'.
1.18.7. Pod istim uslovima iz 1.10.6 kolika je verovatnoca da ¢e istovre-

meno i zbir i proizvod bit parni?

Ukupan broj mogucih slucajeva je 36 i u 18 slulajeva zbir je paran.
Zato je
18 1

afh = — =—.
. .I 36 2
Kodverovatnoceb[ahuknpanbro;mogué:hshxcajeva)ebm)povol;mhslu—

Csjeva verovatnole afh, tj. 18. Kakocepmxzvodbﬂ:tparanakosu)edan
ili oba broja parma, to je

L4

nz=3-3=9
pPa jc traZema verovatnoda

(ab)k = afh- bjah =

-] Ni-—
&
a|-

GG, GP, PG PP,

tako da je verovatnoda 1[4dacepasudveglave, 1/2 da &e past jedna glava
i jedno pismo i 1/4 dva pisma.
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Kada igra¢ B baci tri pare, mogudi su slucajevi
GGG, GGP, GPG, PGG, GPP, PGP, PPG, PPP

tako da je verovatnoéa 1/8 da ée pasti'tri glave, 3/8 dve glave i jedno
pismo, 3/8 jedna glava i dva pisma i 1/8 tri pisma.

Potrazimo verovatnoéu da ¢e B dobit pri prvom bacanju. Ako padnu
tri glave, B je dobio, bez obzira 5ta ¢e kod A ispasti. Ako padnu dve glave,
B ¢e dobiti ako kod A padne ili jedna ili nijedna glava. Ako padne jedna
glava, B ¢e doblti u sludaju da kod A ne padne nijedna glava. Prema tome,
verovatnoca da ¢e B dobiti u prvoj igri, bice ' '

1 3 3 3 1 1
P | = e = — ==
8 8 4 8 4 2
a verovatnoéa da ¢ A dobiti u prvoj igri, bice
14,1 1_3

T e

Najzad, verovatnoéa da ni A4 ni- B nece izali'iz prve igre kao pobednik, je

Ukoliko prilikom prvog bacanja igra nije zavriena, prelazi s¢ na drugo
bacanje. Ukupna preostala masa je 5/16, pa su respektivno

5 1 . 5 3
—_— 1 —_— -
16 2 i6 16
verovatnoée da ¢ée B, odnosno A, dobiti igru prilikom drugog bacanja a
s
(i
da sc igra neée zavrditi ni posle drugog bacanja.

Ako se igra produzi do n-tog bacanja, odgovarajuce verovatnole bice
syn-t 1. - [5\n-1 3 . 5\»
— - — —_— - —_— l ——— .
(16) 2 (16) 16 - l6) |

Zato je verovatnoéa da ée B dobiti igru
-1 |
whoim L0 2 Lo (E) 4]
arol2 16 2 fef 2

()
—l—lim A_lé_.-_ﬁ

2nsrw 5 11

1 — =

16
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Verovatnoca da ée 4 dobm igru, bice

n-l
ah—tim [+ 3, 3 -2
Tasol16 16 16 16 2R 1 SN

Najzad, verovatnoéa da se igra nikada nede zavriiti, bice
l—alh—b/h=0.

1.10.9. Jedna je tvrdava opkoljena neprijateljskom vojskom. Neka je
1/5 wverovatnoda da ¢e se jedan kurir probiti kroz neprijateliske redove.
Koliko kurira treba najmanje posiati, pa da verovatnofa, da ¢e bar jedan
uspeti da se probije, bude veéa od 8/9? '

Neka je taj broj #. Suprotna verovatnoéa ima za propoziciju @ da e
svih n kurira pasti u nepn]atel;skc ruke. Verovatnoéa da se jedan kurir

nece probiti je 4/5, pa je
alh = (4)"

o=y

gde jo§ n treba tako odrediti da nejednalina

a8
l—=f—] >—
HESS

bude zadovoljena. Lako je proveriti da je n = 10.

Otuda

1.10.10, Igrali A4 i B bacaju alternativno istovremeno dve kocke.
A prvi podinje. Dogovorili su se da ée A dobiti igru ako dobije zbir 6 pre
nego §to B dobije zbir 7. B ¢e pak dobiti igru ako dobije zbir 7 pre nego
$to A dobije zbir 6. Cija je verovatnoda veéa da ée dobiti igru? (Huygens).

Verovatnoce zbirova 6 i 7 su respektivno

5 .
T ®= 3%

a verovatnoéa da ¢e A4 dobiti u 2n + l-om bacanju je
| (1 — @ (1 — By
tako da je verovatnoca dobitka igre za igrada A
a/h=1i_il1m&[l + (=) (1 =B) +...+ (1 —=)*(l —B)")
a igraca B
bk =”h'_1’:nm[3(l—a)[i +(l=a) (1=B) + .. . + (1—a)s (1—B)"],

odnosno, smenom vrednosti za « i B,

alh = 30 bih = 3—1—
61° 61
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Dakle, i pored toga $to igra¢ A4 prvi baca, njegova verovatnoda dobitka
je manja, podto je a dosta manje od B.

1.10.11. jedna urna sadrZi b belih i » crnih kuglica, tako daje b + n =3,
Istovremeno se izvule m = f + v kuglica, Kolika- je verovatnoéa da je
izvuteno P belih i v crnih kuglica? (Laplace). :

Kako je broj moguéih sludajeva ( s ) a povoljnih (;)("), to je tra-
m v

Zena verovatnoda

- {b\[n '
afh = (ﬁ.)(v)=b(b—l)....(b—[3+ Dar—1....(n—v+ Dm!
. (s) . ss—1)....s—m+1) Bty '

™

1.10.12, Tri igrata A, B i C bacaju jednu paruiio na slededi nadin:
prilikom prvog bacanja igraju A i B a pobednik igra sa C i tako redom.
Uvek pobednik nastavlja igru a pobedeni se povlali. Partija ¢e biti zavriena
kada jedan isti igra¢ dobije u dva uzastopna bacanja. Kolike su verovawmode
ds de igrati A, B, C dobiti partiju?

U prvoj igri igraju igraci A i B. Ako sa leve strane stavimo igrala
pobednika u toj igri, onda su mogucnosti sledece: AB i BA. Pobednik
igra u drugoj igri sa C, te mozemo da konstruifemo sledecu $emu mogudih

slucajeva:
prva igra
druga igra
zavriena zavriend
parn]a partija
A pobednik B pobednik
treda igra
zavriena zavriena
partija partija
C pobednik C pobednik
fetvrta igra AB BA
zavriena zavriena
partija partija
B pobednik A pobednik

Vidimo da postoji cikliéno ponavljanje moguéih sludajeva. Peta igra je isto-
vetna sa drugom, $esta sa treom itd. .
1

l
Verovatnoda da ée se odigrati treca igra je —, Cetvrta — »’ peta — 1td
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“Verovatnota da Ce igral A dobiti u toku prvog ciklusa, 1. u. dfugol,
treoj ili Cetvrtoj igri, 1cdna1ta i totalno; verovatnoci da ¢e- dobiti, u prvoj
i drugo;, odnosno u treco; 1 Cetvrtoj lgn ) A

_ 111 1 5. .
a h=—"‘_-+'——-"7—-'—..'—‘ .7 et "-.\
@l 2 27 7 2T | S

Verovatnoéa da -Ge igradi B 1 C dobiti partiju u prvom ciklusi, bice

respektivno - )

1 1 1 5
hih=—m —F— — — =—
=3 2 4 2 16
1 1 .1
ah=—+ —=—.
/ 2 2 4
Verovatnoéa da se u prvom ciklusu partija neCe zavrditi, jeste
35 1.1
16 16 4 8
Ovu masu rasporedi¢emo u istom odnosu za drugi ciklus, pa je
1 5 1 5 1 1
ath=— —, bh=—:—, ah=— —
8 16 8 16 g 4

Ako sa &, B i v oznalimo propozicije da ¢e respektivno igrati 4, Bi C
dobiti partiju, traZena verovatnoa bice

@ 5
afh= % atfh=—,
/ =1 “l 14

ki 5
he= X bilh=",
Blh if ”

fws |

@ 4
he= X cilh= — .
Y/ 2 tf T

1.10.13. Jedna urna sadrzi s kuglica, od kojih & belih. Ako svaku izvu-
¢enu kuglicu vraéamo nazad u urnu, koliko puta treba izvnéi po jednu
kuglicu da bi verovatnoéa izvlatenja jedne bele kuglice bila veéa od jednog

datog broja (0 < & < 1).
Oznatimo sa p verovatnocu da ¢e izvulena kuglica biti bela, tako da je

b

p=—
N

a sa ¢ suprotnu verovatnocu ) ' R

q=1--—b-'-.
8

Verovatnoca da ¢e u » izvlaCenja bar jedna biti bela kuglica, jeste 1—g®.

28



Dakle, treba tako odrediti # da bude zadovoljena nejednalina

l—g* > w,
odnosno
#llog(1—p)] > |log (1—w) 1.
Uzeli smo apsolutne vrednosti, s obzirom da su logaritmi od | —p i
1 — @ negativni brojevi.
1.10.14. Odrediti verovamnoéu da ¢ée od dve propozicije @i @, samo
jedna biti istinita.
ah = (a1az + az ar)[h = ‘
= (arag)h +(aza) b = ayh- az] b azjh- arfazh =
= a1k (\ —azfarh} + agfh (L — a1 /azh) =
= aifh + az/h—"2(araz) k.
Ukoliko imamo n propozicija ai, az,. .., ds, i ako oznadimo totalne vero-
vatnoce
Py = Za/h,
Pz = Zay;lh,
P3 = Ea:jk['h itd.
bice
afh=P,—Py+Pg—Pi+ ... % Pa

1.10.15. Igrati A i B pogodili su se da igraju pod sledeéim uslovima:
svaki redom uzima po jednu kuglicu iz urne koja sadrii a belih i & crnih
kuglica. Onaj koji prvi izvuce belu kuglicu, dobija igru. Kolika je veérovat-
noéa da ée onaj igrad koji pocinje igru pobediti?

Verovatoda da ¢e igrad A izvuéi belu kuglicu u prvom izvlalenju je

a

a+ b

a1 f’; =

Ako A u prvom izvladenju izvude crnu kuglicu, to da bi ponovo mogao
da izvla¢i, potrebno je da B u drugom izvlatenju izvule crnu kuglicu,
wmko da je verovatnoéa da ¢e A izvudi belu kuglicu u treéem izvladenju

b b-1 a

as/h= - . ’
a+b a+b-1 a+b-2
u petom
b b—1 b—2 b-3 a
as/h= _ . . . .
a+b a+b-1 a+b-2 a+b-3 a+b-4
itd.
Zato je verovatno¢a da ¢e A4 dobiti igru
- b b—1 b--2 b—3
afh=——— ]-1——b—m b ! - T R

: : “+ . . :
a+b a+b—las+b—2 at+b—1la+b—12 a+b——3.a+b—4_
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Verovatnoca da'ée B dobiti posle drugog izvladenja je

be/h= 4

a+b ' a+b—-1
posle Cetvrtog . .
b/ b—1 b-2 a
.a+b a+b—-1 a+b 2 a+b—3
itd.
Zato je verovatnoca daée B dobm igrm
b b b-1  b-2
+ “+
13/ a+b a+b—1 a+b- 1 a+b—2 a+b—3
Kako je
oc/h—_t-[.’)/h =1
to dolazimo do identiteta ‘
1+ b e b b—1 +__”=a+br
a+b—1 a+b—1 arb-2 a

1,10.16. Neka svaka od ? urni sadrzi po n kuglica numerisanih od
1 do n. Iz svake urne izvute se po -jedna kuglica. Kolika je verovatnoca

‘da ¢e najveca. izvutena numera biti jedan -odreden pro) m{m<n)?

Verovatnoéa da se ni iz ;edne urne neée izvuéi jedan dat broj je

a1/h (n 1)

n .

a verovatnoca da se ni iz jedne urne neée izvuéi nijedan od ¢ datih brojeva je

PRV
a / h ( ) .
n
- Ako sa bu/h oznalimo frajenu verovatnoéu, to imamo veze

| é %/ =(£)P ’

4

pa je-

U specijalnom sluca)u p=2, bide

b/ 1= 2
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1.10.17. U -kineti¢koj teoriji ideainih gasova elementi su molekuli a
urne domeni faznog %irenja. Neka je g broj urni i-te grupe, a n broj ele-
menata koje ne moZemo medu sobom razlikovati. Kolika je verovatnoda
da ée u i-toj grupi biti #; elemenata?

Verovatno¢a da é¢ jedan eIemenat_pasti U urnu i-te grupe je

B
‘.Pi: Eg

a verovamnocéa da u urnama prve grupe bude prvih m; elemenata, u urnama
druge grupe’ narednih 2z elemenata itd.

Ilp, ™

{ L1
Kako su brojevi elemenata povoljnog i totalnog skupa
g (g
n&_ ;i __
i ni n!
to je traZena verovatnoca

g
(Egi)" l:I ;!

alh =

1.10.18. Ako izmedu propozicija a i & postoji veza

. a=a-b;
dokazati da je tada i :
b=a i b

Dodajmo levoj i desnoj strani propoziciju b, tj.

a{ b=ab+ b.
Kako je propozicija da su simultano istinite propozicije ¢ 1 b ili propozicije
a i b identidna sa propozicijom b, to je

b=ab } ab,
pa je _
a+b=abi abiab=

=abiab=b

a to smo i hteli da dokaZemo.

1.10.19. Ako imamo simultano tri propozicije a, b i ¢, mogude ié
obrazovati 2% = 8 klasa propozicija

abe, abc, abe, abe, abe, abe, ‘abc, abe,
koje cemo oznaliti sa ki, ks, ..., ks. Gornje klase moZemc napisat u
kanoni¢nom obliku '

(1.10.19.1) - g‘. i ki, (e = 0,1).

f]
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Zbir se odnost samo na zmak +, posto se ¢lanovi medusobno iskljucuju.
Dokazati da se svaka propozicija F (a, b, ¢) formirana od propozicija a,
b1 ¢ upotrebom znakova +, ., —moze dovesti u kanoni¢ni oblik (1.10.19.1).
Primetimo najpre da, ako propozicije Fy i F; moZemo dovesti u kano-
ni¢éni oblik
Fl = Esikg, Fg = Zﬁt'ki,
propozicija Fy 4+ Fp bice takode kanoni¢nog oblika
Fi & Fo=X(cithi £ e'hi) =
= Z(sik + elhi—eied By) =
=5 (si gy — g E{') ki =

= Z Eg”kf,
gde smo stavili
g’ =g + el —eied .
Takode imamo
Fl Fg = E £q Ei' ki
i najzad _ _
n F} = E S{ ki,
gde je g = l—z.

Dakle, ako su dva ma kakva izraza data u kanoniénom obliku, moZemo
dovesti u kanoni¢ni oblik izraze koji se svode iz gornja dva preko operacija
4 5., — . Treba jo3 pokazati da same ,propozicije a, b i ¢ mozemo
dovesti u kanoni¢ni oblik. Odmah vidimo da je:

a = abc + abec + abe + aEE,
b = abc + abe + abe + abe,
¢ = abc + abe + abc + abc.

1.10.20. Koliki je broj kanoni¢nih oblika propozicija formiranih od
propozicija @ 1 b?
Broj mogu¢ih ¢&lanova koji formiraju traZene kanoniéne oblike je
2 = 4, 4. _ B
ab, ab, ab, ab.

U kanoni¢noj formi svaki od ovih ¢&lanova moze figurisati ili ne, s$to
¢ini ukupno 2% = 16 mogucnosti, Da bismo dobili traZeni broj, treba od
16 odbiti 4, tj. broj funkcija u kojima ¢lanovi zavise samo od a odnosno
samo od & 1 2, tj. broj funkcija u kojima ¢lanovi ne zavise ni od a ni od 4.
Dakle, traZeni broj je 10, Ove razli¢ite funkcije propozicija nazivamo Boole-
ove funkcije,

1.10.21. Kolika je verovatno¢a da prilikom bacanja pare n puta padne

glava a n puta pismo u 2» bacanja, a da prethodno nijedanput nije bilo
jednakosti ?

Uodimo koordinatni sistem sa G osom kao apscisom i 2 osom kao
ordinatom. Ako u prvom bacanju padne glava, rezultat ¢c oznacavati tacka 4

32



(1, 0). Obratno, ako u prvom baca- Pr
nju padne pismo, rezultat ¢ée ozna- By 1
tavat tatka B(0, 1) itd. TraXi se Sl L ik’ sl -
verovatnoéa da posle 2n bacanja v S M ()
rezultat oznalava tatka M (nm,m) a b --—-m————-- Bl ol
da prethodno nijedanput ne bude
presedena dijagonala OM. Svi po- s
voljni putevi treba da se nalaze
ispod OM i u (2n—1}-om bacanju B
prolaze kroz talku A1 (n, n—1), ;
ii da se nalaze iznad OM i u ) f
2n—1)-om bacanju kroz
Eaéku )Bl (n—1, ”)] prolaze 0 A Dijagtam (1.10.21. I) G
Neka od dve date tatke jednu smatramo kao podetak a druga neka
ima koordinate (p, ¢) u odnosu na taj poletak. Tada je broj moguéh
puteva od prve do druge tacke

(3-17)
b q
Zato ¢e broj moguéih puteva OA4, biti
(2n—1).
Nepovoljni putevi su B4, odnosno 4B, &iji je broj
2n-2
)
n

) .Nasravljajuéi gornje rezonovanje i za odredivanje svih ostalih nepo-
voljnih puteva, dobiemo da je traZena verovatnoéa

13:5----(2n-3)
2:4-6° "2nm

1.11. Zadaci za veibu
1.11.1. Dokazati slede¢u vezu
(@a+b)/h=(a-B)/h »

tj. verovatnoa da je propozicija a ili b istinita, jednaka je suprotnoj vero-
vatnoéi od verovatnoée da istovremeno ni g ni 4 neée bid istiniti.

1.11.2. Ako je propozicija ¢ suprotna propoziciji totala ¢ i b, dokazati
da je tada )
ab + c={a + )b + ©).

1,153, Odrediti emu je jednaka propozicija
[@+ 8@+ 9] @+ o).
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1.41.4 Odrediti Semu je jednaka propozicija
: (a~8 @~ (a~c)
gde smo ozmadli .
a~b=a-b 4 ab.
L1L5. Uoclimo sledecih 8 klam propozicija

at+b+c, atb+c-a+b+c, atbte

a+d+c, atb+c, atbie atbte
koje se medusobno ne iskljuéuju. Dokazati da se svaka propozicija F(a, b, c)
formirana od propozicija a, b i ¢ upotrebom operacija + , ., — moZe do-
vesti u oblik preseka gornjih kiasa. - _
- 1.1£6. Pokazati da je broj razhifitih Boole-ovih funkcija za n klasa
propozicija ay, @2, - .., da '

n - nin—1) :
N(n)—ﬁN(u-—l_)+——ﬁ-—- Nn—2+...,

gde je
N@=2".

1.11.7. Bacaju se dve kocke tri puta uzastopce. Kolika je verovatnoa
da ée se zbir strana 5 i 7 pojaviti bar po jedanput? _

'L.1L.8, Dva igrata baciju paru i partiju dobija onaj koji dobije dve igre
vise mego drugi Kolika je verovatnola da partija bude zavriena pos
drugog, detvrtog, ¥cstog bacanja? (De Moivre — Ampere). ‘

1.11.9. Dva kandidata A i B dobila su na izborima a i b glasova respek-
tivoo (a > b). Kolika je verovatnoéa da ¢e kandidat 4 u toku celog pre-
brojavanja biti stalno u vodstvu? ‘

1.11.18. Bacajuéi istovremeno 10 kocki, kolika je verovatnola da ce se
svaka od strana 1, 2, 3, 4, 5, 6 majmanje jedanput pojaviti?

1.11.11. Jedna urna sadrfi i kuglice numerisane sa 1, 2 i 3. Izviati
se m =25+ 1 puta pojedma kuglica iz urne (vradajudi svaki put izvudenu
kuglicu nazad u urnu). Ako rezoliate poredamo po veli¢ini, kolika je vero-
vamodéa da je s-ti rezultat 2? Pokazati da ta verovatnoca teZi ka.1 kad s
nEograniceno raste.

1.11.12 Jedna urna sadrfi a belih i » crnih kuglica. Ako izvuemo
patan broj kuglica, kolika je verovatnoda da e isti broj biti belih i crnih
knglica? :

L.11.13. Neka je ukupno ke (R, m su celi brojevi veéi od 1) kuglica
od kojih je m belih. Kuglice rasporedujemo tako da u svakoj urni bude %
h:diu.l(nlihiemvméadaéeseusvakoiuminaﬁpoiednabda
koghica? -

11114 Neka je ukupno N == + 2wy + . .. . -+ sm, kuglica raspore-
denih u s grupa urni i © ko da w i-w0j grupi bude my urni a u svakoj
takvoj umi i kuglica. Kolika je verovatnoéa da éemo dobiti jedan takav
fiksirani raspored kuglica? -

M
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1.11.15. Dva puta uzastopce bacamo po dve kocke. Neka je zhir
strana p u prvom bacanju a g zbir u drugom bacanju. Kolika je verovat-
noéa da &e jednalina 2 — px + ¢ = O imati «) realne, §) jednake i v) imagi-
narne korene?

_l.ll.lﬁ. Neka je N ukupan broj kuglica rasporedenih u S grupa urni,an
svakoj grupi imamo g¢ urni (G ~ I g¢). Pretpostavimo da se elementi medu
sobom ne razlikuju. Kolika je verovatnota da ée broj kuglica u urnama i-te
grupe biti tatno n¢ (N = Z ») i to za svako i (Bose-Einstein-ova statistika)?

1
1.11.17. Neka su propozicije a, b i ¢ nezavisne medu sobom; tada su
zadovoljeni slededi uslovi:

a[bh -~ afh,

afch = ajh,

bjck = bjh,

clabh = c[h.
Pokazat da je tada i

bjach = bjh,

ajbch = afh.

1.11.18. Svaka od 8 urni sadr#i 6 belihi 6 crnih kuglica. Iz prve wme
izvutemo jednu kuglicu i stavimo je u drugu, zatim iz druge vadimo jedou
i stavimo je u trefu itd. i najzad iz csme ume izvlatimo jednu kuglicn.
Kolika je verovatnota da ée ona biti bela?

1.11.19. Neka je u jednoj urni ukmpno N kuglica, od kojih je m belih
i ng crnih. Na sludaj izvu(‘:emor(rsN)kugﬁm,Kolikaieverovamo&dlée
biti jzvugeno k belih 1 r—% crnih (hipergeometriska verovatnoéa) ?

1.11.20. U jednom srezu sa # domacinstava svake godine sprovodi se
anketa u kojoj se ispita m domaclinstava. Kolika je verovatnota dadescu

toku od 5 godina svako domadinstvo ber jedanpur ispitati i koliko godina
trebavréitianketupadataverovmméaMdcveéaodt)ﬁ?
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2. PONAVLJANJE OPITA

2.1. Wallis-ova formula, — Potsetimo se ma odredene integrale

LI |

J' smxdx 1’
[+] .
_KA

in? _1.n
fszn xdx—z 2
f-i.ﬂﬂ xdx-—i—

o
JT

L§.£
J. Sm‘xdx— 7

[-]
Uopite za n ceo pozitivan broj bife

] 1-3:-5-- (2n-1)_:!;_
2346 ------2n 2

Jon+1= 1-3-5-- %(2ﬁ+1)‘
Kako je 0 <sinx <1 za 0O <x<=m2, je
$in?" M x < sin"x L Sint? 0I<x< %'
a samim tim i .
-.Jzn+1 < -Izn < J2q—1 b
1j. _
246----2n 1-3-5-- (2n—-1) n <2-4-6-"-(2n-2)

135 - (2n+1) 246 ---2n 2 ~1-35 - -(2n-1)
odnosno

[2-4-6---2n]"
[1-3-5-- (Zn—l)] (2n+1)

[2-4-6---(2n-2)1*2n
[1-3---(2n-1)1°

<<




Ako sva tri dlana ove dvojne nejednatine podelimo prvim &anom, koji
¢emo oznaliti sa 4, dobiemo

(24 (2n-2)1-2n

1<
A< Ti3  Qn1TA
Kasako
. [24--@n=2Y]"2n [13'5-@n—"Qn+D) . 2nHl _
fm [13 - (nNT [24 - ont i1
toi
"
Jim g =1
1j. _
n - lim [24------ n]* ]
2135 - (2n—10 2nt1)
Stavljajuci '
ey =2"123-- n—z n!,
(2n)1 2n)!
135---(2n-1)= —
(2m-1) 24---2n 2".nl
bice

E [ 22n(n|') 22,' (nl)?.
2 now [2nT (2n+1)

(2.1.]) Ly 74”(7’1‘)‘
2 A o) T (2n+1)  Wallisova formula.

A

2.2. Stirling-ova formula za n!. — Da bismo dobili pribliznu
vrednost od

log(n!} =PE=:1 logp
pokazimo da se desna strana moZe zameniti izrazpm
jnlog xdx,
ako je n dovoljno veliko. Zm::a ako
log (n+1)=;§::1 log p—é log p

zamenimo odgovaraju¢om vredno$cu
n+i

Jl log dx — I logx dx
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dobi¢emo

+
J log x dx=|x Zcrg::c-—:c[':'+1 =
n

=(n+1}tlog(nH)-n-1-n logntn=
= nlog(1+ ~) -1+ log(n+1) =
g 1+~ g
1
=log(1+z)"_1+log(n+1)n~::o log (nt+1).
Prema tome, za dovoljno velike vrednosti # moZemo zbir )5 log p zameniti sa
' o

[logx dx=n( ogn-1)=hlo -Ev '

Posmatrajmo sada mz sa op§tlm ¢lanom
=log n!— n(logn—'})

Ako je n > 1, imamo
Uy, =Sy Sy =log nl—log(n+1)i—n(logn-1y+mn—1flog (r—1)—11=
=logn —n logn+n+(n_—1)log(n-—1) —n+1=

=(n—1)log(n—1)—(n—Dlegn+1=

= 1+ (n=1)log ot = 1+ (n—D1og(1-5) =

gde Bachmann-ova notacija 0(1) pretstavlja broj koji ostaje konatan, tj.
reda velitine 1 kada odgovarajuca promenluva teZi svojoj granici,

n’)

log nl—n(logn-1=8,=Zu,== (_2%.1_ @
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Ovaj red se ponasa kao red %Zl i on divergira kad n + . Medutim,
n
znamo da je

lim (Z%—logn)'———c R

H—00
gde je C BEuler-Mascheroni-eva konstanta sa vredno3fu C = 0,57721. Da
bismo izbegli, dakle, divergenciju koja se pojavljuje kod niza {sa}, posma-
tratemo konvergentan niz
1 1
=5, logn= logni-n(logn-1)-5logn.
Zaista, tada je
1 n
'bnzsn'-'S”_J' _=sn_ $p_q— E IOg ;1,——_1 =

1 1 1 1 1
=t _— -I-Elog(l— ;)4'0(1); =

1 1 11 1 ) 1 1 1

= — — —{ — +0(1) 5=— - .
2n 6n° -Z(n 2n? ()n’ 12”;4—0(1)”3

Sada je jasno da ¢e niz {S»} Konvergirati, s obzirom da red Sa = X v kon-

vergira kao hiperharmoniski red.

Neka je S = lim Sy = lim X vy. Ako sa Ry oznatimo ostatak 5 — Sy,
o ]

blée npo
SR=S—RH,
tj.
n_ 1 = 1 o)
Rn*vnﬂ'{'vmz"""=“EP-M‘;‘E P
Kako je )
1 1 1 1 1 1 1
—— = <5< =
p ptl plptD) P Tplp-1 p-1 P
to je

1t sl 1
n+1<r§1 Pz<n !

tako da se moZe stavit

1o
Rn=Tont
pa je
1
\S',,=logn!—n(logn—1)——i-logn.
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zogn!: n(Z%'eE)‘félog +S+ {%—-4. .Q.(.Q
n

log nl=logn"e"+ ZOg\/i +log g‘.+ o

o1
nl=n"e " i g5 ot

nl=n"e"vn e‘<1+i+ 0’(1?)-

Treba jo§ odredii S. Oznatimo ¢S5 = 4. U tom Cll]ll smenimo dobuenu
vrednost za ! u Wallis-ovoj formuh

P E st _

n{,?o(Qﬂ)*"Z A 5 o'
_ A=e*=2m ,
tako da je
iOgn!:nZoge + = Zog(2n )+ ! O?i? s
‘ ! 1
2.1 nl= n"e‘”\/zn n ( O( ))

Ovaj obrazac je Spcc:;alm slu&; Snrhng—ove formule, koji se odnosi na
studaj kada je n ceo i pozitivan bro; Koli¢nik leve i desne strane teXi ka 1
kad #n» .

2.3. Jzratunavanje relal:ivne gredke. — Ako se zadrfimo na pri-
bliZznoj formuli

(3.1 ' nle n"e"Vinn
onda ¢e koli¢nik
g,= nl—a"e"Vann
7!
biti relativna greika Lako je proverit da je
n!>n"e¢ VST

tj. pribliZni obrazac (2.3.1) daje domju gmmcu za n!.
Vecu aproksimaciju i istovremeno gomju glamcu daje obrazac
(2.32) . n|<n e +_2_‘\/

sa relativnom greSkom
n'—n"e‘”*ﬂlt?\/znn
B,= oy




Koliko je dobra aproksimacija n! pomoéu Stitling-ove formule, poka-
zuje nam sledeca tabela relativnih gredaka

Tabela 2.3.1
n n! ‘ Pu G
1 1 0,08 0,002
) 2 0,04 0,0004
5 120 0,02 0,0001
10 3,62880 . 10¢ 0,008
100 | (9,3326...) 1007 00008 | ......

2.4. Funkcija T'(x). — Posmatrajmo integral
fd .
2.4.1) f(pJ=J' x* e dx, p>0.
[+]
koji pretstavlja jednu neprekidnu funkciju po p. Zaista, integral

b
A(p)=fe"‘x’**dx, 0<a<b
g |

pretstavlja jednu neprekidou funkciju po p, ma kakvo bilo p, jer
u =(p—1) log x je neprekidno, pa samim tim i xp-1. Najzad proizvod
te funkcije sa e~ bite jedna meprekidna funkcija. Samim tim biée i A(p)
neprekidna funkcija po p. Ako je p ogranileno, integral uniformno kon-
vergira kad b oo, jer za p < A vidimo da je za x > x > 1

- - x A- X
le*xP < e*x ' <e 7 .
Prema tome, integral

J ¢ xP" dx

. a
postoji i pretstavija jednu neprekidnu funkciju po p za p ogranideno. Pret-
postavimo sada da a- 0. Ponovo Cemo imati uniformnu konvergenciju
ako je p =« >0, jer tada, za 0<x <1, imameo

%P 1 < xPh K™
Prema tome, funkcija I'(x) je definisana i neprekidna za p > 0. Pri-
menom parcijalne integracije dobijamo
o0 .
F(p) -—-Ie”‘x”’*dx= _
0 : - ‘
=[-a"x*" 1+ ip-1 Je"‘x” dx
[+}
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s e ey

Tipy=(p-1) T(p-1),

Tlp+1)=pT(p)
i uopste, ako je n ceo pozitivan broj a p > 0
Fp+m)=(p+n—DP(Pp+n—1=(p+n—1) (ptn—2)...pT{p).
Kako je

T()={e®dx=|-e*]=1
W jeza p=1 ) ’
(2.4.2) T(n+1) =nl
1j. tada se funkcija I'(p) poklapa sa n!, ko da ova funkcija pretstavija
interpolaciju od n!. Funkcija I’(x) naziva se i Euler-ova funkcija.
Profirenfe definicije za I'(p). — Stavimo

1 -
Tip)=[e*x*"dx + [e*x*"dx .
o 4

Drugi integral definife jednu neprekidnu funkciju za svako kona¢no p.
U prvom integralu smenimo ¢—* njegovim redom '

-1y"x" {0121); .

3

o0
é¥=y |
- [ n:

Ovaj red uniformno konvergira za 0 < x < 1, pa ¢e uniformno konvergirati i
ako ga pommoZimo sa x#-1 tako da éemo moéi da ga integriSemo &lan po &an,

1 . o0 “1 n o4 80 _1 n ’
[erst de=E 0 fumpnr gy 3 _CU"
A o nl ¢ 6 nl(nip)

Na osnovu Weirstrass-ovog pravila ovaj red konvergira u svakom ograni-
¢enom razmaku koji ne sadrZi take p=—mn, 2a n =0, 1, 2, ... jer tada
imamo

In+pl>d>0

konvergira. Funkcija

o0
— [t d
nl(n+p) "J.

je definisana, dakle, za svako p razlitito od 0, —1,—2,—3,...,—n, ...
Oznacavamo opet sa I'(p), posto je identitna sa integralom I’(p) za p > 0.
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Lako je proveriti da osta,e veza l"(p 1)=p I'(p) za svako p razlicito
od 0, —1, =2, =3, , jer

o 'n!(n+p+1) ;-

= 1)"{(n+p+1}-p} I P
= _ x .d _
Z": (n+ D) neps1) +|-e7x L“‘PJ'G X x
ST VAR N

+
1 onln+p o (n+1)!

+pfe X P dy =

_ ks (“1)ﬂ X Pt e
=pT — +1+p_[9 xPldsx =
v nl(n+p)

o (=17

L T ex ""dx:
P z-: nlintp PI

{ e e"‘x*’ dx}

o plinep ';’

= pI'(p)
Ukoliko je 0 <p < 1, onda]_)e
(p+r}
24.3 : s =
¢ ,) ) - 'lla_m I'(im nf
gde je n ceo broj. Stavimo

Cprm) =&+, ,
gde je

o

n
] =‘I‘e”‘x””’°"1 dx | J2=Ie“‘x”*”‘1 dx .
! [} 1
Ako je 0 <x<mn, onda je x» <nf i x"l =n-! pa je

nb J' x"dx <], < J'e"‘x"" dx.
Ako je x =mn, onda je x*~!<nl, X =n? pa 1e

Pje‘”x” T < I, <! Ie *x" dx
z p=0,d+,= T(p+n) T(n)Za p=1, J+J I'(p+n)=Tn+1) .
Otuda

1
J>n’*1je"x"dx =~ e J %" dx=
n

=—e"n”+p1+n"f X dx

¢
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[E B P R

tako da je
. . ”
Ll - o
: ‘ ¢

_npr(n) —n ?H-P -1.
" Na isti nadin dobijamo

J AL < nf ' Tin+ 1) + @ "™~ 2

= w?T(n) +& " n"™*",

tako da je
g™ < Trep) <148 &
n’T(n)  n’Tn) ‘nr'n)

ili, primenom Stirling-ovog obrasca,
Tn+p) ‘ Gt ey & 1 (1 N 0(1)) ' 0
n”I‘('n) nT(n)  (n-1)\" n!  vann no [
Ukoliko p nije negativan ceo broj, ‘moZemo napisati
T(p+n+1) - n! n’” - D(p+n+l) (1)
plp+1)-- (p+n) plp+1)-- (p+n) (n+l)’°1"(n+1) nf '
Drugi i tredi faktor - | kad n > o, tako da je

1n?
T 2 -
(2.44) » =jlim PpH1)-- (prn)

Dobijeni obrazac (2.4.4) pretstavlja tzv. Gauss-ovu defzmcyu za T'(p).

L(p)=

Kako je
Py
=lim . n'n
Ta-2) . (1-p)2-p) -~ (n+1—p)
to je
i
[ipy [-py=lim z 77l

n=reo L p(p+1)-- (p+n) (1-p)2-p)-- (n+1—p):]=

—1, 1 n
,_rfz?a[p(iﬁ»f) (l+£) n+1 (1——(-— ) (1- )]=

—1 S n

=M . »

wm pf(1-B) n-pti
Ny e L__w_;

— I —1
sinmtx
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(2.4.5) F(p) [ (1=p)= 1 n
P)_' C] .
. P,(i'%) sinmp
Za P=3-
1 1 7 i3 ’
ri) G 1
tj.
(2.4.6) . F(lz)=‘\fn‘,

rd)=1r3)-3vw.

r (2v2+1)= 1,-3-5--2-“(2\;—1'}

VI .

2.5. Funkcija B(p, ¢). — To je funkcija definisana za svako realno
p >0 i g >0 integralom T

2.5.1) . B(p,q}=Jx‘H (1=x)* "dx .

Q

Dokazimo vaZnu relaciju
_To)Tlg)
@52) Bl =g
Sledeéa funkcija po ¢

J.g(x, t)dx*——J.tM_ixpd ot gy — [(p) 3'""4'#.
’ [

[-]
integrabilna je, jer
a) funkecija
g(x,t): tpﬂ?-lxp—ig-t(i +X)
neprekidna je po ¢ U svakom konalnom otvorenom intervalu,

b) 0o w ‘ |
[lecentar=1r7 2 %00y
§ & .
prg-1 p=1 —t(14X) - 2
'<Jlf x @ lJt r(p+g)m:

2
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[yl . . g ‘ ;
- integrabilna od 0 do «. Zato je

(1 + x)pte T
T o

J:dtJ.g(x,t) dx = [im er.g(x,t} dx=
o _ 2

gde je funkcija I'(p + ¢)

=20
&

E—>aQ

=< =) . o - =]
=lim jdxjg(x,t)dt=lim‘l‘dx (P T gy
& —+Q
[+ ' ¢ E
Kako je

E [

Jg(x,t}dt=‘rtp+q_1 FarIaPT <fg(x,t) d =

xP!
=r(Pﬁ)Wi
to je

oz o0 bnd
E’Lﬂg ‘l‘degtx, tydt = Idx‘{iﬁéjg{x, tydt=

o
. |
xP

=T(p+q) de.

Stavljajudi

= x du—_%%_
14+% (14-3)*

gornji integral.postaié ‘
J'u’M (1—14)("’-1 du = B(p,q) .

<}

Tako smo dibilim

E—0
[

lim |Tip)t" ¢t de = I’{p)‘r e gr

= Ttp @)= Ctp+q) B p,'q)
1. . '
| DOIT(g)
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Do ovog rezultata mogli smo i na sledeéi nalin da dodemo. Stavba;ué:

x = 52, odnosno %, bice

L)

o

1"(?) - 2It27_1 e-g‘dz

pa je

Ll

TipTiq) = IJ p1 241 f_f_tzdsdt_

o0

Prelaskom na polarne koordinate
s=rcos &

t=rsin
integral za pozitivan kvadrant postaje

4,r j‘ cosF Osin™ 7 QP! e dedl.

[ 2]

Sada je, stavljajuéi v =wu, 2rdr=du

, 2[1*”"2“7_1 e dr= J.upﬂ e du = Lip+q)
g e’

a
3 ' . |
ZJQ‘C"SEP_1 Qsin®? " 940 =IIP_' d-x)? " dx =
pa je

T Tig) =T{p+q) Blp.q) ,
$to smo hteli i da dokaZemo.

2.6. Nepotpuna B-funkcija. — To je funkcija

t

B,(p.g) AJ'JCP—1 a-x 'dx, 0<i<t.

g
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Nepotpuns koliémik B-funkeije je kolicnik

xP7 (1) dx

f
Lip )= —e8d) _ 5
[ o B(P,q) 1 . 1
jxp— 1—x)""dx
ili o
| (org-n! [
R ¥ Al L L ST 2
It(P,?) (P"Ul(f"l)! ‘Ix (1 x.)' dx .
Stavljajudi
y=1-x, dy=“dx,
dobijamo .
-t
~(p+g-1i -3 et
L= e fy -y dy =
' fpﬂ)“g-l)! A _
1
(p+q -1l g-1 p-1
= _ y -y dy=
(p—D! (g—1)! i
4 - 1=t
ERITE A . :
:(g—ﬁ (q)ni)! {J'yq o 1d3’".]‘3’q "t-)° 1dy}.
. :

Lip.=1-1_,(4,p).

Ovo je jedna vaZna veza koja je koriféena prilikom forﬁ:irania tablica za

nepotpunu  B-funkciju.

2,7. Binomijalna verovatnoéa. — Neka smo # puta ponovili opit
sa istim premisama / i neka su mogude kao istinite pri svakom opitu samo

dve propozicije a i b = a sa verovatnotama
p= a/ by
g=1-p =blh=a/h.

Verovatnoéa da ¢e u prvih m opita biti istinita propozicija a a u
preostalih » — m opita suprotna propozicija a, je sloZena verovatnoéa

pm qn—m
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Verovatnoéa da ¢e u m opita biti istinita propozicija @, a u n—m
.opita propozicija a, bez obzira na redosled, bice

Pm,z(;:z) P qn'—m —

2.7.1)
- n! m on-m
- ml(n-m) req '
Odmah vidimo da je Pm (m + 1)-vi &lan razvijenog binoma
(p+q)" |
ida je
@12 2 Pn= (p+gy'=1.

S obzirom na osobine binomnih Koeficijenata obrazac (2.7.1) mole
se pisati i u obliku -

Pm=(nfm)lpmqm.m

aza p=g= 1 bice
’ ()
m .
2‘?1
Ukoliko je » paran broj, tj. n == 2k, najverovatniji broj puta da ¢e pro-
pozicija @ biti istinita, odnosno najverovatniji broj ostvarenja odekivanog

m

Fe=Pom=

dogadaja A, za p=¢= %, bite sa verovatnotom

, (%)

Max{Py} = p=' |

Za p# g, najverovatniji broj k dobiemo na slededi nadin:
obrazujmo kolitnike

B _nl (k-N)n-k+1)l  pkgnk
tj. Pk—‘l kt{n_k}t nl Pk:1 qﬂ'—k+1 -
B _n¥t p P
. Pw k9. ¢
' B _Ril g
Ph+1 n_k P )
Da bi P bio maksimum, potrebno je da budu zadovoljeni uslovi
' Py P o
— 21 i 21,
Pr-1 g Pras ”
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odnosno

ntl o P
R E Ly,
kg g~
kR+1 i
wkp>1’
odakle
(2.7.3) np—g SR < nptp.

Najverovatniji broj ostvarenja ocekivanog dogadaja 4 u » ponovljenih opita
je ceo broj koji se nalazi izmedu brojeva mp—g i np + p.

Koriste(i simetriju, odmah zakljutujemo da je najverovamiji broj
ostvarenja suprotnog dogadaja 4 u n ponovljenih opita ceo broj koji se
nalazi izmedu ng — p i ng + ¢. Naime, nejednadinu (2.7.3) mozemo napisati
i u obliku 7

n(l—g—g<k<n(l—g+p,
odakle .

(2.7.4) ng—pssn—khk<m+q.

Ukoliko je #g cco broj, onda je i np ceo broj, posto je np+ng=n.
Brojevi 2 i n— &, koji odgovdraju najvetoj verovatnodi, biée tada np i ng,
a najverovatniji slu¢aj bice onaj u kome ée u »n ponovljenih opita propozicija
a_biti istinita np puta a propozicija a ng pur, ij. proporcionalno svojim
prostim verovatnodama.

U opitem slucaju, za najveéu verovatnotu, brojevi 2 1 n— k razhi-
kovace se respektivno od np i ng za manje od jedinice, a koliénik

% .

n—k

np+p
ng-p
4. koli¢nika iz gornje granjce od i donje granice od # — &, i
np-q

: g +q .
tj. koli¢nika iz donje granice od % i gornje od n— k. Deledi imenitelje sa n,
dobi¢emo dvojnu nejednadinu
P- ;zi k P+£

g < <o

g+5 n"k o g-L

nalaziée se izmedu

Ako n+ «, vidimo da obe granice te¥e ka pjg. Moze se, dakle, re&i da, u
najverovatnijem slugaju, kolicnik %/(n — k) postaje i ostaje blizak kolidniku
Plg za n dovoljno veliko.
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Verovatnoda da ¢e u n ponovljenih opita propozicija a biti ili &, ili
k+1, ..., ili / puta istinita, bice

P(k,0)=PB, + B+ - -+B=

!
— n ] 1
-5 (e
Neposredno izlazi da je
n
_ X (7 F n—i
PO =3 (7)p g7 = 1.
Oznadimo P(m) verovatnocu da ¢e u n ponovljenih opita propozicija a
biti vise od m puta istinita, 1j.
n
P - mwy §_n-i
om =2 (Tpg"",
a sa Q(m) verovatnoéu da ée u n ponovljenih opita propozicija a biti vise
od m puta istinita, tj. "
— L n-t ¢
Qbw) _i-zm:n (”";)p q-

Verovatnoca da ¢e u n ponovljenih opita propozicija a biti m puta
istinita, jednaka je verovatnodi da ¢e u n ponovljenih opita propozicija b
biti m — m puta istinita. Zato ¢emo staviti

Pm = Qn—m = (%)qun—m .

Sukcesivno imamo

P:m+'| = Qn—m—1 s
Pm+z = Qnom-2 -
Pn_1 = Q1 1)
Pﬂ, = Qo *
odnosno, ako saberemo ove jednaline,
P(m) = Q(n—m).

Da bismo izbegli vete zbirove, dogovoricemo se da uputrébimo notaciju
P (m) ako je m > np. Ako je m < np, tada je
n—m >n—np = ng,
1j.
n—m>ng
i tada Gemo upotrebiti notaciju Q. Verovatnotu P (k, /) moZemo sada pisati
u slededim’ oblicima:
l),ﬁk‘biek<upal->npr o np
o P(k,1)=1~P()—Qun-4),




2) ako je ki >np e ' o
Pk, )= P— =P, 1 - |
3) ako je k1 < np : np
P(k, Iy = Qln—~(+ D)~ Q(n—F) = i
=Qn—I—1)—Q@—k).

Prema tome, verovatnoéu P(k,J) moéi ¢emo uvek da izradunamo
preko verovatnoca P(m) i Q(m). Verovatnoée P(m) i O(m) nazvatemo
binamijalnim Sserijama.

2.8. Izrac‘:unavanie binomnialnih seriia pomoéu kolic‘.mka nepot-
punih B-funkcija. — Posmatrajmo slededi nepotpuni koli¢nik B-funkcija

E(hn—k+ 1)
Po definiciji je - .

Ip(h, n=k+1)= k=t (- sy R Qe
)

(k~ 1)‘(n k)i
Parm)alnom mtegracx)om dobijamo

u=(1—zx* 1dx,

- k-
1 k :
n-—
)" de = Zp"(i—p}"‘k = J.xk (=" ®
parcijalnim integracijama dobiemo nackraju

[~) ;"ﬂ'

Ponovni

T

e

1 n-k
R=1pq_m—k g ko an-k Rl gy k-1

(n-k)n—k-1) EETE S T L, ekl
k(k+1)(k+2) tp) * ' n!
pa je
7!
1 (k n-k+1) = k)f pk(i P)n-k (k+1)' . 1|P (1_p)ﬂ—k-—-1

=-l-‘ . +p”=};+ Pk”-l-' i +Pnr—_—'

.= P(k-1}.
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Tako smo dobili da j je verovatnoca da Ce se otekivani dogada; desm k
ili vife puta u ukupno »’ ponovl;emh opita data izrazom

P(k—-l)—I,(k,n-k+1) Lo
Tablice koli¢nika nepotpunih B-funkcija dao )e Karl Pearson. Tablice

za I (x, B) izratunate su za vrednosti § od 0 do 50, 2 za = od & =P
do « = 50. Parametar ¢ dat je u stotim delovima. Ukoliko je « < B, ko-

ristimo vezu
It(aga) }“"Il g(B,OC)

Ukoliko je « ili f vece od 50, ne moZemo koristiti Pearson-ove tablice.
Tada jedino moZemo koristiti pribliZnu Uspenski-evi metodu kada je n
veliki broj i koju ¢emo izloZiti u slededem paragrafu.

Tabela | daje vrednosti kolitmika nepotpunih B-funkcija.

2.9. Uspenski-eva mectoda za aproksimativno izraémﬁvanjé'
binomijalnih serija. —

Videli smo da je
P(1}3P2+1+PI+2+ ------ +Pn=

R ly
=P {1+__1L2.+.L"}_+....}=.
141 PI+1 PI+1 .

=l = =l- iy 2
=Pm{1+nz 1 p, M-l-Dn-i-2) (_g)+ ..... }_=

[+2 ¢ (£+23(2+3) q
—n+l+l g p (——n+l+1)(—n+1+?_)( py2 }
= —_ === I _+.- DR I
Pm{” 1+2 ( q)+ (1+2)(1+3) g)

Kori¢enjem Stirling-ove formule ili logaritamsko-faktorielskih tabhca odre-
dujemo Piyy. Ostaje da izralunamo red

ol Py | (nl i -nal42) (_£ 2
S=1+ f+2 ( q)+ (L+2)(1+3) )

9
Ovo je hipergeometriski red oblika

F(—H +£+.1., 1, l_+2: —qg) >

tako da je

Pi)y=B,,  Fl-n+l+1, 1,1+2,—§J .
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Lako je pokazati da hipergeometriski red

L eB a{x+) BB ,
Fla oy, x) =1+ 1_7 x+_i'2.7(7+” x +

+ a(a+1)(oc+2) B(B+1)(B+2)

x3
1-2-3 - yly+1)(y+2)

ofor+1)- - (w+n=2)p--o- (.B-H':—-Z) 1
1-2-3 -+ (n~1) - (y+n-2)

konvergira ako jt:.. ]x| < 1. Naime, za odgovarajudi apsoluﬁni red, koli¢nik
Un+1

+ e

bide. .
CUnn a+n-1(B+n-1) ‘
U, n{y+n—1) ’
tako da je _
Upet
lim = |x|.

n— o0 Un
Red je, dakle, apsolutno konvergentan ako je | x| < 1. Prema tome, potrebno
je da 2 <1, 1j. § <g. Mi demo u daljem izlaganju pretpostaviti da je
q
taj uslov ispunjen. Ustanovimo sada sledeée poznate veze

F(“=P"_'1$T+1!x] = F(“’ﬂ’Y»x)"’,

o {y—B)
(2.9.1) | + x—T(“{“‘i) F(oc1-_1,ﬁ+1,~g+2,x) ;
(][_
(2-9‘2) F(“'l‘ls ﬁ’ T""lsx) =F(a,ﬁs'¥ax) +x B K) F(a+1’ ﬁ*‘i"ﬁ'z’x) ‘
y+1)
Stavimo skraéeno

X2n= F(Q-H‘t, ﬂ+n,7+2n, xY,
X2n+1# F(a+n, B+n+l, y+2n+, x),

_ (pm)y-a+n)
rn-D{y+2n)

in

(o+n) (y~p+n) ,
(Y-+2n){y+2n+)

Aans1=

E P e J T



tako da je
Xo=F(a, B, Y5 %),
X1=F(,pf+Ly+1,x),
Ke=F(a+ 1,8+ 1, v+2,x)
Xs=Fa+1,B+2,y+3 %),
a 208
yly+t)

_ B+ y—a+1) \
P (yy+2)

a.= (B(+1){7—ﬁ+1) ,
B (ye2)(y+3)
Relaciju (2.9.1) moZemo sada pisati u obliku
X1=Xo+ a1 x Xs.

Smeniujuéi o, B, ¥ sa @ B+ 1, v+ 1 relacija (2.9.2) postate
Xs=X1+ax X3 '

Smenjujudi o, B, ysa a+ 1, B + 1, y + 2 relacija (2.9.1) postade -

X3 =Xz + asx Xy itd
tako da dobijamo

Uzimajuéi da je
X1-—-F(—-—u+l+l, 1,l+2,——P-,),
‘ q
1.
a=—n+1+1,

B =0,
y=I+1
X =——"—">

q
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LI

tako da je

i stavljajuéd -
(B+R)(y—oc+R)
(Y+2k -1)(y+2k)-

k(n+k). b ,
(I+2k)1+2+1) ¢

dk=a2kx=_

2__
q

P (x+k-1)(y—B+k~1) p _ (n-l-k)(I+k) p

br2k-2)ys2k—1) g (@+2k-N(I+2k) g

dobitemo B
X
— = Fl-n+1+,1, 142, x)=
Xo '
= 1’
¢
1-—
1+-%
1--£2
- 1_L

1i- .
Kako indeks % uzima vrednosti 0, 1, ..., n—I—1, to je
p  (l+k)n-1-k)
S i »0.
g (1+2k)(1+2k—1)
Na samom poletku pretpostavili smo da je p < g. Takode je
I+ k>14+2k—1.

Najzad, nejednatina '
n—l—% < I+ 2%k— l:

n<2+3%k—1<21+3(n—1-1)—1,
1 +4 <2n

bi¢e zadovoljena ako je n > 4. Kako, medutim, pretpostavljamo da je »
veliki broj, to ée ta nejednadina biti zadovoljena. Prema tome, za veliko 1 bide

O<ex <1,
Zato ¢e verizni koliénik
~ Cr .
Wy,
1+ T
1- ck-ﬂ
1+ dk-'-'l
1-
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biti izmedu 0 i o, tj.
0 < & <cg.
Tra¥enu velitinu -moZemo sada napisati u obliku

1
F(-n+i+1,1, l+2,—§)-= -
gde je | '
..
w‘= d
1+ —
1—- W,
¢
Wy= zd
1+ ——2—
1"(&)3
¢
Wy, = =2 )
1+
1~ 0
Kako je k1

. 0 < wk+1 < ck+1

to ¢emo smenom ovih granica u izrazu za w; dobiti granice za wg. Sme-
njujuéi te granice u izrazu za @y dobidemo granice 72 wi—1 i tako dalje,
i na kraju éemo dobiti granice za F. Videli smo da je F konatna vrednost
ukoliko je p < gq. Prema tome, granice za F bi¢e utoliko uZe ukoliko je
B vedi broj, tako da éemo uvek mo¢i da dodemo do Zeljene tafnosti.

2.10. Izratunavanje binomijalne verovatnoée. —
Oduzimanjem jednacina
P(m—l)=Pm+Pm+1+,..+P”,
P(M) =Pm+1+Pm+2+...+Pn:
dobijamo
Py = P(m —1)— P(m}.

Prema tome, binomijalne verovatnoée moZemo izralunati preko binomi-
jalnih serija. Ako je n mhii broj, Pm moZemo izradunati pomoéu tablica
koli¢nika nepotpunih B-funkcija

Pn= L(mn—m+1)—1I,(m+ 1,n—m).

Ako je n veliki broj, koristicemo Stirling-ovu formulu i1 u obrascu za
binomijalnu verovatnoéu, koju ¢emo oznaliti sa Pu,m, staviemo

e B
ni=n"e" A 2nn
g
ml= mme_-"”ﬁ"- VZ2rmm |,
, - - &
K (n_m” - (n‘*m)" m e n+m+12(n—‘m; 4/27[{,7_,_"1)
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LK R

-

x

TE ) S

2nmn-m

m n-m
gde je .
2m 2(n-m) 2n
2m+1 - 2(‘"‘-1‘”)+1 2n+l < 92+93-01 <1.
Dalja je .

Pn,m < Pn,m < P;;,m N
gde smo oznadili sa
i ';.' m n-m ' Y
(2.10.1) Py on = [__"__:l (28) ( ng ) 7R R TR
’ 2Zrm(n-m) J\m/ \n-m '

(B

(210 Phm = -2 ](ﬁ)”(ﬂ) [T T~

2nmn-m) I \m/ \n-m
Ove izraze mo¥emo lako izratunati pomoéu logaritamskih tablica.

2.11. Laplace-ova teorema. — Ova nam tedrema pruZa jedan drugi
natin za izralunavanje verovatnoée Pp, m za veliko n. Uzimajudi opet aproksi-
maciju za faktorijele

nl=A2mn n"e " %

e B2
mlz‘\f‘erm mme it m .

{n —m)! = ‘\/2n(n—m) (n-m) g‘"ﬂ-”_'*l'm'vg':—m) ,
0<89,,9,6,<1

i oznatavajuéi sa x otstupanje broja ostvarenja od najverovatnijeg broja
ostvarenja olekivanog dogadaja, tj.

x=m—np

priblizna vrednost za P, » bice

. 7 1 _ x -np—x—iz( %
Q100 —VW (1+ np) 1 e

Swmbbd b a0 mnle s reada e Dotk



Pretpostavimo prvo da je x = m — np ogranifeno po svojoj apsolutnoj
vrednosti. Oznatimo, kratkoée radi, sa

~Hp-%-% %-ng-3
A'—"(‘U' ._x_) (1__“'._) .
np ng

g - o)
i potrazimo graniénu vrednost izraza AB kada n -+ «. Pre svega, dokaZimo da

x -n
fn(x>=(1+;) " 41,
kad n— o u svakom ogranienom intervalu | x| < k.

Kako je
P A o
Zog(1+t)=t—?+§__¥+ .....
za | t]|< 1, to se moZe pisati
h's x2 3
log fu(x)= x—n Zog(i n) 5 S

za | x| < n Akoje |'x|< &, to za n> k biée utoliko pre {x|<n paje
x2 2
l << -
| ogfn(x)l 2n <2rz

Iz
2
lim i =0
n-ye0 21
sleduje
Snlx)— 1 n-—eo.
Zato imamo
N
lim (H—i) e* =1,
N300\ np .
_ -ng
X -
Lim (1~—) er=1
n—>o0 nq
Kako izrazi _ :
np+x=m, ng—x=n—m,

teze ka nuli kada n > ©, to je

“0r_ Oy
m

11!( n-m)'=- {

I

. lim B=1lime
”n - o0
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Iz gomnjih rezultata sleduje

lim AB = Zi¢(1+%)_npe”(1—_°‘_)' e"‘-"x |

Jednaéma (2.11.1) moze se pisati u obliku
- Bix)Vonnpg = AB

i ako n> ® a x ostaje ogranideno, bide
hm Belx)«/ 2nnpg =1,

odakle
2.11.2 Pa(x) !
1, X = .
( ) " V2nnpg
Pretpostavimo sada da je 1/.i_ ograniteno a da ‘% mose biti
n .
i neograniteno. Stavimo
X
it
take da je y uvek ograni®eno i potra¥imo granitnu vrednost za A tj. za
s ( ) —Np-IVi -r( ¥ )—mmr--
pvn gvn

Ako logaritmujemo i razvijemo u red, dobidemo

log A= (— np—y\n - —

=("np—y«/‘“—1)( y__ 2, ya )+
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gde je O jedna ogranitena velitina za y ograniteno. Za dovoljno veliko 7 je

Q | Q
——Pﬁ{<i 1’—"—‘?,\/ <]
Kako je
11 1
._+-—=-—~
. P 9 P9
to je
oy
logA = 2pq+~fﬁ"
Otuda
Ae%—w
ili ’ .
zi"ve*?%

kad n>wo i za |y|< M.

S druge strane, videli smo da B+ 1 kad n~ o, tako da dobijemo
na kraju X2 '
g ey

Non npg

ograniteno. Pau(x) pretstavlja verovatnocu da ¢e za x

(2.11.3) Po ) ~

zan-»aoirx;

otstupati broj ostvarenja ocekivanog dogadaja od np.

2.12. Poisson-ova granitna formula za binomijalnu vero-
vatnofu. — Neka je verovatnola ostvarenja olekivanog degadaja jedan
mali ali konadan broj p ineka je m broj ostvarenja olekivanog dogadaja u
n ponovljenih opita. Videli smo da je '

nl m_n-m
b

q

Pn,m S e —
ml(n-m)l

Stavljajuéi k = np dobicemo

D, m _ n(n-1)(n-2)-- - (n—m+1) ffz’."(1 k)"'”‘

p J—

n m! n

P B s L

=)
m\ n =0 ni .
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1]1 $ obzirom da je

-2~ ET -,

1=

B (2" SEOT )
PokaZimo prvo da je _ , ' 2
(5 < ()<l )

za sve vrednosti :-l 2, .....y m—1. Ako izmpo¥imo proizvod u sre-
dini, dobi¢emo :

time je dokazana leva nejediiakost. Desnu nejednakost dobiéemo na sledeti

e g CON2 2
1_m+imz=1_2_ﬂ_1+4ma @i__}_m

_m _
n a7 2n 4nt - Ant 4p?

ili
L = — -1
5 <1 (1-%)(1“’?) <(i-3)
Zato je — .
w5 (%) <Pm < M2 ()

62



Kako su k, m i n pozitivni brojevi, to se binomt na desnoj strani mogu
pisati na sledeéi nalin

R R R k3 _
(n—m) log(i—;?-) = _(n—m)(;- + o + 37 ‘e .)_

s L VR

Pam < — @ )
. _ mt
’ k™ -k z_’a‘k_ mm—1) _ (E_:qki
(2.12.1) Prom <—¢ "€ m
m!

S druge strane je

k n R
—m)log{1—-=)=—(n-m)log —— =~(n— -~ )=
) og( n) _ (n=m égn—k % m)log(1+n_k)

o k R k? ,...)=
=- m)('n—k 2(n—k)’+3(ﬁ—kf

Lomy ‘m-m) k' (n—m) B} S
n-k (n-ky* 2 (n-k)?* 3 7

_ i~m n—m E_ (n-m) E -
> n—k k+(n—k)22 n-kP® 3

_ km-nk+ K-k N (n-m) k*

n-k. n—k)?* 2 (m-k¥ 3 -

_ . km-k)  (n-m) R (m-m) E .
=k n-k F’_(n—le)2 2 (n-kY 3
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i . m—.i my
e
- 2 g 1 n g t n- m .
m-1[ m m2 m(m-1)
= - — 4+ ——
’ 2 [n -m  2(n-m’ :l> 2(n-m)
pa e k7 ok RR, Ao B pm R miny,

(2.12.2) Pam > k7 e ¢
odnosno, a fomon ‘

m - :
B > 20 % (T e

s obzirom da je lako pokamtl da je
k(m~-k) _n-m k¥ n-m k3 m(m-1)
n-k (m-k? 2 (n-k¥® 3 2n-m)

>

S mk_ mim-1)  (n-m)k? _prmkd _
n 2n 2n? 3n-mf  2n(n-m
Naime, ako se oslobodimo razlomaks i izvréimo svodenja, .dobiéemo
' 0 > — KA(n — m)* — min(n — k2,
tj. potvrdu gornje nejednadine. '

Kako je :
éu_k_)? ZHET:MJ S - (n-myk? ,
C 3m-RY¥  2n(n-m)
to donju granicu za P m moZemo pisati u obliku
P . mk_m(m—l)_(ﬂ"*M)k'_ (" m)ks ]
P""’>'m'ie e [1_ 3n—kP  2n(n—m)
tako da je

B, Tk _moemny gt (n—m)E? ms ]
12. - n 2n T E R
@I23)P, = = ete A =8 Se—sp 2n(n—m)

gde je 0 jedan broj izmedu 0 i 1.

Ako 7+ w, pri ¢emu mi 2 ostaju konaZni, dobijamo Poisson-ovu formulu
R™ -k
(2.12.4) L= lzm Pa,m = €
Verovatnoéa da ée se u beskonaéno mnogo ponovljenih opita otekivani
dogadaj ostvariti ili 0, ili 1, ili 2, ili ... ili © puta, mora biti jednaka
. jedinici, Zalsta

© © k™
Pnm = — € =
m=Q m=0 W.
-k o m
=¢ zk—T—e et =1,
m=0 9!

64



Najzad, verovatnoéa dadeseun ponovljemh opma sa malom i ko-
naénom prostom verovatnodom p ostvariti ofekivani dogadaj najvxée m puta
ima za gomju granicu

-k
(2.12.5) Qmy < 8
gde je :

0 n ok
il

¥

L+4k K2R+ 1)
' 8n an? 8n3
Naime, koristeéi (2.12.1), imamo
ki PN JOOE | . ))&
Z Pn,i < Z —_ é e " n 2 =

=0

0=

k- ,: e k" w(i)
e ,

i=0 ’lrt
gde je
) i , ,
w(z)=—2—n7(k2-r2kn+n——m)-
Kako za
‘ R+ 2kn--n
. 2n
(1) dostize svoj maksimum sa vrednodtu
(k% +2kn+n)?
&n

1=

to neposredno dobijamo (2.12.5).
2.13. Duhamel-ovo pravilo. — Posmatrajmo dva pozitivna reda

Nn
Sn‘;z Pn,m 9
n=1
I3 Nn '
Sh = Z{Pn,m .
N

gde A lim Ny =00 .

n-o0 .
Ako za jedno proizvoljno malo ¢ > 0, mofemo odrediti jedno n,, tako
da je  Pam

-1| <
Pn,m <
zam=12 ...., Nu in > ne, tada egzistencija grani¢ne vrednosti
Iim Sn = S
n—a<0
poviadi za sobom i posto;an;e grani¢ne vrednosti reda S’» sa istom vred-
noiéu S, ti.
hm Sn = S
N—p oD
i obratno.
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‘Dokaz. — Stavimo

(2.13.1) P;a,m ~ Pam =€am Pr,m

i saberimo niz jednadina za m=1, 2, ..., Na.
Mn M Y
2. P;a,m - Zn Pu,m = Zﬂ Engn Puym
m=1 m sl m=1

odnosno

b N ; Nn Nn
2 P‘n,m_ 2 Pn,m § Z IE?!.M! Pn,m .
m=1 m=1 =1

Ako je
Zlm Sn= S,

n—>2
tada postoje fiksni brojevi M i u,,, takvi da je Sy < M 2a svako n > My
Ako je istovremeno i n > nm,, imaéemo _
I P;z,m‘—Pn,m | <€ Pn,m .
odnosno, deobom sa (2.13.1),

.,-E n,ml < E.
Zato je

' M‘l ’ ”1! | ”n
[Sn_Sn’ = —ZﬂPn,m" 2_1Pn,m | < EZ_1Pn,m =

=€S8n<eM < LI
gde je n proizvoljno malo. Prema tome ako Sy teZi ka S, tada i S’» mora
da te# toj istoj granici, &ime je pravilo dokazano.
2.14. Laplace-Liapounoff-ljeva teorema. — Neka je n broj neza-
visnih ponovljenin opita, p prosta verovatnoda ofekivanog dogadaja a m
broj ostvarenja otekivanog dogadaja. Za ma koja dva broja £ i g, (r1 < 12)

verovatnoda da ée se izraz
m-np

vnpg

naéi u intervalu {1, 2}, 1.

Pr{n(‘ % Qt,} ’

teZi ka
12 2
1 f L
—— e T dt
Vor )
kad n > . !
Dokaz. — Gornju verovatnodu moZemo pisati i u obliku

\
(2.14.1) Pr {np+ Lvnpg L m  np+ip/npg S,
Ako sa k1 oznatimo najmanji ceo broj koji zadovoljava nejednadinu

(2.14.2) np+innpg Ry,

66



a sa kz najveéi ceo broj koji zadovoljava nejednacinu

(2.14.3) np+i,Nnpg 2 R,
verovatnoca (2.14.1) postaje

Pr{k,Q m<k:}: §k Pn,m =

w=
-2 R
mok,t q .
Koriste¢i aproksimativnu Stirling-ovu formulu za n!, tj.

4
nl=n e_"+mv' 2Tn
gde je 0 <0, < 1, Py m postaje

n!

ST
1 np)'m-t--‘ﬁ( ng )n-rm-} 3_‘1:_'?92;5,'1_2(??2?).
VE 2nnpq ( m M—-m ¢ :

Kako su n, m i n—m pozitivni brojevia 0 <8; <1, 1= 1, 2, 3 i vodedi
ratuna o (2.14.2) i (2.14.3), to je

_i _ 61 + 62 + 63 < 1 + 1 .
12n 120 12m  12n-m) " R2mprtNrgg)  12ng-tVnpg)

Za dovoljno veliko n leva 1 desna strana ove dvojne nejednacine bie manje
od jedne proizvolino male unapred date velicine. Zato, ako oznalimo sa

, 1 np me ng n-m+
o (2 2
Q:rran " n—m
koli¢nik '
Pan,m _ _%,, 15:*?2(—2%5;
Pa,m

razlikovadée se od jedinice za jednm velitinu koju uvek moZemo uéiniti do~-
voljno malom, tako da bude

n,m
— -1 ‘ €
Py | €
gde je ¢ > 0 proizvoljno mala veli¢ina. Na osnovu Duhamel-ovog pravila,
ako postoji granica reda

postojace 1 granica reda
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a obe graniéne vrednosti bife jédnake medu sobom. Zato éemo umesto
Py m posmatran Pym. Stavnno

(2.14.4) m=np+ivnpqg ,
gde je o
t1 <\ t < t2 .
Kako m uzima samo cele vrednosti, to je njegova naredna vrednost- -
(2.14.5) m+1 =np+{+AtWnpq ,

gde je At odgovarajuéi priradtaj za ¢ Oduzimajuéi (2.14.4) od (2.14.5)
dobi¢emo -

AtVipg =1
ili ' ‘

. At _ 1
vowr  Varnpg
Kad -+ w0, At 0. Ummaluél logaritam

IOan,m‘_“ log v Zﬁrapg —(m*'%)fog (%) _( o )Zog (nnqm)

s E el )

=log % - (nﬁt@ + %)Zog(i«kt\/'n%)—(;? g-tinpg -+ }i)lag(‘l—t,\/;%)
i razvijajuéi drugi i treéi dan u red

(np+tf"ﬁ + )Zog(i-i—l‘,\/zp): —(np +EVADT + %){t\/%_
=t npr\/i t’q~ f rZ% Zg/_"’; 4}:-; .

- ('ﬂq ~IVAPY + %)z::g(i—f& ) =

| t* Ly
/ —f? /
=ing P + 2«/71 4nq
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dobijamo

e TSR - R

Kak
0 se za . Al e
Zog Pn,m‘— ZOg F —“2'
koli¢nik Py m{P'n,m razlikuje od jedinice za prmzvol]no malu vrednost
uz dovoljno veliko 1, to éc granitna vrednost reda E P’y m biti jednaka
m=l;

graméno; vrednosti reda ZP,. my @ Samim tim i grani‘noj vrednosti reda
mask,
Z Prm.

m=k

Sada imamo
z’ Pn m=
m=k
gde smo stavili :

Grafitki pretstavlien, gomnji zbir bice zbir povriina pravougaonika pret-
stavljenih na slici. Kako #y,n+ 21, t2,n> 2, 8 A220 kad n> o, 1o Ce
zbir povréma pravougaonika da te¥i, kad n -+ », povriini ogranidenoj krivom

y=e" 2, t—osom i ordinatama #; i te2.

Tako dobnamo 5
lim 5 Pl 1i ( L % g
tm — 3
nswomeh T na_?)nw N2t -f”. At) Var ‘!‘e @

A

‘Dijagram (2.14.T)

m‘i

1 e
szz Pn,m—— e 7dt.
Ao 4



Dogada] cesemgumo ostvariti ako £3+ @, £+ — o, tako da imamo -
verovatnofu izvesnosti

lim E Pam=1.
t"')oo m- 4
h-}"

Kako ovo vaZi za svako n, to ie i
Lim ( lim E Pn,m )
n =0 ;z—‘»ao
T
Medutim, ne mofemo odmah kazati da e biti i

(2.14.6) b i’é‘o,,,z Prm )

t‘r‘) [s )

Da bismo t0 proverili, treba da lzraétmmo odredeni integral

e 2 dt .
=

., . . . 1 @ .
Koriste¢i (2.4.1) i (2.4.6) i stavijaju& p = 3 ix =E’ dobijamo

0 té'l
e Tdt =1

: 1
(2.14.7) o
3to potvrduje (2.14.6).

Najzad, verovamoéa da broj ostvarenja ‘t?ggvanog dogadaja nede
prekoratiti jedan unapred dati br01A=np+x

Pr{m\ﬂp+x‘\/ }=

_ A Le
=Pr{inﬁ-pé§<x} s [e ¥, mow

—0

x 2
= 2
Oix) = = _J;e dt ,
ﬁ(—oo_) =O 4
1
6(0)%5 ’
000y =1

Red
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pretstavlja jedan uniformno konvergentan red u intervalu (— , + ), pa ga
moZemo integrisati ¢lan po ¢lan. Tako dobijamo

1 1 J‘ ¥ 1 1= -1 2

=t — e “dt =t ¥~ |t =
O(x) 2 om | 2 A2n i wlY d

_ E . 1 § (—1)" KTV _

2 2 vao w12 2y

4 1 x3 £ ‘x’
==t == d X - — + - R

2 V2n{ 23 2025 317 }

Ovaj obrazac za izralunavanje funkcije 8(x) pogodan je jedino ako je x mali
. broj. Poito je red naizmeni¢an, to je greska

x2n+1

i 2" 2n+ Vo

Naprimer, za x = 1 dovoljno je da uzmemo » = 2, pa da grefka bude manja
od jednog procenta.

Ukoliko je x veliki broj, po&i ¢emo od veze

_#
e 2 di

R<

O = 1 -
(x) o |
i primeni¢emo parcijalnu integraciju
t2

xt
© 2 -5 w0 Lo
f zdt——i-——-J‘g dt =
tZ
x

* %

- - © £?
e T e < 3g €
X

T dt="_"-'=

x2 =2
N 1 1 . ' A
2{ +13 135+'-'1135 (2n-1) _ 5135 (2n+1) d}

T ¥e
X x X x t?rl+2

n

n



Kako je

ANE

%

to je gredka
1 F 135 (2n+1 135 -+ (2n—1
R< zf»zn )d’:: zn+1(n )
W 2n J Fen X N2
utoliko manja $to je x vede. Tako, napr., za x = 3 greska ée biti manja
od pola procenta uzimajuéi n = 2,
Tablica 2 daje izratunate vrednosti za 0(x).
Lako je proveriti veze

O-x=1-0x), x>0,

o

1 3 _ PV
T\/Zznj;e dt = O(x) —O( x) =
= 20(x)~1
pa imamo da je
| lm —npl
Pn{%%——— gx}-—»zam—i, n— 00

ili, ako oznatimo kratkode radi
20(x) —1 = B(x) —0¢-x) = Qux) ,
Pn{lm~np!x<\x@}—*~+ Qx), n—3co .
2.15. Bernoulli-eva teorema. — Ozpatimo sa
Pon,2) = Br{lm-npl < xipg }.
Za unapred date 3 > 0 vzimemo takvo x da bude

@.15.1) Qe > 1_%
i .
8 3
(2.15.2) ‘—E < Pn,x) — Q(x) < E .
Posmatrajmo nejednakost
A m
1 o —Pl <€,
im—np! < €n.

72



Za dovoljno veliko n bite

€n > xvnpg
odakle
n > qu .
.
Tada je
Pr.{fm~np! < En} > Pr._{lm—npl < xVnpg }
ili
: 2
Beln) > Plnyx) n>EEL
gde je B

B = Pr{|m n_pl<6n}
Uzimajudi dvojnu nejednaému (2.15.2) i vodeéi ratuna o (2.15. l) i da je
P (n, x) <1, imamo A

8 3 3
1 5 <P(n,x)+.“2— < fH--é-’

1-8 < Py < 1.
Kako je

Bin) > P(n,x),
1o je
1-8<Pa<t,
gde je 8 < 3. Otuda -
Jim Bale) = lim Px{JE—P’< eb=t.

Za ma koje unapred dato pozitivmo e, verovarnoca da e apsolutno otstupanje
relativne frekvenc:;e broja aswaren;a olekivanog dogadaja od odgovarajuce
proste verovatnoce p biti manje od e, tefi ka jedinici kad n+ w.

Ovaj nam rezultat daje prvu aproksimaciju za Bernoulli-evu teoremu.

2.16. Multinomijalna verovatnofa. — Neka smo # puta ponovili
opit sa istim premisama % i neka su moguce kao istinite pri svakom opitu
propozicije ay, @z, ..., ar sa verovatnodama

Pt = aslh, ‘ i=12 ...,k

Verovatnoéa da ée u prvih 71 opita biti istinita propoz:cua a;, urs na-
rednih opita propozicija az,..., a u TE poslednjih opxta propozicija ai je
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gde je . ‘
htr+---+7n=m,
PatpotFh= 1.

Verovatnoéa da ¢e u ry opita biti istinita propozicija a;, u rg opita
propozicija az, ..., a u ri opita propozocija azx, bez obzira na redosled, bite

!
(2.16.1) Py = ?’t.- PGP:& e 'P:h'

rlimle )

Odmah vidimo da je Prirs...n jedan od &lanova razvijenog polinoma
Pr+p2+....+p)"

ZPr12 =1,

idaje
(2.16.2) : 'r1 7': .
Numericku vrednost verovatnoée Pr,ry...r moemo izradunat di-

rektmo  koriste¢i logaritamske i logaritamsko-faktorielske tablice, ukoliko
su svi vy mali brojevi.

Za velike vrednosti r; pribeéi ¢emo Stirling-ovoj aproksimaciji za
faktoriele. Uvedimo prethodno smene
v, =np; +x;Nn i=1,2 ...,k
gde je :
X+ x4+ ... +xp=0.

Neposredno moZemo lmnstatmran da je, slitno zakljutku u (2.7),
maksimalna vrednost verovatnote Pryry...n, u blizini tacke (upy, npy, - 1P}

odnosno x3 = xp = =x5 =0, sa vrednoééu
Max (B 7} = i
ax vrq rk (np)i '("P )i P! Pk
Stavljajuéi
[¢]

= A2mn nn ei”*m
- -
(nﬂ)l = A 2rnp, (np,)nf‘ ol 12Znp,

(npk)' = \/2nnp,, (npk)npl' np"+12"”*

gde su 6, 01,...,0; brojevi izmedu 0 i 1, dobijamo
Max {Prr,...7} =B, ~
. AN2nn nné""pfp‘--‘p:P" eﬁe'ﬁ“%;“%f‘
N — — - —
VErnp, np )P e P .V 2rng, (np) Prg e
8 1 &8
1 PPy

(=1

-
]

- (25n)'F Vpr - "Pr
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gde je
&1 8 1k 6 1

12n {1 p; 12n  12n i1 py 12n
Za dovolino veliko » leva i desna strana ove dvojne nejednaéine bi¢e manje
od jedne proizvolino male unapred date veli¢ine. Tako dobijamo
i 7 . -
B~ = p—
(o 7 Py pa
U opétem sludaju, za ma koje vrednosti x1, ..., xg, verovatnota
Pryr. .. ry dobija slededi oblik posle kori¥éenja prve aproksimacije faktoriela

1 1
P?‘.l)"z---rk%

(2}rn)k'§1m ];I(i-l——ﬁiiﬁ)npﬁ PV

Kako je

(np‘+x,«/_+ )zog(i+p;\/_)=

{ X xiz xzi .
(”P‘+x‘ﬁ+5)-(p,«/ﬁ 2np; smf"p, )_
—-x«/_+x’“'2+0( : )‘f
to je - 1 Ex‘iz
(2.16.3) Proyr,. . ry ™ e

(Znn)hT VOP: Py

2.17. Ponavljanje zavisaih opita. Hipergeometriska verovatnoéa,
~— Uotimo jednu urnu u kojoj se nalazi ukupno n kuglica, od kojih
je m bele a n. crne boje. Na slulaj izvlatime r puta po jednu kuglicu.
Ako svaku izvulenu kuglicu vraéamo u urnu, uzastopni opiti su identi¢ni
i medusobno nezavisni. Verovatnoéa da ée biti izvudeno ry belih, ara=r—n
crnih kuglica je tada

ey ()

Ukoliko izvudene kuglice ne vraéamo nazad u urnu, uzastopni opiti
zavisi¢e medusobno i neée vise biti identi®ni. Verovatnota da ¢e ur(r <n)
izvlatenja prvih izvutenih kuglica biti belih a preostalih re kuglica
crnih je

Ay Ny 1._ ne—n+l n, n,_-l ny—r+1

n n-1 n-r,+1 n-r, n-rn-1 n—r,—r,+1
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Verovatnota da Ce u r izvlatenja r; puta izaéi bela a rg puta crna
kuglica, bez obzira na redosled, je _

'(T)n. (n,=1) - (n—r + Ony{n,-1) - (n,~1, +1)
1, nr-1-(h-r+t) -

(2.17.2) (n,l)(n—n,)
: "y

. r—nry
=
()
Ova je verovatnoéa poznata pod imenom hipergeometriske verovatnoce iz
razioga §to se funkcija generatrise za tu verovatnoéu moZe izraziti pomoéu
hipergeometriskih funkcija. :
Otevidno da ake #, n1 i n2 tefe beskonalnosti a », 7} i 73 ostaju konatni,

* hipergeometriska verovatnoéa (2.17.2) teZi¢e ka verovatnoéi (2.17.1). Zaista,
(2.17.2) moze se transformisati u izraz ' ‘
1\ 1Y rzui)
)(“n—a)"'(i“ﬁ

ey bl 2)

R L e e

WS ‘

—y -1 & ) .

_ v {3 n s kad n, my, ng - o, .
Ako se, dakle, u urni nalazi vrlo veliki broj belih i crnih kuglica, sasvim
ie svejedno da li svaku izvudenu kuglicu vradamo u urnu ili ne.

' PokaZimo jo§ da je zbir svih hipergeometriskih verovamnoda za
n=0,12 ..., 7 jednak jedinici. Kako je

(1+x)* = JZ(f)xJ ,

i n

bt =3 (),

(14x)* _=.§(“;b)xp

to je

RPN W

AT
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Zato je

i r {n\n—n,
-
(1;1) reo \ ¥y N\ r—T7,

L1 b i R 1 W
:_(%y(n,+:—n1)=1_

2.18.1. Koliki je najverovatniji broj ostvarenja ofekivanog dogadaja u
pedeset ponovljenih opita ako je njegova prosta verovatnoéa 2/52

Problem se svodi na traienje maksimalnog ¢lana razvijenog binoma

o 3 50
)
S )

Koriséenjem rezultata (2.7.3} dobijamo
: 19,4 <k <204,

odnosno, k = 20, s obzirom da k mora biti cco broj. Prema tome, najvero-
vatnije je da ée se olekivani dogadaj ostvariti 20 puta sa verovatnoéom

P, = ( 3?)) (_.25_)20 (15)30 =0,114558.

Slededa tabela sa vrednostima Py jasno pokazuje da je Py maksimalna
verovatnodéa

+

X | Px x ‘ Pz
0 0,000000 22 0,095878
e 23 0,077814
4 0,000000 24 0,058361
5 0,000002 25 0,040463
6 0,000011 26 0,025938
7 0,000047 27 0,015371
8 0,000169 28 0,008417
9 0,000527 29 0,004257
10 0,001440 30 0,001987
11 0,003491 31 0,000854
12 0,007563 32 0,000338
13 0,014738 33 0,000123
‘14 0,025967 34 0,000041
15 0,041547 35 0,000012
16 0,060589 36 0,000003
17 0,080785 37 0,000001 .
18 0,098737 38 0,000000
19 0,110863 39 0,000000
20 0,114558 . Ry
21 0,109103 50 0,000000
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2.18.2, Odrediti najverovatniji broj ostvarenja oekivanog dogadaia,
ako je njegova prosta verovatnoca 1/2 i ako je broj opita paran broj n = 2k.
Odrediti zatim maksimalnu verovatnotu Pm, pokazati da je

1 1
Wi B Um

i odrediti grani®nu vrednost

lim ’\/IP,,, .

koo . : .
Najverovatniji broj ostvarenja oekivanog dogadaja nalazi se u granicama
1 .
np-q=k—2>

1
Kako to mora biti ceo broj a # je paran broj, to je najverovatniji broj
ostvarenja k. :

Otuda ‘
- () = -
R\ R \2)\2 (k1) 2
_ 13 (2k-1)
2:4---- 2k
Da bismo dokazali gornju dvojou nejednadinu, iz
$ s+1
s+1 §4-2
dobijamo da je
p_ 432kt o 242k _ 1 ’
L Y 35 - 2k+1)  (2k+1)P,
odnosno .
2 !
B <omit
Cime je dokazana desna nejednakost. Isto tzko iz
$ s-1
8+ 1 > s

dobijamo da je . _

35 (2k—1) 24 (2k=2) 2k _ 1
25 = 4-6----2k_> 35 (2k-1) 2k  2kE
odnosno )

i
P:>Zi;
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tako da je

<P < «/2k+i

Najzad, primenom Waﬂm-ove formule (2.1.1) i koriste¢i rezultat za
P imamo da je

A

{
N T, P V2R +1

lim ﬂ(k+}é)‘Pk=i!

k>0

ili, $to je isto,
limAnk B =1.
ko0

2.18.3. Pokazati da je za n= 2k

_p2
lim T =l o™
k o0 Pk k 90
pod uslovom da l[_,% = s > ( ostane konacno.
Kako je
Posw kK k-1 k-h+1
Pe k+h k+h-1 k+

to je (vidi primer 2.18.2)

()< B < ()

(-8 < B o (14 2T

Kada % neograniteno raste, mora i & neograniteno da raste, pa je

odnosno

Pean z

. -&
lim = ¢
e ) Pk

2.18.4. Izratunati pribliZnu vrednost binomijalne verovatnoce za
n=50, m=20, p=2f5
Kako je '

[P

L 2nm(n—m)

(”—P)m( e )”_m= L = 0,11516
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to je donja granica prema obrascu (2.10.1)

A=)

, - W S
Bl = 0,11516 ¢?" "
= 0,114554.
Gornja granica bice
Po=0,11516 ¢

=0,11516 - 0,00460 = 0,114573.
Koristeéi tabele za nepotpuni koli®nik B-funkcije dobijamo tanu vrednost
P, = 0,114558.

2,18.5. Uzastopno izvlatimo kuglice iz urne u kojoj se nalaze bele i
crne Kuglice sa prostim verovatnotama p i ¢. Izvudene kuglice vracamo
u urnu posle svakog izvlaenja. Prestajemo sa izvlalenjem ako smo k puta
uzastopce izvikli belu kuglicu. Kolika je verovatnoda da e se zavediti igra
posle (k + 2)-og izvlalenja?

Oznadimo tu verovatnoéu: Sa Pr42

= (,11516 - 0,99474 =

I B 1
2R+ 6 2mye 12Zn—m}+6

pr=1*
Ako je u prvom izvlatenju izadla crna kuglica, onda Je
 Pr+1 = qph

Najzad, ako je u drugom izvlacenju iza$la crna kuglica, traZena verovatnoéa bice
priz = (P + q) gp* = gpt.

2.18.6. Ako je p = 1076 a # = 10, kolika je verovatno¢a da ¢ese ole-
kivani dogadaj ostvariti najviSe dva puta? '

Kako je n vrlo veliki a p vrlo mali broj, dok je #p = 2 = | konaan
broj, to moZemo upotrebiti Poisson-ovu granitnu formulu za binomijalnu
verovatnocu

2 Z i 2 m -k
P m=0 nz—??oo Pn’m n%:——o m|
1 1 1 5
= — 4 — $+ — = — == . ']_4.7
e e 2@ 2 0

2.18.7. Jedna urna sadrsi » belih i k—r crnih kuglica. Izvladimo »
puta uzastopce po jednu kuglicu vraéajudi svaki put izvudenu kuglicu nazad
u urnu. Oznalimo sa

r

p 7=1-%

¥
?J
P“HP"_E: P2=P—€.



Verovatnoda da ¢e se relativna frekvencija belih kuglica — npadéi u mter-
. n

valu (1, Pa) ie )
7 v ng, n _
fne) = Z ( ) p'g" Y
Vv ) ﬂPl vi-

Pretpostavimo da je ¢ pozitivno, proizvoljno malo i nezavisno od n. Dokazati
da fa(e) > 1 kad n- o (Steffensen).

Oznadimo sa r, najmanji ceo broj vedi od mpy, a tz najvei ceo broj
manji od npz i stavimo :

r = npy + 01, 0<0; <1,

taw)_zpz-—-ﬁz, 0 <0<,

Problem se svodi na dokaz da zbirovi
n n _
s“ —= Z ( )Pvgn v ,

Cv=t\Y

t?_ n

Sz,«-_- Z ( )Pvgn—vb
v=0\YV

te¥e ka nuli kad n > «. Za dovolino veliko =, opsti ¢lan zbirova S1 i Sz je

opadaju¢a funkcija 2za vrednosti v >, a rastuéa za v < ta. Kako S1

ima ukupno n— 1ty + | ¢lanova a Sz ukupno 2 + 1 ¢lanova, to je

5, < (n_-—t1+’l)(:)Pf«gn—t, ,

v
s, < (07 Vgt
2/ ’
Uzmimo oznake g1 = g—¢ 1 gz = ¢ + ¢ i primenimo Stirling-ovu formulu
za n dovoljno veliko. Tako dobijamo

_ Pf’i 945 "
Si<Kfﬁ(“W) i=1,2,
_ P g )
gde su K; i Ke pozitivne konstante, nezavisne od n. Kako je
P L%
P"i %_ <1
P g

to olevidno S¢+0, (¢ = 1, 2), kad n -+ 0.

2,:8.8. Poznato je x, izracunati 0(x). Ako se x nalazi u Tabeli 2,
zadatak je jednostavan. Tako, napr., za x = 0,93 bi¢e 0(0,93) = 0,8116.
‘Uzpeime, medutim, da je x = 0,9372, koje ne figurise u Tabeli 2. Kako je
tabii¢na razlika

d = 0(0,94) — 6 (0,93) = 0,0047

to éemc vrednost 6 (0,93) = 0,8116 povecati za
0,72 - 60,0047 = 0,0034

tako da priblizno dobijamo da jc 0(0,9372) = 0,8150.
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2.18.9. Poznato je 8(x), izracunati x. T ovde je refenje neposredno
ako sc vrednost § (x) nalazi u Tabeli 2. Ali neka je, napr., 0 (x) = 0,8150.
Ova se vrednost ne nalazi u Tabeli 2. Vidimo da s¢ nalazi izmedu 8 (0,93) =
=0,8116 i 6(0,94) = 0,8163. Kako je tabli¢na razlika d = 0,0047, to ¢éemo
vrednost 0,93 povedati za
1 0(x)—0(0,93) _ 0,0034
100 6(0,94_)—6(0,93) 0,47
tako da priblizno dobijamo da je x = 0,9372.

2.18.10. Pokazati da se obrazac (2.11.3) moe pribliZzno napisati u obliku
1 - 1
Pix) a e(m“ np+- )_e(m —Nnp+y )
H

= 0,0072

vnpg vnpg
gde je x = m—np.
Ako oznalimo sa
b= 1 , ‘= m-np __ X

Vnpg " Nnpg vnpg

obrazac (2.11.3) postaje
ta
Palt) % he =@ © =hy(ty).

Kako x uzima cele vrednosti, 10 su tacke rm uniformno rasporedene
sa uzajamnim rastojanjem k. Zato je proizvod & -y (¢m) asimptotski jednak
povrdini ispod krive y(r) izmedu tm— A2 i tm + k2 t.

t’h+% !:i& 2 .
1 P ‘tTar —
hy (tm) 2 j h%;(t) dt = Ner 'L_a y e f =
[} W
. 1’1—"?4‘% . m+n —-'JQ‘
—e( "V?!pq ) e( '\/npa )

Koristedi ovaj rezultat moZemo izvriiti korekciju Laplace-Liapounoff-
ljeve teoreme i dobid

- 1 —np— 5
Pr{k.'é_'m < kz} g _o(k*v%z)—ﬁ(kz :ﬁq 2)
za dovolino veliko n.

2.18.11. Odrediti verovatnocu da ¢e se u 50 uzastopnih bacanja ole-
- kivani dogadaj ostvariti viSe od 20 puta, pri ¢emu je prosta verovatnoéa 0,4.
Za n = 50. { =20, p~ 0,4 treba da odredimo binomijalnu seriju
: . 50

Pleo)y = 2 B

=2
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Upotrebimo Uspensky-evu metodu za pribliZno izratunavanje P(20).
P(ZO) = PZ‘I : F(_:Zg! 1, 221*0;)-) ’

Py = 0,108103,

-
{—w, _
Vrednost w: dobi¢emo preko rekurentnog obrasca
G
@y == g
+ 1dkw
gde je k+1

o b _(n-l-R)(1+R)
R g (1+2k=1(1+2k)

d-_2 k(n+k)
g (1 2k)(1+2k+1)

Polazedi od k =7 dobijamo

k CE -_ dk

1 0,878788 0,067194 0,751448 < ©, < 0,751455
2 0,743961 0,115556 0,603455 < o < 0,603481
3 0,636923 0,150997 - - 0,503590 < @, < 0,503702
4 0,550265 0,177340 0,420083 < ©, < 0,429692
5 0,478927 0,197133 0,368006 < wy < 0,372039
6 0,419355 0,212121 0,313851 < w, < 0,345968
7 0,368984 . 0 < w; < 0,368984

tako da je
1 i
F= = 4 0241

f—w, 1-0,7515
pa je traZena verovatnoda
P(20) = 0,109103 - 4,024 = 0,439.
Koristeéi Tabelu 1 dobijamo taénu vrednost
P(20) = 0,438966.
'2.18.12. Kolika je verovatnoéa Pj da e se pojaviti zbirk (n < k < 6m)
bacajuéi n kocki? :
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Trazena verovatnola bice koeficijent uz x* razvijenog polinoma

R A (e
6,1(t+1:+ +1%) _(6-) T

(T B (e B ()

L R R WIS

2.19, Zadaci za veibu

tj.

2.19.1. U 38 penovljenih nezavisnih opita sa prostom verovatno¢om 0,3
odrediti: a) najverovatniji broj ostvarenja olekivanog dogadaja, -b) verovat-
noéu da Ce se ofekivani dogadaj ostvariti 20 puta, c) verovatnocu da ce se
olekivani dogadaj desiti vise od 20 puta.

2.19.2. U 80 ponovljenih nezavisnih opita sa prostom vergvatnocom
p = 0,2 odrediti pomoéu Uspensky-eve metode pribliZnu vrednost verovat-
note da ce se olekivani dogadaj desiti vide -od 40 puta.

2,19.3. Izracunati priblinu vrednost, a zatim i ta¢nu preko Tabele |
za nepotpuni kolicnik B-funkcije, verovatnoce da ce se u 40 nezavisnih
opita, sa prostom verovatnofom p = 0,6, odekivani dogadaj ostvariti 15 puta.

2.19.4. Jedno poljoprivredno dobro razdelieno je na 120 jednakih
povr§ina zasejanih jednom istom kulturom. Neka je v toj oblasti verovatnoca
1/12 da ée Zetva jedne povriine podbaciti. Koriste¢i Laplace-Liapounoff-
ljevu teoremu odrediti verovatnoéu da ée broj povrsina sa dobrim. prinosom
biti izmedu 80 1 110.

2.19.5. Bacaju se dve kocke 50 puta uzastopce. Kolika je verovatnoéa
da Ce se zbir 8 pojaviti vise od 15 puta, a manje od 32 puta?

2.19.6. Pokazati da je za p = 0,5

¢ - _(Zmz—'.u)2
R
" 2nm{n-m)
2.19.7..D0kazati identitet

n

2 m By = np(np+q) .

. 2.19.8. U 12 000 penovljenih opita sa prostom verovatnoéom p = 1/1000,
kolika je verovatnota da ¢e se olekivani dogadaj desiti 12 puta?
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2.19.9. Dokazati da ako

A

SRR
Lo
@

r—rp’ 3
‘\/npqt = =

kad n- =, hipergeometriska verovatnoéa tezi ka
2
! ] -5
‘ NZ2mapgt-11-1)
- 21918, Ako su zzn- o vrednosti npy=ky konacne, dokazati da je Pois-
son-ova granicna formula za multinomijalnu verovatnocu
ok
J 7'1
2.19.11. Sabirajué¢i vrednosti Poisson-ove verovatnode iz zadatka 2.19.10
za sve pozitivne vrednosti r; pokazati da ¢emo za rezultat dobiti 1.

2.19.12. Dokazati da je
Pr {m>x} < Pr{m(—x}

ako je p > ¢ a x dovoljno veliko.
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228. Tabela 1

Nepotpuni koli¢nik B-funkcije

e + 1 Bt o] It f—1 o—1
Lep = B P e T ey Ty
NGNS 0o -

B a =01 (=02 =03 =04 =05 =06 =07 =08 =09

1 1 01000 90,2000 03000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000
2 00100 0,000 0,0900 071600 02500 03600 0,4900 06400 0,8100
3 0,0010 00080 00270 00640 0,1250 02160 03430 05120 0,729
4 0,001 00016 00081 00256 00625 0,1296 0,2401 0,409 086561
5 0,0000 00003 00024 00102 00313 00778 01681 03277 0,5905
6 0,0001 0,007 00041 00156 00467 01176 02621 05314
7 00000 00002 00016 00078 00280 00824 O 0,4783
8 0,0001 00007 00039 00168 00576 011678 0,4305
9 0,0000 0,0003 00020 00101 00404 0,1342 0,3874
10 00001 ©,0010 00060 00282 0,074 03487
11 0,0000 00005 0,0036 0,098 00859 03138
12 0,0002 00022 0,0138 0,0687 02824
13 0,000l 0,003 00097 0,0550 0,2542 .
14 00001 0,0008 00,0068 0,0440 02288
15 0,0000 0,0005 00047 0,0352 0,2059
16 0,0003 00033 00281 0,1853
17 0,0002 0,0023 0,0225 0,1668
18 g,0001 0,0016 0,0180 0,1501
19 0,0001 0,0011 00144 0,1351
20 0,0000 0,0008 0,0115 01216
21 0,0006 0,009 0,100
22 0,0004 0,0074 0,0985
23 0,0003 0,0059 00,0886
24 0,0002 0,0047 0,0798
25 0,0001 0,0038 00718
26 0,0001 0,0030 0,0646
27 0,0001 0,0024 0,0581
28 0,0000 0,0019 0,0523
29 0,0015 0,0471
30 0,0012 10,0424
3l 0,0010 10,0382
32 0,0008 0,0343
33 0,0006 0,0309
34 0,0005 0,0278
35 0,0004 0,0250
36 0,0003 0,0225
37 0,0003 0,0203
38 0,0002 0,0182
39 0,0002 0,0164
40 0,0001 0,0148
41 0,0001 0,0133
42 0,0001 0,0120
43 0,0001 0,0108
44 0,000 0,0097
45 0,0000 0,0087
46 0,0079
47 0,0071
48 0,0064
49 0,0057
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a t=01 =02 ¢=03 =04 =05 =06 =07 =08 ¢=09
2 0,0280 01040 02160 03520 0,5000 06480 07840 0 0,9720
3 0 0037 00272 0,0837 0,1792 0,3125 04752 06517 08192 0,9977
4 0y 0005 0,0067 - 0,0308 O, 08’10 0,1875 03370 05282 0,7373 09185
5 0,0001 00016 0,0109 0 0410 01094 02333 04202 0,6554 0,5857
6 0,0000 0O 0004 0,0038 O 0188 0,0625 0,1586 0,32%4 05767 08503
T - 0, 0001 0,0013 0,0085 0,0352 0,1064 02553 05033 0,8131
8 0,0000 0,0004 0,038 00195 00705 01960 04362 0,7748
9 0,000L 0©,0017 00107 00464 0,149 0,3758 00,7361
10 0,0000 00007 00059 00302 01130 0,3221 0,6974
1 0,0003 0,0032 0,0196 00850 0,2749 06590
12 0,0001 0,017 00126 00637 02336 056213
13 0,0001 0,0009 0,008l 00475 01979 40,5846
14 0,0000 0,0005 00052 00353 01671 0,5490
15 ‘ 0,0003 ©0,0033 00261 0,1407 05147
16 0,0001 ©,0021 00193 0,1182 0,4818
17 00001 00013 00142 00991 0,4503
18 0,0000 ©,0008 00104 00829 04203
19 0,0005 00076 00692 0,3917
20 0.,0003 0,0056 0 0576  0,3647
21 0,0002 00041 0,0480 0,3392
22 0,0001 0,003 0,0398 0,351
23 00001 00022 ©,0331 0,2925
24 0,0001 00016 00274 02712
25 0,0000 0,0011 0,0227 0,2513
26 0,0008 0,0187 0,2326
27 0,0006 00155 02152
28 0,0004 00128 0,1939
29 0,0003 00105 01837
30 0,0002 0,0087 0,1696
3l 0,0002 0,007 0,1564
32 0,0001 00059 0,1442
33 0,0001 0,0048 0,1329
34 0,0001. 0,0040 0,1224
35 0,0000 00032 0,1126
36 0,0027 0,1036
37 00022 0,0953
38 0,00i8 0,0876
39 0,0015 10,0805
40 00012 10,0739
41 00010 00678
42 0,0008 10,0623
43 0,0007 0,0571
o g 3,0480
45 ,0004
46 0,0008 00440
47 0,0003 0,0403
48 0,0002 0,0369
3 00086 0,0579 0,631 03174 05000 0,6826 08369 09421 0,9914
4 00013 00170 00705 01792 03438 O, 5443 07443 009011 0,9842
5 0,0002 00047 00288 00063 02266 04199 06471 08520 09743
6 0,0000 O 0012 0,0113 00498 0,445 03154 05518 0,7969 0,9619
T 0,0003 00043 - 0,0250 00,0898 02318 04628 0,7382 0,9970
8 0,0001 0,0016 0,01?.3 0,0547 0,1673 10,3828 06778 0,9298
9 0,0000 0,0006 0,0059 0,0527 0,1189 0,3127 06174 09104
10 0,0002 0,0028 00193 0,083 0,2528 05583 08891
X 00,0001 0,0013 0,0112 00579 02025 05017 0,8661
12 0,0000 0,0006 00065 00398 0,608 04481 05416



B a =01 =02 =03 =04 1=05 =06 =07 =08 =09
3 13 00003 0,0037 00271 01268 03980 08159
14 0,0001 00021 00183 0,099 063518 0,7892
15 00001 00012 00123 00774 03096 0,7618
16 0,0000 00007 00082 - 0,0600 02713 07338
17 00004 00055 00462 02369 07054
18 00002 00036 00355 0,206F 06769
19 0,0001 00024 00271 01787 06484
20 0,0001 00016 00207 01545 0,6200
21 0,0000 00010 00157 0,1332 0,5920
22 00007 00119 0,1195 05643
23 0,0004 0,0090 00982 05371
24 0,0003 00067 00841 05105
25 0,0002 00051 007i8 04846
26 0,0001 00038 00612 04594
27 0,0001 00028 00520 0,4350
28 0,0000 00021 00442 04114
29 00016 00374 03886
30 0,0012 00317 03667
3i 0,0009 0,0268 03457
32 0,0006 00226 03255
33 0,0005 0,190 0,3063
34 0,0004 00160 02879
35 0,0003 00135 02703
36 0,0002 00113 02537
37 0,0001 00095 02378
38 0,0001 0,079 02228
39 0,0001 0,0066 02086
40 0,0001 0,0056 0,1951
41 0,6000 00046 0,1824
4z 0,0039 0,1704
43 0,0032 0,1590
44 0,0027 0,1484
45 00022 0,1383
46 0,0019 0,1289
41 0,0015 10,1200
4 4 00027 00333 01260 02898 05000 07102 08740 09667 0,9973
5 00004 00104 00580 01737 03633 05941 0,8059 09437 09950
6 00001 00031 00253 00994 02539 0,4826 07297 09144 0,9917
70,0000 00009 00106 00548 01719 03823 0,6496 08791 09872
8 0,0002 00043 00293 0,1133 0,2963 0,5696 0,8389 0,9815
9 00001 00017 00153 0,0730 02253 04925 0,7946 09744
10 00000 00007 00078 00461 01686 0,206 0,7473 0,9658
11 00002 00039 0,287 01243 03552 05982 0.9559
12 0,0001 0,0019 0,0176 0,0905 0,2969 0,6482 0,9444
13 0,0000 00009 00106 00651 02459 0,5981 0,9316
14 0,0005 00064 0,0464 0,2019 0,5489 0,9174
i5 0,0002 0,0038 0,0328 0,1646 0,5010 0,9018
16 00001 00022 00230 01332 04551 0,8850
17 00000 0,0013 0,0160 0,1071 0,4114 00,8670
18 0,0007 00110 0,085 0,3704 0,8480
19 _0,0004 00076 0,0681 0,3320 0,8281
20 G,0002 0,0052 00538 0,2965 0.8073
21 0,0001 0,0035 0,0424 0,2639 ~0,7857
22 00001 00024 00332 02340 0.7636
23 0,0000 00016 0,0260 0,2068 0,7409
24 0,0011 0,0202 0,1823 0,7179
25 0,0007 0,0157 01802 0,6946
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a t=01 =02 1=03 =04 =05 (=06 =0T =08 =09
26 0,0005 0,0121 0,1404 06710
27 0,0003 0,0093 0,1227 0,6474
28 0,0002 0,0072 0,1070 0,6238
29 0,0001 0,0055 0,0931 0,6003
30 0,0001 0,0042 0,0808 0,5769
31 0,0001 0,0032 0,0700 05538
32 0,0000  0,0024 O 0605 0,5310
33 00018 0 0522 0,5085
34 0,0014 0O 0450 0,4864
35 0,0011 0,038'? 0,4648
36 0,0008 0,0332 0,4437
37 0,0006 00,0285 04231
38 0,0004 0,0244 0,4031
39 0,0003 0,0208 0,3836
40 0,0003 00178 0,3648
41 0,0002 00151 0,3466
42 0,0001 0,0129 0,3289
43 0,000L 0,0:110 0,3119
44 0,000L 0,0093 0,2956
45 0,0001 0,007 0,2799
46 0,0000 0,0067 0,2648

5 00009 0,019 0,0988 02666 05000 0,7334 0,912 09804 0,9991

6 0,000l 00064 00473 0,16862 O, 3'?70 06331 0,8497 09672 0,9984

7 0,0000 00020 0 0216 0,0994 O, 2744 0,5328 00,7897 0,9496 10,9972

8 0,0006 0,0095 O, 0573 0,1938 0y 4382 0,7237 0,9274 00,9957

9 0,0002 00,0040 0,032F .0,1334 0,3530 06543 09009 0,9335
10 0,0000 00,0017 0,0175 0,0898 0,2793 0,5842 00,8702 O 9908
11 0,0007 00,0033 00592 0,2173 00,5155 0,8358 0,9873
12 0,0003 0,0043 0,0384 0,1666 0,4499 0,7982 0,9830
13 0,0001 0,0025 0,0245 0,1260 00,3837 0,7582 0,9779
14 0,0000 00013 0,0154 0,042 0,3327 0,7164 09718
15 0,0006 00096 40,0696 0,2822 06733 10,9648
16 0,0003 00059 00510 0,2375 06296 09568
17 0,0002 00036 0,037¢ 0,1984 0,5860 O, 9478
18 0,0001 00,0022 0,0266 0,645 0,5429 0,9379
19 0,0000 00013 0,0190 ©¢,1356 05007 0,9269
20 0,0008 00134 0,1111 0,4599 0,9149
21 0,0005 0,0095 0,0905 0,4207 0,9020
22 0,0003 0,0066 0,0733 0,3833 0,8882
23 0,0002 0,0046 00,0591 0,3480 -0,8734
24 0,0001 0,0032 ©,0474 0,3149 0,8579
25 0,0001 0,0022 00379 02839 0,8416
26 0,0000 0,0015 0,0302 0,2652 0,8245
27 0,0010 0,6239 0,2287 0,8068
28 0,0007 0,0180 0,2044 O 7885
29 0,0005 0,0149 0,1821 0,7697
30 0,0003 0,0117 0,1619 0,7504
31 0,002 0,0091 06,1435 0,7307
32 0,0001 00071 0,1269 00,7108
33 0,0001 00055 0,1120 0,6905
34 0,0001 0,0043 0,0986 06701
35 0,0000 0,0033 0,0866 0,649
36 0,0026 0,0759 0,6290
37 00020 0,0664 0,6084
38 0,0015 0,0580 0,5879
39 0,002 0,0506 0,5675
40 0,0009 00440 05472



1=05

B a t=01 =02 =03 =04 t=06 (=07 =08 =09
5 41 0,0007 0,0382 05271
42 0,0005 00332 0,5073
43 0,0004 0,0287 04878
44 0,0003 0,0248 0,4686
45 00002 00214 04497
6 6 00003 00117 00782 0,2465 05000 0,7533 0,9218 0,9883 0,9997
7 0,0001 0,0039 0,0386 0,1582 0,3872 0,6652 0,8822 0,9806 0,3995
8 0,0000 0,0012 - 00182 0,0977 02905 05744 08346 09700 0,9991
9 0,0004 0,0083 00583 0,2120 04859 0,7805 09561 0,9985
10 0,0001 0,0037 00338 0,1509 04032 0,7216 0,9389 0,9978
11 0,0000 0,0016 00191 0,1051 03288 05598 09183 0 G967
12 00007 00106 00717 02639 0598 08943 0,9953
13 0,0003 0,0058 0,0481 02088 - 05344 0,8671 0,9936
14 0,000l 00031 00318 01629 04739 08369 0,9914
15 0,0000 0 0016 00207 0,1256 04164 0,8042 0,9887
16 o,ooos 0,0133 0,0057 03627 0,7693 0,9856
17 0,0004 0,0085 0,0722 0,313 0,7326 0 9818
18 0,0002 0,0053 00540 02688 06847 O 9774
19 0,0001 0,0033 0,0400 02288 06559 O, 9723
20 0,0001 00020 00294 0,1935 06167 09666
21 00000 00013 00214 01626 05775 09601
22 00009 00155 0,1358 05387 0.9529
23 0,0005 00111 0,1128 05005 0,9450
24 0,0003 00080 00932 04634 09363
25 0,0002 0,0057 0,0766 04275 0,9268
26 0,0001 0,0040. 0,0627 073931 0,9166
27 00001 00028 00510 03602 09056
28 00000 00020 00414 03290 0,8939
29 0,0014 00334 0,2996 08815 .
30 : 0,0010 0,0269 02721 0,8684
31 0,0007 0,0216 02464 0,8546
32 0,0005 0,0172 0,2225 0,8402
33 0,0003. 00137 0,2004 0,8253
34 0,0002 0,0109 0,1800 0,8097
35 00001 0,0086 01613 07937 °
36 00001 00068 01442 0,7773
37 0,000l 00054 0,287 0.7604
38 00000 00042 01145 07431
39 0,0035 01018 0,7256
40 00026 00902 0,7077
41 00020 00798 0,6897
42 0,0016 00705 06714
43 0,0012 00621 0,6531
44 0,0000 00547 0,636
7 7 00001 00070 00624 0,2288 0,5000 0,7712 0,9376 0,930 0,9999
8 00000 00024 00315 01501 03953 06925 09067 09884 0,9998
g 0,0008 00152 00950 03036 06098 08689 09819 0.9997
10 0,0002 00071 00583 02272 05272 08247 09733 0,999
11 00001 00032 0038 01662 04478 07752 09623 09992
12 0,0000 0,0014 00203 0,1189 03743 0©,7217 09487 0,9988
13 0,0006 00116 0,0835 0,3081 06655 09324 0,9983
14 0,0003 0,0065 00577 0,2500 0,6080 0,9133 0,9976
15 00001 00036 00392 02002 05505 08915 0,9967
16 0,0000 0,019 00262 0,584 0,4942 0,8670 0,9956
17 0,0010 00173 01240 04399 0,8402 0,992
18 0,0005 00113 00960 03886 08111 09925
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B o =01 =02 t=03 =04 t=05 =06 =07 =08 =09
T 19 00003 00073 00736 03407 07800 0,9905
20 0,0001 0,0047 00559 0,2965 0,7474 0,388l
21 0,0001 0,0030 0,0421 02563 07134 0,9853
22 0,0000 0,0019 00,0315 02202 06784 09821
23 00012 0,0233 00,1880 06429 09784
24 0,0007 00172 0,1595 06070 09742
25 0,0004 00126 01346 05711 09694
26 0,0003 0,0091 01131 05355 0,9642
27 0,0002 0,0066 00944 0,500 0,9583
28 0,0001 60048 00785 04661 0,9519
29 0,0001 06,0034 0,0650 04328 0,9948
30 0,0000 0,0024 00,0536 04007 09372
31 0,0017 00440 0,3698 0,9289
32 00012 00359 O 0.9200°
33 0,0009 0,0293 0,3124 09105
24 0,0006 0,0238 0,2859 0,9005
35 06,0004 00192 0,2610 08898
36 0,0003 00155 02376 08786
37 0,0002 0,0125 0,2158 08667
38 00001 0,0100 0,1956 0,8544
39 0,0001 0,080 0,1768 08415
40 0,0001 00063 0,595 0,8281
41 0,0000 0,0050 0,1436 08143
42 0,0040 0,1289 0,8000
43 0,0032 0,115 0,7853
8 8 00000 00042 00500 02131 05000 0,7869 09500 00,9958 1,0000
9 0,0015 0,0257 01427 04018 07161 09256 09930 0,9999
io 0,0005 00127 0,919 03145 06405 08954 0,989 0,999
11 0,0002 00061 00576 0,2403 0,5634 0,8593 0,9837 0,9998
12 0,0000 0,0028 00352 0,179% 04878 08180 09767 0,9997
13 00013 0,0210 01316 04159 07723 0,9679 09936
14 00006 0,0123 0,0946 0,3495 0,7230 0,9569 0,9994
15 0,0002 00070 0,0669 02898 06713 0,9439 09991
16 00001 0,040 0,466 0,2373 06181 0,9285 10,9988
17 0,0000 0,0022 00320 0,1919 0,5647 0,9108 0,9983
18 0,0012 0,0216 0,1536 05118 10,8909 0,9977
19 0,0007 00145 0,1216 40,4605 0,8687 0,9970
20 0,0003 0,0006 0,0953 04113 08444 0,9961
21 0,0002 0,0063 0,0740 0, 0,8182 09350
22 0,0001 0,0041 00570 03214 0,7903 0,5938
23 0,0000 0,0026 00435 0,2814 0,7608 0,9922
24 0,0017 00330 0 0,7300 0,9904
25 0,0011 0,248 0,2118 06982 0,9883
26 0,0007 0,0186 0,i822 0,6657 09859
27 0,0004 00138 01558 (,6326 (,9831
28 0,0003 0,0102 0,1326 05993 0,9800
29 0,0002 0,0075 0,1124 05660 0,9765
30 0,0001 00054 40,0047 05330 09726
31 0,0001 0,0040 00795 0,5003 0,9682
32 0,0000 0,0029 0,064 0,4683 0,9634
33 0,0021 0,0553 0,4371 09581
34 0,0015 0,0458 04069 10,9523
35 0,0010 0,0378 03777 0,9461
36 0,0007 0,0311 0,3497 0,9393
37 0,0005 0,0255 03229 09321
38 0,0004 00209 02975 09243
39 0,0003 0,0170 00,2733 0,9160



P oa =01 =02 =03 =04 =05 =06 =07 =08 =09
8 40 0,0002 00138 02506 0,9072
41 00001 00112 0,2292 0,8979
42 0,0001 0,009¢ 02091 0,8881
9 9 0,0000 00026 00403 0,989 0,5000 08011 0,9597 0,9974 1,000
10 00009 00210 0©,1347 04073 07368 0,9404 09957 10000
1l 0,0003 0,0105 00885 03238 06675 09161 09933 1,0000
12 0,0001 0,0051 0,0565 02517 0,5956 0,8867 .0,9900 0,9399
13 0,0000 0,0024 - 00352 0,1917 0,5237 0,8523 0,9856 0,9999
14 00011 00215 0,1431 04540 0,8135 09799 08999
15 0,0005 (0128 0,050 0,3884 0,7709 09727 0,9998
16 0,0002 00075 00758 03279 0,7250 00,9638 0,9997
17 0,000 - 0,0043 00539 02735 06763 09532 0,999
18 0,0000 (L0025 00378 0,2255 06274 00,9408 0,999
19 0,0014 00261 0,1839 0,5773 09263 0,9991
20 0,0008 “0,0178 0,1485 0,5275 09100 0,9988
21 0,0004 0,0121 0,1187 04787 0,8916 0,984
22 00002 0,0081 00940 04315 08713 0,9980
23 0,0001 00053 0,0738 03865 08492 0,9974
24 0,000l 00035 00575 03340 08254 09967
25 0,0000 0,0023 00444 0,3043 0,8000 0,9959
26 0,0015 00341 02677 07731 0,9949
27 00009 .0,0260 02341 0,7450 0,9937
28 0,0006 0,019 02037 0,7159 0,9923
29 0,0004- 00148 0,1763 0,6859 0,9907
30 0,0002 0,0110 0,1518 06553 0,9889
31 0,0001 0,0082 0,1301 0,6243 0,9369
32 0,001 00061 01110 0,5931 0,9345
33 0,000 0,0045 00943 0,5619 09319
34 0,0000 10,0033 0,0798 0,55309 0,978%
35 00024 0,0672 05003 09756
36 0,0017 0,0564 04702 09720
37 0,0012 00471 04407 0,9680
38 00,0009 0,0392 04121 0,936
39 0,0006 00326 0,3843 0,9589
40 0,0005 0,0259 0,3576 0,9537
41 0,0003 0,0222 10,3319 09481
10 10 0,000 0,006 00326 0181 05000 08139 09574 09984 1,0000
11 00006 00171 01275 04119 0,7553 09520 09974 1,0000
12 0,0002 0,0087 0,0849 0,3318 06914 - 09324 0,9959 1,0000
13 00001 0,0043 0,551 0,2617 06244 09084 09939 1,0000
14 0,0000 00021 00349 0,2024¢ 05562 0,879¢ 0,9911 1,0000
15 0,000 00217 01537 04891 0,8472 0,9874 0,9999
16 0,0005 0€,0132 01148 04246 0,8106 09827 0,3999
17 00002 00079 00843 10,3642 0,7705 09768 0,9999
18 0,0001 00046 00610 03087 07276 0,9696 0,9998
19 nO000 00027 0,0436 02588 06825 10,9609 0,9998
20 0,0015 0,0307 00,2147 06360 09507 0,9997
2i 00009 0,0214 00,1763 (,5888 09389 0,9935
22 0,0005 00147 0,1434 0,5416 0,9254 0,399
23 : 00003 00100 01156 04951 03102 0,9992
24 0,0001 00068 0,0923 04497 08932 0,9989
25 0,0001 00045 00732 04061 08746 0,0986
26 00000 00030 00575 03646 08543 0,9983
27 0,0020 00449 0,3254 0,832¢ 09978
28 0,0013 0,0348 0,2889 08091 0,9973
29 0,0008 00268 0,2551 0,7845 0,9966
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t=06

8 a r=01 =02 1=0,3 =04 =05 =07 =08 1=09
10 30 0,0005 0,0205 02241 0,758 0,9958
3l 0,0003 0,0156 10,1959 0 7318 0,9949
32 0,0002 0,0118 0,1705 0,7040° 0,9939
33 0,0001 0,0088. 0,1476 0, 6756 10,9927
34 0,0001 0,0066 0,1272 06467 0,9913
35 0,0001 00049 01092 O 6174 0,9897
36 0,0000 0,006 0 0934 0,5880 0,9880
37 0,0027 0,0795 0,5585 0,9860
38 0, 00?.0 0, 0674 0,5292 0,9837
39 0,0014 0,0570 0,5002 0,9813
40 0 0010 0,0480 04717 09785
11 11 0,0000 0,0010 0,0264 0,1744 0,5000 0,8256 0,9736 0,9990 11,0000
12 0,0003 0,0140 0,1207 0,4159 0,7720 0,9613 0,9984 11,0000
13 p0001 00072 0,0813 0,3388 0,7129 0,9454 09975 1,0000
14 0,0000 0,0036 0,0535 0,2706 06502 0,9258 0,9962 11,0000
15 0,0018 0,0344 0,2122 Q,5858 0, 9022 0,9944 1,0000
16 0,0009 00217 0,635 0 5213 0,8747 0,992 1,0000
17 0,0004 00134 0,1239 0,4585 0,843¢ 0,9890 1,0000
18 0,0002 0,0081 00925 0O 3986 0,8087 0,9851 1,0000
19 0,0001 0,0049 0,0680 0,3427 0,7708 09803 O, 9999
20 0,0000 0,0029 0 0494 02015 0,7304 09744 0, 9999
21 0 001'7 0,0354 0,2454 0,6879 09673 0,9999
22 0,0009 0,0251 0,2046 06440 0,9589 0O, 9998
23 0,0005 0,0175 0,1690 0,5993 0,9492 0,9998
24 0,0003 00,0122 0,1383 0,5545  0,9380 0,9997
25 p,0002 0,0083 0,1123 0,5160 0,9253 10,9995
26 0,0001 00,0057 0,0904 0,4653 09111 0,9994
27 0,0000 0 0038 0,0722 04241 0,8954 0,9933
28 . 0,0025 0,0572 03835 08781 0,9991
29 0,0017 0,0450 0,3450 0,8594 0,9938
30 0,0011 00352 0,3087 08392 0,9335
31 00007 00274 02749 08177 0,9982
32 0,0005 0,0211 0,2436 0,7950 0,9977
33 0,0003 - 00162 0,2148 0,7711 0,9972
34 0,0002 0,0124° 0,1885 0,7462 ,9966
35 0,0001 0,0094 0,1647 00,7205 0,9950
6 0,0001 0,0071 0,1433 0,6940 0,9952
37 0,0000 ~ 0,0053 - 0,1242 0,6669 10,9942
38 T 0,0040 0,107 0,6393 0,9932
39 Q, 0030 0,0921 0,6115 0,9920
12 12 0,0000 00006 00214 0,1636 05000 08364 0,9785 0,9994 1,0000
13 00002 0,0115 0,1143 0,4194 0,7870 . 0 9686 0,9990 1,0000
14 0,0001  0,0060 0,0778 0,3450 0,7323 O, 9558 0,9985 11,0000
15 0,0000 0,0030 00518 0,2786 06737 0 939? 0,9977 11,0000
16 ' 0,0015 0,0337 0,220 06127 0,9202 0,9965 1,0000
17 0,0007 0,0215 10,1725 O, 5510 08972 0,9950 11,0000
13 0,0003 0,0135 01325 O, 4900 08706 0,9931 1,0000
19 0,0002 0,0083 0,1002 O, 4311 0,8407 09905 1,0000
20 0,0001 0,0050 00748 0 ,3'?52 0,8076 0 9873  1,0000
21 0,0000 00030 0,0851 0,3233 0,7717 09833 1,0000
22 0,0018 0,0401 02758 0,7334 0,9784 11,0000
23 0,0010 00288 0,2331 06932 09726 O, 9999
24 0,0006 00205 0,1952 0,6516 09656 4),9999
25 0,0003 . 00144 10,1620 0O 6091 0,9576 0,9999
26 0,0002 0,0100 0,1333 O, 5663 0,9483 0,9998
27 0,0001 00,0069 0,1089 0 5236 0,9377 0,9998
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B a =01 (=02

t=0,5

=06

=03 1=04 =0T =08 =09

12 28 0,0001 06,0047 00882 04816 0,9258 0,9997-
29 00000 0,0032 0,0700 0 ,4406  0,9125  0,0006
30 00022 00567 0,4010 08978 0,9995
31 0,0014 0,0449 03632 0,8818 " 0,9994
32 -0,0010 0,0354 0, 32?3 0, 8645 0,9992
33 0,0006 0,0277 0,2936 0,8458 0,9990
34 00004 0,0216 0,2620 10,8259 0,9988
35 0,0003 0,0167 0,2328 0,8048 0 ,9985
36 0,0002 00,0129 ' 0,2060 0 ,7826  -0,9982
37 0 0001 0,098 0,1814 0,7595 0,9978
38 00001 0,0075 01592 0,7355 O, 9973
13 13 0,0000 00004 0,0175 0,1538 0 5000 0,8462 10,9825 0,999 1,0000
14 0,0001 0,0094 01082 04225 08007 03745 0,99%4 1,0000
15 0,0000 00050 00743 03506 0,7499 0 ,9641  0,9990  1,0000
16 00025 00499 02858 0,6950 0 ,8509  (,9985  1,0000
17 0,0013 00529 02291 0,6374 0,9348 0,9978 1,0000
18 0,06006 00,0212 0,1808 0,5785 .0,9155 0,9969 1,0000
19 0,0003 00135 0,1405 05195 0,8931 o 9956 - 10000
2( 0,0001 0,084 01077 04618 08674 0,9939  1,0000
2 0,0001 - 0,0052. 0,814 04064 0,8387 0,9918 1,0000
% 0,0000 00031 00607 0,3542 08071 09891 1,0000
2 0,0019 0,048 03057 0,7729 0,9858 1,0000
2¢ 00011 0,0326 02615 0,7365 0,9818 11,0000
2 0,0006 00235 02217 0,6983 09769 1,0000
26 0,0004 00168 01864 0,6587 09712  1,0000
27 0,0002 0,0119 0,1554 0 6182 0,9645 10,9999
28 0,0001 0,0083 0,1285 0,5772 0,9568 0,9999
29 0, 0001 0,0058 0,1055 05362 0,9479 0,9999
30 0,0000 00,0040 0 ,0860 0,4957 0, 9379 0,9998
31 - 0,0027 00695 04559 0,9267 0,9998
32 0,0018 0,0559 -0,4173 0,9142 0,9997
33 0,0012 0,0446 0,3802 0,9005  0,9997
34 0,0008 0,0354 0,3948 0,8856 0,999
35 0, 0005 0,0279 0,3112 08694 0,9995
36 0,0004 0,0219 ' 0,2796 0,8521 0,9993
37 0,0002 00171 0,2502 . 0,8336 0,9992
14 14 0,0000 -0,0002 0,0143 0,1447 05000 0,8553 0,9857 0,9998 1,0000
15 0,0001 00,0077 01025 04253 08132 0,9792 0,9996 1,0000
16 0,0000 0,004l 00710 0,3555 0,7659 0,9707 0,9994  1,0000
17 0,021 0,0481 0,2923 0,7145 0,9599 - 0,9991  1,0000
18 0,0011 00320 0,2366 06601 0,9466 0,9987 1,0000
19 0,0005 0,0209 0,1885 .0,6039 0,9306 0,9980 1,0000
20 0, 0003 00134 01481 05470 09116 09972 1,0000
21 0 0001 0,0085 0,1147 04908 0,8897 0,9961 1,0000
22 0,000l 0,0053 0,0877 0,436l 0 8650 . 0,9947  1,0000
23 0,0000 0,0032 0,0662 0,3840 0 ,8373 0,9930 1,0000
24 0,0020 0,0494 0,3350 0,8071  0,9907 1,0000
25 0, 0012 0,0365 10,2897 0,7745 0,9880 1,0000
26 0 0007 00266 0,2484 0,7397 0,9846 1,0000
27 0,0004 0,0192 0,2112. 0,7032 09806 1,0000
28 0,0002 0,0138 0,1781 08654 09758 1,0000
29 0, 0001 - 0,0098 0,1491 0,6267 -0,9702 1,0000
30 0,0001 00069 01238 05874 09638 1,0000
31 0,0000 0,0048 01021 05470 0,9564  0,9999
32 0, 0033 0,0836 0,5088 0,9479 0,9999
33 0,0023 0,0680 04702 0,9385 0,9999
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B. a =01 =02 =03 =04 (=05 =06 (=07 (=08 1=09
14 34 0,0015 0,0550. 0,4326 10,9279 0,9999
35 0,0010 00442 03961 09162 0,9998
36 0,0007 0,053 0,3612 09034 0,9993
15 15 0,0001 0,0117 0,1362 0,5000 0,8638 0,9883 0,9999 1,0000
16 0,0001 0,0064 60,0977 0,4278 08246 09831 09998 1,0000
17 0,0000 00034 00677 03601 0,7806 O 9761 0,9996 1,000
18 0, 0018 0,0463 0,2983 10,7324 0 9673  0,9994 1,0000
19 0,0009 00310 0,2434 0,6810 0,9563 0,9992 11,0000
20 0,0005 0,0205 0,1958 0,6274 09429 09988 1,0000
21 0,0002 0,0133 0,1553 05728 0,9269 10,9982 1,0000
22 0,0001 0,0085 0,215 0,5181 09083 0,9975 - 1,0000
23 0,0001 0,0063 0,0939 04645 08870 09966 1,0000
24 0,0000 00033 00717 04127 08631 0,9954 1,0000
25 0,0020 0,0541 0,3635 08365 0, 9940 1,0000
26 0 0012 0,0403 0,3174 0,8074 0 9921  1,0000
27 0,0007° 0,0298 0,2749 0,7762 0,9898 1,0000
28 0,0004 0,0218 0,2362 0,7430 0,9870 1,0000
29 0,0003 0,0158 0,2013 0,7081 0, 9836 1,0000
30 0,0001 00112 0,1703 06719 09797 .1,0000
31 0,0001 00080 0,1430 06347 09750 1,0000
32 0,0000 0,0057T 0,1¥3 0,5959 . 0,9696 1,0300
33 0,0040 - 0/ 0988 0,5589 0,9634 1,0000
34 0,0028. 0, 0813 0,5210 0,9563 11,0000
35 0,0019 0 ,0664 04835 0,9483 0,9999
16 16 0,0001 0,0095 0,1284 05000 -0,8716 0,9%05 09999 1,000
17 0,0000 0,0052 0,0820 0,4300 0,8352 09852 09999 1 0000
18 0,0028 0,0695 0,3642 00,7941 0,9805 0,9998 1,0000 :
19 0 0015 0,444 0,3038 00,7488 09732 0,9997 1,0000
20 0,0008 0,0300 0,2498 0,7005 0,9641 09995 1,0000
21 0,0004 00200 0,2025 05493 09530 0,9992 1,000
22 0,0002 00131 01620 05968 0,9396 0,9989 -1,0000
23 0,0001 - 0,0084 0©,1279 - 0,5439 0,9238 0,9984 1,0000
24 0,0000 00053 0,0998 04914 - 0,9056 0,9978 1,0000
25 0,0034 00769 04402 0,8849 0,9971 1,0000
26 0,0021 0,058 03911 0,8616 0,991 1,0000
27 0,0013 0,0942 00,3446 0,8360 0 9948 1,0000
28 0,0008 0,0330 0,3013 0,8081 09932 1,0000
29 0,0005° 00294 02613 00,7781 ©,9913 1,0000
30 0,0003 00178 0,2249 00,7462 0,9890 1,0000
31 0,0002 0,0129 06,1922 0,7128 00862 1,0000
32 0,0001 0,0093 0,630 056780 -0, 9829 1,0000
33 0,0001 0,0086 0,373 06423 0,9730 1,0000
34 0,0000 0,0047 0,1149 06059 O 9744 1.,0000
1T 17 0,0001 0,0078. 01211 05000 0,8789 10,9922 09999 1,0000
18 0,0000 0,0043 0,0872 0,4321 0,8450 0,9887 10,9999 . 1,0000
19 0,0023 0,0615 0 3679 0,8065 0,9840 0,9999 11,0000
20 0 0012 0,0426 0 3089 0,7640 09781 10,9998 11,0000
21 0,0006 0,0290 0, 2557 0,7181 O 9705 0,9997 - 1,0000
22 0,0003 0,0195 0,2088 0,6696 0_;9612 60,9995  1,0000
23 0,0002 ~ 0,0128 - 0,1684 0,6193 -0,9500 - 09993 1,0000
24 0,0001 0,0083 0,1341 05681 0,9367 0,9990 1,0000
25 0,0000 0,0053 0,1055 05170 0,9211 10,9986 1,0000
26 0,0054 0, 0821 0, 0,9033. 09981 .1,0000
27 0,0021 0 0631 04178 0,[8831 0,9974 "1,0000
28 0,0013 0,0481 0,3712 0,8606 (L9966 1,0000



t=_0,7

B a =01 =02 =03 =04 t=05 (=06 t=08 =09
17 29 0,0008 00362 03272 0,8358 0,9956 1,0000
30 0,0005 00270 0,2863 08090 0,9942 1,0000
31 0,0003 0,0200 0,248 0,7801 09926 1,0000
32 0,0002 0,0147 02144 0,7495 09907 1,0000
33 0,0001 0,0106 0,i836 0,7173 0,9883 11,0000
18 18 0 0000 0,0064 0,134 0,5000 0,8857 10,9936 1,0000 1,0000
19 -0,0036 0,0826 04340 0,8540 0,9907 0,9999 1,0000
20 0,0019 00586 03714 0,8180 0,9869 0,999 1,0000
21 0,0010 0,0409 -0,3136 0,778l 0,9820 0,9999 1,0000
22 0,0005 0,0280 02612 0,7347 -0,9758 0,9998 1,0000
23 0,0003 0,0180 02148 0,6885 09680 0,9997 1,0000
24 0,0001 00126 0,1744 06404 09586 0,999 1,0000
25 0,0001 0,0082° 01400 0,5910 0,9474 09984 1,0000
26 0,0000 0,0053 01110 05413 09342 09931 1,0000
27 : 0,0034 0, 0871 04919 09183 00,9988 1,0000
28 0,0021 0,0676 04436 09014 0,9983 1,0000
29 0,0013 0,0519 0,3971 0,8817 10,9978 1,0060
30 0 0008 00395  0,3528 0,8599 0,9971 11,0000
31 0 0005 0,0297 10,3111 08359 0,992 11,0000
32 00003 00222 0,2724. 058100 0,991 1.0000
19 19 0,0000 0,0053 0,1080 ©,5000 0,8920 10,9947 11,0000 1,0000
- 20 0,0029 0,0784  0,4357 0,8624 10,9924 1,0000 -1,0000
21 0,0016 0,0559 0,3746 0,8287 10,9893 0,9999 1.0000
22 0,0009 0,0392 03179 07911 0,9852 10,9999 1.0000
23 0,0004 00270 02664 00,7501 0,9801 0,9999 1.0000
24 0,0002 00183 10,2204 0,7063 0,9736 0, ,9998  1,0000
25 0,0001 00,0123 0,802 0,6601 09658 0,9997 1,0000
26 0,0001 0,0081 0,456 056126 0,9563 10,9996 - 1,0000
27 0,0000 00053 01163 05643 09451 90,9594 1.0000
28 0,0034 0,0920 0,5160 10,9319 0,9932 1,0000
29 0,0022 0,0719 0,684  0,9169 0,9989 1,0000
30 0,0014 0,0557 04222 0,6998 0,9986 1,0000
31 0,0008 00427 03777 08806 0,991 1.0000
20 20 0,0000 0,0043 01021 0,5000 0,8979 0,9957 11,6000 1,0000
21 : 0,0024 00744 04373 00,8702 09937 1,0000 1,0000
22 0,0013 0,0532 0,3776 0,8386 0,9912 10000 10000
23 0,0007 0,0375 0,3220 0,8032 09879 0,999 i,
24 0,0004 00260 0,2712 0,7644 0,986 0,9399 1,0000
25 0,0002 00178 0,2257 00,7227 09782 0,9999 11,0000
26 0,0001 00120 0,185 0,6786 0,9717 09938 1,0000
27 0,0001 0,0080 0,1510 0,6329 0,9637 09997 1,030
28 0,0000 00052 10,1215 05861 10,9542 0,999 10000
28 0,0034  0,0967 0,5391 0,9430 09935 1,0000
30 0,0022 00762 0,4923 0,9300 0,9933  1,0000
21 21 0,0000 00036 0,0965 0,5000 09035 0,9964 1,0000 11,0000
22 0,0020 00706 0,4388 08775 0,934 1,0000 1,1000
23 0,0011 00507 0,3804 0,8478 0,9928  1,0000 1,0000
24 0,0006 00359 03258 08144 09900 1,0000 10000
25 0,0003 0,0250 0,2757 07777 0,9865 10,9999 . 1,0000
26 0,0002 00172 02307 00,7381 90,9820 10,9999 10000
27 0,0001 0,0117 0,1908 0,6960 00,9765 0,9999 10000
28 0,0000 0,0078 10,1562 0,6521 0,9698 0,9398 11,0000
29 0,0051° 0,264 0,6069 09618 0,9998 10000
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B a r=01 =02 =03 =04 =05 =06 =07 =08 (=09
22 22 0,0000 0,0029 00913 05000 09087 9371 1,0000 1,0000
23 00017 00670 04402 0,8843 0,9358 1,0000 1,0000

24 00009 00483 0,3830 08564 0,9940 1,0000 1,0000

25 0,0005 0,0343 0,3294 0,8249 0,9918 1,0000 1,0000

26 0,0003 0,0241 02800 0,7902 09888 1,0000 - 1,0000

27 0,000L 0,0166 00,2354 0,7525 0 9852 1,0000 10000

28 0,0001 00113 00,1958 0,7123 0O, 9805 09999 1.0000

23 23 0,0000 0,0024 0,0865 05000 09135 0,997 1,0000 1,0000
24 0,0014 0,636 04415 0,897 0, 9965 1,0000 1,0000

25 0,0008 0,0460 0,3854 0,8644 09951 1,0000 1,0000

26 0,0004 0,0328 0,3327 0,8347 09932 1,0000 1,0000

el 0,002 00231 02841 0,8018 0,9908 1,000 1,0000

24 24 0,0000 00020 0,08l9 05000 05181 0,9980 1,0000 1,0000
25 0,0011 00604 04427 08066 09971 1,0000 1,0000

26 0,0006 0,0439 0,3877 08718 09960 10000 1,0000

25 25 0,0000 0,0017 00776 0,5000 09224 0,9983 11,0000 1,0000

2.21, Tabela 2
ORDINATE I POVRSINE NORMALNE KRIVE
_x x ﬂ
y(x)=— ()= — tde
Vo i
x y(x) 0(x) * y(x) 0(x) x y(x) ()

0,00 03989  0,5000 023 038385  0,5910 046 03589 06772
001 03989  0,5040 024 03876 05948 047 03572  0,6808
0,02 0,3989  0,5080 0,25  0,3867 - 05987 048 03555  0,6844
0,03 0,3988  0,5120 026 0,387 06026 0,49 0,3538  0,6879
0,04 03986  0,5160 027 0,3847  0,6064 050 0,3521  0,6915
0,05 03984 0519 028 038% 06103 051 03503  0,6950
0,06 03982 05239 029 0,385 06141 0,52  0,3485  0,6985
0,07 073980 05279 03 0 ,3814 0,6179 053 03467  0,701%
0,08 0,3977 05319 0,31 03802 06217 054 0,3448 07054
0,09 03973 05359 0,32 03790  0,6255 0,55 0,3429 0,7088
0,10 03970  0,5398 0,33 03778 0,6293 0,56 03410  0,7123
0,11 0,395  0,5438 034 03765  0,6331 057 03391 07157
0,12 0,391  0,5478 0,35 023752  0,6368 058 03372 0,719
0,13 03956  0,5517 0,36 03739  0,6406 059 03352 07224
014 03951  0,5557 0, 37 037125 06443 060 0,3332  0,7257
0,15 0,395 0,559 038 03712 06480 061 03312  0,7291
0,16 0,3939  0,5636 0,39 03697 06517 062 03292  0,7324
0,17 0,3932 05875 0,40 03683  0,6554 063 03271 07357
0,18 0,3925 05714 0,41 03668 06551 064 03251 07389
0,19 03918 05753 0,42 03653  0,6628 0,65 03230  0,7422
0,20 03910  0,5793 0,43 073637 06664 066 03209  0,7454
021 03902 05832 044 073621 06700 067 03187 0,748
022 03894 05871 045 . 0,3605  0,6736 068 03166 09517
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x Hx) 0(x) x ¥{(%) 0(x) x y(x) 0(x)
069 03144 07549 127 01781  0,8980 1,85 00721 0,978
0,70 03123  0,7580 128 0,758  0,8997 1,86 00707 09586
0,71 03101 07611 1,29 0173 09015 1,87 00694 09693
0,72 03079 07642 1,30 01714 09032 1,88 00681 09699
0,73 03056 0,7673 1,3t 01691 09049 1,89  0,0669 09706
0,74 0,3034 07704 1,32 01669  0,9066 1,9 00656 09713
0715 03011  0,7738 1,33 01647 09082 191 00644 09719
0,76 02989 07764 134 01626  0,9099 1,92 00832  0,9726
0,77 02966 0,773 | 1,35 0,604 09115 1,93  0,0620 09732
0,78 02943  0,1823 1,3 01582 09131 1,94 0,608 09738
0,79 02920  0,7852 1,37 0,1561 09147 195 0,059 - 09744
080 02897 07881 1,38 01539 09162 1,96 00584 09750
0,8t 02874 0,7910 1,39 01518 09177 1,97  0,0573 09756
082 02850  0,7939 1,40 01497 09192 1,98 00562 09761
083 02827  0,7967 141 01476 09207 1,99 00551 09767
0,84 02803  0,7995 142 0,456 09222 2,00 00540 09772
0,85 02780  0,8023 143 01435 0,923 201 00529 09778
0,8 02756  0,8051 1,44 01415 09251 202 00519 09783
0,87 02732  0,8078 145 01394  0,9265 2,03 00508 0,788
0,88 02709 0,8106 1,46 01374 09279 204 0,099 09793
089 02685 08133 147 01354 09292 2.05 00488  0,9793
090 02661 08159 148 01334 09306 205 00478  0,9803
091 02637 08186 149 01315 09319 2,07 00468 09808
0,92 02613  0,3212 150 01295 09332 2,08 00459 09812
093 02589  0,8238 151 01276 09345 2,00 00449 09817
094 02565 08264 1,52  0,1257  0,9357 2,10 00440  0,9821
095 02541  0,8289 153 01238 09370 | 211 00431 09826
0,9 02516 08315 154  0,1219 09382 2,12 0,422  0,9830
097 02492 08340 1,55 01200 0,939 2,13 0,413 09834
098 02468  0,8365 1,56 01182  0,9406 214 00404  0,9833
099 02444  0,8389 1,57 01163  0,9418 215 00395 09842
1,00 02420 08413 158 01145 09429 2,16 0,387  0,9846
101 0,239 08438 159 01127 09441 2,17 00379  0,9850
1,62 02371 08461 | 160 01109 09452 2318 00371 09854
1,03 02347  0,8485 161 01092 09463 219 00363 09857
1,04 02323 08508 1,62 01074 09474 220 00355  0,9861
1,05 02299 0,8531 163 01057 0,9484 271 00347 09864
1,06 02275 0,854 164  0,1040  0,9495 222 00339 09868
1,07 02251  0,8577 165  0,1023 09505 223 00332 09871
1,08 02227 0,859 166 0,006 09515 2,24 00325 09875
1,00 0,2203  0,8621 1,67 00989 09525 225 00317 09878
1,10 02179  0,8643 168 00973 09535 2,26 00310 09881
1,11 02155  0,8665 169 00957 09545 227 0,033 09884
L12 02131 08686 170 00940  0,9554 2,28 00207  0,9887
1,13 0,201 08708 1,71 00925  0,9564 2,29 00290 09890
1,14 02083 08729 172 0,0909  0,9573 230 00283  0,9893
1,15 02059 08749 173  0,0893  0,9582 2,31 00277 0,989
1,16 0,203 08770 174 00878  0,9591 2,32 00270  0,9998
117 02012 0,879 175 00863  0,8599 233 00264  0,9901
1,18 0,199 08810 1,76  0,0848  0,9608 2,34 00258  0,9904
1,19 0,965 0,8830 1,77 0,0833  0,9616 2,35 00252  0,9906
1,20 01942  0,8849 1,78 00818  0,9625 2,36 00246  0,9909
1,21 0,919  0,8869 179 00804 09633 2,37 0,241 - 0,9911
122 01895 08888 180 00790  0,9641 2,38 0,0235  0,9913
123 0,1872  0,89%07 1L,81 00775 09649 239 0,0229  0,9916
124 01849 08925 1,82 00761 09656 240 00224 0,918
1,25 0,182 0,894 1,83 00748  0,9664 241 00219  0,9920
1,26 01804  0.8962 1,84 00734 09671 242 00213 09922
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x ¥(x) 0 (x) x y{x} 0(x) x y{x) 0 (x)
243 00208  0,9925 265 00119  0,99598 | 287 00065 0,99795
244 00203  0,9927 266 00116 099609 | 2,88 00063 0,99801
245 0,018  0,9929 2,67 00113 0,992l | 2,89 00061 099807
246 00194  0,9931 2,68 00110 099632 290 0,0050 099813
247 00189  0,9932 269 00107 09943 291 00058 0,99819
248 00184  0,9934 270 0,0104 099653 | 2,92 0,0056 0,99825
249 00180  0,9936 291 00101 099664 | 293 00055 099831
250 00175 - 099379 | 2,72 00099 09974 | 29 00053 0,99836
2,51 00171 099396 | 2,93 0009 09983 | 29 00051 0,99841
252 00167 099413 | 2,74 00093 09%93 | 296 0,050 0,99846
253 00163 099430 | 275 00091 099702 | 297 0,0048 099851
254 00158 099446 2,76 00088 099711 ! 298 00047 099856
255 00154 099461 | 2,77 00086 099720 | 299 00046 099861
256 00151 099477 | 2,78 00084 099728 | 3,00 - 00044 099865
257 00147 099492 | 2,79 00081 099736 | 301 00033 099869
2,58 00143 099506 | 2,80 00079 099744 | 302 0,0024 099874
259 00139 099520 | 281 00077 099752 | 303 0,017 099878
260 00136 099534 | 282 00075 099760 304 00012 0,99882
261 00132 0,99547 | 2,83 00073 099767 | 3,05 00009 0,99886
262 00120 099560 | 2,84 00071 099774 | 305 00006 0,99889
263 00126 099573 | 285 00069 09978l | 307 00004 0,99893
264 00122 099585 2,86 00067 099788 | 308 00003 099897

3,09 00002 099900



3. VEROVATNOCA UZROKA

3.1, Bayes-ova formula. — Posmatrajmo dogadaj 4 koji se mozZe
ostvariti pod uticajem vife razli¢itih uzroka. Oznadimo sa C1, Cs, ..., G,
dogadaje koji mogu izazvati ostvarenje dogadaja A i pretpostavimo da su
medusobno inkompatibilni. Neka se ostvario dogadaj A i postavlja se zadatak
da se odredi verovatnoca P; da se dogadaj 4 ostvario pod uticajem uzroka C;.
Ova se verovatnoca

B - B{Cila}
naziva wverevarmodom a posteriori, dok se¢ obifna verovatnoda
r
g = Pry Ci}

naziva verovatnocom a priovi. Najzad oznadimo sa

o = Pr{Al Ci},

tj. verovatnocu da ¢e uzrok C; izazvati ostvarenje dogadaja 4. Na osnovu
aksiome sloZene verovatnode je : '

Fr{Cia} = B{Ci} Pr{alC} = g; py

a sabiranjem dobijamo ’

-

% Pr{CiA} = Pr{a}
tako da je "' )

Pr. {A} = E, g pi -

S druge strane, imamo
Pr{Cia;} = r{a} Pr{CilA},

odnosno »
' 7.0~ (5 20)
pa je traZena verovatnoca o - ap
(3.L.1) : .i g: b;
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Ovo je puznata Bayes-ova formula za odredivanje verovatnole uzroka.
Thomas Bayes je prvi refio gornji problem ali reSenje nije hteo da objavi,
posto mu je bilo sumnjivo. Resenje je objavljeno tek posle njegove smirti (1763).

" 32 Verovatnoéa buduéih degadaja. — Zadrzavajudi iste postavke
problema 3.1 kolika je verovatnoéa da de se ostvariti dogadaj B podto se

ostvario dogadaj A? Kako se B moze smatrati kao bududi dogadaj u odnosnu
na A, traZena verovatnoda naziva se verovatnoca buduceg dogadaja.

Ostvarenje dogadaja 4 potiée od jednog i samo jednog od uzroka
Ci(i=1,2,%.., r). To isto vaZi i za dogadaj B. Zato je

’ ' p(BlA}= Z Be{BCiA},

if, ako koristimo aksiomu sloicne verovatnode,

2 Pr{BlA} = 2 Pr{CilA} Pe{BIAC:}.

#r il 02nacava1uc1 sa

‘-

-
v

wi= Br{BIAC:}

S konstecn obrazac (3.1.1) dobijamo trazenu verovatnocu

-

Wi i P

(3.2.1) P-{BlA} -
g‘t P

U sluéaju nezavisnosti

F‘r.{BIACi}= P;-.{BICi} - W}

ir

obrazac (3.2.1) postaje
PO qi pi

q;Pz

(3:22) Pr{B|A} - =
3.3. Granice poverenja. — Pretpostavnmo da nam j¢ prosta vero-
vatnoéa p kod ponovljenih opita nepoznata ali da znamo da moZe imati
jednu od siledeéih r vrednosti
2 r—1
oy

Y ra r

0 1

"i pretpostavimo da svaka od ovih vrednosti ima uniformnu verovatnocu

1 :
q‘i=:, 1=1,21-..,?’,

Kolika je verovatnodéa da se prava vrednost proste verovatnoce p nalazi u
intervalu (—— ) gde je 0 << a < B < r, odnosno koliko je

1rap<6}

.. , m
ako je u » ponovijenih opita cksperimentalna verovatnoéa — ?
n
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Usvajajuci uzrok Gy, tj. da je p=—, uslovna verovamota dogs
r . .

o= (2)EN (-

a verovatnoca & posteriori da ée u n ponovljenih opita eksperimentalna vero-
vatnoda biti T":— uz pretpostavku p = % biée po Bayes-ovoj formuli

daja A bite

eI
B 10
L I
(3.3.1) | = éﬂ(-ﬁ—.)m-(i—%.)"’_m

i
Ako $a g oznatimo prvi ceo broj ved od & a sa b prvi ceo broj manji
od B, traZena verovatnoda bide

P= E:a R '
tj..

b f;\!M F\R-m
(33.2) P= %a (':") (1—%)

=3

Najzad, ako sa diskretnog slucaja predemo na neprekidan, tj. ako puétirno
da r+ «, verovatnola Pr. {1 <p < as} tefice ka izrazu

rzx”‘ (1-x)*"""dx

1 -4
[ & (1—x) "
o]

tj.

333 Pr{a{p oo} =Ly (mel,n-m+ 1) =Ly, (m +L,n-m 1),

Obrazac (3.3.3) pretstavlja verovatnoéu a posteriori da ée prosta verovatnoda P
leZati u intervalu (a1, @), pod uslovom da je p moglo da ima ma koju
vrednost izmedu 0 i 1 i da je (x2— o1} verovatnola g priori da p lezi
izmedu o; i @2, a na osnovu Cinjenice da je eksperimentalna verovatnoda

bila = posle » ponovljenih opita,
n
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Verovamnoéa da ie prava vrednost proste verovatnoée manja od neke
vrednosti o (& < 1) je

Pr.{p{ﬂ} = Ig(m+1,n-m+1).

Neki put je mogucée da unapred iskonstruiSemo pravu vrednost proste
verovatnoce p. Tada moZemo da testiramo preko ponovljenih opita isprav-
nost tako iskonstruisane vrednosti za p. Neka je ¢ verovatnoéa da p leZi
izvan intervala (a1, oz), tj.

Pr{ﬂ1<p ‘\<\ 0(2} = {1 -€E.
Ako smo ponovili opit # puta, pri ¢emu je eksperimentalna verovatnoda

ispala —, onda za proizvoljno izabranu vrednost e moZemo da odredimo
n

granice «y i a2, tako da bude

Bﬁpgaﬁsg§= f=1,2.

Te vrednosti neposredno izradunavamo preko Tabele ! za nepotpuni ko-
litnik B-funkcije. Za € = 0,01 rezonovatemo da se samo u jednom od sto
sluajeva moZe desiti da je prava vrednost proste verovatnoCe p izvan inter-
vala (%1, «2). Ukoliko sada iskonstruisana prosta verovatnoéa p pada u in-
terval (a1, %p) kazademo da rezultati cksperimenata ne protivurete hipotezu
po kojoj smo iskonstruisali verovatnocu p. Qdabiranje broja &, koji nazivamo
kocficijentom rizika, subjektivne je prirode. Zato tako dobijene granice «:
i xz nazivamo granicama poverenja a interval (w1, «z) intervalom sigurnosti.
Napomenimo da je te$ko odrziva pretpostavka da je (xz — o) verovatnoda
a priori da p leZi u intervalu (a1, x2) i da je u Teoriji ocene parametara
osnovnih skupova odavno odbalena primena Bayes-ove formule.

3.4, Primeri

8.4.1. Neka svaka od !1 urni Us, Ui, ..., Uo sadrii po 10 kuglica.
Urna U; sadr# pri tome ¢ belik i (10—¢) crnih kuglica. Na slutaj uzmemo
jednu urnu i izvu¢emo iz nje jednu kuglicu. Konstatujemo da je bela. Kolika
je verovatnoéa da smo je izvukli iz urne U;?

Pretpostavimo da sve urne imaju istu $ansu da budu izvudene. Tada
je verovatnoéa a prior: '

1
93 = Pr'{U'.'}w q0= gi="-=91o= E .
Verovatnoda da ¢e izvudena kuglica iz poznate urne biti bela je.
1 2
Po=0, =00 P35 T Pe L

Koristeti Bayes-ovu formulu dobijamo neposredno verovatnou a
posteriort 1

P, = Pr{UilA} = < 1,“1 !
TR TR0

+ Ol“"

1
AR

[y
-~

3

142+ --+10 55
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3.4.2. Imamo tri kategorije zgrada A, B, C. Kategorija A4 sadr¥i a
zgrada, kategorija B sadrZi b zgrada a kategorija C sadr¥ ¢ 2grada. Neka
Su @, B iy verovatnole da le izgoreti zgrada kategorije resp. A, B i C
u ‘toku jedne godine. Do kraja godine izgori jedna zgrada. Kolika je vero-
vatnoca da je pripadala kategoriji A, odnosno B, odnosno C?

Verovatnote a priori su '

a b S C

W= avbic’ BT aipic’ T a+b+c
Zatim je
Pa= %y P=PFs Po=7-
Zato je
po 2% po— P o6
Aoau+bpecy ®  aa+bP +ey ¢ aw+bBcey

Moziemo kazati da ima manje 3anse da izgorela kuéa pripada kategdriji sa
manjom verovatnoom a posteriori.

3.4.3. Pretpostavimo da su u primeru (3.4.2) verovatnoée a, Biy
nezavisne medusobno. Neka je do kraja godine jedna i samo jedna zgrada
izgorela. Kolika je verovatnoéa da ta kuéa pripada kategoriji A?

Verovatnota da nijedna kuca nece izgoreti je

b
go = {1—a)" (1-B)* (1-y).
Verovatnoda da de jedna' zgrada kategorije A4, odnosnoB, odnosno G
izgoreti je
_ a-t b ¢
gy= aa(l—x)" (1-8)" (1-y),
Js = B (1-)* (1-pP)"7 (1—)",
Ge=cy(1-a) (1-—[3)1’(1—7)"".
Podto su verovatnoée «, B i y medu sobom nezavisne, to je

Pa=pp=p. =1

Otuda je trazena verovatnoda

b _ ax(1-)""(1-8) (1—y)f
g Ga+ 9o+ e
ili
[+ 4
a.—-—
P, = y 1—a -
+ b +o i

a-——
1-o 1-8 1-+
3.4.4. Jgramo karte sa protivnikom koga prvi put vidimo i ¢ija nam
prolost nije poznata. Prilikom izvladenja karte protivnik je izvukao keca,
tj. najjatu kartu. Kolika je verovatnoca da je protivnik varalica? (Poincaré).
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Da bismo mogli da refimo ovaj problem, potrebno bi bilo da znamo
koliki je ukupan broj prisutnih lica i od toga koliki je broj varalica. Naravno
da nam je nemoguée odrediti te brojeve, §to pokazuje da je Cesto telko
odrediti verovatnoce a priort. .

Dogadaj A je izvlatenje keca iz Spila od 32 karte od strane naseg
protivnika. Dva su moguca uzroka:

C): protivanik je varalica;
Cz: protivnik nije varalica i kec je izvuden na srecu.
Verovatnode a priori bice
7.= 9,
g.=1-9-
Verovatnoéa da ¢e varalica izvudi keca je
p=p

a verovatnoda da e posten igra¢ izvudi keca je

tako da ie traZena verovatnoéa
_ rq
" pg+(l-qYe
Da bismo mogli da refimo do kraja ovaj problem, da¢emo neke konkretne
vrednosti verovatnoéama p i ¢. Podimo, naprimer, od pesimisticke pretpo-

stavke da je svaki drugi igra¢ varalica, tj. ¢ = 5 i da ¢e varalica svaki put

da izvute keca, tj. p= 1. Tada je
8

P1=—9—

$to bi znacilo da na osnovu Ginjenice $to je izvukao keca, postoji osam $ansi
od ukupno devet da je na protivnik varalica.

Medutim, lako je konstatovati da je nad protivnik varalica ako on
svakog puta izvuée keca. Zato e se on, maprimer, ograni¢iti da samo udvo-

strudi $anse poitenog igraca. Tada je p = e pa je

_ 9% .
g5ty 1vg
Kako se uglavnom moZe oekivati da je vrednost verovatnoée ¢ vrlo mala,

to je priblizno Py = 2¢. Postoji, dakle, dva puta viSe razloga da verujemo
da je naé¢ protivnik varalica, s obzirom da je izvukao keca.

P,

3.4.5. U jednoj katastarskoj opstini nalazi se 10 —zaseianih povriina
i to 4 zasejane Zitom a 6 zasejanih kukuruzom. Prilikom nekih promena
4 povrine pripojene su susednoj katastarskoj opstini. Tom prilikom komi-
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sija je izadla na teren i obidla samo 2 od 4 pripojene povrsine. Konstatovalo
s¢ da su obe povriine zasejane Zitom. Ako na slutaj izaberemo-jednu od
dve preostale povrdine, kolika je verovatnoéa da ée ona biti zasejana Zitom?

Kako je konstatovano da su dve od &etiri pripojene povriine zasejane
Zitom, sastav sve Cetiri povriine mogao bi biti sledeéi:

C1: 4 povriine zasejane Zitom, 0 povrdine zasejane. kukuruzom

Cz: 3 povrdine zasejane Zitom, 1 povrdina zasejana kukuruzom

Cs: 2 povriine zasejane Zitom, 2 povrdine zasejane kukuruzom
tako da su verovatnoée a priori

€)5) _ ¢

%= (10) T 210

A

Uslovne verovatnoce p;, tj. verovatnoce da ¢e dve na slucaj izabrane povriine
od &etiri pripojene povrdine biti zasejane Zitom a za odgovarajude uzroke
C: bide

Najzad, odgovarajuce uslovne verovatnoée da ée i treéa povrina biti zase-
jana Zitom, bide L
Cﬂ)i*-'—_‘ 1 N (’U2 - E ? (05 = 0 .

Tra¥ena verovatnoéa je verovatnota bududeg dogadaja i koristedi (3.2.1)
dobijamo
1.6
P _. 210" %0 _ 1

FUTI ]
0t 710 T 710
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3.4.6. Uzimajuéi ponovo problem izlozen u (3.3), naéi verovatnocu da
¢e u narednom ponavljanju m opita cksperimentalna verovatnoéa biti '-315 .

Stavimo opet

1 .
Q’,—=;= i=1,2,...,7r,

we (T e

Usiovne verovatnode bﬁduc’:eg dogadaja su

SN
@ m,i\r rl =12,

3

Trazena verovatnola dobiée se neposredno primenom obrasca (3.2.2)

(fh) : (")mm' j e mmomy

m, ig‘l r (i-r_)
A0y =
iz-“i(r Al r :

ili, ako pustimo da r- oo, C

(3461) P= (”*) B(m+ mytl, mtm-m-mi+1)
7 B(m+1,n-m+1) -

3.4.7, Neka su jedino dva dogadaja A i B moguc¢a. Nnjihove vero-
vatnoée ne znamo i jedino znamo da se dogadaj A ostvario m puta a dogadaj B
(n — m) puta. Pretpostavimo da se ponovo jedan od dva dogadaja ostvario.
Kolika je verovatnoéa da je to dogadaj A pod pretpostavkom da su proste
verovatnoée ostvarenja dogadaja A4 i B konstantne? (Condorcet)

Ovaj je problem specijalan siutaj problema (3.4.6) kada je m = 11
my = 1. Primenom obrasca (3.4.6.1) ncposredrio dobijamo
B(m+2, n-m+1) _ m+1

B(m+1l, n—-m+1) n+2 .

P:

Ukoliko proste verovatnoée dogadaja A i B nisu’ konstantne za sve
opite, veé variraju izmedu 0 i 1, Condorcet daje sledefe refenje

P= (-:;){L E dx}m {f:u-x) dx}"‘"’ - (%_)

3.4.8. Neka su sva lica jednog popisnog kruga numerisana i pretpo- -
stavimo da je prilikom sprovodenja jedne ankete trebalo na sludaj da izabe-
remo deset lica toga popisnog kruga. Na poziv su se odazvala samo 5 lica
i tom prilikom konstatovalo se da su Cetiri od njih muSkarci a jedno Zena.
Koji je najverovatniji sastav po polu ovih deset lica? '
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Pretpostavljajuéi da je u popisnom krugu podjednak broj muskih i
Zenskih osoba, verovatnoéa a priori da Ce od deset lica ¢ biti muskog pola je

gi=(1f)511—° , i=1,2,...,10.

Uslovna verovatnoéa je

' (5)(£)(1 i )4 /=1,2,...,10
, == — - — = o - -5 10,
T \a/\\V " 10/ ’
Verovatnoca a posteriors za sastav (i, 10 —7), tj. ¢ mudkih a (10 —{) Zenskih

0soba, bi(':e.“ PN e
_Ghwll-5)

T EEEN 5T
d=1\2/\10 10
Odredujuéi numericke vrednosti ovih izraza za i=— 1, 2, ..., 9 konsta-

tovaemo da je najverovatniji sastav: 6 muskih i 4 Zenske osobe sa vero-
vatno¢om P = (,30. oo

34.9. Nekasu 4 i B dva uzroka koji nisu medusobno inkompatibilni,
tj. moze biti poklapanja tako da oba uzroka ostvaruju isti efekat C;;. Neka
se ostvario efekat Cy. Kolika je verovatnoéa da je ostvarenje toga efekta
izazvao uzrok A°?

Verovatnoce a priori su

g, = Pr.{A} R
7,= P-{B}.

Uslovna verovatnoca da je pri dejstvovanju uzroka A ostvaren dogadaj
C;'j je .
1= Pr{Cy|A}.
Takode je

Paiy=Pr{Cyl B}
tako da je traZena verovatnoda

P1 _ 91 Pr iy

Y gapaii T @by
3.4.10. Razdvojiti dogadaje Cy iz (3.4.9) u dve grupe R(A4) i R(B)
na najbolji moguéi nagin kako bismo mogli usvojiti da je ostvarenje dogadaja
i 1z grupe R (A) izazvao uzrok A a ostvarenje dogadaja Cj; iz grupe R (B)
uzrok B.
Razdvojimo indekse (7, ) u odgovarajuée dve grupe: Neka su indekst
dogadaja Cy; prve grupe (i1, j1) a druge grupe (12, ja).
Razdvajanje grupa izvrii¢emo ng taj nain &to ¢emo izvesti da ukupna

greSka klasifikacije
o gq igﬁﬁnz]z qZ "%:J'-‘P'z."h
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bude najmanja moguéa. To éemo postiéi ako su verovatnoce a posterior{
Piyy i Py jednake medusobno, tj. ako je

Q{P'% ij = 92 Pij
Grupa indeksa (i1, j1) bi¢e ona za koju je
| 9\Prij, 2 GaPei,
a nejednadina
q':PMZjZ < quzizjz

definisace grupu.indeksa (i2, j2). Graniéni indeksi, za koje je

q‘1p1ij - quzz'j ’

pretstavljaju granicu diskriminacije.

3.5. Zadaci za veZbu

3.5.1. Jedan skup urni, identi¢nih po spolja$nosti, deli se u tri kategorije
urni prema sastavu kuglica koje urne sadrze. Sve urne prve kategorije sadrZe
jednu istu properciju belih i crnih kuglica. Takode sve urne druge kate-
gorije sadrze neku drugu proporciju belih i crnih kuglica. Urne treée
kategorije ne sadrze bele kuglice. Pretpostavlijamo da smo na sludaj uzeli
jednu urmu i iz nje izvukli jednu kuglicu. Konstatujemo da je bela. Kolika
je verovatnoéa da smo je izvukli iz urne prve kategorije?

3.5.2. U primeru (3.4.4) pretpostavimo da je u sledecoj igri protivnik
ponovo izvukao keca. Kolika je verovatnoda da je protivnik varalca?

3.5.3. Neka se dogadaj 4 moze ostvariti pod uticajem jednog od dva
uzroka Gi i Cs. Bayes-ova formula pretpostavija inkompatibilnost ta dva
uzroka. Neka se ostvario dogadaj A i postavija se zadatak da se odredi
verovatnoéa Py da se dogadaj A ostvario pod uticajem uzroka C), pri ¢emu
dogadaji C1 i Cz nisu inkompatibilni.

3.5.4. Jedna urna treba da sadrZi deset kuglica koje mogu biti bele
i crne. Sastav po boji kuglica formirajmo na slededi natin: bacajmo paru
deser puta; kada padne glava u umu, stavimo belu a kada padne pismo,
stavimo crnu kuglicu. Zatim izvutemo jednu kuglicu i konstatujemo da je
bela. Kolika je verovatnoda da je u urni bilo i belih kuglica?

3.5.5. Neka je urna formirana kao u zadatku (3.5.4) i n puta uzastopce
izvladimo iz urne po jednu kuglicu vracaju¢i je u urnu posle svakog izvla-
tenja. Konstatujemo da su sve izvudene kuglice bele. Kolika je verovatnoca
P; da je u urni bilo i belih kuglica? Zatim, pokazati da

P,-—»{O’ za z:< 10,
1, za 7 =10,
kad #> .

3.5.6. Pod istim uslovima zadatka (3.5.5) i posle izvladenja (sa vratanjem)
# belih kuglica kolika je verovatnoéa da je broj belih kuglica u urni izmedu

brojeva « i B, tj.
a < i <P
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gde je

na< B 100

3.5.7. Jedna urna sadrii 5 belih i 10 crnih kuglica. Na slutaj jzvudemo
10 kuglica i stavimo ih u jednu drugu urnu i iz nje izvutemo § kuglica.
Konstatujemo da su crne. Koiika je verovatnoéa da ée preostale 4 biti bele?

3.5.8. Vratimo se na problem (3.5.1). Neka je ukupno N urni od kojih
WNeay prve kategorije, Noz druge i Nas treée (az + xa + ag = 1). Neka jer1
odnos belih i crnih kuglica u urnama prve kategorije, 2 u urnama druge
kategorije a r3 = 0. Na slutaj uzmemo jednu urnu i iz nje n puta izvla-
¢imo sa vraanjem po jednu kuglicu. Konstatujemo da se n puta pojavila
bela kuglica. Kolika je verovatnoéa da smo imali posla sa urnom prve
kategorije?

3.5.9. Progiriti primer (3.4.9) na n uzroka Ci, Cy, ..., Cy.

3.5.10. Jedna urna sadr¥i N belih i crnih kuglica, &ji nam odnos nije
poznat. Izvlatimo » pute (sa vratanjem) po jednu kuglicu i konstatujemo
da je r puta izvucena bela kuglica. Pretpostavijajuéi da su sve mogude kom-
pozicije podjednako verovatne, kolika je verovatnoéa da urna sadri tacno R
belih kuglica? Pokazati zatim da je najverovatnija kompozicija

R »

N 7
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I Deo

OPSTA TEORIJA RASPOREDA

4. JEDNODIMENZIONALNI RASPOREDI

4.1. Aleatorna promenljiva. — Posmatrajmo skup opita § i pret-
postavimo da je rezuitat R svakog opita slutajan, Aleatorna promenljiva,
definisana nad skupom S, naziva se promenljiva X &ija je numericka vred-
nost potpuno odredena rezultatom R. Tako, naprimer, S moZe biti skup
bacanja jedne kocke. Rezultat R je polozaj kocke koji je zauzela posle pada
a promenljiva X broj tataka na njenoj gornjoj strani. Kako kocku na slucaj
bacamo, to njenu vrednost, koja mole biti jedna od vrednosti 1, 2, 3, 4,
5i 6, nikad ne znamo unapred, zbog Cega je i nazivamo aleatornom
promenljivom.

Prilikom bacanja pare R moze biti glava ili pismo. Ako je pala glava,
stavicemo X = !, a ako je palo pismo, stavicemo X = 0. Dakle, u ovom
slutaju aleatorna promenljiva moZe imati jednu od samo dve vrednosti.
Kod binomijalne verovatnoce Pu,k, tj- verovatnoée da ée u # bacanja pare
k puta pasti glava, k je aleatorna promenljiva koja moZe imati jednu od
vrednosti 0, I, 2, ..., n# sa verovatnoCom

P,k = Pr.{X =k} =(2)pkq”‘k.

Ceo Kklasican radun verovatnode pretstavlja ustvari proudavanje alea-
tornih promenljivih koje uzimaju numericke vrednosti. Od pre izvesnog
vrefnena pojavila se tendencija da se dobijeni rezultati proSire na aleatorne
serije, aleatorne vektore, aleatorne funkcije itd. Osim toga, u prirodi i tehnici
pojavljuju se mnogobrojni primeri u kojima aleatorni elementi nisu ni brojne
vrednosti, ni serije, ni vektori, ni funkcije. Takav je, naprimer, sluaj sa
oblikom jednog parceta konca bagenog na sto. Da bismo izbegli nesporazum,
Zesto ¢emo u opitem sludaju X nazivati aleatornim elementom,

4.2, Funkcija verovatnoée, — Neka je X aleatorni elemenat k(gi
smo na slucaj uzeli iz univerzalnog skupa &. Neka je skup E potskup skupa &.
Funkcijom verovatnoée nazivamo verovarnoéu

@2.0) Pr{XeE} = P(E).
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Ako je ova funkcija dobro odredena za skup E, kaemo da je skup E
probabilan. Jasno je da ta funkcija skupa ne moZe biti ma kakva. Pre svega,
moraju biti zadovoljeni uslovi

4.2.2) 0 CPE 1,

(4.2.3) P(&) = 1,

Osim toga, mora biti zadovoljen i princip totalnih verovatnoéa. Zato, ako su
E;, Es, ..., E, probabilni i medusobno iskljutujuéi skupovi (Eqn E; = &,
i#j)iako je E= E_JE.-, tada je

(4.2.4) PE) = }j:i P(Es),

ukoliko je E takode probabilan skup. Ako probabilni skupovi Ej, Es, ..., E,
obrazuju jednu aditivnu familiju u u¥em smisly, tada je skup E uvek
probabilan a funkcija verovatnoce (4.2.4) uvek aditivna. Da bismo izbegli
teoriske teSkoce, pretpostavicemo ubuduce da je familija skupova E; uni-
verzalnog skupa § aditivna i to ne samo u ufem smislu, veé da je 1 kom-
pletno aditivna, tj. da se (4.2.4) progiruje i na slutaj od prebrojivo mnogo
medusobno iskljuCujucih skupova, tako da je

(4.2.5) P(E) = 2 P(Ey,

Ako univerzalni skup § ima prebrojivo mnogo elemanata ey, § =
=1, 2, ... probabilnih u odnosu na aleatorni elemenat X, niz vero-
vatnoca Pley), i = 1, 2,... pretstavlja zakon verovatnoce aleatornog elementa
X. Ako je

Ple;) = P(ej)
za svako 7 i j, katemo da je zakon verovatnole wmiforman.

Neka je, naprimer, X aleatoran broj izmedu 0 i [ sa uniformnim
zakonom verovatnoce. Tada ¢e probabilni skupovi aleatornog broja X biti
merljivi skupovi brojeva izmedu 0 i 1, a funkcija verovatnoce P(E) pret-
stavijae meru skupa E. Ukoliko je E jedan segment na intervalu 0, 1),
P(E) svodi se na duZinu toga segmenta. Uopéte, ako je X aleatoran broj
izmedu a i-b sa uniformnim zakonom verovatnode, verovatnoda da ée se X
nadi izmedu ¢ i d je

R S L
T LA

0 a c d

et

Dijagram (4.2. I)

R ()

Neka je sada Z aleatorna tatka pravougaonika A4 B B A, povriine a,
sa uniformnim zakonom verovatnoée. Ako za E uzmemo pravougaonik
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CD D;1C1 povréine [, verovatnoda
P(E), tj. verovatnoéa da aleatorna vh
tatka Z padne u pravougaonik CD

D1Cy, bide
A Bt
PE -2 s
o c »
Koordinate aleatorne tatke Z su X = e[ ! 1

i Y za koje usvajamo da su takode
aleatorni brojevi. Obratno, skup od

dve aleatorne promenljive pretstavlja S| ¢ D
jednu dvodimenzionalnu aleatornu pro- ~S TR B
menljivu. P P

I uopéte, skup od r aleatornih . ; i -

promenljivih X1, Xz, ..., Xn pret- ac 4 & X
stavlja jednu n-dimeénzionalnu aieator- .

nu promenijivu X{X3, Xz,..., Xu). Dijagram (3.2. IT)

Neka je X n-dimenzionalna aleatorna promenljiva sa funkcijom vero-
vatnoée Pr. {Xe=E} = P:1(E). Takode, neka je Y jedna m-dimenzionalna
aleatorna promenijiva sa funkcijom verovatnoée Pr.{Y & S} = P:(S).
Oznadimo sa P funkciju verovatnoée (n + m)-dimenzionalne aleatorne pro-
menljive (X, Y). Izraz P(X=E) pretstavija verovatnocu da aleatorna. tacka
(X, Y) padne u cilinder X < E (n + m)-dimenzionalnog prostora. To je
verovatnoéa da X eE bez obzira kakvo je Y. Takode, izraz P(Y=S) pret-
stavija verovatnotu de Y=S, bez obzira kakvo je X. Ocevidno da je

“26) P(XEE) = B(E),

(4.2.7) P(YES) = P(S).
Funkcije P1 i P nazivamo marginalnim funkcijama verovatnoce funkcije
verovatnoce P,

Funkcija verovatnode aleatorne promenljive (X1, Xz, ..., X5) ima
¢itav miz marginalnih funkcija verovatnoée za aleatorne promenljive koje
odgovaraju svim moguéim kombinacijama promenljivih X1, Xa, ..., Xg.

Verovatnoéa da ée istovremeno Xe=E a Y&S je P(X=E, YeS)
Tako je u gornjem primeru

P(Xeled), Yellad) = =

verovatnota da aleatorna promenljiva (X, ¥) padne u pravougaonik
CD D\ C.

Uslovna verovatnoda da X =E pod uslovom da Y &S5 je

P(XEE, Y
@28 - P(XeS|ves)= % 3).
P(YES)
Ocevidno da je potrebno da bude P(Y &S) > 0 da bi (4.2.8) imalo smisla.
Takode je PIXEE. Yes)
(4.2.9) P(Y=S|XsE) = P(xéS)

pod pretpostavkom da je P(X<=S) > 0.
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Neka su euklidovski prostori R® i R™ univerzalni skupovi aleatornih
promenljivih X i Y, tako da je '

E(R=1 i PBRY=1.
Za fiksno S (4.2.8) pretstavlja jednu aditivnu i ne-negativnu funkciju skupa E
i za E= R® bide .
P(XeR',YES) = P(YES) _
P(Yes) P(Ye S)

Prema tome, (4.2.8) pretstavlja za fiksno § jednu funkciju verovatnocée alea-
torne promenijive X, vezane za uslov Y5, 7

Ako je za ma koje skupove E i $ zadovoljena relacija

(4.2.10) P(XeR" ves) =

(4.2.11) P(XEE|Y<€S) = P(XeE)
gde je P(¥Y=S§) > 0, odnosno N '

(4.2.12) P(YeS|XeE) = P(YES)
gde je P(Xe=E) > 0, (4.2.8) odnosno (4.2.9) svodi se na
(4.2.13) P(X€E,Y=S) = B(E)B(S)

i tada kaZemo da su aleatorne promenljive X i ¥ medusobno nezavisne.

4.3. Funkcija rasporeda i zakon verovatnoée. — Cak i u najpro-
stijem shucaju kada je aleatorni elemenat X jedan broj, izralunavanije funkcije
verovatnoce P (E) skoptano je sa teSkoéama. Iz tih razloga se najde$ée pri
odredivanju zakona verovatnoée pribegava izratunavanju vrednosti P (E)
za specijalne skupove E, tj. za skupove onih brojeva koji nisu veéi od
jednog proizvoljnog unapred datog broja x. Tako dolazimo do pojma Junkcije
rasporeda aleatorne promenljive X, deftnisane sa

(43.1) F(x) = Pr.{X <x},

Funkcija rasporeda je specijalna vrsta funkcija verovatnode, tj. P(Ez) gde je
E; skup brojeva manjih od x.

Funkcija F(x) je neopadajuéa funkcija po x i definisana je za svako x
intervala (— », + «). Poto pretstavlja jednu verovatnoéu, njena vrednost
je izmedu 0 i 1. Njena monotonija i ogranitenost povlade za sobom egzi-
stenciju grani¢nih vrednosti F(— ) i F(+ «) i to

F(— o) =90, F(+ «)=1.
Za ma koje vrednosti x; i xg bite .
(4.3.2) Pla, <X x,) = F(x,)— Flax)

iz. Cega zakljutujemo da poznavanje funkcije rasporeda povlati za sobom
i poznavanje zakona verovatnode,
Koriste¢i princip totalne verovatnode i (4.3.2) moZemo za svako a pisati

Pr.{f:!n <X <K a} =,Pr.{X=a} +§_1Pn{a,,-1 <X§ a,,},
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gde je {ax} jedan proizvoljan rastuéi niz brojeva sa grani¢nom vredno$cu a.
Otuda

Fla) - Fla) = Pr{X=a)} +lim {Fla, —F(a)}
tako da je ,
Fla) = lim Flan = Pr{X=a}

il

(4.3.3) F(a) = Fla—0) = Pr{X=a}.
Na analogan natin dobijamo
(4.3.4) F(a+0) - F@ = 0.

Otuda svaka funkcija rasporeda je neprekidna s desne strane a bide
prekidna za one vrednosti a za koje je Pr. {X = a} > 0. Vrednost te vero-
vatnode jednaka je skoku funkcije F(x) u tatki x = a. -

Kako jedna neopadajuca funkcija moZe najviSe imati prebrojivo mnogo
tataka diskontinuiteta, to moze postojati najvise prebrojivo mnogo tacaka’
i, 1=1,2,. .., za koje je Pr.{X = x¢} > 0.

Videli smo da je funkcija rasporeda uvek kona¢na i da varira od O
do 1| kad x varira od — » do + «. Zato e, ukoliko je svuda neprekidna,
funkcija rasporeda biti uniformno neprekidna. '

U vezi sa (4.3.2) moZemo da kaZemo da je interval (x1, x2) oseé X
opterecen parcijalnom masom F (x2) — F(x1) ukupne jedinine mase raspo-
redene du ose X. Ukoliko je u tacki Aq(xq)

@35 pi = Pe{X=x}>0

kazaéemo da je tatka A; opteredena konalnom masom pi.
Najprostiji tip rasporeda je slucaj kada su mase diskretno rasporedene :

u talkama A, i=1,2,3, ..... » kojih mozZe biti konatno ili prebrojivo
mnogo i tada je
(4.3.6) ‘ Flao0) = 3 p. = 1.

( 2. pi

Ovaj raspored naziva sc prekidni raspored i njegova funkcija rasporeda
bi¢e jedna stepenasta funkcija. Dijagram (4.3.I) pretstavija raspored vero-
vatnoca {pi, =1, 2, 3, 4 a dijagram (4.3.I) odgovarajuén funkciju
rasporeda F (x). :

) r}
1 .......................................... ———
1 l I 1 S ; 1 X L N
¢ > A‘ Az A5 AQ X 0 Ay Az A, A# X
Dijagram (4.3. I) Dijagram (4.3.1I)
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Drugi karakteristitan sludaj je kada je funkcija rasporeda apsolutno
neprekidna. Tada je uvek moZemo pretstaviti kao odredeni integral jedne
pozitivne funkcije f(x), tj.

437 Flx) = [ /60 dx
sa dijagramom (4.3.III) M
TA
i
F(\:c)‘
] : -
h x X

Dijagram (4.3. III)

Funkcija f (x) pretstavlia gustinu jedini¢ne mase rasporedene du? ose X, -
a F(x) ukupnu masu u oblasi X < x. Funkcija f(x) naziva se zakon
verovarnoce alcatorne promenljive X a Cesto i gustina verovarnode. Verovat-
noéa f(xo) dx, tj.

Pry o <X < b dx } = £(x) dx

pretstavlja 1.zv. elementarnu verovatnecu. U ovom slutaju aleatorna promen-
ljiva X moze uzimati sve vrednosti izmedu — « i + w, tj. moZe se nepre-
kidno menjati zbog Cega takav raspored nazivamo neprekidnim rasporedom.
Neposredno se dobija

b
(43 Fr{a <X< b} = [f@)dz
i -ﬁzo .
(4.3.9) pn{_w <Y< +oo} - fj(x)dx =1.

. -0
Ukoliko u (4.3.7) imamo posla sa Lebesgue-ovim integralom, dokazano
je da je f(x) izvod od F(x), .

(4.3.10) flx) = Flx),

izuzev najviSe za jedan skup tataka nulte mere.
iz (4.3.8) za svako a dobijamo
B X=a} = 0.
Cesto neprekidna aleatorna promenljiva ostaje uvek u jednom kona¢nom
intervalu (x1, x2). Takav je slu¢aj sa mnogim biolodkim i industriskim mere-
njima. Tada pisemo

0 a x K0
X
FO={[f(x)drzm x1<x<x

Xy

1 24 x> xp
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Kod uniformnog rasporeda f(x) svodi se na konstantu ¢ duZ intervala
(x1, x2). Iz

X2
[seds =
x‘l

vrednost C neposredno dobijamo-

' 1

C=—-

. . » xa— DC,

i pisacemo

0 za x £ x

{2

1
A0 Za x> x3.

Za X <X K X2

Dijagram (4.3.IV) pretstavlja kriva y = f(x) a (4.3.V) y = F(x).

AT Y
L,- Xy
- P
of X, G X ) G X X
Dijagram (4.5. IV} Dijagram (4.3. V)

Funkcija rasporeda je
0,

Za x5 X
X=X ’

F(x)= X%, za x < x K x2
Za X > Xx2.

1,

Cesto je u toku statisti¢kih analiza zgodno zameniti prvobitnu aleatornu
promenljivu X novom V¥, vezanom sa prvobitnom X jednom linearnom
relacijom, tj. Y =aX + &, gde su a i b Konstante. Za a > 0, funkcija

rasporeda G(y) bice tada

Gly) = B{Y<y} = Pr{@X+b <y} =
:B‘-{Xé—&;ﬁ = P(y—(}z’—) ,

gde je F funkcija rasporeda od X. Za a < 0 bice

G(y)= Pr{aX+b < ?} = Pr.{X> 2;—3’5} =
i-p{xg Lt} =1- p(27L)-

(4.3.11)

(4.3.12)

a Qa
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Zakon verovatnoce g(y) dobijamo neposrednim diferenciranjem gornjih
rezultata

1 -b
(4.3.13) 8= (ya \

za oba slucaja,

Ako je F(x) jedna funkcija rasporeda; obrasci (4.3.11) i (4.3.12) nam
kazuju da ¢e i F (px + g), gde su p i ¢ ma kakve konstante,takode pret-
stavljati jednu funkciju rasporeda.

Raspored ¢e biti sfmerrican v odnosu na tatku @, za koju je raspored

F(x) neprekidan, ako je za svako x >0
B{X<a-x} = B{X>a+x},
1. ‘
F(a—ﬁc) =1-Fla+x).
Tada je %kod neprekidnog rasporeda =~
| f(a‘_;“?c) = fla+x},

tj. zakon verovatnoce je parna funkcija u odnosu: na tatku % =a,
Na osnovu osobina monotonih funkcija izvodi se da je svaki nepre-
kidan zakon verovatnoce uniformno neprekidan. -

* 4.4. Stieltjes-ov integral. — Uoimo poluotvoreni interval (2 < x < b),
neprekidnu funkciju g(x) i funkciju rasporeda F(x). Podelimo interval
na n podintervala I, (xy—y, x,) ta%kama ¢ = xp < x1 < .... < xp = b. Neka
je £y proizvoljna tatka podintervala I, i obrazujmo zbir

(4.4.1) S, = él g(€,) A, Fix),

gdeje Ay F(x)=F(xy)—F -(x,-i)‘Ako sa M, oznatimo najveéu vrednost funkcije
g(x) u I, a sa my, njenu najmanju vrednost tako da je

m.,, < g(E,y] < My

za svako EyeI, i ako u (4.4.1) smenimo g(Ey)' prvo sa m, a zatim sa
M,, dobiéemo

(4.4.2) Sm= th:i m, A, Fix),
(4.4.3) SM =5 MV AyF(x)
. V=9
i
(4.4.9) $, < S, < S,
Razlika [(4.4.3) — (4.4.2)] je pozitivna i jednaka izrazu

= (M- my) A, Flx) < €n|Flb) - Fla)]
-y )
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gde je ¢ = Max (M, —m,). Ako sa 3, oznatimo duZinu najveceg razmaka,
1. 3, = Max (xy— xy-1), i ako podelu intervala dalje vréimo tako da 3,0,
tada i s~ 0 za n - o« zbog uniformne neprekidnosti funkcije g (x) rako da

SM— S, 0. n o0,

Kako niz {Sm} ne opada a niz {8:1} ne raste, to zbir S5 zbog (44.4) kon-
vergira odredenoj granici § kad 8,0 i to nezavisno od tataka podela
{xy} iizbora tataka §, u I, budu¢idasu Sw i Sur nezavisni od proizvolinog
izbora tih tataka. Granicna vrednost S naziva se Stieltjes-ov integral funkcije
g (x) u odnosu na funkciju F (x) preko intervala (a, b) i oznadava je sa

(4.4.5) N Jg(x)d?(x).

a
Za funkciju g(x) kaZemo da je integrabilna u smislu Steltjes-a, ili prosto
S-integrabilna, u odnosu na funkeiju F(x) ako zbir (4.4.1) ima odredenu
granicnu vrednost kad 3, -+ 0 i 1o nezavisnu od talaka podele {x,} i izbora
tajaka %, u I,. Videli smo da su sve neprekidne funkcije S-integrabilne.
I sve funkcije ogramiene varijacije su S-integrabilne ukoliko se mnjihovi
diskontinuiteti ne poklapaju sa diskontinuitetima funkcije F(x).

4.5, Osobine Stieltjes-ovog integrala. — Pretpostavijajuci da je

funkcija g (x) S-integrabilna u odnosu na funkciju rasporeda F(x) i pola-
zedi od linearnog zbira Sy, tj.

5:= % glE) [Pl - Flxy 1))

neposredno dobijamo sledeCe osobine Stieltjes-ovog integrala

b
(4.5.1) m(t-a) < Jg(x)dF(x) < M(b-a),
. 73 s
b b
(452 jcg(x) dFe) = ng(x)dF(x),
@ a
b b
(4.5.3) j g(x)d[F(xH C] = [g(x)dF(x).
a [
@.5.4 J goo dF(xy = — J-g(x)dF(x).
a b
b
(4.5.5) .JdF(x) = F(b) - Fla),
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b0

(4.5.6) de(x) = F{b-0)- Fla+0),
at+Q :
b [4 b
3.7 fg(x)df‘(x) = Ig(x)dF(x) + fg(x) dF(x),
a .
b ” ’ . 3 ¢
(4.5.8) V£ “2_1 gy(x)dF(x) = :‘31 J gl dFix),
b i \
(4.5.9) Ig(x)d [vzﬂ F, (x)] = VZ_; jg(x) dF,(x,
. b | b
4.5.10) Us@'d dF| < flg(x}ldﬂx),
a4 : a

gde je C konstanta, m i M najveéa i najmanja vrednost funkcije g(x) u
intervalu (a, b), a <c¢ < b.

Uzmimo slu¢aj kada je raspored prekidan, tj. kada je F{x) stepenasta
funkcija. Neka je ukupno % moguéih vrednosti

a <o, <oy < ... <a, < b

koje moze uzimati aleatorna promenljiva X. Kako su te vrednosti izolovane,
to podelu uvek moZemo tako podesiti (n > k) da svaki interval sadr# najvise
jednu twalku «;. Za E, izabraéemo same tatke a; u intevralima I, koji te
tatke sadrie. Tada fe

(4.5.11) AL F(x) = {Pa, ako ; =1,

0, ako [, =g,
pa ie 1 N
(4.5.12) S = 531 gla) p; .

i Ako je raspored neprekidan, tj. ako postoji prvi izvod funkcije raspo-
reda F'(x) = f(x), tada je ‘

b b
(4.5.13) Jg(x)dP(x) = jgfx)f(x)dx

a [74
tako da se Stieltjes-ov integral svodi na obitan integral,
Zaista, ako F'(x) = f(x) postoji, tada Ay F(x) moZemo, koristedi stav o
srednjim vrednostima, pisati u obliku

A,F(x) = f("]v)(kv__ Xy-1),
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gde p,eI,. Kako je &, proizvoljna tatka intervala I, iziednaéiéemo je
sa vy, te (4.4.1) postaje

Sp= éig(iv)f(i-v)(xv_xv-d ,

tj. svodi se na jedan Riemann-ov zbir i teZi Riemann-ovom integralu

&
(4.5.14) aiﬁ"o S, = J;g(x) f(x}'dx )

Obrazac (4.5.13) ostaje u vaZnosti i ako zakon verovatnode f(x) ima
tacaka diskontinuiteta, pod uslovom da je f(x) R-integrabilno (integrabilno
u smislu Riemann-z) u razmaku {a, b).

" Ako za n>®, 8,+0 i ako tada nezavisno a+— o a b+ + o,
dobijamo nesvojstyeni Stieltjes-ov integral sa beskonalnim granicama

+eo b
Jr g dFx) = ,z!_';,'lo Jg(x)dF(x‘)
—og b— +00 @

Jedini¢na masa verovatnoca, koja je rasporedena duZ ose aleatorne
promenljive X, moZe se protezati ili neprekidno sa gustinom f(x) ili prekidno
sa koncentrisanim parcijalnim masama u jednom skupu od prebrojivo mnogo
izolovanih tacaka X-ose. Takode raspored masa moZe biti kombinovan iz
prekidno i neprekidno rasporedenih masa. Bez obzira sa kakvim rasporedom
imamo posla, moZemo pisati

(4.5.15) Br {XEE} = IdF(x) ,
E

gde E moze biti jedan interval ili jedan skup izolovanih tacaka. Pretstavljanje
funkcija verovatno¢e pomocu Stieltjes-ovog integrala je vrlo zgodna tehnicka
aparatura u statistickim analizama i mi ¢emo je u daljim izlaganjima Cefce
upotrebljavati. _

Napomena : U daljim izlaganjima upotrebljavacemo sledede skradenice:

a.p. — aleatorna promenljiva
f.v. — funkcija verovatnoce
f.r. — funkcija rasporeda
z.v. — zakon verovatnode.

4.6. Srednje vrednosti. — U cilju bliZeg opisivanjs rasporeda jedne
a.p. konstruisaéemo nekoliko karakteristicriih paramnetara koji ¢e nam dati
osnovne informacije o lokaciji, dispersiji i obliku jednog rasporeda. Srednja
ili centralna vrednost pretstavlja jednu meru lokacije. Ona je primarni podatak
o jednom rasporedu i njenu ¢emo vrednost uzeti u slucaju da a.p. treba
da smenimo jednim konstantnim brojem kod aproksimativnih izratunavanja.
Srednja vrednost jedne a.p. mora zadovoljavati slede¢a dva uslova: a) da je
veca od najmanje a manja od najvece vrednosti a.p. i b) ako a.p. moZe uzeti
jednu jedinu vrednest, tada srednja vrednost mora biti jednaka toj vrednosti.
Osim toga, poZeljno je da srednja vredmost zavisi od svih vrednosti a.p.,
da ima neko konkretno (geometrisko, mehanitko itd.) znatenje sa prostim
i otevidnim svojstvima, da j¢ lako izradunati i da je zgodna za dalje operacije.
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Postoji Litav niz srednjih vrednosti od kojih ¢emo nekoliko prouditi.
Koju ¢emo od njik upotrebiti u nekom problemu zavisice od prirode samog
problema. :

Aritmetitka sredina ili matematicka nada a.p. X pretstavlja centar

gravitacije rasporeda od X i definisana je obrascem
+ o

(4.6.1) . E(X) = J x dF{x).

’ ~o0
Ona je, ustvari, sredina moguéih vrednosti a.p. X ponderisanih odgovara-
juéim verovatnocama. To postaje otevidno ake predemo na prekidan ra-
spored, kada je

(4.6.2) - EX) = Zp, .
Ukoliko je raspored neprekidan, imacemo

+eo .
(4.6.3) EX) = f x f(x) dx .

Kako granitna vrednost (4.5.14) ne mora obavezno da postoji kad a i &
nezavisno i respektivno teze ka — o i + o0, to ni aritmeti¢ka sredina (4.6.1)
a.p. X ne mors vbavezno da postoji. Ocevidno je da ée ona uvek postojati
ako je X ograniteno. U opitem sludaju, kad X ne mora bit ogranieno,
potreban i dovoljan uslov da aritmetitka sredina postoji jeste da integral
(4.6.1) bude apsolutno konvergentan. Zaista, stavimo prvo

Q

(4.6.4) Ix dFx) = Ix dF{x) + Ix dFix).

Kako je F(x) 22 0, to su integrali s desne strane od (4.6.4) dve monotone
funkcije i da bi E(X) postojao, potrebno je i dovoline da integrali

fx dF(x) i fx dF(?c)

budu konvergentni. Tada ¢e i integral

(4.6.5) J Jx | dF(x)

biti konvergentan. Obratno, ako je integral (4.6.5) konvergentan, integral
s leve strane od (4.6.4) imac¢e konadnu i odredenu granicu kad a i b respek-
tvno i nezavisno tefe ka — e i on.

. Bko je Y aleatorna funkcija od X, tj. Y = g(X), aritmeticka sredina
od ¥ bice "

E(Y) = J y Gy, -

Ey
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gde je G(y) fr. od Y a E, razmak varijacije od ¥ kad X varira od — =
do + «. Ekvivalentno moZemo pisati..

(4.6.6) - Ele]= J g dF x).

" Potreban i dovoljan uslov da arit_metiéka sredina jedne neprekidne funk-
cije aleatorne promenljive, X postoji, jeste da integral (4.6.6) postoji i
da apsolutno konvergira. _

Kod prekidnog i neprekidnog -rasporeda obrazac {4.6.6) sveite se
respektivno na

(4.6.7) E[g(X)]'= % puE(xy).

(4.6.7"") E[g(‘z{)] = jg(x)f(x)dx.

Neka je, naprimer,

Y=aX £b.
Na osnovu (4.6.6) bice '

(4.6.8) El(aX+b) = qgEX) £ b.

Aritmeticka sredina a.p. X je jedan konstantan broj. Stavimo u (4.6.8)
b= E(X), a=1, tako da je

E[X-EM)] = E(X)- EX) =0.

Napomena : AritmetiCka sredina_a.p. X Cesto se naziva i ofekivana
vrednost od X, a oznatava se i s3 X, X, 7, M itd. Skradeno éemo je Cesto
pisati a.s.

Aritmeticka sredina dosta dobro zadovoljava uslove koje smo postavili
za srednje vrednosti na pocetku ovog paragrafa. Naime, ona zavisi od svih
vrednosti koje moZe uzeti, lako se izracunava a pretstavlja centar gravitacije
rasporeda masa verovatnoca. Iz daljeg izlaganja videcemo da je njen ana-
liticki oblik zgodan i za potonje operacije.

Neka dva skupa uzroka {ci'} i {ed""} dejstvuju na a.p. X. Oznatimo
sa Fi{(x), odnosno Fa{x), njene fir. kad na nju izolovano dejstvuju uzroci
{ei'}, odnosno {c:”}. Neka su ai i @s =1 —a; respektivni koeficijenti
ponderacija gornja dva skupa uzroka a E1{X) i E2{X) aritmetitke sredine
Ako sada pustimo da na a.p. X istovremeno dejstvuju wzroci {ci’} i {ci"}
fr. od X bice ‘

«, Fo(x) + o, Fo(x)

sa aritmetickom sredinom too

(4.6.9) E(X) = J. X dr.[l’)‘..,F, {x} + aze(x)] \

—eq
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Na osnovu (4.5.9) obrazac (4.6.9) svodi se na

(4.6.10) EX) = o E, 00+ «,E,Q
Otuda, znajuéi E;(X) i E2(X) i koeficijente ponderacija ay i a2, moZemo
E(X) odmah izratunati.

Obrazac (4.6.10) neposredno prosirujemo i na slutaj od n skupova
uzroka:

4.610) E(X)= «,E(X) +o,EX)+ - + o, E (X).

Ako je a.p. X uniformno rasporedena u Ny, odnosno Ng, izolovanih
tataka kada posebno dejstvuju uzroci {¢('}, odnosnp {c¢"}, tada se obrazac
(4.6.10) svodi na '

N

4.6.11 - ' _N. '
( A ) EX) NN, E(X) + N+ N, E,(X),
gde je
E) =L %,
1 - _N_; e xﬂ' L]
'E {X) 1 e "
2 = E = Xy .

Druga vazna osobina a.s. je sledeéa: aritmeticka sredina otstupanja
jedne a.p. od njene aritmetitke sredine jednaka je nuli.

Zaista,
+o0 -+

w61 _L[x—E(X)]dF(x)= f xdF(x)-E{X)LdF(x)=

= EX) -EX) = 0.
- Osim toga, aritmeticka sredina kvadrata otstupanja jedne a.p. od njene
aritmeticke sredine je minimum. Zaista, neka je A jedan proizvoljgn broj.
Koriste¢i {(4.6.12) aritmeticka sredina kvadrata otstupanja X od A je

j(x—-A)zdF(x) = jﬁ[x- E(X)] + [E(}{)_A]}zd}:(x) _

+o0
2

=j'[x -EX)] dF oo+ LE(X)-A]

U dobijenom rezultatu prvi ¢lan je konstantan broj a drugi je pozitivan i
varira sa A. Dosti¢i ¢e svoj minimum za 4 = E (X) a to smo hteli i da po-

. kaZemo,
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Stavljajuéi g (X) = log X u (4.6.7)) dobijamo
log G = EllogX) = Tp,logx, = log Ix[",
hY] ) v

gde je Tp,=1. Ako je ap. X uniformno rasporedena u N izolovanih
¥
tataka, bice

(4.6.13) G = Xy X, oL, x

G definide geometrisku sredinu a.p. X. Kod neprekidnog uniformnog raspo-
reda (4.3.V) geometriska sredina bice

X

G = eﬁl—;‘j:"zzog_xdx _ 2&(&>x2:x1
‘ ¢ \X,
Stavljajuéi g(X) =% u (4.6.7) dobijamo
. (1 ) b
4.6.14 = EBlesl= Ty
(4619 F= By = 9w
Ako je a.p. X opet uniformno rasporedena u N izolovanih tataka, bice
N
H= -
4.6.15 L1 1

H definiée harmonisku sredinu a.p. X. Kod neprekidnog uniformnog raspo-
reda (4.3.V) harmoniska sredina bice
— X, — X,

X

*

Vaznu ulogu u statisti¢koj analizi igra i medijana kao srednja vrednost
jednog rasporeda. To je ona tatka na X-osi koja celokupnu masu rasporeda
deli na dva jednaka dela, tj. zadovoljava jednadinu

1
F{x) = e

Ova jednalina uvek ima bar jedno relenje. Kod prekidnih rasporeda moZe
se desiti da jednalinu zadovoljavaju sve talke jednog zatvorenog intervala.

Bez obzira da li je medijana jednoznatna ili ne, aritmeticka sredina
apsolutnih otstupanja a.p. X od medijane je minimum,
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Zaista, ako sa y, ozmalimo medijanu a sa 4 ma koji broj, tada
jeza 4 <,

B(1-Al) = E(Ix-per we-al) =

the A

-—-J. fx— Ue + HE—AI dF (x} + jlx— ud—ue—A] dF(x) +
-0 He
w e e
+I| %= Uet Mo —AI dF(x) = j X~ U] a’th)Jr(A—ue)JdF(x)——
A ~o0 -t

A A a o0
—j!x - M,| dF(x)+(A- Hg}JdF(x) + J[x— pelarF(x)—(A-;Le)JdF(xF
ol e A A

+00 A A

=[5 = ol dFem -2 |- | dF o0 + 208 ) dFe) =

v

-e0 B He
00 A
= [am et + 2 [{a-x) dFe.
- Pe
Za A > p, bice
+00 J’Pe :
El|X-Al] = fx—‘_ue| dF(x) + 2| (x=A) dF(x}.
(k)= 1w e 2]

Kako su u oba rezultata prvi &anovi nezavisni od A a drugi ¢lanovi ne-
negativni, to ¢e aritmeticka sredina otstupanja apsolutnih vrednosti | X — A |
dosti¢i svoj minimum za 4 = y,, a to smo hteli i da dokaZemo.

Modus jednog neprekidnog rasporeda pretstavlja onu tacku na X-osi
u kojoj z.v. f (x) dostiZe svoj maksimum. Ako postoji samo jedna takva vred-
nost, za raspored kazemo da je wmimodalan. Ako posioje dve ili vie takvih
vrednosti, za raspored, kaZemo da je bimodalan, mudtimodatan. Kod prekidnog
rasporcda modus ce biti ona tatka x., za koju je istovremeno Pv > py-1 i
pv > pvsi.Tadka u kojoj z.v. f(x) dostize SVOj minimum, zove se antimodus.

Medijana samo delimicno zavisi od vrednosti koje moZe uzeti a.p. X,
a dalje racunske operacijc sa njom nisu nimalo zgodne. Medutim, ona uvek
postoji i u tome je njena prednost nad aritmetickom sredinom.

U praksi je izracunavanje modusa glomaznije od izralunavanja arit-
meticke sredine i medijane, Nekiput je moguée da izratunamo tacno ili
priblizno modus znajudi aritmeticku sredinu i medijanu, Tako y slucaju
simetrinog i unimodalnog rasporeda modus, medijana i aritmeticka sredina
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jednaki su medusobno. Kod unimodalnih i slabo asimetritnih rasporeda
imamo pribliZznu vezu

(4.6.16) Mo= 3p.— 2E{X)

Poslednja srednja vrednost, koju ¢éemo spomenut, jeste miedijala m’
definisana sa

koja specijalno u ekonomskim problemima dolazi do icrazaja.

4.7. Momenti.— Momenat v-tog reda aleatorne promenljive X je
aritmeticka sredina neprekidne funkcije XY (v = pozitivan ceo broj), tj.

+ o

(47.) w, = E(X) = | xdFo).

-o
U (4.6) videli smo da ako a, postoji, tada je, integral (4.7.1) apsolutno kon-
vergentan, tj. integral

+a0
v v
(47.2) av=E(|X|)=J|x| dF(x)
R -0
takode postoji i nazivamo ga apsolutnmim momentom v-tog reda. Egzistencija.
momenta x, povladi za sobom egzistenciju momenta o (¢ < v) a samim
tim i apsolutnih momenata O, (k << v).

Kod prekidnog rasporeda je

473) wy= Zppx;
a kod neprekidnog rasporeda
+a0
(4.7.4) o, = Jx"f(x)dx.
Ocevidno da je
(4.7.5) o, =1,
(4.7.6) w,=E(X)=m.

Momente &, nazivamo i obidnim momentima za razliku od momenata -
u odnosu na tacku a

+Q

(4.1.7) po = j(x—a)ya’F(x), v=1,2,. ..

-0
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koji prestavljaju aritmetitke sredine v-tih stepena otstupanja a.p. X od
tatke a. Za a = 0, yy = @y, Ako (x— a)¥ razvijamo po binomnom obrascu,
tada (4.7.7) postaje :
(4.7.8) The ;'i(—i)j{”.)afm .
-7 » T g% Hv
Centralni momenar dobijamo kada stavimo a = E(X) =m. Tada je

400

Py = py = j(x-— m)vdF(x.) -
(4.7.9) -
_ v ) J, .V J
_.go{ 1 (j')m vy

Prva etiri centralna momenta, izra%ena preko obi¢nih momenata, bice
y'1 = Mm-—-m = O-,
= d — m2
(47.10) P'Z -2 T
Ba= ay,— 3a,m+ 2m?>,

Wy = oy~4a,m +6a,m*—3m*,

" I obratno, obitne momente mofemo izradunati preko centralnih momenata
Iz (4.7.10) dobijamo

o, = m,
a2= p‘2+ mﬂ’
(4.7.11) A= Uy +3mp, +m?,
a,= }i¢+4-m(13+ 6m2f~Lz+ m*,

U (4.6) videli smo da je

Mz‘n{yf}= T

1z jednatine
e[ (i + o ] = ex)

p+h P
+ 20E{lx] ) +E{lx] 150,
gde 2 mo?Ze biti ma koji realan broj, sleduje Schwarz-ova ncjednadina

(4.7.12) a}ih § Otfn. zh OZP .
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Ako je p paran broj a i = 1, bice

(47'13) a.:v+1 <\ 0"'2?4-2 azv
iza v=190
(4.7.13) ay < oy
Dizuéi obe strane nejednacine (4.7.12) na stepen p + l, stavljajuéi zatim
h=11ip=1,2,3, ... i mnoed tako dobijene nejednatine, imacemo
1 b _ 2

(4.7.14) a, gav“‘ v=1.2.9,...

Aritmeticka sredina faktorielnog izraza ,
(4.7.15) L= x(x-Dx=2). (x-v+1)

naziva se faktorijalni momenat v-1og reda i ¢esto je vrlo koristan u prakti¢nim
izracunavanjima. Ako sa 4, oznadimo obitne faktorijalne momente, tj.
+ 00 .

CEAD I E(XM) _ fx(x,11,..(x~v+1)dF(x),

ajih moZemo izraziti pomodu momenata

A1=m1'l

4.7.17) Ay = ooy,
A,= oy=3a,+2a,,
A= a,— bo,+ e, — 0oy,
i obratno
a,= A,+A,,
(4.7.18) a,= A, + 3A, +A,,

('.?(.4_: A4+ 6A5+ 7A2+A1 :

Za v < 0 imamo negativone nmomente

(4.7.19) a, = E( : )

X'\J

koji se rede pojavljuju u statistickoj analizi.
4.8. Mere dispersije. — Ove mere imaju za cilj da ocene varijaciju
a.p. X, 4. da pokazu u kojoj meri X moZe da otstupa od nj¢ne centralne

vrednosti. Umesto dispersije nekiput se upotrebljava pojam koncentracija,
koii je suprotan pojmu dispersije.

Najprostija mera dispersije je tnzerval varijacife. Njegovo izralunavanje
ima smisla jedino u sluaju kada je celokupna masa rasporedena u jednom
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konanom intervalu (s, Xmes) 0se X. Tada je F(xmin) =0, Fxpay) =1,
a razlika '
W= Xmax ~ Lmin

pretstavija interval varijacije, koji nam u najgrubljem obliku moZe . posiuiti
kao jedno merilo dispersije. Osnovni nedostatak ovog merila sastoji se u
Cinjenici da ne zavisi od svih vrednosti koje mozZe uzeti a.p. X, ve¢ samo
od njenih ckstremnih vrednosti. Osim toga, ba$ te esktremne vrednosti
mogu biti izuzetne i vrio daleko udaljene od najvedeg dela mase, tako da
interval varijacije postaje nedovoljan za zgodno ocenjivanje dispersije. Zbog
svoje jednostavnosti upotrebljava se ipak dosta desto u primenama sta-
tistickih metods za kontrolu kvaliteta u seriskoj proizvodnii.

Da bi se smanjio uticaj ekstremnih vrednosti, predloZeni su drugi
intervali, tzv. imterkvantilni intervali. Njihovo se odredivanje vrii na taj
natin $to se ispred donje i iza gornje granice stavi ist procenat mase. Tako
napr. interkvartilng interval (xv,, x,) dobijamo tako o demo donju gra-
nicu xv, odrediti iz jednacin

. F(x)=%
a gornju granicu iz jednadine
3
, F{x):zu

Interkvartilni interval sadrzi. 50%, celokupne mase. Polurazlika 7

X3 Xy

2 .
vzima se tada obitno za merilo dispersije. Granice interdecilnog intervala
(x0,15 *s9) dobijamo iz jednacina F(x) = 0,1 i F(x) =09, tako da ée taj
interval sadrfati 809, celokupne mase. ’

Iako je kod interkvantilnih intervala otstranjen uticaj ekstremnih vred-
nosti, njihovo izratunavanje ne zavisi od svih vrednosti a.p. X. Zato je
podesnije da za merilo dispersije uzmemo aritmeti¢ku sredinu neke funkcije
otstupanja X od E(X)=m. Otstupanje na prvom stepenu ne dolazi v
obzir, podto je uvek prema (4.6.12) E(X —m) = 0. Ali zato moZemo uzeti
apsolutna otstupanja i tako dobiti sredwje apsolutno otstupanje E (| X —m)|)
kao merilo dispersije. Cedée se umesto m stavlja medijana p, zbog osobine
da tada sredpje apsolutno otstupanje od nje dostize sVOj minimum. =

Mnogo znatajnije merilo dispersije je standardna devijacija. Naime,
da bismo izbegli apsolutne vrednosti, uzeéemo kvadrate otstupanja X od
aritmetiCke sredine. Aritmeticka sredina tih kvadrata otstupanja, ij. drugi
centralni momenat :

@8.1) . b= E[X-EX)] = E(X-n)"

naziva se varijansa a.p. X. Da bismo dobili velitinu iste dimenzije kao i X,
uzeemo ne-negativan koren varijanse i tako dobiti- stendardnu devijaciju

(4.8.2) ox=0 =+ . |
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Ako je ¢ = 0, .tada otstupanja nema i celokupna masa je skoncentrisana u
jednoj tadki.
Za oznaku varijanse Koristicemo esto Gramér-ov operator
o =, = D'(X).
U (4.7.10) imamo
(48.3) D'(X)=E(X") - E'X).
Ako je raspored prekidan, (4.8.3) svodi se na
2 B 2 _ .. 2

DX)= Z pyx] (Zv}p,,xi)

a ako je neprekidan, na

(48.5) D'(X) = T;’f(x)a’x - [Txf(%) dx:r_

Koristedi (4.6.8) dobijamo |
D(aX+b) = E{aX+b)'—ElaX+b) = a*D'(X),

tli

(4.8.6) s = |2 Ox -
Ako su m i ¢ aritmeticka sredina i standardna devijacija a.p. X, tada je
_ X —
wsn  E[(XER)-o, p(=) = 1
s o

a promenljivu ™ vazivamo standardizovanom promenljivom od a.p. X.

Kod uniformnog rasporeda je

X,

E(X) = — fxa'x=i_+—"i~

X, =Xy o 2
2r0Y 112 B (5c1+x2)2 X, x, ) ,i
D)= oo | e - P - g
. 3
DIX)= o= L; (3¢, x,) -

Neka opet dva skupa uzroka {c¢} i {c¢'} dejstvuju na ap. X i ncka
su Fi(x) i Fa(x)respektivief.r. a ap i ag = 1—o koeficijenti ponderacija.
Ako sa E;(X) i E2(X), D} (X)i D;(X) oznadimo njihove odgovarajuce

131



antmeticke sredine i varijanse, varijansa od a.p. X, kada istovremeno dej-
stvuju uzroci {ci'} i {c."}, bice

DE(X) = jx’d [oz.F,(x) + aze(x}] - EZ(X).
Koristeci (4.5.9) i (4.6.9) imacemo
(48.8) D*(X) = o, DI(X) + o, D}(X)

ili
(48.9) 6= Va,6l+a,0]

Ovaj se obrazac neposredno prosiruje i na slucaj od = skupova uzroka

Tt
(4.8.9) s= |/ > o of
1=

Otuda, zmajui o, t %, i =1, 2, ..., n, moZemo o odmah 1zra¢unat,
U slucaju da je m = 0, varijansa se svodi na drugi obitan momenat, 1j.
+a

o~ E(X") = [xid Fla)

-0
Za merilo dispersije moZemo uzeti i aritmetiCku sredinu visih stepena
otstupanja a.p. X od E(X). Videli smo da prvi stepeni ne dolaze u obazir.
Takode ne dolaze u obzir i svi ostali neparni stepeni zbog potiranja izvesnih
pozitivnih i negativaih vrednosti. Ako je raspored simetri¢an u odnosu na
aritmeti¢ku sredinu a.p. X, aritmeticka sredina neparnih stepena otstupanja
(X —m) jednaka je nuli, 1j.

T+

ako je
Fim—x)=1-F(m+x).
Zatwo Semo sc zadriati samo na parnim stepenima otstupanja (X — m)
i posmatrati parne centralne momente

Mar = E(X-m)*

1 za merila dispersije uzeti 2 k-ti koren te vrednosti, 1.

48100 o = + N EX-m)*

Neka je raspored prekidan i uniforman, 1. neka su vredmost xj,
. . 1
X2, ..., xu koje moZe uzed a.p. X Aapr=pr=...=py=—, Tada
n
s¢ (4.8.10) svodi na.

zRf1 »n 2R
(4.8.11) O = /Z{:E £, ,
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gde jé £y = xy—m a k pozitivan ceo broj. Za k = 1 imamo standardnu

devijaciju
1 2 2
= /i3
9 n vzq ¥

Pretpostavimo da svi £, nisu nule, tako da je o2 > 0 za svako k. Sian-
dardna devijacija je domja granica miza {Gu}, tj.

(4.8.12) o, = Min oy

tg k<o
Zaista, uzmimo koli¢nik
o 1
Y 2R el & 2Rk 2%
—_
ok n f;’,Ev n ELEV

0'2 b 1 b2l 2 - n 2\ k
v n v}-: | EV L (‘%\" EV)
Ovaj ¢e izraz biti vedi od jedinice ako je potkorena vrednost veca od

jedinice. Za k = 1 potkorena vrednost jednaka je jedinici. Pokazaéemo da ée
za k= 2 biti veéa od jedinice. U tom cilju pisacemo

ARE _ REr-UZE

noov\2 n 4 noz z V%H-
(Etg") EIE"+ ZEVEP' iv
Kako izrazi
no_. nos 3
(n_—l)y_Z_#E\, i ZHZE!.LEV) V#P1

imaju isti broj ¢lanova i pretstavljaju simetri¢ne funkcije i kako je uvek
4 4 2 z
Ef‘+ Ey > ZE’J. Ey
kad je Eu# Ev, to je

n . n 2 .2
- Z & > 2% ELE]

e je
n3 £}
— > 1
2 F] 2
(v=1 E"}
tj.
LN
&
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RULEE T e R

. da:’i;fo sad pretpostavimo da ncjednakost owm/os > | vredi za neko k,
]. ' .
nk-l éi E:,k
£ %)
dokazaéemo da ée ta nejednakost vredeti i za k+ I, tj. da je i’
nk§1 Ei-ku

(4.8.13) W > L.

>1,

Ovaj izraz moemo napisati u obliku

n a\k 12 .z =
(\:2’1 Ev) —ﬂ— é}_ EV ) (
Da bismo, dakle, .dokazali (4.8.13), dovoljno je pokazati da se zbir
2z ,E? neée smanjiti ako mu svaki &lan respektivno pomnozimo sa £2fol,

v=1i

tj. pokazati da je razlika

. 2
(4.8.14) 2": E,ik F;g _ é Efk. ~>0.

V=i 2

Ako iz izraza na 'levoi strani izvudemo { § £2}71, dobi¢emo
y=1 .

AR UL E

et
: i N _2k+2 n 2k+2 2 2k|
h '211_: Ez {’?ELE,, “v-LE’v IE'EPEV }_
vei 7
1 no_sk+z M a2k
- g g
E {e-0ge A
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n n .
Kako su i ovde izrazi (n—1)  E'"*i T £} E' ~simetritne.
y=1 .y
funkcije i imaju isti broj ¢lanova i kako postoje 1 i v tako da je Ep# &,
tj. da je

[Eff“Efk)(Eﬁ—Ei) >0,

to postoje Eu i £, tako da je

E:Liz-fz_'_zzk-t-z > EP‘ EPL :
.Zatoie ‘
: {( e > 0.
FTALNE VL

Ve 1

Tako smo dokazali (4.8.14) pa time (4.8.13), odnosno (4.8.12).

Medutim, standardna devijacija veéa je od srednjeg apsolutnog otstu-
panja u odnosu na sredinu i medijanu. Zaista, lako je pokazati da je i
kod apsolutnog otstupanja '

E(‘lX—ml) {E;rngi('}( m|)
pa je
' B(i¥-mi) < [/ E{jx-ml’)

Kako je
E([x—ml)> B[ )

to imamo slededi redosled merila otstupanja

@1y E(x-p.l) < E(Ix- ml) < o< ow, k= 23,

4.9. Ceblievljeva teorema. — Slitno intervalu varijacije ili inter-
kvantilnom intervalu &esto se upotrebljava interval (m — oo, m + wo) Sija-
se sredina poklapa sa aritmeti¢kom sredinom. Ukoliko nam je poznat raspored
masa, tj. f.r. F(x) moéi ¢emo uvek da odredimo ukupnu masu koja leXi
u tom intervalu

mya

I A7) = F(m+oa6) — F(m —00).
m-o0 ‘ :

Cebxéevljeva teorema omoguci¢e nam da dobijemo pribliZan podatak o toj
masi i u sluaju da poznajemo samo m i 6. Ona glasi:
MNeka fe g(X)>0funkcqa ap. X a S skup talaka X za koje je
X) >, gde je t > 0. Tad

4.9.1) P(5) < =3
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Dokaz je neposredan. [2

+00
o

E[e00] = | gt dFe0r > [geodFoe > f!a_'ﬂx)_,

-0 g

tj. na osnovu (4.5.15) i (4.2.1) -

E[e(x)] = ¢+P(5).

U specijalnom slutaju g(X) =(X—m)?2 i ¢t = a2, § se svodi na
’X_ml = o0, pa je

49.2) Pr. {]X-m]) «o} < L

Do rezultata (4.9.2) do3ao je Bienaymé. Otuda u intervalu (m — 2o, m + ac)

ima najmanje (l - od ukupne jedini¢ne mase rasporeda sa aritmetickom
Ly . : .
sredinom m i standardnom devijacijom o, tj.

at—1

“2

(49.3) P,.{ﬁ—'ao< X<m +w} >

Granicu nemogude je povedati, jer se leva strana moZe dostici.

az
Ako u (4.9.1) stavimo g(X)=(X—m)2* i ¢ = at'cir, tada je

{
. (4.9.4) Pr.{lX— ml > oy sz} < _EF
i u opStem sludaju ovaj e obrazac biti precizniji, tj. za interval iste duline
(m—c, m+c) modi ¢emo da tvrdimo da lezi veéa minimalna masa ako
upotrebimo ozx umesto ¢ = oz2. U praksi se, medutim, najvi$e operige sa o
i vaino je naglasiti da postoje slucajevi kada sa ¢ moZemo posti¢i veéu pre-
ciznost nego sa Gag.

Naime, ako je
k
: - Oap \R-1
(4.9.5) 0, < ¢ < (—?“i) s,
. 2
onda je vedt brof Clanova za koje modemo rvrditi pomocu standardne devijacife

o2 da lefe u intervalu (m— ¢, m + ¢) nego pomolu oz (k > 1).
Zaista, za £ > 1 na osnovu (4.8.12) je

(<l
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1j.

sz<(

Pri tome, postoji broj ¢-takav da je

o < <(°2’*)'Loz

Stawéemo K=—, tada je & > 22% - |, Zato u otvorenom intervalu (m—c,
0‘2 1]
m.-+ ¢) ima bar

tacaka {x,}, svaka optereena masom 1 . Stavimo li pak K1 = £ , bife

n o2k
C.
K, >-2 =1
Ok
pa u istom intervalu ima bar
7.
4.9.6) y=n- -k
tataka {x,}. Zbog (4.9.5) uvek jc y > 0. Otuda
X=y = K2 (K K )
Kako je
Kz_th.= o c** __c (sz_ Czk-zoz) >
: o; 022; o, Ozzi? 2 £
; k
> ct 2k (_Cjz_h)k_'fz(k—ﬂozk—z 2| _
02 025 Oak \ o, z O [ = 0)

odnosno Kﬂ—Kl >0, 0 je x >y Time je tvrdenje dokazano.
Prema (4.9.6) u intervalu (m—¢, m + c) leZi bar

(4.9.7) y = n- -kn-f-k- = n—f(k)
taéaké, gde je

n Zk
(49.8) k) \,21( _?é_v )
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e ey LI}

Stavicemo B, =‘§. Prema pretpostavci nisu svi £, nule; uzedemo samo
c

njih u obzir. Tada izabravii celishodnu numeraciju, mozemo pisati

Fp= Z 85, (B>0).

Prema (4.9.7) izvan zatvorenog intervala (m —c, m -+ ¢) nalazi se manje od
F(k) tataka skupa {xy}. Primetimo da je

ARy>0,  J0)=m

Sy =3 BriogBh,  £(0)=log(B\Bye...Bm).
Kako je . L
F) =5 Briog?B  fRI>0,
to f'(k) stalno raste. |

A. Ako je f'(k) stalno negativno, tada f(%) stalno opada i kako je
F(k) >0, to mora postbjati lim f(k) > 0. Otuda dolazimo do ‘zakljucka
: ' k

> @ .
da ¢e ovde preciznost biti utoliko veta ukoliko je % veée (dijagram (4.9.1)).

A | . f(laﬁ

Y

o
Dijagram (4.9.1) A Dijagram (4.9.IT)
B. Ako je f'(k) stalno pozitivno, tada f(k) stalno raste i preciznost

¢e biti utoliko veca ukoliko je k& manje. Najvetu ¢emo preciznost imati za
k =1 (dijagram (4.9.1I)). :

C. Ako je f'(k) za izvesne vrednosti od k pozitivno a za izvesne nega-
tivno, tada mora postojati jedno v za koje je f'(w) = 0, tj.

= Bi logp, = 0.

Kako je f"(m) > 0, 10 je f(x) = min. Ako stavimo B = [n]lika=[n]+1
1 ozna¢imo e

ko) = min { f(k,)}

re12
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najveéu preciznost, imacemo za k = ko (dijagram (4.9.I11)).

Sk}

m \
e
Ul | ey

4 bf 1 k2 b
Dijagram- (4.9.I1I)

4.10. Mecre asimetrije i spljolitenosti. — U 4.8 napomenuli smo
da su kod simetri¢nih rasporeda u odnosu na aritmetitku sredinu m svi
centralni momenti neparnog reda jednaki nuli. Prema tome, svaki centralni
momenat neparnog reda mogao bi biti uzet kao merilo asimetrije jednog
rasporeda. Najprostije je uzeti treéi momenat ps i da bismo ga sveli. na
nultu dimenziju, podeli¢emo ga jo§ sa o3 Na taj nafin dobijamo jednu
mery asimetrije .

Ha

(4.10.1) Y1 o,

Kod unimodalnih neprekidnih rasporeda y = f(x) pretstavlja jednu
krivu koja moZe biti simetricna, ako je y1 = 0, i asimetritna u odnosu na
modus, ako je y1 # 0. Ako je tako asimetri¢na da je duZi deo sa leve strane
modusa, tada je Y1 < 0 i obratno, bice y1 > 0 ako je duZi deo sa desne strane
(di}iagram (4.10.1)). A '
:

B"lLO &1 >0

Mo } Mo
Dijagram (4.10.I}

Svodedi detvrti momenat na nultu dimenziju podelom sa ¢! i uma-
njujudi za 3, tj.
_ M4
(4.10.2) Y,= ot

dobijamo koeficijent vz kao merilo spljos‘tenoéti jednog rasporeda. Vrednost 3
uzimamo za standardnu vrednost koeficijenta y2, zato $to je dostize kod
t.zv. normalnog rasporeda o kome ¢emo kasmije govoriti. Ako je vz > 0,
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kriva y = f(x) imae spljosteniji oblik ‘od krive normalnog rasporeda (N)
i obratno za vz < 0 (dijagram (4.10.I1).
¥4 '

Dijagram (4.10.1I)

Cesto se umesto koeficijenata y; i yz upotrebljavaju koeficijenti

4.10 ‘;) [3 = 2 = ﬁ 3

(4.10.3 L=, s
- = e

(4.10.4) By=y,+ 3 = H§

Pored ovih koeficijenata postoji jo§ nekoliko koeficijenata asimetrije.
Tako je K. Pearson dao sledeéi koeficijent

(4.10.5) - -"% ,

koji postaje nula kod éhnetriénih rasporeda, poto se tada modus poklapa
sa aritmeti¢kom sredinom. Ukoliko raspored nije mnogo asimetridan, moZemo
Koristiti empiritku vezu (4.6.16) i modus zameniti medijanom, tj.

(4.10.6) o Am—pe)
Za veliku klasu rasporeda sa umerenom asimetrijom (4.10.5) svodi se na
" '\}1 ( Y2 + 6)
4.10. =
(4.10.7) Y07 35,6y 46)

Videli smo da je treéi centralni momenat s jednak nuli ako je raspored
simetri®an u odnosu na aritmeti¢ku sredinu, Medutim, obratno ne vai,
jer iz pg = 0 ne sleduje neminovno da je raspored simetritan. Da bi bio
simetri¢an, potrebno je da svi neparni centralni momenti budu jednaki nuli.
To svakako pretstavlja jedan nedostatak koeficijenta ¥1. Slino vaZi i za
koeficijenat ya.

Napomena : Koeficijenti B1 1 B3, odnosno y; i vz, testo se nazivaju
koeficijenti asimetrije i spljoStenosti.
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4.11. Aritmetitka sredina_zbira i proizvoda aleatornih pro-
menljivih. — Neka su X;, X2, ..., X¢ alcatorne promenljive. Linearna

kombinacija tih promenljivih, tj.

k -
{(4.11.1) 2= ;X
. i=1 .
bice takode jedna aleatorna promenljiva. Neka je P(S) fiv. od £ a njena
f.r. bice
112 O(Z) = [dFly o, o).

$
gde je S oblast definisana nejednacinom

&
T a;x <7
i=1

a Flx1, x2, ..., x) fir. skupa a.p. X1, Xo, ..., Xe. Sada je

+ o0

(4ll3)E(Z)=JZQ/G(2J =J\(a$x1+ QX+ ”+akxk)dF(xan" '

—_— Rh
Kako je integral
-+ 00 -~ .
ce Iy .
j J afi (x|n"'1x£-1)_x1!xi+11---‘xk)
-0 — X
e
2-1

funkcija marginalnog rasporeda, tj. F(x;), 0 se (4.11.3) svodi na

+

k
EZ)= Ta | xdRix
&
4.11.4) E(Z)= .ZlaiB(XfJ

pod pretpostavkom da svi E(X) postoje.
Napomenimo da je (4.6.10") specijalan sludaj od (4.11.4).

Obrazac (4.11.4) neposredno se proiruje i na opstiji sludaj, kada je

k
Z = izi a; g(x;)
Aritmeticka sredina od Z je tada

kR - .
(4.11.4) E(Z)= %aiELg(Xf)]
Aritmeticka sredina proizvoda od k a.p. X1, Xes'- > X 1.
(4.11.5) =X X,... X,
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je
(a116)  E(Z)=- J X%y dE(x %, %)
- R
Ukoliko su a.p. X1, ...., X medusobno nezavisne, tada je na.
osnovu (4.2_.13) .

F(;’c|:x2$"-)xk)—P(X x,,Xzéxz,.; ngxk)*
- P <) = £ Rta

tako da se (4.11.6) svodi na

(4.11.7) E(Z)= EXJERX,).. EX,)

pod pretpostavkom da svi E(X,) postoje.

Varijansa linearne funkcije a.p. X1, Xz, ..., Xz, 4. od
I-SaX,

bice
D(Z)=E{Z-Z),
gde je . .
Z~E@)= ZaX, X=EX)
Dalje je '
3 x — 42
wis D(z) = E[z a, (X%} =

z aZD*{X)+ 2 ’2 2 a; a; E(X; ~ x,)()g x,) i .
Ukohko su a.p. Xi, Xz, .» Xy nezavisne medusobno, tada je

EX =X -X)) = E(Xr)—(i) E(X-%)=0,  i=y,
tako da se (4.11.8) svodi na
(4.11.9) DH2) = i a2 D*(X,),
=)

pod pretpostavkom da svi D2(Xy) postoje.

Ako imamo dve a.p. X i ¥, koje su medusobno nezavisne, aritme-
ticka sredina njihovog zbira je

(4.11.10} E(X+Y) = EX)+E(Y),
varijansa :
@111 D*(X+Y) = D*(X)+ DY),
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a! aritmeti¢ka sredina njihovog proizvoda

(4.11.12) E(XY) = EX)E(Y]. |
Ukoliko aritmeticke sredine od Z=X—Y i ¥ postoje (tj. konaine

su i potpuno odredene), tada i X postoji, tako da je

(4.11.13) E(X-Y) = E(X) - E(Y).

Obrazac (4.11.13) neposredno dobijamo iz (4.11.4) stavijajuci a1 = 1, a2 =— 1.

4.12. Karakteristitna funkcifa. — Po detiniciji Kkarakteristiéna
funkcija a.p. X je olekivana vrednost (aritmeticka sredina) funkcije e, tj,
. -0
. EX ity :
(4.12.1) @ (1) = E{e™) = Je dF(x).

-c0

Integral {4.12.1) pr‘etstavl)a jednu neprekidnu funkciju realne promenlnve L
On je apsolutno i uniformno konvergentan. MoZemo. ga pisati i u obhku

¢, (1) = a(t)+ i1b(i)
a njeg_ov modul ne moZe biti vedi od 1, tj.

+0a
(412.2) lo (t)] < Jle”"}dﬂx) =
posto je |e®| = 1.
Ako integral
400
"(4.12.3) ' J ixe'™ d Fx)
~o0
ima smisla, tj. ako prvi momenat
o, = J e | dFx) -
-o0

postoji, tada je mtegral (4.12.3) apsolutno i uniformno konvergeman i pret-
stavija prvi izvod karakteristitne funkcije po ¢, tj.

420
t
—————Jz’;( ! = Jixe“"df'(x).

Tako je
9(0) = ia,
a takode analogno’ dobijamo i :

4.12.49) e e e

..........
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ukoliko momenti s, ..., a, postoje. Dakle, uzastopni izvodi kasakta-
ristitne funkcije za r = 0 daju uzastopne obi‘ne momente a.p. X.

Ako svi momenti postoje, g (f) imade sve izvode. Obratno, ako se
karakteristi¢na funkcija moZe razviti u red u okolini tatke ¢ = 0, tj.

o b it)’ (it)"
(4.12.5)@K(r)=1+ ita, ¥ ——— o, + L—-—-a + -+ w, +0(t"),

2! 30 n!

koeficijenti toga reda odreduju momente od X

Ali, ako svi momenti a.p. X postoje, nije dovolino formirati red

_ (it)?
+ita, + 5] ot

da bismo dobili karakteristitnu funkciju »(¢), jer taj red ne mora kon-
vergirati. Da bi konvergirao u razmaku | ¢! < p, treba da grani®na vrednost

nf
lim (——'l‘
77—ty O n.

odnosno, koriste¢i Stirling-ov obrazac (2.2.1), da grani¢na vrednost

n

Xn
lim
n—» o0 41
postoji.
Kod prekidnog rasporeda karakteristi‘na funkcija svodi se na
(4.12.6) @ t) = T p,ef™,
v

Ovaj red je apsolutno i uniformno konveréentan bududi da je :Z. py=1
Kod neprekidnog rasporeda k.f. (karakteristitna funkcija) bice

s

(4.12.7) P (1) = jé’dxf(x)a’x.

Moze se pokazati da ¢ (£) >0 kad ¢+ + .
K.f. ma koje funkcije g(X) je
E[eitg()()]
U specijalnom sludaju za g (X) = aX bide
(4.12.8) 011 = E(e™ = ¢ (at)
azag{X)=aX+b

o [l kb)) spe
(4.12.9) Pplth = BT ] < ot © (@t
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tako da je karakteristi¢na funkcija standardizovane promenlijive
- _imt

(4.12.10) ?,

. , 5 _ :
Neka su X i Y dve medusobno nezavisne a.p. sa respektivnim k.f.
ox(t) i @y(t). Zbir ove dve a.p. pretstavlja takode jednu ap. Z=X + Y

sa k.f. tpz(z) Kako je _ _ _ _
CP (¢) = E(eztz - E[eit‘()ﬁ‘f):} _ E(eiéx) E(_ei”).%

= @,(t) ¢, (1),

po§to su X i Y nezavisni medu sobom, to vxdnno «da je kf. zb:ra dve a.p.
jednaka proizvodu njihovih kf. c o

Ako je

(4.12.11)

Z=X 4%+ +X,,

neposredno dobijamo proirenje rezultéta (4.12.11)
(4.12.12) P, ) = @ (7 prz{fJ o tpxr{lﬂ )

4.13. Karakteristi*na funkcija druge vrste — Kumulante. —
Neperov logaritam karakteristi¢ne funkcije @5 (£ tj.
(4.13.1) g, (t) = log (1)

- pretstavlja karakteristiénu funkciju druge vrste. Kao primer uzmimo prekidan
raspored. K.f. je _

(p,(t)= Epv cos tx, +z‘2p'sintx'v,

koja pretstavlja jednu- kompieksnu funkciju. Zato je potrebno precmrau
deterrmnacuu logantma ove funkcije. Posto je (p(O) Z ?v = 1, uzecemo
da je ¢ (0) =

Iz (4.12. 11) dobljamo neposredio za zbir dve ap Z=X+ Y
4132) b (b = i)+ (1),

1. k£ druge vrste zbira dve a.p. jednaka je zbiru nnhovnh k£, druge vrste.
Takode je za zbir od n promenljivih Z = X1 + Xz + ... + X

(4.13.3) Wity = q’xf” + d,sz(f) +oo0 F q)x,,
Kako je
g () = Pylat),

(4.13.4)
G ()= ibt + r.|)x(af)
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URE NIECy

to je k.f. druge vrste standardizovane a.p. :Y_d—_m-
' imt ot
(4.13.5) ‘|’x. "o + LIJX(;;)

Kako uzimamo da je ¢(0) 0, razvitak od ¢x(:) u okolini tatke
¢t =0, biee .

(4.13.6) . cprt)— ik, + L _ (zt;

2 k2+ ( n)
Koeﬁcuenn k, nazivaju se kumulante il senu-mmmmue Prvi naziv doéao
je otuda §to sabiranjem dve a.p., kumulante njihovog zbira dobijamo sabi-
ranjem kumulanata tih a.p. Drugim relima, ako su k,” kumulante ap. X
a &, kumulante a.p. Y, tada su kumulante ap. Z= X+ Y

b=k 4k
PotraZimo jo} vezu izmedu kumulanata i momenata jedne aleatorne

promenijive. Ako formalno u (4.13.1) funkcije ¢ i ¢ zamenimo njihovim
redovima (4.12.5) i (4.13.6), tj.

@- '.tv '
{1+z”) V]= S W,

v=1 v‘-

odnosno
D )
© (i)Y LTk
(4.13.7) (+ 3 g, =&

va1i Vl

razvijanjem desne strane od (4.13.7) u red i izjednatavanjem koeficijenata
uz iste stepene promenljive ¢ dobijamo sledede veze

k=a,=m,
k,=a,— aj = o°,

k, = oy— dot,x, + 20

k= o, — 4,0, — 302 + 120:12052——60:? ,

(4.13.8) , |
k = _5(1 Ot —1Da 0£3-+ 206\‘.120(3 + .3'0'0(1 a: —
—60:: a 4+ 24-a o
ko= o —bo, o, — 15@205*-!— 30oc [+ —10::13 + 12002, 00, —

—1200} o, + 300 — 27001:(1;'-!—3600[?0(;- 120 f ,

-------------------------------------



i obratno
a,= k,
o, =k, +k,
o, = ky+3kk,+ kf,
a —k4+3k +4kk + bkik,+ kY,
(4.13.9) C :
oty = kgt Sk.tk4+_10k2k3+ 10k k,+ 15k,k; +
+ 10k k, T k{5 -

0= kg Bk, +15 k. ky+ 15k2k, + 10k + 60% R, k,+

+20k3k + 15k3+45k2k2+15k4k + k?

-------------------------------

Kumulante moZemo izraziti i pomocu centralnih momenata, pa se obrasm
(4.13.8) svode na

k=,

kR,= Ht, = o*y

Ry= L
(4.13.10) .

ky= pg= 32,

k= P‘s—-lOP':H“a‘ :
k= = 150, pp—10pF + 3043,

tako da Kkoeficijente asimetrije i splioétenosti (4.10.1) i (4.10.2) moZemo
napisati i u sledecem obliku ' ;
4.13.11 L L7

( ol ) Yi_ k:/z ? '_YQ k:

4.14. Odredivanje zakona verovatnoée pomoéu karakteﬁsﬁéne
- funkcije. — ST

I. Neka je raspored prekidan. Poznata je kf. a trazi se da se odredi
Z.V.y tj. vrednosti Xy 1 - Formirajmo funkciju

(4.14.1) gt ) = @(t)e
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Smenom (4.12.6) funkcija g (z, %) postaje

g(f’,x} = vaeit(xv-x) -
(4.14.2) Y

Zp,cost(x,~x)+iZp,sintlx,~x)
v . : v

i odredimo njen odredeni integral du? ma kog intevrala duZine ! na't—osi, tj.
o o+l
t
(4.14.3) Tjg(t,x)df,
%
pustajuci pri tome da /- @. Integral pretstavlja jednu funkciju po x a
“trazimo vrednost :

| {
4144 Hiz) = lim Ijg(t,x)df.
. - ©

Ako je x 7 xy zasvako v=1,2, ..., integral [ g(z, x) dx ima zbog (4.14.2)
. @ '

ogranienu vrednost, bez obzira koliko je , tako da"H(x) =0 kad [+ .

- Ukoliko je x = x,, . ' ) -
1 ) .

Hix) = ijvdt = py-
W
0 za X #£ x
Hix) = { .
Uy

mx=x,. . .

Otuda

(4.14.5)

U praksi se za / uzima jedna velika vrednost i konstruiSe se funkcija
H (x). Apscise maksimuma biée_ traZene vrednosti x, a ordinate tih maksi-
muma bice vrednosti p, (vidi dijagram (4.14.)). - -

!

|
t
I
i
t
3
1
1
1

_B

) -

Dijagram (4.14.1)

II. Neka je raspored neprekidan. Poznata je kf. a trazi se da se
odredi z.v.,, tj. funkcija f(x). Pre nego §to predemo na odredivanje funkcije
f(x) pomoéu kf. g,(r), potsetimo se drugog stava o srednjoj vrednosti
integrala i Dirichlet-ovog integrala. '

Drugi stav o srednjoj vrednosti integrala glasi;
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1) Ako funkcna g(x) ne raste u intervalu (a, b) a funkcija f{x) |e
integrabilna, tada je
¢

(4.14.6) Jg(x)f(x)dx = g(a+o) j.f xydx a<t< b,

2) Ako funkcua g(x) ne opada u mtervalu (a, b) a funkcija f(x) je
integrabilna, tada je
b

5
(4-14-7) a J (x)flx)dx = g(b=-o0) Jf{x) dx, axt k.
a .

Pod pretpostavkom da je funkcija g (x) monotona, bez obzira da li ona
menla ili ne svoj predznak u intervalu {(a, b), drugi $tav o srednjoj vrednosti
integrala moZemo izraziti i ovako

b 1 b

(4.14.8)jg(x)f(x) dx=g fa +¢) j.f(x) dx + g(b— O)J;f(x)dx, a<t <b

a

Potsetimo se jo3 poznatih rezultata

sin x T
(4.14.9) | e de =,
. 'r:v . o dx ' 2
0 f nb . . T b
. sin nx . ;
J i dac = {im J. dx = lim sm.n:\f dy
X! . n-=%0 X Y] y
o -
gde smo uzeli smenu y = x/n. Tako je
' b
(4.14.10) lim J' wnnt = 2.
n oo X. . E 2
+ Dirichlet-ov inzegral je oblika
(4.14.11) Jf“‘“ sin ”.“’ dx, n>0
gde je f(x) ﬁ.mkm]a ograméene van]aa,}e u (a, b)
Dokazimo da je . :
b : ,
{ in ax .- F(+0) +fi-0
(4.14.12) lim —Jf(x i n..r dx = 7+9) +f(70) s
T one JT X - 2

gde je
fireo) = lim flo+e),
- E=0

fl-0) = lim f(o-¢€).
£E—>0
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Al Wb e -

_ Prctpomvmmm;pmda;ef(x)monomfunkcnau(a,b),gde;e
a =0, a b pozitimno. Izvr¥imo produlenje funkcije f(x) wzimajuéi da je

fxX)=0 =z x<a1_x>b
Zatoief(—0)=0,paiepotrebnodohuﬁdaie

b
sin nx
ltm — J.f €3]

n=rw 71

dx =ff+0f, |

ili kako je

b .
sin nx n
lim ‘[ : dx = —
n=» X 2
[+ . .
b

2
ltm — Jf(-!—o)

n->o T

to treba dokazati da je

sin nx

dx - ff+0),

sin nx

@ia1n lim —j[fm—fwo)] dx = 0.

Zaista, zax=-0, ﬁmkc:;a[f(x)—f(+ 0)] ima nulu za graniénu vred-
nost, Premamme,)ednomprozzvolmomalomunapreddatombro]u:odgo-
varace jedan broj 3, takav. da je

|f(x)—f(+o)| < e
z
o< x 8

Podelimo interval mtegracne (0, &) na dva mtcrvala (0, 8) i (3, ¥). Bice
& b

I[.f(x) ff+o)] I J

ancnyum&mmhodmdvam&gra]admg:stnvosredn)o’mdnosu
integrale, postaje

si nnx

I[fcx) fc+oJ] dx = [f{+0J ff+0)” = dx +

sin nx

+[f(s.)-' Fi+ oJ]{ .

dx + [f(&)-—f(+o)]f Si"x"x dx +
| .

3tn nx

+[re)- f(+o)]J - dx,
_ )
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gde je
0<E <3,

3 <E <b.
U svakom integralu figurike
Sin nx -
I dx,

X
o
gdesuainozitivnibroievi.Kakoie—l-smlno opedajuéa funkcijs u
intervalu (x > 0, B),topumenomdrugogsnvnosmdnmnvredmsumn

za siutaj pod 2) bice ¥
sm nx 1f
dxl=- = [stn nx di | =
o o
[+ ol
. ni‘
1 ‘ 2 P
='—~—J.sz'nnxdx<"—’ {a < E <ﬁ>).
an o
ne

S druge strane, kako je integral j'(mnx)[xdt konvergentan, mpomp
uvek;ednakonstantaAzako;u_ie .

3
sitn nx
~ j dx
X
14

<A.

Prema tome, bite
b
”[f(x)—fﬁo)] T da ‘ <|f@—fero)| A+

+1 43~ f+ o) ;123 + Iffb)-f(+o)|%a, <

2 2
<AE +|f8)- Aok + | fih) - ol 5
Izovogasledida,zadovohnovdikou,imagnl
j[frx; fi+0)
mozemo uvek udesiti pro:zvol;nomhm.immhdnjem
lim —-—J[f;x) - fr0)] T = 0

R0 I

sin nx dx
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a samim tim j
b
fim —If{)
[+

Vriedi smenn x=—-x, neposredno. dobijamo

lim "'"j]c x) sinnx dx = f("o):

.m0 T

Sin nx

dx = f(+o).

gde je a jedan pro:zvol;anneganvan bro;. Ukoliko su a i ¥ suprotnog znaka,
bi¢e tada

i - fl¥0)+ f{-0)
lim L f(x) 3in nx dy = FI+0) + f
n—»0 X 2

Najzad, ako su a ibd 1stog znaka'

Lim —ff(x ST e 0
n—aooJT
Neka suf(x) zv. a q:(:) kf od ap X. Dokabmo da je
<

(4.14.14) _ Hx)= — lim I"‘ “'cp(f) di,

2ﬂc
%

odnosnooako integralimo po ¢ u granicama od 0 do x stévljajuéi _
[=[_f, dokazimo da je ' |
0 = ¢ itx

[ R — - S
(4.14.15) Fx)— Flo) = 2— lzmj e wt)dt.

¢ it

-Dokaz. Posmatra;mo mtegral i

¥ = J oe ﬂP(f)df jd{ l:f "tydyJ ﬁua’F(u)] ;

~C

Proizvod integrala po y ipouije cha.n dvostrukx mtegral apsolutno kon-
vergentan, koji, ako u smenimo sa u + ¥, moZemo da piSemo i na -sle-
dedi nadin

Ja’ dF(u+y j dff(uﬂﬂdy,

tj.

+oo

Ief"“.[F(ﬁ+ %)= Flw)] du.

- ol
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Owaj izraz, majojiran sa
”[F(u-{-:x F(u]dul—lxl

-uniformno je konvergentan po L Mozemo, dakle, da integrisemo po t poc[
znakom integrala, pa je _ i '

+00 +(
g=] [erar [Fu+x)~ Fruydu.
odnosno R .
F= J 2sin cu [F(ua—x) - F(u)] du.
Znadi da je .
T g {2stn cu
}=J“7—@(f)dt= J—-~———- [F(u+x Fw)]du,
H
it -
*Ci_e—itx
Lim & @(1)dt = 2ot[ Fx)— F(o)]

-¢
posto smu primenili vrednost Dirichlet-ovog mtegra.la Otuda
-ity

- 1 F {~e o
Fx)~TF(o)= E;!ng—fE—m—@H)dt
ili
+90
. Lol iy
4.14.16 Flxy==—"| e “pt)dt.
( ) e P

4.15. Raspored zbira dve nerzavispe aleatorne promenl]ive.—-
Neka su X i-Y dve medusobno nezavisne a.p: sa neprekidnim raspor
Oznadimo sa Fi(x) i Fa(y) njihove- fir. a sa fi(x) i fa(y) njthove ZV,
Kako su X i Y medusobno nezavisni, to je f.r. aleatorne promenljive (X, Y)
jednaka proizvodu iz for. od X i fir. od ¥, 1j.

(4.15.1) Foe,yy = Fo(x) Fo(y)

iz Cega sleduje i

(4.15.2) NERIENACIFARD

Neka su G(2) i g(2) fir. 1 z.v, od a.p.
Z=X+Y,
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tako da je C
Q(z)= Pr {X+Y\<._ Z]’.

G- | [ fda dy =”,§ ) fo(y)dx dy = .
x+;gz X+yLZ -
(4.15.3) o 2ox |
=‘-ff,(x)dx f Hiy)dy,
"
(4.15.4) Gz)= IFz(z - x) dF, x).

Analogno smo mogli dobit
(4.15.5) Gz} = fl’j(z -~ dF(y).

Zakon verovatnoée od Z dobidemo diferenciranjem po s leve i desne strane
jednatine (4.15.3). Kako je z.v. fa(y) jedna ogranitena funkcija za sve vred-

nosti y, to moZemo diferencirati pod znakom integrala, pa je
(4.15.6) : 8(z) = Ifi(x)fz(z-x)dx.

Otevidno da‘analogno moZemo dobit

(4.15.7) g(2) - J‘fl'(z—y)fzfy)dy-

Korid¢enjem obrasca (4.15.6—7): moZemo takode odrediti aritmetidku
sredinu i varijansu od Z. e '

E(Z)= fzgrz)dz%j jz)g(x)fz(z—x)dx dz .
Smenom y = z—lx—cboiéc )
B(2)= | [ fico i dedy = BRI+ ERY).
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Takode je

+

o0 +00

D(Z)= j z-E{X) - E(Y)]zfi(x) fzfz—._x') dx dz

ge—

+00 40 2 '
= j J {[x ~EX)] +[y—E(Y)]}'fg(x) Ay dx dy =
= D*(X) + D*(Y).
Dalje imamo
(4.15.8) By = Mg+ Py

(4.159) Ba = B+ 6 ppp, U4

gde su pa', ps ' ... centralni momenti od X, a pa'’s s’y s . ..
centralni momenti od Y.

Napomenimo da obrasc (4.15.4) i (4.15.5) vaZe i u opStem sludaju
(a ne samo kod neprekidnog rasporeda). Medutim, ti e izrazi biti neodre-
deni za one vrednosti Z = X + Y, za koje X i Y pretstavljaju tatke diskon-
tinuiteta funkcija rasporeda F1(x) i Fe(y). Tada po dogovoru treba pret-
hodno precizirati vrednosti Fy(x) i Fs(y) '

Zakon verovatnoée _g(s) moZemo izraziti i pomocu kf. i(s) i pa(e).
Naime, iz (4.15.6) primenom (4.14.16) dobijamo

1 400 +o0
-iH(z~x)
glz)= o If,(x) dx J.e e cpzlt)dt,
n—oo -0
{ “+0 o )
tz ttx 3
8z) =75 je‘ p,(#) | " fi(x) dx .
2n CH 27, 1
tako da je
1 400
(4.15.10) g(z) = o Ie_“z ©,(t) @,(¢) dt.

To je, medutim, olevidno, jer kf. od g(s) je ¢1- 92, 2 (4.15.10) svodi se
na (4.14.5). _

'4.16. Raspored koli¥nika dve nezavisne aleatorne promeﬂjlve.-—
Neka su X i ¥ dve medusobno nezavisne a.p. sa neprekidnim rasporedima:
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Outiatimo sa Fi(x) i Fa(y) njihove fr., sa f; (x) i f2(y) njihove z.v. a sa
9:(r) i 92(r) njihove kf. Neka su G(z) ig(g) fir. i zv. od ap.
@16.1) Z= % ’

{ odredimo g (z). Da bi problem bio odreden, pretpostaviéemo Kod drugog
‘rasporeda da je 1) F2(0) =0 i da 2) E (¥) postoji.

Imaino
. X _ . o
Glz) = Pr{? < Z} = ”f(x;y) dxdy =
. ) ggz
‘ _ ‘ “o, Iz
T = |Jhmsmdedy = [ dy [ £t
- 3= ° -
tako da je - .
(4162 Gy = Jlﬂfyz) d'Fz(y), :
- ili, pod pretpos;avkom da moieing da d.iferenciramo pod znakom integrala,
(4.16.3) sz)_f“fyfzty)ﬁ(yz)dy.
Izrazimo g(2) pomoéu kf. ¢(z) i 94(e)
. LB 1. o)
1 -t
8(z) =7 f J.yfz(we “ o it) dt dy.

Kako je za svako : moduo podintegralne funkcije maniji od funkcije 200
koja je integrabilna u razmaku od 0 do + « (na osnovu pretpostavke 2),
to moZemo izmeniti red integracije pd je :
; e o ,
81 =5 ot [ 190 A dy
-0 'D

Zbog pretpostavke 2) moZemo diferencirati k.f. ‘po ¢ pod znakom inte-
gfala: Pa ]e ) +o0 ) . 1

1 . .t
(4.16.4) gfﬂ*zﬂ_i fwruozf—tz)a’f.

4.17. Konvergencija niza aleatornih promenljivih. — Neka je
X1, X5, ..., Xn, ... niz aleatornih promenljivih. Po Cantelli-u X,
konvergira u verovatnodi ka nekoj konstanti 4 ako, za svako £ > 0, verovatnoéa

B{lx,-Al< g} -1,
kad # - .

156



Kazaéemo da X, konvergira u verovatnodi ka nekoj a.p. X, ako pro-
menljiva X, — X konvergira ka nuli, tj. ako, za svako ¢ > 0, verovatnoca

P XXl <E} -1,
kad n-> .

Uzmimo kao primer relativnu frekvenciju broja ostvarenja oekivanog
dogadaja fn = m/n. Ako je p odgovarajuéa prosta verovatnoda, tada je
na osnovu Bernoulli-eve teoreme (2.15) za svako pozitivno ¢

B{lf-pl <€}t

kad n—+ ©. Otuda f, konvergira u verovatnoéi ka p.

Slitno Cauchy-u, Slutsky je dac kriterijum za konvergenciju u vero-
vatnodi. Pretpostavimo da X, konvergira u verovatnodi ka X. Tada za svaki
par proizvoljnih pozitivnih velifina e i % (4 < 1) moZemo da pidemo

(4.17.1) Pr.{lxn—xk E} > 1-7
pofev od nekog dovoijnp velikog n, recimo » = N. Takode je
(4.17.2) Px{|Xm—X < E} > i-n

za svako m > N. Sabiranjem (4.17.1) i (4.17.2) i korid¢enjem Boole-ove
teoreme (1.7.2} dobijamo

@.17.3) Pr{lxn—Xm|< 8,} > 1-n,,
gde su n i m simultano veéi od N, a &1 = 2e § m =21,

Obratno, pretpostavimo da je za svaki par vrednosti ¢ i v nejednalina
(4.17.3) zadovoljena poev od n > N i m > N. Treba da dokatemo da tada
X P X, tj. da X, konvergira u verovatnoéi ka X. U tom cilju posma-
trajmo konvergentan red E e, Liji su Clanovi ¢, pozitivni i obrazujmo niz
Ny za koji je

(4.17.4) P’r:‘{lX ~ Xl < g } >'1—€\,, ' n>N,, m>N,,

$to je uvek mogude s obz:r-:)m na datu pretpostavku Ako udesimo da je prl
tome Nyp > Ny, (4.17.4) moZemo pisati u obliku

Pr{b( X, |<EV}>1—8\,.

Koriste¢i Boole-ovu teoremu (1.7.2) i (1.6.4) verovatnoéa da ée simultano biti

‘XNVI_ XN\J+1| & S

(4.17.5) X, H;— XNMI <€y,
1,XNv+p-_ X v+p.+‘l| < E‘“M’
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bide veda od 1 — Z &. Medutim, ako su sve nejednaine (4.17.5) zadovo-
liene, to ée zbir '

£ (0, x

Nye1

) - Xui_ XN2

pretstavljati jednu ap. koja konvergira u verovatnoéi. Dakle, niz Xn,
konvergira u verovatnodi ka nekoj a.p. X. Tada e, na osnovu (4.17.5), bit

P, - XI< S &} > =L 6.
S druge strane je, za n > Nj
| Px{]xn—x,vvl < e} >1-¢,.
Zato jer .
(4.17.6) Pr,{|xﬂ—_'x| <EV+§VES} >1-€,~ % &

zan > N;. Akosusadae iy dvh_prbizvdlin_a, pozitivna broja, moZemo v

izabrati uvek dovoljno veliko da zbir 22, + 2443 + ... bude manji i od
e i od 7. Kako je nejecdnatina (4.17.6) zadovoljena, to ¢e tada utoliko pre biti
(4.17.7) P?:{|Xn"X' QE} > 1=

za n > N,, 1j. Xup» X. Otuda

Slutsky-ev kriterijum : Potreban 1 dovol]an uslov da jedan niz a.p. X1,
Xo, ..., Xn, ... konvergira u verovatnoci je da za prmzvol;ne Dozitivne
bro;ewe e i v postoji takvo N da

Px'{l}('n—xml>’é} <7
gan>Nim>N. |

Neka je Z1, Zz, ... jedan niz a.p. sa pretpostavkom da aritmetitke
sredine E(Z )1 standardne devijacije D (Z ) postoje zasvakon 1 da D(Zs)+ 0
kad 7+ o, Koristed] Cebisevljevu teoremu (4.9) dobijamo neposredno da je

P{|Z,~E(z,)| <€} > 1 z(z DYZ,)

Kako po- pretpostavci D(Zs)+ 0 kad 1> ., % uvek mosemo da odredimo
jedno wkvo N da za Pr°13V01ln0 dats {va pozitivna broja € i v bude

(8.17.3) o N> = —g—;—)w zan >N,
ko da je .
(4.17.9; Pr.{izn— E(Z,) < E} > 1= ™

za n > N. Iz (4.17.9) proizilazi zakljulek da Z.p E(Za).
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Za a.p. kod koje varijansa teZi nuli, kazemo da je skoro izvesna.

Iz gornjega CebiSev je neposredno doSao do rezultata koji ¢emo iska-
zati sledecom teoremom: :

Neka su X1, Xz, ... medusobno nezavisne a.p. i neka je E(Xa) = ma
a D¥Xp) = og. Stavimo ,

17 n 1 n
In= 4% P_:‘;X,— i E,_(Z,,)=; 23 m; . |
Ako su svi o ogranideni zajednickom gormpom granicom a, tada Zatr E(Zs).
Naime, profirujuéi (4.11.11) na » a.p. i koristeéi (4.8.6) bice

a?

n ~
DA(Z,) ='%i§_:1 of <& =0, kad n> .,
Zato, aka je : ,
L a
e
bice zadovoljena nejednadina (4.17.8) tako da ZuP> E(Za)-

4.18. Konvergencija niza funkcija rasporeda. — Nekasu XiY
dve a.p. sa respektivnim fr. F1 (x)i Fo(y). Ako su x i s > 0 dva izvesna
broja, pokazimo da tada postoji veza

(4.18.1) |P2(x) — F,(x),l L EH {F,(a&E) - Fz(x—E)}
Zaistd, neka su a i b sledeée propozicije
a: |X—Y‘\<\€, b: Y%

tako da je

afh= Pe{1X-Y] < 2} bk = E,x).
Ako je . !
| BAX-vI<E) > g
iz (1.7.1) sleduje da’je }

(al)fh > B~ 7.
Propozicija (ab) zahteva simultano zadovoljenje nejednacina
Y- <X Y+E,

Y x%.,
Ta propozicija sadrzi propoziciju
c: XL x+¢&
pa je N
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Na isti nadin, ako sa ¢’ oznadimo propoziciju.

¢ X>x—§¢,
bice B - :
/h > @bk > 1-E)=7,
(418 ¢ < Flx)+.

Kako je Fi(x) If.r. od X, to (4.18.2) i (4.18.3) moiemb napisati u obliku
_F,(x-f- E) )'Fz(xJ—'q,l b
I=Flx—8) < Fyx)+ 9

(4.18.9) Fix-8)-9 < Fyx) Fle+€)+n.
Usled monotonije funkcija rasporeda mozemo pisati
(4.18.5) —Fx+€) - Fyx) < ~F(x—¢€),

‘tako da sabiranjem (4.18.4) i (4.18.5) dobijamo .

=n=F(x+E&)+Ffx-¢€) < EF) —Fy) L +E(xt+€)=F(x—€)
ili . :
| Fyx)= Fy) | < o+ Fy(x+ )~ F(x-€)
¢ime je gornje tvrdenje dokazano.

Neka je X1, X3, ..., Xy, ... jedan niz a.p. koji konvergira u vero-
vatnodi ka a.p. X. Neka su Fn(x) i F(x) njihove respektivne fir., t.

Faw) = Bo{Xa K} = L2,
E(.’K)= PT{X\<\DC}

Kako smo pretpostavili da niz konvergira u verovatnodi, to svakom paru
proizvoljnih pozitivaih vrednosti £ i 7 odgovara jedan ceo broj N, takav da je
{1 K= X[ < €} > 14

za n > N. Koristedi (4.18.1) dobiéemo .

ll:_‘n(x)—F(x)l  Flx—€)~ Fix- 8)4-'7.

Ako pretpostavimo da je F neprekidna u tacki x, to uvek moZemo izabrati
brojeve ¢ i % tako da desnu stranu gornje nejednadine moZemo - u&iniv
proizvoljno malom.. Qtuda Fy(x)+ F(x) u svakoj tatki kontinuiteta f.r.
F(x). Drugim retima, Fn(x)-> F(x) za sve vrednosti od x sem najvise
u jednom prebrojivom skupu tadaka koliko moze fir., s obzirom da je mono-
~tona, imati tataka diskontinuiteta. Otuda moZemo uvek odrediti F(x) ako
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nam je poznat niz f.r. {Fy(x)}. Ukoliko je F(x) jedna neprekidna funkcija,
konvergencija ¢e biti uniformna, tj.

Fax) B Fix).

Medutim, obratan stav nc vai, tj. iz konvergencije niza fir. {Fq(x)}
ka jednoj fir. F(x) ne mora da sleduje da odgovarajuéi niz a.p. {Xa}
konvergira u verovatnodi ka a.p. X sa fir. F(x). Cantelli je pokazao da je
potreban i dovoljan uslov da jedan niz a.p. {Xa} konvergira u verovatnoéi
ka a.p. X, da f'r. raztike X» — X konvergira ka nuli za x <0 i ka jedinici
za x > 0.

4.19. Grani¢na teorema karakteristine funkcije: Ako F.(x) » F(x),

tada i odgovarajuca k.f. pa(t) konvergira ka k.f. @ (t) funkcije rasporeda F(x)
i to uniformno u svakom konacnom razmaku promenljive t (|ef < T),

Dokaz. Po definiciji je

+00 +00

@ﬂ(t)-v fe”‘dF,,(x) i @(t)=je“‘dF(x).
Odredimo vrednost 4 tako da je —
A —A +a0
@ity - [e“"dF(x) = Je’t’dF(x) + Fe“"d?(x)' < 2.
Y e y
S obzirom da je || =1, 10 je
_A +od
et aFeal< FA), [ dFeol < 1-FlA).
2 |
Na isti nadin je i
A ~A s +eo
¢ (t)— J‘eft?a’F,,(x) = jeifxan (x) + feit“an(x) < 2 T
gde je - e !
[ dEe] < Fa-a), | e aF,eal < 1~ Fol)
-0 ' A

Uzmimo za A4 dovoljno veliku vrednost za koju je F(x) neprekidno i
Fl-A) <7, (-Fla) <.

S obzirom da smo pretpostavili i da Fa(x) - F(x), to moZemo odrediti jedan
takav ceo broj N da bude ,

|F,(-4) - PEAN <,

(4.19.1)
|£.(4) -~ Fla)| < 7,
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. .
| F(-4)<2ni 1-F(A)<29q,
ako je n > Ni. :

S druge strane je .

. A L o
I(pn(f)—cp(t) < He#’d[ﬁ,r.x)"“?(x)]l*' 2
ako je » > Ni. Podehmosadaranmk(—A,A))dmmmmmmhhx,
u kojima je F(x) neprelndna i za koje je _

O ma{xoea <,
gde je k jedan dat pozitivan broj, Tada je '
v+§

uxa’[F (x)— F(x)}Zem“ d[r-‘ (%)~ F{x)]-i-‘ZJ. s em')dl-_?(xl‘w:t}]"

Y '

-A

L
= S e S (0,F,~ 4,F)+ 3 (e e®) d [0 - Foxl],
xv
gde je
Lyel
AF, = f dF,(x),
’-'1»1
AF - jdfm
Kako je

b 4
i " .
e — e V= Jzte“"dx

a prema pretpostavci |t|<T,m§e

J'Itldx < Tlxe-x,) < -r]T
I,

|e®— ot
Zato je
Xvel

[te#== =) a[Eutsr - Fea] | < T(,F, - ,F)

x,.
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-, |
He“‘d [F 0~ F]| < S|AF,—AFi+ 29T
A . M

jer je
TAF, = ZAF =L
Stavljajuéi 7 =% i uzimajuéi da je 1 < ﬁf‘ bice
¢
o) = ot < SIAE-AF+ &

Dokazimo jo§ da uvek moZzemo odrediti jedno takvo Nz da bude
€
=|AF, - AFI< %

za n > Nz. Ako je ukupno p podrazmaka (v=1, 2, ..., p), to zbog
konvergencije F(x) > F(x) uvek moZemo odrediti jedno takvo Nz da

istovremeno bude _ c
|AF, - AFI < ®p

zasvako v= 1,2, ..., p. Akosa N(g) oznalimo vedi od brojeva Ni i Na,
to dobijamo da je

ep, (1)~ p(t)] < €

zan>N@eEilel<T

4.20. Recipro&na teorema: Ako karakieristicna funkcija palt) kon-
vergira ka nekoj funkeifi @ (1) i ako je ia komvergencija uniformna u okolini
cacke t = 0, tada odgovarajuca f.r. Fa(x) tefi ka fr. F(x) Cija je k.f. ole).

Dokaz ove teoreme svodi se samo na dokaz da Fu(x)—+ F(x) i daje
F(x) jedna fr. jer se tada na osnovu teoreme 4.19 neposredno izvodi
zakljucak da je o(¢) kf. od F(x).

Primedba 1. Na osnovu Bolzano-Weierstass-ove teoreme ograniceni
skup talaka na jednoj pravoj sadrZi bar jednu tacku nagomilavanja i uvek
mozemo izdvoijiti jedan potskup tadaka koji ¢e biti konvergentan niz. Skup
preostalih talaka bi¢e prazan ako skup sadrZi samo jednu ta¢ku nagomila-
vanja. Analogno tome iz jednog skupa ogranilenih i munotonih funkcija
0 <Fa(x) <! moZemo uvek izdvojiti jedan niz {F,(x)} koji konvergira
ka nekoj ogranitenoj i monotonoj funkciji F(x). U posmatranom slu¢aju
1a je funkcija istovremeno i jedini elemenat nagomilavanja, jer kad bi mogli
da izdvojimo jedan drugi niz { F,-(x)} koji konvergira ka F*(x) to na osnovu
pretpostavke da @u(t) > 9(s), F i F* imaéemo istu k.f. o(f) pa je F= F*..

Primedba 1I. Funkcija

x+h

J. Flu) du,

X

(4.20.1) Gx) = %

163



gde je F(u) funkcija rasporeda, prctstavl;a takode ]cdnu funkciju rasporeda
Cija je k.f. . .

_ mith

{4.20.2) . &y =

Zaista, 1z

P(1).

Glo}=0, Grew)=1, Gx)>0
vidimo da je G(x) fr. a' po definiciji je

®t) :f IdG(x)——J ’“{F{J_Hh)—l:{x)} d
-0
I T Fath)-F) 7 1
X+ X))
"R lo‘ ith L“"a’ [Flsiehy - F(xﬂ—

~ith

i J | [ | = ).

Dokaz teoreme. Koristeti obrazac (4.14.15) dobijamo

Glx)— G(x~h) = Glx) ~ Glo) ~ [ Gta—h) - Gfo)] =

1 +°°1_ = o Hx~h}
=5 J «bmdt - j——"— ditrdet =
O -ith
- El_ f :; e‘““"‘_’ Prerde .

Uzimajudi u obeir (4.20.1) i (4.20.2) postaje

xth x

‘ e 1 ff1-e 2 _
(4203) __rE ay — J( ) it(x‘h) -
{w)du — JF(u)du Py v e p(t)dt
x—h -
] =
{ sinty -1z 2t
= - ‘[ - ) e * ( )dt
2t
gdcsmo)oétemhsa 5
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U primedbi I videli smo da iz niza {Fu(x)} moZemo uvek da
izdvojimo niz {F, (x)} koji konvergira ka jednoj monotonoj i ogranienoj
funkciji F(x) u svakoj tacki kontinuiteta od F(x). Pokazimo da je to jedna
fr., tj. da je F(+ ©)— F(—ew) =1 i pretpostavimo da je F(x) neprekidna
s leve strane. Za x =0 (4.20.3) postaje

(4.20.4) % {fFﬂ,(u) du — f’t?n'(u)du} - %ﬁ ”: d ) ( Zf) dt.
0 i} o

Kad n'>®, F,+F i kako su integrali s leve strane od (4.20.4) sa
konadnim granicama, to njihovu grani¢nu vrednost dobijamo kad F. “sme-
nimo sa F. Podintegralna funkcija s desne strane manja je po modulu od
funkcije (sin £)3/¢2, zbog (4.12.2), koja je integrabilna u razmaku (— <, ).
Zato je

ih{fﬂmdu —fF(u)du} = “J( iy ( )a
o R

kad n'— . Kako je ¢(t) neprckidno u tacki ¢t =0, to q)(zf)—np(O)

kad A+ o i to za svako t. Osim toga je ¢u(0) = I za svako n i ¢(0) =1,
s obzirom da su ¢(t) i ¢at) karakteristitne funkcije. Zato, kad k- w,
dobijamo }

dt =1

F(+oo)—F(—oo} = — J szn t)

iz dega sleduje da je
F(-w}-‘f- Q, Fiawi=1 . .

tako da je funkcija F (x), kojoj tefi niz {F,(x)}, jedna funkcija rasporeda.

U primedbi 1 videli smo da ako neki drugi niz {F,(x)} skupa
{F(x)} tezi ka fr. F*(x), mora biti F = F* Zato svaki niz skupa
{Fn(x)} tefi ka istoj fr. F(x), odnosno Fjp (x)—rF(x) Time je teorema
dokazana. .

4.21. Primeri

4.21.1. Pokazati da je

tim Fix)=0, lim Foaa=1.
X —F>+o0

x-3—oe
Neka je {a,} jedan monotono opadajuéi niz brojeva, &iji opdti ¢lan a4 +» —.
Tada iz

Pr{x < a,} ~ ;%Pf_ {am<x<a

sleduje
Fta) = lim [F{ai) - F{aﬂ)],
e R
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lim F(a, ) =

ﬂ—}m

Ako je {5} jedan monotono rastuéi niz brojeva &iji opsti dan bs - + o,
tada iz

B{x> bl} - :EZ F{ b, < X < by}

sleduje
| 1= F(b) = 615)"3”[13(13") il
tj.

Ji Flbn)= 1

4.21.2. Dokazati da postoji bar jedna vrednost medijane, tj. bar jedna
vrednost ., takva da je istovremeno

1

i
Pe {X > pe < = M Fréchet).

Neka je u’ gornja granica bro;eva x za ko;e je

Pr{X < ot.} < E
a p"" donja granica brojeva B za koje je )
B{X>p}<
Ma ko;eamozeunajboljem sluéaju bitd ]ednako bilo kom B, pa je p’ < y.”.

Zago je
F(p'-o é-; < F{p'+o)

,1,_ .

tj.

Fp-0) < %<F(p+o)< Fp'- O)( <F(p.+0),
<l
2

F(p’—o)_ = F(p'+0) - p('p".. o)=—;— < Fp%+o) ‘
tako da je '
1
Pr{X<p}< 5 < PefX>p},
kad god je

lLl' <!‘<!‘”



§to znadi da uvek postoji bar jedna vrednost medijane a ako ih ima vide, -
one pretstavljaju ma koju tatku zatvorenog razmaka (u', p”). Za svaku
unutrainju talku tog razmaka je

PeX < p} = BeX > p}-

4.21.3. Pokazati da postoji slede¢a veza izmedu a.s., medijane i stan-
dardne devijacije '

|P'¢— m_l < Oﬁ.
Ako u (4.9.2) stavimo & = /2, dobijamo
P {|X-m|>0v2} < —;
"
Pr{m+os/§ X m-0v2} <
ili koristedi (4.3.2) '

1.
2

F(m +0VE) = E(m- ovZ) >

k]

o

ti.
F(m+0ov2) - F(m—o0v2) )F‘(p.e] .
Kako je fr. F(x) monotono neopadajuca funkcija, to je

mrovVZ < p, K m—0vV2

Ip.e— ml < 0‘\/5.
4.21.4. Aritmetidka sredina m-tog reda niza vrednosti
x, < %, < %, < . < X
po definiciji je N

( m,, .m . _m\™

am= \ Xy + %, + - + fr % )

Kolika je aritmetitka sredina beskonatnog i nultog reda?
Iz gornjeg obrasca dobijamo

m _
a,=p x[l.,___l_(__u) I :l
m= Py Xk o Ly )
Kad m> o, g +pp = 1, (xe-1/xx)" >0, (xx-s/xn)®~>0, ... pa je
Qpp = Xp -

_ Slitno dobijamo Ja je
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. Ako je m negativno i teXi ka nuli, odgovarajuéi niz {am} je rastudi
niz (4.8.12) i ograniéen sa gornje strane aritmetitkom sredinom prvog reda.
Prema tome, aritmeti¢ka sredina nultog reda postoji. Deleci jednadinu

G = 1= plaM= 104 Pyl 1)+ o+ (- 1)

sa m dobijamo

am=1 xI"—1+ x:"—i_’; ..... by Xt
m b - S — b m

Kad m - o, tada am + ao

log a, = pilog x,+ plog X+ +pklog Xpo

a,= xxf*. Lxfr= G

=]

Vidimo da je antmenéka sredina nultog reda ustvari geometriska sredina.

- 4.20.5. Dokazati Cau_cfny-evu teoremu: Harmoniska sredina Ye manja
od geometriske sredine a geometriska sredina je manja od aritmetitke sredine, .
H<G < m.
Pokazimo najpre da je

) G<m,
ij.

X, tx,+- +x, k
Xy Xy ey < )

gde bar dve od vrednost x;, x2, ..., xx misu jednake t1nedusohno. Za
k = 2 nejednatina je olevidna, jer

V2 2 2
: - X, +x
xixaz(xxgxz)_(xlzxz) <( t2 !)

Slitno, za k& = 4 bide

2 2 4
X4+ X X+ X Xoh X+ x4+
x1x2x3x5<( 12 2)( 32' é)<( - 24_ 2 4)
Za k=28
"“1"'3‘2"':’53"':'(44 Xyt X+ x,+ x5 1 XyFx,+ Ay ¥
Xy Ky %g < 2 2 < 3
]
itd. Za k= 2% biée n
X+ x,+x, 4+
Xy Xy Xy < o

Ako k ne pripada progresiji {2%}, n=0, 1, 2, 3, ..., i ako izabe-
remo ono n za koje je 2* > k, tada moZemo niz x, xa, X3, ..., ¥z da

168



dopunimo sa 2% — k jednakih ¢lanova m tako da ponovo dobijamho gornju
nejednadinu, tj. :

" X X+ XpH(2T—k)m
xlxz....kaz k<[ 1 2z g+ )

27!
b}
odnosno :
zm_k 2"3
xixz XM <m >
pa je : x
xj.’xz....:xk<mk=( 1 Zk

Ostaje da pokaZemo da je

HLG,
1. L
k 3
1 1 < N
— + x_z + e s K
Uzimajudi remprocne vyrednosti leve i desne strane dobuamo ne]ednaému
4 1 L
(L.l 1 et Tk
X, Xz Xg ’
koju treba da dokaZemo. Leva strana je geometriska sredina a desna arit-
1 1
meti¢ka sredina vrednosti —1-, — ...s — i iz gore dobijenog nepo-
4 | X2 Xg

sredno sleduje da ova nejednatina mora biti zadovoljena.

4.21.6. Neka su X i Y dve nezavisne ap. a Z nphov szr, te-
Z =X+ Y. Odrediti r-ti obitan momenat a.p. Z.-

Iz
—(X+Y) = EO(C)X""Y"
sleduje y=_ .
B(Z') = Z,(0) E(XYY),
tj.
E(Z)=% (7 EX )EY)
Y = .

s obzirom da su X i ¥ nezavisni medusobno,
Za r=11 2 bife * : :
E(Z)= EX)+EM),
E(Z) = BX)+E(Y")+ 2EX)E(Y),
tako daje e s
D7) = E(Z°) - E(Z)= DX)+ D (Y).
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4.21,7, Odrediti funkciju rasporedz a.p. Z = X/ X, ako je Fa 0) =
i ako integral
n @,
Jl’—-*t -|a’t
konvergira, '
Iz (4.16.4) neposredno dobijamo

z ‘T 4oo

G(z}— Jg(x dx = Qi IJ 1(t‘)(p( fx) ldrdx,'
, 0=

= o jqpl(f)dt f(p (—ix) dx,

Py
Giz) = _1_ fﬂpm[ @0 %(—tz) ]dt
+0 "
1 e (H)— cpi(tj p,(—tz) dt‘.;
2712 e £ '

4.21.8, Data su dva rasporeda aleatornih promenljivih X; i Xz sa
respektivnim zakonirna verovatnoca

Ay
oy —l - 4%
i) = = x M le >0, A,>0
rp\l) l0{‘.:&'.(1-100.
by ) .
ot =1 =, > '
= X z e 2 N o >O, 7\2>0 .
fz(x) (}2) 20$x<+w- .

Odrediti z.v. od Z = X;/Xs (H.Cramér).
- Karakteristine funkcije od X1 i Xz su

an={1- 2]

4

cpztf)=(1é %)X

4
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tako da je fir. od Z na osnovu (4.21.7)

T P (- T e

G‘(z =E7 o ]

Ukoliko je Az ceo broj, integral se moe izraéunati i dobiti

_{_oz )’\‘7‘"1(7\&\;—1)( oy )
Gz) (cxlz+o‘cz véo v ogz+o,

4.21.9. Data je karakteristi¢na funkcija
)

-a{1-e™)
Pp(tl=e s
gde je x prekidna a.p. koja moZe uzimati sledeée vrednosti: 0,12

Naci zakon verovatnoce.
Kako x moZe uzimati samo vrednost nulu ili pozmvne cele vrednosti,

to se (4.14.4) moZe napisati u obliku

1 ”
= Hix=vy =7 Ig(x t)dt =
v 7 2a -
1 f -itx
= 7. |eme dt.

-7t

Ako zamenimo ¢ (¢) datom funkcijom, dobijamo

mn n
tr
1 A(1-etf) =ity e J‘ -ity 2 "\rei .
- t = —|e ~——dt.
by 297 _[e d 2n nz-:o r
-n -

Po¥to je red pod integralom uniformno konvergentan, to integral ovog zbira
moZemo pisati u obliku zbira integrala i tako dobijamo

n

-\ =% r
e BN tt{r-v)
- [ € dt =

= — 2,
Pv 2 T r=00 7 l. ¢
*i4

Ay H 2 A n -‘A. n
=_.e__ J tir- v)dt *_. :__Idt+ £ z _L Iett(r v)dt
27t reo 7'!_“ 2m v! QT yevar *! )

Integrali u prvom i tre¢em ¢&lanu jednaki su nuli, tako Jda ostaje
.‘A v
e X v=01,2,.

y = —— 3
I3 N
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. U narednoj glavi videéemo da se ovde radi o t. zv. Poisson-ovom prekidnom
rasporedu, ‘

. 42L10. Ako Fyp(x)»0 za x<c a Fy(x)>1 za x>, tada
X,ppac. '
Zaista,

Pr{|X,-C| > €} =Pr.{Xm>C+€} +Pe{X,<C ¢}
- =1-E(C+€)+F {C-e+0) 0.

~ Na osnovu izloZenog u (4.18) sleduje da i obratno vaf, tj. da iz
Xy pec sleduje
' 23 x<<¢

0
Fy(x)» [ |

42111, Ako Fu(x)>0 2za x<c a Fa(x)+1 za x> ¢, tada
Pa (L) - &t ' : ‘

Karakeristi¢na funkcija od F(x), tj. rasporeda &ja je celokupna masa
koncentrisana u tagki x = ¢, jeste

zZa x > c¢.

Plt) = 1- ec:‘f — gcit
. 1z Fu(x) > F(x), na osnovu teoreme (4.19), sléduje da 1 @u(t) - 2(2).

- 42112, Neka su X1, X3, ..., Xa, .-+ nezavisne a.p. sa istom
fr. F(x) tja je a.s. m konatna, Tada a.p. X, 1.

EHSXL"-XQ'F.':""'X? b m

n

Khintchin-ova teorema).

Oznadimo sa ¢ (£) karakteristitnu funkciju od F(x). Na osnovu.(4.12.8)
i (4.12.12) karakteristitna funkcija za Xa bide

e = I:cp(‘:;)} ",

o= [1+ 2w o( )T

shodno (4.12.5). Otuda

odnosno, za t - 0,

it

@ (t) = e”

kad 7> ® , a iz (4.21.10) i (4.21.11) sleduje da Xy pom.
_4.21.13. Neka su a,, a1, a2, ... realni brojevi, takvi da red
Glu) = a, + qu +ta,ut+
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konverglra u jednom razmaku {— 4a, + th). Funkcqa G (u) naziva se funkcija

generatrisa niza {a,}. Ako su @, verovatnoée py = Pr. {X - v} jednog
prekidnog rasporeda i ako stavimo

V=pv+l+pv+2+-..'.'= Pr{x>v}
tada je 1-Gw

Ru) = g + + co= )
W =g, A qu'+ u
kadgod]eiu]<l

Zaista, kako je
—1_{P0+P1 .i.pv)’

to smenom u R(x) nezavisan &an od Py bice 1/(1 —~u) a koefm;mat od
Py bife — u?[(1 —u) 1ako da R(x) postaje

) 1 hd v
R = i~ vau/(l-u)n

_,___;[1 }:Pv ] 1-Glu)

V=0 1—-u

4.21.14. Istovremeno se bace pet kocki; u sledecem bacanju bacaju
se istovremeno sve one kocke koje u prvom bacanju nisu dale jedimicu;
u trecem bacanju bacaju se istovremeno sve one kocke koje ni u drugom
bacanju nisu dale jedinicu i tako redom sve dok bude bilo kocki koje nije-
danput nisu dale jedinicu.

Neka je sa X oznadena aleatorna promenljiva: broj potrebnih i do-
voljnih bacanja da bi sve kocke dale jedinicu.

1. Qdrediti zakon verovatnoce ove aleatorne promenljive..

Pretpostawcemo najpre da su sve kocke identiéne. Oznatimo sa p prostu
‘verovatnocu da ée prilikom bacanja jedne kocke pasti jedinicaasag=1-p -
suprotnu verovatnocu.

2. Kako bi se moglo generahsaunakldennbnhkockxakakonak
razli¢itih kocki sa prostim verovatnoéama pi1, pz, ...

3. Pretpostavimo sada da imamo 5 identi¢nih koclu i odredmo funkciju

" generatrise od X.
4, Odrediti op3ti izraz za r-ti faktorski momenat, tj.

E[X(X-1D...(X-r+ 1}
5. Izratunati numeritke vrednosti E(X), E[X(X+1)] a zatim ox za
I
.
{Georges Darmois).
1. Da bi aleatorna promenljiva X, tj. broj potrebnih i dovoljnih bacanja
da kod svih 5 kocki padne jedinica, imala vrednost x, treba da posle x—tog

bacanja kod svih kocki padne jedinica {dovoljan uslov) a da kod najmanje
jedne kocke nije pala jedinica posle (x — 1)-og bacanja (potreban uslov).

P=
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BN B B

Broj kocki kod kojih je pala jedinica samo u x-tom bacanju mode biti
jedan (I). To je dogadaj sa verovatnotom ( ) (R q"’lp Iz

x-2 EXE N

1=(P+q)” '-P +( ) )P g+ (x:i)pg +g"

x—1 x-1  [(x-1

=g = p e ) p g +(:§)pq

sleduje da je 1 — ¢%=-! verovatnoéa da ¢ée se kod jedne kocke u toku (x — 1)
bacanja pojaviti jedinica. U naSem slucaju je samo jedna kocka dala jedi-

x=2

- o . 5 '
nicu u x-tom’bacanju verovatnoctom (l 4% ~1p, dakle

(I) sa vero‘fatnoéom )(l = g=-1)4gz-1p,

(III) sa verovatnoéom

(II) sa verovatnocom ( )(1 - g7 1B (g=-1p),
( )(1 — =~ 1) (g=" 1?)3

(IV} sa verovatno‘om )(1 - q"l)(qz—lp)‘,
(V) sa verovatnocom (g%-1 p)S.
Prema tome, traZena verovatnoca je

| px=§:(f)( -q" 1}5 f(qx'tp_};

=1

- ()= (e~ (- ) -

v

- (1_qx-1+ qx—ipf _ (1_ qx—i)'s |

5 . 5
Xy x-1
MoZemo kazati da je ps ;ednaka verovatnoél da ,e kod svake kocke

pala jedinica do x-tog bacanja umanjenoj za verovatnocu da’je kod svake
od kocki pala jedinica do (x — 1)-og bacanja.

ti.
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2. Ako umesto 5 imamo k% identi¢nih kocki, bice
x k . x-=3 k
= (l-q -(1—¢
a za k razli¢itih kocki bice
. k x\ K x-1
b= Dli-g)- B2

U svim sludajevima imamo

jer X
2o tm 3o fim(1-97) -1

s obzirom da je ¢ < L
3. Funkcija generatrise za % identiZnih kocki je
bt X
Glu) = Et Pt
Medutim, p, mozemo da transformisemo na slededi nadin

Px = jé(—l)j(?) gﬁ - ji(_“j(;z) gﬂx-u -

k et (RY (1)

- =™ (5)e
J=1 /

tako da funkciju generatrise moZemo pisati u sledeem obliku

) kR Ry f(x— ]
Gy = 5 ”xgj(—lf l(j)qj( 1)(1_91)’

(l—g)(1+'q + qz+ R +gj_1)

kl

Xl
ili, ako obrnemo red sabiranja, biée
k +1f & oy X
Gluy = (-1 ( _)(1—9") 7 = g
=1 J x=1 _
Sabiranje po x je geometriska progresija sa prvim,&lanom ug’ i koli¢nikom
ug. Konvergencija ¢e biti obezbedena pod uslovom |u| < ¢ . Kako je
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¢~ minimum od ¢, to je gornji usbv ‘a'adovolien ako je ve¢ {u| < g-!
(tj.%= 1,2 za klasitne kocke) Tada imamo
u
Gtur = 3 (-1 ( - ‘”":—Tgf .

4. Da bismo dobili faktorske momente, raz\mmo G(u) u okolini taéke
w1, Stavnmou==l+v :

G(1+v)— Z(—-l) (k) Ehid

j=t 1- (l-l-'v)g
1-¢’

J+1 1+'U - _
"Ef 1 (’)1— s
. 1—?"_'0-

k je1f k z 2 ey
=jZ(—-1) f (1+v){1+ay +oo'+ - +a o'+ ),
A ; .

gde je

o=
1-¢

Faktorski momenat r~tog reda | )
m,=E[x(x=1)... . (x~x+1)]
je koeficijenat od v*/r! u razvitku od G (1 +v):

m,= r rl Z(— )jﬂ(k) (mr'+ocr‘-=] .

_ 7= J
Kako je 7~ o
._ "j ' j(r—l) . +( l- . J.) .7. .
ar+ar 1'= 9 7 + q T = ic 1__?;,__ N
_ F r— 9 _ ™
to je (a-g")" 1= 1 (1=¢7)
k J+1 k )r-
— I S ———
m”,. r~j§.:1‘( ( ) 1__?;)7'

5. Iz ovog obrasca, za r=1i 2, dobuamo )

= E(x) = J2“( 1)’”( ) - lé

- ) e
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Za k=5 1ip=1/6 bite
E(X)=13,12,  E[X(X=1)]= 200,78,
6xt = 41,77, oy = 6,46,
4,22, Zadaci za veZbu
~4.22.1, Ispitati varijacije izraza A/0t, , gde jelt, apsolutni momenat
r-tog reda, kad r varira od G-do + ©.
4.22.2. Dokazati da je za. svako realno ¢ ik

Lot =pe+h| < 2l1-R{gpm}], -
gde je R{p(s)} realni deo karakteristiéne funkcije.
4.22.3. Data je karakteristitna funkcija druge vIste
_p(i-e'
Yir=.e b ~-a

gija a.p. X uzima vrednosti 0, 1, 2, ... . Naéi z.v. i odrediti prva dva
momenta. ‘

. 4.22.4. Neka su a.p. X1, Xz, ..., X medusobno nezavisne sa zako-
nima verovatnoce

Syt = {
(0= ﬂ[1+ x—alt]
Od:edm z.v.. aleatorne promenl,we

X'—— ZX;

n j=‘[

-~ 4.22.5. Dokazatx da ako 1zvod fr. F’(x) f(x) postoji i ako je ogra-
niden, tada @ (£) » 0 kad [z} .

 4.22.6. Ako je X a.p. koja uzima. samo pozitivne vrednosti ili nulu
1unaasm,p0kazat1da,etada -

3—12 ‘n.

k-1
Flkm) >—"k—
-za svako k>0
4.22.7, Aleatome promenl)we X1 i Xz imaju z.v.
{ _523 . L
fiix) = o co < x < e
: at "y - a>0, N>0,
A= wy e 02x<+@_

‘Odrediti z.v. aleatorne promenljive Z = X1/Xz.
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4.22.8. Ako je |9(1) | <k <1 za|t|>a, pokazati da je tada
. : - F : :

19061 < 1= (1-k%) £
aftf<a. - , .
. ‘?.)22.9. Pokazati da je karakteristitna funkcija uniformnog rasporeda

itx, ~e ity

(t) = -
® tlx,~x) ¢ _

4.22.10. Pretpostavimo da a.p. X i Xus(n=1,23,...) imaju za
medijane samo po jednu vrednost 1 i w,. Pokazati da ako X, $=X, tada
i oo e S~ . | ,

4.22.11. Ap. X ima za karakteristi¢nu funkeju -

e =1--z], " mfe<],
¢(H =0, 7 | >1.

a) Sta se moZe kazati o rasporedu, tj.

da-li je simegrican ili ne?
da li je prekidan ili ne?
da li postoje prvi momenti?

b) Formirana' je a.s. od n nezavisnih a.p. sa tim rasporedom. Cemu
tezi a.s: kadn—» 0? . :

¢} Odrediti z.v, i proveriti da li dobijeni rezultat zaista pretstavlja
jedan z.v. (Georges Darmois). . ' ’

4.22.12, Neka je p verovatnoéa da de pasti glava g g = | — P pismo
prilikom bacanja pare, Prilikom uzastopnog bacanja pare na' nezavisan
mnatin igra ¢e se prekinuti ¢im glava padne % puta (¢ > 1). Oznatimo sa
X aleatornu promentjivu koja pretstavlja ukupan broj bacanja do prekida.igre.-

a) Naci zakon verovatnode = (x, k) i proveriti da je

'Z‘k nix,k)=1.
% -
Na& E(X) i E[X— E(X)]

'b) Pokazati da je Karakteristiéna funkcija

N pett }k
'(P(t) (‘1_._.9,911‘

i preko nje odrediti takode E(X) i D*(X). Pokazati da kad  neograni-
X—-E(X)

éeno raste, promenljiva £ = - tezi da zauzme normalan raspored.
¥ . Ox .

c) Odrediti z.v. &ija je kf.

if
__re
(P(t)_ 1 __‘ge!t
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i odrediti njegova dva prva momenta. (Sertifikat iz ratuna verovatnoce,
Pariz 1943).

" 4.22.13. Pozitivna a.p. (0 < X < 4) ima uniforman raspored izmedu
X =01 X=a. Posmatrajmo a.p. Z=log X. Odrediti z.v. od Z, njenu
kf a zatim E(Z) i DE(Z). (Georges Darmois).

4.22.14. Neka je
(t) = is.-:r:i st
® (e T
k.f. aleatorne promenljiva X.
a) Odrediti prva dva momenta.
b) Dve nezavisné a.p. X1 i Xz imaju isti raspored kao i X. Odrediti

k.f. aleatorne promenljive Y = X1— X3 i verovatnocu da bude ¥ =0.
Sta se moze kazati‘o neprekidnosti zakona verovatnole od X'?

¢) Odrediti z.v. od | X].
(Georges Darmois)
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5. SPECI-JAL’:N’I TIPOVI }'EDNQDIMENZIONALNIH lRASP(')REDA'
~a) Prekidni ra.éﬁoredi |

_ . 5.1. Binomijalni raspored. — Videli smo u (2.7) da'je verovatnota
da ¢e se u n nezavisno ponoﬂien_ihjopita otekivani dogadaj ostvariti v puta

) Pv.z (':)'pvthv’

gde je p prosta verovatnoéa ogekivanog dogadaja, a g = 1 — #. Uovom

slutaju  aleatorna 'promeriljiva uzima cele pozitivne vrednosti X' = v =
=0,1,2, ..., n, tako da imgmo posla sa jednim prekidnim ‘rasporedom
¢ija je fir. . : . ' S
o= 5 (%) pronr,

=z ) P

gde je [x] najveti ceo broj sadrsan u x. KoriS¢enjem rezultata iz (2.8) dobijamo
Play= 1= P(lx]) = 1= I(Le}+1, n=(x]),
gde je P binomijalna serija a 1p nepotpuni kolitnik B — funkeije. 7
_ Raspored je unimodalari, modus se sastoji iz jedne ili dve susedne _
vrednosti v=m i v=m+ 1 sa medusobno jednakim frekvencijama, prema

tome da li je » paran ili neparan broj. .
. Aleatornu _promenljivu ‘v binomijalnog resporeda moZemo smatrati
kao zbir od n -nezavisnih aleatornih promenljivih, tj.-

B A e e
sa zakonom verovatnode ' »
vi | O 1
- s i=12,...,n
I Pv,‘ 8 4'_ P

i karakteristiénom funkcijom
i ‘ ¢ )
) ~petg,  i=12, . a.
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Zato je kf. bmonu}alnog rasporeda

p(t) = Hcp,(t;= fpe +q)
Aritmetitka sredma je
E(X)-—“- <9 10) = p
K.f. centrirane . promenlnve v —-np bide

(Pv-ﬂP(t =e inPtLP(H =

?'E-iﬂpt(Pei}-"‘?)ﬂ -

| = (peTtrge ),
a prva Cetiri centralna momenta _

T TPy (0) = 0,
- l ” .
Hzg'f_chv'-"?(o) T P9
1 fe ;
H5=' £3 (Pv—ﬂp(o) ”Pg(qnzb)’

1
H CPV np(o)— 31'1 P272+ npq(i"ﬁpq).

Koeficijent asimetrije je \
i .
npq
tako da &e raspored biti simetrian za p = ¢, odnosno za n-» .
Koeficijent spljoStenosti je ’

g — 341207,

npq
koji te¥: ka 3 ako n-» o,
Oznatimo sa by (n, p) binomijalan raspored promenijive v, &iji su
parametri 7 i p. A
Neka su v i v' dve nezavisne aleatorne promenljive sa binomijalnim -
rasporedima by (', p} i by{(n", p) K.f. aleatorne promenijive v = v' + ¥" bice

P (t) = Pt = QD o) =
= (pe”-i—q)n(péz“r g)" =
= (peit+q)”,
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gde smo stavili # =’ + n"; Otuda, zbir dve nezavisne a.p. sa binomi-
jalnim rasporednna byl p) 1 byr(n; ) itnade takode bmorm;alm raspored .
by{r + ", p) Sunbohék: moZemo. stavm

,P % byu (_n ,p) v_,_vrr('n + nf! P

5.2, Poiséon-oﬁ raspui'éd. ~— Aleatorna promenluva X .imac¢e Pois-
son-ov raspored sa parametrom k ako uzima pozitivne cele vredhosti ili
nulu,t] X=01, ..,m,.._la]w]e _

"_k R

(5.2.1) p. = .Pr{-Xém}' - por}

Da bi pm uvek bilo pozitivno, potrebno je dai parametar k bude: 'uvek
pozitivan,

. U (2.12) videli smo da binomijalan ‘raspored te?i ka Pomson-ovom
rasporedu ako prosta vérovatmoda p- U, ali tako da np = & ostaje konatno.

Karakteristitna funkcija _Po;sson-ovog rasporeda je

. : . m o itym {
(5.22)9(t) =.§a'e'k%l- otm '.—"'e'%:i-o ____(ke;n{ = MY,
a 'karak-terisﬁéna_fun]iciia druge vrste

(523 Gty = log p(t).= k(e“=1).
‘Kako je

)= ike®

1o je aritmeti¢ka sredina Poi'sson-o\fog rasporeda

Karaktensuéna funkcija druge vrste centrirane promenlpve je

.{.‘_“-.._4_ (;!t_)z'+....+ (_i.r_’b.g....]

tP,,‘,,,'(t)-'i_c‘rg-e" ‘cp(t_)=k'(e, —_1—ft)-'-k[ TR

Na osnovu (4.13) sledi

(5.2.5)

‘Koeficijent asimetrije je
(526 | B,=+

tako da je raspored utoliko asunemému ukoliko je 2 manji. Za koo,
F1=0. .
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Koeficijent spljoétenosti je
(52.9) B=3+7
koji teZi Ka 3 ako k-~ . _
Oznatimo sa Am (%) Poisson-ov raspored aleatorne promenljive m,
Liji je parametar k. '

Neka su m' i m" dve nezavisne aleatorne promenljive sa rasporedima
Ao (B) 1 P (k7). KA. zbira m=m' + m" bice '

- (k") 1)
q)m(t) = QPm,ff) cpm,,(t} =e
Otuday zbir dve nezavisne a.p. sa Poisson-ovim rasporédima imace takode

Poisson-ov raspored sa parametrom koji je jednak zbiru" parametara oba
rasporeda, tj.

X0 (B % A (R = Nyt (RFE), |
5.3. Hipergeometriski raspored. —1I ovde imamo jedan prekidan

raspored <&ija aleatorna promenljiva uzima konacan ‘broj vrednosti X = 0,
1, 2, ... i, ..., 7 5a zakonom verovatnote '

(PG
- - e ATVANYZTRS
Pr,= Pﬂ{x‘n} (n) ’
,
gde je n2a,n=2r m =n, n=0,1, 2 ..., 7. U razvijenom
obliku p,, bice .

(?’) n(n-1).. . (n=r+1) nfn=1...0n,—r+ 1
Pr=in, nin-1,..(n=r+1)
gde smo stavili me=m—m i re=71—ru

© U (2.17) videli smo da- hipergeometriska verovatnoca te2i ka binomi-
jalnoj ako n, my i #a tede ka beskqnaénost dok #, r1 i rg ostaju konaéni.

Takode, u (2.17) pokazali smo- da je

0 é L= éw=1
S BT

Aritmetika sredina hipergeometriskog rasporeda je po definiciji

: (2’11)()’1 .-.n,)
L4 T yuvr—ry

EX = Z npr= 2N .
0= Forn” (7]

fn -1 n—nl) .
_' ar X (f:—l)(r—-?"L = n,r
- n et n_yj_) g n
r—1
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Kako je drugi obitan momenat

ny\(n - n)
EXY) = 3 rip,= 5.7 MET)J

r=0 Ty=0 ’
. . "1_1 n—ny
_%‘-_ é(rl 1+1) ("* .12{_’1)’*)
: ' r—1

my(n=1)r(r-1) (r{—g)(r "1)+ L BA

nin—1). ,-1,1 (r 2). ._n

nr _[H- (n = 1)(rm1)
n - on-t o

to e varijansa biti . _
. ‘nt rl, .. n,=1){(r-1) 'nfrz . nyr(n-r) .
o'= I:H n—1 :] a2 T npi(n-t)
Prvi c‘.lan hxpergeometnskog rasporeda je

_ my(ny) Ty

P Rl lmer A1)
Slede¢i &lanovi zatim rastu kad 1 raste od 0 do svoje modusne vrednosu
koja se nalazi u intervalu _
rin+41)—(n,+1 __< r(n1+1)+(n1+1)
. n+?2 S n+2 '
da bi zatim opadali kad ry dalje raste od modusne vrednosu do r. Poslednji
tlaribice

_ onm(n—=t) oL (n,— r+.|)
T n_gn—i) ...... (n—r_+ 1) _
Raspored je s:meméan ako je ny = ng = LZ’—’ u ostalim slufajevima

je asimetritan.
Karakteristi¢na ﬁmkciia hxperg(egn):ftnsko)g rasporeda je
L ; rf?-‘- ity .
('p(t) r§0 ‘ (?) '.Q -' |

_ Mn,-1) . n-ral) T (r) 1. (n~r 1) e
T n(n-1)... (n-r-rl) re=o\ Tl {n -r+r1)(n ,—F -1, ( — i)
_ ny{n,—1). An,—r+1)
T n(n- ... (n=r+1)

F(-7, - % n-r#1, o~ ),
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gleje t=iza F, 4.
@+HPR+D =2
FloBiyx) = aﬂx ikt LALASS R
(o fliyox ~r SR yiy+) 2!
a(a+1)(a+2)ﬁ(ﬁ+1)(ﬁ+-'2) x3
+ - LA AR
(Y +D(y+2) 3!
hlpergeometmka funkcua Otuda i. naziv ovoga rasporeda

Kako je aritmeti¢ka sredina E(X) = ”-—11, to & k.f. centrirane promen-
”n

Ijive biti - o :
' ry{n,—1).. (nz—r+i) - B

* F.

ponr T D 4D

Hlpergeomemaka funkcija- zadovoljava deerencua.I.au jednaému

x (1= ac)c;,Z ,+[Y (oc+[5+1)x]*d—-‘—aﬁF 0

§to je lako provenu Otla
d’cp delr n :\ nn,rn=-r) | _ . .
(1-e" {d 2 T (n,-n)-n+ e LS pr=0

gde je ¢ kf. od r;. Razvuanjem k£ u red i i grupisanjem koeficijenata uz
x, 18 i +¥ dobitemo sledete centraine  momente

nlnzr(n r)
R otsreuad

M= n’(n-1)
nnzr(n,-—nl)(n ri{n-— 2r)
P_’ n(n—-1){n—2)

n{nzr(n-r') _ | | l: ey
= —6r(n-r)+3 e s
te n’(n~1)(n—2)(n—a){”-("*'” r(n=r)+3nny r-2- —+- tn—f):]}

Odmah vidimo da je za n1 = nz, tre¢i momenat p3 = 0, te-je u tom
sludaju raspored simetriéan

Ako kolinik 2L = p ostaje konatan kad n + «, momenti hipergeo-

metriskog rasporeda svode se na momente binomijalnog rasporeda, tj.

E(Xl* rp,

Ba™ TP

ps=rpq(p—9), |

pa=3r*p’q*+ rpq(l-6pq),
a2 .

gdeje g=1-p=7.
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b) _Nejbrekidni raspored
_ 5.4, Céuchy-ev raspored. — Zakon verovatnoce Cauchy-evog raspo-
reda- definisan je apsolutno neprekxdnom funkeijom |

541 - f(:x) h T

U ovom slucaju aleatorna promenljiva X neprekidno moze uzimati vrednostl
od -~ « do '+ «. Integracijom dobnamo fr.,

x

'I-I dt 1

(5}:4.'2)' L Fla)=— o= -2.-+;_: arcigx,
Neposredno | je o
| P 1
Flooy=—= + — fgl==+==1,
(o) = 5 ﬂ,arcgl ) =1

ha.spored je unimodalap i ' simetrican u odnosu na tacku -x = 0, ko;a
pretstavija i modus nmedqanu Antmeuéka sreding ne postoji posto integral

J' x a’x
1+x2
ne konverglra Takode ni svi ostah pozmvm momenti-ne’ postoje.

- Linearnom transformacijom dobqamo opsti sludaj Cauchy—evog raspo-
reda 3a z.v. :

ad . .
5.4.3) - — . :
(5.43) Fixy= i S b)’ 3 a>0,
koji- ée biti simetri¢an u odnosu na tacku x =5,
A |
I
|
|
I
'.
_ I
» I -
0 b _ x®
SL (5.4.1)

Karakteristitna funkcija za (5.4.1) po definiciji je
T ey

!
e .TL"I 1+ x?
.. —o0 - .
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koju moZemo izrafunati metedom reziduuma, integriSuci funkdiju
’ o Qifz'. -

1+ z?

duZ Konture’ pretstavijene u vidu jed.tiog poluk'mga- sa centrom u koordi-
‘natnom _pocetku 0, polupre¢nika R i intervala (-~ R, -~ R) na x-osi.

|

-R . ol
SL.(5.4.1T)

Integral funkciie"'l - ma polukrugu tei ka nuli. Ukoliko moduo. od.
' + 24 ;

.eits — eiti-ty ostaje konalan, integral funkcije eits/(1 + z2) takode teZi ka.
nuli. Zato je potrebno da -ty ne uzima suviSe velike' pozitivne vrednosti,
pa ¢emo uzeti da je ty > 0. _ , S

Ake je ¢ > 0, uzimamo gornji polukrug (kac na slici (5.4.11) ) i gra-.
ni¢na vrednost integrala o (t) jednaka je proizvodu iz 2mi i reziduuma za-
z=1 1 ' ’

itd ¢
()= 271 - =¢
A 28
Smenom t = — ¢ i {=—{ vrednost integrala se neée promeniti,

samo #to tada imamo donji polukrug, pa je

oty = @lt)= ¢, za t>0,

ctinosno
ot = o
za svako t, ‘ _ _
Uzimajuéi opéti slutdj Cauchy-evog rasporeda (5.4.3) dobijamo za kf.
ety =e® M, a>o.

Oznatimo sa Cx (a, b) Cauchy-ev raspored sa parametrima & i b.

 Nekasu X; i Xa dve nezavisne aleatorne promenljive sa Cauchy-evim
rasporedima Cx, (a1, b1) i Cx, (a3, bz). Zbir _X1 + Xa imade za kf. '
. (P(t)— e'i(b,_"'_bz)t_(al*aljlt.l-, .
5. '

‘Cm(ai,*bi)"*‘ c.:x,(’a"’bz.) - CX1+*z(a‘*+a’ bt hy).
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T vopite, ako # nezavisnih aleatornih promealjivih X, X, ... . X,
imaju Cauchy-ev raspored, aritmeti¢ka.sreding tih promenljivih

T XXt o+ X,
X T

imace takode Cauchy-ev raspored sa pamm fma |
. a,+¢22+--‘.-+ Qn ip= b!+bz'.".,*“‘+b.n

Posebno, ako sve promenljive Xy imafu identitne rasporede, raspored pro-
menljive X biée im tikode identitan. : S

5.5. Prvi Laplace-ov raspored. —.Al{o P ROTMiramo, tj. po-

mno6Zimo jednim faktorom C tako da ' o ' ‘

. ' Y . .
._J\Ce'lrldx 3 1’ ‘

dobitemo jedan z.v. &ja aleatorna promenljiva X varira. neprekidno od

7co'do+eo.Kakoie._ _ : B ‘ o

o o oo . : :

. J.c ¢ dx —-che'xdx- 2¢ =1,

—eo ., o ’

t:oie::-=-i a
. o2

(5.5.1) Fx) = & g ,
| 2. o
- Dijagram (5.5, 1)
t. zv. Proi Laplace-ov raspored. To je prvi raspored koji je Laplace pri- .
menjivao u svojoj teoriji gredaka. - :
Karakteristitna funkcija je

1 o )
ey = 5Ie“" "dx =
-0 .

a- oo
. 1 : .
{(5.5.2) _ - _é_ J.exnﬂf)dx__f_ Je—xu ”dx] _
e 0.

=l( 1,+ 1 )____1 .
2 ,1‘,*:“ 1-4¢ 1+ ¢2

Ova je funkcifa definisana za sve vrednosti od ¢ i ako je normiramo,
dobijamo' Cauchy-ev raspored. Obratmo. takode vaZi, jer normirana kf,
prvog Cauchy-evog rasporeda pretstavlja prvi Laplace-ov. raspored.
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Linearnom transformacijom dobijamo op3ti slucaj ptvog Laplace-ovog
rasporeda ' : — S
dx=bl
1 -=3
— @
| 2a ’ |
Raspored je unimodalan i simetri¢an u odnosu na tiku x =& koja
jstovremeno pretstavija i modus i medijanu i aritmetitku “sredinu.
Varijansa je (za a=1) S

{5.5.3) a>0.

2 it .

3, . = —-{ 0 = —=+{~ — ) = ——

(5.5.4) s, 7 ®{0) I s
U Tabeli 3 date su ordinate prvog Laplace-ovog rasporeda.

5.6 Normalan raspored. — Za aleatornu promenljivu X kaZemo
da ima normalan raspored ako moZe neprekidno uzimati sve vrednosti od
— @ do + « i ako je njen z.v. ’

S R .
5.6.1 ' = —p !
(5.6.1) | Fox) ors e
Prema (2.14.7) imali smo da je . )
+ 3 +ec;— .
[poade = o= [ 5a=
flyax = . Je 1= 1.
J : Qﬂ._w. :
a fr: je _ o
(5.6.2) : ‘—-——rl fﬁ
- . = ’ z
, B(x) - T e tdt.

Raspored je simetrian u odnosi na tatku % = 0, koja je istovremeno i modus.
'i medijana i aritmeti¢ka sredina. Kriva y = f(x) ima poznat zvonast oblik
kao na sl. (5.6.I). Af'

- ——S
o! ' X

Dijagram (5.6.1)
Kako je f(x) parna- funkcija, to su svi neparni momenti jednaki nu!_i:
Kako je E(X) =0, to ¢e centralni momenti biti identitni 'sa obitnim mo-.
" mentima tako da ée parni momenti imati sledece vrednosti '

+ 00 o0

. l 2 ‘l"‘z'E 2 2v _5;
H1v=m2v=d—jx e _dx—_jx e *dx,
‘ Mo ¥in V2 s

-y
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Smenom ¢ = f;:, dr = xdx, ova’i_‘ se integral kb:iééeniem {2.4.6) svodi na

v og

Nl:

g 2 2v-1
Pammam e [T -
" o }
(5.6.3) 212,-1 (QVH):Q%*J- 1_.3\5'_..(2\,—1) Nt
. \f— ‘ '52;1' A #
1+3:5----(2y-1),
a varijansa na af =],

Karakteristina funkcija bice

{ il‘a::-z
plt)= fe. Tdx=
. VZJT 2o
e
1 (e (ite) w
T VimdF € Tdn
-l
Oznadimo sa
LR (etay %2
8n(x) Eo e
Moduo ove fu_nkciie je )
o (ztx)“ X ' (itx)™ -
lgn(x)!. ,,,z,:o v' e _ < vmo |yt €
-3 lar v< 2 teal B e
= S . : .

veo v veo vl
fex

1. man)xodfunkm}ee zasvakonnsvakoxrazmaka(—oo, + o),
koja je integrabilna u razmaku (- o, + w). Zato je -

L Pn ey
= /s . \ex)” -% -
(P(t)—’firgmivgo i dx
+0
_ 1 (i)Y 9'5; Q42 J‘ _::_c;_ B
o E} 7 _:ce dx ,_2 VZ-:O Gt % e tdx
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V-
2 = ‘2__"1;1-3-'5---(2\;—1)

——'-'Wn—-—v-p (2v}! 2v v =
o (-7’ (2v)*' 3 ("’)
=S 2wl 20 'y-o vl
‘tﬂgdak | -
(5.6.4) '(p(t)ﬂe'T.

~ Kako je bilo E(X)=0a62=1, to je (562) raspored standardi-
zovane normalno rasporedene aleatorne promenljive X. Z.v. norma{nog
rasporeda u opStem slutaju bice

c-mit
' ‘ = - " Zot
) k.ﬂ | oii
_e
(569 G () = ¢t = ¢,
. e .
sa momentima
E(x) = M,
B = o’
. (5.6.7) | hy =0,
Pe = 3 ot

py, = 13- 5. (2\1—-1)

Koeficijenti asimetrije i spljostenosti su
(5.6.8) B1=0 i PBz=3.

Oznatimo sa Ny (m, ¢) normalan raspored aleatorne promenljive X
&ja je aritmetitka sredina m a standardna devijacija 6.

Neka su X1 i Xz dve medusobno nezavisne aleatorne promenljive
sa respektivnim rasporedima N, (m1, 0'1) i Nx, (ma, 0’2) Nijihove kf. su

22.
('Pt(t] =..91M1t - ' *

i
tm,t - csft1

cp (ty=¢€
S obzirom dasu X1 i X3 medusobno nezavisni, k.f, zbira X = X; + X; bice
(5.6.9) @) = Pt plt) = ez’.(mg-o-m - Flof+o 1t
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tj. kf. opet jednog normalnog rasporeda &ja j¢ antmenéka sredina my + mg
a varijansa 6;? + o9, Otuda

(5.6.10) N, (my, 0) ¥ N, (m,,0,) = N (m+mf,\/o"+a’)

Xi+X,

Ovaj se rezultat moZe neposredno- pro$iriti pa zbir od n. madusobno-
nezavisnibh normalno rasporedemh aleatormh promenljxvih

; Nf'm o)*N(rn o}-)(- -K'N(m V0,) =
=N(m+m+ +m, N T For).

, (5.6.1i)

"Obratno' takode vail ti. ako je zbir X = Xi+Xpg+... 4 X.. od n
meédusobno nezavisiih promml;mh normalno rasporeden, tada je i svaka
od promenljivih X1, Xa, ..., Xn takode normalso rasporedena (H. Cra-
mér-ova teorema).

Dokaz, (P. Lévy). Dovoljno j¢ da se ograni¢imo na zbir od dve pro-
menljive X = X1 + X,. Samr dokaz moZe se izvesti primenom sledeée dobro
poznate teoreme iz teorije funkcija kompleksne promenljive:

Ako cela funkeija ® () kompleksne -promenljive ¢ nemd nula i ako je
~-u celoj ‘ravni ‘

(5.6.12) ' [& )| < Ae".’, . .
gde su Aic konstantne a.r = [¢]. Tada je log (D(z) pohnom najvise drugog
stepena. :
CP Neka su-X; i Xz dve nezavisne a.p. &ji zbir X ima normalan raspored
N (0, 1). Tada je "
(5.6.13) i (y=¢ T
Oznatimo sa Fi(x) i .Fz(_}") fr. od X1 i Xz i izvriimo pomeranje.

na Xzosi tako da tatka X ~ O'bude medijana, tj. Fa OF % Zbog neza-

visnosti, funkcna rasporeda dvodimenzionalne a.p. (X;, Xa) bite Fi (x) F () -

za Xa<x i Xa<0. Kako Si(X1 < X2<0) 2 S(X1+ Xs<2),
kao $to to vidimo na sl. (5. 6.11), . ‘

N
N
-
4 \_\ 'w".
. N

™,

] Sﬂ \l

B .

Dijagram (5.6, IIL.)

192



o je
Fix)-F0) < O0(x +0)
ili
Fooo < 29(x),
gde je 0(x) funkcija normalnog rasporeda. Sli¢no dobijamo
(-Foxy < 2[1- 000 ].
Da bismo mogli da koristimo gornju teoremu, uzecemo da je k.f.

p1(r) funkcija kompleksne promenljive ¢. Parcijalnom integracijom, prvo u
granicama od — » do 0 a zatim od 0 do + o, k.f. dobija oblik

¢ o :
@ (1= L=t Je‘ "Faxydx + Jet *[1-Funldx.
o ?

Ako izraz
1-Foo+ FeEx— 0,
kad x> + o, i to brie od e7rs, m svako r, funkcija @1 (f) je cela funkcija, .
Kako je x? :
F.(x) < 26(x) = 0(e 7)), 7 x> -,

. _ _x:
'P;('x) < Zl_l_e(x)] =0(e %), aa x +Ioo,
‘to je @1 (r) cela funkcija. Takode je ' :

roct -
Igpiit)i L it 4dr J'e—rx B(x) dx,
-
+oo

lp, (831 < 1 4Je-" dB(x).

Za t = ir bice
rz r2
ol 1+de? < 5eT

i to za svako ¢ kompleksne ravni. Analogne osobine imace i kf. @a2(0).
Iz (5.6.13) vidimo da se nijedan od faktora @1(¢) i @3 (¢) ne moZe anulirati
ni za jednu vrednost ¢ sem za f= + ®. Ouada, cp;_(t) i os(t) zadovo-
ljavaju uslove gornje teoreme, te je zbog @1 ©0=11ig()=1,

bt = log ,(t) = at’+ bit,
Py (t) = log @,(t) = a,t* + bt .
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Kako su 91(r) i ¢1(~1) konjigovano kompleksni i kako je |91(i)]> 0,
10 a1 mora biti jedan realan negativan broj ili nula a &, imaginaran broj, te je

242

ot
dyity= = ‘2 + myit.

Sli¢no, dobijamo da je ‘
242

o2t? ‘
Pylf) = = 5 + m,it

Cime je dokazano da su X1 i X2 normalno rasporedeni.

Georges- Darmois je pokazao da ako su a.p. X1 i Xz medusobno
nezavisne, bi¢e normalno rasporedene ako su i njihove linearne transfor-
macije, tj. a.p.

Y, = aX, + bX,,
Y, = cX,+dX,,
medusobno nezavisne, )
Kako je normalan raspored simetridan, to je
B(—x) = 1-6(x).
Zato su u Tabeli 2 date samo vrednosti 0 (x) za x > 0.
Kdﬁs_teéi obrazac ‘

1 J -£ _ 2,%( x? x* x? :
Yl A ()1 2103 " 22215 a7 )
dobijamo da je
ks x ( x* x* x° )
=——4 — - + : — — + .-
e S RTIR T T A TR A

Ovaj red vrlo sporo konvergira, tako da je upotrebljiv samo za male vred-
nosti od x. Ukoliko je x veliko, sledeéi asimptotski red mozemo upotrebiti

x* .
—T(L_i+_3__i_5_ +)

' 1
0 = ST

x®  x%® xS
fako daje 7
\/-2%}?9_;;-% < 1-6) < \/51-—5 e—%z(i-—%)-
F.r. za op§ﬁ oblik (5.6.5) izralunava se preko c;brasca
_ 1 ¢ -Ez——,,"%ﬁ 'x-;m
Foo= o= [ 2 ar = 0{ 207
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Normalan raspored bio je pl""l put formulisan od strane Laplace-a.
Zato se taj raspored takode naziva Drugi Laplace-ov raspored. U literaturi
* se Cesto naziva i Gauss-ov raspored.

5.7. Centralna granitna teorema.

I. Neka su sve a.p. niza X1, Xo, X3, ..., Xn, ... medusobno
nezavisne sa istim rasporedom F (x) ammem'ke sredine m, i standardne
dew]acqe o1. Stavimo

XX+ -+ &,

n

X =

&ja je aritmeticka sredina m a standardna devijacifa o. Tada

A5 0w o)
kad n-» x. | 1

Dokaz. 1z (4.15) sleduje da je
. ‘ o]

m=m 0= \/__T
Kakp su X; medusobno nezavisni, to je na osnovu (4.12.12) k.f. od
X—-m = (Xd._ m)+X,=m )+ +(Xp—my
n

00t [00m(F)]

‘a k.f. standardizovane promenljive (X — m)/c

eup = (ol )] =L a5 ol3l]

Kad n—+ o, kf. od {X —m)/o teii ka

t2
-7
'\Px,_ (t) /¢
tj. ka k.f. normalnog rasporeda Kako je ova konvergencua uniformna u
okolini tatke z = 0, to na osnovu reciprotne teoreme (4.20) i raspored pro-
™ tesi ka normalnom rasporedu N (@, D).

X
menljive -

Liapounoff je pokazao da teorema uz dopunske uslove vaZi i u slufaju
da promenljive X; imaju razli¢ite f.r. Fy(x). Tako uop$tena centralna gra-
niéna teorema glasi: -

1I. Neka su sve neprekidne a.p: niza X1, Xs, ..., Xn, ... medu-
sobno nezavisne i sa odgovarajuéim fr. Fi(x), Fz(x), ..., Fa(x), .
Oznafimo sa mqy arvitmetidku sredinu, o wvargansu, sy Iredi momenat,
OL14,G 24/ 1003y proa tri apsolutna momenta promenljive Xi.
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Ako su svi drugi i treé apsolutni momenti ogranicent, tada standordi-
zovana promenljiva’

1 g\ n n

=5 Zmy =X, - =my;
Zz Iz} = iwl 1= ,
n
o}
VT
gde je n
o’= 2 of,
1=} t

tefi da zauzme normalan raspared N(@, I) kad n> .

Dokaz. Kako su svi drugi i tre¢i momenti ogranifeni, to postoje dva
para brojeva A2, Bz i As, Bs, takvih da je

0< A< a, < B,

Ay < oy < By
za svako /=1, 2, ..., n, ....
Centrirane promenljive
YE = Xt'_ ey,
" imace za obitne momente
E(Y;)=0, E(Y)=02, EN)=pu,,
a za kf.
(it Tl & (Bt)

— 2
cp(t‘) 1+2, of+3! a5

(u‘)z (zt}a .
=1+ _ fy; X fvady,

gde je 0 <0 < 1.
Integral

o
i@ty
Ry = Jyfe Flypdy,
konatan ie; jer je '
. - +oa
"3 _
-0

pa je na osnovu pretpostavke iskazane u teoremi

Ay < IR < By,
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Kf. promenljive Z je
n ¢ L ((6)2 o} (¢ Ry
(0 z.a‘Pw(a) -1(“ 0 ot 3 o

a kf. druge vrste

2 3 2 a2 2 -2
_L(t_szjﬁ_&) [l_e(z_o_e+£&)]
242 o 3l ¢ 2 62 31 ¢ \

gde je 0 < e < 1. Stavljajuéi

ttor B R Y]
Qi=[!.‘5(_';+‘—_i)]

2 o* 3 o*/]

¢ 2(t) dobija oblik

z
1 n £2 dlz _.t_B'_’*)z
2 fzs:‘l( 2 ot 3l o Q"
1t 2R 2 of0
2 3! g=1 02 8 =1 04
(¢ 2 o RQ; | #° $ RQ; .
12 =1 og® 792 =1 of
Pokazimo da je
0 R
lim 2 —% =0
n - =1 (e}
Zaista, iz
n n
ER.,; g i§t|Rz| < ﬂBﬂﬂ
n
o*= 2 o} > nA,
i=1
sleduje da je ;
i R,; -‘rzB3
i i 0
kad n- . “Z'/;oa'\ n’t A
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Kako i

£ B,
0<=5 < == 90
_ nA,
kad n - », to sleduje da je
lim Qi—_" 1.
Otuda e #2 : -
Y)? - — kad n»w,
) 2
1. 4t

2

7 P2 € " ,kad n oo,
¢ime je teorema dokazana.

5.8. x2- raspored. — To je raspored sa z.v.

i) = - 1 | )!;—"'- -?'5.
5.8.1 = iyt e
( ) X 271.\(%) X o

Cija a.p. %2 varira 0od 0 do + w. Parametar v naziva se broj stepena slobode.
Lakojeproveritidaje' o o

‘

Jf{xﬂ)drxﬂ =1.

4]
Zaista, -smenom—; = & dobijamo : C
[ A vy
T (BT e dE = Clzi=1.
] g

Oblik krive zakona verovatnode asimetritan je; unimodalan je sa
modusom x% = v — 2 (Dijagram (5. 8.1)). _ ‘ _

A
Y, Vié\).;,
0 7
Dijam 5.8.1) )
K.f. bide
i r L=C +ity?
Oty = T j(x2) 2 R d(x-'t) =
2°7(3)
I TR
- — IE E(t 28 s
r('z_) (i
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‘Daljom smenom v = § (1 —24r) dobijamo
_ _ "
(5.8.2) - @it = (1- 2it) z
Kako je :
@'(0)= iv,
@(0)=i*v{v+2],
o e e e e e e

© (OJ = irv(v+2).. . .[V “;2(?'.— 1)] ,

to su momenti ¥3-rasporeda

EG)= v,
= 2v,
(5.8.3) p,= 8v,

po=12v(v+4),

a kocficijenti asimesrije i spljostenosti
8 12
(5-8.4) Bi = e ﬁzz 3 4 —

v Y

Raspored je utoliko asimetricniji, ukoliko je v manje. Za v- o, raspored
postaje simetri¢an. Tadaje B1=0a Pz =3. Koeficijenti su u tom sludaju
jidentitni sa odgovarajuéim koeficijentima normalnog rasporeda. PokaZimo
da su tada i sami rasporedi identi¢ni. Zaists, k.f. standardizovane promenljive

) At
it, %
¢ g(i‘— it /% )

v 2v je
¢

\Y

tj. kf. normalnog rasporeda. Kako je ova konvergencija uniformna u okolini
tatke ¢ =0, to na osnovu reciprotne teoreme (4.20) raspored promealjive

..
X' ¥ (e ka rasporedu N (0, 1) kad v .

V2
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Tabela 4 daje vrednosti funkcije x2-rasporeda do v=20. Za vele
vrednosti od v= 20 ve¢ moZemo uzeti Tabelu 2 za normalan raspored
koja ce dati dobru aproksimaciju y2- rasporeda.Tabela 5 sadr¥i izraCunate
vrednosti x% za date vrednosti F(y2).

Oznadimo sa
r

—-ux  r-1.
e X

[0 4
Clar) =13

tako da z.v. y%rasporeda moZemo skradeno pisati u obliku
1 ;
| Axn=Gla).
Neka su 3 i 2 dve medusobno nezavisne aleatorne promenliiv-e

sa odgovarajuéim z.v. G (% %) iG (-;-, %) . K. zbira 32 = 32 + 32 bie
Vi

_ Vi T _Mrv
Qlt) = (Hp,t) = (_1—2:‘#) i ~21¢) T=(1—21't") _ :

tako da zbir x}+y? ima takode y2-raspored sa (vi + vo) stépena slo-
bode (8.3.), 1j.

(5.8.5) G 3 * G(3+ %) = (3254,

I vopéte zbir yF + y2+...+ x} ima y®-raspored sa z.v.
G(l— vitvet..w '

3

2 2

Posmatrajmo » medusobno nezavisnih a.p. X3, Xa, ... 5. Xn, svaka
od njih je sa rasporedom N (0, 1). Raspored promenljive ..X7 dobi¢emo
primenom obrasca (4.3.13)

1 -3
V2mx ¢
Cija je k.f. C,
_L
_ (1=24) 1.
K.f. promenljive 3 X? bice
f=]
n
(1—=2¢) 7
tako da promenljiva
= T X!
X = il

ima y%raspored sa # s.s. .
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Ukoliko je N (0, ¢) raspored promenljivih Xy, tada

o2 1 oy X,
(5.8.6) 2 X, ima raspored—p———— x- ¢ 2°
=1 l n n X 3
: 27 p I‘(-,z} :
n
L Ry (n)"z L
(5.8.71 — 2. X, ima raspored_g.__ x"i g 207
n o=t " ,,I.,(_?l) ;
g 117
n - xl
(5.8.8) \/Z X: ima raspored—zw__ n—1 " 720
=1

2%0"1“(7—;] xo '

| LN _ ni% o a
(5.8.9) ~/ %Exxi ima raspored __ozﬂ(;()ﬁ) xn—ie ETL x:

5.8. ,,Student“-'ov vaspored. — W. S. Gosset je pod pseudonimom
,,Student” prvi definisao ovaj raspored sa z.v.

nti

! r("”z'l) YT
(5.9.1) it = T 0 (1+n)

tija a.p. ¢ varira od — © do + w. Cesto se ovaj raspored naziva i r-raspo-
redom. Raspored je unimodalan i simetri¢an u odnosu na tatku ¢ = 0 (Dija-
gram (5.9.1) ). )

0
Dijagram (5.9.)

4

Proverimo da je

+00
an(t)dt =1.
Kako je z.v. (5.9.1) parna funkcija, to je
+o0 +1 e
J‘ e 2 r(2-) dr
S.,-,_( ) C = \/— 7 tg_ r_x_}}
—w nn T(T) b (I.+ _h_)
Smenom
n n
- = dt = = Ez o
n+t° uw l=-u
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doBiiamo

iy asly ¢
j.s‘n(f)dz‘- I"( 211) Ju%_i(l—u)-%du=
- '\/EF(;) [ ‘
_ o) n 1y _
gty B(Z, =1

zbog (2.5.2)

Parametar n nazivamo brojem stepena slobode (s.s.). Aritmeticka sredina
i varijansa konatne su za svako n. Vidi k-ti momenti bide konaini jedino
za 'k <n. Kako je se(r) parna funkcija, to su svi neparni (2v + D-vi
momenti jednaki nuli za 2v + 1 <n. Otuda,

M=0
hd . n+l ',
b= [ Focdt = n_r(z_n) J"Tz'l(i—u)*du.=.
(5.9.2) ‘e \/FT(E "
i
- ﬂf‘(z%"") (_n_—z_,l) _._n
o ' 2 T2 -
vrT(%) 7 n-2
Za 2v < n bice

—_ U35 (eav=tn®
o= ) =) (n-2v)
Vrednosti fr.

(5.9.3)

1,
S, (t) = J“"“ B dt

date su u Tabeli 6. Pomoéu njih moZemo odrediti verovatnoéu da de se ¢
nadi .izvan intervala (- 2, &)

Prflti> 6} =1-S(1).

U Tabeli se nalaze vrednosti Su(te) do n= 20. Za vebe vrednosti n
mozZemo koristiti Tabelu 2 za normalan raspored, posto

(5.9.4) Jim S,(x) = 000,

odnosno

(59.5) 1 st %
' iy T T e
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Zaista, u izrazu
! L 5 {5 +) li (1+"2)-%z- (1+"2)-'i
] = - 1 —_
SR g 1‘(%)(%)% A P S A

prvi limes jednak je jedinici zbog (2.4.3), drugi | takode jedinici a treci
iznosu ¢ %, te neposredno dobijamo (5.9.5).
Kako je e net ]_
( + = ) <
2 7 5
gde je 1 + < mtegrabllno u razmaku (- oo, + @), 1o je

h'm S, (x)= Iim Js (t)dt -—I Iz'm Spitydt = 00x) .

-0
Usled simetrije koeficijent asimetrije jednak je nuh tj. B1=0, kao

i kod normalnog rasporeda, a_
2 Ca
Bz=3+n_4' (n>14),

koji teZi ka 3 kad n> . :
Tabela 7 sadr?i izratunate vrednosti f, za date vrednosti 1 — Sa(t).

»Student“-ov raspored zauzima u statxsnm vrlo vaino mesto zbog

svoje sledece osobine: :

Neka su X1, Xa, X3y ... Xn+1 medusobno nezavisne -a.p. sa iden-
ténim normalnim rasporedom N (0, o). Ognalimo sa

, T
Y= +,./>32 X2
n v=1
Tada a.p.
Lo X
Y

tma , Studeni“-ov raspored,

Dokaz. Kf. za X je o
Lot
| P ti=e °
A.p. Y ima raspored (5.8.9) a kf. )
ﬁi ~ T4t
Sat X x
Pt = — 2ﬂ Ix dx.
? 0
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Dalje je

(n 0
, 2it7 n ~ZgixHitx

n

o ?) s :
4. 7

n
nyjz = ;
, 2il% - 505 x*-itxz
%(—tz)=———-—n(2,2 fx"e 2t T
' o"T{3) %

Kako su X; i Y dve medusobno nezavisne a.p. a Fa(0) =0, to ée z.v.
kolitnika X3/Y biti dat obrascem (4.16.4), 1j.

. (i)‘i X : &0 .
. it AL,
G(z):——g——_fe."TdtJ.x"e D
we [ —"i) - o
5 .
(n)% o +00 2
= : no_a g3tz .
‘ - x - -t
ra"I(F) 4 = |

Koristefs (4.14.16), vrednost drugog integrala je

. tm 22 : 22
R L
tako da je = oven
. ( )g
2 I3
27 n T
glz)= Ix e dx
o"“l"(%) /"_'2]1_ ) .

{ 2 :
+'E) =5,().

Primetimo da se u specijalnom sluéaju » = 1, ,,Student“-ov raspored
svodi na Cauchy-ev, tj.

s t)=C(1,0).
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5.10. Fisher-ov raspored. — A.p. ovog rasporeda uzima samo pozi-

tivne vrednosti 1 ima z.v.
(m +n ) Z.y
r ] &

(5.10.1) Som,n (%)=

gde m i nnazivamo stepenima slobode.

Smenom {
y= 1+x
neposredno dobijamo da je
m+n )

ffm'n(x)dx = F(

my~(n
Takode je (—2—) ( 2)
(5102 E(X) = ‘rxfm,n(x) __i;i—%a B(Z+1,2-1)=
o r(7)riz)

n—2
2 _ 2rt(m+n—2)
(5.103) 0= 2 =4

Da bi E(X) postojalo, treba da je n>2. Da bi &2 postojalo, treba
daje n>4 '

Raspored je asimetridan i unimodalan ukoliko je m > 2 sa modusom

_m=-2 n
°© n+2 m

Smenom

____EF

dobijamo t. zv. Sredecor-ov F-raspored sa m 1 n stepena slobode, koji ¢emo
simbolicki oznaditi sa hm,n (F), 1.

1_( m+ ‘n) " L; m_, - m;n
(5.104)h _ (F)= =2 7 (—) F? (14-3 F) , F>0.
' ™" r( _’B) I*( _’1) n
2 2
Primetimo da ako promenljiva ¢ ima ,,Studen “_gv raspored, njen
kvadrat, tj. ¢2, ima¢e Smedecor-ov raspored n (£2)

Radi lakieg kori¥¢enja ovog rasporeda u analizi van}anse Fisher )e
uveo promenl;wu z preko relacue

‘= F.
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Dok F raste od 0 do + «, z raste od ~ do +, tako da je

Pr.{.'Z".»<_ zo}= F(z) = Pr {F< L’zz'} :

Za poznate vrednostim, n i 1 — F(2) = 0,05 odnosno I — F(2) = 0,01
date su vrednosti 2, u Tabeli 8.

Zv. z-rasporeda bide

(5.10.5) 2¢™ h_ _(¢™)= _QEEE_TI_) (2)%__;”’_&&_
=T ) e

U estoj glavi pokazatemo da ako su promenljive X1, X, ...,
Xms Y1, Yo, . ., ¥, medusobno nezavisne i normalno rasporedene sa za-
jednitkim rasporedom N (0, o), tada promenljiva

L
2 X;
f=i

n H

Y

_ =1 ¢
ima Fisher-ov raspored sa m i n s.5. -
5.11. Primeri .
5.11.1. Neka je pi verovatnoda da ¢e se u & + l-om ponoyljenom

opitu ostvariti. prvi put olekivani dogadaj ija je prosta verovatnoda 2.

a) Odrediti verovatnoéu pg, aritmetitku sredinu i varijansu.

b) Odrediti srednji broj opita kao i varijansu broja opita za » ostva-
renja olekivanog dogadaja. -

a) TraZena verovatnoéa je

5= q"p.

‘Dajudi indeksu % vrednosti 0, 1,2, 3, ... dobijamo z.v. prekidne aleatorne
promenljive X = % i aritmeti®ka sredina bide

EX)= L ks = pg The=

(B -r ()

Kako na analogan natin dobijamo da je

I Zqz
E(X ):.!i"‘T_h
P
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to ¢e varijansa biti

9

q,z
2 Yy 2
p p p
Raspored sa gornjim z.v. naziva se geometriski raspored. ‘
b) Srednji broj opita za n ostvarenja otekivanog dogadaja moZemo

pretstaviti kao olekivanu vrednost zbira aleatornih promenljivih
X=X +X+ - +X,

gde je X, broj opita koji sleduju (v — 1)-vo_ostvarenje i ukljudujuci v-to
ostvarenje otekivanog dogadaja. Otuda, trafeni srednji broj opita za n
ostvarenja olekivanog dogadaja bice '

q

E(X) = 21 E(X,)) = n .

Kake su X, medusobno nezavisni, to je varijansa broja opita za n
ostvarenja olekivanog dogadaja '

D) = T DX, = g—

5.11.2. Aleatorna promenljiva X = X1+ Xa+ ...+ Xa definisana u
(5.11.1) ima tzv. Pascal-ov raspored. Odrediti z.v., tj. Pr.{ X =n+ k}
gde je & broj neostvarenja koji prethode n-to ostvarenje olekivanog dogadaja.

Kako je k.f. geometriskog rasporeda _ .
o xR, wk P
o= I ¢ pe” = pLlge) =g
‘to je k.f. Pascal-ovog rasporeda, s obzirom da su X, nezavisni medusobno,

gi= PIH2Y

n ' s n
@ity = [o,0)] = (le"Qar) ._

Zakon verovatnode mozemo dobiti preko kf.

| ' [ pr ey
Flk,n,pl= Pr. {Xf_ ?‘H‘k} = e _-[,‘Tltfq-é’—i{?_ e dt.
Smenom x = ¢ dobijamo '
tarT
A - S
t=—g

k+n— L —gx | HT
=(*"7 1)-P"9”-§1;[l°glif'x 1] -

t=-m
= (2 e
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Kako je
.(_1);(b+kn-1) ;(-kn)_

to z.v, Pascal-ovog rasporeda moZemo napisati u obliku
L NS
f(ka”-P): b p ("f[) '

zbog Cega se ovaj raspored Cesto naziva i negativni bingmijalnt raspored.
5.11.3. Pokazati direktnim putem da je
‘ Cxi(at’.bl) * sz(a b)=C

20 02) = x1+_x2(a,+a b+b,).

23 7y

gde su X; i X» dve nezavisne aleatorne promenljive sa Cauchy-evim ra-

sporedima.
Stavimo
| xi;= _klv-qlgi’
X,= bz"'azEz’
z=x+x,= b+b+7,
‘ tako da je ' '

Z=ak +a,t,.
Umesto promenljivih &; i £ uzeéemo promenljive Z i 4 vezane sa
prethodnim preko relacija
a,Z

a _
E._= 2+t +ua,,: E,z— H__af+a2 —~ua,.
1 2 ' 2

Kako su X1 i Xz nezavisni medu sobom, to je elementarna verovatnoda
dvodimenzionalne aleatorne promenljive (X3, Xz) jednaka proizvodu ele-
mentarnih verovatnoéa aleatornih promealjivih X, i Xa, tj.

" : 1 dE,dE,

. f(E-l,EZ]dEiqu_.nz (1+Ef)(1+ﬁ;) ]

ili uvodenjem novih promenljivih u i Z
1 du dz

J a,’z T, Z :

71 |:1+ (-dl,_"_—a:-—!- ua,). ] [H‘ (?a:—'af' - ua,) ]
‘ Singularnetaékeodfsuil=ii£s=iaintegralgomiegizrazapou
u granicama od— « do + wbite proizvod od 277 i zbira reziduuma odgova-
raju¢ih singularnih tataka, tj. :

a(z)= 22 { 1 + : }
T V2ia [14(R- )] 2w a4 (E 4 )]
-1 __ata
T on (al+¢'zz)_"‘+'2,z ,
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odnosno z.v. promenljive X; + Xpbice

1 a+a,
(z)= = =
fiz (@, +a,)’ +(z=b-h) CXH’ Xz

(a1+a2 * ‘b!+Uﬂ.) M

5.11.4, Naéi k.f. normalnog rasporeda kori§¢enjem Cauchy-eve teoreme
iz teorije funkcija.
Po ‘definicyji k.f. je

1 ‘ _x?
W)= '\/—-Zﬂ_ JQ txe de' =
-0
i ]-oo__(x—zz't)z I
= z =
m-we e dx
1 _t2 _ (x—dt)?
—_ F 7
7l ) dx.
——)

Kada realni deo x ta’ke (x — it) u kompleksnoj ravni varira od — « do

+ ®, tatka se pomera duz prave y =— ¢ i integral ¢ (¢) imace istu vred-
nost bez obzira da li ga izratunavamo duZ prave y =—t ili duZ prave
y =0, jer
dy
A — —— B -
T |
D - = c

Dijagram (5.11.4.1)

na osnovu Cauchy-eve teoreme integral funkcije kompleksne promenljive
zl

¢ "3 duz jedne zatvorene konture jednak je nuli. Uzmimo za tu konturu
pravougaonik ABCD. Ako se tatke A i B udaljavaju u beskona¢nost s leve

i desne strane, funkcija e~ 7 tezi ka nuli. Zato ¢e tada i integrali

[ ]

BC DA

te?iti ka nuli, tako da e fntegrali

[ i ]

AB DG
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imati jednake granine vrednosti, tj.

1 _‘tﬁ_’f _(x ;ﬂzd
cp(t]_—\/z—ne e ‘x==
i

\/z—ﬂ 9 27‘[ - E’
5.11.5. Nadi srednje apsolutno otstupanje kod normalnog rasporeda.

__1._.+°° _%z -2 _IEE
E(le)—m-‘L;xiedx mjoxe dx =

t= /2 <0798

n

8

H

"\DI\)
A
ot
o
LA
f,

Analogno dobqamo sledeu vezu izmedu apsolutnih momenata nor-

malnog rasporeda
E(IXIM™) =vEIXI™,
tako da je

{2v)] ,
2¥yl

E(mv**):z- \/7—2“1\/7,.

E(JXi <o < E(IXP)

5.11.68. Dokazan Laplace-—Llapounoﬁ'-Ijevu teoremu  (2.14) pomoéu
centralne granicne teoreme (5.7).

Posmatrajmo a.p. X koja mo#¢ uzimati samo vrednosti 1 ili 0 sa
odgovara]uum verovatnoama pi g=1- p. Tada je E(X:)=m=p,
= p¢. Promenljiva

E(X) = g, = 1-3:5-- (2y-1) =

1.

‘ _+......+
f= Xl*in ).

ima aritmeti¢ku sredmu m=pi standardnu devxjacuu g = 1/‘_ = I/ Pq
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Kf za X je

aza X¢i—p

pa je 7,0 = pe?'+qe ™
[l agmgr F g )
e £y I
g 2] -
-[-o ro[2)]"

Ppttt T €

]
Zato a.p. X ima normalan raspored N(pgvg) te je

X-P g y k-np
Pr.{l‘ig-—o— e t‘z} =Pr.{f1<—\/;‘—‘P——; sz} =,

gde smo stavili 2 = X1 + Xa+.....0 + Xa». Verovatnoéa
f — _ n k _n-k
Pr{ X+ XK, Xm i} - oY

pretstavija binomijainu verovatnocu.
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5117, Neka je' F(x) fr. standardizovane promenljive X, ¢x(t) njena
kf am, my, 000, 65> 0 realne konstante, Ako s¢ uyek mogu odre-
diti takva dva broja m i ¢ da je

3, A o
pokazati da je tada F(x) funkcija normalnog rasporeda.
Gornja veza povladi i jednakost odgovarajucih f.r.; Kako je a.s. raspo-
reda s leve strane. m; + my a standardna. devijacija 4/ a2 + 62, t0 je
m=my + mp, cr=_\/crf+c§.

. 1 :
Stavljajuci my = mp =0 j g = G2 =_ﬁ dobijamo

2
P, (£) = [ Prys (t):]

Kako u opstem slucaju na osnovu centralne grani¢ne teoreme imamo
o a

T
[(pxﬁ (t)]- — e

kad n>w, o je i

(e

P, (t) =e ,
. F(x) = 0(x). _ ‘
5.11.8. Odrediti kumulante x2-rasporeda.
Kako je k.f. y*-rasporeda
‘ _v
@) =(1+2:¢72
to-je kf. druge vrste
Je) = log @lt) =--\2'~ Zog(l—Qtf),
ili, razvijajuéi u red log (1 - 24)

B 16
4)(f)=-—-g(—2tt—m———" - - 't----)

2 3 4

: it)? £)? .
~ vt o G g M g

pa je .
= v,

=2v,
s =8v,
k, =48y,

ke=2""Yr-11,

1

&5
~

_
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Neka su yi2, xefs - .., x? medusobno nezavisni. Znamo da e zbir
=g+ qet+ ...+t imat takode x*-raspored. Kumuiante tog
rasporeda bie R

S s
k,= % k, = 2" "Yr-0' L vs,
g=1 _ J=1

gde je ky; r-ta kumulanta od 2%
5.11.9; Promenljiva .

imate Fisher-ov raspored ako su promenljive X1, X, . .. ; Xy Y1 Y2,...5
Y. medusobno nezavisne i sa zajednitkim rasporedom N (0, o). -Qdrediti
raspored promenljive

Z LX)
B___ = = iz-l - " .
1+7 ZX1+§lYi

i=1

Dok Z varira od 0 do ©, B varira od 0 do 1. Zato nejednacini B < x

odgovara nejednadina Z < l_;_x , pdje

3 X
| Pr{B<x} = Pr.{Z< 1——x-} ,
a z.v. trazenog rasporéda dobi¢emo smenom promenljive x u (5.10.1) sa
x/(1 — x) 4. :

¢ oma 3
w0
2 2

gde x varira od 0 do 1. Dobijeni raspored naziva se Betra-raspored.
Analogno ovom rasporedu imamo i Gama-raspored sa z.v.

FAxr=

?

_ 1t
=T ™ ¢

gde x varira od 0 do .
Momenat v-tog reda Beta-rasporeda je
{ m. oy D720 T(F+Y)
- = B - +v,7)= n.
.mv B(%,-;-‘) (2 2) l—(%z_) F(%"’V)
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paic

_ m(m+’2)
T (m+n)m+n+2)

2_ 2mn )
(m'+ n)’(m+n+2.)

g

5.11.10. K. Pearson je dao jedan sistem rasporeda refavanjem dife-
rencijalne jednatdine :
(5.11.10.1) &y lx*aly

dx b+cx~+ dx?

Variranjem konstanata a,b,c i d dobijamo &itav jedan sistem neprekidnih
rasporeda.
' Pokazati da

w)za a=~M, b=~-62 a ¢c=d=0 dobijamo z.v. normalnog
rasporeda,

Blzab=d=0,a=1-nc=—1 dobijamo z.v. Gama-rasporeda.

Zaistz, u slufaju o) imamo

d x ~-M
LA —— dx.
Y g
Integracijom dobijamo
_ le—-pp?

y=Keg 19°
gde konstantu K treba jo¥ rako odrediti da bude ispunjen uslov (4.3.9).

Tako dobijamo K = l___ .
. o/ 2%

U sluéaju ) imamo

dy x—{n-1
== I
v S '
Integracijom dobijamo
y=Kx""e™* |
1 . L. .
o) da bi uslov (4.3.9) bio ispunjen.
2
. Smenom x =XE - dobijamo z.v. y®-rasporeda. Ovaj se raspored esto

gde K treba da je

u literaturi spominje kao I7I Pearson-ov tip rasporeda.
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5.12. Zadaci za veZbu 7

5.12.1. Odrediti prva Zetiri obina i centralna momenta binomijal-
nog rasporeda pomodu obrasca (4.7.1) i (4.7.9).

5.12.2. Isto to za Poisson-ov raspored.

5.12.3. Neka su Xv(v=1, 2, ..., r) aleatorne promenljive od kojih
svaka moze uzimati vrednosti ! ili 0 sa odgovarajuéim verovatnotama
l n, _n n; i,

1. -
= e—— = — ?_._ n
n,+n, n n,+tn, n

a) Pokazati da je raspored zbira X1+ Xp+ ...+ X jedan hiper-
geometriski raspored sa zakonom verovatnode
n
)

Pe{X, X+t X=r )=
b) Pokazati da je
ndng—1

E(X, XP‘) " Taln-1)

a zatim da je
EX X+ + X,)= 25,

2 nrin-riin-n,
o = .
X!+X2+"'+Xr ﬂz(n“i}

- 5.12.4. Pokazati da hipergeometriski raspored tezi Poisson-ovom raspo-
redu ako je n1 vrlo malo u odnosu na #z i ako je r% konaéno.
, 2
5.12.5. Pokazati da je kod Pascal-ovog rasporeda

Flk,on, p) % Flk,n,, p) = flk,n+n, p).

5.12.6. (Polya-ev raspored). Jedna urna sadr2i « belih i B crnih kuglica.
Posle svakog izviaenja izvucenu kuglicu vradamo nazad u umu zajedno
sa y novih kuglica ¢ija je boja jednaka boji izvulene kuglice.

a) Odrediti verovatnotu = (k, ) da ¢ u » uzastopnih izvlaZenja & puta
biti izvudena bela kuglica.

b) Pokazati da su aritmetitka sredina i varijansa rasporeda sa z.v.

{“(ks ”)}

E{X)= np,
a+p+n
0t = npg 2P 1T,
atBry
o a ' b
gde smo stavili p—-a+b, q=a+b'
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¢) Pokazati daako 1+ o, p-+0, y/(z+ B)+0, nj-nn, nyl(e + ) s

m X »
_ T.+k_.1) i .r-( 5 k
n(k’")—*( k (1+s) -1+s-)

5.12.7. Dokazati uopétenu centralnu graniénu teoremu (5. 7 II) uslu-
¢aju kad a.p. X1, Xo, ..., Xs imaju prekidne tasporede. .

5.12.8. Odrediri Pearson-ove koeficijente kod Flsher—ovog rasporeda.
5.12.9. Pokazati da je v-ti obitan momenat Snedecor-ovog rasporeda

_DZ+vT(Z-v) nv
v MENE m

n
Za ‘J<ﬁ.

5.12.10. Pokazati da Beta-raspored te¥i ka normalném rasporedu, ta
an ﬁn % 2 .1 1 xzz )
B(T,T)x (1""9(.) _\/-———-e »

kad n—+ @ dok « i B ostaju konatni:
- 5.12.11. Odrediti modus i Pearson-ove. koeficijente Beta—rasporeda

5.12.12. Odrediti konstante Pearson-ovoj diferencijalnoj jednadini
(5.11.10.1) tako da njeno- refenje bude zv. ,Student“-ovog rasporeda.

216

D v 1T S R B A TP



" 5.13 Tabela 3

065705

J -
x e x e~ x e~ x e~
0,00  1,0000 043 065051 0,86 042316 1,29  0,27527
0,01  0,99005 044 064404 0,87  0,41895 1,30  0,27253
002  0,98020 . 045 063763 . - 088 041478 1,31 0,26982
003 097045 046 063128 089  0,41066 1,32 0,26714
004  0,96079 0,47 0,62500 090  0,40657 1,33 026448
0,05 095123 0,48 - 061878 091 040252 134 026185
006 094176 049 051263 092 039852 - 1,35 025924
0,07 = 0,93239 T 0,50 060653 093 03955 1,36  0,25666
0,08 092312 051 060050 0,94  0,39063 1,37 025411 -
0,09 091393 052  0,59452 095 0,38674 . 1,38 0,25158 .
0,10 090484 0,53  0,58860 096  0,38289 1,39  0,24908
011 089583 T 054 058275 097  0,37908 1,40  0,24660
0,12 = 088692 0,55 057695 . 098 037531 141 024414
013 087810 056 057121 099 037158 142 0,24171
014 086936 057 056553 1,00 036788 143 0,23931
0,15 186071 0,58 = 0,55990 101 036422 144  0,23693
016 085214 0,59 . 0,55433 102 036060 145 023457
0,17 084366 0,60 054881 1,03 035701 1,46 023224
0,18  0,83527 061 054335 104 035345 147  0,22993
0,19  0,8269% 052 053T% 105  0,34994 1,48 022764
020 081873 063 - 053259 “1,06  0,34646 149 022537 .
021 081058 064 052729 1,07 034301 1,50  0,22313
0,22 080252 065 052205 1,08 0,33960 1,51 022091
023 079453 0,66 051685 1,09 . 033622 1,52 021871
024  0,78663 067 051171 1,10  0,33287 1,53 021654
025 -0,77880 068  0,50662 . 1,11 03295 1,54 021438
026  0,77105 0,69  0,50158 12 032628 155 021225
027 0,76338 0,70  0,49659 1,13 - 033303 1,56 021014
028 075578 071 . 049164 1,14 Nn31982 1,57 . 0,20805
029  0,74826 0,72 048675 1,15 031664 1,58  0,20598
0,30  0,74082 0,73 048191 1,16  0,31349 1,59 0,20393
0,31  0,73345 ~074 0471 117 031037 1,60 020190
032 072615 0,75 047237 1,18 030728 1,61 . 019389
0,33  0,71892 0,76  0,46767 1,19 030422 1,62 01979
034 0,7IT7 077 046301 1,20  0,30119 163  0,19593-
035  0,70469 0,78 045841 121 029820 - 1,64 . 0,19398
. 0,3 059768 0,79 04534 1,22 0,29523 1,65 ‘' 019205
0,37 059073 080 04933 123 029229 166 019014
0,38 . 068386 081  0,44486 1,24 . 0,28938 1,67 . 018825
039 067706 082 -0,44043 1,25  0,28650 1,68 018637
040 057032 083 043605 1,26  0,28365 1,69  0,18452
Q4L 066365 0,84 043171 1,27 028083 1,70 018268
43 085 042141 ‘1,28 - 0,27904 1M 018087
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218

2,61

© 0,03688.

b 4 =¥ x e~ x x e~ x e-x

SL12 017907 217 011418 262 0,07280 3,35  0,03508
1,73 017728 218 011304 2,63  0,07208 3,40 0,03337
1,74 017552 2,19 011192 264 007136 345  0,03175
1,75 017377 220 0,11080 265 007065 350  0,03020
1,7%  0,17204 221  0,10970 266  0,06995 355 002872
1,77  0,17033 2,22 '0,1086% 2,67  0,06925 350 002732
1,78  0,16864 . 223 010753 2,68  0,06856 365  0,02599
1,79  0,16696 224 0,10846 2,69 0,06788 3,70 0,02472
1,80 016530 2,25 0,10540 2,70  0,06721 3,75 0,02352
1,81  0,16365 2,26 0,10435 2,70 0,06654 380 ° 0,02237
1,82 016203 2,27 0,10331 2,72 0,06587 3,85 0,02128
1,83 016041 2,28  0,10228 2,73  0,06522 3,90  0,02024
184 0,15882 2,29 010127 2,74 0,06457 395  0,01925
1,85 015724 2,30 0,10026 2,75  0,06393 4,00 001832
1,86  0,15567 231 0,09926 2,76  0,06329 4,10 0,01857
187  0,15412 232 0,00827 27T 0,06266 4,20  0,01500
1,88 015259 2,35, 0,09730 2,78  0,06204 4,30 0,01357
1,80  0,15107 2,34 0,00633 2,79 - 0,06142 4,40 001227
1,90  0,14957 2,35  0,00537 2,80 006081 4,50  0,01111
1,81  0,14808 - 2,36 0,09442 2,81 006020 4,60  0,01005
1,92 014661 2,37 0,00348 2,82  0,05961 4,70  0,00910
193 014515 2,38 0,00255 2,83 0,05901 4,80  0,00823
1,94 014370 2,39 0,09163 2,84  0,05843 490  0,00745
1,95  0,l4227. 240  0,09072 2,85  0,05784 500  0,00674
1,9 014086 241  0,08982 2,86 ' 0,05727 510  0,00610
197  0,13946 242 0,08892 287  0,05670 520 000552
1,98  0,13807 2,43 0,08804 288  0,05613 530 0,00499
199  0,13670 2,44  0,08716 < 2,80 .0,05558 540  0,00452
200  0,13534 245  0,08529 2,90  0,05502 550  0,00409
201  0,13399 2,46  0,08543 2,91  0,05448 560  0,00370
2,02 013266 2,47  0,08458 2,92 - 0,05393 570  0,00335
2,03 - 0,13134 2,48 008374 . 2,93 0,05340 5,80.  0,00303
204  0,13003 249 008291 . 2,94  0,05287 590 . 0,00474
2,05  0,12873 2,50  0,08208 2,95  0,05234 8,00  0,00248
2,06 012745 2,51  0,08127 296  0,05182 625 000193

207 012619 2,52 0,08046 2,97  0,05130 6,50  0,00150
2,08 .0,12403 253  0,0796 2,98 005079 6,75  0,00117
209  0,12369 2,54  0,07887 299  0,05029 700 0,00091
2,10 0,12246 255 0,07808 3,00  0,04979 7,50 ,0,00055
2,117 0,12124 2,5  0,07730 305  0,04736 /800 " 0,00034
2,12 0,12003 2,57 0,07654 310  0,04505 8,50  0,00020
213  0,11884 " 2,58 007577 .315  0,04285 9200  ©0,00012
2,14 011765 2,59 0,07502 S 320 0,04076 - 9,50  0,00007
2,15 0,11648 2,60 0 007427 325 003877 10,00 0,00005
2,16 011533 007353 . 330



5.14 Tabela 4

¥ - raspored
'yl
1% F 8
Fp)=——— [ e #40)
22T 1)9
- \2
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X
0,001 0,005
001 008 0,005
005 0,18 0,02-
0,1 025 - 005 001 -
0.2 035 010 002 0,005
0,3 042 014 004 001
04 047 018 006 002 0005
05 052 022 008 003 00
0,6 056 026 010 004 001
0,7 060 030 013 005 002 0005
08 063 033 015 006 002 00l
0,9 " 0,66 0,36 0,17 0,08 0,03 - 0,01
1 068 03 02 009 004 00l 0005
2 084 063 043 026 015 008 004 002 00l 0005
3 092 o078 06l 044 030 019 0l 007 004 002
4 095 086 074 058 045 032 022 014 009 007
5 097 0oz 083 07l 05 03 03¢ 02¢ 01T 0ll
6 099 095 08 080 069 058 046 035 026 018
7 099 097 093 08 078 070 057 046 036 027
8 0995 098 095 091 084 076 067 057 047 037
9 0.995 099 097 094 089 083 075 086 056 047
10 0995 098 09 032 08 08 073 085 056
11 0995 099 097 09 091 08 080 072 084
12 0,095 098 097 09 090 08 073 071
13 0995 099 098 09% 09 08 08 0,8
14 0995 0995 098 097 095 092 08 08
15 0995 099 098 09 094 091 087
6 0095 0995 099 097 0% 093 090
17 0995 099 098 097 095 093
18 0995 099 099 098 09% 095
19 0995 099 099 097 096
20 0995 0,995 099 038 097
21 099 0995 099 098
22 0995 0995 099 098
23 0,995 0,995 099
24 0995 0,99
25. 0995 0,99
26 0,995
a7 0,995



& 1 12 13 14 15 16 | 17 {18 | 19 20
N ke x : .

3 001 0005 T ¢ el

4 003 002 - 001 0005 . i

5 007 604 002 001 001270005 ‘

6~ 013 009 -005 - 003-.002: .00L. 0005 .0005 .- -
7. 020 014 010 007 .004 008 .002 °00l 0,005 0,005
8 029 021 016 .01l ‘008 005 003 002 001 -001
9 0,38 030 023 017 012 009 006 004 005 002
10 047 038 03l 024 018 0,13 010 007 - 005 005
1L 05 047 039" 031 025 019 014 01 008 005
12 064 055 047 039 032 02 020 015 01l 008
13 071 063 05 047 040 033 026 021 016 0,12
14 077 0,70 063 055 047 040 033 027 022 0,17
15 082 07 069 062 055 048 040 034 028 022 _
16 "0B6 081 07 069 062 055 048 04l° 034 028
17 089 08 08 074 068 061 05 048 041 037
18 092 088 084 079 074 08 061 054 048 041
19 094 o091 088 08 079 073 067 061 054 048
2 09 093 09 087 08 078 073 068 061 054
21 097 09 093 030 08 082 077 0,72 066 060
2 - 0% 0% . 0% 092 08 08 08 077 072 066
23 09 . 097 09 0% 092 08 08 08 076 071
24 099 098 097 09 09 091 08 08 080 07
- 25 09 099 09 097 09 093 091 08 08 080
26° 0995 099 098 097 09% 09 -09 09 087 083
27 095 099 099 098 097 0% 09 092 09 08
28 095 0995 099 09 09 097 09. 094 092 090
29 09% 095 09 098 098 097 095 09 091
30 0995° 0995 099 09 . 098 097 09 09 093
35 0995 0995 09 09 098
40 0,995 0,995



23

21 22 24 25 % 27 28 29 | 30
X
8 0,005
9 001 0005 0,005
10 002 00l 001 0005 0,005
11 004 003 002 00l 0L 0005
12 006 004 003 002 00l 0C1 0005 0005
13 009 007 005 003 002 002 00l 001 0005
14 013 010 007 005 004 003 002 00l 001 0005
15 018 014 01l 008 006 004 003 002 00l 001
16 023 018 014 O0Il 009 008 005 0035 002 002
17 029 024 019 015 012 009 007 005 004. 003
18 035 029 024 020 016 012 0l0 007 006 004
19 041 035 030 025 020 016 013 - 0l0 008 -006
20 048 042 036 03 D25 021 017 0lI4 011 008
21 054 048 042 036 €31 02 02 017 014 0ll
2 060 054 048 042 036 031 02 022 018 0I5
23 066 ©60 054 098 o042 037 031 027 022 018
24 071 065 060 054 048 042 037 ¢32 027 023
25 075 070 065 059 054" 048 043 037 032 027
26 079 ‘075 070 085 059 054 048 043 037 032
27 08 079 074 070 064 059 054 048 043 038
28 08 08l 078 074 069 064 059 054 098 043
29 089 08 082 078 074 069 064 05 053 048
30 091 088 08 082 078 073 069 064 059 053
35 098 09 094 09 €% 08 08 08 079 076
40 0995 099 098 09 097 0©9% 09 09 092 090
45 0,997 0995 0995 099 09 09 0% 097 0%
50 0,995 0,995 099 098

0,995
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5.13 Tabela 3
Vrednosti y* za dato F(y?).

~Fo ,

\ 0,01 0,02 0,05 0,10 0,20 0,30

v .

1. 00457 00%28  0,0:353 0,0158 0,0642 0,148
2 0,0201 0,0404 0,103 0,211 0,446 0,713
3 0,115 0,185 0,352 0,584 1,006 1424
4 0,297 0,429 0,711 1,064 1,649 . 2,195
5 0,554 0,752 1,145 1,160 2,343 3,000
6 0,872 1,134 1,635 2,204 3,070 3,828.
7 . 1,239 1,564 2,167 2,833 3,822 4,671
8 1,646 2,032 2,733 3,490 4,59 5,527
9 2,083 2,532 3,325 4,168 5,380 6,393
10 2,358 3,059 3,940 4,865 6,179 7,267
11 3053 3,609 4,575 5578 - 6,989 8,148
12 357 4,178 5,226 6,304 7,807 9,034
13 4,107 4,765 5,892 7,042 8,634 9,92,
14 4,660 5,368 6,571 7,790 9,467 10,821
15. 5,229 5,985 7,261 8,547 10,307 11,721
6 5,812 6,614 7,962 9,312 11,152 12,624
17 6,408 7,255 8,672 10,085 12,002 13,531
18 7005 - 7,906 9,390 10,865 12857 14,440
19 7633 8,567 10,117 11,651 13716 15,352
2 820 . 92w 10,851 12,443 14,578 16,266
21 8,897 9,915 11,591 13240 - 15445 17,182
22 9,542 10,600 12,338 14,041 16,314 18,101
23 10,196 11,293 13,001 14,848 17,187 19,021
24 10,856 11,992 13,848 15,659 18,062 19,943
25 11,524 . 12,697 ia,611 16,473 18,940 20,867
26 12,198 13,400 115,379 17,292 19,820 21,792
27 12,879 14,125 16,151 18,114 20,703 22,719
28 13,565 14,847 16,928 18,939 21,588 23,647
29 14,256 15574 17,708 19,768 22,475 24,577
3 14,953 16,306 18,493 20,599 23,364 25,508
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Fx"

\ 0,50 } 0,70 . ‘ 080 0,90 } 0,95 ‘ 0,98 0,99
1 0,455 1,074 1,642 2,106 3,841 5,412 6,635
2’ 1,386 2,408 3219 4,605 5,991 1,824 9,210
3 2,366 3,665 4,642 6,251 7,815 9,837 11,345
4 3,357 4,878 5089 - T.779 9,488 11868 1327
5 4,351 6,064 1,289 9236 11,070 1338 15086
6 5,348 7,231 8558 - 10,645 12592 15033 16812

7 6,346 8,393 9,803 12017 14,067 16,622 18,475
8 7,344 9,524 11,030 13,362 15507 18,168 20,090
9 8,343 10,656 12,242 14,684 16919 19679 21,666
10 9,342 1781 13442 15987 18307 21161 23,209
11 10,341 12,899 14,631 17,275 19675 22618 24725
12 11,340 14011 15821 18549 21,026 24054 26,217
13 12,340 15119 16985 19,812 22362 25472 27688
14 13339 16222 18151 . 21,064 23685 26873 29,141
15 14339 17,322 19,311 - 22,307 24996 28250 30578
16 1533 18418 20465 23,542 26,296 29,633 32,000
117 16338 19511 21,615 24,769 27587 30995 33409
18 17,328 20,601 22,760 25989 28869 32,346 34,805
19 18338 21689. 23,900 . 27,204 30144 33,687 36,191
20 19337 22,775 25038 28412 31410 35020 37,566
21 20337 23,858 26,071 . 29,615 32671 36343 38,952
22 21,337 24,939 27,301 30,813 33,924 37,659 40,289
23 22337 26,018 28,409 32,007 35172 38,968 41,638
24 23337 27,006 29,553 33,19 | 36415 40,270 42,980
25 24,337 28,172 . 30,675 34382 37652 41566 44,314
26 95336 20246 31,795 35563 38,885 42,856 45642
21 26,336 30,319 32912 36,741 40113 44,140 46,963
28 27336 3,391 34027 37916 41337 45419 48,278
29 28336 32,461 35139 39,087 42,557 46,6935 49,588
30 29336. 33530 36,250 40,256 43,773 47,962 50,892
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5.16 Tabela 6

»otudent“-ov raspored

N T R T

n+ 1 ntl

F(-%b) ry ﬁ—‘ z

S{o) —-———\/_ p(") L(1+ - dt

nrw 2
n N
\ 1 2 3 4 5 l 6 7 | 8 9 10
£y
0 0500 0500 050 0500 0500 0500 0,500 0,500 0,500 0,500
01 0532 0535 0537 0537 0538 0,538 0,538 0,539 0,539 0,539
02 0565 0570 0573 0574 0575 0576 0576 0577 0577 0,577
03 059 0604 0608 0610 0512 0,613 0614 0,614 0,614 0615
04 0621 0636 0642 0,645 0,647 0,648 0649* 0650 0,651 0,651
05 0648 0667 0674 0678 0,681 0633 0684 0885 0,685 0,686
06 0672 0695 0,705 0,710 0,713 0,715 0,716 0,717 0,718 0,719
0,7 069 0722 0,733 0739 0,742 0,745 0,747 0,748 0,749 0,750
08 0715 076 0759 0766 0,770 0,773 0,775 0,777 0,972 0,779
09 0733 0768 0,783 0,790 0,795 0,799 0,801 0,803 0,804 0,805
10 0750 0,789 0,804 0813 0818 0822 0825 0,827 0,828 0,330
L1 0765 0807 0824 0833 0839 0,843 0,846 0848 0,85 0,851
12 0779 0823 0842 0852 0858 0862 0,865 0,868 0,870 0,871
L3 0791 0838 088 0868 0,375 0879 0,883 0,885 0,887 0,889
L4 0803 0852 0,872 088 0890 0,894 0,898 0,900* 0,902* 0,904
15 0813 0864 085 08% 0,903 0,908 0911 0914 0916 0,918
16 0822 0875 08% 0,908 0,915 0920 0923 0,926 0928 0,930
L7 0831 0884 0906 0918 0925 0,930 0,933* 0,936 0,938 = 0,940
1,8 0839 0893 0915 0927 0934 0,939 0943 0945 0947 0,949
19 . 0846 0901 0923 0935 0942 0,947 0,950 0953 0,955 0,957
20 0852 0908 0,930 0,42 0,949 0954 0,957 0,960 0,962 0,963
21 0858 0915 0937 0,48 0,955 0,960 0,963 0,965 0,967 0,969
22 0864 0921 0942 0954 0,960° 0,965 0,968 0970* 0972 0,979
23 0869° 0926 0,947° 0,958 0965 0,969 0,972* 0975 09765 0,978
24 0874 0931 0952 0963 0,969 0,973 0976 0,978 0,980 0,981
25 0879 0935 0956 0,97 0,973 0,977 0,979° 0,981* 0,983 0,984
26 0883 0939 0,960 0970 0976 0,980 0982 0,984 0,98 0,987
2,7 - 0,887 0943 0,93 0973 0979 0982 0,985 0,986* 0,988 0,989
28 0891 0946 096 097 0981 0,984 0,987 0,988 0,990 0,991
29 089 0949 0969 0978 0983 0,986 0,988° 0990 0991 0,992
30 0898 0952 0971 0980 0985 0,988 0,990 0,991% 00,9925 0,993
224



n N
\ 1 2 3 4 5 6 l 7 I 8 9 ‘ 10
ty
31 0901 0955 0973 0982 0987 0989 0991 0993 0994 0,9%
32 0904 0957 0975 0,983 0988 0991 0,992° 09% 0,995 0,995
33 0906 0960 0977 0985 0989 0992 0993 0995 0,995 0,9%

.34 0909 0962 0979 098 099 0993 099 0995 099% 0,997
35 0911 0964 0980 0988 0991 0994 0995 0,99 0997 0,997
36 0914 095 0982 0,989 0992 0994 09% 09% 0,997 0,998
37 0916 0967 0983 0990 0993 0995 099% 0997 0,997 0,998
38 0918 0969 0984 0990 0,994 0995 0,997 0997 0,998 0,998
30 0920 0970 0985 0,991 0,994 - 0,996 0997 0998 0998 ' 0,998
40 0922 0971 098 09% 099 09% 0,997 0998 " 0,908 0,999
41 0924 0973 0987 0993 0995 0,997 0,998 0,998 0,999 0,999
42 092 0974 0988 0993 099% 0997 0998 0,988° 0,999 0,999
43 0927 0975 0988 0994 099 0,997 0998 0999 0,99 099
44 0929 0,976 0989 0994 099° 0,998 0998 0,999 0,999 0,999
45 - 0930° 0977 0990 0995 0997 0998 099 0,99 0,99 0599
46 0932 0978 0990 0995 0997 0998 0999 0999 099 0,999
47 . 0933 0979 0991 0995 0997 0,998 0999 0999 0,999 - 1,000
48 0935 0980 0,991 0,996 0998 0,98 0939 0999 099

49 093 0980 0,992 099% 0998 0999 0999 0,999 1,000

50 0937, 0981 0992 099 0998 0999 0999 099

51 0938 0082 0993 0996 0998 0999 0,999 0999

52  0939% 0,9825 0993 0997 0,998 0999 0,999 1000

53 0941 0983 0,995 0997 0998 0999 0,999

54 0942 0,984 - 0,994 0997 0,998 0999 0999

55 0943 0984 0994 0997 0999 0999 0999

56 0944 0985 099 09975 0999 0,999 1,000

57 0945 0985 0,99 0998 0939 0,999

58 0946 098 0,995 0998 0999 0999

59 0947 098 0995 0998 0999 0999

6,0 0947 0987 0,995 0998 0999 0999
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n

\ 11 12 | 13 14 15 i6 17 - 18 19 20

Ia ‘
0 0,500 0,500 0,500 0,500 0,500 0,500 0,500 0,500 0,500 0,500
0,1 0,539 0 539 0539 0539 0539 0539 - 39 0,539 0,539 0,539
0,2 Q0,577 0 578 0,578 0578 0,573 0,578 0578 0578 0578 0,578
0,3 0,615 0,815 0,615 0616 0,616 0616 0616 0616 0616 0616 .
0,4 0,652 0652 0652 0652 0,653 0,653 0,653 .0653 0853 0853
05 0,686° 0,687 0O 687 0,688 0 688 0,688 0,683 0688 0589 0,689
0,6 0 720 0,720 0, 721 0,721 0, 721 0,721% 0 722 0,722 0 722 0,722
0,7 0,751 0,751 0,752 0,752 0 , 753 0,753 0 ,753 0, 754 0,754 0,754
0,8 0,780 0,780 0 ,781 0,781 0,782 0,782 0,783 0 783 0 783 0,783
0,9 0,806 0,807 0,808 0808 0809 0,808 0810 0810 0, 810 0,811
1,0 0,831 0,831' 4] 832 0,833 0833 0,834 0,834 0835 0 835 0,835
11 0853 085¥ 0,854 0,855 0856 0,856 0,857 0,857 0,857 0,858
1,2 0872 0875 0874 0875 087 087 0877 08717 0878 0877
1,3 0890 0891 0892 0,893 0,893 0,804 0,804* 0,895 0,895 0 ,896
1.4 0,905 0,907 0,907¢ 0,508 0,909 0,910 0,910 0 911 0,911 0 912
15 0,919 0,920 0,921 0922 0,923 0,923 0,924 0 ,924% 0,925 O 925
16 0,931 0, 932 0,933 0 934 0,935 0,935 0,936 0,936‘ 0,937 0,937
1,7 0,941 0,943 0,943¢ 0,944 0,945 0 946 0,946 0,947 0947 0948
1.8 0,950 0,951* 0,952¢ 0953 0954 0 ,955 0,955 0,956 0,956 0 9568
1.9 0,958 0,959 0,960 0,961 0,962 0, 962 0,963 0,93 0,964 0,964
2,0 095 0966 0957 0,967 0,968 0,969 0,969 0,970 0,970 Q,Q?O
2,1 970 0971 0972 0973 049738 0,974 0,974* 0,975 0,975 ° 0,976
2,2 0,975 0,976 0977 0,977 0,978 0,979 0,979 0,979 0,980 - 0,980
2,3 0,999 0980 0981 0981 0,982 0982 0,983 0,983 0,983 0,984
2,4 0,982 0,983 0984 0985 0, 985 0,985 0,986 0,986 0,987 0,987
2,5 0,985 0,986 0,987 0,987 0,988 0,988 0,988* 0983 0,989 0,989
2,6 0,988 0983 0939 0,989 0,99 0,990 099 0991 0,991 0,991
2,7 0,990 0,990 0591 0,991 0,992 0992 0992 0,993 0,993 0,993
238 0,991 0,992 09925 0,933 0,993 0,99 0,994 0,99¢ 0,994 0994
2,9 0,993 0993 0994 0 994  0,994* 0,954% 0,995 0,995 - 0 ,995 0,996
3,0 0,994 0, 994’ 0,995 0 995 0,995 0,996 0,996 0,996 0,996 0,996
3,1 0,895 0,995 0,99 0,996 0,99 0,997 0997 0,997 0,997 0,997
3.2 0,996 0,996 0,996° 0,997 0,997 0,997 0,997 0,997 0,998 0,.998.
3,3 0,996 0,997 0,997 0,997 0,998 0,998 0,998 0,998 0,598 0,998
3,4 0,997 0997 0,998 0,998 0,998 0,998 0998 0,998 0,998 0,999
3,5 0,997* 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998° 0,999 0,999 0,993 0,999
3,6 0998 0,998 0,998 0,999 0,999 0999 0,999 0999 0,999 0,999
3,7 0,998 0,998° 0,999 0999 0,999 0,99 0,992 0993 0,993 0,999
3,8 0,998 0,993 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0999 0,999
3,9 0,993 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 1 000
4.0 0,998 0,9%9 0,999 0,999 0,999 0,999° 0,999 1,000 1,000
41 0,999 0999 0999 0999° 0,998 1,000 1,000
42 . 0,999 0,999 0999 1,000 1.000

4,3 0,999 0999 1,000
44 0,999° 1,000
4,5 0,999
4.6 1,000



5.17 Tabela 7

Vrednosti £, za dato k= 1—5()

X 0,005 | 001 | 0025 | 005 X 0005 | 001 | 0025 | 005
1 6366 3lez 1271 631 | 17 200 257 211 174
2 992 6% 430 29 | 18 288 255 210 173
3 584 454 318 235 | 19 286 254 209 173
4 a0 375 278 213 || 20 285 253 208 L72
5 403 334 257 201 || & 285 252 208 1,72
6 371 314 245 0 194 || 22 280 251 207 LT
T 350 3,00 23 L9 23 - 281 250 2071 L7
8 535 29 231 18 | 24 280 249 206 LTI
9 325 282 226 L85 || 25 279 248 2,06 LTI
10 317 276 223 LBl || 26 278 248 2,06 LTl
1 311 272 220 LT 27 277 247 205 L7
12 305 268 218 178 || 28 276 247 305 170
13 300 265 216 L7 | 29 276 246 204 L70
14 208 262 214 L7 || 30 275 246 203 170’
15 295 260 213 L7
16 292 258 212 L1 || © 258 233 19 L64
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5.18 Tabela 8
Fischer-ov raspored
 Vrednosti 2, za dato 1 — F(z)

| — F(25) = 0,05

1 2 3 4 5

Vs

1 25421 2,6479 2,6870 2,7071 2,719
2 31,4592 " 1,4722 1,4765 1,4787 1,4800
3 . 1,1577 1,1284 "L1137 1,1051 1,0994
4 T L0212 0,9690 0,9429 0,9272 0,9168
5 0,9441 - 0,8777 0,8441 0,8236 0,8097
6 0,898 - 0,8188 0,7798 0,7558 0,73%4
7 0,8606 07777 0,7347 0,7080 0,6896
8 0,8355 0,7475 0,7014 0,6725 0,6525
9 . 0,8163 0,7242 0,6757 0,6450 0,6238
10 . 08012 0,7058 0,6553 0,6232 0,6009
11 - 0,7889 0,6909 0,6387 0,6055 0,5822
12 0,7788 . . 0,6786 0,6250 0,5907 0,566
13 07703 - 0,6682 0,6134 0,5783 0,5535
14 0,7630 0,65% 0,6036 0,5677 0,5423
15 0,7568 0,6518 .. 0,5950 0,5585 0,5326
16 0,7514 0,6451 0,5876 0,5505 0,5241
17 0,7466 0,6393 0,5811 0,5434 0,5166
18 . 0,7424 06341 0,5753 0,5371 0,5099
19 0,7386 0,6295 0,5701 05315 0,5040
20 0,7352 0,6254 0,5654 0,5265 0,4985
21 0,7322 06216 0,5612 0,5219 0,4938
22 0,7294 0,6182 0,5574 0,5178 0,489%4
23 0,7269 0,6151 0,5540 0,5140 0,4854
24 0,7246 0,6123 0,5508 0,5106 0,4817
25 0,7225 0,5097 0,5478 0,5074 0,4783
26 0,7205 0,6073 0,5451 0,5045 0,4752
a7 0,7187 0,6051 0,5427 0,5017 0,4723
28 0,17 0,6030 0,5403 0,9992 0,4696
29 10,7155 0,6011 0,5382 0,4969 0,4671
30 0,7141 0,599 0,5362 0,4947 0,4648
60 0,6933 0,5738 0,5073 0,4632 0,4311
© 0,6729 0,5486 0,4787 0,4319 0,3974
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¥

6 8 12 24 o
)
1 2,726 2,7380 2,7484 2,7588 2,7693
2 1,4808 1,3819 1,4830 1,4840 1,4851
3 1,0953 1,0899. 1,0842 1,0781 1,0716
4 0,9093 0,8993 0,8885 0,8767 0,8639
5 0,7997 0,7862 0,7714 0,7550 0,7368
6 0,7274 0,7112 0,6931 0,6729 0,6499
7 0,6761 0,6576 0,6369 06134 06,5862
8 0,6378 0,6175 0,5945 0,5682 0,531
9 0,6080 0,5862 0,5613 0,5324 0,4979
10 0,5843 0,5611 0,5346 0,5035 0,4657
11 0,5648 0,5406 0,5126 0,4795 0,4387
12 0,5487 0,523 0,aM1 0,4592 0,4156
13 0,5350 0,5089 ©,4785 0,4419 0,3957
14 0,5233 0,4964 0,4649 0,4269 0,3782
15 0,5131 0,4855 0,4532 0,4138 0,3628
16 0,5042 0,4760 0,4428 0,4022 0,3490
17 0,4964 0,4676 0,4337 0,3919 0,3366 -
18 0,4894 0,4602 0,4255 0,3827 6,3253
19 0,4832 0,535 04182 0,3743 0,3151
20 0,4776 0,4474 0,4116 0,3668 0,3057
21 0,4725 0,4420 0,3055 0,3599 0,2971
22 0,4679 0,4370 0,4001 0,3536 02892
23 0,4636 04325 0,3950 0,3478 0,2818
24 0,4598 0,4283 0,3004 0,3425 0,2749
25 0,4562 0,4244 0,3862 0,3376 0,2685
2% 0,4529 0,4209 0,3823 0,3330 0,2625
27 0,4499 04176 0,3786 0,3287 0,2569
28 0,4471 0,4146 0,3752 0,3248 0,2516
29 0,4444 04117 0,3720 0,3211 0,2466
30 0,4420 0,4090 0,3691 03176 0,2419
60 0,4064 0,3702 06,3255 0,2654 0,1644
) 0,3706 10,3309 0,2804 00,2085 0
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1—F(z)=0,01

Y 1 2 3 4 5
Vs
1 4,1535 42585 4,2974 4,3175 4,3297
2 2,2050 2,2976 2,2084 2,2988 2,2091
3 1,7649 1,7140 1,6915 16786 1,6703
4 1,5270 1,4452 1,075 1,3856 1,3711
5 1,3943 1,2929 1,2449 12164 1,1974
6 1,3103 1,1955 1,1401 1,068 1,0843
7 1,2526 1,1281 1,0672 1,0300 1,0048
] 12106 1,0787 1,0135 0,9734 0,9459
9 1,1786 1,0411 0,9724 0,9299 0,9006
10 1,1535 1,0114 0,9399 0,8954 0,8646
11 1,1333 0,9874 0,9136 0,8674 0,8354
12 1,1166 0,9677 0,8919 0,8443 0,8111
13 1,1027 0,9511 0,8737 0,8248 0,7907
14 1,0909 0,9370 0,8581 0,8082 0,7732
15 1,0807 0,9249 0,8448 0,7939 0,7582
16 1,0719 0,9144 0,8331 0,7814 0,7450
17 1,0641 0,9051 0,8229 0,7705 0,7335
18 1,0572 0,8970 0,8138 0,7607 0,7232
19 1,0511 0,8897 0,8057 0,7521 0,7140
20 1,0457 0,8831 0,7985 0,7443 0,7058
21 1,0408 0,8772 0,7920 0,7372 0,6984
22 1,0363 0,8719 0,7860 0,7309 0,6916
23 1,0322 0,8670 0,7806 0,7251 0,6855
24 1,0285 0,8626 07757 0,7197 0,6759
25 1,0251 0,8585 0,7712 0,7148 0,6747
26 1,0220 0,8548 0,7670 0,7103 0,6699
27 1,0191 0,8513 0,7631 0,7062 0,6655
28 10164 0,8481 0,7595 - 0,7023 0,6614
29 1,0139 0,8451 10,7562 0,6987 0,6576
30 1,0116 0,8423 0,7531 0,6954 0,6540
60 0,9784 0,8025 0,7086 0,6472 0,6028
@ 0,9462 0,7636 0,6651 0,5999 0,5522
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¥y

6 8 12 24 @
Y
i 4,3379 4,3482 4,3585 - 4,3689 4,3794
2 22992 2,2994 2,2997 2,2999 2,3001
3 1,6645 1,6569 1,6489 1,6404 1,6314
4 1,3609 1,3473 1,3327 1,3170 1,3000
5 1,1838 1,1656 1,1457 1,1239 1,0997
6 1,0680 1,0460 1,0218 0,9948 0,9643
7 0,9864 0,9614 0,9335 0,9020 0,8658
8 0,9259 0,8983 0,8673 0,8319 0,7904
9 0,6791 0,8494 0,8157 0,7769 0,7305
10 0,8419 0,8104 0,7744 0,7324 0,6816
11 0,8116 0,7785 0,7405 0,6958 0,6408
12 0,7864 0,7520 0,7122 0,6649 0,6061
13 0,7652 . 0,7295 0,5882 0,6386 0,5761
14 0,7471 0,7103 0,6675 . 06159 0,5500
15 0,7314 0,6937 0,649 0,5961 0,5269
16 0,7177 0,6791 0,6339 90,5786 0,5064
17 0,7057 0,6663 0,6199 0,5630 0,4879
18 0,6950 0,6549 0,6075 0,5491 0,4712
19 0,6854 0,6447 0,5964 0,5366 0,4560
20 "0,6768 0,6355 0,5864 0,5253 0,9421
21 0,6690 " 0,6272 0,5773 0,5150 0,4294
oo 0,6620 0,6196 0,5691 0,5056 0,4176
23 0,6555 06127 0,5615 0,4969 0,4068
24 0,6496 0,6064 0,5545 0,4890 0,3967
25 0,6442 0,6006 0,5481 0,4816 0,3872
26 0,6392 0,5952 0,5422 0,4748 . 0,3784
27 0,6346 0,5902 0,5367 0,4685 0,3701
28 0,6303 0,5856 0,5316 0,4626 0,3624
29 0,6263 0,5813 0,5269 0,4570 0,3550
30 0,6226 0,5773 0,5224 0,4519 0,3481
60 0,5687 0,5189 0,4574 0,3746 0,2352
w 0,5152 0,4604 0,3908 0,2913 0



6. DVODIMENZIONALNI RASPOREDI

6.1. Funkcija rasporedai zakon verovatnoée dvodimenzionalnog
rasporeda. — Uotimo jednu dvodimenzionalnu aleatornu promenljivu
Z (X, Y) u prostoru R?. Neka je § univerzalni skup tadaka u R2 koje moZe
zauzeti aleatorna dvodimenzionalna promenljiva Z i neka je E ¢ & - Funk-
cija verovatmode a.p. Z bice verovatnoda

(6.1.1) Pr {’z = E} = P(E) ,
za koju ¢emo pretpostaviti da je probabilna. Tada ée obrasci (4.2.2), (4.2.3),
(4.2.4) i (4.2.5) opet da vaze. :

Dok Z varira po dvodimenzionalnom skupu E, njegove koordinate
X 1 Y variraju po jednodimenzionalnim skupovima koje éemo oznaliti respek~
tvno sa S; i S;. Tada su na osnovu (4.26) i (42.7) funkcije
verovatnodéa : :

P-{Xes}=n(s),
(6.1.2) .

PiYe s }= s,
marginaine funkeije verovarmoca funkcije verovatnoée P.

U specijalnom sluéaiukadazaEuzmemoskupta&kaXs;x 1Yy
. funkciju verovatmode nazivamo funkcijom rasporeda F, tj.

(6.1.3) Flx,y)= Pr.{Xx{x,Yi y},
Marginaine fr. bice

(6.1.4) F,(x:) = Pr {X§ x} = F(x,00) ,

(6.].5) -Fz()'{) = Pr {Y< y} = F(uo,y)_

ok fe Fl-w,-w) = 0,

(6.1.6) ’

, F(.+. 0, + w) = 1.
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Koristedi (4.2.8) i (4.2.9) uslovna funkcija rasporeda promenljive X
za fiksnu vrednost promenljive Y je ‘

6.1.7) = 22 aF (y)>0,
Faxly) Fy(y) ?

' Fix,y) -
(6.1.8) = XY e F(x)>0.
_F(y]x) Fx) !

Lako je proveriti da su (6.1.7) i (6.1.8) zaista funkcije rasporeda. Zaista,
napr. kod (6.1.7) F{x, ») i Fe(y) su funkcije rasporeda, pa je Flxjy) =0
a zbog (6.1.5) F(=|y) = 1.

Ukoliko je 3 o
(6.1.9) Fix|y)= F,00
‘aKo je Fa(y) > 0, odnosno
(6.1.10) Fiylx) = Fa(y)
ako je Fi(x) > 0, relacije (6.1.7) i (6.1.8) svode se na relaciju
(6.1.11) Fix,y) = F,ix) F,0y)

iza ap. XiY kafemo da su medusobno nezavisne.

I ovde je najprostiji tip rasporeda prekidan raspored. To je slucaj
kada su mase Tasporedenc u tatkama A (xe, y4), i=1, 2, 3, ..., kojih
mode biti konatno ili prebrojivo mnogo. Tada je u opétem sluéaju

(6.1.12) Py = Pr,{X= X, L= y,-} > 0,
(6.1.13) F(+w,+ o) = i’ZJ} p; =1

Marginalni rasporedi su
p=Pri{X= == Zpy
zai=1,23 ..., i
Pj= Pr{Y =)= Z Py
af=1,2 3 ...

Z P = 2 Zpy=1,

i
Zp,; = L p,= L.
Za fiksno j uslovni raspored promenliive X bice
"
piI.JI_ P-j

233



a za fiksno 7 uslovni raspored promenljive Y bice

pij

_ pju = 0,
Ukoliko su X i ¥ medusobno nezavisni, imacemo |
Py = PPy

za sve vrednosti indeksa 7 i j.

Zakon verovatnote prekidnog rasporeda najzgodnije éemo napisati u
obliku dvodimenzionalne Tabele (6.1.I).

~ Tabela (6.1,1)

Y ‘
x M Y - ,y"

Xy Pu | Pu b | .- < P
X3 Py | Pa e Dy .s .. 1. .

Cx N pa | P | o | Py e | B

P | b | g | o .. 1

‘Grafitki pretstavnik prekidnog dvodimenzionalnog rasporeda naziva
-8¢ stereogram (vidi sliku (6.1.11)).

Dijagram (6.1. 1)

L LS 77T 1
L
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Drugi karakteristitan sludaj je kada je funkcija rasporeda apsolutno
neprekidna. Tada je uvek mozemo pretstaviti kao odreden integral pozi-
tivne funkcije f(x, ¥} 1.

x ¥
(6.1.14) Fle,y) = | [ Fie,5 dx dy.

Funkcija f{x, y) pretstavlja gustinu jedinitne mase rasproredene “u
ravni XOY a F(x, y) ukupnu masu u oblasti X <x, Y <y. Funkcija
f(x, y) naziva se zakon verovatnoce aleatorne promenljive Z (X, Y) Vero-
vatnoca f(xe, wo) dxdy, .

PT'{XQ< XL x,tdx, ya<Y<yq+dy} =f(:x°,yo)d:>< dy

pretstavlja elemencarnu verovatnocu. U ovom sluéaju X i Y menjaju se
neprekidno pa i sam raspored nazivamo neprekidnim rasporedom.

Dijagram (6.1.ITT)

Neposredno .se dobija

. b d
6119 Py la<X <b, ¢ <Y<d}= [ [fxmrdedy,
oc_lnosno ‘ *° o bio
(6.1.16)Pr{-°0 <KL+, f9°r<Y<+°°}= J Jf(x,y)dx dyv=1.

Ukoliko: u (6.1.4) imamo posla sa ‘Lebesgue-ovim integralom, tada je
£ (x, y) meSoviti parcijalni izvod od F(x, ¥), t.
(6.1.17) 8'E
.1 = . ,
FO= 3785

izuzev najvise za jedan skup tataka nulte mere.
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Marginalne funkcije rasporeda bice

X 400 - .

Fx) = F(x,00) = J fffx.jz) dx dy,
(6.1.18) ":’m"-“:' | :
Foiy) =Flo,y)= f Jf(x,y)dx_ dy,

ili ako definiSemo marginalne zakone verovatnoce sa _

+90 .
fix) = ffcx,y)cfy,
(6.1.19) - '

4o _
fz(y) = Jf(x.,y) dx'l

(6.1.18) dobija oblik

x -
Fix)= ffl(x)dx,

-0

y
Fivy= ffz('y) dy.

Ako je za svako y zv. f(x, y) neprekidan u odnosu na x u talki
x = x, i ako je u okolini te tacke za svako y f(x, ¥) <g(). gde je g(»)
jedna integrabilna funkcija od ~ © do + «, tada je i marginalni z.v. fi(x)
neprekidan u tatki x = x,. Kako f(x, y) moZe imati najvisc prebrojivo
mnogo talaka diskontinuiteta, to e i f;(x) imati najvide prebrojivo mnogo
tataka diskontinuiteta, te a.p. X ima neprekidan raspored.

Posmatrajmo intervale (x1, x2) i (v, y + k) aleatornii promenljivih
X'1Y. Neka je E oblast u ravni XOY definisana sa ta dva intervala. Uslovna
verovatnoda da Ce se X nadi u intervalu (%1, x2) pod uslovomda Y < (y,y + A)
bice C

vk, :

J If(a;,y)dxd
y ox,

(6-1-20)P7:{x1<}(\§x2 v < Y§y+h}= . »

yth +oo

J Jf(x,y) dx dy

y -
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odnosno
y+h xz

J f(x yydx dy
y X,

(6.1.21)P1:{x‘<X-<\x21y<Y<y*h}"', oF "
o £y dy

y
pod uslovom da imenitelj nije nula.
Ako je f(x, y) neprekidna funkcija u oblasti E, imenitelj u (6.1.21)
moZemo pisati u obliku '
y+}l
[srdy = hsicp,
b
gde je ¥y <m <y + h, a brojitelji

y+h x, %,
I Jf(x,y)dx dy = th [x,'q(x)]a’x,
: ¥ Xy Xy
gde je _
y< i) < y+h.
Otuda :
X, l_ _i
i ' Px,mlx) ) -
(6-1-22)Pr.{xi< X< le y<Y <yt h} = J‘ j*-—?-(r'—‘——"" dx.
3, JaM! .

Primetimo da podintegralna funkcija
Flx.qoa]
FALY
za fiksno y i h ima osobine jednog jednodimenzionainog zakona verovatnoce,
Kako smo pretpostavnh da je fa(v) >0, t0 moiemo da definiSemo
i VCI'OVGIHOCU

Pr{x <XLx,| Y= y} —[zmo Pr{x <X< x23y<‘(<y+h}

]
Zbog neprekidnosti funkcija f(x, y) i fa(y) limes integrala (6 1.22) bice
jednak integralu limesa, tj.

P el T sy
Pr.{xi<X§x2|‘Y=_' y} = J}{t_’ﬂ% —*W.dx—f Ty
Xy - o %y
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' fix,y)
Pr{X=x| Y=y}~ LS
§ I Y } fiy)

ii
flx, v
. faly) '
Za fiksno Y, f(x]y) ima svojstva jednog zakona verovatnode i nazivamo ga
usloorim zakonom verovammoce aleatorne promenljive X za fiksno Y. Ana-
logno dobijamo

(6.1.23) frx lyi=

F(x,y)
Xy= —/——
(6.1.24) flyix) e
pod uslovem da-je f;(x) > 0.

Ukoliko su X i ¥ medusobno nezavisni, tada je
Flxy= F(x)f,ty)
pa je
Fixly) = f(x),
Fivix)= f,(y).
Neka je neprekidna funkcija f(xi, x2) zv. aleatornih promenliivih
X1 i Xe. Uvedimo smenu _
V= Y(xx,), V.= v, (%, %,)
i to tako da postoji biunivoka korespondencija izmedu tataka ravni X10X3
i ¥10Yz. Kako su Xj i X3 aleatorne promenljive, to ¢e i Y1 = y; (X1, Xp)
i Yz=3(X1, X2) takode pretstavljati aleatorne promenljive. Ako parci-
jalni izvodi funkcija y1 i y2 po a1 i xe postoje, tada ¢e transformisani
zv. za Y11 ¥z biti '

8y, ¥,) = I FLx v, v.0» %oy ¥a)]

gde je
dx, Ox,
J=‘_8(xnxz) - dy, 8y,
61)’11}71) axz 63:2
3, 6Yz
Teko napr. u slufaju proste _liueame smene
' Y,=a¥,t5,
Y,= CX2+d, ‘
Z.v. f{x1, xp) transformisaée se u
L (yi."b Y.~ d )
g(y‘[')yg) - ac f a i .C
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8.2. Sticltjes-ov integral sa dve promenljive. — Uotimo polu-
otvoreni razmak I (a1 < x < by, a2 <y < be), neprekidnu fankeiju g (x, 3)
u tom intervalu i fir. F(x, y). Ako na x-osi razmak (a1, b1) izdelimo na
m podrazmaka, tj. odaberemo tatke a1=x <x <Cxg L. L Xy =h
a nma y-osi razmak {(az, be) izdelimo na podrazmaka, tj. odaberemo tatke
a=yo<yn<yz<...<¥, = b2 tada ¢ée razmak I biti' izdeljen na
ukupno # = my nz podrazmaka Ivs v=1,2,...,n. Neka je (&, 1) pro-
izvolina tatka podrazmaka Iy i obrazujmo zbir '

(6.2.1) S, = Vn% g(E,.m.) AL F(x,y),

gde je
2
Av = F(xva y\,) + F('xv-h Yy- 1) -

- F(xv1 yv—l) - P(x\_;:..li yv) 1]
ari Cemu {x_v, 2 (=15 Yye1) (¥, Yo1) i (xv—15 ¥v) oznatavaju krajnje
tatke podrazmaka I,. Kao i u (4.4) moZemo opet obrazovati gornju i donju
granicu zbira Sp, tj.
S, < S, < Sa-
Ako sa 8, oznatimo du¥inu najveée dijagonale razmaka i ako podelu inter-
vala dalje vriimo tako da 8,-»0, opet se dokazuje da ilim Sy postoji i on

. 7 ©
definide Stieltjes-ov integral funkcije g (x, y) u odnosu na funkciju F (%, ¥)
preko intervala I
S = Ig(:x,y) dF(x,y).
1

Uzmimo sludaj kada je raspored prekidan. Neka X uzima samo vred-
NOSU. X1, X2y ...> ¥n, 8 Y wvrednosti ¥1, Y2s - - 0 Yoy Podelu moZzemo
uvek tako podesiti da svaki interval I, sadrZi najviSe jednu tatku oy (x4, ¥5).
Za £ i v izabracemo vrednosti koordinata tacaka a4 u intervalima I, koji
te tatke sadrze. Tada je

P, ako 051']‘5 va
A, F(x,y)={ Oj ako 1,= #.
S= :%S(xzdj) pij -

Ako je raspored neprekidan, tj. ako postoji drugi medoviti parcijalni
izvod funkcije rasporeda, tada je

pa ie

bl bZ
Jg(x,y)d?(x,y) = I Jgtx,y)f(x,y)dx dy
I ' '

01 CIZ
-ako da se Stieltjes-ov integral svodi na obian integral.
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Ako postoji granica

-

+oo bl bz .
Jg(x,y)a’l:(x,y}-; lim J‘ Jgfx,y)dF(x,y_)
2o - a,»- a, a, '

a,3-00

by —>+c0

b,~>+w

kad nezavisno ay-» — w0, by £ oo j ag—+ — o, by + o, tada kaZemo
da imamo posla sa nesvojstvenim Stieltjes-ovim integralom.

Ne obaziru¢i se na raspored moZemo u opitem sluaju pisati

Pr{ze1} = [dFiey),
1
gde je Z = (X, Y) a [ jedan interval ili skup izolovanih tataka.

6.3. Srednje vrednosti. Momenti. — Aritmetitka sredina ili mate-
maticka nada ap. X jednog dvodimenzionalnog ‘rasporeda ‘po definiciji je

(6.3.1) E(X)=Ixa’}’(x,y).

.. R :
Ona je ustvari srednja vrednost mogucih vrednosti a.p. X ponderisanih
odgovarajuéim marginalnim verovatnodama. Tako za prekidan raspored
imamo

(6.3.2) E =23 X; Py = ‘%‘, X; Pr..
vy :
Ked -peprekidnog rasporeda imacemo
+00) «o -
o 00 —o
Analogno je u opstem slucaju
(6.5.4) E{Y)= fya’F(x,y),
‘éz
odnosno, kod prekidnog rasporeda,
(6.3.5) E(Yl= ?‘3’1 pi-
a kod neprekidnog
. +a)
(6.3.6) E(Y)= J‘yfzty) dy.
Kako granitna vrednost lim Ss, kad nezavisno +—w©, >+ o, a
n-» o

d2-» — «, bg> 4+ w, ne mora chavezno da postoji, to ni aritmeticke sredine
(6.3.1) i (6.3.4) ne moraju obavezno da postoje.
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Aritmetitka sredina aleatorne funkcije g (X, Y) po definiciji je

(6.3.7) E[glX ¥))= f gix,y) dF(x,y),
odnosno ¥ |
(6.3.8) ElgX. V)= %}g(xi,yj)'pz.f,
kod prekidnog 2 e

(6.3.9) ElgxY)]=| |exyfuy dxdy

kod neprekidnog rasporeda.

Obidan momenat reda (i, J) dvodimenzionalne alcatorne promenljive
(X, Y) dobija se ako se uzme

glx,y) = xiyj,

1j. |
(6.3.10) myy = EXY) = J‘ x'yf dF(x,y).
.R2
Kratkoée radi, oznatimo aritmeti¢ke sredine sa
EX)=m,,=M, E(Y)=m,=M,.
Centralni momenat reda (4, j) promenljive (X, Y} dobija se ako se uzme
gix,y) = {x- M) (y—M,),

tj.
(6.5.11)y,;j =F, [(X—M,)i (Y-M, I(x ~M S (y-M,Y dEix,y).

RZ
Ako je raspored prekidan, bice -
; .

(6'3’12) Hijz rz;t(xr_Mi) (yh—Mz}J prk
a ako je neprekidan o0 beo
(6.3.13) Mg = J. J(x “Ml)t(y—Mz)Jf(x',y)'dx dy.

Najzad, ako stavimo

g(x,y)=|x' 7

dobijamo obian apsolutni momenat reda (4, §) aleatorne promenljive (X, Y), t.

(6.3.14) o= f | x*yI| dF(x,¥).
Rl
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Cesto s¢ zbir (7 + j) uzima za red momenta. Tako su drugi centralni
momenti ‘ ‘ _ :

(6315  fyo= f(dc*MJ’dF(x.y) =m.~M,,
R ' _

(6.3.16) M, = I(x—M-,)(y—Mz) dF(x,y)=m,~ M,Mz,

2

R

6.3.17) Poz=f(y-M2)’dP(x,y)= my,~ M, .

R . - :
Momenti pso i pos pretstavljaju yarijanse a.p. X i ¥ a iy dougi mefoviei
centralni momenat ili kovarijansu a.p. X i Y.

Za realno ¢ slededa kvadratna forma biée uvek pozitivna ili nula
E [(X—Ml)t + (Y"Mz):l = Pgt’ F 2yt Moy 2> 0.

Pojto je pao > 0, to diskriminanta toga trinoma mora biti negativna, tj.

(6.3.18) Mol = Mo Bey L 0.

Drugim retima, kovarijansa je manja od geometriske sredine varijansi pa9
1 poz. Zato je tim pre, na osnovu (4.21.5), i

. (uzo + pcn ;
(6.3.19) Py < —2— .

Ako su varijanse jednake nuli, celokupne mase oba marginalna raspo-
reda koncentrisate se u svojim aritmetickim sredinama. -Celokupna
masa . dvodimenzionalnog rasporeda biée tada koncentrisana u svom
teZidtu (M, Mg). - _

Ako je jedna varijansa jednaka nuli, napr. peo = 0, tada je celokupna
masa dvodimenzionalnog rasporeda rasporedena du prave X =~ M;.

Ako je celokupna masa dvodimenzionalnog rasporeda rasporedena
duZ neke prave, tada rotacijom koordinatnog sistema uvek moZemo da
postignemo da jedna varijansa bude jednaka nuli.

Uslovna aritmetitka sredina aleatorne funkcije g (X, Y) neprekidnih
ap. Xi¥ije

+0
(6;3.20) E[g(X,Y),Y=y] = Ig(x,y}f(xly) dx =

+o0

1 J L
= 1x, ) dx.
Ffy) _wg Yl y), ¥
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MnoZedi sa fa(y) i integrituéi obe strane po y u razmaku (— , + «),

dobijamo .

+o

6320 [#rE[gN1Y=y]dy = E[e(X¥)].

-

Za g(X, Y)= X dobijamo usloviiu aritmetitku sredinu za X

+
J x Flx,y)dx
(6.3.22) | 3
E(X\Yf—y) = Ml(y) =
_ Faly)
Sli¢no je
+o0
. Jyf(x,y)dy
(6.3.23) o
_ E(YIX=x)= Mx)=
ft(x)

Usloyne varijanse bite

: 2
J[x‘M,(y_)] f(x,ydx
{6.3.24) -0
Mo ty) =73 '
‘ fa(}’)

J‘[y—M.l(x)Jif(x,y) dy

(6.3.25) ,
. {(x1=
tron fi{x)
Ukoliko su X i Y medusobno nezavisni, bice
+c0
Ix F(x) £(¥) dx
M y)= = =M,
! £y 1
M,(x)=M,,
H‘zo(y)= Moo . P‘oz(x) = P’oz ’
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J‘ (x =My —M,) fx,y1dx dy =

(6.3.26) oo o :
= J(x—Mi)fl(x) dx | (y=M,) 7,(v) dy = 0.
~0 -0
6.4. Karakteristitna funkcija. — Uzimajuéi olekivanu vrednost
. aleatorne funkcije

' g(X.Y)= et(t)h—uY)

dobijamo karakteristitnu funkciju dvodimenzionalne ap. (X, ¥)
B f(tx+uy)
(64.1) @(tu)= ELg(X,Y)] = Ie
R’q‘.

“dFlx,y).
I u dvodimenzionalnom slutaju postoji biunivoka korespondencija
izmedu zakona verovatnode i karakreristitne funkcije. :
Razvitak karakteristi¢ne funkcije u Taylor-ov red u okolini tatke (0, 0) je
, -1
i H 2 2 2 2
(6.4.2)p (t,u)=1+ﬁ(th +M?_u)'+§(mmt +2m futm u HOW+u Js
ili, u slu¢aju centriranih a.p.

1 2 2 2
(6.4.3) it,u)= I-'"é'(g.i.mtzﬁ'-ZP“tu +u,u )+HO(t+uw).

Ako sa 91(r) i ¢o(u) oznalimo karakteristine funkcije marginainih
rasporeda, onda je

P, (t) = (t,0), @, (u)=c(0,u).
) I_’ol;reBan i dovoljan uslov da a.p. X i 'Y budu medusobno neza-
visne je
(6.4.4) Wt u) = ¢, (¢) p,{u).
Zaista, ako su X i ¥ medusobno nezavisni, tada je

O, u) = E(e;(tx+uY)) - E(eux) E(eiw)=cp1(t) ©, ().

Obratno, pretpostavimo da vazi (6.4.4) i doka%imo da su tada X i ¥ medu-
sobno nezavisni. Ogranitimo se, medutim, na dokaz da su X i Y medu-
sobno linearno nezavisni, tj. da je pn = 0.

Iz (6.4.2) imamo
L?)zCP(O.O) .2
Stdu ¢ Mu-
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S druge strane, zbog (6.4.4) je

2 .
3 ;F:(;;w = ' (#) ol w,
i
2
L0 _ M,
Otuda
my = MiMz
pa je

oy = my- M M,=0.
Kao i u jednodimenzionalnom slufaju, moZemo da odredimo z.v.
pomocu k.f, preko relacije

1T ke
—{(t&+
(64.5) J’(x,y)-—: (2—31.-)2 J J‘Q : “ r.p(t',u) dtdu.

=0 0ol
6.5. Trinomijalni raspored. — Ako je dvodimenzionalna a.p. jedna
prekidna velitina pri emu X uzima jednu od sledetih pozitivnih celih
vrednosti: 0, 1,2, .. .58,...,ma2a ¥Y:0, 1,2, ..., 7, e, (7 < ),
i ako je z.v. te promenljives
nl i J mi-j
| Pl Pz PS ?

(6.5.1) ' =
Py i)

gde je p1 + pe + ps = 1, onda kaemo da a.p. (X, Y) ima trinomijalan raspored.
Primetimo da je tada py specijalan sluaj od (2.16.1) za & =3.

Neposredno se dobija
T
!%Pij=(pl+P2+P3 -_—1.
Kako je s jedne strane |
5 _ X n.! -1 g ﬂ-f-'-j_ . _ |
Pi—‘g_P:%Pij—ﬁE‘ i!j!(ﬂ-—i--j)!p’ P2 Py —?,_-';*!Pij—M-“

a s druge strane |
1

s ’ . L
bisp, B Py T B (p+p,*+ )+ npy(pHbpy)

to je

(6.5.2) _ M,=np,.
Sli¢no dobijamo

(6.5.3) M,z: np,.
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Takode iz relacija

pzTJ 2y Efijpff= Py s

| Pag SP 'sz =P3, 8P an(P1+Pz+P3 =

n-2
=n(n-1)p, Pz(P1+pz+P3)
dobijamo
my, = n{n—1)p, p,
a iz relacija :
b3y ?jipij gj}z Pij = My
3 )
B3 Tihy= Ay np(pt bt ) =
i(SPl i 16P 1t [ 2
= n(n*l)p:.
dobijamo
m,, = n(n—l)p:,
Sli¢no je '
mg, = n{n-1) p:
Owuda

. Yoo = npl(j—pi)’ '
6.5.4) My = —npp,,

Hoa™ 1P, ( 1=0,).

6.6. Poisson-ov dvodimenzionalni raspored. — Ap. (X, Y) ovog
rasporeda moZe uzimati sledede wvrednostii X =0, 1,2, ..., ..
Y=01,2...,4,... iima za zv.

‘ ~(kk,) k"k"

Odmah vidimo dasu Xi ¥ medusobno nezavisni, posto je
_ -k, ki\{( -k, k’
by =( )™ 2] = pupy
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Zato je, koristeci (5.2.4) i (5.2.5),
M=k, M, &,,

P'?.O=k1’ H‘u=07‘-‘ . p“oz: kZ'

Videli smo da je zbir dve Poisson-ove jednodimenzionalne a.p. sa
parametrima & i k2 takode jedna Poisson-ova a.p. sa parameirom Ry + ke,
tj.za v=1i+7J
R (ktkRy)

b‘,= V!

-

Zato je uslovna verovatnoca

! ( k, )( k, )f
6.6.2 0 = |t
( ) p!]il+_1=v z'_j‘ kl+k2 k1+kz
Ona pretstavlja jednu binomijainu verovatnolu.

6.7. Normalan dvodimenzionalan raspored. — Za peprekidnu a.p.
(X, Y) kafemo da ima normalan (Laplace-ov) raspored ako z.v. f (x,
postoji i ako je oblika

-H{x,¥)
(6.7.1) Fepy=he T,
gde je H (x, y) polinom drugog reda po’ x i y sa osobinom da
Hx,yy=1

pretstavlja jednadinu realne elipse. Integral

+ 00 fo0

-H{x,¥y)
j J‘ he dx dy
—00 ety

ima smisla, &to je lako utvrditi, poito je H(x, y) = | jednatina realne elipse.
Odredimo konstantu k tako da vrednost integrala bude jednaka jedinici.
Translacijom uvek moZcmo preneti koordinatni pocetak u centar
elipse H(x, y) = 1. Tada &e polinom H(x, y) biti oblika
x? Xy v2
= 2 222 +=—+d.
Hex,y) a? b c?
Za d uvek moZemo da pretpostavimo da je nula jer kad to ne bi bio, &4
mogli bismo da ubacimo & konstantu f.

Dakle, ) .
(67.2 Hay) = 5 2% 4 2
-l X,y a? b c?
_(2r _2xy 4 Y2
(6.1.3) Hxugy = he @8 &)
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Elipse
Hix,y)=k, k20,
pretstavljaju familiju homotetiénih elipsi sa zajednickim centrom i istim
osama simetrije. DuZ ma koje elipse f ostaje konstantno; elipse su ekvi-
verovatne. .

Potrazimo znacenje koeficijenta a4, b, ¢ kao i vrednost konstante /.
Znamo da ée jednatina

Hex,y)=1

pretstavljati elipsu, ako je
6] > ac,

gde a i ¢ uvek moemo smatrati pozitivnim, posto se pojavljuju samo nji-
hovi kvadrati, :

Trinom H (x, y) moZemo pisati u obliku

. ’ 2
xz y'l.— xz Cz C.?. ﬂ

— - f.! ) — e LNt 2 +2_ =
Hoey = 2+ G et e =20+ 5
b c? c y)?'
= e - 2 _— i
(612 bz)x +(bx ¢
pa uslov
400 40
J‘ﬂx,y) dx dy =1
-00 —c0
postaje
+CO—1~C: 9 +¢D-£—!2 ,
(6.7.4) h[e G F)‘x a’xfe (3=-2 dy =
oo S
Smenom
u integralu po y dobijamo
. +o0 +00 -
{E 2y _ut
fe(b* c)dy=7%- e T = = VIn = cvn
i (6.7.4) postaje
+m_(1_—cz)xi
(6.7.5) hcw?fe FTEPE gy =,
-0
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Ponovnom smenom

x\/:.%_“__%— = 52’ dx = d.E/,fZ(é‘;-%Z)

(6.7.5) svodi se na

1 CZ dE: = 1 ’
- 3)
odnosno na
hevn
{ 2 27 ’

2(2{5 - bz)

iz tega dobijarno
i i 1
h=

" AN ater b

Kako je centar elipse 1stovremeno i centar simetrije rasporeda masa
gustine f, to je E(X) = E(Y) =

Vanlansa o mje se promemla izvrenom transformaa)om koordi-
natnog sistema. Njena je vrednost

B el ]

J _rx Flx, y)a’xdy =
=h+_rox’e )x J —Ty)zdy_ =

e _L-d)xz
=hm/7?J‘x2e at BT dx =

1 1 1 2
B B e LUREL
A
paje 1 aibz
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Sli¢no dobijamo i varijansu koordinate Y

" _1 b
=7 Poait
Kovarijansa bice
+00 2 +o0
(- 2) e (£x-2)
p11=hJ.xe- at ¥ de.ye [ ‘)dy=
— -
+00 + o0 2
he* [ -Gl I(c u ) &
= — _+__ —

+o0
2 AL 2y e
=£b' ‘henn | x%e a bz)xdx=
_¢1_a%t _ 1 _d%c?
T b 2 bi-a’cr 2 b -aic?
Stavimo _
(6.7.6) r = il

Vi Moz
i odredimo vrednost ovog izraza kod normalnog rasporeda

a?b¢? ac

e oy
Videli smo da uslov
bl > ac
mora biti ispunjen. Ovaj se uslov sada svodi na
lri<1,

koji je ispunjen zbog (6.3.18) _
Druge momente moZemo iskazati pomoéu r na sletleéi nadin: u izrazu
' 1 a?b?
P’zo - -E bi__azcz -
Smenimo
ace
r

b:
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pa e biti

Fao™ 2(1-79

c? ,
Hea™ (1= 79

ac — br2
My z(_i__r) 2{1-r?%)

Iz ovih veza dobijamo
2

a® = 2(1‘7‘2)_#20,
2= 2017 7%) P
bt = 2'(1_7.2)' “11 ,
r
pa konstantu » moZemo pisati u obliku

1 1 r? . 1
hz;-\/Z(l—rz)2 U Py 7V pgpe, 27 0x0 V17T

gde je 0z = Vit 05 = V - -
Sam polinom H(x, ) dobice definitivan oblik
2 2
X xy v
Hixy)=gr =23 ™
x* 2xy y?

= )er ~ 2(l=riee, | 2(i- ey

6

z 2z
= ___l_.._(i__z Xy +_y_)
2(1-r#)\ o} o0, Oy

a z.v. normalnog dvodimenzionalnog rasporeda

| - (f_ P - N
— Hi-rm\er " g *?*‘)
. X — e
(6.7.7) Flx6y) Zﬂﬁxcy T e % y 9
Ako se vratimo na prvobitni koordinatni poZetak, centar elipse imace
za koordinate E(X) =M i E(Y)= M;, pa je opéti oblik z.v. normalnog

dvodimenzionalnog rasporeda .
1 (x _"ML) 2 (x ‘Mﬂfﬁ’ =M,) (v "M:) N
vy 62 T 0Oy o)

1
T8 F (X, y)=
R Py e
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i

U specua]nom sluéa;u kada je r=0, zv. f(x, 3) moiemo pisati
u obliku

1 =l -5
. : - TZe2 207
619) S == ¢ VI ©

.4
Zato je r =0 potreban i dovoljan uslov da X i Y budu medusobno neza-
visni kod normatnog rasporeda.

. Marginalni z.v. normalnogmsppredgpoXiniée
| o - )
- Sx)Y="hecvr e =

L (1 _g)
L o FTI\eET gi/x
6.V 2n :

2

4]
1.
: = — ¢
- A = G om
Sliéno ' )
, N = —m=e
'y
te (6 7. 9) moZemo pisati u obhku

Uslovm normalm raspored; su

f( ;y) _ o_v-“ -e 1‘!‘ [-t Zrd‘d +l‘]+2_q,'
)

f(xly-)"

Aly) ZRon’\/l-ra
' Cx 2

(6.7.10) ffxly)r= Gx\_/l__ri \/'zn. -;W(_"f"a—,v)‘
Takode je | ‘
G1I) Flxin)= o e - zagtiey (v-r G
a uslovne aritmeti¢ke sredine |
6113 E@IY=) =2y,
(6.7.13) E(YIX=x)= rf’——x '

" Kod necentriranih promenljivih X i Y uslovne antmcuéke sredine
bi¢e oblika

(6.7.14) EXIY=y)=Mfy) =M +r f (y-14,),
(6.7.15) E(Y[X=x)= M, ""Md‘r%(x ~M,).
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Karakteristi¢na funkcija dvodimenzionalnog normalnog rasporeda je
+0 +00
b )= 1 jj L+ uy) —Hix-Myy- M)
Wuy= ‘
¢ 2no, o VI-r? :
(6.7.16) -0 o

UM E+ M) - S (0224 2r a0, tu+ 02Ut
=e

dx dy

6.8. Koeficijent korelaclje. — Videli smo da je pu = 0 ako su a.p.
X i Y medu sobom nezavisne. Ukoliko pak izmedu X i ¥ postoji linearna
funkcionalna zavisnost, tj.

Y=aX+0,
tada je s jedne strane
o= BE-M)(Y-18,) = EG-M)aX+b - M,) =
= E[aXz-i-( b—M,—aMI)X-Ml(b"M,Zﬂ ,
tj.
(6.8.1) By= Ay,
& s druge strane

g, =E (X"‘—M,)(Y-‘Mz) = E(% Y- % _Mu)(Y _Ma) ’

tj. |
(6.8.2) Moy = ;Por
MnoZenjem jednalina (6.8.1) i (6.8.2) dobijamo

2
Poyg = Moo bea

Uvedeni koeficijent (6.7.6)
Yy R LT

r A r———— T et —
V P Mo % 9y
imace vrednost 0 ako su X 1 ¥ medu sobom nezavisni a vrednost + 1 ako
su medu sobom linearno zavisni. Zbog (6.3.18) uvek je [r|<1.
Za 0 < |r| < 1 kaZemo da postoji izmedu a.p. X i Y delimicna ili stohastitka
savisnost & za merilo te zavisnosti uzimamo vrednost koeficijenta r koji
nazivamo Roeficijentom korelacije. Ako je r= + 1, fada je Y=aX+5,
tj. ukupna masa dvodimenzionalnog rasporeda rasporedena je duZ prave
y =ax + b. Primetimo da su brojitelj i imenitelj istog reda te se vrednost
koeficijenta korelacije nee promeniti promenom izabrane jedinice, tj.
ako uzmemo

X=P1X‘+ 9
Y=P2Y1+ 9. -
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- Primetimo jo§ da izmedu X i ¥ moze postojati funkcionalna zavisnost

i kada je fr] < 1, poito r iskazuje merilo jedino lincarne zavisnosti, -

Videli smo da ako su X i ¥ medu sobom .nezavisni tada je r=20.
Medutim, obratno ne va#i, tj. iz » = 0 ne proizilazida X i ¥ moraju- biti
medu sobom nezavisni. 7

Zbog ovih primedaba moramo biti ‘veoma aprezni prilikom zaklju-
Kivanja o korelaciji u prakti¢nim primenama. ‘

Ako koordinatni poletak sistema XOY pomerimo u ta¥ku (My, M)
i ako izvriimo. rotaciju za ugao ¢, dobi¢emo nove ap. X'i Y, 1.

X'= (X-M)coscp + (Y-.Mz) sing,

Y!__" “‘(X‘_MJS!"R @ +{Y-M) cos cp.
Rejenjem ovog sistema po X i Y. dobijamo ‘ |
X = Xz6s ¢ =Y sinc +M,,

Y = X'sin P +'cha.scp +M,.
Tada je
Bl @)= EXY )=y simcp coscp + iy sinsp coscp+ pa cos’p =, stnip=

- o
=y o3 2¢p - E(pm— Moy ) SiR2¢p .
Ovaj ée izraz biti jednak nuli za

2u,
"fg 2(P = _uﬂ’-__ .
Prao — Moz :
Prema tome, rotacijom koordina’mog.sjstema XOY, menjade se koefi~
cijent korelacije sa uglom o i bite jednak nuli za zg 2¢ = —ZT‘TM . Zato

dve ap. X i ¥ uvek mofemo da izrazimo kao linearne funkcije ‘dve medu
sobom linearno nezavisne a.p.

6.9. Regresione -prave. — Kod jednoznatne funkcionalne zavisnosti
a.p. X i Y svakoj vrednosti X =x odgovara jedna potpunc odredena
vrednost ¥ =y. Ukoliko pak postoji samo delimiéna, tj. stohastitka ili
statistiCka zavisnost, svakoj vrednosti X = x odgovara aleatorna promenljiva ¥
&iji je raspored uslovni raspored promenljive (X, ¥) za X = x. U sluaju
neprekidnog rasporeda Y ée za X = x imati z.v. J(¥/x). Da bismo na neki
nalig stvorili jednoznalnu vezu izmedu X i Y, uzeéemo da vrednost
X = x odgovara oekjvana vrednost V za X =1x1. da je-

(6.9.1) | y = E(YIX=x) = i (.
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: Qbratne, uzedemo. da vrednosti Y =y odgovara ofekivana vrednost
X za me,_ti. da je

69.2)  «=EXIY=y) =M.

Dijagram {6.9.T)
i /
. .
i
i
|
[
1
\ -
Q] . : M X

Dijagram (6.9.1T)

Krive (6.9.1) i (6.9.2), &iji su dijagrami (6.9.1) i (6.9.1), nazivaju se
vegresione krive. Ukoliko su X i Y medu sobom nezavisni regresione krive
svode se na dve prave, koje s¢ seku u talki (My, Mz) a paralelne su sa
koordinatnim osama.

Pri normalnom rasporedu regresione Krive biée na osnovu (6.7.14)
i (6.7.15) takode dve prave sa jednalinama
y'—Mz = x-Mi-,

(6.9.3)

Oy N =
x=M,  y-M,
(6.9.4) 0. " Te

koje se seku u tatci (Mi, Ma).

Cramér je do$ao na ideju da regresione krive definide na sledeéi natin:
od svih moguéih krivih g1 (x) odredimo onu za.koju ée otstupanje od funkcio- -
nalne zavisnosti ‘

y = g,(x)
aleatornib promenljivih X i ¥ biti §to je moguée manje. Takode, od svih
moguéih krivih go(y) odredimo onu za koju ée otstupanje od funkcionalne
zavisnosti _

x = g,(¥)
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aleatornih promenljivih X i Y biti #to je moguée manje. Primenjujuéi
metodu najmanjih kvadrata, problem se svodi na odredivanje funkcije
&1(x), odnosno gz(y), za koje ée izraz '

(69.5) E[Y-5,)]
odnosno
(6.6 E[X-g,T)],

dostici svoj minimum. U 4.6 videli smo da ¢ée integral po ¥ u izrazu

+00 +00
E[V-g,(X)] =Jj‘(x)dx f[y ~g,(x>]2f(y|x) dy

dosti¢i svoj minimum ako je g1(x) = Mz(x) i to za svako x. Takode ce
integral po x u izrazu

ELX-.01] = [y [[5- gy 91 dx

za svako x dosti¢i svoj minimum ako je ge(y) = Mi(y). Tako opet dobijamo
regresione krive (6.9.1) i (6.9.2).

' Medutim, oblik krivih &ila, agy ..., ae5%) i ge(by, bey ... > bas y)
moZemo unapred da fiksiramo i odredimo -parametre ay, as, .. . . , g odnosfo
b1, ba, . . . , by, tako da izraz (6.9.5), odnosno (6.9.6), dostigne svoj minimum,

Uzimajuéi linearnu funkciju za gy, tj.

gi(X) = a'er'{' ay s

problem se svodi na odredivanje parametara a; i as za koje izraz
2
(6.9.7) ~ EY-aX-a,)
dostie svoj minimum. Izraz (6.9.7) moZemo pisati u razvijenom obliku
.
E(Y-a,X~a,) =a +2a,a,M,taltm,—2am, —2a,M,+m,,

i on ce dostiéi svoj minimum za

(6.9.8) a =, a,=M,- £
Moo Hao

Sli¢no, uzimajud

.0

g,(Y) =bY+ bz
izraz
(6990E(X~bY ~8,)=b;+2b,b,M,+ bm,, ~2b,m,, — 25, M + m,,
dostiZe svoj minimum za

Y TR 1
(6.9.10) b= b= M - £

0z P’oz
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Tako dobijamo dve regresione prave
T
y—M,= Lo {x—M,),

20

x—Mi =b(y—Mz_)1

odnosno zbog (6.7.6) y-M < —M
Vig 1

’
(6.9.11) oy L
6.9.12 oM _ 3
(6.9.12) q ' Ty

x .

koje ée biti identi¢ne sa prvobitno definisanim regresionim krivama (6.9.3)
i (6.9.4) pri normalnom rasporedu kao i u sludaju kada su ap. Xi Y
medu sohbom nezavisne.

Odmah se vidi da se obe regresione prave (6.9.11) i (6.9.12) seku
u tegidtu (Mi, Ma) i da ée se poklopiti ako je r =+ 1, t.akosu Xi Y
i v stvarnosti linearno zavisne. Ukoliko je manja stvarna linearna zavisnost
jzmedu X i Y utoliko regresione prave vile otstupaju jedna od druge, tj.
utoliko je veéi ugao koji zaklapaju i za r =0 one postaju normalne jedna
na drugu. _

Samu minimalnu vrednost izraza (6.9.7) dobitemo kad smenimo
vrednost (6.9.8)

2
SzzE( _ T0y X—M.+ rO'yM) _
b O-x z 0! 1
2
—E[(y-m)- 2 M) = 6 -2rf 4 el
x
t.
(6:9.13) Sy =o5(1-r%).
Sli¢no, minimalna vrednost izraza (6.9.9) bice
2
(6.9.14) St = oX(1-7%).
§% i §? nazivaju se reziduumske varijanse. Kako je 72 < 1 to je uvek
2
(6.9.15) 5: <al, Sy < ol

Ukoliko' je raspored diskretan sa z.v. {py} za vrednosti {xs, y3} alea-
torne promenljive (X, Y), rezultati ostaju isti. Tatke (x¢, y;) moZemo pore-
dati u niz tataka (xi, W)t =1, 2, ..., N sa verovatnodama g, i (6.9.7), 4.

2

1 N
'ﬁglpi(yi— a,x;—a,) ,

pretstavlja sredwje kvadratno otstupanje sistema talaka (v, ) u pravcu
Y-ose od prave Y=aX+a,.
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Za (69.8) 1o Ce srednje kvadratno otstupanje dosti¢i svoj minimum. Za

{6.9.9) srednje kvadratmo otstupanje sistema tataka (%1, ¥¢) u pravcu X-ose
od prave

. X=1Y+3,,

1j.

{ N 2
ﬁ- iy_-\‘ipi(xi— b1y_ bz) 1
dostidi de svoj minimum.
Nadimo sada ortogonalnu regresionu pravu, tj. pravu za koju e zbir
kvadrata normalnih otstojanja dosti¢i svoj minimum.
Dovedimo koordinatni poletak u teXifte sistema tataka (x5 ), 1.
u talku (M;, Ms) i odredimo pravu : , -

(6.9.16) : , Y=mx
z koju de

2
(6.9.17) L mag= )

t=1  m*+1
dostii svoj minimum. Anulirajuci parcijalni izvod po m, tj.

2 2
et 7 LB+t ) m =} = 0

4.
(6.9.18) m 4+ 2pm—1=0,
e Je e B0t
_ 2y
Koren kvadratne jednadine (6.9.18)
- m=—p+Vui+]

pretstavlja  traenu  vrednost koeficijenta pravca prave (6.9.16) za koju
ée izraz (6.9.17) dosti¢i svoj minimum.
§.16. Primeri

€.10.1. Odrediti regresionu pravu jednog datog sistema tadaka (x1, ),

i=1,2, ..., N, za koju srednje kvadratno otstupanje u jednom datom

Pravcu u odnosu na postavljeni koordinatni sistem dostite svo] minimum.

Nekasetﬁuesistemam&kapoklapasakoordimtnimpoéetkom,
Y=mx

jednacina tra¥ene regresione prave a 6 pravac u kome traZimo otstupanje.

Parametar m treba tako odrediti da srednje kvadratno otstupanje u
pravcu 8, .

(6.10.1.1) 1 _1+tg°6 &

N (m-tg0) sz-:

- 2
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dostigne svoj minimum. Anulirajuéi parcijalni izvod po m
1+ 1g*6

(m-‘tg 6)4(1-"11"1 - p.mtge-m‘f‘p_ufge— p'm_)=0

dobijamo

_ Pabytgld
{J’u—("'zotge

Za 0= % dobijamo regresionu pravue (6.9.11), tj. pravu z <oju je

srednje kvadratno otstupanje u pravcu Y-ose minimum.

Za 6 =0 dobijamo regreslonu pravu (69;2), tj. pravu za koju je
srednje kvadratno otstupanje u pravcu X-ose minimum.

6.10.2. Odrediti reziduumsku varijansu u problemu zadatka (6.10.1)
Odrediti pravac 6 za koji ¢e reziduumska varijansa dostiéi svoj minimum.

Ako u (6.10.1.1) stavimo dobijenu vrednost (6.10.1.2) dobiemo rezi-
duumsku varijansu

(6.10.1.2)

. B 1+tg20
SUOV= (oo™ o) 67 BT iy

Poito je zbog (6.3.18) diskriminanta trinoma po #g 0, koji figuriSe u imeni-

telju, negativna, to S2(8) ne moZe biti beskonatno te je ogranitena funkcija

sa pozitivnom asimptotom

Y= Y .

. . H’zo

Osim toga je uvek
s'(e) > 0.

Kriva Y = S2(0) ima maksimum u talki

tgh= —p+rvp+l,
minimum u tacki
tgf,= —p=v P'2+l 1
a sece asimpfotuutaéki
tge=_—y'|
gde je
Pao™ Moa

= 2p,



Dijagram (6.10.2.T) pretstavlja funkciju $2(8).
Y4

o o o o e e

. tg 6. ° tg S
Dijagram (6.10.2.1)

S2%(6) varira u konalnom pozitivnom razmaku i dostife minimum za
gl = —p— \/ p2+ 1. To je sludaj ortogonalne regresione prave poito
je tada : : S
) 1 1
lpB =y — P = — ——— T — — Ty
80 =op— It = e =
gde je m koeficijent pravca ortogonalne regresione prave.
6.10.3. Neka su dvodimenzionalne aleatorne promenljive (X1, Yi)
i (Xa, Y2) medu sobom nezavisne. Odrediti zakon verovatnoée aleatorne
promenijive: X =X1+ Xz, Y=Y1+ Y.
Karakteristi¢na funkcija od (X, Y) je

@tu=E [e i(’““”] -E [e;(tx,+ X+ uY, + UYz)]

Zbog nezavisnosti (X1, ¥i) od (Xz, Yz) dobijamo dalje

i1, + uY,) (X, +uy,)

P it,u) = El:erL b ]E[et( ¢ ]= P, (1w @ tu),
gde su ¢1 i @z karakteristitne funkcije ‘respektivnih promenljivih (X3, Yh)
i (X2, Y3). TraZeni zakon verovatnoce dobicemo zatim preko obrasca (6.4.5).

8.10.4. Pearson-ov korelacioni kolitnik

. _ EIM0-MT" _ E[MK-M,]
T EY-M,T o)

daje merilo tendencije masa rasporeda da zauzme poloaj regresione krive
¥y = Mz (x). Odrediti njegove osobine i pokazati da je ni,x =72 ako se
¥ = Ma(x) poklapa sa regresionom pravom (6.9.11).

Kao i kod koeficijenta korelacije, korelacioni kolitnik jednak -je nuli

ako su X i Y medu sobom nezavisni, jer tada je Mz(x) = M; a

EM,~ M,)*
"lavx=_b;=—’—=0-
y
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Ukoliko postoji funkcionalna zavisnost izmedu X i ¥, tj. ukoliko je
Y = Mz (X), dobijamo neposredno
. E(v-M)

Tw ™ 2
X o,

1
Kako je
E[M,00-M,]'= o - E[Y-M,K)]
to se korelacioni koliénik moie napisati u obliku
) ELY-M, (X))
My = L= 0;

Ako se kriva y = Ma(x) poklapa sa regresionom pravom (6.9.11), tada je
zbog (6.9.13)

T 2
M= 7
Korelacioni koli¢nik v%, dobijamo simetricno
2
. . ElM(-Mm]
2

'r]KY_ v

x
Ako je regresija pravoliniska imacemo jednakost oba korelaciona koefici-
jenta, 1j. 1%y = My -

6.10.5. Pokazati da korelacioni koli¢nik ne moZe biti manji od kva-
drata koeficijenta korelacije.

U (6.10.4) dobili smo X
E[Y-M,K)] = o} (1-7").

S druge strane imamo

E[Y-aX-a | = E[T-M,X]+E[MM-ax-a,]’,

1. .
0f (1-r1) = o21-My )+ E[MK) —aX~a,] ,
ll-l ‘i 2
2 2 . —
My =7 EE EI:MJX) aX a2:| .
Ortuda
'qux 2
6.10.6. Neka su normalpo rasporedene aleatorne promenljive X,
Xi, Xz, -..> Xn medu sobom nezavisne sa zajednickim rasporedom

N (0, o). Odrediti raspored promenljive

VEEX

gt Pt

.
[}
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Aleatome promenljive X i

Y—\/—I Z X

takode su medu_ sobom nezavisne pa je zakon verovatnoce f(x, y) }ednak
proizvodu margmalmh zakona verovatnoda, tj. fi(x) fa(y). Kako X ima
raspored N (0, a) 0 je

1
_fi(x)_ 0",27t €
Na osnovu (5.8.9) promenijiva Y imate yZ-raspored, .

. 71—2 n-1 '"121%;
fzfy)_;ﬁf__!_r(i)Ty_ e .

Zakon verovatnole a.p. (X, ¥) bide dakle

: _ . _x+nyt
o Aen=S o =Ky™e
gde je
| 2
K= n-1 n

2T 1-(127_) GA?H-‘l i '

Verovatnoci relacije — < ¢ odgovara integral zakona verovainoée pro-

Y ..
menljive (X, ¥) nad oblaséu S za koju je Y > 0, X < VY4, tj.
. - x¥4 ny?
n—
F(t) = kJ'[y e 202 dxdy-

S
Smenom )

X= E"] ' Y

cblast S gornjeg dvostrukog integrala preslikade se u oblast (—o <& <y
0<n<+ ™) paje

i

F(t)~—~kde

b E'R+nn?
J n g
o

T‘ ¢ 20 JECIT]=

e

. t
=k2"—;' Un+1 n+i J. dE
I‘( ) (n+€)7T
 (n+l ;
L o) J at
(

2y n+l
B
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Sam zakon verovatnoée bice

A ) nad .
F’(t)=s(t)=\/;11-;1— E(i)) (.H_tn_) :

A.p. ¢t ima, dakle, ,,Student®-ov raspored.

6.10.7. Dokazati centralpu graniénu teoremu kod dvodimenzioﬁalnog
rasporeda.

Neka su (X1, Y1), (X2, ¥2), --.> (Xa, ¥Yu) n medu sobom neza-
visnih dvodimenzionalnih aleatornih promenljivih. Pretpostavimo da imaju isti
raspored, sa kona¥nim drugim momentima i M, = Ma = 0. Kf. promenljive

X, YO j {
( i i) e CP('{‘,U.) -1- ;(Pmtz+2H11tU+ }Lo,_ui)‘k 0(t2+u2)
a promenljive (%, %

t u
auew= ol 7=)-

Zato ¢e kf. od
T n
(6.10.7.1) ( Ele , EsY‘ )
vn Ny
biti

to) [ (= i)]"
| Pl = PV VR 1
koji tezi ka kf. dvodimenzionalnog normalnog rasporeda, tj.
1 ,
: St 2u b, u?)
G172 lim g (b= e 2 0m L te TR
n—w
Prema tome, ako su ap. (Xi, Y1) (X2, Yah ... (Xs, Ya) medu
sobom nezavisne, tada a.p. (6.10.7.1) te%i da zauzme normalan raspored
kad n . . :

6.10.8. Pretpostavimo da smo niz elemenata e, €z, ..., eN poredali
po rang-listi u odnosu na dva obeletja X 1 ¥. Tako smo dobili dve rang-
liste a svaki elemenat okarakrerisali sa (x;, y¢) gde x¢ i y« mogu uzeti jedan
od prvih N pozitivaih celih brojeva, 4.

X; = 1,2,...,N,7 yg=l'2"“’N'
Odrediti koeficijent korelacije ta dva niza brojeva. 7
Aritmeti¢ke sredine gornja dfa niza iednajl:re su R}T\; sobom
+2+--+
M =M,= M= T =

Varijanse su takode jednake medu sobom i bez obzira da 1i je N paran
ili neparan broj, njihova vrednost ée bitd
%‘,( N+1 )1 N%1

1 _ Nt1
l—\fi-i ¢ 2 12

2 2
01= 02=c =
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1j.

Do vrednosti kovarijanse doéi ¢emo na slededi nacin

gde je

obe ran
rang-lis

cije x>

N

obiast

to je
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1~( N+1)( _N+i)_
BuT i\ T )

1 (X N+1\2 ¥ N+1y?
RESTINE S1 T
2N =3\ 2 =1 2

e R ]|
_i-—.‘[ xa 2 yl 2 )
___2__1_%( _ }2_ 2—1___._1__%6{2
tu— 9 2N {0 VY T T 2N 1<y V7
=X — Vi
ficijent korelacije biée po definiciji
N
6 2
_ P _ b PEE
0,0, o? N-N
) je proveriti da je r = 1 ako svaki elemenat zauzima isti rang
liste (de=0), a r=— 1 ako svaki elemenat zauzima na tednoj

komplementarni rang ranga koji zauzima na drugoj listi.
se korelacija Cesto naziva korelacijom ranga.

-3. Dat je zakon verovatnoée g(x, y) = e—%-v sa obla¥éu varija-
) i y>0. Neka je izvriena smena promenljivih
: X
u=x+y i v= v
i zakon. verovatnoée dvodimenzionalne promenljive (%, v) i njenu
ijacije.

o je -
U |
1+ 1+
Dx.y) _ v b o u
Dlw,v}- 1+
u -u
(1+2)" (t+u)*
—t (7
Slu,v)y=-c¢ (—1':0—)2’ (u>0, v>0).



Odmah vidimo da su # i v nezavisni medy sobom i da su marginalni zakoni
verovatnoca ' .
u i

fi(u);:ue— y ; f2= (1+'U)2

6.10.10. K.f. standardizovane dvodimenzionalne promenljive u razvi-
jenom obliku je

p(tu) = 1—%(t2+ Iriu+t u1)+0(f2+ui).

Izvr§iti prelaz na polarni koordinatni sistem.
Problem se svodi na transformaciju kvadratne forme
Qtu)= t*+ 2riut+u’
na polarne koordinate. Uotimo jednu tatku M (¢, #) i.spojimo je sa koordi-
natnim po&etkom. Neka je Mi(§, ») tatka u Kojoj poluprava OM sece
elipsu indikatrisu
242rtu+ut=1
Uvedimo polarne koordinate
t u
o PTE T g
i ugao « koji zaklapa OM sa t-osom. K.f. ¢(t, u) dobija oblik y(p, ).
Transformisanu kvadratnu formu  dobiéemo preko veze drugih parci-
jalnih izvoda, tj
R APE LSNP PR Yo,
(6.10.10.1) P o2 YOI StSu Sl
Polazeéi od pretpostavke da drugi momenti postoje, drugi izvodi
karakteristiéne funkcije ¢ imade smisia.

Izrazi
3259 N 2 iEx +uy)
1+ Yol x I:l'-e ]dF(x,y),
8% e t{tx +uy)
o2 ol e,
a?_ =+00 $a0 i(tx+ |
u
1+ cpz =J Jy“[l—e Y ]dF(x,y)
Sur 44
jednaki su nuli za ¢t = =0 Zato je
+00 +o0 :
it )
J. J(ix-{- uy)z[l—e( S ]dF(x,y)=
Y 8% e
_ 2+ + 2+ 2 + A X .
i+ 2riutut g Ztu_étSu +T,¢ e
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Koriste¢i vezu (6.10.10.1) i
- t o+ 2rtu +u =
dobi¢emo definitivno da je
400 + o0

&%y w
303 Jj Ex +ny) [1 Hixt y)]dF(x 2]

-00—00

(6.10.10.2

sa pocetnim uslovima Y%I i 3—1‘:=Ozap=0.

6.11. Zadaci za veZbu .
6.11.1. Odrediti karakteristiénu funkciju trinomijalnog rasporeda.
'6.1L2, Odrediti korelacioni koli¢nik ako je raspored prekidan.

6.11.3. Neka su normaino rasporedene aleatorne promenljive X,
Xz ..., Xm, V1, V2. .., Yu medu sobom nezavisne sa zajedni¢kim raspo-
redom N{O, o).

Stavimo
X= ZX Y= EY

a) Odrediti ‘zakon verovatnoce dvodxmenznonalne a.p. (X .
b) Izvrditi smenu

x=En i y=y
i pokazati da ¢e aleatortia promenljiva '

93

‘VE=£_=_5£
Y & <r2
> Y,

o~
1]
-

imati Fisher-ov raspored.
6.11.4. Uzunajué1 za regresmnu krivu parabolu drugog reda
¥y=a x +a,x + a,
pokazati da ée izraz ‘

S 02
E[Y-aX'+aX-a,]
.dosti¢i svoj minimum ako su parametri a1, a2, as dati obrascima

_ Ay A, Ay
UTTAT RTR A=

gde je




a A determinanta koja se dobija kada se i-ta kolona determinante A zameni
kolonom mgz, mu, moy.

6.11.5. Neka su X1 i Y; dve pozitivne aleatorne promenljive sa istim
zakonom verovatnoée ¢~¥, Uzmimo smenu

X,= X, +Y,.

Y, = X,.

a) Odrediti fr. F (x, y) promenljive (X2, Ye) kao i marginalne fr.
Fi(x) i F(y) .

b) Pokazati da postoji stohastitka zavisnost i da je razlika

d = F(x,y) = Fj(x) F,(y)
uvek pozitivna.

¢) Odrediti regresionu krivu, ‘uslovnu . standardnu devijaciju i koefi-
cijenat korelacije. '

6.11.6. Ako su aleatorne promenljive X i Y kruZno simetriéne u
odnosu na koordinatni potetak ravni XOY, pokazati da je tada karakte-
ristitna funkcija od (X, Y) funkcija argumenata 2Ll 4 90 =
= @ (2 + u®). : :

6.11.7. Neka je osnovni skup podelien u v klasa i neka svaka klasa
sadri p elemenata. Ako unutar svake klase kombinujemo svaki -lemenat
sa svakim od preostalih elemenata klase dobi¢emo ukupno vi(p — 1) dvo-
dimenzionalnih elemenata. Odrediti koeficijent korelacije ¥ i pokazati da je

i
o <Lt

(Ovaj je koeficijent poznat pod imenom koeficijent intraklasne korelacije).

6.11.8. Polazeti od obrasca (6.10.10.2) dokazati centralnu grani¢nu.
teoremu. : -

6.11.9. Neka su X; i Xz dve medu sobom nezavisne normalno raspo-
redene a.p. sa jednakom varijansom o2. Pokazati da ée a.p. Y1 i Yz, uvedene’
jednom ortogonalnom transformacijom, takode biti medu sobom nezavisne
i normalno rasporedene sa istom varijansom o2

6.11.10. Elipse koncentracije normalnog dvodimenzionalnog rasporeda
pretstavljene su jednalinama

L [(x—zfm o, XMOEMy) | (VM) }: c?
2(1" r?) C, Oxoy Ty

C? moZemo smatrati za aleatornu promenljivu s obzitom da je funkcija
aleatornih promenljivih X i Y. Naé¢i njen zakon verovatnoce f (C9%).
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7. MATRICE I KVADRATNE FORME -

7.1. Matrice. — Realan broj je odreden sa jednim, kompleksan broj
sa dva, vektor u trodimenzionalnom prostoru sa tri, kvaternion sa Zetiri
broja. Takode postoje velitine koje su odredene sa m - n realnih brojeva
ai i=1,2 ..., mj=1,2,...,n Te velitine moZemo pretstaviti
Sematski pomoéu dvodimenzionalnih tabels koje nazivamo matricama.
Matrica A reda (m, n) je pravougeona fema brojeva a;; sa m redova i n
kolona, tj. .

a-u a!2 ..... arﬂ
A @y Rgp o o v Gyn
Ami Gz © Gan

ili kratko ' :
Am,n= [%’] R A= [aij]{m,n)'

Brojeve ai; nazivamo elementima. .

Defava se da je gornja tabela svedena na samo jedan red ili jednu
kolonu. Tada kafemo da se matrica degenerisala u vektor i prema tome
da li je u pitanju red ili kolona, imamo vektor red

T
i vektor kolpnu
l'ul
u'A‘.
U =i-
U]

U, ovom slucaju dovoljno je da uzmemo samo jedan indeks a skraéeno mo-

Zemo pisati .
e ={x), u="[u].

Red prve matrice je (I, n) a druge (m, 1),
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Ako je red matrice (1, 1), matrica se svodi na obitan broj an.

7a dve matrice A i B kaZemo da su jednake medu sobom ako su
istog reda i svi odgovarajuéi elementi jednaki medu sobom, tj. ako je
a,;,-=bi,- za SV&kOIi 7 .

Takode, zbir matrica A i B imade smisla jedino ako su A i B istog -
reda. Tada, po definiciji,zbir pretstavlja novu matricu Ckoja ¢e bitd istog
reda kao i A i B a &iji e elementi biti zbirevi odgovarajucih elemenata ma-
trica A i B. Prema tome, ako je -

A= [aij](m,n) B= [‘bg'](m,n) C= [‘fj](m,n)-
tada je ' '

C=-A+B
ako je

C‘f = a,j + bij
za svako 7 1 j.

Proizvod matrica A i B, uzet tim redom, imaée smisla jedino ako je
broj kolona matrice A jednak broju redova matrica B. Drugim redima,
ako je (m, n) red matrice A, red matrice B treba da je (n, p). Tada je
proizvod AB po definiciji matrica reda {m, p) sa op¥tim Clanom

Caj = kz-i Qir bkj ’
tj. skalarni proizvod i-tog vektora reda matrice A i j-tog vektora Kolone
matrice B. ‘ _
Proizvod matrica bitno zavisi od njihovog reda. Ako postoji proizvod
AB, ne mora da postoji i proizvod BA. _ :
Ako je x reda (1, n) a u reda (n, 1), tada je proizvod

xu = [x!.ul4; x Ut t xnun]
matrica reda (1, 1) a proizvod
uJ uxxi uixi v ulxn_‘
U, UX, WXy o o UKy
ux=\. {xlxz..‘xn}= : ' :
[4n] | Unk, Un¥, - unxﬂ_'-'
matrica reda (m, n).
Dalje je
xl)ﬂ
x, A
xh={--1, ?\u-—'{?\utkul...kun},
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gde je A jedan broj koji mozemo smatrati kao matricy reda (1, 1), Mi se,
medutim, neemo ogranitavati u pogledu mesta faktora i uvek éemo ga stavjati

ispred matrice. Takode, pisaemo
Mo=AN=[ay], ..

Ovo ¢e, medutim, biti tatno jedino ako umesto A uzmemo matricu [A841cm, m)

ako je A levo od A a [A8¢)wm ako je desno od A. Izrazi 3y jedmaki su
jedinici za ¢ = a nuli za i+, ti: : :

L, i=j
8, = { I
J Os i#]q
i nazivaju se Kronecker-ovi indeksi.

Izuzev osobine da proizvod matrica hije komutativan, sva ostala alge-
barska pravila vaze prilikom operacija sa matricama, Zaista, lako je prove-
riti sledeée veze

A+B=B+A,
A(A+B)= 2A+)B,
(A+B)+C = A+(B+C),
C(A+B) = CA+CB,
(A+B)C = AC + BC,
(AB)C = A(BC).

Transponovama matrica matrice A = [atlom,m po definiciji je matrica
A’ = [a'g)wm pri Semu je @' = ay. Redovi matrice A identi¢ni su sa
kolonama matrice A’. Neposredno se dobija ’

(AY=A, (A+B+C+ - YA+ B+C+-- -
B'A’ = (AB).

Ako je m = n za matricu kaZemo da je kvadrarna. Kod kvadratne matrice
moZe se desiti da je ‘
’
A=A
To ¢e biti sluésj kada su elementi matrice A simetriéni u odnosu na dija-
gonalne elemente gy, tj. kada je ag = ap. '

Kod dijagonalne marrice svi su nedijagonalni elementi jednaki nuli.
Ako je matrica kvadratna i dijagonalna i ako su svi dijagonalni elementi
jedinice, tj, )
I = [Sij](n,m)'
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za matricu I katemo da je jedinitna matrica. Ovaj smo joj naziv dali zbog
sledete osobine: ako matricu A pomnoZimo sa I kao rezultat dobuamo

opet matricu A, tj.
A=A A, TI..=A,,.
Takode, nulta matrica N, bi¢e ona za koju je
A+N=N+A=A.

Otevidno je da svi elementi te matrice moraju biti nule.

Imm

7.2. Reciprotna matrica. — Oznalimo sa A determinantu koja
odgovara kvadratnoj matrici A, tj.

12 n

a . &
_‘AI“I Jl_ '22 en
Apy Cpy - - Cpn

Neka su Ay minori determinante A. Formirajmo matricu od tih minora
{Ais}n,m. Tada ¢emo njenu transponovanu matricu, tj.

B -
All Azl T A'ru
A LA
(7.2.1) A= ]:Aﬁ](n,n)= 12 A‘zz ns
Anhy - Ay,

nazvati adjungovanom matricom matrice A, Ako je A# 0, deobom ¢lanova
Ay sa A dobicemo reciproinu matricu, tj.

H—H%}

Lake je proveriti da je
(1.2.3) (A 1)’ ( )
. _ B-i )

Ako je A simetriéna matrica, tada su A* i A wkode simetrine matrice.:
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Kako je

(7.2.4) AA =A1
to je » )
(1.2.5) AA=AA'=1.

7.3. Linearne transformacije. — Kod linearne transformacije
y1 = aux1+ a12x2+ Tt a wXn ".

(7.3.1) Y= ApX +a,X,+ - +a,, Xn,

Im= Xy F Ry Xyt =+ F Ay X,
matricu formiranu od koeficijenata aiy, tj. Ama = [a4j] nazivamo marricom
transformacije. Gornju transformaciju automatski dobijamo izjednadavanjem
vektora kolone y sa vektorom kolone koji dobijamo mnoZenjem matrice A

sa vektorom kolone x. Zato tu transformaciju moZemo izraziti u patriCnom
obliku. e

(7.3.2) y=Ax.

Ako hotemo da promenljive x izrazimo pomoéu promenljivih ¥ treba
da redimo sistem jednatina (7.3.1), odnosno, matri¢nu ‘jednadinu (7.3.2).
Poznato je da ¢e taj sistem imati jednoznaéno redenje ako jem=mniako je
A# 0. MnoZenjem s leva obe strane matri¢ne jednatine”(7.3.2) sa A-1
dobijamo :

odnosno, zbog (7.2.5),

(7.3.3) x=Ay.

Oriogonalna matrica je kvadratna matrica Cus s2 osobinom CC’ =L
Lako je konstatovati da je tada

(7.3.4) cio

(7.3.5) c'=c,
_' n o 1 za i=k,
(7.3.6) JEL fgfkj={o 28 i#k,
n 1 za sj=k,
7.3. =
(7.3.7) Eﬂ%“‘:k‘{o za j+k.

Ako je matrica transformacije ortogonalna kafemo da je transfor-
macija ortogonalna. Reciprotna transformacija y = C-1x bite takode orto-
gonalna.
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7.4. Kvadratne forme. — Neka su x i y dva vektora kolone reda
(m, 1) i (n, 1) a A matrica reda (m, n). Tada je x' vektor red reda (1, m), x'A
vektor red reda (1, n) a

m n
I 4
(7.4.1) xAy = ?:1 Ea @y %y Y
matrica reda (1, 1), tj. matrica sa jednim elementom koji nazivamo bili-
nearna forma.
U specijalnom slu¢aju kada je A 'kvadratna i simetriéna matrica a
x = y (7.4.1) svodi se na kvadratnu formu

it

. r
(7.4.2) Q)= Qx,.%,, - .xﬂ)% xAx = fz__;i Ei Qs X X

gde je ai; = aj;. Za matricu A kaemo tada je matrica kvadratne forme Q.
Za A = I imamo '

n
2

(7.4.3) O=x"Ix=x'x = Zl x; .
1=

Ako izvréimo ortogopalnu linearnu transformaciju x =Cy, kvadrama

forma @ ostace invarijantna. Zaista, smenjujuci x sa Gy u (7.4.3) dobijamo

’ r r
xx'=(cy)cy=yc'cy=y>:
U opstem sludaju, linearnom transformacijom x = By, gde je B matrica
reda (n, m), kvadratna forma (7.4.2) promenice se u

Qly) = y’B’ABy.

Matrica kvadratne forme O je B’AB, tj. jedna kvadrawna i simetriCna ma-
trica reda (m, m), s obzirom da je

(BAB) = BA(B) = BAB.
Recipro¢na forma od Q po definiciji je
o= x A .
Neposredno se dobija da je (@)™ = 0.

7.5. Rang. — Posmatrajmo skup svih submatrica izvuéenih iz ma- -
trice Amn. Tom skupu submatrica odgovarate skup njihovih determi-
nanata. Najvi§i red p determinante razlicite od nule naziva se rangom
matrice A.

Ako je p rang matrice Ama tada uvek moZemo naéi p linearno neza-
visnih vektora redova, odnosno vektora kolona, matrice A, dok ¢e p+ 1
vektora redova, odnosno vekiora kolona, biti linearno 7avisni. Zato rang
matrice Amn moZe najvise biti jednak manjem od brojeva m i n. Takode,
ako su p1, pg> .-+ 3 Pk rangovi matrica istog reda A1, Ag, ..., Ax, TOng
zbira A; + As + ...+ Ag bife najvise jednak zbiru njihovih rangova, gj.
p<pr+pzt...+pr aang proizvoda Ai, Ag, ... Az najviSe jednak
najmanjem rangu, tj. p < Min {y i=1L2 ... &
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Rang kvadratne forme matrice Aqy, &ija je determinanta A# 0, bice
p=n. ZatakvumaﬂicukaModaieusitmm Ukoliko je 4 =0,
tada je p <= immatrim&kaianodaiesbwulaym.

Neka su kvadrate matrice A i B istoga reda (m, ) i ncka je A
nesingularna matrica, ti. p = n. Tada je rang njihovog proizvoda jednak
rangu matrice B.

Broj dijagonalnih elemenata razliditih od nule dijagonalne matrice
jednak je rangu te matrice. '

Za kvadratnu formu @ = x'Ax tkode kaZemo da Aﬂm SV0j rang.
On je identitan sa rangom matrice A. Ako je matrica A nesingularna
kaZemo da je i njena kvadrama forma O nesingularna i obratno.

Takode, kaZemo da je linearna transformacija x = Ay nesingularna
ako je matrica A nesingularna i obratno. ‘

7.6. Karakteristi®ni brojevi. — Karakteristiénim brojevima kvadratne
mauiceAuodnosunajedinimumatricumzivamonevrednosﬁpam-
metra y za koje je matrica A — xI singularna. Drugim retima, to su ko-
reni jednaline : :

Ay~ Ay - - - By
a5 Q=X * - - Qan

vy |A-yI|= o =0.
: a,, R R

Ovaiejednaéinapoznatapodimenomsehlauajadm&hai'masedashsvi
njeni koreni reaini. ) ,
Ako je A simetri¢na kvadraina matrica, onda je uvek mogude odrediti

ortogonalnu matricu C, takvu da proizvod C'AC bude dijegonaina matrica
P‘x! 0 ) ) ) ) 0—-

(7.6.2) C'AC=E=_ O%-...0 ’
| 0 l0 T Y

gde su 1, 2, ..., xu koreni sekularne jednatine (7.6.1).

Kako je, zbog (7.3.6), ortogonalna matrica uvek nesingularna, 1o A
iEimajuisti_mng.?atoiemngmuiceAiedmkbmjunienihkm-ukte—
ristiénih brojeva raziititih od nule. -

S obzirom da je C?=1, 10 je
x,0...0

’ .- .0
A=|Al=Ic’Ac]=|° X = XXz Ao

00"‘Xn
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tj. determinanta matrice A jednake je proizvodu njenih karakteristitnih
brojeva.
Neka A nije nula determinante |I - AA| i oznalimo

SO\ =(1-AA) .

Matrica
sy-1
R\ = _—L%C—

naziva se rezolvovana malrica matrice A.

Kako je .

S = T+AASK)
to daljom iteracijom dobijamo posle m smens
SO) = T+AA +XAM+- - +NA™+ XTA™E SO0,
Geometriski red
THAA+RA +- - +NAT+ -,

pod pretpostavkom da konvergira, poznat je pod imenom Neumann-ovog reda.

7.7. Definitne i semidefinitne pozitivne kvadratne forme. —
Ako je za sve vrednosti xi, xz, ..., xp kvadrama forma

n n
Q(x):——-x’Ax: E Z a,;jx,- xj> 0,
=y j=}

zanaianodaiedcfﬁtimpon':imakvadmmaforma. Ukolike Q moZe
biti jednako nuii, za formu kaZemo da je semidefinitno positiona. Ako oba
slutaja spojimo u jedan, §. Q >0, za formu kazemo da je ne-negativna.
Ove kvalitete pripisaéemo i matrici A forme Q. Ako je A simetriéna
matrica videli smo da uvek moZemo odrediti ortogonalnu matricu G,
takvu da je , )
CAC=E. C

Ortogonainom transformacijom x = Cy kvadratna forma () sve§¢ese na-
n ”

Qx)=y' By = Z x4
a forma Q(x) — yx'x na
Qx) - xx'x = E’,(Xi_x)y;-
Otuds, ako je x < Min {35}, kvadratna forma Q (x) — xx'x bite defi-
nitno pozitivna bez obzira kakvo je Q. . :
. Ako je Q definitno pozitivno, tj. ako je Q > 0 za sve vrednosti pro-
menljivih x;, odnosno y¢, sleduje da svi karakreristi¢ni brojevi moraju biti
pozitivni. Zato je tada A > 0, yj. matrica A nesingularna.
Akoieremidef"mimopoziﬁvm),tadaiebarjedankarakterisﬁ(:anbroi
jednak nuli te je A4 =0 a matrica A si
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1.8. Primeri _
7.8.1. Dispersiona matrica dvodimenzionalnog rasporeda je
A4=ﬁm_&i,
' Lu u o
tj. jedna simetritna kvadratna matrica drugog reda. Odrediri njenu reci-
proéou matricu.
Determinanta matrice je M = pgo pos — pn® = g2 a2 (1 — r2).

ﬁ_lz_ﬁlmlry'oz ;Fls

A - 1 __r
L | oz 5,0,
M L— 1-r% | __r7 L
- Hli - H?.O l\ Ux O oy2

Matrici M odgovara kvadratna forma

Qx,y) =y, x*+ Zp,xy + P,oz;yz.

Kako je zbog (6.3.18) M > 0, t0 je Q definitno pozitivna kvadratna forma.
Njena reciproéna kvadratma forma je

- x? rxy ya)
Q () {-r2 (.0: o8, oy
7.8.2. Pokazati da je
Yoo +an + n
0t .7 it - LxAx L (2n) -LlyAYy
J.= J o Je ' dxidxz...dxn—-—jﬁ——*e
Oznatimo °

Clxgax,, . ..x,)= x"Ax
i izvriimo ortogonalnu transformaciju x = Cy. Kvadratna forma Q sveiée se na

n
’ 7 — ’ _ 2
Q=y"CACy =y'Ey = 2 y;5
Ako istovremeno izvriimo i 6rtogonalnu transformaciju u =Cx,

gde je ¢
transponovana matrica gornje matrice C, dobitemo

t = (C’)—iu = Cu
tako da je

tx = 4'C'Cy = u'y.
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Integral I sveSde se na

“00 im +00
iny-1y'By
']‘."_—-‘I-J‘“'_[e ! dyidyz"-dynz
oaw iZZu-_};-4-'-Z:. .2 '
= I ....Je G4 zJXJ_J dy,d.}’z‘---'dyn=
n e 1 2
- LBy C
= ,H,; _[e | dy; -
Smenom
&=V » d €= dy;Vy;
dobijamo
noy T oegte- e |
“ T [ STy,
Jn PRV —me — 3]
odnosno, zbog (5.6.4), . o o
=TI A/ 27 —%%l _ (2n)* e_%§%“ (2n) e—% 'Eu
S e = ——————— =
TV haXa - An A
Kako je |

E'=(CACT =C'A ¢ '=CA'C,

u’ E'u-= u'C,A_icu = At

dobijamo definitivno

RGOS L NG OMPE SRR
n VA VA '
© Za t =0 bice '
+oo 4o o L %
. - F QX Xy o %) (27‘)

7.8.3. Izvesti karakteristinu funkciju normalnog rasporeda (6.7.16).

Polazedi od obrasca (7.82) zan=21i stavljajudi =1, re=t X1 =%
i x2 =y, neposredno dobijamo karakteristi¢tnu funkciju normalnog rasporeda
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za centrirane promenljive. Naime, z.v. centriranog normalnog dvodimenzgio-
nalnog rasporeda moZemo pisati u obliku

1 Q_%Q-t(xgy)
2n o o 11" ’

gde je O kvadratna forma dispersione matrice. Kori$éenjem (7.8.2) dobijamo
karakteristitnu funkciju :

+00 4o .

7 . ~i(tx—uy)- o Yx,y)
(tq ): ’ =
CP. “ 2m 0,0,/ 1-7? _J j ¢ dx dy
{ 2 -doitw _

—_-2?10,‘03,«/1~r2 R Sl B

1
= o TRMbW) _ ev%(“zctz"'a}“ui“ + o)

_ Za necentrirane vrednosti, umesto Q-'(x, y) uzetemo O (x — M,
y — M), i tako dobijamo obrazac (6.7.16).

7.9. Zadaci za veibu

7.9.1. Odrediti reciproénu matricu dijagonalne matrice.

7.9.2. Pokazati daje proizvod dve ortogonalne matrice istog reda takode
ortogonalna matrica, :

7.9.3. Neka relacija (7.3.6) vaZi za r < n redova jedne matrice. Poka-
zati da uvek moZemo odrediti preostalih n — r redova, take da novodo-
bijena kvadratna matrica reda (n, n) bude ortogonalna.

7.9.4. Neka je Ep,p,» dijagonalna matrica kod koje su ¢ < n dijago-
nalnih elemenata jedinice a ostali nule. Pokazati da je

Em,p,n - Bn,p',p*—"Em,r,P, r=Min{p,p'}.
7.9.5. Proveriti ‘
Em,p.p ’ E P'P‘n = Em,p,n,
Epip,fﬂ " Em;p’n - Eﬂ,P,P = EP’p\P'
7.9.6. Pokazati da je transponovana matrica jedne oftogonalne matrice

takode ortogonalna.

7.9.7. Pokazati da su karakteristicni brojevi reciproine matrice A-!
jednaki reciprotnim vrednostima karakteristitnih brojeva matrice A.

7.9.8. Uotimo matricu Ans i neka je m < n a p = m. Pokazati da su
tada svi karakteristitni brojevi simetritne kvadratne matrice Bum =~ AA’
pozitivni i da je B nesingularna matrica.
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7.9.9. Neka su A i B kvadratne matrice. Ako je

AB=BA
i ako je matrica B nesingularna, pokazati da je tada
-1 -1
AB =B A.

7.9.10. Neka je A kvadratna matrica a A proizvoljan broj. Dokazati
identitet

A" A = 2A A D

279



8. VISEDIMENZIONALNI RASPOREDI

8.1. Funkcija rasporeda i zakon verovatnode visedimenzionalnog
rasporeda. — Nekaje Z (X3, X3, .. ., Xn) jedna n-dimenzionalna aleatorna
promenljiva u prostoru R* a§ univerzalni skup tataka toga prostora Lije
polozaje moZe zauzeti promenliiva Z. Ako je Ec &, funkcija verovatnode
a.p. Z bice verovatnota

(8.1.1) P-{Z=E} = P(E).

I za nju ¢emo pretpostaviti da je probabilna. Obrasci (4.2.2), (4.2.3), (4.2.4)
i {4.2.5) i dalje de vazit.

Dok Z varira u n-dimenzionalnom skupu E, njegove koordinate Xj,
Xz, ..., Xu variraju u jednodimenzionalnim skupovima koje éemo oznaditi
respektivno sa 81, Sz, ..., Sy. Jednodimenzionalne marginalne funkcije
verovatnoca bide .

PT{X!E Sl} = PI(SI)!
(8.1.2)
Pr{X,=5,}=B(S).

Skup 51 pretstavlja projekciju skupa E na Xj-osu prostora R#. Ako
uzmemo projekciju skupa E prostora R® na prostor R (Ig < n), &ije su pro-
menjjive Xu, Xz, ..., Xu, dolazimo do k-dimenzionalne marginalne
funkcije verovatnode. Videli smo u (4.2) da funkcija verovatnode P(E) ima
litav niz marginalnih funkcija verovatnoca koje se dobijaju kombinacijama
koordinata X3, Xz, ..., Xu. ‘

U specijalnom slucaju kada za E uzmemo skup tataka X) < x,

X2 < x2, ..., Xa < xn, funkciju verovatnoée nezivamo fumkcijom raspo-
reda F, tj.

(8‘1'3) F:Xl,xz, - .,xn) = Pr-{Xl"'-<-. xta ng xzz R | Xngx“} -
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Jednodimenzionalne marginalne f.r. su
Fx)= Pr.{Xié xl} = F(xi,oo,'. c.0),

(8.1.4) .o e e .
F(x,) = Pr.{xné xn} = Fleo,00,....%,),
dok je '
F(—oo,-oe, cey—00)=0,
(3.1.5 ‘

F(+eo,+00,...,+0) =1.

, Uslovne (n — 1)-dimenzionalne fr. a.p. Z za respektivne fiksne vred-
nosti promenljivih X1 =, Xo= %3, ..., Xa = xn, bice

E(xi%xz' ‘2 xn)
—_——

F(x2)x5)"'1xﬂ|xg)= F(x)
1 i

) Flx,,x ,..,:E
(8.1.6) - Fla,e, .. ox,0x)= ‘F‘(x) n)
2 2
Floty ®ay- s Xn)
Fa(x,)

n

Flx, %y, a2 l2,)=

Ako sa FR(xp +1, Xk +25 - xn) ozpacimo fr. (n— k)-dimen-
ziomalne ap. (Xe+1> Xk +2 v Xn), tada ¢e uslovna k-dimenzionalna
fr. ap. Z za fiksne vrednosti promenljivih Xk +1 = %k +1, Xy +2=
=Xk +25 + -+ ,-‘Xu = Xny biﬁ
‘ fo“xz’-—.‘,x")

= TE
P (xk+1 s Xipgpgaee 1xn)
Variranjem broja 2 i uzimanjem svih moguéih kombinacija % Koordinata
od ukupno n, dobiemo sve uslovne rasporede n-dimenzionalne a.p. Z.
Lako je proveriti da one imaju sve osobine funkcija rasporeda.
Ukoliko je

BAT Fxyy e Xyl gy 2% m)

L
@18 Fx,,....%;,, Xpage-o Xl y=F (... Xy KigseeEn)

za Fi(x)) > 0, Xi je nezavisno od (Xi, - .- Xe-1, Xirls - s Xp). Ako
(8.1.8) vazi za sve vrednosti 1 = 1, 2, ..., n, iteracijom dobijamo

(8.1.9) B, %, , .. %0 = F(x By . Bnlx,)

i tada kazemo da su a.p. X1, X2s ... X, medu sobom nezavisne. _
I ovde cemo prvo posmatrati prekidan raspored, kao najprostiji slucaj
rasporeda kod koga je celokupna masa rasporedens u tatkama A¢(xs,

281



Xty ooy ¥nt)y £=1, 2, ..., kojih moZe biti konaéno ili prebrojivo mnogo
Tada je

(8.1.10) piiiZ"‘in= P?"'{Xiz xfi’X'z:xz,a D xz'ﬂ}> 0,
(8.1.11) £21 DIEPRDY Pri, i, = £

Marginalni (n — 1)-dimenzionalni rasporedi svode se na

P, = Pr,{X2= Xiyr '1Xn=xt'n}: %Piiiz..inw
(8.1.12) .
Pz‘l...z’n_z.z P {Xi= X "'vXn—szin_i}z %Pi1i,‘,., i
a k-dimenzionalni marginaini raspored prvih 2 koordinata na

8.1.13)p, =P { ='x..,...,X=x.}=Z DD I SO
( )"P:ﬁ,f..tkn.... r. S{l i k ik ik;.i {k+2 fnsziz?"z?’l
Ukoliko su X3, Xz, ..., X, medu sobom nezavisni bi¢e
(8.1.14) Pijiy. iy = Py Pi, - Pi, - |
Ako je raspored neprekidan, tada fir. uvek moZemo pretstaviti kao
odreden integral pozitivne funkcije f (x1, x2, ..., xa), tj.

409490 +00

BLIOF(x,,%,,... %, Jﬂ J : .fﬂxl,xv...,xﬂ) dx, dx,...dx,

—00 —0C  —G0

Funkcija f pretstavlja gustinu jedini¢ne mase rasporedene u prostoru
R* a F ukupnu masu u oblasti (X1 < x1, Xo << x2,. .., X, % ). Funk-
cija f je zakon verovatnoée a.p. Z. Verovatnoca

Flx0, %20, ...y Xno) dxy, dxs ... dxg, 1),
Pr {xm<X1\<\ E 2 E I I O S dx,}
pretstavlja elementarnu verovatnodu.

Neposredno se dobija

bi b’l

(8.1.16)}’;—,{ar.t<Xi<b1 ol < X,,ébn}=f'" WX, xp)dy o dx,
a, g'in

i +oo +oa

(8.1.17)B’:{—00 <X1<+'UO ,...,—00<Xng+oo}r_J‘-- -J}(x””' ’xn)afx‘ dxn= .

t
i
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Ako je (8.1.15) jedan Lebesgue-ov integral, f je meSoviti parcijalni
izvod od F, 4. o
8"F

(8.118) f(?ci,...,xn):—m,

izuzev najvise za jedan skup tataka nulte mere.
Marginalne funkcije rasporeda (8.1.4) bice

480 +0  +®

Fi(xi)=JJ"'Jf(xi ...,xn)alxi...a’xn,
(8:1.19) LT Co

+00 +80 +o

Fn(?cn)r-J j- : -Jj(xi,...,xn) dx,. .. dx,,

—00 =0 -0

ili, ako definifemo marginalne zakonc verovatnoce sa

400  +oO

A ﬁj.--Jf(xI,,..,xn)dxz.. dxy,
(8.1.20)
4o  +oo
Sn(Xp) = _["'J‘f(xi,‘..‘xn)dxl... dx,_,

(8.1.19) moZemo pisati u obliku

+-00

Fix)= in{xi)dxi,
(8.1.21)
Flx,) = an(xn) dx,, .

Ako.sa f* oznalimo (n — k)-dimenzionalni marginalni z.v. zadnjih
(n — k) promenljivih, t..

+oo  +®
k .
F (Xeays X R ""xn)z,[l T f(xys "-1xn)dx1- . G[xh )
Sto —w

tada ¢e k-dimenzionalni uslovni V. prvih & promenljivih biti
FIETE. Y

k
f (ka,..-,'x,,,).

(8.1.22) j(‘xw"':xklxkna""xn):

pod uslovom da je fk >0,
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U slutaju da su X1, X3, ..., X, medu sobom nezavisni, bide

(8.1.23) Flxy %, . ,x)= Julx)) £ol2) - o (%) -

Smena promenljivih kod n-dimenzionalnih rasporeda vrii se na isto-
vetan nalin kao kod dvodimenzionalnih rasporeda (6.1).

: 8.2. Srednje vrednosti, Momenti, Dispersiona matrica. — Pro-
sirujudi definiciju Stieltjes-ovog integrala na # dimenzija, kod rasporeda
opsteg tipa funkcija verovatnode bide S

(8.21) Pr.{ZEI}=JdF(x,,...,xn),

- 1
gde je I dati interval u prostoru R®. Aritmetitka sredina ili matemati¢ka
nada aleatorne funkcije g (X3, Xy, ..., X») jednog opiteg tipa n-dimen-
zionalnog rasporeda bice

(8.2.2) 'E‘.[g(Xi,...,Xﬁ)]=jg(xi,...,x,,)_dF(xl,... W Xn)s
odnosno R
(8.2.3) E[g(Xi,... ,Xn)] =2 .. Te(x,,....x, VP i
1 ln 1 n 1 n
kod brekidnog a .
+© 4% )

(8.2.4)E[g(X1,_‘_ ’Xn)]=f‘ . .fg(xi,_. X)Xy, Kp)dx, .. .dx,
kod neprekidnog raspore:da._ﬂ0 =

ObiZan momenat reda (j1, s, ..., Ja) a.p. Z dobija se ako se uzme

i1 i 7
tj g(xvxz"'-""_cn)zxlixzz"'xnﬂ’ :
A in ; :
(8.2.5) my,.. ;= E(X, . )=Ix;‘...x:"-dF(x,,... v X}

. Rﬂ
Momenti prvog reda biée

(8.2.6) M;-= E(Xi)=j x; dF(x;,...,%,)

R
a tatka (M1, ..., M,) pretstavlja tezifte rasporeda masa u R».
Centralni momenat reda (A1s 25 - . .5 jw) a.p. Z dobija se ako se uzme

800y ) = (e, M (e MLY%, — MY,
tj.
Ji Jn
2T jy = j (0 =2)" (=M "dFx,, o x,)s
r®
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odnosno

J In
828) i da= T Tl ~M) L (x -ML) ey

i iy
kod prekidnog, a

CR L J(xi—-M,)j‘. : .(x,,—M,,,)J"f(aci,. X Ydx, .. dax,

R'l
kod neprekidnog rasporeda.

Cesto se zbir (ji +j2 + ... +ja) uzima za red momenta. Ako skra-
éeno sa Wy; oznacimo momente drugog reda imaéemo za varijanse

(8.2.10) Wi, = E\Xi—'Mi) = o;

a za kovarijanse

(8.2.11) Wy = B =M (X -My)= 0,957,

gde i_e rij koefiéijcnt korelacije izmedu promenljivih Xi i Xj.
Otevidno da kvadratna forma

(8.2.12) Qit)y= E[éiti(){,;—miﬂ Z E W, £, 1,

if e
i=l f= 4

ne moZe nikada biti negativna. Kvadratna matrica

Wii W!Z ot Wiﬂ
(8.2.13) W= W Wor o W
Wm an oot Wnn

naziva se dispersiona marrica a gornju kvadratnu formu moZemo napisati
u obliku ' :

(8.2.14) Q=+tWt.

Smenom t = D-'u, gde je D jedna dijagonaina matrica transfor-
macije, t.

\_O 0 ... . 4
kvadratna forma Q svodi se na

=4’ (DYWD'u = w'D'WD'u = ' Ru,
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gde je

- .
l e Tin
r. 1 ...~

(8.2.15) R="" i
A R |

Matrica R naziva se korelaciona matrica. Kako je Wy =W i ry=ru

to su dispersiona i korelaciona matrica simetritne matrice.

Iz
(8.2.16) W=DRD
dobijamo '
W=o0}..6R.
Ako su X1, Xp, ..., X» medu sobom nezavisni, ry=10paje
R=1

R='1 g W=c§...o,,.

8.3. Karaktcristitna funkcija. — Neka su ¢t i x dva vektora kolone
a(t, 13,..., tw) i (%1, %2 ..., xu) njihove odgovarajuée koordinate. Takode
neka je Z aleatorni vektor kolone sa koordinatama (X1, Xu, ..., Xy). Uz
majuéi ofekivanu vrednost aleatorne funkcije

'z
g(Z)=¢
dobijamo karakteristiénu funkciju a.p. Z

Zy it
@31 @) =<(t,t,,....t,)= E(e )= Ie_. df. :
® '
I kod n-dimenzionalnih rasporeda postoji biunivoka korespondencija
izmedu zakona verovatnode i karakteristitne funkcije, .
U okolini tatke ¢ = 0 k.f. (8.3.1) moemo razviti u Taylor-ov red

a W dijagonalna matricza giji su dijagonalni elementi varijanse o Tada je

(8.3.2) M it . s
3D Q)= 14 5 T B Wbyt + 0(Z ) ’

AN
gde ieMt&ﬁétempomdasakoordinatama(Ml, Ms, ..., My). Za M = 0 bide
1
(8.3.3) ) (P(f)=1"3§§:\v;-str%+o(§trz)'

Ako su X1, Xp, ..., X, medu sobom nezavisni, "mda je . '
(8.3.9) p(t) = I{wj(fj),
- F i .
gde je 9;(zy) marginalna kf. promenljive Xj, 1.
@it =@(0,...,0,4,0,...,0).
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Ako je grupa promenljivih X, X3, ..., X nezavisna od grupe
promenljivih Xz 41, Xk +3s - .- X, tada je

(p(t)= @(tt""itk’o" ..,0) ‘.P(O, . "O’tk+1’ ‘e .,tn).
Kao i u slutaju jedne i dve dimenzije i ovde moZemo da odredimo
z.v. pomocu kf. preko relacije
1 -itx
@35  Seeox)=/@= o e 9B dt,
. B
gde je dt = dndts. .. din.

8.4. Rang rasporeda. — Pod rangom p rasporeda podrazumevamo
rang njegove dispersione matrice W, ili, $to je isto, rang njegove korelacione
matrice R. Ako je p = » raspored je nesingularan a ako jc p < n raspored
je stngularan. '

Raspored je nesingularan u .R* jedino ako ne postoji nijéedna hiper-
ravan koja sadrZi celokupnu masu rasporeda.

Videli smo u 7.6 da uvek moZemo odrediti ortogonalnu matricu G,
takvu da linearnom transformacijom y = Cx, dispersionu matricu transfor-
midemo u dijagonalnu matricu B = C'WC. Ako pretpostavimo daje M =0,
bice

(8.4.1) E(Y‘) = 0 N E(Yin) = 0:
tako da su nove promenljive Y1 ; Ya, ..., Yn medu sobom nezavisne
(8.42) E(Y) =5 =2, Z, CorWos Cos -

Ako u k£, pored gornje transformacije izvr$imo i smenu t = C'u biée,

' it iny
(8.4.3) p(t) = J.q’ dfx)= J.e dE,(y)= @,(u),
® R

gde je Fi fx. a ¢u kf. nove promenljive y. Ukoliko je rang dispersione ma-
trice p < m, n— p Karakeristicnih brojeva biée jednak nuli dok ée ostali biti
pozitivni. Omuda je dovoljno da uzmemo samo #n — g novih promen-
ljivih ¥y, Ya, ...> ¥Ya—p umesto ranijih » promenljivih Xi, Xy, ..., X
8.5. Muitinomijalan raspored. — Ako koordinate Xi, X3y oovs Xn

moguuzimatisamoce!evrednostiﬂ, 1, ..., ki ako jo zv.
k! i

i iy iy
Pi!'lj'n- iilzz!"’n! Pi pZ_"‘PH >

gdeiepl+pa+...+p.=lail+i:+...+is"k: ap. Z je prekidna
a.p.samhbmtijabﬁmrasporedom.Pdmcﬁmodamsm(n~l)p¢mnm-
ljivihnvisnemedusobomdnkievmdnnstposledniepmmmliiveu
zavisnosti od prethodnih.
Koriste& multinomijalan obrazac neposredno  dobijamo h da je
SS...2 pus s, =lotpt ot p) =1
iy 12 . . . )

Hh &



Primenom iste metode, kojom smo se sluili u (6.5), dobi¢emo sledeée
obi{ne prve i druge momente

Mr—_—E“r):kPr? = 1,2,...,71

E(i,/)=kp,+kih-Dp?, r=1,2," . n,
E(i,id=k(k=0p,ps, 7s=1,2,.. . .n.
Centralni drugi momenti, odnosno elementi dispersione matrice, bice
W, =EG}) =M, = kp,(-p,),
Wos = E(t, i) - M, M= —kp, p,,

r.s=01L2,...,n

8.6. Poisson-ov n-dimenzionalan raspored. — Koordinate a.p. Z sa
Poisson-ovim rasporedom uzimaju sledece cele vrednosti: X=012...,
oo 0, (r=1,2,..., n).” Zakon verovatnode je '

Cp L om KRt k) R R R
. P’i ‘PIZ"’?’n 131! iz! r.'”'.}

Odmah vidimo da su promenljive Xi, Xa, ... » Xn medu sobom ne-
zavisne, jer je

ko kel
J— r _____?" ="M, " N
Piiiz. lp pey il pzl Pr,z‘ "Pz,,'

Ako stavimo f =1 + iz 4+ .., + in, totalni zbir Ge biti

gkt k) 2 (R Ryt k) -
ZE..- p,;t tze E) 2 ?I.Z 4 2.| n —
b iy Thteo =0 il
Verovatnoéa da ¢e zbir i1+ 72 +... + 4, biti jedna odredena vred-
nost 1 je '

1.

g4k, (ot +k,) ,
h=e ‘ il

tako da je z.v. Poisson-ovog rasporeda, pod uslovomdada +d2+ ... + 4 =1,
_ Puiyg, 1! &i’...(ﬁ)l” :
By il it P; = k A
gde smo stavili 2 =k + ... + &,. Gornji uslovni z.v. Poisson-ovog raspo-
reda svodi se, dakle, na multinomijaint z.v.

8.7. Normalan n-dimenzionalan rasporéd. — Za neprekidnu a.p.
Z(X1, ..., Xn) kaZemo da ima normalan (Laplace-ov) raspored ako
Z.v. f(x1, ..., x5} postoji i ako je oblika
~$H(%0,. %)

TR
314,

’ (871) f(xu"-?xn)=he
gde je H(x1, ..., x3) polinom drugog reda.
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Da bi uslov

X\ dx =

©72) Jf xydx=1
Rﬂ

bip ispunjen potrebno je da jednalina

(8.7.3) Hx,,...,x,)=1

presstavlja  jednadinu realnog n-dimenzionalnog elipsoida. Postavljajudi
koordinatni potetak u centar tog elipsoida, moZemo uvek pretpostaviti da je
H jedna kvadratna forma, tj.

(8.7.4) Hix) = x"Ax,
gde je A simetritna kvadratna matrica

a'ﬂ a‘lZ ) ) a‘lﬂ -l
’ a [ 24
2 22 n
(8.7.5) A=
a,ln 5!2,1 .o - ann

Da bi (8.7.3) zaista pretstavljao jednatinu realnog elipsoida potrebno
je da budu ispunjeni sledeci uslovi '

(8.7.6) a; >0, (i=1,2,...,7),
i

(&1 - A> 0.

Neka su ©p(c1p> Cop, - . - » Cup) kosinusi pravaca p-te glavne ose elip-
soida (8.7.3). Ovi su kosinusi odredeni uslovima

(8.7.8) z é,-j, =1,

®19) XpCip @i Cp ¥ %, % G
gde su y, karakteristitni brojevi matrice A. Otuda, elementi ¢1p formiraju
jednu ortogonalnu matricu € 2 y = Cx ortogonalnu transformaciju, posle
koje ¢e se kvadratna forma (8.7.4) svesi na S
6.7.10) H=y'By = 2 %95 -

Kako je Jakobijan gornje transformacije. jednak jedinici to se uslov
(8.7.2) svodi na

P 1
(8.7.11) Ie YV dy = i
odnosno na ¥ oo
” _4 i
2Xpp ..
(3.7.12) R’L d P h
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Kako je

oo

B R {2n
Je ZxPdeP= —
Ap

—o0

to je

ol

1o /3 _ _@n)
h N oy Ve xn
tako da konstanta & mora imati vrednost
vA
(8.7.13) h= en)¥
da bi bio ispunjen uslov (8.7.2).

Na osnovu (8.7.12) konstatujemo da su Y3, Y, . .., Y, medu sobom
nezavisne i normalno rasporedene a.p. Kako X, X, ..., X, dobijamo
preko linearne transformacije x = C-ly, to ée i onj pretstavljati normalno
rasporedens a.p. (5.6).

Matrica E-1 je dispersiorta matrica promenljivih Yi, Vs, ..., Ya te je

2 —
(8.7.14) E(YP ) = i; ’ E(Yst) =0.

Ako je W dispersiona matrica promenljivih X1, Xz, ..., X,, imaéemo
sledee veze A

(3.7.15) W, =S et E(Y) = % L,
b £ Xp
3 Cip C;,

(87.16) Wy = % cip Cjp E(Y,) = > —;(L;‘-’—

Da bi smo odredili kvadramu formu H uvedimo smene
(8.7.17) u=Ax,
(8.7.18) v=Cu.

Iz (8.7.18) dobijamo »
(8.7.19) u=0C .

Izjednatavajuéi (8.7.17) sa (8.7.19) imacemo
C—jv = A", = Ac_iy

tako da je »
v=CACy=Ey,
y=Cv
i
4
y= ' —1:2? s R
b b
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Ako se vratimo na stare promenljive, dobiCemo
~1 - _ -1 -1
x=Cy=CE v=CE Cu.

Kako je C-! E-! C matrica sa elementima

Cip €5
ZM, P=1’27""n’
P Xp
koji su identi¢ni sa Wi zbog (8.7.16), to je
(8.7.20) x=Wu.

Uporedujuéi (8.7.20) sa (8.7.17) dolazimo do zakljutka da matrica A
mora biti reciprotna matrica dispersione matrice, tj.

(8.7.21) A=W

tako da z.v. normalnog n-dimenzionalnog rasportda d?biia definitivan oblik
1 4xWix

8.7 Y= (4

(8.7.22) = G FIwW

U statistickoj analizi mnogo nam je zgodnije da operifemo sa korela-
cionom matricom umesto dispersione. Koriste¢i (8.2.16) konstanta h tada
postaje

h= 1
(‘En)? G, .. Gn\/f*’:

a kvadratna forma H
HexWx=xD R D x=

1 Ry i X; X;
= | L lx === =R, =4
R 0;0; - R i 7 o o;

te zv. normalnog rasporeda moZemo napisati i u slededem obliku
t ~HREFR, 5 5
N ¢ = —ww = ¢ (RN
(8.722) f(xl’ n) (2”)1- }—Eci’\/ﬁ.
gde su Ry minori korelacione matrice.

Ukoliko se koordinatni poletak ne poklapa sa teZiftem rasporeda
imacemo )

1 xi—Mi X;-My
! c®RE¥FRy e T

E(Xy. .., %X,) =
(8.7.23) F{%, X} (211)%_1;[ o JR

U specijalnom slucaju kada su X, Xz, . .. » Xn medu sobom neza-
visni, tada su svi ry4y =0, ti. R=1, pasezv. svodi ng
n 1 _EI_;T
f(xg_" qu) Elloivzn

‘.

(8.7.24)
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Zato je rig =0 (za sve i # j) potreban i dovoljan uslov da kod normainog
rasporeda X1, Xs, ..., X, budu medu sobom nezavisni.

Jednodimenzionalni uslovni -nornalni rasporedi su
1 X y
S EITRE
(8.7.25) PACRE PR P 7 ’
Ie LTS % gy

alx

q
Dvodimenzionalni uslovni normalni rasporedi su

1 XX
e‘iﬁ)‘;?Rij o; g

(8.7.26) f(xg,x2| N AT [ Xi % >
_ZTR'EERU—&: a:
=0 =]

itd. : T
Nadimo k.f. normainog n-dimenzionalnog rasporeda. Uzimajuéi oblik
(8.7.22), tratena kf. bide po defiriciji '

1
)= ——— le
e (2::)’«/\;7;,

itx- 1) dx .
gde je )
-1 Y
Qxr=x"W 'x.
Neposrednim kori$éenjem rezultata (7.8.2) dobijamo

“Lt'we
(8.7.27) @) = o

ili u razvijenom obliku

(8.7.27 “EE EWett,

Pl y)=@ )
Uslov (8.7.7) povladi za sobom egzistenciju reciprotne matrice W-L.

recima, taiscuslovsvodimtodadispersioﬂa‘mguicxmchﬁuie -

nesingularna sa rangom p = 2. L .

Videli smo tada da ée ortogonalpom substitucijom y =-Cx, nove pro-
menljive ¥1, Y3, ..., Ya biti normalne j medu sobom nezavisne.

Ako je p < m, a.p. sa p dimenzija (Y}, Yz, ..., Yp) imade jedan nor-

I uopste, makoji broj linearnih funkcija normalno rasporedenih pro-
menljivih bice takode normalno rasporeden. Zaista, smenama y = Cx, gde
C = Cux ne mora biti ortogonalno, i t = C'u, kf postaje

T Y -tu’
0(t) =27 Wtze W W u=e U Su.

Dobili smo k.f. normalnog m-dimenzionalnog rasporeda sa dispersionom
matricom §. - :
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8.8. Regresiona ravam. — Ukoliko postoji funkcionalna jednoznaina
zavisnost izmedu neprekidnih promenljivih Xi, Xz, .. .5 Xa svakoj grupi
vrednosti Xz = Xz, . . . , Xu = Xs odgovara jednaisamo jedna vrednost pro- ‘
menliiveXl.Kodsmhasﬁékemvisms!:igrupivrednosﬁXg=xz,...,X.=x.

odgov_araéea.p. X;sa_svoiimuslovmmraspm'edom,ti.f(xllxg,...,x.),
Da bismo na neki nadin stvorili jednoznainu vezu izmedu Xi i Xz, X3,

w..» Xu, uzetemo da grupi vrednosti Xa=xz, ..., Xa = xu odgovara
uslovna odekivana vrednost promenljive X

R

[ £ 00 dx,
(8.8.1) EX, X, =%, K== "
ff(x) dx,

koiuéelmakraémoomﬁﬁme(xz, vess Xn). Jednalina
x, =M (3, Xn)

pretstavija jednalinu regresione povrsine po Xi. Analogno dobijamo
x,=M,(x.,....%,).

x!=Mn(x|y -~ xn-q) *

ko date kod jednog nm-dimenzionalnog rasporeda biti ukupno » regre-
i i I i ) .
Kako te povriine mogu biti komplikovanog oblika, #to iziskuje vrlo
obilna ratunanja u statistitkim analizama, doilo se na ideju da se regre-
sione povriine definifu na sledeci nacin: Pod pretpostavkom da smo koor-
dinami sistem doveli u teziste sistema, od svih mogucih sistema ravni

(8.8.2) Bx =0,
gde je )

1 By - - Pl

- 1 . .- ni
(8.8.3) B = ﬁ_” o E’zl s

| B Bee - - 1 |
_:trebaodrediliomimkoiiéeizm.zi
E(bx) i=1,2,....m,

gdemhvektoﬁredovinmice_&dosd&mieminimlnevredmsﬁ.
Problansesvodi'naodredivaniemiocl!tiiisudmmﬁkoef'ﬁ-
imtipravacaikoiiseioimzivaiuirgmﬁkoqfiajmi. ) _
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Dalie, 78 svaki indeks i problem ekstremuma svodi se na refavanje
linearnog sistema od (1 — 1) jednatina

W Bt "'W1,i-1 pi,u"’%,m i +W,, By = V..,

“:_1,1 Bt +\Vz'-1,t-1 ﬂx‘,i—1+v]x'-t,i-v1 Biat Wi i __f“IH, i

WiroBet W, it B g W By e Wt Bin=Wepa s »

v/;,a ﬁ:‘1+'” +Wn,i-1 ﬁi,f—i +\Vn,z‘+1 ﬁ":‘,iﬂ *+o +Wnn ﬁin =wm‘ ’

i=12...,n

Relenje i-tog sistema je J
(8.8.4) R == S Ry,

iy 0;,. R

gde su Ry; minori korelacione matrice. Naravno, svi minori Ry moraju
biti razli¢iti od nule. To ée biti sluaj ako je R razlidito od nule, j. ako je
raspored - nesingularan. :

Ukoliko su Xi, Xz, ..., Xy medu sobom nezavisni, svi su Ry =0,
za i#j, a regresione ravni poklapaju se sa koordinatnim ravpima.

Otstupanje masa rasporeda od i-te regresione ravni u pravcu i-te ose je

i

' o, N
8.8.5 = +— e P4,
( ) C{i 2z Rii JZ.RIJ 0',‘ :'éj
i naziva se regzidutomom i-te promenljive u odnosu na ostale. Kako je
Oy X; A 0; O
Kyt 2= BR, LX) =R BR =0,
E(szh Ry a4 g Tk Riy 7 Rv 7k

ako je k4, to je i—tﬁ reziduumska varijansa
?__ 2 . _ 2 O'i XX
Sz’ =E (diaqz...i—t ::-H,..n) =E [X; +—R:J§iRij *;JJ"] =
(8.8.6)
o R

2R, r.=062— -
. Ry
Ry s V7% 7 Ry

U dvodimenzionalnom slufaju ona se svodi na raniji obrazac
: 2 2y .
S’- - o',' (1"""2) .




8.9. Delimitna korelacija. — Ako posmatramo stohasti¢ku zavisnost
jzmedu Xi i Xz bez obzira na Xs, ..., Xn dolazimo do koeficijenta kore-
lacije ri2 definisanog u (6.8.). Cesto je, medutim, od interesa da posmatramo
zavisnost izmedu X; i Xa za fiksne vrednosti ostalih promenljivih: X3 =
— x3,...5Xa = x5. Tako dolazimo do pojma delimicnog kocficijenta korelacije

P}

(8.9.1) " — 12:3... 7 .

1223...n
Si3..m %23...n

gde j e

T A, m A, dx,,

Xfxa,“.j{nxxn}"

(8.9.3) + +m .
o = I ...JE{D(,-*M,-(x,,...,x,,ﬂ X3=x3,...,X,,=x,}f{xa,,..,x,,)dx,... dx,,
Bl ’ i=1,2.

Ako je raspored normalan, (8.9.1) svodi se na

(8.9.4) , ___Re
12:3..m '\/RuRzz

Kod normalnog trodimenzionalnog rasporeda je

FAl A
8.9. y, = e
@ G

Cesto se po definiciji uzima za delimi¢ni koeficijent korelacije obrazac
(8.9.4) bez obzira kakav je raspored. Permutujuéi indekse dobijamo nepo-
sredno delimi¢ne koeficijente korelacije rea.1 1 731.2. ‘

8.10. Viscestruka kerelacija. — Videli smo u (8.8) da ¢e ap.

»* n
%= Jg'z By X
biti najbolja linearna ocena aleatorne promenljive X ako je
o, Ry
ﬁ = -1 A, f=2,... ,",
Y S Raa ’

Koeficijenat korelacije izmedu Xi i X}, tj. izmedu jedne promenljive
i grupe svih ostalih promenljivih,
*
__ EXX])

(8.10.1) es..m ™ JEX)EXT) ’
1{23... 1) E(Xi ) F Xi )
naziva se vilestruki hoeficijent korelacije.
Koristedi rezultate (8.8) ovaj se koeficijent moZe napisati u oblikm
- - R’ - .

1-__.._-;

(8.10.2) rl(z 3. .;1)2 R‘i
Permutzcijom indeksa dobijamo i svih ostalih (u — 1) visestrukih koefi-
cijenata korelacije.
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8.11. Kolektivai koeficijent korelacije. — Neka su data dva raspo-
reda frekvencija

"Pl(t)'.' (pz(t): MRS 1 (Pn(t),

Tth £{8)5 . f(D),
kod kojih su zadovoljeni uslovi

n n
Ew,(t)-% Z L =1,

P20, f)>0,
za sve vrednosti vremenskog parametra ¢ jednog datog imgervala {a, B).
Konstmnéuélmedugomphs:stunamporuhdedeéehmncvm

fpft) = Z k,PQ,(t), u=1,2, ...n

© gde matrica
LR
(8.1L.1) RN
g By
sa vezama
2 kyu p=12, . ,xn,

y=1 |
prctsmvl)azakonmhqe,mnuéumdapmvmmotmpmedfrekvmdia
Ju@, =12, . -v%mﬁlmw(t),u=|2, ., ®, ako
konstanmekod"mmekq,;mbu'enw tha'edn)eommmjemdu
f..upu,odmsnonormnﬁhovemzlike,chsugmqumumm. Ta je
norma data izvazom

Nsy=r2)=D; j{ WO-Zhp)dt, u=12,
Akoparu)alnelzvodcpoMmednaamsannhnn,dohéﬁmmm

(8112 J.(p,(t)fp(:)dt =2 kP,.J‘(p B Brdt, vp=12,.
Kako integral, odnosno shhr

J OB (B) dr
a




pretstavija unutrainji proizvod funkcija v i fu, ti. (pw fi), to sistem
(8.11.2) moéuno napisati u obliku

2(‘9\”({3,’-);‘3}::- (('Pv:fy.) v, H.f'l,z,..., n,
pscraspadanansmtemaodponjednaéma B _
(0.0 (@ @) (Pp @) [Rit ] [(Ao @ ]

((& (PJ((PZ’(‘PZ). ((Pz-cpn) kl“? —_ (fp-CPz} '
(8.11.3) e

| (@) (PP (%,cp,.) fia| | oo
y—l,Z,...,n,

sa istom determmantom sistema
) ((PU CP')((Pp(Pz) B (CPU('Pﬂ)
((Pz’ (Pa) ((-Pz ’(pz}5-- .- (‘qu)n)

(cpn,cpt)kp,.,cpz (<p...cp,.)
koji moZemo- transformlsan na slededi padin

b b
I'xp‘(t)] dt J.tp‘(f)(p,(r)dt .. .J‘cpt(t)cp,,(t) dt
a a
L4 -4
Iwz( A (t;dt ‘[[cpz(t )]’dt ...... Jcpz( 1)p, ) dt
g = a a a -
b 5
Icp"(t)(ﬂ(f)dt J@"(t)mz(r)dr. c J‘[cp,,(t)]zdt
a a a

©,(8) @ty . . . Pt

P F ety @ty - @

P 2\n S

:_n!Jj _[ : z .__””-dtl.drz...a‘q_ =
aa

a

Pplt) @,(&) ()

b b
J.- : -J(A"’) dt, dt,... dt,
a a

b
_1J'
T nl

a



. Da bi sistem (8.11.3) mogli reiti;: potrebno 1e da determmanta A
lmdemhﬁtaodnule,odmsmda

N#0,

a to ée bid sluéa; ako ne postoji- linearna zav:snost izmedu nizova o (22)
ips(a), i#j.

Posmatrajmo sada sluca; u kome su frekvencije q:,; {r) pretstavljene
pomodu frekvmm;a HO preko 1edne linearne transformacue, tj.

@y = vF: k" £t),

gde su M clementi reciprotne matrice od matrice (8.11.1).
Vrieti poravnanje rasporeda frekvencija ou{f) pomoéu rasporeda
ednaéma

Ju (), dobiemo ponovo n sistena od po # linearnih j
(. £) (£.5) - (£ 5 ][R (fi,cpP)

(of) Ui (fata) | [R5 |

(fn ft) lfl fz (fn,fu knl" |_(fn r‘PF,)_

(fu ) (u1y) - - (S F)
bbb
ol 8 o)1 FE g g g,

Vs S (s f) - - - (o fi)
gde smo stavili

ORI
Af . fAt) fildy) . -fz‘(f;g)

L) fult). . - £y(t,)
(k) (Duh) . (n )

3
Q= ('"szf-l) (pa.1,) - (cpz,fn) =LJ‘
a

nl

L

&'——--...

(AN dde,. e

&

(q’,.,f,) (cp..,fz) (‘-P,. f.)




moiemoformxmnmerezavxsnosudvaraspmednq.(t)nfv(t v=12%....%
za vremenski period (a, b), stavljajuci

Q - |(.‘Py;fy.)| =
+/PS \/W‘Pvn@p)i Kfnfp.)'

ER=

o

Y
'H- A Ardt dt,. .. dt,

1w ot T

Determinante A® i A7 pretstaviiaju funkcije po f1, fas .- -5 fa-
Stavljgjudi o

&

A= Bt by, b

K =Fu,t, ..t
i koriste&i Schwarz-ovu nejednalinu

bbb ' ' :
H
[J‘[...Jfb(ti,tz,...,t,,)F(tl, t,. . ty) dtdt,. .. dt,,] —
a a a

b

b b b b ' '
” @t iy dt,,” bt )ty A, KO, -
aa a aa . - . .

a

neposredno dobijamo
2
R

Jednakost R? = | postaje ako je

odnosno, ako je
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bbb
s D L (AL Y g -
@Q-P=— [ [(wtl-adrd,..ds =0,
.aa a
bbb
S—Q=—- f(wef—2f) ‘
wS=Q=—| [ [Mwt-2)dt, a1, .. a1,=0.
aa a )
Mnoieéidruguiednaéinusamioduz_imgjuéiieod.prvﬁpostaie
: b b
IJ J.‘\Af—wdp}zdt,_ dt,...dr,=0.
ae a :

Kako izraz na levoj strani ne moZe biti negativan, to ée jednaZina biti zado-
voljena ako je - A
N =wh’

za sve vrednosti fy, p=1, 2, ..., n, u intervalu (g, b). To e, medutim,
biti slufaj ako je ' :

n
f*“"iakz“ Pptt),  v=1,2,.,m.

Najzad, ako su determinante A® i A’ ortogonalne medu sobom, bide
R =0. Taj slutaj nastupa kada su posmatrani rasporedi frekvencija neza-
visni medu sobom. -

Koeficijentu R dali smo naziv kolektivnog koeficijenta korelacije, jer
izrazava simultanu zavisnost izmedu dva rasporeda frekvencija za posmatrani
vremenski interval (a, 5). Otevidno da on omogucuje da steknemo jednu
globalnu pretstavu o uzajamnoj zavisnosti odgovarajuéih frekvencija oba
rasporeda.

8.12, Zadaci za veibn

8.12.1. Odrediti momente prvog i drugog reda n-dimenzionainog
rasporeda poznavajuci njegovu. karakteristitnu funkciju.

8.12.2. Pokazati da je varijansa linearne kombinacije multinomijalnih a.p.

2 ; Sy — : - 2

D .a11£1f6?212+ +anzn"_k|—_§ Q:Pr (g’arpr);]
a kovarijansa o

P'n(z,.“ Ay, % b1,) =k [zr: a,b,p,- (§ arpr)(E: bi-Pr)] .

8.12.3. Pokazati da se usiovan normalni raspored moZe napisati u obliku
2 n

flxdx,,...,x)=Fe

gde K ne zavisi od x;.
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8.12.4. Pokazati da je zbir od makoliko n-dimenzionalnih normalno
rasporedenih a.p. takode jedna n-dimenzionalna normalno rasporedena a.p:

8.12.5. Prodiriti Centralnu graninu teoremu na n-dimenzionalne
rasporede.

8.12.8. Odrediti ortogonalnu regresionu ravan.
8.12.7. Neka je x normalno rasporedeno sa teZistem rasporeda M i
dispersionom matricom W. Pokazati da a.p.
rrt
Y=(x-M)W (x-M)
ima yZraspored sa n s.5. ukoliko x ima nesingularan raspored.

8.12.8. Nekasu A i B dve simetri¢ne matrice reda (7, n) i neka je
x normaino rasporedeno u R* sa jedini¢nim varijansama i teZi¥tem u koordi-
natnom podetku. Pokazati da je

AB=0. A=A, B-=B

potreban i dovoljan uslov da kvadratne forme x'Ax i x'Bx budu nezavisno
rasporedene po y2-rasporedu (Cochran-ova teorema).

8.12.9. Neka je x normalno rasporedeno u R* sa teZiftem u koordi~
natnom podetku. Ako sa oy oznalimo kovarijansu promenljivih Xy i Xj,
pokazati da je

E(XszXsz) = 65 Ol + 0y 0t Tyt
8,12.10. Neka je x normalno rasporedeno u R® i neka je
(@ ‘ij =0, W, = coust.

Pokazati da ¢e nova promenljiva y = Cx, gde je G jedna ortogonalna
matrica, takode biti normalno rasporedeno sa istom dispersionom matricom (a)
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Llplaceéi..llpounoﬁ' -ljeva teorema, 66,
's £

1 Laplace-ov raspored, 188.

II Laplace-ov raspored, 195.




Laplace-ova teorema, 58.
Lebesgue ov integral, 116, 235, 283,

Lévy, 192,

Lispouncff, 195,

Linearne transformaciic, 189, 272, 290,
298,

lxmimmkc faktorijelne tablice, 53, 74.

Miarginalna fr., 232, 236, 281, 283.
Mnrgmtlnl funkcija verovatnole, 113,
lﬁrhnﬁ' 22.

Matematicka nads, 122, 240, 284.
Matrice, 268.
Adjungovana matrics, 271.
Dijagonaina matrica, 270, 274, 278,

Ortogonalna mltric'a, 272, 274, 278.

166, 186, 189, 192,

Modus, 126, 180, 186, 189
Mamenti, 11. 127, 143, 144, 184, 189,
195, 202, 213, 240.
Apsolutni momenat, 127, 195, 210,
241.
Cepiralni momenst, 128, 139, 147,
155, 181, 185, 189, 215 241, 284,

Fikmruclm momenti, 123, 138.

Mcioviti centraini momenat, 242,

Momepat  dvodimenzicnslnog raspo-
reda 240,

Momenst n-dimenzionalnog raspore-
da, 204

Momenat u odnosu na tatka, 127.

Momenti x*-rasporeda, 199.

Ne-negativni momenti, 129,

Obifni apsclumi momenat, 241.

Obifni momenti, 127, 144, 184, 189,
195, 215, 241, 288

Multinomijalan z. v., 288,
Multinomijalna vegovatnoéa, 73, 85.

Nezavisne propozicije, 21.

Ne-negativna forma, 275.

Neperov logaritam, 145,

Nepotpuni kolitnik B-funkciie, 48, 52,
.53, 57, 80, 84, 86, 103, 180

Neumann-ov red, 275.

Normalna kriva, 97.

Ortogonalna matrica, 272, 274, 278.
Ortogonalna regresiona prava, 258, 260.
Ortogonalna regresiona ravan, 301
Or(ogon:lna wansformacija, 272, 275,

Oéehvm vr..dnost 123,

Parametri zakona verovatnode, 10.
Parametri osnovnog skupa, 11.
Parametri uzorka, 11.
Pascat-ov raspored, 207, 208, 215.
Pearson, 53, 140, 214, 216.

" Pearson-ov korelacioni koli¢nik, 260.

Pearson-ovi koeficijenti, 216.

Poincaré, 13, 104.

Poisson-ova graniéna formula za bino-
mijalnu verovatnotu, 61, 64, 80.
Poisson—ova grani¢na formula za multi-

nomijalny verovatnoéu, 85.
Poisson-ov z.v., 10.
Poisson-ov m-dimenzionalni raspored,

288.
Poisson-ov raspored, 172, 182, 183,

215.

Polya-ev raspored, 215.

Ponderacioni elementi totalnog skupa, 17,

Poper, 13.

Povclian skup, 17.

Pravoliniska regresija, 261,

Premisa, 15.

Rang, 273.

- Rang grefke rizika, 11.
Rang rasporeda, 287.

Rasporedi:

Asimetnms itan raspored, 127, 184, 199,

Beta-raspored, 214 218,
Bimodslar rasporeil, 126.

Binomifalan raspored, 180—182, 185,
Clu;hg—cv raspored, 1856--188, 204,

Drugi Laphce-ov raspored, 195,

Dvodimenzionalnj raspored, 232, 240,
242, 253, 263, 276.

Dvodxmcnzmnahn uslovni nspoled,

Flsher-nv mpored 205, 212. 216
228—231, .

Gauss-ov nspoted 195.
Geometriski raspored, 207



Hipergeometriski raspored, 183, 184,
185, 215.

Jednodimenzionalni uslovni raspored,

111, 180, 292,

Laplace-Gauss-ov raspored, 247, 248.
Marginalni raspored, 233, 242, 244,

282,
Multimodalan raspored, 126.
Multinomijalan raspored, 287.
Negativan binomijalan raspoered, 208.
Nezavisne propozicije, 21.

Neprekidan raspored, 116, 122, 131,
144, 148, 155, 186, 214, 216, 234,

235, 239—241, 282, 285,
Neprekidan uniforman raspored, 125,
Nesingnularan raspored, 287, 301.

Normalan dvodimenzionalan raspored,

247, 251, 253, 263.

Normalan #-dimenzionalan raspored,

288, 291.
Normalan raspored, 140, 178, 189,
191, 192, 195, 196, 199, 202, 203,
210, 211, 212, 277, 278, 288,
Pascal-ov taspored, 207, 208, 215.
Poissen-ov n-dimenzionalan raspored
288,
Poisson-ov raspored., 172, 182, 183,
215, 246.
Polya-ev raspored, 215.
Prekidan raspored, 115, 122, 131,
145, 147, 180, 183, 216, 233, 234,
240, 241, 281, 284, 285.°
Prvi Laplace-ov raspored, 188, 189,
Raspored frekvencija, 296, 298, 300,
Raspored opfteg tipa, 284.
Simetri¢tan raspored, 118, 126, 184,
189, 199, 201.
Singularan raspored, 287,
Snedecor-ov F-raspored, 205, 216.
»Student™-ov raspored, 201, 203—205,
216, 224—227, 263.
Tre¢i Pearson-ov tip rasporeda, 214,
Trinomijalan raspored, 245, 266,
Unimodalan neprekidan raspored, 139,
Unimodalan raspored, 126, 127, 180,
i 189, 201.
Uslovan normalan raspored, 252.
Vitedimenzionalan raspored, 280.
B-raspored, 213, 216.
y-raspored, 213, 214.
y*-raspored, 10, 198—200, 2il,
214, 219, 301.
Radun verovatnode, 13, 15, 16.
Reciprofna kvadratna forma, 276.
Reciprofna tcorema, 163, 199,
Regresiona prava, 254, 255, 257—261.
Regresiona ravan, 293.
Regresione krive, 255, 257, 260, 266.
Regresioni koeficijenti, 293.
Reichenbach, 13.
Rekurentni obrazac, 83,
Relativna gretka, 40.
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Riemann-ov integral, 121,

Sckularna jednadina, 274,

Semidefinitna pozitivna kvadratna for-
ma, 275,

Semi-invarijante, 146.

Skalarni proizvod, 269.

Skupovi: : _
Binomijalan osnovni skup, i0.
Diskretan ili prebrojiv o.s., 10,
Multinomijalan o.s., 10.

Neprekidan o.s5., 10,

Povoljan skup, 17, 23.

Pofetni ili osnovni skup, 9.
Probabitan skup, 112,

Totalan skup, 17, 23,

Univerzalan skup, 111 114, 232, 280,

Slutsky, 157, 158.

Snedecor-ov z,v., 10,

Snedecer-ov F—raspored 205, 216,

Srcgnle apsolutno otstupanje, 130, 135,

10

Srednje kvadratno otstupanje, 257, 258,

259,

Srednje vrednosti, 121, 240, 285.
Stabilnost frekvencije, 13.
Standardizovana promenljiva, 131, 148,
191, 195, i96, 212.
Standardizovane dvodimenzionalne
promenljive, 265.
Standardna devijacija, 10, 130, 133,
135, 191, 195, 210, 212,
Uslovna standardna devijacija, 267,
Statisti¢ka zavisnost, 254.
Steffenson, 81.
Stepen slobode, 198, 200, 202, 205,
Stereogram, 234.
Stielyjes-ov integral, 118121, 239, 240,
284,

Stirling-ova formula za =»!, 37, 40, 41,
44, 53, 57, 67, 74, 81, 144.

Stohasticka zavisnost, 21, 25X, 254, 267,
293, 295,

wStudent“-ov z.v., 10, 201, 2i6.
,,féudent“—ov raspored, 201, 203, 204,
216.

Swartz-ova nejednadina, 128, 299,

Taylor-ov red, 244, 286,
Teorema totalne verovatnoée, 20,
Teorije:
Teorija distribucije, 9.
Teorija funkcija komplcksne promen-
ljive, 192,
Teorija gredaka, 188,
Teorija ocene parametara osnhvnih
skupova, 103.
Totalna frekvencija, 14.
Tetalan skup, 17.
‘Transformacije : .
Linearnas transformacija, 272, 290,
298.
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Nesingulem linearna transformacija,
274,

Ortogonalna transformacija, 273.
Reciprotna transformacija, 272,

Uslovna aritmetitks sredine, 242, 252,
Uslovna verovatnoéa, 20, 113
Uspensky, 53, 83, 84,

Varijansa, 130—132, 142, 184, 195, 202,
206, 207, 215, 242, 249, 250, 263,
267, 286, 300.

Uslovna varijanss, 243,
Rezidiumnska varijansa, 257, 259, 294.

Vektor, 268.

Vektor kolona, 268, 272, 213, 286.
Vektor red, 268, 273.

Verovatnoéa, 13, 100, 101, 113, 183.

Verovatnoéd a posteriori, 100, 102, 104,
108, 109. '

Verovatnoéa a priori, 100, 102, 104106,
108,

Vcrova;noéa budvuéih dogadaja, 101,
Vilte, 13.

Zakon dofivljenja, 10.
Zakon evolucije, 296.
Zakon konstantnog dejstva, 10.
Zakon proporcionalnog deistva, 10,
Zakon verovatnofe, 10, 114, 126, 147,
178, 180,
Laplace-ov z,v,, 10,

Marginalni z.v., 236, 252, 262, 265,
283,

Poisson-ov z.v., 10.

Snedecor-ov z.v., 10,

Uniformni z.v., 112

Uslovni z.v., 238,

Z.v. aleatorne promenljive, 114, 156,
177, 235, 238.

Z.v. Cauchy-evog rasporeda, 186,
Z.v. centralnog normalnog dvodimen-
zionalnog rasporeda. 278, ‘

Z.v. dvodimenzionalnog rasporeda,
251, 262—264, 267.

Z.v. Fisher-ovog rasporeda, 10, 205,

Z.v. geometriskog rasporeda, 207.

Z.v. normalnog rasporeda, 189, 191.

Z.v, Pascal-ovog rasporeda, 208.

Z.v. Poisson-ovog n-dimenzionslnog
rasporeda, 283.

Z.v, Polys-evog rasporeda, 215.

Z.vb&rekidnc aleatorne promenljive,

Zv. pr.ckidnog rasporeda, 234,
Z.v. Snedecor-ovog F-rasporeda, 10,
) 205.
Z.v. ,Student-ovog-~-rasporeda, 10,
201, 216
Z.v. y'-rasporeda, 10,

Wisld, 13.

Wallis-ova formula, 36, 40, 79.
Weirstrass-ovo pravilo, 42,
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