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PREDGOVOR

U savremenoj matematickoj literaturi postoji &itav niz
knjiga, kratkih i op$irnih, u kojima se daje pregled osnovnih
pojmova, pravila i obrazaca pojedinih odeljaka Vi§e mate-
matike. " ‘

Te knjige su nastale zbog danasnje potrebe upoznavanja
matematike mnogo S$ireg kruga ljudi nego $to je to ranije
bio sludaj.

Do XX veka ViSa matematika je bila ,,visoka nauka‘,
oblast struénjaka matematiara, koji su se bavili svojim struc-
nim predmetom radi samog predmeta i njegovih neposrednih
primena. Sad je Vi$a matematika, svojim idejama, pojmo-
vima, metodama, &ak i svojom terminologijom imperativno
uila u sve grane tehniCkog i S$irokog praktitkog Zivota.

"™ U svojim prethodnim knjigama, posveéenim Vifoj ma-
tematici, postavio sam sebi zadatak olak3ati prodiranje Vise
matematike u Sto Sire krugove, s jedne strane, onih, za koje
je znanje prvih elemenata Vi§e matematike ne samo oba-
vezno, veé i neophodno, sa druge strane, onih, koji nemaju
te obaveze, ali svojim istinskim naprednim duhom Zele uci
svesnije, Sak i stvaraladki, u svoj svakida$nji rad sa masi-
nama, &iji je svaki deli¢ ispunjen Mehanikom i ViSom ma-
tematikom.

U ovoj knjizi iznosim u novoj, sad Siroko rasprostra-
njenoj, formi pregled pojmova, pravila i obrazaca ViSe ma-
tematike. Materijal knjige se odnosi samo na matematitka
fakta, sa kratkim obja$njenjima, bez dokaznog potvrdivanja
tog materijala.

Pri izlaganju teksta i ove knjige teZio sam da on bude
§to pristupalniji.



Pri izradi rukopisa mnogo mi je pomogao prof. T. P.
-Andeli¢ kome izjavljujem prijateljsku i srda&nu zahvalnost.

P.S. Na nekim mestima ove knjige se pozivam na moje
knjige ,.Elementi Vise matematike, koje su izaSle u izdanju
,»Tehni¢ke knjige*. To su knjige:

I. Funkcija. Izvod. Diferencijal. 1961 g.
II. Diferencijalni raun i njegove primene. 1961 g.

III. Integralni rafun sa primenama. Kalkulativni procesi.
1962 g.

IV. Diferencijalne jednaCine sa dopunama. 1962 g.

Pri pozivanju, u uglastoj zagradi, rimska cifra oznagava
knjigu, a broj stranu knjige.
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Glava prva
BROJ I FUNKCIJA

1.1. Brojevi

Zaustavimo se na pojmu broja proSirenom na ove klase
brojeva:

realni brojevi, rezultat prebrojavanja ili merenja stvar-
nom jedinicom (+ 1), '

imaginarni brojevi, uopitavanje rezultata radunskih radnji
koji se ne izraZavaju realnim brojevima i zahtevaju novu,
imaginarnu jedinicu (i= 4+/—1), (zbir realnog i imagina-
rnog broja &ini kompleksni broj ili kompleks).

vektorski brojevi, trodimenzioni ili viSedimenzioni sa je-
dinicama (i, j, k odnosno i, sa v=1,2,3, ... ,n, gde je n
broj dimenzija), (zbir realnog i trodimenzionog vektorskog
broja &ini kvaternion).

Realni brojevi se dele na ove kategorije:

a. pozitivni, nula i negativni brojevi.

b. celi i razlomljeni brojevi ili razlomci.

Brojevi 1, 2,3, ... su prirodni brojevi.

Zbir celog i razlomljenog broja je mesovit broj ili ne-

. .. w1

pravi razlomak. Razlomci mogu biti obwm(—2—, 7/15, 9:17)

i decimalni, i to konaéni i beskona¢ni. U ovu kategoriju uno-
simo samo kona&ne i beskonaéne periodiéne decimalne razlomke

(0,5;3,14; 0,212121. ..=0,(21)=2=—7-; 2,3444...=23 (4)=
99 33
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34—3 31 1231
_sl22_ 61

=2,—_2—; 51(23)=5, = 522 _ :
90 ~ “90 990 990 495
512(3)=5, 23— 12_ 11 sﬂ)_
900 900 300

_ Brojevi pod a. i b. su racionalni brojevi. Racionalni
brojevi su rezultati merenja samerljivih veliéina.

e iracionalni brojevi. Dve veliine, koje nemaju zajed-
nicke mere (primer—strana i dijagonala kvadrata), su nesa-
merljive; njihov odnos se ne izraZava racionalnim brojem.
Takav odnos je iracionalan i izraZava se iracionalnim brojem

(primer: / 2). Iracionalan broj se izra%ava beskonacnim ne-
periodi¢nim decimalnim brojem. Pri izratunavanjima sa iraci-
onalnim decimalnim brojevima uzimaju se njihove pribliZne
vrednosti.

Kategorija iracionalnih brojeva se razdvaja u dve pod-
kategorije:
o G algebarski brojevi. Ako dati broj moZe da bude re-
$enje (koren) jednaline, odnosno nula nekog polinoma n-tog
stepena sa racionalnim koeficijentima, taj broj je algebarski.

 Ako takva jednatina ne postoji, broj spada u. podkate-
goriju: -
. G transcenden.tnih brojeva. Broj = (odnos duZine kruZne
linije prema pretniku) i e (osnova prirodnih, Neper-ovih
logaritama) su transcendentni brojevi.

] Prava odredenog smera je osa. Osa sa na njoj oznade-
nom tatkom (poletkom koordinate) i jedinitnom duZinom
za merenje je brojna skala. Svakom realnom broju odgovara
na brojnoj skali odredena taCka; njeno rastojanje od pocetka,
izmereno izabranom jedinicom na jednu (pozitivnu) ili na
drugu (negativnu) stranu, odreduje apsolutnu vrednost i znak
realnog, odnosno skalarnog broja. Velitina koja se meri real-
nim brojem je skalarna veliéina.

, Posto proutavanje operacija sa realnim brojevima ulazi
¢ak i u najmanji okvir Elementarne matematike, u ovoj knjizi
se .zaustavljamo«sgmo na operacijama sa kompleksnim bro-
jevima. : - ' R !
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1.2. Kompleksni brojevi

Kompleksni broj se izraZava u ovim oblicima:

a. algebarski oblik kompleksa: z=x+yi, gde su x iy
realni brojevi, a i — imaginarna jedinica i= + — 1, za koju
vaZe jednadine :

Lo 1, 3= —i, if= 41, iH=g, iR

S, = 41,

gde je n ceo broj. Broj x je realni deo kompleksa (oznaka
x=Rez), y — je imaginarni deo (oznaka Imz). Kompleksnom
broju x+yi u Dekartovom koordinatnom
sistemu odgovara tatka (afiks kompleksa)
sa koordinatama (x, y). Osa Ox (sl. 1)
je realna osa kompleksa, Oy — imagi-
narna. 7

b. polarni oblik kompleksa:

Sl. 1 — Dekartove
i polarne lgoordinate

z=r(cos 6+ isin6),

gde su r i 0 polarne koordinate afiksa kom-
pleksa u polarnom koordinatnom sis-
temu sa polarnom osom Ox. Koordinata r=+ x24 )2 je

modul 'kbmplek.va' i 0=arctg ey njegov argument. Kvadrat
x

modula r2=x?+3? je norma kompleksa; oznaka norme kom-
pleksa je N (z). Ugao 0 se meri brojem bez imenovanja — od-
nosom luka prema polupreéniku. Jedini®ni ugao u tom sistemu
je radijan. Granice u kojim se mogu menjati r 10 su: 0<r < 3
— o <8< +o0. Argument 6 datog kompleksa ima beskrajno
mnogo vrednosti: 8 +2kw (kK — ceo broj). Njegova vrednost
u granicama —n<8<+w je glavna vrednost argumenta. Broj
nula ima modul i normu jednaku nuli, a argument mu je
neodreden.

c. Ajlerov oblik kompleksa z=red= r (cos 6+ i sin 9),
gde je e osnova prirodnih logaritama (vidi I, 110).

Kompleks x— yi =z je konjugovansa kompleksomx + yi= 2

i obrnuto, z=2.

13



Osnovne operacije kompleksima

Sabiranje i oduzimanje:

- Zykzp= (X + Y1) X+ yai) =Xy X+ (yy = y) B
MnoZenje dvaju kompleksa; u algebarskom obliku:

2y 2y = (%1 + 31 1) (Xa+ Yo i) =X, X3—p1 Yo+ (X1 V3 + ¥, %) 6
u polarnom obliku:
2,2y =1ry (€080, +isin6,) ry (cos 0,+ isin 6,) =
=ryry[cos (0, + 6,) + isin (0, +6,)].

(Pravilo:.moduli se mnoZe, argumenti se sabiraju); u Ajler-
ovom obliku: z,zy=r €% - ryei=r r,e®+%i (potvrda prethod-
nog pravila). '
' Proizvod dva konjugovana kompleksa jednak je njiho-
voj normi: (x+iy) (x—yi)=zz=x*+y*=N(z) =N (z).
.Za' deljenje vaZi pravilo: moduli se dele, argumenti se :
oduzimaju, |
ry; 5
2,123 =—2[cos (0,—8,) + i sin (0,—6,)].
ry

. Koli¢nik dva kompleksa obi¢no se transformife u ko-
li¢nik kompleksa i realnog broja: ’

zy:Zp= (X + 0 1) (5 + 1) = ®1+0 l) (2 —yai)
(X3 + Yo 1) (X3 — y, )

Dizanje kompleksa na n-ti stepen:
2" = (redi)" = r" e®™®i — p" [cos (n6) + i sin (n9)].

Za r=1 Moavrov obrazac:

= (712N (z)). ;

(e%)" = " = (cos O+ i sin 6)" = cos o + i sin nd.

_ Prethodni obrasci vaZe i za slutaj razlomljenog broja
n, tj. za slu€aj korenovanja,

\Z =/ (cosB,+ isin6) =/ r (cosﬂo+n2kvr ©isinfo 2k-n:>»
on

14

Ovaj izraz ima n razli€itih vrednosti za k=0,1,2, ... , n—1.

n .
Ovde je /r aritmeticki koren iz pozitivnog broja r 1 6,
glavna vrednost argumenta kompleksa z. Afiksi tih komplek-
snih korena dele kruZnu liniju polupre¥nika r na n jednakih
delova. '

1.3. Vektorski brojevi .

Duz odredenog smera je vektor. Njegovi elementi su:
1. Podetna tacka. 2. Prava kroz poletnu talku, osnova ili
prava-nosaé vektora. 3. Smer od poetka na toj pravoj. 4. Du-
¥ina du¥ — intenzitet (modul) vektora. Prema svojim geome-
trijskim osobinama vektori se dele ovako: a. vektori vezani
za tacku sa nabrojenim ostalim elementima; b. vektori vezani
za pravu sa proizvoljnim poloZajem pcéetka na pravoj nosaca;
c. slobodni vektori sa proizvoljnim poloZajem pocetka u pro-
storu, sa odredenom osnovom, smerom i intenzitetom. Posto
se u ovoj knjizi primenjuju samo slobodni vektori, re¢ vek-
tor oznatavaée samo slobodni vektor. Prava-nosaé slobodnog
vektora je odredena do paralelizma.

Oznake vektora:

[ e e e s T e g - —

AB, V, A, a, b, i,j k, ... 0, Q,

a tako isto i navedena slova bez strelice kad je znaCenje
oznake narodito naglaSeno.

Velitine koje se odreduju vektorima nazivaju se vektor-
ske veliline.

Dva vektora su jednaka, kad su njihove osnove para-
lelne (ili se poklapaju), smerovi su isti i intenziteti jednaki.

Znamo da tri uzajamno ortogonalne ose iz zajednicke
tatke obrazuju ortogonalni koordinatni trijedar (sl. 2). Tri ose
Ox, Oy, Oz tog trijedra mogu imati dva razliita rasporeda.
Ako uzmemo u obzir sferni trougao sa temenima u prese-
cima osa Ox, Oy, Oz sa sferom centra O, proizvoljnog po-
lupreénika, onda red temena na periferiji tog trougla, ako
gledamo na njega ‘spolja, moZe ili odgovarati kretanju ka-
zaljke na &asovniku ili biti suprotnog smera. U prvom slu-
gaju imamo tzv. levi trijedar, u drugom—desni (sl. 3). Sad se

15



u literaturi viSe upotrebljuje desni trijedar, zato §to odgovara
kretanju zavrtnja: pri obrtanju sleva nadesno (od x prema y)
normalan zayvrtanj se pomera u smeru z oOse. '

z , ; . Rastojanja neke tatke M pro-
M, stora od koordinatnih ravni Oyz, Ozx,
Oxy, sa odgovarajuéim znacima pre-
ma smeru normalnih osa, su koor-
dinate x, y, z tacke M u prostoru;
pise se M (x,y, z).

Prema postupcima, poznatim iz
s Elementarne matematike, za sabiranje,
,, oduzimanje i mnoZenje vektora ska-

larnim mnofiocem moZemo napisati

—_—
ovaj obrazac za vektor OM, vektor
SI. 2 — Ortogonalni koor- poloZaja tatke M u odnosu na tad-
dinatni trijedar ku O:
—_— —_— —_— — — — — —
OM =r=xe,+ye;+zeg=ryi +r,j+r;k,
—_ - > _— = -

gde su: e, €, €3, odnosno i, j, k jedini¢ni vektori (ortovi)
osa Ox, Oy, Oz. Uporedo sa napisanom . vektorskom jedna-
¢inom moZemo napisati ovu brojnu jednadinu

U=X] €+ Xy €+ X3 €5
izraZzenu u tzv. vektorskim
brojevima. Sa u je ozna- }#
den trodimenzioni vektor-

ski broj §to odgovara vek-
—_—

toru OM; x, y, z su ska-
lari, a ey, e, €3 su osnovne
vektorske jedinice, koje se
&esto oznaduju i.sa i, j, k, Sl 3 — Trijedri, levi i desni

y ¥

a njihovi vektori sa i, j, k.

Modul i intenzitet vektora i vektorskog broja imaju istu
oznaku i istu skalarnu vrednost izraZenu pomocéu koordinata:

—> —> — e
lOM|=|r|=r=|u|=+Vx+)y'+2

16

U vektorskoj algebri postoji viSe proizvoda dva vektora.

Skalarni ili unutrasnji proizvod dva vektora AB i AC sa
oznakom (AB, AC) je skalar jednak proizvodu intenziteta ovih
vektora i kosinusa ugla « izmedu njih, tj.

(AB, AC)=AB-ACcos«.
Ako je jedan od tih vektora jediniéni vektor, recimo c_z:
prethodni obrazac daje (4B, Z)=1§ cosa, a to je vrednost

projekcije vektora AB na osu a. Skalarni proizvod dva vek-
torska broja uy; = x; i+ ¥, j + zik, g = Xai + Yo j + zok ima vrednost
(Uathy) = X1X2 + Y1 Yo+ 2172 -

Vektorski ili spoljasnji proizvod dva vek-  \[4B,AC]
tora AB i AC sa oznakom [4B, AC] je vektor, c
koji ima ove elemente: 1. Osnova mu (sl. 4)
stoji upravno na ravni datih vektora; 2. Smer c'
mu je uperen u onaj poluprostor odakle bi 4
posmatraé video da drugi vektor, nadovezan na

: B-
kraj prvog, obrée prvi vektor u smeru sup- .
rotnom kretanju kazaljke na Casovniku (kon- Sk 4p:ﬁz‘:§‘(‘]‘°"5k'

vencija desnog trijedra); 3. Intenzitet mu je
brojno jednak velidini povrSine paralelograma’ konstruisanog
na datim vektorima kao na stranama, tj. AB-ACsina.

Oba proizvoda se pokoravaju zakonima mnoZenja ska-
larnih velitina, sa tom vafnom razlikom §to je vektorski pro-
izvod nekomutativan, tj. [AB, AC]=—[AC, AB] i prema tome
u sludaju vektorskog proizvoda treba dobro paziti na red
mnoZilaca: sa potrebnom promenom reda menjati znak (!).

Vektorski proizvod paralelnih ili kolinearnih vektora
jednak je nuli. Za vektorske proizvode osnovnih jedini¢nih
vektora e,, e, e; imamo ovu tablicu sa prvim iniocem iz
vertikalnog stupca:

Na osnovu ove tablice prema

€ € €3 distributivnom zakonu sleduje ovaj
obrazac za vektorski proizvod dva
€1 0 €s | —% vyektorska broja:
J— € ,
e s 0 ! {[1, ual = (Nza—z170) &1 +
€s @ | T4 0 + (2% —X125) €+ (X1 V72— 1X,) €.

2 Visa matematika
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.Desna strana ove jednadine se moZe napisati kao determinanta
- : e, e € :
X, y1 z1] . O pravilima razvijanja de-
. Xg Y2 Z2 :
terminanata govoriéemo na drugom mestu (str. 206.).
Od tri vektora odnosno od tri vektorska broja u;, u,, ug
‘mogu se obrazovati ovi proizvodi:

a. skalarni proizvod jednog i vektorskog proizvoda dva

trecega reda u obliku

X1 )1 21
ostala (u; [ug, us]) =| X2 ¥y 23 |- Osobine (uy [uy, us]) = (4p [tig, us]) =
X3 V3 23 s
= (u3 [ul’_ ng]) = (ul [u3’ MZ]) - (u2 [ula u3]) = - (u3 [ug, ul])’ ClkllC‘

na permutacija prava ili inverzna. Kratka oznaka: (45, s, #3)-
Uslov komplanarnosti (uy, #,, uz)=0. Obrasci za razlaganje
vektora odnosno vektorskog broja u u tri komponente sa
pravcima vektorskih brojeva uy, u,, ug: u = (u, vy) u; + (U, V) Up+
+ (1, vg) ug, gde su

V= (uv Uz, u3)—1 [uz, u3]5 Vg = (ul, Uy, ua)—l [u:;, ll]_],
Vg = (tdy, Ug, Ug)~* [, 3] .

b. vektorski proizvod jednog i vektorskog proizvoda
dva ostala [u; [us, us]] = up (1, tg) —us (14, tp).

Navedimo jo§ proizvode od Cetiri vektora, odn. vek.
broja, koji mogu biti od koristi.

1. ([uyu,] [us u;]) = (uy ug) (U u1g) — (g 113) (uptig).

2. [ [uy o] [ taall = g (g [uguta]) —y (g [g0]) =
= Uy (U; UgUy) — Uy (UyUglly).

3. [[[o; va] us] ug) = (uyutg) [ugteg] — (upreg) [t u14] =
= ug (U5 g tg) — [11; 105) (134) .

Nekoliko vektorskih jedna&ina i njihova refenja pomoéu
vektorskih brojeva. Oznake: & nepoznati vektorski broj,
Vi, Vg, ... dati vektorski brojevi, v — proizvoljan vektorski
broj, §,, 8, .. dati-skalari, s — proizvoljan skalar.

1. E4Lvy=v,. Re§ E=v,Fv;.

2. 5,E=v,. Re§. E=s7"v,. _
3. (V1€)=31- Res. E=.g1v1_2v1+[vv1]; V12=|V1V|2=(V1V1)-

4. [v,E]=v;. Re¥. E=sv;+v 2 [vyw); iz date jednatine
sleduje da je (v;v,)=0.

5. mEl=vs, (8 =s,. ReS. E=(nvy)~'{syn+[vevsl};
isto (v,v)=0. .

6. (1E)=s1, (28) =52, (NE)=s5s.
Re8. £ = (vy vav3) ™ {51 [Vavsl + 52 [Va vyl + 53 [V, v,] ).
7. [v&]+sE=v,.
Re8. E={s; (n*+ 5:%)} 71 {v1 (nyva) +5:* va+ 51 [a i)

1.4. Velitine stalne i promenliive

Veli¢ine na &ije proufavanje se primenjuju matematitke
metode imaju brojnu vrednost i imenovanje, koje odgovara
prirodi date velidine. Neke velidine mogu da budu i apstraktni
brojevi, bez imenovanja. Brojna vrednost veli¢ine se dobiva
kao rezultat merenja. U osnovi merenja lezi odredivanje
skalarnih brojeva, jednog (napr. za duZinu, masu i dr.) ili
vi§s njih (povrSina, zapremina, gustina i dr.). Merenje se
vr$i neposredno ili posredno. Pri posrednom merenju se odre-
duju pomoéne velitine, na osnovu kojih se traZena veliCina
odreduje izralunavanjem.

- Znamo da veliine mogu biti stalne, kojima odgovaraju
stalni brojevi i promenljive, sa promenljivom brojnom vrednoscu.
Za stalne veli¢ine, koje imaju istu vrednost u &itavom pro-
cesu postupanja sa njima, upotrebljuje se 1 red kon-
stanta, kao termin. Konstante se dele na relativne i apsolutne.
Relativne imaju stalne vrednosti samo u odredenim procesima,
a apsolutne u svim procesima rasudivanja sa njima. Brojevi
n i e odreduju apsolutne konstante.

Oblast ili podrucje promenljivih (varijabilnih) veli¢ina
je skup svih onih vrednosti, koje mogu, prema datim uslo-
vima, uzimati te veli¢ine. Oblast moZe biti jednodimenziona
sa promenljivom x (talke -na pravéj), dvodimenziona sa pro-

2%
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menljivim x, y (ta¥ke na povrini odnosno ravni), trodimen-
ziona sa x, y,z (take u prostoru). Rub je granica oblasti.
Oblast je zatvorena ili otvorena pod uslovima da tatke ruba
pripadaju ili ne pripadaju oblasti. Oblast moZe biti diskretna
ili neprekidna (kontinuum).

1.5. Pojam funkcije

Za dve promenljive velit¢ine x i y se kaZe da su u
funkcionalnoj vezi, ako za svaku vrednost, recimo, promenijive
x, u njenom podrudju, moZemo odrediti jednu ili viSe odre-
denih vrednosti y. Tada je y funkcija x-a; x je nezavisno
promenljiva, y je zavisna. Oznake: y=fonct. (x); y=y(x);
y=®(x), ¢ (x), ...; slova, £, 3, @, 4, ... su simboli funkcija.
Oblast promenljive x (argumenta funkcije) je oblast postojanja,
(egzistencije) funkcije. Funkcija je jednoznalna, dvoznaéna ili
mnogoznaéna, ako svakoj vrednosti x odgovara jedna, dve ili
vie vrednosti promenljive y. Posebnoj vrednosti argumenta
odgovara posebna vrednost funkcije: y,=f(x;). Funkcije vise
promenljivih su: z=f(x, y); w=w(x, y, z; ?).

Funkcionalna veza, recimo, izmedu x i y, postavlja se
na viSe nadina.

1. Analiticki nacin: a. obrascem (formulom) y=f(x),
gde je f simbol operacija koje treba izvr3iti sa brojnom
vrednodéu x-a da dobijemo brojnu vrednost y-a (refen ili
eksplicitni oblik). b. jednalinom ¢ (x, y)=0. Prema datoj vred-
nosti x refenje jednakine po y daje vrednost funkcije y
(skriven ili implicitni oblik). c. u parametarskom obliku: x=f; (1),

y =1, (), gde je t pomocni parametar. (Primeri: a. y= + \rP—x2

2
b. x*4+y*—r*=0. c. x=rcost, y=rsint ili x=r1 <,
1+ <2
-
y=2r )
1+ 4

2. Tabliéni nacin: a. numeritke tablice u kojim su na-
vedene, u izvesnom redu, vrednosti funkcije za odredene vre-
dnosti argumenta. Te vrednosti su unapred odredene izratu-
navanjem (ra¥unom ili maSinom). b. tablice vrednosti funkcija
kao rezultat opaZanja ili eksperimentisanja.

3. Graficki nadin. U koordinatnom sistemu, recimo u
Dekartovom, koordinata x se uzima za nezavisno promen-
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ljivu, a y za funkciju. Paru vrednosti (x,y) odgovara talka
M u koordinatnoj ravni. Pri promeni x tatka M crta krivu
— grafik funkcije. Vaian je slutaj neprekidne linije koja
odgovara neprekidnoj funkciji. Grafik funkcije se dobiva ili
crtanjem, talnim pomocu narolitog geometrijskog alata (le-
njira, pravolinijskog ili krivolinijskog, Sestara, elipsografa
i dr.) i pribliznim, spajanjem posebnih taaka pravim ili
krivim prema odredenim pravilima, ili pomoéu narotitih
aparata koji automatski crtaju odgovarajuée grafike.

4. Masinski nacin. Ve& obitna racunska masina posle
unofenja vrednosti promenljivih brojeva u nju automatski
daje rezultat izvriene radnje, tj. funkciju unesenih brojeva.
Savremena elektronska masina daje rezultat-funkciju posle
izvrienja dak i vrlo komplikovanih radnji, a moZe automat-
ski crtati i grafik odgovarajuce funkcije.

1.51. Inverzne funkcije

Ako izmedu operacija f i ¢ dve funkcijve fx)ie
postoji funkcionalni identitet f [¢ (x)]=x, odnosno ¢ [ f (x)]=x,
za sve vrednosti x u odredenoj oblasti, onda se kaZe da su
te dve funkcije inverzne ili obrnute jedna drugoj u toj oblasti.
Primeri: 1.f(x)=x2, @ (x) =+/x. Tada je [\/x ]*=x,odnosno
\/sz. 2. f(x)=sinx, ¢ (x)=arc sin x; sin (arc sin X)=X»
arc sin (sip x) =x. o

Ako je funkcionalna veza data u implicitnoj formi

F (X, y) = Oa
njoj odgovaraju dve funkcije y= f(x)ix=0(y). Dve funkcije
f(¥) i ¢(x) tada su inverzne. Primer. 4x2+3)2—4=0;

y=+2+/1—x2% x= -%—\/4——y2. Dve funkcije f (x)=2/1—x"

— . 1 2
ig (x)=%\/4—— x% su inverzne, jer Je 2\/1 —(—2— \/4—x2)E

J— SR [ ——
=/ =47 x=x, odn. -;_—\/4—(2y—1 S = VA At
Grafici inverznih funkcija y=f(x), x=9 () u Dekar-

tovim koordinatama su krive simetri¢ne u odnosu na sime-
tralu prvog i treéeg kvadranta Dekartovih osa.
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Glava druga
ANALITICKA GEOMETRIJA

A. ANALITICKA GEOMETRIJA U RAVNI
2.1. Koordinate. Osnovni obrasci

- Alqa{f'tiﬁka gei_omet‘riji'a prouava gcometrijske cbjekte —-
e, linije, povrSine 1dr. — ¢ ija s jevi
tacke, lin Ji vsktorskim. r pomocu operacija sa brojevima,
) Dekartov koordinatni sistem (sl. 1*, a). Ta&ka M (x, y);
x 1y su Dekartove koordinate tacke; x je apscisa, y — ordin’a{at
oy Koord.inate x, y su apstraktni brojevi,
, odnosi duZine OM,, odnosno OM,
P77 S M prema duZini OM, uzetoj za jedinicu.
Znak, pozitivan ili negativan, koordi-
. nate x (odnosno y) zavisi od smera
! L x vektora OM, (OM,) uporedo sa sme-
0 x M, rom ose Ox (Oy). , S

Yy

Rastojanje (sl. 1*, b) d izmedu dve

tacke M, (x,, y;), M, (x,, y,) ima vred-
nost:

d= + \/(xg——xl)2 + (yo—y)%;

rastojanje talke M (x,y) od pocetka
koordinata

d= /LT

f;x-x, ::xz_xf ~  Koordinate tatke M (x, ), kojadeliduz
o' M/ M Mz Ciji su krajevi My (x;, y;), M (X2, Vy)
SL 1* — Dekartoy (sl. 1*,c) u datoj razmeri A=min=
koordinatni sistem =M,M:MM,, iznose:
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x_mx2+nx1_x1+7\x2 =mJ’2+nJ’1=y1+7‘J’2
m-+n 1+% m+n 142
Koordinate sredine duzi MM,:

1 1
X=—(X;+ Xg), Y=— +Y2)-
2(1 2 ¥ 2(?1 ya)

Ako je »>0, tatka M je na duzi M,M,; za A< 0 ona je van
duzi; za tatku M, veli¢ina A ima skok 4 oo.
Povrsing trapeza sa temenima: M, (x;,0), M, (x2,0),

., 1
M (x5, ¥2), M, (x;, y;) bice Q=_2‘(x2"‘x1)(}’1+J’z)-

Povriina trougla sa temenima: M, (X5, 1), M, (X2, V2)s
M (x3, y3):

1 ‘ 1 .xl nl
0 =[x (Pa—p3) + Xa (P3—V) + Xs (=] =—| % »y 1
2 2 X3 y3 1

Kosougle koordinate. Afine koordinate. Koordinatne ose
nisu ortogonalne (sl. 1**). Ugao izmedu osa w;é% . OM;=x,

OM,=y;, M,M| Oy, MyM||Ox. Ako su jedinice za merenje
OM, i OM, jednake, x 1 y su (obiéne) kosougle koordinate.
U opstem sludaju razli€itih jedinica, koordinate se zovu afine.

Polarne koordinate r i 0 (vidi
slixku 1 str. 13): r je polarni poteg
‘OM, meren datom jedinicom duZine;
prema tome je r apstraktni broj, polarni
ugao © se meri odnosom luka prema
polupregniku. Veze izmedu polarnih i / x M,
Dekartovih koordinata: ‘ '

S1. 1** —Kosougle

x=rcosf, y=rsinb; koordinate

r=+/x*+)*, 6=arc tg-Ji . Rastojanje izmedu dve tacke u po-
X oL

larnim koordinatama: d®=r? + ri3—2ryrscos (8,—0)).
Transformacija Dekartovih koordinata.

1. Nove ose O'x'y’ imaju isti pravac i smer, nov po-
tetak O sa koordinatama a, b u odnosu na’ ose Oxy, tada su
x=x"+a, y=y'+b,
gde su x', y" koordinate iste tatke u odnosu na ose O'x'y.
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2. Podetak je isti, 0sa Ox’ &ini ugao « sa osom Ox, tada su:
Xx=x'cosa—y'sine, y=x'sina+y cosa.

3. Opsti sludaj:

x=x'cosa—y'sina+a, y=x'sina+y cosa+b.

2.2. Geometrijsko mesto tacaka. Jednaéina linije

Niz taCaka, &iji poloZaj zadovoljava odredene uslove,
zove se geometrijsko mesto tacaka sa datim uslovima. Od
narolite vaZnosti je sluaj kad geometrijsko mesto tafaka
predstavlja liniju. Analiti¢ka geometrija proudava geometrijska
mesta tafaka pomocu jedna&ina i, obrnuto, tumagi jednadine
pomocu geometrijskih mesta.

Primeri: 1. Geometrijsko mesto talaka (skr. G. m. t.)
M (x, y) podjednako udaljenih od talaka M, (x;, y,), M, (x,,ys)
ima jednadinu:

1
X (Xg—x)+y (Yo—y1) + 7 P+ yE—xr— 0 = 0.

To je simetrala duZi M, M,. 2. G. m. t. M(x, y) na istom
rastojanju + od talke C(a, b). Jednalina

(x—a)®+ (y—b)®—rt=0.

KruZna linija. 3. G. m. t. sa stalnim odnosom k rastojanja
talke M (x, y) od dve stalne tatke F, i F,: F,M:F,M=k.
Apolonijev krug [1I, 128]. Izvesti jednalinu. 4. G. m. t. pod-

jednako udaljenih od date talke F(—g—, 0) i date prave &ija

je jednatina x=— % Parabola sa jednalinom y?=2px.

G. m. tadaka je grafik funkcije y=f(x), koja izraZava
geometrijsku osobinu poloZaja tafaka pomodu promenljivih
koordinata x, y tatke datog mesta. Jedna&ina y=f(x) je jed-
nalina grafika, linije datog g. m., izraZena u reSenom ili
eksplicitnom obliku. F(x,y)=0 je skriven, implicitan oblik.
Najzad, x=f; (¢), y=/,(t) — parametarski oblik. Ako tatka
sa koordinatama x,, y, pripada datoj liniji imamo identitete:
Yo=/f(xy) ili F(xg, ) =0, ili, najzad, x,=/,; (%), Yo=r2 (o)

Jedna&ina krive u polarnim koordinatama: r=j(0), ili
F(r, 6)=0.
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Kriva sa jednatinom P,(x, y)=0, gde je P,(x, y) poli-
nom n-tog stepena po x i y, je algebarska kriva n-toga reda.

2.3. Prava linija

Oblici jednakine prave kao algebarske linije prvoga reda:

(1) Opsti oblik: Ax+ By+C=0. Specijalni slutajevi:
(1). A=0, B0, C#0, prava ||Ox osi; (1,). B=0, 470,
C#0. Prava || Oy osi. (I3). C=0, 45%0, B7#0. Prava prolazi
kroz po&etak koordinata. (1,). 4=0, C=0. Osa x. (1) B=Q3
C=0. Osa y. (lg). A=B=0, pa i C=0. Prava ne postoji
(u beskonagnosti). U opStem slutaju 450, B#0, C#0
poloZaj prave zavisi od dva parametra; odnosa dva koefici-
jenta prema trecem.

(2) Reseni oblik:

y=ax-+b, gde je: a=tga

ugaoni koeficijent, b — podetna
ordinata, « — ugao prave sa Ox.

(3) Normalni oblik (sl. 5): Ol 7 2
xcosB+ysinp—n=0;

n — duZina normale (n > 0) iz

podetka koordinata na pravu, 8 — ugao te normale sa Ox osom.

(4) Segmentni oblik (sa otsefcima): x [p+y/q=1;p,9=b
odseéci prave na osama.

(5) Parametarski oblik: x=x,+1t, y=y,+mt; X, y —
koordinate talke na pravoj, I, m — brojevi proporcionalni
kosinusima uglova prave sa Ox i Oy osom.

(6) Vektorski oblik: V=Vy+1tVy V,=0M,, Vo=M M,
(moZe biti jediniéni vektor), V=0M, gde je M proizvoljna
tatka na pravoj, ¢ — promenljivi parametar. _ o

Pokarimo kako se, radi zgodnijeg reSavanja pojedinih
zadataka, moZe jednakina prave u opStem obliku transformi-
sati na druge oblike, a prema tome i makoji njen oblik u
neki drugi. BeleZimo to u skraéenoj formi.

Iz (1) u (2). ReSenje po y (B#0):

y= —ix——c—=ax+b; a=—A|B, b=—C|B.
B B

SIL 5—Prava linija
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1z (1) u (3). MnoZenje normiraju¢im mnoZiocem
)\ = -—‘-—1——_.__._-— .
:l:\/A2+ B2
Znak je suprotan znaku C.
1z (1) u (4). Deljenje sa

—C(C#0). p=—CJd, g=—C|B(4#0, B#0).

Iz (1) u (5). Od jednadine Ax+ By+ C=0 oduzimamo
identitet Ax, + By, + C=0, iz rezultata 4 (x—x,) + B(y—y,)=0
izvodimo jednaline (5): x=x;+ Bt, y=y,—At, gde je t pro-
izvoljan broj.

Vektorski oblik (6) neposredno sleduje iz parametarskog
oblika: V(x, y), Vi(xy, »), Vo, m)=V,(B, —A).

Refenja osnovnih zadataka.

1. Napisati jednadinu prave, koja prolazi kroz datu
tatku M, (x,, y,). y—yi=a (x—x,) ili A (x—x)) + B(y—y)=0;
ugaoni koeficijent a ili odnos 4:B su neodredeni. Specijalno:
x=x ili y=y,. :

“ 2. Prava kroz dve talke: M, (x,, yy), M,(x,, ¥5)
Y=h _X7%  Ugaoni koeficijent a=2"N

Ye—N Xp—X Xo— Xy

3. Odrediti ugao « izmedu dve prave sa ugaonim koe-
ficijentima a, 1 a,.

tgo= as—day ==A132—A231.
l+aya, A,4,+ BB,

Iz ovog obrasca sleduje: uslov paralelnosti pravih a,=a; ili
Ay:A,=B,: B, i uslov normalnosti a,a,= —1, A4;4,+ BB, =0.
4. Odrediti koordinate talke preseka dve prave
Ay x+ By y+Cy=0, 4,x+ By + C,=0.
X = C2B1_82C1 _C1A2_C2A1
A,B,—B, A, A, B,—B, 4,

Ako je A=0, ali 4,/4,% C,/C,, prave su paralelne; a ako
je A,/A,=C,/C, prave se poklapaju.

, A=AyBy,—B, A, #0.
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5. Uslov da tri tatke M (x, y), M, (x,, y1). My(xs, o)
pripadaju istoj pravoj. Neposredno iz obrasca za povrinu
x, y, 1
X1, Vs 1
Xos Ves 1
Ako su x i y promenljive, imamo jednatinu prave kroz dve
tatke u obliku determinante.

6. Uslov da se tri prave
Ay x4+ By+Cy =0, dyx+ Byy+ Cy=0, Asx+ Byy+ Cy=0
seku u istoj tagki.

trougla sa navedenim temenima: Qa =0, tj. =0.

4, B, C,
A, B, C, |=0.
A3 B3 C3
7. Odrediti rastojanje talke M, (x;, y;) od prave sa
jednatinom u normalnom i opitem obliku: xcosf+ ysinf—
—n=0, Ax+ By+C=0.
Ax,+ By, + C
A+ B
Ako je d>>0, data tadka i poSetak koordinata se nalaze

sa raznih strana od date prave; za d<0 ove talke su sa
iste strane od date prave.

8. Prava kroz presek dve date prave 4,x+ B,y+C,=0,

Ay X+ Byy+ Cy=0.
Ay x+ By y+Ci+M(dpx+ B,y +Cy =0,
gde je A proizvoljan broj. Dopunski uslovi: 1. i prolazi
kroz datu tatku M, (x;, y,), tada je
A= —(Ay X, + By + C) (e Xy + By + Cy).

2. i paralelna pravoj Azx+ Byy+ Cy3=0, tada je A= —A4,/8,,
gde su: A, =B,/B;—A,/A;, Dy=By/Bs—A,/A3; 3. i normalna
na istoj pravoj, tada je A= —3,/8,, gde su: 8, =4,/B;+ B,/A;,
8, = Ay/By+ By/Ay; 4. i polove uglove izmedu datih pravih,

tada je 7\=j;11—, gde su: vy =+/4.2+ B2, v, =~/45% + B’
v

2
9. Napisati jednadinu prave u polarnim koordinatama
r i 6. Iz normalnog oblika (3) za OM = r neposredno sleduje
traZena jednalina rcos (B—0)—n=0.

d=x,cosB+y sinf—n=
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10. Napisati tzv. Pliker-ovu jednalinu prave u ravini.
Uzmimo datu pravu za osnovu stalnog vektora V(4,B).
Pliker-ova jednadina u obliku xB—yd=g=const. izrazava
stalnost intenziteta vektorskog proizvoda -vektora poloZaja
OM proizvoljne tatke M (x,y) date prave i vektora V. Ako
stavimo A =/cos«, B=1Isin«, tada je

x sin «—y cos « = g:l= const:

2.4. Krive linije drugoga reda

2.41. KruZna linija

Koordinate centra c (X y;), polupretnik r, jednafina

kruzne linije
('x_'-xc)2 + (y—yc)2 =r

Centar na Ox osi, jednadina (x—x.)*+ y2=r?.

Centar na Oy osi, jednatina x*+(y—y)*=r%

Centar u po&etku koordinata, jednadina x%+ y2=1r2.

Jednadini x%+y®+2Dx+2Ey+ F=0 odgovara kruZna
linija sa centrom: X.=—D, y.=—E; kvadrat polupreénika
r2— D? 4+ E?—F>0 (stvarni krug), <O (imaginarni krug), =0
(takka). OpSta jednalina drugoga reda

Ax*+ 2Bxy+Cy*+2Dx+2Ey+F=0

odreduje kruZnu liniju pod uslovima: 4=C=# 0, B=0. Jed-
nadine kruZne linije &iji je centar ¢(x.,y) u parametarskom
obliku: x=x,+rcost, y=y.+rsint; &iji je centar u poetku:
x=rcost, y=rsint. U polarnim koordinatama p,0:

o2+ p%—2 . p cos (0—06,)—r*=0.

U polarnim koordinatama &iji je pol na kruZnoj liniji i polarna
osa — preénik: p=2rcosf; sa polom u centru: p=r.

2.42. Elipsa

Ako ordinate tagaka kruZne linije (sl. 6) polupre¢nika

a &ija je jednadina x2+ y®=a?, odnosno &ije su parametarske

jednadine x=acos0, y=asin 8, skratimo u istoj razmeri
2 2

PE:PK=b:a(b<a), dobiemo jednatinu % + %2- =1, odnosno

a

parametarske jednaline x=acos0, y= bsin 6, koje odreduju
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krivu koja se zove elipsa. AA,=2a je velika, BB =2b mala
osa elipse. Tatka O — centar elipse. Na velikoj osi, na
rastojanju ¢=+/@—b*® od centra, dve tatke Fi F,—ZiZe (fokusi)
elipse. Druga definicija elipse: Elipsa je geometrijsko mesto
takaka u ravni za koje zbir rastojanja od dve stalne tatke,
7i%e, ima stalnu vrednost (24). Koli¢nik c/a=e je ekscentric-
nost elipse. Ordinata talke sa apscisom c je parametar p="h/a
elipse. Talke A,A,, B, B,

su temena elipse. Dve a
prave paralelne maloj osi dy d
na rastojanju K
C
A=ale=d*/c > a ‘ /\
od centra su direktrise s \

(upravnice) elipse. FE=r a EIN NZRE

i F\E=r, su fokalni potezi N | NN p

tatke E elipse: 1
ry=a+ex, r=a—ex.

!
Qo
~
)

AN
RN
©

Ako su d i d; rastojanja 73-’/
tatke E elipse od direk- ’ /
trisa, r:d=ry:d,=e. |
Temeni oblik jedna- 1.
Cine ell’pse: &
yzzsz(l_i) SI. 6 — Elipsa
2a

u odnosu na ose paralelne sa osama Oxy sa pofetkom u
temenu A,.

Jednalina elipse u polarnim koordinatama ¢,0:

- P
1+ecost

Pol je u Zi#i F, polarna osa prema bliZem temenu A.

G. m. sredina paralelnih tetiva (ug. koef. m,) je prec-
nik elipse (dijametar) ug. koef. m,. Obratno, tetive pravca
m, daju pregnik (dijametar) pravca my. Pravci preZnika i
tetiva su konjugovani, m, my= —b®/a*. Dufine konjugovanih di-
jametara 2a; i 2b, sa my=tga, my=—tgB(xif su uglovi
sa velikom osom)zadovoljavaju dve invarijante: a,® + by = a* + b*;
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a !)1 sin (a4 B) = ab. Normalni konjugovani dijametri su glavni
dijametri u pravcima osa simetrije elipse. o
Jednalina tangente na elipsu u tatki My (x,, y,)

XXy N

—+ ===

& b?

Jednadina normale ‘
o Grex) @y — (=) B x, = 0.

Osobine: Tangenta na kraju jednog dijametra ima pra-

vac konjugovanog dijametra. Tangenta i normala polove uglove

izmedu pravaca dva fokalna potega iste tatke. Ako je tacka
il +&= 1 odreduj
pr 4 uje po-

laru elipse za tatku M,. Polara spaja tatke dodira tangenata
na elipsu iz talke M,.

M, (%, y,) van elipse, jednadina

Konstrukcije elipse

. 1. Konc¢anu petlju od nerastegljivog konca

gy duZine 2(a+c) zatggnimo trouglom FF, MF
(sl. 7) oko dva klintiéa F i F, ulvri¢ena na
hartiji. ZateZu¢i konac, kraj olovke M crta elipsu.

. 2. Dva koncentritna kruga polupreénika

aib (sl. 8). Tatke K i K, na proizvoljnom

SL7—Kon- polupre¢niku OK. Tatka E elipse je presek
strukcija elipse I normale K P na osu Ox i prave K, E para-
lelne toj osi EP:KP=b:a. )

KzK
%)
Lo PIx
N
~

Si. 8—Konstrukcija elipse 2 SL. 9 a, b—Konstrukcija elipse 3

23 Krajfvi duZi PQ (sl. 9 a) duzine a se kreéu po osama
Ox 1 Oy. Tatka E te duZi sa EP=p crta elipsu. Varijanta:
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krajevi duzi PQ (sl. 9b), duZine a—b se krecu po osama
Ox, Oy. Tatka E sa EQ=a crta elipsu. Kao 3to je poznato,
navedeno kretanje duZi PQ ostvatuje tzv. Kardanovo kretanje,
koje se moZe ostvariti i kotrljanjem bez klizanja kruga odre-
denog polupreénika unutra po krugu dvostrukog polupreénika.

S1. 10 — Konstrukcija elipse po tatkama

4. Sa datim konjugovanim preénikom A4; 4, i poluprec-
nikom O B, (sl. 10) tatke elipse se mogu konstruisati prema
postupku pokazanom na slici 10.

5. Priblizna kon- G
strukcija elipse se mo-
Ze izvrditi 1 pomocu
krugova - krivine (str. K B
153) u temenima elip-
se (sl. 11). Iz tatke
K se spuSta normala
na pravu 4 B;. Produ- Ci C
%ena, ona sele Ox i
Oy ose u centrima C; N
i C, krugova krivine
zatemena A i B,. Odgo-
varajuéi delovi tih kru- L B
gova pribliZno se spa-
jaju prigodnim krivim
linijama pomoéu kri- 1%
volinijskog lenjira. Sl. 11 — PribliZna konstrukcija elipse
Povrina elipse iznosi mab. Ona se deli na jednake
delove podelom kruga polupre¢nika a, jer svakom kruZnom

o~

N &=/

>

[
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sektoru Q, odgovara poviSina eliptitkog ekscentri¢nog sek-
tora Q, =— Qk; elipsa je projekcija kruga na ravan sa uglom
a

¢ izmedu ravni, pri emu je cos ¢ =b/a.

Priblizne vrednosti periferije L elipse se daju tablicom
vrednosti L/a u funkeiji odnosa b/a.

bla
Lla

0,1
4,064

0,2
4,202

0,3
4,386

0,4
4,603

0,5 0,6
4,844 | 5,105

0,7
5,382

0,8
5,672

0,9
5,972

2.43. Hiperbola

Hiperbola je g. m. t. u ravni za koje razlika rastojanja

od dve stalne tatke ima stalnu vrednost. Stalne tatke F i F
(sl. 12) su zize (fokusi) hiperbole. Stavimo FF, =2c. Sredina duzi
FF, je centar hiperbole. H je pro-

= d izvoljna tatka hiperbole. HF=r,
d: HF, =r, su fokalni potezi tacke H.

B H Prema = definiciji HF,— HF=
>% T )/r =r,—r =const=2a (desna gra-

na), r—r,=2a (leva grana). Jedna

7“ b O<A F ¢ina hiperbole je
B Ay B =1.

D b AA,=2a je realna osa hiperbole,

Sl. 12 — Hiperbola _B_Bl=2b’ sa b=‘\/;2——‘_az, je ima-
ginarna osa. Dijagonale pravougao-

nika &je su dimenzije 2a i 2b su asimptote hiperbole Cije su
jednatine y=4bx/a ili x2/a*—)*/b*=0. Jednaline elipse i
hiperbole imaju osobinu da jedna prelazi u drugu posle zamene
b sa bi (i=++/—1). Jednatine hiperbole u reSenom obliku

y= j:—b—\/xz——aﬁ. Koli¢nik c/a=e>1 je ekscentricnost hiper-
a

pole. Vrednost fokalnih potega: r=ex—a, r,=ex+a (za desnu

granu) i r=a—ex, r,=—a—ex (za levu granu). Tatke 4 i

A, su temena hiperbole. Dve prave paralelne imaginarnoj osi

na rastojanju A od centra sa A=ale=a’/c <a su direktrise

~(upravnice) hiperbole. Njihove jednadine x=4, x= —A, Ako
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oznatimo sa d rastojanje talke H od prve direktrise i sa d,
od druge, onda je r:d=r;:d;=e.

Temeni oblik jednacline hiperbole
2= 2px (—"- — 1) ,
Y P 2a

gde je p=>b*/a parametar hiperbole, ordinata tatke hiperbole
sa apscisom c.

Ako je a=b, hiperbola je jednakostrana sa jedna&inom
x2—)?=a?. Ako za nove ose 0%, Oz uvedemo simetrale
uglova izmedu koordinatnih osa Ox, Oy, posle transformacije

koordinata
A2 \/2

X=—2—(n+5), y=-—2—(n—i),

imamo jednatinu jednakostrane hiperbole u odnosu na asimptote
En=a%/2=const.

Hip:rbola je grafik obrnute proporcionalnosti. Ova oso-
bina vaZi i za proizvoljnu hiperbolu u odnosu na odgovara-
juée kosougle ose, asimptote hiperbole (sl. 13 a,b).

U parametarskom ob- a. b.
liku jednatine hip:rbole se n .
mogu napisati na dva natina: k ‘
1. x=afcost, y=btgt o) X O%

2. x=acoshe, y=bsinhe, ' Ny "\
i .
gde sucosho=—(e®+e %), 4
2 Sl. 13 — Hiperbole u odnosu
na asimptote

sinh ¢ =~;— (e®—e~®) hiper-

bolitke funkcije koje zadovoljavaju uslov cosh? x—sinh? x=1.
G. m. sredina paralelnih tetiva (ug. koef. my) je prec-
nik (ug. koef. my). Pravci tetiva i preénika hiperbole su
konjugovani, m,my=b?/a®. Glavni pre¢nici su ose simetrije.
Dve hiperbole x*|a® — y*/b* =1, x2[a® —y2[b=—1 su
konjugovane. One imaju zajednitke asimptote.
Jednadine tangente i normale za hiperbolu &ija je jed-
natina x2/a®—y2/b* =1 u tatki M (x,, y;) sw: xx, /@@ —yy[bP=1,
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(x—x,) @y, + (y—»,) b°x, =0. Tangenta i normala polove
unutradnji i spoljadnji ugao izmedu fokainih potega.

Jedna&ina hiperbole u polarnim koordinatama je ista
kao u jednalina elipse, samo ekscentriénost e ima vrednost
vecu od jedinice.

Konstrukcija hiperbole

1. Lenjir AB (sl. 14) pri¢vrstimo &icdom za hartiju, u
tatki F,, tako da se moZe oko ove tacke slobcdno okretati.
Za kraj B lenjira zakalen je nerastegljiv konac, koji je drugim
svojim krajem, vezan za talku F na hartiji. DuZ lenjira moze
slobodno kliziti kuka M, kroz koju prolazi konac. Olovku,
kojom izvlag&imo hiperbolu, drzimo tako da joj vrh ostaje stalno
priljubljen uz kuku. Prema tome konac treba da ima poloZaj
FMB i njegov deo MB treba stalno da leZi na lenjiru. Ako
lenjir okreéemo oko tatke F,, drZei konac pri tome zateg-
nut, vrth olovke M opisuje hiperbolu.

S1. 14a — Krivina hiperbole
kod temena

S1. 14 — Crtanje hiperbole

2. Ako je H,(, 7, data tatka u ravni, ordinata 7
tatke jednakostrane hiperbole sa apscisom & se odreduje iz
jednadine En=Egn, kao Cetvrta proporcionala iz proporcije

Ning=2Ey:&.

Prelaz na raznostranu hiperbolu opsteg slucaja se vrsi pro-
menom tetiva upravnih na simetralu ugla izmedu O% i Onu
istoj srazmeri.

3. Za pribliznu ocenu krivine (str. 154). hiperbole kod
temena A4 (sl. 14a) odreduje se centar kruga krivine, tacka
C, kao presak Ox ose i normale na asimptotu iz tatke pre-
seka asimptote i tangente na hiperbolu u temenu 4.
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Povriina hiperbolickog sektora

U integralnom tafunu se pokazuje da je povrsina Q
hipertolitkog sektora, omedenog delom OA ose x, lukom
AH hiperbole i potegom OH tatke H hiperbole ima vrednost

1 X ¥y
=-—abln —+~—).
@=7¢ ( b

a

2.44. Parabola

Parabola (sl. 15) je g. m. t. u ravni podjednako uda-
ljenih od stalne talke (ZiZe, fokusa) i stalne prave (direktrise).

Temeni oblik jednaline parabole
y2=2px,
gde je p parametar parabole, tj. ordinata tatke parabole
sa apscisom ZiZze x=p/2. Teme parabole, potetak koordinata,

polovi rastojanja izmedu ZiZe i direktrise. Osa Ox je osa

simetrije parabo_le.‘ Fokalni poteg FM=r= % +x. Ekscentric-

M

O x
D K

S1. 15 — Parabola S1. 16 — Parabola kao
grafik kvadratne funkcije

nost parabole e= L 1. Jednacina direktrise x = —%. Za pa-

d
ralelne tetive (ug. koef. m) jednalina prednika je y= p/m.
Jednagina tangente u tacki M;(x,,y,) na parabolu:

y=p(x+x).
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Jednalina normale y—y, = % (x—x,). Tangenta polovi ugao
4

izmedu fokalnog potega i negativnog pravca Ox ose. Nor-
mala polovi uporedni ugao prethodnog ugla.

Jodnadina parabole u polarnim koordinatama , 6 sa
polom u #ii F i polarnom osom prema temenu:

' 1
P=—‘—p—=‘p—secz—0-

1+cos® 2 2
y Jednadina para-
bole kao grafika kvad-
ratne funkcije y=ax®
(sl. 16). Jednatina tan-

X

7

o) . gente u'tacki M, (x,,»,)
SL. 17 — Parabola na tetivi sa strelicom na  parabolu y =ax?

ima oblik:
y=ax; (2X—x,). |
Tangenta polovi apscisu ta&ke dodira.

Parametarske jednacine parabole: x=2pt?, y=2pt.

Jednadina parabole sa parametrima: tetivom I i strelicom
h (sl. 17):

_4h x(=x)
I I

U opStem sluCaju, kvadratnoj funkciji y=ax*+bx+c
odgovara parabola sa temenom u tacki xo——b 2a,

Yo = —— (b —dac)
4a
i simetralom u pravecu Oy ose &iji je otvor u smeru te ose

za @>0 1 u suprotnom smeru za a<<0.
Jednalini x=ay?+ by +¢, ili u obliku reSenom po y

iJ_ _jﬁ,

odgovara parabola &ije Je teme u tadki x,=—(b*>—4ac):4a,
Yo=—b/2a.
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Konstrukcija parabole

1. Neka lenjir L (sl. 18), ¢vrsto utvrden na stolu, odre-
duje poloZaj direktrise; i pretpostavimo da pravougli trougao
T, svojom katetom NA, moZe kliziti duZ tog lenjira. Posta-
vimo, prvo, drugu katetu NB tog
trougla tako da se na njoj nalazi
7i%a F. Zatim uzmimo konac i
jedan njegov kraj udvrstimo u
talki F na stolu. Kuku M, koja se
moZe kretati po kateti NB, sta-
vimo na sredinu rastojanja izmedu
7iZe 1 direktrise. Konac provucimo
kroz kuku do kraja B Kkatete i
tu mu pridvrstimo drugi kraj. L
Ako kateta NA trougla potne da S1 18 — Crtanje parabole
se kreée nagore, kraj olovke, pri-
¢vrSéen za pokretnu kuku, pri stalno zategnutom koncu,
opisaée parabolu, jer ée stalno biti FM =NM. Kuka se pri
tome ne sme odvajati od katete NB.

2. Odmerimo na pravoj y=»>b od Oy ose niz jednakih

duZina o. Tacke preseka prave y=k—x, gde je k ceo broj,
ag

sa pravom y=ks, pri s:c=a=const, pripadaju paraboli
y2=bax (sl. 19a).

.

2

SI. 19 a, b — Crtanje parabole po tackama

3. Levo od podetka koordinata odmerimo duZinu O4=2p
(sl. 19b), a desno apscisu x traZene tacke parabole. Ordinata
y te tatke se odreduje poznatom konstrukcijom srednje pro-
porcionale za duZi 2p i x.
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4. Priblizna konstrukcija luka parabole oko temena
moZe se izvriiti pomoéu kruga krivine sa poluprefnikom p.

2.45. Opsta jednacina drugog stepena
Opsta jednacina drugog stepena

(1) F(x,y)=0a,, X"+ 205 Xy+ Ay y? + 28,3 X+ 2 dygy + a3 =0
odreduje liniju koja se zove kriva drugoga reda ili konusni
presek. Koeficijenti te jednaline mogu se napisati ovom ma-
tricnom tablicom (str. 205)

ayy G2 G
dyy G2 Qa3 || »
asy Q3 933!
pri temu je u nadem slu€aju a,=dy, di3=ds, 923~ %> tj-
matrica je simetriéna.
Prema matriénoj tablici drugi oblik jednagine (1)
(1) F(x,»)=(ay X+ a1y + ) X+ (@ X +an Y+ ag3) ¥+
+ a5 X+ A Y+ a=F (x,9) - x+Fp (x, ). y+Fy (x, ).

' Pojmove determinante kvadratne matrice i algebarske
dopune ili kofaktora svakog elementa te determinante sma-
tramo kao poznate (vidi gl. VI). Tako za dopunu elementa,
napr. a;,, imamo Ayp=(—1)1+2(ay; ag5—d23 d3)-

Pri transformaciji koordinata x, y na nove koordinate &, 7
prema obrascima x=§ cos a«— sino+a, y=E&sina+mncoso+
+b, gde su a, b koordinate novog podetka i « je ugao
obrtanja, dobiva se transformisana jednacina

FE M) =d, B+ 2d, En+ dypn® + 24138+ 28+ 03, = 0.

Funkcije koeficijenata, koje ne menjaju svoje vrednosti
pri transformaciji koordinata, su invarijante u odnosu na datu
transformaciju.

Jednagina (1) ima ove invarijante:

Gy Gz i3

a1 Gy
s Ja=| ay G5 53 |

Ji=a);,+dy, Jo=Ap=

Ay, 4
2 Qg Q3 Q33

tj. npr. 4, +axp=4du+ d.
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Sem toga, postoji jos tzv. uslovna invarijanta

Ay Qa3 dyy Gis

S=A11+A22=

d3p ds3 a3 dg3

pod uslovima: J,=0, J3=0.
Klasifikacija krivih drugoga reda, prema vrednostima

navedenih invarijanata, moZe se prikazati ovom tablicom.

J,#0 J,=0
Kriva sa centrom Kriva b2z centra
J,>0 J, <0
1 4 6
J,J, <0
720 stvarna _ )
37 elipsa hiperbola Parabola
Kriva
JJ3>0
imaginarna
elipsa
Neparalelne prave Paralelne prave
J3=0 »
Skup 3 - 7 8 0 9
dve prave| yaginarne | stvarne §>0 §<0 dvcf;ruka
imaginarne | stvarme prava

Poito se znak uslovne invarijante S, usled veze SAgy=
— A%+ 45, poklapa sa znakom Ay, =ay a33-—a%3 , karakter pa-
ralelnih pravih moZe se odrediti ne samo znakom invarijante
S, ve¢ i znakom velidine Ag,.

Nabrojimo sad kanoni¢ne jednatine onih krivih drugoga
reda, koje odgovaraju brojevima tablice.

1. x2/a®+)?[b*—1=0, (—x%/a®—)?[b*+1=0). Stvarna
elipsa.
2. X+ AP +1=0, (—x2/a*—)*[b*—1=0). Imaginar-
na elipsa.
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3. x%/a®+y*/b*=0. Dve imaginarne prave. Stvarna ta&-
ka (x=y=0).

4. +x ATy 2—1=0, (Fx/a®+y*/b*+ 1=0). Hiper-
bola.
xt/a® —y?[b*=0. Dve prave koje se seku.
y:—2px=0. Parabola. ‘
x%4+1=0. Dve paralelne imaginarne prave.
x2—1=0. Dve paralelne prave.
x?=0. Dve prave koje se poklapaju.

Vo NaW;

Odredivanje krive sa centrom

Centar krive je tatka koja polovi sve tetive koje prolaze
kroz tu tafku. Koordinate centra krive (1) se odreduju iz
uslova:

_ Fi=ayx+ a3+ a;,;,=0,
2

Fo=05 X+ a5y +as=0.

Ovaj sistem jednalina moZe: 1. imati odredeno reSenje
kad je J,5£0. Kriva je sa centrom. 2. nemati re$:nja kad je
J,=0, J;70. Kriva je bez centra. 3. imati beskrajno mnogo
resenja kad je J,=0, J;=0. Kriva degeneri§: u dve paralelne
prave sa g. m. centara — pravom linijom.

Posle transformacije koordinata u cdnosu na nove ose
O’ &y, paralelne starim sa poletkcm u centru O, jednadina
(1) dobiva tzv. centralni oblik:

ayy g2+2a12£7]+a22 7]2 +J3/J2=0.

Posle drugs transformacije koordinata, posle prelaza na
tzv. glavne ose O’ XY, imamo

Ay B2+ 2015 E N+ gy P+ Tyl Dy=0 X240, Y24 J,/0, =0,

gde su, prema vrednostima invarijanata J; i J,, A, i A, reSenja
tzv. karakteristiéne jednacine

—A
ay, ayo _ )‘2_']1 )\+J2 — 0’

a9 Qyy—X

&iji su koreni uvek realni.
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1 . Y
Posle zamene )\1,2=—§-T dolazimo do kanonitnog

2 '
oblika jednaéine krive sa centrom X*[r®+ Yi[r?—1=0;r i
su glavne poluose krive. U vezi sa znacima korena },,, od-
nosno velidina r%,,,, imamo: elipsu, realnu ili imaginarnu, ili
hiperbolu. Pri J;=0 imamo degenerativne sluajeve: tatku ili
dve prave koje se seku. Za ugaoni koeficijent m,,, glavne

ose, §to odgovara korenu [A,,, Imamo my,,=—(\,,—) =
s
T
)\l’z—azz . w ., - -
Ugao « poluose r, na OX osi moZe se odrediti iz je-
2a
12

dnaline tg 2a=
Qayy— Ay

Odredivanje krive bez centra

Pod uslovimz J,=0, J;50 opitoj jednacini (1) odgovara
parabola, kriva bez centra, sa kanonicnom jednacinom Y*—2pX =
—0, gde je p njen parametar sa vrednoitu p=+/—Jo/J3% -
Osa simetrije O’X parabole se odreduje jednalinom

*) a X+apy+R=0,

gde je r=%u (a‘;als_zalza”)' Teme O’ parabole se nalazi u
@y T @

preseku prave (*) i prave sa jednafinom b x+b, y+5,=0,

gde su

b,=2(ay; R—ay, ay3), by=2(a1; R—ay; dry), by = R*—ay, dzs-

U izuzetnom slugaju, kad su b, =0, b,=0, a to znali
R=ay i {70=a213—a11 @,3= —A,,, imamo dve paralelne prave
sa jednalinom

(G X+ a2 ¥+ a13)° + A3 =0.

Posto A,, i S imaju isti znak, navedena jednatina odre-
duje karakter i poloZaj para paralelnih pravih.
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Kriva drugoga reda kao konusni presek

Krive drugoga reda mogu se dobiti kao preseci povr-
§ine pravog kruZnog konusa i ravni (sl. 20). Konusnu po-
vriinu uzimamo produZenu i na drugu stranu od vrha; prema
tome imamo dva krila konusne povriine.

Sl. 20 — Konusni preseci

U preseku ravni samo sa jednim krilom, kad ravan sele
sve proizvodilje — imamo elipsu cdnosno krug, a kad po-
stoji proizvodilja paralelna ravni preseka — parabotu. Kad
ravan see oba krila imamo hipsrbolu. Kad ravan prolazi
kroz vrh i 1. ne sefe konusnu povr§inu imamo tacku, a kad
2. sete — imamo drugi degenerativni sluaj — dve prave
sa presekom u vrhu. Najzad, kad se konusna povr§ina pre-
tvara u povriinu kruZnog cilindra, preseci su: elipsa, cdno-
sno krug, i dve paralelne prave. Presek u obliku dvostruke
prave odgovara sludaju kad polupreénik kruga vodilje konu-
sa, odnosno cilindra, teZi nuli.

2.5. Neke algebarske i transcendentne krive
Algebarska jednaéina n-toga reda
M P, (x,y)=0,
gde je P,(x, y) polinom n-tog stepena po x i y, odreduje
algebarsku funkciju y (x) u reSenom, eksplicitnom obliku y = f (x),
kad se jednalina (1) pretvara u identitet
Py(x,y(x))=0
za sve vrednosti x u odredenoj oblasti. Ako algebarsku funkciju

y(x) ne moZemo izraziti obrascem, jednalina (1) odreduje
algebarsku funkciju u nereenom, implicitnom obliku.
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Funkcija y (x), koja ne zadovoljava nikakvu algebarsku
jednaginu, je transcendentna Sfunkcija.

Proutili smo pravu liniju i konusne preseke kao alge—
barske krive prvog i drugog reda. Sad predimo na nabroja-
vanje algebarskih krivih viSega reda.

2.51. Algebarske krive viSega reda
/

1. Funkcije stepena: y=c x", gde su ¢ i n kons'tvante
(n je racionalan broj). Za n>0 imamo krivu parabolitkog
tipa, za n<0 — hiperbolitkog tipa.

Primeri: a. y=ax® (kubna parabola, sl. 21). b. y=ax3?
(polukubna parabola, sl. 22).

Y
OZ O =
7 x

Sl. 21 — Kubna parabola Sl. 22 — Polukubna parabola

LS

U primenama se upotrebljavaju funkcije stepena sa
n=1,2,3,4,5 Za crtanje tih krivih po tatkama se upotreb-
ljava metoda sliéna metodi, koja je navedena na sl. 19 za
sluéaj n=2.

Za n<0 navodimo ove slutajeve: 1. n=-—1, obi¢na
jednakostrana hiperbola u odnosu na asimptqte, kriva drugoga
reda; 2. n=—2, hiperbola treCega reda, jer je yx?=const.

jednadina treéega teda. 3. Jednadini yx?=const. (p>1)
odgovara hiperbola viseg, (p+1) — toga reda.

Primeri: a. n— —1, obiéna hiperbola. b. n=—2. hiper-
bola trecega reda (sl. 23 a, b).
2. Grafici polinoma y=a, X"+ @,y X" 14 - -« +a X+

su parabole opsteg oblika. :
Primeri: a. y=x3+cx, b. y=—x%+cx (sl. 24a, b).
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.. .- 3.- Neke specijaine a_lgebarske krive.. Navedimo nekoliko
poznatih algebarskih krivih sa odgova.rajuéim jednaginama u
Dekartovim i polarnim koordinatama i osobinom kao g. m. t.

i\]y / \ ylﬂ )

/ !\—/x \Jl \x

S1. 24 — Parabole
trecega reda

SL. 23 — Hiperbole

a. Dioklesova cisoida (sl. 25).
Y2 (2a—x)=x3 r=2asin?8/cos 0.

G. m. tatke M na pravoj OC na rastojanju OM = DC.
b. Dekartov list (sl. 26).

x3+y% =3 axy; r=3haSln0ceso )
sin® 0+ cos3 0

Parametarski oblik:

x=3ar:(1+%), y=3ar®:(1+8), t(—ow, +o).
y B '

¥

DAC
Mé X
() x —— 2
o y \3 *
2 \

S1. 25 — Dioklesova cisoida

O

S1. 26 — Dekartov list

c. Agnezijev uvojak (sl. 27). x*y=4a*(2a—y). G. m.
talke M sa ordinatom tadke P na krugu poluprednika «a i

apscisom tatke Q na pravoj 4B paralelnoj osi Ox. OPQ je
promenljiva prava sa stalnom tac¢kom O.
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d. Strofoida (sl. 28).

(a—x)yP=(@+x)x* r= ——aE(E—Z—O.
cos0
G. m. tataka M i M’ na pravoj iz stalne tatke 4 (O4 =a) na

istim rastojanjima KM = KM’ =KO od prescka K te prave sa
Oy osom.

4  Q B
A
5. Yy
0 < -
S1. 27 — Agnezijev uvojak S1. 28 — Strofoida

e. Konhoida (sl. 29).
(x*+ %) (x—b)2=a’x?; r=>b/cos0+ta.

G. m. tataka M i M’ na pravoj iz stalne tatke O (04=0)

na istim rastojanjima KM =KM'=a od prescka K te prave
sa pravom x=b.

f. Kasinijeve ovale (sl. 30).
(x? +%)2—-2¢? (x2—y¥) =at—ct;

r?=c2cos 2 0++/ct cos? 20— (ct—a).
09 8 :

~

| 2 3 4 s
S1. 29 — Konhoida

S1. 30 — Kasinijeve ovale.
Bernulijeva lemniskata
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G. m. t M za koju proizvod r;r, dva fokalna potega
rn=FM, r,=F,M sa FF,=2c¢ ima stalnu vrednost & tj.
ryrp = a®. Specijalni slu€ajevi: «. a<c, dva odvojena'dela:
B. a>c, zatvoreni oblik. y.a=¢, dva dela se spajaju u jednoj
tatki. Bernulijeva lemniskata. ¢ija je jednalina

(x*+ )2 —2c% (x*—)") =0, r2=2a%cos29.
g. Paskalov puZ. (sl. 31).
x2+y2=ax+b\/§2+y2; r=acos0+b.

G. m. tatke M odnosno M’ na pravoj tetive OP iz tatke P
na stalnom rastojanju PM =b odnosno PM'=|b|. Kada je
b=a, imamo kardioidu r=a(l+ cos?9).

h. Krive cveta sa

listiéima. Narod&itu vrstu
,‘ ﬂ algebarskih krivih &ine
S

N

krive, &ije su jednadine u
polarnim  koordinatama
vrlo jednostavne. To su
krive u obliku cvetiéa sa
nekoliko listiéa. Navedi-
mo nekoliko takvih krivih.

x Cvet sa tri listica (sl. 32 a, b).

Sl. 31 — Paskalev pui. Kardioida

r=asin30; (x2+)*%=ay (3x2—)%,
r=acos30; (x2+)®)%=ax(x*—3)"%).
Krive su &etvrtoga reda.

a. _ b.

AY

SL 32 a, b — Dva trolistnika
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B. Bez izvodenja algebarske jednaline u Dekartovim
koordinatama spomenimo jc§ ove krive: 1. r=asin29 i
2. r=acos20— dva &etvorolistnika (sl. 33 a, b) i 3.
r=asin 40— osmolistnik (sl. 33c).

a. b,

Sl 33 a, b, ¢ — Dva Cetvorolistnika i osmolistnik

2.52. Neke transcendentne krive
1. Eksponencijalne krive. Jednadine y=a* ili
y=_Ca*(a>0).
Specijalan vaZan sluaj: y=¢* ili
y=_Ce" (e~2,718281828459~2,718),

gde je e osnova prirodnih logaritama. Grafici ovih funkcija
su poznati iz Elementarne matematike (sl. 34).

2. Funkcija inverzna cksponencijalnoj je logaritamska
(sl. 35). Vazni sluajevi: deckadni ili Brigzov logaritam,
sa osnovom 10 i prircdan ili Neperov logaritam, sa osnovom e.
3. Hiperboli¢ke funkcije:

1

ex

sinh x=%(ex——e*"‘)= (e¥*—1),
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1 1,
h x=—("+e ) =——("+1),
cosh x 2( W) 5 ( )

ex__e.-x ezx_ 1 1 ex_|_ e_x
= , cotgh x= .
eF+e* *+1 tghx &—e™*

tgh x=

Izmedu tih funkcija postoje ove veze:

sinh x 1 cosh x
, cotgh x = n ,
cosh x tgh x sinh x

cosh? x—sinh? x=ltghx=

cosh x4 sinh x=¢€*, cosh x—sinh x=e—".

Y
10 je |2

y "‘y:ex S

Y M

; v T
% 0.5 O ~ »
0 /

X

S1. 3¢ — Eksponencijalne krive SL 35 — Krive logaritama

4. Areafunkcije. Funkcije inverzne hiperboli¢kim funkci-
jama su areafunkcije. Oznaka y=Arsinh x (Cita se: Area i
sinus hyperbolicus). Inverzija x=sinhy. Naziv Area—povr-
Sina, sleduje iz geometrijskog tumadenja povr§ine hiperbolij-
skog sektora (str. 192). Vrednosti:

Arsinh x =log (x + /x*+ 1),

Arcoshx =log (x£+/X*—1), x>1,

1
Ar tghx=—1—log +x, —1<x<l,
2 1—x
1 1
Ar cotgh x = ——logx+ , —1l>x>1.
2 x—1
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x x

5. Lanéanica (sl. 36). y=—g— e’+e ?),a>0.G.mt.

teskog konca, stalne linearne
gustine, udvri¢enog u dvema LY
tackama. ' : —

6. Kriva saturacije (sl. 37).
y=a(l—e %>, Kad x— oo,

y teZi a.

7. Kriva verovatnoée (sl. X
38). y=ae*. Kad x— oo, y >
tezi 0. Sl 36 — Lanéanica

8. Spirale: «. Arhimedova (sl. 39«). r=a0. B. Hiperbo-
licka (sl. 39B8). r=ab-1. y. Paraboli¢ka (sl. 39v), (r—a)? = 4ach.
8. Logaritamska (sl. 393), r=ae™ (m>0). e. Zezlo (sl. 39),
r20=a2

y .
y
A
O . x . O X

Sl. 37 — Kriva saturacije S1. 38 — Kriva verovatnoée

9. Cikli¢ke krive. Krug k poluprednika r se kotrlja
bez klizanja po nepokretnoj osnovi, pravoj ili krugu K polu-
pre€nika R, spolja ili unutra. Tadka M, &vrsto vezana za
krug k, opisuje krivu, koja se zove cikiicka kriva (ciklida).

a. Ako je osnova prava, talka M opisuje trohoidu (sl. 40).
MozZe biti tri sludaja: «. Cikloida. Jednadine u parametarskom
obliku: x=r(t—sin#), y=r(1—cos?). B. Razvulena cikloida.
Jednadine: x=r(t—esint), y=r(1—ecost), e<1. v. Zbijena
cikloida. Jednaine: iste kao prethodne sa > 1. Parametar ¢
oznadava ugao obrtanja kruga k, meren u radijanima.

b. Krug k se kotrlja po krugu K spolja. Kriva se zove
epicikloida (sl. 41). Jedna€ine u parametarskom obliku

x=r(mysiny—sinm, §), y =r (m, cos $—cos m, ¢),
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gde je .m1=£+.1- ¢ je ugao poluprenika R talke dodira

krugova sa Oy osom.

=

Sl. 39 — Spirale. «. Arhimedova; 3. Hiperbolicka;
v. Paraboli¢ka; 3. Logaritamska; €. Zezlo

¢. Krug k se kotrlja po krugu K unutra (R>r). Kriva
se zove hipocikloida (sl. 42). Jednaline: x=r (mysin¢—

—sinmyb), y=r (mycos §+ cosm,d), gde je my=——1.

SL. 40 — Trohoide. Cikloide: o Obi¢na; B. Razvulena; y. Zbijena
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Kao i cikloida ep1c1k101da i hipocikloida mogu biti i raz-
vudene i zbijene u vezi'sa poloZajem tatke M, koja crta krivu;
tatka kruga k daje razvu&ene krive, a van toga kruga zbijene.

v Ako su polupreénici r i R samerljivi, posle odredenog,
kona¢nog broja obrtanja, pokretni krug k se vrada istom

le

X
/ S
Sl 41 — Epicikloida SL 42 — Hipocikloida

tatkom svoje periferije u istu talku periferije nepokretnog
kruga . K. U ovom slu&ju ciklida je algebarska kriva; u slu-
&aju nesamerljivosti kriva je transcendentna. Vredi-spomenuti
dva specijalna slucaja:

1. Pri r=R ep101k101da se pretvara u kardioidu.

2. Pri r= —‘li—a hxpocentronda uzima Obllk centroide (sl 43)

sa jednadinom u Dekartovim koordinatama x2/3+ 3?3 =qg%3,
u parametarskom ob'iku: x =acos?0, y=asin30.

Geometrija cikligkih krivih stoji
u neposrednoj vezi sa kretanjem jed-
nog objekta prema drugom, kruga
prema pravoj ili jednog kruga prema
drugom. Teorija kretanja, kirematika,
udi da svakcm kretanju o'dgovara
obratno, inverzno kretanje; u naSzm
sluéaju to su kretanja prave po krugu
1 ranije’ nepokretnog kruga K .po
krugu 'k, koji je" sad nepomléan o
Takva obratna kretanja su izvor novih | L
krivih. Ovde neéemo ulaziti u pro<* = Sl 43 — Centroide

4* . 51



udavanje - svih tih krivih, ve¢ éemo se zaustaviti na proula-
vanju kotrljanja prave po krugu. Tatka M prave koja se kotrlja
bez klizanja po krugu polupregnika a iz svog poetnog poloZaja
Mo na Ox osi opisuje krivu koja se zove evolventa kruga
(sl. 44). Parametarske jednatine: -

x=a(cost+tsint), y=a(sint—tcos).

To je transcendentna kriva. DuZina tangente PM do preseka
sa evolventom jednaka je duZini luka M, P.

10. Sinusoide. Sinusoida je

\y poznati grafik funkcije y=sinx,
gde su x i y apstraktni brojevi

koji se prikazuju na grafiku du-

P Zinama, merenim istom jedinicom. .
Graficka konstrukcija (sl. 45). Krug
{ proizvoljnog polupre¥nika r se de-
: M x 1i od tatke O na kiugu na n=
O a M =4k (k je broj -delova jednog
- ° kvadranta) jednakih delova. Tan-

genta na krug u tatki O je Oy

~ osa sistema Oxy. Kroz tatke po-

 Sl. 44 — Evolventa kruga dele se povuku. prave paralelne
Ox osi (paralele) i numeriSu pre-

ma redu na krugu. Od tatke O na Ox osi se odmeri duZina
p=2nr=04 i podeli se na n jednakih delova, kroz tatke

A/ NC S N

2R
SL 45 — Grafitka konstrukcija sinusoide

podele se povuku prave paralelne Oy osi (vertikale) i nume-
riSu od tatke O. Tadke preseka paralele i vertikale sa istom
numerom pripadaju sinusoidi. Spajanje tih tataka neprekidnom
linjjom daje pribliznu sliku grafika sinusoide, Konstruisanog
po tatkama. Sinusoida, kao neprekidna linija, lako se dobiva
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kinemati¢ikim postupkom, koji se Siroko primenjuje u te-
hnici i sluZi za ocenjivanje kretanja raznolikih maSina. Taj
postupak ostvaruje sinusoidu kao g. m. tatke koja u isto
vieme vr¥i ravnomerno kretanje po krugu i -ravnomernu
translaciju na hartiji u stalnom pravcu.

Sinus je periodi&na funkcija sa periodom 2w . Prema
tome za funkciju y=sin x jedan sinusni talas (breg i dolina)
ima duZinu /=2rr, gde je r duZina izabrana za jedinicu. Je-
dnagini y=sin (kx), gde je k apstraktni broj, odgovara sinu-
sni talas du¥ine ly=kIl. Za k>1 sinusoida je razvulena, 2
za k<<l—zbijena. : :

U opitoj formi jedna¥ina sinusoide obi¥no se izraZava
ovako

. t’
1) y=a sin (2Tr7+%),

gde su: g@— visina ili amplituda sinusoide, 2n—tT—=cp promenlji-

vi deo faze (9 +9,) sinusoide, ¢,— poletna faza, {—nezavi-
sno promenljiva, koja se odmerava na Ox osi, T— stalna
velitina, iste dimenzije kao i ¢. Po¥to svakoj sinusoidi odgo-
vara harmonijska oscilacija sa jednafinom (1), gde je ¢ vreme
i T period oscilacije, analogno se i za sinusoidu uvode ove

konstante: n = -IE'= f broj oscilacija u sekundi ili frekfencija,

3}{= 2nf=cw krufna frekvencija, odnosno ugaona brzina obr-

tnog kretanja tatke po krugu. Sa novim konstantama jedna-
¢ina (1) sinusoide se moZe zameniti jednom od ovih:

y=a sin(©t+9)=a sin 2nft+¢,)=a sin 2rnt+ Q).

Primetimo da se proudavanje kosinusoide, grafika fun-
kcije y=cos x, svodi na proutavanje sinusoide, jer jedna pre-
lazi u drugu sa promenom podetne faze, a to znali sa po-
meranjem grafika u pravcu Ox odnosno Ot ose.

Klasa trigonometrijskih funkcija sa promenljivim ampli-
tudama i frekvencijama igra, u pojedinosti ili u zbirovima,
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konaénim ili- beskonaénim (Furijeovim), prvorazrednu ulogu u
Matematici, teorijskoj i primenjenoj.- Pcmoéu -tih funkcija se
mogu proucavati i one, funkcionalne veze, koje su tefko pri-
stupafne za proufavanje pomocu drugih matemati¢kih sred-
stava. o o :

B.- ANALITICKA’ GEOMETRIJA U PROSTORU
2.6. Koordinate taéke u ‘p:dstof,ru. Osnovni obrasci

Koordinate tacke u prostoru su tri broja koji odreduju
poloZaj tatke u odnosu na izabrane geometrijske elemente
tog prostora. Postoji viSe nadina za takvo odredivanje.

1. Dekartov sistem. Osnovni elementi u tom sistemu
su tri ortogonalne ose sa zajednit¢kom tackom; to je tzv.
Dekarmv trijedar. Zajedni¢ka tatka O osa je poletak koordi-
natnog sistema. Uzmimo desni red koordihatnih osa Ox, Oy, Oz

(sl. 46). Ravni Oyz, Ozx, Oxy su koordinatne ravni sistema.

—_— —
Uvodimo oznake: M—proizvoljna tatka u prostoru; OM=r
—vektor poloZaja tatke M u odnosu na tatku O; «, B, y—uglovi

P -
vektora poloZaja OM sa koordinatnim
osama; [, m, n —. veli€ine proporcionalne
kosinusima prethodnih uglova, ugaoni koefi-

cijenti pravca vektora OM, k je koeficijent
proporcionalnosti, tj. napr. /=k cos a.

Dekartove koordinate x,y, z tatke M
u prostoru su algebarske vrednosti pro-

. . —_

jekcija vektora poloZaja OM na koordi-

- natne ose: -
‘X=rcosa, y=rcosf, z=rcosy.

Sl. 46 — Dekartov
) trijedar
rP=x24 %+ 2% cos®a+cos? Btcosty=1;
l:cos:oc=h1:cos{3=1‘1:cos ¥
Tatku ¢ije su koordinate x, y. z oznafavacemo sa M (x,y, z).
Za dve tatke M (x;, 1, 2;), My (xp, ¥y, 2p) N OM:

Xo—Xy Ya—JV1 _23—2y Fy—In
= = =2 s

) m n k
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gde su: ry i r, odgovarajue algebarske vr.ednosti, u por_ede-

nju sa smerom vektora poloZaja, rastojanja tataka M, i M,

od potetka koordinata i k koeficijent proporcionalnosti.
—_—

O primeni vektorskog predstavljanja OM = xe, + ye;+z€;
vidi str. 16. ) -
Pojam Dekartovih koordinata se uopStava na slucaj

prostora sa n dimenzija. Koordinate x;, Xp, ... , Xx ta}é].(e M
se odnose na zami§ljeni n-edar sa ortogonalnim jediniénim
vektorima e,, €, ... ,e,. Tada je

—_— n
OM=x,e,+ Xy €+ + + - + Xy €= Z x;e;.
=1 .

Tatka M, koja deli rastojanje M, M, u datom odnosu
A=M, M:M M,, ima koordinate: '
x=x1+)\x2, =y1+)\y2, z=zl-i-7\z2
142 142 I+2

a sredina te duZi:

3

1 1 1
X = —2-(x1+x2), y= —2—(3’1+y2), z= —2-(21“‘22)-

Rastojanje d izmedu tataka M, i M, se odreduje iz

jednadine
@2 = (X, —x;) 2+ (Pa—p)* + (22— 7)™

Transformacija pravouglih koordinata. 1. s lutaj. x, 5,2
polazne koordinate u odnosu na trijedar Oxyz, nov trijedar
O’'xyz se razlikuje samo novim poloZajem pocetka O’ (a, b, c):

x=x+4a y=y +b z=2+c.

2. Slu&aj. Ose trijedara imaju isti pogstak O, ali
razli¢ite pravce osa: Oxyz i Ox’y' z'. oy je oznaka ko_smusa
ugla izmedu i-fe ose prvog trijedra i k-te ose drugog trijedra.
Tada je:

7
x=oc11x'—|—oc12y'+ot,3z', X =gy X+ oy Y+ag 7,
y=°‘21x’+°‘22yl+°‘23219 Y = X4 otgy Y+ dgp 2,
: i ,
Z=°‘31xl+°‘32yl+°‘332,, Z' =0ty X + Kgg Y+ g3 Z.
g gy 1 ! r 14
14 7
OM =x e, +ye,+zes, OM=x"e,'+y e’ +2 e;.

wi = (€:, ex’)-
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‘Uslovi ortogonalnosti i jediniCnosti ortova ey, e;, e; su:
‘ 0 za i+ k (ortogonalnost)
@y Ok + Ky Rkgt Rig %kg = . P

1 za i=k (jedini¢nost).

- Uslovi za ortove e,’, €y, €5’ SU=o0y; o g+ 0y g g+ otg; g =

_ {0 za i~ k (ortogonalnost)
1 za i=k (jediniénost).
3. sluédaj. Prelaz od trijedra Oxyz na trjedar

O x' y'z se vi§i neposrednom uzastopnom primenom tran-

sformacija prvog i drugog slugaja.

Ajlerovi uglo_;.’i. Posto izmedu devet kosinusa a ;. (i, k=
=1, 2, 3) postoji Sest nezavisnih jedna&ina, svi kosinusi se

Yy

SL. 47 — Ajlerovi uglovi

mogu izraziti pomo¢u samo tri parametra; za takve parame-
tre se mogu uzeti tri Ajlerova ugla ¢, ¢, 6 prema ovoj
slici (sl. 47). Trijedar Oxyz se dovcdi u poloZaj trijedra Ox'y’z’
pomocu tri obrtanja: I. Oko ose Oz za ugao ¢, pri tome
osa O x zauzima poloZaj ose OP. II. Oko ose OP za ugao 0
izmedu Oz i Oz ose. III. Oko ose Oz za ugao ¢ izmedu
OP ose i ose Ox'. Kao §to je poznato, na osnovu obrasca
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sferne trigonometrije cos a=cos b cos c+sin b sin ¢ cos 4,
gde su a, b, c, strane sfernog trougla i A ugao naspram
strane @, mogu se izvesti vrednosti kosinusa o«; u funkciji
Ajlerovih uglova.

a4 = C0s § cos p—sin ¢ sin ¢ cos 6,
;5= —C0s ¢ sin p—sin § cos ¢ cos O, a;;=sin ¢sin6;
oy, = sin ¢ cos @+ cos ¢ sin ¢ cos 6,
gy = —Sin ¢ sin @ +cosy cos  cos B, ey = —cos ¢ sin b;
ug =5in @ sin 0, oz, =cos ¢ sin 0, ag=cosb.

2. Polarno—cilindarski sistem. Osnovni elementi: orijen-
tisana ravan = (sl. 48), tj. ravan sa oznafenim licem i nali-
&jem, u toj ravni polarna poluosa 7
O L i tatka O pol sistema. Polar-
no-cilindarske koordinate su: 1.
rastojanje z take M od ravni =,
sa odgovaraju¢im znakom prema
orijentaciji ravni; 2. rastojanje r
projekcije N tatke M u ravni w

od pola O; 3. ugao 0 izmedu po- z

tega r i poluose O L pri emu S)L 48 — Polarno-cilindarski
se taj ugao rafuna od poluprave sistem

O L u levom sistemu u. smislu

kretanja kazaljke na &asovniku, u desnom sistemu — su-

protno tom smeru. Oblasti promene: r ¢d 0 do + o, z od
— o do+ o, 8 od 0 do 2r. U Mehanici za proufavanje
neprekidne promene uvcdi se algebarska vrednost koordinate
r sa obla¥¢u cd — o do+ o i prosiruje se oblast 8 od
0 do + o0. .

Pri relativnom polo%aju elemenata polarno-cilindarskog
sistema prema Dekartovom trijedru, pokazanom na slici, ima-
mo ove obrasce za transformaciju koordinata: od polarno-
cilindarskih na Dekartove: x=r cos 0, y=r sin 0, z=z i,
obratno, od Dekartovih na polarno-cilindarske —

y

r=+/X+y%, 0=arctgl=arcsin z=z.
X
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3. Sferni sistem koordinata. Osnovni elementi: tatka O,
centar sistema, (polarna) osa S O N i poluravan (prvi meridijan)
QO sa granicom SOWN (sl. 49). Ravan E, upravna na pola-
rnoj osi kroz tatku O-—ravan
ekvatora. Ravan SNM je me-
ridijan tatke M. Sferne koor-
dinate su: 1. p—duZina potega
OM; 2. ugao ¢ izmedu potega
OM i ekvatora, odgovara geo-
grafskoj Sirini; mesto njega se

uzima ugao 6 = —;c— —¢ (pola-

X ~ rno rastojanje). 3. ugao ¢ iz-
medu prvog meridijana 1 meri-
dijana talke M (geografska du-

' Zinad). Oblasti promene: za p od
0Odo+ =, za ¢ od 0 do 2= (ili od — = do + =), za ¢ od
0 do m/2 (severna) i od 0 do — m/2 (juZna). Obrasci za
transformaciju:

“Xx=p COS @ COS ¢, y=p COS ¢ sin ¢, z=p sin <p§

‘Sl. 499 — Sferne koordinate

o=+ X2+ P4 22, ¢=arctg—2)—, ] =arctg'—f_z—:-
| x VR

2.7. Geometrijska mesta tataka u prostoru. PovrSina.
Linija u prostoru. Koordinatne poviSine i linije

Skup svih tadaka u prostoru, koje zadovoljavaju posta-
vljene uslove, je g. m. tadaka tih uslova. Prema postavljenim
uslovima g. m. t. moZe biti: 1. skup diskretnih tafaka; 2.
linija u prostoru, 3. povriina, 4. zapremina, — ili zajednica
takvih elemenata. Zaustavimo se prvo na povrSini.

Povr§ina se .odreduje analiti¢ki jednim od ovih naina:
1. Jedna&inom F(x, y,2)=0, 2. U refsnom obliku, recimo,
jednatinom z=7(x, y). 3. U parametarskom obliku jednagi-
nama: x=f (4;, 42), ¥=/2 (d1> 92)» Z2=/3(q1, q2) ili upotrebom
Gausovih parametara u i v, umesto parameara ¢, i g, U
obliku: x=x(u, v), y=y @, v), 2=z (u, v). 4. U vektorskom

obliku r—f(u, v), gde je f simbol vektor-funkcije.
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Linija u prostoru se odreduje ovako: 1. Sa dve jedna-
gine F, (x,y,2)=0, Fy(x, y,2)=0, kao presek dve poyrSine.
2. Jednadinama cilindarskih povrfina y=y(x), z=z(x); prva
jednagina odgovara projekciji date -linije ‘u prostoru na Oxy
ravan, a druga na’ Oxz ravan. 3. U parametarskom ob'iku
x=f,(8), y=Fa(®), z=f5(f), gde je t proizvoljan parametar.
U specijalnom vrlo zgodnom parametarskom obliku x =, (5),
y=05(5), z=¢5(s), gde je s duZina luka krive, ratunata od

odredene tac;:ke na krivoj. 4. U vektorskom obliku 7=7(l_)

odnosno 7=7(S). : L
‘ Pri prelazu od proizvoljnih koordinata ¢, ¢,, g3, na
Dekartove x, y, z talke M u prostoru ili obrnuto, treba da

budu poznate jednaline transformacije:
0=4, (X, 3, 2), &= (%, 2, 63=0:(x, », 2)

. x=f; (44, Q2, ds), y?fz (41> 93, _qs), Z?fs (91, Qz‘a qa)-~

Ako stavimo u te jednaline g, =const, dobiéemo jedna-
ginu koordinatne povrline na kojoj se menjaju parametri g,
i g — krivolinijske koordinate tatke na toj -povriini. Kroz
svaku tatku prostora prolaze tri koordinatne povrSine: ¢, =
=const., g, =const., g;=const. Te tri povrfine se seku duZ
tri koordinatne linije, na svakoj od kojih .se menja samo
jedan parametar. Npr. prvoj koordinatnoj liniji odgovaraju
jednagine: x =1, (q;, Ca, Co), ¥y =13 (41, Cs, C3), 2=15(qp> Co» Cy).

U Dekartovom sistemu koordinatne povriine su tri ravni,
koje prolaze kroz tatku M (x, y, z); koordinatne linije su prave
paralelne osama Ox, Oy, Oz.

U polarno-cilindarskom sistemu koord. povrs. su: r = const.
— povriina valjka (cilindra) polupre€nika r, 6 = const.—ravan
koja prolazi kroz osu Oz, z=const. ravan paralelna sa Oxy
ravni. Koordinatne linije: za r prava koja prolazi kroz datu
tatku i stoji upravno na Oz osu, za 9—krug, za z—prava
paralelna Oz osl.

Za sferni sistem koordinatne povrine su: 1. sfera polu-
pretnika ¢, 2. poluravan meridijana za ¢ =const. 3. konusna
povriina sa proizvodiljom pod uglom ¢ =const. prema ekva-
toru. Koordinatne linije: 1. za r—prava koja prolazi kroz
centar, 2. ¢—mali krug na sferi, 3. za ¢ —veliki krug u ravni
meridijana. : :

ili
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2.71. Ravan. Jednalina ravni
Jednadina ravni: 1. z=ax+by+c; z je funkcija prvog
stepena po x i y. 2. Opdti obliki g x+ayy+azz+a,=0.
3. Jednatina sa odse&cima: x/p + y/q + z/r=1. 4. Normalni oblik:

X COS x+ Y COS B+ zcosy=n, gde je n duZina normale spustene
iz poletka koordinata na ravan, «, B, y—uglovi te normale

sa koordinatnim osama. 5. Vektorski oblik: (r 1_V>)+D= 0, gde
su: r vektor-poloZaja proizvoljne tatke M u ravni u cdnosu

na tatku O, N—dati vektor u prostoru, normalan na datoj
ravni, D—dati skalar.

Veze izmedu parametara poloZaja ravni:
a=—a,/a, b=—a,la;, c= —ay/ay;
P=—0/a, = —a;]/a, r=—a,/as;
@,:COS G =0a,:C08 B=a;:C08 y=a5: —n=t~/a+ a? + az?;
—_
N (a,, ay, a5), D=a,.

Specijalni poloZaji ravni prema vrednostima koeficije-
nata a,, a,, a3, ag. 1. a; =0 — ravan je paralelna sa Ox osom;
2. a,=a,=0 — ravan je paralelna sa Oxy ravni. 3. a,=0,
ravan prolazi kroz podetak koordinatnih osa. 4. a,=4a,=0,
ravan prolazi kroz Ox osu. 5. a,=a,=a,=0, ravan Oxy. Sa

drugim kombinacijama koeficijenata polcZaj ravni se odreduje
prema prethodnom.

2.711. Zadaci

1. Jednagina ravni kroz datu talku M, (x,, ¥ Zo) = M(;;).-

U skalarnom obliku: @, (x—xy) + a, (y—¥,) + a3 (z—24) =0,
(r—rys N)=0; a,, a,, ag odnosno vektor N su proizvoljni.
2. JednaZina ravni kroz tri date tacke: M, (Z), M, (;;),

M, (r). U vektorskom obliku: ( (r—ry) [(ra—r1) (rs—11)1)=0,

X y z
X —Xy Y —Y, Z—2; X, Y 2 1
u skalarnom A =|x,—X; y,—¥; Z—2 |=|5 o 7 1]=0
Xo Y2 Z2
Xg—X; Y3—V1 Z3—2; X3 Vg 23 11
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3. Rastojanje d tatke M, (x,, yy, Z,) 0od ravni: d=x,cos«+
+ Yo €08 B + 2, cos y—n; uslovi: 1. d=0, tatka M, je u ravni;
2. d<0, tatka M, i po&etak koordinata, tadka O, su sa iste
strane od ravni; 3. d>0, tatke M, i O su sa razlititih
strana od ravni.

4. Jednadina ravni kroz presek dve date ravni sa jed-
nadinama: (1) @,x + @,y + @3z + a3 =0, (2) byx + b,y + byz + by =0.
Jednadina (3) ayx+a,y+a3z+ag+A(byx+byy+byz+5by)=0,
gde je A proizvoljan broj.

'4,. Jednadina ravni kroz presek ravni (1) i (2) koja
prolazi kroz tadku M, (x,, ¥y, Z,) van tih ravni; jednalina 3)
sa A= —(&,Xg+ Ay Yo+ A3 2o+ Ag) 2 (by Xo+ by Yo + by 2y + by).

5. Uslov da Zetiri tatke pripadaju istoj ravni. U deter-
minanti A koordinate x, y, z treba zameniti koordinatama
getvrte tacke x4, y4, Z4- ‘

6. Jednalina ravni koja prolazi kroz dve date tatke

M, (—")1), M, (7;) i stoji paralelno sa datim pravcem, koji je

odreden vektorom pravca _i(l, m,n). U vektorskoj formi:

— = > = = .x_xl’y—yhz_zl

(r—ry, [r—re, L) =0, u skalarnoj | x,—x;," yo—¥1, 22721
: m n

=0.

6,. Jednatina ravni kroz tatku M, (70) paralelna sa dva

pravca, odrédena vektorima L; i L, U vektorskoj formi:

—_ —> = — : o X—Xgs Y—Yo» z—2z,
(r—rg [Ly L)) =0, u skalarnoj | 1 m, n |=
Iy my Ny

2.72. Prava. Jednaline prave

1. Prava kao presek dve ravni; sistem od dve jednatine
. —_ —
ax+ayy+az+ay=0, " (r, N))+D,=0.
ili

(N -
(r, Np) + Dy =0.

bix +byy+byz+b,=0,

—_ - —
2. Parametarski oblik jednadina: r=r,+ Lt, skalarni —
X=Xo+1lt, y=y,+mt, z=2zy+nt, isto u vektorskom nere-

§enom obliku [_r)—_;o,_l),]=0, p3 je vektor pravca prave.
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3. Kanoniéni oblik jednalina prave se zasniva na para-

lelnosti vektora _;—_r:, i L. Skalarni oblik.

x——xo‘:y—y(,:z‘—'—zo
1l m  n

X=X _Y=%
I m
duje ravan koja projicira pravu na odgovarajuéu koordinatnu
ravan, u primeru na Oxy ravan. Tumadena u ravni Oxy to

je projekcija date prave u Oxy ravni.

4. Jednaline prave kroz dve date ta&ke: u Vektorskom

Jednakost:samo dva odnosa, npr. . odre-

. —_ = = — X—X _— z__z
obliku, [r—r;, ra—ry]=0, u skalarnom 1 _YTh L
- ; Xo—Xy Yo~ Z3—4

5. Transformacija jednaéina (1) na kanoniéni oblik. Neka
Je M (x,, y,, z,) talka prave, tj. x,, y,, 2z, su neka reSenja jed-
nadina (1), tada su ‘kanoni¢ne jednadine-
X—=Xo _Y—Vo 2% , jer ]e_>L =TN17N2]-7
a, a,

:bl b2

a, ag

a4

byb,

6. Plikerove: ?jedﬁé,éine:.'prave.' Iz vektorske jednadine

[r—ry L1=0 sleduje [r, L1=[rp, L1~ G, gde je G (G, Gy, Gy)
stalan vektor. Skalame jednadine :

yn—zm=Gy, zl—xn=G,;, xm—yl=G,
su Plikerove jedhaéine prave. Posto je (Z,E):O, izmedu

koordinata tih' vektora. postoji veza G,l+Gym+ Gyn=0.
Svaka od Plikerovih jednalina je zakljufak iz ostale dve.

2.721‘ Prava i ravan

ravni 0 opstem Obhku’ alx + a2y+ az+a,=0 prouélmo neko-
liko pitanja. oo -
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. Uslov paralelnosti dve prave: [ :ly=m;:my=n,:n,.
Uslov paralelnosti dve ravni: = a,:b,=a;:by=a;:b;.
Uslov paralelnosti prave i ravni: la, + ma,+ na; =0.
Uslov normalnosti dve prave: lLl,+mmy+nn,=0.
Uslov normalnosti dve ravni: a;b; + @b, +azhy=0.
Uslov normalnosti prave i ravni: I/a, =m/[a,=nla;.
Prava leZi u ravni; dva uslova:

= N U R W

ayXo+ QyYy+ d3Zg+as=0, 2. lay+may+naz=0.

8. Prese¢na talka prave = r0 + Lt i ravni (r N )+ a,=0.
Za tatku preseka t = —(a,x, + a3 Vo + a32o + a5) : (la;, + may + nay).
9. Uslov da dve prave pripadaju istoj ravni. U vek-

torskom obliku (72——71, [Zi,z2])=0. U skalarnom:
Xo—Xy Ya— Y1 22— %

I my n
1y my Ny

~0.

10. Najkraée rastojanje izmedu dve prave:

((Fa—r) [Lyy LaD) =

d=—
l[Lanll
B IX2ZX1 Yo— y1 22 \/ m, ni ”1 11 2 Il m, 2
- I |m2n2 nyly Iym,
11. Rastojanje d taéke Ml(;;)od prave r=ry,+Lt.
MM, I]|
U vektorskom obliku: d= 1M, M, L] ”.
| L]

U skalarnom:

2
X,—Xo 1Yo
m .

2
Zy—2Zy X —X,
n

N ETrE

2
N1—Yos 21— 29
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12. Jednadina zajednitke noirmale dve date prave. Tok
geometrijske konstrukcije izraZene u vektorskom obliku:

Jednatina datih pravih: [F—ry, L =0, [r—ry, Ly]=0.

Jednatina ravni = kroz prvu pravu paralelne drugoj
pravoj: (7—71, [L, L;])=0.

Jedna&ina ravni =, kroz prvu pravu upravne na ravan w

* (r—ry, [Ly[Ly Lo} 1) =0.
Isto za ravan w, kroz drugu pravu upravnu na ravan =.
**) (r—ry, [Ly [L; Ly]]1=0.

Zajedno jednafine (*) i (**) odreduju traZenu pravu.
Jednagina (*) u skalarnom obliku se izraZava ovako:
a—x Y= z2—z
A my ny =0.
myng—myny nyly—ny 1y Iymy—1Iym
Sli¢no se izraZava i druga jednaCina.
13. Odredivanje ugla. 1. Izmedu dve prave:

Lly--mymy-+n ny

cos ¢ =
¥ VR -+ mE -+ ) (P -+ my® -+ )
: (L L
ili skraéeno u vektorskom obliku cos ¢ = (CE) ; 2. Izmedu
1l
dve ravni: cos ¢ = @ by + 0, by + 2 by =, vektorski
V(@ + at + a?) (b®+ by + by?)
oblik cos ¢ = M; 3. Izmedu ravni i prave:
1 2
stn = ta, I+ a,m+ayn|

\/(‘112 +a? +a?) (F+m?+n) |

vekt. sin @:l—(%i—)‘, gde je ¢ ugao izmedu prave i njene

projekcije na ravan.
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2.8. PovrSina drugoga reda

Za oznaku koeficijenata jednaline drugog stepena sa
tri promenljive Xx, y, z upotrebimo ovu kvadratnu simetri¢nu
matricu &etvrtoga reda (vidi VI)

a1y Gyp Gz Qya

M= || P %29 Tl gn yslovom a=aj.
31 Q33 33 34
Ayy Gyp Qg3 gy

Opsta jednalina povrine drugoga reda se izraZava
ovako:

(1) F(x,p, 2)=ay X2-+ayy Y2+ Qg3 22+ 205Xy + 2053 yz -

+2dy ZX+ 200 X+ 20, Y +20a3 2+ Ay =0.

Proudavanje jednadine (1) dovodi do zakljutka da u
odnosu na transformaciju na nove koordinate x’, y’,z’ prema
ortogonalnom trijedru sa novim po&etkom i novim pravcima
osa jednadina (1) ima ove invarijante:

ILi=a;+ay+dy, = %1 G2 -+ i1 G + 922 s ,
Ayy Qg Ay d3g Ay A3z
TRCTYT
Iy=|ay aypay|, I;=AMM,
dy) Q3o A3

gde je AIM determinanta &Getvrtoga reda napisane matrice.
Prema vrednostima navedenih invarijanata moZe se
sastaviti ova tablica za odredivanje vrste povriine drugoga reda.

€ I;=0. Povriine |
I;#0. Centralne povrSine bez centra f
Veliéine (I;fy) i1,
LIy >0, 1,>0 nisu obe pozit.
1 3 5
; I1,<0!| Elipsoid ' Hiperboloid Paraboloid
| stvarni | dvokrilni elipticki
1,#0 3 4 6
1,>0| Elipsoid Hiperboloid Paraboloid
imaginarni jednokrilni hiperboli¢ki
1.=0 : 7 8
4 Konusi Cilindri. Par ravni

5 ViSa matematika
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Navedimo sad kanoni¥ne jednaline onih povr§ina koje
odgovaraju brojevima u tablici.

SL 50 — Elipsoid

1. x2/a?+ bR+ 2 et =1

Elipsoid stvarni (sl. 50).

2. x%a?+y, [ b*+ 2%/ = — .
Elipsoid imaginarni.

3. —x%at—y? [ B2+ 23R =1.
Hiperboloid dvokrilni (sl. 51,a).

4. x*/a® + y2/b? — 22/ = 1.
Hiperboloid jednokrilni (sl. 51,b).

5. x2/a®+y?/b% = z Parabolo-
id elipti¢ki (sl. 52,a).

6. x%/a®—y*/b* = z. Parabolo-
id hiperboli¢ki (sl. 52, b).

7,. x?/a®+ y?/b*+22/c*=0. Konus imaginarni. Podetak

koordinata.

Sl 51a, b — Hiperboloid, dvo- i jednokrilni

7, x%a?-+ y2/h?—z2/c*=0. Konus stvarni (sl. 53).)

8, x2/a®+y*/b*=1. Cilindar elipti¢ki (sl. 54.a).

8. x2/a-++ y2[b?=—1.
8. x%ja®—)?BP=1.
84 x=2py.
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” ’s imaginarni.
,» hiperboli¢ki (sl. 54,b)
paraboli¢ki (sl. 54,c).

bR

85. x%/a®+ y?/b*=0. Dve imaginarne ravni.

8. x3/a®—y%/b?*=0. Dve ravni koje se seku (sl. 53,a)

a. jz b.

Sl. 52a, b — Paraboloid, elipticki i hiperbolicki

8;,. x24+4%>=0. Dve imaginarne paralelne ravni.

8g. x2—a*=0. Dve paralelne ravni (sl. 55,b).

8o. x2=0. Dve ravni koje se poklapaju.

Centar povr§ine drugoga reda se odreduje reSavanjem

ovog sistema linearnih jednadina
ap X +ap Y+ a3 z+a,=0,
Qg1 X+ Qyy Y+ gy Z+ dyg =0,
gy X+ Qg5 Y + gy Z+ dzq = 0.

Glavne ose se odreduju posle re-
$avanja kubne karakteristitne jednagine

’ ay —* a;s as ‘
| ay axn —>X Qa3 l =0.
ag; a3z gy — A

koja se izrazava pomodu invarijanata
ovako
ML B La—I;=0.

5%

bz

Sl. 53 — Konus
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Jednakina povrdine tada dobiva oblik
PV Yi+hz4+a'y=0,

gde suly, Ay, Ag koreni karakteristine jednaline,a a'yy=1I/I;.

VA
a k b. v/ C.\z

i

-

” ~

v TZ7~N7¥ y

P4
-

Sl. 54 a, b,c — Cilindar, elipti¢ki, hiperbolicki i parabolicki

Od centralnih povrdina sfera ima jednainu
(x—x)* + (y—ro)* +
+(z—z)t=r?

ili u op3tem obliku x%+
+ P22 200 X+205 Y+
+2dg4 2+ a4 =0, gde su
Xe= 0y Vo= "0, Zc:=
= —ay, koordinate centra
i P =01+ a8 + 83—
Sl. 55 — a. Dve ravni koje se seku; kvadrat poluprednika. Sfe-
b. dve paralelne ravni ra je realna, ako je a4+
: + 11242 + (1342"‘1144 > 0.
Za povriine bez centra (I;=0) karakteristi¢éna jednalina

M—I, 2 +1,2=0 ima korene A, 2=—;—(11ﬂ;\/112—412), A =0.

Posle transformacije na nove ose jednalina povrSine dobiva

oblik A, E24A, 72 + 2d5 =0.
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Ako iskoristimo &etvrtu invatijantu ovog slutaja
»000
0200
000 dy’

I,=

00 a0

B 14
a3 = i\’_lﬂ\z )

pa na taj nadin imamo ovu kanonitnu jednainu povrsine
paraboli¢kog tipa

dobiéemo

A A
L2 Ent= 20
aszs ds4
Pravolinijske generatrise povrSina drugoga reda. Prava,
koja pripada jednoj povrdini i, menjajuci svoj poloZaj, obra-
zuje tu povr$inu, zove se pravolinijska generatrisa te povrsine.
Od povrsina drugoga reda ove povriine imaju pravo-
linijske generatrise: 1. jednokrilni hiperboloid, 2. hiperboli€ki
paraboloid, 3. konusi i 4. cilindri.
1. Za jednokrilni hiperboloid x*/a? +y2/b?—z%/c®* =1 ima-
mo dva sistema pravolinijskih generatrisa. To su prave sa
jednadinama

o afE-D)n(i-2) w(Ze2)afi-3)

x z x z
@ w(E-2)=p(1+3), (T4 )= m(1 =)
a c¢/ b a ¢ b
2. Za hiperboli¢ki paraboloid x*/¢®*—y?/b*=z imamo
ove sisteme jednadina:
/x vy

® n(77%) 3
y

)
@ 1 (i+l) —3,, 3, (%_ A )

\

I
It

L. /x
[ 04 k——ﬁ—
a

¥y Z,
Y2 Z-.
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3. Za konusne povrSine, npr. sa jednadinom 7,, imamo
ove parametarske jednaline generatrise: x=tacosf, y=tbsin¥,
z=tc. Za datu vrednost parametra 6 imamo jednafine prave
— generatrise.

4. Za cilindarske povrSine sa jednadinom F(x, y)=0
ova jednalina zajedno sa jednalinom z=t¢, gde je t proizvo-
ljan parametar, izraZava jednaCinu generatrise za odredene
vrednosti x, y, koje zadovoljavaju jednadinu povrSine.
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Glava treca
DIFERENCIJALNI RACUN

3.1. Teorija grani¢nih vrednosti

Skup elemenata se zove ureden, prema postavljenom
pravilu, ako se moZe odrediti za svaka dva elementa skupa,
koji od njih prethodi drugom, a za svaki tre¢i element, raz-
li¢it od prva dva, da li prethodi prvom, ili se nalazi izmedu
prvog i drugog, ili sledi drugom.

Ako se svi elementi, &lanovi, uredena skupa mogu nu-
merisati, skup je prebrojiv. Takav skup se zove i niz, napr.
niz realnih brojeva, niz vrednosti date funkcije i drugih obje-
kata. Broj &lanova niza moZe biti konacan, to je konacan niz,
i beskonatno veliki za beskonacan niz. Upotreba samo reti
,,niz* pretpostavlja beskonalan niz.

Oznake: (1) a, ay, a3, ..., @, ... — iz brojeva, 2)
Uy, Up, Ug, ... s Up, ... Diz vrednosti date funkcije, tj. za
u=f(x) imamo u,=f(xy), Ug=f (%), ..., Un=f(Xs)=1u (xn)-
Clanovi a, i u, su opsti &lanovi odgovarajuéih nizova. Gra-
fitka slika: ¢lanovima a; odgovaraju talke na Ox osi, a Cla-
novima u; take u ravni sa apscisama X;, Xz, X, --- > i
ordinatama u,, Uy, ... Ug.

Ako za niz (1) postoji takav broj M (m) da za sve
&lanove niza vaZe nejednakosti a; <M (a;>m), niz je ogra-
ni¢en odozgo (odozdo). Slitno se kaZe i za niz (2), ako ne-
jednakosti u, <M (u;> m) vaZe za sve vrednosti argumenta x
u naznatenoj oblasti. Tada se kaZe da je funkcija u(x) ogra-
nicena.

I. Broj a se zove grani¢na vrednost niza (1), ako za
svaku pozitivau vrednost € moZemo naci takav &lan niza sa
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indeksom N da ako je n > N, onda postaje i ostaje na snazi
nejednakost

[a,,——a|<s.|

1. Za niz (1) se kaZe da ima beskonadnu granicu (o),
ako za svaku pozitivnu vrednost P moZemo naéi takav élan
niza sa indeksom N, da pri n > N, postaje i ostgje

||anl>P|

Broj a iz prvog dela definicije graniéne vrednosti zeve
se konalna (ili prava) graniéna vrednost, a iz drugog besko-
nacna (ili neprava) granicna vrednost.

Prema tome niz moZe: 1. imati konadnu grani&nu vre-
dnost i tada se zove konvergentan niz ; 2. imati beskonalnu
graniénu vrednost i 3. nemati granice. U 2. i 3. sludaju niz se
zove divergentan.

Takode se kaZe da a, tezi graniénoj vrednosti a, kad
n teZi beskonadénosti, i to se oznafuje na vise nadina:
lim a, =4, (@)r>eu—a, lim a,= a, pa i skraceno

n—»oe n= 0o
lim a,=a, kad je uslov n— oo poznat iz prethodnog izlaga-
nja. Oznaka lim skralena latinska re¢ limes — granica. U
jednalini lim a@,—+ oo (lim a,—— o) simbol o ne oznafava

n— n—r o
konkretan broj, veé¢ odreduje proces ponaSanja velidine a,
kad n raste posle odredenog broja N.

Promenljiva velifina « se zove beskrajno mala, ako je
njena granica jednaka nuli. Promenljiva veli¢ina o je bes-
krajno velika, ako je ona reciprofna beskrajno maloj veli&i-
ni. Veliine « i o nisu vrlo mala i vrlo velika odredena veli-
gina, napr. 0,0000001 ili 100000000, veé su promenljive
velidine odredenog ponaSanja u procesu prelaza na graniéne
vrednosti.

Ako je lim _B_ =0, onda je p beskonalno mala veli¢ina

o0 o
viega reda prema o. Ako pri uporedivanju dve beskrajne
male veli¢ine « i B, beskrajno malu veliinu « uzmema za
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beskrajno malu velidinu prvoga reda i moZemo postaviti uslov

lim % =A, gde je A#0 konstantna veliina, onda je P
a0 «

bgskonaéno mala veli¢ina n-toga reda prema beskrajno ma-
loj veli¢ina '«. Ako je n=1, « i p su istoga reda, one su
ekvivalentne. Ako je B=«+c¢, gde je = beskonatno mala vi-
Sega reda ‘prema «, onda je a glayni deo beskonaéno male B.

U nizu konkretnih problema o postavljanju funkciona-
Inih veza izmedu raznovrsnih veliina u prirodi uspeino se
primenjuje metoda operisanja sa beskrajno malim veliéinama.
Ova metoda se zove infinitezimalni radun, rafun sa infinitezi-
malama, tj. sa beskrajno malim veli¢inama.

Pojam granice, koji smo definisali za niz (1) brojeva
moze da se prodiri i na niz (2) vrednosti funkcije. On je od
koristi pre svega za odredivanje vrednosti funkcije f (x) za
neku vrednost x=c, ako se ne moZe neposredno odrediti
vrednost f (¢).

Uzima se za promenljivu x tzv. okolina tatke c, tj.
otvorena oblast (c—s, c+¢), gde je e proizvoljan pozitivan
broj. U toj okolini postoji levi deo od c¢—=e do c i desni
od ¢ do c¢+e. Uzmimo levi deo okoline i na tom delu od-
redimo niz talaka x;, X,,..., Xn... i neka ¢ bude granica.tog
niza, tj. lim x,—=c. Pretpostavljamo da se moZe odrediti za

n-y o
funkciju f (x) niz vrednosti

f(xl)’f(xz), cee f(x,,), o

U vezi sa tim nizom postavimo ovu definiciju granicne
vrednosti funkcije.

Ako postoji konagan broj 4 za koji se moZe nadi
takav broj N da za svako n > N bude ispunjena nejednakost

| A—f(x2) | <e,

sa proizvoljno datim pozitivnim brojem e, a pri lome X,
zadovoljava nejednakost

*) 0<c—x,<3,
gde je & pozitivan broj 3to odgovara broju ¢, onda se kaze
da je A graniéna vrednost funkcije f (x) sleva od c.
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Kratko se to beleZi i ovako

lim f(x)=A4.
x—c—0
Ako u prethodnoj definiciji nejednakost (*) zamenimo
nejednakoséu.

** 0<x,—c<39,
onda se, u opStem sludaju, definiSe druga grani¢na vrednost
B, koja se zove graniéna vrednost funkcije f(x) zdesna od c,

i kratko oznalava
lim f(x)=B.

x—c+0
Ako je A=B, obe nejednakosti (*) 1 (**) moZemo
izraziti
lx,—e]| <8,
a zajednitku graniénu vrednost obeleZiti

lim f(x,)=4.

*n

‘ To je graniéna vrednost funkcije f(x) u tacki ¢, neza-
visna od postupka prelaza na grani¢nu vrednost, sleva ili
zdesna.

Stavovi o grani¢nim vrednostima:

1. imA4 =4 (4 konstantan broj).

2. lim [fy(x)+Sf2 (¥)]=lim fi(x)+ lim f,(x). Vredi i
X—>a X—>a

X—>a

za viSe sabiraka u kona¢nom broju. _
3. lim [f; (*) xfa ()]=lim f; (x)x lim f,(x). Ista pri-

X—>a xX—>a

medba o proizvodu vite mnoZilaca.

4. lim [f; (¥):fz (¥)]=lim f] (x): lim f, (x), ako je
lim f, (x) 2 0. o T

T 5 Ako je £, ()< f()<fo (x) i lim f,(x)= lim £, (¥)=
— 4, onda je lim f(x)=4. e e

xX—a
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Definicije grani¢nih vrednosti, u koje ve¢ ulazi vrednost
granice, ne mogu sluZiti za utvrdivanje egzistencije grani¢ne
vrednosti. Kao teorema egzistencije moZe sluZiti ova Bolcano
—Kosijeva teorema.

Da promenljiva x, ima konacnu granicu, neophodno je i
dovoljno da za svaku vrednost €0 postoji takav broj N, da
ostaje na snazi nejednakost

|xn_xn’ [ <,

ako su n>N i n'>N. Ova teorema se zove 1 Bolcano —
Kosijev princip konvergentnosti. Ova teorema, kao 1 teoreme
egzistencije u drugim oblastima matematike, ne daje postupak
za konkretno odredivanje same graniéne vrednosti. Takvo
odredivanje u svakom specijalnom sluaju zahteva naro€ito
rasudivanje.

VaZni primeri.

o za a>1,
1. lim a"=< 1 za a=1,
e 0 za —l<a<1, ne konvergira za
a<—1.
2. lim a*=1(a>0), 3. lim Z-—0, 4. lim |/ _1
x—0 n—>w n! n-—>ce ’
n__n
5. tim 28" _0, 6. lim T - pamt,
n—o n x—+a X—4a
x__ X __
7 tim E=L 1, 8. lim £ =L ~Ina(a>0),
x>0 X x—=0 X
. 1y* : . z\*
9. lim (1+—) —e, 10. lim (1 +-) e,
x—> X x—> X
11. lim (1+—1—+—1—+...+——1———1nn\=CN0,57722...
n-—>o0 2 3 n /

(Ajlerova konstantd).
2:-4-6-.-(2n) 2.i
1.3-5---(2n—1)] 2n

- (Valisov proizvod).

n-—>co

12. lim [
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13.

15.

17.

19.

21.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

. sinx .
Jim ~1, 14, lim B*_
x—=0 X x=>0 X

I,

k k
lim X520 ¢>0), 16. lim "X _0 >0).
€

x >x @8X X—w X
. I
11m0M=1. 18. lim =1 (p>0).
x> X xX—ro

nl 1 :
lim ( -)z__. 20. lim =1 (p>0,
nsw\ 7 e n—>w (n—p)! 0’ ceo broj).
(14 x)e—1
hmo(—ix—)———=k_; 22. lim nkx"=0 (| x| <1).
x—r x n—r ¢

lim
n— o 1 - a"

0,5 ako a=1,

e {0, ako 0 <a <1,
1, ako a>1.

Jim (ﬂ;i—b)Z\/EB (@> 0, b> 0).
lim (xn_l) (x"-f_l)...(xn—k+1_1)=
x> 1 (x—1) (x¥—1)- - - (xk—1)

=n(n-—l)- . -(n-—k—{—l):(n ) )

1-2 ...k k
. 16 4-2k4 . .. +nk 1
lim — . .
o i+l P (k — ceo pozit. br.).
. [1k42k4 ... 4ok " 1
lim - =— (k — ceo po-
n—)m[ nk k-l" 1] 2 ( p
zitivan broj).
lim 1-—2~1—3——..,.__2h:—1
n— oo _\/n2+_ *

lim

n—

5

n42 2

(1-|—2+~-+n n) 1

2,32, 824 ... —1)2
30. 1im1+3+5+ +(2n—1)

n—r o n3

_4
T

31, lim1-2-}—2~3-}—3-4-}—---+n(n+1) L.
n— o n3 3

. 2 2
32, lim —1—[<a+i) +(a +3) b
n—>ow RN n n

. 2
+(a+n 1) ]=a2+a +—1—

n 2

! -
33, lim — /2= (Stirlingova formula).

n-»ocn".e—".\/n

Ako je f(x) konatna funkcija za svako konatno x, onda

34. lim [f(x+1)—f(®)]= lim [ﬁﬁ] .

X—> 0 X

1
35. lim [&gﬁ]: lim [f(x)*].

X—r 0 f(x X > oo

3.2. Neprekidnost funkcije

Pretpostavimo da je ograniena funkcija f(x) odredena
u zatvorenom podrudju [a, 5] i broj ¢ se nalazi izmedu a i
b, 1j. a<<c<b.

Definicija neprekidnosti funkcije u tacki c. Funkcija f(x)
je neprekidna u talki ¢, ako ona ima graniCne vrednosti
sleva i zdesna od ¢ i te grani¢ne vrednosti jednake su vred-
nosti funkcije za ¢, tj.

lim f(x)=f(c)= lim f(x).
xoree @ v— 0

Ako je funkcija y=f(x) neprekidna za x=¢ i prirastaj
argumenta Ax =x—c uzimamo kao beskrajno malu velidinu,
onda je i priradtaj funkcije Ay =f (¢ + Ax)—f (c) beskrajno mala.

Za funkciju f(x), koja u ta&ki ¢ ne zadovoljava uslove
neprekidnosti, kaze se da u toj tatki ima prekid ili skok.
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Za krajeve zatvorenog podrucja, talke a i b, moZe se
govoriti samo o desnoj i levoj neprekidnosti.

Definicija neprekidnosti funkcije na datom podrucju. Funk-
cija f(x), ogranifena i odredena u svima tatkama odredenog
zatvorenog podrudja, neprekidna je na tom podrulju, ako je
neprekidna u svakoj njegovoj tacki, a i na krajevima u smislu
jednostrane neprekidnosti.

Nabrojimo neke vazne neprekidne funkcije.

1. Polinom po x i koli¢nik dva polinoma su neprekidne
funkcije, sem za one vrednosti x-a (polovi koli¢nika), za koje
polinom u imeniocu ima vrednost nule.

2. Sve tzv. elementarne funkcije (stepen, eksponencijalne,
logaritam, trigonometrijske i inverzne trigonometrijske, hiper-
boli¢ke) su neprekidne funkcije za sve vrednosti x-a, sem za
one kona&ne vrednosti x-a za koje funkcija teZi beskona&nosti.

3. Zbir i proizvod konaZnog broja neprekidnih funkcija
takode je neprekidna funkcija. Isto to se odnosi i na koli¢-
nik dve funkcije, sem za one vrednosti x-a za koje imenilac
ima vrednost nule.

Za funkcije koje su neprekidne u odredenom intervalu
[a, b)) moZemo navesti ove osobine:

1. U intervalu uvek postoji bar jedna talka za koju
funkcija uzima svoju najveéu vrednost; i bar jedna tatka sa
najmanjom vredno$éu funkcije.

2. Ako su A i B vrednosti funkcije za a i b, tj.

A =1lim f(x), B=1im f(x),
x=a+0 x—>b—0
i ako je S neki proizvoljan broj izmedu 4 i B, onda postoji
bar jedan broj s, izmedu @ i b, za koji f (s)=S. Zakljucak:
ako su A4 i B 1aznih znakova, postoji vrednost s za koju
f(5)=0, tj. postoji koren jednaline f (x)=0.

3. Ako na datom intervalu razlika x''—x" dve vredno-
sti argumenta teZzi nuli, onda 1 razlika f(x")—f (x') dve
odgovarajuée vrednosti funkcije takode teZi nuli.

U vezi sa tom osobinom defini§imo pojam raynomerne
neprekidnosti date funkcije u datom intervalu [a, b]. Osobina
neprekidne funkcije pod 3. moZe se izraziti uslovima:

FE)—fx)<e, | x"—x" | <3,
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gde su: ¢ dati broj (recimo, poZeljna ta¥nost tablice vrednosti
funkcije f (x)), a 8 traZeni broj, koji zavisi od ¢ i poloZaja
tataka x' i x” (u tablici — gustina argumenta x). Ako za
neprekidnu funkciju f(x), velifina 3 zavisi samo od =, fun-
kcija f(x) je ravnomerno neprekidna u datoj oblasti. Za zatvo-
renu oblast [a, b] vaZi Kantorova teorema: ako je odredena fun-
kcija f(x) neprekidna u zatvorenoj oblasti [a,b], ona je
ravnomerno neprekidna u toj oblasti.

3.3. Izvod i diferencijal funkcije

Uzmimo funkciju (I) y= f(x) i njen grafik (sl. 56) sa
oznadenim velidéinama: Ax je priraStaj nezavisno promenljive
x, Ay=f(x+Ax)— f(x) — prirastaj funkcije, «, -— ugao
sekante M M, sa osom X, « — ugao izmedu tangeute i ose x.

Definicija izvoda — Izvod ili izvodna funkcija date fun-
kcije je graniéna vrednost, ako ona postoji, odnosa prirastaja
Sfunkcije prema prirastaju ne-

zavisno promenljive kad pri- y
rastaj nezavisno promenljive Y
teZi nuli. 27
Primer odredivanja. 1Y
2 M
y :f (x) =X a4x Y
b St —f(x y
y' =lim -—(—~) = < L .
h—0 h 5 = >
. (x+hE—x2 i
= 111rr(1) ——————h = Sl. 56 — Sekanta i tangenta krive
1>
. 2xh+ AR .
= lim — =lim 2x+h)=2x, tj. (x*)'=2x.
h—>0 h h>0

Opsti obrazac.

: Ay v, —v £ (x4 Ax) —F ()
y' = lim —~= lim ——= lIim "— Y= (x)
Ax—»OAx x,—»xxl__x Ax—>0 Ax

am

"(xX)=tga,
Lim P (x)=1tg

‘ i LG
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pri &mu je vrednoSéu tg « naznafeno geometrijsko tumacenje
izvoda, kao tangensa ugla tangente sa x—osom.

Izvod konstante, zbira i razlike.
(I1)) (¢)'=0. Redima: izvod konstante je nula.

(IV) (u+v) =u'4-v. Relima: izvod zbira ili razlike
jednak je zbiru ili razlici izvoda.

SloZena funkcija i njen izvod.

(V) y=f@,u=9 () ili y=Ff(u), u=¢ (), v=14 (x).

Definicija. Funkcija za &ije izralunavanje treba izvrSiti
niz uzastopnih operacija zove se sloZena funkcija.

(V) y'=y,/-u' ili y'=yp, -u/ -v. Relima: izvod sloZene
Sfunkcije jednak je izvodu sloZene funkcije po sloZenom ar-

gumetu puta izvod tog sloZenog argumenta po nezavisno promen-
ljivoj. To je pravilo nadovezivanja.

Izvod inverzne funkcije. Ako je y=f(x) data funkcija,
ista funkcionalna veza izraZena u obliku x=¢ (») daje inve-
rznu funkciju. Izmedu izvoda )y i x', postoji veza

(VD) x’y=_1,” ]
Vx
redima: izvod inverzne funkcije jednak je reciproénoj vrednosti
izvoda date funkcije.

Izvod logaritamske i eksponencijalne funkcije.

1 1
(VII)) (log,x) = — log, e=—-—1—- (VID) (lg x)' = L.
x x lga

x
, 1 M 1 |
(VIL)  (logyy %) = — logyy €= —=—. —,
x x x gy,

gde su upotrebljene oznake: log,—logaritam sa osnovom a,
lg—logaritam sa osnovom e ili prirodni logaritam sa oznakom
In, log,,— dekadni logaritam, i M dekadni modul prirodnih
logaritama, M =log,, e~0,43429448, 1: M=

~log, 10~+2,30258509.

30

(VIID) (&) =¢* (VIIL)) (a¥)' =a" =a*lga.

‘log, e

1
(VIIL,) (109’ =10°— = 10% Ig 10.

Izvod proizvoda i koli¢nika.

(IX) (w)' =u v+uV, reéima: izvod proizvoda dvaju Ci-
nioca jednak je zbiru proizvoda izvoda svakog Einioca pomno-
Zenog drugim Ciniocem.

Ako uvedemo pojam logaritamskog izvoda kao koli¢nika
izvoda isame funkcije za proizvod viSe inilaca y=u; u, ... U,
posle logaritmovanja i diferenciranja imamo:

’ ’ ’

u, u, u u
Ixy ;y__=_1+_l+_3+...+_".
Y U Uy U Up
i retima: logaritamski izvod proizvoda jednak je zbiru
logaritamskih izvoda svih Cinilaca. 1 najzad:

(IXg) (U tge ) =Wy g Uyt Uy Woo oty o o v Uy Upos W e

Redima: izvod proizvoda vise Cinilaca jednak je zbiru
proizvoda izvoda svakog Cinioca pomnoZenog proizvodom svih
ostalih Cinilaca.

Za koli¢nik u/v imamo

) (_u_)'=u'v—v’u'

v v?

Redima: Izvod koli¢nika jednak je izvodu brojioca puta
imenilac manje izvod imenioca puta brojilac, sve to podeljeno
kvadratom imenioca.

Za proizvod konstante i funkcije:

(XD) (Cu) =Cu’
Izvod stepena.
(XII) (xX™) =m x™-1,

tedima: Izvod stepena jednak je proizvodu izloZioca i stepena
sa izlo¥iocem umanjenim za jedinicu. .
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oy (3

LAV q 7?7 —

- _i. (X11,) (i/‘xT)l=(xF) L~
(XII,) (\/?); 2—\/—1?

Izvodi trigonometrijskih funkcija.

(XIII) (sin x)' =cos x. Izvod sinusa jednak je kosinusu.

(XIII,) (cos x)'= —sin x. Izvod kosinusa jednak je minus
sinus.
, 1 , 1
XIV) (tgx)' = ——, (XIV,) (cotg x)' = —-- .
cos? x sin? x
(XIV,,5) (sec x)" = sec x - tg x, (Cosec x)’ = —cosec x - cotg x-

Izvodi inverznih trigonometrijskih funkcija.
(XV) (arc sin x)' = 1: y/T—x2,

(XV,) (arc cos x)' = —1: \/1——x2,

(XVI) (arc tg x)" =1: (1+x?),

(XVIL,) (arc cotg x) = —1: (1 +x?).

Izvod stepena promenljive osnove i izloZioca.

Za odredivanje izvoda funkcije y=u', gde su u i v
funkcije x-a najjednostavnije je radunati logaritamski izvod, tj.
posle logaritmovanja po prirodnoj osnovi lgy=yvlgu odrediti
logaritamski izvod: Y —vigu+v odakle imamo

y u

Wy =u"(v' lgu+ vu—> .
u

(XVII)

Ovaj obrazac nije potrebno pamtiti, veé se treba setiti.
da funkciju treba logaritmovati. R TIRT

Primer. y=x%; 1gy=xlgx; y—-=1gx+1; V==
, ¥ .

=x*(lgx+1).
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Pojam diferencijala. — Diferencijal, sa oznakom dx, ne-
zavisno promenljive X je prirastaj ove promenljive, tj. dx=Ax.
Diferencijal, sa ozna-
kom dy, funkcije y=f(x)

Jje proizvod izvoda funkcije y N
y' i diferencijala nezavisno M1 1
promenljive, tj. Al pl 1Y K

XVIII) dy=y dx.

Iz geometrijskog tu-
madenja izvoda (sl. 57)
sleduje da je diferencijal
Junkcije prirastaj ordinate
tacke na tangenti.

Iz (XVIII) sleduje

j(( ax=dx

o ~ M M

d S1. 57 — Diferencijali argumenta
xvir) y=2, i funkeije
dx

izvod je koli¢nik diferencijala funkcije i diferencijala nezavisno
promenljive.

PoSto je Ay =f(x +Ax)—f(x) =f" (x)-Ax+e=dy+¢, gde
¢ beskrajno mala viSega reda prema Ax, dy je glavni deo
beskrajno malog prirataja funkcije.

Posto je za odredivanje diferencijala funkcije potrebno
samo pomnoZiti izvod diferencijalom nezavisno promenljive,
operacije za odredivanje izvoda 1 odredivanje diferencijala fun-
kcije, a ova poslednja se zove diferenciranje, ekvivalentne su.
Cesto se reé ,diferencirati upotrebljuje u smislu odredivanja
izvoda. Radun, &ju osnovu salinjavaju operacije sa izvodima i
diferencijalima, zove se diferencijalni radéun.

KaZe se da je funkcija diferencijabilna u odredenoj tacki,
ako ona ima diferencijal (odn. izvod) u toj talki. Funkcija,
koja ima diferencijal u svim tackama intervala [a, b), diferen-
cijabilna je na tom intervalu. Na krajevima ona moZe imati samo
desni i levi izvod odnosno diferencijal. Diferencijabilna fun-
kcija je neprekidna, ali nije svaka neprekidna funkcija dife-
rencijabilna. Neprekidna funkcija koja nije diferencijabilna
u odredenoj taki moZe imati u toj ta&ki levi i desni izvod,
razli¢ite vrednosti. Takva tacka je prelomna talka.
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Izvodi i diferencijali vifega reda. Od izvoda ) = f'(x) =
=g!—=cp(x)=<p date funkcije y= f(x) moZe se, pod opStim
x .

uslovima za diferenciranje, obrazovati nov izvod

Tada se kaZe da je za funkciju y= f(x) izvod y =¢
prvi izvod, ili izvod prvoga reda,a izvod o' ={ (x)={—izvod
drugoga reda funkcije y= f(x). On se beleZi sa y” (Citaj:
ipsilon drugi ili sekundum). Za drugi diferencijal funkcije
y imamo

d?y =d(dy) =d(y' dx)=d(y)dx =y" dxdx =y" dx*.

.., d¥y . . d3y .
Odakle je 3"’ = —=. Sli¢no, imamo y'"' =——, gde je d?
je y T y I gdejeavy
diferencijal tre¢ega reda funkcije y. Uopste se moZe govoriti
o n-tom izvodu, kao prvom izvodu od (n—1)-og izvoda, i o
n-tom diferencijalu sa o&evidnim oznakama
(XIX) yom 4
dax"

Osnovni postupak za odredivanje izvoda odnosno dife-
rencijala funkcije viSega reda sastoji se u uzastopnom diferen-
ciranju. Taj postupak moZe, u nekim specijalnim sluZaje-
vima, biti znatno skra¢en. Npr. za y=e* neposredno imamo

. . . T
(€)™ =e*, za y=sinx prema obrascu (sin x) =sin (x + ?)

. . . T\ . g
imamo (sin x)(" =sin (x+n-?> i sli¢no

(cos X)) = cos (x +n-%) .

Za y=x™ imamo (x™)"=m(m—1)(m—2)- - -[m—(n—
—1)]x™-". Ako je m ceo i pozitivan broj, m-ti izvod ima
stalnu vrednost (x™)® =m!, a ostali izvodi su jednaki nuli.
Ako broj m nije ceo i pozitivan, nijedan izvod nema kon-
stantnu vrednost; tada je niz izvoda beskonalan.
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Diferenciranje. funkcija odredenih u parametarskom obliku.
Ako jednaline x=x(#), y=y(t) odreduju y kao funkciju x-a,

izvod y'=—Z7y— ima vrednost—g—y—=(dy/dt):(dx/di)= y/x, gde
x x
gornja ta%ka oznalava izvod po parametru. Kratko:
y,__y'_=i11 ,,=3c5)'~—jv‘c'_ dx - d*y—dy-d*x
x dx’ x3 dx3 ’

gde su dx,dy, d*x,d?y diferencijali funkcija x i y po para-
metru f.

Tablica za diferenciranje

@ y=f»
any = lim 22 _ 1im 27X
Ax—>0 Ax X=X X —X
- llm f(x+Ax)_f(x2= llm f(x+h)_f(x) :‘f! (x)=tgot.
Ax— 0 Ax >0 h
(I1D) (¢)' =0. (IV) (uv) =u'£v'

V) y=f@,u=0x);y' =y,-u. (VI) xy=1:y%

(VID (gx) =1:x,(VII) (log,x)' =1:(x1ga) =—1—]ogae;
x

,1 M 1 1
(VII,) (logyy x) =—. logjpe=—=—-——.
x x x lgl0

(VIID (&) = €%, (VIIL) @) =a"~ L _oiga,

a

(VHL,) (10%) = 10% ﬁ: 10*1g 10.

(IX) W) =uv+w', AX)) (... uw) =ty .. U+

gy Uyt U Uy,
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! ’ ’ !
_(_u_ll_li'_'_;lﬁ'l_u_l._i_t_tl__*_ +yi'__
= ,

Ugldy . . . Uy, Uy Uy u,

(IX,)
X) (i'—)': g . (XD) (CuY = Cu,

v v ,
(XII) (™) =mx™=1, (XIII) (sin x)' =cosx =sin (x + —;—),
(XIII,) (cosx) = —sin x =cos <x + %) .

(XIV) (tgx)’ =1:cos?x=1+tgx, (XIV;) (cotgx) =
~—1:sin?x=—(1 +cotg?x). (XV) (arcsinx) =1:4/1—x%

(XV,) (arccos x)' = —1:4/1—x%
(XV]) (arctgx) =1:(1+x%, (XV],) (arccotgx)' =
=—1:(1+x%. -

dy

(XVII) y=u’ logaritmovati. (XVIII) dy=)"dx, y' =
x

X y@=ZL 00 x-x ), y=r O

W _ (dyjdry: (dxlde) = y).

Neki dopunski rezultati diferenciranja

o) -5 m () -5 o)k

1 , sinx

4 (x) = ——=. (5 (secx)’ = =tgXxsecx,
) (x) =l —
(6) (cosec x)’ = — ?Os X —cotg x cosec X,

sin? x

] x\ 1 1 :
7) |lgt —+—) = = Sec X,
™ [g g<4 2 ] cosx

xy 1
t)) (lg tg —) = -——=cosecx, (9) (Igsinx)’ =cotgx,
2 sin x
(10) (Ig cos x)" = —tg:x, (1) (are sin) ——L_,
. a _'x-
(12) (arc tg—x—) =———a——, (13) (arcsecx)’=—_1——,
a a® 4+ x* x/x2—1
1
(14) (arccosec x)’' = ————ce
x/xF—1
1
(15) [lg x++/x*£a? :
VIR - o

(16) [ ]: (17)[ “”]'z 1
2a x+a xt—a? a—x a®—x?

(18) (sinh x)’ =coshx, (19) (cosh x)’ =sinh x,

1
(20) (tghx)'= , (21) (cotghx) = ——1
cosh? x

sinh? x
. 1
(22) (Ar sinhx)' = ——rx—,
) \/x2 +1
(23) (Arcoshx
) ( )= vﬂ_l
(24) (Ar sinh —)
x%+ a2
(25) (Arcosh )
_a2

(26) (Artghx)’ = 1 L

- X

, (—l<x< +1).

(27) (Arcotghx)’=

1
2,(—1<——{< +1).
— X X
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(28) (e™) M =a"- v, (28)) (@) =(klga)"a*.

(29) (Igx) ™= (—1)"-1 (n—D)! ’

n

(29,) (loge )" = (— 1+ LD
x"(lga)"
30 i n_ gj k)
(30) (sinx) 51n<x+n 2>’
1 ) — K
(31) (cosx) cos(x_}.nz),

(32) (sin kx)™ = k" sin (kx +nl;—> ,

33 n__pn T
(33) (cos kx)"=k" cos (kx +n2>,
(34) ™M =m (m—1)- - -(m—n+ 1) x™-",

(33) (;lﬁ)(") =(=D"m@m-+1)(m+2)- -

- (m+n—1)

X

(36) (3O = (=== (n=1) 2m—1)

[((n—1) m—l]—m]/71n:.

(n—1)
2

(7 (D = u® .y =Dy n

+uy ® (Lajbnicov obrazac).

?

(38) (W) =’ (v’ lgu+ vi).

u

u(n_z) v”+ PR

]
i
;

(39) d (u+v—w)=du+dv—dw, (39, d)=vdu+udy,

u)_vdu——udv

2

(39,) d(

y 14

3.31. Funkcije vise promenljivih

U svakoj funkciji od dve ili viSe promenljivih svim ne-
zavisno promenljivim, sem jedne, moZemo dati stalne vrednosti.
Pod takvim uslovom funkcija viSe promenljivih postaje fun-
kcijom samo jedne nezavisno promenljive i prema tome
mozemo postaviti definiciju: izvod funkcije vise promenljivih
po jednoj promenljivoj, kad pretpostavljamo da su sve ostale
promenljive konstantne, zove se delimiéni ili parcijalni izvod
po toj promenljivoj. Za funkciju z= f(x,y) imamo dva deli-
mi¢na izvoda sa oznakama:

,_of _ 0 , 0z
e = T T "“f(xay):fx(x’ »=— =D, f(x,¥),
ox  0x 0x
, 0 0 , 0z :
=L 2 p = 1) )= S =Dy fx).
oy Oy oy
. . 0z . 0z e e NP
Proizvodi — dx i —dy su delimic¢ni ili parcijalni  dife-
ox oy
rencijali.
Zbir svih delimi¢nih diferencijala je totalni diferencijal.
Oznaka:
z=é— dx + ()—fdy.
ox oy
Za funkciju u= f(x, y,z) imamo:
@—, ?-li, a—ui du = o—udx-i-a_udy-}-a—udz.
ox Oy 0z ox oy 0z
U slugaju funkcije » promenljivih D (X3, X3, « .- >Xn)
imamo n delimi¢nih izvoda i diferencijala i totalni diferen-
.. 1) oD )] n
cijal d®= 9 dx;+ —dx,+ - - - + 4 dx, =3 Egdx,u
0%, 0%, 0x, =1 0x;
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Delimiéni izvodi prvoga reda, recimo, funkcije

. 0z . 0z
sz(x9y)5 t). —1 s
! ox oy

u ‘opstem sludaju, sa svoje strane, su funkcije x i y i prema
tome imamo Cetiri druga delimina izvoda:
2z 9z 02z 0z 0z . 9%z

_, s , . Izvodi i
ox® Oxdy Odyox oy? ox dy dyox

se razlikuju samo po redu diferenciranja. Ako se zaustavimo

samo na funkcijama kod kojih rezultat diferenciranja ne

zavisi od reda diferenciranja, drugih delimi®nih izvoda bide
. 0%z 9%z 0%z

samo tri: —-, ,

ox*" ox oy 0y*

od kojih su dva jednaka, daje ovaj drugi totalni diferencijal

2 2 2
PP W S LI WAL ¥
ox? ox oy oy*

funkcije z:

Navedimo za funkciju z= f(x, y) gornje obrasce sa tzv.
Monzevim oznakama:

0z 0z 0% x bzz
=—, g=—, dz=pdx+gqdy; r=—-, 5= »
ox oy ox? ox oy
*z o,
t=—", d*z=rdx®+2sdx dy-tdy
2 y*

Funkcija z= f(x,y) je diferencijabilna u datoj tacki
M (a,b)akojeAz= f(x+Ax,y+Ap)—f(x,y)=AAx+BAy+
+¢ep, gde su 4 1 B konstante, naime

y=>b y

kad p— 0. Prema tome i za funkciju viSe promenljivih moZemo
kazatida je tota Ini diferencijal glavni deo priradtaja.
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—— . Zbir svih delimi&nih diferencijala,

Iz navedenog je jasan i ovaj simboli€ki obrazac za dife-
rencijal n-toga reda za funkciju, recimo, od tri nezavisno
promenljive

d"u= (idx—l— idy—l— —()—dz) f
ox "oy 0z

Diferenciranje sloZenih funkcija. Ako je z= f(x,y), a
y=¢ (x), imamo iz obrasca dz= 0—f dx + 0_[‘ dy ovaj obrazac:
ox oy
0
dz -_f_;_.o_f’:_:{_;_gq;’(x)'

y
ox dx oy dx 0y
o O . N
Kratko se kaZe: prvi clan(—)— je rezultat diferenciranja po X,
- x

ukoliko x ulazi neposredno, a drugi Clan Z—fy’, ukoliko x
. y

ulazi preko y-a.

® 0D D
Ako je ® = (x, y, z), imamo d_=¢)_+¢)__ 4 +0__ z'
ox Ox 0y 0z

gde suy iz izvodi y iz po x.

Na slitan nadin se odreduju delimiéni izvodi, kad su
x,y, z funkcije nezavisno promenljivih u i v. Posle diferen-
ciranja po u i po v imamo

oD 0(Ddx+@d_y+égd_z
ou  Oxou Oy odu 0zou
00 0dox  0Poy +g?b_z

v  oxdv Oy 9z ov

Pri diferenciranju sloZenih funkcija diferenciranje se
sastoji iz dve faze: iz diferenciranja po promenljivoj koja

ulazi neposredno (npr. Z—f) i iz sloZenog diferenciranja preko
X
sloZzenog argumenta (npr. Qf ?ﬂ) .
‘ : du ox
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Po istom: -pravilu se odreduju i totalni -diferencijali
sloZenih funkcija vi§e promenljivih. Ako je w=f(x, y, z; u, v),
gde su u=u(x, y,z), v=v(x, y, z), tada je

0 ou 0
dw=(_-_f+a_f_u+_£Q)d_x.*_(_a;f_;__ala_u_,_a_fﬂ)dy +
0X Ouodx O0v ox dy ouody ovoy
of ofou 0
+(—f+—f —u+—fé—v)dz =(afdx+a—fdy+9—fdz)+
0z Oudz Ovoz ox oy 0z

+a—fdu +a—fdv.
ou . 0v
Diferenciranje implicitnih funkcija. Funkcija y(x) odre-

dena jednalinom F(x, y)=0. Iz (*) oF aFtiv—~0 imamo

5 oy dx
d F oF . . .. .
&y =) = ——1—. Za odredivanje y" diferencirajmo (*) jos
dx ox 0y

2 2 2
jedanput 0_F+2 O°F y' 0Fy,2+0_F !
oxt 0x 0y oy? oy
0*F 0*F ,  O0%*F
= ——(——+ 2—y'+
0x> 0x0y 0
Zemo staviti odredenu vrednost y' iz (*).
Ako je funkcija z=z(x, y) odredena jednalinom

F(X, ¥, Z)=O,

"=0, odakle je y" =

). OF
—y ) 37’ pri ¢emu u taj izraz mo-
y

iz jednadina
OF OF.0z 0 oF 0Foz

— 220, —+——=0

ox 0z Ox oy 0zody

. . 0z , 0z . e .
odredujemo dva izvoda: o i ™ Drugi delimiéni izvodi se
x 0y
odreduju ponovnim diferenciranjem prve jednaline prvo po
x. a zatim po y, a druge jednadine prvo po x (radi prove-
ravanja), a zatim po y. Za jednafinu sfere x®+ y*-+:z%=R?
imamo: ’

1. x+zg=0, y+z£=0.
ox oy ;
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—tz—=0, ——+z = 92 1222 .
ox oy 0x0y oxdy  0x0y oy 0y*

Konaéno imamo ovaj rezultat sa MonZevim oznakama:

p=—x/z, g=—ylz; r=—(R*—p}:2% s=—xp:2%
= —(RE—x%): 2%

- 2 2 2
02 oz _ 0%z 0 0zo0z 0%z 0 1+(0z) 0z

3.4. Osnovne teoreme diferencijalnog racuna

Rolova teorema. Ako jednoznatna konatna neprekidna
funkcija jedne promenljive ima na granicama odredenog in-
tervala vrednosti jednake nuli (ili bilo kakve druge ali jed-
nake vrednosti) i u unutra$njosti tog intervala ima odredeni
izvod bilo konalan, bilo beskonafan u prevojnim tatkama,
tada izvod te funkcije bar jedanput u tom intervalu ima
vrednost nula (sl 58).

4 b. Ms

AN

o]/A 13 BA,
S1. 58 — Rolova teorema

LagranZeva teorema. 1z Rolove teoreme sleduje: ako je
kriva data jednatinom y=f(x) i f@)=0 (li 4), f®)=0
(ili 4), onda postoji taéka gija je apscisa & (ksi) izmedu a i
b, tako da je f'(§)=0. Za slu-
éaj kad setica PQ (sl. 59) nije
paralelna sa Ox osom, a izmedu
a i b postoji tatka M (§) sa tan-
gentom paralelnom sedici PQ ima-
mo LagranZevu teoremu, Ciji sadr-
#aj izrazavamo analiti¢ki obrascem

FO—S@D _ iy o |

b—a Sl. 59 — LagranZeva teorema

pri ¢emu funkcija f(x) treba da zadovoljava uslove analo-
gne uslovima navedenim u Rolovoj teoremi. Iz prethodne
jednaline sleduje obrazac

fO=f@+@G—af ®),
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koji se moZe napisati
™ fx+h)y=f(x)+ ' (x+06h),

gde je 6 (teta) broj, koji zadovoljava uslove 0 <6 <1 i prema
tome je pravi razlomak. To je LagranZev obrazac. 1z tatnog
Lagran?evog obrasca mogu napisati priblizne obrasce za neku
vrednost 6,, koju biramo unapred, ne znajuéi pravu vrednost 6.
Tada je f(x+h)—f(x)~ hf (x+0.,h); za 0,=0 i 6;=1 sa
izvodima za krajnje vrednosti intervala imamo vaZne pribliZzne
obrasce: f(x+h)—f(x)~hf' (x) i f(x+h)—f(x)~hf" (x+h).
Lagraneva teorema izraZena obrascem (*) zove se i
teorema o srednjoj vrednosti funkcije. .

Navedimo jo§ vaZan Kofijev obrazac
fO)—f@ _f ¢
e(0)—e(a) ¢ (€)
uopitenje LagranZevog obrasca. Sem uslova koji vaze za fun-
kciju u LagranZevoj teoremi. ¢’ (§)#0 je dopunski uslov.
Druga forma Kosijevog obrasca
fa+h—fx) _f(x+0h)
e(x+h)—e(x) o (x+6h)
Akosuf(x)=9 ()=0, f' (x)=9' (x)=0,..., fOD(x)=
=g"-D(x) =0, a ¢™(x)#0, vaZi generalisani KoSijev obrazac
fx+h) _ [Ox+0h)
¢ (x+h) o™ (x+0h)
Tejlorov obrazac. Uzastopna primena teoreme o sred-
njoj vrednosti dovodi do ovog obrasca

sa 0<0<1.

St B)— f () = hf' @) + —Sf”(x)Jr?f”’ @

!

h4n—1
+
n—1)!
gde su: hA—prira§taj argumenta, i!=1-2-3-....i, tj. faktori-
jela, f®(x)—i-ti izvod funkcije f(x) i R, tzv. ostatak sa
vredno$€u

S (x) + R,
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R,,=—1;h"f(”)(x+6h) sa 0<b<]1.
n!

Meklorenov obrazac. Ako u Tejlorov obrazac stavimo
x=0, a zatim A oznalimo sa x, dobiéemo tzv. Meklorenov
obrazac

FO = @451 O+ 2/ O+ S 17 @+
xn-1 .

+ -1 (0) + R,, gde je
(n—l)!f (9 gde j

R,:x—'ﬂ")(ex), sa 0<<B<1.
n:

Tejlorov i Meklorenov obrasci-su tacni obrasci, ako
stavimo odgovarajuéu vrednost broja 6. PoSto ne postoji opsti
algoritam (pravilo izratunavanja) za odredivanje takvog broja
0, navedeni obrasci se upotrebljavaju u pribliZznoj formi.
Prougavanje njih u toj formi spada u Teoriju redova.

Diferencijalne forme prethodnih obrazaca

Ay=ax-f' () 4o B2 ()4 - 4Ry,

1
Ay=dy+;d2y+ <+ R,
Izvedena teorija Tejlorovog i Meklorenovog obrazaca se
proSiruje i na sluaj funkcije viSe primenljivih. Za dve pro-
menljive imamo:

Sfx+h, y+k)=f(x, y)+hg+ ka—f—l-
ox oy
2 - 2 2
+l<h2ﬂ+2hk——" A +k20—f)+R3.
21\ ox? ox 0y oy?

3.5. Analiticke primene izvoda i diferencijala

Pomofu pojmova granine vrednosti, izvoda i diferen-
cijala moZe se proulavati ponaSanje funkcije jedne ili viSe
promenljivih oko date tatke, u datoj okolini.
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Definisani pojam neprekidnpsti funkcije jf‘:dne prome-
nljive u datoj tatki odnosno na jednom pod‘ruéju,'sa dopu-
nom pojma ravnomerne 111_'un1formne nep_r.el_qdnostl, lako se
prosiruje 1 na sluaj funkcije vide promenljivih. Osnovnu ulo-
gu igra tzv. e—3 princip.

Rascenje i opadanje funkcije. Ako neprekidna funkcija y =f(x)
za odredenu vrednost argumenta x raste, tj. za Ax >01Ay>0,
iza Ax <0 i Ay<0, imamo y’=liméz>0. Prema tome,

Ax->0A X

ako funkcija raste, prvi izvod je pozitivan, ako opaqfaz izyod
je negativan. U prvom slugaju tangenta na krivu &ini oStar
ugao sa O x osom, u drugom — tup (sl. 60). Za funkciju ko-
ja u datom intervalu

[a, ] ili ne opada, ve¢ bilo

raste bilo ostaje neprom-

M njena, ili ne raste, vec bi-
M lo opada bilo ostaje ne-

- ~> promenjena, kaZe se daje,
7A NEE u tom intervalu, monotona
u Sirem smislu. AKo samo
bilo raste bilo samo opa-
da, funkcija je monotona
u ufem smislu; to su uzlazne ili silazne funkcije.

Y

SI. 60 — Radéenje i opadanje funkcije

3.51. Ekstremum funkcije

Glavni deo teorije najveéih i najmanjih vrednosti fun-
kcije se odnosi na onaj sludaj, kad je data funkcija neprekidna
i diferencijabilna u odredenoj oblasti. Kad je u tadki M krive
sa odredenom tangentom, paralelnom Ox osi (sl. 61a,' b),
vrednost funkcije u toj tadki u (M) vea (odnosno manja u

a. b. C. d
N MZ/
g 24 LANGZ Ny Ay
AN N ) a8
ui fart ; N : P ,E E EN”
AN AN ALK NN A3
O : i v N
[ \I\r” N/':/N, Nz’/ \NZ N3 x
Sl 61 — Maksimum, minimum i prevojna tacka
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tadki M,) od vrednosti te funkcije y(M’) i y(M") u takama
levo i desno od tatke M, tj. y(M)>y(M") i y(M)>y(M")
[odnosno y(M)<y(M') i y(M)<y(M"y], onda se kaZe
da u tagki M funkcija ima maksimum (maximum, kratko, max.)
odnosno minimum (minimum, kratko, min.). Kao zajednitki
naziv za pojmove maksimuma i minimuma uvedena je ret
ekstremum (extremum) funkcije.

Pojam, recimo, maksimuma, je uZi od pojma najvece
vrednosti, jer funkcija moZe u datoj taCki krive imati najvetu
vrednost, npr. za slufajeve nacrtane na slici (sl. 62), kad fu-
nkcija ima najveéu vrednost, ali nema odredenog izvcda ili
je taj izvod beskonaCan. Takve
najvece vrednosti nemaju naziv ma- LA b e
ksimuma odnosno minimuma.

Svaka tatka na krivoj u ko- A
joj je tangenta paralelna sa O x 5
osom, tj. y'=0, zove se staciona- o X,
rna tacka, a vrednost funkcije za |
tu tadku — stacionarna vrednost. Sl. 62 — Talke bez relativnog

Uslov stacionarnosti tacke maksimuma
y'(x)=0 je neophodan za ekstre-
mum, ali nije dovoljan, jer postoji slufaj da je, npr.
u tatki M, (sl. 61 c, d) levo od stacionarne tatke M, y (M',)
>y (M,), a u tatki M, desno od M, y (M,")<y (M,). Takva
tatka se zove prevojna tacka ili tacka infleksije.

Ako je y'#0, neophodni i dovoljni uslovi za maksi-
mum i minimum se izraZavaju ovako:

y_f (x)=0, y" (x)<0 za maksimum
¥ (x)=0, y' (x)>0 za minimum.

‘Ako suy =0 iy’ =0,ne moZemo na osnovu samo ovih
izvoda ni§ta kazati o karakteru funkcije u okolini date tacke.
U opitem sludaju pitanje se reSava ovom teoremom: Da bi fu-
nkcija ijedne nezavisno promenljive imala ekstremum za odre-
denu vrednost argumenta, potrebno je i dovolino da za tu

. vrednost uzastopni izvodi budu jednaki nuli i da izvod najniZeg
" reda koji nije jednak nuli bude parnoga reda; ako je ovaj pozi-

tivan, bide to minimum, ako je negativan — maksimum.

7 Visa matematika
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Opsti postupak za re§avanje zadataka o ekstremumu fu-
nkcije jedne nezavisno promenljive ima ove delove:

1. Iz uslova zadatka sastaviti funkciju y= f(x), koja
odgovara problemu, i odrediti interval [a, 5], u kojem se ona
moZe menjati prema uslovima problema.

2. Odrediti izvod y' = f’ (x).

3. Naéi korene jednadine y (x) =0. Oni odreduju apscise
stacionarnih talaka. Oznadimo ih sa x;, x,,...,x, i to one
koje pripadaju intervalu [a, b].

4. Prouditi promenu znaka izvoda y’ (x) pri prolazu
kroz svaku stacionarnu tacku M; (i=1, 2,..., n). Ako je
¥y (x)>0 levo od tadke M; i y' (x)<O0 desno od M,, tacki M;
odgovara maksimum y (x;). U suprotnom slu€aju imamo, re-
cimo, za tatku M, pod uslovima f'(x)<0 levo i f'(x)>0
desno, minimum. Ako takvo odredivanje znakova nije zgodno,
moze se odrediti drugi izvod y'’ (x); znak tog izvoda za od-
govarajuéi koren odreduje vrstu ekstremuma. Ako je drugi
izvod jednak nuli, treba produZiti postupak prema navedenoj
teoremi.

Primedbe. 1. Najveéi od maksimuma (maximum maxi-
morum)' i najmanji od minimuma (minimum minimorum)
odreduju se neposrednim uporedivanjem.

2. Kako smo naveli, od pojma ekstremuma neprekidne
diferencijabilne funkcije treba razlikovati opStiji pojam naj-
veée i najmanje vrednosti funkcije u datoj tacki, u kojoj
funkcija moZe ili sasvim nemati jedinstvene tangente ili
imati tangentu paralelnu sa Oy osom (sl. 62). I takve naj-
manje i najveée vrednosti ponekad se zovu ekstremumi, ali
za razliku od prvih, koji se zovu relativni ekstremumi, ovi,
bez tangente, imaju naziv apsolutnih ekstremuma. Radi krat-
koée izrazavanja zaustavimo se samo na uslovima za maksi-
mum. Uslov za apsolutni maksimum traZi uporedivanje samo
funkcije f(x) i vrednosti f (x-4c¢). bez dopunskog uslova
¥ (x)=0. Ali i za apsolutni i za relativni maksimum nacin
uporedivanja ima dve forme: f(x)>f(xd-c) za tzv. pravi
maksimum i slabiji uslov f(x)> f(x+¢) za nepravi maksimum,
gde je ¢ beskrajno mala veli¢ina, pri Gemu za apsolutni ek-
stremum moXemo uzimati e samo sa jednim znakom.
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3. U sludaju kad f’(x)— o za konaénu vrednost x
imamo (sl. 62c) apsolutni ekstremum (maksimum) u tzv.
kopljastoj tacki. MoZe :se navesti viSe takvih singularnih tafaka
za koje funkcija ima samo apsolutni ekstremum, jer ne za-
dovoljava uslove relativnhog ekstremuma.

Funkeciji z = f (x, y) odgovara povr$ina. U tagki M (a,b,c),
gde je c=f(a, b), funkcija f(x, y) moZe imati ekstremum,
ako su @ i b koreni sistema jednacina

o o of g
.0x oy
To su neophodni uslovi ekstremuma funkcije dve pro-
menljive. Oni su ekvivalentni uslovu dz——fdx-l—af =0,
ox oy

koji treba da vaZi za proizvoljne vrednosti diferencijala
dx i dy. :

Pod uslovom dz=0 dovoljni uslovi za ekstremum mogu
se dobiti iz uslova da drugi diferencijal

d*z= o dx*+2 olf dxdy+afdy
ox? 0x0y oy?

zadrZava stalan znak za proizvoljne vrednosti dx i dy. Ispi-
tivanje tog znaka zavisi od vrednosti diskriminante

o*f o0*f
A_| 0xdy Oox =( 02f)”_02_f o*f
°f 0 | \oxay) ox2 0P
oyt 0Oxoy
i dovodi do ovog rezultata
22— >0 minimum,;
A <0, postoji ekstremum i to za gzx

— < 0 maximum;
ox2

A >0, nema ekstremuma;
A =0, pitanje ostaje’ nereSeno.
0%z NP . .
Uslov ——E=O je iskljucen, jer je on protivredan uslo-

0x
vu A<O.

7%
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U slutaju funkcije viSe promenljivih @ (x,, J'rz, cee s Xn)
prvi diferencijal treba da bude jednak nuli. Prema tome do-
lazimo do ovih n neophodnih uslova

0@ _y 00 o 00

, =0.
0Xx, 0x, 0x,

Odredivanje prirode ekstremuma zavisi od vrednosti
drugog diferencijala d*®. Necemo ulaziti u prouavanje po-
jedinih moguéih sluZajeva. U velini prakti¢nih sluCajeva ka-
rakter ekstremuma je ili neposredno otigledan iz prirode
samog zadatka ili zahteva elementarno proudavanje okoline
tadke ekstremuma.

Za proudavanje ekstremuma funkcije viSe promenljivih
u oblasti sa odredenim granicama treba specijalno prouditi
ponasanje funkcije na granici. Takvo proutavanje spada u
problem tzv. uslovnog ekstremuma.

Uslovni ekstremum. Neka se traZi odredivanje ekstre-
muma funkcije viSe promenljivih, npr. z= f(x,y), pod pret-
postavkom da promenljive X, y moraju zadovoljavati uslov
o (x,y)=0. To je tzv. uslovni ekstremum. Teorija ovog pro-
blema dovodi do primene metode neodredenih mnoZilaca, koja
traZi ovaj postupak. :

Sastavimo novu funkciju Z od polazne funkcije z = YAC))
i leve strane uslova ¢ (x,y) prethodno pomnoZene stalnim
neodredenim brojem, koji oznatimo sa A. Novu funkciju
Z=f(x,y)+\¢ (x,y) smatramo kao funkciju dveju, ali sad
nezavisno promenljivih x i y. Na tu funkciju moZemo pri-
meniti postupak za odredivanje ekstremuma funkcije viSe neza-
visno promenljivih. Taj postupak daje dve jednafine

0Z _0f 0% _o 9Z 0 %% g
ox  0x ox oy 0y oy

Taj sistem zajedno sa jednalinom ¢ (x, y)=0, u opstem
sluaju. daje moguénost odrediti tri nepoznate veli¢ine: x, y, A

Za sludaj funkcije u= f(x, y, z) sa dve uslovne jednaline
o (x,7,2)=0, ¥ (x,7 z)=0 uzima se nova funkcija

®(x,p, 2 M) =F X P +re (6,3, 2) b (9, 2);
u kojoj su x,y,z mnezavisno promenljive i A, p konstante.
Uslovi ekstremuma daju ovaj sistem od tri jednatine
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o 0
9—[4—7\234— p.—i=0, —I+7\a¥?+pﬁ=0, g+7\93+péq—}=0.

ox 0x ..0X oy oy oy oz 0z 0z
Ove tri jednaline zajedno sa jednaginama ¢ (X, y, z)=0,
¢ (x,y,2)=0 sluZe za odredivanje pet nepoznatih: X, y, z, A, i
Prema tome moZemo naglasiti ovo Ajlerovo pravilo:
Ako se trazi ekstremum date funkcije vife promenljivih,
vezanih jednom ili vecim brojem jednalina, treba levu stranu
svake veze pomnoZiti neodredenim mno¥iocem i dodati datoj
funkciji. A zatim se odredivanje ekstremuma funkcije vrii
po pravilu ekstremuma za funkciju viSe nezavisno promenljivih.

3.52. Neodredeni izrazi
fx

Ako treba izraGunati vrednost koli¢nikay = ——(—) zax =4,
? (x

kad je f(@)=0 i ¢(a)=0, onda se dobiva ili izraz%, kome

ne odgovara nikakav broj, ili jednakost yx 0=0, koja ostaje
tacna za svaku vrednost y, pa préema tome vrednost koli¢nika
sa x—a neodredena, a sam koli¢nik pod uslovima f(a)=0
¢ (d) =0 je neodreden izraz.

Medutim, kad potnemo proutavati izraz koli¢nika u blizini

x=a, tj. za x=a+h, moZe se dogoditi da lim M ima
\ —0 @ (a+h)
. x2— 4 0
potpuno odredenu vrednost, Tako je npr. ( ) =,
. x—2),=9 O
2 2
a fim @EPI=A o SEE g my =4,
-0 2+h—2 h—0 h =0

Primetimo da smo koliénik skratili sa A0 pre prelaza na
granidnu vrednost, a to je potpuno zakonita matemati¢ka
operacija.

U rezultatu primene Kogijeve teoreme i prelaza na
graniénu vrednost dobija se ovaj rezultat za dobijanje prave
vrednosti neodredenog izraza
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[f(x)] 0 _[f®
?®)x=a O ? (%) |x=a
) Ovim se izraZava tzv. Lopitalovo (L’ Hospital) pravilo
koje glasi: ’
Za odredivanje prave vrednosti kolinika f(x):
¢ te(x) za
x=a kaq’a je f (a)'=0,. 9 (a)=0, treba diferencirati posebno
brojilac i pose{;zzq imenilac, pa u dobiveni kolicnik staviti x=a.
Ako ovaj kolicnik ima odredenu vrednost, ona predstavija i
pravu gre.dnost polaznog koli¢nika;, ako ponovo dobijemo ne-
odredeni izraz 0:0, treba Lopitalov postupak ponoviti.
) .Prlmctlmo'da je ovo posebno diferenciranje brojioca i
imenioca dozvoljeno samo u sluaju neodredenosti koli¢nika.
Zato je pre tog posebnog diferenciranja zgodno staviti izraz

0 . .
—O—kao simboli¢ku oznaku opravdanja posebnog diferenciranja.

Primeri.

x2—4 0 [2x
L ( ) L -2
x_2 x=92 0 1 x=9
2.(‘sinx) =_0_:<cosx) 1
X Jx=g O 1 /ey

T = U
cos x—1/ 4y O —sinx/,—, 0

—[ex’.4x2+ex'.2)
—cos x =0

——2.

.. 0 . .
Na oblik -O—mogu se svestt i druge neodredenosti &iji se

oblici simboli&ki oznalavaju ovako

[ . .
= 0x % 0°’°°°; 1°°;°°—°°_

smeajﬁ.[ﬂx_)] | =2=[f’(x)
* le@]sma ® Lo ]sma
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_—_i'l=:2=_0,2
> 1
x+lgx o 1+-l—' 1
2 (x] x) e * Z;_O
,g = log x+1 |z o
S &)
Slutaj0x . [f(x) @ ()x=a=0X o= 1 =
q->_('x_) x=a
[ (x)
=~g—= (_1__) ili
¢ (%) Lx=a
e .
[f(x)-cp (x)]x=a=0>< oo = L— =’;.
S (X)) _1x=a

Za slutajeve 0°, oo¥, 1% treba izraz y=u’ prethodno
logaritmovati po prirodnoj osnovi lg y=log (@) =v lg u; taj
izraz se javija kao neodredenost oblika 0 x «, pa se svodi

o 0.. % . .
ili na—ili na-. Ako izraunamo pravu vrednost, recimo 4,

tog proizvoda, iz 1g y=4 dolazimo do vrednosti y=e4.
Slugaj w— o U ObLKU coy— ooy = ml(l'—?), sa pret-
: 1

postavkom da (?)—»1, svodi se na slu®aj co,x0, a zatim
1
na slutaj kad se moZe primeniti Lopitalovo pravilo.

. 1 1 sin x—Xx
Primeri. 1.| ——— = o0, —®Wy= | ——— -
x  SinXx|x—p _ xsin X |e=g

0 [ cosx—1 0
0 |sinx4+xcosx |- O
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—sin x 0
= - =—=0.
COS X+ COSX—XSINX [y, 2

lg x
2. y= [¥lx=o 18y =(x1gX) o F1gX)rmp=| 1 | =
X _b=o
17
oo x
=—= —T =[=X]x=p=0
x2

1gy=0, (x)xmg=e"=1.

3.53. Obicne i singularne tacke

Uzmimo tatku M (sl. 63a, b, ¢) na krivoj &ija je je-
dnatina f (x,y)=0 1 konstruiS§imo kruZnu liniju beskrajno
malog polupreénika p sa centrom u taki M. Pomoéu tog
kruZiéa moZe se oceniti karakter krive oko tadke M.

Ako kriva u tacki M ima odredenu tangentu i preseine
tatke M’ i M’ krive sa nacrtanom kruZnom linijom se na-
laze na suprotnim stranama od talke M i njihova rastojanja
od tangente su beskrajno mala drugoga reda u odnosu na p,
tatka M je obitna tatka krive (sl. 63a, b,c); u specijalnom
sludaju, kad se talke M’ i M’ nalaze sa raznih strana od
tangente obi¢na tatka M (sl. 63c) se zove prevojna talka krive.

Svaka talka krive koja nema osobina obiéne talke je
singularna tacka krive. Navedimo nekoliko primera singula-
rnih tafaka (sl. 63 d —1) sa njihovim nazivima.

Na slici 63 d—dvostruka taka sa dve tangente, a moZe
biti i viSestruka; to je presek viSe grana krive.

Sl. 63 e — prelomna tagka, bez produZenja krive sa druge
strane od tacke M.

Sl. 63 f — krajnja tacka.

Sl. 63 g — izolovana tacka.

Sl. 63 h — povratna ili kopljasta tatka, povratna talka
prve vrste.
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Sl. 63 i — kljunasta tatka, povratna tatka druge vrste.

Sl. 63 j — tatka bifurkacije ili grananja.

Sl. 63 k — obi¢na kriva se razdvaja posle tatke M u
dve dodirne grane.

Sl. 63 1 — asimptotska ta¥ka krive.

a.

S1. 63 — Obicne i singularne tacke

O analitikom odredivanju singularnih tataka govori¢emo
na drugom mestu.

3.54. Prevojne tacke. Konkavnost i konveksnost

U prethodnom paragrafu smo defimsall pojam prevojne
tatke za proizvoljni poloZaj tangente na }crivu. Neposrednp
posmatranje (sl. 64) krive u blizini prevojne 'gaélge Rol.caz.uje
da ugaoni koeficijent tangente, tj. )’, u prevojnoj tadki ima
stacionarnu vrednost i prema tome je neophodan uslov pre-
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vojne tadke je y'=0, i to bez obzira na vrednost y'. Ali,
sli¢cno uslovu ekstremuma, dopunski, dovoljan uslov zahteva
¥y # 0. U opstem sluCaju imamo ove uslove za prevojnu tacku.

y"=y”’= ... =y(2k)=0; y(2k+1)__,é0.

Sl. 64 — Prevojna tafka

Ako je tangenta paralelna Oy osi, uslovi prevojne tadke su:

2
x _0, X Lo,
dy* dy®
Za krivu odredenu jednadinom (1) F(x, y) =0 iz jednalina
OF OF 0*F 0*F 2
_+_yr=0’ +2 y,+aFy/2+£yn:0
ox 0dy ox? ox 0y 0y? oy

pri uslovu y’' =0 posle eliminisanja y’ dolazimo do jednacine
(ﬂ)” O)F _,OF OF QF _ (OF\* &°F _
oy) oxt ox dy oxdy (ax) ot

koja zajedno sa jednalinom (1) odreduje koordinate x, y pre-
vojne tacke.
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Ako je kriva odredena u parametarskom obliku x =x (2),
y=y(f), vrednost parametra ¢t za prevojnu tatku se odreduje
iz jednatine x'y’'—yx"'=0 pod uslovom x'y"" —y'x"'#0.

Konveksnost i kon-
kavnost. Kriva je udublje-
na (konkavna) u okolini
date tacke M (a), ako se
posmatrat i dve tacke kri-
ve sa apscisama (@—c¢) i
(a +¢) nalaze sa iste stra-
ne od tangente; kriva je is-
pupéena (konveksna), ako
se posmatrat i dve tacke
krive nalaze sa raznih
strana od tangente.

Ako beskrajno uda-
ljeni posmatrac gleda na ta- Sl. 65 — Konkavnost i konveksnost krive
¢ku M krive iz pozitivnog
pravca Oy ose, kriva ée biti konkavna, ako je y"">0 i kon-
veksna, kad je y"'<O.

Ako je zgodnije ocenjivati krivu iz tatke na Ox osi,
uslove konkavnosti i konveksnosti treba napisati ovako; kriva
je konkavna, ako je yy”<<0, i konveksna, ako je yy’>0.
Na slici (sl. 65) dati su primeri.
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Glava &etvrta
INTEGRALNI RACUN

4.1. Izvod i prvobitna funkcija. Pojam neodredenog integrala
U obrascima diferencijalnog rauna
AFG).
x

= f(x), odnosno dF(x)= f(x)dx

funkcija F(x) je data, a traZi se fukcija f(x), izvod date fun-
kcije F(x). Operacija odredivanja izvoda, odnosno diferencijala,
je diferenciranje.

Obrnuta operacija, odredivane prvobitne funkcije F(x),
¢ji je izvod data funkcija f(x), zove se integracija, a izvo-
denje te operacije — integrisanje. .

Poto se prvobitnoj funkciji uvek moZze, za datu istu
funkciju f(x) dodati proizvoljna konstanta C, jer je

_dd_ [F(x) N c] - 7‘1— FO) = £ (%),

X

prvobitna funkcija se, u potpunosti, ne odreduje izvodom f(x).
Zbir funkcije i proizvoljne konstante, Ciji je izvod data
funkcija, zove se neodredeni integral te funkcije.
Oznaka neodredenog integrala

f Fx)dx

sastoji se iz znaka integrala (razvuéeno poletno slovo S reéi
Summa), podintegralne funkcije ili integranda, to je dati izvod
trazene funkcije, 1 diferencijala dx koji pokazuje promenljivu
po kojoj se vrii integracija. Proizvod f(x) dx se zove element

108

neodredenog integrala. Funkcija F(x) se, sem naziva prvobitne
funkcije, zove takode primitivna funkcija. Zbir F(x)+C je
neodredeni integral, prema tome imamo osnovni obrazac

(1) [fxyax=F@x+C.

4.2. Tablica osnovnih integrala

(¢ ff (x) dx=F(x) +C, u ostalim obrascima C je izo-
stavljeno.

QD [ Af x)de=A[f(x)dx, 4=const.
am [ vy de=[udct [vx.

n4l
avy [xrde=t—, n#E—1, (V49 fflf:lgx.
n+1 X
V) f efdx=¢", (Vbis) f de=-"—,

lga
2 fsinxdx= —CoS X, (VIbis) fcosxdx=sinx.

(VID) f X _tgx,  (VII'H) f & __cotgx.
cos®x sin®x

(VIII) fdx —arctg x +C= —arccotgx +C;.

1+ x?
dx \/1+x 1. 14+x
dx .
X) & _arcsinx+C=—arccosx+C;.
1
V1—x2 '
(X1) M g (x++/1+x2) (=Arshx).

14+ x*

(XTbis) f?/a;d_):—,x_i=1g(x+\/az+x2) (:Arsh—z-) .
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) Tlm' osnovnim obrascima, koje treba upamtiti, dodajmo
Jo§'ne}collko integrala, koji su od koristi pri upotrebi hiper-
bohézkl]f'l i njima inverznih funkcija. Oni su ozna&eni odgo-
vara_]uélm arapskim ciframa prema odgovarajuéim obrascima
oznafenim rimskim ciframa. - :

(6) [shxdx=chx, (6"  [chxdx=shx.
dx . dx :
(10) f —tghx, ey [ 2
ch? x g ( ) shx ctgh x.

A ‘moZemo dodati jo3 i ovu grupu integrala, kojih nema
u tablici.

ftgxdx=—lgcosx, fthxdx=lgchx,

fcotgxdx=lgsinx, fcthxdx=lgshx.

4.3. Elementarne metode integracije

”1. Metoda neposredne integracije na osnovu tablice inte-
gracije.

a. Ako je ff(x)dx=F(x), onda je:

x. ff(a.x)dx=%F(ax); 8. [f(x+bydx=F(x+b);

. ff(ax+b)=—l-F(ax+b).
a

b. [ f (%) dx] =f(x). Obrazac za proveravanje Ffezultata.

e [f®,  [®
f ) 7

skog izvoda.

=lg|f(x)|. Integral logaritam-

d. [ LS @17 f () de= LT
n+1
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2. Metoda zamene.

dx

Primeri: 1. . Stavimo x—2=z i odredujer

x—2
dx — dz, fi=fff=1gz=!g(x—2)+c. 2. [ (5x—3)
_ x—2 z

Stavimo: 5x— 3=z, 5dx=dz; f(Sx—3)4 dx=%fz4dz

Lot sx—3pic f—xd"
25 25 V1+ x®

ili, bolje: 14 x®=2z2%, odakle je xdx= zdz.

=fz_dz=fdz=\/1+x2+c.
¥4

Opiti obrazac, koji se moZe prikljutiti tablici osnov:
integrala, za primenu metode zamene:

X1 [ f(x)dx— Jfle @19 (@) dz=F(2)+C=F [ ()
+C, pri &emu je x=9(z) i z=¢(x) je inverzna funkci

3. Metoda delimiéne integracije. 1z obrasca diferencijalr
raduna za diferencijal proizvoda dve funkcije

. Stavimo: /1 + x3-

__xdx
V1+

d (wv) = udv + vdu
sleduje ovaj obrazac

(X1II) » f udy =uy — f vdu

integralnog rafuna, koji takode uklju€ujemo u tablicu os
vnih integrala. <

Primer primene. Od integrala f xe* dx uzmimo deo p
integralne funkcije i stavimo e* dx =dv, odakle je v= f e~ dx
= ¢*, prema tome je f xe* dx = f xde*. Sad primenjujemo ot
zac (XIII): [ xde*=xe*— [ e* dx, odakle konadno izvodi

fxe" dx=xe*—e*+C=e* (x— 1)+ C. Poito smo u toku i:
gunavanja izvrili prethodnu integraciju samo 'sa delom t
integralne funkcije, ova metoda se zove metoda delimicne



parcijalne integracije. Obrazac (XIII) zove se obrazac za de-
limiénu integraciju.

Primeri: 1. fxsin xdx= fxd(—cosx)=
=—XxcosX + fcosxdx = —xcosx+ sinx+C.
2. flgxdx=xlgx—fxdlgx=

X ]gx—fdx=x(lgx—1)+C.

4. Metoda redukcije. U vezi sa metodom deli.miéne
integracije stoji metoda redukcije. Objasni¢emo je na primeru.

I,= f sin" x dx. Primenimo delimi®nu integraciju.

I, = f sin” x dx = fsin"" x (sin x dx) = fsin"—1 xd(—cos x) =

= —sin"~lxcos x + fcosxd(sin"—lx) =

= —sin"~1xcosx+ (n——l)fsin"—zx cos? x dx = —sin"~txcos X +
+ (n—1) [f sin"—2 x dx—fsin" x dx] = —sin"~! x cos x+

(n—1) I,—;—(@n—1) I,. Ako ¢lan sa I, prebacimo na levu
stranu, dobi¢emo obrazac

nl,=(@n—1)1 _,—sin;"1 X COS X,

koji se zove redukcioni obrazac. Uzastopnom primenom ovog
obrasca moZe se izrafunati svaki takav integral ako je n pri-
rodni broj. Ako je n paran broj dolazimo do integrala I,=

= f-dx=x+C, a ako je n neparan broj, redukcija daje inte-
gral I, = f sin x dx = —cos x+ C, i time se zavriava integracija.

Sli¢no se izratunava integral I,*= f cos" xdx, za koji
redukcioni obrazac izgleda ovako

nl* =(n—1) I*,_5+ cos"~1 x sin x.
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4.4. Neodredeni integrali

4.41. Integracija racionalnih funkcija

U opstem slutaju racionalna funkcija promenljive x je
koli¢nik dva polinoma po x sa konstantnim koeficijentima,
tji. P(x): Q(x), gde su P(x) i Q(x) polinomi. Ako je ste-
pen polinoma P (x) veéi ili jednak stepenu polinoma Q (x),
moZe se deljenjem sa Q (x) izdvojiti polinom R (x) i tada do-
biti ovaj opsti obrazac za racionalnu funkciju

Rx)+in®)
0n (x)
gde je n>m.
Za integraciju &lanova polinoma R (x) kao zbira &lanova

oblika a; x*, gde je a, konstanta, treba izvrsiti integracije
k41

ovog tipa | axx*dx=a .
g tipa [ a e

Za integraciju koli¢nika P, : Q, treba prethodno izvrsiti
algebarsku operaciju razlaganja kolicnika na elementarne raz-
lomke. To se vr$i na ovaj naCin.

Resava se jedna&ina Q,(x)=0, koja moZe imati korene
ovog karaktera:

1° realne proste korene oblika, recimo, a,

7° realne visestruke korene, k-toga reda, oblika by,

3° imaginarne proste konjugovane korene -oblika '

a+pBi, a—Bi

4° imaginarne viSestruke konjugovane korene, reda s
oblika o, +Bsi, o—Psi. .

Prema tome pri razlaganju polinoma @, (x) na mnoZioce

se pojavljuju ovi tipovi realnih mnoZilaca

x—a, (x—bp)*, (x—a)?+p% [(x—a)®+Bs)

Kako se topokazuje uAlgebri koliénik—P"'—(x) se moZe pred-

n (X)
staviti zbirom, i to samo na jedan jedini nain, elementarnih
razlomaka ovih tipova:
A B,

x—a ’ (x—by)}

Mx+ N
T ot

(i=1,2,,...

2

8 Visa matematika
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[(x —ag)®+ ﬂszl ¢
gde su 4, B, M, N, M, N; koeficijenti, koji se odreduju meto-
dom neodredenih koeficijenata.

Posle toga se integral
Pn(®) 4.
Q. (x)

zamenjuje zbirom integrala elementarqih razlomaka. U opStem
slu¥aju mogu se pojaviti ovi integrali: .

I°J‘ 4 dx=Alg(x—a), -

(j=12,...,9),

x—a

. _lv+1
20 f___L dx:Bi gx_ﬁ‘l___
(=B —i+1

3° ' Mx+ N dx posle zamene x—a=fz prelazi u
(x—a)® +p?
zbir integrala

_I_M 4 +29 + Ma+Nf dz i prema tome se
2 1+22 ) 1+22
izraZava pomoéu 1g (1 +2%) i arc tg z.

_ Mjed; dx, opet posle za-

(x - ds)'z + p:z] j :
mene x—a,=p, se izraZava pomocu integrala

fd(1+z=) if dz .
1+ 2%/ (1+2%

Prvi je jednak (1+2z)!~7:(1—Jj), a za drugi posle identi¢ne

zamene 1=1-+2z2—z% i primene metode delimine integracije
na jedan od integrala dobivamo redukcioni obrazac

dz _ 2j—3f dz + 1 z
Aty 2j—2) i+t 2(-1) A+

koji stepen imenioca sniZava za jedinicu. Primena ovog.obrasca

4° Najzad integral
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dovoljan Broj puta dovodi do integrala f " dz =arctgz+Cy

+ 22
koji i zavrSava izrafunavanje integrala &etvrtog tipa.

Time se iscrpljuje teorija integracije racionalnih fun-
kcija. U rezultatu -integracije mogu se pojaviti samo: raci-
onalne funkcije, logaritmi i arktangensi. Karakter konaénog

odgovora zavisi od prirode korena imenioca podintegralne
funkcije.

4.42. Integracija iracionalnih funkcija

Posto se u opstem sluéaju integrali sa iracionalnom pod-
integralnom funkcijom ne izraZavaju u racionaln’m, algebac-
skim i elementarnim transcendentnim funkcijama, proucavanje
integrala iracionalnih funkcija se deli na dva uslovna dela—
u elementarni deo koji se odnosi samo na one slu¢ajeve kad
se ipak takvi integrali izraZavaju u elementarnoj formi i na
drugi deo kad su odgovarajuéi neodredeni integrali izvor
transcendentnih funkcija nove, ne elementarne prirode. Ovde
se proufavaju integrali iz prvog dela. Iz drugog dela je nave-
deno samo nekoliko primera.

1. f R (x, D?, D4, » )dx, gde su: R simbol racio-

nalne funkcije, D= @ +b
©oex+d

iskoristimo zamenu D=V, gde je N =zajednitki imenilac
razlomaka p, ¢q, ... , promenljive x,dx/dt i svi stepeni D sa
izloZiocima p,q, ... , izraZavaju se kao racionalne funkcije
promenljive ¢. Dati integral se svodi na integral racionalne
funkcije nove promenljive.

,» P4, ... racionalni razlomci. Ako

2. Tzv. integral binomnog diferencijala u obliku
f x"‘ (a + bx™)? dx,

gde su: a i b proizvoljni realni brojevi, m,n,p — racionalni
brojevi.

Ovaj integral se izraZava u elementarnim funkcijama’
samo u ovim sludajevima:’ o

81
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a. p je ceo broj. Ako je p pozitivan broj, posle raz-
vijanja binoma, podintegralna funkcija se javlija kao zbir
¢lanova Axk, gde su A i k Kkonstante. Integracija se visi
neposredno. Ako je p negativan ceo broj, zamena x=2zN, gde
je N zajedni&ki imenilac brojeva m i n, dovodi podintegralnu
funkciju do racionalnog oblika funkcije promenljive z.

b. m+ 1 je ceo broj. Ako je p= T Jamena a+bx"=7
n s
pretvara podintegralnu funkciju u racionalnu funkciju z.
1 . . .
. = b +pjeceo broj. Zamena a+ bx"=x"z*isto tako
n :

racionalizuje podintegralnu funkciiu.

Jo$ je Njutn umeo da izvrsi integraciju u ovim sluca-
jevima, ali tek je P. L. Cebidev dokazao da se samo u ovim
sludajevima rezultati integracije izraZavaju elementarnim fun-
kcijama.

3. Integrali koji racionalno zavise od kvadratnog korena
Vaxt+2bx +c.

Pre svega treba primetiti da se metodom dopune do
totalnog kvadrata koren iz kvadratnog trinoma moZe upro-
stiti i svesti na jedan od tzv. standardnih oblika korena iz
kvadratnog binoma, koji se nalaze u tablici osnovnih integrala.
1__\/ (ax + b2 k%, gde je
a
k*=|b*—ac| i'za b*—ac>0 treba staviti znak minus, a za
b®—ac< 0 znak plus.

Pri a>0; \/axz + 2bx +c=

Pri a<0, \/’a—acz+2bx+c=\/l_\/k2-(ax+b)2, gde
—a
je k*=b*—ac, pri Cemu se zaustavljamo na sludaju realnog
korena kad je b*—ac>0.
Posle uvodenja linearne zamene ax +b=kz podintegra-
Ina funkcija moZe da zavisi samo od jednog od standardnih

korena
NV2RED i/ 1—22

Od tih korena zavise pre svega ova tri osnovna integrala

(X)fjf—i—;’—#arcsinx, (Xl)fv%{_;=lg(x+\/l+x2 ),
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. d I

(XT) bis f—-—x——— =log (x + v/—1+x%),
v -1+ , ,

pri demu u treéem integralu stoji—1 mesto a2, a mogli bismo

staviti i neku i drugu konstantu, obrazac ostaje na snazi.

Proutimo jo¥ ova dva integrala: f NE LN A

f \/1—x* dx. Pomotno pravilo: poSto u odgovarajuéim os-
novnim integralima koren stoji u imeniocu, u datim i sliénim
integralima koren treda prevesti u imenioc. To se radi na
ovaj nadin:

R 241 x%d x
I= xz;tldx=fi——dx= &+
IV Yx2£l Vx2x1

+ f 7 dzx > drugi integral je osnovni, a prvi posle delimi-
x*t

2

gi=xl/xzil——

, x2+1 )

—1, a to dovodi do jednatine za odredivanje 27. Na sli¢an

¢nog integrisanja dovodi do rezultata f

nadin se raduna i integral f J1—x*dx.
Na slidan nadin se radunaju i integrali:
[ MEEN if._——-M”N dx.
o /1= V 1+x2
Uzmimo ‘jo§ sluaj kad u im‘eniocu ispred korena stoji
- dx
. : x1+x ‘
x=z-1 “dx=—z"%dz, z=x"1'dati integral dobiva oblik

\
. Zamenom

neki promenljiv ginilac, recimo x, I= f

f d osnovnog integrala.
Y1+ 22 / S
4. U teoriji integrala, koji zavise od korena Yax® + bx +c,
vaynu ulogu igraju Ajlerove supstitucije (zamene), k_o_]e ne
traze prethodno dovodenje korena do standardnog oblika, vec
neposredno svode podintegralnu funkciju na racionalan oblik.
1. Yaxr+bx+tc=zxx})a 2. Vat+bx+c=xzx ) o
3. YaxE+bx+c=)a(x—a) (x—B) =2 (x—a). Uslovi upotrebe
1. za a>0, 2. ¢>0, 3. koreni trinoma « i § su realni.
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4.43. Integracija nekih transcendentnih funkcya

Sem integrala transcendentnih funkcija navedenih u
tablici, navedimo sa primedbama ove mtegrale

1. I,= f x" e*dx, gde je n ceo pozitivan broj. Dehml-
¢na integracija daje ovaj redukcxom obraza.c L=x"e&—nlI,_,.

Za n< 0 imamo sli¢ni obrazac I,=

n+l [x"+1 e"— In+1]'

2. ff(e")dx=fL(i)dz, gde je e =z, dz=e* dx =zdx
z

3. Jednostavni trigonometrijski integrali

ftgxdx=f DX gx = _fdcosx = —lg cosx+C.
cosx cos x

Sli¢no, f cotg x dx =1g sin.x+ C.

dx . dx . . L .
4. f — 1 f . Uopste vaZna za trigonometriske
sin x cos X

p :
2 cos? — Sin x

_ dz_
Zsm—cos—— 2tg—— cos2 z
i__
2
=lgz+C= lgtg +C. f —
cosx sm
kid X
agtg[ T — X ) 1gt —+—)+c.
: € g[4 2] 8 g(4 2

5. Primena delimi¢ne integracije dovodi do rezultata.

farc sin x dx = x arc smx—-—f\/

funkcije zamena tg-’z‘—=z, odakle jo—2% — —az. [ #* _

=arc sin x +

1—x?

+y/1—x2+C.
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6. Integracija trigonometrijske funkcije posle podesne
transformacije te funkcl_]e : .

 ____ , gde su a i b stalne velitine. Sta-
asinx+bcosx

vimo a=rcos@, b=rsine, gde su r i ¢ nove pomoéne kon-
stante; sa novom promenljivom X+o=z imamo:

dx =f d.z ——l—lgtg +C=
asinx+bcosx rsinz r 2

' b
1 1gtg—1—(x+arctg—)+c.

N 2 a;

7. fR(sinx, cosx)dx, gde je R simbol racionalne

a . ;.
funkcije, posle zamene z=tg—é—, pretvara se u integral ract

onalne funkcije z. Navedimo i ovde obrasce ove smene:
.o 2z _l—z t;gx= 2z dy= 2dz .
Slnx“1+zz’ cosxv 1+22 - 1—2z2¢ 1+ 2%
8. Obrasci za integrale stepena sinx i cosx (skraéene
oznake cosx=c, sinx=s).

. cm-1gn+l m__.lf m—g gn
fcos'”x sin"x dx = + dx =
' : m+n m+n

n-1 rﬁ+1 —_
=_:S c n—1 fcmsn—zdx
m+n m +n

f dx 1 1 m+n—2 [ dx

dx =

X m—1  n—1 _ n—2
cos"x sin™x n—1 sm-1 n—1 s"ec

I | m+n—2 dx
= — . 4 2 .n’
m__l Sm_] c’l—l m_.l Ky C
cos™x cm+1 m—n+2 (cmdx
dx = 1 n_g
sin" x (n—1)s" n—1 s

m—1 m— 1 cm—2
I + dx;
(m—mn)s"t m—nj s"
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fsin"‘xdx_ sm+1 m—n+2fs"‘dx _

cos"x (n—1)c"? n—1 ¢

m—1 —1 m-—2
- +m fs dx.

(m—n)c"! m—n c”

Ako su m i n celi brojevi pomoéu ovih redukcionih
obrazaca napisani integrali mogu se svesti na ove jednostavne
integrale:

fdx, fsinxdx, fcosxdx, fSinxdx’ fcosxdx,

Cos x sin x

. . dx dx dx
fsmxcosx dx, - , —, .
sin x cos x sinx cosx

Podto prouavanje drugih specijalnih tipova integrala
transcendentnih funkcija izlazi iz okvira ove knjige, poneki
od tih integrala se daju u tablici neodredenih integrala.

4.44. Primedbe o funkcijama koje se odreduju integralima

Kao 3to je poznato, svaka obrnuta matemati€ka opera-
cija je izvor novih funkcionalnih veza. Operacija odredivanja
neodredenog integrala, kao operacija obrnuta operaciji dife-
renciranja, isto tako dovodi do novih funkcionalnih veza,
toliko vaZnih da je dublje proudavanje tih veza otvorilo novu
epohu u istoriji razvitka matematitkog znanja. U prvoj fazi
te epohe se pojavila Teorija eliptitkih integrala i funkcija, po
nazivu vezana za problem odredivanja duZine eliptitkog luka.
A. M. Legendre (1752 —1833) je razvio teoriju eliptickog

integrala f R(x, \/P(x)) dx, gde je R simbol racionalne funk-
cije i P(x) polinom treéeg ili Zetvrtog stepena, i pokazao da
se takav integral moZe svesti na tri osnovna eliptitka integrala,
prve, druge i trede vrste i to:

dz 22 dz
f\/(l-—zz)(l——kzzz)’ VA=) (1—k2 %)’
dz
(1+hz2)/(1—22) 1—k2z2)
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gde su k i A konstante, pri femu h moZe biti imaginarna
velitina. k je prav razlomak, tj. 0§k<1, zove se 5nqdul
elipti¢kog integrala. Posle smene z=sing¢ se dobiva jo3 jed-
nostavnija forma LeZandrovih eliptickih integrala:

-——___d—Q——_——, f l—kZSinqud(P,
Viksnte |

de
f (1+hsin? 9) /1—k?sin’ ¢

Od drugih integrala, koji se ne izraZavaju elementarnim
cosx

. ) sinx , de:
funkcijama, navedimo jo¥ ove integrale: ——x—d'x, —x--~ X ;

idx: ﬂr—(x=1gt). Pod odredenim uslovima svaki od
Igt

x . . .
njih dovodi do nove transcendente funkcije, naime: integralnog

sinusa, integralnog kosinusa i integralnog logaritma_ (str. ).

4.45. Tablica neodredenih integrala
(Konstanta C je izostavljena)

A. Integrali racionalnih funkcija

. o __ L (n#1).
(a+ bx)" (n—1) b(a+bx)"?

Z.f ax =—ll)—1g|a+bx].

a+bx
xdx =_1_ —1 +
“J (@+bx)y" B (n—2) (a+bx)"?

+ a ]
(n—1) (@+bx)y"-1|

4.fxdx =—1—[a+bx—a1g|a+bx|].
a+bx b .
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b

x¥dx 1 [ —-1 +
(a+bx)" (n—3) (a+ bx)"-2

+ 2a _ a? ]
(n—2) (a+bx)"* (n—1) (@+bx)"1|’

2 2
6. fx dx =i[(a+bx) __2a(a+bx)+a21g|a+bx|] .

a+bx b 2

7.f dx ——=—i1g
x (a+ bx) a
J x (a+bx)*? a? a+bx
9.‘/‘ dx __ 1 a+bx__blg
x% (a+ bx) a X

lO.f dx = }_arctg\/ix, (ab > 0) .

a+ bx

X

a+bx

X

a+bx® ~/ab
r o dx 1 a+x\/
11. = — ab>0).
ja—bx’ 2‘\/ ab £ (
lz.f"d" =1_1g|a+bx=|.
a+bx®? 25
x2dx
13. = . 10).
fa+bx’ bfa+bx’ )

14. Pdx ¥ 1g|a+bx2|
a+bx 2b 20
1 x?

15. f—f’L— g
x (a+bx®) 2a }a+bx2|

dx
16. f - 2 f
x% (a + bx?) ax a+ bx7=

x3
lg ————.
fxs(a+bx’) 2ax’ 2a2g|a+bx=|

17.

18.f e x D[ o)
(@+bx»)? 2a(a+bx®) 2a) a+bx?
19 xdx 1
" J@+bx®®  2b(a+bx?)
2
20, [X ____ X% +if (el. 10).
(a+bx®)? 2b(a+ bx%) 2bJ a+ bx?
21. X dx 2 L g|a+bx3[
(a+ bxﬂ‘)2 2 b? (a+bx2) 25
2
S e
x(a+bx®® 2a(a+bx?) 248 |a+bx?

dx 1 3bx] 1
23. f———————'=—— —_—— —
x% (a + bx?)* ax 24 |a+ bx®

3 bx dx

" 2a* ) a+bx? (& 10).
24.f =—[1 +i] LDl > |
x® (a+ bx?*)? 2ax* a’la+bx* & |a+bx?
25.[ dx _1_;acg———b+cx ,
a+2bx +cx? \/ac—b’ \ ac—b?
(ac—b*>0).
26. f 1 a—p-0),
a+2bx +cx? b+ex
27'f e 1 . cx+,b—\/m,’
a+2bx+ex* 2. /P—ac |ex+b++/BP—ac|
(ac—b*<0).
dx 1
(@+2bx+ ox®)? 2(@e—bY(p—1)
b+cex + 2p—3)c dx

@+ 2bx + cx®)P1 2(ac—b¥) (p—1) ) (a+2bx+cx)Pt
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dx 1 X
29. = +
f (@+x*)" 2(n—1)a [(az+x2)"—1

dx
+(2n—3) f —————-(a2+ xz)u—x] .

30 dx _ 1 f (1—z)y"+n-3dz
| f " by (@—b)mer >

B. Integrali iracionalnih funkcija

31.

32

33

34

35

36

37.

f\/a+bx dx=?2b—(\/a+bx 8,

dx 2 ——
. —  —dx=—+Ja+bx.
f\/a+bx b v

a+Bx 2
. TP dx=——(3ab—2aB+Pbx)\/a+bx .
a+bx 35 B+8b3) ~
i 2
.f\/az—-xﬂdx=% Va’——x”—%arcsini.
a

.f\/xaj:a’dx=%\/}Ei_aiilg]x-i-\/xziazy !
.f(x”+az)3/2dx=-z—('2x2+5a’) x24+a?+ E
+3—?lg]x+\/x2+a’|.

X A/E+ddx =% Q2x2+a?) /x*+at—

4
—%1g[x+ Vx2+at.

38

39

40

41

42

43.

44.

45.

46

47

48

49

50

X

dx
S e

PN

. f——‘_ix_—_==L1g S S
x\/X+a@d a |a++/xt+a
dx _ V3 a
" xz\/}z—-l-a?‘—— Px
. f L:._\/m.*__l_]g gi_____ Vx2+a2
J x34/x%+a? 2a%x*  2a® x

~f‘xi:a2dx=—-———“azxw+lg|x+\/m[.

f dx 1 a
—_—— =—arc CoS —.

x2—a® a

X

dx A/x2—a?

x? \/;“’——_a’—; a*x

v

/32 g2
[ dx X —d +Larccosi.

x® \/xz—a2= 28 x* 28 x

Vxi—a [ a
. o dx=+/X*—a —aarccos?~

. [ @—x)re dx=%(5a2~——2x2) VE—2 +

3 3
+-——qg*arcsin—.
8 a

2— ——mem—
. f\/ax xzdx=\/a2—x3 —alg

o=
.

dx
' fx\/2ax—x2_ o

a++/@—x?
x
a®—x? . X
—arcsin -
x a
\/2ax—x?
ax

|
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51 f _ x—a
") Qax—xn)2r at2ax—x*

50, xdx _

QRax—x*)3?  a+/2ax—x? ’

53. —lg|x+ a++/2ax +x2|.

dx
v/ 2ax + x*
54. —d)f— = arc sin x—an
V2ax—x* a

—lg|2ex+b+

55, [ 9% _
\Va+bx+cx® \/_c
+2\/_\/a+bx+cx“|,(c>0).
56. f\/a+bx+cx2dx=2?_—b\/a+bx+cx’—

4

b*—4
— snaclg|2cx+b+2\/_cs/a+bx+cle, (c>0)
c

57. ____dx _arc sin 2cx—___b_" (c>).
\/a-}—bx—cx2 Ve \Vb*+4ac
58. f\/a+bx—cx”dx= C::_b\/a+bx-—cx2 +
c
b +4ac arc sin 2ex—b (c>0)
83/ B+ 4dac’ '
59. x dx \/a+bx+cx2_
\/a+bx+cx2 c

—2————1g|2cx+b+2\/_\/a+bx+cle (c>0).

60.f Z+xdx— @ 0 G+n+

+(@—b)lg|a+tx+/b+x|.

61.

62.

pa @—x) (b+x) . [x+b
f Fan xdx—\/(a——x) (b + x) + (a+ b) arc sin -5

f\/"+"dx= —@r®» o—x—

b—x

—(a + b) arc sin \/m.

. & o
63. | ———————=2 in,/[*”9.
J V(x—a) (b—x) are sin \/b—a

C. Integrali transcendentnih funkcija

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

fx" e*dx=e* [x*—nx"1+n(n—1) x"—2—
+(—1)™-nl].

flgxdx=x1gx—x.

f(lg x)" dx = 1 (Ig x)"+1.
x n+1

f dx =lg (g x).

xlgx

fx"lgxdx=x"+1(—lg—x— ! )
n+l (n+1)2

fsin’xdx=i3c—Lsin 2x.
2 4
1 1 .
fcos’xdx=—x 4+ —sin 2x.
2 4

ftg2 xdx=tgx—x.

f cotg®x dx = —cotg x—x.
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dx x : . ' — x
o [ g | . IV
fsinx g g2| . iy f x 1 " Vb—a tg 5+ b'+al.
" ) atbcosx /B —at x —\
74. f dx =1gltg(1+i)l. oY ETER b—a tg .-2—.—-\/b+a‘-
cos x 2 '
(a<b).
1+cosx 2 ater+ b
dx x 86 f a2 arctg——2; (a>b)
76. | ————— = —cotg —. ) Sn x /e — bt 3__pz
fl——cosx g a+bsinx +/a®—b \/ @—b
o
77. [ sin x cos x dx=%sin2x= —% cos? x. . f dx L atgo+ b——\/bﬂ—-.z“l
’ . — == 18 ;
i at+bsinx +/b*—a? atgi+b+\/—_—b2—.a’~
78. f =lg|tgx|. 2 y
sin x cos x @@<b)
n _tgn—l x__ n—2 ‘
79. ftg x dx = — ftg x dx. 38, dx : =Larctg(btgx),
a?cos?x+btsin?x ab - .a
cotg"—lx
80 [ cotg"xdx=————— cotgr? x dx.
f 5 n—1 f g 89. | e**sin bx dx = ———— [e®* (a sin bx—b cos bx)],
. ) a’+b? ' -
81. [ sin mx sin nx dx = — sin(m+m)x , sin (m—n) x ' .
2 (m+n) 2 (m—n) . 90. f e**cos bx dx =— bz[e"" (b sin bx +a cos bx)], .
(m® # n?; ako je m*=n? gl. 69). . e
. . 1 .
. 1 : _ ! 91. ax n —_ ax oinn—1 —-
82. f cos mx cos nx dx =32 (m+n)x sin(m—n) x | f e** sin” bx dx YT [°* sin"—1 bx (a sin bx
2 (m+n) 2 (m—n) -
2 . ' n(n—1)b® . n_a B
(m®#n?; ako je m*=n? gl. 70) —nb cos bx)] + ————— | e**sin"—2 bx dx
a*+n? b? ‘ oo
83. fsin mx cos nx dx = — 25 (m+mx_cos(m—nx 1- v
2(m+n) 2 (m—n) 92. f e** cos” bxdx=T——2§ [e°* cos™—1 bx (a cos bx +
(m2#n?; ako je m*=n?, gl. 77). @ .
—_— . —1) b*
dx 2 — x : + nb sin-bx)] + n(n —2— | e*cos*?bxdx. .-
84. = arct a=b, ———); a>b). n € A
fa+b cosx +/ a@—b? g( a+b & 2 (@>9) o ' & +;”2vl_”2 a ; vl
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i 93, fx"' sinaxdx=——xr cosax+ﬁfx""1cosaxdx
C a a .

9'4.‘.fx"'co'saxdx=x—zsinax—£1—fx'"—1 sin ax dx.
a a

95. farcsinxdx:x arc sin x ++/1—x2 .

arc cos X dx = x arc cos x—~/ 1 —x*.

96.

—

1
97. | arctgxdx=xarc tgx———z—-lg (1 +x?).

98. | arccotgxdx =x arccotgx +71g (1+x%.
99. | Arsh xdx =x Arshx — /1 +x%.

100. | Arch xdx =x Archx —/x*—1-

101. Artgh xdx =x Artgh x+—2—lg (1—x%).

—

e . . 1
lOZ.-‘fArctghxdx-——~xArctghx+-—2—lg x2—1).

- 4.5, Pojam odredénog integrala

Pojam odredenog integrala se javlja u matematici u
raznim formama u zavisnosti, s jedne srane, od postupka
formiranja tog pojma, a, sa druge strane, od osobina onih
objekata na koje se primenjuje taj pojam. o

‘Najprostija definicija odredenog integrala je osnovana
na neposrednom prelazu od pojma neodredenog na pojam
odredenog integrala i to uz jednostavno geometrijsko tuma-
&enje. L ST ‘
! Ako sa Q (x) oznaimo povriinu nad Ox osom (sl. 66),
omedenu krivom &ija je jedna&ina y= f(x), dvema ordinatama
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PyM,i PM;sa apscisamaa i x, i delom Ox ose P, P, onda se

pokazuje da je ‘%‘-)- =y=f(x) ¥ M,
x ,

I

i prema tome po definiciji
neodredenog integrala imamo

0= [f®ax=F()+C,
gde je F(x) prvobitna funkcija
za f(x), kao izvod. Posto je HE
za x=a povidina Q@=0, 9 B P P P X
imamo F(a)+C=0, odakle je SL 66 — Powrsina u Dekartovom
C jednako — F(a). Iz jednatine sistemu koordinata

Q(x) = [ f (x) dx=F(x)—F (a)
imamo ovu definiciju odredenog integrala:

Razlika vrednosti neodredenih integrala za dve vrednosti
argumenta zove se odredeni integral. Takav odredeni integral
je integral .u smislu Njutna i Lajbnica.

Oznake:

b b b
X1V) Q= [ ydx = [ f(x) dx=|F(x) = F(5)— F(a)

a i b su granice odredenog integrala, a je donja granica,
b — gornja, koja je u navedenom obrascu zamenila promen-
ljivu granicu x. Crta sa ozna¥enim granicama zove se znak
dvostruke zamene. Odredeni integral u smislu Njutna — Laj-
bnica se odnosi na slufajeve kad je funkcija f(x) integra-
bilna u smislu postojanja primitivne funkcije F(x) &iji je
izvod f(x). ,

Druga definicija odredenog integrala je osnovana na
posmatranju odredenog integrala kao grani¥ne vrednosti zbira
beskrajno velikog broja beskrajno malih sabiraka, elemenata
odredenog ‘integrala. , ,

Na slici (sl. 67) je prikazano odredivanje povr§ine Q
kao zajednitke granice zbira upisanih odnosno opisanih pra-

. 1. Co
vougaonika sa osnovom Ax=—'(b—a) i visinama
. . . n .

yo’ Pis <00 yn—l odnosnovyl, Yas <o s Vns tj'
O= lim (yo+p»+...+Vs) Ax= lim (p,+yp+...+ya) A X
n—>eo : P n—>o0 -
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Pri opStijem posmatranju moZe se na duZi P, P, duZine
b—a, staviti niz ta¥aka sa apscisama

=Xy <X <Xy <. <X <K <. .. <X, <X,=Db,

koje dele duZ na elemente (x;—x;_;). Na svakom elementu
izaberimo neku proizvoljnu tadku sa apscisom §; i obrazujmo
zbir

] < '
B M__ Sp= Zf(gx) (xXi—xi-1),
i=1

koji se zove integralni zbir.
v, Ozna&imo sa 8 najveéu vred-

Ynbo 1 nost od svih elemenata

4 JYAE A Y3 Xi— Xj—1» t_] Xi—Xj—y < 3.
Yo Y, .

A ij -
o B P ko je f(x) funkcija ogra

s niena na intervalu [a,b],
Sl. 67 — Odredeni integral kao zbir tj, m < f(xX)<M, gde su m
1 M dva konafna broja,
svaki od proizvoda f(§;) (x;—x;—;) teZi nuli kad & — 0.

Ako integralni zbir S,, kad n—, ima odredenu grani-
énu vrednost A, koja ne zavisi ni od nadina podele intervala
[a, b] na elemente, ni od poloZaja taéaka &; na svakom elementu,
tj. kad je (u smislu principa €—3)

n

A= lim z S E) (xi—xi—y),

B> .}

ta graniéna vrednost zove se odredeni integral u granicama od
a do b i izraava se obrascem

- b b v
lim 3 f(&) (xi_xi—1)=ff(x) dx=fydx.’

n-»o ;i

Za funkciju na koju se moZe primeniti navedeni pojam
odredenog integrala se kaZe da -je integrabilna u Kosi —
Rimanovom smislu, a za integral je usvojen naziv Rimanovog
integrala jer je Riemann (1826 — 1862) proucio uslove
egzistencije tog integrala. Za ograniene i neprekidne funk-
cije moZemo postaviti ove osobine Rimanovog integrala:
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1. Odredeni integral f f(x)dx, kao funkcija gornje

granice x, je kona¥na i neprekidna funkcija x.

2. Ako je f(x) isto tako neprekidna funkcija, onda
odredeni integral, kao funkcija x, ima za svaku vrednost x
izvod jednak f(x). . ‘

3. Ako neprekidna funkcija F(x) za svaku vrednost x
ima odredeni kona&ni izvod f(x), onda je

ff(x) dx =F (x)—F (a).

To je osnovni stav integralnog racuna, koji postavlja
vezu izmedu dve navedene definicije odredenog integrala.
Ovaj stav omoguéuje izralunavanje odredenog integrala cas
pomoéu neodredenog integrala, &as pomocu odredivanja gra-
nidne vrednosti integralnog zbira. Ali ipak navedene dve
definicije odredenog integrala nisu u potpunosti ekvivalentne,
jer, sjedne strane, postoje funkcije koje su integrabilne u
Rimanovom smislu, ali nema odgovarajuée primitivne funk-
cije, sa druge strane, postoje primitivne funkcije &iji izvodi
nisu integrabilni u Rimanovom.smislu. .- .

4.51. Osnovne osobine odredenih integrala

Y \ ,
1. fA f(x)dx=A f f(x) dx, (A konstanta).
b .
2. f[fx_(x)+ fz (¥)— f3 ()] dx = ff1 (x)dx +
b b ) b a
+ff2(x)dx—ff3(x)dx. 3. ff(x)dx=—ff(x)dx.
a a a b
. SR e
C 4 [ f@dx=0. 5 [ [(dx=[f()dy=
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b
= f f(2)dz (ne zavisi od oznake  promenljive pod znakom

. d * d ?
;ntegrala)- 6. d—x( f f()dt= f(x),;( [ f@)dy=—f .

+a a
7. Ako je f(—x)= f(x), f f® dx=2ff(x) dx.
—a 7]

. e
Ako je f(—x)=—f(x), [ f(x)dx=0.

Teorf’m& ¢ srednjoj vrednosti u primeni na odredeni
integral. f fx) dx=(b—a)f (§), gde je f(x) neprekidna,
ograniéex:a i integralgilna funkcija u interwzalu [a, b], a<E<D.

Uopétavanje: f f) e ) dx=f(E) f e ()dx, f(x) i
¢ (x) su neprekidne iacp (x) ima stalan znak 1; inte’n,'valu integrala.

Zamena promenljive odredenog integrala. f S (x)dx, gde

je f(x) neprekidna funkcija na intervalu fa, b]. Stavimo
x =9 (#). Odredujemo « i B iz jednaline a=9 (x), b=9 ).
Funkcija ¢ (#) je neprekidna na intervalu [«,B] i ima nepre-
kidan izvod ¢’ (f). Tada se zamena vr§i prema ovom obrascu

b 8
[f@dx= [ fle@le @) ar.

Obrazac za delimiénu integraciju odredenog integrala:

b b
[ udv=|w|s — [ vdu.

a

Diferen ciran];e i integrisanje odredenog integrala po pa-

rametru. F(«) = f f(x, @) dx, gde su: a—parametar, f (x, «)
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neprekidna funkcija sa neprekidnim izvodom f «(x, @) po
parametru. Tada je neprekidan i izvod -

_ b,
F (a)=ff‘, (x, «)dx.
U opétem sluéaju kad su promenijive i granice imamo obrazac

b(x) , o
F' (o) = f fo(x, )dx+ flb(0), dbd(a) —fla (@), a]d—z-(—:—)

a(x)

« b
Za sludaj integracije po parametru: f ( f fx, @) dx) do=
Uy 4

b
= f ( f f(x, ® da) dx» ako je f(x, «) ograni¥ena u celoj ob-

a )
lasti a<x <b,xg<a<o i neprekidna u toj oblasti sa izuze-
tkom konafnog broja pravih x= const. i a«=const.

4.52. Nepravi integrali

Ako granice odredenog integrala, jedna ili obadve, teZe
pozitivnoj ili negativnoj beskona&nosti, a sam integral pri
tome te?i odredenoj grani¥noj vrednosti, taj integral se zove

.

nepravi odredeni integral. Za takav integral imamo, npr. ovaj
) b .
obrazac: f f(x)dx= 1lim f fx)dx. Sli¢ni obrasci vaZe za
b—> o
a a

b + oo
integrale f f(x)dx i f f (%) dx.
Pojam nepravog odredenog integrala se odnosi takode
i na sluajeve kad za jednu ili obe granice ili za neku vred-
nost promenljive izmedu granica integrala podintegralna funk-
cija f(x) te?i beskona¥nosti. Tako, npr., ako f(x)— o, kad
x— b imamo ovu definiciju nepravog integrala

b—e

b
aff(X)dX= ‘lglloaff(X)dx, (e>0),
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.pod uslovom da napisana grani€na vrednost ima odredenu
vrednost.’

<+ o0
Ako integral f If (%) |dx konvergira, onda konvergira

+ oo
i integral f f(x)dx i tada se kaZe za poslednji integral da

. a
je on- apsolutno konvergentni nepravi integral. Ako isti, po-
slednji, integral konvergira, a integral modula ne konvergira,
]

onda se integral f f(x)dx zove neapsolutno konvergentni ne-

a
pravi integral. To isto se odnosi i na druge nesopstvene
lntegrale

Ako za konadno b vaZi obrazac f f (%) dx = F (b)— F (@)

Ji lim F(b)=F(o), gde je F(o0) odredena veliina, onda se

nesopstvem 1ntegral raduna prema obrascu.
ff(x)dx— hm f f(x)dx= hm [F(b) —F(a)]=F(®)—F(a).

Sligni obrasm se primenjuju i za druge neprave inte-
grale, za koje posto_u primitivea funkcija.

Za integral ff(x) dx sa f(¢)— 0 , kad je a<c<b, imamo

c—¢,

f f(x)dx = um [ [ f@dxe+ | f(x)dx]

c+ey

_ Prema op$tim uslovima prelaza na graniéne vrednosti
graniéne vrednosti prvog i drugog integrala ne smeju da
zavise od nadina na koji ¢, i ¢, teZi nuli.. Ako taj uslov ne
moZe biti ispunjen, od koristi je proutavati granice za g =g, =E.
Takva vrednost nepravog odredenog integrala zove se glavna
vrednost sa oznakom V. p. (Valeur prmc1pale) dakle je )

V.p. ff(x) dx = lim [ff(x) dx + ff(x) dx]

c+-e
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U vezi sa diferenciranjem i integrisanjem nesopstvenog
integrala po parametru treba navesti ovu prlmedbu Pri izra-
funavanju nepravih integrala - uéestvuje operacija prelaza na
graniénu vrednost, ko_]a se osniva na tzv. ,e-3 principu‘.
Odgovarajuéi proces je ravnomerno konvergentan, ako poéev
od nekog N-tog koraka u tom beskona&nom procesu § zavisi
samo od ¢ i ne zavisi od reda koraka i vrednosti argumenta
za koju se odreduje grani¢na vrednost.

Ravnomerno konvergentni nepravi integrali imaju ove

osobine:
4+ o0

1. Ako integral f f(x, 0)dx ravnomerno konvergira, on
_|e neprekidna funkcua od « pl‘l oco<.oc<ot1 pod uslovom da

je f(x, ) neprekidna za x>a i za a u navedenom intervalu.
2. Nepravi integral iz 1. moZe se integrisati:

fa‘doc ff(x a)dx = fdx ff(x o) da.

0 . .
3. Ako su funkcije f(x, @) i S (x, )neprekldne i ne-
a
dx ‘konvergira, a integral 0f x, @)
pravi integral ff(x, ) onverg g f o
konvergira ravnomerno, onda vaZi obrazac
- *2of (x,
_J‘f(x o) dx = f AU @) 4
(X
4.53. Tablica odredenih integrala
(m i n su prirodni brojevi, p, ¢, r—racionalni)
1 1 '
1. f—(l'—.-x)P x1-7 dx=f(l—x)1-" xP dx =
0
=%pn (1—p) cosec pm; (pP<1).
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I . ;
P11 y2-P—1
2.'/--x—':————-dx=1 cosecp—n. ‘ 12

1
dx 1 .
. . —_— arc sin\/p.
fat 1 7 - of(l—px)\/l—x 2+/p(1—p)

1 . i . 1
- xPdx ™ . 2
. 1 ri .p ; (pE< ). _ 13. f ___dx____=—arctgp.
p (1—x)? sinpm. " VA +pPx)(1—x) p
1
7 1 1+
xPdx .11: ; (< D). 14, dx LI P
(1—x)?+1 sin pr ; (1—p*x)(1—x) p 1—p
1 1
xp—l___x—P xﬂdx T
5.[ dx=1tcotgp'n: : 15. ——————— e = .
1—x ' (A +x+/1—x% 8
0 0
2t —x? 1 16 lxe?v=dx=i[( —1)e?+1]
6. f—dx=——-r:cotgp-r:. ) f 7 1 )
—x P 0
0 1
1 : xe*dx e
—y)P-1 i 17. =——1
7. fu—dx=ncosecp-n:. (1+x* 2
xP ; 0
° 1
1 | 18. flg(q+px)dx=——-—q+plg q+p—L1gq—1.
8 f X071 dx == cosec g 0 P P
(A=x)? (1 +px) (1+p)° ' n e
ol 19. flgxlg(l—x)dx=2-?.
-1 q—1 0
9.] X dx -2 "cosecq-n:. ! 1 21
(1=x)" (x+p) (1+p)? 20. [xmtlg (1—x) dx=—— S—.
° i 0 n ik
. |

__xm n 2k 1 2
10, (I—xmdx 1 22__ 21. [lgxlg(l+x) dx=2———2lg2.
] Gepmia—n " gk b 12
1
1 _ ' lg(l+x
1 fom e 2 [50D0Sen
3 p(p+1) +x

0
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

P

32

33.

g

0

/

lg x

1
24,
[i
6

lgx

lgx

1—x%

dx
—X

1+x

dx =

ll
=f____g .
0
_[_ﬁ Y

0

1

— 3
Ig (1— dx=——".
!g( \/x) Ix 5

[

0
1

1

1

1 1
farc sin (/) dx = farc cos (1/x) dx=%.
0 0

o0

/;

dx
2+q2 x2

7t

2pq '

p

1
d T _
= =2f\/lg—l—dx=\/-n:.
1 X
lg_— 3
X

farcsinpxdx=arcsinp+i\/1—p2———.
P

1
p

farccqspx dx = arc COSp+i—i\/ 1—p2.
0 p

farc tg px dx = arc tgp—ng (1 +p?.

0 : 2p

f arccotgpxdx = arccotgp + 2L 1g (1 +p?).
0 74

34.

3s5.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

4

w

~ n—1
f d X = i ; O<n<m).

. nw
m sin —
m

f e“‘"— dx——\/-n:e—”, (p>0).
0

o0

!
f x" e—P* dx =
pn+1

; (p>0, n>0).

® !
fx2"+1 e—P* dx=% . ;)%1' 5 (p>0).
0

e . 1. 2n—
fxzn e=P* dx = \F 3. (0': D ; (p>0).
0 2" "

-

[~lex=l——lg 2.

o=

f e~P*sin (gx+r) dx=
° p

f e=P* cos (gx +r) dx = L
0 ' ! P+

-]

e d ’l\/ze"‘q_:“ . 0)
e cos gx dx = > \V7p 4p; (p>0).

0

: of sin (%) dx = of cos (x%) dx='?/7.

1 . . .
— (g cos r+psinr).
+4°

2 (p cos r—qsin r).
q :
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ki3 .

5 cospreosqr; (p>g). i3 1 ' 2.4.6...2n
53. J sin2"+1xdx=f cos? ¥ x dx = .

44 fsi ve xdx ™ ' 5 3.5-7...2n+1)

. npx cos gx =) T  (p— v
0 7'2 ——-x2 { 4 cos 2pl’, (p q)° ul 2

T ; ' 54. fSinz"xdx= cos2"xdx=1'3'5"'(2"_1)..5.

+?cosprsmqr; (p<g). 3 2:4.6...2n 2

55 dx o 'n:
' (p®cos? x+¢g?sin? x)* 27 (n—1)!
]

smx cosx
45, | —=dx= | “—Zdx=_|T .
PAVE Vx N3

142

tg x sin2 x T : n —1 .
46. f f— dx=" | [2 n—k)— 11 [2 (k—1)—1 n(" ) 2n—i) g2k—1)
Pl SR e—0—11 2 G=D—11 (7T Jpe0g
B pzn—l q2n—1
COS pX—COs gx T ™2 .
47. [—hxg dX=—2*(q—P); (p>0, g>0). 56, dx - _T(*+¢)
6 (p cos? x 4 g2 sin? x)2 4p3 g%
oo o
dx L w2
48. f lg (1 +p* x?) =—1g (1 +pgq). ! m!
§ #+x* g (+pa) - 57. j s1n’"+1xcosz"'+1xdx=-l— SALLLLC
/ 2 (n+m+l)'
dx b1 12 o
4. f 18 (" + -2 — T lg(ptq). ; U @m—Dn
;s fi g °F 9) 5. sing,,xmz,,,xdxg(2n l)..(2m 1)...30
. @n+2m 2
]
. (p?
50. ;flgk(l-—.2p_cosx+p“)dx= 0 (2 <l,)' v '
s o 2rlgp; (p2>1). 59, fe—'pxcoshqxdx= p '2;(p>0, PP#4P).
/2 ) pz_q
arct tg x
51. f , i(p g» ) x =g (1 +p). e q
B .2 60. fe—‘”‘sinhqxdx —2—-,(p>0 P*#q).
/2 %2 P r—q
52 f lg sinxdx f de————lg 2.
' tg x . *) Znak k!! (polufa.ktoruela) oznafava pronzvod uzastopnih samo
neparnih ‘od 1 ili parnih od 2 do neparnog ili parnog broja k. ;
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4.6. ViSestruki integrali

Neka je u ravni Qxy data neka oblast O ograniéena
konturom, zatvorenom krivom linijom, udubljenom prema
posmatratu u oblasti. Podelimo tu oblast na elementarne
povrsine g;, od kojih svaka ima najveéu tetivu manju od
duZine 3, koju €emo zvati merom elemenata. Neka su, pri
prebrojavanju svih n elemenata oblasti, x;, y,- koordinate tafke
M; koja pripada i-tom elementu. Jednozna¥na i ogranifena
u svim tatkama oblasti funkcije f (x, y) ima vrednost S Ceny)
u taki M,'.

Zbir
n
S, =2:1 S (xi, 32) 9i»

profiren na sve elemente oblasti Q, je dvodimenzioni integralni
zbir elemenata f(x;, y,) ¢; na oblasti Q.

PoSto se uzme u obzir ono
§to je bilo navedeno (4.5.) u vezi
sa definicijom jednodimenzionog
integrala u Rimanovow smislu,

strukog integrala u ovom obliku

/[ fx.»dg= tim s,-
0 n—c0

n
SL. 68 — Izratunavanje = lim D f(x, ) q:.
dvostrukog integrala Ao i=1
) Pri podeli oblasti Q na ele-
mente linijama paralelnim Ox i Oy osama se dobiva cbrazac
za figostmki integral u Dekartovim koordinatama, iz kojeg se
vidi i natin izraunavanja integrala ‘

: b ynx) ) v
[] fenaxdy= [([ 7ex, ) dy)ds.
Q a  y(x) ’
Prema ovom obrascu prvo se sabiraju elementi duz
prave paralelne Oy osi na rastojanju x, smatranom kao stalno,

i to u granicama od tadke Ny sa yi(x) do N, sa y,(x). Kao"
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neposredno se dobiva pojam dvo-.

rezultat te prve integracije dobiva se “odredena funkcija x-a,
koja se odnosi na datu du? N,N,. Sabiranje clemenata sa
svih takvih duZi daje vrednost integrala proSirenu na celokupno
podrugje. Granice @ i & po x odgovaraju tatkama dodira
konture i pravih paralelnih sa Oy osom.

Na sli€an nalin se formira trostruki integral progiren
na odredenu zapreminu:

[I] fey,ydxdydz= lim Sfai,pi,2) w=

1 4

b »nr znxy
=f[ f [ f f(x,y,z)dz]dy}dx.

a ~ n(x) z1 (%, ¥)

Prva integracija se vr§i po pravoj, paralelnoj sa Oz
osom za koju x i y imaju stalne vrednosti a granice za z su
z; (%, y) iz, (x, ), kote tataka preseka prave sa grani¥nom povr-
$inom ¢ (x, y, z) = 0 date zapremine, na koju je prosiren trostruki
integral. Zatim se sabiranje profiruje ma povr§inu paralelnu
sa Ozy ravni, vi§i se integracija po y sa granicama y, (x) i
ya(x) kao 8to se radi u slufaju dvostrukog integrala. Inte-
gracija se zavrSava integracijom po x sa granicama a i b; to
su apscise tataka dodira ravni paralelne sa Oyz ravni i date
povr§ine ¢ (x,y,z)=0.

Zamena promenljivih u dvostrukom i trostrukom integralu.
Dve funkcije o, (u,v), ¢, (4, v), jednoznagne i neprekidne sa
svojim neprekidnim prvim delimi&nim izvorima u oblasti Q,
na koju je profiren dvostruki integral

[] ey axdy=[ [ ) dg,
Q Q

odreduju pomocu jedna&ina x=o, (u,v), y =0, (4, v) transfor-
maciju dvostrukog integrala na nove promenljive u i v.

Prema novoj podeli povr§ine Q linijama u = const,
v=const. element povriine dg, kao povriina paralelograma
ima vrednost

dq=D(¢19 ?2) dudv, gdeje ‘D(Qli ¢2)=
D (u,v) D (u, v)
10 Vi3a matematika . ‘145



0% 0% |

_|0% 0V | 0m 0% dede
09, 09, dx 0y Jx 0y
ox 0y

determinanta koja se zove jakobijan transformacije i koja se
kratko ozna¥ava s J,.

Prema tome imamo ovaj obrazac za transformaciju
dvostrukog integrala

3 Do,
[[ 1 pdxdy=]] flo e, o 222 g,
(o] o} @, v
Jednadina konture @ (x,y)=0 prelazi u jednatinu
D [, (4, v), 9, (4, V)] =0.
Analogan obrazac za trostruki integral glasi:

fff S, 9, 2) a’xafya’z.=

[ 4

= fff f[?l (u’ v, W)’ P2 (u’ v, W)’ P3 (ll, V, W)] J_',dudv dW,
4

gde jakobijan J; ima vrednost

00 0% 0%

ou ov ow

J =D(<P1a%a%)= % % ﬂ&
D (u, v, w) ou ov 0w

095 095 99

ou o0v 0w

Jednadina @ (x, y, z) =0 granine povrSine postaje

@ [‘Pl (u’ v, W), P2 (u7 v, W), P3 (u’ v, W)] =0.
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Glava peta

DIFERENCIJALNA GEOMETRIJA. PRIMENA
INTEGRALNOG RACUNA NA GEOMETRIJU

5.1. Odredivanje krive u ravni u konaénom obliku

Analiti¢ki kriva u ravni se odreduje na jedan od ovih
nadina:

1. JednaCinom u re¥enom, eksplicitnom obliku y=f (x)
u Dekartovim ili u bilo kojim koordinatama koje odreduju
poloZaj tatke u ravni.

2. JednaCinom u nereSenom, implicitnom obliku F(x,y) = 0.

3. U parametarskom obliku x=f, (£), y=1, ().

4. U specijalnom parametarskom obliku, kad je para-
metar s, duZina luka krive, tj. x=£,(5), y=15 (5).

5. U vektorskom obliku, kad je vektor poloZzaja tatke
M krive u odnosu na stalnu tadku dat kao vektor-funkcija

- =
parametra ¢, odnosno duZine luka s. Oznaka r=f (), odnosno

r=f().

Za $to jednostavnije izlaganje pojmova diferencijalne
geometrije upotrebimo vektorsku metodu i to u specijalnom
obliku sa parametrom s.

Izvodenje obrazaca za sve ostale nadine odredivanja
krive zahteva samo elementarne transformacije izvoda i dife-
rencijala. U osnovi tih tansformacija leZi izraz za tzv. met-
ricku formu ds®. U Dekartovim koordinatama ds®=dx? + d)>.

2 2
Za proizvoljan parametar ¢ imamo._ds® =[(¢;_x) + (‘:—y) ]dtz.
: t 1
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Prema tome postavljanje kona¥ne veze izmedu ¢ i s zahteva
ovu kvadraturu:

e [T

Za krivu u obliku y =f (x) imamo: s—s, = f V1+y%dx.

o
2
U polarnim koordinatama imamo: s—s0=f\ [r? +(%) dao.
8

Za krivu &ija je jednalina F(x, y)=0 imamo
1

S8 = f_\/sz-i—Fyzdx, gde su Fx=a_F, Fy=a_F_

Fy ox dy

Xo

5.11. Diferencijalni elementi prvoga reda krive u ravni

Vektor koji zavisi od jedne ili viSe nezavisno promen-
ljivih je vektor-funkcija tih promenljivih. Dekartove koordinate
vektor-funkcije su skalarne funkcije istih promenljivih. Ako

vektor-funkcija r zavisi samo od jedne promenljive, recimo ¢,
hodograf, tj. geometrijsko mesto kraja vektora pri stalnom
poCetku, je kriva linija. Ako se kraj vektor-funkcije uvek
nalazi u istoj ravni, hodograf je kriva linija u ravni. Prema
tome proutavanje krive u ravni i proudavanje ravnog hodo-
grafa vektor-funkcije su identi&ni problemi. Oznaka:

r=r=1.

Izvod vektor-funkcije _;(t) nezavisno promenljive t je gra-
nicna vrednost (ako postoji) koli¢nika

. = —_— A _—)
r,=£r= lim r+an—re .
dt At—0 At

Izvod ;', ima 1. pravac tangente na hodograf, 2. smer
pomeranja talke na hodografu za At>0 i 3. intenzitet —
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apsolutnu vrednost izvoda luka hodografa po nezavisno pro-
menljivoj, tj. ld_s .
dt

UveS¢emo sad ovde ove uslovne oznake: talka nad
slovom oznalava izvod po parametru, oznaenom dole inde-

ksom, npr., r,= i? ®, 3c,=c—l£=ix(t). Za izvod po para-
dt dt dt

metru s, oznaka parametra se, uslovno, izostavlja:

Crta, kao i ranije, oznafava izvod funkcije y (x) po nezavi-
sno promenljivoj x, tj. )’ y y’ <y

T , 4.y =—, =

P dx dx?

U vezi sa primenama vektor-funkcije navedimo ne-
koliko potrebnih obrazaca za diferenciranje vektorskih izraza.

Neka su ;(t) i _q>(t) vektor-funkcije, ¢ (f) skalarna funkcija
nezavisno promenljive ¢, npr. vremena; p (¢) i ;o(t) su inte-

nzitet i jedini¢ni vektor vektora p. Pravila diferenciranja:

d(—.:!:_’)— d—»id—[ d(Q-)p)—'d ;+¢d;.
a LTy PE RGPy, dt’’
d d, d,

- {2 Dy .

J— _ + -
dt(ppo) dtp0 pdt

—> ' - —
- =P +\P—) —Llps =7 +1ps— |-
dt @9 (dtp q) (p dt) dt[p a [dt q] [p dt

= const. . ,—p, |=0, ( , — >=O.
14 (P at p ) » Po dt Po

Ako su x i y Dekartove koordinate vektor-funkcije 7(t),
Dekartove koordinate izvoda r, su x;,y,; dr ima koordinate
dx, dy. Metritka forma ds?=(d 1. ZakljuSak x®+*=1. Pre-
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. —_— - . d — .
ma tome je, za r=r (s), vektor r=7r(s) Jediniéni vektor
s

(ort) tangente. Oznalimo ga sa 7"

Piema obliku u kojem je dat vektor poloZaja 7 kao ve-
}(tor-funkcua, ugaoni koeficijent tangente na pravu u ravni
ima ove vrednosti.

R
tga=y/x =yl =2 =y (x)= —F,/F,.
dx

:Iednac':ine tangente: n—y=y' (x)(E—x), gde su x iy
koordinate tacke M na krivoj, &, n—koordinate proizvoljne
tatke P na tangenti. Druge forme: F, E—X)+F, (n—y)=0;

(E—.x)/J'n:(n—y)/}'J,. Vektorska forma}: [;)p—_;-M, fM]=0, gde
je ry vrednost vektorskog izvoda r(odnosno r,) za tatku

krive M; u reSenom obliku:7p=_;'M+p}M, gde je p rastojanje
izmedu tafaka P i M. P Jam

Jednatine normale: y—y = ——1~(E—x); F, (¢—x)—
X

Y (%)

Sl. 69 — Diferencijalni elems=nti prvoga reda krive linije u ravni.
Sluéaj Dekartovih koordinata

—F,(n—y)=0; E—x) X, + (9—y) y,=0. Vektorska forma

(ro—ras, }M) =0, gde je Q proizvoljna tatka na normali; u rese-
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nom obliku: rg = r_;, +q f; rul gde su: = grastojanjeizmedu tataka

-
Qi M, a v vektor upravan na ravan krive.

U Dekartovom koordinatnom sistemu za tangentu i
normalu vezane su ove duZi (sl. 69): T=M P, duZina tangente,
N=MQ, duZina normale, S;=M' P, subtangenta, Sy=M' Q,
subnormala. Ove veliine imaju vrednosti:

T=y/sina=(y/y)\/1+y%, N=Ttga=y~/1+y7%,
Sy=ycotga=y[y', Sy=ytga=yy,
sa oznakom y' =)' (x)=dy/dx.

U polarnim koordinatama r, 6 (sl. 70) poloZaj tangente
MT je odreden uglom ¢= <XOMT ¢&ija je vrednost odredena

. v rd® r ..
jednadinom: tgo= -d— =—. DuZine tangente, normale, sub-
r r

tangente i subnormale (sl. 70) imaju vrednosti:
MT=(rlr')\/*+1r?, MN= \-/r2 +r'%, OT=r¥r', ON=r'.

Metri€ka forma ds®=dr? +r*d0? se odreduje iz trougla MM'P.

Asimptote. Kriva A (sl 71) je asimptota krive I ako
rastojanje MN tatke M krive A od njoj najbliZze tatke N
druge krive teZi nuli, kad se tatka M
sve vi§e udaljuje na svom putu po
krivoj od tatke M,. Smisao prouta-
vanja takvog asimptotskog procesa

S1. 70 — Diferencijalnj el¢ men- Sl. 71 — Kriva i njena asimptota
ti prvoga reda krive linije u
ravni. Sluéaj polarnih koor-

dinata

je u tome da se proudavanje (i predstava) nekog komplikovanog
procesa vezanog za krivu ! zameni. proufavanjem jednostav-
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nijeg procesa, vezanog za asimptotu, koja mo¥e biti i prava
linija (pravolinijska asimptota).

Odredivanje pravolinijskih asimptota algebarskih krivih.

_ I Asimptote paralelne koordinatnim osama. Neposredno
iz jednaline F(x, y)=0 ili, posle refavanja, iz jednaine
y=f(x) odnosno iz jednafine x=¢ (y), odreduju se graniéne
vrednosti b= lim f(x), odnosno a= lim ¢ (y). Ako te gra-

y— o

X~ 0
ni¢ne vrednosti postoje, u prvom sludaju prava &ija je jed-
pac‘:ma. _].1=b Je asimptota paralelna sa Ox osom, u drugom
jednatini x=a odgovara asimptota paralelna Oy osi.

I1. Asimptote kose prema koordinatnim osama (y=ax+b).

. Za odredivanje kosih asimptota za krivu, &ja je jedna-
¢ina y=f(x), treba odrediti @ i b iz uslova

lim [ () —ax—5] =0.

Ako asimptota postoji, prvo se odreduje a= lim @, a za-
X—>00 X
tim b= lim [f(x)—ax].
X—> o

) Pravilo za odredivanje asimptote y =ax +b za algebarsku
jednalinu u obliku F(x, y)=0. Stavimo F (x, ax+b)=0 i

razvijamo po stepenima X :a@yx"+a, x"~14 . . . +a,_1x+a,=0.
‘ Ako asimptota postoji, iz jednalina
y 4=0, a,=0 se odreduju parametri
a i b asimptote.
\ Primer. Odredivanje asimptote
5 - Dekartovog lisia sa jednadinom:

X+ —3gxy=0,

gde je ¢ konstanta (sl. 72). Stavimo
Y=ax+b iizdvajamo prva dva &lana
polinoma po x:

SI. 72 — Dekartov list (1 4% x*+ 3a (ab—g) x*+ - - - =0.

5 ReSavamo sistem jednadina 1 +4° = 0,
ab—q=0. Posto prva jednalina ima samo jedan realan koren
a=—1 i tada imamo b= —g, Dekartov list ima samo jednu
asimptotu sa jednadinom y= —x—gq ' :
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5.12. Diferencijalni elementi drugoga reda krive u ravni

Polaznim pojmom proudavanja diferencijalnih elemenata
drugoga reda moZe da posluzi drugi vektorski izvod vektora

— . 2
rpoloZaja tatke M po luku s, tj. vektor r =§—2r(s). Posto
s

je prvi izvod r vektor stalne, jediniéne duZine, ort tangente 7,

drugi izvod r=7 ima pravac normale na krivu, smer na
stranu skretanja pravca tangente i intenzitet graniénu vred-
. € . . « o
nost lim —, gde je e ugao skretanja tangente na duZini As.
As—0Ays
Prema tome moZemo staviti:
r=T=KN=K,

gde je: T izvod orta tangente po luku, N ort normale na
krivu u smeru skretanja tangente i K pozitivni skalar. Vektor

K=KN je krivina (u vektorskom obliku) krive u datoj tatki.
Skalar K, intenzitet vektora krivine, u obi¢nom skalarnom
izlaganju, isto tako se zove krivina krive u datoj tacki. Na
poznati nadin, prvo za kruZnu liniju, a zatim i za proizvoljnu

krivu liniju pomoéu oskulatornog kruga (krug sa dodirom drugoga
reda), skalar K se prikazuje u obliku K E%’ gde je R tzv.

polupreénik krivine kruga, odnosno krive linije u datoj.'taéki.
Centar oskulatornog kruga zove se centar krivine date’ krive

za datu talku. Ako sa r. oznadimo vektor poloZaja centra
krivine, tatke C, ona se odreduje iz vektorske jednadine

—

e —_ —_ - 1
re=ryg+RN=rpy+—N,
K

gde je ras vektor poloZaja date tatke M na krivoj.

Obrasci za jednacine krive u oblicima: 1. parametarskom,
x=x(),y=y(); 2. parametarskom sa parametrom .s, tj.
x=x(5),y=y(); 3. y=f(x); 4. F(x,y)=0; 5. u polarnim
koordinatama, r=r(0).
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S 362+'23/2 )":2_,_'2 .
1. R=¥—.—-y+).—, Xe=x—mnt T 5
Xt YVe—Xe Ve Xt Ve—X: It
X2+y2 .
y¢=y+.+'1.)—'—.x,.

Xe e—Xe Ve

2. R=x[y=—px, Xe=X—X}[}, yo=y+Xp/5.

1+9'2 3/2 142 1 rg
3. R=(—-j—:”)—, xc=x—-—,"v__y', ,Vc=y+—+7'}i—.
4. R-— (B + F2)F
F2Fy—2F.F,F,+F!F,,’
xc=x+R—“L‘, Ye=Y+R Fy .
E+ B e En T
5' R= (r2+r’2)3/2

P2 2

Prirodna jednalina krive u ravni. Posmatranje geome-
trijskog objekta bez obzira na njegov poloZaj u prostoru je
prirodno posmatranje. Za prirodno odredivanje krive u ravni
sluZi tzv. prirodna jednaéina krive u ravni: F (R, §)=0ili R=f(s)
koja postavlja funkcionalnu vezu izmedu polupreénika kri-
vine R, ili krivine K, i duZine luka s.

Prirodna jedna&ina: 1. prave, K=0 ili R=00; 2. kruZne
linije R=a, gde je a konstanta; 3. logaritamske spirale,
R=ms, gde je m konstanta; 4. cikloide R?+s®=16a? gde

2
je a konstanta; 5. lan&anice R=a+£—.
a

Teme krive. Obitna talka krive za koju polupreénik
krivine ima ekstremnu vrednost (max. ili min.) je teme krive.
Kriva ,,u blizini‘ normale na krivu u temenu je simetri€na
u odnosu na tu normalu. Iz prirodne jednadine krive R — f)

. d
za teme imamwo uslov d—R'=f' (s)=0 sa dopunskim uslovima
s .

za max. odnosno min.
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Porodica  krivih. Jednatina F(x,y;¢)=0 u koju sem
promenljivih koordinata x,y, ulazi jo§ i parametar ¢, koji
se moZe takode menjati, odreduje niz pojedinih krivih za
diskretne vrednosti parametra ¢ ili neprekidnu mnoZinu takvih
linija,” kad parametar ¢ uzima neprekidne vrednosti. Takva
mnoZina krivih 2zove se porodica krivih sa jednim parametrom.

Ako se sa svakoj krivoj porodice moZe odrediti gra-
ni¢ni poloZaj presefne tatke te krive sa beskrajno bliskom
krivom te porodice, koordinate takve presetne tatke moraju

zadovoljavati ove jednaine: F (x, y;c)=-0, Z—F =0. Ova pre-
¢
setna tatka zove se karakteristi‘na tacka na datoj krivoj
porodice. Oznadimo je sa H. Takvih tataka moZe biti i vi§e.
Geometrijsko mesto tataka H, u opstem sludaju, je kriva u
ravni. Ta kriva moZe biti ili obvojnica (anvelopa) krivih date
porodice ili g.m. singularnih tadaka tih krivih. U sluaju
anvelope tangenta na anvelopu u svakoj karakteristi¢noj taki
je u isto vreme i tangenta na odgovarajuéu krivu porodice.

Primer. Porodica krivih je data jednadinom kruZnih

linija (x—r cos c)*+ (y—rsinc)®*=p* sa centrom u promen-
ljivoj tacki sa koordinatama x.=rcosc,
Ye=rsinc, gde je ¢ promenljivi parametar.
Posle diferenciranja po ¢ dolazimo do
jednadine x sin ¢=y cos ¢, koja zajedno sa
jednatinom sin® ¢ +cos®c=1 daje:

. : x.
sin ¢ = —2 _— .
VX242

, COsc=

VEE+ Y
Ako te vrednosti uvrstimo u jedna&inu g 73 _ porodica’
krive porodice dobiéemo jednadinu kruznih linija

O
iz koje imamo dve jedna&ine:
Xy =(r+p)% x2+)2=(r—p).

Prva izraZava obvojnicu, koja obuhvata spolja promenljive
krugove, a druga koja dodiruje sve krugove unutra (sl. 73).

Evoluta. — Evoluta krive u ravni je geometrijsko mesto
centara krivine te krive.
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) Poslo smo izveli u raznim oblicima jedna&ine za odre-
§1vanje koordinata x.,y. centra krivine, lako je napisati
jednadine evolute u parametarskom obliku. Tako, u Dekar-
tovim koordinatama sa jednaginom krive u obliku y=f(x)

imamo jednaline evolute '

1+y'2

, 1+y'2
" Y5 Ye=Yy+ 4
y

’’

Xe=X—

u parametarskom obliku sa parametrom x.
Osobine evolute: 1. Normala date
kri\{e je tangenta na evolutu. 2. Element
SL 74 — Evoluta ; GuZine luka s. evolute jednak je diferen-
" evolventa cijalu polupretnika krivine, tj. |ds,|=|dR]|.
Na slici (sl. 74) je sa L ozna%na data

kriva, a sa E njena evoluta.
Evolventa. Kriva L prema svojoj evoluti E zove se evolventa

krive E.

Odredili smo evolutu, krivu E, prema datoj krivoj L,
evolventi. Neka je sad, obrnuto, data kriva E, evoluta, i treba

odrediti krivu L, evolventu.

) Krivu E uzmimo u datom vektorskom obliku: ;;= r_: (sc),
gde je s, luk krive E od tatke C, sa lukom s, Za tatku
M evolvente vaZi jednadina:

- ——

-
rM=r.+CM,;

": : —
Vektor CM ima pravac tangente na krivu E u tacki C. Ozna-

¢imo jediniéni vektor te tangente sa _f'.; on ima vrednost dre
ds.

- hopnayd . . 3 . -
Intengltet vektora CM jednak je intenzitetu vektora C.,A—l;, koji
oznaélmo_ sa a, smanjenom za ‘dufinu luka s.—s,,. Prema
tome definitivno imamo ovu vektorsku jedna&inu evolvente

— - —
rm=rc—(s.—a)T,.

~ Ovoj vektorskoj jednadini odgovaraju dve skalarne jedna-
éine evolvente
» . dx .
X =Xe—(Se—Sco) = VM= Ye—(Sc—Sco) D
ds, Sc
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Desne strane tih jednadina su funkcije parametra s, luka
date krive E.

U vezi sa proizvoljno$€¢u konstante s., moZe biti viSe
evolvenata za istu datu krivu E, to su paralelne krive; rasto-
janje po normalama izmedju tih krivih 2a date konstante s,
ostaje isto. '

Primer. Evolventa kruga. Jednadina kruga je data u
obliku x,=acos t, y. =asint, gdeje t =s./a. Postoje Xe= —asint,
y.=a cost, jednaline evolvente (za s.,=0) izgledaju ovako:
x=a (cos t+1sint), y=a (sint—t cos t). Mesto slike preporutu-
jemo namotati konac na neki valjak i na kraj konca nadovezati
olovku; pri razmotavanju oStrica olovke crtace evolventu kruga.

Trajektorije porodice krivih. Trajektorija porodice krivih
sa jednim parametrom je kriva koja sele sve krive porodice
pod datim uglom ili po kakvom drugom pravilu.

Trajektorije sa datim uglom su izogonalne trajektorije.
Ako porodicu krivih odredjuje jednadina F(x,y,c)= 0, ugaoni
koeficijent tangente na svaku krivu u svakoj tacki ima vrednost

— 0_F a—F= k(x,y,c). Sa druge strane, ako jednacinu trajektorije

ox | dy

uzmemo u obliku y=f(x), ugaoni koeficijent tangente na ovu
krivu ima vrednost )’ =f'(x). Najzad, ako sa m oznagimo
tangens stalnog ugla izmedju navedenih tangenata, onda ¢emo
prema obrascu za tangens razlike uglova dobiti ovu diferen-
cijalnu jednadinu izogonalne trajektorije: (1—mk)y' —m—k =0,
pri ¢emu iz te jednagine treba eliminisati parametar ¢ pomocu
jednadine F(x, y, ¢)=0.

Trajektorije sa pravim uglom su ortogonalne trajektorije.
Ili neposredno iz uslova ortogonalnosti ky’ = —1 ili iz prethodne
jednagine, m— oo, imamo ovu diferencijalnu jednadinu ortogo-

nalne trajektorije )’ gf—j—=0 sa dopunskom jednadinom
X 0y
F(x, y, ¢)=0 za eliminisanje parametra c.
Primetimo da je ortogonalna trajektorija porodice tangenata
na evoluti -evolventa.

5.2. Kriva u prostorn

Kriva, &je sve tatke ne moZemo smestiti u jednu istu
ravan, zove se prostorna kriva. 1 prostorna kriva moZe se
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smatrati kao hodograf vektor-funkcije jedne nezavisno prom-

- —
enljive. npr. 7. Prema tome vektorska jedagina r =f (1)
odredjuje prostornu krivu, ako svi krajevi tog vektora nisu
komplanarni. U Dekartovim koordinatama skalarne jednagine
prostorne krive jesu: x=f,(¢), y=f,(1), z=f,(1).

Prostorna kriva mo¥e se smatrati i kao presek dve po-
vrS§ine sa jednalinama: F(x, ¥, 2)=0, ®(x, y, 2)=0. Za
prostornu krivu nijedna od tih povriina ne sme biti ravan.

Jednaline y = f(x), z= ¢(x), u opStem sludaju, takode odre-
djuju prostornu krivu kao presek dve cilindarske povrsine,
prve sa izvodnicom paralelnom Oz osi i vodiljom krivom u
ravni Oxy, i druge sa izvodnicom paralelnom Oy osi i vodiljom
u ravni Ozx. MoZe se konstruisati i treéa cilindarska povr§ina
sa izvodnicom paralelnom Cx osi j vodiljom konstruisanom
prostornom krivom ili krivom u ravni Oyz, &ija se jednadina
dobiva posle eliminisanja promenljive x iz date dve jednadine.

Osnovom za proudavanje prostorne krive moZe da pos-
luZi vektorska jedna&ina sa parametrom s, duZinom luka pro-
storne krive. ‘

Za postavljanje konatne veze izmedu parametra s i
drugih promenljivih za odredivanje polozaja tadke na krivoj
treba iskoristiti izraz metritke forme za odgovarajuée koor-
dinate. U Dekartovim, polarno-cilindarskim i sfernim koor-
dinatama, metri¢ke forme imaju oblik

ds*=dx® + dy? + dz®, ds®= r® do® + dy? +dz?,
ds® = dp®+ o* do? + o2 cos? ¢ d{2.
Prema tome se konadna veza izmedu parametra s i

proizvoljnog parametra ¢ za parametarske jedna&ine krive u
prostoru u Dekartovim koordinatama izrazava ovako

t
s—so= [ % Ty dr.
ty

Za krivu sa jednaginama y = y (), z = z(x) ovaj obrazac daje

2 2
s—s,,=f \/ 1+(d_y) +(£) dx.
dx dx
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5.21. Diferencijalni elementi krive u prostoru

Tangenta. Ako je kriva u prostoru odredena kao 'hodo-
graf vektor-funkcije parametra s, tj. vektorskom jedna-

&inom 7=7(s) kojoj odgovaraju ove skalarne jednaline
x=x(s5), y=y(s), z=2(s), J
vektorski izvod tog vektora po parametru s, tj. r=$r ),

je vektor jediniéne duZine sa pravcem tangente na krivu i
smerom pomeranja tacke krive M kad parametar s raste.

. X
Koordinate ovog vektora imaju vrednosti: x=; =Cos «,
/s

).1=.cos B, z=cosvy, gde su «,B,v
- —>
uglovi tangente sa koordinatnim osama. Ozna&imo: r="T.

— —_ .
Jednaline tangente: vektorska forma [re—rae, ragd =0 sa
istim oznakama kao i u slu¥aju ravne krive; parametarska

E—x=1;——y=t——z

forma - - : ; za jednaline y=y(x), 2=z (x) ove
x(@) »(@) z@)
jednadine E,—-xzn—-y: —Z; najzad, za dve jednadine
Y(x) 2 (x)

F(x, y,2)=0, (I>(J;, y,2)=0

' —Xx m—yp C—z
jednadine tangente su EAI =’)A2J’ = A gde su
A_|F E BB a L|Fe B
Ve, 0,7 |0, o, D, O,

Normalna ravan. Ravan normalna na tangentnu u tacki
dodira je normalna ravan na krivu u datoj tatki krive.
Jednatine normalne ravni: vektorska forma
(re—ru, ra)=0;
skalarna forma — »
(E—x)dx+(—y)dy+(—2z)dz=0,

E—x) A+ (—p) B+ (§—2) A3 =0,
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odnosno
E=x+(—)) Y +{E—2) 2 =0.
Svaka prava u normalnoj ravni kroz tatku krive je
normala na krivu.
Glavna normala, oskulatorng ravan, binormala i rektifi-
kaciona ravan. Prirodni trijedar.
Drugi  vektorski izvod
r=——rS)=—r=—"T1()=T,
ds? ) ds ds )
kao vektorski izvod vektora stalnog intenziteta ima pravac

N
normale na vektoru T i, znati, odreduje u normalnoj ravni
odredenu normalu na krivu; ta normala se zove glavna nor-
mala krive u datoj taZki; oznadimo jediniéni vektor glavne

normale sa N. Prema tome je 'r'=K1_V’, gde je K pozitivni

— —
skalar. T ovde se vektor KN =K zove vektorska krivina krive
linije u prostoru.

Ravan u kojoj se nalaze tangenta i glavna normala,

T i N, zove se oskulatorna ravan krive u datoj tatki. Tangenta
Je grani¢ni polo%aj prave koja prolazi kroz dve beskrajno bliske
tatke M i M! krive, a oskulatorna ravan Je grani¢ni poloZaj
ravni koja prolazi kroz tri beskrajno bliske tatke M, M, M,
recimo, na istim lu¢nim rastojanjima M M =M M'"=As, kad
As—0. .

Normala na oskulatornoj ravni se zove binormala. Ozna-

¢imo jedini¥ni vektor binormale sa B, a smer odredimo tako

— — —
da je B=[TN], pri ¢emu smer tog vektorskog proizvoda iza-
beremo prema izabranoj orijentaciji koordinatnog trijedra: posto
smo izabrali desni trijedar, i ova tri jedini¢na vektora treba
da obrazuju desni trijedar osa. Taj trijedar osa se zove prirodni
trijedar date krive za datu talku. Prva ravan tog trijedra je
normalna ravan, druga — oskulatorna ravan, a treéa ravan,
u kojoj se nalaze tangenta i binormala, zove se rektifikaciona
ravan, ona stoji upravno na glavnoj normali (sl. 75).

Za proudavanje promene poloZaja oskulatorne ravni uzima

se vektorski izvod B od jedini¥nog vektora binormale upravne na

oskulatornoj ravni. Iz jednatine B- [—])’N] posle diferenciranja
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dolazimo do jednadine da je B=Z IV, gde je Z algebarska vrednost

vektora B prema vektoru N Vektor Z=Z N zove se vektorsko
zavijanje (torzija) krive u prostoru.
Tom vektoru odgovara skalar Z koji
takodje ima naziv zavijanja (torzija kao
skalar). Posle prouc':gvanja treéeg vekto-

. d — .
rskog izvoda r =£§r(s) se dolazi do
ovog obrasca za torziju

1 ,.1.. -

==—(rir rj}l
r2 ( [ )]

Sad moZemo navesti osnovne obra-

sce iz teorije prostorne krive u vektor- SI. 75 — Prirodni
skoj i skalarnoj formi. trijedar
r=r(s) ix +jy+kz
r= i?(s) =7 ix +j); + ké; _f(cos «, cos B, cos ).
d
2 - — . . . 1
}'=—‘i—r(s)=T=K]V Ki=x*+)4+ 22 =—;
ds? R
1—\)’=i r, ]V(cos %y, COS By, COS 1y).
K

3 - = —

F o - T+ N k2B, BTN
ds® ds
Z=L( r[r 'r."]); E(cos dy, COS By, COS ¥y).
rz
Za kosinuse imamo vrednosti: cosa=x,..,..;

. 1 . e o oo
cosa,=x/K,..,..; cosoc2=;(y Z—Z P)yeiynn.

.B=—ZN; N= —KT+ZB.
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Iz dva poslednja obrasca zakljuéujemo da dva vektora
sa istom algebarskom vredno$¢u Z, jedan u pravcu binormale

sa- napadnom tatkom u- kraju vektora N, a drugi u smeru
suprotnom vektoru N sa napadnom tatkom u kraju vektora

B, obréu prirodni trijedar oko ose Jjedininog vektora T. Iz
tog neposredno sleduje da od znaka velidine Z zavisi smer
obrtanja oskulatorne ravni.

Tri izvedene vektorske jednatine

T=KN, N=—KT+ZB, B=—2ZN

Su prirodne diferencijalne jednadine krive u prostoru. Kriva se
moZe Konstruisati, ako su date skalarne funkcije K i Z,
krivina i zavijanje, u funkciji duZine luka s. Prj tome treba
da bude dat i po¥etni poloZaj osa prirodnog trijedra.

Prethodnim vektorskim jednaginama odgovaraju devet

skalarnih jedna&ina koje se zovu Freneove Jjednaéine (F. Frenet,
1816 — 1900).

Vektorima T i B odgovaraju skalari: krivina K sa polu-

precnikom krivine R=; 1 zavijanje Z sa poluprecnikom za-
1 | :
vijanja E Vektoru N odgovara vektor sa dve komponente

u pravcima TiB Zbir tih komponenata je totalna krivina

krive u prostoru. Ozna&imo nju sa o Veli¢ina Pm—lT je
| 1|
polupreénik totalne krivine. Za dve krivine j zavijanje vaZi
1

1
ova Lankreova (Lancret) teorema: — — — 4 -
P R Z?
Navedimo jo§ matriénu jednaginu (str. 205), koja odgo-
vara Freneovim jednadinama:

T 0 X o0 —T> gde treba primeniti pra-

) 5 vilo o mnofenju matrica

N|=|—-K 0z NI (obrazovati skalarne proi-

- — zvode vrsta leve matrice i

B 0 —-z0 B stubaca desne matrice).
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U narednoj tablici dajemo jednatine tri prave i tri
ravni koje udestvuju u prirodnom trijedru i to u vektorskom
i skalarnom obliku. Oznake su iste kao i u slu€aju krive
u ravni. :

—_— > . E—x_’l]—}’_ E—Z
Tangenta rp=rp+pry, ==,
X y z
Normalna ravan (_r;—-_;M, r:M)=0, xE—X)+y (—p) +2(—2)=0,

—_ = .e B t
Glavna normala rp=rpr+pra, == =

x .y z
Rektifikaciona (;p—rMer) =0, x(E—x)+y(n—»+z(t—2)=0,
ravan s e E—x  n—y _ {—z
Binormala rp=ry+plras rl =, N
) y z zZ X lx y
y z z x| |x ¥
o o _ s (=0
Oskulatorna rp—ralrms ’])=0-._ | E—.—x n—y < 'z
ravan X y 4
x oy oz

Zavojnica. Uzmimo neki obican, tghnic':ki dobro lzrgden_,
cilindarski zayrtanj sa njegovim.navrtnjem na.njemu. Ozna
¢imo sa A4 neku tacku navrtmja van njegove
ose. Izaberimo desni koo.rdinatm sistem Oxyz
(sl. 76) i namestimo u njemu zavrtanj sa noa-
vrtnjem: tako da -se njegova osa ngde na Oz
osi, a tatka A navrtnja na Ox.om. Neka je
zavrtanj takav da se pri obrtanju navrinja u
smeru suprotnom kretanju ka_zaljke na éasovn;ku
u ravni Oxy tadka 4 udaljuje od Oxy ravni u
smeru Oz ose (desni zavrtanj). Kojis opisue

Kriva linija u prostoru, koju o] )
stalna tacka (AJ) navrtnja koji se krece po SL 76n;aZaV°1
zavrinju, zove se zavojnica. U sluéaju‘khaq je i
zavrtanj levi, naziv se obavezno dopun}mei leva zavojnica.

Oznalimo sa M proizvoljan poloZaj tatke A na zavoj-
nici kad se ta tadka krede zajedno sa navrtnjem. Koordinate
tatke M mogu se izraziti ovako:

x=acosh, y=asin®, z=ho,
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gde su: a — rastojanje tatke 4 od ose zavrtnj

tome i poluprednik cilindarske povrSine na kojg_zil, 32 lxjgir:z?
tatka M, h — pomeranje tatke M u pravcu Oz ose, kad
ugao 0 poraste za jedan radijan. Napisane jednaine su,pa'ra-
metarske jednaCine zavojnice u polarno-cilindarskim koordi-
natama. Mesto koeficijenta proporcionalnosti # &esto se Zavoj-
nica karakteri§e i veli€inom H=2xh, koja se zove hod zavoj-
nice, — to je rastojanje izmedu dva uzastopna zavoja.

Jednatine zavojnice u Dekartovim koordinatama su:
Btyi=at, p=xtg,
h

kao presek povriine kruZnog valika i tzv. pravog helikoida
tj. geometrijskog mesta prave, koja se ravnomerno obrée oko
§talne tatke u ravni, a sama ravan se kreée translatorno
1sto ravnomerno u pravcu normale na tu ravan.

Posto je
ds*=(a®+h?) d0?=12d 0%, gde =/ + 12, imamo 6=
]

i jednaline zavojnice sa parametrom s su:

K .
X=acos—, y=a sm—s—, z=£s.
) ! i
Kosinusi tangente:
a . s a K} h
COS = ——8in—, €OSB=—cCos —, ¢ = —;
7o Bepooseosy=;
Kosinusi glavne normale:
K] .8
COS & = —COS - cos B, = —sin - cos v, =0;
Kosinusi binormale:
h . s h K}
COS ag=—s8in—, €0SPy= ——COs — -2
7 : Ba ; ik COS v, .
Krivina:
a cos? e . in?
K=—= ‘P, zavijanje: Z=i=Sln L
I o p’
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gde je ¢ ugao izmedu tangente i ravni O xy, tzv. ugao penjanja.
tg o =h/a.

Iz napisanih jednalina mogu se izvesti ove osobine
zavojnice.

1. Projekcije zavojnice: na ravan O xy — kruZna linija,
na ravan O xz — sinusoida, na ravan O yz — kosinusoida.

2. Na cilindarskoj povrsini razvijenoj u ravan zavojnica
se pretvara u pravu liniju. Prema tome je zavojnica geode-
zijska linija na povr§ini cilindra.

3. Krivina i zavijanje zavojnice su konstantne u svakoj
tacki krive.

4. Dve zavojnice sa istim parametrima a i A mogu
kliziti jedna po drugoj, desna po desnoj (h>0) i leva po
levoj (A< 0).

Darboux-ov vektor. Gaston Darboux (1842—1917) je

uveo vektor §=K-§+Z-.’l+‘ koji, posle vektorskog mnoZenja

" zdesna jediniénim vektorom bilo koje ose prirodnog trijedra

daje izvod tog jedini¢nog vektora po s. Prema tom pravilu
imamo Freneove jednadine:

T=[OT1=K[BT1=KN,
N=[QN]=K[BN]+Z[TN]= —KT+ZB,
B=[OB]=2Z[TB]- —ZN.
pri &mu izvodenje tih jednalina traZi poznavanje samo

jednog véktora Q.

5.3. Teorija povrSine

Jednacine povrsine u konacnom obliku. 1. ReSeni ili
eksplicitni oblik: y=f(x, y), pri tome se pretpostavlja, da su
funkcija f (x, ) i njeni delimi&ni izvodi, po potrebi, prvog i
viSega reda neprekidne funkcije u onoj oblasti o kojoj se
govori i koja se smatra kao regularna oblast.

2. Implicitni oblik: F(x, y, z) =0. Isti uslovi za talke
regularne oblasti, sa dopunom da svi delimiéni izvodi Fy,
F,, F, ne mogu da budu jednaki nuli.
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3. Parametarski oblik sa jednadinama: x — x(u, v),
y=yW,v), z=z(u, v), gde su u i v tzv. Gauss-ovi parametri
povrsine. o
4. Vektorski oblik: r (u, v) = ix (u, V) +Jjy (u, v) + kz (u, v).

PovrSina je regularna u odredenoj oblasti, ako su funk-
cije x (u, v), y(u, v), z (u, v) neprekidne sa svojim deliminim

. . ox ox . . .
izvodima x,=—, x,=—=, ..., ... i ako je funkcionalna
ou oy
. X 4 . .
matrica ( » Yu ") ranga dva, tj. da sve determinante
xV yv zV
. . x
drugoga reda sastavljene od ove matrice, napr., |~ Yu , ne
’ Xy Yy

mogu biti jednake nuli.
Kroz svaku tagku povrSine sa U=c,;, v=c, prolaze dve

linije &ije su vektorske jednagine: r=r(c,v), r=r(u, c).

Vrednosti u i v su krivolinijske koordinate tacke na povrsini, .

a svaka linija sa konstantnom jednom koordinatom je koor-
dinatna linija na povrsini. Skup koordinatnih linija %ini mresu
koordinatnih linija. Mreza je regularna u odredenoj oblasti
povrSine, ako kroz svaku tatku oblasti prolaze samo dve
koordinatne linije koie se ne dodiruju. Mreza je ortogonalna
ako se u svakoj tafki oblasti koordinatne linije seku pod
pravim uglom. ‘ " ’

Sa vektorskog gledi§ta svaka povrsina je hodograf vek-

—_ —
tor-funkcije dve nezavisno promenljive, Y. rmu=f (u, v). Ko-
ordinatne linije su delimiéni hodografi vektor-funkcije dve
promenljive, kad se menja samo jedna nezavisno promenljiva.
Kriva na datoj povr§ini se postavlja funkcionalnom vezom,
recimo, u obliku ¢ (4, ) =0, izmedu koordinata tatke na
povrSini. Ako funkcionalnu vezu izmedu u i v postavimo u
parametarskom obliku uw=u(f), v=v(r), jednatinu krive na
povisini u vektorskom obliku moZemo izraziti ovako

rM=f{u(@),v@®].
Metricka forma povrsine.
ds? = (d )2 = (ry du+ r,dv)? = dx® + dy? 1 do® —
=Edu® + 2 Fdudy + Gdv?,
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gde su .
. 2 * f0z
E=(ru)2=(a—x) +(a—y) +(—),
ou ou oy
- 0x 0y 0y 0z 0z
F=(rury)=d_x_x L9y ay, oz 0z

ou dv.'_du oy oudv

: ox\* (OW* (dz)’
=r)={=) +(=) +{—) -
G=0r (dv) (t)v) ov
Metricka forma povrsine Edu®+ 2qudv+G.dv2 zove se
i prva osnovna kvadratna forma povrSine, ona je definitna
pozitivna forma sa diskriminantom H?=EG —2F2>z 0.Za :luéz;]
z=f(x,y) imamo E=1+p? F=pq,G=1+¢* H*=1+p*+q,
of o
dy . . . -
Ugao 6 izmedu dve krive na povrSini se odreduje 1z
skalarnog proizvoda

de su p=—, ¢q=
gac D ox

@ rrS7a0) = |drag| - |3 rag| cosO=(rydu+r,dv, r,Su+r,) =
= Edudu + F (dudv + dudv) + G (dvdv),

gde su: d — znak diferencijala za prvu krivu, a § — za

™ i ol = i duZine luka prve i
drugu, |dry|=ds i |8rpy|=23s eclementi d Ve
druge 1|<rive.|.Uslov ortogonalnosti linija je dudv+ dudv=0.
Diferencijalni element dQ povriine, paralelogram sa stranama

fu du i )"‘, dv ima vrednost
dQ =|[ry 1,) |dudy = /EG—F*dudv = Hdudy.

Tangentna ravan i normala povr3ine. Tangents na sve liim_]e
povrsine koje prolaze kroz obi¢nu tacku te povrsine pnpzi( ta_]ui
istoj ravni koja se zove tangentna ravan povrsine. Posto vektor
;:,, ir, pripadaju tangentnoj ravni, vektorska parametarska
jednadina tangentne ravni je ova

- - . .
rp=rM+ar,,+br,,,
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gde su ¢ i b parametri. Posle eliminisanja parametara imamo
ovu skalarnu jednaCinu ravni izrafenu pomoéu vektorskih
operacija

(’_';'_;;l, [ ':m rv]) =0.

Prava upravna na tangentnoj ravni u tadki dodira je
—

normala povrsine u toj tadki. Njene vektorske jednadine: [r_,:—rM,
[;',,, },] 1=0 ili -;p~7M=h ['r,,,.r,], gde je & parametar.

Za jednainu povrSine u obliku z = f(x,y) imamo: jedna-
¢inu tangentne ravni: (§—x)z, + (n— »zy,—({—x) =0, jednadina
E—x . g < _lz' Za oblik jednadine F(x,y,z)=0:

z, zy —
tangentna ravan (§—x) F.+ (n—y) F, + ({—z) F,=0, normala
E=x 71—y {—z
F, F, F,

Ay (E—x)+ A, (—yp) + A, (€—2)=0,

normale:

Za parametarski oblik:

dy o0z
ou u
dy o0z
v o

gde su A}, A,, A; koordinate vektora {ru, 1}, npr. A, =

. E—=x n—y C—z

l‘—_= =

A A, A

Krivina linije na povrini. Linija na povrsini u op$tem

- =
sluaju je prostorna kriva sa jednadinom r=— S (u, v), gde su
u=u(t), v=v(t). Tangenta na krivu le¥i u tangentnoj ravni
povrine. Oskulatorna ravan krive daje (u opstem sludaju)
kos presek povrsine. Presek povriine sa ravni koja sadr¥i
tangentu i normalu povriine je normalan presek povrSine za
datu tangentu.

Uporedjivanje krivine K krive linije kosog preseka (u
oskulatornoj ravni) i krivine K, u normalnoj ravni sa istim
praveem tangente dovodi do jednacine

(*) K,=Kcos,
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gde je ¢ ugao izmedju glavne normale i normale povrSine i
D, du?® + 2D, dudv + Dy dv?
E du® + 2F dudv + G dv?

Brojilac je tzv. druga osnovna forma povrSine sa ovim
vrednostima koeficijenata:

(* *) Kn=

o*x 0% Q_zi
ou: ou ou®
o 1.0 - - 1| 9x dy 0z
D1= _(nu ru)==~§(ruu[ru rv])=—1_f —E— du du ’
ox oy ﬁ
ov ov oy
2x 9%y 0%
oudv Oudv Oudv
.. 1 - - - 1
D2 = _(nv ru) = E(ruv [r“ rV]) = E ,
o*x oy iz_z_
L 1 - - 1 o v o
D:{:_(nvrv):E(rvv[r" rVD:E . . . ’

gde je n jediniéni vektor normale povrsine i n, i1 n, vektorski
delimiéni izvodi tog orta po u i v. .
Jednadina (*) napisana pomoéu poluprenika krivina R
i R, (normalnog preseka) _
R=R,cos{
izraZava Menijeovu teoremu: centar krivine kosog preseka jJe
projekcija centra krivine normalnog preseka na ravan kosog.
Ako je povriina odredjena jenadinom z=f (x, y) i isko-
ristimo MonZeve oznake
oz oz 0%z 0%z 0%z

>

= = ) =——_3’s=_7 =
ox 1o T T oxay o
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druga osnovna kvadratna forma ima vrednost

rdx*+2sdxdy + tdy*
Vi+ptig '
U tangentnoj ravni obi¢ne tatke postoje dva ortogonalna
pravca Ty i T, za koje normalna krivina K, ima ekstremne

vrednosti: K, i K,. To su dva glavna pravea sa glavnim kri-
vinama K, i K, odnosno polupreénicima krivine R, i R,.

~
Oznatimo sa ¢ ugao izmedu nekog pravca T i ose pravca

-
T, sa glavnom krivinom K,. Tada se normalna krivina K,
za pravac T izraZava ovim obrascem Leonarda Ajlera

K, =K, cos? ¢ + K, sin% .
Vaina su dva izraza: srednje krivine
D,G—-2D,F+D,E

M=-;—(K1+K2)=

2(EG—F?)
i totalne (Gausove) krivine povr§ine Kg sa vrednoiéu
D — D2
K<;=K1K2=%‘D3 D% .
: EG—F*

Prema tome R, i R, su koreni ove kvadratne jedna&ine
KR*—2MR+1=0.

: . d . .
Vrednosti odnosa (—11 se odreduju za glavne preseke iz
U

jednadine

o dv\? dv

(°) (GDy—FD,) (—) +(GDI—ED3)<-—)+(FDI—ED2)=0,
du du

Ciji koeficijenti zavise samo od koeficijenata prve i druge
forme povrine.

Ako su koeficijenti prve i druge osnovne kvadratne
forme povr§ine proporcionalni, svi koeficijenti prethodne jed-
natine su jednaki nuli, svaka dva ortogonalna pravca u
tangentnoj ravni mogu biti izabrana za glavne pravce, glavne
krivine su jednake i imaju vrednost VKg. Takva tatka se
naziva sferna ili pupcasta tacka povrsine.

170

Kriva na povriini zove se linija krivine povrsine, ako se
pravac tangente na krivu poklapa sa jednim od glavnih pra-
vaca povriine u svakoj tadki krive. Diferencijalna jednatina
(°) moZe se smatrati kao diferencijalna jednadina para linija
krivine na povrSini.

Obitne tatke povrSine mogu se razlikovati prema znacima
glavnih krivina povriine K, i K,. Po$to znak Gausove krivine
Kg=K, K, zavisi samo od znaka izraza D,D;— D, moZemo
navesti ove sluCajeve obiénih talaka povrine:

I. D,D;—D,2>0, K, i K, su istih znakova, racka je
elipti¢ka,

2. D,D,-D,2<0, K; i K, su raznih znakova, tacka je
hiperboliéka,

3. D,Dy—D,®=0, bar jedna od glavnih krivina jednaka
je nuli, tagka je parabolicka.

Ovi nazivi taaka stoje u vezi sa oblikom preseka
(Dupin-ova indikatrisa) povriine oko date tatke sa ravni, koja
je paralelna tangentnoj ravni i nalazi se na beskrajno malom
rastojanju od te ravni.

Geodezijska krivina i geodezijske linije. Krivina, kao
vektor, krive linije na povrSini leZi u oskulatornoj ravni u

-
kojoj se nalazi i normala povriine sa jedini¢nim vektorom n.

N
Prema tome krivinu K krive moZemo ra-
staviti na dve komponente, jednu u pravcu

normale »# i drugu u pravcu normale v
na tangenti u tangentnoj ravni (sl. 77).
Prva komponenta je, kako smo videli,

. —
krivina normalnog preseka K,, druga kom-
ponenta, koju oznadimo sa K,, zove se
geodezijska kriving date krive na povrSini SL 77— Geodezijska
u datoj tacki. v krivina

Kriva na povr§ini, u &jim svima tatkama geodezijska
krivina ima vrednost nule, zove se geodezijska linija povrsine.
Svaka geodezijska linija na povrsini se odreduje jednom tatkom
iz koje ona izlazi i pravcem tangente u toj talki. Prema tome
kroz datu tatku povriine prolazi beskrajno mnogo geodezijskih
linija. Geodezijske linije imaju viSe vaZnih osobina. 1. Glavna
normala geodezijske linije ima pravac normale na povr§ini.
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2. Linija najkraéeg rastojanja po povrsini izmedu dve talke
na njoj je geodezijska linija (obrnuti stav nije uvek tadan).
3. Pri deformaciji povrSine, pri kojoj se duZine ne menjaju,
geodezijske linije zadrZavaju svoj poloZaj na povrSini i posle
deformacije.

Ako je povr§ina odredena jednaginom z= f(x,y), dife-
rencijalna jednadina geodezijske linije se izraZava ovako:

dty
1+p*+q2 =
A+p+a%)—2

3 dyy 2 ,
=pt (ﬂ) + (2ps—qt) (—l) +(pr—2¢qs) (d—})—qr.
dx dx dx

Integral te jednaline sadrZi dve proizvoljne konstante,
tji. y=9(x,C,,C,). Konstante se odreduju iz dva uslova:
. (d
Jo=2¢ (xm Cl: Cz) 1 (_y) = <P' (-xo; Cp C2) .

dx/,
Porodica povrSina. Obvojnica (anvelopa) povr$ina. Jedna-
¢ina F(x,y, z,¢)=0 koja sadrZi parametar ¢ odreduje jedno-
parametarsku porodicu povr§ina. Ako uwolimo dve jednaline

F=0, oF _ 0,
oc
za dato ¢ one odreduju grani¢ni poloZaj preseka povrsine za
ciza c+Ac kad Ac—0. Ova kriva na svakoj povrsini poro-
dice odreduje karakteristiku povrsine. Geometrijsko mesto karak-
teristika pri promeni parametra ¢ je povr§ina koja se zove
obvojnica (anvelopa) date porodice povriina. Obvojnica dodiruje
svaki ¢lan porodice duZ karakteristike. Ako prethodnim jedna-
2

. o . 0*F . . .
¢inama dodamo jo§ tre¢u jednadinu 0_2= 0, sistem jednadina

_ c
2
F(c)=0, —()—F~=0, 0F=0
oc oc?

za svako odredeno ¢ odreduje talku u prostoru; iste jednadine
sa promenljivim ¢ odreduju liniju u prostoru koja se zove
povratna linija.

Za jasnije objaSnjenje uvedenih pojmova sluZi tablica
sadrZaja odgovarajucih jednalina za c¢=const=c¢,, za. ¢ pro-
menljivo, 1 posle eliminisanja parametra c.
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Co c ¢ je eliminisano

F(cg) =0, povriina F(c)=0, porodica _
povriina
F = 09 A
@ OF _ | @ (x, y,2)=0 obvojna
OF ) F(¢)=0,—=0, obvojna povrSina
— =0, kriva wa"
0 Jore, povrsina

F(CO) = 01

aF q)l (‘x’ yy Z)=01
oF\ o, F(¢)=0,——=0, @, (x, y, 2) =0,
oc/ . o povratna kriva.
0*F .
Ot F 5—2— =0, povratna kriva
———) =0, tatka | %
oct c=c,

Dvoparametarska porodicéz povrina. Sistem od dve jedna-
éine (1) Fl (x’ y: Z, cl’ 02)=07 (2) F2 (xs y’ Z, cla c2)=0) gde su
¢;, ¢y proizvoljni parametri, odredjuje dvoparametarsku porodicu

povrfina. Za dat par vrednosti parametara ¢; i ¢, taj sistem

odredjuje prostornu krivu, presek datih povrSina iz porodice.
Svaku takvu krivu éemo nazivati kriva porodice, odnosno kriva
izvodnica. Neka je jednadinama (3) @, (x,y,2)=0 i (4)
D, (x, y, z)=0data kriva-vodilja koju treba da se&e prostorna
kriva iz porodice, kriva izvodnica. Ako iz jednalina (1), (2),
{(3), (4) eliminiSemo x, y, z dobi¢emo jednacinu (5) ¢ (¢;, ) =0
za odabiranje onih vrednosti parametara za koje izvodnica
seée vodilju. Ako iz jednadina

Fl(xi Y 2z, 6‘1, 02)=0’ F2 (x’ y: Z, cla 02)=0’ CP(Cl, (,'2)=0

elimini§emo parametre ¢;, ¢, dobiéemo jednadinu F (x, y, 2) =0,
koja pretstavlja g. m. krive porodice koja see datu vodilju.
1. Cilindarska povrsina. Sistemi jednagina

A X+ Y+ A132 =01, A X+ gy +Ay32 =0y

odredjuje dvoparametarsku porodicu ravni; pod uslovima da
su koeficijenti @, aj; ... ., @y, stalni i da nisu svi proporci-
-onalni, svi preseci tih ravni imaju isti pravac sa kosinusima
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Q11> Qy2, Gy

proporcionalnim determinantama matrice i prema

Qz1> oy, Gpg
tome mogu sluZiti kao izvodnice cilindarske povrine. Neka je
vodilja odredjena jednadinama ®, (x,y,z)=0, D, (x,y,2)=0.
Rezultat eliminisanja x, y, z iz &etiri navedene jednagine neka
dovodi do jednatine ¢ (¢1, €3) =0, tada je jednag&ina

P (@1 X + 15 + 1327, A3, X + gy + @ye7) = 0

op3ti wol?lik ‘Jednatine cilindarske povriine. Ovoj konaZnoj
Jednadini odgovara ova delimi&na diferenci jalna jednagina prvoga

0 0 0 .
reda: 22/ + 2, + Bn= 0, koja izrzZava ortogonalnost normale
ox 9y oz

na povriinu i pravea izvodnice, &iji su kosinusi proporcionalni
determinantama napisane matrice. Eliminisanje konstanata L,m,n
dovodi do jednagine rt—s?=0, iz koje zakljudujemo da su sve
tatke cilindarske povrsine paraboliZne.

' 2. Konusna povrsina. Prava izvodnica se odredjuje jedna-
¢inama x—x,=c, (z—2zy), y—y, = ¢, (z—z,). Prava prolazi kroz
stalnu talku xo, ¥, z,, Neka je vodilja data jedna&inama
D, (x, y,2)=0, D, (x,y,2) = 0. Rezultat eliminisanja: ¢ (c,, ¢,) = 0.
Jednatina konusne povriine: ¢ (x——ﬁ , y—“yo)=0' Diferenci-
. Z—Zo Z—Z0
Jalna jednadina:

o9 o¢ dp
( X—X,)—+ (y— — 4 (z— —=0.
v ox 4 yo_) oy (=2 0z

Normgla na povriinu je ortogonalna prema izvodnici koja
prolazi kroz stalnu tatku. 1 sve obicne tadke konusne povrsine
su paraboli¢ne. Singularna tadka povriine je stalna tadka sa
koordinatama x,, y,, z,,.
_ 3. Prav‘olinijs"ke povrSine opsteg tipa. Pravolinijska povrina
Je g. m. pravih koje za svaku tatku krive-vodilje imaju odredjeni
poloZaj u prostoru. :

Svaka tatka M pravolinijske povrSine sa vektorom

Roloiaja OM = r—,:, (sl. 78) moZe se odrediti vektorskom jedna-
éinom ‘

v =rq (U)+vg (u),
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gde je: —;A — vektor-funkcija poloZaja tatke 4 vodilje, ; jedini¢ni
vektor-funkcija prave izvodnice, u zajedni€ki parametar vek-
tor-funkcija i valgebarska vre-

dnost vektora AM prema vek-

toru g. Parametri u i vsu
koordinate tatke na pravoli-
nijskoj povrsini.

Vektor poloZaja rp svake
tatke P tangentne ravni na
povrsini u ta¢ki M zadovo-
ljava ovu skalarnu jedna-
¢inu u vektorskom obliku

7 e lg d7+vd§)0
—7r4, | R - =V.
(P 4> | & duA du

Sl. 78 — Linijska povr$ina

Ako vektori_;A(u) i—)g(u) zadovoljavaju uslov

d — - d e
(_rA ’ l:g! "——g])=07
du du
dve susedne izvodnice seku se u istoj talki i povriina se
moZe sastaviti iz elementarnih ravnih povriina izmedu takve
dve izvodnice. PoSto se tada celokupa takva povr§ina moZe
razviti u ravan, ona se naziva razvojna povrsina ili torza. G. m.
zajedni¢kih taaka na izvodnicama je povratna linija na torzi.
Torze imaju ove osobine: a. normale na torzi u svim tatkama
izvodnice imaju isti pravac; b. sve tatke torze su paraboliéne;
Gausova krivina u svim tatkama torze jednaka je nuli; c. izvod-
nice i njihove ortogonalne trajektorije salinjavaju sistem linija
krivina na torzi. U razvojne povriine spadaju cilindarske i
konusne povrsine, '
Ako pravolinijska povrSina nije razvojna, ona se naziva
nerazvojna ili, kratko, kosa.
Numeridimo sd 1, 2, 3 izvodnice §to odgovaraju vred-
nostima parametra u i to: u, u+Au, u+2Au. Ako sa Ac
oznalimo najkrace rastojanje izmedu 1 i 2 izvodnice, a sa
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o . . . A d
Aa ugao izmedu tih izvodnica, granitna vrednost lim -c_ 29

Aau—+0Aa da
se naziva pardmetar rasporeda pravolinijske povriine za
datu izvodnicu. PodnoZje najkraeg rastojanja izmedu 1 i
2 u graninom poloZaju oznalimo sa C,, ona se zove
centar 1. izvodnice. Ako sa C, oznadimo centar 2. izvodnice,

graniéna vrednost lim —C—l—%=—di, gde je C,' projekcij
au—0 Ag do N

tatke C; na izvodnicu 2, ima naziv parametra klizanja pravo-
- linijske povrsine. Najzad, ako se AP oznatimo ugao izmedu
ravni 1. izvodnice i najkraleg rastojanja 1. i 2. izvodnice i
ravni kroz 2. izvodnicu i najkradeg rastojanja 2. i 3. izvodnice,

. A ag . ,

graniéna vrednost lim ——E=—B Je parametar obrtanja pra-
Au—>0 Ac do

volinijske povrsine oko date izvodnice 1.

Tri diferencijalne jednadine, recimo, u obliku

mogu se smatrati kao prirodne jednacine kose (ds+# 0) pra-
volinijske povr§ine. Za razvojnu povr§inu (do=0), moZe se
uzeti, napr. promenljiva « ili A, kao luk prevojne krive.

Primetimo jo§ da u primenama teorije pravolinijskih
povrina igra vaZnu ulogu g. m. centara izvodnica, ono se
zove steZna ili strikciona linija pravolinijske povrSine.

Druga primedba. Teorija pravolinijskih povriina je
osnova teorije tzv. aksoida, g. m. osa obrtanja &vrstog tela.

4. Obrtna povr$ina. Geometrijsko mesto tadaka krive u
ravni kad se ova kriva obrée oko ose u ravni krive je obrtna
povrina. ,

Ako za osu obrtanja uzmemo Oz osu, a za krivu koja
se obrée (meridijan) krivu u ravni Oxz sa jednadinom z=f(x),
jednadine obrtne povriine u parametarskom obliku mogu se
izraziti

X=1uCosu,, y=usinu, z=f(u,),

gde je u, rastojanje tatke povriine od ose obrtanja Oz, a u,
ugao ravni meridijana i ravni Oxz. U reSenom obliku u

Dekartovim koordinatama imamo jednalinu z=f(1/x2+3%).
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Delimi¢na diferencijalna jednalina ove povriine izgleda

ovako yZ—Z —xj—z-=0 i izraZava ovu geometrijsku osobinu

x y
obrtne povr§ine: normala na obrtnu povr§inu leZ u ravni
meridijana.

Zavojna povr§ina. Ako sve tatke nepromenljive krive
opisuju zavojnice sa istom osom i istim hodom, onda nastaje
zavojna povrSina. Presek te povrSine sa ravni koja prolazi
kroz osu zavojnice je profil zavojne povriine. Parametarske
jednadine zavojne povriine su

X=1u, COSuUy, y=usinu,, z=hu,+f (),

gde su: u, rastojanje tatke od ose Oz zavojnice, u, — ugao
ravni profila sa Oxz ravni, 4 konstanta iz jednadine H =2wh,
gde je H hod zavojnice. U Dekartovim koordinatama jedna-
¢ina uzima oblik: z=harctg (p/x)+f (/X2 +32%).

Ako je f(u)=0, imamo obiénu zavojnu povrsinu ili
helikoid, sa profilom pravom linijjom upravnom na osu za-
vojnice. Za h=0 imamo obrtnu povrSinu: z=® (x2+32).

Ako je profil prava u ravni Oxz sa jedna&inom

z=xcotgy+b,

gde su b i y ofevidni parametri prave, poviSina sa parame-
tarskim jedna€inama

X=u COSuUy, Yy=u,Sinu,, z=~Hhuy+ucotgy+hb

je Arhimedova zavojna povrsina.

Ako se zavojna povr¥ina obrazuje kretanjem nepromen-
ljive krive u prostoru, za sastavljanje parametarskih jedna&ina
takve linije uvodi se pomoéni koordinatni sistem O Enl sa
podetkom O’ na Oz osi, sa osom O’¢ u pravcu Oz ose i sa
uglom u, izmedu Ox i O'% osa. Izmedu koordinata £, v, ¢ i
X, », z iste tatke tada se postavljaju kad je OO’ = hu, ove veze:

x=Ecosup—nsinu,, y=Esin uy+ncosu, z=C+hu,.

_ Svaka talka trijedra O'§7¢ pri promeni parametra ug
opisuje zavojnicu u odnosu na trijedar Oxyz.

12 Visa matematika
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Ako je nepromenljiva kriva u odnosu na trijedar O'&x%
data parametarskim jednatinama§ =f; (#), n= S (ul),.C = fa(uy),
parametarske jednafine zavojne povrSine koju opisuje data
kriva u odnosu na trijedar Oxyz imaju oblik:

x=f1 () cosu,—f, (uy) sinwy, y=f; (u,) sinu,+f£, () cos V2

z=f3 (u)) +huy.

Ako u sistemu O’'&n{ ulogu nepromenljive krive igra
prava sa parametarskim jednaCinama £ =a, n=u,, {=u, cotgy,
parametarske jednaine u odnosu na trijedar Oxyz u obliku
X =acoSu,—u,; Sinuy, y=asinu,+u, cosu,, z=hu, +u, cotgy,
gde su a,h i Yy konstante, odreduju pravolinijsku zavojru
povrsinu.

' 2 Narodito je vaZan
specijalan sludaj povriine
helikoida (sl. 79), kad pra-
va izvodnica stoji upra-
vno na Oz osi. Parame-
tarske jednadine helikoida
su: u vektorskom obliku

——

-
rae=1uy (icos u,+
+7jsinuy) + hu, k,

u skalarnom x=u, cosu,,
y=u;sinu,, z=hu,. Ko-
ordinatne linije , = const.
su zavojnice na valjku po-
lupreénika u,, a u, = const.
pravolinijske  izvodnice
Posto je
ds® = du,® + (u,® + h?) du,?,

koordinatne linije su or-
togonalne. Jediniéni vek-

-
tor n normale na povrsini
ima za koordinate

Sl. 79 — Helikoid

hsinu, —hcosu, u,
NVul+R Juli+h \Jul+ R
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Za tatke koordinatne linije, zavojnice, normala ¢ini stalan
P2

— <0
(2 + h2)?
Srednja krivina H=0 i prema tome povriina helikoida spada
u minimalne povrSine; to znali da je povrSina nekog dela te
poviine omedenog nekom konturom najmanja u odnosu na
svaku drugu povriinu sa istom konturom.

ugao sa Oz osom. Gausova krivina iznosi K= —

5.4. Teorija polja

Polje je skup talaka kad je za svaku taZku skupa odre-
dena neka velitina, skalarne, vektorske ili neke druge prirode.
Tada se kaZe da je ta velitina funkcija polja. Skup tataka
Je oblast polja. Oblast, u Euklidovom prostoru, moZe biti
tro-dvo-jednodimenziona, pa &ak i da se sastoji samo iz di-
skretno rasporedenih tataka. Zaustavimo se na opitem slutaju
kad je oblast trodimenziona sa neprekidno rasporedenim tag-

kama. PoloZaj tacke polja se odreduje vektorom poloZaja 7
odnosu na neku odredenu talku prostora ili pomoéu tri ska-
lara, koordinata tatke u Dekartovom ili u kakyom drugom

sistemu. Oznake za odredenu tatku M:ry i M (Xpr, yag, Zas),

za proizvoljnu tatkw: r i x, y, z.

Ako je u nekoj oblasti polja veli€ina polja jednaka nuli,
onda se kaZe da je ta oblast prazna.

Prou¢avaéemo samo skalarno i vektorsko polje.

Skalarno polje. Jednatina U=U (7) ili U=U(x, y, 2),
gde je U veliina nekog skalara, a U (7) i U(x, y, z) skalarne

funkcije tatke sa vektorom poloZaja r, ili sa Dekartovim
koordinatama x, y, z, odreduje skalarno polje skalara U.

Ako velitina U ne zavisi od vremena, polje se zove
stacionarno. Dalje pretpostavljamo da su skalarne funkcije
U (x, y, z) neprekidne sa neprekidnim potrebnim delimi¥nim
izvodima.

Za geometrijsko proufavanje skalarnog polja sluZe po-
viSine &ije su jednadine U(x, y, z)=const. ili u vektorskom

obliku U(r)=const., koje s¢ zovu ekviskalarne ili nivoske
povrsine skalarnog polja.
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Gradijent skalarne funkcije za datu ta&ku polja je vektor
koji ima:

1. Pravac normale na ekviskalarnoj povriini date tatke
polja,

2. Onaj smer u kome skalar U raste,

3. Kao intenzitet graninu vrednost odnosa prirataja
AU skalara U prema rastojanju A A po normali izmedu dve
beskrajno bliske ekviskalarne povriine, kad A% teZi nuli,

A .
tj. lim —U=£] (sl 80). Gradijent skalarne funkcije U se
Ar—0 A B dh

oznalava sa grad U i &ita se: gradijent U.
Postavljena definicija gradijenta se izraZava vektorskom

. . - dU T
jednadinom: grad U=n,- o gde je n, jedini¢ni vektor nor-

male.
=~ ~>dU =\ dU
Posto je (grad U, dr =(n —_— dr)=—.ds-cos =dU,
je (g ) odh ah ®

gde je ¢ ugao izmedu ;;0 idri ds - cos @ =dh, onda iz jednadine

(erad U,d —aU =2 T 4z 0Y 4, 0V,

x oy 0z

dolazimo do vrednosti koordi-
nata grad U u Dekartovim ko-
ordinatama

oU— oU—> 0oU-

gradU=— i+ — j+—k,
ox ayj 0z
tj. gradU(?_g’ ﬂ’ a_Q).
o0x 0y 0z
Skalar lim A—U=£] je
‘ As—»0As ds
SL. 80 — Gradijent izvod skalarne funkcije u datom

pravcu iz talke polja.
Ako je U=U(x, y, z), a kriva je odredena parametarskim
jednalinama x=x(s), y=y(s), z=2z(s), onda je
dU oUdx oU dy o0Udz -
LU 0Udx 0U dy 0Udz_(oraat, ),
ds O0xds Oy ds 0zds
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gde je T jedini®ni vektor datog pravca sa koordinatama
7 (dx dy dz)

ds’ ds’ ds .

Prema tome izvod funkcije polja u datom pravcu Je
projekcija gradijenta polja za datu tatku na osu datog
pravca.
Ako uvedemo, kao vektor, operator nabla sa oznakom

v i vredno3cu
_7o.,79,%2,
V= 0x oy 0z
onda se gradijent skalarne funkcije U moZe smatrati kao
proizvod vektora nabla i skalara U, t.
—»oU —=9oU -—-oU
= =§ —+tj—+k—.
grad U=VU=7 0x+J 0y+ 0z
Nabla se zove i Hamiltonoy operator.
Navedimo nekoliko pravila pri upotrebi nabla operatora:
1. VC=0,(C=const),2. VU, + U, +...)=VU; + VU, +...
3. VkU=kVU, (k=const),4. V U Uy=U,VU,, + U,V U,

)
5.V f(U)=FUVU, 6. Vf(Uy, Uy,.. =5?’;:le+
+-o‘(_/’;VU2+.“ LA ox* 9y* oz®

gde je A Laplasov operator ili Laplasijan. 8.[V, V]=0. Druge
obrasce nave$éemo na kraju ovog para_grafa,
Vektorsko polje. Vektorska Jednaéma

V=7@ ili V=V x5,
gde je_f’ neka vektorska velidina, a sa de:sne strane V je
simbol vektorske funkcije vektora poloZaja tatke sa koordina-

tama x, y, z, odreduje vektorsko polje vektora V.

I ovde ¢éemo analizirati samo stacionarno \fektorsko
polje, koje se ne menja u vezi sa nekim dopunskim para-
metrom, napr. vremenoim. ' )

Za jasniju geometrijsku predstavu i proutavanje kator-
skog polja sluZe linije sa diferencijalnom osobinom izraZenom
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vektorskom jednafinom [5:, _I;]=0 ili skalarnim jednaZinama
u obliku (1) dx: V,=dy:V,=dz:V,, koje tvrde da kroz svaku
tatku polja prolazi linija sa tangentom u pravcu datog vektora

V polja u toj tatki. Ove linije se zovu vektorske linije ili
linije polja. U specijainim slu¥ajevima to su linije sila, linije
toka i dr.

_ Neka su F(x, y, 2)=C,, F,(x,y,2)=C,, gde su C i
C, proizvoljne konstante, op§ti integrali sistema od dve dife-
rencijalne jednaine (I). Ako se konmstante C, i C, odrede iz
uslova da koordinate x,, y,, z, neke date tatke polja zadovo-
ljavaju jednaline integrala, onda te jedna¥ine odreduju vek-
torsku liniju kroz datu ta¥ku polja.

Ako se u vektorskom polju konstruiSe neka kontura,
onda je g. m. vektorskih linija kroz sve ta&ke konture povr-
Sina koja se zove vektorska cev ili solenoid.

Za odredivanje izvoda u datom pravcu vektora ?=_I;(T)

vektorskog polja moZemo smatrati da je vektor poloZaja r
tatke polja takva funkcija pomoéne promenljive ¢, da vektor

r. ima dati pravac. Kako je tada x=x(f), y=y (1), z=2(8),
onda je i vektor 12 preko svojih koordinata, koje su funkcije

od %, y, z, takode funkcija ¢. Po¥to je V=V,i+V,j + V. K,
neposredno diferenciranje daje:

ox oy 0z
2V, oV, oV, -
(dx oy 7 0z J
oV, ov,
+

-z dx + dy + 0 Vz
ox oy 0z

dZ)?=(d7, V) V.

Ako za neku tadku polja konstrui¥emo beskrajno malu
-_—
ravnu poviSinu do sa jedini¥nim vektorom n, normale na toj
—>
ravni, onda je proizvod n, dc orijentisani diferencijalni element
povrSine.
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Skalarni proizvod (l—;, do r—:;) je elementarno prbti¢anje

vektora polja V kroz orijentisani elexpent povr.§ine_. Akosa o
ozna¥imo neku kona¥nu oblast povr§ine u polju, integral

H°=ff(f;r—t;)dc=ff(chosa+ VycosP+V,cosy)do=

a [}

— [ [ (Vedydz +V, dzdx + V. dxdy),

proiren na celu oblast o, je proticanje vektora polja V kroz

datu povrsinu o. Uglovi «, B, v su uglovu 'normalev ny sa
Dekartovim osama. )

Ako neku tatku polja okruZimo nekom poviiinom o,
u &ijoj se unutra¥njosti nalazi data ta¥ka, i zapreminu ogra-
nidenu tom povrinom oznadimo sa v, onda je granitna vred-
nost odnosa proticanja Il i zapremine v, t).

[ ¥r)do
lim 2o fim =,
v—>0 vy v—0 v
kad zapremina v teZi nuli, skalar, koji [se zove divergencij;cz
datog vektorskog polja u datoj tacki. Divergencija vektora vV

polja se oznafava sa div V. U Dekartovim koordinatama taj
skalar ima vrednost

= 0
div #= 22 5, Oz
ox o0y Oz

pa prema tome se javljav kao skalarni proizvod simbola nabla

i vektora polja, tj. div V=(VV). o

Vrlo je vaZna ova teorema G. Green-a, koja je poznata
uliteraturi i kao teorema Gauss-a, 1 kao teorema Ostrogradskog.
U vektorskom obliku ona glasi:

JI@, myde=[]]divFan.
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-
- U hidromehanici div ¥ se tumati kao jadina izvora odnosno
ponora.

- -
Skalarni proizvod (V,dra) je rad vektora polja na eleme-
ntarnom pomeranju tatke polja. Usvojeno je da taj izraz zadrfava
naziv rada bez obzira na imenovanje &lanova proizvoda.

Krivolinijski integral

Lf(f/’, an=[V,T) ds =Lf(V,,dx+ V,dy+V,dz),
L

profiren na talke krive L, izra%ava rad vektora ¥ na celo-
kupnoj duZini krive L.

Ako je kriva L zatvorena, gornji krivolinijski integral

-
ima naziv cirkulacije vektora V po zatvorenoj krivoj. Odgova-
rajuéi integral se ozna¥ava ovako

$ V).
i
Najzad uvedimo jo¥ tzv. rofor sa oznakom rot V ili

curl V. Prirodna definicija rotora
rot V(?)=lin(1)[iff[;1:,, f”(;:, )]da}.
c—> 14 —a——

Dekartove koordinate ovog vektora imaju izraze:
rot };{OV, ov, ov, oV, v, %}
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Teorema Stoksa postavlja vezu izmedju cirkula.cije po
zatvorenoj konturi L i proticanja rotora Kkroz prpxzvoy.nu
povrSinu sa konturom L. Teoremi odgovara ova jednaina

. ~ W, oV, =~
lf iz f_f (rot ¥ mydo=[ [ [(_ay_——a;l) cos (o, X) +

a

()Vy__an) cos(t—l;,z)}dﬂ',
oy

oV, OdV, -
=z ¥\ cos (mg, )+(—
(t)z 0x) o ¥ ox

gde je ;:, jediniéni vektor spoljainje normale povriine o.

Ako je vektor v gradijent skalarnog polja skalara U, tj.

- oUu oU oU . -,
= ili Vi=— ,V,=—,V,=—, funkcija U(r) se
V=grad Uil V, x oy oz

zove potencijal polja. Da polje vektora V bude potencijalno,

potrebno je i dovoljno da je ispunjen uslov rot V= 0 .

U potencijalnom polju rad vektora polja' na lmlj{ ko,]_a

spaja dve talke polja ne zavisi od oblika krive L, jer je
M

[7,.d0) = [ (grad U,dr) = [dU = U (Fra)— U (raae)-
L L M,

Divergencija potencijalnog polja jednaka je Laplasijanu

U PV _FU_,

+__._
ox* oyt 0z*
Vektorsko polje je solenoidno, ako je divergencija njego-

potencijala, jer je div V=div grad U=

vog vektora V u svakoj tagki polja jednaka nuli, t] di_v. V=‘Q.
Vektorske linije takvog pola ili su zatvorene u polju, 1l1vpocl-
nju i zavriavaju se na granici polja ili odlaze u beskonacnost.

Polje rotora svakog vektorskog polja je ‘solenoidno, tj.

div rot ¥ =0. ‘ -
Videli smo da je skalarna funkcija U (skalarni) potencijal

vektorskog polja I_;, ako je V= grad U. Sliéno tome, vektorska
funkcija w je vektorski potencijal vektorskog polja V, ako je
I_;= rot W
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Ako je potencijalno polje u isto vreme i solenoidno,

tj. V=gradU i divV=divgrad U=AU=0, polj -

li =0, polje se zove
Laplasovo. Skalarna funkcija tog polja ima naziv harmonijske
Sfunkcije.

Navedimo tablicu pravila vektorske analize.

Za vzbirove: grad (U, + U,) = grad U, + grad U,,
div (V, + Vy) =div ¥, + div 7,
rot (17; + 17';) =rot ¥, +rot V,,

Za p.roizvode: grad (U, U,)= U, grad U, + U, grad U, ,
div (U V) = Udiv V+ (Pgrad U),
rot (U'I-;) =UrotV+ [grad U, f;],
grad (f;l f;z) = (f;z V) I_;l + (f’), V) -I;, +
+ [f’)l s rot_f/,] + [_I;z ,rot _I;I],
div [_I)/1 _I;'?_] =_I;'2 rot _I;l —7’1 rot _I;z s
1ot ¥ Vel = (%o V) V,— (%, V) ¥, +
+ ¥, div V,— ¥, div V.

Primena vi§e operatora:
rot grad U=0, divrot?/)=0, vV V)=A=—ai+iz+_‘_)2_
oxr 9y* 9z

AU=(VV)U=div grad U, A¥=(V V) ¥ =grad div P—
—rotrot ¥, A(U,Uy)=U,AU,+ U, AU, +2 grad U, grad U,.

> d_f — _. df
ad f{U = 2L

dﬁf .
o (EradU)
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Sluajevi posebnih funkcija:
AU? = Us~2{UA U+ (x—1) (grad U)?},

1

AlogU=— A U-—( , AeU—eU{A U+ (grad UY}.

grad U )’

-

. . - d r .=
Ako je r vektor poloZaja, r=|r|, ro=-——1 A konstan-

7|
tan vektor, onda je:
grad r =;:,, grad (Z 7) =4, grad (r-1) = ——r—: ,
’
gradf (1) =f" (F) g, divr=3, divro=2r-%, div (%):0 .

A TI=0, div(f (D7) =2f () F=4f" (), TotF=0,
rot[4, r]=24, rot(f(r)r)=0.
PV F=V, AGP)=r AV+2div7,
AGCU)=rAU+2grad U,
rot[7 ¥+ grad (r ¥)= — P+ rdiv P +[r, rot V],
aro=r @+ 20, 8100

r

r

U Teoriju polja spada jo¥ nekoliko integralnih teorema.
Ove teoreme staviéemo u naredni paragraf, u kome se pro-
udavaju primene integralnog raduna na geometriju.

5.5, Primene integralnog rafuna na geometriju

U &etvrtoj glavi (4.5 i 4.6) su uvedeni pojmovi odredenih
integrala, jednostrukog, dvostrukog i viSestrukog. Navedimo
sad vaZne primene tih integrala kad su njihovi diferencijalni
elementi skalari, proizvodi skalara podintegralne funkcije i
skalarnog diferencijala promenljive po kojoj se vrsi integracija
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Odredivanje duZine (rektifikacija) krive. Za ravnu krivu
sa jednaCinom y =y (x), diferencijalni element luka ima oblik

ds =+/dx®+dy®*=+/1+y%dx i prema tome imamo obrazac
, x
L= f V1 +y2dx,

gde je L duZina luka izmedu tadaka na krivoj sa apscisama
Xg i x,. Kad je kriva data jednalinama u parametarskom
obliku x=x (), y=y (¢) ili u implicitnom obliku F(x, y)=0,
prethodni obrazac dovodi do ovih obrazaca:

L -Y;l
L=fﬂ/x"2+y'2dt,L=ny-/Fx2+F,2dx.
Lo X

Ako je kriva odredena u polarnim koordinatama r=r (8)
imamo obrazac

0
: ! dr
L= 2+ ’2de- I=_ .
e,f Ve (' _ de)

Rezultati za neke poznate krive:

1. Za lanéanicu sa jednadinom y=acoghi imamo
; _ .

L=‘f cosh X — gsinh = .

0 a a

N 5 x2

2. Parabola y =—
- 2p

, - e T 9 2 2

,L=Lf \/x2+p2dx=i xg+p2+_1’_10gX+\/x +0°
p 0 2P 2 p

3. Astroida sa jednadinama: x=acos®t, y=asin®t, celo-
kupna duZina =6a. :

4. Cikloida sa jednatinama: x = a (t—sint), y = a(l —cos?),
duZina jednog talasa = 8a.

5. Evolventa kruga sa jednatinama: x=a(tsin?+cos?),

: 1
y=a(sint—tcost), L=7at2.
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6. Arhimedova spirala sa jednatinom r=a8.
0 — ——
L-a] md0=§—[e 5% +log (e\/1+e==)].
0
7. Logaritamska spirala sa jednadinom r=ae™.
0
L= [Airmdo=y|1 4+ —10).
8 m
. . x? P
8. Elipsa sa jednalinom — 4 —
02 b2
parametarske jednadine x=gasint, y=acost, dovodi do eli-
ptic¢kog integrala druge vrste:

=1, posle prelaza na

t
L=a[ JI=&sinttdi=aE (e, t).
0
T . ) \/E_'__b’z
Celokupna periferija iznosi Lg=aFE (e). Broj e=Y——,

E (e) je potpuni elipticki integral druge vrste za koji postoje
tablice.

9. Kardioida sa jednadinom r=a (1 +cos8), r' = —asin6,

T
0

L=8a/ sin—-=8a.

Zoa prostornu/ krivu &ije su jednadine x=x(t), y=y(t),
z=2z(f) imamo

n
L= [XTryT+z%dr.
to
Za druge forme jednalina prostorne krive lako je napisati

potrebne obrasce prema obrascima za slutaj ravne krive. Za
cilindarske koordinate, r, 0, z imamo

0
dr\? dz\ 2
= —) + 2+(_) de.
L o,f \/(de) g de

Rezultat za zavojnicu ¢&ije su jednaline: r= const = 4,
o

z=h6 glasi: L = f \/a® +h2d0= ~/a*+ h* (0—8,). Za jedan za-
0

voj imamo Lyp=2m~/a®*+ h*.
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Odredivanje povrsine (kvadratura) slika u ravni. Kao §to
znamo, povriina krivolinijskog trapeza, tj. oblasti ogranidene
dvema ordinatama, delom x ose izmedu ordinata i delom
krive y=y(x) izmedu istih ordinata, odreduje se obrascem

b
Q=fy(x)dx,

gde su @ i b apscise krajnjih (b>a) ordinata. Funkcija y (x)
je neprekidna, pozitivna i jednoznaéna na duzj [a, b]. Obra-
timo paZnju, da je u slu¢aju y<0 povriina ispod Ox ose
negativna i prema tome gornji obrazac ne daje pravu vred-
nost poviSine ako Ox osa sefe sliku na dva ili viSe delova.

Za povriinu krivoliniskog trapeza sa parametarskim
jednalinama krivolinijskog dela konture u obliku x=x(t),
y=y(t) sluZi obrazac

Q=jy(t)x’ () dt.

U polarnim koordinatama r,9, u kojima je povriina

elementarnog kruZnog isetka %rzde, imamo obrazac
0, 1
= [—[r(0)]2d6
o 0_{ 5 [r (©)]

za povriinu izmedu dva potega r®) i r,) i date krive
r=r(9).

Povriina ravne oblasti ograniene zatvorenom krivom
moZe se ralunati i pomoéu dvostrukog integrala

Q=udxdy.
)

Kvadratura krive povrsine. Neka je povrina data jedna-
¢inama x = x (u, V), y=y (u,v), z=2z(u,v), gde suu, v Gausove
koordinate take na povisini, a jednalina granice oblasti
odredena jednadinom o (4, v)=0. Pretpostavlja se da su funk-
cije x(u,v),y(u,v),z (u, v) jednoznatne, neprekidne i imaju
neprekidne delimidne izvode i da u svakoj ta&ki postoji odre-
dena normala.
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Po¥to smo pokazali (str. 167.) da element povriine u

Gausovim koordinatama ima vrednost dQ=\/EG—E2dudv,
gde su E,F,G koeficijenti prve kvadratne forme, imamo
obrazac za povriinu oblasti D

0= [ [ VEG=FEdudy,
D
pri ¢emu jednalina o (u,v)=0 sluZ za postavljanje granica

ij i j Zi last D.
i acije na koordinatnoj mrezi za datu ob - D. ]
mtegrUJsluc":aju Dekartovih koordinata, kad je jednaCina

povriine z=f(x,y) bice
Q= [ [T+ +¢* dxdy,

D
PovrSine nekih slika:

x . .
1. Lanéanice y =acos h— . Trapez izmedu ordinata za
a

r x . .
x=01x=x. Q=facosh—)—c-=a’sinh—=as, gde je s duZina
0 a a

ivolinijske strane trapeza. ' o
o 2. JEliptiékog trapeza sa jednadinom Kkrivolinijske sirane

s v/a®—x? i graniénim ordinatama za x=0 i x=x.
a
(0] =£I—7 arc sin +Q. Celokupne clipse Q=mab, kruga
2 a
g=rr [ — .
3. Hiperboliékog trapeza, y=: \/x*—a?, krajnje ordi-

nate za x=a4 i1 x=x>a.

1 ab  x+4++x*—a 1 1 b1 (_x__l__z_)
Q= xy—glog —— =G xy—7ablog| 5+

Hiperboli¢kog sektora sa krajnjim tafkama (?(0, 0), A(a,0)
prvog potega i 0(0,0), M (x,y) drugog potega:
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Hiperbolickog trapeza sa osnovom na Oy osi i apscisama

1 1
x=a, x=x; Qg=—xy+—ab log(i+—}i) . Napomena: Jed-
2 2 a b

natina kruga jedininog polupre¥nika x=cos?, y=sinz. Jed-
natine hiperbole (x*—y* = 1) u parametarskom obliku: x = cosh?,
y=sinht. Geometrijsko tumadenje parametra t: za krug ¢ je
dvostruka vrednost povriine kru¥nog isetka, kod hiperbole
— dvostruka vrednost povriine hiperbolitkog sektora

20,=log(x+y)=t.
Prema tome imamo x+y=e' i iz jednafine x®2—j%=1 za

razliku x—y=e—*, odakle je x=% (e'+e-)=cosht, y=

1
= Y (ef—e*)=sinht.
4. Cikloide: x=a(t—sint), y=a(l—cost). Q=3na?
5. Jednog zavoja Arhimedove spirale r=a0 u granicama
2w
1
od 0 do 2% Q= E— azf 02d 0= i;- w3 a2, Arhimedov rezultat:

Povriina jednog zavoja Arhimedove spirale jednaka je treéini
povriine kruga polupreénika 2ra.

6. PuZa tija je jednalina r=acos0+4a(b>a).
Q=§~(a2+2b2). Za kardioidu (b=a) imamo Q=%n a’,
7. Lemniskate r*=2a?cos20.
1 /4
Q=4~—2—'2a2fc0526d6=4a2.
(4

8. Dekartovog lista (omedjenog dela) &ja je jednalina
u polarnim |koordinatama r=3asin® cos 0: (sin® 0 + cos? 0) u

granicama od {0 do /2. Q=%a3.

9. Astroide ¢&ije su jednagine: x=acosdt, y=asindt.
3
O="ra
8
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Kvadratura obrtnih povrsina. Neka se kriva u ravni
Oxy (sl. 81) &ija je jednafina y=f(x) obrée oko Ox ose.
Pravolinjjski diferencijalni element luka te krive ds opisuje
pravolinijsku povr§inu. Elementarna
geometrija udi da je povriina koju opi- y
suje duZ pri obrtanju oko ose, jednaka
proizvodu te duZi i obima kruga koji
opisuje sredina duZi. Pri tome se duZ ds
i osa obrtanja nalaze u istoj ravni
i duZ sa jedne strane od ose. U nafem
sluéeju element dQ obrtne povrsine
ima vrednost X

O] a b
do=2 ds=21 1+y2dx,
Q=2my yVT+y* SL. 81 — PovrSina obrtnih tela

a sama povrsina je odredena obrascem
b

0=2r[y\/T+y"dx.

Lako je primeniti ovaj obrazac i na sludaj kad je jed-
natina izvodnice data u nekom drugom obliku.
Rezultati odredivanja obrtnih povriina.

1. Sferni pojas y=+/r*—x?, gde je r polupretnik sfere.
Q=2n fr dx=2rnr(x,—x,)=2mnrh, gde je h visina pojasa.
X1
Povriina lopte jednaka je 4 wrZ

v . . . . x
2. Povriina pri obrtanju luka lanéanice y=acosh — sa
a

krajevima u tatkama sa apscisama 0 i x.
X

Q=2-rc[cos hz—x—dx=1:a(x+sinhi-coshi)=
. a 2 a

1 .  2x
=-n:a(x +—51nh—) .
2 a
3. Povr§na od obrtanja astroide:

. 12
x=acos*t, y=asind® t. Q=?1ra2.
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4. Povriina od obrtanja cikloide:

x=a(t—sint), y=a(l—cost). Q=2—41ca3.

5. PovrSina od obrtanja kardioide r-a(l+cos®) oko
polarne ose. Posto za obrtanje krive u polarnim koordinatama
oko polarne ose vaZi obrazac

602
Q=2x[ r (8). sin0~/rFF % do
6,

u naSem slu¢aju sa granicama 6, =0, 6, == imamo Q =3—52 T,

6. Na sli¢an nadin za lemniskatu r*=2 a?cos26 imamo

0~ rat( __V_Z) .

2

7. Poviina obrtnog elipsoida: a. izdusenog i b. spljostenog.

a. Q=2nb (b +ZLare sin e) >gdejee? = (a2 —b%): a? (a>b).
e

Osa obrtanja je 2a osa.

b 1 1
b. Q=21:a(a +——-—-logj), gde je ponovo a>b,
2a e l—e

ali obrtanje se vrii oko 2b ose.
8. PovrSina obrtnog paraboloida oko Ox ose. Jednzdina

‘parabole koja prolazi kroz tatku (a, b) glasi y=b\/—z—- D:o
izvodnice je od po&etka koordinata do tatke sa apscisom x =aq.

b

=Lﬂ-‘—[(4a2+b2)3/2—-b3] .

6 a
Zapremina obrtnih tela. Kad se povriina krivolinijskog
trapeza u ravni Oxy sa osnovom na Ox osi i krivolinijskom
stranom y=f(x) obrée oko Ox ose, ona obrazuje obrtno
telo. Bodnu obrtnu povrSinu tog tela smo oznatavali sa 0.
Zapreminu tog tela, omedenog povriinom Q i kruZnim stra-
nama oznadimo .sa V. Diferencijalni element tog tela dV je
kruZna ploda visine dx i poluprednika kruga y i prema tome
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dV =mny*dx, a celokupna zapremina takvog obrtnog tela se
izraZava obrascem :

b
V=1cf yidx.

Rezullati odredivanja zapremine obrtnih tela:
1. Zapremina zarubljene kupe od obrtanja trapeza A'B'BA
sa ovim koordinatama temena A'(0,r), B'(h, R), B(h,0),
A0, 0).
h

. R—
V=7cf(r+kx)2dx, gde je k= 4
0

, V=ﬂ—3’1(r3+R2+rR).

2 2
2. Elipsoida. Elipsa %+%=l obrée se oko Ox ose.
a

4
V=i‘n:ab2. Ista elipsa oko Oy ose. V=—§- ra*b. Za loptu
3

4
(a=b=r) imamo V=——3—7c .
3. Zapremina tela sa obrtnom povrS§inom od obrtanja

x .
lanéanice y=acosh— oko Ox ose u granicama od 0 do x.
a

V=ir:a2(x +isinh2—x) .
2 o2 a

4. Zapremina tela sa obrtnom
povriinom od obrtanja cikloide:

x=a(t—sint), y=a(l—cost)
u granicama
O<t<2n. V=5n2a>
5. Isto za astroidu

AT,
S

32 Sl. 82 — Paralelni preseci
x2/3 _,_yz/s:az/a' V= 5 . tela
105

Zapremina tela sastavljena od ploca. Element takvog tela
je plota (sl. 82) ogranifena dvama paralelnim presecima na

rastojanju dx i uzanim delom povrSine tela. Ako povrSinu
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preseka_ na .ras‘tojanju x od ravni « oznagimo sa Q (x), element
zapremine je jednak Q (x)dx, a sama zapremina.se izrafava
b

integralom V = f QO (x) dx. Nije mesto ovde za izlaganje ana-

a
liti¢kih uslova' za primenu navedenog otrasca. Posmatranje
konkretnog objekta uvek potvrduje-tagnost postupka.
Rezultati:

1. Odrediti zapreminu pravilne kvadratne piramide visine

h. Neposredno imamo Q (x)=a?x%/h?, gde je a strana kvad-
h

rata osnove i prema tome je V=£fx3dx=-l—a2h.

R 3

2. Zapremina troosnog elipsoida. Po§to na rastojanju x
. b 3 c 3 .
imamo y=—a— \Vat—x?, z=-a— va*—x?, povriina eliptitkog

. . ' be
preseka iznosi Q (x)== - (a®>—x?). Prema tome imamo
a

V-2[0 dx=%1rabc.
0

3. Zapremina eliptickog hiperboloida sa jednaginom

.X .
povr§ine §+§——.c—= . Posto na rastojanju z imamo u

preseku .'elipsu sa poluosama il Vet+z? g b Vet i osa
. c c
" . z? .
povr§inom Q (z)= n‘:‘ab(l +c_2)’ zapramina tela izmedu dve

s . . . h?
poviSine z=h i z= —h iznosi V=2n:abh(l +—).
3¢t
.[zraé'unavanje zdapremine tela proizvoljne forme. Ako je
povriina tela takva da u Dekartovom koordinatnom sistemu
prave pa}ralelne Oz osi seku tu povr§inu s jedne strane prema
jednalini z,=f,(x,y), a sa druge strane prema jednalini
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z, =, (x,y), pri femu z,>z,, zapremina tela se izrafava raz-
likom dva dvostruka integrala:

v=[[fipdxdy—[[ 1 p)dxdy,
D )
gde je D oblast u ravni Oxy projekcije tela na tu ravan.

Zapremina tela u Dekartovom sistemu koordinata, u

sistemu polarno-cilindarskih koordinata i u sistemu sfernih
koordinata moZ:z se odrediti i pomoéu ovih trostrukih integ-

rala:

Ve [[[dxdydz, V=[[[rdzdrde, v=[[[¢*cosodedod.

v v v

5.51. Iz Geometrije masa

Am -
Pojam gustine kontinuirano rasporedenih masa. Odnos v’

gde je AV zapremina, a Am masa u toj zapremini, je srednja

.. . Am . , .
gustina tela u zapremini A V. lim om je gustina tela u datoj
Av—0 AV

tacki M, koja uvek pripada zapremini A V. Ako se takva

gustina oznafi sa o6, imamo czd_ml; . U opstem slucaju gus-

tina o je funkcija poloZaja tatke M u datom telu, tj.
G=f(M)=f(r) =f(xsy’ Z).

Ako je gustinadata za sve talke zapremine V masa tela m

se odreduje integralom m=fffch=fff o (x,y,2) dxdy dz

12 v
prodirenim na sve tatke tela. Ako je masa tela rasporedena
po nekoj povrdini (lim, plota, korica, . ..), odnos ﬁ je
srednja povriinska gustina na povrdini A4, a

» Am dm .
lim — =0 =—
Ad—0 A A dA
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je povrsinska gustina u datoj tacki M. Analogno,
dm
—e, =
Al—-0 A/ dl
je linijska gustina, recimo, date Zice u datoj tatki. Dimenzije:

[6]=ML-3, [o,]= ML-?, [6,] = ML-'. Odredivanje mase mate-
rijalne povriine:

m=ff 61(u,y)\/EG—F"dudv=ffc1 (x,y)dxdy,
A 4

linije: m= f sy ()dl= f 6, (s)ds. Ako su ¢,0,,c,, stalne veli-
L L

gine, telo je homogeno, na suprot nehomogenom ili hete-
rogenom, kad su gustine promenljive. Za homogena tela vaZe
obrasci: m=oV, m=0,4. m=o,L.

Centar masa. U Mehanici se uvodi pojam centra masa
materijalnog sistema diskretno ili kontinuirano rasporedenih
masa pomoc¢u ovih vektorskih jednatina

m_r:.= zu: m;—r':, m_r:.=_ff—f7dm=fffo7dV,
v

i=1 p”

gde su: m; r; vektor poloZaja i-te materijalne tatke opterecen
masom te tatke, tatka C je centar masa sistema, m je celo-

kupna masa sistema, tj. m=m, +my+ - - - +m, ili m= fffdm.
. Ty

Prema tome koordinate centra masa su:

f_f[xdm f_fiydm Mzdm

Xe= ? Vo= y  Zp=
m m m

Ako je telo homogeno, poloZaj centra masa ne zavisi
od gustine, koordinate centra su:

[[=av [[[yav  [[[zav

— |4
Xe= > Y= »  Zp=
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Sli¢ni obrasci odreduju poloZaj centra masa rasporede-
nih po povidini i duZ linije, bilo homogeno ili heterogeno.

U vezi sa pojmom centra masa navedimo dve tzv.
Pappos-Guldin’ove teoreme.

Prva teorema glasi: PovrSina koja se dobiva obrtanjem
luka krive linije u ravni oko ose u toj ravni, koja ne sece
tu krivu, jednaka je proizvodu duZine luka i obima kruga
$to ga opise centar masa tog luka.

Druga teorema: Zapremina kojq se dolziva obrtary:em
ravne povriine oko ose u toj ravni, IfOJa_ ne sece tu povrszmz
Jednaka je proizvodu velic‘iae te povrSine i obima kruga $to &
opise centar masa te povrsine.

Aksijalni kvadratni moment inercije.

Zbir proizvoda mase svake materijalne tacke sisrer'i.iai i
kvadrata rastojanja te tatke od prave (ose) zove se .{zksza n’:
kvadratni moment inercije ili kratko moment inerciie dlle
masa oko te prave (ose). Ako sa d, oznadimo rastojanje mas

- . .
m; od ose sa jedininim vektorom u, a sa J, moment inercije

n
1 2
oko te ose, imamo J, = Z m; d?.
i=1
Za neprekidno rasporedene mase zbirovi se zamenjuju
integralima. Tako imamo:

Ju=[[[ordv, J,=[[e a4, J,.=!czd2dl.

| 4 A

Naroéito su va¥ni momenti inercije oko osa Dekartovih
koordinata tj.

Ju= i m (y2+z), Jy= Zx m; (22 +%7),

i=1

Jz = m; (xi2 + yiz);

Max

i=1
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Za mase neprekidno rasporedene Po zapremini ¥ imamo

Lo [[ [0 G 7001+ 20V, 1= [[ [0 3 (427 a,
4 %

L= [[[ o 3,2 2+ av.
1 4

5.52. Neki integrali i teoreme iz Teorije polja

U vezi sa diferencijalnim pojmovima iz Teorije polja u

5.4 naveli smo neke linijske i povrinske integrale, koji su
od narolite vaZnosti. Ovde ¢emo dopuniti tablicu takvih
integrala i drugim integralima koji se upotrebljavaju u Teo-
riji polja.

Izostavljajuéi pojmove integrala linijskog, povrSinskog
i zapreminskog od proizvoda podintegralne funkcije i diferen-
cijalnog elementa, u skalarnom obliku, posmatraéemo samo
integrale, kod kojih pod znakom integrala udestvuju i vektori.

Sa vektorima imamo tri vrste linijskih integrala i to:

@ f U d_r)—-vektor; (1) f (Vd?) — skalar;
L L

(1) [ [Vdr] — vektor
L
i tri vrste povriinskih integrala

(L) [[ Udg — vektor; (11 [[ (V@) — skalar;
Q Q

(II,) ff [Vd-é]—— vektor.
Q

(I;) je krivolinijski integral skalarne funkcije U du%
orijentisane krive L. Ovaj integral se raduna ovako, Uzimaju
se jedna&ine krive L, recimo, u parametarskom obliku

X=x(), y=y @), z=z(1).
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Tada imamo ovaj obrazac za izraunavanje:

L - n - t
[vudr=T[uw-x@dt+7 [U @)y @ dt+k [U@Z @)t
L lo 1e t

Ako se krivolinijski integral uzima po zatvorenoj krivoj
u odredenom smeru (pozitivnom, u smeru suvpr.otnom _kretanJu
kazaljke na &asovniku) upoirebljava se i narotiti znak integrala

sa kruZicem f Udr. Sa promenom smera integracije znak
L
integrala se menja. _
& (L,) je krivolinijski integral skalarnog proizvoda vektorske

funkcije polja Vi elementarnog pomeranja dr na krivoj L.
Zove se tok vektora V dui krive L. Ako je kriva L zatvorena
integral izraZava cirkulaciju vektora V. Isti integral predstavlja

i rad vektora V (sile) na putu L. '
(I;) je krivolinijski integral vektorskog proizvoda vek-

torske funkcije polja Vi elementarnog pomeranja dr na
krivoj L. IzraCunava se prema obrascu:

[1Vdr=7[(Vydz—V,dy)+] [ (V.dx—V,dz) +
L L L

+k [ (Vedy—V,dx),
L

pri &emu se sve podintegralne funkcije izra?ayaju u funkciji
samo jedne promenljive, bilo parametra ¢, ili, recimo, pro-
menljive x, ako je kriva odredena jednadinama y=y(x), z=z (x).

Za povriinske integrale vektor dQ oznalava vektor n,dQ,

gde je ;; jediniéni vektor normalq na povrSini, a dQ element

ovriine, tj. dQ=dA (area—povriina). - )
P (I1,) je povrsinski integral skalarne funkcije U po ori-
jentisanoj povrSint sa elementom

r;:dQ = (?cos o +700s B8 + % cos Y)dQ=
=idydz +] dzdx + k dx dy =y /JEG—F® dudy,

u zavisnosti od nadina izralunavanja tog integrala.
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(ILy) i (II;) su povrinski integrali, prvi je skalar, drugi

vektor. Prvi integral se zove proticanje (flux) vektora V kroz
povrSinu Q. Izradunavanje tih integrala se vr$i prema ranije
pokazanom naéinu.

Zapreminski integrali se upotrebljavaju u Teoriji polja
samo u dvema formama

[[Juav i [[[Vady.

14 v

O prvom integralu kao obiénom trostrukom integralu
se govori samo tada kad u formiranju skalarne podintegralne
funkcije ulestvuju vektorske operacije.

Sto se tide drugog, vektorskog integrala njegovo izratu-
navanje ne zahteva niS§ta novo prema ranije izloZenom.

Nabrojimo sad nekoliko teorema o transformaciji inte-
grala jedne prirode u integral druge prirode.

Grin — Gaus — Ostrogradskog teorema
[[[divVay=Ap(V, nydo;
v o

Stokcova teorema
[ [ ot V, nydo ¢ (var)
o T

Grinove:

1. [[[{U,AU,+(grad U, grad U) } dv =
=b (U, grad U,, ny) dQ;
T

2. [[[(U,AU,—U,AU)dv=

14

= ({U, grad U,— U, grad U,}, ny) dQ,

3. J[[avdv="Af (erad U, n)ag.

v o
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Specijalni sluéajevi:

[[[eradvav=dp Un,aQ, [[[rotVav=f(¥, njdo,
T

v 0

14

ff (rot ¥, m) dQ 0.
'l

U vezi sa integralnim teoremama moZemo postaviti ove
prirodne definicije vektorskih pojmova: gradijenta, divergen-
cije i rotora

ff Un, do % (7, nydg
gradU= lim 2———, divV= lim 2 ———,
Av—0 Ay Av—0 Ay
17, nido
rotV= lim 2——
Av—0 Av

Prema vrednostima invarjanata divergencije i1 rotora
vektorska polja se razlikuju ovako:

1. divV= 0, rot f/)=0, bezizvorno i bezvrtloZno, Lapla-
sovo  polje;

2. div 177& 0, rot?’)=0, bezvrtloZno, potencijalno polje;

3. divV= 0, rot I_;;& 0, bezizvorno, solenoidno polje;

4. divV #0, rot V £ 0, sloZeno polje.

Ovi uslovi polja se odnose samo na malu oblast, tako
reéi ,,u malom* oko date talke. Za kona¥nu oblast uslovi
treba da budu ispunjeni u svim takama polja, to su uslovi
,,u  velikom*s,

5.6. Stieltjes-ov integral

Neka je: 1. funkcija f(x) ograniéena u razmaku (a, b),
tj. postoji konaan broj M takav da je |f (x)|<M za svako
a<x<bi2. funkcija a(x) ograniéene varijacije u tom razmaku,

n
tj. zbir Z]oc (x,)—a (x,—,) | ostaje ograniten za svaku podelu

1
{x,} tog razmaka.
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Uzmimo zbir

S,= y}:lf(iv) [« (x) —a (6,-y)],

gde je: f(x) ogranitena funkcija u razmaku (a,b) i £, ncka
vrednos* argumenta u intervalu (x,_;,x,) i «(x) funkcija ogra-
ni€ene varijacije u istom razmaku (q,b). Sa 3§, oznafimo
duZinu najveéeg od razmaka (x,.,,x,).

Ako pod uslovom 3,—0 zbir S, konvergira odredenoj
grani¢noj vrednosti i to nezavisno od rasporeda tafaka {x,}
i izbora talaka &, ta graniéna vrednost S zove se Stzeltjvs -oy
integral funkcije f (x) u odnosu na funkciju «(x) i pise

‘ §= lim Zf(&:)[«(x.)—«(x: Dl=

n—so0 i=

=f S () d{a (x)) = f S da(x).

Obifan Rimanov odredeni integral moZe se smatrati
kao poseban sluaj Stieltjes-ovog integrala kad je a(x)=x.

U slucaju kad je funkcija f(x) neprekidna na [q,b],
a funkcija «(x) ima ogranifen integrabilni izvod o (x), Stiel-
tjes-ov integral ce izralunava, prema obrascu

b b
S=[f®dax)= [fx)« (x)dx,

kao obian odredeni integral.

Kad funkcije f(x) i «(x) ne zadovoljavaju navedene
uslove, metodu izralunavanja treba dopuniti, ali to zahteva
dublje proudavanje predmeta.

Stieltjes-ovi integrali nalaze sad Siroku primenu kako u
matematici, tako i u primenjenim naukama. Njima su posve-
¢eni mnogobrojni specijalni radovi, oni nalaze svoje mesto i
u op§tim ‘matemati¢kim udzben1c1ma U naSoj literaturi postoji
vrlo dobra monografija pod naslovom ,,Teorija i praksa
Stieltjes-ova integrala® od J. Karamate.
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Glava Sesta
KALKULATIVNI PROCESI
6.1. Determinante

‘Kvadratna matrica n-toga reda je tablica od n? brojeva
za koju usvajamo oznaku

Qyy i3 Qy3° * "Gy
Qgy Qyp Qa3+ - * Qo
gy Ggy gy~ - - Gga || = ay]]-

Qny Qpa Qy3° * * Qun

Brojevi a; su elementi matrice; posmatraéemo matrice
samo sa realnim elementima. Prvi indeks oznake a@; pokazuje
numeru vrste kojoj pripada element, a drugi numeru kolone.

Uzimajuéi ovu tablicu za matemati¢ki objekt potrebno
je utvrditi koje matemati¢ke operacije moZemo vrSiti sa ovom
matricom i koje brojne vrednosti moZemo dobiti u rezultatu
tih operacija. Na tim osnovama stvara se Teorija matrica.*)

U toj teoriji se od kvadratne matrice obrazuje mate-
mati¢ki objekt—determinanta matrice, koji je uveo Lajbnic
pre postojanja pojma matrice. Prvo navedimo oznaku deter-
minante, a zatim i pravilo za odredivanje njene brojne
vrednosti.

*) Vidi: T. P. Andelié. Matrice. B. 1962g. -
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Detirminanta n-toga reda oznatuje se ovako

det| a; ”'—‘I"U|'= Ay G i3 - ~Uyg
Qg1 Qg a3~ + - Ayp
Q31 Qg Q33- * - A3y

. e e a e e

Qny Qug Qpg* * *Qpy | -
Prema Laplasovom rezultatu brojnu vrednost svake
determinante moZemo odrediti ovako. Uzmimo bilo koji ele-
ment determinante a; i izostavimo onu vrstu i onu kolonu
kojoj pripada taj element; ostali elementi sa&injavaju deter-
minantu n-1-toga reda. Ta determinanta sa znakom izraza
(=D zove se_algebarska dopuna (li kofaktor) elementa a;;.
Oznalimo je sa a;. Laplasovo pravilo se izra%iva ovako

n — n —
(1) laj|=3 aya;=7 ayay,
i=1 j=1
pri &emu se u prvom zbiru proizvodi odnose samo na ele-
mente j-te kolone, a u drugom zbiru samo na elemente i-te
vrste. Prvo pokaZimo primenu tog pravila:

@y Gy Gy3

Qgq oy Qgy Gp3 gy Ay
Ay Qg 3| =ay, — + s =

Qg d33 a3y A3 Qg dga

1 a3 Q3 Ay
=y (g A33—~Qyy A3e) —ayp (Ay Ayy—ay A5y) +
+ @y5 (G 35—y, ayy),

pri ¢emu smo determinante d.ugoga reda razvili takodz po La-
plasovom pravilu. Datu determinantu tre¢ega reda razvili smo
po elementima prve vrste. Na ovom konkretnom primeru
moZemo potvrditi Laplasovo pravilo da se vrednost determi-
nante neée promeniti ako se d:terminanta razvija po elemen-
tima neke druge vrste ili neke druge kolone. Uzmimo, napr.,
elemente druge kolone. Imamo

a; Q3 Q11 a3

31 a3 a3y 33 Qg dag
= — @5 (Qpy d33—dy3 A31) + Gy (A, d33—ay5 5y) —
—ag; (ay; Ay3—ay; ayy).

Qyy Qo3 +a

|ay|=—ay, —asg, =
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Vidimo da smo dobili isti zbir &lanova samo sa drugim
redom sabiraka, naime ¢lanovi su dosli ovim redom: u prvom
izrazu prvi €¢lan odgovara 3-éem, 2—5, 3—1, 4—2, 5—6,
6—4.

Primetimo da se iz Laplasovog pravila (1) samo jedan
obrazac, recimo,

|a;|=ayan+apa+agdz+...+aan,

moZe uzeti kao definicija determinante; sve ostale forme tog
pravila mogu biti izvedene iz prvog.

Navedimo sad osnovna svojstva determinanata. ‘| '

1. Vrednost determinante se ne ‘menja ako sve vrste
zamenimo kolonama u istom rasporedu.

2. D:zterminanta menja samo znak, ako se razmene
mesta dve vrste ili dve kolone.

3. D:zterminanta je jednaka nuli, ako su 1. svi elementi
jedne vrste ili kolone jednaki nuli, 2. svi elementi jedne vrste
ili kolone jednaki ili proporcionalni odgovarajuéim elementima
druge vrste ili kolone.

4. MnoZilac koji je zajedniCki svim elementima jedne
vrste ili jedne kolone moZe se izneti ispred znaka determinante.

5. Determinanta ne menja svoju vrednost ako se ele-
mentima jedne vrste (ili kolone) doda ili oduzme isti multi-
plum odgovarajuih elemenata druge vrste (ili kolone).

6. Za sabiranje determinanata va%i ovo pravilo:

Dve determinante sa razliitim elementima samo u jednoj
vrsti (ili koloni) mogu se sabrati na taj naéin da se saberu
elementi samo u vrsti (ili koloni) razli¢itih elemenata, a svi
ostali elementi ostaju na svojim mestima i u determinanti-zbiru.

7. MnoZenje determinanata se vri obiéno prema ovom pra-

n
vilu: |ay|-|by|=]ey], gde je ¢;;= > aw by, tj. zbir proizvoda
k=1
svakog elementa i-te vrste odgovarajuéim elementom j-te kolone.
8. Za probno proveravanje rezultata izraunavanja deter-
minante na osnovu Laplasovog pravila moZemo uzeti ovu
osobinu svake determinante. Zbir proizvoda elemenata jedne
vrste (ili kolone) i dopuna elemenata neke druge vrste (ili
kolone) uvek je jednak nuli. Kao primer, uzmimo zbir proiz-
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voda elemenata druge vrste i dopuna elemenata prve vrste za
navedeni primer determinante treega reda:

Q31 (022 @33 — 033 035) — Azp (@31 Aay— A3 Ayy) + gy (A5 B3y — 35 251)=0.
6.2. Resavanje sistema linearnih jednadina. Kramerova metoda

Uzmimo sistem od » linearnih jednalina sa n nepozna-
tih x;,%,,...,%,

QX+ Xo+ .. A A Xy=by,
Ay Xy +Aap Xg+ .o .+ Ay X = by,

Qny Xy +8py Xy + .. o+ QpyXy=b,,

koji kratko moZemo napisati i ovako
n
za.‘jxj'=b,' (i=l,2,...,n).
ji=1

Kramerove formule za reSenje tog sistema izgledaju ovako
x;=D;/D (i=12,...,n)
gde je D glavna determinanta sistema sa vrednoiéu
D=|ay|, a D;(i=12,...,n)

su tzv. determinante reSenja, koje se dobivaju kad se u glavnoj
-determinanti kolona koeficijenata

ay; ‘ by
Qyi b,
;i by

zameni kolonom slobodnih &lanova

ay; bn

21 Qg © - an 21 R Y

a. « v a - . .

Npr. Dy=| 2% " ), Dy= |2t Ty,
bn Qpg - - - Qny bn * ot dpn

Ako je D#0, sistem ima odredeno refenje. Ako je
D =0, sistem je ili protivuretan (D;  0) ili neodreden (D; =0),
tj. ima mnogo beskrajno reSenja.
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U opstem sluCaju sistema od m linearnih jednaina sa
n nepoznatih bilo da je m jednako n ili ne imamo

n
(l) z a,yx,=b1 (i=1, 2, cee s m)
J=1

Za dublje proutavanje takvog sistema treba uzeti u obzir
dve pravougle matrice

lay @, ... a4, a4; @ ... a, b
A=il 921 G2 --. G , B=|l9 g ... @&, b,
aml a'nz cos Qpn | aml amz cee Amp bm

Sad je potrebno iskoristiti pojam ranga matrice.

Od matrice se moZe obrazovati viSe determinanata ma-
trice nekog k-tog reda od k elemenata neke vrste i k eleme-
nata odgovarajucih kolona na istim vrstama; svaki element
matrice je determinanta prvoga reda matrice. Za matricu se
kaZe da je r-toga ranga, ako od determinanata matrice r-toga
reda postoji makar jedna razlidita od nule, a sve matridine
determinante veéeg reda jednake su nuli. Sad se mo¥e for-
mulisati stav o karakteru re§enja sistema jednadina (1).

Sistem m linearnih jednalina sa n nepoznatih neproti-
vurean je tada i samo tada kad je rang matrice 4 jednak
rangu matrice B. Ako je r=n, imamo n nezavisnih jednadina,
¢ija je glavna determinanta razlidita od nule i Kramerova
metoda daje odredeno re§enje. Ako je r<n, biramo r jedna-
Cina sa glavnom determinantom r-toga reda i sa r nepoznatih;
ostale promenljive prebacujemo na desnu stranu i izra¥avamo
u Kramerovom reSenju r nepoznatih kao funkcije ostalih
promenljivih, kao proizvoljnih parametara. To reSenje zado-
voljava ostalih n—r jednadina identi¢no.

Zaustavimo se jo§ na sludaju sistema linearnih homo-
genih jednadina oblika -

X+ Xy + - - - + 8y, %, =0,

2 Ay X1+ Ay Xy + - - - + By Xy =0,

Quy X+ Qg Xg+ =+ + + @py X, =0,
koji uvek ima tzv. trivijalno refenje x,=0 (i=1,2, ..., n).
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Ako matrica A tog sistema ima rang r=n, tj. glavna
determinanta D sistema nije jednaka nuli, sistem ima samo
trivijalno refenje. Ako je r<m, iz sistema (2) se izdvaja si-
stem od r jednadina sa onih r nepoznatih za koji je glavna
determinanta r-toga reda razli€ita od nule, a sve ostale nepo-
znate se prebacuju na desnu stranu. Posle toga se sa dobi-
venim sistemom jednafina postupa na isti nalin kao i sa
sistemom (1). ReSenje r jednalina po Kramerovom postupku
zadovoljava identi¢no ostalih n—r jednadina.

6.21. Gausova metoda

PoSto se Gausova metoda uzastopne eliminacije nepo-
znatih pokazala kao neizmerno bolja u elektronskoj ratunskoj
tehnici, pokaza¢emo suStinu te metode na primeru sistema sa
tri linearne jednacine.

! .
011x1+amx2+013x3+al=0, |d21:du laal'a.ll
@ Qg1 X1+ Gyp Xy + Qg3 X3+ a3 =0,
Agy Xy + Qgp Xg + A3y X3+ a3 =0.

Da bismo eliminisali nepoznatu x, iz druge i trete
jedna&ine pomoéu prve jednaCine pomnoZimo prvu sa d :dy;
i rezultat oduzmimo od druge jednafine; zatim pomnoZimo
prvu jednadinu sa dg;:ay; i rezultat oduzmimo od treée, pa
éemo dobiti jedna&ine bez nepoznate Xx;:

a a a
(azz e alz) Xy + (azs — iam) X3 + (az“— -2 ‘11) =0,

an an an
sy ajy; asz
(aaz _—— alz) X + (aas ———dy3) X3 + (03— —a|=0.
an 11 an
Kratko éemo novi sistem ovako napisati:
1 m . a
an aP x,+aB xg+a,®=0, |a:aB

1 1
d(312) X +a§3)x3+a(3)=0.
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Sa ovim sistemom izvr§imo operaciju eliminisanja x,;
dobi¢emo jedna&inu :

(014)) aBx+a¥=0.

Tako smo, posle izvrSenih transformacija, do§li do
novog sistema jednadina

¢y Ay Xy + @y Xp+ a3 X3+, =0,
1

() aPxy+aP X3 +aY =0,

(I aBx+af =0.

sa stepenastom determinantom

41 Gy Gy
0 a¥la®
0 0 aff

Sistem jedna&ina (I), (II), (III) odmah daje reSenje: iz
jednagine (III) deljenjem odredujemo x, i, kad tu vrednost
stavimo u jednac¢inu (II), posle sabiranja novo deljenje daje x,,
zatim, posle sli¢nih operacija, jedna¢ina (I) daje nepoznatu X, .

- 6.3. Algebarske jednaline

Jednadina oblika
D fE)=ax"+a,_, x* 1+ -+ - +ayx+a,=0

je algebarska jednatina. Proudavamo jednatine sa realnim
koeficijentima. Jedna&ine sa racionalnim koeficijentima moZemo
svesti na jednadine sa celim koeficijentima. Jednadinu sa
a,71 uvek moZemo svesti na jednalinu normalnog oblika
kad je a,=1.

Funkcija f(x), kao polinom po x, oznadava se i ovako
P (x) ili sa P, (x), kad je potrebno naglasiti stepen n polinoma.

Broj a za koji vaZi identitet P (¢)=0 zove se koren
Jednacine (1) ili nula polinoma, odnosno funkcije f(x). Ako
je a koren jednatine (1), polinom f(x) je deljiv sa (x—a).
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Ako je polinom f(x) deljiv sa (x—a) samo na prvom stepenu,
koren @ je prost koren. Ako je taj polinom deljiv sa (x—a)%,
a nije deljiv sa (x—a)*+1, broj a je viSestruki koren k-tog
stepena ili k-tog reda date jednaline.

Ako jednadina sa realnim koeficijentima ima kompleksni
koren «+ B, ona mora imati i koren u obliku konjugovanog
kompleksa, tj. «a—B i. Polinom f(x) je tada deljiv sa kvadra-
tnom funkcijom (x—oa)?+p2 Ako postoji koren Bi(x=0),
polinom f(x) je deljiv sa x%+p2

Svaka algebarska jednadina n-tog stepena ima n korena
(Gausova teorema). Pri tome se svaki k-struki koren racuna
kao k korena. Ako jednadina (1) ima samo n prostih korena
X1y Xg, -.. » X, funkciju f(x)moZemo predstaviti u obliku

fxX)=a, (x—x1) (X—x3) ... (x—x,).
Ako su x, i x, viSestruki koreni reda k, i k, imamo
f(x)=a, (x—x)k (x—x,) k1 f; (%),

pri ¢emu normalni polinom n—k;—k, stepena f; (x) nije viSe
deljiv ni sa x—x; ni sa xX—X,.

Ako polinom f(x) u normalnom obliku ima n korena
Xy, Xg, ... X, izmedu koeficijenata polinoma i korena postoje
ove Kardanove jednaéine (G. Cardano 1501—1576):

Apoy=—(Xy+ X+ - - - + X)),
a,...,=x1 X2+x1 x3+ ce e +x2xa+xgx4+ c e +x,,_lx,,,

Apeg=— (X1 Xp X3+ Xy X Xg+ + + + +Xpeg Xpn—1 %),

ay=(—1Drx; x5+ + X,

Resenje kvadratne jednadine. 1. Normalnog oblika x*+

2
+px+g=0. Relenje X;,3= —%i\ /1—;—— q. 2. Opsteg oblika |

ax®+ bx + ¢=0. Refenje

_ —bt+/BP—dac —bi+\/B*+(a—cP—(a+c)®
T =" 24 - 2a
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3. Oblika ax?+2fx +c=0. ReSenje x;,, = —RL VB —ac va’-—ac. Ako
je 1. B®>4ac(p*>4q,p*>ac), koreni su realni ? razligiti; 2.
B =4ac(p*=4q,B*=ac), koreni su jednaki: x;,=x,= - R
b B . . ?
(_Z_a s —;) . Leva. strana jednaline je potpuni kvadrat:
(x + %)2 =0. 3. P*<4ac(p®*<44,p*<ac.) Koreni su komple-
ksni, konjugovani. Zbir korena je:
b 28

Xy +Xp=—p=——=———; proizvod je: x, X,=g=c/a.
a a

Kubna fednadina ax®+bx®+ cx+d=0 posle smene

X=y——

3a
uzima oblik
) ¥ +py+4q=0,
gde je
a 3\a/’ 27(a) 3(0)(a> (;)

3 2
Ako je A=§—7+% >0, jednalina ima jedan realan ko-

ren i dva kompleksna imaginarna:

L V3

=u+v; y2=——?(u+v)+i7(u—v);

1 V3

Yom = W)=Y ),

gde su u i v realne vrednosti kubnih korena
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3 2
Ako je A=%+—qz <0, sva tri korena su realna i imaju

vrednosti

2
Y1=?\/3 Vip| cos o,
2 2
y2=-3—\/3 V|p|cos (¢ +120°), y3=—;\/'§ V| p|cos(p—120%,

gde je
1 —34/34

="_"arCCOS —(——5>".
9 3 cc 2|p|3/2

Reciprocne jednaline tredeg stepena oblika:
1. ax3+bx2+bx+a=01 2. ax®+bx*—bx—a=0

imaju jedan o&evidan koren. Prva jednalina x;=—1, druga
%, = + 1. Posle toga deobom prve jednaline sa x+1, a druge
sa x—1 dobiéemo kvadratne jednacine: ax*+ (b—a)x+a=0 1
ax®+ (b+a)x+a=0. ReSenje svake od tih jednalina odreduje
ostala dva korena.

Jednatina Cetvrtog stepena Ax*+ Bx3+ Cx*+Dx+E=0
prvo se svodi na normalni oblik z4+ Kz84Lz*+Mz+4+ N=0.

Posle zamene x=z+%—K, gde je x nova promenljiva, jed-

nadina dobiva Kklasiéni oblik jednaline &etvrtog stepena bez
&lana sa x® ,
xt+axt+bx+c=0.

Koreni ove jednadine imaju vrednosti

5= (Vi Vi Vi) s = (i),
5= (Vi Vi —ViR), s (V)

gde su u,,u,,u, koreni kubne jednaline

W+ 2au’+(a2—4c)u—b2=0,

tzv. rezolvente.
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Kvadratni koreni +/u;,/t;» \/ts se biraju sa takvim
znacima, da bude zadovoljena jedna&ina +/u; - \/ug~+/ug = —b.
Bikvadratna jednadina ax*+ bx®+ c=0 ima Korene

Xysp= :]:\/ZLa(_b+\/b2_4 ac),

1 —
Xg,q= :]:\/i—a(—b—\/ﬁ—4 ac).

Ako je B*—4 ac<0, svi su koreni kompleksni sa istim modulom.
Reciproéna jednaéina Cetvrtog stepena

axt+bx3+ex® +bx+a=0

1 Lo .
posle zamene x+-—=y prelazi u jednacinu
x

a(y*—2)+by+c=0.
Korenima y, i y, odgovaraju dve kvadratne jednaline
x2—yx+1=0, x**—y,x+1=0

iz kojih se odreduju &etiri korena date jednalina.

Sto se ti%e algebarskih jednadina opSteg oblika petog i
visih stepena, dokazano je (E. Galois, 1811 — 1832) da reSenja
takvih jednadina ne mogu biti izraZena pomocu korena, radikala.

Oslobadanje jednaéina od viSestrukih korena. Neka je data
jednagina (1) u obliku

(M f(x)=P,(x)=0,
gde je P,(x) polinom n-tog stepena. Radi oslobadanja te jed-
nadine od viSestrukih korena treba izvriti ove operacije:

1. Izradunati izvod P, (x) polinoma P,(x) po x.

2. Odrediti najveéi zajedni&ki delilac funkcija P, (x) i
P, (x). Ako takvog delioca nema, jednalina P,(x)=0 nema
vigestrukih korena. Ako ima, oznadimo ga sa D, (x).

3. Izraunajmo koliénik &-QQ=G1 (x). Za jednalinu

. 1
G,(x)=0 se moZe tvrditi da nema viSestrukih korena, ida
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su svi njeni koreni u isto vreme i koreni jednac’:.ine P,(x)=0,
i da ova nema drugih korena sem korena jednaine G, (x) = 0.
Postupak oslobadanja jednacine (1) od viestrukih korena je
time zavrsen.

Ako sad isti postupak primenimo na jednadinu D, (x)=0,
koja u opStem sludaju ima iste viéc;stmke korene kao i Jeg-
nacina P, (x)=0, ali za jedinicu niZega reda, onda se moze

Dy _ 6. (x). Jednatina G, (x)=0 ima

uvesti nov polinom -
2

samo proste korene i to one koji su bili u jednadini P,(x)=0

viSestruki, najmanje dvostruki. U naroditim sluéajgwmav_to

olakSava odredivanje viestrukih korena polazne jednadine

P, (x)=0. N

Razdvajanje korena. Sturmova metoda. Odr;@lvanjg inter-
vala promenljive x u svakom od kojih se nalazi jedan i samo
jedan od realnih korena date jednaCine zove se razdvajanje
korena te jednaline.

Navedimo Cuvenu Sturmovu (R. Sturm, 1840—1919)
metodu razdvajanja korena. Ova metoda se odnosi. samo na
jednaCine sa realnim koeficijentima bez v.estrukih korena.

Sastavimo tzv. Sturmov niz SJunkcija prema ovim pra-
vilima: )

1. Za prvu funkciju niza uzmimo levu stranu date jed-
nacine, tj. f(x).

2. Druga funkcija niza sa oznakom f; (x) je izvod funk-
cije f(x), 4. f1(x)=1"(x).

3. Naredna funkcija f, (x) je ostatak, sa suprotnim  zna-
kom, deljenja funkcije f (x) sa f, (x),. tj. funkgua iz jednatine
F(x)=f1(x)-q,—f; (%), gde je g, koli¢nik, koji ne igra ulogu.

4. Po prethodnom pravilu se odreduju i sve ostale
funkcije Sturmovog niza, tj.

Jr-1(X) =Sk (X) - qe—Sk+1 (x).

Prema tome se moZe uvek sastaviti konafan niz Sturm-
ovih polinoma

f(x)’ fl(x)7 fz(x): fs(x)5

Poslednji polinom je konstapta, koja ne moze b1t1 jed-
naka nuli, jer su polinomi f (x) i f'(x)=f; (x) nedeljivi.
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Za odredivanje broja realnih korena u intervalu izmedu
@ i b (b>a) odredimo znake uzastopnih vrednosti &lanova
lurmovog niza za x=a i oznadimo sa S (@) broj promena
znaka u tom nizu. To isto uradimo za x=5 | sa §(b) ozna-
¢imo broj promena znaka novih vrednosti. Sturmova teorema
glasi:
Razlika S (a)— S (b) jednaka Je broju realnih korena jed-
nacine f (x)=0 u intervaly (a, b).
Razlika S(—ow0)—5(+ o) daje broj svih realnih korena
date jednagine. Ako se u nekom intervalu nalazi vige korena,
lako je podelom intervala posti¢i izolaciju svakog korena.

6.31. Priblizno odredivanje korena jednaédina

a. Priblizno odredivanje realnih korena. Grafi¢ki jedna-
Cina f(x)=0 se moZe rediti crtanjem krive &ija je jednadina
y=f (x). Talke preseka te krive sa x osom odreduju svojim
apscisama proste realne korene jednagine. Tacke dodira odgo-
varaju dvostrukim ili viestrukim korenima.

Za tatnije odredivanje tacke
preseka krive sa x osom slu#i ry
takozvano regula falsi (sl. 83).
Pretpostavimo da se mogu odre-
diti koordinate a, i B, =1 (o) tacke
M, i koordnate o i B~f(a) A,
tatke M, sa obeju strana ose x L oy
u blizini traZenog korena «. Velj- oty P32
gine «, i @, moZemo smatrati kao
pogredne (pogre$ni — latinski — M
falsus) vrednosti korena. Pravilo SL 83 — Grafitko odredivanje
na osnovu kojeg se iz dve po-  realnih Korena. Regula falsi
gresne vrednosti moZe naéi bolja
pribliZna vrednost korena, zove se regula falsi. Prema tom
pravilu imamo ovu vrednost korena

M,

o M Ky —ay

“’=°‘1_B1

Bz—Bl = “2— ﬁz ﬁz—ﬁl »

izraZenu u raznim formama sa otstupanjem bilo od vred-
nosti «;, bilo od vrednosti @3. Ako dobivena vrednost «
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nije dovoljno tadna i f (a')=B'# 0, uzimamo tatku M "', B
i onu od tadaka M, i M,, koja ima ordinatu suprotnog znaka
od ordinate B’, i primenjujemo ponovo prethodni postupak
za smanjenje intervala u kome se nalazi koren jednaCine.

Metoda regula falsi je osnovana na zameni krive u oblasti
korena pravom, tetivom i zato se ponekad zove metoda tetive.

Njutn je predloZio drugu metodu za odredivanje priblizne
vrednosti korena jednaline — metodu tangente, u kojoj se
kriva zamenjuje tangentom, a koren se odreduje putem izra-
dunavanja duZine subtangente.

Ako kroz tadku M, krive (sl. 83) povuCemo tangentu
na datu krivu, prema Njutnovoj metodi, apscisa tacke preseka
te tangente sa x osom odreduje pribliznu vrednost korena.
Ta vrednost, oznaena sa o', u nafem sludaju se odreduje

obrascem
o =0 —PBy:f " ().

Poito je f'(%)<0, «'>«; i prema tome je interval
(¢, ') uZe od prethodnog intervala («,«’).

Dve geometrijske metode, metoda tetive i metoda tan-
gente, kombinovane prema karakteru krive u okolini korena,
primenjene u rafunskoj formi daju ve¢ na prvim koracima
ponavljanja vrlo dobre rezultate.

b. Grafitko reSavanje jednaline pomoclu dve krive. Pri
grafi¢kom odredivanju korena jednaline traZili smo apscisu
tatke preseka krive sa x osom. Grafickom osnovom odredi-
vanja korena moZe sluZiti i drugo posmatranje korena, kao
apscise preseka dve krive. Ako jednacinu krive f (x) =0 zame-
nimo identi¥nom jednadinom f; (x)+f; (X)=f (x) =0 i uzmemo
u obzir dve krive: y,=f; (x) 1 yo=—f2(x), apscisa x, tacke
preseka (y,=y,) zadovoljava jednalinu f(x)=0.

Primer. Za kubnu jednadinu x® + px + ¢ =0 imamo y, =X,
yo=—(px+gq). Prva kriva je Kkubna parabola, ista za sve
kubne jednalina, a druga — prava linija (sl. 84). Presek tih
linija daje koreme x,=—4, x;=1, x3=3 kubne jednacine
x3—13x+12=0.

" Ta ista metoda se moZe upotrebiti i za transcendentne
jednadine.

Primer. ReSavanje Keplerove jednaline u—e sin u=w, gde
su: w — srednja anomalija planete, funkcija vremena (data),
e — ekscentri¢nost elipse planete (poznata konstanta) i u
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nepoznata ekscentritna anomalija. Na sl. 85 je pokazano
reSavanje Keplerove jednadine pomocu preseka dve linije:
sinusoide y, =esinu i prave y,=u—w.
c. Graficko odredivanje imagi arrih korena jednalina.
Ista metoda odredivanja koordinata talaka preseka dve krive
leZi u osnovi odredivanja imaginarnih korena jednadine.
Pretpostavimo da jedna-
&ina f(x)=0 nema viSe realnih y

korena. Stavimo x=E&+7i, gde
su £ i v dva realna broja. Ako
ovu vrednost x uvrstimo u datu “¢ =} 2 - . x

jednadinu, ona se moZe zame- 12 3
niti, prema jednadini
fE)=fE+n)=f1En)+
+ifs &m)=0
sa dve jednadine Sl. 84 — Grafitko reSavanje
fa (E, D=0, f, €, 7)=0, kubne jednadine

koje treba da zadovoljavaju & i ». Ako & i n smatramo kao
Dekartove koordinate tatke u ravni, svakoj od prethodnih
jednadina odgovara neka linija. Koordinate taaka preseka tih
linija daju realni i imaginarni deo_korena jednadine f (x)=0.

Y11Y% M

Sl. 85 — Graficko resavanje Keplerove jednaline

Jasno je da se, u op$tem slutaju, ta metoda poklapa sa
metodom reSavanja sistema od dve jednaline sa dve nepoznate.
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U vezi sa tom metodom navedimo dva obrasca za
odredivanje tadnijih re§:nja sistema od dve jednaline

f] (xay)=0’ fz(X,J’)=0,

kad jg poznato _pribliZno refenje x,, y, tog sistema. Imamo
za tatnija re§enja x,, y;:

X1 =%—[Dy:Dlz=x  y1=y,—[Dy: Dlr=x

=Yo»
gde su: D — Jakobijan sistema, tj.
95 0y

D=ML[_2)= ox Oyi
) |28 01

ox Oy
21, ] 0
fl—fl‘ L2 1
. oy ox
1 D1= ’ D2= .
YA Y
? oy ox 2,

Ovi obrasci neposredno sleduju iz redova za

J1 (e ) 1 fa (%0, 1)

6.4. Iz Teorije redova
6.41. Konaéni redovi
a. Aritmeticka progresija.
G=a+d, ..., &;=q_,+d, ..., a,=a,_,+d,
d =const. — razlika progresije.
a, +a, _n=[2a1+(n—1) d] n

a,=a,+n—1d; S,= 5

Od pet velitina a,, d, n, a,, S, nezavisnih je samo tri.
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b. Geometrijska progresija.
G=a,9, A3=ayq, ... , G=q_1q, ... , Ay=0y_, q;
g =const. — kolicnik progresije.

a%qg—a _a@"—1)_a (1—¢"
q—1 q—1 1—¢

a,=aq, Q"_1§ Sn =

Od pet veli¢ina q,, q, n, a,, S, nezavisnih je samo tri.
¢. Beskona’na geometrijska progresija kao specijalan
slucaj.

a,

g<1, n—»>e, a,—0, g">0, S=1lim S, =

n— o ]_q

d. Aritmeticki red k-toga reda.

Ako ne prve razlike, kao $to je to kod aritmeticke
progresije, ve¢ k-te razl.ke niza brojeva imaju stalne vrednosti,
niz se zove aritmeticki red k-toga reda.. Tako, na primer,
niz brojeva

) a 1 8 27 64 125 216
Aag, 7 19 37 61 91
Atq, 12 18 24 30
Aaa,‘ 6 6 6

salinjava aritmeti¢ki red treéega reda.

Zbir S, prvih n ¢&lanova aritmetitkog reda k-toga reda
se odreduje ovim obrascem sa binomnim kosficijentima

_(n n n\ Az n kg .

Sy (1)a1+<2)Aa1+(2)A a, + +(k+1)A a,

U nalem primeru za prvih pet brojeva imamo
Ss=5-14+10.7+10-12+5-6=225=152

Po§to u nasem primeru imamo niz kubova prirodnih brojeva,
n(n+1) ] 2

rezultat odgovara obrascu za takav zbir S,,=[ 5
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Navedimo nekoliko vaZnih aritmetiékih redova.

1.

2.

14243+ -- +(n—1)+n=@;

p+@+D)(p+2)+- - +(@—1)+g=
_g+p@+1-p),
2 ?

3. 14345+ +(2n—3)+2n—1)=r?;

11.

12.

13.

LIP3 (1) =["("—2“)]

24446 +2n—2)+2n=n(n+1);

nn+1)(2n+1)

12422432 (1) = ;

6
2

2

D142 30 L (=Dt =
_n@+1) @n+1) Gn*+3n—1)
30 ’
2_
1P 22 45 +(2n—3)2+(2n--1)2=’i_(_4"3 1);

D134 38458 ...+ (20—3)34+ (2n—1)3=n% (2n*—1);
10.

1.2242.243.82+ ... +nn+1)2=
=n(ncl-l) (n+2)(3n+5),
12 ’

1—(n+1) g"+ng"+*
(1—g)?

1 1 1 1 n—1

b — = = ;

1.2 2.3 3.4 (n—1Dn n

l_2"+1—(n—2_)

2 22 28 2n 2n ’

14+2g+3¢*+ - +ng"1=

6.42. Numeriéki redovi

Od beskona¢nog niza odredenih brojeva uy, us, ..., Up, - - -
moZe se sastaviti izraz sa beskrajno velikim brojem sabiraka

(1)

U=tUy+ Uyt F Uyt e

M

Sy =1,
Sy =1, + 1y,

n
Sp=ty+uy+ ta=3 4

Ako delimi¢ni zbir S,, kad n— o, teZi 1. odredenoj i
2. konadnoj grani¢noj vrednosti, koju oznalimo sa S, tj.
lim S,=.S, onda se kaZe da je izraz (1) beskonalan konver-

n—rc0
gentan numeri¢ki red i da je S njegov zbir. Broj u, je opsti
Clan reda. _

Ako izraz (1) ne zadovoljava navedene uslove njemu se
daje naziv divergentnog reda. Sa takvim redom se ne moZe
operisati kao sa odredenim brojem.

Red 1+%+%+%+ -+ . je konvergentan, jer je

1

S=lim S,=——+—=2.
n—w 1
1——
Red 1+2+3+ ... je divergentan, jer
S=lim "®FD_

Red 2—2+4+2—- .-
nosti 2 1 0.

je divergentan, jer su njegove vred-
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Kosijev neophodan i dovoljan uslov konvergencije reda:

Neophodan i dovoljan uslov da red u,+u,+ - - bude
konvergentan je u tome da se za svaki proizvoljno mali pozi-
tivan broj € moZe odrediti takav broj N(c) da je za n> N (g)
i za svako p>0 ispunjen uslov

| thety +thniat =« o Fthtp| <e.
Na Zalost konkretna primena tog uslova, bez obzira na
njegov veliki teorijski znalaj, moZe se vrlo retko iskoristiti.
Neophodan uslov konvergentnosti: Ako je red konver-
gentan, njegov opsti élan teZi nuli. Taj uslov je neophodan,
ali nije dovoljan, jer je, nmapr. harmonijski red (u,-0)
1 1 1
H=l+—+—+ - +—+ .
2 3 n
divergentan.

o0
Red z u, se zove apsolutno konvergentan, ako je kon-
n=|\

-]
vergentan i red z | ;| modula njegovih &lanova.
n=1
Apsolutno konvergentni redovi i redovi sa pozitivnim
¢lanovima imaju osobine konadnih redova; na njih se mogu
primeniti zakoni — asocijativni, komutativni i distributivni.
Ako je neki red sa pozitivnim i negativnim &lanovima
konvergentan, a red od modula tih &lanova divergentan, red
se zove relativno konvergentan ili semikonvergentan. Na takve
redove se ne mogu primeniti osotine konaénih redova.

Neki dovoljni uslovi konVergent'nosti

Metoda uporedivanja dva reda: ? |u,,| i Z | Val.

1. Ako za svako n>N (N — konstanta) VaZI uslov
|un| <|cval,

gde je ¢ proizvoljan broj, koji ne zavisi od n, onda iz kon-
vergencije drugoga reda sleduje konvergencija prvog i iz
divergencije prvog sleduje divergencija drugog.
2. Ako postoji grani¢na vrednost lim T|ﬁ||—=K7'—-O i
n—o [y,

|v.|# 0, onda su oba reda konvergentna ili divergentna.
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Narodito su zgodni ovi redovi za uporedenje:

i ag"—konvergentan, ako je |g| <1, idivergentanza|q|> 1.

n=1

Z — — konvergentan, ako je k>1, i divergentan, ako
n=1 nk

je k<1. Za k=1 imamo divergentni harmonijski red.

U sludaju konvergentnosti prvoga reda, drugi red se
zove majoranta prvog.

Dalamberov kriterijum konvergentnostz prema vrednosti
koli¢nika u,.,[u,:

Ako kod reda sa pozitivnim &lanovima razmera narednog
¢lana prema prethodnom ima odredenu graniénu vrednost i ova
je manja od jedinice, red je konvergentan. Ako je veéa od
Jjedinice, red je divergentan. Ako je taj koli¢nik jednak jedinici,
red moZe biti ili konvergentan ili divergentan.

Kosijev uslov konvergentnosti:

Ako opsti ¢lan u, reda sa pozitivnim ¢lanovima, pocev
od nekog n, zadovoljava uslov {/u,<q<1, gde q ne zavisi od
n, red je konvergentan. Obratno, ako 1/_u_,,>l red je divergentan.

Red se zove naizmenifan, ako mu uzastopni Clanovi
menjaju znake.

Lajbnicova teorema: Ako opsti ¢lan naizmeniénog reda
teZi nuli, red je konvergentan.

Integralni uslov konvergentnosti. Ako je |u,|= f(n), gde
je f(x), za svako x>a, neprekldna pozitivna opadajuéa fun-

kcua x—a, tada je red Z|u,,[ konvergentan pod uslovom da

n=1

o
je konvergentan integral sa beskonainom granicom f f(x)dx.
) a
i divergentan, kad je taj integral divergentan. -

6.43. Funkcionalni redovi

Ako su &lanovi reda funkcije, npr. argumenta x, red se
naziva funkcionalni red. Ako su &anovi funkcionalnog reda
stepeni x, red se razvija po stepenima x i naziva se stepeni
red. Sve vrednosti argumenta, za koje je red konvergentan
saGinjavaju oblast konvergentnosti tog reda.
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Pravilno konvergentni funkcionalni redovi. Neka su

a,(a, > 0)
¢lanovi konvergentnog numerikog reda

G tagt...tap+....
Za funkcionalni red
h (X)) +u(X)+. U (X)) +. ..

sa Clanovima, koji zadovoljavaju, pofev od nekog velikog n,
za sve vrednosti x u intervalu [q, 5] uslove | u, (x)| < a,, kaze
se da je pravilno (regularno) konvergentan za svako x u istom
intervalu [a, ].

Vazna osobina takvih redova. Zbir regularno konver-
gentnog reda od neprekidnih funkcija je neprekidna funkcija.

Za funkcionalne redove vrlo vaZnu ulogu igra pojam
ravnomerne ili uniformne konvergentnosti.

Ako posmatramo funkcionalni red za odredenu vred-
nost x-a kao numeri¢ki red, op$ti Kofijev uslov konver-
gentnosti tog reda traZi da bude

|u,,+1+u,,+2+...+u,,+p[<s, e >0,

za svako n > N () i za svako p. Po3to broj p moZe uzimati
i beskrajno veliku vrednost, prethodni uslov se mo¥e za
funkcionalni red formulisati i ovako

I-Rn(x)l<5,

gde je R, (X)=tpyy+Unio+... ostatak beskonainog reda. U
slu€aju funkcionalnog reda ceo broj N(c) moZe zavisiti i od
X, kao parametra numeri¢kog reda, tj. N(e)=N(e,x).

Funkcionalni konvergentni red je ravnomerno ili uniformno
konvergentan u intervalu [a,bl, ako za svako <(e > 0) postoji
takav broj N () nezavisan od x da bude

| Ry (x)]| <,

za svako n> N (¢) i za svako x iz intervala [a, b).

Za utvrdivanje ravnomerne konvergentnosti reda mo¥e
posluZiti ova Vajerstrasova teorema:

Ako su za sve vrednosti x u datom intervalu apsolutne
vrednosti ¢lanova funkcionalnog reda manje od vrednosti &lanova
konvergentnog reda sa pozitivnim konstantnim &lanovima,
prvi red je ravnomerno konvergentan,
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Ako je u intervalu [a, 5] funkcionalni red od neprekidnih
¢lanova u tom intervalu ravnomerno konvergentan, njegov zbir
je takode neprekidna funkcija u tom intervalu,

Ako je u intervalu [a,b] red i Sfa(X)=f(x) ravnome-
i=1

rno konvergentan, onda je

f S () dx= Z fb Ja () dx,

tj. takav red se moZe integrisati &lan po ¢&lan.

Isto to vaZi i za diferenciranje ravnomerno konvergen-
tnog reda za unutra$nje vrednosti oblasti konvergentnosti
(a, ), tj.

d < d .
d_xf (-7C)='Z:l d_xf" (%);

prema tome se takav red moZe i diferencirati ¢lan po &lan.

Istom cilju utvrdivanja ravnomerne konvergentnosti reda
moZe posluZiti i ova Abelova teorema:

Funkcionalni red sa ops$tim &lanom u,(x)=a,v, (x) je
ravnomerno konvergentan pod uslovom: 1. da su a, konstante
sa konvergentnim zbirom a;+a,+a;+... 1 2. da funkcije
vn (X) ne rastu, tj.

nEEREEE>.o ) >,

i ostaju uvek manje ili jednake od nekog pozitivnog broja M.

6.431. Stepeni redovi

Red
¢)) Qy+ay X+ X324 - o by X"
gde su a,, a;, a,, ... konstante, zove se stepeni red.

I red oblika

(2 aytax—a)+a,(x—a)?+ - - -+, g(x—a)y'+ - -,
gde je « konstanta, takode je stepeni red, jer se smenom
x—a=y svodi na red (1).
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Za stepene redove vaZe ove Abelove teoreme:

I. Ako je red (1) konvergentan za neku vrednost Z
argumenta Xx, on je apsolutno konvergentan za svako x, za
koje |x| < |E| I ako je red divergentan za £, on je diver-
gentan za svako x, za koje [x|>|§].

Kao zakljuéak: posioji odredeni broj R>0, koji se zove
polupreénik konvergentnosti reda (1), sa ovim osobinama —

za svako x, za koje |x| <R, red (1) je apsolutno konvergen-

tan, a za svako x, za koje [x|> R, red (1) je divergentan.

Ako je R=0, red divergira za svako x# 0; sa druge
strane, ako je R= red apsolutno konvergira za svako x.

II. Red (1) konvergira ne samo apsolutno, ve¢ i ravno-
merno u intervalu (a, ) ako je —R<a<b <R, gde Je R
polupreénik konvergentnosti reda. Ako red konvergira i za
x=R ili x=-—R, on ravnomerno konvergira i u intervalima
(a, R) ili (—R, b).

Odredivanje polupreénika konvergencije R moZe da se
vri pomoéu ovih obrazaca

~ tim {Ta].
R nrox Ia‘,ll n—o0

Na granicama tako odredenog intervala red moZe biti
konvergentan i divergentan. Odredivanje konvergentnosti za-
hteva tada specijalno proutavanje konkretnog reda.

Stepeni red (1) ravnomerno konvergentan u intervalu
—R <a<b <R je neprekidna funkcija u tom intervalu.

Funkcija, koju predstavlja stepeni red u oblasti njegove
konvergentnosti, ima u toj oblasti izvode svih redova.

Red (1) ravnomerno konvergentan u intervalu
—R <a<b<R

je neprekidna funkclja u tom mtervalu

Stepeni ‘redovi  imaju jo$ jednu vrlo vaZnu osobinu —
jedinstvenost predstavljanja funkcije stepenim redom, ako je
to predstavljanje moguce, tj. ne postoje dva stepena reda za
jednu istu funkciju.

Ta osobina isti¢e naroditu vaZnost onih algoritama koji
daju moguénost izraZavati funkcije u obliku stepenih konver-
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gentnih redova. Funkcije, tako izraZene, imaju naziv analitic-
kih funkcija (u naSem slutaju) realne promenljive. Teorija
takvih funkcija ima narogitu vrednost kao deo Teorije funk-
cija kompleksne promenljive.

6.432. Tejlorov i Makiorenov red

. Na str. 94—95 ove knjige naveli smo dva obrasca:
Tejlorov i Maklorenov.

. Tejlorov obrazac
fx+h)=f(&x)+ht’ (X)+—-f”( )+ f”'(X)+

hr— 1
(n_ 1)_'_f(n -1 (‘C) +Rn

-

‘ o .

&ji je ostatak R,,=—'f ™ (x+06/4) daje moguénost izra&unati
n!

taéno f(x+h), ako su poznate ove veliine: 1. Prirastaj argu-

menta h, 2. f(x) i vrednosti uzastopnih izvoda f” (x), /" (%), -

i 3. tzv. ostatak R, za odredenu vrednost 6 u granicama

0<b<l1.

2. Maklorenov obrazac

F @)= (0)+x (0) +“—;-j-f" (0)+§f’” @+

\?" -1

gde je
R,,=¥f<n> (0x) sa 0 <8< 1.
ni . .

Ako funkcija f (x) ima izvode svih redova i

lim R, (x)=0

n_y 0
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Tejlorov obrazac, sa drugim oznakama, daje Tejlorov besko-
naéni red

f(x):f(a\+(x—a)fﬂ%)—+(x—a)2~f%+ s+
+(x._.a)n'/.'_(n_)_(€)_+ e
n!

U sli¢noj formi moZemo napisati i Maklorenov besko-
nacni red

S )= (0)+x

(n)
__'(Q e

L0, lZ0,

2! n!

Tejlorov i Maklorenov red daju one algoritme koji se
u praksi najéesce iskoriS¢uju za izralunavanja pribliznih vred-
nosti funkcija. Ostatak R, daje vrednost greke pri tim pri-
bliZnim racunima.

6.433. Tablica nekih poznatih redova

1. (l+x)”=1+%x+£—(p—-:2x2+

2!

=D p=2 4

+
3 '

L= '~(p—n+l)x,,+ .
n:

Za |x| < 1 binomijalni red je konvergentan. Za x = 1 imamo slu-
Cajeve: p >0 — apsolutno konvergira, — 1 < p < 0. — uslovno
konvergira, p< —1 — divergira; za x=-—1 imamo dva slu-
€aja: p >0 — apsolutno konvergira, p <0 — divergira.

I

2. — = l=x+ X=Xt xt— (=1 <x< +1);
l+x
I 1 .
3. X l+—+—1—+—+---(x>1 1 x<—1);
x— 1 x x* x°
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L3, 135
2.4.6 2.4.6-8
1 1

__x2+_x3__5_x4+ (=l x <+ 1)
8 16 128

3
TTo - l | 5
l+x=(14+x)3=1+4+—x ——x2+—x3—

v ( ) 3 9 81

LCIPIE~ P
243 729
I 113, 1-3.5

— = ——X ——x?—

V1+x 27 2.4 2.4-6
.L'i'ﬂxt__...=1____l_x+_3_xz_ixs+
2:-4-6-8 2 8 16
+—3—5—x‘—-'-,(—1<x<+1);

128

S T

JiTx
91

———X4 (=l <x< 4 1);

729

q__"‘ —

VOrP=1+2 5. 20=D o,

q q-2q

LPe=D P29 b

q-29-3q
gde je p>0, ¢>0, (—1<x< +1);
2
e*=1+%+"—+ 2

1-2 1-2-3
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1
9. bis e=1+ L+—+—+

10.

11.

13.

14.

1

=2,7182818284 - - -;

-, (@a>0);

17 2t 3
X x? x3
e_"=l-.— —_— + ;
1 1.2 1-2-3
LI I LSS 0,3678794412. . -;
e 12t O
3
Fo14ne, ot , g, .
1 1.2 1.2.3
x2 4
In(1+x)= x——+£—f—+
2 3 4
(—1<x< +1);
x3 xt
In(l—x)=— x+—+ +—+ -
U=x)=—Cr o+ R

(—l<x< +1);

x3 x5 7
nl+x—2(x+—+ +f_+ -4),
35 17

1—x

(= l<x<+ 1)y

15.

16.

17.
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x+1 1 1 1 1
In ---—2( +—+——+~-),
x—1 \x 3x3 5x85. 7x7

x<—11ix>+1)

T x—1 T /x—1\ 1 /x—1\8

In x=2 ——+—(——) +—(——-——)
x+1 3 xjy—l S\x+1

(x>0); ’ E

In x= (== G—D*+ =D

(0<x<2); .

13.%isIn 2 = 0,6931471806 - - -;

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

—1

x—1\?

> 1
Inx= +_(
X 2 x

(3)

1

In (@+x)=In a+2[

1 X 5
)
5\2a+x

X 3
el
2a+x 3 \2a+x

: '}, (@a>0; x>—a);

. x x3 x5
sin x = + _
1-2.3 1-2-3.4.5
x7
_ + .
1-2.3.4.5.6-7

X2 x4 X8
cosx=1———+ — +

1.2 1-2-3.4 1-2-3.4.5-6
tgx= .>C—i~—.7€3—i—i +-£x7+_6_2.x9+,,,

3 15 315 2835
[|x|<£];

2
cotgx=i—-l—x—_l_x3_i _.__1__ 7 _
x 3 45 945 4725
[|x|<m, sem x=0];
. 1 1-3 x5 1.-3.5 x7
arc sinx=x+— . —+——. 4.~ ~.C 4
2 2.4 5 2-4.6 17
[lx|<1];
x5 X7
arctgx=x——+———+ C[xl<il;
_ p—x

sinhx = ¢ x4+ x + x° +

2 1-2.3 1-2.3.4.5

see
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: ’ X 4 X 2
217. coshx=_el=1+L+__f_+ .
1-2 1.2.3.4

x* 2 17 7
28. hx=x——+4+—=x5———x"+...,||x|<—]|;
e 3 15 315 [l | 2]

' 5 1.3. 7
29. Arsinh x= x—i-xs+—1 3 x 1-3-5 S.i.;.

2 3 245 2.4.6 7

+.. [ x]<1];

x3 5 7
30. Artghx=x+?+3§—+i;—+...[|x[<1];

1 x* 1.3 x5
31. In(x+V/x2+1)=x——. 44— .2 _
¢ \/ )= 2 3 -4 5
1-3-
3:5. ¥ Slx|< 1.
24 6 7

Primedba. Pri maloj vrednosti promenljlve x, koju tada
oznaavamo sa e, naplsam redovi svojim prvim delom, koji
sadrZi i Clan sa najniZim stepenom e¢—a, daju prvu pribliznu
vrednost odgovarajuce funkcije. Npr.:

(Ite)*~14ne, / 14e a1 :[;%e, sineave, cose~sl —% €2,
Uopste: f(e)~f(0)+f' (0) ¢, pri Semu greska leZi izmedu

%sz VOR -;-sz 1 ().

FED~f O, 0)+(a’;) zt(ﬁ—’;).zo ",
=0 7=0

6.5. Funkcionalni redovi specijalnih funkcija

Pri proudavanju funkcua vezanih za konkretne, narodito
fizicke, probleme, zgodno je sluZiti se funkcionalnim redov1ma
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&iji su Clanovi specijalne funkcije koje su svojom sustinom
vezane za prirodu problema. Tako je za proudavanje oscila-
tornih procesa prirodno uzimati trigonometrijske funkcije koje
sinusoidama i kosinusoidama upadljivo prikazuju oscilatorni
karakter pojave.

Ovde se, prvo, daju op$ti pojmovi o izraZavanju funk-
cija pomoéu funkcionalnih redova specijalnih funkcija, a zatim
se iznosi nekoliko stavova o trigonometrijskim redovima,
narodito o tzv. Furijeovim redovima.

Neka je 94,91, 3, -.,Pn, - .. beskonaan niz nekih spe-
cijalnih funkcija.

Sastavimo zbir u obliku
Sp=CoPg+C1Pr+...+Cp P,
gde su ¢y, ¢y, . . ., ¢, nepoznati konstantni koeficijenti, i uzmimo

za pribliZnog zamenika date funkcije f(x), koju proudavamo,
zbir S,, tj. stavimo

) FANS= S o
k=0

Odredimo koeficijente ¢y, ¢y, ..., ¢, iz uslova da priblizna
vrednost S, bude najbliza funkcle f (x). Za meru odstupanja
uzmimo izraz

1
2 :, 3n2=m af s (x)“Sn ()P dx,

koji se zove srednje kvadratno odstupanje zbira S, (x) od funk-
cije f(x).u intervalu [a, b].

Primetimo da se mera odstupanja upotrebljava i u drugim
oblicima, npr. u tzv. wopstenom obliku:

b
52— —l—,l—a [P L =S, e,

gde je p(x) tzv. tefina kvadrata razlike u zavisnosti od x.

Konstante ¢; iz (1) se odreduju iz uslova da 32, ima
minimum. Zaustavimo se na &2, u obliku (2). Odredivanje
tih konstanata znatno se upro$cava, ako se upotrebi metoda
specijalnih  funkcija uzetih u naro&itoj formi ortogonalnih i
normiranih funkcija.
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1. Funkcije.sistema 4;0., GrsVas- e sPmse e vy Py’ . SU OFtO-
gonalne, ako svaki par funkcija zadovoljava uslov ortogonalnosti
b

f $m (X) $,, () dx =0, (m # n) (analogon skalarnog proizvodal).
2. Iste funkcije su normirane pod uslovom
b
f [ ()2 dx =1 (analogon jedini¢nog vektoral).

a
Ako sastavimo funkciju S, pomoéu ortogonalnih i nor-
miranih funkcija ¢, tj. stavimo

n
f(x)m S,,= z Ckkpk,
k=0
nepoznate konstante ¢, se odreduju prema pokazanoj metodi
iz jednadina
)
o= [ F @bty
i zovu se generalisani Furijeovi koeficijenti funkcije f(x) u
odnosu na sistem funkcija .. Red i ¢ Yr tada se zove gene-

_ k=0
ralisani Furijeov red funkcije f (x) u odnosu na sistem funkcija
¢x. Sa Furijeovim koeficijentima mera odstupanja ima ovu
najmanju vrednost

3,2 =

b—a k=0

{ fb [f P de— S ckz}

i prema tome moZemo napisati ovu Beselovu (F.W. Bessel,
1784 — 1846) nejednakost

b
3 ai< f LF (1 dx.
k=0 '

Kad 3,% teZzi nuli imamo ovu jednakost

b
f[f(x_)]2dx= i e,
iZo
a

koja se zove jednalina potpunosti (ili zatvorenosti) za funkciju
f(x) u odnosu na sistem funkcija {i na intervalu {a,b).
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Ako funkcije ¢y sadinjavaju zatvoren sistem funkcija za
funkciju f (x), a i sama funkcija f(x) zadovoljava odredene

0. .
uslove, onda osnovni red % ¢k i konvergira apsolutno 1
k=0
ravnomerno i tezi datoj funkciji f(x).
Primenimo prethodne opite rezultate, u skraéenoj for-
mi, na tzv. trigonometrijske redove.

6.51. Trigonometrijski redovi

U Matematici, a isto tako u Mehanici, Astronomiji,
Fizici i drugim naukama vrlo vaZnu ulogu igraju periodicne
funkcije, koje zadovoljavaju uslov f (z + K) =f (z) za svaku vred-
nost z datog podrudja, gde je K stalan broj — period perio-
diéne funkcije sa argumentom Zz.

5 K .
Mesto argumenta z uvek moZzemo zamenom z=Xx 5— uvesti
TC

takav argument x da transformisana funkcija bude periodi¢na
funkcija sa periodom 2=. Posto je periodi¢nu funkciju f(x)
dovoljno proudavati samo u intervalu jednog perioda, izabra-
éemo za taj interval razmak od —=w do +m.

Najglavnija primena periodi¢nih
funkcija je u proudavanju oscilator- 1
nih procesa, specijalno harmonijskog sl x
kretanja. Harmonijskoj oscilaciji sa —
<

periodom 2= odgovara jedna od jed-

nadina ) u/ U/ >
(1) y=a,cosx, y=b,sinx,

ili j ' ' [ANIANAN]

ili jednacina ARVARVARN

y=asin(x+a«), y=acos(x-+a),

gde su a,, b,, a i « konstante; a,, by,
a—amplitude oscilacije, a a—pocetna
faza za x=0. Ako up Otr?.b 1mo ter- g g6 __ Grafici osnovnog
minologiju Akustike jednadinama (1) i tri uzastopna visa tona sa
odgovara glavni ili osnovni ton zvuka. istom amplitudom
Period glavnog tona zove se primiti-

vni period. Ako uzmemo jednadine y=ay cos kx, y=bysin kx,
gde su ay i by bilo koje konstante i k prirodni broj, svakoj od

237



tih jednatina odgovara takode harmonijska oscilacija. Period
tih oscilacija, zajedno sa osnovnom, za k=1,2,3,4,

2 2m 2r

redom ima vrednost: 2w, 23T Svaka od tih

oscilacija (k>1) odgovara vifem tonu. Na slici 86 predstay-
ljeni su grafici osnovnog i vi§ih tonova sa istom amplitudom
za funkciju kosinusa.

Za primenu trigonometrijskih funkcija kao specijalnih
ortogonalnih i normiranih funkcija uzmimo ovaj niz funkcija
za interval [—=,=]:

1 cosx sinx coskx sinkx
\/Er_’ \/?, \/_n_,..., \/¥, \/?,

Te funkcije su ortogonalne posto su ove jednadine tadne

+7 +7n +7

fcosxdx=0, fsinxdx=0,..., fcosklxcoskgxdx=0,
—_T il -7

+7 +r

fcosklxsink2xdx=0, fsinklxsinkgxdx=0, za k; #k,.

— -7

One su i normirane, tj.
+ 7 +7

f(\/li_‘;)zdx=l, f(i‘/’s:) dx=1,.

— -
+7

:[ (ci;%x)gdx=l,...

Prema tome trigonometrijski polinom n-toga reda se
moZe napisati ovako

Vv T -S,,(x)=%+ z (o cos k x + By sin k x),
k=1

gde su «;, o, Bx — neodredeni proizvoljni koeficijenti. Taj
red se pretvara u beskonadan trigonometrijski red za ortogo-
nalne i normirane funkcijz cosx i sinx, kad n teZi besko-
nadénosti.
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Primenimo sad dobijeni obrazac za razvijanje date funk-
cue f(x) u red po specijalnim trlgonometn_]skxm funkcijama,
tj. stavimo

\/—Ef(x)=5“21+ z (xx cos k x + By sin k x).
k=1

Za odredivanje «, levu i desnu stranu ovog obrasca

. 1 .. . .
mnoZimo sa — i integralimo u granicama od —= do +m.
™

Prema osobinama ortogonalnih i normiranih funkcija dobivamo
ovaj rezultat: f S (x)dx=a f dx ,; na sli-

dan nadin se odreduju i ostali koeficijenti, npr.

&y =

+7
\/l_n_:[f(x)coskxdx.

Ako sad uvedemo druge koeficijente a,, ax, by obrascima

t=ag\/ ™ ar=ax\/ T, Be=bi/m

sa vrednostima

+m +7
a°=%ff(x)dx, ak=%ff(x)coskxdx,

+r
b= ff(x) sin k x dx,
™
u rezultatu se dobiva ovaj beskonacan red
f(x)—?°+ z (akCOSkx+bksmkx),
koji se zove Furijeov red (J.B.J. Fourier, 1768 — 1830)
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Za odredivanje konvergentnosti tog reda sluZi Dirihleova
(P.G. Lejeune — Dirichlet, 1805 — 1859) teorema, koja glasi:

Ako funkcija f(x), data u intervalu (—=, +=), zadovo-
ljava u tom intervalu Dirikleove uslove (u primedbi), onda
Furijeov red konvergira u celom intervalu i njegov zbir je
jednak:

1. funkciji f(x) u svima tatkama neprekidnosti te
funkcije u unutra$njosti intervala,

fx+0)+f(x—0)

2. poluzbiru

u svim prekidnim ta¢-

2
kama,
- —0 - _
3. poluzbiruf( n+0)2+f (=—0) na kraju intervala, tj.
Za X=—m 1 x= +m.
2R
chT 7

1¢LIN2 ¢l
7 él
3 . 10°¢l. V\MI
21 él. U
1230 (’f.‘: F .
79 EI-U

S1. 87 — Aproksi- S1. 88 — Aproksimativne
mativne krive Furi- krive Furijeovog reda. Drugi
jeovog reda, Prvi primer
primer

Primedba. Data funkcija f(x) ili je neprekidna ili ima
konacan broj prekida i to takvih, da funkcija levo i desno
od prekida ima konadne grani¢ne vrednosti &ije su oznake
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f(x—0) i f(x+0). To su tzv. prekidne tacke prvoga reda.
Interval(—=, +=) moZe se podeliti na konagan broj takvih
intervala u svakom od kojih funkcija ostaje monotona. Na
granicama intervala funkcija ima grani¢ne vrednosti, koje
mogu biti razligite, ali zbir Furijeovog reda za te tacke mora
biti isti. -

Razlaganje periodiénih pojava pomoéu Furijeovog red?
zove se harmonijska analiza. Na slikama 87 1 88 dajgmo pri-
mer razlaganja dve funkcije. Za takvo razlaganje ima vise
metoda. Jednu dajemo u naSoj knjizi ,,Elementi ViSe mate-
matike.” III. str. 118.

16 Visa matematika 241



INDEX RERUM

(Brojevi oznatavaju strane)

Afiks kompleksa 13
Ajlerov oblik kompleksa 13
Ajlerova konstanta 75
Aksoid 176
Analiza harmonijska 241
Apolonijev krug 24
Argument kompleksa 13

— — glavna vrednost 13
Asimptota 151

— pravolinijska 152

— Dekartovog lista 152

Binormala 160

Brojevi 11

algebarski 12
apstraktni 19

celi 11

imaginarni 11
iracionalni 12
kompleksni 11,13
— Ajlerov oblik 13
— algebarski oblik 13
— polarni oblik 13
mesoviti 11
negativni 11
pozitivni 11
prirodni 11
racionalni 12
razlomljeni 11
realni 11

skalarni 12
transcendentni 12
trodimenzioni 11
vektorski 1, 15, 16
viSedimenzioni 11
Brojna vrednost 19

S O O A A N I B O

Centar krive drugoga reda 40

242

Centar krivine 153

— izvodnice 176

— masa 198
Cev vektora, solenoid 182
Cirkulacija vektora 184,201

Deljenje kompleksa 14
Determinanta 18,205

— glavna 208

— reSenja 208
Diferencijal 83

— delimi¢ni, parcijalni 89

— totalni 89
Diferenciranje 83

— integrala po parametru 134
Direktrica (upravnica) elipse 29

— — hiperbole 32

— — parabolz 35
Divergencija vektora 183
Dizanje kompleksa na stepen 14
Dopuna algebarska elementa det-

erminante 206
Duzina geografska 58

— normale, subnormale, sub-

tangente, tangente 151

Ekscentri¢nost elipse 29
— hiperbole 32
Ekstremum funkcije 97
— — ap-olutni 98
— — relativni 98
— — uslovni 100
Element matrice 205
— diferencijalni orjentisane po-
vriine 182
— neodredenog integrala 108
— odredenog integrala 131

Elipsa 28
Evoluta krive 155
Evolventa 156
Fokus elipse 29
— hiperbole 32
— parabole 35
Forma prva osnovna kvadratna
povriine 167
— druga osnovna povriine 169
Formule Kramerove 208
Funkcija 20
— diferencijabilna 83
— harmonij-ka 186
— integrabilna 132
— inverzna 21
— monotona u §irem
smislu 96
— — — uZem smislu 96
— ograniCena 71
— periodi¢na 237
— podintegralna 108
— polja 179
— primitivna 108
— prvobitna 109
— silazna 96
— sloZena 80
— uzlazna 96
Funkcije normirane 236
— ortogonalne 236
Funkcionalna veza 20

Geometrija analiticka 22
— — u prostoru 54
Geometrija analiti¢ka u ravni 22
Geometrijsko mesto talaka 24
— — — u obliku
eksplicitnom 24
————— implicitnom 24
————— parametarskom 24
— — — — prostoru 58
Glavni deo beskrajno male
veli¢ine 73
Gradijent 180
Granica 72
Granice integrala 131
Granitna. vrednost 72
— — funkcije 73
— — neprava 72
— — prava 72
Gustina tela 197

16*

Helikoid 178
Hiperbola 32
— jednakostrana 33
Hiperboloid jednokrilni 66
— dvokrilni 66
Hodograf 148, 166

Imenovanje veli¢ine 19
Indikatrisa Dupin-ova 171
Infinitezimala 73
Infinitezimalni radun 73
Integracija 108
— odredenog integrala po
parametru 135
Integral binomnog diferencijala115
— neodredeni 108
— odredeni 131
— — dvostruki 144
— — — u Dekartovim koor-
dinatama 144
— — kao zbir 132
— — viSestruki 144
— Rimanov 132
— Stieltjes-ov 204
Integrali elipti¢ki 120, 189
— nepravi 135
Intenzitet vektora 15
Invarijanta 38
— uslovna 38
Izvod 79
— funkcije 79, 80, 81, 82
— logaritamski 81
— skalarne funkcije u datom
pravcu 180
— slozene funkcije 80
— vektor-funkcije 148
— visega reda 84
— — — vektorski 153
Izvodi delimi¢ni (parcijalni) 89
Izvodnica 173
— cilindarske i konusne
povriine 174

Jatina izvora, ponora 184
Jakobijan transformacije 146
Jedini¢ni vektor (ort)
tangente 150
Jednatina algebarska 211
— — unormalnom obliku 211
— bikvadratna 215
— Cetvrtog stepzna 214
— — — reciprotna 215
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Jednadina elipse 28
— hiperbole 32
— Keplerova 218
— kubna 213
— — reciprotna 214
— kvadratna 212
— opsta drugog stepena 38
— parabole 35
— prave u ravni 25
— zatvorenosti
(potpunosti) 236
Jednacine Frencove 162
— Kardanove 212
— povr§ine 165
— prave u prostoru 61
— prirodne krive u
prostoru 162
— — kose pravolinijske
povriine 176

Koeficijenti ugaoni pravca 54
Koeficijenti Furijeovi
generalisani 236
Kofaktor 206
Koli¢nik kompleksa 14
Kolona matrice 205
Kompleks 11
— konjugovan 13
Konkavnost i konveksnost 107
Konstanta Ajlera 75
Konstante apsolutne 19
— relativne 19
Konstrukcije elipse 30
— hiperbole 34
— parabole 37
Kontinuum 20
Konusni preseci 42
Konvergentnost niza 72
— reda 223
— — ravnomerna
(uniformna) 225
Koordinate22, 54
— afine 23
— Dekartove 22, 54
— kosougle 23
— krivolinijske 59, 166
— polarno-cilindarske 57
— sferne 58
Koordinatni sistem Dekartov 54
— — polarno-cilindarski 57
— — sferni 58
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Koren aritmetiéki 15

— jednagine 211

— — viSestruki 212
Korenovanje kompleksa 14
Kretanje harmonijsko 237
Kretanje Kardanovo 31
Krive linije algebarske:

— Agnezijev uvojak 44

— Bernulijeva lemniskata 46

— Cvet sa Cetiri listiéa 47

— — — osam 47

— — — tri 46

— Dekartov list 44

— Dioklesova cisoida 44

— Hiperbole 43

— Kardioida 46

— Kasiniove ovale 45

— Konhoida 45

— n-toga reda 43

— parabola kubna 43,218

— — polukubna 43

— — tredega reda 44

— Paskalev puz 46

— Strofoida 45
Krive linije trancendentne:

— Areafunkcije 48

— Centroide 51

— Ciklide 49

— Cikloide 49

— Eksponencijalne

funkcije 47

— Epicikloida 49

— Evolventa kruga 52

— Hiperbolitke funkcije 47

— Hipocikloide 50

— Kosinusoida 53

— Lancanica 49

— Logaritamske funkcije 47

— Saturacije 49

— Sinusoida 52

— Spirale: Arhimedova 49

— ~— hiperbolitka 49

— — logaritamska 49

— — paraboliCka 49

— — Zezlo 49

— Trohoide 49

— Verovatnode 49
Krivina geodezijska 171

— krive 153

— — prostorne 160

— — totalna 162

Krivina povriine srednja 170
— — totalna (Gausova) 170

Krivine glavne 170

Krug oskulatorni 153

Kvadratura krive povriine 190
— obrtnih povriina 193
—slika u ravni 190

Kvaternion

Limes, lim 64

Linija izvodnice 173
— prostorna 157
— steZna, strikcion 178
— vodilja 173

Linije krive (vidi krive)
- geodezijske povriine 171
— krivine povr§ine 171
— povratne 172
— — na torzi 175
— vektorske, polja 182

Maksimum funkcije 79
Matrica 38, 205
Mera odstupanja 235
— ——u uopstenom obliku 235
Merenje 19
— neposredno 19
— posredno 19
Metoda Gausova 210
— mneodredenih
koeficijenata 114
— specijalnih funkcija 235
— Sturmova 216
— tangente 218
— tetive 218
Metode integracije 110
Metricka forma 147
— — povriine 166
Minimum funkcije 97
MnoZenje determinanata 207
— kompleksa 14
— matrica 162
— vektora skalarno 17
— — vektorsko 17
Mnozilac normirajuéi 26
Moment inercije 199
Modul elipti¢kog integrala 121
— kompleksa 13
— vektora 16
Mreza koordinatnih linija 166

Mreza koordinatnih linija orto-
gonalna 166
— — — regularna 166

Nabla 181
Nejednakost Beselova 236
Niz 71
— beskonagan 71
— divergentan 72
— konadan 71
— konvergentan 72
— ograniéen 71
— realnih brojeva 71
— Sturmov 216
— vrednosti funkcije 73
Norma kompleksa 13
Normala na krivu 160
— glavna 160
— povrsine 168
Nula 11
Nula polinoma 211

Oblast, podrudje 19
— diskretna 20
— jednodimenziona,
dvodim. itd. 19
— konvergentnosti reda 225
— neprekidna 20
— otvorena 20
— polja 179
— prazna 179
— regularna 165
— zatvorena 20
Oblik normalni algebarske
jednagine 211
Obrazac Ajlerov 170
— Kosijev 94
— LagraZev 94
— Meklorenov 95,229
— Moavrov 14
— redukcioni 112
— Tejlorov 95,229
Obvojnica (anvelopa) krivih 155
— povrsina 172
Oduzimanje kompleksa 14
Okolina tadke 73
Opadanje funkcije 96
Operator Hamiltonov 181
— Laplasov 181
Ordinata 22 .
ort 16
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Osa 12
— kompleksa imaginarna 13
— — realna 13
Oslobadanje jednadina od viSe-
strukog korena 215
Osnova vektora 15 .
Ostatak beskonacnog reda 226
Oznake Monzeve 80, 81, 169.

Parabola 35
Parametar elipse 29
— hiperbole 33
— klizanja pravolinijske
povrsine 176
— obrtanja 176
— parabole 35
— rasporeda pravolinijske
povrsine 176
Parametri Gausovi 58, 166
Podrugje (vidi oblast)
Pol sistema 57
Poluosa polarna 57
Polupre¢nik konvergentnosti
reda 228
— krivine 153, 160
— zavijanja 161
Polje 179 .
— Laplasovo 186, 203
— potencijalno 185, 203
— skalarno 179
— slozeno 203
— solenoidno 203
— stacionarno 179
— vektorsko 181
Porodica krivih 155
— — sa jednim
parametrom 155
— kruznih linija 155
— povrsina 172
— — dvoparametarska 173
Povrsina 58, 165
— cilindarska 173
— drugoga reda 65
— ekviskalarne, nivoske 179
— hiperboli¢kog sektora 35
— konusna 174
— nerazvojna 175
— obrtna 176
— pravolinijska 174
— razvojna (torza) 175
— trapeza 23
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Povriina trougla 23
— zavojna 177
— — Arhimedova 177
— — obi¢na (helikoid) 177
Povr§ine koordinatne 54
— minimalne 179
Prava linija 25
-— — u prostoru 61
Pravilo Ajlerovo 101
— Laplasovo 206
— Lopitalovo 102
— mnoZenje determinanata 207
—— sabiranje determinanata 207
— nadovezivanja 80
Prekid 77
Preseci glavni povrSine 170
Presek kos povriine 168
— normalan povr$ine 168
Princip Bolcano—Kosijev kon-
vergentnosti 75
f;‘l;frodna jednadina krive u ravni
Profil zavojne povr§ine 177
Progresija aritmeti¢ka 220
— beskonaéna 221
- — geometrijska 221
Proizvod &etiri vektora 18
— tri vektora 18
— Valisov 75
— vektora skalarni 17
— — vektorski 17
Proticanje elementarno 183
— kroz povriinu 183, 202

Rad vektora polja 184, 201
Radijan 13
Rang matrice 209
Rastojanje dve taCke 22
Raséenje funkcije 96
Ravan 60

—-normalna 159

— orijentisana 57

— oskulatorna 160

— rektifikaciona 160
Razdvajanje korena 216
Razlaganje koli¢nika 113
Razlomak 11

—- beskonacan 11

— — periodian 11

— decimalan 11

— konadan 11

Razlomak nepravi 11

— obican 11
Rektifikacija krive 188
Red apsolutno konvergentan 228

— aritmeti¢ki 221

— beskonafan 223

— binomijalni 230

— divergentan 223

— funkcionalni 225

— — pravilno konvergentan

225

— Furijeov 235, 239

— — generalisan 236

— konvergentan 223

— Meklorenov 229

— majoranta 225

-— naizmeniéan 225

— numericki 223

— relativno (semi) konvergen-

tan 224

— stepeni 225

— Tejlorov 229

— trigonometrijski 237
Resenje trivijaloo 209
Rezolventa kubne jednaine 214
Rotor 184
Rub 20

Sabiranje komplecksa 14

— determinanata 207
Sinus integralni 121
Skala brojna 12
Skup elemenata 71

— prebrojljiv 71

— uraden 71
Sredina duzi 22 .
Standardni oblik korena 116
Staiv osnovni integralnog raluna

33

Supstitucija Ajlterova 117

Sirina geografska 58

Tablica nekih poznatih redova
230
— neodredenih integrala 121
— odredenih integrala 137
— osnovnih integrala 109
— pravila vektorske analize 186
Talka eliptitka 171
— hiperboli¢ka 171
— karakteristi¢na 155

Tatka kopljasta 104
— obi¢na krive 104
— parabolitka 171
— prekidna 241
— prelomna 104
— prevojna (infleksije) 97, 104
— sferna (pupcasta) povriine
170 -
— singularna 105
— stacionarna 97
Tangenta krive u prostoru 159
Tangentna ravan 167
Telo 197
;,-sheterogeno (nehomogeno)

— homogeno 198

Teorema Abelova o konvergent-
nosti reda 227
————— stepznog 228
— Dirihleova 240
— Galois E. 215
— Gausova 212
— Green-a, Gauss-a, Ostro-
gradskog 183, 202
— Kosijeva 94
— Langrazeva 94
— Lajbincova o naizmeniénom
redu 225 '

— Menijeova 169

— o srednjoj vrednosti funk-
cije

— Pappos—Guldin-ove 199

— Rolova 93

— Stoksa 185, 202

— Sturmova 216

— Vajer§trasova o konvergent-
nosti reda 226

Teorija elipti¢kih integrala i funk-
cija 120

Tok vektora 201

Torza 175

Torzija 161

Trajektorije porodice krivih 157
— izogonalne 157
— ortogonalne 157

Transformacija Dekartovih koor-
dinata 23
— dvostrukog integrala na nove
promenljive 145

Trijedar koordinatnih osa 15
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Trijedar koordinatnih osa priro-
dni 161

Ugao penjanja 165
— skretanja 153
Uglovi Ajlerovi 56
Uslov konvergentnosti reda Da-
lamberov 225
— — — Dirihleov 240
— — — integralni 225
— — — Kosijev 224, 225

Vektor 15

— Darboux-ov 165
Vektori 15

— jediniéni 16

— — osnovni 16

— slobodni 15

— vezani za pravu 15

— — — vezani za tacku 15
Velicina 19

— brojna vrednost 19

— skalarna 12

— vektorska 15
Veli¢ine beskrajno male 72

— — velike 72

— nesamerljive 12

— promenljive 19

Veli¢ine samerljive 12
— stalne 19
Vrednost glavna (V. p.) integrala
136 ‘
— prava neodredenog izraza
101
— stacionarna funkcije 97
Vrsta matrice 205

Zapremina tela obrtnih 194
— — proizvoljne forme 196
— — sastavljenih od plo¢a 195

Zavijanje 161

Zavojnica 163

Zavrtanj 16

Zbir integralni 132
— — dvostruki 144

Znak dvostruke zamene 131
— integrala 108
— 11 143

Zezlo 49

Zi¥a (fokus) elipse 29
— — hiperbole 32
— — parabole 35

Anton Bilimovié
VISA MATEMATIKA

Tehnitki urednik: Jugoslav Bogdanovié¢

Izdanje: Novinsko-izdavatko preduzeée ,Tehnitka knjiga‘

Beograd, 7. juli 20/1

Stampa: Beogradski grafitki zavod
Beograd, Bulevar vojvode Misita 17

Stampanje zavrieno juna 1963.



	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21
	Page 22
	Page 23
	Page 24
	Page 25
	Page 26
	Page 27
	Page 28
	Page 29
	Page 30
	Page 31
	Page 32
	Page 33
	Page 34
	Page 35
	Page 36
	Page 37
	Page 38
	Page 39
	Page 40
	Page 41
	Page 42
	Page 43
	Page 44
	Page 45
	Page 46
	Page 47
	Page 48
	Page 49
	Page 50
	Page 51
	Page 52
	Page 53
	Page 54
	Page 55
	Page 56
	Page 57
	Page 58
	Page 59
	Page 60
	Page 61
	Page 62
	Page 63
	Page 64
	Page 65
	Page 66
	Page 67
	Page 68
	Page 69
	Page 70
	Page 71
	Page 72
	Page 73
	Page 74
	Page 75
	Page 76
	Page 77
	Page 78
	Page 79
	Page 80
	Page 81
	Page 82
	Page 83
	Page 84
	Page 85
	Page 86
	Page 87
	Page 88
	Page 89
	Page 90
	Page 91
	Page 92
	Page 93
	Page 94
	Page 95
	Page 96
	Page 97
	Page 98
	Page 99
	Page 100
	Page 101
	Page 102
	Page 103
	Page 104
	Page 105
	Page 106
	Page 107
	Page 108
	Page 109
	Page 110
	Page 111
	Page 112
	Page 113
	Page 114
	Page 115
	Page 116
	Page 117
	Page 118
	Page 119
	Page 120
	Page 121
	Page 122
	Page 123
	Page 124

