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PREDGOVOR 

U savremenoj matematiokoj literaturi postoji eitav niz 
knjiga, kratkih i opgirnih, u kojima se daje pregled osnovnih 
pojmova, pravila i obrazaca pojedinih odeljaka Vise mate-
matike. 

Te knjige su nastale zbog danagnje potrebe upoznavanja 
matematike mnogo gireg kruga ljudi nego gto je to ranije 
bio slueaj. 

Do XX veka Viga matematika je bila „visoka nauka", 
oblast struenjaka matematieara, koji su se bavili svojim strue-
nim predmetom radi samog predmeta i njegovih neposrednih 
primena. Sad je Visa matematika, svojim idejama, pojmo-
vima, metodama, eak i svojom terminologijom imperativno 
ugla u sve grave tehniekog i girokog praktiekog livota. 

U svojim prethodnim knjigama, posveoenim Vigoj ma-
tematici, postavio sam sebi zadatak olakgati prodiranje Vige 
matematike u gto sire krugove, s jedne strane, onih, za koje 
je znanje prvih elemenata Vige matematike ne samo oba-
vezno, vee i neophodno, sa druge strane, onih, koji nemaju 
to obaveze, ali svojim istinskim naprednim duhom zele uoi 
svesnije, 'oak i stvaralaeki, u svoj svakidagnji rad sa magi-
nama, ciji je svaki delie ispunjen Mehanikom i Vigom ma-
tematikom. 

U ovoj knjizi iznosim u novoj, sad giroko rasprostra-
njenoj, formi pregled pojmova, pravila i obrazaca Vige ma-
tematike. Materijal knjige se odnosi samo na matematieka 
fakta, sa kratkim objagnjenjima, bez dokaznog potvrdivanja 
tog materijala. 

Pri izlaganju teksta i ove knjige tezio sam da on bude 
gto pristupaeniji. 



Pri izradi rukopisa mnogo mi je pomogao prof. T. P. 
Andelio kome izjavljujem prijateljsku i srdanu zahvalnost. 

P.S. Na nekim mestima ove knjige se pozivam na moje 
knjige „Elementi Vik matematike", koje su izagle u izdanju 
„Tehnitke knjige". To su knjige: 

I. Funkcija. Izvod. Diferencijal. 1961 g. 
II. Diferencijalni ratun i njegove primene. 1961 g. 
III. Integralni ratun sa primenama. Kalkulativni procesi. 

1962 g. 
IV. Diferencijalne jednatine sa dopunama. 1962 g. 
Pri pozivanju, u uglastoj zagradi, rimska cifra oznaava 

knjigu, a broj stranu knjige. 

Glava prva 

BROJ I FUNKCIJA 

1.1. Brojevi 

Zaustavimo se na pojmu broja proiirenom na ove klase 
broj eva: 

realni brojevi, rezultat prebrojavanja iii merenja stvar-
nom jedinicom ( 1), 

imaginarni brojevi, uopgtavanje rezultata ratunskih radnji 
koji se ne izraZ'avaju realnim brojevima i zahtevaju novu, 
imaginarnu jedinicu (i = + 1), (zbir realnog i imagina-
rnog broja mini kompleksni broj iii kompleks). 

vektorski brojevi, trodimenzioni iii vikdimenzioni sa je-
dinicama (i, j, k odnosno i„ sa v= 1, 2, 3, ... , n, gde je n 
broj dimenzija), (zbir realnog i trodimenzionog vektorskog 
broja Cini kvaternion). 

Realni brojevi se dele na ove kategorije: 

a. pozitivni, nula i negativni brojevi. 
b. celi i razlomljeni brojevi iii razlomci. 

Brojevi 1, 2, 3, ... su prirodni brojevi. 

Zbir celog i razlomljenog broja je meSovit broj iii ne-

pravi razlomak. Razlomci mogu biti obieni(-
1

, 7/15, 9 : 17) 
2 

i decimalni, i to kondeni i beskonaeni. U ovu kategoriju uno- 
simo samo konatne i beskonaene periodiene decimalne razlomke 

7 
(0,5;3,14; 0,212121. .. = 0,(21)-

21 
 = 	; 2,3444 ... = 2,3 (4) = 

99 33 

10 11 



2, 
34 — 3 1 

; 

— 5, 

a. 

5,1 
123 —1 

— 5, 
122 	61 

Brojevi 

= 2 
90 	90 

5,12(3) 

pod 

123— 

(23) 

12 _ 5  

990 

111 5  

—= 	; 

990 	495 

37 

900 	900 	300 ) 

i 	b. 	su 	racionalni brojevi. Racionalni 
brojevi su rezultati merenja samerljivih velieina. 

c. iracionalni brojevi. Dve veliCine , koje nemaju zajed-
niele mere (primer—strana i dijagonala kvadrata), su nesa-
merljive; njihov odnos se ne izra2ava racionalnim brojem. 
Takav odnos je iracionalan i izral'ava se iracionalnim brojem 
(primer: -\/ 2 ). Iracionalan broj se izra2ava beskonaenim ne-
periodicnim decimalnim brojem. Pri izra6unavanjima sa iraci-
onalnim decimalnim brojevima uzimaju se njihove prib1i2ne 
vrednosti. 

Kategorija iracionalnih brojeva se razdvaja u dye pod-
kategorije: 

c1. algebarski brojevi. Ako dati broj mote da bude re-
genje (koren) jednaeine, odnosno nula nekog polinoma n-tog 
stepena sa racionalnim koeficijentima, taj broj je algebarski. 

Ako takva jednaelna ne postoji, broj spada u podkate-
goriju: 

c2. transcendentnih brojeva. Broj lr (odnos du2ine kru2ne 
linije prema preoniku) i e (osnova prirodnih, Neper-ovih 
logaritama) su transcendentni brojevi. 

Prava odredenog smera je osa. Osa sa na njoj oznaee-
nom ta6kom (paetkom koordinate) i jedini6nom dtainom 
za merenje je brojna skala. Svakom realnom broju odgovara 
na brojnoj skali odredena taaa; njeno rastojanje od paetka, 
izmereno izabranom jedinicom na jednu (pozitivnu) iii na 
drugu (negativnu) stranu, odreduje apsolutnu vrednost i znak 
realnog, odnosno skalarnog broja. VeliNna koja se meri real-
nim brojem je skalarna velieina. 

Pato proueavanje operacija sa realnim brojevima ulazi 
6ak i u najmanji okvir Elementarne matematike, u ovoj knjizi 
se zaustavljamo samo na operacijama sa kompleksnim bro-
jevima. 

12 

1.2. Kompleksni brojevi 

Kompleksni broj se izralava u ovim oblicima: 

a. algebarski oblik kompleksa: z =x+ yi, gde su x i y 

realni brojevi, a i — imaginarna jedinica i = + V— 1 , za koju 

vale jednaine 

1 2 = —1 9  i3 = 	14 	1 4n+1 =  j 41 + 2 =
— 

14n+3 	on =  4_ 1,  

gde je n ceo broj. Broj x je realni deo kompleksa (oznaka 

x= Re z), y — je imaginarni deo (oznaka Imz). Kornpleksnom 

broju x+ yi u Dekartovom koordinatnom A  
sistemu odgovara tatka (afiks kompleksa) 
sa koordinatama (x, y). Osa Ox (sl. 1) 

je realna osa kompleksa, Oy 	imagi- 
narna. 	 0 

b. polarni oblik kompleksa: 
Si. 1 	Dekartove 

z = r (cos 0+ i sin 0), 	 i polarne koordinate 

gde su r i 0 polarne koordinate afiksa kom- 
pleksa u polarnom koordinatnom sis- 
temu sa polarnom osom Ox. Koordinata 	 je 

modul kompleksa i 6 = arc tg njegov argument. Kvadrat 

modula r2  = x2 + y2  je norma kompleksa; oznaka norme kom-

pleksa je N (z). Ugao 0 se meri brojem bez imenovanja — od-
nosom luka prema polupre'eniku. Jedini6ni ugao u torn sistemu 
je radijan. Granice u kojim se mogu menjati r i 0 su: 0 < r < 00 ; 

— 00 <0 < + 00 . Argument 0 datog kompleksa ima beskrajno 
mnogo vrednosti: 0 + 21crr (k — ceo broj). Njegova vrednost 

u granicama — i <0 < + i je glavna vrednost .  argumenta. Broj 
nula ima modul i normu jednaku nuli, a argument mu je 
neodreden. 

c. Ajlerov oblik kompleksa z = reel = r (cos + i sin 0), 

gde je e osnova prirodnih logaritama (vidi I, 110). 

Kompleks x — yi= z je konjugovan sa kompleksom x + yi = z 

i obrnuto, z = z. 

13 



u polarnom obliku: 

Zi  Z2 = r1  (cos 01  + i sin 01) r2  (cos 02  + i sin 02) — 

= r1  r2  [cos (01  + 02) + i sin (01  + 02)] . 

(Pravilo: moduli se mnole, argumenti se sabiraju); u Ajler-
ovom obliku: z 1 z2 =r1 e6. 1 • r2 e0ii=r1 r2 e(°.+92) ' (potvrda prethod-
nog pravila). 

Proizvod dva konjugovana kompleksa jednak_ je njiho-
voj normi: (x + iy) (x—yi) = z z = x 2  + y2  = N (z) = N (z). 

Za deljenje 	pravilo: moduli se dele, argumenti se 
oduzimaju, 

r, 
z,:z 2 =— [cos (01-02) + i sin (01-02)]  . 

r, 

Kolienik dva kompleksa obikno se transformige u ko-
liknik kompleksa i realnog broja: 

z, z2 = (x1 + y1 i) : (x2 + y2 i) — 
(x1 + Y1 i) (x2 —Y20  — (z, z2) : N (z2) . 
(x2+ Y20(x2 — Y20 

Dizanje kompleksa na n-ti stepen: 

zn =(reoi)"=r"e(ne) ' = r" [cos (n0) + i sin (n0)]. 

Za r=1 Moavrov obrazac: 

(eei) "  = enei  = (cos 0+ i sin or = cos ne+ i sin ne. 

Prethodni obrasci vale i za sliedaj raziomijenog broja 
n, tj. za slukaj korenovanja, 

= r (cos 0, + i sin 0,) = VT: (cos  °° ±
n 	+ i sin 	

0, + 2k7r  

Ovaj izraz ima n razlieitih vrednosti za k = 0, 1, 2, . . . , n— 1. 

Ovde je 	r aritmetieki koren iz pozitivnog broja r i 0, 
glavna vrednost argumenta kompleksa z. Afiksi tih komplek-
snih korena dele krianu liniju polupreknika r na n jednakih 
delova. 

1.3. Vektorski brojevi 

Did odredenog smera je vektor. Njegovi elementi su: 
1. Pocetna taeka. 2. Prava kroz poketnu taku, osnova iii 
prava-nosac vektora. 3. Smer od paetka na toj pravoj. 4. Du-
dina — intenzitet (modul) vektora. Prema svojim geome-
trijskim osobinama vektori se dele ovako: a. vektori vezani 
za taeku sa nabrojenim ostalim elementima; b. vektori vezani 
za pravu sa proizvoljnim polcdajem paetka na pravoj nosaka; 
c. slobodni vektori sa proizvoljnim pololajem paetka u pro-
storu, sa odredenom osnovom, smerom i intenzitetom. Pogto 
se u ovoj knjizi primenjuju samo slobodni vektori, re6 vek-
tor oznaeavake samo slobodni vektor. Prava-nosa6 slobodnog 
vektora je odredena do paralelizma. 

Oznake vektora: 

AB, V, A, a, b, i, j k, 	w, S2, 

a tako isto i navedena slova bez strelice kad je zngenje 
oznake naraito naglageno. 

Velikine koje se odreduju vektorima nazivaju se vektor-
ske velieine. 

Dva vektora su jednaka, kad su njihove osnove para-
lelne (ili se poklapaju), smerovi su isti i intenziteti jednaki. 

Znamo da tri uzajamno ortogonalne ose iz zajedni6ke 
take obrazuju ortogonalni koordinatni trijedar.(sl. 2). Tri ose 
Ox, Oy, Oz tog trijedra mogu imati dva razlieita rasporeda. 
Ako uzmemo u obzir sferni trougao sa temenima u prese-
cima osa Ox, Oy, Oz sa sferom centra 0, proizvoljnog po-
lupranika, onda red temena na periferiji tog trougla, ako 
gledanao na njega spolja, mole ili odgovarati kretanju ka-
zaljke na kasovniku iii biti suprotnog smera. U prvom slu-
6aju imamo tzv. levi trijedar, u drugom—desni (sl. 3). Sad se 

Osnovne operacije kompleksima 

Sabiranje i oduzimanje: 

zi ±z, = (x,+ y1 i)±(x2 + y2  i) = x1 ±x2 + (y,±y2) i. 

Mnolenje dvaju kompleksa; u algebarskom obliku: 

z, z 2  = (x,+ y,i) (x2 + y2 i)= xi x,— y, y2+ (xi .Y2 + Y1 x2) i; 

14 15 



Si. 3 — Trijedri, Levi i desni 

B• 

SI. 4 — Vektorski 
proizvod 

u literaturi vise upotrebljuje desni trijedar, zato gto odgovara 
kretanju zavrtnja: pri obrtanju sleva nadesno (od x prema y) 
normalan zavrtanj se pomera u smeru z ose. 

Rastojanja neke take M pro-
stora od koordinatnih ravni Oyz, Ozx, 
Oxy, sa odgovarajuoim znacima pre-
ma smeru normalnih osa, su koor-
dinate x, y, z tacke M u prostoru; 
pie se M (x, y, z). 

Prema postupcima, poznatim iz 
Elementarne matematike, za sabiranje, 
oduzimanje i mnoienje vektora ska-
larnim mnaiocem mo2emo napisati 

ovaj obrazac za vektor OM, vektor 
poloThja tacke M u odnosu na ta-
ku 0: 

-3. -1. 	 -3. -1. ■-•. 

gde su: e„ e2 , e3 , odnosno 	j, k jedinieni vektori (ortovi) 
osa Ox, Oy, Oz. Uporedo sa napisanom vektorskom jedna-
einom mo2emo napisati ovu brojnu jednaeinu 

u = x, e, + x2  e2  + x, e3  
izralenu u tzv. vektorskim 
brojevima. Sa u je ozna-
een trodimenzioni vektor-
ski broj gto odgovara 

toru OM; x, y, z su ska-
lari, a e„, e2 , e3  su osnovne 
vektorske jedinice, koje se 
eesto oznaeuju i sa i, j, k, 

a njihovi vektori sa i, j, k. 

Modul i intenzitet vektora i vektorskog broja imaju istu 
oznaku i istu skalarnu vrednost izralenu porno& koordinata: 

10MI=Irl=r=lul= +-\lx2 +y2 +z2  

U vektorskoj algebri postoji vise proizvoda dva vektora. 
Skalarni iii unutragnji proizvod dva vektora AB i AC sa 

oznakom (AB, AC) je skalar jednak proizvodu intenziteta ovih 
vektora i kosinusa ugla a izmedu njih, tj. 

(AB, AC)= AB • AC cos a. 

Ako je jedan od tih vektora jedinieni vektor, recimo a, 

prethodni obrazac daje (AB, a)=AB cos a, a to je vrednost 

projekcije vektora AB na osu a. Skalarni proizvod dva vek-
torska broja u1 = xi i + yi j + zik, u2 = x,i+ y2j + z2k ima vrednost 
(u,u2)= + h. Y2 + Z1Z2 - 

Vektorski iii spoljagnji proizvod dva vek-
tora AB i AC sa oznakom [AB, AC] je vektor, 
koji ima ove elemente: 1. Osnova mu (sl. 4) 
stoji upravno na ravni datih vektora; 2. Smer 
mu je uperen u onaj poluprostor odakle bi 
posmatra6 video da drugi vektor, nadovezan na 
kraj prvog, obroe prvi vektor u smeru sup-
rotnom kretanju kazaljke na easovniku (kon-
vencija desnog trijedra); 3. Intenzitet mu je 
brojno jednak velieini povrgine paralelograma .  konstruisanog 
na datim vektorima kao na stranama, tj. AB • AC sin a. 

Oba proizvoda se pokoravaju zakonima ninaenja ska-
larnih velieina, sa torn vaznom razlikom gto je vektorski pro-
izvod nekomutativan, tj. [AB, AC]= —[AC, AB] i prema tome 
u slueaju vektorskog proizvoda treba dobro paziti na red 
mnailaca: sa potrebnom promenom reda menjati znak (!). 

Vektorski proizvod paralelnih iii kolinearnih vektora 
jednak je nuli. Za vektorske proizvode osnovnih jedinienih 
vektora e„ e2, e3  imamo ovu tablicu sa prvim einiocem iz 
vertikalnog stupca: 

e1  e2  e3 

el  0 e3  —e2 
 

e2  —e3  0 el  

e3  e2  — el 0 

SI. 2 — Ortogonalni koor- 
dinatni trijedar 

OM = r = xe,+ yet  + ze3 = r x  i + ry  j + r, k, 

Na osnovu ove tablice prema 
distributivnom zakonu sleduje ovaj 
obrazac za vektorski proizvod dva 
vektorska broja: 

IND  140 = ( hz-2 —ziy2) el  + 

+ (zix2.—x1z2) e2  + (x1y2 —yix2) e3 . 

2 Via matematika 17 
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2. s,E = v,. Reg. = s i  
2 3. (vi  E) = s, . Reg. = vi 	+ [vvi]; v,2 = I v,l 2 = (v, v,) . 

- 4. [vi E]= v,. Reg. E = sv, + v, 2 [v2  ; iz date jedna6ne 
sleduje da je (v,v,)= O. 

5. [v, E] = v, , (v3 E) = s, . Reg. E = (v, v3)- 1 	v, + [v2  v3] ; 
isto (v„ v2) = O. 

6. (v„) = s1 , (v2 ) = s2  , (v3  E)= 

Reg. E = (v1 v2 1,3) {s/ [v2 v3] + S2 [v3 v1] + s3 V1  V2] }. 

7. [v1 E] + E = v2 . 

Reg. = {s„ (v12 + s12)} -3 {v, (v1y2) + s1 2 V2 + s1 [v2 v1]). 

1.4. Velielne stalne i promenliive 

Velieine na Cije proaavanje se primenjuju matemati&e 
metode imaju brojnu vrednost i imenovanje, koje odgovara 
prirodi date veli6ine. Neke velFeine mogu da budu i apstraktni 
brojevi, bez imenovanja. Brojna vrednost veli6ine se dobiva 
kao rezultat merenja. U osnovi merenja leti odredivanje 
skalarnih brojeva, jednog (napr. za  dutinu, masu i dr.) ili 
vie njih (povrgina, zapremina, gustina i dr.). Merenje se 
vrgi neposredno iii posredno. Pri posrednom merenju se odre-
duju pomoone velicine, na osnovu kojih se tratena veli6ina 
odreduje izrannavanjem. 

Znamo da velFaine mogu biti stalne, kojima odgovaraju 
stalni brojevi i promenljive, sa promenljivom brojnom vrednosdu. 
Za stalne veliNne, koje imaju istu vrednost u itavom pro-
cesu postupanja sa njima, upotrebljuje se i ree kon-
stanta, kao termin. Konstante se dele na relativne i apsolutne. 
Relativne imaju stalne vrednosti samo u odredenim procesima, 
a apsolutne u svim procesima rasudivanja sa njima. Brojevi 
TC i e odreduju apsolutne konstante. 

Oblast ili podrueje promenljivih (varijabilnih) veli6ina 
je skup svih onih vrednosti, koje mogu, prema datim uslo-
vima, uzimati to veliZine. Oblast mote biti jednodimenziona 
sa promenljivom x (take na pravoj), dvodimenziona sa pro- 
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Desna strana ove jednaeine se mote napisati kao determinanta 
e, e2  e3  

treeega reda u obliku x 1  y, z, . 0 pravilima razvijanja de- 
X2 Y2 Z2 

terminanata govorieemo na drugom mestu (str. 206.). 
Od tri vektora odnosno od tri vektorska broja u1 , u2 , 

mogu se obrazovati ovi proizvodi: 

a. skalarni proizvod jednog i vektorskog proizvoda dva 

ostala (u1 [u2,  u3]) = x, y, z2  . Osobine (u1 [u2,  u3]) = (u2 [113, 11 1]) = 

x3 y3 Z3 

= (u3 [u1, u2]) = - (u1 [113, ud) = - (u2 [u1,u3]) = -(u3 [u2 , u1]), cik1i6 - 
na permutacija prava iii inverzna. Kratka oznaka: (u1 , u2 , u3). 
Uslov komplanarn.osti (u1 , u2, u3) = 0. Obrasci za razlaganje 
vektora odnosno vektorskog broja u u tri komponente sa 
pravcima vektorskih brojeva u1, u2 , u3 : u = (u, v1) u1  + (u, v2) u2  + 
+ (u, v3) u3, gde su 

v1 = (u1 , u2, u3) - ' [u2 , u3], v2 = (u1, u2,  u3) -1  [u3 ,  u1], 

v3 = (u1 , u2, u3) -1 [u1 , u2] 

b. vektorski proizvod jednog i vektorskog proizvoda 
dva ostala [u1  [u2, u3]] = u2 (u1 , u3) - u3 (u„, u2). 

• Navedimo jog proizvode od eetiri vektora, odn. vek. 
broja, koji mogu biti od koristi. 

1. ([u1 u2] [u3 u4]) = (u1 u3) (u2 u 4) - (u1 u 4)  (u2 u3) 

2. [ [u, u2] [u3 u4]] = u2(u1[u3u4])-u1(u2[u3u4]) = 

= u2 (u1 u3 u4)-u1 (u2 u3 u4). 

3. [[ [u1 u2] u3]  u4] = (u1 u3)[u2 114]-(u2 u3)[u1 u4]= 

= u3  (u1 u2 u4)-[ul u2] (u3 u4) 

Nekoliko vektorskih jednOina i njihova regenja pomoeu 
vektorskih brojeva. Oznake: E nepoznati vektorski broj, 
v1 , v2 , dati vektorski brojevi, v - proizvoljan vektorski 
broj, s1 ; s2 , 	dati skalari, s - proizvoljan skalar. 

1. E±v, = v,. Reg. E = v2 
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menljivim x, y (take na povrgini odnosno ravni), trodimen-
ziona sa x, y, z (take u prostoru). Rub je granica oblasti. 
Oblast je zatvorena iii otvorena pod uslovima da take ruba 
pripadaju iii ne pripadaju oblasti. Oblast mole biti diskretna 
ili neprekidna (kontinuum). 

1.5. Pojam funkcije 

Za dye promenljive veli6ine x i y se kale da su u 
funkcionalnoj vezi, ako za svaku vrednost, recimo, promenljive 
x, u njenom podru6ju, mo2emo odrediti jednu iii vise odre-
denih vrednosti y. Tada je y funkcija x-a; x je nezavisno 
promenljiva, y je zavisna. Oznake: y = fonct. (x); y= y (x); 
y=c120 (x), (x), . . .; slova, f, y, 4), su simboli funkcija. 
Oblast promenljive x (argumenta funkcije) je oblast postojanja, 
(egzistencije) funkcije. Funkcija je jednoznaena, dvoznaena iii 
mnogoznaena, ako svakoj vrednosti x odgovara jedna, dve iii 
vise vrednosti promenljive y. Posebnoj vrednosti argumenta 
odgovara posebna vrednost funkcije: y, =f (xi). Funkcije vise 
promenljivih su: z = f (x, y); w = w (x, y, z; t). 

Funkcionalna veza, recimo, izmedu x i y, postavlja se 
na vie naina. 

1. Analitieki naein: a. obrascem (formulom) y=f (x), 
gde je f simbol operacija koje treba izvrgiti sa brojnom 
vrednogou x-a da dobijemo brojnu vrednost y-a (re.fen iii 
eksplicitni oblik). b. jednaeinom (x, y) = 0. Prema datoj vred-
nosti x regenje jedna6ine po y daje vrednost funkcije y 
(skriven iii implicitni oblik). c. u parametarskom obliku: x = f1 (t), 

y =f2 (t), gde je t pomoeni parametar. (Primeri: a. y = + r2-X 2 . 
,2 

1 T 

1 + T2) • 
y — 2 r 	 

2. Tablieni naein: a. numerieke tablice u kojim su na-
vedene, u izvesnom redu, vrednosti funkcije za odredene vre-
dnosti argumenta. Te vrednosti su unapred odredene izrau-
navanjem (raunom iii maginom). b. tablice vrednosti funkcija 
kao rezultat opalanja iii eksperimentisanja. 

3. Grafieki mein. U koordinatnom sistemu, recimo u 
Dekartovom, koordinata x se uzima za nezavisno promen- 
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ljivu, a y za funkciju. Paru vrednosti (x, 	odgovara taka 

M u koordinatnoj ravni. Pri promeni x taka M crta krivu 

— grafik funkcije. Vaian je slu6aj neprekidne linije koja 
odgovara neprekidnoj funkciji. Grafik funkcije se dobiva ili 
crtanjem, tanim porno& naraitog geometrijskog alata (le-
njira, pravolinijskog iii krivolinijskog, gestara, elipsografa 
i dr.) i pribli2nim, spajanjem posebnih taaka pravim iii 
krivim prema odredenim pravilima, iii pomoou naraitih 
aparata koji automatski crtaju odgovarajuoe grafike. 

4. Maginski naein. Yee obiena raeunska ma.ina posle 
unogenja vrednosti promenljivih brojeva u nju automatski 
daje rezultat izvrgene radnje, tj. funkciju unesenih brojeva. 
Savremena elektronska ma.ina daje rezultat-funkciju posle 
izvrgenja 6ak i vrlo komplikovanih radnji, a mote automat-
ski crtati i grafik odgovarajuoe funkcije. 

1.51. Inverzne funkcije 

Ako izmedu operacija f i p  dve funkcije f (x) i 9 (x) 

postoji funkcionalni identitet f [gyp (x)] . x, odnosno p [f 

za sve vrednosti x u odredenoj oblasti, onda se kale da su 
to dve funkcije inverzne iii obrnute jedna drugoj u toj oblasti. 

Primeri: 1. f (x) = x 2 , p  (x) = 	Tada je [\/x 

.\/;12 -----x. 2. f (x)= sin x, pp (x) = arc sin x; sin (arc sin 
arc sin (sin x) 

Ako je funkcionalna veza data u implicitnoj formi 
F (x, y)= 0, 

njoj odgovaraju dve funkcije y = f (x) i x = cp (y). Dve funkcije 

f (x) i p  (x) tada su inverzne. Primer. 4x 2  + ya — 4= 0; 

y = + 2 V1 —x 2, x = 2 —
1

V4 —y2 . Dve funkcije f (x)= 2 1 — x2

1 --   
 2 

i p(x) = 2 — -\/ 4— x 2  su inverzne, jer je 2 -\I1 	
2 	

—x2)„.„ 

1 	 1 
----= V4 — 4 + x2 .=_-- x, odn. — V4— (2 I/ 1—x2)2 .-.-- v, 4-4 + 4x.x. 

2 	 2 
Grafici inverznih funkcija y = f (x), x = pp (y) u Dekar-

tovim koordinatama su krive simetri6ne u odnosu na sime-
tralu prvog i tre6eg kvadranta Dekartovih osa. 
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b .  x2 ± y2 r2 = 0. c. x = r cos t, y = r sin t iii x = r 
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Si. 1* — Dekartov 
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Y 

M2 

SI. 1**—Kosougle 
koordinate 

Glava druga 
ANALITICKA GEOMETRIJA 

A. ANALITICKA GEOMETRIJA U RAVNI 

2.1. Koordinate. Osnovni obrasci 

Analitieka geometrija proaava gcometrijske objekte -- 
ta6ke, linije, povrgine i dr. — pomoeu operacija sa brojevima, 
skalarnim i vektorskim. 

Dekartov koordinatni sistem (sl. 1*, a). Taaa M (x, y); 
x i y su Dekartove koordinate take; x je apscisa, y — ordinata. 

Koordinate x, y su apstraktni brojevi, 
odnosi du2ine 0M1 , odnosno 0M2 

   .41 prema dOini OM0  uzetoj za jedinicu. 
Znak, pozitivan iii negativan, koordi-
nate x (odnosno zavisi od smera 
vektora OM, (0M 2) uporedo sa sme-
rom ose Ox (Oy). 

Rastojanje (sl. 1*, b) d izmedu dye 
take M 1  (x1, y1), M,(x,,  Y2)  ima vred-
nost : 

+ V(x2 — x1) 2  + (Y2 — Y0 2 ; 

rastojanje take M (x, y) od poeetka 
koordinata 

d= 	,,s/ x2 .4_ v2 .  

 

Koordinate take M (x, y), koja deli dui' 
6iji su krajevi M1  (x1 , M2 (x2, Y2) 
(sl. 1 *,c) u datoj razmeri X= m:n = 
= iznose: 

n/Y2 + nYi 	+ XY2  x  = mx 2  + nx, x i + Xx, 
Y 

1 +A 
	, 	 • 

m+ n 	 m+n 	1+X 

Koordinate sredine dugi 	12 : 

1 	 1 
x= —

2 
(xi + x2), Y= —

2 
(Y1+ Y2)- 

Ako je X>0, ta6ka M je na dui M1M2 ; za X<0 ona je van 

du2i.; za tacku M2 velinna X ima skok E co. 
Povrina trapeza sa temenima: M1 (x1, 0), M2 (x2, 0), 

M3 (x2 ,  Y2), M4 (x1, y1) bite Q = 2 
	

y2). 

Powlina trougla sa temenima: M,(x,,y„), M2 (x2, y2), 

M, (x 3 , y 3): 

1 r 	 1 X1  Yi 1  
LX1 Y2 — Y3) + X2(Y3 — Y1)+ X3(Y1 — Y2)1 =  — x2 Y2 1 

2 	 2 X3  y3  I 

Kosougle koordinate. Afine koordinate. Koordinatne ose 
TC 

	

nisu ortogonalne (sl. 1**). Ugao izmedu osa 	0M1 = x, 

OM, =y; MiM 11 Oy, M 2M 11 Ox. Ako su jedinice za merenje 

i OM, jednake, x i y su (obio'ne) kosougle koordinate. 
U opglem slue'aju razlieltih jedinica, koordinate se zovu afire. 

Polarne koordinate r i 0 (vidi 
sliku 1 str. 13): r je polarni poteg . 

OM, meren datom jedinicom diline; 
prema tome je r apstraktni broj, polarni 
ugao 0 se meri odnosom luka prema 
polupraniku. Veze izmedu polarnih i 
Dekartovih koordinata: 

x= r cos°, y= r sin 0; 

r = /x 2  + y 2 , 0 = arc tg — . Rastojanje izmedu dve take u po-
x 

larnirn koordinatama: d 2  = r21 + 1.22- 2 iv, cos (02- 01). 

Transformactja Dekartovih koordinata. 
1. Nove ose O'x'y' imaju isti pravac i smer, nov pc,- 

6etak 0' sa koordinatama a, b u odnosu na ose Oxy, tada su 

x= x 4- a, y= + b, 

gde su x', y' koordinate iste ta6ke u odnosu na ose 0' x' y' 
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Si. 5—Prava linija 

2. Poeetak je isti, osa Ox' eini ugao a sa osom Ox, tada su: 
x = x' cos a—y' sin a, y= x' sin a y' cos a. 

3. Opgti slueaj: 
x = x' cos a —y' sin a+ a, y = x' sin oc+ y' cos oc+ b. 

2.2. Geometrijsko mesto taeaka. Jednaeina linije 

Niz taeaka, eiji poloIaj zadovoljava odredene uslove, 
zove se geometrijsko mesto taeaka sa datim uslovima. Od 
naroeite vaInosti je slueaj kad geometrijsko mesto taeaka 
predstavlja liniju. Analitieka geometrija proueava geometrijska 
mesta taeaka pomoou jednaeina i, obrnuto, tumaei jednaeine 
pomoeu geometrijskih mesta. 

Primeri: 1. Geometrijsko mesto taeaka (skr. G. m. t.) 
M (x, y) podjednako udaljenih od taeaka M,(x 1 ,yr), M2 (x 2 , y2) 
ima jednaeinu: 

1 
 x (x2—x 	 (x12 + y12 x22 _y22) = 0 .  x(x2 — x1)+ Y(Y2 — Yl)+ (Y2 —  .Y0 + — 

2 
To je simetrala dui M1 M2 . 2. G. m. t. M (x, y) na istom 
rastojanju r od taeke C (a, b). Jednaeina 

(x — a) 2  (y—b) 2 —r 2  = 0. 

Kru'ina linija. 3. G. m. t. sa  stalnim odnosom k rastojanja 
taeke M (x, y) od dye stalne taeke F1  i F2 : F,M: F2 M = k. 
Apolonijev krug [II, 128]. Izvesti jednaeinu. 4. G. m. t. pod-

jednako udaljenih od date taeke F(2- , 0) i date prave eija 
2 

je jednaeina x = — —P  . Parabola sa jednaeinom y 2  = 2px. 
2 

G. m. taeaka je grafik funkcije y=f (x), koja izrahva 
geometrijsku osobinu polaaja taeaka pomoeu promenljivih 
koordinata x, y taeke datog mesta. Jednaeina y (x) je jed-
naeina grafika, linije datog g. m., izra'iena u raenom iii 
eksplicitnom obliku. F (x, y) = 0 je skriven, implicitan oblik. 
Najzad, x=f1 (t), y=f2 (t) — parametarski oblik. Ako taela 
sa koordinatama xo , y0  pripada datoj liniji imamo identitete: 
y, (x0) iii F (xo , yo):- 0, iii, najzad, xo  =f, (to), yo =f2 (to). 

Jednaeina krive u polarnim koordinatama: r = f (0), ili 
F(r, 0) = O. 
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Kriva sa jednaeinom P„ (x, y) = 0, gde je P„ (x, y) poll-
nom n-tog stepena po x i y, je algebarska kriva n-toga reda. 

2.3. Prava linija 

Oblici jednaeine prave kao algebarske linije prvoga reda: 
(1) Op.icti oblik: Ax + By + C = 0. Specijalni slueajevi: 

(1„). A=0, BOO, CO 0, prava Ox osi; (1 2). B=0, A00, 
COO. Prava II Oy osi. (1 3). C=0, A 0, BOO. Prava prolazi 
kroz poeetak koordinata. (1 4). A= 0, C= 0. Osa x. (1 5) B= 0, 
C = O. Osa y. (1 6). A= B = 0, pa i C = O. Prava ne postoji 
(u beskonaenosti). U opgtem slueaju A 0, B 0, CO 0 
polaaj prave zavisi od dva parametra; odnosa dva koefici-
jenta prema treeem. 

(2) Rekni oblik: 

y=ax+b, gde je: a= tg GC 

ugaoni koeficijent, b — poeetna 
ordinata, a — ugao prave sa Ox. 

(3) Normalni oblik (sl. 5): 

x cos + y sin p—n= 0; 

n — du2ina normale (n > 0) iz 
poeetka koordinata na pravu, p — ugao to normale sa Ox osom. 

(4) Segmentni oblik (sa otseecima): x /p +y1 q = 1; p, q = b 
odseeci prave na osama. 

(5) Parametarski oblik: x=x1 +1t, y = y1 + mt; x1 , Yi — 
koordinate taeke na pravoj, 1, m — brojevi proporcionalni 
kosinusima uglova prave sa Ox i Oy osom. 

(6) Vektorski oblik: V =V 1 + tV2 ; V1 = OM„, V2  = M1 M 2  
(mo2e biti jedinieni vektor), V= OM, gde je M proizvoljna 
taeka na pravoj, t — promenljivi parametar. 

PokaNmo kako se, radi zgodnijeg regavanja pojedinih 
zadataka, mote jednaeina prave u opgtem obliku transformi-
sati na druge oblike, a prema tome i makoji njen oblik u 
neki drugi. Bele2imo to u skraeenoj formi. 

Iz (1) u (2). Rdenje po y (B 0): 

A 
aX +b; a = —A1B, b=—C/B. 

25 



Iz (1) u (3). MnoIenje normirajuoim mnoziocem 

1 
= 

5. Uslov da tri 
pripadaju 	istoj 	pravoj. 

trougla sa navedenim 

Ako su x i y prornenljive, 
take u obliku determinante. 

6. Uslov da se tri 

	

Al  x + Bo) + 	= 0, 
seku u istoj taxi. 

take M(x, 
Neposredno 

temenima: 

imamo 

prave 

21 2x + B 2y + 

A l  B1  
A 2  B2  C2  
A3 B3 C3 

y), M 1 (x1 , 
iz obrasca 

an, = 0, ti.

jednainu 

C2 = 0, A 3x 

= 0 . 

y1). M2 (x2,  
za povrginu 

	

x, 	y, 	1 
v 

	

, 	-1, 	1 

	

x29 	Y2, 	1 
prave kroz 

+ B3y + C3 = 

y2) 

= 0. 

dye 

0 

+/A2 + B2  

Znak je suprotan znaku C. 
Iz (1) u (4). Deljenje sa 

—C (CO 0). p = —CIA, q= —CIB (A 00, B00). 

Iz (1) u (5). Od jednaine Ax+ By + C = 0 oduzimamo 
identitet Ax,+ Byl  + C 0, iz rezultata A (x—x 1) + B (y—y0= 0 
izvodimo jednaine (5): x =xi + Bt, y=y„—At, gde je t pro-
izvoljan broj. 

Vektorski oblik (6) neposredno sleduje iz parametarskog 

	

oblika: V (x, y), 	(x„, yr), V2 (1, m) = V2  (B, —A). 
Regenja osnovnih zadataka. 
1. Napisati jednainu prave, koja prolazi kroz datu 

taku M, (x„, y1). y—y„ = a (x —x 1) ili A (x —x„)+ B (y—y 1) = 0; 
ugaoni koeficijent a ili odnos A : B su neodredeni. Specijalno: 
x=x1  ili y=y1 . 

2. Prava kroz dve take: M1 (x 1 , yi), M2  (x2 , y 2). 

x—x, 
	. Ugaoni koeficijent a — Y2 	 

x 2  — x 1  Y2 Y1 X2 — X1 

cc izmedu dve prave sa ugaonim koe- 3. Odrediti ugao 
ficijentima a1  i a2 . 

	

tg= 	 
a2 —a 1  A, 11,— A,B, 

1 + aj a, A l  A 2 + BI B, 

Iz ovog obrasca sleduje: uslov paralelnosti pravih a2 = a1  ili 
A,: A 2  = Bl  : B2  i uslov normalnosti a1  a2  = —1, A 1A 2  + B1B2  = 0. 

4. Odrediti koordinate take preseka dve prave 

	

A i x + Bi y + 	0, A 2 x + B2 y + C2 =0. 

_,V = 	
C2 — B2 CI.  

	

Al  B2  — BIA 2 
	Y 	 , A ="4 1 /32 — B,A 2 0 O. 

A,B 2 —B,A 2  

C2 A„ 

Ako je A = 0, ali 24 1/A 2 0 C1/C2 , prave su paralelne; a ako 
je Ai/A 2 = Cl/C, prave se poklapaju. 

Ax i + Byi + C 
vA2 +  B2 

Ako je d> 0, data taka i paetak koordinata se nalaze 
sa raznih strana od date prave; za d<0 ove take su sa 
iste strane od date prave. 

8. Prava kroz presek dve date prave A i x + Ay+ C1 =0, 
A2 B2 y + C2=0. 

A l x + Bo,  + Ci + a (A2 x + B2 y + C2)= 0, 

gde je a proizvoljan broj. Dopunski uslovi: 1. i prolazi 
kroz datu taku M1 (x 1 , yr), tada je 

— (A i xi + B,y, + C„): (A 2 x1 + B2y,+ 

2. i paralelna pravoj A 3 x+B3y+ C3 = 0, tada je = —01/02 , 
gde su: 01 = B1/B3 —A l/A 3 , A 2 = B21B3 —A 21A 3 ; 3. i normalna 
na istoj pravoj, tada je A= gde su: = Ai/B3 + Bi/A 3 , 
82 = A 2 /B3 +132/A3 ; 4. i polove uglove izmedu datih pravih, 

tada je a = 	gde su: v1 — VA? + B12, v2  .._. 1/A22  4_ B22 .  

V2 
9. Napisati jednainu prave u polarnim koordinatama 

r i 0. Iz normalnog oblika (3) za OM= r neposredno sleduje 
traena jednaina r cos (3-0) —n = 0. 
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7. Odrediti rastojanje take M1  (x 1 , yi) od prave sa 
jednannom u normalnom i opkem obliku: x cos p + y sin p — 
—n=0, Ax+ By+ C=0. 

d = x, cosp + y, sin p n- 
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SI. 6 — Elipsa 

Uzmimo datu pravu za osnovu stalnog vektora 
Pliker-ova jednaina u obliku xB—yA = g = const. 
stalnost intenziteta vektorskog proizvoda vektora 

stavimo A =1 cos a, B =1 sin a, tada je 
OM proizvoljne take M (x, y) date prave i vektora 

10. Napisati tzv. Pliker-ovu jednaeinu prave 

poloIaja 

u ravni_ 
V (A, B). 
izra2ava 

V. Ako 

x sin a —y cos a = g:1= const: 

2.4. Krive linije drugoga reda 

2.41. KrOna linija 

Koordinate centra c (xc , y e), polupreenik r, jednaina 

kru2ne linije 	
(x — xc)2 	y  _302_ r2 .  

Centar na Ox osi, jednaina (x _ x02 +  y2 = r2 .  

linija sa centrom: xe = —D, ye = —E; kvadrat polupreenika 
r2 = D2 + E2—F>  0 (stvarni krug), <0 (imaginarni krug), = 

Jednaini x2  + y2  + 2 Dx + 2 Ey + F= 0 odgovara kru'ina 

Centar na Oy osi, jednaina x2 + ( y—ye)2  = r2 . 
Centar u poeetku koordinata, jednaina x2+ y2 = ra .  

(taka). Opgta jednaina drugoga reda 

Ax 2 + 2 Bxy+ Cy 2 + 2 Dx+ 2 Ey+ F= 0 

odreduje kru2nu liniju pod uslovima: A =C 0, B =O. Jed-
naine kruine linije eiji je centar c (x e , ye) u parametarskom 
obliku: x = x,+ r cos t, y = ye + r sin t ; ciji je centar u poeetku: 

x = r cos t, y = r sin t. U polarnim koordinatama p, 0 : 
p2 p2 2 Pc p cos (0 	—r 2  = 0. 

U polarnim koordinatama eiji je pol na kruInoj liniji i polarna 
osa — preenik: p = 2 r cos 0; sa polom u centru: p = r. 

2.42. Elipsa 

Ako ordinate taeaka kru2ne linije (sl. 6) polupreenika 
a eija je jednaina x2 + y2 = a2 , odnosno eije su parametarske 
jednaine x = a cos 0, y = a sin 0, skratimo u istoj razmeri 

x2 ,2

2  
PE : PK= b : a (b< a) , dobieemo jednainu — + = 1, odnosno 

a2 b2  
parametarske jednaine x = a cos 0, y = b sin 0, koje odreduju 
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krivu koja se zove elipsa. AA 1 = 2 a je velika, BB i = 2 b mala 

osa elipse. Taka 0 — centar elipse. Na velikoj osi, na 

rastojanju c = -‘/a2 —b 2  od centra, dve taeke F i F1— (fokusi) 

elipse. Druga definicija elipse: Elipsa je geometrijsko mesto 
taeaka u ravni za koje zbir rastojanja od dve stalne take, 
2i1e, ima stalnu vrednost (2 a). Kolienik c/a = e je ekscentrie-
nost elipse. Ordinata take sa apscisom c je parametar p = b2  I a 

elipse. Take A, A l , B, 111 
 su temena elipse. Dye 

prave paralelne maloj osi 
na rastojanju 

= ale = a21c > a 
od centra su direktrise 
(upravnice) elipse. FE = r 
i F,E = r1  su fokalni potezi 
take E elipse: 

= a+ ex, r = a—ex. 
Ako su d i d1  rastojanja 
take E elipse od direk-
trisa, r : d = : c/1  = e. 

Temeni oblik jedna-
tine elipse: 

y2  =2px 1— —x  
2 a 

u odnosu na ose paralelne sa osama Oxy sa poeetkom u 
temenu A 1 . 

Jedndoina elipse u polarnim koordinatama p, 0 : 

	 • p= 
1 e cos 0 

Pol je u zizi F, polarna osa prema blaem temenu A. 

G. m. sredina paralelnih tetiva (ug. koef. m 1) je pree-
nik elipse (dijametar) ug. koef. m2 . Obratno, tetive pravca 
m2  daju preenik (dijametar) pravca m 1 . Pravci preenika i 
tetiva su konjugovani, m 1  m 2  = —b2/a2. Duline konjugovanih di-
jametara 2a1  i 2b1  sa m1 = tg cc, m2  = —tg (3 (cc i (i su uglovi 
sa velikom osom) zadovoljavaju dye invarijante:a12 + b12  = a2  + b2 ; 

29 



/A2 	 0 

Si. 10 — Konstrukcija elipse po talcums 

a1  b1  sin (tx + (3) = ab. Normalni konjugovani dijametri su glavni 
dijametri u pravcima osa simetrije elipse. 

Jedna6na tangente na elipsu u taki Mi(x„ y1) 
xx, yy, 

a2 	----b-2 = 1 - 

Jednaina normale 
(x—x 1) a2  y1 —(y—y 1)b2  x,= 0. 

Osobine: Tangenta na kraju jednog dijametra ima pra-
vac konjugovanog dijametra. Tangenta i normala polove uglove 
izmedu pravaca dva fokalna potega iste taele. Ako je ta6k a 

xx, yy„ 
M1  (x1 , y1) van elipse, jednaina — + 	= 1 odreduje po- 

	

a2 	b2  
laru elipse za taku M1 . Polara spaja take dodira tangenata 
na elipsu iz taeke M1 . 

Konstrukcije elipse 

1. Koaanu petlju od nerastegljivog konca 
i/ du2ine 2 (a + c) zategnimo trouglom FF,MF 

(sl. 7) oko dva klin6iea F i F1  u6vrkena na 
hartiji. Zate2uoi konac, kraj olovke M crta elipsu. 

2. Dva koncentri6na kruga polupreenika 
a i b (sl. 8). Take K i K2  na proizvoljnom 
polupreeniku OK. Taka E elipse je presek SI. 7 — Kon- 

strukcija elipse 1 normale K P na osu Ox i prave K2  E para-
lelne toj osi EP:KP=b:a. 

SI. 8—Konstrukcija elipse 2 SI. 9 a, b—Konstrukcija elipse 3 

3. Krajevi du2i PQ (sl. 9 a) du2ine a se kreeu po osama 
Ox i Oy. Taka E to du2i sa EP=b crta elipsu. Varijanta: 
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krajevi du2i PQ (sl. 9 b), du2ine a—b se kreett po osama.  
Ox, Oy. Taka E sa EQ = a crta elipsu. Kao gto je poznato, 
navedeno kretanje du2i PQ ostvaruje tzv. Kardanovo kretanje, 
koje se mole ostvariti i kotrljanjem bez klizanja kruga odre-
denog polupranika unutra po krugu dvostrukog polupranika_ 

4. Sa datim konjugovanim pre6nikom A l  A2 i polupree-
nikom 0 B1  (sl. 10) taeke elipse se mogu konstruisati prema 
postupku pokazanom na slici 10. 

5. Priblana kon-
strukcija elipse se mo-
te izvrgiti i pomoéu 
krugova krivine (str. 
153) u temenima elip-
se (sl. 11). Iz take 
K se spuita normala 
na pravu A B 1 . Produ- A 
2ena., ona see Ox i 
Oy ose u centrima C1 

 i C2 krugova krivine 
za temena A i B l . Odgo-
varajuéi delovi tih kru-
gova priblano se spa-
jaju prigodnim krivim 
linijama pomoeu kri-
volinijskog lenjira. 

Povrgina elipse iznosi It ab. Ona se deli na jednake 
delove podelom kruga polupre6nika a, jer svakom kru2nom 
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Sl. 11 — Pribliina konstrukcija elipse 



SI. 12 — Hiperbola 

imamo jednainu jednakostrane hiperbole u odnosu na asimptote 

= a2/2 = const. 

Hiperbola je grafik obrnute proporcionalnosti. Ova oso-
bina vazi i za proizvoljnu hiperbolu u odnosu na odgovara-
jae kosougle ose, asimptote hiperbole (sl. 13 a, b). 

b. 

sinh p = (em—e -v) hiper- 

bolieke funkcije koje zadovoljavaju uslov cosh 2 x—sinh2 x = 1. 
G. m. sredina paralelnih tetiva (ug. koef. m 1) je pre& 

nik (ug. koef. m 2). Pravci tetiva i preenika hiperbole su 
konjugovani, m 1 m 2 = b2 /a2 . Glavni preaici su ose simetrije. 

Dve hiperbole x2/a2 y 
2/b2  = 1, x2  1 a2  — y 2  1b2  = — 1 su 

konjugovane. One imaju zajedni6ke •asimptote. 
Jedna6ine tangente i normale za hiperbolu 'eija je jed-

ngina x 2/a2 —y 2/b2  1 u taki M (x i , 	su: xx1/a2 —yy1lb2  = 1, 

3 Visa matematika 
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U parametarskom ob- 	a. 
liku jednaeine hiperbole  se 
mogu napisati na dva naina: 
1. x = a/cos t, 	y = b tg t. 
2. x= a cosh (p, y b sinh 

gde su cosh p = 
1
2 (e9+ 

Si. 13 	Hiperbole u odnosu 
na asimptote 

sektoru Qk odgovara povrgina e1ipti6kog ekscentri6nog sek- 

tora Qs, = —
b 

Qk; elipsa je projekcija kruga na ravan sa uglom 
a 

p izmedu ravni, pri emu je cos p = b/a. 

Priblane vrednosti periferije L elipse se daju tablicom 

vrednosti L/a u funkciji odnosa b/a. 

b/a 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 

L/a 4,064 4,202 4,386 4,603 4,844 5,105 5,382 5,672 5,972 

2.43. Hiperbola 

Hiperbola je g. m. t. u ravni za koje razlika rastojanja 
od dve stalne take ima stainu vrednost. Stalne take F i F1  

(sl. 12) su Z-ile(fokusi) hiperbole. Stavimo FF1 = 2 c. Sredina duzi 
FF1  je centar hiperbole. H je pro-
izvoljna taeka hiperbole. HF= r, 
HF,=r, su fokalni potezi tajke H. 
Prema definiciji HF,— HF= 
= r„—r =const = 2a (desna gra-
na), r—r1 = 2a (leva grana). Jedna 
Gina hiperbole je 

x2/a2 —y2/b2  = 1. 

AA 1 = 2a je realna osa hiperbole, 

BB,= 2b, sa b= C2  —a2, je ima- 
ginarna osa. Dijagonale pravougao- 

nika 'dije su dimenzije 2a i 2b su asimptote hiperbole 6ije su 

jednaelne y = ±bx/a iii x2/a2 —y 2/b2  = 0. Jedna6ine elipse i 
hiperbole imaju osobinu da jedna prelazi u drugu posle zamene 

b sa bi (i= + —1). Jednaeine hiperbole u regenom obliku 

y = ± —b /x2 —a2 . Koli6nik c/a = e> 1 je ekscentricnost hiper-
a 

bole. Vrednost fokalnih potega: r =ex—a, r1 = ex + a (za desnu 

granu) i r =a—ex, r1 = —a—ex (za levu granu). Take A i 

A l  su temena hiperbole. Dye prave paralelne imaginarnoj osi 
na rastojanju A od centra sa A = a/e=a21c <a su direktrise 
(upravnice) hiperbole. Njihove jednaine x = 0, x= —A. Ako 
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ozna6imo sa d rastojanje take H od prve direktrise i sa d 3 

 od druge, onda je r :d = r,:di =e. 

Temeni oblik jednaigne hiperbole 

y2 = 2px 	1) 
2a 

gde je p = b2/a parametar hiperbole, ordinata take hiperbole 
sa apscisom c. 

Ako je a=b, hiperbola je jednakostrana sa jednginom 
x2 _ y2 = az. Ako za nove ose OF„ 07) uvedemo simetrale 
uglova izmedu koordinatnih osa Ox, Oy, posle transformacije 

koordinata 



Povr.fina hiperboliekog sektora 

U integralnom raunu se pokazuje da je povrgina Q 
hiperbo:ielog sektora, omedenog delom OA ose x, lukom 

AH hiperbole i potegom OH take H hiperbole ima vrednost 

Q= +
Y a b 

2.44. Parabola 

Parabola (sl. 15) je g. m. t. u ravni podjednako uda-
ljenih od stalne take 	fokusa) i stalne prave (direktrise). 

Temeni oblik jednaeine parabole 
y2 = 2px,  

gde je p parametar parabole, tj. ordinata take parabole 
sa apscisom zize x=p12. Teme parabole, poeetak koordinata, 
polovi rastojanja izmedu iize i direktrise. Osa Ox je osa 

simetrije parabole. Fokalni poteg FM= r = + x. Ekscentrie- 

SI. 15 — Parabola 

nost parabole e = 
d 	 2 

= 1. Jednacina direktrise x= --P  . Za pa- 

ralelne tetive (ug. koef. m) jednaina preenika je y=p1m• 
Jednaina tangente u taki M1 (x 1 , y,) na parabolu: 

YY1 =13  (x + x1). 

3* 
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M 

D 	K 

SI. 16 — Parabola kao 
grafik kvadratne funkcije 

Si.

F, 	F 

 14 — Crtanje hiperbole 

(x —x1) a2 y1  + (y—y,) b2  x1 = 0. Tangenta i normala polove 
unutragnji i spoljagnji ugao izmedu fokalnih potega. 

Jednaina hiperbole u polarnim koordinatama je ista 
kao u jednaina elipse, samo ekscentrienost e ima vrednost 
veal od jedinice. 

Konstrukcija hiperbole 

1. Lenjir AB (sl. 14) prievrstimo eicdom za hartiju, u 
Meld F1 , tako da se mote oko ove take slobcdno okretati. 
Za kraj B lenjira zakaeen je nerastegljiv konac, koji je drugim 
svojim krajem, vezan za taku F na hartiji. Duz lenjira mote 
slobodno kliziti kuka M, kroz koju prolazi konac. Olovku, 
kojom izvlaeimo hiperbolu, deiimo tako da joj vrh ostaje stalno 
priljubljen uz kuku. Prema tome konac treba da ima polaaj 
FMB i njegov deo MB treba stalno da lezi na lenjiru. Ako 
lenjir okreeemo oko take F1 , &Lei konac pri tome zateg-
nut, vrh olovke M opisuje hiperbolu. 

Si. 14a — Krivina hiperbole 
kod temena 

2. Ako je Ho  (%,74,) data taeka u ravni, ordinata 
take jednakostrane hiperbole sa apscisom se odreduje iz 
jednacinerl = gor,0  kao eetvrta proporcionala iz proporcije 

71: 710= 

Prelaz na raznostranu hiperbolu opgteg slueaja se vrgi pro-
menom tetiva upravnih na simetralu ugla izmedu O i 071 u 
istoj srazmeri. 

3. Za priblanu ocenu krivine (str. 154). hiperbole kod 
temena A (sl. 14a) odreduje se centar kruga krivine, taka 
C, kao presak Ox ose i normale na asimptotu iz take pre-
seka asimptote i tangente na hiperbolu u temenu A. 
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Jednaina normale y—y, = 	(x—x1). Tangenta polovi ugao 

izmedu fokalnog potega i negativnog pravca Ox ose. Nor-
mala polovi uporedni ugao prethodnog ugla. 

Jednaina parabole u polarnim koordinatama p, 0 sa 
polom u zizi F i polarnom osom prema temenu: 

P 	 sec 1  O. 
1 +cos() 	2 	2 

Jednaina para-
bole kao grafika kvad-
ratne funkcije y=ax2  
(sl. 16). Jednaina tan-
gente u taki M1 (x1 , y 1) 
na parabolu y= ax2  
ima oblik: 

y = ax, (2 x —x1). 

Tangenta polovi apscisu take dodira. 
Parametarske jednaeine parabole: x=2pt2, y=2pt. 
Jednaina parabole sa parametrima: tetivom I i strelicom 

h (sl. 17): 
4 h x (/—x) 

Y= 
I 	1 

U opgtem slueaju, kvadratnoj funkciji y = ax2  + bx+ c 
odgovara parabola sa temenom u taki xo  = —b:2a, 

yo = --
1

a 
 (b2 -4ac) 

4 

i simetralom u pravcu Oy ose eiji je otvor u smeru te ose 
za a> 0 i u suprotnom smeru za a< 0. 

Jednaini x = ciy2 + by + c, iii u obliku regenom po y 

b 	I x b 2 -4ac 
Y 	 -V a + 4a2  

odgovara parabola eije je teme u taki x 0  = —(b 2 -4ac): 4a, 

Yo = —b/2a. 
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Si.
C.  

 17 — Parabola na tetivi sa strelicom 

Konstrukcija parabole 

1. Neka lenjir L (sl. 18), evrsto utvrd3n na stolu, odre-
duje polaaj direktrise; i pretpostavimo da pravougli trougao 
T, svojom katetom NA, mole kliziti dug tog lenjira. Posta- 
vimo, prvo, drugu katetu NB tog 
trougla tako da se na njoj nalazi 
ziza F. Zatim uzmimo konac i 
jedan njegov kraj uevrstimo u 
taki F na stolu. Kuku M, koja se 
mote kretati po kateti NB, sta-
vimo na sredinu rastojanja izmedu 
iize i direktrise. Konac provucimo 
kroz kuku do kraja B katete i 
to mu prievrstimo drugi kraj. 
Ako kateta NA trougla poene da Si. 18 — Crtanje parabole 
se kreee nagore, kraj olovke, pri- 
irvrseen za pokretnu kuku, pri stalno zategnutom koncu, 
opisaee parabolu, jer ee stalno biti FM= NM. Kuka se pri 
tome ne sme odvajati od katete NB. 

2. Odmerimo na pravoj y = b od Oy ose niz jednakih 

duEna a. Take preseka prave y= —
b

x, gde je k ceo broj, 
ka 

sa pravom y= ks, pri s :a = a= const, pripadaju paraboli 
y2 =bax (sl. 19a). 

SI. 19 a, b — Crtanje parabole po taRcami 

3. Levo od poeetka koordinata odmerimo duzinu OA = 2p 
(sl. 19b), a desno apscisu x tralene take parabole. Ordinata 
y te take se odreduje poznatom konstrukcijom srednje pro-
porcionale za du2i. 2p i x. 
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a11 a13  

pod 
Klasifikacija krivih drugoga reda, prema vrednostima 

navedenih invarijanata, nac2e se prikazati ovom tablicom. 

S = An -1-  A22 = 
a22 

a32  

uslovima: J2 = 0, = 

5 

stvarne 

8 
S <0 

stvarne 

4. PribliIna konstrukcija luka parabole oko temena 
mole se izvrgiti pomoeu kruga krivine sa polupre6nikom p. 

2.45. Op§ta jednaina drugog stepena 

Opgta jednaeina drugog stepena 

(1) F (x, y) = all x2  + 2 a12  xy+ a22y2  + 2 an  x + 2 a23 Y + a33  — 0 
odreduje liniju koja se zove kriva drugoga reda iii konusni 
presek. Koeficijenti te jednaeine mogu se napisati ovom ma-

trienom tablicom (str. 205) 

an a12 a13 
a21 a22 a23 
a31  a32 a33 

 pri eemu je u nagem slueaju a12  = a2/  , a13  = a3/ , = a32  , tj• 

matrica je simetriena. 
Prema matrienoj tablici drugi oblik jednaeine (1) 

(1') F (x, y)= (a„ x + a/2  y + a/3) x + (a„ + 122 )7  a23) 

+ a31  x + a32 y + a33  = Fi  (x, y) • x + F2  (x, y) • y + F3 (x, y). 

Pojmove determinante kvadratne matrice i algebarske 
dopune iii kofaktora svakog elementa te determinante sma-
tramo kao poznate (vidi gl. VI). Tako za dopunti elementa, 
napr. a12 , imamo Al2= (-1) 1 +2 021  1, 1+2  ..a21 a33 —a23 a31)• 

Pri transformaciji koordinata x, y na nove koordinate E, 
prema obrascima x = E cos a-1 sin a+ a, y = E sin a + cos a + 

+ b, gde su a, b koordinate novog poeetka i a je ugao 
obrtanja, dobiva se transformisana jednaeina ,  

f( , 7)) =alt 	 2ci12 E11-Fa22  + 2a; 3  E+ 2a23  1+a; 3 _ 0 

Funkcije koeficijenata, koje ne menjaju svoje vrednosti 
pri transformaciji koordinata, su invarijante u odnosu na datu 

transformaciju. 
Jednaeina (1) ima ove invarijante: 

+ a22 	= A33 = 

tj. npr. all  + a22  = a t  t + a22  
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Sem toga, postoji jog tzv. uslovna invarijanta 

Pogto se znak uslovne invarijante S, usled veze SA 22  = 

= A 2/2  + A , poklapa sa znakom A 22  = all  a33  — a21. 3 karakter pa-
ralelnih pravih mope se odrediti ne samo znakom invarijante 
S, vee i znakom veliseine A22. 

Nabrojimo sad kanoniene jednae'ine onih krivih drugoga 
reda, koje odgovaraju brojevima tablice. 

1. x2/a2 y2//32 - 1 .= 0 ,  (—x2/a2—y2/b2  ± 1 ) Stvarna 

elipsa. 
2.

x21a2+ y2/b2 ± 1 = 0, (_x2/a2 _y2/1)2_ 1 = 0). Imaginar- 

na elipsa. 

39 

all a12 

a21 a22 
9 J3 = a21 a22 a23  

a31  a32  a33  

all a13 
a31  a33  

a23  

a33  

.12 

Kriva sa centrom 

"= 0  
Kriva b:z centra 

./2 >0 	I J2 <0 

1 
.1, .13  < 0 

4 6 

stvarna 
elipsa 

2 
J1J3  > 0 

imaginarna 
elipsa 

hiperbola Parabola J3 00 

Kriva 

Neparalelne prave Paralelne prave 

J3 = 0 

Skup 
dye prave 

3 

Imaginarne 

7 
S> 0 

imaginarne 

• 9 
S=0 

dvostruka 
prava 



3. x2/a2  + y2/b2  = O. Dve imaginarne prave. Stvarna ta6- 
ka (x = y = 0). 

4. ±x21a2 ±y2/b2 — 1 =0, (Tx2/a2 ±y2 /b2  + 1 = 0). Hiper-
bola. 

5. x21a2 —y 2 1b2 = O. Dve prave koje se seku. 
6. y2  —2px = O. Parabola. 
7. x2  + 1 = 0. Dve paralelne imaginarne prave. 
8. x2  — 1 = 0. Dve paralelne prave. 
9. x2  = 0. Dve prave koje se poklapaju. 

Odredivanje krive sa centrom 

Centar krive je ta&a koja polovi sve tetive koje prolaze 
kroz to taCku. Koordinate centra krive (1) se odreduju iz 
uslova: 

=x +a, 2  y + a,3  = 0, 
(2) 

F2 = a21  x + a22 y + a2, = 0. 

Ovaj sistem jednaina mole: 1. imati odred.mo regenje 
kad je J200. Kriva je sa centrom. 2. nemati reg mja kad je 

= 0, 400. Kriva je bez centra. 3. imati beskrajno mnogo 
regenja kad je .12 = 0, J3 = 0. Kriva degenerige u dve paralelne 
prave sa g. m. centara — pravom linijom. 

Posle transformacije koordinata u cdnosu na nove ose 
0' paralelne starim sa paetkcm u centru 0', jednaina 
(1) dobiva tzv. centralni oblik: 

	

all 2 + 2a 12 	+ a22 + J3/J2 O• 

Posle drug:: transformacije koordinata, posle prelaza na 
tzv. glavne ose 0' XY, imamo 

2412 	± an  112  J3/J2 EF--- Xi  X2  + X2  Y2  + J3/J2 = 0, 

gde su, prema vrednostima invarijanata J 1  i J2 , X1  i X2  regenja 
tzv. karakteristiene jednaeine 

all — X an

—A a21 	a22 

Eiji su koreni uvek realni. 

Posle zamene X1,2 	
J3 1 

— dolazimo do kanonienog 
ri2 ,2 

oblika jednaeine krive sa centrom X21r12 ± Y 2/r22 -1 = 0; r1  i r2  
su glavne poluose krive. U vezi sa znacima korena X 1 , 2 , od- 
nosno veli6ina r 21 , 2, imamo: elipsu, realnu iii imaginarnu, iii 
hiperbolu. Pri J3 = 0 imamo degenerativne slu6ajeve: Mau ili 
dve prave koje se seku. Za ugaoni koeficijent m 1 ,2  glavne 

1 f, 
= (11,2 — all) = 

a12  

a12 

A1 ,2 —an 
Ugao cc poluose r, na OX osi mole se odrediti iz je- 

dnaine tg 2a=  2a12  

all—  a22 

Odredivanje krive bez centra 

Pod uslovima J2 =0, ./300 opgtoj jedna6ni (1) odgovara 
parabola, kriva bez centra, sa kanonicnom jednaeinom Y 2-2pX= 

= 0, gde je p njen parametar sa vrednoku p = —J31.113,• 
Osa simetrije O'X parabole se odreduje jednginom 

(*) 	 all x + y + R = 0, 

gde je R = 
an (au — ana23) Teme 0' parabole se nalazi u 

a2 	a2 
12 

preseku prave (*) i prave sa jednaCinom b 1  x+ b, y+ bo = 0, 
gde su 

b, = 2 (a„ R-1111 a13), b2 = 2 (a12  R—a„ a23), b0  = R2  — a„ a33. 

U izuzetnom slue'aju, kad su b1 = 0, b2  = 0, a to zna'C'i 
R = a13 i  b0 = a213 — a11 a13 = —A22, imamo dve paralelne prave 
sa jedna6inom 

(an  x + a12  y + a13)2  + A22 = 0 • 

Pogto A22 i S imaju isti znak, navedena jedna6ina odre-
duje karakter i polo2aj para paralelnih pravih. 

= X2  —J1 A+.12 =0, 

ose, gto odgovara korenu [X 1 ,2 , imamo 
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Kriva drugoga reda kao konusni presek 

Krive drugoga reda mogu se dobiti kao preseci povr-
§ine pravog kru2nog konusa i ravni (sl. 20). Konusnu po-
viginu uzimamo produienu i na drugu stranu od vrha; prcma 
tome imamo dva krila konusne povrgine. 

Si. 20 — Konusni preseci 

U preseku ravni samo sa jednim krilom, kad ravan sae 
sve proizvodilje — imamo elipsu cdnosno krug, a kad po-
stoji proizvodilja paralelna ravni preseka — parabolu. Kad 
ravan see oba krila imamo hipz,rbolu. Kad ravan prolazi 
kroz vrh i 1. ne see konusnu povrginu imamo ta6ku, a kad 
2. sae — imamo drugi degenerativni slueaj — dve prave 
sa presekom u vrhu. Najzad, kad se konusna povrg;na pre-
tvara u povrginu kru2nog cilindra, preseci su: elipsa, cdno-
sno krug, i dye paralelne prave. Presek u obliku dvostruke 
prave odgovara slueaju kad polupranik kruga vodilje konu-
sa, odnosno cilindra, te2i null. • 

2.5. Neke algebarske i transcendentne krive 

Algebarska jednaina n-toga reda 
(1) 	 P„ (x, y)= 0, 

gde je P„ (x, y) polinom n-tog stepena po x i y, odreduje 
algebarsku funkciju y (x) u re.fenom, eksplicitnom obliku y = f (x), 
kad se jednaina (1) pretvara u identitet 

P„(x, y (x)) ---0 

za sve vrednosti x u odredenoj oblasti. Ako algebarsku funkciju 
y (x) ne mo2emo izraziti obrascem, jednaina (1) odreduje 
algebarsku funkciju u neregenom, implicitnom obliku. 
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Funkcija y (x), koja ne zadovoljava nikakvu algebarsku 
jednginu, je transcendentna funkcija. 

Prou6ili smo pravu liniju i konusne preseke kao alge-
barske krive prvog i drugog reda. Sad predimo na nabroja-
vanje algebarskih krivih vigega reda. 

2.51. Algebarske krive vffega reda 

1. Funkcije stepena: y = c xn, gde su c i n konstante 

(n je racionalan broj). Za n> 0 imamo krivu parabolielog 

tipa, za n < 0 — hiperboliaog tipa. 

Primeri: a. y = ax3  (kubna parabola, sl. 21). b. y = ax312  

(polukubna parabola, sl. 22). 

0 

 

0 

   

    

Si. 21 — Kubna parabola 	SI. 22 — Polukubna parabola 

U primenama se upotrebljavaju funkcije stepena sa 
n= 1, 2, 3, 4, 5. Za crtanje tih krivih po taaama se upotreb-
ljava metoda slicna metodi, koja je navedena na sl. 19 za 
slu6aj n= 2. 

Za n < 0 navodimo ove slueajeve: 1. n= — 1, obi'ona 
jednakostrana hiperbola u odnosu na asimptote, kriva drugoga 
reda; 2. n= —2, hiperbola treOega reda, jer je yx 2  = const. 

jednaina tredega reda. 3. Jedngini yxP = const. (p > 1) 

odgovara hiperbola vigeg, (p + 1) — toga reda. 

Primeri: a. n - — 1, obi6na hiperbola. h. n= —2. hiper-
bola treeega reda (sl. 23 a, b). 

2. Grafici polinoma y = a„ x" + 	x" -1 + • • • +a1 x + 

su parabole opgteg oblika. 
Primeri: a. y = x3  + cx, b. y = —x3  + cx (sl. 24 a, b). 
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SI. 25 	Dioklesova cisokla  26 — Dekartov list 

3. Neke specijalne algebarske krive. Navedimo nekoliko 
poznatih algebarskih krivih sa odgovarajuaim jedna6inama u 
Dekartovim i polarnim koordinatama i osobinom kao g. m. t. 

a. y 	 b. 

Si. 24 — Parabole 
treeega reda 

a. Dioklesova cisoida (sl. 25). 

y2 (2 a—x)= .10; r= 2 a sin2 0/cos 0. 

G. m. taeke M na pravoj OC na rastojanju OM=DC. 
b. Dekartov list (sl. 26). 

x3 + = 3 ax 	r —
3 a sin 0 cos 0 y3 y; 
sin3 0+ cos3  0 • 

Parametarski oblik: 

x=3 at:(1±t3), y=3at 2 :(1+t3), t(-00, +oo). 

Si.

B  

c. Agnezijev uvo/ak (sl. 27). x 2y = 4 a2  (2 a—y). G. m. 
take M sa ordinatom take P na krugu polupre6nika a i 
apscisom taeke Q na pravoj AB paralelnoj osi Ox. OPQ je 
promenljiva prava sa stalnom taekom 0. 
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cos 0 
G. m. ta6aka M i M' na pravoj iz stalne ta6ke A (OA = a) na 
istim rastojanjima KM= KM' = KO od preseka K te prave sa 
Oy osom. 	 IY 

SI. 28 — Strofoida 

d. Strofoida (sl. 28). 

(a— x) y 2  = (a+ x) x2, r= 

K 

a cos 2 0 

Q B 

0 X 

SI. 27 — Agnezijev uvojak 

e. Konhoida (sl. 29). 
(x2+ y2) (x b)2 = a2x2 ; r= b/cos 0 ±a. 

G. m. ta ✓aka M i M' na pravoj iz stalne taeke 0 (OA = b) 
na istim rastojanjima KM= KM' = a od preseka K te prave 
sa pravom x = b. 

f. Kasinijeve ovale (sl. 30). 
(x2 + y2 ) 2 -2 c2 (x2 _ y2) a4 c4 ; 

12 	3 	4 	5 

SI. 29 — Konhoida SI. 30 — Kasinijeve ovale. 
Bernulijeva lemniskata 

r2  c2  cos 20+_ C 4  cost  2 0— (c4—a4). 

10 9 	8 
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SI. 31 — Paskalov puz. Kardioida 

G. m. t. M za koju proizvod r1 r2  dva fokalna potega 

ri = F1M, r2  = F2M sa F1F2  = 2 c ima stalnu vrednost a 2, tj. 

rira = a2  Specijalni slueajevi: a. a<c, dva odvojena dela. 
13. a> c, zatvoreni oblik. y. a= c, dva dela se spajaju u jednoj 

Bernulijeva lemniskata. 6ija je jedna6ina 

(x2 +  .y2)2 — 2 c 2  (x2 —y2) 0 ,  r2 2 a2 cos 2 0. 

g. Paskalov puz. (sl. 31). 

x2 + .y2 = ax + b Vx2 + .y2 ; r = a cos() ± b. 

G. m. ta6ke M odnosno M' na pravoj tetive OP iz ta6ke P 
na stalnom rastojanju PM = b odnosno PM' = I b . Kada je 

b = a, imamo kardioidu r = a (1 + cos 0). 
h. Krive cveta sa 

list ieima. Naraitu vrstu 
algebarskih krivih 6ine 
krive, 6ije su jednaeine u 
polarnim koordinatama 
vrlo jednostavne. To su 
krive u obliku cvetioa sa 
nekoliko listiea. Navedi-
mo nekoliko takvih krivih. 

a. Cvet sa tri listioa (sl. 32 a, b). 

r = a sin 3 0 ; (x2  I .y2)2_ ay  (3 x2 _ y2) 9  

r = a cos 3 0; (x2 + y2)2 = ax (x2 _ 3 y2). 

Krive su 6etvrtoga reda. 

a. 

Si. 32 a, b — Dva trolistnika 
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13. Bez izvodenja algebarske jednaeine u Dekartovim 
koordinatama spomenimo jeg ove krive: 1. r = a sin 20 i 
2. r = a cos 2 0— dva 6etvorolistnika (sl. 33 a, b) i 3. 
r = a sin 4 0— osmolistnik (sl. 33c). 

SI. 33 a, b, c — Dva C'etvorolistnika i osmolistnik 

2.52. Neke transcendentne krive 

1. Eksponencijalne krive. Jedna6ine y= ax iii 

y = Ca' (a >0). 

Specijalan valan slue'aj: y = ex ili 

y= Cex 	2,718281828459;----2,718), 

gde je e osnova prirodnih logaritama. Grafici ovih funkcija 
su poznati iz Elementarne matematike (sl. 34). 

2. Funkcija inverzna eksponencijalnoj je logaritamska 
(sl. 35). Valni slUajevi: dekadni iii Brigzov logaritam, 
sa osnovorn 10 i prircdan iii Neperov logaritam, sa osnovom e. 

3. Hiperboliake funkcije: 

sinh x = 2 
1 (ex 	

2

1 e _x) 	(e2x _ 1) 9  

ex 
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0 	A 

Si. 34 — Ekspaaencij line krive 

4. Areafunkcije. Funkcije inverzne hiperboliaim funkci-
jama su areafunkcije. Oznaka y = Ar sinh x (eita se: Area 
sinus hyperbolicus). Inverzija x = sinh y. Naziv Area - povr-
gina, sleduje iz geometrijskog tumaoenja povaine hiperbolij-
skog sektora (str. 192). Vrednosti: 

SI. 35 — Krive logaritama 

Si. 36 — Laneanica 

cosh x =x = 	
1 

x 
(_ _ _ _ ex + e-x)=_ 

2  e
(e2x +1),  

 

1 	ex +e- x 

	

tgh x=  - 
ex -e-x 

-
e2x -1 

, cotgh x - 	= 	 

	

ex + e —x e2x + 1 	 tg h x ex - e -x 

Izmedu tih funkcija postoje ove veze: 

	

sinh x 	 1 	cosh x 
cosh' x-sinh2  x = 1 tgh x = 	, cotgh x - 	- 	 

' 

	

cosh x 	 tgh x sinh x 

cosh x + sinh x = ex, cosh x- sinh x = e-x. 

Ar sinh x = log (x + \ + 1), 

Ar cosh x = log (x± Vx2 -1), x 1, 

Ar tgh x = —
1 

log 
 1 +x

, - 1<x< 1, 
2 	1-x 

Ar cotgh x = —
1

log 
x +1 , -1 > x > 1. 

2 x- 1  

5. Lancanica (sl. 36). y = 2 —
a 

(e °  + e a
), a > 0. G. m. t. 

tegkog konca, stalne linearne 
gustine, ifovrgeenog u dvema 
ta6kama. 

6. Kriva saturacije (sl. 37). 
y = a (1 - e —k ' . Kad x 00 , 
y te2i a. 

7. Kriva verovatnoee (sl. 
38). y = ae-x'. Kad 	00, y 
teii 0. 

8. Spirale: cc. Arhimedova (sl. 39a). r = a0. 	Hiperbo- 
lieka (sl. 39(3). r = a0-1 . y. Parabolieka (sl. 39y), (r-a)2  = 4ac0. 
8. Logaritamska (sl. 398), r = aem° (m>0). e. 2ezlo (sl. 39e), 
r2 0 = a'. 

	

SI. 37 — Kriva saturacije 	 SI. 38 — Kriva verovatnoee 

9. Ciklieke krive. Krug k polupre&iika r se kotrlja 
bez klizanja po nepokretnoj osnovi, pravoj iii krugu K polu-
pre6nika R, spolja iii unutra. Ta6ka M, 6vrsto vezana za 
krug k, opisuje krivu, koja se zove ciklieka kriva (ciklida). 

a. Ako je osnova prava, taaa M opisuje trohoidu (sl. 40). 
Moe biti tri slOaja: a. Cikloida. Jednaine u parametarskom 
obliku: x = r (t -sin t), y = r (1 --cos t). (3. Razvueena cikloida. 
Jedngine: x = r (t- e sin t), y= r (1 -e cos t), e <1. y. Zbijena 
cikloida. Jedngine: iste kao prethodne sa e> 1. Parametar t 
ozna6ava ugao obrtanja kruga k, meren u radijanima. 

b. Krug k se kotrlja po krugu K spolja. Kriva se zove 
epicikloida (sl. 41). Jedngine u parametarskom obliku 

	

x = r (m, sin 4? - sin ml 	y = r (mi  cos 4i —cos In, q,), 

A Y 

O 
	

X 
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Kao i cikloida epicikloida i hipocikloida mogu biti i raz- 
vu6ene i zbijene u vezi sa pololajem take M, koja crta krivu; 
taka kruga k daje razvu6ene krive, a van toga kruga zbijene. 

Ako su polupranici r i R samerljivi, posle odredenog, 
konanog broja obrtanja, pokretni krug k se vraea istom 

YA 

SI. 41 — Epicikloida 

talcom svoje periferije u istu taku periferije nepokretnog 
kruga K. U ovom slaaju ciklida je algebarska kriva; u slu-
6aju nesamerljivosti kriva je transcendentna. Vredi spomenuti 
dva specijalna slaaja: 

1. Pri r = R epicikloida se pretvara u kardioidu. 

2. Pri r = — 
1  

a hipocentroida uzima oblik centroide (s1.43) 
4 

sa jednainom u Dekartovim koordinatarna x 213 + y2/3 = a213, 
u parametarskom obliku: x = a cos3  0, y = a sin3  O. 

Geometrija ciklVekih krivih stoji 
u neposrednoj vezi sa kretanjem jed-
nog objekta prema drugom, kruga 
prema pravoj iii jednog kruga prema 
drugom. Teorija kretanja, kirematika, 
u6i da svakcm kretanju odgovara 
obratno, inverzno kretanje; u nag2m 
slaaju to su - kretanja prave po krugu 
i ranije nepokretnog kruga K po 
krugu - k, koji je" sad nepomiZan.. 
Takva obratna kretanja su izvor novih 
krivih. Ovde neoemo ulaziti u pro- SI. 43 — Centroide 
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Si. 42 — Hipocikloida 

gde je 	—R  1. 	je ugao polupre6nika R take dodira 

krugova sa Oy osom. 

SI. 39 — Spirale. a. Arhimedova; p. Hiperbolieka; 
y.. Paraholieka; S. Logaritamska; E. 2ezlo 

c. Krug k se kotrlja po krugu K unutra (R>r). Kriva 

se zove hipocikloida (sl. 42). Jednaine: x = r (m2  sin tp- 

-sin m2 4)), y = r (m2  cos ± cos m2 0, gde je m 2 = 11-1. 

T 

SI. 40 — TraitAde. Cikloide: a. °Mena; p. Razvueena; y. Zbijena 
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u6avanje svih tih krivih, vee eemo se zaustaviti na prouea- 

Mc, na Ox osi opisuje krivu koja se zove evolventa kruga 

vanju kotrljanja prave po krugu. Taka M prave koja se kotrlja 
bez klizanja po krugu polupreenika a iz svog paecnog polo'iaja 

(sl. 44). Parametarske jednaine: 

x= a (cos t+ t sin t), y= a (sin t—t cos t). 

To je transcendentna kriva. Daina tangente PM do preseka 
sa evolventom jednaka je duIini luka Mo  P. 

10. Sinusoide. Sinusoida je 
poznati grafik funkcije y = sin x, 
gde su x i y apstraktni brojevi 
koji se prikazuju na grafiku du- 

merenim istom jedinicom. 
Grafieka konstrukcija (sl. 45). Krug 
proizvoljnog polupreenika r se de- 

M x li od take 0 na krugu na n= 
= 4k (k je broj delova jednog 
kvadranta) jednakih delova. Tan- 
genta na krug u taki 0 je Oy 
osa sistema Oxy. Kroz take po- 
dele se povuku prave paralelne kruga Si. 44 — Evolventa 
Ox osi (paralele) i numerigu pre-

ma redu na krugu. Od take 0 na Ox osi se odmeri duiina 
p = 27cr = OA i podeli se na n jednakih delova, kroz take 

✓ r 

SI. 45 — Grafi'dka konstrukcija sinusoide 

podele se povuku prave paralelne Oy osi (vertikale) i nume-
rigu od take 0. Take preseka paralele i vertikale sa istom 
numerom pripadaju sinusoidi. Spajanje tih taaka neprekidnom 
linijom daje priblanu sliku grafika sinusoide, konstruisanog 
po takama. Sinusoida, kao neprekidna linija, lako se dobiva 

kinemati6ikim postupkom, koji se giroko primenjuje u te-
hnici i sluii za ocenjivanje kretanja raznolikih magina. Taj 
postupak ostvaruje sinusoidu kao g. m. take koja u isto 
vreme vrgi ravnomerno kretanje po krugu i ravnomernu 
translaciju na hartiji u stalnom pravcu. 

Sinus je periodi6na funkcija sa periodom 2n . Prema 
tome za funkciju y = sin x jedan sinusni talas (breg i dolina) 
ima duiinu I = 2nr, gde je r datina izabrana za jedinicu. Je-
dnaini y = sin (kx), gde je k apstraktni broj, odgovara sinu-
sni talas du2ine lk = k I. Za k>1 sinusoida je razvuoena, a 
za k <1 — zb ijena. 

U opgtoj formi jednaeina sinusoide obiao se izralava 
ovako 

( 1 ) 
	

y = a sin (217—
t

+ To), 

gde su: a— visina iii amplituda sinusoide, 2 n t = p promenlji- 

vi deo faze (cp y o) sinusoide, 	paetna faza, t —nezavi- 
sno promenljiva, koja se odmerava na Ox osi, T— stalna 

iste dimenzije kao i t. Pogto svakoj sinusoidi odgo- 
vara harmonijska oscilacija sa jednainom (1), gde je t vreme 
i T period oscilacije, analogno se i za sinusoidu uvode ove 

konstante: n = —
1 .=f broj oscilacija u sekundi iii frekfencija, 

2n 
= 2rtf= w kruina frekvencija, odnosno ugaona brzina obr-

T 
tnog kretanja take po krugu. Sa novim konstantama jedna-
6ina (1) sinusoide se mote zameniti jednom od ovih: 

y = a sin (o t+ rp o) = a sin (27c f t + 	=a sin (2 n n t + <P0). 

Primetimo da se prou6avanje kosinusoide, grafika fun-
kcije y = cos x, svodi na prou6avanje sinusoide, jer jedna pre-
lazi u drugu sa promenom poCetne faze, a to znai sa po-
meranjem grafika u pravcu Ox odnosno Ot ose. 

Klasa trigonometrijskih funkcija sa promenljivim ampli-
tudama i frekvencijama igra, u pojedinosti iii u zbirovima, 
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konaenim iJi beskongenim ( Furi jeovim), - prvorazrednu ulogu u 
Matematici, teorijskoj i primenjenoj. Pcmo6u tih funkcija se 
mogu proueavati i one. funkcionalne veze, koje, su tegko, pri-
stupaene za proaavanje pornoeu drugih matematiekih sred-
stava. 

B. • ANALITIKA: GEOMETRIJA U' PROSTORU 

2.6. Koordinate take u prostoru. Osnovni obrasci 

Koordinate tacke u prostoru su tri broja koji odreduju 
pololaj take u odnosu na izabrane geometrijske elemente 
tog prostora. Postoji vise naina za takvo odrcdivanje. 

1. Dekartov sistem. Osnovni elementi u torn sistemu 
su tri ortogonalne ose sa zajedniekom taekom; to je tzv. 
Dekartov trijedar. Zajednieka taka p osa je pocetak koordi-
natnog sistema. Uzmimo desni red koordinatnih osa Ox, Oy, Oz 
(sl. 46). Ravni Oy z, Oz x, Ox y su koordinatne ravni sistema. 

Uvodimo oznake: M — proizvoljna taeka u prostoru; OM = r 
—vektor polo2aja take M u odnosu na taeku 0; a, p, y—uglovi 

vektora polaaja OM sa koordinatnim 
osama; 1, m, n velieine proporcionalne 
kosinusima prethodnih uglova, ugaoni koefi-

cijenti pravca vektora OM, k je koeficijent 
proporcionalnosti, tj, napr. /= k cos cc. 

Dekartove koordinate x, y, z take M 
u prostoru su algebarske vrednosti pro- 

jekcija vektora polaaja OM na koordi-
Si. 46 — Dekartov natne ose: 

trijedar 
x = r cos a, y = r cos c3, z = r cos y. 

r 2 ____ x2 + y2 + Z2 ; COS2  CC + COS2  p + cos2  y = 1; 

l: cos a = m : cos f3 = n: cos -y; 

Taeku 6ije su koordinate x, y. z oznaeavaemo sa M (x, y, z). 

Za dye take M1  (x1 , yi , z 1), M2 (x2,  y2 , z2) na OM: 

X2  — X1  _ Y2 Y1  Z2 — Z1 r2 — r1  

1 	m 	n 	k 
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gde su: rl  i r2  odgovarajuOe algebarske vrednosti, u pore&- 
nju sa smerom vektora polo'iaja, rastojanja taeaka M, i M2 

ed paetka koordinata i k koeficijent proporcionalnosti. 

0 primeni vektorskog predstavljanja OM = xei + ye2  + ze3  

vidi str. 16. 
Pojam Dekartovih koordinata se uopgtava na slaaj 

prostora sa n dimenzija. Koordinate x 1 , x2 , . . . , x„ take M 
se odnose na zamigljeni n-edar sa ortogonalnim jedini6nim 
vektorima e„ e2 , . . . , e„. Tada je 

OM= xi  e,+ x2  e2 + • • • + x„ en = 	x i  ei . 

Taeka M, koja deli rastojanje M1  M2  u datom odnosu 
= M1  M :M M2  ima koordinate: 

x  _  + X2 y = Y1 + Y2  

1+A 	 1+ X 
a sredina to du2i: 

1 

2 	 2 
x = —

1 
 (x1 + x2), y = 	(y1 + y,), z 

= 2 
— (z1 + z2). 

Rastojanje d izmedu taaka M, i M 2  se odreduje iz 
jednaeine 

d2  = (x2 — x1) 2  + (y2 —Y1) 2  + (Z2 — z1) 2 . 

Transformacija pravouglih koordinata. 1. slu6a j. x, y, z 
polazne koordinate u odnosu na trijedar Oxyz, nov trijedar 
0' xyz se razlikuje samo novim polo2ajem poeetka 0' (a, b, c): 

x = x' + a, y = y' + b, z = z' + c. 

2. Sluea j. Ose trijedara imaju isti paetak 0, ali 
razlieite pravce osa: Oxyz i Ox' y' z'. oc ik  je oznaka kosinusa 
ugla izmedu i- te ose prvog trijedra i k-te ose drugog trijedra. 
Tada je: 

x = 	+ (x12 + '1.13 Z', 	= 	X  ± cc21 Y + Gcm. 

Y = 121 X'  + 'x22 .1/ + cc23 	= oc12x + 'x22 Y + c;c32 

z = c(3, x' + 	y' + a33  z'; 	z' = 	x + CC23 y + GC33  Z. 

OM = x el + ye2 + ze3 , 	OM = x' + y' e,' + z' e3'. 

ccik = (el , ek '). 
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z = 
z 1  + X z2  

1+ a 



Uslovi ortogonalnosti i jedinienosti ortova e1 , e2 , e3  su: 

(0 za 	k (ortogonalnost) 
+ 	Cqc2 a13 CCk 3 = 

1 za i=k (jedinienost). 
Uslovi za ortove e, 1 , e2 ', e3 su = cc, i  al  k a, i  a, k a3 j  a3  k 

(

0 za i k (ortogonalnost) 

1 za i=k (jedinienost). 
3. slue a j. Prelaz od trijedra :Oxyz na trjedar 

0' x' y' z' se vrgi neposrednom uzastopnom primenom tran-
sformacija prvog i drugog slueaja. 

Ajlerovi uglovi. Pato izmedu devet kosinusa a ik (i, k= 
= 1, 2, 3) postoji Best nezavisnih jednaeina, svi kosinusi se 

SI. 47 — Ajlerovi uglovi 

mogu izraziti pomoeu samo tri parametra; za takve parame-
tre se mogu uzeti tri Ajlerova ugla cp, y , 8 prema ovoj 
slici (sl. 47). Trijedar Oxyz se dovcdi u poloIaj trijedra Ox'y'z' 
pomoeu tri obrtanja: I. Oko ose 0 z za ugao cp, pri tome 
osa 0 x zauzima polaaj ose OP. II. Oko ose OP za ugao 0 
izmedu Oz i Oz' ose. III. Oko ose 0 z za ugao 4) izmedu 
OP ose i ose Ox'. Kao gto je poznato, na osnovu obrasca 
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sferne trigonometrije cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A, 
gde su a, b, c, strane sfernog trougla i A ugao naspram 
strane a, mogu se izvesti vrednosti kosinusa a rk  u funkciji 
Ajlerovih uglova. - 

an  = cos cos cp —sin 4  sin cp cos 0, 

ct3.2 = 

= sin 4) cos cp + cos 4, sin cos 0, 

0C22 = —sin 4i sin + cosh/ cos cp cos 0, oc 23  = —cos 4) sin 0; 

a31= sin p  sin 0, cc32  = cos cp sin 0, a33  = cos 0. 

2. Polarno—cilindarski sistem. Osnovni elementi: orijen-
tisana ravan 7C (sl. 48), tj. ravan sa oznaeenim licem i nali-
ejem, u toj ravni polarna poluosa 
O L i taeka 0 pol sistema. Polar-
no-cilindarske koordinate su: 1. 
rastojanje z taeke M od ravni 
sa odgovarajueim znakom prema 
orijentaciji ravni; 2. rastojanje r 
projekcije N taeke M u ravni 7C 

od pola 0; 3. ugao 0 izmedu po-
tega r i poluose 0 L pri emu Si. 48 — Polarno-cilindarski 
se taj ugao raeuna od poluprave 
O L u levom sistemu u smislu 
kretanja kazaljke na easovniku, u desnom sistemu — su-
protno torn smeru. Oblasti promene: r cd 0 do + 00 , z od 
— 00 d3+ co, 0 od 0 do 27c. U Mehanici za proueavanje 
neprekidne promene uvcdi se algebarska vrednost koordinate 
r sa oblageu cd — oo do + 00 progiruje se oblast 0 od 
0 do + 00 . 

Pri relativnom polaaju elemenata polarno-cilindarskog 
sistema prema Dekartovom trijedru, pokazanom na slici, ima-
mo ove obrasce za transformaciju koordinata: od polarno-
cilindarskih na Dekartove: x = r cos 0, y = r sin 0, z = z 
obratno, od Dekartovih na polarno-cilindarske — 

r  = Vx2 + 	y2 0 = arc tg— --- arc sin 	 z z. 

	

x 	\I x 2  + y2 ' 
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—cos 4) sin cp —sin 4 cos cp cos 0, °en = sin 4) sin 0; 

sistem 



centar sistema, (polarna) osa SONi poluravan (prvi meridijan) 
3. Sferni sistem koordinata. Osnovni elementi: taeka 0, 

Q sa granicom S 0 N (sl. 49). Ravan E, upravna na pola-
rnoj osi kroz taku 0—ravan 
ekvatora. Ravan S N M je me-
ridijan take M. Sferne koor-
dinate su: 1. p — du2ina potega 
OM; 2. ugao cp izmedu potega 
OM i ekvatora, odgovara geo-

y grafskoj mesto njega se 

uzima ugao 0 = —

• 

 —p (pola- 
2 

X rno rastojanje). 3. ugao t  iz-
medu prvog meridijana i meri-
dijana take M (geografska du- Si. 49 —  Sferne koordinate 
Nna). Oblasti promene: za p od 
(ili od — 7c do 	za cp od O do + oo, za tl) od 0 

do 217 do — it/2 (juIna). Obrasci za O do 7c/2 (severna) i od 0 
transformacije: 

cos cp sin 4), z = p sin cp; x = p cos cp cos 4), y = p 

z 

x 

2.7. Geometrijska mesta taeaka u prostoru. Povrgina. 
Linija u prostoru. Koordinatne povrgine i linije 

Skup svih taeaka u prostoru, koje zadovoljavaju posta-
vljene uslove, je g. m. taaka tih uslova. Prema postavljenim 
uslovima g. m. t. mote biti: 1. skup diskretnih taeaka; 2. 
linija u prostoru, 3. povrgina, 4. zapremina, — ili zajednica 
takvih elemenata. Zaustavimo se prvo na povrgini. 

Povrgina se odreduje analitieki jednim od ovih naeina: 
1. Jednainom F (x, y, z)= 0, 2. U regmom obliku, recimo, 
jednaeinom z =f (x, y). 3. U parametarskom obliku jednaei-
nama: x =f, (q1, q2), y  =.f2 (q3, q2), .z  =f3 (q1, q2) ili upotrebom 
Gausovih parametara u i v, umesto paramecara q1 i q2, u 
obliku: x = x (u, v), y = y (u, v), z = z (u, v). 4. U vektorskom 

obliku r =f (u, v), gde je f simbol vektor-funkcije. 
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Linija u prostoru se odreduje ovako: 1. Sa dve jedna-
eine F1 (x, y, z)= 0, F2  (x, y, z) = 0, kao presek dve povrgine. 
2. Jednainama cilindarskih povrgina y = y (x), z = z (x); prva 
jednaina odgovara projekciji date linije ,  u prostoru na Oxy 
ravan, a druga na Oxz ravan. '3. U parametarskom obliku 
x =f1  (t), y =12  (t), z =f3  (t), gde je t proizvoljan parametar. 
U specijalnom vrlo zgodnom parametarskom obliku x = pi (s), 
y = P2 (s), z = y3  (s), gde je s duZina luka krive, raeunata od 

odredene take na krivoj. 4. U vektorskom obliku r =f (1) 

odnosno r =f (s). 
Pri prelazu od proizvoljnih koordinata q1, q2,  q3 , na 

Dekartove x, y, z take M u prostoru iii obrnuto, treba da 
budu poznate jeInaine transformacije: 

q,— q, (x, y, z), q 2 = q2 (x, y, z), q 3 = q3 (X, y, z) 

_ x=f1 (q19  q2, q3), y =f2 (q,, q2,  q3), z =f3 (q,, q2,  q3). 

Ako stavimo u to jednaine q1 = const, dobieemo jedna-
einu koordinatne povrgine na kojoj se menjaju parametri q2 

 i q3  — krivolinijske koordinate take na toj povrgini. Kroz 
svaku taku prostora prolaze tri koordinatne povrgine: q1 = 
= const., q2  = const., q3  = const. Te tri pOvrgine se seku  duz 
tri koordinatne linije, na svakoj od kojih -se menja samo 
jedan parametar. Npr. prvoj koordinatnoj liniji odgovaraju 
jednaine: x=f1 (q1 , C2, C3), y =12 (q1, C2, C3),  z (q1, C2 , C3) . 

U Dekartovom sistemu koordinatne povrgine su tri ravni, 
koje prolaze kroz taku M(x, y, z); koordinatne linije su prave 
paralelne osama Ox, Oy, Oz. 

U polarno-cilindarskom sistemu koord. povrg. su: r = const. 
povrgina valjka (cilindra) polupreenika r, 0 = const.—ravan 

koja prolazi kroz osu Oz, z = const. ravan paralelna sa Ox y 
ravni. Koordinatne linije: za r prava koja prolazi kroz datu 
taku i stoji upravno na Oz osu, za 0—krug, za z —prava 
paralelna Oz osi. 

Za sferni sistem koordinatne povrgine su: 1. sfera polu-
preenika p, 2. poluravan meridijana za t. = const. 3. konusna 
povrgina sa proizvodiljom pod uglom cp = const. prema ekva-
toru. Koordinatne linije: 1. za r—prava koja prolazi kroz 
centar, 2. ti) —mali krug na sferi, 3. za —veliki krug u ravni 
meridijana. 
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p = ~/ x2+y2+z2, _ y arctg 	, arctg v.x2 + y2 



2.71. Ravan. Jednaeina ravni 

Jedngina ravni: 1. z = ax+ by+ c; z je funkcija prvog 
stepena po x i y. 2. Opgti oblik: a 1  x+ ao  y+ a3  z + a4  = O. 
3. Jedngina sa odsacima: xlp+ylq+zIr= 1. 4. Normalni oblik: 
x cos cc + y cos f3 + z cos y= n, gde je n du2ina normale spugtene 
iz paetka koordinata na ravan, a, (3, y —uglovi to normale 

sa koordinatnim osama. 5. Vektorski oblik: (r N) + D = 0, gde 

su: r vektor-polaaja proizvoljne ta6ke M u ravni u cdnosu 
•••-•). 

na taeku 0, N—dati vektor u prostoru, normalan na datoj 
ravni, D—dati skalar. 

Veze izmedu parametara polo2aja ravni: 

a= —a1la3, b= —a2/a3, c = —a4/a3 ; 

p= 	 = —a 4 Ia3 ; 

a,:cos cc= a2 : cos (3 = a3  : cos y = a4  ; _n 	va12 a22 a32 ; 

N(a,, a2, a3), D=a4 • 

Specijalni polaaji ravni prema vrednostima koeficije-
nata a1 , a2 , a3 , a4 . 1. al = 0 — ravan je paralelna sa Ox osom; 
2. a,— a2 =0 — ravan je paralelna sa Oxy ravni. 3. a4  = 0, 
ravan prolazi kroz paetak koordinatnih osa. 4. a1 = a4  = 0, 
ravan prolazi kroz Ox osu. 5. a1 = a2  = a4 = 0, ravan Oxy. Sa 
drugim kombinacijama koeficijenata polaaj ravni se odreduje 
prema prethodnom. 

2.711. Zadaci 

1. Jednaeina ravni kroz datu ta6ku Mo  (x 0 , yo , zd= M (ro). 
U skalarnom obliku: a1 (x—x 0)+a2 (y—y 0)+ a,(z—z o)= 0 , 

(r—ro , N)= 0; a1 , a2 , a3  odnosno vektor N su proizvoljni. 

2. Jednaliina ravni kroz tri date ta6ke: Mt  (1), M2  (r2) ,  

((r—r,)[(r,—r„)(r,—r,)])= 0, 
Ix y z 1 
x1 Yl z1  1 
X2 Y2 Z2 1  
x3  y3 Z3 1 
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3. Rastojanje d take Mo  (xo , Yo , zo) od ravni: d= xo cos 
+ yo  cos f3 + zo  cos y—n; uslovi: 1. d= 0, taaa Mo  je u ravni; 
2. d taeka Mo  i paetak koordinata, taaa 0, su sa iste 
strane od ravni; 3. d> 0, ta6ke Mo  i 0 su sa razli6itih 
strana od ravni. 

4. Jedngina ravni kroz presek dve date ravni sa jed-
naelnama: (1) aix+a,y+ a,z+ a4 = 0, (2) bix+ b,y+ b3z+b4 = 0. 
Jedngina (3) al  x+ ao y+ a,z+ a4 + (bi x + b,y + b3 z + b4)= 0, 
gde je X proizvoljan broj. 

41 . Jedna6ina ravni kroz presek ravni (1) i (2) koja 
prolazi kroz ta6ku M0  (x„ yo , z o) van tih ravni; jedna6ina (3) 
sa X = —(ai x o +a2 yo +a3 zo + a4):(b,x0 +b,yo +b3 z o +b4). 

5. Uslov da 6etiri ta6ke pripadaju istoj ravni. U deter-
minanti A koordinate x, y, z treba zameniti koordinatama 
etvrte take x4 , y4 , z4 . 

6. Jednakina ravni koja prolazi kroz dve date ta6ke 

M1 (r1), M2 (r2) i stoji paralelno sa datim pravcem, koji je 

odreden vektorom pravca L (1, m, n). U vektorskoj formi: 
x —x1, y 	z —z1  

(r—r1, [r—r2 , L]) = 0, u skalarnoj x X 2 _1, y2-y„ Z2-z1 = 0 

1 	m 	n 

61 . Jednaeina ravni kroz ta6ku Mo  (ro) paralelna sa dva 

pravca , odredena vektorima L 1  1 L2. U vektorskoj formi: 

(r—ro,[4. L,])= 0, u skalarnoj 
x—x o, y—y o, z—z o  

11 	m 1 	n1  
12 	m 2 	n2 

= 0. 

  

   

2.72. Prava. Jednaoine prave 

1. Prava kao presek dve ravni; sistem od dve jedngine 

(1) 	
b,x+ b,y+ b3z + b4 = 0, 

aix+ a2y + a3z + a4 = 0, 

2. Parametarski oblik jednaina: r = ro  + Lt, skalarni — 
x = xo  + It, y = yo  + mt, z = z0  + nt, isto u vektorskom nere-

genom obliku [r ro, L] = 0, L je vektor pravca prave. 
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M3 (73). U vektorskom obliku: 

u skalarnom A = 
x —x 1  y —y1  z -Z1 

X2 -X1  y2  —y1  Z2  -Z1  

X3  - x, y3—y1 z3—z1 
= 0. 

(r, NO+ Di = O. 

(r, No+ D2  = O. 



2 2 —xo — Yo 
1 

Yl — yo, zi — zo 2  21  —Zo  --xo  

n 	1 

: 02 	+ m2 + n2 .  
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3. Kanoni6ni oblik jednaeina prave se zasniva na para-

lelnosti vektora r—r0 i L. Skalarni oblik. 

x—x o  _y—y o  = zo  
1 	m 	n 

Jednakost same dva odnosa, npr. x—x°=
y—y

o odre- 
/ 

duje ravan koja projicira pravu na odgovarajueu koordinatnu 
ravan, u primeru na Oxy ravan. Tuma6ena u ravni Oxy to 
je projekcija date prave u Oxy ravni. 

4. Jednaine prave kroz dve date take: u vektorskom 

obliku, [r—r1 , r2 —r,] = 0, u skalarnom 	1 Y —Y1  _  z  • 
x2 	Y2 —Y1 z2 —'

, 
1 

5. Transformacija jednaina (1) na kanonieni oblik. Neka 
je M (x o , yo, zo) takka prave, tj. x o , yo, zo  su neka regmja jed-
naeina (1), tada su `kanoran.e jednaine 

x —xo  y—y, = z—z o  

a2  a3  I 
I  a

3  a, 
b, 63 b3 b, 

6. Plikerove jednaine prave. Iz vektorske jednaine 

[r — r L] ='0 sleduje [r , L] = [ro, L] = G, gde je G (G1 , G2, G3) 
stalan vektor. Skalarne jednaine 

yn—zm = G,, zl—xn = G 2, xm—y1 = G3  

su Plikerove jednaine prave. Pato je (L, G) = 0, izmedu 
koordinata tih vektora postoji veza G, 1+ G2  m+ G3  n = 0. 
Svaka od Plikerovih jednaina je zakljaak iz ostale dye. 

1. Uslov paralelnosti dye prave: 1 1 : 12 = m1 : m 2  = n,:n2  . 
2. Uslov paralelnosti dve ravni: a,: b1 = az : b2  = a3  : b3  . 
3. Uslov paralelnosti prave i ravni: la, + ma2  + 	= 0 . 

4. Uslov normalnosti dve prave: 412 + m1m 2 + nin2 = 0 . 
5. Uslov normalnosti dve ravni: aib,+ a2b2  + a3b3  = 0 . 
6. Uslov normalnosti prave i ravni: 1/a1 = ml a2 = nla3  . 
7. Prava lezi u ravni; dva uslova: 

1. a,xo + a2 y, + a3zo + a,— 0, 2. la, + ma2 + na3  = O. 

8. Preseena ta6ka prave r = ro + Lt i ravni (r N)+ a4 = O. 
Za taau preseka t = —(a,x0 + a,y, + a3z + a4):(1a1 + ma2  + na3). 

9. Uslov da dve prave pripadaju istoj ravni. U vek- 

torskom obliku (r 2 —r1 , [Li , L 2]) = O. U skalarnom: 

X2 —x1 Y2 	z2 zl 

11 	M1 	n1  = 0. 
12 	m2 	n2 

10. Najkrace rastojanje izmedu dye prave: 

d — 	
1 
	((r,— r1) [L1, L2]) = 

[L,, L 2]I 

x2 — x1 Y2 —.Y1 z2 —zl 

	

m,n, 	n, 1, I 2 + /1 m 1 2  

	

m 1 	n1  

	

12 m 2 	n2 	I m2 n2 	n2  /2 1 	12 m2 

11. Rastojanje d take M1  (r1 ) od prave r = ro + L t. 

M
U vektorskom obliku: d= 	Ll I  . 

1 7 1 

a1  a2  
b1 b2 

, jer je L = [N,, N2]. 

U skalarnom: 

2.721. Prava i ravan 

Uzimajuei kanoni6ni oblik jednaina prave i jednainu 
ravni u opgtem obliku alx + a2y .23.z + a4 = 0 prou6imo neko-: 
liko pilanja. 
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12. Jednaina zajedni6ke not male dve date prave. Tok 
geometrijske konstrukcije izra2ene u vektorskom obliku: 

Jednaina datih pravih: [ r—r1 , L11 = 0, [r—r2 , L 2] = 0. 

Jednaina ravni 	kroz prvu pravu paralelne drugoj 

pravoj: (r— r„,[L, L2]) = 0. 
Jednaeina ravni t1  kroz prvu pravu upravne na ravan TC 

(* ) 

	

(r—r1, [L1 [L1 L 2]1) =0. 

Isto za ravan TC2 kroz drugu pravu upravnu na ravan TC. 

(**) 

Zajedno jedna6ine (*) i (**) odreduju tra2enu pravu. 
Jednaina (*) u skalarnom obliku se izral'ava ovako: 

2.8. Povrgina drugoga reda 

Za oznaku koeficijenata jednaine drugog stepena sa 
tri promenljive x, y, z upotrebimo ovu kvadratnu simetri6nu 
matricu 6etvrtoga reda (vidi VI) 

all a12 a13 a14 

a21 a22 a23 a24 
a31 a32  a33  a34  

a41 a42  a43  a44  
Opta jednaina povrgine drugoga reda se izralava 

ovako: 
(1) F (x, y, z)= a„ x2 + t12 2  y2  + a33  z2  + 2 a12xy + 2 a23  yz 

+ 2 an  zx + 2 a14  x + 2 a24  y + 2 a" z + a44  = 0. 
Prou6avanje jedngine (1) dovodi do zakljuaa da u 

-3. 

(r—r2 , [L1 [Li  L2]] = 0. 

atZ = sa uslovom aft = all . 

S1i6no 
13. 

a —x1 	 z—z„ 

Il 	m1 	nl 

m1  n2  — /7/2 n1 n, 12 —n2  Il  11  m2- 12 m1 

se izra2ava i druga jedngina. 
Odredivanje ugla. 1. Izmedu dve prave: 

= 0. 

odnosu na transformaciju na nove 
ortogonalnom trijedru sa novim paetkom 
osa jednaina (1) ima ove invarijante: 

all + a22 + a33 	I2 =  an a12 

a21 a22 

koordinate 
i 

an a13 

a31 a33 

x', y', z' 
novim pravcima 

a22 a23 

a32  a33  

prema 

cos y — 4 12 + ml m2  + 41 n2 
v(112 + m12 + n12) (122 + m22 + n22) 

a„a12 a13  

13  = a21 a22 a23 

a31a32 a33 

, 4 = A 9)1, 

ili skraeeno u vektorskom obliku cos p —
(Li L2) 

; 2. Izmedu 
Li  L2 

al  b,+ a2  b2  +  a3  b3  
dye ravni: cos cp = 	 , vektorski 

v(a12 	a22 a32) 012 + 	b32) 

) N2  
oblik cos p = 

(N, 
	; 3. Izmedu ravni i prave: 

Ni  N2  

siny — v(a12 a22 a32) (12 ± m2 + n2) 5  

vekt. sin cp — 
I  (N L)I  , gde je cp ugao izmedu prave i njene 

N L 
projekcije na ravan.  

gde je A V determinanta eetvrtoga reda napisane matrice. 
Prema vrednostima navedenih invarijanata mote se 

sastaviti ova tablica za odredivanje vrste povrgine drugoga reda. 

I3 #0. Centralne povr§ine =0. Povrgine /3 	
bez centra 

VeliCine (./1/3) i /2  
11 13  >0, /2 >0 I nisu obe pozit. 

14# 0  

/4 <0 
1 

Elipsoid 
stvarni 

3 
Hiperboloid 

dvokrilni 

5 
Paraboloid 

eliptiCki 

/4 > 0 
2 

Elipsoid 
imaginarni 

4 
Hiperboloid 

jednokrilni 

6 
Paraboloid 

hiperboliCki 

/4 = 0 
7 

Konusi 
8 

Cilindri. Par ravni 

al  1 -+- a3  m + a3  n 
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85. x2ia2 ± y2/V  2 = 0. Dve imaginarne ravni. 

86. x2/a2—y2/b2  = V 	0. Dve ravni koje se seku (sl. 55, a) 

Si. 52a, b — Paraboloid, eliptieki i hiperbolieki 

87. x2  + a2  = 0. Dve imaginarne paralelne ravni. 

88. x2 —a2  = 0. Dve paralelne ravni (sl. 55,b). 

89. x2  = O. Dye ravni koje se poklapaju. 

Centar povrgine drugoga reda se odreduje regavanjem 
ovog sistema linearnih jednaeina 

all  x + Y + 	z + (114=0, 

a21  x + a22  y+ a83  z + a24  = 0, 

a31 x + a32  y + a3, z + = 0. 

Glavne ose se odreduju posle re-
gavanja kubne karakteristiene jednaeine 

koja se 
ovako 

x3-4 x2+ .4 A 	= 0. 
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all — 

a21 

a3, 

a12 
2 

an — A 
a32  

izral'ava pomoeu invarijanata 

a13 

a23  

an - 

= 0. 

  

SI. 53 — Konus 

Navedimo sad kanoniene jednaeine onih povrgina koje 
odgovaraju brojevima u tablici. 1. x

2 /a2  + y2 /b2  + z 2 /c 2 = 1. 
Elipsoid stvarni (sl. 50). 

2. x2/112 ± y2  ib2 z2/C2 	1. 

Elipsoid imaginarni. 
3. — x 21a2  — y 2  / b2  +z21c2  1. 

Hiperboloid dvokrilni (sl. 51,a). 
4. x2  / a2  + y2 /b2  — z2 / c2  = 1. 

Hiperboloid jednokrilni (sl. 51,b). 
5. x 2 /a2  + y2 1 b2  = z Parabolo-

id eliptieki (sl. 52,a). 
SI. 50 — Elipsoid 	 6 x2/a2 —y2/b2  = z. Parabolo- 

id hiperbolieki (sl. 52, b). 
7 1 . x2  / a2  + y2/b2  + z2/c2  = 0. Konus imaginarni. Poeetak 

koordinata. 

SI. 51a, b — Hiperboloid, dvo- i jednokrilni 

7 x2/a2 y2/b2_,2/0 = O. Konus stvarni (sl. 53).) 

8 1  x2/ a2 y+ y 2  /b2 = 1. Cilindar elipticki (sl. 54,a). 

82 . x 21 a2  + y2 1 b2  = — 1. 	 imaginarni. 

8 3 . x 2 1 a2  — y 2  / b2  = 1. 	hiperbolieki (sl. 54,b) 

8 4 . x 2  = 2 py. 	 parabolieki (sl. 54,c). 
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68. 

gde su Al , A2, a3  koreni karakteristiene jednaeine, a a'44 = 14/13. 

Od centralnih povrgina sfera ima jednaeinu 

(x — xe)2  + (Y —Ye)2  + 

+ (z—z e)2  = r2  

ili u opgtem obliku x2  + 

Za povrgine bez 

A3 -4 X2  + /2  X = 0 ima 

Posle transformacije na nove 
oblik 	e + A2 12  + 2 a',4  = O. 

centra 	= 0) karakteristiena jednaeina 

korene Al, 2 = 2 1i  (4 ± V42 -44), A3  = 0. 

ose jednaeina povrgine dobiva 

14 
a34= 	

XiAz 

pa na taj naein imamo ovu kanonienu jednaeinu povrgine 
paraboliekog tipa 

Jednaeina povrgine tada dobiva oblik 

Al x'2 + A2  Y 2  + A3 z '2  + a'44 = 0, 

SI. 54 a, b, c — Cilindar, eliptieki, hiperbolieki i paraboliCki 

± y2  ± z2  2a14  x+ 2a24  y+ 
+ 2 a34  z + a44 = 0, gde su 
xc = —644- Ye = — a24 ,  = 
= —a34  koordinate centra 

r2  = a142  + a242  + a342  — a44 
kvadrat polupreenika. Sfe-
ra je realna, ako je a 142  + 

+ a242  + a342— a44 > 0. 

Ako iskoristimo eetvrtu invatijantu ovog slueaja 

X, 0 0 0 

0 A2  0 0 

0 0 0 a', 4  

0 0 a',4  0 
dobieemo 

Al 	+ 	712 = 

a34 	a 34 

Pravolinijske generatrise povrS'ina drugoga reda. Prava, 
koja pripada jednoj povrgini i, menjajuei svoj polohj, obra-
zuje to povainu, zove se pravolinijska generatrisa to povaine. 

Od povrgina drugoga reda ove povrgine imaju pravo-
linijske generatrise: 1. jednokrilni hiperboloid, 2. hiperbolieki 
paraboloid, 3. konusi i 4. cilindri. 

1. Za jednokrilni hiperboloid x2ia2 y2ib2 _z2/0 1 ima-

mo dva sistema pravolinijskih generatrisa. To su prave sa 
jednaei nama 

°ti(—
a
--

c
)=i(1-1-) ,  P].(2-c  + 

a c 	b 
x z 

a2 ( 	\_ 2 ( 1+ 	(32 ( 	z 

a 	c ) 	b ) 	a 	c ) 
	

b) 

ove sisteme jednaeina: 	
imamo 2. Za hiperbolieki paraboloid x 2/a2 —y2 /b 2  = z 

v\ 
6 1 +7 

S2  ( a 	b ) 
Y2 z. 
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14 =  

SI. 55 — a. Dye ravni koje se seku; 
b. dye paralelne ravni 

(1) 

(2) 

i x 	"V \ 
Y1 	1) ) 

Y2 

 (

x y 
—

a

+ —

b

)= 

(3) 

(4) 



3. Za konusne povrgine, npr. sa  jednaeinom 7 2 , imamo 
ove parametarske jednaeine generatrise: x = to cos 0, y = tb sin 0, 
z = tc. Za datu vrednost parametra 0 imamo jednaeine prave 
— generatrise. 

4. Za cilindarske povrgine sa jednaeinom F (x, y) = 0 
ova jednaeina zajedno sa jednadinom z = t, gde je t proizvo-
ljan parametar, izralava jednaeinu generatrise za odredene 
vrednosti x, y, koje zadovoljavaju jednaeinu povegine. Glava treea 

DIFERENCIJALNI RACUN 

3.1. Teorija granfenih vrednosti 

Skup elemenata se zove ureden, prema postavijenom 
pravilu, ako se mole odrediti za svaka dva elementa skupa, 
koji od njih prethodi drugom, a za svaki treei element, raz-
lieit od prva dva, da li prethodi prvom, ili se nalazi izmedu 
prvog i drugog, ili sledi drugom. 

Ako se svi elementi, elanovi, uredena skupa mogu nu-
merisati, skup je prebrojiv. Takav skup se zove i niz, napr. 
niz realnih brojeva, niz vrednosti date funkcije i drugih obje-
kata. Broj elanova niza mole biti konaean, to je konaean niz, 
i beskongno veliki za beskonaean niz. Upotreba samo reei 
„niz" pretpostavlja beskonaean niz. 

Oznake: (1) a1 , a2 , a3 , . . . , an , . . . 	niz brojeva, (2) 
U2, u3, ... Un , . . . niz vrednosti date funkcije, tj. za 

U=f (x) imamo u1 =f (x0, u2 = f (x2), • • • , u n  = f (x.)=u (x.). 
,Clanovi an  i u„ su opiti elanovi odgovarajuaih nizova. Gra-
fieka slika: elanovima a, odgovaraju take na Ox osi, a 61a-
novima ui  take u ravni sa apscisama x 1 , x 2 , x,,, . . . , i 
ordinatama u1 , u2 , ... un . 

Ako za niz (1) postoji takav broj M(m) da za sve 
Zlanove niza vale nejednakosti a, <M (a1 > m), niz je ogra-
nieen odozgo (odozdo). Slieno se kale i za niz (2), ako ne-
jednakosti u, <M (u,> m) vane za sve vrednosti argumenta x 
u naznaZenoj oblasti. Tada se kale da je funkcija u (x) ogra-
nieena. 

I. Broj a se zove graniena vrednost niza (1), ako za 
svaku pozitivnu vrednost s molemo nal takav elan niza sa 
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indeksom N da ako je n > N, onda postaje i ostaje na snazi 
nejednakost 

I I an — a  I  < e. I 
II. Za niz ( I) se kal'e da ima beskondenu granicu (oo), 

ako za svaku pozitivnu vrednost P mozemo naei takav 'Clair 
niza sa indeksom N, da pri n > N, postaje i ostaje 

Ilan i>P I 

Broj a iz prvog dela definicije graniene vrednosti zove 
se konaena (ili prava) graniena vrednost, a iz drugog besko-
naena (ili neprava) graniena vrednost. 

Prema tome niz mote: 1. imati konaenu granienu vre-
dnost i tada se zove konvergentan niz ; 2. imati beskonaenu 
granienu vrednost i 3. nemati granice. U 2. i 3. slueaju niz se 
zove divergentan. 

Takode se kale da 	tezi granienoj vrednosti a, kad 
n tdi beskonaenosti, i to se oznaeuje na vise naeina: 

lira 	= a, (a„),„ 	a, lira an = a, pa i skraeeno 
n—s co 	 n= 

lira an = a, kad je uslov 	00 poznat iz prethodnog izlaga- 
nja. Oznaka lira skraeena latinska ree limes — granica. U 
jednaeini lira a„-- + 	an —>- - oo) simbol oo ne oznaeava 

oo 	 n—s co 

konkretan broj, \fee odreduje proces ponaganja velieine a„ 
kad n raste posle odredenog broja N. 

Promenljiva velieina oc se zove beskrajno mala, ako je 
njena granica jednaka null. Promenljiva velieina co je bes-
krajno velika, ako je ona reciproena beskrajno maloj 

Velieine cc i w nisu vrlo mala i vrlo velika odredena 
napr. 0,0000001 ili 100000000, yea su promenljive 

velieine odredenog ponaganja u procesu prelaza na granione 
vrednosti 

Ako je lira 	= 0, onda je (3 beskonaeno mala velieina 
CC-4) GC 

vigega reda prema a. Ako pri uporedivanju dve beskrajne 
male velieine a i (3, beskrajno malu velieinu cc uzmema za 
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beskrajno malu velieinu prvoga reda i maemo postaviti uslov 

lira - = A, gde je AO 0 konstantna velieina, onda je (3 
oc->0 an 
beskonaeno mala velieina n-toga reda prema beskrajno ma-
loj velieina 'cc. Ako je n= 1, a i p su istoga reda, one su 
ekvivalentne. Ako je (3= a+ e, gde je e beskonano mala vi-
gega reda 'prema a, onda je a glavni deo beskonacno male p. 

U nizu konkretnih problema o postavljanju funkciona-
lnih veza izmedu raznovrsnih velieina u prirodi uspegno se 
primenjuje metoda operisanja sa beskrajno malim velieinama. 
Ova metoda se zove infinitezimalni raeun, raeun sa infinitezi-
malama, tj. sa beskrajno malim velieinama. 

Pojam granice, koji smo definisali za niz (1) brojeva 
mote da se progiri i na niz (2) vrednosti funkcije. On je od 
koristi pre svega za odredivanje vrednosti funkcije f (x) za 
neku vrednost x= c, ako se ne mo2e neposredno odrediti 
vrednost f (c). 

Uzima se za pi omenljivu x tzv. okolina taeke c, tj. 
otvorena oblast (c — e, c+e), gde je e proizvoljan pozitivan 
broj. U toj okolini postoji levi deo od c — e do c i desni 
od c do c + e. Uzmimo levi deo okoline i na tom delu od-
redimo niz taeaka x1 , x 2 ,..., x„,... i neka c bude granica tog 
niza, tj. lira x„= c. Pretpostavljamo da se mde odrediti za 

n--). oo 

funkciju f (x) niz vrednosti 

f (xi), f (x2), • • • , f (x„), • • • 

U vezi sa tim nizom postavimo ovu definiciju graniene 
vrednosti funkcije. 

Ako postoji konaean broj A za koji se mo2'e naci 
takav broj N da za svako n> N bude ispunjena nejednakost 

I A -f (x.)1 <., 

sa proizvoljno datim pozitivnim brojem e, a pri tome x„ 
zadoroljava nejednakost 

(*) 	 0<c-xn<8, 

gde je 8 pozitivan broj gto odgovara broju e, onda se ka2e 
da je A graniena vrednost funkcije f (x) sleva od c. 
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Kratko se to beleli i ovako 	 Definicije grani6nih vrednosti, u koje vee ulazi vrednost 

lira f (x) = A. 	
granice, ne mogu slu2iti za utvrdivanje egzistencije granieIne 

x-> c-4 	 vrednosti. Kao teorema egzistencije mote slu2iti ova Bolcano 
KoSij 

Ako u prethodnoj definiciji nejednakost (*) zamenimo 	
eva teorema: 

 
nejednakoku. 	

Da promenljiva x„ ima konaenu granicu, neophodno je i 

(**) 	 0<xn—e<8, 	
dovoljno da za svaku vrednost E>0 postoji takav broj N, da 
ostaje na snazi nejednakost 

onda se, u opgtem slieaju, definge druga grani6na vrednost 	 I x n —x n • I <e, 
B, koja se zove graniena vrednost funkcije f (x) zdesna od c, 
i kratko ozna6ava 	 ako su n>N i n' >N. Ova teorema se zove i Bolcano — 

lirn f (x) = B. 	 KoS ijev princip konvergentnosti. Ova teorema, kao i teoreme 
x-. cd-o 	 egzistencije u drugim oblastima matematike, ne daje postupak 

Ako je A = B, obe nejednakosti (*) i (**) maemo 	 za konkretno odredivanje same grani6ne vrednosti. Takvo 

izraziti 	 odredivanje u svakom specijalnom slaaju zahteva narooito 

I xn — c I <8, 	 rasudivanje. 

a zajedniau graniIonu vrednost obeleNti 

lira f (x n) = A. 	 oo za a> 1, 
xn  --.0 	 1. lira an = 	1 za a = 1, 

To je graniena vrednost funkcije f (x) u taai c, neza-
n oo 	

0 za —1 < a< 1, ne konvergira za ->  

Vaini primeri. 

visna od postupka prelaza na graniConu vrednost, sleva iii 
zdesna. 

Stavovi o graniZnim vrednostima: 

1. lira A = A (A konstantan broj). 

2. lira [f, (x) +f2  (x)] = lira f1  (x) + Ern f2  (x). Vredi i 
x--)- a 

za vie sabiraka u konaenom broju. 

3. lira [f, (x) x f, (x)] = lira f1  (x) x lira f2  (x). Ista pri- 
x-3 a 	 x-÷a 	 x->a 

medba o proizvodu vise mnoElaca. 

a < —1. 
an 

2. lira ax = 1(a >0), 3. lira — 0, 4. 
nl 

log nn x —an 
	=0, 6. lira 	 = nan-1, 

— a 

	

e — 	 ax —1 

	

7 . lira 	 1, 8. Ern 	=Ina (a>0), 

	

x--.O 	X 	 X -.0 	X 

x 

	

9. lira (1 + 	= e, 10. 

5. lira 
n-).co 

lira (1 + 	= ez, 
x 

liMI 	I 
cov 

n = , 
n  

V --N. 0 	 11. lira (1 + —
1

+ —
1

+ ... + —
1 

—inn
\
I= Cr.L.-_,0,57722 .. 4. lira [fi. (x) :fa (x)] = lim fi  (x) : lint ,f, (x), ako je 

lira f, (x) 0 0. 	 n--,.«, 	2 	3 	n 	i 
x•-■ a 	 (Ajlerova konstanta). 

i lira A (x) = lira f2  (x) -- 
x -.a 	x-..a 
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5. Ako je fl (x)< f(x)<f2 (x) 

= A, onda je lim f (x) = A. 

	

12. Jim.  I  2 4 6. • ( n) -12 1 	n 	
proizvod = 	(Valisov 	). 

	

n-3 co L1.3.5. • •(2n-1)1 2n 	2 



18. lim V= 1 (p> 0) . 
X->Co 

n! 
20. lim 	 

n-* oo (n-p)! 
1 (p> 

nP  ceo broj)_ 

k; 	22. lira nk xn = 0 	x <1)_ 
n co 

30. lira _ 
n-. co 	 n3 	 3 

31. li 
.
rn

1 • 2+2.3+3.4+ • • • +n(n+1) 	1 

n- o • co 	 n3 	 3 

32. lim -- ka + 1) 2 + (a + -2  ) 2 + • • - 
.-> .., n 	n 	n 

n 	
1 2 	 1 

+(a+ )i - a2 -Fam-. 
n 	 3 

33. 1 	 = '/2t (Stirlingova formula). n 	 e_n 	  

Ako je f (x) konaena funkcija za svako kongno x, onda 

34. lim [f (x + 1)-f (x)] = lim [ x f (x)  
x-. 	 x--• 

x--.• 	f (x) 	.7c 	co 

[ 

35.
f(x+.)] 

 lim 
Ef (x)  

3.2. Neprekidnost funkcije 

Pretpostavimo da je ograni6ena funkcija f (x) odredena 
u zatvorenom podrifeju [a, b] i broj c se nalazi izmedu a i 

tj. a <c <b. 
Definicija neprekidnosti funkcije u taoki c. Funkcija f (x) 

je neprekidna u taai c, ako ona ima granFone vrednosti 
sleva i zdesna od c i to granie'ne vrednosti jednake su vred-
nosti funkcije za c, tj. 

lira f (x) = f (c) = lim f (x). 
c 

Ako je funkcija y =f (x) neprekidna za x = c i priragtaj 
argumenta Ax = x-c uzimamo kao beskrajno malu veli6inu, 
onda je i priragtaj funkcije Ay =f (c + Ax) -f (c) beskrajno mala. 

Za funkciju f (x), koja u ta6ki c ne zadovoljava uslove 
neprekidnosti, kale se da u toj ta6ki ima prekid iii skok. 

n! 

lira
n sin x 

	

13.  	1,  

x 0 X 

k  
15. llm 

X 
 - = 0 (s> 0), 16. ex   

	

17. 	hill  ln (1 + x) - 1. 

x 	x 

1 2 + 3 2 + 52 + • •  • + (2n-1)2  4 

1151)  1 

	

19. 	lim 
n co( n 	e 

23. lim 	 
an 

• 

co 1 + anj 
0,5 ako a= 1, 
0, ako 0 <a <1, 

1, ako a> 1. 

24. lira (f171+ 1751  VT11) (a> 0, b> 0). 
• \ 	2 	/ 

00-1)(x.-1-1)...(xn-k+1-1) 
25. lirn 	  

x-,• 1 	(x-1) ( -1). • • (xk-1) 

n(n- 1). • •(n-k+1) (n\ 

	

1.2 . . . k 	k ) 

lk +  2k + • • +nk 	1 
26. lim   (k - ceo pozit. br.)_ 

	

nk+ 1 	k + 1 

27. lim 
n-.Gs[lk 

 ± 2k  ± • • + nk 

	

nk 
	

k + 11 2 
	 - 

1 
- (k - ceo po- 

zitivan broj). 

28. lira -21-3-  •  •  -21i  
11 -> 00 
	 -\/n2 + 1 

29.
1. 	+ 2 + • 	n 

lim 	  
n + 2 
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tg x . 
14. lira- = 1, 

;,•o x 

In 1 k x
m 	- 0 (e>0). 

X-.00 X °  

21. 	lira 
(1 + x)ic - 1 

x o 	x 

- 	 1. 

n 	1 _ 
2 	2 
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3.3. Land i diferencijal funkcije 

Uzmimo funkciju (I) y= f (x) i njen grafik (sl. 56) sa 
oznakenim velieinama: Ax je priragtaj nezavisno promenljive 
x, Ay= f (x + A x)— f (x) — priragtaj funkcije, a, ugao 
sekante MM, sa osom x, a — ugao izmedu tangente i ose x. 

Definicija izvoda — Izvod iii izvodna funkcija date fun-
kcije je graniena vrednost, ako ona postoji, odnosa prirataja-
funkcije prema prirastaju ne- 
zavisno promenljive kad pri-
rataj nezavisno promenljive 
tezi nuli. 

Primer odredivanja. 
y= f (x)= x 2 . 

y' = lim 
f (x + h) —f (x) 

h 

= lim 	 
x ( + h)2  —x 2  

11-.0 

2 h +  h2  
= lim 

x 	
— lim (2 x + h)= 2 x, tj. (x2) ' = 2 X. 

h 
	

h-0 

SI. 56 — Sekanta i tangenta krive 

Za krajeve zatvorenog podrueja, take a i b, mote se 
govoriti samo o desnoj i levoj neprekidnosti. 

Definicija neprekidnosti funkcije na datom podrueju. Funk-
cija f (x), ogranieena i odredena u svima takama odredenog 
zatvorenog podrue'ja, neprekidna je na tom podrueju, ako je 
neprekidna u svakoj njegovoj tali, a i na krajevima u smislu 
jednostrane neprekidnosti. 

Nabrojimo neke vane neprekidne funkcije. 
1. Polinom po x i kolienik dva polinoma su neprekidne 

funkcije, sem za one vrednosti x-a (polovi kolienika), za koje 
polinom u imeniocu ima vrednost nule. 

2. Sve tzv. elementarne funkcije (stepen, eksponencijalne, 
logaritam, trigonometrijske i inverzne trigonometrijske, hiper-
bolie'ke) su neprekidne funkcije za sve vrednosti x-a, sem za 
one konane vrednosti x-a za koje funkcija teZ'i beskona'enosti. 

3. Zbir i proizvod konanog broja neprekidnih funkcija 
takode je neprekidna funkcija. Isto to se odnosi i na 
nik dve funkcije, sem za one vrednosti x-a za koje imenilac 
ima vrednost nule. 

Za funkcije koje su neprekidne u odredenom intervalu 
[a, b] mo2emo navesti ove osobine: 

1. U intervalu uvek postoji bar jedna taka za koju 
funkcija uzima svoju najveou vrednost; i bar jedna talca sa 
najmanjom vrednogeu funkcije. 

2. Ako su A i B vrednosti funkcije za a i b, tj. 

A = lim f (x), B = lim f (x), 
x=a+0 	 x—).6 —0 

i ako je S neki proizvoljan broj izmedu A i B, onda postoji 
bar jedan broj s, izmedu a i b, za koji f (s) = S. Zaklju'eak: 
ako su A i B iaznih znakova, postoji vrednost s za koju 
f (s) = 0, tj. postoji koren jednaine f (x) = 0. 

3. Ako na datom intervalu razlika x" — x' dve vredno-
sti argumenta teli nuli, onda 1 razlika J (x") —j (x') dye 
odgovarajuee vrednosti funkcije takode te2'i nuli. 

U vezi sa torn osobinom defingimo pojam ravnomerne 
neprekidnosti date funkcije u datom intervalu [a, b]. Osobina 
neprekidne funkcije pod 3. mote se izraziti uslovima: 

f (x")—f (x')<E, 	x"—x' 1<a ,  
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gde su: e dati broj (recimo, po1eljna tanost tablice vrednosti 
funkcije f (x)), a 8 traleni broj, koji zavisi od e i polo'iaja 
taeaka x' i x" (u tablici — gustina argumenta x). Ako za 
neprekidnu funkciju f (x), velieina 3 zavisi samo od r, fun-
kcija f (x) je ravnomerno neprekidna u datoj oblasti. Za zatvo-
renu oblast [a, b] vai Kantorova teorema: ako je odredena fun-
kcija f (x) neprekidna u zatvorenoj oblasti [a, b], ona je 
ravnomerno neprekidna u toj oblasti. 

Opgti obrazac. 

Ay 	v,—v 	f (x 	A xl — f (xl 
urn — = urn 	= lim 	  

	

x x,—>xx„—x 	 Ax 

( f x + h)—f (x) 	, 
= lim 	  _ f (x)= tg CC, 

h-÷0 
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pri emu je vrednogeu tg a nazna6eno geometrijsko tumgenje 
izvoda, kao tangensa ugla tangente sa x—osom. 

Izvod konstante, zbira i razlike. 
(Ill) (c)' = 0. Re6ima: izvod konstante je nula. 
(IV) (u +y)' = u' ± v' . Re6ima: izvod zbira iii razlike 

jednak je zbiru iii razlici izvoda. 

Slolena funkcija i njen izvod. 

(V1) y = f (u), u = (x) iii y= f (u), u = p (v) , v = (x). 

Definicija. Funkcija za 6ije izra6unavanje treba izvrgiti 
niz uzastopnih operacija zove se slolena funkcija. 

(V2) y' = yu '• u' iii y' =yu ' • u, • v'. Ree'ima: izvod slaene 
funkcije jednak je izvodu sloZ"ene funkcije po slogenom ar-
gument puta izvod tog slagenog argumenta po nezavisno promen-
Ijivoj. To je pravilo nadovezivanja. 

Izvod inverzne funkcije. Ako je y = f (x) data funkcija, 
ista funkcionalna veza izra2ena u obliku x = (ID (y) daje inve-
rznu funkciju. Izmedu izvoda y' x  i x'y  postoji veza 

1 
(VI) 	 xY =- 

yx 
 

raima: izvod inverzne funkcije jednak je reciproenoj vrednosti 
izvoda date funkcije. 

Izvod logaritamske i eksponencijalne funkcije. 

(VII,) (log o 	= —
1 

loge  e =1 	
1

• 	(VII) (1g x)' = —
1

• 
x 	 x 1g a 

(VII,) (log10 = —
1 

log10 e = —
M

= 
1 	1 

x 	x x lg„ 

gde su upotrebljene oznake: log,,—logaritam sa osnovom a, 
lg—logaritam sa osnovom e iii prirodni logaritam sa oznakom 
In, log10 — dekadni logaritam, i M dekadni modul prirodnih 
logaritama, M= log„ e ti 0,43429448, 1:M- 

= loge 	2,30258509.  

(VIII) (ex)'= ex, (VIII 1) (ax)'
1 

 = ax 	ax lg a. 
log,, e 

(v1112) 
	

(101=10x —
1 

= 10x lg 10. 

Izvod proizvoda i kolienika. 

nioca jednak je zbiru proizvoda izvoda svakog einioca pomno- 
(IX) (uv)' = u' v + u v', re6ima: izvod proizvoda dvaju ei-

lenog drugim ciniocem. 
Ako uvedemo pojam logaritamskog izvoda kao koliaika 

izvoda i same funkcije za proizvod vise 6inilaca y= u1  u2  u3 ... u„ 
posle logaritmovanja i diferenciranja imamo: 

y' 	 u„' 
= —+—+—+  • • • + — ( 1X1) 	

y 	u1  U2  U3 	 Un  

i reeima: logaritamski izvod proizvoda jednak je zbiru 
Jogaritamskih izvoda svih oinilaca. I najzad: 

(IX 2) (u1 	= u'1  u,...u„+ u1  u'2  ...u„ + • • • +141  u2  ...u'„.  

Reelma: izvod proizvoda vise einilaca jednak je zbiru 
proizvoda izvoda svakog einioca pomnolenog proizvodom svih 
ostalih einilaca. 

Za koliZnik u/v imamo 

u 	u' v—v' u 

(X) v 	va 

Reoima: Izvod kolienika jednak je izvodu brojioca puta 
imenilac manje izvod imenioca puta brojilac, sve to podeljeno 
kvadratom imenioca. 

Za proizvod konstante i funkcije: 

(XI) (Cu)' = Cu' 

Izvod stepena. 

(XII) = m x") -1, 

raima: Izvod stepena jednak je pro izvodu izlaioca i stepena 
sa izIoliocem umanjenim za jedinicu. 
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Pojam diferencijala. — Diferencijal, sa oznakom dx, ne-
zavisno promenljive x je prircdtaj ove promenljive, tj. dx = Ax. 

Diferencijal, sa ozna-
kom dy, funkcije y =f (x) 
je proizvod izvoda funkcije 
y' i diferencijala nezavisno 
promenljive, tj. 

(XVIII) dy = y' dx. 

Iz geometrijskog tu-
maeenja izvoda (sl. 57) 
sleduje da je diferencijal 
funkcije prirataj ordinate 
take na tangenti. 

Iz (XVIII) sleduje 

y , =dy 

dx 

	SI. 57 — Diferencijali argumenta 
i funkcije 

izvod je kolienik diferencijala funkcije i diferencijala nezavisno 
promenljive. 

Pogto je Ay =f (x + Ax) —f (x) = f ' (x) • Ax + = dy + e, gde 
e beskrajno mala vigega reda prema Ax, dy je glavni deo 
beskrajno malog priragtaja funkcije. 

Pogto je za odredivanje diferencijala funkcije potrebno 
samo pomnaiti izvod diferencijalom nezavisno promenljive, 
operacije za odredivanje izvoda i odredivanje diferencijala fun-
kcije, a ova poslednja se zove diferenciranje, ekvivalentne su. 

esto se rein „diferencirati" upotrebljuje u smislu odredivanja 
izvoda. Raeun, eiju osnovu saeinjavaju operacije sa izvodima i 
diferencijalima, zove se diferencijalni raeun. 

Kale se da je funkcija diferencijabilna u odredenoj haat, 
ako ona ima diferencijal (odn. izvod) u toj taki. Funkcija, 
koja ima diferencijal u svim taekama intervala [a, b], diferen-
cijabilna je na tom intervalu. Na krajevima ona mote imati samo 
desni i levi izvod odnosno diferencijal. Diferencijabilna fun-
kcija je neprekidna, ali nije svaka neprekidna funkcija dife-
rencijabilna. Neprekidna funkcija koja nije diferencijabilna 
u odredenoj taeki mote imati u toj -Meld levi i desni izvod, 
razlieite vrednosti. Takva taeka je prelomna taeka. 
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(XVIII 1) 

(XII1) H' _ _19  (v x7-q = 	= q  

(XII,) 

Izvodi trigonometrijskih funkcija. 

(XIII) (sin x)' = cos x. Izvod sinusa jednak je kosinusu_ 

(XIII1) (cos x)' = — sin x. Izvod kosinusa jednak je minus 
sinus. 

(XIV) (tg 	
1 

= 	, (XIV (cotg x)' — 
cos2  x 

(XIV2,3) (sec x)' = sec x • tg x, (cosec x)' = —cosec x • cotg x. 

Izvodi inverznih trigonometrijskih funkcija. 

(XV) (arc sin x)' = 1: -\/1 —x2 , 

(XV,) (arc cos x)' = — 1: V1 — x 2 ; 

(XVI) (arc tg x)' = 1: (1 +x2), 

(XVI1) (arc cotg x)' = —1: (1 + x 2). 

Izvod stepena promenljive osnove i izloNoca. 
Za odredivanje izvoda funkcije y = uv, gde su u i v-

funkcije x-a najjednostavnije je raeunati iogaritamski izvod, tj. 
posle logaritmovanja po prirodnoj osnovi Ig y = v Ig u odrediti 

u' 
logaritamski izvod: —3/  = v' lg u + v — , odakle imamo 

(XVII) (u")' =u' (v' lg u + v I±) . 

Ovaj obrazac nije potrebno pamtiti, vee se treba setiti. 
da funkciju treba logaritmovati. 

Primer. y = xx; lg y = x lg x; —Y  lg x + 1; y' = (xx) — 
Y 

=xx (lgx+ 1). 
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Izvodi i diferencijali vi2fega reda. Od izvoda y' = f'(x) = 

—dy = cp (x) = cp date funkcije y = f (x) mote se, pod opkim 
dx 

uslovima za diferenciranje, obrazovati nov izvod 

, 	dcp 
(I) = 

 dx = 
(x) = 4. 

Tada se kale da je za funkciju y = f (x) izvod y' 
prvi izvod, iii izvod prvoga reda, a izvod 	= tl) (x) = 4-izvod 
drugoga reda funkcije y = f (x). On se bele2i sa y" (oitaj; 
ipsilon drugi iii sekundum). Za drugi diferencijal funkcije 
y imamo 

d2y = d(dy) = d(y' dx) = d (y')dx = y" dx dx = y" dx 2 . 

d3y 
Odakle je y" = 

 d2 y 
. 	imamo y"' - 	, gde je d3y 

dx 2 	 dx3  
diferencijal treeega reda funkcije y. Uopgte se mo2'e govoriti 
o n-tom izvodu, kao prvom izvodu od (n-1)-og izvoda, i o 
n-tom diferencijalu sa aevidnim oznakama 

(XIX) 
	 y (n) _ dny 

Osnovni postupak za odredivanje izvoda odnosno dife-
rencijala funkcije vigega reda sastoji se u uzastopnom diferen-
ciranju. Taj postupak mote, u nekim specijalnim slu6aje-
vima, biti znatno skraden. Npr. za y = ex neposredno imamo 

7C 

(ex) (")  = ex, za y = sin x prema obrascu (sin x)' = sin (x + 
2 

imamo (sin X) ()  = sin (x + n • —7' i sli6no 
2 

(cos x1 (10  = cos (x + n • —
' 

. 

2 

Za y = xm imamo (e) (n)  = m (m- 1) (m-2) • • • [m - (n-
-1)] xm -n. Ako je m ceo i pozitivan broj, m-ti izvod ima 
stalnu vrednost (xm) (m) - m!, a ostali izvodi su jednaki nuli. 
Ako broj m nije ceo i pozitivan, nijedan izvod nema kon-
stantnu vrednost; tada je niz izvoda beskongan. 
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Diferenciranje funkcija odredenih u parametarskom obliku. 
Ako jedna6ine x = x (t), y = y (t) odreduju y kao funkciju x-a, 

izvod y' = —
dy d 

ima vrednost —
y 

= (dyldt):(dx1dt)= ylx, gde 

	

dx 	 dx 
gornja ta6ka ozna6ava izvod po parametru. Kratko: 

. 	. 

	

, y dy 	xy-yx dx • d 2y-dy • d 2x 

x 

	

Y = • = 
	y  dx 	A23 	 dx3  

gde su dx, dy, d 2x, d2y diferencijali funkcija x i y po para-
metru t. 

Tab lica za diferenciranje 

(I) y =f (x) 

(II) y' = lirn —
A y

- 

	

Ax-,•03 Ax 
	urn 	Y 

x xi -x 

	

urn 
f (x + x)- f (x) 	

ltm 	 - (x)= tg a. 
(. f x + h)-f (x) 

f 
 , 

Ax->o 	Ax 	h 0 

(III) (c)' = O. 	(IV) (u±v)' -1/ ±v' 

(V) y f (u), u = (x); = u • . (VI) 	y  =1: x 

(VII) (1g 	= 1: x, (VII„) (logo  x)' 	
1 

= 1 : (x lg a) = —loga e; 

M 1  1  
(VII,) (log10 	= —

1 
 

x 
. logo  e = —

x 
= 

x lg 10 
 

	

(e/ 	
1 

= ex, (VIII1) (ax)' = ax 	 - ax lg a, 
loga e 

(VIII2) (10/ = 10x M= 10x lg 10. 

(IX) (uv)' = u'v + uv', (IX1) (u,u, 	u„)' = u1 'u2 	. u,,+ 

+ u,u2' . . . un + . . . + u1u2 . 
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(1X2) 	 
(uiu, 	_ . u„)' 	u,' 	u,' 

	

141242 . . . 	1.11 	U2 
(8) (1g tg 

2  x 
 - sin x - cosec x, (9) (1g sin x)' = cotg x, 

'  u ) 
= 	

v 2 	 a 

u'v —vu 
(X) (— 	 , (XI) (Cu)' = Cu', 	 (10) (1g cos x)'= -tg x, (1 1) (arc sin Q)  = 

V a21— x 2,  V  

(XII) (e)' =mel -1 , (XIII) (sin x)' = cos x = sin (x + —; ), 
, (13) (arc secx)' -  	(12) (arc tg -9 ' =  a 
	 1 

a 	a2 ± x2 	 X ,/X 2  —1 
(X111 1) (cos x)' = -sin x= cos (x + -9 . 

2 (14) (arc cosec x)' - 	
1 

(XIV) (tg x)' = 1 : cos2  x = 1 + tg2  x, (XIV1) (cotg x)' = 	 x VX 2  —1 

= - 1 : sin2  x= -(1 + cotg2  x). (XV) (arc sin x)' =1 . V 1 -x 2 , 
(15) [1g (x + Vx 2 ±a2 1' = 	

1 

(XV„) (arc cos x)' = - 1 : -\11 -x2, 	 V 	' X 2  ± a2  

i  1 ig  a ± x1  ' (XVI) (arc tg x)' = 1 : (1 + x 2), (XVII) (arc cotg x)' = 	 (16) 	1  Igx  -a' 	
(17)  1 	 1  

2a x + a 	x2- a2 ' 	2a a -xj a2- x 2  
= - 1 : (1 + x2). - 

(18) (sinh x)' = cosh x, (19) (cosh x)' = sinh x, 
(XVII) y = uv logaritrnovati. (XVIII) dy=y' dx, y' =

dy 
. 

dx 
, (21) (cotgh x)' = = 	

1 

(XIX) y (n)  = dn —
y

. 	(XX) x = x (t), y = y (t). 	
(20) (tgh x)' 

cosh2  x 
	

sinh2  x ' 
de 

dy 	 • - 	 (22) (Ar sinh x)' - 	  

	

(dyldt): (dx/dt) = ylx. 	 Vx 21 

 

+ 1 ' 
dx - 

(23) (Ar cosh x)' — 	
1 

	

Neki dopunski rezultati diferenciranja 	 ./x2 — 1
'  

u ' 	 1 	 (24) ( 	—ax  ) ' 	
1  

( 1 ) (--
c
) = 

u' 
— , (2) (---

c , 
= -

Cy' 
i -  , ( 3) (-

1
) 	.

' 
= -- 	

Ar sinh 
- • 	 vx2 + a2 , 

C 	 V
) 	

V 	 X 

	

1 	 sir ax 	 (25) (Ar cosh —x  - ) ' 	
1  

(4) (1/70' = 	. (5) (sec x)' - 
2 cos X — 

tgx sec x, 
n 11  1-xn - 1 	 a 	-\I X 2  a2  ' 

(6) (cosec x)' - 	 = -cotg x cosec x, 

	

cos x 	 (26) (Ar tgh x)' =  1 	(- 1 < x < + 1). 

	

sin2  x 	 1- x2 ' 

(7) [1g tg (-17  + —x  ) ]  = 1 = sec x, 	 (27) (Ar cotgh x)' = 
 1  

( , 	1 <-
1

',< +1). 
4 2 	cos x 	 1 - x2 	x 

86 
	

87 



[(n — 1) m 1]  m  
xmn -1  

(17) (uv)(") = u(n) • v 4- nu(n-1)  v' n  (11— 1)  U —2)  V " 	• 
2 

+ uv 	(Lajbnicov obrazac). 

11  (38) (uv)' = uv 	lg u + v— ). 

1 

(39) d (u + v — w) = du + dv— dw, (39 1) d (uv) = v du +u dv, 

(392) d 	v du — u dv 

v 2 

3.31. Funkcije vise promenljivih 

U svakoj funkciji od dye iii vise promenljivih swim ne-
zavisno promenljivim, sem jedne, moiemo dati stalne vrednosti. 
Pod takvim uslovom funkcija vise promenljivih postaje fun-
kcijom samo jedne nezavisno promenljive i prema tome 
moiemo postaviti definiciju: izvod funkcije vise promenljivih 
po jednoj promenljivoj, kad pretpostavljamo da su sve ostale 
promenljive konstantne, zove se delimicni iii parcijalni izvod 
po toj promenljivoj. Za funkciju z = f (x, y) imamo dva deli-

mie"na izvoda sa oznakama: 

, df 	a , 	, dz 
zx — 	J (x, = f' x (x, ) = — = f (x, Y),

ax ax ax 

	

f a 	 dz 
zy 	= f (x, = f y' (x, = —

ay
= Dy f (x, 

 ay ay  

Proizvodi —
az 

dx i —
dz dy su delimieni iii parcijalni dife- 

	

dx 	dy 
rencijali. 

Zbir svih delimienih diferencijala je totalni diferencijal. 
Oznaka: 

d f 
dz = —

d f dx + — dy. 
ax 	dy 

(28) (e") (") = a" • ea", (281)  (ix) (n) = (k lg a)" akx. 

(29) (1g x) (") = (-1)n -1  (n-1)1 
 xn 

(290 (loga 	= (-
1 \ 	(n —

"

1) ! 

	

1 	x (1g a)n • 

(30) (sin x)" = sin (x + n 7±), 
2 

(31) (cos x) (n)  = COS (X + n-77 ), 
2 

7C 
(32) (sin kx) ( n)  = kn  sin (kx + 

2 

(33) (cos kx)n = k n  cos (ICX +n ' 
2
±), 

(34) (x1") (n) = m (m— 1) • • • (m — n + 1) xm " 

(35) (-1  ) (n)  = ( —1) n 	M (M ± 1) 	+ 2) • • 

1 
• •(m+n 1) 

:cm 

(36) (ini;) (n)

m"
(M-1) (2m - 1) • 

Za funkciju u = f (x, y, z) imamo: 

	

au au du. 	du 	au 	du 

	

— — — 1 du= 	— dx + ____dy + —dz. 
dx

, 
 dy

, 
 az 	ax 	0 	az 

U slue'aju funkcije n promenljivih (1) (x,, x 2 , .. • , xn) 
imamo n delimi'enih izvoda i diferencijala i totalni diferen- 

d0 	&I) 	 del 	" dil) 
cijal ca = 	dx,+ 	dx 2 + • - • + —dx,, = 2 	dx i • 

ax, 	dx, 	 dx„ 	1_, ax, 
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Delimi6ni izvodi prvoga reda, recimo, funkcije 

az . dz 
z =f (x, y), tj • —1 — , 

ax ay 

u * opgtem slu6aju, sa svoje strane, su funkcije x i y i prema 
tome imamo 6etiri druga delimi6na izvoda: 

	

d2 z 	a2 z 	a2 z 	a2 z 	 a2 z 	d2 z  
Izvodi 	1 	 

	

aX 2 	ay ay ax dy 2 	dx dy ay dx 

se razlikuju samo po redu diferenciranja. Ako se zaustavimo 
samo na funkcijama kod kojih rezultat diferenciranja ne 
zavisi od reda diferenciranja, drugih delimienih izvoda biee 

a2 z 	a2 z 	32 z  
samo tri:   . Zbir svih delimionih diferencijala, 

dx2  dx dy dy2  
od kojih su dva jednaka, daje ovaj drugi totalni diferencijal 

	

62 z 	a2 z 	d2 z  
d2  Z = — dX 2  + 2 	dx dy+ 	dy 2 . 

	

ax2 	dx ay 	dy2  

Navedimo za funkciju z = f (x, y) gornje obrasce sa tzv. 
Monievim oznakama: 

a 	 a2 
p = —

az 
, q = — , dz = pdx + qdy; r =d 	, 

ax 	d

z 

 y 	 ax2

x  

t=
d2 z

, d2 z=rdx2 +2sdxdy+tdy2 . a y2 

Funkcija z = f (x, y) je diferencijabilna u datoj -land 
M (a, b) ako je z = f (x + x, y + Ay) — f (x, y) — A Ax + B Ay+ 
+ e p, gde su A i B konstante, naime 

A = 	
O 

, B = (—) 	, p = \(A x) 2  ± (A y) 2  i 	0, 

	

ax 	 \O y/ x=a 
y=b 	 y=b 

kad 	O. Prema tome i za funkciju vise promenljivih mo2emo 
kazatida je tota lni diferencijal glavni deo priragtaja. 
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Iz navedenog je jasan i ovaj simboli6ki obrazac za dife-
rencijal n-toga reda za funkciju, recimo, od tri nezavisno 
promenijive 

irr u = (—
d

dx  + 
a 

— dy + —a  dz) n  f. 
dx 	y 	az 

Diferenciranje sloienih funkcija. Ako je z = f (x, y), a 
a f 

y = 	
f 

(x), imamo iz obrasca dz = — dx + — dy ovaj obrazac: 
dx 	ay 

dz of df , af df 
—
dx 

= 
dx + Y 

 —
d

Y = 
ax 

+ 
d
—

y
cP' (x)- 

Kratko se kaZ'e: prvi 'elan —
d f je rezultat diferenciranja po x, 
dx 

ukoliko x ulazi neposredno, a drugi 'elan — f y ' , 
ay 

ulazi preko y-a. 

Ako je (I) = (I) (x, y, z), imamo — = — 
dx 

+ 
a 

y' + 
az 

z  ,
dx 	 y  

gde su y' i z' izvodi y i z po x. 

Na sli6an naeln se odreduju delimi6ni izvodi, kad su 
x, y, z funkcije nezavisno promenljivih u i v. Posle diferen- 
ciranja po u i po v imamo 

act. 	d(1) 	dy 	c)(1) az 

du 	ax du ay au dz du' 

dx 	acto ay 	d(I) dz 

av 	dx av 	ay av 	az dv • 

Pri diferenciranju slaenih funkcija diferenciranje se 
sastoji iz dye faze: iz diferenciranja po promenljivoj koja 

of) ulazi neposredno (npr. — i iz slaenog diferenciranja preko 
dx 

slo2enog argumenta (npr. 
f 

— 	. 
dx 
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funkcije z: 

a2 z  
s = 	 

dx 

ukoliko x 

d(I) 	d(1) 	deo 	atIc. , 



Po istom,  pravilu se odreduju i totalni •diferencijali 
slo2enih funkcija vise promenljivih. Ako je w =f (x, y, z; u, v), 
gde su u = u (x, y, z), v = v (x, y, z), tada je 

	

dw=( 	 16  )dx-E(
dy

+ 
du 

+ 
d v dy

)dy + 
df Of 	df av 

dx du ax av dx 

+Of ±df ±df andz (i
a dx+-fa  dy+-16  dz)+ 

kaz  du az av az) 

of + — au + — uv. 
du 	av 

Diferenciranje implicitnih funkcija. Funkcija y (x) odre- 
dF dF dy 

Jena jednaeinom F(x, y)=0. Iz (*) —+— —= 0 imamo 
dx dy dx 

dy, 	OF OF 

	

= y = 	: — Za odredivanje y" diferencirajmo (*) jog 
do 	ax ay 

jedanput —
d2F

+ 2 
 d2F 

y' + —
d2F

y'2+ —
OF 

y
„ 

= 0, odakle je y" = 
a x2 	axay 	d y 2 	ay 

	

= —(

62F 	02F 	02F  ) OF 
+ 2 -- y' 	 +--y'2  : 	pri cemu u taj izraz mo- 

	

x2 	dxdy 	d y2 	dy 
2emo staviti odredenu vrednost y' iz (*). 

Ako je funkcija z =z (x, y) odredena jednaeinom 

F(x, y, z)= 0, 
iz jednaeina 

aF dF.dz 	OF dF 	n  
— 	— — V, 	 — V 

ax dz dx 	ay az dy 

azdz 
i odredujemo dva izvoda: — — . Drugi delimicni izvodi se 

dx ay 
odreduju ponovnim diferenciranjem prve jednaeine prvo po 
x. a zatim po v, a druge jednaine prvo po x (radi prove-
ravanja), a zatim po y. Za jednaeinu sfere x 2  + y2 +2:2 = R2 

 imamo: 

 1. x+z—=0, y+z
dz 

 V. 
az 

ax 	ay 
	2. 1 + (—

dz) 2 
z —

d2 z 
= 0, 

	

dx 	d x2  
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oz az 	a2 2. _ 0 
 a

zaz 	cr z 	 oZ) 2 	02 : A  
— 	

, 
+z 	= 0, 1 + (— + z — =a• 

ax ay
1 
 dxdy 	dxdy axay 	dy 	aye 

Konaeno imamo ovaj rezultat sa Mordevim oznakama: 
p= -x/z, q= -y/z; r = -(R2 -y2) : z8 , s=-xy:z3 , 

t = -(R2 - x2): z3 . 

3.4. Osnovne teoreme diferencijalnog raeuna 

Rolova teorema. Ako jednoznaena konaena neprekidna 
funkcija jedne promenljive ima na granicama odredenog in-
tervala vrednosti jednake nuli (ili bilo kakve druge, ali jed-
nake vrednosti) i u unutragnjosti tog intervala ima odredeni 
izvod bilo konaean, bilo beskonaean u prevojnim taekama, 
tada izvod to funkcije bar jedanput u torn intervalu ima 
vrednost nula (sl. 58). 

y 	a. 	b. 

r 

0 
	

BA, 	B, 
SI. 58 — Rolova teorema 

Lagrardeva teorema. Iz Rolove teoreme sleduje: ako je 
kriva data jednaeinom y =f (x) i f (a) = 0 (ili A), f (b) = 0 
(ili A), onda postoji taeka eija je apscisa (ksi) izmedu a i 
b, tako da je f' () = 0. Za slu-
eaj kad seeica PQ (sl. 59) nije 
paralelna sa Ox osom, a izmedu 
a i b postoji taeka M () sa tan-
gentom paralelnom seeici PQ ima-
mo Lagranievu teoremu, eiji sadr-
2aj izrai'avamo analitieki obrascem 

f (b)-f  (a) - f ' 	=te a.  
b-a 	 r 	SI. 59 — Lagranieva teorema 

pri eemu funkcija f(x) treba da zadovoljava uslove analo-
gne uslovima navedenim u Rolovoj teoremi. Iz prethodne 
jednaeine sleduje obrazac 

f (b) = f (a) + (b — a) f ' 
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koji se mole napisati 

(*) 	f (x + h)=f (x)+ hf' (x + 0h), 

gde je 0 (teta) broj, koji zadovoljava uslove 0 <0 <1 i prema 
tome je pravi razlomak. To je Lagraniev obrazac. Iz tanog 
Lagraidevog obrasca mo,gu napisati priblane obrasce za neku 
vrednost 01 , koju biramo unapred, ne znajai pravu vrednost 0. 
Tada je f (x + h) —f (x) hf (x + 0,h); za 01 = 0 i 01 = 1 sa 
izvodima za krajnje vrednosti intervala imamo vane pribliIne 
obrasce: f (x + h) —f (x) s-e hf (x) i f (x + h) —f (x) hf ' (x + h). 

Lagranleva teorema izralena obrascem (*) zove 3e i 
teorema o srednjoj vrednosti funkcije. 

Navedimo jog valan Kaijev obrazac 

f (b)— f (a)  f'  

0 (b) —  (1) (a) (P' 

uopgtenje Lagraillevog obrasca. Sem uslova koji vale za fun-
kciju u Lagran2evoj teoremi. cp' 0 je dopunski uslov. 
Druga forma Kogijevog obrasca 

f (x  + h)—f (x) f' (x +0  h) 
sa 0<0<1. 

cp (x+ h) — cp(x) 	(x + Oh) 

Ako su f (x) = (p (x)= 0, f' (x) = op' (x) = 0, . . . , fo -1)(x) = 
= yo -1) (x) = 0, a cp (n) (x)0 0, vai generalisani Kogijev obrazac 

f (x + h) fo)(x +0 h) 

op (x + h) 	+ Oh) 

Tejlorov obrazac. Uzastopna primena teoreme o sred-
njoj vrednosti dovodi do ovog obrasca 

f (x + h) — f (x) = h f ' (x) + —

h2 

f " (x) + —
h3 

f„, (x) + • • • -- 
2! 	3! 

	f -1)  (x)+ Rn , 
(n — 1) ! 

gde su: h — prirataj argumenta, i! = 1 • 2 3 	tj. faktori- 
jela, f (') (x)—i-ti izvod funkcije f (x) i R„ tzv. ostatak sa. 
vrednogeu 

	

= —
1 

le 	(x + 0 h) sa 0<0< 1 . 
n! 

Meklorenov obrazac. Ako u Tejlorov obrazac stavimo 
x = 0, a zatim h oznaimo sa x, dobitemo tzv. Meklorenov 
obrazac 

f (x) = f (0) + x f ' (0) + 
x2 

fir (0) + 
x3 

f " (0) + • 
2! 	3! 

xn --1  
	f ( n .--1)  (0) + R,„ gde je 
(n-1)! 

R„ =x—n  f (0 x), sa 0 <0< 1. 
n! 

Tejlorov i Meklorenov obrasci ;'su taehi obrasci, ako 
stavimo odgovarajueu vrednost broja 0. Pogto ne postoji opgti 
algoritam (pravilo izraunavanja) za odredivanje takvog broja 
0, navedeni obrasci se upotrebljavaju u priblanoj formi. 
Proutavanje njih u toj formi spada u Teoriju redova. 

Diferencijalne forme prethodnih obrazaca 

D 	
2

1 
! (A x) 2  f" (x) + • • • + .12„, 

y = d y + —
1

d2  y + •• • + 
2! 

Izvedena teorija Tejlorovog i Meklorenovog obrazaca se 
progiruje i na slueaj funkcije vige primenljivih. Za dve pro-
menljive imamo: 

a f 
f(x+h, y+k)- f(x, y)+h—+ k+ 

x 	ay 

	

o2 f 	02 f 	02 f) 
h2 	 2hk 	+ k2 	+ R3 . 

	

2 ! a x2 	ax ay 	dye 

3.5. Analitieke primene izvoda i diferencijala 

Pomoeu pojmova graniene vrednosti, izvoda i diferen-
cijala mole se proaavati ponaganje funkcije jedne iii vige 
promenljivih oko date take, u datoj okolini. 
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SI. 60 — Rakenje i opadanje funkcije 

Si. 61 — Maksimum, minimum i prevojna taCka 

a. 
/1,4; 443 

:A/13 

b. 

y a 	 c 

0 

SI. 62 — Take bez relativnog 
maksimuma 

Definisani pojam neprekidnosti funkcije jedne prome-
nljive u datoj taki odnosno na jednom podraju, sa dopu-
nom pojma ravnomerne iii uniformne neprekidnosti, lako se 
progiruje i na slaaj funkcije vise promenljivih. Osnovnu ulo- 
gu igra tzv. z--8 princip. 

Rakenje i opadanje funkcije. Ako neprekidna funkcija y 

za odredenu vrednost argumenta x raste, tj. za A x >0 i i y>0, 
y 

i za Ax<OiA y< 0, imamo y' = lim 
Ax-wA x

—> O. Prema tome, 

ako funkcija raste, prvi izvod je pozitivan, ako opada, izvod 

je negativan. U prvom slaaju tangenta na krivu cini ogtar 

ugao sa 0 x osom, u drugom — tup (sl. 60). Za funkciju ko-
ja u datom intervalu 
[a, b] iii ne opada, Yee bilo 
raste bilo ostaje neprom-
njena, iii ne raste, yea bi-
lo opada bilo ostaje ne-
promenjena, kale se da je, 
u torn intervalu, monotona 
u S'irem smislu. Ako samo 
bilo raste bilo samo opa-
da, funkcija je monotona 

u smislu; to su uzlazne iii silazne funkcije. 

3.51. Ekstremum funkcije 

Glavni deo teorije najveeih i najmanjih vrednosti fun-
kcije se odnosi na onaj slaaj, kad je data funkcija neprekidna 
i diferencijabilna u odredenoj oblasti. Kad je u taki M krive 

sa odredenom tangentom, paralelnom 0 x osi (sl. 61a, b), 
vrednost funkcije u toj tacki u (M) veea (odnosno manja u 

Mai M1) od vrednosti to funkcije y (M') i y (M") u takama 
levo i desno od take M, tj. y (M)>y (M') i y (M)>y (M") 
jodnosno y (Mi)<y (M'1) i y (A/ 1)G y (M",)], onda se kale 
da u taki M funkcija ima maksimum (maximum, kratko, max.) 
odnosno minimum (minimum, kratko, min.). Kao zajednieki 
naziv za pojmove maksimuma i minimuma uvedena je ree 
ekstremum (extremum) funkcije. 

Pojam, recimo, maksimuma, je uzi od pojma najveae 
vrednosti, jer funkcija mole u datoj meld krive imati najveau 
vrednost, npr. za  slueajeve nacrtane na slici (sl. 62), kad fu-
nkcija ima najveau vrednost, ali nema odredenog izvcda iii 
je taj izvod beskonaean. Takve 
najyeee vrednosti nemaju naziv ma-
ksimuma odnosno minimuma. 

Svaka taka na krivoj u ko-
joj je tangenta paralelna sa 0 x 
osom, tj. y' = 0, zove se staciona-
rna tae'ka, a vrednost funkcije za 
tu taku — stacionarna vrednost. 

Uslov stacionarnosti take 
y'(x) = 0 je neophodan za ekstre-
mum, ali nije dovoljan, jer postoji slaaj da je, npr. 
u taki M2 ' (sl. 61 c, d) levo od stacionarne take M2  y (M' 2) 

>Y (M2), a u tacki M2" desno od M2 y (M2 ") <y (M2). Takva 
taeka se zove prevojna taseka iii taad infleksije. 

Ako je y" 00, neophodni i dovoljni uslovi za maksi-
mum i minimum se izralayaju ovako: 

y' (x) = 0, y" (x) < 0 za maksimum 

y' (x)= 0, y" (x)> 0 za minimum. 

Ako su y' = 0 i y" = 0, ne moIemo na osnovu samo ovih 
izvoda nigta kazati o karakteru funkcije u okolini date take. 
U opgtem slaaju pitanje se reiava ovom teoremom: Da bi fu-
nkcija iedne nezavisno promenljive imala ekstremum za odre-
denu vrednost argumenta, potrebno je i dovoljno da za tu 
vrednost uzastopni izvodi budu jednaki nuli i da izvod najnifeg 
reda koji nije jednak nuli bude parnoga reda; ako je ovaj pozi-
tivan, bite to minimum, ako je negativan — maksimum. 

7 ViSa matematika 	 97 
96 



3. U slu6aju kad f' 	oo za konanu vrednost x 
imamo (sl. 62 c) apsolutni ekstremum (maksimum) u tzv. 
kopljastoj tacki. Mae se navesti vise takvih singularnih ta6aka 
za koje funkcija ima samo apsolutni ekstremum, jer ne za-
dovoljava uslove relativnog ekstremuma. 

Funkciji z =f (x, y) odgovara povrgina. U taeli M (a,b,c), 
gde je c =f (a, b), funkcija f (x, y) mote imati ekstremum, 
ako su a i b koreni sistema jednaelna 

f 	
a= v. 

 f 
—= v, — 
ax 	y 

To su neophodni uslovi ekstremuma funkcije dve pro-

menljive. Oni su ekvivalentni uslovu dz--
af 

dx+ —

Of 

dy = 0 , 
ax 	dy 

koji treba da vali za proizvoljne vrednosti diferencijala 
dx i dy. 

Pod uslovom dz = 0 dovoljni uslovi za ekstremum mogu 
se dobiti iz uslova da drugi diferencijal 

a2f 	a2f 	62 f 
d 2  Z 	dX 2  + 2 	dxdy + dy2  

axe 	ax ay 	dy e  

zadr2ava stalan znak za proizvoljne vrednosti dx i dy. Ispi-
tivanje tog znaka zavisi od vrednosti diskriminante 

62f  a2f  

ax ay axe 
a2f 	a2f 

a y2  ax ay 
i dovodi do ovog rezultata 

A <0, postoji ekstremum i to za 

z  
— > 0 minimum; 

x2 
62 z  
— < 0 maximum; 
a x2  

A = a2f 
 \2 _„:)2f 62f  

ax dy) a x 2  a y2  

> 0, nema ekstremuma; 

O = 0, pitanje ostaje neregeno. 
62 z  

Uslov 	= 0 je iskljaen, jer je on protivre6an uslo- 
d x2  

vu A<0. 

7* 
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Opgti postupak za regavanje zadataka o ekstremumu fu-
nkcije jedne nezavisno promenljive ima ove delove: 

1. Iz uslova zadatka sastaviti funkciju y = f (x), koja 
odgovara problemu, i odrediti interval [a, b], u kojem se ona 
mote menjati prema uslovima problema. 

2. Odrediti izvod y' = f' (x). 

3. NaOi korene jedngine y' (x) = 0. Oni odreduju apscise 
stacionarnih taaka. Oznaeimo ih sa x1, x 2 , 	,x„ i to one 
koje pripadaju intervalu [a, b]. 

4. Prou6iti promenu znaka izvoda y' (x) pri prolazu 
kroz svaku stacionarnu taku 	(i= 1, 2, ... , n). Ako je 
y' (x)>0 levo od tgke i y' (x)<0 desno od taki M. 
odgovara maksimum y (x i). U suprdtnom slu6aju imamo, re-
cimo, za taau Mk, pod uslovima f' (x)<0 levo i f'(x)>0 
desno, minimum. Ako takvo odredivanje znakova nije zgodno, 
mote se odrediti drugi izvod y" (x); znak tog izvoda za od-
govarajuOi koren odreduje vrstu ekstremuma. Ako je drugi 
izvod jednak nuli, treba produIiti postupak prema navedenoj 
teoremi. 

Primedbe. 1. Najveei od maksimuma (maximum maxi-
morum)' i najmanji od minimuma (minimum minimorum) 
odreduju se neposrednim uporedivanjem. 

2. Kako smo naveli, od pojma ekstremuma neprekidne 
diferencijabilne funkcije treba razlikovati opgtiji pojam naj-
veee i najmanje vrednosti funkcije u datoj tacki, u kojoj 
funkcija mote iii sasvim nemati jedinstvene tangente iii 
imati tangentu paralelnu sa Oy osom (sl. 62). I takve naj-
manje i najveee vrednosti ponekad se zovu ekstremumi, ali 
za razliku od prvih, koji se zovu relativni ekstremumi, ovi, 
bez tangente, imaju naziv apsolutnih ekstremuma. Radi krat-
koOe izralavanja zaustavimo se samo na uslovima za maksi-
mum. Uslov za apsolutni maksimum trali uporedivanje samo 
funkcije f(x) i vrednosti f (x-4-e). bez dopunskog uslova 
y' (x) = 0. Ali i za apsolutni i za relativni maksimum naoin 
uporedivanja ima dve forme: f (x)> f (x±e) za tzv. pravi 
maksimum i slabiji uslov f (x) > f (x+e) za nepravi maksimum, 
gde je e beskrajno mala veli6ina, pri eemu za apsolutni ek-
stremum maemo uzimati e samo sa jednim znakom. 
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U s1uaju funkcije vise promenljivih F (x 1 , x2 , ... , x„) 
prvi diferencijal treba da bude jednak null. Prema tome do-
lazimo do ovih n neophodnih uslova 

	

(1) 	d (1) 	a  = 0 = v, — = v; • .. , 

	

ax1 	axe 	dx„ 	• 

Odredivanje prirode ekstremuma zavisi od vrednosti 
drugog diferencijala d 2  1. Neoemo ulaziti u proaavanje po-
jedinih mogueih slueajeva. U veoini prakti6nih slaajeva ka-
rakter ekstremuma je iii neposredno oagledan iz prirode 
samog zadatka iii zahteva elementarno proaavanje okoline 
take ekstremuma. 

Za prou6avanje ekstremuma funkcije vise promenljivih 
u oblasti sa odredenim granicama treba specijalno proaiti 
ponaganje funkcije na granici. Takvo proaavanje spada u 
problem tzv. uslovnog ekstremuma. 

Uslovni ekstremum. Neka se traii odredivanje ekstre-
muma funkcije vise promenljivih, npr. z = f (x, y), pod pret-

postavkom da promenijive x, y moraju zadovoljavati uslov 
(x, y) = 0. To je tzv. uslovni ekstremum. Teorija ovog pro-

blema dovodi do primene metode neodredenih mnozilaca, koja 

trazi ovaj postupak. 
Sastavimo novu funkciju Z od polazne funkcije z =f (x, y) 

i leve strane uslova cp (x, y) prethodno pomnoIene stalnim 
neodredenim brojem, koji oznaimo sa X. Novu funkciju 
Z= f (x, y) + X cp (x,  y) smatramo kao funkciju dveju, ali sad 
nezavisno promenljivih x i y. Na to funkciju maemo pri-
meniti postupak za odredivanje ekstremuma funkcije vige neza-
visno promenljivih. Taj postupak daje dve jednaine 

	

az 
 = 

d f 	d cp 	dZ a f 	dcp 
 - + X - 	 = - X - V• 

	

dx dx 	dx 	dy ay 	dy 

Taj sistem zajedno sa jednainom p (x, y) = 0, u opgtem 
slaaju. daje moganost odrediti tri nepoznate veli6ine: x, y, A. 

Za slaaj funkcije u = f (x, y, z) sa dve uslovne jednaine 

(x, y, z) = 0, 4) (x, y, z) = 0 uzima se nova funkcija 

41) (x, y, z; a,  1.0= f (x, y, z) +A P  (x, y, z)+ 	(x, y, z), 

u kojoj su x, y, z nezavisno promenijive i X, 	konstante. 
Uslovi ekstremuma daju ovaj sistem od tri jednaine  

d f dy 	dy 	a4) ,, df 	dcp 	d4) , 
—+X—+ 11.--u, — +A— +II.— = tr, —+A—+ v.— = u. 

dx dx 	dx 	dy dy 	dy 	dz 	dz 	dz 

Ove tri jednaine zajedno sa jednainama p (x, y, z) = 0, 

4) (x, y, z) = 0 slue za odredivanje pet nepoznatih: x, y, z, A, p.• 

Prema tome maemo naglasiti ovo Ajlerovo pravilo: 

Ako se traIi ekstremum date funkcije vise promenljivih, 
vezanih jednom ili yearn brojem jednaina, treba levu stranu 
svake veze pomnoliti neodredenim mnohocem i dodati datoj 
funkciji. A zatim se odredivanje ekstremuma funkcije vr§i 
po pravilu ekstremuma za funkciju vise nezavisno promenljivih. 

3.52. Neodredeni izrazi 

Ako treba izra6unati vrednost kolie'nika y =
f (x) zax = a, 

(x) 

	

kad je f (a) = 0 i p  (a) = 0, onda se dobiva 	
0 

izraz , kome 
0 

ne odgovara nikakav broj, iii jednakost y x 0 = 0, koja ostaje 
ta6na za svaku vrednost y, pa prema tome vrednost koli6nika 
za x = a neodredena, a sam koli:Onik pod uslovima f (a) = 

p (a) = 0 je neodreden izraz. 
Medutim, kad po6nemo proaavati izraz koliCanika u blizini 

x=a, tj. za x=a+h, mote se dogoditi da hiLMO  fp  ((cia++hh))  ima 

(x2 —  4\  
x — 2 ) 	= 0 

h.  (2 + h) 2 — 4 	. 4 + h2 	. 
a 	him 	 — urn 	— urn (4 + h) = 4. 

h-.0 2 + h— 2 	1:-).0 	h 	h-40 

Primetimo da smo koli6nik skratili sa h 0 pre prelaza na 

gi anii3nu -vrednost, a to je potpuno zakonita matemati6ka 
operacija. 

U rezultatu primene Kogijeve teoreme i prelaza na 
grani6nu vrednost dobija se ovaj rezultat za dobijanje prave 

vrednosti neodredenog izraza 
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potpuno odredenu vrednost. Tako je npr. 
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rf  (x) -1 	_ 0 	if ' (x)1 
[cp (x)j,„ 	0 	I_ 

p' 
 (x) 	• 

[1-2 x—x2  [— 2-2x 
Primeri: 1. 

5x2  + 1 	x- 00 	1 0x 	x= 

Ovim se izraiava tzv. Lopitalovo (L' Hospital) pravilo, 	 00 —2 
koje glasi: 	 — 

Za odredivanje prove vrednosti kolienika f (x) : p (x) za 
= a kada je f (a) = 0, cp (a) = 0, treba diferencirati posebno 

brojilac i posebno imenilac, pa u dobiveni kolienik staviti x = a. 
Ako ovaj kolijnik ima odredenu vrednost, ona predstavlja i 
pravu vrednost polaznog kolienika: ako ponovo dobijemo ne-
odredeni izraz 0: 0, treba Lopitalov postupak ponoviti. 

Primetimo da je ovo posebno diferenciranje brojioca i 
imenioca dozvoljeno samo u slueaju neodredenosti kolienika. 
Zato je pre tog posebnog diferenciranja zgodno staviti izraz 
0 

— kao simbolieku oznaku opravdanja posebnog diferenciranja. 
0 

Primeri: 

(xx2--4) 	0 px] = 4.  2   

0 L ix=2 

(  sin 

x x_ o 
 o 	cos x 

o 	1 ) x- 0 

 = 1. 

3. ( 
ex'-1  \ 	— — 0 (ex' • 2x 	_ 0  

cos x-1) x= 0  0 	—sin x),,_, 0 = 

= 
(ex'  • 4x° + ex' - 2) 

= —2. 
—cos x i x=o 

Na oblik 
0 
 —mogu se svesti i druge neodredenosti eiji se 

0 
oblici simbolieki oznaeavaju ovako 

; OX 00 ; 0 '; 0 0 0 ; 1 c'; , 00- 00. 00. 
00  

= —0,2. 
00 	10 

2. (x+lgx 	= 00 	1 +
= 	

1 

log x + 1  x-- 

— 
x 	00 

f (x 

Slueaj 0 x 	[f (x) • <1) (x)] X=--a = X 00  = 	1  

[ ) 

(x) x= 

iii 

00 
= 

00 

0 
tog proizvoda, iz lg y = A dolazimo do vrednosti y = eA. 

Slueaj 00— 00 u obliku 00 1 — 00 2  = 001  (1 .— 51 , sa pret- 
n 

(

postavkom da c'--°  --)-1, svodi se na slueaj 00 1  x 0, a zatim 
00 1 

 na slueaj kad se mote primeniti Lopitalovo pravilo. 

1  
Primeri. 1.[ 1  — 	  

,c__., = 001
- 00 2= 

 x sin x 	

[sin x—x1 

x sin x _1, 0
=  

1. 

2. 

f 	(x)1 „—. 

Za slueajeve 0°, 00°, 1 treba izraz y = prethodno 
logaritmovati po prirodnoj osnovi lg y = log (ze) = v lg u; taj 
izraz se javlja kao neodredenost oblika 0 x 00, pa se svodi 

ili 
0 . 

na — 	na.Ako izraeunamo pravu vrednost, recimo A, 
00 

0 r f ,,(x),  

— 6—  LL(x)) x_a 

[

,f(x). cp (x)] x.-- a =  0 X 00 = P (1x)  

Slueaj 	• [f 	 
cp (x) X= a 0. L (x) x a  — 

0 [ cos x-1 	0 
----- 

0 	sin x + x cos x x = o  0 

102 
	

103 



a. C. 

—sin x 0 

cos x + cos x — x sin x x= 0  2 
= = 0. 

[lg x  
2. y= [xl,= 0• lg y = (x 1g x) x=o; (x 1g x),, = 	1 	= 

x _ __=, 

1 

= — = 	 = [—x],_ 0 = O. x 
1 	„=, 
x2  

lg y = 0, 	= e° = 1. 

3.53. Obiene i singularne taeke 

Uzmimo taku M (sl. 63a, b, c) na krivoj eija je je-
dnaeina f (x, y) = 0 i konstruigimo kruinu liniju beskrajno 
malog polupreenika p sa centrom u tali M. Pomoeu tog 
kru2iea mote se oceniti karakter krive oko take M. 

Ako kriva u taki M ima odredenu tangentu i preseene 
take M' i M" krive sa nacrtanom kru2nom linijom se na-
laze na suprotnim stranama od take M i njihova rastojanja 
od tangente su beskrajno mala drugoga reda u odnosu na p, 
taka M je obie'na taka krive (sl. 63a, b,c); u specijalnom 
slueaju, kad se take M' i M" nalaze sa raznih strana od 
tangente obiena taka M (sl. 63c) se zove prevojna taka krive. 

Svaka taka krive koja nema osobina cbiene take je 
singularna taka krive. Navedimo nekoliko primera singula-
rnih taeaka (sl. 63 d — sa njihovim nazivima. 

Na slici 63 d—dvostruka taka sa dve tangente, a mote 
biti i vigestruka; to je presek vise grana krive. 

63 e — prelomna taka, bez produ2enja krive sa druge 
~ tiane od take M. 

63 f — krajnja taeka. 
Sl. 63 g — izolovana taka. 
Sl. 63 h — povratna iii kopljasta taka, povratna taka 

prve vrste. 
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Si. 63 i — kljunasta taka, povratna taka druge vrste. 
SI. 63 j — taka bifurkacije iii grananja. 
Si. 63 k — obiona kriva se razdvaja posle Male M u 

dve dodirne grane. 
Si. 63 1 — asimptotska taka krive. 

SI. 63 — Obiene i singularne take 

0 analitiekom odredivanju singularnih taaka govorieemo 
na drugom mestu. 

3.54. Prevojne taeke. Konkavnost i konveksnost 

U prethodnom paragrafu smo detintsalt pojam prevojne 
take za proizvoljni polo2aj tangente na krivu. Neposredno 
posmatranje (sl. 64) krive u blizini prevojne take pokazuje 
da ugaoni koeficijent tangente, tj. y', u prevojnoj taki ima 
stacionarnu vrednost i prema tome je neophodan uslov pre- 

105 



c. d. 

vojne take je y" = 0, i to bez obzira na vrednost y'. Ali, 
sliOno uslovu ekstremuma, dopunski, dovoljan uslov zahteva 
y"' 0. U opgtem slaaju imamo ove uslove za prevojnu taku. 

y" = 	= 	= y(2k) = 0; y(2k-1-1) 0 .  

SI. 64 — Prevojna taCka 

Ako je tangenta paralelna Oy osi, uslovi prevojne take su: 

dx 	d2x 
0,  x 00. 

dye 	dy3  

Za krivu odredenu jednainom (1) F(x, y) = 0 iz jednaina 

Ako je kriva odredena u parametarskom obliku x =x (t), 
y = y (t), vrednost parametra t za prevojnu taku se odreduje 
iz jedna6ine x'y" —y'x" = 0 pod uslovom x'y"' —y'x"' 0 0. 

Konveksnost i kon-
kavnost. Kriva je udublje-
na (konkavna) u okolini 
date take M (a), ako se 
posmatra i dve take kri-
ve sa apscisama (a —e) i 
(a + nalaze sa iste stra- 0 

 ne od tangente; kriva je is-
pupOena (konveksna), ako 
se posmatra6 i dye take 
krive nalaze sa raznih 
strana od tangente. 

Ako beskrajno uda-
ljeni posmatra gleda na ta-
Oku M krive iz pozitivnog 
pravca Oy ose, kriva oe biti konkavna, ako je y" >0 ; kon-
veksna, kad je y" <O. 

Ako je zgodnije ocenjivati krivu iz take na Ox osi, 
uslove konkavnosti i konveksnosti treba napisati ovako; kriva 
je konkavna, ako je yy"<0, i konveksna, ako je yy">0. 
Na slici (sl. 65) dati su primeri. 

SI. 65 — Konkavnost i konveksnost krive 

dF  

dx 
+ 	y' 0, 

02Fd2F 	d2F 
	+ 2 	y' + 	y' 2 	y „  =0 
dx 2 	ax ay 	dye 	dy 

pri uslovu y" = 0 posle eliminisanja y' dolazimo do jednaine 

OF \ 2*",  d2r 2  OF dF d2F  + OF\ 2  02F 0 

 ay ) dx2 	dx dy dx dy Uzi dye 

koja zajedno sa jednainom (1) odreduje koordinate x, y pre-
vojne take. 
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( 1) 

(II)  

(III) f (u±v) dx= f udx+ f v dx. 

(IV) 

(V) f ex dx = ex, 

(VI) f sin x dx = —cos x, 

(VII)  

4.2. Tablica osnovnih integrala 

f f (x) dx = F (x) + C, u ostalim obrascima C je izo- 

stavljeno. 

f Af (x) dx = A f f (x) dx, A = const. 

X 714.1 

f xn dx = 	, n0-1, 
n +1 

r  dx 
= tg x, 	(VIIbis) 	

dx 
= — cotg X. 

J cos2 x 	 J sin2x 

r dx 	x.  
(IVbis) x 

ax  , (vbis) f ax dx =
1 a 

(Vibis) f cos x dx = sin x. 

r  dx  

J 1 + x2  

r  dx 	1 + x 	 1 1 + x 
. 

j 1— x2
— 1g 

1 —x 
( = Ar tgh x) — 1g 	 

2 	1 x 

r  dx  

j -\11— x2  

d.A. 

J -\11 + x2  

dx 
N/a2 + x2 

— arc tg x + C = —arc cotg x + Cl  . 

= arc sin x + C = —arc cos x + Ci  . 

—1g (x + 	+ x2) ( = Ar sh x). 

—1g (x + Va2  + x2) (= A r sh X . 
a 
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neodredenog integrala. Funkcija F(x) se, sem naziva prvobitne 

funkcije, zove takode primitivna funkcija. Zbir F (x)+ C je 

neodredeni integral, prema tome imamo osnovni obrazac 

(1) 	 f f (x) dx = F (x) + C. 

Glava eetvrta 

INTEGRALNI RACUN 

4.1. Izvod i prvobitna funkcija. Pojam neodredenog integrala 

U obrascima diferencijalnog rguna 

dF(x)  
f (x), odnosno dF(x)= f (x)dx 

dx 

funkcija F(x) je data, a traIi se fukcija f (x), izvod date fun-

kcije F(x). Operacija odredivanja izvoda, odnosno diferencijala, 
je diferenciranje. 

Obrnuta operacija, odredivane prvobitne funkcije F(x), 
ciji je izvod data funkcija f (x), zove se integracija, a izvo-

denje te operacije — integrisanje. 
Pogto se prvobitnoj funkciji uvek moze, za datu istu 

funkciju f (x) dodati proizvoljna konstanta C, jer je 

F(x) + Cl —
d 

F(x) = f (x), 
dx[ 	 dx 

prvobitna funkcija se, u potpunosti, ne odreduje izvodom f (x). 
Zbir funkcije i proizvoljne konstante, ciji je izvod data 

funkcija, zove se neodredeni integral te funkcije. 
Oznaka neodredenog integrala 

Jr (x) dx  

sastoji se iz znaka integrala (razvu'oeno po'oetno slovo S reoi 

Summa), podintegralne funkcije iii integranda, to je dati izvod 

traIene funkcije, i diferencijala dx koji pokazuje prom enljivu 
po kojoj se vegi integracija. Proizvod f (x) dx se zove element 
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f  (x 
 
(x))  dx — 

dff ((xx))  ig  
j (x) 	Integral logaritam- 

J .f

skog izvoda. 

f [f (x)] n  -f ' (X) dx = If (x)in+1  
n + 1 

c. 

2. Metoda zamene. 

Primeri: 1. r dx  . Stavimo x —2 -- z i odredujen 
J x-2 

dx = dz, 
r  dx .... rdz = 

lg z = 1 g (x___2) + C. 2. f (5x-3)4  a 
i x-2 — J z 

(6) f sh x dx = ch x, 	(6bis) f chxdx=shx. 	 Stavimo: 5x — 3 = z, 5 dx = dz; f (5x — 3)4  dx = —
1 

J
r 

z 4  dz 
5 

(10) r  dx 	 r  dx 
— —ctgh x. 

	

— tgh x, 	(10bis) 	 =1 z5  = —
1 

(5x — 3)5  + C. 3. 
	x  dx  

J ch2  x 	 J sh x 	 25 	25 	
J
r -v 1+ x2 

Stavimo: V1 + x2  = 

x dx 
A mo2emo dodati jog i ovu grupu integrala, kojih nema 	 ili, bolje: 1 + x2  = z2, odakle je x dx = z dz. i  

u tablici. 	
VI + x2  

z dz 
f tg x dx = —1g cos x, 	f th x dx = lg ch x, 	

= f — = f dz = -\11 + x2  + C. 
z 
Opgti obrazac, koji se mote priklju6iti tablici osnovi 

f cotg x dx = 1g sin x, 	f cth x dx =1g sh x. 	 integrala, za primenu metode zamene: 

(XII) f f (x) dx = ff [cp (z)] cp' (z) dz = F (z) + C -- F [cid (x)] 

+ C, pri &mu je x = p (z) i z = lid (x) je inverzna funkci 
4.3. Elementarne metode integracije  3. Metoda delimiene integracije. Iz obrasca diferencijaln 

1. Metoda neposredne integracije na osnovu tablice inte- 	 rauna za diferencijal proizvoda dve funkcije 

gracije. 	 d (uv) = udv + vdu 

a_ Ako je f f (x)dx = F (x), onda je: 	 sleduje ovaj obrazac 

oc.f f (ax) dx = 1 F (ax); p. f f (x + b) dx = F (x + b) ; 	
(XIII) 	f udv = uv — f vdu 

	

a 	 integralnog rguna, koji takode ukljueujemo u tablicu os] 

y. ff (ax+b) =1  F (ax + b). 	
vnih integrala. 

	

a 	 Primer primene. Od integralaf xex dx uzmimo deo pi 

b. [ ff (x) dx]  =f (x). Obrazac za proveravanje rezultata. integralne funkcije i stavimo ex dx = dv, odakle je . v = f ex dx 

— ex, prema tome je f xex dx = f xdex. Sad primenjujemo 61 

zac (XIII): f xdex = xlex— f ex dx, , odakle konano izvodi 

f xex dx = xex—ex + C = e (x —1) + C. Pogto smo u toku is 
eunavanja izvrgili prethodnu integraciju samo • sa delom p 
integralne funkcije, ova metoda se zove metoda delimiene 

Tim osnovnim obrascima, koje treba upamtiti, dodajmo 
jog nekoliko integrala, koji su od koristi pri upotrebi hiper-
boli6kih i njima inverznih funkcija. Oni su oznaeni odgo-
varajuCim arapskim ciframa prema odgovarajueim obrascima 
ozna6enim rimskim ciframa. 
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parcijalne integracije. Obrazac (XIII) zove se obrazac za de-

limienu integraciju. 

Primeri: 1. f x sin x dx = f x d (—cos x)= 

= —x cos x + f cos x dx = —x cos x + sin x + C. 

2. f lg xdx=x lg x—fxd lgx = 

x lg x— f dx = x (Ig x —1) + C. 

4. Metoda redukcije. U vezi sa metodom delimiene 
integracije stoji metoda redukcije. Objasnieemo je na primeru. 

/„ = f sin" x dx. Primenimo delimienu integraciju. 

/„ = f sin" x dx = f 	x (sin x dx) = f sin" -1  xd(— cos x) = 

= —sin" -lx cos x + f cosxd 

= — sin" -1xcos x + (n-1) f sin" -2  x cosy x dx = —sin" -1  x cos x + 

+ (n-1) [f sin" -2  x dx— f sin" x dx] = —sin" -1  x cos x+ 

(n-1) 4,- 2—(n-1) I. Ako elan sa 1„ prebacimo na levu 
stranu, dobieemo obrazac 

n In = (n-1) In- 2 

koji se zove redukcioni obrazac. Uzastopnom primenom ovog 
obrasca mole se izraeunati svaki takav integral ako je n pri- 
rodni broj. Ako je n paran broj dolazimo do integrala 10 — 

= f dx =x + C, a ako je n neparan broj, redukcija daje inte-

gral I1 = f sin x dx = —cos x + C, i time se zavrgava integracija. 

Shen° se izraeunava integral 4,* = f cos' x dx, za koji 

redukcioni obrazac izgieda ovako 

n/"* = (n-1) I*  n _2+ cos"-1  x sin x.  

4.4. Neodredeni integrali 

4.41. Integracija racionalnih funkcija 

U opgtem slueaju racionalna funkcija promenljive x je 
kolienik dva polinoma po x sa konstantnim koeficijentima, 
tj. P (x) : Q (x), gde su P (x) i Q (x) polinomi. Ako je ste-
pen polinoma P (x) ye& iii jednak stepenu polinoma Q (x), 
mole se deljenjem sa Q (x) izdvojiti polinom R (x) i tada do-
biti ovaj opgti obrazac za racionalnu funkciju 

R (x) +
P,„ (x) 

gde je n>m. 
Za integraciju elanova polinoma R (x) kao zbira elanova 

oblika ak xk, gde je ak konstanta, treba izvrgiti integracije 
xk {1 

ovog tipa f ak xk dx = ak 
k +1 

Za integraciju kolienika P.: Q„ treba prethodno izvrgiti 
algebarsku operaciju razlaganja kolfenika na elementarne raz-
lomke. To se vrgi na ovaj naein. 

Regava se jednaeina Q„(x)= 0, koja mole imati korene 
ovog karaktera: 

1° realne proste korene oblika, recimo, a, 
2° realne vigestruke korene, k-toga reda, oblika bk, 
3° imaginarne proste konjugovane korene oblika 

cc+ 	cc—pi, 

4° imaginarne vigestruke konjugovane korene, reda s 
oblika 	+ (3, i, 	— (3, i. 

Prema tome pri razlaganju polinoma Q" (x) na mnoiloce 
se pojavljuju ovi tipovi realnih mnailaca 

x —a, (x _bok (x. 	+ (32, [(x—;)2 4_ p 

P,n  (x) 
Kako se to pokazuje u Algebri kolienik 	se mole pred- 

(x) 
staviti zbirom, i to samo na jedan jedini naein, elementarnih 
razlomaka ovih tipova: 

A 	A 	 Mx+N 
„ 	, ), 	  

x — a 0C— biji 
(i- 1, 2 	

x a)2  + (32  

(sin"-1x) 

—sin" -1  x cos x, 

Q. (x) 

8 Vi8a. matematika 
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Afi x+N; 
(j= 1, 2, . 	s), 

[(x —002  + 

gde su A, B e , M, N, 	koeficijenti, koji se odreduju meto- 

dom neodredenih koeficijenata. 
Posle toga se integral 

P (x)   dx 
Q. (x) 

zamenjuje zbirom integrala elementarnih razlomaka. U opgtem 
slueaju mogu se pojaviti ovi integrali: 

1° 	dx = A lg (x —a) , 

x 	= pz prelazi 

zbir 

M f 
 d (1+ z2) 

+ 	
Ma+ N r  dz 

 1+ z2  
13 	J 1+ z2  

pomoou lg (1 + z2) i arc tg z. 

integral f  Ali '`  4- Ni 	dx, opet posle za- 
Rx — c<s)2  + PA i  

se izraiava pomoeu integrala 

r  d (1+  z2)  i f d z 

 J (1+ z2)i 

Prvi je jednak (1 +z 2)14 : (1—j), a za drugi posle identiene 
zamene + z2 —z2  i primene metode delimiene integracije 
na jedan od integrala dobivamo redukcioni obrazac 

r  dz 	2j-3  r 	dz 	1  

j (1 + z2)i 2j-2 j U + z2).1-1 	2 (j —1) (1 + z 2)", 

koji stepen imenioca sniiava za jedinicu. Primena ovog obrasca 
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dovoljan broj puta dovodi do integrala 	
dz r 	 =arctgz+Ci  

J 1 + z2  
koji i zavrgava izraeunavanje integrala eetvrtog tipa. 

Time se iscrpljuje teorija integracije racionalnih fun-
kcija. U rezultatu integracije mogu se pojaviti samo: raci-
onalne funkcije, logaritmi i arktangensi. Karakter konaenog 
odgovora zavisi od prirode korena imenioca podintegralne 
funkcije. 

4.42. Integracija iracionalnih funkcija 

Pato se u opgtem slueaju integrali sa iracionalnom pod-
integralnom funkcijom ne izraiavaju u racional&m, algebar-
skim i elementarnim transcendentnim funkcijama, proueavanje 
integrala iracionalnih funkcija se deli na dva uslovna dela-
u elementarni deo koji se odnosi samo na one slueajeve kad 
se ipak takvi integrali izratavaju u elementarnoj formi i na 
drugi deo kad su odgovarajuei neodredeni integrali izvor 
transcendentnih funkcija nove, ne elementarne prirode. Ovde 
se proueavaju integrali iz prvog dela. Iz drugog dela je nave-
deno samo nekoliko primera. 

1. f R (x, DP, DQ, . . . , ) dx, gde su: R simbol racio-

nalne funkcije, D -
ax + b 

p, q, 	racionalni razlomci. Ako 

iskoristimo zamenu D= tN, gde je N zajednieki imenilac 
razlomaka p, q, . . . , promenljive x, dx/dt i svi stepeni D sa 
izlogiocima p, q, . . . , izraiavaju se kao racionalne funkcije 
promenljive t. Dati integral se svodi na integral racionalne 
funkcije nove promenljive. 

2. Tzv. integral binomnog diferencijala u obliku 

f xin (a+ bxn)P dx, 

gde su: a i b proizvoljni realni brojevi, m, n,p — racionalni 
brojevi. 

Ovaj integral se izraiava u elementarnim funkcijaina 
samo u ovim slueajevima: 
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f x 

A 

 —a 

(x — bk) -i+1  
2° 	Bi 	dx - 

(x—bk)1 	—i +1 

30 	Mx + N  dx posle zamene 
(x—ce) 2 + p2  

integrala 

1 

2 
izraiava 

i prema tome se 

4° Najzad 

mene x—as = ps  

+ 



dx  

1 + 
(XI) bis 	

V - 
	= log (x + 1/-1 + x2), 

pri emu u treeem integralu stoji-1 mesto a2, a mogli bismo 
staviti i neku i drugu konstantu, obrazac ostaje na snazi. 

Prou6imo jog ova dva integrala: f x 2 ±1 dx i 

f V 1- x 2  dx. Pomoono pravilo: pogto u odgova.rajudim os-
novnim integralima koren stoji u imeniocu, u datim i slienim 
integralima koren treda prevesti u imenioc. To se radi na 
ovaj na6in: 

a. p je ceo broj. Ako je p pozitivan broj, posle raz-
vijanja binoma, podintegralna funkcija se javlja kao zbir 

lanova Axk, gde su A i k konstante. Integracija se vrgi 
neposredno. Ako je p negativan ceo broj, zamena x = zN, gde 

je N zajednieki imenilac brojeva m i n, dovodi podintegralnu 
funkciju do racionalnog oblika funkcije promenljive z. 

m + 1 
b.	je ceo broj. Ako je p = --

r 
zamena a + bx"= zs 

pretvara podintegralnu funkciju u racionalnu funkciju z. 
m +1 

c.	 +p je ceo broj. Zamena a + bx" = x" zs isto tako 

racionalizuje podintegralnu funkciju. 
Jog je Njutn umeo da izvrgi integraciju u ovim sluea-

jevima, ali tek je P. L. ebigev dokazao da se samo u ovim 
slu6ajevima rezultati integracije izralavaju elementarnim fun-
kcijama. 

3. Integrali koji racionalno zavise od kvadratnog korena 

V ax 2  + 2bx + c. 
Pre svega treba primetiti da se metodom dopune do 

totalnog kvadrata koren iz kvadratnog trinoma mote upro-
stiti i svesti na jedan od tzv. standardnih oblika korena iz 
kvadratnog binoma, koji se nalaze u tablici osnovnih integrala. 

• 
Pri a>0, ax2  + 2 bx + c = 	(ax + ±k2  , gde je 

V 1 a 
k 2  = I b2  -ac I i za b2  - ac >0 treba staviti znak minus, a za 
b2 -ac< 0 znak plus. 

je k2 = b2  -ac, pri e'emu se 
korena kad je b2  -ac > O. 

Posle uvodenja linearne 
lna funkcija mote da zavisi 
korena 

z2 t 1 i 	z2 

Od tih korena zavise pre svega ova tri osnovna integrala 

(x) r  dx  	 = arc sin x, (XI) 
r  dx  
	-lg (x+ V1 +x2  ), 

J V 1-x2  j V1+ x2  

116  

1= f V X2 ±1 dx = 
y2 4_ 1 	 X2d X 
- 	dx = 	 

VX 2 ±1 	J X2±1 

	, drugi integral je osnovni, a prvi posle 

x

X2  ± 1 

2  dx 
nog integrisanja dovodi do rezultata  	VX2±1 

-I, a to dovodi do jednaeine za odredivanje 2/. Na sli6an 

naein se ra'euna i integral f vl-x 2  dx. 

Na sliean na6in se raeunaju i integral: 

Mx -F N  f Mx+N  

1 + x2 dx.  f
U zmimo' jog slu6aj kad u imeniocu ispred korena stoji 

dx 

fx V1+ x Zamewin  neki promenljiv einilac, recimo x, I = 

x = z-1, dx = -z -2  dz, z = x -1  dati integral dobiva oblik 

f
dz 	• 

osnovnog integrala. 
1/1 + ±2  

4. U teoriji integrala, koji zavise od korena V ax 2  + bx + c, 

vainu ulogu igraju Ajierove supstitucije (zamene), koje ne 
traie prethodno dovodenje korena do standardnog oblika, vee 
neposredno svode podintegralnu funkciju na racionalan oblik. 

1. ax2 +bx+c=z±x 2. Vax2+bx+c=xz±11 c, 

3. I/ ax2  + bx + c = a(x ce) (x -p) = z (x «). Uslovi upotrebe 
1. za a>0, 2. c>0, 3. koreni trinoma a i p su realni. 
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1 
Pri a < 0, V ax 2  + 2 bx + c = 	k2 -(ax + b)2  , gde 

V —a 
zaustavljamo na slueaju realnog 

zamene ax + b = kz podintegra- 
samo od jednog od standardnih 

r  dx  

j VX 2 ±1 
delimi- 



dx 

4.43. Integracija nekih transcendentnih funkcija 

Sem integrala transcendentnih funkcija navedenih u 
tablici, navedimo sa primedbama ove integrale. 

1. 1„-- f x" ex dx, gde je n ceo pozitivan broj. Delimi-
6na integracija daje ovaj redukcioni obrazac: In = x" e —n In _ l . 

Za n<0 imamo sli6ni obrazac 4, - —
1 
 [x"+1 e —4+0. 

n + 1 
f (z) 

 dz, gde je ex = z, dz = ex dx = zdx 
z 

3. Jednostavni trigonometrijski integrali 

sin x dx  _ d cos x  f f tg x dx =' 	 lg cos x + C. 

	

cos x 	cos x 

Sli6no, f cotg x dx = lg sinA+ C. 

4. dx 	r  dx  
j sin x j 

cos x Uopgte valna za trigonometriske 

funkcije zamena tg—
x 

= z, odakle je 	
dx 

- dz. r 
 dx  

	

2 	 2 cost —
x 	J sin x 
2 

= 	
dx 	

dx 	dz 

2 sin x  

	

—cos-- 	

x 

	

2 tg cost —x 	7  

	

2 2 	
= 

2 	2 

2 	cos x f sin 	x) 
2 

TC 	X 	, 	TC 	X 
— lg tg 

4 2 
(--H= tg tg (-4 

2 
 + )+ C. 

5. Primena delimi6ne integracije dovodi do rezultata. 

farc sin x dx = x arc sin x 
f  x dx 
	- arc sin x + 

V1 —X2  

+V1 —X2 d- C. 
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6. Integracija trigonometrijske funkcije poste podesne 
transformacije to funkcije. 

dx , gde su a i b stalne veliLine. Sta- 

J a sin x + b cos x 
vimo a= r cos cp, b = r sin cp, gde su r i cp nove pomoene kon- 

stante; sa novom promenljivom x + tp = z imamo: 

I a sin x + b cos x 	r sin z r 	2 
dx 	 dz 	1 , 

tg +C- 

V 	a2 4. b2 	2 	a 
1 	1 

lg tg (x + arc tg —
b )+ C . 

7. f R (sin x, cos x) dx, gde je R simbol racionalne 

—
a

, pretvara se u integral raci-funkcije, posle zamene z = tg 2 

onalne funkcije z. Navedimo i ovde obrasce ove smene: 
2z 	1— z2 2z 	2 dz 

sin x - 	 cosx= 	, tg x - 	, dx - 	. 

	

1 + z2 ' 	1 + z2 	• 	1— z 2 	1+z2  

8. Obrasci za integrale stepena sin x i cos x (skradene 

oznake cos x = c, sin x = s). 

f cos' x sin" x dx =
cm -1 S"+1  m-1 r 
	+ 	j en-2  sn dx = 

m + n m + n 

s"-1  cm+1  n-1 r  
	+ 	C m  S"-2  dx; 

m+ n m + n 

dx - 	
+m +  n-2  1 dx 

	

dx 	1 	1  f  cosnx sinmx 	n-1 sm -1  c" -1. 	)2 — 1 	sm en-2 

1 	m +n-2  r dx 1 

c" --.1 	m-1 j en -2  c" —1 

1 cosm x dx - 	
c m+1 	m—n+ 2 f cm dx _ 

	

sinn x 	(n-1) s" -1 	n-1 i sn -2  

c m-1 
- 	+

m — 1 r cm_2 
 dx; 

(m—n)sn -1  m—n j 5" 
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r sinmx 
dx- 

 sm+1 	m-n+ 2ismdx 
= 

j cosh x 	(n-l)c" -1 	n-1 	c"-2  

	

sm -1 	m- 1f sm -2  , 
- 	+ 	—ax. 

( m  -n) 	m-n 	c" 

Ako su m i n celi brojevi pomoeu ovih redukcionih 
obrazaca napisani integrali mogu se svesti na ove jednostavne 
integrale: 

f sin x dx f cos x dx f dx, f sin x dx, f cos x dx , 
cos x j sin x 

i sin x cos dx , i  dx i  dx  
x.  dx, i 	, 

	

sin x cos x J sin x 	cos x 
Pogto proutavanje drugih specijalnih tipova integrala 

transcendentnih funkcija izlazi iz okvira ove knjige, poneki 
od tih integrala se daju u tablici neodredenih integrala. 

4.44. Primedbe o funkcijama koje se odreduju integralima 

Kao gto je poznato, svaka obrnuta matematitka opera-
cija je izvor novih funkcionalnih veza. Operacija odredivanja 
neodredenog integrala, kao operacija obrnuta operaciji dife-
renciranja, isto tako dovodi do novih funkcionalnih veza, 
toliko vaMih da je dublje proutavanje tih veza otvorilo novu 
epohu u istoriji razvitka matematiaog znanja. U prvoj fazi 
to epohe se pojavi 1 a Teorija eliptickih integrala i funkcija, po 
nazivu vezana za problem odredivanja duline eliptitkog luka. 
A. M. Legendre (1752 - 1833) je razvio teoriju eliptiekog 
integrala f R (x, VP (x)) dx, gde je R simbol racionalne funk-
cije i P (x) polinom tredeg iii tetvrtog stepena, i pokazao da 
se takav integral mole svesti na tri osnovna eliptieka integrala, 
prve, druge i trede vrste i to: 

dz
/ 
	 z 2  dz  

N/ (1  -- z2) 1 -k2  z2 ) f v (,—z2)  (1 - k2  z2)' 

dz  

(1+.2) .\, ( 1_z2)(1_k2z2 ) ,  

gde su k i h konstante, pri emu h mote biti imaginarna 
velieina. k je pray razlomak, tj. 0<k <1, zove se modul 
eliptiekog integrala. Posle smene z= sin p  se dobiva jog jed-
nostavnija forma Leiandrovih eliptijkih integrala: 

f V1 	-k2  sin2  op dcp , f 	dq)  

V 1 -k2  sin2  p 

±hsin2 cp) Vl-k2  sin2  cp 
dcp 

Od drugih integrala, koji se ne izra2avaju elementarnim 

funkcijama, navedimo jog ove integrale:
f sin x dx; Icosx dx; 

f
—ex  dx= —

dt
(x=lgt). Pod odredenim uslovima svaki od 

x 	lg t 
njih dovodi do nove transcendente funkcije, naime: integralnog 
sinusa, integralnog kosinusa i integralnog logaritma (str. 	). 

4.45. Tablica neodredenih integrala 

(Konstanta C je izostavljena) 

A. Integrali racionalnih funkcija 

1 

(n-1) b (a + bx)" 

dx_ 1 
j a+bx b 

r  xdx  1 

j (a+ bx)" b2  L(n - 2) (a+ bx)"-2  

a 

(n-1)(a+bx)"-1.  

4.f  xdx  - 1  [a+bx-algla+bx1]. 
a+bx b2  

1. 

2. 

3. 

dx  

j (a+ bx)" 

r 
 

(n01). 
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6  . r x2  dx = 1 r  (a + b x) 2  2a(a+bx)+a2 1gia+bxl] 
J a + bx b3  L 2 

7 	 _ 	lg r  dx 	1 	a + bx 

J x (a + bx) 	a 	x 

8. 
f 	 + dx 	1 [

1g
\a+bx 	bx  1 

j x (a + bx)2 	a2 	x 	a + bx_i 

r  dx 	1 ra+bx 
 b1 g

l 
 x
a-Fbx 1 

i 
9. 

j x2  (a + bx) 	a2  L x 

10. dx = 	_1 arc tg 	x, (ab > 0) 
J a+bx2  Jab 	a 

1 
11. Ir.  dx 

j a— bx2  2 
	lg 

a + x ab 
a - - x N ab 

, (ab>0). 

  

f  x dx 	1 
12. lgla+bx2 1. 

j a + bx2  2b 

r  x2dx x a r  dx  
13. (gl. 10). 

J a + bx2  b b J a + bx2  

f  x3  dx x 2  a 
14. 	lgla+bx2 1. 

a+bx 2b 2b2  

16. r 	dx 	_ 1 ig 	x2 

I x (a + bx2) 2 a I a + bx2  

r  dx 	1 b r  dx  
16. 	 (g. 10). 

j x2  (a + bx2) 	ax a J a + bx2  

r 	dx 	1 	b 1 	x 2 
17. 

j x3  (a + bx2) 	2 axe 2 a 2 g  I a+ bx2  I .  

5. 	
x2dx 	1 r 	 18. 

f  dx    1 f  dx  
(vidi 10). 

(a + bx)" b3  L(n- 3) (a + bx) "-3+ (a + bx2) 2  2 a (a + bx2)  2 a a + bx2  

2 a 	 a2 19. 
f  xdx  1  

+ 
(n-2) (a + bxr -2  (n-1) (a + bx)"-] 	 (a + bx2) 2 	2 b (a + bx2) • 

	

x2  dx 	x 	1 r  dx 
20. r  	+   (gl. 10). 

	

J (a + bx2) 2 	2 b (a+ bx2) 2b ,f a + bx2  

r  x3  dx 
- 	

a 	1 
21. 	 + 	1gla+bx2 I. 

J (a + bx2) 2  2 b2  (a + bx2) 2 b2  

22. 
r 	 g dx 	 1 	

+ 
1 

l 	
x2  

j x (a + bx2)2  2a (a + bx2) 2 a2  a + bx2  

r 	dx 	p 3 bxl  1  
23. 

J x2  (a + bx2)2 	Lax +  2 a2  i a+ bx2  

3 bx r  dx  
(gl. 10) . 

2a2  J a+bx2   

r 	dx 	_ r 1 + b i  1 	b 
24. 	 lg 

J x3  (a + bx2)2 	1_2ax2  a2  _I a + bx2  a3  a + bx2  

	

dx 	1 	b + cx 
. 	arc t  	

a + 2 bx + cx2  NI ac —b 2 	-Vac—b 2 

(ac—b2 > 0) . 

26. f 	 
a

, (ac—b 2  = 0) . 
a+2bx+cx2 	b+cx 

	

dx 	1 

27.
dx 	1cx + b— V b 2 	—acl  

f a + 2 bx + cx2  2 Vb 2 —ac cx + b + Vb2 —aci 
	lg 

(ac — b 2  <0). 

28. i 

	

dx 	 1  

(a + 2 bx + cx2)P 2 (ac — b 2) (p —1) 

	

b + cx 	+ (2p-3) c 	f 	dx  

(a + 2bx + cx2)"-1  2 (ac —b 2) (p --- 1) j (a + 2bx + cx2)P-1  

XE 
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i 	- 
 x  

	

29. 	 38. f  dx 	1 	r 	x  dx  

j (a2  + x2)" 2 (n-1) a2  L(a2 + x2) n--1 
+ 	 (x2  + a2)312  a2  V x 2  + a2  . 

+ (2n-3) 
f 	dx  1 .  39. 

(a2  + x2)n-li 	
1 	

dx  

XVX 2 + a2  a 	a + VX 2 +a2  
	- g 	

x 
l 

1  

dx 	1 	 1 (1—zri - n -2  dz 	 dx 	V X2  + aa 

b)" (a 6)" + n 1  j 	zm 	 .1 x2  N I X2  + a2 	a2  x 

	

30. 	 _ 	 , 	
40. 	- 

41. 
dx 	- 

V X 2  + a2 
+ 

1 

f x 3  NI x 2  + a2 	2 a2x2 	2
3lg  — 	 

..,  

42. f Vx2+ a2  dx - 1/a2  + X2  

dx 	

a2 	. 

32.  I dx 	d  . 	
44. f 
	a2 
	. 

a + bx . 	 x2  V x2  —a2 	a x 
j Va+ bx x  - 

2  V
T  

dx 	NI x2  — a2  1 
45. f 	- 	 

33. f 	" ±(3x   dx- 2_ (3ccb —24+ pbx) Va + bx . 
V a + bx - 3b2 	

,,, ./c3  Vx2 —a2 	2  a2  -x" 	2a3  
. + arc cos —

a . 
x 

2 

2 	2 	a 	
46. 1 v X  a2 

x dx = V X2  — a2  —a arc cos —a 
f 	

• 
x 34. 	V a2  — X2  dx = :2-c- NI a2  — x 2  +---2- arc sin Z- . 

8 
3 	 x 

a4  arc sin—. + — 	. 

36. f 	 2 	2  (x2  a2)3/2 dx =2-`-- (2x 2  + 5 a2) -‘I x2  + a2+ 	
8 	a 

X X 
dx - V a2  x2  a lg 	x 

a + V a2—x2I •  

+ — 3 a4 

8 	 48. f 
V 	a  

lgix + VX 2  + a2  I . 
8 

49. 
I NI a2  X2  

dx = 
v  a2 x2  

37. f x2  -V-- + a2  dx ----'—̀ (2 x2  
8 	

+ a2) V X 2  + a 

	

2  — 	 x2 	 x 	arc sin 
a 

- 

x -,12 ax — x 2 	ax 

(z=  x —a\ 
x—b 

a+ X2  + a2  

x 

+1glx+ 
X2 

B. Integrali iracionalnih funkcija 
43. f x x2-a2 	- 

1 
 a  arc cos —a . 

31. .1 Va + 	bx dx = —2  (Va+bx )3 . x  3b 
 

dx 	. V x 2  — a 2  

47. f (a2 —x 2) "2  dx = 1  (5 a2 -2 x2) -‘1 a2  — x 2  + 

35. f Vx 2 ±a2 dx=—x  Vx 2 ±a2  f lg I x + Vx2 ±a2 1. 
2 

--a4
lg I x + Vx 2 + a2  l. 

8 
50. f 

dx 	 ax—x 2  
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- (a b) arc sin Nib  x  
a + b• 

63. dx    - 2 arc sin .Vx-a  

	

-\/(x- a) (b-x) 	 b-a 

C. Integral( transcendentnih funkcija 

64. fxn ex dx = ex [x^-nx^ - '+ n (n-1) x^-2 - • • 

+(-1)n•n!]. 

65. flgxdx=x1gx-x. 

rag  x)  n  ,x 	1 
66. a - 	(1g x)n+1 . 

j x 	n +1 

67. f  dx
- lg (1g x). 

j x lg x 

68. f xn lg x dx = xn+1( 
lg x 	1  

n+1 (n+ 1) 2) 

1 	1 	. 
69. J.  sin2 x dx= 

2 
 -x-- 

 4 	
2x. 

1 
70. f cos2 x dx 

2 
 x +- 

4 
 sin 2x. 

71. f tg2 x dx = tg x-x. 

72. f cotg2x dx = -cotg x-x. 

b2-4ac
lgi2cx+b+2 e a+bx+cx2 I, (c> 0) 

8 c 312  

dx 	x- a 	 61. f Vba-+  xx  dx = \/(a-x) (b + x) + (a + b) arc 51. f 	 sinVx +b 
j (2 ax - x 2) 3  /! a2  -Ora - x2 	 a +b 

f  x dx 	x 	 62. i 52 	 - V a-L x dx = - Oa + x) (b - x) - . 
(2 ax-x 2) 3  /2  a V-2-ax-x2 	 b-x 

53.f 	dx  
	 lglx+a+V2ax+x2 1. 

J V2ax + x2  

- arc sin 
x-a 

54.
r 	dx  	

J V2ax-x 2 	a • 

r 
55.

 
	 - dx 	1 	1 

lg 12cx +b + 
j V a + bx + cx2  -VC 

+2V c V a+ bx+cx2 I, (c > 0). 

56. fN/a + bx + cx2  dx-
2cx+b 

V a+bx + cx2  - 
4c 

57 	
dx 

. 	 - 
1 
 arc sin 

 2 cx-b 
 	, (c>). I V 	a + bx-cx2  V c 	V b 2  + 4 ac 

58. f V a + bx-cx 2  dx - 
2cx b 

V a+ bx-cx2  + 
4c 

+
b2 + 4ac 

arc sin 	
2 cx-b 
	, (c> 0). 

8C 3 /2 	Vb 2 +4ac 

59. 	  
x dx 
	dx-

v a+bx+cx2 

.f.V a+bx+cx2 

2 C 3 12  

b
-lg I2cx+b +2 V 	a+bx+cx2 I, (C> 0). 

60. b I 
Va 

+x  + 
 x dx= 	  

V (a + x) (b + x) + 

+ (a -b) lg l Va+x+Vb+xl. 
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tg 
2 

tg 	+ 
4 2 

dx 	1 

a + b cos x Jba  - a2  

Vb-a tg 2+ITF a 

b -a tg
2 	

b a 
1g 85. 

(a < b). 

1 
[e" (b sin bx + a cos bx)], 

a2  + b2  

73. f
dx 	

=1g 
sin x 

dx 
74. 

1 
	 lg 

x 

d 
75 	

dx 
 • 	- tg — . 

	

1 + cos x 	2 x + b a tg-
2 dx 	2 

86. 	_ 
76.  C  dx 	 a + b sin x = -cotg 2c- . 	

; (a >b). 

	

j 1-cos x 	2 	
j 	

a ___b2  arc tg 	 
\/ a2  — b 2  

1 
sins 
	

x 
a tg 	b-:- V b 2 - 22  

77. f sin x cos x dx = — stn2 x = -- cosy x. 
2 	2 	 

a tg—
x

+ b + Vb 2-a2  
2 

(a < b). 

88. 
dx 	 - 

1 
 arc tg( 

 b tg 	x 

a2  cosy x + b2  sin2  x ab 

1  

b2  
89. f eax sin bx dx = 

a2  -+ 
[e" (a sin bx-b cos bx)], 

78. f 	dx 
- lgItg 

J sin x cos x 

tgn-1  x r 
79. f tg" x dx - 	tg"-2  x dx. 

n-1 

gn--1  
80 f cote x dx - 

cot 	x r
cotgn-2  x dx. 

n-1 

87. 	dx 1 
	lg 

a + b sin x Vb 2-a2  

sin (m +n)x sin (m-n) x 
81. sin mx sin nx dx = 

2 (m + n) 	2 (m-n) 

(m 2 0 n2 ; ako je m2 = n2, gl. 69). 

sin (m +  n) x sin (m-n) x 
82. f cos mx cos nx dx - 

2 (m + n) 	2 (m-n) 

(m 2 0 n2 ; ako je m2 = n2, gl. 70) 

cos (m +  n) x cos (m-n) x 
83. f sin mx cos nx dx - 

2 (m +n) 	2 (m-n) 

(m 2 0 n2 ; ako je m 2 = n2 , gl. 77). 

84.f dx 	2 
	arc tg a -b tg—x  ; (a >b). 

a + b cos x-  a2  -b2 	a + b 2  

90. I eax cos bx dx = 

f 	1 	 
91. ea' sin" bx dx = 	[e" sin"-1  bx (a sin bx- 

 a2  + n2  b2  

-nb cos bx)] +
n (n-1) b2f 

e" sin" -2  bx dx 
as+ n2  b2  

92. I ea' cos" bx dx - 	
1 	[e" cos" --1  bx (a cos bx + 

a2 + n2 ba 

n (n-1) b2  
+ nb sin bx)1 +   f e" cosn-2 bx dx. 

a2  + n2  b2  

9 Vita rnatematika 
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Po Mo i PM; sa apscisama a i x, i delom Ox ose P0  P, onda se 

pokazuje da je 
dQ(x) 

 = y =f (x) 
dx 

i prema tome po definiciji 
neodredenog integrala imamo 

Q(x)= f f (x) dx = F(x)+ C, 
gde je F(x) prvobitna funkcija 
za f (x), kao izvod. Pogto je 
za x = a povrgina Q (a) = 0, 0 R 	P P' 
imamo F(a) + C = 0, odakle je Si 66 — Povrgina u Dekartovom 
C jednako — F(a). Iz jednanne 	sistemu koordinata 

Q(x) = f f (x) dx = F (x)— F (a) 

imamo ovu definiciju odredenog integrala: 
Razlika vrednosti neodredenih integrala za dve vrednosti 

argumenta zove se odredeni integral. Takav odredeni integral 
je integral .0 smislu Njutna i Lajbnica. 

Oznake: 

(XIV) Q = f y dx = f f (x) dx = I F(x) = F(b)— F(a) 
a a 	 a 

a i b su granice odredenog integrala, a je donja granica, 
b — gornja, koja je u navedenom obrascu zamenila promen-
ijivu granica x. Crta sa ozngenim granicama zove se znak 
dvostruke zamene. Odredeni integral u smislu Njutna — Laj-
bnica se odnosi na slu6ajeve kad je funkcija f (x) integra-
bilna u smislu postojanja primitivne funkcije F(x) 6iji je 
izvod f (x). 

Druga definicija odredenog integrala je osnovana na 
posmatranju odredenog integrala kao grani6ne vrednosti zbira 
beskrajno velikog broja beskrajno malih sabiraka, elemenata 
odredenog integrala. 

Na slici (sl. 67) je prikazano odredivanje povrgine Q 
kao zajedni6ke granice zbira upisanih odnosno opisanih pra- 

vougaonika sa osnovom A x = 1 (b—a) i visinama 

yo, y„, . , 	odnosno Y19  v 29 • • • 	Y al tj• 

Q= lim ( yo  + + . . . + y„_„) A x  lim (y, + y, + . + yn) A X. 
n--.a. 
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M, Q93. i xi" sin ax dx = -- cos ax +—m  en-1  cos ax dx 
a 	a 

i 94. x'n cos ax dx = xm— sin ax--m  f x'" -1  sin ax dx. 
a 	a 

95. i arc sin x dx = x arc sin x + V1 —x2  . 

96. f. arc cos x dx — x arc cos x— -\/ 1 —x2  . 

97. f arc tg x dx = x arc tg x-- 
2  1 
 lg (1 + x2). 

98. f arc cotg x dx = x arc cotg x + 21  lg (1 + x2). 

99.i Arsh xdx = x Arsh x —V1 +x2  . 

100. f Arch xdx = x Arch x — x2- 1 

101. j  Artgh xdx = x Artgh x +
2 
 lg (1—x2). 

102. f Arctgh xdx = x Arctgh x + lg (x2-1). 

4.5. Pojain odredenog integrala 

Pojam odredenog integrala se javlja u matematici u 
raznim forrnama u zavisnogi, s jedne srane, od postupka 
formiranja tog pojma, a, sa druge strane, od osobina onih 
objekata na koje se primenjuje taj pojam. 

Najprostija definicija odredenog integrala je osnovana 
na neposrednom prelazu od pojma neodredenog na pojam 
odredenog integrala i to uz jednostavno geometrijsko tuma-
&nje. 

Ako sa Q (x) oznatimo povrginu nad Ox osom (sl. 66), 
omedenu krivom 6ija je jedngina y = f (x), dvema ordinatama 

130 



Pri opgtijem posmatranju mole se na dui P o  F1 , duEne 
b—a, staviti niz ta6aka sa apscisama 

a=x0<xl<x2 <...<xi_1 <xj<...<x„<x,,=b, 

koje dele dul na elemente (x 1 —x i_1). Na svakom elementu 
izaberimo neku proizvoljnu taku sa apscisom i  i obrazujmo 
zbir 

S n 2 f 
i- 

koji se zove integralni zbir. 
Oznaimo sa a najveeu vred-
nost od svih elemenata 

— 	 tj. x; —x i-1  < 8. 

Ako je f (x) funkcija ogra-
0 P„ nieena na intervalu [a, b], 

Si. 67 — Odredeni integral kao zbir tj. m < f (x)< M, gde su m 
i M dva kongna broja, 

svaki od proizvoda f( 1)(xi —x i_1) ten nuli kad 8 -* 0. 

	

Ako integralni zbir S„, kad 	, ima odredenu grani- 
enu vrednost A, koja ne zavisi ni od naeina podele intervala 
[a, b] na elemente, ni od pololaja taeaka Er na svakom elementu, 
tj. kad je (u smislu principa c-8) 

	

A= urn 	f (Er) 
n 	cc 	1 

to graniena vrednost zove se odredeni integral u granicama od 
a do b i izraiava se obrascem 

lim 2 f 	 f f (x) dx = f y dx. 
n c°  1=-1 	 a 	 a 

Za funkciju na koju se mole primeniti navedeni pojam 
odredenog integrala se kale da • je integrabilna u Koh —
Rimanovom smislu, a za integral je usvojen naziv Rimanovog 
integrala jer je Riemann (1826 — 1862) prou6io uslove 
egzistencije tog integrala. Za ogranieene i neprekidne funk-
cije moiemo postaviti ove osobine Rimanovog integrala: 
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1. Odredeni integral f f (x) dx, kao funkcija gornje 
a 

granice x, je kona6na i neprekidna funkcija x. 
2. Ako je f(x) isto tako neprekidna funkcija, onda 

odredeni integral, kao funkcija x, ima za svaku vrednost x 
izvod jednak f (x). 

3. Ako neprekidna funkcija F(x) za svaku vrednost x 
ima odredeni kongni izvod .f (x), onda je 

f f (x) dx = F (x)— F (a). 
a 

To je osnovni stay integralnog raeuna, koji postavlja 
vezu izmedu dve navedene definicije odredenog integrala. 
Ovaj stay omoguOuje izrgunavanje odredenog integrala as 
pomoou neodredenog integrala, e'as pomoeu odredivanja gra-
ni6ne vrednosti integralnog zbira. Ali ipak navedene dve 
definicije odredenog integrala nisu u potpunOsti ekvivalentne, 
jer, s jedne strane, postoje funkcije koje su integrabilne u 
Rimanovom smislu, ali nema odgovarajuee primitivne funk-
cije, sa druge strane, postoje primitivne funkcije eiji izvodi 
nisu integrabilni u Rimanovom smislu. 

4.51. Osnovne osobine odredenih integrala 

1. f A f (x)dx = A f f (x)dx, (A konstanta). 
a 	 a 

2. f [fi (x)+ (x)- (x)] dx ---= f fi  (x) dx + 
a 
	 a 

a 

	

+ f f2 (x) dx — f f (x) dx. 
	f f (x) dx= —f f (x) dx. 

a 	 a 
	 a 

a 

4. f f (x) dx = 0. 5. f f (x) dx = f f (y) dy 

	

a 	 a 
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= f f (z) dz (ne zavisi od oznake promenljive pod znakom 
a 

d 
integrala). 6. — ( rf (t)dt = f (x),—

d
( r f (t) dt) = — f (x). 

dx 	 dx 
a +a 
	 a 

7. Ako je f (—x) = f (x), f f (x)dx = 2 f f (x) dx. 
—a 	 0 

+a 

Ako je f (— x)= — f (x), f f (x)dx = O. 
—a 

Teorema o srednjoj vrednosti u primeni na odredeni 

integral. f f (x) dx = (b—a) f (a), gde je f (x) neprekidna, 

ograni6ena i integrabilna funkcija u intervalu [a, b], a <a <1) 

Uopgtavanje: f f (x) p  (x) dx = f (E) f qp (x) dx, f (x) i 
a 
	

a 

p (x) su neprekidne i p  (x) ima stalan znak u intervalu integrala. 

Zamena promenljive odredenog integrakt. f f (x) dx, gde 

je f (x) neprekidna funkcija na intervalu [a, b]. Stavimo 
x = cp (t). Odredujemo cc i (3 iz jednadine a = cp (cc), b = cp ((3). 
Funkcija p  (t) je neprekidna na intervalu [cc, (3] i ima nepre-
kidan izvod p' (t). Tada se zamena vrgi prema ovom obrascu 

f (x) dx= f f [cp (0] cc' (0 dt. 
a 

Obrazac za delimienu integracyu odredenog integrala: 

f udv =1 uvi! — f vdu. 
a 	 a 

Diferenciranje i integrisanje odredenog integrala po pa-

rametru. F (cc) = f f (x, cc) dx, gde su: cc—parametar, f (x, cc) 
a  

neprekidna funkcija sa neprekidnim izvodom f a  (x,. 	po 
parametru. Tada je neprelddan i izvod 

F' (a)— f f ,:(x, a) dx. 
a 

U opgtem slueaju kad su promenljive i granice imamo obrazac 

F' (cc) = f 
( , 

f (x, cc) dx + f [b (cc), cc] 
db (a)  f [a (cc), al

da () b a) 

d 	 d a 
a (a) 

a, b 

Za slu6aj integracije po parametru:f (f f (x, cc) dx ) da 
a. a 

b a, 

( f (x, cc) dot) dx , ako je f (x, cc) ograni6ena u celoj ob-

lasti 
a.  

 a <x <b,ao < a < al  i neprekidna u toj oblasti sa izuze-
tkom kona6nog broja pravih x = const. i cc = const. 

4.52. Nepravi integrali 

Ako granice odredenog integrala, jedna iii obadve, tee 
pozitivnoj iii negativnoj beskona6nosti, a sam integral pri 
tome tai odredenoj grani6noj vrednosti, taj integral se zove 
nepravi odredeni integral. Za takav integral imamo, npr. ovaj 

co 

obrazac: f f (x) dx = lira r f (x) dx. Slieni obrasci vale za 
b 

a 	 a 
b 	 + co 

integrale f f (x) dx i f f (x)dx. 

Pojam nepravog odredenog integrala se odnosi takode 
i na slu6ajeve kad za jednu iii obe granice iii za neku vred-
nost promenljive izmedu granica integrala podintegralna funk-
cija f (x) ten beskona6nosti. Tako, npr., ako f (x) ►  oo , kad 

imamo ovu definiciju nepravog integrala 

b 	 b—s 

f f (x)dx = Ern f f (x) dx, (e> 0), 
••+ 0 

a 	 a 
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pod .uslovom da napisana graniaa vrednost -ima odredenu 
vrednost. 

+ 
Ako integral f If (x) dx konvergira, onda konvergira 

+ 
i integral f f (x) dx i tada se kale za poslednji integral da 

je on apsolutno konvergentni nepravi integral. Ako isti, po- 
slednji, integral konvergira, a integral modula ne konvergira, 

00 

onda se integral ff (x) dx zove neapsolutno konvergentni ne - 
a 

pravi integral. To isto se odnosi i na druge nesopstvene 
integrale. 

Ako za konano b vazi obrazac ff (x) dx = F (b)—F (a) 
a 

i lira F (b) = F ( co), gde je F ( co) odredena veli6ina, onda se 
b -+ cc 

nesopstveni integral rauna prema obrascu. 
0o 	 b 

f (x) dx = lim f f (x) dx = limn  [F (b)—F (a)] = F (00)—F (a) 
b-+ 

a 	 a 

Sli6ni obrasci se primenjuju i za druge neprave inte-
grale, za koje postoji primitivna funkcija. 

Za integral J.  f (x)dx saf(c) ,  co , kad je a < c <b, imamo 
a 

f f (x) dx = lim I f f (x) dx + f f (x) dx] . 
e,-.o 1_ , 

a 	 es  -+ 0 a 	 c-I- es  

Prema opgtim uslovima prelaza na grani6ne vrednosti 
grani6ne vrednosti prvog i drugog integrala ne smeju da 
zavise od ngina na koji el  i E2  te2i nuli. Ako taj uslov ne 
mote biti ispunjen, od koristi je proueavati granice za. e, = e, = e. 
Takva vrednost nepravog odredenog integrala zove se glavna 
vrednost sa oznakom V. p. (Valeur principale), dakle je 

	

b 	 c-e 	 b 

V. p. i f (x) dx = Elimo [ i f (x) dx + i f (x) dx] . 

	

a 	 a 	 c+e 

U vezi sa diferenciranjem i integrisanjem nesopstvenog 
integrala po parametru treba navesti ovu primedbu. Pri izra-
6unavanju nepravih integrala ueestvuje operacija prelaza na 
grani6nu vrednost, koja se osniva na tzv. „E-8 principu". 
Odgovarajuoi proces je ravnomerno konvergentan, ako po6ev 
od nekog N-tog koraka u torn beskona6nom procesu 8 zavisi 
samo od e i ne zavisi od reda koraka i vrednosti argumenta 
za koju se odreduje grani6na vrednost. 

Ravnomerno konvergentni nepravi integrali imaju ove 
osobine: 

+ 
1. Ako integral J.  f (x, cc) dx ravnomerno konvergira, on 

	

je neprekidna funkcija od « pri c o  < 	oc, pod uslovom da 
je f (x, cc) neprekidna za x > a i za ot u navedenom intervalu. 

2. Nepravi integral iz 1. mote se integrisati: 

cc, 	+ 	 + co 	cc, 
d a f f (x, a) dx = f dx f f (x, cc) dm. 

	

a 
	 a 	as  

3. Ako su funkcije f (x, ce) i 
f (x, a)-

neprekidne i ne-
a 

pravi integral f f (x, a) dx konvergira, a integral ! 	cc  

	

a 

00 
	

+' die (x, cc) 

konvergira ravnomerno, onda vazi obrazac 

d " S f(x, cc) dx — f 
df  (x, cc) 

dx . 
da 

a 	 a 	
d a 

4.53. Tablica odredenih integrala 

(m i n su prirodni brojevi, p, q, r—racionalni) 

L f (1 —x)P x 1--p dx = f (1 — 	xP dx = 

=1-prc (1 —p) cosec Fir; (p 2  < 1). 
2 
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1 i xP-1 + xq-P-1 	ic 

1 + xq 	q 
0 

xP dx 	p 
3. 	; (p2  < 1). 

(1-x)" sin p= . 
0 

xP dx 
4. 

sin pm

▪ 

 ; (P2< 1). 

0 

xP-1-x -P 
5. dx - n cotgpn 

1-x 
0 

6.
f x-P-x° 

dx - 
1 

Iscotgp7c. 

0 

f (1-x)P -1  
7. 	dx = n cosec p7C. 

XP  
0 

xel -1  dx 
	cosec 

(1 -x)q (1 + px) (1 + p)q 

	cosecqn. 
(1 - x)q (x + p) (1 + 

10. 
(1 -xk) dx 	1 	2k r — • j (1 + x) "1  (1—X) 2"+1 2, k 

0 

11. f (1- VX)P -1 dx-
o 	 p (p + 1) 

2. dx - — cosec
p
—.  

q 

1—x 

,
j 
0 

9 
 

0 
XI dx 

2 

12. 
 f

dx  1  

(1 -px)V1-x 2 ./p (1-p
0 

13. 
 I

dx 	2 

V(1 + p2x)(1-x) p 
arc tgp. 

0 

14. 	 - 	lg dx 	1 1 +p 

JV (1 -p 2  x)(1 -x) p 1-p 

1 
x2  dx 

15. 

o
(1 + x4) V 1 -x4) 8 

16. f xeqx dx = 
1 

— [(q -1)e+ 
o

q2 

1 
xe dx e 

17 . 	- 	1. 
(1 + x)2  2 

0 

18. f lg (q + px) dx = q P  lg (q + p)—g- lg q - 1. 

7:2 
19. f lg x lg (1 -x)dx=2--6  . 

0 

n 

20. f x" --ilg (1-x) dx = --n   
0 

2 
21. f lg x lg (1 +x) dx = 2 --n -21g 2. 

1 
01 	 12  

22. 
 f

ig (1 ±x)  dx - lg 2. 
1 +x2  8 

	arc sin VP. 

0 
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140 141 

00 

f xn-1  
34. 	dx 

1 + 
0 

	; (0<n<m). 
nR 

m sin - 
m 

7L- 23. 	
lg 	x 

f 	dx = - 
2 

. 
1 -x 2 	8 

45 

0 

, 	 = arc sin p + 
1 
 - v 1 -p2 

1
. 

f 	dx 

3 dx = 	. 
2 

26. f lg (1- Vx) 

27.   - 2 
\j 

dx 

ig" 

28. f arc sinpx dx 

29. f arc cos px dx , 	 = arc cosp + 11 V 1  -P"
„  

P P 

33. • 
dx 	it 

P2  + 
q2 x2 2pq  

0 
43. f sin (x 2) dx = f cos (x 2) dx - - - 

V 

2 If 

1 pn+ 
37.  f x2n+1 e-Px' dx = - • --

n!  
- 
1 
 - ; (p> 0). 

2  

38. f x 2n e-Px' dx 	
Tc 1. 3 .. . (2n-1) 

; (p> 0). 
2 	2npn+ 0.5  

39.
f 

 e2 
 xe - x
xi 	dx 1-1g 2. 

40. f e -Px sin (qx + r) dx - 	1 (q (q cos r + p sin!). 
O

p2 q2 

co 

0 

0 

00 

31. f arc cotgpx dx = arccotgp + 1 1g (1 +p2). 
O 2p 

32 f are sin (\/x)

- 

 dx = f are cos (-\/ x) dx = 
7C
- . 
4 

41. f e-Px COS (qx + r) dx -- 
O

p2 q2 

V 7C 
42. f e-Px' cos qx dx = -

2 P 
e 4 p ; (p> 0). 

cos r- q sin r 

35. f 	

• 

d

• 

x = 
2 
-

1 

V7c e-2P  (p >0). 

30. f arc tgpx dx = arc p-1 lg (1 +p2). ). 
O 2p 

0 

24. 
f  lg x 

dx - 
f lg (1 -x) 

O 0 

7,2 
dx - 

1-x 	x 	 6 

25. 
r lg x  dx 	lg (1 +x) 

dx- 
7,2 

 . 
j 1 +x 	 x 	 12 
O 0 

n! 
36. f xn e -Px dx = pft+i  ; (p > 0, n 0). 
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0; (p2 < 1). 

27s lgp; (p2 >1). 59 f e-Pxcosh q xdx =  p 	; (p >0, p2 0q2)• 
p2 q2 

n12 
x dx 	•Ir 

= --- 1g 2. 
tg 	2 

0 

0 

■) Znak kl! (polufaktorijela) oznakava proizvod rt7qstopnih samo 
nepatnih od 1 ili parnih od 2 do nepamog iii parnog broja k. 

- - 
2 

cos pr cos qr; (p>q). 

TC 

— 4 
— cos 2pr; (p = q). 

7C 
— 
2 

COS pr sin qr; (p < q) . 

x d x 44. .1 sin px cos qx 	 
2 	2 

0 	 r —x 

CO 

... 	00 
tg x 	sin 

dx 
2x 

46. i —dx = 1 — = n  — . 
x 	x 2 	2 0 	0 

00 

47. cos px —cos qx dx  TC __p);  > 

X2 	 2 
0 

48. f 18 ( 1  +P2  x2) 	
dx 

= 
TC 

lg (1 +pq)• 
o

q2  + x2  q 
 

rc/2 

1 57. 	sin2n÷1  x cos 2m+1  x dx = 1 	
n! m!  

2 (n+ m+1)! 
0 

q >0). 

702 

9 

50. 1 Ig (1 —2p cos x +p2) dx 

n/2 

51.
arc tg (p tg x) 

 dx 
7C

— lg (1 +p). 
o

tg x 	2 60. f e-Px sinh q x dx - 	q  ; (P > 0, p20q2). 

	

rr/2 	 n/2

f 52. 	lg sin x dx = r lg cos x dx = 

o o 

49. f lg (p2 + x2)q + x2 —  q ig (I) 4- q).  
dx 

O 58 .  f sin2n x cos2m x dx . = 

0 

p2 (12 

(2n-1)!! (2 m-1)!! 

(2 n+ 2 m)!! 	2 

rc/2 

i cos2n+1  x dx 	
2 . 4 - 6... 2n 

sin 2n+ 1  x dx —  

rc/ 	 rc/2 

f sin2"x dx = f COS 2n  x dx — 

1 • 3 . 5...(2 n- 1) 7C 

0 

2 . 4 . 6... 2n 	2 

([2 (n— k)— 1]!! [2 (k — 1) — 1]!!C 1)p 2(n— k) 422(k-1) 
1 	 —k 

p2n —1 q 2n-1 

rc/ 2 

56. f 	
dx 	( + q2) 

— ‘1.  
(p2  cos2 x+ q2  sin2  x) 2 4 p3  423  • 

0 

53. 

54. 

dx 	 7T 

55. 

rc/2 

0 
3.5.7... (2n+1) .  

n/ 

i (p2  cost x + q2  sin2  x)" 2" (n-1)! 
0 

f si n x 	f cos 	x
dx = 45. 	dx =

.
f 	 TC  

V X 	2 • 
5 



SI. 68 — Izra6unistvanje 
dvostrukog integrala 

4.6. Vigestruki integrali 

Neka je u ravni Q xy data neka oblast Q ograni6ena 
konturom, zatvorenom krivom linijom, udubljenom prema 
posmatrau u oblasti. Podelimo to oblast na elementarne 
povrgine qi  , od kojih svaka ima najveeu tetivu manju od 
du2ine 8, koju eemo zvati merom elemenata. Neka su, pri 
prebrojavanju svih n elemenata oblasti, xi , yi  koordinate take 

koja pripada i-tom elementu. Jednozna6na i ograni6ena 
u svim taaama oblasti funkcije f (x, y) ima vrednost f (x i, yi) 
u taki Mi . 

Zbir 
n 

Sn  = 2 f (x i , yi) qi, I-1 

progiren na sve elemente oblasti Q, je dvodimenzioni integralni 
zbir elemenata f (x i , yi) qi  na oblasti Q. 

Pogto se uzme u obzir ono 
0 e dx b x to je bilo navedeno (4.5.) u vezi 

sa definicijom jednodimenzionog 
integrala u Rimanovom smislu, 
neposredno se dobiva pojam dvo-
strukog integrala u ovom obliku 

if  f (x, y) dq = lira 	=- 

a 	 rt--1.ce 

2 f (x i , yi) qi  
n-4a3 i=1 

Pri podeli oblasti Q na ele-
mente linijama paralelnim Ox i Oy osama se dobiva cbrazac 
za dvostruki integral u Dekartovim koordinatama, iz kojeg se 
vidi i nadin izra6unavanja integrala 

b 	y,(x) 
f f (x, y)dx dy = f (J f  (x, y) dy)dx 
Q 	 a 	yi(x) 

Prema ovom obrascu prvo se sabiraju elementi dul 
prave paralelne Oy osi na rastojanju x, smatranom kao stalno, 
i to u granicama od take N1  sa yi(x) do N2  sa y,(x). Kao  

rezultat to prve integracije dobiva se odredena funkcija x-a, 
koja se odnosi na datu du2 NA. Sabiranje elemenata sa 
svih takvih duzi daje vrednost integrala progirenu na celokupno 
podrteje. Granice a i b po x odgovaraju taaama dodira 
konture i pravih paralelnih sa Oy osom. 

Na sli6an nakin se formira trostruki integral progiren 
na odredenu zapreminu: 

f f f  f (x, y, z) dx dy dz - urn Ef (x i  , y i  , z i)- v i  = 
y 
	 v i -.0 

	

b 	Y2 (x)[ z2 (x. r) 

	

=1 	I f(X,y,z)dz]dy )dx. 

	

a 	A (x) 	zi (x. 

Prva integracija se vrgi po pravoj, paralelnoj sa Oz 
osom za koju x i y imaju stalne vrednosti a granice za z su 
z1  (x, y) i z 2  (x, y), kote taaka preseka prave sa grani6nom povr-
ginom cp (x, y, z) = 0 date zapremine, na koju je progiren trostruki 
integral. Zatim se sabiranje progruje na povrginu paralelnu 
sa 0 zy ravni, vrgi se integracija po y sa granicama y 1  (x) i 
y2 (x) kao gto se radi u slu6aju dvostrukog integrala. Inte-
gracija se zavrgava integracijom po x sa granicama a i b; to 
su apscise ta6aka dodira ravni paralelne sa Oyz ravni i date 
povrgine cp (x, y, z) = 0. 

Zamena promenljivih u dvostrukom i trostrukom integralu. 
Dve funkcije 9, (u, v), cp 2  (u, v), jednozna6ne i neprekidne sa 
svojim neprekidnim prvim delimi6nim izvorima u oblasti Q, 
na koju je progiren dvostruki integral 

f f f (x, y) dx dy = f f f (M) dq, 

Q 	 a 
odreduju pomoeu jednaeina x = 91 (u, v), y = 9 2  (u, v) transfor-
maciju dvostrukog integrala na nove promenljive u i v. 

Prema novoj podeli povrgine Q linijama u = const, 
v = const. element povrgine dq, kao povrgina paralelograma 
ima vrednost 

dq =
D 	92)  du dv, gde je D (91, 92) 
D (u ,v) 	 D (u, v) 
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gde jakobijan J3  ima vrednost 

 

 

a (pi a Pi a ch. 
au ay Ow 

a (P2 a (P2  a (P2 

au dv aw 

a T3 ape a p. 
au dv aw 

D ((Pi, <P2, PO  J, 
D (u, v, w) 

Jednaina 013 (x, y, z)= 0 grani'ane povrgine postaje 

433 [911  (u, v, w), <P2 (u, v, w), 	(u, v, w)] = 0. 

a PI a Pi 
ax ay 

a P2 a 92 

ax ay 

a 91 a T2 a T2 a Y1 
ax ay ax dy 

  

determinanta koja se zove jakobijan transformacije i koja se 
kratko oznaava s J2. 

Prema tome imamo ovaj obrazac za transformaciju 
dvostrukog integrala 

f f f (x, y) dx dy = f f f [p i  (u, v), cp 2  (u, v)] D (Pi  ' P2)  du dv. 
D (u, v) 

Jednaina konture 1 (x, y) = 0 prelazi u jednainu 

(I) [<p, (u, v), cp 2  (u, v)]= 0. 

Analogan obrazac za trostruki integral glasi: 

ffff (x, y, z)dx dy dz = 

f[cpz  (u, v, w), cp 2  (u, v, w), cp,(u, v, w)] J, du dv dw, 

Glava peta 

DIFERENCIJALNA GEOMETRIJA. PRIMENA 
INTEGRALNOG RACUNA NA GEOMETRIJU 

5.1. Odredivanje krive u ravni u konaCnom obliku 

Analiti6ki kriva u ravni se odreduje na jedan od ovih 
naina: 

1. Jednainom u regenom, eksplicitnom obliku y =f (x) 
u Dekartovim iii u bilo kojim koordinatama koje odreduju 
polo2aj take u ravni. 

2. Jednainom u neregenom, implicitnom obliku F(x,y)= 0. 
3. U parametarskom obliku x =f1  (0, y =f2  (t). 
4. U specijalnom parametarskom obliku, kad je para-

metar s, dtaina luka krive, tj. x =fi (s), y =f2 (s). 
5. U vektorskom obliku, kad je vektor polaaja take 

M krive u odnosu na stalnu taku dat kao vektor-funkcija 

parametra t, odnosno du2ine luka s. Oznaka r =f (t), odnosno 

r =f (s). 
Za gto jednostavnije izlaganje pojmova diferencijalne 

geometrije upotrebimo vektorsku metodu i to u specijalnom 
obliku sa parametrom s. 

Izvodenje obrazaca za sve ostale na6ine odredivanja 
krive zahteva samo elementarne transformacije izvoda i dife-
rencijala. U osnovi tih tansformacija lezi izraz za tzv. met-
rielcu formu ds2 . U Dekartovim koordinatama ds2  = dx2  + dy2 . 

Za proizvoljan parametar t imamo_ds2  = R—
dx

)
2 

+
dy

)
2
ldt 

2 
 

dt 	dt 

fff  
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Prema tome postavljanje kona6ne veze izmedu t i s zahteva 
ovu kvadraturu: 

s_so= f \Adx
)2 

iy\ 2  dt.  
dt 	kdti to  

Za krivu u obliku y =f (x) imamo: s—s 0 = f -‘11+y'2 dx. 

	

e 	xo  

Vr2 
(
del do. U polarnim koordinatama imamo: s—s 0  = 

i e. 
Za krivu 6ija je jedngina F(x, y)= 0 imamo 

x 

1 	 
s—s,= f — F 2 + F 	su F 	 y2 d 	Fx  = 	Fy = • 

Y dy 

5.11. Diferencijalni elementi prvoga redo krive u ravni 

Vektor koji zavisi od jedne iii vise nezavisno promen-
ljivih je vektor funkcija tih promenljivih. Dekartove koordinate 
vektor-funkcije su skalarne funkcije istih promenljivih. Ako 

vektor-funkcija r zavisi samo od jedne promenijive, recimo t, 
hodograf, tj. geometrijsko mesto kraja vektora pri stalnom 
paetku, je kriva linija. Ako se kraj vektor-funkcije uvek 
nalazi u istoj ravni, hodograf je kriva linija u ravni. Prema 
tome prou6avanje krive u ravni i prou6avanje ravnog hodo-
grafa vektor-funkcije su identi6ni problemi. Oznaka: 

r = r (t)= (t). 

Izvod vektor-funkcije r (t) nezavisno promenijive t je gra-
niena vrednost (ako postoji) kolienika 

• d 	r (t + 	r (t)  
11111 

dt 	At —÷ 0 	A t 

Izvod r, ima 1. pravac tangente na hodograf, 2. smer 
pomeranja take na hodografu za At> 0 i 3. intenzitet —  

apsolutnu vrednost izvoda 
ds 

menljivoj, tj. — 
dt 

Uvekemo sad ovde 
slovom oznaava izvod po 

• d 
ksom, npr., rt = —r (t), x, 

dt 
metru s, oznaka parametra 

• d 	• dx d 
r = — r x = — — x (s). 

ds 	ds ds 

Crta, kao i ranije, oznaeava izvod funkcije y (x) po nezavi-

sno promenljivoj x, tj. y' =—
dy

,y"=
d2 y 

dx 	dx2  
U vezi sa primenama vektor-funkcije navedimo ne-

koliko potrebnih obrazaca za diferenciranje vektorskih izraza. 

Neka su p (t) i q (t) vektor-funkcije, p  (t) skalarna funkcija 

nezavisno promenijive t, npr. vremena; p (t) i p, (t) su inte-

nzitet i jedinieni vektor vektora p. Pravila diferenciranja: 

dy d d 	dcp-± 	d - (I) ± = p 	(cp) = 	—p 
dt 	dt 	dt di 	dt 	dt 

d 	 - dp 	dps.„ 
—
dt 

Po) = —
dt 

Po+ P —
dt 

; 

d->q)  d p- 	1974\ d 	 -q  1 F  r dq  
dt 	kdt 	dt)' dt 	L dt' 	dt 

p= const. 	rp,— 
dt 
41 ;,)=0, rpo , — 

dt 
d  P0)=0. 

Ako su x i y Dekartove koordinate vektor-funkcije r- (t), 

Dekartove koordinate izvoda r, su x,,y i; dr ima koordinate 

dx, dy. Metrieka forma ds 2  = (d;)2 . Zaklju6ak .;C2 +y2 =1. Pre- 

luka hodografa po nezavisno pro- 

ove uslovne oznake: taaa nad 
parametru, ozna'oenom dole inde- 

dx _ 
= 	— x (t). Za izvod po para- 

dt dt 
se, uslovno, izostavlja: 
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ma tome je, za r = r (s), vektor r = ds r (s) jedinieni vektor 

(ort) tangente. Oznaimo ga sa T. 

Piema obliku u kojem je dat vektor pololaja r kao ve-
ktor-funkcija, ugaoni koeficijent tangente na pravu u ravni 
ima ove vrednosti. 

tg cc =ylx = y,/x, ==y' (x) 
dx 

Jednaine tangente: 	y= y' (x)(E—x), gde su x i y 
koordinate take M na krivoj, E, 71—koordinate proizvoljne 
take P na tangenti. Druge forme: I', (E—x)+ Fy  (1—y)— 0; 
(i;—x)Ixt=(.1—y)ly t . Vektorska forma: [r p-rm, = 0, gde 
je rM  vrednost vektorskog izvoda r (odnosno rt) za taku 
krive M; u regenom obliku: rp= rm+prm , gde je p rastojanje 
izmedu taaka P i M. 

1 Jednaine normale: 	— 	 x); F3, (E—x)— 
y' (x) 

Si. 69 — Diferencijalni elemmti prvoga reda krive linije u ravni. 
Slueaj Dekartovih koordinata 

—Fx (-11—y)= 0; (E—x) x t  + (71—y)y t = 0. Vektorska forma 
(rQ —rM, rM) = 0, gde je Q proizvoljna taka na normal; u rege- 

. 
nom obliku: ro=rm+q[vrm], gde su: = qrastojanjeizmedutgaka 

Q i M, a v vektor upravan na ravan krive. 
U Dekartovom koordinatnom sistemu za tangentu i 

normalu vezane su ove dui (sl. 69): T=M P, dtaina tangente, 
N= MQ, duEna normale, Sr— M' P, subtangenta, SN-= Q, 
subnormala. Ove veli6ine imaju vrednosti: 

T= y/sin a= (y/y')-/1+y' 2 , N=Ttga=y-‘11+y'2  , 
ST= y cotg a =Y/3/ SN= y tg a = yy , 

sa oznakom y' = y' (x) = dy/dx. 
U polarnim koordinatama r, 0 (sl. 70) polaaj tangente 

MT je odreden uglom cp = OM T 6ija je vrednost odredena 

jednainom: tg p= —
rd0 

=—
r 

. Duline tangente, normale, sub-
dr 	r' 

tangente i subnormale (sl. 70) imaju vrednosti: 

MT= (r1r1).\172  + r'2  , MN = r2 + r'2  , OT=r2lr', ON= r'. 

Metriaa forma ds2 =dr2 +r2 d02  se odreduje iz trougla MM'P. 
Asimptote. Kriva ?. (sl 71) je asimptota krive 1 ako 

rastojanje MN take M krive X od njoj najbliie take N 
druge krive te2i nuli, kad se taka M 
sve vise udaljuje na svom putu po 
krivoj od take Smisao proaa-
vanja takvog asimptotskog procesa 

Al 

Mo  
T 	A 

Si. 70 — DiferencOlni elcntan- 	Si. 71 — Kriva i njena asimptota 
ti prvoga reda krive linije u 
ravni. Slaaj polarnih koor- 

dinata 

je u tome da se prou6avanje (i predstava) nekog komplikovanog 
procesa vezanog za krivu 1 zameni prou6avanjem jednostav- 
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Sl. 72 —  Dekartov list 

nijeg procesa, vezanog za asimptotu, koja mote biti i prava 
linija (pravolinijska asimptota). 

Odredivanje pravolinijskih asimptota algebarskih krivih. 
I. Asimptote paralelne koordinatnim osama. Neposredno 

iz jednadine F(x, y) = 0 iii, posle regavanja, iz jednadine 
y =f (x) odnosno iz jednadine x = 9 (y), odreduju se granidne 
vrednosti b= tim f (x), odnosno a= lim p (y). Ako to gra- 

y-). 

nine vrednosti postoje, u prvom slu6aju prava dija je jed-
nadina y=b je asimptota paralelna sa Ox osom, u drugom 
jednadini x = a odgovara asimptota paralelna Oy osi. 

II. Asimptote kose prema koordinatnim osama (y = ax + b). 
Za odredivanje kosih asimptota za krivu, dija je jedna-

dina y =f (x), treba odrediti a i b iz uslova 

lim [f (x)—ax—b] = 0. 

Ako asimptota postoji, prvo se odreduje a= lim 
f (x)
— , aza- 

x~m 
 

x 

Pravilo za odredivanje asimptote y = ax +b za algebarsku 
jednadinu u obliku F (x, y)= 0. Stavimo F(x, ax + b)= 0 i 
razvijamo po stepenima x: ao xn+ai xn -1 + • • • +a,i_ix+a„= O. 

Ako asimptota postoji, iz jednadina 
ao  = 0, a1 = 0 se odreduju parametri 
a i b asimptote. 

Primer. Odredivanje asimptote 
Dekartovog lista sa jednadinom: 

x3  + y3 — 3 qxy= 0, 

gde je q konstanta (sl. 72). Stavimo 
y = ax +b i izdvajarno prva dva Tana 
polinoma po x: 
(1 + ct3) x3  + 3a (ab—q) x 2  + • • - =0. 

Regavamo sistem jednadina 1 + a 3  = 0, 
Pato prva jednadina ima samo jedan realan koren 

tada imamo b = —q, Dekartov list ima samo jednu 
sa jednaeinom y = —x—q. 
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5.12. Diferencijalni elementi drugoga reda krive u ravni 

Polaznim pojmom proadavanja diferencijalnih elemenata 
drugoga reda mode da posludi drugi vektorski izvod vektora 

• • 
 rpolo2aja tadke M po luku s, tj. vektor r = 
d2 
—r (s). Pogto 
ds 2  

je prvi izvod r vektor stalne, jedinidne du2ine, ort tangente T, 

drugi izvod r =T ima pravac normale na krivu, smer na 
stranu skretanja pravca tangente i intenzitet granidnu vred-

nost lim —
e

, gde je e ugao skretanja tangente na dulini As. 
As->0 As 

Prema tome mo2emo staviti: 

r= ICN=K, 

gde je: T izvod orta tangente po luku, N ort normale na 
krivu u smeru skretanja tangente i K pozitivni skalar. Vektor 

K= eV je krivina (u vektorskom obliku) krive u datoj tadki. 
Skalar K, intenzitet vektora krivine, u obidnom skalarnom 
izlaganju, isto tako se zove krivina krive u datoj tadki. Na 
poznati nadin, prvo za kru2nu liniju, a zatim i za proizvoljnu 
krivu liniju pomodu oskulatornogkruga (krug sa dodirom drugoga 

reda), skalar K se prikazuje u obliku gde je R tzv. 

polupreeizik krivine kruga, odnosno krive linije u datoj taeki. 
Centar oskulatornog kruga zove se centar krivine date krive 

za datu tadku. Ako sa rc  oznaeimo vektor polaaja centra 
krivine, taeke C, ona se odreduje iz vektorske jednadine 

1 -± 
rc = rm+ RN =rm +—N, 

gde je rM  vektor polaaja date tadke M na krivoj. 
Obrasci za jednadine krive u oblicima: 1. parametarskom, 

x =x (t), y =y (t); 2. parametarskom sa parametrom ,s, tj. 
x = x (s), y = y (s); 3. y= f (x); 4. F (x, y)= 0; 5. u polarnim 
koordinatama, r =r (0). 
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tim b= lira [f (x)—ax] . 
X 	00 

ab—q = O. 
a= —1 i 
asimptotu 



4. R= 
Fy2  Tr., —2 Fx  Fy  Fry + Fx 2  Fyy  

Fx  
x, = x + R 	, y,=y+R 	 

(Fx 2  + Fy 2) 112  
(Fx2 + Fy2) 

(r2 +  r'2)3/2 
5. R= 

(Fx2  + Fy2) 3 12  

SI. 73 — Porodica 
kruinill linija 

xt2 + yt2 
Xe  -- X 	 yt  

xr Yt — xt Yt 

xt2 + yt2 
Yc=Y+ 	 • 

xf  yi —x, y, 
. 	. 

	

2. R=/=—/ , x,— 	y,=y+xylx. 

+.3,12 
XX-- Y',  y, = y+ 

.Y" 

r2  + 2 r' 2 ---rr" 

Prirodna jednaJina krive u ravni. Posmatranje geome-
trijskog objekta bez obzira na njegov pololaj u prostoru je 
prirodno posmatranje. Za prirodno odredivanje krive u ravni 
sluli tzv. prirodna jednaeina krive u ravni: F (R, s) = 0 iii .R= f (s) 
koja postavlja funkcionalnu vezu izmedu polupretnika kri-
vine R, iii krivine K, i duline luka s. 

Prirodna jednatina: 1. prave, K= 0 iii R= oo ; 2. krulne 
linije R= a, gde je a konstanta; 3. logaritamske spirale, 
R= m s, gde je m konstanta; 4. cikloide R 2 + s2 = 16a2, gde 

2 
je a konstanta; 5. lantanice R =a+ 

s 
— . 

a 
Teme krive. Obiena tatka krive za koju polupretnik 

krivine ima ekstremnu vrednost (max. ili min.) je teme krive. 
Kriva „u blizini" normale na krivu u temenu je simetritna 
u odnosu na to normalu. Iz prirodne jednatine krive R= f (s) 

dR za teme imamo uslov — = f' (s)= 0 sa dopunskim uslovima 
ds 

za max. odnosno min. 
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Porodica krivih. Jednatina F (x, y; c)= 0 u koju sem 
promenljivih koordinata x, y, ulazi jog i parametar c, koji 
se mole takode menjati, odreduje niz pojedinih krivih za 
diskretne vrednosti parametra c iii neprekidnu mnainu takvih 
linija, ,  kad parametar c uzima neprekidne vrednosti. Takva 
mnolina krivih zove se porodica krivih sa jednim parametrom. 

Ako se sa svakoj krivoj porodice mole odrediti gra-
nitni pololaj presetne take te krive sa beskrajno bliskom 
krivom te porodice, koordinate takve presetne taeke moraju 

zadovoljavati ove jednaine: F (x, y;c) == 0, —
6F

= 0. Ova pre- 
dc 

setna tatka zove se karakteristiena taelca na datoj krivoj 
porodice. Oznatimo je sa H. Takvih tataka mole biti i 
Geometrijsko mesto tataka H, u opgtem slutaju, je kriva u 
ravni. Ta kriva mole biti iii obvojnica (anvelopa) krivih date 
porodice iii g. m. singularnih tataka tih krivih. U slOaju 
anvelope tangenta na anvelopu u svakoj karakteristitnoj taki 
je u isto vreme i tangenta na odgovarajueu krivu porodice. 

Primer. Porodica krivih je data jednatinom krulnih 
linija (x—r cos c)2  + (y—r sin c)2  = p2  sa centrom 11 promen-
ljivoj tatki sa koordinatama x, = r cos c, 
y c  = r sin c, gde je c promenljivi parametar. 
Posle diferenciranja po c dolazimo do 
jednatine x sin c = y cos c, koja zajedno sa 
jednatinom sine c + cos2  c = 1 daje: 

sin c — 	Y  	, cost — 

X 2  + y2 	 x2 ± y2 

Ako te vrednosti uvrstimo u jednatinu 
krive porodice dobitemo jednatinu 

	

(vx2 + 	y2 	2 = p2 

iz koje imamo dve jednatine: 
x2 + y2 = 	p) 2, x2 + y2 = (r—p) 2.  

Prva izralava obvojnicu, koja obuhvata spolja promenljive 
krugove, a druga koja dodiruje sve krugove unutra (sl. 73). 

Evoluta. — Evoluta krive u ravni je geometrijsko mesto 
centara krivine te krive. 
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3. R—
(1 + y' 2)312 
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y 2 
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M, 
SI. 74 — Evoluta i 

evolventa 

Pogio smo izveli u raznim oblicima jednadine za odre-
divanje koordinata Ye centra krivine, lako je napisati 
jednadine evolute u parametarskom obliku. Tako, u Dekar-
tovim koordinatama sa jednadinom krive u obliku y = f (x) 

imamo jednaeine evolute 

y l/ 

u parametarskom obliku sa parametrom x. 
Osobine evolute: 1. Normala date 

krive je tangenta na evolutu. 2. Element 
daine luka se  evolute jednak je diferen-
cijalu polupreenika krivine, tj. I dsc i= I dR I. 
Na slici (sl. 74) je sa L oznadena data 

kriva, a sa E njena evoluta. 
Evolventa. Kriva L prema svojoj evoluti E zove se evolventa 

krive E. 
Odredili smo evolutu, krivu E, prema datoj krivoj L, 

evolventi. Neka je sad, obrnuto, data kriva E, evoluta, i treba 
odrediti krivu L, evolventu. 

Krivu E uzmimo u datom vektorskom obliku: r e  = 
gde je sc  luk krive E od take Co  sa lukom se,. Za tadku 
M evolvente vazi jednadina: 

rm  = re  + CM. 

Vektor CM ima pravac tangente na krivu E u tadki C. Ozna- 

dim° jedinidni vektor te tangente sa 71; on ima vrednost 
ds, 

Intenzitet vektora CM jednak je intenzitetu vektora C0Mo, koji 
oznadimo sa a, smanjenom za dun:1u luka se—s eo . Prema 
tome definitivno imamo ovu vektorsku jednadinu evolvente 

-÷ 
rm  = r,—(sc —a)Te . 

Ovoj vektorskoj jednadini odgovaraju dye skalarne jedna-
dine evolvente 

dxc  
XM = x, — (sc—sc0)—, 

dsc  

Desne strane tih jednadina su funkcije parametra se, luka 
date krive E. 

U vezi sa proizvoljnogou konstante sco  mae biti vie 
evolvenata za istu datu krivu E, to su paralelne krive; rasto-
janje po normalama izmedju tih krivih za date konstante sco 
ostaje isto. 

Primer. Evolventa kruga. Jednadina kruga je data u 
obliku = a cos t, y, = a sin t, gde je t = scl a. Pato je x,= —a sin t, 

Yc= a cos t, jednadine evolvente (za sco = 0) izgledaju ovako: 
x = a (cos t + t sin t), y= a (sin t—t cos t). Mesto slike preporud'u-
jemo namotati konac na neki valjak i na kraj konca nadovezati 
olovku; pri razmotavanju ogtrica olovke crtaCe evolventu kruga. 

Trajektorije porodice krivih. Trajektorija porodice krivih 
sa jednim parametrom je kriva koja sede sve krive porodice 
pod datim uglom iii po kakvom drugom pravilu. 

Trajektorije sa datim uglom su izogonalne trajektorije. 
Ako porodicu krivih odredjuje jednadina F(x,y,c)— 0, ugaoni 
koeficijent tangente na svaku krivu u svakoj tadki ima vrednost 

dF dF 
— — — = k(x,y,c). Sa druge strane, ako jednadinu trajektorije 

ax 
uzmemo u obliku y =f (x ), ugaoni koeficijent tangente na ovu 
krivu ima vrednost y' =f'(x). Najzad, ako sa m oznadimo 
tangens stalnog ugla izmedju navedenih tangenata, onda demo 
prema obrascu za tangens razlike uglova dobiti ovu diferen-
cijalnu jednadinu izogonalne trajektorije: (1 —mk)y 1  —m—k = 0, 
pri demu iz te jednadine treba eliminisati parametar c pomodu 
jednadine F(x, y, c) = O. 

Trajektorije sa pravim uglom su ortogonalne trajektorije. 
Ili neposredno iz uglova ortogonalnosti ky' = —1 ili iz prethodne 
jednadine, m,  co, imamo ovu diferencijalnu jednadinu ortogo-

nalne trajektorije y' = 0 sa dopunskom jednadinom 

F(x, y, c) = 0 za eliminisanje parametra c. 
Primetimo da je ortogonalna trajektorija porodice tangenata 

na evoluti evolventa. 

5.2. Kriva u prostoru 

Kriva, dije sve tadke ne maemo smestiti u jednu istu 
ravan, zove se prostorna kriva. I prostorna kriva moi'e se 

Mt, 
1 +

" 

 y'2 	1 +y' 2  xe  — x 	Y, Yc=Y+ 
Y 

N dyc 
M = yc—(sc—scci —• 

dsc 
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s—so  = f x t '2 + y/2  + zr 12  dt . 
to  

Za krivu sa jednaeinama y = y (x), z = z (x) ovaj obrazac daje 

S —So = f 
x. 

  

2 dx. 
 

\dx/ kdx) 

smatrati kao hodograf vektor-funkcije jedne nezavisno prom- 

enljive. npr. t. Prema tome vektorska jedaeina r = f (t) 
odredjuje prostornu krivu, ako svi krajevi tog vektora nisu 
komplanarni. U Dekartovim koordinatama skalarne jednaeine 
prostorne krive jesu: x=fi(t), y =f2(t), z 

Prostorna kriva mote se smatrati i kao presek dve po-
vrgine sa jednaeinama: F(x, y, z) = 0, 'b (x, y, z)=0. Za 
prostornu krivu nijedna od tih povrgina ne sine biti ravan. 

Jednaeine y=f(x),z = p(x), u opgtem slu6aju, takode odre-
djuju prostornu krivu kao presek dve cilindarske povaine, 
prve sa izvodnicom paralelnom Oz osi i vodiljom krivom u 
ravni Oxy, i druge sa izvodnicom paralelnom Oy osi i vodiljom u ravni Ozx. Moe se konstruisati i treba cilindarska povrgina 
sa izvodnicom paralelnom Cx osi i vodiljom konstruisanom 
prostornom krivom iii krivom u ravni Oyz, eija se jednaeina 
dobiva posle eliminisanja promenljive x iz date dve jedngine. 

Osnovom za proueavanje prostorne krive mote da pos-
lu2i vektorska jedngina sa parametrom s, dulinom luka pro-
storne krive. 

Za postavljanje konaene veze izmedu parametra s i 
drugih promenljivih za odredivanje polo2aja take na krivoj 
treba iskoristiti izraz metrieke forme za odgovarajude koor-
dinate. U Dekartovim, polarno-cilindarskim i sfernim koor-
dinatama, metrieke forme imaju oblik  

5.21. Diferencijalni elementi krive u prostoru 

Tangenta. Ako je kriva u prostoru odredena kao hodo-
graf vektor-funkcije parametra s, tj. vektorskom jedna-

6inom r =r (s) kojoj odgovaraju ove skalarne jedngine 

x = x (s), y=  y (s), z = z (s), 
• d--> vektorski izvod tog vektora po parametru s, tj. r=—r (s) , 

ds 
je vektor jediniene du2ine sa pravcem tangente na krivu i 
smerom pomeranja take krive M kad parametar s raste. 

Koordinate ovog vektora imaju vrednosti: x= 
dx

= cos oz,, 
ds 

y = cos p, z = cosy, gde su a , p, 
• 

uglovi tangente sa koordinatnim osama. Oznaelmo: r = T. 
-÷ 	• 

Jednaeine tangente: vektorska forma [rp—rm , rat] =0 sa 
istim oznakama kao i u slueaju ravne krive; parametarska 

forma — . 	 
 xt  (t) y, (t) 	(t) ; 

za 	jednaeine y=y (x), z = z (x) ove 

E — x  71— y — 
jednacine  	

z 

 1 	y'(x) z' (x) 	
; najzad, za dve jedna6ine 

dga  = dX2 	dy2 	dz 2 ,  ds2 = r2 de2 	dr 2 	dz 2 ,  

ds2  = dp  2 + p2 42 	p2 co s2 	th1)  2 . 

Prema tome se kongna veza izmedu parametra s i 
proizvoljnog parametra t za parametarske jedngine krive u 
prostoru u Dekartovim koordinatama izra2ava ovako 

jednaeine tangente 

F(x, 

su 

Fy 	Fz  

CD y 	cloz  
I 

y, z) = 0, (13(x, y, z)= 0 

—x 
su 

F, 	Fy  

(Dx zy 

Al 

A2 =  

6,2 

CIS) Z 	(DX 

, gde 
6'3 

I 	13 =  

Normalna ravan. Ravan normalna na tangentnu u tadki 
dodira je normalna ravan na krivu u datoj taai krive. 

Jednaeine normalne ravni: vektorska forma 
• 

(rp— rM, rm)-- 0; 
skalarna forma — 

(—x)dx + (7)—y) dy + G—z)dz = 0, 

( — x) + —//) 6'2 	2.) A3 = °I 
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SI. 75 — Prirodni 
trijedar 

T(cos a, cos p, cos y). 

x y z 

x y z 

x y 

11 Vita matematika 

1 
Z - 

K 2  

odnosno 
E-x + —y) y  + g—z) z' = O. 

Svaka prava u normalnoj ravni kroz taku krive je 
normala na krivu. 

Glavna normala, oskulatorna ravan, binormala i rektifi-
kaciona ravan. Prirodni trijedar. 

Drugi .vektorski izvod 
•- d2 	d • 	d r = — r = — r =—T (s) = , 

ds2 	ds 	ds 
kao vektorski izvod vektora stalnog intenziteta ima pravac 

normale na vektoru T i, znaei, odreduje u normalnoj ravni 
odredenu normalu na krivu; to normala se zove glavna nor- mala krive u datoj tali; oznaimo jedinieni vektor glavne 

•• 
normale sa N. Prema tome je r= KN, gde je K pozitivni 

-40 

skalar. I ovde se vektor K N = K zove vektorska krivina krive linije u prostoru. 
Ravan u kojoj se nalaze tangenta i glavna normala, 

T i N, zove se oskulatorna ravan krive u datoj taki. Tangenta 
je granieni polaaj prave koja prolazi kroz dve beskrajno bliske 
take M i M' krive, a oskulatorna ravan je granieni polaaj 
ravni koja prolazi kroz tri beskrajno bliske take M, M', M", 
recimo, na istim luenim rastojanjima MM' = M' M" = As, kad 

Normala na oskulatornoj ravni se zove binormala. Ozna-
eimo jedinieni vektor binormale sa B, a smer odredimo tako 
da je B= [TN], pri &mu smer tog vektorskog proizvoda iza-
beremo prema izabranoj orijentaciji koordinatnog trijedra: pato 
smo izabrali desni trijedar, i ova tri jediniena vektora treba 
da obrazuju desni trijedar osa. Taj trijedar osa se zove prirodni trijedar date krive za datu taku. Prva ravan tog trijedra je 
normalna ravan, druga — oskulatorna ravan, a treba ravan, 
u kojoj se nalaze tangenta i binormala, zove se rektifikaciona ravan, ona stoji upravno na glavnoj normali (sl. 75). 

Za proueavanje promene polo2aja oskulatorne ravni uzima 
se vektorski izvod B od jedinienog vektora binormale upravne na 

oskulatornoj ravni. Iz jednaine B =[T NJ posle diferenciranja 
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• 

dolazimo do jednaine da je B = ZN, gde je Z algebarska vrednost 

vektora B prema vektoru N. Vektor Z = ZN zove se vektorsko 
zavyanje (torzija) krive u prostoru. 
Tom vektoru odgovara skalar Z koji 
takodje ima naziv zavijanja (torzija kao 
skalar). Posle proueavanja treaeg vekto- 

•• • 	d3 -). 
rskog izvoda r = — r(s) se dolazi do 

ds3  
ovog obrasca za torziju 

Z -==(r r r)]. 

Sad maemo navesti osnovne obra-
sce iz teorije prostorne krive u vektor-
skoj i skalarnoj formi. 

	

r =r (s) 
	

ix + jy + kz 

r= 
d
— r (s)= T 	+ jy + kz; 

• 

ds 

	

d2 	• 	 1 K2 = x2 + y2 + z2 = ; r = — r (s) = T = KN 

	

ds2 	 R2  

N= — 
1 

 r; 	N (cos al. , cos p1 , cos yi)• 

	

d3 	 d K 	-> 
r =—r(s)=—K2 T+—N+KZB; B=[TN]; 

	

ds3 	 d s 

	

Z= 
1

(r[r r ]); 	B (cos c( 2 , cos (3 2 , cos y2). 
r2  

Za kosinuse imamo vrednosti: cos a = x, . . , . . ; 

cos cc,- xl K, . . , . . ; cos a, = — ( y z — z y), . . , . . . 

. h= —zii ;  N=— KT+ZB.  
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U narednoj tablici dajemo jednatine tri prave i tri 
ravni koje ueestvuju u prirodnom trijedru i to u vektorskom 
i skalarnom obliku. Oznake su iste kao i u slueaju krive 
u ravni. 

k—x 
Tangenta 	rp = m + pr m, 

x 	y 
• 

Normalna ravan (rp—rm, M) = 0, 
• • 

Glavna normala rp= r m + pr m, 

x(k—x)+y( -1—y)+z G—z)=0, 

x 	, y 	z 

Rektifikaciona ( , Tp-rm,rm)=0, 
ravan 

Binormala 	rp rm p[rm, r], 

x(t—x)+y(71—y)+z (t,—z) =0, 

-11—y 

	

y z 	z x 	x y 

	

y z 	z x 	x y 
• • • 

Oskulatorna 	(rp—rm, [r m, r]) — O. 	— x 	 =0. 

ravan 
• • 

x 	y 	z 

x 	y 	z 

Zavojnica. Uzmimo neki obioan, tehnieki dobro izraden, 
cilindarski zavrtanj sa njegovim navrtnjem na njemu. Ozna-
eimo sa A neku tae'ku navrtnja van njegove 
ose. Izaberimo desni koordinatni sistem Oxyz 
(sl. 76) i namestimo u njemu zavrtanj sa na-
vrtnjem' tako da se njegova osa nade na Oz 
osi, a tatka A navrtnja na Ox osi. Neka je 
zavrtanj takav da se pri obrtanju navrtnja u 
smeru suprotnom kretanju kazaljke na easovniku 
u ravni Oxy tatka A udaljuje od Oxy ravni u 
smeru Oz ose (desni zavrtanj). 

Kriva linija u prostoru, koju opisuje 
stalna taeka (A) navrtnja koji se krete po SI. 76 — Zavoj-
zavrtnju, zove se zavojnica. U slueaju kad je 	nka 

zavrtanj levi, naziv se obavezno dopunjuje: leva zavojnica. 
Oznaeimo sa M proizvoljan polaaj taeke A na zavoj-

nici kad se to tatka krete zajedno sa navrtnjem. Koordinate 
taeke M mogu se izraziti ovako: 

x = a cos 0, y = a sin 0, z = h 0, 

11* 
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0 K 0 

= —K 0 Z N 

B 	0 —Z 0 

T 

B 

Iz dva poslednja obrasca zalcljutujemo da dva vektora 
sa istom algebarskom vrednogou Z, jedan u pravcu binormale 

sa napadnom tatkom u kraju vektora N, a drugi u smeru 
suprotnom vektoru N sa napadnom takom u kraju vektora 
-' 

B, obrou prirodni trijedar oko ose jedinienog vektora T. Iz 
tog neposredno sleduje da od znaka velidine Z zavisi smer 
obrtanja oskulatorne ravni. 

Tri izvedene vektorske jednaeine 
• . 	 • 
T=KN, N= —KT +ZB, B=—ZN 

su prirodne diferencijalne jednaeine krive u prostoru. Kriva se 
mote konstruisati, ako su date skalarne funkcije K i Z, 
krivina i zavijanje, u funkciji duEne luka s. Pri tome treba 
da bude dat i potetni polo2aj osa prirodnog trijedra. 

Prethodnim vektorskim jednaeinama odgovaraju devet 
skalarnih jednatina koje se zovu Freneove jednaeine (F. Frenet, 
1816 — 1900). 

Vektorima T i B odgovaraju skalari: krivina K sa polu-
preenikom krivine R = 1  i zavijanje Z sa polupreenikom za-

K 

vijanja —
1

. Vektoru N odgovara vektor sa dve komponente IZI 

u pravcima T i B. Zbir tih komponenata je totalna krivina 

krive u prostoru. Oznatinno nju sa II. Velieina P—  I  	je 

I IIi polupre'enik totalne krivine. Za dye krivine i zavijanje vazi 
ova Lankreova (Lancret) teorema: —1 

=-1 +-1 . 
P2 R2 Z2 

Navedimo jog matrienu jednatinu (str. 205), koja odgo-
vara Freneovim jednaeinama: 

1 
 gde treba primeniti pra-
vilo o mnoienju matrica 
(obrazovati skalarne proi-
zvode vrsta leve matrice i 
stubaca desne matrice). 
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gde su: a — rastojanje take A od ose zavrtnja, a prema 
tome i poluprednik cilindarske povrgine na kojoj se nalazi 
taka M, h — pomeranje take M u pravcu Oz ose, kad 
ugao 0 poraste za jedan radijan. Napisane jednadine su para-
metarske jednaine zavojnice u polarno-cilindarskim koordi-
natama. Mesto koeficijenta proporcionalnosti h 6esto se zavoj-
nica karakterige i veli'dinom H =27 ch, koja se zove hod zavoj-
nice, — to je rastojanje izmedu dva uzastopna zavoja. 

Jednaine zavojnice u Dekartovim koordinatama su: 

x tg— , 

kao presek povrgine kruinog valjka i tzv. pravog helikoida, 
tj. geometrijskog mesta prave, koja se ravnomerno obrde oko 
stalne take u ravni, a sama ravan se krede translatorno 
isto ravnomerno u pravcu normale na to ravan. 

Pato je 

ds2  = (72+ h2) de2= 12 d 02 , gde 1= Vat + h 2, imamo 0 = 

i jednaine zavojnice sa parametrom s su: 

x= a cos —
s 

, y= a sin —, z --
h 

s. 
s 

I 

	
1 	1 

 

Kosinusi tangente: 

cos cc = --
a 
 sin — , cos (3= —

a 
cos —

s
, cos y =  i 

s 
I 	1 	1 	I 	

1 

Kosinusi glavne normale: 

cos xi  = —cos —
s 

, cos pi  = —sin —
s 

, cos y1 = 0; 
1 	 1 

Kosinusi binormale: 

cos ; =—
h 

sin — , cos p, = --h 
cos —

s 
,cos   y, = —

a 
. 

. 	s 

1 	1 	 1 	I 	1 
Krivina: 

	

zavijanje: Z— h = sin2 
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gde je 9 ugao izmedu tangente i ravni 0 xy, tzv. ugao penjanja. 
tg  cp = 

Iz napisanih jednadina mogu se izvesti ove osobine 
zavojnice. 

1. Projekcije zavojnice: na ravan 0 xy — kruina linija, 
na ravan 0 xz — sinusoida, na ravan 0 yz — kosinusoida. 

2. Na cilindarskoj povrgini razvijenoj u ravan zavojnica 
se pretvara u pravu liniju. Prema tome je zavojnica geode- 
zijska linija na povrgini cilindra. 

3. Krivina i zavijanje zavojnice su konstantne u svakoj 
taki krive. 

4. Dve zavojnice sa istim parametrima a i h mogu 
kliziti jedna po drugoj, desna po desnoj (h>0) i leva po 
levoj (h<O) . 

Darboux-ov vektor. Gaston Darboux (1842-1917) je 
—,. 

uveo vektor CI= KB +ZT koji, posle vektorskog mnoknja 
zdesna jedinknim vektorom bilo koje ose prirodnog trijedra 
daje izvod tog jedinidnog vektora po s. Prema tom pravilu 
imamo Freneove jednaine: 

• 
T = [S2 T] = K 071= K7■1% 

[S2 isT] = K [Id] + Z 	= — + 

[di] = z [FA = —ZN. 

pri demu izvodenje tih jednaina trali poznavanje samo 

jednog vektora 

5.3. Teorija povegine 

Jednaeine povaine u konaenom obliku. 1. Regeni iii 
eksplicitni oblik: y =f (x, y), pri tome se pretpostavlja, da su 
funkcija f (x, y) i njeni delimidni izvodi, po potrebi, prvog i 
vigega reda neprekidne funkcije u onoj oblasti o kojoj se 
govori i koja se smatra kao regularna oblast. 

2. Implicitni oblik: F (x, y, z) = 0. Isti uslovi za take 
regularne oblasti, sa dopunom da svi delimidni izvodi Fx, 
Fy , FZ  ne mogu da budu jednaki nuli. 

x2 + ya a2 , 
y 

a cost cp K— = 	 
IZ 	a 
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3. Parametarski oblik sa jednainama: x = x (u, v), y = y (u, v), z = z (u, v), gde su u i v tzv. Gauss -ovi parametri 
povaine. 

4. Vektorski 	r (u, v) = ix (u, v) + jy (u, v) + kz (u, v). 
Povrgina je regularna u odredenoj oblasti, ako su funk-

cije x (u, v), y (u, v), z (u, v) neprekidne sa svojim delimi6nim 

izvodima x ax 
	ax 

.= 
—au 

 , x Y = a v , • • . , 	i ako je funkcionalna 

z„) 

, y, z, I 

drugoga reda sastavljene od ove matrice, napr., 

mogu biti jednake null. 
Kroz svaku taku povrgine sa u= c1 , v = c2  prolaze dve 

linije 6ije su vektorske jednaeine: r = r (c,, v), r = r (u, c2). 
Vrednosti u i v su krivolimjske koordinate take na poves'ini, 
a svaka linija sa konstantnom jednom koordinatom je koor-
dinatna linija na povaini. Skup koordinatnih linija xini mreiu 
koordinatnih linija. Mrela je regularna u odredenoj oblasti 
povrgine, ako kroz svaku taau oblasti prolaze samo dye 
koordinatne linije koie se ne dodiruju. Mreia je ortogonalna 
ako se u svakoj taai oblasti koordinatne linije seku pod 
pravim uglom. 

Sa vektorskog gledigta svaka povrgina je hodograf vek-
tor-funkcije dye nezavisno promenljive, tj. ry  = f (u, v). Ko-
ordinatne linije su delimicni hodografi vektor-funkcije dye 
promenljive, kad se menja samo jedna nezavisno promenljiva. 
Kriva na datoj povrgini se postavlja funkcionalnom vezom, 
recimo, u obliku cp (u, v) = 0, izmedu koordinata ta6ke na 
povrgini. Ako funkcionalnu vezu izmedu u i v postavimo u 
parametarskom obliku u = u (t), v = v (t), jednaeinu krive na 
povf.gini u vektorskom obliku mo2emo izraziti ovako 

r m  =f [u (t) , v (t)] . 
Metrieka forma povaine. 

ds2  (d r)2  = (r,, du + r,dv)2  = dX2  dy2  dz 2  = 
= Edu2  + 2 Fdudv +Gdv2 ,  

gde su 

E =(r.)2  = (±ce 
a+ (

C2.1 2  ()2 , 
kaul \dui \ayl 

,• • 	ax dx ay ay az az 
r -kru ro —+ — 	— 

au dv au dv du di,  

G =C1-02  = 	+ (ala  +(--az ) 2 . 
Ov 	dv 	Ov 

Metrieka forma povrline Edu2  +2Fdudv +Gdv2  zove se 
i prva osnovna kvadratna forma povrline, ona je definitna 
pozitivna forma sa diskriminantom H 2  = EG — P> O. Za slu6aj 
z = f (x, y) imamo E=l+p2 , F=pq, G 

of 
gde su p = —

af 
, q=— 

ax 	ay 
Ugao 0 izmedu dve krive na povrgini se odreduje iz 

skalarnog proizvoda 

(d 8 rI) = I drMI • I S rM I cos = (ru  du +1.,,dv, ru 8u+ 8v) = 

= Eduau + F (dub + audv)+ G (dv3v), 

gde su: d — znak diferencijala za prvu krivu, a a — za 

drugu, d rm l=ds i 18 rm  I = 8s elementi duIine luka prve i 
druge krive. Uslov ortogonalnosti linija je duav+ audv= 0. 
Diferencijalni element dQ povrgine, paralelogram sa stranama 

ru  du i r, dv ima vrednost 

dQ =1[;„ rv] I du dv = EG—F2  du dv = H dudv. 

Tangentna ravan i normala povaine. Tangente na sve linije 
povrgine koje prolaze kroz obie'nu taau to povigine pripadaju 
istoj ravni koja se zove tangentna ravan povrgine. Pato vektori 

ru  i r,, pripadaju tangentnoj ravni, vektorska parametarska 
jedna6ina tangentne ravni je ova 

rp=rm+ ara + 

matrica ranga dva, tj. da sve determinante 

x. Yu 
x, y, 

, ne 

1 + q2 5  HE = 1 +p2 q2 9  
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gde su a i b parametri. Poste eliminisanja parametara imamo 
ovu skalarnu jedna6inu ravni izral'enu pontoon vektorskih 
operacija 

(rp—rm,[r „, r,])= 0. 

Prava upravna na tangentnoj ravni n Mai dodira je 

normala povriine u toj ta6ki. Njene vektorske jedna'dine: [rp—rm , . 	. 
[r„, r,,]]= 0 ili rp—rm  =h [r„, rd, gde je h parametar. 

Za jednaeinu povrgine u obliku z =f(x,y) imamo: jedna-
&nu tangentne ravni: (E—x)z,„+ (7)—y)z y —(—x)= 0, jednaina 

--x 11)—y 
normale:— =  	. Za oblik jedngine F(x,y,z) = 0: z, —1 
tangentna ravan (E—x) Fr + (7)—y) Fy  + (—z) F.= 0, normala 

E—x = 1-3' 	. Za parametarski oblik: 
Fs  Fy 	F2  

of  (E —x)+ Or  (7)—y)+ A, (—z)= 0,  

gde je ugao izmedju glavne normale i normale povrgine i 

(* *) IC„— 
D1 du2  + 2D2  dudv+ D3  dv2  

E du2  + 2F dudv + G dv2  

Brojilac je tzv. druga osnovna forma povaine sa ovim 
vrcdnostima koeficijenata: 

a2x cry  a2z  

au2  au2  au2  

dx dy az 
du du du 

dx dy dz 
av dv av 

02x  02y  02z 

 dudv dudv dude 
D2 = 	 —(ruvfruryl 

„ 1 
D1 = 	ru) = —

H
(ruu[ru rv]u = 

H 

1 

H 

gde su O1, 6,2, /12 koordinate vektora [ru, npr. O1 = 

dy 

du 

dy 

dv 

dz 

du 

dz 

dv 
E—x 	y C—z _ 	 

Ai 	6,2 	A ft 

„ 1 
D3  = —(n,r,.)= 17/rvv[ru rvl) = 

H 

02x dry a2z 

ay2 oy2 av2 

Krivina Untie na povriini. Linija na povrgini u op§tem 

slue'aju je prostorna kriva sa jedna6inom r =f (u, v), gde su 
u= u(t), v= v(t). Tangenta na krivu lezi u tangentnoj ravni 
povrgine. Oskulatorna ravan krive daje (u opgtem slueaju) 
kos presek povr:s'ine. Presek povigine sa ravni koja sadth 
tangentu i normalu povrgine je normalan presek povaine za 
datu tangentu. 

Uporedjivanje krivine K krive linije kosog preseka (u 
oskulatornoj ravni) i krivine K„ u normalnoj ravni sa istim 
pravcem tangente dovodi do jednaine 

(*) K„— K cos 4,,  

gde je n jedinieni vektor normale povrgine i n„ i n, vektorski 
delitrani izvodi tog orta po u i v. 

Jednaana (*) napisana pornodu polupreenika krivina R 
i R„ (normalnog preseka) 

R= R„ cos (I) 

izraiava Menijeovu teoremu: centar krivine kosog preseka je 
projekcija centra krivine normalnog preseka na ravan kosog. 

Ako je povrgina odredjena jenainom z =f (x, y) i isko-
ristimo Monieve oznake 

dZ 	dz 	02, 	02z 	02z  
	,s= 	, t 

ax 	dy 	dx 2 	dx 	dy2  
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SI. 77 — Geodezijska 
krivina 

druga osnovna kvadratna forma ima vrednost 

r dx2  + 2s dx dy + t dy2  
±p2 q2 

U tangentnoj ravni obiene take postoje dva ortogonalna 
pravca T1  i T2 za koje normalna krivina K„ irna ekstremne 
vrednosti: K, i K2 . To su dva glavna pravca sa glavnim kri-
vinama K, i K2  odnosno polupreenicima krivine R 1  i R2 . 

Oznaeimo sa cp ugao izmedu nekog pravca T i ose pravca 

TI  sa glavnom krivinom K1 . Tada se normalna krivina K„ 
za pravac T izrai'ava ovim obrascem Leonarda Ajlera 

K„ = K1 cos2  cp + K2 sin2  cp. 

Vdina su dva izraza: srednje krivine 

	

M = —
1 	

=
D

I
G-2 D2 F+ 1)3 E 

	

2 	 2 (EG—F 2) 

i totalne (Gausove) krivine povr.fine KG sa vrednogeu 

KG= K i K2 =
D,D,-D22 

 
EG—F 2  

Prema tome R 1  i R2 su koreni ove kvadratne jednaeine 

KR 2 -2MR+1= 0. 

Vrednosti odnosa 
dv
— se odreduju za glavne preseke iz 
du 

jednaCine 

(du/ 

2  ( ) (GD 2  -FA 
du

) 	(GD1 —ED 3)(
du
—
dv

)+(FD1 —ED 2)= 0, 

6i.ji koeficijenti zavise samo od koeficijenata prve i druge 
forme povrtine. 

Ako su koeficijenti prve i druge osnovne kvadratne 
forme povrgine proporcionalni, svi koeficijenti prethodne jed-
naeine su jednaki nuli, svaka dva ortogonalna pravca u 
tangentnoj ravni mogu biti izabrana za glavne pravce, glavne 
krivine su jednake i imaju vrednost VK G  . Takva taeka se 
naziva sferna iii pup'easta taka powline. 
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Kriva na povrgini zove se linija krivine povrfine, ako se 
pravac tangente na krivu poklapa sa jednim od glavnih pra-
vaca povrgine u svakoj taelci krive. Diferencijalna jednaeina 
( ° ) mote se smatrati kao diferencijalna jednaeina para linija 
krivine na povrgini. 

Obiene taeke povrgine mogu se razlikovati prema znacima 
glavnih krivina povrgine K1  i K2 . Pato znak Gausove krivine 
KG = K 1 K2  zavisi samo od znaka izraza D1 D3 —D 22  moiemo 
navesti ove slueajeve obienih tdeaka povrgine: 

1. DiD3 —D22 > 0, K, i K2  su istih znakova, taclka je 
eliptioka, 

2. D1 D2 —D 22 <0, K1  i K2  su raznih znakova, taeka je 
hiperbolioka, 

3. D1D3 —D 2 2  = 0, bar jedna od glavnih krivina jednaka 
je nuli, taeka je paraboliaa. 

Ovi nazivi taeaka stoje u vezi sa oblikom preseka 
(Dupin-ova indikatrisa) povrgine oko date take sa ravni, koja 
je paralelna tangentnoj ravni i nalazi se na beskrajno malom 
rastojanju od to ravni. 

Geodezijska krivina i geodezijske linije. Krivina, kao 
vektor, krive linije na povrgini lezi u oskulatornoj ravni u 

kojoj se nalazi i normala povigine sa jedinienim vektorom n. 

Prema tome krivinu K krive mo2emo ra- 
staviti na dve komponente, jednu u pravcu 

normale n i drugu u pravcu normale v 
na tangenti u tangentnoj ravni (sl. 77). 
Prva komponenta je, kako smo videli, 

krivina normalnog preseka K„, druga kom-
ponenta, koju oznaeimo sa Kg , zove se 
geodezijska krivina date krive na povrgini 
u datoj 

Kriva na povrgini, u eijim svima taekama geodezijska 
krivina ima vrednost nule, zove se geodezijska linija povrfine. 
Svaka geodezijska linija na povrgini se odreduje jednom taelcom 
iz koje ona izlazi i pravcem tangente u toj tacki. Prema tome 
kroz datu than povrgine prolazi beskrajno mnogo geodezijskih 
linija. Geodezijske linije imaju vise valnih osobina. 1. Glavna 
normala geodezijske linije ima pravac normale na povrgini. 
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2. Linija najkraeeg rastojanja po povrgini izmedu dye taeke 
na njoj je geodezijska linija (obrnuti stay nije uvek ta'oan). 
3. Pri deformaciji povegine, pri kojoj se duiine ne menjaju, 
geodezijske linije zaddavaju svoj poloZ'aj na povrgini i posle 
deformacije. 

je povrgina odredena jednginom z = f (x, y), dife- 
jednaina geodezijske linije se izralava ovako: 

d2y (1 +p2 q 2) 

dx2  
3 	 2 

- pt (-
dx

dy
) + (2ps-qt)(-

dx

dy
) + (pr-2qs)(-

dx
-1" )-qr. 

Integral to jedna6ine saddi dye proizvoljne konstante, 
tj. y = p (x, C1, C2). Konstante se odreduju iz dva uslova: 

. (dy 
y 	p (xo, C1 , t _, 2) 	= cp' (x2 , C1 , C2). 

dx 0  
Porodica povaina. Obvojnica (anvelopa) povrfina. Jedna-

6ina F(x, y, z, c) = 0 koja saddi parametar c odreduje jedno-
parametarsku porodicu povrSina. Ako uoe'imo dye jedna6ine 

of'  
F = v, - -0

, dc 
za dato c one odreduju grani'eni polo2aj preseka povrgine za 
c i za c+ L c. kad 0. Ova kriva na svakoj povrgini poro-
dice odreduje karakteristikupovr.fine. Geometrijsko mesto karak-
teristika pri promeni parametra c je povrgina koja se zove 
obvojnica (anvelopa) date porodice povr.fina. Obvojnica dodiruje 
svaki 6Ian porodice duz karakteristike. Ako prethodnim jedna- 

o2F 
6nama dodamo jog treou jedna6nu 	- 0, sistem jednaina 

dc2  

F(c)= 0, 	=0, 
02F 
	- 0 

dC 	dc2  

za svako odredeno c odreduje ta6ku u prostoru; iste jedngine 
sa promenljivim c odreduju liniju u prostoru koja se zove 
povratna linija. 

Za jasnije objagnjenje uvedenih pojmova sluzi tablica 
saddaja odgovarajueih jedna6ina za c= const = co , za, c pro-
menljivo, i posle eliminisanja parametra c. 
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c, c c je eliminisano 

F(co) = 0, povrgina 

F(co)- 0, 

(6F\ 
=0, kriva k dc L c.  

F (c0)=0, 

(6F 
=0, k dc),_,. 

(62 	1  F k 	- 0, tacks 
dc2 

I .. 

F (0= 0, porodica 
povr§ina 

6F 
F (c)=0,- - 0, obvojna 

dc 
povegina 

OF 
F (c)=0, - 

dc = 
0, 

62F 
- = 0, povratna kriva 
6c2  

- 

(13 (x , y, z) = 0 obvojna 
povegina 

clai  (x, y, z) = 0, 
02 (x, Y, z)- 0, 
povratna kriva. 

Dvoparametarska porodica povaina. Sistem od dye jedna-
6ine (1) F1  (x, y, z, c 1 , c2) = 0, (2) F2  (x, y, z, c1 , c2) = 0, gde su 
c1, c2  proizvoljni parametri, odredjuje dvoparametarsku porodicu 
povrsvina. Za dat par vrednosti parametara c 1  i c2  taj sistem 
odredjuje prostornu krivu, presek datih povrkna iz porodice. 
Svaku takvu krivu eemo nazivati kriva porodice, odnosno kriva 
izvodnica. Neka je jednginama (3) cto, (x, y, z) = 0 i (4) 
(1) 2  (x, y, z) = 0 data kriva-vodilja koju treba da see prostorna 
kriva iz porodice, kriva izvodnica. Ako iz jedngina (1), (2), 
(3), (4) eliminigemo x, y, z dobidemo jednainu (5) p  (c1 , c2) = 0 
za odabiranje onih vrednosti parametara za koje izvodnica 
see vodilju. Ako iz jedna'dina 

F1 (x,  y, z, c1,  c2)= 0, F2 (x, y, z, c„ c 2) = 0, 	c2) = 

eliminigemo parametre c 1 , c2  dobidemo jednaoinu F (x, y, z) = 0, 
koja pretstavlja g. m. krive porodice koja seee datu vodilju. 

1. Cilindarska povaina. Sistemi jedngina 

aux + any + anz = C1 , aux + any+ anz = C2 

odredjuje dvoparametarsku porodicu ravni; pod uslovima da 
su koeficijenti a11 , a12  . . . . , a23  stalni i da nisu svi proporci- 
onalni, svi preseci tih ravni imaju isti pravac sa kosinusima 
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SI. 78 — Linijska povaina 

a„, a12, a13 . proporcionalnim determinantama matrice 	 prema 
a21 ,  a22 ,  a23 

tome mogu slu2iti kao izvodnice cilindarske povrgThe Neka je 
vodilja odredjena jednainama (1) 1  (x, y, z) = 0, (1)2  (x y, z) = 0. 
Rezultat eliminisanja x, y, z iz cetiri navedene jedngine neka 
dovodi do jednaine y (c1 , c2) = 0, tada je jednaina 

(a11x + a12y 	a„x+a22y + anz) = 0 

opgti oblik jedna6ine cilindarske povrgine. Ovoj konaonoj 
jednaini odgovara ova delirniena diferencijalna jednaina prvoga 

reda: 	m + —n= 0, koja izre2ava ortogonalnost normale 
ay 	dz 

na povrginu i pravca izvodnice, 6iji su kosinusi proporcionalni 
determinantama napisane matrice. Eliminisanje konstanata 1, m ,n 
dovodi do jednaine rt—s 2  =0, iz koje zaklju'oujemo da su sve 
take cilindarske povegine paraboli6ne. 

2. Konusna povr.fina. Prava izvodnica se odredjuje jedna-
6inama c1 (z—z o),y—y, = c,(z—z o). Prava prolazi kroz 
stalnu taku x0, y0, z0 . Neka je vodilja data jedna6inama 

(x, y, z) = 0, 	(x,y,z) = 0. Rezultat eliminisanja: pp (c1 , c2) = 0. 
Jednaelna konusne povr§ine: 	 y—yo) 

- 0. Diferenci- 
(z—zo  z—z o  

jalna jednaina: 

(x — x0) —
ay 

+ (y —y0) — + (z—z 0)—= 0. 
ax az  

Normala na povrginu je ortogonalna prema izvodnici koja 
prolazi kroz stalnu taku. 1 sve obiZne take konusne povrgine 
su paraboli'dne. Singularna taela povrgine je stalna taka sa 
koordinatama x0, y0, 2.0 . 

Pravolinijske povr.S'ine opfteg tipa. Pravolinijska povrgina 
je g. m. pravih koje za svaku taku krive-vodilje imaju odredjeni 
polaaj u prostoru. 

Svaka taeka M pravolinijske povrgine sa vektorom 

polaaja OM= r„, (sl. 78) mole se odrediti vektorskom jedna-
&nom 

rm=rA  (u) + vg (u),  

. gde je: rA  — vektor-funkcija polo2aja take A vodilje, g jednucni 
vektor-funkcija prave izvodnice, u zajednieki parametar vek-
tor-funkcija i v algebarska vre- 

dnost vektora AM prema vek- 

toru g. Parametri u i v su 
koordinate take na pravoli-
nijskoj povrgini. 

Vektor polaaja rp svake 
taeke P tangentne ravni na 
povegini u Mai M zadovo-
ljava ovu skalarnu jedna-
6inu u vektorskom obliku 

d 
rp—rA , g9— 	

du 
du rA+v d -d) 

0.  

Ako vektori r A  (u) i g (u) zadovoljavaju uslov 

d \ =0,  

` du 	L du g 
 j) 

dye susedne izvodnice seku se u istoj Mai i povrgina se 
mote sastaviti iz elementarnih ravnih povrgina izmedu takve 
dye izvodnice. Pato se tada celokupa takva povriina mote 
razviti u ravan, ona se naziva razvojna povaina iii torza. G. m. 
zajedni6kih ta6aka na izvodnicama je povratna linija na torzi. 
Torze imaju ove osobine: a. normale na torzi u svim takama 
izvodnice imaju isti pravac; b. sve take torze su paraboli6ne; 
Gausova krivina u svim takama torze jednaka je nuli; c. izvod-
nice i njihove ortogonalne trajektorije sainjavaju sistem linija 
krivina na torzi. U razvojne povrgine spadaju cilindarske i 
konusne povrgine. 

Ako pravolinijska povrgina nije razvojna, ona se naziva 
nerazvojna iii, kratko, kosa. 

Numerigimo sa 1, 2, 3 izvodnice gto odgovaraju vred-
nostima parametra u i to: u, u+ Du, u+ 2 Au. Ako sa Aa 
oznaimo najkraoe rastojanje izmedu 1 i 2 izvodnice, a sa 
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D a da Aa ugao izmedu tih izvodnica, graniena vrednost lim 
da 

se naziva parametar rasporeda pravolinijske povrgine za 
datu izvodnicu. Podnaje najkraeg rastojanja izmedu 1 i 
2 u grani6nom polo2aju oznaimo sa C1 , ona se zove 
centar 1. izvodnice. Ako sa C, oznadimo centar 2. izvodnice, 

grani&ia vrednost lim 
Cl'C2 

 — —
dh

, gde je C1 ' projekcija 
0 Aa 	da 

take C1  na izvodnicu 2, ima naziv parametra klizanja pravo-
linijske povrsine. Najzad, ako se O bi oznae'imo ugao izmedu 
ravni 1. izvodnice i najkraeg rastojanja 1. i 2. izvodnice 
ravni kroz 2. izvodnicu i najkraeeg rastojanja 2. i 3. izvodnice, 

grani6na vrednost lim —
63 

= 
dp

je parametar obrtanja pra- 
Aa da 

volinUske povr.fine oko date izvodnice 1. 
Tri diferencijalne jednaine, recimo, u obliku 

 d a 
=h, ka), 

da 
=J2 la), — =J3 (a), 

da 

mogu se smatrati kao prirodne jednacine kose (da 0) pra-
volinijske povrfine. Za razvojnu povrginu (da= 0), more se 
uzeti, napr. promenijiva a iii h, kao luk prevojne krive. 

Primetimo jog da u primenama teorije pravolinijskih 
povrgina igra vanu ulogu g. m. centara izvodnica, ono se 
zove sterna iii strikciona linija pravolinijske povrgine. 

Druga primedba. Teorija pravolinijskih povrgina je 
osnova teorije tzv. aksoida, g. m. osa obrtanja 6vrstog tela. 

4. Obrtna povrgina. Geometrijsko mesto taaka hive u 
ravni kad se ova kriva obree oko ose u ravni hive je obrtna 
povriina. 

Ako za osu obrtanja uzmemo Oz osu, a za krivu koja 
se obree (meridijan) krivu u ravni Oxz sa jednainom z=f(x), 
jednaine obrtne povrgine u parametarskom obliku mogu se 
izraziti 

x = ui  cos u2  , y = u, sin u2 , z =f (ui), 

gde je u1  rastojanje take povrgine od ose obrtanja Oz, a u2  
ugao ravni meridijana i ravni Oxz. U regenom obliku  u 
Dekartovim koordinatama imamo jednainu z = f (N/ x 2 + y2) . 

Delimi6na diferencijalna jednaina ove povrgine izgleda 

ovako y—
az 

—x —
az 

= i izralava ovu geometrijsku osobinu 
dy 

obrtne povrgine: normala na obrtnu povrginu leri u ravni 
meridijana. 

Zavojna povriina. Ako sve take nepromenljive krive 
opisuju zavojnice sa istom osom i istim hodom, onda nastaje 
zavojna povriina. Presek to povrgine sa ravni koja prolazi 
kroz osu zavojnice je profil zavojne povrgine. Parametarske 
jednaine zavojne povrgine su 

x = th cos u2  , y = ui  sin u2  , z = hu, +f (h), 

gde su: u1  rastojanje take od ose Oz zavojnice, u2  — ugao 
ravni profila sa Oxz ravni, h konstanta iz jednaine H= 2rch, 
gde je H hod zavojnice. U Dekartovim koordinatama jedna- 
6ina uzima oblik: z = h arc tg (y/x) +f x2  + y2 ) . 

Ako je f (u1)=0, imamo obienu zavojnu povainu ill 
helikoid, sa profilom pravom linijom upravnom na osu za-
vojnice. Za h= 0 imamo obrtnu povrginu: z= clo 

Ako je profil prava u ravni Oxz sa jednginom 

z=x cotg y+b, 

gde su b i y o'C'evidni parametri prave, povrgina sa parame-
tarskim jednainama 

x = th cos u2 , y = u, sin u2 , z = hu2  + cotg y + b 

je Arhimedova zavojna povriina. 
Ako se zavojna povrgina obrazuje kretanjem nepromen-

ljive krive u prostoru, za sastavIjanje parametarskih jednaina 
takve linije uvodi se pomoOni koordinatni sistem 0' 	sa 
paetkom 0' na Oz osi, sa osom 	u pravcu Oz ose i sa 
uglom u2 izmedu Ox i O'E osa. Izmedu koordinata E, 	i 
x, y, z iste take tada se postavljaju kad je 00' =hu, ove veze: 

x = E cos u2 ---1 sin u„ y =E sin u2 +1 cos u2, z= + h u2 . 

Svaka taka trijedra O'E 	pri promeni parametra u 2  
opisuje zavojnicu u odnosu na trijedar Oxyz. 

(x2 + y2) 
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SI. 79 — Helikoid 

Ako je nepromenljiva kriva u odnosu na trijedar O'k.rX 
data parametarskim jednainama E =f, (u,), ri = f2  (u,), = fs(u,), 
parametarske jednaine zavojne povrgine koju opisuje data 
kriva u odnosu na trijedar Oxyz imaju oblik: 

x =11 (u1) cos u2 —f 2 (u1)  sin u„ y =fi  (u1) sin u2 +f2  (u1) cos y2 , 

z =i; (u1) + hue  . 

Ako u sistemu 0' Er) ulogu nepromenljive krive igra 
prava sa parametarskim jednainama E = a, 71=u,,=u1  cotg y, 
parametarske jednaine u odnosu na trijedar Oxyz u obliku 
x = a cos u2 ---u1  sin u„ y = a sin u, + u, cos u„ z = hu, + u, cotg y , 
gde su a,h i y konstante, odreduju pravolinijsku zavojnu 
povainu. 

Naroeito je ya2an 
specijalan slu6aj povrgine 
helikoida (sl. 79), kad pra-
va izvodnica stoji upra-
vno na Oz osi. Parame-
tarske jednaine helikoida 
su: u vektorskom obliku 

rM = u1  (i cos u2  + 

+j sin u2) + hu,k, 
u skalarnom x =u„ cos u2 
 =u, sin u,, z = hu2 . Ko-

ordinatne linije u1 = const. 
su zavojnice na valjku po-
luprednika u1, a u2 = const. 
pravolinijske izvodnice 
Pogto je 

ds2  = du12  + (u12 h2) du22,  

koordinatne linije su or- 
togonalne. Jedinidni vek- 

tor n normale na povrgini 
ima za koordinate 

h sin u2 	—h cos u, 	u, 

u12 h2 	u12 h2 
	
u12 +h2  

Za take koordinatne linije, zavojnice, normala dini stalan 
h2  ugao sa Oz osom. Gausova krivina iznosi K= 	< 0 . (u12 h2)2 

Srednja krivina H= 0 i prema tome povrgina helikoida spada 
u minimalne povrgine; to znai da je povrgina nekog dela to 
povrgine omedenog nekom konturom najmanja u odnosu na 
svaku drugu povrginu sa istom konturom. 

5.4. Teorija polja 
Polje je skup taaka kad je za svaku tadku skupa odre-

dena neka velicina , skalarne, vektorske iii neke druge prirode. 
Tada se kale da je ta velieina funkcija polja. Skup taaka 
je oblast polja. Oblast, u Euklidovom prostoru, mote biti 
tro-dvo-jednodimenziona, pa dak i da se sastoji samo iz di-
skretno rasporedenih tadaka. Zaustavimo se na opftem sludaju 
kad je oblast trodimenziona sa neprekidno rasporedenim tad-

kama. Polo2aj take polja se odreduje vektorom polaaja r u 
odnosu na neku odredenu taku prostora iii pomodu tri ska-
lara, koordinata take u Dekartovom iii u kakyom drugom 

sistemu. Oznake za odredenu taku M: rm  i M (xm , ym , zm), 

za proizvoljnu taku: r i x, y, z. 
Ako je u nekoj oblasti polja velidina polja jednaka nuli, 

onda se kale da je ta oblast prazna. 
Proudavademo samo skalarno i vektorsko polje. 

Skalarno polje. Jednadina U = U (r) iii U = U (x, y, z), 

gde je U velidina nekog skalara, a U (7) i U (x, y, z) skalarne 

funkcije take sa vektorom poloiaja r, iii sa Dekartovim 
koordinatama x, y, z, odreduje skalarno polje skalara U. 

Ako velidina U ne zavisi od vremena, polje se zove 
stacionarno. Dalje pretpostavljamo da su skalarne funkcije 
U (x, y, z) neprekidne sa neprekidnim potrebnim delimi6nim 
izvodima. 

Za geometrijsko proaavanje skalarnog polja s1u2e po-
vrgine dije su jednaine U (x, y, z) = const. ili u vektorskom 

obliku U (r) = const., koje se zovu ekviskalarne ili nivoske 
pow-line skalarnog polja. 
• 

,1,78 
	 12• 	
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Si. 80 — Gradijent 

Gradijent skalarne funkcije za datu taeku polja je vektor 
koji ima: 

1. Pravac normale na ekviskalarnoj povegini date take 
polja, 

2. Onaj smer u kome skalar U raste, 
3. Kao intenzitet grani6nu vrednost odnosa prirataja 

A U skalara U prema rastojanju A h po normal+ izmedu dye 
beskrajno bliske ekviskalarne povegine, kad A h te2i null, 

A U dU 
tj. urn — = — (sl 80). Gradijent skalarne funkcije U se 

h—s0 O h dh 
oznaava sa grad U i 6ita se: gradijent U. 

Postavljena definicija gradijenta se izrai'ava vektorskom 
d U 

jednainom: grad U= no - — 
dh , 

gde je no  jedinfeni vektor nor- 

Pogto je (grad U, dr) 
= f no dU 

dh ' dh dr ) 

d—U  • ds • cos p= dU, 

gde je cp ugao izmedu no  i dr i ds • cos p = dh, onda iz jednaine 

(grad U,d1
7
)
- 
 =dU= ddx + — 

a U dy  + U dz  
a x 	ay 	az 

dolazimo do vrednosti koordi-
nata grad U u Dekartovim ko-
ordinatama 

grad U=— i + — j + — k, 
ax 	ay 	az 

t 	
Ua U a 	aU j. grad U (—

ax
9 
 ay az 

Skalar lim A U = 
dU 

je 
As-.0 O s ds 

izvod skalarne funkcije u datom 
pravcu iz take polja. 

Ako je U= U (x, y, z), a kriva je odredena parametarskim 
jednainama x = x (s), y = y (s), z = z (s), onda je 

dU a U dx aU dy aUdz  

+ 	
+— —= (Arno u, ), 

ds 	x ds 	y ds a z ds 
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gde je T jediram vektor datog pravca sa koordinatama 

(

dx d y dz\ 

ds ds ds ) 
Prema tome izvod funkcije polja u datom pravcu je 

projekcija gradijenta polja za datu taku na osu datog 
pravca. 

Ako uvedemo, kao vektor, operator nabla sa oznakom 
v i vrednogeu 

onda se gradijent skalarne funkcije U mote smatrati kao 
proizvod vektora nabla i skalara U, tj. 

	

ail -0 aU 	aU 
grad U= VU= i -- —+j —+k—. 

ax 	ay 	az 

Nabla se zove i Hamiltonov operator. 
Navedimo nekoliko pravila pri upotrebi nabla operatora: 

1. VC = 0,(C= const),2. V (U1  + Ela + • • • ) 	Ui ± V U2 -I-  • • • 

3. V kU = kV U, (k = const), 4. V U1 ET2 = LTIV U2 , + U277 U,, 

5.V f (U)=f'UVU, 6. Vf (Up U 2 ,. •) = 
of

V Ui + 
dUi  

	

a2 	02 	02 
+— 

a 
 7v2+... 7. (V, V) — 	= 
U2 	 dx2  a y2  022  

gde je A Laplasov operator ili Laplasijan. 8. [7, 7] =0. Druge 
obrasce navegoemo na kraju ovog paragrafa. 

Vektorsko polje. Vektorska jednaina 

V = V (r) ili V=11  (x, y, z), 

gde je V neka vektorska veli6ina, a sa desne strane V je 
simbol vektorske funkcije vektora polaaja take sa koordina-

tama x, y, z, odreduje vektorsko polje vektora V. 
I ovde oemo analizirati samo stacionarno vektorsko 

polje, koje se ne menja u vezi sa nekim dopunskim para-
metrom, napr. vremenom. 

Za jasniju geometrijsku predstavu i proudavanje vektor- 
skog polja slide linije sa diferencijalnom osobinom izraienom 
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male. 

a 	a  ya 
7= i 

ax ay az 



vektorskom jednainom [T, V] = 0 ili skalarnim jednainama 
u obliku (1) dx: Vx =dy: Vy = dz : V,, koje tvrde da kroz svaku 
taku polja prolazi linija sa tangentom u pravcu datog vektora 

V polja u toj taki. Ove linije se zovu vektorske linije iii 
linije polja. U specijalnim slu6ajevima to su linije sila, linije 
toka i dr. 

Neka su Fi  (x, y, z) = C 1 , F2 (x, y, z) = Co , gde su C1  i 
Co  proizvoljne konstante, opgti integrali sistema od dye dife-
rencijalne jednaine (1). Ako se konstante C l  i Co  odrede iz 
uslova da koordinate xo , yo , zo  neke date take polja zadovo-
Ijavaju jednaine integrala, onda to jednaine odreduju vek-
torsku liniju kroz datu taku polja. 

Ako se u vektorskom polju konstruige neka kontura, 
onda je g. m. vektorskih linija kroz sve take konture povr-
gina koja se zove vektorska cev ili solenoid. 

-,. 
Za odredivanje izvoda u datom pravcu vektora V = V (r) 

vektorskog polja moemo smatrati da je vektor poloiaja r 
take polja takva funkcija pomoene promenljive t, da vektor 
rt  ima dati prav_ac. Kako je tada x = x (t), y = y (t), z = z (t), 

onda je i vektor V preko svojih koordinata, koje su funkcije 

od x, y, z, takode funkcija t. Pogto je P= vx7+ v,,; + V, k, 
neposredno diferenciranje daje: 

di7=(
---aVx dx+—aVx dy+—arix dz)1+ 
ax 	ay 	az 
ay 	aV 	aV 

dy 	j + 
ax 	ay 	az 

	

+(

aV  aV 	y dx 	+—idz
aV 	

k = (d r, V) V . 
ax 	ay 	az 

Ako za neku taku polja konstruigemo beskrajno malu 

ravnu povrginu da sa jedini6nim vektorom n o  normale na toj 

ravni, onda je proizvod no  da orijentisani diferencijalni element 
povaine. 
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Skalarni proizvod (V, da no) je elementarno proticanje 

vektora polja V kroz orijentisani element pow-sine. Ako sa a 
oznaimo neku konanu oblast povrgine u polju, integral 

II, = f f (V770)da = f f (V,cos cc+ Vy cos(3-FV,cosy)da= 
a 	 a 

= f f (Vx dydz + Vy dzdx+ V, dxdy), 
a 

--• 
progiren na celu oblast a, je proticanje vektora polja V kroz 

datu povr,finu a. Uglovi x, p, y su uglovu normale no  sa 
Dekartovim osama. 

Ako neku taku polja okruiimo nekom povrginom a, 
u dijoj se unutragnjosti nalazi data ta6ka, i zapreminu ogra-
ni6enu tom povrginom oznaimo sa v, onda je granidna vred-
nost odnosa proticanja 11 a  i zapremine v, tj. 

f f (V n o ) des 

lim 	lim a 
v-..o v 	v—>0 

kad zapremina v teli nuli, skalar, koji (se zove divergencija 

datog vektorskog polja u datoj Ural. Divergencija vektora 

polja se oznaava sa div V U Dekartovim koordinatama taj 
skalar ima vrednost 

div 	aV, + aVy + aV, 

ax ay az 

pa prema tome se javlja kao skalarni proizvod simbola nabla 

i vektora polja, tj. div V= U). 
Vrlo je va'ina ova teorema G. Green-a, koja je poznata 

u literaturi i kao teorema Gauss-a, i kao teorema Ostrogradskog. 
U vektorskom obliku ona glasi: 

ff(V, da = flldiv Vdv. 
O 

183 



U hidromehanici div i; se tumai kaojaeina izvora odnosno 
ponora. 

Skalarni proizvod (V, d-Prm) je rad vektora polja na eleme-
ntarnompomeranju take polja. Usvojeno je da taj izraz zadr2ava 
naziv rada bez obzira na imenovanje 61anova proizvoda. 

Krivolinijski integral 

f eir)= f (7; ds = f (Vx dx+ V, dy + Vz dz), 

progiren na take krive L, izra2ava rad vektora V na celo-
kupnoj du ini krive L. 

Ako je kriva L zatvorena, gornji krivolinijski integral 
ima naziv cirkulacije vektora Y po zatvorenoj krivoj. Odgova-
rajuei integral se oznaava ovako 

(Vcir). 

Najzad uvedimo jog tzv. rotor sa oznakom rot V ili 
curl V. Prirodna definicija rotora 

rot P = lim 	[no , V (r.„ d a). 
a-1.0 V 

Dekartove koordinate ovog vektora imaju izraze: 

rot V fa V' —
all, aVx  _OV, 6V„ aVx .1 

ay az 	az 	ax 	ay j .  

Pomodu operatora nabla rotor se izra2ava ovako 
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Teorema Stoksa postavlja vezu izmedju cirkulacije po 
zatvorenoj konturi L i proticanja rotora kroz proizvoljnu 
povrginu sa konturom L. Teoremi odgovara ova jedna6ina 

d7.1 = f f (rot J7, n-÷o)d a = f itaV, _aVy ) 	-9. 
cos (no, x) + 

-,Ttk ay az 

aVx  6V 	
(ax a 
aV oV 

+ az 	
ax cos (no, y) + 	--a) cos (no , z)} d a, 

y 

gde je no  jedini'eni vektor spoljagnje normale povrgine a. 

÷ Ako je vektor V gradijent skalarnog polja skalara U, tj. 

V= grad U ili Vx=_
aU v.z=aU 

funkcija U (r) se 
ax 	ay 	az 

zove potencijal polja. Da polje vektora V bude potencijalno, 

potrebno je i dovoljno da je ispunjen uslov rot V= 0. 
U potencijalnom polju rad vektora polja na liniji koja 

spaja dye take polja ne zavisi od oblika krive L, jer je 
M 

f(Y, It) = f (grad U, =fdU=U (rm)—U (rmo). 

Divergencija potencijalnog polja jednaka je Laplasijanu a9u  
potencijala, jer je div V= div grad 

U-a2u +cru 
 +--= U. 

axe ay2 az2 

Vektorsko polje je solenoidno, ako je divergencija njego- 

vog vektora V u svakoj taki polja jednaka nuli, tj. div 17= 0. 
Vektorske linije takvog pola iii su zatvorene u polju, iii poal- 
nju i zavrgavaju se na granici polja iii odlaze u beskonanost. 

Polje rotora svakog vektorskog polja je 'solenoidno, tj. 

div rot T O. 
Videli smo da je skalarna funkcija U (skalarni) potencijal 

vektorskog polja V, ako je V= grad U. Sli6no tome, vektorska 

funkcija W je vektorski potencUal vektorskog polja V, ako je 

V = rot W. 
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rot V = [v, 

-4 	
' 

k 

a 

ax ay 5; 
Vx  Vy  V, 

 



Ako je potencijalno polje u isto vreme i solenoidno, 

tj. V= grad U i div V = div grad U = A U= 0, polje se zove 
Laplasovo. Skalarna funkcija tog poija ima naziv harmotufske 
funkcije. 

Navedimo tablicu pravila vektorske analize. 

Za zbirove: grad (U1  + U2) = grad U1  + grad U2 , 

div (V,

- 

 + V2) = div V, + div 

rot (V,

- 

 + V2) = rot V 1 + rot V2 , 

Za proizvode: grad (U1  U2) = U1  grad U2  + U2  grad U1 , 

div (U V) = Udiv 17+ (V grad U), 

rot (U 	U rot V+ [grad U,V], 

grad (V1  

• 

=(V2v) +( v) P2+ 
-> 	 -> 

+ [ V1,  rot V2] + [V„ rot V1], 

div [Y, V2]Tia rot V1 -1/1  rot 

rot [ ,1 r2] =(Vav) —(V17) if2 

+ div 

• 	

div . 

Primena vige operatora: 

rot grad U= 0, div rot Ti= 0, (V V) = A = 62  + -62  + 
x2  a y2 
	a2 

z2 ' 

A U = 	U = div grad U, A P= (v v) V = grad div V- 

- rot rot V, A (U, U2) = U1 0 U2  + U2  A U, + 2 grad U„ grad U2 . 

grad f [U (-;)]= id  grad U, A f [U (7)1= df  t U+ d2 f  
dU 	 dU 	dU2 

 (gradU)2 . 
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S1u6ajevi posebnih funkcija: 

A U a = a Ua-2  ((IA 	(0C-1) (grad U)2 }, 

, 	eu- {A U + (grad U)2 }. — 	
ad 2  

log U= A U 
/gr U) 

i -0 
Ako je r vektor polotaja, r=lr I,

• 

 ro  =

- 

	
r 

---1 A konstan- 
r 

tan vektor, onda je: 

grad r = r0 , grad (A r) = A, grad (r- ') = 
r2  

grad f (r)=f ' (r) ro , div r = 3, div ro  = 2r-1, div e-r  )= 0 
r2  

div [:4 r ]= 0, div (f (r);0) = 2f (r) • r-1 + f ' (r), rot r = 0, 

rot [1, r]= 2A, rot (f (r);)= 0 . 

(V V)r=V, 0 (r ) 	6. V+ 2 div 

A (7- U)=A U + 2 grad U, 

rot [r + grad (7V) = —17+7div V+ [7-, rot V], 

A f (r) _j. (r) +-
2 f ' (r), A (PO) _J. "  

r I 	r 

U Teoriju poija spada jog nekoliko integralnih teorema. 
,Ove teoreme stavieemo u naredni paragraf, u kome se pro-
u6avaju primene integralnog raduna na geometriju. 

5.5. Primene integralnog raj una na geometriju 

U 6etvrtoj glavi (4.5 i 4.6) su uvedeni pojmovi odredenih 
integrala, jednostrukog, dvostrukog i vigestrukog. Navedimo 
sad vatne primene tih integrala kad su njihovi diferencijalni 
elementi skalari, proizvodi skalara podintegralne funkcije i 
skalarnog diferencijala promenljive po kojoj se vrgi integracija 
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Odredivanje duline (rektifikacija) krive. Za ravnu krivu 
sa jedna6inom, y = y (x), diferencijalni element luka ima oblik 
ds = dxs + dy2  = V 1 +y'2  dx i prema tome imamo obrazac 

	

L= f 	+ y's dx, 

gde je L dulina luka izmedu tgaka na krivoj sa apscisama 
x0  i x1 . Kad je kriva data jedna6inama u parametarskom 
obliku x = x (t), y = y (t) iii u implicitnom obliku F (x, y) = 0, 
prethodni obrazac dovodi do ovih obrazaca: 

x, 
L = f Vx's + y's dt, L= f — Fxs + Fys dx . F,, 

Ako je kriva odredena u polarnim koordinatama r = r (0) 
imamo obrazac 

e, 	 
L= f rs + r' 2 d0. 

e. 

Rezultati za neke poznate krive: 

1. Za laneanicu sa jedna6inom y = a cos h —x  imamo 
a 

L= f cosh —
x

= a sinh —X  . 
o 	a 	a 

2. Parabola y = —
x2

, 
2p 

1 	 2 X 	 2 - 
L = — VX 2  +p 2  dx = 	xs + 1)2  + II— log x 	 

	

2p 	2 o p 

3. Astroida sa jednaeinama: x = a coss t, y = a sins t, celo-
kupna didina = 6 a. 

4. Cikloida sa jednginama: x = a (t — sin t), y = a (1— cos t), 
du2ina jednog talasa = 8 a. 

5. Evolventa kruga sa jednainama: x = a (t sin t + cos t), 

y = a (sin t —t cos t), L = —
1

all. 
2 

188  

6. Arhimedova spirala sa jedna6inom r = 

L=a f V1+02 :10= —a  0\11+02  +log (0 	+ 	02 )] . 
2 

7. Logaritamska spirala sa jedna6inom r = aem°. 

L = f Vr 2 +r'2 d0=-V1 	(r— ro) • 

x2

v2 

 2 
8. Elipsa sa jedna6inom — + = 1, posle prelaza na 

a2 b 

parametarske jedna'dine x = a sin t, y = a cos t, dovodi do eli-
ptiaog integrala druge vrste: 

L =a f 1— e2  sin2  t dt = aE (e, t). 

,/ 
Celokupna periferija iznosi LE = aE (e). Broj e v 	, a 

a2_b2 

a  
E (e) je potpuni eliptiai integral druge vrste za koji postoje 
tablice. 

9. Kardioida sa jedna6inom r = a (1 + cos 0), r' = —a sin 0, 
7T 	0  

L=8a I sin —
2 

= 8a. 

Za prostornu krivu 6ije su jedngine x = x (0, y = y (t), 
z = z (t) imamo 

r. 

L = f V.X '2  y'2  + zi2  dt . 

Za druge forme jednae'ina prostorne krive lako je napisati 
potrebne obrasce prema obrascima za slu'eaj ravne krive. Za 
cilindarske koordinate, r, 0, z imamo 

L  ffdr\s 2  idz\ 2  do  

of V kdO) 	r  kdO) 	• 

Rezultat za zavojnicu 6ije su jedngine: r = const = a, 

= ti/a2 	h2 do Va2+h2 (0 —0 0) . Za jedan za- hO glasi: L 
o„ 

voj imamo L2 = 2 n ./a2 + h2  . 

189 

r, ck) 

k 	do) 



Pogto smo pokazali (str. 167.) da element povrgine u 
Gausovim koordinatama ima vrednost dQ = -‘1 EG—F2du dv, 
gde su E, F, G koeficijenti prve kvadratne forme, imamo 
obrazac za povrginu oblasti D 

Q=ff-\I EG — F 2  du dv, 
D 

pri emu jednaina cp (u, v) = 0 slu2i za postavljanje granica 
integracije na koordinatnoj mreii za datu oblast D. 

U slaaju Dekartovih koordinata, kad je jedngina 
povrgine z = f (x, y) bite 

Q = f I NI 	1 + + q2  dx dy, 
D 

Pow-gine nekih slika: 

1. Laneanice y = a cos h —
x 

. Trapez izmedu ordinata za 
a 

x 
x 

x=0 i x= x. Q= fa cos h —
x 

a2  sin h — = as, gde je s duiina 

	

a 	a 
krivolinijske strane trapeza. 

2. Eliptiekog trapeza sa jednainom krivolinijske strane 
a2 _x2 i granienim ordinatama za x = 0 i x = x. 

a 
x xy 

Q = —
ab 

arc sin — + — . Celokupne elipse Q = r ab, kruga 
2 	a 2 

Q = r2. 

3. Hiperboliekog trapeza, y = —
b 

\ I X 2  — a2  , krajnje ordi- 
a 

nate za x=a i x=x>a. 

1 	ab 	x+  -\I x2  —a 2  1 	1 	x y 
Q1 = -2- xy - -y log 

a 
= 2  xy ---2- ab log 6+ T). 

Hiperboliokog sektora sa krajnjim takama 0 (0, 0), A (a, 0) 
prvog potega i 0 (0, 0), M (x, y) drugog potega: 

Q2  = log — + —. 
ab ( x ) y 

	

2 	a ) b 
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I 	az 	az\ 

kp-  ax , q 	y) •  

Odredivanje povaine (kvadratura) slika u ravni. Kao gto 
znamo, povrgina krivolinijskog trapeza, tj. oblasti ograniZene 
dvema ordinatama, delom x , ose izmedu ordinata i delom krive y = y(x) izmedu istih ordinata, odreduje se obrascem. 

Q= f y (x)dx , 
a 

gde su a i b apscise krajnjih (b > a) ordinata. Funkcija y (x) je neprekidna, pozitivna i jednoznana na du2i [a, b]. Obra- 
timo painju, da je u slaaju y<0 povrgina ispod Ox ose 
negativna i prema tome gornji obrazac ne daje pravu vred- 
lost povrgine ako Ox osa sae sliku na dva iii vise delova. 

Za povrginu krivoliniskog trapeza sa parametarskim 
jednaInama krivolinijskog dela konture u obliku x = x (t), y = y (t) s1u2i obrazac 

Q= f y (t) x' (t)dt. 

U polarnim koordinatama r, 0, u kojima je povrgina 
elementarnog krulnog isaka 2 —

1
r2  do, imamo obrazac 

e, 1 
 r-

1 
 [r (0)J 2  d 0 

e, 
za 	

2 

za povrginu izmedu dva potega r (00) i r (01) i date krive r = r (0). 
Povrgina ravne oblasti ogranfeene zatvorenom krivom. 

mote se raunati i pomoeu dvostrukog integrala 

Q = f f dx dy. 

Q 

Kvadratura krive povriine. Neka je povrgina data jedna-6inama x = x (u, v), y = y (u, v), z = z (u, v), gde su u, v Gausove 
koordinate take na povrgini, a jednaina granice oblasti 
odredena jednainom cp (u, v) = 0. Pretpostavlja se da su funk-cije x (u, v), y (u, v) , z (u, v) jednoznane, neprekidne i imaju 
neprekidne delimi6ne izvode i da u svakoj tacki postoji odre-
dena normala. 
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SI. 81 — Pon§ina obrtnih tela 

Hiperboliekog trapeza sa osnovom na Oy osi i apscisama 
x = a, x = x; Q3=— 

2 

1 
xy + — 

2 

1 
ab log 

a  + 
	. Napomena: Jed- 

b 

x y 

na&na kruga jedini6nog polupreenika x = cos t, y = sin t. Jed- 
na6ine hiperbole (x2 —y2  = 1) u parametarskom obliku: x= cosh t, 
y = sin h t. Geometrijsko tuma6enje parametra t: za krug t je 
dvostruka vrednost povrgine kru2nog isaka, kod hiperbole 
— dvostruka vrednost povaine hiperboli6kog sektora 

2 Q2 = log (x + y) = t. 
Prema tome imamo x + y = et i iz jednaine x2 —y2 = 1 za 
razliku x—y = e-x, odakle je x = 

2 
—

1 ce,  + 	= cos h t, y 

= 
2 

—
1 

(e' —e -t)= sin h t. 

4. Cikloide: x = a (t— sin t), y = a (1—cos t). Q= 3 Is a2. 
5. Jednog zavoja Arhimedove spirale r = a0 u granicama 

2Tc 

od 0 do 2 n. Q = 
1 	4 

a2f 02d 0 = 	.7r3 a2, Arhimedov rezultat: 
2 	3 

Povrgina jednog zavoja Arhimedove spirale jednaka je treeini 
povrgine kruga polupranika 2 n a. 

6. Pula C'ija je jednaeina r= a cos 0 + a (b> a). 

Q = --(a2  + 2b2). Za kardioidu (b = a) imamo Q = —
3 

n a2 . 
2 	 2 

7. Lemniskate r 2  = 2 a2  cos 2 0. 

Kvadratura obrtnih povaina. Neka se kriva u ravni 
Oxy (sl. 81) 6ija je jednahna y =f (x) °bite oko Ox ose. 
Pravolinijski diferencijalni element luka te krive ds opisuje 
pravolinijsku povrginu. Elementarna 
geometrija u6i da je povrgina koju opi-
suje did pri obrtanju oko ose, jednaka 
proizvodu te dui i obima kruga koji 
opisuje sredina duE. Pri tome se dud 
i osa obrtanja nalaze u istoj ravni 
i dud sa jedne strane od ose. U nagem 
slu6aju element dQ obrtne povrgine 
ima vrednost 

dQ= 2 ny • ds = 2 rcy 	+ y' 2  dx , 

a sama povrgina je odredena obrascem 

Q = 2irf y1 1 1 +y'' dx . 

Lako je primeniti ovaj obrazac i na slu6aj kad je jed-
nahna izvodnice data u nekom drugom obliku. 

11.2zultati odredivanja obrtnih povrgina. 
1. Sferni pojas y= r 2 — x2 , gde je r polupre6nik sfere. 

Q= 2 TC r dx = 2 rcr (x2 —x 1) = 2 nr h, gde je h visina pojasa. 

Povrgina lopte jednaka je 4 7c1-2 . 

Tc/4 

Q = 4 
2 
 2 a2  f cos 2 0 d 0 = 4a2 . 

2. Povr.fina pri obrtanju luka laneanice y = a cos h —
x 

a 
krajevima u taelama sa apscisama 0 i x. 

sa 

O 

8. Dekartovog lista (omedjenog dela) e'ija je jedna'oina 
u polarnim koordinatama r = 3 a sin 0 cos 0: (sin3  0 + cos3  0) u 

granicama od i0 do nj2. Q = 
3

a2 . 
2 

9. Astroide e'ije su jednaine: x = a cos 3  t, y - a sin3  t. 
Q=-

3
na2 . 

8 
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Q = 2rc f cos h2 —
x 

dx =rca(x + sin h 	cos h)= 
a 	 2 	a 

= na x + —
1 

sin h —
2x) 

 
2 	a 

3. Povrg:na od obrtanja astroide: 

x = a cos3  t, y = a sin3  t. Q = —
12 

 nag. 
5 
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dV =7.cy 2  dx, a celokupna zapremina takvog obrtnog tela se 
izra2ava obrascem 

y2  dx. 
a 

Rezultati odredivanja zapremine obrtnih tela: 
1. Zapremina zarubljene kupe od obrtanja trapeza A' B' BA 

sa ovim koordinatama temena A' (0, r), B' (h, R), B (h, 0), 
A (0, 0). 

V = TC (r + kx)2  dx, gde je 
k R—r 	h 

h 	3 
= ____(r2 +  R2 +  do 

2. Elipsoida. Elipsa —
x2

+ —
y2 

a2 
 b2 = 1 obroe se oko Ox ose. 

V = —
4

Trab2 . Ista elipsa oko Oy 
3 

ose. V = —
4 

 nag b. Za loptu 
3 

(a = b = r) imamo V = —
4

n r3  
3 

3. Zapremina tela sa obrtnom 

laneanice y= a cos h—
x 

oko Ox ose u 
a 

povrginom od obrtanja 

granicama od 0 do x. 

V =-
1

na2  (x +—a  sin h —2  . 
2 	2 	a 

4. Zapremina tela sa obrtnom 
povrginom od obrtanja cikloide: 

x = a (t —sin t) , y = a (1 — cos t) 

u granicama 

0 <t< 2/r. V= 57c2 a3 . 

5. Isto za astroidu 

	

 

x2/3 + y2/3 = a213 . 	

32

ita3 .  
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Zapremina tela sastavljena od ploea. Element takvog tela 
je ploCa (sl. 82) ograniena dvama paralelnim presecima na 
rastojanju dx i uzanim delom povrgine tela. Ako povrginu 
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Si. 82 — Paralelni preseci 
tela 

4. Povrgina od obrtanja cikloide: 

x = a (t —sin t), y = a (1 —cos t) . Q = —
64 

na2. 
3 

5. Povrgina od obrtanja kardioide r = a (1 + cos 0) oko 
polarne ose. Pato za obrtanje krive u polarnim koordinatama 
oko polarne ose vazi obrazac 

Q.-- 2 ni r (0). sin 0 r 2  r'2  de 
e, 

u nagem slaaju sa granicama 0 1 = 0, 02  = n imamo Q = 
3

5 

 2 
n ag. 

6. Na sli6an nain za lemniskatu r 2  = 2 a2  cos 2 0 imamo 

Q = 8 r.a2  (1 	2 )
)  2  

7. Povrgina obrtnog elpsoida: a. izdugenog i b. spljaftenog. 
a. Q= 27rb (b + 

a
— arc sin e),gle je e2= (c12_42) :  a2 > b) .  

Osa obrtanja je 2 a osa. 
2 

b. Q = 2na (a +— 
b

•  —
1 

• log — 
1 + e

) , gde je ponovo a>b, 
2 a e 	1— e 

ali obrtanje se vrgi oko 2 b ose. 
8. Povrgina obrtnog paraboloida oko Ox ose. Jednaina 

parabole koja prolazi kroz Mau (a, b) glasi y=b\l—x  a • 	o 

izvodnice je od paetka koordinata do take sa apscisom x = a. 

Q= 
	

—
b 
 [(4 a2  + b2)3 / 2 —bs] . 

6 a2  
Zapremina obrtnih tela. Kad se povegina krivolinijskog 

trapeza u ravni Oxy sa osnovom na Ox osi i krivolinjskom 
stranom y (x) obi-6e oko Ox ose, ona obrazuje obrtno 
telo. Bo6nu obrtnu povrginu tog tela smo oznaavali sa Q. 
Zapreminu tog tela, omedenog povrginom Q i kru2nim stra-
nama oznaimo sa V. Diferencijalni element tog tela dV je 
kru2na plaa visine dx i polupre6nika kruga y i prema tome 
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A m 	dm 
lim — = = 

AA--.0 A A 	d A 

preseka na rastojanju x od ravni a oznaimo sa Q (x), element 
zapremine je jednak Q (x) dx, a sama zapremina se izratava 

integralom V = f Q (x) dx. Nije mesto ovde za izlaganje ana- 
a 

liti6kih uslova za primenu navedenog otrasca. Posmatranje 
konkretnog objekta uvek potvrduje tanost postupka. 

Rezultati: 

1. Odrediti zapreminu pravilne kvadratne piramide visine 
h. Neposredno imamo Q 	a2 - 2 " x 02, gde je a strana kvad-

a2  h  
rata osnove i prema tome je 

V= h2 
— rx2dx=— 

3 

1 
a2  h. 

2. Zapremina troosnog elipsoida. Pato na rastojanju x 

z = S (22  — X 2  , povrgina elipti6kog imamo y = 	a2 x2 , 
	

a a 
bc 

preseka iznosi Q (x) = 7, 	(a2 	) x2". Prema tome imamo 
a2 

V= 2 f Q (x) dx = —
4 

n ab c. 
3 

3. Zapremina eliptiekog hiperboloida sa jednainom 
x2  y2  z2  

povraine —+--- = 1. Pato na rastojanju z imamo u a2 b2 

preseku elipsu sa poluosama — ca 	2+z2 	 e2+z2 i  sa 

povrginom Q (z) '=nab (1 + —
z2 

, zapramina tela izmedu dve 
c2  

povaine z=h i z= —h iznosi V= 2 7C abh (1 + —
h2 

 
3 c2  

lzrasounavanje zapremine tela proizvoljne forme. Ako je 
povegina tela takva da u Dekartovom koordinatnom sistemu 
prave paralelne Oz osi seku tu povrginu s jedne strane prema 
jednaini z2 =f2 (x,y), a sa druge strane prema jednaini 
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z1 = (x, y), pri &mu z2 >z„ zapremina tela se izraava raz-
likom dva dvostruka integrala: 

V = f f f 2 (x,y)dx dy— f f f i (x,y)dx dy , 

D 	 D 

gde je D oblast u ravni Oxy projekcije tela na tu ravan. 
Zapremina tela u Dekartovom sistemu koordinata, u 

sistemu polarno-cilindarskih koordinata i u sistemu sfernih 
koordinata mote se odrediti i pomau ovih trostrukih integ-
rala: 

V= f f f dx dy dz, V= fff r dz dr de, V= fffp2cosp dp cico dO. 

V 
	 V 	 V 

5.51. Iz Geometrije masa 

A m 
Pojam gustMe kontinuirano rasporedenih masa. Odnos, 

A V 
gde je A V zapremina, a A m masa u toj zapremini, je srednja 

gustina tela u zapremini A V. lim 
A 

m— je gustina tela u datoj 
A 0 OV 

taeki M, koja uvek pripada zapremini A V. Ako se takva 

V 
gustina oznai sa a, imamo a = d — 

V 
. U opgtem slaaju gus- 

d  
tina a je funkcija polotaja take M u datom telu, tj. 

a =f(m)=f =f (x, y, z). 
Ako je gustina data za sve take zapremine V masa tela m 

se odreduje integralom m=iffa dv—fff a (x, y, z) dx dy dz 

prairenim na sve take tela. Ako je masa tela rasporedena 
•v 

 po nekoj povrgini 	ploea, korica, ...), odnos 	
m 

A A 
srednja povainska gustina na povrgini A A, a 
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je povr.ginska gustina u datoj taeki M. Analogno, 
,. 	dm a, = 	— = = 
1—).0 t 1 	dl 

je linijska gustina, recimo, date lice u datoj taCki. Dimenzije: 
[a] = ML -3, [al] = ML -2, [a2] = ML-1. Odredivanje mase mate-
rijalne povrgine: 

m = ff a, ( 	/EG — F 2  du dv = f f (x, y) dx dy, 
A 
	

A 

linije: m = f a2  (1) dl = f a2  (s) ds. Ako su a, a1, a2, stalne veli-
L 

dine, telo je homogeno, na suprot nehomogenom iii hete-
rogenom, kad su gustine promenljive. Za homogena tela vale 
obrasci: m = a V, m = a1  A. m = a2  L. 

Centar masa. U Mehanici se uvodi pojam centra masa 
materijalnog sistema diskretno iii kontinuirano rasporedenih 
masa pomodu ovih vektorskih jedngina 

?Mc = 2 mi  
i-1 

n 	
mr, = f f rr dm = ff far dv, 

gde su: mi  ri  vektor poloiaja i-te materijalne take opterecen 
masom te taeke, taaa C je centar masa sistema, m je celo-
kupna masa sistema, tj. m = m 1  + m2  + • • • + tun  iii m = fffdm. 

Prema tome koordinate centra masa su: 

fffx  dm 	fff y dm 	fffz dm 
V 	Yc= 	 z,— 	 m 

Ako je telo homogeno, poloiaj centra masa ne zavisi 
od gustine, koordinate centra su: 

Mx. dV 	iff y  dv 	llfzew 
x,- V 	

Y,= = 	 z, - 	 
V 	 V 	 V 

Sli6ni obrasci odreduju poloIaj centra masa rasporede-
nih po povtgini i dui linije, bilo homogeno iii heterogeno. 

U vezi sa pojmom centra masa navedimo dye tzv. 
Pappos-Guldin'ove teoreme. 

Prva teorema glasi: Povrgina koja se dobiva obrtanjem 
luka krive linije u ravni oko ose u toj ravni, koja ne seee 
tu krivu, jednaka je pro izvodu duline luka i obima kruga 
gto ga opige centar masa tog luka. 

Druga teorema: Zapremina koja se dobiva obrtanjem 
ravne povrgine oko ose u toj ravni, koja ne sae tu povrginu, 
jednaka je proizvodu velieine te povrgine i obima kruga gto ga 
opige centar masa te povrgine. 

Aksijalni kvadratni moment inercije. 
Zbir pro izvoda mase svake materijalne taeke sistema i 

kvadrata rastojanja te taeke od prave (ose) zove se aksijalni 
kvadratni moment inercije iii kratko moment inercije datih 
masa oko te prave (ose). Ako sa d, ozna6imo rastojanje mase 

m i  od ose sa jedini6nim vektorom u, a sa J. moment inercije 

oko te ose, imamo Jn  = m i  d12 . 

Za neprekidno rasporedene mase zbirovi se zamenjuju 
integralima. Tako imamo: 

= lila d2  dV, 	= ficsi  d2  dA, J.= J.  a2  d2  dl. 
L 

A 

Narodito su vaini momenti inercije oko osa Dekartovih 
koordinata tj. 

Jx = 	mi (yi 2  zi2), 	J , = 2 mi (z12 + xi2), 
i-1 

Jz  = mi (Xi2  
i=1 
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Za mase neprekidno rasporedene po zapremini V imamo 
Jx = fffa (x, y,z) (y 2  + z2)dV, = f ff cr (x, y, z) (z 2  + x2) dV, 

V 

= f f f (x, y, z) (x2 + y2) ay. 

V 

5.52. Neki integrali i teoreme iz Teorije poija 

U vezi sa diferencijalnim pojmovima iz Teorije poija u 
5.4 naveli smo neke linijske i poveginske integrale, koji su 
od naraite vaThosti. Ovde ecmo dopuniti tablicu takvih 
integrala i drugim integralima koji se upotrebljavaju u Teo- 
riji poija. 

Izostavljajuei pojmove integrala linijskog, povrginskog 
i zapreminskog od proizvoda podintegralne funkcije i diferen-
cijalnog elementa, u skalarnom obliku, posmatraeemo samo 
integrale, kod kojih pod znakom integrala u6estvuju i vektori. 

Sa vektorima imamo tri vrste linijskih integrala i to: 

(Ii) f Ud; — vektor; (I 2) f (f7dr) — skalar; 

(Is) f [V 	— vektor 

i tri vrste povrginskih integrala 

	

(III) if U dQ — vektor; (II 2) f f (P 	— skalar; 

(II3) if [V c/6] — vektor. 
Q 

(Ii) je krivolinijski integral skalarne funkcije U duz orijentisane krive L. Ovaj integral se rauna ovako. Uzimaju 
se jedna6ine krive L, recimo, u parametarskom obliku 

x = x (t), y=  y (t), z =  z (t). 
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Tada imamo ovaj obrazac za izraeunavanje: 
t, 	 t, 	 t, -4. 	, 

f Udr = 	(t) • x' (t)dt + j f U (t) • y' (t) dt 	f U (t) z' (t) dt 
to 	 t. 	 r. 

Ako se krivolinijski integral uzima po zatvorenoj krivoj 
u odredenom smeru (pozitivnom, u smeru suprotnom kretanju 
kazaljke na 6asovniku) upotrebljava se i naro6iti znak integrala 

sa kru1idem f U d r. Sa promenom smera integracije znak 

integrala se menja. 
(12) je krivolinijski integral skalarnog proizvoda vektorske 

funkcije poija V i elementarnog pomeranja d r na krivoj L. 

Zove se tok vektora V dud krive L. Ako je kriva L zatvorena 

integral izralava cirkulaciju vektora V. Isti integral predstavlja 

i rad vektora V (site) na putu L. 
(ID je krivolinijski integral vektorskog proizvoda vek-

torske funkcije poija V i elementarnog pomeranja d r na 
krivoj L. Izra6unava se prema obrascu: 

-,. 
 Vd = i f (Vy  dz— V, dy)+ j f (V z dx—V x clz)+ 

+ ic f (Vx dy—V y dx), 

pri 6emu se sve podintegralne funkcije izralavaju u funkciji 
samo jedne promenljive, bilo parametra t, iii, recimo, pro- 
menljive x, ako je kriva odredena jednainama y = y (x), z = z (x). 

Za povrginske integrate vektor dQ oznaava vektor no dQ, 

gde je no  jedini6ni vektor normale na povrgini, a dQ element 
povrgine, tj. dQ = dA (area—povrgina). 

je povrginski integral skalarne funkcije U po ori-
jentisanoj povegini sa elementom 

no  dQ = (i cos cc+ j cos (3 +/cos y) dQ = 

=rdy dz dz dx +7: dx dy = no  EG — F 2  du dv, 
u zavisnosti od na6ina izrakunavanja tog integrala. 
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i 	su povrginski integrali, prvi je skalar, drugi 

vektor. Prvi integral se zove proticanje (flux) vektora V kroz 
povriinu Q. Izra'dunavanje tih integrala se vrgi prema ranije 
pokazanom nadinu. 

Zapreminski integrali se upotrebljavaju u Teoriji polja 
samo u dvema formama 

fffudv i fffPdv. 

0 prvom integralu kao ob:6nom trostrukom integralu 
se govori samo tada kad u formiranju skalarne podintegralne 
funkcije u'eestvuju vektorske operacije. 

Sto se tide drugog, vektorskog integrala njegovo izra6u-
navanje ne zahteva nigta novo prema ranije izloenom. 

Nabrojimo sad nekoliko teorema o transformaciji inte-
grala jedne prirode u integral druge prirode. 

Grin — Gaus — Ostrogradskog teorema 

f f f div dv = ( it% 117,)dQ; 

Stokcova teorema 

f f (rot V, ;;;) dQ = (I/ "' d;) 
E 

Grinove: 

1. fif{UlAU2+  (grad Ui  grad U2) } dv = 

(U1  grad U2 , no) dQ; 
Q 

2. f f f (Ui  U2 - U2 Ui)dv = 
V 

= 	{Ui grad U2 — U2  grad U1 } , ;0) dQ, 

3. f f f i Udv= (grad U, no)dQ .  

Specijalni slueajevi: 

fff grad Udv = U no  dQ, f  f f rot V dv =ff 17]dQ , 

(rot 17, ;(,)dQ =O. 
Q 

U vezi sa integralnim teoremama maemo postaviti ove 
prirodne definicije vektorskih pojmova: gradijenta, divergen- 
cije i rotora 

, 
6 Uno dQ 	 (v, no)c/Q 

grad U= lim Q 	 , div V = lirn Q 	 
Av 	 AV ->O 	O v 

	

ff 
	

no] dQ 

rot V = lim 	 
Ay --s0 	v 

Prema vrednostima invafjanata divergencije i rotora 
vektorska polja se razlikuju ovako: 

1. div V= 0, rot V = 0, bezizvorno i bezvrtlano, Lapla-
sovo polje; 

2. div 170 0, rot V= 0, bezvrtlano, potencijalno polje; 

3. div V = 0, rot V 0, bezizvorno, solenoidno polje; 

4. div V 0, rot V 0 0, slofeno polje. 
Ovi uslovi polja se odnose samo na malu oblast, tako 

reei „u malom" oko date taeke. Za konatnu oblast uslovi 
treba da budu ispunjeni u svim takama polja, to su uslovi 
„u velikom", 

5.6. Stieltjes-ov integral 

Neka je: 1. funkcija f (x) ogranieena u razmaku (a, b), 
tj. postoji konadan broj M takav da je If (x) I <M za svako 
a<x<b i 2. funkcija a (x) ogranijene varijacije u tom razmaku, 

tj. zbir 	Ice (x,,)—a(x,,_,) ostaje ogranieen za svaku podelu 
v= 

{.7c,} tog razmaka. 
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a31 a32a33 • 
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=II au • 

 

Brojevi 	su elementi matrice; posmatraeemo matrice 
samo sa realnim elementima. Prvi indeks oznake all  pokazuje 
numeru vrste kojoj pripada element, a drugi numeru kolone. 

Uzimajuei ovu tablicu za matemati6ki objekt potrebno 
je utvrditi koje matemati6ke operacije moiemo vrgiti sa ovom 
matricom i koje brojne vrednosti maemo dobiti u rezultatu 
tih operacija. Na tim osnovama stvara se Teorija matrica.*) 

U toj teoriji se od kvadratne matrice obrazuje mate-
mati6ki objekt—determinanta matrice, koji je uveo Lajbnic 
pre postojanja pojma matrice. Prvo navedimo oznaku deter-
minante, a zatim i pravilo za odredivanje njene brojne 
vrednosti. 

Uzmimo zbir 
n 

f 	foc (x — cx• (xv-Di 
v=1 

gde je: f (x) ogranie'ena funkcija u razmaku (a, b) i 	neka 
vrednost argumenta u intervalu (x,,_ 1 , 	i a (x) funkcija ogra- 
ni6ene varijacije u istom razmaku (a, b). Sa Sn  ozna6ime 
duilnu najveoeg od razmaka 

Ako pod uslovom an  —>0 zbir S„ konvergira odredenoj 
grani6noj vrednosti i to nezavisno od rasporeda ta6aka {x„} 
i izbora taCaka E„ to grani6na. vrednost S zove se Stieltfts-ov 
integral funkcije f (x) u odnosu na funkciju ce(x) i pie 

n 

S= lim 	f (E1) [ct 	 = 

	

n 	i=l 

	

b 
	

b 

= f f (x) d {ac (x)} = f f (x) d cc (x) . 

	

a 	 a  

Glava gesta 

KALKULATIVNI PROCESI 

6.1. Determinante 

Kvadratna matrica n-toga redo je tablica od n2  brojeva 
za koju usvajamo oznaku 

Obi6an Rimanov odredeni integral mote se smatrati 
kao poseban slu'daj Stieltjes-ovog integrala kad je a (x) x. 

U slu6aju kad je funkcija f (x) neprekidna na [a, b], 
a funkcija a (x) ima ogranioen integrabilni izvod (x), Stiel-
tjes-ov integral ce izra6unava, prema obrascu 

S = f f (x) d cc (x) = f f (x) (x) dx , 
a 

kao obi6an odredeni integral. 
Kad funkcije f (x) i cc (x) ne zadovoljavaju navedene 

uslove, metodu izra6unavanja treba dopuniti, ali to zahteva 
dublje prou'eavanje predmeta. 

Stieltjes-ovi integrali nalaze sad giroku primenu kako u 
matematici, tako i u primenjenim naukama. Njima su posve-
eeni mnogobrojni specijalni radovi, oni nalaze svoje mesto i 
u opgtim 'matemati6kim ucl2benicima. U nagoj literaturi postoji 
vrlo dobra monografija pod naslovom „Teorija i praksa 
Stieltjes-ova integrala" od J. Karamate. 

*) Vidi: T. P. Andelie. Matrice. B. 1962g. 
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all a12 
a21  a22  

a31 a32  a33  

= an (a22 a33 ---a23  a32) — a12 JA — a12 (an a33 — a23 a31) + 

	

=  all 
a22 a23 	

a12 
a21 a23 + a13 a21 a22 

	

a32 a33 	a31 a33 	a31  a32  

Detirminanta n-toga reda oznaeuje se ovako 
detll au = au 17 

a21 a22 a23 • • • a2n 

a31 a32 a33  • • a3n  

an  a" an  • • • a„„ 
Prema Laplasovom rezultatu brojnu vrednost svake 

determinante maerno odrediti ovako. Uzmimo bilo koji ele-
ment determinante au  i izostavimo onu vrstu i onu kolonu 
kojoj pripada taj element; ostali elementi saeinjavaju deter-
minantu n-l-toga reda. Ta determinanta sa znakom izraza 
(— 1)`+-1  zove se algebarska dopuna kofaktor) elementa au . 
Oznaeimo je sa au. Laplasovo pravilo se izraIava ovako 

(I) 	I aii I = 

• 

au  au

- 

 = 2 (lu au

- 

, 
i=1 

pri emu se u prvom zbiru proizvodi odnose samo na ele-
mente j-te kolone, a u drugom zbiru samo na elemente i-te 
vrste. Prvo pokailmo primenu tog pravila: 

+a13 (a21 a32 — a22 a31), 
pri emu smo determinante d.ugoga reds razvili takode po La-
plasovom pravilu. Datu determinantu tredega reda razvili smo 
po elementima prve vrste. Na ovom konkretnom primeru 
mo2emo potvrditi Laplasovo pravilo da se vrednost determi-
nante neee promeniti ako se cLterminanta razvija po elemen-
tima neke druge vrste iii neke druge kolone. Uzmimo, napr., 
elemente druge kolone. Imamo 

I au I = — a12 

= — a12 (a21 a33 —a23  031) + a22  (a11  — a13  a31)— 
—an  (a11  an — a13 a21). 
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Vidimo da smo dobili isti zbir elanova samo sa drugim 
redom sabiraka, naime elanovi su dogli ovim redom: u prvom 
izrazu prvi elan odgovara 3-eem, 2-5, 3-1, 4-2, 5-6, 
6-4. 

Primetimo da se iz Laplasovog pravila (1) samo jedan 
obrazac, recimo, 

I a a +a a +a a + + a a 11 11 	12 12 	13 13 	• • • 	in in 

mote uzeti kao definicija determinante; sve ostale forme tog 
pravila mogu bid izvedene iz prvog. 

Navedimo sad osnovna svojstva determinanata. 
1. Vrednost determinante se ne :menja ako sve vrste 

zamenimo kolonama u istom rasporedu. 
2. D.eterminanta menja samo znak, ako se razmene 

mesta dve vrste ili dve kolone. 
3. Determinanta je jednaka nuli, ako su 1. svi elementi 

jedne vrste iii kolone jednaki nuli, 2. svi elementi jedne vrste 
ili kolone jednaki iii proporcionalni odgovarajuoim elementima 
druge vrste iii kolone. 

4. Mno2ilac koji je zajednieki svim elementima jedne 
vrste iii jedne kolone mote se izneti ispred znaka determinante. 

5. Determinanta ne menja svoju vrednost ako se ele-
mentima jedne vrste (ili kolone) ,doda iii oduzme isti multi-
plum odgovarajueih elemenata druge vrste (iii kolone). 

6. Za sabiranje determinanata va2i ovo pravilo: 
Dve determinante sa razlieitim elementima samo u jednoj 

vrsti (ili koloni) mogu se sabrati na taj naein da se saberu 
elementi samo u vrsti (ili koloni) razlieitih elemenata, a svi 
ostali elementi ostaju na svojim mestima i u determinanti-zbiru. 

7. Mnolenje determinanata se vrgi obieno prema ovom pra- 
n 

vilu: I auldbui=1 c j  I , gde je cu  = 2 aik bki , tj. zbir proizvoda 
k=1 

svakog elementa i-te vrste odgovarajueim elementom j-te kolone. 
8. Za probno proveravanje rezultata izraennavanja deter-

minante na osnovu Laplasovog pravila moiemo uzeti ovu 
osobinu svake determinante. Zbir proizvoda elemenata jedne 
vrste (ili kolone) i dopuna elemenata neke druge vrste (ili 
kolone) uvek je jednak nuli. Kao primer, uzmimo zbir proiz- 
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all a12 a13 • • a,„ 

a21 a23 + a22 an a13 
— a32 

all a13 
a31  a33 	a31  a33 	a21 a23 



b, 
b2  
b3  

• 

voda elemenata druge vrste i dopuna elemenata prve vrste za 
navedeni primer determinante tredega reda: 

(a22 —a23a32) —  a22 (a21 a33 a23 a31) a23 (a21 a32 — a22 a31) 0 • 

6.2. Re.avanje sistema linearnih jednaeina. Kramerova metoda 

Uzmimo sistem od n linearnih jednaina sa n nepozna-
tih x„ x, , . , x„ 

an xi+ ai2  X2 4- • . • + a,„ xn  =--  
a21  + an  X2 ± . • • + a2n  X„ b2 

an1 x1 + an2 x2 + .. • + annxn= bn, 

koji kratko maemo napisati i ovako 

au  xi  = bi  (i = 1,2, ... ,n). 
i=1 

Kramerove formule za regenje tog sistema izgledaju ovako 

xi ---D; /D (i-- 1,2, . , n) 
gde je D glavna determinanta sistema sa vrednaeu 

D=laii i, a Di  (i = 1,2, ...',n) 

su tzv. determinante reenja, koje se dobivaju kad se u glavnoj 
determinanti kolona koeficijenata 

a11 
 a21  

a3, 
• zameni kolonom slobodnih elanova 

Npr. D1  = 

b, a12  • 
a 	• b2 a22 

b n  an2 • 

• 
• 

• 

, D2  = 

all b  
a21 b2 

an1 b,, 

bn  

• • 	• 	al), 
• - 	• 	a2n 

• • 	a„„ 

itd. 

Ako je D 0, sistem ima odredeno regenje. Ako je 
D= 0, sistem je ili protivuredan (Di 0 0) ili neodreden (Di = 0), 
tj. ima mnogo beskrajno regenja. 

U opgtem slaaju sistema od m linearnih jednaina sa 
n nepoznatih bilo da je m jednako n iii ne imamo 

( 1 ) 	 L ag xi=b; 	(1= 1, 2, . . . , in) 
I- 1 

Za dublje prou6avanje takvog sistema treba uzeti u obzir 

a11  a12 	• .. 	a,„ 
all a12 • • • a,„ b, 

A= a21 a22 a2„ B-- a21 a22 • • • a2„ b2  

am, a,„2 	a„,„ 	 am, an„, 	a„,„ b„, 
Sad je potrebno iskoristiti pojam ranga matrice. 
Od matrice se mote obrazovati vise determinanata ma-

trice nekog k-tog reda od k elemenata neke vrste i k eleme-
nata odgovarajueih kolona na istim vrstama; svaki element 
matrice je determinanta prvoga reda matrice. Za matricu se 
kale da je r-toga ranga, ako od determinanata matrice r-toga 
reda postoji makar jedna razli6ita od nule, a sve matridine 
determinante veeeg reda jednake su nuli. Sad se mote for-
mulisati stay o karakteru regenja sistema jednaina (1). 

Sistem m linearnih jednaeina sa n nepoznatih neproti-
vuree'an je tada i samo tada kad je rang matrice A jednak 
rangu matrice B. Ako je r = n, imamo n nezavisnih jednaina, 
aija je glavna determinanta razliata od nule i Kramerova 
metoda daje odredeno regenje. Ako je r <n, biramo r jedna-
e'ina sa glavnom determinantom r-toga reda i sa r nepoznatih; 
ostale promenljive prebacujemo na desnu stranu i izra2avamo 
u Kramerovom regenju r nepoznatih kao funkcije ostalih 
promenljivih, kao proizvoljnih parametara. To regenje zado-
voljava ostalih n—r jednaina identi6no. 

Zaustavimo se jog na slu6aju sistema linearnih homo-
genih jednaina oblika 

al, x, + a,2 x 2 + • • • + ai„xn  =0, 

a21 x1 + a22 x2 + • 	+ a2„xn  =0, 

ani xi + an2x2 + • • • + ann xn = 0, 
koji uvek ima tzv. trivijalno reienje x1 =0 (i = 1, 2, ... , n). 

dye pravougle matrice 

(2) 
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a 31  
( 	

a 31 , 	 an 
a32 — -- a 12 X2 -I- a33  — — . 13  X3  -F a3 — 	al  = O. 

all 	 all 	 all 

Ako matrica A tog sistema ima rang r = n, tj. glavna 
determinanta D sistema nije jednaka nuli, sistem ima samo 
trivijalno regenje. Ako je r <n, iz sistema (2) se izdvaja si-
stem od r jednaina sa onih r nepoznatih za koji je glavna 
determinanta r-toga reda razlioita od mile, a sve ostale nepo-
znate se prebacuju na desnu stranu. Posle toga se sa dobi-
venim sistemom jednaina postupa na isti na6in kao i sa 
sistemom (1). Regenje r jednaina po Kramerovom postupku 
zadovoljava identi6no ostalih n—r jednaeina. 

6. 21. Gausova metoda 

Pato se Gausova metoda uzastopne eliminacije nepo-
znatih pokazala kao neizmerno bolja u elektronskoj rgunskoj 
tehnici, pokazaeemo satinu to metode na primeru sistema sa 
tri linearne jednaine. 

+ a„ x, + ai3  x3  + a, = 0, an xi 	 : an Iasi : an 

(I) 	a„ x1 +4222  x2  + a23  x3  + a2 = 0, 

a31  x, + a32  X2  a33  X3  a3  = 0. 

Da bismo eliminisali nepoznatu x l  iz druge i treoe 
jednaine pomoeu prve jednaeine pomno2imo prvu sa a 21  : all 

i rezultat oduzmimo od druge jednaeine; zatim pomnaimo 
prvu jedna6inu sa a„: all i rezultat oduzmimo od treee, pa 
oemo dobiti jednaVne bez nepoznate x1 : 

a21 , 
( 	 a21 , 

	 , 
a22 	"12 X2  + a23  — — .,3  X3 -I- a,— 

a 21 — ..4, = 0, 
an 	 all 	 all 

Kratko eemo novi sistem ovako napisati: 

(ID 
	

a22 x2 + a 23
(1)  

 X3 -F a2(1) = 0, I 42: a (22 
(I) 	 (I) 	A 

C4 32 .41 -r Li 33 X3 -r a 3 = V. 

Sa ovim sistemom izvdimo operaciju eliminisanja x 2  ; 
dobieemo jedna6inu 

(III) (2)  + (2) A a 33  x3  -r a 3 = 0. 

Tako smo, posle izvrgenih transformacija, dali do 
novog sistema jednaina 

all x, +4(12  X2 + a13  X3 -I-  = 0, 

(I)  = 0 a22x2  + a 23 X3 -4-  a 2  

(2 	(2) a 33)  x3  +a 3  =u. 

sa stepenastom determinantom 

all a12 a13 

0 a (22 a(2) 

 0 0 a(323)  

Sistem jednaeina (I), (II), (III) odmah daje regenje: iz 
jednaine (III) deljenjem odredujemo x3  i , kad to vrednost 
stavimo u jednaelnu (H), posle sabiranja novo deljenje daje x 2 , 
zatim, posle slienih operacija, jednaina (I) daje nepoznatu x1 . 

6.3. Algebarske jednaine 

Jednaina oblika 

(1) f (x) = an  xn + an_i  xn -i+ • • + x + a„ = 0 

je algebarska jedna6ina. Prou'eavamo jednaeine sa realnim 
koeficijentima. Jednaeine sa racionalnim koeficijentima mo2emo 
svesti na jednaine sa celim koeficijentima. Jedna'dinu sa 
a„ 1 uvek maemo svesti na jedna6inu normalnog oblika 
kad je an = 1. 

Funkcija f (x), kao polinom po x, oznaa'ava se i ovako 
P (x) ili sa .P„ (x), kad je potrebno naglasiti stepen n polinoma. 

Broj a za koji va2i identitet P (a).0 zove se koren 
jednaeine (1) ili nula polinoma, odnosno funkcije f (x). Ako 
je a koren jednaine (1), polinom f (x) je deljiv sa (x —a). 

(I) 	(2) 
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gde su u i v realne vrednosti kubnih korena 

3 

= 

3 

  

Ako je polinom f (x) deljiv sa (x —a) samo na prvom stepenu, --(3±-032  —a c 3. Oblika axe + 213x + c = 0. Regenje x1 , 2  koren a je prost koren. Ako je taj polinom deljiv sa (x—a)k, 	 . Ako 
a nije deljiv sa (x—a)k -1-1 , broj a je viSestruki koren k-tog a  

stepena 	k-tog reda date jednaeine. je 1. b2 >4 ac (p2  > 4 q, (32  > ac), koreni su realni i razli6iti; 2. 

Ako jednaeina sa realnim koeficijentima ima kompleksni 	 b2  = 4 ac (p2  = 4 q, (32  = ac), koreni su jednaki: x1 = x2 = --P  
koren a + (3 1, ona mora imati i koren u obliku konjugovanog 	 2 
kompleksa, tj. a—p i. Polinom f (x) je tada deljiv sa kvadra- (— 	 Leva strana jednaeine je potpuni kvadrat: 
tnom funkcijom (x—a) 2  +132 . Ako postoji koren (3 i (a = 0), 	 2a 	a 
polinom f (x) je deljiv sa x2  + p2. 	 p l2 

+ Svaka algebarska jednaeina n-tog stepena ima n korena 	 2 
= o. 3. b2  <4 ac (p2  <4 q, (32  <ac.) Koreni su komple- 

(Gausova teorema). Pri tome se svaki k-struki koren raeuna 	 ksni, konjugovani. Zbir korena je: 
kao k korena. Ako jednaeina (1) ima samo n prostih korena 
x1 , x2 , . . . , x„ funkciju f (x) moiemo predstaviti u obliku 

x, + x2  = —p=--b 
=--

213 ; proizvod je: x1  x2  = g= c/a. 
(x) = a„ (x — x1) (x —x2) 	(x — x„) . 	 a 	a 

Ako su x 1  i x2  vi§estruki koreni reda k 1  i k2  imamo 	 Kubna fednaeina ax3  + bx2  + cx + d = 0 posle smene 

f (x) = a„ (x —x i) lc ' —X2) k'fi  (X), 

pri emu normalni polinom n—k 3 —k 2  stepena f1  (x) nije vise 
uzima oblik 	

3a 

deljiv ni sa 	ni sa x — x 2 . 
Ako polinom f (x) u normalnom obliku ima n korena 	 Y 3  +py + q = 0,  

x1 , x2 , ... x„, izmedu koeficijenata polinoma i korena postoje 	 gde je  
1 ( ba  ) ,q=  2 	2 (b\2 _ 

ove Kardanove jednaeine (G. Cardano 1501-1576): 	 p _(:)_.  3  
27kai 	3 ka)a) + 

an-1= —(x1 + x2 + • • • + xn), 
n 	

4 7 

3 n2 
Ako je 	

2 
= + > 0, jednaeina ima jedan realan ko- 

ren i dva kompleksna imaginarna: 

1 
= u + v; y2 = --2 (u+ v)+ i —

2 
(u—v); 

ao = (— 1)n  Xi  X2  • • • Xn . 

Relenje kvadratne jednaeine. 1. Normalnog oblika x2  + 	 1 
p

P2 	
y3 = — —2  (u + — 	(u— v), 

+px+ q = O. Regenje x1 , 2 = --
2

±V--4-- q . 2. Opgteg oblika 

ax2  + bx + c = O. Regenje 

—b 	b2 -4 ac —b+V b 2  +  (a— c) 2  — (a + c)2  
2a 	 2a 

an -2=X].  X2I- X4 X3+ • • • -EX2X3±X2X4+ • • • ±Xn_i Xn , 

an-3 = — (Xi X2 X3  + Xi  X2 X4 + • • • + Xn-2 Xn_i ), 
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Kvadratni koreni Vu„ u2 , Vu, se biraju sa takvim 
znacima, da bude zadovoljena jednacina u l  • V112 . Vus  = —b. 

Bikvadratna jednacina ax4  + bx2  + c =0 ima korene 

n 	

4 27 

3 n2 
Ako je 	

2 
= + <0, sva tri korena su realna i imaju 

vrednosti 
2 

Y1= —3 0 vi-,Ti cos p, 

2 , ,-- 	, 
3 v 1 p 1 cos kcp — 120 0), Y2 = —

3
V 3 V IP I cos (p + 1200), y3 = —

3 
V 

gde je 
1 	— 3 .0" q 

= —
3 

arc cos 
21p1 3 /2  • 

Reczproene jednaeine tredeg stepena oblika: 

1. ax3 +bx2 +bx + a =0 i 2. ax3  + bx2 —bx—a= 0 

imaju jedan o6evidan koren. Prva jednacina x 1 = —1, druga 
x1 = + 1. Posle toga deobom prve jedngine sa x +1, a druge 
sa x-1 dobieemo kvadratne jednaeine: ax2  + (b — a) x + a= 0 i 
ax2  + (b + a) x + a = 0. Regenje svake od tih jednacina odreduje 
ostala dva korena. 

Jednaeina cetvrtog stepena Ax 4  + Bx3  + Cx2  + Dx + E= 0 
prvo se svodi na normalni oblik z 4  + Kz 3 + Lzs +Mz + N= O. 

Posle zamene x=z+— 
4 

1 
K, gde je x nova promenljiva, jed-

nacina dobiva klasFoni oblik jednaelne cetvrtog stepena bez 
clana sa x3  

x4  + ax2  +bx + c= 0. 

Koreni ove jednaeine imaju vrednosti 

 x1= 
2 

— 	+ NizT2  + ..j43) , X2 = 
2 

— vv ul  — 	v
I-- 

 j) 

1 
X3 =— 

2 
k _ \g12_„,ru3 ), 

1 
x4= -- (— —\/+ \/ ), 

gde su u1 , u2 , u, koreni kubne jednaZine 

u3  + 2 au2  + (a2 -4 c) u--b2  = 0, 

tzv. rezolvente. 
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1 
2a (—b+  Vb2— 4 

ac), 

1 
X3  , 4 = ± — — o— AgT2  — 4 ac). 

2 a 

Ako je b2 -4 ac< 0, svi su koreni kompleksni sa istim modulom. 
Reciprocna jednacina cetvrtog stepena 

ax4  + bx3  + cx2  + bx + a= 0 

posle zamene x+1 =y prelazi u jedna6inu 

a (y2 -2)+by+ c =0. 

Korenima y,  i y2  odgovaraju dye kvadratne jedngine 

x2  — y lx + 1 = 0, x2  — y 2x + 1 = 0 

iz kojih se odreduju cetiri korena date jednacina. 
gto se tice algebarskih jednacina opgteg oblika petog i 

vigih stepena, dokazano je (E. Galois, 1811 — 1832) da regenja 
takvih jednacina ne mogu biti izralena pomoau korena, radikala. 

Oslobadanje jednacina od vigestrukih korena. Neka je data 
jednacina (1) u obliku 

(1) 	 f (x)— P„ (x)= 0, 

gde je P,,(x) polinom n-tog stepena. Radi oslobadanja to jed- 
naine od vigestrukih korena treba izvrsiti ove operacije: 

1. Izra'aunati izvod P„' (x) polinoma 	(x) po x. 
2. Oirediti najveei zajednieli delilac funkcija P„ (x) I 

P„' (x). Ako takvog delioca nema, jednacina 13„(x)= 0 nema 
vigestrukih korena. Ako ima, ozna6imo ga sa D1 (x). 

. 	13„ (x) 
3. Izraeunajmo kolfonik 	— G,(x). Za jedndoinu 

D1(x) 
G1 (x)= 0 se mole tvrditi da nema vigestrukih korena, i da 
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All 

If 

ce .42 x 
132 
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SI. 83 — Grafielo odredivanje 

realnih korena. Regula falsi 

su svi njeni koreni u isto vreme i koreni jednaeine P„(x)= 0, 
i da ova nema drugih korena sem korena jednaeine G (x) = 0. 
Postupak oslobadanja jednaeine (1) od vigestrukih korena je 
time zavrgen. 

Ako sad isti postupak primenimo na jednaeinu D1  (x) = 0, 
koja u opgtem slueaju ima iste vigestruke korene kao i jed-
naeina „ (x) — 0, ali za jedinicu niiega reda, onda se mode 

uvesti nov polinom 
D

2 (X) G2 (x). Jednaeina G,(x)= 0 ima 
D 

 (x) 

samo proste korene i to one koji su bili u jednaeini P (x) = 0 
vigestruki, najmanje dvostruki. U naroeitim slueajevima to 
olakgava odredivanje vigestrukih korena polazne jednaeine 
P „(x)= O. 

Razdvajanje korena. gturmova metoda. Odredivanje inter-
vala promenljive x u svakom od kojih se nalazi jedan i samo 
jedan od realnih korena date jednaeine zove se razdvajanje 
korena te jednaeine. 

Navedimo euvenu kurmovu (R. Sturm, 1840-1919) 
metodu razdvajanja korena. Ova metoda se odnosi samo na 
jednaeine sa realnim koeficijentima bez vAestrukih korena. 

Sastavimo tzv. gturmov niz funkcija prema ovim pra-
vilima : 

1. Za prvu funkciju niza uzmimo levu stranu date jed-
naeine, tj. f (x). 

2. Druga funkcija niza sa oznakom fl  (x) je izvod funk-
cije f (x), tj. f,(x)=f ' (x). 

3. Naredna funkcija 12 (x) je ostatak, sa suprotnim zna-
kom, deljenja funkcije f (x) sa jr, (x), tj. funkcija iz jednaeine 
f (x)=f,(x)- q l —f 2 (x), gde je q1  kolicnik , koji ne igra ulogu. 

4. Po prethodnom pravilu se odreduju i sve ostale 
funkcije gturmovog niza, tj. 

(x) =fk (x) • q k k+1 (X) • 

Prema tome se mode uvek sastaviti konaean niz gturm-
ovih polinoma 

(x), fi(x), f2(x), f3 (x), • • • 

Poslednji polinom je konstanta, koja ne ino2e biti jed-
naka nuli, jer su polinomi f (x) i f ' (x) = f l  (x) nedeljivi. 

Za odredivanje broja realnih korena u intervalu izmedu 
a i b (b> a) 'odredimo znake uzastopnih vrednosti elanova 
gturmovog niza za x = a i oznaeimo sa S (a) broj promena 
znaka u torn nizu. To isto uradimo za x = b i sa S (b) ozna-
'dim° broj promena znaka novih vrednosti. gturmova teorema glasi: 

Razlika S(a)—S(b) jednaka je broju realnih korena jed-
naNne f (x) = 0 u intervalu (a, b). 

Razlika S(- 00) — S(+ 00) daje broj svih realnih korena 
date jednaeine. Ako se u nekom intervalu nalazi vise korena, 
lako je podelom intervala postiei izolaciju svakog korena. 

6. 31. Pribli Eno odredivanje korena jednajina 

a. Priblifno odredivanje realnih korena. Grafieki jedna-eina f (x) = 0 se mode regiti crtanjem krive eija je jednaeina 
y=f (x). Take preseka te krive sa x osom odreduju svojim 
apscisama proste realne korene jednaeine. Take dodira odgo-
varaju dvostrukim iii vigestrukim korenima. 

Za taenije odredivanje taeke 
preseka krive sa x osom shi2i 
takozvano regula falsi (sl. 83). 
Pretpostavinao da se mogu odre-
diti koordinate oc, i p1 =1 (al) male 
M1  i koordinate cc2  i p2  =1 00 
take Af, sa obeju strana ose x 
u blizini treenog korena «. Veli-
eine al  i oc2  mo2emo smatrati kao 
pogregne (pogregni — latinslci — 
falsus) vrednosti korena. Pravilo 
na osnovu kojeg se iz dve po-
gregne vrednosti mode mei bolja 
priblana vrednost korena, zove se regula falsi. Prema tom pravilu imamo ovu vrednost korena 

cc2 — 'xi 	a aa — ch 
„ 	 „ 

 

p2 — pi 	Pa — PI 

izreenu u raznim formama sa otstupanjem bilo od vred- 
nosti cc„ bilo od vrednosti cc2 . Ako dobivena vrednost cc' 
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SI. 84 — Grafieko regavanje 
kubne jednaeine 

nije dovoljno tadna i f (oc') = (3'0 0, uzimamo tadku M' (a', (3') 
i onu od tadaka M1  i M2 , koja ima ordinatu suprotnog znaka 
od ordinate 13', i primenjujemo ponovo prethodni postupak 
za smanjenje intervala u kome se nalazi koren jednadine. 

Metoda regula falsi je osnovana na zameni krive u oblasti 
korena pravom, tetivom i zato se ponekad zove metoda tetive. 

Njutn je predlolio drugu metodu za odredivanje priblilne 
vrednosti korena jednadine — metodu tangente, u kojoj se 
kriva zamenjuje tangentom, a koren se odreduje putem izra-
eunavanja duline subtangente. 

Ako kroz taeku M1  krive (sl. 83) povudemo tangentu 
na datu krivu, prema Njutnovoj metodi, apscisa take preseka 
to tangente sa x osom odreduje priblanu vrednost korena. 
Ta vrednost, ozndoena sa a", u nagem sludaju se odreduje 
obrascem 

= al—f31 f (a1). 

Pato je f' (a,)<O, 	>cci  i prema tome je interval 
(cc", oe) u‘le od prethodnog intervala 	GO. 

Dve geometrijske metode, metoda tetive i metoda tan-
gente, kombinovane prema karakteru krive u okolini korena, 
primenjene u radunskoj formi daju yea na prvim koracima 
ponavljanja vrlo dobre rezultate. 

b. Graficko re§avanje jednaeine porno& dve krive. Pri 
grafiekom odredivanju korena jednddine traIili smo apscisu 
take preseka krive sa x osom. Grafidkom osnovom odredi-
vanja korena mole sluliti i drugo posmatranje korena, kao 
apscise preseka dye krive. Ako jednadinu krive f (x) = 0 zame-
nimo identidnom jednadinom f1 (x)+ (x) = 0 i uzmemo 
u obzir dye krive: y1 =f1  (x) i y 2 = f2  (x), apscisa x1  take 
preseka (yi  =y2) zadovoljava jednadinu f (x) = 0. 

Primer. Za kubnu jednadinu x3  +px + q = 0 imamo y1 = x3, 
y2 = —(px + q). Prva kriva je kubna parabola, ista za sve 
kubne jednadina, a druga — prava linija (sl. 84). Presek tih 
linija daje korene x1 = —4, x2 =1, x,= 3 kubne jednadine 
x3-13 x + 12 = 0. 

Ta ista metoda se mole upotrebiti i za transcendentne 
jedndoine. 

Primer. Regavanje Keplerove jednacine u—e sin u = w, gde 
su: w — srednja anomalija planete, funkcija vremena (data), 
e — ekscentridnost elipse planete (poznata konstanta) i u 
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nepoznata ekscentridna anomalija. Na sl. 85 je pokazano 
regavanje Keplerove jedna6ine pomodu preseka dve linije: 
sinusoide y1 = e sin u i prave y2  = u—w. 

c. Grafidko odredivanje imagi arrih korena jednaeina. 
Ista metoda odredivanja koordinata tadaka preseka dve hive 
leli u osnovi odredivanja imaginarnih korena jednaeine. 

Pretpostavimo da jedna-
dina f (x) = 0 nema vise realnih 
korena. Stavimo x gde 
su E i dva realna broja. Ako 
ovu vrednost x uvrstimo u datu 
jednadinu, ona se mole zame-
niti, prema jednadini 

f (x) =f (E + 0 = f (E,71) + 

+ f2( ) =00  
sa dve jednadine 

(E, ))= 	f2(E, )1) = 0, 
koje treba da zadovoljavaju E i 7). Ako i .7)  smatramo kao 
Dekartove koordinate take u ravni, svakoj od prethodnih 
jednadina odgovara neka linija. Koordinate tadaka preseka tih 
linija daju realni i imaginarni deo_korena jednadine f (x) = 0. 

Si. 85 — Grafie'ko regavanje Keplerove jednaeine 

Jasno je da se, u opgtem slud'aju, to metoda poklapa sa 
metodom regavanja sistema od dve jednadine sa dve nepoznate. 
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D — a (f 2  )  — 
a (x, y) 

 

afi a A 
ax ay 

afz aft 
ax ay 

   

a A A 
ay 

i D1 = 

f2 a f2  
ay 

Ovi obrasci neposredno sleduju 

aft 
ax 

, D2  = 
of 
ax 

iz redova za 

U vezi sa torn metodom navedimo dva obrasca za 
odredivanje taenijih regmja sistema od dye jednaine 

(x, = 0, fz (x, y)= 0, 

kad je poznato priblifro regenje x o , yo  tog sistema. Imamo 
za tae'nija racnja x„ y,: 

	

x 1 = x0  —[D 1  • D]x—x. 	yo — [D2  D]x—x„ • 

	

Y=Ye, 	 Y=Yo • 

gde su: D — Jakobijan sistema, tj. 

b. Geometrijska progresija. 

a2 = a, q, a,= a, q, . . . , a, = a,_, q, . . . , a„ = a„_, q; 

q= const. — kolienik progresije. 

a„ q —a, a1  (q4-1) a1  (1 —q") 
a„=a1 q.-1; sn = 	 

q-1 	q-1 	1—q 

Od pet velielna a1 , q, n, an , S„ nezavisnih je samo tri. 

c. Beskonaena geometrijska progresija kao specijalan 
slueaj. 

q<1, n coo , an -0, 	S = lim S„—  a1. 

	

co 	1—q 

d. Aritmetieki red k-toga redo. 

Ako ne prve razlike, kao gto je to kod aritmetieke 
progresije, veo k-te razlike niza brojeva imaju stalne vrednosti, 
niz se zove aritmeticki red k-toga reda.. Tako, na primer, 
niz brojeva 

(1) a, 	1 	8 	27 	64 	125 	216 
A ai 	7 	19 	37 	61 	91 

te a; 	12 	18 	24 	30 
A3  a; 6 	6 	6 

A (xi, yi) i 12 (xi, yi) 
sainjava aritmetie'ki red treeega reda. 

6.4. Iz Teorije redova 	 Zbir 5„ prvih n e'lanova aritmetiekog reda k-toga reda 
se odreduje ovim obrascem sa binomnim koeficijentima 

6.41. Konaeni redovi 

a. Aritmetieka progresija. 	 S„=(?)a,-F (2)Aa1 +( 2n )02 a1 + • • + (k±n 	1) Ak a,. 

a2  = al  + d, . . . , = ai-1 + d, . . . , an = an_ 1 + d; 	 U nagem primeru za prvih pet brojeva imamo 
d=const. — razlika progresije. 

S5 =5•1+ 10.7+10.12+5- 6=225=15 2 . 

2 

(2,+ a„ 	[2a1 + (n-1) di n 
an = + (n-1)d; S„— 	

 n_ 
	 • 	 Pato u nagem primeru imamo niz kubova pr .  rodnih brojeva, 

2 	 2 
rezultat odgovara obrascu za takav zbir S„ —

[n 	(n + 1)] 2 

Od pet velieina a1 , d, n, a„, S„ nezavisnih je samo tri. 

220 	 221 



1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

1 3. 

Navedimo nekoliko vainih aritmetiekih redova: 

-
n (n+ 1) 

1 	3 	 + 

6.42. Numerieki redovi 

Od beskonanog niza odredenih brojeva u 1 , u2 , 	, u„, . . . 
mote se sastaviti izraz sa beskrajno velikim brojem sabiraka 

00 

(1) 	2 ui =u1 +u2 -1-• ••+u,i+•• • 
1=1 

i uzeti u obzir niz uzastopnih delimienih zbirova 

Si =u1 , 

	

S2  = 	± u2, 

S.= Ui + U2+ • • • +un  = 

i=1 

Ako delimicni zbir S,,, kad n,  00 , te2i 1. odredenoj i 
2. konanoj granknoj vrednosti, koju oznaimo sa S, tj. 
Ern S„= S, onda se ka2e da je izraz (1) beskonaean konver- 

nyoo 

gentan numerieki red i da je S njegov zbir. Broj u„ je opsti 
elan reda. 

Ako izraz (1) ne zadovoljava navedene uslove njemu se 
daje naziv divergentnog reda. Sa takvim redom se ne mo2e 
operisati kao sa odredenim brojem. 

Red 1 + 1+ 1 + 1 + 	• • je konvergentan, jer je 
2 	4 	8 

1 
S= Ern S„= 

+2+ 	+ 	• • + (n-1) 	n 

p+(p+1)(p+2)+ 	• • +(q-1)+q= 

(q +p)  (q + 1 - p) ; 

n + 1) 
 

2 

1); 

n (n + 1) (2 

2 

1 + 3+ 5 + • • • +(2n-3)+(2n--1)=n 2 ; 

2+4+6. • • +(2n-2)+2n=n(n+ 

1 2 +22 +32 + • 	• +(n-1)2+n2- 

13+23+33+ 	±(n_03+n3 

14 + 24 +  34 + 	+(n-1)4+n4= 

n (n + 1) (2n +1) (3 n2  + 3n-1) 

6 

(n+ 1)1 2  

; 

(4n2-1) 

L 	2 

. 

30 

1 2 +22 +52 + • 	+(2n-3)2+(2n-1)2-
n 

P+ 33 + 53 + • • • + (2n- 3) 3 + (2n-1) 3  

1 .22 +2.32 + 3 -42 + • 	+n(n+1)2 = 

n (n + 1) (n + 2) (3n + 5) 

3 

=n2  (2n2 -1); 

1) qn + nqn 

12 

-(n+ 
1 +2•7-1-3q2 + • • • 

n 	co 	 1 =
2 

1-- 
2 

Red 1 + 2 + 3 + • • • je divergentan, jer 

n (n + 1) s _ 
 lim 	-, 

(1- q)2  

1 	
+ 1 
	

+ 1 
	

+ 	 = 
1 	n-1 

— ;— 
1 • 2 	2.3 	3.4 	(n-1) n 	n 

1 	2 	3 	n 	-(n-2) + 	+ 
n 	co 

Red 2-2 + 2- • • • je divergentan, jer su njegove vred-
nosti 2 i 0. 2 	22 	23 	2n 	2n 
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Kosvijev neophodan i dovoljan uslov konvergencije reda: 
Neophodan i dovoljan uslov da red u1 -Fu2 + • • bude 

konvergentan je u tome da se za svaki proizvoljno mali pozi-
tivan broj e mole odrediti takav broj N (e) da je za n> N (e) 
i za svako p> 0 ispunjen uslov 

114, 4_ 1 + Un+2+ • • • ± Un- -P I < e • 

Na 2alost konkretna primena tog uslova, bez obzira na 
njegov veliki teorijski znaeaj, mote se vrlo retko iskoristiti. 

Neophodan uslov konvergentnosti: Ako je red konver-
gentan, njegov opRi elan teli null. Taj uslov je neophodan, 
ali nije dovoljan, jer je, napr. harmonijski red (ull --. 0) 

1 	1 	1 
1 +—+—+ • • • ±-4- • • • 

2 3 
divergentan. 

CO 

Red 	u„ se zove apsolutno konvergentan, ako je kon- 
n =1 

CO 

vergentan i red 	I un  I modula njegovih elanova. 
n=1 

Apsolutno konvergentni redovi i redovi sa pozitivnim 
elanovima imaju osobine konaenih redova; na njih se mogu 
primeniti zakoni — asocijativni, komutativni i distributivni. 

Ako je neki red sa pozitivnim i negativnim elanovima 
konvergentan, a red od modula tih elanova divergentan, red 
se zove relativno konvergentan iii semikonvergentan. Na takve 
redove se ne mogu primeniti osobine konaenih redova. 

Neki dovoljni uslovi konvergentnosti. 
00 	 00 

Metoda uporedivanja dva reda: 	lu„I 1 	Ivni • 
n=1 	n=1 

1. Ako za svako n> N (N — konstanta) vaii uslov 

un < I c v,, I , 
gde je c proizvoljan broj, koji ne zavisi od n, onda iz kon-
vergencije drugoga reda sleduje konvergencija prvog i iz 
divergencije prvog sleduje divergencija drugog. 

I un  
2. Ako postoji graniena vrednost lim — -= K 0 

' ae I vn I 
I v„ 10, onda su oba reda konvergentna iii divergentna.  

Naroeito su zgodni ovi redovi za uporedenje: 

aqn—konvergentan, ako je Iqi < 1, i divergentan za I ql>1. 
n=1 

I 
— — konvergentan, ako je k> 1, i divergentan, ako 

n=1 r. 

je k < 1. Za k = 1 imamo divergentni harmonijski red. 
U slueaju konvergentnosti prvoga reda, drugi red se 

zove majoranta prvog. 
Dalamberov kriterijum konvergentnosti prema vrednosti 

kolienika uu+11 un: 
Ako kod reda sa pozitivnim clanovima razmera narednog 

clan prema prethodnom ima odredenu granienu vrednost i ova 
je manja od jedinice, red je konvergentan. Ako je veea od 
jedinice, red je divergentan. Ako je taj kolienik jednak jedinici, 
red mole biti iii konvergentan iii divergentan. 

Ko.fijev uslov konvergentnosti: 
Ako op.fti elan u„ reda sa pozitivnim elanovima, poeev 

od nekog n, zadovoljava uslov VIZ< q< 1, gde q ne zavisi od 
n, red je konvergentan. Obratno, ako firti„> 1, red je divergentan. 

Red se zove naizmeniean, ako mu uzastopni elanovi 
menjaju znake. 

Lajbnicova teorema: Ako opIti elan naizmenienog reda 
teli null, red je konvergentan. 

Integralni uslov konvergentnosti. Ako je I un l—f(n), gde 
je f (x), za svako x>a, neprekidna pozitivna opadaju6a fun- 

kcija x—a, tada je red 21 u,, I konvergentan pod uslovom da 
n=1 

00 

je konvergentan integral sa beskonaenom granicom f f (x) dx . 
a 

i divergentan, kad je taj integral divergentan. 

6.43. Funkcionalni redovi 

Ako su elanovi reda funkcije, npr. argumenta x, red se 
naziva funkcionalni red. Ako su elanovi funkcionalnog reda 
stepeni x, red se razvija po stepenima x i naziva se stepeni 
red. Sve vrednosti argumenta, za koje je red konvergentan, 
saeinjavaju oblast konvergentnosti tog reda. 
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Pravilno konvergentni funkcionalni redovi. Neka su 
an  (an  > 0) 

dlanovi konvergentnog numerielog reda 

Za funkcionalni red 

ul (x) + u2  (x) + . . . + un  (x) + .. . 
sa e'lanovima, koji zadovoljavaju, podev od nekog velikog n, 
za sve vrednosti x u intervalu [a, b] uslove I u„ (x) I < an , kale 
se da je pravilno (regularno) konvergentan za svako x u istom 
intervalu [a, b]. 

VaIna osobina takvih redova. Zbir regularno konver-
gentnog reda od neprekidnih funkcija je neprekidna funkcija. 

Za funkcionalne redove vrlo va2nu ulogu igra pojam 
ravnomerne iii uniformne konvergentnosti. 

Ako posmatramo funkcionalni red za odredenu vred-
nost x-a kao numeridki red, opki Kokjev uslov konver-
gentnosti tog reda traii da bude 

Un+ 	Un 4 	. . . 14,i+ < e, 	E > Op  
za svako n > N (e) i za svako p. Pogto broj p mae uzimati 
i beskrajno veliku vrednost, prethodni uslov se mode za 
funkcionalni red formulisati i ovako 

I R„ (x)I < E, 
gde je R„ (x) = un+i  + u,,±2 + . . . ostatak beskonaenog reda. U 
sludaju funkcionalnog reda ceo broj N(e) mole zavisiti i od 
x, kao parametra numeridlcog reda, tj. N(e)=--N(e,x). 

Funkcionalni konvergentni red je ravnomerno ill uniformno 
konvergentan u intervalu [a, b], ako za svako e(e> 0) postoji 
takav broj N(e) nezavisan od x da bude 

I R„(x)1 < E, 
za svako n> N(e) i za svako x iz intervala [a, b]. 

Za utvrdivanje ravnomerne konvergentnosti reda mode 
posluEti ova Vajeatrasova teorema: 

Ako su za sve vrednosti x u datom intervalu apsolutne 
vrednosti dlanova funkcionalnog reda manje od vrednostidlanova 
konvergentnog reda sa pozitivnim konstantnim dlanovima, 
prvi red je ravnomerno konvergentan. 
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Ako je u intervalu [a, b] funkcionalni red od neprekidnih 
61anova u tom intervalu ravnomerno konvergentan, njegov zbir 
je takode neprekidna funkcija u torn intervalu. 

Ako je u intervalu [a ,b] red 2 f n (x)- f (x) ravnome- 
i-1 

rno konvergentan, onda je 

	

b 	 b 

f f (x) dx = Ve°  f f n  (x) dx , V 

	

a 	 a 

tj. takav red se mode integrisati clan po dlan. 
lsto to va'21 i za diferenciranje ravnomerno konvergen-

tnog reda za unutragnje vrednosti oblasti konvergentnosti 
(a, b), tj. 

d 	d 
x —f ()-- 2 -, — fn 

dx 

prema tome se takav red mo2e i diferencirati clan po clan. 
Istom cilju utvrdivanja ravnomeme konvergentnosti reda 

mae posluNti i ova Abelova teorema: 
Funkcionalni red sa opkim dlanom uo (x)----an vo (x) je 

ravnomerno konvergentan pod uslovom: 1. da su an  konstante 
sa konvergentnim zbirom a 1  + a2  + a3 +... i 2. da funkcije 
v„ (x) ne rastu, tj. 

v 1  (x) > v 2 (x) > v3  (x) > . . . > v (x) > . . . , 

i ostaju uvek manje iii jednake od nekog pozitivnog broja M. 

6.431. Stepeni redovi 

Red 

(1) ao +a,x+a2 x2 + • • • +a„xn+ • • • , 

gde su ao , a1 , a2 , ... konstante, zove se stepeni red. 
I red oblika 

(2) ao + a, (x — cc) + a2 (x 	+ • • • +, an  (x — ce)n + . • • , 

gde je a konstanta, takode je stepeni red, jer se smenom 
x—a=y svodi na red (1). 
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Za stepene redove vane ove Abelove teoreme: 
I. Ako je red (1) konvergentan za neku vrednost 

argumenta x, on je apsolutno konvergentan za svako x, za 
koje I x I <1E1.  1 ako je red divergentan za E, on je diver-
gentan za svako x, za koje x I > I • 

Kao zaklju6ak : postoji odredeni broj R> 0, koji se zove 
polupreenik konvergentnosti reda (1), sa ovim osobinama —
za svako x, za koje I x I <R, red (1) je apsolutno konvergen- , 
tan, a za svako x, za koje I x I > R, red (1) je divergentan. 

Ako je R=0, red divergira za svako x 0; sa druge 
strane, ako je R= oo red apsolutno konvergira za svako x. 

II. Red (1) konvergira ne samo apsolutno, ve6 i ravno-
merno u intervalu (a, b) ako je —R <a <b <R, gde je R 
polupre6nik konvergentnosti reda. Ako red konvergira i za 
x = R iii x = —R, on ravnomerno konvergira i u intervalima 
(a, R) iii (—R, b). 

Odredivanje poluprenika konvergencije R mote da se 
vrgi pomoeu ovih obrazaca 

1 	• 	I a +11 	1 	nr 
— 11n1 

ants 	v I an  l. 
R 	n--1•00 la,,I 	R 	n ao 

Na granicama tako odredenog intervala red mo'le biti 
konvergentan i divergentan. Odredivanje konvergentnosti za-
hteva tada specijalno prou6avanje konkretnog reda. 

Stepeni red (1) ravnomerno konvergentan u intervalu 
—R <a <b <R je neprekidna funkcija u torn intervalu. 

Funkcija, koju predstavlja stepeni red u oblasti njegove 
konvergentnosti, ima u toj oblasti izvode svih redova. 

Red (1) ravnomerno konvergentan u intervalu 

—R<a<b<R 

je neprekidna funkcija u tom intervalu. 
Stepeni redovi imaju jog jednu vrlo vahu osobinu — 

jedinstvenost predstavljanja funkcije stepenim redom, ako je 
to predstavljanje moguoe, tj. ne postoje dva stepena reda za 
jednu istu funkciju. 

Ta osobina isti6e naro6i.tu vanost onih algoritama koji 
daju moguenost izraavati funkcije u obliku stepenih konver-
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gentnih redova. Funkcije, tako izralene, imaju naziv analiti6- 
kih funkcija (u nagem slu6aju) realne promenljive. Teorija 
takvih funkcija ima naraitu vrednost kao deo Teorije funk-
cija kompleksne promenljive. 

6.432. Tejlorov i Maklorenov red 

Na str. 94-95 ove knjige naveli smo dva obrasca: 
Tejlorov i Maklorenov. 

1. Tejlorov obrazac 

f (x + h)=f (x)+ hf ' (x)+
2 

2 ! 
f " (x)+ Ls 

f (x)+ • • 
3 ! 

hn —1 

	 f (n -1)  (x) + R„ 
(n-1)! 

hn 
ciji je ostatak R,=—f (n)  ± Oh) daje moguonost izraunati 

n ! 
ta6no f (x + h), ako su poznate ove velieine: 1. Priragtaj argu- 
menta h, 2. f (x) i vrednosti uzastopnih izvoda f ' (x), f"(x), .. . 
i 3. tzv. ostatak R„ za odredenu vrednost 0 u granicama 
0 <0 <1. 

2. Maklorenov obrazac 

	

f (x)= f (0) + ' (0) 
X2 	x3

f " (0) + — f "' (0) + • • • 

	

2! 	3! 

xn-i 
+ 	(0) + R„, 

(n-1)! 
gde je 

R„ = f (n)  (Ox) sa 0 < 0< 1. 
n! 

Ako funkcija f (x) ima izvode svih redova i 

lim R„ (x)= 0 
oc, 
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Tejlorov obrazac, sa drugim oznakama, daje Tejlorov besko-
naeni red 

f (x) = f (al+ (x —a) 
f (a) 	

2 
f " (a)  

+ (x 	a) 	+...+ 

4. I  V1 + x = (1 +X) 2 	1  =1+ 	X- 	X2 + 
2 	2 . 4 

1 • 3 	1 • 	 1 1! 	 2! 

f (") (a) 
 

+ 
2.4.6 

xs 	
2.4.6.8 

x4 + • • • =1 +-x- 
2 

n! —1 
	 5

x2 +-
1

x3— x4 + • • •(-1 < x < +1); 
8 	16 	128 U sli'dnoj formi moiemo 	napisati i Maklorenov besko- 

newt red 3 	 1 
5. V1 + x = (1 + x) 3 = 1 + -

1
x — ---1---x2+ —

5 
x3 — ' 	 " 

	

f (x) =f (0) 1- x 
f (0) 

+ x 
2 f 	(0) (0) 

+ 	+ xn'
f(n) 3 	9 	81 1- 

1! 	2! 	 n! 10 	22 
— 	x4+ 	xs 	• .(1— <x< + 1). 

243 	729 

1 
	

1 
x + 

1 	3 	1 	
35 3 —1 	 x2 	x+ 

Tejlorov i Maklorenov 	red daju one algoritme koji se 
u praksi naj6egee iskorigauju za izraunavanja priblanih vred-
nosti funkcija. Ostatak R„ daje vrednost gregke pri tim 6. 

V1 + x 	2 	2 - 4 	2.4.6 raunima. 

6.433. Tablica nekih poznatih redova 

1. 	(1 +x)P= 1 +2—x + P(P-1)x2 + 
1 	2! 

+ 
p (p-1) (p- 2) 

 xs + 	+ • . • 
3! 

+p (p -1). • (p—n +1) 
xn + • • 

n! 

Za I xl< 1 binomijalni red je konvergentan. Za x = 1 imamo slu-
6ajeve: p > 0 — apsolutno konvergira, — 1 <p < 0. — uslovno 
konvergira, p < —1 — divergira; za x= —1 imamo dva slu- 
eaja: p > 0 — apsolutno konvergira, p < 0 — divergira. 

1 

1+ x 

x 	, 	1 	1 	1 
3. 	— 1 +-+ -+-+ • • •(X >1 i x< -1);  —1); 

1- 3 • 5 . 7 

• , 

= 1--
1 

X + 1 X2 ------X3 + 
2 	8 	16 

(-1 <x< +1); 

+ 
2 • 4 . 6 • 8 x

4 

35 
x4— • • 

+128 

1  
1 

1 2 	14 	35 
x+—x2--x3 +--x4 — 3 7. 3 9 	81 	243 

N/1 +x 

• , (-1 <x< + 1); --
91

729
x5 + • 

8. \q/(1 + x)P = 1 + P (P-47)  x + 	x2 + 
q 	q • 2q 

p (p —q) (p —2g) 
x3 + • • • , 

(1.2q.3q 

gde je p> 0, q> 0, (-1 <x < + 1); 

9. 
x 	x2 	x3  e - 1 + — + 	+ 	+ • • • ; 

-- 1 x x 2 	+ x4 — • • • (-1 < x < +1); 

x - 1 	x 	x2 x3 	 1 	1 . 2 1 . 2 . 3 

230 	 231 



9.bis e= 1 + —
1

+ —
1

+ —
1

+ • • • = 2,7182818284 . • -; 

	

1! 2! 3! 	
18. 	ln x 

x-1 	1 tx-1\ 2  + 1 t 	
+ 

X - 1)3  
	+ 

x 	2 k x / 
	

3 	x 	
..., 

1 1.2 1.2.3 	 (x>  +); 
x 	x2 	x3  

	

19. 	ln(ax)=1na+ 	
 x 

2[ 	+ 
1 	x  \ 

10.bis —= I --
1 
 +-

1 
 --

1 
 + • • • =03678794412. • • 	

-F 	
2a+x 3 2a+43  1  

e 	1! 	2! 	3! 

	

In a(ln a)2  x2  (ln a) 3 	 5 k 
x 
 2a+x +..  1 (a > 0; x> —a); 

+ 1 

11. 	ax=1+—x+ 	 + 	x3 +•••,(a>0); 
1 	1.2 	1 • 2 3 

x2 x3 x4 
12. 	In (1 + 	x— — 

2 	3 
+ 	4 + • • • , 

  

+ 	; 

(-1<x< +1); 1.2.3.4.5.6.7 

21. cos x =1 
x2 	x4 	 x6 

+  	 + ; 
1.2 	1.2.3.4 	1.2.3.4.5.6 

1 	2 . 	17 , 	62 . 
22. tg x=x + —x3  + —x- + —x. + 	x- + • • • 

3 	15 	315 	2835  

7C 1 . 

21 

15. 

 

x+ 	1  ( 1 	1 	1 	1 	 23. cotg x = ---x--x---x- 
1 	1 	1 , 	2 	. 	1 

	x7 	• • • , 
In 	— 2 —+—+—+ + • • •), 

x-1 	x 3x3  5x5  7x1 	
x 3 	45 	945 	4725 

(x<-1 i x> +1). 	
[IXI<TC, sem x = 0]; 

	

1 x3  1 . 3 x5 	1 . 3 - 5 x7  
24. 	arc sinx X 4- r = —•—+— —+ — + 

	

2 3 2.4 5 	2.4.6 7 

[Ix1<1]; 
5 

25. arc tgx=x--x3 
5 3 

±—x 	

7 
+ • • •, [Ixl<11]; 

26. sinhx 
 e-e-x 

-+ 
 x3 	x5 

1.2.3 
+

1-2.3-4.5+ •; (0<x<2); 	 2 

x3 	x-5  
20. 	sin x — x 

	

1 	1 2 . 3 	1 . 2. 3 . 4 . 5 

x7  X 

	

13. 	In (1 —x)= —(x + 
2  —

x2
+ —

x3 

4 
+ —

x4
+ • • •), 

3  

(-1 <x< + 1); 13.bis In 2 = 0,6931471806 • • • 

x3 	5 	7  

	

14. 	
ln1 + x

— = 2 (x + — +
x 

 — +
x 

  + • • • ), 
1—x 	3 5 7 

(-1 <x< +1); 

16. In x 2[x-
1  1 x-1 8 

 + 	+ 
1 X- 1 5 

+ • • 
x+ 1 3 x+ 1 	5 x+ 1 

(X >0); 

17. ln x= (x-1)--
1

(x-1) 2 + —(x-- 1) 3 - • • • , 
1 

2 	3 
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1.3- 5
+ 	,Ixl<1. 

2. 4.6 7 

ex + e-x 
- 1 + 

x2 
 +  x

4 
27. 	cosh x -  	 .+ .. ; 

	

2 	1.2 1.2.3.4 

17 	 7r 28. 	tghx=x-- 
x3 +-

12x5---
315 x

7 +..., ixi<— ; 

	

3 	5 	 2 

1 x3  1 . 3 x5  1 . 3 . 5 x7  29. Ar sinh x = x- — + 	-- 
2 3 2 . 4 5 2 - 4 . 6 7 

+...[Ixl<1]; 

x x 30. 	Artghx=x+— 
x3 

 +— 
5

5
+-

7
+...[Ixl<1]; 

3 	7 

1 
• — 

x3  1 . 3 x5  31. 	1 	• 	11 = X — 

	

v  X2  ± 	— — - 
2 3 2 . 4 5 

Primedba. Pri maloj vrednosti promenljive x, koju tada 

sadfii i clan sa najniEnt stepenom e-a, daju prvu priblanu 
oznaeavamo sa c, napisani redovi svojim prvim delom, koji 

vrednost odgovarajuee funkcije. Npr.: 

(1 ± e)" ke 1 ±n e, V 1 ± e 1± 2 —
1 

e, sin s s, cos 

Uopgte: f (e) f (0) +f' (0) s, pri e'emu gregka lezi izmedu 

. 	1 s2 f„ (0) 	O f" (s) .  

2 

ri):%sf (0,0) +(al e +e-a  f (c, 	
e-o O•71 
	72 • 

Aa=0 	13-0 

6.5. Funkcionalni redovi specijalnih funkcija 

Pri prou6avanju funkcija vezanih za konkretne, naro6ito 
fizince, probleme, zgodno je sluliti se funkcionalnim redovima  

ciji su 61anovi specijalne funkcije koje su svojom sugtinom 
vezane za prirodu problema. Tako je za prou'eavanje oscila-
tornih procesa prirodno uzimati trigonometrijske funkcije koje 
sinusoidama i kosinusoidama upadljivo prikaznju oscilatorni 
karakter pojave. 

Ovde se, prvo, daju opgti pojmovi o izra2avanju funk-
cija pomoeu funkcionalnih redova specijalnih funkcija, a zatim 
se iznosi nekoliko stavova o trigonometrijskim redovima, 
naraito o tzv. Furijeovim redovima. 

Neka je 	CP .1/ . 2/ • • • / 	 beskonaan niz nekih spe- 
cijalnih funkcija. 

Sastavimo zbir u obliku 

= co  + (pi + • • • + Ca cp., 

gde su ca , c1, . , c„ nepoznati konstantni koeficijenti, i uzmimo 
za pribldnog zamenika date funkcije f (x), koju prou'davamo, 
zbir S„, tj. stavimo 

(1) f (x) 4s. = 	ck (Pk. 
k=0 

Odredimo koeficijente c o, c1, . . . , c„ iz uslova da priblizna 
vrednost S„ bude najbliza funkciji f (x). Za meru odstupanja 
uzmimo izraz 

(2) ,n2 	 r [f (x)-S„(x)P dx, 
I 6

- 
 b a 

koji se zove srednje kvadratno odstupanje zbira S„ (x) od funk-
cite f (x) u intervalu [a, b]. 

Primetimo da se mera odstupanja upotrebljava i u drugim 
oblicima, npr. u tzv. uopftenom obliku: 

b 
8,12 	f p (x)[f (x)-S„(x)] 2  dx,- 

b —a  a  

gde je p (x) tzv. teina kvadrata razlike u zavisnosti od x. 
Konstante ck iz (1) se odreduju iz uslova da 8 2„ ima 

minimum. Zaustavimo se na 8 2„ u obliku (2). Odredivanje 
tih konstanata znatno se uprogeava, ako se upotrebi metoda 
specijalnih funkcija uzetih u naraitoj formi ortogonalnih i 
normiranih funkcija. 
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J [f (x)] 2  dx = 	ck2, 
k=--0 

wamow 
/MAIM 
/MA KV 

WAWINEMIT 
1 NI I MIME IN 

Si. 86 — Grafici osnovnog 
i tri uzastopna visa tona sa 

istom amplitudom 

= ak cos kx, y = bk sin kx, 
prirodni broj, svakoj od 

1. Funkcije sistema tPo, tl) T 	T 29 • • • 9 t.  P/89 • • • 9 tijni, • • • SU orto- 
gonalne, ako svaki par funkcija zadovoljava uslov ortogonalnosti 

f 4I„, (x) Y n  (x) dx = 0, (m n) (analogon skalarnog proizvoda!). 

2. Iste funkcije su normirane pod uslovom 

f [4i„ (x)] 2  dx = 1 (analogon jedini6nog vektora!). 
a 

Ako sastavimo funkciju S. pomodu ortogonalnih i nor-
miranih funkcija 4k, tj. stavimo 

f (X) s. Sn = 2 Ckl)k 
k—o 

nepoznate konstante ck se odreduju prema pokazanoj metodi 
iz jednaina 

Ck= f f (t) tpk (t) dt 

i zovu se generalisani Furijeovi koeficijenti funkcije f (x) u 

odnosu na sistem funkcija 41k. Red 	Ckti)k tada se zove gene- 

ralisani Furijeov red funkcije f (x) u odnosu na sistem funkcija 
ti)k. Sa Furijeovim koeficijentima mera odstupanja ima ovu 
najmanju vrednost 

8a2 
b a 

1 	
f [f (x)] 2  dx — o ck2 ) 

a 
i prema tome mo2emo napisati ovu Beselovu (F. W. Bessel, 
1784 — 1846) nejednakost 

Ck 2  < f [f (x)]2  dx . 

Kad 8„2  tezi nuli imamo ovu jednakost 
b 

a 

koja se zove jednaeina potpunosti (ili zatvorenosti) za funkciju 
f (x) u odnosu na sistem funkcija 4k na intervalu [a, b]. 

236 

Ako funkcije 	sainjavaju zatvoren sistem funkcija za 
funkciju f (x), a i sama funkcija f (x) zadovoljava odredene 

uslove, onda osnovni red 	Ck 44 konvergira apsolutno i 
k=0 

ravnomerno i tezi datoj funkciji f (x). 
Primenimo prethodne opgte rezultate, u skraeenoj for-

mi, na tzv. trigonometrijske redove. 

6.51. Trigonometrijski redovi 

U Matematici, a isto tako u Mehanici, Astronomiji, 
Fizici i drugim naukama vrlo vainu ulogu igraju periodiene 
funkcije, koje zadovoljavaju uslov f (z + K) =1 (z) za svaku vred-
nost z datog podru'oja, gde je K stalan broj — period perio-
diene funkcije sa argumentom z. 

Mesto argumenta z uvek mcdemo zamenom z = x —
K uvesti 

27c 
takav argument x da transformisana funkcija bude periodiena 
funkcija sa periodom 2 n. Poito je periodi6nu funkciju f (x) 
dovoljno prou6avati samo u intervalu jednog perioda, izabra-
eemo za taj interval razmak od —7r do + 

Najglavnija primena periodi6nih 
funkcija je u proue'avanju oscilator-
nih procesa, specijalno harmonijskog 
kretanja. Harmonijskoj oscilaciji sa 
periodom 2 it odgovara jedna od jed-
naeina 

(1) y = a,cos x, y = bi  sin x, 

ili jednaina 

y = a sin (x + cc), y = a cos (x + ct) , 

gde su al , b1 , a i cc konstante; a„ b1 , 
a—amplitude oscilacije, a cc—poeetna 
faza za x = 0. Ako upotrebimo ter-
minologiju Akustike jednainama (1) 
odgovara glavni iii osnovni ton zvuka. 
Period glavnog tona zove se primiti-
vni period. Ako uzmemo jedngine y 
gde su ak  i bk bilo koje konstante i k 
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tih jednaeina odgovara takode harmonijska oscilacija. Period 
tih oscilacija, zajedno sa osnovnom, za k = 1, 2, 3, 4, ... 

27c 27c 
redom ima vrednost: 27c,

2 
 , —3  , • • .. —

27r
, . . . Svaka od tih 

oscilacija (k> 1) odgovara vilem tonu. Na slici 86 predstav-
ljeni su grafici osnovnog i vigih tonova sa istom amplitudom 
za funkciju kosinusa. 

Za primenu trigonometrijskih funkcija kao specijalnih 
ortogonalnih i normiranih funkcija uzmimo ovaj niz funkcija 
za interval [--Tc, Tc]: 

1 	cos x sin x 	cos k x sin k x 

•Nr7-c-- • • • 
9 	 -- 7 • • • • 

7C 	V 7C' 

Te funkcije su ortogonalne pato su ove jednaoine tane 
-I-n 
	 +7= 	 +it 

f COS xdx = 0, f sin xdx = 0, . , f cos ki  x cos k 2  x dx = 0 , 
_R 

+Tr 	 +Tr 

f COS ki  X sin k2  x dx = 0, f sin ki  x sin k2  x dx = 0, za ki  lc,. 
TC 	 -rt 

One su i normirane, tj. 
-1-n 	 +7s 

1 	2 	 COS  X  2  f .073  dx 	f 	Tr  dx = 1 9 . .., 
—IT 

+ 7,  

f cos k x) 2  

Prema tome trigonometrijski polinom n-toga reda se 
mote napisati ovako 

\17c•S„ (x) = 
cc 

+ 	(cck cos k x + Pic  sin k x), 
2 

gde su cc„ cck, (3k — neodredeni proizvoljni koeficjenti. Taj 
red se pretvara u beskonaan trigonometrijski red za ortogo-
nalne i normirane funkcija cos x i sin x, kad n te2i besko-
nanosti. 
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Primenimo sad dobijeni obrazac za razvijanje date funk-
cije f (x) u red po specijalnim trigonometrijskim funkcijama, 
tj. stavimo 

-\r7rf (x) 	+ 2 (ock cos k x + f1k sin k x). 
2 k =1 

Za odredivanje cco  levu i desnu stranu ovog obrasca 

mno2imo sa —
1 

i integralimo u granicama od do + t. 

Prema osobinama ortogonalnih i normiranih funkcija dobivamo 

+TC 

f (x) dx = f 	 
L)2 

dx = «°; na sli- 
Nrrt j 	 \/2 TC 

can nain se odreduju i ostali koeficijenti, npr. 

+=, 

ock  = 
 1  f 

f (x) cos kx dx. 
7 -1 -r 

Ako sad uvedemo druge koeficijente a,„ ak, bk obrascima 

cco = ao V n, cick = ak V n, Pk = bk "V-7-c 

sa vrednostima 
+R 

ao  = —
1 	

f (x) dx, 
J 
	 — 

7 

1 	
f (x) cos k x dx, 

_R 

+n 

bk= —1  f  f (x) sin k x dx, 

-7, 

u r ezultatu se dobiva ovaj beskonaan red 

f 	+ 2 (akcosk x+bksinkx), 

koji se zove Furijeov red (J.B.J. Fourier, 1768 -- 1830). 
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V27c 	7 ovaj rezultat: 
1 



....•■■•••■•••••• 79 a- 

Za odredivanje konvergentnosti tog reda sluli Dirihleova 
(P.G. Lejeune — Dirichlet, 1805 — 1859) teorema, koja glasi: 

Ako funkcija f (x), data u intervalu (-7t, 7c), zadovo-
ljava u torn intervalu Dirihleove uslove (u primedbi), onda 
Furijeov red konvergira u celom intervalu i njegov zbir je 
jednak: 

1. funkciji f (x) u svima taelama neprekidnosti te 
funkcije u unutragnjosti intervala, 

2.poluzbiru 
f (x + 0) +f (x —0) 

u svim prekidnim tac- 

kama, 

3. poluzbiru f (-77 +  0) 
2
+f (n —0) 

na kraju intervala, tj. 

za x = —ic i x = +Tc.  

f (x-0) i f (x + 0). To su tzv. prekidne taeke prvoga reda. 
Interval(—it, +77) mote se podeliti na konaean broj takvih 
intervala u svakom od kojih funkcija ostaje monotona. Na 
granicama intervala funkcija ima grani6ne vrednosti, koje 
mogu biti razli6ite, ali zbir Furijeovog reda za te take mora 
biti isti. 

Razlaganje periodienih pojava pomoeu Furijeovog reda 
zove se harrnonijska analiza. Na slikama 87 i 88 dajemo pri-
mer razlaganja dye funkcije. Za takvo razlaganje ima vise 
metoda. Jednu dajemo u nagoj knjizi „Elementi Vige mate-
matike." III. str. 118. 2 

SI. 87 — Aproksi- 
mativne krive Furi- 

jeovog reda. Prvi 
primer 

SI. 88 — Aproksimativne 
krive Furijeovog reda. Drugi 

primer 

Primedba. Data funkcija f (x) 
kona6an broj prekida i to takvih, 
od prekida ima konane grani6ne  

ili je neprekidna iii ima 
da funkcija levo i desno 
vrednosti 6ije su oznake 
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INDEX RERUM 

(Brojevi 

Afiks kompleksa 13 
Ajlerov oblik kompleksa 13 
Ajlerova konstanta 75 
Aksoid 176 
Analiza harmonijska 241 
Apolonijev krug 24 
Argument kompleksa 13 

— — glavna vrednost 13 
Asimptota 151 

— pravolinijska 152 
— Dekartovog lista 152 

Binormala 160 
Brojevi 11 

— algebarski 12 
— apstraktni 19 
— cell 11 

imaginarni 11 
— iracionalni 12 
— kompleksni 11, 13 
— — Ajlerov oblik 13 
— — algebarski oblik 13 
— — polarni oblik 13 
— megoviti 11 
— negativni 11 
— pozitivni 11 
— prirodni 11 
— racionalni 12 
— razlomljeni 11 
— realni 11 
— skalarni 12 
— transcendentni 12 
— trodimenzioni 11 
— vektorski 1, 15, 16 
— vigedimenzioni 11 

Brojna vrednost 19 

Centar krive drugoga reda 40 

oznaavaju strane) 

Centar krivine 153 
— izvodnice 176 
— masa 198 

Cev vektora, solenoid 182 
Cirkulacija vektora 184,201 

Deljenje kompleksa 14 
Determinanta 18, 205 

— glavna 208 
— regenja 208 

Diferencijal 83 
— delimi6ni, parcijalni 89 
— totalni 89 

Diferenciranje 83 
— integrala po parametru 134 

Direktrisa (upravnica) elips-e 29 
— — hiperbole 32 
— — parabola 35 

Divergencija vektora 183 
Dizanje kompleksa na stepen 14 
Dopuna algebarska elementa det-

erminante 206 
Du2ina geografska 58 

— normale, subnormale, sub- 
tangente, tangente 151 

Ekscentri6nost apse 29 
— hiperbole 32 

Ekstremum funkcije 97 
— — ap- olutni 98 
— — relativni 98 
— — uslovni 100 

Element matrice 205 
— diferencijalni orjentisane po-
vrgine 182 
— neodredenog integrala 108 
— odredenog integrala 131  

Elipsa 28 
Evoluta krive 155 
Evolventa 156 
Fokus elipse 29 

— hiperbole 32 
— parabole 35 

Forma prva osnovna kvadratna 
povrgine 167 
— druga osnovna povrgine 169 

Formula Kramerove 208 
Funkcija 20 

— diferencijabilna 83 
— harmonij,ka 186 
— integrabilna 132 
— inverzna 21 
— monotona u girem 
smislu 96 
- — — u2em smislu 96 
— ograniC'ena 71 
— periodiCna 237 
— podintegralna 108 
— polja 179 
— primitivna 108 
— prvobitna 109 
— silazna 96 
— slokna 80 
— uzlazna 96 

Funkcije normirane 236 
— ortogonalne 236 

Funkcionalna veza 20 

Geometrija analiti'dka 22 
— — u prostoru 54 

Geometrija analitiaa u ravni 22 
Geometrijsko me-, to tadaka 24 

— — — u obliku 
eksplicitnom 24 
	 implicitnom 24 
	parametarskom 24 
— — — — pro;toru 58 

Glavni deo beskrajno male 
veli6ine 73 

Gradijent 180 
Granica 72 
Granice integrala 131 
GraniC'na. vrednost 72 

— — funkcije 73 
— — neprava 72 
— — prava 72 

Gustina tela 197 

Helikoid 178 
Hiperbola 32 

— jednakostrana 33 
Hiperboloid jednokrilni 66 

— dvokrilni 66 
Hodograf 148, 166 
Imenovanje velleine 19 
Indikatrisa Dupin-ova 171 
Infinitezimala 73 
Infinitezimalni ra6un 73 
Integracija 108 

— odredenog integrala po 
parametru 135 

Integral binomnog diferencijala 115 
— neodredeni 108 
— odredeni 131 
— — dvostruki 144 
— — — u Dekartovim koor-
dinatama 144 
— — kao zbir 132 
— — vigestruki 144 
— Rimanov 132 
— Stieltjes-ov 204 

Integrali eliptieki 120, 189 
— nepravi 135 

[ntenzitet vektora 15 
Invarijanta 38 

— uslovna 38 
lzvod 79 

— funkcije 79, 80, 81, 82 
— logaritamski 81 
— skalarne funkcije u datom 
pravcu 180 
— slo2ene funkcije 80 
— vektor-funkcije 148 
— vigega reda 84 
— — — vektorski 153 

Izvodi delimfCni (parcijalni) 89 
Izvodnica 173 

— cilindarske i konusne 
pow-gine 174 

JaCIna izvora, ponora 184 
Jakobijan transformacije 146 
Jedinieni vektor (ort) 

tangente 150 
JednaCina algebarska 211 

— — u normalnom obliku 211 
— bikvadratna 215 
— C'etvrtog step:na 214 
— — — reciprana 215 
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Jednadina elipse 28 
— hiperbole 32 
— Keplerova 218 
— kubna 213 
— — reciprodna 214 
— kvadratna 212 
— opgta drugog stepena 
— parabole 35 
— prave u ravni 25 
— zatvoreno3ti 
(potpunosti) 236 

Jednadine Freneove 162 
— Kardanove 212 
— povrgine 165 
— prave u prostoru 61 
— prirodne krive u 
prostoru 162 
— — kose pravolinijske 
povegine 176 

Koeficijenti ugaoni pravca 54 
Koeficijenti Furijeovi 

generalisani 236 
Kofaktor 206 
Kolidnik kompleksa 14 
Kolona matrice 205 
Kompleks 11 

— konjugovan 13 
Konkavnost i konveksnost 107 
Konstanta Ajlera 75 
Konstante apsolutne 19 

— relativne 19 
Konstrukcije elipse 30 

— hiperbole 34 
— parabole 37 

Kontinuum 20 
Konusni preseci 42 
Konvergentnost niza 72 

— reda 223 
— — ravnomerna 
(uniformna) 225 

Koordinate22, 54 
— afine 23 
— DekartoVe 22, 54 
— kosougle 23 
— krivolinijske 59,166 
— polarno-cilindarske 57 
— germ 58 

Koordinatni sistem Dekartov 54 
— — polarno-cilindarski 57 
— — sferni 58  

osam 47 
— — — tri 46 
— Dekartov list 44 
— Dioklesova cisoida 44 
— Hiperbole 43 
— Kardioida 46 
— Kasiniove ovale 45 
— Konhoida 45 
— n-toga reda 43 
— parabola kubna 43, 218 
— — polukubna 43 
— — tredega reda 44 
— Paskales, pui 46 
— Strofoida 45 

Krive linije trancendentne: 
— Areafunkcije 48 
— Centroide 51 
— Ciklide 49 
— Cikloide 49 
— Eksponencijalne 

funkcije 47 
— Epicikloida 49 
— Evolventa kruga 52 
— Hiperbolidke funkcije 47 
— Hipocikloide 50 
— Kosinusoida 53 
— Landanica 49 
— Logaritamske funkcije 47 
— Saturacije 49 
— Sinusoida 52 
— Spirale: Arhimedova 49 
— — hiperbolidka 49 
— — logaritamska 49 
— — parabolidka 49 
— — 2ezlo 49 
— Trohoide 49 
— Verovatnode 49 

Krivina geodezijska 171 
— krive 153 
— — prostorne 160 
— — totalna 162  

Krivina povrgine srednja 170 
— — totalna (Gausova) 170 

Krivine glavne 170 
Krug oskulatorni 153 
Kvadratura krive povrgine 190 

— obrtnih povrgina 193 
—slika u ravni 190 

Kvaternion 

Limes, Ern 64 
Linija izvodnice 173 

— prostorna 157 
— stem., strikcion 178 
— vodilja 173 

Linije krive (vidi krive) 
— geodezijske povrgine 171 
— krivine povrgine 171 
— povratne 172 
— — na torzi 175 
— vektorske, polja 182 

Maksimum funkcije 79 
Matrica 38, 205 
Mera odstupanja 235 

— — u uopgtenom obliku 235 
Merenje 19 

— neposredno 19 
— posredno 19 

Metoda Gausova 210 
— neodredenih 
koeficijenata 114 
— s ijalnih funkcija 235 
— turmova 216 
— tangente 218 
— tetive 218 

Metode integracije 110 
Metridka forma 147 

— — povrgine 166 
Minimum funkcije 97 
Mno2enje determinanata 207 

— kompleksa 14 
— matrica 162 
— vektora skalamo 17 
— — vektorsko 17 

Mnozilac normirajudi 26 
Moment inercije 199 
Modul eliptidkog integrala 121 

— kompleksa 13 
— vektora 16 

Mreia koordinatnih linija 166 

Mre2a koordinatnih linija orto-
gonalna 166 
— — — regularna 166 

st Beselova 236 
NNea ibeldan al k801 

Niz 71 — beskonadan 71 
— divergentan 72 
— konadan 71 
— konvergentan 72 
— ograniden 71 
— realnih brojeva 71 
— gturmov 216 
— vrednosti funkcije 73 

Norma kompleksa 13 
Normala na krivu 160 

— glavna 160 
— povrgine 168 

Nula 11 
Nula polinoma 211 

Oblast, podrudje 19 
— diskretna 20 
— jednodimenziona, 
dvodim. itd. 19 
— konvergentnosti reda 225 
— neprekidna 20 
— otvorena 20 

— prazna 
a 
 179 

razn 79  

— regularna 165 
— zatvorena 20 

Oblik normalni algebarske 
jednadine 211 

Obrazac Ajlerov 170 
— Kogijev 94 
— Lagralev 94 
— Meklorenov 95,229 
— Moavrov 14 
— redukcioni 112 
— Tejlorov 95,229 

Obvojnica (anvelopa) krivih 155 
— povrgina 172 

Oduzimanje kompleksa 14 
Okolina take 73 
Opadanje funkcije 96 
Operator Hamiltonov 181 

— Laplasov 181 
Ordinata 22 
Ort 16 

Koren aritmetidli 15 
— jednadine 211 
— — vigestruki 212 

Korenovanje kompleksa 14 
Kretanje harmonijsko 237 
Kretanje Kardanovo 31 

38 	Krive linije algebarske: 
— Agnezijev uvojak 44 
— Bernulijeva lemniskata 46 
— Cvet sa detiri listida 47 
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Osa 12 
— kompleksa imaginama 13 
— — realna 13 

Oslobadanje jednaina od vile-
strukog korena 215 

Osnova vektora 15 
Ostatak beskonaC'nog reda 226 
Oznake Moneve 80, 81, 169. 

Parabola 35 
Parametar elipi.e 29 

— hiperbole 33 
— klizanja pravolinijske 
povegine 176 
— obrtanja 176 
— parabole 35 
— rasporeda pravolinijske 
povrgine 176 

Parametri Gausovi 58, 166 
PodruCje (vidi oblast) 
Pol sistema 57 
Poluosa polar= 57 
Poluprenik konvergentnosti 

reda 228 
— krivine 153, 160 
— zavijanja 161 

Polje 179 
— Laplasovo 186, 203 
— potencijalno 185, 203 
— skalarno 179 
— sloieno 203 
— solenoidno 203 
— stacionarno 179 
— vektorsko 181 

Porodica krivih 155 
— — sa jednim 

parametrom 155 
— kru2nih linija 155 
— poVegina 172 
— — dvoparametarska 173 

Povegina 58, 165 
— cilindarska 173 
— drugoga reda 65 
— ekviskalarne, nivoske 179 
— hiperboliZkog sektora 35 
— konusna 174 
— nerazvojna 175 
— obrtna 176 
— pravolinijska 174 
— razvojna (torza) 175 
— trapeza 23  

Povigina trougla 23 
— zavojna 177 
— — Arhimedova 177 
— — obRna (helikoid) 177 

Povr .gine koordinatne 54 
— minimalne 179 

Prava linija 25 
— — u prostoru 61 

Pravilo Ajlerovo 101 
Laplasovo 206 

— Lopitalovo 102 
— mnoienje determinanata 207 
— sabiranje determinanata 207 
— nadovezivanja 80 

Prekid 77 
Preseci glavni povrgine 170 
Presek kos povrtine 168 

— normalan povrgine 168 
Princip Bolcano—Ko§ijev kon-

vergentnosti 75 
Prirodna jedna6ina krive u ravni 
154 
Profil zavojne povegine 177 
Progresija aritmetiCla 220 

— beskonaena 221 
— geometrijska 221 

Proizvod 6etiri vektora 18 
— tri vektora 18 
— Valisov 75 
— vektora skalarni 17 
— — vektorski 17 

Proticanje elementarno 183 
kroz povrginu 183, 202 

Rad vektora polja 184, 201 
Radijan 13 
Rang matrice 209 
Rastojanje dye take 22 
Rakenje funkcije 96 
Ravan 60 

— normalna 159 
— orijentisana 57 
— oskulatoma 160 
— rektifikaciona 160 

Razdvajanje korena 216 
Razlaganje koliZnika 113 
Razlomak 11 

- beskonean 11 
— — periodF6an 11 
— decimalan 11 
— konaC'an 11  

Razlomak nepravi 11 
— ()Wan 11 

Rektifikacija krive 188 
Red apsolutno konvergentan 228 

aritmetiaki 221 
— beskongan 223 
— binomij alni 230 
— divergentan 223 
— funkcionalni 225 
— — pravilno konvergentan 

225 
— Furijeov 235, 239 
— — generalisan 236 
— konvergentan 223 
— Meklorenov 229 
— majoranta 225 
— naizmeniUn 225 
— numeriCli 223 
— relativno (semi) konvergen-
tan 224 
— stepeni 225 
— Tejlorov 229 
— trigonometrijski 237 

ReAenje trivijalno 209 
Rezolventa kubne jednaCine 214 
Rotor 184 
Rub 20 

Sabiranje kompleksa 14 
— determinanata 207 

Sinus integralni 121 
Skala brojna 12 
Skup elemenata 71 

— prebrojljiv 71 
— linden 71 

Sredina dui 22 
Standardni oblik korena 116 
Stay osnovni integralnog ra .Ouna 

133 
Supstitucija Ajlerova 117 

Sirina geografska 58 

Tablica nekih poznatih redova 
230 
— neodredenih integrala 121 
— odredenih integrala 137 
— osnovnih integrala 109 
— pravila vektorske analize 186 

Taela elipti6ka 171 
— hiperboliCka 171 
— k.arakteristi'dna 155  

Taka kopljasta 104 
— obfana krive 104 
— paraboliaa 171 
— prekidna 241 
— prelomna 104 
— prevojna (infleksije) 97, 104 
— sferna (pupsdasta) povrgine 
170 
— singularna 105 
— stacionarna 97 

Tangenta krive u prostoru 159 
Tangentna ravan 167 
Telo 197 

— heterogeno (nehomogeno) 
198 
— homogeno 198 

Teorema Abelova o konvergent-
nosti reda 227 
	  stepenog 228 
— Dirihleova 240 
— Galois E. 215 
— Gausova 212 
— Green-a, Gauss-a, Ostro-
grathkog 183, 202 
— Kogijeva 94 
— Langra2eva 94 
— Lajbincova o naizmeni6nom 
redu 225 
— Menijeova 169 
— o srednjoj vrednosti funk-
cije 
— Pappos—Guldin-ove 199 
— Rolova 93 
— Stoksa 185, 202 
— Sturmova 216 
— Vajergtrasova o konvergent-
nosti reda 226 

Teorija elipti6kih integrala i funk-
cija 120 

Tok vektora 201 
Torza 175 
Torzija 161 
Trajektorije porodice krivih 157 

— izogonalne 157 
— ortogonalne 157 

Transformacija Dekartovih koor-
dinata 23 
— dvostrukog integrala na nove 
promenljive 145 

Trijedar koordinatnih osa 15 
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Trijedar koordinatnih osa priro-
dni 161 

Ugao penjanja 165 
— skretanja 153 

Uglovi Ajlerovi 56 
Uslov konvergentnosti 

lamberov 225 
— — — Dirihleov 240 
— — — integralni 225 
— — Kaijev 224, 225 

Vektor 15 
— Darboux-ov 165 

Vektori 15 
— jedinitni 16 
— — osnovni 16 
— slobodni 15 
— vezani za pravu 15 
— — — vezani za ta6ku 15 

Veli6ina 19 
— brojna vrednost 19 
— skalarna 12 
— vektorska 15 

Velicine beskrajno male 72 
— — velike 72 
— nesamerljive 12 
— promenljive 19  

Velfdine samerljive 12 
— stalne 19 

Vrednost glavna (V. p.) integrala 
136 

— prava neodredenog izraza 
101 

— stacionarna funkcije 97 
Vrsta matrice 205 

Zapremina tela obrtnih 194 
— — proizvoljne forme 196 
— — sastavljenih od plot'a 195 

Zavijanje 161 
Zavojnica 163 
Zavrtanj 16 
Zbir integralni 132 

— — dvostruki 144 
Znak dvostruke zamene 131 

— integrala 108 
— I ! 143 

Zezlo 49 
'Lila (fokus) elipse 29 

— — hiperbole 32 
— — parabole 35 

reda Da- 
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