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Predgovor

Naslov “Sile pojavnog i programiranog krertanja” objavljen je prvi
put na ruskom i engleskom jeziku u zborniku teza VIII Citajevske me-
djunarodne konferencije - ANALITICKA MEHANIKA, STABILNOST
I UPRAVLJANJE KRERTANJEM, Kazan, 2002. godine. Pod istim
ovim nalovom odrzano je predavanje 24. decembra 2002. godine u
Inzenjerskoj akademiji Jugoslavije. U zakljucku diskusije predsednik ove
Akademije akademik Miomir Vukobratovi¢ je predlozio da se o predmet-
nom pitanju i problemu napiSe specijalan rad na pristupa¢nom opera-
tivnom matematickom nivou. Pisac ovog rada je prihvatio taj predlog.
Gradivo je odabrano prema sadrzaju pomenutog predavanja; osmisljeno
je kao

prvo, da se sto Sirem krugu istrazivaca i ¢italaca razjasni valjanost
dobijenih 1 napisanih novih rezultata, s obzirom da se oni ne podudaraju
u svernu sa standardima klasi¢éne i nebeske mehanike;

drugo: da bi ubedljivi opsti teorijski dokazi, kao i navedeni primeri iz
tehnitke mehanike, mogli unaprediti skolska i inzenjerska znanja. Stavige,
u nasim nauénim i struénim krugovima prisutna su osporavanja bez
dokaza i napisanih tvrdjenja. Rasprave na nauénim seminarima pokazali
su da postoje medju nosiocima visokih naucnih i nastavnih zvanja ra-
zli¢ita shvatanja i objasnjenja o osnovnim polazitima saznanja o prirodi
i matematickoj teoriji o kretanju tela, pa je ovo jedan prilog razjasnjenu
znanja u mehanici.



Uvod

Uslov iz predgovora o pristupaénom matematickom znanju uticao je
na izbor gradiva, natina izlaganja i pisanja sledeéih redova o silama, pod
cijim se dejstvom krecu razna tela. Veé ta prva re¢enica skriva nejasnoée
zbog Cega moze nastati nerazumevanje, te i sporenje. Da bi to izbegli
po¢nimo od tvrdenja prihvatljivih za razne nivoe znanja, od prednacela
postojanja koje tvrdi: postoje tela, postoje rastojanja i postoji vreme.
Bitna karakteristika tela je masa, koju opisujemo slovom m, a polozaj
tela opisuje jedna tatka u kojoj kazemo da je skoncentisana masa tela;
takvo telo u teoriji kretanja nazivamo materijalna tacke. Ima autora
koji materijalnu tacku nazivaju “Cestica,, U srpskom jeziku ne mogu
se izjednagiti ta dva pojma. Pod pojmom destica podrazumeva se veo-
ma veoma malo telo, koje ima svoju masu skoncentrisanu u masenom
centru Cestice. Dakle, Cestica je veoma maleno telo, a pojam materijal-
na tacka obuhvata kako malena tako i svekoliko velika tela pojedinacno.
¢ini vektor usmeren po praveu tangente u smeru kretanja, ¢iji je pocetak
u dodirnoj tacki tangente i putanje. Chestica, medutim, opisuje pored
takvog kretanja jo§ i sopstveno obrtanje, kao i mnoga tela. U struénoj
literaturi najcesce se kaze da materijalna tacka pretstavlja samo trans-
latorno kretanje, dok kretanje tela karakterisu i translatorna i obrtna
kretanja.

Naznatena konstatacija da postoje tela proizvodi i drugo tvrdenje
da postoje rastojanja izmedu materijalnih tataka. Prihvatljivo je i gire
poimanje da postoje rastojanja izmedu geometrijskih tacaka. Pri tom
treba da se ima u vidu da li se rastojanje izmedu dve tacke na lopti
meri po krivim linijama, koje se mogu povuci izmedu te dve tacke na
povrsini lopte, ili po zamosljenoj pravoj duzi izmedu te dve tacke merene
iznutra sfere. Razlike su velike, te i posledi¢na proucavanja kretanja
znacajna. Rastojanja koja treba da prede neko telo, ili uopéte rastojanja
u praksi covekovog bitisanja, kud i kamo su slozenija od pojma rasto-
janja nau¢enog u geometriji prave, ravni i prostora. Pomenimo samo
neka. Rastojanja izmedu nebeskih tela i dugih letilica, kretanje plovi-
la po okeanima i rekama, voznja po putevima u ravnici i u brdovitim
predelima, prelazenje udaljenja izmedu dva poloZaja na poljani i dva
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polozaja u gradu. Raznovrsnost svih nabrojanih a, jos vise nebrojenih,
rastojanja upucuju nas na uopstavanje, da ne kazemo uprostavanje. Za
sva rastojanja moguce je izabrati po volji malo rastojanje ds za bilo koji
put s. Tako, kako smo izabrali masu m da predstavlja svakolika tela,
tako eto sad imamo i preedstavnika rastojanja ds. To nije dovoljno da
bi se moglo odredvati kretanje. Nije prazna izreka “preko prece, naokolo
blize”.

U ranoj mladosti, idu¢i na planini po bespuéu, pisac ovih redova sreo
je planistaka i zapitao: “koliko je udaljeno Tjentiste (ciljno mesto), za
ioliko se moze sti¢i tamo?” Mladi¢ je ocekivao odgovor u, §koli nauéenim
vremenskim jedinicama, a dobio je odgovor “dva cigara duvana”. Bilo
e jasno da to nije duzina od desetak ili petnaestak santimetara cigarete,
nego udaljenost koju covek moze da prepesaci dok mu ne sagore dve
vigarete duvana. Ta retenica povezuje kretanje - hod toveka sa trajanjem
neceg drugog, uporedenjem s njemu poznatim i vidljivim promenama, s
trajanjem dana od izlaska do zalaska Sunca, s trajanjem padanja tela na
Zemlju, s trajanjem jednog treptaja trepavica, ili jednog klaéenja nekog
klatna. ili neka druga trajanja drugih promena. To trajanje raznih kre-
tanja ili promena, koje bez sumnje postoji, nazivamo vreme i oznacavamo
u mehanici slovom t. Tako, vreme se vezuje za kretanja tela - skaka-
nje, plivanje, letenje, rad masina, prividno i stvarno kretanje nebeskih
tela,.... pojavu Sunca, svitaj dana ili padanje mraka. Tako, eto za naj-
raznovrsnija kretanja, kao i za promenu kretanja, covek um usvaja jos
jednu postojecu osobinu kretanja i menjanja, nazvanu vreme. Pokazuje
se da se teorija o kretanju tela moze u celosti opisati pomoé u spleta
te tri osnovne velicine : mase, rastojanje i vremena. One su prisutne u
klasi¢noj i savremenoj fizici. Usvojene su jedinstvene oznake njihovih di-
menzija: dimm = M, dim! =L, dimt¢=T. Prema tome, svako kre-
tanje - pojavno ili programirano sadrzi tri navedene dimenzije: M, L, T.

Pod pojmom pojavne kretanje podrazumevamo zapazenu pojavu u
kojoj neki predmet menja rastojanja ili polozaj u odnosu na druga po-
stojeéa tela u toku vremena posmatranja. Posmatranjem zvezdanog ne-
ba u velikim intervalima vremena uocava se da neka svetila menjanju
svoj polozaj u odnosu na posmatraca, u odnosu jednih prema drugim ili
u odnosu prema nekim zvezdama “nekretnicama”. Povremeno se moze
zapaziti no¢u da se neka svetila, slicna mnogim dugim, kreéu sli¢no za-
pazenom letu aviona u toku dana na velikim visinama. Za no¢ne posma-
trace, koji ne znaju da uocene pojave ¢ine kretanja vestackih satelita ili
pak aviona, to je pojavno kretanje, ali za projektante, planere i kontrolore
tog leta to su programirana kretanja. Kretanja u prirodi, koje tovek nije
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uzrokovao mogu se svrstati u pojavna kretanja, a ona kretanja tela koja
se ostvaruju po ljudskom programu i planu nazivacemo programiranim

kretanjem. Programirano kretanje covek ostvaruje skoro svakodnevno -
sam sebi odreduje: kojim ¢e putem, kojom brzinom, kojim prevoznim
sredstvom, za koje vreme, pri raznim uslovima pre¢i iz jednog mesta u
drugo. ili kako ¢ée ostvariti neku drugu radnju. Najuticajniji te i najza-
sluzniji naucnici utemeljivaci teorije o kretnju tela nazvali su uzro¢nike
kretanja silama.

Do sada smo u prethodnom tekstu, kao i u svakodnevnoj prilici,
upotrebljavali pojam “kretanje”, kao znan od rodenja pa i pre njega.
Medutim, za matemati¢ku ta¢nost teorije mehanike, kao teorijske nauke
o kretanju tela, potreban je tacan i nedvosmislen dogovor, tj. kratka i
jasna definicija pojma kretanja. Takva definicija je izostala u Njutnovom
stvaralatkom delu o matematickim principima prirodnih nauka, za raz-
liku od njegove druge definicije o koli¢ini kretanja, pa se i danas, kao
posledica toga, razli¢ito tumaci drugi Njutnov zakon mehanike. Previda
se Njutnova napisana pouka:” Apsolutno kretanje je premesStanje tela
iz jednog njegovog apsolutnog mesta u drugo, a relaytivno kretanje iz
relativnog u relativno”. Pri kraju pojasnjenja te njegove I'V pouke re¢
kretanje vezuje se za brzinu. Ovde éemo pod pojmom kretanje, kao i kod
Njutna, podrazimevati promenu poloZaja materijalne tacke u odnosu na
neki drugi polozaj, te i svoj prvobitni polozaj, u toku nekog intervala vre-
mena, ma koliki taj interval bio; predstavnik takvog kretanja je brzina,
¢ija je dimenzija LT~!. Napomenimo da se takvo poimanje kretanja ne
podudara sa iskazima u matematici kojim se kazuje da je jedna tacka
prepisana sa jednog mesta na drugo, jedne tacke pomerene na drugu.
Pri takvom poimanju kretanja, ¢ovek ne moze logicki sustiéi kornjacu,
jer da bi je stigao mora preéi prvu polovinu razdaljine,... Kretanje u
mehanici podrazumeva odnos duZzine i vremena, tj. brzinu kojom se jed-
na materijalna tacka premesta s jednog polozaja na drugi. To otklanja
navedeni starogréki paradoks o kornjaci. Ako bude ¢ovek iSao jednakom
ili manjom brzinom od kornjace, izgleda prirodno da je nece stiéi, ali
ée je po zelji stiéi i prestié¢i ve¢om brzinom od brzine njenog hoda. Pri
takvom poimanju kretanja, koje karakteriSe brzina, nedvosmisleno ¢e
se razumeti Njutnov iskaz “Mutationem motion...”, tj. “Promena kre-
tanja...”; nikako druk¢ije nego, kao promena brzine. Dakle naslovno
pojavno i programirano kretanje ne moZze se opisivati bez pojma brzine,
kao odnosa predenog rastojanja u nekom vremenu. Pojam kretanja koga
karakteriSe brzina treba razlikovati od pojma Koli¢ine kretanja, koje se
definise kao proizvod mase i brzine.
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Sile

Naslovna i kljuéna re¢ ovog rada je sila, odnosno sile. Pojam sile
mnogima je jasan, ali se ipak stalno spore oko toga da li pojam reci
“sila” treba definisati ili je on sam po sebi jasan. Sami se u to uverite;
¢uli ste ili ste i samo govorili: ”Sila Boga ne moli”, “Amerika je najveca
sila sveta”, “Car Dusan silni”, “vojna sila”, “sila vetra”, “zivasila”, “sila
Zemljine teze”, “sila trenja”... Sta od svega toga da usvojimo za naslovni
pojam “Sile pojavnog i programiranog kretanja”? Za jedne to je samo po
sebi jasno, pa se taj pojam, kao “osnovni”, ne definiSe, a za druge to je u
mehanici matematicki definisani uzroénik promene kretanja. Utemelji-
vat mehanike - Isak Njutn od svojih osam definicija, $est je posvetio
silama, da bi i pored definisanih pojmova u daljem razjasnjavao na sh-
vatljiviji nacin svoje definicije. Ali i danas, vrhunski struénjaci (najvise
po zvanju), zustro se razilaze u shvatanju pojma sile, kao osnovnog ili
uvedenog pojma dinamike, iako nema prethodnog dogovora §ta je “os-
novni pojam”. U tim sporovima mogu se ¢uti ili procitati tvrdenja; da
je i moment sprega sila takode osnovni pojam, da inerciona sila nije sila,
da centrifugalna sila uopste nije sila, i jos stosta drugo. Odatle proisticu
i tvrdenja da se ne mogu odrediti sile nekog pojavnog ili programira-
nog kretanja, ako nisu nekako od ranije poznate. Zbog takvih shvatanja
i znanja uticajnih skolaca pojedinih delova teorije o kretnju tela, citi-
ratemo dva utemeljivaca dve glavne grane klasicne mehanike, a zatim
éemo postupmo, prosto i jasno ovde pokazati, kako se mogu odrediti
sile na osnovu zadatih programa ili pojavnog kretanja. S obzirom da
i to polaziste, koje se u mehanici naziva “prvi zadatak dinamike” ima
oponente, navedeimo jo§ nekoliko Njutnovih i Lagranzovih recenica.

U svom znamenitom fundamentalnom delu mehanike “Matematicki
principi nauke o prirodi”! Isak Njutn tre¢om definicijom uvodi Urodenu
silu materiji. U pojagnjenju pojma urodene sile je zapisano: “Urodena
sila mogla bi biti veoma razumno nazvana silom inercije. Tu silu proizvo-
di telo jedinstveno samo kada druga sila, koja dejstvuje na njega izazi-
vajuéi promenu njegovog stanja”.

Cetvrtu definiciju navedimo u orginalu i u prevodu: “Vis impressa
est actio in corpus exercita, ad mutandum ejus statum vel quiescendi vel
movendi uniformiter in directum.,,

Prve dve reéi “Vis impressa” u prevodu nalazimo kao “Sila namet-
nuta spolja” ili “nametnuta sila”, “aktivna sila”, “spoljna sila”. Njutn

11, Newton, PHILOSOPHIA NATURALIS PRINCIPIA MATHEMATICA, Lon-
dini, Anno MDCLXXXVII
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uvodi ili pominje i druge nazive za sile, kao: ubrzavajuca, pokretacka,
centripetalna, centrifugalna,..., ali za opéti dalji pojam sile bitna je “Vis
impressa”. Encikopedijsko znacenje reci ”Impressa” (1. impressio) u pre-
vodu na srpski, pored ostalog, je ”dejstvo koje jedna stvar ima na koga”.
To bi se moglo kazati i uticaj jedne stvari na drugu, jednog tela na dru-
go. Uz te napomene usvojimo Milankoviéev prevod citirane definicije sa
latinskog.

Sila nametnuta spolja je dejstvo upereno protiv jednog tela da bi mu
se stanje 1zmenilo, bilo stanje mirovanja, bilo jednakog pravolinijskog
kretanja. U pojasnjenju prethodne definicije, autor pige: “ova sila sastoji
se samo u dejstvu i ne ostaje u telu kada je izvrsila dejstvo”. Ova sila
“moze biti raznog porekla, na primer usled sudara, pritiska, centripetalna
sila”.

“Takva je centrifugalna sila, s kojom telo pritiska na krug; njoj je jed-
naka i suprotna sila, s kojom krug otklanja telo ka svome centru”. Skoro
cela prva knjiga Njutnovog dela “Matematicki principi nauke o prirodi”
posvec ena je odredivanju sila koja se kre¢u po zadatim krivim linijama.
Tako, na primer, na osnovu hipoteti¢nog kretanja po kruznoj liniji nalazi
silu za koju tvrdi: “Pri ravnomernom kretanju tela, po kruznim linijama,
centripetalne sile su direktno proporcionalne kvadratima brzina i obrnu-
to proporcionalne poluprec¢nicima krugova,,; u narednoj posledici se kaze
da su te sile direktno proporcionalne polupre¢nicima, a obrnuto propor-
cionlne kvadratima vremena obilazenja. U predlogu X7, u zadatku VI
trazi silu usmerenu ka 7izi elipse i nalazi da je obrnito proporcionalna
kvadratu rastojanja tela od zize. U ne malom broju udzbenika razma-
traju se dva glavna zadatka dinamike. Jedan da se odrede sile ako je
poznato kretanje, i drugi da se odredi kretanje ako su poznate ili za-
date sile. Te glavne zadatke neki autori nazivaju “prvi i drugi zadatak
dinamike’; drugi pisci udzbenicke literature koriste i druge nazive, kao
“direktni i inverzni” (Pravi i obratni) zadaci mehanike. Cak je razvije-
na i posebna podoblast u LagranZevoj mehanici pod nazivom “inverzni
problemi”.

Joseph Louis Lagrange (1736-1813) je napisao: “Pod silom podra-
zumevamo, uopste govoreci, ono §to pokreée ili tezi da pokrene telo, na
koje pretpostavljamo da dejstvuje; zato silu treba procenjivati po veli¢ini
kretanja koje ona izaziva ili tezi da izazove. ... Ako se uzme za jedinicu
bilo koja sila ili, pak, njeno dejstvo, tada izraz za bilo koju drugu silu
ne predstavlja nista drugo nego odnos, tj. matematicku veli¢inu koja
moze biti izmerena pomoc¢u broja ili duzi; s te tatke gledista treba u
mehanici posmatrati sile.” Da bi smo lakse izveli matematicku karak-
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teristiku za pojam sile navedimo jos jedno Njutnovo pojasnjenje svojih
definicija: ”"Na taj na¢in ubrzavajuca sila odnosi se tako prema pokre-
tackoj, kao i brzina prema kolic¢ini kretanja. Koli¢ina kretanja pred-
stavlja proizvod brzine i mase, a pokretacka sila je proizvod ubrzavajuce
sile 1 te mase.?” S obzirom da se danas umesto izraza “pokretacka sila”
upotrebljava krace re¢ sila, $to ¢emo i ovde koristiti, lako je odrediti
fizicku dimenziju sile

dimF = MLT™2. (1)

Medutim ta formula ne odreduje svaku silu, pa ni jednu oko bi je po-
smatrali kao osnovni ili opsti pojam. Iz Lagranzovog tumacenja pojma
sile shvata se da je taj pojam tesno vezan za pojam kretanja. To ¢ini
i Njuin. Posle uvedenih definicija sile i utvrdivanja njenih dimenzija
Njutn je aksiomatizovao teoriju o kretanju tela; postavio je tri aksiome
u osnovu te teorije, koju danas nazivamo Njutnova mehanika. Kako
autori raznih knjiga te aksiome prepricavaju ne jednako kao osnovne
zakone dinamike, citirajmo Njutnov zapis na latinskom, i Milankovicev
prevod na srpski (uz minimalno otstupanje); napomenimo da se srpski
tekstovi A. Bilimovica i M. Milankovi¢a pomalo razlikuju®.

I Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi unifor-
miter in directum, nisi quatenus illud a viribus impressis cogitur statum
suum mutare.

Svako telo ostaje u stanju mirovanja ili jednakog pravolinijskog kre-
tanja, sem ako ga nametnute sile ne primoraju da promeni svoje stanje.

11 Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et
fieri secundum lineam rectam qua vis illa imprimitur.

Promena kretanja proporcionalna je nametnutoj sili i vrsi se u praveu
u kojem ta sila deluje.

IIT Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem, sive cor-
porum duorum actiones in se mutuo semper asse wequales et in partes
contrarias dirigi.

Dejstvo je uvek jednako protivdejstvu, ili uzajamna dejstva dvaju tela
uvek su jednaka i suprotno usmerena .

prevod Njutnovih definicija s objasnjenjima moguée je progitati u tasopisu TEH-
NIKA, godina X LIT — 1987, br.11, str.1007 — 1011.
3vidi A. Bilimovié¢ Racionalna mehanika I, drugo izdanje, Nauc¢na knjiga, Beograd,
1950, str. 98-99
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Ne umanjujuéi opstost ovih aksioma napisimo ih, za nase ovdasnje
potrebe, matematickim relacijama:

SR =0, W

ma = F, (IT)

i posledi¢no
Fl = —FQ. (III)

Istaknimo ponovo da su to aksiomi jedne matematicko logicne teorije o

kretanju tela. Cela teorija o kretanju najraznovrsnijih tela zasniva se na

tim aksiomama. S obzirom da ta teorija obuhvata kako misaona, tako
i realna tela, navedene aksiome nazivaju ¢eS¢e zakoni kretanja. Sam
Njutn ih je oslovio “Axiomata sive legis motus”, §to u lakom prevodu
znaci Aksiomi ili zakoni kretanja. Svaka druga teorija, koja odstupa od
tih aksioma, ne mozZe se nazivati Njutnova mehanika. A tih otstupanja
ima podosta, pri ¢emu se prvo izmene aksiomi a zatim se govori i pise da
“Njutnovi zakoni nisu ta¢ni”. Tako, na primer, kad se u drugoj aksio-
mi umesto reci “promena kretanja” napise ” promena koli¢ine kretanja”,
§to nije redak slutaj, logicno ée slediti zakljutak s dokazom da navodno
“drugi Njutnov zakon nije tacan”, bez obzira sto to nije Njutn napisao,
niti je to smisao njegovih reci promena kretanja. Koli¢inu kretanja Njutn
i svojoj definniciji naziva quantitas motus. Tatna je konstatacija da za-
kon promene koli¢ine kretanja ne odgovara zakonu kretanja raketa, kao
§to je to za slutaj projektila konstantne mase. Ali to nije druga Njut-
nova aksioma. NaSa dalja izlaganja zasnivace se na izvornim Nutnovim
aksiomama; naziva¢emo ih upravo aksiomama, da bi ih lakse razlikovali
od pojma zakon, kao na primer, Njutnov zakon gravitacije. Na osnovu
aksioma i geometrijskih relacija kruzne linije, elipse, hiperbole, parabole,
kao i bilo koje krive linije Njutn izvodi matematicke obrasce za veliine
sila koje prisiljavaju tela da se kre¢u po pomenutim putanjama.

Bez obzira na ta utemeljena gledista i shvatanja dinamike, €itamo
ili ili ¢ujemo: “U daljem razvoju teorije mehanike svi autori se slazu:
silu razmatraju kao unapred poznatu.” Takva konstatacija nije retka i
ima dalekosezne posledice, narocito za teoriju i praksi upravljanja kreta-
njem. U teoriji upravljanja kretanjem je centrlno pitanje: kako odrediti
sile da bi se realizovalo Zeljeno kretanje. Takve Zelje opisuju se raznim
zahtevima, kao na primer: kojim putem treba preéi od jednog mesta do
drugog, kolikom brzinom, za koje vreme, koliko tela, po kakvim prepreka-
ma,...7 Opis planiranog kretanja matematickim simbolima i relacijama
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¢ini program kiretanja, pa takvo kretanje logi¢no je nazvati programirano
kretanje. Dakle, kretanje Meseca ili Jupiterovih ili Saturnovih satelita,
kao i samih planeta, prema nasem poimanju je pojavno kretanje, koje
ne zavisi od nase volje, a kretanje vestackih satelita, koji se kreéu oko
Zemlje ili Marsa, je programirano kretanje po programu koji su sastavili
strucnjaci, da bi ostvarili poptrebni ili zeljeni cilj. Sve ove prethodne kon-
statacije pojasnimo prepoznatljivim primerima pomoéu srednjoskolskih
matematickih znanja.

Prosti primeri odredivanja sila

Primer 1. Cesto je vidljiva, ponovljiva i merljiva pojava da is-
pusteni predmet pada na Zemlju. Slavni nauénik Galileo Galilej utvrdio
Je merenjem da sva tela, mala i velika, padaju jednim te istim ubrzanjem
g = const. (u neotpornoj sredini) prema formuli

2
y=-2+u, @
gde je y vertikalna osa, t vreme, a yo visina s koje je telo pocelo da pada
bez potetne brzine. Zadatak je da se odredi sila koja uzrokuje kretanje
prema jednacini (2).
Za ovaj primer drugi Njutnov zakon ili Dalamberov princip svode se
na jednu diferencijalnu jednaéinu

mij =Y, (3)

gde je m masa tela koje pada, a j = %ﬁi drugi izvod ordinate y(t) po
vremenu ¢, koje u mehanici predstavlja ubrzanje; Y je, za sada, nepoz-
nata sila koju treba odrediti? Za resenje zadatka na raspolaganju nam
su dve jednacine (2) i (3). Dvostrukim diferenciranjem jednaéine (2) po
vremenu, dobija se

y=—gt = {j = —g = const.
Zamenom u jednacini (3) proizilazi da je trazena sila
Y = —mg. (4)
S obirom da je ubrzanje g ovde constantno, uéi se da je sila teze pro-
porcionalna masi tela m. Tu je prisutna jos i vidljiva ¢injenica da telo

pada po vertikalnoj prvoj liniji. Medutim, da li je ili nije bas tako? Ako
9



se zadrzimo na tome da je taéno to §to je vidljivo, obesimo neki pred-
met o konac; telo ée zategnuti konac, a osu konca smatramo vertikalnom
pravom. Ta pojava je prisutna na svakom mestu: na polju, planini, u
stanu, vozilu koje miruje; pa i u vozilu koje se krece pravolinijski s kon-
stantnom horizontalnom brzinom. Ako sedite u nekom vozilu, plovilu,
letilic, koji se kreéu pravolinijski konstantnom horizontalnom brzinom

i = iy. (5)

videéete istu pojavu; ispustite li predmet, pasée po unutradnjoj vertikali,
kao u obrascu (2). Ako pak to isto padanje tela posmatra ili snima drugo
lice, koje miruje spolja na zemlji, utvrdiée da je putanja padanja kriva
linija oblika parabole

y =cz? +yo, c¢=const. <O0. (6)

Diferencijalne jednacine kretanja u ovom slucaju su:

mi =X,
mij =Y. (7

gde su # i §j koordinate vektora ubrzanja duz horizontale z i vertikale y,
a X i Y njima odgovarajuce sile.
Zbog uslova (5), za koji je & = 0, i prve jednacine (7) sledi da je
X =0.
Iz uslova, tj pojave (6), sledi da je §j = 2ci®. Zamenom u jednacini
(7) dobija se trazena sila
Y = 2mcid. (8)

Na prvi pogled ova sila i sila (4) se razlikuju, Sto trazi razjaSnjenje.
Formula (4) kazuje da je sila konstantna, tj proporcionalna konstant-
nom ubrzanju, a formula (8) kazuje da je ta sila direktno proporcionalna
kvadratu pocetne brzine. Potrazimo li smisao te razlike u neodredenoj
konstanti ¢, moZe se utvrditi pomoc¢u jednagine (6) da konstanta ¢ mo-
ra imati dimennziju obrnuto proporcionalnu parametru parabole p, tj.
dimenziju duzine
dime= L7,

tj. c = — ;—P, To dalje vodi ka zaklju¢ku da je sila direktno proporcionalna
kvadratu brzine, a obrnuto proporcionalna parametru p. Samo za slutaj

dajec= —5%5, dobija se formula sile (4). Odatle sledi
.2
i o
g=—2cig=--=2, 9
Sk (9)
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pa, prema tome, .
F=-m2, (10)
p
sto ¢e se u daljem izlaganju pokazati racionalnijim opisom realnog kre-
tanja od formule (4). Uzme li se jos da je parametar parabole p jednak
precuiku Zemlje, tj. p = 2R, dolazi se do znacajne formule druge kos-
micke brzine

v? = 2Ry. (11)

Evo, ovaj naprostiji primer pokazuje da je usvojeno gkolsko znanje (4)
samo priblizno tatno; izmereno ubrzanje, veé se zna, nije jedno te isto
za sve visine 1 geografske Sirine. Da bi otklonili eventualne sumnje u
navecenu konstataciju, a pobudili veée interesovanje ¢italaca, navedimo
drugi prost primer o ravnomernom kretanju tela po kruznoj putanji. Pri
tom odmah zapazimo da u tom slu¢aju is¢ezavaju pojmovi “horizontal-
no” i “vertikalno”, a umesto njih za odredivanje pravea sile sluziée nam
pojmovi “tangentno” i "radijalno”.

Primer 2. Ravnomerno kretanje tela po kruznoj putanji poluprec-
nika p, tj.
2’ 4+ 9% =12, (12)

. g 5 -t #9241 . i
Treba da se odredi veli¢ina sile # = (X2 +Y?)? koja prisiljava telo mase
m da se krete po programiranoj kruznoj putanji, konstantnom brzinom

ve = i + ¢ (13)
Polazne diferenencijalne jednacine kretanja su
mx =X,
my =Y. (14)
Kao i u prethodnom primeru diferencirajmo jednacine (12) i (13), tako

da u njima dobijemo izvode drugog reda, kao u jednaéinama (14), tj.

a¥ +yij = —(&° + §°) = —v?,

ox + yy = 0. (15)
Zamenom izvoda I = % iy = ,’7 iz diferencijalnih jednacina (14) u

jednacine (15) dobija se sistem dve linearne algebarske jednacine po X i
Y,
X +yY = —mo?,
X +g9Y =0.
|



Determinanta ovog sistema, pri opstem razmatranju, razlicita je od
nule,

A = ||z — yé|| = |Ir cos 6r sin 68 + rsin 8 cos 86| = [Ir*0]] # 0,
te postoje resenja po koordinatama X i Y sile F i to:

o2 .2
__mg __miv
A= A’Y A

Sledi da je veli¢ina trazene sile

2
F=+(X2+Y?%)}=2m>.
A

Ova formula prema prethodnom rafunu moze se napisati u prepoz-

natljivim oblicima, kao

v? :
F= ﬂ:m? = +mré?. (16)

Uporedimo sile (10) i (16). U obrascu (10) horizontalna brzina &o odgo-
vara (tangentnoj) brzini v u obrazcu (16), parametar p za kruznu liniju
je jednak polupre¢niku. Prema tome, i po spoljnem vidu i po fizitkim
dimenzijama, formule (10) i (16) se podudaraju. Iako je formula (16)
u potpunoj saglasnosti s Njutnovom teoremom IV prve knjige ona je
izazivala ¢udenje, da ne kazemo protivljenje, nekih visokih struénjaka
u oblasti mehanike. To mozda zbog toga §to se u struc¢noj standard-
noj literaturi ubzanje y kretanja tela oko Zemlje na kruznim putanjama
racunaju po obvrascu

gR®

P’

a fomula (9) je znatno prostija, logi¢nija, te i tacnija, tj.

* = 'p'_7 (17)

pa izaziva sumnji¢enja u ispravnost nasih tvrdenja. O tome e kasnije

jos biti re¢i, a ovde, radi vée pobude radoznalosti, navedimo uporedni

tabelarni pregled veli¢ina ubrzanja vy u jedinicama ms~? po standardnom

obrascu i obrazcu (17), obrazcu u zavisnosti od brzine keretanja v u ms~!
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tudaljenja p = R+ H, gde je R = 6370 u km, a H je visina nad Zemljom,
data takode u kilometrima.?

H v gl [p* | v*p
0 7.91 9.810 9.823
100 7.84 9.489 9.492
200 7.78 9.201 9.210
300 7.73 8.947 8.942
400 7.63 8.679 8.689
500 7.61 8.419 8.429
1000 7.35 7.321 7.330
2000 6.90 5.682 5.688
5000 5.92 3.080 3.081
10000 4.93 1.484 1.484
100000 1.94 0.035 0.035
Tabela 1

Ni na samoj Zemlji veli¢ina ubrzanja g nije jedna te ista, tj. nije kon-
stanta, nego zavisi od nadmorske visine, od geografske sirine, kao i od
brzine kretanja objekata po Zemlji. U teorijskoj mehanici évrstih tela
postoje sloZeniji obrasci kojim se to dokazuje. Kako taj matematicki nivo
znanja prevazilazi namene ove knjizice, nasu konstataciju ¢emo potkrepi-
ti prostijim i zanimljivijim navodima.

U univerzitetskom udzbemiku mehanike® pise da se “za odredivanje
ubrzanja Zemljine teze ... koristi obrazac

9 = (980,632 — 2,586 cos 2¢ + 0.003 cos 46 — 0,293h)ems 2,

gde je ¢ geografska sirina mesta a h visina iznad morskog nivoa. Normi-
rana vrednost g, ubrzanja Zamljine teze iznosi

gn = 980, 665¢ms 2,

dok se u nasim geografskim sirinama a na Zemljinoj povrsi koristi vred-
nost

=29

g = 981cmns

1Vidi, na primer, Uvod u asrodinamiku” od T.P. Andelica; Izd. Matematicki
intitut SANU, strane 110 i 112, Beograd, 1983.

5T. Andeli¢ i R. Stojanovi¢, Racionalna mehanika, Zavod za udzbenike SR Srbije,
Beograd, 1965, str. 120.
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Sedamnast godina kasnije isti autor u knjizi “uvod u astrodinamiku
knstatuje da je “Ubrzanje Zemljine teze na njenoj povrsi g = 9.78ms~
do 9.83ms~2.

U devetom izdanju popularne knjige “Zanimljiva astronomija” od
Pereljmana®. na strani 23. postavlja se pitanje: “Dva potpuno jed-
naka voza se kreéu jednakom brzinom u suprotnim smertovima; jedan
od istoka na zapad, drugi sa zapada na istok. Koji je od njih tezi?
Odgovor je: “Tezi je (t.j. jace pritiska na gine) taj, koji se krece suprot-
no obrtanju Zemlje, s istoka na zapad. Taj voz kreée se sporije oko ose
Zamljine lopte; zato usled centrifugalnog efekta on gubi manje od svoje
tezine, nego voz, koji se krece na istok.

2

Racunajuéi centripetalna ubrzanja po obrascu —3&2-, kao u (17), autor
dolazi do zakljucka da je voz, koji se krece po uporedniku od 60° brzinom
od 72 km /cas prema istoku, laksi od voza koji se kre¢e prema zapadu, za
0,0003 svoje tezine. “Cak i pedak koji ide ulicom Lenjingrada sa zapada
na istok brzinom od 5 kilometara na ¢as laksi je priblizno 1,5 grama,

nego kad se krece s istoka na zapad.”

Primer 3. Njutnov zadatak V (Kniga I, Predlog X): telo se krec e
po elipsi; treba naci zakon centripeltalne sile, usmerene ka centru elipse.
Njutn na dva natina dolazi do zakljutka “,.. sila je direktno propor-
cionalna rastojanju tela od centra elipse

Pokazimo to i na nas na¢in. Jednatinu elipse

2 2
T ¥
Z Tt

napisimo u parametarskom obliku
z =acoswt, Yy =bsinwt, (18)

gdejew = 21—” kruzna uéestanost s periodom T'. Deferencijalne jednacine
kretnja su kaoi (14). Jednacine (18) diferencirajmo dva puta po vremunu

i = —wlacoswt = —wz,
ij = —w’bsinwt = —wy.
Zamenom u diferencijalne jednacine kretanja (14), postaje jasno da je
X =-mwlz, Y= —mw?y,
6J.1. Pereljman, Zanimljiva astronomija, (na ruskom) Gos. izd. fiz. mat. lit.,

Moskva 1958
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pa sledi da je veli¢ina trazene sile direktno proporcionalna radijusu r, tj.
F=—-VX24+Y2=—muw?r.

Pogovor 1. Dva tri navedena prosta primera izabrani su tako, da
§e mogu vezati za imena osnivaca teorije o kretanju tela - Mehanike
Galileja, Hajgensa i Njutna; upotrebljen je ratun u ¢iju valjanost se ne
mnoze sumnjati. Pa ipak, na visokim nauénim seminarima se povremeno
kazuju tvrdenja, bez dokaza, da se na taj nacin ne mogu odredivati
sile. U cilju razuveravanja oponenata navedimo nekoliko nedvosmislenih
Njutnovih zapisa:

Drugi odeljak knjige I naslovljen je “O nalazenju centripetalnih sila”
Usadrzi jasne predloge i zadatke, kao:

"Predlog VI1. Zadatak II. Telo se kreée po kruznoj liniji; treba
na¢i zakon centripetalne sile, koja je usmerena ka bilo kojoj zadanoj
tacki.,” “Predlog IX. Zadatk IV. Telo se kreée po spirali PQ, koja
preseca sve radijuse SP, 5Q, i t.d. pod zadatim uglom; treba naci zakon
centripetalne sile, usmerenoj ka centru spirale.”

Treci odeljak te knjige pod nazivom “O kretanju tela po ekscentriénim
konusnim presecima” takode se odnosi na odredivanje sila po elipsnim,
hiperbolnim, parabolnim putanjama, koje su usmerene ka fokusima tih
krivih.

Problem dva tela

U klasiénoj i nebeskoj mehamici tako se naziva sistem dva tela koja
se kre¢u jedno u odnosu na drugo. Zasto li se to naziva “problemom’
teso je pouzdano odgovoriti, ako mi to mozemo resiti lako i prosto kao u
prethodnim primerima pomoc¢u Njutnovih akxioma mehanike ili pomoéu
nekog od principa mehanike? Mozda zbog toga to su dve Njutnove
teoreme trece knige” o medusobnom privlatenju dva tela usvojene kao
jedan opdti zakon prirode. A taj zakon se smatra najveé¢im zakonom
nauka, najveceg znacaja kako za kretanje tela u ¢ovekovoj okolini, tako i
za nebeska tela Sirom kosmickog prostranstva; njegova primena trazila je
i trazi dodatna objasnjenja. Za nas opstaje kao “problem” samo po tome

"Predlog V11. Teorema VII, Privlacenje postoji ka svim telima i proporcionbalno
Je masi svakog od njih. Predlog VIII. Teorema VII. Ako je supstanca dveju lopta,
koje se privlage jedna prema drugoj, homogena tada je priviacenje svake lopte dugom
obrnuto proporcionalno kvadratu rastojanja izmedu njihovih centara.
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sto su mnogi naucili i uce da se takozvani “Njutnov zakon univerzalne
gravitacije” ne moZe ni u Cemu menjati, bez obzira sto se svuda ne
primenjuje i ne daje iste rezultate. Kao da nije rec o matematickoj
nauci o prirodi, za koju su bitnije nove ponovljive pojave i procene, nego
verovanja u predloge ili tvrdenja pojedinih ovekovih teorija. Da bi ovaj
problem uéinili jasnijim zadrzimo se ukratko na tom pitanju, iako je
njegova istorija veoma opSirna:

-prvo, pomenimo znanja o moguéem uspostavljanju obrasca sile gra-
vitacije

P, (19)
p

-potom ¢emo rediti zadatak o uzajamnom kretanju dva tela, kao u
navedenim primerima, i

-najzad éemo dokazati pri kojim uslovima je obrazac (19) saglasan sa
osnovama klasi¢ne mehanike.

Sudeci po Hajgensovoj (1629-1695) knjizi “Horologium oscilatorium”,
objavljenoj 1679 godine, tada se znalo da je radijalno ubrzanje kod
kruznog kretanja jednako koli¢niku % kao i u primeru (17), u kojem
je p= R. To je u punoj saglasnosti s pomenutom I'V Njutnovom teore-
mom prve knige i ovdasnjim obrascem (16), tj.

F= —m—p—. (20)

Njutnu su bili poznati Keplerovi zakoni, objavljeni 1609. i 1618. godine,
koji se odnose na kretanja planeta Sunéevog sistema. Kako se sva tri
zakona opisuju re¢ima u osnovnoskolskim udzbenicima fizike i u raznim
enciklopedijama napisimo ih ovde matematickim relacijama, koje ¢emo
koristiti u daljim dokazima.

P b
e eamet L g o) = ; ;
p(t) T ecost(d)’ p =) a,b=const. e<1; ()

pP6=C, C= 2-7,}11) = const. (I1)

a® = kT?, k = const. (111)

Treba napomenuti da je vdeli¢ina a srednje rastojanje planete od Sunca.

Srednja brzina po kruznoj, prema tome je v = 2;3‘. Pomnozili se sada
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brojilic i imenilac ovog razlomka istim brojem r = a, u sustini se nista
ne menja, ali se menja izgled obrasca (20),

\2 4 2 ’.ZI 4 2,3 il .
= —mll—) =-m 7;_? - = =m 7;20 == —pmr?, (21)
gde je kolicnik
4na’
n= (22)

konstantna velicina u smislu treceg Keplerovog zakona. Prema tome,
dok ne bude osloboden tog uslova usrednjenja za planete, ne vazi za
druga tela. Formula (21) ne menja svoju sustinu ako se pomno#i i podeli
istim brojem veli¢ine mase Sunca M, tj

4720 Mm Mm
F = _,’nﬂ_fT—ZT'—?‘ =t T‘2 5 (23)
gde je sada veli¢ina
47%a®
=M% o

proglasena jednom “univerzalnom konstantnom”, bez obzira sto je opite
poznato da masa Sunca nije konstanta, kao i to da je tre¢i Keplerovov
zakon formulisan samo za planete Sunéevog sistema. Vise od toga ova
formula je izvedena, kao Sto se vidi, na osnovu relacija o kretanju jednog
tela u kojim ne ucestvuje masa Sunca, a nag zadatak je ovde da prou¢imo
kretanje dva tela. Sustina formalnog obrasca (23) je prethodna formula
(21), koja je izvedena za usrednjeno kruzno kretanje jednog tela. Istak-
nimo ponovo da je masa Sunca u nju formalno upisana, §to je po istoj
formalnoj logici mogla da bude i neka druga masa bilo kojeg tela.

Za razliku od klasi¢nog pristupa problemu dva tela, u kojem se polazi
od formule sile (23), mi ¢emo poci od od Nutnovih aksioma ili zakona, s
ciljem da prvo proverimo i na taj naéim obrazac za silu (20). Prirodno
je da se pri tom drzimo pretpostavki koje su prethodile formuli (23),
tj. o ravnomernom kretanju tela mase m po kruznoj liniji u odnosu
na telo mase M, ¢ije je srediSte u centru kruga, a kreée se hipoteti¢no
pravolinijski i ravnomerno. Posmatrano u odnosu na Dekartove ortogo-
nalne koordinate z,y taj zamisljeni program kretanja dva tela je sledeéi:
Postoje dva tela masa my i ma, ¢ije polozaje opisuju koordinate polozaja
1,y =0;  x2,y2. Rastojanje izmedu tela je

(22 — 21)% + y2 = r? = const., (25)
17



a brzine su

C'L'l = .'i:[)]_ = const.,

(&9 — £1)% + 93 = v® = const. (26)
Saglasno drugom i treéem zakonu dinamike imamo jednacine:

mid = Xq, magh =Y,
maly = Xa, majs =Y

Xi==Xy, 1=-N. (27)

Postupajuéi kao u drugom primeru, diferencirajmo do drugih izvoda
relacije (25) i (26), tj:

=0 ijle,

(552 == 371)-.1.32 + ya2ija = —(.’).5'2 - .’i‘l)2 4 yg = —vg’

(& — @1)& + Yaij2 = 0.

Zamenom drugih izvoda # i jj iz diferencijalnih jednatina kretanja (27)
u prethodne uslove ubrzanja dobija se:

Xl = 0, Yl - O, (28)
i jednaéine, sli¢ne jednacinama (15), tj.

(22 — 21) X2 + y2Y2 = —mo?,
(T —d1) X2+ g2Y2 = 0.

Na osnovu ovih jednacina, kao i u postupku (15) - (16) odreduju se ko-
ordinate Xs,Y3 sile, a zatim i velicina sile F5 u obliku (16), t.j. F =
:I:ml’;il = +mr8?. Medutim ovo reenje, kao sto se vidi iz (9) i (10), nije
u saglasnosti s tre¢im Njutnovim zakonom ili axsiomom. Kako? Gde li
je greska? Ako nije u ratunu, §to je lako proveriti, nije li u rasudivanju?
Izvréimo proveru. S obzirom da smo dobili isti rezultat za kretanje dva
tela, od kojih se jedno kreée ravnomerno i pravolinijski, kao i za kreta-
nje jednog tela u odnosu na neki hipoteticki centar ili pol koordinatnog
sistema koji miruje, logi¢no je da posvetimo paZznu upravo tom pitanju.
Znati ako centar, bilo da je to neko telo ili zamisljena tatka koji miruju ili
18




se ravnomerno i pravolinijski krecu, u formuli za centripetalnu silu neée
figurisati masa tog centra. To dalje znaci da u formulu (23) ne treba
uvoditi formalno masu M, na skriven naéin pomoéu formule (24). Tu se
nalazi potpiniji i tacniji odgovor za navodni paradoks. Tre¢i Njutnov ak-
siom, pored ostalog tvrdi da dva tela dejstvuju jedno na drugo jednakim
i suprotnim dejstvima, a dejstvo sile inercije tela koje miruje ili jednoliko
krece je jednako nuli. Nasa probna pretpostavka da se jedno telo krece
ravnomerno i pravolinijski, sama po sebi nema uporista u treéem Njut-
novom zakonu, pa prema tome ni u njegovoj mehanici. Iz toga ponovo
sledi da u formuli (24), u kojoj je formalno uvrstena masa Sunca M,
nije prirodna konstanta, nego kao takva zavisi od zadatka opisa kretanja
dva tela, pa se i na taj nagin proizvodi problem, koji fakticki ne postoji
u zadatku o kretanju dva tela. Dakle, izostavimo neodrzivu hipotezu u
problemu dva tela u kojem se jedno moze kretati ravnomerno i pravo-
linijski. Ostanimo na zadatku: postoje dva tela masa m; i mo koja se
kre¢u jedno u odnosu na drugo na nekom promeljivom rastojanju

p(t) = V(22 — 21)? + (32 — )% + (22 — 21). (29)

Potrazimo veli¢inu sile kojom tela deluju jedno na drugo duz rastojanja
p bez ikakvih pretpostavki. Nazovimo to Sila uzajamnog dejstva dva
tela duz pravca njihovih rastojanja. Saglasno drugoj Njutnovoj aksiomi
osnovne jednacine kretanja posmatranih dva tela su:

ml;i'l = "Yl, mlg'jl = 13, ’ITLlfl = Zl;

T}'F,Qi‘g = )\r-z, 71’?,-1:172 = Yz, 'ITJ,zEg = Zg. (30)
Odredivanje drugog izvoda po vremenu relacije (29), tj.

(w2 — 1) (E2 = E1) + (Y2 — 1) (2 —§1) + (22 — 21) (Fo — 1) = P>+ pp— v,
(31)

gde je

9 . - ) . . 92 . . s
Var = (#2 — &1)* + (2 — 91)* + (22 — 21)?,

ni u ¢emu ne menja sustinu naseg zadatka, ali otkriva koje uslove mora-

ju zadovoljavati odgovarajuéi drugi izvodi iz diferencijalnih jednacina

kretanja (30). Zamenom drugih izvoda #,..., % iz jednaéina (31) u

jednacinu (12), dobija se

Xy X

Ze A% w .
)+~--(z-z ~zl)(m—i— ﬁ) =0’ +pp— 13, (32)
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Po tre¢em Njutnovom zakonu je X; = —Xs, Y1 =-Y2, Z)=-2,
S druge strane moze da se uvede smena

Ty — T = peose, Y2 — Y1 =pcosfP, =z2—2 =pcosy.
Tada i silu F», usmerenu prema drugom telu, mozemo opisati kao:
Xy =Fycosa, Y= Fycos8, Za2= Fycosp.

Zamenom ovih relacija u jednacini (32), posle kraceg racuna, dobija se

nz . 2
+pp—v
o, = P A
my +my
tj. e
F=-F =x—2, (33)
p
gde je \
.2 "_
p— p +pp ’UOT‘ (34)
my + mo

Eto, na taj i druge na¢ine pokazujemo da obrazac (33) pretstavlja velic¢inu
sile uzajamnog privla¢enja dva tela. Ogigledno je da se ovaj obrazac (33)
znatno razlikuje od klasi¢nog obrasca (19), kao sto se i faktor propor-
cionalnosi (34) znatno razlikuje od koeficijenta proporcionalnosti (24).
To ne treba da izaziva ¢udenja, jer obrazac (34) je izveden bez ikakvih
uslova, a obrazac (24) uz vise uslova, uklju¢ujuéi nerealne hipoteze, i
previda znacaj aksioma dinamike. Za razne uslove kretanja prirodno
je da i obrazac (33) moze dobiti drugu matematic¢ku formu; naves¢emo
nekoliko uverljivih primera.

Primer 4. Vertikalni pad tela na Zemlju. To je ve¢ razmatrani
primer 1. s tim 5to se ovde uzima u obzir i kretanje centra inercije
planete Zemlje. Kao u uslovu (2), eksperimentalno je utvrdena formula

1
= —=gt?.
pP=-54

Pomoéu obrasca sile (33), odredimo silu kojom Zemlja Mase Mz privlagi
telo mase m. S obzirom da je re¢ o kretanju duz rastojanja p brzinom
v = p obrazac (33) se svodi na

Mm
g=—mg

F=-
M+m
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gde je € = §; reda velicine 10~2%, tj. zanemarljiva mala velicina za

odredivanje sile Zemljine teze; ali postoji.

Primer 5. Telo iz primera 4 krece se po zakonu

U tom slucaju, koji podseca na treci Keplerov zakon, sila (33) je

mims 1 43 155
Fo—w—2 2 5 M™% = M= i
my + mo 9 9 p

gde je slovom M oznacena takozvana redukovana masa dva tela

myimesq
M= ——,
my + Mo

Primer 6. Dva tela masa m; ims povezana su oprugom na rastojanju
p koje se menja u toku vremena po zakonu

p = po + ccoswt.
duz ncke prave linije. Pomocu obrasca (33) odredimo silu koja uslovljava
navedeno kretanje. U ovom primeru je v = p, a ubrzanje

p= —wlccoswt = —wz(l) - PO)-

Prem: tome, trazena sila opruge jednaka je
myms o

F=—"—wp— A
my + ma (,0 Po)

Primer 7. Kojom silom planeta mase M, dejstvuje na njen satelit
mase m, koji se kreée ravnomerno po kruznoj putanji na rastojanju
p=r =const..

Saglasno obrascu (33), sledi

P Mpym v* _ Mym (2ar)’T* _ Mym 4_7727'
T M,+mr  My,+m r T M,+m T2

Pokusajmo jos da obrazac (34) svedemo na formulu (19) ili, tacnije
receno, da Njutnovu formulu (19) izvedemo iz naseg obrasca (33).
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Njutnov zakon gravitacije

Pod naslovnim nazivom ili pod nazivom Njutnova sila univerzalne
gravitacije prihvacena je formula (19) u svetskoj literaturi. Nesprorno je
da je Njutn izveo formulu (19) na osnovu Keplerovih zakona o kretanju
glavnih planeta oko Sunca. Zato ¢emo i mi usvojiti te zakone, kao po-
javne, ili kao program kretanja planete mase m i Sunca ¢ija je masa M.
Zapazimo odmah da su Keplerovi zakoni prestavljeni u ravni u odnosu
na polarni koordinatni sistem p,#. U odnosu na taj koordinatni sistem
brzina v?, iz formule (33) svodi se na

vep = * + p°6%, (35)

Zamenom u izraz (34), a zatim u (33), dobija se prostiji oblik formule
sile uzajamnog dejstva dva tela

Imajuéi to u vidu drugi izvod j po vremenu svodi se na

(4] i
A 02 € Cos = C2p p 38
f p pp’ o

Zamenom @ i j iz izraza (37) i (38) u obrazac (36), dobija se:

o __Mom (Czp—p_pCz)

Mo +m\” pp3 ~ T pt
Mgm ofp—p 1 Mgm 1
- C e e DL 39
Mogor +m ( pp? p3) Mg +m~ pp? bt

Kako je po drugom Keplerovom zakonu

_ 2mab

C T
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a parametar elipse

b'z
pP=—
a
to se relacija (39) konaéno svodi na
Mgn
F= _n-p—?j”, (40)
gde j.\
47[.‘2“3

" (Mg +m)T?" (41)

Pogovor 2. Obrazac sile uzajamnog privlagenja planeta i Sunca
(40) odgovara po izgledu obrascu Njutnovog zakona gravitacije (19).
Medutim obrasci (24) i (40) se razlikuju za masu planete. To ima
dalekoseznije posledice za zakljucivanje o valjanosti koeficijenta propor-
cionalnosti k. Obrazac (24) je karakteristican za Sunce, s obzirom da u
njemit figuriSe samo masa Sunca. Obrazac (41) karakteristiéan je u tom
smisli1 za Sunce i odredenu planetu, pa se zato i koristi za Sunéev plan-
etarn! sistem. Neki nasi istaknuti fizicari ne priznaju nikakav obrazac,
ni (24) ni (41) za veli€inu &, nego je smatraju da je to univerzalna kon-
stanta prirode i isnosi K = 6,672 - 107" kg~ tm®s™2, tj. upecatljivije
£ = 1),0000000000672 kilowz;"l’(i'_': ‘::_un oz~ Tako je veli¢ina & prihvadena
od fizicara kao neki dar prirode, koji vazi za ceo kosmos. Neki astrono-
mi® taj isti obrazac (41) nazivaju “gravitacionom konstantom”, ali us-
vajaju njenu naznacenu brojnu vrednost. Prema novijim astronomskim
podacima®; kao §to se vidi, sledi (tabela 2) i racunu po formulama (34)
1 (41) za glavne planete i Mesec dobijaju se brojne vrednosti funkcija x
i k date u tabeli 3.

Pri uporedivanju vrednosti za y i & treba imati na umu stepene nji-
hovih vrelicina, za x 1072% a za £ 10~'!, kao i stepen dimenzije rasto-
janja.

8vidi, na primer: Brki¢ - Sevarli¢, “Opsta astronomija”, univerzitetski udzbenik,
drugo ispravljeno i dopunjeno izdanje, “Nauéna knjiga”, Beograd, 1981., str. 536,
izraz 514.

9Alan D Fiala, General astrophysikal quantities, Artur Cox editor, American In-
stitute of Physics Press, Springer-Verlag, 2000,p. 12; and Kennerh R. Lang, Astro-
physical Data: Planets and Stars, Springer-Verlag, 1991.
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telo masa brzina | poluosa a | ekscentricitet e
10%*kg | 10°m/s 10°m
Merkur 0.33022 47.89 57.9 0.2056
Venera 4.8690 35.01 108.2 0.0068
Zemlja 5.974 29.79 149.6 0.0167
Mars - 0.6419 24.13 227.9 0.0933
Jupiter 1898.8 13.06 778.3 0.048
Saturn 568.50 9.64 1427.0 0.056
Uran 86.625 6.81 2869.6 0.046
Neptun 102.78 5.43 4496.6 0.010
Mesec 0.07348 1.02 384.4 0.0549
Tabela 2
x [10722kg'm?s 2] G 10~ kg 1m?s~2
Merkur 11.530009763 6.675926528
Venera, 6.162068773 6.667358417
Zemlja 4.461522471 6.6744376
Mars 2.927237003 6.6771173131
Jupiter 0.856673545 6.6674902
Saturn 0.467060718 6.6649564
Uran 0.233141020 6.6909141
Neptun 0.148224707 6.6650721
Srednje 3.348253233 6.672425

Navedeni tabli¢ni rezultati dovoljno jasno pokazuju koliko je koefici-
jent & konstantan, da bi mogao biti koeficijent proporcionalnosti izmedu
sile i drugih atributa kretanja. MozZe se prihvatiti konstantom za svaku
planetu ponaosob, ali za sve planete samo kao srednja vrednost nave-
denih konstanata glavnih planeta. Umesto tog komentara, koji se moze
izvesti na osnovu prvog pogleda na tablicu, skrenimo paZnju na zna-
¢ajnije poimanje “koeficijenta proporcionalnosti”. Potsetimo se da se u

Tabela 3
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mateinatici, pa prema tome, i u matematickim naukama koeficijentom
proporcionalnosti naziva jedan te isti imenovani broj, koji pokazuje da
odnos jednih veliccina prema drugim ostaje jedan te ist, ili koji pokazuje
koliko jedninica jednih velicina odnosi se na drugu. Po svom nazivu “uni-
verzalna konstanta gravitacije”, u svojstvu koeficijenta proporcionalnos-
ti, trebalo bi da pokazuje da je odnos sile gravitacije i koliénika proizvoda
masa dva tela i kvadrata njihovog rastojanja od centara masa jedan te
isti za svaka dva tela. Velicina y izrazava odnos sile gravitacije i koliénika
proizvoda masa i pomenutih rastojanja. Dakle odnos drugadijih dimenzi-
Ja, nejo §to je to u velicini &. Koeficijent y ima drugacije fizicke dimenzije
od kocficijenta k. Za uenike starijih razreda srednje gkole, a pogotovo
za studente, je poznato da se radijalno ubrzanje neke materijalne tacke
u polarnom ravanskom koordinatnom sistemu pige u obliku

2. 12 :

a, = j— pb*. (42)
Prema tome formula radijalne sile (36) uzajamnog dejstva dva tela moze
se napisati kao proizvod redukovane mase M = "2 padijalnog

iy -+ma

ubrzanja a,, tj.

MM

F=—""—qa,=Ma,. (43)
: p ¢
my + mao

Ovde. kao sto se vidi, nema koeficijenta x niti xy nego, umesto njih, figu-
rise redukovana masa M. Za Eitaoce koji vise vole, ili koji bolje pozna-
ju vektorski racun, analogno prethodnoj formuli (42) moze se dokazati
opstoje tvrdenje da je sila uzajamnog dejstva dva tela proporcionalna
drugom izvodu vektora rastojanja

pP=rTs —rj; (44)
koji sc proteze od centra inercije jednog tela po praveu rastojanja ka cen-
tru inercije drugog tela. Zaista, rastojanje p posmatyranih materijalnih
tacaki moze se prestaviti kao

p=|lrz — x|
a vektorske diferencijalne jednacine kretanja su

mit; = Fy,

Tn,gi:g = Fg. (45)
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Drugi izvod po vremenu relacije (44) je
p=r1y—1. (46)

Zamenom drugih iszvoda vektora polozaja ¥, i ¥2 po vremenu iz difer-
encijalnih jednacina kretanja (45) u jednacinu (46) dobija se:

. Fy F
p=—2-—. (47)

ma T

Kako iz trete Njutnove aksiome proizilazi da je ¥y = —Fy, prethodna

relacija se svodi na
. my+my
- mimso

FZ)

odnosno
Fo=——p=Mp=-F,, (48)

3to smo i hteli pokazati. Ova formula je kud i kamo opstija od for-
mule (36), te i od (19), jer ubrzanje p u odnosnom ravanskom polarnom
sistemu koordinata je

_d._d . T i 2.
p=2p==(ppo+ppo) == (p—pb)g, + (6 + ppﬂ)go,

gde su g,,gp kordinatni vektori. To pokazuje da vektor ubrzanja ima,
pored komponente radijalnog ubrzanja (42), jo§ jednu komponentu.

Sile upravljanja kretanjem

Ve¢ je pokazano na nekoliko primera kako se moZe odrediti sila ako
su poznati dovoljni atributi kretanja - konac¢ne jednacine programiranog
kretanja, jednatine putanja, zakon brzina, pridodne sile koje dejstvuju
nezavisno od volje programera. Drugim re¢ima, vec smo pokazali kako se
mogu lako odredivati sile za realizaciju programiranog kretanja. A te sile
su upravo sile upravljanja; s takvim silama programiranog kretanja se i
upravlja kretanjem, pa ih zato nazivamo sile upravljanje. Da bi ih lakse
razlikovali od prirodnih sila F, oznatava¢emo ih slovom U, a njihove
koordinate slovom U s indeksima, na primer: U,,U,, U, ili Uy, Us, Us.
Za razliku od njih, prirodne ili poznate sile oznac¢ava¢emo slovom F, a
njihove koordinate, dok ne bude drukéije receno, velikim slovima X, Y, Z.
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Upravljanje kretanjem jedne materijalne tacke mase m, na koju dejstvuje
rezultujuca prirodna sila F = >« Fi, po programu:

f](ﬂ:,y,z) = 01
f2($57 ,Z;,’):‘,:l),é) =0,

ostvarije se pomocu odgovarajuce sile upravljanja, koju treba prethodno
odrediti. Za resavanje tog zadatka ispisacemo osnovne diferencijalne
jednacine kretanja

mi =X+ U,,
mij=Y +U,,
mi=Z2Z+U,. (50)

Ove t1i diferencijalne jednagine drugog reda sadrze, kao sto se vidi, tri
nepoznate sile upravljanja; program kretanja uslovljen je pomocu tri
nezavisne jednacine (49). Da bismo mogli resavati ova dva sistenma
jednatina (49) i (50) treba diferencirati jednacine (49) do drugog izvoda
po nezavisno promenljivoj t. To nas dovodi do sledeéih diferencijalnih

jednacina:
i 0N .,+(9f1 fl

h dt az 81/ + P

a u drugom koraku

5 Of .. O0f .. Ofi .. Ofi. Of. Of .
L : dp 2l gty s g,
h 81z u Dy(’)xly N 920z~ * dr © * dy ¥ dz - '
; _Ofh. Ofs. Ofs. Ofs. Ofr. Of
=gt t it G it gt it 5

: Of- dfs . 8}‘3

o = — 2 —22=0. 51
f3 s 7+ 7 y+ 9z 0 (51)

2 =0,

Zmenom drugih izvoda

1, 1 1
= —(X . ii=—(Y+U,), i=—(Z+U,
—(X+Ua), m( +Uy), 2 —(Z+U:)

iz jednacina (50) u jednacinama (51) dobija se:
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oh (,\+Uw)+%’l—(y+v) + 240,
= _m(aig ok aigxiy - 5zf81:rm.é)’
%f;—'l(x+U$) 6f2(Y+U +2L(z10,)
—m(%f2 +% +—f2-dotz)
%’;ci(xww) %J;’(Y+U) afa(z+U) (52)

Sada je vidljivo da imamo sistem od tri linearne nehomogene jednatine
po silama uptavljanja Uy, Us, Us, tj.

%J: (X+U)+%-(Y+Uy)+%_(z+U) o1,
aafz(X-t-U) %fQ(Y-FU) %fz(Z+U)-‘m¢2’
%fg(X+U) 6f3(Y+Uy)+6f3(Z+U)—0 (43}

gde su:
1 = gy + i + aigz“)
5y 02y Db 0D,

oz 3y 9z -

Prema tome, za uslov da je determinanta sistema A nejednaka nuli, mogu
se lako odrediti U; u zavisnosti od koordinata z,y, 2; &,9, 2 i koordinata
sila X,Y, Z u oliku

=_X42=

A,.
U,

= Ay
U, =-Y + ==,
o A..

A

Umesto daljeg razvijanja navedenih funkcija, navedimo jedan poutan
primer.
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Primer 8. Susret dva tela u ravni. Tesko telo mase m; baceno je
pocetnom horizontalnom brzinom iy, s visine yo = h > 0. Istog trenutka
s mesta y = 0 horizontalnom brzinom dgy krece telo mase my. Kojom
silom U = U,e; +Use, treba dejtvovati na telo mase m» da bi se sudarilo
) pa(l:l.juci’m telom mase m;?.

Resavanje zadatka. Prirodna putanja padajuceg tela u blizini povrsine

Zemlje je parabola
g

-
2ag,

Y= 2* 4 b

Programirana putanja tela mase m» ncka bude

g _» =
9 = ———", 4
B =5 (54)

Programirana horizontalna brzina je
Ty = Zoa. (55)

Dakle, program kretanja tela mase my ¢ine jednacine (54) i (55). Difer-
encijalne jednacine programiranog kretanja su

7n2.'.l:'2 = U;,;,

Mafis = —mag + U,. (56)

Defercnciranjem programiranih jednacina (54) i (55) do drugih izvoda
dobije se

< g .»
Y2 = Z "L‘2 )
Loy

Uporedenjem ovih jednaéina s jednacinama (56) dobija se trazena sila
U, ¢ije su kordinate U, =0, U, = 2myg. Tatka susreta je

o (2h @il N2 hdl
=~ e s
g Ty +Thy Ty + Tho

Za slucaj da je dg; = 2o, tacka preseka putanja je

ha2. h
o - y=—.
g 2
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Prema tome, telo mase my, pokrenuto potetnom brzinom Zoz moze sus-
resti padajuée telo mase m; ako na njega bude dejstovala sila velitine
Uy = 2mag.

Programirano kretanje sistema tela

Ovde ¢emo , kao i ranije, posmatrati tela kao materijalne ili masene
tacke masa mj,ma,...,my ili, krace napisano m,, v = 1,..., 000
smislu te oznake diferencijalne jednaéine kretanja mogu se opisati slicno
sistemu jednaéina (50), tj.

m, %, = X, + Uz,
Myl = Y, + Uyua
myz, = Z, + Usyp. (57)

Po izgledu razlika je samo u indeksu v, koji pokazuje da postoji N tela
u kretanju, pa prema tome i 3N diferencijalnih jednacina drugog reda.
Program moze biti opisan sistemima jednatina:

fu(wu:yuyzu)zog p=1..,k
‘I’i(muayuazu;imﬂmiu)=0, 1:11:]‘:11
‘pj(ivvgwé”) =O: j+1"'ak2;

ili jos
U (X0, Y, 20 Ups, Uy, Us) = 0. n=1,...ks.

Da bi se moglo upravljati kretanjem mehanickog sistema silama upravl-
janja U, program treba da sadrZi potpun sistem od 3N = k+k; + k2 +
k2 + ks nezavisnih jednatina. Dalje resavanje i odredivanje opsteg reSenja
sila upravljanja Uy, Uy, Us, prevazilazi namenu ove knjizice. Radoz-
nali ¢italac moze &itati na visem matematitkom nivou o toj problematici
u autorovoj knizi ” Preprincipi mehanike”!?.

Napomena umesto pogovora. U strucnoj literaturi mehanike
testo se koriste takozvane generalisane sile kao funkcije generalisanih
koordinata, generalisanih brzina ili generalisanih impulsa. Njih prate
Lagranzove jednaéine kretanja druge vrste, kojih moze biti znatno man-
ji broj od 3N jednagina (57). Taj metod Lagranzovih i Hamiltyonovih

10y Vuji¢ié, Preprincipi mehanike, Zavod za udzbenike i nastavna sredstva, Beo-
grad, 1998.
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diferencijalnih jednacina s generalisanim silama, éak se smatra znanjemn
viseg nivoa i modernijeg doba. Ne treba zaboraviti da metod general-
isanih sila ne obuhvata sve fakticke sile kojim je neophodno da se up-
ravlja. $to moze navesti na pogresno zakljucivanje. Kako i u tome pos-
toji nesaglasje na visoko struénom niviu, pojasnimo prethodno tvrdenje
resenjima zadatka da odredimo silu upravljanja, kojom treba dejstvovati
na tesko telo da pada po vertikalnoj kruznoj spirali; uéinimo to na dva
nacini: 1. Kao §to je to ovde ve¢ pokazano, kako bi se matematicki
reklo, u trodimenzionom euklidskom prostoru E® i 2. jednodimenzionoj
konfiguracionoj mnogoobraznosti. Reci “trodimenzioni” i “jednodimen-
zioni” same po sebi pobuduju misao da ¢e u trodimenzionom postupku
biti vise jednacina, te i viSe racunanja, nego u jednodimenzionom. Ta
misao Ce se pokazati tatnom, ali i to da se neée doci do istog zakljutka
o odredivanju sile upravljanja. Pojasnimo i to tvrdenje prethodno po-
mocu jednog prepoznateljnog prostog primera; potom ¢e se lako shvatiti
resavanje zadataka o kretanju po zavojnici..

Primer 9. Kretanje teske materijalne tatke po unutrasnjoj povrsi
vertikilnog glatkog kruznog cilindra. Odredimo silu reakcije unutragnje
povrsi cilindra.

Potnimo prvo da resavamo zadatak pomocu tri Dekartove ortogonalne
koordinate (z,y,z) € E®, a zatim pomoéu dve nezavisne Lagranzove
generalisane koordinate (q1,q2) € M2,

1. Jednacina navedenog cilindra je
f=2+y* - R* =0, (58)

gde je R poluprecnik poprecenog preseka kruznog cinindra. Diferenci-
jalne jednacine kretanja posmatrane tacke u prisustvu veze (58) i uslovu

da je 1ot o “teskom telu” su'l:

WE = /\g—-f = 2)z,

myj = /\a—f = 2\y,

Jy
of _

—myg. 59
B mg (59)

mzZ=—-mg+ A

"yidi, na primer, B. Vujanovi¢, METODI OPTIMIZACILJE, Novi Sad, 1980, str.
1151 116.
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Drugi izvod po vremenu veze f = 0, kao uslov ubrzanja, je
zi +yj = v, vp, =3 +9% (60)
Zamenom drugih izvoda iz jednatina (59) u ovu jednaginu dobijamo
2A(z? +y%) = —-mvl,,
a odatle odreduje se, u smislu (58), dosad nepoznati mnozitelj veze

UZ

A= -m2

2R*

Zamenom u diferencijalnim jednainama (59) nalazimo da su koordinate
sile reakcije veze (58):

2 2

Yzy _ Yzy _
2R2:L‘, Ry = —mﬁy, R. =0,

R, =-m
i, prema tome, velicina R traZene sile reakcije F je

2
o) (61)

F=—(R2+R}+R.)"?=-m .

2. Drugi naéin omoguéava, kao §to je re¢eno, smanjivanje broja neza-
visnih koordinata, te i broja diferencijalnih jednaé¢ina kretanja. Pomoéu
jednagine veze (58), i njenog linearnog uslova brzina, moguée je jed-
nu koordinatu izraziti kao funkciju druge. To svodi dalje razmatra-
nje sistema od dve, umesto tri, diferencijalne jednacine kretanja. Pr-
vo se pristupa transformaciji jednaéina veza na prostiji oblik, pomocu
drugih odgovarajuéih kooordinatnih sistema (neortogonalnih pravolinij-
skih, krivolinijskih: polarnih, cilindriskih, paraboloidnih, bipolarnih,...).
U konkretnom slu¢aju za cilindarske veze prirodno je izabrati cilindarski
sistem koordinata p,#, (. U tom sistemu kordinata za p # 0 zadovoljava-
ju relacije = cosfl, y = psinf, z = (, jednatina veze (58) ima prost
oblik

p = R = const.,

¢ime je eliminisana jedna kordinata, a ostale su dve nezavisne (#,¢) €

M?. Kako u bilo kojem kordinatnom sistemu mogu biti izabrane dve

nezavisne kordinate, uobi¢ajeno je da se se one obelezavaju slovima
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¢',¢"; u ovom slucaju to su: ¢q' = 6,¢> = ¢. Pri tom sc ne zabo-
ravljuju razne dimenzije generalisanih kooulmdta U ovom slucaju to
sw: dimg' = @, dim¢ = L. Nezavisnim koordinatama polozaja na

mnogoobaznosi M? odgovaraju dve kovarjantne kordinate sila Q; :=
(o, )2 := Q¢, koje obi¢no nazivamo generalisanim silama. Ove sile ne
obuhvataju sve sile koje dejstvuju na objekt kretanja. U konkretnom
slucaju razmatranoga primera, u kojem je X = R,,Y = R, gencralisane
sile si:

dor 9y _ ly

Qo=Xgg+Y¥s5=-

= R? cosfsing + R?sinf cosf) =

Q¢ = Y:g—z = —mg.

Dakle, u ovom metodu generalisanih Lagranzevih koordinata izgubila se
reakcija veze (61). U slucaju pretpostavke da jednacina (58) ne pret-
stavlja povrs cilindra, nego da je deo programa zavojnog kretanja, to
ocigledno ne bi dovelo do Zeljenog odredivanja sila upravljanja kretan-
jem. Ne sme se izgubiti iz vida da se pomou generalisanih sila oslo-
badaino od reakcija geometrijskih veza, a generalisane sile se dobijaju
na osnovu sila pojavnog ili programiranog kretanja u E* ili E*Y pomocu
istih linearnih transformacija, koje koordinate vektora brzine preslikava-
ju iz prostora TE? na potprostor TM?. To nikako ne znaci da se ne
mogu koristiti Lagranzove diferencijalne jednacine druge vrste, ali se ne
sme izgubiti iz vida, kako su one nastale. Analogno uovom poznatom
primcru odredivanja reacije veze, sada ¢ée se lako razumeti slede’ci slieni
primer upravljanja kretanjem.

Primer 10. Programirano zavojno kretanje. Programirajmo ravno-
merno uspinjanje teskog tela (kao materijalne tate) mase m po zavojnom
putu s, oblika!?

T=rcosws, y=rsinws, z=hws, (62)
gde su @ = (r? + h?)712 5 = vt,v = canst.,r = const., a h = const.
je korak zavojnice, tj. rastojanje zz — z; = h pri jednom punom ZAVOjll.
Diferencijalne jednacine kretanja su kao (57), odnosno

mE=Us,
mj = Uy,
mz = —-mg+ U.. (63)

12Vidi, na primer, N. Blazi¢ i N. Bokan, UVOD U DIFERENCLJALNU GEO-
METRIJU, Matematicki fakultet, Beograd, 1996; str. 12,
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Drugi izvodi po vremenu relacija programa su:
# = —w?§® cosws = —wiviz, j= —wvly, £=0.

Zamenom ovih koordinata ubrznja u jednacine (63) dobija se

U, = -mw?v’z,
Ly = —mwtvly,
U, =my.

Prema tome, veli¢ina trazene sile upravljanja, pod &ijim bi se dejstvom
telo ravnomerno uspinjalo putanjom kruzne zavojnice, je

U= m(g2 _ w4v4,’.2)1/2.

Za slucaj da se trazi sila upravljanja padanjem tela putanjom kruzne
zavojnice brzinom z = —gt, g = const. sila upravljanja je kao i sila (61).
Zaista, jednacina kruzne zavojnice moZe se napisati u vidu konacnih
jednagina kretanja

r=rcoswt, y=rsinwt, z=—1/2gt%

a diferencijalne jednagine kretanja su kao jednacine (63). Drugi izvodi
koordinata z,y, z po vremenu su:

i=—rw?cost = —rwlz, §=-—rw’sinwt= -y, i=-g.
Zamenom ovih koordinata ubrznja u jednacine (63) dobija se

= —mw’z,

Us
Uy = —mw?y,
U. =0,
pa sledi da je trazena veliCine sile upravljanja
2

T
U= —mw2'r = —m—-y,
r

Sto je identi¢no sili (61).
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Ponovimo, ne bez razloga, da bi se pri upotrebi generalisanil nezavis-
nih koordinata, a s njima i Lagranzovih diferencijalnih jednacina druge
vrste, izgubila sila

Upy = — (U2 +U2)"? = —mRuw?,
jer su generalisane sile:

Jx dy
r .1l
59 T Uvag

= mwR(cosBsinf — sinf cost) = 0,

Q¢ =—-myg

a bez navedene sile U,, ne moze se ostvariti programirano kretanje po
zZavojuici.

To nikako ne znaci da Lagranzove jednacine druge vrste nisu tacne
ili da nisu upotrebljive; tatne su za razmatranja na mnogobraznosti-
ma. Veoma su pogodne za razvijanje teorije kretanja na konfigura-
cionini mnogobraznostima, tangentnim prostorima, podobraznostima,...,
ali prethodno treba raséistiti sa znacenjem u mehanici tih matematickih
pojmova. Ostaje jos donekle na snazi primedba: zar realizovana kre-
tanja na Zemlji i u Sun¢evom sistemu i svakodnevna tehnicka praksa ne
potvriuju veliku tacnost standardne teorije klasiéne i nebeske mehanike?
Odgovor je prost: svakako da potvrduju, ali na osnovu stvarnih znan-
ja mehanike i stalnih proutavanja, a ne na osnovu sobom opsednutih
poiminja teorije. Mehanika je, pre svega, nauka o kretanju realnih tela;
tacna je koliko i matematika i to tako, sto se pored matematickih dokaza,
trazi hotvrda realnog stanja kretanja tela u prirodi i tihnickoj ljudskoj
praks.. Nauéne istine nisu dogme, ma od koga da su saznane. Nauka
proverava i svoje i nametnute istine. Svakim otkricem novih nepobit-
nih soznanja nauka menja ili dopunjuje svoje teorije. Sam Isaalk Njutn
je u svom IV pravilu umnog zakljucivanja u fizici napisao: “U ekspe-
rimentalnoj fizici predlozi (turdenja), izvedeni na osnovu saznanih po-
java pomocu sakuplienih tacnijih informacija, ne mareéi na mogucnost
oponentskil predloga, treba da budu wvaZeni za istinitije u tacnosti ili
priblizno tacnim, dok se ne otkriju takve pojave, kojim se oni jos vise
utaénjavaju ili se pak podvrgavaju razmatranju za odbacange.”
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