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Predgovor

Ovaj tekst obuhvata predavanja iz predmeta Matematicka logika. Namenjen je pre
svega studentima informatike Prirodno-matemati¢kog fakulteta u Novom Sadu. Nastao
je iz moje knjige “Predavanja iz matematic¢ke logike i algebre”Novi Sad 1998.

Knjiga sadrzi 3 poglavlja. Tekst sadrZi i brojne primere i uradene zadatke. Sve to
treba da omoguéi brZe i lakSe usvajanje gradiva. Deo gradiva obrajen je u knjizi G.
Vojvodi¢, B. Sobot: “Zbirka zadataka iz matematitke logike i algebre” Univerzitet u
Novom Sadu, PMF Novi Sad, Novi Sad 2003. Takode, i okviri u kojima su izloZeni
pojedini delovi teksta, uslovljeni su fondom ¢asova, pa Citaoce koji ih Zele proSiriti
upucujem na literaturu navedenu na kraju knjige. Iz tih knjiga preuzeti su neki zadaci,
tvrdenja, kao 1 neki primeri.

Posebnu zahvalnost dugujem Viktoru Kuncaku, iz ¢ijih belezaka sa mojih predavanja
je nastao ovaj tekst. Viktor Kuncak je tehnicki obradio tekst, dao brojne korisne sugestije
i pazljivo proverio reSenja zadataka. Njegovom zaslugom je proSiren odeljak 2.7.7 u
odnosu na izvorni tekst predavanja.

Zahvaljujem sc recenzentima na korisnim komentarima i primedbama koje su mi
ukazali nakon paZljivog Citanja rukopisa.

U Novom Sadu, oktobar 2007. Gradimir Vojvodié
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Glava 1

Iskazni racun

1.1 Operacije sa iskazima

Iskaz je re€enica koja ima smisla (taj smisao se naziva sud) i koja je u pogledu tacnosti
ili ta¢na ili lazna. Da je iskaz taan obeleZavamo sa T, a da je netaan sa L.

Primer 1.1 RecCenica 2 + 2 = 4 je taan iskaz. Recenica 2 - 3 < 35 je netacan
iskaz. Refenica “Video sam dete sa drugog sprata” nije iskaz, jer je neprecizna. Izjava
Epeminida sa ostrva Krita “Svi stanovnici Krita laZu” nije iskaz jer joj nc mozemo
dodeliti istinitostnu vrednost. Hipoteza Golbaha (C. H. Golbach) (“Svaki paran broj
vedi ili jednak od Cetiri moZe sc napisati kao zbir dva prosta broja” jeste iskaz, jer ima
istinitosnu vrednost T ili |, samo §to nam ta istinitosna vrednost nije poznata. A

Iskaze ¢emo oznacavati slovima p, q, r, ... Takode umesto “ako i samo ako” piSemo
“akko”.

Definicija 1.2

Disjunkcija redom iskaza pi ¢ je iskaz “p ili ¢, u oznaci p V g, koji je tacan akko je bar
jedan od iskaza p, ¢ tacan.

Konjunkcija redom iskaza p i ¢ je iskaz “p 1 ¢, u oznaci p A g, koji je taan akko su
oba iskaza p i g taéni.

Implikacija redom iskaza p i ¢ je iskaz “ako p onda q”, u oznaci p = ¢, koji je netacan
akko je p tacan, a ¢ netaCan.

Ekvivalencija redom iskaza p1i ¢ je iskaz “p akko ¢”, u oznaci p < ¢, koji je tacan akko
su ili oba iskaza ta¢na ili oba iskaza netaCna.

Negacija iskaza p je iskaz “ne p”, u oznaci —p, koji je tacan akko je p netaCan iskaz.
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1.2 Iskazne formule

Neka je Var = {p1, ...,pn,...} prebrojiv (videti odeljak 3.4.3) skup iskaznih
slova (promenljive), A, V, =, <, = logicki veznici, a T 1 L logicke konstante (logicke
konstante se mogu, a ne moraju uvoditi kao deo iskaznih formula).

Definicija 1.3

1. Iskazna slova (i logi¢ke konstante) su iskazne formule.

2. Neka su A i B oznake za iskazne formule. Tada su iskazne formule i (A A B),
(AV B),(A=B), (A< B)i(—A).

3. Iskazne formule se dobijaju samo kona¢nom primenom pravila 11 2.

Definicija 1.4 Formula D je podformula formule C akko je D formula koja je deo
formule C.

Usvajamo slededi dogovor o brisanju zagrada:

e spoljne zagrade se briSu;
e operacijama dodeljujemo razli¢it prioritet: — vezuje najjace, A1V slabije, a = i
< najslabije.

Primer 1.5 —p V g=r znali (((—-p) Vq) =7r). A

1.3 Iskazna algebra

Definicija 1.6 Nekasu | i T dva razli¢ita znaka. Uredena Sestorka
({T7 J‘}’ /\7 \/7 :>7 <:>’ _|)

naziva se iskazna algebra ako su A, V, =, < biname operacije skupa {T, L} date
tablicama

AT L v|[T 1L =|T 1 [T 1
T|T L T[T T TI|T L T[T L
1L L 17T 1L T T L)L T

a - unarna operacija data slede¢om tablicom.

1

T 4L
LT

Prioritet operacija odgovara prioritetu logickih veznika u iskaznim formulama. Svako
preslikavanje {T, L}" — {T, L} naziva sc n-arna operacija iskazne algebre. Osim
navedenih operacija, u iskaznoj algebri se Cesto posmatraju i sledeée dve:

zty=-(zAy) (Seferova (Sheffer))
zly=-(zxVy) (LukasijeviCeva (J. Lukasiewicz)).
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1.4 Odnos iskaznih formula i iskazne algebre
Iskazne formule interpretiramo u iskaznoj algebri.

Definicija 1.7 Valuacija « je preslikavanje Var — {T, L} koje iskaznim slovima do-
deljuje vrednosti iz skupa { L, T }.

Definicija 1.8 Vrednost formule A u valuaciji o, u oznaci v, (A), definisana je na slede¢i

Vo (Pi) = a(p;), za iskazno slovo p;;
va(A A B) = vo(A4) A va(B);

va(AV B) = vo(A4) V ue(B);

vo(A= B) = vo(A) = vo(B);

v (A& B) = vo(A) & vo(B);

Vo (—A) = v (A4).

Napomena 1.9 Postoji bitna razlika izmedu oznaka A, V, = i < koje se javljaju sa leve
i desne strane definicije 1.8. U formuli A A B oznaka A se javlja kao logicki veznik, tj.
element azbuke koji se koristi pri izgradnji formula kao nizova simbola, dok sa desne
strane A predstavlja logi¢ku operaciju kao preslikavanje A : {T, 1}? — {T, 1}, koje
zbog preglednosti piSemo u infiksnom obliku. ¢

Napomena 1.10 1z definicije sledi da v, (A) zavisi samo od vrednosti a(q1), ..., a{qx)
gde su q, . .., q; promenljive koje se javljaju u formuli A. Formulu Cije su promenljive
medu promenljivim ¢y, . .., g, oznacavamo sa A(q1, ..., qg). ©

Interpretacijom u iskaznoj algebri iskaznoj formuli A(qy, ..., q;) dodeljujemo fun-
kciju
AT, LY = {T, 1}

za koju vazi

Az, .. o) = valAlqr, - Gr))
gde je a valuacija za koju vaZi a(q;) = z; zai € {1,2,...k}. Ako je data formula
Alq, .-.,q;) 1 By, ..., By su proizvoljne iskazne formule, tada sa A(Bj, ..., Bg) o-
zna¢avamo formulu koja je dobijena od formule A(qq, ..., qr) zamenom iskaznih slova
q1, .-, qr redom formulama By, ..., Bg. Formula A(Bj, ..., B}) sc naziva instanca
formule A(qy, ..., qr)-

Napomena 1.11 Umesto da formulu oznatimo sa A(z), a kasnije rezultat zamene pro-
menljive z formulom F' oznacavamo sa A(F'), moZemo koristiti oznaku Az / F] za rezul-
tat zamene promenljive x formulom F'. Prednost ovakvog zapisa je $to za datu formulu A
ne moramo znati koje se sve promenljive u njoj javljaju. U tom slucaju [x/ F] funkcioniSe
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kao preslikavanje skupa formula u skup formula. Ovo preslikavanje formuli A pridruzuje
formulu A[z/F] i naziva se zamena. U opstem slucaju, ako su ¢, ..., g, proizvoljna
medusobno razlicita iskazna slova, tada definiSemo zamcnu koja formuli A pridruzuje
formulu A[q1/F1,...,qn/Fy] ukojoj su sve pojave promenljivih ¢, ..., g, zamenjene
redom formulama F, . . ., F,,. Definiciju zamene moZemo precizirati slede¢im jednakos-
tima:

1/ Fi, ..o qn/Fy] = F; zal <i<n

akoz & {q1,...,qn}

qi19
*EQ1/F17“'7qTL/F

la ]
[ ]

(= A)[Ql/Fla--an/F}:_‘( g1/ FL, ... an/ F))
(A/\B)[Ch/Fla--an/F}:A[(h/Fla -~7Qn/Fn}AB[Ql/Fla--an/Fn]
(AV B)[qi/F1,....qn/Fn] = Algi/Fr, .- qu/Fp] vV Blau/Fu, ..o qn [ Fy)
(A= B)lqi/Fi,. . qu/Fa] = Algi/F1, ... qu/ Fu] = Blai/Fi, ..., qn/ Fy)
(Ae B)q/Fi,...,q0/Fu] = Alg1t/F1, - an/ Fol © Bla [ Fy, - qo ) Fl.

o

Definicija 1.12 Formula A je rautologija, u oznaci = A, akko za sve valuacije « vaZi
ve(A) =T.

Tautologije opisuju zakonitosti matematiCke logike i zakljucivanja uopste, i upuéuju na
pravila koja se koriste u dokazivanjima.

Primer 1.13 Sledeca tablica pokazuje da, bez obzira koje vrednosti valuacija dodeljuje
promenljivim p i g, vrednost formule (p=q) <(—-p V q) je T. Zato je ova formula
tautologija.

P=9q (p=q) e(-pVag)

H || ]
Al -] ]
| A=V
S
AT
L

4
T
T
T
T

U nastavku navodimo spisak nekih tautologija.

l.p=p

2.pV-p (zakon iskljuéenja treeg)
3. =(pA-p) (zakon neprotivrecnosti)
4. -—p=p (zakon dvojne negacije)
5. p=(p=4q

6.

(—=p=—q)=(q=0p) (zakon kontrapozicije)
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7. (p=(g=r)=p=9=>@p=r))
8 (pAp) &p; (pVp)ep (zakon idempotencije)
9 pAghT)S(PAQ AT
10. pAg&SqgAD (zakon komutativnosti za A1 V)
1. pA(pVq) < p; pV{pAqg)ep (zakon apsopcije)
12. pA{gVr)spAq V{pAT) (distributivnost A prema V)
13. =(pAqg)e-pV g =(pVq)e-pA—g (De Morganovi zakoni)
4. p&p
15. (p=g A(r=s)=(pPAr=qAs)
16. (p=gn(ger)=per)
17. (peg ANres)=((pxr) e(gxs))
gde je * € {A,V,=, <} proizvoljan logicki veznik
18. pA(p=q)=q
19. (p=qrr)e(lp=ag A p=r))
2. (pvg=r)e(p=r) Alg=1)
21. pA—~qg=>rA-T)e(p=9q)
22. (-=p=rA-r)=p
23. pAg=r)epA-Tr=9q)
24. (p=q)=(-pVy
25. pvT T, pATE&p
26. (pVv1)ep; pAl)eL
21. peq) < (lp=9 Ag=p))
28. pA(gAT)e(pAg) AT pV{gVr)e(pVeVr

Tvrdenje 1.14 Ako = Ail= A= B onda |= B.

Dokaz. Neka je o proizvoljna valuacija. Posto |= A, vaZzi v, (A) = T. Iz = A= B
sledi vo(A=B) = T. Tada je, prema definiciji 1.8, (vo(A) = vo(B)) = T t.
(T =v4(B)) = T. Odatle prema tablici za implikaciju sledi v,(B) = T. Posto je
«a bilo proizvoljno, sledi da za svako « vazi v,(B) = T. Dakle = B. »

Sledeée tvrdenje pokazuje da su instance tautologija tautologije.

Tvrdenje 1.15 Neka je A proizvoljna formula, qq, ..., qp razlicite promenljive, a Bj.
..., By proizvoljne iskazne formule. Tada ako

=4

onda
‘: A[Ql/Bh' .. 7Qk/Bk:]
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Dokaz. Neka je « proizvoljna valuacija. PoSto svaka od formula B; uzima vrednosti
iz skupa {T, L}, posmatrajmo valuaciju ¢ datu sa o/(g;) = vo(B;). Kako je formula
Algi/B1,. .., qr/ B dobijena zamenom svih ¢; odgovarajuéim B;, vazi

va(Alg1/B1, ..., qx/Bk]) = v (4)
$to se moZe proveriti i indukcijom po broju logickih veznika u formuli A. Posto = A,

toiza o vaZi vy (A) = T. Zato i vy(Alg1/Bi,--.,qk/Bx]) = T. Posto je a bila
proizvoljna valuacija, sledi = A[q1/B1,...,qr/Bk]. =

Tvrdenje 1.16 Neka su A i B proizvoljne formule i neka je F'(A) formula koja ima kao
svoju podformulu formulu A. Tada
= (Ae B)=(F(A) = F(B))

gde je F'(B) dobijena od formule F'(A) zamenom podformule A formulom B.

Dokaz. Neka je « proizvoljna valuacija.
l. vo(A < B) = L. Tada na osnovu osobina implikacije direktno sledi

va((Ae B)=(F(A) & F(B) = T.

2. vo(A< B) =T. Tadaje

pa je
va(F(A)) = F(va(4)) = F(va(B)) = va(F(B))
gde je F funkcija iskaznog raduna dobijena interpretacijom svih delova iskazne

formule osim formule A. Odatle po definiciji ekvivalencije sledi v, (F(A) < F(B))
T, paje i cela implikacija tatna.
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Napomena 1.17 Prethodni dokaz se moZe sprovesti i indukcijom po broju logickih
veznika u formuli F'(A). o

Primer 1.18 Neka je ® oznaka za formulu p A (¢ A7) <7 A (p A g). Pokazaéemo da je
® tautologija. Oznaclimo prvo sa ¥ tautologiju 9:

pA(gAT)S(PAG AT

Ako na tautologiji 10 primenimo zamenu [p/(p A q), ¢/r] dobijamo formulu
pAgNreTApAg)

koja je prema tvrdenju 1.15 takode tautologija. Prema tvrdenju 1.16 vaZi

FllpAg ArerAlpAg)
=(pAgnr)ergAr)epilghr)eripAg)),
pa prema tvrdenju 1.14 dobijamo
Frlgnr)epArg Ar)epnlghr)srApAg)
tj. = ¥ < ®. Neka je « proizvoljna valuacija. Kako je v, (V< @) = T, sledi
Vo(V) v, (P) =T.

Formula ¥ je tautologija, pa v, (W) = T, odakle dobijamo v, (®) = T. Posto je « bila
proizvoljna valuacija, sledi = ®. Time smo dokazali da je ¢ tautologija. A

Napomena 1.19 Primenom sli¢nog postupka kao u prethodnom primeru moZe se pokazati
daistinitosna vrednost v, (A) formule A ne zavisi od redosleda podformula koje ucestvuju
u konjunkcijama formule A. Sli¢no vazi i za disjunkciju. To nam omoguéava da izostavl-
jamo zagrade u formulama kada nam je bitna samo istinitosna vrednost koju one uzimaju
pri datoj valuaciji. Tako umesto (p A (¢ A r)) A s moZemo pisati samop AgAr As. o

Primer 1.20 (Interpolaciona lema Krejga za iskazni racun). Neka je A V B tautologija.
Tada postoji formula C' &ija se iskazna slova pojavljuyjuiu Aiu B takvadasu AV C
i =C'V B tautologije. (Uputstvo. Dokaz je indukcijom po broju iskazanih slova koje sc
pojavljujuu Aalineiu B.) A

1.5 Metode za dokazivanje tautologija

1.5.1 Tabli¢éna metoda

Istinistosna vrednost date iskazne formule zavisi samo od interpretacije iskaznih
slova koje u njoj uestvuju. Iskazna slova uzimaju vrednosti iz skupa {T,L}. Ako
suqi, ...,q iskazna slova formula A tada ona mogu uzeti 2 razli¢itih vrednosti. Ovaj
postupak za proveru da li je formula iskaznog racuna tautologija se sastoji u proveri
istinitosne vrednosti iskazne formule A u svih 2 slu¢ajeva, §to sc prikazuje tablicom
(primer 1.13).
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1.5.2 Svodenje na protivre¢nost

Da bismo proverili da li je iskazna formula A tautologija, pretpostavimo da A nije
tautologija, tj. da je za neke vrednosti iskaznih slova netacna, i traZimo vrednosti koje
iskazna slova moraju imati da bi formula bila neta¢na. Ukoliko pronadjemo bar jedan
takav niz vrednosti za iskazna slova, to je primer koji ukazuje da formula nije tautologija.
Ako sc dokaze da takve vrednosti nc postoje, onda je pokazano da je ta formula tau-
tologija. Ovaj metod je naroito pogodan ukoliko formula sadrZi veliki broj implikacija,
jer ako je implikacija p = ¢ netacna, onda p mora biti tatno, a ¢ netacno.

Primer 1.21 Proverimo dalije = (p=(¢=r)) =((p=¢) =(p=r)). Pretpostavimo
suprotno: da je za neke vrednosti p, ¢, r vrednost formule L. Tadav,(p=(¢=7)) =T i
vo((p=q)=(p=r) = L. Iz poslednje jednakosti sledi v, (p=¢q) = T iva(p=7r) =
l,paalp) = Tia(r) = L. Izv,(p=q) = T tadasledi a(q) = T. No tada je
va(p=(qg=r)) = L $to je kontradikcija. Dakle (p=(q=r))=((p=q)=(p=7r))
je tautologija. A

1.5.3 Svodenje na konjunktivni oblik

Ovaj metod se zasniva na tautologijama

l. (A B)e((A=B)A(B=A));

2. (A= B)&(-AV B);

3. (=(AV B))e(-ANAN-B);

4. (=(ANB))&(—AV -B);

5. (—4) e 4

6. (AV(BAC))<((AVB)AN(AV(O)).
Neka je Fo(q1. ...,qr; <, =, A,V,) formula ¢ija su iskazna slova ¢, ..., qg. Pri-
mcnom tvrdenja 1.16 i tautologije 1 na sve podformule formule Fj oblika A < B do-
bijamo formulu Fi(qy, ..., qr; =, A,V, ) koja ne sadrZi <, a ekvivalentna je sa Fj

(ima istu istinitosnu vrednost kao i Fj bez obzira na vrednosti u€estvujuéih promen-
ljivih). Primenom tvrdenja 1.16 i tautologije 2 na F) dobijamo ekvivalentnu formulu
EFy(qq, ..., q; N, V, ). Primenom tautologija 3, 4, 5 i tvrdenja 1.16 dobijamo formulu
F3 u kojoj se negacija javlja samo uz iskazna slova. Ako primenjujuci tautologiju 6 u
formuli F3 potreban broj puta zamenimo podformule oblika AV (B A C') podformulama
(AV B) A (A vV C), dobijamo formulu Fy u obliku

My ANMsN...NM,

gde je svaki M; oblika a;, V aj, ... V a,; gde su a;; iskazna slova ili njihove negacije.
Za Fy kazemo da je u konjunktivnom obliku. Fj je tautologija akko su sve formule M;
tautologije, a to vazi akko se u svakoj od formula M; javlja neko iskazno slovo p zajedno
sa svojom negacijom —p. Posto su formule Fj i1 Iy ekvivalentne, time utvrdujemo i da li
je pocetna formula tautologija.
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Primer 1.22 Dokazimo da je formula (p = g A —¢) = —p tautologija. Svodenjem na
konjuktivni oblik dobijamo sledeéi niz ekvivalentnih formula.

(p=(g A —q)=p,
—pV (g A—g)=—p,
~(=pV (gA—q))V —p,
——p A =(gA—g)V -p,
pA (=g V —=q)) V —p,
pA(=qVq)V p,
pVp) A(—gV gV p).

(
(
(
(

Poslednja formula je ta¢na u svim valuacijama, pa je tautologija. Kako je ona ekviva-
lentna polaznoj formuli, i polazna formula je tautologija. A

Primer 1.23 Ispitajmo da li je tautologija formula
((pVg)Ar)V(=rAp).
Svodenjem na konjunktivni oblik dobijamo formulu
(pVaV-r)A{pVaVp)A(rV-r)A(rVp)

koja je ekvivalentna sa (p V ¢V —1) A (p V q@) A (rV =r) A (r V p). Vidimo da ve¢
prva disjunkcija ne sadrZi nijedno slovo zajedno sa njegovom negacijom. Zato mozemo
definisati valuaciju u kojoj je ta disjunkcija netacna:

afp) = 1
alg) = 1L
afr) = T

Kako je netacna prva disjunkcija, i cela formula je netatna. Tako smo nasli valuaciju za
koju polazna formula nije tacna, pa ne moZe biti tautologija. A

1.5.4 Diskusija po iskaznom slovu

Diskusija po iskaznom slovu sc zasniva na sledecoj posledici definicije tautologije:
F(qi, ...,q1-1,q;) je tautologija akko su obe formule F(q1, ...,qx—1, T) 1 F(q1,
.+, qg—1, L) tautologije.

Primer 1.24 Ukoliko vr§imo diskusiju po iskaznom slovu p, dobijamo da je formula
A(p, q,r) data sa
p=@g=r)=(p=9)=p=r))

tautologija akko
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. E(T=(¢g=r))={(T=¢q)=(T =r)). stoje tatno jer je
V(T = C) = v,(C)

za svaku formulu C, a (¢ = r) = (¢ = r) je instanca tautologije p = p,
2. =(L=(g=r)={(L=9q9) =(L=r)). 5to]je, s obzirom da je

vo(L=C) =T,
ekvivalentnosa |= T =(T = T).

A

Zadatak 1.25 Neka je F(qq,...,qn; <) iskazna formula koja sadrZi promenljive g,
.., @qn 1 ne sadrZi druge promenljive, a od logi¢kih veznika sadrZi samo <. Dokazati da
je F tautologija akko se svako iskazno slovo javlja paran broj puta.

ReSenje. Na osnovu istinitosne tablice za logicku operaciju < lako se proverava da su

formule
(Ae(Be(O)e((AeB)<0)
(Ae B)e(Be A)
tautologije. Primetimo takode da vaZi v, (p<p) = T i (T <) = z. Oznatimo sa p"
formulu
pEpe S,
n

Ako je n = 2m paran broj, tada je

va(me) =v(pep)e v pep =T -oT=T.

m
Ako je n = 2m + 1 neparan broj, tada je

2m+1)

Va(p =0, (p”™) S va(p) = T & a(p) = afp).

Takode je jasno da za valuaciju za koju vaZi a(p) = T vaZi
vt ) =TT - oT=T.

Nekaje F'(q1, ..., qn; <) proizvoljna formula koja sadrzi promenljive ¢1, .. ., g, i ne
sadrzi druge promenljive, a od logickih veznika sadrzi samo <. Tada se primenom aso-
cijativnosti 1 komutativnosti ekvivalencije i tvrdenja 1.16 formula F' moZe transformisati
u njoj ekvivalentnu formulu F:

k k: K
q11<:>q22@...@qn
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pri Cemu se svaka od promenljivih javlja jednak broj puta u formulama F'i F’. (GrupiSemo

ista iskazna slova u formuli.) Pokazacemo da je formula F” tautologija ako su svi brojevi

k1,...,kp pami, a nije tautologija ako je neki od brojeva k1, .. . , k, neparan.
Pretpostavimo da su svi brojevi k1, .. ., k, parni. Tada za svaku valuaciju o imamo

Vo(F)=va(d) & v ) =Te - oT=T,

pa je F' tautologija. Pretpostavimo sada da je za 1 < i < n neki k; neparan. Posmatra-
jmo valuaciju « datu sa

_JL1, akojep=g;
op) = {T, inace.

Tada je

k k; ks k; I
'Ua(FI) = Uoz(‘]ll)@'"@Ua(qi_ll)@va(qi ) & va( i+‘11)<:>"'<:>va(QfL )
=Te - oTsa(g)eTes T

=a(q) = L.

Dakle F' nije ta¢na za valuaciju «, pa nije ni tautologija. Prema tome, F” je tautologija
akko se svaka od promenljivih javlja paran broj puta. Formula F' joj je ekvivalentna i
svaka od promenljivih se javlja u F' i F' isti broj puta, pa je i F' tautologija akko se svaka
od promenljivih u F' javlja paran broj puta. m

1.6 Kanonske forme

Videli smo da svakoj iskaznoj formuli F'(q1, ..., g, ) interpretacija dodeljuje funkciju
F(xq,...,1,) koja predstavlja n-armu operaciju iskazne algebre. PokazaCemo da vaZi i
obrnuto: za svaku funkciju f : {T, L}" — {T, L} postoji iskazna formula F' tako da je
F = f. Funkcija f se naziva istinitosna funkcija.

Definicija 1.26 Neka je p iskazno slovo, a « € {T, L}. Tada je p® definisano sa

T
p =D
1

Tvrdenje 1.27 Neka je f : {T,L}" — {T, L} istinitosna funkcija iskazne algebre.
Tada

flzy, . o) = \/ (flag,...;an) Nz{P A Aaprm).
(@1 yeensttn )E{T, L}
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Dokaz. Neka je (01, ...,0y,) € {T, L}" proizvoljna n-torka vrednosti iz { T, L}. Tada
B = T akko f; = oy, paje

T7 a1:ﬁ17"'7an:/6n;
1, inace.

P g =
Otud
\/ (f(ah"wan)/\ﬂ?l/\'”/\/Bgn)

(a1 ey )e{T,L}"
=1V---VLVFB,....0)VL---VL

:f(ﬁ1776n)

Formula koju smo pridruZili istinitosnoj funkciji u prethodnom tvrdenju sadrZi i
znake T 1 L. Odgovarajucu formulu koja nc sadrzi T 1 L dobijamo na sledeci nacin.
Ukoliko funkcija f uvek uzima vrednost | tada joj pridruZimo formulu p A —p za
proizvoljno iskazno slovo p. Neka je sada funkcija f takva da bar za jednu uredenu
n-torku (B, ..., B,) uzima vrednost T. Prema prethodnom tvrdenju je:

flzy, . o) = \/ (flag,...;an) Nz{P A Aaprm).
(@1 yeensttn )E{T, L}

Postoje LAz A--- Az = 1, ikako L Vy =y za svako y, vrednost izraza sa desne

strane se nece promeniti ukoliko uklonimo sve ¢lanove za koje je f(aq, ..., a,) = L.
Ako je pak f(aq, ..., an) = T, tadaumesto T A i A -+ A 2% moZemo staviti samo
PPN A Zato je

f($17"'7$’n): \/ (x(fl/\/\x%n)

flot,enan)=T

Za poslednju formulu kaZemo da se nalazi u disjunktivnoj kanonskoj formi.

Svaku formulu moZemo predstaviti i u konjunktivnoj kanonskoj formi, na sledeéi
na¢in. Neka je [ proizvoljna n-arna istinitosna funkcija. Ako f uvek uzima vrednost
T, tada je moZemo predstaviti formulom p V —p. Pretpostavimo da f uzima vrednost
L bar za jednu n-torku (81, ...,8,). Tadajei f'(z1, ..., zn) = =f(z1, ..., 7p) N~
arna istinitosna funkcija koja bar za tu istu n-torku uzima vrednost T. Stoga prema
tvrdenju 1.27 vazi

—f(z1,...,2n) = \/ (=f(o, .. ,an) AT A Az,
(@1 yeensttn )E{T, L}

Ukoliko primenimo negaciju na obe strane formule dobijamo:

flzy, ... mp) = /\ S(=f (s an) AN AT
(a1,..0m)e{T,L}"



1.6. KANONSKE FORME 19

- /\ (f(ah"-van)v_‘m?l\/~~~\/—|:E701m)
(alr--:an)E{T,L}”

= MV VO,
/\ ( 1 n
f(Oél,...,Oén):L

Za poslednju formulu kaZemo da je u konjunktivnoj kanonskoj formi.

Zadatak 1.28 Odrediti sve do na ekvivalenciju iskazne formule A koje sadrZe promen-
ljive p i ¢ 1 ne sadrZe druge promenljive, a za koje vazi

EpAqgepA A
Resenje. Uslov |= p A g &(p A A) vaZi akko za svaku valuaciju « vaZi
va(PANqgEPpNA) =T
Sto je ekvivalentno sa
a(p) Aa(q) = alp) Ava(4) =T.
Za a(p) = T ovaj uslov se svodi na
a(q) S va(A) =T,
a on je ekvivalentan sa uslovom v, (A) = a(q). Za a(p) = L uslov se svodi na
led

koji trivijalno vaZi. Prema tome, formula A zadovoljava uslove zadatka akko vaZi
vo(A) = alq) za svaku valuaciju za koju je a(p) = T. Istinitosna tablica formule
A stoga izgleda ovako.

Pri tome su z i y proizvoljni elementi skupa { T, L }. Zarazli¢ite vrednosti z i y dobijamo
4 istinitosne funkcije. Njima odgovaraju 4 neekvivalentne formule:

| v | A
(PAQV(mpAQV (~pA—g)

pAgV(=pAg)

(pAg)V(=pA-g)

PAg

Kako sc svakoj formuli A koja zadovoljava uslov zadatka moZe pridruziti istinitosna
funkcija ovakvog oblika, zakljucujemo da su to sve do na ekvivalenciju iskazne formule
koje zadovoljavaju traZeni uslov. m

A |
- e
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Zadatak 1.29 Neka je A(p1, ...,pn;—, A, V) iskazna formula Cije su sve promenljive

medu promenljivim p;. ..., p,, a od logic¢kih veznika sadrZi samo —, A1 V. Neka je
A* = A(=p1, ..., —Pn;—, V, A) formula dobijena od formule A tako $to su promenljive
p1. -..,pp zamenjene redom formulama —py, ..., —p,, a logickim veznicima A 1V su

medusobno zamenjena mesta. Dokazati da je tada A* < — A tautologija.

Resenje. Formula A* < —A je tautologija akko za svaku valuaciju a vazi v, (A*) =
—wq(A). Neka je o proizvoljna valuacija. Pokaza¢emo da za svaku formulu A tada vazi

Vo (A") = —wo(A).

Tvrdenje dokazujemo indukcijom po broju n logickih veznika u formuli A.

Zan = 0 formula A je oblika p; za 1 <4 < n. Tada je A* oblika —p;, pa je direktno
po definiciji interpretacije vy, (—p;) = —vqo(p;)-

Pretpostavimo da tvrdenje vaZi za sve formule sa manje od n logi¢kih veznika. Neka
je A proizvoljna formula sa n logickih veznika. Razlikujemo 3 slucaja.

1. A je =B gde je B formula koja ima manje od n logi¢kih veznika. Tada je A*
oblika —B*. Prema induktivnoj hipotezi vazi v,(B*) = —wy(B), pa —w(B*) =
-, (—B), §to je ekvivalentno sa vy (- B*) = v, (=—B) fj. v4(A*) = ve(—A).

2. Aje BAC gdesu B i formule koje imaju manje od n logickih veznika. Tada je
A* oblika B* v C*. Za B i C vazi induktivna hipoteza, pa je v, (B*) = —w.(B) i
Vo (C*) = =04 (C). Tada prema De Morganovom zakonu dobijamo

Vo (A") = vo(B* VvV C*)
= va(B*) V v,(C*)
= o (B) V =, (C)
= ~(va(B) A va(C))
= —ma(B AN C)
= —wqo(A4).

3. Aje BV C gdesu B i formule koje imaju manje od n logic¢kih veznika. Tada
analogno prethodnom slucaju, A* je B* A C*. Za B i C vaZi induktivna hipoteza,
pa je vy (B*) = o (B) i v, (C*) = —w,(C). Ponovo prema De Morganovom
zakonu dobijamo

Vo (AY)

vo(B* A C)

Vo (B*) N vg(CF)
= e (B) A 7o (C)
= ~(va(B) V va(C))
—wo(BVC)

= —wqo(A4).

Time je indukcijski korak zavrSen.
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1.7 Interpretacije iskaznih formula

Iskazna algebra Interpretacija iskaznih formula u iskaznoj algebri (definicija 1.8)
predstavlja interpretaciju koju éemo mi najces$ée koristiti.

Prekidacka kola U ovoj interpretaciji iskazna slova predstavljamo prekidadima u elek-
tricnom kolu, a iskazne veznike medusobnim rasporedom prekidaca u kolu.

Konstanti T pridruZi¢emo otvoreni prekidac

o

a konstanti L prekidac

D

Pri tome pretpostavljamo da horizontalni poloZaj prekidaa omoguéava prolaz samo
u horizontalnom, a vertikalni samo u vertikalnom smeru. Iskaznom slovu p pridruziéemo

prekidac
)

_?p&

formuli —p prekidac

formuli p A ¢ prekidac

a formuli p V ¢ prekidal
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Sada se mogu napraviti sheme i za sloZene iskazna formule.

Primer 1.30 Za formulu (p A q) V (p A r) odgovarajuca shema (predikacko kolo) je

A

U osnovi prvih digitalnih ratunara su navedena prekidacka kola. Jedan od osnovnih
problema izgradnje velikih racunskih masSina je takozvani problem minimizacije: kako sa
Sto manje upotrebljenih elemenata postiéi traZeni efekat.

Primer 1.31 Za formulu p A (g V r) odgovarajuce prekidacko kolo je dato na sledecoj

slici.
ol
o

No, navedena formula je ekvivalentna formuli (p A g) V (p A r) &ije smo prekidacko
kolo konstruisali u primeru 1.30. To znadi da prekidacko kolo iz ovog primera predstavlja
i formulu (p A q) V (p A7) i to sa tri prekidaca, za razliku od prethodnog kola u kojem je
bilo potrebno 4 prekidaca. A

Zadatak 1.32 Odrediti prekidac¢ko kolo sa dva prekidaca p i ¢ tako da bude otvoreno
kada je jedan prekidac otvoren, a drugi zatvoren, a zatvoreno u ostalim slucajevima.
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Resenje. Prvo ¢emo sastaviti tablicu odgovarajuce operacije iskazne algebre.

pla|fpg
TIT| L
TiL| T
LlTloT
I R

Na osnovu tablice dobijamo iskaznu formulu u disjunktivnoj normalnoj formi

(pA=q)V (=pAg),

koja se oznacava sa pV ¢ ili p & q i naziva iskljucna disjunkcija. Ona odreduje traZzeno
prekidacko kolo. m

Logicka kola U konstrukciji digitalnih racunara osnovnu ulogu igraju elementi koji
se nazivaju logicki sklopovi. Logicki sklopovi imaju jedan ili viSe ulaza, a preko svojih
izlaza realizuju logicke funkcije kao §to su A, V i —. Ulazi i izlazi se mogu nalaziti u
dva stanja, oznalena obi¢no sa 0 1 1. Njima odgovaraju istinitosne vrednosti T 1 L. Za
date vrednosti ulaza logi¢ko kolo daje izlaz koji je u skladu sa logi¢kom funkcijom koju
predstavlja. Primetimo da sada konkretnim objektima interpretiramo same operacije, dok
smo kod prekidackih kola iskazna slova interpretirali kao prekidace. Razlikujemo sledeéa
tri osnovna sklopa.

I-sklop je element sa dva ulaza x i1 y koji na izlazu daje vrednost = A .

X

XAY
y

ILI-sklop je element sa dva ulaza x 1 y koji na izlazu daje vrednost z V y.

X
XVy

y
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NE-sklop je element sa jednim ulazom 2 koji na izlazu daje vrednost —zx.

X D@ X

Logicko kolo povezuje konacan broj sklopova. MoZe imati veci broj ulaza i izlaza.

Primer 1.33 Logicko kolo sa tri ulaza na sledecoj slici realizuje funkciju —(z V y) A z.

‘
@%7[

AXVY)AZ
PR

A

Primer 1.34 Logicko kolo koje realizuje —(z V (—y A z)) prikazano je na sledecoj slici.

X

Y_{>o

z

A

Prirodne brojeve moZzemo prikazati u binarnom brojevnom sistemu. Broj n € Ny
tako na jedinstven nacin moZemo prikazati u obliku

Arpdp_1...0100
gdea; € {0,1} zal <i <k, a; #0ivazi
n=ap-2F+ap_1- 2"+ a2 +ag- 20

Tako broj 13 =1-23 +1-22 4+ 0-2' + 1 -2° prikazujemo u obliku 11015 (donji indeks
2 oznalava da se radi o binarnom zapisu broja).
Sledece logicko kolo realizuje sabiranje dve binarne cifre sa prenosom. Naziva se

polusabirac.
%T—’J—D
¥
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PonaSanje polusabiraca je opisano sledeCom tabelom. Prvi izlaz daje zbir ulaza x i
y po modulu 2, a to je z & y (Sto se realizuje sa (z V y) A =(x A y)), a drugi izlaz daje
konjukciju ulaza z A y.

T | Y ‘ Izlaz 2 ‘ Izlaz 1
010 0 0
011 0 1
110 0 1
111 1 0

Ceo polusabiral skrac¢eno obeleZavamo kao na slici.

x@®y
PS | XAy

* I

Kada se dva polusabirata povezu kao §to je oznaceno na sledecoj shemi, dobija se

sabirad.

XPyDz

PS PS

=

[<

SabiraC sabira stanja na ulazu z i y, uzimajuéi u obzir i prenos z. lzlaz sabiraCa
je zbir x ® y @ z 1 ukupni prenos prilikom sabiranja. Kada se na odgovarajuéi nacin
poveZe n sabirata dobija se element koji sabira prirodne brojeve iz opsega od 0 do 2" — 1
predstavljene u binarnom zapisu.
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1.8 Baze iskazne algebre

Tvrdenje 1.35 Svaka operacija iskazne algebre se moZe prikazati formulom koja sadrZi
kao operacijska slova samo jedan od sledeca tri para logickih operacija:

1.
2.
3.

I » <
A

y

Dokaz. Na osnovu tvrdenja 1.27, svaka operacija iskazne algebre sc moZe predstaviti
pomodu logi¢kih operacija A, V i .

1. Postojep A g = —(—pV —q), znadi da konjunkciju moZemo izraziti preko V, — pa
se pomodu ove dve operacije moZe izraziti svaka operacija iskazne algebre.

2. Analogno prethodnom slucaju, p V g = —(=p A —¢q) pasui A, = dovoljni da sc¢
izrazi svaka operacija iskazne algebre.

3. Kako je p VvV ¢ = —p=> ¢, tvrdenje sledi iz prethodnog slu€aja.

Definicija 1.36 Baza iskazne algebre je minimalni skup operacija iskazne algebre pomocu
kojih se mogu izraziti sve ostale operacije iskazne algebre.

Definicija 1.37 Baza iskaznog racuna je minimalni skup logic¢kih veznika takav da je
svaka formula iskaznog racuna ekvivalenta nekoj formuli koja sadrZzi samo logicke
veznike tog skupa.

Ako je skup S, ¢iji su Clanovi logicke operacije, baza iskazne algebre, tada za svaku
operaciju iskazne algebre f postoji formula £ koja sadrZi samo logi¢ke veznike koji
odgovaraju operacijama iz skupa S, takva da je f = F tj. f predstavlja interpretaciju
formule F u iskaznoj algebri. Minimalnost skupa S se ogleda u tome da ni za jedno
o € S skup S\ {o} nije baza iskazne algebre.

Primer 1.38 Skup {—} nije baza, jer su sve formule koja od logic¢kih veznika sadrZe
samo — oblika =— - -+ —p za neko iskazno slovo p, a interpretacija tih formula nikada ne
moze biti npr. funkcija koja uzima vrednost T za sve vrednosti argumenata. Sa druge
strane, skupovi {A, -}, {V,—-} i {=, -} jesu baze, jer sc na osnovu tvrdenja 1.35,
pomocu njih mogu iskazati sve operacije, a lako sc proverava da ni jedan od skupova
{n},{V}, {=1},{—} nije dovoljan da se izraze sve operacije iskazne algebre. A

Zadatak 1.39 Pokazati da skup {A, V} nije baza iskaznog racuna.
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ReSenje. Primetimodavazi TAT =T kaoi T VT = T. Neka je « valuacija takva
da je a(p) = T za svaku promenljivu p. Pokazacemo da za svaku formulu F' koja od
logi¢kih veznika sadrzi samo A iV vazi v, (F) = T.

Dokaz sprovodimo indukcijom po broju n logi€kih veznika u formuli 7. Ako jen =
0 tada je formula F' oblika p gde je p iskazno slovo. Kako je a(p) = T, sledi v, (F) = T.
Pretpostavimo da tvrdenje vaZi za svc iskazne formule sa manje od n logi¢kih veznika
1 neka je F' proizvoljna iskazna formula koja od logickih veznika sadrZzi samo A 1 V.
Razlikujemo dva slucaja.

1. Fje GAH gde GiH sadrZe manje od n veznika A i V, pa za njih vaZzi induktivna
hipoteza. Zato je v,(G) = T i v, (H) = T. Odatle sledi

Vo(F) =0a(GAH) =0,(G)ANvo(H)=TAT =T.

2. F je G v H. Tada, analogno prethodnom slucaju, za G i H vaZi induktivna
hipoteza, pa je vo(G) = vo(H) = T, odakle sledi

Vo(F) =0a(GV H) =0,(G) Vo (H)=TVT=T.

Prema tome, sve formule F' u kojima ucestvuju samo veznici A i V imaju osobinu da
je v (F) = T za valuaciju za koju je a(p) = T za sve p. Kako npr. za formulu —p vazi
vo(—p) = L, sledi da se —p ne moZe prikazati formulama u kojima ucestvuju samo A i
V. Prema tome, {A, V} nije baza. m
Zadatak 1.40 Ako je operacija * definisanasa xzxy = L zasvex,y € {T, L}, dokazati:

a) {=,*} jeste baza iskazne algebre;
b) {A,x*} nije baza iskazne algebre.
Resenje.

a) Kako je

-z = xz=(z*1x)

rVy = (r=y)=y,
askup {—, V} je baza, sledi da je i {=, *} baza.

b) Pokazademo prvo sledecu lemu.

Lema 1.41 Svaki izraz A(L, A, %) izgradjen od operacija A i x i konstante 1 ima
vrednost 1.
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Dokaz. Indukcijom po broju n znakova A i x. Zan = 0 izraz A je konstanta | .
Pretpostavimo da tvrdenja vaZi za sve izraze sastavljene od manje od n znakova
A1, gde jen > 0. Neka je A izraz sastavljen od n znakova A i x. Tada je A
oblika BAC'ili Bx (. Izrazi B i C' imaju manje od 1 znakova A i x, pa je njihova
vrednost L. Odatle po definiciji operacija A i * sledi da je vrednost A takode L. m

Sada moZemo dokazati tvrdenje zadatka. Pretpostavimo suprotno, da je skup
{A, %} baza. Tada se operacija - moZe predstaviti izrazom koji sadrzi promenljive i
znake A i *. Tada se vrednost —_L je moZe predstaviti izrazom koji sadrZi konstante
1 i operacije * 1 —, pa je po prethodnoj lemi =L = 1, §to je kontradikcija. Dakle
{A, x} nije baza.

Tvrdenje 1.42 Jedine binarne operacije skupa {T, L} pomocu kojih se mogu izraziti
sve ostale operacije suti |.

Dokaz. Dokaza¢emo prvo da su {1} i {]} baze iskazne algebre. Na osnovu definicije,
7a T vazi
ptp =-(pAp)=-p
Ptgd TPt =-(tg=--(Ag=pAg

a kako je prema tvrdenju 1.35 skup {A, =} baza, sledi da je i {1} baza. Analogno, iz

plp =-(pVp)=-p
plal@lg=-pleg="Vey=pVvy

i kako je prema tvrdenju 1.35 skup {V, =} baza, sledi da je i {|} baza.

Preostaje da pokazemo da su | i 1 jedine operacije koje ¢ine jednoelementnu bazu.
Neka je h(p, ¢) binarna operacija pomocu koje se mogu prikazati sve ostale. Tada mora
biti A(T,T) = L. Ukoliko bi, naime, bilo A(T,T) = T, tada bi za svaku funkciju
f koja sc moZe predstaviti kori§¢enjem samo operacije h vazilo f(T,T,...T) = T.
(Tako na primer za f(p,q) = h(h(p,q),q) vazi f(T,T)=h(h(T,T),T) =h(T,T) =
T.) Kako postoje operacije koje za vrednosti iskaznih promenljivih T, T, ..., T uzimaju
vrednost L (takva je na primer —), mora biti A(T, T) = L.

Analogno zaklju€ujemo h(L, 1) = T. Zato je operacija h odredena vrednostima
h(T,L1) i h(L,T), pa postoje 4 mogucénosti. Operacije koje predstavlja h u svim
slu¢ajevima date su u tabeli.

AT, L) | A(L,T)

|| >

]
|| A1

P
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U poslednja dva sluc¢aja h predstavlja negaciju, pa se tada sa h ne mogu izraziti sve
operacije. Dakle 11 | su jedine moguénosti. m

Napomena 1.43 Mogu se posmatrati i operacije vece arnosti (npr. ternarne) sa stanovista
baza iskazne algebre, kao i baze u viSevrednosnoj logici (videti [SJ]]). ¢

1.9 Tvrdenje kompaktnosti za iskazni racun

Definicija 1.44 Valuacija « je model za formulu A akko je v, (A) = T. Valuacija « je
model za skup formula F akko za svako A € F vaZi v, (A) = T.

Tvrdenje 1.45 (Tvrdenje kompaktnosti za iskazni racun) Ako svaki konacan podskup
skupa iskaznih formula F ima model, onda i F ima model.

Dokaz. Neka svaki konac¢an podskup skupa F ima model. Dokaza¢emo da je model za
ceo skup JF valuacija ¢ definisana na sledeci nacin:

tako da j(py) = T;

T, ako za svaki konacan podskup skupa F postoji neki model j
i(p1) =
1, inace;

tako da j(p1) = i(p1), - - -, 5(Pn) = i(Pn), J(Pry1) = T;

T, ako za svaki konacan podskup skupa F postoji neki model j
i(Pnt1) = {
1, inace.

Dakle, i(pp+1) sc definiSe pomocu vrednosti i(p1), .. .,i(p,). Kako je zadata vrednost
i(p1), 1 je dobro definisano. Indukcijom po n pokazacemo sledecu lemu.

Lema 1.46 Za svako n € N vaZi da svaki konacan podskup skupa F ima neki model j
za koji vazi j(p1) = i(p1), .-, j(pn) = i(pn)-

Dokaz. Neka je n = 1. Ako je i(p;) = T, tada po definiciji valuacije ¢ tvrdenje vaZi.
Neka je i(p1) = L. Posto nije i(py) = T, postoji konacan podskup A koji nema modele
J za koje vazi j(p;) = T. Dokaza¢emo da tada svaki konacan podskup skupa F ima
neki model j za koji vazi j(p;) = L. Pretpostavimo suprotno: da neki konacan podskup
B nema modele za koje je j(p1) = i(p1) = L. Posmatrajmo skup A U B. On je
takode kona€an podskup skupa JF, pa po pretpostavci tvrdenja ima model m. Taj model
je istovremeno i model za A i B. Pri tome m(p;) € {T, L}.

1. Ako je m(p1) = T, tada A ima model mn za koji je m(p1) = T, $to je kontradik-
cija;

2. Ako je m(p1) = L, tada B ima model m za koji je m(p1) = L, $to je kontradik-
cija.
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Dakle u oba slu€aja dolazimo do kontradikcije. Zato je pretpostavka da postoji konacan
podskup B koji nema modele za koje je j(p;) = L pogresna, pa svaki konacan podskup
ima model m za koji je m(p,) = L. Dakle i za i(p,) = L tvrdenje vaZi.

Pretpostavimo sada da tvrdenje vazi za n: Svaki konacan podskup skupa F ima neki
model j tako da

ip1) = i(p1)
ip2) = i(p2)

: (*)
](pn) = Z(pn)

Dokazujemo da tvrdenje vazi za n + 1 (postupi¢emo slicno kao za n = 1). Ako je
i(pny1) = T, tada po definiciji valuacije ¢ tvrdenje vaziizan+1. Neka je i(pp41) = L.
Tada postoji kona¢an podskup A koji nema ni jedan model j za koji vazi (%) i j(pp41) =
T, jer bi u suprotnom bilo i(p,.1) = T. Dokazademo da tada svaki konacan podskup
ima model j za koji vaZi (%) i j(pn41) = L. Pretpostavimo suprotno: da neki konacan
podskup B nema model za koji vazi (x) i j(p,+1) = L. Tada je AU B konacan podskup,
pa po induktivnoj hipotezi postoji model m tako da vaZi (x). m je model i za Aiza B
jer su to podskupovi skupa A U B. Mora biti m(pp+1) = T ili m{pp41) = L.

1. Ako je m(pn4+1) = T, tada A ima model m za koji vazi () i m(pp11) = T, §to je
kontradikcija;

2. Ako je m(pp+1) = L, tada B ima model m za koji vaZi (%) i m(p,+1) = L, §to
je kontradikcija.

Dakle pretpostavka da neki konacan podskup B nema model za koji vazi (x) i j(pp41) =
1 vodi u kontradikciju, pa svaki konacan podskup skupa F ima valuciju m za koju vazi

J(pn) = i(pn);
j(anrl) = 1 = Z.(anrl)'

Time je dokaz leme zavrSen. m

Neka je sada ¢ € F proizvoljna formula. Ona ima konaCan broj promenljivih,
neka su to promenljive py,, ...,pg,. Stavimo M = max{ki, ..., k,}. Tada se sve
promenljive formule ¢ nalaze medu promenljivima py, ...,pa. Posto je {¢} konaan
podskup skupa F, prema prethodnoj lemi postoji model j za {¢} takav dai(p1) = j(p1).
..., i(par) = j(par). Valuacije i i j se poklapaju za sve vrednosti promenljivih formule
@, paje v;(¢) = vj(y) = T. Dakle 7 je model za ¢. Kako je ¢ bila proizvoljna formula,
1 je model za ceo skup F. m
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1.10 Hipoteze i posledice. Semanticki pristup

Definicija 1.47 Neka je F skup iskaznih formula i A proizvoljna formula. A je se-
manti¢ka posledica skupa formula F (Cije ¢lanove nazivamo hipoteze), u oznaci F |= A,
akko za svaku valuaciju « vaZzi: ako je o model za F, onda je o model i za A.

Primer 148 {p,p=¢,q=r} |= r. Naime, ako je o model za {p,p=q,q=r} tada
jea(p) = T. Takode v, (p=q) = T,paia(q) = T. Posto jeiv,(¢=7) = T, sledi i
a(r)=T. A

Primer 1.49 {pVg,p=q} = (pA¢q)V (—pV ¢) jer za svaku valuaciju « koja je model
za skup hipoteza vazi a(q) = T,aondavaZiiv,((p Aq) V(-pVq) =T. A

Primer 1.50 {r,q} = p=gq,jerzaa(q) = T vaZiv,(p=q) =T. A

Primer 1.51 {¢} = p=pjer vazii = p=p. UoCavamo da je tautologija posledica
praznog skupa formula. A

Napomena 1.52 Ako je skup F = {41, ..., A, } konacan skup, umesto F |= A piSemo
1A1, ..., A EA ¢

Tvrdenje 1.53 Ay, ..., A, = Aakko|= A1 N---NA, = A

Dokaz. (=): Neka je « proizvoljna valuacija. Ako je v,(A4;) = L zaneko A4; gde i €
{1,2,...n}tadajeva (A1 A---NA,) = L, pajeva((A1A---ANA,) = A) = T. Ukoliko
zasve A; vaZi v, (A;) = T,tadaje o model za {A;,... Ap}, pajeivg(A) = T. Zato je
v (A1 Ao AN Ap) = A) = T. Dakle za svako a vazi v, (A1 A - AN Ap) = A) =T,
pa je formula tautologija.

(<): Neka je a proizvoljna valuacija i neka za sve A; vaZi vy (A;) = T. Posto je
V(A A ANAp)=A)=T,sledi (T =v,(A4)) = T,pajevyg(A) =T.n

Tvrdenje 1.54

E (AN NA,=A) e
(A1 =(As=(-=(4,=4)--)))

Dokaz. Indukcijom po 7 i diskusijom po v, (A,).
Zan = 1 formula sc svodi na (4; = A) <(A; = A) Sto je instanca tautologije

p=Dp.
Pretpostavimo da vaZi

E (AN NA,=A)e
(A1 =(Ag=(-=(A4n=4) ).
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Treba dokazati

E (AAANA AN = A) s
(A= (A= (An=(Ap1 = A)) ).

Neka ja « proizvoljna valuacija. Razlikujemo dva slucaja.
l. vo(Ap41) = T. Tada se formula svodi na
(ATAN-- NANT=A) (A= (A= (- (A =(T = 4)))
odnosno
(Ain---NA, = A)e(A1=(A=(- (An=4) ).

Vrednost poslednje formule u proizvoljnoj valuaciji, pa i u «, je ta¢na po induk-
tivnoj hipotezi.

2. ’Ua(An+1) = 1. Tadaje ’Ua(Al A '/\An+1) =1, pa 'Ua(Al VAR /\An+1 = A) =
T. Sa druge strane,

va(A1 = (A2 = (- =(An = (L= A4))))) =

=v(A1=>(A2=( =4, =T))))

=va(d1 =(A2=( - =(4n 1= T))))
=T.

Obe strane ekvivalencije su tacne, pa je i ekvivalencija tacna.

U oba slu€aja vrednost formule je T, pa je formula tautologija. m

Posledica 1.55 Jednostavna posledica prethodnih tvrdenja je sledeca:

Al A= A akko
= (A= (Ae = (- =(A, = A) - ))) akko
A17...,An,1 ‘: An:>A.

Primer 1.56
=p=(¢=p) akko
p,qED akko
gEp=p akko
=aq=(p=p).
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1.11 Formalne teorije

Matematicka logika nam omoguéuje formalno zasnivanje matematickih teorija. Re¢
je o tzv. formalnim teorijama kod kojih je do kraja sproveden sintakticki postupak
izgradivanja. One sc grade isklju¢ivo pomocu simbola i izraza koji su od tih simbola
napravljeni, bez pozivanja na “znacenje” (semantiku) tih izraza. Svrha ovakvog na¢ina
konstruisanja matematickih teorija je u “Ci§enju” teorije od svih primesa jezika koje
mogu uneti neodredenost i dvosmislenost, kao i izbegavanju raznih paradoksa.

Definicija 1.57 Formalna teorija je uredena Cetvorka
Fy = (S, For, Ax, P)
gde je

S skup osnovnih simbola (azbuka) koji je najvise prebrojiv (videti 3.4.3). Reci su
konac¢ni nizovi simbola iz . Skup svih reci se ozna¢ava sa S*.
For C §* skup formula. Dat je efektivan postupak kojim se moZe utvrditi da li data re¢
pripada Forili ne.
Ax C For skup aksioma. Ako je dat efektivan postupak za odlu€ivanje da li je neka
formula aksioma ili ne, kaZemo da je teorija aksiomatska.

P konacan skup pravila izvodenja. Svako pravilo izvodenja « je shema oblika

gde A4, ..., A,, A oznacavaju formule iz For. Kazemo da je A dobijena primenom
pravila izvodenja « na formule Ay, ..., A,. Pravilo « je relacija arnosti (n + 1)
na skupu For.

Definicija 1.58 Konacan niz formula B, ..., B, je izvodenje (dokaz) u formalnoj
teoriji F} akko za svaku formulu B;, 1 <1 < n vazi

1. B; je aksioma, ili
2. B; sc mozZe dobiti iz prethodnih formula niza By, ..., B;_; primenom nekog od
pravila izvodenja iz P.

Formula B je teorema formalne teorije F;, u oznaci -r, B akko postoji dokaz By,
..., Bp_1, B uformalnoj teoriji F;. Skup svih teorema formalne teorije F; oznatavamo
sa Th{Fy).

Ako je iz konteksta jasno o kojoj sc formalnoj teoriji radi, umesto g, B piSemo samo
FB.
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Definicija 1.59 Formalna teorija F; je odluciva akko postoji efektivan postupak kojim
se za proizvoljnu formulu moZe utvrditi da li je teorema formalne teorije F; (pojam
efektivnog postupka ovde ne¢emo strogo uvoditi).

Definicija 1.60 Neka je 7 C For proizvoljan skup formula formalne teorije F}; i neka
A € For. A je sintaksna posledica skupa formula F, u oznaci F Fp, A akko postoji
konacan niz By, ..., B, formula iz For tako da je B,, formula A i za svako B;, 1 <i <
n vazi

l. B; € Az ili

2. B;e Fili

3. B; se moZe dobiti od prethodnih ¢lanova u nizu primenom nekog od pravila

izvodenja iz F;.

Taj konacan niz formula nazivamo izvodenje formule A iz skupa hipoteza F. U nizu
formula koji predstavljaju dokaz sa Ax oznaCavamo da je formula aksioma, sa Hyp da
je hipoteza, a sa a(iy, ...,ix) da je dobijena primenom pravila izvodenja o redom na
¢lanove niza sa indeksima i1, ..., ig.

Definicija 1.61 Ako je A proizvoljna azbuka, tada sa " oznacavamo reC a . .. a iz skupa
A%, !
Primer 1.62 Neka je data formalna teorija F; = (S, For, Ax, P) gde je

S ={a}

For = {a,aa,aaa,...}

Ax ={a}
P ={a}
a « je sledece pravilo izvodenja:
a2
waa

za proizvoljnu re¢ w nad azbukom {a} tj.
a={(w,waa) | we A*}.
Sledeéi niz formula je izvodenje formule caaaa:

1. a Ax
2. aaa a(l)
3. aaaaa «2)

Dokazaéemo sledece tvrdenje o formalnoj teoriji Fj.
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Tvrdenje 1.63 Re¢ w € S* je teorema formalne teorije Fy akko w sadrZi neparan broj
simbola a.

Dokaz. =): Dokazujemo da sve teoreme formalne teorije F; imaju neparan broj simbola
a. Pokazacemo da za svaki prirodan broj n re€ koja ima izvodenje duZine n u formalnoj
teoriji F; ima neparan broj slova a. Dokaz sprovodimo indukcijom po n.

Za n = 1 izvodenje sc sastoji samo od jedne re¢i, pa ona mora biti aksioma a.
Aksioma « sadrZi jedno slovo a, pa tvrdenje vaZzizan = 1.

Pretpostavimo da tvrdenje vaZi za sve brojeve k < n gde je n > 1. Neka formula
w ima izvodenje wy, ..., w, gde je w, formula w. Tada je w aksioma ili je dobijena
primenom pravila « na prethodnu formulu u nizu. Ako je w aksioma, tada je w formula
a pa sadrZi neparan broj slova. U suprotnom, w je dobijena od re¢i w; za neko 1 <
1 < n — 1 primenom pravila «, te je w oblika w;aa. Niz wy. ..., w;_; predstavlja
izvodenje re¢i w; 1 duZina tog izvodenja je 7 < n. Zato prema induktivnoj hipotezi w;
sadrZi neparan broj slova a. Re¢ w sadrZi dva slova viSe od re¢i w;, pa i w sadrZi neparan
broj slova a. Time je indukcijski korak zavrsen.

<): Indukcijom dokazujemo da za svaki neparan broj 2k — 1 gde k € N postoji
izvodenje reci a?¢ 1,

Ako je k = 1, tada je a®*~! formula a, a to je aksioma.

Pretpostavimo da re¢ duZine ¢%*~! ima izvodenje w1, ..., w, gde je w, formula
a®#~1. Tada niz

wi, ..., wg,a?F !

2k+1 2k —1

predstavlja izvodenje reci a jer je a®**1 dobijena primenom pravila « na rec
koja joj prethodi u nizu. Dakle tvrdenje vaZi i za k + 1. Time je i drugi smer dokaza
zavrsen. m A

Meta jezik je deo “obi¢ne” matematike kojim govorimo o objekt jeziku. Prethodno
tvrdenje 1.63 pripada meta jeziku, njime su okarakterisane teoreme date formalne teorije.

1.12 Iskazni racun (£) kao formalna teorija

Definicija 1.64 Iskazni raun je formalna teorija £ = (S, For, Ax, P), gde je

S =A{p1....sony.-..(,),=,} gde je {p1, ..., Pn, ...} prebrojiv skup iskaznih
slova, (i) su zagrade kao pomodni simboli, a = i = su logi¢ki veznici.
For je skup formula iskaznog racuna (definicija 1.3) koje od logic¢kih veznika sadrZze
samo =1 .
Ax je beskonacan skup dat pomocu sledece tri shema-aksiome: ako su A, Bi C
proizvoljne formule iskaznog raCuna, tada su aksiome

Axl A=(B=A)
Ax2 (A=(B=0))=((A=B)=(A=0))
Ax3 (mA=-B)=(B=A4)
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Nije teSko uveriti se da postoji efektivan postupak za proveru da li je data formula
aksioma iskaznog racuna ili ne. Zato je £ aksiomatska teorija.

P = {MP} gde je MP pravilo izvodenja modus ponens dato sa

A A=DB
’ B

MP

Da bismo definiciju formalne teorije ucinili $to jednostavnijom, definisali smo formule
iskaznog racuna na jeziku koji od logic¢kih veznika sadrZzi samo = i —. Ostale veznike
uvodimo kao skraéene zapise formula koje sadrZe samo veznike = i —:
AV DB jezamenaza —-A= D;
ANB jezamenaza —(A= —DB),
A& B jezamenaza (A= B)A(B=A).
Tako na primer p V (g A r) predstavlja oznaku za formulu

—-p=—(qg=—r).

Lema 1.65 Za proizvoljnu formulu A vazi- A= A.

Dokaz.
1. A=((A=4)=A) Ax1
2. (A=((A=A)=A4)=>(A=(A4=4))=(A=A4)) Ax2
3. (A=(A=4))=(A=A4) MP(1,2)
4. A=(A=A) Ax1
5. A=A MP(4,3)

Tvrdenje 1.66 (Tvrdenje dedukcije za £) Neka je ¥ C Fori A,B € For. Tada
F, A+ Bakko F- A= B.

Dokaz. <): Neka F + A = B. Tada postoji izvodenje By, ..., B, gde je B,, formula
A= B. Posmatrajmo niz

1. B
By
n. A=DB
(n+1). A Hyp
(n+2). B MP(n + 1,n)

On predstavlja izvodenje formule B iz hipoteza F, A jer prvih n ¢lanova predstavl-
jaju izvodenje iz skupa F, pa stoga i iz skupa F U { A}, €lan nn 4 1 je hipoteza, a formula
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n + 2 se moZe dobiti primenom pravila MP na &lanove n i n + 1 koji joj prethode u nizu.
Dakle postoji izvodenje formule B iz skupa F U {A}, pa F, A F B.

=): Dokaza¢emo da za svaku formulu B vazi sledeée tvrdenje: ako postoji izvodenje
formule B u n koraka iz hipoteza F, A tada postoji izvodenje formule A = B iz hipoteza
JF. Dokaz sprovodimo indukcijom po n.

Zan = 1izvodenje se sastoji samo od formule B, pa ona mora biti aksioma, hipoteza
iz F ili hipoteza A.

1. B je aksioma. Tada je slede¢i niz formula izvodenje formule A = B iz skupa F:

1. B aksioma
2. B=(A=B) Az2
3. A=1B MP(1,2)
2. B je iz F. Tada je, sli¢no prethodnom slu€aju, sledeci niz formula izvodenje
formule A = B iz skupa F:
1. B Hyp
2. B=(A=B) Az2
3. A=1B MP(1,2)

3. Bje A. Tadaprema lemi 1.65 vaziF A= A, pai F - A= A.

Pretpostavimo sada da za svako k < n, ako postoji izvodenje formule B duZine & iz
F, A, tada postoji 1 izvodenje formule A = B iz F. Neka postoji izvodenje By, ..., By,
gde je B, formula B. Tada je po definiciji izvodenja B ili aksioma, ili hipoteza iz F, ili
hipoteza A, ili je dobijena primenom pravila MP na prethodne ¢lanove u nizu. U prva
tri slu€aja analogno kao u prethodnom razmatranju zakljucujemo da postoji izvodenje
formule A= B iz F. Preostaje da razmotrimo slucaj kada je B dobijena primenom
pravila MP na prethodne formule u nizu. Tada izvodenje ima slededi oblik:

1. B
By
i B,
g Bi= B
0 B MP(i, §)

(pri tome nije bitno koja se od formula 5; 1 B; = B javlja prva po redu u izvodenju).
Prvih 7 formula ¢ine izvodenje za B;, a prvih j formula ¢ine izvodenje za B; = B. Kako
je,j < n, prema induktivnoj hipotezi postoje izvodenja iz skupa hipoteza F:

Ci,...,C, gdeje (), formula A= B;
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kao i
Dy,...,Dy gdeje D, formula A=(B;= B).

Posmatrajmo niz formula

1. C
2. Cs
D- A= B,

(p + 2) Ds

T. A=(B;=B)
(r+1). (A=(Bi=B))=(A=B;))=(A=DB)) Ax2
(r+2). (A=B;,)=(A=B) MP(r,r + 1)
(r+3). A=1B MP(p,r + 2)

gde je r = p + . Clanovi od 1 do p i p + 1 do r predstavljaju izvodenja iz F, a u
preostalim ¢lanovima smo koristili samo aksiome L i pravilo MP. Zato je posmatrani niz
formula izvodenje formule A = B iz F.

Time smo pokazali da za svako izvodenje formule B iz F, A postoji izvodenje
formule A= Biz F. Dakle F,AF- Bpovlati F- A= B. =

Posledica 1.67 A+ A akkot+ A= A
Lema 1.68 Ako su A, B, C proizvoljne iskazne formule, onda
A=B,B=C+A=C.

Dokaz. Na osnovu tvrdenja dedukcije A= B, B=C+ A= CakkoA=B,B=C, A+
C, ato vazi zbog

A= B Hyp

A Hyp

B MP(2,1)

B=C Hyp

C MP(3,4).

Ot W

Posledica 1.69 Prema tvrdenju dedukcije i prethodnom tvrdenju vaZi
F(A=B)=((B=C)=(A=0C))

F(B=C)=((A=B)=(A4=20C))
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Ako izvodenje Aq, ...

, A, sadrzi formule oblika A= B i B=C onda lema 1.68
obezbeduje da se takvo izvodenje moze dopuniti do izvodenja koje sadrzi i formulu
A= C. Tonam omogucava da lemu 1.68 koristimo kao meta pravilo izvodenja. Primenu

ovog meta pravila redom na formule A; i A; oznaavamo sa T'(A;, A;).

Lema 1.70 Za sve A, B € ForvaZi A,-AF B.

Dokaz. Neka su A i B proizvoljne formule. Tada slede¢i niz predstavlja izvodenje

formule B iz formula A1 —-A:

1. -A

A

—“A=(-B=-A4)
-B=-A
(-B=-4)=(A=B)
A=B

B

NSOt W

Lema 1.71 Za sve A, B € ForvaZi

I F=—A=A
2. FA=——A

3. F (A= B)=(-B=-A4)

Dokaz. Neka su A i B proizvoljne formule.

Hyp
Hyp
Axl
MP(1,3)
Ax3

MP(4,5
MP(2,6

o

1. Prema tvrdenju dedukcije, dovoljno je dokazati -—A F A.

1.

N

AR ol

——A

A=A

(mA=———A)= (A= A)
—A=A

A

Hyp
posledica leme 1.70

i tvrdenja dedukcije
MP(1,2)

Ax3

MP(3,4)

MP(1,5

~—

2. Po tvrdenju dedukcije dovoljno je dokazati A - ——A.

Ol W

A

(7= A=-A)=(A=—-A)
A=A

_|_|A

Hyp
prema 1. delu ove leme

Ax3
MP(2,3)
MP(1,4)
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3. Koristedi tvrdenje dedukcije, dokazujemo A = B F —-B = —A.

1. A=B Hyp

2. (——mA=--B)=(-B=-4) Ax3

3. —A=A po 1. delu ove leme
4. =-—-A=10B T(3,1)

5. B=-B po 2. delu ove leme
6. -—A=--B T(4,5)

7. -B=-4 MP(6,2)

Sledeéa lema je direktna posledica aksiome 2 i tvrdenja dedukcije.

Lemal72 A=(B=C)F (A= B)=(A=C).
Lema 1.73 Zasve A,B € ForvaZi A= B,-A= B B.

Dokaz. Neka su A 1 B proizvoljne formule.

1. A=15B Hyp
2. ~A=B Hyp
3. -B=-A iz 1 po lemi 1.71
4. -B=1D T(3,2)
5. =B=(B=-(B=1B)) po lemi 1.70
6. (-B=DB)=(-B=-(B=B)) iz 5 po lemi 1.72
7. -B=-(B=D) MP(4,6)
8. (-B=-(B=18))=(B=B)=B) Ax3
9. (B=B)=2158 MP(7,8)
10. B=1FB po lemi 1.65
11. B MP(10,9)

Lema 1.74 Za sve A, B € For vazi

A, B+ A=B
A,~BF ~(A=B)
~A,BFA=B
-~A,-B+ A=B

AN Wb~

Dokaz.
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1. A Hyp
2. B Hyp
3. B=(A=15B) Axl
4. A=B MP(2,3)
2.
1. A Hyp
2. -B Hyp
3. A=((A=B)=B) iz A, A= Bt B po tvrdenju dedukcije
4. (A=B)=B MP(1,3)
5. -B=-(A=B) po lemi 1.71
6. (A= B) MP(2,5)

3,4, Polemi 1.70 vazi -A + A= B, patim pre vazi A, B+~ A= DB kaoi A, "B F
A=B.

1.13 Glavna interpretacija iskaznog racuna

Glavna interpretacija iskaznog racuna £ je interpretacija iskaznih formula u iskaznoj
algebri (definicija 1.8). U ovom odeljku govorimo o vezi izmedu sintaksnih svojs-
tava formula (sintaksna posledica, teorema) i semanti¢kih svojstava formula (tautologija,
semantiCka posledica). Razmatramo tri osnovna problema formalnih teorija: nepro-
tivre¢nost, potpunost i odlucivost, a spomenuéemo i nezavisnost aksioma.

Tvrdenje 1.75 Svaka teorema iskaznog racuna L je tautologija (tj. - A poviaci|= A).

Dokaz. Neposrednom proverom (diskusijom po vrednosti koju u datoj valuaciji uzimaju
formule A, B, ') ustanovljavamo da su svc aksiome formalne teorije £ tautologije.
Indukcijom po n pokazacemo da ako postoji dokaz duZine n za formulu A u £, onda
je A tautologija.

Zan = 1 A je aksioma, pa je tautologija. Pretpostavimo da su za svako k < n svc
formule koje imaju dokaz duzine k tautologije. Neka je A proizvoljna formula koja ima
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dokaz duzine n. Ukoliko je A aksioma, tada je A tautologija. U suprotnom, A je dobijena
primenom pravila M P na prethodne ¢lanove u nizu:

1. By
2. DBy
] Bi
n. A MP(i, )

Formule B; i B; = A imaju dokaze duZine manje od n, pa prema induktivnoj hipotezi
vaZi = B;i = B; = A. Prema tvrdenju 1.14, tada vaZii = A. =

Neka je p' oznaka za p a p~ oznaka za —p gde je p proizvoljno iskazno slovo.

Lema 1.76 (Kalmar (L. Kalmar)) Neka su py, ...,p, iskazna slova formule A(p,
.+, Pn)- Tada za sve vrednosti o, ... ,apn € {T, L} vaZi:

Pt per b AY

gde je o = Alaq, ..., an).

Dokaz. Indukcijom po m pokazujemo da tvrdenje vaZi za sve formule A sa m logickih
veznika =, .

Ako je m = 0 tada je A neko iskazno slovo p, @ = «;, pa sc tvrdenje svodi na
p“ = p®, §to je tacno.

Pretpostavimo da tvrdenje vaZi za sve formule sa manje od m > 0 logickih veznika.
Neka je A proizvoljna formula sa m logi¢kih veznika. Prema definiciji iskazne formule
(definicija 1.64) mogu nastupiti sledeca dva slucaja:

1. Aje - B zaneku formulu B. Tada B ima m — 1 < m logickih veznika, pa prema
induktivnoj hipotezi vaZi
Py, .., pen - BP

gde je 8 = B(ay, ..., a,). Razlikujemo dva podsludaja.
@) '6 = T. Tada BB je B, pap?17 o 7p%n FB.oa=1, pa A“ je ——B. Prema
lemi 1.71 B = -~ B, pa dobijamo p?17 . 7p%n F AS

(b) # = L. Tada BP je B tj. A, pa je A® ba§ A jer je o = T. Zato veé po
induktivnoj hipotezi vazi p{*, ..., po» = A%,
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2. Aje B=-C. B1i(C imaju manje od m logickih veznika, pa za njih vazi induktivna
hipoteza. Sva iskazna slova formula B i C' su istovremeno i iskazna slova formule
A, pa vazi

P, pi = B CY

gdeje B = Blay, ...,an), a7y = Clay, ...,ap), . a = (8=). Dakle A%
je B? = C7. Preostaje jo§ da se dokaze da B, C7 - (B = C)?=". Zavisno od
vrednosti 3 i v razlikujemo 4 slucaja, i svi slede iz leme 1.74:

pf=T,y=T svodisena B,C+B=C
B=T,y=1 svodisena B,-CF —=(B=C)
f=1,y=T svodisena -B,C+B=C
f=1,y=1 svodisena —-B,-C+F B=CC

=D

Time smo razmotrili sve moguénosti pa je induktivni korak zavrSen. m

1.13.1 Potpunost iskaznog racuna

Tvrdenje 1.77 (Gedela o potpunosti) F A akko |= A.

Dokaz. Tvrdenje 1.75 predstavlja smer =) tvrdenja potpunosti. Dokazujemo smcr <).
Neka = A(py, ...,pn). Tadazasve a1, ..., vazi A(oq, ..., q,) = T. Stoga prema

lemi 1.76 za sve vrednosti ay, ..., a, € {T, L} vazi p*, ...,ph" F A (erjea = T).
Za oy, = T dobijamo

P LT e B A

aza a, = L dobijamo
p?17 e 7]922_11, Pn FA.

Prema tvrdenju dedukcije (tvrdenje 1.66) tada vaZi
pl LT F o= A

p?l,...,pgﬁ‘ll F—p, = A

Kako prema lemi 1.73
pn=>A pp=AF A

dobijamo
Pt et F A

Ponavljajuéi ovaj postupak jo§ n — 1 puta dobijamo - A. m
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1.13.2 Odlucivost iskaznog racuna
Tvrdenje 1.78 Iskazni racun je odluciv.

Dokaz. Neka je A proizvoljna formula iskaznog racuna. Prema prethodnom tvrdenju 1.77
F A akko = A. Kako postoji postupak za proveru da li je = A (npr. tablicom), sledi
da u kona¢nom broju koraka moZzemo proveriti da li je formula teorema u £ (ukoliko
koristimo tablicu broj koraka je 2" gde je n broj promenljivih u formuli). m

1.13.3 Neprotivrec¢nost iskaznog racuna

Definicija 1.79 Iskazni raCun je neprotivrecan ako ne postoji par formula A, — A tako da
FAiF A

Tvrdenje 1.80 L je neprotivrecan.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno: da postoje A i —=A tako da k- A i+ —A. Tada,
prema tvrdenju potpunosti (1.77) vaZi = A i |= - A, §to je u suprotnosti sa definicijom
tautologije. m

1.13.4 Nezavisnost aksioma

Sistem aksioma formalne teorije je nezavisan ako se ni jedna od aksioma ne moze
dobiti od preostalih koristeéi pravila izvodenja te formalne teorije. Sve aksiome iskaznog
racuna L su nezavisne. Ovde ¢emo pokazati da je Ax3 nezavisna od Ax1 i Ax2. Neka
je S = {0,1}. Interpretirajmo logicke veznike =, — kao operacije na skupu S date
slede¢im tablicama.

| - =10 1
010 010 1
110 110 O

Oznacimo sa vg(A) vrednost formule A pri valuaciji 8 : {p1,p2,...} — S. Proverom
ustanovljavamo da je za sve valuacije § (bez obzira koje vrednosti promenljive formule
A uzimale) vazi vg(Ax1l) = 0ivg(Ax2) = 0. Pravilo MP Cuva svojstvo “imati vrednost
nula za sve valuacije” §to se takode neposredno proverava.

Zbog toga sve formule koje su dobijene polaze¢i od aksioma Axl i Ax2 imaju
vrednost 0 u svim valuacijama. Ako medutim posmatramo valuaciju S u kojoj vaZi
vg(A) = 11 vg(B) = 0 za aksiomu (—A= -B)=(B = A) dobijamo vg(Ax3) =
1. Zbog toga Ax3 nc moZe biti posledica aksioma Ax1 i Ax2. Slican postupak sc
primenjuje i pri dokazivanju nezavisnosti ostalih aksioma, pri ¢emu se za skup S u nekim
slu¢ajevima mora uzeti bar troelementni skup.

Napomena 1.81 Postoje formalni sistemi koji se interpretiraju u viSezna¢noj logici, npr.
na skupu {0, 1,...,n — 1} ili ¢ak na podskupu (0, 1) skupa realnih brojeva. ¢
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Predikatski racun

Iskazni ratun nam omoguéava povezivanje iskaza logi¢kim operacijama i utvrdivanje
veza izmedu njih, ali nc omogucdava uvid u strukturu iskaza. Osim toga, iskaznim
raunom nije moguce iskazati znacenje reci “svaki” i “neki”. Da bi se to omogudilo
potreban je sloZeniji jezik predikatskog (kvantifikatorskog) ratuna.

Primer 2.1 Neka je P(z) oznaka za “z je tacka” a Q(z) za “x je prava”. Tada zapis
iskaza “Kroz svake dve razliliti tacke prolazi prava.” u predikatskom racunu glasi:

(Vo) (Vy) (P(z) A P(y) Az # y=(32)(Qz) Az € 2Ny € 2)).
A

Kada govorimo o predikatskom racunu prvog reda znaci da dozvoljavamo kvantifiko-
vanje samo objekata, ne i svojstava objekata.

2.1 Predikatske formule

Predikatske formule se grade od slede¢ih znakova:

1. Var = {vy,vg,vs, ...} prebrojiv skup znakova promenljivih koje oznacavamo i sa

LyYs Zy T1sYls RlsevvsLms Yns Zns - - -

A, V, =, &~ logicki veznici;

¥, 3 kvantifikatori;

(,) pomocni znaci;

a,b,c,a1,b1,¢c1,...,an, by, c, Znaci konstanti,

Fogh [ f2 o f3, . ,fij: operacijska slova; gornji indeks j ufij oznacava

arnost operacijskog slova;

7. R, R%,... Ry, R3..., R] relacijska slova; gornji indeks j u R} oznadava arnost
relacijskog slova. Mora postojati bar jedno relacijsko slovo.

S e

45
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Znakovi konstanti, operacijska slova i relacijska slova ine jezik. Promenljive, logicki
veznici, kantifikatori i pomo¢ni znaci su fiksirani, dok jezik predikatskog ra¢una zavisi
od teorije koju Zelimo njime da aksiomatizujemo.

Znakove konstanti tuma¢imo kao konkretne objekte, operacijska slova arnosti n kao
n-arne operacije nad objektima, a relacijska slova arnosti n kao n-arne relacije nad
objektima.

Primer 2.2 Neka je Z skup celih brojeva. Ako f? tumacimo kao sabiranje celih brojeva,
R? kao jednakost celih brojeva, R kao relaciju < nad celih brojevima, a konstantu a;
kao ceo broj 1 onda formula

Ri(z, ) N Ri(, f{ (2, a1))
predstavlja tvrdenje “z = z iz <  + 17, Ova formula je na jeziku {aq, f?, R?, R3}. A
Definicija 2.3 Termi (izrazi) nad datim jezikom dati su slede¢im pravilima:

1. Promenljive z,y, z, . .. 1 konstante a, b, c. . . su termi.

2. Akosu iy, ...,1; termi i flj operacijsko slovo arnosti j, tada je i fij(tl, s tg)
term.

3. Termi se dobijaju samo konaénom primenom pravila 11 2.

Definicija 2.4 Neka su ¢y, ..., ¢; termi i R{ relacijsko slovo amnosti j. Tada je R{ (L1,
..., t;) elementarna (atomska) formula.

Definicija 2.5 Formule (nad datim jezikom) su date slede¢im pravilima:

1. Elementarne formule su formule.

2. Ako su A i B formule i z promenljiva, tada su formule i (A A B), (A V B),
(A= B), (A< B), -4, (Vz)Ai(3x)A.

3. Formule se dobijaju samo kona¢nom primenom pravila 11 2.

Posto kvantifikatori V, 3 stoje samo uz promenljive, radi sc o raCunu prvog reda.
Postoje 1 raCuni viseg reda, u kojima se kavntifikatori odnose i na operacijska i relacijska
slova.

Dogovor o brisanju zagrada:

1. spoljne zagrade briSemo;
2. prioritet znakova je sledeéi: ¥, 3; =; A, V; =, <.

Definicija 2.6 Neka je x proizvoljna promenljiva i A proizvoljna formula predikatskog
ratuna. KaZemo da je pojavljivanje promenljive & u formuli A pod dejstvom kvantifika-
tora ¥ odnosno 3 ukoliko se ono nalazi u podformuli formule A oblika (Vz)B odnosno
(3x)B. Ukoliko pojavljivanje promenljive x nije ni pod dejstvom ni jednog od kvan-
tifikatora 4, V, za to pojavljivanje promenljive z kaZzemo da je slobodno. Promenljiva x
je slobodna promenljiva formule A ukoliko postoji slobodno pojavljivanje promenljive
u formuli A. Recenica (zatvorena formula) je formula koja nema slobodne promenljive.
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Primer 2.7 Posmatrajmo formulu A:

(V) (Q(y) =) Pz, £ (y)))

gde su z i y promenljive, () relacijsko slovo arnosti 1, P relacijsko slovo amosti 2, a f
operacijsko slovo arnosti 1. Prvo i drugo pojavljivanje promenljive x su pod dejstvom
kvantifikatora V. Prvo pojavljivanje promenljive y je slobodno, a drugo je pod dejstvom
kvantifikatora 4. Promenljiva y je slobodna promenljiva formule A jer postoji slobodno
pojavljivanje promenljive y u formuli A. A

Svojstvo “biti slobodna promenljiva” se moZe definisati i na sledeéi nacin. Neka je V' oz-
naka za skup promenljivih terma ¢, a FV(A) oznaka za skup svih slobodnih promenljivih
formule A. Ako je x proizvoljna promenljiva, ¢ proizvoljna konstanta, flj proivoljno op-
eracijsko slovo amosti 7, R{ proizvoljno relacijsko slovo arnosti g, 41, . . ., &, proizvoljni
termi, a 5 i C proizvoljne formule, tada definiSemo

V(z) = {z}
Via) =10
V(i (t1,-..,t5) = V(t)) U+ U V(1))

FV(R(t1,...,1;)) = V(t) U--- U V(1))
FV(-B) = FV(B)

FV(B A C) = FV(B) UFV(C)
FV(BV C) = FV(B) UFV(C)
FV(B = C) = FV(B) U FV(C)
FV(B « C) = FV(B) UFV(C)
FV((¥2)B) = FV(B) \ {z}
FV((32)B) = FV(B) \ {z}

Napomena 2.8 (videti napomenu 1.10) Kada formulu A oznac¢imo sa A(y1. ...,yn)
tada sa A(tq, ..., %,) oznatava formulu dobijenu zamenom redom slobodnih pojavlji-
vanja promenljivih yy, ..., ¥y, termima ¢y, ..., 1, (ako sc neka od promenljiva y; nc
javlja u formuli A tada je rezultat zamene #; za y; polazna formula). Analogne oznake
uvodimo za terme: ako je u(y. ..., yn) term, tada sa u(¢4, ..., t,) oznatavamo rezultat
zamene svih pojavljivanja promenljivih y1, . . ., y,, redom termima ¢4, . . . , £, (ni u ovom
slu€aju se ne moraju sve promenljive y1., ..., y, javiti u u). o
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Napomena 2.9 Kao i u iskaznom ra¢unu (napomena 1.11), moZemo uvesti pojam
zamene kao preslikavanja formula predikatskog rac¢una u formule predikatskog racuna.
Prvo definiSemo zamenu terma ¢ u termu « umesto promenljive z, uz oznaci u[z/?]:

z[zft] = t
yle/tl =y
4 alz/t] = a
f, ot/ = flalz/l,... tlz/t)

Navodimo definiciju zamene terma ¢ umesto promenljive x u formuli A, u oznaci

Alz/t].

Ri(ty,...t)[x/t] = Ri(talz/t],... t;[z/t])

((V2)B)lz/t] = (Vz)B

(V) B)[z/t] = (vy)(Blz/t])
(B)B)lz/t] = (3z)B

(Gy)B)lz/t] = (Fy)(Blz/t])

(=B)[z/1] = ~(Blz/1])
(BAC)z/t] = (Blz/t] AClz/t))
(BVO)z/t] = (Blz/t]V Clz/t])
(B=0O)z/t] = (Blz/t]= Clz/1])
(BeO)z/t] = (Blz/t]< Clz/t])
Pri tome su z i y razliite promenljive, a konstanta, ¢, {y,...,{, termi, flj operacijsko

slovo, R{ relacijsko slovo, a B i C proizvoljne formule. ¢

Napomena 2.10 Negde sc za zamcnu promenljive z termom ¢ umesto Afz/t] koristi
oznaka A(t). ¢

Primer 2.11 Neka je «« oznaka za neko Rz i neka su date formule
a(z,y) Naly,z) = oz, 2)

(V2) (V) (V2) (e, y) A ey, 2) = ez, 2)).

Navedene formule moZemo tumaditi na viSe nacina.

1. Neka z,y, z uzimaju vrednosti iz skupa Z, a « je relacija jednakosti (=) celih
brojeva. Tada prva formula postaje

T=YNy=z=>x =2
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Jasno je da ne moZemo govoriti 0 njenoj tanosti ako ne zadamo konkretne vred-
nosti za x, y, z (do ovoga je doSlo zbog toga §to formula sadrZi slobodne promen-
ljive). Proverom ustanovljavamo da ako z, g, z uzmu redom vrednosti 1, 1, 1
dobijamo tacan iskaz. Tacan iskaz dobijamo i kada x, y, z uzmu vrednosti 1, 2, 3.
U stvari, lako je uveriti sc da bez obzira koje vrednosti uzimale promenljive z, 1,
z formula se uvek svodi na tacan iskaz.

2. Neka z, y, =z takode uzimaju vrednosti iz skupa Z, ali neka je « relacija nejed-
nakosti (). Tada se prva formulasvodinaxz # y Ay # 2=z # 2. Akox, y, z
uzmu vrednosti 1, 2, 3 dobijamo tacan iskaz, ali ako uzmu vrednosti (redom) 1, 2,
1 dobijamo netacan iskaz.

Druga formula ne sadrZi slobodne promenljive. Kvantifikator V oznacava da formula
koja je pod njegovim dejstvom treba da bude tatna za sve vrednosti promenljivih uz koju
kvantifikatori stoje. Zbog toga je druga formula u prvom tumadenju ta¢na, a u drugom
netacna.

Postoji beskonacno interpretacija formula i onc se razlikuju prema skupu vrednosti
koje uzimaju promenljive kao 1 tumacenju konstanti, relacijskih i iskaznih slova. Zbog
toga je problem ispitivanja tacnosti formule mnogo sloZeniji nego u iskaznog racunu. A

2.2 Interpretacija predikatskih formula

Interpretacija predikatskih formula je ureden par i = (D, ¢) gde je D neprazan skup
koji nazivamo domen interpretacije, a ¢ preslikavanje koje znacima konstanti pridruzuje
elemente domena D, operacijskim slovima arosti j funkcije D7 — D, a relacijskim
znacima arnosti j relacije arosti j nad skupom D tj. podskupove skupa D7. Za j = 1
dobijamo unarne relacije, to su podskupovi skupa D. (Specijalni oblici unarnih relacija
su prazna relacija koja odgovara praznom skupu ) i puna relacija koja odgovara skupu
D.) Logi¢ke veznike tumacimo kao odgovarajuce logi¢ke operacije. Formuli (Vx)A
dodeljujemo vrednost T akko za sve vrednosti promenljive « iz skupa D formula A ima
vrednost T. Formuli (3x)A dodeljujemo vrednost T akko postoji vrednost koju moze
uzeti promenljiva x u skupu D tako da formula A ima vrednost T.

Primer 2.12 U prvom slucaju prethodnog primera 2.11 tumacenje formule je odgovaralo
interpretaciji ¢ = (Z, ) gde je za p(«) uzeta relacija jednakosti =. Tada je i(a(z,y) A
aly,z) = a(z,z)) = T. Udrugom slucaju i = (Z, ) gde je za ¢(«) uzeta relacija #,
pai(a(z,y) Aaly, z) = a(z, z)) moze biti T ili L zavisno od vrednosti koje uzimaju x,
yiz A

U nastavku éemo precizirati pojam interpretacije. Vrednost terma u datoj inter-
pretaciji 4 zavisi nc samo od interpretacije konstanti, ve¢ i od vrednosti koje uzimaju
promenljive koje ucestvuju u termu. Zato uvodimo pojam valuacije.
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Definicija 2.13 Valuacija v interpretacije i = (D, ) je preslikavanje Var — D koje
promenljivim dodeljuje vrednosti iz D.

Valuacija dodeljuje vrednosti svim promenljivim, ali su za vrednost terma bitne samo one
promenljive koje u njemu ucestvuju.

Definicija 2.14 Vrednost terma ¢ za valuaciju v interpretacije i, u oznaci t'[v], data je
slede¢im pravilima:

1. a’[v] = ¢(a) ako je a konstanta;
2. 2'[v] = v(x) ako je x promenljiva;

3 (F (1o ta)) o] = FR(EL[0], ., #i[0]) gdefe £ = o(f2) funkeija pridruzena
operacijskom znaku f]}, a té- [v] vrednosti terma ¢; u valuaciji v interpretacije ¢ (do-
bijene prethodnom primenom ovih pravila).

Definicija 2.15 DefiniSemo kada je formula A je tatna u valuaciji v interpretacije ¢, u
oznaci ¢ |=, A.

1. Ako je A elementarna formula R}, (¢1,...,t,), tada
iy Ryt .. tn)

akko
(t\[v],...,t" [v]) € R,
gde je Ry, = o(R},);
Ako je A oblika —B, tada i |=, —B akko ne vazi i |=, B;
Ako je Aoblika B=C,tadai |=, B=C akkoizi =, Bsledii =, C;
Ako je A oblika (Vz)B, tada i |=, (Vz)B akko za svako d € D vaZii =y q/q) B
Ako je A oblika (3z)B, tada i =, (3x)B) akko postoji d € D tako da vaZi
P Fo(dfz) B

A

Pri tome je v(d/z) valuacija interpretacije ¢ data sa

afan ={ V2

Ukoliko formula sadrZi jo$ neke iskazne veznike, oni se interpretiraju analogno, npr.
il=y BAC akko i =, Bii|=, C. Ukoliko jezik ne sadrZi npr. iskazni veznik A, tada
se A A B uvodi kao skracenica za —=(A = —B), a lako se dokazuje da vazi i =, B AC
akko i =, Bii |=, C. Takode se (3x) A moze uvesti kao skraenica za —(Vz)—A4, pa
iz prethodne definicije sledi da je formula (3x) A tana u valuaciji v akko postoji d € D
tako da je A tacna u valuaciji v(d/z).
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Definicija 2.16 Formula A je ta¢na u interpretaciji ¢, u oznaci 7 |= A akko za svaku
valuaciju v interpretacije ¢ vazi i =, A. Ako je A tatna u interpretaciji ¢ kaZzemo da je ¢
model formule A.

Definicija 2.17 Formula predikatskog ra¢una A je valjana, u oznaci |= A, akko je tacna
u svim interpretacijama (svaka interpretacija formule A je model za A).

Napomena 2.18 Ako vaZi ¢ |=, A, piSemo i,(A) = T, u suprotnom piSemo i, (A) =
1. To nam omogucava da definiciju interpretacije iskaZemo u obliku analognom inter-
pretaciji iskaznih formula. Tako imamo i,(C = B) = (i,(C) = i,(B)) gde je sa desne
strane “=" operacija iskazne algebre.

Sli¢no, umesto ¢ = A pisemo i(A) = T. Dakle i(A) = T akko za svaku valuaciju v
vazi i,(A) = T. Ako pak za svaku valuaciju v vaZi i,(A) = L, tada pisemo i(A4) = L.
o

Sledeéi primer pokazuje da u opStem slucaju ne mora vaziti ni i(A) = T ni i(A) = L.

Primer 2.19 Neka je A formula R?(z,y), a interpretacijai = (Z, ) gde je Z skup celih
brojeva, a (R?) relacija < na skupu celih brojeva. Za valuaciju o za koju vazi a(z) = 5
ia(y) =1vaziig(A) = L jernije 5 < 1. Sa druge strane, za valuaciju ( za koju vazi
B(x) =1ipB(y) = dvaziig(A) = T jerje 1 < 5. Dakle niti je i(A) = T niti i(A) = L,
ve¢ vrednost formule u interpretaciji ¢ zavisi od valuacije. A

Primetimo da formula R?(z,y) nije bila zatvorena, jer su i z i y slobodne promenljive.
U nastavku ¢emo pokazati da zatvorenim formulama u datoj interpretaciji uvek moZemo
dodeliti jednu od istinitosnih vrednosti T ili L.

Lema 2.20 Neka je i proizvoljna interpretacija i A proizvoljna formula. Ako se valuacije
v i v' poklapaju za sve vrednosti promenljivih koje su slobodne u A tj. ako vaZi:

x € FV(A) povla&i v(z) = v' (),
tada je i,(A) = i,y (A).

Dokaz. Neka je i = (D, ) proizvoljna interpretacija. Dokaz sprovodimo indukcijom
po broju logickih veznika i kvantifikatora u formuli A.

Ako je A elementarna formula, tada su sve promenljive koje se javljaju u formuli
A slobodne. Ako se v i v’ poklapaju za sve vrednosti tih promenljivih, iz definicije
interpretacije (definicije 2.14 i 2.15) sledi da je i, (A) = i, (A).

Pretpostavimo da tvrdenje vaZi za sve formule sa manje od n > 0 logickih veznika
i kvantifikatora i neka je A formula koja sadrZi n logickih veznika i kvantifikatora.
Razlikujemo sledece slucajeve.
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. Aje - B gde B sadrzi n — 1 logickih veznika i kvantifikatora. Neka se valuacije v i

v’ poklapaju za sve slobodne promenljive formule A. Kako je FV(A) = FV(B), a
za B vaZi induktivna hipoteza, dobijamo da je i,,(B) = i,y (B). Odatle po definiciji
interpretacije

Z.v(_'B) = _'ZU(B) = _'Z.v’(B) = Z.v’(_'B)u

Sto znaci da tvrdenje vaziiza A.

. Aje BAC gde B i imaju manje od n logickih veznika i kvantifikatora, pa za njih

vazi induktivna hipoteza. Neka se v i v’ poklapaju za sve vrednosti promenljivih
iz FV(A). Kako je FV(A) = FV(B) UFV(C), valuacije v i v’ se poklapaju za sve
vrednosti iz FV(B), pa vaZi i,(B) = i, (B). Analogno, i, (C) = i, (C). Zato je
Ww(BAC) = i,(B) Niy(C)
1y (B) N iy (O)
iy (B AC)

Sto znaci da tvrdenje vaZzi i za formulu A.

. Akoje A oblika BV C, B=C'ili B« ( dokaz je analogan prethodnom slucaju.
. Aje (Vz)B. Tada je FV(A) = FV(B) \ {z}. Neka se v i v' poklapaju za sve

promenljive iz FV(A). Tada se v i v’ poklapaju za sve promenljive iz FV(B) osim
mozda promenljive x, pa se za proizvoljno d € D valuacije v(d/z) i v'(d/x)
poklapaju za sve promenljive iz FV(B). Zato je prema induktivnoj hipotezi
iw((V2)B) =T & zasved€ Diyq)(B)=T
& zasved € Dy (B) =T
< iy ((Vz)B) =T.

Dakle iy (A) = iy (A).

. A je (3z)B. Analogno prethodnom slucaju, ako sc v i v’ poklapaju za sve

promenljive iz FV(A), tada je

iw((F2)B) =T < postojid € D tako da iy (B) =T
& postoji d € D tako da iy (q/p)(B) =T
& iy((3r)B) =T,

paiuovom sludaju i, (A) =iy (B).

Time je dokaz zavrSen. m

Posledica 2.21 Ako je A zatvorena formula, © proizvoljna interpretacija, a v i v' proiz-
voljne valuacije, tada je i,(A) = i, (A) = i(A).
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Dokaz. Ako su v i v’ proizvoljne valuacije interpretacije 7, tada se one poklapaju za
sve slobodne promenljive zatvorene formule A jer FV(A) = @. Zato je po prethodnoj
lemi 2.20 i,,(A) = iy (A). Odatle dalje sledi da ako je 7,(A) = T, tada za sve valuacije
v’ vazZi iy (A) = T, pai(A) = T. Ako je pak i,(A) = L, tada za sve valuacije v’ vazi
iy (A) = L, pajei(A) = L. Prematome, i(A) =i,(A). m

1z prethodnih tvrdenja sledi da zatvorene formule u datoj interpretaciji uvek imaju dobro
definisanu istinitosnu vrednost iz skupa {T, L}. Za njih tada vaZe pravila koja smo
definisali za svaku valuaciju pojedinacno: tako je i(A A B) = i(A) Ai(B), i(-4) =
—i(A) i analogno za ostale logicke veznike.

Primetimo da je nacin izgradnje predikatskih formula od elementarnih formula (defi-
nicija 2.5) analogan nacinu izgradnje iskaznih fomula od iskaznih slova (definicija 1.3).
Ukoliko je A(p1, ...,py) iskazna fomula, a By, ..., B, predikatske formule tada sa
A(B4i, ..., By) oznatavamo predikatsku formulu dobijenu od A(p1, ..., p,) tako $to su
iskazna slova p; zamenjena odgovaraju¢im predikatskim formulama B;, a iskazni veznici
=, A, V, = 1 & odgovarajuéim predikatskim veznicima (koje smo ovde oznacavali istim
simbolima —, A, V, = 1 <),

Tvrdenje 2.22 Neka je iskazna formula A(p1, ...,py) tautologija i B, ..., By pro-
izvoljne predikatske formule. Tada je A(B1, ...,By) valjana formula, tzv. izvod tau-
tologije.

Dokaz. Neka je 7 proizvoljna interpretacija i v proizvoljna valuacija interpretacije ¢. Tada
zasvako Bj vazii,(B;) € {T, L}. Posto je A tautologija, bez obzira na vrednosti 4, (3;)
vazice i,(A(B1, ..., By)) = T. Kako je v bila proizvoljna valuacija, zakljuCujemo da
je A(By. ..., By) tatna u svim valuacijama interpretacije ¢, pa je tana u interpretaciji
i. Kako je i proizvoljna interpretacija, znali da je A(B. ..., By) tatna u svim inter-
pretacijama, pa je valjana. m

Zadatak 2.23 Odrediti model za formulu (Vz)(5(z) = 5(f(x))) takav da je

D = {a,b,c};

— abce
/= (Cba>'
Resenje. Posto je zadat domen D i interpretacija f operacijskog znaka f, treba jo§

odrediti interpretaciju /3 operacijskog znaka (3. Prema definiciji univerzalnog kvantifika-
tora treba da vaZi:

Bla)= B(f(a)
p(b) = B(f(b))
Ble) = B(f(c))
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pa po definiciji funkcije f
(a) =
(b) =
3(c) =
Jedno od moguéih resenja je § = {a,c}.

Ukoliko B(a), B(b), B(c) posmatramo kao iskazna slova, vidimo da je problem
sveden na traZenje modela za skup iskaznih formula. U ovom slucaju je D konacan,
pa smo dobili konacan broj iskaznih formula. m

()
(0)
(a)

m mlm\
m‘mlm‘

Videli smo da se iz tautologija mogu izvesti valjane formule. Slededi primer pokazuje
da nisu sve valjane formule tog oblika.

Tvrdenje 2.24 Formula
=(Vz)a(r) ©(3r)-a(x)

nije izvod tautologije, ali jeste valjana.

Dokaz. Formula je oblika A< B gde su A i B dve razli¢ite formule bez logickih
veznika. Zato moZe biti jedino izvod iskazne formule oblika p < ¢ za neka dva razlicita
iskazna slova p i ¢q. Kako iskazne formule tog oblika nisu tautologije, sledi da formula
nije izvod tautologije.

Prelazimo na dokaz da je formula valjana. Neka je i = (D, ) proizvoljna inter-
pretacija. Razlikujemo dva slucaja.

1. ¢{a) = D tj. v interpretiramo kao punu relaciju. Neka je v proizvoljna valuacija.
Po definiciji interpretacije formule za sve d € D vaZi

1 ':v(d/m) oz(w) akko
2'[v(d/x)] € p(a) akko

d € p(a).

Posto je p(a) = D, vaZi i [Fy(q/2) @(z) za svako d € D, pai =, (Vz)a(z).
Stoga ne vazi i =, —(Vz)a(z). Sa druge strane, za proivoljno e € D imamo

i |:v(e/:t) —u(x) akko
ne vazi z'[v(e/z)] € p(a) akko
ne vazi e € ¢(a)

Posto je ¢(a) = D sledi da ni za jedno e € D nc vaZi i Fye/y) —a(z), pa
ne vazi ¢ |=, (3z)(—a(z)). Dakle obe strane ekvivalencije su netatne, pa je
ekvivalencija tana. Valuacija v je bila proizvoljna, pa za svaku valuaciju v vaZi
i =y (Vx)a(x) ©(3z)(—a(z)). Zato je formula ta¢na u interpretaciji ¢.
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2. p(a) # D. Tada postoji d € D tako da d ¢ ¢(«). Neka je v proizvoljna
valuacija. Tada, analogno prethodnom slu¢aju, ne vazi i |=,4/,) (), pa ne vazi
i =y (Vz)a(z). Zato vaZi i =, —(Vz)a(z). Sa druge strane, nc vaZi i [=y(q/q)
a(z), pa vaZi i /) —a(z). Zato vazi i =, (3z)-a(z). Sada su obe strane
implikacije tacne, a to vaZi u proizvoljnoj valuaciji v, pa i u ovom slucaju i |=
—(Vo)a(z) () (-a(x)).

Napomena 2.25 Prethodni rezultat se moZe uopstiti: za proizvoljnu formulu A vazi
—(Vz)A <(3z)-A.

Dokaz je analogan prethodnom, ali se diskusija vrsi po relaciji a(x) datoj sa «(b) akko
|:v(b /z) A gde je v proizvoljna valuacija. ¢

Zadatak 2.26 Neka je sa /" oznacena formula
(Vz) ~a(z,z) A (Vo)(By) alz,y) A (V2)(Vy)(V2) ((z,y) A aly, 2) = alz, 2)).
Pokazati da formula F' ima model, ali da je svaki model za F' sa beskonatnim domenom.

Resenje. Neka je 1 = (IV, @) interpretacija formule F' gde je N skup prirodnih brojeva,
a ¢(a) = < relacija strogog poretka na skupu prirodnih brojeva. Ni za jedno d € N ne
vazi d < d, pa vaZi prvi deo formule F'. Drugi deo formule F' vaZi jer za svako d € N
postojid + 1 € N takoda d < d + 1. Treci deo formule F je posledica tranzitivnosti
relacije <. Dakle 7 je model formule F'. Pokazujemo da svaki model formule F' ima
beskonacan domen.

Neka je i = (D, ¢) model formule F. Prema definiciji interpretacije, to znaci da za
relaciju & vaZe sledeca tvrdenja:

1. za svako d € D nije a(d, d)

2. zasvako d € D postoji e € D tako da a(d, e)

3. zasved,e, f € Diza(d,e)iale, f)sledi a(d, f)
Pokazacemo sledecu lemu.

Lema 2.27 Za svaki prirodan broj n postoji niz x1, ...,y elemenata iz D tako da za
svako 1,7 gde je 1 <1i < j < nvadi ofx;,xj).
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Dokaz. Za n = 1 tvrdenje vaZzi jer je D neprazan skup, pa postoji element d € D. Ako
stavimo x1 = d dobijamo niz duZine 1 za koji trivijalno vaZi tvrdenje leme.

Pretpostavimo da tvrdenje vaZi za n: postoji niz x1, ..., Z, elemenata iz D tako da
zasvako 4, j gde 1 <1 < j < nvaZi a(z;, z;). Prema tvrdenju 2, postoji element e € D
tako da a(xy,, €). Stavimo z,, 11 = e. Pokazujemo da za svako i, jgde 1 <i < j <n+1
vaZi a(z;, z;). Nekasui,j gde 1 <i < j < n+ 1 proizvoljni. Ako je j < n, tada po
induktivnoj hipotezi vazZi a(x;,x;). Nekaje j =n+1i1 < i < n. Akoje i = n tada
po konstrukciji elementa z,,41 vazZi &(z;, z;). Ako je i < n, tada po induktivnoj hipotezi
vazi afx;, x,). Kako po konstrukciji elementa 1 vaZi a(xy,, z,1), po tvrdenju 3
sledi a(z;, y41). Time je dokaz leme zavrSen. m

Primetimo da je niz xy, ..., x, iz prethodne leme niz razlicitih elemenata, jer ako
jel < i< j < ntadaje &(z;, z;), a to po tvrdenju 1 povlali z; # z;. Sada je lako
dokazati da je skup D beskonalan: pretpostavimo suprotno, da D ima n elemenata za
neki prirodan broj n. Kako postoji skup od n + 1 razlicitih elemenata skupa D, dobijamo
kontradikciju. Dakle D mora biti beskonacan. Time smo pokazali da svaka interpretacija
7 koja je model za F' ima beskonacan domen D. m

2.3 Neke valjane formule

Valjane formule predstavljaju zakonitosti miSljenja. Neke njihove oblike proucavao
je jo§ Aristotel u vidu silogizama. U nastavku navodimo spisak Cesto kori$¢enih valjanih
formula [SP].

-(Vz)A & (Jz)-A (2.1)
-(3r)A & (Vr)-A (2.2)
(Vz)(AANB) < (Vz)AA(Vz)B (2.3)
(3x)(AVB) < (Jzx)AvV (3x)B (2.4)
(Vz)AvV (Vz)B = (Vz)(AV B) (2.5)
(3z)(AANB) = (3z)AAN(3z)B (2.6)
(Vz)(A=B) = ((Vz)A=(Vx)B) 2.7
(Va) (W) A & (vy)(va)A 2.8)
(E)(EA & (3y)(Ea)A 2.9)
3z)(Vy)A = (Yy)(Fx)A (2.10)
Sledeée valjane formule vaZe ako z nije slobodna promenljiva u formuli 5.
(Vz)(AVB) & (Vz)AVB (2.11)
(3z)(AANB) & (Ir)AAB (2.12)
(Vz)(A=B) < ((dz)A=B) (2.13)
(Vz)(B=A) < (B=(Vr)A) (2.14)
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Konstrukcijom odgovarajuée interpretacije moze se pokazati da u formulama 2.5, 2.6 i
2.7 ne vaZi suprotan smer. PokaZimo to za formulu 2.5. Neka je formula A elementarna
formula a(z) i B elementarna formula 8(z). Posmatramo interpretaciju ¢iji je domen
skup prirodnih brojeva, « se interpretira kao unarna relacija “biti paran”, a 4 kao unarna
relacija “biti neparan”. Tada je desna strana formule taCna, jer je svaki prirodan broj
paran ili neparan, a leva neta¢na jer niti su svi prirodni brojevi parni, niti su svi prirodni
brojevi neparni. Zato na ovom modelu ne vazi implikacija

(Vz)(a(z) V B(z)) = (Vr)a(z) V (Y2) (),

pa ne vazi ni ekvivalencija. Dakle formula

(Vz)(a(z) V B(z)) & (Vo)o(z) V (Vo) B(x)

nije valjana, jer smo pronasli interpretaciju u kojoj nije tacna.

2.4 Neka jednostavna svojstva valjanih formula

Tvrdenje 2.28 Ako vadi |= AivaZi|= A= B ondu vali = B.

Dokaz. Neka = Ail= A= B. Neka je i proizvoljna interpretacija i v proizvoljna
valuacija te interpretacije. Kako = A= B, sledi ¢ =, A= B, §to po definiciji znaci da
izi |=y Asledii =, B. Kako |= A, vazii |=, A, pai |=, B. Dakle za proizvoljnu
interpretaciju ¢ i proizvoljnu valuaciju v vazi i |=, B. Zato = B. =

Tvrdenje 2.29 = A akko |= (Vx)A.

Dokaz. =-): Neka |= A. Neka je i = (D, ) proizvoljna interpretacija i v proizvoljna
valuacija. Po definiciji interpretacije vaZi

i =y (V2)A (%)

akko za svako d € D vazi
i Fod/z) A ()

Neka je d proizvoljno. Preslikavanje v(d/z) je valuacija interpretacije 4, a vaZi = A, pa
vazi (xx). Kako je d bilo proizvoljno, vaZi i (x). Posto to vaZi za svaku interpretaciju 1,
sledi = (Vz)A.

<): Neka je |= (V) A. Tada po definiciji, za svaku interpretaciju i = (D, ¢), svaku
valuaciju v i svako d € D vaZi i [=y(q/y) A. Uzimajuci specijalno d = v(z) dobijamo
da za svako 7 1 svako v vaZi i [=y(y(a)/z) A» G- 1 Fo A Dakle = A w
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Tvrdenje 2.30 (Tvrdenje zamene) Neka |= A < B ineka je F(A) proizvoljna formula
koja sadrZi kao podformulu formulu A. Ako sa F(B) oznalimo rezultat zamene nekih
pojava podformule A formulom B, tada |= F(A) < F(B).

Dokaz. Neka je i proizvoljna interpretacija i v proizvoljna valuacija. Posto = A< B
sledi i =y A< B, pai,(A) = i,(B). Kako se F(A) od F(B) razlikuje samo po
zameni nekih pojava podformule A formulom B, sledi i, (F(4)) = i, (F(B)) (ovo s¢
moZe proveriti i indukcijom po sloZenosti formule F'). Odatle i |=, F(A) < F(B).
Kako su i i v proizvoljni, sledi = F(A) < F(B). »

Definicija 2.31 Term ¢ je nezavisan (slobodan) za promenljivu z u formuli A akko
zamenom ¢ za slobodne pojave promenljive x nijedna promenljiva terma { ne postaje
vezana u Afz/t].

Tvrdenje 2.32 Neka je 1 proizvoljna interpretacija i v proizvoljna valuacija interpreta-
cije 1. Neka je A proizvoljna formula, i { term slobodan za promenljivu x u formuli A.
Tada vaZi i,(Alz/t]) = iy (A) gde je v' = v(t'[v]/x) (sintaksna zamena i zamena u
valuaciji su ekvivalentne).

Dokaz. Neka je i = (D, ¢) proizvoljna interpretacija i v proizvoljna valucija interpreta-
cije . Dokaza¢emo prvo sledecu lemu.

Lema 2.33 Ako su u i t termi tada za svaku valuaciju v vaZi u[z /) [v] = u'[v] gde je
v = u(t'v]/x).

Dokaz. Neka je v proizvoljna valuacija. Tvrdenje ¢emo dokazati indukcijom po broju
operacijskih slova u termu u. Ako term nema operacijskih slova, tada je on promenljiva
ili konstanta.

1. w je promenljiva. Ukoliko je u = z, tada je
(lz/1)'[v] = £'[v] = a"[o('[v]/2)].
Ukoliko je u = y # z, tada je
(yle /)] = y'[v] = v(y) = v'(y) = y'[V'].
2. u = a je konstanta. U tom sluaju vazi

ale/1[0] = @[] = p(a) = ']

Pretpostavimo da tvrdenje vaZi za sve terme sa manje od k operacijskih slova. Neka
je u proizvoljan term sa k operacijskih slova. Tada je u = f) (s1, ..., s,) gde termi s;
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za 1 < 7 < n imaju manje od k operacijskih slova, pa za njih vaZi indukcijska hipoteza.
Zato vaZi

(Flonro o)l =
= (Fn(sileft],ossala /) ]
o(fr)(s1]x/t])'[v], - .. (sn[z/t])*[v]) (definicija vrednosti terma)
= (M), ..., 8L [0]) (indukcijska hipoteza)

= (f"(s1,...,8)) V] (definicija vrednosti terma).

Time je lema dokazana. m

Dokaz samog tvrdenja sprovodimo indukcijom po broju logic¢kih veznika u formuli
A. Ako A nema logi¢kih veznika, tada je A neka elementarna formula R} (s1, ..., sn),
pa za proizvoljnu valuaciju v i v’ = v(t'[v]/x) vaZi:

(R, (s1, ..., 80)[/])
— o (R (1 /M) .., sule/1])
— (R (s1[e/ D)), ., (sl /H]) o))
(po definiciji vrednosti terma)
= ¢(Rp)(s1[0], .. sp[v'])
(po prethodnoj lemi)
=iy (R, (S1,- -, Sn))-

Pretpostavimo da tvrdenje vaZzi za sve formule sa manje od & > 0 logickih veznika i sve
valuacije interpretacije 7. Neka je A formula sa & logickih veznika, ¢ term slobodan za
promenljivu =z u formuli A, v proizvoljna valuacija i v' = v(b/z) za b = t[v]. Prema
definiciji formule, mogu nastupiti sledeéi slucajevi.

1. Aje—C. Tadaje t slobodan za i u C, pa vazi:
i ((=0)[z/t]) = 4 (=(Clz/1]))
= —iy(Clz/1])
(po induktivnoj hipotezi)

2. Aje (C= D). Tadaje ¢t slobodan za z iu C'i D, pa vazi:

iw((C = D)[z/t]) = iy(Clz/t]= Dlz/t])

i (Clz/t]) = iy (D]z/t])

Tyt (C) =ty (D)
(induktivna hipoteza)

= iv/ (C = D)
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. Slucajevi kada je A oblika C A D, C'V D i < D se razmatraju analogno

prethodnom slucaju.

. Aje (Vz)C. Tada z nije slobodno u A, pa vazi:

i (Vo) O)z/t]) = iu((VE)C) = i (V) C)

jer se v i v’ razlikuju samo po vrednosti za x, a po lemi 2.20 vrednost valuacije za
z ne uti¢e na vrednost formule.

. Slucaj kada je A oblika (3x)C se razmatra analogno prethodnom slu¢aju.
. Aje (Vy)C, zay # x. Razlikujemo dva podslucaja.

(a) y se javlja u termu ¢. Ukoliko bi z bilo slobodno u C, tada bi zamenom ¢
umesto x u formulu A promenljiva y postala vezana, pa ¢ ne bi bio slobodan
za x u A. Kako je po pretpostavci ¢ slobodan za z u A, z se ne javlja slobodno
u C (paniu A). Zato kao i u prethodnom slucaju tvrdenje vazi.

(b) y se ne javlja u termu £. Tada je ¢ slobodan za z u C, pa

i o (YY) ) /1])

akko
i o (Vy)(Clz/t]))

akko (po definiciji interpretacije)

zasvakod € D vazii |:v(d/y) Clz/t]
akko (prema induktivnoj hipotezi)

zasvako d € D vaZi g ‘:v(d/y) (t1u(d/y)] /) C

akko (jer se y ne javlja u t, pa t'[v(d/y)] = t[v])

zasvakod € D vazi i |:v(d/y)(b/x) C
akko (er = # y)

zasvakod € D vazi i |:v(b/x)(d/y) C
akko (po definiciji interpretacije)

i =y (Yy)C.



2.5. PREDIKATSKI RACUN KAO FORMALNA TEORIJA 61

Tvrdenje 2.34 Neka je A proizvoljna formula i t term slobodan za x u A. Tada je
formula
(Vz)A= Alz/t]

valjana.

Dokaz. Neka je i = (D, ¢) proizvoljna interpretacija i v valuacija u . Neka vaZzi i =y
(V) A. Tada za svako d € D vazi

i Fod/z) A (*)

Posto je ¢ slobodan za  u A, prema prethodnom tvrdenju vazi i =, A[x/t] akkoi =, A
gde jev’ = v(#'[v]/z). Stavljajuéi u (¥) d = t*[v] dobijamo i |=,» A. Daklei =, A[x/t].
Stoga i =, (Vo)A = A[z/t]. Kako su i i v bili proizvoljni, sledi |= (Vz)A = A[z/t]. =
Sledeéi primer pokazuje da se u prethodnom tvrdenju zahtev da je term ¢ slobodan za z
u A ne sme izostaviti.

Primer 2.35 Posmatrajmo formulu (Vz)A gde je A formula (Jy)a(z,y). Ako u A za-
menimo promenljivu z termom y, dobijamo formulu (3y)a(y, y). Formula (Vz)A = Az /t]
se tada svodi na
(V2) Fy)alz, y) = Fy)aly, y)-

Interpretirajmo ovu formulu na skupu prirodnih brojeva i uzmimo za relaciju « relaciju
strogog poretka <. Tada pretpostavka formule vaZi, jer za svaki prirodan broj n postoji
broj m tako da n < m, ali zakljucak ne vaZi jer ne postoji prirodan broj n tako da je n <

n. Prema tome, formula nije valjana. Do ovoga je doSlo zbog toga $to je promenljiva

y zamcnom za x postala vezana, §to znaCi da term y nije slobodan za promenljivu x u
formuli A. A

2.5 Predikatski racun kao formalna teorija
Predikatski racun prvog reda se moZe zadati kao formalna teorija
K = (8, For, Ax, P)
gde je

S azbuka sastavljena od promenljivih, konstanti, operacijskih i relacijskih slova,
logi¢ih veznika = i — i znakova Vv, (, ) (odeljak 2.1);
For formule koje se grade na nacin opisan u 2.1 pri ¢emu se kao logicki veznici koriste
samo — i = a od kvantifikatora samo V;
Ax skup aksioma datih pomocu slede¢ih 5 shema-aksioma:

1. A=(B=A4A)
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2. (A=(B=0))=((A=B)=(A4=0))
3. ("B=-4)=(A=B)
4. (Vz)(A= B(z)) =(A=(Yz)B), ako z nije slobodna promenljiva formule
A;
5. (Vz)A(xz) = A(t) gde je t proizvoljan term slobodan za = u formuli A(z).
Primetimo da sheme-aksiome 1-3 odgovaraju shema-aksiomama formalne teorije

iskaznog racuna L.
P = {MP, GEN} skup pravila izvodenja:

A A
MP: ’7:>B
B
A
GEN:
(Vz)A

Pojmovi teoreme i sintaksne posledice se za predikatski racun uvode kao i za svaku
formalnu teoriju (definicija 1.58).

Tvrdenje 2.36 (O izvodu teorema iskaznog racuna ()

AkobFp Aqu, ... ,qn) ondabx A(By,...,By) gdeje A(By, ..., B,) formula predikat-
skog racuna dobijena zamenom iskaznih slova qu, . . . , q, redom predikatskim formulama
By, ..., By

Dokaz. Neka -, A(qi, ...,qn). Tada postoji dokaz Ay, ..., A; u L tako da je
Ay, formula A(qq, ...,q,). Zamenimo u tom dokazu promenljive ¢, ...,q, redom
formulama By, ..., B, predikatskog ra¢una. Ostale promenljive koje se javljaju u
formulama dokaza A1, ..., A; zamenimo proizvoljnim formulama predikatskog rac¢una
tako da iste promenljive zamenimo istim formulama. Pokaza¢emo da je dobijen niz
formula B1, ..., By je dokaz u K. Neka je B; proizvoljna formula niza By, ..., Bg.
Posto je A; formulaudokazu Ay, ..., A, onaje ili aksioma u £ ili je dobijena primenom
MP na prethodne formule u nizu. Ako je A; aksioma u £, tada je B; aksioma u K jer
za svaku shemu-aksiomu u £ postoji odgovarajuéa shema u K. Ako je A; dobijena
primenom MP na formule A, i A; zar, s < 4 tada se i B; moZe dobiti primenom MP
u predikatskom racunu na formule B, i B;. Dakle sve formule niza B; su ili aksiome
teorije K, ili dobijene primenom MP na prethodne u nizu, pa je By, ..., By dokaz u K.
Zato je By tj. A(Bq, ..., By) teorema predikatskog ra¢una /C. =

Tvrdenje 2.37 (Gedela o potpunosti) Fx A akko |= A.

Dokaz. =-): Indukcijom po duZini izvodenja za A. Ako je A instanca shema-aksioma 1,
2 ili 3, tada je ona izvod tautologije, pa vazZi = A. Ako je A aksioma 4, tada |= A prema
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valjanoj formuli 2.14 (odeljak 2.3). Ako je A instanca aksiome 5, tada prema tvrdenju
2.34 vazi = A. Dakle aksiome su valjane formule. Ukoliko A ima izvodenje duZine I,
tada je A aksioma, pa je valjana. Pretpostavimo da su sve formule koje imaju izvodenje
duZine manje od n valjane. Neka je A proizvoljna formula koja ima izvodenje duZine
n. Tada je ona aksioma, dobijena primenom pravila MP, ili dobijena primenom pravila
GEN na prethodne formule u nizu.

1. Ukoliko je A aksioma, tada prema prethodnom razmatranju vazi = A.

2. Ukoliko je A dobijena primenom pravila MP na formule B i B= A tada B i
B = A imaju izvodenje duZine manje od n, pa prema induktivnoj hipotezi vaZi
= Bi= B=A. Prema tvrdenju 2.28 tada = A.

3. Ukoliko je A dobijena primenom pravila GEN tada je A oblika (Vz)B gde je B
jedna od prethodnih formula u nizu. B ima izvodenje duZine manje od n, pa po
induktivnoj hipotezi = B. Tada prema tvrdenju 2.29 vazi |= (Vz)B tj. = A.

<); Videti [EM]. w

Tvrdenje 2.38 K nije odluciva formalna teorija.

Dokaz. Videti npr. [EM]. u

Tvrdenje 2.39 K je neprotivrecCan (ne postoji formula A tako da su A i —A teoreme
predikatskog racuna K).

Dokaz. DefiniSemo “brisucu funkciju” f koja preslikava formule predikatskog racuna X
u formule iskaznog ratuna £. Razli¢itim relacijskim slovima R{ ¢emo pridruZiti razli¢ita
iskazna slova p,. To mozemo uraditi jer relacijskih simbola ima najviSe prebrojivo
mnogo, a iskaznih slova ima prebrojivo mnogo. Sada definiSemo

F(RI(t1, ...t

t) = bk
f((Vvz)4) = f(4)
flA=B) = (f(4)=f(B))
f(=4) = ~f(4).

Lema 2.40 Akotx Atadat-, f(A).

Dokaz. Dokaz sprovodimo indukcijom po duZini izvodenja n za formulu A. Neka je A
formula predikatskog ra¢una. Ukoliko je A instanca Az1, Az2 ili Az3 tada je f(A) in-
stanca Ax1, Ax2 odnosno Ax3 iskaznog racuna. Ukoliko je A instanca Az4, tada je ona
oblika (V) (B = C) =(B =(V2)C), paje £(4) = (f(B) = £(C)) =(f(B) = F(C))
po definiciji preslikavanja f, a to je teorema u £ na osnovu tvrdenja 1.65. Ako je A
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instanca Ax5 tada je ona oblika (Vz)B(x) = B(t). Kako zamenom terma ¢ umesto pro-
menljive £ menjamo samo unutra$nju strukturu elementarnih formula unutar formule B,
a ona se funkcijom f zanemaruje, imamo f(A) = f(B = B), §to je teorema u L.

Ako je n = 1, tada je A aksioma, pa prema prethodnom razmatranju . f(A).
Pretpostavimo da tvrdenje vaZi za svako k < n, gde je n > 1. Neka postojiizvodenja A,
..., Ap zaformulu A u K. Tada je A aksioma ili dobijena primenom pravila izvodenja
na prethodne u nizu. Ukoliko je A aksioma, tada na osnovu prethodnog razmatranja
Fre f(A). Ukoliko je A dobijena primenom MP na prethodne formule u nizu, tada
postoje formule B i B = A koje imaju dokaz duZzine manje od n. Za njih vaZi induktivna
hipoteza, pa -, f(B=A) it f(B). No kako je f(B=A) = (f(B)= f(4)),
primenom pravila MP za £ sledi -, f(A). Ukoliko je A dobijena pravilom GEN tada
je ona oblika (Vz)B i B ima izvodenje duZine manje od n, pa je -, f(B). Kako je
f(A) = f(B), trivijalno dobijamo -, f(A). Time je dokaz leme zavrSen. m

Pretpostavimo sada da -x Aibx —A. Tadab, f(A) ik, f(=A) 4. bz = f(A4).
No to je u suprotnosti sa neprotivre¢nos¢u iskaznog rac¢una £ (tvrdenje 1.80). Dakle K
je neprotivrecan. m

Tvrdenje 2.41 (Tvrdenje dedukcije za K) Ako je F skup formula predikatskog racuna
i A zatvorena formula, tada

F, Al B akko F Fx A= B.

Dokaz. Ako F Fx A= B, tada primenom MP direktno dobijamo F, A kg B.
Dokazujemo suprotan smer: ako F, A Fx B ondaiF Fx A= B. Dokaz sprovodimo
indukcijom po duzini izvodenja n formule B iz formula F, A. Ukoliko je B aksioma ili
iz F, tada primenom Az1 imamo k¢ A= B. Ukoliko je B ba$ A tada je A = A izvod
tautologije, pa je teorema u K. Zan = 1 su to jedine moguénosti, pa tvrdenje vazi zan =
1. Neka je n > 11 neka tvrdenje vazi za svako k < n. Neka je B proizvoljna formula
takva da postoji izvodenje iz F U { A} u n koraka. Mogu nastupiti slede¢i slu¢ajevi.

1. B je aksioma, B € F ili B je A. Tada na osnovu prethodnog razmatranja Fx
A=B.

2. B je dobijena primenom pravila MP na prethodne formule u nizu, neka su to
formule CiC= B. Tada F,A b CiF,A Fx C= Bipritome su izvodenja
duzine manje od n. Prema induktivnoj hipotezi, tada F Fx A=C 1 F k¢
A=(C = B). Prema Az3 vazi

Fik (A=(C=B))=((A=C)=(A= B)).

Odatle primenom dva puta pravila MP dobijamo F Fx A= B.
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3. B je dobijena primenom pravila GEN. Tada je B oblika (Vz)C gde je C jedna od
prethodnih formula u nizu. Za C' vaZi induktivna hipoteza, pa F Fx A= C. Tada

postoji izvodenje iz F formule A = C, neka je to Dy, ..., Dj. Posmatrajmo niz
1. Dy
Dy
k. A=C
(k+1). (Vz)(A=0O) GEN(k)
(k+2). (Vz)(A=C)=(A=(V)C) Azd
(k+3). A=(Vz)C MP(E+1,k+2)

On predstavlja izvodenja formule A = B iz F, A. Aksiomu 4 smo smeli primeniti
jer je A zatvorena formula, pa x nije slobodna promenljiva u A.

Napomena 2.42 Prethodno tvrdenje se moze uopstiti. Uocimo da smo u 3. slu€aju
induktivnog koraka koristili samo ¢injenicu da z nije slobodna promenljiva u formuli
A. Zbog toga je dovoljno pretpostaviti da vazi F, A Fx B i pri tome u izvodenju za B
nema primene pravila generalizacije po promenljivima koje su slobodne u formuli A. ¢

2.6 Specijalni predikatski racun prvog reda

Azbuka specijalnog predikatskog racuna prvog reda sadrZi neke od konstanti predi-
katskog racuna (ali nc mora ni jednu), neka operacijska slova predikatskog racuna (ali
ne mora ni jedno) i bar jedno relacijsko slovo. Formule se formiraju prema pravilima za
izgradnju formula predikatskog racuna. Skup aksioma sc sastoji od aksioma Az1-Az)
predikatskog racuna i specijalnih aksioma. Specijalne aksiome predstavljaju proizvoljan
podskup skupa formula. Pravila izvodenja su MP1i GEN.

Model za specijalni predikatski racun prvog reda je interpretacija 7 formula predikat-
skog ra¢una u kojoj su tacne specijalne aksiome. PoSto su aksiome samog predikatskog
racuna (Ax1-Ax5) valjane, one su u svakoj interpretaciji tacne. PoSto pravila izvodenja
MP1i GEN Cuvaju svojstvo “biti tatan na modelu”, sledi da su i sve teoreme koje moZemo
izvesti u specijalnom predikatskom ra¢unu prvog reda tacne u .

Zavisno od izbora operacijskih i relacijskih slova, konstanti i1 specijalnih aksioma
postoje razliciti specijalni predikatski ra¢uni. Oni predstavljaju proSirenje racuna K i ko-
riste se za aksiomatizaciju matematickih teorija. Prvi stepen u proSirivanju predikatskog
racuna je aksiomatizacija relacije jednakosti. Tako dobijamo predikatski racun prvog
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reda sa jednakos¢u. Medu relacijskim slovima arnosti 2 isti¢emo znak R?, i radi pregled-
nijeg zapisa formulu oblika R3(#1,t2) pifemo kao ¢; = t5. Uvodimo sledece specijalne
aksiome (zadate u obliku shema).

1 =1
thh=ilao=>tlaox= 1
i xito Nt =izg=11 =~ 13
bty NNty b, = [, ) = P, 1)
At Ao Ay m bl = (Rt ... by) = R, ..., 1))

Pri tome su ¢y, ...,t, i £}, ..., proizvoljni termi, f" proizvoljno operacijsko slovo i
R} proizvoljno relacijsko slovo, a podrazumevamo da su sve promenljive koje se javljaju
u shemama univerzalno kvantifikovane.

Definicija 2.43 Model i = (D, ) predikatskog racuna sa jednako$c¢u naziva sc nor-
malan akko se relacijsko slovo = interpretira kao jednakost. Jednakosno valjane formule
su formule koje su ta¢ne u svim normalnim modelima.

Napomena 2.44 Mozemo uoditi tri razli¢ita oblika u kojima se javlja jednakost. Prvi
oblik je relacijsko slovo ~ arnosti 2 kao sintaksni objekat koji ulazi u sastav formula
kao nizova simbola. Drugi oblik je jednakost koja predstavlja interpretaciju relacijskog
simbola ~. Najzad, u meta teoriji se javlja relacija = kojom se oznacava identi¢nost dva
objekata. Kako je obi¢no iz konteksta jasno o kojoj jednakosti je re€, koristi¢emo simbol
= u sva tri slucaja. ¢

Tvrdenje 2.45 Ako A proizvoljna formula i promenljiva y slobodna za x u formuli A,
tada su sledece formule jednakosno valjane:

L. r=y=>(A= Alz/y])
2. (Vz)(z=y=A)s Alz/y]
3. Bx)(z=ynA) = Alz/y

U poslednje dve formule "eliminisuse kvantifikatori, tj. dodaje se ekvivalentna formula
bez kvantifikatora.

Dokaz.

I. Neka je ¢ proizvoljna interpretacija i v proizvoljna valuacija te interpretacije. Treba
da pokaZemo da je formula tatna na ¢ za valuaciju v. Razlikujemo dva slucaja.

(@) v(z) # v(y). Tadaje i, (x = y) = L, pa je cela implikacija ta¢na.
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(b) v(z) = v(y). Posto je y slobodan za = u A, prema tvrdenju 2.32 vaZi
iw(Alz/y]) = iv(A) gde je v = v(v(y)/x) = v, pa je iy(A(y)) =
iy(A(z)). Zbog toga je i i, (A< Alz/y]) = T, pa je implikacija ta¢na.

2. Neka je ¢ proizvoljna intepretacija i v proizvoljna valuacija te interpretacije. Treba
da pokazemo da je formula ta¢na u valuaciji v. Prema definiciji interpretacije

w((Va)(z =y=A4)) =T ()
vazi akko za svako d € D zav' = v(d/x) vaZi
w(lz=y=A4)=T. (%)

Ako je d # v(y) tada je i,(x = y) = L, pa implikacija vazi. Stoga Ce (x) vaZiti
akko (xx) vazi za d = v(y), imamo dakle

w((Ve)(z =y=A)) =iy (z =y=A)
gde v' = v(v(y)/x). Prema tvrdenju 2.32 vazi

i (AlZ/Y]) = tuu(y) /o) (A) = i (A).
Posto je iy (z = y) = T, sledi

w((Vz)(z =y=A4)) = wE=y=A4)
T = 4y (A)

Tyt (A)

= uw(Alz/y])

pa je cela ekvivalencija tacna.

3. Primenom valjanih formula (2.3) i tautologija na polaznu formulu dobijamo:

(Fx)(z =y AN A)= Alz/y] akko

—(dz)(z =y N A) < -Alz/y] akko

(Vz)(—z =y V -A) & -Az/y] akko
(Vz)(z = y=—A) & -Alz/y].

Poslednja formula je posledica 2. dela ovog tvrdenja.
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Ograniceni kvantifikatori Ako je R proizvoljna relacija za koju po dogovoru pisemo
xRy umesto R(x,y) tada je

(VzRy)A skraceni zapisaza (Vz)(zRy=A),

(3zRy)A skraleni zapisaza (Jz)(zRy A A).

(VzRy) i (3zRy) se nazivaju ogranifeni kvantifikatori. Neke od valjanih formula se
prenose 1 na ograniene kvantifikatore.

Primer 2.46 Primenom definicije ograniCenih kvantifikatora i valjanih formula, dobi-

jamo:
-(VzRy)A < —(Vz)(zRy=A)
< (Jz)-(zRy=A)
< (Jz)(zRy A —A)
& (JzRy)-A
A

OgraniCeni kvantifikatori se naj¢e$¢e primenjuju uz relacije € 1 <.

Da bismo iskazali da postoje dva razlicita objekta koja imaju dato svojstvo, potreban
nam je predikatski raCun sa jednako$¢u. Tada Cinjenicu “postoje (bar) dva razlicita
objekta koja imaju svojstvo A” oznacavamo formulom

(B2)(Fy)(z # y A Alz) A Aly))-

Analogno sc moze konstruisati formula koja odgovara svojstvu “postoji £ medusobno
razli¢itih objekta koji imaju svojstvo A”. Tako se u izvesnoj meri moZe predikatskim
raCunom govoriti o prirodnim brojevima, ali je takav nacin teZak za rad, pa sc brojevi
uglavnom uvode posebnim konstantama i operacijskim slovima.

Iskaz “postoji tano jedan objekat koji ima svojstvo A”, u oznaci (31z)A(x),
definiSemo kao skraceni oblik formule

(Bz)(A(z) A (YY) (Ay) = y = 2))

ili njoj ekvivalentne
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2.7 Tvrdjenje Erbrana

2.7.1 Semanticka posledica

Sli¢no kao u iskaznom racunu definiSemo pojam semanticke posledice. Ukoliko je
formula predikatskog racuna A ta¢na u interpretaciji + kazemo da je 7 model za A.

Definicija 2.47 Interpretacija i je model skupa formula A predikatskog racuna akko je i
model za svaku formulu skupa A.

Definicija 2.48 A |= B akko je svaka interpretacija koja je model za A model i za B.

Tvrdenje 2.49 Neka je A skup zatvorenih formula predikatskog racuna prvog reda i B
zatvorena formula. Tada A |= B akko skup AU {—B} nema model.

Dokaz. =): Neka A |= B. Neka je i proizvoljna interpretacija. Ako ¢ nije model za A
onda nije model ni za A U {-~B}. Ako i jeste model za A, onda je i model i za B, pa i
nije model za =3, pa opet ¢ nije model za AU {—DB}.

<): Neka skup A U {—~B} nema model. Neka je i model za 4. Posto 7 nije model
za AU {—-B}, mora biti {(-B) = L. Tada je i(B) = T. Kako je i bila proizvoljna
interpretacija, vazi A = B. m

Posledica prethodnog tvrdenja je da je zatvorena formula B valjana akko skup {-B}
nema model. Time je problem ispitivanja semantiCke posledice i valjanosti sveden
na egzistenciju modela skupa formula. Zahtev da je B zatvorena formula nc pred-
stavlja ograniCenje, jer uvek moZemo posmatrati univerzalno zatvorenje formule B, u
oznaci VB, koje sc dobija dopisivanjem ispred formule B kvantifikatora Vz za svaku
promenljivu x koja je slobodna u B. Iz tvrdenja 2.29 sledi da je valjanost formula B i
VB ekvivalentna.

2.7.2 Ekvivalentnost formula

Definicija 2.50 Formula A je ekvivalentna formuli B, u oznaci A ~ B, akko za svaku
interpretaciju ¢ i svaku valuaciju v te interpretacije vaZi i, (A) = i, (B).

Iz definicije sledi A ~ B akko = A< B. Relacija ~ je relacija ekvivalencije na
skupu formula. Ona je i saglasna sa logi¢kim operacijama i kvantifikovanjem, §to za
posledicu ima sledeée tvrdenje.

Tvrdenje 2.51 Ako formula C(A) sadrZi kao podformulu formulu AivaZi A ~ B, tada
jei C(A) ~ C(B) gde je C(B) dobijena od C(A) zamenom podformule A formulom
B.
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Dokaz. Neka vazi A ~ B. Indukcijom po broju logi¢kih veznika u formuli C
pokazacdemo da tada i C'(A) ~ C(B). Uo¢imo prvo da ako je C = A tada je C(B) = B,
pasc C(A) ~ C(B) svodi na A ~ B, §to po pretpostavci vaZi. Ako je C bez logickih
veznika, tada je ona elementarna formula, pa kako sadrzi formulu A mora biti ba§ C' = A.
Zato u tom slucaju tvrdenje vaZi. Pretpostavimo da tvrdenje vaZi za sve formule sa manje
od n > 0 logickih veznika. Neka je C'(A) proizvoljna formula sa n logi¢kih veznika koja
sadrZi A. Prema prethodnom razmatranju, dovoljno je posmatrati slucaj kada C'(A) nije
A. Prema definiciji formule, razlikujemo sledece sluCajeve.
1. C(A) je ~F(A). Tada je C(B) oblika =F(B), pa po induktivnoj hipotezi vaZi
F(A) ~ F(B). Neka je 7 proizvoljna interpretacija i v proizvoljna valuacija. Tada
iw(C(A)) = iy(=F
= i (F
= i (F
= i,(-F(B
= w(C(B)).
Dakle C'(A) ~ C(B).
2. C(A)je F=FE(A) ili F(A)= E. Neka je npr. C(A) oblika F = E(A) (drugi
slu¢aj sc razmatra analogno). Tada je po induktivnoj hipotezi £(A) ~ E(B).
Neka je ¢ proizvoljna interpretacija i v proizvoljna valuacija. Tada
w(C(4)) = i(F=E(4))
= i(F) =i, (B(A))
= i(F) =i, (B(B))
(F'= E(B))
= i(C(B)).

= /LU

pa vaZzi C(A) ~ C(B).
3. C(A)jeoblika EAF, EV Fili E< F. Ovisluajevi su analogni prethodnom.
4. C(A) je (Vz)E(A). Neka je i = (D, ) proizvoljna interpretacija i v proizvoljna
valuacija. Neka je d € D proizvoljno i neka je v' = v(d/z). Po induktivnoj
hipotezi E(A) ~ E(B), pa vazi i, (E(A)) = iy (E(B)). Zato imamo
iw(C(A)) =T akko 4,((Vz)E(A)) =T
akko zasvakod € D vazZi iy (E(A))
akko zasvako d € D vazZi iy (E(B))
akko i, ((Vz)E(B)) =T
akko ,(C(B)) =T,

tj. i, (C(A)) = i, (C(B)). Prema tome, C(A) ~ C(B).

T
T
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5. C(A) je (3x)E(A). Ovaj slucaj je analogan prethodnom.

Ovo tvrdenje nam omogucéava da formuli ¢ija nas valjanost zanima proizvoljne pod-
formule zamenjujemo njima ekvivalentnim, a da sc valjanost formule nc menja. Takav
postupak nazivamo eckvivalencijska transformacija.

2.7.3 Preneksni oblik formule

Za formulu A kazemo da je u preneksnom obliku ako je ona oblika

(Qy1)(Q2y2) - - - (Qnyn)B

gde su yq, ..., yy razliite promenljive, (1, ..., (), kvantifikatori, a B je formula bez
kvantifikatora. Za B kazemo da je matrica formule A.

Tvrdenje 2.52 (O preneksnom obliku) Za svaku formulu A predikatskog racuna prvog
reda postoji njoj ekvivalentna formula A’ koja je u preneksnom obliku.

Dokaz. Opisaéemo postupak kojim sc svaka formula predikatskog raCuna pretvara u
njoj ekvivalentnu formulu koja sadrZi samo veznike A, V 1 — i nalazi se u preneksnom
obliku. Pri tome primenjujemo ekvivalencijske transformacije (navedene ekvivalencije
treba primenjivati s leva na desno).

1. Uklanjaju se veznici < 1 = primenom formula

(a (AeB)e(A=B)AN(B=A4))i
(b) (A= B)<(-AV B).
Posle primene ovog koraka formula sadrZzi samo veznike A, V i .
2. V1§l sc reimenovanje vezanih promenljivih tako da uz svaki kvantifikator stoji
razlic¢ita promenljiva, formulama
@ (Vo)A(z) & (Vy)Aly) i
(b) (Fz)A(z) = (3Fy)Aly)
gde je y nova promenljiva.
3. Kvantifikatori se pomeraju s desna na levo pomo¢u formula
(@) ~(3z)A(z) & (Vr)-A(x);
(b) =(Vz)A(z) & (3z)-A(z);
(C) —As A;
(d (CV (Vz)A(x)) ©(Vz)(C V A(z));
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© (CV (31)A(z)) ©(3z)(C V A(z));
® ((Vz)A(z) V O) &(Vz)(A(z) V
(@ ((Bz)A(z) vV C) < (3x)(A(z) V
(h) (C A (V2)A(2)) < (V2)(C A A(
i) (C A (Ir)A(z)) ©(3z)(C A A(
() (Vz)A(z) A C) = (V) (A(z)
(&) ((F2)A(z) A C) & (3x)(A(x)
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pri ¢emu promenljiva z nije slobodna u formuli C' (ovaj uslov uvek moZemo ost-
variti primenom transformacija iz prethodnog koraka). Ako formula nije u prenek-
snom obliku tada uvek moZemo primeniti bar jednu od transformacija iz ove grupe,
dovoljno je posmatrati kontekst u kom se kvantifikator javlja da bismo odredili koju
formulu moZemo primeniti. Sa druge strane, primenom svake od ovih transforma-
cija zbir brojeva simbola koji se nalaze levo od kvantifikatora se smanjuje. Kako
je taj broj konacan, zaklju€ujemo da primenom ovih pravila u konanom broju
koraka dolazimo do formule u obliku (Q1y1) ... (Qnyn) B. Primenom valjane
formule (Vz)A < A za z ¢ FV(A) dobijamo formulu u preneksnom obliku.

Primer 2.53 Nadimo preneksni oblik formule

(Vz)a(z) =(3y)B(y).

Primenom postupka opisanog u prethodnom tvrdenju, dobijamo redom sledece formule:

~(Vo)e(z) vV (Fy)B(y)
(Fz)-a(z) V (Jy)B(y)
(3z) (~a(z) V (Fy)By))
(32)(Fy) (ma(z) V Bly))

Poslednja formula se nalazi u preneksnom obliku. A

Napomena 2.54 Posmatrajmo formulu u preneksnom obliku

(Qy1)(Q2y2) - - - (Qnyn)B

gde je B formula bez kvantifikatora. B sc sastoji od elementarnih formula povezanih
logickim veznicima. U odeljku 1.5.3 navedene su tautologije kojima se proizvoljna
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iskazna formula transformiSe u njoj ekvivalentnu koja se nalazi u konjunktivnoj normal-
noj formi. Analogno tom postupku, primenjujuéi izvode istih tautologija moZzemo naci
formulu B’ koja je ekvivalentna formuli B i nalazi se u konjunktivnoj kanonskoj formi:

CiNCoN---NCy,
gde su (', ..., C, formule oblika
LyVLyV---VLg

pri Cemu su L; elementarne formule ili njihove negacije. Formule L; se nazivaju literali,
a formule C; klauze. Ponekad je pogodno klauze prikazati u obliku implikacije:

Liy NLjy -+ NLjy = Lj V Lj, V...V Ly
koja se dobija grupisanjem negiranih elementarnih formula sa leve strane, a nenegiranih
elementarnih formula sa desne strane implikacije. ¢
Identiteti i kvazi-identiteti Kvazi-identitet je formula oblika
(Vo) (Voo) - (Vap) (1 =t A Al =t = u =)
gdesuty, ... tg, t], ..., 1}, uiv termi. Identitet je formula oblika
(Varr) (Varz) -+~ (V) (u = 0)

gde su u i v termi. Identiteti i kvazi-identiteti igraju veliku ulogu u algebri.

2.7.4 Skolemizacija

Neka je formula A u preneksnom obliku:

(Q1y1)(Q2y2) - - - (Quyn) B

gde je B formula bez kvantifikatora, a y1, ..., y, su razli¢ite promenljive. Neka su )1,
.., ;1 univerzalni kvantifikatori, a (J; egzistencijalni. Tada formula ima oblik
(Vy1) - (Vyi—1) Fvi) (Qi1¥i+1) -+ (Quyn) B. (2.15)

Neka je flj funkcijsko slovo koje se ne pojavljuje u jeziku kojim je izgradena formula A.
Posmatramo formulu A’:

(Vor) -+~ (Vyi )(Qivrwiv) -+ (Quun) Blyi/ £7 (1, - pic1)]

koja ne sadrZi promenljivu y;, a sve pojave y; su u B zamenjene termom f f (Y1, -, Yio1)-
Ukoliko je ¢ = 1 tada promenljivu y; zamenjujemo novim simbolom konstante. Ovakav
postupak ponavljamo dok ne eliminiSemo sve egzistencijalne kvantifikatore. Tako dobi-
jamo otvorenu formulu formule A, u oznaci A°. Postupak transformacije A u A° naziva
se skolemizacija (T. Skolem).
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Primer 2.55 Navodimo primere nekih formula i odgovarajucih otvorenih formula.

A | AS
(32)R(z, f(z)) R(a, f(a))
(V) By) R(z, f(y) (V) R(z, f (f1(2)))

(3x1)(Vxe)(3x3)(3x4)
(P(z1,72) = Q(x3,24))

(3z1)(Vxe)(3x3)(Vrs)(3xs5)
B(zy,x9,%3,%4,%5)

(Vo) (P(a, 22) = Q(f2(22), f3(22)))

(Vo) (Vas) Ba, z2, fa(x2), f5(w2, 24))

Pri tome je @ nova oznaka konstante, a f1, fo, f3, f1 1 f5 nova funkcijska slova. A

Tvrdenje 2.56 Neka je formula A u preneksnom obliku (2.15). Tada A ima model akko
A’ ima model.

Dokaz. Neka je C' oznaka za

(Qit1Yit1) - - (Qnyn)B.

a t oznaka za term f;_l(?h, ceosYio1) gde je f;_l novo funkcijsko slovo.
=) Neka je L skup oznaka konstanti, funkcijskih i relacijskih simbola pomocu
kojih je izgradena formula A i neka je ¢« = (D, ¢) model za A. Tada prema definiciji
interpretacije za svaku valuaciju v i za svako dy, ...,d;—1 € D postoji odgovarajuce
d; € D tako da vazi
i =y, C (2.16)

gde je vy = v(di/y1, - - -, d;/y;). Tada (prema aksiomi izbora, videti odeljak 3.1) postoji
funkcija F takvada F(dy, ...,d;—1) = d; zasvaki niz dy, ..., d; 1. Pro§irimo L novim
simbolom f;_l i defini§imo interpretaciju ' = (D, ¢') gde je ¢'(r) = ¢(r) zar € L, a
cp’(f;_l) = F'. PokazaCemo da je i’ model za A’.

Neka je v’ proizvoljna valuacija interpretacije ¢'. Prema definiciji interpretacije

iy A
akko zasve dy, ...,d;_1 € D vazi
i Eo, Clys/t] (2.17)
gde je v} = v'(di/y1, ..., di—1/yi—1). Nekasudy, ... ,d;_1 € D proizvoljni. Tada je
term ¢ slobodan za promenljivu y; u formuli C jer C' ne sadrZi kvantifikatore koji stoje

uz promenljive yi, ..., y;—1. Zato prema tvrdenju 2.32 sledi da (2.17) vaZi akko

i [y C (2.18)
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gde je
vy = ()
(F(di,..,di—1)/y:)
(di/yi)
= J(di/y1,.. - di/y).

No s obzirom da C ne sadrZi novouvedeno slovo f;_l, (2.18) vazi akko vazi

I
<

!
1
= ’[)ll
!
1
!

i ‘:’U(Z C,

a to sledi iz (2.16) uzimajuéi v = v'. Dakle za svako o' vazi i’ =, A', paje i’ model za
Al
<) Neka je i = (D, ') model za formulu A’ i v' proizvoljna valuacija. Tada po

definiciji interpretacije za sve dy, ...,d; 1 vaZi
i Clyilt]
gde je vf = v'(d1 /11, --.,di—1/yi—1). Prema tvrdenju zamene, posto je ¢ slobodan za
y; uC, vazi
iy C (2.19)

gde je v, = v} (t7[v}]) = v'(d1/y1, ..., d;Jy;) za d; = t¥ [v]. Dakle za proizvoljno d;.
..,d;_1 postoji d; tako da vazi (2.19), pa vaZi

iy (Y1) - (Yyie1) (3y)C
tj. i’ =y A. Dakle ¢’ je tada model iza A. m
Tvrdenje 2.57 (Skolem) Skup formula F predikatskog racuna prvog reda ima model
akko skup F*° ima model gde je F* = { AS | A€ F}.

Dokaz. Primenom prethodnog tvrdenja na sve egzistencijalne kvantifikatore formule A
zakljuéujemo da A ima model akko A ima model. Ako imamo proizvoljan skup formula
F, tada on ima model akko ima model F*, gde je F° skup elemenata koji su dobijeni
skolemizacijom elemenata iz F tako da za svaku formulu uvodimo razli¢ita funkcijska
slova i konstante. m

Primer 2.58 Odredimo otvorenu formulu formule

(V) (Fy) (V2) (alz, y) = (3u)(Bv) (B(u, 2) A y(v)))-

Prvo formulu dovodimo u preneksni oblik: svedemo sve logi¢ke veznike na A, V 1 —:

(V) (Fy) (V2) (melz, y) V (3u)(Fv) (B(u, 2) A y(v)))



76 GLAVA 2. PREDIKATSKI RACUN

a zatim izvucemo kvantifikatore (Ju) i (Jv):

(V) (Fy) (V2) Bu) (Fo) (ma(z, y) V (B(u, 2) Ay(v))).

Elinimi§emo kvantifikator 3y tako $to umesto y zamenjujemo term f(z) gde je f novo
funkcijsko slovo arnosti 1:

(V) (V2)(Fu) o) (=alz, f(2) V (B(u, 2) Ay (v)))

zatim pomocu funkcijsko slova g arnosti 2 elimini§emo (Ju) tako $to umesto » zamen-
jujemo g(z, 2):

(V) (V2) Bv) (ma(z, f(2)) V (Blg(x, 2), 2) Avy(v)))

a zatim eliminiSemo 1 v:

(Vo) (Vz) (~alz, f(2)) V (Bg(z, 2), 2) A y(h(z, 2)))).

Matricu formule moZemo dovesti u konjunktivnu normalnu formu, pa dobijamo formulu:

(Va) (V2)((malz, f(2) V B(g(x, 2), 2)) A (medz, () Vv (=, 2))))-
A

2.7.5 Tvrdenje Erbrana

Videli smo da sc problem ispitivanja da li A = B svodi na egzistenciju modela
skupa formula (tvrdenje 2.49). Prema tvrdenju 2.52 dovoljno je posmatrati formule u
preneksnom obliku, a prema tvrdenju 2.57 dovoljno je posmatrati preneksne formule bez
egzistencijalnih kvantifikatora. Prema tvrdenju 2.29 moZemo izostaviti i sve univerzalne
kvantifikatore. Tako dobijamo formule bez kvantifikatora koje od logickih veznika sadrZe
samo A, V i —. Primenom izvoda tautologija iz 1.5.3, formule moZemo dovesti u oblik

CinCon---NCy,
pri ¢emu su formule C; oblika
LyVLyV---V Ly

a L; su elementarne formule ili njihove negacije (videti napomenu 2.54). Lako sc
proverava da za proizvoljnu interpretaciju m vaZzi:

mEAANB akko mE=Aim|=B.

Zbog toga mozemo sve formule rastaviti na klauze, pa je poletni problem ispitivanja
semanticke posledice sveden na egzistenciju modela skupa klauza. U nastavku ¢emo
pokazati da je pri proveri egzistencije modela dovoljno posmatrati specijalne modele koji
su prebrojivi.
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Primer 2.59 Pretpostavimo da nas zanima da li vaZi

{(Va) (P(z) = (y)Q(z,y)), Gx)P(2)} = () (F)Q(z, y)-

Prema tvrdenju 2.49 to vaZi akko nema model skup

F={(Va)(P(2) =(Fy)Qz,y)), (F=)P(z), ~(Fx)(3y)Q(x, y)}-

Eliminisanjem = i spu$tanjem znaka — dobijamo

(V) (=P(z) v By)Q(z,y)), Ba)P(x), (Vz)(Vy)=Q(z, y)}.

Posle izvlacenja kvantifikatora dobijamo formule u preneksnom obliku:

{(Ve) By) (=P (z) v Q(z,y)), Ba)P(x), (Ve)(Vy)-Q(z, )},

posle skolemizacije

{(Va) (=P (z) v Q(z, f(2))). Pla), (V&)(Vy)=Q(z, )},

a uklanjanjem univerzalnih kvantifikatora:

{_'P(‘L) v Q(ZE,f(ZE)), P(a’)u _'Q(‘Lvy)}

U ovom jednostavnom slu€aju nismo morali primeniti svodenje na konjunktivnu nor-
malnu formu jer su formule ve¢ u obliku klauza. A

Neka je F proizvoljan skup klauza nad jezikom L. = RU F U C, gde je R skup
relacijskih slova, F' skup operacijskih slova, a C' skup znakova konstanti. Skup svih terma
nad jezikom L koji ne sadrZe promenljive zva¢emo Erbranov univerzum (J. Herbrand), i
oznalavati sa HU. Skup HU se dakle gradi od znakova konstanti i funkcijskih znakova.
Ukoliko L ne sadrZi ni jednu konstantu, tada uvodimo jednu konstantu a. (Ona ne utice
na egzistenciju modela, jer je domen svake interpretacije po definiciji neprazan, pa ¢emo
uvek modi da je interpretiramo.) MoZemo dakle definisati

HU, =C
HU,41 = HU, U{ f{(t1,...,t;) | t1,...,t; € HU,, f{ € F}
HU = |J HU,.

neNg

Erbranov univerzum ¢e igrati ulogu domena prebrojivog modela.
Skup Erbranovih atoma, u oznaci HA, je skup elementarnih formula nad jezikom L
koje ne sadrZe promenljive. Dakle

HA = {R](t1,...,t;) | Rl €R, t1,...,t; € HU}.
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Posmatrac¢emo i Erbranov sistem, u oznaci HS koji predstavlja instance formula skupa F
koje ne sadrZe promenljive:

HS:{ A(t17...7tn) ‘tl,...7tnEHU, A(y17...7’yn)6f,

Y1, - - - , Y su sve promenljive formule A}
Primer 2.60 Za skup formula F iz prethodnog primera dobijamo:

L =RUFUC
R={P,Q}, F={f}; C={a;
HU = {a, f(a), [(f(a)),.- -}
HA = {P(a), P(f(a)),...
Q(a,a),Q(a, f(a)), Q(f(a);a),. ..}
HS = {=P(a) vV Q(a, f(a)), =P(f(a)) V Q(f(a), f(f(a))), ...,
P(a),
—Q(a,a),=Q(a, f(a)) ...}

A

Tvrdenje 2.61 Neka je F skup predikatskih klauza. Sledeci uslovi su ekvivalentni:

1. F ima model;
2. F ima model sa domenom HU;

3. HS posmatran kao skup iskaznih formula ima model ako se kao iskazna slova
posmatraju elementi HA.

Dokaz. (1= 3): Neka je M = (D, ) model za F. Konstrui§emo iskazni model za skup
HS posmatran kao skup iskaznih formula izgradenih od promenljivih iz HA. Posto je
skup HA najviSe prebrojiv, postoji preslikavanje ¢ : HA — {p1, po, ...} koje razli¢itim
Erbranovim atomima pridruZuje razliita iskazna slova. Defini§emo preslikavanje ® koje
preslikava predikatske formule bez promenljivih u iskazne formule (atomi se posmatraju
kao jedinstveni simboli, a predikatski veznici kao odgovarajudi iskazni):

®(A) = @(A) akoje A Erbranov atom;
©(-4) = -2(4);
®(AVB) = @A)V O(B).

DefiniSemo valuaciju a za koju ¢emo pokazati da je iskazni model za HS. Ako iskazno
slovo p nije slika ni jedne formule iz HS, tada vrednost a(p) stavimo proizvoljnu (te
vrednosti ne igraju nikakvu ulogu). Ako je ®(A) = p za neku formulu A € HA, tada
je A jedinstvena, i u tom slucaju stavimo a(p) = M(A). Pokazacemo da za svaku
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klauzu A na jeziku L koja ne sadrZi promenljive vaZi v, (®(A)) = M(A). Iz definicije
interpretacije sledi da za elementarne formule vaZi:

va(®(R](t1,- 1)) = va(®(R (11, 1;)))

= AR(R](tr,.. 1))
M(R](t1,....t;)).

Stoga vazi i

'Ua((i)(_'A)) = ,UOé(_'(T) Rg(tlvuﬂtj)))

= M(-R!
Sto znadi da tvrdenje vaZi za sve literale. Zato za proizvoljnu klauzu Ly V --- V L,, vaZzi

Vo (P(L1V -V Ly)) = vo(®(L) V-V &(Ly,))

a(®(L1)) V-V ua(D(Ln))
(L1) V-V M(Ly)

(L1 V-V Ly).

Specijalno, za klauzu A € HS dobijamo v, (®(A4)) = M(A). Formule iz HS su
dobijene zamenom slobodnih promenljivih termima koji su slobodni za te promenljive
(posto formule iz F nemaju kvantifikatore), a sve formule iz F su po pretpostavci tacne
u interpretaciji M, pa prema tvrdenju 2.34 sledi M(A) = T. Dakle v, (®(4)) = T,
paje o model za A. A je bila proizvoljna formula iz HS, pa je « iskazni model za skup
formula {®(A) | A € HS}.

(3=2): Neka skup HS ima iskazni model « sa iskaznim promenljivima iz HA
tj. neka postoji preslikavanje @ definisano kao u prethodnom slu¢aju, koje preslikava
formule bez promenljivih nad jezikom L u formule iskaznog ratuna tako da {®(A) |
A € HS} ima iskazni model. KonstruiSemo model H = (HU, p) gde je HU Erbranov
univerzum, a p je definisano na sledeci nacin:

<

= M
M

plc) = ¢ ako ceC

p(f) = Jigdeje filts,... 1) = filts, ... ;)
zasvety,...,t; € HU

p(Rl) = R] gde RL(t1,...,t;) akko (®(RL(t1,...,t;))) = T.

Neka je A(y1, ..., yn) € F proizvoljna formula pri ¢emu su yq, . . ., y, sve promenljive
formule A. Neka je v proizvoljna valuacija interpretacije H. Treba da dokaZemo H |=,
A. Oznac¢imo

Ag = A(v(y1)7 v 7”(?/71))'
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Formula Ay je dobijena je zamenom svih slobodnih promenljivih formule A termima
v(y1), ..., v(yy). Dakle Ay € HS. Zato Ay nema promenljivih i njena taénost u
interpretaciji [ nc zavisi od valuacije. Neka je stoga v; neka valuacija interpretacije
H. Kako A nema kvantifikatore, svi termi su slobodni za sve promenljive, pa prema
tvrdenju 2.32 vazi

HlE,, Ag akko H R, A

gde je vy = v1(v(y1)/y1,s - -, v(yn)/yn). Valuacije ve i v se poklapaju za sve vrednosti
promenljivih koje ucestvuju u formuli A, pa vazi

HlE,, A akko H =, A.
Posto izbor valuacije v; ne uti¢e na tanost Az, imamo
HE= Ay akko H =, Ag akko H =, A.

Pokazaéemo da vazi H(Ag) = vo(®(Ag)). Uokimo prvo da za elementarnu formulu

Ri(tl, ..., t;) € HS prema konstrukciji interpretacije H vaZi:
H = Rl(t1,...,t;) akko RL(t,....tH)
akko R (t1,...,t;)
akko  vo(®(RI(t1,...,t;))) =T
Dakle H (R (L1, ..., ;) = va(®(RL(L1,...,t;))). Odatle sledi i

)
H(=Rl(t1,...,t;)) = —H(R

AGEINN)
= W P(RY(t1, ..., 1;)))
= va(~®(RY(t1; -, 1))
= va(@(RL(- .-, 17)),

Sto znadi da tvrdenje vaZi za sve literale, pa i za proizvoljnu klauzu Ly V - - - V L, vazi

H(LiV VL) = H(L)V---VH(Ly,)

9
g
E.
g
=
=
=
D
o
~
2
N
P
o
Q
=3
E.
8
@)
=
N
&
Il
<
Q
KA
N
=

= T,jerje Ay € HS,a
a je model za HS. Dakle pokazali smo:

Hy(A) = H(Ap) = v, (®(Ag)) = T.

Kako je v bila proizvoljna valuacija, zaklju¢ujemo H(A) = T. A je bila proizvoljna
formula iz F, pa je H model za F.
(2= 1): Ovaj smer vazi jer je model sa domenom HU jedan model za F. m
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Primer 2.62 Preslikavanja ¢ koje odgovara prethodnom primeru ima oblik
o_ | Pl Plfa) ... Qla,a) Qla fla)) Q(f(a), f(f(a)))...
P1 P2 T 92 g3 ’

a skup HS posmatran kao skup iskaznih formula je

®HS) = {1 Vg, PVa,....
Ply-eey
g1, 42, .. }

Sada vidimo da polazni skup nema model, jer ako je o model za p; 1 za —¢3, tada ne
moZe biti model za —py V go. Tako smo utvrdili da vazi:

{(Va) (P(z) = (y)Q(z,y)), Gx)P(2)} = () (F)Q(z, y)-
A

2.7.6 Neke posledice tvrdenja Erbrana

Tvrdenjem Erbrana se problem utvrdivanja semanti¢ke posledice (pa i valjanosti for-
mule) svodi na ispitivanje egzistencije iskaznog modela prebrojivog skupa formula. Neka
je S = {44, As,...} prebrojiv skup iskaznih formula. Prema tvrdenju kompaktnosti,
skup § ima model akko svaki njegov konacan podskup ima model. Posmatrajmo niz
konac¢nih skupova:

S = {A)
Sy = {41, 4}
Sz = {A1,As, A3}

Ako svaki konadan podskup skupa & ima model, onda i svaki ¢lan ovog niza ima model.
Obrnuto, ako svaki ¢lan ovog niza ima model, onda za proizvoljan konacan podskup P
skupa & moZemo nadi ¢lan ovog niza koji sadrZi P, pa i P ima model. Iz toga sledi da
postoji sledeci postupak koji za svaki skup iskaznih formula koji nema model utvrduje
da taj skup nema model: redom se generi$u skupovi 51, Sa, .. . 1 za svaki od tih skupova
se proverava da li ima model (na primer tako Sto sc ispitaju sve moguée vrednosti koje
valuacija moZe dodeliti kona¢nom broju promenljivih koje ucestvuju u formulama tog
skupa). Ukoliko neki skup S, nema model, tada ni cco skup & nema model. Obrnuto,
ako skup § nema model, tada ¢e se sigurno u nekom trenutku vremena pronaci podskup
&; koji nema model, pa ée se to konstatovati.

Opisan postupak omoguéava da se utvrdi da je data formula valjana. Ako je formula
valjana, tada odgovarajuci skup iskaznih formula nema model, pa ¢e se to u kona¢nom
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broju koraka opisanim postupkom utvrditi. Ali ako formula nije valjana, tada se nikad
neée pronaci konacan podskup koji nema model. Tada proces provere da li je formula
valjana nc mora da sc zavr$i u kona¢nom broju koraka. To je posledica neodlucivosti
predikatskog ratuna.

2.7.7 Postupak rezolucije

Postupak za proveru valjanosti formule opisan u prethodnom odeljku je vrlo neefikasan.
Efikasniji postupak od opisanog je postupak rezolucije (videti npr. [HLCP], [JR], [PHIP]).
To je jedan od postupaka koji sc primenjuju u automatskim dokazivalima teorema, a
ograniCeni oblik rezolucije primenjuje se kao osnovni mehanizam izvr§avanja programa
u programskom jeziku Prolog.

Definisaéemo prvo postupak rezolucije u iskaznom ra¢unu. Primenom postupka koji
je opisan u odeljku 1.5.3, svaka formula iskaznog rauna se moZe napisati u obliku

CiNCyN---ANCy

gde su C; formule oblika
LyVLyV---V L

pri Cemu su L; iskazna slova ili njihove negacije. Kao i u predikatskom racunu, formule
L; nazivamo literali, a formule C'; klauze. Iz asocijativnosti, komutativnosti i idempo-
tentnosti logi¢ke operacije V sledi da za istinitosnu vrednost klauze nije bitan redosled
literala kao i da se viSestruke pojave istog literala mogu izostaviti. Zato klauzu moZemo
posmatrati kao konacan skup literala

{Li,La,..., L}

Analogno tome, svaku formulu koja predstavlja konjukciju klauza moZemo posmatrati
kao konacan skup klauza

{C1,C,...,Cpl.

U ovakvoj reprezentaciji, unija dva skupa literala odgovara disjunkciji odgovarajucih
klauza. Zato je prirodno da skup () predstavlja iskaz | (kontradikciju). Njega takode
smatramo klauzom i nazivamo prazna klauza.

Primer 2.63 Konjunktivna normalna forma formule (p=-q) V (r = s) je klauza —p Vv
gV —r V s. Zato ovu formulu moZemo predstaviti skupom

{_'pa q, T, S}'
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Ako je L = g iskazno slovo, tada L oznadava literal —¢, a ako je L = —q, tada L
oznacava literal g.

Ako drugacije nije nagla$eno, pod klauzama ¢emo u nastavku podrazumevati njihove
reprezentacije pomocéu skupova. Pojmovi interpretacije se na prirodan nacin sa iskaznih
formula prenose i na skupove kojima se te formule predstavljaju.

Sada smo u prilici da defini§emo postupak rezulucije u iskaznom ratunu.

Definicija 2.64 Neka su ' i (5 iskazne klauze. Klauza D je rezolventa klauza Cy i Cy
akko postoji literal L takoda L € C, L € Csi

D = (Cy \{L}) U (Ca\ {L}).

Primer 2.65 Skup 'y = {-p,q} predstavlja formulu p=-¢, a skup Cy = {—g,r}
formulu ¢ = 7. Kao ¢ € C i g € (5, iskazna rezolventa klauza 'y i C5 je

{=p: a3 \ e U ({=g, i\ {=gh) = {-p} U{r} = {-p.7}

a to je klauza koja odgovara formuli p =r. A

Tvrdenje 2.66 Neka je F proizvoljan skup klauza, C1,Cs € F i neka je D rezolvent
klauza Cy i Cs. Tada F |= D.

Dokaz. Neka je D rezolvent klauza Cy i Cy takav da za literal L vazi L € C1, L € Cy
iD= (Cy\{L})U(Cy\ {L}). Neka je  proizvoljna valuacija u kojoj su ta¢ne svc
formule skupa F. Razlikujemo dva slucaja.

1. vo(L) = L. Posto je v, (Cy) = T, mora biti v,(C1 \ {L}) = T. Zato je i
v (D) =T.

2. vo(L) = T. Tada je vo(L) = L, a kako je va(Cy) = T, mora biti v,(C2 \
{L}) = T. Zato je opet v, (D) = T.

U svakom slucaju je v, (D) = T. Kako je « bila proizvoljna valuacija u kojoj su tacne
sve formule iz F, sledi F = D. m

Definicija 2.67 Izvodenje klauze D iz skupa klauza F je konacan niz klauza C1, Co, ...,
C, gde C), = Dizasvako Cp zal < k < nvazi C, € F ili je C} rezolventa klauza C;
iCjzal <u,5 <k

Svaki model za skup formula F je model i za sve formule koje su semanticke
posledice skupa F. Ako primenom pravila rezolucije utvrdimo da je prazna klauza
posledica skupa formula F, sledi da ni skup F nema model, jer prazna klauza nema
model.

Primenom tvrdenja kompaktnosti za iskazni ra¢un (tvrdenje 1.45) moZze se pokazati
da vaZi i obrnuto: ako skup formula F nema model, tada postoji izvodenje prazne klauze
iz F (videti [HLCP]). Posledica toga je sledece tvrdenje:
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Tvrdenje 2.68 Skup klauza F nema model akko postoji izvodenje prazne klauze iz skupa
F.

Primer 2.69 PokaZimo postupkom rezolucije da vaZi

{a. phNg=r, r Nqg=p, r=p} = {r}.

Ako pretpostavke pretvorimo u klauze i dodamo polaznom skupu negaciju formule r,
dobijamo skup .S €iji su ¢lanovi:

1. {q}
2. {_'pa g, T}
3. {_'Ta _'Qap}
4. {r,p}
5. {—-r}.
Sledeci niz klauza predstavlja izvodenje prazne klauze iz skupa S primenom iskazne
rezolucije:
6. {-p,r}izl,2
7. {-p} iz5,6
8 {r} iz4,7
9. ¢ iz85
A

Tvrdenje 2.68 daje postupak za proveru da 1i dati skup iskaznih formula ima model.
Ako je dat skup predikatskih formula, tada bismo mogli postepeno generisati Erbranov
sistem i proveravati da li postoji izvodenje prazne klauze iz do sada generisanog skupa.
Pokazuje se, medutim, da je to moguce izbeéi ako sc postupak rezolucije definiSe di-
rektno nad predikatskim klauzama. Analogno iskaznim klauzama, i predikatske klauze
predstavljamo skupovima literala.

Primer 2.70 Neka je F' formula
(V) (Vy) (a(z, y) = B(z) Av(y)).

Posle izostavljanja univerzalnih kvantifikatora i eliminacije implikacije, dobijamo for-
mulu

—alz,y) vV (B(z) Ay (y))-
Primenom distributivnosti formulu svodimo na konjunktivnu normalnu formu
(ma(z,y) vV B(z)) A (malz,y) V().
Zato formulu F' moZemo predstaviti skupom klauza
{H{-a(z,y), B(=)}, {-alz,y), ()} }-
A
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Osnovna ideja rezolucije u predikatskom racunu je da se koristi predikatska klauza
C da bi se predstavio (potencijalno beskonacan) skup svih instanci koje C generiSe
u Erbranovom sistemu HS. NalaZenje rezolventi predikatskih formula C' i D tako
zamenjuje nalaZenje iskaznih rezolventi svih instanci formula C' i1 D. Pre nego $to
uvedemo pojam rezolucije za predikatske formule uve§¢emo pojam zamene i unifikacije.

Prema napomeni 2.9 zamenu moZemo tumaciti kao funkciju koja preslikava skup
predikatskih formula u skup predikatskih formula. Zamena se primenjuje na klauzu tako
§to sc primeni na svaki njen literal, a na skup klauza tako §to sc primeni na svaku od
klauza u skupu. Primenu zamene 6 na formulu ili skup formula A oznatavamo sa A6.

Ako su 6 1 o dve zamene, tada se moZe definisati kompozicija zamena 6o tako da za
svaku formulu A vaZi

A(bo) = (Ab)o.

Primer 2.71 Neka su date zamene

0 = [w/f(a),y/g(z,a)]
g = [Z/h(b)]'

Kompozicija ovih zamena je

b0 = [z/f(a),y/g(h(b),a), z/h(b)].

U ovom slu¢aju su promenljive koje se javljaju u § i o razli€ite, pa se rezultat kompozicije
lako nalazi. U opStem slu€aju treba voditi rauna o zajedni¢kim promenljivim da bi
kompozicija imala trazeno svojstvo A(6c) = (A8)o za svaku formulu A. A

Definicija 2.72 Zamena @ je unifikator formula A 1 B akko vazi
A0 = BY

Primer 2.73 Unifikator formule A = a(f(z),a) i B = a(f(g(b)),y) je zamcna 6 =
[z/9(b), y/a], jer je
Al = BO = a(f(g(b)), a).

Zamena o = [z/y] je unifikator formula A = «(f(a),z) i B = p(f(a),y).
Unifikator ovih [ormula je i o’ = [z/a,y/a] kaoic” =[x/ f(a),y/ f(a)]. Primecujemo
da formule A i B imaju beskonano mnogo unifikatora. Tako je za svaku zamcnu 5 =
[y/t] kompozicija on unifikator za A1 B. A

Definicija 2.74 Zamena 6 je najopstiji unifikator formula A i B ako je € unifikator
formula A i B, i za svaki unifikator ¢ formula A i B postoji zamena 7 tako da

o =0r.
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Moze se pokazati da svake dve formule imaju najopstiji unifikator i da se on moze
efektivno odrediti.

Primer 2.75 Za formule A = a(f(a),z) i B = B(f(a),y) iz prethodnog primera na-
jopstiji unifikator je o = [z/y]. Unifikator & = [y/z] je takode jedan najopstiji unifika-
tor za A i B. Dakle najopstiji unifikator nije jedinstven. MozZe se, medutim, pokazati
da se najopstiji unifikatori mogu dobiti jedan od drugog reimenovanjem promenljivih
(videti [JL]). A

Analogno kao kod rezolucije iskaznih formula, sa L oznatavamo predikatski literal
—L ako je L elementarna formula, odnosno L' ako je L = —L' negacija elementarne
formule.

Definicija 2.76 Neka su C i C'y dve klauze koje nemaju zajednic¢ke promenljive, a L; €
C1 i Ly € Cy proizvoljni literali takvi da Lq i Lo imaju najopstiji unifikator §. Tada je
binarna rezolventa klauza ' i C5 klauza

(C1ON\{L16}) U (C20 \ {L20}).
Primer 2.77 Neka su date klauze

C1 =A{a(x), B(x)}C2 = {~ala), v(y)}-

Literali a() i «(a) imaju najopstiji unifikator 6 = [x/a], pa je binarna rezolventa klauza
Ch1 05 klauza

18(@)[z/a]} U iy(y)[z/al} = {B(a), 7(y)}-
A

Napomena 2.78 Ukoliko dve klauze imaju zajednicke promenljive, tada se promenljive
u jednoj od klauza mogu reimenovati da bi se dobile klauze bez zajednickih promenljivih.
Reimenovanjem se dobija ekvivalentna klauza, jer nas zanima samo da li klauze vaZze
u datoj interpretaciji, §to znali da sc sve promenljive ponasaju kao da su univerzalno
kvantifikovane. ¢

Definicija 2.79 Neka je C' proizvoljna klauza i L;, Ly € C dva proizvoljna literala te
klauze koja imaju najopstiji unifikator 6. Tada se C'0 naziva faktor klauze C.

Primer 2.80 Posto je 8 = [x/ f(y)] najopstiji unifikator literala a(z) i a(f(y)), klauza
{a(f(y)). ~B(f(y)) je faktor Klauze {a(x), a(f(y)), ~H(x)}. A

Definicija 2.81 Neka su C] i (5 proizvoljne klauze. Neka je D klauza (' ili proiz-
voljan njen faktor, a Do klauza Cs ili proizvoljan njen faktor. Tada sc svaka binarna
rezolventa klauza Dy 1 Dy naziva rezolventom klauza Cy i Cs.
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Sledeéa definicija odreduje pravilo rezolucije za predikatske formule.

Definicija 2.82 Neka je F proizvoljan skup klauza. Tada je

R(F) = Fu{D|(3C1,Cy € F) D jerezolventa klauza C i Cz}
RIF) = F
R™HF) = R(R"(F))
R(F) = U r
nENg

Dakle R(F) sc dobija tako S§to sc skupu F dodaju sve rezolvente klauza iz F.
Iteriranjem ovog postupka dobija se R*(F). Znacaj postupka rezolucije ogleda se u
slede¢em tvrdenju.

Tvrdenje 2.83 (Tvrdenje rezolucije za predikatski ra¢un) Skup klauza F nema model
akko () € R*(F).

Da bismo ustanovili da li skup F ima model generiSemo redom skupove R(F),
R%(F), R3(F), itd. Ako neki od skupova R*(F) sadrZi §), skup 7 nema model. Obrnuto,
ako skup F nema model, tada postoji R*(F) koji sadrzi §. U slu¢aju da F ima model,
ovaj postupak ne mora da se zavr$i. Osim toga, broj klauza se u svakom sledeéem koraku
eksponencijalno povecava, pa je algoritam neefikasan. Zbog toga sc u programima za
automatsko dokazivanje teorema primenjuju razli¢ita poboljSanja osnovnog postupka
rezolucije, ali sc u opStem slucaju nc moze eliminisati problem zavr§avanja algoritma
kada F ima model niti problem neefikasnosti koji u prakti¢noj primeni (zbog ograni¢enja
vremena 1 resursa racunara) spreCava nalaZenje prazne klauze Cak i kada ona pripada
skupu R*(F).

Zadatak 2.84 Dokazati da je valjana formula
¢ = (Vz)(Fy)a(z,y) A (Vy)(32)B(y, 2) = (Vz)(Fy)(3z)(alz,y) A By, 2))

Resenje. Prema tvrdenju 2.49 vazi () |= ¢ akko skup 0 U {—¢} nema model, tj. |= ¢
akko {—y} nema model. Formula —¢ je ekvivalentna sa

(V) Fy)edz, y) A (Vy)(32)B(y, 2) A Ba)(Vy)(Vz) (—alz, y) Vv =y, 2)).
Zato skup {—y} nema model akko nema model skup

{(V2)Fy)alz,y), (Vy)(32)B(y, 2), (F2)(Vy)(Vz)(—alz,y) V =B(y, 2)) }-

Sve formule ovog skupa su u preneksnom obliku, pa moZemo primeniti skolemizaciju.
Ako pri tome trecu klauzu napiSemo u obliku skupa, dobijamo skup:

{Oé(:l:, f(7)), /6(?/79(3/))7 {—u(a,y),—'ﬂ(y, Z))}}
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Sledeéi niz formula je izvodenje prazne klauze:

L. a(z, f(z)) Hyp

2. B(y.9(y)) Hyp

3. —|a(a7y)7—|6(y,z) Hyp

4. =p(f(a),z) izl,3za 8 =[z/a,y/f(a)]

5 0 iz2,4za0=[y/f(a),z/g9(f(a))]

Dakle prazna klauza je posledica skupa formula, pa skup nema model, §to znaci da je ¢
valjana formula. m

Rezolucijau Prologu Prolog je deklarativni programski jezik koji baziran na predikatskom
racunu prvog reda. Program u Prologu predstavlja skup klauza oblika

{=B1,—Ba,...,~B,}

ili oblika
{Ga _'Bla _'327 SR _'Bn}

gde su G, By, ..., By, elementarne formule. Ovakve klauze sc nazivaju Hornovske
klauze. Osnovna aktivnost Prolog sistema je da utvrdi da li zadata formula ¢ (koja se
naziva upit) predstavlja posledicu zadatog skupa klauza F (koji se naziva program). Ova
provera sc vi$i tako §to sc proverava da li sc iz skupa F U {—p} moZe izvesti prazna
klauza. Specijalni oblik Hornovskih klauza pojednostavljuje postupak rezolucije. U
standardnim Prolog sistemima je, medutim, postupak rezolucije u cilju efikasnosti to-
liko pojednostavljen da za njega viSe ne vaZzi tvrdenje 2.83. Pored toga, specijalan oblik
Hornovskih formula predstavlja ogranienje u prakti¢nom radu, pa se javlja potreba za
uvodenjem negiranih formula umesto elementarnih formula By, Bs, ..., B,. Imple-
mentiranje negacije predstavlja poseban problem (videti [JL]), i nacin na koji je ona
implementirana u standardnim Prolog sistemima nije u skladu sa logi¢kim pravilima za-
klju¢ivanja (videti [MR]).



Glava 3

Teorija skupova

3.1 Teorija skupova

Osnival naivne teorije skupova, kojom ¢emo se mi ovde baviti, je nemacki matematicar
Georg Kantor. On je, kao i Dedekind (J. Dedekind), Bul (G. Boole), Peano (G. Peano), i
mnogi drugi matematicari u 19. i po€etkom 20. veka, radio na otklanjanju nepreciznosti
matemati¢kog jezika i uvodenju univerzalnog jezika u matematiku. Kantorova teorija jo§
uvek nije imala precizirana pravila izvodenja, a imala je sledece tri aksiome.

Azl Za svako svojstvo postoji skup elemenata koji imaju to svojstvo.
Pojam svojstva bio je prihvatan intuitivno, a skup .S elemenata koji imaju svojstvo
P se oznaCavao sa

S ={z| P(x)}.

Ax2 Dva skupa su jednaka akko imaju jednake elemente.

Ax3 (Aksioma izbora) Ako je data proizvoljna familija nepraznih skupova, tada postoji
preslikavanje f koje svakom skupu familije pridruZuje jedan njegov element.

Bertrand Rasel je 1902. godine pokazao da Az1 vodi u sledecu protivrenost. Posto je
x ¢ z jedno svojstvo, prema Ax1 bi postojao skap M = {z | z ¢ z}. VaZii M € M
ili M ¢ M. Ukoliko M € M, tada po definiciji skupa M vazi M ¢ M. Ukoliko pak
M ¢ M, tada M € M. Dobijamo dakle M € M akko M ¢ M, sto je kontradikcija.

Jedan od nacina izbegavanja ovog paradoksa je uvodenje pojma klase. Tako sc
postupa u Nojman-Bernajs (P. Bernays) - Gedelovoj aksiomatizaciji teorije skupova
(NBG). Polazni pojam u ovakvom nacinu aksiomatizacije je klasa, a za klasu A kaZemo
da je skup akko postoji klasa B tako da A € B. Tada se dozvoljava egzistencija objekta
M koji sadrZi sve one skupove x za koje vazi « ¢ x. Posto pretpostavka da je M skup,
prema Raselovom razmatranju, vodi u kontradikciju, sledi da M nije skup. Takva klasa
se naziva prava klasa.

89
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Drugi nadin aksiomatizacije je Zermelo (E. Zermelo)-Frenkelova (A. Fraenkel)
teorija skupova (ZF). Ovde se ne uvodi pojam klase, ali se ne dozvoljava kreiranje proiz-
voljnog skupa

S={xz| P(z)}
veé samo skupa
S={zeU]| P}
gde je U proizvoljan postojeéi skup.

Postoje 1 drugi nacini aksiomatizacije.

Kada govorimo o univerzalnom skupu, tada posmatramo proizvoljan, ali fiksiran
skup koji sadrzi sve elemente kojima sc u datom kontekstu bavimo. (Kasnije ¢emo
pokazati da se ne moze prihvatiti postojanje “skupa svih skupova”, zbog toga je svaki
skup univerzalan samo u datom kontekstu.)

Aksiom izbora ima neobicne posledice. O tome videti u [SV].

3.1.1 Jednakost skupova

Za osnovnu relaciju medu skupovima uzimamo relaciju pripadanja elementa  skupu
A, uoznaci z € A. Negaciju formule z € A oznaavamo sa z ¢ A. Ostale relacije medu
skupovima defini$emo.

Definicija 3.1

A=B<& (v2)(z € Asz € B)

Tvrdenje 3.2 VaZe sledece formule
1. A= A;
2. A=B=B=A;

3. A=B,B=C=A=C.
Dokaz. Ova svojstva su posledica osobina ekvivalencije.

L. reAeszreA (izvod tautologije p < p)
(Vz)(z € Az € A) (generalizacija).

A=B (Vz)(r € Aez € B)
(Vz)(re Bez e A)

=
=
& B=A
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A=BAB=C

Ovde smo znak = uveli kao oznaku za navedenu formulu, a ne kao poseban relacijski
simbol. Moze sc pokazati da tako uvedena relacija ima osobine koje sc zahtevaju od
relacije jednakosti (odeljak 2.6). PoSto smo pokazali da je = relacija ekvivalencije,
trebalo bi joS pokazati saglasnost sa relacijom €:;

A=BANC=D=AcC=BeD.

Napomena 3.3 (videti [SP]) U opstem slucaju, prilikom definisanja novih pojmova
kao skraCenica postojetih konstrukcija, od definicije sc zahteva da bude otklonjiva i
nekreativna. Time se obezbeduje da se sve §to se moze izraziti kori§€¢enjem uvedenih
pojmova, moZe izraziti i bez njih, kao i da sc sve §to sc moze dokazati kori§€enjem
definicija uvedenih pojmova, moze se dokazati i bez njih. Prema prethodnoj definiciji,
formula

A=BAB=C

je samo skracenica za formulu
(Vz)(re Az e B) A (Vz)(zre Bezel).

Neka je T proizvoljno tvrdenje koje sadrzi znak = kao jednakost skupova i D dokaz tog
tvrdenja. Ako u tvrdenju 7' svaku pojavu A = B zamenimo sa (Vz)(z € A<z € B),
dobijamo tvrdenje T’ u kojem se ne javlja jednakost skupova. Ako u dokazu D izvr§imo
istu zamenu, dobijamo dokaz D’ koji takode ne sadrZi jednakost skupova. Otklonjivost i
nekreativnost definicije jednakosti skupova obezbeduje da uvek moZemo eliminisati znak
= u tvrdenju i njegovom dokazu i da dobijen D’ jeste korektan dokaz tvrdenja T". Tako
definicija ne utice na teoriju koju razmatramo, ve¢ samo olakSava rad i skracuje pisanje.
o

3.1.2 Podskup skupa
Definicija 3.4

ACBEL (Vz)(z € A=z € B)

Tvrdenje 3.5 VaZe sledece formule
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1. ACA;

2. ACB,BCA=A=DB;

3. ACB,BCC=ACC,

GLAVA 3. TEORIJA SKUPOVA

Dokaz. Ova tvrdenja su posledica osobina implikacije.

1. Slediiz x € A=z € A generalizacijom.

2. ACBABCA &
&
=
&

3 ACBABCC <
&
=
&

(Vz)(re A=z e B)AN(Vr)(z e B=>z € A)
(Vz)((r€e A=z e B)AN(z € B=>xz € A))
(Vz)(z € Az € B)

(Vz)(r€e A=z e B)AVz)(z e B=>z€ ()
(Vz)((r€e A=z e B)A(z € B=z € ())
(Vz)(zr € A=z € C)

ACC.

3.1.3 Razlika skupova i prazan skup

Definicija 3.6

A\B={z|z€c ANz ¢ B}

Ako je A C U onda U \ A nazivamo komplement skupa A u odnosu na U. PiSemo i
Cy A ili samo A’ ukoliko je jasno o kojem skupu U se radi.

Definicija 3.7 Neka je X proizvoljan skup. Prazan skup, u oznaci §, je skup X \ X.

Tvrdenje 3.8 Prazan skup je jedinstven.

Dokaz. Neka su X \ X i Y \ Y prazni skupovi i a proizvoljno. Tada

aceX\X & aeXAa¢X

< L
& a€YANhagyY
& acY\Y.

Odatle po definiciji jednakosti skupovasledi X \ X =Y \ V. n
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Tvrdenje 3.9 Neka je X proizvoljan skup. Tada ) C X.

Dokaz.

t o0

Tvrdenje 3.10 Neka A, B C X. Tada
1. X\ (X\4) =4
2. ACB&(X\B)C(X\A).
Dokaz.

L. zEX\ (X\A)

G OB R O

(
(Vz
(Vz

)
)
)
)

to T

(
(
(

(Vz)(z €=z € X)
(Vz)(L=z € X)

1 =(Vz)(z € X)

T.

re€XNz g (X\A
reXN-zeX\A
rEXAN-(zeX ANz ¢ A
reXNz¢gXVareA
(zeXNzgX)Vze XNz e A
rceXANzcA

x € A.

Vz)(z € A=z € B)

r¢ B=xz¢ A)
re€XNr¢B=zecXNzx¢A
(Vz)(z €e X\ B=z € X\ A)
X\BCX\A

Kod treée ekvivalencije pravac (=) je posledica tautologije

p=q={pPAr=qAr)

a pravac (<) Cinjenice da su A i B podskupovi skupa X.
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Definicija 3.11 Skup A je pravi podskup skupa X, u oznaci A C X akko A C X i
A#X.

Definicija 3.12 Partitivni skup skupa A, u oznaci P(A), je skup svih podskupova skupa
X:
PA) ={X| X C A}

Posto za svaki skup A vazi) C A1 A C A, vaziil € P(A)i A€ P(A).

3.14 Operacije sa skupovima

Pored razlike i komplementa uvodimo jos i

Unija dva skupa
AUB={z |z € AVvz € B},

Presek dva skupa
ANB={z|rz€ ANz € B},
Simetri¢na razlika dva skupa
ANB=(A\B)U(B\A).
Za skupove A 1 B kazemo da su disjunktni akko A # 0, B #(0i AN B = 0.

Z.a prikaz skupova koristimo Ojler (L. Euler)-Veneove (J. Venne) dijagrame. Tako
simetri¢noj razlici skupova A i B odgovara osenceni deo slike.

A B

Neka je X proizvoljan skup, a Y’ oznaka za X \ Y. Tada se

(P(X),u,N, ", 0,X)
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naziva Bulova algebra skupova. Ona zadovoljava sledeée osobine:

AUA=A
AUB=BUA
(AUB)UC = AU (BUC)
A" = A

(AUB) = A'n B
AN(BUC) = (ANB)U(ANC)
AUBNB)=A

NS O N

Bulova algebra skupova zadovoljava niz zakonitosti.

Ako je F formula sa operacijama N, U i \ nad skupovima, dualnom formulom F*
nazivamo formulu koja je dobijena od F tako Sto su N i1 U zamenili mesta. MozZe
se pokazati da su dualne formule ta¢nih jednakosti opet tatne jednakosti medu
skupovima. Dovoljno je iz osobina 1-7 izvesti njima dualne osobine 1’7", Tako
prema osobini 5 vazi (A" U B')’ = A” N B”, a kako prema osobini 4 vazi A” = A
i B" = B, sledi

(A'UB')Y = AnB,

odakle primenom osobine 4 dobijamo
A'UB =(ANB)

a to je dualna osobina osobini 5.

Sva tvrdenja koja vaZe za U, N i \ sc mogu izvesti iz navedenih 7. PokaZimo da
vazi A\ (BNC)=(A\ B)U(4\C).

A\(BNC) = An(BnC)
= An(B'ud)
(AnBHYu(ANC")
(A\ B)U(A\C)

Skup tvrdenja 1-7 je minimalan: ni jedno od navedenih 7 tvrdenja nije posledica
preostalih 6.

Jedna od posledica navedenih formulajei AN (AU B) = A.

Zarelaciju C vazi A C B& AN B = A. To nam omogucava da nejednakosti sa
skupovima svedemo na jednakosti, i obrnuto.

Sve ove osobine vaZe i za iskaznu algebru. Apstrakcijom strukture
(P(4),u,n. .0, 4)

nastaju Bulove algebre.
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3.1.5 Familija skupova

Familija skupova je preslikavanje nekog skupa indeksa u neki skup skupova. Familiju
oznalavamo sa

{4;|iel}

gde je I skup indeksa, a A; slika elementa ¢ € 1.
Unija familije skupova je data sa

UAi ={z|(Fel)(z e A)}
el

a presek familije skupova sa

(A ={z| (Vie I)(z € A)}.

el
Zadatak 3.13 Neka je A # (). Dokazati
PNA) =n{PY) | Y € A}.
ReSenje. Prema definiciji jednakosti skupova pokazacemo da za svako X vaZi
XePNA)eXen{PY)|Y e A}
Pri tome primenjujemo definiciju skupovnih operacija:

X e P(NA)

i

XCnA

Vi)t e X =t enA)

Vi)te X=(NVZ)(Ze A=t e Z))
Vt)(VZ)(te X=(Ze A=t € Z))
V)Vt te X =(Z e A=t e 2))
(VZ)(Vt)(Z e A=(te X =t e 7))
(V2)(Z e A=(Vi)(te X =t e Z))
VZ)(Ze A=X C Z)

VZ)(Ze A= X € P(2))

VY)Y e A= X e P(Y))
Xen{P(Y)|Y € A}.

(N R
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3.1.6 Ureden par

Definicija uredenog para (a,b) elemenata a i b prema Vineru (N. Winer) i Kura-
tovskom (C. Kuratowski) je

(a,6) = {{a};{a, b}}.

Osnovni smisao ovakve definicije je sledeée tvrdenje.
Tvrdenje 3.14 (a,b) = (c,d) akkoa = cib =d.

Dokaz. Ako je a = cib = d tada tvrdenje trivijalno vaZi. Obrnuto, neka je (a,b) =
(¢, d). Tada po definiciji uredenog para i jednakosti skupova

(Vz)(z € {{a},{a,b}} & z € {{c},{c,d}}),
pa po definiciji dvoclanog skupa
(Vz)(z ={a} Vz ={a,b} & z={c} Va={cd}).

Stavljajuéi z = {a} leva strana jednakosti postaje tacna, pa je i desna strana taéna, $to
znadi
{a} = {c} V {a} = {c,d}.
U oba slucaja vazi a = c. Dalje se uslov jednakosti svodi na
(Vz)(z ={a} Vz ={a,b} & z={a} Vz = {a,d}).

Stavljajuéi u prethodnoj formuli z = {a, b} dobijamo

{a,b} = {a} v{a,b} = {a,d} ()
azax = {a,d}

{a,d} = {a} Vv {a,d} = {a,b}. (%)
Ukoliko vazi a = b, tada iz (xx) sledi

{a,d} = {a}

pajeid = a = b = c. Ukoliko vaZi a # b, tada ne vaZi {a, b} = {a}, paiz () sledi da
mora vaZiti {a, b} = {a, d}. Zato je b = d. U svakom sluajua =cib=d. m

Kao posledicu prethodnog tvrdenja imamo (a, b) = (b, a) akko a = b. Dakle uredeni
par razlikuje redosled elemenata.

Definicija 3.15 Uredena n-torka se defini§e pomocu uredenog para:

(a1)

(alv' .. 7an717an)

aq

(@1, . yan_1),an).
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Definicija 3.16 Neka su A i B proizvoljni skupovi. Dekartov proizvod (R. Descartes)
skupova A i B, uoznaci A x B je definisan sa

AxB={(a,b)|ac A be B}.
Akoje A = () ili B = {) tada iz definicije sledi A x B = {).
Dekartov proizvod kona¢nog broja skupova A;. ..., A, se uvodi na slede¢i nacin:
Ay x - x Ay ={(a1,...,an) | a1 € A1,...,an € Ay}

U opstem slucaju vazi A x B # B x A, pa X nije komutativna operacija nad skupovima.
Koristimo i1 oznaku
A"=AXxAx- - xA.

n

3.2 Relacije

Definicija 3.17 Binarna relacija (korespondencija) skupova A i B je proizvoljan pod-
skup p C A x B. p C A x A je binarna relacija skupa A (binarna relacija na skupu A).
Ako je p relacija skupova A i B tada umesto (a,b) € p piSemoiapb.

Mogu se posmatrati i relacije vece arnosti. Tako za p C A x B x C kaZemo da je ternara
relacija (redom) skupova A, Bi C. p C A je unarna relacija skupa A.

Definicija 3.18 Preslikavanje (funkcija) skupa A u skup B je binarna relacija f skupova
A1 B za koju vazi:
(Va € A)(31b € B)(a,b) € f.

Ako je f preslikavanje skupa A u skup B tada piSemo f : A — B, a umesto (a,b) € f
pisemo i f(a) = b. Skup A nazivamo domen, a skup B kodomen preslikavanja f.

Definicija 3.19 Operacija arnosti n na skupu A je proizvoljno preslikavanje o : A™ —

A.
Operaciju arnosti | nazivamo unarna, a operaciju arnosti 2 binarna operacija.

Primer 3.20 Operacija promene znaka je preslikavanje Re — Re koje realnom broju
x pridruZuje realan broj —z. Operacija sabiranja realnih brojeva je preslikavanje R —
Re koje uredenom paru (z, y) pridruzuje realan broj x + y. Operacija mnoZenja realnih
brojeva je takode binarna operacija koja uredenom paru realnih brojeva (x, y) pridruzuje
realan broj zy. U cilju preglednijeg zapisa, binarne operacije Cesto piSemo u infiksnom
obliku: ako je o : A?> — A binarna operacijair,y € A, tada element o(z, y) oznaavamo
roy. A
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3.2.1 Znacajne binarne relacije skupa A

Posebno su od interesa relacije koje imaju neke od sledecih osobina.
1. p je refleksivna relacija na skupu A akko

(Vz € A)(zpz).

2. pje simetricna relacija na skupu A akko

(Vx,y € A)(zpy=yprz).

3. pje tranzitivna relacija na skupu A akko

(Vz,y,z € A)(xpyANypz=xzpPz).

4. p je antisimetricna relacija na skupu A akko

(Vz,y c A)(zpyAyprz=x=1y).

Primer 3.21 Nekaje A = {1,2,3}1p = {(1,2), (2,1)}. p je binarna relacija na skupu
A. Neposrednom proverom ustanovljavamo da p nije refleksivna, jeste simetricna, nije
tranzitivna i nije antisimetri¢na. A

Dve specijalne binarne relacije svakog skupa A su prazna relacija ) i puna relacija A?.

Definicija 3.22 Binarna relacija p je relacija ekvivalencije na skupu A akko je p reflek-
sivna, simetri¢na i tranzitivna na skupu A (RST).

Relaciju ekvivalencije esto obeleZavamo znakom ~.

Definicija 3.23 Binarna relacija p je relacija poretka na skupu A akko je p refleksivna,
antisimetri¢na i tranzitivna na skupu A (RAT).

Relaciju poretka obi¢no obelezavamo sa <.
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3.2.2 Tvrdenje reprezentacije relacija ekvivalencije

Definicija 3.24 Neka je A # () proizvoljan skup. Particija skupa A je skup = C P(A)
za koji vaZzi:

. Xenr=X #£0;

3. X, Yer=X=YVXNY =0

Primer 3.25 Neka je Re skup realnih, a Z skup celih brojeva. Skup
n={[k,k+1)| ke Z}

je jedna particija skupa Re. A

Definicija 3.26 Neka je ~ relacija ekvivalencije na skupu A. Koser (klasa) elementa

a € A jeskup
afn. ={b€EA|b~a}

(koristimo i oznake (', ili a ako se zna o kojoj se relaciji radi). Kolicnicki (faktor) skup
skupa A po relaciji ~ je skup

Al ={a/~ | a € A}.
Primer 3.27 Nekaje A = {1,2,...,10} ineka
r=y (mod3) <& 3|z-—uy.
= je relacija ekvivalencije. Njene klase su sledede:

Primecujemo da klase nemaju isti broj elemenata. Ovde je

A/E = {1/57 2/55 3/5}‘
A

Tvrdenje 3.28 Neka je ~ relacija ekvivalencije na skupu A. Tada x ~ y akko /. =
Y/~

Dokaz.

(=): Neka je x ~ y. Neka je z € x/~.. Tada z ~ x. Kako z ~ y, iz tranzitivnosti
sledi z ~ y, pa z € y/~. Kako je z bilo proizvoljno, zakljuujemo z/~. C y/~.
Analognim razmatranjem dobijamo y/~. C /. Zbog toga = /~, = y/~.

(<) Nekaz/~ =y/~.PoStox ~ z,slediz € /. fj. z € y/o. Zatoz ~ y. m
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Tvrdenje 3.29 Neka je ~ proizvoljna relacija ekvivalencije na skupu A, a x/~ i y/~
dve proizvoljne klase ekvivalencije. Tada vaZi tacno jedno od tvrdenja

Iz =y/~
2. x/ Nyl =10

Dokaz. Ako je z/~ Ny/~. = 0, tada nije z/~. = y/~ jer bi u suprotnom bilo

D=z/Nx/w =2/,

Sto je nemoguce jeriz z ~ z sledi z € z /.

Ako je z /. Ny/~ # O, tada postoji z takoda z € z/ 12 € y/~u. ZazvaZiz ~ x
iz ~ y. Odatle prema simetri¢nosti i tranzitivnosti sledi z ~ y. Prema prethodnom
tvrdenju tada /. = y/~. m

Tvrdenje 3.30 Neka je ~ relacija ekvivalencije skupa A. Tada je kolicnicki skup A/~
particija skupa A.

Dokaz. Neka je ~ relacija ekvivalencije skupa A. Treba da dokaZemo da su klase
neprazne, disjunktne i da je njihova unija ceo skup A.

1.

Neka je z/~, € A/~ proizvoljno. Posto z ~ z, sledi z € x/~.. Zato x/~. # 0.

2. Prema prethodnom tvrdenju vazi ili z/~. = y/~ ili z/~ Ny /~ = 0.

3. Posto za svaku klasu =/, vazi /- C A, vazii

U z [~ C A.

TEA

Kako vazi {z} C x/~ zasvaki z € A, sledi

A= U{x}g UJJ/N

TEA €A

1z ove dve nejednakosti dobijamo

U T/ = A.

TEA
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Tvrdenje 3.31 Neka je A neprazan skup i w particija skupa A. Tada je relacija ~,
definisana sa
r~ye3Cen)(zeChryel),

relacija ekvivalencije na skupu A (ivaZi A/~ = 7).
Dokaz. Dokazujemo da je ~ refleksivna, simetri¢na i tranzitivna.

(R): Neka je x € A proizvoljan. Posto je 7 particija, postoji skup C' € 7 tako da vazi
r€e€C. TadazeCizeC,pax ~z.

(S): Nekaz ~ y. TadazanekoC e rvaziz € Ciy e C. Daklevaziye Ciz € C,
pay ~ .

(T): Nekaz ~ yiy ~ z. Tada postoji C' € wtakoda z,y € C ipostoji D € 7 tako da
y,z € D. Postovaziy € Ciy € D,sledi C N D # (. Prema definiciji particije
tada mora vaziti C' = D. Zbogtogaz € Ciz € C,pazx ~ z.

Tvrdenjem 3.30 smo pokazali da za svaku relaciju ekvivalencije na A moZemo kon-
struisati particiju skupa A, a tvrdenjem 3.31 da za svaku particiju skupa A mozemo kon-
struisati relaciju ekvivalencije skupa A. Sada ¢emo pokazati da su ove dve konstrukcije
uzajamno inverzne.

Neka je ~ relacija ekvivalencije skupa A. Tada je A/~ jedna particija skupa A. Neka
je = relacija ekvivalencije odredena ovom particijom:

r=y<(3C e Al ) (z,y € O).

Pokazatemo z = y< x ~ y. Neka je prvo x = y. Tada postoji C € A/~ tako da
z,y € C. Po definiciji skupa A/ vaZi C = z/~. zaneko z € A. Podto = € z/~, sledi
T ~ z,apoStoy € z/~,sledi y ~ z. Iz simetriCnosti i tranzitivnosti relacije ~, tada
sledi z ~ y. Dakle, z = y povla¢i z ~ y. Obrnuto, neka je z ~ y. Tada je z/~. = y/~.,
paz,y € x/~. Kako z /. € A/, sledi z = y. Dakle z = y akko y ~ z.

Time smo pokazali da primenom prethodne dve konstrukcije od relacije ekvivalencije
dolazimo do iste relacije ekvivalencije. Treba jo§ pokazati da polazeéi od proizvoljne par-
ticije primenom dva puta ovog postupka dolazimo do iste particije. Neka je 7 proizvoljna
particija skupa A i ~ odgovarajuéa relacija ekvivalencije na skupu A:

z~y<(3C en)z,y e C).

Neka je A/~ particija skupa A koju odreduje relacija ~. Pokazacemo 7 = A/~.
Dokazimo prvo sledeée: Akoje X € miy € X, tadaje X = y/~. Nekajez € X
proizvoljan. Tada z,y € X, paz ~ y, iz Cegasledi z € y/~. Zato je X C y/~.. Neka
sada z € y/~. Tada z ~ y, pa postoji C € wtakoda z,y € C. Kakoy € Ciy € X,
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sledi X N C # B, pa po definiciji particije X = C. To znadi da z € X. Time smo
pokazaliiy/~ C X,pa X = y/~.

Sada moZemo dokazati 1 = A/.. Neka je X € 7 proizvoljan. Kako je X # 0,
postoji y € X. Prema prethodnom razmatranju tada X = y/~, ay/~ € A/~, pa
X € A/~. Zatoje m C A/~. Obrnuto, neka y/~, € A/~. Kako je Uxe, X = A,
postoji X € mtakoday € X. Tadaje X = y/~, pay/~ € 7. Zatojei A/~. C m, paje
wm=A/~.

Prethodna tvrdenja Cine tvrdenje o reprezentaciji. Ona pokazuju da se jedan u osnovi
isti objekat moze predstaviti na dva nalina: kao relacija ekvivalencije i kao particija
skupa.

Primer 3.32 Neka je N? skup svih uredenih parova prirodnih brojeva. Defini§imo na
njemu relaciju ~ sa
(a,b) ~ (c,d) = a+d=c+b.

Pokazaéemo da je ~ relacija ekvivalencije na skupu N2.
(R): (a,b) ~ (a,b)<=a+b=a+ bato vazi
(S): Neka (a,b) ~ (¢,d). Tadaa+d = c+b, pac+b = a+d, $to znadi (¢, d) ~ (a, b).

(T): Neka (a,b) ~ (¢,d)i(c,d) ~ (e,f). Tadaa+d =c+bic+ f =e+d.
Sabiranjem ovih jednakosti dobijamo

a+d+c+f=c+bte+d
odakle sledi a + f = e + b, §to znadi (a, b) ~ (e, f).
Klasa ekvivalencije elementa (a, b) je

(a,b)/~. = {(c,d)|a+d=c+b}
= {(¢,d)|a—b=c—d}

Tako je, na primer,
(47 7)/N = {(17 4)5 (27 5)7 (37 6)7 (47 7)7 (57 8)7 .. }
Koli¢ni¢ki skup N? /-, je particija skupa N2:
N?/~ = {(a,b)/~ | (a,b) € N*}

Moze sc pokazati da svakom celom broju z € Z odgovara ta¢no jedna klasa (a,b)/~
takva da je a — b = z, i obrnuto, pa postoji bijekcija izmedu Z i N? /. A
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3.2.3 Tranzitivni proizvodi

Primer 3.33 Nekaje A = {1,2,3,4},

o = {(171)7 (172)7 (273)7 (173)}a 1
g = {(273)7 (371)7 (27 1) }
Proverom ustanovljavamo da su relacije « i S tranzitivne i antisimetri¢ne. Medutim,

relacija @ U f nije tranzitivna, jer (3,1) € aU S (1,3) € aU B, aline vazi (3,3) € aU
B. a U § nije ni antisimetri¢na, jer (2,3) e aUFi(3,2) e aUp. A

Neka je o netranzitivna relacija. Postavlja se pitanje kako proSiriti « tako da se dobije
tranzitivna relacija.

Definicija 3.34 Neka je F' = { «; | i € I} familija relacija na A. Tranzitivni proizvod
familije F je relacija 7 data sa
ath & (Ela17"'7ak € A)(Elﬁ()aﬁh"wb)k S F)
(@Boai Nay Brag A--- Nay B b).

pri ¢emu je k € {0,1,2,...}.

Tvrdenje 3.35 Tranzitivni proizvod T familije relacija F' je (1) tranzitivna relacija na
A; (2) za svaki o; € F vaZi oy C 75 (3) ako je p tranzitivna relacija na A takva da
a; C pzasve oy € F, onda v C p(dakle T je najmanja tranzitivna relacija koja sadrZi
sve relacije iz F').

Dokaz.

1. Pokaza¢emo da je 7 tranzitivna. Neka a 7 b1 b 7 ¢. Tada po definiciji relacije 7 vaZi

(Elal,...,ak EA)(H,BO,,Bl,...,Bk EF)
(@aBoayr NaiBras N--- Nay, B b)

(Elbl,...,bl EA)(H’yO,’yl,..., lEF)
(byobr Abyyiba A== Ay c)

Prema tome, vazi:

(3a17"'7ak7b17"'7bl EA)(HIBOHBD"'76k7707717"'7’Yl EF)
(aBoar Ao Nag Brb Abyo by A=+ Abyyc),

$to po definiciji znaci a 7 c.

2. Pokazacemo da 7 sadrZi sve relacije o; € F'. Neka je o; € I” proizvoljno i neka su
a,b € A proizvoljni elementi takvi da a «y; b. Tada po definicije relacije 7 za k = 0
i By = oy dobijamo a T b.
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3. Neka je p tranzitivna relacija i za svako o € F vaZi o; C p. Nekasuaibd
proizvoljni elementi za koje vaZi a 7 b. Tada

(Ela17"'7ak EA)(HIBO71617"'76]€ EF)(aﬁoal/\0151612/\"'/\%5/%5)-

Posto a; C p, vazi
(apa1 NaypPas A ---akpb).

Odatle primenom tranzitivnosti relacije p, zaklju€ujemo o £ b. Dakle 7 C p.

Ako je F' = {a} onda 7 nazivamo tranzitivno zatvorenje relacije « i piSemo 7 = a*.
Tvrdenje 3.36 Ako je neko «; € F refleksivna relacija, onda je i 1 refleksivna.

Dokaz. Neka je a € A. Posto je o refleksivna, vaZzi a o a. 7 sadrZi «y, pa vazi a7 a.
Dakle i 7 je refleksivna. m

Tvrdenje 3.37 Neka je svaka od relacija o; € F simetricna. Tada je i T simetricna.
Dokaz. Neka o 7 b. Tada

(aBoai Nay fras A--- ANag B b).

za neke elemente aq, ...,a; 1 relacije By, B1, ..., 08; € F. Posto su sve relacije
simetri¢ne, vazi i
(bBrag A---NazBrar Aay foa),

Sto po definiciji znai b7 a. m

Posledica 3.38 Neka je F familija relacija ekvivalencije na A. Tada je T najmanja
relacija ekvivalencije koja sadrZi sve relacije iz F.

Tvrdenje 3.39 Neka je F' = { «; | i € I} familija relacija ekvivalencije na A. Tada je
(;er o relacija ekvivalencije na A.

Dokaz. Neka je o = [, ;.
(R) (z,z) € o akko (Vi € I)(z,x) € ay, ato je tatno jer su sve q; refleksivne.
(S) (z,y) € aakko (Vi € I)(z,y) € o akko (Vi € I)(y,z) € «; akko (y, z) € a.
(M (
(

z,y) f alA(y,z) € as (Vi € I)x,y) € oy A(Vi € I)y,z) € o5 &
el

Vi ((x,y) €y A (y,2) € ) = Vi€ I)(zx,2) € a; & (z,2) € o
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Zadatak 3.40 Dokazati

(@Np)* Ca*NB* Ca’UF" C (aUp)".

Resenje.
1. Neka (z,y) € (an B)*. To znaci da postoji konacan niz ay, . . ., a, elemenata iz
Atakodaag =z, a, =yizasvakoi € {0,1,...,n — 1} vaZi (a;,a;41) € aN

B. Tada za svako i € {0,1,...,n — 1} vaZi (a;,a:41) € o, pa (z,y) € a*.
Analogno, za svako i € {0,1,...,n—1} vaZi (a;,a;11) € 5, pa (z,y) € *. Zato
(z,y) € a* N B*. Time je prva inkluzija pokazana.

2. Druga inkluzija trivijalno vaZzi jer
ot NP Ca* Catuph.

3. Neka (z,y) € o* U g*. Tada (z,y) € o*ili (z,y) € p*. Neka je npr. (z,y) €

«o* (drugi slucaj sc pokazuje analogno). Tada postoji konacan niz ag, ay, ..., ay
elemenata skupa A tako da a9 = z, a, = yizasvakoi € {0,1,...,n — 1} vazi
(aiya;11) € a. Zato zasvako i € {0,1,...,n — 1} vazii (a;,a;41) € a U S, §to

znaci da (z,y) € (e U B)*.

3.2.4 Algebra binarnih relacija

Definicija 3.41 Neka je A proizvoljan skup. Skup svih binarnih relacija skupa A
oznacavamo sa

R(A) ={a|aC A%}
Dijagonalna relacija skupa A, u oznaci A 4, je relacija
Ay={(z,z)|z€ A}
Inverzna relacija relacije o, u oznaci !, je relacija
o ={(5y) | .2) € a}.
Proizvod relacija ., f € R(A), u oznaci o 3, je relacija
(@0 8) = {(2,y) | 3)((z.2) € a A (zy) €B)}.

Struktura
(R(A)7 U, N, ! » 0, 717 (07 AA7 AQ)

se naziva algebra binarnih relacija.
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Primer 342 Nekaje A = {1,2,3}, a = {(1,1), (1L.2) }i8 = {(1,2), (1.3), (2,3) }.
Tada je a0 8 = {(1,2), (1,3)}, a S o« = . Vidimo da mnoZenje relacija nije
komutativna operacija. /A

Poljski matematiCar i logicar Alfred Tarski je pedesetih godina ovog veka pokazao da
algebra binarnih relacija zadovoljava beskona¢no pravilnosti koje nisu posledica jedne
drugih. To oteZava proces apstrakcije algebre binarnih relacija. ObicCno sc izdvajaju
neke pravilnosti koje se smatraju najvaznijim i izvode se njihove posledice. Tako nastaju
Klinijeve, relacione i dinamicke algebre.

Tvrdenje 3.43 Neka su o, 3,y C A? proizvoljne. Tada vazi:

L aec(fUy)=(aef)Ufacy); (BUy)ca=(foa)U(yoal
2.a0(BNy) Claof)n(acr);  (BNy)eaC(Boa)n(yoa).
Dokaz.

L (zy)€eac(fUy)
< (Fte A)((z,t) ean(t,y) € (BU7Y))
& (Fe (= t) can(lty) eBVity) €r))
< (Fte A((z,t) ean(t,y) € B)V
((z,1) € an(t,y) €7))

< (Fte A((z,t) ean(t,y) € B)V

(Ft e A)((z,t) € a A (t,y) €7)
& (z,y) €@ PV (z,y) € (@oy)
& (z,y) €{aep)U(aoq).

2. (zmy)€ac(fny)
< (e Ad)((z,t) ean(
< (Fte A)((z,t) ean(t,y) € BA(ty) €E7)
< (Fte A((z,t) ean(t,y) € BA(z,t) €EaA(t,y) €7)
= ( ((x,t
)

Y) €N

[ S NS e

— e e e

dte A)((z,t) e an(t,y) € B)A
(Fte A)((z,t) e aN(t,y) €7)
< (z,y) EaofA(x,y) Eaoy
& (z,y) € (@ f)N(aoy).
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Primer 3.44 PokaZimo da ne vaZi obrnut smer 2. dela prethodnog tvrdenja. Neka je
A={1,2,3,4} i neka je

a = {(1,3),(1,4)}
v = {(4,2)}
Tada je
BNy = 0
ac(fny) = 0
ali je
aoff = {(172)}

aoy = {(1,2))

paje (aof)N{aoy) ={(1,2)}. sto znaci da je leva strana pravi podskup desne strane.
A

Tvrdenje 3.45 Neka o, 3,y C A2. Tada vaZi:

L (aop)t=p"1oa!

ao(foy)=(aof)oy
aCf=aoyC oy
aCf=yoalyop
(@) = ()"

Ajoa=aoAy=a.

o L NS v kRN

Dokaz. Pokazacemo samo tvrdenja 1 i 6, ostala se takode pokazuju jednostavno.

. (z,y) € (@0 B)" y,r) €Eaof
It e A)((y,1) € aA (t,2) € B)
Jte A)((ty) €a "A(z,t) €Y

<
<
<
s (z,y)efloal
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6. Ako primenimo tvrdenje 3.43, dobijamo:

aCfp &
=
-
-

p=aUp
foy=(aUp)oy
Boy=(acy)U(Bory)
aoyC foy.

Zadatak 3.46 Neka p, o,y C A2 Dokazati da vaZi:

(poa)NyCpo(an(p 'on))

i pokazati da inkluzija moZe biti stroga.

Resenje. Pokazimo prvo da vaZzi inkluzij

(z,y) € (poo) Ny
e(z,y) €Epoo A(z,y) €y
©@2)((5.2) € pA (519) €0) A (29) €7
©(@32)((5,2) € pA (2,9) €0 A (3,9) €7)
©(32)((5,7) € pA (2,9) €0 A (3,2) € pA (3,y) € 7)
©32)((z,2) €pA(zy) €0 A (z,2) €p ' Alz,y) €7)
=(32)((z,2) €pA(zy) €0 A(zy) €p o)
S(@32)(#,7) € pA (2ry) €011 (pt o))
=(z,y) €po(an(p ' o7))

a:

109

Preostaje da sc pokaZe da inkluzija moZe biti stroga. Neka je A = {1,2} i neka su

relacije date sa

Tada je

(poo)ny={(1,1),(2D;n{Z 1D} ={21},

dok je

po(on(ptoy)

po ({(L D} N{(1,1)})
= (L. 2D} {(1,1)}
= (LY. 2D} A{E D}

(L1, (2,1}
(L1}
{2, 1)}
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3.2.5 Relacije ekvivalencije

Tvrdenje 3.47 o« C A? je relacija ekvivalencije akko Ay C o, o' Caicoa C a.

Dokaz.

(=): Neka je « relacija ekvivalencije na A. Posto je « refleksivna, vaZi (z,z) € «
zasvako z € A,pa Ay C . Neka (z,y) € o !. Tada (y,z) € a. « je simetricna, pa
(z,y) € a. Dakle o ! C a. Neka je sada (z,y) € « o . Tada postoji z € A tako da
(xz,2) € ai(z,y) € a. Podto je « tranzitivna, vazi (z,y) € a. Dakle a o a C «.

(«<): Neka za relaciju a vazi Ay C o, o' Caiaoa C a. Nekajer € A
proizvoljno. (z,z) € A4, paiz Ay C asledi (z,z) € «; dakle « je refleksivna. Neka
(z,y) € o Tada (y,z) € a L. Stoga (y, x) € a, pa je « simetri¢na. Neka (z,y) € o i
(y,2) € a. Tada (z,2) € @ o, pa(z,z) € a. Dakle « je tranzitivna. m

Napomena 3.48 Primetimo da smo svaku osobinu relacije dokazali nezavisno, pa vazi

e « je refleksivna na skupu A akko A4 C o
e « je simetri¢na na skupu A akko o' C oy
e « je tranzitivna na skupu A akko v o C .

o

Tvrdenje 3.49 o C A? je relacija ekvivalencije na A akko Ay C o, o' = aiao
a=aq.

Dokaz. Akozaa C A?vazi Ay C o, ! = aiaoa = a, tim pre vazi

iAy Ca,a! Caiaoa C a paje prema prethodnom tvrdenju o relacija
ekvivalencije. Dokazujemo suprotan smer. Neka je « relacija ekvivalencije. Prema
prethodnom tvrdenju vazi A 4 C «, a'Caiaoa C a. Treba jos dokazati o C a !
ia C aoa. Neka (z,y) € a. aje simetri¢na, pa (y,z) € a, §to znadi (z,y) € a 1.
Zato o' = a. Posto je « refleksivna, vaZi A4 C . MnoZenjem ove nejednakosti sa o
dobijamo o = ao A4 C aoa. Daklevaziaoa = . m

Tvrdenje 3.50 Neka su o i (3 relacije ekvivalencije na skupu A. Tada je proizvod o o 3
relacija ekvivalencije na skupu A akko avo = o o

Dokaz. Neka su a1 S relacije ekvivalencije na A.
(=): Neka je a o 3 relacija ekvivalencije. Iz simetri¢nosti relacija v, 51 v o 3 sledi

aof=(aof) ' =p"oa =poa.

(«<): Nekaje ao = o a. Postosuaifrefleksivne, vazi Ay C ai Ay C .
MnozZenjem ovih nejednakosti dobijamo

Ay=As0A4 Caopf,
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Sto znaci da je i « o 3 refleksivna. Posto je @ o 8 = 5 o o, imamo

(@op) '=(Boa)'=alop ! =aop,

pa je « o § simetri¢na. Takode vaZzi
aofoaoff=aocaofoff=aocp,

pa je « o 8 tranzitivna. Dakle « o 3 je relacija ekvivalencije. m

Tvrdenje 3.51 Neka su «, § relacije ekvivalencija na A. Tada o, C « o 8. Ako je -y
relacija ekvivalencije takvada o C~vi 8 C v, tada co § C 7.

Dokaz. Neka su « i 5 relacije ekvivalencija na A. Iz A4 C § mnoZenjem sa leve strane
sa o dobijamo
a=aoA,Caop,

a mnoZenjem nejednakosti A4 C « sa § sa desne strane dobijamo
B=2A408Caop.

Dakle o o 5 sadrZi obe relacije o i . Neka je vy relacija ekvivalencije takvada o C v i
BCvy. Iza C ysledi

aoy L yoy,
aiz 8 C +ysledi

aoff Caory.

1z prethodne dve nejednakosti dobijamo

@ofCyon.

Zadatak 3.52 Neka je R refleksivna i tranzitivna relacija skupa A. Dokazati da je R N
R ! relacija ekvivalencije skupa A.

Resenje. Neka je R C A2 refleksivna i tranzitivna. Neka je A = {(z,z) | z € A}.
Tada vazi A C Ri Ro R C R. Pokazujemo da da je RN R~ ! refleksivna, simetri¢na i
tranzitivna. Primenjujemo tvrdenja 3.43, 3.45 i 3.47.

(R) IzA C Rsledi A~' C R~!, apostoje A~ = A,sledi A C R~'. Kako A C R,
sledi
ACRNR !,

$to znadi da je RN R~ ! refleksivna.
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(S) Kako je
(RONRH1=R'n®RH''=R'NR=RNR !,
relacija R N R~ je simetri¢na.
(T) Primetimo prvodaiz Ro R C Rsledi (Ro R) ' C R™!, ato znadi da
RloR'CR
Odatle sledi:

(RNR Yo (RNR™)
CRoRNRoR'NR 'oRNR 'oR!
CRoRNR 'oR™!

CRNR!

Sto znadi da je relacija R tranzitivna.

3.2.6 Relacije poretka

Definicija 3.53 Ako je « relacija poretka na skupu A, tada (A, ) nazivamo parcijalno
ureden skup.

Lema 3.54 Relacija o C A? je antisimetricna akko oo N ™' C A 4.
Dokaz. Primetimo da za x € A vazi ¢ = y akko (z,y) € A 4. Zato vaZi:

(Vz,y € A)((z,y) € aN (y,z) € a=z =y)

aWVz,y € A)((z,y) €an(z,y) € a '=(z,y) € Ay)
sWVz,y € A)((z,y) €ana =(z,y) € Aa)
sana ! C Ay

Tvrdenje 3.55 « C A? je relacija poretka na skupu A akko Ay C o, aNa™' C ai
aoa Ca.

Dokaz. Prema napomeni 3.48, « je refleksivna akko A4 C « i tranzitivna akko «a o
a C «a. Prema prethodnom tvrdenju, « je antisimetri¢na akko o N« ! C «. Odatle
direktno sledi traZeno tvrdenje. m



3.2. RELACIJE 113

Tvrdenje 3.56 <C A? je relacija poretka na skupu A akko je <~ relacija poretka na
skupu A.

Dokaz. Koristeci prethodno tvrdenje pokazademo da se refleksivnost, antisimetri¢nost i

tranzitivnost slaZu sa operacijom !,

I. < je refleksivna akko A4 C< akko A,' C<~!akko Ay C<~! akko je <!
refleksivna.

2. < je antisimetri¢na akko < N < 1C Ay akko <! N(< )71 € A, akko je
<~ ! antisimetri¢na.

3. < je tranzitivna akko < o <C< akko (< o <) ! C< lakko <t o < i<
akko je <! tranzitivna.

Ako je < relacija poretka tada <~! obele¥avamo sa >.

Definicija 3.57 Relacija poretka < je relacija totalnog poretka (linearno uredenje) akko
vazi

(Vz,y € A)(z <yVy< ).
Ako je < relacija totalnog poretka na skupu A, tada (A, <) nazivamo totalno ureden skup
(lanac).

Primer 3.58 Ako je N skup prirodnih brojeva, a < uobicajen poredak nad prirodnim
brojevima, tada je (N, <) lanac. Ako je A skup sa bar dva elementa, tada parcijalno
ureden skup (P(A), C) nije lanac. Ako je | relacija deljivosti prirodnih brojeva, tada
(N, |) jeste parcijalno ureden skup, ali takode nije lanac. A

U nastavku ¢emo podrazumevati da je (A, <) proizvoljan parcijalno ureden skup.
Definicija 3.59 Element a € A se naziva gornje ogranicenje skupa S C A akko
(Vz € S)(z < a).
a € A je donje ogranicenje skupa S C A akko
(Vz € S)(a < ).

Najveci element skupa S je element a € S koji je gornje ograni¢enje skupa .S, ukoliko
takav element postoji.
Najmanji element skupa S je element a € S koji je donje ograni¢enje skupa S, ukoliko
takav element postoji.

Lema 3.60 Ako skup S C A ima najveci (najmanji) element, tada je taj element jedin-
stven.
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Dokaz. Neka su a; i as dva najveca elementa skupa S. Tada a1 < a9 1 a9 < a1, pa po
antisimetri¢nosti relacije < sledi a; = a. Jedinstvenost najmanjeg elementa se dokazuje
analogno. m

Definicija 3.61 Neka je S C A proizvoljan skup. Ako skup gornjih ograni¢enja skupa
S ima najmanji element a, tada se @ naziva supremum skupa S.

Ne mora svaki skup S C A imati supremum. Egzistenciju supremuma u (Re, <) gde
je Re skup realnih brojeva, a < uobicajeno uredenje realnih brojeva, garantuje aksioma
neprekidnosti.

Definicija 3.62 Neka je S C A proizvoljan. Element a € S je maksimalni element
skupa S akko
(Vz € S)(a <z=1z=a).

Element a € S je minimalan element skupa S akko (Vz € S)(z < a =z = a)

Lema 3.63 Ako S C A ima najveci element a, onda je a jedini maksimalni element
skupa S.

Dokaz. Neka je a najvedi element skupa S. Neka za x € S vazi a < z. Posto je a
najvedi, vazi i x < a. Odatle sledi x = a. Dakle a jeste maksimalni. Neka je m € S
proizvoljan maksimalni element skupa S. Posto m € S, sledi m < a. PoSto je m
maksimalan, sledi m = a. Dakle « je jedinstven maksimalni element. m

Definicija 3.64 Parcijalno ureden skup (A, <) je dobro ureden akko svaki neprazan
podskup skupa A ima najmanji element.

Primer 3.65 Neka je dat parcijalno ureden skup ({1,2,3,4,5},|). gde je | relacija
deljivosti prirodnih brojeva. Za predstavljanje parcijalno uredenog skupa pogodan je
Haseov dijagram relacije.

4
2
\ |

Uocavamo da su 4, 3 1 5 maksimalni elementi a 1 najmanji (pa stoga i minimalni)
element. A
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Zadatak 3.66 Neka je R refleksivna i tranzitivna relacija skupa S. Defini§imo relaciju
povako: zxpyakkor Ryiy Rx.

a) Dokazati da je p relacija ekvivalencije na S.

b) Na koli¢nik skupu S /p defini§imo relaciju < ovako:
z/p <Ylp T RY.
Dokazati da je < dobro definisana i da je relacija poretka na S /p-
Resenje.

a) Primetimo da je p = RN R~'. Zato je prema zadatku 3.52 relacija p relacija
ekvivalencije na skupu S.

b) Da bismo pokazali da je < dobro definisana relacija, treba da dokazemo da odnos
dve klase C1,Cy € S/p nc zavisi od predstavnika x i y takvih da Cy = x/p i
Cy = y/p- Nekajestogaz/p =2'/piy/p =y /p Tadajezpz’ iypy' o po
definiciji zna¢i

TR, ¥ Rz yRY, ¥ Ry.

Treba da dokazemo da z Ry akko 2’ Ry'. Neka je x Ry. Relacija R je tranzitivna,
pa
'Rz Ry RY

Sto znaci £’ Ry'. Analogno, neka je ' Ry'. Tada
z R RY Ry,
pa z Ry. Dakle bez obzira da li odabrali predstavnike z i y ili 2’ i 9/, odnos
elemenata x /p iy/ p se ne menja, §to znaci da je relacija dobro definisana.
Preostaje da se pokaZe da je < relacija poretka.
(R) Po definiciji relacije < vazi z/, < z/p akko z Rz, a to vaZi jer je R
refleksivna relacija.
(AS) Nekaje z/p < y/piy/p < z/p. Tadajex Ry iy Rz, Sto znati zpy, a to
povlaci z/p = y/p.

(T) Nekaje z/p <y/piy/p < z/p. Tadaje x Ryiy Rz a R je tranzitivna, pa
T Rz, Stoznadidaiz/y < z/p.
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Zadatak 3.67 Neka su p i o relacije ekvivalencije skupa A. Dokazati da je pU o relacija
ekvivalencije akko pUo = poo.

Resenje.
=): Neka je pUo relacija ekvivalencije na skupu A. Posto je o relacija ekvivalencije
na skupu A, vazi A C ¢ odakle mnoZenjem sa leve strane sa p dobijamo po A C po g,
a odatle sledi
pCpoo. (*)
Analogno, posto je p relacija ekvivalencije na skupu A vazi A C p, pa mnoZenjem
zdesna sa ¢ dobijamo A o ¢ C p o 0, a odatle sledi

ocCpoo. €

Iz (x) 1 (*xx) sledi

pUo Cpoo.
Treba jo§ pokazati obrnutu inkluziju. Kako su p, 0 1 p U o po pretpostavci relacije
ekvivalencije i vaZzi p C pU o io C pUa, prema tvrdenju 3.51 vaZzi

pooCpUo.
Time smo pokazali pUo = poo.

<): Neka je p U o = po o. Kako su p 1o relacije ekvivalencije, vaZi:

gop = o lop!

— (poo)!
= (pUo)!
- pluo!
= pUo
= poo.

Proizvod relacija ekvivalencije p i o komutira, pa prema tvrdenju 3.50 sledi daje po o
relacija ekvivalencije. Dakle p U o je relacija ekvivalencije. m

3.3 Preslikavanja (funkcije)

Definicija 3.68 Neka su A i B proizvoljni skupovi. Relacija f C A x B je preslikavanje
skupa A u skup B akko
(Va € A)(31b € B)(a,b) € f

Napomena 3.69 Ako je A = () tada je jedina relacija skupova A i B relacija () i ona je
funkcija. Ako je A # () i B = () tada je jedina relacija skupova A i B relacija @, ali ona
nije funkcija skupa A u skup B. ¢
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1z prethodne napomene vidimo da je za proveru da li je relacija funkcija potrebno znati i
skupove A i B. Zato u definiciju funkcije uklju¢ujemoi A i B.

Definicija 3.70 Preslikavanje F' skupa A u skup B je uredena trojka (A, B, f), gde su
A1 B proizvoljni skupovi, a f relacija skupova A i B za koju vazi

(Va € A)(31b € B)(a,b) € f.
Relacija f se naziva graf funkcije F'.

Iz prethodne definicije sledi i uslov jednakosti funkcija. Ako su F' = (A4, B, f) i
G = (C, D, g) funkcije, tadaje F = G akko A = C, B = D i f = g. Primetimo da je
uslov f = ¢ ekvivalentan konjunkciji uslova A = C'i (Va € A)f(a) = g(a).

Akoje F = (A, B, f) funkcija, piSemo f : A — B. Ako je f(a) = bpiSemo a — b.

3.3.1 Neke vrste preslikavanja
Definicija 3.71 Preslikavanje f : A — B je 1-1 (injekcija) akko
(Y, y € A)(f(2) = Fly) =z =y).
Preslikavanje f : A — B je na (sirjekcija) akko
(Vbe B)(Ja€ A)f(a) =b.
Preslikavanje f : A — B je bijekcija akko je f 1-1 i na.

Primer 3.72 Neka je o C A? proizvoljna relacija skupa A. Tada moZzemo definisati
funkciju fo : A2 — {T, L} tako da vaZi

fala,) =T & aab.
Umesto f,(a,b) = T pisemo skraéeno i a(a,b) = T. A

Primer 3.73 Neka je f : {1,2} — AU Bineka f(1) € Ai f(2) € B. Ako je npr.
f(l)y=aif(2) =b,gdeac Aib € B, tada piSemo

()

ili skrac¢eno samo f = (a,b) jer su 1i 2 fiksirani elementi za svako preslikavanje f :
{1,2} - AU B. Dakle funkciju f moZemo posmatrati kao ureden par, a lako sc vrsi
uopStavanje na uredenu n-torku. (To e se kasnije pokazati znacajnim za uopStenje pojma
Dekartovog proizvoda.) A
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Definicija 3.74 Identicko preslikavanje skupa A je preslikavanje 14 : A — A definisano
saly(a) =azasvakoa € A.

Definicija 3.75 Re¢ nad azbukom A je preslikavanje f : {1,2,...n} — A.

Definicija 3.76 Niz elemenata iz skupa A je preslikavanje f : {1,2,...} — A.

Definicija 3.77 Skup svih preslikavanja domena A u kodomen B oznagavamo B tj.:
B4 ={f|f: A~ B}

Posebno, ako je A = (), onda BY, pigemo BY i taj skup je jednotlan skup, to je {0}.

Takoje, ako je A = (i B = ), tada je B* = {0}.

3.3.2 Kompozicija preslikavanja

Definicija 3.78 Nekasu f : A - Big : B — C preslikavanja. Kompozicija
preslikavanja f i g je preslikavanje g o f : A — C definisano sa: (g o f)(a) = g{(f(a))
zasvako a € A.

Napomena 3.79 Akosu F' = (A, B, f)iG = (B, C, g) preslikavanja tada je G o F' =
(A, C, f o g). Kompozicija funkcija dakle odgovara kompoziciji njihovih grafova, ali u
obrnutom redosledu. Kada govorimo o kompoziciji funkcija tada podrazumevamo G'o F'.
o

Ako je h = g o f, kazemo da dijagram
A LB
h
Nt
C

komutira.
Ako postoji g o f, tada ne mora postojati f o g, a ¢ak 1 ako postoji, moZe biti f o

g#gof.
Primer 3.80 Neka su funkcije f,g : Re — Re definisane sa

fz) = 2¢+3
glz) = z*+2.

Tadaje (f og)(z) = f(g(x)) = 22° +T,a(go f)(z) = g(f(x)) = 42® + 122 +11. A

Lema 3.81 Neka je f : A — B funkcija i 14 jedinicno preslikavanje skupa A. Tada
f=folaif=1gof.
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Dokaz. Posto14: A — Aif: A — B, kompozicija fol4 postoji,ivazi folg: A —
B. Akojea € A, tada je

(f o1a)(a) = f(La(a)) = f(a).

Stoga prema definiciji jednakosti funkcija f o 14 = f.
Postoje f: A — Bilp : B — B,kompozicija 1go f postojiivazi lgof : A — B.
Akojea € A, tada je
(1o f)(a) = 1p(f(a)) = f(a),

pa prema definiciji jednakosti funkcija vaZi lgo f = f. =
Tvrdenje 3.82 Neka f: A — B,g: B— Cih:C — D. Tada

ho(gof)=(hog)of.

Dokaz. Po definiciji kompozicije go f : A — C,paho(go f) : A — D. Kako
hog:B — D,sledi (hog)o f:A— D.Preostaje da proverimo jednakost vrednosti
funkcija. Neka je ¢ € A proizvoljno. Tada

(holgof))a) = hl(ge fla)) = h(g(f(a))),
((hog)ofila) = (hog)(f(a)) = h(g(f(a))).

Posto su i vrednosti funkcija jednake, zaklju¢ujemo da su i funkcije jednake. m

h
h

Tvrdenje 3.83 Neka f : A — Big: B — C. Tada

1. Akosu fig1-1,ondajeigo f1-1;
2. Akosu figna, ondajeigo fna

Dokaz.
1. Nekasu fig1-1. Nekazaz,y € AvaZi (go f)(x) = (g o f)(y). Tada

g(f(z)) =g9(f(y) = flz) = fly) = z =1y,

paje go f takode 1-1.
2. Nekasu f i g naineka je c € C proizvoljan. Posto je g na, postoji b € B tako da
g(b) = c. Posto je f na, postoji a € A tako da f(a) = b. Tada je

(g0 f)(a) =g(fla)) = g(b) =c.

Kako je ¢ bio proizvoljan, g o f je na.
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Posledica 3.84 Akosu f : A — Big: B — C bijekcije, tadajeigo f : A = C
bijekcija.
3.3.3 Inverzno preslikavanje

Definicija 3.85 Preslikavanje f* : B — A je inverzno preslikanje za f : A — B akko
vazi

frfof = 14 i
fof" = 1g

Tvrdenje 3.86 Ako preslikavanje [ imua inverzno preslikavanje, onda je to inverzno
preslikavanje jedinstveno.

Dokaz. Neka su f1, fo : B — A inverzna preslikavanja preslikavanja f. Tada je

fi=fiolpg=fio(fofo)=(fiof)ofo=1a0fs= fo.

Za jedinstveno inverzno preslikavanje preslikavanja f koristimo oznaku f~1.

Tvrdenje 3.87 Neka je f : A — B. Tada f ima inverzno preslikavanje akko je f
bijekcija.

Dokaz.
(=): Neka f ima inverzno preslikavanje f ~!. Prvo dokazujemo da je f 1-1. Neka
je f(z) = f(y). Tada vazi:

@) ="f) = (e =N
= la(z) =1laly)
= T =Y.

Treba jo§ dokazati da je f na. Neka je b € B proizvoljan. Stavimo a = f~!(b). Tada je

f@=F(fH ) = (fof H(b) = 15(b) = b,

paje f ha.
(«<): Neka je f = (A, B, p) bijektivno preslikavanje. Dokazacemo da je g, dato
sag = (B,A,p ') gde je p! inverzna relacija relacije p, inverzno preslikavanje

preslikavanja f. Dokazacemo prvo da je g preslikavanje sa domenom B. Neka je b € B
proizvoljan. Posto je f na, postoji a € A tako da f(a) = b, pa (a,b) € p. Stoga
(b,a) € p . Dokazujemo da je a jedinstveno. Pretpostavimo da vazi (b,a;) € p ' i
(b,as) € p L. Tada (a1,b) € pi (az,b) € p, pa f(a1) = f(az) = b. Posto je f 1-1,
sledi @y = ao. Dakle p~! je graf funkcije, pa je ¢ funkcija.
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Preostaje da se pokaZe da je g = f 1, tj. da vaZi

gof = 14
fog = lg.

Vidimo da se domeni i kodomeni slazu, pa je dovoljno proveriti vrednosti funkcija. Neka
je a € A proizvoljno i neka je (g o f)(a) = g(f(a)) = o'. Tada postoji b € A tako
da f(a) = big(b) = a’. Tadaje (a,b) € pi(b,a’) € p~', pa(d/,b) € p. Posto je p
graf 1-1 funkcije, sledi @ = a’. Zato je (g o f)(a) = a = 1 4(a), ¢ime je prvo tvrdenje
pokazano. Neka sada za proizvoljno b € B vaZi (f o g)(b) = f(g(b)) = b'. Tada postoji
a € A tako da vazi g(b) = a i f(a) = b'. Tada (a,t') € pi (b,a) € p ', pa (a,b) € p.
Posto je p graf funkcije, sledi b = b'. Dakle (f o g)(b) = b = 1p(b). Posto je b bilo
proizvoljno, sledi fog = 15. =

Tvrdenje 3.88 Nekasu f : A — Big: B — C bijekcije. Tada (go f) ' = fLog™L.

Dokaz. Kakogo f: A — C,sledi (gof) ' :C - A lzf ' :B— Aig':C— B
sledi f~1og~!:C — A. Kako vazi

floglogof=flolgof=f"lof=14,

1 1

gofoflogl=golgogl=gog'=1c,

akako je (g o f) ! jedinstveno, sledi (go f) ' =f log 'l m

Tvrdenje 3.89 Nekaje f: A— Big: B — C. Tada

1. Akoje go f1-1, ondaje f 1-1;
2. Ako je g o f na, onda je g na.

Dokaz.

1. Pretpostavimo da f nije 1-1. Tada postoje a1, a9 € A, tako da a1 # ag,1 f(a1) =

flaz). Tada je g(f(a1)) = g(f(az2)). tj. (g o f)(a1) = (g © f)(az). pago f nije
1-1. Odatle kontrapozicijom sledi traZeno tvrdenje.

2. Pretpostavimo da ¢ nije na. Tada postoji ¢ € C tako da za svako b € B vaZi
g(b) # c. Neka je a € A proizvoljno. Kako f(a) € B, sledi g{(f(a)) # c. Zato
(g o f)(a) # c za svako a, pa g o f nije na. Odatle kontrapozicijom dobijamo
traZeno tvrdenje.
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Primer 3.90 PokaZimo da u prethodnom tvrdenju ne vaZe suprotni smerovi.

a) Nekaje A= {1,2}, B={3,4}, C = {5} inekaje
12
r= ()
(34
97 \s5

Preslikavanje f jeste 1-1, ali g o f nije jer je
(9o f)(1) =g(f(1)) =9(B) =5 =9(4) =9(f(2)) = (90 f)(2).
b) Nekaje A = {5}, B={3,4}, C = {1,2} ineka je
34
= (1)
5
- ()
Preslikavanje g jeste na, ali g o f nije, jer je (g o f)(z) # 1 za svako z € A.
A
Tvrdenje 3.91 Ako je f bijekcija, tada je i f~! bijekcija.
Dokaz. Neka je f bijekcija. Tada vaZi
flof =14
fof t=1g.

Posto je 14 bijekcija, pa i na, prema prethodnom tvrdenju sledi da je f~! na. Posto je
1 bijekcija, pa i 1-1, prema prethodnom tvrdenju f~! je 1-1. Dakle f~! je bijekcija. m

Sledi tvrdenje o reprezentaciji relacija ekvivalencije putem funkcija.

Tvrdenje 3.92 Relacija ~C A? je relacija ekvivalencije akko za neki skup B i neku
Sfunkciju f: A — B vaZi

x~ye flr) = fy)

Dokaz.
(=): Neka je ~ relacija ekvivalencije. Defini§imo f : A — A/~ sa f(z) = z/~.
Tada prema tvrdenju 3.28 vaZi

T~ YT =Y
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a to je i trebalo dokazati.

(«<): Neka postoji f : A — Btakodavaziz ~ y< f(z) = f(y). Tada f(z) =
f(z), pax ~ x, §to znadi da je ~ refleksivna. Neka je 2 ~ y. Tada f(z) = f(y), zato
fly) = f(z), §to znali y ~ =z, stoga je ~ simetr¢na. Nekajex ~ yiy ~ z. Tada

je f(x) = f(y)i f(y) = f(z), zato f(z) = f(z), ato povlati z ~ z. Stoga je ~ i
tranzitivna, pa je relacija ekvivalencije. m

Napomena 3.93 Za dato preslikavanje f relacija ekvivalencije ~ se naziva jezgro pres-
likavanja. Za datu relaciju ekvivalencije ~ funkcija z — /. se naziva prirodno pres-
likavanje. ©

Zadatak 3.94 Neka je £ # () proizvoljan skup i A, B C E. Neka je preslikavanje
f:P(E) = P(A) x P(B) definisano sa

f(X)=(XnNA XnNB).
Dokazati: f je 1-1akko E = AU B.
Resenje.
=): Pretpostavimo da F # AU B. Kako je AU B C FE, postoji element ¢ € E tako
dae¢d AUBt.e¢ Aied¢ B. Tadaje

F(0) = (0,0) = f({e}),

§to znaci da f nije 1-1. Prema tome, ako f jeste 1-1, mora biti £ = AU B.
<): Nekaje £ = AU B. Nekasu X,Y € P(FE) proizvoljni elementi takvi da je
f(X) = f(Y). Tada je

(X NA).(XNB) = ((¥ NA), (¥ NB))
paje XNA=YNAIXNB=YNBKB. Zato je
(XNAUXNB)=(YNA U NB)
Sto se primenom distributivnosti svodi na
XNAUB)=YN(AUB),

paiz AU B = Esledi X =Y. Time smo pokazali da f jeste 1-1. m

Zadatak 3.95 Neka je (A, <) dobro ureden skup i f : A — A preslikavanje za koje vazi

x <y=f(x) < f(y)

Dokazati da za svako a € A vazia < f(a).
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno: postoji a € A tako daa > f(a). Neka je
S={zecAlz> f(x)}

Posto @ € S, skup S je neprazan, pa ima najmanji element ¢*. Kako ¢* € S, vaZi
a* > f(a*). Prema pretpostavljenoj osobini funkcije f vazi

[(a®) <a®= [([(a")) < [(a).
Zato f(a*) > f(f(a*)), pa po definiciji skupa S sledi f(a*) € S. Ali a* je najmanji

element skupa S, pa vaZi «* < f(a*), $to je kontradikcija. m

3.3.4 Neke definicije

Definicija 3.96 Nekaje f : A — Bineka) # X C A. Tada se preslikavanje f|x :
X — Bdefinisano sa f|x(a) = f(a) zaa € X naziva restrikcija funkcije f nad skupom
X.

Definicija 3.97 Neka je f/ : A — B. ProSireno preslikavanje f : P(A) — P(B)
(direktna slika) definisano je sa

f(X)={J(a)|ae X}
gde je X C A. Inverzna slika skupa Y C B je data sa
YY) ={al fla)eY}.

Tvrdenje 3.98 Nekaje f : S — 1. Tuda za A, B C S vaZi:

1 f(AUB) = f(A)U f(B):
2 f(ANB)C 7(A) N F(B);
5. AC B= f(A)C £(B).
Dokaz.
y € f(AUB)
e(dz)(r € AUB Ay = f(2))
<@Az)((z € AVz e B)ANy = f(x))
<@r)((ze Any = f(z) V(s e BAy = [f(z)))
)

e(Fz)(zr e ANy = f(z))V(3z)(z € BAy = f(x))
ey e f(AVyefB)
<y e fA)Uf(B).



3.3. PRESLIKAVANIJA (FUNKCIIE)

y € f(ANB)

. <(3z)(z € ANBAy = f(x))

<(HFx)((z € ANz e B) Ay = f(x))
e (Fz)((z € ANy = f(z)) Nz € BAy = f(z)))
=Fx)(z e ANy=f(z))AN(3z)(z € BNy = f(x))

ey € f(A)ry e f(B)
Sy € f(A)Nf(B).

3. Neka A C B. Tada AU B = B. Prema 1. delu tvrdenja
f(B) = f(AUB) = f(A)Uf(B),

pa f(A) € f(B).

Tvrdenje 3.99 Neka f : S — T ineka A,B CT. Tada

L f7H{AUB) = fH(A) U fH(B):
2. f7HANB) = fHA) N fHB).

Dokaz.
L. refWAUB) & f(z)e AUB
< f(z)e AV f(z)eB
s zef YA vze fYB)
s zef HAUFYB).
2. z€ f Y ANB) f(z)€e ANB

flx)e ANf(z)€e B
z € fTHA)AFHB)
zef AN IB).

t o0

125
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Zadatak 3.100 Za element x € A kaZemo da je fiksna tacka funkcije f : A — A akko
f(z) = . Neka je S skup svih fiksnih tacaka funkcije f. Akoje g : A — A funkcija
takva da je f o g = g o f dokazati da je g(S) C S.

Resenje. Neka je 2z € g(5) proizvoljan element. Tada postoji s € S tako da z = g(s).
Kako s € S, vazi f(s) = s. Kakojego f = f o g, sledi

T = g(s)

| | |
o e
o
N

Dakle, x je fiksna tacka funkcije f, paz € S. Kako je x bio proizvoljan element iz ¢(.5),
sledi g(S) C S. m

3.4 Kardinalni i ordinalni brojevi

3.4.1 Prirodni brojevi

Prirodni brojevi se u teoriji skupova uvode kao skupovi posebnog oblika. Aksiome
garantuju egzistenciju skupa () koji predstavlja broj 0, kao i egzistenciju sledbenika S+
svakog prirodnog broja S.

Definicija 3.101
0 =10
St = Su{s}

Tako dobijamo 1 = {0}, 2 = 1U {1} = {0,1}, 3 = 2U {2} = {0,1,2} itd. Skup
prirodnih brojeva je N = {1,2,3,...}, a skup prirodnih brojeva sa nulom je No = N U

{0}.
3.4.2 Kardinalni brojevi

Definicija 3.102 Skupovi A i B su ekvipotentni, u oznaci A ~ B, akko postoji bijekcija
skupa A na skup B.

Tvrdenje 3.103 ~ ima osobine relacije ekvivalencije: refleksivnost, simetricnost i tranz-
itivnost.
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Dokaz.

(R): Za svaki skup A jedini¢no preslikavanje 14 je bijekcija skupa A na skup A. Zato
je A~ A

(S): Nekaje A ~ B. Tada postoji bijekcija f : A — B. Posto je f bijekcija, postoji
f~1:B— A Zbogtogaje B ~ A.

(T): Nekaje A ~ Bi B ~ (. Tada postoje bijekcije f : A — Big: B — C. Prema
posledici 3.84 tadaje g o f : A — C bijekcija, paje A ~ C.

Napomena 3.104 Ako posmatramo proizvoljan skup skupova U, tada je ~ relacija
ekvivalencije na U. ¢

Definicija 3.105 Kardinalni broj skupa A, u oznaci | A| ili card A je klasa svih skupova
ekvipotentnih sa A. PisaCemo
|A| = A/~

Iz definicije kardinalnog broja sledi A ~ B akko |A| = |B|. Za kona¢ne skupove
kardinalni broj identifikujemo sa brojem elemenata skupa.

Definicija 3.106 Skup A je konacan akko je prazanili A ~ {1,2,...n} zanekin € N.
Skup A je beskonacan akko nije konacan.

Tvrdenje 3.107 Skup N je beskonacan.

Dokaz. Pretpostavimo da je N konafan. Tada za neko n € N postoji bijekcija f :
{1,2,...,n} — N. Onda postoji

M =
LR f(z),

ivazi M € N. Tada takode M + 1 € N. Primetimo da za svaki k € {1,2,...n} vaZi
f(k) < M + 1. Odatle sledi

M+1=f(f Y(M+1)<M+1,

Sto je kontradikcija. m

Tvrdenje 3.108 Svaki beskonacan skup se moZe bijektivino preslikati u svoj pravi pod-
skup.
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Dokaz. Neka je S beskonacan skup. Tada postoji element a; € S. Posmatrajmo skup
S\{a1}. Ukoliko bi taj skup bio prazan, skup S bi imao samo jedan element, pa bi
bio konaCan. Zato postoji ag € S\{a;}. Dalje posmatramo skup S\{a;,a2}. Ako
bi on bio prazan, tada bi postojala bijekcija skupa S u skup {1, 2}, zato postoji a3 €
S\{a1,as}. Nastavljajudi tako razmatranje dolazimo do niza elemenata a1, as, . . . koji
pripadaju skupu S. Svi ti elementi su razli¢iti jer a; € S\{a1,az,...a,-1}. Neka je
P = S\{a1, a9, ...}. Definisemo funkciju f : § — S\{a; } na slede¢i nacin:

ai41, T = G4,
flz) = {mz, x € P.

Pokazademo da je f bijekcija. Neka su x # y proizvoljni elementi iz S. Razlikujemo
sledece sluCajeve.

l.x=a;iy=a; Tadaje f(z) = a1 1 f(y) = aj41. Kako je x # y, sledii # j.
Stogaii+ 1 # j + 1, pa kako su elementi niza razliCiti, vaZi a; 41 # a;1-

2.z =a;iy € P. Tada f(z) = aj41 1 f(y) = y € P, pakako a;11 ¢ P, sledi
Git1 £ Y.

3. z € Piy = a;. Analogno prethodnom slucaju dobijamo f(z) = = # a;41 =
/()

4. x € Piye P.Tada f(z) =z #y = f(y).

U svakom sluCaju = # y= f(z) # f(y). paje f 1-1. Preostaje da se pokaze da je
f na. Neka je z € S\{a1} proizvoljan. Ako je z = a; tada je i € {2,3,...}, pa
ai—1 € {a1,a2,...}. Zato f(a;_1) = a;. Akojepak z € P, tada f(z) = z. Dakle f je i
na, pa je bijekcija skupa S u njegov pravi podskup S\{a;}. =

Tvrdenje 3.109 Svaki skup koji se moZe bijektivno preslikati u svoj pravi podskup je
beskonacan.

Dokaz. Neka je S skup koji se moZe bijektivno preslikati u svoj pravi podskup P i neka
je f + S — P bijekcija. Skup S\ P je neprazan, pa postoji a; € S\P. Defini§imo
(beskonaCan) niz aq,ag,... sa ap4+1 = f(ay). Pokazaéemo da su svi elementi niza
razli¢iti, tako Sto ¢emo indukcijom pokazati da su za svako n elementi {ai,...,a,}
razli¢iti. Za n = 1 tvrdenje trivijalno vaZi. Pretpostavimo da tvrdenje vaZi za n i
posmatrajmo skup {ai,..., Gy, Gy41}. Treba da pokaZzemo da je a4 razlicit od ostalih
elemenata. Kako je a,4+1 = f(an) vaZi a,y1 € P,pakakoa; € S\ P,sledi a1 # apy1.
Ako je i > 1, tada po induktivnoj hipotezi vazi a;—1 # an, pa kako je f bijekcija,
vaZi f(a;—1) # flan), tj. a; # apy1. Time je dokaz indukcijom zavr§en. Dakle skup
{a1, a9, ...} je beskonacan. Kako S sadrZi beskonacan podskup, i S je beskonacan. m

1z prethodna dva tvrdenja sledi da je skup beskonacan akko se moZe bijektivno preslikati
u svoj pravi podskup. Ovo svojstvo sc zato ponekad uzima i za definiciju beskonanog
skupa.
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Primer 3.110 Ako je N skup prirodnih brojeva, a 2N skup parnih prirodnih brojeva,
tada je f(n) = 2n bijekcija skupova N i 2N. Kako je 2N C N, skup N mora biti
beskonaCan. A

Tvrdenje 3.111 (greder-BernEtajn) (Schrider, Bernstein) Neka za skupove A, A1 i B
vazi A1 CBCAi A~ Ay Tada A ~ B.

Dokaz. Uzmimo da je pretpostavka tvrdenja ispunjena tj. daje Ay C B C Ai A ~ Aj.
Tada postoji bijekcija f : A — Aj. Restrikcija te bijekcije na skup B je injekcija sa B u
Aj. Dakle, postoji podskup skupa A na koji bijekcija preslikava skup B. Ako ozna¢imo
taj podskup sa B1, tada imamo:

ADBDO A DB

gdeje A~ A1, B ~ Bj.

Dalje na osnovu B O A; i B ~ Bj zakljuCujemo da postoji podskup skupa B; na
koji bijekcija f preslikava skup A;. Ako oznacimo taj podskup sa As, imamo A; ~ As.
Tako smo dosli do

ADBDA; DB DA

gde je A ~ Ay, Ay ~ A2 1 B ~ Bj. Nastavljaju¢i ovaj postupak dobijamo da postoje
ekvivalentni skupovi A4, Ay, As, ... iekvivalentni skupovi By, B>, B, ... tako da je

ADBOAI 2B 24282 ...

ida bijekcija f preslikava A; na A;. 1, a B; na I3,41. Neka je P skup dat sa
P=AnBnAiNBNANDByN...

Tada je

A = (A\B)U(B\A)UAI\B)U...uP
B = (B\Al)U(Al\Bl)U(Bl\AQ)U...UP.
Primetimo da je
(An \ Bn) ~ (Any1 \ Bnt1)-

Naime, bijekcija f preslikava A, \ B), na 4,41\ Bp+1 jer A, preslikavana 4,11, a B,
na By41.
Definisimo funkciju g : A — B ovako:

(z) = f(z) akojex e A;\ Biilize A\ B
g\E) = x akojex € B;\ Ajiiz e P

Funkcija g je bijekcija skupa A na skup B. =
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Definicija 3.112 |A| < |B| akko postoji 1-1 preslikavanje skupa A u skup B.

Napomena 3.113 Moze se pokazati da rezultat poredenja ne zavisi od izbora pred-
stavnika A i B klasa |A|i|B|. ¢

Definicija 3.114 |A| < |B| akko |[A| < |B|i|A] # |B|.

Tvrdenje 3.115 (O ekvivalenciji) Ako je skup A ekvivalentan sa podskupom skupa B i
skup B ekvivalentan sa podskupom skupa A, tada su skupovi A i B ekvivalentni.

Dokaz. Nekaje A1 C A, By € B, A~ B;iB ~ Aj. Tada postoje bijekcije f : A —
Biig: B — Aj. Restrikcija bijekcije g na skup Bj je bijekcija, pa je By ~ g(B1).
Odatle dobijamo A ~ By ~ ¢g(By). Kako je By C B, sledi g(B;) C g(B) = A;. Dakle
vazi g(By) C A1 C Ai A ~ g(B), pa prema tvrdenju Sreder-Bernstajna (3.111), sledi
A~ A1 PoSto A ~ B, vaziA ~ B. n

Tvrdenje 3.116 < ima svojstva relacije poretka: refleksivnost, antisimetri¢nost i tranz-
itivnost.

Dokaz.

(R): Neka je A proizvoljan skup. Posto je 14 1-1 preslikavanje skupa A u skup A, vazi
Al < |A].

(AS): Neka je |A| < |B|i|B| < |A|. Tada postoji 1-1 preslikavanje f skupa A u skup
B i1-1 preslikavanje g skupa B u skup A. Zato je

B i
A.

Odatle prema prethodnom tvrdenju o ekvivalenciji sledi A ~ B, §to znadi |A| =
| B].

(T): Neka je |A| < |B|i|B| < |C|. Tada postoji 1-1 preslikavanje f : A — B1i1-1
preslikavanje g : B — . Prema tvrdenju 3.83 preslikavanje je go f : A — C
takode 1-1, $to znadi da je |A| < |C].
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Zadatak 3.117 Neka je |A| = |C|i|B| = |D|. Dokazati da je |A x B| = |C x D|.

Resenje. Posto je |A| = |C|, postoji bijekcija f : A — C, a poSto je | B| = | D], postoji
bijekcija ¢ : B — D. Defini§imo preslikavanje f x g : A x B — (' x D na sledeci
nadin:

(f x 9)((a, b)) = (f(a),g(b))-
Pokazacemo da je f x g bijekcija.

- Nekaje (f % g)((a,b)) = (f x g)((¢/,)). Tadaje (f(a), g(b)) = (f(a'), g(b")), pa
Jje

Preslikavanje f je 1-1, paa = o/, a g takode, pa b = V', §to znadi da je (a,b) = (', V'),
pa f x gjeste 1-1.

Neka je (¢, d) € C x D proizvoljan. Kako je f na, postoji a € A tako da f(a) = c.
Kako je g na, postoji b € B tako da f(b) = d. Tada je

(f x 9)((a,b)) = (f(a),g(b)) = (c,d).

Time smo pokazali da je f x g i na, pa je bijekcija. Dakle postoji bijekcija izmedu
skupova A x BiC x D,paje |[Ax B|=|C x D|. =

Napomena 3.118 Tvrdenje prethodnog zadatka nam omoguéava da definiSemo mnoZenje
kardinalnih brojeva na sledeéi nacin:

AllB| = |4 x Bl

Kardinalni brojevi su klase ekvivalencije medusobno ekvivalentnih skupova. Kako je
rezultat mnoZenja definisan preko predstavnika klasa, potrebno je dokazati da rezultat
mnoZenja ne zavisi od izbora predstavnika, a to upravo pokazuje prethodni zadatak.
Sli¢no se mogu uvesti i sabiranje i stepenovanje kardinalnih brojeva.
Tako |A|+|B| = [(1xA)U(2x B)|. Ako su Ai B disjunktni tada je | A|+|B| = |AU
B|. Stepenovanje kardinalnih brojeva definige se sa |A|lZ = |AB|. o

Zadatak 3.119 Neka je A proizvoljan skup i P(A) njegov partitivni skup. Ako sa 24
oznadimo skup svih preslikavanja f : A — {0, 1}, dokazati da je |P(A)| = 24.

ReSenje. Definisemo preslikavanje G : P(A) — 24 na sledeéi nacin. Akoje X C A,
tada skupu X pridruzujemo preslikavanje G(X) : A — {0,1} dato sa

ouonm =% 153

Pokazacemo da je preslikavanje G bijekcija.
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1-1): Neka je G(X) = G(Y). Funkcije G(X) i G(Y) su jednake, pa za sve argumenta
a € Avazi G(X)(a) = G(Y)(a). Tada vaZi

aeX & G(X)a)
< G(Y)(a)
& g€yl

1
1

Prema definiciji jednakosti skupova, sledi X =Y.
na): Nekaje f : A — {0, 1} proizvoljna funkcija. Neka je
X={acA| fla) =1}

Pokazacemo da je G(X) = f. Neka je a € A proizvoljan. Ako je G(X)(a) = 1,
tada po definiciji preslikavanja GG vazi ¢ € X, §to po definiciji skupa X znaci
daje f(a) = 1. Akoje G(X)(a) = 0,tada a ¢ X, panije f(a) = 1, a kako
f(a) € {0,1}, mora biti f(a) = 0. Dakle G(X)(a) = f(a) zasvakoa € A, pa
G(X)=71.

Primer 3.120 (Princip Dirihlea) Svako injektivno preslikavanje kona¢nog skupa u samom
sebe je i sirjektivno (ti bijekcija). A

Dokaz. Neka je f : A — A injektivno preslikavanje kona¢nog skupa A u samog sebe.
Za svako a € A formirajmo f2(a), f3(a),..., f™(a). Kako je A kona&an skup, to za
svako a € A postoje nenegativni brojevi m,n € N, tako da je f™(a) = f"(a). Neka
jenpr. m > n,ondajem = n+kzaneko k € N. Tada iz f™(a) = f"(a) sledi
™tk (a) = f™(a), odnosno f*(f*(a)) = f"(a). Kako je f injektivno to je f*(a) = a
paje f(f*(a)) = a. Dakle, za svako a € A postoji ' = f¥71(a) € A tako da je
f(d') = a,t. f je sirjektivno. m

3.4.3 Prebrojivi i neprebrojivi skupovi
Neka je g = |V| gde je N skup prirodnih brojeva, i ¢ = | Re| gde je Re skup realnih
brojeva.

Definicija 3.121 Skup P je prebrojiv akko |P| = Y.

1z definicije sledi da je skup P prebrojiv akko postoji bijekcija f : N — P, tj. akko se
elementi skupa P mogu poredati u beskonacan niz tako da sc svaki element skupa P u
nizu javlja ta¢no jednom.
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Primer 3.122 Skup parnih brojeva 2N = {2,4, 6,8, ...} je prebrojiv. A

Tvrdenje 3.123 Neka su A = {a1,a92,...} i B = {b1, by, ...} prebrojivi skupovi. Tada
je i AU B prebrojiv.

Dokaz. Primetimo da je AUB = {ay, b1, a9, ba, a3, bs, .. .}. Tako smo poredali elemente
skupa A U B u niz, pa je AU B prebrojiv. m
Skup celih brojeva Z = {0,1,—1,2,-2,3, —3,...} je takode prebrojiv.

Tvrdenje 3.124 Ako su A = {a1,a2,...} i B ={b1, by, ...} prebrojivi skupovi, tada je
i A x B prebrojiv.
Dokaz. Uredene parove (a;, b;) skupa A x B moZemo poredati prema zbiru indeksa
i+

(a1,01),

(a’17b2)7 (b27a1)7
(a1,b3), (a2,b2), (as,b1),

Posto se svaki element skupa A x B ta¢no jednom javlja u nizu, skup A x B je prebrojiv.

1z prethodnog tvrdenja sledi da je 1 N x N prebrojiv skup. Posmatrajmo skup pozitivnih
racionalnih brojeva

p

Preslikavanje n — 7 je 1-1 preslikavanje skupa N u skup Q, pa je Ry < [Q]. Takode
je Q" ~ Q' gde jo

Q" ={(p.9) [p,g€ N,NZD(p,q) =1}.
Kako je Q' C N x N, sledi |@Q'| < |N x N|. Dakle vazi
Ro < 1Q 7] < Ry,
paje |Q1| = Ry, §to znadi da je Q* prebrojiv.
Tvrdenje 3.125 (Kantor) |A| < |P(A)|.
Dokaz. Prvo dokazujemo |A| < [P(A)|. Neka je preslikavanje f : A — P(A) dato sa

fla) ={a}zaa € A. Akoje f(a1) = f(a2),tada {a1} = {a2}, paay = ag. Zato je f
1-1, iz Cega sledi | A| < |P(A)].
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Treba jo$ pokazati da je |P(A)| # |A|l. Nekaje f : A — P(A) funkcija i neka je
B={z¢c€A|xz¢ f(x)}. Dakle B € P(A). Pretpostavimo da postoji a € A tako da
f(a) = B. Tada vaZia € Bilia ¢ B. Ako je a € B, tada po definiciji skupa B sledi
a ¢ f(a) = B. Akopak a ¢ B, tada a € f(a), pa po definiciji skupa B vaZi a € B.
Dakle a € B akko a ¢ B, §to je kontradikcija. Stoga je pretpostavka da postoji a € A
tako da f(a) = B pogre$na. Zato f nije na, pa ne moZe biti bijekcija. Posto ne postoji
bijekcija skupa A u skup P(A), a postoji 1-1 preslikavanje, sledi |A| < |P(A)|. m

Posledica 3.126 Ne postoji skup svih skupova.

Dokaz. Pretpostavimo da je U skup sa svojstvom da za sve skupove A vazi A € U. Tada
za svaki skup skupova B vazi B C U. Specijalno dobijamo P(U) C U. Odatle sledi
|P(U)| < |U| jer je preslikavanje f : P(U) — U, dato sa f(x) = x, 1-1 preslikavanje.
Prema prethodnom tvrdenju Kantora, sledi |U| < |P(U)|. Odatle sledi

[PU) < Ul < [PU)].

Sto je kontradikcija. m

Tvrdenje 3.127 (Tvrdenje Kantora o neprebrojivosti intervala)
Neka je (0,1) = {z € Re | 0 < z < 1}. Tada je (0,1) beskonacan skup koji nije
prebrojiv.

Dokaz. PokaZimo najpre da je skup (0, 1) beskonacan. Preslikavanje f : N — (0,1)
dato sa

1
fn) = n+1
je injektivno jer iz i = Lig sledi m = n. Zato je Rg < [(0,1)], pa je (0,1)

beskonacan skup.

Pokazujemo da (0,1) nije prebrojiv. Koristi¢emo Cinjenicu da postoji bijekcija
izmedu skupa realnih brojeva intervala (0, 1) i njihovih decimalnih razvoja koji sadrze
konacan broj cifara 0. Decimalni razvoj broja izmedu (0, 1) je niz cifara iz skupa
{0,1,...,9} koji odreduju odgovarajuéi konvergentan beskonacni red. Za svaki realan
broj iz (0, 1) postoji njegov decimalni razvoj, ali su npr. 0.50000. .. i 0.49999... dva
razli¢ita decimalna razvoja koja odgovaraju istom realnom broju. Ukoliko eleminisemo
brojeve oblika 0.cq¢s . .. ¢x0000. .. tada svakom realnom broju iz (0, 1) odgovara ta¢no
jedan decimalni zapis. Predimo na dokaz tvrdenja.

Pretpostavimo suprotno: svi decimalni zapisi brojeva iz (0,1) sc mogu poredati u
niz:

r, = 0.(11b161 e
Ty = O.GQbQCQ e
r3 = 0.a3b363 .
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Neka je x = Q.abed... gdejea = 1 akojea; # 1,aa = 2akojeay = 1; b =
lakojeby # 1,ab = 2akojeby = 1;¢c = lakojecy # 1,ac = 2 ako
je cg = 1 itd. Tako formiran decimalni zapis odgovara broju iz (0,1) i on nc sadrZi
cifru 0. Sa druge strane, taj zapis se razlikuje od zapisa svakog broja iz navedenog
niza bar po jednoj decimalnoj cifri. Zato x ne moZe biti ni jedan od brojeva x1, xo, . . .,
Sto je kontradikcija sa pretpostavkom da smo decimalne zapise poredali u niz. Dakle
brojeve iz (0, 1) odnosno njihove decimalne zapise nije moguée poredati u niz, pa ih
nema prebrojivo mnogo. =

Prema prethodnom tvrdenju vazi Xy < c¢. MoZe se pokazati da vazi P(N) ~ (0,1) ~
Re. Postavlja se pitanje da li postoji kardinalni broj k tako da vazi

Ng < k<e.

Koen (P. Cohen) je 1963. godine pokazao da se to ne moZe izvesti iz uobi€ajenih aksioma
teorije skupova.

Zadatak 3.128 Pokazati da je skup svih zatvorenih intervala realnih brojeva Cije su
granice racionalni brojevi prebrojiv.

ReSenje. Skup S svih zatvorenih intervala realnih brojeva &ije su granice racionalni
brojevi je oblika

S =A{lp,dl |p,q € Q}.
Definigimo preslikavanje f : S — Q2 sa

fp,q]) = (p, q)

gde je sa (p, q) oznacen ureden par racionalnih brojeva piq. Akoje f([p, q]) = f([p',d'])
tada je (p,q) = (', ¢'), pajep = p'iq = ¢, §to povladi [p, q] = [p/,¢']. Prema tome,
preslikavanje f : S — Q? je 1-1. Zato je

1S < 1Q?

tj. |S] < Ny. Sa druge strane, neka je preslikavanje g : N — S dato sa g(n) = [0, n].
Ako je g(n) = g(n'), tada je [0,n] = [0,n] paje n = n'. Daklei g je 1-1, pa je

[Nl < 5]

tj. Xy < |S]. Dobijamo Ry < | S| < Ry, odakle sledi |S| = Ny, §to je i trebalo dokazati. m

Zadatak 3.129 Za funkciju f : Re — Re gde je Re skup realnih brojeva kaZzemo da
ima lokalni minimum v tacki zy € Re akko postoji otvoreni interval (a,b) C Re tako da
zo € (a,b) izasvako z € (a,xzg) U (xg,b) vazi f(z) > f(xg). Dokazati da funkcija
f : Re — Re gde je Re skup realnih brojeva moze imati najviSe prebrojivo mnogo
lokalnih minimuma.
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Resenje. U dokazu ¢emo iskoristiti prethodni zadatak i ¢injenicu da izmedu svaka dva
realna broja postoji racionalan broj.

Neka je £ skup svih lokalnih minimuma funkcije f : Re — Re. Neka je S
skup svih zatvorenih intervala Cije su granice racionalni brojevi (iz prethodnog zadatka).
DefiniSemo preslikavanje I/ : I — S na slede¢i nacin. Neka je o € E lokalni
ekstremum funkcije f. Tada postoji otvoreni interval (a,b) takav da =g € (a,b) i za
sve z € (a,xzo) U (z0,b) vazi f(z) > f(xo). Izmedu tataka a i z¢ postoji racionalan
broj, ozna¢imo ga sa p. lzmedu tadaka zg i b postoji racionalan broj, ozna¢imo ga sa
g. Tada za sve ¢ € [p,q] \ {zo} vaZi f(z) > f(zo). Za svako z( postoji bar jedan
takav interval [p, ¢], neka je H : £ — S proizvoljno preslikavanje koje svakom z¢ € Re
pridruZuje jedan fiksirani interval [p, g] = H (xo). PokaZimo da je H 1-1.

Neka su zg,z1 € I, g # 1 tacke lokalnog minimuma. Pretpostavimo da je
H(zog) = H(z1) = [p,q]. Prema konstrukciji intervala [p, g], a posto =1 € [p,q] \
{zo}, sledi f(z1) > f(z0). Analogno, iz g € [p,q] \ {x1}, sledi f(zo) > f(x1), §to je
kontradikcija. Dakle mora biti H (z¢) # H(z1).

Time smo pokazali da je H : £ — S 1-1, §to znadi || < |.S], a prema prethodnom
zadatku je |.S| = Ng, pa dobijamo da skup F ima najvise prebrojivo mnogo elemenata. m

Zadatak 3.130 Dokazati da je skup Re ekvipotentan sa intervalom (0, 1).

Resenje. Dovoljno je uociti da je funkcija

bijekcija skupa Re u skup (0,1). m

3.4.4 Ordinalni brojevi

Definicija 3.131 Parcijalno ureden skup (S7, <1) je sli¢an parcijalno uredenom skupu
(S2, <2) akko postoji bijekcija f : S; — So za koju vazi

(Va,b < Sl)(a <4 b<:>f(a) <9 f(b))

Moze se pokazati da je i sli¢nost refleksivna, simetri¢na i tranzitivna nad parcijalnim
porecima.

Definicija 3.132 Dobro ureden skup je struktura (S, <) takva da je (S, <) parcijalno
ureden skup, 1 svaki neprazan podskup skupa S ima najmanji element.

Lema 3.133 Svaki dobro ureden skup je totalno ureden.
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Dokaz. Neka je (S, <) dobro ureden skup i neka su a,b € S proizvoljni. Skup {a, b}
je neprazan, pa ima najmanji element. Ako je a najmanji element, tada ¢ < b. Ako je b
najmanji element, tada b < a. U svakom slu¢aju a < bV b < a, $to znaci da je (5, <)
totalno ureden skup. m

Definicija 3.134 Neka je (S, <) dobro ureden skup. Ordinalni broj skupa (S, <), u
oznaci ord S, je klasa dobro uredenih skupova koji su sli¢ni skupu (S, <).

Neka je < uobilajena relacija poretka na prirodnim brojevima. Po definiciji stavljamo

1 = od ({1},%)
2 = ord ({1,2},X)
3 = ord ({17253}5§)

w : ord ({1,2,...},<)

Ako je S podskup skupa prirodnih brojeva, tada umesto (S, <) piSemo i samo S pri
¢emu podrazumevamo uobicajenu relaciju poretka na prirodnim brojevima. Kada skup
{a1,as,...an,} posmatramo kao dobro ureden skup, tada podrazumevamo a; < ay <
e < .

Definicija 3.135 Neka je (S, <) dobro ureden skup. Inicijalni segment I, je dobro
ureden skup (/,, <) gde je

Io={z|zeSz<a}.

Ako su @ = ord A1 = ord B ordinalni brojevi, tada je ordinalni broj « manji od
ordinalnog broja §3, u oznaci o < /3, akko je A slican nekom inicijalnom segmentu skupa
B.

Primer 3.136 ord {1,2,3} < ord {1,2,3,4,5} jer je skup {1,2,3} sli¢an inicijalnom
segmentu /4 skupa {1,2,3,4,5}. A

Moze sc pokazati da je relacija < dobro definisana nad ordinalnim brojevima i da ima
osobine relacije poretka.

Definicija 3.137 Neka su o = ord (4,<4) 18 = ord (B,<p), AN B = {, proizvoljni
ordinalni brojevi. Zbir ordinalnih brojeva o i 3, u oznaci o + 3 je ord (C, <¢), gde je
C = AU B, arelacija < definisana sa
a1 <carar <yqaz,  a1,a2 € A
by <cby=bi <pbz, bi,bs€ B
a<ch a€AbeB.
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Primer 3.138 Kakojew ={1,2,...}im = {a1,a2,... an}, vazi

m+w = {a,a2,...,an;1,2,...}=w

w+m = {1,2,...7(117(127~~~7a’m}>w‘

Dakle sabiranje ordinalnih brojeva nije komutativno. A
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prazan, 86
prebrojiv, 120
prirodnih brojeva, 186
racionalnih brojeva, 186
univerzalan, 84
sli¢nost skupova, 123
slika
direktna, 113
homomortfna, 137
inverzna, 113
S-mreza, 164
stepen polinoma, 225
stepen slobode, 202
sud, 12
supremum, 104, 185
Sifra, kvazigrupska, 133

tautologija, 15
teorija, formalna, 35
term, 46

nezavisan, 56
transformacija

elementarna, 201

linearna, 206
transpozicija, 209
tranzitivnost, 91

unifikator, 79
univerzum, Erbranov, 72
ureden par, 89

uredenje, linearno, 104
uslov skradivanja, 131

valuacija

u iskaznom racunu, 13

u predikatskom racunu, 49
vektor, 203

kao matrica, 207

normale, 245

INDEKS

veznik
logicki, 14
veznik, logicki, 12
vrednost
apsolutna, 187
formule u valuaciji, 49
terma u valuaciji, 49

zamena
u iskaznoj formuli, 14
u predikatskoj formuli, 47
zavisnost, linearna, 205
zbir
matrica, 207
ordinalnih brojeva, 124
polinoma, 225



