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1 Óâîä

• Çà åëåìåíò a ïðñòåíà K êàæåìî äà jå ó òîì ïðñòåíó ëåâè,
îäíîñíî äåñíè äåëèòå§ íóëå, àêî çà áàð jåäíî b 6= 0 âàæè

ab = 0, îäíîñíî ba = 0.

Êîìóòàòèâíè ïðñòåíè êîjè íåìàjó ïðàâèõ äåëèòå§à íóëå íàçèâàjó
ñå îáëàñòèìà öåëèõ èëè äîìåíèìà.
• Åëåìåíò a ïðñòåíà K jå èíâåðçèáèëàí, îäíîñíî ðåãóëàðàí,

àêî jåäíà÷èíå

a · x = 1,
x · a = 1

èìàjó òà÷íî jåäíî çàjåäíè÷êî ðåøå»å ó K. Òî ðåøå»å ñå íàçèâà
èíâåðçîì îä a ó ïðñòåíó K, è îáåëåæàâà ñå a−1.
• Åëåìåíòè a è b ïðñòåíà K ñó ïðèäðóæåíè, ó çàïèñó a ∼ b,

àêî jå a = αb çà íåêó jåäèíèöó α ïðñòåíà K.
• Çà äâà åëåìåíòà a, b ∈ K âàæè äà b 6= 0 äåëè a (b | a) àêî

ïîñòîjè q ∈ K òàêâî äà jå a = bq.
• Çà åëåìåíò p ïðñòåíà K êàæåìî äà jå àòîì (íåðàñòàâ§èâ)

àêî íèjå 0 èëè èíâåðçèáèëàí è àêî çà ñâàêè a, b ∈ K âàæè

p = ab ⇒ a ∈ K∗ èëè b ∈ K∗.

• Åëåìåíò p ïðñòåíàK jå ïðîñò àêî íèjå 0 èëè èíâåðçèáèëàí
è àêî çà ñâàêè a, b ∈ K âàæè

p | ab ⇒ p | a èëè p | b.

• Broj c jå çàjåäíè÷êè äåëèëàö çà a è b (c | a, b) àêî c | a è
c | b. Áðîj d jå íàjâå£è çàjåäíè÷êè äåëèëàö çà a è b àêî çà ñâàêè
c ∈ K âàæè

c | a, b ⇔ c | d.

Óêîëèêî äâà åëåìåíòà èìàjó âèøå íàjâå£èõ çàjåäíè÷êèõ äåëèîöà,
îíè ìîðàjó áèòè ïðèäðóæåíè. Çà äâà åëåìåíòà ïðñòåíàK êàæåìî
äà ñó óçàjàìíî ïðîñòè àêî èìàjó jåäèíî jåäèíèöå çà çàjåäíè÷êå
äåëèîöå.
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• Êîìóòàòèâàí äîìåí K jå àòîìè÷àí àêî jå ó »åìó ñâàêè
åëåìåíò ïðîèçâîä êîíà÷íî ìíîãî àòîìà, îäíîñíî àêî èìà áàð
jåäíó ôàêòîðèçàöèjó

a = a1a2 . . . an

ïðè ÷åìó jå ñâàêè ai àòîì ó K, i = 1, 2, . . . , n.
• Êîìóòàòèâàí äîìåíK jå ñà jåäíîçíà÷íîì ôàêòîðèçàöèjîì,

àêî jå àòîìè÷àí è àêî ñó àòîìè÷íå ôàêòîðèçàöèjå »åãîâèõ åëå-
ìåíàòà jåäíîçíà÷íå.
• Îáëàñò öåëèõ K jå ñà jåäíîçíà÷íîì ôàêòîðèçàöèjîì àêî è

ñàìî àêî jå àòîìè÷àí è àêî ñå ó »åìó ïðîñòè è íåðàñòàâ§èâè
åëåìåíòè ïîäóäàðàjó.

Ëåìà 1.

Ñâàêè ïðîñò åëåìåíò p äàòîã êîìóòàòèâíîã äîìåíàK jå ïðîñò
è ó ïðñòåíó ïîëèíîìà K[X].

Ëåìà 2.

Àêî jå K ïî§å ðàçëîìàêà íàä êîìóòàòèâíèì äîìåíîì K ñà
jåäíîçíà÷íîì ôàêòîðèçàöèjîì, ïðèìèòèâàí ïîëèíîì u jå àòîì
ó ïðñòåíó K[X], àêî è ñàìî àêî jå òî è ó ïðñòåíó K[X].

Òåîðåìà 1.

Àêî jå K äîìåí ñà jåäíîçíà÷íîì ôàêòîðèçàöèjîì, îíäà jå òî è
ïðñòåí ïîëèíîìà K[X].

Äîêàç.
Íàjïðå £åìî ïîêàçàòè äà jå ïðñòåí K[X] àòîìè÷àí. Íåêà jå K
ïî§å ðàçëîìàêà íàä K, è íåêà jå f ïîëèíîì èç K[X]. Òàäà
îí èìà ôàêòîðèçàöèjó f = cq1q2 · · · qn, ïðè ÷åìó jå c èç K, à
ïîëèíîìè q1, q2, · · · , qi ñó ïðèìèòèâíè ïîëèíîìè íàä K, êîjè ñó
àòîìè ó K[X]. Ïî Ëåìè 2 ñëåäè äà ñó îíè àòîìè è ó K[X]. Èç
ïðèìèòèâíîñòè ïîëèíîìà, ìîðà áèòè c ∈ K. Íà îñíîâó Ëåìå 1,
ñëåäè äà jå ïðñòåí K[X] àòîìè÷àí.

Ñàäà £åìî ïîêàçàòè äà jå ó ïðñòåíó K[X] ñâàêè àòîì ïðîñò.
Íåêà jå f àòîì èç K[X]. Ïðåòïîñòàâèìî äà äåëè ïðîèçâîä gh.
Àêî jå f ó K, îí jå ïðîñò, ïà jå ïðîñò è ó K[X]. Óêîëèêî f íèjå ó
K, îí jå ïðèìèòèâàí ïîëèíîì êîjè jå àòîì ó K[X]. Ñàìèì òèì,
îí jå è ïðîñò ó K[X], òàêî äà f äåëè g èëè f äåëè h ó K[X].
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Ïðåòïîñòàâèìî äà f äåëè g. Òàäà ïîñòîjè ïîëèíîì q èç K[X],
òàêàâ äà jå g = fq. Êàêî jå g èç K[X], âàæè äà jå g = cq1f , ïðè
÷åìó jå c èç K, à q1 ïðèìèòèâàí ïîëèíîì íàä K. Ïðåìà òîìå,
f äåëè g ó K[X], ïà jå f ïðîñò.

�

• Ãëàâíîèäåàëñêè äîìåíè

Êîìóòàòèâíè äîìåíè ó êîjèìà ñó ñâè èäåàëè ãëàâíè íàçèâàjó
ñå ãëàâíèì èëè ãëàâíîèäåàëñêèì äîìåíèìà.

Òåîðåìà 2.

Ñâàêè ãëàâíè äîìåí K jå ñà jåäíîçíà÷íîì ôàêòîðèçàöèjîì.

Äîêàç.
Íåêà jå a ïðîèçâî§àí åëåìåíò èç K êîjè íèjå èíâåðçèáèëàí èëè
íóëà. Ïîòðåáíî jå ïðîâåðèòè äà ëè îí ìîæå äà ñå çàïèøå êàî
ïðîèçâîä àòîìà. Óêîëèêî a íèjå àòîì, ïîñòîjè ïðàâà ôàêòîðèçà-
öèjà a = p1a1. Äà§å, óêîëèêî a1 íèjå àòîì, ïîñòîjè ôàêòîðèçà-
öèjà a1 = p2a2, è òàêî äà§å... Çà ãëàâíå èäåàëå ïðñòåíà K
âàæè£å:

aK ⊂ a1K ⊂ a2K ⊂ ... ⊂ anK ⊂ ...

Íåêà jå I óíèjà îâèõ èäåàëà. Êàêî jå K ãëàâíîèäåàëñêè, ïîñòîjè
åëåìåíò p èç K, òàêàâ äà jå I = pK. Êàêî jå I óíèjà èäåàëà, p
ìîðà áèòè åëåìåíò íåêîã îä »èõ. Íåêà p ïðèïàäà èäåàëó anK.
Òàäà âàæè:

pK ⊂ anK ⊂ I = pK

îäíîñíî, ñëåäè äà jå anK = pK. Ïðåìà òîìå, anK jå ïîñëåä»è
÷ëàí ëàíöà. Çàèñòà, óêîëèêî áè ïîñòîjàëî an+1, òàêâî äà jå
an = pn+1an+1, îäíîñíî àêî jå anK ⊂ an+1K ⊂ pK, ñëåäèëî áè
äà anK = an+1K. Òàäà áè an è an+1 áèëè ïðèäðóæåíè åëåìåíòè,
îäíîñíî ôàêòîðèçàöèjà an = pn+1an+1 íå áè áèëà ïðàâà.

Ïîêàçàëè ñìî äà jå ñâàêè íåíóëà íåèíâåðçèáèëàí åëåìåíò
èç K äå§èâ àòîìîì. Ñàäà £åìî ïîêàçàòè äà a èìà àòîìè÷íó
ôàêòîðèçàöèjó. Íåêà jå a = p1a1, çà íåêè àòîì p1. Àêî jå a1
àòîì, ïðîöåñ jå ãîòîâ, ó ñóïðîòíîì a1 = p2a2, çà íåêè àòîì p2.
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Îâàj ïðîöåñ ñå ìîðà çàâðøèòè, òàêî äà a ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè
êàî ïðîèçâîä àòîìà èç K.

Ïîòðåáíî jå jîø ïîêàçàòè äà ñó ó äîìåíóK ñâè àòîìè ïðîñòè.
Íåêà jå q àòîì, òàêàâ äà äåëè ab. Òàäà îí èëè äåëè a èëè jå
(q, a) = 1. Ó äðóãîì ñëó÷àjó, ïîñòîjå x è y òàêâè äà jå qx+ay = 1.
Ìíîæå»åì jåäíà÷èíå ñà b äîáèjà ñå qxb + ayb = b. Êàêî q äåëè
ëåâó ñòðàíó jåäíà÷èíå, îíî ìîðà äåëèòè è äåñíó, îäíîñíî q äåëè
b. Ïðåìà òîìå, q jå ïðîñò.

�

• Åóêëèäñêè äîìåíè

Êîìóòàòèâàí ïðñòåí K jå åóêëèäñêè àêî jå îáëàñò öåëèõ è àêî
ïîñòîjè áàð jåäíà ôóíêöèjà σ : K −→ N0 êîjà çàäîâî§àâà
ñëåäå£à äâà óñëîâà:

1◦ ab 6= 0⇒ σ(ab) ≥ σ(a)

2◦ çà ñâàêî a, b ∈ K, b 6= 0, ïîñòîjå q, r ∈ K çà êîjå jå a = bq+r,
σ(r) < σ(b)

Èç ïðâîã óñëîâà ñëåäè äà çà ñâàêî b 6= 0 âàæè σ(b) ≥ σ(1), jåð jå
σ(b) = σ(b · 1) ≥ σ(1). Èç äðóãîã óñëîâà, çà a = 0 è b = 1, ñëåäè
äà ìîðà áèòè r = 0, ïà jå òàäà

σ(0) < σ(1) ≤ σ(a),

çà ñâàêî a 6= 0 èç K. Ïîäðàçóìåâà£åìî äà jå σ(0) = 0 è σ(1) = 1.
Çà ñâàêî a ∈ K, âàæè äà jå

σ(a) = 1⇔ a ∈ K∗.

Óêîëèêî jå a ∈ K∗, òàäà jå 1 = aa−1. Ó òîì ñëó÷àjó âàæè äà
jå σ(1) = σ(aa−1) ≥ σ(a). Äàêëå, ìîðà âàæèòè äà jå σ(a) = 1.
Îáðíóòî, óêîëèêî jå σ(a) = 1, ïîñòîjå q è r òàêâè äà jå 1 = aq+r,
σ(r) < 1. Òàäà jå r = 0, ïà jå a ∈ K∗.

Åëåìåíòè q è r çà êîjå jå a = bq + r, σ(r) < σ(b), íàçèâàjó
ñå åóêëèäñêèì êîëè÷íèêîì è îñòàòêîì ïðè åóêëèäñêîì äå§å»ó
åëåìåíòà a ñà b. Îñòàòàê ìîæå äà ñå îáåëåæè êàî r = ρ(a, b).

5

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Òåîðåìà 3.

Íåêà jå K åóêëèäñêè äîìåí. Çà ñâàêî a è b 6= 0 èç K ïîñòîjè
ñèñòåì (a, b) = [a0, a1, . . . , ak] åëåìåíàòà èç K, ó êîìå jå a0 = a,
a1 = b,

ar = ρ(ar−2, ar−1) (2 ≤ r ≤ k)

êàî è ρ(ak−1, ak) = 0. Ñâàêî ar jå îáëèêà pa + qb, è ak jå óïðàâî
íàjâå£è çàjåäíè÷êè äåëèëàö îä a è b.

Ó åóêëèäñêèì äîìåíèìà àòîìè è ïðîñòè åëåìåíòè ñå ïîäóäà-
ðàjó. Òî ñå äîêàçójå íà èñòè íà÷èí, êàî íà êðàjó Òåîðåìå 2.

Òåîðåìà 4.

Ñâàêè åóêëèäñêè ïðñòåí jå ñà jåäíîçíà÷íîì ôàêòîðèçàöèjîì.

Äîêàç.
Íåêà jå ïðñòåí K åóêëèäñêè, è íåêà jå a ïðîèçâî§àí åëåìåíò èç
K. Àêî jå a àòîì, îí jå ñà jåäíîçíà÷íîì ôàêòîðèçàöèjîì. Àêî a
íèjå àòîì, îíäà ìîæå äà ñå çàïèøå è îáëèêó a = a1b1. Óêîëèêî
ñó a1 è b1 àòîìè, äîêàç jå çàâðøåí. Ó ñóïðîòíîì, óêîëèêî íåêè
îä »èõ íèjå àòîì, íà ïðèìåð b1, îí ìîæå äà ñå çàïèøå ó îáëèêó
b1 = a2b2. Òàäà jå a = a1a2b2. Îâàj ïîñòóïàê ñå íàñòàâ§à ñâå äîê
ñå íå äîáèjå àòîìè÷íà ôàêòîðèçàöèjà åëåìåíòà a. Îâàj ïðîöåñ
ìîðà äà ñå çàâðøè. Òî £å ñëåäèòè èç îñîáèíå ôóíêöèjå σ:

σ(ab) = σ(a) ⇔ b èíâåðòèáèëàí.

Íåêà jå ôàêòîðèçàöèjà åëåìåíòà a = a1a2 . . . an. Îáåëåæèìî ñà
b = a2 . . . an. Êàêî b íèjå èíâåðç (íèjå àòîì), âàæè£å:

σ(a) = σ(a1a2 . . . an) > σ(a2 . . . an) > σ(a3 . . . an) > . . . > σ(an)

Ïðîöåñ ñå ìîðà çàâðøèòè, ïà jå a ïðîèçâîä àòîìà. Äàêëå,
åóêëèäñêè ïðñòåí K jå àòîìè÷àí, à êàêî ñå ó »åìó ïðîñòè è
àòîìè ïîäóäàðàjó, ñëåäè äà jå îí ñà jåäèíñòâåíîì ôàêòîðèçàöèjîì.

�

Äà jå ñâàêè åóêëèäñêè ïðñòåí ñà jåäíîçíà÷íîì ôàêòîðèçàöè-
jîì, ìîæå äà ñå äîêàæå è íà äðóãè íà÷èí, ïðåêî ãëàâíîèäåàëñêèõ
äîìåíà. Ïîêàçà£åìî äà jå ñâàêè åóêëèäñêè ïðñòåí ãëàâíè, ïà
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£å íà îñíîâó Òåîðåìå 2 ñëåäèòè äà jå îí è ñà jåäíîçíà÷íîì
ôàêòîðèçàöèjîì.

Íåêà jå I ïðîèçâî§àí èäåàë ïðñòåíà K. Ñêóï êîjè jå îáëèêà
{σ(a) : a ∈ I, a 6= 0} jå íåïðàçàí ïîäñêóï ñêóïà ïðèðîäíèõ
áðîjåâà N. Ïðåìà òîìå, îí èìà íàjìà»è åëåìåíò , íà ïðèìåð
σ(b) = m, ãäå jå b 6= 0 èç I. Êàêî jå b èç I, jàñíî jå äà jå bK ⊂ I.

Íåêà jå a ∈ I. Òàäà, ïîñòîjå q, r òàêâè äà jå

a = bq + r, σ(r) < σ(b) = m.

Êàêî ñó a è b èç I, òàäà jå è r = a−bq èç I. Èç σ(r) < σ(b) = m.,
ñëåäè äà ìîðà áèòè r = 0. Ïðåìà òîìå a = bq, îäàêëå ñå âèäè
äà jå I ⊂ bK. Ïðåìà òîìå, èäåàë I = bK jå ãëàâíè.

•Ó åóêëèäñêèì äîìåíèìà, óêîëèêî ïðîñò áðîj äåëè ïðîèçâîä
ab, îí ìîðà äåëèòè èëè a èëè b.

Ñëèêà 1: Âåíîâ äèjàãðàì äîìåíà
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2 Ïðñòåí Z[
√
n]

Ïðñòåí öåëèõ áðîjåâà Z jå ïðñòåí ñà jåäíîçíà÷íîì ôàêòîðè-
çàöèjîì. Íà îñíîâó Òåîðåìå 1 âàæè äà £å òàêàâ áèòè è ïðñòåí
ïîëèíîìà Z[x]. Ïðñòåí öåëèõ áðîjåâà Z jå è ãëàâíîèäåàëñêè.
Ìå¢óòèì, ó Z[x] ïîñòîjè èäåàë êîjè íèjå ãëàâíè, òàêî äà ïðñòåí
ïîëèíîìà Z[x] íèjå ãëàâíîèäåàëñêè. Òàêàâ jå, íà ïðèìåð èäåàë
I = 〈2, X〉.

Íàñ £å çàíèìàòè øòà ñå äåøàâà ñà êîíñòðóêöèjàìà îáëèêà
Z[x]/P , ãäå jå P èäåàë ïðñòåíà Z[x]. Óêîëèêî jå P ïðîñò, òàäà
jå ïðñòåí Z[x]/P îáëàñò öåëèõ.

Íåêà jå K = Z[x], ïðñòåí ïîëèíîìà ñà êîåôèöèjåíòèìà èç Z
è P = 〈x2−n〉 = {(x2−n)q : q ∈ Z[x]} . Óêîëèêî n íèjå êâàäðàò
íåêîã áðîjà, ïîëèíîì x2 − n jå íåðàñòàâ§èâ íàä Z.

Åëåìåíòè ïðñòåíà Z[x]/〈x2 − n〉 ñó îáëèêà p(x) + 〈x2 − n〉,
ãäå jå ñòåïåí îä p(x) ìà»è îä ñòåïåíà x2 − n. Äàêëå, åëåìåíòè
ïðñòåíà Z[x]/〈x2 − n〉 ñó îáëèêà ax + b + 〈x2 − n〉 øòî ìîæå äà
ñå çàïèøå êàî:

(a+ 〈x2 − n〉) · (x+ 〈x2 − n〉) + (b+ 〈x2 − n〉).

Ðàäè ëàêøåã çàïèñà, êîðèñòè£åìî îçíàêå:

ā = a+ 〈x2 − n〉
b̄ = b+ 〈x2 − n〉
α = x+ 〈x2 − n〉.

Íà òàj íà÷èí jå îäðå¢åí ïðñòåí Z[α] = {aα + b : a, b ∈ Z}.

Ñïåöèjàëíî, óêîëèêî jå α2 = n+ 〈x2−n〉, ãäå n íèjå êâàäðàò
íåêîã öåëîã áðîjà, òàäà jå α =

√
n + 〈x2 − n〉. Ó òîì ñëó÷àjó,

ïðñòåí Z[α] îáëèêà

Z[
√
n] = {a

√
n+ b : a, b ∈ Z}.
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Ïðñòåí Z[
√
n] jå ïîòïðñòåí ïðñòåíàC. Ïðñòåí Z[

√
n] ñàäðæè

0 è 1:
0 = 0 + 0

√
n

1 = 1 + 0
√
n,

è çàòâîðåí jå çà ñàáèðà»å è ìíîæå»å

(a+ b
√
n) + (x+ y

√
n) = (a+ x) + (b+ y)

√
n,

(a+ b
√
n)(x+ y

√
n) = (ax+ nby) + (ay + bx)

√
n.

Êàêî ñó a, b, x è y öåëè áðîjåâè, òàäà jå è âðåäíîñò èçðàçà ó
çàãðàäàìà öåëîáðîjíà. Äàêëå, ïðñòåí Z[

√
n] jå ïîòïðñòåí ïî§à,

ïà jå îí èíòåãðàëíè äîìåí.

Ïðñòåí Z[
√
n] íå ìîðà áèòè ñà jåäíîçíà÷íîì ôàêòîðèçàöèjîì.

Ó íàðåäíîì äåëó £åìî âèäåòè äà ïðñòåí Z[
√
−5] íèjå ñà jåäè-

íñòâåíîì ôàêòîðèçàöèjîì, äîê ïðñòåí Ãàóñîâèõ öåëèõ Z[
√
i] jåñòå.

2.1 Îñîáèíå ïðñòåíà Z[
√
n]

Íåêà jå α ïðîèçâî§àí åëåìåíò ïðñòåíà Z[
√
n]. Òàäà îí ìîæå

äà ñå çàïèøå ó îáëèêó α = a + b
√
n, ïðè ÷åìó ñó a è b èç Z.

Êîíjóãàò áðîjà α jå ᾱ = a − b
√
n. Íîðìà áðîjà α jå ôóíêöèjà

N : Z[
√
n]→ Z, äåôèíèñàíà ñà:

N(α) = αᾱ = (a+ b
√
n)(a− b

√
n) = a2 − nb2.

Òåîðåìà 5.

Íîðìà jå ìóëòèïëèêàòèâíà, çà ïðîèçâî§íå α è β èç Z[
√
n],

âàæè

N(αβ) = N(α)N(β).

Äîêàç.
Íåêà ñó α = a + b

√
n è β = c + d

√
n ïðîèçâî§íè åëåìåíòè

ïðñòåíà Z[
√
n]. Òàäà jå »èõîâ ïðîèçâîä îáëèêà

αβ = (a+ b
√
n)(c+ d

√
n) = (ac+ nbd) +

√
n(ad+ bc).
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Íîðìèðà»åì è ñðå¢èâà»åì èçðàçà, äîáèjà ñå

N(αβ) = (ac+ nbd)2 − n(ad+ bc)2

= a2c2 + 2abcdn+ n2b2d2 − na2d2 − 2abcdn− nb2c2

= a2c2 + n2b2d2 − na2d2 − nb2c2

= c2(a2 − nb2)− nd2(a2 − nb2)
= (a2 − nb2)(c2 − nd2)
= N(α)N(β).

�

Jåäèíèöå ïðñòåíà Z[
√
n] ñó åëåìåíòè ÷èjà jå íîðìà jåäíàêà

1, îäíîñíî îíè åëåìåíòè a+ b
√
n, çà êîjå âàæè

a2 − nb2 = 1.

Ïðèìåð 1.

Îäðåäèòè ñâå jåäèíèöå ïðñòåíà Z[
√
−5].

Ðåøå»å:

Íåêà jå α = a + b
√
−5 ïðîèçâî§àí åëåìåíò ïðñòåíà Z[

√
−5].

�åãîâà íîðìà jå N(α) = a2 + 5b2. Äà áè α áèëà jåäèíèöà
ïðñòåíà Z[

√
−5], ìîðà áèòè N(α) = 1, îäíîñíî a2 + 5b2 = 1.

Òî jå èñïó»åíî çà a = ±1, b = 0. Äàêëå, jåäèíèöå ïðñòåíà
Z[
√
−5] ñó ±1. Êàêî ñó 1 è −1 jåäèíå jåäèíèöå, ïðèäðóæåíè

åëåìåíòè åëåìåíòó α ïðñòåíà Z[
√
−5] ñó α è −α.

4

Óêîëèêî jå ôóíêöèjà íîðìå N åóêëèäñêà ôóíêöèjà, òàäà jå
ïðñòåí Z[

√
n] åóêëèäñêè. Ïðñòåí Z[

√
n] jå åóêëèäñêè çà îäðå¢åíå

âðåäíîñòè îä n. Ïðå íåãî øòî îäðåäèìî òå âðåäíîñòè, óâåø£åìî
íåêå íîâå òåðìèíå.

Íåêà ñó a+ b
√
n è c+d

√
n äâà ïðîèçâî§íà åëåìåíòà ïðñòåíà

Z[
√
n]. Êîëè÷íèê òà äâà áðîjà £å áèòè:

a+ b
√
n

c+ d
√
n

=
(a+ b

√
n)(c− d

√
n)

(c+ d
√
n)(c− d

√
n)

=
ac− nbd
c2 − nd2

+
bc− ad
c2 − nd2

√
n

Îáåëåæèìî îâà äâà ðàçëîìêà ñà α è β. Âèäèìî äà jå êîëè÷íèê
äâà åëåìåíòà èç Z[

√
n] îáëèêà α + β

√
n, ïðè ÷åìó ñó α, β ∈ Q,
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îäíîñíî ïðèïàäà Q[
√
n] = {a+ b

√
n : a, b ∈ Q}.

Ïðñòåí Q[
√
n] jå êîëè÷íè÷êè ïðñòåí Q[x]/〈x2−n〉, ïðè ÷åìó

n íèjå êâàäðàò íåêîã áðîjà èç Q. Êàêî jå ïîëèíîì x2 − n
íåðàñòàâ§èâ íàä Q[x], ïðñòåí Q[x]/〈x2 − n〉 jå çàïðàâî ïî§å.

Íîðìà áðîjà a+ b
√
n ∈ Q[

√
n] jå ôóíêöèjà N : Q[

√
n] −→ Q,

äåôèíèñàíà ñà N(a + b
√
n) = a2 − nb2. Êàî è ó ñëó÷àjó Z[

√
n],

íîðìà jå ìóëòèïëèêàòèâíà. Òî £åìî êîðèñòèòè äà ïîêàæåìî
jåäíî ñâîjñòâî íîðìå, êîjå £åìî êàñíèjå êîðèñòèòè.

Íåêà ñó α è β ïðîèçâî§íè åëåìåíòè èç Q[
√
n]. Òàäà jå:

N

(
α

β

)
=
N(α)

N(β)
.

Êàêî jå Q[
√
n] jå ïî§å, ñâàêè åëåìåíò èìà èíâåðç. Ïðåìà òîìå,

çà ïðîèçâî§àí åëåíåìò β èçQ[
√
n] âàæè£å ββ−1 = 1. Íîðìèðà»åì

èçðàçà, äîáèjà ñå:

N

(
1

β

)
=

1

N(β)

Òàäà jå:

N

(
α

β

)
= N

(
α

1

β

)
= N(α)N

(
1

β

)
= N(α)

1

N(β)
=
N(α)

N(β)
.

Ñàäà £åìî âèäåòè çà êîjå âðåäíîñòè áðîjà n jå ïðñòåí Z[
√
n]

åóêëèäñêè. Óêîëèêî jå ïðñòåí Z[
√
n] åóêëèäñêè, òàäà çà ñâàêè

a + b
√
n è c + d

√
n èç Z[

√
n], ïîñòîjå p + q

√
n è r + s

√
n òàêâè

äà jå

a+b
√
n = (c+d

√
n)(p+q

√
n)+r+s

√
n, N(r+s

√
n) < N(c+d

√
n).

Èç îâå jåäíà÷èíå ñëåäè äà jå êîëè÷íèê äâà åëåìåíòà îáëèêà
a+ b

√
n è c+ d

√
n

a+ b
√
n

c+ d
√
n

= p+ q
√
n+

r + s
√
n

c+ d
√
n
.
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Îâàj êîëè÷íèê ìîæå äà ñå çàïèøå êàî

α + β
√
n = (p+ q

√
n) + γ + δ

√
n,

ïðè ÷åìó ñó α + β
√
n è γ + δ

√
n åëåìåíòè èç Q[

√
n].

Êàêî jå α + β
√
n êîëè÷íèê äâà äàòà åëåìåòà, îí jå ïîçíàò.

Ïîòðåáíî jå îäðåäèòè îñòàëå áðîjåâå.
Çà íîðìó åëåìåíòà γ + δ

√
n âàæè:

N(γ + δ
√
n) = N

(
r + s

√
n

c+ d
√
n

)
=
N(r + s

√
n)

N(c+ d
√
n)

< 1

Ñ äðóãå ñòðàíå, êàêî jå γ+ δ
√
n = (α+ β

√
n)− (p+ q

√
n), ñëåäè

äà jå

N(γ + δ
√
n) = N

(
(α + β

√
n)− (p+ q

√
n)
)
< 1.

N
(
(α− p) + (β − q)

√
n)
)
< 1

Íîðìèðà»åì ïðåòõîäíîã èçðàçà, äîáèjà ñå íåjåäíàêîñò

(α− p)2 − n(β − q)2 < 1
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Ðåêëè ñìî âå£ äà ñó íàì α è β ïîçíàòè. Ïîòðåáíî jå îäðåäèòè
öåëå áðîjåâå p è q êîjè çàäîâî§àâàjó ïðåòõîäíó íåjåäíàêîñò.
Êàêî ñå ñâàêè ðàöèîíàëàí áðîj íàëàçè èçìå¢ó äâà öåëà, ìîãó
ñå îäðåäèòè p è q, òàêî äà âàæè

|α− p| ≤ 1

2

|β − q| ≤ 1

2
.

Óêîëèêî îáåëåæèìî (α − p)2 = x è (β − q)2 = y, îñòàjå äà
îäðåäèìî êàäà jå |x− ny| < 1. Ïðè òîì, 0 ≤ x ≤ 1

4
è 0 ≤ y ≤ 1

4
.

Çà êîjå ñâå âðåäíîñòè îä n íàì jå îâî èñïó»åíî?
Íåjåäíàêîñò |x− ny| < 1 èìà íàjâå£ó âðåäíîñò |n|

4
è íàjìà»ó

|n−1|
4

. Ïðåìà òîìå, ìîðà áèòè −3 < n < 4, îäíîñíî âðåäíîñòè
êîjå n óçèìà ñó −2, −1, 2, 3. Äàêëå, äîêàçàëè ñìî ñëåäå£ó
òåîðåìó:

Òåîðåìà 6. Ïðñòåíè îáëèêà Z[
√
n] êîjè ñó åóêëèäñêè ñó Z[

√
−2],

Z[
√
−1], Z[

√
2] è Z[

√
3]

Ëåìà 3.

Àêî jå 2 íåðàñòàâ§èâ ó Z[
√
n], òàäà îí íèjå ñà jåäíîçíà÷íîì

ôàêòîðèçàöèjîì.

Äîêàç.
Íåêà jå α èç Z[

√
n] îáëèêà n+

√
n. Ïîñìàòðàjìî ñëåäå£è ïðîèçâîä

(n+
√
n)(n−

√
n) = n2 − n = n(n− 1).

Îí jå ïàðàí, ïðåìà òîìå âàæè äà 2 äåëè (n +
√
n)(n −

√
n).

Ìå¢óòèì, äà ëè ñó n +
√
n è n −

√
n äå§èâè ñà 2? Óêîëèêî 2

äåëè n +
√
n, òàäà ïîñòîjè åëåìåíò a + b

√
n ∈ Z[

√
n] òàêàâ äà

jå n +
√
n = 2(a + b

√
n). Ó òîì ñëó÷àjó, ìîðà áèòè n = 2a è

1 = 2b, îäíîñíî a = n
2
è b = 1

2
øòî jå íåìîãó£å. Ïðåìa òîìå, 2

íèjå ïðîñò ó Z[
√
n].

�

Ëåìà 4.

Çà n ≤ −3 è n = 1(mod 4), Z[
√
n] íèjå ñà jåäíîçíà÷íîì ôàêòî-

ðèçàöèjîì.
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Äîêàç.
Ïðåòïîñòàâèìî äà jå 2 ðàñòàâ§èâ ó Z[

√
n]. Òàäà ïîñòîjè ôàêòî-

ðèçàöèjà 2 = αβ, ïðè ÷åìó α è β íèñó èíâåðçèáèëíè ó Z[
√
n].

Íîðìèðà»åì ïðåòõîäíîã èçðàçà, äîáèjà ñå 4 = N(α)N(β). Êàêî
α è β íèñó èíâåðçèáèëíè, ìîðà áèòè |N(α)| = |N(β)| = 2. Íåêà
jå α = a+ b

√
n, òàäà jå a2 − nb2 = ±2.

Óêîëèêî jå n < 0, òàäà jå a2 − nb2 = a2 + |n|b2 ≥ |n|. Êàêî b
íèjå íóëà, ó îâîì ñëó÷àjó jå |n| ≥ 3, ïà jåäíà÷èíà a2 − nb2 = ±2
íåìà ðåøå»å.

Óêîëèêî jå n = 1(mod 4), òàäà ñå jåäíà÷èíà ñâîäè íà
a2−b2 = 2(mod 4). Êâàäðàòè ïî ìîäóëó 4 ñó 0 è 1, äàêëå »èõîâà
ðàçëèêà íèêàäà íå ìîæå áèòè 2. Ïðåìà òîìå, çà îâå âðåäíîñòè
áðîjà n jåäíà÷èíà a2 − nb2 = ±2 íåìà ðåøå»å.

�

Ïðèìåð 2.

Ïîñòîjå äîìåíè êîjè ñó ãëàâíè, àëè íèñó åóêëèäñêè. Òàêàâ jå
ïðñòåí Z[(1 +

√
−19)/2].

Ëåìà 5.

Öåî áðîj x äåëè a + b
√
n ∈ Z[

√
n] àêî è ñàìî àêî x äåëè a è x

äåëè b.

Äîêàç.
Óêîëèêî x äåëè a+b

√
n, òàäà ïîñòîjè åëåìåíò c+d

√
n èç Z[

√
n],

òàêàâ äà jå

a+ b
√
n = x(c+ d

√
n) = xc+ xd

√
n.

Âèäèìî äà ìîðà áèòè a = xc è b = xd, îäàêëå ñëåäè äà x äåëè a
è x äåëè b.

�

2.2 Ïðñòåí Ãàóñîâèõ öåëèõ Z[i]

Ðàäè ëàêøåã ðåøàâà»à êâàäðàòíèõ ðåöèïðîöèòåòà, Johann
Carl Friedrich Gaus1 jå ó ñâîjîj äðóãîj ìîíîãðàôèjè óâåî íîâå

1Johann Carl Friedrich Gaus (1777 ˘ 1855) íåìà÷êè ìàòåìàòè÷àð è
íàó÷íèê
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áðîjåâå, êîjè ñó ïî »åìó íàçâàíè Ãàóñîâè öåëè áðîjåâè. Òî jå
áèëî âåëèêî äîñòèãíó£å, jåð ó Ãàóñîâî âðåìå êîìïëåêñíè áðîjåâè
íèñó áèëè äîáðî ñõâà£åíè. Îí jå îòêðèî äà jå ïðîó÷àâà»å
ïèòà»à î êâàäðàòíèì îñòàöèìà jåäíîñòàâíèjå óêîëèêî óìåñòî
öåëèõ áðîjåâà ïîñìàòðàìî "öåëå êîìïëåêñíå áðîjåâå", ìàäà ñå
îíà íå îäíîñå íà êîìïëåêñíå áðîjåâå.

Çà n = −1, äîáèjà ñå ïðñòåí Z[i], êîjè ñå íàçèâà ïðñòåí
Ãàóñîâèõ öåëèõ. Îí jå îáëèêà

Z[i] = {a+ bi : a, b ∈ Z}.

Ñëèêà 2: Ãàóñîâè öåëè áðîjåâè

Ïðñòåí Ãàóñîâèõ öåëèõ jå åóêëèäñêè ïðñòåí, ó îäíîñó íà
ôóíêöèjó íîðìå N(a + bi) = a2 + b2. Äîêàç òîãà ñìî âèäåëè
ó ïðåòõîäíîì äåëó. Êàêî jå ïðñòåí Z[i] åóêëèäñêè, îí jå è
ãëàâíîèäåàëñêè à ñàìèì òèì è ñà jåäíîçíà÷íîì ôàêòîðèçàöèjîì.
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Ëåìà 6.

Jåäèíè åëåìåíòè êîjè ñó èíâåðòèáèëíè ó Z[i] ñó 1, −1, i è −i.

Äîêàç.
Ïðåòïîñòàâèìî äà ïîñòîjè åëåìåíò α = a + bi èç Z[i], êîjè jå
èíâåðòèáèëàí. Òàäà ïîñòîjè β = c+ di èç Z[i], òàêàâ äà jå

αβ = 1.

Íîðìèðà»åì ïðåòõîäíîã èçðàçà, äîáèjà ñå

N(αβ) = N(α)N(β) = 1,

îäàêëå ñëåäè äà jå N(α) = 1 è N(β) = 1. Èç ïðâå jåäíà÷èíå,
äîáèjàìî äà jå a2 + b2 = 1. Òî âàæè jåäèíî àêî jå a2 = 1, b2 = 0
èëè a2 = 0, b2 = 1, îäíîñíî a = ±1, b = 0 èëè a = 0, b = ±1.
Ïðåìà òîìå, èíâåðòèáèëíè åëåìåíòè ó ïðñòåíó Ãàóñîâèõ öåëèõ
ñó 1, −1, i, −i.

�

Èíâåðòèáèëíå åëåìåíòå ó ïðñòåíó Ãàóñîâèõ öåëèõ íàçèâàìî
jåäèíèöàìà. Êàêî ïðñòåí Z[i] èìà ÷åòèðè jåäèíèöå, ñâàêîì
åëåìåíòó α ∈ Z[i] jå ïðèäðóæåíî ÷åòèðè åëåìåíòà:

α, −α, αi è −αi.

• Äå§èâîñò ó ïðñòåíó Z[i]

Ó ïðñòåíó Z[i] äå§èâîñò ñå äåôèíèøå êàî è ó ñâàêîì äðóãîì
ïðñòåíó. Ìå¢óòèì, íå ìîðàjó ñâàêà äâà Ãàóñîâà öåëà áðîjà äà
áóäó äå§èâà. Óêîëèêî ðåçóëòàò äå§å»à äâà Ãàóñîâà áðîjà íèjå
Ãàóñîâ áðîj, òàäà çà »èõ êàæåìî äà íèñó äå§èâè ó ïðñòåíó Z[i].

Ïðèìåð 3.

(1) Äà ëè ó ïðñòåíó Ãàóñîâèõ öåëèõ åëåìåíò 2− 3i äåëè
17− 7i?

(2) Ïîêàçàòè äà 2−3i äåëè 17+7i ó ïðñòåíó Ãàóñîâèõ öåëèõ.
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Ðåøå»å.
(1) Óêîëèêî 2−3i äåëè 17−7i, òàäà ïîñòîjè åëåìåíò x+yi ∈ Z[i],
òàêàâ äà jå 17−7i = (2−3i)(x+yi). Ñðå¢èâà»åì èçðàçà, äîáèjà
ñå

17− 7i = (2x+ 3y) + (2y − 3x)i.

Èçjåäíà÷àâà»åì ðåàëíîã è èìàãèíàðíîã äåëà, äîáèjà ñå äà jå
x = 55/13, è y = 37/13. Êàêî x è y íèñó öåëè áðîjåâè, ñëåäè äà
2− 3i íå äåëè 17 + 7i ó ïðñòåíó Z[i].

(2) Êàî è ó ïðåòõîäíîì ïðèìåðó, ïîòðåáíî jå íà£è x+ yi ∈ Z[i],
òàêàâ äà jå 17 + 7i = (2 − 3i)(x + yi). Ñðå¢èâà»åì èçðàçà è
èçjåäíà÷àâà»åì ðåàëíîã è èìàãèíàðíîã äåëà, ñëåäè äà jå x = 1
è y = 5. Äàêëå, êàêî jå

17 + 7i = (1 + 5i)(2− 3i),

âàæè äà 2− 3i äåëè 17 + 7i ó ïðñòåíó Z[i].
4

Òåîðåìà 7.

Íåêà ñó α è β äâà ïðîèçâî§íà åëåìåíòà ïðàòåíà Z[i]. Òàäà
âàæè äà àêî β äåëè α ó Z[i] òàäà N(β) äåëè N(α) ó Z.

Äîêàç.
Óêîëèêî β äåëè α ó ïðñòåíó Z[i], òàäà ïîñòîjè γ ∈ Z[i], òàêàâ
äà jå α = βγ. Íîðìèðà»åì ïðåòõîäíå jåäíà÷èíå, è êîðèñòå£è
ìóëòèïëèêàòèâíîñò íîðìå, äîáèjà ñå

N(α) = N(βγ) = N(β)N(γ).

Îâà jåäíà÷èíà jå èç Z, à êàêî jå N(α) = N(β)N(γ), ñëåäè äà
N(β)|N(α) ó Z.

�

Îâà òåîðåìà îìîãó£àâà è äà ñå íà áðç íà÷èí ïðîâåðè êîjà äâà
Ãàóñîâà öåëà áðîjà íèñó äå§èâà. Íà ïðèìåð, óêîëèêî (7 + 2i)
äåëè (5 + 11i) ó ïðñòåíó Z[i], òàäà N(7 + 2i) äåëè N(5 + 11i)
ó Z, îäíîñíî 53 äåëè 146, øòî íèjå òà÷íî. Äàêëå, óêîëèêî
íîðìå åëåìåíàòà íèñó äå§èâå ó Z, òàäà åëåìåíòè íèñó äå§èâè
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ó ïðñòåíó Z[i].
Îáðàò òåîðåìå íå âàæè: óêîëèêî N(β) äåëè N(α) ó Z, íå ìîðà
äà âàæè äà β äåëè α ó Z[i].

Ïðèìåð 4.

Ïîêàçàòè äà 5 + 3i íå äåëè 13 + i ó Z[i].

Ðåøå»å:

Íîðìà áðîjà 5 + 3i jå 34, à íîðìà áðîjà 13 + i jå 170. Âèäèìî
äà 34 äåëè 170 ó Z. Ìå¢óòèì, äà ëè 5 + 3i äåëè 13 + i ó Z[i]?
Óêîëèêî òî âàæè, ìîðà ïîñòîjàòè åëåìåíò x + yi èç Z[i], òàêàâ
äà jå 13 + i = (5 + 3i)(x+ yi). Ñðå¢èâà»åì èçðàçà äîáèjà ñå

13 + i = 5x− 3y + (3x+ 5y)i.

Èçjåäíà÷àâà»åì ðåàëíîã è èìàãèíàðíîã äåëà, äîáèjà ñå

13 = 5x− 3y

1 = 3x+ 5y.

Ðåøàâà»åì ñèñòåìà, ñëåäè äà jå x = 24/17 è y = −11/17, øòî
íèñó öåëè áðîjåâè, ïà x + yi íèjå åëåìåíò ïðñòåíà Z[i]. Äàêëå
5 + 3i íå äåëè 13 + i ó Z[i].

4

Òåîðåìà 8.

Óêîëèêî jå α åëåìåíò ïðñòåíà Z[i] ÷èjè jå ôàêòîð 1 + i, òàäà
£å »åãîâà íîðìà áèòè ïàðíà ó Z

Äîêàç.
Óêîëèêî jå 1+i ôàêòîð îä α, òàäà α ìîæå äà ñå çàïèøå ó îáëèêó
α = (1 + i)β, çà íåêî β ∈ Z[i]. Íîðìèðà»åì îâîã èçðàçà, äîáèjà
ñå

N(α) = N((1 + i)β) = N(1 + i)N(β) = 2N(β).

Äàêëå, íîðìà åëåìåíòà α jå ïàðíà.
�
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• Åóêëèäîâ àëãîðèòàì ó Z[i]

Êàêî jå ïðñòåí Z[i] åóêëèäñêè, ó »åìó jå äåôèíèñàí åóêëèäîâ
àëãîðèòàì, çà îäðå¢èâà»å íàjâå£åã çàjåäíè÷êîã äåëèîöà äâà åëå−
ìåíòà. Ïîêàçà£åìî íà íåêîëèêî jåäíîñòàâíèõ ïðèìåðà, êàêî
åóêëèäîâ àëãîðèòàì èçãëåäà ó ïðñòåíó Z[i].

Ïðèìåð 5.

(1) Ïîêàçàòè äà ñó α = 30 + 7i è β = 3 + 10i ðåëàòèâíî ïðîñòè
ó prstenu Z[i].

(2) Îäðåäèòè íàjâå£è çàjåäíè÷êè äåëèëàö çà α = 15 − 10i è
β = 6− 7i.

Ðåøå»å.

(1) Ïðèìåíîì åóêëèäîâîã àëãîðèòìà íà áðîjåâå α è β äîáèjàìî:

30 + 7i = (3 + 10i)(1− 3i)− 3 + 6i

3 + 10i = (−3 + 6i)(1− i) + i

−3 + 6i = i(6 + 3i) + 0

Êàêî jå ïîñëåä»è íå-íóëà îñòàòàê jåäèíèöà, çàê§ó÷ójåìî äà ñó
α = 30 + 7i è β = 3 + 10i ðåëàòèâíî ïðîñòè ó Z[i].

(2)

15− 10i = (6− 7i)(2 + i)− 4− 2i

6− 7i = (−4− 2i)(−1 + 2i)− 2− i
−4− 2i = (−2− i)(2) + 0.

Ïîñëåä»è îñòàòàê ðàçëè÷èò îä íóëå jå −2 − i, òàêî äà jå îí
íàjâå£è çàjåäíè÷êè äåëèëàö çà α è β.

4
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Íàjâå£è çàjåäíè÷êè äåëèëàö d çà äâà åëåìåíòà α, β ∈ Z[i],
îäðå¢åí ïðåêî åóêëèäîâîã àëãîðèòìà, ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàî
»èõîâà ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà. Òî ñå äîáèjà âðà£à»åì óíàçàä
êðîç êîðàêå åóêëèäîâîã àëãîðèòìà. Ïðèìåíè£åìî òàj ïîñòóïàê
íà ïðåòõîäíè ïðèìåð.

Ïðèìåð 6.

(1) α = 30 + 7i è β = 3 + 10i ñó ðåëàòèâíî ïðîñòè, jåð èì jå
ïîñëåä»è íå-íóëà îñòàòàê ó Åóêëèäîâîì àëãîðèòìó jåäíàê i. Òî
i ñå ìîæå èçðàçèòè êàî Z[i]− êîìáèíàöèjà îä α è β, êðåòà»åì
óíàçàä êðîç êîðàêå Åóêëèäîâîã àëãîðèòìà:

i = 3 + 10i− (−3 + 6i)(1− i) =

= 3 + 10i− (30 + 7i− (3 + 10i)(1− 3i))(1− i) =

= β − (α− (β)(1− 3i))(1− i) =

= (−1 + i)α + (−1− 4i)β.

Ïðåìà òîìå, êàêî jå i íàjâå£è çàjåäíè÷êè äåëèëàö çà α è β âàæè

i = (−1 + i)α + (−1− 4i)β.

(2) Âèäåëè ñìî äà jå −2 − i íàjâå£è çàjåäíè÷êè äåëèëàö çà
α = 15 − 10i è β = 6 − 7i. Êðå£ó£è ñå óíàçàä êðîç êîðàêå
Åóêëèäîâîã àëãîðèòìà, äîáèjàìî:

−2− i = 6− 7i− (−4− 2i)(−1 + 2i) =

= 6− 7i− (15− 10i− (6− 7i)(2 + i))(−1 + 2i) =

= (15− 10i)(1− 2i) + (6− 7i)(1 + (2 + i)(−1 + 2i)) =

= (15− 10i)(1− 2i) + (6− 7i)(−3 + 3i) =

= α(1− 2i) + β(−3 + 3i).

Äàêëå, íàjâå£è çàjåäíè÷êè äåëèëàö çà α è β ìîæå äà ñå çàïèøå
ó îáëèêó:

−2− i = α(1− 2i) + β(−3 + 3i).
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2.3 Ïðîñòè åëåìåíòè ó Z[i]

Êàêî jå ïðñòåí Z[i] åóêëèäñêè, ó »åìó ñå ïðîñòè åëåìåíòè è
àòîìè ïîäóäàðàjó. Ó ïðåòõîäíîì äåëó ñìî âèäåëè äà ïðñòåí
Z[i] èìà ÷åòèðè jåäèíèöå. Êîðèñòå£è òó ÷è»åíèöó, ìîæåìî
îäðåäèòè êîjè ñó ïðîñòè áðîjåâè ó Z[i].

Òåîðåìà 9.

Áðîj α ∈ Z[i] jå Ãàóñîâ ïðîñò áðîj óêîëèêî ñó ìó jåäèíè ôàêòîðè:

1, −1, i, −i, α, −α, iα è −iα.

Äîêàç.
Êàêî jå α ïðîñò, à ñàìèì òèì è àòîì, ñëåäè äà àêî jå îí îáëèêà
α = βγ, èëè β èëè γ ìîðàjó áèòè èíâåðçèáèëíè. Íåêà jå β
èíâåðçèáèëàí, òàäà jå îí èëè ±1 èëè ±i. Ó òîì ñëó÷àjó, γ ìîðà
áèòè ±α èëè ±iα. Äàêëå, ôàêòîðè îä α ñó ±1, ±i, ±α è ±iα.

�

Îâè ôàêòîðè ñå íàçèâàjó òðèâèjàëíè ôàêòîðè åëåìåíòà α.
Óêîëèêî jå a öåî áðîj êîjè íèjå ïðîñò, òàäà îí íå£å áèòè íè
Ãàóñîâ ïðîñò áðîj. Ìå¢óòèì, äà ëè jå ñâàêè öåî ïðîñò áðîj ójåäíî
è Ãàóñîâ ïðîñò áðîj? Ó îâîì äåëó £åìî âèäåòè äà òî íå ìîðà äà
âàæè.

Ãàóñîâ ïðîñò áðîj ñå ìîæå äåôèíèñàòè è êàî Ãàóñîâ öåî áðîj
êîjè íèjå ïðîèçâîä Ãàóñîâèõ öåëèõ ñà ìà»îì íîðìîì. Ñëåäå£à
ëåìà íàì äàjå jåäíó âåçó èçìå¢ó öåëèõ ïðîñòèõ áðîjåâà è Ãàóñîâèõ
ïðîñòèõ áðîjåâà.

Ëåìà 7.

Àêî jå íîðìà Ãàóñîâîã öåëîã áðîjà ïðîñòà ó Z, òàäà jå îí ïðîñò
ó Z[i].

Äîêàç.
Íåêà jå α åëåìåíò ïðñòåíà Z[i], ÷èjà jå íîðìà N(α) ïðîñòà ó Z.
Ïðåòïîñòàâèìî äà jå α ñëîæåí. Òàäà ïîñòîjå β è γ òàêâè äà jå

21

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



α = βγ. Íîðìèðà»åì ïðåòõîäíîã èçðàçà, è êîðèñòå£è îñîáèíó
ìóëòèïëèêàòèâíîñòè íîðìå, äîáèjà ñå:

N(α) = N(βγ) = N(β)N(γ).

Êàêî jå N(α) ïðîñò ó Z, ìîðà áèòè N(β) = 1 èëè N(γ) = 1.
Ïðåìà òîìå, β èëè γ ñó jåäèíèöå ó ïðñòåíó Z[i], ïà α íåìà
íåòðèâèjàëíó ôàêòîðèçàöèjó.

�

Äîâî§àí óñëîâ çà Ãàóñîâå öåëå áðîjåâå äà áóäó ïðîñòè jå äà
èìàjó ïðîñòó íîðìó. Òàj óñëîâ íèjå íåîïõîäàí. Òî £åìî âèäåòè
íà ïðèìåðó áðîjà 7.

Ïðèìåð 7.

(1) Áðîj 1 + i jå Ãàóñîâ ïðîñò áðîj. �åãîâà íîðìà jå

N(1 + i) = 1 + 1 = 2,

à òî jå ïðîñò áðîj ó Z. Êàêî íå ïîñòîjè Ãàóñîâ öåî áðîj ÷èjà
íîðìà äåëè áðîj 2, 1 + i íèjå ïðîèçâîä Ãàóñîâèõ öåëèõ ñà ìà»îì
íîðìîì.

(2) Áðîj 2 íèjå Ãàóñîâ ïðîñò áðîj. Ó Z[i], îí ìîæå äà ñå
çàïèøå êàî

2 = (1 + i)(1− i).

Îáà áðîjà, 1 + i è 1 − i èìàjó íîðìó jåäíàêó 2, øòî jå ìà»å îä
íîðìå N(2) = 4.

(3) Äà áè ñå ïîêàçàëî äà jå 7 ïðîñò ó Z[i], ïîñëóæè£åìî ñå
êîíòðàäèêöèjîì. Ïðåòïîñòàâèìî äà jå 7 ñëîæåí. Òàäà ïîñòîjå
α è β èç Z[i], òàêâè äà jå íåòðèâèjàëíà ôàêòîðèçàöèjà

7 = αβ.

Íîðìèðà»åì ïðåòõîäíå jåäíà÷èíå äîáèjà ñå 49 = N(α)N(β).
Êàêî jå ôàêòîðèçàöèjà íåòðèâèjàëíà, N(α) > 1 è N(β) > 1.
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Ïðåìà òîìå, ìîðà áèòè N(α) = 7 è N(β) = 7. Íåêà jå α = a+ ib.
Èç N(α) = 7, äîáèjà ñå a2 + b2 = 7. Íå ïîñòîjå öåëè áðîjåâè êîjè
çàäîâî§àâàjó äàòó jåäíàêîñò, ïðåìà òîìå, òî jå êîíòðàäèêöèjà.
Äàêëå, 7 èìà jåäèíî òðèâèjàëíó ôàêòîðèçàöèjó ó Z[i], ïà jå 7
ïðîñò ó Z[i].

Íåêà jå p ïðîñò, ïîçèòèâàí, öåî áðîj. Óêîëèêî îí íèjå ïðîñò
ó Z[i], èìà ôàêòîð a+ bi. Òàäà âàæè N(a+ bi) äåëè N(p) = p2,
îäíîñíî N(a+ bi) = (a+ bi)(a− bi) = a2 + b2 = p. Òî íàñ äîâîäè
äî ñëåäå£å òåîðåìå.

Òåîðåìà 10.

Ïðîñò, ïîçèòèâàí, öåî áðîj p jå ñëîæåí ó Z[i] àêî è ñàìî àêî
ìîæå äà ñå çàïèøå êàî çáèð äâà êâàäðàòà.

Äîêàç.
⇒: Íåêà jå p ïðîñò, ïîçèòèâàí, öåî áðîj êîjè jå ñëîæåí ó Z[i].
Òàäà ìîæå äà ñå çàïèøå ó îáëèêó:

p = (a+ bi)γ

ãäå ñó a + bi è γ Ãàóñîâè öåëè ÷èjà jå íîðìà ìà»à îä íîðìå îä
p. Íîðìèðà»åì ñå äîáèjà äà jå

p2 = (a2 + b2)γ2.

Êàêî jå p ïðîñò, ìîðà áèòè p = a2 + b2.

⇐: Íåêà jå p = a2 + b2. Òàäà ó Z[i] îí ìîæå äà ñå ôàêòîðèøå
íà ñëåäå£è íà÷èí:

p = (a+ bi)(a− bi),

îäàêëå ñå âèäè äà p íèjå ïðîñò ó Z[i].
�
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Ïðâè ïðîñòè áðîjåâè ó Z êîjè ñó çáèð äâà êâàäðàòà ñó 2, 5,
13, 17 è 29. Îíè ìîãó äà ñå çàïèøó íà ñëåäå£è íà÷èí:

2 = 12 + 12,

5 = 12 + 22,

13 = 22 + 32,

17 = 12 + 42,

29 = 22 + 52.

Ñâàêè îä »èõ jå ñëîæåí ó Z[i], jåð ìîãó äà ñå ïðåäñòàâå êàî
ïðîèçâîä êîíjóãàòà, ÷èjå ñó íîðìå jåäíàêå òèì ïðîñòèì áðîjåâèìà.

2 = (1 + i)(1− i)
5 = (1 + 2i)(1− 2i)

13 = (2 + 3i)(2− 3i)

17 = (1 + 4i)(1− 4i)

29 = (2 + 5i)(2− 5i)

Ëåìà 8.

Öåëè ïðîñòè áðîjåâè îáëèêà p = 3 (mod 4) ñó íåðàñòàâ§èâè ó
Z[i], ïà ñó è ïðîñòè.

Äîêàç.
Ïðåòïîñòàâèìî ñóïðîòíî, íåêà jå ïðîñò öåî áðîj p = 3 (mod 4)
ñëîæåí ó Z[i]. Òàäà îí ìîæå äà ñå ôàêòîðèøå íà ñëåäå£è íà÷èí:

p = (a+ bi)(c+ di),

ãäå ñó a+ bi è c+ di ∈ Z[i]. Íîðìèðà»åì ïðåòõîäíå jåäíàêîñòè,
äîáèjà ñå:

p2 = (a2 + b2)(c2 + d2).

Êàêî jå p ïðîñò, ìîðà áèòè:

a2 + b2 = p

c2 + d2 = p.
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Ìå¢óòèì, êàêî çáèð äâà êâàäðàòà ìîæå áèòè jåäíàê 0, 1 èëè 2
(mod 4), à p jå áðîj îáëèêå 3 (mod 4), ñëåäè äà jåäíà÷èíå íåìàjó
ðåøå»à. Ïðåìà òîìå, p ìîðà áèòè ïðîñò ó Z[i].

�

Ëåìà 9.

Íåêà jå p = a2 + b2 = 1 (mod 4) ïðîñò ïîçèòèâàí öåî áðîj. Òàäà
ñó a+ bi è a− bi ïðîñòè ó Z[i].

Äîêàç.
Óêîëèêî jå p = a2 + b2 = 1 (mod 4) ïðîñò ïîçèòèâàí öåî áðîj,
òàäà jå

p = a2 + b2 = (a+ bi)(a− bi).

Íîðìèðà»åì ñå äîáèjà äà jå N(a+ bi) = p è N(a− bi) = p. Êàêî
jå »èõîâà íîðìà ïðîñòà, îíäà è îíè ìîðàjó áèòè ïðîñòè.

Óêîëèêî ñó a+bi è a−bi ïðèäðóæåíè, òàäà jå a−bi = u(a+bi),
ãäå jå u íåêà jåäèíèöà. Ðàçìîòðè£åìî ñâå ñëó÷àjåâå. Óêîëèêî
jå u = 1, òàäà jå a − bi = a + bi, îäíîñíî p = a2. Óêîëèêî jå
u = −1, òàäà jå a − bi = −a − bi, îäíîñíî p = b2. È, óêîëèêî
jå u = ±i, òàäà jå a − bi = ±i(a + bi), îäíîñíî p = 2b2. Êàêî
jå ïðîñò ïîçèòèâàí öåî áðîj, îâå ìîãó£íîñòè îòïàäàjó. Ïðåìà
òîìå, a+ bi è a− bi íèñó ïðèäðóæåíè.

�

Íà îñíîâó ïðåòõîäíèõ ëåìà, ìîæåìî ôîðìóëèñàòè òåîðåìó,
êîjà íàì ïîêàçójå êîjè ñó ñâå Ãàóñîâè ïðîñòè áðîjåâè.

Òåîðåìà 11.

Ïðîñòè Ãàóñîâè öåëè áðîjåâè ñó (äî íà ïðèäðóæåíîñò):

• ïðîñòè öåëè áðîjåâè êîíãðóåíòíè ñà 3 (mod 4)

• 1 + i

• x + yi è x − yi ãäå jå p = x2 + y2 = 1 (mod 4) ïðîñò
ïîçèòèâàí öåî áðîj
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Ëåìà 10.

Çà ñâàêè ïðîñò áðîj α ∈ Z[i], ïîñòîjè ïîçèòèâàí ïðîñò áðîj
a ∈ Z òàêàâ äà α äåëè a.

Äîêàç.
Íåêà jå α ïðîñò åëåìåíò ïðñòåíà Z[i]. Êàêî jå »åãîâà íîðìà
jåäíàêà N(α) = α · ᾱ, óâåê âàæè äà α äåëè N(α). Óêîëèêî jå
»åãîâà íîðìà N(α) ïðîñòà ó Z, òàäà jå a = N(α).

Óêîëèêî jå íîðìà ñëîæåíà, îíà ìîæå äà ñå ôàêòîðèøå ó Z
íà ñëåäå£è íà÷èí:

N(α) = a1a2 · · · an,
ïðè ÷åìó ñó aj, j = 1, 2, ..., n ïðîñòè ó Z. Êàêî α äåëè N(α), à
α jå ïðîñò, ìîðà ïîñòîjàòè aj òàêàâ äà α äåëè aj.

�

Êîðèø£å»åì ôàêòîðèçàöèjå íîðìå ó Z, ìîæå ñå îäðåäèòè
êîjè ñó ôàêòîðè Ãàóñîâèõ öåëèõ áðîjåâà. Òî ñëåäè èç ñâîjñòâà
ìóëòèïëèêàòèâíîñòè íîðìå.

Ïðèìåð 8.

Êîjà jå ïðîñòà ôàêòîðèçàöèjà áðîjà 1845 + 1006i ó Z[i]?

Ðåøå»å.
Íîðìà áðîjà 1845 + 1006i jå 4416061, à ïðîñòà ôàêòîðèçàöèjà
áðîjà 4416061 ó Z jå 13 · 37 · 9181.
Äà áè ñå äîáèëà ôàêòîðèçàöèjà îä 1845 + 1006i ó Z[i],íàjïðå ñå
ìîðàjó îäðåäèòè êîjè Ãàóñîâè öåëè èìàjó íîðìå 13, 37, 9181,
à çàòèì ñå ìå¢óñîáíî ìíîæå äîê ñå íå äîáèjå òðàæåíè áðîj.
Ãàóñîâè ôàêòîðè îä 13, 37 è 9181 ìîãó ñå îäðåäèòè íà îñíîâó
ïðåäñòàâ§à»à ñâàêîã áðîjà êàî çáèð äâà êâàäðàòà:

22 + 32 = 13

12 + 62 = 37

302 + 912 = 9181.

Íà îñíîâó îâîãà ñå ìîæå îäðåäèòè »èõîâà ôàêòîðèçàöèjà ó Z[i]:

13 = (2 + 3i)(2− 3i)

37 = (1 + 6i)(1− 6i)

9181 = (30 + 91i)(30− 91i)
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Èçàáåðèìî jåäàí ôàêòîð èç ñâàêîã ïðîèçâîäà è ïîìíîæèìî èõ.
Êàäà ïîìíîæèìî âðåäíîñòè çàãðàäà ó êîjèìà jå ñàáèðà»å, äîáèjàìî

(2 + 3i)(1 + 6i)(30 + 91i) = −1845− 1006i.

Ïðåìà òîìå, ïðîñòà ôàêòîðèçàöèjà îä 1845 + 1006i jå

1845 + 1006i = −(2 + 3i)(1 + 6i)(30 + 91i).

Ñâàêè ôàêòîð ñà äåñíå ñòðàíå jåäíà÷èíå jå ïðîñò ó Z[i], çàòî
øòî jå »èõîâà íîðìà ïðîñòà ó Z[i].

4
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3 Ïðèìåíà Ãàóñîâèõ öåëèõ íà àðèòìåòèêó

îä Z

Ïðñòåí Ãàóñîâèõ öåëèõ ìîæå áèòè îä âåëèêå êîðèñòè ïðèëèêîì
äîêàçèâà»à ìàòåìàòè÷êèõ òåîðåìà êîjå ñå îäíîñå íà îáè÷íå
öåëå áðîjåâå.
Ó îâîì äåëó £å áèòè ðàçìàòðàíî ñëåäå£å:

• ïðîñòè áðîjåâè êàî çáèð äâà êâàäðàòà

• Ïèòàãîðèíe òðîjêe

• Jåäíà÷èíå îáëèêà x2 + y2 = z3

• Jåäíà÷èíå îáëèêà y2 = xn − 1

3.1 Ïðîñòè áðîjåâè êàî çáèð äâà êâàäðàòà

Ó îâîì äåëó £åìî âèäåòè êîjè ñâå áðîjåâè ìîãó äà ñå çàïèøó
êàî çáèð äâà êâàäðàòà. Òîì ïðèëèêîì £åìî êîðèñòèòè Âèëñîíîâó
òåîðåìó, êîjà ãëàñè:

Íåêà jå p ïðîñò áðîj. Òàäà jå

(p− 1)! = −1(mod p).

Òåîðåìà 12.

Íåêà jå p ïîçèòèâàí, ïðîñò, öåî áðîj. Òàäà jå p = a2 + b2 àêî è
ñàìî àêî jå p = 1 (mod 4).

Ðåøå»å.
⇒: Íåêà jå p çáèð äâà êâàäðàòà. Òàäà jå p = 0, 1 èëè 2 (mod 4).
Êàêî jå p ïðîñò, ïðâè ñëó÷àj jå íåìîãó£, à òðå£è jå ìîãó£ jåäèíî
çà p = 2. Ïðåìà òîìå, p = 1 (mod 4).

⇐: Íåêà jå p ≡ 1 (mod 4), è ïðåòïîñòàâèìî äà jå ïðîñò ó Z[i].
Íà îñíîâó Âèëñîíîâå òåîðåìå, âàæè äà jå:
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−1( mod p) = (p− 1)! = (4k + 1− 1)! = (4k)! =

= (1)(2) . . . (2k)(2k + 1)(2k + 2) . . . (4k) =

= (2k)!(2k + 1)(2k+) . . . (4k) =

= (2k)!(4k + 1− 2k)(4k + 1− (2k − 1)) . . . (4k + 1− 1) =

= (2k)!(−2k)(−(2k − 1)) . . . (−1) =

= (2k)!(−1)2k(2k)(2k − 1) . . . (1) =

= ((2k)!)2

Íåêà jå x = (2k)!. Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã èçâî¢å»à âàæè äà jå
x2 = −1 (mod p), îäíîñíî p äåëè x2 + 1. Ó Z[i], x2 + 1 ìîæå äà
ñå ôàêòîðèøå êàî

x2 + 1 = (x− i)(x+ i).

Êàêî jå p ïðîñò è äåëè x2 + 1, ñëåäè äà p äåëè x − i èëè x + i.
Íåêà p äåëè x + i. Òî çíà÷è äà ïîñòîjè åëåìåíò a + bi èç Z[i]
òàêàâ äà jå

p(a+ bi) = (x+ i).

Èçjåäíà÷àâà»åì ðåàëíîã è èìàãèíàðíîã äåëà, äîáèjà ñå pa = x
è pb = 1. Òî jå êîíòðàäèêöèjà, ïðåìà òîìå p jå ñëîæåí ó Z[i], ïà
ìîæå äà ñå çàïèøå êàî çáèð äâà êâàäðàòà. 4

Ïðîñòè áðîjåâè íà jåäèíñòâåí íà÷èí ìîãó äà ñå çàïèøó êàî
çáèð äâà êâàäðàòà. Ìå¢óòèì, ñëîæåíè áðîjåâè ìîãó äà áóäó
çáèðîâè äâà êâàäðàòà íà âèøå îä jåäíîã íà÷èíà.

Ïðèìåð 9.

Íàïèñàòè áðîj 130 êàî çáèð äâà êâàäðàòà.

Ðåøå»å.
Ó Z, áðîj 130 ìîæå äà ñå çàïèøå êàî ïðîèçâîä áðîjåâà 10 è 13.
Ó Z[i], îíè ìîãó äà ñå ôàêòîðèøó íà ñëåäå£è íà÷èí:

10 = (1 + 3i)(1− 3i)

13 = (2 + 3i)(2− 3i)
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Îâå ôàêòîðå ìîæåìî äà êîìáèíójåìî íà äâà íà÷èíà:

10·13 = ((1+3i)(2+3i))((1−3i)(2−3i)) = ((1+3i)(2−3i))((1−3i)(2+3i)).

Íàêîã ðà÷óíà»à äîáèjà ñå äà jå

130 = (−7 + 9i)(−7− 9i) = (11 + 3i)(11− 3i).

Äàêëå, 130 ìîæå äà ñå çàïèøå êàî ïðîèçâîä äâà êâàäðàòà, íà
äâà íà÷èíà:

130 = 72 + 92 = 112 + 32.

4

Ñâàêè ïîçèòèâàí öåî áðîj ìîæå äà ñå çàïèøå êàî ïðîèçâîä
4 êâàäðàòà. Ïîñòîjå è áðîjåâè êîjè ìîãó äà ñå çàïèøó êàî çáèð
÷åòèðè êâàäðàòà íà âèøå îä jåäíîã íà÷èíà. Íà ïðèìåð, çà
áðîj 157 âàæè ôàêòîðèçàöèjà 157 = 62 + 72 + 42 + 82, êàî è
ôàêòîðèçàöèjà 157 = 22 + 62 + 62 + 92.

3.2 Ïèòàãîðèíå òðîjêå

Ïèòàãîðèía òðîjêa (a, b, c) je ðåøå»e jåäíà÷èíå

a2 + b2 = c2.

Òðîjêà jå ïðèìèòèâíà, óêîëèêî a, b è c íåìàjó çàjåäíè÷êå ôàêòîðå.
Êâàäðàò íåïàðíîã áðîjà jå jåäíàê 1 (mod 4), à êâàäðàò ïàðíîã
0 (mod 4). Äà áè è »èõîâ çáèð áèî êâàäðàò, jåäàí ìîðà äà áóäå
íåïàðàí, à jåäàí ïàðàí áðîj. Ïðåìà òîìå, è »èõîâ çáèð £å áèòè
íåïàðàí áðîj.

Òåîðåìà 13.

Ïèòàãîðèíà òðîjêà (a, b, c) ìîæå äà ñå çàïèøå ó îáëèêó:

a = x2 − y2

b = 2xy

c = x2 + y2

ïðè ÷åìó jå x > y > 0 , (x, y) = 1 è x 6= y mod 2.
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Äîêàç.

Êàêî jå (a, b, c) Ïèòàãîðèíà òðîjêà, èç jåäíà÷èíå a2 + b2 = c2

ñëåäè ôàêòîðèçàöèjà ó ïðñòåíó Z[i]

c2 = (a+ bi)(a− bi) = a2 + b2.

Äà ëè ñó a+bi è a−bi íèñó ìå¢óñîáíî ïðîñòè ó ïðñòåíó Z[i]?
Óêîëèêî íèñó, ïîñòîjè δ êîjè äåëè è a + bi è a − bi. Òàäà £å δ
äåëèòè è »èõîâ çáèð è ðàçëèêó, îäíîñíî δ | 2a è δ | 2bi ó Z[i].
Òàäà N(δ) | 4a2 è N(δ) | 4b2. Êàêî ñó a è b óçàjàìíî ïðîñòè,
ñëåäè äà jå N(δ) = 1, îäíîñíî δ = ±1 èëè ±i.

Äàêëå, a+bi è a−bi ñó óçàjàìíî ïðîñòè, à »èõîâ ïðîèçâîä jå
jåäíàê êâàäðàòó. Òî jå ìîãó£å jåäèíî óêîëèêî ñó è îíè êâàäðàòè,
èëè êâàäðàòè ïîìíîæåíè jåäèíèöîì. Ïðåìà òîìå,

a+ bi = (x+ yi)2

èëè
(a+ bi) = i(x+ yi)2,

çà íåêî x+ yi ∈ Z[i].Ñðå¢èâà»åì èçðàçà äîáèjà ñå

a+ bi = (x2 − y2) + (2xy)i

èëè
a+ bi = (−2xy) + (x2 − y2)i.

Êàêî jå ó ïðâîj a íåïàðàí, à ó äðóãîj ïàðàí áðîj, jåäíà÷èíà
êîjà çàäîâî§àâà óñëîâå òåîðåìå jå ïðâà. Èç »å ñëåäè äà jå a =
x2 − y2 è b = 2xy. Çàìåíîì a è b ó ïî÷åòíó jåäíà÷èíó, äîáèjà ñå
c:

c2 = a2 + b2 = (x2 − y2)2 + 4x2y2 =

= x4 + 2x2y2 + y4 = (x2 + y2)2.

Êàêî jå c > 0, âàæè c = x2 + y2. ×è»åíèöà äà jå òðîjêà
(a, b, c) ïðèìèòèâíà, ïîâëà÷è äà ñó è x è y ìå£óñîáíî ïðîñòè
áðîjåâè.

�

Ïðèìåð 10.

Àêî jå (m,n) = (3, 2) òàäà jå ïðèìèòèâíà Ïèòàãîðèíà òðîjêà
îáëèêà (5, 12, 13).
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3.3 Jåäíà÷èíà îáëèêà a2 + b2 = c3

Òåîðåìà 14.

Çà ðåøå»à jåäíà÷èíå a2 + b2 = c3, óç óñëîâ (a, b) = 1 âàæè äà
jå:

a = m3 − 3mn2

b = 3m2n− n3

c = m2 + n2

ïðè ÷åìó jå (m,n) = 1 è m 6= n (mod 2).

Äîêàç.
Èç óñëîâà (a, b) = 1 ñëåäè äà a è b íèñó îáà ïàðíà. Îíè ìîðàjó
áèòè èëè îáà íåïàðíà, èëè jåäàí ïàðàí à äðóãè íåïàðàí. Ó
ïðâîì ñëó÷àjó áè ìîðàëî áèòè c3 = 1 + 1 = 2 (mod 4), à êàêî 2
íèjå êóá (mod 4) ïðâè ñëó÷àj jå íåìîãó£. Ïðåìà òîìå, è c ìîðà
áèòè íåïàðàí.

Jåäíà÷èíà a2 + b2 = c3 ìîæå äà ñå ôàêòîðèøå ïðñòåíó Z[i]
íà ñëåäå£è íà÷èí:

(a+ bi)(a− bi) = c3.

Äà ëè ñó a + bi è a − bi ðåëàòèâíî ïðîñòè? Óêîëèêî íèñó,
ïîñòîjè çàjåäíè÷êè äåëèëàö δ. Êàêî îí äåëè è a + bi è a − bi,
òàäà îí äåëè è »èõîâ çáèð è ðàçëèêó, îäíîñíî äåëè 2a, 2bi ó Z[i].
Íîðìèðà»åì ñå âèäè ñà N(δ)|4a2 è N(δ)|4b2. Êàêî jå (a, b) = 1
ñëåäè äà jå N(δ) = 1, îäíîñíî δ = ±1 èëè ±i. Ïðåìà òîìå, a+bi
è a− bi ðåëàòèâíî ïðîñòè.

Äàêëå, a + bi è a − bi ðåëàòèâíî ïðîñòè à »èõîâ ïðîèçâîä
jå êóá. Òî jå ìîãó£å jåäèíî àêî ñó è îíè êóáîâè, èëè êóáîâè
ïîìíîæåíè jåäèíèöîì. Êàêî ñâàêà jåäèíèöà ìîæå äà ñå çàïèøå
êàî êóá

1 = 13, −1 = (−1)3, i = (−i)3, −i = i3,
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ìîæå ñå ïîäðàçóìåâàòè äà ñó a+ bi è a− bi êóáîâè. Íåêà jå
a+ bi = (m+ ni)3, m, n ∈ Z. Ñðå¢èâà»åì èçðàçà, äîáèjà ñå

a = m3 − 3mn2, b = 3m2n− n3.

Çàìåíîì âðåäíîñòè çà a è b ó ïî÷åòíó jåäíà÷èíó, äîáèjà ñå

c3 = (a+ bi)(a− bi) = (m+ ni)3(m− ni)3 = (m2 + n2)3,

ïà jå c = m2 + n2.

Èç ÷è»åíèöå äà jå (a, b) = 1 ñëåäè äà jå (m,n) = 1. Óêîëèêî
áè áèëî m = n (mod 2), òàäà áè a = −2m3 = 0 (mod 2) è
b = 2m3 = 0 (mod 2), ïà áè a è b áèëè îáà ïàðíà, à òî jå íåìîãó£å.
Äàêëå, m 6= n (mod 2).

�

Ïðèìåð 11.

Jåäèíî ðåøå»å jåäíà÷èíå y2 + 1 = x3 ó Z jå (x, y) = (1, 0).

Ðåøå»å:

Jåäíà÷èíà y2 + 1 = x3 ìîæå äà ñå ôàêòîðèøå ó Z[i] íà ñëåäå£è
íà÷èí:

y2 + 1 = (y + i)(y − i) = x3.

Êàêî ñó y + i è y − i ïðîñòè ó ïðñòåíó Z[i], ïî jåäèíñòâåíîj
ôàêòîðèçàöèjè ó Z[i] ñëåäè äà ñâàêè ôàêòîð ìîðà áóòè êóá, äî
íà ïðèäðóæåíîñò. Ïðåìà òîìå:

y + i = (m+ ni)3

çà íåêå m,n ∈ Z. Èçjåäíà÷àâà»åì ðåàëíèõ è èìàãèíàðíèõ
äåëîâà, äîáèjà ñå:

y = m3 − 3mn2 = m(m2 − 3n2)

1 = 3m2n− n3 = n(3m2 − n2).

Èç äðóãå jåäíà÷èíå ñëåäè äà jå n = ±1. Óêîëèêî jå n = 1, òàäà
jå 1 = 3m2 − 1, ïà jå 3m2 = 2, à òî íåìà öåëîáðîjíèõ ðåøå»à.
Àêî jå n = −1, òàäà jå 1 = −(3m2 − 1), ïà je m = 0. Äàêëå,
y = 0, ïà jå x3 = y2 + 1 = 1, x = 1.

4
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Ïðèìåð 12.

Jåäèíà ðåøå»à jåäíà÷èíå

x2 + 4 = y3

jåñó (x, y) = (±2, 2) è (x, y) = (±11, 5).

Ðåøå»å:

Jåäíà÷èíà x2 + 4 = y3 ìîæå äà ñå ôàêòîðèøå ó Z[i] íà ñëåäå£è
íà÷èí:

y3 = x2 + 4 = (x− 2i)(x+ 2i).

Óêîëèêî jå δ íàjâå£è çàjåäíè÷êè äåëèëàö çà x−2i è x+ 2i, òàäà
îí äåëè è »èõîâ çáèð è »èõîâó ðàçëèêó. Äàêëå, δ äåëè 2x è 4i.
Êàêî δ äåëè 4i, îí ìîðà áèòè ñòåïåí îä 1+i, äî íà ïðèäðóæåíîñò.

Óêîëèêî jå x íåïàðàí, íàjâå£è çàjåäíè÷êè äåëèëàö jå 1, ïà
ñó x− 2i è x+ 2i ðåëàòèâíî ïðîñòè.

Óêîëèêî jå x ïàðàí, íàjâå£è çàjåäíè÷êè äåëèëàö çà x− 2i è
x + 2i jå (1 + i)3. Çàèñòà, êàêî jå x ïàðàí, ïîñòîjè íåêè áðîj z
òàêàâ äà jå x = 2z. Òàäà ïî÷åòêà jåäíà÷èíà èçãëåäà

y3 = x2 + 4 = 4z2 + 4 = 4(z2 + 1).

Êàêî 4 äåëè y3, äà áè ïîñòîjàî êóá áðîjà, ìîðà 2 äà äåëè z2+1.
Ó Z[i], z2 + 1 ìîæå äà ñå ôàêòîðèøå êàî z2 + 1 = (z + i)(z − i).
Êàêî 1 + i2 äåëè 4, è 1 + i äåëè z + i è z − i, ñëåäè äà jå (1 + i)3

íàjâå£è çàjåäíè÷êè äåëèëàö çà x− 2i è x+ 2i.
Çàê§ó÷ójåìî äà x − 2i è x + 2i ìîãó äà ñå çàïèøó êàî êóá

íåêîã áðîjà ó Z[i].

x+ 2i = (a+ bi)3 = (a3 − 3ab2) + (3a2b− b3)i

Èçjåäíà÷àâà»åì ðåàëíîã è èìàãèíàðíîã äåëà, äîáèjà ñå äà
ñó jåäèíå ìîãó£íîñòè (a, b) = (±1, 1) èëè (±1,−2), îäàêëå ñå
âèäè äà jå x = ±2 èëè ±11 . Äàêëå, jåäèíà ðåøå»à jåäíà÷èíå
x2 + 4 = y3 ó Z jåñó (x, y) = (±2, 2) è (x, y) = (±11, 5).

4
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3.4 Jåäíà÷èíà îáëèêà y2 = xn − 1

Jåäíà÷èíà y2 = xn − 1, ãäå jå n ≥ 2, íåìà ðåøå»à çà öåëå
áðîjåâå x è y ðàçëè÷èòå îä íóëå.

Ïðèìåð 13.

Îäðåäèòè ðåøå»à jåäíà÷èíå y5 = x2 + 1.

Ðåøå»å.
Jåäíà÷èíà y5 = x2 + 1 ìîæå äà ñå ôàêòîðèøå ó Z[i] íà ñëåäå£è
íà÷èí:

y5 = x2 + 1 = (x+ i)(x− i).
Íàjïðå jå ïîòðåáíî îäðåäèòè äà ëè jå y ïàðíî èëè íåïàðíî.

Ïîòðåáíî jå ïîñìàòðàòè y5 è x2 + 1 (mod 4). Óêîëèêî jå y ïàðàí
áðîj, y5 (mod 4) jå 0. Ìå¢óòèì, çà ñâàêó âðåäíîñò áðîjà x, âàæè
äà jå x2 + 1 (mod 4) jå ðàçëè÷èòî îä 0. Ïðåìà òîìå, y jå íåïàðàí
áðîj.

Äà ëè ñó x+ i è x− i ðåëàòèâíî ïðîñòè? Ïðåòïîñòàâèìî äà
íèñó. Íåêà jå δ çàjåäíè÷êè äåëèëàö çà x+ i è x− i. Òàäà îí äåëè
è »èõîâ çáèð è ðàçëèêó, îäíîñíî δ | 2x è δ | 2i. Òàäà çà íîðìó
âàæè äà N(δ) | 4 ó Z. Òàêî¢å, êàêî jå δ çàjåäíè÷êè äåëèëàö çà
x+ i è x− i, âàæè äà

N(δ) | N(x+ i) = x2 + 1 = y5.

Êàêî jå y íåïàðàí, ìîðà áèòè N(δ) = 1, îäíîñíî δ jå jåäèíèöà ó
Z[i].

Êàêî ñó x+ i è x− i ðåëàòèâíî ïðîñòè, à »èõîâ ïðîèçâîä jå
ïåòè ñòåïåí, îíäà ìîðàjó è îíè áèòè ïåòè ñòåïåí íåêîã åëåìåíòà
èç Z[i], äî íà ïðèäðóæåíîñò. Êàêî ñâàêà jåäèíèöà ó Z[i] ìîæå
äà ñå çàïèøå êàî ïåòè ñòåïåí jåäèíèöå (1 = 15, −1 = (−1)5,
i = i5, −i = (−i)5), ïîñòîjè α ∈ Z[i] òàêàâ äà jå

x+ i = α5.

Óêîëèêî jå α = a+ bi, ïðèìåíîì áèíîìíå ôîðìóëå äîáèjà ñå:

x+ i = (a+ bi)5 = a5 + 5a4bi− 10a3b2 − 10a2b3i+ 5ab4 + ib5 =

= (a5 − 10a3b2 + 5ab4) + (5a4b− 10a2b3 + b5)i.
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Èç ïðåòõîäíå jåäíàêîñòè ñëåäè äà jå

x = a5 − 10a3b2 + 5ab4 = a(a4 − 10a2b2 + 5b4)

1 = 5a4b− 10a2b3 + b5 = b(5a4 − 10a2b2 + b4).

Èç ïîñëåä»å jåäíà÷èíå ñå âèäè äà ïîñòîjå äâå ìîãó£íîñòè:

b = 1

5a4 − 10a2 + 1 = 1

èëè

b = −1

5a4 − 10a2 + 1 = −1

Óêîëèêî jå b = 1, ñëåäè äà jå 5a2(a2 − 2) = 0, îäàêëå ñå âèäè
äà jå a = 0 èëè a2 = 2. Êàêî jå a2 = 2 íåìîãó£å ó Z, ñëåäè äà jå
ó îâîì ñëó÷àjó a = 0.

Óêîëèêî jå b = −1, ñëåäè äà jå 5a4 − 10a2 = −2, îäíîñíî
5(a4 − 2a2) = −2, øòî jå íåìîãó£å.
Äàêëå, jåäèíî ðåøå»å jåäíà÷èíå y5 = x2 + 1 jå (x, y) = (0, 1).

4
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