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1 VYBox

e 3a eseMeHT a pcTeHa K KaxKeMo J1a je Y TOM TPCTEHY JIeBH,
OJTHOCHO JIECHU JIeJIUTE b HyJIe, aKo 3a 0ap jeano b # 0 Baxku

ab = 0, ogunocuo ba = 0.

KomyraruBnu npcrenu Koju HeMajy MpaBuX JeIUTE ha HyJie HA3UBajy
ce obaacmuma uesur WIa domeruma.

e Ejement a npcrena K je unseep3ubuiah, OTHOCHO Pe2Yapat,
aKo jeTHauNHe

a-r=1,
r-a=1

UMajy TavHo jeJHO 3ajeTHIYKO pernieibe v K. To pereme ce Ha3uBa
MHBEP30M 0J1 a y Ipcreny K, u obejexkaba ce a” .

e BEnementu a u b npcrena K cy npudpyotcenu, y 3anucy a ~ b,
aKo je a = ab 3a HeKky jenunHuIy « npcrena K.

e 3a jBa enementa a,b € K Baxu ga b # 0 nem a (b | a) ako
nocroju ¢ € K takpo ja je a = bq.

e 3a ejeMeHT p ipcTeHa K KayKkeMo Ja je amom (Hepacmasmus)
ako Huje 0 WM UHBepP3UOMIAH U aKO 3a CBaKM a, b € K BaxKu

p=ab = a€ K*uwmbe K*.

e Ejiement p upcrena K je npocm ako Huje 0 ujin nuaBep3udOuIan
" aKo 3a cBaku a, b € K Baxu

plab = plawnmp|b.

e Broj c je 3ajequnuknu gennnan 3a a u b (¢ | a,b) ako ¢ | a n
¢ | b. Bpoj d je najsehu 3ajeHuuKy jesiuian 3a a U b ako 3a CBAKH
c € K Baxn

cla,b & c|d.

VKOJIMKO /IBa eJileMeHTa NMajy Builie HajBehnx 3aje/IHMIKIX JIe/IHOIIa,
OHU MOpPajy OUTH MPUAPYZKEHU. 3a JBa €JIeMEHTa TPCTeHa K KazKeMo
3 CY Y3ajaMHo npocmuy aKo UMa]y jeTUHO JeUHUIE 3a 3aje THUIKe
JIeJIAOTIE.



e Komyraruan momen K je amomuvar ako je y HeMy CBaKU
eJeMeHT MPOW3BOJ, KOHAYHO MHOIO aToMa, OJHOCHO aKo mMa bap
jenny gpakTopH3aIujy

a = a1as...a,

IpU YeMy je cBaku a; atoMy K, i =1,2,... n.

e KomyTtaruBan gomen K je ca jedno3uaunom Gaxmopusauujom,
aKo je aTOMUYaH U aKO Cy aTOMUYHe (haKTOPU3aIuje HeroBuX eJie-
MeHaTa jeIHO3HAYHE.

e Obsact mesmmx K je ca jeHO3HAYHOM (DAKTOPU3ANUjOM aKO U
CaMO aKO je aTOMUYaH W aKO Ce Y IeMy IIPOCTH W HePacTaB/bUBH
eJIeMeHTH TIOIyIapajy.

JIema 1.
Ceaxu npocm esemernm p damoe Komymamusenoz domena K je npocm
u y npemeny nosunoma K[X].

Jlema 2.

Axo je K nowe paszsomara nad xomymamusnum domenom K ca
JEOHOBHAWHOM PAKMOPUSAUUJOM, NPUMUMUBAH NOAUHOM U JE AMOM
y npcmeny K[X], axo u camo axo je mo u y npcmeny K[X].

Teopema 1.
Axo je K domen ca jednosnaunom parxmopuszauyujom, onda je mo u
npcemen nosurnoma K[ X].

oxas.

Hajupe hemo nokasaru ja je npcren K[X] atomuvan. Heka je K
nojbe pasiomaka Haja K, u Heka je f moamnom m3 K[X]. Tana
on mMma dakropusanujy f = cqiqs---q,, npu demy je ¢ u3 K, a
IOJIMHOMH 1, G2, * * * , (; Cy IPUMHTHBHHA TOJAHHOME HaJ K, Koju Cy
aromu y K[X]. ITo Jlemu 2 crenu ga cy onnm aromu n 'y K[X]. U3
IIPUMUTHBHOCTH HOJIMHOMA, Mopa O6utu ¢ € K. Ha ochoBy Jleme 1,
caenn 1a je npered K[X] atomuva.

Cazma hemo mokazaru fa je y npcreny K[X] cBaku aToMm mpocr.
Heka je f arom n3 K[X]. IIpernocraBumo ja mesu npoussos gh.
Ako je fy K, on je mpocr, na je npoct u y K[X]. Vkoauko f nuje y
K, ou je npuvutuBan noauHoM Koju je aroM y K[X]. Camum Tum,
ot je u npoct y K[X], rako ga f mesnu g win f geqm h 'y K[X].
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[Tpernocrasumo na f aeaun g. Tama mocroju monnaom g u3 K[X],
TakaB j1a je g = fq. Kako je g w3 K[X]|, Baxku na je g = cqy f, upu
yeMy je ¢ m3 K, a ¢ mpumuTUBaH noanaoM Hajd K. Ilpema Towme,
f nemn g y K[X], ma je f mpocr.

[

e [TaBHOMIEAJICKH JIOMEHHU

KomyraruBuu jpomMenu y KojuMa Cy CBH HJIeaU IJIaBHU HA3UBAjy
Ce 2AA6HUM WITH 2A06HOUIEGACKUM 0OMEHUMA.

Teopema 2.
Ceaxu 2aasnu domen K je ca jednostaunom harxmopusaujom.

oxas.

Heka je a npousBo/ban eiemenT u3 K KOju Huje nHBeP3UOMIAH WK
uysa. I[lorpebHO je mpoBepuTH Ja JIM OH MOXKE J1a Ce 3aIUIIe Kao
HPOU3BOJI ATOMA. Y KOJUKO @ HHje aTOM, IIOCTOjU IpaBa (hpaKTopH3a-
nuja a = pia,. Jabe, YKOIUKO a; HHUje aToM, MOCTOju (daKTopu3a-
Huja a; = Pado, W TAKO JaJbe... 3a IyiaBHe mjeaje npcreHa K
BazKkuhe:

aK CaiK CaK C...Ca,K C ...

Hexka je I yamnja oBux ujaeana. Kako je K raBHOUIEaJICKH, TOCTOJU
eqeMenT p u3 K, Takas ga je [ = pK. Kaxko je [ yauja nmgeasa, p
Mopa O6uTH eseMeHT Hekor of wux. Heka p mpumana nmeany a, K.
Taa Baxku:

pK Ca,K CI=pK

OJIHOCHO, cyeu Ja je a, K = pK. Ilpema Tome, a, K je mocieamu
YJIaH JaHNA. 3amncTa, YKOJIMKO OW TOCTOjaI0 d,i1, TAKBO Ja je
Gy, = Pni1Gpi1, OMHOCHO aKO je a, K C api 1K C pK, ciequino 6u
na a, K = a,1 K. Taga ou a, u a,,1 Oujiv npujpyzKeHu eJIEMEeHTH,
0/IHOCHO (DAKTOPHU3AIL]A Gy, = Ppi1G,y1 HE O OWIA TIpaBa.
ITokazaam c¢MO J1a je CBaKM HEHY/Ja HEWHBEP3UOWIAH €JIEeMEeHT
u3 K gemus aromom. Caja heMo mokasaTH Jla @ UMa aTOMUYIHY
dakropusamnujy. Heka je a = pia;, 3a HeKn aTtoMm p;. Ako je ay
aTOM, MPOIEC je TOTOB, Y CYHPOTHOM (] = PaGs, 38 HEKH aTOM Do.



OBaj mpormec ce MOpa 3aBPIUTH, TAKO JIa ¢ MOYKe Ja Ce TMPEeJICTaABH
Kao IIPOou3BOJ, aToMa u3 K.

[Torpebno je jorr mokas3aTu Ja cy y JJoMeHy K CBH aTOMH IPOCTH.
Heka je ¢ arom, TakaB na genu ab. Tama on wim genn a wiam je
(q,a) = 1. Y apyrowm ciaydajy, MocToje T 1 Y TakBH J1a je gr+ay = 1.
Muoxemewm jeqnaunne ca b nobuja ce qrb + ayb = b. Kaxo q genu
JIEBY CTPaHy jeHAYNHE, OHO MODa JeJUTH U JTeCHY, OJTHOCHO ¢ JIeJn

b. Ilpema Tome, ¢ je poCT.
O

e Eyk/inicku JIOMEeHI

Komyrarusan npcren K je eykaudcku ako je 00JacT MEJIUX U aKO
nocroju dap jemana dynkmuja o : K — Ny Koja 3a/10Bo/baBa
caeneha JiBa ycjaoBa:

1° ab # 0 = o(ab) > o(a)

2° zacBako a,b € K, b # 0, nocroje q,r € K 3a koje je a = bg+r,
o(r) < o(b)

U3 mpBor ycioBa cienn j1a 3a cBako b # 0 Baxu o(b) > o(1), jep je
o(b) =0(b-1) > o(1). U3 apyror ycaosa, 3a a =0wu b =1, ciean
Ja Mopa outn r = 0, 11a je Taja

0(0) < o(1) <o(a),

3a cBako a # 0 u3 K. llonpasymesahiemo na je 0(0) =0n o(1) = 1.
3a cBako a € K, BaxKu 1a je

ola)=1<ae K"

Vikomuko je a € K*, taga je 1 = aa™'. ¥V ToM ciydajy BaxKHu J1a

je 0(1) = o(aa™) > o(a). Hakne, mopa BaxuTm 1a je o(a) = 1.
O6puyTO, yKOMUKO je o(a) = 1, mocToje ¢ u r TakBu na je 1 = aq+r,
o(r) < 1. Taga je r =0, na je a € K*.

Enementn ¢ u v 3a Koje je a = bq + r, o(r) < o(b), Hasupajy
ce eyKJIMJICKUM KOJUIHUKOM M OCTATKOM IIPU EYKJIHJICKOM JIe/beHY
eqemenTa a ca b. OctaTak Moxe ja ce obesteku Kao r = p(a,b).



Teopema 3.

Hexa je K eyxaudcerxu domen. 3a ceaxo a u b # 0 us K nocmoju
cucmem (a,b) = [ag, ay, ..., ax] eaemenama uz K, y xome je ag = a,
ay = b,

A = p(ar—%ar—l) (2 <r< k)

kao u p(ag_1,ar) = 0. Ceaxo a, je obaura pa + qb, u ay je ynpaso
najeehu sajednuuku desunray, 00 a u b.

y CYKJIMACKUM JIOMCHUMA aTOMU U IIPOCTHU €JIEMEHTHU Ce ITOJAYda-
pajy. To ce nmoka3syje Ha ucTu Ha4YWH, Ko Ha Kpajy Teopeme 2.

Teopema 4.
Ceaxu eykaudceru npemen je ca jedH03HaAUHOM HaKMOPU3AUUIOM.

oxas.

Hexka je npcren K eyKJIWICKY, 1 HEKA je @ TTPOU3BOJbAH €JIEMEHT U3
K. Ako je a aToM, OH je ca jeJHO3HAYHOM (hakTOpH3anujoM. AKoO a
HUje aToM, OHJIa MOZKe Ja ce 3amuine U o0JIuKy a = a1b;. YKOIHKO
cy a; u by aromm, J0Ka3 je 3aBpiieH. ¥ CYHPOTHOM, YKOJUKO HEKH
O/l BUX HEje aTOM, HA TmpuMep by, OH MOXKe J1a ce 3amnuiie y 00IuKy
b1 = asby. Tama je a = ajasby. OBaj mocTymak ce HacTaB/ba CBe 0K
ce He mobuje aromudyHa dhakTopusanuja eaemMenTa a. OBaj mporec
Mopa jJa ce 3appiu. To he ciaeauru u3 ocodbune dbyHKIHje o:

o(ab) = o(a) < b wHBepTHOMIAH.

Heka je dakropuzanuja ejgemMenra a = a1ds . . . a,. ObenekuMo ca
b=ay...a, Kaxko b uuje nuep3 (Huje arom), pazxuhe:

o(a) =o(a1ay...a,) > o(ag...a,) >o(az...a,) > ... > o(ay,)

ITpormec ce mopa 3aBpiuTH, Ta je a Tpoum3Boxa aroma. /Jlakie,

eYKJIMJICKHA TpcTeH K je aToOMH4YaH, & KaKo ce Y BbeMy MpPOCTU U

ATOMH TIOYIapajy, CJIE/IH JIa je OH ca jeIMHCTBEHOM (haKTOPH3AIINA]OM.
O]

Jla je cBaK# eyKJIMJICKU MPCTEH €a jeITHO3HAYHOM (DaKTOPHU3AIH-
joM, MOZKe J1a ce JIoKazKe U Ha JIPYT'U HA4uH, HPEKO IVIaBHOMICATICKHAX
jgoMena. Ilokazahemo na je cBaku eyKJIMICKH IIPCTEH IJIABHH, 114



he na ocnoy Teopeme 2 cjeauTn ja je OH U ca jeJHO3ZHAYHOM
daKkTOpHU3aIIjOM.

Hexa je I mpousBosban umeast npcrera K. CKym Koju je 00IuKa
{o(a) : a € I,a # 0} je Hempaszan HOACKYN CKymna MPHPOIHUX
opojeBa N. IIpema Tome, oH MMa HajMarmbU €JIEMEHT , HA TPUMED
o(b) =m, tae je b # 0 uz 1. Kako je b u3 I, jacuo je na je bK C I.

Hexka je a € I. Tana, nocroje q,r TakBu 1a je

a=0bqg+r, o(r) <o) =m.

Kakocyaubus I, ranajenr =a—bqus l. Uz o(r) < o(b) =m.,
caeau ja Mopa outu r = (0. Ilpema Tome a = bq, ogaxje ce BHUIH
na je I C bK. llpema Tome, unean I = DK je ryiaBHH.

e YV eyKJIHIACKAM JOMEHUMa, YKOJIUKO IPOCT OPOj eIl MTPOU3BO/L
ab, on Mopa jesuTn uau a wian b.

OBNACT
TEJINX

JNOMEH CA
JEOHO3HAYHOM

TJIABHOWIEAJICKI

EVKINICKN

JIOMEH
TOMEH

OAKTOPU3AINIOM

Cauka 1: BeHoB amjarpam goMeHa



2 Ilpcren Z[\/n]

[Ipcren meux 6pojeBa Z je npcTeH ca jeJHO3HAYHOM (PaKTOPH-
zamnujom. Ha ocnoBy Teopeme 1 Baxku ja he TakaB OMTH U IpCTEH
nosmaoMa Z[z]. Tlpcren neaux GpojeBa Z je W TIaBHOUEATICKH.
Mebyrum, y Z[z] nocroju ujean Koju Huje rIaBHU, TAKO Ja IPCTEH
nosimaOMa Z[r] Huje rraBHOnmea cKu. Takas je, Ha TpUMeD Haeal
I=1(2X).

Hac he 3anmmarTu 1mra ce jemaBa ca KOHCTPYKIIHjaMa OOJTHKA
Z[z]/P, tae je P unmean npcrena Z[z]. Ykoauko je P mpoct, Taga
je upcren Z[z]/P obnact neaux.

Heka je K = Z[z], npcren moaunoMa ca KoedurnujenTuMa u3 Z
u P = (2> —n) ={(2? —n)q: q € Z[x]} . Ykonuxo n Huje KBajpar
HeKor 6poja, HOJUHOM T2 — 1 je HepacTaB/buB Ha Z.

Enementn npcrena Z[z|/(z* — n) cy obmmka p(x) + (2% — n),
e je crenen oj p(x) Mamwu o crenena 2 — n. Jlakie, ejeMenTH
npcrena Z[z]/(z* — n) cy obmmka ax + b+ (x* — n) mro moxe aa
ce 3aIuIe Kao:

2

(a+(2® —n)) - (x4 (2" = n)) + (b+ (2" — n)).

Pajan srakmer 3anuca, KopuctuheMo O3HaKe:

a = a+ (2* —n)
b = b+ (z°—n)
a = xz+ (z°—n).

Ha rtaj nauun je onpehen npceren Zla] = {aa+b: a,b € Z}.
Cuenujasno, ykouuko je a? = n+ (z? —n), rje n nuje kBajpar

Hexor mesor 6poja, Tana je a = /n + (z2 —n). YV Tom ciyuajy,
npcred Z[a] obnnka

Z[v/n) ={av/n+0b:a,beZ}.



[Tpcren Z[+/n] je nornperen nperena C. Tperen Z[y/n| canpzxu
Om1:
0=0+0yn
1=1+0yn,

U 3aTBOPEH je 3a cabupame H MHOMKEHhe

(@a+0vn) + (z+yv/n) = (a+z)+ (b+y)Vn,
(a+b0vn)(z +yv/n) = (ax+nby) + (ay + bx)yv/n.

Kako cy a, b, x u y mesm OpojeBu, Tajia je U BPEJHOCT W3pa3a y
3arpajama resobpojua. Jlakie, nperen Z[y/n] je mormpered mosba,
I3 je OH HHTerPAJHH JOMEH.

[Ipcren Z[y/n] ne mopa Guru ca jeHo3HAUHOM DAKTOPUBAIUJOM.
VY mapenHoMm gesy hemo BumeTu na npcren Z[y/—b| Huje ca jeam-
neTBeroM daxTopm3anmjom, 10K mperer [aycosmx nesmx Z[v/i] jecre.

2.1 Ocobune npcrena Z[/n]

Hexka je o npousBosban esement npcrena Z[y/n]. Taga on moxke
Ja ce s3ammiie y o0auKky o = a + by/n, upu wemy cy a u b u3 Z.
Konjyrar 6poja « je @ = a — by/n. Hopwma 6poja a je dynknuja
N: Z[\/n] — Z, nedunncana ca:

N(a) = aa = (a + by/n)(a — by/n) = a®> — nb*.

Teopema 5.
Hopma je myamunaukamuena, 3a npoudsosne « u 3 us Zl\/n],
8AIHCU,

N(af) = N(a)N(f).

Joxa3s.
Heka cy @« = a4+ by/n u 8 = ¢+ dy/n npous3Bo/bHU eI€MEHTH
npcrena Z[y/n]. Taga je ®wUxX0oB npon3Boj 06IHKA,

aff = (a+byv/n)(c+dyn) = (ac+ nbd) + v/n(ad + be).
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Hopmvupamem u cpehuBamem uzpasa, goduja ce

N(aB) = (ac+nbd)* —n(ad + bc)?
= a®c® 4 2abedn + n*b*d* — na*d® — 2abedn — nb*c?
= a’ + n?Pd* — na’d* — nb*c?
= (a* — nb*) — nd*(a® — nb?)
= (a* — nb*)(c* — nd®)
= N(a)N(B).
O

Jenunnie nperena Z[\/n| cy enemenTn unja je HOpMa jeHAKA
1, OJIHOCHO OHE ejleMeHTH a + by/n, 3a Koje BazKu

a’> —nb®> = 1.

IIpumep 1.
Odpedumu cee jedunuue npemena Z[/—5).

Pewerve:

Hexa je a = a + bv/—5 npoussoman enement mpcrena Z[v/—5.
Fberosa mopma je N(a) = a* + 5b%. [la 6u o Ouna jeqununa
nperena Z[y/—5], mopa 6utn N(a) = 1, omnocno a® + 5b* = 1.
To je mcnymeno 3a a = +1, b = 0. Jlakjie, jeaunuie IpcTeHa
Z[\/-5] cy £1. Kako cy 1 u —1 jeaune jeaunuie, npuapysKeHn
esleMenTH efieMenTy o mperena Z[v/—5] ¢y a n —a.

JAN

Yromuko je dyukimja Hopme N eykiauiacka GpyHKIHja, Taaa je
npcren Z[y/n] eyknuncku. Iperen Z[/n] je eykanacku 3a onpeljene
BpeHOCTH o1 n. [Ipe Hero mro opeinMo Te BpeHOCTH, yBerrheMo
HEKe HOBE TePMHUHE.

Hexka cy a+ b\/ﬁ u ¢+ dy/n aBa IPOU3BO/HHA €JIEMEHTA MPCTEHA
Z[\/n]. Kommunuk Ta nsa 6poja hie Guru:

a+byn  (a+byn)(c—dyn) ac—nbd+ be — ad
c+dyn  (c+dyn)(c—dyn) 2 —nd?> 2 —nd?

Obeste;knMO 0OBa JIBa pa3jioMKa ca « u . Buaumo 1a je KOJIHuIHHK
JBa eqeMenTa u3 Z[y/n] obnuka o + (4/n, upu gemy cy «, 8 € Q,

Vn
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onxuocuo npunajga Q[v/n] = {a+by/n:a,b € Q}.

IIpcren Q[v/n] je xommunnuku npcren Q[z)|/(x? —n), npu gemy

n HEUje KBaIpaT Hekor Opoja m3 Q. Kako je moimuom z2 — n
nepacrasbus Haja Q[x], npcren Q[z]/(z* — n) je 3aupaso nosme.
Hopwma 6poja a + by/n € Q[v/n] je bynkmuja N : Q[y/n] — Q,
nedbunncana ca N(a + by/n) = a®> — nb®. Kao u y cayuajy Z[/n],
HOPMa je MYJTHILIMKATHBHA. To NeMo KOPHCTUTH Ja HOKarKeMo
jeIHO CBOJCTBO HOPMe, Koje heMo KacHHje KOPUCTHUTH.
Heka cy o u § npoussosbru esementu u3 Q[y/n]. Tazxa je:

N
)
g N(pB)
Kaxko je Q[v/n] je nobe, cBaku eseMenT uma uHBep3. [Ipema Tome,
3a npoussosban ejenemt 3 uz Q[v/n] Baxkuhe S5~ = 1. Hopmuparmem

u3pasza, jaoouja ce:
1 1
Nl=]|=——
(5 ) N(B)
Tana je:

1(5)-(ed) - 3) st -3

Cazia hemo Buzern 3a koje BpeauocTH Opoja n je npceren Z[y/n]
eyKJIUJCKA. YKOJUKO je npcred Z[y/n| eykauacku, taja 3a cBaku

a+ by/n u ¢+ dy/n us Z[\/n|, nocroje p + qy/n u r + s\/n raksu
a je

at+by/n = (c+dv/n)(p+avn)+r+svn, N(r+syn) < N(ctdy/n).

W3 oBe jeanaunue cjenn Ja je KOTUIHHUK JBa €JIeMEHTa 00JINKa

a+by/nuc+dyn

a+ by/n
c+dyn

r+syn

SVt o
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OBaj KOINYHUK MOZKE J1a Ce 3AIUIIe Kao
a+Bvn=(p+qvn)+7+0vn,

upu gemy cy « + 34/n u v+ dy/n enementn uz Q[y/n.

Kaxko je a 4+ $y/n KOJMYHHK JBa JaTa eJeMera, OH je IO3HAT.
[Torpebno je ogpeauTtu octaje Opojese.

3a HOpMYy esieMeHTa Y + d4/n BaKu:

o fr+syn\  N(r+syn)
NWJFWE)_N(chd\/ﬁ) ~ N(c+dy/n) <1

C zpyre crpane, Kako je v+ 0y/n = (a+ By/n) — (p+ q/n), cieau
Ja je

N(v+6vn) = N((a+ pvn) — (p+ ¢v/n)) < L.
N((a=p)+ (B —qgvn)) <1

HopMupamem mpeTxoaHor u3pasa, 100Hja ce HejeIHaKOCT

(a—p)—n(B—-q°<1

A ' '
| |
| |
- - —— — - ”~— —— — — — — —
p+avn
| o |
:a+ﬁx/ﬁ:
S S
| |
| |
| |
| |
! S
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Pexsn cmo Beh ga cy nam o u § mozuaru. [lorpebHo je onpenntu
neje OpojeBe p M ¢ KOjU 3aJI0BObABAjy IPETXOJHY HEjeIHAKOCT.
Kako ce cBaku panmonasan 6poj Hajasu usmehy aBa 1esa, Mory
ce OJIpEJINTH P U ¢, TAKO & BayKU

o — p| <

Ll NG

1B —q|l <

2

5.

Vkomuko obenexnmo (o — p)? =z u (B — q)* = vy, octaje na
oapennmo kaaa je |z —ny| < 1. Ilpurom, 0 <z < 1u0<y<i
3a Koje cBe BPEIHOCTHU O 1 HAM je OBO UCIYEEHO?

Hejennakoct |x —ny| < 1 uma majsehy BpemHocT % 1 HajMaby

|"4;1‘. [Ipema Tome, Mopa 6utu —3 < n < 4, OJIHOCHO BPEJTHOCTH
Koje n y3uma cy —2, —1, 2, 3. Jlakje, mokasaju cMmo cjaeiehy

Teopemy:

Teopema 6. ITpcmenu obauka Z[/n] koju cy eykaudcku cy Z[/—2],

Z[V-1], Z[V2] u Z[V3]

Jlema 3.
Axo je 2 nepacmasmus y Z[\/n|, mada on wuje ca jednosnaurom
darxmopusayujom.

oxa3s.
Heka je a u3 Z[/n] obmuka n++/n. [locmarpajmo caegehin npoussos

(n+ V) (n — V) = n? —n = n(n — 1).

On je napan, npema tome Baxku na 2 jgesu (n + /n)(n — /n).
MebyTtum, ma s ¢y n+ y/n u n — /n gempusu ca 27 YKOIIKO 2
nemn n + +/n, Taga nocroju enement a + by/n € Z[y/n] rakas na
je n+ /n = 2(a+ by/n). Y tom cayuajy, mopa 6utu n = 2a u
1 = 2b, oggocno a = 5 u b = % mro je memoryhe. [Ipema Tome, 2
uuje npocr y Z[/n).

[

JIema 4.
3an <=3 un=1(mod 4), Z[\/n] nuje ca jednosnaurom darxmo-
PUIAUUJOM.
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oxas.

ITpernocrasumo z1a je 2 pacrasbus y Z[/n]. Tana nocroju dbaxro-
pusanuja 2 = «f, upu 4emy « u [ HUCY uHBep3uOwiaHu y Z[\/n].
Hopmupamem mpeTxoaHor u3pasa, gobuja ce 4 = N(a)N(F). Kaxko
a u [ aucy uaBep3ubmwiam, Mopa 6utu |N(a)| = |[N(5)| = 2. Hexka
je a = a+ by/n, Tana je a® — nb* = £2.

Vkosuko je n < 0, taga je a® — nb® = a® + |n|b* > |n|. Kako b
HHUje HyJIa, y OBOM Cay4ajy je |n| > 3, na jeamaunna a® — nb* = £2
HEMa, pellerne.

Ykosuko je n = 1(mod 4), raja ce jeHaunHa CBOAU HA
a’?—b* = 2(mod 4). Ksajparu no moay.iy 4 cy 0 u 1, faxjie muxosa
pa3ianKa HUKajga He Moxke Ooutu 2. llpema Tome, 3a oBe BpeaHOCTH
opoja n jegnaunna a® — nb®> = 2 Hema pelene.

OJ

ITpumep 2.
Iocmoje domenu xoju cy 2aaehu, aru wucy eykaudcku. Taxas je

npemen Z[(1 ++/—19)/2].

Jlema 5.
Ileo 6poj x deau a + by/n € Z[\/n] axo u camo axo x deau a u x
deau b.

oxa3s.
Ykouuko  gesm a—+by/n, rana nocroju enement ¢+ dy/n u3 Zly/n,
TaKaB Ja je

a+byn = z(c+dyn) = zc+ xdyn.

Buanmo ga mopa 6utn a = xc u b = xd, ogaxie ciaeau 1a r Iead a
u T neau b.

OJ

2.2 Ilpcren I'aycoBux mesnunx Z[i|

Paju sakmier pemabaimba KBaJpaTHUX penuipoinurera, Johann
Carl Friedrich Gaus® je y c¢Bojoj mpyroj monorpaduju yseo HOBe

!Johann Carl Friedrich Gaus (1777 ~ 1855) Hemauku MaTeMaTuyap u
HAyIHUK
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OopojeBe, Koju cy 1o mwemy HaszBauu [aycosu ueau Opojesu. To je
6110 BeJIUKO JlocTuruyhe, jep v ['aycoBo Bpeme KoMmILIeKCHU OpOjeBH
HUCy Omim nobpo cxBahernu. OH je OTKpPHO Ja je MpoydaBarbe
MUTama O KBAaJPaTHUM OCTaIllIMa jeIHOCTaBHUje YKOJHKO YMECTO
neanx OpojeBa mocMarpamo "mesre KoMmiLiekcHe Opojese”, mazga ce
OHa He OJHOCE Ha KOMILIEKCHE Opojene.

Ba n = —1, mobuja ce npcren Z[i], koju ce Has3WBa MpPCTeH
laycoux nmeaux. OH je obauKa

Zli) = {a+bi:a,b € Z}.

A
3

[ ] L L ] L J [ ] o
2

[ ] L [ ] L ] [ ] [ ]
1 2414

[ ] ® L ] L J [ ] o

3 2 1 1 2 3

A

[ ] L L] L J ] (]
-2

[ ] L L] L J L] L ]
-3

[ ] L ] L ] ® [ ] o

Cnuka 2: Taycosu nenm 6pojeBn

IIpcren TaycoBux mnenux je eyKJIUJICKUA TPCTEH, Y OJHOCY Ha
bynxuujy mopme N(a + bi) = a® + b2 [loka3 Tora cMo BHUIe/IH
y mperxogHoM jeny. Kako je mperen Z[i| eykiuacku, oH je u
[JIABHOUIEAJICKT & CAMHIM THUM U €, je JTHOSHATHOM (DAKTOPU3AIIH]OM.
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Jlema 6.
Jedunu eaemenmu koju cy uneepmubusnu y Lli] cy 1, =1, 1 u —i.

Jloxas.
[TpernocraBuMo 1a mocToju eseMentT « = a + bi u3 Zl[i], koju je
unBeprubuaan. Taxa nmocroju § = ¢ + di u3 Z[i], Takas na je

af = 1.
HopMvupamem mperxoiHor u3pasa, 1oduja ce
N(af) = N(a)N(B) =1,

onaxje ciaegu jga je N(a) = 1 u N(B) = 1. U3 nupse jennauune,
nobujamo ma je a® + b? = 1. To Baxu jemnmuo ako je a®> =1, b> =0
wm a®> = 0, > = 1, omocHo a = +£1, b = 0mwm a = 0, b = +1.
ITpema TOMe, MHBEPTHOUIHE €JIeMEHTH y IpCcTeny [ayCoBUX IeJInX
ey 1, —1, i, —i.

]

Nuseprubuine ejemenTe y npcreny l'aycoBUX TEanX HAa3UBAMO
jemmannava. Kako nperen Z[i] mma deTupu jeamHHIE, CBAKOM
eJeMenTy « € Z[i] je IPUIPYKEHO YeTHPH eJIeMeHTA:

a, —o, at T —ad.
e JlesbuBoct y mpcreny Z[i]
Y npcreny Z[i] nespuBoct ce geduHUIIe KA0 U Y CBAKOM JAPyTOM
npcreny. Mehyrum, ne mopajy cBaka jasa [aycosa 1esna 6poja jia

Oy/y Je/buBa. Y KOJIUKO Pe3y/iTar Je/berha jBa [aycoBa Gpoja Huje
Taycos 6poj, Taja 3a BUX KazKeMo J1a HUCY Je/buBU y npcreny Z|il.

IIpumep 3.
(1) Ada au y npemeny Laycosux yeaux esemernm 2 — 3i deau

17—"Ti%

(2) Hoxasamu da 2—3i deau 17+ Ti y npemeny Iaycosur yeau.
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Pewerve.
(1) Yronuko 2—3i mestn 17— Ti, Tajga nocroju eseMent x+yi € Z[i],
takas ja je 17— 71 = (2—3i)(x+yi). CpehuBamem uspasa, 1061ja
ce

17— 7i = (2x + 3y) + (2y — 3x)i.

N3jenavaBameM peaJiHOI W UMarWHApPHOT Jejia, jobuja ce ja je
x =55/13, m y = 37/13. Kako = u y Hucy nesn 6pojeBu, ciean J1a
2 — 3¢ me nenu 17+ 7i y upcreny Z[i).

(2) Kao u y mperxoHoM mpuMepy, norpebuo je wahu x + yi € Z[i],
rakaB ga je 17+ 7i = (2 — 3i)(z + yi). Cpehubamem uzpasa u
n3jeHavaBambeM PeaJHOT U MMATuHApPHOT Jeia, caean faa je © = 1
n y = 5. /lakje, Kako je

174 7i = (1 + 5i)(2 — 3i),

BaxKu 1a 2 — 3i mesu 17 + 7i y upcreny Z[i).
A

Teopema 7.
Hexa cy o u B dea npoussonta eaemenma npamena Zil. Tada
saotcu da axo [ deau o y Zi] mada N(B) deau N(«) y Z.

Jloxas.

Yxoimko [ genn oy upcreny Z[i|, Taga mocroju v € Z[i], takas
na je a = (7. Hopmupamem mperxojHe jeanadnne, u kopucrehm
MYJITHILUINKATHUBHOCT HOpMe, j100uja ce

N(a) = N(By) = N(B)N (7).

Osa jennaunna je u3z Z, a xako je N(a) = N(B)N(v), crean na
N(B)IN(a) y 2.
0

OBa TeopeMa oMoryhapa u Ja ce Ha OP3 HAUUH TPOBEPHU KOja IBa,
TaycoBa nesia 6poja mucy jgespua. Ha npumep, ykosmko (7 + 2i)
neau (5 + 114) y npereny Z[i], Tana N(7 + 2i) meqn N(5 + 114)
y Z, onnocuo 53 nenm 146, mro Huje Tauno. Jlakse, yKOJIHKO
HOpME eJieMeHaTa HUCY JieJbuBe V Z, Taja eJJeMeHTH HUCY JIe/bUBH
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y npcreny Z[i].
Obpat Teopeme e Baxku: ykoauko N(S) memn N(«) y Z, e Mopa
Ja Baxku ja [ nean 'y Zli].

IIpumep 4.
Iloxasamu da b + 3i ne deau 13 + i y Zi].

Pewerve:

Hopwma 6poja 5 + 3i je 34, a nopma 6poja 13 + ¢ je 170. Buaumo
na 34 menu 170 y Z. Mebhyruwm, na nu 5+ 3i genn 13 + iy Z[i]?
YKOJIMKO TO BazKi, MOpa MOCTOjaTH eJeMeHT & + yi u3 Z[i], Takas
aaje 13+ = (5 + 3i)(z + yi). CpeljuBamem nspasza ngobuja ce

13+ i =5z — 3y + (3z + 5y)i.

N3jenavaBameM peajHOr U UMarnHApPHOT JieJia, 100uja ce

13 = bxr—3y
1 = 32+ 5y.
PemaBamwem cucrema, cieau pa je © = 24/17 u y = —11/17, wro

Hucy 1eam 6pojeBn, ma x + yi Huje enemenT npcrena Z[i]. Jlaxie
5+ 3i me nesn 13 + iy Z[i].
A

Teopema 8.
Yroauxko je a enemenm npemena Zli| wuju je gaxmop 1+ i, mada
he rwezoea nopma oumu napna y 2

oxas.
YKoamKO je 147 baxTop o1 o, Taj1a av MOYKe Jla ce 3aIuline y OOJIuKY
a = (141)p, 3a veko B € Z[i]. Hopmupamem oBor uspasa, joduja
ce

N(a) = N((1+3)8) = N(1 +))N(8) = 2N(8).

Jlakjie, HOpMa eJeMeHTa (v je mapHa.
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e Eyknunos aaropuram y Z|i]

Kaxko je mpcren Z[i] eykauacku, y meMmy je JedUHACAH eyKINIOB
ajiropuraM, 3a ojpehuBame najseher 3aje HuUKOT JeN01A /B €Jie—
MeHTa. [lokazaheMo Ha HEKOJMKO jeJHOCTaABHUX IIPHUMepa, KaKo
eyKJIMJIOB aJIlOpUTAM M3rJIe1a y npcereny Z|i].

IIpumep 5.

(1) Tlokazaru na cy o = 30+ 7¢ w 8 = 3+ 10¢ peslaTuBHO TIPOCTH
y prstenu Z][i].

(2) Onapenntn najpehin 3ajemxanakn fgeaunan 3a o = 15 — 10i u
B=6—Ti.

Pewerve.

(1) TlpumenoMm eyk,aup0BoOT ajropurMa Ha 6pojese o u 3 106ujamo:
3047 = (3+10i)(1—3i)—3+6i
3+10i = (—3+6:)(1—1)+7
—34+6i = i(6+3i)+0

Kako je mocieamn He-Hy/Ia OocTaTaK jeAMHUIIA, 3aK/bYyUyjeMO 1 Cy
a =304 7iu =3+ 10i penarusao npoctu y Z|i].

(2)
15—10i = (6—7))(2+i)—4—2
6-T7i = (—4—2i)(-1+2i)—2—3i
—4-2 = (=2—49)(2)+0.

[Tocseamu ocraTtak paznudauT O HyJe je —2 — 4, TaKO Jia je OH
HajBehu 3ajeHUYIKHN mAeauaan 3a o u 3.

JAN
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Hajsehu 3ajennnuaku geannan d 3a nBa enementa «, [ € Z[i],
ofipeheH MPeKOo eyKJIUIOBOT aJrOPUTMa, MOYKe J1a Ce IPeJICTaBU Kao
IbUXOBA JIMHeapHa KoMmbuHamuja. 1o ce moduja BpahameMm yHazan
KpO3 KOpake eyKJIuJI0Bor ajaroputma. [Ipumenwmhemo Taj moctymak
HA MIPETXOJHU ITPUMED.

IIpumep 6.

(1) a =30+ 7i u =3+ 10i cy peslaTUBHO TPOCTH, jep UM je
MOCTeIIbY He-HyJda ocTaTak y EyKanpoBoM aJaroputMy jeanak ¢. 1o
i ce MOXKe M3pas3uTH Kao Z[i]— komMOuHanmja on o u 3, Kperambem
yHa3aJ, KPOo3 Kopake EyKInA0BOr aaropuTmas

i = 3410i— (—3+6i)(1—1i) =
= 34 10i— (30 + 7i — (34 10i)(1 — 30))(1 — i) =

= f—-(a=(B)1=3)(1—-1)=
= (—1+1)a+(—1—4i)p.

[Ipema ToMe, Kako je ¢ HajBehn 3aje THUUKH JeaUIaIl 38 o i [ BaXKH
=(—1+i)a+ (—1—49)p.

(2) Bumenu cmo nma je —2 — i majBehin 3ajemHuukum memarn 3a
= 15—10t u f = 6 — 7i. Kpehyhu ce ynasan kpo3 kopake
EykanmoBor ajaropurma, g06mjamo:

2 i = 6—Ti—(—4—2i)(~1+2)=
6—7i—(15—100 — (6 —7i)(2+14))(—1+ 2i) =
= (15—-100) (1 —20) + (6 = 7)) (1 + (24 i) (=14 27)) =
= (15—10i)(1 —24) + (6 — 7i)(—3 + 3i) =

= ol —2i) + (-3 + 3i).
Jlaxkse, HajBehn 3ajeIHUYKY JIeJIMIAI 32 o U 3 MOXKe Ja Cce 3allHIille

y O0JIUKY:
—2—i=a(l —2i)+ B(—3+ 3i).
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2.3 TIlpoctu enementu y Z[i|

Kaxko je npcren Z[i] eyKIMICKY, ¥ BeMy ¢e TTPOCTH eJIEMEeHTH U
ATOMHU TIOAYIapajy. ¥ MPETXOAHOM JeJIy CMO BUJETU Ja TPCTEH
Z[i] wva uerupu jegunune. Kopucrehn Ty dmbeHHILy, MOXKEMO
OZipeTNTH Koju ¢y npoctu 6pojesn y Z[i].

Teopema 9.
Bpoj o € Zli] je Taycos npocm 6poj yrosuko cy my jeduru daxmopu:

1, =1, 4, —1, o, —a, v u —ic.

oxa3s.

Kako je v npoct, a camMuM TUM U aTOM, CJIEJU Ja aKO je OH 00JIMKa,

a = Py, wim [ win v Mopajy Outn maBep3ubmiaHu. Heka je [

uHBep3ubmwIan, Taja je o mwin +1 uam £i. Y ToM ciydajy, ¥ Mopa

outn +a wm +ic. [lakite, daktopu o1 o ¢y £1, i, a u +ia.
O

Opu dakTopu ce HA3UBA]Y Mpusujasty PAKTOPH eJIeMEHTa, (.
YKOJIUKO je a 1eo Opoj KOju HUje MpOCT, Taja oH Hehe OWTU HU
laycos npoct 6poj. MehyTum, ia Jiu je cBaKH 11€0 IPOCT OPOj yjeaTHO
u [aycoB mpoct 6poj? Y oBoM nenry heMo BHIETH Ja TO He MOpa Jia
BazK1.

laycos npocT 6poj ce moxe jecbunucaru u Kao L'aycos 1eo 6poj
Koju Huje mpou3Boj [aycoBux mesmx ca mamom HopMmom. Creneha
JieMa HaM Jiaje jeany Be3y uaMely nesmx nmpoctux 6pojesa u ['aycoBux
npocTux Opojesa.

Jlema 7.
Axo je nopma Laycosoz yenroz bpoja npocma y Z, mada je on npocm

y Z[i).

oxa3s.
Heka je a esiement nperena Z[i], auja je nopma N(«) npocra y Z.
[IpernocraBumo ma je a coaoxken. Tama mocroje S u y TakBu ja je
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o = (. Hopvupamem nperxoHOr n3pasa, u Kopucrehn ocobuny
MYJITHILTAKATABHOCTH HOpMe, jiobuja ce:

N(a) = N(By) = N(B)N (7).

Kaxko je N(«) mpoct y Z, mopa 6uru N(5) = 1 wim N(vy) = 1.
IIpema Tome, [ wawm ~y cy jemunune y npcreny Z[i], ma « Hema
HeTpuBHjasiny (paxkTopusaujy.

[

Hososman ycioB 3a 'aycose nese 6pojese j1a Oyay HpocTH je Ja
uMajy npocty Hopmy. Taj yeiaos Huje Heonxoman. To hemo Bumern
Ha npumepy 6poja 7.

IIpumep 7.
(1) Bpoj 1 + i je I'aycos mpoct 6poj. Hberosa nopma je
N1l+i)=1+1=2,

a To je npoct O6poj v Z. Kaxo ne mocroju I'aycoB meo 6poj duja
HOpMa Jesu 6poj 2, 1+ ¢ Huje npousBo ['aycoBux meaux ca MamoM
HOPMOM.

(2) Bpoj 2 uuje Taycos mpoct 6poj. VY Zli], on Moxe ma ce
3almIe Kao
2 = (1414)(1—1).

Oba 6poja, 1 + ¢ u 1 — ¢ umajy HOpMY jeJHAKy 2, IITO je Mambe O
Hopme N(2) = 4.

(3) Hda 6u ce mokazauo jga je 7 npoct y Z[i], nocayxuhemo ce
KOHTpajuKinujoM. IlpermoctaBumo na je 7 ciaoxkeH. Tama moctoje
a u [ u3 Z[i|, takBu na je nerpusujasnna dakropusanuja

7T=ap.
Hopmupamem nperxogne jejgnaunne jobuja ce 49 = N(a)N(B).
Kaxko je dakropusanuja nerpusujasua, N(a) > 1 u N(8) > 1.
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[Tpema tome, mopa 6utn N(a) = 7u N(S) = 7. Heka je a = a+1b.
U3 N(a) = 7, nobuja ce a®>+b? = 7. He nocroje e/ 6pojesu Koju
3a7I0BO/baBajy JaTy jeTHAKOCT, MpeMa TOMe, TO je KOHTPaIUKIIIja.
Hakme, 7 nma jemquno tpusnjaany dakropusanujy y Z[i], ma je 7
upoct y Z[i].

Heka je p npoct, no3utuBa, 1meo 6poj. YKOJUKO OH HHUje IPOCT
v Z[i], uma daxTop a + bi. Taga saxku N(a + bi) nema N(p) = p?,
omnocno N(a+ bi) = (a + bi)(a —bi) = a® + b* = p. To mac noBoaH
J10 ciiesiehe Teopeme.

Teopema 10.
ITpocm, nosumusan, yeo 6poj p je croocen y Zli] axo u camo axo
Mooce da ce sanuwe kao 36up dea keadpama.

oxas.
=: Heka je p mpoct, mosutnsas, 1meo 6poj xoju je caoxken y Z[i].
Taia MozKe ja ce 3amnuiine y o0JIUKY:

p=(a+bi)y

rie cy a + bi u y I'aycoBu mesin 4mja je HOpMa Marba O HOpMeE O
p. Hopmupamem ce mobduja za je

P’ = (a® + %)%
Kaxo je p npoct, Mopa 6utu p = a? + b>.

<: Heka je p = a®+ 0. Taga y Z[i] on moxe ja ce dpaxropuiie
Ha cjaemeny Hadmm:

p = (a+bi)(a — bi),

OZlaKJIe ce BHIM Ja p Huje npoct y Z[il.
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[Ipsu npoctu 6pojeBu y Z koju cy 36up JjiBa KBajpara cy 2, 5,
13, 17 m 29. Onu Mory na ce 3a0UINIy Ha ciaefenn HAYHH:

= 12+12
_ 12+227
13 = 2243%
17 = 12 +4%
29 = 22452

Cpaku o1 BuX je ca0xkeH y Z[i], jep Mory ma ce mpeacraBe Kao
NPOU3BOJI KOHjyTaTa, Yrje Cy HOpMe je/ITHAKe TUM TPOCTUM OPOjeBUMA.

= (14+4)(1—19)

= (142i)(1 —2i)
13 = (2+30)(2 - 30)
17 = (1+40)(1 — 40)
20 = (24 5i)(2 - 5i)

Jlema 8.
Leau npocmu 6pojesu obauka p = 3 (mod 4) cy nepacmasrusu y
Z[i], na cy u npocmu.

oxa3s.
[IpermocTaBuMO CyIpOTHO, HEKA je mpocT 1meo 6poj p = 3 (mod 4)
caoxen y Z[i]. Taga on Mmoxke na ce dpakropuine Ha ciaegehn Hadn:

p = (a+bi)(c+di),

rae ¢y a+bi u ¢+ di € Z[i]. Hopmupamem nperxo/He jeHaKOCTH,
jo0buja ce:

p? = (a® + b)) (* + d?).
Kako je p npoct, mopa 6urtu:

a+b =
c+d =

SRS
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MebhyTum, Kako 36up jaBa KBajpara Moxke outu jemrax 0, 1 wiam 2
(mod 4), a p je 6poj obauke 3 (mod 4), cyienn na jeJHATMHE HEMA]Y
pemewa. [Ipema Tome, p Mopa 6utn tpoct y Z[i].

]

Jlema 9.
Hexa je p = a*+b* = 1 (mod 4) npocm nosumusan ueo 6poj. Tada
cy a+ bi u a — bi npocmu y Zli].

oxa3s.
Vkomuko je p = a? + b? = 1 (mod 4) npoct mozuTEBaH 1EO 6POj,
Ta1a je

p=a*+b*= (a+bi)(a— bi).

Hopmupamem ce mobuja ga je N(a+bi) = pu N(a—bi) = p. Kako
je IUXOBa HOPMa IIPOCTa, OHJIA U OHHU MOPajy OUTH IIPOCTH.
Ykomuko ¢y a-+bi u a—bi npuapyzxkenu, Taga je a—bi = u(a+bi),
rje je u Heka jejauHuiia. PasmorpuheMo cBe ciydajeBe. Y KOJHUKO
jeu = 1, Tama je a — bi = a + bi, ogmocno p = a®. Yxoamko je
uw = —1, Tana je a — bi = —a — bi, ognocuo p = b%. W, ykoamko
je u = +i, Tana je a — bi = 4i(a + bi), ognocuo p = 2b%. Kaxo
je TMpocT MO3UTHUBAH Ieo0 OPOj, oBe MoryhHoctu ormnamajy. [Ipema

ToMe, a + bi u a — bl HuCy UPUAPYKEHH.
O

Ha ocroBy mpeTxoanux jema, MOxKeMO (DOPMYJIHCATH TEOPeMY,
KOja HaM TOKa3yje Koju cy cBe ['aycoBu mpocTu 6pojeBH.

Teopema 11.
IIpocmu Taycosu yeau 6pojesu cy (do na npudpysicernocm,):

e npocmu ueau 6pojesu konwepyenmuy ca 3 (mod 4)
o1+

e x+yi ux—yiadejep =2+ y*> =1 (mod 4) npocm
no3uMuUEan ueo 0poj
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Jlema 10.
3a cearxu npocm 6poj o € Z[i], nocmoju nosumusan npocm 6poj
a € Z maxas da o deau a.

Jloxas.
Heka je « mpoct enement npcrena Z[i|. Kako je merosa Hopma
jemnaka N(a) = « - @, yBek Baxku ga « mean N(a). VKoauko je
merosa Hopma N («) npocra y Z, taga je a = N(«).

YKOJIUKO je HOpMa CJIOKeHa, OHa MOzKe jia ce pakTopuiie y Z
Ha ciaenehyn Havmo:

N(a) =ajay - ap,

npu 4emy cy a;j, j = 1,2,...,n npocru y Z. Kako a gemu N(«), a
Qv je IPOCT, MOpa IIOCTOjaTh a; TaKaB Ja o JeJIH «;.

OJ

Kopumhemem dakropusamuje nopme y Z, MOXKe ce OJIPEJTUTH
Koju cy ¢gaktopu I'aycoBux menux OpojeBa. To cienu u3 cBojcTBa
MYJITHUIIJIMKATUBHOCTU HOPME.

ITpumep 8.
Koja je npocma daxmopusayuja 6poja 1845 + 10060 y Z[i] ¢
Pewerve.
Hopwma 6poja 1845 + 10067 je 4416061, a mpocta dakTopusamumja
opoja 4416061 y Z je 13 - 37 - 9181.
Ha 6u ce nobumia dbakropuszanuja o 1845 + 1006i y Z[i],majupe ce
Mopajy oapeantu koju laycosBm menum mmajy sHopme 13, 37, 9181,
a 3atuM ce MehycoOHO MHOXKe JOK ce He J100Hje TpaxKeHu Opoj.
laycoBu dakTopu ox 13, 37 u 9181 Mory ce oapeauTH Ha OCHOBY
1pejicTaB/batha CBAKOr Opoja Kao 30up jiBa KBajipara:
2°+3 = 13
1246 = 37
30 + 917 = 9181.
Ha ocuoBy oBora ce MozKe onpeuTn mbruxoBa dhakropusanuja y Z|il:
13 = (2+3i)(2 — 3i)
37 = (146¢)(1 —69)
9181 = (304 914)(30 — 914)
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N3zabepumo jegan hbakTop U3 CBAKOT TPOU3BOJA W TOMHOKHMO HX.
Kaa moMHOKIMO BpeTHOCTH 3arpajia y KOjuMa je cabuparbe, JJ001jamMo

(2 + 30)(1 + 6i)(30 + 91i) = —1845 — 10064.
[Ipema Tome, npocta dpakTopusanuja ox 1845 + 1006¢ je
1845 + 10067 = —(2 + 34)(1 + 64)(30 + 914).
Ceaku akTop ca JiecHe cTpaHe jeaHadune je npoct y Z[i|, 3ato

IITO je BUXOBA HOpMa Tpocta y Z|i].

A
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3 IIpumena I'aycoBux meamx Ha apUTMETUKY
on 7

[Ipcren aycoBux 1meux MoyKe OUTH O/ BEJIUKE KOPUCTH MPUITTKOM
JIOKa3MBabha MaTEeMAaTHYKUX TeopeMa Koje ce OJHOoce Ha OOWYHe
nejie 6pojese.

Y osom ey he 6utn pazmarpano ciaejehe:

e 1poctu O6pojeBU Kao 30HUP JiBA KBaJIpaTa

e [Iuraropune Tpojke

o Jenmaunne obauka 2 4 y? = 23

o JenHauune obsmka y? = 2™ — 1

3.1 IIpoctu 6pojeBm Kao 30up ABa KBaJapaTa

Y oBoM jiey heMo BUIETH KOju cBe OPOjeBH MOTY Jia C€ 3aIuIILy
Kao 30up mBa kBagapara. Tom npuaukom hemo kopuctutu BuiaconoBy
TeopeMy, Koja TJIacu:

Hexa je p npocm 6poj. Tada je

(p— 1! = —1(mod p).

Teopema 12.
Hexa je p nosumusan, npocm, ueo 6poj. Tada je p = a® + b* axo u
camo axo je p =1 (mod 4).

Pewerve.

=: Heka je p 36up nBa kBagapara. Taga je p =0, 1 wim 2 (mod 4).
Kako je p npoct, mpBu ciay4aj je nemoryh, a tpehu je moryh jeauno
3a p = 2. IIpema rome, p =1 (mod 4).

<: Hexka je p =1 (mod 4), u npernocraBumMo Ja je npoct y Z[i].
Ha ocroBy BuiiconoBe Teopeme, BaxKu Ja je:
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—1( modp) = (p—D!'=Uk+1-1)!=(4k)! =

(
= (1)(2)...(2K)(2k + 1)(2k +2) ... (4k) =
= (2k)!(2k + 1)(2k+) ... (4k) =
= (2k)!(4k+1—-2k)(4k+1—-(2k—1))...(4k+1-1) =
= (2B)N(=2k)(=(2k = 1))... (1) =
= (2k)/(-1)*(2k)(2k - 1)...(1) =
((2k)!

(2k)1)*

Heka je = (2k)!. Ha ocmoBy mperxomuor u3Bohema BaxKu 12 je
2? = —1 (mod p), onuocuo p gemu 22 + 1. Y Z[i], 22 + 1 moxe jna
ce dakTopuiie Kao

22+ 1= (z—i)(x+1).

Kaxko je p mpoct u genu 22 + 1, cnenu Jda p Jedd & — 4 WIA T + 4.
Heka p mesm x + i. To 3naun ga mocroju enement a + bi u3 Z|i
TaKaB Ja je

pla+ bi) = (x +1).

WsjeanadaBameM peaHor ¥ UMaruHapHOr Jiejia, 100uja ce pa = &
u pb = 1. To je KoHTpamuKIKja, mpeMa ToMe p je caoxkeH y Zi], na
MOZKe JIa ce 3alluiie Kao 30up JiBa KBa/paTa. JAN

[Ipoctu 6pojeBu HA jeUHCTBEH HAYWH MOTY Jia C€ 3aIMIILY Kao
30up JBa KBajpara. Mehyrum, ciaoxenu OpojeBu Mory jga Oyry
30HpOBHU JBa KBa/IpaTa Ha BUIIE O] jeTHOT HAYWHA.

IIpumep 9.
Hanucamu 6poj 130 xao 36up dea xeadpama.

Pewerve.
Y 7Z, 6poj 130 moxke na ce 3amuiine Kao npoussoj 6pojeBa 10 u 13.
Y Z[i], onn mory aa ce dakropumry Ha caenehn Haun:

10 = (1+3i)(1—30)
13 = (24 3i)(2 — 30)
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OBe dakTope MOXKEMO /1a KOMOMHYjeMO Ha JiBa HAYUHA!
10-13 = ((1434)(2+34)) ((1—3¢)(2—37)) = ((143¢)(2—37))((1—34)(243i)).
Haxkor pauynama mgobuja ce ma je

130 = (=74 94) (=7 —97) = (11 + 37)(11 — 30).

HHakme, 130 Moxke ja ce 3amuire Kao MPOU3BOJL JIBA KBajpaTa, Ha
JABa Ha4YMHA:
130 = 7> + 9% = 11% 4 3%

A

Cpaku MO3UTHBAH €0 OPOj MOXKe a Ce 3aIuUIe Kao MPOU3BOL
4 kBajiparta. Ilocroje u 6pojeBU KOju MOTY Ja c€ 3aIlUIly Kao 30Up
JeTUPHU KBajpaTa Ha BHUINE O jegHor HadmHa. Ha mpumep, 3a
opoj 157 Baxu daxropuzanuja 157 = 62 + 72 + 42 + 82, kao n
daxropuzamuja 157 = 22 + 6% + 62 + 92.

3.2 IlIuraropuse TpojkKe
[Turaropuna Tpojka (a,b, c) je pemierbe jegHadnne
a + b =2

Tpojka je npuMuTHBHA, YKOJIUKO @, b 1 ¢ HeMajy 3ajegHu4ke pakTope.
Kpanpar menapsor 6poja je jeanak 1 (mod 4), a kBagpar mapHor

0 (mod 4). /la 6u u muxoB 36up 6HO KBAJAPAT, jean Mopa 1a Oy/1e
HemapaH, a jejan mapatn 6poj. IIpema Tome, u mwuxoB 36up he 6urtu
Hemapan 0poj.

Teopema 13.
ITumazopuna mpojra (a,b, c) mosce da ce sanuwe y obauKy:
2?2 —
b = 2xy
c = ¥4y

npu wemy jex >y >0, (r,y) =1 ux # y mod 2.
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oxas.
Kako je (a,b, ¢) [Iutaropuna Tpojka, u3 jegaadune a® + b* = ¢?
caenu (akropusanuja y npereny Z|i]

¢® = (a+bi)(a — bi) = a* + b*.

Ha mm cy a+bi u a— bi uucy meljycobuo npoctu y npcreny Z[i]?
VKOJIMKO HUCY, IOCTOju § Koju Jeau u a + bi mw a — bi. Tama he 0
JIeJIATH U BUXOB 30Up U PA3JIUKY, OJAHOCHO 0 | 2a u § | 2bi y Z][i].
Tama N(0) | 4a®> m N(4) | 4b*. Kako cy a u b y3ajaMHO TpOCTH,
caenu ga je N(0) = 1, omsocHo 0 = +1 wim =i.

Jakse, a+bi u a —bi cy y3ajaMHO TPOCTH, & BbUXOB IIPOU3BO/L je
jennak xkBajpatry. To je moryhe jeJIuHO YKOJTUKO CY U OHH KBaJIPaTH,
WM KBaJpaTu MOMHOXKeHHU jequHuAnoM. [Ipema Tome,

a+bi = (x4 yi)?
WIH
(a+bi) = i(x + yi)?,
3a HeKo = + yi € Z[i|.CpehuBamem n3pasa gobuja ce
a+bi = (2% — y°) + (2xy)i
UIn
a+bi = (=2zy) + (2 — y?)i.

Kako je y nupBoj a nemapan, a y Japyroj napan 0poj, jeJinaanna
KOja 3a/10Bo/baBa ycJioBe TeopeMe je tippa. I3 mwe ciaemnu ja je a =
22 —y? u b= 2xy. Bamenom a u b y modeTHY jesHAUNHY, T0OHja ce
c:

P = a0 = (2? =)+ datyt =

= o'+ 2% +yt = (2 + 7).

Kako je ¢ > 0, Baxu ¢ = x° + y?. Yumenuna Ja je Tpojka
(a,b,c) mpuMuTHBHA, MOBJAYH Ja ¢y U T U y Meliycobno mpocTn

opojesu.
O

IIpumep 10.
Axo je (m,n) = (3,2) mada je npumumusna [lumazopuna mpojra
obauka (5, 12, 13).
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3.3 Jennaumna obsmka a’ + b =

Teopema 14.
3a pewera jednauune a® + b* = 3, ys yeaos (a,b) = 1 eascu da
je:

= m?— 3mn?
b = 3m’*n—n?
c = m?+n?

npu wemy je (m,n) =1 um # n (mod 2).

oxas.

U3 yenosa (a,b) = 1 caequ na a w b Hucy oba nmapua. Ouu Mopajy
OuTy wiau oba HenapHa, WM jeJaH HapaH a JApYyrd HemapaH. Y
PBOM CaIydajy 6u mMopano 6urn ¢ =1+ 1 = 2 (mod 4), a kKako 2
nuje Ky6 (mod 4) npsBu cay4aj je memoryh. [Ipema Tome, u ¢ Mopa
OUTU HenapaH.

3

Jennaunna a® + b* = ¢ moxke ja ce daxropuiie npereny Z|i

Ha ciaenehn HaYWH:
(a+ bi)(a — bi) = .

Ha m cy a4+ bi u a — bi penaTuBHO HPOcTU? Y KOJUKO HUCY,
HOCTOjU 3ajeqHUYKH meauaarn d. Kaxo oH menm u a + bi u a — bi,
Tajia OH JeJIU U IbUXOB 30MD M PA3JIHKY, OIHOCHO Jieau 2a, 2bi y Z|i].
Hopmupamenm ce Buan ca N()[4a® u N(0)|4b%. Kako je (a,b) = 1
caenn na je N(6) = 1, omnocro § = 1 win +i. [Ipema Tome, a+ bi
U a — bi pelaTUBHO IIPOCTH.

Haxje, a + bi u a — bi pesaruBHO TPOCTH & IHUXOB MPOU3BO/L
je ky06. To je moryhe jeamno ako cy m oHum KyOoBH, mjim KyOOBHU
MOMHOYKEHH! jeIMHUIIOM. KaKo cBaKa jeMHUIA MOYKEe 13 Ce 3aITUIIe
Kao Ky0
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MOXKe ce TMojipazyMeBaTn j1a cy a + bi m a — bi kybosu. Heka je
a+bi = (m+ni)®, m, n € Z. Cpehupamem uspasa, 106uja ce

a=m>—3mn% b= 3m*n —n’.

3aMeHOM BpPeIHOCTH 3a a U b y MOYeTHY je/THAYHHY, J001ja ce
¢ = (a+bi)(a—0bi) = (m+ni)*(m —ni)* = (m* +n?)?,

na je ¢ = m? + n?.

U3 qumennte 1a je (a,b) = 1 caequn ga je (m,n) = 1. YKOIHKO

ou 6uwno m = n (mod 2), taga 6u @ = —2m® = 0 (mod 2) u

b=2m? =0 (mod 2), na 6u a u b 6unu 06a napua, a To je Hemoryhe.
Jakise, m # n (mod 2).

O

ITpumep 11.
Jeduno pewere jeonavune y> +1 =123y Z je (z,y) = (1,0).

Pewerve:
Jeanauuna y* + 1 = 2° moxke na ce dpakropumme y Z[i] na cienehn
Ha4YUH:

v A+1=(y+i)(y—i) ="
Kako ¢y y + i u y — ¢ mpoctu y upcreny Z[i|, Mo jeIuHCTBEHO]
dbakropusanuju y Z[i] caequ na ceaku daxrop mopa 6yru Ky0, 10
Ha npuapyx)enoct. [Ipema Tome:

y+i=(m+ni)?

3a Heke m,n € 7. H3jenqnadaBameM peaJiHUX U MMardHAPHUX
JenoBa, nobuja ce:

y = m®—3mn®=m(m?®— 3n?)

1 = 3m*n—n®=n(Bm? —n?).
N3 npyre jemnaunne caeau ja je n = +£1. YKoJawko je n = 1, Tamga
je 1 =3m? —1, ma je 3m? = 2, a To HeMa TIEJTOOPOJHUX peTerbha.
Ako jen = —1, Tana je 1 = —(3m? — 1), na je m = 0. [lakue,

y=0majexr’=9y*+1=1,0=1.
A
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ITpumep 12.
Jedurna peweroa jednavune

22+ 4 =P
jecy (z,y) = (£2,2) u (z,y) = (£11,5).

Pewerve:
Jennaunna x? + 4 = y3 moxke na ce dakropuute y Z[i] na caenehn
HAYMH:

v =22 +4=(x— 2)(x+ 2).

VKouko je § HajBehn 3aje fHUUKHN JIeJTIIal 38 & — 20 1 X + 21, TaJ1a,
OH JIeJTH U HUXOB 30U U HUX0OBY pasiuky. [lakme, § mean 2x u 41.
Kaxko ¢ menun 47, on mopa Outn crernen o 1+, 10 HA TPUIAPY KEHOCT.

YKOJHMKO je x HemapaH, Hajsehu 3ajeqHuvkn mesamiar je 1, ma
cy T — 21 1 T + 2¢ peJJAaTUBHO TIPOCTH.

VKoJIMKO je T napaH, Hajsehu 3ajejinudku jejiuial 3a © — 2t u
x + 2i je (14 1)3. Baucra, Kako je T napas, H0CTOJU HEKH OPOj 2
TakaB Ja je x = 2z. Taja moderka jeaHadnHa, U3raeaa

v =2t r4=422+4=4(2+1).

Kaxo 4 gemm 3, 1a 6u noctojao Ky6 6poja, Mopa 2 1a mean z2+1.
YV Z[i], 2% + 1 moxke 1a ce dbakropume Kao 22 + 1 = (z +1)(z — i).
Kako 1+ memm 4, w1+ menm z +14 u 2 — 4, caean ga je (1+1)3
HajBehw 3ajeIHUYUKHU JedWaal 3a © — 2t U T + 24.

Bak/bydyjeMo na r — 2t U x + 20 MOy Ja ce 3aluiry Kao Ky0
Hekor 6poja y Z[i].

T+ 2i = (a+bi)® = (a® — 3ab*) + (3a°b — b°)i

NsjeravaBameM peajHOr W UMarnHApPHOT JieJia, JI00uja ce jia
cy jenuue moryhuocru (a,b) = (+1,1) mwiu (£1,—2), onakie ce
BUIM Aa je x = +2 wiam =11 . /lakse, jequHa pelema jeTHATNHE
2?2+ 4 =19y Zjecy (z,y) = (£2,2) u (z,y) = (+11,5).

A
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3.4 Jegmaumna obJymKa 3> = " — 1

Jennauuna y?> = 2" — 1, e je n > 2, HeMa pelllerba 3a IieJie
OpojeBe T 1 Yy pasJIuInTe O HyJIe.

IIpumep 13.
Odpedumu pewerva jednavune y° = x2 + 1.

Pewerve.
Jeanauuna y° = 22 + 1 moxke na ce dpakropumme y Z[i] na cienehn
HA4YUH:

Y =22+ 1=(z+i)(r —1i).

Hajmpe je moTpebHO ofpeauTH Ja JIM je y HapHO WJIH HEIapHO.
[Torpe6Ho je nocmarparu y° u 2+ 1 (mod 4). YKoamko je y napau
6poj, y° (mod 4) je 0. Mebhyruwm, 3a cBaky BpejHOCT Gpoja T, BaKu
na je 22+ 1 (mod 4) je pazuunro ox 0. IIpema Tome, y je Henapan
opoj.

Ja ¢y x + 1 u x — ¢ peaaruao npoctu? IIpermocraBumo jga
nucy. Heka je 0 3ajeannau genunan 3a £+ u x —1. Tajga oH jeau
U EUXOB 30MD M PA3JINKY, OMHOCHO O | 22 u 0 | 2i. Tanma 3a HOpMY
akn na N(9) | 4 y Z. Takobhe, kako je § 3ajeJHHNYKHN Jeaunal 3a
T+1Ux — i, BaXKA JA

N@) | N(z+1i) =2 +1=1"

Kaxo je y memapas, mopa 6utu N(0) = 1, oMHOCHO 0 je jenuHuIa y
Z[i].

Kako cy x4+ ¢ u £ — ¢ peJJaTUBHO TPOCTH, a IbUXOB MMPOU3BOJL, j€
HeTH CTEIEH, OHJIa MOPajy U OHM OUTHU METHU CTEIEeH HEKOI' eJIeMeHTa,
u3 Z[i|, no ma npunpyxenoct. Kaxo caka jeqununa y Z[i] moxe
Jla ce 3amuiie Kao merd crenen jepunune (1 = 15, —1 = (—1)5,
i =1i°, —i = (—i)%), mocroju a € Z[i] Takas na je

r4i=a’.
YKouKO je o = a + bi, mpuMenoM dunoMmue dopmyJie goduja ce:
r+i=(a+bi)> = a®+5a*bi —10a*V? — 10a*b%i + 5ab* + ib® =
= (a° —10a®V? + 5ab*) + (5a'b — 10a®b* + b°)i.
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N3 mperxoHe jeiHAKOCTH CJAeIn 1, je

v = a® —10a*b* + 5ab* = a(a* — 10a*b* + 5b)
1 = 5a* —10a%b® +b° = b(5a* — 10a*b* + b*).

N3 nocsieme jegHaqdunne ce BUM Ja 110CToje jBe MoryhuocTn:

b=1
S5a* —10a’2+1=1

nJjin

bh=—1
5a* — 106>+ 1= —1

Vkosuko je b =1, ciequ aa je Ha?(a® — 2) = 0, ojak/e ce Bujau
naje a = 0 wim a® = 2. Kaxo je a®> = 2 nemoryhe y Z, cieau jga je
y oBoM cay4ajy a = 0.

Vkomuko je b = —1, caequ aa je ba* — 10a? = —2, oxnmocno
5(a* — 2a®) = —2, mro je nemoryhe.

Jakie, jequno peeme jeanadune y° = 22 + 1 je (z,y) = (0,1).

A
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