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1 VYBosg

Teopuja BepoBaraohe je MmaTemaruvka 06JIaCT KOja MMa, BeJIUKY npuMmeny y Haynu. [locebmno
BEJINKY TPWMEHY MMa MATEeMATWYKa CTATHCTHKA KOja je 3aCHOBAaHA HA TEOpHju BepoBaTHOhe.
Beposaruoha ce npumemyje y pemaBamy pasaux npobsemMa Kako y IPUPOIHAM HAYKAMA TaKO U
y TEXHUIKUM W JPYIITBEHUM HAYKAMA.

Y oBoMm payty 6uhe npescTaB/heH €JIEKTPOHCKH HACTABHU MATEPHUjaJI 33 Cpe/iby mikoiry. Ma-
TEPUjaJI CaJPKU TEOPHUJCKU JIe0 u J1eo y Kome he butu obpabhen oxpehenn 6poj 3ajaraka. Oba
nena he 6wrm mponpahena cimkama w anmMarnmjama Koje he OuTm Kpewpane y mTpPOTPaAMCKOM
nakery GeoGebra y 1musby MHTEPAKTHBHOT TPEICTABIHAHA HACTABHE TEME.

Cspxa oBor pajia je jia ykaxke Ha moryhuocT derrher kopuiiihema UHTEPAKTUBHUX MATEPH-
jaJia y PeJIOBHO] HACTABM MATEMATHKE W Ja C€ MCTAKHE KOPHUCHOCT ITOBE3WBAHa O00PA30BAHOT
MpOTIeca ¢a WH(MOPMAIMOHNM TEXHOJOTHjaMA.

OBaj nacraBau MaTepujas Ouhe HAMEHEeH YISHUITMMA U HACTABHUITIMA KA0 JIOATHO HACTABHO
CPEJICTBO KOj€ HY/IY BU3YEJIHU 1IPUKA3 KAKO TEOPHUJCKOI' JIEJIA, TAKO U JIeJIa Yy KOME Cy IIPUKA3AHU
3a/lali.

Kwure [1] u [2] cy kopunihere Kao riaBHM W3BOP NPUIIMKOM (DOPMYJINCAHa OCHOBHUX MOj-
MOBa, JiepuHAIH]a U TeopeMa, a 30upke [5], [6] u [7] Kao riaBHM W3BOP 3a HaBOhEMmE MpUMepa U
3a/1aTaKa.

[Tpro morsasibe, OcHo8Hu NOJMOGU KombOuHaMoOpuke, yKazyje Ha Be3y uamely Teopuje Be-
poBaTHohe u esiemeHTapHe KOMOMHATOpPHKE. 300T Te Be3e KOPHCHO je IMOJICETHTU Ce OCHOBHUX
nojmoBa u dopmysia. llopen nedurunuja Besannx 3a nepMmyraiuje, Bapujanuje u KoMOWHAIHI]e
ca u 6e3 MoHABJHAIHA, IOMEHYT je mojaM (pakTopujesa n bmHOMHOr Koedurmjenta. Kako ce ese-
MEHTapHA KOMOMHATOPUKA y CpeambuM miKojama obpahyje kao 3acebna mHacrtaBHa Te€Ma, JIATO je
CaMO HEKOJIMKO IPUMEpA y Iujby mojicehama.

Y apyrom morsaiby, Jluckpeman npocmop eeposammoha, yBOIM Ce TOjaM CJIyvajHOT I0Ta-
haja u roBopu ce o oneparnujama ca gorahajuma. CBaka medunuimja je mponpaherHa aHUMAIIjOM
kpeupanom nmomohy GeoGebra nporpama. Takobje ce yBoan kitacudsa JeduHAMja BepoBaTHONE
¥ CBOjCTBa BepoBaTHohe.

Tpehe nornasme, Ycaosna eeposammoha u Hesasucrocm, GaBU ce TOJMOBHUMA yCJIOBHE Be-
posaruohe u mezaBucuoctu sorahaja. o dpopmanaux gedunuinmja ce q01a3u aHAJIU3OM JATAX
npuMmepa. /lar je moka3 TeopeMme Koja rOBOpH O CBOJCTBHMA yCJIOBHe BepoBaTHohe. Jlokazana je
dopwmysia Toraane BepoBarnohe u Bajecosa dhopmyura.

Y gersprom norsiasiby, Ieomempujcka eeposamnoha, obpabhyje ce nojam reomerpujcke Bepo-
Barrohie. OBaj mojam je O6mo TyIaBHM pa3Jior 3a TOBe3WBame Teopuje BepopaTHohe ca GeoGebra
aHUMAIIFjaMa, 1a, je 300T Tora pelemke CBAKOT IPUMepa, U 33JaTKA, BU3YETHO MTPUKA3aHO TOMONY



GeoGebra annManuja. Y OBOM MOTJIABJBY je TakKohe HA MHTEPAKTUBAH HAYUUH WIYCTPOBaH Bep-
TPAHOB MAPAIOKC.

Y Ilerom norsasiby, Cayuajne eaudume, IPUKA3AHU Cy MOjMOBH CJIyYajHA BEJIMIUHA, PACIIO-
Jiesia BepoBaTHONA city4ajHe Besimdune, PYHKIMja PACIIO/Ielie, IyCTUHA PACIO/Iese, MATEMATHIKO
OUYEKHBAILE W JUCIEP3Hja, KOje MPEeICTABIhajy HYMEPHUUIKE OCOOMHE CIAYyYajHUX BEJIUIHHA. Pas-
MaTpameM MOYETHUX MPUMepa Ce J0JIa3u J0 JAeuHUIHT]a.

[Tecro mormasibe, 3akon pacnodene seposamnohia cayvwajrux sesuvuna, nocsehieno je pacmo-
JenaMa Koje ce Hajuernhe jaBibajy u TO cy: yHH(OPMHA, OMHOMHA, HOPMAJIHA W KCIIOHEHIIH]AJTHA
pacnozesna. CBaky oJ1 HaBeJeHUX pacnojesa npare oaropapajyhe GeoGebra anmvarnuje Ha Ko-
juMa cy mpukasaHu rpaduny rycruHe pacrnojese u (pyHKIMje paciojese CiydajHe BeJTuInHe.

Cama Beb mpe3eHTaIMja Ce MOXKE HOTJIEJATH HA, aJIPECH:
http://www.alas.matf.bg.ac.rs/~ml08055/master/ .

Jhimepamypa

-

CATPEATPATA EMEKTPOHCKI MATEPHIAT MACTEPPAT

R
e ===

Cauka 1.1. Iowemna cmpana 6eb npesenmanuje

Kao mrro je Beh momenyTo 3a Kpeupame aHuMaIja, IPUKA3aHuX y OKBUPY Bed mpe3enTaruje,
kopuihen je GeoGebra mporpamvcku maker. TBopar; oBor mporpama je Mapkyc Xoensapmep'.
IIporpam npyzka moryhaocT Kpenpama aHUMUPAHOT CAJAPXKAja KOjU HA WHTEPAKTUBAH HAYUH
yBoau HOBe mojMoBe. Ilomohy oBor mporpama MOBpIIHHA 33 IPTaibe je MOBE3aHa ca ajredap-
CKUM TIpuKa30oM. Barn 360r oBe unmenntie GeoGebra je m3y3eTHo TOTo/IHA 33 TpaQUIKH TPUKA3
TyCTHHE pacrojese u oarosapajyhe dbyHkImje pacmoesie, jep ce mapaJjeiH0 MOXKe MPATUTH TPO-
MeHa m3riena rpaduka QyHKIHja ca MpoMeHoM oapehennx mapamerapa.

! Markus Hohenwarter



lum oBor pajga je Takohe j1a yKake Ha TO Ja Ce IMOpeJ] reOMEeTPHjCcKe BepoBaTHohe u apyre
HACTABHE JeJIMHUIIE MOI'Y PElpEe3eHTOBATH Ha WMHTepakTuBaH HaumH. CBpxa BeO npeseHTAlUje
je na ce yBohemeM mHMOPMAIMOHUX TEXHOJIOTH]a ¥ HACTABY MaTeMaTuke moseha 3amHTEpecoBa-
HOCT yY€HWMKA U OJIAKINA, Y OjpeheHoj Mepu, nporec ydema.

ITopen, momenyTux moryhmoctu Koje mygu GeoGebra mporpam, Takohe moctoju yrpahenn
kasikynatop sepoatHohe u crarmcruke (Comka 1.2). Kankynarop pauyna Beposarnohy na
CIIyYajHA BEJIMIUHA y3M€ BPEJJHOCT W3 jeJHOCTPAHOT JIECHOT, OJHOCHO JIEBOT WHTEPBAJA U JIBO-
CTPAHOT WHTEPBAJIA W NpHWKalyje oarosapajyhe rpaduke rycruHa pacrojelia, y 3aBUCHOCTH O
Tora Koja je pacnojerna uzabpana (MOCTOjU BeJMKU GPOj PA3HUX PACIIONEINA).

o Kalkulator verovatnoce = =

= =

Distribucija | Statistika

T T
2 4 8 a8 10 12 14 18 12 20 22

p=6 0=34641

/| Gama v
a |3 B 2

AHE

P( 9.3282 =X =13.0923 )= 01262

Crnuxka 1.2. Kaaxyaamop eeposamiohe



1.1 UNcropujcku pa3Boj Teopuje BepoBaTHohe

He moxe ce ca curypraomhy pehm Kaja je Teopwja BepoBaTHOhe MowUesa Ja ce uU3ydaBa.
TuraBau pazsior 3a nmoderak m3ydaBama BepoBaTHOhe cy OuJjie xa3ap/iHe urpe, Tj. Urpe Ca KO-
nkama. 2Kespba 3a jJakuM u Op3WM HAYHHOM 33 CTHIAILE HOBIA je HATEpPaJia MHOTe KOIKape Jia
pa3MuIiLbajy 0 TOMe Kako Jia nosehajy mancy 3a nobesay. Tako je oko 1560. rojaune nrasmmjancku
Jiekap, npodecop reoMeTpuje u C'fpaCTBeHI/I korkap Kapdaro ? uapaaymao sa je Beposarnoha, mo-

jaBJbUBAIHA CBAKE CTPAHE KOIIKE 5 7 JT3, OBO BaKW CaMO 33 MCIPABHY, OJHOCHO ,,[IOMITEHY” KOIIKY .

Ogro orkpuhe ce 6p3o mporupuiio Melly maremarnaapuma. KapmaHo je HAMUCao KBUTY TOJ Ha-
3uBOM Kruza 0 uzpama co K0uKom Y KOjOj TOBOPH O PE3YJITATAMA JIO KOJHX je JOIIAO0.

Yaxk je u nozuaru laiuneo Iarunej 3 o6jaBuo pay Pasmuwwarea o uepama ca koukom 1620.
rojiue. Y pajiy roBopu O BepoBaTHOhaMa Pa3/MyunTHX MCXOJA AKO CE MIPA Ca JIBE KOI[KE.

3a ja/bu pa3poj Teopuje BepoBaTHONe OMTHA je MUCMEHA JUCKYCHja KOja Ce OUrpaJjia OKO
1655. romuue mamelyy Baesa Ilackana * m Iljepa Pepmaa 5. Jluckycuja ce GaBmia 3aKOHHTO-
CcTUMa BepoBaTHONe K01 KOIKe 33 UTPy U OmJIa je mojcTakHyTa mucMoM Koje je Ilackairy mocitao
|HeroB npujaress, konkap Ilesaarue Mepe . Mepe je 3apauo BesmKy cBOTY HOBIA Kjajehn ce
na he kox wernpum Oarama KOIKe 33 UTPY, MIECTHUIA MACTH 0ap JeJAHIyT.

Xonaunackn mareMmaTmaap Kpucmujan Xajeenc ” je 1657. rommme mznao kmury Teopuja o
Ta3apoHuM U2pamae y Kojoj ce GaBU TEOPHjCKUM 3aCHUBAKEM BEPOBATHONE W MPBU IYT MOMUHE
IIOjMOBE Ka0 IITO Cy MATEMATUIKO OUEKUBAbE, CIyUajHe BEJIMINHE U JPYTe.

Beposarnoha mocraje HaydYHA TUCIMILIAHA HAKOH 00jaB/hUBaKA KibUre Bewmuna npedsuba-
1ba mBajApCcKOr mMaremaruuapa Jaxoba Bepnyauja. Y 0BOj Kibu3M je 10 UPBH IIyT IIPeJCTa-
BJbEHA U JIOKA3aHAa TeOpeMa O 3aKOHY BeJuKuX OpojeBa Koja je jaHac mo3nara Kao bepmynmjeBa
TEOpPEMA W MPEJCTaBIba MPBY T'PAHUIHY TeOpeMy Teopuje BepoBarHohe. Bumiie o 0Boj Teopemu
ce moxe Hahn y kmusn [1].

Y ocamuaecrom Bexy Moasp ? uznaje suime pasosa meljy xojuma je u pai Joxkmpuna cay-
wajnocmu. Iljep Cumon Jlansac '° y kwuzn Anasumuura meopuja eeposamnohie yBomu nedu-
HWIM]y KOja je JlaHac mo3HaTa Kao KJiacudHa jeduauimja BepoBaTtaohe mim Jlamracosa mgedwu-
HUIIH]a.

% Girolamo Cardano (1501-1576), HTaIHjaHCKE MAaTeMATHIAD, JEKAP, ACTPOJIOT i MHI030bh

3 QGalilep Galilei (1564-1642), ntanmjanckn acTponoM, ¢usmaap, Mmaremarraap u Guao3od

“ Blaise Pascal (1623-1662), dpanmycku Maremaruaap, busuaap u bmro3od

® Pierre de Fermat (1601-1665), dbpamiycku MaTeMaTuaap i IPABHEK

5 Chevalier de Méré (1607-1684), dpanmycku miemuh u Komxap

" Christiaan Hauygens (1629-1695), xo/aHACKM MaTEMAaTHIAP, ACTPOHOM W (bHU3nIap

& Jacob Bernoulli (1654-1705), mBajoapcknm MareMaTndap W Hay THIK

9 Abraham de Moivre (1667-1754) je 6uo dpanIyckn MaTeMaTHyap. 3aHUM/BUBO je 1 je 3a KUBOT 3apaljinBao
wurpajyhu max.

10 Pierre-Simon, Marquis de Laplace (1749-1827), dpamiyckn MareMaTndap 1 aCTPOHOM



Hemauku maremarunuap Kapa Iayc '' je mosHar mo HOpMaJHOM 3aKOHY pACIOJENE BEpo-
BaTHoha ciiydajue Bejmumue. Y ['aycoBy dacT 0Baj 3aKOH HOCHU HEIOBO WME.

V aBajieceToM Beky Ha JlasbeM pa3Bojy seposarnohe pasumo je Andpej Koamozopos 2 u 1933.
rojiuue je u3nao kmwury Ocrose meopuje eeposamiohe.

Cauka 1.1.1. Kpucmujaon Xajeenc u Kapa @pudpux Layc

Moxe ce pehu 1ma je y modeTKy pasBoja BepoBaTHONE IheHA IJIaBHA MPUMEHa Omyia y KOIl-
KapPCKUM WrpaMa, aJii JAHAC je BepoBaTHONA MWPOKO pacmpocTpameHa y Haymu. ¥ dusunm
ce BepoBaTHOhA TIpUMeEbyje Y KBAHTHO] MeXaHUIM, y OMOJOruju y 3aKOHUMa HacjehuBama, Ha
npuMep Jia ce oapesim BepoBarTHOha mpeHoca remerckux obosbema. Merepeosioruja rakohe mma
BEJIMKY KOPHCT OJ1 BepoBarHohe, Ka0 u ocurypasajyha JipyIiTBa y OKBUDPY IpOIEHE PU3UKA.
Buuie o maremarnyapuma Koju Cy JIOIPUHENN PA3BOjy Teopuje BepoBaTHONEe MOXKe ce BUJETH y

[4].

' Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Hemauku MaTeMaTHuap
12 Annpenn Huxomaeswa Komvoropos (1903-1987), pycku maremaTuaap



2 OcCHOBHH NMOjMOBU KOMOMHATOPUKE

IIpobstemu kOMOMHATOPUWKE CE jaB/bajy NMPUJIUKOM H3y4UaBamha PABIUIATAX MATEMATHAIKUX

obsiacTu momyT asredpe, craTucTuKe U reomerpuje. Kombunaropuka takohe HaJIA3U CBOjy IPH-
MEHY y JIDYIMM HayKaMma, Ha MpuMep y WH(GOPMATHIM, ONTUMU3ANU]H, (DUBUIU U MHOTUM JIPY-
THM.
Jenna maremarmaka obsiacT He MOXKe ce 3amuciutu 6e3 enemenrtapHe KomOunaropuke. 10 je
Teopuja BepoBarHOhe. lpyrmm peumma, BepoBaTHOhA Ce y BEJIWKO] MEPH OCJAmHa HA 3aKOHE
koMmbmHaTOpHUKe. 360T HEpAacKUuBe Be3e m3Mel)y oBe jiBe MaTeMaTudke 0OJACTH Y OBOM TIOTJIA-
BJby Ouhe moMeHyTH OCHOBHM IOjMOBU €JIEMEHTapHEe KOMOMHATOPHUKE.

2.1 ®axkTopujen

PakTopujes ce KOPUCTUTH MPUIUKOM JepUHUCAHA OCHOBHAX MTOjMOBA 00JIaCTH KOMOMHATO-
PHKEe, & CAMHM THM C€ KOPHUCTHUTH W y PEIIaBaiby 33 aTaKA.

Hedbunnuuja 2.1.1. Paxmopujes nexoe npupodnoez bpoja n je npoudsod ceur npupodnuxr bpo-
jesa xoju cy maru usu jednaxy wemy. Osuaxa je n!, a dopmyara no xojoj ce odpehyje je:

nl=n-(n—1)-(n—2)-...-2-1.
Haxkite, ykosmko ce Tpaxu ¢akropujes 6poja 8, mo medbununuju ce gobuja:

8=8-7-6-5-4-3-2-1=40320.

Takobe ce na ocHOBY jejHakocTn

nl=n-(n—1)-(n—2)-...-2-1

(n—1)!

MOXK€ TPUMETUTHU J1a BazKH

nl=n-(n—-1). (1)

Jennakocr (1) ce KopucTu Kako GU Ce CKPATHO MOCTYIIAK PEIlaBatba 3aJIATAKA.
Yxkosmko ce y jenqnaxoct (1) yspern n = 1 gobuja ce jemnakocT

=1-1-1)L
Jamum cpehmBamenm ce gobmja 1 =1 - 0! ogrocno 1 = 0!. Jlakae, no geduaunmju ce KOpuCTH
0! =1.

IIpumep 2.1.1. Odpedumu spedrnocm uapasa:

| 102!

Y Toor’
6! — 5!

) 20




Pewemre: a) Bpojumnarn ce kopumhemeM jeTHAKOCTH (1) MOXKe Pa3IOKUTH KAKO O ce CKPaTHO
JIATH PA3JIOMaK.

102! 102-101! 102 -101 - 100!

100! 100! 100!
6) Hakon mpumesne jeaaakoctu (1) u3iBaja ce 3aje THUYKY YHHUIIAI UCIPE]] 3arpaje y OpojuoIy.
6!—5' 6-5!—-5! 5!-(6-1)

120 120 5!

=102 - 101 = 10302

=6—-1=5

ITpumep 2.1.2. Ckpamumu pasdsomxe:

(=2
(n—4)!

n!
(n+1)!—nl

a)
6)

Pewere: Kopucru ce ucra mjeja NpuanKOM PEIIABabha OBOI IPUMEPA.

a)
(n—2)! _ (n—2)(n—

(n —4)! (

3)(n—4)!
i =(n—2)(n—3).
o n! n! n! 1

(n—i—l)!—n!z(n—i—l)n!—n!:n!(n—i-l—l) n’

x+2)!
(x —1)!
Pewewe: Kopumhemewm jequakoctu (1) mobuja ce jennaunua
(x+2)(x+1z(x—1)!
(z—1)!

IIpumep 2.1.3. Pewumu jednavwumny =120, x e N.

= 120, Tj.

(x +2)(z + 1)z = 120. (2)
Jenmaunna (2) je eKBUBAJIEHTHA je[HATHHI
23+ 322 + 22— 120 = 0. (3)
Heka, je nosmanom o3 + 322 + 22 — 120 o3naven ca P(x), Tj.
P(x) = 2% + 32* + 22 — 120.

Kako je P(4) = 0, ouga je x = 4 nysna nosmmuoma P(), na ce MOXe 3aKJ/byduTH JIa jé TOJTMHOM
P(x) pemus ca monmmaomom & — 4. Jlememem ce mobuja:

(2% 4 322 + 22 — 120) : (x — 4) = 22 + Tz + 30.

Jaxmne, saxu P(z) = (z — 4)(2% + 7z + 30). Kaxo 3a juckpuMunanTy D KBaJpaTHe jeHATAHE
22 + 72 + 30 = 0 Baxxu D < 0, jejpaumna HeMa peasHux pemema. Jlakie, jeJHo pememe y
CKyTy mpupojaux O6pojesa jeanaunue (2), a caMuM THM W TIOYETHE jeHaqnHe, je © = 4. A



Burho je jomr manmomenytn na n!! mmje mcro mro u (n!)!. Jsoctpyku dakropujen ce medu-
Hute Ha caemehn HaguH.

Hedbununuja 2.1.2. Jlsocmpyku garxmopujen nexoz npupodnoz bpoja n, y osnauu n!l, nped-
CMaswHa NPoussod CeUT NAPHUL OPojesa KOju CY MarbU UL JeOHAKU HEMY U NPOU3E00 CEUL
Henaprux bpojesa Koju cy marwu uau jednaru wemy. darae, san =2k, (2k)!=2-4-..-(2k),
asan=2k+1, 2k+1N=1-3- ... -(2k+1).

Taxko je Ha mpumep 6!! =2-4-6 =48, mok je 7!!=1-3-5-7 = 105.

2.2 BunomHu KoeduUIUjeHT

Jor jegan OGutaH mojam je OMHOMHU KOeUImjeHT.

. n
Bunomuu koedwurmjenT ce o3HavIaBa ca ( ), a unTa n "HaL K.

k
Hedbunnuuja 2.2.1. Burnomnu xoepuvyujenm je 6poj

<Z> B kt(nniw (4)

ede jen € Ni k€ {0,1,...,n}. Ilo depunuvuju je (g) =1.

[Iomohy 6urOMHOT KOeduImjeHTa ce 3ampaBo oapelhyje Ha KOJUKO Pa3HIATHX HATWHA CE O
n mpeaMeTa MoxKe m3abparu k mpeamera.
®opwmyna (4) ce wecTo nojasibyje 'y obauKy

<Z> B n(n—l)-...k-!(n—k+1)’

jep je
n! nn—1)n-2)-..-(n—k+1(n—-k)! nn-1)-...-(n—k+1)

El(n—k)! kl(n — k)! k!

IIpumep 2.2.1. Odpedumu xoauko je:

) ()
0()-()

Pewerwe:  a)

9 9y 9 9 9 ¢ _,
3 6/ 3(9-3)! 6(9-6) 3.6/ 6'-3
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Y cnenehoj reopemu 6uhe onucana 6urHa cBOjcTBa OGUHOMHUX KoeduiimjeHara.

Teopema 2.2.1. 3a 6unommne xoedpuyujerme (Z) 8AHCU:

(o)) =

n n
2 = ] ;
) <k> (n B k) (c60jcMBO CUMEMPUUHOCTIU,);

n n n+1
= <k<n-— .
3) <k> + (k L 1) (k N 1>, 0<k<n-—1 (npasuso cabuparoa)

Jloka3 oBe Teopeme Moxke ce Hahu y Kiusn [2].

Mozxke ce mpumernutu Jia ce 70 pemiema y npumepy 2.2.1 mog 6) moxe mohu kopurihemem
CBOjCTBA CUMETPUIHOCTH.

2.2.1 YwmeTame IIpOTpaMCcKOT KOJa

[Ipunmukom mzpage Beb crpane y HTML nokyment je yrpalen mporpamcku Kot Koju omoryhasa
Ja ce oxapeau pakTopwujesi, ABOCTPYKH (haKTOPHUjes TpupoaHor 6poja n u bunoMuan KoehuImjeHT
n
k

Wckasu nporpaMcKor jeswka ce HaBoJe y 3arjiaBiby < script>, a arpubyr language rosopu
o ToMe ja ce kopuctu JavaScript 13 jesux. ®opma 3a onpehuBame dakTopmjesa:

<form name="faktorijel”>
CaJIPXKU JIBA, TEKCTYaJIHA MTOJba U jeaHo jayrme. [lomohy mpBOr TeKCTyaHOT TOJba,

<input type="text” name="argument” value="" size="20" maxlength="3">
ce yHocu npupogian 6poj n, a 3aTUM Ce KJIMKOM Ha, JyI'Me

<input type="button” value="0Odredi faktorjel” onclick="racunaj()” >
n3padyHaBa (PAKTOPHUjeT YHETOT OPoja N M Pe3yaTaT Ce UCIUCYje ¥ JPYro TEKCTYAITHO TOTHEe

<input name="result” value="" size="20">.
Koza nmomohy kora ce oapebyje dpakropujen npuponsuor 6poja n :

<script language="Javascript”’>

function fact(n)

{

13 JavaScript je 06jexTHO-OpUjeHTHCAHY jE3UK KOjU je HAMEEH 33 Pa3sB0j AlLIMKAL]a.
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if (isNaN(n)||n<0) return ”Unesite prirodan broj!”;
return(n==0 ? 1 : nxfact(n—1));

function racunaj()

{

n=parselnt (document. faktorijel .argument.value);
document . faktorijel.result.value=fact (n);

}

</script>

Y HaBesmenoMm Koay ¢yHKmmja fact, uuju je apryment n, oapehyje dakTOpHjes IpUpOIHOL
6poja n nmomohy pekypausue popmyJie. [IpBo ce ucnuryje 1a i je ynera KOpeKTHA BPEIHOCT, Tj.

ako je yuer O6poj Mamu OJT HYJIa WIN KapaKTep KOju HHUje OPoj, ucrmcyje ce mopyka: ,, Yuecume
‘,”

npupodan 6poj!”, y cynporaom dhyuknuja spaha dpaxropujen 6poja n.

[Tomohy dyuknuje racunaj() ce IpoMEHILHBOj N JOJIEIbYj€ YHETA BPEJHOCT, & 3aTHM Ce Pe-
3yJITAT UCHUCYjE Y TEKCTYAJIHO II0JbE.

Vaecure opoj 1! :5
| Oapeawm dakTopujen |

ParTopmied je: 120

Cauka 2.2.1.1. Usened npozpama xoju odpehyje daxmopujen npupodroz 6poja n

Ha wmctn magywme ¢y yMeTHYTH TPOTPAMCKHU KOJOBH TOMONY KOjuX ce oapehyje JBOCTPyKH
daxTopujes mpupomHOor 6poja N U OMHOMHN KOE(DUIHjeHT i

®opmMma 3a oapehuBame aBocTpyKOr (haKTOPHjesa TaKohe CaJIPKU JABA TEKCTYAJIHA II0Jba U
jeJHO J1yrMe.

Koza momohy kora ce oapebyje nBocrpyku dakropujesn mpuponsor d6poja n :

<script language="Javascript”>
function dvostrukifact(n)

{

if (isNaN(n)||n<0) return ”Unesite prirodan broj!”;

12



return ((n==0)||(n==1) ? 1 : nxdvostrukifact(n—2));

}

function racunajdvostruki()

{

n=parselnt (document. dvostrukifaktorijel.argument.value);

document . dvostrukifaktorijel.result.value=dvostrukifact (n);

}

</script>

YHecure opoj n: |5
Oppenu oeocTpyku dhakTopujen

Heoctpyen daxroprjen je: (15

Cruxka 2.2.1.2. HUszened npoepama xoju odpehyje deocmpyru daxmopujes npupodnoz bpoja n

®opma 3a ompehuBame OGHHOMHOI KOe(HUIHjeHTa CAIPXKYU TPHU TEKCTYAJIHA IO/HA M jEJTHO
ayrme. ITomohy mpBa jiBa TekcTyasHa TIO/ha ce YHOCE BPEIHOCTH 3a N u k, M0K ce y Tpehe Tek-
CTYaJIHO T0Jhe, y3 MOMON JIyrMeTa, UCIUCYje Pe3yJITarT.

n
Koa momohy kora ce oapehyje 6unomuun kKoedunujeHt <k:>

<script language="Javascript”’>

function izracunaj ()

{

var n=parselnt (document.forma.brl.value);
var k=parselnt (document.forma.br2.value);
var rezultat;

var i, j, s, factl=1, fact2=1, fact3=1;

for(i=1; i<=n; i++)

{
}

for (j=1; j<=k; j++)

{
}

factls= 1i;

fact2x= j;
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for (s=1; s<=(n—k); s++)

{
}

rezultat=factl /(fact2xfact3);

fact3x=s;

if (k>n)
document . forma.ime. value="n mora da bude vece ili jednako k!”;

else
document . forma .ime. value=rezultat ;

}

</script>

Y upezcraBbeHOM Koy ce mocebuo onpeljyje nl, k! u (n — k)!, a 3aTtum ce mo xomausor

n:
pemrema moaa3u nomohy gpopmyime —————.
El(n — k)!
VHecute opoj 1 |5
VHecure opoj kv |2

Oppeau BUHOMHK KoedhULMjeHT

BHHOMHHE KoehHITH|eHT je: :10

Cauka 2.2.1.3. Hsened npozpama xoju odpehyje burnommu xoepuyujerm (2)

2.3 OcHoBHA mpaBuJjia KOMOMHATOPUKE

Kao mrro je moznaro kombunaropuka ce 3anpaBo DaBu npebpojaBameM KOHAYHUX CKYIIOBA.
Ogowm npusimkom 6mhe HaBejiena pasusia nmomohy kojux ce oxpehyje 6poj esiemenaTa TpaskeHUX
ckymoBa. 3a 6poj enemenara ckyna A kopuctuhe ce o3uaka |Al.

2.3.1 IIpaBumjo 36mpa

Hexa cy Ay, Ag, ..., Ay nenpasnu xonaunu nodckynosu ckyna A u nexa cy onu mehycobro
ducjynkmuu ckynosu, onda je 6poj esemenama ckyna A

|A| = |AL| + |A2| + ... + |An].

IIpumep 2.3.1. Ha xoaurxo mavuna ce 7 ucmur 0408aKQ MOdHCE NOJEAUMU IBOJUUY YUEHUKE
maxo da ceaxu dobuje 6ap jeduy oao8ky?
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Pewerve: Y oBoMm npumepy A je ckym csux moryhux mogesna. Kako je pedeHo Ja CBaKd yYEHHK
J100uja 6ap jesHy OJIOBKY, OJHOCHO HAjMame jejiHy, a MOXKe W Buile, CKynosu A; npejcrapibajy
CKyTIOBE Y KOjUMa MPBU y4eHUK jobuja i omoBaka (1 < i < 6).

HaxkJjte, ako npBu ydenuk n00uje 1 osioBky jpyrm he j06utm 6, ako npBu ydeHuk jgo0uje 2
osoBke apyru he gobutm b m Ttako jgasbe. OBHM IIOCTYIIKOM Ce€ J0Ja3W JI0 CBHX MoryhHocTu
(1+6,2+5, 3+4, 443, 5+2, 6+ 1) xojux yrkymuo nma 6. A

IIpumep 2.3.2. Ha npasoj p damo je nem pasauuumuz mavaxa A, B, C, D u E. Koauxo uma
u Koje cy mo Jyoicu wuju cy Kpajesu dame mauxe?

Pewere: Kopucre ce caenehe oznake:
A1-CKyII YHjH Cy eJIeMEHTH JIyXKH UHhja, je MOUYeTHa Taduka A,
Ao-CKyII YHjH Cy €JIEeMEHTH JIyXKH 4hja, je MOYeTHA Taduka B,
As-CKyIl Ydju Cy eJIEMEHTH JIyXKH 4Hhja je modyerHa Tauka C)
A4-CKyIl YHjH Cy eJIEMEHTH JIyXKH 4Hhja, je MOdYeTHa Taduka .

Bpoj enemenara mHaBemenumx ckymoBa je pemom 4, 3, 2, 1. Ha ocmoBy mpaBmia 30umpa MoKe
ce 3aKJ/bYUUTH JIa YKYIHO uMa 10 pasiimaurux JiyxKu.

Ay — cEyI UHjH cy eXeMeHTH IVKH THjA je HodeTHa | Tauka | A,

A9 — CHRyN 4H)H Cy eleMeHTH IyAH 4Hja | I0YeTHa | Tauka | B,
Az — CKYN 4HJH Cy e1eMeHTH IyAH THja | TodeTHa | Tauka O,

. - " - " — ST
A4 — CEYI UHjH CY eIeMeHTH IVAH 9HjA je HoUeTHa | Tauka | D).

BEpoj enemenata Hapegemmx ckymoea je 4, 3, 2, 1, pecnextuemo. Ha ocmory mpaemma 30mpa

Bﬂl\.'bﬂ"‘l'}_] €MO Ja VEVIIHO HMa 10 PAsTIHTHTHX TVAH

A B (&) D E o
[V MoueTHa Tadka A
L —
A B
A L] .(
A L] .D
A E
A, ={AB, AC, AD, AE}, |A)| =4

MoueTHn Npuxas

Cnuka 2.3.1. Ilpuxas anaema y caywajy xada je novemna mavka A

Ha amrery npukazanom Ha caunum 2.3.1, y 3aBucHOCTH 0J1 0/1abpane omimje, 100uja ce mpuKas
CBHUX JIyKU KOje mounmby ojpehenoM Tagxkom.

A
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2.3.2 IIpaBmyo nmpousBoza

Hexa cy Ai, Aa, ..., Ay nenpasuu xonaunu nodexynosu ckyna A u nexa cy onu mehycobro
ducjyrkmmuu cxynosu, onda je bpoj eaemenama Jlexapmosoz npoussoda

‘Al X A2 X ... X An| = |A1‘ . |A2‘ C et ‘An’

ITpumep 2.3.3. 00 mecma A do mecma B sode 3 nyma, a 0d mecma B do mecma C 6ode 4
nyma. Ha xoauxo nawuna nymnux mooice da cmuzne 00 mecma A do mecma C?

Pewere: Heka cy myresm koju Boge om mecra A no mecra B o3nadenw ciaosuma a, b, ¢, a
nyTeBu KoOju Bojie of, Mecta B 1o mecta C caosuma d, e, f, g. Ckynosu Ay = {a, b, ¢} u
Ay = {d, e, f, g} cy nucjyHkTHM CKynoBu M BHUXOB 6poj esemenara je |Aj| = 3, |As| = 4.
Ha ocnoBy mpapujia IpoW3BOJA, MOXKE C€ 3aKJbYUHTH Ja je YKyIaH Opoj myTesa ox MecTa A 10
mecra C'

‘Al X AQ‘ = ‘Aly . ‘AQ’ =3-4=12.

o

4

o
¥ DekapToe npouaeos,

A.! X Az = { ('1'.' d)! (']'1 E.J! (ﬂ'v.f)! (']'1 g)! (b'.' d.Jv (bv 8)1
(b':f)': (bv gz]'.' (E’:._. d)'.- (cv B.J'.- f’csf‘)s (cv .’;"J}'

MoueThHn Npuxas
e |

Cnuxka 2.3.2. Ilpuxas nymesa u lexapmos npou3sod

2.4 TIlepmyTtarnuje

Y oBowm ety he 6utu npukazana AeduHUNIA]a TTOjMa, iepMmyTanuje u GopMysia Mo KO0joj ce
onpebhyje 6poj Tpaxkenux mepMmyTarmja. ¥ MepMyTaIdjaMa yIECTBY]Yy CBU €JIEMEHTH W PACIIOPET
ejeMenaTa je burtan. Pazimkyjy ce nepmymayuje ca noHasmbarbem U nepmymayuje bes
noHAB8HbAMLA.

Hedbunanunja 2.4.1. Ilepmymauuja b6e3 nonassarwa ckyna A, Koju uma n passudumur ele-
MEHAMA, je CAKU HU3 Y Kome ce ceu esemenmu ckyna A nojaswyjy mauno jedanwnym. Bpoj
nepmymauuja cxyna A je nl.
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Hedbununuja 2.4.2. Ilepmymayuja ca nonaswarwem ckyna A = {ay,ag,...,am} je ceaxu nus
dyotcune k1 + ko + ... + kyy = n y wome ce eaemenm ai nojasnyje ki nyma as nojasnyje ko

nyma, ..., G, nojassyje kn nyma. Bpoj nepmymauuja cxyna A je —'.
kilko! - - - kpy!
IIpumep 2.4.1. Odpedumu 6poj ceuxr nepmymanuja

a) 6es nonaswara 0d eaemenama ckyna A ={a, b, ¢, d};

6) 00 eaemenama a, b, b, ¢, a 3amum ucnucamu cee me nepMyMaLUje.

Pewere: a) [omro ce pagu 0 nepmyranmjama 6€3 nonassbarma, 0poj cBux moryhux nepmyranuja
je 4! = 24. Cpe nepmyTanuje 6e3 moHaBpama cKyna A Mory ce npeacrapuru rpadoM Ha ciaeaehn
HAYNH.

<-—n
m

[ o 1
<n—-

o D]

(-

R

b <ﬂg xn
-

— R

Crnuka 2.4.1. Ilepmymayuje 6e3 nonagnara

Ykonuko 6u ce mpebpojajie cBe mpukKasaHe nmepMmyTaimje y rpady, 3aucra 6u ce mo6mo 6poj 24.

6) Ilomro ce eslemenT b moOHABIBbA JBA MyTa PAJHU CE O MEPMYTAIjaMa Ca TOHABHAHEM 114, je
6poj cBux moryhux nepmyranuja

4! 4.3-2!

T

OgBe mepMyTaIgje ce MOry MPEJICTABATH KA0 Y MPETXOHOM IIPUMEPY .

&
&) -—ﬂ
—a- A
o e == i3
-

Crnuxka 2.4.2. Iepmymauuje ca noHaesareem
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IIpumep 2.4.2. YV xoauko nepmymayuja 00 eaemenama cxyna B = {1,2,3,4,5,6,7,8} ce ene-
menmu 2,4, 5 nanase jedan noped dpyeoe:

a) y 3adamom nopemxy;

6) y npoussomrom nopemxy?

Pewerve: a) Tpu enementa, Koja 1Mo ycJIoBy 3aaTka Tpeba Ja CToje jeJIaH J0 JPYTOT y 33JIaTOM
[IOPeTKYy, MOT'Y Jia 3ay3My HIeCT pa3janydnTux rnosuiyja. I[Ipeocrasmx mner ejsemenara ce MOry
pa3sMeCTUTH Ha IIeT MecTa Ha 5! HaumHa, I1a je KOHa4YHO perreme 6 - 5! = 6.

6) Ilo ycioBy 3ajaTka, TpH esleMeHTa KOja CTOje jeJlaH JI0 JAPYror Mory jga ce melycobHo
nepmyTyjy u 1o Ha 3! Haunna. Kaja ce yame y 003up 0Baj yCJIOB M pa3sMaTpame U3 HPEeTXOMHOT
Jesa, MOXKe Ce 3aKJbYUUTH Ja je KOHA4YHO pememne 6 - 5! - 3! = 6! - 3.

E={1,2,3,4,5,6,7,8}

-

Mozy aayzemu 6 mozyhur noauvuja.

6] Eaemewmu yuymap Gaoka mozy da ce meliyecofno nepaymygy Hva 37 nariuna.

1
1 &

[

L

2

a

T b2

1 5
54

[ S
| S
(434

Ipeocmanur § eaemenama ce pacnopeliyiy na § aecma wa 81 wavuna.
Konauno pewere je §-81- 30 = 61 3 navuna,

b=

MoysTHU NpUEa3s
e e |

Cauka 2.4.3. Anaem xoju daje npukras passusumur no3utuja damux eAemenama

W3 oBor mpumepa MOXKe Ce U3BECTH OIIITH CJIyda] 338 N eJIEMEHATA, O/ KOjUX 1M CTOjU je/IaH MOPE/T
Jpyror:

-y jarom noperky (n —m+ 1)

-y mpou3BOJbHOM TOpeTKy (n — m + 1)!-ml. A

2.5 Bapwujamuje

Kox Bapwujamuja ox n ememenara 6upa ce k. [lakie, e 6upajy ce cBu ejleMeHTH W OWTAH je
pesocJie st 1o KoMe ce ejiementu bupajy. Kao u koj nepmyTaiuja, passmkyjy ce Bapujarnuje 6e3
NOHAB/bAMA U BapUjalldje Cca NOHABbAILEM.

Hedbununuja 2.5.1. Bapujayuja 6e3 nonaswara k-me xaace ckyna A, xoju uma n pasauyu-
mux eaemenama, 2de je (n > k), je ceaxu nus xoju uma k eaemenama cxyna A. Bpoj eapujayuga
6es nonasmwara je n(n —1)(n —2)-...- (n—k+1).
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Mozke ce mpuMeTuTH Ja je 3a k = n Bapujanuja 6e3 moHaB/bama CKyla A mepMmyTaimja TOr
CKyTa, jep y nmepMyTalujamMa yIecTBYjy CBU eJIeMeHTH, a KaJa je kK = n 3ampaBo ce Oupajy cBu
eJIEMEHTH CKyIa A.

Hedbuanunuja 2.5.2. Bapujayuja ca nonasmarem k-me xaace ckyna A, xoju uma n esemerama,

2de je (n > k), je cearu nus xoju uma k eaemenama ckyna A, xoju mozy da ce nonaswajy. Bpoj

sapujayuja ca nonasmarem je nk.

IIpumep 2.5.1. Jlam je ckyn E = {1, 2, 3, 4}. @opmupamu cee dsouyugpene bpojese wuje cy
yudpe pazautume od esemenama 0amoz ckyna u odpedumu wuros 6poj.

Pewerve: CBu nBorudperu 6pojeBr MOpajy Jda UMAjy pas3audure mudpe mo yCeJIoBy 3aIaTKa 1A
ce Ha OCHOBY TOTA MOKe 3aKJ/byUWTH Jia Ce PaJy O Bapujaiyjama 06e3 MoHaB/bama KOJUX MMa
4 -3 = 12. OBaksu 60jeBu ce mMory (opMmupaTn momohy rpada mpukazaHor Ha cauim 2.5.1.

Crnuxka 2.5.1. Bapujauuje ca nouasmsareem

Haxkute, Tpaxkenu Opojesu cy: 12, 13, 14, 21, 23, 24, 31, 32, 34, 41, 42, 43.
A

IIpumep 2.5.2. [ocm y xomeny 3a dopyuar mooce da bupa xady, waj usu maexo. Koauko uma
HAUURA 30 u300p, aKo ocmaje y romeay cedam dana?

Pewere: Toct cBakor mana mma tpu moryha m3bopa: mieko, kada mim 9aj. Jlakie, pagu ce o

BapHjaljaMa ca IOHABJHAILEM A Ce MOXKe 3aKJ/byIHTH Ja UMa 3' HAYHHA 33 H360p. A

2.6 KowmbuHnamuje

KoMmbunanmje majy oaroBop Ha muTame: Ha xoauko mauuna ce 0d n npeodmema modHce u3a-
bpamu k npedmema? Kako ce kog kombunamuja o n enemenara ckyna A nssnaqn k esemenara,
rae je k < n, MOXKe ce 3aKJbYUUTH Ja He Mopajy OuTu m3abpaHu CBU eJleMeHTH cKyma A.

Kao un kox mepMmyTarnuja u Bapujaluja u Kol KOMOMHAIN]a Ce pa3jIuKyjy Kombunayuje b6e3
NOHABHAIA T KOMOUHAUUJE CA NOHAB/HATHEM.

Hedbununuja 2.6.1. Kombunayuja 6e3 nonasmara k-me kaace ckyna A xoju uma n pasiu-
yumux eaemenama, 20e je n > k, je cearxu nodckyn ckyna A xoju uma k eaemenama. Bpoj

. . [(n n!
KoMOURAUUJa O3 NOHABHAILA je p) = A

n—k)!

Y oBoMm cayuajy ce k ememenara Gupa OIjeHOM IMa, HUje OUTAH PEIOCE.
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Hedbunanunja 2.6.2. Kombunayuja ca nonasmwarem k-me xaace ckyna A xoju uma n eseme-

Hama je ceaxu nodckyn ckyna A 0d k esemenama od xojur jedan ucmu esemenm mooce da ce
n+k—1

f .

Y oBowMm caydajy pejociel nuje OuraH, a ejeMmenTu ce Ompajy jesan mo jeman ca Bpahamem
ma ce 300T TOTa eJeMEeHTH MOTY MOHABIHATH.

nonasma do k nyma. Bpoj KomOuHAuuja ca nonasmarem je <

ITpumep 2.6.1. Odpedumu yxynan 6poj dujazonana nemoyeaa ABCDE.

Pewerve: OBaj Hamsrien reomerpujcku mpobiem moryhe je perutu momohy komMOWHATOPHUKE.
TTocmarpajy ce temena neroyrsia ABCDE. Op oBux mer Tadaka HWKOje TPHM HUCY KOJWHEAPHE

. 5 . .
a one o0Opa3syjy yKyIHO <2) ayxu. Mehyrum, Ha oBaj HauMH Cy ypadyHaTe U Jy>KU KOje
[PEJICTAB/bAJY CTPAHUIIE JATOTr METOYIJa. 300T OBe dnmbeHulle, Opoj Jujaronaja ce Jo0uja KaJa,

)
ce oJ1, yKynHOr Opoja jy»Ku ojiy3Me OP0oj CTpaHUIA TETOYIJIA: 9]~ 5=10—-5=5.

Peuerpe: Opaj HaM3rIe] TeOMETPH|CKH IIPOOIEM MOMKEMO PEIIHTH HOMONY KOMOHHATOpPHEE.
ITocuatpajmo | Temesa | metoyria ABCDE. Of oBuX mer Tadaka HHKOJe TPH HHCY KOTHHeapHe Ia

- ) 5 . .
OHe 00pasy]y VEVIHO ( 2) gy#n. | MehyvrEv. Ha oBaj HauMH Cy VpauvHaTe H IyAH KOje

NPeICcTABBA]Y | CTPaHWUe | JATOT MeTOVIIA. 300T OBe UHISHHIE. Opoj IHjATOHATA Jo0HjaMO Kada 0

|_£TPaHWLE |
VEVIIHOT Opoja OVAH | 04y3Memo | 0poj CTpaHHDA | netoyrna.

=1
c
n=10

Yrynan 6poj dujazonana 10— moyzaa je :

10
A ( 2)—10.

n
D = 3an— moyzao sascu ! (2) — n.

Ciauka 2.6.1. Teomempujcru npukas npobiema

OBaj npumep je nporpahen amnsjerom, mpukazanum Ha ciunu 2.6.1, momohy Kora ce Bu3yeJiHO
MOXKE [MPATUTH TOK peraBama 3aiaror npobisiema. Ilomohy oBor arurera ce mose3dyjy objactu
reoMeTpuje U KOMOMHATOPHKE. A

Y reomerpuju ce yKymnaHn O6poj aujaroHasa n—TOYTIa MOXKe oJipeauTu nmomohy g opmyste
n(n —3)

2 9
3a 4umje ce u3Boherme IpuMemyje IoCTymaK npuka3an y npumepy 2.6.1. akie, og ykymHor 6poja
JIyKU 0j1y3umMa ce OpOj CTPaHUIA N—TOYIJIa:

i)
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Hamum cpehuBamem nobuja ce TpaxkeHa GopmyJia;

n! n(n—1)(n—2)! n(n —1) nn—1-2) n(n—3)
Dy=——"-——n= -n=——" .
2l(n —2)! 2l(n —2)! 2 2 2
IIpumep 2.6.2. Y jednom odemwerny 10 yuenura 2060pu pycku, a 15 eneaecku jesux. Ha xoauko
HAMUHA CE MOodice usabpamu b yuenuka 3a cexyujy od xKojux bap jedan 2060pu pycku jeaux?

Pewere: Tlorpebuo je m3abpaTu mer ydeHuka o Kojux 6ap je/aH roBOpW PyCKH, IITO 3AIPABO
3naun Mely et nzabpaHux ydeHuKa Mopa Ja ce Hal)e HajMame jeqaH yIeHUK KOju TOBOPH PYCKH,
a mory ce mahw u JiBa, TpU, Y€TUPH WJIU TIE€T, TAKO Ja Ou Tpebaso cabparu cse Te moryhHocTH.
Jla 6m ce cKpaTHO IMOCTYIIAK peIIaBamba, 01 YKYIHOr Opoja KOMOMHAIM]A Oay3uMa ce Opoj KOM-
OuHanMja y KOjUMa HU jeJlaH yueHuK He rosopu pycku. Jlakie, jiobuja ce

25 15
— = 50127
(3)-(3)
HaYUHA. AN

[Tomohy komOuHanmja ce rakohe moxe pemuru u nupumep 2.3.2: Ha npasoj p damo je nem
pasauqumur mavaxa A, B, C, D u E. Koauxo uma u xoje cy mo dysicu wuju cy xpajesu dame
mawke ?

Kako 6u ce oapeamyio KOJWKO YKYITHO WMa PA3JWUUTHX JyKU YU CYy KPAjeBU JaTe TaduKe,
gopuctu ce dpopmyia 3a oapeluBame 6poja KoMbuHanmja 6e3 moHasmama. Jlakime, nuMa

5 5!
= = ]_
(2) SRET

Pa3InINTHAX JIy 2KU.
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3 JIuckperaH mmpocTop BepoBaTHOha

IIpuinkom u3ydasama Teopuje BepoBaTHONE YBOJIE CE€ HOBM IIOjMOBU KaO IITO Cy CJIy4ajHH
€KCIIEPUMEHT, eJIEMEHTAPHU UCXOJ, CiIydajuu jaorahaj, CKym eJeMeHTapHUX UCXOJIA.
3a Ja/bu Paji HEONXOJHO je jeduHucATH OCHOBHE 1OjMOBe Teopuje BepoBarHohe. FEuaeme-
HMAPHU UCTOd je OCHOBHH IIOjaM W OH ce He JeuHHUIIe.

3.1 Cuayuajau porabaju

Hedbunnuuja 3.1.1. Excnepumenmu koju ce, n0d uCmum Ycio8uma, Mo2y NOHAGHAMU Heo-
epanuden 6poj nyma, a 0a nNPu mome ucrod He mopa da byde ysexr UCMU HA3UBAJY CE CAYHATHU
eKcnepuMermuy.

Kao npumepn 3a cirydajHe eKCIiepuMEHTE MOTY C€ HaBECTH DAIamhe jeTHEe WJIV BUIIE KOIKUIA
3a wrpy, Oalame jeJIHOT WU BUIlle HOBUMhA, M3BIaYeme JOOMTAKA HATPAJHWX Wrapa U TaKO
JaJbe.

Hedbunnnnuja 3.1.2. Cryn ceur mozyhuxr esemenmaprur ucroda jedHoz CAy4ajHO2 eKCnepu-
MEHMA HA3UBG CE CKYN €AeMEHMAPHUT UCTO00a U 03HA4A6a ce ca ).

EnemenTn ckyna ) o3HauaBajy ce ca wi, wa, ws, n Tako jgajbe. Ckym ) Moxke OUTH KOHAYAH,
npebpojuB Uin HepeOpOjuBO OECKOHAYAH.

Hedbununumja 3.1.3. Ceaxu nodckyn ckyna easemeHmapHUT ucrods Ha3uea ce CAYHajHU d02a-
haj. Cayuajnu dozabaju ce 03HAYABAJY BEAUKUM CAOBUMG aamunuye, Ha npumep A, B, C, D,
u maxo dame, a no nompebu ce Mo2Yy KOPUCIUMU U UHOIEKCU.

Jorahaj A ce peanm3yje ako je MCXOJ, EKCIIEPUMEHTA, JEJAH O] eJIeMeHaTa cKyma A.
Ckyn Q u npaszan ckyn () cy Takohe ciayqajum morahaju. Ckyn € ce masusa cuzypan dozahag,
a MpasaH CKyI ce Ha3uBa Hemo2yh dozabhaj.

Hedbununuja 3.1.4. Cayuajnu dozahaj xoju ce peasusyje y cearom udsohery cayuajroz ex-
cnepumMenma Hasuea ce cudypar dozahaj, a cayyajuu dozahaj xoju ne mooce da ce peanusiyje
Yy mom excnepumenmy nemozyh dozahaj.

Hanowmena: Y jajbeMm usiaramy CJIydajHu eKCIiepuMeHT he ce Ha3uBaTh caMO eKCIIEPUMEHT,
€JIEMEHTAPHU MCXO/JI CAMO MCXO/I, a ciydajuu jorahaj camo sorabhaj.

BurHO je mpaBuTm pazsmmky u3Mel)y oBEX OCHOBHHX IIOJMOBa TeopHje BepoBarTHOhe ma he
CXOJIHO TOMe OWTH HABEJEHU Cjiefehu TpuMepHn.

IIpumep 3.1.1. Cayuajnu excnepumenm: 6auare KOuKuue 3a uzpy.

Eaemernmapru ucxodu (cee ono wmo moowce da ce decu): mooce da nadne jeduruua, 060JKa,
MPoJKa, 4eMEOPKa, NEMUYL U ULECTNUUG.

Cxryn eaemenmaprux ucxroda sanucyje ce na caedehu navun: = {1,2,3,4,5,6}.
Zozahaju osoz excnepumenma moey da 6ydy na npumep: A-nojaswueare 6poja 3, B-nao je
6poj eehiu 0d 4, C-nao je napan 6poj.

ITpumep 3.1.2. Cayuajru excnepumenm: bauaree Hosuuha.

Eaemernmapru ucxodu (cee ono wmo mooice da ce decu): mooice da nadne 2aa6a U NUCMO.
Cryn eaemenmaprux ucxoda sanucyje ce ha caedehu nawun: Q = {P,G}.

Zlozahaj osoz excnepumenma mosce da byde wa npumep: A-naaa je 2iasa.
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3.1.1 Pemenn 3amamnnm

Y oBOM Jieny Cy NpPHKa3aHU 33Jal KOjU C€ CBPCTaBajy Y OCHOBHHM HUBO 3HAHA U IHOMONY
KOjUX Ce y4YeHuIM yBOJEe y o0jiacT Teopuje BepoBaTHohe. Join CiAumdHuX npuMepa u 33JaTaKa ce
mozke Hahm y 36upkama [6] u [7].

Bamarak 1. Odpedumu ckyn eaemenmaprux ucroda caedehiur excnepumerama:
a) bauajy ce dee Koukuue 3a uzpy;
6) bauajy ce dea rosuuha;

8) bauajy ce jedna Koukuua u jedan Hoeuuh.

Pewewe: IIpBo je moTpebHO OApeanTH CBE MOryhe MCXO/e JATHX eKCIIePHMEHATA.

a) Excrepument: 6anajy ce JBe KOIKUIE 33 UTDY.
Ckyn esementapunx ucxoga: 2 = {11,12,13,...,16,...,61,62,...,66}.

6) Excuepument: Gauajy ce asa nopuwmha.
Ckyn enemenrapunx ucxona: 2 = {PG, PP, GP, GG}.

B) Excnepument: Gana ce jeman noBunh u jejHa KOIKUIIA.
Ckyn esementapaux ucxoma: ) = {P1, P2, ..., P6, G1, G2, ..., G6}. A

Sagarak 2. YV kymuju ce nasase dee bese u mpu upne kyzauve. M3 xymuge ce udsaaue jedna
no jedna mpu xyzauye. Odpedumu cKkyn CBUT eAECMEHMAPHULT UCTOOq.

Pewere: ExciepumMenT: m3Bjade ce TPHU KYTJIAIIE.
Ckyn eslementapaux ucxoga: 2 = {cbb, beb, bbe, cch, cbe, bee, cecl. AN

Bamarak 3. Y xymuju ce nasase wemupu aucmuha obeseocena 6pojesuma 1, 2, 3 u 4. Odpe-
Jumu CKYN CUT eAEMEHMAPHUT UCT00a, aKOo ce aucmulu ussaaue jedarn no jedan do nojase
nenaproz bpoja:

a) 6e3 epaharoa;

6) ca spahiarvem.

Pewere: a) Exkcnepument: juctuhiu ce n3pyade jean mo jegan 6e3 spaliama 70 mojaBe HEmapHOT
6poja.

bpoj m3Bnadema 3aBucu ox Tora kKaja he ce mojaBurh HemapaH 6poj. Tako ma je moryhe u3
npee u3Byhu menapan 6poj 1 wnu 3, 1Ba u3BIavema Cy HEOMXOAAH aKO je TIPU MPBOM U3BJIAYEHY
u3BydeH napan 6poj 2 wim 4, a HAjBUINE ce MOXKE W3BJIAYUTHA TPHU MyTa U TO y CIAyYajy JIa je
IIpBa JIBa IyTa M3ByYeH HapaH 0poj. [lakie, CKyIl eleMEeHTAPHUX HUCXOIA je

Q={1, 3, 21, 23, 41, 43, 241, 243, 421, 423}.
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6) Excnepument: simctuhu ce u3Bnade jeqan no jeqan ca BpahameM J10 mojaBe HemapHOT 6poja.
Kako ce uzByuenu smuctuhu nonoso spahajy y Kyrujy moryhe je jia ce npu u3Bjiaderny BUIIE 11y Ta
mojaBu ucTh mapad 6poj jep he yBek 6uTn maprHux O6pojeBa y KyTHjH, IIa je CKYII €JIeMEHTAPHUAX
HACXO/IA

Q= {1, 3, 21, 23, 41, 43, 241, 243, 421, 423, 221, 223, 441, 443, 2221,..}.
A

Bagarak 4. /lea uzpaua uepajy mpu napmuje nexe uepe, NPu Yemy ce C8aKa NAPMUIa 366PUWASA
nobedom jednoz uzpasa. Odpedumu npocmop eaemMeRmaprur ucroda.

Pewewe: Heka je mobena nmpsor urpada osnadena ca A, a nobema apyror ca B. Y cBakoj ox Tpu
napruje Moryhe je ma mobemu jemaH o ABa Urpada, Ia je CKYIl eJIeMEHTAPHUX HUCXOA:

Q= {AAA, ABA, BAA, BBA, AAB, ABB, BAB, BBB}.
A

Sanarak 5. Hosuuh ce bauya mpu nyma. Odpedumu ckyn eaemenmaprux ucxroda u dozahaje:
a) A-naaa cy mauno dea nucma;
6) B-naaa cy bap dsa nucma;

8) C-y cea mpu bauara naaa je ucma cmpana.

Pewewe: Cxyn erementapanx ucxona je ) = {PPP, PPG, PGP, GPP, PGG, GPG, GGP, GGG}.
a) Enemenrapau ucxoau nososbau 3a gorahaj A cy: A = {PPG, PGP, GPP}.
6) Enementapuu ncxomm nosossnu 3a jgorahaj B cy: B = {PPG, PGP, GPP, PPP}.

B) Esiemenrapuu ncxonm nososbuu 3a gorahaj C cy: C = {GGG, PPP}. A
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3.2 Omnepanuje ca ciry4yajauMm gorahajuma

Y osom geny 6uhe dopmynucane medunuimje Be3aHe 3a omepalmje ca caydajumm joraba-
juma. Y oxaroBapajyhem emekTpoHCKOM MaTepujay cBaka gedunuimja je npompahena GeoGe-
bra amrerom. Yjora oBuX amieTa je Ja Npukaxy ey mameljy Teopuje BepoBarHOhe u Teopuje
CKYTIOBA.

3a goraljaje ce kopucTe onepalyje Koje BayKe W y TEOPHUjU CKYIOBA, A Ce TAKO MOXKE T'OBO-
PHUTH O npecexy, yHuju, padsuyyu, nodckynosuma morahaja.

3Hauu, CKyI eJeMeHTApPHUX UCX0Jia U ciaydajue jgorahaje je moryhe BusyesiHO mpejcTaBuTh
nomohy 106po noznarux Benosux 4 nujarpama.

Hedununuja 3.2.1. Axo ce cearxom pearusavyujom dozahaja A peasusyje u dozahaj B, mada
ce Kaorce da dozahaj A nosaawu (umnauyupa) doeahaj B.

3uaunm, esementn ckyna A cy ucroBpemeno u enementu ckyna B, ogaocno ckyn A je mo-
ACKyH CKyna B, mro ce o3HAaYaBa HA MCTH HAYWH KaO W y TeOopHju cKymosa A C B.

B

Cnuka 3.2.1. Anaem xoju npuxasyje dozahaje u3 deunuyuje 3.2.1.

Hedbunnnuja 3.2.2. Axo je A C B u B C A, mada cy doeahaju A u B jednaru odnocto
eK6UBANEHMHU.

Jlakje, ceaku enementapaun ucxon gorahaja A, yjeano je m enementapum ncxon gorabaja B.
1 o6pHyTO, CBaKM ejleMeHTapHU HCXOJ Aorhaja B, yjeaHo je u ejeMmeTapHu ucxos gorahaja A.

@
B

Cnuka 3.2.2. Anaem xoju npuxasyje dsa exsusarenmua dozahaja A m B

“7Ton Ben ( John Venn, 1834-1923), 6puramckn jormaap u $hmmo30od mo KoMe AmjarpamMu HOCe HA3MB.
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Hedbunnunja 3.2.3. Jozahaj xoju ce peasusyje onda kada ce dozaliaj A He peasusyje Ha3UBG
ce cynpommnu dozahaj daozaliaja A u obenesicasa ce ca A. Jloeahaj A ce maxohe wecmo nasusa

xomnaemenm dozahaja A u osnauasa ce ca AC.

| ()
{Tpwassc | KOMONEMEHT

exyna A.

Bl

Cnuka 3.2.3. Anaem xoju npuxasyje dozabaj cynpoman dozahajy A

Hedbununuja 3.2.4. Axo ce dozalaj C peasusyje yxoauko ce pearudyjy u dozahaj A u dozalaj
B, mada ce dozalaj C nasusa npecex (uau mpoudeod) dozahaja A u B u osnauasa ce ca

C=ANB (uw C =AB).

Jakae, eqementapan ucxomu gorahaja C' cy yjemno enemenTapam ucxogu m gorahaja A m

Jorahaja B.

¥ Mpecek gea gorahaja
-

[ Mpecek koHauHor Hu3a gorahaja

Hpuraxcw dozaliaj
fTpuwnxcn dozaliof

Tpukasicn | npecek

Q

Cauka 3.2.4. Anaem xoju npuxasyje npecex dea npousdsonmna dozahaja

ITojam mpeceka, morahaja ce MoxKe IPOIIMPHUTH Ha KOHa4uaH Hu3 norahaja Ay, Ao, ..., Ay, roe
je n > 2. Bbuxos npecek je gorahaj C'= A1 N Az N...N A, Koju ce peanu3syje aKO U CAMO aKO CE

peanu3yjy cBu jgorahaju garor Hu3a.

Hedununyja 3.2.4. je nupoupahena arsieroM uuju je u3ries MpUKa3aH HA caunu 3.2.4 u ciauiu
3.2.5. Awer npy»a npukKa3 npeceka Jsa npoussosbHa jorahaja A mu B m npuka3s npeceka tpu
nponsBosbHa forahaja A, B u C, y 3aBucHOCTH 0f TOTa, KOja je onmmja mpuka3a n3abpaHa.
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I Npecek gga gorahaja
I~

[ Mpecek koHauHor HU3a gorafaja

Hpurasicn dozaliaj
[purasicn @

Q

Cauka 3.2.5. Anaem xoju npukxasdyje npecex mpu npouseonsha dozahaja

Hedbwnnunuja 3.2.5. Axo je ANB =0, (A u B ne mozy da ce pearusyjy ucmospemeno), mada
ce xaoice da cy dozahaju A u B melhycobno ducjynkmmuu dozahaju.

()

Cnuka 3.2.6. Anaem xoju npuxasyje dea ducjynrmmua dozahaja

Hamomena: Ammer npukazan Ha ciaumu 3.2.6. mpyka MoryhHocT mpoMene mosioxaja Jio-
rabaja B momohy mwumia. [lakiie, Moxe ce Takohe BmjeTH mpecek JBa TPOU3BOJbHA jorabaja u
npecek jorahaja A u B xana je B C A.

Hedbununuja 3.2.6. Axo ce dozahaj C peasusyje yxosuxo ce peaausyje bap jedan 0od dozahaja
A u B, mada ce dozahaj C nasuea ynuja dozahaja A u B u xopucmu ce osnaxa C = AU B.
Axo je AN B =0, onda ce xopucmu osnaxa C = A+ B.

Hedbununmja 3.2.6 je upoupahena aruierom duju je usrse) npuka3ad Ha cjauny 3.2.7 u comnu

3.2.8.
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¥ vHuja gea gorafaja
71 YHuia AMciyHETHWY Crynoea
[ YHuja koHauHor Husa foranaja

{Tpurasen dozabiaj @

punasen dozaliaj
Hpuwamen

!

Cnuka 3.2.7. Anaem xoju npuxasyje ynujy dea npoussonmna dozahaja

ITojam yHumje morahaja ce MoxKe IpOIIMPUTH Ha HU3 KoHaunux gorahaja Ai, Ao, ..., A,, roe
jen > 2. Jorahaj C = A1 U A2 U ... U A, ce peanusyje ako ce peammu3syje 6ap jeman ox gorahaja

JIATOT HU3A.

[T vHwja nea gorafaja
¥ YHuja AuCjyHETHIE CRynoBa
[~ ¥Hmja koHauHor HU3a forafaja

Awo cy A u B ducjynrmuu
dozaljaju, 3o yHujy KopucmiL
osnawy A + B.

*

Crnuka 3.2.8. Anaem xoju npuxasyje yrnujy dsa ducjynkmua dozahaja

Hedbunnunja 3.2.7. Jozahaj C ce nasusa pasaura dozahaja A u B, axo ce peaausyje doeahaj
A u ne peaausyje doeahaj B u xopucmu ce osnaxa C = A\B.

W 2
T B

T GumeTpudHa pasnuka

@

Cauka 3.2.9. Anaem xoju npuxasyje doeahaj A\B
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Hedbunnnunja 3.2.8. Jlozahaj C ce nasusa cumempuura pasaura dozahaja A u B, axo ce
peaausyje dozahaj A\B uau axo ce peasusyje doeahaj B\A u xopucmu ce osnaxa C = AAB.

Jakie, cumerpuuna paszsuka je yamja jorahaja A\B u B\ A.

[ AB
i

W Cumetpudna paznuka

(e (41 B) U (B\4)

3oz wpahes zanuca
ROPUCTIMD 03HARY

AAB

n

Cnuka 3.2.10. Anaem xoju npurasyje dozahaj ANB

Hedbununuja 3.2.9. Hexa cy dozabaju A1, As, ..., A, maxeu da cy ceaxa 06a passuvuma
dozafjaja mehycobro ducjynkmmnu (A;NA; =0, i #j, 1 <i<n, 1 <j<n,) urwurosa yruja
cueypan dozalaj, mada onu wure nomnynu cucmem dozahaja.

Takobhe je moTpebHO, Ka1a ce mocMaTpajy gorahaju u3 ucTor TpOCTOPa eJIEMEHTAPHUX UCXOJIA,
3aatu Mehycobre omHOCE TTOCMATpaHux gorahaja.

Ocobune onepauuja
HAUA=A, ANA=A
2) AUB=BUA, ANB=BnA
3) AU(BUC)=(AUB)UC, AnN(BNC)=(AnB)NnC
4) AU(BNC)=(AUB)N(AUC), AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
5) AUA=Q, ANA=0

6) AUQ=0Q, ANQ=A

7) ANB=AUB, AUB = ANB (Jle Mopzanosu > obpacuu,)

Bumre o ocobunama omneparja ce MOXKe HOTJIEATH ¥ Kibu3n [2].

15 Augustus De Morgan(1806-1871), je 6uo enrecku maremarudap. Bapuo ce JOrukoM u (HOPMYJIMCAO je
HaBeleHe 3aKOHE KOjU HOCE FherOBO MMeE.
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3.2.1 Pemenn 3amamnnm

Bamarak 6. Osznauumu odzosapajyhe peaayuje na anaemy (Caura 3.2.1.1).

Tauwro

1) AnB
2) A\B

3) B\A

)

B

« Hanomena © V nova y wojiaa oo WHLBLJRAHO ROJAGLLTY HiLLEe YHETmL

canmo jedan od nonyhenur pednwux Gpojesa (1, £ waun 3) fea sazpada.

Cnuka 3.2.1.1. Anaem nomohy xoza ce pewasa 3adamax 6.

IIpe ywnomema perema Ha anjeTy y TEKCTYyaJHUM MOJbUMA Cy WHHIMjAJIHO TOCTAB/bEHE HYJIE.
Kaa ce makon ymorema oarosopa nputrncae ayrme Ilposepu mojasibyje ce obaBemremne 1a Ju
je 3ajgarak Tauno ypaben mim me.

Banarak 7. Baua ce xoyxuya sa uepy. Hexa je A dozaljaj da je dobujenu 6poj denwus ca 2, a
dozahaj B da je dobujernu 6poj demus ca 4. Odpedumu: AUB, A, B, ANB u A\B.

Pewemre: Tlorpebuo je mpBo oapenurn cKym egemenTapuux ucxoqa 2 = {1,2,3,4,5,6}. Eneme-
HTAPHUM UCXOM NOBOJbHU 3a jgorabaj A cy: A = {2,4,6}, a ucxouu nosossuu 3a jorahaj B cy:
B = {4}. Caza ce mory ospesuTn MOBOJbHU UCXO/HM 3a Tpaxkene gorabhaje:

AUB=1{24,6}, A={1,3,5}, B=1{1,2,3,5,6}, ANB = {2,6}, A\B = 0.
A

Bagarak 8. Jlama cy mpu dozahaja A, B u C. Homohy cumboruuruz onepavyuja u damur do-
2ahaja odpedumu caedehe dozahaje:

a) peaausosan je dozahaj A, a nucy pearusosanu dozahaju B u C)
6) pearusosana cy cea mpu dozahaja;
8) nuje peaausosan nwujedan dozahaj;

2) peaausosan je mauno jedan 00 osux dozahaja.
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Pewewe: Tpaxenn morahaju cy:
a) ABC;
6) ABC,
B) ABC;

r) ABC UABC UABC. A

Bamarak 9. Jlokasamu da sasice jednarocmu:

a) AUB = AN B;

6) ANB=AUB.

Pewewe: Heka je mecHa cTpaHa jemHakocTu o3Hadena ca D, a jesa ca L. Ilpema peduaunumju
3.22,ak0je L C DuD C L, onga cy norahaju D n L jeqnaku. Heka je w ncxos koju npuraja
norabajy L, Tama Baxu:

)
weEL=AUB=w¢ AUB=wd¢ ANwé¢B=>weANweEB=weANB= LCD.
Takobhe Baxku:
weD=ANB=weAANweB=wé¢ ANw¢B=>w¢é AUB=>we AUB=DC L.

Kako Baxxu L C D u D C L, oupa Baxu ja je L = D, 1j. AUB = AN B. Moxe ce nupumeruru
JIa ce TIPUJTMKOM JTOKA3WBAha YMECTO 3HAKA UMILTHKAIKje MOXKEe KOPHCTUTH 3HAK €KBHUBAJICHITH]E.

6) Ha ocnosy cnenehnx eksusasnennuja jgokasyje ce J1a BaXKyu HABEJEHA jEJIHAKOCT.
weED=ANB+—=w¢ ANB<+=wé¢ AVw¢ B wcAVwcB+=wecAUB
A

Bagarak 10. Hexa cy A, B u C npoussomnu dozahaju. ITpedcmasumu dozahaj AU BUC y
0bauKy yruje mpu mehycobro ducjynrkmuux dozahaja.

Pewere: Tlocmarpajy ce morahaju A, AN B u AN BN C upukazane Ha caunu 3.2.1.2. Opu
sorabaju cy mehycobuo jucjynkrau na saxu AUBUC = AU(ANB)U(ANBNC). Buruo je
HAIIOMEHYTH J1a OBO HHje jeIMHO pelnerhe. Permeme 3aBUCH O TOra KOJH Ce JWC]yHKTHH jgorahaju
1IOCMATPajy.
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AUBUC=AU(ANB)U(ANnBNC)

Cauka 3.2.1.2. Anaem xoju npurasyje pewerve 3adamra 10.

3.3 Kuacuuna nedununuja sBeposaTuohe

Yecto ce y CBAKOJHEBHOM TOBOPY MOT'Y UyTH W3pa3d Be3aHU 3a BEPOBATHONY peasu3aliyje
mekwux jiorahaja, a oBom npuiankom 6whe maremarudku jedpuHUCAH TOjaM BepoBaTHOhe norahaja.

Hedbununuja 3.3.1. Heka je Q@ = {wi,wo,...,wn} CKYN eAeMEHMAPHUT UCTO0A U HEKA j€
A = {wj,,Wjy, ..., wj, } doealag, 2de je 1 < ji < jo < ... < ji < n. Ceakom enemenmaprom
ucxody wy (1 <k < n) npudpyorcyje ce 6poj pr, maxro da adicu:

1) pr >0 (nenezamuenocm);
2) p1+p2+ ... +pn=1 (Hopmuparnocm).

Tada ce bpoj p, nasusa eeposamnohia esemenmaproz ucroda wy, a bpoj P(A) = p;, + pj, +
... + pj, eeposammnoha dozadaja A.

Jakue, Beposarnoha jorabaja A je jennaxka 36upy BeposaTHoha mCx0a NOBOLHUX 33 J0Ta-
haj A.

Cneuujarru caywaj depuruyuje

Kaga cy enemeHTapHU MCXOaM jeJHAKO BEPOBATHU, OJHOCHO KaJia BaXW P = P2 = ... =
pn = —, BepoBaTHOha morahaja A onpehena je ca P(A) = —, tae je k 6poj ucxoma moBOJLHAX 32
n n

norabhaj A, a n 6poj ceux moryhnx mcxopa.

Ogaj crienmjasan caydaj gedunnmmje nosuar je mox wasusom Jlanaacosa '° wnm xaacuuna

depunuyuja eeposammohe.

YTTjep Cumon Jlammac ( Pierre-Simon, Marquis de Laplace, 1749-1827) je 6uo dbpaniyckn mMaTeMaTnyap u
ACTPOHOM.
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IIpe dopmynucama cienehe meduHUIT]e HEOIXOIHO je YBECTH MjaM: o —IoJbe jorahaja.
oc—mnoJspe aorabhaja

Heka je F damunuja moralhaja us ) 3a kojy Baxwu:
(A1) Qe F;
(A2) Axo A € F,onman A € F;
(A3) Ako je Ay, Ay, As,... konauyan win npebpojus Hu3 gorahaja davunmje F, Taga U BHUXOBA
yHUja npunazia F.
Taksa dpamuiuja norahaja F je o—mospe goraljaja.

AKo je cKyIl CBUX eJIeMEHTAPHHUX HCXO0Ja KOHAYAH CKYII, TaJa je U cBaka (pamuiuja jgoralaja
u3 () konauna davuamja. Axko 3a rakBy davuamjy F Baxe ycaosu (Al), (A2) u ako Baxu ja
3a CBaKW KOHa4aH Hu3 gorahaja uz dhavmuminje F u HUX0OBA YHUja TPUNAA TO] (PAMUIUjU, OHJIA
je dbamuimja F—nospe jrorabhaja.

Hedbunnnmja 3.3.2. Ypehena mpojra (2, F, P) nasusa ce npocmop eeposamnoha (P : F — R
je Pynryuja Kojom ce eaemenmaprum ucroduma npudpysicyje eeposamonoha).

IIpumep 3.3.1. Koukruua 3a uepy ce baua jedannym. Odpedumu eeposammohy da fie nacmu
6poj denus ca mpu.

Ckyn cBux enementapuux ucxoga je = {1,2,3,4,5,6}. Mcxouu nososbuu 3a gorahaj A cy:
A = {3,6}. Tlpumenom kacuane gedbununmje Beposarnohe nobuja ce:

ITpumep 3.3.2. Cayuajro ce 6upa npupodan 6poj ne séehu 0d 20. Koauka je seposammnoha da je
usabpan npocm 6poj?

IIpso ce onpebyje ckyn cBux enementapuux ucxoma: 2 = {1,2,3,...,20}. IIpoctux Gpojesa
Mamux ox 20 mma ocam u 1o ¢y 2,3,5,7,11,13,17,19. Ha ocuoBy Kinacuume nedpUHAIHAjE BEPO-
BaTHOhe 100mja ce:

3.3.1 Pemenun 3amamnn

Bagarak 11. YV xymuju ce wasasu decem kyzauua 00 KOjux cy mpu upsere u cedam NAGeUL.
Koauxa je seposammnohia da ce npusukom jednoz ussaauera nojasu Kyzauua naase 6oje?

Pewewe: Ilpumenom knacudare gedunuimje seposaraohe mobuja ce ma je

P(A) = -

A

Bamarak 12. Mehy 20 npedmema uma cedam neucnpasrur. Cayuajno ce bupa ucmospemero
nem npedmema. Koauxa je eeposammuoha da mehy mwuma Hema HEUCNPAGHUT ?
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Pewerve: Heka je A morahaj ma mely nzabpanuM mpeaMeTHMa HEMA HEHCIPABHUX. YKYIaH Opoj

HaguHa Ha Koju ce ox 20 mpeamera bupa 5 je 5 ) . Ucxopa mosospanx 3a gorahaj A mma, ( 5 ) .

P(A) = <:52>
;)

ITpumep 3.3.3. Odpedumu xoauka je seposammnoha da ce npuasukom bayarva 6 Kouxuya 3a uzpy
nojasu ,,jamb Kombunavyuja” (hajmaree nem ucmur).

Tpazxena Beposaraoha je:

A

Pewewe: Heka je A morahaj na ce nojasmia ,,jamb komObunanuja”. Ykynan 6poj ucxoza npuiim-
. . .o 6
koM Garama 6 xomkuma je 65, a 6poj nmoBosprEx ncxona 3a gorabaj A je 6 + 5)° 5 - 6. Jlakie,

BepoBaTHOha morahaja A je:

6
6+<5>'5'6_6+6-5-6_6(1+6-5) 31

66 66 6°-6  6°

A

IIpumep 3.3.4. Kouxa, wuje cy cmpanuue obojere naasom 60jom, pacedena je ma Tunsaly ma-
AU KOUKYU ucmuxr dumensuja. Mane wouxre cy cmasmene y wymujy u usmewane. Koja je
geposamnoha da cAYHaAIHO U3BYYERA KOUKA UMG:

a) mpu obojene cmpane;

6) dse obojene cmpane?

Pewewe: Heka je A morahaj ma cayuajno mzabpana xouxwma nMa Tpu obojene crpane, a B mo-
rabhaj ma caydajHo m3abpana KOIKHIQ KM JBe 000jeHe CTpaHe.

a) Kako cy cBU eleMEHTApHEM WCXOJHU jeJTHAKO BEPOBATHH MOYKE €€ MPUMEHHTH KJIACHIHA
nedwununmja BepoBaraohe. Bpoj ceux moryhux mcxoga je 1000. Komkure ca o6ojere Tpu crpane
ce HaJIa3€e HA TeMEHHMA BeJiMKe Komke. llomTo Konka mma 8 Temena, 6poj MCXOda MOBOFHUX 34
norabaj A je 8. Jlakae, Tpaxkena BeposaTHOha, je:

8 1

P(A)= — = .
(4) 1000 125

Ogaj 3amarak je nponpahen omrosapajyhum amierom. Arjier 3anpaBo HpeacTaB/ba aHUMA-
1]y Ha KO0jOj je IpHKa3aHO pacTaBjbambe Kolke. AHuMmaryja ce mokpehe KJIMKOM Ha JIyrMe

,» Play”.
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B
7
:

Cnuka 3.3.1.1. Ansem xoju npuxasdyje pacmasmeny KoUKy

6) YV oBOM ciryuajy TMOBOJBHUX MCXOMA 3a gorahaj B WMa OHOJIMKO KOJUKO UMa, KOIKHUIA 060jeHIX
ca nBe crpaHe. CBe TakBe KOIKHUIE Ce HAJIa3e HA WBUIAMA BEJIMKE KOIKE M3y3uMajynu KOIKUIE
ca TtemeHa. Komnka mma 12 wmBHIa, a HA CBAKO] MBHIM MMa IO 8 TaKBUX Komnkwuma. Jlakie,
MIOBOJbHUX UCXO/a uMa, 8 - 12 = 96, ma je Tpakena BepoBaruoha:

96

@ &

N

N

RASANANANANANANN

D
N

Cllalalel Lol

N N N N N NS

[T []
|
N

|

Cauka 3.3.1.2. Anaem xoju npukasyje pacmasseny Kouky
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IIpumep 3.3.5. Jlama je xsadpammna jednavuna x*> — 4x + a = 0. Baua ce xouxuua u 3a a ce
yauma 6poj xoju je nao. Odpedumu seposamnohiy da hie 3a makxo dobujeno a dama jednawuna
UMAMU DEANHA PEULETHA.

Pewewe: Heka je morahaj A ma jeanaqawna mma peasna pemerma. [IpuiamkoM 6anarma KOIKHUIE
CBU €JIEMEHTAPHU HUCXOJIM Cy jeTHAKO BEPOBATHM Ia C€ KOPUCTH KJIACUYIHA JiehUHUIHjA BEPO-
Batuohe. Ykymnan 6poj esementapaux ucxoma je 6. Jegnaunna mma peasHa pemema aKo T-0Ca,
cege kpusy f(x) = 22 — 4x + a wim axo je momupyje. OBaj ycioB je mCIymeH y ciydajy jaa
je mpuiauKoM Oarama KOIKHWIE HaJa JeJWHUIA, JBOjKA, TPOjKA WJIM YETBOPKA, OJHOCHO Ka/ I
3a mguckpuMmuHaHTy D nmare jenmauwmmbe, Baxu D > 0. /lakie, moBO/pHUX HCXOHa mMa 4, 1ma je
BepoBaTHoha:
PA)=-=-.
6 3
Armter npukazan Ha ciauiy 3.3.1.3. momazke Jia ce ojpesu Opoj UCXo1a MOBOJBLHUX 3a Joraljaj
A. Ha oBowm amrery moctoju moryhroct na ce momohy knm3ada mema mostoxkaj kpuse f. Ha ocony
[I0JI0KAja KPUBE MOXKE Ce 3aKJIYUUTH KOje CY IOBOJLHE BPEJHOCTH 3a a. YKOJUKO KpuBa, [ cede
T-0Cy MCIHUCYje ce TIOPYKa Ja y TOM CIy4ajy jenmaanua o2 — 4z +a = 0 mMa aBa peasina peremna.
Axo xpuBa f momupyje x-ocy HCIOHCYje ce IOPYKa Jia jeJHAYNHA MMA, jeJJHO PEAJHO DEIIehe, a
aKO je/IHaAYMHA W KPWBA HEMA]y 3ajeHMIKUX TAYaKa, UCIUCYje Ce MOPYKA /13 jeJHATMHA HEMA,
peaJHa pelrema.

P —dr+3=0

Hma dea peaara pewerba

Ciuka 3.3.1.3. Anaem koju npurasyje noaootcaj kpuse f(x)

3.4 CgsojcTBa BepoBaTtHohe

Y oBowm jiesty 6uhe dopmynucana u JJ0Ka3aHa HEKAa OCHOBHA CBOjCTBa BepoBaTHOhe.
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Teopema 3.4.1. 1) 3a ceaku dozahaj A eascu 0 < P(A) < 1.
2) Beposammnoha cuzypnoe dozahaja je P(Q) = 1.
3) 3a ynujy dea ducjynxkmua dozahaja A u B, AN B =0, eascu P(AU B) = P(A) + P(B).
4) 3a ceaxu dozaliaj A easicu P(A) =1 — P(A), 2de je A cynpomnu dozahaj.
5) Beposammnoha nemozyhee dozahaja je P(0) = 0.
6) Axo je A C B, onda easicu jednaxocm P(B\A) = P(B) — P(A).

7) Axo je A C B, onda sasicu nejednarxocm P(A) < P(B).

Zloxas: Ilpsa nBa cBojcTBa cieme w3 came gedununmje Bepopatnohe. Ilo medununmjn,
BepoBaTHOoha Jjiorahaja A je jejHaka 30Mpy HEHEraTMBHMX BePOBATHONA €JIEMEHTAPHUX HMCXOJIA
MOBOJBHUX 3a jioraljaj A u 36up BepoBaTHONA CBUX eJIeMEHTAPHUX MCXOJa je jeaHax 1.

3) [orahaju Cy JUCjyHKTHH, OJHOCHO HHXOB IPECEK je mpa3aH cKym. Y oszmamu AN B = ().

Heka cy w1, wo, ..., w; €IeMeHTaApHU MCXOAM NMOBOJbHM 33 gorahaj A m 91, U9, ..., ¥y, enemen-
TapHU UXOJU TOBOJbHY 32 norabaj B, 1j. A = {w1, wa, ..., wi} u B = {1, 92, ..., ¥} (Ciuka
3.4.1).
Q
A
B

Cauka 3.4.1. Eaemenmapru ucrodu ducjynkmuur dozalaja

Opasne je AU B = {w1, w2, ..., wy, Y1, V2, ..., Op}. U3 nedpununuje eposaruohe ciemnu
1@ je
P(AUB) = p(w1) + p(ws) + ... + p(wr) +p(h) + p(I2) + ... + p(Um)
P(4) P(B)
= P(A) + P(B).

4) Kaxko cy morahaj A u memy cynporan moraljaj A mqucjyakran (Crmka 3.4.2), Tj. ANA = (),
Baxkn AUA = Q.
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[Tpumenom cBojcTsa 3) mobuja ce

P(AUZA) = P(A) + P(A),
Q

omrocuo P(Q)) = P(A) + P(A). Ha ocHoBy cBojetsa 2) je P(Q2) = 1, ma ce mobuja
1= P(A) + P(A).
Hamum cpehuBamem ce J10J1a3u JI0 TPAXKEHE jeTHAKOCTH

P(A) =1— P(A).

1]

Cauka 3.4.2. Cynpommnu dozahaj

5) Ako ce craBu na je A = (), onya ce cBojcTBO 4) MOXe HanmucaTu y ciegehem obsmKy:
P(Q)=1- P(Q).

Kaxo je Q = (), nobuja ce:
P0) =1— P(Q).

Ha ocnomy crojcrsa 2) P(Q) =1 ce nobuja: P(0) =1 —1, 1j. P(}) = 0.

6) Jlorahaju A m B\ A npukasann na caumm 3.4.3 cy mehycobuo mucjynkrau (A C B).
[Momrro cy morabhaju mucjyukrau u AU (B\A) = B, MoXe ce IPUMEHUTH CBOjCTBO 3)

P(AU(B\A)) = P(A) + P(B\A)

P(B) = P(A) + P(B\A)

OBuwm ce j100uja TparkeHa jeTHAKOCT.

P(B\A) = P(B) — P(A)
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Cuuka 3.4.3. Jucjynxmnu dozahaju A u B\A axo je A C B

7) Kako je A C B moxe ce IPUMEHUTH CBOjCTBO 6):
P(B\A) = P(B) — P(A).

Ha ocuoBy cBojcTsa 1) nmosuaro je ma je P(B\A) > 0 na je P(B) — P(A) > 0. Osum ce mo6uja
rpaxena nejequakocr P(A) < P(B).

0

CsojcrBo 3) Takobhe Baxku 3a k > 2 mehycobno nucjynkTHuX jgorahaja.

Teopema 3.4.2. Axo je k > 2 u axo cy doeahaju Ay, As,..., Ap mehycobno ducjynkmuu, onda
6aICU
P(A1UAsU...UA,) = P(A1) + P(A2) + ... + P(Ag).

CrojcrBo 3) ce moxe dbopmynucarn u 3a 6ui0 Koja jBa jorabhaja.

Teopema 3.4.3. 3a dsa npoussonna dozabaja A u B eascu jednarocm
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

ZJoxa3: NartynTuBHO je jacHO Jia Ce NMPUJINKOM Ca0Wparha MPecek padyHa JiBa IIyTa 1a je
36or Tora moTpebHO oay3eTu BepoBaTHOhY mpeceka. lIpmimkom m0Ka3a KOPHCTE Ce IIPETXOIHO
Hagejena cBojcTra Beporaruohe. Jorahaju AUB, A u B ce mory uapasurn npeKo JuCjyHKTHUX
norahaja A\B, AN B u B\A koju cy npukazauu Ha ciauiy 3.4.4.

AUB = (A\B)U(ANB)U(B\A)
A= (A\B)U(ANB)
B = (B\A)U(ANDB)
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Cnuka 3.4.4. Pasaazaree dozabaja AU B wa ducjynkmmue dozalaje

IIpumeroM cBOjCTBA aAUTUBHOCTH 33 YHHU]Y JMCjyHKTHEHX goralaja mobuja ce jeIHaKOCT:
P(AUB)=P(A\B)+ P(ANB)+ P(B\A).

Kasa 6u ce jecHOj cTpaHu OBe jeTHAKOCTH JI0JafIa, a 3aTUM U ojy3esa Beposarnoha P(A N B)
nobusa 6u ce ciesieha jeHAKOCT:

P(AUB)=P(A\B)+ P(AnB)+ P(B\A) + P(ANB) -P(AN B).

P(A) P(B)

Hamum cpehuBamem mobuja ce:
P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(AN B),
mTo je u Tpebaso JI0Ka3aTu.
O

Hanomena: Moxe ce IpUMETUTH Ja ce y ciaydajy Kaja je AN B = () nobuja jesmakocr
P(AUB) = P(A)+ P(B) (jep je P(0) = 0). JlakJse, cBOjcTBO 3) IpECTaB/ba CIEIUJATHA CILyva]
Teopeme 3.4.3.

Ha kpajy oBor morsiaB/ba y OKBUPY €JEKTPOHCKOT MATEPHjaJIa, jé TPUKA3AH aTJIeT ¥ KOME je
ussesiena jemnakoct P(AU B) = P(B), koja Baxu ako je A C B (Ciuka 3.4.5).

[¥ Beposathoha yHuje gea goraghaja @

Kada je A C B onda je : Axo je A B onda je :

AN B = A. PAUB) = P({B).

Hokas :

PAUB)=PRA)+PB —-P ANB)
1

PAUB)=RA)+ P(B)— P4

P{AUB)= AB)

HanomeHa: Knukom muwa Ha gorafaj A, gorafaj
L& MOXE NOMEPaTH (GEKM C2 NpUTH-

0 CHYTO NPUMMKOM NOMEpaks3).

Cnuka 3.4.5. Anaem y oxeupy xoza je npuxadan doka3 cneyujaanoz cayuaje meopeme 3.4.8
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Cneyujaanu cayuaj meopeme 3.4.3: Axko je A C B, ouna je P(AU B) = P(B).
Kako je A C B Baxu AN B = A, na ce 3aMEHOM y jeJIHAKOCT:

P(AuB)=P(A)+ P(B)—-P(ANB),

nobuja
P(AuB)=P(A)+ P(B)— P(A),
Tj.

P(AUB) = P(B).

ITopes momenyTor u3Bohema arieT npyKa IPUKa3 jeJHAKOCTH KOja BAXKU 3a YHU]Y OUJIO KOja,
tpu norahaja (Cnuka 3.4.6).

=
(&) ; ;
¥ BepogatHoRha yHuje Tpw gorafaja
/B
BnC 3a yrufy Guao woja 3 dozahaja eancu :
AncC P(AUBUC) = P{A) + P(B) + P(C)
& —P(ANB)— P(ANC)— P(BNC)
AnB +P(ANBNC)
* AnBnC 0

Cauka 3.4.6. Anaem y oxsupy xoza je npuxadarna seposamuoha yHuje 6unso xoja mpu doeahaja
3a yHHjy TpU nNpou3BOJbHA Jlorahaja BaXKu:
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC). (5)

Dopmyia (5) ce 9eCTO KOPUCTU IPUIMKOM PEIlaBarba, 3a/1aTaKa.

3.4.1 Ilpumepnu

1 1
IIpumep 3.4.1. 3a dozahaje A u B je nosnamo P(A) = 7 P(AUB) = 3 Odpedumu P(B)

axo je:
a) AN B = ;

6) ACB.
Pewere: a) Kako cy paru porahaju jucjyukrau Baxu P(AU B) = P(A) + P(B), na ce nobuja
-3

. 1
ﬂaJeP(B):P(AUB)_P(A):g_Z:T:E'

6) Y oBom cayuajy je A C B, na ce HA OCHOBY TOra MOXKe 3aKJbyunuTu Ja Baxu P(AUB) =

1
P(B), opnocuo P(B) = 3 A
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IIpumep 3.4.2. Us wnunaa od 52 xapme usenraue ce ucmospemeno wemupu kapme. Odpedumu
seposamnohy dozahaja da ce mehy u38yveHUM KAPMAMG HANAG3U:

a) mauno jedna mped xapmas
6) 6bap jedna mped xapma;
8) cee wemupu mped Kapme;

2) nujedna mped xapma.

Pewemwe: [lpunmukoMm pemaBama 0OBOr npumepa 6wmhe kopwuimhena cBojcrBa BepoBarmohe. Ilo-
3uaTo je na ce mehy 52 kapre masiazu 13 Tped kapara.

52 = 13% + 130 + 130 + 134
30

13\ /39
()(5)
52 '
()
6) Heka je B norabjaj ma je msydena 6ap jemma Tped kapra, a B HEjeHa M3ByUeHA KAapTa
auje Tped.

a) Heka je A jorabaj ja je ussyuena tauno jegna tped kapra, na je: P(A) =

P(B)Zl—P(B):1_<349>

B) Heka je C' norabaj na cy ussyuene ce uetupu Tped kKapre, na je P(C)

39
. . . . 4
r) Heka je D norabaj na nuje uzsyuena tped kapra, na je: P(D) = TEN A
(%)
IIpumep 3.4.3. O0J 100 wumanaya, 60 wuma Hosocmu, 40 Ilosumuxy, 37 Bauy, 20 Hosocmu
u Hoaumuxy, 15 Hosocmu u Bauu, 7 HHoaumuky v Bauu, a b cea mpu. 3a ankemy ce cayuajro
bupa jedan wumanay. Koauka je seposamnohia da he cayuajno usabpanyu 4umanay, 06 4uma:

a) najmarve 06a Aucma;

6) ne suwe 0d dsa aucma?
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Heka je A noraljaj ma mzabpanu guTaJall YuTa HajMambe JBa JIACT, a B moralaj ga nsabpanun
YUTaJIall YMTa HE BHUIIE O/ JABA JIUCT.

Pememe npumepa 3.4.3 je npukaszano nomohy oarosapajyher amera (Coauka 3.4.1.1). Anser
je KpermpaH TaKo Ja Ce y CBAKO TEKCTYAaJIHO I0Jbe YHOCH ojroBapajyhu 6poj unrasnana. Ha ocaoBy
Bemnosor mujarpama ompeljyjy ce Tpaxene BepoBaTHOhE:

~10+15+2+5 32 30+ 18+20+10+15+2 95

P(A =—=0,32, P(B =— = .
(4) 100 100 0,32, P(B) 100 100 0,95

Takohe mocToju u ommuja MPOBEpPe pemema KJIUKOM HA Jyr™me ,,lIposepu”. YKOJIWKO 3a/aTak
HUje TAYHO PEIleH, MOCTYIAaK ce MOYXKe BUJIETH YKOJIUKO ce n3abepe onnmja ,, [Ipukascu peuserve”.

.. Tawno

104+154+24+5 32
P(A) = — 2% _o.32
a) A(4) 100 100~

304184204 1041542 _ 95 _ .
100 100 7

[V Mpukaiu pewetkse

6) P(B) =

Cauka 3.4.1.1. Anaem nomohy koza je npurasano pewerve npumepa 3.4.3
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4 VYcaoBHa BepoBaTHOha m He3aBHCHOCT

4.1 VYcaosHa BepoBaTHOha

o cajma ce roBopwJio 0 BepoBaTHONM HEKOr JaTor aoraljjaja, ajim IITa ce JelIaBa Ca BEpo-
Baraohowm tor jorafjaja ako je mo3HATO Ja ce pean30Bao Heku Jpyru jorahaj. OgHOCHO, 1ecTo
he 6uTu moTpebuo ja ce oxnpeu BepoBaraoha uekor jorahaja npu ogpehenom ycsoBy. 360r Tora
ce OBaKBa BepoBaTHONA HA3UBA YCAOBHA 8€PO8aMmHOna.

Y by mto 60Jher cxBaTama MmojMa yciaoBHe BepoBaTHohe 6ulie anamusupan ciuenehu npu-
Mep.

IIpumep 4.1.1. Kouka 3a uepy ce baua dsa nyma. Odpedumu eeposammnohy da je 36up dobu-
jenux epednocmu marbu 00 T, aKo ce 3Ha 0a Huje Nasa jeduHuya.

Pewewe: Heka cy morahaju oznavenn na cinenehn naumn: A-umje nagna jenuanna, B-36up mobu-
jeHUX BPEJTHOCTH je Mamu’ O, 7.

Ceux Moryhux eJeMeHTApHUX MCXOa YKymHO mMma 36. EmemerTapHux mcxo/ia OBOJFHUX 33 JI0-
rahaj A uma 25, eJleMeHTApHUX HCXOJA MOBOJHHUX 3a morahaj B uma 16, a mcxoia IMOBOJLHUX

3a npecek A N B uma 6. [lakme, BeposarHohie osux morabaja cy P(A) = 36 PB) = — nu

6 .
P(ANB) = —. l[Ipwmkom pa3marpama ycaosHe BepoBaTHolie jorahaja B kopucruhemo o3uaky

P(B|A). Kako ce 3Ha Ja HUje Iaja jeUHHATA, OHJA je Opoj CBUX €JeMEHTapHUX UCX0ma 25, a

6poj moBosbHUX mMCx0OAA je 6, na je ycsosua seposaruoha P(B|A) = % Mozxke ce npumeruTu Ja

6,/36 P(AB)

— P(B|A) = . A
25/36,O,ZLHOCHO, (BJA) PA)

je ycsioBHa BepoBarHOha jejiHaka KOJUIHUKY

Hedbununmja 4.1.1. Yeaosua eeposamnoha dozahaja B npu ycaosy A je 6poj

P(AB)
P(A)”’

P(B|A) =

2de je P(A) > 0.
W3 nedunuimje cieqy jeHaAKOCT
P(AB) = P(A)P(B|A)

KOja je mo3HaTa m Kao (opMysia MHOXKema BepoBaTHOha. YommTeHa (GopMysia MHOXKEHA BEPO-
BaTHOhA je

P(A1As...A,) = P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1Ag)...P(Ay| A1 Ag. Ay q),
rJe je P(AlAQ...An_l) > 0.
Ceojcmea ycaosne seposamnohe

Caemehom Teopemom 6uhe dhopmyncana OCHOBHA CBOjCTBA, YCJIOBHE BepoBaTHONE.

44



Teopema 4.1.1. Hexa je P(A) > 0, mada sasicu:
1) P(AJA) =1, P(Q|A) =1 u P(0]A) = 0;
2) Axo je A C B, onda je P(B|A) =1;
3) Axo je By N By =0, onda je P(By U By|A) = P(B1|A) + P(Bs]A);

4) P(B|A) = 1— P(B|A).

Joxa3: larte jeqnakocTu ce MOTy J0KA3aTH JUPEKTHOM IIPUMEHOM JiebUuHUIT]eE.

1
: P(A)
P(AIA) = 5y =1
B PQNA) P(A) B
PO ==pray = ) !
Py PONA) PO _ 0

2

Cmmka 4.1.1. JHozahaju A n B

3)
P((BiUB2)NA) P((BinNA)U(B2NA))
P(B1UBy|A) = =
Bl P(4) P(4)
Kaxko cy gorabaju By u By aucjynkram, onga cy u gorahaju B1NA u BoN A takohe aucjynakTau,
ma ce jo06mja:

P(BiNA)U(B2NA)) PBiNA)+PB:NA) P(BiNA) P(BynA)

P(4) P(4) =T pr@a T P@

= P(Bi1|A) + P(Bs|A) = P(B; U Bsy|A) = P(B1|A) + P(Ba|A).
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Crnuxka 4.1.2. Jlucjynxmmuu dozahaju

4) Us nokasanor npeor ceojersa P(QA) = 1 moxe ce jgohn o Tpaxene jenpakocrn. Kako
je Q = BU B nobuja ce:
P(BUBJA) = 1.

Ilomrro cy morabjaj B u memy cymporan jorabaj B aucjyHkTHu, mpuMenoM Tpeher cBojcrsa
JIOJIA3KU Ce JIO JEeJTHAKOCTHU

P(B|A) + P(B|A) = 1,

OJHOCHO

P(B|A) = 1 — P(B|A).

4.2 He3aBuCcHOCT M 3aBUCHOCT

Heka cy A u B pgsa norajjaja. Ako peanmsamyja jeaHor o oBa ABa goraljaja He yTudue Ha,
BepoBaTHohy peasnmzanuje apyror gorahaja, orga ce kaxke Jia cy tu jgorahaju mHesasucru, Tj.
P(A|B) = P(A), a ako yTuue, oHJia ce Kaxe Ja cy Tu jgorahaju sasucnu.

Axo ce jennakoct P(A|B) = P(A) yepcru y dbopmyiy 3a yeaosuy BepoBaraohy P(A|B) =

PP(?BB)) jnobuja ce: P(A) = iﬁ?BB))’ oanocno P(AB) = P(A)P(B).

Taxolje Tpeba pasmorpuTu, ma Jm ako goraljaj A me 3apucu ox gorajjaja B Baxu u o6paTHO,
1j. m jorabaj B ue 3aBucu o noraljaja A.

Axo 6u ce caga jemnakocr P(B|A) = P(B) yspcruim y dbopMyity 3a yCJIOBHY BEpOBaTHONY,
namuM cpeljuBamem 6u ce monoBO Jonwio o jemnakoctu P(AB) = P(A)P(B). Hdakie, moxe ce

3aKJbyIUTH JI3 BaXKu u 0OpaTHO.

OBumM pazmarpameM ce J1oJa3u u 10 popmastae JeduHUIMje He3aBUCHOCTH Jorajjaja.

Hedbunanunja 4.2.1. Jlozahaju A u B cy neaasucHu axo u camo axo sasxcu jednarocm
P(AB) = P(A)P(B).

Axo jednaxocm nuje ucnyrena dozahaju cy 3a8UCHU.
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IIpumep 4.2.1. ¥V xymuju cy mpu naase u nem seaenux kyzauya. Cayuajno ce useaaue dse
Kyaauue, jedna 3a dpyzom, 6e3 epahara. Odpedumu seposammnohy da cy obe u3eyueHe KY2AUye
seaene boje.

Pewewe: Heka je A morahaj na je npra m3Bydena Kyrauna 3ejene 6oje, a B morahaj na je npyra
M3BYYEHa KYTJINIA 3ejieHe 6oje.

[IpBo je moTpebHO Pa3MOTPUTH JIA JIK Cy OBA JiBa Joraljaja 3aBUCHA WM HE3ABUCHA. Y KyTHJU

UMa YKYIHO ocaMm Kyriuna ma je P(A) = 3 HaxoH mpBOT M3BJaYeHa OCTAJIO je YKYIIHO CeJIaM

KYIJIAIA OJ1 KOjux cy udermpu 3esene. Jlakie, BepoBaTraoha morahaja B 3aBucu of peaym3aliiyje

norabaja A, na je P(B|A) = = Tpaxkena BepopaTHoha je

P(AB) = P(A)P(B|A) =

| e
0
ot

Teopema 4.2.1. Axo cy dozahaju A u B nesasuchu, onda cy nwezasuchu u dozahaju:
1) A u B;
2) A u B;

Hoxa3a:
1) Horabaju A u B cy nesasuchu 1a Baxu jeanakocr P(AB) = P(A)P(B).

P(AB) = P(A\AB) = P(A) — P(AB) = P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B)

Bnaunm saxu jeqaaxoct P(AB) = P(A)P(B) na cy jorabaju A u B nezaucum.

2

Cnuxa 4.2.1. IIpecex dozahaja A u B

2) AHaJIOTHO TIPETXOAHOM Cjlydajy JloKasyje ce HesaBUCHOCT jorahaja A u B.
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3) VY oBoM ciydajy ce KOPUCTE MPETXO/HO JIOKA3aHe HE3aBUCHOCTH.

P(AB)=PO\(AUB)) = P(Q) — P(AUB) =1 — P(ABUABUAB) =

=1— (P(AB) + P(AB) + P(AB)) =1 — (P(A)P(B) + P(A)P(B) + P(A)P(B))

(
Bnaun, saxu jegnakocr P(A B) = P(A)P(B) ua cy porabhaju A u B uesasucnu.

il

Cmuika 4.2.2. Ilpecex dozahaja A n B

IIpumep 4.2.2. Jlokazamu da cy ducjynkmmuu dozahaju sasuchu.

Pewewe: Kako je P(A) > 0 u P(B) > 0, ouna je P(A)P(B) > 0. Horabaju A u B cy nu-
cjynkrau, tj. AB = (), ma je P(AB) = P(()) = 0. Ha ocHOBy OBOTra MOXKe Ce 3aKJbyUUTH Ja j€

P(AB) # P(A)P(B), onaocHo Jia cy noraljaju 3aBucHu. A
Hedbununuja 4.2.2. Jozahaju Ay, As, ..., A, cy nomnyno ne3asuchu axo 3a c6axo
ke {2,3,..,n} u cearu nodexyn Aj, Aj,, ..., Aj., j1 < J2 <..<ji <n, eaogrcu jednarocm

P(Aj A, Aj) = P(A))P(Aj,) - ... - P(Aj,).

Hedbununmja 4.2.3. Jlozahaju Ay, Aa, ..., A, cy HE3a8UCHU Y NAPOBUMA, AKO 3G NPOU3BOHHE
pasauvume dozahaje A; u Aj saocu P(A;Aj) = P(A;)P(Aj), 1<i<j<n.

IIpumep 4.2.3. Hosuuh ce 6aua deéa nyma. Ilposepumu da au cy doeahaju: A = {IIII, I},
B ={l, I'l} v C = {[II, I'T} nomnyno ne3asuchu.
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Pewemwe: Cxyu csux moryhux enemenrtapuux ucxona je 2 = {IIIL, IIT", I'Tl, I'T'}. Beposaruolie

1
porabaja cy P(A) = P(B) = P(C) = 50 @ seposarHohe npeceka cy P(AB) = P(BC) =

1
P(CA) = P(ABC) = 1 (jep je jesuHu ejleMeHTAPHU MCXOJI IOBOJbAH 3a HaBejeHe mpeceke I11T).

Jlakne, ucmnymene ¢y jeJHAKOCTH:

= P(AB) = P(A)P(B) =

— P(BC) = P(B)P(C) =

N N e N N

N = N

= P(CA) = P(C)P(A) =

I N Y

IITO 3HAYM Ja cy jorahaju He3aBUCHU Y TTAPOBUMA.

Ha 6u morahaju 6miu MOTIYHO HE3aABUCHU MOpPA Ja Oyde MCIyIheHa H jJeIHAKOCT
P(ABC) = P(A)P(B)P(C).

IIpoBepoMm ce MOXKe 3aKJbyUUTH JIa JeJJHAKOCT HUJE UCIIYHHEHA, Tj.

1 1 11 1
- =P(ABC)# P(A)P(B)P(C)==-=- = ==
L= P(ABO) # PAYPBIP(C) = L 51 = ¢,
ma gorafaju HUCY TOTIIYHO HE3aBWCHH. AN

4.3 ®Popmyraa ToTajiHe BepoBaTHOhe

Teopema 4.3.1. Hexa je ckyn ) npedcmasmen y obauky yHuje mMehycobro QUCjyHEMHUL cKy-
nosa, mj. 2= A1 UAyU...UA, u nexa je B C Q. Tada sascu

P(B) =) P(A;)P(B|4;).
j=1

Cauka 4.3.1. Pasnazawe dozabaja B na ynujy ducjynkmuuz dozahaja
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Zoxaa: llomro je B C Ay U As U ... U A, ouga goraljaj B Moxe ja ce INpPEICTaBUA Y
0bmuky B = BA1 UBAs U ...U BA,,. Jlorabaju Ay, Ao, ..., A, cy aucjyukrhu ma cy u jgorahaju
BAi,BAs, ..., BA, takohe mucjyukrau. BeposaTHoha moraljaja B je:

P(B) = P(BA1UBAyU...U BA,) = P(BAy) + P(BAy) + ... + P(BA,) = i P(BA;).
j=1

IIpumenom dhopmysie MHOXKEHA BepoBaTHOhA 106Hja ce

P(B) =) P(A;)P(B|A;).

j=1

O
Hanomena: Ilpecek norahaja B u mekor ox morahaja A1, Ao, ..., A, moxe ma Gyme nmpasan.
Bajecosa gopmyaa

Hexa je cxyn Q npedecmasmwen y obauxy yruje mehycobro ducjynkmuux ckynosa, mj. ) =
AU A U ..U A, u nexa je B C Q. Ha ochosy dopmyae muodicera eeposammohia 3a c6axo
1 <7 < n saorcu:

P(A;B) = P(BAj) = P(B)P(A;|B).

Hanum cpehusarvem dobuja ce:

_ P(A;B)  P(A;)P(B|A))
PANB) =505 =~ F(m)

Ha ocnosy gopmyae momanne eeposammuohe sarcu Gopmyaa

P(A;)P(B|A;)

n Y

> P(Ar)P(B|Ay)
k=1

P(4;|B) =

Koja je nosnama nod nasusom Bajecosa T dopmyaa.

IIpumep 4.3.1. Tpu cmpesua npu z2ahary nozahajy memy pedom ca eeposammuohama p; =
0,2, po=0,4 u p3 =0,8. Cayuajno ce bupa jedar 0d mpu cmpeava da 2aha memy. Odpedumu
eeposammohy:

1) da fie mema 6umu nozohena;

2) da je memy nozoduo dpyeu cmpeaay, axo ce 3ua 04 je mema nozohena.

Pewewe: [lpunukom pemasama 6uhe xkopumnhene ciemehe o3nake:

"Tomac Bajec ( Thomas Bayes, (1702-1761) je 6uo enrieckn mMatemaTudaap.
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Aj-u3abpaH je IpBU CTPEJAIL,
Ao-m3abpaH je APYyru CTpesiall,
As-m3abpan je Tpehwm crpesar,.
. . 1
Hagenenu norabaju cy jennako seposarau, ogaocuo P(A;) = P(Ag2) = P(As) = 3"

1) B-mera je norobhena

IIpuinkom oppehusama Bepoarnohe jorabhaja B kopucruhe ce ¢opmysa rorajne Bepo-
BaTHOhE.

M-

P(B) =) P(A;)P(B|Aj) = P(A1)P(B|A1) + P(A2) P(B|Az) + P(A3)P(B|A3) =

1

J

= S P(BIAY) + 3 P(BIAy) + 5 P(B|As) = S (P(B|A1) + P(B|43) + P(BAs))
Yeaosue Beposarnohe P(B|A1), P(B|Asy), P(B|As) mory ce o6jacanTn Ha caegehu naumn:
P(B|A;)—Beposarnoha na je mera norohena moj ycaosom ja je rahao npsu crpesarn,
P(B|A2)— Beposarnoha na je mera norohiena mos yciaosom jia je raljao apyru crpesan,
P(B|A3)— Beposarnoha na je mera noroljena moy yciaosom jsia je raljao tpehu crpedarr,

OBo cy 3ampaBo jiaTe BepoBaTHohe p1, ps U p3, 1A je

1 1 1 14 1 7 7
P(B)=-(0,240,440,8)==--1,4= - = - - =—.
(B) 3(’ +0,4+0,8) 3 3 10 3 5 15
2) Kopucru ce Bajecoa dbopmya.
Lgg LA L2 2
P(ayp) = PAJPBIA) 3" 7 3 10 _35_15_2
P(B) v v oo
15 15 15 15
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5 TI'eomerpujcka BepoBaTHOha

Y oBOM mOTJIABJBY C€ YBOJM IIOjaM reomerpujcke BepoBaTHohe m obpabyjy ce omrosapajyhu
npumMmepu. IIpumepu cy Busyenno oopabenu y3z momoh GeoGebra anmmanmja. Y OKBHDY €JieK-
TPOHCKOT MaTepujaja ce momohy button kommomenTun, kKoje cy mMIIeMeHTHpaHe y Koz html
JIOKYMEHTa, YCIOCTaBJba Be3a u3Meljy dopmynamuja garux npobiaema u camux GeoGebra anm-
Maluja.

Taxkohe hie 6utn bopMmyaucan u BU3yesHO NMPHKA3aH BepTpamnos mapaiokc.

5.1 Ilojam reomerpujcke BepoBaTHOhe

YBohemem oBOr HOBOT 1OjMa Ouhe MPUKA3aHO /13 CKYT €JIEMEHTAPHUX UCXOJA MOXKe Jj1a Oyae
HA TIPUMep HeKa JIyK, WM TeOMETPHjcKa (Urypa y paBHU, WJIH HEKO T€OMETPHUjCKO TEJIO Yy
npocropy. Opmocuo, y ommrem ciayuajy, € je ckyn y mpocropy R®, tue je n € {1,2,3}. Ene-
MEHTapHU UCXOJIM Cy Y OBOM CJydajy Tauke, a gorahaj A he 6uru momckym ckyma ().

Kama 6u ce BepoBarnoha medwummcansa Kao mrTo je To OHO CIydaj g0 caja, OHIa Ou Bepo-
Baraoha esemenTapuux ucxoja w (Tj. Beposarnoha 3a cBaky Tauky ckyna {2) 3ampaso Gusa
1 1

— =0,

P(w):@:oo

jep je § menpebpojus ckyn (|2]-6poj esmemenara ckyma §2). 360r oBora ce reOMeTpPHjCKa BEPO-
paTHOha medwrMe Ha ciegehn HaYWH.

Hedbununuja 5.1.1. Beposammnoha dozaliaja A je 6poj

Pl =,

2de cy m(A) um(Q) y jednodumenauonasnom cayuajy oystcune, y 0800UMEHIUOHANHOM CAYUATY
nospwuHe, a4 Y MpoouMEHSUOHANHOM CAYHATY 3ANPEMUHE.

Takohe Tpeba namomenyTn ga seposarnoha norahaja A me 3aBucm ox moJstoxkaja ror goraljaja
y ckymy {2.

Jednodumenazuonaanu npocmop R!

IIpumep 5.1.1. Jlama je dyotc AB dyorcune 5ecm u mauxa C xoja npunada dyorcu makxo da
je |BC| = 2cm. Cayuajno ce 6upa mauxa D xoja npunada dyorcu AB (D # C). Odpedumu
geposammony da cayuajno usabparna mavwka npunada dyocu BC.

Pewere: Iorahaj E—cydajro uzabpana tauka npunaaa ayxu BC. Kopucru ce reomerpujcka

E
jnedunnnuja Beposaruohe P(E) = Z((Q;’ rae je m(E) = |BC| =2 um(Q) = |AB| = 5, na je
P(E) = % _ 0.4 A
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Busyennu npukaz oBOT TpuMepa TpUKa3aH je Ha cawumu 5.1.1. Amrer mMma jaBe ommumje Koje
npuKa3yjy npomeny mnosioxkaja rauke C' u npomeny jyxune jgyxu AB. Amier rakobe ucnucyje
BepoBaTHOhy morahaja F y 3aBHCHOCTH O/ TOTa KaKO Ce MeHajy MOMEHYTH mojoxaju. [Ipomemnom
noJioxkaja rauke C' Mmema ce m seposarnoha jgoraljaja F jep ce mema jpyxuna ayxu BC. Takole ce
MOZKe IIPUMETUTH Jia Kaja ce Tadka C' mokjonu ca tadkoM A paju ce o BepoBaTHOLM CUrypHOT
gorabaja, tj. P(E) = P(Q) = 1. Ako ce tauka C mokjomnu ca taukom B BeposaTHoha je
P(E) = 0. Mehyrum, npomenom ayxune jare Jayxu, BepoBaTHoha morahaja ocraje mcra jep
onnoc ayxuna ayxu AB u BC ocraje ucrtu.

=

. _ m(E)
_________ P 14 (12) m(€2)

“ m(E) = |BC| =2

] m(0) = |AB| =5

: PE) =2 =04

[

Cauka 5.1.1. Anumayuja npumepa zeomempujcre eeposammuone Yy jedHoOUMEHIUOHANHOM CAYIAJY

Jeodumenauonaaru npocmop R?

Ipumep 5.1.2. Cayuajno ce bupa jedna mauwka u3 jednarxocmpanuunoz mpoyzasa ABC. Hexa
cy mauxe A1, By u Cq, pedom, cpeduwma cmpanuua BC, AC u AB. Odpedumu seposammohy
da cayuajno usabpara mavka npunada mpoyesy A1 B1C.

Pewere: Horahaj D—caydajuo mzabpana Tadka npumaga Tpoyriy Ay B1Ci. Tpoyriaosu
A1B1Cy, AB1Cy, C1BA; n B1A1C cy jemnakoctpanwaam u melycobHo momymapHu, ma 1o-
ppmuHa Tpoyria A B C] npejacrasiba yerpTuny nospiune tpoyria ABC. Ia 6u ce ogpemmia

D
BepoBarHoha norahaja D xopuctu ce nedununmja reomerpujcke Beposaraohe P(D) = m(( Q))’
m
. 1 i 1
rae je m(D) = Paa, B0, = ZPAABC nu m(Q) = Paapc, na je P(D) = 1= 0, 25. A

Ha oxrosapajyhem armiery ce MoxKe MOKPEHYTH aHHMAIH]ja KOja JEMOHCTPHPA HOIYIAPHOCT
HOMEHYTUX TPOYIJIOBA.
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., m(D)
B m(S)
SN 1

S N m(D) = Paapc, = 1 Prape

m(§2) = Paape

1p. . 1
D) — 1 P AABC — 2 — 095
H } P.-'_\AB(‘ 1

“““““““““““ o (0 =025=1)

Cauka 5.1.2. Anumayuje npumepa zeomempujcre eeposammohe y 0800UMEHIUOHANHOM CAYUAJY

Tpodumensuonaasnu npocmop R3

ITpumep 5.1.3. ¥V samwaxr xod xoza je H = 2r, ynucana je aonma. Cayuajno ce bupa ma-
wKka Y yrympawrocmu anka. Odpedumu seposamnoliy da cayuajHo u3aOPAHG MaYKa NPUNAIG
YHYMPAULHHOCTNAL AOTVITE.

Pewere: Horaha] A—cayuajno mzabpana Tadka NTpUNaLa yHYTPaIImHOCTH Jonre. [Ipuvenom
dopwmyie mobuja ce:

m(A)
P(A) = —<%
4
m(A) = ‘/lopte = §T37T
m(Q) = Voaljka = B - H = r2m2r = 2r37
4 3
g'l“ T 2 A
P = S
(4) 2r3T 3

4 .
e e m(.r"a)=V1mp_=3r"fr
HI & F . .
57 m(s!} = “.\rr!jkrr =B-H= ?"3772?" = 2?"3#
-..M__.-h‘..._\_______________________‘__.-v—”r 4 3

3 o

PAY =2

14) 2pdr
- - e Nl - 2

- = P(A) =

(4)= 3

Cmuka 5.1.3. Anumayuje npumepa zeomempujcke 6eposamuohe Yy mpooumMen3uoHaIHOM CAYYATY
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5.2 Ilpumepu reomerpujcke BepoBaTHOhe

IIpumep 5.2.1. Cayuajro ce 6upa jedna mavwxa na mescuwnoj dyscu AA1 mpoyeaa ABC. Axo
je T meotcuwme moz mpoyeaa, odpedumu eeposamnohy da uszabpana mayka npunada:

1) oyorcu AT
2) oyorcu T A;.
Pewere: 1) Heka je norahaj A—rauka npunaga ayxu AT. Ilpumenom dhopmysie qobuja ce
2
—|AA;]|
m(A) . 2 . 3| 1 2
P(A)=——= A)=—-|AA A) =]AA P(A) = =-.
(4) = TG e Jo m(A) = JIAM | wm(A) = |Ads], maje P(4) = 3 = 2
2) Heka je porahaj A—rauka npunana gyxu T A;. Ilpumenom dopmyse nobuja ce P(A) =
1
—|AA,]
m(4) . 1 _ glAdil
A)=—-|AA A) =]AA P(A) = =—.
m(Q),I‘ﬂ‘eJe m( ) 3| 1|Hm( ) ’ 1|7Ha‘.]e ( ) |AA1| 3

Cmuka 5.2.1. Tpoyeao u wez060 mesicuwme

A

IIpumep 5.2.2. Jlama cy dsa konuenmpuuna kpyea nosynpewnura 2 cm u 4 cm. Cayuajno ce

bupa mauxa y echem kpyey. Odpedumu seposamnohy da ce caywajno usabpana mayka Hahe y
KPYHCHOM NPCMENHY.

Peweme: Heka je A noraljaj ma ciayuajHo mzabpaHa Tadyka OpUIaaa IpcreHy. [Ipumenom medu-
autmje n1obuja ce:

P(A) = m(A) _ P, — P _ r3m —ram _ (r3 —r)m _ 16 — 4 _ 123
m(Q) P2 r%ﬂ T%ﬂ 16 16 1
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Cauka 5.2.2. Anaem xoju uspauynaea 6eposammohy npcmena

Moxe ce mpuMeTHTH Jia je yBeK ucmymeH ycioB 0 < p < 1, 6e3 ob3upa Ha IOJIOXKA] KO-
HIEHTPUYIHUX KPYTrOBa Y KOODJAMHATHOM CHCTEMY U J[yKWHE MOJyIPEYHUKA. Y3 0Baj HPUMED je
KpernpaH W aluieT KOjH ToKa3yje Jia yCJaoB ocraje ucnymeH. [losiokaj KOHIEHTPUIHUX KPYroBa
U JyKUHE TOJIyIIPeTHUKA ce Memajy moMohy Kim3ada. A

ITpumep 5.2.3. ¥V xpyey noaynpeswnura v cayuajno ce bupa mavwka. Odpedumu seposammohy
04 CAYHAIHO UBAOPAHG MANKA NPUNAOA KPYIHCHOM UCEUKY “Uju je yenmpaanu yeao 150°.

Pewemwe: Hexka je morahaj A—rauka je yayrap uceuka. [Ipumenom dopmyre mobuja ce P(A) =

7“27ra
m(A je m(A) = P, T m(Q) = Py, = 12 je P(A) = 306° — @+ 42
= P = = = 7‘(" = = ~ y .
m(Q) eI 3600 " ’“ e Je i 360°
1

o

Q

Cauka 5.2.3. Kpyoichu uceuar
A

IIpumep 5.2.4. /lsa npujamena cy ce dozosopusa da ce naby usmehy 12 u 13 wacosa u da wa
Yy2060peHoM mecmy wekajy jedan dpyzoe najeuwe 20 munyma. Koauka je seposamnoha da he
dofiu do cycpema?
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Pewere: Heka je r u y Bpeme jjo1acka apa npujaresba, a A norahaj mga je momwto no cycpera. za
6u ce jporahaj A peasmsosao mopa Jja Oye ucinymen ycios |z —y| < 20, vj. z—20 <y < x4+ 20.
Ckyn (2 je cKym CBHX Tadaka W3 KBaJpara 4dmja je jykuHa crpanure 60 (jep je morosop ma ce
nabhy uzmebhy 12 u 13). Tpaxena Beposarnoha ce oapeljyje npumenom reomerpujcke ,zggcbnﬂmunje

A
Beposarnohe P(A) = mEQ; ,tae je m(A) = Py = Ph—2Pa, oqaocao m(A) = a2—2'% = a?—2?
m
2 _ 2
_ oy ) _a®—x® 2000
um(Q) =Py =a" naje P(A) = T = 3500 0, 56.

604

T
40+

¥ Mpomenu epeme dekatsa

0 20 IR 60 S

Cnuka 5.2.4. Anaem xoju odpehyje eeposamnohy cycpema

Ha cauim 5.2.4 je npukaszan amier koju ojipehyje Beporaruohy cycpera. Ilomohy naror kim-
3a9a BpeMe YeKamba ce MOXKe MEeIhaTH, TAKO Ja ce yodaBa KaKo ce Memha BepoBaTHONA MpOMEHOM
BpeMeHa uekamba (Mema ce nosprmnaa Pp). A

IIpumep 5.2.5. Ha cayuajan nawun 6upa ce mawka (x,y) y xeadpamy [0,1] x [0,1]. Koauxa je
eeposamnoha da 3a woopduname me Mavke GaAHCU:

1) y <%
2)y <sinz uy < cosx;

3) v <y <tga?

m(A)

Pewere: Kopucrn ce reomerpujcka nedunnnuja sepoparaohe P(A) = W Youasa ce ma je
m

m(Q) = 12 = 1, na omarne cieau jga je P(A) = m(A).
1) Hakue, konauna sepoBaTHoha ce j00uja Tako nrro ce oapeam m(A).
1 3 1
x
A = 2 d = —_—
m(A) /0 z”dz = T3

Pemreme oBor nmpumepa je nmpuka3aHo mOMONy arieTa MPUKA3aHOT HA CJIUId 5.2.5.
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W oy<a®
_ m(A)
Pa) = m(£2)
m(f}) =1 = P(A) =m(A)

@ E

Cauka 5.2.5. Anaem xoju odpehyje eeposammohy npu damum Ycao8uma

2) Jla 6u ce oapeauiia Tpaxkena BeposaTHohia norpebHO je npBo HanpraTu rpaduke GyHKIMja
y =sinx m y = cosx, a 3aTUM OJIPeIUTH IOBOJbHY 0bsacT B Koja mcuymaBa ycjoBe y < sinx u

T V2

y < cosz. IIpeceuna rauka dynkumje sin x u cos z na narepsaiy [0, 1] je

obsactu B ce moxe nahm momohy oxapehemnor marerpasa.

Haxkite, mobuja ce:

m(B) cos zdx

w/4 1
/ sin xdx +/
0 w/4

— cos :c]g/4 + Sinx|71r/4

T 4 cos0 +sinl — sin ~
— COS — COS Ssin 1 — sin —
1 1

5 5
—{—i—l—i—sinl—\g

P(B)=1—+V2+sinl.

42

W= Cosr 14

Ilpeceuna Tauxa H :

sin:::cos:c:,-:c:% F U= 8inTuys cosr
sirure einr vz
y=: =sin— = —— B B
172 pp)= "B _mUE) _ (g
m(£2) 1

A 1
m(B) :f 3inxd3:+/ cosdx
o wfd

— /4 : 1
= —cosx|, + .lm"'.a:c|,”f,1

™ . o
= —cos 4 + cos0 4+ sinl — sin 1

—?+1+sinl—?

P(B)=1—v2 4 sinl

T
-0.8

Yy =sinx

1.5 2 25 3 35

Cauka 5.2.6. Anaem xoju odpehyje eeposammohiy npu damum Ycao8uma
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3) U y oBoM ciiydajy ce KOPUCTH MCTHU MOCTYIAK PEIIaBatba.

P(C) = m(C)

w/4
-,

/4
J

1 1
tg xdx —I—/ dx —/ xdx
/4 0

. 1
sinx

2
T
dr + x|, — =
CoS T ‘”/4 2 |

Haxkon yBohema cmene t = cos x 3a IpBH HWHTErpaJ Jg00Hja ce:

\/5/2 dt

/ T 1 / dt 1 7«
ot T V2T
—ln|tH\/§/2+2 4—ln1 In 5 571

1 1
:—1H\/§+ln2+§—£:—ln2%+ln2+§—£
1 1 =
=— In24+In2+ - — —.
5 n2+4in +2 1
Konauno ce nobuja:
In2 1 =«
PC)= —+ - — —.
(©) 2 +2 4
| y=tgx y=ur @
Fmseysxtgm{
121 P =m©) = [ tgetns [ ar— [ zas

sinz a2 |t

: 1

dt + |54 — -
o

l_f

2” vz
V2
2

—I:hll—]ll
4

wid
-
fﬂa"z dt
1

1—
i +
1
= In|t|| Yzt

cos

1

™ dt

4

_ 1
- ta7 1

b | =

]

_In2
2

1
2

L BT

T T
08 05

mlEee — — — — —

T T
2 25

2

Ciauka 5.2.7. Anaem xoju odpelyje eeposammohy npu damum Ycao8uma

AN

IIpumep 5.2.6. lyoic dyostcune a nodemena je na mpu deae. Odpedumu seposamnohy da ce 0d
dobujenur 0en08a MOHCE KOHCMPYUCAMU MPOY2a0.

Pewere: Heka je x jyKuHA PBOT Aeja, a Y JYKAHA JAPYror, TAKO JIa Ce OBaj mpobeM MOXKe

cBecTH Ha TPoOJIEM CirydajHOT ofabupa Tadke umje cy koopauuare (x,y). [Tocmarpa ce camo

TIPBY KBAJPAHT jep JAyKUHE JIeJIOBA HE MOTY

Mopa ga OyJsie uChymeHn u ycjaoB & + y < a.

OUTH HEeraTHBHE U KAKO je MyKHUHA IyXKH G OHIA
Ogako job6ujera 00JACT TPEJICTaBIbA CKYT CBUX
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€JIEMEHTAPHHUX HCXO/1a.

Ja 6u ce on mobWjeHUX AE0BA MOra0 KOHCTPYHUCATH TPOYrao MOpa ja Oy/e HCIyIheHa He-
jEeIHAKOCT TPOYIJIA.

He+y>a—z—y=y>

|

Nrt+a—xrz—y>y=y<

N

3)y+a—x—y>xéw<%

Ha oBaj maumu ce jgo6mja 061acT Koja MpeacTaB/ba CKyIl eJIEMEHTAPHUX MCXOJIa IIOBOJHHUX 33,
gorahaj A (Cimka 5.2.8). TIpumenom reomerpujcke jgedbununumje Beposarnohe jnobuja ce:

_ m(4)
P(A) = ()
o2
m(Q) = 5

Cnuka 5.2.8. Anaem xoju odpelyje nosomny obaacm,
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5.3 DBepTpaHoB mapaaoKc

Ogaj mpobiiem je j106mo mme 1o maremarwyapy Josedy Bepmpany '8 u moxe ce dopmysu-
caTtu Ha caenehn HavynH.

Hexa je mpoyzao ABC, jednarocmpanuHu mpoyza0 oKo Koza je onucak Kpye k.
Cayuajno ce bupa memusa kpyea k. Odpedumu seposamuohy da caywajro usadpara
memuesa 6yde dyoica 00 cmparnuue mpoyaaa ABC.

Y 3aBHCHOCTHU OJ1 TOTA HA KOjH HAYUH Ce CJIy4dajHo Oupa TeruBa Kpyra k, oBaj mpobisem ce
MOXK€ Pa3MaTPaTH HA TPU HAYMHA W JIOOUTH TPU PA3IUUUATA, PEIICHA.

Heka je A norabaj na je caydajuo mzabpana rerusa Kpyra k Jy»Ka 0Ji CTpPaHUIE TPOYIJIa
ABC.

ITpeu Havun:

Heka je Tauka D rauka kKoja mpunaja Kpyx#oj jmauju. Tauke A u D cy kpajiwbe Taduke
Tetuse ¢, npu demy je A ¢pukcHa tauka. Kako je tauka A dpuKCHaA, OHIA Ce CIyJajHHM H360poM
TeTuBe MOXKe cMarparu u30op jpyre kpajie tauke D teruse t. Terwsa t he Ourum myxka of
crpauune a Tpoyria ABC ako Tauka D mnpumaia JykKy lpc Koju He caap:ku Tadky A. JIyk
Ipc!? npejcrasipa rpehuny kpysxne jgunuje. Jakie, Tpasxkena seposaruoha je:

1
B ZBC B §2T7T 1

T 0, 2rm 3

P(A)

Temuea je dymca od cmpanuye mpoyaa.

¥ Nyk BC
'| Kaxo je A ABC jedrakocmparuyHL,
| YsHmpanHu y2ao koju odzoeapa fyky

/I Ipe uswocw 1207, na je:

1
Ilpe= - 2rm.
Frley 3 i

Cruxka 5.3.1. Busyeausayuja npsoz peuwerba npobaema

18 Joseph Louis Francois Bertrand (1822-1900) je 6mo dpanmyckm MaTemarmdap Koju ce DABHO HyMEPUUIKOM
TeopujoM, audepeHIjaTHOM TeOMETPU]OM, TEOPUjOM BEpOBATHONE, €KOHOMMjOM W TEPMOAMHAMUKOM. bBmno je
npodecop Ha Yausepsutery y Ppanimyckoj. Ilopea oBor mapagokca jour jefaH mapajoKC Yy TEOPUjU UTrapa HOCH
EbEr0BO UMe.

19K ako je AABC jenmakocTpaHWTHY, EHTPAIHY yrao KOJI 0AroBapa JIyKy lpc m3nocn 120°, ma je: lpc = %Qrw.
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Apyau nHavwun:

Heka je C'D mpeunuk Koju je HopMmaJsiaH Ha crpauuny AB Tpoyria ABC u meka je M N
TeTUBa KOja je mapaJsesnna ca crpanunom AB, a P u @ cpepunra jpyxxu CO u OD. Heka je S
npeceuna Tadka reruse M N u npeununka C'D. Caydajaum u360poM TETHBE e MOXKE CMATPATH
n360p Tauke S koja mpunanga npeuanuky C'D. Terusa he 6utu ay»Ka o1 CTpaHWIE ¢ aKO TauKa S

npumaga ayxu PQ). 3uaqau, BeposaTHoha ce omapehyje Kao KoJmaHUK JykuHa gy PQ u CD.
ITomrro je PQ = 2r, CD = 2R u R = 2r, ?° nobwuja ce:

P(A) PQ 2r 1
CD 4r 27
Temuaa je dysca od ecmpanune mpoy2.aa.

¥ MonynpeuHnk ynucasor n onucador kpyra AABC

Cauka 5.3.2. Busyeausayuja dpyeoe peuwserba npobaema

Tpehu HawuH:

Hexka je kpyr ki ynucan y tpoyrao ABC u meka je M N rerusa kpyra k, a S cpemurire
Tetuse MN. Y OBOM ciyd4ajy, CAyYajHAM H300OPOM TETHUBE MOXKE Ce CMAaTpaThH m300p MHEeHOT
cpeauinta Sy yHYTPAIIHOCTA OMUCAHOT Kpyra. TerwBa he OwTw jyka O CTPAHUIE G AKO
Tauka S IpHUIaja yHYTPAIImLOCTH Kpyra ymucanor y Tpoyrao ABC. Beposarnoha ce ompelyje

Ka0 KOJIMYHUK MTOBPIIUHA YIUCAHOT W ONUCAHOT Kpyra. Ha ocHOBY pasmarpama u3 MPeTX0HOT
cJIydaja mo3HaTOo je ma je R = 2r, ma je:

P(A) P, rn r? r? 1
P, Rm (2r)2  4r2 4
20K ako Koz je[HAKOCTPAHMIHOT TPOYTJIA BAXKK ' = %h ulR= %h, 3aMeHoM ce mobmja R = 2r.
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[# Mpukaxn gy koje ce ynopeRyjy

Temuea je kpalia od empanuye mpoyaada.

A il B

Cmuka 5.3.3. Busyeausayuja mpehez pewerva npobaema
3akpyuar

JlakJie, IPUIKKOM pasMaTpaiba CBa TPU HAUKHA J00Hja]y ce pa3jndnTe BepoBaTHONe HaKo ce
pasu o ucrom giorabajy. OBo ce jemaBa 3aro 1mrro npobJem Huje npenusHo jgedunucad. OHo-
CHO, MOpa Ce TIPEIU3HO JehUHICATH TIITa, Ce MOAPa3yMeBa MO, CJIyIajHuM u360pPOM TEeTUBE KpyTa.

3a cBaku oJ1 ciyuajesa je kpeupan oaroeapajyhu GeoGebra ammer. Ha amery npukazasHom
Ha couiu 5.3.1 mosoxkaj Tauke D, a caMuUM THM W TETHBE {, ce MOXKEe MemaTH moMohy Mmmia.
Ha amernma npukazanum Ha cauiyd 5.3.2 w cauny 5.3.3 1oJI0XKaj Tauke S, 1a U TeTuse t, ce
Moxke mMemaTu. Ca IpoMEeHOM I0JIOXKAja OBUX eJIeMEHATa WCIucyje ce u mnpareha mopyka Koja
rOBOPH O TOME JIa JIM je TeTUBA Jly2Ka 0/ crpaHuiie Tpoyria uiau ne. Ilomohy oBux aruiera ce Ha
WHTEPAKTUBAH HAYWH MPYKA BU3YEJIHU IPHUKA3 JATOr mobsema.
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6 Cuay4dajHe BeJIUdnHE

6.1 3akoH pacnogesie BepoBaTHoha ciydajHe BeJIUYNHE

Y oBowm jiesty he 6utu nedpunucan mojam ciaydajue Benuuune. Kako 6u ce mro 605p€ CXBATHO
oBaj mojam upBo he 6Gutm anasm3upan cjejaehu npumep.

IIpumep 6.1.1. Baua ce noswuh mpu nyma. Ilocmampa ce Koauko nyma je naro nucmo npu-
AUKOM Ta mpy bayarea.

IIpBo ce onpebhyje ckym cBux eneMeHTapHUX HMcxoma. CBaKOM eJeMEHTApPHOM HCXOJY IpPH-
Jpy»Kyje ce 6poj Koju 1pescTaBsba 6pOj 1M0jaB/bUBAHA ITHCMA.

€ = {IIIIIT, TO0IC, DITI, THOOL 1O0r, rir, rri, rer

Vo l

2 2 2 0

Cauka 6.1.1. Crxyn esemenmapruz ucroda

Ha oBaj maumu ce nobmja pyHKIHja KOja MMPECTHUKABA CKYII CBHX €JeMEHTAPHHX HMCXO/d Yy
ckyn peajiaux opojesa. OBa dyHkiuja ce oznauasa ca X : { — R. Bnauu Baxu:

X(PPP) =3, X(PPG) = X(PGP) = X(GPP) =2,

X(PGG) = X(GPG) = X(GGP) =1, X(GGG) =0.

Jaxiie, OpojeBu KOju ce MPUAPYKY]Y eaeMeHTapHuM ucxoauma, ¢y 3,2, 1 u 0. Ora dynknuja ce
HA3WBA CAYUAJHA 6EAUNUHA.

Hedbunanumja 6.1.1. Hexa je (2, F, P) npocmop eeposammnoha ca wonaumno mmozo ucxoda.
Oynxuyuja X : Q — R, 3a xojy sasicu

1) {w|X(w) < x} € F, 3a cearo z € R,

2) P{w|X (w) = —0} = P{w| X (w) = +o0} =0,

HA3UBQ CE CAYUATHA BEAUMUNA.

1
BepoBaraoha peasjuzalinje cBaKor o HCX04a cKyia () je 3 Beposarnoha morabhaja ma coy-

uajua sesuunna X ysme speguoct i, vae je i € {0,1,2,3}, ce onpebhyje na caepehn nauwnn:

1
P{X =0} = PGGG) =
1 1 1 3
1 1 1
P{X =2} = P{PPG} + P{PGP} + P{GPP} = S + < + = = g,
P{X = 3} = P{PPP} — é
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3amnuc Koju ce KOPUCTH je

0o 1 2 3
X:l1 3 3 1)

8 8 8 8
Oro je 3akon pacnodene eeposamnoha ciaydajue Bejuanse X.
1
Moxe ce Takohe mpumeruTu 13 je 30up 3 + 3 + 3 + 3= 1.

Yormmreno pacmosesia BepoBaraoha ciayuajue Besimaune X oapehena je BpeJHOCTUMA, L1, L2, ..., Ty
KOje MOKe Jia y3Me M BepoBaTHONaMma pi, P2, ..., Pn Ca KOJUMA y3MMa HaBeleHe BPEIHOCTH IIa, Ce
mume P{X = a3} = px, k= 1,2,...,n, mm kpahe X : (‘ﬁ ZJ;S gg) Takobhe BaxKu jeHAKOCT
pr+ p2t+ ... +pp=1

Hedbunannuja 6.1.2. Cayuajna sesununa je uckpemmnoz muna ako Y3uma KOHGYHO UAU Npe-
b6poJuBO MH020 BPEIHOCTU.

Hrouramop dozahaja A

Heka je A C ) npousBosban joraljaj u meka je merosa Bepoaruoha P(A) = p. @yuknuja
I4:Q — R oapebena ca

1, weAd
IA(W) = { 0 W ¢ A
30Be ce mHauKaTop gorahaja A.
&
[F ]
«n
“i
/ 9

0 1 R

Cunka 6.1.2. Hndurxamop dozahaja A

Beposarnoha na unpmkarop jporahaja A yame spenuoct 1 jennaka je seposarnohu joraljaja
A, OJIHOCHO BaxKu
P{I4 =1} =P(A) =p.
Beposaruoha ma unaukarop gorahaja A yame spemnocrt 0 je 1 — P(A) = 1 — p. Ha ocuoBy oBora

. . . 0 1
3aKOHA, paclojesie BepopaTHoha maaukaropa jgorahaja A je 14 : (<1 ~p) p)'

Hedbunanuuja 6.1.3. Cayuajna seaunwuna xoja ysuma spednocm 0 ca eeposammnohom 1 —p, a
epednocm 1 ca seposammoliom p s06e ce Bepuyaujesa ' cayuajna eesununa.

2L Jacob Bernoulli (1654-1705), je mBajuapcku maremarndap. Buo je mpodecop MaTemarnke Ha YHUBEP3HTETY
y Baszeny ox 1687 romuue. Hdokropar Ars Conjectandi koju je Hammcao je [HOIPUHEO y BEJIMKO] MEPU Pa3BOjy
Teopuje BeposaTrHohe. JIoKTOpaT je mocTxyMHO 06jaB/ber 1713 (ocaM roguHa HAKOH CMPTH ayTOpa).
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BunomHa cayuajHa 8EAUNUHG

W3BoM ce n HEe3aBUCHUX €KCIIEPUMEHATA, IO UICTUM yCJIOBUMA, €A JABa MOryha MCXoa, yeiex
¥ HEyCIeX. YCIEeX ce O3Ha4aBa ca 1 ca BepoBaranohom p, a meycuex ca 0 ca Beposaraohom 1 — p.

Hexka je o3Haka 3a ciydajHy BEJIMUYUHY KOja MIPEACTaB/ha OpOj yCIexa y 1 He3aBUCHUX €KCIIe-
pumenara S,. OBa ciyuajHa BesmawHa Moxke y3eru spegHoctu 0,1, 2, ..., n. Ucxomu cy ypebhene
n—TOpKe HyJa U jeuHuNa. Ha mpumep, jeJaH TOBOJbAH UCXOJT je

01100101...01000 ,

n

n

k
jeauHnIe, JOK Ha IpeocTannx n — k MecTa croje Hyse. llomTo cy ekcmeprMeHTH HEe3aBHCHH,
BeposarHoha cake n—ropke je p* - (1 — p)" % 1tme je k € {0,1,2,...,n}. Ha ocroBy oBOr

pasMaTpama yBoau ce ciaegeha jgedpunnimja.

on qera je k jemquuuna u n — k myna. OBaKBUX HCXOA WMA ( ) jep ce ox n mecrta bupa k 3a

Hedbunnnuja 6.1.4. Cayuajna seaunvuna Sy, wuja je pacnodeaa odpehena ca

n

P{S, =k} = <k>pk(1 —p)"* ke{0,1,2,..,n},

306e ce bUHOMHA my%ajHa GEAUHYUHA CA NAPAMEMPUMA TV U P.

Mozxe ce BuzmeTu 1a je BeprysnujeBa ciyvajua BeIMTIrHA 3aITPABO CIIEIUjAJIHA CIyIaj OMHOMHE
ciaydajHe BenwunHe 3a n = 1. BunoMmHa ciiyuajoa BesmdmHa S, ce MOXKe IIPEJICTABUTHU § OOJIUKY
36upa n BepuynujeBux cayuajuwx Beawawna, 1j. Sy, = 11 + Iy + ... + I, ve je

0 1
I :
. (1—17 p)

uHMKATOP ycnexa y k—rom ekcnepumenry ([ y3uma spepnocr 1 npu ycuexy wim speguaoct 0
npy HEYCTIEXY ).

Ca ciiyuajHUM BeJIMYMHAMA CE€ MOTY BPINATH APUTMETHUYKE OMEPAIfje MPU YeMy Ce OIeT
nobumjajy caydajue Besmdmue. Ha mpumep, meka cy X u Y caydajoe BeqwduHe, OHAA Cy U
X+Y, X-Y, Y+3 XY, X?u apyre, rakolje ciayuajue eqmunne. OBO BaXKW ¥ 33 BHIIE
cayJajHuX BequmunHa. [la 6m Morse ma ce ojpejie pacioesie HOBOAOONjeHIX CIy YajHUX BeJTMINHA
noTpebHo je upso jsedunucaTu jegHy (QyHKIMOHAJHY KAapPaKTEPUCTUKY KOjy MMAjy CJlydajHe
BeJIMYUHE OJ1, KOJUX CE TOJIA3H.

6.2 ®ysknuja pacmojiesie cJydajHe BeJIMYnHe

Hedbununuja 6.2.1. Hexa je dama cayuajna seauvuna X. Pynryuja Fx : R — R 3a xojy je
Fx(z) = P{X < z} nasusa ce pynryuja pacnodeae cayuajne seauuune X.

Oga (yHukmja cBakoM peaHOM OPOjy Jozesbyje BeposaTHONy oarorapajyher ciaydajHor jo-
rahaja.
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IIpumep 6.2.1. Odpedumu Ppynryujy pacnodese cayuajne seaunune X “uju je 3axon pacnodene

0 1 2 3
X1 3 3 1)
§ 8 8 8

Cayuajua sesmuuna X y3uma Bpeanoctd 0, 1, 2 m 3. Paznmkyje ce Buie ciydajeBa y
3aBUCHOCTHU O/ TOTa KOM WHTEPBAJIY TPpUIIAIQ L.

1) Ako je x < 0, onya je Fx(z) = P{X <z} =0.

Y

B

0 1 2 3

Cawka 6.2.1. Ilpukxas cayvaja xada je x < 0

1
2) Ako je 0 < x < 1, oHpa je FX(x):P{X<x}:P{X:O}:§.

L
Y

7
0 T 1 2 3

Cruka 6.2.2. Ipukas cayuaja xada je 0 < x < 1
3) Ako je 1 <z < 2, onna je

Fy(z) = P{X < 2} = P{X = 0} + P{X = 1} = +§:§:f.

Q0| =

2 3

=R g

0 1

Cauka 6.2.3. Ilpuxas caywaja xada je 1 < x < 2

4) Axo je 2 < x < 3, onyia je

w

FX(:c):P{X<a;}:P{X:0}+P{X:1}+P{X:2}:é+f g:g

oo

X

L

A\
0 1 7 ‘m’ 3
Cauka 6.2.4. Ilpuxas caywaja xada je 2 < x < 3

5) Ako je z > 3, onna je
1 3 3 1
Fx(a) = P{X <a} = P{X = 0} + P{(X = 1} + P{X =2} + P{X =3} = c+ C+ C+ =1

X

P
-

A\
0 1 7 3;2
=3

Cmuka 6.2.5. Ilpukas cayuaja xada je x
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Ob6uuno ce kopuctu Kpahwu 3ammuc:

(0, <0
1
s, 0<z<1
3 X
1
Fx(z) = 3 1<z<?2
7
- 2<x<3
3 X
L1, >3

Haxkom oBor pasmarpama MOXkKe ce HanpTaru rpaduk QyHKIHje PACHojiese CIydajHe BeJTuIuHE
X. I'paduk oBe (yHKIM]e je TpUKA3AH AIJIETOM YHjH W3TJIE MOXKE JIa ce BAIM Ha, caurm 6.2.6.

Fy &

1 _________

-

; —————————— -I—h-—l
| |
| |

1 [ !

2 I '

[ I |
[ I |

1 [ I |

 EEEEEE—

8 I I I

0 1 2 3 T

Cauka 6.2.6. I'pagpur dpynryuje cayuajne seauvune X

Pacmogena BepoBaraoha ciydajue sesmanme X jeaHo3HAUHO je oapehena meHoM dyHKIHI]OM
pacroziesie u 06GpHYTO.

ITomohy dbynkimje pacuogese ciaydajue Besimanae X MOXKe ce U3PadyHATH KOJIMKA je BEpo-
BaTHONA J1]a Ta CJlyYajHA BEJIMYMHA y3Me BPEJHOCT y MHTepBaJsy obsmka (a,b] :

P{X € (a,b]} = Pla < X <b} = P{X <b} — P{X <a} = Fx(b) — Fx(a).
OcHoBHa cBOjcTBA (DYHKIHjE PACIIOJIEIIe

1) Fx je neonanajyha dyuknuja, oqaocno Baxu z1 < r2 = Fx(r1) < Fx(x2).

2) lim Fx(x)=0, lim Fx(z)=1.
T——00

T—+00
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3) Oyukmuja F je HempeKuaHA Cca JeCHe cTpaHe, Tj. 3a ¢Bako a € R Baxwu

lim Fx(z)= Fx(a).

rz—a+0

6.3 T'ycruna cirydyajHe BeJIMYUMHE

Ogaj neo he 6uru nocsehen yHKIMju paclojesie alcoayTHO HEOIPEKUIHOT Tuia. [lpu Je-
duHUCAKY Ce YBOIYM HOBU IMOjaM: 2YCMUHG pacnodene CiydajHe BeJMInHe, a 3aTUM he OuTu
PEUEHO HEITO BUIIE O T'YyCTUHU PACIIOJIETTE.

Hedbunnuuja 6.3.1. Oynuxyuja pacnodese Fx : R — R je ancoaymmo nenpexudnoz muna axo
nocmoju Henezamusrna Pynryuja f maxo da ce Pynruyuja pacnodese Fx moorce npedcmasumu
Yy o0baury

Fe()= [ s

+oo
3a pynxuujy f: R — R sasicu / f(x)dx = 1. Qynruyuja f ce sose 2ycmuna pacnodene
—o0
cayuagne seauvune X.
Haxkite, BpegaocT dyukmuje Fy y Tauku T je jeqnaka mopinuau u3dmely ammuce n rpaduka
dbyukuuje f(t) man uarepsasom (—oo, ).

Beposarnoha Jja HelrpeKku[Ha CJIydajHa BeJIMUnHA y3Me BPeJIHOCT U3 uHTepBaJa (a, b) jejnaka

" Pla< X <b}=P{X <b} —P{X <a} =Fx(b)— Fx(a)

:/boo f(x)da:—/aoo f(a:)dx:/abf(m)d:c.

A FP{X € (a,b)}

Cmuxka 6.3.1. I'pagux dynruuje eycmune pacnodene

Taxobe 3a HeupekuHy CiydajHy BEJIMYUHY BaKe U jEJIHAKOCTH:
Pla<X <b}=P{a<X <b} =Pla< X <b} =P{a< X <Db},

jep je P{X = x} = 0 3a cBaku peasnan 6poj .
b
Ba a = —oo nobuja ce P{X < b} = Fx(b) = / f(z)dz,
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Cnuxka 6.3.2. I'pagpur Pynruyuje eycmune pacnodene

+o00o
a3aa=—ooub=-+o0o0 mobuja ce / f(z)dz = 1.

—00

Vao=—ocub=+0c

Cmuka 6.3.3. I'pagpur dynruuje 2ycmune pacnodene

Mozxxe ce npumeruTu Ja ce gudepeHimpameM naTerpaJa u3 jgedununyje 6.3.1 go6uja
F)/((m) = f(z) 3a cBaky Tauky = y K0joj je dbyukumja [ HEUpEKUHA.

Y oBOM Jieity je Takolje KpEeupaH aIieT Iuju je u3rJie] mpukaszaH ua ciaunu 6.3.1, caunum 6.3.2
u courm 6.3.3. Ha armtery ce, y 3aBHCHOCTH OJi 9€eKMPAHOT 110Jba, MPUKA3yje T€OMETPH)CKa WH-
TepupeTaluja BepoBaTHohe J1a caydajHa BEJIUINHA y3Me BPEIHOCT U3 JATOr nHTepBajia. Takohe
ce mpyxka MoryhHocT npomeHe rpanunia ¢ u b momohy mwuima. Kako ce Memajy rpaHule Tako ce
Mema IPUKA3aHa MOBPIIWHA, & CAMAM TUM U BepoBaTHOhA.

6.4 MareMaTNn4KO OYEeKNBaAKHE

MaremMaTHIKO OYEKUBAKE W JUCIEP3Nja CE CBPCTABAjy Y HYMEPHUYKE KAPAKTEPUCTHUKE CJIy-
qajue BeauuuHe. MaTeMaTHIKo 0UeKHUBabhe OJJHOCHO OUE€KUBAHA BPEIHOCT j€ 3aIpPaBO MPOCETHA
BPEIHOCT KOja Ce OYEKyje IPU BEJMKOM OPOjy MOHAB/HAHA CJIyIajHOT €KCIIEPUMEHTA.

Hedbunnuuja 6.4.1. Hexa je X cayuajna sesunduna wuju je 3axoH pacnodeie
X - (1‘1 T ... :L'n)
P1 P2 - Pn
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Ilpu wemy je p1+ pa+ ... +pn = 1. Mamemamuuro ouexusarve caysajne seauvwune X je 6poj
E(X) =T1p1 +X9p2 + ... + TpPn.

IIpumep 6.4.1. Hexa je cayuajna seauvuna X 6poj dobujen bauarvem xouyruue sa uepy. Odpe-
JumMu MaMeMAMuUYKo ouekusatve caydajre eeauvure X.

Pewewe: Kako cy ncxoan jeJTHAKO BEPOBATHH, 3aKOH PACIOese ciaydajue pesumanme X je

1 2 3 4 5 6
X:({1 1 1 1 1 1]
6 6 6 6 6 6

IIpumenom pedurunEje mobUja ce:
1 1 1 1 1
E(X)=1--42.= 2442 .z . -
(X) 6 * 6 3 6 + 6 M 6 6 6 2

Hedbunnuuja 6.4.2. Hexa je X cayuajna sesuduna wuju je 3aK0H pacnodese

X - <£L’1 9 ... :L'n>
b1 P2 ... Pn
npu wemy je p1+ p2+ ... +pn =1 u nexa je g : R — R npoussowna dynxuyuja. Tada je
9(X) maxohe cayuajna seaununa ca 3axonom pacnodene

x; (260 olen) - sten))

b1 b2 «o Pn

Mamemamuuro ouexusare cayuajne seaunune g(X) je 6poj

E(9(X)) = g(x1)p1 + g(x2)p2 + ... + g(@0)pn-

IIpumep 6.4.2. Hexa je saxon pacnodene caysajne sesuvumne X

. (0 1 2 3
0,2 0,1 0,3 0,4

Odpedumu MameMAMUYKO 04eKUBAIHE CAYUATHE BEAUTUHE:
2.
1) X%
X.
2) 2%,

3) (X +1)3.

Pewerve: TlpBo je norpebHO ospeuTu pacioesy BepoBaTHOhA JAaTUX CJIydYajHUX BEJIMIUHA.

1) Bpeanocru dynxuuje g(r) = 22 y mauxama 0, 1, 2, 3 cy:

g(0)=02=0, g(1)=12=1, g(2) =22 =4m g(3) =32 =0.
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Jakie, pacmozena Beposaraoha ciayuajue Besmunne X2 je

0 1 4 9
X2 .
<0,2 0,1 0,3 O,4>

IIpumenom pedurumnumje mobuja ce 1a je
BE(X*»=0-0,241-0,1+4-0,34+9-0,4=4,9.
2) Bpeaunocrn dbyuknuje g(x) = 2% y raukama 0, 1, 2, 3 cy:
g(0)=2°=1, g(1)=2"=2, g(2) =22 =4u g(3) =2° = 8.

Jakuie, pacuogea Beposaruoha, ciaydajue sesmunne 2% je

x (1 2 4 8
"\0,2 0,1 0,3 0,4)

IIpumenom pedunummje mobumja ce 1a je
FE(2%)=1-0,242-0,1+4-0,34+8-0,4=4,8.
3) Bpeanocru dbyukmmje g(z) = (z + 1)3 y taukama 0, 1, 2, 3 cy:
g0)=0+12=1, g1)=1+1>=8, g2)=2+1)>=2Tug3) = (3+1)3 =64
Jakse, pacroesa seposaraoha, ciayuajue sesmanne (X + 1)3 je

(X+1)3:(1 8 21 64>.

0,2 0,1 0,3 0,4

IIpumenom pedunummje mobuja ce 1a je
E(X+1)3=1-0,2+8-0,1427-0,3+64-0,4=34,7.

A

Hedbununuja 6.4.3. Hexa je X cayuajHG GEAUNUHG ANCOAYMHO HENPEKUIHOZ MUNG “Uja je
eycmuna pacnodese [(), onda je MaAMEMAMUYKO OHEKUBAIE 06E CAYUATHE BEAUNUHE
+o0o
B = [ of(@s ()

—00

YKOAUKO TMaKas urImezpan TLOC’ITLOjU.

IIpumep 6.4.3. Hahu mamemamusko ouekusare cayvwajie eeausumne X wuja je 2ycmuna pa-
cnodene:

0.1]
1)f<$)={ 0, x¢[071]7

3
2) f(w)Z{ g —dw+5), e [172]



Pewere: Kako je mo3HaTa rycruHa pacrojese ciaydajue sequaune X xopuctu ce (opmyna (6).

1) )

E(X)Z/ frf(x)darz/o x-2xdm:2/0 xde:2.§

2
Jakue, nobuja ce na je E(X) = 3

cal e

T T
-1 o 1 2

oo 1 1 e
E(X):f J:f(a:)d:n:f 1-2:.:1'19::2/ 1261:2-? =
—oo o o

0

Ll wo

E(X)="7

Crnuka 6.4.1. [eomempujcka unmepnpemayuja 04eKu6atba

2)

E(X):/Jrooxf(a;)dx:/13x:(a:2—4x+5)da:: 2/13(x3—4x2+5x)da:

o0

3717 5 5 3 3|2t
== dx 4x°d dr| == | —
8{/195 /1 T x+/15xx] s

3Hauu, Mmaremarniko odekupame je F(X) = 2.

//.
/
o /
\

o
3 3
E(X)= / T :n)pit:/ 1%(12—41+5)d1=§/ (z* — dz* 4 5x)dx
= 1 1

3 3 N /: . /:l } g [a1? +
= & da: - dr dr + sedr| =
8 {L /oadh 1 ? 814 1

EX)=2
Cauka 6.4.2. Teomempujcka uHMEPNPEMAUUIAL OUERUBAIHA

41:‘ 3
1 3 1 2

52
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Ocobure mamemamuuKkoz oHeKUuUBara

Heka cy X u Y cayuajue Besmdune u HeKa Cy a u b peayiu 6pojeBH, OHA BaXKH:
1) E(a) = a;

2) E(aX +b) =aE(X) + b;

3) EX+Y)=EX)+EY);

4) E(XY)=EX)E(Y), ako cy X u Y melycobno He3aBuCHE CJlydajHE BEJMUUHE.
Jokaszu oBux ocobuna ce mory Halm y Kbusu [2].

6.4.1 Ilpumepu ca peniemuMa

3anmarak 13. Odpedumu Mamemmuyuro ouexusarve cayyajre eeauvune X wuju je 3aK0H pacno-
dene:

-2 =1 0 1 2
X < 1 2 2 2 1 >
8 8 8 8 8
Pewewe: [Ipumenom nedunuiuje mobuja ce:
1 2 2 2 1
EX)=—2---1--40--+1--42--=0.
(X) 8 8 + 8 + 8 + 8

A

Bamarak 14. Hexa je P(A) = p u nexa je 14 unduxamop dozahaja A. Odpedumu mamemamuuro
oueKuUBatbe UHIUKAMOPA.

0

1
1 , 1a je TpaxKeHO MaTeMaTUIKO Ode-
—-p P

Pewerve: 3akon pacrioziesie uHIuKATOPA je I4 : (

KHUBaImbhE:
E(Iy)=0-(1-p)+1-p=p.
A

Bagmarak 15. Mamemamuuko ouerxusare caysajre seaunune X je 12,5. Odpedumu mamema-
MUYKO OYEKUBGHHE CAYUATHE BEAUNUHE:

X
1 .
) 5 I

2) 2X +5.

Pewere: Kako je mo3HATO MaTeMaTHIKO OUYEKHBaIbe Ciaydajue Bejaumunae X, moryhe je mpume-
HUTU OCO6I/IHe MATEMATUYIKOI O4YE€KHBabhaA.

1) E (?) _F <;X) YT o Pl

2) E(2X +3) = E(2X)+3=2FE(X)+3=2-12,5+3=25+3 =28 A
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Bagarak 16. Ha nymy xpemarva aymomobusra wasasu ce nem cemagopa. Beposammoha 3a-
Yycmaswara ma npeom cemagopy je 0,4, na dpyeom 0,6, na mpehem 0,5, na wemepmom 0,7
u na nemom 0,4. Onucamu cayyajny seauvuny X —6poj cemagpopa noped kKojur je aymomobu.n
npowao do Npeoe 3aYCmasnata U 00pedumu MAMEMAMUYKD 0UEKUBAIE CAYYaHE 6eauvure X.

Pewere: BpeamocTn Koje ciaydajua eamamaa X mMoxke ja y3me cy: 0, 1, 2, 3, 4 u 5. Cienehie
mro Tpeba oxapeauTu cy BepoBarHohe ca kojuma X y3uma OBe BPEIHOCTH.

P{X =0} = 0, 4-seposarnoha jsa ce ayromobus 3aycrasu seh na npsom cemadopy

P{X =1} =0,6-0,6 = 0,36-seposarnoha ja ayromobui npohe nopej, npeor, a 3aycraBu
ce Ha apyroMm cemadopy

P{X =2}=0,6-0,4-0,5= 0, 12-BepoBarroha ja ayromobus nmpohe nope,; NpBOT U JPYTOT,
a 3aycraBu ce Ha Tpehem cemadopy

P{X =3} =0,6-0,4-0,5-0,7 = 0,084-sepoBaTaoha ma ayromobus mpohe mope, npsor,
apyror u tpeher, a 3aycrasu ce Ha yeTBpTOM cemadopy

P{X =4} =0,6-0,4-0,5-0,3-0,4 = 0,0144-seposarnoha ja ayromobun npohe 1mopes
pBor, Apyror, Tpelier u 4eTBpror, a 3aycTaBu ce Ha meToM cemadopy

P{X =5}=0,6-0,4-0,5-0,3-0,6 = 0,0216-seposarnoha ma ayromobms1 npole mopes cBux
et cemadopa

MareMaTHIKO OYEeKHBaE je

E(X)=0-0,4+1-0,36+2-0,12+3-0,084 +4-0,0144 + 5-0,0216 = 1, 02.

P it
e PP
- ]
!
f

Cnuka 6.5.1.1. Anaem xoju daje uaycmpayujy 3adamxa 16

—om|—on)|—om)——o
— | ——oen |——amn

>
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6.5 [ducnepsuja

[Tormro je MaTeMaTHIKO OYeKUBaM€e ciy4ajue Besnanie X edUHNCAHO y TTPETXO/HOM JIey,
aucnepsnja caydajue penmumie X he 6utn meduHmcana momMolly MaTeMATHUKOr OYEKHUBAIHA.
Jwucnep3uja mpeacTaBiba CPeiihe KBAIPATHO OJCTYHAme CIydajHe BesuauHe X O lheHOT MaTe-
MATHIKOT OUEKUBAHA.

Hedbunnuuja 6.5.1. Hexa je X caywajna seauvuna. ucnepsuja cayuajne seauvune X je 6poj
D(X) = E(X — E(X))>.
Bpoj o(X) = \/D(X) ce s06e cmandapdno odemynarve cayuajne seauuune X.

[IpumeroM ocobnHa MATEMATHIKOT OUEKHBAaIba JI00Mja ce J1a BAaXKM:
D(X)=E(X - E(X))?= E(X?-2XEX + (EX)?) = E(X?) - 2EXEX + (EX)?

D(X)=E(X?) - 2(EX)? + (EX)* = E(X?) — (EX)?

= D(X) = E(X?) — (EX)%

IIpumep 6.5.1. Odpedumu ducnepsujy cayuajre seauvune X wuju je 3ak0H pacnodene

5. (0 1 2\
0,3 0,3 0,4

Pewewe: Kako ce mucrnepsuja medumnire moMohy MaTeMaTHIKOr O9eKHBaIbHa, IOTPEOHO je MPBO
OJIPEJUTH MATEMTUYKO OUEKHBAIHE CIydajHe Bejmdanne X ¥ CaydajHe Bejmdune X 2.

E(X)=0-0,3+1-0,3+2-0,4=1,1
B(X*=0%.0,341%-0,3+2%.0,4=1,9
Hamom nmpuMmenoMm feduHUIMje 100HMja ce 1a je TUCIep3nja:
D(X)=E(X* - (EX)*=1,9-(1,1)>=1,9—1,21 = 0, 69.
A

Hedbunnuuja 6.5.2. Hexa je X cayuajna 8eAuMUHG GNCOAYMHO HENPEKUIHO2 MUNG 4uja je
eycmuna pacnodeae f(x) u nexa je E(X) = m, onda je ducnepauja ose cayuajne 6eausune

+00
D(X) = / (z —m)?f(z)da.

—00
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Ocobune ducnepsuje

Heka cy X u Y cayuajue Besmdune u HeKa Cy a u b peayiu 6pojeBH, OHA BaXKH:

1) D(a) = 0;

2) D(aX +b) = a®’D(X);

3) DIX+Y)=D(X)+ D(Y), ako cy X u Y mehycobuo HezaBucue ciryvajHe BeJUIMHE.

Bumte o ocobunama pucnepsuje moxke ce Hahu y kmusu [1].
IIpumep 6.5.2. Hexa je P(A) = p u nexa je 14 unduxamop dozahaja A. Odpedumu ducnepsujy
uHAUKAMOPA.
0

1
>, 1a, je TpaskeHa JTUCIep3uja.
I—p p

Pewerve: 3akoH pacrofese nHauKaTopa je 14 : (

D(Iz) = E(Ip— EIy)* = (0—p)*- (L—=p)+ (1—p)* - p=p(l—p).
A

IIpumep 6.5.3. /[ucnepsuja cayuajue seauvwune X je 5. Odpedumu ducnepsujy cayuajne ee-
AUNUHE:

1) X -1,
2) 2X,
3) —3X + 6.

Pewerve: Tlomro je mozuara naucnepsumja ciayvajue sesmunne X, 1j. D(X) = 5, mory ce kopm-
CTUTHU HABEJIEHE OCOOMHE JIUCTIEep3uje.

1) D(X —-1)=D(X) =5, jepje D(—1) =0

2) D(2X)=2’D(X)=4-5=20

3) D(-3X +6)=(-3)2-D(X)+D(6)=9-5+0=45 A
IIpumep 6.5.4. Axo cy X u Y mnesasuche cayuajne seaunune doxaszamu da 6axcu jednarocm

D(X -Y)=D(X)+ D(Y).

Pewewe: Kopumhemem ocobuna gucuepaunje m00mja ce:

D(X-Y)=D(X +(-Y))=D(X)+ D(-Y)=D(X)+ (-1)*- D(Y) = D(X) + D(Y).

A

Jomr npumepa osor rtuma moxe ce nahu y 36upkama [5], [6] u [7].
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7 3akKoH pacrojiejie BepoBaTHoha c/y4ajHUX BeJIMYMHA

Y osBom noriassby he 6urn jeduHucane paciojese Ciay4ajHuX BeJUYMHA KOje ce Hajuenihe
[I0jaBJby]y y TeOpHju BepoBaTHONe, MaTeMATHYKO] CTATUCTHIM XM mpuMeHaMma. llomohy Geo-
Gebra anumarnuja buhe npejcrasiberu ojprosapajyhu rpaduim rycruna pacuosena u GyHKIHja
pacmuozena.

7.1 VYaudopmHa pacmogesa

YuudopMHa uim paBHOMEPHA Paclojiesia Ha HHTepBaJy [a, b] o3uagasa ce ca U[a, b], a o3naka
X € Ula,b] ce kopucTu kako 6u ce HAIIACWIIO Ja CJaydajHa Bejmauaa X uma yHudOPMHY pac-
HOJIeIy.

Hedbununuja 7.1.1. Ynugpopmna pacnodeaa na unmepsany |a,b] odpehena je eycmumrom pac-
nodeae

1
b—a

, T € [a,b]
f(z) =
0, ¢ [a,b)].

Cauka 7.1.1. Anaem xoju nokasyje xKaxo ce mera usesed Gyrnryuje 2ycmune pacnodese

@yukuuja pacnojese ciayuajue sesmaune X € Ula, bl ce oapebyje na ocuoBy jedununuje,
Tj. .
Fa()= [ fei
—00

1) Ako je z < 0, onza je Fx(z) =0.

2) Ako je a <z < b, onma je

FX(x):/ f(t)dt:/ biadt: biat

T

3) Ako je x = b, onpa je Fx(x) = 1.
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Haxkire, onrosapajyha ¢ynkmuja pacmonese je:

0, z<a
Fx(z) = Z:Z, a<z<b
1, =z2>b

- — — — —

Cauka 7.1.2. Anaem xoju noxasyje xaxo ce mera usaned dynxyuje pacnodese

ITpumep 7.1.1. Odpedumu mMamemamuuKko o4exusarse U QUCNEP3UTY CAYUATHE BEAUNUHE
X € Ula,b).
Pewerwe: MareMaTndko odeKnBambe ce oxpehyje Ha ciemehn maumm.

b

400 1 b 1 72
E(X):/ a:f(x)dm:m xdm:b_a-?

1 b¥—-a* 1 (b—a)(b+a) a+b

T b—a 2 b—a 2 2
Jla 6m ce oxpemmia aucrep3uja ciaydajue Beqmuamie X mpso Tpeba oapemnti F(X?) jep je
D(X)=E(X? - (EX)2.

3 b

+oo 1 b 1 =z
E(X2) = / fo(:E)dx =3 / 22dx = 5 =y
—-a J, —-a

1 »¥-ad 1 (b—a)(b*+ab+a®) a®+ab+b?

a

b—a 3 b—a 3 - 3
a+b\? a?+2ab+b?
Kako je (EX)Q:( 5 > = 1 , JaspuM cpehuBamem ce jobuja:
D(X):a2+ab+b2_a2+2ab+b2
3 4
_ 4a® 4 4ab + 4b* — 3a® — 6ab — 3b*
B 12
a?—2ab+b*  (a—0b)?
B 12 12
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Hanomena: Tlomohy dbynkmuje pactnogene Fy () ciydajue pesmamne X MOXKe Ce U3pady-
HaTu BepoBarHoha gorabhaja {a < X < b} :

P{a < X < b} = Fx(b) — Fx(a).

7.1.1 Peurenn 3amanm

Bamarak 17. Cayuajna eeaununa X uma ynugopmny pacnodesy wa unmepsany [2,4]. Odpe-
dumu Pynryujy pacnodene cayuajre sesuvune X u odpedumu:

1) P{X < 3};
2) P{1 < X < 2,5}

3) P{2,5 < X < 3,5}

1

55 T e [2’4]
Pewemwe: Kako je X € U[2,4], rycruna pacnogesne je: f(x) =

0, x¢[2,4].

Oprosapajyha dynkinuja pacrnojene ciydajue seauaunne X ce ogpehyje Ha ciaegehu HaduH.
1) Axko je x < 2, onpa je Fx(z) =0.

2) Ako je 2 <z < 4, onpna je

z T 1 z—2

3) Ako je z > 4, onpa je Fx(z) = 1.

HaxkJre, oprosapajyha dbyukmuja pacrozese je

0, =<2
-2
1, =>4

ITomohy mobwujene dynkImje pacojesie MOTy ce OJpeInTH TpakeHe BepoBaTHohe.
1) P{X <3}=Fx(3)=0,5
2) P{1 <X <2,5} =Fx(2,5)— Fx(1)=0,25—-0=10,25

3) P{2,5< X < 3,5} = Fx(3,5) — Fx(2,5) = 0,75 — 0,25 = 0,5
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1| P[2.5 < X <38.5} = Fy(3.5) — Fx(2.5) = 0.75 — 0.25 = 0.5

s - T
|

1
|
0 | |

0 1 2 3 4 5 1

Cimuka 7.1.1.1. Anaem xkoju pauyna eeposammnohy P{a < X < b}
A

Bagarak 18. Cayuajna seaununa X uma ynugopmny pacnodeay na unmepsanry |a,bl. Axo je
dyotcuna urmepsasa 2 u E(X) = 3, odpedumu a u b.

Pewewe: T'ycruna pacnogene ciayuajue sequuaune X 3a kojy Baxu X € Ula, b] je

1
, € [a, b]
. b—a
flx) =
0, z=¢la, b
Jlajbe ce KOPUCTH JIATO MaTeMaTHIKO OYEKUBAIbE.
b 2 b 2 2
1 1 b — 1 b—a)(b b
RS (P TS 4 LS W S S (S0 (S B
a b—a 2|, b-a 2 b—a 2 2
[Tomro je E(X) = 3, nobuja ce:
b
ato_ 3 = a+b=6.
2
PemaBamem cucrema:
a+b==6
b—a=2
Jlos1a3u ce Jio pemema a = 2 u b = 4. Jlakne, X € U[2,4]. A

Bamatak 19. Hexa je X € U[0,1] u nexa cy ¢ > 0 u d xoncmanme. Odpedumu pacnodesy
eeposamnoha cayuajne seauvune Y = cX + d.

Pewewe: Tycruna pacnogene ciayuajue sesmuanne X 3a kojy saxku X € U[0, 1] je
[ 1, ze€]0,1]
=15 T

a oxrosapajyha dyHKIHja pacmoesie je

0, <0
Fx(x)=¢ =, 0<z<1
1, z>1.
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Dyukmja paciojeiie ciaydajue esuaune Y 3a x € [d, ¢ + d] onpelyje ce na cinenehu nauun:

Fy(x):P{Ygx}:P{cX—nga:}:P{cXga:—d}:P{Xgx;d}:FX (x_d)

C

Jakne, cayuajua sesmumba Y wMa yHUGOPMHY pacnojesy Ha uaTepBaty [d,c + d], ogHOCHO
Y eU[d,c+d]. A

Bamatak 20. Hexa je X € U[0,1]. Odpedumu eycmuny pacnodese cAyuajre 6eauvute:
1)Y = X2
2) 7 =vX.
Pewemwe: Tlomro je mozuara pacnojena ciaydajue Besuaunue X, moryhe je ompeauTu meHy Ty-

cruny pactogene f(x)
[ 1, z€]0,1]
f@)_{ z ¢ (0,1,

u oxrosapajyhy dbyukuumjy pacnomgese Fx (z)

0, z<0
Fx(z)=¢ z, 0<z<1
1, z>1.

1) 3a z € (0,1] dyukumja pacuojese ciaydajue pejuaune Y je
Fy(z) = P{Y <z} = P{X? <z} = P{X <z} = Fx(Vz) = Vz,

11a je ryCTUHA paclojerie

(@) = Fyo(o) = (V) = 5=

2) Ba z € [0, 1] dbynknmja pacmnogese ciayvajue sequanne Z je
Fz(z) = P{Z <z} = P{VX <z} = P{X < 2%} = Fx(2?) = 2%,

I1a je TYCTUHA pPaCIoJelie
/

fz(z) = Fy(z) = (2?) = 2.

27 p
/ =]
0, x <0 e

Cmuka 7.1.1.2. Anaem xoju kauxom Ha odzosapajyhe dyame upma epadure Pynryuja
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7.2 ExkcnoueHnujajsHa pacmogeJsia

Exkcnonenmujamna pacmogesa ca mapamerpom A > 0 o3nagasa ce ca (), a osnaka X € £(N)
ce KOPHCTH KAKO OW ¢e HATJIACHJIO JIa CIydajHa BeJUIrHa X MMAa eKCIOHEHIMATHY PACTIONETy.

Hedbunanuuja 7.2.1. Excnonenyujaana pacnodesa ca napamempom A > 0 odpehena je eycmu-

HOM pacnodene
0, z <0
f(SC) - { )\e—AI’ x> 0.

Oy nedwununujy npatu n amier (Cimka 7.2.1) na kome ce momohy kinmzada Moxke MemaTn
mapaMmerap A. Ha oBaj HaumH MOXKe ce BHIUTH KAaKO ce Mema u3rjiel rpaduka dysximje f
IPOMEHOM TTapaMeTpa A.

. E

Chuka 7.2.1. Anaem Koju npurasyje exCnOHEHUUJAAHY 2YCMUHY Pacnodeae

@yuknyja pacnogene caydajue seqmanae X € E(N) ce ompelyje na ocuoBy jnedunungje, Tj.
x
Fa()= [ f(i
—o0
1) Ako je x < 0, onza je Fx(z) = 0.

2) Ako je z > 0, onya je

Fx(z) = /0 f(t)dt = /0 e Mdt = A /0 e Mdt.
dl

YBohemem cmene | = —At, nobuja ce dl = —Adt, 1j. dt = -\ HamnuM permaBameM mobnja ce:

1 0
FX(x):)\-/\/)\ eldl=el%, = —e M =1—¢c
-z

Haxkie, onrosapajyha ¢ynkmuja pacmooaesne je



0
T T T T
-1 o 1 2 3

Cnuka 7.2.2. Anaem xoju npuxasyje excnonenyujarny Gyuruujy pacnodene

Pemenu 3amamum

Bagmarak 21. Cayuajna eeaununa X uma excnonenyujasny pacnodeay E(1).
a) Odpedumu P{X > z}, 3a x > 0.

6) Odpedumu = maxo da je P{X > x} =0,01.

Pewerve: a) Tozuaro je na je A = 1, na je rycruna pacmnojesie

0, <0
R B g
a yHKIHEja pacrojese je
0, z <0
e ={ 0. 250 (3)

Taxobe je mozuaro na Baxnm P{X > x} =1—P{X < z}, na ce nassum cpehusamem nobuja:
P Xzz}=1-P{X<z}=1-Fx(zx)=1-(1—-€e ") =1-14+e"=¢".

6) Ha ocnoBy ycaosa P{X > x} = 0,01 u nperxomnor jesna 3agarka, P{X >z} =e™”
Baxu jemnakoct e * = (0,01. Hamum cpehuBamem mobuja ce

1
Ine™ =1n0,01 zlnﬁ =Inl1—1In100 =0 —1n10? = —21n 10,

omaocHo, —xr = —21n10. Jakse, Tpaxena BpemHocT je x = 2In 10. A

Bamarak 22. Axo cayuajna seauvuna X uma excnonenyujaany pacnodesy E(1), odpedumu

P{1< X <2).

Pewerve: Kako je eKCIIOHEHIIHjAJIHA PACIOJIesa UCTa Kao Yy 33IaTKy 21, KOPHCTH ce TYCTHHA
pacmogesie (7) u dynkumja pacnogese (8), rako jga ce mobuja

-1
PI1<X<2 =Fx(2)—Fx(l)=1l-e2—(1-eV=1-e2-1tel=ele2="

e2

A
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@

e, x=0, 1—e ™ xz0

ﬂr):{ 0, x<0 Fx(m):{ 0. =<0

“ P1<X<2}=Fx(2)— Fx(1)=1—e2—(1—¢)

. . = —1
=1—e_3—1+e_1:e‘1—e_zzp

e?

P{1 < X <2} = Fy(2) — Fx(1) =0.86 — 0.63 = 0.23

Crnuka 7.2.3. Anaem nomohy xoza je npukxazano peuerve 3adamuxa 22.

Ha commmu 7.2.3 je npukasan amter Koju oapelhyje BepoBaTHohy na cirydajua Bejudnnaa X y3me
BpEJHOCTHU U3 uHTEepBasa [a,b]. [panune a u b ce Mory Memarn.

Bagarak 23. Cayuajra seauvuna X uma excnonenyujanny pacnodeay E(N). Odpedumu pacno-
deay cayuajne seaunune Y = cX, ¢ > 0.

Pewewe: OyHrimja pacnogese ciaydajue peaundune X je

0, z <0
Fx(z) _{ 1—e ™ £>0.

Qyukiuja pacuo/jiese ciaydajue seananne Y 3a x > 0 je

>

Fy(x):P{Yga:}:P{cXga:}:P{Xg%}:FX ($>=1—6*A%:1—6*cx.

c
Ha ocmnoBy obsmka jobujene (pyHKIHje pacIoiese MOXKe Ce 3aK/bYUUTH J1a CIYyUIajHa BeJTUINHA

Y mMa eKCcroHeHHjaTHy pacloeNny ca mapaMeTpoMm —, omaocao Y € £ — | . A
c c

7.3 DbwunomHa pacmogeia

[IpunukoMm yBohema mojMa cayuajHur esuyduna aedpUHACAHA je OMHOMHA CJIydajHA BEJIH-
quHa Sy, KOja mpencTaBba Opoj ycnexa y 1 HE3aBUCHUX €KCIEPUMEHATA.

Hedbununmja 7.3.1. Cayuajna seauvwuna Sy, wuja je pacnodesa odpehena ca

P{S, =k} = (Z)pk(l —p)”"“, ke {0,1,2,...,n},

306€ ce OUHOMHG CAYUAIHA BeAUuMUNa ca napamempuma 1 u p. Odzosapajyha pacnodesa na3usa
ce bBunomna pacnodeaa.

Bunomua pacmnojiesia ca mapamerpuma 1 u p o3Hadasa ce ca B(n,p).
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Mozke ce IpHMETHTH J1a 3aKOH PACIIOesie OBe CIydajHe BeJUInHe [IPeICTaBsba k+ 1-Bu 4ian
y pa3Bojy 6unoma (p+¢q)", tae je ¢ = 1 — p. Illpumenom 6Gunomue dbopmyie gpobuja ce aa je 36up
BepoBaTHONA CBHX BDPEIHOCTH CJIydajHe BeJH4HuHE S, jeaHax 1:

> (Z)pk(l —p)" =+ =(p+1-p)"=1"=1.
k=0

Besa ca ITackaaosum *> mpoyzaom

ITpumep 7.3.1. Bauajy ce dsa nosuuha. Odpedumu KoAUKO UM PA3AUYUMULT KOMOUHAUWIG Y
KOJUM je NaA0 JedHO NUCMO.

Pewere: Bpoj paznuuantux komMbuHANMja MOXKe ce oapeauTn nmomohy 6waHomue dopmyste u [la-
ckaJioBor Tpoyria. OBaj HAUWH ofpehuBama je MOTOMAH KaJla Y eKCIIEPUMEHTY yIECTBYje BeJTUKHU
6poj moBuwmha.

Axo 6u ce y Gunomnoj dopmymu (p + ¢)", p u ¢ 3amenmim ca P u G, nobuno 6u ce
(P + G)%. Y oBoM ciydajy n mpencTtasmba 6poj Houmha koju ce Gamajy. Koedurmjentn y
pazsojy (P + G)? = P? 4+ 2PG + G? upencrasipajy 6poj kombunamuja, Tj. jegna koMGuHaImja
y K0JjOj ce II0jaBJ/byjy JIBa IHCMA, JBe KOMOWHAIM]e Y KOjUMA Ce IOjaBJbyje jeTHO IIHCMO U jeJIHA
rJIaBa ¥ jejiHa KOMOMHAIMja Y KOjOj ce 1ojaBibyjy JaBe riase. [lakise, nma jase komOunanmje y
KOjHM je MaJio jeJHO ITHCMO.

Burno je marnacuty 1a je BeposaTnoha jia maHy JBE UCTE CTPAHE WCTA KA0 W BepoBaTHOIA
Ja MaaHy Pas3IudnATe CTpaHe, aJik CaMO y CIydajy KaJ, ce 6arajy asa Hopumha.

r A =
0.5
GP
0.55
PP PG
£P 1P 0P En. :wau
2 Muecwma | |1 Muecmo W Ynopeau

Cauka 7.3.1. Hcxodu npu bauary dea noswuha
A

Ilpumep 7.3.2. Bauajy ce wemupu nosyuha. Odpedumu KOAUKO UMG PA3AUNUMUT KOMOUHA-
UUja Yy KojuMa Yy nasa 06a NUCMA.

22 Blaise Pascal (1623-1662), je 610 ¢panmmyckn MaTemarmaap u Gu3maap.
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Pewere: Ananorno npsom mpumepy Baxm: (P + G)* = P* 4+ 4P3G + 6P?G? + 4PG? + G4,
Tj. jesHa KoOMOMHAILMja y KOjOj Ce I10jaBJbyjy HYETHPH IIMCMA, YeTUPU KOMOMHAIMje y KOjuMa
ce I0jaB/by]y TPH HUCMa W jeJHa IJIaBa, IMIECT KOMOWMHAIM]A y KOjJUMa Ce II0jaBJbyjy JIBA IHCMa
¥ JiBe IJIaBEe, YeTUpPU KOMOWHAIMje y KOjuMa Ce MOjaBJbyje je/IHO MHUCMO W TPHU IJIABE U jEJIHA
KOMOHMHAIMja y KOjOj Ce II0jaB/byjy deTupH riase. [lakse, mma mect KOMOMHANEjA Y KOjEMA CY
maja JBa MUCMA.

GGPP
GPPG
rPrPGG
0.2 PPPG PGGG

PGGP
PPGP GPGG
o1 PCPC

! PGPP GGPG

0.06%5 crer
pppp  GPPP GEGP GGGC

4P SP oP 1P 0F En. ucxodu

[4 chMa] [3 HmcMa] [2 HmcMa] [1 HMCMUJ M

Cmuka 7.3.2. Hexodu npu bauarey uemupu nwosyuha

A

Bpoj Tpaxennx kombunammja je siako oxpeauntu nomohy Ilackasosor Tpoyrsma. Tako je y
MPBOM TIpUMEpY N = 2, a y ApyroMm mnpumepy n = 4.

Ilacxkanoe mpoyzao

n=2 |l 2 1 |

n=4 h 4 6 4 1\

Cuka 7.3.3. Anaem xoju npukasyje xaxo ce gopmupa Ilackanros mpoyeao

IIpumep 7.3.3. Odpedumu mamemamuuko ouexusare u OUCNEP3Ufy CAYIATHE BEAUNUHE
Sy € B(n,p).
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Pewerve: BunoMmua ciiydajHa BeJIMUHHA Ce MOXKE IIPEJICTABUTH y OOJHUKY 30Hpa 71 HE3aBUCHHUX
nagukaropa: Sy = I1 + Is + ... + I, T11e je

0 1
Ik:< )
I-p p

uHMKATOp ycnexa y k—roMm ekciepumenty. [losmaro je na je E(Ix) = p u D(I;) = p(1 — p).
MaremaTnako OueKuBame OMHOMHE CJIydajHE BEJIMYUHE je:

E(Sn) = E(Il + L+ ..+ In) = E(Il) + E(IQ) + ...+ E(In) = np.
Hucuepsuja Ounomue cirydajue BeJMYUHE je:

D(S,) =D +Iy+..+1,) =D(I1)+ D(I3) + ... + D(I,) = np(1 — p).

Pemmenn 3agamum

3anarak 24. Koukxuua ce baua 6 nyma. Koauxa je eeposammnoha dozabaja:
a) nehe nacmu nu jedna wecmuua;
6) nawhe mauno jedna wecmuya;
8) nawhe 6bap jedna wecmuuya;

2) nawhe ceuxr wecm wecmuua.

Pewewe: Heka je ciaydajua Benumumaa X Opoj majaumx IECTHI. EKCIEpUMEHT je Oarame KO-
MKUIE W Taj eKCIIEPUMEHT Ce TIOHABJhA IMECT MyTa. YCIEXOM Ce CMATpa aKoO je Taja IMMeCcTHIa,

a HEeyCIlexOM aKO HHUje maJia mecTura. BepoBaraoha ja majHe mmecTwui je 5 Haxkite, cirydajna

AN 6\ (1\" /5\°F
BesmarHa X uMa 6uHoMmHy pacmomery B | 6, g) - P{X =k} = 0 s G . Hakon

oxpehuBama pacmnosese moryhe je sahu m BepoBarnohe Tpakennx smorabhaja.

a) - ()G G- )
e () 620 ()
P -1 ppr ey <1 ppc-oy <1 (1)
- ()6
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Banparak 25. Ha npujemmom ucnumy xandudamu odzosapajy wa 20 numarea. 3a ce6axo nu-
marve nowyheno je nem odzosopa 0d Kojux je camo jedan mavan. Odpedumu eeposammohy da
Kanoudam Koju Ha C8AKO NUMAILE CAYUAIHO Oupa 002080p:

a) mauno 002060pU HA C6A NUMAILA;

6) ne 0d2060pu Mmauno KU Ha jedno numare.

Pewewe: Heka je caydajua penumumaa X — OpOj TAYHHX OArOBOpa. HEKCIEpHMEHT je Caydajam

0,1a0Up OJr0BOPA U Taj EKCIEPUMEHT Ce MOHABJHA 20 myTa. YCIexoM ce CMaTpa aKo je KaHIUIAT

n3abpao TadaH OJTrOBOp, & HEYCIIEXOM aKo je m3abpao HeradaH ojarosop. Beposarmoha ma je
1

KaHIU1aT n3a0pao TavaH OJIrOBOP je 5 Haxkie, ciaydajna BesmauHa X uMa OMHOMHY PACIIOIEITy

1\ 20\ /1\F 74\ , '
B | 20, ) P{X =k} = f R R . Ilomro je pacmomena ciydajoe BeJnmIuHE

X cajma mo3HaTa, Moryhe je oxpemutn BepoBaTHohe ciaemehnx morabaja.

" P{X =20} = (;8) (;)20 (:)0 = (;)20 ~0,1049 - 10713
== (3) B ()= (3o

Bamarak 26. Cayuajna seaununa X uma ournomny pacnodeay B(n,p). Mamemamuuko ovweru-
sarwe E(X) je 30 u ducnepsuja D(X) je 20. Odpedumu napamempe n u p bunomme pacnodeae.

6)

A

Pewere: [lpuaurom permasaima 0BOT 3aaaTKa 6mhe kopumrhene dpopmysie Koje cy Beh u3Beene
y TEOPHjCKOM JIEJIY:
E(X)=np, D(X)=np(l-p).

IlomTo cy MaTeMaTHIKO OUEKHWBAIHE W AUCIEP3Nja MO3HATH J00Hja ce:
np =30, np(l—p)=20.

Hamum cpehuBameM Ho1a3u ce 10 BepoBaTHONE P.

1

[SVIN )

Kaxko je BepoBarnoha p ompehena, u3 jegumakoctu np = 30 ce MOXKe OJIpEJUTH U N.

1
n--—=30 = n=90
3
A
Banparak 27. YV Usanosom odemerwy uma 32 yuwenura. Ha cearxom wacy npogecop mamemamure

HG CAYNGjaH Havur bupa u ucnumyje mpu yuwenwura. Koja je eeposamnoha da he Usan 3a 6
yacosa odzosapamu bap jednom?
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Pewewe: Hexka je ciydajua Besmmunna X — 6poj ViBanosux oprosapama. Excrmepument je mpode-
COp ciyvajuo 6upa TPy yIEHUKA W Ta) EKCIEPUMEHT Ce ITOHABJHA 6 myTa. YCIeXOM ce CMaTpa ako
je mehy Ta Tpu yuyenuka mzabpan VBaH, a HeycuexoMm ako Huje m3abpaH. YKymnaH Opoj HauYWHA,

32
Ha, KOjU Ce TpH yUueHWKa Mory m3abparu o 32 yueHuka, je < 3 ) , a 6poj HAUMHA HA KOju Ce o1 32

. . (31
yueHnKa Ompa Tpu aju Tako 1a je mehy muma VBam je 5 ) 3uauu, BepoBaTHoha ja ce mehy

Tpu m3abpana yueHnwka Hasadu VBan je 39" Cayuajua BejuunHa X wMa OMHOMHY PaCIOIENY
3 .
B (6, 32) , TIa je

PIX>1}=1—-P{X<1}=1-P{X=0}=1-— <g> <332>0<£>6:1— (;Z)Gzo,ua

A

Banmarak 28. Jlam je xpye u y weza je ynucan xeadpam. Cayuajno ce bupa 10 mavaxa y
xpyey. Hexa je X 6poj mauaxae xoje ce maaase y ynucanom rxeadpamy. Odpedumu pacnodesy
eeposamnoha cayuajne seauvune X.

Pewewe: Cnyqajua semmunna X nma 6unomuy pacuogeny B(n, p). Kako ce 6upa 10 Tauaka, onma
je n =10, a ;1a 6u ce ojipeMO MapaMeTap P KOPUCTH Ce TeOMeTPHjCKa jeduaunImja BepoBaTHohe.

. d a2
Kako je no3naro jja BaXxu r = - = ——

5 5 nobwuja ce

~m(4) o a? 2
P= m(Q)  Po  rPm @

2
Suauu, saxu X € B (10, ) . A
T
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7.4 HopmamHa pacmozesa

HopmaJaa pacrosesia mo3naTa je jom kao laycosa 23 pacnogena. Hopmasau 3akoH pacro-
Jese je HajBarKHUjH 3aKOH pacmojesie BepoBarHoha. Bemmkm 6poj CIydajHUX BEJIUYMHA 33 pa-
crIoiesty mma, Garn HOpMAJIHy Pacnojienty (BucHHA, KOehUIMJEHT WHTEJNTEHIN]E, YCIeX yICHUKA,
y OJleJbebuMa), aji Takohe ce W MHOTe CJIydajHe BeJIMIHHE MOTY AMPOKCHMHUPATH HOPMAJHOM
pacromesiom. Tako Ha prMep OMHOMHM 3aKOH pacromesie 3a n > 30 n np > 10 ampokcumupa ce
HOPMAJITHUM 3aKOHOM PAaCIO/Iee.

Hopmasna pacrosiesa ca mapaMeTpuMa m 1 o> o3Hadasa ce ca N(m,o0?), a o3Haka
X € N(m,0?) ce xopucru Kako 61 ce HATJIACHIIO J2 CJydUajHa Bejumunna X nMa, HOPMAJIHY Da-
crogiesty. CiydajHe BeJIMUMHE KOje MMajy HOPMAJIHY PaCUOJIeNy Cy HEIPEKWHOT THUIIA.

3a IEMOHCTPAIIM]jy HACTAHKA HOPMAaJIHE PACIIo/Iesie KOpucTu ce L'amronopa mamuaa. MarmmmHa
HOCH HA3UB IO enrieckoM Hayanuky @. Iaamony >* Koju jy je u3ymeo y mesermHaectoM Beky. Ha
CaMOM BPXY MallIMHe ce HaJa3u OTBOP KPO3 KOjH Ce MyINTajy KyTIJIuIEe KOje Hauja3e Ha Iperpeke.
IIpenpeke omeTajy Kyruiie jJja ce HEOMETAHO CIYINTajy Ka JIHy. KaJia Kyriure yiape v IpenpeKy
nMajy ase moryhuocru: na ce onbujy JjieBo uim jecto. Beposarnohe obe moryhunocTu cy jegnake.
Kyrnune Ha Kpajy majiajy y nmperpajie Koje ce Haja3e Ha JHY MalluHe. Kyriaure ce Tpymumry mo
nperpajiama y obJIMKy HOPMAaJIHE PACIOJesie, HAjBUIE WX WMa, y IPerpajaMa Koje ce HaJaze y
CpeWHH, & y KpajibuM IIperpajaMa ux uMa CBe Mame. Kyrsmie ce pacmopelyjy Ha 0Baj HAYHH
3aTO IITO WMa HAjJBUINE OHUX KYIJIUIA KO/ KOjuX ce MOoryhw mcxou moTtupy, OJHOCHO O/0ujy ce
JIECHO OHOJIMKO IyTa KOJIMKO ce 0;10ujy jeBo. Camo masu O6poj KyrJiuna OJCTYyIa OJ OBOTA U Te
KYTJIMIIE 3aBPIIE y KPAjIHUM IPErPaJama.

m«

Cnuxka 7.4.1. T'aamonosa mawura

2Kapn ®punpux Iayc ( Johann Carl Friedrich Gauss, 1777-1855), 610 je HeMaukim MaTeMATHIAp ¥ HAYTHWK.
Iompumeo je pa3Bojy Teopuje OpojeBa W MHOTHM JIpDYTUM HAYyYIHUM JIUCIHATIINHAMa. lIpBu je pemmo mpobsem
KoHCTpyKIje npasuiHor 17-toyria. Ilo3mara je jenma amermora Besama 3a [ayca. Jexgmom nmpuimkowm je aycos
yunTesb 33720 ma ce cabepy cBu 6pojeu ox 1 mo 100. Ceamoromumsu [ayc ommax je permrmo 3amartak. Ilocma-
Tpajyhu Hu3 GpojeBa Koje je Tpebasio cabpaTu, MPUMETHO je Ja KaJa crapu mpsu u mocaensu, 1 u 100, a 3atum
2u 99, ma 3 u 98 u Tako maspe, nobumja 36up 101. Kako TakBux maposa mma 50, Tpaxkenu 30up je 50 - 101 = 5050.
Ogaj moctymnak Ha3BaH je I'aycos nocmynax.

24 Sir Francis Galton (1822-1911), enryieckn Hay<aHUK
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Ha csmmu 7.4.1 npuka3ana je mamuna Kojy je auauno @. angron nanpasuo. OBa maiuHa ce
qyBa Ha ¥YHUBEp3UTETy y JloHmOHY. 3aHUMIBUBO je Ja je ['aJaTon Kao KyTiunie KOPUCTHO OJIOBHY
caumy. Takobe je mpukaszama u caBpemMeHa Bepauja ['agToHOBE MaIIume.

Hedbununuja 7.4.1. Hopmaana pacnodeaa ca napamempuma m € R u o? odpehena je eycmu-
HOM pacnodene
L
f@)= e 207
V2mo? ’

edeje xeR u o>0.

Hopmaana pacnodeaa ca napamempuma 0 u 1 nasusa ce cmandapdna HOPMaAHa pacnodesa
u ona je odpehena 2ycmumnom pacnodene

Teopema 7.4.1. Hexa cayuajua eeaununa X uma nopmasny N (m,o?) pacnodeay. Tada je
E(X)=m u D(X) = o2

flr) >0z3axeR |
420 M, s
/ fle)de =1 ay' 2m

o0

g2 0.4 0.8 o8 1 1.2 1.4

I
- 0.2 Hopmanka | A0, 1) pacnodena

Cnuka 7.4.2. Anaem xoju npukasyje eycmuny pacnodese

Jaxse, rpacduk rycTuHe pacrojesie 3aBUCH OJi MATEMATHIKOT OUYEKUBAHA M U JIUCIEp3Uje
o2. OBa 3asucnocT je mpukaszana Ha oxrosapajyhiem GeoGebra amery. IIpomena BpemmoCcTH
mapamMeTpa m JOBOJH JI0 TpaHciaanuje rpacdpuka GyHkmje f ayx r—oce, a IpOMeHa BPEIHOCTH
nmapaMerpa ¢ JIOBOJM JI0 npoMeHe makcuMmasHe spegHoctu dyuakmuje f. [Ilro je o Behe 1o je
MAaKCHMAJTHA, BPEIHOCT Makbha, OJJHOCHO IIITO je 0 Maihe TO je MakcuMaJiHa BpeanocT Beha. Ilopesn
OoBUX 0COOMHA KOPUCHO je HaBecTu jom Heke ocobune rpaduka Gpynknuje f.

-I'paduk dbysKIHjEe je cumeTprudaH y OZHOCY HA TPaBy T = M.
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-Tauka makcumyma je M(m,

1
el

-Tauke upesoja cy Pi(m — o, f(m — o)) u Pa(m+ o, f(m + 0)).

xr
Onrosapajyha ¢ynkumja pacnogene je F(x) = / f(t)dt. 3a mopmasmy N (0, 1) pacnomery
—0o0

X

KOPHUCTHU ce O3HaKa ¢(x) = / ¢(t)dt. Kako ce neoppehenn unrerpan [ ¢(t)dt ne moxe oznpe-
—00

JInTh Ha yoOwuajenu HauwH, BpeauocT dbyHuknuje pacnojgene F(z) ce onpebyje unramem u3z nare

TabuIe npubamKHIX Bpeanoctr 3a m = 0 m 0 = 1. MelhyTum, mTa ako ce He pagum O HOP-
MaJIHOj pacmojesin ca mapamerpuma 0 u 1, OH/Ta ce TpUMemYyje TOCTYIIAK MPeIaCcKa Ca HOPMAJIHE
N (m, 0?) pacogene ma nopmamay N (0, 1) pacnomedry.

X
Heka je X € N(m,0?) u X* = m,Ta,zLajeX*EN(O,l).
o

[Ipro je morpedbHO ofpesuTn GYyHKIM]Y pacuojese ciydajHe pejguaune X ™

X—-m

FX*(x):P{X*gx}zp{ <x}=P{X—m<m;}:

1/t—m\?
ox+m 1 —2< pu >
P{X <ox+m}=F aa:+m:/ e dt.
t e N

m .
> = s pobwuja ce:
o

YBohemeMm cmeHe <

T 1 -
Fx«(x) :/ me 2 ds.

Jakie, jobuja ce dbyukiuja pacuojesie Koja oarosapa nopmasnoj N(0, 1) pacrosesu, 3nauu 3a
ciydajuy semmunny X * 3amcra Baxku X* € N(0,1).

Hanomena: ®@ynknuja rycrune nopmasare N (0, 1) pacmogene je cumerpudna y OJHOCY Ha
y—ocy na ce spejuoctu oarosapajyhe dyukumje pacnojgese Fx(x) oapehyjy nomohy dbopmye:

o(—x)=1—¢(z), z € R.

3060r OBOT CBOjCTBA Ce y TAOJIHUIM HAJIa3e CaMO NPUOJIMMKHE BPEIHOCTU 33 MO3WTUBHE DEAJIHE
6pojese.
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Cmuka 7.4.3. Anaem Kkoju npukasyje c60jCmME0 CUMEMPUHHOCTIU GYHKUU]JE

Pemienn npumepn

Ipumep 7.4.1. Axo cayuajna eeaununa X uma nopmanny N(0,1) pacnodeay odpedumu:
a) P{X <1}
6) P{0 < X < 1,42};
e) P{-0,73 < X < 0};

2) P{|X| <0,5}.

Pewemwe: Kako ce paqu o nopmasuoj N (0, 1) pacnogenm, Tpaxkene seposaTHOhe ce q06mjajy Ha
caenehu Hagum.

a) P{X <1} = ¢(1) = 0,8413

6) P{0 < X < 1,42} = ¢(1,42) — ¢(0) = 0,9222 — 0,5 = 0, 4222

B) P{—0,73 < X < 0} = ¢(0) — ¢(—0,73) = 0,5 — 0,2327 = 0, 2673

r) P{|X| < 0,5} = P{—0,5 < X < 0,5} = ¢(0,5) — ¢(—0,5) = 0,6915 — 0, 3085 = 0, 3829

ITpu onpehusamwy ¢(—0,73) u ¢(—0,5) kopucru ce dbopmyna ¢(—z) =1 — ¢(x). A

leomeTpujcKa WHTepIpeTaIja OBOT IPUMEPA je IaTa aleTOM IMPUKA3aHuM Ha cauru 7.4.4.
Ha amery ce moxke BujieTn 1a je BepoBaraoha y reoMeTpujcKOM CMHC/LY IPUKA3aHA HOBPIIAHA.
Kako ce mema HDOBpIIMHA TAKO C€ Mema M BepoBaTHOha. Amjer Takolje mpyzka moryhHocT
yHOCA TPAHUIA @ U b MyTeM JBa TEKCTyaJHAa TOJba, TAKO JA ¢ MOTY M3PAdyHATH BepoBaTHOhe

P{a < X < b}.
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P{|X| <05} = P{—0.5 < X < 05}

Pla < X < b} = P[—0.5 < X < 0.5} = ¢(0.5) — ¢p(—0.5) = 0.6915 — 0.3085 = 0.3829

Cauka 7.4.4. Anaem nomohy xoea je npukradano pewere npumepa 7.4.1

Ipumep 7.4.2. Cayuajna eeaununa X € N(120,64) npedcmaswa omnop xudarea jednoz me-
Masnoz KOHUG. Y30pax koju ce ucnumyje cmampa ce dedpexmuum axo je X < 110. Odpedumu
geposamnony da je y3opax degexman.

Pewere: Kako ce He paju 0 CTaHIAPAHOj HOPMAJIHO] PACIIOE/U IPUMERYje Ce TOCTYIAK IIpe-
macka ca gopmasme N(m, 0?) Ha crammapIHy HOPMAJHY PACIIOIeTy.

P{X < 110} —P{X_m< 110_m}

g (o

{X—IZO - 110—120}
V64 V64

110 — 120

=P{X*<
{r <5

} = P{X* < —1,25}

= ¢(—1,25) =1— ¢(1,25) = 1 — 0,8946 = 0, 1054
A

[Ipusimkom pemasama cieaeher npumepa kopuctuhe ce dpopmysie 3a MATEMATHIKO OIEKUBA~
e U JUCHEp3ujy CaydajHe seqmaune S, € B(n,p) ussenene y npumepy 7.3.3:

E(Sy) = np u D(Sy) = np(1 —p).

Beh je nomenyTo na ce 3an > 30 u np > 10, Gunomuu 3akon pacmogese B(n, p) anpokcuMupa
HOpMaJTHIM 3aKoHOM pacrozene N (m, a2).

Ilpumep 7.4.3. Hspauwynamu eeposamnohy da y 10000 bauarea wosuuha 6poj nasux epbosa
byde uamehy 4950 v 5100.

Pewere: Heka je cayuajua sesmamna X — 6poj majux rpoosa. Excrepument je 6amame HoBanha
koju ce momassba 10000 myTa, ma je n = 10000. Ycmex je ako je mao rpb, a HeEyclex ako je

majo mucMo. Beposaraoha ycmexa je p = 3 a meycmexa ¢ = 1 —p = 5 3Haum, CIydajHa

1 1
BesimarHa X wMa OMHOMHY paciojery B (10000, 2). Tlomrro je np = 10000 - 5= 5000, ogHOCHO
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np > 10, GuHOMHA, PACIIO/IEIIA Ce ATPOKCUMUPA HOPMAJTHOM PACIIOIEJIOM Ca TIapAMETPUMA, 1M, = NP

u o’ =np(l—p):

4950 —np _ X —np _ 5100 —
P{4950 < X < 5100} = p{ np np np}

< <
Vv 1pq v 1pq v 1pq

{4950 — 5000 c X* < 5100 — 5000}
V2500 V2500

— P{-1< X" <2} = §(2) — d(~1)

=0,9772 — (1 — ¢(1)) = 0,9772 — 1 + ¢(1)

=0,9772 -1+ 0,8413 = 0, 8185.
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8 3akipydak

Kao mro je Beh peueno y yBomy, Budyesmn3alnuja MATEMATHIKUX CAJIPXKAja, a CAMUM THM
u Teopuje BepoBarHohe, je jako 6mrTHa. MaTepujas HEje 0 KOPUCTH CaMO ydeHuIuMa, Beh u
HACTABHUIMMA, JeP UM IPYy2Ka MOryhHOCT J1a HA MHTEPAKTUBAH HAYWH IIPUKAXKY HOBE MAaTEMa-
TUYIKe CaJIpKaje.

Kako je obpabhen u ompehenn 6poj 3amaraka, u3 mnoryiasba 3akoH pacnodese eeposamuoha
CAYUATHUL BEAUNUHA, KOJU HUCY IpeaBuljeHd IJIAHOM U IPOrpaMoM, IIOpe PeJOBHE HACTaBe Beb
[IPE3EHTAIN]a Ce MOYXKE KOPUCTUTH U y JO/IATHO] HACTABHU.

[Iro ce Tmue GeoGebra nporpamckor makera, yrpaljenn KajkyjiaTop BepoBaTHONE MOXKe
O6WTH jaKO KOPUCTAH MPHIMKOM CIIpoBOhema ompeljeHnx mcrpaxkuBama KO KOjUX je HEeOMXOTHA,
aHAJIM3a TIO/IATaKA, TAKO JIa CaM IMPOTPAM yUEHWIM MOTY JIa KOPHUCTE By JaJbeM 00pa30Bamby.

Kopucnoct Beb mpesenTaiiuje ce oryiea u y TOME MITO C€ MATEPUJAJLYy MOXKE YBEK IIPUCTYIIUTH,
MOXKE Ce MEmhaTH, UCIPAB/HATU U MOTY Ce JIOJABATH HOBE HACTABHE TeMe. Y KPEUparby HOBOT
CaJIpKaja MOry YakK JIa yYeCTBY]y W yUeHUId. Y HEKMM OCHOBHUM U CPEJEHUM IIKOJAMA CE& HA
qacoBumMa, wHpopMmaTuke kopuctu GeoGebra, Tako ga ce moxke moctuhin Kopesamuja namely
MaTeMATHKe, WH(POPMATHKE U JIPYTUX MPEIMETA.
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