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1 Uvod

Teorija verovatno�e je matematiqka oblast koja ima veliku primenu u nauci. Posebno
veliku primenu ima matematiqka statistika koja je zasnovana na teoriji verovatno�e.
Verovatno�a se prime�uje u rexava�u raznih problema kako u prirodnim naukama tako i
u tehniqkim i druxtvenim naukama.

U ovom radu bi�e predstav	en elektronski nastavni materijal za sred�u xkolu. Ma-
terijal sadr�i teorijski deo i deo u kome �e biti obra�en odre�eni broj zadataka. Oba
dela �e biti propra�ena slikama i animacijama koje �e biti kreirane u programskom
paketu GeoGebra u ci	u interaktivnog predstav	a�a nastavne teme.

Svrha ovog rada je da uka�e na mogu�nost qex�eg korix�e�a interaktivnih materi-
jala u redovnoj nastavi matematike i da se istakne korisnost poveziva�a obrazovanog
procesa sa informacionim tehnologijama.

Ovaj nastavni materijal bi�e name�en uqenicima i nastavnicima kao dodatno nastavno
sredstvo koje nudi vizuelni prikaz kako teorijskog dela, tako i dela u kome su prikazani
zadaci.

K�ige [1] i [2] su korix�ene kao glavni izvor prilikom formulisa�a osnovnih poj-
mova, definicija i teorema, a zbirke [5], [6] i [7] kao glavni izvor za navo�e�e primera i
zadataka.

Prvo poglav	e, Osnovni pojmovi kombinatorike, ukazuje na vezu izme�u teorije ve-
rovatno�e i elementarne kombinatorike. Zbog te veze korisno je podsetiti se osnovnih
pojmova i formula. Pored definicija vezanih za permutacije, varijacije i kombinacije
sa i bez ponav	a�a, pomenut je pojam faktorijela i binomnog koeficijenta. Kako se ele-
mentarna kombinatorika u sred�im xkolama obra�uje kao zasebna nastavna tema, dato je
samo nekoliko primera u ci	u podse�a�a.

U drugom poglav	u, Diskretan prostor verovatno�a, uvodi se pojam sluqajnog doga-
�aja i govori se o operacijama sa doga�ajima. Svaka definicija je propra�ena animacijom
kreiranom pomo�u GeoGebra programa. Tako�e se uvodi klasiqna definicija verovatno�e
i svojstva verovatno�e.

Tre�e poglav	e, Uslovna verovatno�a i nezavisnost, bavi se pojmovima uslovne ve-
rovatno�e i nezavisnosti doga�aja. Do formalnih definicija se dolazi analizom datih
primera. Dat je dokaz teoreme koja govori o svojstvima uslovne verovatno�e. Dokazana je
formula totalne verovatno�e i Bajesova formula.

U qetvrtom poglav	u, Geometrijska verovatno�a, obra�uje se pojam geometrijske vero-
vatno�e. Ovaj pojam je bio glavni razlog za poveziva�e teorije verovatno�e sa GeoGebra
animacijama, pa je zbog toga rexe�e svakog primera i zadatka vizuelno prikazano pomo�u
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GeoGebra animacija. U ovom poglav	u je tako�e na interaktivan naqin ilustrovan Ber-
tranov paradoks.

U Petom poglav	u, Sluqajne veliqine, prikazani su pojmovi sluqajna veliqina, raspo-
dela verovatno�a sluqajne veliqine, funkcija raspodele, gustina raspodele, matematiqko
oqekiva�e i disperzija, koje predstav	aju numeriqke osobine sluqajnih veliqina. Raz-
matra�em poqetnih primera se dolazi do definicija.

Xesto poglav	e, Zakon raspodele verovatno�a sluqajnih veliqina, posve�eno je raspo-
delama koje se najqex�e jav	aju i to su: uniformna, binomna, normalna i eksponencijalna
raspodela. Svaku od navedenih raspodela prate odgovaraju�e GeoGebra animacije na ko-
jima su prikazani grafici gustine raspodele i funkcije raspodele sluqajne veliqine.

Sama veb prezentacija se mo�e pogledati na adresi:
http://www.alas.matf.bg.ac.rs/∼ml08055/master/.

Slika 1.1. Poqetna strana veb prezentacije

Kao xto je ve� pomenuto za kreira�e animacija, prikazanih u okviru veb prezentacije,
korix�en je GeoGebra programski paket. Tvorac ovog programa je Markus Hoenvarter1.
Program pru�a mogu�nost kreira�a animiranog sadr�aja koji na interaktivan naqin
uvodi nove pojmove. Pomo�u ovog programa povrxina za crta�e je povezana sa algebar-
skim prikazom. Bax zbog ove qi�enice GeoGebra je izuzetno pogodna za grafiqki prikaz
gustine raspodele i odgovaraju�e funkcije raspodele, jer se paralelno mo�e pratiti pro-
mena izgleda grafika funkcija sa promenom odre�enih parametara.

1 Markus Hohenwarter
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Ci	 ovog rada je tako�e da uka�e na to da se pored geometrijske verovatno�e i druge
nastavne jedinice mogu reprezentovati na interaktivan naqin. Svrha veb prezentacije
je da se uvo�e�em informacionih tehnologija u nastavu matematike pove�a zainteresova-
nost uqenika i olakxa, u odre�enoj meri, proces uqe�a.

Pored pomenutih mogu�nosti koje nudi GeoGebra program, tako�e postoji ugra�eni
kalkulator verovatno�e i statistike (Slika 1.2). Kalkulator raquna verovatno�u da
sluqajna veliqina uzme vrednost iz jednostranog desnog, odnosno levog intervala i dvo-
stranog intervala i prikazuje odgovaraju�e grafike gustina raspodela, u zavisnosti od
toga koja je raspodela izabrana (postoji veliki broj raznih raspodela).

Slika 1.2. Kalkulator verovatno�e
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1.1 Istorijski razvoj teorije verovatno�e

Ne mo�e se sa sigurnox�u re�i kada je teorija verovatno�e poqela da se izuqava.
Glavni razlog za poqetak izuqava�a verovatno�e su bile hazardne igre, tj. igre sa ko-
ckama. �e	a za lakim i brzim naqinom za stica�e novca je naterala mnoge kockare da
razmix	aju o tome kako da pove�aju xansu za pobedu. Tako je oko 1560. godine italijanski
lekar, profesor geometrije i strastveni kockar Kardano 2 izraqunao da je verovatno�a po-

jav	iva�a svake strane kocke
1

6
i da ovo va�i samo za ispravnu, odnosno ,,poxtenu"kocku.

Ovo otkri�e se brzo proxirilo me�u matematiqarima. Kardano je napisao k�igu pod na-
zivom K�iga o igrama sa kockom u kojoj govori o rezultatima do kojih je doxao.

Qak je i poznati Galileo Galilej 3 objavio rad Razmix	a�a o igrama sa kockom 1620.
godine. U radu govori o verovatno�ama razliqitih ishoda ako se igra sa dve kocke.

Za da	i razvoj teorije verovatno�e bitna je pismena diskusija koja se odigrala oko
1655. godine izme�u Bleza Paskala 4 i Pjera Fermaa 5. Diskusija se bavila zakonito-
stima verovatno�e kod kocke za igru i bila je podstaknuta pismom koje je Paskalu poslao
�egov prijate	, kockar Xevalie Mere 6. Mere je zaradio veliku svotu novca klade�i se
da �e kod qetiri baca�a kocke za igru, xestica pasti bar jedanput.

Holandski matematiqar Kristijan Hajgens 7 je 1657. godine izdao k�igu Teorija o

hazardnim igrama u kojoj se bavi teorijskim zasniva�em verovatno�e i prvi put pomi�e
pojmove kao xto su matematiqko oqekiva�e, sluqajne veliqine i druge.

Verovatno�a postaje nauqna disciplina nakon objav	iva�a k�ige Vextina predvi�a-
�a xvajcarskog matematiqara Jakoba Bernulija. 8 U ovoj k�izi je po prvi put predsta-
v	ena i dokazana teorema o zakonu velikih brojeva koja je danas poznata kao Bernulijeva
teorema i predstav	a prvu graniqnu teoremu teorije verovatno�e. Vixe o ovoj teoremi
se mo�e na�i u k�izi [1].

U osamnaestom veku Moavr 9 izdaje vixe radova me�u kojima je i rad Doktrina slu-

qajnosti. Pjer Simon Laplas 10 u k�izi Analitiqka teorija verovatno�e uvodi defi-
niciju koja je danas poznata kao klasiqna definicija verovatno�e ili Laplasova defi-
nicija.

2 Girolamo Cardano (1501-1576), italijanski matematiqar, lekar, astrolog i filozof
3 Galilep Galilei (1564-1642), italijanski astronom, fiziqar, matematiqar i filozof
4 Blaise Pascal (1623-1662), francuski matematiqar, fiziqar i filozof
5 Pierre de Fermat (1601-1665), francuski matematiqar i pravnik
6 Chevalier de Méré (1607-1684), francuski plemi� i kockar
7 Christiaan Hauygens (1629-1695), holandski matematiqar, astronom i fiziqar
8 Jacob Bernoulli (1654-1705), xvajcarski matematiqar i nauqnik
9 Abraham de Moivre (1667-1754) je bio francuski matematiqar. Zanim	ivo je da je za �ivot zara�ivao

igraju�i xah.
10 Pierre-Simon, Marquis de Laplace (1749-1827), francuski matematiqar i astronom
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Nemaqki matematiqar Karl Gaus 11 je poznat po normalnom zakonu raspodele vero-
vatno�a sluqajne veliqine. U Gausovu qast ovaj zakon nosi �egovo ime.

U dvadesetom veku na da	em razvoju verovatno�e radio je Andrej Kolmogorov 12 i 1933.
godine je izdao k�igu Osnove teorije verovatno�e.

Slika 1.1.1. Kristijan Hajgens i Karl Fridrih Gaus

Mo�e se re�i da je u poqetku razvoja verovatno�e �ena glavna primena bila u koc-
karskim igrama, ali danas je verovatno�a xiroko rasprostra�ena u nauci. U fizici
se verovatno�a prime�uje u kvantnoj mehanici, u biologiji u zakonima nasle�iva�a, na
primer da se odredi verovatno�a prenosa genetskih obo	e�a. Metereologija tako�e ima
veliku korist od verovatno�e, kao i osiguravaju�a druxtva u okviru procene rizika.
Vixe o matematiqarima koji su doprineli razvoju teorije verovatno�e mo�e se videti u
[4].

11 Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), nemaqki matematiqar
12Andreĩ Nikolaeviq Kolmogorov (1903-1987), ruski matematiqar
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2 Osnovni pojmovi kombinatorike

Problemi kombinatorike se jav	aju prilikom izuqava�a razliqitih matematiqkih
oblasti poput algebre, statistike i geometrije. Kombinatorika tako�e nalazi svoju pri-
menu u drugim naukama, na primer u informatici, optimizaciji, fizici i mnogim dru-
gim.
Jedna matematiqka oblast ne mo�e se zamisliti bez elementarne kombinatorike. To je
teorija verovatno�e. Drugim reqima, verovatno�a se u velikoj meri osla�a na zakone
kombinatorike. Zbog neraskidive veze izme�u ove dve matematiqke oblasti u ovom pogla-
v	u bi�e pomenuti osnovni pojmovi elementarne kombinatorike.

2.1 Faktorijel

Faktorijel se koristiti prilikom definisa�a osnovnih pojmova oblasti kombinato-
rike, a samim tim se koristiti i u rexava�u zadataka.

Definicija 2.1.1. Faktorijel nekog prirodnog broja n je proizvod svih prirodnih bro-

jeva koji su ma�i ili jednaki �emu. Oznaka je n!, a formula po kojoj se odre�uje je:

n! = n · (n− 1) · (n− 2) · ... · 2 · 1.

Dakle, ukoliko se tra�i faktorijel broja 8, po definiciji se dobija:

8! = 8 · 7 · 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 40320.

Tako�e se na osnovu jednakosti

n! = n · (n− 1) · (n− 2) · ... · 2 · 1︸ ︷︷ ︸
(n−1)!

mo�e primetiti da va�i
n! = n · (n− 1)!. (1)

Jednakost (1) se koristi kako bi se skratio postupak rexava�a zadataka.
Ukoliko se u jednakost (1) uvrsti n = 1 dobija se jednakost

1! = 1 · (1− 1)!.

Da	im sre�iva�em se dobija 1 = 1 · 0! odnosno 1 = 0!. Dakle, po definiciji se koristi

0! = 1.

Primer 2.1.1. Odrediti vrednost izraza:

a)
102!

100!
;

b)
6!− 5!

120
.
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Rexe�e: a) Brojilac se korix�e�em jednakosti (1) mo�e razlo�iti kako bi se skratio
dati razlomak.

102!

100!
=

102 · 101!
100!

=
102 · 101 · 100!

100!
= 102 · 101 = 10302

b) Nakon primene jednakosti (1) izdvaja se zajedniqki qinilac ispred zagrade u brojiocu.

6!− 5!

120
=

6 · 5!− 5!

120
=

5! · (6− 1)

5!
= 6− 1 = 5

△

Primer 2.1.2. Skratiti razlomke:

a)
(n− 2)!

(n− 4)!
;

b)
n!

(n+ 1)!− n!
.

Rexe�e: Koristi se ista ideja prilikom rexava�a ovog primera.
a)

(n− 2)!

(n− 4)!
=

(n− 2)(n− 3)(n− 4)!

(n− 4)!
= (n− 2)(n− 3).

b)
n!

(n+ 1)!− n!
=

n!

(n+ 1)n!− n!
=

n!

n!(n+ 1− 1)
=

1

n
.

△

Primer 2.1.3. Rexiti jednaqinu
(x+ 2)!

(x− 1)!
= 120, x ∈ N.

Rexe�e: Korix�e�em jednakosti (1) dobija se jednaqina

(x+ 2)(x+ 1)x(x− 1)!

(x− 1)!
= 120, tj.

(x+ 2)(x+ 1)x = 120. (2)

Jednaqina (2) je ekvivalentna jednaqini

x3 + 3x2 + 2x− 120 = 0. (3)

Neka je polinom x3 + 3x2 + 2x− 120 oznaqen sa P (x), tj.

P (x) = x3 + 3x2 + 2x− 120.

Kako je P (4) = 0, onda je x = 4 nula polinoma P (x), pa se mo�e zak	uqiti da je polinom
P (x) de	iv sa polinomom x− 4. De	e�em se dobija:

(x3 + 3x2 + 2x− 120) : (x− 4) = x2 + 7x+ 30.

Dakle, va�i P (x) = (x− 4)(x2 + 7x+ 30). Kako za diskriminantu D kvadratne jednaqine
x2 + 7x + 30 = 0 va�i D < 0, jednaqina nema realnih rexe�a. Dakle, jedino rexe�e u
skupu prirodnih brojeva jednaqine (2), a samim tim i poqetne jednaqine, je x = 4. △
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Bitno je jox napomenuti da n!! nije isto xto i (n!)!. Dvostruki faktorijel se defi-
nixe na slede�i naqin.

Definicija 2.1.2. Dvostruki faktorijel nekog prirodnog broja n, u oznaci n!!, pred-
stav	a proizvod svih parnih brojeva koji su ma�i ili jednaki �emu ili proizvod svih

neparnih brojeva koji su ma�i ili jednaki �emu. Dakle, za n = 2k, (2k)!! = 2 · 4 · ... · (2k),
a za n = 2k + 1, (2k + 1)!! = 1 · 3 · . . . · (2k + 1).

Tako je na primer 6!! = 2 · 4 · 6 = 48, dok je 7!! = 1 · 3 · 5 · 7 = 105.

2.2 Binomni koeficijent

Jox jedan bitan pojam je binomni koeficijent.

Binomni koeficijent se oznaqava sa

(
n

k

)
, a qita n nad k.

Definicija 2.2.1. Binomni koeficijent je broj(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
, (4)

gde je n ∈ N i k ∈ {0, 1, ..., n}. Po definiciji je

(
n

0

)
= 1.

Pomo�u binomnog koeficijenta se zapravo odre�uje na koliko razliqitih naqina se od
n predmeta mo�e izabrati k predmeta.
Formula (4) se qesto pojav	uje i u obliku(

n

k

)
=

n(n− 1) · ... · (n− k + 1)

k!
,

jer je

n!

k!(n− k)!
=

n(n− 1)(n− 2) · ... · (n− k + 1)(n− k)!

k!(n− k)!
=

n(n− 1) · ... · (n− k + 1)

k!
.

Primer 2.2.1. Odrediti koliko je:

a)

(
7

4

)
;

b)

(
9

3

)
−
(
9

6

)
.

Rexe�e: a) (
7

4

)
=

7!

4!(7− 4)!
=

7 · 6 · 5 · 4!
4! · 3!

=
7 · 6 · 5
3 · 2 · 1

= 7 · 5 = 35.

b) (
9

3

)
−
(
9

6

)
=

9!

3!(9− 3)!
− 9!

6!(9− 6)!
=

9!

3! · 6!
− 9!

6! · 3!
= 0.

△
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U slede�oj teoremi bi�e opisana bitna svojstva binomnih koeficijenata.

Teorema 2.2.1. Za binomne koeficijente

(
n

k

)
va�i:

1)

(
n

0

)
=

(
n

n

)
= 1;

2)

(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
(svojstvo simetriqnosti);

3)

(
n

k

)
+

(
n

k + 1

)
=

(
n+ 1

k + 1

)
, 0 ≤ k ≤ n− 1 (pravilo sabira�a).

Dokaz ove teoreme mo�e se na�i u k�izi [2].

Mo�e se primetiti da se do rexe�a u primeru 2.2.1 pod b) mo�e do�i korix�e�em
svojstva simetriqnosti.

2.2.1 Umeta�e programskog koda

Prilikom izrade veb strane u HTML dokument je ugra�en programski kod koji omogu�ava
da se odredi faktorijel, dvostruki faktorijel prirodnog broja n i binomni koeficijent(
n

k

)
.

Iskazi programskog jezika se navode u zaglav	u < script>, a atribut language govori
o tome da se koristi JavaScript 13 jezik. Forma za odre�iva�e faktorijela:

<form name=” f a k t o r i j e l ”>

sadr�i dva tekstualna po	a i jedno dugme. Pomo�u prvog tekstualnog po	a

<input type=”text ” name=”argument” value=”” s i z e =”20” maxlength=”3”>

se unosi prirodan broj n, a zatim se klikom na dugme

<input type=”button” value=”Odredi f a k t o r j e l ” on c l i c k=”racunaj ()”>

izraqunava faktorijel unetog broja n i rezultat se ispisuje u drugo tekstualno po	e

<input name=”r e s u l t ” value=”” s i z e =”20”>.

Kod pomo�u koga se odre�uje faktorijel prirodnog broja n :

<s c r i p t language=”Java s c r i p t”>

f unc t i on f a c t (n)
{

13 JavaScript je objektno-orijentisani jezik koji je name�en za razvoj aplikacija.
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i f ( isNaN (n ) | | n<0) re turn ”Unes i te pr i rodan bro j ! ” ;
r e turn (n==0 ? 1 : n∗ f a c t (n−1)) ;

}

f unc t i on racunaj ( )
{

n=par s e In t ( document . f a k t o r i j e l . argument . va lue ) ;
document . f a k t o r i j e l . r e s u l t . va lue=f a c t (n ) ;

}
</s c r i p t>

U navedenom kodu funkcija fact, qiji je argument n, odre�uje faktorijel prirodnog
broja n pomo�u rekurzivne formule. Prvo se ispituje da li je uneta korektna vrednost, tj.
ako je unet broj ma�i od nula ili karakter koji nije broj, ispisuje se poruka: ,,Unesite
prirodan broj!", u suprotnom funkcija vra�a faktorijel broja n.

Pomo�u funkcije racunaj() se promen	ivoj n dode	uje uneta vrednost, a zatim se re-
zultat ispisuje u tekstualno po	e.

Slika 2.2.1.1. Izgled programa koji odre�uje faktorijel prirodnog broja n

Na isti naqin su umetnuti programski kodovi pomo�u kojih se odre�uje dvostruki

faktorijel prirodnog broja n i binomni koeficijent

(
n

k

)
.

Forma za odre�iva�e dvostrukog faktorijela tako�e sadr�i dva tekstualna po	a i
jedno dugme.

Kod pomo�u koga se odre�uje dvostruki faktorijel prirodnog broja n :

<s c r i p t language=”Java s c r i p t”>
f unc t i on dvo s t r uk i f a c t (n)

{
i f ( isNaN (n ) | | n<0) re turn ”Unes i te pr i rodan bro j ! ” ;
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re turn ( ( n==0) | |(n==1) ? 1 : n∗ dvo s t r uk i f a c t (n−2)) ;
}

f unc t i on racuna jdvos t ruk i ( )
{

n=par s e In t ( document . d v o s t r u k i f a k t o r i j e l . argument . va lue ) ;
document . d v o s t r u k i f a k t o r i j e l . r e s u l t . va lue=dvo s t r uk i f a c t (n ) ;

}
</s c r i p t>

Slika 2.2.1.2. Izgled programa koji odre�uje dvostruki faktorijel prirodnog broja n

Forma za odre�iva�e binomnog koeficijenta sadr�i tri tekstualna po	a i jedno
dugme. Pomo�u prva dva tekstualna po	a se unose vrednosti za n i k, dok se u tre�e tek-
stualno po	e, uz pomo� dugmeta, ispisuje rezultat.

Kod pomo�u koga se odre�uje binomni koeficijent

(
n

k

)
:

<s c r i p t language=”Java s c r i p t”>

f unc t i on i z r a cuna j ( )
{

var n=par s e In t ( document . forma . br1 . va lue ) ;
var k=par s e In t ( document . forma . br2 . va lue ) ;
var r e z u l t a t ;
var i , j , s , f a c t 1 =1, f a c t 2 =1, f a c t 3 =1;

f o r ( i =1; i<=n ; i++)
{

f a c t 1∗= i ;
}

f o r ( j =1; j<=k ; j++)
{

f a c t 2∗= j ;
}
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f o r ( s=1; s<=(n−k ) ; s++)
{

f a c t 3∗=s ;
}

r e z u l t a t=f a c t 1 /( f a c t 2 ∗ f a c t 3 ) ;

i f (k>n)
document . forma . ime . va lue=”n mora da bude vece i l i jednako k ! ” ;

e l s e
document . forma . ime . va lue=r e z u l t a t ;

}
</s c r i p t>

U predstav	enom kodu se posebno odre�uje n!, k! i (n − k)!, a zatim se do konaqnog

rexe�a dolazi pomo�u formule
n!

k!(n− k)!
.

Slika 2.2.1.3. Izgled programa koji odre�uje binomni koeficijent
(
n
k

)
2.3 Osnovna pravila kombinatorike

Kao xto je poznato kombinatorika se zapravo bavi prebrojava�em konaqnih skupova.
Ovom prilikom bi�e navedena pravila pomo�u kojih se odre�uje broj elemenata tra�enih
skupova. Za broj elemenata skupa A koristi�e se oznaka |A|.

2.3.1 Pravilo zbira

Neka su A1, A2, ..., An neprazni konaqni podskupovi skupa A i neka su oni me�usobno

disjunktni skupovi, onda je broj elemenata skupa A

|A| = |A1|+ |A2|+ ...+ |An|.

Primer 2.3.1. Na koliko naqina se 7 istih olovaka mo�e podeliti dvojici uqenika

tako da svaki dobije bar jednu olovku?
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Rexe�e: U ovom primeru A je skup svih mogu�ih podela. Kako je reqeno da svaki uqenik
dobija bar jednu olovku, odnosno najma�e jednu, a mo�e i vixe, skupovi Ai predstav	aju
skupove u kojima prvi uqenik dobija i olovaka (1 ≤ i ≤ 6).
Dakle, ako prvi uqenik dobije 1 olovku drugi �e dobiti 6, ako prvi uqenik dobije 2
olovke drugi �e dobiti 5 i tako da	e. Ovim postupkom se dolazi do svih mogu�nosti
(1 + 6, 2 + 5, 3 + 4, 4 + 3, 5 + 2, 6 + 1) kojih ukupno ima 6. △

Primer 2.3.2. Na pravoj p dato je pet razliqitih taqaka A, B, C, D i E. Koliko ima
i koje su to du�i qiji su krajevi date taqke?

Rexe�e: Koriste se slede�e oznake:

A1-skup qiji su elementi du�i qija je poqetna taqka A,

A2-skup qiji su elementi du�i qija je poqetna taqka B,

A3-skup qiji su elementi du�i qija je poqetna taqka C,

A4-skup qiji su elementi du�i qija je poqetna taqka D.

Broj elemenata navedenih skupova je redom 4, 3, 2, 1. Na osnovu pravila zbira mo�e
se zak	uqiti da ukupno ima 10 razliqitih du�i.

Slika 2.3.1. Prikaz apleta u sluqaju kada je poqetna taqka A

Na apletu prikazanom na slici 2.3.1, u zavisnosti od odabrane opcije, dobija se prikaz
svih du�i koje poqi�u odre�enom taqkom.

△
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2.3.2 Pravilo proizvoda

Neka su A1, A2, ..., An neprazni konaqni podskupovi skupa A i neka su oni me�usobno

disjunktni skupovi, onda je broj elemenata Dekartovog proizvoda

|A1 ×A2 × ...×An| = |A1| · |A2| · ... · |An|.

Primer 2.3.3. Od mesta A do mesta B vode 3 puta, a od mesta B do mesta C vode 4
puta. Na koliko naqina putnik mo�e da stigne od mesta A do mesta C?

Rexe�e: Neka su putevi koji vode od mesta A do mesta B oznaqeni slovima a, b, c, a
putevi koji vode od mesta B do mesta C slovima d, e, f, g. Skupovi A1 = {a, b, c} i
A2 = {d, e, f, g} su disjunktni skupovi i �ihov broj elemenata je |A1| = 3, |A2| = 4.
Na osnovu pravila proizvoda, mo�e se zak	uqiti da je ukupan broj puteva od mesta A do
mesta C

|A1 ×A2| = |A1| · |A2| = 3 · 4 = 12.

Slika 2.3.2. Prikaz puteva i Dekartov proizvod

△

2.4 Permutacije

U ovom delu �e biti prikazana definicija pojma permutacije i formula po kojoj se
odre�uje broj tra�enih permutacija. U permutacijama uqestvuju svi elementi i raspored
elemenata je bitan. Razlikuju se permutacije sa ponav	a�em i permutacije bez

ponav	a�a.

Definicija 2.4.1. Permutacija bez ponav	a�a skupa A, koji ima n razliqitih ele-

menata, je svaki niz u kome se svi elementi skupa A pojav	uju taqno jedanput. Broj

permutacija skupa A je n!.
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Definicija 2.4.2. Permutacija sa ponav	a�em skupa A = {a1, a2, ..., am} je svaki niz

du�ine k1 + k2 + ... + km = n u kome se element a1 pojav	uje k1 puta, a2 pojav	uje k2

puta, ..., am pojav	uje km puta. Broj permutacija skupa A je
n!

k1!k2! · · · km!
.

Primer 2.4.1. Odrediti broj svih permutacija

a) bez ponav	a�a od elemenata skupa A = {a, b, c, d};
b) od elemenata a, b, b, c, a zatim ispisati sve te permutacije.

Rexe�e: a) Poxto se radi o permutacijama bez ponav	a�a, broj svih mogu�ih permutacija
je 4! = 24. Sve permutacije bez ponav	a�a skupa A mogu se predstaviti grafom na slede�i
naqin.

Slika 2.4.1. Permutacije bez ponav	a�a

Ukoliko bi se prebrojale sve prikazane permutacije u grafu, zaista bi se dobio broj 24.

b) Poxto se element b ponav	a dva puta radi se o permutacijama sa ponav	a�em pa je
broj svih mogu�ih permutacija

4!

1! · 2! · 1!
=

4 · 3 · 2!
2!

= 12.

Ove permutacije se mogu predstaviti kao u prethodnom primeru.

Slika 2.4.2. Permutacije sa ponav	a�em

△
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Primer 2.4.2. U koliko permutacija od elemenata skupa E = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} se ele-
menti 2, 4, 5 nalaze jedan pored drugog:

a) u zadatom poretku;

b) u proizvo	nom poretku?

Rexe�e: a) Tri elementa, koja po uslovu zadatka treba da stoje jedan do drugog u zadatom
poretku, mogu da zauzmu xest razliqitih pozicija. Preostalih pet elemenata se mogu
razmestiti na pet mesta na 5! naqina, pa je konaqno rexe�e 6 · 5! = 6!.

b) Po uslovu zadatka, tri elementa koja stoje jedan do drugog mogu da se me�usobno
permutuju i to na 3! naqina. Kada se uzme u obzir ovaj uslov i razmatra�e iz prethodnog
dela, mo�e se zak	uqiti da je konaqno rexe�e 6 · 5! · 3! = 6! · 3!.

Slika 2.4.3. Aplet koji daje prikaz razliqitih pozicija datih elemenata

Iz ovog primera mo�e se izvesti opxti sluqaj za n elemenata od kojih m stoji jedan pored
drugog:
-u datom poretku (n−m+ 1)!,
-u proizvo	nom poretku (n−m+ 1)! ·m!. △

2.5 Varijacije

Kod varijacija od n elemenata bira se k. Dakle, ne biraju se svi elementi i bitan je
redosled po kome se elementi biraju. Kao i kod permutacija, razlikuju se varijacije bez
ponav	a�a i varijacije sa ponav	a�em.

Definicija 2.5.1. Varijacija bez ponav	a�a k-te klase skupa A, koji ima n razliqi-

tih elemenata, gde je (n ≥ k), je svaki niz koji ima k elemenata skupa A. Broj varijacija
bez ponav	a�a je n(n− 1)(n− 2) · ... · (n− k + 1).
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Mo�e se primetiti da je za k = n varijacija bez ponav	a�a skupa A permutacija tog
skupa, jer u permutacijama uqestvuju svi elementi, a kada je k = n zapravo se biraju svi
elementi skupa A.

Definicija 2.5.2. Varijacija sa ponav	a�em k-te klase skupa A, koji ima n elemenata,

gde je (n ≥ k), je svaki niz koji ima k elemenata skupa A, koji mogu da se ponav	aju. Broj

varijacija sa ponav	a�em je nk.

Primer 2.5.1. Dat je skup E = {1, 2, 3, 4}. Formirati sve dvocifrene brojeve qije su

cifre razliqite od elemenata datog skupa i odrediti �ihov broj.

Rexe�e: Svi dvocifreni brojevi moraju da imaju razliqite cifre po uslovu zadatka pa
se na osnovu toga mo�e zak	uqiti da se radi o varijacijama bez ponav	a�a kojih ima
4 · 3 = 12. Ovakvi bojevi se mogu formirati pomo�u grafa prikazanog na slici 2.5.1.

Slika 2.5.1. Varijacije sa ponav	a�em

Dakle, tra�eni brojevi su: 12, 13, 14, 21, 23, 24, 31, 32, 34, 41, 42, 43.
△

Primer 2.5.2. Gost u hotelu za doruqak mo�e da bira kafu, qaj ili mleko. Koliko ima

naqina za izbor, ako ostaje u hotelu sedam dana?

Rexe�e: Gost svakog dana ima tri mogu�a izbora: mleko, kafa ili qaj. Dakle, radi se o
varijacijama sa ponav	a�em pa se mo�e zak	uqiti da ima 37 naqina za izbor. △

2.6 Kombinacije

Kombinacije daju odgovor na pita�e: Na koliko naqina se od n predmeta mo�e iza-

brati k predmeta? Kako se kod kombinacija od n elemenata skupa A izvlaqi k elemenata,
gde je k ≤ n, mo�e se zak	uqiti da ne moraju biti izabrani svi elementi skupa A.

Kao i kod permutacija i varijacija i kod kombinacija se razlikuju kombinacije bez
ponav	a�a i kombinacije sa ponav	a�em.

Definicija 2.6.1. Kombinacija bez ponav	a�a k-te klase skupa A koji ima n razli-

qitih elemenata, gde je n ≥ k, je svaki podskup skupa A koji ima k elemenata. Broj

kombinacija bez ponav	a�a je

(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
.

U ovom sluqaju se k elemenata bira odjednom pa nije bitan redosled.
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Definicija 2.6.2. Kombinacija sa ponav	a�em k-te klase skupa A koji ima n eleme-

nata je svaki podskup skupa A od k elemenata od kojih jedan isti element mo�e da se

ponav	a do k puta. Broj kombinacija sa ponav	a�em je

(
n+ k − 1

k

)
.

U ovom sluqaju redosled nije bitan, a elementi se biraju jedan po jedan sa vra�a�em
pa se zbog toga elementi mogu ponav	ati.

Primer 2.6.1. Odrediti ukupan broj dijagonala petougla ABCDE.

Rexe�e: Ovaj naizgled geometrijski problem mogu�e je rexiti pomo�u kombinatorike.
Posmatraju se temena petougla ABCDE. Od ovih pet taqaka nikoje tri nisu kolinearne

pa one obrazuju ukupno

(
5

2

)
du�i. Me�utim, na ovaj naqin su uraqunate i du�i koje

predstav	aju stranice datog petougla. Zbog ove qi�enice, broj dijagonala se dobija kada

se od ukupnog broja du�i oduzme broj stranica petougla:

(
5

2

)
− 5 = 10− 5 = 5.

Slika 2.6.1. Geometrijski prikaz problema

Ovaj primer je propra�en apletom, prikazanim na slici 2.6.1, pomo�u koga se vizuelno
mo�e pratiti tok rexava�a zadatog problema. Pomo�u ovog apleta se povezuju oblasti
geometrije i kombinatorike. △

U geometriji se ukupan broj dijagonala n−tougla mo�e odrediti pomo�u formule

Dn =
n(n− 3)

2
,

za qije se izvo�e�e prime�uje postupak prikazan u primeru 2.6.1. Dakle, od ukupnog broja
du�i oduzima se broj stranica n−tougla:

Dn =

(
n

2

)
− n.
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Da	im sre�iva�em dobija se tra�ena formula:

Dn =
n!

2!(n− 2)!
− n =

n(n− 1)(n− 2)!

2!(n− 2)!
− n =

n(n− 1)

2
− n =

n(n− 1− 2)

2
=

n(n− 3)

2
.

Primer 2.6.2. U jednom ode	e�u 10 uqenika govori ruski, a 15 engleski jezik. Na koliko
naqina se mo�e izabrati 5 uqenika za sekciju od kojih bar jedan govori ruski jezik?

Rexe�e: Potrebno je izabrati pet uqenika od kojih bar jedan govori ruski, xto zapravo
znaqi me�u pet izabranih uqenika mora da se na�e najma�e jedan uqenik koji govori ruski,
a mogu se na�i i dva, tri, qetiri ili pet, tako da bi trebalo sabrati sve te mogu�nosti.
Da bi se skratio postupak rexava�a, od ukupnog broja kombinacija oduzima se broj kom-
binacija u kojima ni jedan uqenik ne govori ruski. Dakle, dobija se(

25

5

)
−
(
15

5

)
= 50127

naqina. △

Pomo�u kombinacija se tako�e mo�e rexiti i primer 2.3.2: Na pravoj p dato je pet

razliqitih taqaka A, B, C, D i E. Koliko ima i koje su to du�i qiji su krajevi date

taqke?

Kako bi se odredilo koliko ukupno ima razliqitih du�i qiji su krajevi date taqke,
koristi se formula za odre�iva�e broja kombinacija bez ponav	a�a. Dakle, ima(

5

2

)
=

5!

2! · 3!
= 10

razliqitih du�i.
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3 Diskretan prostor verovatno�a

Prilikom izuqava�a teorije verovatno�e uvode se novi pojmovi kao xto su sluqajni
eksperiment, elementarni ishod, sluqajni doga�aj, skup elementarnih ishoda.
Za da	i rad neophodno je definisati osnovne pojmove teorije verovatno�e. Eleme-

ntarni ishod je osnovni pojam i on se ne definixe.

3.1 Sluqajni doga�aji

Definicija 3.1.1. Eksperimenti koji se, pod istim uslovima, mogu ponav	ati neo-

graniqen broj puta, a da pri tome ishod ne mora da bude uvek isti nazivaju se sluqajni

eksperimenti.

Kao primeri za sluqajne eksperimente mogu se navesti baca�e jedne ili vixe kockica
za igru, baca�e jednog ili vixe novqi�a, izvlaqe�e dobitaka nagradnih igara i tako
da	e.

Definicija 3.1.2. Skup svih mogu�ih elementarnih ishoda jednog sluqajnog eksperi-

menta naziva se skup elementarnih ishoda i oznaqava se sa Ω.

Elementi skupa Ω oznaqavaju se sa ω1, ω2, ω3, i tako da	e. Skup Ω mo�e biti konaqan,
prebrojiv ili neprebrojivo beskonaqan.

Definicija 3.1.3. Svaki podskup skupa elementarnih ishoda naziva se sluqajni doga-

�aj. Sluqajni doga�aji se oznaqavaju velikim slovima latinice, na primer A, B, C, D,
i tako da	e, a po potrebi se mogu koristiti i indeksi.

Doga�aj A se realizuje ako je ishod eksperimenta jedan od elemenata skupa A.
Skup Ω i prazan skup ∅ su tako�e sluqajni doga�aji. Skup Ω se naziva siguran doga�aj,

a prazan skup se naziva nemogu� doga�aj.

Definicija 3.1.4. Sluqajni doga�aj koji se realizuje u svakom izvo�e�u sluqajnog ek-

sperimenta naziva se siguran doga�aj, a sluqajni doga�aj koji ne mo�e da se realizuje

u tom eksperimentu nemogu� doga�aj.

Napomena: U da	em izlaga�u sluqajni eksperiment �e se nazivati samo eksperiment,
elementarni ishod samo ishod, a sluqajni doga�aj samo doga�aj.

Bitno je praviti razliku izme�u ovih osnovnih pojmova teorije verovatno�e pa �e
shodno tome biti navedeni slede�i primeri.

Primer 3.1.1. Sluqajni eksperiment: baca�e kockice za igru.

Elementarni ishodi (sve ono xto mo�e da se desi): mo�e da padne jedinica, dvojka,

trojka, qetvorka, petica ili xestica.

Skup elementarnih ishoda zapisuje se na slede�i naqin: Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Doga�aji ovog eksperimenta mogu da budu na primer: A-pojav	iva�e broja 3, B-pao je

broj ve�i od 4, C-pao je paran broj.

Primer 3.1.2. Sluqajni eksperiment: baca�e novqi�a.

Elementarni ishodi (sve ono xto mo�e da se desi): mo�e da padne glava ili pismo.

Skup elementarnih ishoda zapisuje se na slede�i naqin: Ω = {P,G}.
Doga�aj ovog eksperimenta mo�e da bude na primer: A-pala je glava.
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3.1.1 Rexeni zadaci

U ovom delu su prikazani zadaci koji se svrstavaju u osnovni nivo zna�a i pomo�u
kojih se uqenici uvode u oblast teorije verovatno�e. Jox sliqnih primera i zadataka se
mo�e na�i u zbirkama [6] i [7].

Zadatak 1. Odrediti skup elementarnih ishoda slede�ih eksperimenata:

a) bacaju se dve kockice za igru;

b) bacaju se dva novqi�a;

v) bacaju se jedna kockica i jedan novqi�.

Rexe�e: Prvo je potrebno odrediti sve mogu�e ishode datih eksperimenata.

a) Eksperiment: bacaju se dve kockice za igru.
Skup elementarnih ishoda: Ω = {11, 12, 13, ..., 16, ..., 61, 62, ..., 66}.

b) Eksperiment: bacaju se dva novqi�a.
Skup elementarnih ishoda: Ω = {PG, PP, GP, GG}.

v) Eksperiment: baca se jedan novqi� i jedna kockica.
Skup elementarnih ishoda: Ω = {P1, P2, ..., P6, G1, G2, ..., G6}. △

Zadatak 2. U kutiji se nalaze dve bele i tri crne kuglice. Iz kutije se izvlaqe jedna

po jedna tri kuglice. Odrediti skup svih elementarnih ishoda.

Rexe�e: Eksperiment: izvlaqe se tri kuglice.
Skup elementarnih ishoda: Ω = {cbb, bcb, bbc, ccb, cbc, bcc, ccc}. △

Zadatak 3. U kutiji se nalaze qetiri listi�a obele�ena brojevima 1, 2, 3 i 4. Odre-
diti skup svih elementarnih ishoda, ako se listi�i izvlaqe jedan po jedan do pojave

neparnog broja:

a) bez vra�a�a;

b) sa vra�a�em.

Rexe�e: a) Eksperiment: listi�i se izvlaqe jedan po jedan bez vra�a�a do pojave neparnog
broja.
Broj izvlaqe�a zavisi od toga kada �e se pojaviti neparan broj. Tako da je mogu�e iz
prve izvu�i neparan broj 1 ili 3, dva izvlaqe�a su neophodan ako je pri prvom izvlaqe�u
izvuqen paran broj 2 ili 4, a najvixe se mo�e izvlaqiti tri puta i to u sluqaju da je
prva dva puta izvuqen paran broj. Dakle, skup elementarnih ishoda je

Ω = {1, 3, 21, 23, 41, 43, 241, 243, 421, 423}.
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b) Eksperiment: listi�i se izvlaqe jedan po jedan sa vra�a�em do pojave neparnog broja.
Kako se izvuqeni listi�i ponovo vra�aju u kutiju mogu�e je da se pri izvlaqe�u vixe puta
pojavi isti paran broj jer �e uvek biti parnih brojeva u kutiji, pa je skup elementarnih
ishoda

Ω = {1, 3, 21, 23, 41, 43, 241, 243, 421, 423, 221, 223, 441, 443, 2221, ...}.

△

Zadatak 4. Dva igraqa igraju tri partije neke igre, pri qemu se svaka partija zavrxava

pobedom jednog igraqa. Odrediti prostor elementarnih ishoda.

Rexe�e: Neka je pobeda prvog igraqa oznaqena sa A, a pobeda drugog sa B. U svakoj od tri
partije mogu�e je da pobedi jedan od dva igraqa, pa je skup elementarnih ishoda:

Ω = {AAA, ABA, BAA, BBA, AAB, ABB, BAB, BBB}.

△

Zadatak 5. Novqi� se baca tri puta. Odrediti skup elementarnih ishoda i doga�aje:

a) A-pala su taqno dva pisma;

b) B-pala su bar dva pisma;

v) C-u sva tri baca�a pala je ista strana.

Rexe�e: Skup elementarnih ishoda je Ω = {PPP, PPG, PGP, GPP, PGG, GPG, GGP, GGG}.

a) Elementarni ishodi povo	ni za doga�aj A su: A = {PPG, PGP, GPP}.

b) Elementarni ishodi povo	ni za doga�aj B su: B = {PPG, PGP, GPP, PPP}.

v) Elementarni ishodi povo	ni za doga�aj C su: C = {GGG, PPP}. △
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3.2 Operacije sa sluqajnim doga�ajima

U ovom delu bi�e formulisane definicije vezane za operacije sa sluqajnim doga�a-
jima. U odgovaraju�em elektronskom materijalu svaka definicija je propra�ena GeoGe-
bra apletom. Uloga ovih apleta je da prika�u vezu izme�u teorije verovatno�e i teorije
skupova.

Za doga�aje se koriste operacije koje va�e i u teoriji skupova, pa se tako mo�e govo-
riti o preseku, uniji, razlici, podskupovima doga�aja.

Znaqi, skup elementarnih ishoda i sluqajne doga�aje je mogu�e vizuelno predstaviti
pomo�u dobro poznatih Venovih 14 dijagrama.

Definicija 3.2.1. Ako se svakom realizacijom doga�aja A realizuje i doga�aj B, tada
se ka�e da doga�aj A povlaqi (implicira) doga�aj B.

Znaqi, elementi skupa A su istovremeno i elementi skupa B, odnosno skup A je po-
dskup skupa B, xto se oznaqava na isti naqin kao i u teoriji skupova A ⊂ B.

Slika 3.2.1. Aplet koji prikazuje doga�aje iz definicije 3.2.1.

Definicija 3.2.2. Ako je A ⊂ B i B ⊂ A, tada su doga�aji A i B jednaki odnosno

ekvivalentni.

Dakle, svaki elementarni ishod doga�aja A, ujedno je i elementarni ishod doga�aja B.
I obrnuto, svaki elementarni ishod dog�aja B, ujedno je i elemetarni ishod doga�aja A.

Slika 3.2.2. Aplet koji prikazuje dva ekvivalentna doga�aja A i B

14�on Ven ( John Venn, 1834-1923), britanski logiqar i filozof po kome dijagrami nose naziv.
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Definicija 3.2.3. Doga�aj koji se realizuje onda kada se doga�aj A ne realizuje naziva

se suprotni doga�aj daoga�aja A i obele�ava se sa A. Doga�aj A se tako�e qesto naziva

komplement doga�aja A i oznaqava se sa AC .

Slika 3.2.3. Aplet koji prikazuje doga�aj suprotan doga�aju A

Definicija 3.2.4. Ako se doga�aj C realizuje ukoliko se realizuju i doga�aj A i doga�aj

B, tada se doga�aj C naziva presek (ili proizvod) doga�aja A i B i oznaqava se sa

C = A ∩B (ili C = AB).

Dakle, elementarni ishodi doga�aja C su ujedno elementarni ishodi i doga�aja A i
doga�aja B.

Slika 3.2.4. Aplet koji prikazuje presek dva proizvo	na doga�aja

Pojam preseka doga�aja se mo�e proxiriti na konaqan niz doga�aja A1, A2, ..., An, gde
je n > 2. �ihov presek je doga�aj C = A1 ∩A2 ∩ ...∩An koji se realizuje ako i samo ako se
realizuju svi doga�aji datog niza.

Definicija 3.2.4. je propra�ena apletom qiji je izgled prikazan na slici 3.2.4 i slici
3.2.5. Aplet pru�a prikaz preseka dva proizvo	na doga�aja A i B i prikaz preseka tri
proizvo	na doga�aja A, B i C, u zavisnosti od toga koja je opcija prikaza izabrana.
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Slika 3.2.5. Aplet koji prikazuje presek tri proizvo	na doga�aja

Definicija 3.2.5. Ako je A∩B = ∅, (A i B ne mogu da se realizuju istovremeno), tada

se ka�e da su doga�aji A i B me�usobno disjunktni doga�aji.

Slika 3.2.6. Aplet koji prikazuje dva disjunktna doga�aja

Napomena: Aplet prikazan na slici 3.2.6. pru�a mogu�nost promene polo�aja do-
ga�aja B pomo�u mixa. Dakle, mo�e se tako�e videti presek dva proizvo	na doga�aja i
presek doga�aja A i B kada je B ⊂ A.

Definicija 3.2.6. Ako se doga�aj C realizuje ukoliko se realizuje bar jedan od doga�aja

A i B, tada se doga�aj C naziva unija doga�aja A i B i koristi se oznaka C = A ∪ B.
Ako je A ∩B = ∅, onda se koristi oznaka C = A+B.

Definicija 3.2.6 je propra�ena apletom qiji je izgled prikazan na slici 3.2.7 i slici
3.2.8.
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Slika 3.2.7. Aplet koji prikazuje uniju dva proizvo	na doga�aja

Pojam unije doga�aja se mo�e proxiriti na niz konaqnih doga�aja A1, A2, ..., An, gde
je n > 2. Doga�aj C = A1 ∪A2 ∪ ... ∪An se realizuje ako se realizuje bar jedan od doga�aja
datog niza.

Slika 3.2.8. Aplet koji prikazuje uniju dva disjunktna doga�aja

Definicija 3.2.7. Doga�aj C se naziva razlika doga�aja A i B, ako se realizuje doga�aj
A i ne realizuje doga�aj B i koristi se oznaka C = A\B.

Slika 3.2.9. Aplet koji prikazuje doga�aj A\B
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Definicija 3.2.8. Doga�aj C se naziva simetriqna razlika doga�aja A i B, ako se
realizuje doga�aj A\B ili ako se realizuje doga�aj B\A i koristi se oznaka C = A△B.

Dakle, simetriqna razlika je unija doga�aja A\B i B\A.

Slika 3.2.10. Aplet koji prikazuje doga�aj A△B

Definicija 3.2.9. Neka su doga�aji A1, A2, ..., An takvi da su svaka dva razliqita

doga�aja me�usobno disjunktni (Ai ∩ Aj = ∅, i ̸= j, 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 n,) i �ihova unija

siguran doga�aj, tada oni qine potpuni sistem doga�aja.

Tako�e je potrebno, kada se posmatraju doga�aji iz istog prostora elementarnih ishoda,
znati me�usobne odnose posmatranih doga�aja.

Osobine operacija

1) A ∪A = A, A ∩A = A

2) A ∪B = B ∪A, A ∩B = B ∩A

3) A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C, A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C

4) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C), A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

5) A ∪A = Ω, A ∩A = ∅

6) A ∪ Ω = Ω, A ∩ Ω = A

7) A ∩B = A ∪B, A ∪B = A ∩B (De Morganovi 15 obrasci)

Vixe o osobinama operacija se mo�e pogledati u k�izi [2].

15 Augustus De Morgan(1806-1871), je bio engleski matematiqar. Bavio se logikom i formulisao je
navedene zakone koji nose �egovo ime.
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3.2.1 Rexeni zadaci

Zadatak 6. Oznaqiti odgovaraju�e relacije na apletu (Slika 3.2.1.1).

Slika 3.2.1.1. Aplet pomo�u koga se rexava zadatak 6.

Pre unoxe�a rexe�a na apletu u tekstualnim po	ima su inicijalno postav	ene nule.
Kada se nakon unoxe�a odgovora pritisne dugme Proveri pojav	uje se obavexte�e da li
je zadatak taqno ura�en ili ne.

Zadatak 7. Baca se kockica za igru. Neka je A doga�aj da je dobijeni broj de	iv sa 2, a
doga�aj B da je dobijeni broj de	iv sa 4. Odrediti: A ∪B, A, B, A ∩B i A\B.

Rexe�e: Potrebno je prvo odrediti skup elementarnih ishoda Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Eleme-
ntarni ishodi povo	ni za doga�aj A su: A = {2, 4, 6}, a ishodi povo	ni za doga�aj B su:
B = {4}. Sada se mogu odrediti povo	ni ishodi za tra�ene doga�aje:

A ∪B = {2, 4, 6}, A = {1, 3, 5}, B = {1, 2, 3, 5, 6}, A ∩B = {2, 6}, A\B = ∅.

△

Zadatak 8. Data su tri doga�aja A, B i C. Pomo�u simboliqkih operacija i datih do-

ga�aja odrediti slede�e doga�aje:

a) realizovan je doga�aj A, a nisu realizovani doga�aji B i C;

b) realizovana su sva tri doga�aja;

v) nije realizovan nijedan doga�aj;

g) realizovan je taqno jedan od ovih doga�aja.
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Rexe�e: Tra�eni doga�aji su:

a) ABC;

b) ABC;

v) ABC;

g) ABC ∪ABC ∪ABC. △

Zadatak 9. Dokazati da va�e jednakosti:

a) A ∪B = A ∩B;

b) A ∩B = A ∪B.

Rexe�e: Neka je desna strana jednakosti oznaqena sa D, a leva sa L. Prema definiciji
3.2.2, ako je L ⊂ D i D ⊂ L, onda su doga�aji D i L jednaki. Neka je ω ishod koji pripada
doga�aju L, tada va�i:

a)

ω ∈ L = A ∪B ⇒ ω /∈ A ∪B ⇒ ω /∈ A ∧ ω /∈ B ⇒ ω ∈ A ∧ ω ∈ B ⇒ ω ∈ A ∩B ⇒ L ⊂ D.

Tako�e va�i:

ω ∈ D = A ∩B ⇒ ω ∈ A ∧ ω ∈ B ⇒ ω /∈ A ∧ ω /∈ B ⇒ ω /∈ A ∪B ⇒ ω ∈ A ∪B ⇒ D ⊂ L.

Kako va�i L ⊂ D i D ⊂ L, onda va�i da je L = D, tj. A ∪B = A∩B. Mo�e se primetiti
da se prilikom dokaziva�a umesto znaka implikacije mo�e koristiti znak ekvivalencije.

b) Na osnovu slede�ih ekvivalencija dokazuje se da va�i navedena jednakost.

ω ∈ D = A ∩B ⇐⇒ ω /∈ A ∩B ⇐⇒ ω /∈ A ∨ ω /∈ B ⇐⇒ ω ∈ A ∨ ω ∈ B ⇐⇒ ω ∈ A ∪B

△

Zadatak 10. Neka su A, B i C proizvo	ni doga�aji. Predstaviti doga�aj A ∪ B ∪ C u

obliku unije tri me�usobno disjunktnih doga�aja.

Rexe�e: Posmatraju se doga�aji A, A ∩ B i A ∩ B ∩ C prikazane na slici 3.2.1.2. Ovi
doga�aji su me�usobno disjunktni pa va�i A∪B ∪C = A∪ (A∩B)∪ (A∩B ∩C). Bitno je
napomenuti da ovo nije jedino rexe�e. Rexe�e zavisi od toga koji se disjunktni doga�aji
posmatraju.
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Slika 3.2.1.2. Aplet koji prikazuje rexe�e zadatka 10.

△

3.3 Klasiqna definicija verovatno�e

Qesto se u svakodnevnom govoru mogu quti izrazi vezani za verovatno�u realizacije
nekih doga�aja, a ovom prilikom bi�e matematiqki definisan pojam verovatno�e doga�aja.

Definicija 3.3.1. Neka je Ω = {ω1, ω2, ..., ωn} skup elementarnih ishoda i neka je

A = {ωj1 , ωj2 , ..., ωjk} doga�aj, gde je 1 ≤ j1 < j2 < ... < jk ≤ n. Svakom elementarnom

ishodu ωk ( 1 ≤ k ≤ n) pridru�uje se broj pk tako da va�i:

1) pk ≥ 0 (nenegativnost);

2) p1 + p2 + ...+ pn = 1 (normiranost).

Tada se broj pk naziva verovatno�a elementarnog ishoda ωk, a broj P (A) = pj1 + pj2 +
...+ pjk verovatno�a dogadaja A.

Dakle, verovatno�a doga�aja A je jednaka zbiru verovatno�a ishoda povo	nih za doga-
�aj A.

Specijalni sluqaj definicije

Kada su elementarni ishodi jednako verovatni, odnosno kada va�i p1 = p2 = ... =

pn =
1

n
, verovatno�a doga�aja A odre�ena je sa P (A) =

k

n
, gde je k broj ishoda povo	nih za

doga�aj A, a n broj svih mogu�ih ishoda.

Ovaj specijalni sluqaj definicije poznat je pod nazivom Laplasova 16 ili klasiqna
definicija verovatno�e.

16Pjer Simon Laplas ( Pierre-Simon, Marquis de Laplace, 1749-1827) je bio francuski matematiqar i
astronom.
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Pre formulisa�a slede�e definicije neophodno je uvesti pjam: σ−po	e doga�aja.

σ−po	e doga�aja

Neka je F familija doga�aja iz Ω za koju va�i:
(A1) Ω ∈ F ;
(A2) Ako A ∈ F , onda i A ∈ F ;
(A3) Ako je A1, A2, A3, ... konaqan ili prebrojiv niz doga�aja familije F , tada i �ihova
unija pripada F .
Takva familija doga�aja F je σ−po	e doga�aja.

Ako je skup svih elementarnih ishoda konaqan skup, tada je i svaka familija doga�aja
iz Ω konaqna familija. Ako za takvu familiju F va�e uslovi (A1), (A2) i ako va�i da
za svaki konaqan niz doga�aja iz familije F i �ihova unija pripada toj familiji, onda
je familija F−po	e doga�aja.

Definicija 3.3.2. Ure�ena trojka (Ω, F , P ) naziva se prostor verovatno�a (P : F → R
je funkcija kojom se elementarnim ishodima pridru�uje verovatono�a).

Primer 3.3.1. Kockica za igru se baca jedanput. Odrediti verovatno�u da �e pasti

broj de	iv sa tri.

Skup svih elementarnih ishoda je Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Ishodi povo	ni za doga�aj A su:
A = {3, 6}. Primenom klasiqne definicije verovatno�e dobija se:

P (A) =
2

6
=

1

3
.

Primer 3.3.2. Sluqajno se bira prirodan broj ne ve�i od 20. Kolika je verovatno�a da je
izabran prost broj?

Prvo se odre�uje skup svih elementarnih ishoda: Ω = {1, 2, 3, ..., 20}. Prostih brojeva
ma�ih od 20 ima osam i to su 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19. Na osnovu klasiqne definicije vero-
vatno�e dobija se:

P (A) =
8

20
=

2

5
.

3.3.1 Rexeni zadaci

Zadatak 11. U kutiji se nalazi deset kuglica od kojih su tri crvene i sedam plavih.

Kolika je verovatno�a da se prilikom jednog izvlaqe�a pojavi kuglica plave boje?

Rexe�e: Primenom klasiqne definicije verovatno�e dobija se da je

P (A) =
7

10
.

△

Zadatak 12. Me�u 20 predmeta ima sedam neispravnih. Sluqajno se bira istovremeno

pet predmeta. Kolika je verovatno�a da me�u �ima nema neispravnih?
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Rexe�e: Neka je A doga�aj da me�u izabranim predmetima nema neispravnih. Ukupan broj

naqina na koji se od 20 predmeta bira 5 je

(
20

5

)
. Ishoda povo	nih za doga�aj A ima

(
13

5

)
.

Tra�ena verovatno�a je:

P (A) =

(
13

5

)
(
20

5

) .

△

Primer 3.3.3. Odrediti kolika je verovatno�a da se prilikom baca�a 6 kockica za igru
pojavi ,,jamb kombinacija"(najma�e pet istih).

Rexe�e: Neka je A doga�aj da se pojavila ,,jamb kombinacija". Ukupan broj ishoda prili-

kom baca�a 6 kockica je 66, a broj povo	nih ishoda za doga�aj A je 6 +

(
6

5

)
· 5 · 6. Dakle,

verovatno�a doga�aja A je:

P (A) =

6 +

(
6

5

)
· 5 · 6

66
=

6 + 6 · 5 · 6
66

=
6(1 + 6 · 5)

65 · 6
=

31

65
.

△

Primer 3.3.4. Kocka, qije su stranice obojene plavom bojom, raseqena je na hi	adu ma-

lih kocki istih dimenzija. Male kocke su stav	ene u kutiju i izmexane. Koja je

verovatno�a da sluqajno izvuqena kocka ima:

a) tri obojene strane;

b) dve obojene strane?

Rexe�e: Neka je A doga�aj da sluqajno izabrana kockica ima tri obojene strane, a B do-
ga�aj da sluqajno izabrana kockica ima dve obojene strane.

a) Kako su svi elementarni ishodi jednako verovatni mo�e se primeniti klasiqna
definicija verovatno�e. Broj svih mogu�ih ishoda je 1000. Kockice sa obojene tri strane
se nalaze na temenima velike kocke. Poxto kocka ima 8 temena, broj ishoda povo	nih za
doga�aj A je 8. Dakle, tra�ena verovatno�a je:

P (A) =
8

1000
=

1

125
.

Ovaj zadatak je propra�en odgovaraju�im apletom. Aplet zapravo predstav	a anima-
ciju na kojoj je prikazano rastav	a�e kocke. Animacija se pokre�e klikom na dugme
,, play".
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Slika 3.3.1.1. Aplet koji prikazuje rastav	enu kocku

b) U ovom sluqaju povo	nih ishoda za doga�aj B ima onoliko koliko ima kockica obojenih
sa dve strane. Sve takve kockice se nalaze na ivicama velike kocke izuzimaju�i kockice
sa temena. Kocka ima 12 ivica, a na svakoj ivici ima po 8 takvih kockica. Dakle,
povo	nih ishoda ima 8 · 12 = 96, pa je tra�ena verovatno�a:

P (B) =
96

1000
= 0, 096.

Slika 3.3.1.2. Aplet koji prikazuje rastav	enu kocku

△
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Primer 3.3.5. Data je kvadratna jednaqina x2 − 4x + a = 0. Baca se kockica i za a se

uzima broj koji je pao. Odrediti verovatno�u da �e za tako dobijeno a data jednaqina

imati realna rexe�a.

Rexe�e: Neka je doga�aj A da jednaqina ima realna rexe�a. Prilikom baca�a kockice
svi elementarni ishodi su jednako verovatni pa se koristi klasiqna definicija vero-
vatno�e. Ukupan broj elementarnih ishoda je 6. Jednaqina ima realna rexe�a ako x-osa
seqe krivu f(x) = x2 − 4x + a ili ako je dodiruje. Ovaj uslov je ispu�en u sluqaju da
je prilikom baca�a kockice pala jedinica, dvojka, trojka ili qetvorka, odnosno kada
za diskriminantu D date jednaqine, va�i D > 0. Dakle, povo	nih ishoda ima 4, pa je
verovatno�a:

P (A) =
4

6
=

2

3
.

Aplet prikazan na slici 3.3.1.3. poma�e da se odredi broj ishoda povo	nih za doga�aj
A. Na ovom apletu postoji mogu�nost da se pomo�u klizaqa me�a polo�aj krive f. Na osovu
polo�aja krive mo�e se zakluqiti koje su povo	ne vrednosti za a. Ukoliko kriva f seqe
x-osu ispisuje se poruka da u tom sluqaju jednaqina x2−4x+a = 0 ima dva realna rexe�a.
Ako kriva f dodiruje x-osu ispisuje se poruka da jednaqina ima jedno realno rexe�e, a
ako jednaqina i kriva nemaju zajedniqkih taqaka, ispisuje se poruka da jednaqina nema
realna rexe�a.

Slika 3.3.1.3. Aplet koji prikazuje polo�aj krive f(x)

△

3.4 Svojstva verovatno�e

U ovom delu bi�e formulisana i dokazana neka osnovna svojstva verovatno�e.
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Teorema 3.4.1. 1) Za svaki doga�aj A va�i 0 ≤ P (A) ≤ 1.

2) Verovatno�a sigurnog doga�aja je P (Ω) = 1.

3) Za uniju dva disjunktna doga�aja A i B, A∩B = ∅, va�i P (A∪B) = P (A) +P (B).

4) Za svaki doga�aj A va�i P (A) = 1− P (A), gde je A suprotni doga�aj.

5) Verovatno�a nemogu�eg doga�aja je P (∅) = 0.

6) Ako je A ⊂ B, onda va�i jednakost P (B\A) = P (B)− P (A).

7) Ako je A ⊂ B, onda va�i nejednakost P (A) ≤ P (B).

Dokaz: Prva dva svojstva slede iz same definicije verovatno�e. Po definiciji,
verovatno�a doga�aja A je jednaka zbiru nenegativnih verovatno�a elementarnih ishoda
povo	nih za doga�aj A i zbir verovatno�a svih elementarnih ishoda je jednak 1.

3) Doga�aji su disjunktni, odnosno �ihov presek je prazan skup. U oznaci A ∩ B = ∅.
Neka su ω1, ω2, ..., ωl elementarni ishodi povo	ni za doga�aj A i ϑ1, ϑ2, ..., ϑm elemen-
tarni ihodi povo	ni za doga�aj B, tj. A = {ω1, ω2, ..., ωl} i B = {ϑ1, ϑ2, ..., ϑm} (Slika
3.4.1).

Slika 3.4.1. Elementarni ishodi disjunktnih doga�aja

Odavde je A ∪ B = {ω1, ω2, ..., ωl, ϑ1, ϑ2, ..., ϑm}. Iz definicije verovatno�e sledi
da je

P (A ∪B) = p(ω1) + p(ω2) + ...+ p(ωl)︸ ︷︷ ︸
P (A)

+ p(ϑ1) + p(ϑ2) + ...+ p(ϑm)︸ ︷︷ ︸
P (B)

= P (A) + P (B).

4) Kako su doga�aj A i �emu suprotan doga�aj A disjunktni (Slika 3.4.2), tj. A∩A = ∅,
va�i A ∪A = Ω.
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Primenom svojstva 3) dobija se

P (A ∪A︸ ︷︷ ︸
Ω

) = P (A) + P (A),

odnosno P (Ω) = P (A) + P (A). Na osnovu svojstva 2) je P (Ω) = 1, pa se dobija

1 = P (A) + P (A).

Da	im sre�iva�em se dolazi do tra�ene jednakosti

P (A) = 1− P (A).

Slika 3.4.2. Suprotni doga�aj

5) Ako se stavi da je A = Ω, onda se svojstvo 4) mo�e napisati u slede�em obliku:

P (Ω) = 1− P (Ω).

Kako je Ω = ∅, dobija se:
P (∅) = 1− P (Ω).

Na osnovu svojstva 2) P (Ω) = 1 se dobija: P (∅) = 1− 1, tj. P (∅) = 0.

6) Doga�aji A i B\A prikazani na slici 3.4.3 su me�usobno disjunktni (A ⊂ B).
Poxto su doga�aji disjunktni i A ∪ (B\A) = B, mo�e se primeniti svojstvo 3)

P (A ∪ (B\A)︸ ︷︷ ︸
B

) = P (A) + P (B\A)

P (B) = P (A) + P (B\A)

Ovim se dobija tra�ena jednakost.

P (B\A) = P (B)− P (A)
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Slika 3.4.3. Disjunktni doga�aji A i B\A ako je A ⊂ B

7) Kako je A ⊂ B mo�e se primeniti svojstvo 6):

P (B\A) = P (B)− P (A).

Na osnovu svojstva 1) poznato je da je P (B\A) ≥ 0 pa je P (B)− P (A) ≥ 0. Ovim se dobija
tra�ena nejednakost P (A) ≤ P (B).

�

Svojstvo 3) tako�e va�i za k ≥ 2 me�usobno disjunktnih doga�aja.

Teorema 3.4.2. Ako je k ≥ 2 i ako su doga�aji A1, A2, ..., Ak me�usobno disjunktni, onda

va�i

P (A1 ∪A2 ∪ ... ∪Ak) = P (A1) + P (A2) + ...+ P (Ak).

Svojstvo 3) se mo�e formulisati i za bilo koja dva doga�aja.

Teorema 3.4.3. Za dva proizvo	na doga�aja A i B va�i jednakost

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B).

Dokaz: Intuitivno je jasno da se prilikom sabira�a presek raquna dva puta pa je
zbog toga potrebno oduzeti verovatno�u preseka. Prilikom dokaza koriste se prethodno
navedena svojstva verovatno�e. Doga�aji A∪B, A i B se mogu izraziti preko disjunktnih
doga�aja A\B, A ∩B i B\A koji su prikazani na slici 3.4.4.

A ∪B = (A\B) ∪ (A ∩B) ∪ (B\A)

A = (A\B) ∪ (A ∩B)

B = (B\A) ∪ (A ∩B)
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Slika 3.4.4. Razlaga�e doga�aja A ∪B na disjunktne doga�aje

Primenom svojstva aditivnosti za uniju disjunktnih doga�aja dobija se jednakost:

P (A ∪B) = P (A\B) + P (A ∩B) + P (B\A).

Kada bi se desnoj strani ove jednakosti dodala, a zatim i oduzela verovatno�a P (A ∩ B)
dobila bi se slede�a jednakost:

P (A ∪B) = P (A\B) + P (A ∩B)︸ ︷︷ ︸
P (A)

+P (B\A) + P (A ∩B)︸ ︷︷ ︸
P (B)

−P (A ∩B).

Da	im sre�iva�em dobija se:

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B),

xto je i trebalo dokazati.

�

Napomena: Mo�e se primetiti da se u sluqaju kada je A ∩ B = ∅ dobija jednakost
P (A∪B) = P (A)+P (B) (jer je P (∅) = 0). Dakle, svojstvo 3) predstav	a specijalni sluqaj
teoreme 3.4.3.

Na kraju ovog poglav	a u okviru elektronskog materijala je prikazan aplet u kome je
izvedena jednakost P (A ∪B) = P (B), koja va�i ako je A ⊂ B (Slika 3.4.5).

Slika 3.4.5. Aplet u okviru koga je prikazan dokaz specijalnog sluqaja teoreme 3.4.3
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Specijalni sluqaj teoreme 3.4.3: Ako je A ⊂ B, onda je P (A ∪B) = P (B).
Kako je A ⊂ B va�i A ∩B = A, pa se zamenom u jednakost:

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B),

dobija
P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A),

tj.
P (A ∪B) = P (B).

Pored pomenutog izvo�e�a aplet pru�a prikaz jednakosti koja va�i za uniju bilo koja
tri doga�aja (Slika 3.4.6).

Slika 3.4.6. Aplet u okviru koga je prikazana verovatno�a unije bilo koja tri doga�aja

Za uniju tri proizvo	na doga�aja va�i:

P (A∪B ∪C) = P (A)+P (B)+P (C)−P (A∩B)−P (A∩C)−P (B ∩C)+P (A∩B ∩C). (5)

Formula (5) se qesto koristi prilikom rexava�a zadataka.

3.4.1 Primeri

Primer 3.4.1. Za doga�aje A i B je poznato P (A) =
1

4
i P (A ∪B) =

1

3
. Odrediti P (B)

ako je:

a) A ∩B = ∅;

b) A ⊂ B.

Rexe�e: a) Kako su dati doga�aji disjunktni va�i P (A∪B) = P (A)+P (B), pa se dobija

da je P (B) = P (A ∪B)− P (A) =
1

3
− 1

4
=

4− 3

12
=

1

12
.

b) U ovom sluqaju je A ⊂ B, pa se na osnovu toga mo�e zak	uqiti da va�i P (A∪B) =

P (B), odnosno P (B) =
1

3
. △
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Primer 3.4.2. Iz xpila od 52 karte izvlaqe se istovremeno qetiri karte. Odrediti

verovatno�u doga�aja da se me�u izvuqenim kartama nalazi:

a) taqno jedna tref karta;

b) bar jedna tref karta;

v) sve qetiri tref karte;

g) nijedna tref karta.

Rexe�e: Prilikom rexava�a ovog primera bi�e korix�ena svojstva verovatno�e. Po-
znato je da se me�u 52 karte nalazi 13 tref karata.

52 = 13♣+ 13♢+ 13♡+ 13♠︸ ︷︷ ︸
39

a) Neka je A doga�aj da je izvuqena taqno jedna tref karta, pa je: P (A) =

(
13

1

)(
39

3

)
(
52

4

) .

b) Neka je B doga�aj da je izvuqena bar jedna tref karta, a B nijedna izvuqena karta
nije tref.

P (B) = 1− P (B) = 1−

(
39

4

)
(
52

4

)

v) Neka je C doga�aj da su izvuqene sve qetiri tref karte, pa je P (C) =

(
13

4

)
(
52

4

) .

g) Neka je D doga�aj da nije izvuqena tref karta, pa je: P (D) =

(
39

4

)
(
52

4

) . △

Primer 3.4.3. Od 100 qitalaca, 60 qita Novosti, 40 Politiku, 37 Blic, 20 Novosti
i Politiku, 15 Novosti i Blic, 7 Politiku i Blic, a 5 sva tri. Za anketu se sluqajno
bira jedan qitalac. Kolika je verovatno�a da �e sluqajno izabrani qitalac da qita:

a) najma�e dva lista;

b) ne vixe od dva lista?
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Neka je A doga�aj da izabrani qitalac qita najma�e dva list, a B doga�aj da izabrani
qitalac qita ne vixe od dva list.

Rexe�e primera 3.4.3 je prikazano pomo�u odgovaraju�eg apleta (Slika 3.4.1.1). Aplet
je kreiran tako da se u svako tekstualno po	e unosi odgovaraju�i broj qitalaca. Na osnovu
Venovog dijagrama odre�uju se tra�ene verovatno�e:

P (A) =
10 + 15 + 2 + 5

100
=

32

100
= 0, 32, P (B) =

30 + 18 + 20 + 10 + 15 + 2

100
=

95

100
= 0, 95.

Tako�e postoji i opcija provere rexe�a klikom na dugme ,,Proveri". Ukoliko zadatak
nije taqno rexen, postupak se mo�e videti ukoliko se izabere opcija ,,Prika�i rexe�e".

Slika 3.4.1.1. Aplet pomo�u koga je prikazano rexe�e primera 3.4.3
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4 Uslovna verovatno�a i nezavisnost

4.1 Uslovna verovatno�a

Do sada se govorilo o verovatno�i nekog datog doga�aja, ali xta se dexava sa vero-
vatno�om tog doga�aja ako je poznato da se realizovao neki drugi doga�aj. Odnosno, qesto
�e biti potrebno da se odredi verovatno�a nekog doga�aja pri odre�enom uslovu. Zbog toga
se ovakva verovatno�a naziva uslovna verovatno�a.

U ci	u xto bo	eg shvata�a pojma uslovne verovatno�e bi�e analiziran slede�i pri-
mer.

Primer 4.1.1. Kocka za igru se baca dva puta. Odrediti verovatno�u da je zbir dobi-

jenih vrednosti ma�i od 7, ako se zna da nije pala jedinica.

Rexe�e: Neka su doga�aji oznaqeni na slede�i naqin: A-nije pala jedinica, B-zbir dobi-
jenih vrednosti je ma�i od 7.
Svih mogu�ih elementarnih ishoda ukupno ima 36. Elementarnih ishoda povo	nih za do-
ga�aj A ima 25, elementarnih ishoda povo	nih za doga�aj B ima 16, a ishoda povo	nih

za presek A ∩ B ima 6. Dakle, verovatno�e ovih doga�aja su P (A) =
25

36
, P (B) =

16

36
i

P (A∩B) =
6

36
. Prilikom razmatra�a uslovne verovatno�e doga�aja B koristi�emo oznaku

P (B|A). Kako se zna da nije pala jedinica, onda je broj svih elementarnih ishoda 25, a

broj povo	nih ishoda je 6, pa je uslovna verovatno�a P (B|A) =
6

25
. Mo�e se primetiti da

je uslovna verovatno�a jednaka koliqniku
6/36

25/36
, odnosno, P (B|A) = P (AB)

P (A)
. △

Definicija 4.1.1. Uslovna verovatno�a doga�aja B pri uslovu A je broj

P (B|A) = P (AB)

P (A)
,

gde je P (A) > 0.

Iz definicije sledi jednakost

P (AB) = P (A)P (B|A)

koja je poznata i kao formula mno�e�a verovatno�a. Uopxtena formula mno�e�a vero-
vatno�a je

P (A1A2...An) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1A2)...P (An|A1A2...An−1),

gde je P (A1A2...An−1) > 0.

Svojstva uslovne verovatno�e

Slede�om teoremom bi�e formulisana osnovna svojstva uslovne verovatno�e.
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Teorema 4.1.1. Neka je P (A) > 0, tada va�i:

1) P (A|A) = 1, P (Ω|A) = 1 i P (∅|A) = 0;

2) Ako je A ⊂ B, onda je P (B|A) = 1;

3) Ako je B1 ∩B2 = ∅, onda je P (B1 ∪B2|A) = P (B1|A) + P (B2|A);

4) P (B|A) = 1− P (B|A).

Dokaz: Date jednakosti se mogu dokazati direktnom primenom definicije.

1)

P (A|A) = P (A)

P (A)
= 1

P (Ω|A) = P (Ω ∩A)

P (A)
=

P (A)

P (A)
= 1

P (∅|A) = P (∅ ∩A)

P (A)
=

P (∅)
P (A)

=
0

P (A)
= 0

2) Ako je A ⊂ B, onda je A ∩B = A.

P (B|A) = P (A ∩B)

P (A)
=

P (A)

P (A)
= 1

Slika 4.1.1. Doga�aji A i B

3)

P (B1 ∪B2|A) =
P ((B1 ∪B2) ∩A)

P (A)
=

P ((B1 ∩A) ∪ (B2 ∩A))

P (A)

Kako su doga�aji B1 i B2 disjunktni, onda su i doga�aji B1∩A i B2∩A tako�e disjunktni,
pa se dobija:

P ((B1 ∩A) ∪ (B2 ∩A))

P (A)
=

P (B1 ∩A) + P (B2 ∩A)

P (A)
=

P (B1 ∩A)

P (A)
+

P (B2 ∩A)

P (A)
=

= P (B1|A) + P (B2|A) ⇒ P (B1 ∪B2|A) = P (B1|A) + P (B2|A).
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Slika 4.1.2. Disjunktni doga�aji

4) Iz dokazanog prvog svojstva P (Ω|A) = 1 mo�e se do�i do tra�ene jednakosti. Kako
je Ω = B ∪B dobija se:

P (B ∪B|A) = 1.

Poxto su doga�aj B i �emu suprotan doga�aj B disjunktni, primenom tre�eg svojstva
dolazi se do jednakosti

P (B|A) + P (B|A) = 1,

odnosno
P (B|A) = 1− P (B|A).

4.2 Nezavisnost i zavisnost

Neka su A i B dva doga�aja. Ako realizacija jednog od ova dva doga�aja ne utiqe na
verovatno�u realizacije drugog doga�aja, onda se ka�e da su ti doga�aji nezavisni, tj.
P (A|B) = P (A), a ako utiqe, onda se ka�e da su ti doga�aji zavisni.

Ako se jednakost P (A|B) = P (A) uvrsti u formulu za uslovnu verovatno�u P (A|B) =
P (AB)

P (B)
dobija se: P (A) =

P (AB)

P (B)
, odnosno P (AB) = P (A)P (B).

Tako�e treba razmotriti, da li ako doga�aj A ne zavisi od doga�aja B va�i i obratno,
tj. i doga�aj B ne zavisi od doga�aja A.

Ako bi se sada jednakost P (B|A) = P (B) uvrstili u formulu za uslovnu verovatno�u,
da	im sre�iva�em bi se ponovo doxlo do jednakosti P (AB) = P (A)P (B). Dakle, mo�e se
zak	uqiti da va�i i obratno.

Ovim razmatra�em se dolazi i do formalne definicije nezavisnosti doga�aja.

Definicija 4.2.1. Doga�aji A i B su nezavisni ako i samo ako va�i jednakost

P (AB) = P (A)P (B).

Ako jednakost nije ispu�ena doga�aji su zavisni.
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Primer 4.2.1. U kutiji su tri plave i pet zelenih kuglica. Sluqajno se izvlaqe dve

kuglice, jedna za drugom, bez vra�a�a. Odrediti verovatno�u da su obe izvuqene kuglice

zelene boje.

Rexe�e: Neka je A doga�aj da je prva izvuqena kuglica zelene boje, a B doga�aj da je druga
izvuqena kuglica zelene boje.

Prvo je potrebno razmotriti da li su ova dva doga�aja zavisna ili nezavisna. U kutiji

ima ukupno osam kuglica pa je P (A) =
5

8
. Nakon prvog izvlaqe�a ostalo je ukupno sedam

kuglica od kojih su qetiri zelene. Dakle, verovatno�a doga�aja B zavisi od realizacije

doga�aja A, pa je P (B|A) =
4

7
. Tra�ena verovatno�a je

P (AB) = P (A)P (B|A) = 5

8
· 4
7
=

5

14
.

△

Teorema 4.2.1. Ako su doga�aji A i B nezavisni, onda su nezavisni i doga�aji:

1) A i B;

2) A i B;

3) A i B.

Dokaz:

1) Doga�aji A i B su nezavisni pa va�i jednakost P (AB) = P (A)P (B).

P (AB) = P (A\AB) = P (A)− P (AB) = P (A)− P (A)P (B) = P (A)(1− P (B)) = P (A)P (B)

Znaqi va�i jednakost P (AB) = P (A)P (B) pa su doga�aji A i B nezavisni.

Slika 4.2.1. Presek doga�aja A i B

2) Analogno prethodnom sluqaju dokazuje se nezavisnost doga�aja A i B.
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3) U ovom sluqaju se koriste prethodno dokazane nezavisnosti.

P (A B) = P (Ω\(A ∪B)) = P (Ω)− P (A ∪B) = 1− P (AB ∪AB ∪AB) =

= 1− (P (AB) + P (AB) + P (AB)) = 1− (P (A)P (B) + P (A)P (B) + P (A)P (B))

= 1− (P (A)(P (B) + P (B)) + P (A)P (B)) = 1− (P (A)P (Ω) + P (A)P (B))

= 1− (P (A) + P (A)P (B)) = 1− P (A)︸ ︷︷ ︸
P (A)

−P (A)P (B) = P (A)− P (A)P (B)

= P (A)(1− P (B)︸ ︷︷ ︸
P (B)

) = P (A)P (B).

Znaqi, va�i jednakost P (A B) = P (A)P (B) pa su doga�aji A i B nezavisni.

Slika 4.2.2. Presek doga�aja A i B

�

Primer 4.2.2. Dokazati da su disjunktni doga�aji zavisni.

Rexe�e: Kako je P (A) > 0 i P (B) > 0, onda je P (A)P (B) > 0. Doga�aji A i B su di-
sjunktni, tj. AB = ∅, pa je P (AB) = P (∅) = 0. Na osnovu ovoga mo�e se zak	uqiti da je
P (AB) ̸= P (A)P (B), odnosno da su doga�aji zavisni. △

Definicija 4.2.2. Doga�aji A1, A2, ..., An su potpuno nezavisni ako za svako

k ∈ {2, 3, ..., n} i svaki podskup Aj1 , Aj2 , ..., Ajk , j1 < j2 < ... < jk 6 n, va�i jednakost

P (Aj1Aj2 ...Ajk) = P (Aj1)P (Aj2) · ... · P (Ajk).

Definicija 4.2.3. Doga�aji A1, A2, ..., An su nezavisni u parovima, ako za proizvo	ne

razliqite doga�aje Ai i Aj va�i P (AiAj) = P (Ai)P (Aj), 1 ≤ i < j ≤ n.

Primer 4.2.3. Novqi� se baca dva puta. Proveriti da li su doga�aji: A = {PP, PG},
B = {PP, GP} i C = {PP, GG} potpuno nezavisni.
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Rexe�e: Skup svih mogu�ih elementarnih ishoda je Ω = {PP, PG, GP, GG}. Verovatno�e
doga�aja su P (A) = P (B) = P (C) =

1

2
, a verovatno�e preseka su P (AB) = P (BC) =

P (CA) = P (ABC) =
1

4
(jer je jedini elementarni ishod povo	an za navedene preseke PP).

Dakle, ispu�ene su jednakosti:

1

4
= P (AB) = P (A)P (B) =

1

2
· 1
2
=

1

4
,

1

4
= P (BC) = P (B)P (C) =

1

2
· 1
2
=

1

4
,

1

4
= P (CA) = P (C)P (A) =

1

2
· 1
2
=

1

4
,

xto znaqi da su doga�aji nezavisni u parovima.

Da bi doga�aji bili potpuno nezavisni mora da bude ispu�ena i jednakost

P (ABC) = P (A)P (B)P (C).

Proverom se mo�e zak	uqiti da jednakost nije ispu�ena, tj.

1

4
= P (ABC) ̸= P (A)P (B)P (C) =

1

2
· 1
2
· 1
2
=

1

8
,

pa doga�aji nisu potpuno nezavisni. △

4.3 Formula totalne verovatno�e

Teorema 4.3.1. Neka je skup Ω predstav	en u obliku unije me�usobno disjunktnih sku-

pova, tj. Ω = A1 ∪A2 ∪ ... ∪An i neka je B ⊂ Ω. Tada va�i

P (B) =
n∑

j=1

P (Aj)P (B|Aj).

Slika 4.3.1. Razlaga�e doga�aja B na uniju disjunktnih doga�aja
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Dokaz: Poxto je B ⊂ A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ An, onda doga�aj B mo�e da se predstavi u
obliku B = BA1 ∪ BA2 ∪ ... ∪ BAn. Doga�aji A1, A2, ..., An su disjunktni pa su i doga�aji
BA1, BA2, ..., BAn tako�e disjunktni. Verovatno�a doga�aja B je:

P (B) = P (BA1 ∪BA2 ∪ ... ∪BAn) = P (BA1) + P (BA2) + ...+ P (BAn) =

n∑
j=1

P (BAj).

Primenom formule mno�e�a verovatno�a dobija se

P (B) =

n∑
j=1

P (Aj)P (B|Aj).

�

Napomena: Presek doga�aja B i nekog od doga�aja A1, A2, ..., An mo�e da bude prazan.

Bajesova formula

Neka je skup Ω predstav	en u obliku unije me�usobno disjunktnih skupova, tj. Ω =
A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ An i neka je B ⊂ Ω. Na osnovu formule mno�e�a verovatno�a za svako

1 ≤ j ≤ n va�i:

P (AjB) = P (BAj) = P (B)P (Aj |B).

Da	im sre�iva�em dobija se:

P (Aj |B) =
P (AjB)

P (B)
=

P (Aj)P (B|Aj)

P (B)
.

Na osnovu formule totalne verovatno�e va�i formula

P (Aj |B) =
P (Aj)P (B|Aj)

n∑
k=1

P (Ak)P (B|Ak)

,

koja je poznata pod nazivom Bajesova 17 formula.

Primer 4.3.1. Tri strelca pri ga�a�u poga�aju metu redom sa verovatno�ama p1 =
0, 2, p2 = 0, 4 i p3 = 0, 8. Sluqajno se bira jedan od tri strelca da ga�a metu. Odrediti

verovatno�u:

1) da �e meta biti pogo�ena;

2) da je metu pogodio drugi strelac, ako se zna da je meta pogo�ena.

Rexe�e: Prilikom rexava�a bi�e korix�ene slede�e oznake:

17Tomas Bajes ( Thomas Bayes, (1702-1761) je bio engleski matematiqar.
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A1-izabran je prvi strelac,

A2-izabran je drugi strelac,

A3-izabran je tre�i strelac.

Navedeni doga�aji su jednako verovatni, odnosno P (A1) = P (A2) = P (A3) =
1

3
.

1) B-meta je pogo�ena

Prilikom odre�iva�a verovatno�e doga�aja B koristi�e se formula totalne vero-
vatno�e.

P (B) =
3∑

j=1

P (Aj)P (B|Aj) = P (A1)P (B|A1) + P (A2)P (B|A2) + P (A3)P (B|A3) =

=
1

3
P (B|A1) +

1

3
P (B|A2) +

1

3
P (B|A3) =

1

3
(P (B|A1) + P (B|A2) + P (B|A3))

Uslovne verovatno�e P (B|A1), P (B|A2), P (B|A3) mogu se objasniti na slede�i naqin:

P (B|A1)−verovatno�a da je meta pogo�ena pod uslovom da je ga�ao prvi strelac,

P (B|A2)− verovatno�a da je meta pogo�ena pod uslovom da je ga�ao drugi strelac,

P (B|A3)− verovatno�a da je meta pogo�ena pod uslovom da je ga�ao tre�i strelac.

Ovo su zapravo date verovatno�e p1, p2 i p3, pa je

P (B) =
1

3
(0, 2 + 0, 4 + 0, 8) =

1

3
· 1, 4 =

1

3
· 14
10

=
1

3
· 7
5
=

7

15
.

2) Koristi se Bajesova formula.

P (A2|B) =
P (A2)P (B|A2)

P (B)
=

1

3
· 0, 4
7

15

=

1

3
· 4

10
7

15

=

1

3
· 2
5

7

15

=

2

15
7

15

=
2

7

△
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5 Geometrijska verovatno�a

U ovom poglav	u se uvodi pojam geometrijske verovatno�e i obra�uju se odgovaraju�i
primeri. Primeri su vizuelno obra�eni uz pomo� GeoGebra animacija. U okviru elek-
tronskog materijala se pomo�u button komponenti, koje su implementirane u kod html
dokumenta, uspostav	a veza izme�u formulacija datih problema i samih GeoGebra ani-
macija.

Tako�e �e biti formulisan i vizuelno prikazan Bertranov paradoks.

5.1 Pojam geometrijske verovatno�e

Uvo�e�em ovog novog pojma bi�e prikazano da skup elementarnih ishoda mo�e da bude
na primer neka du�, ili geometrijska figura u ravni, ili neko geometrijsko telo u
prostoru. Odnosno, u opxtem sluqaju, Ω je skup u prostoru Rn, gde je n ∈ {1, 2, 3}. Ele-
mentarni ishodi su u ovom sluqaju taqke, a doga�aj A �e biti podskup skupa Ω.

Kada bi se verovatno�a definisala kao xto je to bio sluqaj do sada, onda bi vero-
vatno�a elementarnih ishoda ω (tj. verovatno�a za svaku taqku skupa Ω) zapravo bila

P (ω) =
1

|Ω|
=

1

∞
= 0,

jer je Ω neprebrojiv skup (|Ω|-broj elemenata skupa Ω). Zbog ovoga se geometrijska vero-
vatno�a definixe na slede�i naqin.

Definicija 5.1.1. Verovatno�a doga�aja A je broj

P (A) =
m(A)

m(Ω)
,

gde su m(A) i m(Ω) u jednodimenzionalnom sluqaju du�ine, u dvodimenzionalnom sluqaju

povrxine, a u trodimenzionalnom sluqaju zapremine.

Tako�e treba napomenuti da verovatno�a doga�aja A ne zavisi od polo�aja tog doga�aja
u skupu Ω.

Jednodimenzionalni prostor R1

Primer 5.1.1. Data je du� AB du�ine 5cm i taqka C koja pripada du�i tako da

je |BC| = 2cm. Sluqajno se bira taqka D koja pripada du�i AB (D ̸= C). Odrediti
verovatno�u da sluqajno izabrana taqka pripada du�i BC.

Rexe�e: Doga�aj E−suqajno izabrana taqka pripada du�i BC. Koristi se geometrijska

definicija verovatno�e P (E) =
m(E)

m(Ω)
, gde je m(E) = |BC| = 2 i m(Ω) = |AB| = 5, pa je

P (E) =
2

5
= 0, 4. △
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Vizuelni prikaz ovog primera prikazan je na slici 5.1.1. Aplet ima dve opcije koje
prikazuju promenu polo�aja taqke C i promenu du�ine du�i AB. Aplet tako�e ispisuje
verovatno�u doga�aja E u zavisnosti od toga kako se me�aju pomenuti polo�aji. Promenom
polo�aja taqke C me�a se i verovatno�a doga�aja E jer se me�a du�ina du�i BC. Tako�e se
mo�e primetiti da kada se taqka C poklopi sa taqkom A radi se o verovatno�i sigurnog
doga�aja, tj. P (E) = P (Ω) = 1. Ako se taqka C poklopi sa taqkom B verovatno�a je
P (E) = 0. Me�utim, promenom du�ine date du�i, verovatno�a doga�aja ostaje ista jer
odnos du�ina du�i AB i BC ostaje isti.

Slika 5.1.1. Animacija primera geometrijske verovatno�e u jednodimenzionalnom sluqaju

Dvodimenzionalni prostor R2

Primer 5.1.2. Sluqajno se bira jedna taqka iz jednakostraniqnog trougla ABC. Neka
su taqke A1, B1 i C1, redom, sredixta stranica BC, AC i AB. Odrediti verovatno�u

da sluqajno izabrana taqka pripada trouglu A1B1C1.

Rexe�e: Doga�aj D−sluqajno izabrana taqka pripada trouglu A1B1C1. Trouglovi
A1B1C1, AB1C1, C1BA1 i B1A1C su jednakostraniqni i me�usobno podudarni, pa po-
vrxina trougla A1B1C1 predstav	a qetvrtinu povrxine trougla ABC. Da bi se odredila

verovatno�a doga�aja D koristi se definicija geometrijske verovatno�e P (D) =
m(D)

m(Ω)
,

gde je m(D) = P△A1B1C1 =
1

4
P△ABC i m(Ω) = P△ABC , pa je P (D) =

1

4
= 0, 25. △

Na odgovaraju�em apletu se mo�e pokrenuti animacija koja demonstrira podudarnost
pomenutih trouglova.
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Slika 5.1.2. Animacija primera geometrijske verovatno�e u dvodimenzionalnom sluqaju

Trodimenzionalni prostor R3

Primer 5.1.3. U va	ak kod koga je H = 2r, upisana je lopta. Sluqajno se bira ta-

qka u unutrax�osti va	ka. Odrediti verovatno�u da sluqajno izabrana taqka pripada

unutrax�osti lopte.

Rexe�e: Doga�aj A−sluqajno izabrana taqka pripada unutrax�osti lopte. Primenom
formule dobija se:

P (A) =
m(A)

m(Ω)
,

m(A) = Vlopte =
4

3
r3π

m(Ω) = Vvaljka = B ·H = r2π2r = 2r3π

P (A) =

4

3
r3π

2r3π
=

2

3
. △

Slika 5.1.3. Animacija primera geometrijske verovatno�e u trodimenzionalnom sluqaju
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5.2 Primeri geometrijske verovatno�e

Primer 5.2.1. Sluqajno se bira jedna taqka na te�ixnoj du�i AA1 trougla ABC. Ako
je T te�ixte tog trougla, odrediti verovatno�u da izabrana taqka pripada:

1) du�i AT ;

2) du�i TA1.

Rexe�e: 1) Neka je doga�aj A−taqka pripada du�i AT. Primenom formule dobija se

P (A) =
m(A)

m(Ω)
, gde je m(A) =

2

3
|AA1| i m(A) = |AA1|, pa je P (A) =

2

3
|AA1|

|AA1|
=

2

3
.

2) Neka je doga�aj A−taqka pripada du�i TA1. Primenom formule dobija se P (A) =

m(A)

m(Ω)
, gde je m(A) =

1

3
|AA1| i m(A) = |AA1|, pa je P (A) =

1

3
|AA1|

|AA1|
=

1

3
.

Slika 5.2.1. Trougao i �egovo te�ixte

△

Primer 5.2.2. Data su dva koncentriqna kruga polupreqnika 2 cm i 4 cm. Sluqajno se
bira taqka u ve�em krugu. Odrediti verovatno�u da se sluqajno izabrana taqka na�e u

kru�nom prstenu.

Rexe�e: Neka je A doga�aj da sluqajno izabrana taqka pripada prstenu. Primenom defi-
nicije dobija se:

P (A) =
m(A)

m(Ω)
=

P2 − P1

P2
=

r22π − r22π

r22π
=

(r22 − r21)π

r22π
=

16− 4

16
=

12

16
=

3

4
.
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Slika 5.2.2. Aplet koji izraqunava verovatno�u prstena

Mo�e se primetiti da je uvek ispu�en uslov 0 6 p 6 1, bez obzira na polo�aj ko-
ncentriqnih krugova u koordinatnom sistemu i du�ine polupreqnika. Uz ovaj primer je
kreiran i aplet koji pokazuje da uslov ostaje ispu�en. Polo�aj koncentriqnih krugova
i du�ine polupreqnika se me�aju pomo�u klizaqa. △

Primer 5.2.3. U krugu polupreqnika r sluqajno se bira taqka. Odrediti verovatno�u

da sluqajno izabrana taqka pripada kru�nom iseqku qiji je centralni ugao 150◦.

Rexe�e: Neka je doga�aj A−taqka je unutar iseqka. Primenom formule dobija se P (A) =

m(A)

m(Ω)
, gde je m(A) = Pi =

r2π

360◦
α i m(Ω) = Pk = r2π, pa je P (A) =

r2πα

306◦

r2π

1

=
α

360◦
≈ 0, 42.

Slika 5.2.3. Kru�ni iseqak

△

Primer 5.2.4. Dva prijate	a su se dogovorila da se na�u izme�u 12 i 13 qasova i da na

ugovorenom mestu qekaju jedan drugog najvixe 20 minuta. Kolika je verovatno�a da �e

do�i do susreta?
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Rexe�e: Neka je x i y vreme dolaska dva prijate	a, a A doga�aj da je doxlo do susreta. Da
bi se doga�aj A realizovao mora da bude ispu�en uslov |x− y| ≤ 20, tj. x− 20 6 y 6 x+20.
Skup Ω je skup svih taqaka iz kvadrata qija je du�ina stranice 60 (jer je dogovor da se
na�u izme�u 12 i 13). Tra�ena verovatno�a se odre�uje primenom geometrijske definicije

verovatno�e P (A) =
m(A)

m(Ω)
, gde jem(A) = P1 = P�−2P△, odnosnom(A) = a2−2·x

2

2
= a2−x2

i m(Ω) = P� = a2, pa je P (A) =
a2 − x2

a2
=

2000

3600
≈ 0, 56.

Slika 5.2.4. Aplet koji odre�uje verovatno�u susreta

Na slici 5.2.4 je prikazan aplet koji odre�uje verovatno�u susreta. Pomo�u datog kli-
zaqa vreme qeka�a se mo�e me�ati, tako da se uoqava kako se me�a verovatno�a promenom
vremena qeka�a (me�a se povrxina P1). △

Primer 5.2.5. Na sluqajan naqin bira se taqka (x, y) u kvadratu [0, 1]× [0, 1]. Kolika je
verovatno�a da za koordinate te taqke va�i:

1) y 6 x2;

2) y 6 sinx i y 6 cosx;

3) x 6 y 6 tg x?

Rexe�e: Koristi se geometrijska definicija verovatno�e P (A) =
m(A)

m(Ω)
. Uoqava se da je

m(Ω) = 12 = 1, pa odatle sledi da je P (A) = m(A).

1) Dakle, konaqna verovatno�a se dobija tako xto se odredi m(A).

m(A) =

∫ 1

0
x2 dx =

x3

3

∣∣∣∣1
0

=
1

3

Rexe�e ovog primera je prikazano pomo�u apleta prikazanog na slici 5.2.5.
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Slika 5.2.5. Aplet koji odre�uje verovatno�u pri datim uslovima

2)Da bi se odredila tra�ena verovatno�a potrebno je prvo nacrtati grafike funkcija
y = sinx i y = cosx, a zatim odrediti povo	nu oblast B koja ispu�ava uslove y 6 sinx i

y 6 cosx. Preseqna taqka funkcije sinx i cosx na intervalu [0, 1] je

(
π

4
,

√
2

2

)
. Povrxina

oblasti B se mo�e na�i pomo�u odre�enog integrala.

m(B) =

∫ π/4

0
sinxdx+

∫ 1

π/4
cosxdx

= − cosx|π/40 + sinx|1π/4

= − cos
π

4
+ cos 0 + sin 1− sin

π

4

= −
√
2

2
+ 1 + sin 1−

√
2

2

Dakle, dobija se:
P (B) = 1−

√
2 + sin 1.

Slika 5.2.6. Aplet koji odre�uje verovatno�u pri datim uslovima
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3) I u ovom sluqaju se koristi isti postupak rexava�a.

P (C) = m(C) =

∫ π/4

0
tg xdx+

∫ 1

π/4
dx−

∫ 1

0
xdx

=

∫ π/4

0

sinx

cosx
dx+ x|1π/4 −

x2

2

∣∣∣∣1
0

Nakon uvo�e�a smene t = cosx za prvi integral dobija se:

= −
∫ √

2/2

1

dt

t
+ 1− π

4
− 1

2
=

∫ 1

√
2/2

dt

t
+

1

2
− π

4

= ln |t||1√
2/2

+
1

2
− π

4
= ln 1− ln

√
2

2
+

1

2
− π

4

= − ln
√
2 + ln 2 +

1

2
− π

4
= − ln 2

1
2 + ln 2 +

1

2
− π

4

= −1

2
ln 2 + ln 2 +

1

2
− π

4
.

Konaqno se dobija:

P (C) =
ln 2

2
+

1

2
− π

4
.

Slika 5.2.7. Aplet koji odre�uje verovatno�u pri datim uslovima

△

Primer 5.2.6. Du� du�ine a pode	ena je na tri dele. Odrediti verovatno�u da se od

dobijenih delova mo�e konstruisati trougao.

Rexe�e: Neka je x du�ina prvog dela, a y du�ina drugog, tako da se ovaj problem mo�e
svesti na problem sluqajnog odabira taqke qije su koordinate (x, y). Posmatra se samo
prvi kvadrant jer du�ine delova ne mogu biti negativne i kako je du�ina du�i a onda
mora da bude ispu�en i uslov x + y < a. Ovako dobijena oblast predstav	a skup svih
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elementarnih ishoda.

Da bi se od dobijenih delova mogao konstruisati trougao mora da bude ispu�ena ne-
jednakost trougla.

1) x+ y > a− x− y ⇒ y >
a

2
− x

2) x+ a− x− y > y ⇒ y <
a

2

3) y + a− x− y > x ⇒ x <
a

2

Na ovaj naqin se dobija oblast koja predstav	a skup elementarnih ishoda povo	nih za
doga�aj A (Slika 5.2.8). Primenom geometrijske definicije verovatno�e dobija se:

P (A) =
m(A)

m(Ω)

m(Ω) =
a2

2

m(A) =
1

4
m(Ω) =

a2

8

P (A) =
a2

2
· 8

a2
=

1

4
.

Slika 5.2.8. Aplet koji odre�uje povo	nu oblast

△
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5.3 Bertranov paradoks

Ovaj problem je dobio ime po matematiqaru Jozefu Bertranu 18 i mo�e se formuli-
sati na slede�i naqin.

Neka je trougao ABC, jednakostraniqni trougao oko koga je opisan krug k.
Sluqajno se bira tetiva kruga k. Odrediti verovatno�u da sluqajno izabrana

tetiva bude du�a od stranice trougla ABC.

U zavisnosti od toga na koji naqin se sluqajno bira tetiva kruga k, ovaj problem se
mo�e razmatrati na tri naqina i dobiti tri razliqita rexe�a.

Neka je A doga�aj da je sluqajno izabrana tetiva kruga k du�a od stranice trougla
ABC.

Prvi naqin:

Neka je taqka D taqka koja pripada kru�noj liniji. Taqke A i D su kraj�e taqke
tetive t, pri qemu je A fiksna taqka. Kako je taqka A fiksna, onda se sluqajnim izborom
tetive mo�e smatrati izbor druge kraj�e taqke D tetive t. Tetiva t �e biti du�a od
stranice a trougla ABC ako taqka D pripada luku lBC koji ne sadr�i taqku A. Luk
lBC

19 predstav	a tre�inu kru�ne linije. Dakle, tra�ena verovatno�a je:

P (A) =
lBC

Ok
=

1

3
2rπ

2rπ
=

1

3
.

Slika 5.3.1. Vizuelizacija prvog rexe�a problema

18 Joseph Louis Francois Bertrand (1822-1900) je bio francuski matematiqar koji se bavio numeriqkom
teorijom, diferencijalnom geometrijom, teorijom verovatno�e, ekonomijom i termodinamikom. Bio je
profesor na Univerzitetu u Francuskoj. Pored ovog paradoksa jox jedan paradoks u teoriji igara nosi
�egovo ime.

19Kako je△ABC jednakostraniqni, centralni ugao koji odgovara luku lBC iznosi 120◦, pa je: lBC = 1
3
2rπ.
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Drugi naqin:

Neka je CD preqnik koji je normalan na stranicu AB trougla ABC i neka je MN
tetiva koja je paralelna sa stranicom AB, a P i Q sredixta du�i CO i OD. Neka je S
preseqna taqka tetive MN i preqnika CD. Sluqajnim izborom tetive se mo�e smatrati
izbor taqke S koja pripada preqniku CD. Tetiva �e biti du�a od stranice a ako taqka S
pripada du�i PQ. Znaqi, verovatno�a se odre�uje kao koliqnik du�ina du�i PQ i CD.
Poxto je PQ = 2r, CD = 2R i R = 2r, 20 dobija se:

P (A) =
PQ

CD
=

2r

4r
=

1

2
.

Slika 5.3.2. Vizuelizacija drugog rexe�a problema

Tre�i naqin:

Neka je krug k1 upisan u trougao ABC i neka je MN tetiva kruga k, a S sredixte
tetive MN. U ovom sluqaju, sluqajnim izborom tetive mo�e se smatrati izbor �enog
sredixta S u unutrax�osti opisanog kruga. Tetiva �e biti du�a od stranice a ako
taqka S pripada unutrax�osti kruga upisanog u trougao ABC. Verovatno�a se odre�uje
kao koliqnik povrxina upisanog i opisanog kruga. Na osnovu razmatra�a iz prethodnog
sluqaja poznato je da je R = 2r, pa je:

P (A) =
Pu

Po
=

r2π

R2π
=

r2

(2r)2
=

r2

4r2
=

1

4
.

20Kako kod jednakostraniqnog trougla va�i r = 1
3
h i R = 2

3
h, zamenom se dobija R = 2r.
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Slika 5.3.3. Vizuelizacija tre�eg rexe�a problema

Zak	uqak

Dakle, prilikom razmatra�a sva tri naqina dobijaju se razliqite verovatno�e iako se
radi o istom doga�aju. Ovo se dexava zato xto problem nije precizno definisan. Odno-
sno, mora se precizno definisati xta se podrazumeva pod sluqajnim izborom tetive kruga.

Za svaki od sluqajeva je kreiran odgovaraju�i GeoGebra aplet. Na apletu prikazanom
na slici 5.3.1 polo�aj taqke D, a samim tim i tetive t, se mo�e me�ati pomo�u mixa.
Na apletima prikazanim na slici 5.3.2 i slici 5.3.3 polo�aj taqke S, pa i tetive t, se
mo�e me�ati. Sa promenom polo�aja ovih elemenata ispisuje se i prate�a poruka koja
govori o tome da li je tetiva du�a od stranice trougla ili ne. Pomo�u ovih apleta se na
interaktivan naqin pru�a vizuelni prikaz datog poblema.
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6 Sluqajne veliqine

6.1 Zakon raspodele verovatno�a sluqajne veliqine

U ovom delu �e biti definisan pojam sluqajne veliqine. Kako bi se xto bo	e shvatio
ovaj pojam prvo �e biti analiziran slede�i primer.

Primer 6.1.1. Baca se novqi� tri puta. Posmatra se koliko puta je palo pismo pri-

likom ta tri baca�a.

Prvo se odre�uje skup svih elementarnih ishoda. Svakom elementarnom ishodu pri-
dru�uje se broj koji predstav	a broj pojav	iva�a pisma.

Slika 6.1.1. Skup elementarnih ishoda

Na ovaj naqin se dobija funkcija koja preslikava skup svih elementarnih ishoda u
skup realnih brojeva. Ova funkcija se oznaqava sa X : Ω −→ R. Znaqi va�i:

X(PPP ) = 3, X(PPG) = X(PGP ) = X(GPP ) = 2,

X(PGG) = X(GPG) = X(GGP ) = 1, X(GGG) = 0.

Dakle, brojevi koji se pridru�uju elementarnim ishodima su 3, 2, 1 i 0. Ova funkcija se
naziva sluqajna veliqina.

Definicija 6.1.1. Neka je (Ω, F , P ) prostor verovatno�a sa konaqno mnogo ishoda.

Funkcija X : Ω −→ R, za koju va�i

1) {ω|X(ω) 6 x} ∈ F , za svako x ∈ R,
2) P{ω|X(ω) = −∞} = P{ω|X(ω) = +∞} = 0,
naziva se sluqajna veliqina.

Verovatno�a realizacije svakog od ishoda skupa Ω je
1

8
. Verovatno�a doga�aja da slu-

qajna veliqina X uzme vrednost i, gde je i ∈ {0, 1, 2, 3}, se odre�uje na slede�i naqin:

P{X = 0} = P{GGG} =
1

8
,

P{X = 1} = P{PGG}+ P{GPG}+ P{GGP} =
1

8
+

1

8
+

1

8
=

3

8
,

P{X = 2} = P{PPG}+ P{PGP}+ P{GPP} =
1

8
+

1

8
+

1

8
=

3

8
,

P{X = 3} = P{PPP} =
1

8
.
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Zapis koji se koristi je

X :

(
0 1 2 3
1

8

3

8

3

8

1

8

)
.

Ovo je zakon raspodele verovatno�a sluqajne veliqine X.

Mo�e se tako�e primetiti da je zbir
1

8
+

3

8
+

3

8
+

1

8
= 1.

Uopxteno raspodela verovatno�a sluqajne veliqineX odre�ena je vrednostima x1, x2, ..., xn
koje mo�e da uzme i verovatno�ama p1, p2, ..., pn sa kojima uzima navedene vrednosti pa se
pixe P{X = xk} = pk, k = 1, 2, ..., n, ili kra�e X :

(x1 x2 ... xn
p1 p2 ... pn

)
. Tako�e va�i jednakost

p1 + p2 + ... + pn = 1.

Definicija 6.1.2. Sluqajna veliqina je diskretnog tipa ako uzima konaqno ili pre-

brojivo mnogo vrednosti.

Indikator doga�aja A

Neka je A ⊂ Ω proizvo	an doga�aj i neka je �egova verovatno�a P (A) = p. Funkcija
IA : Ω −→ R odre�ena sa

IA(ω) =

{
1, ω ∈ A
0, ω /∈ A

zove se indikator doga�aja A.

Slika 6.1.2. Indikator doga�aja A

Verovatno�a da indikator doga�aja A uzme vrednost 1 jednaka je verovatno�i doga�aja
A, odnosno va�i

P{IA = 1} = P (A) = p.

Verovatno�a da indikator doga�aja A uzme vrednost 0 je 1−P (A) = 1− p. Na osnovu ovoga

zakona raspodele verovatno�a indikatora doga�aja A je IA :
( 0 1
(1− p) p

)
.

Definicija 6.1.3. Sluqajna veliqina koja uzima vrednost 0 sa verovatno�om 1 − p, a
vrednost 1 sa verovatno�om p zove se Bernulijeva 21 sluqajna veliqina.

21 Jacob Bernoulli (1654-1705), je xvajcarski matematiqar. Bio je profesor matematike na Univerzitetu
u Bazelu od 1687 godine. Doktorat Ars Conjectandi koji je napisao je doprineo u velikoj meri razvoju
teorije verovatno�e. Doktorat je posthumno objav	en 1713 (osam godina nakon smrti autora).
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Binomna sluqajna veliqina

Izvodi se n nezavisnih eksperimenata, pod istim uslovima, sa dva mogu�a ishoda, uspeh
i neuspeh. Uspeh se oznaqava sa 1 sa verovatno�om p, a neuspeh sa 0 sa verovatno�om 1− p.

Neka je oznaka za sluqajnu veliqinu koja predstav	a broj uspeha u n nezavisnih ekspe-
rimenata Sn. Ova sluqajna veliqina mo�e uzeti vrednosti 0, 1, 2, ..., n. Ishodi su ure�ene
n−torke nula i jedinica. Na primer, jedan povo	an ishod je

01100101...01000︸ ︷︷ ︸
n

,

od qega je k jedinica i n − k nula. Ovakvih ishoda ima

(
n

k

)
jer se od n mesta bira k za

jedinice, dok na preostalih n − k mesta stoje nule. Poxto su eksperimenti nezavisni,
verovatno�a svake n−torke je pk · (1 − p)n−k, gde je k ∈ {0, 1, 2, ..., n}. Na osnovu ovog
razmatra�a uvodi se slede�a definicija.

Definicija 6.1.4. Sluqajna veliqina Sn qija je raspodela odre�ena sa

P{Sn = k} =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, k ∈ {0, 1, 2, ..., n},

zove se binomna sluqajna veliqina sa parametrima n i p.

Mo�e se videti da je Bernulijeva sluqajna veliqina zapravo specijalni sluqaj binomne
sluqajne veliqine za n = 1. Binomna sluqajna veliqina Sn se mo�e predstaviti u obliku
zbira n Bernulijevih sluqajnih veliqina, tj. Sn = I1 + I2 + ...+ In, gde je

Ik :

(
0 1

1− p p

)
indikator uspeha u k−tom eksperimentu (Ik uzima vrednost 1 pri uspehu ili vrednost 0
pri neuspehu).

Sa sluqajnim veliqinama se mogu vrxiti aritmetiqke operacije pri qemu se opet
dobijaju sluqajne veliqine. Na primer, neka su X i Y sluqajne veliqine, onda su i
X + Y, X − Y, Y + 3, XY, X2 i druge, tako�e sluqajne veliqine. Ovo va�i i za vixe
sluqajnih veliqina. Da bi mogle da se odrede raspodele novodobijenih sluqajnih veliqina
potrebno je prvo definisati jednu funkcionalnu karakteristiku koju imaju sluqajne
veliqine od kojih se polazi.

6.2 Funkcija raspodele sluqajne veliqine

Definicija 6.2.1. Neka je data sluqajna veliqina X. Funkcija FX : R −→ R za koju je

FX(x) = P{X 6 x} naziva se funkcija raspodele sluqajne veliqine X.

Ova funkcija svakom realnom broju dode	uje verovatno�u odgovaraju�eg sluqajnog do-
ga�aja.

66

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Primer 6.2.1. Odrediti funkciju raspodele sluqajne veliqine X qiji je zakon raspodele

X :

(
0 1 2 3
1

8

3

8

3

8

1

8

)
.

Sluqajna veliqina X uzima vrednosti 0, 1, 2 i 3. Razlikuje se vixe sluqajeva u
zavisnosti od toga kom intervalu pripada x.

1) Ako je x < 0, onda je FX(x) = P{X < x} = 0.

Slika 6.2.1. Prikaz sluqaja kada je x < 0

2) Ako je 0 6 x < 1, onda je FX(x) = P{X < x} = P{X = 0} =
1

8
.

Slika 6.2.2. Prikaz sluqaja kada je 0 6 x < 1

3) Ako je 1 6 x < 2, onda je

FX(x) = P{X < x} = P{X = 0}+ P{X = 1} =
1

8
+

3

8
=

4

8
=

1

2
.

Slika 6.2.3. Prikaz sluqaja kada je 1 6 x < 2

4) Ako je 2 6 x < 3, onda je

FX(x) = P{X < x} = P{X = 0}+ P{X = 1}+ P{X = 2} =
1

8
+

3

8
+

3

8
=

7

8
.

Slika 6.2.4. Prikaz sluqaja kada je 2 6 x < 3

5) Ako je x > 3, onda je

FX(x) = P{X < x} = P{X = 0}+ P{X = 1}+ P{X = 2}+ P{X = 3} =
1

8
+

3

8
+

3

8
+

1

8
= 1.

Slika 6.2.5. Prikaz sluqaja kada je x > 3
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Obiqno se koristi kra�i zapis:

FX(x) =



0, x < 0

1

8
, 0 6 x < 1

1

2
, 1 6 x < 2

7

8
, 2 6 x < 3

1, x > 3.

Nakon ovog razmatra�a mo�e se nacrtati grafik funkcije raspodele sluqajne veliqine
X. Grafik ove funkcije je prikazan apletom qiji izgled mo�e da se vidi na slici 6.2.6.

Slika 6.2.6. Grafik funkcije sluqajne veliqine X

Raspodela verovatno�a sluqajne veliqine X jednoznaqno je odre�ena �enom funkcijom
raspodele i obrnuto.

Pomo�u funkcije raspodele sluqajne veliqine X mo�e se izraqunati kolika je vero-
vatno�a da ta sluqajna veliqina uzme vrednost u intervalu oblika (a, b] :

P{X ∈ (a, b]} = P{a < X 6 b} = P{X 6 b} − P{X 6 a} = FX(b)− FX(a).

Osnovna svojstva funkcije raspodele

1) FX je neopadaju�a funkcija, odnosno va�i x1 < x2 ⇒ FX(x1) 6 FX(x2).

2) lim
x→−∞

FX(x) = 0, lim
x→+∞

FX(x) = 1.
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3) Funkcija F je neprekidna sa desne strane, tj. za svako a ∈ R va�i

lim
x→a+0

FX(x) = FX(a).

6.3 Gustina sluqajne veliqine

Ovaj deo �e biti posve�en funkciji raspodele apsolutno neprekidnog tipa. Pri de-
finisa�u se uvodi novi pojam: gustina raspodele sluqajne veliqine, a zatim �e biti
reqeno nexto vixe o gustini raspodele.

Definicija 6.3.1. Funkcija raspodele FX : R −→ R je apsolutno neprekidnog tipa ako

postoji nenegativna funkcija f tako da se funkcija raspodele FX mo�e predstaviti

u obliku

FX(x) =

∫ x

−∞
f(t)dt.

Za funkciju f : R −→ R va�i

∫ +∞

−∞
f(x)dx = 1. Funkcija f se zove gustina raspodele

sluqajne veliqine X.

Dakle, vrednost funkcije FX u taqki x je jednaka povrxini izme�u apcise i grafika
funkcije f(t) nad intervalom (−∞, x).

Verovatno�a da neprekidna sluqajna veliqina uzme vrednost iz intervala (a, b) jednaka
je

P{a < X < b} = P{X < b} − P{X < a} = FX(b)− FX(a)

=

∫ b

−∞
f(x)dx−

∫ a

−∞
f(x)dx =

∫ b

a
f(x)dx.

Slika 6.3.1. Grafik funkcije gustine raspodele

Tako�e za neprekidnu sluqajnu veliqinu va�e i jednakosti:

P{a < X < b} = P{a 6 X < b} = P{a < X 6 b} = P{a 6 X 6 b},

jer je P{X = x} = 0 za svaki realan broj x.

Za a = −∞ dobija se P{X < b} = FX(b) =

∫ b

−∞
f(x)dx,
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Slika 6.3.2. Grafik funkcije gustine raspodele

a za a = −∞ i b = +∞ dobija se

∫ +∞

−∞
f(x)dx = 1.

Slika 6.3.3. Grafik funkcije gustine raspodele

Mo�e se primetiti da se diferencira�em integrala iz definicije 6.3.1 dobija
F

′
X(x) = f(x) za svaku taqku x u kojoj je funkcija f neprekidna.

U ovom delu je tako�e kreiran aplet qiji je izgled prikazan na slici 6.3.1, slici 6.3.2
i slici 6.3.3. Na apletu se, u zavisnosti od qekiranog po	a, prikazuje geometrijska in-
terpretacija verovatno�e da sluqajna veliqina uzme vrednost iz datog intervala. Tako�e
se pru�a mogu�nost promene granica a i b pomo�u mixa. Kako se me�aju granice tako se
me�a prikazana povrxina, a samim tim i verovatno�a.

6.4 Matematiqko oqekiva�e

Matematiqko oqekiva�e i disperzija se svrstavaju u numeriqke karakteristike slu-
qajne veliqine. Matematiqko oqekiva�e odnosno oqekivana vrednost je zapravo proseqna
vrednost koja se oqekuje pri velikom broju ponav	a�a sluqajnog eksperimenta.

Definicija 6.4.1. Neka je X sluqajna veliqina qiji je zakon raspodele

X :

(
x1 x2 ... xn
p1 p2 ... pn

)
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Pri qemu je p1+ p2+ ... + pn = 1. Matematiqko oqekiva�e sluqajne veliqine X je broj

E(X) = x1p1 + x2p2 + ...+ xnpn.

Primer 6.4.1. Neka je sluqajna veliqina X broj dobijen baca�em kockice za igru. Odre-

diti matematiqko oqekiva�e sluqajne veliqine X.

Rexe�e: Kako su ishodi jednako verovatni, zakon raspodele sluqajne veliqine X je

X :

(
1 2 3 4 5 6
1

6

1

6

1

6

1

6

1

6

1

6

)
.

Primenom definicije dobija se:

E(X) = 1 · 1
6
+ 2 · 1

6
+ 3 · 1

6
+ 4 · 1

6
+ 5 · 1

6
+ 6 · 1

6
=

21

6
=

7

2
.

△

Definicija 6.4.2. Neka je X sluqajna veliqina qiji je zakon raspodele

X :

(
x1 x2 ... xn
p1 p2 ... pn

)
pri qemu je p1 + p2 + ... + pn = 1 i neka je g : R −→ R proizvo	na funkcija. Tada je

g(X) tako�e sluqajna veliqina sa zakonom raspodele

X :

(
g(x1) g(x2) ... g(xn)

p1 p2 ... pn

)
.

Matematiqko oqekiva�e sluqajne veliqine g(X) je broj

E(g(X)) = g(x1)p1 + g(x2)p2 + ...+ g(xn)pn.

Primer 6.4.2. Neka je zakon raspodele sluqajne veliqine X

X :

(
0 1 2 3

0, 2 0, 1 0, 3 0, 4

)
.

Odrediti matematiqko oqekiva�e sluqajne veliqine:

1) X2;

2) 2X ;

3) (X + 1)3.

Rexe�e: Prvo je potrebno odrediti raspodelu verovatno�a datih sluqajnih veliqina.

1) Vrednosti funkcije g(x) = x2 u taqkama 0, 1, 2, 3 su:

g(0) = 02 = 0, g(1) = 12 = 1, g(2) = 22 = 4 i g(3) = 32 = 9.
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Dakle, raspodela verovatno�a sluqajne veliqine X2 je

X2 :

(
0 1 4 9

0, 2 0, 1 0, 3 0, 4

)
.

Primenom definicije dobija se da je

E(X2) = 0 · 0, 2 + 1 · 0, 1 + 4 · 0, 3 + 9 · 0, 4 = 4, 9.

2) Vrednosti funkcije g(x) = 2x u taqkama 0, 1, 2, 3 su:

g(0) = 20 = 1, g(1) = 21 = 2, g(2) = 22 = 4 i g(3) = 23 = 8.

Dakle, raspodela verovatno�a sluqajne veliqine 2X je

2X :

(
1 2 4 8

0, 2 0, 1 0, 3 0, 4

)
.

Primenom definicije dobija se da je

E(2X) = 1 · 0, 2 + 2 · 0, 1 + 4 · 0, 3 + 8 · 0, 4 = 4, 8.

3) Vrednosti funkcije g(x) = (x+ 1)3 u taqkama 0, 1, 2, 3 su:

g(0) = (0 + 1)3 = 1, g(1) = (1 + 1)3 = 8, g(2) = (2 + 1)3 = 27 i g(3) = (3 + 1)3 = 64.

Dakle, raspodela verovatno�a sluqajne veliqine (X + 1)3 je

(X + 1)3 :

(
1 8 27 64

0, 2 0, 1 0, 3 0, 4

)
.

Primenom definicije dobija se da je

E(X + 1)3 = 1 · 0, 2 + 8 · 0, 1 + 27 · 0, 3 + 64 · 0, 4 = 34, 7.

△

Definicija 6.4.3. Neka je X sluqajna veliqina apsolutno neprekidnog tipa qija je

gustina raspodele f(x), onda je matematiqko oqekiva�e ove sluqajne veliqine

E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx, (6)

ukoliko takav integral postoji.

Primer 6.4.3. Na�i matematiqko oqekiva�e sluqajne veliqine X qija je gustina ra-

spodele:

1) f(x) =

{
2x, x ∈ [0, 1]
0, x /∈ [0, 1]

;

2) f(x) =

{ 3

8
(x2 − 4x+ 5), x ∈ [1, 3]

0, x /∈ [1, 3]
.
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Rexe�e: Kako je poznata gustina raspodele sluqajne veliqine X koristi se formula (6).

1)

E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx =

∫ 1

0
x · 2xdx = 2

∫ 1

0
x2dx = 2 · x

3

3

∣∣∣∣1
0

=
2

3

Dakle, dobija se da je E(X) =
2

3
.

Slika 6.4.1. Geometrijska interpretacija oqekiva�a

2)

E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx =

∫ 3

1
x
3

8
(x2 − 4x+ 5)dx =

3

8

∫ 3

1
(x3 − 4x2 + 5x)dx

=
3

8

[∫ 3

1
x3dx−

∫ 3

1
4x2dx+

∫ 3

1
5xdx

]
=

3

8

[
x4

4

∣∣∣∣3
1

− 4x3

3

∣∣∣∣3
1

+
5x2

2

∣∣∣∣3
1

]
Znaqi, matematiqko oqekiva�e je E(X) = 2.

Slika 6.4.2. Geometrijska interpretacija oqekiva�a

△
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Osobine matematiqkog oqekiva�a

Neka su X i Y sluqajne veliqine i neka su a i b realni brojevi, onda va�i:

1) E(a) = a;

2) E(aX + b) = aE(X) + b;

3) E(X + Y ) = E(X) + E(Y );

4) E(XY ) = E(X)E(Y ), ako su X i Y me�usobno nezavisne sluqajne veliqine.

Dokazi ovih osobina se mogu na�i u k�izi [2].

6.4.1 Primeri sa rexe�ima

Zadatak 13. Odrediti matemtiqko oqekiva�e sluqajne veliqine X qiji je zakon raspo-

dele:

X :

(−2 − 1 0 1 2
1

8

2

8

2

8

2

8

1

8

)
.

Rexe�e: Primenom definicije dobija se:

E(X) = −2 · 1
8
− 1 · 2

8
+ 0 · 2

8
+ 1 · 2

8
+ 2 · 1

8
= 0.

△

Zadatak 14. Neka je P (A) = p i neka je IA indikator doga�aja A. Odrediti matematiqko
oqekiva�e indikatora.

Rexe�e: Zakon raspodele indikatora je IA :

(
0 1

1− p p

)
, pa je tra�eno matematiqko oqe-

kiva�e:
E(IA) = 0 · (1− p) + 1 · p = p.

△

Zadatak 15. Matematiqko oqekiva�e sluqajne veliqine X je 12, 5. Odrediti matema-

tiqko oqekiva�e sluqajne veliqine:

1)
X

5
;

2) 2X + 5.

Rexe�e: Kako je poznato matematiqko oqekiva�e sluqajne veliqine X, mogu�e je prime-
niti osobine matematiqkog oqekiva�a.

1) E

(
X

5

)
= E

(
1

5
X

)
=

1

5
E(X) =

12, 5

5
= 2, 5

2) E (2X + 3) = E(2X) + 3 = 2E(X) + 3 = 2 · 12, 5 + 3 = 25 + 3 = 28 △
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Zadatak 16. Na putu kreta�a automobila nalazi se pet semafora. Verovatno�a za-

ustav	a�a na prvom semaforu je 0, 4, na drugom 0, 6, na tre�em 0, 5, na qetvrtom 0, 7
i na petom 0, 4. Opisati sluqajnu veliqinu X−broj semafora pored kojih je automobil

proxao do prvog zaustav	a�a i odrediti matematiqko oqekiva�e sluqajne veliqine X.

Rexe�e: Vrednosti koje sluqajna veliqina X mo�e da uzme su: 0, 1, 2, 3, 4 i 5. Slede�e
xto treba odrediti su verovatno�e sa kojima X uzima ove vrednosti.

P{X = 0} = 0, 4-verovatno�a da se automobil zaustavi ve� na prvom semaforu

P{X = 1} = 0, 6 · 0, 6 = 0, 36-verovatno�a da automobil pro�e pored prvog, a zaustavi
se na drugom semaforu

P{X = 2} = 0, 6 ·0, 4 ·0, 5 = 0, 12-verovatno�a da automobil pro�e pored prvog i drugog,
a zaustavi se na tre�em semaforu

P{X = 3} = 0, 6 · 0, 4 · 0, 5 · 0, 7 = 0, 084-verovatno�a da automobil pro�e pored prvog,
drugog i tre�eg, a zaustavi se na qetvrtom semaforu

P{X = 4} = 0, 6 · 0, 4 · 0, 5 · 0, 3 · 0, 4 = 0, 0144-verovatno�a da automobil pro�e pored
prvog, drugog, tre�eg i qetvrtog, a zaustavi se na petom semaforu

P{X = 5} = 0, 6 ·0, 4 ·0, 5 ·0, 3 ·0, 6 = 0, 0216-verovatno�a da automobil pro�e pored svih
pet semafora

Matematiqko oqekiva�e je

E(X) = 0 · 0, 4 + 1 · 0, 36 + 2 · 0, 12 + 3 · 0, 084 + 4 · 0, 0144 + 5 · 0, 0216 = 1, 02.

△

Slika 6.5.1.1. Aplet koji daje ilustraciju zadatka 16
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6.5 Disperzija

Poxto je matematiqko oqekiva�e sluqajne veliqine X definisano u prethodnom delu,
disperzija sluqajne veliqine X �e biti definisana pomo�u matematiqkog oqekiva�a.
Disperzija predstav	a sred�e kvadratno odstupa�e sluqajne veliqine X od �enog mate-
matiqkog oqekiva�a.

Definicija 6.5.1. Neka je X sluqajna veliqina. Disperzija sluqajne veliqine X je broj

D(X) = E(X − E(X))2.

Broj σ(X) =
√

D(X) se zove standardno odstupa�e sluqajne veliqine X.

Primenom osobina matematiqkog oqekiva�a dobija se da va�i:

D(X) = E(X − E(X))2 = E(X2 − 2XEX + (EX)2) = E(X2)− 2EXEX + (EX)2

D(X) = E(X2)− 2(EX)2 + (EX)2 = E(X2)− (EX)2

⇒ D(X) = E(X2)− (EX)2.

Primer 6.5.1. Odrediti disperziju sluqajne veliqine X qiji je zakon raspodele

X :

(
0 1 2

0, 3 0, 3 0, 4

)
.

Rexe�e: Kako se disperzija definixe pomo�u matematiqkog oqekiva�a, potrebno je prvo
odrediti matemtiqko oqekiva�e sluqajne veliqine X i sluqajne veliqine X2.

E(X) = 0 · 0, 3 + 1 · 0, 3 + 2 · 0, 4 = 1, 1

E(X2) = 02 · 0, 3 + 12 · 0, 3 + 22 · 0, 4 = 1, 9

Da	om primenom definicije dobija se da je disperzija:

D(X) = E(X2)− (EX)2 = 1, 9− (1, 1)2 = 1, 9− 1, 21 = 0, 69.

△

Definicija 6.5.2. Neka je X sluqajna veliqina apsolutno neprekidnog tipa qija je

gustina raspodele f(x) i neka je E(X) = m, onda je disperzija ove sluqajne veliqine

D(X) =

∫ +∞

−∞
(x−m)2f(x)dx.
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Osobine disperzije

Neka su X i Y sluqajne veliqine i neka su a i b realni brojevi, onda va�i:

1) D(a) = 0;

2) D(aX + b) = a2D(X);

3) D(X + Y ) = D(X) +D(Y ), ako su X i Y me�usobno nezavisne sluqajne veliqine.

Vixe o osobinama disperzije mo�e se na�i u k�izi [1].

Primer 6.5.2. Neka je P (A) = p i neka je IA indikator doga�aja A. Odrediti disperziju
indikatora.

Rexe�e: Zakon raspodele indikatora je IA :

(
0 1

1− p p

)
, pa je tra�ena disperzija:

D(IA) = E(IA − EIA)
2 = (0− p)2 · (1− p) + (1− p)2 · p = p(1− p).

△

Primer 6.5.3. Disperzija sluqajne veliqine X je 5. Odrediti disperziju sluqajne ve-

liqine:

1) X − 1;

2) 2X;

3) −3X + 6.

Rexe�e: Poxto je poznata disperzija sluqajne veliqine X, tj. D(X) = 5, mogu se kori-
stiti navedene osobine disperzije.

1) D (X − 1) = D(X) = 5, jer je D(−1) = 0

2) D (2X) = 22D(X) = 4 · 5 = 20

3) D (−3X + 6) = (−3)2 ·D(X) +D(6) = 9 · 5 + 0 = 45 △

Primer 6.5.4. Ako su X i Y nezavisne sluqajne veliqine dokazati da va�i jednakost

D(X − Y ) = D(X) +D(Y ).

Rexe�e: Korix�e�em osobina disperzije dobija se:

D(X − Y ) = D(X + (−Y )) = D(X) +D(−Y ) = D(X) + (−1)2 ·D(Y ) = D(X) +D(Y ).

△

Jox primera ovog tipa mo�e se na�i u zbirkama [5], [6] i [7].
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7 Zakon raspodele verovatno�a sluqajnih veliqina

U ovom poglav	u �e biti definisane raspodele sluqajnih veliqina koje se najqex�e
pojav	uju u teoriji verovatno�e, matematiqkoj statistici i primenama. Pomo�u Geo-
Gebra animacija bi�e predstav	eni odgovaraju�i grafici gustina raspodela i funkcija
raspodela.

7.1 Uniformna raspodela

Uniformna ili ravnomerna raspodela na intervalu [a, b] oznaqava se sa U [a, b], a oznaka
X ∈ U [a, b] se koristi kako bi se naglasilo da sluqajna veliqina X ima uniformnu ras-
podelu.

Definicija 7.1.1. Uniformna raspodela na intervalu [a, b] odre�ena je gustinom ras-

podele

f(x) =


1

b− a
, x ∈ [a, b]

0, x /∈ [a, b].

Slika 7.1.1. Aplet koji pokazuje kako se me�a izgled funkcije gustine raspodele

Funkcija raspodele sluqajne veliqine X ∈ U [a, b] se odre�uje na osnovu definicije,
tj.

FX(x) =

∫ x

−∞
f(t)dt.

1) Ako je x < 0, onda je FX(x) = 0.

2) Ako je a 6 x < b, onda je

FX(x) =

∫ x

a
f(t)dt =

∫ x

a

1

b− a
dt =

1

b− a
t

∣∣∣∣x
a

=
x− a

b− a
.

3) Ako je x > b, onda je FX(x) = 1.
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Dakle, odgovaraju�a funkcija raspodele je:

FX(x) =



0, x < a

x− a

b− a
, a 6 x < b

1, x > b.

Slika 7.1.2. Aplet koji pokazuje kako se me�a izgled funkcije raspodele

Primer 7.1.1. Odrediti matematiqko oqekiva�e i disperziju sluqajne veliqine

X ∈ U [a, b].

Rexe�e: Matematiqko oqekiva�e se odre�uje na slede�i naqin.

E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx =

1

b− a

∫ b

a
xdx =

1

b− a
· x

2

2

∣∣∣∣b
a

=
1

b− a
· b

2 − a2

2
=

1

b− a
· (b− a)(b+ a)

2
=

a+ b

2

Da bi se odredila disperzija sluqajne veliqine X prvo treba odrediti E(X2) jer je
D(X) = E(X2)− (EX)2.

E(X2) =

∫ +∞

−∞
x2f(x)dx =

1

b− a

∫ b

a
x2dx =

1

b− a
· x

3

3

∣∣∣∣b
a

=
1

b− a
· b

3 − a3

3
=

1

b− a
· (b− a)(b2 + ab+ a2)

3
=

a2 + ab+ b2

3

Kako je (EX)2 =

(
a+ b

2

)2

=
a2 + 2ab+ b2

4
, da	im sre�iva�em se dobija:

D(X) =
a2 + ab+ b2

3
− a2 + 2ab+ b2

4

=
4a2 + 4ab+ 4b2 − 3a2 − 6ab− 3b2

12

=
a2 − 2ab+ b2

12
=

(a− b)2

12
.

△
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Napomena: Pomo�u funkcije raspodele FX(x) sluqajne veliqine X mo�e se izraqu-
nati verovatno�a doga�aja {a < X < b} :

P{a < X < b} = FX(b)− FX(a).

7.1.1 Rexeni zadaci

Zadatak 17. Sluqajna veliqina X ima uniformnu raspodelu na intervalu [2, 4]. Odre-
diti funkciju raspodele sluqajne veliqine X i odrediti:

1) P{X 6 3};

2) P{1 < X ≤ 2, 5};

3) P{2, 5 ≤ X ≤ 3, 5}.

Rexe�e: Kako je X ∈ U [2, 4], gustina raspodele je: f(x) =


1

2
, x ∈ [2, 4]

0, x /∈ [2, 4].
Odgovaraju�a funkcija raspodele sluqajne veliqine X se odre�uje na slede�i naqin.

1) Ako je x < 2, onda je FX(x) = 0.

2) Ako je 2 6 x < 4, onda je

FX(x) =

∫ x

2
f(t)dt =

∫ x

2

1

2
dt =

1

2
t |x2 =

x− 2

2
.

3) Ako je x > 4, onda je FX(x) = 1.

Dakle, odgovaraju�a funkcija raspodele je

FX(x) =



0, x < 2

x− 2

2
, 2 6 x < 4

1, x > 4.

Pomo�u dobijene funkcije raspodele mogu se odrediti tra�ene verovatno�e.

1) P{X ≤ 3} = FX(3) = 0, 5

2) P{1 < X ≤ 2, 5} = FX(2, 5)− FX(1) = 0, 25− 0 = 0, 25

3) P{2, 5 ≤ X ≤ 3, 5} = FX(3, 5)− FX(2, 5) = 0, 75− 0, 25 = 0, 5
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Slika 7.1.1.1. Aplet koji raquna verovatno�u P{a ≤ X ≤ b}

△

Zadatak 18. Sluqajna veliqina X ima uniformnu raspodelu na intervalu [a, b]. Ako je
du�ina intervala 2 i E(X) = 3, odrediti a i b.

Rexe�e: Gustina raspodele sluqajne veliqine X za koju va�i X ∈ U [a, b] je

f(x) =


1

b− a
, x ∈ [a, b]

0, x /∈ [a, b].

Da	e se koristi dato matematiqko oqekiva�e.

E(X) =

∫ b

a
xf(x)dx =

1

b− a
· x

2

2

∣∣∣∣b
a

=
1

b− a
· b

2 − a2

2
=

1

b− a
· (b− a)(b+ a)

2
=

a+ b

2

Poxto je E(X) = 3, dobija se:

a+ b

2
= 3 ⇒ a+ b = 6.

Rexava�em sistema:
a+ b = 6
b− a = 2

dolazi se do rexe�a a = 2 i b = 4. Dakle, X ∈ U [2, 4]. △

Zadatak 19. Neka je X ∈ U [0, 1] i neka su c > 0 i d konstante. Odrediti raspodelu

verovatno�a sluqajne veliqine Y = cX + d.

Rexe�e: Gustina raspodele sluqajne veliqine X za koju va�i X ∈ U [0, 1] je

f(x) =

{
1, x ∈ [0, 1]
0, x /∈ [0, 1],

a odgovaraju�a funkcija raspodele je

FX(x) =


0, x < 0
x, 0 6 x < 1
1, x > 1.
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Funkcija raspodele sluqajne veliqine Y za x ∈ [d, c+ d] odre�uje se na slede�i naqin:

FY (x) = P{Y 6 x} = P{cX + d 6 x} = P{cX 6 x− d} = P

{
X 6 x− d

c

}
= FX

(
x− d

c

)
.

Dakle, sluqajna veliqina Y ima uniformnu raspodelu na intervalu [d, c + d], odnosno
Y ∈ U [d, c+ d]. △

Zadatak 20. Neka je X ∈ U [0, 1]. Odrediti gustinu raspodele sluqajne veliqine:

1) Y = X2;

2) Z =
√
X.

Rexe�e: Poxto je poznata raspodela sluqajne veliqine X, mogu�e je odrediti �enu gu-
stinu raspodele f(x)

f(x) =

{
1, x ∈ [0, 1]
0, x /∈ [0, 1],

i odgovaraju�u funkciju raspodele FX(x)

FX(x) =


0, x < 0
x, 0 6 x < 1
1, x > 1.

1) Za x ∈ (0, 1] funkcija raspodele sluqajne veliqine Y je

FY (x) = P{Y 6 x} = P{X2 6 x} = P{X 6
√
x} = FX(

√
x) =

√
x,

pa je gustina raspodele

fY (x) = F
′
Y (x) = (

√
x)

′
=

1

2
√
x
.

2) Za x ∈ [0, 1] funkcija raspodele sluqajne veliqine Z je

FZ(x) = P{Z 6 x} = P{
√
X 6 x} = P{X 6 x2} = FX(x2) = x2,

pa je gustina raspodele
fZ(x) = F

′
Z(x) = (x2)

′
= 2x.

Slika 7.1.1.2. Aplet koji klikom na odgovaraju�e dugme crta grafike funkcija

△
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7.2 Eksponencijalna raspodela

Eksponencijalna raspodela sa parametrom λ > 0 oznaqava se sa E(λ), a oznaka X ∈ E(λ)
se koristi kako bi se naglasilo da sluqajna veliqina X ima eksponencijalnu raspodelu.

Definicija 7.2.1. Eksponencijalna raspodela sa parametrom λ > 0 odre�ena je gusti-

nom raspodele

f(x) =

{
0, x < 0
λe−λx, x > 0.

Ovu definiciju prati i aplet (Slika 7.2.1) na kome se pomo�u klizaqa mo�e me�ati
parametar λ. Na ovaj naqin mo�e se viditi kako se me�a izgled grafika funkcije f
promenom parametra λ.

Slika 7.2.1. Aplet koji prikazuje eksponencijalnu gustinu raspodele

Funkcija raspodele sluqajne veliqine X ∈ E(λ) se odre�uje na osnovu definicije, tj.

FX(x) =

∫ x

−∞
f(t)dt.

1) Ako je x < 0, onda je FX(x) = 0.

2) Ako je x > 0, onda je

FX(x) =

∫ x

0
f(t)dt =

∫ x

0
λe−λtdt = λ

∫ x

0
e−λtdt.

Uvo�e�em smene l = −λt, dobija se dl = −λdt, tj. dt = −dl

λ
. Da	im rexava�em dobija se:

FX(x) = λ · 1
λ

∫ 0

−λx
e ldl = e l|0−λx = e0 − e−λx = 1− e−λx.

Dakle, odgovaraju�a funkcija raspodele je

FX(x) =

{
0, x < 0

1− e−λx, x > 0.
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Slika 7.2.2. Aplet koji prikazuje eksponencijalnu funkciju raspodele

Rexeni zadaci

Zadatak 21. Sluqajna veliqina X ima eksponencijalnu raspodelu E(1).

a) Odrediti P{X > x}, za x > 0.

b) Odrediti x tako da je P{X > x} = 0, 01.

Rexe�e: a) Poznato je da je λ = 1, pa je gustina raspodele

f(x) =

{
0, x < 0
e−x, x > 0,

(7)

a funkcija raspodele je

FX(x) =

{
0, x < 0

1− e−x, x > 0.
(8)

Tako�e je poznato da va�i P{X > x} = 1−P{X < x}, pa se da	im sre�iva�em dobija:

P{X > x} = 1− P{X < x} = 1− FX(x) = 1− (1− e−x) = 1− 1 + e−x = e−x.

b) Na osnovu uslova P{X > x} = 0, 01 i prethodnog dela zadatka, P{X > x} = e−x,
va�i jednakost e−x = 0, 01. Da	im sre�iva�em dobija se

ln e−x = ln 0, 01 = ln
1

100
= ln 1− ln 100 = 0− ln 102 = −2 ln 10,

odnosno, −x = −2 ln 10. Dakle, tra�ena vrednost je x = 2 ln 10. △

Zadatak 22. Ako sluqajna veliqina X ima eksponencijalnu raspodelu E(1), odrediti
P{1 6 X 6 2}.

Rexe�e: Kako je eksponencijalna raspodela ista kao u zadatku 21, koristi se gustina
raspodele (7) i funkcija raspodele (8), tako da se dobija

P{1 6 X 6 2} = FX(2)−FX(1) = 1− e−2− (1− e−1) = 1− e−2− 1+ e−1 = e−1− e−2 =
e− 1

e2
.

△
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Slika 7.2.3. Aplet pomo�u koga je prikazano rexe�e zadatka 22.

Na slici 7.2.3 je prikazan aplet koji odre�uje verovatno�u da sluqajna veliqina X uzme
vrednosti iz intervala [a, b]. Granice a i b se mogu me�ati.

Zadatak 23. Sluqajna veliqina X ima eksponencijalnu raspodelu E(λ). Odrediti raspo-

delu sluqajne veliqine Y = cX, c > 0.

Rexe�e: Funkcija raspodele sluqajne veliqine X je

FX(x) =

{
0, x < 0

1− e−λx, x > 0.

Funkcija raspodele sluqajne veliqine Y za x > 0 je

FY (x) = P{Y 6 x} = P{cX 6 x} = P
{
X 6 x

c

}
= FX

(x
c

)
= 1− e−λx

c = 1− e−
λ
c
x.

Na osnovu oblika dobijene funkcije raspodele mo�e se zak	uqiti da sluqajna veliqina

Y ima eksponencijalnu raspodelu sa parametrom
λ

c
, odnosno Y ∈ E

(
λ

c

)
. △

7.3 Binomna raspodela

Prilikom uvo�e�a pojma sluqajnih veliqina definisana je binomna sluqajna veli-
qina Sn koja predstav	a broj uspeha u n nezavisnih eksperimenata.

Definicija 7.3.1. Sluqajna veliqina Sn qija je raspodela odre�ena sa

P{Sn = k} =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, k ∈ {0, 1, 2, ..., n},

zove se binomna sluqajna veliqina sa parametrima n i p. Odgovaraju�a raspodela naziva
se binomna raspodela.

Binomna raspodela sa parametrima n i p oznaqava se sa B(n, p).
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Mo�e se primetiti da zakon raspodele ove sluqajne veliqine predstav	a k+1-vi qlan
u razvoju binoma (p+ q)n, gde je q = 1− p. Primenom binomne formule dobija se da je zbir
verovatno�a svih vrednosti sluqajne veliqine Sn jednak 1:

n∑
k=0

(
n

k

)
pk(1− p)n−k = (p+ q)n = (p+ 1− p)n = 1n = 1.

Veza sa Paskalovim 22 trouglom

Primer 7.3.1. Bacaju se dva novqi�a. Odrediti koliko ima razliqitih kombinacija u

kojim je palo jedno pismo.

Rexe�e: Broj razliqitih kombinacija mo�e se odrediti pomo�u binomne formule i Pa-
skalovog trougla. Ovaj naqin odre�iva�a je pogodan kada u eksperimentu uqestvuje veliki
broj novqi�a.

Ako bi se u binomnoj formuli (p + q)n, p i q zamenili sa P i G, dobilo bi se
(P + G)2. U ovom sluqaju n predstav	a broj novqi�a koji se bacaju. Koeficijenti u
razvoju (P + G)2 = P 2 + 2PG + G2 predstav	aju broj kombinacija, tj. jedna kombinacija
u kojoj se pojav	uju dva pisma, dve kombinacije u kojima se pojav	uje jedno pismo i jedna
glava i jedna kombinacija u kojoj se pojav	uju dve glave. Dakle, ima dve kombinacije u
kojim je palo jedno pismo.

Bitno je naglasiti da je verovatno�a da padnu dve iste strane ista kao i verovatno�a
da padnu razliqite strane, ali samo u sluqaju kad se bacaju dva novqi�a.

Slika 7.3.1. Ishodi pri baca�u dva novqi�a

△

Primer 7.3.2. Bacaju se qetiri novqi�a. Odrediti koliko ima razliqitih kombina-

cija u kojima su pala dva pisma.

22 Blaise Pascal (1623-1662), je bio francuski matematiqar i fiziqar.
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Rexe�e: Analogno prvom primeru va�i: (P + G)4 = P 4 + 4P 3G + 6P 2G2 + 4PG3 + G4,
tj. jedna kombinacija u kojoj se pojav	uju qetiri pisma, qetiri kombinacije u kojima
se pojav	uju tri pisma i jedna glava, xest kombinacija u kojima se pojav	uju dva pisma
i dve glave, qetiri kombinacije u kojima se pojav	uje jedno pismo i tri glave i jedna
kombinacija u kojoj se pojav	uju qetiri glave. Dakle, ima xest kombinacija u kojima su
pala dva pisma.

Slika 7.3.2. Ishodi pri baca�u qetiri novqi�a

△

Broj tra�enih kombinacija je lako odrediti pomo�u Paskalovog trougla. Tako je u
prvom primeru n = 2, a u drugom primeru n = 4.

Slika 7.3.3. Aplet koji prikazuje kako se formira Paskalov trougao

Primer 7.3.3. Odrediti matematiqko oqekiva�e i disperziju sluqajne veliqine

Sn ∈ B(n, p).
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Rexe�e: Binomna sluqajna veliqina se mo�e predstaviti u obliku zbira n nezavisnih
indikatora: Sn = I1 + I2 + ...+ In, gde je

Ik :

(
0 1

1− p p

)
indikator uspeha u k−tom eksperimentu. Poznato je da je E(Ik) = p i D(Ik) = p(1 − p).
Matematiqko oqekiva�e binomne sluqajne veliqine je:

E(Sn) = E(I1 + I2 + ...+ In) = E(I1) + E(I2) + ...+ E(In) = np.

Disperzija binomne sluqajne veliqine je:

D(Sn) = D(I1 + I2 + ...+ In) = D(I1) +D(I2) + ...+D(In) = np(1− p).

△

Rexeni zadaci

Zadatak 24. Kockica se baca 6 puta. Kolika je verovatno�a doga�aja:

a) ne�e pasti ni jedna xestica;

b) pax�e taqno jedna xestica;

v) pax�e bar jedna xestica;

g) pax�e svih xest xestica.

Rexe�e: Neka je sluqajna veliqina X broj palih xestica. Eksperiment je baca�e ko-
ckice i taj eksperiment se ponav	a xest puta. Uspehom se smatra ako je pala xestica,

a neuspehom ako nije pala xestica. Verovatno�a da padne xestica je
1

6
. Dakle, sluqajna

veliqina X ima binomnu raspodelu B
(
6,

1

6

)
, tj. P{X = k} =

(
6

k

)(
1

6

)k (5

6

)6−k

. Nakon

odre�iva�a raspodele mogu�e je na�i i verovatno�e tra�enih doga�aja.
a)

P{X = 0} =

(
6

0

)(
1

6

)0(5

6

)6

=

(
5

6

)6

b)

P{X = 1} =

(
6

1

)(
1

6

)1(5

6

)5

= 6 · 1
6

(
5

6

)5

=

(
5

6

)5

v)

P{X > 1} = 1− P{X < 1} = 1− P{X = 0} = 1−
(
5

6

)6

g)

P{X = 6} =

(
6

6

)(
1

6

)6(5

6

)0

=

(
1

6

)6

△
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Zadatak 25. Na prijemnom ispitu kandidati odgovaraju na 20 pita�a. Za svako pi-

ta�e ponu�eno je pet odgovora od kojih je samo jedan taqan. Odrediti verovatno�u da

kandidat koji na svako pita�e sluqajno bira odgovor:

a) taqno odgovori na sva pita�a;

b) ne odgovori taqno ni na jedno pita�e.

Rexe�e: Neka je sluqajna veliqina X− broj taqnih odgovora. Eksperiment je sluqajan
odabir odgovora i taj eksperiment se ponav	a 20 puta. Uspehom se smatra ako je kandidat
izabrao taqan odgovor, a neuspehom ako je izabrao netaqan odgovor. Verovatno�a da je

kandidat izabrao taqan odgovor je
1

5
. Dakle, sluqajna veliqina X ima binomnu raspodelu

B
(
20,

1

5

)
, tj. P{X = k} =

(
20

k

)(
1

5

)k (4

5

)20−k

. Poxto je raspodela sluqajne veliqine

X sada poznata, mogu�e je odrediti verovatno�e slede�ih doga�aja.
a)

P{X = 20} =

(
20

20

)(
1

5

)20(4

5

)0

=

(
1

5

)20

≈ 0, 1049 · 10−13

b)

P{X = 0} =

(
20

0

)(
1

5

)0(4

5

)20

=

(
4

5

)20

≈ 0, 0115

△

Zadatak 26. Sluqajna veliqina X ima binomnu raspodelu B(n, p). Matematiqko oqeki-

va�e E(X) je 30 i disperzija D(X) je 20. Odrediti parametre n i p binomne raspodele.

Rexe�e: Prilikom rexava�a ovog zadatka bi�e korix�ene formule koje su ve� izvedene
u teorijskom delu:

E(X) = np, D(X) = np(1− p).

Poxto su matematiqko oqekiva�e i disperzija poznati dobija se:

np = 30, np(1− p) = 20.

Da	im sre�iva�em dolazi se do verovatno�e p.

30(1− p) = 20 ⇒ 1− p =
2

3
⇒ p =

1

3

Kako je verovatno�a p odre�ena, iz jednakosti np = 30 se mo�e odrediti i n.

n · 1
3
= 30 ⇒ n = 90

△

Zadatak 27. U Ivanovom ode	e�u ima 32 uqenika. Na svakom qasu profesor matematike

na sluqajan naqin bira i ispituje tri uqenika. Koja je verovatno�a da �e Ivan za 6
qasova odgovarati bar jednom?
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Rexe�e: Neka je sluqajna veliqina X− broj Ivanovih odgovara�a. Eksperiment je profe-
sor sluqajno bira tri uqenika i taj eksperiment se ponav	a 6 puta. Uspehom se smatra ako
je me�u ta tri uqenika izabran Ivan, a neuspehom ako nije izabran. Ukupan broj naqina

na koji se tri uqenika mogu izabrati od 32 uqenika je

(
32

3

)
, a broj naqina na koji se od 32

uqenika bira tri ali tako da je me�u �ima Ivan je

(
31

2

)
. Znaqi, verovatno�a da se me�u

tri izabrana uqenika nalazi Ivan je
3

32
. Sluqajna veliqina X ima binomnu raspodelu

B
(
6,

3

32

)
, pa je

P{X > 1} = 1− P{X < 1} = 1− P{X = 0} = 1−
(
6

0

)(
3

32

)0(29

32

)6

= 1−
(
29

32

)6

≈ 0, 446.

△

Zadatak 28. Dat je krug i u �ega je upisan kvadrat. Sluqajno se bira 10 taqaka u

krugu. Neka je X broj taqaka koje se nalaze u upisanom kvadratu. Odrediti raspodelu

verovatno�a sluqajne veliqine X.

Rexe�e: Sluqajna veliqinaX ima binomnu raspodelu B(n, p).Kako se bira 10 taqaka, onda
je n = 10, a da bi se odredio parametar p koristi se geometrijska definicija verovatno�e.

Kako je poznato da va�i r =
d

2
=

a
√
2

2
, dobija se

p =
m(A)

m(Ω)
=

P�
P⃝

=
a2

r2π
=

2

π
.

Znaqi, va�i X ∈ B
(
10,

2

π

)
. △
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7.4 Normalna raspodela

Normalna raspodela poznata je jox kao Gausova 23 raspodela. Normalni zakon raspo-
dele je najva�niji zakon raspodele verovatno�a. Veliki broj sluqajnih veliqina za ra-
spodelu ima bax normalnu raspodelu (visina, koeficijent inteligencije, uspeh uqenika
u ode	e�ima), ali tako�e se i mnoge sluqajne veliqine mogu aproksimirati normalnom
raspodelom. Tako na primer binomni zakon raspodele za n > 30 i np > 10 aproksimira se
normalnim zakonom raspodele.

Normalna raspodela sa parametrima m i σ2 oznaqava se sa N (m,σ2), a oznaka
X ∈ N (m,σ2) se koristi kako bi se naglasilo da sluqajna veliqina X ima normalnu ra-
spodelu. Sluqajne veliqine koje imaju normalnu raspodelu su neprekidnog tipa.

Za demonstraciju nastanka normalne raspodele koristi se Galtonova maxina. Maxina
nosi naziv po engleskom nauqniku F. Galtonu 24 koji ju je izumeo u devetnaestom veku. Na
samom vrhu maxine se nalazi otvor kroz koji se puxtaju kuglice koje nailaze na prepreke.
Prepreke ometaju kuglice da se neometano spuxtaju ka dnu. Kada kuglice udare u prepreku
imaju dve mogu�nosti: da se odbiju levo ili desno. Verovatno�e obe mogu�nosti su jednake.
Kuglice na kraju padaju u pregrade koje se nalaze na dnu maxine. Kuglice se grupixu po
pregradama u obliku normalne raspodele, najvixe ih ima u pregradama koje se nalaze u
sredini, a u kraj�im pregradama ih ima sve ma�e. Kuglice se raspore�uju na ovaj naqin
zato xto ima najvixe onih kuglica kod kojih se mogu�i ishodi potiru, odnosno odbiju se
desno onoliko puta koliko se odbiju levo. Samo mali broj kuglica odstupa od ovoga i te
kuglice zavrxe u kraj�im pregradama.

Slika 7.4.1. Galtonova maxina

23Karl Fridrih Gaus ( Johann Carl Friedrich Gauss, 1777-1855), bio je nemaqki matematiqar i nauqnik.
Doprineo je razvoju teorije brojeva i mnogim drugim nauqnim disciplinama. Prvi je rexio problem
konstrukcije pravilnog 17-tougla. Poznata je jedna anegdota vezana za Gausa. Jednom prilikom je Gausov
uqite	 zadao da se saberu svi brojevi od 1 do 100. Sedmogodix�i Gaus odmah je rexio zadatak. Posma-
traju�i niz brojeva koje je trebalo sabrati, primetio je da kada spari prvi i posled�i, 1 i 100, a zatim
2 i 99, pa 3 i 98 i tako da	e, dobija zbir 101. Kako takvih parova ima 50, tra�eni zbir je 50 · 101 = 5050.
Ovaj postupak nazvan je Gausov postupak.

24 Sir Francis Galton (1822-1911), engleski nauqnik
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Na slici 7.4.1 prikazana je maxina koju je liqno F. Galton napravio. Ova maxina se
quva na Univerzitetu u Londonu. Zanim	ivo je da je Galton kao kuglice koristio olovnu
saqmu. Tako�e je prikazana i savremena verzija Galtonove maxine.

Definicija 7.4.1. Normalna raspodela sa parametrima m ∈ R i σ2 odre�ena je gusti-

nom raspodele

f(x) =
1√
2πσ2

e
−(x−m)2

2σ2 ,

gde je x ∈ R i σ > 0.

Normalna raspodela sa parametrima 0 i 1 naziva se standardna normalna raspodela

i ona je odre�ena gustinom raspodele

φ(x) =
1√
2π

e
−x2

2 , x ∈ R.

Teorema 7.4.1. Neka sluqajna veliqina X ima normalnu N (m,σ2) raspodelu. Tada je

E(X) = m i D(X) = σ2.

Slika 7.4.2. Aplet koji prikazuje gustinu raspodele

Dakle, grafik gustine raspodele zavisi od matematiqkog oqekiva�a m i disperzije
σ2. Ova zavisnost je prikazana na odgovaraju�em GeoGebra apletu. Promena vrednosti
parametra m dovodi do translacije grafika funkcije f du� x−ose, a promena vrednosti
parametra σ dovodi do promene maksimalne vrednosti funkcije f. Xto je σ ve�e to je
maksimalna vrednost ma�a, odnosno xto je σ ma�e to je maksimalna vrednost ve�a. Pored
ovih osobina korisno je navesti jox neke osobine grafika funkcije f.

-Grafik funkcije je simetriqan u odnosu na pravu x = m.
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-Taqka maksimuma je M(m,
1

σ
√
2π

).

-Taqke prevoja su P1(m− σ, f(m− σ)) i P2(m+ σ, f(m+ σ)).

Odgovaraju�a funkcija raspodele je F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt. Za normalnu N (0, 1) raspodelu

koristi se oznaka ϕ(x) =

∫ x

−∞
φ(t)dt. Kako se neodre�eni integral

∫
φ(t)dt ne mo�e odre-

diti na uobiqajeni naqin, vrednost funkcije raspodele F (x) se odre�uje qita�em iz date
tablice pribli�nih vrednosti za m = 0 i σ = 1. Me�utim, xta ako se ne radi o nor-
malnoj raspodeli sa parametrima 0 i 1, onda se prime�uje postupak prelaska sa normalne
N (m,σ2) raspodele na normalnu N (0, 1) raspodelu.

Neka je X ∈ N (m,σ2) i X∗ =
X −m

σ
, tada je X∗ ∈ N (0, 1).

Prvo je potrebno odrediti funkciju raspodele sluqajne veliqine X∗ :

FX∗(x) = P{X∗ 6 x} = P

{
X −m

σ
6 x

}
= P{X −m 6 σx} =

P{X 6 σx+m} = FX(σx+m) =

∫ σx+m

−∞

1

σ
√
2π

e
−
1

2

(
t−m

σ

)2

dt.

Uvo�e�em smene

(
t−m

σ

)
= s dobija se:

FX∗(x) =

∫ x

−∞

1√
2π

e
−
s2

2 ds.

Dakle, dobija se funkcija raspodele koja odgovara normalnoj N (0, 1) raspodeli, znaqi za
sluqajnu veliqinu X∗ zaista va�i X∗ ∈ N (0, 1).

Napomena: Funkcija gustine normalne N (0, 1) raspodele je simetriqna u odnosu na
y−osu pa se vrednosti odgovaraju�e funkcije raspodele FX(x) odre�uju pomo�u formule:

ϕ(−x) = 1− ϕ(x), x ∈ R.

Zbog ovog svojstva se u tablici nalaze samo pribli�ne vrednosti za pozitivne realne
brojeve.
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Slika 7.4.3. Aplet koji prikazuje svojstvo simetriqnosti funkcije

Rexeni primeri

Primer 7.4.1. Ako sluqajna veliqina X ima normalnu N (0, 1) raspodelu odrediti:

a) P{X < 1};

b) P{0 < X < 1, 42};

v) P{−0, 73 < X < 0};

g) P{|X| < 0, 5}.

Rexe�e: Kako se radi o normalnoj N (0, 1) raspodeli, tra�ene verovatno�e se dobijaju na
slede�i naqin.

a) P{X < 1} = ϕ(1) = 0, 8413

b) P{0 < X < 1, 42} = ϕ(1, 42)− ϕ(0) = 0, 9222− 0, 5 = 0, 4222

v) P{−0, 73 < X < 0} = ϕ(0)− ϕ(−0, 73) = 0, 5− 0, 2327 = 0, 2673

g) P{|X| < 0, 5} = P{−0, 5 < X < 0, 5} = ϕ(0, 5)− ϕ(−0, 5) = 0, 6915− 0, 3085 = 0, 3829

Pri odre�iva�u ϕ(−0, 73) i ϕ(−0, 5) koristi se formula ϕ(−x) = 1− ϕ(x). △

Geometrijska interpretacija ovog primera je data apletom prikazanim na slici 7.4.4.
Na apletu se mo�e videti da je verovatno�a u geometrijskom smislu prikazana povrxina.
Kako se me�a povrxina tako se me�a i verovatno�a. Aplet tako�e pru�a mogu�nost
unosa granica a i b putem dva tekstualna po	a, tako da se mogu izraqunati verovatno�e
P{a < X < b}.
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Slika 7.4.4. Aplet pomo�u koga je prikazano rexe�e primera 7.4.1

Primer 7.4.2. Sluqajna veliqina X ∈ N (120, 64) predstav	a otpor kida�a jednog me-

talnog konca. Uzorak koji se ispituje smatra se defektnim ako je X < 110. Odrediti
verovatno�u da je uzorak defektan.

Rexe�e: Kako se ne radi o standardnoj normalnoj raspodeli prime�uje se postupak pre-
laska sa normalne N (m,σ2) na standardnu normalnu raspodelu.

P{X < 110} = P

{
X −m

σ
<

110−m

σ

}
= P

{
X − 120√

64
<

110− 120√
64

}

= P

{
X∗ <

110− 120

8

}
= P{X∗ < −1, 25}

= ϕ(−1, 25) = 1− ϕ(1, 25) = 1− 0, 8946 = 0, 1054

△

Prilikom rexava�a slede�eg primera koristi�e se formule za matematiqko oqekiva-
�e i disperziju sluqajne veliqine Sn ∈ B(n, p) izvedene u primeru 7.3.3:

E(Sn) = np i D(Sn) = np(1− p).

Ve� je pomenuto da se za n > 30 i np > 10, binomni zakon raspodele B(n, p) aproksimira
normalnim zakonom raspodele N (m,σ2).

Primer 7.4.3. Izraqunati verovatno�u da u 10000 baca�a novqi�a broj palih grbova

bude izme�u 4950 i 5100.

Rexe�e: Neka je sluqajna veliqinaX− broj palih grbova. Eksperiment je baca�e novqi�a
koji se ponav	a 10000 puta, pa je n = 10000. Uspeh je ako je pao grb, a neuspeh ako je

palo pismo. Verovatno�a uspeha je p =
1

2
, a neuspeha q = 1 − p =

1

2
. Znaqi, sluqajna

veliqina X ima binomnu raspodelu B
(
10000,

1

2

)
. Poxto je np = 10000 · 1

2
= 5000, odnosno
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np > 10, binomna raspodela se aproksimira normalnom raspodelom sa parametrimam = np
i σ2 = np(1− p):

P{4950 < X < 5100} = P

{
4950− np
√
npq

<
X − np
√
npq

<
5100− np
√
npq

}

= P

{
4950− 5000√

2500
< X∗ <

5100− 5000√
2500

}
= P{−1 < X∗ < 2} = ϕ(2)− ϕ(−1)

= 0, 9772− (1− ϕ(1)) = 0, 9772− 1 + ϕ(1)

= 0, 9772− 1 + 0, 8413 = 0, 8185.

△
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8 Zak	uqak

Kao xto je ve� reqeno u uvodu, vizuelizacija matematiqkih sadr�aja, a samim tim
i teorije verovatno�e, je jako bitna. Materijal nije od koristi samo uqenicima, ve� i
nastavnicima, jer im pru�a mogu�nost da na interaktivan naqin prika�u nove matema-
tiqke sadr�aje.

Kako je obra�en i odre�eni broj zadataka, iz poglav	a Zakon raspodele verovatno�a

sluqajnih veliqina, koji nisu predvi�eni planom i programom, pored redovne nastave veb
prezentacija se mo�e koristiti i u dodatnoj nastavi.

Xto se tiqe GeoGebra programskog paketa, ugra�eni kalkulator verovatno�e mo�e
biti jako koristan prilikom sprovo�e�a odre�enih istra�iva�a kod kojih je neophodna
analiza podataka, tako da sam program uqenici mogu da koriste i u da	em obrazova�u.

Korisnost veb prezentacije se ogleda i u tome xto se materijalu mo�e uvek pristupiti,
mo�e se me�ati, isprav	ati i mogu se dodavati nove nastavne teme. U kreira�u novog
sadr�aja mogu qak da uqestvuju i uqenici. U nekim osnovnim i sred�im xkolama se na
qasovima informatike koristi GeoGebra, tako da se mo�e posti�i korelacija izme�u
matematike, informatike i drugih predmeta.
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