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Teorija kretanja mehani&kih sistema promenljive

mase 1 stabilnosti kretanja mehanidkih sistema nije
izgubila ni danas na aktuelnosti.

Jedna&ine MeZlersokog [19] objaﬁljene 1897. go-
dine i Ljapunovljeva teorija objavljena 1892. godine
nailaze i sada na teorijski interes i Siroku praktilnu
primenu u raketnoj dinamici, u teoriji automatske regu-
lacije 1 optimalnog upravljanja, u bioloéiji, hemiji,
fizici i drugim naufnim oblastima i1 praksi.

Rao Eto je poznato, MeXferski je, prvo, reSavao
problem kretanja slobodne materijalne talke gde se
masa menja usled odvajanja Zestica od osnovne talke,

a posle i kretanje materijalne tacke kojoj se masa me-
nja usled is;pvremenog pfipajanja i odvajanja Cestica
od osnovne materijalne tacdke.

Radovima I.V. Me3Zerskog i drugih naudnika oblast
istraZivanja je pro3firena na kretanje neslobodne mate-
rijalne taZke mehanilkog sistema i tela, za slufaj ho-
lonomnih i neholonomnih veza i na druge oblasti. Poseb-
no su interesantna s obzirom na konkretnu primenu, is-
tra¥ivanja, kretanje tela za 3upljinama i njihova sta-
bilnost.

Problemi stabilnosti pojavili su se prvo u meha-



2.

nici u izufavanju ravnotefnog polo¥aja sistema na ko-
jeg deluje sila Zemljine teZe. E. Terrileli je 1644,
godine formulisao princip o stabilnosti ravnotele tela,
koje se nalazi pod dejstvom sile zemljine teZe., 1788
godine Z. Lagran? je dao dosta tane uslove stabilno-
stl ravnoteZe proizvoljnih konzervativnih sistema.

Prva tehnolofka revolucija i sa njom sve Zira
primena parnih ma%ina podsticala je nau&na istra¥iva-
nja u oblasti stabilnosti kretanja.

Istra%ivanja Dz.K. Marksvela (1868 godine i I.A.
ViZegradskoga (1876-1877 godine) i drugih pokazala su
potrebu pronalaZenja opsteg principa stabilnosti kre-
tanja sistema, da bi se dalje mogla razvijatli teorija
regulacije rada parnih ma3ina, odnosno resie preblem
stabilnog reZima rada parnih ma3ina.

U 1892. gpdini objavljena je A. M. Ljapunova
disertacija "OpZti zadaci o stabilnosti kretanja"
koja je dala odgovor na tada3nje zahteve tehnilke prak=-
se.

A. M, %japunov je objavio dve osnovne metode
ispitivanja stabilnosti kretanja, od kojih je drugi
metod (direktni metod) Xiroko prihvaden.

Posle I. V. Ma¥e&skog i A. M. Ljapunova teorija
sistema promenljive mase, odnosno stabilnosti kretanja
sistema razvijala se novim putevima, razvijena istra-
Zivanjima i ostvarenim rezultatima velikog broja naud&-
nika.

Smatrali smo da pitanja stabilnosti ravnoteZe
i kretanje holonomnih i neholcnomnih mehani®kih si-

stema promenljive mase %to je predmet ovog rada nisu
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dovoljno istraZena. Osnovne ideje istraZene u radu
tenelje se na radovima V. Vuiidida [36]~PU1 A, Bak3e
{53 , i V. V. Rumnjanceva [24]— [ 30].

U radu smo:
vrve, lzvr8ill pokufaj Sire interpretacije diferen-
‘1jalnih jednalina datih u tenzorskom obliku za ma-

te rijalnu talku i mehani¥ki sistem promenljive mase

u konfiguracionom i 2n - dimenzionom faznom prostoru

1 ilzveli smo transformisane oblike nekih diferencijal-
nih jednaCina holonomnog i neholonomnog mehanidkog
sistema tacaka promenljive mase i diferencijalne jed-
natine poremeCenog kretanja holonomnog i neholonomnog
sistema tacaka promenljive mase;

Drugo, odredili smo dovoljne uslove da ravnote-
Zno stanje, odnosno kretanja mehaniZkog holonomnog
i neholonomnog sistema promenljive mase bude stabilno,
odnosno nestabilno;

Trece, uslovi stabilnosti stanja ravncteZeikre-
tanja sistema su dati u smislu direktnog Lijapunovljeveg
metoda. Pomody ovih uslova clakfava se refavanije zada-
taka jer se smanjuje broj promenljivih u funkciji u
poredjeniu sa odgovarajudom Ljapunovom funkcijom ili ti-
me 5to se iskljufuje potreba odredjivanja funkcije
Ljapunova pri ispitivaniju stabilnosti kretanja, odnosno
stanja ravnotefe mehani&kog sistema.

SCHOBHA OPTANSANMIA VAPYVIHENOT PANA
JA MATEMATRIY, MIXAHUKY Ui ACTRPOROMAJY
BPUBABOCTERA
Bpoi:
daryw




1.1, JEDNACINE KRETANJA SLOBODNE

PACGKE PROMENLJIVE MASE

Hipoteza kontaktnog medjudejstva odbadenih
estica omoguéila je I.V. MeScerskom [27] da izvede
u vektorskom obliku diferencijalnu jednacinu kreta-

nja tadke promenljive mase:

dr_ [, 97 (ud — v ),
ngg=rtar

(1)

m - masa osnovne talke,
F - rezultanta aktivnih spoljasnjih sila,

-ty

v - brzina osnovne tadke,

il

u - apsolutna brzina odbalene Cestice,

Meééerski je ovu jednadinu izveo smatrajuéi,
da postoji uzajamno delovanje izmedju materijalne
tadke i &estice koja se odvaja od tacke i da ovo de-
lovanje ima karakter udara. Izvedena jednadina (1)
va¥i samo kada se estica odvaja od osnovne tacke ili
se pripaja materijalnoj tacki. |

Kada je apsolutna brzina odbadenih Cestica
jedneka nuli, tj. U = 0, tada se jednadina svodi na
oblik:

2 (m7 )=F
'a‘t( ] (2)
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Skalarni oblik jednadina (1) kretanja tacke

promenljive mase je:

md* _x sEP(u - %),

a’t at

a’y am(u*-y (3)
dt Y+<zz‘ ( )

‘_—‘ = L?ﬂ? u -2

dt, =74 (u-2)

gde su X, ¥y, 2z projekcije brzine tatke u Dekarto-
vim ertogonalnim kordinatama, a a: afu‘,’ projekeije
apsolutne brzine odbalenih Sestica.

Kao to je veé releno diferencijalna jedna-
gina (1) primenljiva Je zé kretanje tadke u slu=-
gaju odbacivanja Cestica tff'(a ili, pripajanja
Eestica ‘%{-p >0, naterijalnoj tadki.

I.V. MeSderski je u radu{22] odredio jednadi-
ne kretanja tadke promenljive mase kada se masa
tadke u toku kretanja menja usled istovremenog
pripajanja i odvajanja Cestica od osnovne tacke,

Reaktivna sila koja je stvorena odvajsnjem

Cestica mase dm, od osnovne tacke jednaka je

- / > dm
__dml U, — 4
,:7_._? (,1 v )= 7 v,

gde Jje,
-~ apsolutna brzina odvojene Cestice,
~ brzina tadke promenlijive mase,
- relativna brzina odvojene cestice,
Analogono prethodnom za sludaj pripajanja

estice mase dm, osnovnoj tacki sila Jje:
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L

U4, - apsolutna brzina pripojene Cestice,
g

V, - relativna brzina pripojene &estice.

Sada diferencijalnu jednadinu kretanja tacdke promen-
ljive mase, ¢ija se masa menja usled istovremenog
pripajanja i odvajanja Cestica od osnovne talke mo-
Zemo kako je pokazano u [22] dati u obliku:

m&L =
at éit

gde je, m masa posmatrane tacke u datom momentu vre—
ggl = dm;
dt dt

dina (4) svodi na oblik:

dv_ = d/)?;(u’_vj+dﬂ7:(a ._.y-/ )

mena., Kada je , tada se jedna-

du'
F' +
" at a’f

Masa tadke u ma kojem momentu vremena t

(5 - -V ).

jednaka je:

m=m, — M, +m, =M, -

7/

gde Jje
m, - masa odvojenih Zestica za vreme (t-to)
m, - masa pripojenih cestica za vreme (t-to)

m, - masa taCke u trenutku t = to.

Jednadina (4) u skalarném vidu je:
m$£=X+C;2 { ty= %) * (“0"")
my = Yf-—'(a, x)+‘;‘_".'”a(% ),

mz =2 + 92”’(% z)+ g_m (Uy-2) .

dt.
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v . > - . el
Kada se taCka promenljive mase nalazl u miru, ¥=0,
> ,

é%f =0 tada se jednaline (5) transformisu u

jednadine relativne ravnoteZie [22]
am dm ;0 _
+ N Uy + = Uy =0,
rae 0T a 2.9 L) - 4
y+ 6_21_/774 ,(/ - _a_’_”?: a&j :0‘ di
at At | (6)

OpSte jednacine MeScerskog u Dekartovom kor-
dinantnom sistemu DJIYin)ﬁ{moﬁemo napisati i u ovo-

me obliku:

dx -y,

U : (7)
it Ta/t (4 =%

((si29)
€§QZ brzina dinamicke promene
adé mase usled otpadanja &e-
stica
Y. - komponente vektora spoljadnjih sila

u Dekartovom sistemu,

U; - komponente vektora apsolutne brzine
otpadajuéih Cestica

Jednadine (# ) iz Dekartovog sistema kordi-
nata mofemo transformisati u krivolinijski sistem
kordinata xt. Prvi izvod vektora je brzine jb =a~y51&

/
_~_.,y s & kordlnate vektora ubrzanja su

dt ' »
d_y ayl +0az,3)" wxﬂ
X : . ) 2"
zamenom ovih vrednostl u (7) i komponovanjem sa 5_ﬁ
yb
dobiéemo

1 N Py ’ r - ¥ _ l'.. )"4'
m{a:y ;X x®+upy X’ X X )=Y ox

¢ &3 %" ERESRY



odnosno,

. mn .'
(e O et ) X BT (- X)),

gde jef - kontravarijanta kordinata spoljasnjih si-
| 4 { &
la t3. X'=Y a2 x
Jednadinu (8) moZemo pisati u obliku:
e
X X P
2..‘.1 It + 1" x*x” =Q" +\
bt | " (8)

__._.=Q,/,x f‘/—ro‘{;XX“Q'* 2,

ili u faznom prostoru opite jednadine su prema

[49] Jednake:
«_ a"ﬂpp e e 9)
{5.‘-"—'0’/)/:;/341{7:7"@.;*2:*. '(;’ | 3)
Ovde su generalisane reaktlvae sile s
V’ra--(“ —at) e "'u 4‘3"‘
su kontravarijante kordinate vektara brzlna otpada.jn-

éih Cesticas

/ hd
Generalisane kordinate sila izazvenih otpadanjem ce-

-]
stica su jednake P :‘I:’ U; a‘yg a
4
generalisane aktivne spoljasnje sile su. é )(’ = Q*

UCHOBHA 0PTANUSANYIA VAPYWEHOT PAAA
3A MATEMATHXY, MEXARYKY W ACTPOHOMUJY
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1.2, JEDNACINE KRETANJA NESIOBODNE
TACKE PROMENLJIVE MASE

Tadka promenljive mase m = m (t) gde se masa
menja usled pripajanja Cestica osnovnoj talki na ko-
Jju deluje ektivna sila _F’, je vezana i krele se po
povrsini |

, up(?).—_—a, Y (x.y2)=0  (10)

' Polo¥aj talke odredjen je vektorom poloZaja

2

Ako kretanje neslobodne talke po povrsini
(10) posmatramo u Dekartovim kordinatama tada su

jednadine kretanja tadke jednéke [227 .

2 e
ﬁ’?a’%~2~x*"'— (“ .2') A:x 7
(2')’ _)/+ /d _\y) Aa:l
oL
az é_"’? U-Z)+ A 2F.
”?iz‘f“"?*dt/ ) A 52

Ako posmatramo kretanje tadke po datoj kri-

p(x Y, 2] =0,
v (x, v, ) =0,

jednacine su
24 U, -x )\__ oY
md:{“ X+ ( )+ *Vax ,

ﬁy —3 g.—m a,,"-,); ‘f‘)\?"}p V‘?j
7 e Y+a’é( ) 85"’ 3y

a” y o
Cigz __‘2?_+ arz /2( i?} .X + a::'.
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Radijus vektor T tadke koja je podinjena veza-

ma (10) mo¥e se napisati i u parametarskom obliku:

-r (2.).
(¢=42)

Brzina posmatrane tafke sada se moze izraziti u obli-

kus
- ’07 . ar' -
V = — Z' ?“' *

aZ' 322 afaz
) (8:‘},2)

Izvod brzine po vremenu sada Jje

ay. ar 2 T ey

at og° 27°0gi £ £(s:5 - 1.2

ili u skalarnom obliku

. (11)
9/2'.‘_._-?_{2 L2 Grgi G =12
dt a9 ag’af‘ (s =1, 2

jer Jje

Yo =Y. (2,24).

Diferencijalna vektorska jednalina kretanja
neslobodne tadke promenljive mase za posmatrano kre-
tanje Jje

mc?;”' F,,.dm/a y—}+ )\gr‘ad‘P

ili u sklarnom obllku

d.y¢ d/ﬂ 7 . ov
m=‘=zYr=="(U-Y )+ —
d¢ at ( ) oy:
odnosno (¢ =1,2)
X s 22y
m . 3
27° ¢ T ageagi 28] =Y e Yoo e A ay‘
(4=

52)
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Komponovanjem prethodnog izraza sa-ag& , diferen-

: : og”
cijaina jednadina dobija oblik:
oY, AYS - ‘y, .y
Mot g £ s BBV 2 s 22 2
2> 22 o7°9g1 27’ ’ T 9pn oY apr

Gensralisane sile u konfiguracionom progtoru kao

Sto je poznato mogu se napisati

a Y Ay,
1/3
9i1a uslovljena otpadanjem Cestica Y,; s POS=
le kompozicije sa ézi svodi se na oblik:
og”
y a_y‘ (3)4 Y. ".4‘—. 9.!: “3—)-/:- /d\t’/ aaq/,/ 2«1;
re a » = ag"' 33/‘* a9~ af/'

ste go ¥, = 2o (d7-2")

Konadno diferencijalna jednadina kretanja neslo-
bodne tadlke promenljive mase u konfiguracionom prostoru
-{g 2} dobija ovaj oblik:
axcf +- /—‘c 5 2 z Q
Koja zajedno sa jednadinama veza (10) odredjuju kreta-

nje sistema M,

SCHOBHA OPTAHW3AUHJA YAPYIHEHOT PAAA

SA MATEMATHKY, MEXAHHKY W ACTPOHOMHJY
bUBJHOTEKA

Epoj:

sHatym:
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2¢1. DIFERENCIJAINE JEDNACINE KRETANJA
STACTONARNOG SISTEMA

Posmatramo kretanje sistema M kojeg &ini N di-
namickih tadaka promenljive mase m, = m(t) (y =
+eey N). PoloZaj tadke Mi odredjen Jje vektorom polo-

Zaja r o Kretanje sistema ograni-

¢eno je sa k holonomnih veza:

‘{6(r‘;'-""’.r“)=0' (13)

kao 1 relacijom promene mase

a’m
my = mﬂl’ - } dé dz‘
Sistem se krece pod dejstvom aktivnih sila

F: /L: {i;‘ / ”’z”", y;/ """ 'M'_' t/,«
a zatim sila izazvanih promenom mase ‘ (14)
~ am,~
= = (U, =V )]s
!;y a2t (4. fj

i sila reakcija veza
> k
R,=) A¢ grad, # .

Kré?énae stacionarnog sistema tadaka promenljive

mase mogule Jje opisati vektorskim diferencijalnim
Jjednac¢inama

-, dm
Gl E)= £ o 5 4 ‘{'A(yrad/d



1lo,~
i11, | .
m, g;f £ 5277 (e, - V) fo; As grad,4(15)

koje zajedno sa jednalinama veza definiSu kretanja
sistema .

4X4— mnoioci veza koji podleZu odredjivanju,

oy

t{, - apsolutna brzina odbalenih Zestica,

-
v, - brzina tacdaka sistema.

Ukoliko se kretanje posmatra u odnosu na neki
pravolinijski Kordinatni Dekartov sistem Y', y* V5

—
sa vektorskom bazom €, , €, é: [leil)=0 jedna~
7

gine (15) su ovoga oblika:

. m, ¥
d ()= V. +S2 ki e SN o
Y
at
(y = 1, LRI N Y Z’l)/(i = 1,2,5)
ili A
Msy = T5,.4 =1, ., tada se jednadine svode na oblik:
. ’ . N * 1
g.m/x.)-,-y d”?a 2)\ a+a_~ (17)
d{ ! ! df 6 sv a‘y‘-
7’ = 37, Zy-1, 37"2}(7 = ls-----:N)

Jednadinu (15) moZemo dalje izraziti u obliku:

d.y;_y‘ +C___7_l__/77 a._yl 'a{{
Tige = at ( ) GZ,A 2Y;

8to zajedno sa (/3)

¢ini 3N + k skelarnih jednalina. Integrale¢i ovaj si-
stem jednadina dobijamo konadne jednaline kretanja ste-

cionarnog sistema dinamidkih talaka promenljive mase.
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Kada Dekartovom sistemu kordinata korespondira-
mo neki sistem krivolinijskih kordinata xi, x2, seee
fw, tada su Dekartova kordinate y; povezane sa gene-

‘ralisanim krivolinijskim kordinatama uz uslov

20
oxi g — °°
Baza sistema x = iX:, X: ) Xi} Je 9;' = {gw, gn. ,9»*3 }
gde su — | —_—
- = = 9K
G G s G T

Kada se skalarno pomnoZi Jjednadina (15) vektorom sle-

di,

a’ ( ar, - F on ar C_Z’_an, 5xcr * 18
ml' V axa é axa dé( 6 = l, cevey k)

o=/
Izraz na levoj strani jednadine (18) transformisaée-

mo na sledeéi nacdin:

- a5 - 2%n d x*
m v &2 ) - m, v, 2 = -
G E ) m S
2 gt
Kako je O /% _z/k 25 i1i dalje,
dxfoxs [Iejfoxk
“ﬂ( 27 2R 4, 27 35 [ jax‘ax’,
mi o X4 —m, 2B 2E
to doblgamo X 9x® (g '
dZNm ok 25 “Z a?al?{"}.‘_/i"_?fi‘im
i oy Vyax‘. ax? Yox? px* ey dt dt

Metrlckl tengzor posmatranog prostora moze se defini-

sati ilzrazom

2: % 5 A/ AN (12)
77 £ Yyx dx? !

odnosno,
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pa se prethodni izraz svodi na oblik
d . e : ~ .E .é.
Colayx’] = Lfxxt=-- (19)
,ciz‘( / i‘/
Generalisani impulsi mogu se izraziti relacijama
Lol (20)
/Di = Q,‘/ 2 :

Tz{ 20) se dobija kontravarijanta koordinate brzina u

obliku ‘
:I’J - Q‘/ p“
sde su Q" kontravarijante kordinate tenzoraa,, te
Jjes
. 3 f,2a i =Kk
a .. a’k:z J =
N L za i £ ke
/

wh 4% sistema i brzine dinamicke promene us-
led otpadanja destica ostaju invarijantne u odnosu
na sve ovde posmatrane transformacije kordinata, s
obzirom da zavise samo od vremens t. Skup koordina-

ta x'definiSe n~dimenzionu mnogostrukost koja je

snabdevena metrikom
adsi= ag dx dxt,

Kada u jednalinu (19) unesemo relacije (20) dobija-

mo diferencijalne jednadinme kretanja sistema u obli-

ku



1%.~-
Na desnoj strani jednadine (18) imamo, prvo, kordina-

te spoljasnjih sila

zatim, kordinate 5113 reak013a,
a/L

/? ZZ/\G?/‘(Q-Q/ 7‘6—;‘ = ,

v=; 8=y
i na kraju kordlnate sila izazvanih odvajanjem Cesti-

ca
_,ZCM’/ il
vy A BixJ

Konacéno, dobijamo jednaline koje odredjuju kretanje

sistema tadaka promenljive mase u E51q prostoru

Dpl' X+p. -..., 2
[2). 2 F= 1) (20)
=T (.

i k jednadina veza (13).

CEHUBYS ERrANMTANYJA YRPYINENOT PAAA

3A MATZHATEYY, DENAN: Y ACTPOHOMAIY
DU BAHODTERA

Bpoj: —

’/ Batywm: -
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2e2e TRANSFORMISANI OBLIK DIFERENCIJAINIH
JEDNACINA KRETANJA SISTEMA TACAKA

U radu se nalaze diferencijalne jednadine kre-
tanja sistema tacaka promenljive mase u ovome obli-
kufs4]

2 P e ——— ',...-. e e (22)
4312 (ﬂﬂ/? ) =F+P +22mM7r +} mr
clt

£ - glavni vektor svih spoljnih sila koje deluju

na sistem M
- glavni vektor svih reaktivnih sila

=
- .

e ~— vektor poloZaja centra inercije sistems
2: - znak sume odnosi se samo na one talke koje

menjaju masu

Polazeéi od jednaCine Me3clerskog izve3éemo ovaj
oblik diferencijalnih Jednadina kretanja sistema ta=-
¢aka promenljive mase u konfiguracionom promenljivom
K prostoru‘i pokazati da se ove jednadine sa De-
kartovim sistemom kordinata svode opet na jednadine

(22) .

Da bi ovo dokazali napisSemo diferencijalne jed-
nadine kretanja holonomnog skleronomnog sistema mate-
rijalnih tadaka promenljive mase u Dekartovom siste-~

mu koordinata: y

* <

. . : Dfe
m; "C‘Z/—)‘{‘“ = Yix + 7, (L(/a( - .yl:"() + Z Ag .

< ,I" ] ’L)
gde su )\, Langranzevi mnoZitelji veza, (-c /2 3
(6=Q--qkj

non
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Ove jednadine se mogu napisati i u ovome obli-

ku:
' a2 @
A (i) =Yia + e liw 25N 2
dé 5:[ aycq
Ako mesto Dekartovih kordinata uvedemo gene-

ralisane kordinate, tada se brzine mogu izraziti u

obliku:

’ Byb 'a(' : ay )

_yl: = 2 4 U, = g( .
20~ 22

Posle zamene ovih kordinata u jednadinu (23) jedna-

¢ina se svodi na oblik

Ye o 2% 7% o (an)
a/{ (m‘aj“z ) Yo a o’%— vl

Sada moZemo levu stranu diferencijalnih jednadina

tran;formisati na 1zraz 3y a‘Ey' ’,a] y “ 5.
dra (m 2% Zx) m’ = : f"f = ’.fm'.af.;:"'"’;
@ [dé . e + f A¢ ;’g
odnosno e e o
oL x

fd*(n"'— ) a 9»’ - Tt

Posle izvrsenog diferenciranja leve strane jedna~-
¢ine, i sredjivanja desne strane, jednafina se svo-

di na oblik:

3» mr 22 o%GP g BV Sy AV Gk
[ L 25t agrogn LT S B,
‘' ‘_ bt ¢ € ! ! ‘az 6. ' s
=V b 22 L% 2 e 22 g
‘ 32" f“ af 32/3
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Drugl i poslednji ¢lan sa leve strane u jednadini su
istih velidina a razlilitog znaka te se potiru pa Je

jednaéina jednaka

' ?; | " —
?Zy a(“ﬁ '. £ 21[
+/?7¢a“f +mzaf,92/,ff /7 9};2*{/\9)4

Da bismo izraz dalge uprostili diferencirali smo éla-

nove sa leve strane jednacdine
2

(243 A - 2V, - .
T« /?7 — 7 9 3 o
/)7 2% Q 7 aoxafpff +/774a£ z +f?7;a£dg i
2"y DN - _ y
. m, 2% S (25
afnzafp Z f 7 ()fd 2 y +m‘ '-——— 7 X4 )
fedd - S 24
e — P i e PR STAC
g f af"af/’ z fy‘ By g 2y
Ako komponujemo gedna01nu(25) sa — dobijamo
Y 2y 2N oty ol oy, & - ow oy
, . ¢ ‘ “ gn Y )
;; m f“' o2 ‘Vf ‘Z’— 3[‘22’/3£ z Y 2 t{ 2}#3}:&2 |
Ao xS DY R 32)/,' 4 2)‘ > ~ 2¥ 2y’ "K’;
+‘$’ A m’ — ik |
5 o Dzﬂz 2- g ogs 38” 277 "2— o722

- 3/ 3)', E)O” L ?2/_’_2/
zy ,V +Z v 32~ gm az"zz’z

I’I

i Yo e )// 'f ¢
S e f 2 Eringha Y
Dk - TS AR LY

Kako je g;: =) :;;} upzavo na gradfg = -2—){-{} to

je proizvod grmd{‘.5-7;9zbog toga poslednji zbir u
jednadini sa desne strane otpada.

Drugi ¢lan sa leve strane i poslednji sa desne strane

se¢ medjusobno potiru, to posle dodavanja i oduzimanja

-~ . . v ’ ay ayf * & . v - .
desnoj strani clana M, — — & jednadina se svVO~
29" 209

di na oblik
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Nooee Y/ 37 ) }’ ayl x A ay 3y
m, — ”;

{_T og« 92¥ 2° Z,- o= a57 L Z: 27" Qg*’z ks

N ,fazy‘. /) ayl. g)/l’ .o o AN AV
+ m. m; —= — = ){ -

}‘: - o 9= 297 92 f 'z Z 27% 22" z Z, ad

. .. 3% . gy, a}; .

VKD A o .,fm 2 . 2 = =, 9"

+Z m, 3:;" az”( / £ aj.x Z,,é Z ‘g gjr

Imajuéi u vidu da je

u
< _3}’/ 3}’, = Lo

‘4‘; 3;?" 'af’/ - - metricki tenzor

Z y ﬂ'/ = &y ~ generalisane sile

o=/ 'af
.2 )/, 2y’ =/l » - koeficijent povezanosti

- 9}.’" zzp EVad P

W, cn

Z m, ?_)i’- 3_}.. = C& & v ~ generalisana promena
o By”

= mase, diferencijalne jednadine moZemo sada izraziti u
ovome oboliku:
h : « v ‘o : . T oo}
62.‘,2“.,4. 2‘2""2 t+ Quy 2 */:ﬁ‘,yz b4 =0y*d.‘,/“ "f /r
S obzirom da je drugi izvod od auf« ' Jednak

[ 4

{a“y Qu) auyf ‘f’zaaﬂ.yf + s 2

d to se konadno dobija traZeni oblik jednacine

& (awg)rlnr 22 "2, + Gu (A"=27) 120007+

o

odnosno -+ a‘“’f
(auz ~) =Gy + Qur (£ ~2%)+2y2%Quw g ~lgri
a/t‘ (26)
Posle razvijanja leve strane jednaline i

vraéanja pojedinadnih &lanova sa desne strane jedna~

dine na levu, dobi,ja se

Gy 9%+ 28uy 2t A § =280 g - Gur g “elope 8220, 4Y,
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te posle sredjivanja ovoga izraza, jednaéina se sVO-—
d4i na poznati oblik diferencijalnih Jjednacina kreta-

nja sistema materijalnih tadaka promenljive mase

Cury 0%+ <, v o e’ =0y +F0 .

a/ Za sludaj da se masa materijalnih tadaka sistema

ne menja, tj. m; = const, jednadine Cijsu.jednake
(czx, 29 =8 —lhnvgg”

S ob21rom da su tada izvodi cz¢y i czqy jednaki

nuli, pa se sistem diferencijalnih jednadina (26)

svodi na poznati oblik diferencijalnih jednacina kre-~

tanja sistema tadaka nepromenljive mase:
'.‘ .d 'p -~
CZ;JJé? > z:p/a’ 2? 2? = C;L’,

b/ Ako je masa materijalnih tacaka linearna funkci-
me = me( 1+ ¥PE)

ja vremena tj.Yjednadine (26) se svode na oblik

dz(ﬂwf"‘/ CQut B (F-FY+
*»Qa"yf "/«.,s,vZ f

U prethodnoj jednaéini nije sadrZan &élan u kojem fi-
drugi

gurls‘Vizvod mase sistema , jer je Jjednak nuli,
tie
7% 2 . .
L L4 d - f }eé -ayl 9)’1
. + R AR A7
Qar-‘-z dt,[”’ ( }] og~ 22%
=/

Promena mase u jednacini (27) zamenjena je izrazom:

JN C{ a)Q ey -~
[/ﬂo('f‘f /]afd-a?”——a«y R

l- =y
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¢/ za pravolinijske sisteme koordinata jednadine (26)

svode se na oblik

8" (g g%) = Qo+ Gan(27=EJ1222EF (20)
2

d{ %Qxyf

jer su Kristofelovi simboli jednaki nuli [ap, v =0 ,

podto metrilki tenzor zavisi samo od vremena

LZ,W =Qa<y [é/ -
U sludaju ovog sistema koordinata ako je masa siste-

ma linearna funkcija od vremena tj. /. - #%(1+t¢) jedna—-

&ine (26) sus

— — - v — e
«)= (], + Raxv é{'ﬂ_if’f/~f‘2 Lur P
df?« (qu’z / ¥ (

mlferen01aaln1m aedna01nama

d# (0.“»24/ =0 » +62up [(é f'y-fﬁdxyf .,ccz.‘,f
Oa’zoworay d{ec{nﬂ_c_‘z’?e‘ .
dz{m xo) XL "*ml (“‘ &‘e) fzm“xl—.*ml.a‘z.
¢t

D )= Yo 4 i (K5 =) w200 Yot y:
dt; v Jo f

+ . . ? r'_ » :. ”'7“;‘22.‘
i (Mai'(:):g“.r/W{‘/,’g—j/‘f‘Zm;‘g 1‘
at*
ili u vektorskom obliku .
-

‘,/‘ "‘ d‘
aé’{fz(ﬂzr/';:’"’o*z,{m +2—m

§to nalazimo u radu [3 47 %
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SISTEMA DINAMICETH PROMENLJIVIH TACALL

U KONFIGURACICNCM PRCMENIJIVOM PRCOCTCORU

Posmatramo sistem M od N tadala promenljive

R

mase, gde su mase my = my (% sistema

—t

aka
. . \ v e { n
odredjer. je vektorima poloZaja G=1V (¢ ... ,f,i),
5 N - k)-

Sistem je vezan nestacionarnim vezama

4:5(-€g""’rﬂlf}=a. (‘: 73 se 3 e ey k)

Zbog k nestacionarnih veza

fe (e, oo Y t)=0,

sistem ima 3 N - k nezavisnih k“?dl?a%;;? «
as
at

su nezavisni od m, = £ (f). Kretanje se

Kordinate ¢"i njihovi izvodi po vremenu g%=

2"

‘? wT)
7

pA
posmatra u prosirenom bBonfiguracionom prostoru

I L 2™} gde je trg™ e gore,

+ada kordinate vektor a poloZaja reprezentativne talke

/

sistema zavise od3¥+-K kordinate @~ . Tako se dimenzija
potprostora prosiruje na n+1 te kretanje posmatramo na
podprostorima Rn+i.

Baza prostora je

5 . . 37
Gerv = G (v (2° .. .2 af‘

Da bi odredili diferencijalne jednaline kretanja siste-
ma u posmatranom prostoru pomnozlmu skalarno diferenci-

N c ' saderimo po V
jalnu jednacinu vektorama fw« / _./:

e - —t 3,; d”’-" — ) 3/;
oF (30)

3
H
v
8
wn
5
o
F
=}
,,.J
¢
®
=]
o
)
o
m
}_.J
™
<
c
m
d'
-4
m
s}
c
Cd,
o®
o)
=
v}
¢
l. da
s
®
TN
W
(@]
Y
'\
&
S
£
Ay

O
o
-
[N
oy
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—- a‘lry .
-, VY, — P
(m’ V ?w“) ya’fajﬂ
v, 'a/’ 2l af;”ar > =01 ....., "
vy = by 2%* 3¢ byl (=1 ..o )
Prethodni 1zraz dalje mozZemo DaDlSdtl
, v /’

Q-/(/??y ?L',; —:'a—,; fﬁ)——my {[-" 2% _fbx/)(y/ q&jf N

o9r 9¢° a &
‘ ’;:. | Fy ;?' —
2 = = - :'a""y + 6-*/7 () Pov .
29~ d¢g” ’ ag¥

Metridki tenzor posmatranog prostora je

. A :
def T 94 . ( .
Qup = E m, 25 2 = zm/o“l’ /b,¢ = Qap 2/'

e se izraz .—-(my ,/- g(yznc svodi na oblik:

a _ -* grod L 0P
éz?/ﬁk é?sr /.p 272 511

zrate sto /'e

.?.P AL ;’- S ___f 2 =4
22° gt

Kona&no dobijamo jednadine kretanja sistema M u obliku:

Qﬁ"-"&?&f’q‘
a¢

; &de je Pu = Cxp ‘f./’ (s1)

(“go]’l"" r”)
koje zajedno sa jednadinama veza omoguéuju odredjivanje
kretanja posmatranog sistema M. .

(31)

Za sludaj da su veze skleronomne tj.

L (r )0, (Pey- k) (32)

diferencijalne jednadine kretanja stacionarnog sistema ima-

21 amda s ohlske
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D‘ﬁg’:&l‘,f&/
b4 (”‘I"//‘-"""'}

Akc je masa sistema konstantna a veze skleronomne

f}(ﬁ;lr----72;/=0/tad° su jednadine jednake

/
4
DP<"_ N (34)
at »
gde su Pul impulsi /b ‘= Qu'n’ &
Ako Jje sistem pored holomomnih nestacionarnih vela [#3]

,[/‘{f-:' I‘t‘ﬂ’ odnosno —//‘[rol e }0 //‘ 0,1,--., ki)

vezan i sa neholonomnim reonomnim linearnim

vezama Cy,gz/..nlﬂj
Cinre Dt 4 Clauy =0, (ien3) (35)
a’f (§=12, .-, %3)
i relacijom promene mase
¢ dm
F . [ &2
My =Men(t) ~ ), a? (36)
tada su diferencijalne jednacine kretanja posmatranog
sistema jednake: 2Em ko
2y . .
Qoyés __D__/",, = Xwye * 9’(,,/‘ 1‘2 /\/\ 3 : —fZ o, Cpupee
dfx past P?’ &=t
Ovde je W reaktivna sila Mete tadke. Ako usvojimo indek-
se, tj. i =3v-2 , 3¥-1, 3 "V € Na onda
ove diferencijalne jednaéine svodimo na traZeni oblik:
£,
2°r e
axz——~=x~ K+ZA/-—-— +D s Cok
df fst =1

gdesu du ¢ of¢ mnozitelji veza.

Ove JjednacCine zajedno sa vezama odredjuju kretanje poje-

dinadénih tacdaka sistema M,
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2ol U radu(33]i monografiji[ys]izvedene su dife-
rencijalne jednaline kretanja skleronomnog i1 reonomnog
sistema mehanidkih tadaka &ije se mase menjaju u toku
vremena u smislu Me3éerskog [19] . Medjutim, izmedju
diferencijalnih jednadina izvedenih u radovima [33]i
[43] postoji odredjena nejednakost, pa ovaj rad poka-
zuje otkuda ta razlika. S obzirom da je monografski rad
ng]pisan veoma koncizno nije moguée izvrsiti prosto po-
redjenje ovih.jednaéina kretanja.bez detaljnije anali-
ze, &to se ovde i dini. Na prvi pogled veoma je uollji-
va razlika. Za kretanja jednog te istog sistema difere-

ncijalne jednaé¢ine kretanja premafradu[33 ] su oblika,

zd gkleronomnl sisten:

_..._Q P B+ B, — A (39)

&t

gde Je
A YQur ¢ M 2x” ax
“«= of a9t 9% ag"

a za reonomni sistem:

a".Z’ 2 x]f{.’
2+ 1M 39"t 4/22‘ (40)

-y _..__.__52 (k,1 = 1,2400.8) (41)
Dt .

gde su kovarijantne kordinate Kk vektora K, date iz~

razom:

Y, = Ax—‘—"/é ”9}1——-—;2 (42)
pri Cemu su: " v x” 2
2x” 2 -2 )
a ¢ p— e —— =mﬂ -7 -
Azczéazdfl ’ ék”m"a?f" ot '’ d /97"

U monografiji 1'56] diferencijalne jednadine po formi

imaju prostiji oblik i to:
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U monografﬁdlij]diferencijalne Jjednacine po formi ima-

ju prodtiji oblik i to:

7’ 1
ol ___D....fo-:&ag #L% ) (a(/,:s:o///-.,./z/ (45)
“/* ai 2 /
2 -
gde Je %=Z-—5‘z‘pfﬁ i, kao 8to se vidi,

postoji Jjedna relacija vise, i to:

o 0g” -+ % |
Lop gd (42

LangranZzeove jednadine kretanja sistema tadaka

promenljive mase su:
d_ 27 _ 27T (3 LR +R (45)
(k=12---,5)

Autori rada[33 | uzimajuéi kao vsnov ove jed-
nadine, posmatrajuéi, prvo skleronomni sistem, izvode

“jednadine u obliku (39) polazeéi od kinetidke energije

oblika 7'_-./(7”2'19;’ i nalaze da 3o

.. .. Gev .
2 4 an;c 7 4 2 fi _?__xe e
VRN = . Lyt 4
Q‘jazdz‘(*f/ af1 27 2t y
—~a~—7-: = :-/- E.f_zg‘?‘/“?.e (Jalsk = 1,24¢0.. 8)
29« 2 g%

Posle smene izvoda kinetidke energije u (4&2’jednaéine

se svode na oblik:

e 3@&-5 / W ?C?tf 56 4 ggke -l ./'
‘(6’2 + 30/ g2+ § 4 -3 921 72 =C?,C+E.—,+
odnosno
D
2, ? Q R+R_—A

@t

Xz
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pri éemu je

Isti sistem jednadina za skleronomni sistem u radu

[43]napisan je u obliku:

Y _
a“df_gd e (Ky 1 = 1,2, oee 5)  (46)
gde je
D Lre : | 47

t= R - LY 9 |

iz dega se moze zaklauc1ti da postoji odredjena ne-
jednakost izmedju (46) i (39) jedino u interpretaci-
ji izraza (40). U radu | 5] to je

?_éz_“ﬂ dd'd 9/?? 31‘996 T« (48)

27 Z T 57 ag-ape
u radu [8 ] je, kao 3to se vidi iz (41) y

A=

49)
Ei’ 2 az‘.— o9*% af‘f""(g £)¢ 3593695

Odigledno da je ova relacija neodrziva za sistem sa

skleronornim vezama, jer je u tom slucaau
fa.zxt razx(,
Yt ajla£/=

s obzirom da su svi izvodi

-

9x¢
= O.
o

/
7

Kada je kretanje ogranideno pomoéu s < 3n holonom-
nih reonomnih belateralnih idealno glatkih veza

1(/; f}l-f;’__,_.,ﬁ«,f/-—'fo/‘ //u—_-/,z)_...(.s)
u radu L33 ] uzima se ponovno kao polazna osnova
jednadina (45), pri Semu je tada kinetidka energi-

jas

= ? aklf -i"é/(f "" (50)
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a odgovarajuéi su tada izvodi: VY
. - P 3 *
a 27 . ?__Qaez‘€+ 9‘2“512 o+ Cat 2+ ?Z*f 25/ 2’
at 3g* 2% o7 .
oT _ 4 255550, 'aéez’f+ AL
27% 7 g% Z op
zamenom u (45) sledi
vy 2L g 2 ;’Z;g?_ég/; b 57,
297 Iz

@iy P+ -E 2'2°¢ 2 g
ke -5 Vb« ./_ff’sé?tw’%*ﬁra_

114 dal,je ot ot
7 '__!EEC.+
Qe 5’“ = é? z —A« "cfg/é’r) 2o« (51)
’aéme 5 €
+ e 2

Kada se zamene detiri poslednja ¢lana sa Kk jednali-

na se konadno svodi na oblik (3), ali za koordinate

vektora Kk se dobija

Ko = = Ap = Llx_L 20 Pe ;e __
; Q/Z‘ af/‘ 22? f (52)

a ne kao u (42). ’

Da bi do%li do konadne ocene da 1i postoje sustin-
ske razlike potrebno je poéi od iste osnove 1 istim
postupkom doéi do formalnih ili kvalitetnih razlika.
U tom cilju ne gubeéi nista od op$tosti, dovoljno je
posmatrati mehanilki sistenm od n tadaka M, (v= 1,2,
wsss N) promenljive mase my = my (t) u smislu

MeZéerskog &ije je kretanje kao Sto je veC receno 0g-

ranideno sa s holonomnih reonomnih veza

La(r, o mt)=0, (=g

P
gde su/) vektori poloZaja tadaka M, .
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Kretanje posmatranog sistema tacaka odredjuju diferen~
cijalne jednacine Mescéerskog

LZ/Z‘/:; = awm, , ;e ”/\ ﬁad..'[/‘-
/7%»61% = /;»14222 (ZQC, Zﬁ%/i:g; /hW? ry

zajedno sa jednalinama veza (53).

(5%)

Za transformisanje vektorskih diferencijalnih jedna-
dina kretanja (53) u koordinatni oblik nekog konfigu-
racionog prostora treba veze (53) napisati u ekvivalen-

tnom obliku:
- (o < (s=3rn-2>€
C"ru{/f/“"“,f/l - }

, bl 13 .
gde su & =}f’,-v-.,?} LangranZeove nezavisne koordina-

Te,

Veze (53) zadovolaavaau uslov brzine

has o4 d o 7 2’)’)
. f':z 7y 4 Py
Vo =% ag:f * 52 -
odakle se vidi da se vektor brzlne Y, razlaie na s + 1
205 = 13r§
k t ekt (9,2 )= 21> .
oordinatni vektor & /f/ / 32”' /\590,),‘ 5%
-
Vektor ubrzanja CXZ? tadaka M, tj.
pr
~lioe a-v- .. e R ——
av,  2°g S o p2tR e N
- 2°2 L ="+ (58
at  99<dg/ Bf‘at 2%
o . -
+-—?—-?f ‘ (l,a = 1 2, Qooﬁ)
og«
treba takodje razloziti u s + 1 komponentu s + 1 dimen-
zionog vektorskog prostora E , koga generisu vektori
— S 1

go,y/;'—-'/gs i jedan vektor n, upraven na R . Da bi

dalje izvodjenje bilo preglednije i krace moZe se vre—

me t uzeti kao s+l kordinata i to q° = t, §to simbo~

lidno zadovoljava izraz za generalisanu brzinu ’é 27;5 J;
, pa uslovi brzine krade se pisSu u obliku

——pr

.
V;=}Z“§%¢x , 2 vektori ubrzanja




e 28-“
coe D e

CZ/f a /\ 2 2/’_"_ x o

¢ a;*afﬁ 02 /

gde sad indeksi 03/3 uzimaju vrednosti od nule, do

n t'j.(“llz = 0, 1, 2’ '«oooono/

Kao $to je receno u svakoj tadki na s+1 konfigu-
raciono]j kordinatnoj mnogostrukosti Rn+1mo§e se
vektor ubrzanja )V -te tafke razloZiti na sumarnu
komponenﬁu u s+l dimenzibnoj tangentnoj hiper ravni

i — .

3+ R 341 - . .
R _ i vektor ﬂ.L y & to znaci da se i vektori

220 razla¥u na taj nadin, tj.
g% gr

ajx afﬁ’ )’J QV}/‘ + 17’ /20,7
gde su rz rp-% [z)

koeficijenti povezanosti, a.Aapdrugl metridki tenzor

prostora Rg, u ¢iju geometrijsku strukturu sada nems

potrebe da se zalazi.

Ako se zameni (54) u jednadinu (53) i uzmu u ob-

zir relacije povezanosti (55) sledeée

me (o4 177 fz /gw,um,' tn 8 P07 =

=4 fgf‘”’/ﬂ )t S gradgtn P
A=

Pomnoze 1i se sve ove diferencijalne vektorske jedna-
¢ine skalarno odgovarajuéim kordinatnim vektorima
;w; (1 =1, 2, sses, 8) i sabere po indeksu J, dobi-

ja se 8 diferencijalnih jednadina oblika
'y ¢ Jx A3, .
Q#L{Z ’/‘/:,02 2’/.—.—&7, "1“‘1"‘

kao i

_‘_IE_ - 'o/_g -
Jjer Jje 2— 177, Qpa(/af‘tf /E:'ﬁ‘/]o =
v

f
~



> Ay gr‘ﬁdj -//. Ty =0, Eéog ﬂ”naqé_f/_‘/a’_’
Y=o &0’ :Z F:/ ‘JQC//"‘
y=y

su i - te kovarnaantne kordinate generalisane aktiv-

ne sile, i

o =3 L) Gy Gt

y Odgovarajuée
kovarijantne kordinate vektora reaktivne sile. Jedna-

¢ine (57) odgovaraju jednadinama (43).

s
. < . . P o1
Skalarnim mnoZenjem relacija (56) vekborom é%vﬂ:z'é?E
i sumiranjem po ¥ dobiée se jo$ relacija
=, + %
Qp(2"+ 12, 57" (58)

Sto je indentidno jednadinama (44).-

Relacija (58) nije za poredjivanje sa diferen-~
cijalnim jednalinama kretanja (45) jer u njima ta re-
lacija ne postoji. O smislu relacije (58)'moie se op-
Sirmije videti u radu [§1]5

Prvo treba primetiti da u jednaéiﬁama (39) svi
indeksi uzimaju vrednosti od 1 do s a u jednadinama
(57) latinski/indeksi j, ky 1 «o. od 1 do s, a gréki
X af sy oo ad 0 do s,

Ako se i jednadine (57) svedu na istu vrednost
indeksa, sledece
Zin(27+ /::f FY6%) = Qv
ili:

odnosno:

P2 i _p . 2 ikt
a'/zg—;-ab +7’I - /oo/¢ 2 41‘2
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£
kako je aé?w VCoi Fewo ._,9__‘_2"‘—1 .?__doo/
/;0,(. “? at aé_ ’()Zg, _'at 23/‘4
/(9‘2‘“ , _9_‘_?_’"._.,-—94”’7
ag* 92°
mo¥e se napls ti zbog N C = .o f;"f‘; =ZL(

d/c/ g - ’ /
Zamenom u (59§ obijamo Jjednadinu koja se svodi na
formu jednaline (46) u obliku:

4 2bs -_..-_—‘ —_—— —
a?:" é?'f-‘f’—*-"élaz 'a-tZ 92“‘?+' z

Lo
111

dél. Q aa&:ov ?’ 9 .
0 S 32"2 22 2 &)~

“ a’z‘
Dakle, bilo da se podje od LagraZeovih Jjednadina
druge vrste (45) ili od jednadina (43) dolazimo do re-
lacije (60), koje se razlikuju od jednadina (41), s
. & g v
obzirom na (42), za skalardf;z (gé‘) o Ova omaska oci-
gledno se potkrala autorima rada 1.33] s u izrazu (51),

jer u radu ]_33] nalazimo da je

Y aé* 2¢ Qg’ L
Rbe f 426 L2027

U

‘f"' 321 2 +2 at TZ 99’

/

*
a to je nemoguée s obzirom da S =&, 'gf)é ne zavisi
3 73
og% 7

0d C.

Prema tome kovarijantni oblik diferencijalnih jed-



51.

na¢ina kretanja sistema tafaka promenljive mase u

n -~ dimenzionom konfiguracionom prostoru su

Df (k =1 n /
Q/ ‘é? fJ%f (x = 041le..y n /

il njima ekvivalentne jednadline

le L? B+ & (/= 1,2, Seeqn /

gde Jje

| 2.
VLhe -¢ g’_c_?w% 9,“2 +1
/Z/c = %—Z' 2 't 3,94 z afk
U proSirenom n+l dimenzionom konfiguracionom .
prostoru kovarijante diferencijalne jednaline kre-

tanja posmatranog sistema su oblika (43).

penosna apragusatiitA ypyiEHor PARR

EXAMUKY H ACTPOHOMAJY
3 Mmzﬁmm iy, e XAH Y U ACTPD

Bpoi:
Datym
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2.5+ JEDAN NOV OBLIK DIFERENCIJAINIH JEDNACINA

KRETANJA SISTEMA TACAKA PROMENLJIVE MASE

U svome radu [45] V. Vujcié je izveo sistem od
r ~ 1 diferencijalnih jednalina kretanja sistema

tacaka konstantne mase u obliku

FCco 2=y |
oL / p) _1_)_@_7 falat. L]
5iz aﬁf ( 5\:6@6._.712/

gde je Z Gausova prinuda. Gaus naziva [ 4 ] prinu-
dom zbir proizvo@g mase svake taCke sistema i kva-
drata odstupanja stvarnog poloZaja talke od poloZa-
Jda koji bi ona zauzela kao slobodna za beskonadno
malc vreme A te Usvaja se za prinudu Gausov izraz

'

Z =) mlwie B ()’

s=f ’ £t

odnosno, u Dekartovim pravouglim kordinatama

~ .o
Z -3 = [(" — e x )oY - ey oz -
=7 _

Kako se Gausov princip, ustvari, zasniva na varija-
-

ciji ubrzanja W, a kako "generalisano ubrzanje" o< ne
. :

izraZava prirodu ubrzanja W +to invarijantnost siste-

ma kordinata u nekom konfiguracijskom prostoru V;ost-

varujemo izrazom

o v e——

A7 - i L _ ey utt
dri=j(wi= 27
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25T . ~- ‘e -
T e ar O R -~ or
...-_...} - \/m o0 me——— —— “ -va = /.; a /
24 Ig™ &t °oFf

pa je sada Gausova prinuda u konfiguracionom n-dimen-
zionom prostoru jednaka: (ovde je n broj stepeni slo-

bode kretanja holonomnog sistema tadaka promenljive

mase):

</ ——2 & S - 9%, 2
chg m;{[‘- ~m‘”‘7‘/i§,‘;):/”~"/77/%/2df/

.../_‘,. :T'*' - —— , X — ’é‘ﬂf‘/.?
Z:Z_ ,;71,- ro A, -2;:&:7:‘“?‘/'”719-:,:9/:/70‘7727;‘

F=y

Ako sile izrazimo pomoéu njihove projekcije na kordi-
natéf ose i ako upotrebimo Hercov izraz za mase tada~-

ka sistema ”Qu_z=”3;-,"253 tada se moZe pisati:

SN

ro———

_L ,
)L IZQ =4

Rt
Sada prinuda debija invarijantni izraz u konfiguracio-

nom n-dimenzionom prostoru u obliku

o2~ 02" 22  _. @~
Z 5 o 20,‘4? -«
(0(2-/)---——,'2}

®ne uzima se u obzir normalna komponenta ubrzanja na
konfiguracionom prostoru,
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Slededéi ideju rada [45] moguée je diferencijalne jed-
nadine kretanja (61) uopZititi i za sistem talaka pro-
menljive mase. Zaista, posmatramo 1li u tom cilju N ta-
Zaka mase [Ny = My (t), razlika u izrazu za prinudu
7 sa sistem konstantne mase, je sada u strukturi sila
i zavisnosti kordinate tenzora Clxp . Kao %to je ra-
nije istaknuto u tenzor q&aulaze mase ﬂ%chnd¥2te je
ovaj tenzor zavisan od vremena bez obzira da 1i su ve-
ze skleronomne ili reonomne., Takodje je pokazano da u
diferencijalnim jedna¥inama oblika a,,p gf/-' ot Y
kao %to se vidi, pored generalisanﬁh sila Q, figurisu
i reaktivne generalisane sile % .:aCLV’ﬁ%/’ .ﬁy.

Otuda Gausovu prinudu treba pisati sada u ovom ‘obliku

7 -a, 2202 (k) —? : (62)
+(6?.‘+%)(Q°‘+‘7" /),

“Pot At
gde indeksi sabiranja «,p uzimaju vrednost od 1 do 7
broja stepena slobode kretanja hal@n@mncg éistemé.
Ako prinuda u talki g, ima najmanju vrednost [45] §Z

u toj ta&ki je jednako nuli, tj.

22 D2%|_
Z‘a'gg'x/ 5{57[/'0' (63)
(a2

$to predswtavlja Gausov princip u konfiguracionom pro-

storu Vn.
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Odavde sledi kao i za sistem taCaka konstantne mase
da su diferencijalne jednacine kretanja holohomnog
sistema tadaka promenljive mase oblika

BZ = (e4)

AL) ' (=x=rnn

koji daje JjednaCine kretanja sistema tacaka promen-—

1jive mgse u ovome obliku:

A s | - ' - ,
a“/,f;f =@y 27t [Pre] 279 = Q. +x.

Dakle, ako je mogule sastaviti Gausovu prinudu u kon-
figuracionom prostoru za neki holonomni sistem tacaka
promenljive mase tada su diferencijalne jednaéine kre=-

tanja oblika (64).

Ako, medjutim, na sistem talaka promenljive mase dej-

stvuju i neholonomne veze oblika

14

Cu (T Vo [ oy e i 2] =0,

(=7 - ¢/

//“ (64a)
i1i ﬂ[fx/fi f/=0,.
koje zadovoljavaju uslove
N —re ] 'D,?.x/

e d : .-.:é ~ 5 - ’

)y §red. $W = b= 557 (65)
=

prirodeo je odekivati da relacije (6%) i (65) dovedu

do broja diferencijalnih jednaina kretanja koji je
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jednek broju stepeni slobodé neholonomnog sistema.
Zaista, ak0/u'ide od 1 do 1 iz jednacdina, za us-
lov |

1‘9/“06'["’*0 (p,o's o 8)

moguie Jje 1 zavisnih varijacija

6
Df / C cf ( / (66)
1zr321t1 pomoéu n - 1 nezavisnih (’5 = €+17, »—f—rz}
S(D‘q‘ . Relacija (63) deli se u tom sludaju

dt

na dve sume i to:

.(' D‘é“/
"E%‘ d %/ *2%2”‘" Nz /=°
9(;;/ 7/

odnosno, zamenom izraza (66) u predhodnu relaciju do-

bijamo:
- DL ' 3L S 27}éu{._ Y
l,: 3'5 +C€ N ] (;/?/— )
Wzl  2UZE
Odavde & obzirom da su varijacije ( )

nezavisne, sledi n = 1 diferencijalnih jednadina kreta-

nja neholonomnog sistema tadaka promenljive mase

’

(Q/sé‘l“",--~~,"‘—)

koje zajedno sa jednalinama veza (648) obrazuju potpun
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‘sistem od n diferencijalnih jednacina kretanja za re-
Senje mehanickog sistema,
Posle zamene vrednosti 2 u sistem jednadina (67)
i parcijalnog diferenciranja sistema se svodi na ob-

'1ik:

Df,, , (67%)
D S ac
o =0 4 + C? é] +, - —
sp_m T e Y ( / /sa, /_ e
( R

Ove jednadine zajedno sa 1 jednadina veza (65) odre~
djuju kretenje neholonomnog sistema tacaka promenlji-

Ve measce

Kao i u sludaju Gausove prinude, energija Apelovog
ubrzanja Jje invarijantna. Znamo da Jje energija ubrza-
nja sistema tacaka promenljive mase u nekom konfigu-

racionom promenljivom prostoru Vn je

# 2 g
28 "’Z 7V, kada je
c=t

- odnosno,

s =7 a Kst S5/

Sada ¢éemo dobiti koordinantni invarijantan oblik ener—

gije ubrzanja u Vn prostoru
n - :9}?.‘2913

=1

Ako izraz (68) zamenimo u (62) dobijamo:
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Z- 28 2[(Qurr) 2214 (Rur J(@ "+,

pa se sada jednacine ®a holonomne sisteme .:22? =0
2027 7
ot

svode na oblik:

‘as - < Z aa{_)"‘"‘ *—Q +7k0<
Y2 = ézx 4-5#’ / / ‘/cfé
2(287 (x=tp-men)

Za neholonomni gsistem koristimo sada jednadinu (67)

aZ v:‘/,?_g_ = 0.
N/ D2~ [«’:—4,—-"/(,]
3( J at / (& = €47, ..oy ” ]

(x = «’+€ )
i posle samene Gausove prinude oblika

Z =28 -2( Q. -rh/d f‘/‘?«""‘fx/ﬂ?*tf'/

jednadine ae dobijaju ovaj oblik

- ' 3S R
?i . — 2[&( +-“f’(/-f 2C [(—.. "Q,‘"‘ﬂ’}—ﬂ

DF° 2/2£”
a(Z’f/ a’t/}
odnosno,

Y ,'_" 68°
S L@y -t (2 G- )
¢ T — & D :
2’(02 3(""2‘/
at ~
Diferencijalne jedna&ine (67) i (682) prestavljaju

nov oblik diferencijalnih jednadina kretanja sistema

promenliive mase.
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3.1, DIFERENCIJAINE JEDNACINE KRETANJA
HOLONOMNOG SISTEMA PROMENLJIVE
MASE U FAZNOM PRCSTORU

Kretanje holonomnog sistema tacaka promenlji-
ve mase mozemo posmatrati u faznom prostoru faznih pro-
menljivih umesto u konfiguracionom Vﬁ - prostoru u
kojem kretanje odredjujemo resavanjem diferencijalnih
jednadina (8) i (9) kojih ima ukupno n i své su drugog
reda.

Diferencijalne Jjednadine Mesderskog za sistem od N ma-

terijalnih tadaka promenljive mase Jjednak je

m 4% -, +Z d”"(“ o = Yi) (69)
a{{' 7

11i

a_(m;yi)=Y: Z i
Cit' 37
A za sistem vezan skleronomnlm holonomnim idealne glat-

kim vezama jednaline se mogu pisati

k ai(
. "2 /
2 (mis) . + 3 L0t tL R0 o
at Y d=1

Ve
agr

po indekshﬁa-i jednaéine (70) se gvode na oblik:

dy: . 2 W K ol
ZI??‘ at azn 2 y {)’ ""a‘“”)"zzl\‘j;aoﬂ

d=t c=/ 1 é=f 64
Ako se izvrsi transforma013a koordinata u Jjednadina-

i sabiranje

Posle mnoZenja jednadina (70) sa

. L
~ ¥, na levu stranu,

ma (70), a prebace &lanovi

prethodni izraz se tada svodi na oblik:
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3« U',Vu 1.2 . Y. ‘A Zy 9)’, Za/m’ ” ray,-

— £ 29"
4/ oz & “agr ot b4
odnosno
N L%
ay d ]
IO PYE L Lo
dt\ iz 32/’ " =t o
- ay/ ' a_yo' —
Kako je y, = -a—; ,,,/ 32“’ @™ B te se jed-

nad¢ina moZe dalje predstav1t1 u obliku:

’3)’4 LW .o JWdﬂf:‘@_,_W % o
[a’tz-{ / /jafls X a};p"‘.z-zdé af"al’?“

¥
iet g

LS 2 2 g 5 2 2 e
adt L age 39 S 3[‘3 oz
‘=t
3 Z y. 2 P2 a’m 3}’1 Az
3’2ﬁ a’z‘ 3f agﬂ
P ey
Imajuéi u vidu da Je
o2y
‘% m 5 d9¢ g7 = pp - metridki tenzor
— %Y a.y
:Z- 7 a9r 29" ,nc"t - kg:iicijeuti povezano-

dm; ay’ a)/l d&)‘ 3d.<,o
X Y - - generalisana sekundna
a¢ o~ af 7 d t promena mase

iy

diferencijalne jednaline moZemo tada napisati u

obliku:



e

aaﬁ —o (71a)

y &
(Qw/w&/ Rap g 2=t 5y 4
/0 0/} +?.£2_K/Ja + q}/gnz—lfﬁ
¢

B)O‘Eé#'== k(;

S obzirom da je m; — to s
3y, ag* )
posle kompozicije sa izraz svodi na oblik:
298 | |
3 . AN -~ U
S 22 ge_ 5k 2
' Nor Do =L T 29n
e =7 9—2& azﬂ =1 2
Sto je po definiciji jednako generalisanom impulsu:
. o
, = &
/90 vp £ (72)

Posle mnoZenja jednadine (72) sa a”’ kontravarijant-
nim tenzorom, jednadina (72) se svodi na oblik: |
' Q. Qﬂ fr _/b a"f"
g =pc

Kako ae kontravarijantni metrlékl tenzor Jednak'
22~ 2#°
«s
- / —_—
a"& f/" /fn/ z-ﬂ?, 9)’, a}/
Sada se diferencijalna jednalina (7la) i (72a) mogu
na kraju napisati
- : — .x‘ .JA )
fbp = £va-+-f?,'+'/qghp jz. E?
* ol c(/)
g =’ pr

ili posle zamene Z" s /0:

( 73 2

dobijamo:

* o o j3

1) £ =& (73)

| . wf gt | |
I T - /:P /b;"/oé‘ ""Qﬁ'*
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sistem od 2n diferencijalnih jednaiina prvoz reda.
Jednadina (73) predstavljaju diferencijalne jed-
ratine kretanja sistema mehanickih tadaka promenljivse
mase u 2n dimenzionom faznom prostoru.
Odavde se vidi da su dovoljni uslovi da sigten (77)

ima ravnoteino stanje da bude (Qp+ Pa = 0). Ova; sisten

3

algebarskih nezavisnih jednadina imaju resenja z& voja bez
umsnjivanja opstosti mosemo smatrati da su odredjenz vred-
nostima 9= 0 , P =0 , za svako 4.

Jednadine ( #3 ) su ujedno 1 diferencijalne jed-
nadine poremecaja ravnoteZnog stanja 21-0, /ba.—.a sistemsa
materijalnih tacdaka promenljive mase u 2n dimenzionon
faznom prostoru.

Na sistem mehanidizih tadaka promenljive mase de-
luje n generalnih sila, gde su [%:=-%%££ potencijalne
sile sa potencijalom [] aQ; su digipativne sile i sile
izazvane promenom mase P&, tada se diferencijalne jed-

nadine (73) svode na oblik

™/ F“

o~ /‘;; P ps + ) +Qp tFa

.

2; A
b7

L}

L}

OCHOBMA OPTARYRANNIA yAPYR(EHOT PARA
3A MATZHATHYY, MINANRKY H ANPN%(IMHJY
anﬂMOTEHA

Bpoi:
Datym
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Kao 3to se vidi pomoéu diferencijalnih jednadina (73a)
mozemo da 6dredimo kretanje sistema tacaka promenljive
mase u 2n- dimenzionom faznom prostoru kada na sistem
deluju potencijalneé&: , disipativne<5%0 i reaktivne
sile P

OCHOBHA OPTAHASALHJA VAPYWEROT PARA

A MATEMATHKY, MEXAHUKY # ACTROHOMHJY
PUBAHBHOCTEKA

Bpoj:
Dartya:
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2,2, DIFERENCIJALNE JEDNACINE POREMEGCENOG

RAVNOTEZNOG STANJA SISTEMA TACAKA

PROMENLJIVE MASE

U prethodnoj glavi izvedene su diferencijal-
ne jednaCine kretanja sistema tacaka promenljive ma-
se za slucaj delovanja generalisanih potencijalnih,
disipativnih i reaktivnih sila. |

Ako na materijalni sistem deluje n general-
nih potencijalnih sila

g/l
&y 29"

gde je 1 =/7¢( 2’1 ceccne .}2”) potencijalna energi-
Jja sistema mehaniékih tacdaka promenljive mase i reak-

tivnih sila

aaxp ( X ‘x

SP’ = & -2
Y. 7/

tada se diferencijalne Jjednacine kretanja sistema me-

hanickih tadaka promenljive mase u faznom prostoru

mogu izraziti, kao 3to je pokazano u (73) u obliku:

h‘x -
2 = a’ltpr |
. § 277 Olap ,;7/7 (74)
i § Py — + s
/b“ = & (%J [xﬁf/p / & 9;?* E)t
2g
U okolini ravnoteZa stanja g=9, p=° metrilki ten-

zor je jednak

IN
- RCE Y - I,
Cup =) 10 5= ye / %

. )
¢:/ "?-O
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Kada je konfiguracioni prostor odgovarajuéeg di-
namilkog sistema s konstantnom masom takav dé§metri-
ka promenljivog konfiguracionog prostora zavisi samo

od vremena t, tada je Kristofelov simbol druge vrste

)

“p

Jednak

a.

i

Prema tome diferencijalne jednadine poremece—
nog stanja ravnotefe (74) sada se svode u takvon pro-

storu na oblik

2% = a7 pr
fu = QL+ A (75)

Razvijajuéi potencijale /7 u red po koordina-
tima u okolini poloZaja ravnoteze, tada generalisane

potencijalne sile moZemo svesti na oblik

V: 2/‘7 _C“ (1;_ /3 (76)
Q« ag a‘?/g/ / /2 .

kako su reaktivne sile u okolini istog poloZaja rav-

noteze Jjednake

- ) hﬁ ~
E = Qup(t) i, - (77)
to se jednadine poremeéenog stanja ravnoteze svode u

faznom prostoru na 2n linearnih diferencijalnih jed-

nafina sa promenljivim koeficijentima < '/%¢/ 1
Cap (t) 51 TO

5 «p
=@t fr _ ) (78)
fo == Capl8)27r Gap (¢) ee”
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gde Je P 2% a% .
429(/‘3(74/ Z /77 = Q“’/J
92 aj/’
O
Jednadine izvedene u obliku (78) predstavlja-
ju diferencijalne jednacdine poremeéaja stanja rav-
noteze sistema taczka promenljive mase u 2n dimen-

zionom faznom prostoru u okolini ;?oifo , PO,
.

Jednacéine smo izveli u ovome obliku da bismo
ih mogli kasnije koristiti za izvodjenje uslova sta-
bilnosti stanja ravnoteZe u okolini poleiz/a ravnoteZe
Qi*zjfhz = 0 sistema tadaka promenljive mase za
slucaj kada na sistem deluju generalisane potencijal-
ne i reaktivne sile., Kada na sistem ne dejstvuju sa-
mo potencijalne sile, zavisne od poloZaja i vremena,
nego i sile koje zavise od brzine, vremena i impulsa
ili nekih drugih fizicékih parametara, tada je genera-

lisana sila Jjednsaka

R. = & [gfj/og, Z
Nju moZemo razviti u stepeni red po koordinatima i
brzinama u okolini poloZaja ravnoteZe, i dobiti pos-
le odbacivanja c¢lanova viSeg od prvog reda da je si-

la Jjednska

= - b r s
= P2 Z (79)

Posle zamene (79) i (71) jednadine poremeéenog rav-
noteznog stanja za ovaj sluaj se tada svode na 2n

linearnih diferencijalnih jednadina
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9% =a " fs (80)
N VL
/b“ = - c;,/)/t‘/g/’-é,(/_‘ (¢) Q") for + @eplt) L7

Jednadine (80) imaju svoj smisao ako se kreta—
' nje sistema posmatra u okolini stanja ravnoteze

9% = 0, f& = 0, a na sistem materijalnih tacdaka
promenljive mase deluju generalisane potencijalne,
reaktivne i disipativne sile a stanje sistema pos-

matramo u 2 n - dimenzionom faznom prostoru.

DEHABNA SPTALISANYNIA VAPYININOT PANA
IA MATEMATSY, MEXAHEKY # ACTPDICMHIY
BuBABHCTELKA
Bpoij:

daTym:
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%.%, USLOVI STABIINOSTI RAVNOTEZNOG STANJA

Stabilnost neporemelenog ravnoteZnog stanja si-
stema promenljive mase ispitujemo u slucaju delovanja
reaktivnih i generalisanih potencijalnih sile sluZeéi
se kao osnovom radom Ljopunova i radom V. Vujdiéa,

Da bismo dosli do uslova za stabilnost stanja
ravnoteZe sistema promenljive mase ugimamo za funkci-

ju V zbir dve pozitivne definitivne funkcije

V = 7T+ (81)

pri demu je 7??Q2“”/bu/9ﬂ kineticka energija
sistema promenljive mase, a \xX/ =W(ihgyvgm) neka po-
zitivno definitna funkeija zavisna od generalisanih
koordinata ¢~ i vremena.

Kako je obidni izvod kinetidke energije po vre-
menu sistema promenljive mase jednak apsolutnom izvo-
du po istom parametru, t, tj.

D, . o7
I (7ppr) " 57
sledi da je

a/f 27 4 2a™” -
=5 57 Pt a’z‘/O

df i (82)
Izvod funkcije V moZe se sada izraziti u obliku
ZV « D/O/’ acqu 3 e

L P o v f 22 Pufos aﬁf, 2! (83)

o ,Z( @t
U konfiguracionom promenljivom prostoru apsolutni iz-

vod impulsa Je



Dbn ;_52‘(“{; fﬁs/m’ | 524~
e 1T

S obzirom da Je Kristofelov simbol druge vrste za
$
posmatrani sludaj (75) jednak jq pf =0 to se

izraz (83) svodi na oblik

CZ/V 3 4 /BQM 2w - D

a" Pa + 57— Pufo, + — o7, Z° (84)
Q/f /0/3/0 2911 /O/o/’ 32”Z+az‘
Posle zamene f"osa 2/32. 62“/}/0..( / /5£= +Qﬁv,¢//?3
u jednadinu (84), dobija se '

on - e
<« v o / - /}30( 7 7 <d
Q7 Cp +5) 5 7 /"d/’,e oY% 9% (85)

ili axe je w=/

3/7 .
(Q &7 +agﬂ/2 +Z ¢ /@“(/O,«’3 s (86)

Uslov (85) i (86) predstavlja analogan Ljapuno-
vu i Vujcicu kriterij stabilnosti stanja ravndteZe za
slucaj delovanja na sistem reaktivnih i potencijalnih

sila.

a) Ako generalisanu potencijalnu silu izrazimo

u obliku

v 9/7
T e

& funkeciju W moZemo izjednaditi sa potencijalom /7 ’

za taj slucaj uslov stabilnosti (86) postoje jednak:

/7 a9/ 422" G
(- dgr /i+aff/£ﬂ+2 52 /<f " 57 ¢ (&87)
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Ako potencijalnu energiju posmatramo u okolini polo-
¥aja ravnotezZe, & prethodno smo je izrazili u najni-
v . / o . .

%0j aproksimaciji f7=§-6%n£?2?ﬁ to je generalisana

potencijalna sila jednaka

v
= - 5
Q"‘ ar £ /

a reaktivna sila u istom poloZaju bila bi

3N > r . -5 P —_
2-3 m 2 o /é[f;i—daq,/f 77 (88)
¢tr:/ af"‘ afﬁf:ﬁ l

to se uslov (86) svodi na oblik:
Y7 oW

) y. . -/ g_w oU NCLPY
(7 (—Cq.ﬁ? + , U +ajﬁ}/bﬁ+aé Pfor * 5z 59, (89)

éto pOSle zamene Pﬁ Sa /O/" ::Q'(péa( i WS-Q Wz‘?-/[;ﬁgnz«?ﬂ

postaje:
. P e,/ / ;
) — - o

ili kako je prema [39] e Loy Qsp = — Qyg ,

to se izraz svodi na oblik

S ‘e - CL
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b) Uvodjenjem proporcionalnosti izmedju br-
zina

or 2 ZP=Ao”

Uslove (90) i (91) dalje moZemo izraziti tako Sto
ako vrednost za Z° uvrstimo u (90) dobijamo

7 o e [ BCup o
a“,,/\g ol t3 57 Q-«rf Qsp o + 7 57 “oprso

11i posle izvr$Sene transformacije, s obzirom da je

prema [39] éﬁ"‘paq Qsp =~ 27§ uslov (86) je Jjednak

TRo= [ S e - © (93)
Qup 427 Qys %55 1 4 0. 70"

Uslovi stabilnosti (90), (91) i (92) omo-
guéuju da se utvrdi stabilnost stanja ravnoteZe si-
stema tad aka promenljive mase u okolini ravnoteiz-
nog poloiaja 2% g, P =0 o

Ispitivanje stabilnosti ravnoteznog stanja
pomoéu ovih usmlova stabilnosti olakSavamo problem ti-
me $to ceo postupak ispitivanja svodimo na odredji-
vanje funkcija koje figurirajﬁ u uslovima, a koje mo~
Zemo ne sa ﬁako velikim tesSkocama i odrediti,

¢) U sludaju da posmatramo sistem sa jed-
nim stepenom slobodne metridki tenzor jednak je:
P o’ =a’
odnosno

Qﬂ(/) =, =42,
to se (90) svodi na oblik

a,ug rfa'p+4 .9 <o (9%)

G iy - ~af"'+2 co’s
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3.4, STABILNOST DISIPATIVNIH SISTEMA

Na sistem mehanickih talaka promenljive mase
pored reaktivnih sila, deluju generalisane potenci-
jalne i generalisane disipativne sile,

Za ovaj sludaj stanje ravnoteze bilo bi sta-

bilno ako Je izraz:

Ol
G Q@ R I [t 5 /"/”“ 7o)

manji ili Jjednak nuli,
Za slucaj da Jje pozitivno definitivna funk-
cija W jednaka
w =‘"?'/ Cup @ 5"
a da je generalisana disipativna sila CQ‘” izrazZena
pomoéu Relejeve funkcije, gde je K=/~ é.v,fj genera-
lisana disipativna sila tada je_generallsana disipa~-

tivna sila jednaka

R

2 o 2N bupo”
Ll 557 e

pa se uslov (96) svodi na oblik:
-5 bup 27874 Gopl” o —czq/?? “o L. 2?:0 (97)

Ovaj uslov mozemo koristiti za ispitivanje stabil-
nosti ravnoteZnog stanja sistema tacaka promenljive
nmase, ako na sistem deluju reaktivne, potencijalne i
disipativne sile,

Ako je sistem sa jednim stepenom slobodan, uslov (97)

gse gvodl na oblik

CZVdf'_f/('d*é/f?-/-éc'fzéﬁ. (98)
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Obidéno matematicko klatno je sistem sa jednim
stepenom slobode kretanja, te ¢emo s toga na njemu

izvriiti primenu uslova stabilnosti ravnoteZnog sta-

nja (95) 1 (98).
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H

%,5, STABIILNOST STANJA RAVNOTEZE MATEMATICKOG

KLATNA PROMENLJIVE MASE

izﬁiz, a) Ispitati stabilnost stanja ravno-
teZe matematickog klatna kojemu
K4 / se usled zamrzavanja cestica vode

ravnomerno po povrsini kugle ma-
- g=P sa kugle ravnomerno menja. Kugla
je poluprelnika re¢ i prvobitne mase m , Na kuglu
deluje sila zemljine teZe., Kako je métematiéko kla—~
tno sistem sa jednim stepenom sldbode, to da bi sta-
nje ravnoteZe matematiikog klatna bilo stabilno,

treba da Jje zadovoljen uslovs

/ { (99)

.. R
QUYP -7 PZ #HCZ 0.

Apsolutna brzina cestica vodene pare, koje se
zamrzavaju ravonomerno po povrsini kuglice jednaka
je nuli tj. &« =0 i time prvi élan u uslovu (99)

otpada i on se svodi na oblik
y v
fag +jezs 0 (100)

. 7
Inercioni koeficijent al Jje ‘1’045522 odnosno
Vd
<2,=5v£2 a izvod inercionog koeficijenta po vreme-
nu je
J . - 2
r,=mf.
Koeficijenti restitucije ¢ (t) i njihov izvod bili

bi

-

C/::+ ﬁég7£

Ako uvrstimo vrednosEi izvoda u uslov {100) on se

avrAdT ma k13 b



. * 2 : 2 59'-
(101)

S

ili ,

o (L3P —gl¥T) <0,

ot

akakc je izvod mase M |, kordinata'¥ . i du¥ine klatna ¢
b b ]

[al]

vetaod nule, to je izraz (lol) uvek manji od nule, ako
. 2 .

je [27923 9/5” pa je ravnotezno stanje Y=g ¥Y-J posmatra-

nog klatna stabilno.

b) Kuéla prvobitne mase m, i poluprecnika rg pove-
¢ava mgasu pripajanjem novih &estica usled Zamrzavanja
rzvnomerno po -njenoj povrsini Eestica'vode i pri tome na
nju deluje pored zemljine teZe, sila izraZena promenom

mase i disipativne sile &dija je funkeija rasipanja
/ )2
R=5 6% gde je b>0.

Stabilnost stanja ravnoteZe ovoga sistema is-
pitaéemo na osnovu uslova (98)

— » ° ¢ * ’
cag-f(a +b)2*+5¢ 2 <0.
Apsolutna brzina ¢estica vodene pare je u = O,

tall® da se uslov upro$éuje na oblik
/{5 2, {0 og2< 0
_F(Q,-/—b,}f * 3 C, g (102)

Generalisana koordinata Jje ugaoni otklon tj.

inercioni koeficijent je
2
o, =ml
a njegov izvod
. >, 2
Q’.':mz

za male oscilacije potencijalna sila je

[Q;f: -4075N(V’==“ € ¥,
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a izvod po vremenu kosficijenta rastitucije matematid-
kog klatna bio bi
Cs= mgl

Zamenom gornjih vrednosti u uslove (lo2), dobi-

Jjamo ) ) .
~[b e /)7/(/‘/2—35”2/] <0

Kako je u posmatrancm slucaju izvod mase po vremenu uvek
veéi od nule tj.li>2a isti je sludaj i sa b, 1 i g,
oligledno da je tada izraz sa leve strane za svako t 2 1,
manji od nule ako Jje /b ‘7‘;2+/?7-/2$"2/)§9°? pa je rav-
noteZno stanje matematilkog klatna u poloéaju.¥¥®‘ﬁ= 0
stabilno.

Ovde Jasno proizilszi i poznati sludaj ponaSanja
matematickog klatna konstantne mase u okolini poloZaja
ravnoteze pri dejstvu otpcornih sila, U tom sludaju je
izvod mase m, =0 » pa se uslov (702) svodi na ne-
gativnu funkeiju

..5/550'250,
te prema kriterijumu ( ¥4 ) dobijamo da je ravnote¥no

stanje ¥=0,¥Y = o stabilno,

UEHOSNA PTANMBANYIA YOPYU(IA0T PAAA
SA MATEMATIY, MIXASSHY B ADTPOHOMMIY
BUBHHBOTEKA

Bpoj:

Hatywm:
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4,1, DIFERENCIJAINE JEDNACINE POREMEGCENOG

KRETANJA MEHANICKOG HOLONOMNO-SKEE-

RONOMNOG_SISTEMA PROMENLJIVE MASE

Polozaj holonomno-skleronomnog sistema pro-
menljive mase u faznom prostoru kojeg posmatramo od-
redjen je sa 9% .. .-, 9 4 p,.-- ,p« mezavisnih kor-
dinata.

Kretanje sistema u faznom prostoru kordina-~
ta ¢”24¥}Z*,P¢jlodredjeno je sa 2n difererenci,jalnih

jednadina prvog reda.
ReSenjima tih jednadina .2Q=i§k(2/,/b«7ﬁh/ﬁ’

odgovsra neko odredjeno kretanje posmatranog siste-
ma.

Uporedjujuéi ovo kretanje sa drugim mogucim
kretanjem za posmatrani sistem ono ée biti neporeme—
teno, a sve ostalo sa kojima se ono uporedjuje prestav-

ijaée poremeéena kretanja, odredjena relacijama:
ZE.‘(:: 2“(7_1/4’ gef(f}
ii =f&(é/+ﬁk/%/

(103)
Velicine fq i'?,{ (x=1---, ») predstav-
ljaju poremecaje kretanja.
Diferencijalne jednadine neporemeenog kre-~
tanja holonomno-skleronomnog sistema promenljive mase

u faznom prostoru mogu se napisati u obliku:
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"« OH (103)

- gde Je

H - nhamiltonova funkcija

{4 - nepotencijalne i disipativne generalisane
sile
F) - generalisane kordinate sila izazvanih pro-

menom mase posmatranog sistema
Medjutim, analizd stabilnosti kretanja moZemo
izvrsiti pomodéu varijacije Hamiltonovih kanonskih di-
ferencijalnih Jjednacina:
{(55) - 58”/
g(dpv/ _$ / U b Qu(tgips) + R (2] (To8)
Vrednost kordinatgg“ i/ax za poremedéeno

kretanje bila bi
GG foam peld) 7
pa se jednadine (1lo3) mogu izraziti u obliku
X o ' R '
a/[fv‘,f"/: 2# (2, £+, prripe) , (105)
dpap),  2HELZE L], 5 (2 g pesp )+
42 (2,2 ES putpc)

't o g~
Razlaganjem desnih strane jednadina (lo6) u Tajlorov

red po, gq i.gxdobijamo

? el ""i
9}” 8 /0/9
gde fx, ; oznalava male veliline reda veéeg od prvog

-» - - V. d’ - 3
zavisne od velicdina E’ 17, .
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Za reaktivnu silu dobijamo:
D =D . A +~F .
ec afﬁg a/,‘?’a
Sada se jednadine (lo5) mogu napisati u obliku:

(2% "/:__ 94 | °H % H

. a ;ﬂ.{_ ? + /L;
a/zl Q/bx 3‘0“3/_60 afa/c/s
m: - ek i /_/ ?,a “+2€« /9*
2t 7% g70gr - 977
(106)
4 2
_eth ,a.___.g"‘?p+5+/2+3§ ?”,L:a—-?pv“/é'
22" 9pr 2/ o2 2Pr

Posle oduzimanja jednadina (1o5) od (lab) do-

bijaju se jednadine poremeéenog kretanja u obliku:

dE_2H g, 0°H LA (107)
2f  Agopr op~2p, r
Ao 2 gp M 2&,, 2%

¢ 9 22n T Togapn O 500 ¥ MR, U7

gde je 0g9r 2pr

F=F, 4 ,-/'r; //35"/""/"/
A ko su kako je pokazanoiiZJapsolutne brzine Zestica
tadaka sistema jednake nuli, ili su brzine otpadanja

i pripajanja Cestica kolinearne i medjusobno jednake



SN

kao i brzine dinamicke promene usled ctpadanja i pri-

pajanja éestica, onda jednadine (1lo7) poremeéenog kre-

tanja su
H?f_aﬁ% e” ?22H

iko je za posmatrani sistem 152_]Hamlltonova funkei-

Ja Jjednaka:

- ~
H=faVppp +V(2,---,272),
to jednadine (1lo8) moZemo da svedemo posle izvrsene

zamene izvoda Hamiltonove fuhkeije

Vs

o

rbZH :2 a/_/)
dprop« 027 9/’“ 3 27

REH o

ofpupr

%4 B o g
dor 257 crarl Z 922 Yl
na oblik:

5= azﬁ ™ pr ?p’La_f/’ = gn v

. 2 V-3 4

o = ",: CZ & Ad -_— 2

(<772 S pna arali f‘“ G?/:: # “ograpr 57
p 1 3 <X ” gac
gde Je . + _a___; g,,+ ) ?/) )

z 3 ppr

sza" .
Kako Jje generalisana potencijalna sila jed-
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naka
»av . Qa(

to Jje

27V 3&L 
% gﬁ , pa se (109) moZe

Togtagr dor
izraziti u obliku
i ‘aam ?E"‘ Qa:a"
% -Z)Qﬁ /%‘/ - ?r
. (110)
) >z 7% L I 2Gu o
= - — — +
?"C Q'afwg"/b/m ) “/béfr 29P 5
(Bc%b i Eﬁgﬁ- r ;aé%;‘k
921’ ? aff‘ orpr i«
ili posle zamene
éng:'?“é?c:'ffo
dobija seuizraz:
x Ja g o
= ——— 3 + f o
% Qpr /3 4
‘942,: ‘36%'
£+ 73

Prema{?ljv, kovarijantni izvod metrickog tenzora
sistema promenljive mase jednak je:
?Qq/) s b
odakle je
2a” R STl
P [

'Bfﬂ
to se jednadine (109) mogu konadno napisati u obli-

ku ac
é -~(a°‘*/?s}1 @ 0L ) peste @y,
(111)
“‘“/ba*/:> o //vrar’#(&”/"}" it }f’#f’u
’30 9191
ﬂg APk 7ﬂ v I



o
[»a)
.

odnosno
P
Eq: ’_a__[i » §ﬁ+ Q“J‘IZ&A
o7’
i 2% gﬁjﬂ"
éd:»(g afdaf”;/{’f/"g’j‘a?ﬂ/br afﬁ a/bﬂ

. .. “p_ »
7a sludaj kada je osnovni tenzor & = const s
tada su jednacine:

. o 4t
= = 2 Q’,y.
’ Plmgr | © 2 s (m2)

Z‘t 7P Oﬁ (/D

Diferencijalne jednaline kretanja sistema promen-

-

1jive mase, moZemo sem u kanonskom obliku, faznog
®)

prostora, izraziti i1 u Kn = prostoru.
Piferencijalne jednaCine neporemelenog kretanja u

kovarijentnom obliku su

G “ ¥ ar ~ x ~ 3
2 +/}ﬁ22=[\77‘5"’, (113)
Ako se prilikom kretanja sistema javljaju poreme-
£aji, tada su generalisane kordinate jednake:

e =< S

g =2 +5

gde su %“jporemeéajiu

Diferencijalne jednacine kretanja posle zamene

. « ~ s s . C 4
generalisanih kordinata 2% sa 9%+ svode se na

oblik [527]:

-

G ET (5 E ) (5000 R

¢t

(114)
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— . ) .
L yp ~ kristofelov simbol posle izvrSene vari-
jacije uzimajuéi u obzir samd prve stepene je[4Z] :

— o+ %-5 2 ,— (115)

‘Reaktivna sila &% kako je pokazano kod [ J je slo-

%ena funkcija koja uglavnom zavisi od brzine kreta-
nja tadaka sistema 1 apsolutnih brzina destica, ko-
je se pripajaju ili odvajaju od tadaka sistema.

Prema I. MeSCerskom reaktivna sila je
v, 2 '

X r7gs
Fr = m‘(@w& yo/ (116)
'V
§to se u }(n_ - prostoru moZe napisati kao
\l"cx = > é (“ /'

Kako je drugi deo izraza (117) zavisan od
brzine tadaka sistema yt to je on posle nasta-

log poremetaja Jjednak

1,2 dml(‘) . . ‘ - ,
“z (%7 O 77/ .

s odnosno ckd

Prvi deo obzirom da zavisi od apsolutnih br-
zina destica, koje su funkcije

52(»7/'5 = o (y.',y;, - -
ili posle izvrsSenog poremecaja

Uige =+ (Yt Yoti o -+

i razvijaju apsolutne brzine u Taglorev red [32]

-~ DUy, . )
d(;:," 0/[ "/‘Z ( C/ /? Z( 9%”/,7‘2 (119)
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gde ¥ predstavlja Clanove viSeg od prvog reda, svodi

se na oblik:

4,2 1, .

) = L% :Z§ 7 [ 7‘2(9”“/?; (119)
f ¥)é ; .

X 1 (%]

Ako od jednadine (114) oduzmemo Jadna01nu (115) pred~

. . . - . 1
hodno generalisane sile iQ,l reaktivne sile y’ se ra<

zvijaju u Taglp(orev red po poremeéejaima %’M < 'Zo( .
DA =p ’Bé?

Q. -Q+ = §+ 2 €747

& 92/’

,a(f, al_p"( - . (120)
PR

Ve A
ag'/’ £
7du /é
atQ«ﬂ (21/5,_ caﬁ/

(121)
FE 77

P
r, 2%k U

T ’B Qa(ﬁ

%Px

te posle odbacivanja ¢lanova vifeg od prvog reda dobi-
ja se diferencijalna jednacina poremeéenog kretanja u

. )
konfiguracionom prostoru K.

<
. o P AR 2 p,
g2 N v 2 el g
L ’a%".-p
Zg?ﬁ H gﬁéﬂ ‘?

Za sistem konshantne mase, diferencijalne jednadine



(122) se svode na prostiji oblik

P o
T )
E7-22 gty P& gp
99”7 og”

BCHOBHA OPTAHUBALYJA YAPYHEHOT PAAA
3A MATEMATHKY, MEXASAKY H ACTPOHOMHJY

PUBJAHOTEKA
Bpoj:
Jarym

69.
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4,2, USLOV STABILNOSTI KRETANJA SISTEMA TACAKA
PROMENLJIVE MASE

U ovome delu rada, oslanjajuéi se na rad 46
reSavamo opSti problem stabilnosti kretanja holonom—
nog skleronomnog sistema tacaka promenljive mase, ka-
da je konfiguracioni prostor takav da njegov metricki

tenzor zavisi posredstvom mase samo od vremena @ t,

a) Varijacione jednadine (111) poremeéenog
kretanja posmatranog sistema za koji trazimo uslov

stabilnosti za uvedeno ogranidenje konfiguracije si-

stema uprosSéuje se na oblik

o X xd

? - 2 78

. (a(,zn: B ?Qx ?ch A (12%)
T = agn § Topr 7 g 5

] / D
gde je &< =&+ }?{ ,

‘& jednadine (122) se svode na izraz:

o 2T ’3'6? A, ’a‘f"‘;;f' 2¢" g
% = os” aé/z CS24 ;%?w
jer kordinate tenzora.czqf> zavise samo od vremena,
te /e EZE%ng-O,
' CAda

Ako uzmemo da Je

o
c (aé?n( /aé?w.
4 —
“/7 f af/g
tada se jednadine (123) upro$éuju i svode se na oblik
£ =" 7} , (124)
eYM

7x= c@a?ﬂ
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Da bi postavili uslov stabilnosti za posmatrani slu-
daj kretanja sistema polazimo od rada [$7], uzimajuéi
funkeciju vV , kao zbir dve funkcije od kojih Jje sva~
- ka pozitivno definitna za svoje kordinate, a njihov

zbir za sve kordinate

/ / ac/n' 4 , 4 7/ n 4
tako da je _\/"Za ?“7/’+'f‘/(§/’*"/?/t/
(125)

Izvod funkcije t/ po vremenu t jednak Jje

V=& pxpr +$ 2i~ ?“7“ "é“sg‘« g= + =

ili u smislu Jednaclne poremecenog kretanga

V= op(Cep§”+ 7,3/»3_, ¥ Z"?/’ fagp 3 * 3% ¢
to moZemo dalje naplsatl u obliku
: r o«

oW o o g8, 0%

y:é-z +2" "a—zz ?x?/) "L[ /7 5 +9/0/; ?ﬁ/ ?/’ 2;& §

ili posle zamene poremecajne brzine sa
=2 o
izvod funkc1ae / se svodi na oblik

' &L, o) o,
VL G oo 00 *55<) &

Ako je mogule naéi takvu pozitivno defiknitnu

funkeiju

:W(f/ ?;;‘57/ u kojoj je izraz

, (126)
N »>a™” 28 2w
2 a7 vt (T 7 ’a;x}‘z?x“



manji ili Jednak nuli, neporemeceno kretanje skle-
ronomnog holonomnog sistema tacaka promenljive ma—
se je stabilno.

U sludaju kada su apsolutne brzine cestica jednake
nuli, ili su brzine festica pri opadanju i pripaja-
nju kolinearne i medjusobno jednake kao i brzine
dinamicke promene usled otpadanja i pripajanja Ce-—
stica, tada se izraz (126) svodi na oblik:

3w 4’aa aé&gp aé?d 947 ¢ 81/17? “o
SF T25E 077 Gy 'a/:'ﬁ

posSto svi ¢lanovi koji su sadrzavali reaktivau silu

otpadaju,
Posle zamene
v Pal
L=V
'Bf/’ 0P °rr

sa,a{p, dobija se

wp
Qw, 19 oW [,
7T 72 (S "‘/’?7““"/’?’” og=/ §= S0 (127)

Na osnovu uslova (127) poznavajuéi viednosti metrid-

kog tenzora, generalisanih sila i proizvoljno odabra-
ne pozitivno definitivne funkcije w moZemo da utvrdi-
mo da 1i Jje kretanje sistema stabilmo ili nije,

U sluéaju da generaliséne sile zavise gamo od vremena
t, tada bi njihov izvod po koordinatama poloZaja i po
brzinama bio jednak nuli, pa se uslov (127) svodi ns

oblik:



ey

73,
>a*” , ‘ (128)
?...2(/ ( Py «7"-?':];:(24(/0/7/3 0.
~t < vE

b) Uslov (126) izveden je posmatrajuéi kreta-~
nje sistema u 2n- dimenzionom faznom prostoru. Do
sliénog uslova za stabilnost kretanja sistema ta-
gaka promenljive mase mozZe se doéi ako se kreta-
nje posmatré u n—dimenziocnom Euklidovom prostoru.

Za posmatrane uslove za kojJe je /-F =0 Jjed-

nadine neporemelenog kretanja mogu biti uproscene

na:
J 2 2 (129)
Analogono ovome, za poremeéeno kretanje je -

.@ '“/ . .
iz = L E"= e (130)

=44

Kada se desna strana jednaline (130) razvije u red,
a od jednaline (13%0) oduzmemo jednadinu (129), tada
se dobija épsolutni izvod brzine poremeéenog kreta-

nja e
o< L .
."ev:. 9& /) 9& /’ -__(a/b ;P

g A' Q‘P
5 °r” £ (131)

funkciju biramo u vidu zbira dve

pozitivno definitne funkcije

V = -Q«f g gl w8, -5t



Izvod prve ove funkcije je'

{ d 9:2«, 132
417"- L/Q"‘/” ? % / ’U’ s ?/) / jf;’ §’Q (132)
a druge
A oW iu O (133)

= +
A og* $ t 5z
Posle zamene vrednosti (1%32) i (133) u:

*z‘(éffzaﬂ ?’ ?}D}* el

dobija se uslov stabllnostl kretanja tako uprosienog

*

sistema tacdaka promenljive mase

Y% - -hed D QP rp > o ) P
OW g 2 1 Be g, g — F
dEr 2t £ 2 -V og” g
g «
oY ' 134)
o7 g P}adff <o
o097 -
Posle zamene . o
x -
‘,‘MQQ« ’gdx.;a_é? gp—f-z—t ?’5 gﬁijgﬁ
N 250 257 2 pr g "
uslov se svodi na oblik
‘ow - oW /‘ 90“‘9 - g2 7, - /2
LSS r -~ T
odnosno
D2y ~ &« b en
QW (oW e T ax,o/"}f’pft‘?— (138

— Der 221‘
2t £

Prema tome, ako moZemo naéi takvu pozitivno

definitnu funkciju W , da je uslov (138) zadovoljen,

74,

)
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I\ M \ l e Onom

i ’ je stabilno.
koeficijenti Rap = @px(t)je s

OCHOBAA OPTAHHSAUMJA YPYIKEHOr PASA
SA MATEMATHKY, MEXAKHKY H ACTPOROMAJY
BUBIHOTEKA

Bpoj:
Batym:




5.1. JEDINICNA KRETANJA NEHOLONOMNIH
SISTEMA MEHANICKIH TACAKA

Posmatrademo mehanilki sistem M kojeg &ini skup
od N ¢dinami¢kih tacaka promenljive mase m; .

PoloZaj talke mehanifkog sistema odredjen je vek-
tornom poloZaja
e et
/;.-:}:(Z‘j
Kretanje tafaka mehanifkog sistema promenlijive ma-

se je ogranifeno sa k holonomnih veza.

— — (137)
L(F T,

(q=z.”“.vk)

i L, neholonomnih skleroncmnih veza oblika

-

) levi vl =0 (138)
i=7

(‘:-I' """':‘L/'
Neholonomne veze u generalisanim kordinata-

ma su oblika:
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neprekidne i diferencijalabilne do reda koji je pot-

reban, veze se mogu izraziti i na ovaj nadin:

' (139)
Sistem je pod dejstvom aktivnih sila
[-‘.:[(//;," //; %’--—"'/UL){/

/

reaktivnih sila

Foe = / (u: = Vi),
i sila reakcija veza
/? Z /\ grad;t +Z oy ls

Kretanje sistema na koji deluju ove sile posmatra

se u nekom promenljivom konfiguracionom prostoru Rn,,=={

2, - 2.

Baza prostora je ___
-~ ‘34"
ég; aj?« °

Kretanje se moZe opisatl LagranZeovim diferencijalnim

jednaéinama prve vrste

m;w, F +F‘ +Z)\p5fa—d /ﬁ"zaﬂslh (140)

———

gde su)y;ﬂ} mnoiloci veza koji podleiu odredjivanju,éé je
apsolutna brzina odba&enih i pripojenih lestica, ¥; je
apsolutha brzina tafaka sistema, §/z:brzina dinami&ke pro-

mene mase.

Jednadinu (140) moZemo napisati i u oveom_ obliku:

[/?7 /4, Y +) A, ‘yx‘cu/éwﬁfaﬁ l,, (a1
X

Da bi se iz jednaine oslobodili (141) mnoZioca veza

i smanjili broj deferencijalnih jednad&ina, pomnoZimo jed-

nadine (141) skalarno vektorima ?2?~i sabiramo tako dobi-

ag=

f £ 2'/,« +Z£/\ f’”‘/’f‘“

jene jednakosti:

Y{ 5 (m; Vi)

N
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- *a/* (142 )

+ 2; Ej 2“%.154 EB?K

(z7 b=
izraz na levoj strani jednakosti (142) tran-

sformisademo na ovaj nacin:

d o _ -~ orn Ry A
e m,V — m/ -_ '—‘ml P’
¢ ( afp( 27 ( %?q 44. e
Poito je ig - o7’ ;é“(&=/~v,ﬂ/t° se
09" '
jednakost svodi na oblik
Q/ ;Q__-r‘ o/ 'l'/ Ve/i Y74 /_ 2..{,‘ 2/’ =
oA 29" 29 7 ag¥
ili dalje
d < B/‘ ar r
— j{ m; — 13 ,_Zz'gn or ‘;f orr 5 é:,_.-“
at o, ag” ag*’ £ 29"

Metri¥ki tenzor i generalisani impuls posma-

tranog prostora definiSemo ovim jednakostima

a’e{i—m rar

= ; ) « (143)
&=/ af afd"
— ¥ =2 =gt
Pum Gy 2 == 9%=2a p,
Po¥to je my = £; (1) , Zo je aa/j fun-

kcija 1 vremena
£ (2 27 ¢
a = ; =y , )
x4
zato se levi deo jedna®ina (142) konatno moZe ovako pisa-

ti:

;// 2,8 -a [ giet L
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Masa sistemap.- f;(t) i brzina dinami¥ke promene
usled pripajanja i otpadanja ¢estica ostaju invarijan-
tne u odnosu na sve ovde posmatrane transformacije koor-
dinata, s obzirom da zavise samo od vremena t.

Kada u jedna&ine (142) unesemo jednakosti (143)
dobijamo kona¢no izraz leve strane jednacine {142) kre-

tanja posmatranog sistema:

- {fa*fp/’éri%bq o

Na desnoj stranl jedna&ine (142) imamo, prvo, genera-

iisanu silu

(146)

A —— /:‘,.
Ez: e = é?«,

res

Zatim, kardinate reaktivne sile

N - - 3 /‘:
2:?/“; “i ———~ = Az
: 0g ’
VY
i sile holonomnih veza,

——

&
143
/})_—_‘, /\/, gréc{‘-/,,a};‘ =0,

i sile neholonomnih veza

Ma

-
~

i

L
/\
a{? [61 ?3 >3 312 qt%x

o7* b=

-

M
M

™
t
-
>
"
~

/
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Xona&no, dobijamo jednaline kretanja neholonom-
nog sistema tacaka promenljive mase u linearno pove-

zanom prostoru:s

‘3{Pd &“ °‘ 7 2 ?105 6o

koje zajedno sa ]ednaéinama

Bu g + P40 2’*:0“’;0/0

(147)

obrazuju 2+ 4 jednaline, pomocu kojih moZemo cdre-
diti kretanje. sistema M.
Da bi iz jedna&ine (147) odstranili mnoZioce neholonom-

nih veza, napifemo prethodnu jednaZinu u ovome obliku:

'l? &)'#'FL +2?:M7 <4

at 41 pxé4z-ﬂ "y (148)

/,, = 44T, ....//z/
?

Sada jednadinu (148) pomncimo sa gﬁqc

/4

cﬁqcﬁ é"‘c/@x + 2 }_-3104 ¢b95¢“

4=, (149)

Obzirom da je

xe c ! b=c
f#w’@ =3¢ = f
o é#c,
mo¥emo sada mnoZioce neholonomnih veza da dobijemo iz

jedna&ine (148) u obliku:
“ 4 (150)
¢ xc D/a( N )D)
2P (o G ).
Ako Mciz (150) zamenimo u jednaine (147) tada

se one svode na oblik:

2 =G, P o3, [0 LG R

8=/
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Konaéno, kretanie posmatranog sistema M se odre-

djuje jednadinama:

Py = @y £ (151)
20 VI o pi)
g = Qe Rord (G- Ry

p:‘f’, ....,’2
V4
z b=ty
55?«.2? "hﬁé& =0. '
Ovaj sistem sadrZi 2n jednadina prvoga reda sa isto

toliko nepoznatih kordinata.

OCHOBHA OPrAHNSAUWJA YAPYEHOT PAAA

A MATEMATILXY, MEXAHHKY H ACTPOHOMULY
PUBJIHOTEKA

Epoj:

dartym:
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5.2, JEDNACINE KRETANJA NEHOLOLOMNOG SISTEMA
PROMENLJIVE MASE SA KVAZICIKLIZNIM KORDINATAMA

I
KvazicikliZne kordinate:ﬁ?“ su kordirnate od kojih

eksplicitno ne zavisi kineti¢ka energija T, generali-
sane sile i koeficijenti neholonomnih veza. Ako je ge-
neralisana sila Q4 koja odgovara kvazicikliZnoj kor-
dinati‘gquednaka nuli, kordinate su ciklicne.

Da bi dobili jednacdine kretanja neholonomnih si-
stema promenljive mase sa kvazicikliénim kordinatama
podjimo od kinetike energije ‘7-,_5/9“/)2'«2'/: i jed-

na&ina veza

> |
=0 152

£.27 =9, . (152)

odnosno - .
, /,3.-.-5 ..... . ”?
> _

éﬁo{{f * é}y”?y-’:U.

gde su (e’= 7 . ..... m) indeksi kvazicikli&nih

kordinata, a (¥=m#4{---,72 ) indeksi pozicionih kordina-

ta.

/
Ako jednainu (152) komponuiemo saggégdobija se

/

A ‘o £ .y -
5.5 =-¢"s, o ;S (o)

./3/ 'q/ ﬂ/ >
Jx’ f = "éy Pd
/

2 a’
- _ " v

2 - é«x’} <¥,/3:/,,-..._..,f??
Da bl se eliminisale generalisane brzine iz kinetilke

energije, sledide postupno:

4/ X
T=7 2,27 2"
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~
i

x/sffvf- /,22

\b‘\

/
T=g @n'2 g *5 awfz ui @iy’ 2 S f A G

P L M MV ‘ -
T=f acnd) &L 275" +fauwd /e fa, Bl s

+2-£ Q%f‘ 2-/‘

! ’ P P

— / V2 -~ - .
Tej(Cup @, & v d +a,d] 1a,. )" s’

o ’ ’ /
, 7 o e 7
g".v = = (a"‘/” é é/‘ + 'y B ot Rup 5‘5 *a’/‘)'
U mesto generalisanih impulsa /b/. ovde demo posma-

~~

trati velicine f’a: koja je po definiciji jednaka

—

ﬁ 49/ /Ou o+ /0“ 1‘ 500:‘ - / P" a f é"“

odnosno /od -/0“ /q‘tp gde vaZi da je

va . ~ 97‘ & ‘v
pa( 25—;‘ € /O/* ‘62/‘ /"Z
< el <
Posto je 5, gde 3e3 kofaktor ele~
menata Z;- P /5/‘)’/
/ €4

€ o~
bt 0= pr ;. 4ot =5 AP
dobijamo '6 Z»/ﬂ /3/.‘ ,

Uzimajuéi u obzir rad[§]da su kordinate 2.“ kvazicikii-

&ne, jedna&ine kretanja posmatranog neholonomnog sistema

promenljive mase su:

’Z.f"‘éz/‘yﬁy
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Dp«, 28" 0% Q. Qo C. +P
¢ at (153)
& ! /"“", e
(@ c —a Jprr " -
ovde je:

-y

/% - generalisane kordinat=s sila nastalih promenom ma-
se posmatranog sistema.

Kordinatgzymogu biti odredjene relacijama
P\JV ~ ¢ ""’J?!
' ’ /77 .
9v=9"(2%..... 27 2 =2
‘)y/ vl -’c , - —K/TO{
2, =¥ 2 y S = P £ .
7o omoguduje uvodjenje linijskog elementa

A5t 27 at’ = Uup Ae™227-

U ovem metridkom Vm prostoru, jednaline kretanja
Capliiginovih sistema mogu se ovako napisati
éifv—.ﬁ‘v/’/b/) (154)
at
2y) M‘ -~ _
it 4 fé/b‘r = :x 7

2t
gde su

~ ",
{7/}y -—-é's“(ax/) 4 C2o¢/3’ ﬁaﬂ /(ytgg; / Qﬂ""&e""lﬂx 62‘{'

AV

Sistem (154) sastoji se od 2 m jednadina sa isto
v ~
toliko nepoznatih funkcija & = ¢ y/é/ p /by= fyﬁ‘/ Kada

se redi 1 re§enje zamenl u jednadine neholonomnih

|
veza (152), ostale kcrdinate‘g“ se iz ovih mogu dobiti

kvadraturama.
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5,3, JEDNACINE POREMECENOG KRETANJA NEHOLONOMNOG
SISTEMA TACAKA PROMENLJIVE MASE

Rako je pokazano u radu [5 ] Jjednaline kreta-

nja posmatranog mehanickog sistema M imaju reSenja

9= 9 (tte, 20, 2 P o)

’ ” (155)
/bx = Pﬂ((f@/{/ 20, e ey .’2‘/'P/,I_....//bnp/,
koja za ¢=%e zadovoljavaju pofetke uslove
L4
9:=Q°‘/t‘o /L, - ;Z//o,/ - .//oa./
(156)

/b“o =/bd(f"/ 2‘;/""'/23//@/0’, """" //040/

Sem skalarnih funkcija (155) koje odredjuju kretanje
sistema saglasno sa pofetnim uslovima (156), kreta-

nje sistema mo¥emo dati i u vektorskom obliku

E'_ = /-":- () =r. (270, ... .. 2%) Q57

Kretanje sistema M, dato u skalarnom obliku (155)
il1i vektorsKem (157) uzimamo da je neporemefeno, za
razliku od poremefenog kretanja cpisancg jednag¢inama

- ¥ — . . */ ) ,
ry =r; (¢ =r: (2@, - Z A (158)

Za podetne uslove poremedenog kretanja uzimamo:

el 4

e oy T x "—'*,
/nio =/ ¢ (éo/ y VG'D = \/‘ (L‘b/ :
R azlika wvektorskih funkcija kretanja sistema

i
(158) i (157) odredjuju vektore poremeéaia f;koji~su

e, =r;(Y - 1 (¢
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Podetni poremeéaii su jednaki

——— —

i[a = /V“'o - /:'0
odnosno, brzine

—t — e
R L
V‘O v&o 4O o .

Kako su vektori poremedaja ¢, neprekidne funkci-
je vremena &ija je zavisnost od podetnih vrednostil

takodje neprekidna to sledi da se vektori poremeda-

ja mogu dati u obllku.
- .
‘)’z = 27 . (157)
9%

gada su vektori poloZaja poremedenog kretanja si-

stema taaka jednaki

—-o-" — — — o ’a»;'):‘ (160)
r‘ = n- + ?‘- -+ F -—a—;éa(

oni zadovoljavaju jednaine holonomnih veza u 1i-

nearnoj aproksimaciji, pa se poremeéeno kretanje vr-

Ei saglasno jednalinama holonomnih veza

—n - (161)
Li(nf_..“.~,af)=q
koje se mogu razviti u red u okolini taéﬁe(ézuvfiypa
dobijamo

-~ - 24
falr, - r)rY g, St 7Y
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Brzina poremefenog kretanja je
(162)
a//'}.ﬂ - . —— DF“
Ve 2
744 2t 29

Ove brzine dopuStene holonomnim vezama u pore—

medenom kretanju zadovoljavaju uslove Z (aa{“) V
re

odnosno ,
Z 9/ Vi o+ A 20 ?7[/’14-""""0/
5 a/:':" Q’f 32 af'

ra jednaline poremeéenog kretanja ako je vektor pore-
medaja (159) imaju smisla samo ako se zadrZimo na pr-
vei linearnoj aproksinaciji.

Kako je dalje pokazano u radnwmoguée je odredi-
ti uslove koje na vektor poremedaja stavljaju neholo-
nomne veze, koje ograniavaju vektore poremecdaja i iz-

vode vektora poremedaja po vremenu ti.

Z["[’ y +Z& =7 (163)
rE ¥4

gde su
R ol _..:* Y
[55"/“'3(,", ----- ,lnuj/

(164)

Ako sada ove funkcije (163) razvijemo u red u

okolini,heporemeéenog kretanja, dobijamo



/:I 9_9”
¥ -~ g o2le @¥ .
/6' :—-/&[n,""'//;//f-é;y?-}_”.’ (165)
Zamenom 162, (165) i (163) dobijamo

VY2 i

£< 5 o 24s
({ 3[76()_:+ [V L2 __; )+ "’+ajy?f'”:0

Uslove koje neholonomne veze namedu vektoru pore-

mecaja dobijamo iz razlike ove dve jednaline:

N - -
prve, g /6—4 V‘ '/'(5- "y
Py

sy
tj. razlike ove dve jednaéine

Z ( /“ al“ Eﬁ.i’n ‘/~+ D; 8/’ Z >
¢ af'“ 2p¥ > %pr " A 2o
D;/‘.a/ﬂ 9[‘5 f +4y +2§§”—ch 2/‘ 2/‘.‘_4;-.@
7 5&#‘ 2% do¥ 2.
odnosno N ; Z
wal,& > Df fo 27 grD5 2l 2/’74““}
Z (§ z 5o “92/* ?a’z‘ 25 o7~ /

2gv 39 7
49[2 Y . =
Uvedimo radi kradeg pisanja oznake

—

yy ;o et N oy
5;5 L6 O z / /7
Gpr =) T T s ?Z;’, 2— % Jgr T (167)
oy EE?P E&hﬂ 78 oy 7
. QBZZ

pa se sada jednaéina svedi na oblik
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M
2
Lo 2t

Ovaj sistem od L jednadina (166) predstavlija uslove

/4
Ry § =0. (168)

koje neholonomne veze nameéu na promenlijive g”k.

Ubrzanje u poremedenom kretanju moZemo pisati u

obliku:
(169)
——

R 24 a*af‘ pE 0. - v
i L (2]

Odakle dobijamo drugi izvod vektora poremedaia

-

We TWE T e

2——-
e —— d_?c.

Neka je jedna¥ina poremecenog kretanja posmatra-

nog sistema :

miw, = F L+ 2flk¢éw1uffg +2r' fk‘.

<=/

2ko jednaZinu (170) izrazimo preko vektora pore-

e ol

medaja f; dobijamo:

- — >, -
mi (i =W =Fo—Fr+ P I=¥0 +Z(/l,;09rad—é —
&=/

re (171)

A
a-/\akfrila/ ‘/ AE‘ af},ﬁ&c"aq5224/

— — - v .
gde su sile F Y;‘ oblika koordinata i’, rYove l‘/.
/ 7/

——— —— — -
= d (E 77 Y LVl
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Reaktivna sila zavisi od brzine tadke, apsoclutnih
brzina Sestica, vremena, poloZaja, pritiska i dr.
— — —

Lf/‘:::%/f’f',#,,.,, lp:/“;’:/"" ’.’Mv-'/'

Sistem jednadina (171) poremecenog kretanija za

;:L':d ima trivijalno refenje.
Rada jednadinu (171) pomnoZmo skalarno sa
2/t
og/
i izvriimo sabiranje po i, dobijamo jednacine u ob-

liku:

o

zm,(w m/ ZH‘ F/aﬂ

=f

(172)

,,z.Z(ya __yf/ ZZ[/\ yﬂaa’f“

_..)\uyrad’ //af“ .Z—Z/afl- Zh “3&{4 f -
izr Bz,

Levu stranu ovih jednaina znajudi da je

- = o;"an
Ve =Y T r S 2
mofemo svesti na izraz Efr T
"[Z’” (¥ - V‘/]grﬁ dg[f”"“’ '@]g"”’/‘ﬂ’/’/‘”
Y -~ p¥'or” S 2N
[2/97.(1/ -V/) ]Z’”'(V’*;@'g}/‘ /a’faf/'

4

5/ et ) - __. . ) .
7l 2 m/”"" 7 Z 7% ags apreg
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Ako 3u u poremedenom kretanju generalisani impul-

iyt
si /u.
—— (173)
, o
o =L T2
frE 22
tada su poremedaji impulsa.zﬁ_jednaki
(174)

gt P

ili posle smene /b/:/;“';."u (174) dobijamo poremedaje

impulsa u kona&nom obliku.
« = e & - e
?/,‘::g ;v 5;/‘ "“gm, 1% a}'/‘
0§/ a7 ~ 2%
’r Z””' (Vi % 3}7‘ “.Z Y e
(175)

D};’ 28"
oY g ] 73 “"or

Sada moZemo konalno levu stranu jednadine (172)

_ D?”
posle zamena _ ¢ pisati u obliku
42

Z’”’ ‘ af/‘* 7
&=y

Na desnoj strani jednadine (172) imamo prvo, raz-
liku generalisanih impulsa u poremedenom i neporemede-

nom kretanju



QO
o
»

& (F ?p 0"—@/‘ (177)
"/’; af/" /‘
Jje su funkcije od

G = (5, P 10

i predstavljaju poremedaje generalisanih sila.

w3

Razvijanjem ovih funkcija u red u okolini nepore-

medfenog kretanjai?{jﬁydobijamo

= & . 9#-:
/2 :Z (a¢y +a/ay / Bj/‘-
odnosno
-7a of AN of °rv )
s Z(aj/‘ ag/‘) ?Z( v ajr/

zgf‘(__?}_(?ft _{ fgg}‘f‘?y

(178}

(;\,e., zgi‘VV&} +?’ 5_}9;2

Drugi &lan na desnoj strani jednadine (172} je ra-
»1lika generalisanih impulsa reaktivnih sila u poremefe-

nom i neporemedenom kretanju i predstavlija poremefaje

reaktivnih sila tj.:

— N — »
- xR *®)
{}7 ::xéj'( Sﬁa* '/ é;> —'é? ,
/u L=/ ¢ a.f/‘ /" /" 5 C?//”f 7
Istim postupkom kao od (177) do (178) dobija
se da je
}
RTE N LR A
FeS ey Ty P .
ory

wy am:]. ol
R T Y s
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1““ _ ?V (R) ad;’gz (181)

Treéi &lan na desnoj strani jednadine (172) pred-
stavlja razliku reakcija holonomnih veza u poremecCenom
i neporemeéenom kretanju. Ako se zadrZimo na prvoj

aproksimaciji ovaj &lan je jednak nuli, t.j.:

91‘4 (183)

i_f ( mzd /\M?rad,&} — =4

ager
1-: = 7 Z

Cetvrti &lan predstavljaqfazliku reakcija neho-
lonomnih veza pomnoZena& sa ?-2 u poremedencm i nepo-
renedenom kretaniju. . ‘

Razvijajuéi u red [&J kako je pokazano [ ]

u okolini neporemeéenog kretanja, dobijamo

S5 (v byr —vtly, )20 -
. ¢ 66, )
ZhTT 77" (184)
~ £ 7 [ P
:JZT‘Z: Z.sz-(’féf .2 : §‘4_, —% l“ irﬁ
sy y 22

=7 ( 25 Koy * ¢ 9@//‘,5”_ M&g}&m.fﬂ.,/

oy
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stavljajudéi u jednadine {172) da je §/'_:__0/ . pp= 0,

dobijamo da su relacije identiZki zadovolijene, jer

ﬁ)

je

" ~
¢ - : ) =

Z (96 Fyr = e Fg)p) =0

b=y

pa je u tom sluéaju&fy=aﬁ. . Sada koeficijentne

mofemo izraziti u obliku
v / (185)
a"e‘ =?’€; 'f'%(,.
pvde su kako je pokazano /5] 2Hi='f(ﬁ) mnofiocl ve-
2a u neporemedenom kretanju, koji su kao i ostali
elementi neporemedenog kretanija poznati, za razliku

od funkcija 'afli t.5.
| / . - ¥
vel - (5 ST -2

koje su nepoznate funkcije i za §€;oi.7y=-0 su

jednake nuli tj.
/ 5 ) =
o, (0--1°) =9

Zamenijujuéi koeficijente';E; u jednakost(484) i
zanemarujuéi nelinearne &lanove, jednakost (185) se
svodi na oblik

L e -
F (26, Lo l‘t’/ 29/ 62—,@# ook *36" “’/“)
PEFI AT

Sada kona&no, posle odgovarajuéih zamena jednadli-

&

ha,(77ﬁ) se noZe izraziti u ovoj formi.

;D_/Z‘Z/&: Q -fZ (2% & o £ a—f’&/ é;_gj/_,} (187)

Dodajuéi jednaélnana (187). i izraze {173) 1 (168)

dobijamo sistem od 2n + L lineamnih jednaZina sa isto
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Y ] /- se
toliko nepoznatih funkcija § = § (f// vl 7/"(0, =% (2)

/(gl' ..... ,d
) =4 --- "%
Sistem ima oblik: /

D — AL
.G % of i
=f

a’f (188)
DE ald Yy |
E’;ﬂ arer = 9%6//‘ 7”"?‘/{*§ﬁ=”'

Ovaj sistem lipearnih jédnaéina (188) odredijuije
poremeceno kretanje posmatranog sistema taZaka pro-
menljive mase.

Da bi iz prve jednadine (188) odstranili funkeci-
je )fé , izrazimo ovu jednadinu u vidu dve jednacline

prve,
. L
— , - — ’
f?g’“,@; AR T G -Gt ’{ 4%y f
=1 '

i druge jednaéine

/u,u':l,.-.’.’a

D?/“ 5 ot P Rt -
2 . ..

/‘ 4=t //" Vit 4”’* /#

Sada prvu jednadinu pomnoZimo sa qﬁaqu

43@}/‘ D?ﬁ @Wﬁﬁ +Z 28, &, @wf:
@t L AR E
. z @qf: € f ., 4:pc

kak"/e é;'yté :58' "ial &¢-c

to kona&no decbijamo



9¢.

L'i:mfic:f:hjz:ez"‘te‘u obliku:

Z So ot ST (G — B )-oe"

3\20 dobijena vrednost zaaﬂ uvrstimo u prvu jednaci-

nu {188) taca se ona svodi na oblik

- = £ L
i{%ﬂ (IL/- /‘_ +‘:Z:; ('3(& S%‘//‘yf-f ? @6/-

2dnosno,
Do~ | p D% _ox
g Q/’* + P 4’:‘4/» (a/f | 0/“/

Sada sistem jednadina (188) moZemo napisati u obli-

Sada si
kus

7 >
_Q_? = CZ,“ 7y
Vrda

20 g + B gy (207~ OF) = 1

~ 4 e
& Fppe g+ R 520

Gvaj sistem sadrZi 2n jednafina sa isto toliko nepoz-

natih funkeija E"‘, 7/»

TIERANAAY VISYINEROT PAJA

(L IR I
A M fvﬂ ] M”‘;Q/ MoHANARY H ADTPOHBMUAIY

HBPUBIHOTERA

Bpoj:
datym:

-G/
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6.1, STABILNOST KRETANJA MEHOLONOMNIH SISTEMA
PROMENLJIVE MASE

Ovde re$avamo zadatak o stabilnosti kretanja ne-
‘holomnih sistema mehanidkih taZaka promenljive mase
kori¥denjem direktneg Ljapunovdjevog metcda, a prema
radu [ ].

Stabilnost posmatranog kretanja svodi se na ispi-
tivanje stabilnosti trivijalnog reSenja f’;a, on =0

jednafina poremedenog kretanja:

,‘ »
_QE = C?.’F 7;} (180)
dt '
27 u..
2 -7

Potetno stanje sistema u poremeéenom‘kretanju mora
pripadatiZn-4 dimenzionoj mnogostrukosti S.
Ako posteiji u konfiguracioncm‘prostoru \4; pozi-

tivno definitivna skalarna funkcija

V___zi a’™’ p, Dp + W, (191)

&iji izvod sastavljen u smislu jednafina poremedenog
kretanja (190) je negativan ili indenticki jednak

nuli,tada je neporemeéeno kretanje stabilno.
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4 ”n R
Punkcija w=f (?f, {f, cee oty ? ) je pozitivino
g
difinitna, @ su kceficijenti pozitivno definitne kvad-
ratne forme, koji zavise od kordinate i vremena t.
Diferenciranjem po vremenu funkcije V, ¥oju smo

azeli za furnkciju Ljapunova, dobijamo

cz’l/ / P Q’W
i 2 2 % (a ek
odnosno

az/l/.,‘:gf"" 27’“7 CLAR S
2t Z¢ o¢/ ot D¢

2ko je izvod funkcije V dat u smislu diferenci-
jalnih jednadina poremefenog kretanja {(190) , negativan
111 identiZki jednak nuli, tada je trivijalno reSenjie

?@{5?;€jednaéine poremeéenog kretanja stabilno, t.3.

24
av > _awczzf" F— <O
=2 n, H Yid <
a/?f 7 /" af/* 9-&
odnmsn@,
(192)

- i d rla
ol —_— _
@ (e 10 e

A
[
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2ko u konfiguracionom prostoru Vn postecji pozi-
rivno definitna skalarna funkcija

W:W(‘Zf/ ;l/ """ ’En €c w0 za gﬁ""a

& =

’

takva za koju je 1izraz
oW 74 ew ) er?y y

negativno definitan, tada je trivijalno resenje ?’k =0,
?,. = © jednadine poremedenog kretanja asimtotski

stabilno.

QEHOBAA SPTARN2ANNIA YAPYHEROT PAAA
3A MATEMATHKY, MEXAHHKY H ACTPOHOMHAJY
PUBJHOTERKR A

Bpoj:
Aatym




5,7, STABILNOST RAVNOTEZNOG STANJA HLONOMNOG I
HEHOLONOMNOG SISTEMA TACAKA PROMENLJIVE MASE

Toridell je forﬁulisao teoremu o stabilnosti polo-
saja ravnotefe kada deluje sila teZe. Langran? je ovu
teoremu uopétio za prolzvoljne potencijalne sile. Teo-
rema Langranfa odredjuje samo dovolijne uslove stabil-
nosti ravnoteZe konzervativnog sistema: ako netencijal-
na energija ima u poloZaju ravnoteZe keonzervativnog si-
stema sa holonomnim i stacionarninm vezaﬁa minimum, tada
je stanje ravnoteZe stabilno.

Ljapunov je postavio pitanje, da 1i vaZi i supro-
tan zakljudak? Ako potencijalna energiia nema minimum
da 1i je tada stanje révnoteie sistema nestabilno i zak-
liuguje:

Prvo, ako u poloZaju ravnotefe potenciialna energi=
ja;[7Kffﬂ,2t)kenzervativnog sistema nema minirunm i njego-
vo odsustvo se vidl iz &lanova drugog reda .Z{ 33—2’;/; ;’if‘ bez
potrebe razmatranja dlanova vi%eg reda, tada je poloZaj
ravnctefe nestabilan.

Drugo, ako potencijalna energija /7T konzervativnog
cistema za Z,*---"""'" ;P =0 ima strogi maksi-
mum i ako se ta &injenica mo¥e odrediti polazedi od &la-
nova najniZeg stepena {1 m , m22 u okolini kor-
dinatnog poletka iskljuBujuéi sam poletak uvek je [Tny <0

i to pri parnom n tada je pcloZaj
Grz- - - - ) n = O nestabilni poloZaj
ravnoteZe sistema.

¢itajev je dalje uopStio ovu tecremu Lj:punova 1

dokazao slededu teoremu:



Ako je potencijalna energija /7 kozervativnog si-
stema bilo kakva homogena funkcija odstupanja g/{--gni
u pdloiaju ravnoteZe " g= --- - .- =Ffa = © nema minimum
tada je taj poloZaj ravnoteZe nestabilan.

Medjutim, na ovome se nije zaustavio dalji 1n£e-
res za istraZivanjima u oblasti stabilnosti stanja rav-
noteZe. Radovima mnogih nau®nika dalje je razvijqna te-

orija stabilnosti.

pryogia COrANNSANNIA yAPYERST PARA

5 E‘;}/,.’I“')IEKA

Bpoj:

AaTyM:_,_,,,m_g,m_._—___,.-—

lol.



6.3, STABILNOST STANJA RAVNOTEZE NEHOLONOMNOG
STACIONARNOG SISTEMA

Neka je sada poloZaj sistema materijalnih
tadaka odredjen sa n nezavisnih generalisanih kor-
dinata &, -. ga-

Sistem je vezan za m idealnih neintegralnih

stacionarnih veza

(194)
" .
‘2,‘:2— b:’"L (f},,f&/?; d-p‘/,-'"'/*
i<t r=ker, -, "%
FEVREEEE S

Na sistem deluju potencijalne aktivne sile potencija-~
la d (%e,--- ’2"/
RavnoteZni poloZaj posmatramo u konfiguracionom pro-

storu /- dimenzione mnogostrukosti Or u taZki

2/.:0;
2. =40 .
g

Potencijal U moZemo u talki ravnoteZe mnogostrukovati

Or 1izraziti u obliku
n n
A ‘e - @,
U=) Qg 13) €y At U (2 - 2n)
/=t ‘=t
ovde su 24 , €& , konstante, a u (Z,.--, &%)

predstavlja sve &lanove reda vefeg od drugog.

lo2.
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Da bi odredili stabilnost ravnotefnog stanja neholonom-
nog sistema koristimo teoremu LangranZa i Apelove jed-

na&ines

Ako je u tadki:
2,‘-50/ 2,'-’:0

ispunjen uslov

QU :

N O AR

af@ :
tada ravnoteZni poloZaj predstavlija stacionarnu tadku
funkcije U (g!... ¢").

Energija ubrzanja sistema talaka promenljive mase, u

nekom konfiguracionom prostoru Vn jednaka je - R

_ 4 N . o . N il':”r
S-Z[/?Z \ P ,ov@e j§m6f§f;).




lod,

ili
nt? -
— D7 -s
\/t. =Z afs ‘? -

Sada je ubrzanje sistema jednako:

Py) l!-f/luf/ , .
= '= ‘s"‘)_— *f"
2[- 92“';2 ,ud|2; Qfxaﬁk .
Sada je energija ubrzanja u Vn prostoru jednaka
= . 22" Dz’
ot tta
d'—'gsz\/. Z ‘/’a/t s
i=t
o f

<G G E GG e d Gy [hn 82T [

Apelove jednaline za holonomni sistem su jednake

e-as‘

‘ol

g 2’ 2

odnosno,
S _ o 22 _ o 4y
25 “P <~ T, (195)

' - . ,,.If?.e'.}““‘k)
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gde su [Qi generalisane sile, a V& generalisane reaktiv-
ne sile.

Ako posmatramo neholonomni sistem na kojeg ne
deluju reaktivne sile, Apelove jedna®ine moZemo tada

pisati i u obliku [26]

c4)
Qe X b @G (198
azd r=Kkt r=ki, ...
L."/,— ..’k
k:n—m
S - je energija ubrzanja,
Qpi (). - generalisane sile.
(g;=0)

S obzirom na predpostavku da tadka gg } ) pripada
mnogostrukosti 0r posmatranog ravnoteZnog poloZaja

to da bl bio ispunjen uslov ravnoteZe treba da je

U .
— =, , odnosno, Q; =0 , é/‘,
°%
n
. _— F 6 -—— =0
Qi+ % bri @ =3¢ fz/;, AT
reker
”
Y g b 24 LY (@t e Jori =0
+Z “7 ZI 9£‘ Ry i=! 7 r
d:l
2 : . (197
@i+l Qrbr =0, bri,=bre (e,0,---1°) )
r=ka+r - 1/

OCevidno, da ako je &Qr=¢1ili ém}a , tada su i svi &la-
novi &= oO.
Akoc su ovi uslovi (/97 ) ispunjeni tada se neholo-

nomni sistem moZe nalaziti u ravnoteZi pod delovanjem

(ll Funkcija S je funkcija vremena t, generalisanih koréinata4
generalisanih brzina i ubrzanija
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potencijalnih sila koje su jednake izvodima funkcija U ,

koje sadrZi linearne Clanove zavisne od kordinata‘gy .

6,4, STANJE RAVNOTEZE NEHOLONOMNOG SISTEMA TAZAKA
PROMENLJIVE MASE

Na sistem koji je vezan homogenim neholonom-
nim vezama deluju generalisane aktivneﬁ&j. reaktivne

Y sile.

Neporemedeno kretanje odredjenc je sa

ﬁ - y '/‘ = SMOSNO
g7 t) =0 e Q@Pl/t) =0 , odnosn
u |/, prostoru gh=0o, /b/.,s o .

a poremefeno sa jedna&inama

0" # . Dor . .
't A v o, o /a

Trivijalno reéenjef‘éeﬂ:‘o 111 ‘g/k:: o, Pr =7
ovih jednadina predstavlja ravnotefno stanje posmatra-
nog sistema tadaka promenljive mase. |

Dovoljne uslove u smislu teoreme Liapunova da
ravnoteZno sﬁanje pude stabilno moZemo odrediti tako Bto
demo u prostoru Vn izabrati pozitivno definitivnu funk-
ciju

w=w(2,- -, 2%

takvu da funkcija Ljapunova V bude pozitivno definitivna

tj. jednaka

jl)’
V:T#’W:f/c‘z /O’/O/«'*W
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ovde je T - kineticka energija, rv
Diferencirajuéi funkciju V u smislu jedna&ina poremedes

nog kretanja, dobijamo

———

AV 1", ke sw)=E 2 (@ /’v/
7z 4ﬁ¥ (/2 /b /7 at

111 posle zamene jedna®ina poremedenog kretanja

dz*

e’ po
aﬂf /b
2P 17
¢ e

u izvod funkcije Ljapunova V:

w -y
= 7 pr? °7

A " [ QB+ P “(2p- Dur— Pt )+ 35 ~J/°/‘-

Kada stanje posmatramo u poloiajuj?sgfuiza slu&aj da
na sisterm deluju neholonomne homogene veze oblika
q%/_ 2/‘—,—& . dobijamo da je izvod funkcije V
jednak:

L 2% (Gur P+ 2 x)p <o, (198)
7z

Ako je izvod VY  negativan ili identi&ki jed-
nak nuli, ravnoteZno stanje je stabilno, ako je izved
\} negativno definitan, ravnoteZno stanje sistema

tataka promenljive mase je asimtotski stabilno.
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5.5, HESTABILNOST STANJA RAVNOTEZE HOLONOMNOG I
NEHOLOMNOMNOG SISTEMA

}Predjimo sada na razmatranje pitanja nestabilnosti
ravnotefe neholonomnog sistema na kojeg deluju potenci-
jalne aktivne sile. Sistem je vezan sa m stacionarnih
neholonomnih veza a stabilnost ispitujemo u smislu teo-
reme Citajeva.

Neka potencijalna funkcija U ima poziﬁivnu vrednost

u makako maloj oblasti C, a u poloZaju ravnoteZe je

u - c.
Izaberimo funkciju W u obliku

—-/—/Z?-Z 25, gde g H=T-U (199)

—

izt

oblast C odredjena je na ovaj na&in:

237
2, 0.
H<t, Z 25.:%

Izvod funkcije W po vremenu t u smislu jednatina pore-

medenog kretanja oblika Voronca 5251 : (200)
. 7
dor _2=4 _ 5 2= 4, Z/»},’Aq 5
at ‘ajr". 0g¢ rekés 4 r=ker o1
(E=g----%)
gde je
' ) L5 5:%
@, ----- (G Zn) =f S Ry pn) 2
" f,/:/
‘ ., 5 o7
Pr‘(f’»v—"'/zﬂlfh""'/z" =:é'zg,, (,a_._,e,,,,-...,n‘)
ima oblik

"'HZ (2"—" +2‘f/é ag:)

Kako je
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“

(7 +4 z |
d o7 _2 /+2— 9(74“/(3” +2‘p ZA,/ 24

p-1

Z. 926 ’aZ‘ k) ogr o Kt d= r

: 27 .
e GO =—, = 2 Ry Ps
27= Qe 2027, P by ,

to moZemo posle smene ovih izraza izvod funkcije 1&/

L]

svesti na ovaj oblik

n @
k n y
. +
o 27 4 ”/Z'Z,,,brff
W—' H[ % 2 %ﬂ ,',/-Ir—n/
'241 4 L, .
J’Z 2 . Z— '""./_/.
r=tfiafr
Rada na sistem delujn neholonomne stacionarne veze

koje ne zavise od vremene, kinetifka energija si-
stema T je pozitivno definitna funkcija od j&n
Za male vrednosti po apsolutnoj veliéini kor-

dinata f?" funkcija

+f ?f bl‘s +ZXA4, F"fo

325 r;tvv W rekes

537-*“2T g

je takodje pczitivno definitivna u odnesu na brzine

‘ﬁ?; . Tada, ako je u oblasti C i izraz

”n

Zf ( az - bri) @er)

r=&s1
definitivno pozitivna funkcija gq; tada u oblasti C

funkeija & je definitivno pozitivna funkéija kordina-

ta 2.“/ 2" .

Polazeéi od éitajevljeve teoreme zakljudujemo:



11o.

Ako u proizvoljno maloj oblasti poloZaja ravno-
te¥e neholonomnog sistema potencijalna funkcija U ima

pozitivnu vrednost, 1 pri tome u oblasti C = /zrez
(204) je pozitivno definitna funkcija od g; tada
je poloZaj ravnotefe posmatranog sistema nestabilan u
odnosu na 2'; i Z¢.

Posmatrajmo sada isti ovaj sistem ako na nje-
ga deluju i reaktivne sile. |

Uslove stabilnosti stanja ravnoteie sistema ta-
Zaka premenljive mase na koji deluju homogene neholonom-
ne veze da bi odredili izaberimo takvu gkalarnu u

funkciju koja zadovoljava uslove [51

e f (2% -2 € Cg ()
g}zr s /2)‘/<h:constf

t.j. koja je neprekidna i ima negativne vrednosti u

okolini posmatrane tacke mnogostrukosti Or‘

Funkcija Ljapunova je
\/=,,C('Q', ""/211,-};"_,,.,/9"/ é/.

P (i 2™’ y + W) 5 P
V(7 +w)2ipr =~ (2 P
T je pozitivno definitivna kvadratna forma gemerali-
sanih impulsa, W je neprekidna i u okolini posmatrane
taZke ima nepativnu vrednost to postoji oblast u ko-

joj je zadovoljen uslov gde je T + W <0 /Zf;/b/- >0.
Izradunajmo sada izvod funkcija V u smislu jednaéina {(151):
av_ d [('”’VV):Z /D(]‘ (cz f/'/aywv)z /°c -
¢

._/74:4'//”//2 Ps )
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ili dalje

4 )
Lo (2P 25 50 L (1o pe e uon
a’f/' 2, /
*+ ﬂ/}"f% a%
'Ako sada ovaj izraz sastavimo u smislu Jednaéina (151)
1 ako dobijene vrednosti izvoda funkcija V u okolini

posmatrane taCke su veéi od nule t.j.:

av
73

zakljudujemo da je trivijalno reSenje jednadina pore-
medenog kretanja u okolini ravnoteZnog poloZaja ne-

stabilno,

Razmotrimo sada stabilnost ravnoteZe sistema

vezanog stacionarnim neholonomnim vezama

. k -.
Gre5 bei (20— 1205

koji se nalazi pod dejstvom potencijalnih aktivnih

;

i disipativnih gila,

Neporemedeno stanje ravnoteZe sistema neka se

nalazi u tadki

Z/'= 0/ 2/.':0

mnogostrukosti Oi .

Jednaline poremedéenog kretﬁnje date su u obliku

OCHOBHA OPTAWI2ANSIA yaPYMEROr pap
SA MATEMATHYY, ﬁiEXAH%(Y H ATTPOH HMHGY
BbubJj TEKA

Bpoj:
Baryu:
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d o7 (7‘1‘&4/ ’a(TﬂUé _
- re =
adt g, og9. Ag;;/

ll

.+25£L12;:4q 97

? v
‘Qb - disiparativna sila Skt I 6&%9
623 B/?
oA = — —,

ag:¢

funkcija KR =735 b‘/f’.?/
Stabilnost stanja ravnotefe ispitujemo u duhu teoreme

Ljapunova. Neka je funkcija Ljapunova jednaka

Izradunajmo sada izvod funkcije:

dv_4 4 97 _
at 7 42 25+ gi - = 2‘

Izvod funkcije u smislu jednalina ( 203 ) poremefenog
kretanja je:

v___gg_l_z-z/-‘a(ﬁél/b ] (204)

&=t ket
o [ v Znom po j - = = helonom-
ako [26] u ravnoteinom p loZaju g, _gf‘%,g nehoclono

nog sistema pqtencijalna'funkcija {/ =zadovoljava uslov

°U ) -0,

)
2 (redort, s )

111 su koeficijenti jednaline veza jednakl

J

bri

a varijacilijs 8 l/ potencijalng funkcijz je negativno

/J‘,é-ﬂi /k}
( re kKer, - -+, & )

definitna, tada je ravnoteZni poloZaj stabilan u odnosu

na promenljive»27./‘2)‘ i ne narufava se usled delo~
. A
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vanja disipativnih sila,
Ukoliko u razvijenoj potencijalnoj funkciji
nema linearnih &lanova u makako maloj oblasti ravno-

tefnog polecZaja neholonomnog sistema i funkcije (/ ,

§ izraz

7 U
LZ; < (afa ,.Z gfr bf"}/

su negativno definitni u odnosu na promenljive g
(s$=4..... -,k ), tadlla je ravnoteZno stanjé asimtotski
stabilnc za promenljive 53/25: za slufaj delovanja
disipativnih sila.

Ukoliko na posmatrani sistem deluju i reaktivne

sile, a jednadine poremeéenog kretanja su date u obli-

ku.

£Z fha
gp« Q, - 20, +2 + B, ( 2L - GQu-A)
45&«.2”‘=‘%

stanje ravnoteZe sistema tafaka promenljive mase e
biti stabilno ako je zadovoljen uslov:

kK 2 (T | ;
~2p+pP+) 3 [ bri] 20 $0, (209

3 ke Zr Lr=c
ili kada izvod izradunamo u smislu jednadina poreme-

¢enog kretanja (151), dobijamo
Y <0,
Ako je izraz (206 ) manji ili jednak nuli, stanje

ravnoteZe je stabilno, za slu®aj da je negativno defini-

tan, stanje ravnoteZe je asimtotski stabilno.
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