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УВОД 

Овај рад подељен је на осам делова. У првом делу Је у 

осноВНОМ дат првдикатски рачун првог реда при чему су за аксиома 

- oo"'i>-
УЗ8Т8 СВВ Ba~.a_H8 формуле. што је GOdel-оеу теорвму УЧИНИЛО готово 

тривијалном. Затим, доказано је да скуп затворених теорија (које 

садрже СВВ своје последице) ЧИНИ алгебарски снстем эатворвња 

(Gratzer [14] ). Остала су уабичајена твр1јења о преДЈ.1катском ра

чуну првог реда. На крају npsdr дела дати су накн основни појмови 

теорије модела. 

у другом делу Обрађен је иэоморфизам. 

у трвћем делу докаэан је класичан резултат да св својства 

чувају у подсистему (надснствму) ако су иэразива помоћу универзал

них (вгзистенцијалних) нсказа. 

За елвментарне подсистеме. који су дефинисани у четвртом 

делу. доказана је Tarski-Vaught-oea .лема. 

у петом делу дефинисани су ланци система. специјални слу

чаЈ директне границе (li~). конструкциЈе ноја са често користи у 

математици. За уније ланаца система доказано је да чувају она 

заједнична својства система из ланца која се могу изразити универ

зално-егзистенцијалним исназима. 

у шестом делу доказано је да хомоморфне слике система чу

ваЈУ она својства домена ноја се могу изразити позитивним искаЗИМа. 

у следећем делу дефиниса~је ултраПРОИЗ8ОД и доказана 

tos-Ова Т80рема ноја. грубо говорећи. тврди да у УЛТрSпр?изводу 

фамилије система неки елементи имају неко својства акко ЊИХОS8 

"пројвнције~ скоро увек имају то својство. 

у послеДЊ8М делу је доказано, и то је оригиналан допринос, 

да ако имамо фамилију Система и систем коЈи у односу на ту фамили

ЈУ има својство изражено ~ОS-О80М теоремом тада он мора бити еле

ментарни подсистем ултрапроизвода те фамилије. ТО значи да је 



елементарни подсист,ВМ ултрапроиэвода наЈопштија конструкција која 

има С80јСТ80/~,зражено LOS-080M теоремом. Зато ја та НQнструкција 

општија ОД 'елементарног подсистема и ултрапроиэвода. ШТО је унап

ред јасно, али и ОД неких познатих уопшт~а ултраПРОИЗ80да нпр. 

ултрагрuница (l2J). гра"НИ"lНQГ ултраатепена ([11Ј) н граничног 
уЛТРQПРОИ3Gода (t1~). За obaj-послеДIЬИ·, скициран је и Доказ да 

је заиста ИЭОМОрфан неком алементарном подсистему ултраПРОИЗ80да. 

На крају рада, наведен ја списак литературе. нао и других 

извора информациЈа у вази са темом. 



1. ОСНОВНИ ПОЈМОВИ. 

Првмвт нашег ннтвресовања биће математи~ки системи које 

ДвфИНИШ8МО као скупове са скуповима истакнутих операција, релаци

ја и елемената. ~о,--патреби. ради веће прецизности, скУпови опера

ција и елем~наiа ћа бити добро уређени. Под претпоставком тог уре

Ьвња, тип матемаТИЧКQГ снстема одређен је првслина8ањима скупова 

операција и релација у скуп ПРИРОДНИХ бројева. Смисао ТНХ преслн

нввања ј е ДCl свака операција (Р.8nација) има одређену дужниу. 

Типи4ан пример Математнчког сисТема је A=(A~ (er,.)t<a ~ 

(i'~)t;<,.J3 Ј (rF;)F;<y) где је А произвољан непраэвн скуп. В.;:ЕА 

п, &, 
за t:<a, fr,.:A .. А за 1;<8 н r;- С А за F;<y.a.,B и у су орДН-

налнК бројеви. Овај пример уједно даје увид у начин оэначаоања. 

Да бисмо могли говорити о особинама математи~ких система, 

потребно је да дефинишемо језик помоћу кога ћемо та чиниТи. 

Наравно, тај језик ће се мењати у зависности од типа система о 

коме говоримо. 

ЈезиК L одре,ђ.н· је са; 

(1) фа~илијом (Xk)k<~ променљивих 

(2) фамилијом (e~)f.:<a. 

[3) фамилијом (f,)'<6 

fE; (1;<6) придружен 

дужина симбола f~. 

константи 

операцијских симбола. при чему је сваком 

неки природан број ваћи ОД нуле, Такозвана 

(4) Фамилијом (rt)~<y релацијских симбола, при ~eMY је сваком 

Г~ (~<y) придружен неки природан број већи ОД нуле, таК038а-

на дужина симбола rf.: • 

(5) симболом = једнакости 

(6) логичким симболима: 3 (симбол егзистенцијалног квантора), V 

(симбол дисЈункције) и , (симбол негациЈе) 



(7) помоћним симболима: «(лева заграда) и ) (двсна заграда). 

Терми се дефиниwу на слвдвћи начин: 

(1) свака променљива Је терм 

(2) свака константа Је терм 

(3) ако су t1, ••• ,t
n 

терми и f операцијскн симбол дужине п тада 

је и f(t
1

, •••• "t n ) терм 

2 

(4) терм С8 може добити само ко~ачним броЈем примена правила (1), 

[2) н [3). 

Моrуће је -доказати да се сваки терм, 
~ ~ 

који није ни констан-
/' 

та ни ПРОМ8~љива може на јединствен начин представити у облику 

f(t
1

, .•• ,tn ) где су t1, ••• ,tn терми а f операцијски симбол дужи-

не П. 

где су t •••• ,t терми а r 
1 п 

Следи двфиниција 

релацијски симбол дужине,n' 

формуле: 

(1) свака атомска формула је формула \ 

(2) ако су Ф и Ф формуле а х променљива, тада су и речи 3х ф, 

(ф v ф) и lф формуле'" 

(3) формула Се може добити' само nOMOnY коначног броја примена 

правила "(1) и' (2). 
, ." ,- ", I ,,'" 

Као и кад Т8рма свака неатомска формула може се на једин-

ствен на'iИН првдставити у облику 3хф~ (ФV ф) илн lф за неке фор-

муле ф ,_W н неку променљиву х. " , . , , , '1 ' " , 

СНУП'свих формула језика L означавамо са Ф • 

Дефинишвмо слободно и везано: појављив~~, ,променљиве х у 

~ормули Ф : , t , • 

(1) свако појављивање променљиве ~ у атрмској ,~qрмули је слободно. 

(2) ако је формула Ф облика Ф 1 V Ф2~ 3 уф или liЏ • где Је у про

менљива различита од Х. тада је свако ,слободнq (везано) појављи

вање променљиве х у свакој од формула Фl. Ф 2 , $, такође слободно 

(везано) појављивање променљиве х у формули Ф. 

(3) ако је Формула Ф облина 3Х$ тада су сва појављивања промен-
Љиве х у формули Ф Везана. 

исказ је она формула Ф у којој ниједна променљива нема 

слободно појављивање. 
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Преостале асновне логн~ке операциЈе дефиниwема овако: 

т 

.L 

ј е замена за 

ј 8 замена за 

Ако су Ф и Р формуле а Х променљива тада: 

ф~ 

ф л 

Ф
V Х ф 

р 

~ 

~ 

је 

је 

је 

је 

замена за 

замена з. 

замена за 

замена э. 

lф v р 
l(lф V lp ) 

(ф .. р) л (р .. ф) 

lЗхlф. 

Дата су два праВила извођења. модус ПОненс (мр) и генера-

лизација (Gen): 

Ф; Ф'" Ф 
(мр) ~ 

ф 
(Gen) 'IJ хф 

Интерпретација језика L је одређена Са: 

(1) непраэним скупом А (доменом интерпретације) 

(2) придруживаЊ8М ноје свакој КОнСТанти 8((«а) додељује елемент 

е_ скупа А (симболи које интерпретирамо и елементи у ноје 

(3) 

(4) 

( 5 ) 

" . интерпретирамо симболе имаЈУ адгаварајуће Qзнане. Слична 8ажи 

и за Функције и релације). 

придруживањем ноје Сваком операцијСНQМ симболу f
t 

Ct<BJ (дужи

не п) додељује операцију f( (дужине п) скупа А. 

придруживањем које сваком релацијском сиБМолу Г~ (~<y) [дужи

" не n,) додељује релацију Г.;: (дужине п) скупа А. 

симболу = придружена је релација једнакости ( =) скупа А • 

L се може интерпретирати само у математич-

ким сиСТ8м~ма истог типа, одређеног језиком L. 

при Д~Toj интеР~Р8тацији, валуација је сваки елемент скупа 

, где Ј е 

Ја тада са 

А домен интер~ретаЦ~је. Ако је a=(akJk<w нека В6луаци

а(n!ЬnЈ, г-де је bn'€A, оэначавамо валуациЈу која се од 

а разликује само по вредности на п-том месту. На п-том месту 

валуације а налази се a n а на ИСТОМ месту валуациЈе a(nlъ n ) 

нала зи се ь . 
п 

Нека је 

ац иј CI а н терм 

( 1 ) ако ЈО терм 

t 

дата интерпретација ј 8эика L (у систему Л) • валу-

• [)редност t (а) терма t за аалуациЈу а Ј о : 

t променљива X
k тада је На) - a k • 
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(2) a~o је терм t KOHCTaH~a e~ тада је t(a)~et 

(3) ако је терм t облика f('t1 , ••• ,tn ), где су t 1 , ••• ,tn терми 

чнје су вредности редом tl(a)~ ••• ~tn(a) и f аперацијски симбол 

ДУНО,1не П, тада Је t(aJ=fft1{a),J ••• .Jtn(a)) вредност датог 

тсрма t за валуацију а. 

очигледно, ако се међу променљивим xo" •• 'Xm налазе С89 ·промен

љиве терма t, онда вредност терма t зависи само ОД ao~ ••• ~am.Tj. 

аКО су а и Ь две ввлуацнјв које СВ поклапају на првих m+l места 

тада Ј 8 t (а);НЬ) • 

Нека је дата интерпретација језика L • валуација а и фор

мула ф. Дефннишемо нада је формула Ф тачна при датој интерпретаци

ј и за дату валуацнју а (што оэна'"lввамо са А Ia- ф ). 

[ 1 ) ако Је Ф атомска формула облика 

тада А га Ф анко t 1 (aJ=t
2

(aJ. 

t =t за неке теРМ8 
1 2 

(2) ако Је Ф атомсна формула облика r(t1, ••• ,tn ). за неки релациј

еки симбол r дужине _П и неке теРМ8 t 1 ....... t n • тада АЕ'=Ф анка 

rlt
1

(aJ ....... t
n

(aJJ. Ако Ф није атомска формула тада се на њу 

• 
може применити Једно Од правила: 

[ з ) А \=ff 3 хф акко постоји Ь Е А тако да ја ЧlnlЬ )'1'. п 
п 

[ 4 ) AI=Ф1V '/'2 акка AI-;;- '1'1 ИЛ" A~ Ф2 
а 

[ 5 ) AI= l Ф акка ниј е АI= ф. 
а а 

СличнО термима. ако се међу променљивим х , ••• ,х налазе све сла-
о .. 

бодне променљиве формуле Ф • тада тачност Формуле Ф при даТОЈ 

интерпретацији за валуацију а • 

су а и Ъ две валуације које св 

је А~Ф аика А'Ь ф 

зависи само од а ....... а I ТЈ. ано 
о m 

Формула Ф јв 

КОЈа везује језик L и 

АР ф. Та оэначавамо 
а 

поклапају на првих m+l места тада 

тачна у систему А 

систем А ) ака за 

са М- Ф • Нада ј а 

(при датој интерпретаЦИЈИ 

• A W 
сваку валуацИЈУ а е. вреди 

Аr=Ф такође кажемо да А 

задовољава формулу Ф или да је А модел формуле Ф • 
Формула Ф је ваљана ако је тачна при свакој интерпретацији 

[!=Ф). 

nажемо да је А модвл скупа формула t (At- t ) ако је А 

модел сване формуле из скупа Е. 
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За скуп формула I кажемо да има модел ано постоји интер

_ ~ација језика L (којој одговара систем Л) тако да је AF= L. 
1Р 8 , 

Формула Ф је последица скупа формула 1:0: F= ф) ако је 08а-

<" 
модел скупа формула L уједно и модел Формуле Ф • СНУ" формула 

~A.-je последица скупа формула Е (1: 1= 6 ) ано ј е сваки r10дел 

формула t УЈ" ВДНО и модел снупа формула Ь. 
јкуп а 

• 
СТАВ 1.0. Ако су Ф и Ф формуле и а и Ь валуацијв, при интер-

пр81вц иј и језика L у систему А • тада је: 

( 1 ) 

(2 ) 

( з ) 

(4 ) 

lS) , 
( Б ) 

(7) 

( 8 ) 

(9 ) 
.. 

А "'1 
ннје Ap.L 

а 

Н= Ф ~ Ф аико АI 
а а 

AI= 9 h ф акно АI=Ф 
а а 

Ар ф#ф акНО (А 1= Ф 
а а. 

за 

Ф ПQВЛВ"iИ А\= Ф 
а 

н AI= ф 
а. 

акко А 1= Ф ) 
а 

АI=VхnФ акн.о свако b n C1A АI Ф 
а а(n!Ъ n ) 

ана Је Ф исказ тада Ар..ф акко А t-= Ф 
а Ъ 

ана је АI=Ф н AI= ф_ф тада је и AI= 1/1 
а а а 

Ар. Ф аКИQ А \== VХnФ 

сваки скуп формула r називамо теоријом. Ана је Г теорија 

тада Г ..... ф (ф је ИЭ8ВДива ИЗ Г ) ако постоји коначан низ формула 

ф~ ......... 9n такав да је фn8lф и за све k=o, ••• ,П важи: 

(1) Фk Је ваљана формула, или 

·~2) ФkБГ ~ ИЛИ 

(3) постоје природни бројеви Ј и ш мањи од k т,ако да је Фm 

облика Ф ј ,...;)о Фk ~ или 

(4) постоји природан број Ј мањи од k тако да је Фk облика 

VХФј 'за неку- променљиву х • 

~.' називамо теоремом (\- ф) ако је Ф изведива из празног скупа 

:ј)ормула. 

Нека ~a Ф О скуп свих теорема. За теорију r кажемо да Је затво

рена ако важи: Г 1- Ф акка Ф Е r . Скуп фо свих теорема и скуп Ф 

СВИХ формула су затворене теорије. 
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јв 

СТАВ 1.1. Пресек произвољне фамилиј~ затворених теорија 

затворена теорија. 

IIО КАЗ ' 
Нека јв (Г Ј ) Ј Е Ј фамилија затворених теорија к г= П r 

Ј.Ј Ј 

Ано је Ј празан скуп тада јв г-ф па јв Г затворена теорија. 

Ано Јв Ј непразан скуп ТВАе јв ФОС: Г Ј з. свв Ј"'Ј па је к ФОС Г 
. 

Т ј . к Г је непразан скуп. Нека јв Г t- Ф • Тада је Г Ј 1- Ф за све 

о 

Г Ј би1"lе ф .. Г Ј , 
Ј па како су свв теОрНЈ е затворене за све 

ј " 
, 

ф е Г је Г 
о 

,Ј следи да па к затворена теОрИЈа. 

ј ''" 
• 

Нека је r нека теорнја- н нека је СГ ј) ј'"' Ј фамилија свих 

затворенИХ теорија које садрже Г • Затворену теорију Г*=j~J Г ј 
~аэнвамо эаТ80рвњем теорије Г • 'Теорија r је противуречна ако је 

г* = ф • иначе је непротивуречна. Пошто је за сваку формулу Ф 

формула .L::c:> Ф ваљана, 6иће теорија {l.} противуречна. 

ТакоОе. теорија Г је ПРОТИ8уречна акка' r ~ l. . 

( 1 ) 0 " 
1 •.. _ 

(2) ф" 

(3) г с 

(4) 
~ 

,( 5 ) 

ако 

г"' 

= 

= 

СТАВ 1 .2. 

ф 
о 

Ф 

г* 

Је Г с ~ тада г* с ~* 

=г* 

[ 6 ) 

(7) 

ако Ф е. г* тада Ф Е: д* за неки KOHa'"laH подсн.уп 11 теориј е r 
ако је (г.), r усмерена фамилија затворених теорија тада је , , .. 
и r=,Ur г. затворена теорија. Ан.о су све теорије Г. непротиау-

1"" 1. l 

речно тада је тан.ва 'и теорија Г • 

ДОКАЗ, (6) (6) следи из чињенице да Ф Е г* акко гг-ф и да Је из-

оођеЊ8 Ф из Г HOHa'"laH низ формула. 

(7) ако Q Е. Г тада фЕГ i за неко i EI , о о 
• Пошто је fi затворена ТВО

о 

рија, Г . .-ф па ТЈ-ф. Ако ГI-ф тада постоји 

'ф ••• ,ф10~ Ф који је извађењв Ф из Г • ф' 
HOHa'"laH низ Qормула 

" о' п О 
је ваљана формула или 

Ф € Г па Ф Е Г. за нека i Е. 1. Претпоставимо да Ф Е. 
О О 10 -о ј 

:j<k • Тада, аио је Фk ваљана формула или Фkе Г ~ф Е: Г. 
, ' k lk 

r i за СВВ 
ј 

за неко 
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· - е .:-. 
'к 

Ако је Фk ДОбијена по мр из Фl н Фm (lJm<k) тада Фl Е; f i 
1 

~ г за неке Е 1 Си Фm је облика је 

~- Фrn со i
m 
усмерена фамилија, постоји теорија Г. тв фамилије. која 

'1<. 

:;аАРН'И и r i
1 

и Г i
m 

па обе формуле Фl'Фm припадају r
ik 

• а са њима 

"ј:, формула Фk. Ако ј е Фk. 

"о '1 Е: 1 .. т ада Ј а 
з8 Н8 n 

за све k." п ТаКО да 

:леди да Ј 8 
г затворена 

до6иј вна 

и Фk. ~ r i 
l 

генералиэацијом 

• Дакле увек постоји 

Ф Е Е Г.. • Специјално 
'-k 

Г. • 
'п 

па 

теорија. 

" г. , 
1 

I\KO ј 8 Г противурвчна теорија тада Г r-l. .. па постоји низ 

Ф '" Ј.. који је иэво/јење' формуле Ј.. из скупа формула Г. 
ф- •••• , п 

п~што је Г затворена теорија Фk Е:. Г (o~K,n ). Специјално .1 (: Г. 

но ГО::: v Г. па 1.E: [. за неко i· €; 1" дакле ri r-l. што је Н8МО-
· ior=I 1. 1.0 О - О 
ryne јер су све теорије ri(i~ 1, ) непротивуречнв. 

; ,-
СТАВ 1.З. Нека је Г 

подскупова скупа г. Тада је 

теорија и (Г i) i t:: 1 

г*: U г~. 
фамилија коначних 

i*= 1 1. 

ДОНАЗ, с 1 ) за све ~ е 1 важи Г. С. , г па је fi"c г*. Следи да Је 

'U Г*' с г* 
· 1 ' l' 

С 2 ) нека је Ф Е г*. Тада Г \- Ф па 

ла Ф , •••• ф =ф који ј е иэвођењв формуле 

постој~ ~OHa~aH низ 

ф из скупа формула 

Форму

Г • 
· о п 
Индукцнјом доказујемо да за све k~n фkЕ. Г~ ~ где је f k неки 

коначан подскуп твариј е Г • Ф Е: {ф }* - г *0 Претпоставимо да за 
о о о 

са8 j<k Ф, 6 Г* и Г ј је KOHa~aH падскуп теорије Г • Ако је 9 
"ј . к 

ааљана фО;Јмула или ФkЕ- Г ._ тада ФkЕ- {Ф k }О - fko Ако је Фk доби-

јена по >1Р из' Ф и Ф (Ј~П1<k) (н Ф је облика Ф ;;фф ) тада посто-
ј. m m ј k * * 

~8 коначни подскупови Г ј и Гщ теорије Г тако да Ф ј Е Г ј и Qm~Гm. 

Ако је Г '" Tjur тада је Гј* <: Г* и Г* С. Г* па Ф •• Ф с: Г; а како 
· k m _ k m k ЈШК 
је Г* затворена теорија то и Ф е Г* при чему је Г G Г и Г" је 

k k k k 
коначан скуп. Дакле за СВВ k~n Ф k е Г~ за неки коначан подскуп 

~k. теориј е 

теориј е Г . 

r па специјално 

Следи да Ф е U 
Ф Е Г' 

п 
за неки каначан ПОДСН'уп г 

п 

iE: 1 
Г.*' • , 

Из става 1.3 непосредно СЛВДИ да Г 1- Ј. 

"1- Ј. • скуп д теорије Г тако да је 

акка постоји н.оначан под-
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СТАВ 1.4. 3а сваку формулу Ф ~ф акио рф (Godel-oa8 Т80-

р8ма потпуности). 

ДОНАЗ; Ако је Ф ваљана формула ана Је и теорема. 

Према ставу 1.0 формуле ДОбијене по мр или Gen из ваљаних 

Qормула, такође су ваљане формуле. Дакле све теореме су ваљане 

формуле. 

СТАВ 1.5. (Став дедунције у Qсnабљеном Облику) 

Ано Је Г теорија и Ф ,искаэ~ тада за сваку формулу ф, 

из ГU{Ф}f- Ф следи ГI-Ф ~ф 

ДОКАЗ: Нека је Г U{фН- ф. Тада постоји КоНа .... аН НИЗ Ф о ' ""Фn"" ој; 

нОјИ је И380ђвње формуле ~ из ГU{Ф}. Доказујемо индукцијом да за 

СЕЈе k (o~k.:$~) важи: ГU{Ф}I-Фk ПО8лачи Г}- Ф=9Фk 

За k=o. ано је ФQ ваљана формула или фоЕ.Г, формула ф...фФо 

изВ8Дива је из r јер је формула фо*'-ф '9Фо)ваљана. 

Ако је Ф О 'баш једнако Ф тада је ф'ОФФо ваљана формула па Г~Ф*Фо' 

ПР~ТГ,ОСТ()6I1МО ДEl за све j<k важи да ги {Ф}f-Фј ПОВЛd"iИ Г)-Ф~Фј. 

Доказујемо Д~ ТО исто ваши и за J=~ • Ако је Фk"ваљана формула или 

фkе.ГU{Ф} доказ је исти као, у С,лу'"td,Ју I ~=o • Нек.;'!, је формула Фk 

добијена по мр и~ Фј~ Фm(Ј.~.~<,k)", (,~ ,Фm је ~~.{1.~,Ha Фј":=>ФkЈ. По 

ПР~ТПОGтавци важи Гf-ф.фФ Ј и ГI-Ф""Фј~Фk). Нако је (Ф"'(Фј""Ф~)"' 

(( Ф=>lj)ј)~(Ф~Фk» ваљана формула. следи да је г .... фоффk. Нека је 

Фk добијена генерали~ацијом из '~ј(ј<k)(.И Ф k j~ 96Л,И,ка '~ХФј' за 

неку променљи,ВУ Х) •. ПА пр.еТ.П~,ставц.и. је,ГI-Ф--ФФј",о,Ге,нерализацијом 

добијамо ~a је rl-\fx( Ф=>Ф Ј ). Нако је формула~Х(Ф=>Фј)"'(Ф "VХФј) 

ваљана (јер је Q :.,i(~наз). следи' да је г .... Ф~VХ Ф ј тј. Г"'" Ф~Фk. 

Дакле за све k (9,..:$.k.~4} ИЗ ~ ,'" ~,..,j Г""Фk .сЛ,вди ГГ.ф,-..ф>Ф k па специјално 

из rU {Ф} t- Ф (што је преТПОf?:та~l;(,а qTaaa, дeДYH~~jeJ следи ri-- ф->ф. 

СТАВ 1 • 6 • (Лема о .. прошире~у) 

Ако Је Г теОРИЈа и , ' , Ф исказ. " , 
тада ако јеГU{Ф}I-..L 

Оо!' .. 

тада Г I-l Ф • 

Дакле ана је Г неПРОТИ8УРВ'"tна теорија и формула 19 није 
иза8диаа из 'г тада је и теорија ГU'{Ф}' неПРОТИВУРВ'-Iна. 
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ДОНА3: Став се 

(ф=;'.L),,*lф 

доказује применом става дедунције н ваљане формуле 

(ф је исказ). 

т ворија Г ј е nO:nnYHa ако за сваки исказ Ф или ј е r ~ Ф 
или ГГ19. 

СТАВ 1.7. Сеана нвпротивуречна теорија Г садржи се у некој 

потпу~!ОЈ~ неПРОТИВУР8~ној теорији. 

AOI-:'A3: Нека је (Ф~)F,:<6 добро уреljење скупа свих исказа и 1:0'" г*. 

,~KO није Елl-1ФЛ+lтвда нека је 1:).,+1 ... (.ЕлU {ФЛ+l})*а иначе нека је 

[.\+1= Ел· Ано је џ гранични ординал нека је Е џ = лЧџIл. Доказујемо 
да је [; ~~6.ЕF,:тражвна патпуна# непротивуречна теорија која са~~жи 
скуп формула r . 

Пошто је r неПРОТИ8уречна теорија биnе Ео Н8противуречна 

затворена теорија. Нека је F,:<б и нека су све теорије Eџ(Џ<~) 

Н8противуреЧН6. Ако F,: није гранични ординал тада постоји Gрдинал 

л КОЈИ ја претходнин ординала ; и Ел је ПО претпоставци непрсти-

8уречна теорија. Ано је Е;=Е л тада је E~ непротивуречна теОРИЈа, 

а а,·\о Је "сn>- тада је Lt;'(L).U (Фt;})* и није LлГ1Фt; . у том слу

чаЈУ ако Је E~ противуречна Т80рија~ мора бити Ел U {Ф.;} I-l одакле 

Је према ставу 1.6 E).,t-1 Ф~ супротно претпоставци. Дакле L.;: не може 

бит~ ПРОТ~8уречна теорија. 

Ако је .;: гранични ординал тада је (E~}~<~ усмерена фамили

Ј8 неп~отивуречних затворених теорија. па је према ставу 1.2: и 

E~ = ~~.;:L~ непрОТИ8уречна затворена теорија. 
hо~истећи трансфинитну индунцију~ занључујемо да су сае 

затворена теорије Ь.;:(';<О) непротивуречне. Следи да је (Е;);<6 

усмерена фамилија непротивуречних затворених теорија па је према 

1.2 и L=';:~6I.; непротивуречна теорија. 
Нака је Ф неки исказ. тада постоји ординал ';:<6 тако да Је 

Ф баш ФЕ;+l • Према дефиницији теорије 1:;+1. или је I.;:f-l ФЕ;+l' па 

Је тад" а-1Фt;+1 ,или· h6j eLt;1-1Фt;Н' па је тада Lt;+l=(Lt;U {Фt;+l}}* 

па је Е1-ФЕ;+1.' У сваком случају ЕI-ф или Ii-lф па је Teop~ja L 

потr.уна. 

Језик L'добијен из L додавањем нових константи~ операцИЈ

CK~X ~n~ рслацијских симбола. назива се продужењем језика ~ . Спе-

д~ј~лно, ана је L' добијен из L додавањем једино константи, 
. , 
;.... се 
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назива П~ОСТИМ ПРОДУЖ8њем језика L. Језик L је (просто) сужеЊ8 

језика ~ . -Свака интерпретација језика L на природан на~ин одређује 

интерпретацију језика L. Прва ОД ОВИХ интерпретаЦИЈа. НВЭН8u се 

ПРОДУIН8њем друге. а друга сужењем првв. 

Ако је д.,математи"1КИ систем у наме се језик L интерпретира. 

теда LA, дафннишвма као језик коме су као константе додати СВИ еле

менТИ ску.оа А • Математи"iКН систем "'Iији је скуп носилац А а у коме 

се језик LA интерпретира тако да се симболи који припадају и јези

ку L интерпретирају као и у језику L~ а свака додата константа а 

интврпретира се баш као елемент а скупа А ~ ОЭН8'-tава се са АА и 

назива продужењем система д. Систем А зовемо сужењем система ЛА" 

Р,наЛDГНD се дефнниwу. ако је ВСА , језик L8 1-1 СИСТ81". 

А в У коме се језик L8 интерпретира. 

СТАВ 1.6. Теорија је непротивуре~на акко има модел. 

ДОНА3: (1) Нека је дата непрот~вуре~на теорија Г језика L . Нека 

помоћу елемената скупа је LA просто продужеЊQ језика L 

А == {а .;l';<a.'} таквог да је 

L не припада скупу А. 

1фl 4 IА! и ниједан симбол Језика 

г је теорија језика L
A 

• Лако је доказати да је ГО (38Т-

60рење теорије Г у језику t.
A 

) непротивуречна теорија. Нека Је 

(Q.;(y.; )}~<6 низ свих формула језика LA са највише једном слоGод

Н'СМ ПРОМ8НЉИВОМ (Y
t 

је ознака слободне променљиве формуле 

Нека је (a~ ),. '1 ПОДниз низа (асЈе ~ <:,>.. I\.<et ." .,,<а 
, такав да се 

појављује у формулама Ф Су ) за v,l и ас,је различито a~ 
. V v "'л 

за v<Л. Уоуимо формуле Ф>.. (>"<0): 

l\lYk Ф Л (Ул) '* 1 фл (а,.л ) 

Нека JG Г = {ГО U {Ф })О 
о ~. о 

и 

/ 
а а ко ј е Л грани~ни ординал нека је Доказујемо да из 

неПРОТИ8уреуности теорије ГО следи непротивуре~ност теорије 

Нека .18 СУПР,отно тврђењу ГО противурочна. Тада је for.L тј. 

Г~. I.j;ol-l. • Према ставу 1.Б-тада је Г~1-1Фо. Нака је 

ф (а< ) теарема биће r"l-l \ly Ф (у ) 
о "'0 ,О о о 

и 

г . 
о 
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Г О~Ф (a~ ). У извођењу.формуле фо(а~ ) из скупа формула Г, заме-
г О t,O' .... 0 

'и~О свугде a~ променљивом z која св не појављује ни у једној 
.н .... 0 о 

Ф ормули извођења формуле Ф (a~ ) из скупа формула r . Тако добијамо 
. о о 

изаоОВlЬ8 формуле фо(Zо) из скупа формула Г~ нористеnи само оне 

O)-lстаНТ8 низа (a~) 'ТI ноје су испред a~ • Генерализацијом, да-
к .... л ).<'а .... 0 

6ијамо r r-'v'zоФо(zо) тј. г*1-Vz о Ф о(zо) што је ПРОТИ8ур8ЧНО са 

Г " L-1V у ф Су ). Дакле теорија r мора бити непротивуречна. 
I О О О О 

АналОГНО, из Н8ПРОТИ,вуре~ностн теорије ГЛ следи неПРОТИ8УРВЧНОСТ 

теорија Г.\+l • 

АнО је л грани~ни орДинал, према ставу 1.2. и теорија Гл.мора бити 

нвпрОТИ8уречна " 

Нека је г с = U Гл' и ГО је непротиsурвчна теорија, па се према ста-
1,<6 

ву 1.7 садржи у некој потпуној. неПРОТИ8ур~чној теорији 6. 

НаЗОВИМО терм језика LA затвореним ако не садржи слободне промен

љиве и означиМО са М скуп свих затворених терма. 

константе e~(~<~) интерпретирамо као терме e~. Константе F~(;<a~) 

интерпретирамо као терме a~ . 

О~ерацијске симболе f~(t<S) (дужине п) интерпретирамо као операци-

је f~(ду~ине п). дефинисане на скупу М са: 

I;(t1·,···,t n) = fE;(t 1 ,···,t n )· 

РелаЦИЈске симболе г~(Е;<у)(дужине п) интерпретирамо као релаЦИЈе 

1'~ (дужине п). дефинисане на скупу М са: 

I'~(-.:, ... ,t) 
<; 1 п акко 

Ll\- r!:'(t ,.,,,t ), 
.. 1 п 

I-'Iатематички систем МА са".носачем М • константама e~ (Е.,<а.) 

и a~{4<a~)' операцијама fE;(~<B) и релацијама г~(~<y) је модел 

Т80РИЈ е Г. Важи и више; за сваку формулу Ф језика L t.r Ф 
А 

акна ЈЕ; !'\А\== Ф 

Са) Ана је Ф исказ/и атомска формула тврђење је тачно по ,.:ј8Qиници
// 

ји система МА' 

Нека Је тврђење тачно за све формуле са мање ЛQГИЧКИХ а~зника него 

ф • 

(б) Ако Је Ф исказ облика 1~ .-тада. ~ошто је Ll потпуна теорија. 

6и1".е t.l-ф анка М-llј1 акко није llt-1jI акно није ЛIА 1-1ј1 акка /'!A F 1 i.Џ 

акко ,', i 1--- Ф 
." < г- ' 

h 
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ец) Ако Је Ф исказ облика Ф V Ф , тада .. пошта је 
·1 2 

l::. потпуна теари-

ја, бнћв t:.i-ф анка lI. .... фlvф2 акка А\-Фl или t::.r:.- Ф 2 акн.D М /= Ф или 
А 1 

,~j != Q')aKKO mAr-Ф1VФ2 анка МАl=ф. i _ 
Сд) Ако је Ф исказ облина Зх'ф(тј. облина lVxl ф) и tP има х као 

јодину слободну ПрОМВНЉИ8У (ана х ниЈе слободна променљива форму

ле tj;, тада Је "3xl.jJ формула еквивалентна са ~ ф), тада је према (6) 

ДОВОЉI-iО доказати да је 11\-'V:х:1 W акка Мд\:=V'хlФ • Пошто lф(ф) има х 

као једину слободну променљиву, постоји v<o тако да је 11/1 баш 

формула ф,,}у .. ) а Yv Је х. 

НвкiЗ ја ,\,јА i=VхlФ и нена није l!.1-'tхlф • Због потпуности теорије 11 

6ИГ18 ~l-l\fхlФ тј. 6.l--l'ЈхФ.,}Х). п~ претпоставци Је l!.t-I/J v тј. 
6\-lVxy (х) .... lФ (ас) па ·следи да је l>\-lФ (ас) • Из МАF\'хlф ТЈ. 

\) v"'v v ... ') 
'\~AF V хФ,,/Х) следи МА != фvСаЕ; ) одакле је по индунцијској хипотези 

V 
t ГQvСаt;:,} па је "1::. противуре'1на теорија СУПТРОllНQ доказаном. Дакле 

из MA f-\јх7 ~ следи l>I-Vхl Ф • 

Обрнуто, нека није MA\=='dxl Ф и нека је I::.I-VXl Ф. Тада НИЈе 

l'.jA\=~xQVCx) И јесте I::.t-vхфv(х), па постоји затворен терм t""T8K8a 

~a није MA~ фv(t). По индукцнјској пр~тпоставци тада НИЈе ни 

tl-Ф Се). Из I::.I--VхФ (х) следи да је I::.t-ф,,(t) па из те противуреч-
V " V v 

ности сnеди да мора бити МА 1- ~ xlw . 

(еЈ Нека Ф није исказ и нека су међу променљивим хо, •••• х п све 

њене слободне променљиве. Тада је I::.\-Ф анка 1::.'r-'rJх ... 'rJ х Ф 
о п 

анка 

.чАF~хо ... '!ХnФ анна МАI-Ф. 

Како је МА модел теорије 1::. која садржи теорију r , биће М (ДО

бијен из {,јА сужењем' језика LA до језика L) модел теорије r • 
/ 

Тиме је Доказ~но да свака нвпротивуречна теорија r има модел. 

(2) Нека је r противурвчан скуп формула и АЈ- Т. Како је због 

П~ОТИ8уречности скупа формула r , rr~. биће А модел и формуле ~ 

што је према ставу 1.0 немогуnв .• 

Скуп формула 1::. је скуп аксиома теОрИЈе Г ако је 1::.* = Г*. 

СТАВ 1.9 Свака теорија има скуп аксиома КОЈИ су сви искази. 



13 

Г'ОКА3: 

" 
l-i8КВ је r теорија и 6 скуп СВИХ исказа 

Нека је Ф формула из 

из г* • т ада ј е 

6 скуп траЖ8НИХ аксиома. г* и нека се међу 

променљивим хо •••• ,х n налазе СВВ Њ8Не слободне променљиве. Тада 

'iXo'" "v Хnф E.I:J. и \Јхо ••• ~ Хnф,1-Ф па је 1:J.* .. r*. 

Скуп свих иаказа оэна~авамо са , • Ако са М означима класу свих 

ИGТОТИПНИХ маТ8матичких система (система у којима се неки језик L 
, 

може интерпретирати) и ако је К С М тада је: 

Тп к.{фЕоф I за свака А 1= Ф} 

Специјално, уместо Тћ{А} пищемо ThA. СЛИ'"'IНО ако Је 1:' теОрИЈа 

1'1г _ {Ас MI за свака фе Г А 1- ф} 

зовемо теоријом за к а МГ је нласа свих модела теорије г • 

СТАВ 1.10 
( 1 ) М 0 : М 

(2) Тћ 0 - Ф 
о 

(3 ) ТћМГ - г* 

(4) Th М Тћ К= Th К 

(5) М Th М Г = МГ 

ДОКАЗ: (3) У СВИМ моделима теорије r тачна су све формуле из Г. 

Према 1. Ј Т8ЧНQСТ се чува при примени мр и GеПпа Г* с Th i1 r . 
)." -

г'\КО ~'f Г""тада није П-ф па је према 1.6 теорија ГU{lФ}непрот;.1ВУ-

pe~Ha и према 1.8 има неки модел А • АС-ИГ али ф.: није тачно у А 

( 4 ) 

ThK с (Thl()-r~ 

Дакле ThМГcг* 

Пошто ј е К С MThK 

1:1 ThMThK па ј е 

па ThMr = г* • 

6иће ThMThKc ТћК • Према (3) 

ThMThK '" ThK. Одавде следи да Је 

о' " 1 п" увек затворена теорија~ па је то· јасан доказ значаЈа затво-

pBH<-1Х теО;Јија. 

( 5 ) Због (3 ) Је гс. ThMf па је МТћМГ С МГ • Нека Ја AE.:~Г. 

,о Значи да за СВе ф.г А .. ф. На основу 1 • О (8 ) и (9 ) ваfii;.1ће за све 

ф" г* А '" Ф • но према (3 ) г*= ТћМГ па је за све Ф Е:ТПМГ А 1= Q • 
/ 

,о 3на~и да ,ј е А Е: MThMf па је MThMf -МГ. , 
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'~eKa је AtB е м ~ НажеМQ да су А н Б елементарно 8наива

л8НТНН (Л::6) анко је ThA=ThB. 

,[,0 ~,A 3 : 

СТАВ 1.11 СЛ8дsће је еквивалентно; 

(1) А " В 

(2) за сваку 

( 3 ) 

( 4) 

за сваку 

В Ео MThA 

А" Ф акко В"ф 
, 

формулу Ф 

формулу Ф ако АI=Ф онда ВЈ-ф 

Очигледно (1) аКНО (2) и (3) анка (4). Такође је јасно да 

~3 (2) произлази (3). Доказујемо да из (3) следи (2). 

Нека је Ф нека формула и нека су међу променљивим Ха' ""Хn 
све Њ8не слободне променљиве. Нека је БЈ=:ф и нека НИЈе АFФ. Тада 

постоји оалуација aEA
W тако да није AF Ф па је Аl=lФ . СЛ8ДИ да 

а а 

је AF=.3xo·· .3хn l ф па је ~O претпоставци БF=3хо ... 3Х;}ф . ТО значи 
~a постоји валуација Ье.В тако да је Вrъ 1Ф па не може бити БFФ. 

ДаНЛ8 ["'.ОР3 биТи Ар Ф па је (2) ДоКазано. 



Истотнпнн математични системи А и В су ИЗ0МОРФни (л=ВЈ 

сЈН.:Ј noc,o.jf1 оијекција f:A--""В и ано је: 

( 1 ) 
, 
~a свз!,;у нонстанту и ОДГО8арајућу константу 

• 

(2) За C8e~y операцију f
t

(t<6) (дужина о) скупа А и ОДГОS2рзЈу~~' 

ОГ1ераЦL.1ју :'~ 

" 
скупа В. и све 

••• .Ј а )) 
п 

-1' - i; 

•.•• а е. А 
п 

7з CBc~Y релаЦИЈУ г~(~<y) , (дужине г.Ј скупа А и ОДГО8а~~Јуr~ј 

релаl~ију 2'~ ск~па В • 
" 

и СВВ •••• а е А 
п 

• .Ј а ) 
п 

СТ;8 2.0 Ано је А=Б тада је и А~Б. Ано је А HOHa~~~ C~CT8M. 

(1: ~o дефиницији ИЭОМОрQизмг. СВВ атомске ~DРМУЛ8 Ta~~a 

\' -\ TCJ'~,,;:; ::у и у Е • ~lндукцијом по изграђености Фор~ула Д~;K~3jje 

,~~ ДЗ то а~жи за све формуле. 

Нека • 
ЈЕ А= • • а ) 

п 

л (х , , х ) Л 'v х (х =х У ••• у х =х )) 
П-Ј П О О 1 о п 

А и 

За то ј 8 

О F= о 

• ФОРМУЛiJ О 

f\ '" Лх,..,f.х)f", •• 

'" " 
изоажа8а C80j~,T~~ 

Б 
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системи у којима се ИНТ8Р:lР9ти~а 

језик ~, дОбијен из језика L продужењем помоћу 41" HBI{B 

Q 8 Е Вф={Ъ ЕВ [(В, Ь ) 1= ф} 
о о 

и В[ (Б,о ) F в}. 
с, •• 

Из Ф /9 Е "-'~)(A, a
1

) следи постојање Формула Фl (X
1

) 

L ,са ~tајзише једном променљивом Хl ' тако да је 

ј еэина 

8, (a~) ,'-, 
о • Нека је 

~ -
, F= 'е. Сх.) и А \= " ~ " 

а а 

а - (QkЈk<WИ b=(b k ) k<w Тада Ј е - • 

6
1

(x
1

) па је А t=: Фl (xl)~el (X 1 ) т Ј • 

па посто ј И 

тј. (B,c
1

) 1== ф 

Th(A~al) • Такође 

тако да 

је пресек конаЧНD 

1'1;-10јО Ck~;nOBa ВФ непразан 8h:J 3а све Ф важи Ф е. Th(A,a,) • 

Пс~то j~ Б КQмачан систем постоји само коначно МНОГО cKyro~~ 

а 

ь}. (t Е l:-h(А з а 1 )) па је значи "6 
~ 

ПОС~О:И 
" 'е 

О, Е- 3([;1 Е. П ВФ ) Т81:\ав да за све формуле Ф језика '--'1 ... 3 

ф~ Tn(A,a 1 ) 
(Л,.1 1 ) \--- 9 следи (B,b 1 ) F= Ф • Према ставу 1.11 

АI~~Л~ГНIЈ СВ доказује да за све k-l, •. o,n-l из 

(A,c1, ... ,ak)=(B.b1, .•.• b k ) за неке b1, ..•• bkE В ПРО\13Л3314 посто

j~l~e ал~мента b k +1 из В за који је (A~al.···.ak+l}E(E,bl'·' .,b k +1 ). 

\". аа аа ,~ . Ъ)р, , 
,~,:,.:., ...• k+l 1 k+l 1\ •.• f\ k k+l па су сои еЛС~:8f~ТI1 

;.-- .' 
~·~_""--"~:+l 

међУСОбно различити. За k=n-l добијаf~D Д~ JU 

( : ... ; _ , ...• а ) :: (Б. Ъ, ~ .•• ,Ь )-
-'- 1": Ј.. П 

• Нен.а је }':А----"В 
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за l"k",n • НаКО и А и В имаЈУ 

ПО 
!1 8JleM~HaTa биће f бијенција. Ако језик L садржи неки сиМБОл 

е с ,",,-,нс:тснте, тада је За неко , 
па је (B.b 1 " оо ~bD}F=et,;=ak 

m-aph3 операција скупа А и 

па је fle,)=flak)=bk=e'< • 

Qk , .• o,akE.A тада постоји 
1 m 

тенс да js (A.,a1, •. o,a H=f{"(ak , .• o,ak)=a k па је 
п "'1 то 

Ако је ј,.. 
; 

ak б. ;\ . о 

(Б.Ь" ... ,Ь )., fc(a
k 

, •. , ,a
k 

)=a
k 

. f1f<lak,· • . ,a
k 

))= 
-'- п <,. 1 m о па Ј е <,. 1 m 

Ако јг 1'~ m-арна релација скупа А и a
k 

~ ••• ~ak ~ А тада Је 
1 m 

(A,Gl,···,c:nH=riCakl,··,ak) или (A,al, .. o,an)'Flrf,;CQkl, .. o,ai;. ) 
m _ rn 

па je(B,j\ •. -.. ,Ь )pr{"(a
k 

, •. o,a
k 

) Тј. 
п '" 1 m 

r~t.r(c.}~ )З"'зf(а k) или 
1 m 

(Взtl)"'~Ь ) \:=1 rt'(a . .J"',jIa
k

) тј. 
п '" - &1 m 

lr~(f(ak ).J ..... !fQk ЈЈ. 
1 m 

у сваком случају важи rt(Qk J ..... ak ) анко важи 
1 m 

r) ,-(/(а. )Ј" ... f{a
k 
)~ 

t-, К 1 m 

ДaK~E f је ИЗ0морфизам па је A~B • 

CTfI.8 2.1. Нека је А математнчн.н СИСТ81"'. и J:A~B 6Hjer-. ....\~-

Ј а. НС може дефинисати маТ8матичн.и систем В тако да Је f 
И30МС~6и3~~ система А и В. 

t,ClHA3: Интерпретирајмо e t као f(e t ) за све t<a • Операц~јСК~1 С:ЈМ-

бол f~ ДУ}!lнне п интерпретирајмо нао Оflерацију !i дефинисану се 

-1 "-1 
!',(;""""о) - f1ff;lf Ib1),··,f Ib n ))) 

За c~e b 1 , ..• 'Ъn~ В • Релацијсн.и симбол r t дужине п ИНТ8РПDеТ~1-

~aj~l= КЗ0 ~8лац~ју г~ дефинисану са 

rJ.;(ol) .. "On) ан.на l't(!-1(Ь 1 )Ј' •• Јf-1 (ь п )) за све b1) ... )bnE: 3. 

Б 

Р. 

А. Лако се доказује да је 

одређују на В 

f изоморФиэы· 
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3. ПОДСnСТЕМ И НАДСИСТЕМ 

~!8Ka су А и В ИСТОТИПНИ СИСТ8МЦПРИ чему Је још: 

(1) АСВ 

( 2 ) ако ((<а) одговарајуће константе тада је 

(3) ако су [,; Аn_А _Н [~: B.n __ B (~<B) одговsрајупе операције 

тада је f,· f~ rAnCf, је рестрикција f~ на А n ) 

(4) ако су r,;:<:.A n и r~ с в n (';:<у) одговарејуће релације Теда Је 

Г_ = г~ П А n тада кажемо да је Д подсистем система В или да 
<; t, . 

је 1:) надснстем (праширење) система А. Ознака је А с.В. 

Да би смо лакше говорили о проширењима~ али не cal".o због 

тога, УВОДИМО појам дијаграма система А. 

Дијаграм система A(~A) је скуп свих атомских исказа 

е' 
1; 

(језика L
A

) и негација атомских исказа (истог Језика) који су тачни 

у А •• 
h 

СТАВ 3.0. А се Може ИЗQМОРфно потопити У 6 (тј. ПОСТОЈИ 

Се В тако да је Д!:::'В)' анка се В- може продужити_ до модела 3а L, 
" 

;'.ко је [: А-В МОНQморфизам .. тада је (B,(f(a,))a.<:.A) мсдел 

ЗС; дА, . Обрнуто ако је ('8, (!(а.))аЕ:А) МQдел за 6. А тада је f мо-

номорфизам А у В. 

СТАВ 3.1. Нека је Е неПРОТИ8уречна теорија језика L и 11 

С~уп исказа затворен у односу на дисјункцију. Следеће је еквивален

ТНО; 

(1) 1: И;1а скуп аксиома r тако да ј 8 Г С l:J. 

(2) ако ја А\2Ј: и за свани исказ O~.6 ако из А ..... О следи 

тада ј 8 И В 1= Е • 
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рuНАЗ, С~игледно из (1) следи (2). Дакажима обрат. Нека важи да 

СЈг'.О Ј G А F I: и ана за сваки исказ ОЕ!Ј, из А f=.O произлази В F б .. тада 

;8 О Pl:. Нека је г ={Ое..6.[Е 1=6} ... Следи да је ЕРГ. Доказујемо да је 
о 

r \==-1:. па је тада Г скуп аксиома за Е. Нека је В t=r и нека Је 

Г'" {lo ј БЕ4)В F16}. Е IJ Г' Је непрОТИ8уречна теорија. ПР8тпоста6f1МО 

;.а није тј. 1; ur'r-.L. Тада постоје искази O~I"" On€:.6. тако да 

је L UП6 1 ",'.'ilO
n

} Г'l. . Према ставу ,1.51:1-(l61Л ... hl6п)~Ј. па 

rl--l(lo:;./\ .•• l\lon) тј. I:\-°l"···Vо n • Како Је!Ј, скуп исказа затво

ран у с;:,нос.у на дисјуннцију биће 0lV ••• yonfir па BJ=0lV",Von L.:..ITO 

П;Јотивуречvl томе да је Б 1=-1 61"'" в 'r=161'\' ДаКЛ8,ЕUГ' мора 6>1ТI1 

непротивурвуна теорија .. па има модел А. Нека је 06..6.101 А\=О. ,"',ко није 

Б!=а тада је 8\=16 па је 16 ~Г' и АР 16 шта је контрадикцnјс. Дакле 

CScrH1 ис~,аз ОЕ:Д тачан у А тачан је и у В. Пошто је А модел за 

Ј:: U г' бићt А 1= 1:. По претпоставци (2) биће и В Ј= 1:. Зато сваки г--.одел 

Е теорије г мора бити и модел теорије I: па је fF I: што је и тре-

бало показати, 

Фо~мула Ф Је универзална (егзистенцијална) ако Је облика 

Vx ••• Vx :';'С3х ••• 3х ф) где је Ф формула без квантора. 
о п о п 

СТАВ 3.2. Теорија t језика L се чува у подсистемима акка 

има скуп универзалних исказа за скуп аксиома. 

ДОНА3 ; (1) Јасно Је да сваки универзалан исказ тачан У неком сис-

Te~y мера бити тачан и у сваком подсистему. 

(2) Нека је [ теорија која се чува у подсистемима и нека 

Је 6 скуп свих исказа еК8ивалентних са неким универзалним исказом. 

h3KO ј е фсрмула ('!Хф"ф)~ 'Vх(фvф) ваљана ако формула Ф не саДРНј;,.ј 

П~ОМ8нљиау х ~ao слободну~ биће скуп Д затворен у 

Нека су А и В два система~ таква да је 

односу на дис

AFL и ~a Је саа-

ни УНИQерэалан исказ тачан у А тачан и у Б. Тада је сваки егэис

тенцијаnан исказ тачан у Б 

LB је н<:::противуречна. Нена 

тачан и у А. Теорија [!.r. Ufi S јвзика 

је {Фо~ •••• Фп} коначан ~одскуп скупа 

6~ и неКе су Ь ••.• ~b сви елементи из В који се 
v о 111 

Лс3ма '+"" .... Ф'II.' Тада је lН=Зхо •. 'ЗХm(Ф~r.. •.• лФ~ ) 

ФС~муле јез~ка L добијене из формула Фiјезика L
B 

МеНа т.::: Ој (j~т) променљивим Х ј • По претпоставц'1 

. ' 

ЈављаЈУ У ~CPMY-

где су Q~ (i':::r.) , 
заменом свих вле-
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А i=ЗХ " .3х (ф' t\.. оо Л ф') па теорија 
о m о п 

1: u {Ф , ••• ,ф } нс I".оже бити 
о п 

неП;ЈОТИiЗура'-tна. Следи да је и .Е U lJ.
B 

неПРОТИВУРВ"iН8 теорија, па има 

["Ю,Ј,8Л С . Тада је В подсистем система С (став 3.0) и како Ј'В 
iJ 

'с pL: 6,,:18 и Ћ}= r,. Према ставу 3.1 теорија Е има неки скуп универ-

залних исказа за скуп аксиома. 

СТАВ 3.3. Формула Ф се '-tye6 у ПОДСИСТ8мима анка је еКБИ-

8aneHTf~a неком универзалном исказу. 

ЛО i";'; Ј : Теорија {ф} се чува у ПDдсистемима аКИQ има скуп универ

заЛНi-1Х исказа r као скуп аксиома. Тада је 

ПОСТОЈИ hоначан скуп {ф " •• '" Ф }с r тано 
о п 

гrф. Према ставу 1.2 

да ј 8 {ф ,.."" } г ф. 
о п 

Поwто је Q г r биће Ф I-{ф ., ••• ф } 
о п 

, 
па Је Ф еквивалентна са 

Ф л .• 'ЛQ • Ф -,' ".ф су универзални искази па је екsи-
о L О П 

8алентна са универзалним исказом. 

~TAB 3.4. Теорија Е језика L се чува у надсистемима анко 

има скуп сгзистеНЦИЈВЛНИ.Х исказа за скуп аксиОма. 

. о 'О С; nl\...,: (1) Јасно Је да сваки егзистенцијалан исказ тачан 

у некам систему мора бити тачан и у сеаком његовом надсистему. 

(2) Нека је Е теорија која се чува у надсистемима и нека 

је 6 скуп свих нсказа еквивалентних неком егзистенцијалном ис~{азу. 

С~уп д је затворен у односу на дисјункцију. Нека су А и В два 

систе~а, такВа да Је A~E и да је сваки .егзистенцијалан ИСК~Э тачан 

у А тс.'13Н И У В • Теорија ь.А UThB је непротивуречна. Р.КО није 

тада ПССТОЈИ бар један исказ о" €. 8А тако да је ТћВ }- 1 а . А .... о у а 

све КСН::::Т:Јнте језика LA КОЈе не припадају језику L замеt-lИМО п;::ю-

х 1" ••• х 
п+ m 

које се не јављају у формули cr • за T3kC 

~Сбнјену формулу "[ важи Th8f-'1x l"''lJx l"[. Због ос.ь'А 6нћа 
n+ m 

па важи и 8F=.jx
n

+1.' .. 3хт "[ што је немогуГ,е. Зато "F'JX ., .1х " rl+l m 

је тео~ијс. АА U ТћВ ј езина L
A 

непротивуречна па има мо~ел • 

Сг. еди ~B Ј е АсС • Пошто се теорија Е чува 'у наДСИGтеГ1има 

~ '" "''-'''118 CFL • Према ставу 1.9 теорија Е има скуп аксиома КОЈИ су СВИ 

.-1СН,ВЭ;.1 па из С::В следи Бр Е. По ставу З.ј теорија Е има сну п СГ3ИС

Т8нц~јал~их исказа за скуп аксиома. 
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СТАВ 3.5. ФОРМУЛ~ Ф се чува у надсистемима анка Ј8 8НВИ8а

леНТНG неком егзистенцијалном исказу. 

ДОnА3: Аналогна даказу става 3.3. 
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4, ЕЛЕi':сНТАРНИ ПDДСИСТЕ~Ј И ЕЛЕNЕНТАРНИ НАДСИСТЕN 

Нека је језик L интерпретиран у системима А и В и нека Је 

А с Б • А ј а елементарни подсистем система В ана за севку формулу 

9 и сваку залуаЦИЈУ acA
W важи Аf"oф акко В\==ф. Ознака је А-< Б • а 

а а 

TaHoije КQЖ8ма да Је В елементарни нвдсистем система А • 

CT~.B 4.0. Нека је ЛсВ. Тада је А-<Б акка за сваку фор!""·улу 

ф и сваку валуаЦИЈУ а€.А Ш • ако је BF=3x Ф тада постоји ь ЕА тако 

г ' ф ,.::;aJ8u( • 

ДОКАЗ, 

a(olb ) 
n. 

Ако ј е А-<'В и 81=<Јх ф тада 
а п 

а п . 

је Ар3х ф па 
а п 

" .. 

паСТОЈ и о t А 
п 

тако да Је лl ф. Следи да постоји ь ~ А тако да Је 
п 

8 1 ф , 

аккс 

a(nlb ) 
п 

а(n!Ь ) . п 

Сбрнуто. нека је Ф произвољна формула) а t А Ш фиксирuна и 

г.;ЈОИЭВQљна 

Б!= јЈ 
а 

валуаЦИЈS. 

• Нека ј е 1јЈ 

Ако Је 1јЈ атомска формула 

формула ОБЛ,ика lФl и нека 

таДе је AI= \јЈ 
а 

за фсрмулу 

важи, АI=Фl акка БF=Фl' Тада је АFф акка 
Ь Ь а 

AF1\IJ
1 

BKf-\О Н>-!Ј8 
а 

А 1="'1 акко није 81= Фl акка 81=1Фl акка 8\=ф , Нека је у облика 

а а а а 

'!J 1 v tiJ 2 и нека за формуле 1./11 и 1/12 важи: А:Фl анно ВЈ;Ф 1 и А: 

је Аf:ф аКИD АFФIVФ2 анка AI=W1 ИЛИ Ai= Щ 2 
а а а а 

у 
2 

или В 1= W2 анка В 1= W1VФ2 анка Вг-ф • Нека је ~ сор-
а а а 

мула оБЈl;.1н.а '3х Фl и нека за формулу 1/11 важи: А F Ф акко В i-
п Ь 1. Ь 

След~ да је Аl==ф анка AI=3x 0/ анка постоји ЬЕ-.А :л1 _1. у 
а а п п _ а (п ј о) 1. 

п 

а,-{но постоји Ь6А :вl Фl анно BF=jx 1/11. анка БF=;;; 
п а (п 1 ь ) а п а 

п 

, 

СТАВ 4.1. Ана је А-< В тада Је А=:В. 

Г" _.":',0. 
...... СЈ 1. • hDр~шћењем става 1.11 • 
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~брат става 4.1 не важи увен. Али a~o језик L ДОВољно про

~У.iIИМО В8жиће и обрат. 

СТАВ 4.2. Ако је Ас 8. следеће је еквивалентна: 

(1Ј А-<С 

, 2 1 , , 
( 3 ) 

( ·1 ) 

( 5 ) 

зс 

З3 

33 

(Л~ 

C[j~ коначне CGA (A~ (а)аЕ,с)=(Б~ (а.Ј аес ) 

СЕС СсА IA,la) c)-<IВ,lа) с) 
а" аЕ. 

С[је СсА (A~(a) c)=(B~(a) с) 
аЕ. аЕ; 

(с) A)=IB,la) А) 
а6. аЕ. 

Са) нека Је А-<В. С неки подсн.уп снупа А • Ф произвољна 

јвзика L
c 

и 
ОЈ 

а ~ А • Нека се међу променљивим х •••• ,Х нала-
о п 

::З~ cse с~ободне променљиве формуле Ф и нека су 01' ••• оС;:: сиr--,С;оли 

нонстаНТ(1 језика L
c 

које се јављају у формули Ф а нису с~Г":бог.и 

l{снста~7И Језика L. Нека је Ф формула добијена из Ф Јамоном 

аккс А;= у 
а' 

с . , 
(i:l ••••• m). Из 

променљивим х . 
n+, 

А-<.В следи да је 

акка В \= Ф акка IB,la) с) \= Ф па 
а... аЕ. а 

и a~ В8луаЦИЈ а 

IA,la) с)р Ф 
а. а 

је 

(А. (а) () -«В.,(а) с) • Дакле ИЗ (1) следи (3). 
се'.' a~ 

( 6 ) Према ставу 4.1 из ( З ) следи [4) • 

( ц ) ( 2 ) и [ 5) су ТрИВИЈалне последице (4) • 

( .::1 ) Н<зка је IA,la) c):IB,la) с) 
це ЙЕ:. 

за све KOH8'iH8 ПОДСi-\У-

:-;ОiЗЕЗ С СI{упа A~ нека је Ф формула језика L и а E:A
W 

• Нека се ,'1сђу 

х ~ ••••• X налазе све слободне променљиве ~ОРМјла 
а п 

ф 

Ф Формула добијена иэ Ф заменом свих Х. , са а. , , . } 
ll"'O, ••• ,n . 

~Оl..J-;-О јБ С={а •••• ,а} KOHa'i8H подскуп скупа 
а п 

А биnе 

(А,а ,., о,а )=(Б.а .' ••• а) па је Аf==ф акко 
о п о п а 

(А,а • ... ,а ) 1== 9 
а п 

u Гi.1-' G 

. 
(13, а ," .---;а ) 1= ljJ анко 

о . п а 

(в) Да из (5) следи 

С;ЛЕ,L:У (1). 

Вl=ф • Дакле из (2) следи С 1 ј. 
а 

(1) доказује се аналогно доказу 



:. УiiИ:А ЛАНЦА СИСТЕМА 

)..о~v<б 

( 1 ) 

H~Ka је (Аv)v<б фамилија иототипних СИСТема при чему из 

A~ U А , v '< о 

. Нека је А СИСТем за који важи: 

(2) за ::8;:) 'Ј<о 
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т ама J-'.dh1 ",мо да ј е А УНИЈа ланца (А )' , 
v v<u 

и пишемо А == V А . Специјал-
\1<6 v 

"". О , ле.наL:, СА ) , v V<u 
КОД кога из jJ~v<Q следи AJ.l-< А '!) I назива;10 ел е-

~снта~ним ланцем. 

CiA8 5~O. Ако је Аунија елементарног ланца СА\) )\1<6 тсда 

Је за сво v<б 

с обзиром на стае 4.0* индукцијам по броју егзистеnЦ~Јал-

них K8aHT~pa формуле ф I доказу ј ама 

акка А t=. Ф 
да је за све \1<6 и сае вsлуа-

• 
а 

Г.сна ј е формула Ф облика ЗХ 1Ј; 
п 

при чему се међу променљивим 

х , .•• ;Х налазе СВВ слободне променљиве формуле \јЈ. Ано Ј е А F= ф 
о n\! .... 

Теда па постоји Ь' Е А 
п v : А I ф. Према 

"а(n!Ь n ) 
Ф па ј е А 1=' З х ф • 

а п 
хипотези ПОСТОЈИ Ь Е;. А: AII==== 

п а(n!Ъ n ) 
Ако Је 

UG~HYTO А]=ф 
а 

ј , э. I 
"px;~ 

\~ а го 
Т Ј • 

, ..; . л 1- '1 с;::-jl -

тада постоји Ъ ~A : AI Ф 
п а(n!Ь n ) 

па за неко ).1<0 nОС'ОЈ и 

па по индукцијсној хипотези постоји [) Ео А. 
п ;..: 

~~\)Taдaj8 и Ь .... А па ј 8 
П V 

AvF= ф Ако је тада . "' је А \= ~ х • "<џ J 8 a€:A па ') 
џ ј.1'а -' ~ 

а .. 
одакле због А 

V 
-<А 

џ 
следи да Је А 

V F= 9 • 
а 



HGKO 

'Ј<5. 

, 
Ј8 А <::. А за све v<б биће 

v А 1= Ф акко А F ф 
v а а 
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за СВВ 

све безкванторне формуле Ф језика L • Тиме је Аоказа-

но Аа то важи и эа све формуле Ф језика L • 

Формула је универзално-егзистенцијална ано је облика 

ух .. ,\јх јх 1" .јх W где је Ф 6еэкванторна формула. УН;.-Isерзалне 
о п n+ m 

и 8гзнст~нцијалне формуле су такође универзално-егзистенцијалне. 

f',налогно се дефинишу егзистенцијална-универзалне формуле. 

C~AB 5.1. Теорија Е Језика L чува се у унији ланца система 

~KKD I И~З скуп универзално-егзистенцијалних исказа за скуп аксиома. 

(1) Очигледно, сваки универзално-егзистенцијални исказ 
, 

са чуве у уНИЈИ ланца система. 

(2] Нека је L теорија која се чува у унији ланца C;.-IСт~ма, 

а L скуп свих искаэа еквивалентних неком универзално-еГ3ИСТВНL;ИЈал

НОМ исказу. Скуп А је затворен у односу на дисјункцију. ~eKa је A~E 

и H8Kd ~e сваки универзално-егзистенцијални исказ~тачан у А ~ечан н 

у В. :аде Је свани егзистенцијално-универзални исказ тачан у В 

Т'зч,:::н и у А • 

(а) ос "мо а пост Ј'е А' и Б'тако да БеА' А'с.1:'Iг.:.--;;:l и АсА', h ка::'УЈ8 Д о Је, (Ј,..,.......... _ 

г~гюдужимо језик L до језика L
8 

• Нека је A1 скуп саих 

УНИ8еР3~~I~ИХ исказа језика LB тачних у Бв • Теорија Th А U ~l 

је непр~ТИ8уречна. Ако би Th AUA
1 

била противуречна морало би 

6<1";"": Т;~Л\-lо бар за Један исказ 0.:;;.6.1' Нека се у исказу G јво!'"ају 

I~OHCTaH7B bl~.,.,bm језика LSKQje не припадају језику L и нека су 

промзнљивим Х •••• ,х 
о п 

са8 

r~~TO ь ," .,Ь нису константе 
1 п 

(везане) 

језика L 

променљиве исказа а , 

.6иће ТП М-Ух 1" .\1 Х 1 т 
n+~ ,"!.+г.. 

ГДе jG т ~ормула добијена из а заменом свих b.(1~i5m) П~DМСНЉ~8ИМ 
~ . - . 

х , 
Г. + l • :10 претпоставци је Бв·\=а па је ВI=Зх 1" ,3х 'ТЈ. Г:СLJ..:ТО је 

п+ п+т 

v Уi!":::;С::.=:='::::,~НИ исказ 6иће Al=jx •. ,3х 'V. што је HeMoryile, па 
n+l п+т 

П' 'U' . , " ~. f\ '-'о 

" 
бити неПРОТ~8уречна теорија • 

Нз,.{а је А в модел теорије ТћА U l\. Тада Је А=.Л' и Бел' . 
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'" l.:J Т а s "1l.:'Н=:; , 

, . 
'\ ,,' па 

" 

сваки универзални исказ тачан 

~c сваки егзистенцијални исказ 

у бв мора бити тачаt~ и у 

тачан у А'в тачан и у Бв • 

Теорија дА' UThBB језика L B ИА' Је непрQтивуречнс.. Ане НИЈе 
. В 

:-'ОСТОЈ" 6a~ један исказ (J~ДA' ·така да је Th I:ibl-lcr. /\но Је т 
В 

4:0РМУЛ.9 ,д::6ијена из а замеНQМ С"ВИХ 12 i ео А ',в QДјQвераЈући~ промен-

ЉИВИ;"] Х-', сипа Th 881-1'1". Из аЕ.Дд ' следи да је А в Р.о. 3 X i ... 1" 
" В 

па Је и 0 .. 1= . . .3х.· ••• "С ШТО је немагуПе. " , 
Нсзн.а је Бв UA" модел за bA,UThBB • Тада Је А'с. Б' и пре

В 

['Са CT<3fJy L't.2 В-<8'. Следи да је свани универзална-егзистенцијални 

~ICHQ3 тачан у А' , тачан и у В'. 

(6) QO~M~pajMa ланац система СС) < на следећи начин; 
п п '" 

( 
, , , , 

( Z ) 

( 3 ) с 

"' о О 

== .-\' 

2n:.+2 
и С 2т+ 3 добијају се из С 2т и C

2m
+

1 
(т<ш) ПОМО ћу ( " ) . 

Је с о U с 
n<", п 

• Тада је c-u при чему је С 2 "~A 
::l + .L 

за сва r;::<i.J па је C2m +1 F 1: 

m<", 

. Како се I чува у унији ланаца система 

6и~.е С!=;:::. Ланац (С 2 ) < је елементаран и 
m m '" 

с= U c2n па Је пре
m<", 

Ми ставу 5.0 с -< с тј. В-<С. Следи да је вр..Е па према CTasy 3.1 
о 

Е I~Mci скуп универзално-егзистенцијалних исказа за скуп аксиома. 

5.2. Формула.ф се чува у унији система анка Је ензива-

~eHTHa -неком универзално-егзистенцијалном исказу. 

Аналогно доказу Става 3.3. 
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X r,'~::'- :::>ФИЗАМ l~. U, 0-.)' 1--'_ 

~j <Ј ка су А и в истотипни системи и нека је: 

" 1 ) , , ~ 

ј 
• А • В . 

( z ј dKO су е t,;E:A и e~ Е: вС ';<аЈ ОДГQварајупе константе тада Ј 8 

о' - f1et;J о. - • 

" 
( з ј а ,.;. G су ft; и f&(t;<~j одговарај уће n-арне операциј е тада Је за 

С!З е а , •... I а <.А • f1ft;la , ••• •• апЈЈ • f~ Ifla,J •...• f!cnJ Ј • 
" п 

(4 ј ано су "Е; и 
) 

"Е; ( «уј одговарајућв n- а РН8 релациј е тада Је за 

~ae а , ... , а €. А; а ко ј е r ~ (а ••••• а ) 
~ п ~ 1 п 

i ада кажемо да је f хомоморфизам система А и Б и пишеМQ 

" А -,i). Ако је f сирјекција кажемо да је f епиморфиза;"] ~ЛИ да 

ј ЕО 1) ХСМGморфна слика система А ( в'" [( АЈ ). 

ПОЗИТИВНИ ДИЈаграм система А (дТ) је скуп- СВИХ атомских 
А 

ИСi-\5за Ј8зика,LА тачннх у ЛА' Разлази увођења ОВОГ појма 6ипе 
• 

оДмаХ_Јасни. 

С,АВ 6.0. Нека су А и В ИСТОТИПНН системи. Постоји хомо-

МОРQr1З8М Ј': А --7> В анка се S може прОДУжИТИ до модела за • 

~JHA3: Апалагна доказу става 3.0. 

~ормула Је ПОЗИТивна ако Је изграђена од атомских Qор~ула 

ј8Д~I~~ применом конјункције~ дисјункције и неантора. 

СТАВ 6.1. Теорија Е језика L се чува у хомоморфним слика-

. '1 З а ю-,,'Ј има скуп ПОЗИТИ8нИХ исказа за скуп аксиома • 

(1) Чндукцијом по изграђености ПОЗИТИ8НИХ формула лако се 
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~OKa3YJ8 да се свака позитивна формула чува у ХQМОМОРфНим сликама. 

:2) ~jOKa ~8 теорија r чува у хомаморфНим сликама и нека су А и В 

TiJKSH СИС,8МИ да је А 'р.Е а у В важе сви позитивни иска:;и који 

D~}li8 У А . Скуп 6 свих ПОЗИТИВНИХ исказа затворен је у односу на 

дисјуннцију. 

(~) Донззујемо да постоји елементарни надсистем В' Б и 

х:::;."',о;~орфизам f: А ~B' тако да сваки позитиван исказ који BBi-i1И У 

А важи 
1 ,. у 

Нена је 61 скуп СВИХ ПОЗИТИВНИХ исказа језика L, тачних у 
о 

, 
~. 

h 
~ClUTO СУ сви позитивни искази тачни у А , тачни и у Б 6иi".е 

ТЕЈCI~ЈијF; t: U Th Бв неПРОТИ8уречна теорија језика LA v В • Нвка Је 

( ;)), • (а') А) ,неки модел те теорије. Тада је Б< В' и 
~J аЕ:_ 

ако 

ДСуИННLJО,""'О тако да буде f(a)==a~ , f је ХQмоморфизам и сааhИ по-

Э~IТИ8~Н f~сназ тачан у ЛА тачан је и у !В',!ј!а)) А) 
. ае, 

• 

(G) r-iостоји елементарно проширење А'система А и пресликаааfЬС 

~ , " . Б~ -:>";: ~ тако да Ј е сваки позитиван исказ тачаl-! у 

, А' , , тачан и у 

;;~н.a је Ь. 2 
при чему Ј е 

скуп свих исказа облика 

Б~, F= lф . Теорија ТhЛА 
lф где је Ф позитиван 

U Ь. 2 језика :"'Ј U iЗ~ Ј е 

~аП~О7ивурвчна јер су сви позитивни искази тачни у А тачн~ и у В • 

nt;;KB је (ЛА' (b~)b Е: УЈ неки модел теорије ThAA U Ь. 2 • Тада је А ""'::А' 

н dKO 2 Д~Qинишемо тако да буде е(Ь) = b~. тада свани пози"гиеан 

Y.Cf--~аз 9 7с::чан у (А' .. (e(bJJbe.b .. J-мора биrrи тачан и у ВВlиначе у ВвЈ 

~а~и 19 па и у (А .... (е(ъЈ)ЬЕВ .. ) важи lф што је нонтрадикциј~. 

(ц) ,1~~ф~IНИШИМО елементарне ланце (А ) < и 
п п w 

( В ) на сле~епи 
п n<", '" 

i-i:3'-iИН: 

I • 1 , , 
I 2 ) 
( С, , 
l _~ Ј 

(" , . 
• 

, 
" 

~ 

о 

u ~ 

о 

Б ,; -r- _ 

, 
г. 

:. T1. 

" .. . " . п+( 

, 
~ 

.. , 

оо добија 

~e ДО биј а 

ПР:НDМ ј е. 

из А В (а) И нао у 
П П 

из А и В 
П n+1 као у ( б ) • 

због [nс 
-1 ~ • f n +1 !Јп с проширсњс ":ЈМ""-~~~"'IЭ 

Ј n+l л , , .. 'L.~~4' ,-

при чему је свани поэитива!i исказ Tй~a~ у 
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., .. -1 ~ 
џШ НОЈИ Је због gn _ 

А-<А 
w па је Аш Ј= 1: 
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Ta"tBH и у 

Ifla)J АЈ. 
п п а е. 

Нека Је 
п п 

је ХОМОМОРфнзам систе-

(1\<Ш) епиморфизам. Према 

• Пошто се Е "tY88 У ХОМС~ОР~НИ~ 

• Према ставу 5.0 в -< в 
w 

~a ~CHG5Y сТава 3.1 1: има скуп позитивних исказа за скуп аксиома. 

СТАВ 6.2. Формула Ф се "tyea у хомоморфним слика~а акко Је 

ека~аQлентна позитивној формули. 

··-"Р3 ,; , . 
t1'-'n' . Аналогно ДQказу става 3.3. 
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7. УЛТ?А~РОИ3ВОД 

у ОВОМ што следи претпостввићеМQ да Језик L има само Један 

симGо.~ hUHCTBHTe е и по један релацијски и операцијсми симбол r 

.1 f • оЈа дужине 2 • Њих эадржвваМQ као представнике оДговврајућих 

Q~милија ~~мбала. Лако Је увидети да општаст резултата дО КОЈИХ 

~Б~О ~оћи није умањвна авам претпоставком. 

I:·:=::--\a је 1 непразан скуп и СА.). 1 Фамилија , , '" ИС7СТИПК>1Х CI'1-

• 'А • ) ".-=\ .,е·,Ј·,l'· • Нека је f п~ филтер на 1 • То значи да 
1. 1. 1. l l 

ји f hЕпразна Фамилија подснупова скупа 1 која има следећа својства: 

( " , ан=. • 
~ 2 ) а гс) 

( Ј ) 0 .С 

'F 

,-""'-:. ,~'_.Пг\_ • 

- , r.: € с 

-Е.Ј: 
о , И 

, 

F онда и 
J(\KEF 

K"F ЈсК тада и 

I {а скупу В= П А. дефинишемо 
i€I 1. 

релацију ~ на следећи начин: 

а ККО { i Е 1 1 а. =Ь . } = F , , • 

СТАВ 7.0. Релација ~ је релација еквиваленције скупа п А .• 
. 1 ' lE. 

(1) Тривијално Се доказује да је ~ рефлексивна и симетрич-

(2) Нека Је a'Ub и Ovc • Тада Је 1 = {i[a. = b.Je.F 1 , , 

=.=li[b.~".JEF. где Је а=(а.). 1 ,Ъ=(Ъ.Ј. 1 
.::::: 1. l· 1. l~ l :t.E. 

а= ( с .). _ 
1 :t€,J. • Пошто 

Ј С F З у.п7СР биnе 11 (\ 1 2Е. F па ј е због 11 () 12C {i\a:.=c.} и 
, 1 

~.' књизи МсЈ,::йs and ultra.products (стр. 88). ау I·C~~ 

и ~:O~;~OI1 тврде (без док~за) да ако је (А.). 1 Фамил~iа CK.'~o~a 
l 1.е: ~-

сваки има више ОД два елемента и '\; релација eKC~Ba.~~H~~j8 
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·1' =..Е: 

тада 
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је F={Jc 1 постоје а .. ЬЕВ :а '\, ъ 

{iEI :~i:::bi}C. Ј} прави филтер на 1 • Дајемо противпри!"'.ер за ОЗО 

ТLi~1јен-,е. heKa је I-(l,2} .. А ={а а а }и А ={а G: а } 
1 11' 12' 13 2 21' 22' 23 

'- '. . -, , ,L r\ ц најмања релациј а еквиваленције на A1X А2које 

"'о={(( Q':11,Q':22),(aJ.2,a21 ))} • Пошто је 

(all'~22;'\,(a127a21) 
r f~8п~аDИ филтер на 

и одговарајући скуп индвкса Ја празан биће 

1 • 

С'- (U i J i6I .. f((aiJifi:.I 

риа.). -~ (Ь.).; IJ 
l l<:'~' ~ ...... 

,(Ь.Ј. IJ=(f.(a.,b.)). 1 
l Ј..Е. ).::1. 1. 1.E: 

анка {i«.r I г.(а ... Ь.)}Е. F • , , , 
=ТАВ 7.1. Релација ~ је нонгруенција система Б . 

~ 1) Према ставу 

(2) Нека је Q:'Vb 

где Је 

7.0 '" је релација еквиваленције. 

и c'Vd. Тада је I1={ila.=b.} Е. г , , 
a=(a')'OI ,Ь=(Ъ.Ј. 1 

1.J..~ llE 
.с=(с.Ј. _ 

). lE~ 

• Пошто ј 8 F филтер 11 П 12 Е F па како ј е 

и 

• 

r 'f( Jf(b dJ} ћ (.'"( Ј "(" 'Ј' F ::::,Г\ =rcli, . а.,а. = .. ,' би е и 1.IJ. а.,С. ;-:-,,/).::;:. ,Е. 
1..:! 1. 1. 1. 1. 1. 1.. 1. 1.~1.":;. :..'l 

П3 је ~""':Q..>c)"'f(b~d) • Релација '\, је сагласна са оперс.L.:,·",јОl'l J~ . 

I 3 ) 

бипе и 

• Тада је "1;{ila.;b.}E. F 
l l 

{i[r.(b ..• d.)}€:F па је У>{Ь,с.) 
, l , 

~ је сагласна и са релацијом r • 

С.-1стем Б кој и се оБИLJНО 03Ha'"taBa са П А. ј ј", 
i~I 

l F 

• 

• 

са ;Ј t:j,.:; ~п"'" ~ s а н и м прОИЗВОДом фамилиј е (А . Ј. 1 
l "~ 

• У спеЦИЈ<3Г.НО:·' СЛј'-iс-

Је F ултрафилтер. тј. филтер КОЈИ задовољава усло: 

за све Ј С. 1, редуковани производ називамо уiIТРСПРО~З-

)сновни став о ултрапроизводима је 

'_'-".8 7.2. Нека Је (Ai)i~I фаг~илија 

г ~'лтра~~лтер на 1 • Ако је А ултрапроиэвод 

, 
теорема ~os-a 

истотипних C~C'-":.;.CJ :.--. 

фамилије " , lГ\.). _ 
::.. l"'-_ 
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8qлуаЦИЈУ одговарајуће валуаци-

) и сваку t;Jop-

:'-,У,1,:/ q; језика L важи:А'ј::==ф акко 
а-

c~~H;,f\3: С 1) Пре доказа саме теореме доl-t8зуј вма до!! за сваки терм 

.. јсз.-\с\з .l... , У помоћном систему Б важи t(aJ=(t(ai))i .. 1 • 

Ако је терм t променљива 

=(а .Ј. _=(t(aiJJ· r . 
nl ~~1 ~~ 

х , 
п 

тада је t(a) = а ~ 
п 

AIIO је терм t констанТа е _ тада је t(a)=e - (е.Ј. ,-
1. 1. "" 

- (t{ai))i.e::I • 

/\;-';0 је терм t облика f(t
1
,t

2
) где су t

1 
и t

2 
те~,~,и 3ё. 

ЧИје а~а~hОСТИ је tl(a)=(tl(ai))i~I и t 2 (QJ=(t 2 (a i ))ieI 

је t(c)=i(tl(a)~t2(a)) '" !((t1(ai))iE:I' (t 2 (a i ))ie.I 

'" U"i (t
1 
(ai)~ t 2 (,a i )))iE! =. (t(ai))iEI • 

~~cн.a је d- =(d~)k<W произвољна '8алуација на А 

, .>- (. Ј 
, 1', C: i = C: ik k<w 

~. - (Ј .. Ј. ,Ј . 
• : l."::1.':' 

;2) Нека је Ф атомска формула оолика t .:=t 
1 2 

1:1>1 -':2" Тада је АF::=факко A~ti;;t2aKKO t 1 (a,)"vt 2 (а; <ЈККО 
а а 

(-,';, (а.)). 'V(t 2 (a.)). 1 акко (iE:I[ t
1

(a,·J=t 2 (a,·)} Е; F ai-{KQ 
.1. l :.~I 1. 1.Е. ]. 1. 

cclA. i t =t ЈЕО F акко !iIA. R фЈе. F 
l • o.i'" 1 2 1. ai . 

(:3) Ака је Ф атомска формула облика r(t1, t 2 ) ДСi--'.аэ Је 

aHзгoгa~ ОНОМ У та~ки (2). 

г i-'.KO 

ЗККО 



је Ah- Ф 

анка постоји 

ИЗ увге следи да и! постоји Ъ. "А. :A.I. ~} .. F 
>n > >a.(n!b. Ј 

!iIA.I=~h 'џ}еF акио {i!A.1 .ф}Е.F. 
1 * П ). а. 

а i ). 

Тиме ј е доказано да из А F= ф 
а-

, >n 

акг\о 

3а доказ обрата ДОВОЉНО је, према ПРВТХОДНОМ~ даказаТf1 да из 

{i! постоји Ъ. Е А'.:А., fr "}E:F следи да постоји Ь-Е.;\ 
1п ). 1. а .... (n!Ъ. ) п • ,п 

Так':) да Је {i!A i \ ~( lb )ф} e._F. 
Qi "пј in 

• 

с. 
,О 

i -:;. 1 

Е 
• 
о. , 

:lреТПОСТ8ВИМО аНТ8Ц8денс. 3а оне i Е 1 

Тс:КО да је Ail (1' ) ф , нека је 
а. п D. , ,П 

за ној е по:: тој п 

С. =ъ. • 
1n 1n 

а за C:I~C 

за КСЈ 8 не постоји Ъ. таио да је А;I=I=О(=т'I':='7) ~, 
1n -QinОin 

С. ПрСе'!ЭЕ3С,"~НО. 
10 

и {iIA.1 . ,ф}€F 
:l а.(nјС. ~ , н 

вене оанн. 

Је став 7.2. у потпуности доказан. 

• 



ТВ;ЈпрВiира ј::ЗИН 

Нека Је (Ai)it::I Фамилија 

L, F ултрафилтер на 1 и 

система у којима се ИН

А --< П A./F o Нека је 
iE: 1 ~ 

т Т) 
а :.: ( (-;: 

k k<i.LJ 
i.O:::луација на А В8луација на А. (ie.l), 

1 

ПрИ ЧСf1у Ј8 ~k=(aik)iE Т. Тада за сваку формулу Ф језика L ван,и: 

анка· U<rl AiFI==:a~"". фЈ Е F 
1 

ДОГ-'.:',З: ПQсt'1:Ј ставу 7.2 и дефиницији елементарног ПОДСИС~"еr1сЈ. 

да 

1 Е. S 

за све n<(,;j важи: ако за СВ8 iaI постоје Ъ. Е А. 
1 П • 

,.с,с је [il А. i ф} 
).a:(n!b' l 

1 10 

:: F тада постој и 

liIA·Fo - фЈ 
1 'с:7(п!аiп) 

F о 

Претходно неколико дефиниција. 

(а. Ј-: rE. А Тс;КО 
1П lE 

~8~~ је дата Фамилија $ подскупа скупа 1 , при чему 

~a [:'18та)преднкатФ (чија истинитост Зави~И само од избора 

i6 т) K~~CMO да важи за скоро СВ8 {. ИЗ 1 (скоро свуда на 1) 

-ако {it:I; . .;.}~ S .. 

ј е дат 

p<D' П 
iE:I 

систем V ~ фамилија сисТема (А.). 
). 1Е 1 

,1 

пр и ,;":iP ун н 8 а CI-",C: А. , при чему за сввк"о Ь € D постоји 
1 

Т:ЈКО.Да је ь о. П р[Ъ.ъ ОЈ и за све и свано Ъ I ~ П А . 
• Т 1 
1 " 

кз G(b_,b~) \1 Р(Ь 2 'Ь") следи Ь:;; Ь 
1 1 2 

• Валуације b,=(b'k)' < на 
). 1 ti..<.J 

a~=(a~k)k<W на А, (i~I) називамо 
1 

V "'. (р-) везаним ако је за сое 

3а нас посебан значај имају оне фамилије S које се 

.'l:Јмоћу 

• 
к , t о' 

1 

(А.Ј. _" 
~ ~!;l. 

v 

1-\:";"::11 су ~~·:Јани следеПИ:-1 условом: 

ь и • а.(. ТЈ 
~ ,1. € . ..L 

с ~! -
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• за C~ei-\Y формулу Ф ~ све валуације а i(iEI) везане са He~CJ:'1 

с. " < 
с. 

. " " .. 

• с 
ПОСТОЈ ~1 

[А.) 1 
:1. l <:?:: 

и све ако за све 1 из 1 ПССТОЈ~ 

~ско да за скоро свв 1 из 

ED {с • 
тано све • да за 

1П " 

Нека је 

н ~ридруживање pCD 

дат систем 

х П А .• 
н 1 ~ 

1 А. \ ф тада 
1. 1 а.(пс.Ј 

1 >п 

Ј il<; 1 Е П А· за НО] е Је 
i Е. 1 ~ 

1 А • \ • Ф 
"а. (nlc: ) 

~ ~n 

D • фамилија СИСТЕ~а 

при чему эа свано b~D 

ПОСТОЈ'" ь 'с П А. 
. 1 1 

" 
тако да је р(Ъ.Ь") и за све b

1
,b

2
t; D и свако 

А. нз Р [Ь, • Ь ') ,.:;аТ8 . " 

ВЕзане ва~уације Ь на V 
~ 

и а.=-(а;. )k< на А. (i~I) и нека је 
1. ~A W 1. 

при '1вму Ј е 

Ј 8 : 

(1) р, С 

[ 2 ) A.~ ~ 
~ a~ 

1 

'" D!=;ф.фоО Ф,Ь.D , Ь. a~(iE.I) 
1 Ь 

задовољан 

F 

услов 

на 1 

за скоро све 

(*Ј Тада постоји 

и систем С"" П 
if: 1 

1 НЗ I а кко {i Е. 1 

су веза~lе ввлуаЦl1Јв} 

CU-: I '-=1. 
,--', ./\_. Д:Јназ става 8.1 изводимо помоћу неколико лема. 

ЛЕ:·l~ 1. Из претпоставки стааа 8.1 следи постојањр систеr1а А за 
• 

КОЈИ cv ~с:пуњени услови: 

[ 1 ) 

[ " , 
..:. ! 

( 3 Ј .3 ,] 

ма Л [ 

С;ВСЈ,,;/ 

А. 
1 

формулу 

.,< .,::".'::,~. СЈ еа ра ј уп Е 

Ф језика 

• 
аа.луа.ЦИЈ8 

L , све 2алуацнј 8 (.L=(a ) 
'- ::. < џ; ,-

а.:=(а ., ) А 
, 

НО пс;-.- '-'~("-',\) 8 •• . " 
]. :1.1': };.<U) 1 



35 

и све n<().1 • • аиа за све iEI постој е С. Е. л . 
). п l 

Т:ЗКО Је за скора све ~ из 1 А. 1 ф тада 
l *( , 
а. n,с. ) l ,п 

постоји 

(с : 
',.0 

) Е А . ~ 

1 '" ~ 
тако да је З8 скоро СВВ i из 1 А. , \= 

(4) 3~ C~~KY QОРМУЛУ Ф језика L СВВ валуације a=(ak)k<~J 

на А l ~ одговарајуће валуације a~=(a'K)K< на А. , при 'Јаму 
:1. :Ј.. (Ј) ]. 

Ј8 G~(a·')·1) 
r~ 1::' lЕ: 

А Ј= Ф анко за скора све из 1 А. r-=;-
1 а. 

l а 

ПQ"ДС. D П ...Ј. [-,2ка је А такав подскуп скупа п А IJ Е:. iJ . да за са6<-'.О , 
iE: 1 

ПОСТС...Ј;~ једи.НСТ8ени Ъ~,=A:p(Ъ,b"). при чему за сваки Ъ~E: А 

постсј~1 Ь fE:. D : р (b~Ъ "'). ПРИДРУЖИВ8ње Р тада одређује 

g :О+А дефинисану са b"~g(b) анко Р(Ь.Ј Ь "') • ПО 
~ 

g је дефинисана t\8 целом " d ~,O 

деф~I~IИЦI1ји А • не постоје различити елементи ИЗ А који су 

слике истог елемента из D • Према услову који задовољава ~r~l~ry

:"ИВЕ:!i'.,;ј р > g је инјекција. а скуп А је тако дефинисан ,:јс'! јС' С: 

~ сисја~~~ија. Пошто је функција 9 

2.1, НОј скупу А може се дефинисати 

ИЗСЈГ",О!="':!:'.1эам. Тиме је доказано (1) и 

бије.кција 

систем А 

[2 Ј • [3 Ј 

• према ---" \' L.\G:O' 

тако да Је а , 

следи И3 ( .';'- ) 

зб~г ~IЗ~~Qрфизма система А и V • Наиме, ако је Ф ПРОИЭ5Gh~а 

:POГ-;'ly;~a, а=( a k ) k<w произвољна ввлуација на 

од~оз~р.~јуће ввлуације на Ai • при чему је 

А (и а:":=(а:,.) 1,,,, 
~ lc.,_,Clj 

ak=(a'k) <~) и 
~ ,~€..;. 

ПРО~~ЕО.ъ~н прородан број и ако за све ~ из 1 постој е с, E.~. 

TekO ;'0. за скоро све ~ из 1 A
i 

t,. - 9, тада је 
аi(пlСiп) • 

b=r,-;-l(fl )) на [} везана са 
... ;: k<w валуациј ама a i (i €.. 1) 

(~ ) а 'D 
п 

које је 

(С;:)'1) 
lП ~E: 

~ . 

па 

тако да је за све [а!' J'~I '" П 
П... iE 1 

) iE: 1 ) истовремено и Аil~(nг~)о 
a~ ,c 1n 

Специјално, када је [ ', -g(c_) cin'i~I- .. 

[a'·J·rEA 
~n l~ 

и за скоро сае 

1 С l 

за 

п 
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Доказујемо да важи (4). Нека је ф произвољна ~ормула 

валуација на А ( при чему су 

a~ - (a'1.-)k< 
1. l." ~ W 

Qдговарајупе ввлуације на А. • ј ер Ј е , 
Према дефиницији g и А А i== ф анка 

а 

• где ј е и још су Ь 

• ,. 1) 
а .• lE: , везане валуације па је 1) 'ь Ф 

акко за скоро све , А.f=Ф}~S , . 
а' , 

ШТО је и требал6 показати. 

аккс 

ИЗ I 

и 

А. , 

ЛЕr'lА 2. Из претпоставки (1). (3) и (4) Доказаних у ЛеМИ 1 

ф 

сле.-4И постојање правог филтра G на 1 тако да за Сае форrv:УЛ8 

Ф језика L и C8~ валуације a=(ak)k<wHB А. a:=(aik)k<W 

на А. 
1 

, 

• а ажн : 

за скеро све , ИЗ акио 

~акле. постоји систем А тако да је: 

[ 1 ) АСЛ~А. 
1(:;1. 1. 

формулу Ф језика L • све валуаЦИЈ8 

(Qk=(GikJ iE.IJ и за СВВ п<ы : ако 

a=(ak)k<W' 

постоје Ь. Е 
,п 

33 С8ё) iEI такви да је {ijA. \ ф}6G тада постоји 
1. ai(n[bin) 

(с. Ј. ["А 
1П 16 

СС) 3::Ј СВ?"\у 

• a~'=((< .) __ < 
... _.--" .'. UJ 

тако да је {i!A i \ ' ф} Ео G 
Gi(nla in ) 

Формулу Ф језика L • све валуације a=(ak\;.<w ' 

(ak=(a .. ). I) А F= ф 
lK 1.Е. а 

а кно Ii! А. "= Ф} Е G 
l г-ai 

• 

А. , 

• 



L.OKA3: џор,,,,,,рајмо језик 

А 
ИНТ8рnр~iИРdМО у Ai као 

да Ј е :::: _ п 1,.,., 
џ '" 

, 0 
за 

~jBK3 је Ф облика 

а. , 
10 

системе 

т ј. као 

A~ <;"1 )при 
1 

i- Ty пројекцију 

чему 

38 

а Е. А 
о 

елемента а • 
о 

• Докаэуј вма 

а ljJ облнка 

,', (а с. а а ) 
'f" о"" r,' n+l.···· ј- при чему се у ф и Ф не јављају као про-

меНЉИ8'Ј Ха'" •• Х ј • Нека је lф t\ Iф =0 

па је Г\,tiIА1FФЛФ} ",,1 тј. {il није 

{i:А~_F=l((~f\ф)}'= 1 па Је за свано 1 

• Тада је ii.rIААрф л tJ ~0 
1 

А~\==Ф "~J:1 одакле је 
1 

ИЗ 1 л1t= lф\ll ~ . Следи де 

Ј8 ЗiJ скоро све 1 ИЗ 1 А. r=s.;: .. lФ(х х )V1Ф(х , •• ,Х ,Х l"')X) l. г а.о·····n о Iдn+ ј 
1 

а.:: (ak)k<W су одr:.озарајуће валуацијеЈ одвк-
, 

(а. =(а., )k< 
1. 1]( W 

(НТ)-

ЛВ ј е ПРВ;1с (4) А '--lФ (хх )\11'" (х х х х ) r-- о.·· ... п ,.. О'···, м' n+l····· ј 
а . 

па је AAI= lф или AAl=l>1> што је KeMoryf,e јер 

је АлF? '" ЛА \==== 1.iJ, Произлази да и прес ен коначно много скупова 

19 МОЈ::3 биТи неПРl3зан ако за све узете Ф важи да Ф Е:ТЬАА ' 

Ненз је G скуп свих надснупова коначних пресена Cf{YnOBa 

r~ за ,+ ЕСЈ..'ј",Ал,Лано је доказати да је G прави Филтер на 1 , 

~ок~эујемо да за сваку формулу Ф језика L важи 

{iE r:л.р- Ф}ЕG или 
1 • 

а. 

а: ~ (a.k)'~< (ie:I) и 
l l .• <,W 

~РОНЭ80љне валуације, 

ф} Е G1 при чему су 

Ако је Ф формула језик~ L • тада је е Е Th АА или 

18 Е :~ДA ' где је е формула до6ијеtlа нз Ф заменом сваке проМgН.~ИВ8 

Xk ,~ <i~) одговарајућОМ константом Qk ' Зато је IeE G или 

I 1e GG тј. lifA/\-=еЈ G или !iIA/l=le} паЈе 

{ i. : А. Г----;;.- ~} Е. G 
l С. 

1 

или !iIA.I. 
l Qi 

фЈ6 G. 



АА Р 
о 

C8f.1X 

До~азуј8МО тврђење леме. HDKB су 

CI~CC::J све l 

, где је е 

(~1=(a.;J .. 
к lt>: 1 = 

из 1 A.i=o= ф , ~ 

а· , 

.Q А) 
1 

произвољне 

т ада ј е Л I Ф 
а 

формула језика L
A 

добиј ена 

СЛО(::Ј;l НИХ промеНЉИ9ИХ х (n<ы) формуле Ф 
П 

39 

валуаЦV1јs. 

па Је 

из заменом 

одго јЈ а р ај У"l им 

НОНСТСЈнтсмз а • Због е.ТМА биће I e6G т ј . {i I АА I е} Е G 

па 

п 

UIA. г-- ф}ЕСG. 
l a~ , 

Акс није за скоро све i из 1 A·FI== , • 
а; 

, 

ф • 
тада НИЈ е 

А р' по Је 
а ' А~1Ф тј. за скоро све i из 1 А . \ , • l~ 

а; 

!i I А. 1"'1 "7. lф} Е G , Према ГI~B1'XOДHOM па ј е ЩА.F=о}fo , . G • 
а ; а. , 

З(СЈГ доказане еквиваленције услови (3) и (4) лема 1 непос

редно се г'реводе на услове "(5) и (6), 

~"з претпоставки (1), (5) " (6) доказаних 

rlB СЛВД~I г;остојање ултрафилтра F на 1 и система 

у претходним .~~~a

С тако ,4.Ј Је: 

(7) 

I в ) 

\ 9 ) 

прн 

л о С 

с -<П д. , 
i E-.:i. '/F 

lii:-\. \--.- Ф}Ег 
I ; r:;--.. а . , 

а",(а ) '--ј'Ј:-lу су 
k k<w 

акно 

• (iE I) -и a.:(a·k)k (ak=(aik)iEI ~ А) l l <Ы 

О,.ЈГGЭ03;Ј,:::!Јупе валуациј е а Ф произвољна формула језика ], • 

ДОН,:'.,]. ';<..,;г'.(:] је F прОИЗ80љан ултрафилтер на 1 који садржи филт~р 

G и С=(с. -:а: Е. А } Ј при чему је '\tеКАиввленција на ПА. 
о о iE I 1 

ултрафилтром F • 

~,с'\~жимо да важи ЈЕ (9). По дефиницији ултрафилтра 

;.) ЕО G тада Је и iiIA.!=;;i ф}е F. Нека 
~ ai 

. {' 'д L- l.c.C~ Је Ч _. ~'-i·r-' . , -i 

ф} Е G или {i !A
i 
~ 1.~}E. G , А!-',С) (:1 :5нг.с , 



,. , 
1.~lt\. 

. 1 

мора јнтн 

било би и lilAi \=.lФ}6 F 
а; 

lilA. Р. 
1 а. 

1 

ф} Е G • 

40 

• 
што Је нетачно. 

h:A -.~C пр8СЛНКВВ8ње дефинисано са На )=а- . 

би;и и {i-,:c; =а }eG 
il i2 

па {i! a
i1 

=a
i2 

} Е f 

па је према (6) a
1
=a

2 

о о 

тада Је 

• Тада због (9) мора 

• h је бијенцнја . 

(-;ремз CTaB~! 2.1 на скупу С може се дефинисати систем С такС да 

је h VIЗОМD~tнзам. Тиме је (7) Доказано. 

rieKa је Ф формула језика L • a=(ak)k<W ваЛУ2ција на А и 
• а..=(а .. )_< 
1 ::. t.: !'. јЈ 

валуација на Лi{iЕI) при чему је ak=(aik)i~I • Ако 

је а-=(а-.), < тада 
к ~ w за све n<w 

ако постоје Ь. Е А. 
ln 1 

• 
тако да Је 

важи: 

lilA. t О( lb .. ф}6 F тада 
1 а. п .) 

1 ln 

постој\-1 с =(С. ) 0"1 
п 1П}.<;; 

тако да је с- Е С и {ijA ,' ! * Ф}Е: F. 
п a.(nlc. ) 

1. ln 

пр р",в-, ~,- (9) мора бити iilA.1 • (Ib )ф}ЕG 
1. а. п . 

1 ln 
• Према ( 5 ) тада 

поетој~1 ~ =(с. ). 1 
r. 1п 1.E. 

тако да је с ео А и {i[A.l,.. ф}~G 
п 1. ai(nlcin) 

па ПОСТ:::ЈЈН тако да је с-Е С и iiIA.I.( 1_ )ф)ЕF. 
п 1. а. п ..... 

1 'п 

j~al'\C је увидети да је доказано енвивалентно са условом 

(ПРSfV:3 стасу 4.0) да буде C<i~I Ai /
F 

. Тиме је лема З у потпу-

ности ДГJK,,~aHa. 

Ер~тимо се доказу става 8.1. НОl1бинујући (2) из лема 1 и 

( 7 Ј ~ _".::,--~~ З до'бијамо да важи 'О:: С , а СЛI~ЧНО из (4) (леГ1а 1 Ј. 

Сл,,"г"'] 2) и (gНлема 3) добијамо да је А·I==. ф 
1 а. 

1 

за скеро езе 

, 1 "НЧО {iE: т!А. R ф}ЕF, па је став доказан. 
1 а. 

1 
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