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6** - debljina gubitka impulsa grani6nog sloja, 
f 	parametar oblika grani6nog sloja stepene te6nosti 

(ff1 ) ' 
L - Lagranieva gustina, 

I - funkcional, akcioni integral. 

Pregled ostalih oznaka je dat u samom tekstu. 



Zbog sve Sire primene novih materijala u tehni-

ci (preradjevine nafte, polimeri, plastidne mase itd.), 

a takodje i zbog povedanog interesa za izudavanje struja-

nja razliaitih neprekidnih sredina (krv, limfa itd.), u 
sada5nje doba, sve ve6i znadaj dobija proudavanje zakoni- 

tosti formiranja reolakih jednadina stanja i zakona kre-

tanja raznih nenjutnovskih tednosti. 

Ako se od reologa preuzme ved formiran matematid-

ki model tednosti, onda se proudavanjem strujanja nenjutnov-

skih tednosti dolazi do fundamentalnih informacija )  o osobi-
nama tih tednosti u kretanju 

Jednadine kretanja nenjutnovskih tednosti je mogu-

de regiti samo u najprostijim sludajevima strujanja. Kod pro-

udavanja strujanja nenjutnovske tednosti, kao i kod proudava-
nja strujanja njutnovskih tednosti j javlja se hipoteza granid-
nog sloja, kao vrlo perspektivna i plodna metoda za regavanje 
ditavog niza problema hidrodinamike. 

U ovom radu de se izudavati stacionarni laminarni 
ravanski granidni sloj nenjutnovske tednosti sa stepenom reo-
logkom jednadinom stanja 

n-1 

* ij 	2 emsesm k 2 eij. 

U prvom delu rada bide izvedena univerzalna dife-
rencijalna jednadina takvih granidnih slojeva, regide se jed-

noparametarsko pribliienje univerzalne jednadine i to regenje 
primeniti na konkretne probleme. U drugom delu rada, bide da-
ta pribliina metoda za re5avanje ovih granidnih slojeva, koja 

je zasnovana na varijacionom principu Hamiltonovog tipa za ove 

granidne slojeve. I ona de se primeniti na konkretne probleme 
strujanja stepene tednosti. 

U primerima, koji de biti re6eni, tegigte proudava-

nja bide u posmatranju uticaja parametara reolake jednadine 

stanja stepene tednosti, na karakteristidne velidine granidnog 

sloja (tadka odvajanja, debljina granidnog sloja, koeficijent 
trenja, itd.). 

:tij 



1.1 UVODNA RAZMATRANJA 

Pri prouaavanju strujanja teanosti, kako njutnov-

skih, tako i nenjutnovskih, najve6u tegkoau predstavlja re-

gavanje nelinearnih diferencijalnih jednadina kretanja. Za 

razliku od diferencijalnih jednaaina kretanja njutnovske tee-

nosti, gde se nelinearnost javljala samo preko inercionih ala-

nova u diferencijalnim jednaainama kretanja, kod nenjutnovskih 

teanosti, sile viskoznog trenja imaju takodje nelinearan karak-
ter. Nelinearnost viskoznal sil ►  trenja, jog vie otegava rena-
vanje diferencijalnih jednaaina kretanja nenjutnovskih teanos- 
ti. 

Strujanje nenjutnovskih teanosti, kroz cevi i kanale, 
je prouaavano u radovima [36.1, M, [6] i t2.1. U pomenutim ra-
dovima je dobijen-a uopgtena formula Poaselja za pad pritiska u 

	

cevi. 	Dobro poklapanje teorijskih rezultata iz ovih radova 

se eksperimentalnim je bilo vagno sa stanovigta opravdanosti 

reologkih jednaaina stanja odgovarajuah nenjutnovskih teanosti. 

Poznato je, da je hipoteza granianog sloja prvobitno 

formulisana za prouaavanje strujanja njutnovskog fluida. Kasni-

je je ona primenjena i na dinamiku slede6ih reologkih modela 

nenjutnovske teanosti: viskoplastianog materijala, Eyringovog 

fluida, stepene teanosti i "izvesne" klase nenjutnovskih fluida. 
U radu 	su date jednaaine granianog sloja Eyringo- 

vog fluida i prouaavana sliana regenja tih jednaaina. U radu 

[19J je primenjena hipoteza granianog sloja na viskoplastiaan 

materijal, all nije regen ni jedan konkretan problem. "Izvesna" 
klasa nenjutnovskih granianih slojeva teanosti ) koja je defini-
sana slede6om vezom tenzora napona i tenzora brzine deformisa- 
nja 
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gde su p i  (i = 1, 2, 3,....), konstantne karakteristike fluida, 
je prouaavana u radu 	U tom radu su date jednaaine grania- 
nog sloja i ispitana sliana regenja tih jednaaina, a takodje 
nije regen ni jedan konkretan sluaaj strujanja. 



Od svih reologkih modela nenjutnovske te6nosti, hi-

poteza graniOnog sloja je najvige korig6ena pri proudavanju 

strujanja stepene te6nosti, pre svega zbog toga, gto je reo-

logka jedna6ina stanja stepenih teOnosti prili6no jednostav-

na, a ona istovremeno obuhvata giroku klasu realnih te6nosti. 

Diferencijalne jednaftne granianog sloja stepene te6nosti iz-

veo je Showalter1960 godine u radu [331 . Ispitivanja, pri 

kojim spoljagnjim potencijalnim strujanjima postoje 

regenja jednadina graniftog sloja stepene teenosti, vrgena 

su u radovima [333, [24] i gl. Numerieka regenja diferenci- 

jalne jednaaine sli6nih regenja, za slu6aj spoljagnje potenci-

jalne brzine oblika V = Vwxm, postoje samo u monografiji [31 
1

,  i to za m = o-, 3 1. Grani6ni sloj stepene te6nosti na rav-

noj plo6i je prou6avan u radovima 

Strujanje ovih te6nosti u okolini zaustavne ta6ke je regeno 

u D:a 	a grani6ni sloj na ravnoj pion_ pri ravnomernom 
usisivanju grani6nog sloja u radu 	Regenja za dvodimenzio- 

no strujanje stepene te6nosti u miazu postoje u radovima [31, 

[2]i[2611. U radu123] je eksperimentalno prou6avano strujanje 

stepene te6nosti u grani6nom sloju oko sfere, a u [31 je raz-

matran jedan jednostavan problem nestacionarnog granidnog 

sloja iste te6nosti. U radu [7] Djordjevi6 je dao metodu 

Gartlera [pi] i metodu Lojcjanskog [1] za ove grani6ne slo-

jeve, ali on nije regio ni jednu diferencijalnu jednaZinu tih 

metoda, a samim tim ni jedan konkretan primer strujanja stepe-

ne te6nosti. 
Pribliine metode za regavanje graniftog sloja stepe-

ne te6nosti su razvijane u radovima [31],[161,[181,[241, 

De] i [2(]. U radu 	je metodom Karman-Pohihauzena, sra6u- 

nat grani6ni sloj na ravnoj plo6i. Poredjenjem svojih rezultata 

sa onim iz rada 1171, autori rada t181 izvla6e zaklju6ak da su 

rezultati Karman-Pohlhauzenove metode za grani6ni sloj stepene 

te6nosti vrlo skromni. Na osnovu njihovih rezultata vidi se da 

je priblisinaintegralna metoda primenljiva sa zadovoljavaju6om 

te6nog6u samo na nenjutnovske stepene te6nosti vrlo bliske njut-

novskoj te6nosti. U radu [31] je metodom Karman-Pohlhauzena 



sraaunat graniani sloj stepene teanosti u pravom kanalu. U 

radu [24] je preneta varijanta Holsteina i Bohlena [9] inte- 

gralne metode njutnovskog granianog sloja na graniani sloj 

stepene teanosti. Iznenadjujudi je zakljuaak tog rada da se 

ta metoda mote primeniti samo za ogranidenu oblast stepenog 
reologkog zakona; naime za n 4 1 za ravansko strujanje i za 
0,7356 n 4 1 pri osnosimetrianom struje.nju. U tom radu je 
analiziran granidni sloj na sferi, pri aemu je pokazano da 
se sa porastom parametra n reologke jednaaine stanja stepene 

teanosti taaka odvajanja granianog sloja pomera uzvodno. 
Acrivos je u radu 	dao jednu pribli nu.metodu za odredji- 
vanje take odvajanja granianog sloja stepene teanosti i tan-

gencijalnog napona na telu proizvoljnog oblika. Treba napome-

nuti da je ta metoda bila prvobitno razvijena za njutnovsku 

teanost D;i2 i da je za taj sluaaj dala vrlo dobre rezultate. 

Metoda Acrivosa, pri razmatranju granianog sloja stepene tea-

nosti na ravnoj ploai i u okolini zaustavne take takodje 

dala odliane rezultate, ali nije sire primenjivana na razno-

vrsnije probleme ovih granianih slojeva. Pribligno,metoda 
: Lojcjanskog [67] , za regavanje stacionarnog granianog sloja 
njutnovske teanosti, je u monografiji 	uopgtena za sraauna- 
vanje granianog sloja stepene teanosti. Ovom metodom u monogra-

fiji [3] nije regen ni jedan konkretan problem, pa o efikas-

nosti i taanosti te metode ne moge nigta da se kage. U 197o 

godini Dorfman i yignjevski su u radu DO] dali jednu priblig-

nu metodu za proradun ovih granianih slojeva, zasnovanu na li-

nearizaciji diferencijalnih jednaaina pomodu slianih regenja. 

Autori ponovo nisu regili ni jednu diferencijalnu jednaainu 

te metode, ni jedan primer, pa se ni o toj metodi ne mote nigta 
vise redi. 

Na osnovu navedene literature iz teorije granianog 

sloja nenjutnovske stepene teanosti vidi se da se dobijeni re-

zultati, sem onih u radu [0] odnose na sliana regenja ovih 

granianih slojeva. Sliana regenja ovih granianih slojeva nisu 
detaljno prouaena kao gto je to sluaaj kod granianih slojeva: 
njutnovske teanosti. Takoredi sve metode, koje su razvijane u 

teoriji granianog sloja njutnovske teanosti, mogu se formalno 

preneti i na graniane slojeve stepene teanosti. 0 njihovoj efi- 



kasnosti i tadnosti ne moge se nigta re6i sve dok se tom me-

todom ne proudi klasa konkretnih problema i razmotri realnost 

dobijenih rezultata. Pri formalnom prenogenju neke metode nju-

tnovskog granidnog sloja na nenjutnovski, nema nekih vedih 

tegkoda. Tegkode se pojav1juju kada se pristupi regavanju di-

ferencijalnih jednadina te metode. Recimo metoda Karman-Pohl-

hauzena je pokazala svoju ogranieenost primene na granidne slo-

jeve stepene teenosti samo za odradjeni interval parametra n 

reologke veze stepene ;:e6nosci„ zato gto su se u diferencijal-

nojiednadini te metode neodekivano pojavile singularne tadke 

i onemogudili njeno regavanje. 

Diferencijalne jednadine granidnog sloja stepene 

tednosti sadrie parametar n reologke jednadine stanja stepene 

tednosti. On se iz njih ne moge eliminisati, pa je te jednadi-

ne potrebno regavati za razne vrednosti tog parametra. 

Osnovni zadatak ovog rada, bide proudavanje kretanja 

stepene tednosti u granidnom sloju na telirna proizvoljnog obli-

ka. Detaljna regenja razliditih konkretnih problema dade nam 

predstavu o fiziOkim osobinama grani6nog sloja nenjutnovske 

stepene tednosti. Ovaj rad je teorijskog karaktera, ali de se 

u njemu nadi i konkretnih rezultata potrebnih praktioaru. 

Treba jog da se napomene da su dosadagnji rezultati 

postignuti u teoriji granidnog sloja stepene tednosti vrlo 

skromni u odnosu na rezultate kojim je raspolagala teorija gra-

nidnog sloja njutnovske tednosti oko 194o. godine. 

1.2 KLASIFIKACIJA NENJUTNOVSKIH TENOSTI 

Klasidna mehanika viskozne nestigljive izotropne 

tednosti, zasniva se na Njutnovoj hipotezi da je tenzor napo-

na direktno proporcionalan tenzoru brzine deformisanja. Tak-

va tednost tzv. njutnovska, je svestrano proudavana sa meha-

nidke tadke gledigta. U njutnovske tednosti se ubrajaju svi 

gasovi i tednosti niske molekularne tegine. Kod njutnovskih 

tednosti koeficijent proporcionalnosti izmedju tenzora napona 

i tenzora brzine deformisanja je u opgtem sludaju funkcija tem- 



perature i pritiska, ali se u ntvedem broju slu6ajeva mote 
opravdano usvojiti da je on ko4,tantan. 

Medjutim, mnogtvo 	fluids (emulzije, sus- 
penzije, plasti6ne mace, itd.), pokazuju pri svom kretanju 
nelinearnu anomalnu viskoznost i jog mnoge osobine (plastid-

nost, visoku elastidnost, itd.), koje njutnovska tednost nije 

imala. Proudavanje anomalnih tednosti spada u oblast reologi-

je. 

Osnovni zadaza:,L 	 pzedszavija formiranje re- 
ologke jednadine stanja materije, tj. uspostavljanja funkcio-

nalne zavisnosti tenzora naponatenzora deformacije . Tij , 	 elj , 

i tenzora brzine deformisanjae ij . Uspostavljanje gto realni-

je reologke jednadine stanja neke tednosti je vaino, jer se 

tek na osnovu jedne takve stvarne reologke veze mode dodi do 

korektnih jednadina kretanja te tednosti, tj. do uopgtenih 

Navije-Stoksovih jednadina. 

Realne nenjutnovske tednosti, se ne mogu obuhvatiti 

jednom univerzalnom reologkom jednadinom stanja, zato postoji 

dosta raznovrsnih jednadina stanja, tzv. modela nenjutnovskih 

tednosti. Svaka od tih jednadina stanja sadrii izvestan broj 

empirijskih parametara, koji se odredjuju u zavisnosti od fi-

zidkih osobina deformisanog stanja tednosti, (napon, gradijent 

brzine) i od termodinamidkih karakteristika (pritisak, tempera-

tura, sastav itd.). Stvarno ponaganje materijala, okarakterisa-

nn je ditavim niz6m osobina, pa je svaki reologki model izves-

na idealizacija realnog ponaganja tednosti pri kretanju. 

Postoji vise klasifikacija nenjutnovskih sistema. Sve 

te klasifikacije su uslovne i u izvesnoj meri proizvoljne. Naj-

jednostavnija je klasifikacija Dodga [3] 	koji je izvrgio 
podelu nenjutnovskih tednosti prema karakteru krive tedenja, 

tj. prema obilku jednadine T ij = Tij (eij ), pri demu je sve 

nenjutnovske tednosti podelio na tri osnovne grupe: 

1. Viskozne tednosti, kod kojih brzina deformisanja 

u makojoj tadki piedstavlja neku funkciju samo 	napona.. de- 

formisanja u toj tadki. 

2. Materiiali kind koiih veza izmediu nanona i brzine 



deformisanja zavisi i od vremena dejstva napona iii od pret- 

hodnog stanja materijala. 

3. Materijali koji poseduju i svojstva elastiOnog 

tela i tednost. 

1. VISKOZNE TEeNOSTI 

U ovoj grupi se razlikuju slededi sistemi: 

a/ Njutnovska te6nost sa linearnom krivom te6e- 

nja, 

Obeleiimo sa u projekciju brzine jednodimenzionog 

strujanja u pravcu x ose, a sa y poprehu koordinatu. Onda 

je brzina deformisanja ovog strujanja 

0dgovaraju6a reologka jednaOina stanja glasi 

T = p if 	 (1.2) 

pri 6emu dinami6ki koeficijent viskoznosti i ne zavisi od 
brzine deformisanja y. 

b/ Viskoplasti6no telo (Bingamovo telo). 

Kriva te6enja za to materijale je predstavljena 

pravom linijom, koja preseca osu napona deformisanja na ras-
tojanju Ty  od njenog podetka. Veliaina Ty , nazvana grani-
com te6enja, karakterige plastiOna svojstva materijala. Te-

6enje Bingamovog tela je mogu6e samo ako tangencijalni na- 
poni postanu \Pea od T y . 

Reologka jednadina stanja Bingamovog tela ima ob- 
lik 

pri 

T =-136 .-{p - 	 } ij 1.3 	P 	1 • 	• ±\) 7  ekm .ernk  

1 
- (T • T ) >T

2 
2 ij ji 	yf 

(1.3) 



Ovde je Up  plastiana viskoznost i kao kod njutnov-

ske te6nosti ona ne zavisi od tenzora napona i tenzora brzine 

deformisanja. 
Mnoge te6nosti su po svom ponaganju vrlo bliske Bim-

gamovom telu. To su naprimer glinasti rastvori, paste, kreme, 

pulpe, vodene suspenzije oksida urana i torija itd. Brojne 

vrednosti za parametre Ty  i T nekih Bimgamovih tela mogu se 

nadi u monografiji 

c/ Anomalno-v.skozni sistemi. 

Ovi sistemi su okarakterisani krivom te6enja koja 

prolazi kroz koordinatni poUtak i koja nema oblik prave lini-

je. U zavisnosti od oblika krive teOenja u ravni T,i razliku-

jemo dva tipa anomalno-viskozne te6nosti. Te6nosti kod kojih 

d 2 T 	 d2 T > o dila- 
je 	< o nazivaju se pseudoplasti6ne l a one sa 

dy 	 dy' 
tantne. Reologka jednaoina stanja anomalno-viskozne teanosti 

mote se dati u obliku 

T =Ua  eif 	
(1.5) 

gde efektivna viskoznost p a , zavisi od tenzora brzine defor-

misanja. Efektivna viskoznost p a  se kod pseudoplastiftog 

strujanja smanjuje, a kod dilatantnog povedava sa porastom 

brzine deformisanja. Kriva te6enja anomalno-viskOznih te6no-

sti ima linearan karakter pri malim brzinama deformisanja, 

tj. tada se materijal ponaga kao r.;utnovska te6nost. Efektiv-

na viskoznost u toj oblasti brzina deformisanja se naziva: 

"viskoznost pri nultoj deformaciji". Kriva te6enja anomalno-

viskozne te6nosti ima linearan karakter i pri vrlo velikim 

brzinama deformisanja. 
Skoro sve anomalno-viskozne teanosti se sastoje 

iz dve iii vie komponenti iii faza. U obi6noj gematskoj 

predstavi, jedna od faza se naziva neprekidnom sredinom, a 

druga se sastoji iz diskretnih destica. 
Dilatantne te6nosti, su obi6no suspenzije sa znat-

nim sadriajem inertne 6vrste faze, ili inertnih diskretnih 

xe,m+Ara_ Pri maniim brzinama deformisanja teOna faza igra 
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ulogu maziva i smanjuje trenje 6estice o desticu. Naponi su 
u tom slOaju mali. Pri velikim brzinama deformisanja rav-
nomerna raspodela 6vrste faze u te6noj se naru5ava, a dimen-

zije te6ne faze se povedavaju. Tada te6nost gubi svoju ulogu 
maziva za dvrstu fazu, gto dovodi do znatnog trenja destica 
medju sobom i do velikog porasta napona trenja. 

Postoji nekoliko razli6itih fizi6kih objahjenja 
modela pseudoplastihe teenosti, vezanih za prou6avanje mikro-
reologije ovih te6nosti. Zbog razli6itosti ovih objakjenja iz-
gleda da ni jedno nije jog potpuno opravdano i realno [3], [2] 

[61. 

Za anomalno-viskozne pseudoplastihe tednosti pred-
lagane su izmedju ostalih i sledede empirijske jednaftne sta- 
nja: 

Prandtl 

T = A arc sin 4) 1  

Eyring 

	

T = 	c sin (jr-) i  

Powell-Eyring 

T = Ai+B arc sh(ci), 

Williamson 

AY 

	

= 	. 	if. 

	

13+y 	co 

(1.6) 

(1.7) 

(1.8) 

(1.9) 

Ovde su A, B, c i pmreologki koeficijenti, koji se odredju-
ju za svaku konkretnu teanost. 

Model Elisa definisan je slede6om jednadinom 

a-1 
T. '13 "  -P13 -fPf+P116mk°;km1-7-1 

	
( 1.1o) 

odnosno 

= h°0+%11 1 T1'-i lt • 
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Iz reolake jedna6ine stanja Elisa (1.1o), koja sadrCi tri 

parametra p*, p*2  i a, dobija se za a = 1 njutnovska teanost.  
Zakon (1.1o) sadrni u sebi i dilatantnu te6nost (a>1) i 

pseudoplasti6nu (a<1). 

Model Rajner-Filipova odredjen jednan.nom 

11 — 11 
o co 	

2 }e . 	
(1.12) T..=-p6 	p 13 	13 	 J.31 

51Tkre Tmk 1/To 

sadrii tri parametra p o , p.i To , koji se posebno odredjuju 

za pojedine teanosti. 
Vrednosti parametara pt, u2 i a, odnosno 0, •.1% 

iY1 Elisovog modela i p o
,p i T

o 
modela Rajner Filipova 

mogu se maci za neke konkretne teenosti u monografiji [3]. 

Model Ostvalda (stepena te6nost) odredjen jedna- 

n-1 
2 	• 

.6 	I 

	

i3 
1 
 2 e  ms sm 	

.eij ) 	
(1.13) 

definige takozvanu stepenu anomalno-viskoznu te6nost [6]. 

Reolaki model anomalne-viskozne stepene te6nosti je inte-

resantan, jer je sa matematieke strane relativno jednosta-

van, a istovremeno obuhvata 6iroku kiasu realnih te6nosti. 

6to je te6nost manje te6na, to je koeficijent 

konzistencije teonosti, parametar k, yen.. Drugi parametar 

jednaaine (1.13)/n pokazuje stepen nenjutnovskog ponaganja 

te6nosti. Za n = 1 iz (1.13) se dobija reologki model njut-

-novske te6nosti. Efektivna viskoznost stepene te6nosti se 

definige izrazom 
n-1 
-7- 

p
a kll ems .esm l . (1.14) 

6inom 

Za n<1 se efektivna viskoznost p a  smanjuje sa porastom 

brzine deformisanja a za n>1 povedava. Ranije je re6eno, da 

se anomalno viskozne te6nosti na osnovu to osobine efektiv-

ne viskoznosti dele na pseudoplastiOne i dilatantne. Za 

n<1 stepena te6nost je pseudoplastiona a za n>1 dilatantna. 
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Stepeni zakoni, sa promenljivim eksponentom se ne 

sredu samo u reologiji i nego se 6esto javljaju i u eksperimen- 

talnoj hidrodinamici i termodinamici. Oni su vrlo pogodni 

zbog svoje opgtosti i jednostavnosti, ali istovremeno imaju 

izvesnih nedostataka koji ogranidavaju njihovu primenu.Efek-
tivna viskoznost (1.14) pri malim brzinama deformisanja tezi 
nuli za n>1 a za n<1 beskonahosti. Eksperimenti pokazuju da 
se kod realnih te6nosti tako ekstremni rezultati ne pojaviju-

ju. To govori da se u rezultate sradunavanja grani6nog sloja 

u blizini granice grani6nog sloja i u blizini prednje kriti6- 
ne tante, gde je eij ti  o, mote opravdano sumnjati. Zbog toga 
postoje i migljenja pojedinih autora, koja ne govore u prilog 

stepenog zakona, kao na primer Reiner-a u radu 

Za stepeni zakon je takodje pokazano da on ne moge 

dobro da interpretira osobine vrlo viskoelasti6nih materijala 
ili materijala koji poseduju Wajzenbergov efekt [39]. 

U opgtem slu6aju kod realne te6nosti parametri k i 
n su funkcije od temperature, pologaja pa 6ak i od tenzora 

brzine deformisanja. Predpostavi6emo da k i n ne zavise od 
pologaja, To je mogude u6initi, uvek kad je oblast strujanja 

stepene te6nosti ograni6ena. Kako je pri razmatranju nekog 

problema Oblast promene brzine deformisanja takodje ograni-
6ena, to se moge uzeti da k i n ne zavise ni od tenzora brzi-
ne deformisanja. Ako temperaturske razlike za vreme strujanja, 
ne prelaze 3o - 5o°  onda se moge usvojiti da parametri k i n 
ne zavise od temperature, kao gto je to obrazlogeno u [3]. 

U ovom radu 6e se smatrati da su uvek ispunjeni po-
menuti uslovi pri kojim su parametri k i n konstantni. 

Parametri k i n se odredjuju eksperimentalno. Opis 
eksperimenata pri odredjivanju karakteristika nenjutnovskih 

te6nosti i odgovarajudih viskozimetara mogu se na6i u [181, 

Nlf[2i] , [0] , [6] , Mitd- 
U slede6oj tablici date su, na osnovu Ul f  vrednosti 

konstanti k i n za neke stepene te6nosti, 



Stepeffa 	teonort 
ilonce" 
-fiats 
vo  

dit " 
dee . 

 s..f 
n 

K 
Kos°  
m2 

Lepak od 	itirka 1,54 , 0,952 0,003 

2,01  7 0,926 0,004 I I 

I —I -- 2,89 V . 0,794 0,035 

Vodeni rastvor Kfr le 0,09 104101/4  0,72 0,044 

I _I — 0,22 10-103  0,79 0,081 

I --- I -I 1- 
3 

10- 104  0,63 0,302 MEM 

--II-- 
 

0,35 
3 

10-10 0,66 0,259 

1 ___I 
- II- 

9  
10-10

4 
 0,58 0,429 

Papa za hartiju 4,0 ,' 0,575 20,02 

Napalm u kerozinu 10,0 " 0,520 4,28 

ler eano test o 23,0 7 0,178 7,43 

Rastvor gline 	u 
vod i  

33,0 V 0,171 7,2 

Pastvor cernentnog 
kamena u vodi  

54,3 V 0,1 5 3 2,51 

Smesa 	kreaa 	sa 
vodom 14 V 1,47 7 

*KMC - karboksimetilceluloza 
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Sem teOnosti lz tablice 1, koje se ponagaju kao 

stepene, postoji jog niz drugih te6nosti (polietilen,poli-

stirol, te6ni pleksiglas, polistirol-kau6uk, itd.), 6ije 

se ponaganje moEe predstaviti izrazom (1,13). 

Iako se zna da mnoge dvofazne sredine poseduju 

osobine dilatantnih stepenih te6nosti, ipak za njih ima 
relativno malo eksperimentalnih rezultata. Razlog za to, 
je nepostojanje pogodnih viskozimetara za merenje karakte-
ristika tih tanosti. 

Na slici 1, je prikazan oblik krivih te6enja 
T=T(-0 za razne reologke modele nenjutnovskih te6nosti, 
prema kojima je Dodge i izvrgio klasifikaciju. 

0 

51//ea 1).: 1 

Reologke jedna6ine stanja nenjutnovskih te6nosti 
mogu se predstaviti po Rajneru i Rivlinu [231, modelom uop-
gtene nenjutnovske nestigljive izotropne teOnosti 

T 	p6 .+p e..+p ij 	i3 1 ij 2 im mj' (1.15) 

gde je p i  - efektivna viskoznost deformabilnog te6enja, a 
p2  koeficijent popre6ne viskoznosti. 

Koeficijenti pi  i p2  su u opgtem slu6aju funkcije 
od invarijanti I 1, I2 i 1 3 tenzora brzine deformisanja. 



- 16 - 

Invarijanta I I  

1= iif 
	 (1.16) 

odredjuje brzinu relativnog povedanja zapremine te6nosti. 

Za nesti6ljivu te6nost je II= o. 

Invarijanta 1 2  je data u obliku 

I = e . e.., 2 	1.3 )1 

dok je invarijanta 1 3  definisana izrazom 

I3  e .e. .6 	. 3 mi is sm 

(1.17) 

(1.18) 

Za izotropnu nestinjivu sredinu 1 2  predstavlja 

disipativnu funkciju, a 1 3  karakteri5e viskozne efekte, 

pri zapreminskom te6enju sredine. 

Za nestinjiv fluid viskoznosti p i  i p 2  su funkci-

je samo od invarijanti 1 2  i 1 3 . 0 parametru p 2  i o uticaju 

invarijante 1 3  na p i  malo se zna. Eksperimentalni rezultati 

iz rada [231 1 dobijeni pri ispitivanju strujanja karboksime-

tilceluloze oko sfere, pokazuju da je uticaj 1 3  na koefici-

jent p i  vrlo mali, a da se poprefta viskoznost p 2  mode ta-

kodje zanemariti. Za takva strujanja su stepena reolaka 

veza i Elisov model vrlo bliski stvarnoj krivi te6enja. 

Ako se, na osnovu pomenutih eksperimentalnih re-

zultata iz rada [23], usvoji da je p2  = o i da jelp i=p i (I 2 ) 

onda se iz (1.15) dobijaju razliaiti reolaki modeli za raz-

liaite zakonitosti p i (I 2 ). Naprimer 

Bingamovo telo (1.3) 

za 	1.1 1= - 41p- 

'I 2I2 

Powell -Eyringov model (1.8) 

arc s147a0 (1 12  
za p1=-k1{1- 	1 	1/2 

r3o (2.  12 ) 
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gde su k1 , ao i So parametri, 

Model Elisa (1.1o) 

a-1 

za 11 1=-{u iii tl I2 1  2 }1 

Stepena te6nost 

n-1 
za P i= k4- 121 2 
	

itd. 

1.3 JEDNAeINE RAVANSKOG LAMINARNOG GRANIeNOG SLOJA NENJUT-

NOVSKE STEPENE TEeNOSTI 

Ta6na regenja diferencijalnih jednaftna kretanja, 

kako njutnovskih tako i nenjutnovskih tanosti, mogude je 

nadi samo u vrlo jednostavnim problemima strujanja. U Zelji, 

da se diferencijalnim jedna6inama kretanja njutnovske tea-

nosti da ara mogudnost primene, Prandtl je 19o4 godine, 

uveo koncepciju grani6nog sloja njutnovske teanosti. Prema 

toj koncepciji u blizini tela postoji granifti sloj (viskoz-

na njutnovska tanost), a izvan to oblasti se nalazi savrge- 
na tanost. 

Pri stvaranju koncepcije grani6nog sloja kod ste-
pene te6nosti l  postojao je predlog Cria da gema grani6nog 

sloja bude slededa: nenjutnovska te6nost pored samog tela, 

onda njutnovska te6nost pa savr5ena tanost, ali je na 

kraju kroz radove [162,[17M18M2O1,[261,D21,D31, 

preovladala ideja za slededi poredak nenjutnovska te6nost - 
savr5ena tanost. 

U ovom radu bide korigdena gema grani6nog sloja 

stepene te6nosti: stepena te6nost - savrgena te6nost. Sma-

trade se da se brzina spoljagnjog strujanja na granici 

graniftog sloja dobija iz re5enja strujanja savriene tano-

sti oko istog tela. U prilog tome, govore i rezultati rada 

Cy>2 o vrlo dobkom slaganju izmerenihi teorijskih vrednosti 

pritiska na krunom cilindru u struji stepene tanosti. 

Pokazano je u radu [131.3, da se strujanja vedine 
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nenjutnovskih te6nosti mogu smatrati laminarnim, ako uopg-

teni Rejnoldsov broj ne prelazi 2000. Smatra6e se pre6utno, 

da je taj uslov uvek ispunjen. 

U ovom radu de se uzimati, da je za kretanje ste-

pene te6nosti oko nepokretne tvrde granice tela opravdan 

grani6ni uslov prianjanja. To i potvrdjuju rezultati eks-

perimenata izvrgenih u radu [61. 

Za problem ravanskog laminarnog nestacionarnog 

grani6nog sloja stepene te6nosti (1.13) S'ahowalter D31] 

je izveo sleden sistem diferencijalnih jedna6ina 

u +uu +vu = V +VV + 1{(u ) 11 } txytxPyy 

ux  +vy  = o 

sa grani6nim i poUtnim uslovima 

u = v = o 	y =o 	t> o, 

u = V(x,t) 	y = 	t > Of 

U = U
o
(y,t) 	X = Xo 	t > o, 
	(1,21) 

u = V(x,t) ; 	v = o 	y =o 	t = 	o. 

Za korektno formulisanje grani6nog problema di-

ferencijalnih jedna6ina grani6nog sloja (1.19) i (1.2o), 

vegan je tredi grani6ni uslov (1.21) o zadatom profilu 

brzine u u nekom odredjenom preseku grani6nog sloja x=x 0 . 

Treba napomenuti./  da se do pojave univerzalnih jedna6ina 

granianog sloja ovaj grani6ni uslov nije spominjao. Sa 

pojavom univerzalnih jedna6ina se medjutim videlo da je 

on neophodan za korektno regavanje tih jedna6ina na ra6un-

skoj magini. 
Ako posredstvom veza 

u =T 	 v = - Tx r 	(1.22) 

uvedemo strujnu funkciju. T, onda je jedna6ina kontinui-

teta (1.2o) identOki zadovoljena, dok se jedna6ina (1.19) 

grani6ni i pooetni uslovi (1.21) dovode de, sleden oblik: 
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ytylixy-Txtliyy= Vt
+VV

x
+v{

yy
)n}

y 
	 (1.23) 

Ty  =Tx  = 0 

T =V(x t) 

y =uo  (Yot) 

T =V(x,t) 

y=o 	t > o, 

y= 	t > o f  

t X = X
0 	> 0,  

4'x=0 	y=o 	t = o f  

(1.24) 

pri demu je uvedena oznaka 

(1.25) 

Razmatrane jednadine granidnog sloja stepene 

tednostisu asimptotske jednadine osnovnih punih jednadi-

na kretanja pod uslovom da za uop5teni Rejnoldsov broj Re  
zadat izrazom 

(1.26) 

gde je Lo  - karakteristidna dugina, vagi 

Re>> 1. 
	

(1.27) 

Analizirajudi Rejnoldsov broj stepene tednosti 

i uslov formiranja granidnog sloja (1.27), mogu se izvudi 

slededi zakljudci: 

1. Ako je n < 2, onda je Rejnoldsov broj monoto-

no rastuda funkcija brzine V.. Iz ovoga sledi da za n< 2, 

do formiranja granidnog sloja dolazi pri velikim brzinama 

V., jer je tada i Rejnoldsov broj dovoljno velik. U tom 

sludaju strujanje u granidnom sloju je asimptotsko pribli-

genje stvarnom laminarnom strujanju za velike vrednosti 

V.. 

2. Ako je n > 2 i brzina V. trio velika onda je 
Rejnoldsov broj jako mali i ne dolazi do formiranja granio-

nog sloja. Zbog malih vrednosti Rejnoldsovog broja tada se 

p V2-n .Ln o  Re- 



u jednadinama kretanja mogu zanemariti inercijalni dlano-

vi i dobija se Stoksovo strujanje. 

Za n > 2 i pri vrlo sporim strujanjima, tj. kada 

je brzina V. o f  Rejnoldsov)broj postaje beskonadno velik. 

Kako su u tom sludaju brzine strujanja male to je i uticaj 

inercionih sila u jednadinama kretanja vrlo mali. U tom slu-

daju ponovo se mote primeniti Stoksova §ema strujanja. Znadi 

ni u sludaju malih vrednosti brzine V., iako je ispunjen us-

lov (1.27), ne dolazido formiranja granidnog sloja. 

Vidi se da za n > 2 i pri strujanju stepene tedno-

sti sa vrlo malim, iii vrlo velikim brzinama V., ne dolazi 

do formiranja granidnog sloja, ved se tada mogu za posmatra-

nje strujanja koristi Stoksove jednadine. 

Za n > 2, granidni sloj stepene tednosti de se for-

mirati, samo pri srednjim vrednostima brzine V., ako je uslov 

(1.27) ispunjen zahvaljujudi velikim vrednostima gustine p, 

karakteristidne duiine L o 
i malim vrednostima parametra k. 

Potrebno je takodje da se napomene da za n > 2 

strujanje u granienom sloju nije asimptotsko pribliienje 

stvarnom laminarnom strujanju za velike vrednosti brzine V., 

kao 5to je to bio sludaj kod strujanja njutnovske tednosti. 

1.4 OP6TA TRANSFORMACIJA DIFERENCIJALNE JEDNAtINE RAVANSKOG 

GRANItNOG SLOJA' STEPENE TEeNOSTI 

U ovom /delu bide izvedena univerzalna jednadina za 

problem ravanskog stacionarnog laminarnog granidnog sloja ste-

pene tednosti, na nadin kako je odgovarajudu jednadinu, za 

sludaj njutnovske tednosti, izveo i analizirao Saljnikov u 

radu 
Za razmatranje ovih granidnih slojeva uvegde se 

umesto promenljivih x i y nove nezavisno promenljive C:i n 

a/2 

C =C(x); 	n = h(x) 
V(x) 	.y . 	(1.28) •

Ovde je a proizvoljan prirodan broj,a h proizvolj-

na funkcija promenljive x. Pretpostavide se da su nove pro- 
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menljive i n neprekidne funks: je promenljivih x i y. 
Umesto strujne fuokcije T uvodi se bezdimen-

ziona strujna funkcija F 

a 

T(x,y) 	 .F(&01). = olTiF 
h(x) 

(1.29) 

Dalje se uvode poznate veliaine granianog slo- 
ja: 

debljina istiskivanja 

= 1(1- 1.1)dy V (1.3o) 

i debljina gubitka impulsa 

6** = 	(1- 4.)dy• 	 (1.31) 

Parametar oblika grani6nog sloja stepene tea-
nosti , koji karakterige razvijanje brzinskog polja u grania-
nom sloju u produnom pravcu, ima prema [3] sledea oblik 

Du, 21 
f 	-{  -2_

1 ' 	
) 

81' a l' 1 	yi=o 

gde je bezdimenziona brzina 

(1.32) 

• u 
111= 	) 

i bezdimenziona koordinata 

- _Y__ 
4 1 6(x) 

a 6(x) neka karakteristika debljine grani6nog sloja. 

Vidi se, da je parametar oblika ustvari jednak negativnoj 

vrednosti bezdimenzione viskozne sale na konturi tela.Ako 

seujednaaini (1.19) stavi da je za y = o u = v = o onda 
se dobija slede6a jednabina 



VVx p  + h4 {u, ) n] 	} 	= 0, (1.33) 
y y=o 
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Kombinacijom gornjih izraza dobija se parametar oblika gra-

nianog sloja stepene te6nosti 

n+1 f   

kV n-1  
(1.34) 

Izraz (1.34), predstavlja uopftenje parametra 

oblika njutnovskog granianog sloja [lo] i za n = 1 on se na 

njega i svodi. 

Posredstvom (1.28) i (1.29) izrazi (1.3o) i 

(1.31) postaju 

i 

'1-27 6*= v 	A; 
hV 

f2T 6**= v   i B; 
hV 72  

A(x)= 1(1-Fjdn 

B(x)= SF 
n 
(1-F 

n
)dn. 

Primetimo da iz (1.28) i (1.36) sledi i ovaj 

izraz za novo promenljivu n 

n = B(x) 	Y 	• 6**(x) (1.36a) 

Usvajaju6i da je karakteristi6na debijina gra-

nianog sloja 6 =6", dobija se iz (1.34),uvodjenjem (1.36) 

i (1.25) 4 parametar oblika 
n+1 

f**-f- 	X  	6, x  V Bn+1vnV (2) 2 	** (n+1)  

hn+1Va(n+1)/2+n-1 yVn-1  

Posredstvom zadatih transformacija (1.28) i 

(1.29) i izraza (1.37) diferencijalna jednadina (1.23) se 

dovodi na sledea oblik 

2 	V 	f 	 - 
[IFnn )11.1 +  n+1 (1-Fn ) 	

)l 2-n f 	FF 
nn 

= 
(rx+1)Bn+1  B 	 B v x  

(1.37) 
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V f 
— x B n+1 

yFnFncynn ). 

Pri tome odgovarajudi granifti uslovi (1.24) postaju 

(1.38) 

lim F
n 
 4.1; Fn= 

n 
 Fo (n) 	za 	=E0  .4.0. ri 

  

	

a 	 a 

Fn= o; 	("ham  V 2
1 F.I.  ■123. 1,71  2 E F =o za n = 0. 

	

1....  _ 	 _ _ 

n 	' 	' h 	I x 	h 	X 

1.5 U0P6TENA JEDNAdINA GORTLERA ZA GRANIdNI SLOJ STEPENE 

TEdNOSTI 

Ako se pretpostavi da je proizvoljna funkcija 

h(x) u zakonu transformacije (1.28) 

h(x) = const., 	 (1.4o) 

da je nova promenljiva zadata izrazom 

	

x 	
2

a 
----- 1 b 	h  

	

n+1 .1% 	(1+n)+n-2 .11+1 
= 2 {2  (n+1) n 	V(x) dx} 

v 

gde je b neka konstanta, i ako se uvede slededa oznaka za 

uopftenu "glavnu funkciju" 

(x) = Bn+1 ) 
	 (1.42) 

onda se posredstvom (1.4o), (1.41) i (1.42) dobija iz (1.38) 

slededa diferencijalna jedna6ina 

[(Fnn ) 11I+0(x)(1-F12.1 )4 +0(1- —)}FF 
nn 

=
n
F-F F

nn
). 	 (1.43) 

Grani6ni usloiri (1.39) sada glase 

(1.39) 

(1.41) 



n+00  
za n = lim F

n -0- 1, 

lim F + 
ni.co 

1 	za n = )  

F
n
= F

n
( ) 	za C =Co  

F
n
= o; 

2 bCF q2  +0(1-) •F=o za n = 0. 

(1.44) 

Ako se usvoji da su konstante 

a = 2, 	b = 2 	i h = 1 	(1.45) 

onda se iz (1.43) i (1.44) dobija slededa diferencijalna 
jednadina 

	

B 2 1 	 F 
[(Fnn -  7 +FF  nn + (1-F 	= 2E(F 

- 	 n' 	nF nC-F  C.nn )  " 
sa odgovaraju6im granianim uslovima 

(1.46) 

F =
n 
 (n) 
	

za C = Co  ) 	 (1.47) 

F
n
= o; 	2CF + F = o 	za n = 0. 

Posredstvom (1.45), (1.42), (1.41), (1.37), (1.29) i (1.28) 

dobijaju se za taj specijalni slu6aj promenljive 

n  = EsLic) 
v 

strujna funkcija 

2 
' 1 	 2n-1 n+1 = y( n 	V(X) 	dX) 

1 V 
(1.48) 

T = 	 (1.49) 

(n+1)Vx 1.  V(x) 2n-1 dx 
( 

8(x) = 	
(1.5o) 

 

koji se poklapaju sa odgovarajuam izrazima u radu Djordje-
vita 	uvedenim pri generalizaciji Gbrtler-ove metode[151 1  
na ravanski stacionarni graniani sloj stepene teanosti. 

i glavna funkcija 
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1.6 UNIVERZALNA JEDNAeINA RAVANSKOG STACIONARNOG GRANINOG 

SLOJA STEPENE TEeNOSTI TIPA SALJNIKOVA - OKE 

Diferencijalna jedna6ina Gartler-ovog tipa 

(1.46), mole da posluzi kao osnova za dobijanje univerzal -

ne jednaaine grani6nih slojeva stepene te6nosti tipa Salj- 

nikova i Oke 
Iz (1.46) vidimo da je 

ne jednadine funkcija promenljivih 

nenjutnovskog ponaganja te6nosti n 

F = FR,n,{a},n) 
	

(1.51) 

Umesto promenljive se uvodi beskonatan skup nezavisno pro-

menljivih 

dka k ak (E)= --E.E d 
(k = o 1 1,2 1 ....), (1.52) 

koji se za k = o svodi na glavnu funkciju 

o=am. 

Strujna funkcija je sada 

V( 0,(0},n) = F(n,ao  0 1 ,...., n). 

Na osnovu (1.52) ixtoie lako da se pokaie veza 

k 
 dE = "
a  
k+1+1c8k 1-2  0k 1  

(1.53) 

(1.54) 

(1.55) 

kao i veza parcijalnih izvoda po i po novim promenljivim 

o 1' 

re6enje to diferencijal - 

n i F, funkcija parametra 
i funcional funkcije a 

a _ 1 E 0  

a 	k=o k  "k 

Posredstvom (1.54) i (1.56), diferencijalna jednan.na (1.46) 

i granidni uslovi (1.47), dovode se na sleden oblik 

(1.56) 



lim F (1) -0. 1, 
n +a°  

( 1 ) 
o F 	=1". (n), n  

F  (1) = 

za n  = 

za 	0 = 0 °1 ' 

F (1)
= o 	za n = 0. 

(1.62) 
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4OF 
• nn 

1 +$(1-F2)+FF 
nn = 2 E 0 (F F -F F ) (1.57) n 	

= 
k=o k n no nn 4 

lim F + 1 	za n n4= 

Fn= F°(n) 
	

za Ok=8;3c ( 0 ) ) (k = 011,2,...) 	(1.58) 

00 

F = o; 	F+2E OF= o 	za n = 0. k=o k OK  

Pato se u diferencijalnoj jedna6ini (1.57) i u grani6nim 

uslovima (1.58), vine ne pojavljuju podaci nekog specijalnog 

problema, to se jednadina prema Lojcjanskom [1] zove univer-

zalna jedna6ina ravanskih laminarnih stacionarnih grani6nih 

slojeva stepene te6nosti. Uticaj raspodele spoljaanje brzine, 

na granici granianog sloja, u toj jednadini izragen je preko 
pararnetara 0k, koji preuzimaju ulogu poduEne koordinate E. 

Za vrednost parametra n = 1, odnosno za njutnov-
sku te6nost , (1.57) se svodi na univerzalnu jedna6inu Saljni-
kova-Oke [5] r izvedenu za stacionaran ravanski grani6ni sloj 
njutnovske.nestinjive te6nosti. 

Kad se uzme da su svi parametri skupa 0 k  (1.52), 
poaev od k = 1 jednaki nuli, a samo 00  razliaito od nule 

13o=8; 13 1=t3 2='"' =i3k= 
	

(1.59) 

onda se iz (1.55) )dobija 

0
o=0 1- 	=0k= o. 
	

(1.6o) 

Tada iz (1.57) i (1.58) dobijamo univerzalnu jed-

na6inu u jednoparametarskom pribliEenju i njene graniane us-
love 

{(F))111 n .1.F ( 1 )
Fnn

) +00._,F (1),2 1  = 0 
 nn  (1.61) 
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Diferencijalnu jednaoinu (1.61) smo nazvalijednopa-

rametarskom zato gto u njoj figurige samo jedan parametar 

00=0,skupa parametara - promenljivih o k 	Napominjem, 

da u jednaOini (1.61) figurige i parametar nenjutnovskog 

ponaganja stepene te6nosti n i to jedna6inu bi trebalo re-

gavati za razne vrednosti, kako parametra - promenljive /3 

tako i parametra n. U grani6nom uslovu (1.62) je sa Fc;(n) 

oznaaen zadati profil brzine za neku vrednost parametra 

0=0o odnosno za neki odredjeni presek granOnog sloja. 

Diferencijalna jedna6ina (1.61), se poklapa sa 

uopgtenom jednaftnom Falkner-Skana, koju je dobio Schowalter 

u radu [33] proudavajudi sli6na regenja ravanskih stacionarnih 

granOnih slojeva nenjutnovske stepene te6nosti. 

Iako je jednadina (1.61), ustvari obOnohdiferen-

cijalna jednaeina sa parametrima g i n, ipak je ona, zbog svo-

je nelinearnosti, neobOno slogena za regavanje. Do sad su je-

dino u radu DI data numerifta regenja te diferencijalne jed-
nadine, ali nagalost samo za tri vrednosti parametra a od ko-
jih 0 = o odgovara granOnom sloju na ravnoj plo6i. 

Regavajua univerzalnu diferencijalnu jednaftnu 

(1.57) u jedno, dvoparametarskom, , pribligenju mi bi 

mog1i da dobijemo regenje grani6nog sloja stepene te6nosti 

za sve probleme ravanskog strujanja. 

Za n = 1, odnosno za njutnovsku te6nost, regenja 

te jedna6ine je dejaljno prouftvao Saljnikov i ona se mogu na-

di u monografiji [66]. Rezultati, koja su davala regenja te 

jednaaine, nisu bili dovoljno ta6ni u odnosu na druge metode 

granOnog sloja, zbog toga gto se skup parametara 0 k  (1.52) 

pokazao kao nedovoljno konvergentan, naroUto u blizini tab-

ke odvajanja granOnog sloja. Na osnovu ovoga moge se sa ve-

likom sigurnogdu o6ekivati da ni regenja jednaZine (1.57) 

nebi dala zadovoljavaju6e rezultate za probleme granOnog 

sloja stepene te6nosti. 
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1.7 0 UNIVERZALNIM JEDNA6INAMA GRANINOG SLOJA 

U teoriji grani6nog sloja se tegi da se diferen-

cijalne jednaftne grani6nog sloja i odgovarajuai graniOni us-

lovi, u6ine nezavisnim od brzine spoljagnjeg potencijalnog 

strujanja na granici grani6nog sloja, odnosno nezavisnim od 

oblika tela na kome se prou6ava graniOni sloj. S obzirom na 

ovu tendenciju, mogemo u sadagnje doba da razlikujemo dva 

pravca u dobijanju univerzalnih jednadina granidnog sloja. 

Prvi pravac poti6e jog od Blazijusa D-3, pa pre-

ko Hiemenza, Howarth-a i drugih autora postige u radu Giirtlera 

t151 svoj vrhunac. Sve metode tog pravca su zasnovane na trans-
formaciji promenljivih u diferencijalnim jednaoinama grani6nog 

sloja i razvijanjem regenja tih jednaftna u redove, bilo po 

stepenima od poduine koordinate, odnosno transformisane podug-

ne koordinate, bilo po parametrima koji su uvek zavisili samo 

od karaktera spoljagnje brzine na granici grani6nog sloja. Po 

tim metodama matemati6ki problem grani6nog sloja se svodio na 

regavanje rekurzivnog sistema obi6nih diferencijalnih jednaft-

na, za odredjivanje koeficijenata u pomenutim redovima. U samim 

tim jednaftnama, kao i u odgovarajudim grani6nim uslovima nisu 

figurisali uslovi nekog specijalnog problema, pa su ti sistemi 

rekurzivnih jednaaina bili univerzalni. Tim metodama, univer-

zalnost problema grani6nog sloja se postizala tek razvojem re-

genja u red, a time se matemati6ki problem grani6nog sloja, ne-

minovno svodio na/regavanje rekurzivnog sistema obi6nih diferen-

cijalnih jednaftna. 

Temeije drugog pravca u dobijanju univerzalnih jed-

naftna grani6nog sloja postavio je Lojcjanski u radu [1]. Po 

metodi iz tog rada, univerzalnost diferencijalne jednaftne i 

grani6ni4 ublova grani6nog sloja se postige transformacijom 

popre6ne koordinate grani6nog sloja i uvodjenjem beskona6nog 

skupa parametara - promenljivih umesto podugne koordinate gra-

ni6nog sloja. Na taj na6in se poUtna diferencijalna jednaft-

na grani6nog sloja, sa nepoznatom funkcijom dveju nezavisno 

promenljivih, svodi na univerzalnu parcijalnu diferencijalnu 

jednainu nepoznate funkcije beskona6no mnogo nezavisno pro-

menljivih. Po metodi LojcjanskoT, univerzalnost se postige 
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direktno u samoj diferencijalnoj jedna6ini graniOnog sloja. 

Prema ranijim metodama ona se postizala ved pomenutim raz-

vojima u redove. Univerzalna jedna6ina metode Lojcjanskog', 

se mole regavati kao parcijalna diferencijalna jednanna, 

u svojim parametarskim pribliZenjima sa konaOnim brojem ne-

zavisno promenljivih - parametara, iii razvojem u redove, 

po tim parametrima - promenljivim, ali ni jedan od ova dva 

naOina regavanja nije nioim unapred odredjen. Vain() je gto 

se pomenuti skup parametara - promenljivih Lojcjanskog mole 

izabrati na racionalan naOin i gto ti parametri obezbedjuju 

vrlo brzu konvergenciju parametarskih pribligenja pune uni-

verzalne diferencijalne jedna6ine graniCnog sloja. 

Metoda .Lojcjanskog' je do sad primenjivana na 

sledede probleme laminarnog stacionarnog graniOnog sloja 

njutnovske te6nosti: ravanske nestigljive te6nosti 	ne- 

stigljive elektroprovodne te6nosti u magnetnom poiju [01, 

prostorni graniOni sloj 	graniOni sloj na poroznoj povr- 

gini 1711 i na graniOni sloj gasa pri velikim brzinama 

U svim tim problemima diferencijalne jedna6ine parametarskih 

pribliZenja univerzalne jednaftne su regavane numeriOki i ti 

rezultati primenjivani na razne konkretne probleme graniOnog 

sloja. Dobijeni rezultati su uvek bili tako redi istovetni 

sa rezultatima dobijenim pri regavanju istih tih problema 

to direktno posredstvom poOetne diferencijalne jednaaine 

graniOnog sloja. 

Metodu Lojcjanskog je preneo na probleme grani6- 

nog sloja stepene te6nosti Djordjevid u radu [71. On je iz-

veo univerzalnu jednainu graniOnog sloja ne ulazedi u njeno 

regavanje. 

U radu[4] Saljnikov je izveo univerzalnu jedna-

Oinu laminarnog stacionarnog graniOnog sloja njutnovske nestig-

ljive te6nosti, koja predstavlja uopgtenje univerzalne jedna-

oine ,Lojcjanskog' 	i u specijalnom sluOaju ona se na nju 

svodi. 



1.8 0 IMPULSNOJ JEDNAtINI GRANINOG SLOJA STEPENE TE6NOSTI 

Jedna6ina impuisa ravanskog laminarnog stacio-

narnog grani6nog sloja stepene te6nosti se moge, prema 
napisati u slededem obliku 

V 	V 

g = e " x ff  (1.63) 

gde je parametar oblika f dat sa (1.34), odnosno posle tran-
sformacija(1.28) i (1.29) sa (1.34). 

Ovde je, prema [31 , uvedena oznaka 4 za funkci- 

 

n-1 0 = (n+1){C- (2+H+ ITT)f), 11.64) 

gde je 

i 

la  (4/ ) 
C = 

7siw) 1 

 

6 

Posredstvom izraza (1.35) i (1.36) imamo sledea izraz za H 

A 
(1.65) 

Uvodjenjem opgte transformacije koordinata u obliku (1.28) 
ili u obiiku (1.36a), veza (1.29) i (1.22) dobija se 

= Bn  [(E' )7] nn 	n=0  • 

Ako umesto nepoznatog parametra oblika f u impulsnoj jedna-

dini (1.63) uvedemo nepoznatu funkciju 

ju 

(1.66) 

(1.67) 

onda se impulsna jednaOina moge napisati kao 

dz** _ 
dx 	V' (1.68) 
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Zbog (1.37) izraz (1.67) se mote napisati i u obliku 

z** 	6**(n+1) 
	 V1-n . 

V 
(1.69) 

1.9 AFINA SLIeNOST I PARAMETRI OBLIKA GRANIeNOG SLOJA 

STEPENE TEeNOSTI 

Pojam afine slidnosti i racionalan izbor para-

metara oblika granidnog sloja njutnovske nestigljive te6no-

stip koje je razmatrao Lojcjanski u 031, mogu se kao gto 

6e daije biti pokazano lako preneti i na problem stacionar-

nog granidnog sloja stepene tednosti. 

Neka se bezdimenzioni profil brzine u u granid-

nom sloju mote dati u obliku 

VIr1)Tc — `1°  (1.7o) 

gde je g(x) razmera za poprednu koordinatu y (neka karakte-

ristika debljine granidnog sloja)i gde su f l , f 1 , 	para- 

metri funkcije koordinate x. 

Profili brzine (1.7o) bide afino slidni ako za 

dva bilo koja preseka jednoga granidnog sloja x=x 1  i x=x2 

 parametri f1 , f2, 	 imaju iste vrednosti 

f1 (x1 )= f1 (N2 ) ; f2 (x1 )=f2 (x2 ) ° 
	(1.71) 

Kako se parametri fl , f2 , 	 menjaju od pre- 

seka do preseka granidnog sloja to uslov afine slidnosti pro-

fila brzine (1.71) u opgtem sludaju nede biti ispunjen. Tada 

se, prema Lojcjanskom•, izraz (1.7o) mote smatrati kao izraz 

uopgtene afine slidnosti profila brzine u presecima granidnog 

sloja, a bez-dimenzione velidine 14,g f 1 , f odgovara-

judim koordinatima i parametrima to uopgtene afine slidnosti. 

Parametri f1 1  2' f 	koji karakterigu osobine oblika profi- 

la brzine u razliditim presecima granidnog sloja, mogu se 

nazvati parametrima oblika granidnog sloja. 
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Problem grani6nog sloja je definisan diferenci-

jalnim jedna6inama (1.19) i (1.2o) i grani6nim uslovima (1.21). 

Renenje tog problema je funkcija brzine spoljannjeg potenci-

jalnog strujanja V(x) i zadatog profila brzine u o (y) u nekom 
odredjenom preseku grani6nog sloja x = x o . Ako renenje prob-
lema grani6nog sloja zadovoljava uslov uopntene afine sli6- 

nosti (1.7o), onda to renenje nije vine funkcija brzine spo- 

ljannjeg strujanja ved je funkcija skupa parametara oblika 
granianog sloja. 

Ako se uvede oznaka za bezdimenzionu promenijivu 

- 

 Y  

(1.72) 1 	g(x) ) 

i ako je zadovoljen uslov uopntene afine sli6nosti (1.7o) 
onda se iz 

u = T
Y 
 • 

moEe dobiti oblik strujne funkcije T u sluaaju uopntene afi-
ne sli6nosti. 

T .4 .UdY= V(x)g(x)+P(n,f l ,f2 ,....)dn • 
0 

ili u obliku 

'Y = g(x)V(x)F(n,f il f2 ,....). 	 (1.73) 

Korindenjem impulsne jednaftne (1.63) mote se 
pokazati da je izbor parametara oblika f l , f2 ,...., grani6-
nog sloja stepene teanosti univerzalan i nezavistan od ob-

lika brzine spoijasnjeg potencijalnog strujanja V(x) na gra- 
nici grani6nog sloja. 

Ako se naime za karakteristiku debljine grani6nog 

sloja usvoji debijina gubitka impulsa a** i u svojstvu prvog 
parametra fl  ranije odredjen parametar oblika (1.37), koji 
posredstvom (1.69) dobija oblik 

f = f = Vx  z** 1  (1.74) 
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onda se jedna6ina impulsa grani6nog sloja stepene te6nos- 

ti (1.63), posle uvodjenja (1.67), mole napisati u obliku 

df 	V 1 
= 	x((pf +VV z** 2 ). dx 	Vf1 1 xx 

Ako se kao drugi parametar oblika usvoji 

f2= VVxxz**
2

' 

onda se gornja jedna6ina svodi na 

df1 	Vx 
Tc-  vr(01+12). 

(1.75) 

(1.76) 

Diferenciranjem izraza (1.75) po x i uvodjenjem (1.74) i 

(1.75) dobija se 

df 

V  f1 dx
2  - f2 (f1+2(1))+V2V 	z**2  x - 	 xxx 

odnosno posle uvr5tavanja tre6eg parametra u obliku 

f3= V
2 Vxxxz**2 

sleduje jednaaina 

(1.77) 

(1.78) 

df 2 
V fl dx—  = (f1+24)f 2 -1-f 3' x  

Ako bi se ovaj postupak na slidan naain i dalje nastavio 

dobilo bi se da su parametri oblika granianog sloja odredje-

ni sa 

dk f = Vk-1  k (z**)
k 

(1.8o) 
dx  

i da zadovoljavaju rekurentnu vezu 

dfk = {(k-l)f 1+kO}fk+fk+19 Vx 
f
1 dx (1.8o) 

(1.79) 
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Uvodjenjem oznake 

ekm{(k-i)fl+kO }fk+fk+1 

rekurentna veza (1.81) postaje 

df V c 	k 
Vx  '6 1 

(1.82) 

(1.83) 

Interesantno je primetiti, da je struktura para-

metara oblika granianog sloja stepene teanosti potpuno ista 

kao i struktura parametara oblika granianog sloja njutnov-

ske teanosti. Ista je i rekurentna veza (1.81), all se iz-

razi za 4 (1.64),c (1.66), kao i veza izmedju veliaina 6**, 
v ; V i parametra f l  granianog sloja stepene teanosti raz-

likuju od odgovarajudih izraza granianog sloja njutnovske 

teanosti. Ovo razmatranje namede eventualni zakljuaak da 

su parametri oblika stacionarnog granianog sloja zavisni sa 

mo od spoljagnje brzine na granici granianog sloja i karak-

teristike debljine granianog sloja z**, a da su invarijantni 

u odnosu na reologku jednaainu stanja teanosti aiji se gra- 
niani sloj posmatra. 

U svim parametrima oblika se posredstvom  veliLi- 
ne z**, odnosno njenih stepena, pojavijuje u integralnom ob-

liku uticaj predistorije kretanja u granianom sloju. Prvi 
parametar oblika f

1  (1.74) izragava uticaj lokalnog nagiba 
krive rasporeda /brzine V(x). Pozitivnim vrednostima fl  odgo-
vara ubrzano strujanje a negativnim usporeno. Drugi parame- 
tar f2 nosi u sebi uticaj kriVine krive V(x). Parametri  vi- 
geg reda medjutim nemaju oaigledno geometrijsko tumaaenje, 

all se moEe rea da je njihov uticaj i znaaaj utoliko vedi 

ukoliko viii izvodi brzine spoljagnjeg strujanja V(x) ima-

ju ve6e vrednosti u posmatranom intervalu promenljive x. 

Kako je funkcija V(x) potpuno proizvoljna, ne-

prekidna i potreban broj puta diferencijabilna, to parame-
tri fk  (k = 1,2,... .) saainjavaju skup nezavisnih funkcija 
promenljive x. 
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1.10 UNIVERZALNA JEDNAeINA RAVANSKOG LAMINARNOG STACIONAR- 

NOG GRANIeNOG SLOJA STEPENE TEeNOSTI U FORMI SALJNIKOVA - 

LOJCJANSKOG 

Kao osnova za izvodjenje univerzalne jednaft-

ne grani6nog sloja stepene te6nosti u formi Saljnikova - 

Lojcjanskog;, poslai6e rezultati dobijeni u paragrafu 1.4 

prilikom opgte transformacije jednan.ne grani6nog sloja 

stepene te6nosti. 
Koristeci jednaanu impulsa graniftog sloja ste- 

pene te6nosti (1.63) i imajudi u vidu da je velieina B (1.36) 

funkcija promenljive x, dobija se veza 

V'tB 

	V 

f 
n+1'17—' - 7174.x 	(n+1)Bn+1 

f V Bx 

V B
n+2 

Posredstvom prethodnog izraza diferencijalna 

jednadina (1.38) se transformige na sledea oblik 

{(F 
e2n.f  2 

nn
)n} 

 n
+

0+1 FFnn+  n+1(1-Fn)=  (n+1)  

 = n+1* V 11 
(-IFFn+FnFnE-FIFnn). 

B x dx B 

Treba napomenuti da se do gornje diferencijalne 

jednaane dodo, sa jog ne definisanim zakonom transformaci -

je promenljive x i jog uvek neodredjenom funkcijom h(x) u 

izrazima (1.28). 
Univerzalizacija jednaane (1.84) mote se izvr-

giti na razliate naane. Za svaki definisani zakon trans-

formacije = C(x), mo'ie se umesto promenljive E uvesti ne-

ki beskona6an skup parametara, koji diferencijalnu jednan.- 

nu (1.84) dovodi na univerzalan oblik. Ako se recimo za ko-

ordinatu C usvoji zakon transformacije (1.48), onda se jed-

naana (1.84) svodi na 

(1.84) 
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"F  011 4.  0-2n•f  
n4.1  FF + -f--(1 2  nn' 'n' (n+1) B"- nn 0+1 -Fri )  

= g(-E FF +F F 	X. B 	nn n n; 	nn (1.85) 

Ova jednaeina Gartlerovog tipa se transformige 

na oblik (1.46), ako se koristi jednaeina impulsa (1.63), 

uvede oznaka (1.42) i za vrednost funkcije h usvoji h=1. 

Diferencijalna jednaeina (1.85) je opgtija od diferencijal-

ne jednaeine (1.46), .ier ona u transformacijama (1.28) i 

(1.29) sadrgi neodredjenu funkciju h(x). Diferencijalna 

jednaeina (1.85) se mote dovesti na univerzalan oblik,ako 

se umesto promenljive uvede beskonaean skup parametara 

(1.52), koji u slueaju granienog sloja njutnovske teenosti 
nije pokazao zadovoljavajude rezultate. 

Razmatrajudi razlieite mogude oblike transfor-
macije E (x), nije tegko pokazati da se prirodno i racio-

nalno dobijen skup parametara oblika granienog sloja stepe-
ne teenosti (1.8o) moge uvesti samo ako je 

= x. 	 (1.86) 

U tom slueaju regenje diferencijalne jednaeine 
funkcija promenljivih x i n  funkcional od V(x) 
parametra nenjutnovskog ponaganja stepene tee- 

nosti n 

F = F(x,n,{11(x)},n). 	 (1.87) 

Ako se umesto promenljive x uvede beskonaean 

skup nezavisno promenljivih parametara (1.8o), onda je 

	

F(x,n,{V},n)= 	 (1.88) 

Za funkciji F de se pretpostaviti da je neprekid-
na funkcija svih promenljivih i da je diferencijabilna po svim 
promenljivim. 

Koristedi se izrazom (1.83), nije -tegko pokazati 

slededu vezu parcijalnih izvoda po staroj promenljivoj x i po 
novim promenljivim fl , f2,  

(1.84), je 

i funkcija 
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a 
ax 

vx  a 
E 0 

Vfl k=1 k af  
(1.89) 

gde je f l= f i 0k  dato sa (1.82). 

Posredstvom (1.86), (1.88) i (1.89) diferenci-

jalna jednadina (1.84) dobija konadan univerzalan oblik 

(f)+2nf i 	f
1 

{(F )"} + 	 FF + -(1-F
2 ). 

	

nn 	n (n+i)Bn+1 	nn Bn+1 	n 

11 
E 0 (F F 	-F F- + 	B FF ). 

B
n+1' k=1  k n nfk  nn 	B fk  nn 

Uvodjenjem jednadine impulsa (1.63) i veza (1.88) i (1.83) 

granioni uslovi (1.39) postaju 

	

lim F ► 1 
	za 

n+- 

Fn= F'(n) 0 
za fk= fko' 

(1.91) 

2nf +4) 1 	 1 
F
n 

 o; 	n+1 F+ E 0 (F - -B4  F)=o za n= o. k=1  k fk  B 

Pio5to se u nelinearnoj parcijalnoj diferencijal-

noj jedna6ini (1.9o) kac i u odgovarajudim graniOnim uslovi-

ma (1.91), ne pojavljuje brzina spolja5njeg potencijalnog 

strujanja na granici granidnog sloja,to je ova univerzalna 

diferencijalna jednadina stacionarnih ravanskih laminarnih 

granidnih slojeva nenjutnovske stepene te6nosti. 

Funkcija Fo (n) u granidnim uslovima (1.91) se 

bira, tako da se za vrednost parametara fk=fko jednadina 

(1.9o) svodi na bilo koju jednaftnu slidnih re6enja. 

U prostoru promenljivih f l , f2 ,...., tadka 

f1= f2
= ....= o predstavlja singulars u tadku jednadine 

(1.9o). Za f l= f2=  = o iz (1.82) se ima da je i 

0 1=6 2= 	= o. U toj tadki se naprimer moge zahtevati 

da se jednadina (1.9o) poklapa sa slededom jednadinom gra-

nidnog sloja za podugno opstrujavanje plode sa stepenom 

tednadu [111,[161,[14[33. 

(1.9o) 
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+F F" = 0, 0 00 (1.92) 

r Fo (o)= o, 	F'(o)= o, 	(c0)=1. 

Ovo je medjutim moguOe samo ako je ispunjen 

(n+1)61(1) +1  =00 = (n+1)co  . 	 (1.93) 

Potsetimo se, da je univerzalna diferencijalna 

jednadina (1.9o) dobijena posredstvom transformacija (1.86), 
(1.28) i (1.29) 

= x, 	n = h(x) V(x) 
•y 	 (1.94) 

1- a 

	v \ffiT 
T = 0•1,/(x) 	2  F(,n). 	 (1.95) 

Korigeenjem (1.29), (1.28) i (1.36), mote se 

pokazati da u ovom radu, za celo vreme transformacija jed-

na6ina graniftog sloja stepene te6nosti, promenijiva n i 
strujna funkcija T imaju i ovaj oblik 

. 	B(x)  
n  = 6 ** (x) .Y2  

_ 8 -B(X) _ 	1777  v(x) F(EITI). 

(1.96) 

(1.97) 

Ako se karakteristika debljine granidnog sloja 
defini6e posredstvom izraza 

g ( x) 	TV, 	 (1.98) 

onda se iz (1.72) i (1.73) dobija promenijiva n i strujna 
funkcija 'V uopgtene afine sliOnosti 

B(x)  
n  = 6 ,1*(x)*Y 1 	 (1.99) 

6**(x) T = 	V(x) F(0, fl , f2, 	(1.boo) 

uslov 

a/2 



4)1-1  ) 1 
•y 

v4)0  cV(x) 	dx 

n 

4) 14-1-n  

B(x) • V(x) 
n+1 

0 
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Univerzalna jednanna tipa Saljnikova - Oke 

(1.57) dobijena je uvodjenjem skupa parametara flk  (1.52) 

i funkcije 

F = 	
(1.1o1) 

dok je univerzalna jedna6ina tipa Saljnikova :Lojcjanskog 

(1.9o) rezultat uvodjenja skupa parametara oblika (1.8o) i 

zavisnosti 
F = F(0, f l , f2 ,....). 	(1.1o2) 

Vidi se da je u slu6aju univerzalne jednaeine 

u obliku Saljnikova 	Lojcjanskogr ispunjen uslov uop5tene 

afine sli6nosti (1.loo), dok u s1u6aju univerzalne jednaft -

ne tipa Saljnikova - Oke, on nije ispunjen, zbog nejednako- 

sti parametara ak  sa parametrima oblika grani6nog sloja ste-
pene te6nosti fk . 

Ako se nova promenljiva n posmatra u obliku 
(1.94), koji je potpuno ekvivalentan sa (1.96), onda se vi-

di da u tom zakonu transformacije figuri6e jo5 jedna neodre- 

djena funkcija h(x). 
Usvajanjem to funkcije u obliku 

01-  1(n+1)-n+1 

h(x)=B(x)vn+1 (20 1 2 	V(x)

x 

	

41-1 	
(1.103) 

(1)_ 	dx 
u 

gde su ci)0  i 01  prirodni brojevi, iz (1.37) i (1.94) se dobi-

jaju slede6i izrazi za parametar oblika i novu promenljivu n 

l  fv(41 ax 
f 

O (1.1o4) 

(1.1o5) 

n 
1 

n+1 

covx ( x ) . 



Kasnije de se pokazati da (1.1o4), ustvari 

predstavlja regenje linearizovane jednadine impulsa (1.63), 

koja se integrali tek posle nalagenja regenja univerzalne 
jednadine (1.9o). 

Poredjenjem izraza (1.1o5) i (1.48), se vidi 

da nova promenijiva ? ima oblik uopgtene promenljive Wirtle-
ra. 

Sva ovde izneta razmatranja predstavljaju ustva-
ri uopgtavanje rezultata Saljnikova dobijenih u radu 

pri proudavanju granidnih slojeva njutnovske tednosti. Pore-

djenjem zakljudaka iz ovog rada sa onim iz [4] vidi se da 

nadin pristupanja proudavanju granidnih slojeva njutnovske 

tednosti ostaje potpuno oduvan pri proudavanju granidnih slo- 
jeva nenjutnovske stepene tednosti. 

Za n = 1, tj. za njutnovsku te6nost, univerzalna 

jednadina (1.9o) granidnih slojeva stepene tednosti, se svodi 

na univerzalnu jednadinu Saljnikova [4] granidnih slojeva njut-

novske tednosti. Isto to se dogadja i sa svim ostalim izrazima 

upotrebijenim prilikom izvodjenja diferencijalne jednadine (1.9o). 

Ako se udini pretpostavka.da je funkcija B (1.36) 
konstantna, tj. 

B = const, 

onda se (1.9o) svodi na univerzalnu jednadinu, koju je Djor-

djevid izveo u radu pri uopgtavanju metode Lojcjanskog 
t11,na granidni sl.oj stepene tednosti. 

Moge se postaviti pitanje o mogudnosti elimina-

cije parametra nenjutnovskog ponaganja stepene tednosti n iz 

univerzalne jednadine (1.90)? Svi pokugaji u tom pravcu udinje-

ni u toku mojih istragivanja nisu urodili plodom. S obzirom da 

je velidina n karakteristika reologke jednadine stanja stepene 

tednosti, tj. fizidka karakteristika koja definige fizi6ko sta-

nje posmatranog fluida, dini mi se da bi bilo mesto predpostav- 

ci da se taj parametar ne moge uopgte eliminisati iz univerzalne 
jednadine (1.9o). 
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1.11 REAVANJE UNIVERZALNE DIFERENCIJALNE JEDNAftNE 

Prema tome problem stacionarnih ravanskih lami-

narnih granianih slojeva stepene teanosti se sveo na regavanje 

univerzalne diferendijalne jednaaine (1.9o). Ta diferencijal -

na jednaaina je nelinearna, parcijalna jednaaina treaeg reda. 

Nepoznata funkcija F je funkcija beskonaano mnogo nezavisno 

promenljivih n, f l , f2 , 	Odredjivanje funkcije F u za- 

visnosti od svih tih promenljivih predstavlja slogen za sada 

neregiv matematiaki problem.Ako bi se mogla naci takva funkci-

ja F, onda bi ona bola ,:a no regenje svih problema granianih 

slojeva stepene teanosti. 

Ako se u univerzalnoj jednaaini (1.9o) usvoji 

da su k promenljivih - parametara skupa f k  (1.8o) razliaiti 

od nule a svi ostali jednaki nuli, onda se dobija k-to para- 

metarsko pribligenje pune univerzalne jednaaine. U diferenci-

jalnoj jednaaini k-tog parametarskog pribligenja, uvek figuri-

ge jog jedan parametar, parametar n nenjutnovskog ponaganja 

stepene teanosti. Ako se u jednaaini (1.9o) zadrgi k promenlji-

vih skupa fk , a odbaci parcijalan izvod po k-tom parametru 

na desnoj strani jednaaine (1.9o) onda se dobija lokalizovano 

k-to parametarsko pribligenje univerzalne jednaaine. Vidi se 

da postoji aitava klasa priblignih - parametarskih regenja pu-

ne univerzalne diferencijalne jednaaine (1.9o). 

Nije tegko pokazati da se razmatranja Karjakina 

koja se odnose na univerzalne jednaaine u obliku Lojcjanskorp . 

 granianog sloja njutnovske teanosti, mogu preneti i na univer-

zalnu jednaainu (1.9o). Zato se citira samo zakljuaak iz tog 

rada, koji se odnosi na k-to parametarsko pribligenje univer-

zalne jednaaine. Prema tome zakljuaku naime k-to parametarsko 

pribligenje univerzalne jednaaine, predstavlja taano regenje 

granianog sloja na telu ogtre ivice, za koje je brzina spoljag-

nje struje V(x) data u vidu proizvoljnog polinoma k-tog stepe- 

na promenijive x, tj. 

k 
V(x)= E a4 .x

i 	ai
= const. 

i=o 
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U daljem radu 6e se razmatrati jedno-parametar-
sko pribligenje univerzalne diferencijalne jednaaine (1.9o). 

Ono se dobija ako se usvoji da su svi parametri f k  sem prvog 
jednaki nuli 

f2 = f3= 
	a= 0 . 	 (1.1o6) 

Tada iz (1.82) sleduje 

01= fly  f1); 	62=6 3= 	=0 	(1.1o7) 

Uvodjenjem (1.1o7) u (1.9o), dobija se jednopa-
rametarsko pribliEenje univerzalne jednaaine 

I ( 1 ) 	 OS 	 0. 

	

(Fn 
) 

}f+ 

4.  9 	tx 1 )"n.r 1F (1)  (1) 	fi  
n 	n (n+1)(B(1"))"1 	Fnn 	(B (1) ) n+1 {1-(F,(1 1)) ?)= 

f1 	(1)(1) (1) 	(1) (1) Ilt1  (1) (1) -717F Fnn  ), (1.1o8) 

	

() n+1 (1) 	(f1 ) (Fn Fn fl "" Ff 1 
 4 
 1:0 ) 

dok iz (1.91) sleduju odgovaraju6i granidni uslovi 

(1) F 	=1 	za n = co, n 

F (n 1) . F,; 	za (n) 	fl'flo= o, 	 (1.1o9) 

1 	(1) 

1) 0 (, _., (f (1) 	1)+2n fl  F (1) 41 A (1) If  „F (1) .. 	 (1). --7.-m-B- F,.,)=o,n = n 	 o, F 	= co; 
n+1 	 14' 	' 1" f 1 
	U') r l 

gde je F0 ( n) re5enje sistema (1.92). 

Diferqncijalna jedna6ina jednoparametarskog pribli-

Eenja (1.1o8), se re6ava zajedno sa izrazima (1.64), (1.65),(1.66), 
(1.35) i (1.36) )  koji u jednoparametarskom pribliEenju glase 

A (1) =(1-F (1) )dn 

H (1) = A (1)  

STIT;  

B ( 1 ) = I;(1) (1_q1 1) )dn,  

c (1) = (B (1) (F (1) ) 	} xi 
nn n=0 ) (1.11o) 

0
(1)

=(n+1){ C (1)
-(2+H (1)  + n-1f ). 

n+1 1 
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Istovremenim regavanjem sistema jednaaina (1.1o8), 

(1.109), (1.92) i (1.11o) dobilo bi se re5enje za sve probleme 

ravanskog granianog sloja stepene teanosti u jednoparametarskom 

pribligenju. Pri numeriakom regavanju ovih jednaaina dolazi se 

do zakljuaka, da je rPgenje tog sistema nestabilno i vigeznaa 

no. Ovom problemu, gr ,mianog sloja njutnovske teanosti (n=1), 

su u poslednje vreme posvetili pagnju IAthius M. i Saljnikov V. 

u svom jog neobjavljenom radu. Oni su pokazali da univerzalna 

diferencijalna jednaaina oblika Saljnikova Tiojcjanskog sa-

drgi vigeznaana regenja, ako se funkcija h(x) ne defini6e una-

pred pre regavanja sistema. Prema (1.1o3), je vidijivo da se 

ta vigeznaanost mote izbeai i ako se pre re5avanja sistema jed-

naaina, umesto funkcije h(x) usvoji funkcija B (1)
(f 1 ). 

Najjednostavnije je, usvojiti funkciju B (1) (f1 ), 

na osnovu slianih regenja jednaaina granianog sloja. Kod rega-

vanja pomenutog sistema, moglo bi se onda primeniti i slededi 

postupak iteracija funkcije B (1) . Naime, prvo se usvoji funk-

cija B (1) (f 1 ) na osnovu slianih regenja re5i ceo sistem i na 
( kraju ponovo izraauna funkcija B l1)  (f 1 ).Ta funkcija B 1

(1)  (f1 ) 

bi bila polazna za ponovno regavanje celog sistema jednaftna, 
( i sraaunavanje B 2
1)  (f1 ). Ceo postupak 'iteracija bi se ponav- 

ljao sve dok se iz dve susedne iteracije nebi dobilo pribligno 

ista kriva B (1) (f1 ). Taj postupak bi zahtevao mnogo vremena i 

rada na raaunskoj magini, to stoga on 

obradjen, ved 6e se usvojiti funkcija 

nih regenja jednaaina granianog sloja 

noj ploai. 

Za taj sluaaj je 

B0= B (1) (f1  ) = const. 

Potrebno je napomenuti, da Lojcjanski uzima ovu pret-

postavku ve6 na samom poaetku razmatranja l pri izvodjenju svojih 

univerzalnih jednaaina granianog sloja njutnovske teanosti [11. 

Nije tegko da se proveri, da je oblik univerzalne jednaaine ne-

zavisan od toga, u kojoj se fazi njenog izvodjenja uaini pret-

postavka (1.111). Medjutim, ako se ta pretpostavka shvati kao 

u ovom radu nece biti 

B (1) (f 1 ), na osnovu slid-

stepene teanosti na rav- 



A (1) = S (1-F
n
1) 
 )dn; 

( (1) 	(1) 	(1) Bo=B = Fn (1-Fn )dn =const, 
0 

0 
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aprol-“macija kompletno postavljenog problema granianog slo- 

ja u 	radu, onda 	rrethodni postupak iteracija veliai- 
ne B 	((fl ), mote smat , 	kao mogudi put za pobolj5anje to 
aprokpicije, a samip , 	i metode :Lojcjanskog . . 

Uvodjenjrj pretpostavke (1.111) iz (1.1o8) i 
(1.1o9), 	dobija diferencijalna jednaaina 

(1) { (F 
(1 ) 

+ 
0.(f1)+2nf1 (1)

F (1) + fl {1-(F (1) ) 2 }= 

	

(n+1) Bn+1 	nn 	n+1 Bo 

f1 	(f1 ) 
(F (1) F (1) 	(1) F 

	

•...■•••■■■ 	 - F 	F 	) 

BO
#.1 	n 	nf1 	nn f 1 

sa granianim uslovima 

F (1) = 1  za n = =, 

( F 1)
n 	

F
o (n) za f 1= o , 

(1) 

F(1)=o 	
2nf1+4) 	(f1 ) 

F (1) +f (1) (fF (1) n+1 	 1 	f
1 

gde je Fo (n) re5enje sistema (1.92). 

Sistem (1.110) sada postaje 

o za n= o, 

(1) A (1) 
H = B

o ; 
CM= Eif(F (1) I n l  

o" nn 	"n=0 .7 ( 1 .113) 

0(1)= (n+1){c(1)-(2+H(1)+  

Kako je za graniani sloj na ravnoj ploai parametar oblika 

fl= o i F(1) 
	

o = F'(n), to je tada iz (1.113) n  

C = Bn  {(F") n } . Bo 	o rffo 
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a iz (1.93) 
Bo= [(F0 )nl n=0. 	 (1.115) 

Zna6i, vrednost konstante B o  se odredjuje po-

sle nalaienja funkcije For  odnosno posle regavanja sistema 

(1.92) granianog sloja stepene te6nosti na ravnoj plo6i. 

Postoje dva tafta regenja diferencijalne jed-

nadine (1.92) i jedno pribliEno dobijeno metodom Karman-

Polhauzena [181. Kao osnova za regavanje jednoparametarske 

univerzalne jedngine (1.112) i sistema (1.113), za odredji-

vanje konstante Bo  mora se poznavati vrednost E73 (o) i to za 

razli6ite vrednosti parametra n. Tafte vrednosti za F73 (o) iz 

rada 6uljmana i Berkovskog [3] i taOne vrednosti za F .;(o) iz 

rada Acrivosa [14, bitno se razlikuju. To nije tegko konsta-

tovati, ako se pogledaju tablica 1 rada 1:161 i tablice na 

kraju monografije [3].Za n = 1, tj. za njutnovsku te6nost, 

vrednosti su iste, dok je za n = o,1 naprimer, vrednost 

F"(o) prema [3] oko 8,2 puta manja od one date u radu [16]. 

Za n = 2 vrednost F"(o) prema radu [j] je za 1,27 puta vela 

od iste prema radu [03. Karman-Polhauzenova metoda [181 daje 

bliske vrednosti za F.7) (o) sa onim iz rada [16]. 

Pre nego gto su u ovom radu usvojene vrednosti 

za F"o  (0), koje predstavljaju osnovu za regavanje jednopara-

metarske jedna6ine, izraftnato je F';) (o) na novi 6etvrti na6in 

primenom varijacionog principa. Ovaj naain de biti detaljnije 

izloIen u drugom/delu rada. Dobijene pribliEne vrednosti za 

F"(o) su bile blige vrednostima F;;(o) iz rada [161 nego one 

po metodi Karman-Polhauzena. Medjutim, treba istadi da su 

sve tri vrednosti za razno n, medju sobom vrlo bliske. Zato 

je usvojeno kao tadno regenje graniftog sloja stepene te6no-

sti na ravnoj pion_ ono objavijeno u radu [163. 

Potrebne vrednosti za F"(o), iz rada Elfl date 

su u tablici 2. 
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7ablicet2 
1

0,46961 0,5258 45766 46188 	46540 0,7036 0,7741 

15 	2 	2,5 	3 	1 4 	5  
n 45  
470) 0,4341 02 

Ako se posmatra jednoparametarska univerzalna 

jednaaina (1.112) zajedno sa izrazima (1.113), koji se svi 

moraju regavati simultano, onda je jasno da o tragenju ne-

kog analitiakog regenja tog problema nema ni govora.Medju-

tim, zahvaljujudi razvijenim metodama numeriake integraci-

je nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednaftna mate-

matiake fizike (naprimer itd.) i modnim digi-

talnim raaunskim maginama, mogude je da se pridje regavanju 
sistema (1.112), (1.113). 

Na Katedri aerohidromehanike Politehniakog In-

stituta u Lenjingradu je razvijena metoda numeriake integra'- 

cije parcijalnih nelinearnih diferencijalnih jednaaina - pa-

rametarskih pribligenja univerzalnih jednaaina teorije gra-
nianog sloja 	 Prema toj metodi numeriaka in- 
tegracija k-to parametarskih pribligenja univerzalnih jed-
naaina granianog sloja l se vrgi na taj naain gto se to jed-

nadine svedu na sistem tzv. implicitnih (nejavnih) algebarskih 

jednaaina, zamenom diferencijala sa kona6nim razlikama. Ti al-

gebarski sistemi nelinearnih jednaaina se linearizuju i rega-

vaju iterativno metodom napred - nazad (progonke)Ni. Ta me-

toda regavanja je prilagodjena za regavanje sistema jednaaina 

(1.112), (1.113) i (1.115), pri emu su vrednosti F7) (o) uzi7+. 
mane za razno n iz tablice 2. Regavanje je uradjeno na raaun-

skoj magini IBM - 36o Model 44, Matematiakog instituta u Beo- 
gradu. 

Regenja su nadjena za vrednosti parametra nenjut-

novskog ponaganja stepene teanosti n = 0,5; 1; 1,5; 2; 2,5; 

3; 4 i 5. Regenje za n = 1, za njutnovsku teanosti se poklapa 
sa regenjem iz rada [1], pa se ovde nede ni navoditi. Regenje 

za n = 1 je slugilo za testiranje celog programa. Za n < 0,5 

dobijena regenja su pokazivala nestabilnost u okolini taake 

odvajanja granianog sloja, 	su uslovi stabilnosti metode 
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napred - nazad (progonke) bili ispunjeni. Ova nestabilna 

regenja su imala nelogi6an tok u oblasti bliskoj ta6ki od-

vajanja graniftog sloja, pa se zato ovde nede ni navoditi. 

Za n > o,5 koraci po n i fi  su se smanjivali sve dok rege-

nje vise nije trpelo nikakvu promenu pri daljem smanjenju 

koraka. Za n < o,5 taj proces izgleda nije konvergentan, 

jer se broj iteracija beskona6no povedava pri smanjivanju 

koraka. Pitanje nestabilnosti regenja u ovoj oblasti bide 

predmet jednog naknadnog istraZivanja. S obzirom da se iz 

regenja dobijenih za druge vrednosti parametra n,mogu izve-

sti kvalitativni zaklju6ci koji se odnose i na podru6je 

n < 0,5, na dobijanju ovih regenja u nestabilnoj oblasti 

se u ovom radu nije insistiralo. 

Sra6unate funkcije (1) (f 1 ), H (1) (fl ) i (1) (1) (f l ) 

date su za razno n, naime za n = o,5; 1,5;, 2; 2,5; 3; 4 i 5 

na dijagramima br. 2 do 8, i za karakteristifte vrednosti 

parametra fl  u tablicama br. 1 do 7 priloga I. 

( Profili 	V(x) brzine 	= F
n
1)  (no f1 ) dati su 

za iste vrednosti parametra n i karakteristi6ne vrednosti 

n i fi  na dijagramima br. 9 do 15 i u tablicama br. 8 do 

14 priloga II. Na tim dijagramima je sa .nm  obelegena vrednost 
koordinate n za koju je zadovoljen graniani uslov 

F (1) = F 	- 1 
	

za n = nut . 

Tadka odvajanja grani6nog sloja stepene te6nosti, 

se nalazi na onom mestu konture tela gde tangencijalan napon 

postaje ravan nuli, odnosno gde je 

(1) (n, f1) = o. 

Vrednosti parametra f l  u ta6ki odvajanja su obelegene sa 

flodv i za razno n date u tablici br. 3. 
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- 6 1  MEM 

Vrednosti parametra f l  u zaustavnoj 	tj. 

za koje je zadovoljen uslov da je 

0
(14

(111 f l ) 
 

= 0 

obeleiene su sa f lmax 
i takodje date u tablici br. 3 za 

razno n. 
Numeri6ka integracija jednoparametarske univer-

zalne jedna6ine je, kao i kod njutnovske te6nosti l izvrgena 

u intervalu f10dv 4 
f 1 ` f lmax

• Integraciju izvan take od-

vajanja, tj. za f i 
 . < flodv' nemogu6e je izvrgiti, jer za 

f1
= flodv 

univerzalna diferencijalna jedna6ina poseduje 

singularitet. 
U daljem radu bide potrebne vrednosti veli6ine 

f1odv S = - 	 (1.118) 
41 0 

pa su i one date u tablici br. 3. 
Isto tako de biti potrebne i vrednosti konstan-

ti 00 , 0 1  i 02  razvoja funkcije 0 (1) (n,f 1 ) u red po stepe-

nima od parametra f l  

(1) 
0 	(n s f 1 )= 40- °1 f 1+ 4 2 (f  ) 

One su sra6unate, na osnovu tablica br. 1 do 7 iz priloga I, 

i za razno n date u tablici br. 3. 
Ne regavajudi jog nijedan konkretan primer grani6- 

nog sloja stepene te6nosti ve6 se mogu, na osnovu ovih rezulta-

ta numerifte integracije, izvesti neki zakljuOci o fizidkim 

osobinama ravanskih laminarnih stacionarnih grani6nih slojeva 

stepene teanosti. 
Iz dijagrama br. 2 do 8 se naime, vide osobine 

funkcija
(1) H (1) i 0

(1) . Oblik krive
(1)  za n = o,5, naj-

vige odstupa od linearnog zakona, dok se sa porastom n, to 

kriva sve vige pribliiava obliku prave linije. Krive H
(1) i 

0 (1) imaju nelinearan karakter za svako n u blizini take 

odvajanja grani6nog sloja. Odstupanje od pravolinijskog ka-

raktera krive H
(1) opada sa porastom parametra n. 
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Sa dijagrama br. 9 do 15, vidi se da se profil 

brzineV(x) za razliftte vrednosti parametra f l , najvige 
deformige za pseudoplasti6nu te6nost, tj. za n = 0,5. Sa 

porastom parametra n, to deformacije su sve manje, tako 

da su za n = 5 (vrlo dilatantna te6nost), neznatne. Ispu-
njenje granionog uslova za n m, je kod pseudoplasti6ne tee-
nosti (n = o,5) asimptotsko, dok za 1 < n (dilatantna tee-

nost), to nije slu6aj. Ova osobina profila brzine posmatra-

nih grani6nih slojeva je ve6 zapaiena u radovima t]..631M 
i [18] 1 ali samo u slu6aju graniCnog sloja na ravnoj plo6i. 

Iz tablice br. 3 se vidi, da se sa porastom 
n od o,5 do 5 f lodv  menja od -o,2512 do-o l 0002o68. Na osno-
vu toga, se ved sada mote redi da se sa porastom parametra 

n ta6ka odvajanja granianog sloja na nekom telu pomera uz- 
vodno. 

1.12 0 INTEGRACIJI IMPULSNE JEDNAeINE GRANIeNOG SLOJA 
STEPENE TEeNOSTI 

Posle odredjivanja regenja univerzalne diferen-
cijalne jedna6ine, tj. funkcije F (1)(n, fi ,n), potrebno je 
da se za regavanje pojedinih konkretnih problema teorije 

ravanskog laminarnog grani6nog sloja stepene te6nosti, na-
dje zavisnost velieina z**(x) iii f i (x). Medjutim, u tom 
cilju potrebno je regiti obi6nu nelinearnu diferencijalnu 

jednaftnu,prvog/reda, odnosno jedna6inu impulsa u obliku 
(1.63) 

df1 Vx 	 V 
Tx—  = v 0 (1) (n, 1 	V

XX 
f(1.12o) 

za x = xo 	f1= flo 
ili u obliku (1.68) 

dz** 
dx 

( 1 ) (n , Vx  z * * ) 

 

V 

za x = x0 	z** = z**. 

Ako tabka x = o odgovara prednjoj zaustavnoj 

tafti tela U kojoj je V = o, onda je to singularna tafta u 
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kojoj je takodje i
(1) (n, f l) = o. Prema (1.117), vred-

nosti parametra fl , za koje je zadovoljen taj uslov obe-

legene su sa flmax 
i date u tablici 3 za razli6ite vred-

nosti n. Prema tome po6etne vrednosti za numeri6ku inte-

graciju jedna6ine (1.120) odnosno (1.121) su 

za x = o: 	f = f 	
z**_ 

flmax 
1 lmax' 	0 if1;T 

Ako se razmatra telo sa o5trom prednjom ivi-

com iii profil sa nultim nagibom pri vrhu, onda je u toj 

taakiV0oigrani6ni uslovi su, zbog 6r= o, slede6i: 

za x = o: 	f1'  = o- 	
z**= o. 	 (1.123) 

U op5tem slu6aju ako je V 0 o za neko x=xo> o 

onda je poOetni uslov dat sa 

za x = x0 > o: 
	 z = z** > o. 	 (1.124) 

** (n+1) 

	

Primetimo da veli6ina z** - 	 

izragava u priblignoj formi predistoriju razvitka grani6nog 

sloja na intervalu o 4 x x0 . 

Integracija nelinearne jedna6ine (1.12o), odno-

sno jednadine (1.121), se moge izvr5iti metodom "korak po 

korak", koju je predlogio Lojcjanski 

U ovom radu 6e se to jedna6ina u linearizo-

vanom obliku re4ti obi6nom kvadraturom. Ranije je dat oblik 

reda za funkciju 0
(1) (n f1) (1.119). Ako se u tom redu zane-

mate svi 61anovi koji sadrge stepene f l  ve6e od (f1 ) , onda 

se dobija linearizovana funkcija 

(1) 
0 	

(n, fl )  = 0o  (n) 	°1 (n) f l . (1.125) 

Ova aproksimacija se mote opravdati ved ranije 

spomenutom Unjenicom da funkcija 0
(1) ima pribligno linearan 

karakter na celom intervalu promenljive f l , sem u blizini tad-

ke odvajanja grani6nog sloja. 
Ako se linearizovan oblik funkcije 0

(1) (1.125) 

uvrsti u (1.2o), onda se dobija diferencijalna jedna6ina 

(1.122) 
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dfl 
	x 	 V 

dx 

	

	v too  0 f
l y.t. _xx = 

vx  

dije je opgte regenje 

0,07x  V(x) dx 
V 

0 	+ C —E—. 
4)1 V (x) 	 v01  

Iz uslova da je na telima sa prednjom zaustav-

nom tadkom za x = o V = o i da, prema (1.122), fl  mora da 
bude konadno, sleduje da je konstanta integracije C = o. 

Porto je na telima sa ogtrom prednjom ivicom za x = o VO0, a 
prema (1.123) je f1= o, to je ponovo C = o. 

Znadi, za tela sa prednjom zaustavnom tadkom 

i za tela sa ogtrom prednjom ivicom, regenje linearizovane 
impuisne jednadine glasi 

0(x) 	V(t) (P1 
 dt 
1  0Vx   

f
1 (x) = 	

0 	
(1.126) 

V(x) 01  

Re5avanje impuisne jednadine u nelinearnom obli-
ku 1 pomenutom metodom Lojcjanskog ,  ne predstavlja sloEen pro-
blem. 'Palm) regenje daje tadnije rezultate u blizini take od-

vajanja i tadniji pologaj same tadke odvajanja granidnog slo-

ja. Medjutim, kako je jedan od osnovnih ciljeva ovog rada pro-

udavanje fizidkih osobina granidnih slojeva stepene tednosti, 

a ne poboljganje ved postojedih rezultata, to de u tom cilju 

regenje (1.126) posluiiti na zadovoljavajudi nadin. 

Ako se uporede izrazi (1.126) i (1.104), onda 

se vidi da su ti izrazi za parametar oblika fl  potpuno isti 
(f E f1 ). Znadi, ako nova promenijiva n pri izvodjenju uni-
verzalne diferencijalne jednadine (1.9o), ima oblik (1.1o5), 

onda se parametar oblika u novim promenljivim:poklapa sa re-

genjem linearizovane impuisne jednadine granidnog sloja stepe-
ne tednosti. 

Koristedi regenja univerzalne diferencijalne jed-
nadine F (1) , tablice i dijagrame za funkcije (1) H (1) i  0 (1) 

i regenje linearizovane jednadine impulsa mogu se sada regavati 

f
1 1  

f
1
- 
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svi specijalni slu6ajevi laminarnih ravanskih stacionarnih 

grani6nih slojeva stepene teOnosti za vrednosti parametra 

nenjutnovskog ponaganja stepene tednosti u intervalu 

o,5 * n 	5. 

1.13 PRIMERI 

U ovom delu, razmatrade se nekoliko konkret-

nih problema ravanskog stacionarnog graniftog sloja stepe-

ne nenjutnovske tanosti. Treba da se napomene, da sem 

problema sli6nih regenja, ni jedan od narednih problema 

nije regavan u postojedoj literaturi. Ved na poUtku je re-

6eno da su i slisdna regenja samo delimifto obradjena u mo-

nografiji 	Poredjenje dobijenih rezultata sa poznatim 

i taftim je zato mogude samo za n = 1, tj. za njutnovski 

grani6ni sloj. 
U daljem tekstu, sve veliCine sa donjim indek-

som 1 bide bezdimenzione. Naprimer, bezdimenziona koordi-

nata x, bide obeleiena sa x i  itd. Sa donjim indeksom s bide 

ozna6ene vrednosti velin.na u ta6ki odvajanja grani6nog slo-

ja. Naprimer, x ls  je vrednost bezdimenzione koordinate x u 

ta6ki odvajanja granienog sloja. 

Iz (1.126) ) ima se vrednost parametra oblika f l 

 u taaki odvajanja granianog sloja 
ex'' 	1 - 

Vx  (xs  ) 	V(t)
01 	dt 

Posredstvom (1.118) i uvodjenjem bezdimenzionih veliOina, 

prethodni izraz se transformige na oblik 
X 

°1-1  
V 

xl
(xls ) 	V1  (t) 	

dt 

0 

V1 (xls 
) °1 

gde su vrednosti za 01  i S date u tablici 3. 

flodv 
 

- S, 	(1.127) 
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i 1/ Sli6na regenja 

Slisdna regenja jedna6ina ravanskog stacionar-

nog granianog sloja stepene te6nosti postoje, kao i kod 

njutnovske te6nosti, pri strujanju oko klina (33J. Pri to-

me je brzina spoljagnjeg strujanja data sa 

V
1
= x1P ' 

dok je ugao otvora klina 

a = l+p 

gde je p prirodan broj. 

Ako se izraz za V
1 uvrsti u (1.127), onda se 

posle integracije i sredjivanja dobija 

Ps- 	
1+S(4, 1-1) 
	 (1.128) 

2p,  

Zbog ispunjenja uslova odvajanja grani6nog slo-

ja (1.127), tangencijalan napon na povrgini klina je pri ovoj 

vrednosti ps  ravan nuli. Koristea (1.128) i tabli6ne vred-
nosti za S i (1) 1  iz tablice 3, izraunate su vrednosti za p s 

 za razno n i date u tablici 4. 

Tablica 4 

n 45 1(1) / 	4 5 2 2,5  3 4 

P -0,1505 -0,1012 -40794 -0,0653 -0,055 -0,0488 -0,0385 -0319 

Ovde je oznakom (11 nazna6eno da je, za slu6aj 

njutnovske te6nosti (n = 1), ps  izraunato na osnovu rezulta-
ta Lojcjanskog [11. 

Tam regenje ovog problema za n = 1, tj. za njut- 
novsku te6nost i je dao Hartree 73[ i njegova odgovarajuda 
vrednost za p s  iznosi -0,091. 

Iz tablice 4 se vidi da se sa porastom n od 0,5 

do 5 povedava i ps  i pribliiava nuli. Na osnovu ovoga se mo-

le zakljuaiti da se usporenje strujanja pri kome granifti sloj 
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jog uvek nalege na telo smanjuje sa porastom parametra n 

reologke jednaaine stanja stepene tednosti. 

i 2
/ Konvergentno - divergentni kanal  

Neka je brzina potencijalnog strujanja data 

sa 
V = V - bx. 	 (1.129) 

Ovo strujanje se mote interpretirati kao stru-

janje kroz kanal, koji se sastoji od dela sa paralelnim zi-

dovima (brzina Vim ) i konvergentnog (b < o) odnosno divergen 

tnog dela (b > o). 

Ako se uvedU bezdimenziona brzina i bezdimenzio-

na koordinata x 

Vi=  V 	 x 
 V -  xi 	)b  

onda se iz (1.129) dobija 

V1= 1 - x1 . 

(1.13o) 

Posredstvom (1.129) iz (1.127) se dobija taaka 

odvajanja granidnog sloja 

1 	 xls= 1 - 	 (1.132) A 

(1+S01 )14 

Korigdenjem tablice 3 izraaunate su vrednosti 

apscise take odvajanja, za razne vrednosti parametran,i 

date u tablici 5. 

nyld,ta 5 

n 0,5 0) 1, 5  2 2,5  3 4 5 

Cie  0,179 0,123 0,103 40905 0,0761 0,069 40575 0,047 



Prema Leigh-tu 741, za n = 1, tj. za njutnov-
sku te6nost, ta6na vrednost za x

Is i znosi xls = 0,1198. Iz 
tablice se vidi da se sa porastom parametra n taaka odvaja-

nja grani6nog sloja pomera uzvodno. Pri povedanju parametra 

n od o,5 do 5 apscisa ta6ke odvajanja se naime smanjuje za 
oko 3,8 puts. 

impulsa 
	Ako se uvede bezdimenziona debljina gubitka 

** = 6**  
"1 

V./b 

i iskoriste izrazi (1.129), (1.13o), (1.126) i (1.37), onda 
se dobija 

11 
n+1 	n+1 (1)1] A** = R 

"1 	e 	 01+1-n 01  (1-x1 ) 

gde je 'uopgteni Rejnoldsov broj 

(1.133) 

Re = 
V! -n (V./b) n  

 

V (1.134) 

Na dijagramu br. 16 je, posredstvom tablice 3, 

data raspodela bezdimenzione debljine gubitka impulsa (1.133) 
za vrednost uopatenog Rejnoldsovog broja Re= 3oo i razliaite 
vrednosti parametra n. 

Sa dijagrama 16 se vidi da bezdimenziona deblji-

na gubitka impul6a pri istim vrednostima uopgtenog Rej-
noldsovog broja i apscise xl , raste sa porastom parametra n. 

Ako se ovaj zaklju6ak povege sa zakljudkom o 

taaki odvajanja granianog sloja, onda se moge uoditi slededa 

fiziaka osobina grani6nih slojeva stepene tednosti. 

Za pseudoplasti6nu stepenu te6nost, tj. za 

n < 1, sa opadanjem parametra n debljina gubitka impulsa 

grani6nog sloja se smanjuje, dok se tafta odvajanja grani6-

nog sloja pomera nizvodno u divergentnom delu kanala. 

Kod dilatantne stepene te6nosti, tj. za n > 1, 
sa porastom parametra nenjutnovskog ponaganja stepene te6no-
sti n, debljina grani6nog sloja naglo raste, a apscisa take 

odvajanja se pribligava samom poUtku divergentnog dela kanala. 
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Ovi zaklju6ci su potpuno u saglasnosti sa poz-

natim osobinama grani6nog sloja, da je mogudnost pojave od-

vajanja grani6nog sloja veda ukoliko je on deblji. 

i 3/ Usporena strujanja sa rasporedom potencijalne brzine  

oblIka -.  (1 ix1 ) 	za m 1 V1- 	1. 

Ovde su dati polcAaji take odvajanja grania-

nog sloja stepene te6nosti za nekoliko usporenih strujanja. 

Rezultati su sredjeni u tablicama br. 6 do 9. 

4  =ft#xill  Xis .q/59 :ca n / 1-151 

0,5 i iq 1,5 2 2,5 3 4 5 

r  0,263 0,157 0P5 0,104 0,089 4078 0,062 0,052 

lerif#X, 	XIS =q078 ZO /7-Ir / r151 

0,5 fru 1,5 2,5 3 4. 5 

r  W18 0,089 0,0595 40501 0,043  0,038 0,0305 0,0254 

X1, x0,223 za n.> 

0,5 111.1 1,5 2 2,5 3 4 5  

0,307 0,220 0,186 0,164 4144 0,131 0,106 0,0895 

vp-u-Y1) 2 
	

Xis  .T 0,0 67 za nx/ (15] 

4 5 . 1[1] 1,5 2 2,5 3 4 5 

r s  0,096 0,0 65 0,0502  0,045 0,0392 0,036 . 0,024 

Iznad svake tablice, je dat poloiaj taake odva-

janja granianog sloja njutnovske teanosti,tj. za n = 1,koji 
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je dobio Gartler u radu 11]. 
Iz ovih tablica se vidi da se pri porastu pa-

rametra n, kod svih posmatranih usporenih strujanja, apsci-

sa take odvajanja grani6nog sloja stepene te6nosti smanju-

je, odnosno da se ta6ka odvajanja grani6nog sloja pomera 

uzvodno. Na pro lim primerima je ova osobina grani6nih slo-

jeva stepene te6nosti ved primedena a ovde je na novim pri-

merima i potvrdjena. 

i 4
/ Grani6ni sloj na kru'inom cilindru 

Brzina potencijalnog strujanja oko kruinog ci-

lindra polupre6nika R je data izrazom 

V(x) = 2 %sin 

ili u bezdimenzionom obliku 

V = 2 sin x1 . 1' 

Da bi se dobio poloiaj take odvajanja graniftog 

sloja na kruinom cilindru, potrebno je da se (1.135a) uvrsti 

u (1.127) i da se u tom izrazu izvr5i numeri6ka integracija 

za svako n i odgovarajude vrednosti za (1) 1 i S iz tablice br. 

3. Vrednosti apscise take odvajanja (x 1s= xs /R) za razli6i-

to n, su sredjene u tablici br. lo. 

Tablica 10 

n 015 1 id 1,5 2 

xis limmil 1,863 1,796 1,782 4774 

x,6
. 1°1 10 7,0 103,1 102,2 101,6 

n 2,5 3 4 5 

Xis P'417 1,762 1,754 1,7408 1,72 6 

Xis  ['V  101,1 100,7 99,87 99,07 

(1.135) 

(1.135a) 
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Ta6an polcAaj taake odvajanja za njutnovski 

graniani sloj (n = 1) na kruInom cilindru je, prema 
Terril-u [143, odredjen uglom xls= 104 5° . 

Ponovo se mote zakljuaiti da i na krulnom 
cilindru povedanje parametra n, uti6e na smanjenje apsci-

se taake odvajanja grani6nog sloja stepene te6nosti. 

Za slu6ajeve n > 1, ta6ka odvajanja se sa po-
rastom n pomera ka taaki najvede brzine (x 1= 9o°) na krui-
nom cilindru, Za sludajeve n < 1 tabka odvajanja se sa sma-

njivanjem n pomera ka zadnjoj kriti6noj ta6ki na kruEnom ci- 
lindru. 

lidine 
	Za dalja razmatranja se uvode bezdimenzione ve- 

V x = - - 1 R 	Vi= 	; 	u1  

1 
**- 

61 - 41(Re
)n+1 

1 
- Y(R ) 7147  Y1- R e 

(1.136) 

gde je uopgteni Rejnoldsov broj 

(1.137) 

Koriadenjem (1.136) se dobija da je 

v1= sin x1 . 	 (1.138) 

Posredstvom (1.138), (1.136) i (1.37) se dobija 
parametar oblika grani6nog sloja u formi 

f1=cos x1 (sin x ) 1-n
(d**) n+1 1 	1 	• (1.139) 

Sa druge strane, korig6enjem (1.136), (1.137), (1.138),(1.99), 
(1.loo) i (1.22) se dobija bezdimenziona veli6ina 

au n 	V1 , n 

1-17 1 	 (1.14o) -'1 yi=o 

gde je 	dato sa (1.66). 

Prema radu [18], tangencijalni napon na povr-
gini tela je dat sa 
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au n T
o 

= k[(--) )_Y=0 . dy  

Uvodeai izraze (1.136) i (1.137) u ovaj definicioni izraz 

dobija se koeficijent trenja 

Cf - 	2 	Ke 
4pV. 

1 
171-77 aul n 

Y1
=0 

;4 	
Posredstvom izraza (1.139), (1.138), (1.14o), 

(1.141), tablica za funkciju t, i numeri6kog re6avanja inte-

grala u izrazu (1.126), dobija se raspodelabezdimenzione ve-

lioine (1.14o),i koeficijent trenja C f  (1.141), pri strujanju 

stepene nenjutnovske te6nosti oko kru2nog cilindra. Te vred-

nosti su prikazane u obliku krivih na dijagramima br. 17 i 18. 

Koeficijent trenja C f  je izraaunat pri vrednosti uopgtenog 

Rejnoldsovog broja R e =600. Za njutonovsku teOnost, tj. za 

n = 1, korigoeni su rezultati Lojcjanskog iz rada 
Sa dijagrama 18 se vidi, da se sa porastom parame-

tra stepene teOnosti n od o,5 do 5 koeficijent trenja na kru-

Inom cilindru pove6ava. Kako otpor trenja kru2nog cilindra 

sigurno zavisi 	povrgine ograniOene krivom C f =Cf (xl ) i 

ose x1 
to se mote zakljuOiti da se sa porastom parametra n 

otpor trenja kru2nog cilindra povedava. 

Za pseudoplastionu te6nost 	otpor trenja kru- 

Inog cilindra je manji od otpora trenja istog cilindra u stzu-

ji njutnovske teOnosti. Smanjenje stepena n reologke jedna6i-

ne stanja smanjuje i otpor trenja kru2nog cilindra. 
Za dilatantnu stepenu te6nost (n>1), je otpor tre-

nja kru2nog cilindra veal od otpora istog cilindra u struji 

njutnovske te6nosti. 
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Zadrgimo se sada na analizi debljine gubitka 

impulsa grani6nog sloja stepene te6nosti u okolini prednje 
zaustavne take na ktugnom cilindru. 

Iz (1.139) sleduje da je bezdimenziona debiji-
na gubitka impulsa na krugnom cilindru 

vidi da je 
	Kada xl  + o, onda se iz izraza (1.126) i (1.102) 

fl  (o) 	
o 

 

neka kona6na veliftna, dok at* o za n > 1 (dilatantna tea-

nost), a 6**4.03 za n < 1 (pseudoplastiana te6nostl. 

U paragrafu 1.2 data je reologka jednadina sta-
nja stepene te6nosti (1.13) 

T ii = -p6ii +pa  eij , 

gde je efektivna viskoznost imala oblik 

n-1 

P aw  kl 1 • mp • e epm  —7—  

U blizini prednje zaustavne ta6ke na krugnom 
cilindru je eij  o, pa se vidi da za n > 1 p a  o a za  
n < 1 p a  + co • / 

Iz ovog razmatranja se moge izvu6i slededi 
zakljudak: 

a/ Iz analize efektivne viskoznosti i poznate 

dinjenice, da je debijina grani6nog sloja proporcionalna sai 

viskoznogdu, moglo se odmah pretpostaviti da bi debijina gra-

ni6nog sloja trebalo da bude beskonahno velika tamo gde je 

i viskoznost beskonahno velika, i da je ona ravna null kada 

je viskoznost nula. Ta pretpostavka je prethodnom analizom 

i potvrdjena. Za n > 1 (dilatantna te6nost) efektivna vis-

koznost i 6** u prednjoj kriti6noj ta6ki tege ka nuli. Za 
n < 1 (pseudoplasti6na stepena te6nost) l u prednjoj zaustav-
noj tafti p a-0. 00 gto izaziva porast debljine granianog sloja 
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u toj tadki, tj. di*- ►co. 

b/ Medjutim, pri stvarnom strujanju stepene 

tednosti oko kruEnog cilindra sigurno nede postojati u pred-

njoj zaustavnoj tadki to ekst1 , mne vrednosti debljine gra-

nidnog sloja (di* = o iii d r= 00). 

ij 
dolazi do izraiaja nepogodnost i nerealnost reolakog mode- 

la stepene nenjutnovske tednosti.Ova razmatranja potvrdjuju 

pretpostavke Reinera [38]. 

1.14 PRIMEDBE 0 PRIMENLJIVOSTI JEDNOPARAMETARSKOG RE6ENJA 

UNIVERZALNE JEDNAeINE GRANIeNOG SLOJA STEPENE TEeNOSTI 

Kao 6to je ved napomenuto, dobijeni rezultati 

u ovom radu, pri sra6unavanju grani6nog sloja za konkretne 

probleme strujanja stepene tednosti, ne mogu se porediti sa 

nekim drugim rezultatima, tadnim iii pribliEnim, zato 5to u 

raspoloiivoj literaturi oni ne postoje. 

Poredjenje rezultata je mogude samo u sludaju 

granidnog sloja njutnovske tednosti, tj. za n = 1. Ta pore-

djenja pokazuju, kod svih razmotrenih primera, vrlo dobro 

slaganje rezultata iz ovog rada sa rezultatima drugih autora. 

Kako je pokazao Lojcjanski [1],predstava o 

taanosti jednoparametarskog pribligenja univerzalne jednaft-

na, moEe da se dobije analizom parametara oblika vi.5eg reda 

u intervalu promenljive x o< x< x s .Ako su naime, ispunjeni 

uslovi da je za svako x (115), x]  

f2 I 2 -max << c 	f3 -max 	c  

gde je 

I fl !max' 

onda je opravdano zanemarivahje parametara oblika f 2 , f3 ,.... 

u univerzalnoj jednadini i jednoparametarsko pribliEenje je 

vrlo blisko tadnom re5enju tog problema. 



Ova detaljna 

za svaki konkretan problem 

strujanja stepene teanosti 

oblika vigeg reda glase: 

f2 = -tg2x1 (f1 ) 2 ; 

analiza bi mogla da se sprovede 

strujanja. Naprimer, u sluaaju 

oko krugnog cilindra parametri 

tg2xl (f,)
3 
) 

Posmatranjem krivih f i (x1 ), f2 (xl ) i f3 (x1 ), 
za razne vrednosti parametra n, dolazi se do zakljuCka da 

je karakter tih krivih isti kao kod Lojcjanskog ci3 za 
n = 1, tj. za graniani sloj njutnovske teanosti. U ta6ki 

odvajanja granianog sloja na krugnom cilindru, parametri 
f2 i f 3 imaju karakteristiane vrednosti. Pri porastu n od 
0,5 do 5, parametri f 2  i f3  se u taaki odvajanja po apsolut-
noj vrednosti smanjuju, tj. f 2  se menja od vrednosti -0,675 
do -o,17.10-5 , a parametar f 3  od o,169 do 0,356 , 10-9 .Moge 
se zakljuaiti da je jednoparametarsko regenje za n > 1 bli-
sko taanom, 	je ono za n < 1 manje taano, jer su u tom 
sluaaju vrednosti za f2  i f 3  u taaki odvajanja ne bag pot-
puno zanemarljive. Znaai da bi se, pri daljim istragivanji-

ma u oblasti pseudoplastianih stepenih teanosti, ako se gele 

taaniji rezultati, trebalo la na dvoparametarsko pribligenje 
univerzalne jednaaine. 

1.15 0 FIZItKIM OSOBINAMA GRANItNOG SLOJA STEPENE TE6NOSTI 

I NJENOJ REOL06KOJ JEDNAtINI STANJA 

Na osnovu obradjenih problema, mogu se izvesti 

neki zakljuaci o fiziakim osobinama granianih slojeva stepe-

ne teanosti i njenoj reologkoj jednaaini stanja. Ovo je bio, 

i jedan od osnovnih ciljeva rada. Ti zakljuaci su sledea: 

a/ Pri pove6anju parametra n reologke jednaaine stanja ste-

pene teanosti, dolazi do smanjenja apscise xs  take odva-
janja granianog sloja na nekom telu. Ovu osobinu je ekspe-

rimentalno opazio i Slattery [2], pri prouaavanju grania-

nog sloja stepene teanosti na sferi. U radu [2 8J on je 
to osobinu dokazao i teorijski ispituju6i graniani sloj 
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na sferi u intervalu parametra n o,7356 n 

b/ Pri istoj vrednosti uopAtenog Rejnoldsovog broja, sa 

porastom parametra stepene te6nosti n, dolazi no zadeb- 

ljanja grani6nog sloja na nekom telu. Ova osobina je ra- 

nije zapaiena pri prou6avanju grani6nog sloja na ravnoj 

pions [3]. 

c/ Sa povedanjem parametra n stepene te6nosti, dolazi do 

povedanja otpora trenja tela koje se krede kroz stepenu 

teftost. Ova osobina je i ranije zapa siena u rezultatu te-

orijskog razmatranja grani6nog sloja na ravnoj pion. [31. 

Osim toga je zapaZeno u istom radu 	da sa dodavanjem 

karboksimetilceluloze vodi, dolazi do smanjenja otpora 

trenja u kanalima. Iz tablice 1, se vidi da povedanje 

KMC u vodi smanjuje parametar n stepene te6nosti. Znaft 

ovaj eksperimentalan zaklju6ak je u saglasnosti sa teo-

rijskim zaklju6kom iz ovog rada. 

d/ Ako se ova tri zakljufta poveZu, onda se vidi da pri po-

vedanju parametra n reolo5ke veze stepene teCnosti, do-

lazi do zadebljanja grani6nog s1oja, do povedanja otpora 

tranja i do skradivanja apscise take odvajanja grani6nog 

sloja na nekom telu. 

Ovaj zaklju6ak o fizidkim osobinama grani6nog sloja stepe-

ne te6nosti je u potpunoj saglasnosti sa op5tim osobinama 

grani6nog sloja. Naime, ovaj zaklju6ak se s1aZe sa pozna-

tom Unjenicom da pove6anje debljine graniOnog sloja iza-

ziva \Tea otpor trenja i manju apscisu take odvajanja gra- 

niftog sloja. 

e/ Realnost osobina grani6nog sloja stepene te6nosti, govori 

istovremeno i o realnosti reolake jednaftne stanja stepe-

ne teanosti, izuzev u slu6ajevima koji su ranije bili po- 

liebno razmotreni (e ij o) 
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2. APROKSIMATIVNA VARIJACIONA METODA ZA SRA6UNAVANJE 

RAVANSKIH LAMINARNIH GRANIftIH SLOJEVA STEPENE TE6NOSTI 

U drugom delu rada izlage se jedna pribligna 

metoda, za regavanje razliaitih problema granianog sloja ne-

njutnovske stepene teanosti. Cilj je da se pokage varijaci-

ona formulacija problema granianog sloja stepene teanosti i 

da se to formulacija iskoristi za dobijanje aproksimativnih 
regenja. 

U uvodnom delu, je ved bilo reaeno da priblig-
na metoda Karman-Polhauzena nije dala u sluaaju granianih 

slojeva stepene teanosti, zadovoljavajude rezultate, kako 

u pogledu taanosti (sluaaj ravne plode), tako i u pogledu 
oblasti primenljivosti. 

Sem metode Karman-Polhauzena u literaturi jog 
postoji za regavanje problema granianih slojeva stepene tee- 

nosti, ranije takodje citirana intuitivna pribligna metoda 
Acrivosa (161. 

Ovo bi bila, prema raspologivoj literaturi) 
treda pribligna metoda za sraaunavanje granianog sloja ste-

pene teanosti, koja de biti razvijena do kraja, odnosno po-

modu koje de se modi regavati konkretni problemi. 

injenica da se rezultati i po jednoj i po dru-

goj metodi rada dobro slagu, uavrstide nage uverenje, da su 

obe metode dovoljno pouzdane i da je tarmo regenje blisko do-
bijenim rezultatima. 

• 2.1 0 VARIJACIONIM PRINCIPIMA U MEHANICI KONTINUMA 

Naporedo sa razvojem svih oblasti fizike u 

nauci se tegi da se razni fiziaki procesi opigu na jedan je-

dinstven nadin. U vezi sa ovim, varijacioni aspekti mehanike 

dobijaju sve znaaajnije mesto u savremenoj fizici. 

Varijacioni principi i njihova primena imaju 

dvojak znaaaj. Prvo, za filozofsko-teorijskog aspekta, jer 

se pokazalo da gotovo svi konzervativni procesi fizike, mo-

gu da se izuaavaju na jedinstven naain kao ekstremalno svoj- 
stvo jednog karakteristidnog integrala (akcije) ) koji defini§e 
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proces. I drugo, sa aspekta praktiOne pirkmaeolzelyiejer varija-

cioni principi mehanike mogu da se iskor te 	ta6nih 

tako i aproksimativnih regenja za onu klasu problema za 

koju postoji varijaciona formulacija. Ova druga osobina 

varijacionih principa postaje sve zna6ajnija, kada su u 

pitanju nelinearni problemi, oiju individualnost i materna-

tince tegkode nije lako prevazi6i klasOnim aparatom mate-

matifte analize. Na'ialost, zna6aj varijacione metode u fi-

zici je umanjen 6injenicom da za mnoge procese, ta6na vari-

jaciona formulacija za sada ne postoji. Poslednjih nekoli- 
ko godina varijacionom prilazu mnogih procesa fizike se pri-

daje veliki zna6aj. Tako je naprimer u sadagnje vreme zapa-

ien intenzivan razvoj varijacionih prilaza problemima irever- 

zibilne termodinamike. 
Dobro je poznato da se jednaftne mehanike kon-

tinuma ne mogu izvesti iz Hamiltonovog varijacionog principa. 

Do nepremostivih tegko6a se dolazi naroftto, ako se za raz-

matranje kretanja fluida upotrehi Ojlerova koncepcija polja. 

Pri varijacionoj formulaciji mehanike kontinuma u Ojlerovoj 

koncepciji, glavnu tegkodu priOinjavaju Olanovi lokalnog 

i konvektivnog ubrzanja u jednaftnama kretanja neprekidne 

sredine. 
Postoje razliftti naftni za varijaciono opisi-

vanje procesa mehanike kontinuma, odnosno za izvodjenje jed-

nadina procesa iz varijacionog principa. U sadagnje vreme mo-

gu se uo6iti sledeci varijacioni principi ove oblasti fizike: 

a/ "Klasidni" varijacioni principi. 

Kod ovih principa mehanike fluida, upotreblja-

vaju se klasifta pravila varijacionog ra6una. Medjutim, oni 

imaju manu, da se vie od polovine jedna6ina procesa koriste 

kao pomodni uslovi, dok se ostale diferencijalne jednaZine 

izvode iz varijacionog principa. U ovu grupu varijacionih 

principa spadaju i oni principi kod kojih se, pri variranju 

akcionog integrala, koriste posebna ograni6enja za varijaci-

je generalisanih koordinata na granicama oblasti kretanja 

fluida. Pregled literature ovih varijacionih prilaza mehanici 

fluida mole se naa u radovima [45],[461,1471. 
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b/ Hidrodinami6ki varijacioni princip. 

Ovaj varijacioni princip je najpre formulisan 

od strane Drajdena, Marnagana i Bejtmana [48], a zatim dalje 

razvijan u radovima [49],[5O]J511. Po ovom principu se sva-

kom fiziftom sistemu pridruguje jedan imaginaran sistem. Iz 

varijacionog principa se dobijaju diferencijalne jednaftne 

stvarnog i imaginarnog procesa.. Imaginarni sistem nema nikak-

vo fizi6ko zna6enje i o njemu se ni5ta ne zna. Zbog toga ne 

postoji nikakav na6in da se za imaginarni sistem izaberu gra-

ni6ni i po6etni uslovi, a samim tim je praktifta primenljivost 

ovog principa svedena na minimum. 

c/ Princip lokalnog potencijala 	 [41] , [42] , [4o] , [643 . 

Ovaj varijacioni princip se razlikuje, od uobi-

6ajenih varijacionih principa klasi6ne mehanike po tome 5to 

se njime, kako sleduje iz daljeg iziaganja, grubo naruaava-

ju pravila varijacionog ra6una. 

Prema varijacionom principu lokalnog potencija-

la, postoje dve vrste fizi6kih promenljivih (temperatura T, 

brzina v, pritisak p, itd.). Jednu vrstu 6ine tzv. termodina-

mi6ke promenljive, koje se variraju u procesu varijacije in-

tegrala akcije. Drugu vrstu promenljivih r aine promenljive 

istog tipa (To  ,po ,vo,itd.), koje u procesu variranja osta- 

ju konstantne. To su tzv. "smrznute" promenljive. Posle vari-

ranja ova dvoli6nOst promenljivih nestaje postupkom "odmrza-

vanja". Posle variranja se stavlja da je T o= T, vo= v, po= p 

itd., 5to dovodi do ta6nih diferencijalnih jednaftna proce-

sa koji se razmatra. Prema tome, u "smrzavanju" koordinata 

prilikom procesa variranja, legi spomenuto narugavanje pra-

vila varijacionog ra6una. 

Ovaj princip je primenjivan, na niz prakti6nih 

problema termodinamike, hidrodinamike i drugih oblasti fizike, 

u monografiji [410. 

d/ Biot-ov varijacioni princip. 

Ovaj princip je prvobitno formulisan u radovi:- 
.ft 	 ..... 	 4-nrilevi-es i ima anmniimlnn 
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strukturu sa. obzirom na uvedene koncepcije toplotnog poten- 

cijala, disipativne funkcije i generalisanih toplotnih sila. 

Kako za ovaj varijacioni princip ne postoji Lagrangian, to 

ovaj princip nema Hamiltonovu strukturu, kao ranije pomenu-
ti principi. On je povezan sa mehanikom fluida samo zato 

5to je primenjivan na probleme provodjenja toplote kroz gra- 

ni6ni sloj, i to samo na energijsku jedna6inu grani6nog slo-
ja. 

Od svih nabrojanih principa u teoriji granibog 
sloja i to na osnovnu dinami6ku jednaOinu, je primenjivan sa-

mo princip lokalnog potencijala c/. U Etc] je posredstvom tog 

principa sra6unat grani6ni sloj njutnovske te6nosti na ravnoj 

U radu [22] je formulisan varijacioni princip 

za klasu nenjutnovskih teanosti u slu6aju stacionarnih i vrlo 

sporih strujanja. Kako pri tim strujanjima u jednaftnama kre-

tanja otpadaju 61anovi konvektivnog i lokalnog ubrzanja, to 

taj varijacioni princip nije od nekog vedeg zna6aja. 

2.2 VARIJACIONI PRINCIP 

U ovom radu se na probleme grani6nog sloja 

stepene te6nosti primenjuje varijacioni princip, prvobitno 

formulisan od strane Vujanovida u radu Dg za probleme pro-
vodjenja toplote. raj varijacioni princip je kasnije progi-

ren i uopften za primenu u opiitoj teoriji polja [593, dok 

je u radovima 157],[581,[6O1,[1] i1621on upotrebijen za 

dobijanje aproksimativnih re5enja niza nelinearnih proble-

ma provodjenja toplote, difuzije i teorije grani6nog sloja 

njutnovske te6nosti. U svim prou6enim problemima dobijena 

pribligna regenja su bila vrlo bliska sa tednim. 

Osnovna ideja ovog varijacionog principa je 

da se pomo6u njega dobijaju slogenije jednaftne, od diferen-

cijalnih jednaftna posmatranog procesa. U tim slogenijim di-

ferencijalnim jednaftnama, kao i u Lagrangijanu problema, me-

edjutim figurige jedan parametar. Kada taj parametar tegi nu- 

onda se iz tih slogenijih jedna6ina dobijaju ta6ne dife- 
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rencijalne jednaftne razmatranog procesa. 

Neka su vi (i= 1,2, 	n) realne promenljive 

polja (brzina, pritisak, itd.), x j  (j = 1,2,3) prostorne 

promenljive i t vreme. Promenljive polja su vi=vi (xj ,t). 

Neka je Lagrangeva gustina L, funkcija prostornih promen-

ljivih x j , vremena t, generalisanih koordinata - promenlji-

vih polja vi , parcijalnog izvoda av i/at i parcijalnih iz-

voda proizvoljnog reda promenljivih polja vi  po prostornim 

promenijivim xj . 
Odnosno u matematiftoj formulaciji neka je 

avi  avi  a 2  v1  
L = Ltxj ,t,vi , at  F ax . ,  a 2 3 	x. 

 

(2.1) 

 

Za Lagrangevu gustinu (2.1) se definige funk-

cional iii akcioni integral u obliku 
+A 

I 7"7' 	LdVdt, 	 (2.2) 
4-0 V 	 3 

gde je to  t1  proizvoljan interval vremena i cbdi n dx. 
j=1 

element zapremine geometrijskog prostora. 

U slu6aju da su varijacije generalisanih koor-

dinata vi 
jednake nuli, u svakom trenutku vremena, na grani-

ci oblasti V 
6vi i v= o ►  

i da su to varijacije jednake nuli svuda u oblasti V u tre-

nutcima to i tl 

6v4 1 4. = 6vi l t  = o, 

onda je uslov ekstremalnosti dejstva (2.2) 

61 = o 

ekvivalentan sa Ojler-Lagrangevim jednaftnama, datim na pri-

mer u 	za generalisane koordinate vi 
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aL 	 3 a 	ar., 	a 	aL  
TV— 	at• avi 	. 	ax. - 	av 3=1 	3 ( i ) (TE--) 	 axj 

3 	92 al, a k +....+(-1) k E 
3 
 —— 	aL 

j=1 ax. 	a vi  
a(--Tc—) 

axj  

Neka je Lagrangeva gustina (2.1) data u obliku 

+ E ---7* 2 

	

j=1 ax4 	a v4  

	

J 	 .1" 

a t ax. xj  

o. (2.3) 

L ={m4-1  u(u ) 2+vu u +u u 2 x 	xy xt 

- ux (Vt+VVx )) 	v  1Try 
t
, 
u 
y' 
 0+1 ) ex/m

) 	
(2.4) 

771  

gde je m konstantan parametar, koji de posle variranja te-

giti nuli. 

Dejstvo, za sluaaj Lagraniana datog u 

glasi 

= c I f Ldxdydt. 	 (2.5) 

Q 

U Lagrangianu (2.4) se za generalisanu koor-

dinatu usvaja komponenta brzine u. Pretpostavi6e se da je 

brzina u potpuno odredjena na svim granicama oblasti, sem 

na krivoj x = Z. Da bi za Lagrangevu gustinu (2.4), Ojler-

Lagrangeve jednaaine (2.3) stvarno predstavljale uslov 

ekstremalnosti funkcionala (2.5) na toj granici mora da bu-

de zadovoljen, za proizvoljnu varijaciju generalisane koor-

dinate u na toj granici, prirodan graniani uslov u slededem 
obliku 

at,  
au 	'du 	= o. 	 (2.6) 

a (-a--x-) 	I x=1  

Uvode6i (2.4) u (2.6) dobija se 

m(uux+vuy+ut-Vt-VVx)(Sulx=Z = o. 	(2.7) 
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Kada se pusti da parametar m ►o, 

(2.7) vidi, da je uslov transverzalnosti (2.6) 

zadovoljen, i da je upotreb Ojler-LagranEevih 

(2.3) opravdana. 

Kada se (2.4) rtvrsti u (2.3) i u 

generalisanu koordinatu, on01 se posle delenja 

bija slededa jednaaina 

, 	 , 21 
ut  +uux  +vuy  +m gut+uux

+vuy ) x+(vuxy 4 ) - 1  wtux  ; I = 

onda se iz 

automatski 

jednaaina 

usvoji za 

sa ex/m, do- 

= Vt+VVx+vf(uy 	
- y 	t m(u -V -VVx )x' 	 (2.8)  

Ako se u duhu varijacionog principa 155144 '621 

pusti da parametar m o, onda se (2.8) svodi na jednaainu 

ut  +uux  +vuy  = Vt  +VVx  ÷v{(4y ) n} y I 
	 (2.9) 

koja 	ustvari predstavlja diferencijalnu jednaainu ra- 

vanskog laminarnog nestacionarnog granianog sloja nenjutnov-

ske stepene teanosti (1.19), gde je v = -311- . Prema tome je 

pokazano da se ideja pomenutog varijacionog principa moEe 

primeniti i na graniane slojeve stepene teanosti. 

Tegko je da se za parametar m da neko fiziako 

obja5njenje u sluaaju LagranEeve gustine (2.4) granianog slo-

ja stepene teanosti. U varijacionoj formulaciji provodjenja 

toplote medjutim, taj parametar je imao svoje fiziako tuma-

aenje [561. 
Treba primetiti da ovim varijacionim principom 

nije obuhvadena jednaaina kontinuiteta (1.2o). Kasnije de 

se medjutim ppkazati da se u teoriji granianog sloja jednaai- 

na kontinuiteta moie razmatrati kao neholonomna veza. 

Porto varijacioni princip ne sadrEi graniane 

uslove, to je kod praktiane primene ovog principa zato neop-

hodno)
da se re5enja biraju tako da ona yea unapred identi6ki 

zadovoljavaju graniane uslove. 
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2.3 METriDA APROKSIMATIVNOG SRAeUNAVANJA GRANIeNOG SLOJA 

STFNE TENOSTI. 

Formulisani varijacioni princip za grani6ni 

sloj stepene te6nosti iskoriqtide se za neposredno priblii-

no sradunavanje ovih grani6nih slojeva. PriblOno regenje 

de se naime dobiti iz direkLiiog proudavanja akcionog inte-

grala (2.5) sa Lagragevom gustinom (2.4). 

Primenide se koncepcija o graniftom sloju ko-

nadne debljine 6(x,t). Tada granidni uslovi (1.21) glase 

	

.74  V = 0 
	

Y=o ) 	
(2.1o) 

	

u = V(x,t) 	y = d(x,t). 

Da bi se dobilo aproksimativno regenje granidnog sloja ste-

pene tednosti uvodi se profil brzine u u obliku 

u(x,y,t) = V(x,t)4, (A), 	 (2.11) 

gde je 0 poznata funkcija nove promenljive A 

A _ 	Y  
o(x,t) 	 (2.12)  

sa zasada nepoznatom funkcijom 6(x,t). 

Pretpostavlja se da komponenta brzine v ima 
oblik 

v(x,y,t) = g(x,t)E(A)-p(x,t)R(A). 	(2.13) 

U izrazima (2.11) i (2.13) funkcije cS, g i p 

imaju ulogu generalisanih koordinata, a zavisnosti 4, E i R 

moraju biti takve da su granidni uslovi (2.1o) i jednadina 

kontinuiteta (1.2o) identidki zadovoijeni. 

Ako se (2.11) i (2.13) uvrsti u izraz (2.5), 

a ovaj zatim integrali po y u granicama od o do y1=d 0  onda 
se posredstvom (2.4) i (2.12) dobija dejstvo 



I = 	-(m(VV3t26A0+V2Vx6 xAi i- 	vvxA3 4. 

44 L 

	

1732 	
--5-2-S A4 + 
V2 

-L. ° 	
V26 t ' 6 

+ V t Vx  6A -VVx6 tA6+VVt6 xA7 + ---r--- x  A8 ) - 

4, t 

	

} ex/m dxdt El 	L(6,6 3eid tpx,t,m) dxdt,. (2.14) 

t ° 	' .  
gde sill vNectene sledede oznake 

-v 
vn+1 
6n 

1 
I 3 An= f (2 4) —4)) 

— 

A2= j  A 
244  ..2 dx  ; 

1 
A1= I Ae(1-4) 2 )(IX; 

1 
A

3
I W = 	(gE-pR(1)(r)dA; 

0 

A4 =  PAlo-gAll ;  

1 	1  
A5= = 	(4)'-)dA; o 

(2.151 

A = AOrdX ; 6 I   0 
410 

1 = f A2tha 2coti. 
 0 Y  

1 A9= 	(.') n+1 
dX; 

o  

1 
A fAC. (14)6; 

7--   o 

1 
A = fA•R dA; lo 0  

1 
= IXE40 24A; 

0 

i pri 6emu je sa prim ozna6en izvod po X. 
Treba napomenuti da je ovde primenjeni postu-

pak smanjivanja reda integrdla iu akcionom integralu poznat-

pod imenom direktne metode laforovi6a [651 
Nepoznata funkcija 6(x,t) u funkcionalu 

(2.14) treba da se izabere tako da za nju akcioni integral 

(2.14) bude ekstreman. U tom cilju mora da bude zadovolje-
na Ojler-LagranEeva jedna6ina (2.3) za Lagranievu funkciju 

(2.14) i za generalisanu koordinatu 6 
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_ a aL 	a ;L = 0  
36 	at' D6 t 	;x6  ;6 x  

(2.16) 

Ako se u (2.16) uvrsti (2.14), izvr5i delje-

nje sa e
x/m, i u duhu formulisanog varijacionog principa 

ponovo pusti posle variranja da parametar m teii nuli, 

onda se dobija 

2 
V
2VX

A 	x + 	6 A2 6 
V + — A4  +VVt 

 A_ + 

2 Y- (st 	vn+1  
A8-1)11  9 n+1 	°. ' 	6 

(2.17) 

U cilju dobijanja dopunske veze izmedju genera-

lisanih koordinata 6, p i g uvodi se (2.11) i (2.13) u 

jednannu kontinuiteta (1.2o). Iz uslova da ova jednaftna 

mora da bude identi6ki zadovoljena za svako 6, p i g sle-

duju veze 

g = V6x; 

ill
= 

dr:  

P = V x • 6 

dR 
as -4" 

Uzimajudi u obzir izraze (2.18) i (2.15) dife-

rencijalna jednaaina (2.17) dobija oblik 

	

1-n at _2-n az 	1-n DV 	Wat  my 	— +v 	+(NY 	+a 	n  )Z=b, at 	ax 	ax v- 
(2.2o) 

gde je 
6
n+1 

(2.21) 

 

V 

a konstante imaju vrednosti 

A
1 	
+A

lo 8 
M =  	N - (n+1) 

A
2
-A

11 	
A
2
-A

11 

A7 	 A  a= (n+1) A 2A  - 	 . 
'11 ' 	b = n(n+1) A2-All 

(2.22) 
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Regavanjem diferencijalne jedna6ine (2.2o) 

dobija se z(x,t), odnosno debljina grani6nog sloja d(x,t). 

Za n = 1 (njutnovska te6nost.) jedna6ina (2.2o) se po obli-

ku svodi na jedna6inu Tanga C7], koju je on dobio na drugi 

na6in prilikom prou6av8rAja granianog sloja njutnovske tea-

nosti. 

Pretpostavljajudi da je profil brzine oblika 

x t) 
u = V( ---21.--(3X -X), 

iz (2.11) sleduje 

1 
0(X) = y (3A-X 3 ) , 

a iz (2.19) se dobija 

3 2 X 4 	 1 	X4 
--(X - --2); 	R = 1(3X 2  - 

(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 

Nije te5lco proveriti, posredstvom (2.23), 

(2.25), (2.13) i (2.12) da su sa ovim oblicima funkcija 

0, E i A grani6ni uslovi (2.1o) zadovoijeni. 

Ako se (2.24), (2.25) uvrsti u (2.15) i izvr-

gfintegracija po A onda se za konstante (2.22) diferenci-

jalne jednadine (2.2o), za slu6aj profila brzine (2.23), 

dobijaju sledede vrednosti 

M = 2,612; 	a = (n+1)1,795  

N = (n+1)3,72, 	 (2.26) 

b = 15,25.n.6
n+1 r 2 (n+2)  

r(2n+4)' 

pri 6emu je sa r ovde obeleEena gama funkcija. Vrednosti 
ovih konstanti za razne vrednosti parametra n stepene tee-

nosti su date u tablici br. 11. 
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2.4 0 NEHOLONOMNOJ STRUKTURI PROBLEMA GRANINOG SLOJA 

STEPENE TENOSTI 

Ovde de biti izlaena diskusija o neholonomnoj 

strukturi jednadina granidnog sloja stepene tednosti (1.19) 

i (1.2o), slidna diskusiji datoj u radu DiOiza jednadine 

granidnog sloja njutnovske tednosti. 

Pokazade se naime da zahvaljujudi postojanju pot-

pune Lagraneve formulacije za problem granidnog sloja, re-

zultujude jednadine varijacionog principa formiraju potpuni 

skup neholonomnih jednadina u odnosu na generalisane koor- 

dinate 6 i g. 
Da bi izlaganje bilo gto prostije posmatrade 

se stacionaran granidni sloj stepene tednosti na ravnoj 

U tom sludaju je 

vx= o; 	Vt 	- 	t = o 	= o; 	p=o. 	(2.27) 

Posredstvom prethodnih izraza se iz (2.14) dobi-

ja Lagranieva gustina ovog problema u obliku. 

V3 6 x 	V
2 	 vn+1 	x/m 

L={m(-213- A2- 6 x  gA11)-v--R- A9 } e  

Uvodedi odgovarajude profile (2.11) i (2.13) u 

jednadinu kontinuiteta (1.2o) i koristedi (2.27) i (2.19) 

dobija se 

a11x+a12gx+ al= 0, 
	 (2.29) 

gde je 

a11= V; 
	a12= = o- 	a1= -g. 
	(2.30) 

(2.28) 

Jasno je da se jednaeina (2.29), mae posmatra-

ti kao neholonomna veza. Naime, prema dobro poznatim pravili-

ma neholonomne mehanike [66], diferencijalne jednadine "kre-

tanja" u odnosu na generalisane koordinate 6 i g za Lagran-

ievu gustinu (2.28) i neholonomnu vezu (2.29) glase 

d 	DI, az 
UR' "a7s— 	= 

d 	az BT., _ 
dx .  agx  - 3g - I1 Al2 1  

(2.31) 



V2 6 
m 6

x 
A11= u 1 .0 = o. 

(2.32) 
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gde je p i  Lagrangev mnogitelj. 

Uvodedi Lagrangevu gustinu (2.28) u (2.31) i 

koristedi (2.3o) dobija se 

V3 6 	V2 	vn+1 

d 
. A

2
- 	 A9+m(....)=p 1Ve -x/11; 

Ovim jedna6inama treba dodati i jedna6inu neho-

lonomne veze (2.29) ,  koja posredstvom (2.3o) postaje 

V6 x- g = o. 
	 (2.33) 

Diferencijalne jedna6ine (2.32) i (2.33) pose-

duju oftgledno u smislu klasidne mehanike neholonomnu struk-

turu. Problem je da se iz ove tri jednadine nadju nepoznate 

funkcije d i g i nepoznat Lagrangev mnogitelj p i . Kakoudu-

hu formulisanog varijacionog principa posle variranja, odnos-

no posle primene "Lagrangevih jedna6ina druge vrste" (2.31), 

parametar m tegi 	to se iz izraza (2.32) i (2.33) dobi- 
jaju jedn'aftne za 	,djivanje d i g 

3 
V dx 	V2 	 vn+1 

A - -- gA -v 	= o (5 	2 d 	11 	n+1 	) 
6 

V6 	g=g= 9, 
	 (2.34) 

a Lagrangev mnogitelj ostaje neodredjen. Kombinujudi gornje 

dve jednadine i uvodedi oznake (2.21) i (2.22), dobija se 

ranije izvedena jednaCina (2.2o) za sludaj stacionarnog gra-

nidnog sloja na ravnoj plodi. 

Iz ove diskusije proizlazi, da jednaaina konti-

nuiteta u teoriji grani6nog sloja predstavlja neholonomnu 

vezu u smislu klasi6ne mehanike. Iz klasi6ne mehanike je 

medjutim poznato da akcioni integral gubi svoj smisao, ako 

se u njega uvede neholonomna veza. Uzimajudi u obzir to 

osobinu akcionog integrala i neholonomnost jednadine konti-

nuiteta, postaje jasniji postupak iz pralog poglavlja za 
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dobijanje pribliZnog regenja. Tamo je za komponentu u 

usvojen profil (2.11) sa jednom generalisanom koordinatom 
6. Pri tome je komponenta brzine v uzeta u obliku (2.13) 

sa druge dve generalisane koordinate g i p. Uvodjenjem iz-

raza zauivujednaZinu kontinuiteta, mogle su odmah da 

se dobiju veze izmedju 6, g i p (2.18). Pato to veze 

poti6u iz jednaZine kontinuiteta, tj. iz neholonomne veze, 

to njihovim direktnim zamenjivanjem u akcioni integral, 

(2.14) on gubi svoj smisao. Sprovodjenjem ovog postupka 

mote se pokazati da dobijena aproksimativna regenja nema-

ju u tom slu6aju skoro nikakvog smisla. Postupaikdat u ovom 

radu je ved ranije uspegno korigden pri sraaunavanju grani6- 

nog sloja njutnovske te6nosti u radu 

Izlolenu diskusiju o jedna6ini kontinuiteta tre-

ba shvatiti, kao objagnjenje postupka dobijanja aproksimativ-

nog regenja u proglom poglavlju i kao polaznu ideju za neki 
stroiiji dokaz o njenoj neholonomnosti. 

2.5 ODREDJIVANJE TAeKE ODVAJANJA GRANIeNOG SLOJA STEPENE 

TEeNOSTI 

Kako je pretpostavljeni profil brzine u (2.11) 

vrlo jednostavan, tj. ne sadrgi u sebi parametar oblika gra-

ni6nog sloja, to je jasno da se posredstvom njega ne moie 

odrediti pololaj take odvajanja granianog sloja. Stoga se 
ova pribliina met/oda za regavanje graniCnih slojeva stepene 

te6nosti daije kombinuje sa metodom Targa [751, koju je on 

razvio za grani6ni sloj njutnovske te6nosti. Naime, varija-

cioni princip sluzi za dobijanje debljine grani6nog sloja 

(regenje diferencijalne jednadine (2.2o)), a Targova meto-

da se koristi za odredjivanje taake odvajanja granianog slo-
ja. 

Kombinujua jednaaine (1.19) i (1.2o) i vodedi 
raauna o oznaci (1.25) dobija se 
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v{(uy ) n } y= -Vt
-VVx+ut+uux-uy°xdx. 	(2.35) 

0 

Ako se u desnu stranu gornje jedna6ine uvede 

pribli2an profil brzine u oblika (2.23), integrali zatim 

leva i desna strana tako dobijene jedna6ine po y, a inte-

graciona konstanta odredi iz grani6nog uslova 

za y -4(x,t), 

onda se dobija 

1 7  
(au)n= 

wivt L21 2_ 1A 4_2A+  21+  V  /366 16X+6Vj1  + - - 2. A 5 )+ 17.1 	v `2Vz '2 - 	4 	4' 16 z ' 35 	 7 

+ 3 V 	/26 
	2A 3  + 7  1 5  X

7
%.1. 

-I-  16'11+1 zx'35 	̀- 	- - 7  

	

1 	A2 	X 4 	 z (- 	- 	+ —)) 

	

2 (n+1) t 4 	2 	4 	' 

gde je z dato sa (2.21) i A sa (2.12). 

(2.36) 

Za njutnovsku te6nost, tj. za n = 1, (2.36) se 

pokiapa sa odgovaraju6im izrazom Targa [751. 

Prema Targovoj metodi, za njutnovski graniani 

sloj i da bi se dobila diferencijalna jednaftna za odredjiva-

nje debljine grani6nog sloja 6 treba izraz (2.36) da se jog 

jedanput integrali po y. Pogto je oftgledno da se izraz 

(2.36) ne mo2e ;ntegraliti po y, jer to onemogudava 61an 

na levoj strani (2.36), to se u slu6aju grani6nog sloja 

stepene te6nosti, Targova metoda ne mo2e sprovesti do kra-

ja. Zato je u ovom radu i iskorig6en varijacioni princip 

za odredjivanje debljine graniftog sloja stepene te6nosti 6. 

Prema tome jednaftna (2.36) se koristi za odre-

djivanje take odvajanja grani6nog sloja stepene te6nosti. 

Od ranije je poznato, da se polaaj take odvajanja grani6- 

nog sloja stepene te6nosti odredjuje iz uslova 

311 n  
(57) 	= o. 

y=o 
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Uvodjenjem prethodnog izraza u (2.36) i 

zamenom u tako dobijenu jednannu parcijalnog izvoda zx 

 iz jednaaine (2.2o), koja je dobijena posredstvom vari-

jacionog principa, dobija se jedna6ina za odredjivanje 

taake odvajanja grani6nog sloja stepene teOnosti 

n-1 V
t V z = -AV -B 	z 

X S 	 V 	US 

gde su konstante A,B i D date izrazima 

(2.37) 

1D  A - 	13•  
61(n+1)-13N 

B = 35(n+1)-13a 

 61(n+1) -13N 

 

D - 	35-13M  

61(n+1)-13N 

 

(2.38) 

i gde su sa donjim indeksom s ozna6ene vrednosti veli6ina 

u taaki odvajanja grani6nog sloja. 

Sva dosada5nja izvodjenja su obuhvatala kako 

stacionarne tako i nestacionarne granifte slojeve stepene 

te6nosti. Medjutim, u slu6aju stacionarnog strujanja je 

V = V(x) 	i 	z = z(x), 	 (2.39) 

pa se u tom s1u6aju (2.2o) svodi na obianu diferencijalnu 

jednaftnu 

2-n dz 	1-n dV V 	uz.- + NV 1-n 	z = b. 	 (2.4o) 

Re6enje gornje diferencijalne jednaaine, uz gra-

nidni uslov z(o) = o, glasi 
x 

b fv(x)N+11-2 x 

z(x) 	 (2.41) 
V(x) N  

Zamenom (2.41) u (2.37), pod pretpostavkom 

(2.39), dobija se slededi uslov za brzinu na granici gra- , 
nianog sloja u tabki odvajanja granianog sloja stepene ted-

nosti 
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S 

Xs 

 dV 	 T-1 (—
dx) S V (x) 	dx • s o 

 

 

MNIIIM1P 

  

  

(2.42) 

 

v(Xs ) T  

  

u kome su, s obzirom na (2.38) i (2.26), uvedene sledede 

oznake 

N = (n+1)3,72; T=N+n -1 ) 

 

S(n) = 1,o22 n+1 

 

(2.43) 

U tabeli br. 12 date su, za sluaaj profila brzine u u obli-

ku (2.23), vrednosti za T i S u zavisnosti od parametra n 

stepene teanosti. 

Tablica 12 

n ql 0,2 0,3 44 0,5 46 0,7 

5 (n) 493 4852 0,787 0,732 0,682 0,638 0,603 

T (n) 3,185 3,657 4,128 4,601 4,944 5,543 6,014 

n 0,8 0,9 1 2 3 4 5 

5(7) 0,568 0,539 0,511 4341 0,257 0,2045 0,1705 

Tin) 6,485 6,957 7,428 12,15 16,85 21,57 246,28 

Izloena pribliAna metoda za rorinvanjo qrani6nih 

slojova stepono teOnosti mcAe sada da no prImont o n (Jilin in-

pitivanja njono taOno -sti,na razno konkretne probleme struja-

nja. Vidi se da je metoda primenijiva za svako o n 

c101, ilop 	 priroOnlh loro•p1rpo 14 41 ■ 0 	st 0000w 

rada re6enja sraaunata za vrednosti parametra n l  do n 1=5, to 

de se i primeri u ovom delu rada obraditi u toj istoj oblasti. 
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2.6 PRIMERI 

Ovde de biti razmotreno nekoliko primera struja-

nja, koji su ved bili razmatrani i u prvom delu rada. Pogto 

su tamo na nizu konkretnih problema ve6 bile detaljno prou6e-

ne fizifte osobine grani6nih slojeva stepene teenosti, to je 

nepotrebno da se ovde ponovo regavaju ti isti primeri tako 

detaljno i opgirno. Primeri izneti ovde imaju prvenstveno za 

cilj da pokaiu ta6nost ove pribliine metode a da usput potvr-

de osobine grani6nih slojeva stepene teOnosti konstatovane u 

prvom delu rada. 

a/ Grani6ni slo ste ene te6nosti na ravno•lo6i 

U slu6aju strujanja dui ravne p1o6e je 

V = const. 

tako da iz (2.41) i (2.21) sleduje 

1 
6  =(vbvn-2 x)  n+1 
	

(2.44) 

Obzirom na ranije navedeni definicioni obrazac za tangen-

cijalan napon na telu 

T
o
= k { (u ) n } 

Y 	Y=0  

dobija se l posredsp/om izraza (2.23), (2.12), (2.44) i uslo-

va da je V = const, formula za izra6unavanje tangencijalnog 

napona na plo6i, odnosno koeficijenta trenja, 

1 
To 	

l+n 
Cf= --y— = C(n) Rex 	 (2.45) 

V p 

gde je 	
C(n) = 

(3/2) n 
	

(2.46) 

b n+1 
a 

V
2-n

x
n 

R = ex 
(2.47) 
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predstavlja lokalni Rejnoldsov broj. 

Posredstvom (2.46) i tablice 11 izra6unate su 

vrednosti za C(n) i sredjene u tablici br. 12a. 

Tab/ ca 12 a 

n 01 / 0,2 0, 3  0,4 0,5  0,6 

cm 1,01 0,9005 0,786 0,689 0,6075 0P75 

n 08 1 2 3 4 5 

C(n) 0,435 0,351 0,173 0,1119 0,0822 00617 

Na dijagramu br. 

C(n), koja jo sra6unata promo, 

nim regenjima iz rada DJ31 i 
man-Polhauzenove metode [0]. 

19, je uporedjena kriva za 

metodi iz ovog rada, sa tab-

pribliinim rezultatima Kar- 

Sa tog dijagrama se vidi da su za dilatantne 

stepene te6nosti (n > 1) rezultati i prema Karman-Polhauze-

novoj i prema varijacionoj metodi vrlo bliski ta6nim re5e- 
njima. 

Za peeudoplastisone te6nosti (n 41), je o6igled-

no da pribligna varijaciona metoda daje, naro6ito za vrlo ma-

lo n, bolje rezultate od pribligne metode Karman-Polhauzena. 

Otstupanje rezultata varijacione metode od tad-

nih re5enja je za ceo interval parametra n manji od 6%. 
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b/ Slu6aj sli6nih regenja  

Za slu6aj sli6nih renenja grani6nog sloja ste-

pene te6nosti, tj. za strujanje oko tela oblika klina, br-

zina potencijalnog strujanja je odredjena izrazom 

V = V x", 	 (2.48) 

gde p pripada skupu prirodnih brojeva. 

Ako se (2.48) uvrsti u uslov za odvajanje gra-
ni6nog sioja (2.42) 1 onda se dobija ona vrednost za eksponent 

p za koji je lokalni tangencijalni napon duE cele konture te-

la jednak nuli. Za vrednosti iz tablice br. 12 i za n iz in-

tervala o,1 n $, 5 te vrednosti parametra p su sra6unate 

i sredjene u tablici br. 13. Na dijagramu br. 2o su te pri-

bliZne vrednosti uporedjene sa rezultatima dobijenim posred-

stvom jednoparametarskog renenja univerzalne jedna6ine iz 

prvog dela ovog rada. (tablica br. 4). 

Treba podvudi da su pomodu pribliZne varijacio-
ne metode dobijeni rezultati i u intervalu za n < o,5, za 

koji nije bile mogude Wadi stabilno regenje jednoparametar-

skog pribligenja univerzalne diferencijalne jednaftne grani6- 
nog sloja stepene teanosti. 

zakljuaak o uticaju parametra n na p s , je ovde 
isti kao pri obradi posmatranog problema u prvom delu rada, 
pa se zato on ovde ne navodi. 

Za dilatantne stepene tanosti (n > 1), rezul-

tati jednoparametarskog pribliZenja univerzalne jednaftne i 

rezultati ove pribliZne metode su vrlo bliski. Za n > 3 
naprimer razlike skoro i nema. 

Za pseudoplasti6nu stepenu tanost (n < 1) re-

zultati tih dveju metoda medjutim se sve vine razilaze sa 

smanjivanjem parametra n. 
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c/ 	 sloj 	te6nosti na krOnom cilindru  

U ovom slueaju brzina potencijalnog strujanja 

ima, kao gto je poznato, oblik 

V =2  V0  sin TV 
	 (2.49) 

gde je R polnprednik cilindra. 

Ta6ka odvajanja grani6nog sloja stepene te6no-

sti na kranom cilindru se dobija, kada se (2.49) uvrsti u 

(2.42) i izvrgi numerieka integracija tako dobijene jedna-

ane za svako T i S iz tablice br. 12. xs 

Polaaji take odvajanja xis= 	za razne vred- 

nosti parametia stepene te6nosti n su date u tablici br. 14. 

Na dijagramu br. 21 su uporedjene vrednosti apscise take 

odvajanja grani6nog -sloja sra6unate varijacionom metodom, 

sa odgovarajudim rezultatima jednoparametarskog pribMenja 

univerzalne jednaeine (tablica br. lo). Rezultati ove vari-

jacione inetode su ponovo dobijene i za oblast n < o,5, u ko- 

. joj nije moglo da se nadje stabilno regenje u prvom delu 

rada. 

Osobina da se ta6ka odvajanja grani6nog sloja 

pomera sa promenom parametra n, mo'ie ovde lepo da se potvrdi 

i to ne samo posmatranjem rezultata tablice br. 14, ved i 

na slede6i naoin. 

Zamenom bezdimenzione brzine potencijalnog 

strujanja oko krOnog cilindra V 1= sin xi  u (2.42) dobija 

se, posredstvom (2.43), slede6i izraz: 

X 4S 

cos x1s 	(sin x1 ) T-1dx1 
0 

(sin xls ) T 

Ako se pretpostavi da 

(2.5o) tea ka nuli. Ovome slu6aju 

nost xls = ¶/2, odnosno odvajanje 

u ta6ki najvece brzine spoljagnjeg 

1,o22 
n+1 • (2.5o) 

n + co onda desna strana 

medjutim odgovara vred-

graniftog sloja nastupa 

strujanja. Sa druge strane 
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kada n 4- o, desna strana izraza (2.5o) te'ii vrednosti 1.o22. 

Iz poznatih osobina izraza sa leve strane (2.5o), proizlazi 

prema tome da ta6ka odvajanja grani6nog sloja tezi ka nekom 
Xls = X0, za koje vaii uslov da je Tr/2 < x o . 

Tako se ponovo dolazi do zaklju6ka da sa poras-

tom parametra n reolo5ke jednaftne stanja stepene te6nosti, 

dolazi do smanjenja apscise take odvajanja grani6nog sloja 
na kranom cilindru. 

2.7 ZAKLJUCCI 0 PRIBlinNOJ VARIJACIONOJ METODI GRANINOG 

SLOJA STEPENE TEeNOSTI 

a/ Ovaj priblizni postupak koristi varijacioni 

princip za sra6unavanje debljine grani6nog sloja a Targovu 

metodu za odredjivanje taOke odvajanja grani6nog sloja. 

b/ U slu6aju ravanskog strujanja, ova priblisg-

na metoda je primenljiva, kako za pseudoplasti6nu stepenu 

te6nost (n< 1), tako i za dilatantnu (n > 1), dok je meto-
da Karman Polhauzena v2 8a bila primenljiva samo za n< 1. 

c/ Za jedini slu6aj, za koji postoji ta6no re-
5enje grani6nog sloja stepene te6nosti na ravnoj plo6i, ova 
metoda daje boije rezultate od Karman -Polhauzenove metode. 

d/ U obradjenim primerima rezultati ove metode 

su u punoj saglasnosti sa rezultatima iz prvog dela ovog 

rada, koji su dobijeni na osnovu jednoparametarskog pribli-
'ienja univerzalne diferencijalne jednaaine. 

e/ Metoda je vrlo jednostavna i lako primen-

ljiva na konkretne probleme grani6nog sloja stepene te6nosti. 
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Prilog I. Tablice funkcija 	
(i) (n,f 1 ), H (1)  (n,f1) i (1) (n,f ) 

1. 



cv 

0,
0

1 2
84

 

0,
00

09
90

 

2,
54

84
0  

0,
0

63
0

1  Z
9100  0,2

82
7
8
 

3,
4

72
4
0
 r 0acToo0 

210
, 0 0,

00
71

0 

2,5
  6

 50
3 t119ob 

tiob  - 0,
2

55
3

5 919
tZ

t  0,
00

70
0

4  

io'o 0,
0

22
72

 

2,
60

03
7 169 sob  

z Job -  q2
  3

 2
 38

 

[3
,1

  4
0

17
 

0,
0

11
78

 

nob 

Z
 16E

00  2,
63

 54
3  

0,
0

52
79

  

lob  -I [ 0
,2

10
42

 lam'  so
q

 0,
0

16
22

 

H
o
b
 0,

0
5

6
13

  1Z 1L .91? CIO
 4

 8
 73

 

8
0
00

-  0,
18

92
f tZ

 16eZ  Q
02

0
47

 

oob  0,
0

73
6

6 

2,
70

82
5 

0,
04

47
2 9

0
0

'0 -- 

.P.909 1'0  2,
93

2 
6 7

  

00
2

46
1  

zoob 

69
1130' 0 2,

74
70

3 

0,
0

40
72

1
 

toob-  

z9
e

tib
 

IS
M

  1.? ,
 

6'.9
 ZOO  

O 

0,
11

00
7 

ao ez 

699 CO
O

  

zoob - 

1160
1bi
 

'm
ete 00

32
70

  

I 	
re6

  

(11 H
  

1 

t /iF
  



Ta
b

lic
a  

by
:  4

 m
o

b
 

sm
ooth  

I
9 CLS9' E 

9£60 10b  - 0
,0

02
92

5
 I
  I

911 E190b  

ro
g e

r 

zoob 

99E0 10  0b  2,
67

37
0 

90 90
10b  

se od o- 

19090b
  

S  969 1t  0,
10

2 8
9 

stoob  0,
00

63
93

 

2,
71

84
9  

S
•193

;6
101  

zoob  - 0,
05

29
37

 

3,
0

75
69

 

mob 0,0
12

23
5 ZE6  S  Lie 

e_o pien
b 

t9
.5 470110 3,

00
42

9 Z6 0
1
6
  

s000b 0,0
18

3
79

 Ezoos' e 

m
ob

- 

zse ecob  2,
94

48
0 

0 10,
02

47
37

 
 

2,
8

4
6
0
1

 

0,0
06

18
42

  

0,0
00

5  E6e1C 00  

tees eie 0,5
15

19
  

L 	
 

(
►
)
 1-1  

secood o 0,0
03

5
7
9
 I 

0,
17

99
3
 I
  S 6t 000 b- 

sA
i s

fi 32
49

97
 

9120000  [
 r e000b  

C'
C',;00b  

r
ISE .S .L. 0 01

78
43

 o
rz ei 3,

18
2

86
 89 99000  I 

m
oth  

SO
leob  

26, 1sZ e 

699 11b  

tood o- 

t
 tik

 0,
02

08
79

 

0 

evc os'o 

1 	
. 

vs isoe 

96101b  

z000b  -  

El 199b  2,
98

68
7 

0,
06

0
48

 

H
 

[

e
'  

0
)
-
4

 7
01 

 

(f41 
	

.3' °I  

1 1114  
 



ra
b

li
c

a
  7

  

11 

O 

• 

1:1 

to 

C 

is
ie

0
0
0
do .

2,
3

4
8
0
1

 I 7
9

5
9

9
0

0
0

0
  F--(1C-----

--
)0

0
2C--
---)

61
 9S

Z
69

0
0

b
  2,

57
1
9

5
 I 

O
p

7 0
92

11
 

S
Z

100
010 

69
6

9
1000'0 

0
8
0
S

&
  

11 0,
00

0
6

5
5

49
 

z
o

 0
 est,- 

L$29 1
9
0

0101  I2,5
63

81
 

40
82

02
8  

0,
0

0
i)

12
-1

 9129Z
O

oob  

2,
35

3
5
5
 

1 :?eS
t9

0
0
d0 

s
t0

00b
- 40

05
64

09
  

9e9
1.9 

9 O
Le910  

t0
0

0b 

511 19000'0 

2,
3

6
43

0 

40
00

60
52

8  

t0
0

0
b

- 40
0
4
5
5
 6

81
  

£1,6L
ie 42

44
86

8
4 

0 

4
0
0

25
0

63
61

  

2,4
18

31
  

0,
0
0
0

4
17

72
 

s0
0
0
0
b

- 0,
00

35
13

1 ie
L

tS
t'  143

29
82

6 

kJ= 

quip  

(O
H

  

(011-,  

14. 

isi4)  

toH
  

to ?k•sai  
4
2
2
3
9

1 

e0S
o

e
0 

t£61e131 1 07
8

4
4

8
0 

I
e

iszb  
-
 

21
70

2
0
1
 I
  

O
tS

960S
,  

ze
b
  

zr e
Ll ob 1,8

28
37

1  

0
0

0
s

zio
 

s
z
b
  -
 

119991 e 4,
0

4
9

8
62

 

9 

L
S

69
t

1b  

619692  

scseE
lo 

s
e

z
b

 - 

S
.926161  3,

5
2

13
29

 

0
/2

 75
8

3  

02
3 4

3
09
 61

1L
9
,'  Cj

6
 38

2
6

9 

o
e
b
-
 

810  6S
Z I 3,2

6
73

0
1  

lb
  

eJL
9
M

) 

sl'o
 -
 

[7
,:i 

5 8
30

2 [
 

S£ 16  99' Z
 

TZE:s:;Te7ol  

sob  

1 t0
9684/b

  

!Jo
- 

eisG
oel 

so
ese sie 

9S
192

eo 

tot) 

V
 r eo'o

- 

61S,V
E

111 2,
53

93
7 9

 L1 

(3 

v
i cir-zo vb 

6 22'i E
S10

1  

o'o 

1'11.096'0 

£9599f je 

78
.3

 4
5
 

,ift) 
 

10H
  



O 
0 
0 
0 

co 
O 

co" 

ot4  
t
oA 

co" 

In  
0) 	

c\I 
t-... 	N 

ct) 	to 	t1/4... 
40 	.... 	tc> 
0 N cn 
cos  0-  CP 

C) 
c‘f 
U) 

•4• 

O 

Prilog it. Profili brzire 

= Vic 	' 
t  1;) za razno n i g 1 fi 

40 	11) 	4). 	I". 	t`•• 
t•. CV tD t0 8 N 0 	

0 
A, 	co 	13 	Is• 	0 	.... 	tr, 	0 
co 	.... 	c\I 	ao 	WI 	03 	Of 	0  
VI 	t'... 	ce) 	03 	0) 	a 	m) 	 0 
0" 0" 	 0" 0 Os 40-' ■••." 

41. 

c\to  

CO 
co 

O 
co 

40 

O 

co 

Cr, 
to 
O O 

0" 

cto 
O 

O 

it) 
to 
O 
co 
1:3"` 

cv) 

(L) 
tr) 
O 

00 
CV 
O 
0' 

01 

	

M it) 	0 

	

10 	sr) 
40 	 0 

in 

	

co 	
co 
a) 0 

	

Cr)

• 	

,
% 
, 	0 

....1% 
0.% 	40 

• 	

...4  

Lc) 	in 	0) 
1- 	 0 0 
CV 	t•-. 	0) 	0 
it) 	co 	io.) 	0 
0) 0) 0) 0 
0" 0' 0%  

O 
O 

cot 

Cr) 
O' 

.0 
0 
tr) 
tr) 
to 

to 
ti 

O 

to 
O 
co 
O'' 

O 

eck. 

co 

ti 
ti 
*0 

Cn. 
0' 

co 
C) 

LA 
0) 
O 

cc 

O 
0) CO 

O 
O 
O 
o-• 

C■1 
co 
0' 

ao 
Co 
Li) 

0" 

03 
17.1  

01 

co 
co 

O 

C) 

O' 

O 
O 
O 
O 

O 
O 
co" 

co 
co" 

0 0 

'CV 	
00 	1 
co 	0 	t•-• 

c0 	.4. 	to 	tt) 

to 	cr) 	a) 	4. 

"-%. 	en 	Ni• 	to 

0 Cr Os  Cr- 

co 

to 
141 

Co 
ot cc) cef 

41. 
 

0) 	to 
-st 	c‘i 

0-  Cis  

to 

O' 

to 

O 
It) 

Cf".  

co" 

th 
to 

1 

03 
cc 

O 
O 

MC) L■.. Of C

o> 	 co ca 
t-- 	(.7; 	co c. 	to to 
0-  os  Os  N- 0 

O 

co 
cv 
O 
0 

to 	111 
01 0 co 
tr) O N 

t■-• 
• N 	NI" 

0) 

(11 

O 

cos 

In 0 co 

	

0) 	ti) 
mi. 	ttt 	t',.. 	10 	(0 

,:t• 	VI 	0 	cu 	C) 

O..
LA •<.. °0  C) 

Vs. Co C*1 C•4  1 °I. 
0..  0 0-  0... o 

0 

0 
O 

co I to 1 to 
-- i 	rs i 

 
U) 1 	 co 0)   

co 

cr

• 

• 1 cis' 	c,  1  

t
I 

z) O 

N
0) 0 

o) 	 0) 0 

O 

c•►  

co 
Os  

C) 
(f) 
00 
to 
0-  

0) 

O 

O 

to 
to 

to 

to 
O 

(7) 

C

▪  

) 

to- 

it) 

cr 

cri 
0 
tr) 
it) 

ti 

Co 
to 
co' 

O 

ewl 

ti 

C•••• 
0 

co 

Cr
cc  



0 101
28

4
 

O 

0,
17

4 3
8 

4
33

4
4
9
 

I
t#,-6z.kb 

LC
9
0

9'0  0,
72

0
4
8
 I 

C
6':19' 0 0,

8
9
0
9

4
 

0,
94

7
6

 8
 

0,9
8

4
3
0
 

 

00
00'i 

0100
0 

0 

r
C

999(0  0,3
2 1

63
 

0,4
64

18
 

0,
59

33
6 

0,
70

80
0 

sssoeb 0,8
87

53
 

0,
94

84
6 69 9 96  b 

00
00i  

900'0  

O 

12
1 9 10  0,3

12
81

 

0,
45

39
2 

0,
58

34
7  

Z
66  6  90  0,

80
14

2  9E
598

10 0,9
4

8
 77

 L
 te

eth  

00002 

9
0

0
0
  

O 

92  s 

0,
3
 03

9
4 

69 E
t4/0

  0,
57

36
8 Z

0Z
6

9
.0 

9196.L0  0
 8

8
3
0
0
 

• 41
9
4
8
 73

 1
.0

S
 9 6b  

0
0

0
0
i 

 

toob 

O 

nosib  

isszb 0,
43

33
4  

Q5
63

80
 96199'0  

SZ
O

6Z
0  

910890  0,
9

4
83

4  99  696  b 
0
0
0

0
'1 

Q
13

82
3 

02
75

9
1  0

 9
 1 14/0  0,5

42
94

 19999'0  

osezzio 

9
5

11?
'0 

 

0,
9
4
 6

 f 2
  9

6
6 6 b 

7
6

)ToT
  

ob -  
O 

Q
12

52
2  

0,
25

54
3 m

a
t 0,

52
05

5 ZZL .fr 910 

Z9
 t9

L '0 

I
o
s „T.G

o
 

900
10--1 

O 

20
911,0 0,2

44
19

  

0,3
75

54
 soposb 

56919'0 0,
75

63
7  616$ 

F:
 .1°6b  

.9,1,2,;36t  
L 	

 

000
01 

sio
o

b
 - 

O 

91010 

661120 

1919
E10 0,

62
49

2 6 9 9 

0
E19

910 

r
0
0

0
0
, 

0
1
0
 

 

O 

0,1
0 1

38
 

0,
21

84
4  

0,3
4
6

13
  Z

O
 ISZ '110 

11119'0 0,
73

5
70

 

a
do

 - 

O 

61160'0 0,
20

28
3 619 ecb  

Z6  0  9V
0  

65  6
9
b
  

6)ie
to 

c-Al 
i•- )  
6:: 

0` 

00o
011 

Z9
100

-  

O 

0,
05

2
79

  90
9
 4/1'0  0,2

  6'
2 3

8 

0,
39

26
2 160

 esb 

seEss'o 07
87

10
  T

0
N

) 

O 

rtid 
eo 

ssb 

D
ot 

#/41i 

991  

06'1 



414 

O 

ki 

O 
O 

O 
(0 
0 
0 
0-  

O 
O 
O 

O 
Co 

0) 

tr) 
co 
cr) 

O 
co 

O 
0-  

0 

O 
O 

0 

co 
0 
O Cr) 

(0 
O 
cvl 
cr) 
0 

-zee 8 
O 
0 O 

co 

0' 

Co 

0 

6:0 

C*1 

O 
0 CO (0 O O :•••• O 0-  



-ft/1'1D 

I
e Jakob  

0 

I
096  E

lf° 0,
2

73
1

5
 I 

0,
39

9
4
 5 SO

9
 1 S

b  

s
in

s's() 0,
72

8
8

2
 I 

ovele
b
  

.
 

E
t9 6 O

b  0,
9
5
8
6
7
 I .
 

c000
'l 

0,
0
0

15
  

0 

z
 see 

N
e
 9

Z
  b  0,

3
8
 5

2
8 

o
tz

o
s
b

 

sz 

0,
71

52
8 

0,
80

84
8 9106

$
0
 0,

95
6
6
8
  

1, 0
0

0
0

 

m
ob 

O 

99
9
Z

  lb
  0,

2
5

37
5 ]
 

0,
3

74
83

 Z
£16

tb
  

9
£
 easb 

6.990Z
b

  0,
8

0
2

 52
 

0,
88

71
7  

0
9

56
2

6 w
oo'? 

0,
0
0

0
5

 

O 

(3
1 2

35
9 

 91
9  

eb 0,
3

6
42

9  

0,
46

02
9 

1 
0,

6
9
8
2
 3 £995

L
' 0 (3

8
8

3
9

4  

0,
9

55
4
8
 

o
0

00
 

0 0 

Z09 £Z
0  

6
1C

9
e

0  

IL8
9
.'0 0,

58
12

9 

0,
6
0
9

ft
 ;SI, Cc%

 0 

99  £  S 610 

csocK
li 

s0
0

0'o
- 

0 

0,
11

  2
2

7 

0,
22

6
4
 5 

eV 0,
4 

5  
69

0 

0,
5

70
31

  9,951
0
  

E
2

E).1:0  

6,5
1.C

5
0
  

000
0

11 

-7
- 1000

1 

0 

le
s
 ao 0,

21
60

6 

etszeo 

9
-kV

S
S

b  

[
 6

:\6.39
,9b 

no
pz?o 

6
 '0 

Z
0

0
0
  -  

0 

t9
1

7
-

1761
.

0
s0

 

co
seb  

6000cb 

y9
0
  

 
9
%

 -.-:/:3
  L

i 
- 	

1  

0,  

0,
94

0
1

d
 r

0
0

0
0

li 

-(3
00

29
25

  

0 

OE.690b  

oeen
b

  

CS'S
  eb  0,

36
35

7  

0,
40

02
7 SS

Z
 69

'0 

z1,0
,7‘;'0 

0 
/ 91

10 

slcb 

'sic) 

T
e:L

q
  

06'0 

2
0
'1 ,-.••• 

Z91!
-

1  



it7 

0 
• 

0,0
0 0

33
5 

0 

CO
  3

2 
3 5

 

0 '  2
 60

2
1 m

e
et) 

itoos'o 0,
61

15
8 

I
6S

IL
IO 48

10
8  
7
 

0,
8
 95

  6
4 

 

0,
9
 6 

57
7
 I 0

0
0

0
' i
 I 

0, 0
00

32
 

0 

191114  0, 2
5

83
6 O

elGte0  0,
49

83
8 6E

609'0  

it cub 

216090  

irlab  0,
9
 65

2
4 

 

1,0
0

0
0

 

0 0 
S99110  42

33
15

  016
tib

  0,
46

3
84

 

0,
57

63
8 ies esb 

• 
09

9
9
 0 

n
ieeb 0,9

 62
85

 

0
0
0
0
'i 

-
 0,

0
00

2 

0 

0,
10

49
7 

4
21

43
 5 

C,13
2 6

7 9
 

0,
44

0
84

 

0,
55

4 3
2  

0,
66

6
7 8

 

vzi,t1 0,
13

73
  5

  6
  

49
  5 8

42
 0000'i I

t000' o
- 

0 

0,0
88

05
 116910  

S
6 2

6
e0  0,

52
 68

5 1, L
l'r90  0,

75
33

0 

292 S  0 10 

12
6
9
6

.0 
-0

,0
00

4
6
 I 

0 

I
996  Lob  

i sz zib 

los eeb  

ti sab 0,
51

39
7 oose9b 

I6C)
clo  

c6
e4,- 6t0

 I 
000 0

'i 

-0
,0

00
4
9
5
 I 

t6
0

Zob  

le9
9

1b  0,
2

72
52

  

0,3
85

2
7 

0,
50

12
1 e:.'7' - Z1910 

PelE.Z0  

9
0

3
::0

 

5
15£'  6'0 

0
0
0
0
  

0 

s
ib

 
eib  

 

e
 tio 

t9b  
 

o
s
b

 I 
.93.0

 

ell
 

*
 eel 

0911 



it) 
' I  

C 



I, 

-4
2

5
12

 

0 

0,
0

13
  6

4  
I  .

 

ZO
  67

10  

.
 

19
117

10 

.
 

L
 t1

6
9

.0
 

•
 

.- 

6
1

0
9

9'0  

0
19E

60  

I6L
960  

O
EZ

960  

076960  0,
99

32
2 

 

09
99

 53
 

O
Z

0  0 

0
1

9
5

00  0,
2

42
71

  

0,
53

2
13

 

4
7
7
33

2  
16.96

9
0̀  

1 L1S
60  4

9
74

77
  15596'o 

11 166'0
  

60660  

6S  666b
  I1,0

0
00

 

910
-  

0 

calsaso 

9S
tit0

  0,
6 8

53
3 

L
9

ES
90  

S
 71E

60  

1Z9960  

990
9
6
0
  0,

98
8

40
 L

S
e660  

00
S

6 60
 

186660  

oab- 

0 

E911e0  

e
l7

 6790 

IL
LEL'o 0,

8
76

42
  SO

07
6
0
  0,9

6
85

0 to
m

b
  

96996
10 

92660 

O
IS

 6
60

 

656660  I  1
1 0

00
0 

900
-  

O 
T

Z90
9eb

  0,
54

7
74

  
I  I

E0
g
9

L
0  0,8
88

36
 

T
1

77 

996
96b  

77e96
10 

[ 
0,

98
90

5 

6L
Z

66 10 

70966' 0  

1
5666

0
 I  11, 0
0

0
0 

F
1

6
7e
i;--  

O 

0,
50

4
 50

1 

0,
74

4
76

 L96
99 10 

E SZ16
10 

1 999
760  

Ze9 9
60  

Se9
Z

6b  

s
7

6b  

s6
z9sb 

76 0660  

119  660  1,0
0
0

0 

[
 

910  

.
 

0 

0,
45

49
8 

0,
70

78
8 £

9
1
7
9
' 0

 

S
til6

0
  

E
08

11610 '  

Z6L 96' 0  

cz6
z6b  

z scssb 
9?066b  0,

99
28

8 

.
 

Z6  66 10 

0000
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