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U ovom radu izloZeno je jedno originalno zasnivanje metode analiti¢kih tabloa, kao
i niz rezultata koji proizilaze iz tako zasnovane metode analitickih tabloa koji se ticu
problema kompletnosti i kompaktnosti beskonaénih iskaznih racuna i beskonaé¢nih
logika. U radu se, takodje, po prvi put izlaze i jedna heuristika za metodu analiti¢kih
tablo i daje ocjena njene efikasnosti. Rezultati koji se titu kompletnosti i kompaktnost
sadrze nove dokaze ve¢ poznatih teorema, koji su dobijeni uvodjenjem originalnog
zasnivanja metode analiti¢kih tabloa.

U glavi Uvod, date su neophodne definicije pojma stabla i operatora nad sta-
blima koje su potrebne za izlaganje teze. Nakon toga definiSu se iskazni racuni P, i
beskonagne logike L,z sa svim uobi¢ajnim prate¢im pojmovima: skup formula, kom-
pleksnost formula, definicija modela i relacija zadovoljenja. Pored ovih uobitajnih
pojmova, uvodi se i operator ‘~’, pomjeranja negacije u formuli, koji je potreban radi
lakseg formulisanja metode analitickih tabloa.

U glavi Analiticki tabloi formuliSe se metoda analiti¢kih tabloa za iskazne raéune
P, i beskonatne logike L,3. Uvedena je autorova originalna formulacija metode
analiti¢kih tabloa koja omoguéava da se poznati rezultati metode analitickih tabloa
za iskazni raun i predikatski ra¢un prvog reda uopste i za pomenute iskazne raéune
i bekonatne logike.

U glavi Kompletnost uvodi se pojam tablo-izvodivosti. Zaiskazne ratune se pokazuje
da je formula ¢ semantitka posljedica skupa formula & akko je formula ¢ tablo-
izvodiva iz skupa formula ®. U slu¢aju beskonaénih logika, dokazuje se da ako je
formula ¢ semanticka posljedica skupa formula ®, onda je formula ¢ tablo-izvodiva
iz skupa formula ®. Svi dokazi u ovoj glavi su zasnovani na originalnoj autorovoj
formulaciji metode analiti¢kih tabloa.

U glavi Kompaktnost razmatra se veza izmedju slabe kompaktnosti kardinala «,
iskaznih ratuna P, i metode analitickih tabloa. Dvije teoreme u ovoj glavi su kjuéne.
Prva od njih tvrdi da ako je kardinal a regularan, tada ako o ima svojstvo stabla,
onda je a slabo iskazno kompaktan. Druga teorema tvrdi da ako je kardinal a jako
nedostizan, tada ako je « iskazno slabo kompaktan, onda a ima svojstvo stabla. Jedna
od posledica ove dvije teoreme je i teorema da, ako je kardinal a = w ili je kardinal
« jako nedostizan, tada je a iskazno slabo kompaktan akko a ima svojstvo stabla.
Predstavljeni dokazi u radu, koriste se prirodnom vezom izmedju slabe kompaktnosti
iskaznog ratuna P, i svojstvom stabla kojim se karakteriSe svojstvo kompaktnosti, a
to su tabloi, tj. drveta formula.
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Poglavlje Heuristike je posveteno metodi analitickih tabloa kao metodi za au-
tomatsko dokazivanje teorema predikatskog racuna prvog reda. U poglavlju se prvo
formuliSe algoritam za originalan metod analitickih tabloa, a zatim se predlaze heuris-
tika koja poboljsava originalan metod. Kod dokaza koji su dobijeni primenom os-
novnog algoritma, veliki broj formula u tablou je irelevantan. Problem je jo§ vedi,
kada veliki broj irelevantnih formula u tablou ima mnogo posledica. Heuristika koja je
predlazena koncentride se na postepenom “otkrivanju” relevantnih formula i njihovoj
upotrebi u konstrukciji grana koje su ostale otvorene. Ova ideja je osnova za defini-
ciju funkcije p, koja preslikava skup zatvorenih tabloa u samog sebe, tako da slika
zatvorenog tabloa sadrzi samo relevantne formule. Na osnovu definicije ove funkcije
konstruiSe se algoritam heuristike. U radu se dalje uporedjuje osnovni algoritam i
algoritam sa predloZenom heuristikom.

Prijatna mi je duZnost da se na svesrdnoj pomoéi u izradi magisterske teze zah-
valim mentoru dr Aleksandru Jovanoviéu, kao i tlanovima komisije dr Zoranu Marko-
viéu i dr Zarku Mijajloviéu. Na korisnim sugestijama i na pomoéi u nabavci literature
zahvaljujem se dr Miodragu Kapetanoviéu i dr Miodragu RasSkoviéu. Zahvaljujem
se mr Predragu Janiti¢u na paZnji sa kojom je protitao tekst i pomogao mi da ga
uobli¢im, kao i na dugim razgovorima o problemima automatskog dokazivanja teo-
rema, kojima je djelom inspirisana predlozena heuristika. Zahvaljujem se i svima
ostalima koji su mi na bilo koji natin pomogli u radu na magistarskoj tezi, a posebno
mojoj familiji na dragocjenoj podraci i razumjevanju.

Beograd, april 1998. Stevan Kordié
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Glava 1

Uvod

U uvodnoj glavi uvodimo elementarne definicije za stabla i uredjena stabla
(tatka stabla, rang tatke, nivo stabla, grana stabla, skup grana stabla, skup
maksimalnih grana stabla, ...), kao i nekoliko operatora potrebnih radi lakseg
opisa konstrukcije analitickih tabloa. Takodje, definiSu se elementi iskaznih
ratuna P, i beskonaZnih logika L.g: sintaksni elementi, formule, komplek-
snost, operator '—’, valuacija odnosno model, relacija zadovoljenja, kao i pojam
dokaza i izvodivosti formule iz skupa aksioma.

Prije nego li definiemo pojmove stabla, iskaznih racuna Py i beskona¢nih racuna
Lag, uvedimo neke operacije ordinalnog ratuna i ograniceni y operator, kako bi lakse
mogli da zapiSemo pojedine formule u radu.

Kao poznato smatramo elemente teorije skupova, odnosno elemente ordinalnog i
kardinalnog racuna ([FDrak74]). Pored uobitajnih ordinalnih operacija uvodimo jos

.o . hd . * . . - . - - - . . - -
dvijeito + i- koje redom nazivamo teZinskim ordinalnim sebiranjem i teZinskim or-
dinalnim mnoZenjem. Za proizvoljne ordinale a i 8 zadajemo ih slede¢im formulama:

* a+ﬂ iﬂﬁa, a'ﬂ 35501,
a+pB= o' B =
B+a :a<p, B-a :a<p.

Primjetimo da za bilo koje ordinale « i 8 vazi da o, 8 < a-?—ﬂ, kaoia,B < o’B.
Koristiéemo radi lakseg zapisa nekih formula i ograniceni p operator. Za ordinal
8 i formulu ¢ definiSemo pa < Blp(a)] slijede¢om formulom:

Na<Ble@) : {a<Ble@)#0
 {a<Ble@}=0.

po < Blp(a)] =

Iz definicije operatora p jasno je da pa < B[p(a)] predstavlja najmanji ordinal e, ako
postoji, za kojeg vazi formula ¢(c), ako takav ordinal ne postoji tada je vrijednost
operatora po < B[p(a)], jednaka ordinalu 8. primjetimo da vazi pa < Blp(a)] < B

3



4 GLAVA 1. UVOD

1.1 Stabla

Jedna od osnovhih struktura u ovom radu je struktura stabla. Zbog toga precizno
uvodimo ovaj pojam. Mnostvo definicija u ovom odjeljku sluzi nam za lak3e opisivanje
strukture stabla, kao i za lakSe formulisanje metode analiti¢kih tabloa.

Definicija 1.1.1. Pod neuredjenim stablom podrazumjevamo strukturu T =
(T, <7 ) za koju vazZe slijedeéa svojstva:

(1) Skup T je parcijalno uredjen relaciom < .
(2) Zasvako z € T, skup {y € T' | y <1 } je dobro uredjen relacijom <t .

Elemente z € T nazivamo tackama stabla T = (T, <1 ). Neuredjeno stablo &esto
¢emo nazivati samo stablom.

Definicija 1.1.2.  Za bilo koje stablo T = (T, <t ) definiemo funkciju ranga
elementa stabla z € T u oznaci ry(z) slijedeéom formulom:

r1(z) =0T({y €T |y <1 =},<7).

Posto je skup {y € T | y <7 z} dobro uredjen relaciom <t funkcija OT daje tip
uredjenja i njena slika je ordinal. Jasno je da su tatke stabla T koje su istog ranga,
neuporedive u odnosu na relaciju < .

Definicija 1.1.3. Za bilo koje stablo T = (T, <1 ) definisemo a-ti nivo stabla u
oznaci T(a) slijedeéom formulom:

T@)={zeT|rr(z) =a}.

Skup a-tih nivoa stabla u oznaci T{a] definiSemo slijedeéom formulom:

Tlaj={z€T|rr(z) < a}.

Na osnovu definicije slijedi da je svako T[e] unija nivoa manjih od a. Iz definicije
takodje slijedi da je T[#] = @ i da je T[l1] skup minimalnih elemenata stabla T u
odnosnu na parcijalno uredjenje <t . Posto je T skup tada mora da za neko o vazi
T =Tla]. Najmanje takvo o nazivamo visinom stabla T i obiljezavamo sa h(T).

Definicija 1.1.4. Neka je z tatka stabla T = (T, <t ). Ako postoje, elemente
skupa St(z) ={y € T | z <t y A r7(y) = r1(z) + 1}, nazivamo neposrednim sljed-
benicima tatke z, i tatku z nazivamo neposrednim prethodnikom tacaka iz navedenog
skupa. Elemente skupa D1(z) = {y € T|z <7 y} nazivamo sljedbenicima tacke z.

Primjetimo da na osnovu definicije stabla ne mora svaka njegova tatka da ima
neposrednog prethodnika. Takve su tage na primjer one &ji je rang grani¢ni ordinal.

Definicija 1.1.5. Tatke z stabla T = (T, <t ) koje nemaju neposrednih sljed-
benika nazivamo krajnjim tackama i oznacavamo sa endr(z). Sa Endr obiljezavamo
skup svih krajnjih tataka stabla T tj. Endr = {z € T | endy(z)}, a sa Endr(y) skup
svih krajnjih tataka stabla T koje su u poredku <y veée od y tj.

Endr(y) = {z € T | endr(z) A y <t z}.
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Definicija 1.1.6. Neka je dato stablo T = (T, <t ). Za podskup X C T kazemo
da je grana stabla T, ako je linearno uredjen relaciom <t . Zbog linearnog uredjenja
grane stabla Sesto posmatramo kao nizove. Ako je podskup X C T grana i ne postoji
grana koja je sadrzi kazemo da je grana X maksimalna grana. Grana X stabla T je
gusta u oznaci sat(X), ako (Vo € X){y € T'|y <t =} C X. Skup svih grana stabla
T = (T, <7 ) obiljezavamo sa G, skup svih maksimalnih grana obiljezavamo sa Mr,
a skup svih gustih grana obiljezavamo sa Xr.

Sliéno gornjim definicijama definisemi i skupove G1(z) kao skup svih grana stabla
T koje sadrze tatku z, Mt () kao skup svih maksimalnih grana stabla T koje sadrze
tatku z 1 X7(z) kao skup svih gustih grana koje sadrze tatku z. Na kraju definig§imo
skup neposrednh sljedbenika guste grane X stabla T u oznaci Y7(X), slijede¢om for-
mulom:

Yr(X) ={y € T|(XU{y}) € Xr}.
Primjetimo da za z € T vazi Yr({y € T |y <7 z} U {z}) = St(2).

Definicija 1.1.7.  Strukturu (T,<t ,0) nazivamo uredjenim stablom ako je
struktura T = (T, <7 ) neuredjeno stablo i funkcija 8 ima slijedeca svojstva:

(1) Dom(8) = T U{T}.

(2) Svakoj tacki z € T stabla dodjeljuje niz bez ponavljanja njegovih neposrednih
sljedbenika (ya)a<g, gdje |ST(z)| = 8.

(3) Vrijednost 8(T') definisemo kao niz minimalnih elemenata stabla T.

Funkcija 6 tatkama stabla dodjeljuje redom njihove neposredne sljedbenike, tako da
mozemo govoriti 0 1,2,3,...,a,... po redu neposrednom sljedbeniku. Na analogan
nagin definiSemo pojmove iz prethodnih definicija za uredjena stabla.

Definicija 1.1.8. Neka je dat niz § = (,).<a. Sa 0,5 oznatavamo niz (0,).<s,
B < a, i sa 035 oznatavamo niz (05+.)(s+¢)<a-

Iz definicije je jasno da niz 6,4 predstavlja prvih 8 elemenata niza 0, a niz 045
predstavlja niz formiran od niza § oduzimanje njegovog pocetnog djela, do B-og el-
ementa po redu. Oznagimo sa 6; o 6, konkatenaciju nizova 6 i 62. Iz prethodnih
definicija jasno je da za bilo koji niz 8 duzine a vazi formula:

(VB<a) 6=03 0 043.

Definicija 1.1.9. NekasuT = (T,<7)i Ty = (T1,<t, ) stabla. Kazemo da je
stablo Ty podstablo stabla T ako je Ty C T i <1, =<7 |13, 1 ObiljeZavamo sa T, <T.
Ako je T tatka stabla T, tada pod T(z) podrazumjevamo stablo (T, <t T, ), gdje je
Th={yeT|z<ty}

Definicija 1.1.10. Za dato z i niz bez ponavljanja x = (2,),<, takav daz # z,,
¢ < v, sa Treen(z,x) obiljezavamo neuredjeno stablo (T, <t ), gdje je su:

(1) T={z}u{=z, | ¢ <7}
@) <t = {{z,z.) |t <}U{(zs,2) | O <7t <9}

Iz navedene definicije jasno je da je Treex(z,x), stablo samo sa jednom granom
na &ijem je poéetku z a zatim sa redjaju ¢lanovi niza x, Slika 1.
Sli¢no definigimo dalje i T'reey (z,x) kao neuredjeno stablo (T, <t ) gdje su:
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(1) T={z}u{z. |t <9}

() <r = {{z,z) <}

Kao i u prethodnom slu¢aju iz definicije vidimo da je Treey (z,x) stablo takvo da
mu je korjen z a njegovi direktni sljedbenici elementi niza x i to upravo onim redom
kojim se pojavljuju u nizu x, Slika 2.

Treea(z,x) :

T

Ty

Slika 2.

Slika 1.

Definicija 1.1.11. Neka je dato stablo T; = (T}, <7, ), maksimalna grana X €
My, i niz bez ponavljanja x = (z;),<, takav da T N Range(x) = 0, sa Repa(T, X,x)
obiljezavamo stablo (T, <t ) gdje su:

(1) T = T U Range(x).
(2) <1 =<1, U {{z,2.) lz2€X A <7} U {(z5,2,) |0 <7 < 7).
Na osnovu definicije jasno je da Repa (T, X,x) predstavlja stablo koje smo dobili od
stabla T; tako 8to smo njegovoj grani X “dodali” granu &iji su tatke elementi niza x
u redoslijedu kojem se pojavljuju u nizu, Slika 3.
Sli¢no definisemo i Repy (T, X, x) kao stablo (T, <1 ) gdje su:
(1) T = T1 U Range(x).
(2) <1 =<1, 7V {{z,z.) |z € X A ¢ <7}
Kao i u prethodnom slu¢aju na osnovu definicije jasno je da Repy(T, X, x) pred-

stavlja stablo koje smo dobili od stabla T; tako §to smo njegovou granu X “produzili”
u grane X U {x,}, za svako ¢ < 7, Slika 4.
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Rep/\(T,X,X) : T Repv(T,X,X) : T

& zz...

Slika 3. Slika. 4.

Nagin na koji definisemo funkcije potrebne da bi smo prethodne definicije prosirili
tako da vaZe za uredjena stabla je otigledan, te ih ovom prilikom izostavljamo.

Definicija 1.1.12. Za dati niz stabala T, = (T,,<7,), gdje ¢ < o, definiSemo
opreaciju uniranja u oznaci ¥, ., T, slijede¢om formulom:

WT=(UT. <n)

<o <o <o

Lema 1.1.1. Neka je dat niz stabala T, = (T,,<71,), t < 0, takavdazat < o
vazi T, C T, za svako ¢ < T, tada je unija stabala l#, ., T. stablo.

DokAz. Radi lakseg oznatavanja uvedimo sledece oznake:

T=WT, T=UT, i <r=<n.

<o <o <o
Dokazimo prvo da je skup T parcijano uredjen relacijom <t .

(1) Relacija <t je refleksivna. Neka je x € T. Na osnovu definicije skupa T, tada
postoji ¢ < o, takvo da z € T,. Posto je T, stablo, relacija <7, je refleksivna,
pa vazi ¢ <7, x. Kako je <1,C<7 , odavde zakljutujemo da = <t , odnosno
da je relacija <t refleksivna.

(2) Relacija <t je antisimetritna. Neka suz,y € T, takvida z <t y iy <t z.
Na osnovu definicije skupa T postoji ¢ < o, takvo da y € T,. Posto je z <t ¥,
tada na osnovu svojstva niza stabala T, vazidaz € T, 1z <71, ¥, ¥ <71, 2.
Kako je relacija <, antisimetri¢na zakljucujemo da je £ =y, pa je irelcija <t
antisimetri¢na.
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(3) Relacija <t je tranzitivna. Neka su z,y,2 € T, takvida z <y y i y <7 2.
Na osnovu definicije skupa T postoji ¢ < o, takvo da z € T,. Posto je y <7 2,
tada na osnovu svojstva niza stabala T, vaZi da y € 7,. Sliéno prethodnom iz
pretpostavke z <t y i y € T, zakljuéujemo da z € T,. Posto je relacija <r,
tranzitivna slijedi da z <7, 2, pa odavde izvodimo da je i z <t 2, odnosno da
je relacija <t tranzitivna.

Dokazimo dalje da je za svako z € T, skup {y € T | y <t z} je dobro uredjen
relacijom <t . Na osnovu svojstva niza stabala T,, ¢ < o, slijedi da postoji ¢ < ¢
takav da z € 7,. Na osnovu istih svojstava slijedi da i za svako y € T, takvo da
y<rzrvaziday €T, odnosnoda {y €T |y <y z} C T.. Kako je T, stablo do je
skup:

eT|y<ra} = {yel|y<r 1},

dobro uredjen relacijom <r,, a time i relacijom <7 . Q.E.D.

1.2 Iskazni raé¢un

U formiranju iskaznog ratuna P,, gdje je a proizvoljan beskonatan kardinal, navedimo
prvo osnovne sintaksne elemente:

(1) Logicki veznici : -, A,V, -, koje redom nazivamo negacijom, konjunkcijom,
disjunkcijom i implikaciom. Negacija je unarni veznik dok su preostala tri bi-
narni veznici. :

(2) Skup Varp, = {pg | B < a} koji nazivamo skupom iskaznih varijabli (slova).
(3) Simboli (i) za lijevu i desnu zagradu.

Po3to smo uveli osnovne sintaksne objekte, uvedimo pojam formule iskazanog
raéuna P,. ‘

Definicija 1.2.1. Skup formula iskazanog raéuna P, u oznaci Forp, definiSemo
induktivno pomoéu niza For*, za | < a:

For® = Varp,,
For't! = For® U {(-¢)]|¢ € For'}
U {(¢—=9)]|¢,9€For}
U {(A®)|®CForAl®| <a}
U {(V®)|®CFor'Al®|<a}, t+1<a
For* = |J Fort, A<a, Lim(\).
<A

Na kraju definiSemo Forp, kao Forp, = For®.

Prirodno pitanje koje se nameée jeste kardinalnost skupova Forp,. Indukcijom
po ¢ < a lako dokazujemo da je |For'| = a, pa odavde dobijamo |Forp,| = a.

Da bi izrazili slozenost formula uvodimo funkciju cop, : Forp, = w, koju defini§emo
induktivno na osnovu slijedeéih formula:

_Ja : g€ For® =Varp,,
copa(gp)—{ t+1 : @€ Fort!\ For'.
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Primjetimo da na osnovu definicije skupa Forp, ne postoji formula ¢ € Forp,
takva da je cop, (@) grani¢ni ordinal, kao i da za bilo koju formulu ¢ € Forp, vazi
cop, (¢) < a. Primjetimo takodje da je P, klasi¢an iskazni racun.

Od interesa ée biti i razmatranje fragmenata iskaznog racuna P,. Za svaki ordinal
¢ < a definiemo ¢-fragment iskaznog racuna P, u oznaci P, sa skupom formula:

Forp. = {p € Forp, | cop,(p) < t}.

Cesto ¢emo za neki skup formula & C For', umjesto \V® i A ® pisati \/we@cp i
/\(pe@ (p

Definicija 1.2.2. Za datu formulu ¢ € Fory,_, uvedimo operator pomjeranja
negacije u oznaci ¢—, induktivno po slozenosti formule ¢ slijedeom formulom:

—p : p € Varp,,

(4 = (_"‘/))7
=4 YA(-0) :p=(¥Y—0),

V¢e<p ) o p= (A¢e<l> ¥),

Nyea ™% = = (Vyea ¥)-

Definicija 1.2.3. Posmatrajmo skup {T,F} dva razli¢ita elementa T i F. Za
svaki iskazni ratun P, moguée je pridruziti simbolima za logitke veznike slijedece
unarne, binarne i a-operacije za =,y € {T, F},ix:a— {T,F}:

IR Pt

02) v,(zy) = {; i;:ég/\y=5‘,
T
B

Definicija 1.2.4. Induktivno po slozenosti formule ¢ € Forp, za svaku totalnu
funkciju p : Varp, — {T, F} koju nazivamo valuacijom iskaznih varijabli, definisSemo
preslikavanje vy : Forp, — {T, F} na osnovu slijede¢e formule:

p(pgs) D 9 =pg,
v-(vp(¥)) D= (),
vp(p) = v, (vp (), vp(9)) ; o= (¥ —0),

UA(”»(%),---,Uv(¢1)a---) L= (/\—,(3#’7) A :3 < a,
o (g (), e p () 0= (Vocgths) A B<a.

Definicija 1.2.5. Kazemo da je valuacija p : Varq — {T, F} model formule
¢ € Forp,, u oznaci p |=p, ¢, ako vp(p) =T.
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Definicija 1.2.6. Formula p € Forp,, je zadovoljiva ako postoji valuacija p :
a - {T,F}takvadap |=p, ¢, dok u protivnom kazemo da je formula ¢ nezadovoljiva.

Definicija 1.2.7. Za formulu ¢ € Forp, kaZemo da je tautologija u oznaci
k=P, ¢, ako za svako p : @ — {T, F} vazi p |=p, .

U prethodnih par definicija definisali smo pojam modela za formule iskaznog
ratuna Fy. U nastavku odjeljka o iskaznom ratunu definigimo pojmove teorija, ak-
sioma, dokaza i teorema. ‘

Definicija 1.2.8.  Uvedimo pravilo modus ponens MP kao ternarnu relaciju
MP C For}, tako da su u relaciji MP samo uredjenje trojke formula oblika

(¢, = 9,9). Predhodnu &injenicu oznatavamo sa:

LYY
Mp X 1Y
)

Definicija 1.2.9. Bilo koji/ podskup & C Forp,, nazivamo teorijom iskaznog
ratuna P,. Elemente skupa ® nazivamo aksiomama teorije ®.

Definicija 1.2.10. Neka je ® proizvoljna teorija iskaznog ratuna P,. Niz
formula (p,),<s, iskaznog ratuna Py, gdje B < a, predstavlja dokaz formule o, ako
ordinal 3 nije granicni, ako je ¢ = ¢ i ako za svaku formulu ¢, u ovom nizu vazi da
¢, € @ ili postoje 0,7 < ¢, takvi da @, = @, = ¢, tj.

MP (pV, (p‘f

P

Onda kazemo da je formula ¢ dokaziva u teoriji @, i obiljezavamo sa:
®Fp, .

Formulu ¢g nazivamo teoremom teorije ® iskaznog ratuna P,. Ako je skup formula
& prazan tada formule p € Forp, za koje vazi Fp_ ¢ nazivamo teoremama iskaznog
ratuna F,. ‘

Definicija 1.2.11. Teorija & iskaznog ratuna P, Jje kontradiktorna ako postoji
formula ¢ € Forp, takva da vazi::

®kp i ®kp .

Definicija 1.2.12. Teorija ® iskaznog ratuna P, je kompletna ako za svaku
formulu ¢ € Forp_ vaii: ‘

ili @*Fpa @ ili Q"pa .

Kako je skup tautologija iskaznog racuna, oznag&imo ga sa Tautp, , jedna teorija,
postavlja se pitanje da li postoji skup aksioma za teoriju Tautp,? Ispostavlja se
da takav skup postoji i Stovise postoji vide takvih skupova aksioma. Pod Azp, po-
drazumjevati éemo LukaSevicev sistem aksioma.

Osnovni rezultati za iskazni ra&un jesu teoreme kompletnosti i kompaktnosti. Odnos
ovih teorema sa analititkim tabloima ispitati éemo u posebnom poglavlju.
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1.3 Predikatski racun

Struktura koja je mnogo bogatija i predstavlja nadgradnju iskaznog racuna je predika-
tski racun. Definicije koje slijede iskazane su terminima beskonaénih logika, &iji je
jedan od specijalnih slu€aja i predikatski ratun prvog reda. Formuli§imo prvo pojam
jezika za predikatski ra¢un, odnosno za beskonacne logike.

Definicija 1.3.1. Pod jezikom predikatskog ratuna odnosno logike podrazum-
jevamo skup L sastavljen od simbola za predikate, funkcije i konstante. Pri ¢emu
simboli predikata i funkcija imaju konaénu arnost, a simboli za konstante imaju nultu
arnost. Skup L, tada moZemo predstaviti kao:

L = Funy U Rel;, U Consty,

gdje je: Funy, skup funkcija jezika L, Rel;, skup predikata jezika L i Consty skup
konstanti jezika L. Funkcija ar : L — w koja dodjeljuje arnost simbolima iz L
ispunjava slijedeée uslove:

(1) s € Const, — ar(s) = 0,
(2) s € Fun, U Relp, — ar(s) > 1.

Osnovni sintaksni elementi od kojih dalje gradimo predikatski racun - logiku Lag,
gdje su a i B proizvoljni beskonaéni kardinali, su slijedeci:

(1) Logicki veznici : -, A,V,— koje kao i u slucaju iskaznog racuna nazivamo
negacijom, konjunkcijom, disjunkcijom i implikaciom. Negacija je unarni veznik
dok su ostala tri binarni veznici.

2) Kvantifikatori : V i 3 koje nazivamo redom univerzalnim i egzistencijalnim.

(
(3) Skup Varg,, = {v. | t < a+ B} koji nazivamo varijablama.
(4) Simboli (i) za lijevu i desnu zagradu.

(

5) Simbol = za jednakost.

Definicija 1.3.2. Skup terma logike L,p u oznaci Termy,, definiSemo induk-
tivno pomocu niza Term”, gdje je n < w:

Term® = Varg,,UConstr,
Term™tt = Term™J
{F(t1,..,tm) | F € Funp A ar(F)=m A t1,...,tm € Term™}.

Na kraju definisemo Termy,, kao:

Termy,_, = Term™.
ap

n<w

Na sli¢an naéin kao i u procjeni kardinalnosti skupa formula za iskazni ratun za-
kljuéujemo da |Termy,,| = aUB. 1za termove uvodimo funkciju slozenosti COTermy,, :
Termy,, = w koju definiemo formulom:

c ) = 0 : ¢ € Term® = Varg,, U Consty,
OTermras ") =\ n+1 : p € Term™!\Term™ A 0 < n.
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Definicija 1.3.3. Skup atomickih formula logike Lag u oznaci Aty , definisemo
formulom:

Atp,, = {i=ta|t1,t3 € Termp,,}U
{R(t1,...,ta) | RE Rely A ar(R)=n A t,...,tn € Termy,,}.

Definicija 1.3.4. Skup forvmula logike Lop u oznaci Fory,, definiSemo induk-
tivno pomotu niza For*, gdje je t < £ i€ = |L| + a + f:

For® = At,,

For*! = For' U {(~¢)] v € For'}

{(te = ¥) | o,¢ € For'}

{(A®)|®C For'A|®| <a}

{(V®)|®C FortA|®| <a}

{(VX)p| X CVary,, A|X|<BAy€ For'}

{@X)p| X CVarL ,A|X|<BApEFor'}, 1+1<E,

ccgccc

For* = \JFor, X<E¢, Lim().
<€

Na kraju definisemo Fory,, kao Fory,_, = Fort.
SloZenost formula izrazavamo sliéno kao i u sluéaju iskaznog ratuna funkcijom
oL, : Forp,, = w, koju definidemo induktivno formulom:

()} : 9 € For® = Aty_,,
C0Los () = { t+1 : p€ Fortt! \Fore.

Definicija 1.3.5. Za datu formulu ¢ € Fory,, uvedimo operator pomjeranja
negacije u oznaci -, induktivno po slozenosti formule ¢ slijedeéom formulom:

[ —p : o€ Atr,,
14 F = (),

J YA(0) o= (¥ 0),
o= an/;e(} Y = (A¢e¢ ¥),
A oW o= (V¢e¢ ¥),
@b : o= (VX
(L MX) ¥ : o= (3X)y.

Definicija 1.3.6. Deﬁniéirqb preslikavanje Fv : Fory , — P(Varg,,), koje
svakoj formuli ¢ € Fory,_, dodjeljuje skup varijabli koje imaju slobodno javljanje u
formuli ¢. Preslikavanje defini§imo indukcijom po kompleksnosti formula, na sedeéi
natin:

(1) Ako ¢ € Aty,, onda je F-v(ya) skup svih varijabli koje se pojavljuju u formuli
@ ‘

(2) Fo(-p) = Fu(p).
(3) Fuv(p = ¢) = Fu(p) U Fu(y).
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(4) Fu(A @)= Fu(V @) = U,yeq Fr()-
(5) Fu((VX)p) = Fu((3X)p) = Fu(p) \ X.

Elemente skupa Fv(1) nazivamo slobodnim varijablama formule 9. Ostale varijable
koje se javljaju u formuli ¥ nazivamo ograniéenim varijablama.

Da bismo naznaéili da je skup varijabli X C Fuv(p) podskup skupa slobodnih
promjenjljivih Fv(p) formule ¢, koristimo oznaku ¢[X]. Ako je T : X = Termy,,,
jednoznaénu zamjenu promjenljivih is X odgovarajuém vrijednostima funkcije T' ozna-
¢avamo sa ¢[T|x], a kada to kontekst dozvoljava koristimo jednostavniju oznaku o[T).
Kada su skupovi X i F kona¢ni tada upotrebljavamo obi¢ne zagrade umjesto uglastih
i eksplicitno navodimo varijable i termove.

Definicija 1.3.7. Formule ¢ € Forr_, za koje vazi Fv(p) = 0, nazivamo
reéenicama. Skup svih recenica obiljezavamo sa Senty, .

Definicija 1.3.8. Kardinalan broj skupa Fory,, obiljezavamo sa ||L||.
Na osnovu prethodne definicje lako se dokazuje da vazi:

Ll = |L| + o + 8.

Primjetimo da neéemo nista dobiti razmatranjem beskonacnih logika Lag, gdje
je o < B. Uzmemo li za primjer beskonaénu logiku L.,, njene formule ¢e imati
konacan broj slobodnih promjenljivih, koje éemo biti u stanju da “ograni¢imo” nepre-
brojivim kvantifikatorima. Zbog toga u ostatku rada podrazumjevati ¢emo da se
bavimo beskona¢nim logikama L,g kod kojih je a0 > 8.

Definicija 1.3.9. Bilo koji podskup ® C Fory,, nazivamo teorijom logike Lqg,
a ¢lanove skupa ® nazivamo aksiomama teorije ®.

Sli¢no kao i kod iskaznog racéuna uvodimo pojmove dokaza i teoreme. Precizirajmo
sada aksime i pravila izvodjenja beskonaénih logika Lqg.

Definicija 1.3.10. Pod pojmom logi¢kih aksioma logika L,s podrazumjevamo
slijededi niz recenica:

(1) AKSIOME TAUTOLOGUA. Ove aksiome dobijamo ako u tautologiju ¢ iskaznog
racun P, zamjenimo svako pojavljivanje iskazne varijable v, nekom formulom
Y € Forg,, P

(2) AKSIOME NEGACLE. Za svaku formulu ¢ € Foryp,,, dodajemo po jednu aksiomu
negactje.
(=) ¢ (¢7)-

(3) AKSIOME IDENTITETA. Za sve varijable z,y € Varg,,, za svaki term ¢t €
Termy,, i za svaku formulu ¢ € Fory,, dodajemo slijedece tri aksiome:

(I1) (Vz) z ==,
(12) (Vz,9) (z=y 2> y=12),
(I3) (Vz) ((p(x) Az=1) = o(t)).

(4) AKSIOME KVANTIFIKATORA. Za svaku formulu ¢ € Forp,,, X C Fu(p) i
preslikavanje T : X — Termy,,, dodajemo slijedece dvije aksiome:
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Q1) (VX)o[X] = [T},
(Q2) ¢[T] = (3X)¢[X].
(5) PRAVILA 1ZVODJENJA. Za bilo koje dvije formule ¢,9 € Fory,, dodjajemo
slijedeéa pravila izvodjenja:
(R1) MODUS PONENS. ‘

P‘P,‘P"HJ’
MP ==

(R2) GENERALIZACUA. Pod pretpostavkom da X ¢ Fv(yp):

=Y
UN S

i

P2
EX axwoe

(R3) PRAVILO IMPLIKACUE; Za (A ®) € Fory_,:

w2y, YEP (A®) €Forr,
M - X ==

Naglasimo da navedeni skup aksioma nije minimalan, ali kako minimalnost skupa
aksioma nije od znataja za dalja razmatranja, zadrzavamo ovaj skup aksioma.

Definicija 1.3.11. Neka je ® proizvoljna teorija logike Log. Niz formula (Pu)e<ys
logike Log, gdje ¥ < a, predstavlja dokaz formule ¢ € Fory,, u teoriji ® ako ordinal
7y nije grani¢ni, zatim ako je ¢ =, i ako za svaku formulu ¢, u ovom nizu vazi da
¢, € @ ili da se formula ¢, moze dobiti primjenom nekog pravila izvodjenja iz formula
koje joj prethode u nizu (p,),<,. Tada kazemo je formula ¢ dokaziva u teoriji ®, sto
obiljezavamo sa: ]

QFLQ, .

Formulu ¢ nazivamo teoremom teorije & logike Log. Ako je skup formula & prazan,
tada formule ¢ € For,, za koje véil kL., ¢ nazivamo teoremama logike L.

Definicija 1.3.12. Teorija & logike Log je kontradiktorna ako postoji formula
¢ € Forg,,, takva da vazi: ‘

@HLM, p i@k, -

Definicija 1.3.13. Teorija ® logike L,s je kompletna ako za svaku formulu
pE ForL“p vaZi: |

i kg, g ili @Fg, .

U nastavku rada podrazumjevamo da radimo samo sa teorijama koje imaju skup
logickih aksioma iz iz Definicije jo. za svoj podskup.

Lema 1.3.1. LEMA O NOVIM KONSTANTAMA. Neka je & teorija logike Lyg i
neka je C skup simbola konstanti koje se ne javljaju u L tj. CNL = . Tada za svaku
formulu ¢[X] € Fory,, ako vazi ® Fruc., ¢IC), vazii ® k1, (VX)p[X].
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DokAz. U dokazu formule [C] jednoznaéno zamjenimo pojavljivanje svake kon-
stante ¢ € C jednom varijablom y € Y koja se ne pojavljuje u dokazu. Tada dobijamo
dokaz formule ¢[Y] u teoriji ® u logici Lag, tj- ® Fr,, ¢[Y]. Primjenom pravila
izvodjenja UN, odnosno generalizacijom dobijamo & bz, (VX)p[X]. Q.E.D.

Definicija 1.3.14. Formula ¢ logike L,g je u preneks normalnoj formi ako je
oblika:
= (@1X1)...(@nXn)¥,
gdje je formula ¢ formula bez kvantifikatora, i Q; € {¥,3},4 € {1,...,n}.
Bez navodjenja dokaza navedimo slijedecu teoremu.

Teorema 1.3.1. TEOREMA O PRENEKS NORMALNOJ FORMI. Za svaku formulu
¢ logike L, postoji njoj ekvivalentna formula ¢ € Fory_, u preneks normalnoj formi
takva da vazi:

|—La’3<p—)'l/)i f“LaB’l/)—)(p.

Formulisimo dalje pojam modela i relaciju zadovoljenja formule u modelu.
Definicija 1.3.15. Model je svaka struktura 2 = (4, R,F, C) gdje je

(1) A je neprazan skup, domen modela .

(2) R je skup relacija nad skupom A.

(3) F je skup opreacija nad skupom A.

(4) C je podskup skupa A.
Definicija 1.3.16. Neka je dat jezik L i proizvoljan skup A. Interprtacija jezika

L u domenu A je svako preslikavanje J sa domenom u L i za s € L vrijednost funkcije
T je odredjena formulom:

RcC A" : 8 € Relp An = ar(s),
J(s)={ F:A" > A : s€ Funy An=ar(s),
ceA : s € Consty,.

Iz gornje definicije zakljuéujemo da interpretacija J jednoznagno odredjuje jedin-
stven model:
A = (A, I(Relr),I(Funy),I(Constr)).

Ovako uveden model jednostavno zapisujemo kao 2 = (4,3J). Radi jednostavnijeg
oznatavanja, za elemente jezika s € L, njihove slike J(s) u modelu 2 oznatavamo sa
84, dakle, s# = J(s).

Definicija 1.3.17. Neka su 2 i 8 dva modela jezika L. Kazemo da je model
B podmodel modela 2 akko su ispunjeni slijedeci uslovi:

(1) BC A
(2) Ako R € Rely i ar(R) = n, tada RE = R4 N B".
(3) Ako F € Funy i ar(F) = n, tada FB =F|‘g,,.

(4) Ako c € Consty, tada ¢ = cB.
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Definicija 1.3.18. Neka je dat model A jezika L. Pod valuacijom podrazum-
jevamo bilo koje totalno preslikavanje v : Vary,, — A. Valuacija dodjeljuje vari-
jablama vrijednosti iz domena A. Na osnovu date valuacije v mozemo indukcijom
po kompleksnosti terma ¢ € Termy,, definisati vrijednosti terma u oznaci t4[v] sli-
jedeéom formulom:

(i) i COTermy,_, t)=0At=vc€ Varp,, Ai<a,
tA[v] = { A i COTerm,,, (t)=0 A t=ce€ Const,
FARLM, . t4V) & t=F(t, .. ts).

Definicija 1.3.19. Neka je dat model 2 jezika L logike Loy i valuacija v :
Vary,, = A. Za proizvoljnu funkciju f &ji je domen V' podskup skupa varijabli, V C
Var, i kodomen podskup skupa A, definisemo valuaciju vig na slijede¢om formulom:

vate) ={ For TED

Definicija 1.3.20. Neka je Qi model jezika L logike L. Za sve njegove valuacije
v:Vary,, = Aizasveformule p € Fory_, definifemo relaciju zadovoljenja u oznaci:

a '=Laﬁ (P[V],
indukcijom po kompleksnosti formule (:
(1) Ako je ¢ = (t; =t2), gdje ty,t2 € Termy,,, tada

A Lo, plv] akko t[v] = t[v].
(2) Ako je ¢ = R(t1, .., tn), gdjé R € Rely, ar(R) =n ity,...,tn € Termy,,, tada
AL, ¢lv] akko (¢[V], ..., tA[V]) € RA.
(3) Ako je ¢ = ~w, tada |
AL, ¢V akko A Pr,, V.
(4) Akoje p =1 =6, tada
Al=rap oIV akko (AL, yIv] ili A =1, V).
(5) Akoje p = A&, tada
AL, o] a.kko za svako ¢ € ® vazi A EL.s YV
6) Akoje o=\ &, tada
A =L,s ¢[v] akko postojiy € ® tako da vazi A =1, , Y[V].
(7) Ako je p = (VX)¥, tada
s, olv] akko za svako f: X — A vazi 2 k., $ivig.
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(8) Ako je ¢ = (3X)y, tada
A =L, plv] akko postoji f: X — A tako da vazi ™A i, ¥[vin)-

Na osnovu definicije relacije zadovoljenja, vidimo da vrijednost 2 =y, ¢[V] zavisi
samo od vrijednosti valuacije v za slobodne promjenljive formule ¢. Dakle, ako su
valuacije v i u takve da V|ry(p) = U Fu(p), tada vazi:

AL, [V akko A=, olu].

Ako je skup slobodnih varijabli formule ¢ konagan tj. Fuv(p) = {u1,...,un}, tada
umjesto da A =1, ¢[V], za V(ui) = a;, gdje ¢ < (n + 1) piSemo jednostavnije
A L., plal,...,an). Podto recenice p € Senty,, nemaju slobodne promjenljive to
vrijednost relacije zadovoljenja u bilo kojem modelu 2 kod njih ne zavisi od vrijednosti
valuacija. U tom sluéaju pisemo jednostavnije 2 =1, ¢.

Definicija 1.3.21. Pod teorijom modela 2 jezika L logike Log u oznaci
Thi,,(A) podrazumjevamo skup recenica koje vaze u modelu 2, odnosno slijedeéi
skup:

Thy,,(A) = {p € Sentr, | A FL., ¥}

Lako uotavamo da u modelu 24 za bilo koju formulu ¢ € Forp,, i bilo koju valuaciju
v:Vary,, A, vaziili A=, V] ili A =1, ~p[V], te iz ovoga zakljutujemo da
je Thy,,(?A) kompletna teorija.

Definicija 1.3.22. Neka je ® teorija logike Log. Model 2 jezika L je model
teorije ® ako za svaku formulu ¢ € ® vazi A =1, ¢, tj. ® C Thr,(2A). U tom
slu¢aju pisemo:

A |=Lua d.

Od interesa ée biti samo teorije koje sadrze skup logickih aksioma logike Lag iz
Definicije 10, tako da ée to biti radna hipoteza za sve teorija sa kojima radimo.

Kao i u slu¢aju iskaznog ratuna postavlja se pitanje kompletnosti i kompaktnosti
logika Log. U poglavlju koje je posveéeno ovim problemima vidjeti ¢emo da su logike
Lop kompletne ali bez odredjenih jakih pretpostavki iz terorije skupova ni jedna od
logika Lag sem L, nije kompaktna.
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Glava 2

Analiticki tabloi

U ovoj glavi slijedi formulacija analiti¢kih tabloa i njihova svojstva za iskazne
ratune P, i beskonagne logike Los. U oba slu¢aja za niz formula & definiSemo
niz analitickih tabloa (niz stabala) T, za ¢« € On. Kljuéno svojstvo tabloa
jeste TEOREMA O ZAUSTAVLJANJU, koju mozemo formulisati formulom:

@) (Y<e = Ty =T2).

Na osnovu ove teoreme definiSemo i kompletan tablo za niz formula & kao
T® = T?, (ako 7 ima svojstvo iz TEOREME O ZAUSTAVLIANJU). Kopletan
tablo je tablo nad kojim viSe nije moguée primjeniti pravila za konstrukciju
tabloa. U slucaju iskaznih ratuna moguée je dokazati i to da kada je niz
formula ® iskaznog raduna P, takav da |®| < a, onda je kardinalnost skupa
tacaka kopletnog tabloa T® je manja od c. Ova teorema ée biti od presudne
vaznosti za dokaze u glavi o kompaktnosti. Napomenimo da ekvivalentna
teorema za beskonatne logike L,g ne vaZi.

Metoda analitickih tabloa predstavlja jednu od osnovnih metoda za automatsko
dokazivanje teorema. Razvili su je E. W. Beth, K. J. J. Hintikka i R. M. Smullyan
sredinom pedesetih i potetkom Sezdesetih godina ovoga vijeka. Iako zamisljena kao
model-teoretski metod, svoju popularnost stekla je kao metod za automatsko dokazi-
vanje teorema. Postoje brojni dokazivati koji koriste ovu metodu, kao i brojne njene
varijante, koje su takodje dozivljele veliki broj implementacija.

U ovom radu s jedne strane metoda analitickih tabloa se uopstava na iskazne
ratune P, i na beskonaéne logike L,3. Tako uopstenom metodom dobijamo poznate
rezultate za iskazne ratune P, i beskonatne logike Lyg.

2.1 Analiti¢ki tabloi za iskazne racéune P,

2.1.1 Definicija analitickih tabloa za iskazne racune P,

Lema 2.1.1. Neka je dat iskazni racun P,. Za bilo koje njegove formule ¢,9, p, €
Forp,,t < v < a i za bilo koju valuaciju p : Varp, = {T, F'} vaze slijedeci stavovi:

(P1) Ako p [=p, —, tada p [=p, @~

19
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(P2) Akop |=p, ¢ = 9, tadaje p |=p, ~wili p =p, ¥.
(P3) Ako p [=p, A<, ¢, tada za svako ¢ <« vazi p [=p, ..

(P4) Ako p [=p, V,, ¥, tada postoji « < 7 tako da vazi p [=p, ¢,

DokAz. Dokaz neposredno s!ijedi na osnovu svojstava relacije zadovoljenja za
iskazni racun P,.

Koristeéi oznake Leme 2.1.1. i simbol | za razdvajanje (disjunkeiju), Lemu
2.1.1. moemo formulisati u vidu slijedeca Eetiri pravila:

g o=
(P1) == v € Var,, (P) =573
Yo |
o V; ~ P
P3) (P4) A I<---Iso¢|---

("3

Na osnovu strukture pravila, mozemo ih shvatiti kao pravila za konstrukciju stabla.
Naime, podjemo li od neke formule ¢ € Forp_, mozemo je primjeniti nad njom neko
od pravila (P1)-(P4). Naravno :i;tbol | shvatamo kao odvajanje grana. Nastavimo li
postupak, ako je to moguce, izgraditi éemo stablo &iji ée tatke biti formule. Konstruk-
ciju vriimo tako da samo jednom primjenjujemo pravilo nad formulom. Pokazuje se da
je konstrukcija moguéa sve dok postoje formule u stablu nad kojim nijesmo primjenili
pravila. Primjetimo da se nad vaﬁjablma i negacijama varijabli ne moze primjeniti
ni jedno od pravila (P1)-(P2). Kada u stablu nema vise formula nad kojima mozemo
primjenti neko od pravila (P1)-(P4), tada smatramo konstrukciju stabla zavrsenom.
Ovako konstruisano stablo nazivamo analitékim tabloom formule .

Analiticki tabloi su nam vazni iz dva razloga. Ako pravila (P1)-(P4) shvatimo kao
pravila izvodjenja, tada pod izvjesnim uslovima koji treba da vaze za grane analittkog
tabloa, analiticki tablo mozemo smatrati dokazom. S druge strane, grane analiti¢kog
tabloa koje zadovoljavaju izvjesne uslove mogu nam obezbjediti model formule za
koju smo generisali analiti¢ki tablo.

Iz retenog, mozemo zakljuciti da analiticke tabloe mozemo posmatrati i kao sin-
taksnu i kao semanti¢ku metodu. |

Uvedimo precizno pojam analiti¢kih tabloa.

Definicija 2.1.1. Tacka anlitickog tabloa biti &e struktura oblika: (8, ¥}, gdje je
¢ € Forp, i je ordinal. Analiticki tablo predstavlja stablo T = (T, <t ), tako da je
skup T, skup tacaka analitickog tabloa.

Pored formule ¢ u strukturu tagke ulazi i ordinal & koji objezbjedjuje jedinstvenost
svake talke koja se konstrukcijom luvodi u analiticki tablo. Struktura tacaka anali-
tickog tabloa nam omoguéava da skup njegovih tataka posmatramo kao niz, te ako je
T = (T, <r ) analiticki tablo, tada tacku (5, ) € T obiljezavamo sa t;.
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Za formulu ¢ iskaznog ratuna P, kazemo da je na grani X analitickog tabloa, u
oznaci ¢ ~ X, ako vazi formula:

(30) (0,0) € X.

Niz analitickih tabloa, niza formula @ definiSemo induktivno po ordinalima i ovu
funkciju oznatavamo sa T2, ¢ € On. Uporedo definiSemo i funkciju 02, . € On koja
nam osigurava da svakoj novoj tacki u T2 dodjelimo njen jedinstveni ordinal. Prije

nego li definiimo funkcije T2 i 0f uvedimo nekoliko pomo¢nih funkcija.

Definicija 2.1.2. Neka je r tacka analitickog tabloa. Definisimo tada pres-
likavanje Ap(z,d,0) koje tatki z i ordinalima § i o dodjeljuje niz formula na osnovu
formule:

( ((5+0,07)) )
ANp&Varp,,
((6+(5°2), ), Pa= (e ¥,
Ap(a:,&, 0') = ﬁ (5+(0’52)+1a¢) )
(BHENF60) ey 2 = (T Aey )
vz =(r V,,<—y @)
L 0 : inace.

Na osnovu definicije preslikavanja Ap(z, 8, 0) jasno je da ovo preslikavanje svakoj for-
muli tatke analitickog tabloa dodjeljuje niz podformula od koje je sagradjena polazna
formula, obiljezenih ordinalima ve¢im od naznatenih tezinskih proizvoda i1 suma or-
dinala é i o naznacenih u definiciji.

Analitiéi tablo definiemo u koracima tako 3to u svakom koraku ¢ primjenjujemo
neko od pravila (P1)-(P4) nad formulom ¢ koja je u tacki (¢, ), ako ona postoji,
inate tablo ostavljamo nepromjenjen.

Definicija 2.1.3. Grana X € Gr analitickog tabloa je kontradiktorna ako
postoje tacke (0, ) i (1, ) takve da pripadaju grani X, tj. (o,9),{r,mp) € X. U
suprotnom granu X nazivamo konzistentnom. Skup svih konzistentnih grana tabloa
T obiljezavamo sa CGr. Skup svih tataka koje se nalaze u konzistentnim granama
tabloa T obiljezavamo sa CPt. Iz definicije je jasno da:

CPr={z|(3X€CGr)zeX}.

Skup svih konsiztentnih grana tabloa T koje sadrze tacku z obiljezavamo sa CGT(z).
Analogno definisemo i skupove CMt i CMr(z) kao skupove maksimalno konzistent-
nih grana tabloa T i maksimalno konzistentnih grana tabloa T koje prolaze kroz tatku
. Struktura (XT;s)s<|cMy| Predstavlja niz maksimalno konzistentnih grana stabla
T, a struktura (X§.,)s<|CM ()| predstavlja niz maksimalno konzistentnih grana sta-
bla T koje sadrze tacku z.

Iz definicija je jasno da vaze slijedece jednakosti: Range((XT;0)o<|cMy]) = CMT
i Range((X%.,)o<|CM+(2)]) = CMT(2).
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Definicija 2.1.4. Neka je dat analiticki tablo T, ordinal ¢ i neka o predstavlja
prvi ordinal veéi od svih ordinala u tatkama analiti¢kog tablo T. Definigimo funkciju
R koja preslikava skup uredjenih trojki (T, ¢,4) u skup tabloa na osnovu formule:

() Repa(T,XE,, Ap(t,5,0)) : t,
0‘<|CMT(t‘)| | t‘

("’ ﬁ¢) v
(, /\¢<7 Po)s

R(T,¢,6) = V) ReRV (T, Xlt";,aAp(tu& 0) :t= (Lo=1Y)Vv
e<|CM (L)} | t, = (L, V¢<7 %),

\ T : : inade.

Intuitivno funkcija R(T,,8) primjeni neko od pravila (P1)~(P4) na formulu u tacki
t, tabloa T tako sto progiri svaku konzistentnu granu X7}, tabloa T koja sadri tacku
t. u skladu sa pravilom koje primjeni, inage ostavlja tablo T nepromjenjenim.

Definicija 2.1.5.  Defini§imo za niz formula & = (¢e)o<r iskaznog ratuna
Pa, niz andlitickih tabloa T2 i niz ordinala 0® induktivno po ordinalima na osnovu
slijedeéih formula: ‘

Tal’ = Tree/\((ﬂ, ‘Po), ((0, (Pv))0<a<r)y
T3, = R(T%,,0%),
o= YT Lim(y),
<y
o = U(e+1).
(o,0)ET?

Navedimo nekoliko elementarniih ali vaznih poslijedica prethodne definicije.
(D1) Svaki element niza T2 je skup.
(D2) Obiljezimo li sa T = (T, <rs), vai sledeéa formula:
(Ve < §) TP c TR,

(D3) Za bilo koji ordinal +, i za swjre tatke z tabloa T3 postoji ordinal £ < 7 tako da
vaZi formula: f
(Ve<OzgT?) A (Ve>8)zeT?).

(D4) Za bilo koji grani¢ni ordinal 7, i za sve tagke z tabloa T.? postoji ordinal £ < 7
tako da vazi formula: 3
sgTd A zeTH,.

Da bi olaksali zapis formula za elemente nizova T2, skupove koji su uvedeni u
Definiciji 2.1.3. oznatimo sa G = Grs, CP? = CPrs, CG? = CGre i CM? =
CMye.

Navedimo nekoliko primjera kopstrukcije analititkih tabloa za iskazne ratune P,.
U primjerima koje navodimo iskazne varijable oznatavamo sa malim slovima latinice
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9,4, T, .... Tackama tabloa dodajemo i indeks, koji oznacava od koje je tacke dobijena
data tacka. Grane u kojima dodje do kontradikcije obiljezavamo sa X.

Primjer 2.1.1. Konstruisimo analiti¢ki tablo nad slijede¢im formulama iskaznog
racuna P,:

pAt, gVr, gVrVi, -pV g, -pV -r, pV -t

Tablo T konstruisan nad navedenim formulama je predstavijen Slikom 5.

@,pAt)
(1,qvr)
(2,gvVrVvit)
3,-pV-q)
(4,-pV -r)

(5,-pV -it)

(6,p)0
(7’ t)ﬂ

(167p)s(17-g)s (18-p)3(19-g)3 (20,-p)3(21,74)s (22:p)3(239)s (24;-P)s
X X X X X X X X X

(28,p)4(29m)a (30;p)a(31,77)a
X X X X

Slika 5.

Primjetimo da je su u tablou Ty prisutne tacke sa ordinalima od @ do 5, u tablou
T, od 0 do 7, u tablou T2 od @ do 9, u tablou Ts; 0 do 15, u tablou T4 od @ do 27
i u tablou Ts od @ do 31. Primjetimo da je za svaki ordinal 5 < ¢, vazi Ts = T..
Uopstenje prethodnog svojstva: da poslije nekog ordinala konstrukcija tabloa “staje”
biti ée osnovni rezultat u nastavku ovog odjeljka za iskazne racune P,. Ekvivalentnu
teoremu ¢emo dokaziti i za beskonacne logike Lag.

Primjer 2.1.2. Konstruisimo analiticki tablo nad slijedeéim formulama iskaznog

ratuna F,,;: V /\
- D (p.V —P.)

<w <w

Tablo konstruisan nad navedenim formulama je predstavljen Slikom 6.
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’(0,4-. V P.)

o<W

1L A @ V-p)

<w

(2, 1/\ Py

<w
(3’ p‘ v -’p‘)l

<ﬂ-*-2, Pn vﬁp“h

(w’ HPD>2

(w+n,-pn)2

(w2+1, —Pe)a

2,
{w xpa)a (W2+3,~p1)a

(w2+2, p1)g
X (W2+2n + 1,7pa)nia

(w2421 +3,~ppt1)nis
(W2+ 242, pny1)nss
X

Slika 6.

Primjetimo da je su u tablou Ty prisutne tagke sa ordinalima od @ do 1, u tablou
Ty od @ do 2, u tablou T; od @ do 3, u tablou T3 prisutne su tacke sa ordinalima
¢t <w, u tablou Ty prisutne su tatke sa ordinalima ¢ < w-2, i dalje u tabloima Ts + &
za 0 < w, prisutne su tatke sa ordinalima ¢ < w-2+ 2n + 1.

2.1.2 Svojstva analitiékip tabloa za iskazne raéune P,

Osnovno svojstvo ovako generisa.nilh tabloa je da za bilo koji niz formula & konstrukcija,
mora da stane tj. vazi slijede¢a formula:

@) (1< > T2 =TP).
Da bi smo dokazali gornje tvrdjenjé uvedimo slijedeéi niz pojmova i lema.

Definicija 2.1.6. Pod teiinom tacke u tablou T2 podrazumjevamo funkciju w,
koja svakoj tacki (o, ) tabloa dodjeljuje ordinal na osnovu slijedeée formule:

w(g)={ g1 <o
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Tezina tatke £ = (0, ) nam daje prvi indeks tabloa u nizu T2 u kojem je tatka x
iskori§¢ena u konstrukciji tabloa.
Sli¢no pojmu teZine tatke u tablou uvodimo pojam teZine tabloa.

Definicija 2.1.7. Kompleksnost tabloa je funkcija comt koja svakom analitickom
tablu T® dodjeljuje ordinal na osnovu formule:

comr(TE) = |J wi(a).
zeCP?

Posljedica 2.1.1. Direktno iz definicije slijedi formula:

leomt(T2)} < T2

Lema 2.1.2. Za svaki tablo TZ vazi:
(Vx € CP?) (wb(x) #0 - Weomy (T2) (1) = 0)

Navedena lema zapravo znaci da za sve tatke koje se nalaze u konzistentnim granama
& € CP? koje nijesu bile iskoriséene u tablou T (tj. w.(z) # 0), iskoris¢ene su u
konstrukeiji do tabloa T2 mr(T#)"

DokAz. Na osnovu definicije niza tabloa T imamo da su sve tacke koje se nalaze
u konzistentnim granama (o,v) € CP? takve da o < 7, iskoriS¢ene su u konstrukeiji
niza tabloa, t.j w-({c,v)) = 0. Dalje, na osnovu definicije preslikavanja comt imamo
da vazi da za svaku tatku (o, ) € CP®, takvu da ¢ < o vaZi:

o < o+1 = wi{{o,9) < U wi({o,9) = comr(T}).
(o,0)ECP?

Iz svega retenego imamo da su sve tatke z € CP? iskorigéene u kontrukeiji do tabloa
Tq;m-r(T}’) tj. Weomy Ty (z) = 0. Q.E.D.

C

Definicija 2.1.8. Definisimo preslikavanje g : (w + 1) = On induktivno na
osnovu slijede¢ih formula:

g(®) = 0,

gln+1) = comy(Ty,),

g(w) = U gn).
n<w

Posljedica 2.1.2. Na osnovu Leme 2.1.2. za svaki ordinal n < w i tablo T;En)
vazi formula:

(Vz € Cpfqp(n)) (wy(n) () #0 — wg(""’l)(x) =0).

Lema 2.1.3. Za svaki ordinal n < w i tablo T;I;n) vazi formula:

com1(Tyi) 0 = g(n) < g(n+1).
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DokAz. Neka je comr( (n)) # 0. Tada postoji tatka z = (0,p) € CPg(ﬂ),
takva da wy(n)(z) # 0. Petpostawmo li da je 0 < g(n) tada wy(,)(z) = 0, dto je
u kontradikciji sa izborom tatke £. Dakle moguée je samo da g(n) < o, tada vazi
slijedeéi niz relacija:

gin) S 0 <o+l = wm(@) £ | wym®) = comr(T,) = g(n+1).
VECPLm)
Povezemo li potetak sa krajem imamo da g(n) < g(n + 1). Q.E.D.

Teorema 2.1.1. TEOREMA o ZAUSTAVLJANJU Za svaki niz tabloa T‘I’, t €On
postoji ordinal 4 takav da vazi fonmula

V) (1< = 7).

DOKAZ. Primjetimo da je na osnovu definicije niza TZ, ¢ € On, tvrdjenje teoreme
je ekvivalentno formuli oom-r(T‘I’) @, odnosno

(Va:ie CP:) wy(z) =

Pretpostavimo da comy(T g(n)) # 0, za svako n < w. Tada na osnovu Leme 2.1.3.
niz g(n) je strogo rastuéi, pa na osnovu definicije g(w) mora biti graniéni ordinal.
Pretpostavimo dalje da postoji taéka T = (0,p) € CP? 2w takva da wy(,)(z) # 0.
Tada obzirom na definiciju niza T2 i éinjenicu da j Je ordinal g(w) grani¢ni, postoji
ordinal § < g(w) takav da z ¢ CPe iz € CPe +1- Dalje, na osnovu definicije
ordinala g(w) postoji ordinal m < w takav da €+ 1< g(m). Dakle z € T2
Wy(m)(2) # B (u suprotnom bi bilo wy(,)(z) = 0). Na osnovu Posljedice 2.1.2.

slijedi da wy(,n41) () = 0, Sto bi ppvlaéllo da wy(,)(z) = 0, a to je u kontradikciji sa
izborom tacke z.

Iz svega reenog slijedi da comy (T) = Q.E.D.
Na osnovu prethodne teoreme uvodlmo sll_]edeéu definiciju.

Definicija 2.1.9. Za niz formula & = (¢o)o<r definiSemo kompletan tablo T2
kao: :

T = ;Ew).
Analogno Definiciji 2.1.3. i Definiciji 2 1.5. uvodimo i skupove definisane u
ovim definicijama i oznagavamo sa G® = CP? = CP;.)> CG* = CG? R
CcCm?® CMy(w)
Primjetimo da su maksimalne grme kompletnog tabloa T? ili kontradiktorne ili
pripadaju skupu CM2.

Na kraju dokaZimo teoremu kOJb, vrsi procjenu funkcije g za iskazni radun P,, gdje
je a regularan kardinal.

9(w)’

Lema 2.1.4. Neka je dat iskazni ratun P,, takav da je kardinal a regularan.
Tada za svaki niz formula ®, takav da |®| < a, vazi formula:

Vi< a) (IT?| <a A |CME| < a).

DoKAz. Dokaz sprovedimo indukcijom po ordinalima ¢ < a.

g(m) 1
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(1) INDUKTIVNI POCETAK, ¢ = 0. Na osnovu konstrukcije tabloa vazi:
IIZl = 12| < o

|CM2| 1 < a

(2) INDUKTIVNA HIPOTEZA. Neka za ordinal v < a vazi formula:

Ve <) (IT? <a A |[CM}| < a).
(3) INDUKTIVNI KORAK. Dokazimo na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE da za vy
(< @), vaii [T?| < a.

(3.1) Ako je ordinal v, ordinal sljedbenik tj. postoji ordinal ¢ takav da vy = ¢t +1,
tada na osnovu definicije tabloa svakoj maksimalnoj konzistentnoj grani
“dodamo” najvise k < a neposrednih slijedbenika, pa vazi formula:

ITZ:1 < ITP+ICMP| - &,

Poto je na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE [CM?| < a, tada je [CMP| -
k < a. Zbir dva kardinala manja od a je manji od @, pa odavde za-
kljucujemo da |T%,| < a. Takodje na osnovu definicije tabloa vazi for-
mula:

ICMZ,| = |CM?| -k < o

(3.2) Ako je ordinal y grani¢ni, tada na osnovu definicije tabloa vazi formula:

i) < U2

<Y
Posto na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE vazi da za svako ¢ < «y vaii [T?| <

a i posto je kardinal o regularan tj. cf(a) = o slijedi da je T3] < a.
Sliéno, na osnovu definicije tabloa zakljucujemo da vazi formula:

icm2) < | JIem?)
<y

Na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE vazi da za svako ¢ < -y vazi [CM| < a
i posto je kardinal « regularan, slijedi da je |CM$| <o

Q.E.D.

Lema 2.1.5. Neka je dat iskazni racun P,, takav da je kardinal a regularan.
Tada za svaki niz formula ®, takav da |®| < e, vazi formula:

(Vn < w) g(n) < a.
DokAZ. Dokaz sprovedimo indukcijom po ordinalima n < w.
(1) INDUKTIVNI POCETAK, ¢ = §. Na osnovu definicije funkcije g vazi:

g =0<oa.
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(2) INDUKTIVNA HIPOTEZA. Neka za ordinal n < w vazi formula:

(Vm < n) g(m) <a.

(3) INDUKTIVNI KORAK. DokaZimo na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE da za n + 1
vazi g(n + 1) < a. Na osnovu definicije funkcije g i Posljedice 2.1.1. vazi
formula: ? . .

Ig(n + 1)| = lmT(Tg(n))i < ITg(n)I'

Iz INDUKTIVNE HIPOTEZE 1blijedi da g(n) < a, pa na osnovu Leme 12.1.4.

vazi da [T} )| < o, odnosno |g(n + 1)| < a. Kako je g(n + 1) ordinal tija je

kardinalnost manja od a to i ordinal g(n+1) sam mora biti manji od &, odnosno

vazi g(n+1) < a.

Q.E.D.

Posljedica 2.1.3. Za iskazni ratun P,, takav da je kardinal o regularan i niz
formula @, takav da |®| < a, direktno na osnovu Lema 2.1.4. i 2.1.5. slijedi
formula: :

(¥ <w) [Tyl <a.

Teorema 2.1.2. Neka je dat| iskazni ragun P,, takav da je kardinal a regularan.
Tada za svaki niz formula &, takav da || < a, vaii |[T?| < a.

DOKAZ. Mogué je jedan od d*a slutaja:
(1) @ # w. Iz definicije kompletnog tabloa slijedi formula:

nEw
Na osnovu Posljedice 2.1.3. za svako n < w vazi ITqtny| < @. Posto je a
regularan kardinal tj. cf(e) = a, slijedi da |J,,¢,, |Tgtmy| < @, odnosno [T?| < a.

(2) a =w. tada je < w, dakle ® je konatan skup. Oznatimo tada sa cor funkciju
koja svakom analitickom tabPou T2 dodjeljuje prirodan broj na osnovu formule:

cor(T?) = | J{eor. (¢) | (0,0) € T2 A 1 <0}
Iz definicije cor, neposrednoise zaklju€uje da za svaki ordinal ¢ vazi formula:
(Vo < 1) cor(T2) > cor(T?).
Neka je tatka (0,¢) € T?, takva da ¢ < 0. Moguée je da nad formulom "
primjenimo jedno od pravila}za konstrukciju tabloa (P1)-(P4):

(P3), (P4) Tadaje p = A, vi, ili o =/, i, gdje je n < w. Neka je formula
¥ takva da za svako i < n vaZi cop, (p;) > cop, (p;). Tada vazi sledeéi
niz relacija: ]

cor,(¢) = cor,(pi) +1 > cop, (p;).

Odavde zakljuéujemo d# poslije primjene pravila (P3) ili (P4) nad formu-
lom ¢, formule koje smo dodali u tablo kompleksnosti manje od komplek-
snosti formule ¢. |
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(P1) Tada je ¢ = <, ako ¢ € Varp,, pa vaZi niz relacija:

cop,(p) = cop,(~9) > cop, (¥).

U slu¢aju da je ¥ = -8 posljednja relacija je stroga nejednakost, Kada je
V=91 = o, ¥ = N\, ¥ ili ¥ =V, ¥i posljednja relacija je jednakost.
Tada je i formula 1)— u obliku neke disjunkcije ili konjunkcije, pa dalje nad
o mogudée primjeniti pravila (P3) ili (P4). Poslije primjene pravila (P3)
ili (P4) u stablu se nalaze konsekvence formule ¢ koje imaju kompleksnost
manju od formule ¢

(P2) Tada je ¢ =% — 8. Neposredno zaklju¢ujemo da vaze relacije:

cop, (p) = cop, (%), cop,(p) > cop, ()

Ako nad formulom —) primjenimo pravilo (P1), a zatim nad konsekvecama
ove primjene, pravilo (P3) ili (P4), sve konsekvence formule  imace manju
kompleksnost od formule .

Iz svega izlozenog slijed da kakvog god da je oblika formula p, poslije tri primjene
odgovarajuéih pravila za konstrukeiju tabloa (P1)-(P4), konsekvence formule @,
¢ée imati manju kompleksnost od formule . Kao direktnu poslijedic ovog stava
mozemo izvesti sljedeéu formulu:

(Vr <w) (cor(THa) #0 = cor(Tyin) > cor(Tyinys))-

Posto je niz ® konacan i neprazan, to slijedi da je cor(T;IEO)) < w. Lako se
dokazuje na osnovu prethodnog da niz cot (T;I;n)) ima strogo opadajuci konacan
podniz. Obiljezimo li sa m posljednji element u tom konatnom podnizu, tada
mora da vaZzi formula:

COT(T:Em)) = 0.

Kako cor(T2) = 0 povlati com7(TE) = 0, odavde zaklju¢ujemo da Tp =

L T®. Na osnovu Leme 2.1.4. vaz |T2| < w, pa iz prethodnog onda
slijedi [T®] < w. Q.E.D.

Posljedica 2.1.4 Neka je dat iskazni ratun P,, takav da je kardinal a regularan.
Tada za svaki niz formula ®, takav da |®| < o, vaZi

gw) < a.

DokAz. Ako je a = w, iz dokaza prethodne teoreme, neposredno slijedi zakljucak
teoreme. U slutaju kada je w < a, tada je g(w) < a. Ordinal g(w) je na osnovu svoje
defincije kofinalan sa w, dok je na osnovu pretpostavke a regularan, pa moze da vazi
samo da g(w) < a. Q.E.D.

Na osnovu prethodne posljedice zakljutujemo da kada je dat iskazni racun P,
takav da je kardinal o regularan, tada za svaki niz formula @, takav da |®| < a,
konstrukcija kompletnog tabloa T staje u manje od a koraka.

Posljedica 2.1.5 Klasi¢ni iskazni racun (P,) je odlugiv.
Dokaz. Neposredno na osnovu Posljedice 2.1.5.
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2.2 Analiticki tabloi za logike L,

2.2.1 Definicija analiti¢kih tabloa za logike L,z

U ovom djelu formulisati éemo analiticke tabloe za logike Lg, sli¢no kako je to bilo
uradjeno u prethodnom poglavlju za iskazne ratune P,. Netemo koristiti posebne
oznake za ova dva tipa tabloa, od konteksta ée zavisiti da li podrazumjevamo tabloe
za iskazne racune ili beskonagne kogike. Motivacija za uvodjenje nekih pojmova u
ovom djelu je sli¢na motivaciji da se oni uvedu u prethodnom djelu, tako da kada se
ona poklapa izostaviti éemo detaljno obrazlaganje za uvodjenje sli¢nih pojmova.

Definicija 2.2.1. Za svaku logiku L,g, jezika L formiramo jezik M takav da je:

Funy = Fung,
Relyy = Rely,
Consty = Constr U {cs |6 < rc(||L]])},

i gdje je skup C' = {c5 | d < re(||L]|)} takav da ¢, # e, zac #T7iLNC =0, a
funkcija re je kardinalna funkcija zadata formulom:

o ={ e o en

Iz definicije vidimo da je rc(k) najmanji regularan kardinal za koji vazi & < re(K).
Dakle |C| je regularan kardinal. Jeziku M odgovara beskonatna logika M.

Teorema 2.2.1. Neka je data logika Lag takva da |L| < (a + 8) = @, Tada za
svaku formulu ¢ € Fory,, vaZi formula:

Fr.p ¢ akko FMap P

DokAz. Pretpostavimo da Fy,, ¢, tada niz formula koji predstavlja dokaz u
logici Lag formule g, je takodje dokaz i u logici M,g, pa FMap ©-

Pretpostavimo sada da kg, , ¢. Neka je (¢.)i<v, gdie ¥ < a niz formula koji
predstavlja dokaz formule . U svakoj od formula ¢, pojavijuje se manje (u kardinal-
nom smislu) od a konstanti. Kako formula ukupno ima v < a, skup konstanti koje
se pojavljuju u dokazu formule ¢ kardinalnosti manje od a. Slicno zakljutujemo i za
varijable, da ih se manje od a pojavljuju u dokazu formule ¢. Tada jednoznaéno za-
mjenimo svako pojavljivanje konstante iz C sa varijablom koja se ne javlja u dokazu.
Ovako dobijene formule predstavljaju dokaz formule ¢ u Log, dakle b1, ¢. Q.E.D.

Lema 2.2.1. Neka je data beskonatna logika Log i model 2 jezika L. Za bilo
koje njegove formule ¢, 4, ¢, € Fory,_ s> L <7 < a vaze slijedeéi stavovi:

(P1) Ako A |51, o, tada A =y, o

(P2) Ako 2 =1, ¢ — 9, tada je A b=z, ~p ili A =1, ¢

(P3) Ako A |=¢,, A<y ®., tada z# svako s <7y vaZi A =z, ..

(P4) Ako A =, V<4 #:, tada postoji ¢ < v tako da vazi 2 FL.s ¢

(P5) Ako 2 =1, (VX)p[X], tada za svako T : X — A vazi % b=y, ¢[X(7].
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(P6) Ako 2 =1, (3X)yp[X], tada postoji T : X — A tako da vazi 2 [=r,, ¢[X1]-

Dokaz. Dokaz neposredno slijedi iz osobina relacije zadovoljenja za beskonatne
logike Log.

Motivisani Lemom 2.2.1. kao i u slu¢aju iskaznih ra¢una, polazeéi od beskonacne
logike Lo, formulisemo za njoj ekvivalnetnu logiku Myg pravila (P1)-(P6). Koristeci
oznake iz prethodne leme dobijamo slijede¢ih Sest pravila:

P2 ¢ Varp., pay L2 Y
( ) o 30¢ ATL.g ( ) __.‘pl,(p
/\L<1SOL
Yo
11 V
P3) . P4 1<y &
(P8 P T T Ton T
"D
(VX)plX] 3X)elX]
P5) ———— P6) ————
(P9) = gXr] (PO = oXin]
za svako T: X —Consty “potpuno novo” T:X—Consiy

Primjedbe uz pravila (P5) i (P6) nas upucuju da se u konstrukciji tabloa posebno
vodi racuna u upotrebi konstanti koje smo dodali leziku L. U pravilu (P5) za for-
mulu (VX)p[X], za svaku funkciju T : X — Consty dodajemo u konstrukciji jednu
formulu [X|r]. Ovakav postupak je potpuno je u skladu za AKSIOMOM KVANTIFIKA-
TORA (Q1). Sluéaj pravila (P6), je nesto komplikovaniji. Naime za svaku formulu
(3X)¢[X] biramo “potpuno novu” funkciju T': X — Consty i dodajemo u konstruk-
ciju formulu ¢[X,r]. Ovdje “potpuno nova” funkcija T znati da je T bijekcija i da je
kodomen funkcije 7', Range(T), takav da se ni jedna konstanta iz Range(T') nije bila u
kodomenu neke funkcije koja je bila primjenjena u nekoj prethodnoj primjeni pravila
(P6). Ovako izabrana funkcija T je praktino svedok da je formula (3X)yp[X] tatna.
Kada efektivno budemo konstruisali tablo, pravilo (P6) ¢emo primjenjivati tako da
funkcija T bude “potpuno nova” u okviru grane u kojem sa nalazi formula nad ko-
jom prinjenjujemo pravilo (P6). Primjetimo takodje da pravilo (P5) prestajemo da
primjenjujemo nad formulom (VX)p[X] kada upotrebimo sve funkcije T'.

Definicija 2.2.2. Tacka anlitickog tabloa biti ée struktura oblika: (4, ¢), gdje je
@ € Fory,, i 6 je ordinal. Analiticki tablo predstavlja stablo T = (T, <7 ), tako da
je skup T, skup tataka analitickog tabloa. (Potpuno analogno kao u slucaju iskaznih
racuna P,.)

Oznaku t; za tatu (6,¢) analitickog tabloa beskonatne logike Lag i relaciju ~
(“na grani”) definisemo analogno kao i u slu¢aju iskaznih racuna.

Da bi smo olaksali rad sa pravilima (P5) i (P6) uvedimo slijedee definicije.

Definicija 2.2.3. Neka je relacija <, relacija dobrog poretka na skupu Consty
koja zadovoljava slijedece uslove:

(1) Za svako c € Consty id € C vazi c < d.
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(2) Ako su ¢, c, € Constyy, tada ¢, < ¢, akko o < T.
Za proizvoljan skup Y C Varyy, , joznatimo sa <y relaciju uredjenja skupa ¥ Const s
u odnosu na relaciju < ako za f,g € Y Constys vazi formula:
f<rg akko o eY)WweYNn{v. |7<a}) flv)=9() A f(v,) < 9(vs).

Ovakve poretke nazivamo leksilcojmfskim uredjensima i nije teSko dokazati da su lek-
sikografska uredjenja dobra uredjenja. Posto je relacija <y dobro uredjenje skupa
Y Consty, tada postoji ordinal 7, takav da su strukture (¥ Consty, <y) 2 (y,,<)
izomorfne. Neka je funkcija HY :4 = Y Constys, funkcija izomorfizma, takva da za
0,7 < 7y, vaZi formula:

o<t akko HY (o) <y HY(7).

Numerisimo skup varijabli Y, takoda Y = {ve(r) | T < |Y|}. Definisimo jos i funkciju
GY :|Consty| — Y Consty, tavu da za o < |Const x| vazi formula:

GY(U) = {(vr(r)vca;r) IT < IY'}
Definicija 2.2.4. Definismo funkcije: nay(X,y) preslikava granu tabloa X i

formulu ¢ u ordinal i funkciju nﬁg(X ) koje preslikava granu tabloa X u ordinal na
osnovu slijedeéih formula: \

{ wo < 1y [Wl¥imr ] £ X] : o= (Y)W,
nay(X,p) = |

0 ‘ : inage.
nz3(X) = po<|C| [ (AY)W)~ X A YlYir]~ X A

T € YConsty A c, ¢ Range(T) ].

Primjetimo da funkcija nzv(X, ¢) za ¢ = (YY)9[Y] dodjeljuje najmanji ordinal o
takav da se formula YV ()] n¢ pojavljuje u grani X. Takodje funkcija nzs(X)
dodjeljuje ordinal o takav da se konstanta ¢, ne pojavljuje u formulama grane X.
Definifimo dalje za granu X i formul ¢ predikat Pos(X, p), tako da on vazi ako
vaZzi formula:
p=(Y)¥ A nav(X,p)<7,.

Iz definicije je jasno da Pos(X, ) vazi ako je ¢ = (VY)% i moguée je u grani X jos
primjenjivati pravilo (P5) nad formulom ¢.

Na kraju definifimo dvije funkcije: Ty(X, ) koja preslikava granu tabloa X i
formulu ¢ funkciju iz ¥ Constyy, zaneko Y C Varyy,, i funkciju T5(X, ¢) koja granu
X preslikava u takodje u funkciju|iz Y Constyy, za neko Y C Vary,. Funkcije su
zadate slijedeéim fomulama.:

{ HY (nzy(X,9)) : ¢ = (YY),
Tv(X,p) = ‘

0 : inade.

GY (nz3(X)) : o= (3Y)y,
TB(X7‘P) =

0 : inace.
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Intuitivno funkcije Ty i T5 nam obezbjedjuju da u konstrukciji tabloa kada treba da
primjenimo pravilo (P5) i (P6) da funkcija T koja se pojavljuje u pravilima bude
ispravno izabrana, u skladu sa pravilima (P5) i (P6).

Definicija 2.2.5. Neka je = tatka analitickog tabloa T2. Definisimo tada
preslikavanje Ap(X,,d,0) koje grani X, tacki z i ordinalima § i o dodjeljuje niz
formula na osnovu formule:

[ ((5+0,97)) : z = (r,~p)
A 12 ¢ Athp)
( (5 (072), ~), c @ =m0 = 9,

G+(02)+1,9))

(BHENFL0) ey = T =T Ay @)

Ap(X,.’L‘,(S,G’): ﬁ V$=(T,VL<,Y(pL),
(B+o,9lVimxe)) :z=(re) A o=EY),
((6+@2) Wi xpl)  2=(ne) A o= ()

¢+ (02)+1,0)) A Pos(X,p)
L 0 : inace.

Na osnovu definicije vidimo da je funkeija Ap(T,z,d,0) sliéna odgovarajuéoj fun-
kciji definisanoj za iskazni ratun, sem u slucaju kada formula u tacki z ima kvan-
tifikatore. Tada u sluéaju kada je ¢ = (r,(VY)®), nadjemo, ako postoji najmanju
funkeiju T € Y Constp, u poretku <y, takvu da se formula ¢[Y|7] ne pojavljuje u
grani X, §to nam obezbjedjuje funkcija Ty(X, ). U sluéaju da postoji, dodamo u
granu X tacke sa formulama ¥[Y|z,(x,)] 1 (VY)¥. Pomenuta funkcija T ne postoji
samo ako u grani X postoje tatke sa formulama olY|r] za svako T € YConstp i
tada ne koristimo vise formulu (VY ) u konstrukeiji tabloa. Dake, sve u skladu sa
formulacijom pravila (P5).

U slu¢aju kada je ¢ = (7, (3Y)%) i trazimo konstante (prve u smislu poretka <Ly)
iz Const s koje njesu bile uvedene nekom predjasnjom formulom sa 3 kvantifikatorom
u grani X, $to nam obezbjedjuje funkcija T5(X). Primjetimo da trazene konstante
uvjek postoje jer formula iz Forp,, koje potinju sa kvantifikatorom 3 ima ukupno
||L||. Za svaku formulu trazimo v = |Y| “novih” konstanti iz Consty tako da vaze
formule:

v < B < ILIf £ (€]

Posto je |C| regularan kardinal, “novih”~y konstanti postoji za svaku pomenutu for-
mulu (suprotnom lako dokazujemo da je kardinal |C| singularan). Neka je T funkcija
koja preslikava Y u v “novih” konstanti, tada formulu ¢[Y|r] dodajemo grani X i
formulu (3Y )y ne koristimo dalje u konstrukciji tabloa. Dakle, sve u skladu sa for-
mulaciom pravila (P6).

Definicije koje smo uveli u Definiciji 2.1.3. na ovom mjestu neéemo navoditi,
jer su iste i u slu¢aju beskonaénih logika Lqg-



34 GLAVA 2. ANALITICKI TABLOI

Definicija 2.2.6. Neka je dat analiticki tablo T, ordinal ¢ i neka ¢ predstavlja
prvi ordinal veéi od svih ordinalaju tatkama analititkog tabloa T. Definisimo funkciju
R koja preslikava skup uredjenih trojki (T,¢,d) u skup tabloa na osnovu formule:

(W Repa(V, X7, AP(XT,, 4,6,0)) : t.= () V
a<|CM1(t,)] t. =, Aa<—y Pa) V
t.=(,(Y)p) v
t, = ("a (HY)‘p)a
“R(T,¢,0) = { .
H RePV(TwX'F;mAP(XT‘;a’t“&’ 9) :u= (b = Vv
o<|CMr(t.)] t. = (L7 Va'<'y (p”)’
(T it € AtLaﬁ.

I ovdje, slitno kao u slugaju iskaznog ratuna, funkcija R(T,¢,d) primjeni neko od
pravila (P1)-(P6) na formulu u tatki t, tabloa T tako sto prosiri svaku konzistentnu
granu X{-‘W tabloa T koja sadrzi tacku t, u skladu sa pravilom koje primjeni, inage
ostavlja tablo T nepromjenjenim.

Ako bi smo na ovom mjestu definisali za niz formula & = {p,),<r, niz tabloa
T.? i niz ordinala 0f onako kako smo to uradili za iskazne racune P, u Definiciji
2.1.5, definicija ne bi bila potpuna za beskonaéne logike L,s. Naime, ako bi u logici
Loy izgradili tablo za samo jednu formulu (VX)e tj. & = {(0, (VX )¢(z))}, tada nije
tesko vidjeti da bi kompletan tablo bio jednak T® = T2. Odavde slijedi da smo u
konstrukciji tabloa pravilo (P5) primjenili na prvih w konstaniti iz Consty. Kako za
Lu,w vazi |[Consty| = wy, to znaéi da bi na ovaj naéin zavrsili konstrukciju tabloa a
postoji jos moguénosti za primjenu pravila (P5).

Potrebno je dakle u grani¢nin ordinalima - u svakoji konzistentnoj grani tabloa:

=T,

<y

dodati tatke sa formulama ko je poinju sa kvantifikatorom V, ako jos postoji moguénost
da se nad njima primjenjuje pravilo (P5).
Opisani postupak uvodimo preko funkcija datih u slijedee dvije definicije.
Definicija 2.2.7. Neka su date grana X analitickog tabloa. Skup Posy
definiSemo formulom:
Posx = {p~ X | Pos(X,p)}.

Iz definicije skupa Posy, jasno je da on predstavlja skup svih formula grane X, koje
potinju kvantifikatorom V i nad kojima je jo§ moguce primjenjivati pravilo (P5). U
daljem radu podrazumjevati ¢emo da je svaki skup Posx indeksiran, odnosno da
¢r € Posx,za 7 < |Posx|. Na kraju definisemo niz ApPosx (9) gdje je 6 proizvoljan
ordinal slijedeéom formulom:

ApPosx (0) = {(6+7,0:) | ¢, € Posx).

Definicija 2.2.8. Za dati tablo T definiSemo niz tabloa V, = (V,,<y,) i niz
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ordinala n,, za ¢ < |CM7]| induktivno na osnovu slijede¢ih formula:
Vo =T,

Vipp = RepA(vL,XT;L,APPOSXT;L(nL))’

Vi = (UW, U<v.), LimQ),
<A <A

n, = U (0’ + 1)
(o.p)EV.

Primjetimo da je gornja definicija dobra jer Xt;, € CMy,, za svako ¢ < |CMt|. Na
osnovu prethodno uvedenih nizova defini§imo funkciju S koja preslikava tablo T u
tablo tako da:

S(T) = v|CM1-|-

Sada imamo sve definicije neophodne da bi smo korektno definisali niz tabloa za
dati niz formula.

Definicija 2.2.9. Definiimo za niz formula & = (po)s<r beskonatne logike
Log, niz analitickih tabloa T2 i niz ordinala o2 induktivno po ordinalima na osnovu
slijede¢ih formula:

T¢ = Treen((®,%0),((0; Po)o<o<r)s
TS, = R(T}07),
T = S(TY), Lim(y),
o8 = U(e+1).
(o,0)ETF

Elementarne posljedice (D1) i (D2) koje smo formulisali za tabloe iskaznih ratuna
vaze i za tabloe beskonaénih logika. Poslijedica (D3) ne vaZi ali vazi sledeéa poslijedica
koja je slitna (D3):

(D3’) Za bilo koji ordinal v, i za sve tacke z tabloa T.‘,I> postoji ordinal £ < «y tako da
vazi formula:

(o< &z gT?) A (28 z€TH).

Razlika izmedju (D3) i (D3)’ je u tome 3to je najmanji ordinal ¢ za koji vaii z €
T2 u (D3) ordinal slijedbenik a u (D3)’ ne mora biti slijedbenik ve¢ moze biti i
grani¢ni ordinal. Iz ovoga direknto izvodimo da elementarna poslijedica (D4) nece
vaziti za tabloe beskonatnih logika, 8to ¢ini dokaz TEOREME O ZAUSTAVLJANJU za
slu¢aj beskonaénih logika Los drugatijim od odgovarajuceg dokaza za iskazne racune
P,.

Uvodimo slijedeée skreéenice za skupove koji su uvedeni u Definiciji 2.1.3.
oznatimo sa G? = Gre, CP? = CPrs, CGY = CGrp i CM? = CMrs.
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2.2.2 Svojstva analitickih tabloa za logike Log

Sli¢no kao i u sluéaju iskaznih ra§una Py i u sluéaju beskonaénih logika L, dokazu-
jemo da za bilo koji niz formula & konstrukcija mora da stane tj. vazi slijededa

formula: ;
@EM) (r<e = T2 =TP).

Sledecih nekoliko definicijija i lema su iste kao i slucaju iskaznih ratuna, pa ih bez
komentara i dokaza navodimo. '

Definicija 2.2.10. Pod tezinom tacke (o,) u tablou T? podrazumjevamo
ordinal definisan formulom:

wo((aﬂl?)) = { ;+1 ;S&UL’

Definicija 2.2.11. Kompleksnost tabloa je funkcija comt koja svakom anal-
ititkom tablu TF dodjeljuje ordinal na osnovu formule:

comT(TF)= U w,(z).
zeCP?

Lema 2.2.2. Za svaki tablo T,‘" vazi:
(Vz € CP?) (w.(z) #0 - wcomr(T")(z) =0).

Navedena lema zapravo znati da za sve tacke koje se nalaze u konzistentnim granama
z € CP? koje nijesu bile iskoriséene u tablou T? (tj. w.(z) # 0), iskoriséene su u
konstrukciji do tabloa T®

comy(T®)"

Definicija 2.2.12. Definisimo preslikavanje g : On — On induktivno na osnovu

slijedeé¢ih formula:
9(®) = 0,
g(r+1) = comt(TS1,)),
9(}) = U g(r), Lim()).
<A

Posljedica 2.2.1. Na osnovu Leme 2.2.2. za svaki ordinal 7 i tablo T;IET) vazi
formula:
(Vz € CPY,)) (wo(ry(z) #0 — Wy(r+1)(2) = B).
Lema 2.2.3. Za svaki ordinal 7 i tablo T5\,) vazi formula:

comT(T:z,)} #0 = g(r) < g(r +1).

Posljedica 2.2.2.  Neka je A granitni ordinal. Ako za svako 7 € A vazi
comr(T3,)) # 0, tada je ordinal g(A) granicni, tj. Lim(g(})). -
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Veé smo napomenuli da zbog definicije niza T? za beskonaéne logike Log nije
moguce ponoviti dokaz TEOREME O ZAUSTAVLJANJU za iskazne ratune P, iako su
prethodne definicije identiéne u oba slu¢aja. Uvedimo dalje nekoliko dodatnih poj-
mova koji ¢e nam omoguéiti da dokazemo TEOREMU O ZAUSTAVLIANJU za beskonatne
logike Laﬂ.

Posmatrajmo kardinalnosti skupova promjenljivih koje se javljaju vezane kvan-
tifikatorom V u formulama niza ®. Obiljezimo najveéi od ovih kardinalasa A. 1z defini-
cije beskonaéne logike L, neposredno slijedi da A < 8. Oznatimosa & = |Const Ml
Primjetimo da za svaki skup promjenjljivih Y C Vary, takav da se (VY) javlja u
formulama niza formula @ vaZi sledeéi niz relacija:

|Consty|Y! < |Consty|* = &.

Definicija 2.2.13. Definisimo dalje funkciju h : (w + 1) = On induktivno na
osnovu slijedeéih formula:

h(n) = g(x-n),
hw) = U h(n).
n<w

(Mnozenje u definiciji h(n) je ordinalno.)

Posljedica 2.2.3. Za svako n < w ordinal - n je granicni ordinal, pa ako za
svako 7 < Kk-n vazi comT( y(T)) # 0, tada je ordinal g(k-n) grani¢ni, tj. Lim(g(x-n)),
odnosno Lim(h(n)).

Lema 2.2.4. Ako za n < w, i za svako 7 < k- n vazi comt(T (T)) # 0, tada za
svaku tacku z = (0, ) € CPh(n) takvu da h(n) < o vazi formula:

(AY C Vary)(3y € Forpm,,;) = = (o, (VY)¥).

Lema zapravo tvrdi da sve tacke u tablou T,;l’ () koje nijesmo iskoristili u konstrukciji
tabloa imaju formule koje potinju kvantifikatorom V.

DoKAZ. Na osnovu Posljedice 2.2.3. slijedi da je ordinal h(n) graniéni, tj.
Lim(h(n)), pa na osnovu Definicije 2.2.9. vazi formula:

T2 = S(Tin):

Pretpostavimo suprotno, da zasvakoY C Vary,, 19 € ForMm,3 vaziz # (o, (VY )¢).

Tada ta¢ku z nije mogla dodati u tablo T

funkcqa S, jer ona na osnovu Definicije
2.2.8. dodaje samo formule kojima pre(ihodl V kvantifikator. Ostaje jedino da se

tatka z nalazi u tablou T, h(n) Odavde neposredno slijedi da postoji ordinal £ < h(n)
takav da = ¢ CP‘I> ize CPE +1- Poto je ordinal h(n) grani¢ni i obzirmo na njegovu
definiciju:
h(n) = g(k-n) = |J 9(m),
7<Kn
tada postoji ordinal § < k- n, takav da £ +1 < g(6). Dakle, z € T;ZJ) i wys)(x) # 0.
Na osnovu Posljedice 2.2.1. vaZi wy(s41)(x) = 0, a na osnovu definicije h(n) vazi
slijedeti niz relacija:
o < g(6+1) < h(n),
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§to je u kontradikciji sa izborom tatke z. Q.E.D.

Lema 2.2.5. Ako zan < w,i za svako 7 < & - n vazi com-r(T:zT)) # 0, tada za
svaku tatku z = (g, (VY)¢) € CP},,, takvu da h(n) < o vazi formula:

(VT € ¥ Consty)(VX € CMR,41)(2)) olYir] ~ X.

Tvrdjenje leme mozemo formulisa{ti i na sledeéi natin. Neka je tacku z, oblika ¢ =
(o, (VY )¢), tatka tabloa T} | koja nije iskoriéena u konstrukeiji tabloa. Maksimalne

grane X tabloa T&n +1) koje sadrze tacku z, pored nje sadrze i tatke sa formulama
¢(Y|1), za sve funkcije T € ¥ Consty. Drugim rijetima u tablou T +1) U granama
koje sadrze tactku z zavrsili smo ﬁsa primjenom pravila (P5) nad formulom (VY ).
Prethodnu re¢enicu u vidu formule moZemo zapisati kao:

(VX € CM (1. (z)) —~Pos(X, (VY)y).
Na osnovu konstrukcije tabloa odavde slijedi da se tatka sa formulom (VY )¢ neée vise
dodavati u konstrukciji grana koje sadrze tatku z.
DokAz. Neka je tatka z = {0, (VY)yp) € CP}(n) takva da h(n) < o i grana
Xe CMf(n +1)(%). Posmatrajmo niz grana (X,)sex definisan formulom:

Xg = .X n Té’tl"ﬂ"'a)’ 0 e JC.

Iz definicije niza jasno je da za svako o < k vazi Xe CXe1i X, € CM‘;(M. +o) 28
0 <kkaoiX =|J,¢, X,. Neka je dalje ordinal § = nzv(Xy, (VY)p). Iz konstrukcije

niza T2 slijedi da vazi formula:
(V€ < 8) ¢lYigr )] ~ Xp.

Takodje iz definicije niza T? i Posljedice 2.2.1. slijedi da za svako o < 7, < k vazi
formula: :

OYHY (64+0)] ~ Xo-
Posto je x kardinal, pa time i grani¢ni ordinal imamo da je § + k = Uo<x
Na osnovu prethodnih formula tada za svako ¢ < Yy < K vazi formula:

d+0=%k.

elYiar o] ~ X.
Iz definicije funkcije HY i prethodne formule onda neposredno slijedi formula:
(VT e YconstM)(VX € CM3 ,11y(2) ¢lYjr] ~ X.
Q.E.D.

Teorema 2.2.2. TEOREMA O ZAUSTAVLIANJU Za svaki niz tabloa T2, « € On
postoji ordinal v takav da vazi formula:

V) (r<e » T2 =T2).

DokAz. Kao i u sluéaju iskaznih ratuna tvrdjenje teoreme je ekvivalentno formuli
comy(T?) = @, odnosno: :

(Vz € CP.? ) wy(z) =0.
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Pretpostavimo da comT(T;zT)) # 0, 7 < h{w). Tada na osnovu Leme 2.2.3. niz g(7)
je strogo rastuéi, pa na osnovu Posljedice 2.2.2. h(w) mora biti grani¢ni ordinal.
Pretpostavimo dalje da postoji tatka z = (g, ¢) € CPg’(w), takva da wp()(z) # 0.
Ako je formula ¢ # (VY )3, tada je dokaz teoreme isti kao i u ekvivalentnoj teoremi
za iskazne racune, te ga izostavljamo. Neka je ¢ = (VY)9 i uzmimo bilo koju granu
X e CMf(w) (z). Posto je h(w) grani¢ni ordinal, tada na osnovu definicije niza T2
postoji tacka =’ = (r,(VY)y) takva da z' € X i tacka z' je najmanja u grani X
u odnosu na poredak <Tfm' Ovakva tacka postoji jer je svaka grana tabloa dobro
uredjena relaciom <78 Iz definicije niza T2 slijedi da postoji ordinal { < h(w)
takav da o' ¢ CP? iz’ € CP¥,,. Posto je niz g strogo rastuéi, a ordinal h(w)
graniéni, tada postoji najmanje n, takvo da { < g(k - n) = h(n). Tada postoji tacka
" = (6, (VY)y) takvada z" € X iz" € CP%’(n). U suprotnom bi znacilo da je

-Pos(X N CP%’(n ,®), 3to je u suprotnosti sa izbormo tatke z. Na osnovu Leme
2.2.5. izvodimo formulu:

(VT € Y Constar)(VZ € CMF,11)(") lYir] ~ Z,

odnosno (VZ € CMy,,,,)(z")) ~Pos(Z,¢). Ako obiljezimo sa Z=XnT5 1y
tada posto je ~Pos(Z,¢) i Z C X slijedi ~Pos(X, ¢). Na osnovu Definicije 2.2.8.
preslikavanja S, tada tacka r ne moZze pripadati grani X, 5to je u kontradikeiji sa
izborom tacke x.

Iz prethodno dokazanog slijedi da je ordinal h(w), onaj koji zadovoljava uslove
teoreme, jer za njega vazi formula:

(Vz € CP‘Z(‘U)) Whw)(T) = 0.
Na osnovu prethodne teoreme uvodimo slijede¢u definiciju.

Definicija 2.2.14. Za niz formula & = (¢,)s<- definiSemo kompletan tablo T®
kao:
T? =Th,)
Analogno Definiciji 2.1.3. i Definiciji 2.1.5. uvodimo i skupove definisane u
ovim definicijama i oznacavamo sa G? = G;I:(w)’ CpP? = CP}I"(W), CG? = CG%’(W) i
Primjetimo da su maksimalne grane kompletnog tabloa T ili kontradiktorne ili
pripadaju skupu CM?.

Lema 2.2.6. Neka je data beskonaéna logika L.g, takava da je kardinal o
regularan i 8 < a. Tada za svaki niz formula @, takav da |®| < @, vazi formula:

Ve < a) |IT¥ < e

DokAz. Dokaz sprovedimo indukcijom po ordinalima ¢ < «, identi¢no dokazu
Leme 2.1.4.
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Glava 3
Kompletnost

U ovoj glavi uvodimo pojam tablo dokazivosti formule ¢ u teoriji @, u oznaci
® I-}a ¢, ako je kompletan tablo T2V{~¢} zatvoren, odnosno ako vazi formula:

CM®Uiel — ¢,

Zatim dokazujemo TEOREMU O EGZISTENCLII MODELA koja za svaku otvorenu
granu kompletnog tabloa konstruiSe model. Za iskane racune P, dokazujemo
TEOREMU O KOMPLETNOSTI koja tvrdi da za teoriju @ i formulu ¢ iskaznog
ratuna P, vaZi ekvivalencija:

3 l=p, ¢ akko ®Fp_ .

U slugaju beskonaénih logika Los u stanju smo da dokaZemo slabiju verziju
TEOREME KOMPLETNOSTI koja tvrdi da za teoriju & i formulu ¢ beskonagne
logike Lqg vazi formula:

Slr,p = BFL 0

Napomenimo da su za prve dokaze kompletnosti beskonagnih logika Lag, uvod-
jenjem svojstva konzistencije, i dokazom TEOREME O EGZISTENCIJI MODELA,
zasluzni su L. Henkin, R. M. Smullyan i M. Makkas.

Na potetku navedimo nekoliko definicija koje se odnosne na tabloe, bez obzira da
li su tabloi za iskazne ratune ili beskonacne logike.

Definicija 3.1. Za kompletan tablo T? niza formula ® = (¢, )s<, kazemo da je
otvoren ako je CM?® # 0 u protivhom kazemo da je zatvoren.

Definicija 3.2. Grana tabloa Y sadrzi sve formule koje se nalaze na grani X, u
oznaci X ~ Y, ako vazi formula:

(Vo) p~X = p~Y.

Grane tabloa X 1 Y sadrze iste formule, uozanci X 2Y,ako X Y iY ~ X.
Tablo T; je sadrzan u tablou Tz, u oznaci Ty & T2, ako vazi formula:

(VX € CM1,)(3Y € CM7,) X ~Y.

41
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Tabloi Ty i T2 su ekvivalentni, uoznaci i = To,ako Ty o To i Ta & T;.

Posljedica 3.1. Kako grane tabloa mozemo posmatrati kao funkcije, jer su
skupovi &iji su elementi uredjene dvojke (¢, ), gdje je ¢ ordinal, a 4 formula, tada za,
grane tabloa X i Y slijedeéi uslovi su ekvivalentni:

p~X akko ¢ € Range(X),
X~Y akko Range(X) C Range(Y),
X=Y akko Range(X) = Range(Y).

3.1 Kompletnost iskaznih rac¢una P,

Definicija 3.1.1. Neka je T tablo iskaznog ratuna P,, i neka je p : Varp, — {T,F}
valuacija iskaznih varijabli. KaZzemo da je valuacija p model grane X € CM7 u oznaci
p Ep, X, ako vazi formula:

(Vo ~ X) p Ep, ¢

Kazemo, dalje da je valuacija p model niza formula ® = (p,),<r iskaznog racuna P,
u oznaci p =p, ® ako vazi formula:

(VU < T) P F:Pc (PU'
Takodje kazemo da je valuacija p model tabloa T u oznaci p =p, T, ako vazi formula:
(3X eCM7t) pEp, X.

Lema 3.1.1. Neka je dat niz tabloa T2, ¢ € On, za niz formula & = (Po)ocr i
neka je data valuacija p : Varp, —+ {T, F}, tada vazi formula:

V) (9 R TP = pEr TS)

DokAz. Neka je p model tabloa T?, t.j. p =p, T¥. Tablo T2, je dobijen tako
5to je primjenjeno jedno od pravila (P1)-(P4) nad tatkom z = (1,¢) € T®. Neka je
X € CM? maksimalna konzistentna grana tabloa T?, takva da p =p, X.

Ako z ¢ X, tada na osnovu konstrukcije tabloa slijedi da X € CM?H, odnosno
grana X je takodje maksimalna konzistentna grana tabloa TZ .. Odavde neposredno
izp Ep, X,slijedi p=p, T2,.

Ako z € X, tada smo u tablou T%; granu X produzili u skladu sa nekim od
pravila (P1)-(P4) koji smo primjenili u konstrukciji. U zavisnosti od pravila koje
smo primjenili imamo slijedece slu¢ajeve:

(P1) Tada je ¢ = ¢ i ¢ € Varp,, pa smo granu X produzili tatkom (1, 9™).
Obiljezimo sa X; = X U {(r,4-)}. Posto na osnovu Leme 2.1.1 vazi da
ako p [Ep, ), tada p |=p, ¥, pa odavde izvodimo da p |=p, X;, odnosno
»Er. Th

(P2) Tada je ¢ = — 0, pa smo od grane X dobili dvije grane: X; = X u{(r,¥)}i
Xz = XU{(r +1,6)}. Posto na osnovu Leme 2.1.1 vazi da ako p Ep, ¥ —0,
tada p |=p, ¢ ili p |=p, 0, pa odavde izvodimo da p Er, Xi1ilip Ep, X,
odnosno p =p, TF,;.
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(P3) Tada je ¢ = A, %o, Pa SO granu X produzili tatkama (7 -T- 0,%s), 0 < 7.
Obiljezimo sa X3 = X U {(7 ¥ 0,v%,) | ¢ < v}. Posto na osnovu Leme 2.1.1
vaii da ako p [Ep, A, <, Vo, tada za svako o <y vazi p Ep, ¥s, pa odavde
izvodimo da p =p, X1, odnosno p Ep, TE,.

(P4) Tada je ¢ = V,,¥s, pa smo od grane X dobili v grana: X, = X U {(7 ¥
0,%¢)}, 0 < 7. Posto na osnovu Leme 2.1.1 vazi da ako p Er. Vocy Vo
tada postoji o < v tako da vazi p Ep, Yo, pa odavde izvodimo da p Fp, Xo,
odnosno p Ep, TS,

U sluéaju da nijesmo dodali ni jednu tatku grani X, tada X € CMZ,;, pa
neposredno slijedi p Fp, TSH.

Dakle, bilo da z € X ili z ¢ X imamo da vazi formula p |=p, T, Q.E.D.

Posljedica 3.1.1. Neka je X € CM? konzistentna grana tabloa T2 takva da je
p njen model, t.j. p Fp, X. Tada vazi formula:

3X' e CMY,) (X C X' A pEPR X))

Dokaz. Neposredno slijedi na osnovu dokaza prethodne teoreme.

Teorema 3.1.1. TEOREMA KOREKTNOSTI. Neka je dat niz formula & =
(@o)o<~ iskaznog ratuna P, i neka je data valuacija p : Varp, — {T,F}. Tada vazi
formula:

’p#PaQ - ’p#PaTQ’

DoKAZ. Neka je T2, ¢ € On niz tabloa za niz formula ®. Dokazimo da iz p Ep, ®

[

slijedi p Fp, T2, za svako ¢ € On, pa time i za T® = T;Izw). Dokaz sprovedimo
indukciom po ordinalima.

(1) INDUKTIVNI POCETAK, ¢ = 0. Iz definicije konstrukcije tabloa, slijedi da Ty =
®. Odavde direktno slijedi formula:

pER. T
(2) INDUKTIVNA HIPOTEZA. Neka za ordinal v vaZi formula:
(Ve <) pEP. T
(3) INDUKTIVNI KORAK. Dokazimo da za ordinal vy iz INDUKTIVNE HIPOTEZE slijedi

» Ep. Ty

(3.1) Ako je ordinal ~ sljedbenik. t.j. postoji ordinal ¢ takav da v = ¢+ 1. Tada
na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE i Leme 3.1.1. neposredno slijedi da

‘p |=P o TI:(-)FI‘
(3.2) Ako je ordinal v grani¢an ordinal tada konstruisimo slijedeéi niz grana
X, € CM2, . € v takav da vazi formula:

(Ve <) pFP. X
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Neka je Xy = @, posto je to na osnovu konstrukcije tabloa i jedina grana u
tablou Tg’ i za nju iz pretpostavke teoreme slijedi =p, Xp. Za sve ordinale
slijedbenike o + 1 granu X, definifemo na osnovu Posljedice 3.1.1.
tako da X, C Xp41 i p Ep, Xot1. U sluéaju da je ordinal o granicni,
granu X, definiSemo formulom:

X, = U X;.
7<0
Iz definicije grane X, i konstrukcije prvo zakljutujemo da X, € CM®.
Pretpostavimo da p [£p, X,,. Tada bi postojala tacka z = (r, ) takva da
P [£p. p- Na osnovu konstrukcije tabloa i definicije niza grana X, t<a0,
tada bi postojao ordinal { < o takav da ¢ X¢ i 7 € Xy, Odavde bi
iz INDUKTIVNE HIPOTEZE slijedilo da p [=p, X¢41, odnosno p p,_ o, sto

je u kontradikeiji sa izbormo tatke z. Moguée je da samo vazi formula
P P, X,. Iz konstrukcije niza slijedi da p |=p, X, pa time p Ep, 17

Q.E.D.

Posljedica 3.1.2. Neka je za niz formula & i neka je tablo T2 zatvoren. Tada
za bilo koju valuaciju p : Varp, - {T, F}, slijedi da p £p, .

Definicija 3.1.2. Za fonnulh ¢ € Forp, kazemo da je tablo dokaziva u teoriji
®, u oznaci ® ¢, ako je tablo T®U{~¢} zatvoren, odnosno ako vazi formula:

CMQU{—@} - m

Ako je ® =0, tada @ F],_ ¢, oznatavamo samo sa FE. ©-

Primjetimo da smo u prethodnoj definiciji teoriju ® tretirali i kao niz formula, Sto
formalno nije korektno, ali ne dovodi do zabune jer lako definiemo operator koji nam
skup preslikava u niz sa elementima iz datog skupa. Pomenutu nekorektnost u zapisu
uvodimo da bi pojednostavili zapis formula.

Posljedica 3.1.3. Iz Posliedice 3.1.2. neposredno slijedi da za bilo koju
teoriju @ i formulu ¢ iskaznog ratuna P, nije moguée da:

‘I’l-;a pi Qi—}u .

Takodje iz Posljedice 3.1.2. neposredno slijedi da su tablo izvodive formule tau-
tologije.

Teorema 3.1.2. Neka je za niz formula & dat kompletan tablo T®. Tada svaka
njegova konzistentna maksimalna grana X € CM? zadovoljava slijedeéih pet uslova:

(C0) Ne postoji formula ¢ € Forp, takva da p~Xi-p~X.
(C1) Ako - ~ X, tada p~ ~ X. -

(C2) Ako p = 9 ~ X, tada ~p ~ X ili ¢p ~ X.

(C3) Ako /\K,,(p,, ~ X, tada za svako o < 7y vazi ¢, ~ X.

(C4) Ako Vo<y 0o ~ X, tada postoji o < v tako da vazi pe ~ X.
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DokAz. Dokaz sprovedimo diskusijom po uslovima (C0)—(C4).

Uslov (C0) je trivijalno ispunjen, jer u slu¢aju da nije, grana X ne bi bila konzis-
tentna, 5to je polazna pretpostavka.

Uslovi (C1)-(C4) su posljedica konstrukcije tabloa T®. Neka tatka (1,6) € X, tada
obiljezimo sa X' = XNT2 i X" = X NT2 . Iz definicije grana X’ i X" jasno je da
X' X"CcXiX e€CM2iX"eCMRE,, odnosno grana X" je direktni produzetak
grane X’ u zavisnosti od pravila (P1)-(P4) koje smo primjenili nad tatkom (¢, 6).
(C1) Ako je @ = —~¢ i ¢ & Varp,, tada smo primjenili pravilo (P1), pa je X" =

X'U{{r, )}, odnosno p—~ ~ X”. Posto je X" C X odavde direktno izvodimo
-~ X.

(C2) Ako je @ = ¢ — 1, tada smo primjenili pravilo (P2), pa je X" = X' U {(7, ~p)}
ili X" = X'U{(r,v)}, odnosno —p ~ X" ili ¢y ~ X". Posto je X" C X odavde
direktno izvodimo da ~¢ ~ X ili ¥ ~ X.

(C3) Ako je 0 = A,c,¥s ~ X, tada smo primjenili pravilo (P3), pa je X" =
X' U{{7s,9s) | ¢ < 7}, odnosno za svako o < v vazi p, ~ X". Posto je
X" C X odavde direktno slijedi da za svako o < v vazi g, ~ X.

(C4) Akoje 8 =V, ps ~ X, tada smo primjenili pravilo (P4), pa postoji o <7
takvo da X" = X' U {(o,¥0)}, odnosno vazi ¢, ~ X". Posto je X" C X
odavde direktno slijedi da vazi ¢, ~ X.

Q.E.D.

Teorema 3.1.3. TEOREMA O EGZISTENCNI MODELA. Za svaku konzistentnu
granu X tabloa T koja zadovoljava uslove (C1)-(C4) iz prethodne teoreme, postoji
model p.

DokAz. Definisimo valuaciju p : Varp, = {T, F'} slijede¢om formulom:

T : g~ X,
ppe) =4 F :-ps~X,
T : inate.
U nastavku, indukcijom po slozenosti formula ¢ ~ X, dokazimo da p =p, X.

(1) INDUKTIVNI POCETAK, ¢ = 0. Za sve pg ~ X na osnovu definicije p imamo da
vp(pp) = T, odnosno p =r, s.

(2) INDUKTIVNA HIPOTEZA. Neka za ordinal v < a vazi formula:
(Vo ~ X) (cor.(p) <7 = PP ¥)-

(3) INDUKTIVNI KORAK. Dokazimo da za ordinal -y iz INDUKTIVNE HIPOTEZE vaZi

formula:
(Vo ~ X) (cor.(p) <7 = P EP. ¥)-

Za formule ¢ ~ X za koje cop, (p) < <y tvrdjenje teoreme slijedi direktno iz IN-
DUKTIVNE HIPOTEZE. Primjetimo da ako je ordinal y grani¢ni, tvrdjenje je triv-
ijalno ispunjeno, jer na osnovu definicije kompleksnoti formule cop, , Definicija
1.2.1, ne postoji formula ¢ iskaznog ratuna P,, takva da je cop,(p) grani¢ni
ordinal. Ostaje da dokazemo INDUKTIVNI KORAK u slu¢aju kada je ordinal -y
slijedbenik, odnosno postoji ordinal ¢, takav da v = ¢ + 1.

Neka je ¢ € X i cop, (p) = = ¢+ 1. Tada su mogudi slijedeti slucajevi:
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(3.1) Ako je ¢ = —¢. tada na osnovu Teoreme 3.1.2. slijedi da ¥~ ~ X.
Na osnovu definicjie preslikavanja - formula 1¢— moZe zapogeti veznikom
- samo ako ¢ € Varp,. U tom slutaju vy(¢)) = F, odnosno vp(y—) =
vy(~9) = T, pa odavde slijedi p |=p, ¢. Moguée je da ¢ = —0, za neku
formulu 6 € Forp,, tada ¢y—~ = 0, pa podto 6 ~ X i 1 + 1 > cop_(p) >
cop, (), na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE slijedi da p =p, 6. Kako
je ¢ = —b, iz prethodnog neposredno slijedi da p =p, . Preostali
su jo8 slutaji kada je ¢ = A, ., ¥, ili ¥ = V, ., %,. Tada na osnovu
preslikavanja cop, i - vaizi slijedeéi niz relacija:

Cop, (ﬂlp) = COp, (1/)) +1= U Cop, ('pc) +2,

o<1

cop, (¥) = cop,(-9s) +1 = | (cop, (o) +1) + L.

o<lT

Ako je ordinal | J, ., cop, (%) granicni, tada se trivijalno pokazuje da vazi
relacija:

U eor. () = | (cor, () +1),

o<lT o<1

pa odavde slijedi da je cop, (~¢)) > cop,(¥—). U sluéaju da je ordinal
U< coP, (¥s), ordinal slijdebenik, tada postoji ordinal ¢ < 7 takav da
formula cop, (¥¢) = U, <, cop. (¥,). Odavde neposredno zakljuéujemo da
je cop, (—) = cop, (1¢) + 2. S druge strane slijedi da je

| (cor, (4s) + 1) = cop, (¥¢) + 1,

o<lr

pa izvodimo da je cop, (¥~) = cop, (¥¢) + 2. Dakle, u slu¢aju da je ordinal
Us<- cop. (¥5), ordinal slijdebenik, vazi cop, (~t)) = cop, (). U oba
slu¢aja cop, (—%) > cop, () i ¥~ potinje jednim od logi¢kih veznika: \Y
ili A, pa je ostatak dokaza isti kao u slutajevima (3.3) i (3.4). Moguge je
josidajey = 4n — ¢;. Tata je Y- = ¢y A (—1;), pa vazi sljedeéi niz
relacija:

cop,(p) = cop,(~¥) = cop,(¥—) > cop, (1), cop, (~1f3).

Na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE slijedi onda da p f=p, ¥, i p =p, ~t,
odnosno p [=p, .

(3.2) Ako je ¢ = ¥ — 6, na osnovu Teoreme 3.1.2. vazi da - ~ X ili
6 ~ X. Tada ili vazi na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE cop, (¢) > cop, (6)
pa vazi p |=p, 0 ili na osnovu (3.1) vazi p |=p, ~. Kako je formula ¢
ekvivalnetna formuli ~y v 9, slijedi da p =p, .

(3.3) Akojep = A, ., ¥, ta.d;la na osnovu Teoreme 3.1.2. za svako o < T vazi
Yo ~ X. Posto je za svako o < 7 vaZi cop, (¢) > cop, (¥,), to na osnovu
INDUKTIVNE HIPOTEZE vaZi p |=p, ¥o. odavde direktno slijedi p [=p, ¢.

(3.4) Ako je v = V,, Vo, tada na osnovu Teoreme 3.1.2. postoji 0 < T
vaZi Y, ~ X. Posto vazi cop, () > cop, (), to na osnovu INDUKTIVNE
HIPOTEZE vaiZi P [=p, 1,. odavde direktno slijedi p =p, .




3.1. KOMPLETNOST ISKAZNIH RACUNA P, 47

Q.E.D.
Primjetimo da je valuacija p konstruisana u prethodnom dokazu, samo jedan od
modela grane X. Ako obiljezimo sa

A=|{p€Varp, |p# X A-p# X},
tada je broj modela grane X jednak kardinalu 2*.

Posljedica 3.1.4. Za svaku konzistentnu granu X € CM? kompletnog tabloa
T2 postoji model p.

Definicija 3.1.3. Za niz formula & iskaznog ratuna P, i formulu ¢ iskaznog
ratuna P, kazemo da je formula ¢ semanticka poslijedica teorije ® ako za svaki model
p vazi formula:

‘pizlacxQ _)‘p|:Pu<p'

Teorema 3.1.4. TEOREMA KOMPLETNOSTI. Za svaku teoriju @ i formulu ¢
iskaznog racuna P, vazi ekvivalencija:

¢ }=Pn. P akko Q'—;a P,

odnosno formula ¢ je semanticka poslijedica teorije  akko je formula ¢ tablo izvodljiva
iz teorije ®.

DokAz.

(—) Pretpostavimo da @ =p, ¢ ida @ If};a ¢. U tom slutaju postoji konzistentna
maksimalna grana X € CM®Y{~¢}. Na osnovu Posljedice 3.1.4, tada postoji
model p grane X, t.j. p FEp, X. Posto X € CM2Y{~¢} jasnojedap FEp, @
i p =p, ~p. Kako vazi p =p, @ i iz pretpostavke da je formula ¢ semanticka
poslijedica terorije ® izvodimo da p [=p, ¢, §to je u kontradikciji sa p [Fp, —p.

(+) Pretpostavimo da & L, . Tada je tablo T®*{"¢} zatvoren. Na osnovu
Posljedice 3.1.2. za svaku valuaciju p : Varp, — {T,F} vazi p [fp, @
ili p ftp, ~p. Odavde zakljutujuemo da za svaki model p teorije ®, mora da
vazi p fp. ~p, odnosno p =p, ¢. Dakle, vazi da iz p =p, @ slijedi p Fp, ¢,
pa je formula ¢ semanticka poslijedica teorije @, tj. ® Ep, .

Q.E.D.

Lema 3.1.2. Za svaku formulu ¢ € Forp, vazi formula:

Ep, o - CMUT £0.

DoKAZ. Pretpostavimo suprotno tj. CMi¥} = . Tada na osnovu definicije
analitickih tabloa za iskazne ratune P,, mora da vaZi CM{~¢} = §, pa na osnovu
Definicije 3.1.2. vaii "},, —¢. Dalje na osnovu TEOREME O KOMPLETNOSTI slijedi
da =p, —¢, 5to je u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom da ¥p, Ao

Posljedica 3.1.5. Za svaku formulu ¢ € Forp, vaZi formula:

Er. ¢ & CMUP 29,
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Dokaz. Ako je =p, ¢, tada je ¢ tautologija, pa formula —y nije tautologija,
odnosno [£p, =p. Na osnovu Poslijedice 3.1.2. zakljuéujemo da CM1¥} # 0.

Posljedica 3.1.5. Za svaku formulu ¢ € Forp, i njen model p vazi formula:

pEr. ¢ & CMIT £,

DokAz. Posto p |=p, ¢, tada formula ~p nije tautologija, tj. fp, —¢. Na
osnovu Poslijedice 3.1.2. zakljutujemo da CM1#} # §.

3.2 Kompletnost beskonaénih logika L,s

Definicija 3.2.1. Neka je T tablo beskonatne logike Lqg, i neka je 2 model jezika

L. Kazemo da je 2 model grane X € CMt u oznaci 2 |=p, X, ako vazi formula:
(Vo0 € X) A, o

Takodje kazemo da je A model tabloa T ako vazi formula:

(3X € CMy) A k=, X.

Definicija 3.2.2. Za formulu ¢ € Fory,, kazemo da je tablo dokaziva u teoriji

®, u oznaci @ "'I, ¢, ako je tablo T¥ zatvoren, gdje je niz formula @' niz bez
ponavljanja takav dpa vazi formula:

Range(®') = Range(®)U {~p}U
{(Vz) z=z}U
{(Vz,9) (z=y - y=2)}U
{(VmOv -'-’mn-lvyo’--')yn—l) ((A,‘(n Ti=Y; A P(z(])"-y zﬂ—l))
— P(yo,...;Yn-1)) | P € Rely A ar(P) =n}u

{(Vzo, ..., zn-1)(By) y = f(z0y-sZn-1) | f € Funy A ar(f) =n}

Primjetimo da je |®'| = |®|+|RelL |4+|Fung|. Neposredno iz definicije tablo dokazivosti
slijedi da & ] , ¥, ako vazi formula:

CM?¥ =¢.
Ako je & =0, tada 0 ] _, ¢, oznatavamo samo sa Fi., @

Teorema 3.2.1. Neka je za niz formula & dat kompletan tablo T®. Tada
svaka njegova konzistentna maksimalna grana X € CM? zadovoljava slijedeéih osam
uslova: :

(C0) Ne postoji formula ¢ € Forp, takvada ¢ ~ X i —p~ X.
(C1) Ako —~p ~ X, tada - ~ X.

(C2) Ako p + 9 ~ X, tada ~p ~ X ili ¢ ~ X.

(C3) Ako No<y P ~ X, tada za svako o < v vazi @, ~ X.
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(C4) Ako V,., vs ~ X, tada postoji o < 7 tako da vazi g, ~ X.

(C5) Ako (VY)y[Y] ~ X, tada za svako T € Y Constp vaii o[Yr] ~ X.

(C6) Ako (3Y)y[Y] ~ X, tada postoji T € ¥ Constas tako da vazi ¢[Y|r] ~ X.
(C7) Neka su P € Relys, f € Funpg, i p,q € Consty.

(a) Akop=g~ X,tadag=p~ X.

(b) Neka je ar(P) =nipo,....Pn—1,40s -, dn—1 € Constps. Ako za svakoi < n
vazi p; = ¢; ~ X i P(po,...,Pn—1) ~ X, tada P(qo, -, qn-1) ~ X.

(c) Neka je ar(f) = n i po,...,Pn—1 € Constpy. Tada postoji r € Constas \
Constyr, takvo da r = f(pg, ...,Pn—1) ~ X.

Dokaz. Dokaz sprovedimo diskusijom po uslovima (C0)-(C7).

Uslov (CO) je trivijalno ispunjen, jer u slu¢aju da nije, grana X ne bi bila konzis-
tentna, 5to je polazna pretpostavka.

Uslovi (C1)-(C7) su posljedica konstrukcije tabloa T®. Neka tacka (:,6) € X, tada
obiljezimo sa X' = X NT2 i X" = X NTE,. Iz definicije grana X' i X" jasno je da
X, X"CcXiX e€eCM2iX"eCMZ,, odnosno grana X" je direktni produZetak
grane X' u zavisnosti od pravila (P1)-(P6) koje smo primjenili nad tackom (t, 6).
Primjetimo da su dokazi da vaze svojstva (C1)-(C4) identicni dokazima u Teoremi
3.1.2. pa ih ovdje izostavljamo.

(C5) Ako 8 = (VX)p[X], tada smo primjenili pravilo (P5). Na osnovu Definicije
2.2.5, tada X" = X'U {(Ea ‘p[XITv(X’,G)])a(é + 1,0)}, tj' ‘p[X|Tv(X’,0)] ~ X.
U £ + 1 koraku u konstrukciji tabloa, ponovo se ponavlja isti postupak, i tako
redom dok se ne doda svako T € X Constps. Dakle za svako T € X Constys vazi
e[Xir] ~ X.

(C6) Ako 8 = (3X)p[X], tada smo primjenili pravilo (P6). Na osnovu Definicije
2.2.5, tada X" = X' U {{£, o[ X3 (x,0))}: ti- o(Xi7s(x7,0)) ~ X-

(C7) Neka su P € Rely, f € Funp,ip,q € Consty.
(a) Ako 8 = (p = q), tada posto vazi formula:
(Vz,y) (t=y > y=2) ~ &,
i vazi (C5) slijedidaip=gq — ¢=p~ X. Naosnovu (C2) dalje slijedi da
ii-p=¢g~ Xilig=p~ X. Akobi p=gq~ X, tobibilou kontradikciji

sa svojstvom (CO), odnosno Einjenici da je grana X konzistentna, pa vaZi
g=p~X.

(b) Neka je ar(P) = n i pg,...,Pn—1,40,---,dn—1 € Constps. Takodje neka za
svako i < n vazi p; = q; ~ X i P(pg,-..,Pn—1) ~ X. Posto vaii formula:
(VIL'(), <y Tn—1,Y0, "-7y‘n—1) ((A T =Yi A P(an -"azn—l))

i<n

- P(Yo,-syn-1)) ~ ¥,
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i vazi (C5) slijedi da
(A Pi=q A P(PD,---,Pn—l)) - P(q‘b-“’q:‘z—l) ~ X.
i<n

Kako dalje vazi (C2) i (C4) ili postoji i < n tako da -p; = ¢; ~ X ili
-P(po,...,pn—1) ~ X ili P(go,...,gn—1) ~ X. Na osnovu polaznih pret-
postavki moguce je samo da P(go, ..., gn—1) ~ X.

(c) Neka je ar(f) =n i po,...,pn-1 € Constps. Posto vazi formula:

(VZo, ...y Zn—1)(3y) y=f(ZoyeyZn1) ~ X,

i vazi (C5) slijedi da (3y) y = f(po, ..., Pn-1) ~ X. Dalje, kako vai (C6) to
slijedi da postoji r € Consty \ Consty, tako da r = f(py, ...,pa—1) ~ X.

Q.E.D.

Teorema 3.2.2. TEOREMA O EGZISTENCLII MODELA. Za svaku konzistentnu
granu X tabloa T koja zadovoljava uslove (C1)-(C7) iz prethodne teoreme, postoji
model A, takav da A [=pr,, X.

DoxAz. Defini§imo model 2 = (4, R, F, C), tako 5to ¢e mo definisati prvo relaciju
~xC Const}, slijedeéom formulom (p,q € Consty):

p~xq akko (p=gq)~X.

Relacija ~x je relacija ekvivalencije, &o neposredno slijedi iz definicije skupa &'.
Domen modela A definisemo tada formulom:

A= ConstM/~x .

Za svaki relacijski simbol P € Relyy, takav da ar(P) = n, njegovu interpretaciju P4
definisemo formulom (po [mxr 1 Pmay, € A):

PA(po fug 1o Pryy. ) akko

(30 € PO/,,X)---(E‘(In-l € Pn~l/~x) P(go; .-y n-1) ~ X.

Za svaki funkcijski simbol f € Funy, takav da ar(f) = n, njegovu interpretaciju f4
definisemo formulom (pg [mx 1 Pnry aT/ny € A):

Py = FAWBo/y1sPrm) ) akko

(3 € Py, )---(3gn—1 € pn-—l/~x)(3t € r/...x) t= f(g0,---s Gn-1) ~ X.

Interpretacije konstanti p € Consty definisemo kao p4 = P/

Definisemo li dalje R = {P4|P € Rely}, F= {f4|f € Funpy}iC = {pA|pc
Consty}, model 2A je definisan. Dokazimo dalje da 4 FM., X.

Indukcijom po slozenosti formula ¢ ~ X, dokazimo da A Eum., X. (Podsjetimo
se da obiljezimo li sa £ = |M| +a + B, za svaku formulu beskonatne logike M,z vazi
da je njena kompleksnost manja od ¢. Kako razmatramo logike Mg, takve da a > 3,
tada je £ = |M| + o. U slu¢aju kada je kardinal « regularna, vazi |M| = a, pa u tom
slucaju € = a.)
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(1) INDUKTIVNI POCETAK, ¢ = 0. Za sve p ~ X i ¢ € AtL,, na osnovu definicije
2 imamo da A |=p,, ¢. Primjetimo takodje da ako ~p ~ X ip € Atr,,,tada
na osnovu (C0) slijedi da ¢ # X, pa 2% [Eu,, ¢, odnosno A v, , 09

(2) INDUKTIVNA HIPOTEZA. Neka za ordinal v < § vazi formula:

(Vo ~ X) (com,,(p) <7 = AlEM,, ¥)-

(3) INDUKTIVNI KORAK. Dokazimo da za ordinal « iz INDUKTIVNE HIPOTEZE vazi
formula:

(Vo ~ X) (com,,(p) <7 = AFEM., @)

Za formule ¢ ~ X za koje coum,,(¢) < v tvrdjenje teoreme slijedi direktno
iz INDUKTIVNE HIPOTEZE. Primjetimo da ako je ordinal v grani¢ni, tvrdjenje
je trivijalno ispunjeno, jer na osnovu definicije kompleksnoti formule coar,,,
Definicija 1.3.4, ne postoji formula ¢ beskonatne logike Mag, takva da je
com,, () granitni ordinal. Ostaje da dokazemo INDUKTIVNI KORAK U slutaju
kada je ordinal v slijedbenik, odnosno postoji ordinal ¢, takav day=1:¢+1

Neka je ¢ € X i copm,,(p) =~ = ¢+ 1. Tada su moguci slijedeéi slucajevi:

(3.1) Ako je p = —¢. U slucaju kada je ¥ € Atnr,, ili ¥ = -¢, za neku formulu
8 € Forr,, dokaz je isti kao u tacki (3.1) Teoreme 3.1.3. Preostali su jos
stutaji kada je ¥ = A, <, Yoo ¥ = Vyn Yo, ¥ = AX)F ili ¢ = (VX)6, tada
sliéno kao i u tacki (3.1) Teoreme 3.1.3 vazi con, ,(—¥) > com., (¥-) Pa
su dokazi isti kao u slucajevima (3.3), (3.4), (3.5) i (3.6).

(3.2) , (3.3), (3.4) U slutajevima kada je p = ¢ = 0 ili p = Nocry Yo ili p =
V. < o, tada je dokaz isti kao u Teoremi 3.1.3 tace (3.2), (3.3) i (3.4).

3.5) Ako je ¢ = (VX)y[X], tada na osnovu Teoreme 3.2.1. vazi da za
svako T : X — Consty vazi ¢[X;r] ~ X. S druge strane kako je
com, () > com,,(Y[X|7]), to na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE slijedi
da 2 Eum., ¥[Xr]- Odavde neposredno zakljucujemo na osnovu definicije
relacije zadovoljenja da vazi formula:

A Em,, (VX)P[X].

(3.6) Ako je ¢ = (3X)¥[X], tada na osnovu Teoreme 3.2.1. vaZi da pos-
toji T : X — Consty tako da vazi ¢[X|7] ~ X. Kako je com, () >
com,,(¥[X|r]), to na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE slijedi da A .,
y[X|7]. Odavde neposredno zakljucujemo na osnovu definicije relacije
zadovoljenja da vazi formula:

A Em., GX)PX]-
Q.E.D.

Posljedica 3.2.1. Za svaku konzistentnu granu X € CM? kompletnog tabloa
T?® postoji model 2A.

Definicija 3.2.3. Za niz formula $ beskonacne logike Lqg i formulu ¢ beskonaéne
logike Lag kazemo da je formula ¢ semanticka poslijedica teorije ® ako za svaki model

A vazi formula:
AL, @ — AL, -
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Teorema 3.2.3. TEOREMA KOMPLETNOSTI. Za svaku teoriju @ i formulu ¢
beskonatne logike L,g vazi formula:

L, » RFL, 0,

odnosno formula ¢ je tablo izvodljiva u teoriji & beskonaéne logike L, g, ako je formula
¢ semanticka poslijedica teorije ®.

Dokaz. Pretpostavimo da & =, ¢ i da & ] , ¢ U tom sluéaju postoji
konzistentna maksimalna grana X € CM®U{~¢}, Na osnovu Posljedice 3.2.1, tada
postoji model 2 grane X, t.j. M |=p,, X. Posto X € CM* (¢} jasno je da
A M, ®iAEy,, . Poito se konstante iz skupa Consty \ Consty, ne javljaju
u formulama teorije ® i u formuli ¢, tada vazi 9 Fr,, 212 L., ~¢. Kako
vazi % |51, ® i iz pretpostavke da je formula ¢ semanticka poslijedica terorije ®
izvodimo da 2 =, @, 5to je u kontradikeiji sa 2% | Lop -
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Glava 4

Kompaktnost

U ovoj glavi predmet razmatranja je problem slabe kompaktnosti iskaznih
ratuna F,. Za beskonacne logike Lo dokazi su ostavljeni u obliku uputstva.
Iskazni racun Py je (k, A)-iskazno kompaktan ako svaki skup formula I kardi-
nalnosti x ima model akko svaki njegov podskup kardinalnosti manje od A ima
model. Za kardinal o kazemo da je slabo iskazno kompaktan ako je iskazni
ratun P, (a,a)-iskazno kompaktan. Uvodimo takodje i svojstvo drveta koje
Je esiencijalno za glavne teoreme ove glave. Kardinal a ima svojstvo drveta,
ako svako stablo T kardinalnosti «, ¢iji je svaki nivo kardinalnosti manje od o
ima granu duzine a.

Dvije teoreme su klju¢ne u ovoj glavi. Teorema 4.1.1. tvrdi da ako je kar-
dinal o regularan, tada ako « ima svojstvo drveta, onda je i a slabo iskazno
kompaktan. Skica dokaza ove teoreme bi bila sledeéa. Posmatramo niz formula
@ takva da je |®| = a i pretpostavimo da svaki njegov podskup kardinalnosti
manje od a ima model. Da bi dokazali tvrdjenje teoreme uvodimo operaciju
iterirane konzistentne konkatenacije. Ta operacija nam od kompletnih tabloa
za svaku pojedinatnu formulu iz & daje tablo ¥, takav da je njegova kar-
dinalnost a i kardinalnost svakog njegovog mnivoa je manja od a. Posto po
pretpostavci kardinal « ima svojstvo drveta tablo ¥ ima i granu X duzine a,
tj. |X| = a. Na osnovu svojstava iterirane konkatenacije lako se pokazuje da
je ova grana konzistentna i da sadrzi svaku od formula iz niza ®. Na osnovu
TEOREME O EGZISTENCIII MODELA Ova grana generise model p koja je model
za sve formule grane X, pa je time p model niza &.

Druga teoreme je Teorema 4.1.2. i ona tvrdi da ako je kardinal jako
nedostizan, tada ako je kardinal « iskazno slabo kompaktan, onda kardinal o
ima svojstvo drveta. Dokaz ove teoreme polazi od stabla T = (T, <71), koje
je kardinalnosti « i svaki nivo je kardinslnosti manje od o. Neka je funkcija
q: T — Varp, bijekcija. Uotimo skup I' formula iskaznog rac¢una P,:

I ={V «}u
z€T(0)
{Aez> V qlXeXrA|XI<aAYi(X)#£0}uU
z€X YEYT(X)
= A &|XeMrA|X|<a}
z€X

Dokazujemo na osnovu slabe kompaktonsti kardinala o da postoji model p
skupa formula I'. Iz definicije skupa I' slijedi da model p je takav da postoji
grana X stabla T, takva da je | X| = a i p |=p, ¢z, za £ € X. Dakle postoji
grana stabla T duZine a, pa vazi svojstvo drveta za kardinal a. Napomenimo
da su prve rezultate o slaboj kompaktnosti kardinala nalaze u radovima H.J.
Keisler-a, A. Tarski-og, W. P. Hanf-a, D. S. Scott-a i J. H. Silver-a.
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4.1 Kompaktnost iskaznih racuna P,

Definicija 4.1.1. Za iskazni raun P, kaZemo da je (k,A) - iskazno kompaktan
ako skup formula T, kardinalnosti |I'| = k ima model akko svaki podskup skupa I'
kardinalnosti manje od A ima model.

Primjer 4.1.1. Posmatrajmo iskazni ratun P,+. Neka je funkcija @ : a X
{T,F} - Varp_, bijekcija, ovakva funkcija uvjek postoji buduéi da |o X {T,F}| =«
i|Varp_,| = a™. Posmatrajmo tada skup formula:

r={A@Q.rvQ.rniu{- A\ Qusw | f € *{T,F}}.

<o <o

Neka skup I ima model p. Tada postoji funkcija f : a — {T,F}, takvada p Ep_,
Q..7()> za svako ¢ < a. Iz svojstva relacije zadovoljenja, tada slijedi da p Fp_,
<o @.,7(»)- Odavde zakljutujemo da skup formula I' nema modela, dok svaki pravi
podskup skupa I' ima model.

Iz navedenog primjera zakljutujemo da iskazni ratun F,+ nije (2*,2%) - iskazno
kompaktan. Prirodno pitanje koje se postavija jeste da li uopSte postoje iskazno
kompaktni iskazni raéuni. Da bi odgovorili na to pitanje uvedimo slijedeéih nekoliko
definicija.

Definicija 4.1.2. Kardinal o« je iskazno slabo kompaktan ako za iskazni racun
P, vaii da je (a, @) - iskazno kompaktan.

Definicija 4.1.3. Kardinal a ima svojstvo drveta ako za svako stablo T = (T, <7t
) za koje vaze uslovi:

(81) [T|=a,
(S2) svaki nivo stabla T je kardinalnosti manje od e, tj.

Ve <h(T)) |T()| < e,

tada postoji grana stabla T duzine a.

Definicija 4.1.4. Nekasu Ty = (T1,<y, ) i T2 = (T3, <, } dva tabloa.
Definisimo tada operaciju ®, koju nazivamo konzistentnom konkatenacijom stabla T,
na stablo T;, tako da je stablo T; ® T, = (T, <1 ) dobijamo konkatenacijom stabla
T, na svaku maksimalno konzistentnu granu stabla T; Konkatenaciju vr§imo tako da
svakoj dodatoj tacki dodjeljujemo jedinstven ordinal. ObiljeZimo li sa:

o= Jo+1) i o= [Jo+1),

(ow0)ET (0,0)ET2

(prvi ordinali veéi od onih koji se javljaju u tatkama tabloa T, i T,), tada skup T i
relacija <t moraju da zadovoljavaju slijedece uslove:

() T=TiU{(o1+02°€+1,0) | £ € |CMT,| A (1,0) € T2 }.
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(2) Podsjeéajuéi da niz {X7.,e)¢c/cMy,| Predstavlja niz konzistentnih grana tabloa
T, relacija <t zadovoljava formulu:

<T =<T1 U{ ({L‘, (0’1 :'021:6';" ‘P)) l
Ee|CMy A€ X1 A (1,0) €T }
U{ ({01 ¥ 02°€ ¥4, 0), (01 ForE+7,0)) |
E€ICMT,| A (1, p) €T A (1,9) }.

Operaciju konzistentnog konkateniranja mozemo i iterirati, tako da ako imamo niz
tabloa (T,).< iteriranu konkatenaciju @ T, definierno induktivno pomoéu niza tabloa

. =(T,,<g.), ¢+ <7 na osnovu slije<;e<(;a formula:
T = (00,
Trn = TOT, 1+1<9,
T = WIT, A<, Lim(),
1<A

takodaje @ T, = T,.

1<y

Lema 4.1.1. Neka je dat niz tabloa (T,),<,, tada za iteriranu konkatenaciju ¥ =

® T, definisanu induktivno pomoéu niza tabloa ¥, = (T.,<x.), kao u prethodnoj
<y

definiciji vazi formula:
(Vo <h(T))(3 <v) Flo] = %,[0].

DokAz. Na osnovu definicije iteriranog proizvoda konstruisimo induktivno (H

L)L<‘)’
niz ordinala na osnovu slijede¢ih formula:

H = ()] orX).
XGCMTL

Funkcija OT predstavlja tip uredjenja. Iz definicije funkcija ranga elementa stabla
i konstrukcije iterirane konzistentne konkatenacije slijedi za X € CMg,, vrijednost
funkcije OT'(X) predstavlja supremum rangova tataka grane X jer vazi niz relacija:

OT(X) = |J rz.(2) +1) = |J OT{y € T |y <z, 7}, <1 ).
zeX zeX

Dakle OT (X) predstavlja supremum rangova (+1) tataka grane X. Najmanji ordinal
OT(X), odnosno H,, predstavlja onda najmanji rang stabla T, koji ¢e se mjenjati u
X,+1, ili svi rangovi manji od H, neée biti mjenjani u stablu ¥,,;.

(1) Pretpostavimo da za svako ¢ < 7 vazi CMz, # 0 i dokazimo da je niz ordinala
(H.).< strogo rastuéi, odnosno da vazi formula:

((VL<’Y) CM‘I, #0) — ((Vt<7) HL<HL+1)

Uotimo tada neko ¢ < 7, tada je na osnovu pretpostavke CMgq, # 0. Posto
je Tip1 = T, ®T,, tada se na svaku granu X € CM«, konkatenira stablo T,

= |
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pa je H, strogo manje od tipa uredjenja bilo koje grane nastale konkatenaciom
grane X i granama stabla T,. Kako na osnovu pretpostavke vazi CMg,,, # 0,
grane Y € CMqg,,,, su nastale konkatenaciom neke grane X € CMg, i neke
grane stabla T,, pa na osnovu veé re¢enog H, < OT'(Y). Dakle iz svega recenog
mozemo sumirati da vazi formula:

(VY € CMg,,,) H, < OT(Y).

Kako svaki skup ordinala dobro uredjen, pa postoji njegov minimalni element, to
i za skup ordinala {OT(Y)|Y € CMg,,, }, postoji minimalan element, odnosno
grana Z takva da je ordinal OT(Z) minimalni element navedenog skupa ordi-
nala. Tada vazi i slijededi niz relacija:

H < O0T(2) = (] OT(Y) = Hi.
YGCM:H_I

Dakle dokazali smo da je niz (H,),< strogo rastuéi. Dokazimo induktivno po
t < vdavazi <H,.

(1.1) INDUKTIVNI POCETAK, ¢ = 0. Na osnovu definicije Ty vazi slijedeci for-

mula:
# < Hy.

(1.2) INDUKTIVNA HIPOTEZA. Neka za ordinal 7 < a vaZi formula:
(Ve <7) ¢ <H,.

(1.3) INDUKTIVNI KORAK. DokaZimo na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE za Or-
dinal 7 < a vazi 7 < H,.

(1.3.1) Ako je ordinal 7, ordinal slijedbenek t.j. postoji ordinal £ takav da
7 = £ + 1. Tada na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE vaZi slijedeci niz

relacija:
T = §+ISH5+1 < H5+1 = H,.

(1.3.2) Ako je ordinal 7, grani¢ni ordinal, tada na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE
vazi slijedeéi niz relacija:

r=J:< UH < H-

1244 <7
Odavde i neposredno slijedi da vazi formula:
(VL < ")’) Lt < HH—I-

Dokazimo dalje indukciom po o < h(%) glavno tvrdjenje leme.

(1.1) INDUKTIVNI POCETAK, o = 0. Na osnovu definicije ¥, vazi formula:
Z[0] = %1[0].
(1.2) INDUKTIVNA HIPOTEZA. Neka za ordinal o < h(%) vazi formula:

(VT < 0)(3e <) Zl7] = Z[7]
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(1.3) INDUKTIVNI KORAK. DokaZimo na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE za ordi-
nal 0 < h(%) vazi (3 <) o] = T,[0]. Definisimo ordinal 3 slijedetom

formulom:
/3 = U ﬂ {Ll‘T(HL}.
T7<0 <y

Za bilo koji nivo T < ¢ stabla ¥ ordinal £ =), < {¢|T < H,} predstavlja
najmanji ordinal takav da %[r] = T¢[r]. Unija ovakvih ordinala po nivoima
7 < o predstavlja ordinal takav da vazi formula:

(Vr <o) Z[r] = Zg[r].

Na osnovu definicije niza ordinala (H,),< i prethodnog zakljutujemo da
vazi formula:

(V‘T<0) T<Hﬁ.

(1.3.1) Ako je ordinal o, ordinal slijedbenik tj. postoji ordinal £ takav da o =

£+ 1. Tada buduéi da ¢ < o vazi £ < Hg, pa na osnovu INDUKTIVNE
HIPOTEZE vazi slijededi niz relacija:

o = §+1SH,3 < Hg+1.

(1.3.2) Ako je ordinal o, graniéni ordinal, tada na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE
vaz slijededi niz relacija:

o = UTSH,G<H[3+1-

7<0

U oba slucaja dakle vazi ¢ < Hgy1, pa na osnovu veé dokazanog slijedi da
je Elo] = Tp41[o], time je dokazan INDUKTIVNI KORAK.

(2) Pretpostavimo li da postoji ¢ < 7 tako da vazi CMgz, = 0, tada na osnovu

definicije konzistentne konkatenacije slijedi da je T = %, pa je tvrdjenje leme
trivijalno ispunjeno.

Q.E.D.

Lema 4.1.2. Neka su ® i ®; nizovi formula bez ponavljanja, takvi da Range(®;) C
Range(®), tada vazi formula:

(VX € CM*)(3Y e CM®) Y ~ X,

DOKAZ. Neka je grana X € CM?® maksimalna konzistentna grana tabloa T%.
Konstrui§imo niz grana (YL>L§y‘I’1(w)a tako da vazi slijedeéa formula:

(Ve < g% (W) (Y. € CMP A Y, ~ X),

gdje je funkcija g®* defisana kao u Definiciji 2.1.8. za tablo T%:.

Konstrukciju izvedimo indukcijom, po koracima konstrukcije kompletnog tabloa
T®1. Definisimo pomenute nizove grana induktivno na osnovu slijedeé¢ih formula, (za

==

£2 E3 Ea 32 b3 i3

£33

EA
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LA < g% (W)):

Y0 = Qly
Z :(,p)eY. A ZeCMY,
Y1 = ANY,CZANZ=~=X,
Y, : inaCe,
<A

Indukcijom po ¢ < g®!(w) dokazimo da vazi formula
(Ve < g% (W) Y,eCM A Y, ~ X.
(1) INDUKTIVNI POCETAK, ¢ = @. Na osnovu definicije niza tabloa T2 imamo da

je Tf =9, i CM%>l ={®:},pavazi¥p € CM;". Na osnovu pretpostavke iz
formulacije leme vazi da je Range(®;) C Range(®), pa vaZi slijedei niz relacija:

Range(Yy) = Range(®1) C Range(®) C Range(X),
odnosno Yy ~ X.
(2) INDUKTIVNA HIPOTEZA. Neka za ordinal 7 < 9% (w) vazi formula:
(Ve<v) Y,eCME A Y, ~ X.

(3) INDUKTIVNI KORAK. Dokazimo na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE da vazi for-
mula:
Y,eCMI A Y, ~X.
(3.1) Pretpostavimo da je ordinal -y, ordinal slijedbenik, t.j. da postoji ordinal
t takavday=¢+1.
Ako (1,¢) ¢ Y, tada na osnovu konstrukcije tabloa vazi Y, € CM?_;I.
Kako je u ovom sluéaju Y41 = Y, na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE
neposredno vazi tvrdjenje INDUKTIVNOG KORAKA.
Ako (1,9) € YV,, tadap ~ X i Y41 € CM?_,{I. U zavisnosti kakvog je
oblika formula ¢, moguéi su neki od slijede¢ih slucajeva:
(3.1.1) Akoje ¢ = ), tada ¢ ~ X, pana osnovu Teoreme 3.1.2. slijedi da
¢~ ~ X. S druge strane na osnovu konstrukcije niza tabloa, odnosno
Definicije 2.1.5. vazi formula:

Y,,+1 =Y, U {(E; "/’ﬁ)}’

za neki ordinal £. KakojeY, ~ X i -4 ~ X, to neposredno iz definicije
YL+1 Slijedi da Y,,+1 ~ X.

(3.1.2) Ako je ¢ =1 — 0, tada ¢ = 6 ~ X, pa na osnovu Teoreme 3.1.2.
slijedi da —¢p ~ X ili @ ~ X. S druge strane na osnovu konstrukcije
niza tabloa, odnosno Definicije 2.1.5. vazi jedna od formula:

y:+1 =Y, U {(E, —"‘II))})

Yo =Y. u{(¢+1,6)},

za neki ordinal £. Kako je Y, ~ X i vaZi jedna od formula: =) ~ X
ili # ~ X, to neposredno iz definicije Y, slijedi da Y1 ~ X.
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(3.1.3) Ako je ¢ = Nsey Yo, tada Asey Yo ~ X, pa na osnovu Teoreme
3.1.2. slijedi da ¢, ~ X za svako o < 7. S druge strane na osnovu
konstrukcije niza tabloa, odnosno Definicije 2.1.5. vasi formula:

Y=Y U{{{+to,ys) |0 <},

za neki ordinal £. Kako je ¥, ~ X i za svako ¢ < v vazi ¢, ~ X, to
neposredno iz definicije Y, slijedi da Y,,, ~ X.

(3.1.4) Ako je ¢ = Voey Yo, tada Voey¥s ~ X, pa na osnovu Teoreme
3.1.2. slijedi da postoji ¢ < v takvo da ¥ ~ X. S druge strane

na osnovu konstrukcije niza tabloa, odnosno Definicije 2.1.5. vazi
formula:

Yo =Y U{{{ +0,90)},
za neki ordinal £. Kakoje Y, ~ X i ¢, ~ X, to neposredno iz definicije
K+1 Slljedl da K+l ~ X.

(3.2) Pretpostavimo, dalje da je ordinal v, grani¢ni ordinal . Na osnovu definicije
niza Y,, vazi formula:
n=Jv.

<A

Tada, na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE vaii Y, € CM¥: | za svako ¢ < v,
Pa na osnovu konstrukcije tabloa, Definicije 2.1.5. slijedi da Yy, € CMiI\)1 .

Takodje na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE vazi Y, ~ X , Pa vazi slijedeéi
niz relacija:

Range(Y,) = URange(Y}) C X,
<y

odnosno Y, ~ X.

Dakle dokazali smo da niz (Y,) 1<g%1(w) Sa Zeljenim svojstvom postoji. Definisimo
granu Y =Y, () Iz upravo dokazanog svojstava niza Y, slijedi da vazi formula:

YeCM® A Y ~ X,

Posto smo granu uzeli proizvoljnu granu X € CM?, tada sve dokazano mozemo
sumirati u formuli:

(VX € CM®)(3Y e CM®) Y ~ X,
Q.E.D.

Lema 4.1.3. Nekasu ®i9®,, < v < a nizovi formula bez ponavljanja, takvi
da CM? # 0 i vazi formula:

Range(®) = U Range(®,),
<y

tada oznatimo li sa CM®:<»®: skup konzistentnih grana tabloa ® T, vazi formula:
<y

(VX € CM?*)(3Z € CM® %) Z ~ X.

1
1
1
]

t 4 1.3 L3 b3
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Dokaz. Neka je X € CM? proizvoljna maksimalna konzistentna grana. Na
osnovu Leme 4.1.2. za svako ¢ < 7 postoji maksimalno konzistentna grana tabloa
Y, € CM?: tako da Y, ~ X (Range(Y,) C Range(X)), odnosno vazi formula:

(VX € CM®)(V: <)Y € CM¥*) Y ~ X.

Na osnovu Definicije 4.1.4. iteriranu konzistentnu konkatenaciju @ T%: definisemo
<y
induktivno pomoéu niza tabloa ¥, = (T,, <z,), ¢ < na osnovu slijede¢ih formula:

i0 = (@7@)7
‘I:L+1 = 1L®T¢L7 L+1577

i)‘ = H iba ’\ S 7, Lim(");

<A

tako da je ® T® = %,. Dokazimo prvo da postoji niz grana Z, € CMg,, ¢t < 7,
<y
tako da su grane Z, nastale konkatenaciom grana Y, za o < ¢ i da vaziformula:

Vo <t) Z, C Z,.
Dokaz sprovedimo indukcijom po ¢ < 7.

(1) INDUKTIVNI POCETAK, ¢ = §). Na osnovu definicije Zg = ), pa moZemo smatrati
da je Zy nastala konkatenacijom grana Y, za 0 < @. Drugi uslov je trivijalno
ispunjen.

(2) INDUKTIVNA HIPOTEZA. Neka za ordinal 7 < v vaZi da za svako ¢ < 7 postoje
grane Z, € CMg,, nastale konkatenacijom grana Y, za 0 < ¢izasvako ¢t <7
vazi formula:

Vo <) Z, C Z,.

(3) INDUKTIVNI KORAK. Dokazimo na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE vazi da za
ordinal T (< <) postoji grana Z, € CMg,, nastala konkatenacijom grana Y, za
o<T.

(3.1) Ako je ordinal 7, ordinal slijedbenek t.j. postoji ordinal £ takav da 7 =
¢ + 1. Tada na osnovu induktivne hipoteze postoji konzistentna grana
Z; € CMg, nastala konkatenaciom grana Y;, za o < ¢. Na osnovu defini-
cije tabloa T¢41, slijedi da postoji maksimalna grana Z¢41 € I'z,,, nastala
konkatenaciom grana Z¢ i Y, odnosno grana Y, za 0 < {+ 1. Konzistent-
nost grane Zg;; neosredno slijedi iz slijedeceg niza relacija:

Range(Zer1) = |J Range(Y.) C Range(X) € CM?,
1<€+1

odnosno Z, = Z¢y, € CMg,,, = CMg,. Bududi da je Zgi) nastala
konkatenacijom grane Z¢ i Y¢, to Zg C Zg41, pa na osnovu INDUKTIVNE
HIPOTEZE neposredno slijedi da vazi formula:

Yo <71) Z, C Z;.
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(3.2) Ako je ordinal 7, grani¢ni ordinal, tada na osnovu definicije tabloa T, vazi

Z: = U Z. € Mz, pa odavde vaZi slijedeéi niz relacija:
<7

Range(Z;) = URange(Y;) C Range(X) € CM?,
<7

odnosno Z, € CMg,. Takodje iz relacije Z, = |J Z, € Mg, , i INDUK-
<7
TIVNE HIPOTEZE neposredno zakljuéujemo da vazi formula:

Vo<7T) Z, CZ,.

DefiniSemo li granu Z = Z,, iz dokazanog slijedi da grana Z € CMg, = CM®<»%:
i da vati slijede¢i niz relacija:

Range(Z) = Range(Z,) = | J Range(Y,) C Range(X),
1<y

odnosno Z ~ X, pa vazi formula
Z € CM®<+® A 7~ X,

Posto smo uzeli proizvoljnu granu X € CM?, tada sve dokazano mozemo sumirati u
formuli:

(VX € CM%)(3Z € CM®<+%) Z ~ X.
Q.E.D.

Posljedica 4.1.1. Nekasu ® i ®,, ¢ < v < o nizovi formula bez ponavljanja,
takvi da CM® # 0 i vazi formula:

Range(®) = U Range(®,),

<y

tada oznatimo li sa CM®:<+® skup konzistentnih grana stabla & T®:, vazi formula:
g <
<y

CM?® %0 5 CM® <% £,

Q.E.D.

Teorema 4.1.1. Neka je o regularan kardinal. Ako kardinal o ima svojstvo
drveta, tada je kardinal a iskazno slabo kompaktan.

DokAZ. Neka kardinal a ima svojstvo drveta, dokazimo dalje da je kardinal o
iskazno slabo kompaktan, odnosno da je iskazni ra¢un P, (@, @) iskazno kompaktan.

Neka je I skup formula kardinalnosti «, i neka svaki njegov podskup kardinalnosti
manje od « ima model, dokazimo tada da I' ima model.

Oznagimo sa ® = (p,),<, niz formula bez ponavljanja takav da Range(®) =T,
uvedimo i oznaku ®, = ®,,, za ¢ < a. Na osnovu prethodne pretpostavke jasno
je da svako ®, ima model. Posmatrajmo dalje iteriranu konzistentnu konkatenaciju

=

b4 bed b4 B2 B4 B B4 B3 B Ed 4 B B2 Ed Bl B4 b3
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T=Q T(#:) definisanu induktivno, na osnovu Definicije 4.1.4. pomo¢u niza tabloa
<y
%, = (T,,<x,), t < a na osnovu slijede¢ih formula:

T, = (0,0),
sL-l—l = zL®T(‘PL>7 t<a,

T, = YT, 7L< Lim(y).
<y

Posto svako ®,, ¢ < v ima model, tada iz Poslijedice 3.1.6. slijedi da je CM?®: £,
¢ < 7. Iz Posljedice 4.1.1. dalje slijedi da vazi CMgz, # @, za svako ¢ < . Dakle za
svako ¢ < 7 tablo ¥, ima konzistentnih grana, pa se na svakom tablou ¥, konzistentno
konkatenira tablo T{#), odnosno vazi formula:

(VL < a) T, CT41 A (Tl,+1 \T,,) # 0.

Procjenimo dalje kardinalnost skupova T, za ¢ < a. DokaZimo indukciom po ordi-
nalima ¢ < o, da vazi |T,| < a. Primjetimo prvo da za tabloe T = (T, <1,), na
osnovu Teoreme 2.1.2., buduéi da |{p.)| =1 < a vazi |T,| < a.

(1) INDUKTIVNI POCETAK, ¢ = §. Na osnovu definicije Ty vazi slijedei niz relacija:
|T0| =0 < a

(2) INDUKTIVNA HIPOTEZA. Neka za ordinal 7 < o vazi formula:

Ve<7) T <o

(3) INDUKTIVNI KORAK. Dokazimo na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE 22 ordinal 7
(< a) vazi |T;| < o

(3.1) Ako jeordinal 7, ordinal slijedbenek t.j. postoji ordinal { takav daT=¢&+1.
Tada na osnovu definicije niza ¥, i induktivne hipoteze vazi slijedeti niz
relacija:

ITes1| < ITel- |Te| = max(|Tel, |T¢l) < e

(3.2) Ako je ordinal 7, grani¢ni ordinal, tada na osnovu definicije tabloa %,
pretpostavke da je kardinal o regularan i INDUKTIVNE HIPOTEZE, vaZi
slijedeci niz relacija:

IT-| = |UTL| < Uszl <o
<7 <7
Na osnovu regularnosti kardinala a i upravo dokazanog vazi formula:
ITa| = IUTLl = ZITLH\TLl =
<a <a

Dakle kardinalnost stabla T = T, je a. Kako za svako ¢ < a, vazi |T,| < a, i na
osnovu Leme 4.1.1. za svako (o + 1) < h(%) postoji ¢ < o tako da F[o + 1] =
%, [0 + 1], pa vazi slijedeti niz relacija:

1Z(0)| < |Z[o]|l = [Tlo+1]| < |T.| < &
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odnosno vazi formula:
(Vo < h(T)) |Z(0)| < a.

Posto je kardinalnost stabla ¥ jednaka a i svaki nivo stabla ¥ je kardinalnosti manje
od a, zakljuéujemo na osnovu svojstvo stabla kardinala a, odnosno postoji grana X
duZine a, tj. |X| = a. Ako bi grana X bila nekonzistentna, tada bi na osnovu njene
konstrukcije, postojao ordinal ¢ < +y takav da vazi formula:

(XNT,)eCMg, A (XNT,4) ¢ CM<

Na osnovu definicije iterirane konzistentne konkatenacije, na granu X NT,; se dalje
ne bi konkatenirala preostala stabla, tj. X C T,11 odnosno X € Mg, +1- Kako je
|Tit1] < @, iz ovog bi slijedilo da |X| < @, &0 je u kontradikeiji sa IX| = e, pa
pretpostavka da je grana X nekonzistentna dovodi do kontradikcije. Primjenimo li
pravilo iskljucenja treteg, tada mora da vazi X € CMz. Kako je grana X nastala

konkatenacimo grana X, € CMr(.), za ¢ < v koje na osnovu Teoreme 3.1.2.
zadovoljavaju uslove:

410

(C0) Ne postoji formula ¢ € Forp, takvada ¢ ~ X, i =p ~ X,.
(Cl) Ako =p ~ X,, tada - ~ X,.

(C2) Ako p > ¥ ~ X,, tada ~p ~ X, ili ) ~ X,.

(C3) Ako No<y o ~ X, tada za svako o < v vazi ¢, ~ X,.

(C4) Ako Va<7 ¥ ~ X,, tada postoji o < 1y tako da vazi @, ~ X,.

Posto X, ~ X, i Range(X) = |, <~ Range(X,) tada neposredno izvodimo da za i
grana X zadovoljava uslove (CO)-(C4‘S. Iz Teoreme 3.1.3. neposredno zakljutujemo
da tada postoji p model grane X, tj. p =P, X. Buduéi da za svako ¢ < 7 vazi
¢, ~ X,, odavde slijedi da ® ~ X, pa na kraju zaklju¢ujemo da vazi formula:

pEp, ®, odnosno pl=p T.

Dokazimo i suprotan smjer Teoreme 4.1.1.

Teorema 4.1.2. Neka je a = w ili a jako nedostizan kardinal. Ako je kardinal
a iskazno slabo kompaktan, tada kardinal « ima svojstvo drveta.

DokaAz. Bilo da je & = w ili & jako nedostizan kardinal, to znaéi da je on regularan
i jako grani¢an kardinal (strong limit cardinal). Neka je stablo T = (T, <71 ), takvo
da vaze uslovi:

(S1) [T = e,
(S2) (Ve <h(T)) IT(1)| < a.
DokaZzimo da postoji grana stabla T duzine a.

Neka je funkcija ¢ : T — Varp, bijekcija, i oznacavajmo radi lak3eg zapisivanja
formula oznaku ¢, = q(z) za zyy € T. Uotimo skup formula iskaznog ratuna P,:

' ={V «vu

z€T(0)

{Ae—> V ¢lXeXrA|X|<aAYr(X)#0}u
zeX YEYT(X)

{- A &|XeMrA|X|<a}
zeX

el bed bl b

el bl b
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Ako bi postojao model p za skup formula I', tada bi postojala bar jedna grana X
stabla T za koju bi vazilo da p |=p, ¢, za svako z € X. Ako bi kardinalnost takve
grane X bila manja od a, tada bi (w A cx ¢:) € T, pa bi vazio p Ep, ~ A ex 9z
odnosno 9 [=p, V,cx ¢ Dakle postojalo bi takvo z € X tako da vazi p Fp, ¢z,
§to je u kontradikciji sa p F=p, ¢z, odnosno pretpostavkom da je p model skupa
formula I'. Primjenom pravila iskljutenja treéeg slijedi da je grana X mora biti
duzine o, odnosno |X| = a. Dakle ako bi za skup formula I' postojao model, tada bi
kardinal a zadovoljavao svojstvo drveta.

Dokazimo dalje da pomoéu pretpostavljene slabe iskazne kompaktnosti kardinala
a slijedi da postoji model skupa formula I'.

Pokazimo prvo da |I'| = a. Primjetimo da bilo da je kardinal a = w ili a jako
nedostizan za njega vazi da a<® = a. Takodje primjetimo da vaZe i sledei niz relacija:

X € Mr||X|<a}l < {X eXr||X|<a}| < [TI7) = o< = a.

Stablo T zadovoljava uslove (S1) i (S2) svojstva drveta, i na osnovu prethodnih prim-
jedbi tada vaze slijedece relacije:

HV @&}l=1<aq

z€T(0)

HA &= V @lXeXTAIX|<aAYr(X)#£0} < {XeXr||X]|<a}
z€EX yEYT(X)

{- /\qulXeMT AlX| <o} = {XeEMr||X|<a}| £ a
z€

Iz navedenih relacija neposredno slijedi da || < a. Ako je |I'| < a, tada konstruisemo
model za I’ na identiéan naéin koji éemo upravo opisati.

Neka je @ C T bilo kakav skup formula kardinalnosti |#|] < a. Dokazimo da
skup formula & ima model. Obiljezimo sa V C Varp, skup iskaznih varijabli koje se
javljaju u formulama skupa ®. Kako je |®| < a i u svakoj formula iz @ pojavljuje
se manje od o varijabli, sljedi da |V| < a. Kako je preslikavanje ¢ bijekcija, skup
V jednoznaéno odredjuje podstablo Ty = (Ti, <, ) stabla T, gdje je T1 = ¢[V]
i <r, =<7 |- Primjetimo da |T1] < a. Obiljezimo dalje sa T> = T[h(Ty)] i
<1, =<7 |1;, 0dnosno sa T2 = (T3, <y, ) podstablo stabla T. Posto je kardinal
a regularan, tada h(T;) < h(T) < @, pa iz osobine (2) svojstva drveta slijedi da
|T3| < a. Primjetimo da je dovoljno odrediti vrijednosti valuacije na skupu g7 T,
da bi valuacija bila model skupa formula @, jer ostale iskazne varijable ne utitu na
istinitost formula iz @ posto se u njima i ne javljaju.

Konstruisimo dalje valuaciju p : Varp, — {T,F} u zavisnosti od slijede¢ih
sluéaja:

(1) Ako V,c1(0) &= € @, tada valuacija p(p) = F, za p € Varp,, je model skupa &
tj. p |=pa .
(2) Ako V,e1(0)2= € @, tada posto je |T2| < o, tada uvjek postoji tatka z €

(T'\ T3). Na osnovu izbora tatke z slijedi da rv(2z) > h(T2). Obiljezimo granu
Z = {z € Tz | z < z}. DefiniSemi valuaciju p formulom:

T :z€Z
p(e) —{ F : inate,

IA

a,
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Dokazimo da je valuacija p model skupa formula &, tj. p =p, ®. Neka je
formula ¢ € @, tada su moguéi neki od slijede¢ih slutaja:

(3.1) Akojep = VzeT(0) 92+ 22 neko z € T, tada na osnovu definicije skupa Z

slijedi da postojiy € Z iy € T(0), odnosno p =p, q,. Na osnovu definicije
relacije zadovoljenja neposredno izvodimo da vazi formula:

» Er, V qz-

z€T(0)

(32) Ako je ¢ = N,ex @z = VyEYT(X) gy, za neki &vor £ € T, takav da na
osnovu definicije skupa I vazi: X € X1 i St(z) # 0.

(3.2.1) Ako p P, A,cx ¢, tada postoji T € X tako da = ¢ Z. Iz svojstva
linearnosti grane X tada slijedi formula:

VueX) (z<u—> udg2).

Iz prethodne formule i definicije skupa Y7(X) neposredno izvodimo
da za svako y € Yy(z) vazi y € Z, odnosno p p, gy. na osnovu
svojstava relacije zadovoljenja neposredno izvodimo da vazi formula:

p |=P¢. /\ 4z — V qy-

z€X yEYT(X)

(3.2.1) Akop Ep, A,cx 02> tada X C Z, pa osnovu definicije skupova Y1 (X)
1 Z, postoji y € Yr(z) tako day € Z, odnosno p =p, g,. Iz svojstava
relacije zadovoljenja neposredno izvodimo da vazi formula:

p |=P,, /\ Gz — V qy-

z€X yEYT(X)

(3.3) Ako je p = = Azex @z, za neko X € M. Pretpostavimo tada suprotno
da p |=p, =, odnosno da p =p, A,cx ¢=- Iz definicije valuacije p , tada
slijedi da X C Z. Posto je X maksimalna grana pa slijedi da Z C X.
Dakle vazi X = Z. Na osnovu izbora tacke z slijedi da z ¢ X. Kako za
svako y € Z vazida y < z, paizay € X, vazi y < z, odatle neposredno
izvodimo da grana X nije maksimalna. Dakle na osnovu zakona iskljutenja
treteg vazi formula:

pEp, - /\ qz-

z€X
Direktna posljedica Teoreme 4.1.1. i Teoreme 4.1.2. je slijedeéa teorema.

Teorema 4.1.3. Neka je a@ = w ili a jako nedostizan kardinal. Tada za kardinal
a vaZi slijedeca ekvivalencija:

a je iskazno slabo kompaktan akko a ima svojstvo drveta.
Teorema 4.1.4. (KONING-OVA LEMA.) Ako je stablo T = (T, <7 ), takvo da

svaka njegova tatka ima samo kona¢no sljedbenika, onda stablo T ima beskonaénu
granu. (Dokaz vidjeti u [FDrak74, str. 202].)

el el Ed

el ed bl b
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Posljedica 4.1.2. Kardinal Ry ima svojstvo drveta, odnosno kardinal X je slabo
iskazno kompaktan, pa na osnovu Teoreme 4.1.3. racun P, je kompaktan.

Teorema 4.1.5. Postoji neprebojivo stablo, kojem su svi nivoi prebrojivi, ali
koje nema neprebrojivu granu. Stablo sa ovakvim svojstvom nazivamo Aronszajn-
ovim stablom. (Dokaz vidjeti u [FDrak74, str. 211].)

Posljedica 4.1.3. Kardinal X; nema svojstvo drveta, odnosno kardinal X; nije
slabo iskazno kompaktan, pa na osnovu Teoreme 4.1.3. ra¢un P, nije kompaktan.

Teorema 4.1.6. Singularani kardinali nemaju svojstvo drveta. ([FDrak74, str.
215)).

Posljedica 4.1.4. Singularni kardinali nijesu slabo iskazno kompaktni.

Teorema 4.1.7. Za regularan kardinal & takav da 2* < &, za A < k postoji k™
Aronszajn stablo, tj. stablo €iji su nivoi kardinalnosti < &, a koje nema granu duZine
k*. ([FDrak74, str. 217)).

Posljedica 4.1.5. Regularan kardinal  takav da 2* < &, za A < & nije slabo
iskazno kompaktan, odnosno iskazni ratun P+ nije kompaktan.

4.2 Kompaktnost beskonacnih logika L,g

Definicija 4.2.1. Za beskonatnu logiku Lag kazemo da je (x,)) - kompaktana
ako skup recenica T, kardinalnosti |I'| = « ima model akko svaki podskup skupa I'
kardinalnosti manje od A ima model.

Lema 4.2.1. Ako je logika Lag (k, A)-kompaktna, tada za v < 8 logike Loy su
(x, A)-kompaktna.

DokAz. Na osnovu definicija skupova Foryr , i Forr,,, slijedi da vazi Forr,, C
Fory,,, odakle neposredno slijedi tvrdjenje leme.

Definicija 4.2.2. Kardinal « je slabo kompaktan ako za beskonatnu logiku Lya
vaizi da je (a, @) — kompaktane.

Teoreme i leme iz prethodnog poglavlja vaZe i za beskonaéne logike Los. Operacija
konzistentne konkatenacije se definise za tabloe nad formulama beskonaénih logika
uvazavajuci uvedene kvantifikatore. Kao i u slutaju za iskazne ratune definisemo i
iteriranu konzistentnu konkatenaciju. Lemu 4.1.1, Lemu 4.1.2. i Lemu 4.1.3.
opstimo tako da na mjestima gdje je to potrebno diskutujemo slucaje gdje se po-
javljuju formule sa kvantifikatorima. Tada zakljutujemo da i Posljedica 4.1.1. vazi
u slu¢aju tabloa nad formulama beskona¢nih logika.

Novi momenat u dokazima nastaje u Teoremi 4.1.1. gdje za iterirani konakte-
naciju definisanu u teoremi kao dokazujemo formulu:

Ve<a) |T.|<a
umjesto (V¢ < @) |T,| < a. Kakoje T = |J, ., T. i kako je kardinal o regularan sljiedi

da |T| = a, §to nam je potrebno da bi smo u nastavku dokaza zakljuéili da stablo ¥
ima granu X kardinalnosti a. Odavde Sli¢tno kao i u Teoremi 4.1.1. pozivajuti se na
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Teoremu 3.2.1. zaklju¢ujemo da postoji model formula nad kojim smo konstruisali
tablo.

Uopsenje Teoreme 4.1.2. postizemo tako §to posmatramo jezik L koji sadrzi
jedan relaciski simbol Rel;, = {Q} i sadrZi a simbola konstanti. Oznagimo li sa
s:T — Consty, i dokazu Teoreme 4.1.2. zamjenimo svako javljanje simbola ¢, sa
Q(s.) dobijamo uopsteni dokaz za beskonatne logike Lqg.

Iz svega retenog slijedi da vazi slijedeta teorema.

Teorema 4.2.1. Neka je a = w ili a jako nedostizan kardinal. Tada za kardinal
a vazi slijedeca ekvivalencija:

« je slabo kompaktan akko o ima svojstvo drveta.

Na osnovu Teoreme 4.1.3. tada zakljucijemo da vai slijedeéa teorema.

Teorema 4.2.1. Neka je a = w ili a jako nedostizan kardinal. Tada za kardinal
a vazi slijedeca ekvivalencija:

a je slabo kompaktan akko « je slabo iskazno kompaktan.
Prethodnu ekvivalenciju mozemo iskazati kao:

Laq je slabo kompaktna akko P, je slabo iskazno kompaktan.

Posljedica 4.2.1. Sli¢no kao i usluéaju iskaznih racuna izvodimo da vaze sli-
jedeée posljedice:

(1) Beskonatna logika L, je slabo kompaktna.
(2) Beskonatne logike Ly, i Ly, nijesu slabo kompaktne.

(3) Za svaki singularan kardinal i za svaki kardinal A < x beskonagna logika L,
nije slabo kompaktna.

(4) Za svaki regularan kardinal x takav da 2* < &, za A < & i kardinal o < &
beskonagna logika L, je slabo kompaktan.

S Ry

== = |



Glava 5

Heuristika

Analtiticki tabloi kako smo ih formulisali u Glavi 2. predstavljaju znacajan
algoritam za automatsko dokazivanje teorema. Postoji veliki broj dokazivaca
koji se baziranju na analitickim tabloima, pa su stoga algoritmi, odnosno
heuristike koji unaprijedjuju osnovni algoritam dobrodosli. Osnovna formu-
lacija i dvije prediozene heuristike biti ée glavni sadrzaj ove glave. Posto
je predikatski racun prvog reda najinteresantniji sa stanovista automatskog
dokazivanja teorema, to ée ova glava biti u potpunosti posveéena predikatskom
ratunu prvog reda. PredloZeni algoritmi mogu se lako uopstiti i na ostale
beskonaine iskazne racune i logike, ali problemi pri implementaciji ostavljaju
otvorenim pitanje njihove primjene, sem naravno teoretskih razmatranja.

U ovoj glavi posebnu paznju posvecujemo analiti¢kim tabloima predikatskog racuna
prvog reda (L., ), sa stanovista automatskog dokazivanja teorema. Ve¢ smo u Defini-
ciji 3.2.2. precizirali 5to podrazumjevamo pod pojmov dokazivosti formule ¢ u teoriji
& logike L,.. Da bi pojednostavili zapis, posto éemo razmatrati samo predikatski
raéun prvog reda, ¢injenicu da je formula predikatskog racuna ¢ tablo dokaziva u
teoriji ® obiljezavamo sa ® FT ¢.

0d sada pa na dalje podrazumjevamo da jezik L, takav da |Relr| < w i |Fung| <
w. Takodje podrazumjevamo da je za niz formula ®, definisan niz formula @' kao
u Definiciji 3.2.2. Primjetimo dalje nekoliko veoma vaznih lema za buduéa rama-
tranja.

Lema 5.1. Neka je data formula ¢ predikatskog racuna prvog reda i teorija ®
prvog reda. Ako je @ T @i |®| < w, tada je kompletan tablo T = (T, <te), takav
da |T| < w.

DoxkAz. Posto je |®| < w, |RelL| < w i |Funi| < w, tada na osnovu Definicije
3.2.2. slijedi da |®'| < w. Na osnovu konstrukcije tabloa i pretpostavke da T
zatvoren tablo, vazi formula:

(VX € Mye) |X| <w.

Na osnovu pretlllodne formule slijedi da h(T?') < w, pa iz toga zakljuéujemo da
T = U, T®(:). Indukcijom po ordinalima ¢ < w neposredno dokazujemo da
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|T® (1)| < w. Tada vazi slijedeéi niz relacija:

T < SIT¥0) < w

<w

Pretpostavimo li da |T| = w, tada stablo T® na osnovu veé¢ dokazanog zadovoljava
uslove:

(51) |T| = w,
(S2) (Ve < h(T®)) |T®'(1)] < w.

Posto kardinal w ima svojstvo stabla, slijedi da stablo T®' ima granu X takvu da
|X| = w, 8to je u kontradikciji sa pretpostavkom da je tablo T®' zatvoren.

Dakle, na osnovu ve¢ pokazanog slijedi da je jedino moguée da |T'| <w. Q.E.D.

Primjetimo da mnoge od tataka zatvorenog kompletnog tabloa nijesu potrebne da
bi smo zatvorili svaku njegovu granu. Veliki broj nepotrebnih tagaka u konstrukciji
zatvorenog kompletnog tabloa predstavljaju osnovnu teskoéu u radu programa koji za
dati niz formula @ konstruide kompletan tablo T®. Program koji predstavlja imple-
mentaciju algoritma za konstrukciju analitickih tabloa, onako kako smo to opisali u
prethodnim poglavljima zvaéemo dokazivacom. Opisani algoritam konstrukcije moze
se poboljsati uvodjenjem heuristika, a da se ne narusi njegovo osnovno svojstvo kom-
pletnosti. Ovo poglavlje ¢e upravo biti posveéeno opisu dvije heuristike koje ¢uvaju
svojstvo kompletnosti algoritma za konstrukciju zatvorenih kompletnih tabloa.

Definicija 5.1. Neka je dat niz formula & i neka je kompletan tablo T® =
(T, <t ) zatvoren. Za tatku = = (0, p) € T definiSemo skup C%, koji zovemo skupom
konsekvenci tatke z, na osnovu pomoénog niza C? i slijede¢ih formula:

G = {z}

Cot1 = Ciu U (T2 \T,), neuw,
(o,0)€ECZ

tako da C% = Cﬁ,.l. (Skupovi T, predstavljaju skupovni dio niza tabloa T2 preko
kojeg definisemo kompletan tablo T2.)

Primjetimo da ako je T kompletan zatvoren tablo iz Leme 5.1. slijedi da IT| < w,
pa iz prethodne definicije izvodimo da |C3| < w.

Definicija 5.2. Neka je dat niz formula & i neka je kompletan tablo T® =
(T, <t ) zatvoren. Za tatku z = (0,¢) € T kazemo da je irelevantna u tablou T u
oznaci Irele(z, T?), ako je tablo Ty = (T}, <7, ) takav da je:

Ti=T\(C3u|J{Chlz<ryAyeT Ay=(r,0)}),

i <1, =<7 |13, zatvoren. U suprotnom kazemo da je tacka z relevantna u tablou T2
u oznaci Rele(z, T®).

Predlozene heuristike baziraju se na ideji, da se postupno u konstrukciji “forsir-
aju” formule koje se nalaze u relevantnim tackama i na taj nacin ubrza konstrukcija
zatvorenog tabloa. U tom cilju precizirajmo kako iz Definicije 2.1.5 konstruisemo
algoritam za konstrukciju kompletnog tabloa.

1
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5.1 Osnovni algoritam

Algoritam 5.1. Kao ulaz u algoritam imamo niz formula @ i formulu ¢. Algori-
tam konstruise tablo T®*{~¢} granu po granu. Konstrukcija grane se vrsi sve dok
ona ne postane kontradiktorna, i u tom sluéaju prelazimo na drugu granu koju jos
nijesmo zatvorili, ili u grani nije moguée primjenjivati pravila za konstrukciju tabloa,
pa formula ¢ nije teorema teorije ®. Iz vel recenog, jasno je da je ovakav algori-
tam parcijalno odludiv tj. ako CM®U{=¢} £ @, tada algoritam nece stati jer postoji
beskonatna konzistentna grana.

U notaciji sluénoj programskom jeziku PASCAL, koja se od programskog jezika
razlikuje u tome da je moguée operisati sa nizovima kojima nije unaprijed ogranicena
duzina, i sa funkcijom len, koja vraéa duzinu takvih nizova. Duzinu ovakvih nizova
bi prestavljao najveéi indeks élana niza, kojem smo pristupali. OpiSimo algoritam
tableaux koji na ulazu ima niz formula & i formulu ¢. Podrazumjevamo slijedece
globalne promjenjljive :

(1) X - niz formula, koji predstavlja granu koju konstruisemo.

(2) lenX - cjelobrojna promjenjliva koja predstavlja duZinu niza (grane) X.

(3) ¢ - niz cjelobrojnih vrijednosti, koji za svaki clan niza X[i] predstavlja broj
(disjunktnie) konsekvence koji je dodat u grani X primjenom nekog od pravila
(P1)-(P6). Iz definicije pravila neposredno slijedi da za prvilo (P1) vrijednost
ovog broja je 1, za (P2) je 2, za (P3) je 1, za (P4) ovaj broj je jednak broju
disjinkta u formuli nad kojom smo primjenili pravilo, za (P5) je 11 za (P6) je
1.

(4) 1 - niz cjelobrojnih vrijednosti, koji za svaki ¢lan niza X [2] predstavlja duZinu
niza (grane) X, prije nego je primjenjeno nad njim neko od pravila (P1)—(P6).

Bez navodjenja algoritma pretpostavljamo da ve¢ imamo tri funkcije: apply,
no_cons i contradiction. Funkcija apply ima na ulazu cjelobrojnu vrijednost ¢, i ona
nad formulom X[¢], primjeni odgovarajuée pravilo konstrukcije tabloa (P1)-(P6) i to
cli] konsekvencu i vraéa novu duzinu niza (grane) X nakon primjene odgovarajuceg
pravila. Funkcija no_cons ima na ulazu cjelobrojnu vrijednost ¢, i ona vraca broj
konsekvenci formule X [i]. Funkcija contradiction vraca vrijednost boolovskog tipa:
true ako u grani X postoje atomitka formula i njena negacija, inace varaca false.

Promjenljive u proceduri tableaux su: ¢ i j, koje nam sluze kao brojaci. Navedimo
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listing procedure tableaux:

program prover;

var
X :array of formula;
lenX : integer ;
c:.array of integer ;
[:array of integer ;

procedure tableaux(® :array of formula, ¢ : formula);

var
1,7 : integer ;

begin
lenX := len(®);
for i:=1 to lenX do begin
X[i] = 8l
cfi] :=0
end ;
lenX := lenX +1;
X[lenX] := —y;
cllenX) :=0;
i:=1;
repeat
while ( not contradiction) and i < lenX do begin
I[¢] := lenX;
cli] := cfi) + 1;
lenX := apply(z);
i=1i4+1
end ;
if contradiction then begin
while c[i] = no_cons(i) and i >0 do i:=i—1;
lenX = I[);
for j:=i+1 to lenX do c[j]:=0
end
until ¢#0 and lenX <73
if ¢ =0 then write ('Formula’,p,’ je teorema teorije ’,&,’.’)
else write (’Formula’,p,’ nije teorema teorije ’,®,’. ”)
end ;

Na potetku rada algoritma, sve formule iz ulaznog niza ® smjestimo u niz (granu)
X i za svaku formulu X[i] postavmo broja¢ disjunktnih konsekvenci koje su dodate
grani X na 0, tj. ¢[] := 0. Glavni broja¢ u kojem smjestamo vrijednost do koje smo
formule u grani X “stigli” sa primjenom pravila (P1)-(P6) je promjenjljiva ¢, i na
pocetku postavljamo ¢ := 1. Zatim ulazimo u petlju u kojoj smo sve dok vrijednost
brojaca i ne bude 0 ili i postane veée od lenX, dakle dok ne zavrsimo konstruk-
ciju zatvorenog tabloa ili nije vise moguée primjeniti ni jedno od pravila (P1)-(P6).
Ponovo ulazimo u drugu petlju u kojoj smo sve dok ne dodjemo do kontradikcije ili ¢
postane vee od lenX. U toj petlji primjenjujemo pravla konstrukcije (P1)-(P6) nad
formulom XTi], i to cfi] + 1 konsekvent i pri tome za svaku primjenu pamtimo duzinu
niza (grane) X. Ako se pojavi kontradikcija tada prekidamo sa primjenom parvila
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(P1)-(P6) i vratamo se unazad sve dok c[i] # no_cons(i). Na ovom mjestu u grani
X nalazi se prva formula X[i] od vrha niza (grane) X koja ¢e primjenom pravila
(P1)-(P6) stvoriti otvorenu granu, razli¢itu od X. RekonstruiSemo “stanje”, tako da
mozemo dalje nastaviti sa konstrukcijom nove grane. Primjetimo da ako se vratimo
tako da ¢ = 0, to znadi da su sve moguce grane ispitane, tj. zatvorene, pa je to, kao
8to smo i ranije naveli uslov za izlaz iz petlje. Ako nije viSe moguée primjenjivati
pravila (P1)-(P6), tada takodje izlazimo iz petlje. Na kraju u zavisnosti kako smo
izazsli iz petlje stampamo izvjestaj o tome da li je formula ¢ teoreme teorije ®. Ako
je i =0, tada je formula ¢ teorema teorije ®, inate nije.

Iz samog algoritma i njegovog opisa jasno je da se radi o konstrukciji stabla po
“dubini”, (po granama stabla), §to je optimalna strategija u ovom slu¢aju, jer bi kon-
strukcija po “3irini”, (po nivoima stabla) vrlo brzo zauzela svu raspoloZivu memoriju
racunara.

Kod dokaza koji su dobijeni primjenom ovog algoritma, kao i uopste bilo kojim
metodom automatskog dokazivanja teorema, veliki broj tataka u tablou su irelevantne.
Problem je jo3 vedi, kada veliki broj irelevantnih tataka ima mnogo disjunktnih kon-
sekvenci. Na primer, ako u jednom dokazu imamo deset irelevantnih tataka, koje
recimo imaju po dvije disjunktne konsekvence, tada ée one proizvesti 2! = 1024
grananja u tablou. Heuristike koje predlazemo upravo ¢e se koncentrisati na “otkri-
vanje” relevantnih tagaka i njihovo “forsiranje” u daljem procesu konstrukcije tabloa.
Neka je grana X zatvorena grana, konstruisana prethodnim algoritmom. Uogimo
ta¢ku z prvu u grani X koja ima neku otvorenu granu, i na tom mjestu dodamo nove
tacke koje imaju formule relevantih tadaka grane X od tacke z do njenog “vrha”.
Posto su navedene tacke “zatvorile” granu X, postoji velika vjerovatnoca da ¢e one
zatvoriti i novu granu, §to vise one ée sigurno zatvoriti ako su tatke u grani X od
tatke z do njenog “vrha” izuzimajuéi posljednu, koja mora biti relevantna, bile irele-
vantne. Ovaj postupak nastavljamo rekurzivno i tada u opstem slu¢aju dodajemo u
nove grane, stabla relevanthih tataka koja su zatvorila prethodne grane.

Da bi opisali heuristike uvedimo slijedeéu operaciju kojima éemo olak3ati njihov
opis.

Definicija 5.1.1. Neka su dati tacka z i niz stabala T, = (T}, <1, ), ¢ < 0, takvi
da za svako ¢ < o vazi ¢ € T, i takvi da su skupovi T}, ¢ < o, medjusobno disjunktni.
Tada sa A(z, (T,).<o) obiljezavamo stablo (T, <t ) gdje su:

() T={z}u Y.

@ <r=U<n U{{zy)t<oAyeT}
<o
U nastavku podrazumjevevamo da pored uobiajnih tataka analitickih tabloa, i
tacke oblika (@,0) mogu biti tacke analitickih tabloa.
Definicija stabla dozvoljavama moguénost da stablo ima vise elemenata ranga 0.
Kako u konstrukciji tabloa ne koristmo ovu moguénost, mozemo definisati slijedeéu
funkciju.

Definicija 5.1.2. Funkcija root(T) slika tablo T u formulu ili prazan skup, tako
da root(T) = y, ako je z = (0,y) i rr(z) = 0. Vrijednost root(T) zovemo korjenom
stabla T.

Na osnovu prethodnih napomena i definicije preslikavanja root neposredno slijedi
da njena slika je neka formula beskonaéne logike ili prazan skup.
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Definicija 5.1.3 Funkcija RepRoot(T,z) slika stablo T = (T, <t ) i tatku z u
stablo, tako da ako ¢ € T stablo RepRoot(T,z) = (T1, <, ) zadovoljava slijedece
uslove:

(1) T = {z}U(T\T(®)),
2) <n =<rnV{{z,y) [y e (T\T®)}.

Ako z € T, tada RepRoot(T,z) =T.

Definisimo dalje funkciju p koja preslikava skup zatvorenih tabloa u samog sebe,
tako da slika tabloa T bude tablo koji sadrzi samo relevantne tacke tabloa T. Po-
drazumjevamo da su zatvoreni tabloa takvi da za svaku zatvorenu granu X, postoje
samo jedna formula ¢, takva da ¢ ~ X i ~¢ ~ X. (Lako se konstruise operator, koji
bilo koji zatvorenoi tablo slika u tablo za navedenim svojstvom.)

Definicija 5.1.4 Neka je dat zatvoren tablo T = (T, <t ). Funkciju z koja
preslikava tacke zatvorenog tabloa u zatvorene tabloe, definisemo rekurzivno u odnosu
na relaciju <t pomocu slijedece formule (za z € T):

( ({.’L‘},{(.’L‘,.’L‘)}) : endT($)7

1Y) : Irel(z) A St(z) = {yo; - Yn—1}
Aroot(u(yr)) = 0,

1(%0) : Irel(z) A St(z) = {y0, ..., Yn—1}
A ((Vi < n) root(u(y:)) # 0)
A (V3,5 < n) p(ys) = u(y;)),

A((0,0), (u(¥:))icn) : Irel(z) A St(z) = {yYg; ..., Yn—1}
A((Vi < n) root(u(y:)) # 0)
p(z) = A=((V5, 5 < n) p(y:) = p(y;)),

RepRoot(p(yk),z)  : Rel(z) A St() = {yg, ..., Yn—1}
Aroot(u(yx)) = 0,

Az, (u(vo))) : Rel(z) A St(z) = {0, ..., Yn—1}
A ((Vi < n) root(u(y:)) # 0)
A (V5,5 < n) p(y:) = p(y;)),

Az, (u(yi))i<n) : Rel(z) A Sv(z) = {yg, ..., Yn—1}
A ((Vi < n) root(u(y:)) # 0)
{ A=((Vi, 5 < n) py:) = p(y;))-

Zbog vaznosti funkcije u, prokomentarisimo njenu definiciju. Primjetimo na poée-
tku, da tacku (@,8) uvodimo u funkciju p(r) samo onda, kada tatka z irelevantna
tacka, a vrjednosti funkcije y neposrednih slijedbenika tatke z su tabloi koji nijesu
medjusobno ekvivalentni, i ni jedan od njih ne sadrzi tagku (@, #). Motivacija uvodjena
tacke (0, 0) jeste u tome da je u ovoj situaciji, grananje proizvela primjena pravila
nad nekom tackom, koju jo$ nijesmo u stanju da identifikujemo, zato ostavljamo
“mjesto” za tu tacku. Kada dodjemo do prve relevantne tatke u definiciji funkcije I,
zamjenjujemo je umjesto “fiktivne” tacke (@, #).
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Neka su dati tablo T = (T, <t ) i njegova tatka z. Moguéi su neki od slijedeéih
slucaja:

(1) Tacka z je krajnja u tablou T, tj. endy(z). Formula u tacki je na osnovu
konstrukcije tabloa u kontradikciji sa nekom formulom koja se nalazi u grani
koja se zavr$ava tackom z, pa je time ona relevantna. Tada definisimo p(z) kao:

pu(z) = ({:l:}, {(x’ x)})

(2) Taéka z je irelevantna u tablou T, tj. Irel(z) i neka je St(z) = {yo,.-., ¥n-1},
tako da n > 1. Tada su moguéi neki od slijede¢ih slu¢aja:

(2.1) Postoji k < n takvo da je root(u(yx)) = 0. Tada svi ostali tabloi koji ne-
maju u korjenu “fiktivnu” tacku (@, @), nastali su kao poslijedice irelevant-
nih taéaka. U ovom sluéaju same tacke yo, .., yn—1 Su nastale primjenom
nekog od pravila nad irelevantnom tatkom, 3to ne znadi da su i one same
sve irelevantne. Dovoljno je kao vrijednost funkcije u(z) uzeti samo tablo
p(yx), jer u njemu nema tacke yx, koja je konsekvenca irelevantne tacke,
odnosno:

p(@) = p(yr)-
(2.2) Za svako i < n vazi root(u(yx)) # 0. Tada je mogué jedan od dva slucaja:

(2.2.1) Tabloi p(y:), i < n su medjusobno ekvivalentni. Tada budu¢i da
je tatka z irelevantna biramo da tablo u(ye) bude vrijednost u(z),
odnosno:

u(z) = p(yo)-

(2.2.2) Tabloi u(y:), i < n nijesu medjusobno ekvivalentni. Razli¢itost u(y;),
za i < n, je rezultat primjene nekog od pravila za konstrukciju tabloa
nad relevantnom tatkom, pa ove tabloe moramo dalje prenijeti u defini-
ciji funkcije p(z). Kako ne znamo koja je “slijede¢a” relevantna tacka,
umjesto nje u korjenu stabla u(z) postavljamo “fiktivnu” tacku (@, @).
Dakle, u(z) definiSemo kao:

u(z) = A((0,0), (#(¥:))i<n)-

(3) Tatka z je relevantna u tablou T, tj. Rel(z). Neka je tada St(z) = {90, ¥n-1},
gdje je n > 1. Tada su moguéi neki od slijedecih slucaja:

(3.1) Postoji k < n takvo da je root(u(yx)) = @. Tada svi ostali tabloi koji
nemaju u korjenu “fiktivnu” tacku (@,@), su nastali kao poslijedice irele-
vantnih tataka. U ovom sluéaju, sliéno kao u (2.1) same tatke yo, .., Yn—1
su nastale primjenom nekog od pravila nad irelevantnom tatkom, 3to ne
znaéi da su i one same sve irelevantne. Vrijednost funkcije p(z) treba onda
da bude stablo dobijeno od stabla u(yx) kome smo zamjenili korjenu tj.
tacku (@, 0) sa tackom z, odnosno:

p(z) = RepRoot(p(yx), 7).

(3.2) Za svako i < n vazi root(p(yx)) # 0. Tada je mogué jedan od dva slucaja:
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(3.2.1) Tabloi u(yi), ¢ < n su medjusobno ekvivalentni. Posto su ostali tabloi
ekvivalentni sa p(yg), koji ne sadrzi “fiktivnu tacku (@, @), vrijednost
funkcije treba da bude stablo u ¢ijem korjenu se nalazi tacka z, a zatim
slijedi stablo p(yp), odnosno:

p(z) = Az, (1(y)))-

(3.2.2) Tabloi u(y:), ¢ < n nijesu medjusobno ekvivalentni. Na osnovu veé iz-
nesenih pretpostavki: da je tacka z relevantna i da su tabloi u(y;), za
i <7 nijesu ekvivalentni, slijedi da su tacke yy, .., y,_1 rezultat prim-
jene pravila za konstrukciju tabloa nad nekom relevantnom tatkom.
Tada tablo p(z) treba da u korjenu sadrzi tacku z i da za neposredna
podstabla ima tabloe u(y;), za ¢ < n, odnosno:

wle) = Az, (u(:))i<n)-

Definicija 5.1.5. Neka je dat niz formula ®, takav da je kompletan tablo T®
zatvoren. Definisimo funkciju M koja preslikava zatvoren tablo T® = (T, <t ) u
zatvoren tablo, na osnovu formule:

M(T?) = u((B,9)),

gdje (0,9) € T.

Dokazimo da je ova definicija dobra, tj. da je M(T?), zatvoren tablo.

Pokazimo da u tablou M(T®) ne postoji tatka oblika (,0). Preptostavimo
suprotno tj. da tatka oblika (,0) postoji u tablou M(T®). Na osnovu definicije
fukcije p, “fiktivna” tacka (@, ) uvjek se nalazi kao korjen stabla. Koristeéi oznake
definicije funkcije p dokazimo prethodnu tvrdnju induktivno u odnosu na relaciju < .

(1) INDUKTIVNI POCETAK. Za krajnje tatke z, funkcija je u(z) = ({z}, {(z,z)}),
pa ne sadrzit tacku (@, 0).

(2) INDUKTIVNA HIPOTEZA. Za tagku z tabloa T sa neposrednim slijedbenicima
Yo, -, Yn—1 VvaZzi da su tabloi u(y;), za i < n, takvi da tacku (0,0) sadrze even-
tualno samo u svom korjenu.

(3) INDUKTIVNI KORAK. Dokaz sprovedimo po slu¢ajevima koji postoje u definiciji
funkcije p.

(2.1), (2.2.1) Dokaz slijedi neposredno iz INDUKTIVNE HIPOTEZE.

(2.2.2) Vrijednost funkcije je p(z) = A((D,0), (1(¥:))i<n), gdje su tabloi p(y;),
za 1 < n, takvi da root(u(y;)) # 0. Dakle tablo p(zr) ¢e imati u korjenu
“fiktivnu” tacku.

(3.1) Vrijednost funkcije je pu(z) = RepRoot(i1(yx), z), gdje je tablo u(yr) tako
da u korjenu ima tacku (9, §). Iz definicije funkcije u jasno je da tablo u(z)
ne sadrzi “fiktivnu” tacku.

(3.2.1) Vrijednost funkcije je u(z) = A(z, (1(¥p))), gdje je tablo p(yx) takav da ne
sadrzi “fiktivnu” tatku. Neposredno zaklju¢ujemo da tablo u(z) ne sadrzi
“fiktivnu” tacku.
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(3.2.2) Vrijednost funkcije je u(z) = A(z, (u(¥i))icn), gdje su tabloi u(y;), takvi
da za svako i < n vazi root(u(y:;)) # 0, pa neposredno zakljuéujemo da
tablo u(z) ne sadrzi “fiktivnu” tacku.

Na osnovu definicije zatvorenog tabloa neposredno izvodimo da bar jedna od for-
mula iz & mora biti relevantna tatka. Neka je = = (¢, ) najmanja (u uredjenju <71 ),
od relevantnih tagaka koja sadrZi formulu iz niza ®. Tablo u(z) na osnovu prethodno
dokazanog necée sadrzati tatku (@, 0). Sve tatke, ako postoje, koje su manje u ured-
jenu <1 od z, su tacke iz niza ®. One na osnovu konstrukcije imaju samo jednog
neposrednog sljedbenika. Vrijednost funkcije x u njima definiSemo na osnovu (2.1.1),
pa ¢e vrijednost u njima biti u(z). Dakle zakljutujemo da M(T®) = u(z), a posto
tablo u(z) ne sadrzi tacku (@,0), to neée ni tablo M(T?®). Neposredno na osnovu
definicije funkcije p zakljuéujemo da tablo M(T%) mora biti zatvoren.

Dakle, iz svega recenog zaklju¢ujemo da je preslikavanje M dobro definisano.

Primjer 5.1.1. Konstrui§imo sliku funkcije M za kompletan zatvoren tablo iz
Primjera 2.1.1. Zbog jednostavnosti uzimamo za primjer tablo koji je generisan za
klasi¢an iskazni raéun P, . Tablo generisan u Primjeru 2.1.1 je bio generisan nad
formulama:

pAt, gVr, gVrVvt, -pV g, -pV -r, -pV L.

Za sve krajnje tacke, a to su tatke sa ordinalima od 16 do 31, vrijednost funkcije u je
definisana slu¢ajem (1) i data sljede¢om formulom:

p((n @) = ((n,0), {{{n,9),(n,0))}), 16<n <3l

Tatke koje predstavljamo u slikama vrijednost funkcije y piSemo bez njihovih ordinala,
radi jednostavnijeg praéenja primjera. Tacke sa ordinalima 10, 111 12 irelevante, pa je
vrijednost funkcije g u tim tatkama definisana slu¢ajem (2.2.2) i predstavljena Slikom
7. Tatka sa ordinalom 13 je relevantna i vrijednost funkcije p je definisana slu¢ajem
(3.2.2) i predstavljena Slikom 8.

/\ /4\7
-P —q -P —q
Slika 7. Slika 8.

Tacke sa ordinalima 25 i 27 irelevantne, pa je vrijednost funkcije £ u tim tatkama
definisana slu¢ajem (2.2.2) i predstavljena Slikom 9. Tatke sa ordinalima 14 i 15
su takodje irelevantne, pa je vrijednost funkcije x4 definisana slutajem (2.1) i takodje
predstavljena Slikom 9. Tatka sa ordinalom 9 je relevantna, pa je vrijednost funkcije u
njoj dobijena na osnovu slu¢aja (3.1), tako sto “fiktivnu” tacku iz Slike 9. zamjenimo
formulom r. Rezultat prethode operacije je predstavljen Slikom 10.

A A\

-p -r -p -r

Slika 9. Slika 10.
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Tacka sa ordinalom 7 je irelevantna, a vrijednosti funkcije 1 u tackama 8 i 9 nijesu
ekvivalentne, pa je vrijednost funkcije x4 definisana slucajem (2.2.2) i predstavljena
Slikom 11. Tatka sa ordinalom 6 je relevantna, pa je vrijednost funkcije u njoj do-
bijamo na osnovu slu¢aja (3.1), tako sto “fiktivnu” taéku iz Slike 11. zamjenimo
formulom r. Rezultat prethode operacije je predstavljen Slikom 12.

-p g -p -r -p g -p -r

Slika 11. Slika 12.

Kako su dalje tacke sa ordinalima 4, 3, 1, i § relevantne (sluéaj (2.2.1)), a tacke
sa ordinalima 5 i 2 irelevantne (slu¢aj (3.2.1)), vrijednost funkcije M za kompletno
stablo iz Primjera 2.1.1 e biti stablo predstavljeno Slikom 13.

pPAL

qVvr
-pV g

pV-r

Slika 13.

5.2 Algoritmi heuristika

Upravo opisano preslikavanje x4 mozemo iskoristiti da bi brze konstrisali zatvoreni
tablo. Primjetimo da je preslikavanje x induktivno definisano u odnosu na poredak
<re, pa ga u konstrukciji grane X, kako je ona izvedena u Algoritmu 5.1, mozemo
postupno konstruisati za svaku tatku grane X. Prva heuristika koju éemo predlozit
bazira se na slijedecoj strategiji. Neka je data grana X, i tacke z,y 1 z, takve da
je tacka y neposredni sljedbenik tatke z i tatka z je neposredni sljedbenik tacke
y. Pretpostavimo da smo konstruisali u(z) i da je root(u(z)) = 0. Obiljezimo sa
X1 ={uv € X | u < z}. Skup X, predstvlja podgranu grane X, Cija je “najvisa”
tacka tatke z. Provjerimo da li su sve grane dobijene konkateniranjem grane X, i
maksimalnih grana tabloa u(z2) su zatvorene. Ako jestu nije potrebno konstruisati
tabloe za neposredne slijedbenike tacke y. Ovu strategiju primjenjujemo rekurzivno,
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za svaku tacku stabla T®. Iz same formulacije heuristike, jasno je da ée ona “zatvoriti”
preostale “otvorene” grane tatke y ako je ona irelevanta, 5to je najéeice i slucaj.
Primjetimo da ée ova strategija ponekad zatvoriti i otvorene grane tacke y ako je
ona relevantna. Moguée je da je tacka y irelevantna za tablo u(z), a relevantna za
vrijednosti funkcije p u ostalim tatkama, koje su neposrendi slijedbenici tacke y.
Strategija heuristike ipak neée ugroziti korektnu konstrukciju zatvorenog tabloa, Sto
je od znataja za njenu primjenjljivost u dokazivaéima. Uslov da je root(u(z)) = 9, je
jako vazan za korektnost strategiju heuristike, jer je tada su, sa stanovista konstrukcije
tabloa pomenute konkatenacije korektne.
Precizno formulisimo dalje algoritam koji slijedi iz opisane heuristike.

Algoritam 5.2. Kao ulaz u algoritam imamo niz formula @, i formulu ¢.
Algoritam konstruiSe tablo T2U{~¢}, uz pomoé heusitike koju éemo detaljno opisati.
Konstrukcija grane se vrsi sve dok ona ne postane kontradiktorna, ili u grani nije
mogucée primjenjivati pravila za konstrukciju tabloa. Ako je grana kontradiktorna,
tada definiSemo vrijednost funkcije g u tackama grane koju smo zatvorili. Vrijednost
funkcije u tatakama konstruisane grane moze se samo parcijalno odrediti. Ako je od
tacke z do “kraja” zatvorene grane funkcija p definisana, tada sve otvorene grane od =
do “kraja” grane “zatvaraju” vrijednost funkcije p u tatkama koje imaju “otvorene”
grane. Konstrukeiju tada nastavljamo od neposrednog prethodnika tacke z. Ako u
grani nije moguée primjenjivati pravila za konstrukciju tabloa, tada formula ¢ nije
teorema teorije ®. I ovaj algoritam, sli¢no Algoritmu 5.1. je parcijalno odluéiv.

Opisimo navedeni algoritam kojeg nazivamo tableaux.heuristic. Sli¢no kao u
Algoritmu 5.1. podrazumjevamo slijedece globalne promjenjljive :

(1) X - niz formula, koji predstavlja granu koju konstruisemo.
(2) lenX - cjelobrojna promjenjliva koja predstavlja duzinu niza (grane) X.

(3) ¢ - niz cjelobrojnih vrijednosti, koji za svaki clan niza X[i] predstavlja broj
(disjunktnie) konsekvence koji je dodat u grani X primjenom nekog od pravila
(P1)-(P6). Iz definicije pravila neposredno slijedi da za prvilo (P1) vrijednost
ovog broja je 1, za (P2) je 2, za (P3) je 1, za (P4) ovaj broj je jednak broju
disjinkta u formuli nad kojom smo primjenili pravilo, za (P5) je 1 i za (P6) je
1.

(4) 1 - niz cjelobrojnih vrijednosti, koji za svaki clan niza X[i] predtsvlja duzinu
niza (grane) X, prije nego je primjenjeno nad njim neko od pravila (P1)-(P6).

(5) u niz stabala, &ije su tatke formule. Stablo ufi] predstavlja vrijednost funkcije
p koja odgovara tacki u tablou koja sadrzi formulu X{i].

Pretpostavljamo da veé imamo &etiri funkcije contradiction, apply, no_cons i
define_y. Prve tri smo opisali u Algoritmu 5.1, pa njihov detaljan opis izostavl-
jamo. Funkcija applay je nesto drugatija od one u Algoritmu 5.1. jer ona na ulazu
ima formulu i broj konsekvenece koje dodajemo na niz (granu) X.

Funkciju define_u pozivamo kada je niz (grana) X kontradiktoran, da bi definisala
vrijednosti funkcije ¢ u nizu (grani) X, azuriranjem niza u. Ulazna vrijednost funkcije
define_p je cjelobrojan broj k koji predstavlja indeks formule iz niza (grane) X
preko koje smo, primjenom pravila (P1)-(P6) dosli do kontradikcije. Kako smo ve¢
napomenuli, pri “zatvaranju” neke grane moguée je parcijano definisati funkciju g,
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pa funkcija define_u vraca cjeli broj m koji pretstavlja indeks u nizu (grani) X, od
kojeg su vrijednosti funkcije p potpuno definisane. To je ujedno i mjesto od kojeg
pocinje nova otvorena grana. Pored navedenih funkcija pretpostavljamo da smo uveli
i dva nova tipa podataka: tree i ptree. Ovo su tipovi koji da bi mogli da operisemo
sa strukturom sabla, koje nam je potrebno da implementiramo funkciju p. Za sada,
zadrzati ¢emo se na ovom objasnjenju, koje je dovoljno da bi pratili opis algoritma.
Promjenljive u proceduri tableaux_su: i i j, i sluZe nam kao brojaéi. Navedimo
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sada sam listing procedure tableaux:

program prover;

vaxr

X :array of formula;
lenX : integer ;
c:array of integer ;
l:array of integer ;
p - array of piree;

procedure tableaux_heuristic(® :array of formula, ¢ : formula);

var
?,j : integer ;
begin
lenX := len(®);
for i:=1 to lenX do begin
X[i] := @il
cfi] :=0;
plt] :=nil
end ;
lenX :=lenX +1;
X(lenX] := —¢p;
cllenX] :=0;
i:=1;
repeat
while ( not contradiction) and i < lenX do begin
I[i] := lenX;
cf] :=cfi] + 1;
lenX := apply(X[s], clil);
ti=i4+1
end ;
if contradiction then begin
J = define_p(i);
while {[{) < j and i>0 do i:=i—1;
lenX :=[5];
for j:=i+1 to lenX do begin
cfg] :==0;
p[i] :=nil
end
end
until % 0 and lenX < ¢;
if ¢ =0 then write (’Formula’,p,’ je teorema teorije ’, &, *.?)
else write (’Formula’,,’ nije teorema teorije ’,®, 1)
end ;
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Navedeni algoritam radi skoro identi¢no kao i Algoritam 5.1. do pojave kon-
tradikcije u nizu (grani) X, odnosno do naredbe j := define_u(i). Po pozivu funkcije
define_u, vrijednost promjenljive j je najmanji indeks niza X, takav da je funkcija
u za tatku koja sadrzi formulu X[j], potpuno definisana. Iz definicije preslikavanja
u, slijedi su sve grane koje je moguée konstruisati ispod tatke X[j] zatvorene sta-
blom u[j]. Zbog toga konstrukciju nastavljamo dalje od primjene pravila (P1)-(P6)
nad formulom X[i], &ja je konsekvenca formula X[j]. Na osnovu definicije preslika-
vanja u slijedi da ée tatka X [i] biti bas ona éije sve konsekvence nijesmo primjenili u
konstrukciji. Dalje nastavljamo isto kao i u Algoritmu 5.1.

Zbiog vaznosti funkcije def ine_y, opiSimo i nju algoritmom. Prvo detaljno opisimo
tipove podataka, tree i ptree. Zapisane u PASCAL-skoj notaciji njihov opis bi bio:

type
ptree = ttree;
tree = record .
¢ : formula;
y : array of piree;
R :set of integer
end

Tip ptree je pokazivac na tip tree. Tip tree je tatka stabla i on je slozeni tip, sastavljen

od tri polja: ¢ koje sadrzi formulu tacke, y je niz neposrednih slijedbeneka i R je
skup indeksa niza (grane) X, tako da on sadrzi indekse onih formula u grani Cije su
konsekvence prisutne u stablu na ¢ijem se vrhu nalazi tacka koju predstavlja. Skup
R nam sluzi da bi lakse implementirali funkciju Rel.

Prije nego li navedemo algoritam za funkciju define_u, navedmo spisak funkcija
¢iju implementaciju podrazumjevamo. To su funkcije A, RepRoot, maz, cloused, De-
fRel i Rel. Funkcije A i RepRoot su ve¢ opisane u Definiciji 5.1.1. i Definiciji
5.1.3. Funkcija maz ima na ulazu skup cjelih brojeva, a vra¢a maksimalan broj iz
ulaznog skupa. Funkcija cloused je bulovska i ima na ulazu dva cijela broja i i j, takva
da i < j. Vrijednost j predstavlja najmanji indeks formule u nizu (grani) X takav
da je funkcija u[j] definisana, pa funkcija cloused(s, j), vraca vrijednost true ako je
stablom u[j] moguée “zatvoriti” granu X, ako je posmatramo samo do formule X[i],
inate vraéa false. Drugim rije¢ima, posmatramo granu X' takvu da je X'[l] = X[l],
za l <i. Ako je moguée, u skladu sa pravilima (P1)-(P6), konkatenirati na granu X'
svaku maksimalnu granu stabla u[j], tako da je svaka konkatenirana grana zatvorena,
tada funkcija cloused vraéa true, inate vrata false. Neposredno zakljutujemo da
ako za je cloused(i, j) = true, tada su tatke koje sadrze formule X[I], za i <1 < j,
su irelevantne i u izvjesnim situacijama relevantne. Ovo situaciju smo ve¢ opisali u
uvodu ovog poglavlja, a ona nastaje kada je neka od tataka X[I] za nekoi < I < j rel-
evantna u tablou, ali nije relevantna u tablou u[j]. Ako tada definisemo u[l] kao u[j],
naruSavamo definiciju funkcije g, ali ne naruSavamo konstrukciju zatvorenog tabloa,
jer tablo p[j] zatvara i sve grane koje nastaju iz neposrednih slijedbenika tatke X[I].
Ovo “narusavanje” definicije funkcije p je dozvoljeno, jer je cilj heuristike da zatvori
5to je moguée vise otvorenih grana, a ne ispravna konstrukcija funkcije p. Funkcija
Rel je bulovskog tipa i ulazna vrijednost je cjeli broj 4, koji predstavlja indeks u nizu
(grani) X i opisana je Definicijom 5.2. Primjetimo da je i relaciju Rel moguce samo
parcijalno definisati, samo za neke tatke. Kako konstrukcija zatvorenog tabloa napre-
duje, tako se poveteva broj tataka za koje je moguce odrediti relaciju Rel. Relacija
DefRel je boolovskog tipa, ulazna vrijednost je cijeli broj i. Funkcija Rel varéa true
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ako je relacija Rel definisana u tacki X[¢], inace, vra¢a false. Motiv da se u strukturu
tree uvede skup R jeste upravo lak3a realizacija funkcije Reli DefRel.
Navedimo sada funkciju define_y u PASCAL-skoj notaciji:

function define_u(k : integer ): integer ;

var
i,j,m : integer ;
f :boolean ;
x : tree;
begin
i:=lenX;
repeat
if 1 =lenX then begin
nev (z);
z T = X[d;
z t.y[0] :=nil ;
TR :=[k];
ulil ===z
end

else begin
m := len(u[i] t.y) + 1;
pli] 1-y[m] = pli +1);
if DefRel() then
if p[i+1] t.¢o =nil then
if Rel(i) then p[i] := RepRoot(u[i + 1], X[3])
else puli] := A(X[d], ui] 1.9)
else begin
f = true ;
for j:=2 to nocons(i) do f:=f and (ufi] 1.9[0] = uf] t.y[j));
if Rel(i) then
if f then pfi] := ACX[], (ufi +1]))
else ui] = A(X[i], i) .4)
else
if f then pfi]:= pfi+1]
else pufi] := A(nil ,puli] +.y)
end
end ;
t:=t—1;
until ( not DefRel(i)) and i > 0;
if p[é] .o =nil then begin
j=t+1;
m = maz(ulj] 1.R);
while m < ¢ and cloused(s,j) do begin

pli] = pfi);
ti=1—1
end ;
uli + 1] := RepRoot (u[4], X[3])
end ;

define_p:=1+1
end ;

Opisimo dalje funkciju define y. Funkcija define_u se poziva u onom trenutku

]

=
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kada je niz (grana) X kontradiktorna, zatvorena. Tada polaze¢i od posljednje formule
u nizu (grani) X definiSemo funkciju s unazad kroz niz X, dok god je to moguce,
u skladu sa Definicijom 5.1.4. Tacke u kojim nije moguce definisati funkciju g su
one kod kojih nemamo vriednosti funkcije 4 za njene neposredne slijedbenike. Neka
je formula X[i], u kojoj nije moguée definisati u potpunosti vrijednost funkcije pfi),
takva da joj je indeks i najveci (u grani X). Kada sve vrijednosti za funkcije.p
budu dodate, za direktne slijedbenike tacke X [i], moguce Ce biti definisati vrijednost
funkcije g za X[i]. Opisane korake algoritma realizuju naredbe od samog pocetka
zakljuéno sa repeat - untile petljom u funkciji define_p.

Kada izadjemo iz repeat - until , brojat i sadrzi vrijednost takvu da za svako
i < I <lenX, vrijednost funkcije 4[l] je potpuno odredjena, a za 1 < < i vrijednost
funkcije [l] jo§ nije odredjena. U tom slucaju ako je j = i +1, vrijednost j ée
predstavljati najmanji indeks za koju je vrijednost funkcije p[j] definisana. Ostaje
da provjerimo da Ii u[i] = p[j], za 1 < i < j. Oznagimo li sa m := maz(u(j] 1.R),
tada ¢e m prestavljati najveéi indeks formule &ije su konsekvence sadrzane u ulsl, pa
mogucée je provieriti uslov closed(i, j), ako je m < i < j. Kao §to smo veé pomenuli
u opisu funkcije cloused, ako je ispunjen uslov closed(i, j), tada je tacka sa formulom
X[i] irelevantna u pj] i tada definisemo pu[i] = p[j]. Sledeca while petlja upravo
realizuje upravo opisani postupak. Na kraju i opet sarZi vrijednost takvu da za svako
i < 1< lenX, vrijednost funkcije p[l] je potpuno odredjena, azal <1 <1 vrijednost
funkcije pfl] jos nije odredjena. Funkcija define_u, tada vraca vrijednost i + 1.

Primjetimo, koriste¢i ve¢ uvedene oznake i oznaku m; = |CM,,(;)| da bi u slucaju
Algoritma 5.1. broj grana koje bi trebalo “zatvoriti” u grani X od formule X[j]
do formule X[i], u oznaci n; bio jednak slede¢em izrazu (kada je on definisan, inage
smatramo da je 0):

n=m; H no_cons(k).
i<k<j

Primjenom Algoritma 5.2. broj grana koje treba “zatvoriti” u grani X od for-
mule X[j] do formule X[i], u oznaci n je jednak izrazu (kada je on definisan, inale
samtramo da je 0):

ng = m,-(j —Ai).
Odnos ova dva broje je jednak izrazu (kada je on definisan):

[I no_cons(k)
Ny i<k<j

Ny j—i

Primjer 5.2.1. Pretpostavimo li da je za svako k, takvo da i < k < j vaii
no_cons(k) = 2, tada je:

n =m;y 2j_i.

Da bi sagledali koliko je Algoritam 5.2. efikasniji u odnosu na Algoritam 5.1,
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navedimo slijede¢u tabelu njihovog odnosa:

. n n, n

]t m; m; 110
1 2 2 1.00
2 4 3 1.33
3 8 4 2.00
4 16 5 3.20
5 32 6 5.33
6 64 7 9.14
7 128 8 16.00
8 256 9 28.44
9 512 10 51.20

10| 1024 11 93.09
11 2048 12| 170.66
12 | 4096 13| 315.07
13| 8192 14| 585.14
14 | 16384 15 | 1096.26
15 | 32768 16 | 2048.00
16 | 65536 17 | 3855.05

Primjetimo kao vrlo vazno da efikasnost heuristike ne zavisi od no_cons(k), za i <
k<j.

Primjer 5.2.2. Navedimo primjer konstrukcije zatvorenog analitickog tabloa
koriSéenjem upravo predlozene heuristike. Razmotrimo zatvoreni tablo iz Primjera
2.1.1. Obiljezimo li sa p[n], § < n < 31 vrijednosti funkcije p za tatke pomenutog
tabloa sa ordinalima n, tada je Sematski konstrukcija predstavljena Slikom 14. Na
Slici 14. posebno su naglasene tacke sa ordinalima & i 9, jer se u njima efekat opti-
mizacije najve¢i. U tacki sa ordinalom 8, posto nam je poznato u[10], nije potrebno
razvijati tablo za ostale neposredne slijedbenike tacke sa ordinalom 8, a to su tacke
sa ordinalima 11 i 12. Sli¢no vazi i za tacku sa ordinalom 9, gdje nam je poznato
[14], pa nije potrebno dalje konstruisati tablo za tatku sa ordinalom 15. Primje-
timo da ukupan broj tataka u kompletnom tablou za Primjer 2.1.1, konstruisan
Algoritmom 5.1 iznosi 32 tatke, dok taj broj za konstrukciju Algoritmom 5.2
iznosi 21 tacku. Primjetimo takodje, da je u konstrukciji tabloa Algoritmom 5.1
uputrebljena samo jedna irelevantna tacka (sa ordinalom 2).

A

bed bl bd Bd



5.2. ALGORITMI HEURISTIKA 85

@,pA2)
(L,qvr)
(2,gvrVvt)
(3,~pV-gq)
(4,-pVv -r)

(5: -pVv _'t>

(6,p)0
(7,t)p

9,7

n{14]
(13,9)2 (14,7)2
(25:9)3

(16,-p)3(17:79)s (22;p)3(23¢)s (24,p)s
X X X X X

(28p)a(20,7r)4
X X

Slika 14.

Opisanu funkciju define_p mogudée je jo§ optimizovati. Naime kada izadjemo iz
repeat - until petlje suocavamo se sa zadatkom da nadjemo takvo i za koje vazi’
da tako da za svako [, tako da i < I < j vazi cloused(z, j). Primjetimo da pretrazxvanje
koje slijedi u define_u je sekvencijalnog tipa. Ako ovaj dio algoritma promjenimo
tako da primjenjujemo binarno pretrazivanje, Algoritam 5.2. e se zna(:a_)no ubrzatx

ERR AR O

Algoritam 5.3. Kao ulaz u algoritam imamo niz formula @, i formulu' ¢.
Algoritam konstruise tablo T2U{~¢}  Sve globalne promjenljive, funkcue i procedure
su iste kao u Algoritmu 5.2. sem def ine_y, pa ih neéemo ponovo navoditi. Funkcija
define_yu je modifikovana tako da pretrazivanje koje se nalazi na njenom kraju je
binarno, a ne sekvencijalno kao u Algoritmu 5.2. ‘
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Listing modifikovane funkcije define_u, tada je:

function define u(k: integer ): integer ;

3

var
i,J,: integer ;
a,b,c: integer ;

(R |

f : boolean ;
z : tree; ;
begin 3
i:= lenX; _
repeat :]
if i=lenX then begin '
nev (z);
z T = X[i]; j
z t.y[0] :=nil ; ‘
z T.R :=[k];
uli] =z -
end ] 3
else begin
m = len(ufil T.y) +1; :]
pli] 1y[m] := pli +1]; ‘
if DefRel(i) then
if pli+1] 1.9 =nil then 3
if Rel(i) then u[i]:= RepRoot(u[i + 1], X[i]) i
else uli] == A(X[], ufi] 1)
else begin 1
f:=true ; i

for j:=2 to nocons(i) do f:=f and (u[i] 1.y[0] = pli] T.9[5]);
if Rel(i) then -

if f then pfi] := A(XIi], (u[i + 1))
. else pli] := A(X[i], u[i] 1.9)

if f then pfi] := pfi +1]
else pufi] := A(nil ,uli] t.y)

end
end ;
1i=i~—1;
until ( not DefRel(t)) and i > 0;
if pfi] .o =nil then begin
ji=i+1;
b:=7j;
a := maz(u[j] 1.R);
while (b—a)>1 do begin
c:=(a+b) mod 2;
if cloused(c,j) then b:=¢
else a:=¢

b

end ;
for i:=j—1 downto b do pu[i] := pulj];
1=
pli + 1] := RepRoot(ulj], X[1])
end ;

define pu:=7+1
end ;

3 bed bd d bd bl bed
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o

Primjetimo, koriste¢i veé¢ uvedene oznake i oznaku da bi u slu¢aju Algoritma
5.3. broj grana koje bi trebalo “zatvoriti” u grani X od formule X[j] do formule
X[i], u oznaci ns, imajuéi u vidu dobro poznate osobine binaranog pretrazivanja, bio
bi jednak sledeéem izrazu (kada je on definisan): Lot

ng =m;(1+ilogy(j — ), E
[P
gdje funkcija ilog, predstavlja logaritam u osnovi 2, zaokruZen na gore. Odnos n; i
ns je onda jednak izrazu (kada je on definisan): <o

[1 no_cons(k)

Ny i<k<

Ny 1+ilog,(G—1)

Primjer 5.2.3. Pretpostavimo li da je za svako k, takvo da ¢ < k < j vaiZi
no_cons(k) = 2. Da bi sagledali koliko je Algoritam 5.3. efikasniji u odnosu na
Algoritam 5.1. i Algoritam 5.2, navedimo slijedecu tabelu njihovih odnosa:

. n; Ny ng n L N2
] m, m; m; ng | N3 -
1 2 2 1 2.00 | 2:00
2 4 3| - 2 2.00 | 1.50 |-
3 8| 4 3 2.66 | 1.33
4 16 507 '3 5.33 | 1.66
5 32 6| 4 8.00 1.55
6 64 7( 4| 1600175
7| 128 8| 4. 32007 2.00
8| 256 9| . 4| ..64.0042.25
9| 512| 10 5| -.102.40 | 2.00
10| 1024| 11 5| 204.80 |-2.20
11| 2048| 12} - 5| -409.60%{:2.40
12| 4096 | 13| 5| -819.20 | 2.60
13| 8192| 14 5| 1638.40 | 2.80{"
14 | 16384 | 15 5| 3276.803.00| "%
1532768 | 16| 5| 6553.60)1320) .
16 | 65536 | 17 5|13107.20 (340 ", T

h

Primjetimo da kaoi i u Algoritmu 5.2. efikasnost heuristike ne zavisi od no_cons(k),
zai <k < j- R TE TR R

Primjetimo da heuristike opisane u Algoritmu 5.2. i Algoritmu -5.3 imaju
maksimalan efekat ustede u slucaju kada tatke u tabloima imaju vise neposrednih
slijedbenika, jer u tom slucaju imaju i irelevantne tacke vise slijedbenika, a heuristike
su upravo “koncentrisane” na minimalizaciju efekata “grananja’ irelevantnih tacaka.
Navedeni primjeri ilistruju upravo opisanu situaciju. BE

Na kraju primjetimo i to da implementacija heuristika u'veé postdjece dokazivace
nebi trebala da bude veéi problem, jer je relativno izdvojena od samog kontrolnog meh-

anizma originalnog dokazivata. (Uporedite procedure tableauxitableaux heuristic.)

Moguéa je i modifikacija heuristika i za dokazivace koji nijesu. bazirani ‘né'yvmetodi
analitickih tabloa, za one dokazivate koji u svom radu konstruisu neko stablo. Moguce
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Je naime apstraktno posmatrati vid konstrukcije stabla i preformulisati pojmove i
procedure koje se javljaju u Algoritmu 5.2. i Algoritmu 5.3. Tako na primer pro-
cedura contradiction bi predstavljao uslov zavrsetka konstrukcije u grani, funkcija
applay bi vrsila konstrukciju stabla i sli¢tno. Ovakvo uopstavanje bi uéinilo moguéim
primjenu ovih heuristika i van domena automatskog dokazivanja teorema i ucinilo bi
ih primjenjljivim na probleme vjesta¢ke inteligencije, autmatskog rezonovanja, logicke
igre, sistemi za pretrazivanje baza podataka i drugi sistemi koji u na neki naéin kon-
struiSu stabla.
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