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1 

U ovom radu izloieno je jedno originalno zasnivanje metode analitieldh tabloa, kao 
i niz rezultata koji proizilaze iz tako zasnovane metode analitieldh tabloa koji se titu 
problema kompletnosti i kompaktnosti beskonaenih iskaznih raeuna i beskonaenih 
logika. U radu se, takodje, po prvi put izlae i jedna heuristika za metodu analitieldh 
tablo i daje ocjena njene efikasnosti. Rezultati koji se den kompletnosti i kompaktnost 
sadrZe nove dokaze ve6 poznatih teorema, koji su dobijeni uvodjenjem originalnog 
zasnivanja metode analitiekih tabloa. 

U glavi Uvod, date su neophodne definicije pojma stabla i operatora nad sta-
blima koje su potrebne za izlaganje teze. Nakon toga definiSu se iskazni raeuni Pc, i 
beskonaene logike L ao sa svim uobieajnim prateeim pojmovima: skup formula, kom-
pleksnost formula, definicija modela i relacija zadovoljenja. Pored ovih uobieajnih 
pojmova, uvodi se i operator 	pomjeranja negacije u formuli, koji je potreban radi 
lakSeg formulisanja metode analitieldh tabloa. 

U glavi Anditieki, tabloi formulik se metoda analitieldh tabloa za iskazne raeune 
Pc, i beskonaene logike Lao. Uvedena je autorova originalna formulacija metode 
analitiekih tabloa koja omogutava da se poznati rezultati metode analititkih tabloa 
za iskazni raeun i predikatski raeun prvog reda uopke i za pomenute iskazne ratune 
i bekonaene logike. 

U glavi Kompletnost uvodi se pojam tablo-izvodivosti. Za iskazne raeune se pokazuje 
da je formula co semantitka posljedica skupa formula 4. akko je formula (p tablo-
izvodiva iz skupa formula 4). U slueaju beskonaenih logika, dokazuje se da ako je 
formula (p semantielca posljedica skupa formula 40, onda je formula cp tablo-izvodiva 
iz skupa formula 4). Svi dokazi u ovoj glavi su zasnovani na originalnoj autorovoj 
formulaciji metode analitiekih tabloa. 

U glavi Kompaktnost razmatra se veza izmedju slabe kompaktnosti kardinala a, 
iskaznih raeuna Pc, i metode analitieldh tabloa. Dvije teoreme u ovoj glavi su kjutne. 
Prva od njih tvrdi da ako je kardinal a regularan, tada ako a ima svojstvo stabla, 
onda je a slabo iskazno kompaktan. Druga teorema tvrdi da ako je kardinal a jako 
nedostiian, tada ako je a iskazno slabo kompaktan, onda a ima svojstvo stabla. Jedna 
od posledica ove dvije teoreme je i teorema da, ako je kardinal a = w iii je kardinal 
a jako nedostiian, tada je a iskazno slabo kompaktan akko a ima svojstvo stabla. 
Predstavljeni dokazi u radu, koriste se prirodnom vezom izmedju slabe kompaktnosti 
iskaznog raeuna Pa  i svojstvom stabla kojim se karakterik svojstvo kompaktnosti, a 
to su tabloi, tj. drveta formula. 
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11 

Poglavlje Heuristike je posveeeno metodi analitiekih tabloa kao metodi za au-
tomatsko dokazivanje teorema predikatskog ratuna prvog reda. U poglavlju se prvo 
formulige algoritam za originalan metod analitiekih tabloa, a zatim se predlaie heuris-
tika koja poboljgava originalan metod. Kod dokaza koji su dobijeni primenom os-
novnog algoritma, veliki broj formula u tablou je irelevantan. Problem je jog veei, 
kada veliki broj irelevantnih formula u tablou ima mnogo posledica. Heuristika koja je 
predlaiena koncentrige se na postepenom "otkrivanju" relevantnih formula i njihovoj 
upotrebi u konstrukciji grana koje su ostale otvorene. Ova ideja je osnova za defini-
ciju funkcije p, koja preslikava skup zatvorenih tabloa u samog sebe, tako da slika 
zatvorenog tabloa sadrii samo relevantne formula. Na osnovu definicije ove funkcije 
konstruige se algoritam heuristike. U radu se dalje uporedjuje osnovni algoritam i 
algoritam sa predloienom heuristikom. 

Prijatna mi je du2nost da se na svesrdnoj porno& u izradi magisterske teze zah-
valim mentoru dr Aleksandru Jovanovieu, kao i elanovima komisije dr Zoranu Marko-
vieu i dr Zarku Mijajlovieu. Na korisnim sugestijama i na porno& u nabavci literature 
zahvaljujem se dr Miodragu Kapetanovieu i dr Miodragu Ragkovieu. Zahvaljujem 
se mr Predragu Janitieu na painji sa kojom je protitao tekst i pomogao mi da ga 
uoblieim, kao i na dugim razgovorima o problemima automatskog dokazivanja teo-
rema, kojima je djelom inspirisana predloiena heuristika. Zahvaljujem se i svima 
ostalima koji su mi na bilo koji natin pomogli u radu na magistarskoj tezi, a posebno 
mojoj familiji na dragocjenoj podrgci i razumjevanju. 

Beograd, april 1998. 	 Stevan Kordie 
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2 	 SADRZAJ 
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G lava 1 

Uvod 

U uvodnoj glavi uvodimo elementarne definicije za stabla i uredjena stabla 
(takka stabla, rang tatle, nivo stabla, grana stabla, skup grana stabla, skup 
maksimalnih grana stabla, ...), Ica() i nekoliko operatora potrebnih radi lakkg 
opisa konstrukcije analititkih tabloa. Takodje, defmign se elementi iskaznih 
ratuna Pc, i beskonaenih logika Las: sintaksni elementi, formule, komplek- 
snost, operator valuacija odnosno model, relacija zadovoljenja, kao i pojam 
dokaza i izvodivosti formule iz skupa aksioma. 

Prije nego li defini§emo pojmove stabla, iskaznih ratuna Pa  i beskonatnih ratuna 
Lo, uvedimo neke operacije ordinalnog ratuna i ograniteni p operator, kako bi lake 
mogli da zapi§emo pojedine formule u radu. 

Kao poznato smatramo elemente teorije skupova, odnosno elemente ordinalnog i 
kardinalnog ratuna ([FDrak74]). Pored uobitajnih ordinalnih operacija uvodimo jo§ 

dvije i to + i koje redom nazivamo tetinskim ordinalnim sabiranjem i tainskim or- 
dinalnim mnatenjem. Za proizvoljne ordinale a i zadajemo ih sledetim formulama: 

* 	fa+13 : 13<a, 	 oi-f3 : 0<a, 

	

a+,3 = 	 a•# =- 
0 - F a : a<0, 	 fi-a : a<0. 

Primjetimo da za bilo koje ordinale a i 	da ao3 < a+,3, kao i a, # < a*- 13. 

Koristitemo radi lak§eg zapisa nekih formula i ogranieeni p operator. Za ordinal 
i formulu co defingemo pa < O[co(a)] slijedetom formulom: 

fl{a < 0 1 co(a)} 	{a < 0 I  ()(a)} 0 0, 
pa < O[c'(a)] = 	

: 	< 	,P(a)} = 0. 

Iz definicije operatora p jasno je da pa < )3[(p(a)] predstavlja najmanji ordinal a, ako 
postoji, za kojeg vai formula ya(a), ako takav ordinal ne postoji tada je vrijednost 
operatora pa < /[cP(a)], jednaka ordinalu /3. primjetimo da vaii pa < O[co(a)] < . 

3 
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4 	 GLAVA 1. UVOD 

1.1 Stabla 

Jedna od osnovhih struktura u ovom radu je struktura stabla. Zbog toga precizno 
uvodimo ovaj pojam. Mno§tvo definicija u ovom odjeljku sluzi nam za lake opisivanje 
strukture stabla, kao i za lake formulisanje metode analitiekih tabloa. 

Definicija 1.1.1. Pod neuredjenim stablom podrazumjevamo strukturu T 
(T, 	za koju vale slijedeea svojstva: 

(1) Skup T je parcijalno uredjen relaciom < -r 

(2) Za svako x E T, skup {y ETly <T x} je dobro uredjen relacijom <T 

Elemente x E T nazivamo taekarna stabla T = (T, <T ). Neuredjeno stablo eesto 
eemo nazivati samo stablom. 

Definicija 1.1.2. Za bilo koje stablo T = (T, <T) definigemo funkciju ranga 
elementa stabla x E T u oznaci rT(x) slijedeeom formulom: 

rT(x) = ()T({y ETIy <1-  x}, <-r ). 

Po§to je skup {y ETly <T x} dobro uredjen relaciom <T funkcija OT daje tip 
uredjenja i njena slika je ordinal. Jasno je da su take stabla T koje su istog ranga 
neuporedive u odnosu na relaciju <T . 

Definicija 1.1.3. Za bilo koje stablo T = (T, <T) defingemo a-ti nivo stabla u 
oznaci T(a) slijedeeom formulom: 

T(a) = {x E T I rT(x) = a}. 

Skup a-tih nivoa stabla u oznaci T[a] defini§emo slijedeeom formulom: 

T[a] {x E T I rT(x) < a}. 

Na osnovu definicije slijedi da je svako T[a] unija nivoa manjih od a. Iz definicije 
takodje slijedi da je T[0] = 0 i da je T[1] skup minimalnih elemenata stabla T u 
odnosnu na parcijalno uredjenje <T . Pogto je T skup tada mora da za neko a vaii 
T = T[a]. Najmanje takvo a nazivamo visinom stabla T i obiljeiavamo sa h(T). 

Definicija 1.1.4. Neka, je x taka stabla T = (T, <T ). Ako postoje, elemente 
skupa ST(x) ={yETIX <T  y A rT(y) = rT(x) 1}, nazivamo neposrednim sljed-
benicima taeke x, i taeku x nazivamo neposrednim prethodnikom tatalca iz navedenog 
skupa. Elemente skupa DT(x) = {y E T x <T y} nazivamo sljedbenicima take x. 

Primjetimo da na osnovu definicije stabla ne mora svaka njegova taelca da ima 
neposrednog prethodnika. Takve su take na primjer one eiji je rang granieni ordinal. 

Definicija 1.1.5. Take x stabla T = (T, <T) koje nemaju neposrednih sljed-
benika nazivamo krajnjim taekama i oznaavamo sa endT(x). Sa EndT obiljeiavamo 
skup svih krajnjih taaka stabla T tj. EndT = {x E T end-r(x)}, a sa End--(y) skup 
svih krajnjih taalca stabla T koje su u poredku GT veee od y tj. 

EndT(y) = {x E T J endT(x) A y <T x}. 
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1.1. STABLA 	 5 

Definicija 1.1.6. Neka je dato stablo T = (T, <T ). Za podskup X C T kaemo 

da je grana stabla T, ako je linearno uredjen relaciom <T . Zbog linearnog uredjenja 
grane stabla test° posmatramo kao nizove. Ako je podskup X C T grana i ne postoji 
grana koja je sadrE kaemo da je grana X maksimalna grana. Grana X stabla T je 

gusta u oznaci sat(X), ako (Vx E X) {y E TIy <T x} C X. Skup svih grana stabla 

T = (T, <T ) obiljeiavamo sa GT, skup svih maksimalnih grana obilje2avamo sa MT, 

a skup svih gustih grana obilje2avamo sa XT. 
Shen° gornjim definicijama defingemi i skupove GT (x) kao skup svih grana stabla 

T koje sadr2e tatku x, MT (x) kao skup svih maksimalnih grana stabla T koje sadrie 

tatku x i XT (x) kao skup svih gustih grana koje sadrte taeku x. Na kraju defingimo 

skup neposrednh sljedbenika guste grane X stabla T u oznaci YT(X), slijedeeom for-
mulom: 

Y-r(X) = {y E T I (X U {y}) E XT}. 

Primjetimo da za x E T vazi Y-1-({y ETly <T x} U {x}) = ST(x). 

Definicija 1.1.7. 	Strukturu (T, <T , 0) nazivamo uredjenim stablom ako je 

struktura T = (T, <T) neuredjeno stablo i funkcija 0 ima slijedeea svojstva: 

(1) Darn(0) = T U {T}. 

(2) Svakoj taeki x E T stabla dodjeljuje niz bez ponavljanja njegovih neposrednih 
sljedbenika (y,,),„ <0, gdje I ST (X)I = 13. 

(3) Vrijednost 0(T) defini§emo kao niz minimalnih elemenata stabla T. 

Funkcija 0 tatkama stabla dodjeljuje redom njihove neposredne sljedbenike, tako da 
moiemo govoriti o 1, 2, 3, ..., a, ... po redu neposrednom sljedbeniku. Na analogan 
naein defingemo pojmove iz prethodnih definicija za uredjena stabla. 

Definicija 1.1.8. Neka je dat niz 0 = (0,), <„. Sa 04,o oznaeavamo niz 

< a, i sa Oto oznatavamo niz (00+,)(0±0<a . 
Iz definicije je jasno da niz 0 predstavlja prvih elemenata niza 0, a niz Oto 

predstavlja niz formiran od niza 0 oduzimanje njegovog potetnog djela, do /3-og el-
ementa po redu. Oznaeimo sa 0 1  o 02 konkatenaciju nizova 01  i 02 . Iz prethodnih 
definicija jasno je da za bilo koji niz 0 duiine a vai formula: 

(V0 < a) O =0, o Oto. 

Definicija 1.1.9. Neka su T = (T, <T) i TI = 	<T, ) stabla. Ka2emo da je 

stablo T1  podstablo stabla T ako je T1  C T i <Tl =<-r 17,1 , i obiljeiavamo sa T1  < T. 
Ako je x tatka stabla T, tada pod T(x) podrazumjevamo stablo (T1, <T IT,), gdje je 

= {y ETIX <T Y} - 

Definicija 1.1.10. Za dato x i niz bez ponavljanja x = (x,), <7  takav da x # x„ 

t < ry, sa TreeA (x,x) obilje2avamo neuredjeno stablo (T, <T ), gdje je su: 

(1) T = {x} U Ix, I t < -Y1- 

(2) <T = 1(x, x,) I t < -y} U {(x,, x,) I Q < T < 7}. 

Iz navedene definicije jasno je da je Tree A (x,x), stablo samo sa jednom granom 
na eijem je poeetku x a zatim sa redjaju elanovi niza x, Rica 1. 

Snell° definirgimo dalje i Trees  (x ,x) kao neuredjeno stablo (T, <T) gdje su: 
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6 	 GLAVA 1. UVOD 

(1) T = {x} U {x, I t < 7}. 

(2) <T = {(X1 XL) I G < 7}. 

Kao i u prethodnom slulaju iz definicije vidimo da je Tree v (x,x) stablo takvo da 
mu je korjen x a njegovi direktni sljedbenici elementi niza x i to upravo onim redom 
kojim se pojavljuju u nizu x, Slika 2. 

1 

TreeA(x,x) : 

xl 

 

 

X2 

 

1 

  

Slika 2. 

Slika 1. 

Definicija 1.1.11. Neka je dato stablo Ti  = (T1, <Ti ), maksimalna grana X E 
MT1 i niz bez ponavljanja x = (xi), <1, takav da Tl  fl Range(x) = 0, sa Rep A (T , X, x) 
obiljniavamo stablo (T, <T) gdje su: 

(1) T = Ti  U Range(x). 

(2) <T = <Ti  U {(X, Xi) IXEX A t< 7}U{(x 0,x,)Ia<r< 7}. 

Na osnovu definicije jasno je da Rep A (T , X,x) predstavlja stablo koje smo dobili od 
stabla Tl  tako Sto smo njegovoj grani X "dodali" granu ciji su tatke elementi niza x 
u redoslijedu kojem se pojavljuju ut nizu, Shim 3. 

Slitno definiSemo i Repv (T, X, x) kao stablo (T, <T) gdje su: 

(1) T = Ti  U Range(x). 

(2) <-r = <T1 IT U {(x, xt) IxEX A t< 7}- 

Kao i u prethodnom slu'daju na osnovu definicije jasno je da Repv (T , X, x) pred-
stavlja stablo koje smo dobili od stabla Ti  tako Sto smo njegovou granu X "produiiii" 
u grane X U za svako t < 7, Slika 4. 

■ 
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1.1. STABLA 	 7 

RepA(T,X,x) : 	T 	 Re

Pv 

T X x : 

X1 X2 

Slika 3. 	 Slika 4. 

Naein na koji definikmo funkcije potrebne da bi smo prethodne definicije prokrili 
tako da vak za uredjena stabla je otigledan, to ih ovom prilikom izostavljamo. 

Definicija 1.1.12. Za dati niz stabala 	(Ti , <T,), gdje t < a, definikmo 

opreaciju uniranja u oznaci 	slijedeeom formulom: 

	

EFJ 	(U 	< Ti ).  

	

t<cr 	c<o. 	t<cr 

Lema 1.1.1. Neka je dat niz stabala = (Ti , <T,), t < v, takav da za T < Cr 

yak T, C 	za svako 1, < T, tada je unija stabala Uc<o stablo. 

DOKAZ. Radi lakkg oznaeavanja uvedimo slede6e oznake: 

T W- T„ T = T„ i <T = U <T, 

t<o• 	 t<cr 	 c<cr 

Dokailmo prvo da je skup T parcijano uredjen relacijom <T . 

(1) Relacija <T je refleksivna. Neka je x E T. Na osnovu definicije skupa T, tada 

postoji t < a, takvo da x E 	Poko je 	stablo, relacija <T, je refleksivna, 

pa vak x <T, x. Kako je <T,C<T , odavde zakljutujemo da x <T x, odnosno 

da je relacija <T refleksivna. 

(2) Relacija <T je antisimetriena. Neka su x, y E T, takvi da x <T y i y <T X. 

Na osnovu definicije skupa T postoji t < a, takvo da y E Ti . Poko je x <T y, 
tada na osnovu svojstva niza stabala 1,, vak da x E 	x <T, y, y <T, x. 

Kako je relacija <T, antisimetriena zaldjutujemo da je x = y, pa je i relcija <T 

antisimetriena. 
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8 	 GLAVA 1. UVOD 

(3) Relacija <T je tranzitivna. Neka su x, y, z E T, takvi da x <T y i y <T z. 
Na osnovu definicije skupa T postoji t < a, takvo da z E Poko je y <T z, 
tada na osnovu svojstva niza stabala vaii da y E T,. Slieno prethodnom iz 
pretpostavke x <T y i y E T, zaldjutujemo da x E T4 . Pato je relacija < -r, 
tranzitivna slijedi da x z, pa odavde izvodimo da je i x <T z, odnosno da 
je relacija <T tranzitivna. 

Dokaiimo dalje da je za svalco x E T, skup {y E T I y < -r x} je dobro uredjen 
relacijom <T . Na osnovu svojstva niza stabala To  t < a, slijedi da postoji t < a 
takav da x E T,. Na osnovu istih svojstava slijedi da i za svako y E T, takvo da 
y <T X da y 71, odnosno da {y ETly <T x} C Kako je T, stablo do je 
skup: 

{Y ETly <T X} = {yETt  I y <T, X}, 

dobro uredjen relacijom <T„ a time i relacijom <1. 
	

Q.E.D. 

1.2 Iskazni raeun 
U formiranju iskaznog ratuna Pa , gdjeje a proizvoljan beskonatan kardinal, navedimo 
prvo osnovne sintaksne elemente: 

(1) Logield veznici : 	A, \,/, 	koje redom nazivamo negacijom, konjunkcijom, 
disjunkcijom i implikaciom. Negacija je unarm veznik dok su preostala tri bi-
narni veznici. 

(2) Skup Varp. = {Iv I /3 < a} koji nazivamo skupom iskaznih varijabli (slova). 

(3) Simboli (i) za lijevu i desnu zagradu. 

Poko smo uveli osnovne sintaksne objekte, uvedimo pojam formule iskazanog 
raeuna Pa . 

Definicija 1.2.1. Skup formula iskazanog raeuna Pa  u oznaci Forp. defini§emo 
induktivno pomo6u niza For', za < a: 

For° = Varp., 

ForL+ 1  = For" U {(-1(P) I (/) E For') 
U {(yo -4 0)1 C 	E Fort} 
U (A (1) c For' A It < a} 
U {(V+) I C For' A III < a}, t+1<a 

Fora 	= U For', A < a, Lim(A). 
<A 

Na lcraju definigemo Forp. kao Forp. = Fora. 
Prirodno pitanje koje se name4e jeste kardinalnost skupova Forp.. Indukcijom 

po t < a lako dokazujemo da je 	= a, pa odavde dobijamo IForp.1 = a. 
Da bi izrazili sloienost formula nvodimo funkciju cop. : Forp. 	koju definigemo 

induktivno na osnovu slijede6ih formula: 

cop. (V) ={
0 	: cp E Fors = Varp., 
t 1 : cp E 	\ For'. 
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Primjetimo da na osnovu definicije skupa Forpp  ne postoji formula co E Fore„ 
takva da je cop. (cp) granieni ordinal, Imo i da za bilo koju formulu cp E Forp. vaii 

copee (co) < a. Primjetimo takodje da je P„, klasiean iskazni raeun. 
Od interesa ee biti i razmatranje fragmenata iskaznog ratuna Pa . Za svaki ordinal 

< a defingemo t-fragment iskaznog raeuna Pa  u oznaci Pa sa skupom formula: 

Forp, = {cp E Forp. I cope  (cp) < tl. 

Cesto Cern° za neki skup formula (I) C Fort, umjesto V i A .(1) pisati W E4,cp i 

A coet Cc. 

Definicija 1.2.2. Za datu formulu cp E ForL.0  uvedimo operator pomjeranja 
negacije u oznaci 	induktivno po sloienosti formule cp slijedeeom formulom: 

10 
	: (I) = (-0), 

(p-, = 	OA (-49) : cp = (0 -4 0), 
V 0E4. -1) : (P = (A0E4.0), 
AtfrE4, -.1P : (P. = (V 0E4, 0). 

Definicija 1.2.3. Posmatrajmo skup {T, F} dva ralieita elementa T i F. Za 
svaki iskazni raeun Pa  moguee je pridruiiti simbolima za logieke veznike slijedeee 
unarne, binarne i a-operacije za x, y E {T, F}, i x: a {T, F}: 

: cp E Varp., 

(1) v- (x) 

(2) v, (x, y) 

(3) vA  (x) 

(4) vv  (x) 

TF  : x = F, 
: x = T, 

1 F :x=TAy=F, 
1 T : inaee, 

T : (VP < a) x(P) = T, 
1 F : inaee, 

f T : (313 < a) x(#) = T, 
1 F : inate. 

Definicija 1.2.4. Induktivno po sloienosti formule cp E Fore za svaku totalnu 

funkciju p : varpc, 	{T, F} koju nazivamo valuacijom iskaznih varijabli, defingemo 
preslikavanje 71p  : Forp. 	{T, F} na osnovu slijedeee formule: 

{1)(P R) 	 ; 42  = PO, 
v,(v p (0)) 	 ; 40  = (-0), 

v p (co) = 	v _,(v p (IP) , v p (0)) 	; (1) = (' —> 0), 
vA(vp (4), ..., vp (0-y), ...) : (P = (A 7<0 IP-y) A p < a, 

vv  (vp (00), -, vp (07), ...) : (P = (V7<#1 ,b0 A p < a. 

Definicija 1.2.5. Kaiemo da je valuacija p : Vara  i {T, F} model formule 
cp E Forp., u oznaci p 	ako vi, (co) T. 
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Definicija 1.2.6. Formula cp E Forp., je zadovoljiva ako postoji valuacija p : 
a -4 {T, F} takva da p =pQ  cp, dok u protivnom kazemo da je formula cp nezadovoljiva. 

Definicija 1.2.7. Za formplu cp E Forpp  kaiemo da je tautologija u oznaci 
(p, ako za svako p : a -+ {T, F} vazi p kp. 

U prethodnih par definicija definisali smo pojam modela za formule iskaznog 
ratuna Pa . U nastavku odjeljka o iskaznom ratunu defini§imo pojmove teorija, ak-
sioma, dokaza i teorema. 

Definicija 1.2.8. Uvedimo pravilo modus ponens MP kao ternarnu relaciju 
MP C Fork tako da su u relaciji MP samo uredjenje trojke formula oblika 
((Alp 4 OOP). Predhodnu injeniou oznaeavanio so: 

MP  42140  

Definicija 1.2.9. Bilo koji podskup C Forp„,, nazivamo teorijom iskaznog 
ratuna Pa . Elemente skupa 4) nazivamo aksiomama teorije 4). 

Definicija 1.2.10. 	Neka je 4, proizvoljna teorija iskaznog ratuna Pa . Niz 
formula (yo,),<0, iskaznog ratuna Pa , gdje (3 < a, predstavlja dokaz formule cp , ako 
ordinal Q  nije granieni, ako je cp = (pp i ako za svaku formulu u ovom nizu \Tali da 
(PL E 4, ili postoje a, r < t, takvi da cpr  = (p„ tj. 

MP <Po, (Pr 
(P, 

Onda kazemo da je formula co dokaziva u teoriji 4,, i obiljeiavamo sa: 

4) 1-p. cc. 

Formulu cpp nazivamo teoremom teorije 4, iskaznog ratuna Pa . Ako je skup formula 
prazan tada formule cp E Forp. za koje vaii pa  cp nazivamo teoremama iskaznog 

raeuna Pa . 

Definicija 1.2.11. Teorija 4I iskaznog ratuna Pa  je kontradiktorna ako postoji 
formula cp E Forpp  takva da 

kp. cp i 4)1-p. -qp. 

Definicija 1.2.12. Teorija iskaznog ratuna Pa  je kompletna ako za svaku 
formulu cp E Farpp  rah 

p. cp ili 4, 1-p. -'cp. 

Kako je skup tautologija iskaznog raeuna, oznatimo ga sa Tautp., jedna teorija, 
postavlja se pitanje da li postoji skup aksioma za teoriju Tautp,.? Ispostavlja se 
da takav skup postoji i §tovik poStoji vise takvih skupova. aksioma. Pod Axp po-
drazumjeva.ti eemo Lukakvicev sistem aksioma. 

Osnovni rezultati za iskazni ra4in jesu teoreme kompletnosti i kompaktnosti. Odnos 
ovih teorema sa analitiekim tabloiina ispitati eemo u posebnom poglaviju. 
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1.3 Predikatski raeun 

Struktura koja je mnogo bogatija i predstavlja nadgradnju iskaznog raeuna je predika-
tski ratun. Definicije koje slijede iskazane su terminima beskonatnih logika, ciji je 
jedan od specijalnih slueaja i predikatski raeun prvog reda. Formuli§imo prvo pojam 
jezika za predikatski raeun, odnosno za beskonatne logike. 

Definicija 1.3.1. Pod jezikom predikatskog raeuna odnosno logike podrazum-
jevamo skup L sastavljen od simbola za predikate, funkcije i konstante. Pri eemu 
simboli predikata i funkcija imaju konatnu arnost, a simboli za konstante imaju nultu 
arnost. Skup L, tada moiemo predstaviti kao: 

L = Funi, U ReIL U ConstL, 

gdje je: Fun', skup funkcija jezika L, RelL skup predikata jezika L i Consti, skup 
konstanti jezika L. Funkcija ar : L koja dodjeljuje arnost simbolima iz L 
ispunjava slijedeee uslove: 

(1) s E Consti, 	ar(s) = 0, 

(2) s E Funi,U Reli, 	ar(s) > 1. 

Osnovni sintaksni elementi od kojih dalje gradimo predikatski raeun - logiku Lo, 
gdje su a i proizvoljni beskonaeni kardinali, su slijedeei: 

(1) Logieki veznici : 	 koje kao i u slueaju iskaznog raeuna nazivamo 
negacijom, konjunkcijom, disjunkcijom i implikaciom. Negacija je unarm veznik 
dok su ostala tri binarni veznici. 

(2) Kvantifikatori : V i 3 koje nazivamo redom univerzalnim i egzistencijalnim. 

(3) Skup VarL. 0  = {v, It < a + [3} koji nazivamo varijablama. 

(4) Simboli (i) za lijevu i desnu zagradu. 

(5) Simbol = za jednakost. 

Definicija 1.3.2. Skup terma logike Laf) u oznaci Termi,. 0  defini§emo induk-
tivno pomoeu niza Term", gdje je n < w: 

Term° 	= Vari,co, U ConstL, 
Termil+1  = TermnU 

{F(ti,...,tm ) I F E Fun', A ar(F) = m A ti, tm E Term"}. 

Na kraju defini§emo Termi, co  

TermL, o, = U Term". 
n<') 

Na slitan naein kao i u procjeni kardinalnosti skupa formula za iskazni raeun za-
kljueujemo da ITermL. 0 1 = aU/3. I za termove uvodimo funkciju slaienosti COTermL.ft 

Termi, co  w koju defini§emo formulom: 

0 	: E Term° = V ari,co, U ConstL, 
coTerm L .0 (t) = 

n + 1 : cp E Termn+ 1  \ Term" A 0 < n. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



12 
	

GLAVA 1. UVOD 

Definicija 1.3.3. Skup atomiekih formula logike Lap u oznaci AtL ao  defingemo 
formulom: 

AtL. 0  = {ti = t2 I t1, t2 E TermL. 0 }U 
{R(ti, ...,tn) I R I E Rell, A ar(R) = n A t1,...,tn  E TermL.8 }. 

Definicija 1.3.4. Skup formula logike Loo u oznaci ForL ao  defini§emo induk-
tivno porno& niza Fort, gdje je a<eie= ILI + a + #: 

For 	= AtLam, 

For'+ 1  = For' U {(-1(p) IP E Foe} 
U {(cp tOlv,t P e Foe} 
U {(A 4)) I , 4) C Fort A 14)1 < a} 

{(V 4)) 	CFor' AI4I< a}  
U { (VX)(p I x c varL., n Ix' <f3A(pEFor'} 
U {(3X)yo X c VarLam  Ix' <,,A(pE For'}, 6 - - 1 < 

For 	= U For', A < e, Lim(A). 
t<t 

Na kraju defmi§emo ForL. 0  kao Fort„, = Fore. 
Sloienost formula izraiavamo slitno kao i u slutaju iskaznog ratuna funkcijom 

coL„p Fort ao  -4 co, koju defini§emo induktivno formulom: 

0 	: E For = AtL. 0 , 
c°L.,(V) = 4+1 	(pE For'+' \ For'. 

Definicija 1.3.5. Za datu formulu E Fort.” uvedimo operator pomjeranja 
negacije u oznaci vim induktivno po sloienosti formule slijedeeom formulom: 

: 	E AtL. 8 , 

A (-10) 	: 	= (1/) -+ 0), 
Vitir€4) —11fr 	= (A E,  ti)), 
NEO — 0 (Ps  = (VOE. 0), 
(X)—ekb 	= 00007 
000-0 : = (3X)0. 

Definicija 1.3.6. Definigimo preslikavanje Fv : ForL. 0  -> P(VarL. 0 ), koje 
svakoj formuli E ForL at, dodjeljuje skup varijabli koje imaju slobodno javljanje u 
formuli Preslikavanje definiimb indukcijom po kompleksnosti formula, na seded. 
natin: 

(1) Ako E AtL as  onda je Fv(?) skup svih varijabli koje se pojavljuju u formuli 
'p. 

(2) Fv(-y) = Fv(p). 

(3) Fv(cp 	= Fv(w) U FOP). 
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(4) Fv(/\ (I)) = Fv(V (1) = UpEci. Fv  (co)  . 

(5) Fv((VX)v) = Fv((3X)yo) = Fv((p)\ X. 

Elemente skupa Fv(0) nazivamo slobodnim varijablama formule IP. Ostale varijable 
koje se javljaju u formuli nazivamo ogranieenim varijablama. 

Da bismo naznatili da je skup varijabli X C Fv(v) podskup skupa slobodnih 
promjenjljivih Fv(v) formule cp, koristimo oznaku w[X]. Ako je T : X -> TermL„ 0 , 
jednoznaenu zamjenu promjenljivih is X odgovarajuem vrijednostima funkcije T ozna-
eavamo sa co[Tpd, a kada to kontekst dozvoljava koristimo jednostavniju oznaku co[T]. 
Kada su skupovi X i F konatni tada upotrebljavamo obiene zagrade umjesto uglastih 
i eksplicitno navodimo varijable i termove. 

Definicija 1.3.7. Formule cp E ForL ap  za koje vazi Fv(co) = 0, nazivamo 
reeenicama. Skup svih reeenica obiljeiavamo sa SentL. 0  • 

Definicija 1.3.8. Kardinalan broj skupa ForL.,„ obilje2avamo sa 1141. 
Na osnovu prethodne definicje lako se dokazuje da va2i: 

ALIT = 	+a+13.  

Primjetimo da neeemo ni§ta dobiti razmatranjem beskonaenih logika Lo, gdje 
je a < 13. Uzmemo li za primjer beskonaenu logiku njene formule de imati 
konaean broj slobodnih promjenljivih, koje demo biti u stanju da "ogranieimo" nepre-
brojivim kvantifikatorima. Zbog toga u ostatku rada podrazumjevati demo da se 
bavimo beskonaenim logikama Lalj  kod kojih je a > Q. 

Definicija 1.3.9. Bilo koji podskup 4,  C FarL.0  nazivamo teorijom logike Lo, 
a elanove skupa 4i nazivamo aksiomama teorije (1). 

Slieno kao i kod iskaznog raeuna uvodimo pojmove dokaza i teoreme. Precizirajmo 
sada aksime i pravila izvodjenja beskonatnih logika Lo. 

Definicija 1.3.10. Pod pojmom logieldh aksioma logika LaQ podrazumjevamo 
slijedeei niz reeenica: 

(1) AKSIOME TAUTOLOGIJA. Ove aksiome dobijamo ako u tautologiju cp iskaznog 
ratun Pc, zamjenimo svako pojavljivanje iskazne varijable v,, nekom formulom 
ti) E ForL„,o . 

(2) AKSIOME NEGACIJE. Za svaku formulu cp E ForL,„,„ dodajemo po jednu aksiomu 
negacije: 

(-1V) <4  (V-1)- 

(3) AKSIOME IDENTITETA. Za sve varijable x, y E VarLoo , za svaki term t E 

TermL,,,,„ i za svaku formulu cp E FOTL.0  dodajemo slijedeee tri aksiome: 

(D.) (Vx) x = x, 

(12) (Vx, y)(x=y 	y=x), 

(13) (Vx) ( (v(x) A x = t) -> cp(t) ). 

(4) AKSIOME KVANTIFIKATORA. Za svaku formulu cp E ForL.0 , X C Fv((p) i 
preslikavanje T : X -> TermL. 0  dodajemo slijedeee dvije aksiome: 
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(Q1) (V X)cp[X] -4 w[T], 

(Q2)(AT] -4 (aX)co[X]• 

(5) PRAVILA IZVODJENJA. Za bilo koje dvije formule cp, i i E ForL as  dodjajemo 
slijede& pravila izvodjenja: 

(R1) MODUS PONENS. 

Afp  (1),(P —+  

(R2) GENERALIZACIJA. Pod pretpostavkom da X 0 Fv(v): 

	

UN 	̀P -4 	i 
IX* 

(to 
(3X

EX  

(R3) PRAVILO IMPLIKACIJE, Za (A E ForL. 0 : 

IM -+ 	E 1, (A E Forz,„ 0  
A"' 	 -÷ A 4)  

Naglasimo da navedeni skup aksdoma nije minimadan, ali kako minimalnost skupa 
aksioma nije od zna6aja za daija razmatranja, zadriavamo ovaj skup aksioma. 

Definicija 1.3.11. Neka je fi ll, proizvoljna teorija logike Lao. Niz formula (ep,),<„,,, 
logike Lao, gdje 7 < a, predstavlja dokaz formule cP E ForL as  u teoriji 40 ako ordinal 
ry nije grani6ni, zatim ako je 	i ako za svaku formulu ws  u ovom nizu va2i da 
w, E 	da se formula (A mote dobiti primjenom nekog pravila izvodjenja iz formula 
koje joj prethode u nizu ((p,),.<1. Tada kale= je formula cp dokaziva u teoriji §to 
obiljezavamo sa: 

1-L.,0  (P• 
Formulu (pp nazivamo teoremom teorije I logike Lao. Ako je skup formula 4' prazan, 
tada formule cp E Forpa  za koje vati EL00  cp nazivamo teoremama logike Lao. 

Definicija 1.3.12. Teorija logike Lap je kontradiktorna ako postoji formula 
cp E ForL. 0  takva da vaii: 

	

ryjaq  (p i 	I--L. t, 

Definicija 1.3.13. Teorija logike Lap je kompletna ako za svaku formulu 
w E ForL. 0  

ili 11'1,04 W ili 	FL., -V. 

U nastavku rada podrazumjevamo da radimo samo sa teorijama koje imaju skup 
logieldh aksioma iz iz DefinicUe 10. za svoj podskup. 

Lema 1.3.1. LEMA 0 NOVIM KONSTANTAMA. Neka je fi teorija logike Lao i 
neka je C skup simbola konstanti koje se ne javljaju u L tj. CnL = 0. Tada za svaku 
formulu '[X] E ForL as , ako vati fFLuc08 Co[C], vati i F-L. 0  (VX)AX]. 

(3X)11; -+ cP 
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DOKAZ. U dokazu formule cp[C] jednoznaeno zamjenimo pojavljivanje svake kon-
stante c E C jednom varijablom y E Y koja se ne pojavljuje u dokazu. Tada dobijamo 
dokaz formule co[Y] u teoriji u logici Lo, tj. 	I- L. 0  co[11. Primjenom pravila 
izvodjenja UN, odnosno generalizacijom dobijamo I-L. 0  (V X)cp[X]. 	Q.E.D. 

Definicija 1.3.14. Formula co logike Lao je u preneks normalnoj formi ako je 
oblika: 

cP = (Q1X1)—(QnXn)0, 

gdje je formula formula bez kvantifikatora, i Qi E {V, 3}, i E {1, ..., n}. 
Bez navodjenja dokaza navedimo slijedeeu teoremu. 

Teorema 1.3.1. TEOREMA 0 PRENEKS NORMALNOJ FORMI. Za svaku formulu 
cp logike L ao postoji njoj ekvivalentna formula IP E ForL.0  u preneks normalnoj formi 
takva da 

FL.0  (P -4 b i f LaR -4 (P. 

Formuli§imo dalje pojam modela i relaciju zadovoljenja formule u modelu. 

Definicija 1.3.15. Model je svalca. struktura 21 = (A, R, F, C) gdje je 

(1) A je neprazan skup, domen modela 

(2) R je skup relacija nad skupom A. 

(3) F je skup opreacija nad skupom A. 

(4) C je podskup skupa A. 

Definicija 1.3.16. Neka je dat jezik L i proizvoljan skup A. Interprtacija jezika 
L u domenu A je svako preslikavanje 3 sa domenom u L i za s E L vrijednost funkcije 

3 je odredjena formulom: 

R C An 	: S E RelL A n = ar(s), 
3(s) = F : An  -4 A : s E Funi, An = ar(s), 1 

c E A 	: s E COnStL. 

Iz gornje definicije zaldjueujemo da interpretacija 3 jednoznatno odredjuje jedin-
stven model: 

21= (A,3(RelL),3(Funi,),J(Consta. 

Ovako uveden model jednostavno zapisujemo kao 21 = (A, 3). Radi jednostavnijeg 
oznatavanja, za elemente jezika s E L, njihove slike 1(s) u modelu 21 oznaeavamo sa 
SA , dakle, sA = 1(s). 

Definicija 1.3.17. Neka su 21 i B dva modela jezika. L. Kaemo da je model 

B podmodel modela 21 akko su ispunjeni slijedeei uslovi: 

(1) B C A. 

(2) Ako R E RelL i ar(R) = n, tada RB  = RA  n Bn  

(3) Ako F E Funi, i ar(F) = n, tada FB  = 

(4) Ako c E ConstL, tada cA  = cB. 
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Definicija 1.3.18. Neka je dat model 21 jezika L. Pod valuacijom podrazum-
jevamo bilo koje totalno preslikavanje v : VarL as  -4 A. Valuacija dodjeljuje vari-
jablama vrijednosti iz domena A. Na osnovu date valuacije v moiemo indukcijom 
po kompleksnosti terms, t E Terintas  definisati vrijednosti terma u oznaci tA [v] sli-
jedeeom formulom: 

v(t) 	 : 	(t) =0 A t=v,,E VarL. 0  At< a, 
tA  [v] = cA 	 : coT„„,,. 0  (t) = 0 A t= c E Const, 

FA (tli[v], 	: t = F(ti,..., 41). 

Definicija 1.3.19. Nalca je dat model 91 jezika L logike Lao i valuacija v : 
V ar y a0  -4 A. Za proizvoljnu funkciju f tiji je domen V podskup skupa varijabli, V C 
Var, i kodomen podskup skupa 4, defingemo valuaciju V11 na slijedeeom formulom: 

f(v7)
:yy E01.1/7.: 

V[f] (V7) = 

Definicija 1.3.20. Neka je 21 model jezika L logike L. Za sve njegove valuacije 
v : VarLap  -+ A i za sve formule E Fory as  definiaemo relaciju zadovoljenja u oznaci: 

2l Lag (P[v], 

indukcijom po kompleksnosti formule 

(1) Ako je cp = (t 1  = t2), gdje t1, t2 E Termy. s , tada 

21 	co[v] akko 

(2) Ako je w = R(ti, tn), gdie R E Rely, ar(R) = n 	E Termy. fl , tada 

21 ktos  w[v] akko 4.[V]) E R A . 

(3) Ako je cp = 	tada 

2tkP.8 Ay] akko 21 KL.0  tp[v]. 

(4) Ako je cp = 11, -4 0, tada 

Lag  w[v] akko (21  KL.0  'ft[v] ili 21 K. 0  V[v]). 

(5) Ako je cp = A tada 

1. 0,13 W[v] akko za svako E • vaii 21 K. 0  tP[v]. 

(6) Ako je cp = V I , tada 

21 L,„,3  w[v] akko postoji E • tako da vaii 21 L, ‘„,3  tP[v]. 

(7) Ako je cp = (VX)//), tada 

21 l ya ,, co[v] akko za svako f : X -+ A va2i 21 K,„,3  O[v[f]]. 
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1.3. PREDIKATSKI RACUN 	 17 

(8) Ako je co = (3X)0, tada 

et K.0 (PM akko postoji f : X --+ A tako da vaii 2l kL,„„, O[v[f]]. 

Na osnovu definicije relacije zadovoljenja, vidimo da vrijednost 2t K., v[v] zavisi 
samo od vrijednosti valuacije v za slobodne promjenljive formule cp. Dakle, ako su 
valuacije v i u takve da vi Ft,(0 = uiFv(,o), tada vaii: 

2t 	co [v] akko 	co[u]. 

Ako je skup slobodnih varijabli formule co konatan tj. Fv((p) = 	...,anl, tada 
umjesto da 2t L ap  cp[v], za v(ui) = ai , gdje i < (n + 1) pi§emo jednostavnije 

211,0, 0  (p(ai,..., an). Po§to reeenice cp E SentL. 0  nemaju slobodne promjenljive to 
vrijednost relacije zadovoljenja u bilo kojem modelu 21 kod njih ne zavisi od vrijednosti 
valuacija. U tom slueaju pi§emo jednostavnije 

Definicija 1.3.21. 	Pod teorijom modela 2l jezika L logike L0 u oznaci 
ThL.0  (21) podrazumjevamo skup reeenica koje vane u modelu 2l , odnosno slijedeei 
skup: 

ThL„0  (20 = Iyo E SentL., 8  et K.0  w}• 
Lako uoeavamo da u modelu 2l za bilo koju formulu cp E ForLco  i bilo koju valuaciju 
v : VaTL , R —> A, vali ili 21 K,„0  yo[v] --qp[v], to iz ovoga zakljueujemo da 

je ThL. 0  (21) kompletna teorija. 

Definicija 1.3.22. Neka je teorija logike L ao. Model et jezika L je model 
teorije (1) ako za svaku formulu cp E vaii 21 K co  (p, tj. C ThL. 0  U torn 

slueaju pi§emo: 

et kt,„,,, (D. 
Od interesa ee biti samo teorije koje sadrte skup logiekih aksioma logike L0 iz 
Definicije 10, tako da ee to biti radna hipoteza za sve teorija sa kojima radimo. 

Kao i u slutaju iskaznog raeuna postavlja se pitanje kompletnosti i kompaktnosti 
logika L ao. U poglavlju koje je posveeeno ovim problemima vidjeti eemo da su logike 
Lao kompletne ali bez odredjenih jakih pretpostavki iz terorije skupova ni jedna od 
logika L ao sem L„,„., nije kompaktna. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



18 	 GLAVA 1. UVOD 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Glava 2 

Analitieki tabloi 

U ovoj glavi slijedi formulacija analitiekih tabloa i njihova svojstva za iskazne 
ratline Pa  i beskonaene logike L. U oba slueaja za niz formula 4> definikmo 
niz analitiekih tabloa (niz stabala) za t E On. Kljueno svojstvo tabloa 
jeste TEOREMA 0 ZAUSTAVLJANJU, koju moiemo formulisati formulom: 

(37)(Vt) (7 < t 	= Tt.  ) 

Na osnovu ove teoreme defini§emo i kompletan tablo za niz formula 4) kao 
(ako ima svojstvo iz TEOREME 0 ZAUSTAVLJANJU). Kopletan 

tablo je tablo nad kojim vise nije moguee primjeniti pravila za konstrukciju 
tabloa. U slutaju iskaznih raeuna moguee je dokazati i to da kada je niz 
formula 43 iskaznog raeuna Pa  takav da 1(1, 1 < a, onda je kardinalnost skupa 
taealca kopletnog tabloa je manja od a. Ova teorema ee biti od presudne 
vainosti za dokaze u glavi o kompaktnosti. Napomenimo da ekvivalentna 
teorema za beskonaene logike Lap ne 

Metoda analititkih tabloa predstavlja jednu od osnovnih metoda za automatsko 
dokazivanje teorema. Razvili su je E. W. Beth, K. J. J. Hintikka i R. M. Smullyan 
sredinom pedesetih i poeetkom §ezdesetih godina ovoga vijeka. Iako zami§ljena kao 
model-teoretski metod, svoju popularnost stekla je kao metod za automatsko dokazi-
vanje teorema. Postoje brojni dolcazivati koji koriste ovu metodu, kao i brojne njene 
varijante, koje su takodje doEvljele veliki broj implementacija. 

U ovom radu s jedne strane metoda analitiekih tabloa se uop§tava na iskazne 
raeune Pc, i na beskonaene logike L ao. Tako uop§tenom metodom dobijamo poznate 
rezultate za iskazne raeune Pc, i beskonaene logike Lo. 

2.1 Analitieki tabloi za iskazne raeune Pc, 

2.1.1 Definicija anafitiekih tabloa za iskazne raeune Pc, 

Lema 2.1.1. Neka je dat iskazni raeun Pc,. Za bilo koje njegove formule co, O, cps  E 

Farp., t < ry < a i za bilo koju valuaciju p : Varp. —+ {T, F} vane slijedeei stavovi: 

(P1) Ako p 	tada p 

19 
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20 	 GLAVA 2. ANALITIOKI TABLOI 

(P2) Ako p 	-+ tada je p 	.p kpa, tP. 

(P3) Ako p Kp c, Ai.<7  tada za svako i < 7 vati 	(Po 

(P4) Ako p 1=pa  Vt<7  co„ tada postoji c < 7 tako da va2i p I pa  w t . 

DOKAZ. Dokaz neposredno s1ijedi na osnovu svojstava relacije zadovoljenja za 
iskazni ratun P. 

Koristeei oznake Leme 2.1.1. i simbol I za razdvajanje (disjunkciju), Lemu 
2.1.1. motemo forrnulisati u vidu slijedga 	pravila: 

(P1)
(P" 

, cp ¢ Varp., (P2)  ,HIV 

Na osnovu strukture pravila, memo ih shvatiti kao pravila za konstrukciju stabla. 
Naime, podjemo li od neke formula cP E Forpa , motemo je primjeniti nad njom neko 
od pravila (P1)-(P4). Naravno sinabol I shvatamo kao odvajanje grana. Nastavimo li 
postupak, ako je to mogute, izgraditi demo stablo eiji ee take biti formule. Konstruk-
ciju vitimo tako da samo jednom piimjenjujemo pravilo nad formulom. Pokazuje se da 
je konstrukcija moguea sve dok poatoje formule u stablu nad kojim nijesmo primjenili 
pravila. Primjetimo da se nad varijablama i negacijama varijabli ne mote primjeniti 
ni jedno od pravila (P1)-(P2). Kayla u stablu nema vise formula nad kojima motemo 
primjenti neko od pravila (P1)-(P4), tads smatramo konstrukciju stabla zavrgenom. 
Ovako konstruisano stablo nazivaino analitekim tabloom formule yo. 

Analitielci tabloi su nam vatni • dva. razloga. Ako pravila (P1)-(P4) shvatimo kao 
pravila izvodjenja, tada pod izvj uslovima koji treba da rate za grane analitelcog 
tabloa, analitield tablo motemo atrati dokazom. S druge strane, grane analitiekog 
tabloa koje zadovoljavaju izvjesne uslove mogu nam obezbjediti model formule za 
koju smo generisali analitield tablo. 

Iz reeenog, motemo zaldjutiti 4a analitieke tabloe motemo posmatrati i kao sin-
taksnu i kao semantieku metodu. 

Uvedimo precizno pojam analitii kih tabloa. 

Definicija 2.1.1. Tatka anlitiekog tabloa biti Ee struktura oblika: (6, so), gdje je 
cp E Forpa  i b je ordinal. Analiti* tablo predstavlja stablo T = (T, < r ), tako da je 
skup T, skup tatalca analititkog to loa. 

Pored formule cp u strukturu t ke ulazi i ordinal 6 koji objezbjedjuje jedinstvenost 
svake take koja se konstrukcijom uvodi u analititki tablo. Struktura tatalca anali-
tickog tabloa nam omoguenva da s up njegovih tatalta posmatramo kao niz, to ako je 
T = (T, <T) analiticki tablo, tada taeku (6, co) E T obiljeiavamo sa t6. 
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2.1. ANALITIOKI TABLOI ZA ISKAZNE RACUNE P a 	 21 

Za formulu cp iskaznog ratuna Pa  kaIemo da je na grani X analitickog tabloa, u 

oznaci 	X, ako va2i formula: 

(3a) (a, (P) E X. 

Niz analitiekih tabloa, niza formula •rk defini§emo induktivno po ordinalima i ovu 

funkciju oznatavamo sa t E On. Uporedo definigemo i funkciju t E On koja 
nam osigurava da svakoj novoj tatki u T dodjelimo njen jedinstveni ordinal. Prije 
nego li definiSimo funkcije T:I' i o uvedimo nekoliko pomoonih funkcija. 

Definicija 2.1.2. Neka je x tatka analitickog tabloa. Defini§imo tada pres-

likavanje Ap(x, (5, a) koje tatki x i ordinalima d i a dodjeljuje niz formula na osnovu 

formule: 

( (6 -k a, (P-1) ) 	 : x = (r,--y) 
A (p Varp, 

( ((SI- (a!2), -'w), 	: x = (r,cp -4 0), 

(6 '4- (a%) 	) 

( (6  + (a!1') t, c t) )c<- 	x = (T, A t<7 (P)  
V = (1-7 Vt<i, (Pt), 

Ap(x, (5, a) = 

: inaee. 

Na osnovu definicije preslikavanja Ap(x, S, a) jasno je da ovo preslikavanje svakoj for-
muli tatke analitickog tabloa dodjeljuje niz podformula od koje je sagradjena polazna 
formula, obilje2enih ordinalima veeim od naznatenih te2inskih proizvoda i suma or-
dinala 6 i a naznaeenih u definiciji. 

Analitki tablo defini§emo u koracima tako §to u svakom koraku t primjenjujemo 
neko od pravila (P1)-(P4) nad formulom cp koja je u tatki (t, (p), ako ona postoji, 

inate tablo ostavljamo nepromjenjen. 

Definicija 2.1.3. 	Gram, X E GT analitickog tabloa je kontradiktorna ako 

postoje tatke (a, (p) i (r,-.(p) takve da pripadaju grani X, tj. (a,(p),(r,-y) E X. U 

suprotnom granu X nazivamo konzistentnom. Skup svih konzistentnih grana tabloa 

T obilje2avamo sa CGT. Skup svih tatalca koje se nalaze u konzistentnim granama 
tabloa T obilje2avamo sa CPT. Iz definicije je jasno da: 

CPT = x I (3X E CGT) x E X 1. 

Skup svih konsiztentnih grana tabloa T koje sadr2e tatku x obilje2avamo sa CGT (x). 
Analogno definigemo i skupove CMT i CMT(x) kao skupove maksimalno konzistent-
nih gram, tabloa T i maksimalno konzistentnih grana tabloa T koje prolaze kroz tatku 

x. Struktura (XT;Q)a<I cMTI predstavlja niz maksimalno konzistentnih grana stabla 

T, a struktura (Xt.), < Ich4 T ( x)i predstavlja niz maksimalno konzistentnih grana sta-

bla T koje sadr2e tatku x. 
Iz definicija je jasno da vaie slijedeee jednakosti: Range((X -r;a)CI<ICMT I) = CMT 

i Rartge((Xt o.) 0.<1cm T (0) = CMT(x). 
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22 	 GLAVA 2. ANALITIOKI TABLOI 

Definicija 2.1.4. Neka je dat analititki tablo T, ordinal t i neka b predstavlja 
prvi ordinal yeti od svih ordinala, u takama analititkog tablo T. Defmi§imo funkciju 
R koja preslikava skup uredjenihl , trojki (T, t , 6) u skup tabloa na osnovu formule: 

RefA(T, 	Ap(t„ 6, a)) 
et<lcMT(t.)1 

RelMTI Xte t AP(tto 6, a)) 
ff<ICMT(t4)I 

T 

: t, = (I, —.(p) V 
t &  = (t, Aff<7 '47)1 

ti 	(t) (P 
ti  = Va<7 WO) 

: inate. 

R(T 7  t 7  6) = 

Intuitivno funkcija R(T, t, 6) prinijeni neko od pravila (P1)-(P4) na formulu u tatki 
t, tabloa T tako to pro§iri svalcu konzistentnu granu XT, Q  tabloa T koja sadrtii tatku 

u skladu sa pravilom koje prinjeni, inae ostavlja tablo T nepromjenjenim. 

Definicija 2.1.5. 	Defini§imo za niz formula 4:1 ,  = 	iskaznog ratuna 
Pa , nix analitiekih tabloa 	i nil ordinala o? induktivno po ordinalima na osnovu 
slijedetih formula: 

= rreen ((0, WO, ((a, a))0<a<r), 

1? = *T.! , ? 

T4' 	T4', Lim(-y), 
c<1,  

o? =U(a+1). 
(0MET,* 

Navedimo nekoliko elementarnih all vainih poslijedica prethodne definicije. 

(D1) Svaki element niza 	je skup. 

(D2) Obiljeiimo li sa 	= (r, 	vaii sledeta formula: 

(Ve)(it < e) 	C 

(D3) Za bilo koji ordinal y , i za sve take x tabloa T postoji ordinal e < 7 tako da 
vaii formula: 

ft 71.) A ((Vt > 	E 

(D4) Za bilo koji granitni ordinal 7, i za sve take x tabloa T postoji ordinal e < -y 
tako da vaii formula: 

4r Ti)  A x 

Da bi olak§ali zapis formula za, elemente nizova T
, skupove koji su uvedeni u 

Definiciji 2.1.3. oznatimo sa G? = GT., CP? = CPT), CG? = CGTa i CM? = 
CMT. . 

Navedimo nekoliko primjera konstrukcije analititkih tabloa za iskazne ratune Pa . 
U primjerima koje navodimo iskazne varijable oznaavamo sa malim slovima latinice 
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2.1. ANALITICKI TABLOI ZA ISKAZNE RACVNE P a 	 23 

p, q, r, 	TaCkama tabloa dodajemo i indeks, koji oznaeava od koje je taeke dobijena 
data taeka. Grane u kojima dodje do kontradikcije obiljeiavamo sa X. 

Primjer 2.1.1. Konstrui§imo analitield tablo nad slijedeeim formulama iskaznog 

ratuna 

p A t, q V r, q V r V t, 	V -'q, -1p V 	- 'p V -It. 

Tablo T5 konstruisan nad navedenim formulama je predstavljen Slikom 5. 

A (Pt V —PO. 
1,<Cal 

(0,p A t) 

(1,q V r) 

(24 V r V 0 

(3, -p V -,q) 

(4, --I) V --I) 

(5, -'p V 

(6 ,p)0 

(7, 00 

(8, 01 	
(9, 01 

(10, 02 	 (11, r)2 	• (12, t)2 	(13, 02 	 • (14, 02 

(16;-13)3(17r,q)3 (18;143(19r-•)3 (20,-19)3(21,-.03 (22,--.03(23r.03 

X 	X X 	X X 	X X 	X 

(15,t)2 

(27r03 (25r0 3 

(24 rp) 3 	(26,-13)3 
X 	 X 

(28,-p)4(29,-.04 (30rT)4(31,-,04 
X 	X 	X 	X 

Slika 5. 

Primjetimo da je su u tablou To prisutne tatke sa ordinalima od 0 do 5, u tablou 

T1  od 0 do 7, u tablou T2 od 0 do 9, u tablou T3 0 do 15, u tablou T4 od 0 do 27 

i u tablou T5 od 0 do 31. Primjetimo da je za svaki ordinal 5 < t, va -Zi T5 = T. 
Uop§tenje prethodnog svojstva: da poslije nekog ordinala konstrukcija tabloa "staje" 
biti ee osnovni rezultat u nastavku ovog odjeljka za iskazne ratune Pc,. Ekvivalentnu 

teoremu eemo dokaziti i za beskonaene logike L an. 

Primjer 2.1.2. Konstrui§imo analitieki tablo nad slijedeeim formulama iskaznog 

raeuna Pw1 : 

- V Pt ,  
t<L0 

Tablo konstruisan nad navedenim formulama je predstavljen Slikom 6. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



24 	 GLAVA 2. ANALITIOKI TABLOI 

000, -i V PO 

(1, I A (p, V -10 
4<to 

(2,A -p)i• 

(3,po 

1 (n + 2, pn V -10,41 

/(w,'"Pii)2 

(4) + n, 	)2 

(w•2 + 2n + 1, 'Pn)n+2 NN  

(w.2 + 2n + 3, -,Pn+l)n-F3 
2  0.7•2 -I- 2n +, pn+i)n-f-3 

X 

Slika 6. 

Primjetimo da je su u tablou to prisutne take sa ordinalima od 0 do 1, u tablou 
4o T1  od 0 do 2, u tablou T2 od 0 o 3, u tablou T3 prisutne su take sa ordinalima 

c < co, u tablou T4 prisutne su tat e sa ordinalima c < (4/.2, i dalje u tabloima T5 + a za a < w, prisutne su take sa orclinalima t < cd•2 + 2n + 1. 

2.1.2 Svojstva analiti6kib tabloa za iskazne ratune Pa  
Osnovno svojstvo ovako generisanili tabloa je da za 	koji niz formula konstrukcija 
mora da stane tj. 	slijedeta formula: 

	

(37)(Vt) (7 .< t -+ 	= 

Da bi smo dokazali gornje tvrdjenje uvedimo slijedeti niz pojmova. i lema. 

Definicija 2.1.6. Pod telinotti taeke u tablou 	podrazumjevamo funkciju to, koja svakoj tatld (a, cp) tabloa dodjeljuje ordinal na osnovu slijedete formula: 

:  
wt((cr, con = 	

+1 	<t, 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



2.1. ANALITICKI TABLOI ZA ISKAZNE RACUNE P a 	 25 

Teiina taeke x = (a, cp) nam daje prvi indeks tabloa u nizu 1? u kojem je tatka x 
iskorgeena u konstrukciji tabloa. 

Slieno pojmu teline tatke u tablou uvodimo pojam te2ine tabloa. 

Definicija 2.1.7. Kompleksnost tabloa je funkcija comT koja svakom analitiekom 
tablu r dodjeljuje ordinal na osnovu formule: 

corn-r(T?) = U wt (x) * 
xEcP? 

Posljedica 2.1.1. Direktno iz definicije slijedi formula: 

iconrr(r)i < T. 

Lema 2.1.2. Za svaki tablo T" vai: 

(Vx E CP') (w,(x) 0 0 --> Wcom-r(T 4')(x) = 0). 

Navedena lema zapravo znati da za sve tatke koje se nalaze u konzistentnim granama 
x E CP' koje nijesu bile iskorikene u tablou T" (tj. w,(x) 0 0), iskoriMene su u 
konstrukciji do tabloa TL T(T. ) . 

DOKAZ. Na osnovu definicije niza tabloa T' imamo da su sve tatke koje se nalaze 
u konzistentnim granama (a, 0) E CP, takve da a < T, iskoriMene su u konstrukciji 
niza tabloa, t.j wr  ((a, 0)) = 0. Dalje, na osnovu definicije preslikavanja comT imamo 
da vai da za svaku tatku (a, co) E CP', takvu da c < a vai: 

a < a +1 = wi ((a,v)) < 	U w i ((a , co)) = comT (1?). 
(cr,(P)E CP? 

Iz svega retenego imamo da su sve tatke x E CP! iskorikene u kontrukciji do tabloa 

	

TIm-r(r?) tj. wcornT(T)(x) = 0. 	 Q.E.D. 

Definicija 2.1.8. Defini§imo preslikavanje g : (w + 1) -+ On induktivno na 
osnovu slijedeeih formula: 

	

g(0) 	=-- 0, 

g(n +1) = corn-r(Vn) ), 

	

g(w) 	= U g (n) . 
n<ce 

Posijedica 2.1.2. Na osnovu Leme 2.1.2. za svaki ordinal n < co i tablo TI' g(n) 
vai formula: 

(Vx E CP9T( n)) (W g (n)(X) 0 0 —). Wg (n+i)(X) = 0). 

Lema 2.1.3. Za svaki ordinal n < co i tablo r n)  vai formula: g( 

comT( g(n))  0 0 -+ g(n) < g(n + 1). 
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DOKAZ. Neka je cornr(r90. ) ) 0 0. Tada postoji tatka x = (a, co) E CP:n) , 
takva da wo n) (x) 0 0. Petpostavimo li da je a < g(n) tada wg(n) (x) = 0,sto je 
u kontradikciji sa izborom take ir. Dakle mogue.e je samo da g(n) < a, tada vaii 
slijede6i niz relacija: 

g(n) < a < cr +1 = w g(n)(x) 5- U wg(n)(Y) = comr(V n)) = g(n + 
YECP*  

gn) 

Poveiemo li potetak sa krajem imamo da g(n) < g(n + 1). 	 Q.E.D. 

Teorema 2.1.1. TEOREMA 0 ZAUSTAVLJANJU Za svaki niz tabloa T?, t E On 
postoji ordinal y takav da vati formula: 

(Vt) (7 _< 

DOKAZ. Primjetimo da je na osnovu definicije niza 	t E On, tvrdjenje teoreme 
je ekvivalentno formuli comT(T.;11h= 0, odnosno 

eizE 	w7 (x) = 0. 

Pretpostavimo da com-r(r:0) ) 0 0, za svako n < w. Tada na osnovu Leme 2.1.3. 
niz g(n) je strogo rastu6i, pa na osnovu definicije g(w) mora biti granitni ordinal. 
Pretpostavimo datje da postoji to tka x = (a, (p) E 	takva da wg,,,,)(x) 0 0. 
Tada obzirom na definiciju niza 	i einjenicu da je ordinal g(w) graniZni, postoji 
ordinal e < g(w) takav da x ¢ CPt i x E Cr1+1 . Dalje, na osnovu definicije 
ordinala g(w) postoji ordinal m < w takav da e + 1 < g(m). Dakle x E T:on)  i 
wo m)(x) 0 0 (u suprotnom bib to wg(„)(x) = 0). Na osnovu Posljedice 2.1.2. 
slijedi da tv 9(m+1 )(x) = 0, to bi povlaZilo da ws,(,„)(x) = 0, a to je u kontradikciji sa 
izborom take x. 

Iz svega reeenog slijedi da conirr(T. y.) = 0. 	 Q.E.D. 
Na osnovu prethodne teoreme uvodimo slijedeeu definiciju. 

Definicija 2.1.9. Za niz forMula 4 = 	defini§emo kompletan tablo 
kao: 

= 

Analogno Definiciji 2.1.3. i Definiciji 2.1.5. uvodimo i skupove definisane u 
ovim definicijama i oznaavamo sa G. = 	 = 	CG4' = CG :W)  i, ) , 

CMS = CML) . 
Primjetimo da su maksimalne 'gran kompletnog tabloa 	kontradiktorne ili 

pripadaju skupu 014 4'. 
Na kraju dokaiimo teoremu koja vr§i procjenu funkcije g za iskazni raeun P„, gdje 

je a regularan kardinal. 

Lema 2.1.4. Neka je dat iskazni ratun Pa , takav da je kardinal a regularan. 
Tada za svald niz formula 1, takmi da 1.1 < a, vall formula: 

(Vt < a) (VI < a A ICM?1 < a). 

DOKAZ. Dokaz sprovedimo indUkcijom po ordinalima t < a. 
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(1) INDUKTIVNI POCETAK, t = 0. Na osnovu konstrukcije tabloa vai: 

IT:I = 1 4) 1 < a, 

I CM? I = 1 < a. 

(2) INDUKTIVNA HIPOTEZA. Neka za ordinal 7 < a vai formula: 

(Vt < -y) (IT :11 < a A ICM4:1 < a). 

(3) INDUKTIVNI KORAK. Dolcaimo na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE da za -y 

(< a), vai IT:I < a. 

(3.1) Ako je ordinal -y, ordinal sljedbenik tj. postoji ordinal t takav da y = t +1, 
tada na osnovu definicije tabloa svakoj maksimalnoj konzistentnoj grani 
"dodamo" najvi§e K < a neposrednih slijedbenika, pa vai formula: 

IT:+11 

Porto je na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE ICM(1:1 < a, tada je I CM4:I 
K < a. Zbir dva kardinala manja od a je manji od a, pa odavde za-
kljueujemo da IT,,4_'"I < a. Takodje na osnovu definicije tabloa vai for-
mula: 

ICM4:+1i = ICW14:1*K < a. 

(3.2) Ako je ordinal -y granieni, tada na osnovu definicije tabloa vai formula: 

IT;11 < U IT 
t<ry 

Porto na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE vai da za svako t < 7 vai IT4' I < 
a i po§to je kardinal a regularan tj. cf(a) = a slijedi da je ITS < a. 
Shen°, na osnovu definicije tabloa zakljutujemo da vai formula: 

ICM I < U ickin. 
t<y 

Na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE vai da za svako t < 7 vai ICM 4', I < a 

i po§to je kardinal a regularan, slijedi da je ICMIl'l < a. 

Q.E.D. 

Lema 2.1.5. Neka je dat iskazni raeun Pa , takav da je kardinal a regularan. 

Tada za svaki niz formula 4., takav da 14, 1 < a, val. formula: 

(Vn < cd) g(n) < a. 

DOKAZ. Dokaz sprovedimo indukcijom po ordinalima n < co. 

(1) INDUKTIVNI POCETAK, t = 0. Na osnovu definicije funkcije g va2i: 

g(0) = 0 < a. 

< IT I + ICKI'l • K, 
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(2) INDUKTIVNA HIPOTEZA. Nelca za ordinal n < (4/ vaii formula: 

(Vm < n) g(m) < a. 

(3) INDUKTIVNI KORAK. Dokaiimo na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE da za n + 1 
vaii g(n + 1) < a. Na osnovu definicije funkcije g i Posljedice 2.1.1. vaii 
formula: 

Ig(n + ))1 = iconrrna 
Iz INDUKTIVNE HIPOTEZE Slijedi da g(n) < a, pa na osnovu Leme 12.1.4. 
vaii da

9(n) 
I < a odnosno Ig(n + 1)1 < a. Kako je g(n + 1) ordinal eija je 

kardinalnost manja od a to i ordinal g(n +1) sam mora biti manji od a, odnosno 
vaii g(n + 1) < a. 

Q.E.D. 

Posljedica 2.1.3. Za iskazni raw Pa , takav da je kardinal a regularan i niz 
formula +, takav da < a, direktno na osnovu Lema 2.1.4. i 2.1.5. slijedi 
formula: 

(Vn < co) 	< a. 

Teorema 2.1.2. Neka je dat iskazni ratun Pa , takav da je kardinal a regularan. 
Tada za svaki niz formula 1, talv da 111 < a, vaii 	< a. 

DOKAZ. Mogut je jedan od clba slutaja: 

(1) a 0 w. Iz definicije komplettiog tabloa slijedi formula: 

	

= 	U 
nEw 

Na osnovu Posljedice 2.1.3. za svako n < w vaii 	< a. Po§to je a 
regularan kardinal tj. cf (a) a, slijedi da UnEw  IT(n) I < a, odnosno 	< a. 

(2) a = co. tada je I < w , dakle • je konatan skup. Oznatimo tada sa cor funkciju 
koja svakom analititkom tablou T dodjeljuje prirodan broj na osnovu formule: 

co-r(r) = 0{cop.,(w) I co) E 	A t < a}. 

Iz definicije co-r, neposredno se zaldjutuje da za svaki ordinal t vaii formula: 

	

(Va < t) 	> carcin- 

Neka je tatka (a, yo) E 771', Itakva da t < o. Mogute je da nad formulom cp 
primjenimo jedno od pravila za konstrukciju tabloa (P1)-(P4): 

(P3), (P4) Tada je cp = Ai<n  cci, 111 cp = Vi<n -r-u317 
cpi takva da za svako i I< n vaii cop.,(wj) 
niz relacija: 

cop. (0) = cop. (0.i) + 1  

gdje je n < w. Neka je formula 
cop. ((pi). Tada vaii sledeti 

> coP(l40.0 - 

Odavde zaldjutujemo d4 poslije primjene pravila (P3) ili (P4) nad formu-
lom w, formule koje smo dodali u tablo kompleksnosti manje od komplek-
snosti formule 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



2.1. ANALITICKI TABLOI ZA ISKAZNE RACUNE P a 	 29 

(P1) Tada je cp = 	ako co ¢ Varp., pa

/ 

 vaii niz relacija: 

	

cop (V) = cop. -10) 	cop, (IF') 

U slutaju da je = -10 posljednja relacija je stroga nejednakost, Kada je 

= 02, = Ai<T, 97bi iii zG = Vi<n tp i  posljednja relacija je jednakost. 
Tada je i formula 1,b-. u obliku neke disjunkcije iii konjunkcije, pa da.lje nad 
co-,  moguee primjeniti pravila (P3) ili (P4). Poslije primjene pravila (P3) 
ili (P4) u stablu se nalaze konsekvence formule cp koje imaju kompleksnost 
manju od formule cp 

(P2) Tada je co = zi) 9. Neposredno zaldjueujemo da vaie relacije: 

cap., (co) = cop„, (-0), cop, (co) > cop, (8)• 

Ako nad formulom 	primjenimo pravilo (P1), a zatim nad konsekvecama 
ove primjene, pravilo (P3) ili (P4), sve konsekvence formule cp imake manju 
kompleksnost od formule co. 

Iz svega izlo2enog slijed da kakvog god da je oblika formula (p , poslije tri primjene 
odgovarajueih pravila za konstrukciju tabloa (P1)-(P4), konsekvence formule cp , 
ee imati manju kompleksnost od formule (p. Kao direktnu poslijedic ovog stava 
mo2emo izvesti sljedeeu formulu: 

(Vn < w) ( co-r(V.)) 0 0 -4 co-r(Vro) > co-r(V,z+3)) )• 

Po§to je niz 4' konaean i neprazan, to slijedi da je co-r(T 0) ) < w. Lako se 

dokazuje na osnovu prethodnog da niz (T;li, o ) ima strogo opadajuei konatan 
podniz. Obiljefimo li sa m posljednji element u tom konaenom podnizu, tada 
mora da vaii formula: 

co-r(T:em) ) = 0. 

Kako co-01) = 0 povlati com-r(11) = 0, odavde zakljueujemo da Tm = 

g(w) 	Na osnovu Leme 2.1.4. var1i 	< w, pa iz prethodnog onda 

slijedi IT4'1 < w. 	 Q.E.D. 

Posljedica 2.1.4 Neka je dat iskazni ratun P„, takav da je kardinal a regularan. 
Tada za svaki niz formula (I), takav da 	< a, vai 

g(w) < a. 

DOKAZ. Ako je a = w, iz dokaza prethodne teoreme, neposredno slijedi zaldjutak 
teoreme. U slutaju kada je w < a, tada je g(w) < a. Ordinal g(w) je na osnovu svoje 
defincije kofinalan sa w , dok je na osnovu pretpostavke a regularan, pa mote da 
samo da g(w) < a. 	 Q.E.D. 

Na osnovu prethodne posljedice zakljueujemo da kada je dat iskazni main P„, 
takav da je kardinal a regularan, tada za svaki niz formula (I), takav da < a, 
konstrukcija kompletnog tabloa T" staje u manje od a koraka. 

Posljedica 2.1.5 Klasieni iskazni raeun (P„) je odlutiv. 

DOKAZ. Neposredno na osnovu Posljedice 2.1.5. 
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2.2 Analitieki tabloi za logike Lap 

2.2.1 Definicija analitiekih tabloa za logike Lao 
U ovom djelu formulisati demo analitieke tabloe za logike Lap, slieno kako je to bilo 
uradjeno u prethodnom poglavljl4 za iskazne ratline Pa . Ne6emo koristiti posebne 
oznake za ova dva tipa tabloa, odkontelcsta ee zavisiti da li podrazumjevamo tabloe 
za iskazne ratune iii beskonatne Motivacija za uvodjenje nekih pojmova u 
ovom djelu je sliena motivaciji da se oni uvedu u prethodnom djelu, tako da kada se 
ona poklapa izostaviti demo detaljno obrazlaganje za uvodjenje slienih pojmova. 

Definicija 2.2.1. Za svaku logiku Lap, jezika L formiramo jezik M takav da je: 

FunM = FunL, 
ReIM 	= ReEL, 
Constm  = Consty, U {co l 5 < rc(1141)}, 

i gdje je skup C = {co 1 6<rc(ILII)} talca.v da cc, Oci.zaa$riLnC=0, a 
funkcija rc je kardinalna funkcija za.data formulom: 

f 	: cf(K)= K, 
1 	: cf(x) < 

Iz definicije vidimo da je rc(ic) najmanji regularan kardinal za koji vazi is < rc(ic). 
Dalde ICI je regularan kardinal. J4iku M odgovara beskonaena logika Mae. 

Teorema 2.2.1. Neka je data logika Lao takva da < (a + 0) = a, Tada za 
svaku formulu E ForL as  vaii formula: 

1-Lo cp akko 1-AL0  

DOKAZ. Pretpostavimo da F aa  cp, tada niz formula koji predstavlja dokaz u 
logici Las formule cc , je takodje dOlcaz i u logici Mae, pa 1-Mae  w. 

Pretpostavimo sada da I-map  dp. Neka je (cp,),<7 , gdje ry < a niz formula koji 
predstavlja dokaz formule cp. U sva1koj od formula (A pojavljuje se manje (u kardinal-
nom smislu) od a konstanti. Kako formula ukupno ima -y < a, skup konstanti koje 
se pojavljuju u dokazu formule cp kardinalnosti manje od a. Slie.no zaldjueujemo i za 
varijable, da ih se manje od a pojavljuju u dokazu formule cc. Tada jednoznaeno za-
mjenimo svako pojavljivanje konstante iz C sa varijablom koja se ne javlja u dokazu. 
Ovako dobijene formule predstavlj4ju dokaz formule yo u Lan, dalde I-L, 0  co. Q.E.D. 

Lema 2.2.1. Neka je data beskonatna logilca. Las i model a jezika L. Za bilo 
koje njegove formule 	E Fotz,„, s , t < y < a vale slijedeei stavovi: 

(P1) Ako ki,co -'p , tada 

(P2) Ako 2t L ag, (10 11), tada je =Las 	21ki,. /3 
(P3) Ako 2I I=L. , . At<7  cp„ tada za, svako £ < ry vaii 	/,‘„0  (Pg. 

(P4) Ako 2l I=i, ‘„,, V,<7  (p„ tada postoji t < ry tako da vaii 21 	SO t• 

(P5) Ako 21 I=Lap  (VX)w[X], tada za svako T : X -4 A vaii 	W[XITi• 

rc(x) 
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(P6) Ako 2t I L, R  (3X)co[X], tada postoji T : X -+ A tako da va2i 21 ILap  w[XIT]. 

DOKAZ. Dokaz neposredno slijedi iz osobina relacije zadovoljenja za beskonatne 
logike L. 

Motivisani Lemom 2.2.1. kao i u slueaju iskaznih ratuna, polazeei od beskonatne 

logike L ao, formulgemo za njoj ekvivalnetnu logiku Mao pravila (P1)-(P6). Koristeei 
oznake iz prethodne leme dobijamo slijedeeih §est pravila: 

(P1) 	 , (i9 10 VarL.p, 	(P2) 
(P-1  

A t <7 Cat  

VO 

(P3) 
	col 	

(P4) 	V t<i,  (Pt  

(Pt 

(P5) 
(VX)[X] 	(P6) 

(3X)(p[X]  

(P[XIT] 	 W[ IT] 
za svako T:X—Wonstm 	"potpuno novo" T:X-4Constm 

Primjedbe uz pravila (P5) i (P6) nas upueuju da se u konstrukciji tabloa posebno 
vodi ratuna u upotrebi konstanti koje smo dodali leziku L. U pravilu (P5) za for-

mulu (VX)ep[X], za svaku funkciju T : X -4 Constm dodajemo u konstrukciji jednu 

formulu co[XIT]. Ovakav postupak je potpuno je u skladu za AKSIOMOM KVANTIFIKA-
TORA (Q1). Slueaj pravila (P6), je ne§to komplikovaniji. Naime za svaku formulu 
(3X)co[X] biramo "potpuno novu" funkciju T : X 4 Constm i dodajemo u konstruk-

ciju formulu cp[Xp]. Ovdje "potpuno nova" funkcija T znaei da je T bijekcija i da je 

kodomen funkcije T, Range(T), takav da se ni jedna konstanta iz Range(T) nije bila u 
kodomenu neke funkcije koja je bila primjenjena u nekoj prethodnoj primjeni pravila 
(P6). Ovako izabrana funkcija T je praktieno svedok da je formula (RX)(p[X] taena. 
Kada efektivno budemo konstruisali tablo, pravilo (P6) eemo primjenjivati tako da 
funkcija T bude "potpuno nova" u okviru grane u kojem sa nalazi formula nad ko-
jom prinjenjujemo pravilo (P6). Primjetimo takodje da pravilo (P5) prestajemo da 
primjenjujemo nad formulom (VX)v[X] kada upotrebimo sve funkcije T. 

Definicija 2.2.2. Tadka anlitielcog tabloa biti ee struktura oblika: (6,v), gdje je 

cp E ForLco  i 6 je ordinal. Analitielci tablo predstavlja stablo T = (T, <T ), tako da 

je skup T, skup tataka analitiekog tabloa. (Potpuno analogno kao u slueaju iskaznih 

raeuna Pa .) 
Oznaku t6 za tatu (J, co) analitiekog tabloa beskonaene logike L ao i relaciju --, 

( "no grani") defini§emo analogno kao i u slueaju iskaznih raeuna. 
Da bi smo olak§ali rad sa pravilima (P5) i (P6) uvedimo slijedeee definicije. 

Definicija 2.2.3. Neka je relacija <<, relacija dobrog poretka na skupu Constm 

koja zadovoljava slijedeee uslove: 

(1) Za svako c E Consti, idEC vai c < d. 
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(2) Ako su c,,,c, E Constm, tada co  4Z c,. akko o < T. 

Za proizvoljan skup Y C Varm„0  loznatimo sa -Cy relaciju uredjenja skupa Y Constm 
u odnosu na relaciju << ako za f, g E Y Constm vati formula: 

f -<y g akko (3o.  E Y)(Vv E Y n for  i r < 	f(v) = g(v) A f (vc ) < g(v,). 

Ovakve poretke nazivamo leksikografskim uredjenjima i nije talon dokazati da su lek-
sikografska uredjenja dobra uredjenja. Poko je relacija -Cy dobro uredjenje skupa 
Y Constm, tada postoji ordinal 	takav da su strukture (Yeonstm, -Cy) 
izomorfne. Neka je funkcija HY :ry -+ Y COnStm, funkcija izomorfizma, takva da za 
a,r < 7,, vatii formula: 

o < T akko HY  (a) -Cy HY (T). 

Numeri§imo skup varijabli Y, tako da Y = {14.( r) I  r < 111}. Defini§imo jo§ i funkciju 
GY : ronstm 1 3 Y Constm, tavu da za a < IConstml vaii formula: 

GY (a) = { 	c 4r ) I r < IYI} 

Definioja 2.2.4. Definikno funkcije: nxv(X,(p) preslikava granu tabloa X i 
formulu cp u ordinal i funkciju nx3(X) koje preslikava granu tabloa X u ordinal na 
osnovu slijede6ih formula: 

nxy(X, yo) 
0 	 : inaee. 

nx3(X) 	= No. <ICIr ((3Y)111) N X A tb[YiT] N X A 
T E Y Constm A ca  ft Range(T)]. 

Primjetimo da funkcija nxv(X,(p) za cp = (W)1,11[Y] dodjeljuje najmanji ordinal a 
takav da se formula 0[YiHr (0] n pojavljuje u grani X. Takodje funkcija nx3(X) 
dodjeljuje ordinal a takav da se kOnstanta c, ne pojavljuje u formulama grane X. 

Defmi§imo dalje za granu X i formul yo predikat Pos(X,(p), tako da on vaii ako 
vaii formula: 

cp = (VY)//, A nxv(X, (p) < 'Y, 
Iz definicije je jasno da Pos(X,(p)ivaii ako je so = 	i moguee je u grani X jo§ 
primjenjivati pravilo (P5) nad forxiulom 

Na kraju definiilimo dvije funkcije: Tv(X ,(p) koja preslikava granu tabloa X i 
formulu cp funkciju iz Y Constm, zap neko Y C Varm,,,B  i funkciju T3(X, go) koja granu 
X preslikava u takodje u funkciju Y Constm, za neko Y C Varm co . Funkcije su 
zadate slijede6im fomulama: 

Tv (X , (p) = 

T3 (X, 	= 

HY(nxy (X, (p)) : cP = (VY)0, 

0 	 : inaee. 

{

GY (nx3(X)) : w = (3Y)0, 

0 : inake. 
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Intuitivno funkcije Tv i T3 nam obezbjedjuju da u konstrukciji tabloa kada treba da 
primjenimo pravilo (P5) i (P6) da funkcija T koja se pojavljuje u pravilima bude 
ispravno izabrana, u sIdadu sa pravilima (P5) i (P6). 

Definicija 2.2.5. 	Neka je x taeka analitielcog tabloa 	Definigimo tada 

preslikavanje Ap(X, x, (5, a- ) koje grani X, tatki x i ordinalima S i Q dodjeljuje niz 

formula na osnovu formule: 

( (6 	(P-') ) : x = (r,-.(p) 
A yo AtL col 

(5-4- (a%) +1,0) ) 

( (5 + (a!-r) 	(Pt) ),<7  

: x = (r,cp 	V)), 

X = (TIAL<7 (Pt) 
V X = (7) Vt<7 (Pt)) 

( 4-  a,0[YiT3(x,0]) ) 	x = (7-7 W) A = (BY)i , 

( (6  (6%), CYITv(X,A) , 	x = (r,(p) A (p = (VY)IP 

(6 4- (o-!2) 	co) ) 
	

A Pos(X,co) 

: inate. 

Na osnovu definicije vidimo da je funkcija Ap(T,x,6,o -) sliena odgovarajueoj fun-
kciji definisanoj za iskazni ratun, sem u slutaju kada formula u taeld x ima kvan-

tifikatore. Tada u slueaju kada je x = (r,(W)1,b), nadjemo, ako postoji najmanju 

funkciju T E Y Constm, u poretku takvu da se formula 0[YT] ne pojavljuje u 

grani X, §-to nam obezbjedjuje funkcija Tv(X,(p). U slueaju da postoji, dodamo u 

granu X taeke sa formulama 1/,[Yi Ty (x,,,,)] i (VY)0. Pomenuta funkcija T ne postoji 

samo ako u grani X postoje taeke sa formulama (12[117 ] za svako T E COnStm i 
tada ne koristimo vise formulu (VY)(p u konstrukciji tabloa. Dake, sve u skladu sa 
formulacijom pravila (P5). 

U slueaju kada je x = (T, (3Y)0) i tra2imo konstante (prve u smislu poretka <y) 
iz COnStm koje njesu bile uvedene nekom predja§njom formulom sa 3 kvantifikatorom 
u grani X, ko nam obezbjedjuje funkcija T3(X). Primjetimo da traene konstante 

uvjek postoje jer formula iz ForL.0  koje poeinju sa kvantifikatorom 3 ima ukupno 

IILII Za svaku formulu traimo 7 = IYI "novih" konstanti iz ConstM tako da va2e 

formule: 
-y < 13 < IILII < ICI. 

Poko je ICI regularan kardinal, "novih"-y konstanti postoji za svaku pomenutu for-
mulu (suprotnom lako dokazujemo da je kardinal ICI singularan). Neka je T funkcija 

koja preslikava Y u ry "novih" konstanti, tada formulu cp[1717] dodajemo grani X i 

formulu (317 )(p ne koristimo dalje u konstrukciji tabloa. Dakle, sve u skladu sa for-
mulaciom pravila (P6). 

Definicije koje smo uveli u Definiciji 2.1.3. na ovom mjestu neeemo navoditi, 

jer su iste i u slutaju beskonaenih logika Lao. 

Ap(X,x,6,o -)= 
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Definicija 2.2.6. Neka je clat analititld tablo T, ordinal t i neka b predstavlja 
prvi ordinal yeti od svih ordinala u taticama analititkog tabloa T. Defini§imo funkciju 
R koja preslikava skup uredjenih trojki (T, t, 6) u skup tabloa na osnovu formule: 

I3 RepA  (T, 	Ap(X1- ;̀,,, t„ 5,a)) : t, = (t, -gp) V 
u<lcmT(toi 	 = (t, A ff<7  (Po.) V 

= (t, (VY)(p) V 

tt = (t)(3Y)cP)7 

Repv(T,X1 4;0.,Ap(X1-; )  t 6 a)) ; t t  = (6,(12 	IP) V , ff  

g<ICMT(t.)I 	 tt = (t, V o.<7  90(7 ), 

T 	 : t, E AtL ap • 

I ovdje, gib° kao u slutaju iskaznog ratuna, funkcija R(T,I.,(5) primjeni neko od 
pravila (P1)-(P6) na formulu u tki t, tabloa T tako §to prokri svaku konzistentnu 
granu X1`;‘, tabloa T koja sadrii tatku t, u skiadu sa pravilom koje primjeni, inate 
ostavlja tablo T nepromjenjenim. 

Ako bi smo na ovom mjestu definisali za niz formula (I) = 	, niz tabloa 
i niz ordinala t:)? onako kaki smo to uradili za iskazne ratune Pa  u Definiciji 

2.1.5, definicija ne bi bila potpuna za beskonatne logike L ao. Naime, ako bi u logici 
izgradili tablo za samo jednu formulu (VX)cp tj. 41) = f(0, (VX)w(x))}, tada nije 

te§ko vidjeti da bi kompletan tablo bio jednak T 4' = T5. Odavde slijedi da smo u 
konstrukciji tabloa pravilo (P5) primjenili na prvih w konstaniti iz Constm. Kako za 

ronstml = wl, to znati da bi na ovaj natin zavr§ili konstrukciju tabloa a 
postoji jo§ mogutnosti za primjertu pravila (P5). 

Potrebno je dakle u granitnint ordinalima 7 u svakoji konzistentnoj grani tabloa: 

= Ef j- 	, 
1.<7 

dodati tatke sa formulama koje potinju sa kvantifikatorom V, ako jo§ postoji mogutnost 
da se nad njima primjenjuje pravilo (P5). 

Opisani postupak uvodimo preko funkcija datih u slijedete dvije definicije. 

Definicija 2.2.7. 	Neka sit date grana X analitigkog tabloa. Skup Posx 
defini§emo formulom: 

Posx = {(to — X I Pos(X, con- 

lz definicije skupa Posx, jasno je da on predstavlja skup svih formula grane X, koje 
potinju kvantifikatorom V i nad kojima je jo§ mogute primjenjivati pravilo (P5). U 
daljem radu podrazumjevati tenth da je svaki skup Posx indeksiran, odnosno da 
car E Posx, za T < IPOSX1. Na kraju defini§emo niz ApPosx(0) gdje je 5 proizvoljan 
ordinal slijedetom formulom: 

ApPosx(5) 	+ WO I (Pr E Posx}. 

R(T, t, 6) = 

Definicija 2.2.8. Za dati tablo T defini§emo niz tabloa V _ (Vi , 	) i niz 
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ordinala n„ za t < I CMT I induktivno na osnovu slijedeeih formula: 

Vo  = T, 

Vt+i  = RepA(V„X -r;„ApPosx-r, (nt)), 

VA 	= ( U V~ , U <v,), Lim(y), 
<A 	t<A 

n,, 	= 	U (a + 1 ). 
(6,47)07, 

Primjetimo da je gornja definicija dobra jer XT ;t  E CMv„ za svako t < ICMT I. Na 

osnovu prethodno uvedenih nizova defini§imo funkciju S koja preslikava tablo T u 

tablo tako da: 
S(T) = Vi cmT i• 

Sada imamo sve definicije neophodne da bi smo korektno definisali niz tabloa za 

dati niz formula. 

Definicija 2.2.9. Defini§imo za niz formula 4. = (cp c,),<7. beskonaene logike 

L ao, niz analitiekih tabloa T" i niz ordinala (:)? induktivno po ordinalima na osnovu 

slijedeeih formula: 

= Treen((0,400),((a,Ver))0<a<r), 

 r+1  = R(T , t, o?), 

S(1' ), Lim(-y), 

Wc+ 1). 
(o.,(p)ET,. 

Elementarne posljedice (DI) i (D2) koje smo formulisali za tabloe iskaznih raeuna 
vane i za tabloe beskonaenih logika. Poslijedica (D3) ne vazi ali vazi sledeea poslijedica 
koja je sliena (D3): 

(D3') Za bilo koji ordinal 7, i za sve taeke x tabloa T postoji ordinal < 7 tako da 

vaii formula: 

(Oh < x ¢ r) A (eh 	x E r). 

Razlika izmedju (D3) i (D3)' je u tome glo je najmanji ordinal t za koji vazi x E 

u (D3) ordinal slijedbenik a u (D3)' ne mora biti slijedbenik vee mote biti i 
granieni ordinal. Iz ovoga direknto izvodimo da elementarna poslijedica (D4) neee 
valid za tabloe beskonatnih logika, §to eini dokaz TEOREME 0 ZAUSTAVLJANJU za 

slueaj beskonaenih logika Lao drugatijim od odgovarajueeg dokaza za iskazne raeune 

Pa . 
Uvodimo slijedeee skreeenice za skupove koji su uvedeni u Definiciji 2.1.3. 

oznaeimo sa G = 	= CPT ), CG? = CG T,a,  i CM4: = 
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2.2.2 Svojstva analititkih tabloa za logike Lao 
Slieno kao i u slutaju iskaznih ratuna Pe, i u sluff aju beskonatnih logika Lao dokazu-
jemo da za bilo koji niz formula 4 konstrukcija mora da stane tj. vazi slijededa 
formula: 

(37)(Vt) (7 < 	= Ti). 

Slededh nekoliko definicijija i lema su iste kao i slutaju iskaznih ratuna, pa ih bez 
komentara i dokaza navodimo. 

Definicija 2.2.10. Pod tetinom take (a, (p) u tablou T? podrazumjevamo 
ordinal definisan formulom: 

+1 : t<a, 
t v 1,((a)(P)) 	 < t. 

Definicija 2.2.11. Kompleksnost tabloa je funkcija comT koja svakom anal-
itiekom tablu T4 dodjeljuje ordinal na osnovu formula: 

corny (1? ) = U w, (x). 
xECP? 

Lema 2.2.2. Za svaki tablo 1 vaii: 

(Vx E CP!) (wi (x) # 0 + tvconvr(r,f)(x) = 0). 

Navedena lema zapravo znati da za sve take koje se nalaze u konzistentnim granama 

	

x E 	koje nijesu bile iskorikene u tablou 	w, (x)  0) , iskorigdene su u 
konstrukciji do tabloa TLT(.". ) . 

Definicija 2.2.12. Definigimo preslikavanje g : On On induktivno na osnovu 
slijede6ih formula: 

g(0) . 0 , 

g(r +1) = 	r(91,)), 

g(A) 	= U g(r), Lim(a). 
r<A 

Posljedica 2.2.1. Na osnovu Leme 2.2.2. za svaki ordinal r i tablo V T)  vaii formula: 
(Vx E CP:0) ) ( g(r)(X) # 0 + W g ( 7-1-1)(X) = 0). 

Lema 2.2.3. Za svaki ordinal r i tablo T4' r) vati formula: O 

comr(V, )) 0 0 i g(r) < g(r +1). 

Posljedica 2.2.2. 	Neka je A gra.ni6ni ordinal. Ako za svako T E A vaii comT(T:o. ) ) 0, tada je ordinal g(A) granieni, tj. Lim(g(A))• 
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Vee smo napomenuli da zbog definicije niza T za beskonatne logike L ao nije 
moguee ponoviti dokaz TEOREME 0 ZAUSTAVLJANJU za iskazne ratline Pa  iako su 
prethodne definicije identiene u oba slueaja. Uvedimo dalje nekoliko dodatnih poj-
mova koji ee nam omogueiti da dolcaiemo TEOREMU 0 ZAUSTAVLJANJU za beskonaene 
logike L. 

Posmatrajmo kardinalnosti skupova promjenljivih koje se javljaju vezane kvan-
tifikatorom V u formulama niza (1). Obiljefimo najveei od ovih kardinala sa A. Iz defini-
cije beskonatne logike L ao neposredno slijedi da A < Oznatimo sa = ronstm 
Primjetimo da za svaki skup promjenjljivih Y C Varm, takav da se (VY) javlja u 
formulama niza formula (1) va2i sledeei niz relacija: 

Constm ll Y1  < IConstm l A  = 

Definicija 2.2.13. Defini§imo dalje funkciju h : (co + 1) -4 On induktivno na 
osnovu slijedeeih formula: 

h(n) = g(K • n), 

h(w) = U h(n). 
n<4; 

(Mno2enje u definiciji h(n) je ordinalno.) 

Posljedica 2.2.3. Za svako n < w ordinal /c n je granieni ordinal, pa ako za 

svako T < n • n va2i corn T (T:o.. ) ) A 0, tada je ordinal g (K • n) granieni, tj. Lim(g(K • n)), 

odnosno Lim(h(n)). 

Lema 2.2.4. Ako za n < w, i za svako T < n va2i com-r(T:01 ) 0 0, tada za 

svaku taeku x = (a, (p) E CP:(n)  takvu da h(n) < a vaii formula: 

(aY C Varm)(30 E Forms ) x = (a, (VY)0). 

Lema zapravo tvrdi da sve taeke u tablou V..0  koje nijesmo iskoristili u konstrukciji 
tabloa imaju formule koje potinju kvantifikatorom V. 

DOKAZ. Na osnovu Posljedice 2.2.3. slijedi da je ordinal h(n) granieni, tj. 

Lim(h(n)), pa na osnovu Definicije 2.2.9. vaii formula: 

11(n)  = S(T:(n) '). 

Pretpostavimo suprotno, da za svako Y C Varmco  i E Formoo  vaii x # (a, (VY)0). 

Tada taelcu x nije mogla dodati u tablo 11(n) funkcija S, jer ona na osnovu Definicije 

2.2.8. dodaje samo formule kojima predhodi V kvantifikator. Ostaje jedino da se 
tatka x nalazi u tablou T4' n) ' Odavde neposredno slijedi da postoji ordinal e < h(n) T  
takav da x ¢ CPt i x E CP4' Po§to je ordinal h(n) granieni i obzirmo na njegovu t-Fi•  
definiciju: 

h(n) = g(ic • n) = 

tada postoji ordinal (5 < ts • n, takav da + 1 < g(J). Dakle, x E T:(5)  i W 9(6)(X) # 0. 

Na osnovu Posljedice 2.2.1. vaii w9(5+1)(x) = 0, a na osnovu definicije h(n) vazi 
slijedeei niz relacija: 

a < g(( 5 +1) < h(n), 

U g (T) ' 
r<tc•n 
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§to je u kontradikciji sa izborom tatke x. 	 Q.E.D. 

	

Lema 2.2.5. Ako za n < 	za svako r < x • n vazi camT(T:o.) ) 0 0, tada za 
svaku taeku x = (a, (VY)w) E CP (n) , takvu da h(n) < a vaii formula: 

(VT E Y Constm)(VX E CM:(n+i)(x)) cp[T] X. 

Tvrdjenje leme moiemo formulisati i na sledeei natin. Neka je taeku x, oblika x = 
(a, (VY)w), tatka tabloa TAn)  koja nije iskoriteena u konstrukciji tabloa. Maksimalne 
grane X tabloa TAn+i)  koje sadrte taeku x, pored nje sadde i take sa formulama 
(p(11 7), za sve funkcije T E YConStm. Drugim rijeama u tablou T4 n+i)  u granama 
koje sadrie taeku x zavr§ili smo sa primjenom pravila (P5) nad formulom (VY)so. 
Prethodnu reeenicu u vidu formule moiemo zapisati kao: 

(VX E CMt(n+i) (x)) -iPos(X, (VY)so)• 

Na osnovu konstrukcije tabloa odavde slijedi da se taeka sa formulom (VY)(p neee vise 
dodavati u konstrukciji grana koje sadrie taeku x. 

DOKAZ. Neka je tatka x = (a, (VY)(p) E CP:(n) , takva da h(n) < a i grana 
X E CM:(n+i) (x). Posmatrajmo grana (X,), E. definisan formulom: 

Iz definicije niza jasno je da za svako a < vaii X, C Xe+1 i X, E CM:(K .n+,) , za 
a < kao i X = 	Neka je dalje ordinal 6 = nxv(X0,(W)(p). Iz konstrukcije 
niza T4 slijedi da vaii formula: 

< 6) cp[YiHY(01 Xo• 

Takodje iz definicije niza T i Poaljedice 2.2.1. slijedi da za svako a < yY  < K vazi 
formula: 

WiYIHY 0+0)1 ^' Xo. • 

Poko je rc kardinal, pa time i granieni ordinal imamo da je 6 +,c = Li g  6 + a = K. 
Na osnovu prethodnih formula tada za svako < 7y < vaii formula: 

'P[Ywr (0] ~ X. 

Iz definicije funkcije HY i prethodne formule onda neposredno slijedi formula: 

(VT E Y Constm)(VX E CM.:(n+i) (x)) so[YT] — X. 

Q.E.D. 

Teorema 2.2.2. TEOREMA 0 ZAUSTAVLJANJU Za svaki niz tabloa T , c E On 
postoji ordinal y takav da vazi formula: 

	

(Vt) 	< t 	= Ti). 

DOKAZ. Kao i u slutaju iskaznih ratuna tvrdjenje teoreme je ekvivalentno formuli 
carnT(T.y.) = 0, odnosno: 

(Vx E CFI) wry (x) = 0. 
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Pretpostavimo da carn-r(T:(0 ) 0 0, z < h(w). Tada na osnovu Leme 2.2.3. niz g(r) 

je strogo rastuoi, pa na osnovu Posljedice 2.2.2. h(w) mora biti granieni ordinal. 
Pretpostavimo dalje da postoji tatica x = (a, co) E CP:(w) , takva da wh(,)(x) 0 0. 

Ako je formula cp # (VY)Ib, tada je dokaz teoreme isti kao i u ekvivalentnoj teoremi 
za iskazne raeune, to ga izostavljamo. Neka je cp = (VY)tb i uzmimo bilo koju granu 

X E CM:(o)  (x). Po§to je h(w) granieni ordinal, tada na osnovu definicije niza 

postoji taelca x' = (7-, (VY)0) takva da 	E X i taelca x' je najmanja u grani X 

u odnosu na poredak 	Ovakva taeka postoji jer je svaka grana tabloa dobro 

uredjena relaciom < T% ) . Iz definicije niza 	slijedi da postoji ordinal < h(w) 

takav da 	0 CP c̀1)  i x' E CPto . Po§to je niz g strogo rastuei, a ordinal h(w) 

granieni, tada postoji najmanje n, takvo da < g(k • n) = h(n). Tada postoji taelca 

x" = (VY)14 takva da x" E X i x" E CP4(n)• U suprotnom bi znatilo da je 

-Pos(X fl Cn( np cp), §to je u suprotnosti sa izbormo taelce x. Na osnovu Leme 

2.2.5. izvodimo formulu: 

(VT E Y Constm)(VZ E CMI(n+i)(x")) cc[YT] Z, 

odnosno (VZ E Chg(n+i) (x")) --,Pos(Z, co). Ako obiljefimo sa Z = X fl T4n+i) , 

tada po§to je — ,Pos(Z, cp) i Z C X slijedi Na osnovu Definicije 2.2.8. 

preslikavanja S, tada taelca x ne moie pripadati grani X , §to je u kontradikciji sa 

izborom take x. 
Iz prethodno dokazanog slijedi da je ordinal h(w), onaj koji zadovoljava uslove 

teoreme, jer za njega va2i formula: 

(Vx E CP:Go) wh(w)(x) = 0. 

Na osnovu prethodne teoreme uvodimo slijedeeu definiciju. 

Definicija 2.2.14. Za niz formula (1,  = 	defini§emo kompletan tablo T4' 

kao: 
T4' = -11(w) . 

Analogno Definiciji 2.1.3. i Definiciji 2.1.5. uvodimo i skupove definisane u 

ovim definicijama i oznaeavamo sa G 4' = GR(u, ) , CP4' = 	CG 4' = Cqw)  i 

CM4' = CM' h(co- 

Primjetimo da su maksimalne grane kompletnog tabloa T 4' ili kontradiktorne iii 

pripadaju skupu 

Lema 2.2.6. Neka je data beskonatna logika Lo, takava da je kardinal a 
regularan i Q < a. Tada za svaki niz formula (I), takav da 14)1 < a, va2i formula: 

(Vt < a) 	< a. 

DOKAZ. Dokaz sprovedimo indukcijom po ordinalima t < a, identieno dokazu 
Leine 2.1.4. 
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Glava 3 

Kompletnost 

U ovoj glavi uvodimo pojam tablo dokazivosti formule cp u teoriji u oznaci 

	

I- Tpc, co, ako je kompletan tablo 	zatvoren, odnosno ako vairi formula: 

CM"-'}  = 0. 

Zatim dokazujemo TEOREMU 0 EGZISTENCIJI MODELA koja za svaku otvorenu 
granu kompletnog tabloa konstruge model. Za iskane raeune Pa  dokazujemo 
TEOREMU 0 KOMPLETNOSTI koja tvrdi da za teoriju 4) i formulu cp iskaznog 
ratuna Pa  vaZi ekvivalencija: 

	

4' I=p. 	akko 4 F Pa  (p. 

U slutaju beskonatnih logika Lao u stanju smo da dokalemo slabiju verziju 
TEOREME KOMPLETNOSTI koja tvrdi da za teoriju i formulu cp beskonaLne 
logike Lao va2i formula: 

4) 1, 0,13 cp Fico 

Napomenimo da su za prve dokaze kompletnosti beskonatnih logika Lao, uvod-

jenjem svojstva konzistencije, i dokazom TEOREME 0 EGZISTENCIJI MODELA, 

zasluZni su L. Henkin, R. M. Smullyan i M. Makkai. 

Na poeetku navedimo nekoliko definicija koje se odnosne na tabloe, bez obzira da 
li su tabloi za iskazne raeune iii beskonaene logike. 

Definicija 3.1. Za kompletan tablo Te niza formula 4' = (cp,),<, kaiemo da je 
otvoren ako je CMS  # 0 u protivnom kaiemo da je zatvoren. 

Definicija 3.2. Grana tabloa Y sadrii sve formule koje se nalaze na grani X, u 

oznaci X ^ Y, ako vaIi formula: 

co) c— X 	co Y. 

Grane tabloa X i Y sadrie iste formule, u ozanci X = Y, ako X Y 	X. 
Tablo TI  je sadrian u tablou T2, u oznaci TIR.: T2, ako vaii formula: 

(VX E CMT,)(3Y E CM -1-2 ) X Y. 

41 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



42 	 GLAVA 3. KOMPLETNOST 

Tabloi T1 i T2 su ekvivalentni, u oznaci T1 = T2 )  ako T1 P.' T2 i T2 k% T1. 

Posljedica 3.1. Kako grane tabloa moiemo posmatrati kao funkcije, jer su 
skupovi eiji su elementi uredjene dvojke (c, 44, gdje jet ordinal, a IP formula, tada za 
grane tabloa X i Y slijedeei uslovi su ekvivalentni: 

co P.,  X akko cp E Range(X), 
X N Y akko Range(X) C Range(Y), 
X Y akko Range(X) = Range(Y). 

3.1 Kompletnost iskaznih raeuna Pa  

Definicija 3.1.1. Neka je T table iskaznog raeuna Pa , i neka je p : Varp. -4 {T, F} 
valuacija iskaznih varijabli. Kaiemo da je valuacija p model grane X E CMT u oznaci 
p kp. X, ako vati formula: 

(VW— X) p 1p,. (P. 

Kaiemo, da1je da je valuacija p model niza formula + = 	iskaznog ratuna Pa  
u oznaci p 	ako vaii formula: 

(1/2(Fr < 1") P kPc. (Pa. 

Takodje ka:zemo da je valuacija p model tabloa T u oznaci p 	T, ako vaii formula: 

(3X E CMT) p H). X. 

Lema 3.1.1. Neka je dat niz tabloa T:1) , t E On, za niz formula (I) = (co,),<, i 
neka je data valuacija p : Varp. -+ {T, F}, tada vaii formula: 

(h) (.1) I=P. T4' -4  P kpa r+1). 

DOKAZ. Neka je p model tabloa r, t.j . p 	Tablo r+1  je dobijen tako 
to je primjenjeno jedno od pravila (P1)-(P4) nad taekom x = (t, w) E 	Neka je 

X E CM? maksimalna konzistentna grana tabloa r, ta,kva da p 1,,„ X. 
Ako x ft X, tada na osnovu konstrukcije tabloa slijedi da X E CM?+i , odnosno 

grana X je takodje maksimalna konzistentna grana tabloa r+1 . Odavde neposredno 
iz p kp. X, slijedi p gyp, r+1 . 

Ako x E X, tada smo u tablou T:1)+1  granu X produiili u skladu sa nekim od 
pravila (P1)-(P4) koji smo prirnjOnili u konstrukciji. U zavisnosti od pravila koje 
smo primjenili imamo slijedeee slueajeve: 

(P1) Tada je cp = 	i ib ¢ VarP,„ pa smo granu X produiili tatkom ( 74-')• 
Obiljetimo sa Xl  = X U {(7 -0,1)-)}. Porto na osnovu Leme 2.1.1 vaii da 
ako p Kp, 	tada p 	Om pa odavde izvodimo da p 	X1 , odnosno 
p KR, 1714.1 . 

(P2) Tada je cp = ti) —> 0, pa smo od grane X dobili dvije gran: X 1  = X u {(T, -O)} i 
X2 = X U {(r + 1, 0)}. Po§to na osnovu Leme 2.1.1 vaii da ako p 	—> 0, 
tada p H), 	p gyp, 0, pa odavde izvodimo da p KR, X1  ili p gyp, X1 , 
odnosno p gyp, r+1. 
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(P3) Tada je cp = Acr<7  ip,, pa smo granu X produ2ili taekama (r + cr,11),), a < 7. 

Obiljefimo sa X1 = X U {(7 o-, o) a < 7}. Po§to na osnovu Leme 2.1.1 

vazi da ako 	A cr" Rio, tada za svako a < 7 vali .p 	0,, pa odavde 

izvodimo da p j= pc, Xl, odnosno p 

(P4) Tada je cp = V cr<i, 	pa smo od grane X dobili -y gram: X, = X U {(7 + 

a,0,)}, a < 7. Po§to na osnovu Leme 2.1.1 vaZi da ako p fpc, V 	b, , 

tada postoji a < 7 tako da vaii p kpo, , pa odavde izvodimo da p =p X,, 
odnosno p 	r+1 . 

U slueaju da nijesmo dodali ni jednu taeku grani X, tada X E CM,4'±i , pa 

neposredno slijedi p =p  r+1 . 

Dakle, bilo da x E X ili x 51 X imamo da vaii formula p p. 	Q.E.D. 

Posljedica 3.1.1. Neka je X E CM! konzistentna grana tabloa 	takva da je 

p njen model, t.j. p kp. X. Tada vaN formula: 

(3X 1  E CM:1'+i ) (X C X' A p =Pa  X'). 

DOKAZ. Neposredno slijedi na osnovu dokaza prethodne teoreme. 

Teorema 3.1.1. TEOREMA KOREKTNOSTI. Neka je dat niz formula 4) = 

(co,), <, iskaznog ratuna Pa  i neka je data valuacija p : Varp. {T, F}. Tada vazi 

formula: 
p spa  4) -4 p pc. T 4'. 

DOKAZ. Neka je 	t E On niz tabloa za niz formula 41, . Dokaiimo da iz p =p 
slijedi p 	za svako t E On, pa time i za T4' = Ti) . Dokaz sprovedimo 

indukciom po ordinalima. 

(1) INDUKTIVNI P06ETAK, t = 0. Iz definicije konstrukcije tabloa, slijedi da Tm = 
4). Odavde direktno slijedi formula: 

p Kr). T . 

(2) INDUKTIVNA HIPOTEZA. Neka za ordinal -y vat1 formula: 

(Vt < 7) p IPa T'. 

(3) INDUKTIVNI KORAK. Dokaimo da za ordinal -y iz INDUKTIVNE HIPOTEZE slijedi 

p kpo, 

(3.1) Ako je ordinal 7 sljedbenik. t.j. postoji ordinal t takav da 7 = t + 1. Tada 
na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE i Leme 3.1.1. neposredno slijedi da 

p r+1 . 

(3.2) Ako je ordinal 7 graniean ordinal tada konstrui§imo slijedeei niz grana 
X, E CM!, t E -y takav da vail formula: 

(Vt 7) P kPo, XI. 
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Neka je X0 = +, pogtoje to na osnovu konstrukcije tabloa i jedina grana u 
tablou Tfell)  i za nju iz pretpostavke teoreme slijedi po, X0. Za sve ordinale 
slijedbenike o + 1 gram' X,„4.1 defini6emo na osnovu Posljedice 3.1.1. 
tako da X, C X,÷1 i p =pQ  Xa+1. U slueaju da je ordinal a granieni, 
granu X, definigemo fOrmulom: 

X'T = U XT. 
r<u 

Iz definicije grane X„ i konstrukcije prvo zaldjutujemo da X, E 
Pretpostavimo da p spa, X,. Tada bi postojala tatka x = (r, cp) takva da 
p 16pc, (p. Na osnovu konstrukcije tabloa i definicije niza grana X„ c < a, 
tada bi postojao ordinal < a takes da, x 	i x E XE.R. Odavde bi 
iz INDUKTIVNE HIPOTJZE slijedilo da p =po  14+1 , odnosno p Jpa  cp, Sto 
je u kontraclikciji sa i$bormo take z. Mogu6e je da samo vaii formula 
p kpa  X,. Iz konstrukcije niza slijedi da. p spa  X7 , pa time p kpa, 

Q.E.D. 

Posljedica 3.1.2. Neka je za niz formula I i neka je tablo T 4' zatvoren. Tada 
za bilo koju valuaciju p : Varpe 	{T, F}, slijedi da p gyp, 4). 

Definicija 3.1.2. Za formulu cp E Forp. Icalemo da je tablo dokaziva u teoriji 
u oznaci I FT,. (p, ako je tablo Ttu{-'w} zatvoren, odnosno ako vaii formula: 

CM.u{'°}  = 0 

Ako je I = 0, tada 0 FT, (p, ozna4avamo samo sa 	(p. 
Primjetimo da smo u prethoduoj definiciji teoriju I tretirali i kao niz formula, *gto 

formalno nije korektno, all ne dovOdi do zabune jer lako definfgemo operator koji nam 
skup preslikava u niz sa elementima iz datog skupa. Pomenutu nekorektnost u zapisu 
uvodimo da bi pojednostavili zapis formula. 

Posljedica 3.1.3. Iz Posljedice 3.1.2. neposredno slijedi da za bilo koju 
teoriju i formulu cp iskaznog ratima Pa  nije moguee da: 

i 	1--k 

Takodje iz Posljedice 3.1.2. neposredno slijedi da su tablo izvodive formule tau-
tologije. 

Teorema 3.1.2. Neka je za uiz formula I dat kompletan tablo Ts. Tada svaka 
njegova konzistentna maksimalna grana X E CM.  zadovoljava slijedeeih pet uslova: 

(CO) Ne postoji formula cp E Forp. takva 

(Cl) Ako 	X, tada 	X. 

(C2) Ako —> 	x,tada — No x 	x 
(C3) Ako A ff"(p, x, tada za shako Q < ry vaii (pc, X. 
(C4) Ako Vo.<1, 	X, tada postoji a < ry tako da vati cp, X. 
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DOKAZ. Dokaz sprovedimo diskusijom po uslovima (C0)-(C4). 
Uslov (CO) je trivijalno ispunjen, jer u slueaju da nije, grana X ne bi bila konzis-

tentna, Sto je polazna pretpostavka. 

	

Uslovi (C1)-(C4) su posljedica konstrukcije tabloa 	Neka taeka (t, E X, tada 
obilje2imo sa x, ..xnrix".xnr+1 . Iz definicije grana X' i X" jasno je da 
X', X" C X i X' E CM! i X" E CM:1)+1 , odnosno grana X" je direktni produietak 
grane X' u zavisnosti od pravila (P1)-(P4) koje smo primjenili nad taekom (t,0). 

(Cl) Ako je 0 = 	i cp Varp., tada smo primjenili pravilo (P1), pa je X" = 
X' U {(r,(p -i)}, odnosno 	X". Poko je X" C X odavde direktno izvodimo 
cp~ X. 

(C2) Ako je 0 = 	tada smo primjenili pravilo (P2), pa je X" = X' U {(7-,--1(p)} 
ili X" = X' U {(r, 0)}, odnosno 	X" ili //) X". Poko je X" C X odavde 
direktno izvodimo da 	—  X ili 	X. 

(C3) Ako je 0 = A0<7  (pc  —  X, tada smo primjenili pravilo (P3), pa je X" = 
X' U I(TQ , (p„) Io < 	odnosno za svako o < -y vazi (pc 	X". Poko je 
X" C X odavde direktno slijedi da za svako a <-y vazi (p, —  X. 

(C4) Ako je B = Va<7  (pa  X, tada smo primjenili pravilo (P4), pa postoji a <  ry 
takvo da X" = X' U IN,(p„)}, odnosno vazi c' 	X". Pak° je X" C X 
odavde direktno slijedi da va2i (pc, —  X. 

Q.E.D. 

Teorema 3.1.3. TEOREMA 0 EGZISTENCIJI MODELA. Za svaku konzistentnu 
granu X tabloa T koja zadovoljava uslove (C1)-(C4) iz prethodne teoreme, postoji 
model .p. 

DOKAZ. DefiniSimo valuaciju p : Varp. —> {T, F} slijedeeom formulom: 

T : po — X, 
p(po) = 	F : -110 ,-, X, 1 

T : inaee. 

U nastavku, indukcijom po slcdenosti formula (p —  X, dokaZimo da p =p X. 

(1) INDUKTIVNI POCETAK, t = 0. Za sve po X na osnovu definicije p imamo da 
v p (p0)=T, odnosno 	pc, po. 

(2) INDUKTIVNA HIPOTEZA. Neka za ordinal 7 < a vail formula: 

	

(Vcp —  X) (cop. ((p) <7 -4 13 	(p). 

(3) INDUKTIVNI KORAK. Dokaimo da za ordinal 7 iz INDUKTIVNE HIPOTEZE  vazi 

formula: 

	

~ X) (09P.(49) 	-+ 	(P)- 

Za formule cp X za koje cope  (c0) < ry tvrdjenje teoreme slijedi direktno iz IN-

DUKTIVNE HIPOTEZE. Primjetimo da ako je ordinal -y granieni, tvrdjenje je triv-
ijalno ispunjeno, jer na osnovu definicije kompleksnoti formule cop. , Definicija 
1.2.1, ne postoji formula co iskaznog raeuna Pa , takva da je cop.((p) granieni 
ordinal. Ostaje da doka2emo INDUKTIVNI KORAK u slueaju kada je ordinal -y 
slijedbenik, odnosno postoji ordinal t, takav da 7 = t + 1. 

Neka je(pEXicop.((p)=7=t+ 1. Tada su moguei slijedeei slueajevi: 
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(3.1) Ako je (go = 	tada na osnovu Teoreme 3.1.2. slijedi da 	— X. 
Na osnovu definicjie preslikavanja formula Ii-, moie zapoteti veznikom 

samo ako & E Varp.. U tom slutaju vp (Ili) = F, odnosno vp  (0-) = 
vp(-0) = T, pa odavde slijedi p 	W. Moguee je dab = 	za neku 
formulu 0 E Forp., tada 	= 0, pa po§to 8 N  X i c +1 > copc,(yo) > 
COp.(0), na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE slijedi da p 	8. Kako 
je cp = 	iz prethodnog neposredno slijedi da p~p0 W. Preostali 
su jo§ slutaji kada je = Ac‹, ?Pa Ih Ii) = V, <7 Oa. Tada na osnovu 
preslikavanja cop. i nazi slijedeei niz relacija: 

cop. (-0) = coPc. (P) + 1  = U coPc, (tPcr) + 2, 
cr<r 

c(4)0(0-1) = OPa( -104 + 1  = U (c.0P. (0.7) +1) + 1. 
o<r 

Ako je ordinal 11 <, cop. (00.) granidni, tada se trivijalno pokazuje da vaii 
relacija: 

U coP.(lbc) = U (coP. 	+ 1), 
tr<7 	 ey<r 

pa odavde slijedi da je cop. (-0) > cop. 	U slu'eaju da je ordinal 
U,<7. cop. OM, ordinal slijdebenik, tada postoji ordinal < T takav da 
formula COp.(11)t) = U a<r COpa (RI,a ). Odavde neposredno zaldjutujemo da 
je cops  (-4) = cops  (1') + 2. S druge strane slijedi da je 

U (c0P., (14) + 1) = coP. (IPt) + 1 , 
cr<7 

pa izvodimo da je cop. 	= cop. (,)+ 2. Dalde, u slutaju da je ordinal 
Uo. <7. cop. (0,), ordinal slijdebenik, vaii cop. (-') = cop. (tP-1). U oba 
slutaja COp.( --0) > C.C1F1.(1,b—i) i 0-1 potinje jednim od logieldh veznika: 
ili A, pa je ostatak dokaza isti kao u slutajevima (3.3) i (3.4). Moguee je 
jo§ i da je 2/, = 	-+ 'A'2. Tata je 	= 	A ("02), pa vaii sljedeOi niz 
relacija: 

col.. (co) = col). (-0) = COP0  OP-) > cop0  Oh), cop. (-02) 

Na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE slijedi onda da p kp. 	p 	—022 
odnosno p kpor  

(3.2) Ako je cp = --+ 0, na osnovu Teoreme 3.1.2. vaii da 	— X ili 
X. Tada ill vazi na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE COp.(W) > cop (8) 

pa vaii p gyp.  8 ili na osnovu (3.1) vaii p Kako je formula (p 
ekvivalnetna formuli -0 V 0, slijedi da p gyp.  W. 

(3.3) Ako je cp = A,<, Oa , ta4a na osnovu Teoreme 3.1.2. za svako a < T vaii 
tp, N X. Porto je za svako o < T vaii cop. ((p) > cop. (0,), to na osnovu 
INDUKTIVNE HIPOTEZE vazi p 14. odavde direktno slijedi p 

(3.4) Ako je cp = V,<7 	tada na osnovu Teoreme 3.1.2. postoji a < T 
vaii 	X. Porto vaii cop. (w) > cop. OM, to na osnovu INDUKTIVNE 
HIPOTEZE vaii p 	Otr. odavde direktno slijedi p 
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Q.E.D. 
Primjetimo da je valuacija p konstruisana u prethodnom dokazu, samo jedan od 

modela grane X. Ako obilje2imo sa 

A= 	E Varpo, P X A —IP 76  X11, 

tada je broj modela grane X jednak kardinalu 2A. 

Posljedica 3.1.4. Za svaku konzistentnu granu X E O' kompletnog tabloa 

postoji model p. 

Definicija 3.1.3. Za niz formula 4 iskaznog raeuna Pa  i formulu cp iskaznog 

raeuna Pa  kalemo da je formula cp semantieka poslijedica teorije ako za svaki model 

p vai formula: 

P 	(I) 	P 1P (P. 

Teorema 3.1.4. TEOREMA KOMPLETNOSTI. Za svaku teoriju i formulu cp 

iskaznog raeuna Pc, vazi ekvivalencija: 

cp. akko 4 I- Tpc, cp, 

odnosno formula co je semantielca poslijedica teorije akko je formula ep tablo izvodljiva 

iz teorije 4). 

DOKAZ. 

(—) 
Pretpostavimo da 	i da 4 lirp.  cp. U torn slueaju postoji konzistentna 

maksimalna grana X E CM l̀'u{-0 . Na osnovu Posljedice 3.1.4, tada postoji 

model p grane X, t.j. p pa, X. Po§to X E CM4'1-{- P } , jasno je da p Kpc, 

i p 	Kako vai p pa  i iz pretpostavke da je formula cp semantielca 

poslijedica terorije izvodimo da p 	cp, §to je u kontradikciji sa p 

Pretpostavimo da 4 hi,. co. Tada je tablo 	zatvoren. Na osnovu 

Posljedice 3.1.2. za svaku valuaciju p : Varp,„, 	{T, F} vai p pc. 4 

ili p 	Odavde zakljueujuemo da za svaki model p teorije 4), mora da 

vai p pc, 	odnosno p =p  co. Dakie, vai da iz p 	slijedi p 	cp, 
pa je formula cr, semantieka poslijedica teorije 4), tj. 4 Kpc„ co. 

Q.E.D. 

Lema 3.1.2. Za svaku formulu cp E Fore vai formula: 

pc, —. co 	CM{`'} # 0. 

DOKAZ. Pretpostavimo suprotno tj. CM{"} = 0. Tada na osnovu definicije 

analitiekih tabloa za iskazne raeune P a , mora da vai CM{-0  = 0, pa na osnovu 

Definicije 3.1.2. vai Dalje na osnovu TEOREME 0 KOMPLETNOSTI slijedi 

da 	§to je u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom da pc. /p. 

Posljedica 3.1.5. Za svaku formulu cp E Fore vai formula: 

(10 -4 Chew }  0 0. 
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48 	 GLAVA 3. KOMPLETNOST 

DOKAZ. Ako je =PQ  co, tada je cp tautologija, pa formula --Kp nije tautologija, 
odnosno Kp„ 	Na osnovu Poslijedice 3.1.2. zaldjutujemo da CM{w} 0 O. 

Posljedica 3.1.5. Za svaku formulu cp E Forpa  i njen model p vaii formula: 

p 	cp 	Chew}  0 0. 

DOKAZ. Po§to p 	tada formula --so nije tautologija, tj. 14. 
osnovu Poslijedice 3.1.2. zaldjutujemo da CM{v} 0 0. 

Na 

3.2 Kompletnost beskonatnih logika Lao 

Definicija 3.2.1. Neka je T tablo beskonatne logike Las, i neka je 21 model jezika 
L. Kaiemo da je 21 model grane X E CMT u oznaci 2l kp. X, ako vaii formula: 

(V(as  (p) E X) 21 z,,„ 0  (P. 

Takodje lcatemo da je 21 model tabloa T ako vaii formula: 

	

(3X E CMT) 21 	X. 

Definicija 3.2.2. Za formulu cp E ForL a8  lcaiemo da je tablo dokaziva u teoriji 
u oznaci 	cp, ako je tablo 	zatvoren, gdje je niz formula 0:11.' niz bez 

ponavljanja takav cra vaii formula: 

Range(') = Range(4) U {-10}U 
{(*) x = x}U 
{(Vx,y) (x = y 	y = x)}U 

•••, yn-1) ((Ai<n Xi = yi A P(xo , ...,xn-1)) 
P(y0, lin-1)) I P E Rel L  A ar(P) =

t 
 n}U 

f(ixo,...,xn_1)0Y) = f(xo, ...,s11-1) I f E Fun', A ar() = n} 

Primjetimo da je 	= 	 Neposredno iz definicije tablo dokazivosti 
slijedi da f-L o  cp, ako vati formula: 

CMv  = 0. 

Ako je ' = 0, tada 0 1-I.0  cc , ozna'Oavamo samo sa 	(p. 

Teorema 3.2.1. Neka je za niz formula 4,  dat kompletan tablo T. Tada 
svaka njegova konzistentna maksimalna grana X E CM4' zadovoljava slijedeoih osam 
uslova: 

(CO) Ne postoji formula cp E Forpa  takva da cp N  X i 	X. 

(Cl) Ako -soN X, tada — X. 

(C2) Ako cp 9i X, tada 	X ili 	X. 

(C3) Ako Aa<7  (pc, X, tads za svako o < 7 vaii coo. X. 
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3.2. KOMPLETNOST BESKONACNIH LOGIKA L ao 	 49 

(C4) Ako 	(Pa ^, X, tada postoji o < ry tako da vaii co, X. 

(C5) Ako (VY)co[Y] X, tada za svako T E Y Constm vazi yo[YT] ti  X. 

(C6) Ako (317)(p[Y] X, tada postoji T E Y CanStm tako da vazi co[117-]",  X. 

(C7) Neka su P E Reim, f E Funm, i p,q E Canstm. 

(a) Ako p= q X, tada q= p X. 

(b) Neka je 	 E Canstm. Ako za svako i < n 
vail pi = qi  ••••, X i P(po ,...,pn_ i ) •-•, X, tada P(q0 ,...,qn_i) ,-,  X. 

(c) Neka je ar(f) = n i po , •••,Pn-i  E ConstM. Tada postoji r E Constm 
ConstL, takvo da r = f (Po, ...,Pn-1) ti X. 

DOKAZ. Dokaz sprovedimo diskusijom po uslovima (C0)-(C7). 
Uslov (CO) je trivijalno ispunjen, jer u slueaju da nije, gram. X ne bi bila konzis-

tentna, §to je polazna pretpostavka. 
Uslovi (C1)-(C7) su posljedica konstrukcije tabloa 	Neka taeka (t, 8) E X, tada 

obilje2imo sa X' = X nr i X" = X fl r+1 . Iz definicije grana X' i X" jasno je da 

X', X" c X i X' E CM! i X" E CM11)±1 , odnosno grana X" je direktni produietak 
grane X' u zavisnosti od pravila (P1)-(P6) koje smo primjenili nad taekom (t, 9). 
Primjetimo da su dokazi da va2e svojstva (C1)-(C4) identieni dokazima u Teoremi 
3.1.2. pa ih ovdje izostavljamo. 

(C5) Ako 8 = (VX)co[X], tada smo primjenili pravilo (P5). Na osnovu Definicije 
2.2.5, tada X" = X' U { (6, (p[XIT,(x , ,e)]), + 1,9)}, 	w[XiTy (x , ,e)] — X. 
U + 1 koraku u konstrukciji tabloa, ponovo se ponavlja isti postupak, i tako 
redom dok se ne doda svako T E X Canstm. Dakle za svako T E X COnstm va2i 

(p[X 17 ] ,-,  X. 

(C6) Ako 8 = (3X)co[X], tada smo primjenili pravilo (P6). Na osnovu Definicije 
2.2.5, tada X" = X' U {(e,(p[XiTvx , ,e)])}, 	yo(X17-(x , ,e)) X. 

(C7) Neka su P E Reim, f E Funm, i p, q E Constm. 

(a) Ako 8 = (p = q), tada po§to vafi formula: 

(Vx, y) (x = y 	y = x) 	.(1) 1 , 

i vaii (C5) slijedi da i p = q 	q=p-,  X. Na osnovu (C2) dalje slijedi da 
--ip=q-, Xiliq=p-- X. Ako bi -ip=q ,- X, to bi bilo u kontradikciji 

sa svojstvom (CO), odnosno einjenici da je grana X konzistentna, pa vali 

q = p— X. 

(b) Neka je ar(P) = n 

	

	 E Constm. Takodje nelca za 

X i P( 90, ---,Pn-i) X. Po§to va221 formula: svako i < n vafi pi = qi  

(1X0, •••, Xn--11Y07 	Yn-1) (( A xi =  yi A P(x0)•••,Xn-1)) 
i<n 

13 (Y0)•••,Yn-i)) (Di 
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50 	 GLAVA 3. KOMPLETNOST 

i vaii (C5) slijedi da 

( A Pi = qi A P(p0,...,pn_i)) -4 P(q0,...,qn_ 1 ) 	X. 
i<n 

Kako dalje vaii (C2) i (C4) ili postoji i < n tako da 	= 	X ili 

	

(po 	pn_i) ^' X iii P(40, •••)qn-1) •-•-• X. Na osnovu polaznih pret- 
postavki moguee je samo da P(0,...,qn_1) ,,,  X. 

(c) Neka je ar(f) = n i  Po, --,Pn-i E Constm. PoSto vaii formula: 

Y = f (xo, xn_i) 

i vaii (C5) slijedi da (3y) y = 	 Dalje, kako vaii (C6) to 
slijedi da postoji r E COnstm CarastL, tako da r = f (Po, ...,Pn-i) N X. 

Q.E.D. 

Teorema 3.2.2. TEOREMA 0 EGZISTENCIJI MODELA. Za svaku konzistentnu 
granu X tabloa T koja za,dovoljava uslove (C1)-(C7) iz prethodne teoreme, postoji 
model 21, takav da 21 Hm. 0  X. 

DOKAZ. Definiamo model 21 (A, R, F, C), tako Ato ce mo definisati prvo relaciju 
—xC Const2m  slijede6om formulom (p, q E Constm): 

q akko (p= q) ,  X. 

Relacija 	je relacija ekvivalencije, to neposredno slijedi iz definicije skupa 4) 1 . 
Domen modela 2l definigemo tada formulom: 

A = Constm i_x  

Za svaki relacijski simbol P E Relm, takav da ar(P) = n, njegovu interpretaciju PA 
defini§emo formulom (ply_ x  , ...,pni ,_x  E A): 

PA  (Po/,, x  •••9 Pni  /,„x  ) akko 

(3% E Poi_x  )--(3qn-i E Yn-ii_x ) P(go,...,qn-i) — X. 

Za svaki funkcijski simbol f E FunM, takav da ar(f)= n, njegovu interpretaciju fA 
defingemo formulom 	 E A): 

77-x = fA (Po/- X ,...,Pn-1/ -X ) akko 

	

(340 E Po, 	E 	)(3t E r/_ ) t = f (go, ...,qn-i) 

Interpretacije konstanti p E Constm defingemo kao pA  = 
Definikmo li dalje R= {PA IP E ReIM}, = {fA  I  I f E FunM} i C= {pA jp E 

Constm}, model 21 je definisan. Dokaiimo dalje da 21 kv. s  X. 
Indukcijom po sloienosti formula cp — X, dolcatimo da 2l kw.0  X. (Podsjetimo 

se da obiljeihno li sa = IMI + a + [3, za svaku formulu beskonatne logike Mao vaii 
da je njena kompleksnost manja od C. Kako razmatramo logike Map, takve da a > 
tada je = IMI + a. U slutaju ka,da je kardinal a regularna, vaii IMI = a, pa u tom 
slutaju e = a.) 
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(1) INDUKTIVNI POftTAK, t = 0. Za sve 	X i cp E AtL.,„ na osnovu definicije 

21 imamo da 2l Kvico v . Primjetimo takodje da ako -up X i cp E AtL.0  , tada 

na osnovu (CO) slijedi da ep 96 X, pa et 	co, odnosno 

(2) INDUKTIVNA HIPOTEZA. Neka za ordinal 7 < e va2i formula: 

(Vco - X) (com. o (co) < 7 -4 

(3) INDUKTIVNI KORAK. DokaEmo da za ordinal -y iz INDUKTIVNE HIPOTEZE vazi 

formula: 
(Vyo X) (com. 0 ((p) <7 -> 21 Map  yo). 

Za formule cp 	X za koje com. 0 ((p) < -y tvrdjenje teoreme slijedi direktno 

iz INDUKTIVNE HIPOTEZE. Primjetimo da ako je ordinal -y granieni, tvrdjenje 
je trivijalno ispunjeno, jer na osnovu definicije kompleksnoti formule comoo , 

Definicija 1.3.4, ne postoji formula cp beskonaene logike Man, takva da je 

com„,(cp) granieni ordinal. Ostaje da dokalemo INDUKTIVNI KORAK u slueaju 
kada je ordinal -y slijedbenik, odnosno postoji ordinal t, takav da 7 = t + 1. 

Neka je cp E X i comco  (yo) = -y = t + 1. Tada su moguei slijedeti slueajevi: 

(3.1) Ako je co = 	U slueaju kada je E Atm.), ili = 	za neku formulu 

E ForL.,„ dokaz je isti kao u tatki (3.1) Teoreme 3.1.3. Preostali su jo§ 

slueaji kada je = Oa 7,1)  = V < 1 , '' = (3)09 ili = (VX)0, tada 

slieno kao i u taeki (3.1) Teoreme 3.1.3 vai com. 0  (-0) > comco  (0-.) pa 

su dokazi isti kao u slueajevima (3.3), (3.4), (3.5) i (3.6). 

(3.2) , (3.3), (3.4) U slueajevima kada je cp = ti) -+ 0 ili w = A,,<, 00. 	(19 = 

\/Q<7 'Ocr , tada je dokaz isti kao u Teoremi 3.1.3 tate (3.2), 0.3) i (3.4). 

(3.5) Ako je co = (VX)'[X], tada na osnovu Teoreme 3.2.1. vaii da za 

svako T : X -+ Constm vazi iii[X17] - X. S druge strane kako je 

> comoo  (0[XI TD, to na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE slijedi 

da K,,,„,„ Odavde neposredno zakljucujemo na osnovu definicije 
relacije zadovoljenja da va2i formula: 

KI,Lo  (VX)//,[X]. 

(3.6) Ako je cp = (3.X)0[X], tada na osnovu Teoreme 3.2.1. vaZi da pos-

toji T : X -+ Constm tako da X. Kako je com. o (yo) > 

com. 0  (0[XI T]), to na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE slijedi da 2l Kw.), 

0[X1 7 ]. Odavde neposredno zakljucujemo na osnovu definicije relacije 
zadovoljenja da va2i formula: 

.0  (3X)0[X]. 

Q.E.D. 

Posljedica 3.2.1. Za svaku konzistentnu granu X E CM' kompletnog tabloa 

T4' postoji model et. 

Definicija 3.2.3. Za niz formula 4,  beskonatne logike L an i formulu yo beskonaene 

logike L ao Icaemo da je formula cp semantieka poslijedica teorije ako za svaki model 

vaii formula: 
2t r,„,3 4' -+ 2t Lap Co 
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52 	 GLAVA 3. KOMPLETNOST 

Teorema 3.2.3. TEOREMA KOMPLETNOSTI. Za svaku teoriju i formulu cia 
beskonaene logike Lap vaii formula: 

L ap cp -+ (1.  FIG0  V, 

odnosno formula yo je tablo izvodljiva u teoriji 4) beskonaene logike Lap, ako je formula 
cp semantieka poslijedica teorije 4). 

DOKAZ. Pretpostavimo da 0 /,,„0 cc  i da 4 Vias  (p. U tom slueaju postoji 
konzistentna maksimalna grana X E CM.u{-0 . Na osnovu Posljedice 3.2.1, tada 
postoji model 21 grane X, t.j. X. Polito X E jasno je da 
2 IMap i 	-.(p. Polito $e konstante iz skupa Constm \ ConstL ne javljaju 
u formulama teorije i u formi4li cp , tada vazi 2t Lop 	iLap 	 Kako 
vaii 21 Lag  i iz pretpostavke da je formula yo semantieka poslijedica terorije 1 
izvodimo da 2t kL as  (p, 6to je u kontradikciji sa 2t Lap  up. 
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G lava 4 

Kompaktnost 

U ovoj glavi predmet razmatranja je problem slabe kompaktnosti iskaznih 
ratuna Pa . Za beskonatne logike Lao dokazi su ostavljeni u obliku uputstva. 
Iskazni ratun Pa  je (,c, A)-iskazno kompaktan ako svaki skup formula r kardi-
nalnosti ima model akko svaki njegov podskup kardinalnosti manje od A ima 
model. Za kardinal a katemo da je slabo iskazno kompaktan ako je iskazni 
ratun Pa  (a, a)-iskazno kompaktan. Uvodimo ta.kodje i svojstvo drveta koje 
je esiencijalno za glavne teoreme ove glave. Kardinal a ima svojstvo drveta, 
ako svako stablo T kardinalnosti a, ciji je svaki nivo kardinalnosti manje od 
ima granu duilne a. 
Dvije teoreme su kljutne u ovoj glavi. Teorema 4.1.1. tvrdi da ako je kar-
dinal a regularan, tada ako a ima svojstvo drveta, onda je i a slabo iskazno 
kompaktan. Skica dokaza ove teoreme bi bila sledeta. Posmatramo niz formula 
411 takva da je 14, 1 = a i pretpostavimo da svaki njegov podskup kardinalnosti 
manje od a ima model. Da bi dokazali tvrdjenje teoreme uvodimo operaciju 
iterirane konzistentne konkatenacije. Ta operacija nam od kompletnih tabloa 
za svaku pojedinatnu formulu iz (1. daje tablo takav da je njegova kar-
dinalnost a i kardinalnost svakog njegovog nivoa, je manja od a. Po§to po 
pretpostavci kardinal a ima svojstvo drveta tablo ima i granu X du2ine a, 
tj. IXI = a. Na osnovu svojstava iterirane konkatenacije lako se pokazuje da 
je ova grana konzistentna i da sadril svaku od formula iz niza (13. Na osnovu 
TEOREME 0 EGZISTENCIJI MODELA ova grana generge model p koja je model 
za sve formule grane X, pa je time p model niza . 

Druga teoreme je Teorema 4.1.2. i ona tvrdi da ako je kardinal a jako 
nedosti2an, tada ako je 'cardinal a iskazno slabo kompaktan, onda kardinal a 
ima svojstvo drveta. Dokaz ove teoreme polazi od stabla T = (T, <T), koje 
je kardinalnosti a i svaki nivo je kardinalnosti manje od a. Neka je funkcija 
q :T --+Varp. bijekcija. Uotimo skup I' formula iskaznog ratuna Pa : 

r = { V q.} u 
xET(0) 

{ A 	V qy  IX E XT A IXI < a A Yr(X) 0 0} U 
xEX 	yEYT(X) 

{- A qx 1X E MT A IXI < a}. 
xEX 

Dokazujemo na osnovu slabe kompaktonsti kardinala a da postoji model p 
skupa formula r. Iz definicije skupa r slijedi da model p je takav da postoji 
grana X stabla T, takva da je 'Xi = a i p kp o, qa„ za x E X. Dakle postoji 
grana stabla T duzine a, pa vai svojstvo drveta za kardinal a. Napomenimo 
da su prve rezultate o slaboj kompaktnosti kardinala nalaze u radovima H.J. 
Keisler-a, A. Tarski-og, W. P. Hanf-a, D. S. Scott-a i J. H. Silver-a. 
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4.1 Kompaktnost iskaznih raZuna Pa  

Definicija 4.1.1. Za iskazni raeun Pa  kaiemo da je (K, A) - iskazno kompaktan 
ako skup formula 1', kardinalnosti ima model akko svaki podskup skupa r 
kardinalnosti manje od A ima model. 

Primjer 4.1.1. Posmatrajmo iskazni raeun Pa+ . Neka je funkcija Q : a x 
{T, F} -+ Varp bijekcija, ovakva funkcija uvjek postoji buduei da la x {T, F}I = a 
i IV ar p.+  I = a. Posmatrajmo tada skup formula: 

r = {A (Q,,T V ch,F)} U A 0,,,f(0 f E a {T,F}}. 
<a 	 c<a 

Neka skup ima model p. Tada postoji funkcija f : a -4 {T, F}, takva da p 
Chi  (0, za svako c < a. Iz svojstva relacije zadovoljenja, tada slijedi da p 
A,<„ Q ,f(0.  Odavde zakljutujemo da skup formula r nema modela, dok svaki pravi 
podskup skupa r ima model. 

Iz navedenog primjera zakljueujemo da iskazni ratun Pa+ nije (2a, 2a) - iskazno 
kompaktan. Prirodno pitanje koje se postavlja jeste da li uopgte postoje iskazno 
kompaktni iskazni ratuni. Da bi odgovorili na to pitanje uvedimo slijedeeih nekoliko 
definicija. 

Definicija 4.1.2. Kardinal a je iskazno slabo kompaktan ako za iskazni raeun 

Pa  vag da je (a, a) - iskazno kompaktan. 

Definicija 4.1.3. Kardinal a ima svojstvo drveta ako za svako stablo T = (T, <T 
) za koje vane uslovi: 

(Si) ITI = a, 

(S2) svaki nivo stabla T je kardinalnosti manje od a, tj. 

(Vt < h(T)) IT(t)i < a, 

tada postoji grana stabla T duilne a. 

Definicija 4.1.4. 	Neka su T1  = (T1 , <Ti ) i T2 = (T2, <T,) dva tabloa. 
Defini§imo tada operaciju ®, koju nazivamo konzistentnom konkatenacijom stabla T2 

na stablo T1 , tako da je stablo T1  0 T2 = (T, <T) dobijamo konkatenacijom stabla 

T2 na svaku maksimalno konzistentnu granu stabla T 1  Konkatenaciju vr§imo tako da 
svakoj dodatoj tatici dodjeljujemo jedinstven ordinal. Obiljeiimo li sa: 

Ql = U(er ± 1) i U2 = U(0* ± 1), 

(cr,40)EZ 	 (cr,(p)ET2 

(prvi ordinali ye& od onih koji se javljaju u taelcama tabloa T 1  i T2), tada skup T i 

relacija <T moraju da zadovoljavaju slijedeee uslove: 

(1) T = Tl  U { (al cr; -*F 1 ,49) I E 1CMT11 A (t, (P) E T2 } • 
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(2) Podsjeeajuei da niz 	 predstavlja niz konzistentnih grana tabloa 
T1 , relacija <T zadovoljava formulu: 

<T =<T1  uf 	(0.1 CIA -*F t, (P)) 
MCMT,1 A x E 	A (t, (p) E T2 } 

	

U{ ((cri ciA t, 40), (cri 	r, 0)) I 
E ICMTI I A (t, (P) E T2 A (r, }. 

Operaciju konzistentnog konkateniranja molemo i iterirati, tako da ako imamo niz 
tabloa (1), <7  iteriranu konkatenaciju 0 T, defini§emo induktivno pomoeu niza tabloa 

t<7 
Tt  = (Ti , <T,), t < y na osnovu slijedeCe formula: 

To 	= (0, 0), 

Tc+ 1 = T., 0 Tt , t + 1 < -y, 

TA 	= U Tt , A < y, Lim(A), 
t<A 

tako da je 	T, = 
1<^y 

Lema 4.1.1. Neka je dat niz tabloa (T < ..,,tada za iteriranu konkatenaciju I = 
T,, definisanu induktivno pomoeu niza tabloa T, = (Ti , <T,), kao u prethodnoj t<7  

definiciji va2i formula: 

(Vo-  < h(T))(3t < 7) T[o-] Tt [a]. 

DOKAZ. Na osnovu definicije iteriranog proizvoda konstrui§imo induktivno (H,), <1, 
niz ordinala na osnovu slijedeeih formula: 

H, = n  OT(X). 
xecm T , 

Funkcija OT predstavlja tip uredjenja. Iz definicije funkcija ranga elementa stabla 
i konstrukcije iterirane konzistentne konkatenacije slijedi za X E CMz, vrijednost 
funkcije OT(X) predstavlja supremum rangova taeaka grane X jer vaZi niz relacija: 

OT(X) = U (nr,(x) +1) = 
xEX 	 xEX 

Dakle OT(X) predstavlja supremum rangova (+1) taeaka grane X. Najmanji ordinal 
OT(X), odnosno H„ predstavlja onda najmanji rang stabla koji ee se mjenjati u 
T,+1, ili svi rangovi manji od H, nee biti mjenjani u stablu 

(1) Pretpostavimo da za svako c < 7 va2i CMT, $ 0 i dokazimo da je niz ordinala 
(H„), <1, strogo rastuei, odnosno da vaZi formula: 

( (Vt < 7) CMT, 0 0) 	((dc < 7) Ht < H1+1) 

Uoeimo tada neko t < 7, tada je na osnovu pretpostavke CM T, 0 0. Po§to 
je T.,+1  = T., 0 T„ tada se na svaku granu X E CMI, konkatenira stablo T„ 

U OT({y E TIy <T, X} <r ). 
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pa je H, strogo manje od tipa uredjenja bilo koje grane nastale konkatenaciom 
grane X i granama stabla T,. Kako na osnovu pretpostavke vaii CMT, +, 0 0, 
grane Y E CMT,44 , su nastale konkatenaciom neke grane X E CMT, i neke 
grane stabla T„, pa na osnovu vet retenog < OT(Y). Dakle iz svega retenog 
moiemo sumirati da wail formula: 

(VY E CMT,44 ) H, < OT(Y). 

Kako svaki skup ordinala dobro uredjen, pa postoji njegov minimalni element, to 
i za skup ordinala {0T(Y)IY E CMT,44 }, postoji minimalan element, odnosno 
grana Z takva da je ordinal OT(Z) minimalni element navedenog skupa ordi-
nala. Tada vaii i slijedeti niz relacija: 

H, < OT(Z) = n  OT (Y)  = Ht+1. 
YEcm.r,+ , 

Dakle dokazali smo da je niz 	strogo rastuti. Dokazimo induktivno po 
t < da 	t H„. 

(1.1) INDUKTIVNI POOETAK, t = 0. Na osnovu definicije To vai slijedeti for-

mula: 
0 < Ho. 

(1.2) INDUKTIVNA HIPOTEZA. Neka za ordinal T < a vaii formula: 

(Vt < 7-) t < H,. 

(1.3) INDUKTIVNI KORAK. Dokazimo na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE za or-
dinal 7 < a vaii T < HT . 

(1.3.1) Ako je ordinal T, ordinal slijedbenek t.j. postoji ordinal takav da 
T = e + 1. Tada na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE vazi slijedeti niz 
relacija: 

T = +1< H+1 < Ht+1 = HT. 

(1.3.2) Ako je ordinal T, granitni ordinal, tada na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE 
vaii slijedeti niz relacija: 

= t  < U H, < Hr . 
t<r 	t<r 

Odavde i neposredno slijedi da vaii formula: 

(Vt < -y) t < Ht+i  

Dokazimo dalje indukciom po a < h(I) glavno tvrdjenje leme. 

(1.1) INDUKTIVNI POOETAK, a = 0. Na osnovu definicije T i  vai formula: 

T[0] = T1[0]. 

(1.2) INDUKTIVNA HIPOTEZA. Neka za ordinal a < h(T) vaii formula: 

(Vr < a)(3t < 7) T[r] = idr]. 
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(1.3) INDUKTIVNI KORAK. Dokaimo na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE za ordi-
nal a < h(T) vazi (Dt < T[Q] = T,[a]. Defini§imo ordinal j3 slijedeeom 
formulom: 

0= unftir<Fid. 
T <a L<ry 

Za bilo koji nivo T < a stabla T.  ordinal e n = ,,<,, {t IT <H,} predstavlja 
najmanji ordinal takav da T[T] = H. Unija ovakvih ordinala po nivoima 
T < a predstavlja ordinal takav da 421 formula: 

(VT < a) TIT] TpH. 

Na osnovu definicije niza ordinala (H,)„:7  i prethodnog zakljdujemo da 
vaii formula: 

(VT < CI) T < HO. 

(1.3.1) Ako je ordinal a, ordinal slijedbenik tj. postoji ordinal e takav da a = 
e +1. Tada buduei da e < a vai < HQ, pa na osnovu INDUKTIVNE 
HIPOTEZE vai slijedeei niz relacija: 

= +1 < Hj3  < H. 

(1.3.2) Ako je ordinal a, granieni ordinal, tada na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE 
vaz slijedeei niz relacija: 

a = U T < Ho < H13+1. 
T<0* 

U oba slueaja dakle vai a < 110+1 , pa na osnovu vet dokazanog slijedi da 
je T[e] = Tfl+i [a], time je dokazan INDUKTIVNI KORAK. 

(2) Pretpostavimo li da postoji t < y tako da vai CMT, = 0, tada na osnovu 
definicije konzistentne konkatenacije slijedi da je = T„ pa je tvrdjenje leme 
trivijalno ispunjeno. 

Q.E.D. 

Lema 4.1.2. Neka su 4:1) i (D i  nizovi formula bez ponavljanja, takvi da Range(1>1 ) C 
Range(fl, tada vai formula: 

(VX E Che)(3Y E CIV1 4)1 ) Y ^ X, 

DOKAZ. Neka je grana X E CM4' maksimalna konzistentna grana tabloa 
Konstrui§imo niz grana 	 tako da vazi slijedeCa formula: 

(Vi < gel (w)) (Y, E CM?' A ct X), 

gdje je funkcija g4" defisana kao u Definiciji 2.1.8. za tablo 	. 
Konstrukciju izvedimo indukcijom, po koracima konstrukcije kompletnog tabloa 

Defini§imo pomenute nizove grana induktivno na osnovu slijedeeih formula, (za 
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t, A 5_ 94'1  (w)): 

ITO 	= (1)1, 

Z : (t, (i0 EY, n Ze 
Yt+J. = 	AY,,cZAZ=X, 

: inaee, 

15, 	U 	Lim(A). 
<A 

Indukcijom po t < 	(w) dokaiimo da vaii formula 

(Vt 	(w)) Y, E CM4: 1  A Y, = X. 

(1) INDUKTIVNI POOETAK, t = 0. Na osnovu definicije niza tabloa Tit  imamo da 

je 	 CM:' = {il}, pa vaii Y0 E CMP. Na osnovu pretpostavke iz 
formulacije leme vazi da je Range(clq) C Range(49, pa vati slijedeei niz relacija: 

Range(Y0) = Range(4)1) C Range(4)) C Range(X), 

odnosno Y0 ^ X. 

(2) INDUKTIVNA HIPOTEZA. Neka za ordinal 7 < gel (w) vaii formula: 

(Vt < ry) Y, E CM4', A 17,, a.,  X. 

INDUKTIVNI KORAK. Dokaimo na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE da vaii for-
mula: 

Yy  CM,4' 1  A Yy  = X. 

(3.1) Pretpostavimo da je ordinal 7, ordinal slijedbenik, t.j. da postoji ordinal 
t takav da = t + 1. 

Ako (t, v) 	tada na osnovu konstrukcije tabloa 	E 
Kako je u ovom slueaju 17,,44 = 	na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE 
neposredno vaii tvrdjenje INDUKTIVNOG KORAKA. 

Ako (t, co) E Y„ tada cp N  X i Y,,+1 E CM } 1 . U zavisnosti kakvog je 
oblika formula yo, moguei su neki od slijedeeih slueajeva: 

(3.1.1) Ako je cp = 	tada 	X, pa na osnovu Teoreme 3.1.2. slijedi da 

X. S druge strane na osnovu konstrukcije niza tabloa, odnosno 
Definicije 2.1.5. vaii formula: 

= u {(6,0-)}, 

za neki ordinal 6. Kako je Y, X i 	X, to neposredno iz definicije 

1141 slijedi da Y,+1 = X. 
(3.1.2) Ako je cp = t,b -4 9, tada 	e X, pa na osnovu Teoreme 3.1.2. 

slijedi da 	X ili 9 N X. S druge strane na osnovu konstrukcije 
niza tabloa, odnosno Definicije 2.1.5. va2i jedna od formula: 

YL-Fi = 17, U {(6,-.0)}, 

K+1 	u {(6 + 1,0}, 

za neki ordinal 6. Kako je Y, f.•_- X i va2i jedna od formula: -i 	X 
ili 9 X, to neposredno iz definicije Y14. 1  slijedi da Y,4.1 = X. 

(3) 
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(3.1.3) Ako je cp = 	tada 	00. N X, pa na osnovu Teoreme 
3.1.2. slijedi da 	X za svako a < y. S druge strane na osnovu 
konstrukcije niza tabloa, odnosno Definicije 2.1.5. vai formula: 

YL-Ei = Y u {(C -f- cT, tY er) I g < y}, 

za neki ordinal Kako je 	X i za svako 0 < ry vai 	X, to 
neposredno iz definicije 11,+1 slijedi da 37,1_ 1  ^ X. 

(3.1.4) Ako je cp = V,E7 	tada Vo.e.r 	X, pa na osnovu Teoreme 
3.1.2. slijedi da postoji o < -y takvo da 1/), X. S druge strane 
na osnovu konstrukcije niza tabloa, odnosno Definicije 2.1.5. vai 
formula: 

Yt+1 = 17/ 	+ (roPa)}, 
za neki ordinal Kako je Yt  ^ X i 	X, to neposredno iz definicije 
YL-4-1 slijedi da Y, ±1 ^ X. 

(3.2) Pretpostavimo, dalje da je ordinal -y, granieni ordinal . Na osnovu definicije 
niza Yt , vai formula: 

YA  = 
t<A 

Tada, na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE vai Yt  E CM:1)1 , za svako t < 
pa na osnovu konstrukcije tabloa, Definicije 2.1.5. slijedi da YA E C M.4' 1  . 

	

Takodje na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE 	X, pa vai slijedeei 
niz relacija: 

Range(Y y) = U Range(Y) C X, 
t<-y 

odnosno Yy  — X. 

Dakle dokazali smo da niz (K), <9.1(„, )  sa 2eljenim svojstvom postoji. Definigimo 
granu Y = Y9.1( ,, )  Iz upravo dokazanog svojstava niza Y,, slijedi da vaZi. formula: 

Y E 	A Y X, 

Pogto smo granu uzeli proizvoljnu granu X E CMS , tada sve dokazano maZemo 
sumirati u formuli: 

(VX E Che)(3Y E CM4)1 ) Y ^ X, 

Q.E.D. 

Lama 4.1.3. Neka su i (1)„ t < ry < a nizovi formula bez ponavljanja, takvi 
da CM" # 0 i vai formula: 

Range(4i) = U Range(4) t ), 
t<-y 

tada oznatimo li sa CM®.<7 skup konzistentnih grana tabloa 	vai formula: 
t<ey 

(VX E Che)(3Z E CM ®`<74'`) Z X. 

3 
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DOKAZ. Neka je X E CM" proizvoljna maksimalna konzistentna grana. Na 
osnovu Leme 4.1.2. za svako t < ry postoji maksimalno konzistentna grana tabloa 
Yt  E tako da 11, X (Range(Y,) C Range(X)), odnosno va.ii formula: 

(VX E CM"')(Vt < -y)(3Y E CM4'`) Y X. 

Na osnovu Definicije 4.1.4. iteriranu konzistentnu konkatenaciju 	1-4'. definAemo 
t<7 

induktivno pomoeu niza tabloa T, = (T„ <T,), t < 7 na osnovu slijedeeih formula: 

= (0,0), 

Tc-Fi = 	 + 1 < 7, 

T), 	= 	A < y, Lim(A), 

tako da je 	T 1̀". = 	Dokaiimo prvo da postoji niz grana Z, E CMT,, t < 7, 
t<1,  

tako da su grane Z, nastale konkatenaciom grana Y o  za a < t i da vatiformula: 

(da < c) Zu  c 

Dokaz sprovedimo indukcijom po t < 7. 

(1) INDUKTIVNI POCETAK, t = 0. Na osnovu definicije Z0 = 0, pa moiemo smatrati 

da je 4 nastala konkatenacijom grana Y, za a < 0. Drugi uslov je trivijalno 
ispunjen. 

(2) INDUKTIVNA HIPOTEZA. Neka za ordinal T < ry vazi da za svako c < T postoje 
grane Z, E CMT„ nastale konkatenacijom grana Y, za v < t i za svako t < T 

vaii formula: 
(VO' < t) Zo. C 

(3) INDUKTIVNI KORAK. Dokaimo na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE va.2i da za 

ordinal T (< 7) postoji grana Z, E CMT,, nastala konkatenacijom grana Yo  za 

a < T. 

(3.1) Ako je ordinal T, ordinal slijedbenek t.j. postoji ordinal e takav da T = 

+ 1. Tada na osnovu induktivne hipoteze postoji konzistentna grana 
E CMTE  nastala konkatenaciom grana Y„, za Q < Na osnovu defini-

cije tabloa '1E+1, slijedi da postoji maksimalna grana Zt +i E Drc+, nastala 
konkatenaciom grana i odnosno grana Yo  za a < + 1. Konzistent-
nost grane Z +1  neosredno slijedi iz slijedeeeg niza relacija: 

Range(4F1) = U Range(Y,) C Range(X) E CM"', 

odnosno ZT  = Ze+i E CMTE+, = CMTr . Buduei da je 	nastala 
konkatenacijom grane 	i .17 , to 	C 4E1 , pa na osnovu INDUKTIVNE 
HIPOTEZE neposredno slijedi da vaii formula: 

(`la < r) Z, c Zr. 
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(3.2) Ako je ordinal T, granieni ordinal, tada na osnovu definicije tabloa 	vaii 
ZT  = U Z, E Mre , pa odavde vaZi slijedeei niz relacija: 

t<r 

Range(ZT ) = U Range(Y,) C Range(X) E CM4' , 
t<r 

odnosno Z,- E 	Takodje iz relacije ZT  = U Z, E MTe , i INDUK- 
t<7 

TIVNE HIPOTEZE neposredno zakljueujemo da vali formula: 

(Va.  < T ) Z, 

Definikmo li granu Z = Zy , iz dokazanog slijedi da grana Z E CM; = CM®'<7 4' 
i da va2i slijedth niz relacija: 

Range(Z) = Range(17) = U Range(Y,) C Range(X), 
t<7  

odnosno Z X, pa va2i formula 

Z E CM®`< 74'` A Z X. 

Po§to smo uzeli proizvoljnu granu X E CM4', tada sve dokazano mo2emo sumirati u 
formuli: 

(VX E CM.4')(3Z E CM ®`<14`) Z ^ X. 

Q.E.D. 

Posljedica 4.1.1. Neka su i (1,„ t < -y < a nizovi formula bez ponavljanja, 
takvi da CM4' 0 i vaZi formula: 

Range(1.) = U Range(C), 
t<7  

tada oznakimo li sa CM®'<7 4' skup konzistentnih grana stabla (S) 	vaZ1 formula: 
t<7 

CM4  0 0 -4 cm®. <7 4,  0 0. 

Q.E.D. 

Teorema 4.1.1. Neka je a regularan kardinal. Ako kardinal a ima svojstvo 
drveta, tada je kardinal a iskazno slabo kompaktan. 

DOKAZ. Neka kardinal a ima svojstvo drveta, dolca2imo dalje da je kardinal a 
iskazno slabo kompaktan, odnosno da je iskazni raeun P,„ (a, a) iskazno kompaktan. 

Neka je r skup formula kardinalnosti a, i neka svaki njegov podskup kardinalnosti 
manje od a ima model, dolca2imo tada da ima model. 

Oznaeimo sa 41,  = (co,),<a  niz formula bez ponavljanja takav da Range(4) = F, 
uvedimo i oznaku 	= y t , za t < a. Na osnovu prethodne pretpostavke jasno 
je da svako 	ima model. Posmatrajmo dalje iteriranu konzistentnu konkatenaciju 
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T.  = 0 T(c°.> definisanu induktivno, na osnovu Definicije 4.1.4. pomoeu niza tabloa 
,<-,,, 

T., = (T„ <r.), t < a na osnovu slijedeeih formula: 

TO 	= (0,0), 

Tt+i = Tt 0 T(`P' ) , t < a, 

Try 	= lt1 Ti., 7 < a, Lim(7)• 
t<'y 

Po§to svako (I)„ t < 7 ima model, tada iz Poslijedice 3.1.6. slijedi da je CM44  0 0, 

t < 7. Iz Posljedice 4.1.1. dalje slijedi da vaii CMT, 0 0, za svako t < 7. Dakle za 

svako t < 1,  tablo 'I, ima konzistentnih grana, pa se na svakom tablou T, konzistentno 
konkatenira tablo T(`P‘), odnosno vai formula: 

(Vt < a) T, C T,±1 A (T,±1 \ I%) 0 0. 

Procjenimo dalje kardinalnost skupova, T,,, za t < a. DolcaIimo indukciom po ordi-
nalima t < a, da vai IT,I < a. Primjetimo prvo da za tabloe T(W) = (Ti , <T,), na 

osnovu Teoreme 2.1.2., buduei da 1(y:01 = 1 < a vai IT, I < a. 

(1) INDUKTIVNI POOETAK, t = 0. Na osnovu definicije To vai slijedeei niz relacija: 

ITO1 = 0 < a. 

(2) INDUKTIVNA HIPOTEZA. Neka za ordinal T < a vai formula: 

(Vt < r) ITTI < a. 

(3) INDUKTIVNI KORAK. Dokaiimo na osnovu INDUKTIVNE HIPOTEZE za ordinal T 

(< a) vai ITT I < a. 

(3.1) Ako je ordinal T, ordinal slijedbenek t.j. postoji ordinal takav da T = +1. 

Tada na osnovu definicije niza 'I, i induktivne hipoteze vai slijedeei niz 
relacija: 

IT +i l 5, ITTI • ITTI = max(ITc1,1Td) < a. 

(3.2) Ako je ordinal T, granieni ordinal, tada na osnovu definicije tabloa 'I T , 
pretpostavke da je kardinal a regularan i INDUKTIVNE HIPOTEZE, vai 
slijedeei niz relacija: 

I TTI = I U T'l 5- U IT'I < a.  
1.<1- 	 t<r 

Na osnovu regularnosti kardinala a i upravo dokazanog vai formula: 

ITaI = I U Ttl = 
t<a 	t<a 

Dalde kardinalnost stabla T = Ta  je a. Kako za svako t < a, vai ITTI < a, i na 
osnovu Leme 4.1.1. za svako (cr + 1) < h(T) postoji t < a tako da Tkr + 11 = 

‘1,[v + 1], pa va2i slijedeei niz relacija: 

1'1(01 5_ ITEull = l'Ido- + ill < IT,' < a, 

E mi.+, \ I'd = a. 
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odnosno vail formula: 

(Vcr < NT)) IT(c1)1 < a- 
Pc:oft° je kardinalnost stabla E jednaka a i svaki nivo stabla I je kardinalnosti manje 
od a, zakljueujemo na osnovu svojstvo stabla kardinala a, odnosno postoji grana X 
&dine a, tj. IXI = a. Ako bi grana X bila nekonzistentna, tada bi na osnovu njene 
konstrukcije, postojao ordinal t < y takav da va -ii formula: 

(X n E CMt. A (X n Tt+i ) 

Na osnovu definicije iterirane konzistentne konkatenacije, na granu X n T,+1  se dalje 
ne bi konkatenirala preostala stabla, tj. X C Tt+i  odnosno X E Mr }1 . Kako je 
ITt+1 1 < a, iz ovog bi slijedilo da IXI < a, §to je u kontradikciji sa = a, pa 
pretpostavka da je grana X nekonzistentna dovodi do kontradikcije. Primjenimo li 
pravilo iskljaenja treeeg, tada mora da va2i X E CMI. Kako je grana X nastala 
konkatenacimo grana X, E 	, za t < y koje na osnovu Teoreme 3.1.2. 
zadovoljavaju uslove: 

(CO) Ne postoji formula co E Forpa  takva da cp X, i 	es,  X,. 

(C1) Ako -1(p ti  X„, tada (p- X,. 

(C2) Ako co -4 //) X„ tada 	X,, 	X,. 

(C3) Ako Au<1, (pc, X„ tada za svako o < 7 vai (c)„, X,. 

(C4) Ako Va<7  cOo. xt , tada postoji o- < y tako da va2i (pa  - X,. 
Po§to 	,2_-• X, i Range(X) = u,<  Range(X,) tada neposredno izvodimo da za i 
grana X zadovoljava uslove (C0)-(C4). Iz Teoreme 3.1.3. neposredno zakljutujemo 
da tada postoji p model grane X, tj. p kp. X. Buduei da za svako t < -y va2i 
co, X„, odavde slijedi da 4 ^ X, pa na kraju zaldjutujemo da vaN formula: 

p =p  43, odnosno p 	r. 
Doka -iimo i suprotan smjer Teoreme 4.1.1. 

Teorema 4.1.2. Neka je a = w ili a jako nedosti2an kardinal. Ako je kardinal 
a iskazno slabo kompaktan, tada kardinal a ima svojstvo drveta. 

DOKAZ. Bilo da je a = w ili a jako nedostaan kardinal, to znaei da je on regularan 
i jako graniean kardinal (strong limit cardinal). Neka je stablo T = (T, <T ), takvo 
da va2e uslovi: 

(S1) 171 = a, 

(S2) (Vt < h(T)) IT(t)I < a. 

DokaEmo da postoji grana stabla T duEne a. 
Neka je funkcija q : T 	Varpa  bijekcija, i oznaeavajmo radi lak§eg zapisivanja 

formula oznaku qz  = q(x) za xyy E T. Uoeimo skup formula iskaznog ratuna Pa : 

r = { V qx} 
SET(0) 

{ A qx —> V qy  I X E kr A IX1 < a A YT(X) 	U xEx 	yEYT(X) 

{- A q. Ix E MT A IXI < a}. 
xEX 
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Ako bi postojao model p za skup formula I', tada bi postojala bar jedna grana X 

,x 
stabla T za koju bi vatilo da p

an 	
qx  za svako E X. Ako bi kardinalnost takve 

, IxEx qx) grane X bila manja od a, tada bi C A 	E r, pa bi vatic) p 	, €x A 
odnosno pi=p VxEx -1qx . Dakle postojalo bi takvo x E X tako da vati p 
§to je u kontradikciji sa p 1pa qx , odnosno pretpostavkom da je p model skupa 
formula F. Primjenom pravila iskljutenja tredeg slijedi da je grana X mora biti 
dutine a, odnosno 'XI = a. Dakle ako bi za skup formula r postojao model, tada bi 
kardinal a zadovoljavao svojstvo drveta. 

Dokaiimo dalje da pomodu pretpostavljene slabe iskazne kompaktnosti kardinala 
a slijedi da postoji model skupa formula I'. 

Pokatimo prvo da 	= a. Primjetimo da bilo da je kardinal a = w ili a jako 
nedostitan za njega vati da a<" = a. Takodje primjetimo da vate i slededi niz relacija: 

I{X E MT I IXI < all < IIX E XT IXI < 	< ITI < I TI = a<" = a. 

Stablo T zadovoljava uslove (Si) i (S2) svojstva drveta, i na osnovu prethodnih prim-
jedbi tada vale slijedede relacije: 

I{ V q0 }1 = 1 < a, 
xET(0) 

11 A qo —> V qylx E XT A IXI < a A YT(X) OH < I{X E XT I IXI < a}l < a, 
xEX 	yEYT(X) 

I{- A q. IX E MT A 'XI < a}I = 	E MT I IXI < 	< a. 
xEX 

Iz navedenih relacija neposredno slijedi da IFI < a. Ako je iI'i <a, tada konstrui§emo 
model za r na identitan natin koji demo upravo opisati. 

Neka je 4i C bilo kakav skup formula kardinalnosti 14)1 < a. Dokatimo da 
skup formula 4' ima model. Obiljetimo sa V C Varp skup iskaznih varijabli koje se 
javljaju u formulama skupa 4). Kako je 14, 1 < a i u svakoj formula iz pojavljuje 
se manje od a varijabli, sljedi da IVI < a. Kako je preslikavanje q bijekcija, skup 
V jednoznaeno odredjuje podstablo T 1  = (T1, <r1  ) stabla T, gdje je T1  = q[V] 
i <Tl  =<T Primjetimo da 1Ti I < a. Obiljetimo dalje sa T2 = 2111.(1-1)1 
<T2  =<-r IT„ odnosno sa T2 = (T2, <r2  ) podstablo stabla T. Po§to je kardinal 
a regularan, tada h(T1 ) < h(T) < a, pa iz osobine (2) svojstva drveta slijedi da 
1T2 1 < a. Primjetimo da je dovoljno odrediti vrijednosti valuacije na skupu [T2], 
da bi valuacija bila model skupa formula 4), jer ostale iskazne varijable ne utieu na 
istinitost formula iz 4i po§to se u njima i ne javljaju. 

Konstrugimo dalje valuaciju p : Varp. --+ {T, F} u zavisnosti od slijedeeih 
slueaja: 

(1) Ako VxEr(o) qx 4), tada valuacija p(p) = F, za p E Varp., je model skupa • 	cl  
tj. p ip 40. 

(2) Ako VxEr(o) 	E 	tada po§to je IT21 < a, tada uvjek postoji tatktacks z E v  
(T \ 7'2 ). Na osnovu izbora taeke z slijedi da (z) > h(T2). Obiljetimo granu 

	

Z = {x E T2 Ix < 	Defingemi valuaciju p formulom: 

T :xEZ, 
P(qx )  = 1 F : 
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Dokaimo da je valuacija p model skupa formula 1, tj. p =p 4. Neka je 
formula cp E 4), tada su moguei neki od slijedeeih slueaja: 

(3.1) Ako je w = V zET(0) qx , za neko x E T, tada na osnovu definicije skupa Z 

	

slijedi da postoji y E Z i y E T(0), odnosno p 	qy . Na osnovu definicije 
relacije zadovoljenja neposredno izvodimo da vaii formula: 

P I p V qx- 
xET(o) 

(3.2) Ako je cp =  %zex qx 	VyEYT(X) gYI za neki Ivor x E T, takav da na 
osnovu definicije skupa I' va2i: X E XT i ST(x) 0. 

Z  AxEX A 
(3.2.1) Ako p Kpo, A 	a tada postoji x E X tako da x ct Z. Iz svojstva 

linearnosti grane X tada slijedi formula: 

(VuEX) (x<u —).u0Z). 

Iz prethodne formule i definicije skupa YT(X) neposredno izvodimo 
da za svako y E YT(x) vazi y Z, odnosno p qy . na  osnovu 
svojstava relacije zadovoljenja neposredno izvodimo da vaii formula: 

PIP'' A q. -4 V qy. 
xEX 	yEYT(X) 

(3.2.1) AkoPkPo, AxExqx, tada X C Z, pa osnovu definicije skupova YT(X) 
i Z, postoji y E YT(x) tako da y E Z, odnosno p .1,,,,, qy . Iz svojstava 
relacije zadovoljenja neposredno izvodimo da va2i formula: 

A q. 	V qY 
xEX 	yEYT(X) 

(3.3) Ako je (P = -1  AxEX qx, za neko X E MT. Pretpostavimo tada suprotno 
da p =P-q,o, odnosno da p =P Axex q x  • Iz definicije valuacije p , tada 
slijedi da X C Z. Pogto je X maksimalna grana pa slijedi da Z C X. 
Dakle vaii X = Z. Na osnovu izbora taeke z slijedi da z 0 X. Kako za 
svako y E Z va2i da y < z, pa i za y E X, va2i y < z, odatle neposredno 
izvodimo da grana X nije maksimalna. Dakle na osnovu zakona iskljueenja 
treeeg vai formula: 

P I=i 	A qx 
xEX 

Direktna posljedica Teoreme 4.1.1. i Teoreme 4.1.2. je slijedeea teorema. 

Teorema 4.1.3. Neka je a = w ili a jako nedosti2an kardinal. Tada za kardinal 
a va2i slijedeea ekvivalencija: 

a je iskazno slabo kompaktan akko a ima svojstvo drveta. 

Teorema 4.1.4. (KoNING-OVA LEMA.) Ako je stablo T = (T, <T ), takvo da 
svaka njegova taeka ima samo konaeno sljedbenika, onda stablo T ima beskonatnu 
granu. (Dokaz vidjeti u [FDrak74, str. 202].) 
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Posljedica 4.1.2. Kardinal Ito ima svojstvo drveta, odnosno kardinal tto je slabo 
iskazno kompaktan, pa na osnovu Teoreme 4.1.3. raeun Pw  je kompaktan. 

Teorema 4.1.5. Postoji neprebojivo stablo, kojem su svi nivoi prebrojivi, ali 
koje nema neprebrojivu granu. Stablo sa ovakvim svojstvom nazivamo Aronszajn-
ovim stablom. (Dokaz vidjeti u [FDrak74, str. 211].) 

Posljedica 4.1.3. Kardinal 11 1  nema svojstvo drveta, odnosno kardinal k l  nije 
slabo iskazno kompaktan, pa na osnovu Teoreme 4.1.3. raeunP~, 1 nije kompaktan. 

Teorema 4.1.6. Singularani kardinali nemaju svojstvo drveta. ([FDrak74, str. 
215]). 

Posljedica 4.1.4. Singularni kardinali nijesu slabo iskazno kompaktni. 

Teorema 4.1.7. Za regularan kardinal takav da 2 A  < za A < , postoji is+ 
Aronszajn stablo, tj. stablo eiji su nivoi kardinalnosti < K, a koje nema granu duiine 

([FDrak74, str. 217]). 

Posljedica 4.1.5. Regularan kardinal K takav da 2A < K, za A < K nije slabo 
iskazno kompaktan, odnosno iskazni raeun 	nije kompaktan. 

4.2 Kompaktnost beskonaenih logika  Lai 

Definicija 4.2.1. Za beskonatnu logiku Lao kaiemo da je (K, A) - kompaktana 
ako skup reeenica F, kardinalnosti K ima model akko svaki podskup skupa r 
kardinalnosti manje od A ima model. 

Lema 4.2.1. Ako je logika Lao (K, A)-kompaktna, tada za y < f3 logike La., su 
(K, A)-kompaktna. 

DOKAZ. Na osnovu definicija skupova ForL.0  i 	slijedi da vazi ForL, C 
FarL.0 , odalde neposredno slijedi tvrdjenje leme. 

Definicija 4.2.2. Kardinal a je slabo kompaktan ako za beskonaenu logiku L aa  
vazi da je (a, a) - kompaktane. 

Teoreme i leme iz prethodnog poglavlja vane i za beskonaene logike Lao. Operacija 
konzistentne konkatenacije se defini§e za tabloe nad formulama beskonaenih logika 
uvaiava.juci uvedene kvantifikatore. Kao i u slutaju za iskazne raeune defingemo i 
iteriranu konzistentnu konkatenaciju. Lemu 4.1.1, Lemu 4.1.2. i Lemu 4.1.3. 
op§timo tako da na mjestima gdje je to potrebno diskutujemo slutaje gdje se po-
javljuju formule sa kvantifikatorima. Tada zaldjueujemo da i Posljedica 4.1.1. raj 
u slutaju tabloa nad formulama beskonaenih logika. 

Novi momenat u dokazima nastaje u Teoremi 4.1.1. gdje za iterirani konakte-
naciju definisanu u teoremi kao dokazujemo formulu: 

(Vt < a) IT,I < a, 

umjesto (Vt < a) IT, I < a. Kako je T = U t<e, T, i kako je kardinal a regularan sljiedi 
da ITI = a, §to nam je potrebno da bi smo u nastavku dokaza zaldjueili da stablo 
ima granu X kardinalnosti a. Odavde Shen° kao i u Teoremi 4.1.1. pozivajuei se na 
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68 	 GLAVA 4. KOMPAKTNOST 

Teoremu 3.2.1. zakljutujemo da postoji model formula nad kojim smo konstruisali 
tablo. 

Uop§enje Teoreme 4.1.2. postliemo tako §to posmatramo jezik L koji sadrE 
jedan relaciski simbol Re1L = {Q} i sadr2i a simbola konstanti. Oznaeimo li sa 
s : T -4 Consti, i dokazu Teoreme 4.1.2. zamjenimo svako javljanje simbola sa 
Q(sx ) dobijamo uop§teni dokaz za beskonaene logike L ao. 

Iz svega reeenog slijedi da vaii slijedeCa teorema. 

Teorema 4.2.1. Neka je a = w ili a jako nedostaan kardinal. Tada za kardinal 
a vaii slijedeea ekvivalencija: 

a je slabo kompaktan akko a ima, svojstvo drveta. 

Na osnovu Teoreme 4.1.3. tada zakljueijemo da va2i slijedeea, teorema. 

Teorema 4.2.1. Neka je a = w ili a jako nedostlian kardinal. Tada za kardinal 
a vaZi slijedeea ekvivalencija: 

a je slabo kompaktan akko a je slabo iskazno kompaktan. 

Prethodnu ekvivalenciju mo2emo iskazati kao: 

Laa, je slabo kompaktna akko Pc, je slabo iskazno kompaktan. 

Posljedica 4.2.1. Slieno kao i uslutaju iskaznih raeuna izvodirno da vae sli-
jedeee posljedice: 

(1) Beskonatna logika L ww  je slabo kompaktna. 

(2) Beskonaene logike 	i L„„ ‘✓ , nijesu slabo kompaktne. 

(3) Za svaki singularan kardinal i za svaki kardinal A < beskonaena logika Lo, 
nije slabo kompaktna. 

(4) Za svaki regularan kardinal tc takav da 2A < K, za A < ic i kardinal a < ic 

	

beskonaena logika 	je slabo kompaktan. 
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Glava 5 

Heurist ika 

Analtitieki tabloi kako smo ih formulisali u Glavi 2. predstavljaju znaeajan 
algoritam za automatsko dokazivanje teorema. Postoji veliki broj dokazivata 
koji se baziranju na analitiekim tabloima, pa su stoga algoritmi, odnosno 
heuristike koji unaprijedjuju osnovni algoritam dobrodogli. Osnovna formu-
lacija i dvije predloiene heuristike biti ce glavni sadriaj ove glave. Poko 
je predikatski raeun prvog reda najinteresantniji sa stanovika automatskog 
dokazivanja teorema, to ee ova glava biti u potpunosti posveeena predikatskom 
raeunu prvog reda. Predloieni algoritmi mogu se lako uop§titi i na ostale 
beskona.ene iskazne raeune i logike, ali problemi pri implementaciji ostavljaju 
otvorenim pitanje njihove primjene, sem naravno teoretskih razmatranja. 

U ovoj glavi posebnu painju posveeujemo analitiekim tabloima predikatskog raeuna 
prvog reda (L,,„,), sa stanovista automatskog dokazivanja teorema. Vee smo u Defini-
ciji 3.2.2. precizirali §to podrazumjevamo pod pojmov dokazivosti formule cp u teoriji 

(I) logike Da bi pojednostavili zapis, po§to eemo razmatrati samo predikatski 
main prvog reda, einjenicu da je formula predikatskog raeuna cp tablo dokaziva u 
teoriji 4 obilje2avamo sa FT  (p. 

Od sada pa na dalje podrazumjevamo da jezik L, takav da IRe1LI < w i IFunLI < 
w . Takodje podrazumjevamo da je za niz formula definisan niz formula 4' kao 
u Definiciji 3.2.2. Primjetimo dalje nekoliko veoma vaznih lema za buduea rama-
tranja. 

Lema 5.1. Neka je data formula co predikatskog raeuna prvog reda i teorija 
prvog reda. Ako je 4) FT  Cia i 14) 1 < w, tada je kompletan tablo T 4'' = (T, <Tv), takav 

da ITS < w. 

DOKAZ. Pogto je 1(1)1 < w, IRe1LI < w i IFunLI < w, tada na osnovu Definicije 
3.2.2. slijedi da 14) 1 1 < w. Na osnovu konstrukcije tabloa i pretpostavke da T" 
zatvoren tablo, van formula: 

E MT.') 'XI < to. 

Na osnovu prethodne formule slijedi da h(T 4'') < w, pa iz toga zakljueujemo da 
T`I's  = Ut<, 	(t). Indukcijom po ordinalima t < w neposredno dokazujemo da 

69 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



GLAVA 5. HEURISTIKA 70 

Iry 	< w. Tada vaZi slijedeei niz relacija: 

< E col 
< c 

Pretpostavimo li da ITI = w, tada stablo 	na osnovu vee dokazanog zadovoljava 
uslove: 

(Si) ITS = 

(S2) (Vt < h(r 1 )) 	< w. 

Po§to 'cardinal w ima svojstvo stabla, slijedi da stablo 	ima granu X takvu da 
IXI = w, -§to je u kontradikciji sa pretpostavkom da je tablo 	zatvoren. 

Dakle, na osnovu vee pokazanog slijedi da je jedino moguee da ITS < co. Q.E.D. 
Primjetimo da mnoge od taeaka zatvorenog kompletnog tabloa nijesu potrebne da 

bi smo zatvorili svaku njegovu granu. Veliki broj nepotrebnih taeaka u konstrukciji 
zatvorenog kompletnog tabloa predstavljaju osnovnu tegtoeu u radu programa koji za 
dati niz formula 4> konstrui§e kompletan tablo Ti". Program koji predstavlja imple-
mentaciju algoritma za konstrukciju analitielcih tabloa, onako kako srno to opisali u 
prethodnim poglavljima zvakemo dokazivaeom. Opisani algoritam konstrukcije mote 
se pobollS'ati uvodjenjem heuristika, a da se ne naruM njegovo osnovno svojstvo kom-
pletnosti. Ovo poglavlje ee upravo biti posveeeno opisu dvije heuristike koje euvaju 
svojstvo kompletnosti algoritma za konstrukciju zatvorenih kompletnih tabloa. 

Definicija 5.1. Neka je dat niz formula (1,  i neka je kompletan tablo T' = 
(T, <T) zatvoren. Za tatku x = (a, co) E T defingemo skup koji zovemo skupom 
konsekvenci taeke x, na osnovu pomoenog niza CX i slijedeeih formula: 

Co 	= {x}, 

C,,x,+1  = 	u U (To.+1  \ 	n E w, 
(cr,s0)EC,1 

tako da C 	Cx
T1. (Skupovi 	predstavljaju skupovni dio niza tabloa 	preko I  

kojeg definiSemo kompletan tablo 
Primjetimo da ako je T kompletan zatvoren tablo iz Leme 5.1. slijedi da 171 < w, 

pa iz prethodne definicije izvodimo da 	< w. 

Definicija 5.2. Neka je dat niz formula 4> i neka je kompletan tablo T 4' = 
(T, <T) zatvoren. Za taeku x = (a, c9) E T kaiemo da je irelevantna u tablou T u 
oznaci Irele(x,V), ako je tablo T1 = (T1, <T, ) takav da je: 

=T\(q,UU{C1 1x <1- y A y ET A Y= (T,V)}), 

< -ri  =<T IT„ zatvoren. U suprotnom kaiemo da je taeka x relevantna u tablou 
u oznaci Rele(x,r). 

Predlot'ene heuristike baziraju se na ideji, da se postupno u konstrukciji "forsir-
aju" formule koje se nalaze u relevantnim taekama i na taj naein ubrza konstrukcija 
zatvorenog tabloa. U torn cilju precizirajmo kako iz Definicije 2.1.5 konstruiSemo 
algoritam za konstrukciju kompletnog tabloa. 
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5.1 Osnovni algoritam 

Algoritam 5.1. Kao ulaz u algoritam imamo niz formula (k i formulu cp. Algori-
tam konstruge tablo T su{'`P}, granu po gram. Konstrukcija grane se vrk sve dok 
ona ne postane kontradiktorna, i u tom slutaju prelazimo na drugu granu koju jo§ 
nijesmo zatvorili, iii u grani nije moguee primjenjivati pravila za konstrukciju tabloa, 
pa formula co nije teorema teorije Iz ve6 reeenog, jasno je da je ovakav algori-
tam parcijalno odlutiv tj. ako CM 4'uf-'Pl 0 0, tada algoritam neee stati jer postoji 
beskonaena konzistentna gram. 

U notaciji sluenoj programskom jeziku PASCAL, koja se od programskog jezika 
razlikuje u tome da je moguee operisati sa nizovima kojima nije unaprijed ogranieena 
duiina, i sa funkcijom len, koja vraea duZinu takvih nizova. Duiinu ovakvih nizova 
bi prestavljao najveei indeks elana niza, kojem smo pristupali. Opi§imo algoritam 
tableaux koji na ulazu ima niz formula 4:1) i formulu cp. Podrazumjevamo slijedeee 
globalne promjenjljive : 

(1) X - niz formula, koji predstavlja granu koju konstrui§emo. 

(2) lenX - cjelobrojna promjenjliva koja predstavlja duiinu niza (grane) X. 

(3) c - niz cjelobrojnih vrijednosti, koji za svaki clan niza X[i] predstavlja broj 
(disjunktnie) konsekvence koji je dodat u grani X primjenom nekog od pravila 
(P1)-(P6). Iz definicije pravila neposredno slijedi da za prvilo (P1) vrijednost 
ovog broja je 1, za (P2) je 2, za (P3) je 1, za (P4) ovaj broj je jednak broju 
disjinkta u formuli nad kojom smo primjenili pravilo, za (P5) je 1 i za (P6) je 
1. 

(4) 1 - niz cjelobrojnih vrijednosti, koji za svaki elan niza X[i] predstavlja dufinu 
niza (grane) X, prije nego je primjenjeno nad njim neko od pravila (P1)-(P6). 

Bez navodjenja algoritma pretpostavljamo da vee imamo tri funkcije: apply, 
no_cons i contradiction. Funkcija apply ima na ulazu cjelobrojnu vrijednost i, i ona 
nad formulom JO], primjeni odgovarajuee pravilo konstrukcije tabloa (P1)-(P6) i to 
c[i] konsekvencu i vraea novu duilnu niza (grane) X nakon primjene odgovarajueeg 
pravila. Funkcija no_cons ima na ulazu cjelobrojnu vrijednost i , i ona vraea broj 
konsekvenci formule X[i]. Funkcija contradiction vraea vrijednost boolovskog tipa: 
true ako u grani X postoje atomitka formula i njena negacija, inate varaea false. 

Promjenljive u proceduri tableaux su: i i j, koje nam slide kao brojati. Navedimo 
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listing procedure tableaux: 

program prover; 

var 
X : array of formula; 
lenX : integer ; 
c : array of integer ; 
1: array of integer ; 

procedure tableaux(4) : array of formula, c : formula); 

var 
j : integer ; 

begin 
lenX := len(41); 
for i := 1 to lenX do begin 

X[i] := 4)[i]; 
c[i] := 0 

end ; 
lenX := lenX + 1; 
X [lenX] 
c[lenX] := 0; 
i := 1; 
repeat 

while ( not contradiction) and i < lenX do begin 
l[i] := lenX; 
c[i] := c[i] + 1; 
lenX := apply(i); 
i:=i+1 

end ; 
if contradiction then begin 

while c[i] = no_cons(i) and i > 0 do i := i — 1; 
lenX := /[i]; 
for j := i + 1 to lenX do c[j] := 0 

end 
until i # 0 and lenX < i; 
if i = 0 then write ('Formula', ' je teorema teorije 1 , ' . 9 

else write ('Formula', cp, ' nije teorema teorije 1 ,43 , ' . 1 ) 

Na poeetku rada algoritma, sve formule iz ulaznog niza smjestimo u niz (granu) 
X i za svaku formulu X[i] postavmo brojae disjunktnih konsekvenci koje su dodate 
grani X na 0, tj. c[i] := 0. Glavni brojae u kojem smjekamo vrijednost do koje smo 
formule u grani X "stigli" sa primjenom pravila (P1)—(P6) je promjenjljiva i , i na 
poeetku postavljamo i := 1. Zatim ulazimo u petlju u kojoj smo sve dok vrijednost 
brojaea i ne bude 0 ili i postane veee od lenX, dakle dok ne zavr§imo konstruk-
ciju zatvorenog tabloa iii nije vise moguee primjeniti ni jedno od pravila (P1)—(P6). 
Ponovo ulazimo u drugu petlju u kojoj smo sve dok ne dodjemo do kontradikcije iii i 
postane veee od lenX. U toj petlji primjenjujemo pravla konstrukcije (P1)—(P6) nad 
formulom X[i], i to c[i] + 1 konsekvent i pri tome za svaku primjenu pamtimo duZinu 
niza (grane) X. Ako se pojavi kontradikcija tada prekidamo sa primjenom parvila 

end ; 3 
3 
3 
3 

3 
3 
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(P1)—(P6) i vraeamo se unazad sve dok c[i] # no_cons (i). Na ovom mjestu u grani 
X nalazi se prva formula X[i] od vrha niza (grane) X koja ce primjenom pravila 
(P1)—(P6) stvoriti otvorenu granu, razlititu od X. Rekonstruikmo "stanje", tako da 
moiemo dalje nastaviti sa konstrukcijom nove grane. Primjetimo da ako se vratimo 
tako da i = 0, to znati da su sve moguee grane ispitane, tj. zatvorene, pa je to, kao 
Sto smo i ranije naveli uslov za izlaz iz petlje. Ako nije vise moguee primjenjivati 
pravila (P1)—(P6), tada takodje izlazimo iz petlje. Na kraju u zavisnosti kako smo 
izazgi iz petlje §tampamo izvje§taj o tome da li je formula cp teoreme teorije 4). Ako 
je i = 0, tada je formula yo teorema teorije inaee nije. 

Iz samog algoritma i njegovog opisa jasno je da se radi o konstrukciji stabla po 
"dubini", (po granama stabla), *gto je optimalna strategija u ovom slutaju, jer bi kon-
strukcija po "Skin?, (po nivoima stabla) vrlo brzo zauzela svu raspoloiivu memoriju 
raeunara. 

Kod dokaza koji su dobijeni primjenom ovog algoritma, kao i uopSte bilo kojim 
metodom automatskog dokazivanja teorema, veliki broj tatalca u tablou su irelevantne. 
Problem je jos.  veei, kada veliki broj irelevantnih taeaka ima mnogo disjunktnih kon-
sekvenci. Na primer, ako u jednom dokazu imamo deset irelevantnih taeaka., koje 
recimo imaju po dvije disjunktne konsekvence, tada ee one proizvesti 2 10  = 1024 
grananja u tablou. Heuristike koje predlakmo upravo ee se koncentrisati na "otkri-
vanje" relevantnih taeaka i njihovo "forsiranje" u daljem procesu konstrukcije tabloa. 
Neka je grana X zatvorena grana, konstruisana prethodnim algoritmom. Uotimo 
tatku x prvu u grani X koja ima neku otvorenu granu, i na torn mjestu dodamo nove 
take koje imaju formule relevantih tatalca grane X od take x do njenog "vrha". 
Po.Sto su navedene take "zatvorile" granu X, postoji velika vjerovatnoea da ee one 
zatvoriti i novu granu, §:to vise one ee sigurno zatvoriti ako su take u grani X od 
take x do njenog "vrha" izuzimajuei posljednu, koja mora biti relevantna, bile irele-
vantne. Ovaj postupak nastavljamo rekurzivno i tada u opgtem slueaju dodajemo u 
nove grane, stabla relevanthih tatalca koja su zatvorila prethodne grane. 

Da bi opisali heuristike uvedimo slijedeeu operaciju kojima eemo olakSati njihov 
opis. 

Definicija 5.1.1. Neka su dati tatka x i niz stabala = (71, <1; ), c < a, takvi 
da za svako t < Q raj x i takvi da su skupovi t < a, medjusobno disjunktni. 
Tada sa A(x, 	obiljeiavamo stablo (T, <T) gdje su: 

(1) T = {x} U U 
c<a 

(2) <T = U <T, U {(x,y)lt<o -  A yET,}. 
1.<0. 

U nastavku podrazumjevevamo da pored uobitajnih taeaka anafitiekih tabloa, i 
take oblika (0,0) mogu biti take analitiekih tabloa. 

Definicija stabla dozvoljavama moguenost da stablo ima vise elemenata ranga 0. 
Kako u konstrukciji tabloa ne koristmo ovu moguenost, moiemo definisati slijedeeu 
funkciju. 

Definicija 5.1.2. Funkcija root(T) slika tablo T u formulu ili prazan skup, tako 
da root(T) = y, ako je x = (a, y) i rT(x) = 0. Vrijednost root(T) zovemo korjenom 
stabla T. 

Na osnovu prethodnih napomena i definicije preslikavanja root neposredno slijedi 
da njena slika je neka, formula beskonaene logike ili prazan skup. 
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Definicija 5.1.3 Funkcija RepRoot(T, x) slika stablo T = (T, <T) i tatku x u 
stablo, tako da ako x ¢ T stablo RepRoot(T, x) = (T1, <T1  ) zadovoljava shjedeee 
uslove: 

(1) T1  = {x} U (T \ T(0)), 

(2) <T1  = <T IT1 U {(x, y) I  y E (T \ T(0))}. 

Ako x E T, tada RepRoot(T, x) = T. 
DefiniMmo dalje funkciju p koja preslikava skup zatvorenih tabloa u samog sebe, 

tako da slika tabloa T bude tablo koji sadrii samo relevantne takke tabloa T. Po-
drazumjevamo da su zatvoreni tabloa takvi da za svaku zatvorenu granu X, postoje 
samo jedna formula co, takva da cp N X i Mcp N X. (Lako se konstruige operator, koji 
bilo koji zatvorenoi tablo slika u tablo za navedenim. svojstvom.) 

Definicija 5.1.4 Neka je dat zatvoren tablo I = (T, <T ). Punkciju a koja 
preslikava taeke zatvorenog tabloa u zatvorene tabloe, definikmo rekurzivno u odnosu 
na relaciju <T pomoeu slijedeee formule (za x E T): 

({x}, {(x,x)}) : endT(x), 

ti(Yk) 	 : Irel(x) n sr(x) = {YO, 	Yn-i} 
A root(p(yk)) = 0, 

it(Y0) 	 : Irel(x) A ST(X) = {y0,...,yn_i} 
A ((Vi < n) root(p(yi)) # 0) 
A ((di)i < n) P(Yi) E P(Yi)), 

A((0,0), (P(Yz))i<n) : Irel(x) A ST(x) = {YO, •.., Yn-1} 
A ((Vi < n) root(p(yi)) 0) 
A 'WA, j < n) P(Yi) E P(Y.i)), 

RepRoot(p(y k), x) 	: Rel(x) A ST(x) = {yo, yn_i} 
A root(p(yk )) = 0, 

A(x, (11 (Y0))) 	: Rel(x) n sr(x) = {Yo,...,Yn-i} 
A ((Vi < n) root(p(yi)) 0) 
A 	< n) P(Yi) E ti(Y.;)), 

: Rel(x) ST (x) = A(x, (P(M))i<n) 
A ((Vi < n) root(p(yi)) # 0) 
A --1((Vi, j < n) p(yi ) = p(yi ))• 

Zbog vanosti funkcije p, prokomentargimo njenu definiciju. Primjetimo na pote-
tku, da tatlu (0,0) uvodimo u funkciju p(x) samo onda, kada takka x irelevantna 
tatka, a vrjednosti funkcije p neposrednih slijedbenika tatke x su tabloi koji nijesu 
medjusobno ekvivalentni, i ni jedan od njih ne sadrii tatku (0, 0). Motivacija uvodjena 
taeke (0, 0) jeste u tome da je u ovoj situaciji, grananje proizvela primjena pravila 
nad nekom tatkom, koju jo§ nijesmo u stanju da identifikujemo, zato ostavljamo 
"mjesto" za to taeku. Kada dodjemo do prve relevantne taeke u definiciji funkcije p, 
zamjenjujemo je umjesto "fiktivne" taeke (0, 0). 
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Neka su dati tablo T = (T, <T) i njegova taelca x. Moguei su neki od slijedeeih 
slueaja: 

(1) Taelca x je krajnja u tablou T, tj. endT(x). Formula u taelci je na osnovu 
konstrukcije tabloa u kontradikciji sa nekom formulom koja se nalazi u grani 
koja se zavr§ava tatkom x, pa je time ona relevantna. Tada definikmo p(x) kao: 

p(x) = ({x}, {(x, x)}). 

(2) Taelca x je irelevantna u tablou T, tj. Irel(x) i neka je ST(x) = {yo, Yn—i }, 
tako da n > 1. Tada su moguei neki od slijedthh slueaja: 

(2.1) Postoji k < n takvo da je root(p(yk)) = 0. Tada svi ostali tabloi koji ne-
maju u korjenu "fiktivnu" taeku (0,0), nastali su kao poslijedice irelevant-
nih tataka. U ovom slueaju same taelce y o , su nastale primjenom 
nekog od pravila nad irelevantnom taekom, §to ne znaei da su i one same 
sve irelevantne. Dovoljno je kao vrijednost funkcije p(x) uzeti samo tablo 
p(yk), jer u njemu nema take yk, koja je konsekvenca irelevantne take, 
odnosno: 

ti(x) = ti(Yk)• 

(2.2) Za svako i < n vazi root(p(yk)) 0. Tada je mogue jedan od dva slueaja: 

(2.2.1) Tabloi p(yi), i < n su medjusobno ekvivalentni. Tada buduei da 
je taelca x irelevantna biramo da tablo p(yo) bude vrijednost p(x), 
odnosno: 

ti(x) = it(Y0)• 

(2.2.2) Tabloi p(yi), i < n nijesu medjusobno ekvivalentni. Razlititost p(yi), 
za i < n, je rezultat primjene nekog od pravila za konstrukciju tabloa 
nad relevantnom tatkom, pa ove tabloe moramo dalje prenijeti u defmi-
ciji funkcije p(x). Kako ne znamo koja je "slijedeaa" relevantna tatka, 
umjesto nje u korjenu stabla p(x) postavljamo "fiktivnu" taeku (0, 0). 
Dakle, p(x) defingemo kao: 

p(x) = A((0, 0), (1 1 (Yi))i<n)• 

(3) Taelca x je relevantna u tablou T, tj. Rel(x). Neka je tada ST(x)_ 	•••, Yn-1}, 

gdje je n > 1. Tada su moguei neki od slijedeeih slutaja: 

(3.1) Postoji k < n takvo da je root(p(yk)) = 0. Tada svi ostali tabloi koji 
nemaju u korjenu "fiktivnu" taeku (0, 0), su nastali kao poslijedice irele-
vantnih taealca. U ovom slueaju, slieno kao u (2.1) same take yo, yn—i 
su nastale primjenom nekog od pravila nad irelevantnom taelcom, sto ne 
znaei da su i one same sve irelevantne. Vrijednost funkcije p(x) treba onda 
da bude stablo dobijeno od stabla p(yk) kome smo zamjenili korjenu tj. 
taeku (0, 0) sa taekom x, odnosno: 

ii(x) = RepRoot(p(yk), x). 

(3.2) Za svako i < n vazi root(p(yk)) 0 0. Tada je mogue jedan od dva slutaja: 
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(3.2.1) Tabloi p(yi), i < n su medjusobno ekvivalentni. Po§to su ostali tabloi 
ekvivalentni sa p(y0), koji ne sadrE "fiktivnu taeku (0, 0), vrijednost 
funkcije treba da bude stablo u eijem korjenu se nalazi taeka x, a zatim 
slijedi stablo p(y0), odnosno: 

P(x) = A(x, (P(Y0)))• 

(3.2.2) Tabloi p(yi ), i < n nijesu medjusobno ekvivalentni. Na osnovu vee iz-
nesenih pretpostavki: da je tatka, x relevantna i da su tabloi p(y i ), za 
i < n nijesu ekvivalentni, slijedi da su tatke yo, y n-1 rezultat prim-
jene pravila za konstrukciju tabloa nad nekom relevantnom takkom. 
Tada tablo p(x) treba da u korjenu sadrii takku x i da za neposredna 
podstabla ima tabloe p(yi), za i < n, odnosno: 

[t (x) = A(x,!ii(yi )) i<n ). 

Definicija 5.1.5. Neka je dat niz formula (1), takav da je kompletan tablo T 4' 
zatvoren. DefiniSimo funkciju M koja preslikava zatvoren tablo Ti" = (T, <T ) u 
zatvoren tablo, na osnovu formule: 

M(T') = P((0 , (P)), 

gdje (0, co) E T. 
Doka2imo da je ova definicija dobra, tj. da je M(T 4'), zatvoren tablo. 
Poka2imo da u tablou M(T") ne postoji taeka oblika (0, 0). Preptostavimo 

suprotno tj. da taeka, oblika (0, 0) postoji u tablou M(T'). Na osnovu definicije 
fukcije p, "fiktivna" tatka (0, 0) uvjek se nalazi kao korjen stabla. Koristeei oznake 
definicije funkcije p dokaiimo prethodnu tvrdnju induktivno u odnosu na relaciju <T . 

(1) INDUKTIVNI P0aETAK. Za krajnje taeke x, funkcija je p(x) = ({x} , {(x, x)}), 
pa ne sadrEt taeku (0,0). 

(2) INDUKTIVNA HIPOTEZA. Za taeku x tabloa T sa neposrednim slijedbenicima 
Yo, Yn-1 va2i da su tabloi p(yi), za i < n, takvi da taeku (0,0) sadr2e even-
tualno samo u svom korjenu. 

(3) INDUKTIVNI KORAK. Dokaz sprovedimo po slutajevima koji postoje u definiciji 
funkcije p. 

(2.1), (2.2.1) Dokaz slijedi neposredno iz INDUKTIVNE HIPOTEZE. 

(2.2.2) Vrijednost funkcije je p(x) = A((0,0), (p(yi))i<n ), gdje su tabloi p(yi ), 
za i < n, takvi da root(P(Yi)) # 0. Dakle tablo p(x) ee imati u korjenu 
"fiktivnu" tatku. 

(3.1) Vrijednost funkcije je p(x) = RepRoot(p(y k ), x), gdje je tablo p(y k) tako 
da u korjenu ima taeku (0,0). Iz definicije funkcije p jasno je da tablo p(x) 
ne sadrE "fiktivnu" tatku. 

(3.2.1) Vrijednost funkcije je p(x) = A(x, (µ(y 0 )))., gdje je tablo p(y k) takav da ne 
sadr2i "fiktivnu" tatku. Neposredno zakljueujemo da tablo p(x) ne sadrE 
"fiktivnu" taeku. 
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5.1. OSNOVNI ALGORITAM 	 77 

(3.2.2) Vrijednost funkcije je p(x) = A(x, (p(yi))i <n ), gdje su tabloi p(yi), takvi 
da za svako i < n va.ii roOt(p(yi)) 0 0, pa neposredno zaldjueujemo da 
tablo p(x) ne sadeti "fiktivnu" tatku. 

Na osnovu definicije zatvorenog tabloa neposredno izvodimo da bar jedna od for-
mula iz 4 mora biti relevantna tacks. Neka je x = (t, (p) najmanja (u uredjenju <T ), 
od relevantnih taeaka koja sadrii formulu iz niza 4' . Tablo p(x) na osnovu prethodno 
dokazanog neoe sadeiati tatku (0, 0). Sve tatke, ako postoje, koje su manje u ured-
jenu <T od x, su taeke iz niza 4). One na osnovu konstrukcije imaju samo jednog 
neposrednog sljedbenika. Vrijednost funkcije p u njima defini§emo na osnovu (2.1.1), 
pa ee vrijednost u njima biti p(x). Dakle zakljutujemo da M(r1') = p(x), a pciato 
tablo p(x) ne sadrtii tatku (0, 0), to neee ni tablo M(T 4'). Neposredno na osnovu 
definicije funkcije p zakljueujemo da tablo M(T 4') mora biti zatvoren. 

Dakle, iz svega recenog zakljutujemo da je preslikavanje M dobro definisano. 

Primjer 5.1.1. Konstrufsimo sliku funkcije M za kompletan zatvoren tablo iz 
Primjera 2.1.1. Zbog jednostavnosti uzimamo za primjer tablo koji je generisan za 
klasiean iskazni raeun . Tablo generisan u Primjeru 2.1.1 je bio generisan nad 
formulama: 

p A t, q V r, q V r V t, -13 V -'q, 	V 	-1p V -It. 

Za sve krajnje tatke, a to su taeke sa ordinalima od 16 do 31, vrijednost funkcije p je 
definisana slueajem (1) i data sljedeeom formulom: 

p((n,(p)) = ( (n, (p), {((n, (p), (n, cp))} ), 16 < n 5 31. 

Take koje predstavljamo u slikama vrijednost funkcije p pfgemo bez njihovih ordinala, 
radi jednostavnijeg praeenja primjera. Mace sa ordinalima 10, 11 i 12 irelevante, pa je 
vrijednost funkcije p u tim tatkama definisana slutajem (2.2.2) i predstavljena Slikom 
7. Tatka sa ordinalom 13 je relevantna i vrijednost funkcije p je definisana slutajem 
(3.2.2) i predstavljena Slikom 8. 

-p 

0 

Slika 7. 	 Slika 8. 

Taeke sa ordinalima 25 i 27 irelevantne, pa je vrijednost funkcije p u tim tatkama 
definisana slutajem (2.2.2) i predstavljena Slikom 9. Taeke sa ordinalima 14 i 15 
su takodje irelevantne, pa je vrijednost funkcije p definisana slutajem (2.1) i takodje 
predstavljena Slikom 9. Taks sa ordinalom 9 je relevantna, pa je vrijednost funkcije u 
njoj dobijena na osnovu slutaja (3.1), ta.ko kit) "fiktivnu" tatku iz Slike 9. zamjenimo 
formulom r. Rezultat prethode operacije je predstavljen Slikom 10. 

0 

-p 

Slika 9. 	 Slika 10. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



78 	 GLAVA 5. HEURISTIKA 

Taeka sa ordinalom 7 je irelevantna, a vrijednosti funkcije p u taekama 8 i 9 nijesu 
ekvivalentne, pa je vrijednost funkcije p definisana slueajem (2.2.2) i predstavljena 
Slikom 11. Taeka sa ordinalom 6 je relevantna, pa je vrijednost funkcije u njoj do-
bijamo na osnovu slueaja (3.1), tako §to "fiktivnu" tatku iz Slike 11. zamjenimo 
formulom r. Rezultat prethode operacije je predstavljen Slikom 12. 

0 

xO. 	c/\\- 

Slika 11. 	 Slika 12. 

Kako su dalje taeke sa ordinalima 4, 3, 1, i 0 relevantne (slueaj (2.2.1)), a taeke 
sa ordinalima 5 i 2 irelevantne (slueaj (3.2.1)), vrijednost funkcije M za kompletno 
stablo iz Primjera 2.1.1 ee biti stablo predstavljeno Slikom 13. 

Slika 13. 

5.2 Algoritmi heuristika 

Upravo opisano preslikavanje p mo2emo iskoristiti da bi brie konstrisali zatvoreni 
tablo. Primjetimo da je preslikavanje p induktivno definisano u odnosu na poredak 
< T., pa ga u konstrukciji grane X, kako je ona izvedena u Algoritmu 5.1, molemo 
postupno konstruisati za svaku taeku grane X. Prva heuristika koju eemo predloZit 
bazira se na sfijedeeoj strategiji. Neka je data grana X, i taeke x,y i z, takve da 
je tatka y neposredni sljedbenik tatke x i taeka z je neposredni sljedbenik take 
y. Pretpostavimo da smo konstruisali ,u(z) i da je root(p(z)) = 0. Obilje2imo sa 
X l  = {u EX1u< x}. Skup X1 , predstvlja podgranu grane X, eija je "najvia" 
tatka take x. Provjerimo da li su sve grane dobijene konkateniranjem grane X l  i 
maksimalnih grana tabloa p(z) su zatvorene. Ako jestu nije potrebno konstruisati 
tabloe za neposredne slijedbenike take y. Ovu strategiju primjenjujemo rekurzivno, 

-1p 	-'q -'p -'q 	-tp 
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5.2. ALGORITMI HEURISTIKA 	 79 

za svaku tatku stabla T. Iz same formulacije heuristike, jasno je da ee ona "zatvoriti" 
preostale "otvorene" grane taeke y ako je ona irelevanta, §to je najee§ee i slutaj. 
Primjetimo da ee ova strategija ponekad zatvoriti i otvorene grane take y ako je 
ona relevantna. Moguee je da je tatka y irelevantna za tablo p(z), a relevantna za 
vrijednosti funkcije p u ostalim taelcama, koje su neposrendi slijedbenici tatke y. 
Strategija heuristike ipak neee ugroziti korektnu konstrukciju zatvorenog tabloa, 'gto 
je od znataja za njenu primjenjljivost u dokazivatima. Uslov da je root(p(z)) = 0, je 
jako vaian za korektnost strategiju heuristike, jer je tada su, sa stanovi§ta konstrukcije 
tabloa pomenute konkatenacije korektne. 

Precizno formulgimo dalje algoritam koji slijedi iz opisane heuristike. 

Algoritam 5.2. 	Kao ulaz u algoritam imamo niz formula (1), i formulu v. 
Algoritam konstruge tablo 	uz pomoe heusitike koju eemo detaljno opisati. 
Konstrukcija grane se vrAi sve dok ona ne postane kontradiktorna, iii u grani nije 
moguee primjenjivati pravila za konstrukciju tabloa. Ako je grana kontradiktorna, 
tada defingemo vrijednost funkcije p u taekama grane koju smo zatvorili. Vrijednost 
funkcije u taeakama konstruisane grane mote se samo parcijalno odrediti. Ako je od 
taeke x do "kraja" zatvorene grane funkcija p definisana, tada sve otvorene grane od x 
do "kraja" grane "zatvaraju" vrijednost funkcije p u tatkama koje imaju "otvorene" 
grane. Konstrukciju tada nastavljamo od neposrednog prethodnika tatke x. Ako u 
grani nije moguee primjenjivati pravila za konstrukciju tabloa, tada formula v nije 
teorema teorije (k. I ovaj algoritam, slieno Algoritmu 5.1. je parcijalno odlutiv. 

OpiSimo navedeni algoritam kojeg nazivamo tableauxJieuristic. Shen° kao u 
Algoritmu 5.1. podrazumjevamo slijedeee globalne promjenjljive : 

(1) X - niz formula, koji predstavlja granu koju konstrugemo. 

(2) lenX - cjelobrojna promjenjliva koja predstavlja duriinu niza (grane) X. 

(3) c - niz cjelobrojnih vrijednosti, koji za svaki clan niza X[i] predstavlja broj 
(disjunktnie) konsekvence koji je dodat u grani X primjenom nekog od pravila 
(P1) —(P6). Iz definicije pravila neposredno slijedi da za prvilo (P1) vrijednost 
ovog broja je 1, za (P2) je 2, za (P3) je 1, za (P4) ovaj broj je jednak broju 
disjinkta u formuli nad kojom smo primjenili pravilo, za (P5) je 1 i za (P6) je 
1. 

(4) / - niz cjelobrojnih vrijednosti, koji za svaki clan niza X[i] predtsvlja duiinu 
niza (grane) X, prije nego je primjenjeno nad njim neko od pravila (P1)—(P6). 

(5) p niz stabala, eije su taeke formule. Stablo p[i] predstavlja vrijednost funkcije 
p koja odgovara tatki u tablou koja sadrii formulu X[i]. 

Pretpostavljamo da vee imamo eetiri funkcije contradiction, apply, no_cons i 
def ine4t. Prve tri smo opisali u Algoritmu 5.1, pa njihov detaljan opis izostavl-
jamo. Funkcija applay je nesto drugatija od one u Algoritmu 5.1. jer ona na ulazu 
ima formulu i broj konsekvenece koje dodajemo na niz (granu) X. 

Funkciju define pozivamo kada je niz (grana) X kontradiktoran, da bi definisala 
vrijednosti funkcije p u nizu (grani) X, ainriranjem niza p. Ulazna vrijednost funkcije 
def ine_p je cjelobrojan broj k koji predstavlja indeks formule iz niza (grane) X 
preko koje smo, primjenom pravila (P1)—(P6) do§li do kontradikcije. Kako smo vee 
napomenuli, pri "zatvaranju" neke grane moguee je parcijano definisati funkciju p, 
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80 	 GLAVA 5. HEURISTIKA 

pa funkcija def ine4t vraea cjeli broj m koji pretstavlja indeks u nizu (grani) X, od 
kojeg su vrijednosti funkcije p potpuno definisane. To je ujedno i mjesto od kojeg 
poeinje nova otvorena grana. Pored navedenih funkcija pretpostavljamo da smo uveli 
i dva nova tipa podataka: tree i ptree. Ovo su tipovi koji da bi mogli da operi§emo 
sa strukturom sabla, koje nam je potrebno da implementiramo funkciju p. Za sada, 
zadriati eemo se na ovom obja§njenju, koje je dovoljno da bi pratili opis algoritma. 

Promjenljive u proceduri tableaux_ su: i i j, i shfie nam kao brojaei. Navedimo 
sada sam listing procedure tableaux: 

program prover; 

var 

X : array of formula; 
lenX : integer ; 
c : array of integer ; 

: array of integer ; 
p: array of ptree; 

procedure tableaux_heuristic(4) : array of formula, : formula); 

var 
j : integer ; 

begin 
lenX := len(4); 
for i := 1 to lenX do begin 

X [i] := 4)[i]; 
c[i] := 0; 
p[i] := nil 

end ; 
lenX := lenX + 1; 
X[lenX]:= -'p; 
c[lenX] := 0; 
i := 1; 
repeat 

while ( not contradiction) and i < lenX do begin 
l[i] := lenX; 
c[i] := c[i] + 1; 
lenX := apply(X[i], c[i]); 
i := i + 1 

end ; 
if contradiction then begin 

j := define_p(i); 
while /[i] < j and i > 0 do i := i — 1; 
lenX := l[i]; 
for j := i + 1 to lenX do begin 

c[i] := 0; 
p[i] := nil 

end 
end 

until i # 0 and lenX < i; 
if i = 0 then write ( 'Formula ' , ' je teorema teorije 	4), ' . ' ) 

else write ( 'Formula', v, ' nije teorema teorije 	.') 
end ; 
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Navedeni algoritam radi skoro identieno kao i Algoritam 5.1. do pojave kon-
tradikcije u nizu (grani) X, odnosno do naredbe j := def ine..p(i). Po pozivu funkcije 
define4z, vrijednost promjenljive j je najmanji indeks niza X, takav da je funkcija 
p za taelcu koja sadrii formulu X[j], potpuno definisana. Iz definicije preslikavanja 
p, slijedi su sve grane koje je moguee konstruisati ispod taeke X[j] zatvorene sta-
blom it[j]. Zbog toga konstrukciju nastavljamo dalje od primjene pravila (P1)—(P6) 
nad formulom X[i], eija je konsekvenca formula X[j]. Na osnovu definicije preslika-
vanja p slijedi da ee takka X[i] biti bas" ona eije sve konsekvence nijesmo primjenili u 
konstrukciji. Dalje nastavljamo isto kao i u Algoritmu 5.1. 

Zbiog valnosti funkcije def ine44, opi§imo i nju algoritmom. Prvo detaljno opigimo 
tipove podataka tree i ptree. Zapisane u PASCAL-skoj notaciji njihov opis bi bio: 

type 
ptree = ftree; 
tree = record 

cp : formula; 
y : array of ptree; 
R : set of integer 

end 

Tip ptree je pokazivac na tip tree. Tip tree je tatka stabla i on je sloieni tip, sastavljen 
od tri polja: cp koje sadrii formulu take, y je niz neposrednih slijedbeneka i R je 
skup indeksa niza (grane) X, tako da on sadrii indekse onih formula u grani eije su 
konsekvence prisutne u stablu na eijem se vrhu nalazi tatka koju predstavlja. Skup 
R nam sluZi da bi lak§e implementirali funkciju Rel. 

Prije nego li navedemo algoritam za funkciju def ine4t, navedmo spisak funkcija 
eiju implementaciju podrazumjevamo. To su funkcije A, RepRoot, max, doused, De-
fRel i Rel. Funkcije A i RepRoot su vee opisane u Definiciji 5.1.1. i Definiciji 
5.1.3. Funkcija max ima na ulazu skup cjelih brojeva, a vraea maksimalan broj iz 
ulaznog skupa. Funkcija doused je bulovska i ima na ulazu dva cijela broja i i j, takva 
da i < j. Vrijednost j predstavlja najmanji indeks formule u nizu (grani) X takav 
da je funkcija p[j] definisana, pa funkcija cloused(i, j), vraea vrijednost true ako je 
stablom p[j] moguee "zatvoriti" granu X, ako je posmatramo samo do formule X[i], 
inaee vraea false. Drugim rijeeima, posmatramo granu X' takvu da je X'[/] = X[i], 
za 1 < i. Ako je moguee, u skiadu sa pravilima (P1)—(P6), konkatenirati na granu X' 
svaku maksimalnu granu stabla p[j], tako da je svaka konkatenirana grana zatvorena, 
tada funkcija doused vraea true, inaee vraea false. Neposredno zakljueujemo da 
ako za je cloused(i, j) = true, tada su taeke koje sadeie formule X[l], za i < 1 < j, 
su irelevantne i u izvjesnim situacijama relevantne. Ovo situaciju smo vee opisali u 
uvodu ovog poglavlja, a ona nastaje kada je neka od taeaka X[l] za neko i < 1 < j rel-
evantna u tablou, ali nije relevantna u tablou Ako tada defungemo p[1] kao p[j], 
naru§avamo definiciju funkcije p, ali ne nartgavamo konstrukciju zatvorenog tabloa, 
jer tablo p[j] zatvara i sve grane koje nastaju iz neposrednih slijedbenika taeke X[/]. 
Ovo "naru§avanje" definicije funkcije p je dozvoljeno, jer je cilj heuristike da zatvori 
§"to je moguee vise otvorenih grana, a ne ispravna konstrukcija funkcije p. Funkcija 
Rel je bulovskog tipa i ulazna vrijednost je cjeli broj i, koji predstavlja indeks u nizu 
(grani) X i opisana je Definicijom 5.2. Primjetimo da je i relaciju Rel moguee samo 
parcijalno definisati, samo za neke taeke. Kako konstrukcija zatvorenog tabloa napre-
duje, tako se poveeeva broj taealca za koje je moguee odrediti relaciju Rel. Relacija 
DefRel je boolovskog tipa, ulazna vrijednost je cijeli broj i. Funkcija Rel varea true 
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82 	 GLAVA 5. HEURISTIKA 

ako je relacija Rel definisana u tatki 	inaee, vraoa false. Motiv da se u strukturu 
tree uvede skup R jeste upravo lak§a realizacija funkcije Red i DefRel.  

Navedimo sada funkciju defined u PASCAL-skoj notaciji: 

function define_p(k : integer ) : integer ; 

nar 
jon integer 

f : boolean ; 
x : tree; 

begin 
i := lenX; 
repeat 

if i = lenX then begin 
new (x); 
x • v := X [i]; 
x ty[0] := nil ; 
x T.R := [k]; 
p[i] := x 

end 
else begin 

m := len(p[i] t.y) + 1; 

p[i] t•y[m] := 	+ 1]; 
if DefRel(i) then 

if it[i + 1] T.cp = nil then 
if Rel(i) then it[i] := RepRoot(p[i + 1], X[i]) 

else it[i] := A(X[i], p[i] f.y) 

 

else begin 
f := true ; 
for j := 2 to no_cons(i) do f f and 
if Rel(i) then 

if f then 	:= A(X[i], (p[i + 1])) 
else AM := A(X[i], p[i] t.y) 

else 
if f then p[i] := p[i + 1] 

else p[i] := A(nil 	t.y) 
end 

end ; 
i := i — 1; 

until ( not DefRel(i)) and i > 0; 
if A[i] t.co = nil then begin 

j := i +1; 
m := max(p[j] t.R); 
while m < i and cloused(i, j) do begin 

:= PU]; 
:= - 1 

(it[i] T•Y[0] = P[i] 1-•Y[7]); 

end 

end ; 
it[i + 1] := RepRoot(p[j], X[i]) 

end ; 
define_it := i 1 

 

Opi§imo dalje funkciju def ine4t. Funkcija def ine41 se poziva u onom trenutku 
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kada je niz (grana) X kontradiktorna, zatvorena. Tada polazeei od posljednje formule 
u nizu (grani) X definigemo funkciju p unazad kroz niz X, dok god je to moguee, 

u skladu sa Definicijom 5.1.4. Taeke u kojim nije moguee definisati funkciju p su 
one kod kojih nemamo vriednosti funkcije p za njene neposredne slijedbenike. Neka 
je formula X[i], u kojoj nije moguee definisati u potpunosti vrijednost funkcije p[i], 
takva da joj je indeks i najveei (u grani X). Kada sve vrijednosti za funkcije p 
budu dodate, za direktne slijedbenike taeke X[i], moguee ce biti definisati vrijednost 

funkcije p za X[i]. Opisane korake algoritma realizuju naredbe od samog poeetka 
zaldjueno sa repeat - untile petljom u funkciji def ine4t. 

Kada izadjemo iz repeat - until , brojae i sadrii vrijednost takvu da za svako 

i < 1 < lenX , vrijednost funkcije p[l] je potpuno odredjena, a za 1 < 1 < i vrijedriost 

funkcije p[l] jog nije odredjena. U tom slutaju ako je j = i + 1, vrijednost j ce 

predstavljati najmanji indeks za koju je vrijednost funkcije p[j] definisana. Ostaje 

da provjerimo da li p[i] = p[j], za 1 < i < j. Oznatimo li sa m := max(p[j] f .R), 
tada ee m prestavljati najveei indeks formule eije su konsekvence sadr2ane u p[j], pa 

moguee je provjeriti uslov closed(i, j), ako je m < i < j. Kao gto smo vee pomenuli 

u opisu funkcije doused, ako je ispunjen uslov closed (i, j), tada je tatka sa formulom 

X[i] irelevantna u ,u[j] i tada definigemo p[i] = AM. Sledeea while petlja upravo 

realizuje upravo opisani postupak. Na kraju i opet sarii vrijednost takvu da za svako 
i < 1 < lenX , vrijednost funkcije p[1] je potpuno odredjena, a za 1 < 1 < i vrijednost 

funkcije p[1] jog nije odredjena. Funkcija def ine4t, tada vraea vrijednost i + 1. 

Primjetimo, koristeei vee uvedene oznake i oznaku mj = ICMp [i] I da bi u slueaju 

Algoritma 5.1. broj grana koje bi trebalo "zatvoriti" u grani X od formule X[j] 

do formule X[i], u oznaci ni  bio jednak sledeeem izrazu (kada je on definisan, inaee 

smatramo da je 0): 

-ni = Tn.; II no_cons(k). 
i<k<j 

Primjenom Algoritma 5.2. broj grana koje treba "zatvoriti" u grani X od for-

mule X[j] do formule X[i], u oznaci n2  je jednak izrazu (kada je on definisan, inaee 
samtramo da je 0): 

n2  = mi (j — i). 

Odnos ova dva broje je jednak izrazu (kada je on definisan): 

no_cons(k) 

	

ni 	i<k<j  

	

n2 	j — 

Primjer 5.2.1. Pretpostavimo li da je za svako k, takvo da i < k < j vazi 

no_cons(k) = 2, tada je: 

ni=  

Da bi sagledali koliko je Algoritam 5.2. efikasniji u odnosu na Algoritam 5.1, 
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navedimo slijedeéu tabelu njihovog odnosa: 

j  _ i nl  n2 n i. ____ 
n2 mi m2 

1 2 2 1.00 
2 4 3 1.33 
3 8 4 2.00 
4 16 5 3.20 
5 32 6 5.33 
6 64 7 9.14 
7 128 8 16.00 
8 256 9 28.44 
9 512 10 51.20 

10 1024 11 93.09 
11 2048 12 170.66 
12 4096 13 315.07 
13 8192 14 585.14 
14 16384 15 1096.26 
15 32768 16 2048.00 
16 65536 17 3855.05 

Primjetimo kao vrlo va2no da efikasnost heuristike ne zavisi od no_cons(k), za i < 
k < j. 

Primjer 5.2.2. Navedimo primjer konstrukcije zatvorenog analitiekog tabloa 
korikenjem upravo predloiene heuristike. Razmotrirno zatvoreni tablo iz Primjera 
2.1.1. Obiljelimo li sa p[n], 0 < n < 31 vrijednosti funkcije p za taeke pomenutog 
tabloa sa ordinalima n, tada je S'ematski konstrukcija predstavljena Slikom 14. Na 
Slici 14. posebno su nagla -Sene taeke sa ordinalima 8 i 9, jer se u njima efekat opti-
mizacije najveei. U taeki sa ordinalom 8, poSrto nam je poznato p,[10], nije potrebno 
razvijati tablo za ostale neposredne slijedbenike taeke sa ordinalom 8, a to su taeke 
sa ordinalima 11 i 12. Slieno va2i i za taeku sa ordinalom 9, gdje nam je poznato 
au[14], pa nije potrebno dalje konstruisati tablo za taeku sa ordinalom 15. Primje-
timo da ukupan broj taealca u kompletnom tablou za Primjer 2.1.1, konstruisan 
Algoritmom 5.1 iznosi 32 taeke, dok taj broj za konstrukciju Algoritmom 5.2 
iznosi 21 tatku. Primjetimo takodje, da je u konstrukciji tabloa Algoritmom 5.1 
uputrebijena samo jedna irelevantna taelca (sa ordinalom 2). 
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(0,p A t) 

(1,qVr) 

(2,qVrVt) 

(3, v 

(4, -13 V -,r) 

(5, -op V --,t) 

(6 ,P)0 

(7,t)0 

(8, q)i 
/4101 	 /1[14] 

(10, 	 (13 ,4)2 	 (14,02 

(25,'q)3 

(16,--p)3(17,-,q)3 	 (22,-p)3 (23T-1)3 (24,-V)3 
X 	X 	 X 	X 	X 

(28;-p)4 (29;-1. 

	

X 	X 

Slika 14. 

Opisanu funkciju def ine_p moguee je jo§ optimizovati. Naime kada izadjerno iz 
repeat - until petlje suoeavamo se sa zadatkom da nadjemo takvo i za koje vaii 
da tako da za svako 1, tako da i < 1 < j vazi cloused(i, j). Primjetimo da pretraivamje 
koje slijedi u define4z je sekvencijalnog tipa. Ako ovaj dio algoritma promjenimo 
tako da primjenjujemo binarno pretralivanje, Algoritam 5.2. ce se znatajno ubrzati. 

	

Algoritam 5.3. Kao ulaz u algoritam imamo niz formula 	i formulu cp. 
Algoritam konstrui§e tablo Sve globalne promjenljive, funkcije i procedure 
su iste kao u Algoritmu 5.2. sem def ine4L, pa ih neeemo ponovo navoditi. Funkcija 
define4L je modifikovana tako da pretrativanje koje se nalazi na njenom kraju je 
binarno, a ne sekvencijalno kao u Algoritmu 5.2. 
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Listing modifikovane funkcije def ine4r, , tada je: 

function define_p(k : integer ) : integer ; 

var 
i,j,: integer ; 
a, b, c : integer ; 
f : boolean ; 
x : tree; 

begin 
i := lenX; 
repeat 

if i = lenX then begin 
new (x); 
x 1'47 	X[i]; 
x t.y[0] := nil ; 
x f.R := [k]; 
p[i] := x 

end 
else begin 

m := len(p{i] t.y) + 1; 
A[i] tY[m] := 	1]; 
if DefRel(i) then 

if p[i + 1] t.co = nil then 
if Rel(i) then AN := RepRoot(p[i + 1], X[i]) 

else A[i] := A(X[i], p[i] f.y) 
else begin 

f := true ; 
for j := 2 to no_cons(i) do f := f and (AN f.y[0] = p[i] ty[j]); 
if Rel(i) then 

if f then p[i] := A(X[i], (p[i + 1])) 
else p[i] := A(X[i], p[i] f.y) 

else 
if f then p[i] := 	+ 1] 

else AN := A(nil ,ht[i] f.y) 
end 

end ; 
i := i — 1; 

until ( not DefRel(i)) and i > 0; 
if p[i] tep = nil then begin 

j := i + 1; 
b := j; 
a := mo,x(p[j] t.R); 
while (b — a) > 1 do begin 

c := (a + b) mod 2; 
if cloused(c, j) then b := c 

else a := c 
end ; 
for i := j — 1 downto b do p[i] := p[j]; 

:= c; 
p[i + 1] := RepRoot(p[j], X[i]) 

end ; 
define_it 	i 1 

end ; 
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Primjetimo, koristeei vee uvedene oznake i oznaku da bi u slueaju Algoritma 

5.3. broj gram, koje bi trebalo "zatvoriti" u grani X od formule X[j] do formule 

X [i], u oznaci n3, imajuei u vidu dobro poznate osobine binaranog pretraZivanja, bio 
bi jednak sledeeem izrazu (kada je on definisan): 

n3 = m3(1 + ilog2 (j — i)), 

gdje funkcija ilog2  predstavlja logaritam u osnovi 2, zaokruien na gore. Odnos n1 i 
n3 je onda jednak izrazu (kada je on definisan): 

H  no_cons(k) 
i<k<j  

n2 	1 + ilog2 (j — i) • 

Primjer 5.2.3. Pretpostavimo li da je za svako k, takvo da i < k < j vazi 

no_cons(k) = 2. Da bi sagledali koliko je Algoritam 5.3. efikasniji u odnosu na 
Algoritam 5.1. i Algoritam 5.2, navedimo slijedeou tabelu njihovih odnosa: 

i — i ni 112 — 113 114. _ 
n3  

, 112 _ 
n3 mi mj mi 

1 2 2 

C
A

 C
A

 C
A

 C
JI

 C
ry

  C
R

  C
A

  Q
1  

4=
*.  

C.4
 CA
2

 1
-,

 

2.00 2..00 
2 4 3 2.00 1.50 
3 8 4 2.66 1.33 
4 16 5 5.33 1.66 
5 32 6 8.00 1.55 
6 64 7 16.00 1.75 
7 128 8 32.00' 2.00 
8 256 9 .64.00 , 2.25 
9 512 10 .102.40 2.00 

10 1024 11 204.80 .2.20 
11 2048 12 409.60 ,- 2.40 
12 4096 13 819.20 2.60 
13 8192 14 1638.40 2.80 
14 16384 15 3276.80 3.00 
15 32768 16 6553.60 3.20, 
16 65536 17 13107.20 '3.40 

Primjetimo da kaoi i u Algoritmu 5.2. efikasnost heuristike ne zavisi od no_cons(k), 

za i < k < j. 
Primjetimo da heuristike opisane u Algoritmu 5.2. i Algoritmu 5.3 imaju 

maksimalan efekat ukede u slueaju kada taeke u tabloima imaju vise neposrednih 
slijedbenika, jer u tom slutaju imaju i irelevantne takke vise slijedbenika, a heuristike 
su upravo "koncentrisane" na minimalizaciju efekata "grananja" irelevantnih tataka. 
Navedeni primjeri ilistruju upravo opisanu situaciju. 

Na kraju primjetimo i to da implementacija heuristika u'lree postbjeee dokazivate 
nebi trebala da bude veci problem, jer je relativno izdvojena od samog konttolnog meh-
anizma originalnog dokazivaea. (Uporedite procedure tableauic• tableaux_lieuristic.) 

Moguca je i modifikacija heuristika i za dokazivace koji nijesu , bazirani na metodi 
analitieldh tabloa, za one dokazivake koji u svom radu konstruiSu neko stal;lo. Moguee 
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je naime apstraktno posmatrati vid konstrukcije stabla i preformulisati pojmove i 
procedure koje se javljaju u Algoritmu 5.2. i Algoritmu 5.3. Tako na primer pro-
cedura contradiction bi predstavljao uslov zavrsetka konstrukcije u grani, funkcija 
applay bi vrsila konstrukciju stabla i slicno. Ovakvo uop§tavanje bi ueinilo mogueim 
primjenu ovih heuristika, i van domena automatskog dokazivanja teorema i ueinilo bi 
ih primjenjljivim na probleme vjestaeke inteligencije„ autmatskog rezonovanja, logieke 
igre, sistemi za pretrthvanje baza podataka i drugi sistemi koji u na neki naein kon-
strui§u stabla. 
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