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Uvod 

Granieni zadaci za parabolieke parcijalne diferencijalne jednaeine drugog reda 
se eesto javljaju kao matematieki modeli velikog broja realnih problema, na primer 
provodenja toplote, difuzije, dinamike fluida, atmosferskih pojava i drugih. Po 
pravilu se za rdavanje ovakvih problema mora primeniti neka pribliina metoda u 
nedostatku egzaktne. Najedee se koriste metode konacnih razlika, metode konaenih 
elemenata, a u novije vreme i metode granienih elemenata. 

Metoda konaenih razlika je doiivela svoj razvoj pojavom savremene elektronske 
raeunske tehnike 40-tih godina (npr. shema Crank-Nicolson, [8]) da bi njen razvoj 
dalje i§ao u pravcu efikasnih shema za vise prostornih dimenzija (faktorizovane i 
aditivne sheme). Ovi rezultati, bazirani na primeni Taylor-ovog razvoja rdenja za-
datka u cilju procene grdke metode, objavljeni su u nekoliko klasienih monografija 
iz ove oblasti (Richtmyer, Morton [44], Samarski [45], Mareuk [38]). U novije vreme 
je dog° do primene metode Richardson-ove ekstrapolacije (Mareuk, Sajdurov [39]) 
i multigrid metode (Hackbush [15]) u cilju poveeanja efikasnosti metoda. 

Drugi pravac razvoja metoda konaenih razlika u novije vreme predstavlja ispi-
tivanje konvergencije postojeeih metoda u slueaju nedovoljno glatkih (ili Zak prekid-
nih) rdenja. Klasiena metodologija bazirana na Taylor-ovom razvoju dovodi do 
visokih zahteva na glatkost rdenja pa je zbog toga praktieno neprimenijiva. Nove 
tehnike ispitivanja konvergencije se zasnivaju na lemi Bramble-Hilberta ([4], [5]) i 
njenim uop§tenjima (npr. JovanoviC [20]). 

Nedugo nakon prvih rezultata za zadatke eliptiekog tipa (Weinelt [52], Lazarov 
[32], JovanoviC, Ivanovie, Siili [19], [49]) dobijeni su i rezultati za parabolieke 
graniene zadatke (Lazarov [34], JovanoviC, Ivanovie, Siili [17]). Ovi radovi ispituju 
konvergenciju eisto implicitnih shema (dvoslojnih shema sa teiinom o = 1) u 
slueajevima kada rdenje problema u E W2 13/2 (Q). Dobijene su ocene tipa 

iiu <  C(h 
(sehT) 	

T

)J-r 
 IlUilw;,1/2(Q) 	S > r 

za koje se kale da su saglasne sa glatkoku rdenja u . Svi ovi radovi kao osnovu 
koriste Bramble-Hilbertovu lemu iii njena uop§tenja. 

Dalji razvoj je i§ao u pravcu dobijanja ocena gornjeg tipa za necelobrojne 
vrednosti s (JovanoviC, Ivanovie, Siili [28], DraiiC [9]), zatim ispitivanje grdke u 
slueaju varijabilnih koeficijenata u parcijalnoj jednaeini (Jovanovie [21], [22]) kao i 
ispitivanju ekonomienih shema za slueaj prostornih promenljivih. U poslednje 
vreme su ispitivane i vektorske diferencijske sheme promenljivih pravaca (Jovanovie 
[26], [27]). Takode je re§avan i problem optimalnog upravljanja sa paraboliekom 
jednaeinom (Ivanovie, Jovanovie [16]). Dobijene su i ocene brzine konvergencije 
u prostorima sa drugaeijom metrikom (recimo L 03 ((0, T); WRS -2))) kao i u nega-
tivnim normama. 

Ocene prethodno navedenog tipa zahtevaju da rdenje u(x, t) posmatramo 
u prostoru W2 42(Q) (koji jeste prirodan prostor ukoliko nemamo dodatnih in- 
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2 	 UVOD 

formacija o glatkosti ulaznih podataka u granienom zadatku) a Zest() se u praksi 
de§ava da rdenje poseduje dodatnu glatkost po jednoj od promenljivih. Ti takvim 

slueajevima su Eesto efektivno ostvarene brzine konvergencije bolje od procenjenih. 
Cilj istraiivanja u ovom radu je da se razvije aparat koji ee dati bolje ocene brzine 
konvergencije u pomenutom slueaju kao i da se generalno §to vise oslabe zahtevi 
na glatkost reknja zadatka. Takode, u radu se istraiuju pored eisto implicitne 
sheme (tdina o = 1 ) i ostale dvoslojne sheme sa tdinama o > 1/2 nepravedno 

zapostavljene u dosadesnjoj literaturi. 

U prvoj glavi disertacije se, posle uvodenja standardnih polunormi Sobo-
ljevskog tipa celobrojne i necelobrojne glatkosti, defini§u uop§teni funkcionalni 

prostori WpA(Q) za proizvoljne skupove multiindeksa A koji zadovoljavaju izvesne 

uslove regularnosti. Takode se defini§u i standardni operatori izgladivanja Steklova, 
kao i produienja funkcije preko granice oblasti. Posebno se analiziraju neparna 

pro duknj a funkcij a. 

Posle postavke problema i njegove diskretizacije, u treCoj glavi se daju uopAte-
nja Bramble-Hilbert-ove leme neophodna za primenu na prethodno definisanim 
funkcionalnim prostorima. Glavni rezultati su uop§tenje Tartarove leme na sub-
linearne funkcionale i lema koja omogueava dodatno poboliganje dobijenih ocena 
funkcionala u nekim specijalnim slueajevima Wp prostora. 

aetvrta glava je posveCena izvodenju apriornih ocena kako za sam granieni 
zadatak, tako i za dvoslojne diferencijske sheme sa tdinama. Posebno se izvode 
apriorne ocene za sheme sa tdinama cri = 1, cri > cr > 1/2 i crj = 1/2 . 

Na osnovu izvedenih apriornih ocena, a primenjujuei aparat razvijen u prvoj i 
treCoj glavi, u poslednje tri glave se dobijaju ocene brzine konvergencije za sheme 
sa ranije pomenutim tdinama. U svakoj od ovih glava se izvode ocene u diskretnim 

di2,117- 
U dodatku su na pregledan naein date vrednosti svih funkcionala koji su se 

koristili u procesu izvodenja ocena brzine konvergencije. 

normama. 
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Glava 1. Funkcionalni prostori 

1.1. Jednodimenzioni slueaj. 

Neka je Q C R. DefiniAimo polunorme (za s > 0 ): 

If D s  uilL,(ro s 	[s] , 

u xi — ti(X2)IP 	1/p 
(in  fn 	x2r+sp  dXidX2) 

	
0 < S < 1, 1 < p < oo, 

lu(xi) 	— u(x2)I  sup ess 	 0 < s < 1, p = oo , 
xi,x2En 	Ix' — xds 

, 	s > 1. 

Prostorom Soboljeva Wpk(S2) nazivaeemo adherenciju prostora C°°(S1) u 
normi 

itirs ,psz ) 11/P  

uz odgovarajueu modifikaciju za slueaj p = oo [Adams, 1975]. 

Vazi sledeea 

LEMA 1.1. Ukolikoje s > ntada je 147(Q) y C(0) , gde y oznaeava relaciju 
utapanja funkcionalnih prostora (tada je za svako u : Ilulic < Cllullw;(n) ). 

Posebno izdvajamo slueaj p = 2 kada 1474(0) predstavlja Iiilbertov prostor. 
U tom slueaju demo koristiti jednostavnije oznake 

	

H'(0) =14q(C1) 	= 

1.2. Dvodimenzioni sluEaj. 

U slueaju dye prostorne promenljive postoji vise razheitih naeina definisanja 
funkcionalnih prostora tipa Soboljeva. Ovde demo dati jednu prilieno §iroku defini-
ciju koja de biti pogodna za dalji rad, a koja obuhvata, kao specijalne slueajeve, 
dobro poznate i u literaturi korigeene prostore. 

Prostori funkcija u ovom odeljku de biti definisani na pravougaoniku Q = 
f2 x I , gde je Q = (0, 1) , I = (0, 	. 

Definigimo prvo polunorme za nenegativne multiindekse (a, f3) sa uobieajenom 
modifikacijom u slueaju p = oo . Za a = [a], Q = [13] neka je: 

= 1141)2'131211L, 
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4 	 1. FUNKCIONALNI PROSTORI 

Za a =0, 0 <0 <1 : 

rr luka,)6),p 	( 	I 	u(x,t2)IP 
 dtldt2dx 

)1/p 

hit — 121 1+4  

Za 13=0,0<a<1: 

	

lu(xi, — u(x2,i)IP 	
1/p 

1 11 1(a,p),p = 	in  in 	'xi  _ x2114.0p 	dxidx2dt) 

Za 0 < a,fl <1 : 

l u l(00 ),P = 
lu(x i , t i) + 	2, t2) — 	— 21(x2, ii)IP 	

)1/p 
10  dxidX2dildi2 

lx1 X2I 1+" It1 — t21 1+14  

U ostalim slueajevima je a > 1 , ili /3 > 1 i tada definikmo: 

huh (a,p),; = 
(a-Eabfi-EPD,P 

DEFINICIJA 1.1. Konaean skup A multiindeksa (ai, f3i) zvaiemo regularnim 

ukoliko (0, 0) E A , i ako za svaki (a, /3) E A postoje ao > a i Po > takvi da 

(ao, 0) E A i (0, )30) E A. 

Slika 1.1. Primeri regularnih skupova multiindeksa. 

Slika 1.2. Primeri neregularnih skupova multiindeksa. 

DEFINICIJA 1.2. Za dati regularan skup multiindeksa A, funkcionalnim pros-

torom 1n,4  nazivaeemo adherenciju C`°(Q) u normi 

1/p 

11 126;1% 	E 	• 

(a,13)EA 
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1.2. DVODIMENZIONI SLIJOAJ 	 5 

NAPOMENA 1: Da bi navedeni izraz predstavljao normu, neophodno je da (0, 0) E 
A. Prostore WpA je moguee definisati i bez preostala dva uslova regularnosti 
skupa A (kao u [3] gde je dokazan niz rezultata u slueaju celobrojnih multi-
indeksa). Ta dva uslova nam, medutim, omoguCavaju da koristimo teoriju in-
terpolacije funkcionalnih prostora a istovremeno ne ogranilavaju primenu rezul-
tata pato postojeea teorija paraboliEkih parcijalnih jednaEina ne koristi prostore 
funkcija definisane pomoCu neregularnih skupova A. 

Kao specijalan sligaj prostora WpA  pomenimo izotropne prostore Soboljeva-
Slobodeckog Wp koji su upravo prostori WpA  sa A = {(0,0),(8,0),(0,$)} i ekvi-
valentnom normom. Za A = {(0, 0), (.51, 0), (0, .52)) dobijamo anizotropne prostore 
Soboljeva-Slobodeckog W; 1,32  . Na kraju pomenimo prostore W; 2 (/; Wis, 1 (0)) 
definisane kao prostore tragova pomoeu norme 

II itirwp (I;wp (1.2)) 	 (n)  di + 	rwp (1;wp (n))  

1100  —)111t  u ( t2, vv;i(n) 
dtidt2, 

Ill - t2114-i2P 

gde je 

I ti I pwp (rm,r; (n)) 0 < S2 < 1 , 

tilIW;1(1) dt, s2 = [s2] 

82 > 1. 

Vise o ovim prostorima se mote saznati u [13], gde je razvijena i teorija interpolacije 
za ove prostore. Poznato je da je C°° (Q) , posmatran kao prostor tragova (za 
fiksirane vrednosti t ) svuda gust u prostoru W; 2 (/; IV (0)) . Ako uzmemo A = 
{(0, 0), (8 1 , 0), (0, s2 ), (.9 1 , 8 2 )} neposrednom proverom zakljueujemo da su norme u 
prostorima 1/171 t i W; 2 (/; Wp(0)) jednake, pa su prema tome prostori izomorfni, 
zbog Zega eemo ih smatrati za iste. Pato Cern° ovakve prostore eaCe koristiti, 
ozntheemo ih kraee 

Za dati regularni skup multiindeksa A, neka II = II(A) ozna -Cava konveksni 
omotaI skupa A u R2  . Neka 8II oznaava onaj deo poligonalne granice II koji 
ne leii na koordinatnim osama a ukljuEuje dve graniEne take na osama. Na kraju, 

0 
neka je II = H \ OH i Aa = {(a;, Q,) E Anon) skup multiindeksa na granici 
OH 

Poznato je [51] da prostori Soboljeva-Slobodeckog ne 'tine zatvorenu klasu u 
odnosu na interpolaciju funkcionalnih prostora, osim u slueaju p = 2. Drugim 
re6ma, prostor dobijen interpolacijom dva prostora tipa Soboljeva-Slobodeckog ne 
mora biti istog tipa. Zbog toga se i neki rezultati koje Cern() izvesti razlikuju u 
sli'dajevima p= 2 i p 0 2 . 
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(01 1, 131) 

3, 03) 

,i32) 

Slika 1.3. Ilustracija uz dokaz leme. 

6 	 1. FUNKCIONALNI PROSTORI 

Kao i u slulaju jedne prostorne dimenzije, koristiCemo kraCe oznake u slueaju 

p = 2 : 
HA  = W 	Hc75  = 	Irv i°  = 147; 113 , 

1111 (ad3 )1Q = I ti l(a,P)1 2, Q • 

LEMA 1.2 Neka u E HA(Q), gde je A regularni skup multiindeksa. Ako 

(a, 	E II(A) , tada je 

lul (co) 	C(a, 0, A, Q) • liull H A (Q) . 

Takode vaii da su norme 11.11HA i II •IIHA' ekvivalentne ukolikoje A' skup mul-
tiindeksa koji odgovaraju temenima poligona II . 

DOKAZ: Neka (a, f3) E II(A) . Tada postoji taEka (a 3 ,03) E ail takva da je 

a3  > a , fl3  = Q . Poznato je iz teorije interpolacije funkcionalnih prostora [37] da 

je 

[Hsi (1 ;  xi ( -2)) , .1132(/ ; .1/r2(Q))1 0  = HO-031+032 (1 ;  H(1 —Ori.+97-2 (1)) 

1 	

5- C 	5_ C1(0) 	+ litig, ) 112  • 

Odavde moiemo zakljuZiti da je (za s 1  = s2 = 0 
skupa multiindeksa A : 

1111(«.,o) 	C2(ai, A) • (1 11 10,0) 

na analogan nacin , da je 

lul (0,00  < C3(/3s, A) (1111 0,0)  + 140,00 ), 

i ao  i 	iz definicije 

i = 1,2,3 

i= 1,2,3. 
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1.2. DVODIMENZIONT SLUaAJ 	 7 

Poslednje nejednakosti dokaziju neprekidno utapanje 

HA  c---+ 1-1f3 '(/; Hal(Q)) = Hryfii(0) 	i = 1, 2,3. 

Po§to je ,8 = fig  , a < a3  takode Ce biti [37] Ig3 (/; Ha3 (0)) 	1116 (i, H'(Q)) 
Zbog toga imamo 

HA 	H°(I; 1/"(0)) = HtSt 'f3 (2) 

gto dokazuje prvi deo leme. Iz njega neposredno sledi i drugi deo leme. ■ 

NAPOMENA 2: Lema 2 nam omogueava da normi u prostoru HA motemo dodati 
konaEan broj polunormi koje odgovaraju taekama zatvorenog skupa H , pri *emu je 
dobijena norma ekvivalentna polaznoj. Takode, opet do na ekvivalentnost normi, 
motemo iz norme u HA iskljueiti sve polunorme koje ne odgovaraju temenima 
poligona H . 

NAPOMENA 3: Lema 2 vatii samo za slueaj p = 2 . U slueaju p 0 2 prvi deo 
tvrdenja se mote dokazati samo ako (a,13) E H , dok je drugi deo taean samo ako 
su jedine take na A fl 011 temena poligona. 

Od ovog trenutka u razmatranju prostora HA podrazumevaeemo, ukoliko nije 
drugaeije naglageno, da skup A sadrii samo temena poligona II . Tada je A = 
{(0,0)} U Aa 

LEMA 1.3. Ukoliko (1/2,1/2) E II tada je HA  y C(Q) . 

0 

DOKAZ: Porto (1/2,1/2) E II , postoji a > 1/2 takvo da a, a) E II . Kao i u 
dokazu leme 2, biee HA c-4 Ha(/; Ha(S2)) . Medutim, Ha (I; Ha(f2)) c—> C(Q) za 

> 1/2 dime je lema dokazana. ■ 

NAPOMENA 4: U slueaju prostora Wp , ekvivalent leme 3 Ce vatiti ali uz uslov 
0 

(1/p, 1/p) E lI , p # oo . Zap = oo , uslov ee biti da H sadrii bar jednu unutranju 
taeku. Ako to nije ispunjeno, tada je samo 	L c„,, . 

LEMA 1.4. Neka je e = f2x  x fi t  i neka je linearnom transformaujom x = xo-Fhi , 
t = to  + ri domen e preslikan na odgovarajuei E = S2x  x fig  . Ukoliko je u(x, t) = 

, (x, t) E e , (i 3 O E E , tada je 

ii(X ' 1)1 (0 ,0),P,E = ha-1/P r'6-1/P  • lu(x, t)10, ,,50,p,e  

DOKAZ: Po§to je dokaz elementaran, ne navodimo ga. 

LEMA 1.5. Neka je a = (al,... , aN) proizvoljan vektor. Tada je 

< N max{0,1 /q--1/p} lialll, 	1<p,q<oo. 
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8 	 1. FUNKCIONALNI PROSTORI 

DOKAZ: Primetimo prvo da u lemi oeigledno vaii jednakost u slueaju p=q. Na 

osnovu toga je dokazan slueaj p=q= oo . U slifeaju p = co , q # oo je 

N 	N 

E lailq 5 (max 	= N • Hato  

i=1 	i=1 

odakle sledi tvrdenje leme u ovom slueaju. Za p oo , q= oo je 

hail = 	P 	E

N 	lip 

l 
( 

aiP 

za svako i , pa je i lialL < 114,  . Ostaje da se lema dokaie u slueaju 1 < p, q < 

oo. Funkcija f(x) = lxr je konveksna za r > 1 , pa je zato 

E lail
r  5_ (E la .I 1) 

t=i 

U slueaju p < q je zbog toga 

N 	N 	 N \  qlp 

E lair= EaairriP 5_ (i  lair) = Halt% 
i=1 

gto dokazuje lemu u slueaju p<q. Neka je p>q. Tada je uz pomoe ITOlderove 

nejednakosti 
N 	N 

E iail 9 = E inii q • 1 
i=1 	i=1 

N 	 N 	1—q/p 

(

E lar) q/P  • (E 
i=1 i=1 

= Nq (1/q-1/p) 

eime je dokaz leme zavrgen. ■ 

NAPOMENA 5: U prethodnoj lemi jednakost se dostiie iii za a = (1, 0, 	, 0) iii 

za a = (1, 1, ... , 1) tako da se navedena ocena ne moie pobolj§ati. 

LEMA 1.6. Neka je u(x) E W;(Q) , s > 0, = 	Tada je 

1/q 

lurs,p,n,) 	< N max{o,i/ q—i/p) 

i=1 

i=1 	i=1 
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(E ( j=1 i=1 
E 

(Ni (N. 	 )4211)1142 
< NTax{ 0 , 1 /91 -1 /p} E EIui (crfi),Ptg 

j= 1 i=1 

< Nxmax{0,1/41-110 • 

j=1 

(Nt 	 )1142 

1.2. DVODIMENZIONI SLI.JaAJ 	 9 

DOKAZ: U sluEaju da je s celobrojno, Tema je direktna posledica prethodne leme. 
U slulaju necelobrojnog s = m 	, 0 < b < 1, bide primenom prethodne leme 

E uq 

i=1 

)1/q Nmax{0,1/q- 

N max{0,1/ 9-1/p} 

< N max{0,1/ q-1/0 

(i 	IDmu(x)— Dmu(y)IP 
 dx dy

)1/P 
Ix — yll+P6  \1=1 

N  I pm u(x) Dm u(Y)IP  dx dy) 1/P  
\i=1 	All 	IX — yll+PO 

1 /P 
(j 'Dm  u(x) — Dm u(Y) I P  dx dy) = Ninax{13 ' llq-1/P}  • 	j 	IX — Y1 l+P6  n 

= Nmax{0 '1lq-1 /P}  • i u ls,p,f1 • 

NAPOMENA 6: Analogan rezultat vaii i u slulaju Besovskih polunormi. 

LEMA 1.7. Neka je Q = Sl x  x St e  , fir = Urrins,i nt = unnt j , Qi; = 
nz,i x Did Tada je, pod pretpostavkom konaenosti polunormi 

)421q1)1/q2 

< Nrx{0,1/q1-1/p} N max{0,1/q 2 -1/p} 	. 1 
l U l(a,$),P,Q • 

DOKAZ: 

(

Nf N. 

jE=1 (Ei=1 1U1  

41 

(a,13),p,(1.; 

)42 141 ) 1 1 42 

)1/p < Nrmax{0,1/q1-1/0 . Ntmax{(3 ' 1/q2-1 /P) 	E 
1=1. 

Nmax{0,1/0-1/0 Inka,p),p,Q < Nxmax{0,1/q1-1/0 

Ovim je zavrien dokaz leme. ■ 
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10 	 1. FUNKCIONALNI PROSTORI 

1.3. Funkcije diskretnog argumenta. 

Neka su date mrde cDh = (Xi1X0 = 0,XN =1,Xi -Xj-i= 11) i (;), = { ti Ito = 

O, tM = T, ti — = rj} . Za funkciju v definisanu na mrdi 10,h, = (ph X CDT 

uvedimo sledeee oznake 

= v(xi,ti), vi = vlx=r;  , 

	

v = (4+1  — )/h , 	= 	— 

vj  = vls=t; , 

x,s 	 14-1)/h 

	

vt,1 = (4 +1  4)/Ti+1 	v1;1 = ( 14 

vz1.3 = 	— 	vii+i )/h2  , i51 =  

U linearnom prostoru funkcija definisanih na mrdi wh moiemo definisati 
sledeCe skalarne proizvode 

	

N-1 	 N-1 
(U, V) = 	huivi , 	[u,v) = 	huivi , 

	

i=i 	 i=o 

	

(u, v] = Ehuivi , 	[u, = Ehuivi 

	

i=i 	 i=o 
koji generi§u odgovarajuCe norme 

	

IIVIIh = (v, 01/2 , 	l[vilh = [v, v) 1/2  

	

= (v, v] 1 / 2  , 	l[v]lh = [v, v] 1 / 2  

Operator 

	

vxx. , 	x = xi , 1 < i < N — 1 
Av = 

	

0, 	i = 0 , i = N 

je simetrk. an i pozitivno definitan operator na prostoru funkcija definisanih na cw h 

koje su jednake nuli za i = 1 i i = N (vidi [46]). Zato se mogu uvesti norme 

	

iiviin = (Av, 0 1 / 2  = 	 livii A_, = (A-1 v, v) 1 / 2  

U prostoru diskretnih funkcija definisanih na Q h r  i jednakih nuli za i = 0 i 
i = N mogu se uvesti sledeCe norme 

1/2 

	

II V IIhr = 	Pig) 
.i= 1  
M 	1/2 ) 

= 
j=1 

IIV110,117- 

II V II1,hr = I[Vr Ilhr 

= 
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1.5. 0 PRODUiENJU FUNKCIJA 	 11 

U radu demo Zest() koristiti i sledeee dobro poznate jednakosti za diskretne 
funkcije [46] 

(u, Vs ) = UNVN — nov1 — (us, v] 

(u, Vg) = 'VNVN—i — UoVo — [Ux  , 'V) , 

[Us  , = 1NVN-1 UOVO (u, Vi] 

(Usf , V) = Zig ,NVN — Us  ,oVo — [Us , Vs ) . 

1.4. Operatori izgladivanja. 

Za funkciju dve promenljive f(x, t) mogu se definisati operatori izgladivanja 
(usrednjavanja) Steklova 

1 

	

f = 	f(x hs,t)ds ,
J  0 

1 

	

Tt  f = 	 f (x ,t Ts) ds , 
0  

Tg  f = f f(x hs,t) ds , 
1 

71-f = 	f ,t Ts) ds , 
-1 

711 f = Tg (Tx  f) = f
1
(1- Is!) f(x+hs,t) ds . 

Za ove operatore je poznato da poveCavaju glatkost funkcije po promenljivoj po 
kojoj se izgladuje. Nije tegko pokazati da ako f E HA (Q) , gde je A = {(ai, fli)} 
regularan skup multiindeksa, tada f E HA l(Qi) gde je Al  = + 1, A)} U 
{(0, maxi )3i)} i Qi C Q je podoblast sastavijena od taeaka eije je rastojanje (u 
pravcu x -ose) do granite oblasti Q ne manje od h . 

Navedeni operatori imaju sledeee svojstvo. Ako je u neprekidna funkcija, tada 

(.92 u  
T2 	= tirg 

Ti 

 (

au —
at

) = Uf . 

pri Eemu se navedeni parcijalni izvodi uzumaju u generalizovanom smislu. 

1.5. 0 produienju funkcija. 

Tehnika izvodenja ocena brzine konvergencije diferencijskih shema ponekad 
zahteva da se definik produienje reknja u(x, t) preko boZnih granica x = 0 i 
x = 1 . To produienje ne bi trebalo da ima manju glatkost od reknja da bi se 
dobile optimalne ocene. 
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12 	 1. FUNKCIONALNI PROSTORI 

Razmotridemo prvo slucaj funkcija jedne promenljive. Neka u E H 3 (0,1) . 

Definigimo produienje u* funkcije u sa (0, 1) na (-1,1) na sledeCi naein 

(Hestenes-ovo produienje, vidi [421) 

Ii(X), 	 x > 0 

u* (x) = 	
k+1 	

X 
E Aiu(- 7 )

, 
x < 0 

i=1 

gde su konstante 	re§enja sistema jednaeina 

(-1)i Al 	(-DiA2 +...  + 	)j Ak-F1 = 1 	= 0 , 1, . . . , k . 

Za prvih nekoliko k to konstante su 

k= 0: 	A 1  = 1 
k=1: A1=-3 A2=4 
k = 2 : A1 = 6 A2 = -32 A3 = 27 

k = 3 : Al = -10 A2 = 160 A3 = -405 A4 = 256 

Neka je k > r . Tada ova produienja Euvaju polinome stepena < k i vaii 

C 

le Li ,( - 1,1) 5_ C(r) ) 	,(o ,i) 	0 < 	< r. 

Za neparno produienje preko granice (koje se dobija za k = 0 ) koje demo 

povremeno koristiti vaii sledeea 

LEMA 1.8. Neka u E Hs (0, 1) , s > 0 . Za neparno produienje u* funkcije tt 

preko granice x = 0 vaii 

C(s)Ilull if , (0 , 1) 

 ukoliko je ispunjen jedan od slede6h uslova: 

(i) 0 < s < 1/2 , 

(ii) 1/2 < s < 5/2, s # 3/2 i u(0) = 0 , 

(iii) 5/2 < s < 9/2 , s 0 7/2 i u(0) = u"(0) = 0 . 

DOKAZ: Funkcija u(x) i njeni izvodi su ili parne iii neparne funkcije. Ako je 
proizvoljna funkcija v(x) bilo parna iii neparna tada je 

= 2llulIi2(O,l) 	
(1.1) 
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1.5. 0 PRODU2ENJU FUNKCIJA 	 13 

Iz definicije polunormi sa paetka ove glave se u sluEaju da je v(x) parna funkcija 
dobija 

Iv1H2  .(-1,1) < 4  IvIH2  .(0,2) 	0 < s < 1. 	 (1.2) 

Ukoliko je, pak, v(x) neparna funkcija tada je 

2 
IVIll•(-1,1) = 2 1v1H•(0,2) + 2  

f1 fl[o(xi)-1-v(x 2 A2  
dz i dx 2 . .10 	iri+x2 F+2,  

Ukoliko iskoristimo nejednakost 

1 f 1  [g(xi) 
 - 

 g (x2 )12 	 1 
.10  x -2' 92 	 1  (x) dx < C(s) (1 

Jo izi— x211+28 
dx 1  dx 2 	g2  (x) dx 

o  

koja va2i za 0 < s < 1/2, a uz dodatni uslov g(0) = 0 vaii i za 1/2 < s < 1 , tada 
dobijamo da je pod istim pretpostavkama 

IV I H.( -1,1) 
 

C(S) 01111 6 (0,1) • (1.3) 

Tvrdenje leme je direktna posledica (1.1), (1.2) i (1.3). ■ 

U sluEaju funkcije dye promenljive pretpostavimo da je 22(x, E HA(Q) gde 
je Q = (0, 1) x (0, 1) i A = {(ai,A)) regularan skup multiindeksa. Na Q2 = 
(-1, 1) x (0, 1) definigmo produienje kao u jednodimenzionom slaaju 

1 11 *  (X t) = 	k+1  E Aiu(--.-,t), x < 0 

gde je k izabrano tako da je k > max{ a i  I (as, f3) E A} . Za ovako definisano 
prodaenje vazi 

11U*11H A (QI) < C 

iu* i(a,p),,q, :5 C(0, 13)iuk.,#),(4 	(a,13) E A. 

Za neparno produienje funkcije u(x, t) preko granice x = 0 lako se izvodi na 
analogan naEin kao prethodna lema 

LEMA 1.9. Neka u(x, t) E HA (Q), A = {(ai, A)} • Tada je za neparno 
produlenje u* funkcije u preko granice x = 0 i A, = {(minfs, ad, fli)) 

Hull/At(Q 1 ) 5- C(s) iluilHA.(Q) 

ukoliko je ispunjen jedan od slede6h uslova: 

(i) 0 < s < 1/2 , 

(ii) 1/2 < s < 5/2, s 0 3/2, ai 0 1/2,3/2 i u(0, t) = 0 , 

(iii) 5/2 < s < 9/2, s 0 7/2 , ai 0 1/2,3/2,5/2,7/2 i u(0,0 = 0(0,t)= 0 . 

u (x, , 	x > 0 

i=1 
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14 	
1. FUNKCIONALNI PROSTORI 
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Glava 2. Postavka problema 
i diskretizacija 

U radu demo posmatrati paraboliEki graniEni zadatak sa granknim uslovima 
prve vrste 

au a2 u 
791 — ax2 f  ' t)  

(x, t) E Q = (0,1) x (0, T) , 

u(0, t) = a(t) , 

u(1, t) = /3(t) , 

u(x, 0) = u° (x) . 

(2.1) 

PretpostaviCemo, takode, da generalisano rdenje ovog zadatka (u smislu dis-
tribucija, vidi [25]) u E HA  (Q) , gde je A neki regularni skup multiindeksa raz-
matran u prethodnoj glavi. Takode demo, kao specijalne sluEajeve, regenje u pos-
matrati u prostorima H°(Q) i I/3,42(Q) Ovaj poslednji prostor je uobiEajen 
prostor u kojem se posmatra regenje problema ukoliko nemamo dodatnih informa-
cija o glatkosti funkcije f (x ,t) [37]. Pato funkcije f(x,t) , a(t) , )3(0 i u°(x) 
posmatramo kao generalisane funkcije (distribucije) ukoliko nisu neprekidne, jasno 
je da i rdenje problema u ne mora biti neprekidna funkcija. 

Za rdavanje granknog zadatka (2.1) koristieemo diferencijsku shemu 

vr = crvzi. + (1 — a) iix2 + 	, 0.5<a < 1 , 
trio 	ai , 

= bi  , 
v i  = . 

U navedenoj shemi demo uzeti c = Tx2 Tif(xi, ti) , zatim ai = a(t j) , b1 = ,3(t5) , 
= 0(xi) u slueaju da je rdenje graniEnog zadatka u neprekidno, a u slulaju 

prekidnog rdenja ai = Tfor(ti) , b1 = TOM , ct = T2 0(xi). 

Standardnom metodologijom baziranom na razvoju rdenja u Tejlorov red do-
bija se (vidi [46]) da je 

II U  - V 11117 = °0 2  + ; 8 > 0.5 , u E C2 , 
Ilu vlihr  = 0(h 2  + r2 ) 	s = 0.5 , u E 

U narednim glavama bide dokazana konvergencija ove sheme pod znatno slabi-
jim pretpostavkama o glatkosti rdenja u . Pored toga iz apriornih ocena i ocena 
brzine konvergencije bide vidljiva i Einjenica da je implicitna shema ( o = 1) sta-
bilnija od ostalih shema sa tdinama a < 1 . 

15 
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16 	
2. POSTAVKA PROBLEMA I DISKRETIZACIJA 
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Glava 3. Bramble-Hilbertova lema 
i njena uop§tenja 

Rezultati ove glave imaju presudnu ulogu pri dokazivanju ocena brzina kon-
vergencije diferencijskih shema. 

Bramble-Hilbertova lema glasi: 

LEMA 3.1 (BRAMBLE-HILBERT,[4]). Neka je F(u) linearan funkcional na pros-
toru W k (D) ( 1 < p < oo , k ED, D je ogranieen domen u RN diametra p ), 
koji zadovoljava 

(1) IF(u)I < C 	za sve u E Wpk (D) sa konstantom C nezavisnom 
od p i u,i 

(2) F(u) = 0 za sve p E Pk-1 • 

Tada je 

IF(u)I 5 C pk  lul in(D)  

za sve u E Wpk (D) sa konstantom C nezavisnom od p i u . 

Ova lema, kao gto se vidi, odnosi se samo na izotropne prostore celobrojnog 
reda glatkosti, i linearne funkcionale. MoguCa su uop§tenja ove leme u vise pravaca. 
Uop§tenje leme za prostore WP (D) necelobrojnog reda glatkosti omogueava izvo-
denje boljih ocena za zadatke sa nedovoljno glatkim reknjima. Za razliku od 
eliptiekih graniEnih zadataka, gde je prirodno reknja izueavati u izotropnim pros-
torima, kod paraboliEkih zadataka prirodnije je koristiti anizotropne prostore. 

Uopgtenje Bramble-Hilbertove leme za slueaj izotropnih necelobrojnih prostora 
Soboljeva dato je u [10]. U istom radu razvijena je tehnika koja uop§tava Bramble-
Hilbertovu lemu na sluEaj prostora tipa W1,1  sa celobrojnim multiindeksima.- 

Naredno uopgtenje je Tartarova lema (vidi [7]) koja glasi: 

LEMA 3.2 (TARTAR). Neka je V Banahov prostor a VI. , V2 i W tri normirana 
vektorska prostora. Neka su A i  E £(V; V) , i = 1, 2, dva zadana linearna preslika-
vanja, pri eemu je preslikavanje Al kompaktno. Pretpostavimo da postoji takva 
konstanta Co da je 

HR. 5_ Co 	+ iiA2vilv2 ) 	Vv E V. 

Na kraju, neka je L E £(V; W) takvo linearno preslikavanje da 

v E ker A2 Lv = 0 . 

Tada: 

(1) P = ker A2 je konaenodimenzioni linearni prostor. 
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18 	 3. BRAMBLE-HILBERTOVA LEMA I NJENA UOP§TENJA 

(2) Postoji takva konstanta C1 da je 

inf Ilv — Pile 	Cl ilA2vIlv2  
pEP 

(3) Postoji takva konstanta C da je 

IlLvil w  < C 11A 2 vIi v, 

Dva uopgtenja ove leme omoguCiee primenu na anizotropne prostore i prostore 

tipa Wp . 

LEMA 3.3. Neka je V Banahov prostor a V1  i W dvanormirana vektorska pros- 

tora. Neka je A E £(V; V 1 ) , kompaktan linearan operator, a S2 : 1 71-41 nepreki- 

dan sublinearan funkcional (takav da je S2 (au + by) < IaiS2(u) IbIS2(v), a, b E 

u, v E V ). Pretpostavimao da postoji konstanta C o  takva da je 

IIvIIv 5 Co (11AvIlvi  + S2 (v)) 	Vv E V. 

Na kraju, neka je L E £(V; W) takvo linearno preslikavanje da 

v E ker S2 	Lv = 0 . 

Tada: 

(1) P = ker S2 je konaenodimenzioni linearni prostor. 

(2) Postoji takva konstanta C1 da je 

	

PEP inf Ilv — Pilv < C1 S2 (v) 	Vv E V 

(3) Postoji takva konstanta C da je 

	

IlLyll w  < C S2 (v) 	Vy E V . 

LEMA 3.4. Neka je V Banahov prostor a Vi  normiran vektorski prostor. Neka 
je A E £(V; V1) , kompaktan linearan operator, a S1 : V '--> Il8 i S 2  : V 	R 

dva neprekidna sublinearna funkcionala (takva da je Si(au + by) < lalSi(u) 

IbiSi(v), i = 1, 2 , a, b E R , u, v E V ). Pretpostavimo da postoji konstanta 

Co takva da je 

IlvIlv 	Co 	+ S2(v)) 
	

Vv E V . 

i neka 
v E ker S2 SIN = 0 . 

Tada: 

(1) P = ker 52 je konaenodimenzioni linearni prostor. 

(2) Postoji takva konstanta C1 da je 

pEP 
inf Ilv — PHI/ < 	S2(v) 	Vv E V. 

(3) Postoji takva konstanta C da je 

	

51(v) C S 2 (v) 	Vv E V . 

Vv E V . 

Vv E V . 
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3. BRAMBLE-HILBERTOVA LEMA I NJENA UOP§TENJA 	 19 

DOKAZ LEME 3 I LEME 4: Po§to je lema 3 specijalni slue'aj leme 4, dokaz Cemo 
izvesti za ovu poslednju. 

Dokaiimo prvo neka svojstva sublinearnih funkcionala. Zamenom a = b = 0 

S(au by) < jaiS(u) + 1615(v) 

dobijamo S(0) < 0 (gde 0 oznaEava nulti element prostora V ). Zamenom 
u =v=6, a=b=1 u istu relaciju dobijamo S(0+ 15) < S(6) -F S(6) odakle je 
neposredno 5(6) > 0 . UporedujuCi sa prethodnim rezultatom, dobijamo 

= 0 . 

StavljajuCi b = 0 , a = —1 dobijamo S(—u) < S(u) , Vu E V . SmenjujuCi u 
ovoj nejednakosti u sa —u dobijamo suprotnu nejednakost, pa mora biti 

S(—u) = S(u). 

Dalje, za proizvoljne u, v E V je 

S(u) = S(u — v v) .< S( u — v) S(v) 
S (u ) — S(v ) < S (u — v) 

S(v) — S(u) < S(v — u) = S(u — v) 

pa je 
IS(u) — S(v)I < S(u — v). 	 (3.1) 

Neposredne posledice ove relacije su da je (za v = 0 ) 

S(u) > 0 	Vu E V 	 (3.2) 

S(u) = 0 = S(au) = 0 
	

Va E R , Vu E V. 	 (3.3) 

Predimo sada na dokaz tvrdenja leme 4. 

(1) Skup ker 52 je na osnovu (3.2) i (3.3) linearan vektorski prostor. Osim 
toga, taj prostor je zatvoren zbog neprekidnosti operatora S2. Zbog toga je P 
potprostor Banahovog prostora V , pa je i sam Banahov prostor. UoEimo preslika-
vanje 

A : P A (P) 	A(v) = A(v). 

Za v E P vaiiCe 

IlvIlv 5_ Co IlAvIlvi  
§to znaei da je operator -A-1  : A(P) 	P ogranieen. Operator I : P 	P , 
I = A-1  • A , I(v) = v je predstavljen kao kompozicija neprekidnog i kompaktnog 
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20 	 3. BRAMBLE-HILBERTOVA LEMA I NJENA UOPSTENJA 

operatora pa je zato i sam kompaktan. Medutim, identieki operator je kompaktan 

ako i samo ako je prostor P konaknodimenzioni. 

	

(2) Neka je {pi} i=i  baza prostora P , i neka je 	baza dualnog prostora 

P* : 
.0(A)= 

Prema Hahn-Banach-ovoj teoremi postojaee progrenja 	, j = 1, , N , defin- 

isana na V koja ce biti linearne neprekidne (ograddene) forme. Ako je p E P 

tada 
L(p) = 0 	= 1,... ,N 

zbog (p) = f (p) mote vaiiti ako i samo ako je p = 0 . 

Pokaiimo da postoji konstanta C1 takva da je 

N 

	

Oily 5_ C1(S2(v)+ E vim') 	yv E V. 
j =1 

Kada takva konstanta ne bi postojala, postojao bi niz Iviri=1  takav da je 

Ilvilly = 1  

j =1 

Po§to je {vi} ogranieen niz, a A je kompaktan operator, postoji podniz, oznakimo 

ga opet sa {vi} , takav da je {Avi} fundamentalan niz. Iz (3.4) neposredno 

zakljueujemo da mora biti (zbog nenegativnosti S2 ) 

lim S2  ( vi) = 0 , 
i-00 

pa je zbog 

Ilvm -  Il v  <Co ( Vv. - 	+ S2 (v. - v.)) 
< Co ( IIAvm —AvnIIv1 S2(vm) S2(vn)) 

i {vi} fundamentalan niz. Po§to je V Banahov prostor postoji 

lim vi = vo . 

Zbog neprekidnosti funkcionala S2 je 

S2(vo) = Ern S2 (vi) = 0 , 
i-00 

N 

i
lirn S2 (vi) Eifi (voi) = 0. 	 (3.4) 
—oo 
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3. BRAMBLE-HILBERTOVA LEMA I NJENA UOP§TENJA 	 21 

pa je zbog toga vo E P . 

Iz (3.4) je takode 

lim j(vi) = 0 	j = 1, . , N , 

a to je moguee samo kada je v o  = 0 jer vo E P . Ovo je kontradikcija jer, prema 
pretpostavci mora biti 

IIvolly= iurnIlvillv = 1 . 

Pronadimo po E P takvo da je (v — po) = 0 , j = 1, . , N : 

fi (v) = f, (Po) = (Po) 

Po = 	1;(v) • Pi 

gde je {pi} ranije uvedena baza prostora P . Za takvo po bide 

inf Ilv - Plly < Ilv - Polly 5_ CI. • S2(V) 
pEP 

dime je zavrkn dokaz tvrdenja (2). 

(3) Zbog neprekidnosti funkcionala S1 bide 

Si(v) < C2 IlVilv 	Vv E V. 

Dalje je, za p E P 

(v) = (v) - 0 
= Si (v) — Si(P) 
< Si  (v — p) 
< C2•IIv— PIIv  

na kraju 

Si(V) _< C2 
pEP
inf  Ilv - pli v 	C2 • S2(V) = C • S2(V) 

dime je kompletiran dokaz leme 3 i leme 4. ■ 

NAPOMENA: Lema 4 je op§tija od prethodnih lema koje se mogu dokazati kao 
specijalni slueajevi leme 4. Medutim, iako lema dokazuje egzistenciju konstante 
C koja ne zavisi od funkcije v , sam dokaz nije konstruktivan, tj. ne omogueava 
nam da procenimo velilinu konstante C . U 'elanku [10] dat je konstruktivan dokaz 
Bramble-Hilbertove leme za izotropne prostore Soboljeva-Slobodeckog proizvoljnog 
pozitivnog realnog reda glatkosti. Takode se na osnovu rezultata iz tog rada mo'ie 
proceniti konstanta C u slueaju prostora tipa Wp gde A saddi iskljueivo celo-
brojne multiindekse. 

Kao neposrednu posledicu dokazane leme pomenueemo najpre uop§tenje Bram-
ble-Hilbertove leme u slueaju necelobrojnog reda glatkosti. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



22 	3. BRAMBLE-HILBERTOVA LEMA I NJENA UOP§TENJA 

LEMA 3.5. Neka je rl = n(u) ogranieen linearan funkcional na W; (D) , 1 < 

p < co, s > 0 . Neka je s= m+a, m E Z, a E (0, 1] . Akoje n(u) = 0 za sve 

u = x i  = 	X i22  • • • X i: , ij 	0 	+ • • • + in < m , tada je 

In(u)1 	C lulW;(D) • 

SledeCu lemu demo Eesto koristiti u dokazima. I dokaz to leme je neposredna 

posledica leme 4. 

LEMA 3.6. Neka je r1 = q(u) ogranieen linearan funkcional na Wp , takav da je 

n(u) = 0 za sve u = xiti , gde su i, j takvi da (i, j) E fl . Tada je 

	

C • E 	• 
(016/30EA0 

NAPOMENA: Iako se termin Bramble-Hilbertova Tema, striktno gledano, odnosi na 
lemu 1, isti naziv koristiCemo i za leme 5 i 6 po§to su one njena direktna uopStenja. 

LEMA 3.7. Neka je rl = 71(u) ogranieen linearan (lli neprekidan sublinearan) 

funkcional na W A (Q) i neka (a, 13) E A . Pretpostavimo: 

(1) ill(u)I P 	C • ( 	I(a,0),p +12LI P( 0, ,#) ,p  +11111: ) 	gde lur,,, oznaeava (moguee 

i praznu) sumu polunormi 	takvih da je A > [3 i (ai, Pi) E A ,
p  

(2) Akoje )3=m -1- 15, mEZ, bE(0, 1] tada n(tt) = 0 vaii za sve u = xiti , 

j =0,1,...,m , iENo • 

Tada je 	

In(u)IP 	( 	+ 	) • 

DOKAZ: Ovu lemu demo dokazati u Eetiri koraka. 

KORAK 1: Ako je n (u) = 0 za sve u = 	, j = 1, 2, ... , m , i E 	, tada je 

ii(u) = 0 za sve u E P = {wo (x) + t coi(x)+ • • • + trn Sam (x) : wi(x) E C°°[0,1]) 

kao posledica neprekidnosti rl i gustine skupa polinoma u C° 3 [0, 1] . 

KORAK 2: Za v(t) E C"[0, 1] uz pomoC Bramble-Hilbertove leme lako je pokazati 

da je 

I v( t ) — v( 0) + t v' (0) + • • + —v(711) (0)) 5 CAT, m, 13, p) • IVI If3,p,(0,T) • 
772! 

KORAK 3: Neka je a = n+e , n E Z i pretpostavimo daje 0 < c < 1 . SlOaj e = 

1 povlaEi jo§ jednostavniji dokaz. Naka je u(x, t) E C'(0) , Q = (0,1) x (0, T) . 
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3. BRAMBLE-HILBERTOVA LEMA I NJENA UOP§TENJA 	23 

Definigimo 

w(x, t) : = u(x, 0) t • D° ' 1 u(x, 0) + • • • + Lmmt D"u(x, 0) 

= Soo(x)+ t • (pi(x)+ • • • + w-tmo 9m (x) EP,  

ul(x,t) 

(x, t) : = Dn i °w(x, t) E P, 
v(t; xi, x2) : = u(xi,t)— v(x2,t) E C10,71 za fiksirane xi, x2 

vi (t; x1 ,  x2) : = Dni°u(xl , t) — Dni° u(x2 , t) . 
BiCe 

inf 
 pEP 
ju — plP„ < — W (a,0),p — 	I(a,0),p 

=1,1,1,v1(t;x1,x2)_( w1(x1 ,  t) — wi(x2,t))IP  

	

Ix '  — x211+EP 	
dxidz2dt 

Za fiksirane x i  , x2  je 

tm 
 vi  (0, xi, x2) + • • • + —u i
(m)  

m! 	(0, xi, x2) = 	wi(x2 ,t) 

pa, primenjujuCi korak 2 imamo 

CE • I Vi (t; Xl, X2) 173,(0,T)  inf lu — /4«,o),p 5- I 	il+cp 	ClXidX2dt pEP 	 LL 	 X21 

= GI • T • I ti I(a Ap 

KORAK 4: Pagto je lu — pl(c, ,np  = lui(a,#),p  i lu — pi
. 

= lul. za  p E P , prema 
koraku 3 ee biti 

1 7/(u)I P  = inf 1 7/(n) — 70)1P  pEP 

inf 1 7/(n — P)IP  

< C • inf 
pEP C ju — PI(a,o),p + lu 	 PI: ) 

= C • 
pEP
inf ju — p1('° , 0) ,p  + C. (luIP(a ,p),p  + Jul: ) 

c1 * ( 1 11 1 1)(a ,#),p 	HP* ) • 

Zbog Einjenice da je skup C°°(Q) svuda gust u prostoru WpA  ovim je dokaz leme 
zavr§en. ■ 

NAPOMENA : 0Eigledno je da lema 7 vaii i u sluEaju zamene uloga promenljivih x 
i t (i zamene (a, 0) sa (0,#) ). Taj rezultat Cern° ubuduCe koristiti ali ga neCemo 
navoditi kao posebnu lemu vee Cern° se i u torn slulaju pozivati na lemu 7. 

= Dno)u(x,i ) E c°3 (?2), 
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T 
1 f a 

N 
0 

2 

dt = 
L 2 (ro 

d-finf dx dt , 
L2(Q) 0  0   

au 
ax 

a2 u  

ax2  

2 	T 1 

+ 1 

L2(Q) 	2 

au(., T)  
ax 

au(., 0) 
ax 

a2 u  

ax 2  

2 2 

L2(n ) 

2 

1L
1  

2(1— e) 
I 

2(Q) 

1 
L2(1.)

+ 
441— e) 

I f111 2(e) • 
a2 u 
ax 2  

2 

Glava 4. Apriorne ocene za prvi 
grankni zadatak 

4.1. Apriorne ocene za parcijalnu jednaeinu. 

U ovom odeljku demo dokazati apriorne ocene za paraboliai graniEni zadatak 

au a2u 
f 

at —ax2 	
(x,t), 

 
u(0,t) = u(1,1) = 0, 
u(x, 0) = uo (x). 

OznaEimo S2 = (0,1), I= (0, T) 	 Ako parcijalnu jednaZinu 

ax2 

2 
pomnoilmo sa 	, zatim mtegralimo po Q = (0, 1) x (0, T) , primenimo parci- 
jalnu integraciju i nejednakost labl < ea 2  b 2/4e , bide: 

 Ti 	Ti 	Ti 2 at/ 02 21  
I 	ax at = ff(—ax2 at ax 	 492U ) dxdt-1- 	--a2u  fdxdt, 

ax2  
0 0 	 0 0 	 0 0 

(4.1) 

a2 u  

0X 2  

< e 

2 	T 1 =  f 2 7
a;
---49:12  f dx dt 

L 2(n) 	0  0  ij  

1 L2(Q) IllIlL2(Q) 

021  22(Q) 	
11,112 

2(Q) 

	

IiL 	' ax L 

Za e = 1/2 bide 
2 

L2(1
) + I f II L2  2(Q) 
	 (4.2) 

NAPOMENA : Ova ocena je izvedena pod pretpostavkom neprekidnosti, odnosno 
dovoljne glatkosti reAenja u(x, 1) . Isto vazi i za naredne ocene. 

a2u  Iax2  

2 

L2(Q) 

  

Otto 
ax 

 

  

25 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



< 
OU1 

ax 
2  1 

• IlL2(Q) 
L2(Q) 

11 2 1 n  
11 110 11L 2 (c1) + 46(1 III-2(Q) 	• 

au 2 	
1 

ax L2(Q) 	2(1 — e) 

26 	 4. APRIORNE OCENE ZA PRVI GRANICNI ZADATAK 

Za parabolkki grankni zadatak 

au o2 u of 
ax2 

u(o,t)=.10,0= 0, 
u(x,o) = u o (x) 

(4.3) 

apriornu ocenu moiemo dobiti mnoienjem jednaeine sa u i nastavljajuei kao ranije: 

T 1 	T 1 2 0

x2 

	Ti 
au f f
at udxdt= 	—udxdt+ 	--a--; udxdt, a

u  
JJ 
o o 	o o 	 o o 

2 	T 1 T 
1 I a 

N ilu(.,t)111 2(,,) dt = — 

0  

— r fLi dxdt 
ax L2(Q) 	0  0  

au 
ax 

TT 
/

1 
2 	 al/ 

+ I  OM') T)11 2L 2 (n) — HU(*) °)111 2 (n)) 
2 	

=—Iffy; dx dt 
L2(Q) 	 0 0 

•11111L2(Q) 

au 

OX 

L2(Q) 

Za e = 1/2 bke 

.11u01112(c)+ 11i11L2(Q) • 

Na kraju, posmatrajmo grankni zadatak 

au a2u 021 
=  + at 	ax2 	ax2i 

u(0,t)=u(1,t)= 0, 

u(x, 0) = u o (x) 

4911 
2 

ax L 2 ( Q) 

(4.4) 

(4.5) 

Za potrebe izvodenja odgovarajuCe apriorne ocene dokaiimo prvo sledeCu lemu. 
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27 

LEMA 4.1. Neka je u(x) E L1(0,1). Neka je v(x) takva funkcija da je v "(x) = 
u(x) , i v(0) = v(1) = 0 . Tada je: 

rx 	 1 
(i) v(x) = —(1 — x) J u(0 4 — x f(1 — u(0 4 

(ii) (x) = 10  uV) 4— 1 (1—  e) u(0 4 

1 
(iii) v'(0) = — J (1 — 4.) uV) 4 	v'(1) = J uV) 4 

(iv) iivi (x)iiL.(n) < C,  • iitiiiLp(n) 	ukoliko desna norma postoji, 

gde je Cp  = 1 za p = 1 , Cp  = 1/2 za p = oo , Cp  = (4A-) 	za 1 < p < oo . 

DOKAZ: Tvrdenja 	i (ii) se dokazuju neposrednom proverom, a (iii) i (iv) 
slede neposredno iz (ii) . ■ 

Predimo sada na izvodenje apriorne ocene. Neka je v(x, t) takva funkcija 
a2 

da je —
Ox2

u 
 = u , v(0, t) = v(1, t) = 0 , Zija je egzistencija obezbedena lemom 1. 

Pomnoiimo jednaEinu (4.5) funkcijom v i postupimo kao ranije: 

I  Ti1 	 T
r 
 	 T 1 

031) 02u 	 02f 
	vdxdt= 	—vdxdt+1 — 
a2xat 	

axe 
	 ax2 

vdrdt. 
0 0 	 0 0 	 0 0 

Ako oznaEimo 1(0,0 = cto (t) , f(1,t) = a1 (t) , posle dvostruke parcijalne inte-
gracije poslednjeg Elana biCe 

T 
1 	a 

J at 
0 

 

2 	 T 1 

L2(11) 
dt = 	+ lif axe dt — 

o o 

- I (cr i (t)k9v  (1, t) — a o (t)-0;av  (0, t)) dt , 
0 

av 
ax 

 

  

2 

L 2 (11) 

 

2 

L2(11) 
iluil12(Q) ax—av (,T) av 

ax (, 0) 

   

T 	 T 1 

= 
 f(

ai (t)k'
v 0,0 — ao (t)—

av
(0, t)) dt — 	fu dx dt , 

o 	
ax 

o o 
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28 	4. APRIORNE OCENE ZA PRVI GRANIaNI ZADATAK 

;;('' 01:2(n)  5-  

T 

(1a1(01-1411U(.)t)IlL2(f1)+ la0(01011U(.7011L2(n) at + 
J 
 0 

+ lifIlL,(Q)11u11L2(Q) 5_ 

< 1 (1 1 a011L
2 

T) + L2(0,T)..u1.., ( Q ) +11111L2(Q)IluilL2(Q) • 
VJ 

OznaEimo sa vo(x) takvu funkciju da je vo = no , vo(0) = vo(1) = 0 . Regimo 

sada prvo jednostavniji slueaj kada je 0 , 0 (0 E al(t) E 0 . Tada je, koristeCi isti 

naein izvodenja kao ranije 

1  
IIUIIL2(Q) 5-  2(1 1- -e) 11 °19v:11:2(n)  + 441 — e) Ilf 111 2(Q) 

za E = 1/2 : 

2  II u111 2 (Q) 	ax 11L2 	
+ 11111 2L2(Q) 

(5-2) 

sl&aju kada funkcija f(x,t) nije jednaka nuli na granicama imaCemo: 

11 2/, 2 (n) 

117.11112(Q) 	" 8ov: 
2E1 IluilL(Q) 

+ 12E1 Oia0111 2 (o,T) 	Hale 	 4E2  11J iiL 2 (q) 
r , I 2 

., 2( 0 ,T)) + E2  11 11 1112(Q) + 

	

1 	avo 2  
+ 4e (1 — 2E1 — E2)  

1  
HUH 	

11 
2L2(Q) 	2(1 — 2E1 — E2) ax II L2(n) 	2  

1 
H a lH 2L2(0,T)) • 	 62)  (Ha OH 2L 2 (0,T) 

12E1(1 — 2ei 

Za El = 1/6 , E2 = 1/2 biee: 

n 	2 

HUH/2(Q) 	3 (II 
	11 L2(11)  -I-  11f 111 2(Q) + 11a0111 2 (0,T)+ Ila1llL(0,T) • 
 ax 

f(0,t) = f(1,t)I=2 0. 	(4.6) 

(4.7) 
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4.2. Apriorne ocene za diferencijsku shemu, a = 1. 

Razmotrimo prvo diferencijsku shemu 

UT = Us2 O , 

U(0 ,i) = U(1 , t) = 0, 	 (4.8) 
U(X , 	= (X) . 

Za izvodenje ocena koristiCemo sledeee poznate rezultate [46]: 

(list, v) = Ug ,NVN — U r , oVo — [Ux,vx) 

[us , v) = UNVN — UciVo — EU, vs ) . 

Takode demo koristiti nejednakost 

	

, 	1 (a — b) • a > ia2  — 2b 2 , 	C2 > 0, C2(1 — el) > 

koja, za el = €2 = 1/2 glasi 

(a — b) • a > -12L(a 2  — b 2) . 

Koristeei ovu nejednakost, za proizvoljne vektore u i v vaii 

(u — v, 	[(u, 	— (v, v)] . 

Pomnoiimo jednaeinu (4.8) sa hriuxx  i sumirajmo po unutresnjosti mreie: 

M 	
2 

Ecur, ti.2) = 	+ E 7-J(90, u„) , 
j =1 	 j = 1 

M 	 M 

_ 	uz ) = iiurgiih 	E Tj(9)Uxt) 
j=1 	 j=1 

= _ Dux  — us, ux) — E ri (9, uzffl ) 
Af 

j=1 	 j=1 

M  
< --

2 
E( 	, tix) — [fix, fix)) 
j=1 

2 	 1 	1 .2 1 	, ti , - c ilux211.hr 	 r  ih  i[ux x) < 

Uzimajuei e = 1/2 dokazali smo sledeeu lemu. 

2 
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	 4. APRIORNE OCENE ZA PRVI GRANICNI ZADATAK 

LEMA 4.2. Za rdenje diferencijske sheme (4.8) vali apriorna ocena 

ilurtg, 5_ 1[0,1 1 2h + bog, 

Razmotrimo sada diferencijsku shemu 

ut = Urf iort 

u(0, t) = u(1,t)= 0 , 

u(x , 0) = u°  (x) . 

Mnoienjem jednaEine (4.9) sa hriu i sumiranjem dobijamo 

	

M 	 M 	 M 

E ri(uf,u) = Eri (ux.,,u)+Eri( pxt ,u) , 

	

J=1 	J=1 	5=1 

E T;[,,ur)= -ET;(ur,u)- E ri[yoz ,u0 , 

	

J=1 	 J=1 	J=1 

Kura, 	u° ) 	l[w.11h, l[u.11h, 
0 2 	2 	1 	2 

-

2

11u 11h + 6  1[11  r II h + 	1[C°  h 

UzimajuCi e = 1/2 dokazali smo narednu lemu. 

LEMA 4.3. Za regenje diferencijske sheme (4.9) vaii apriorna ocena 

I [u.g r nog + 
Za izvodenje sledeee ocene potrebni su nam neki pomoCni rezultati: 

LEMA 4.4. Nekaje 0 = x o  < xi < • • • < xN =1, xi+i —xi = hi i 	= uN = 0 . 

Ako je v xx  = u , vo  = vN = 0 . Tada je 

i-1 	 N-1 

(i) v(xi) = —(1 — xi)Ehkrkuk - xi E hk (1 - xouk , 
k=1 	 k=i 

i-1 	N-1 

(ii) V2(Xi) = Ehkxkuk - E hk(1 _ xouk 
k=i 	k=i 

N-1 	 N-1 

(iii) Vx (X0) = - E hk(1 _ xouk , 	Vg(XN) = E h k xkuk, 

k=i 	 k=i 

(iv) max Ivs (xj)1 < Cp  • 	 p E [1, oo] . 

DOKAZ: Dokaz leme se svodi na neposrednu proveru (i) i (ii) i primenu (ii) u 

dokazu (iii) i (iv). ■ 

(4 .9 ) 
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LEMA 4.5. Nekaje 0 = xo < xi < • • • < xN =1, xi +i —xi  = hi  i uo = uN =0 . 
Ako je v z2  = pz  , vo = vN = 0 . Tada je 

(i) TOO = Ehk_ipk — xi 	 , 

	

k=1 	 k=1 

(ii) Vg(Xi) = pi - C = 	E 
k=1 

(iii) maxlv(xi)l < Cp • 	P E [1, oo] . 

DOKAZ: Dokaz je opet elementaran i sliEan dokazu prethodne leme. ■ 

Radi dobijanja sledeee apriorne ocene oznaeimo ao(t) = v(0,0 , ai (t) = 
co(1,t) . Neka je v takva funkcija da za svako fiksirano t = tj vaii v xf  = u , 
v o  = vN = 0 . Tada, mnoieei jednaEinu (4.9) sa hrjv i sumiranjem dobijamo: 

v) = Eri (ux,,v) + Erj (cpx2 ,v), 
j=i 	 j=i 	j=i 

E vx) = E (u, u) — E ri [so x  , , 
j=1 	j.i 	:7=1 

2  E( [vx , vx ) — Lvx, bx) ) Iluilhr E rj 60, v.0 + E 7.j( 00 1)x,0 SONV2,N) 
j=1 	 j=1 	 j=1 

	

11
2 

11 11hr - 1 [vx0 
 , v.0  ) 5_ boo. itunh, + E ric2( taomi + 	) • Huillh , 

j =1 

na potpuno isti naein kao u slulaju apriorne ocene za parcijalnu jednakinu, do-
bijamo sledeei rezultat: 

LEMA 4.6. Za regenje diferencijske sheme (4.9) vali sledeea apriorna ocena 

Hug, C (1[41111 + Ike + IIaoIIr + Hale) 

gde je ao(tj) = A , al(ti) = SPAN , vr±- = u , vo = t = o . Ukoliko je oto(ti) 
a l  (ti ) E 0 , tada je 

	

H ug, 	i[ v2 1 17, + 
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32 	 4. APRIORNE OCENE ZA PRVI GRANICNI ZADATAK 

U procesu izvodenja ocene brzine konvergencije diferencijske sheme bide nam 

potrebna i apriorna ocena za shemu 

of =Ur2 Wx2 Or 

t) = U(1, t) = 0 , 	 (4.10) 

u(x, 0) = u° (x) . 

Primetimo prvo da shema ne zavisi od graniEnih vrednosti funkcije 	Ako 

dodefini§emo 	= 0 , j = 1, 	, M , apriorne ocene se neposredno dobijaju 

primenjujuei prethodne leme na funkciju u 	. Malo je komplikovaniji slueaj kada 

o = Po (ti) , 	= th(ti) razliCiti od nule. U torn sluEaju razmotrimo shemu 
su 

nr= ux .±- +Of, 

u (0 , t) = u ( 1 , t) = 0, 

u(x, 0) = u° (x) . 

Predstavimo & = 01 + 02 gde je t'2 
Xj)130(tj) Xii(31(ij) . Tada je 0 2f = (1 —
Predstavimo i re'S'enje kao zbir u = ui 112 

0jo = PO (ti) 

= /31 (tj ) 
(4.11) 

= 	+ xi(01(ti)— Po(ti)) = (1 
xVor+ 	i 02z = /31(t) filo(t 
gde su ui i u2 regenja shema 

alt = nizt + 1N i , 

u i ( 0, t) = u i ( 1,t ) = 0, 

u i (x,0) = u° (x), 

U2I = U2x0 02r 

U2(0, 0 = U2(1, = 0 , 

u 2 (x, 0) = 0. 

Poao je 	(0, t) a-  0 1 (1, t) 0 , bide, primenjuju6i lemu 3 na funkciju 	— '1,l'1 

	

l[ni.X, 5_ C (nu°  — 	+1[01.11h, ) 

	

ilu°  — 	— (1 — x))3 (0)  — 	+ Voir, +11,3111, ) • 

Bide i 	
En2.1I 2h , 5_ C 1102r11h, 

C(11)30[11 22 + 	). 
KombinujuCi ocene za u 1  i u2  dobijamo ocenu za funkciju u . Sve ove rezultate 

sumiraCemo u sledeeoj lemi. 

LEMA 4.7. Za rdenje diferencijske sheme (4.10) vale apriorne ocene: 

(i) 1[1411 2h + P.211h, + 

+ IIutllhr .5_ C( l[n.?-11 2h + Iisvx=liter + 	). 

(ii) Ukoliko je o = flo(t1), ON  = th(tA, tada je 
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4.3. APRIORNE OCENE ZA DIFERENCIJSKU SHEMU, of > a > 2 33 

iitix iihr 5. c o itio- 	_(1_x )g 	 + 	+ 
+ I lflo e + 	+ 110011 2r + 	) • 

(iii) Ukoliko je 	0 tada je 

iuxii 2h, 5_ C( Hu °  — 0 ° 1171 + 1[04 + EMIL ) • 

(iv) Ukolikoje 	E 0 i icrio  = oro(ti), V9N.  = cri(ti) tada je 

Hug, 5 c(Ilu°-0111- , + IIcaIIhT +iicroe +Hale ++110hr). 

4.3. Apriorne ocene za diferencijsku shemu, aj > Q > i. 

Razmotrimo diferencijsku shemu sa promenljivim korakom rj i promenljivom 
teiinom of > a > 2: 

Uf = Olin xt + (1 — 	+ SO 	cr.; >Q> 5 , 	= tj , 
u(0, t) = U(1, = 0 , 	 (4.12) 
u(x, 0) = u° (x). 

Mnoienjem jednaEine sa hrjuxf  i sumiranjem po mre'ii dobijamo: 

E 1'3(w, .14. 2 ) = E ricri(ux2 ,nzi ) -1- E rj (1 — crj)(uxi- ,firx)+E rj (w,u r,) , 
j=i 	7=1 	 j=1 	 j=1 

M 

E T ., cr . (u u -) + -( l[um 11 2  - l[uM ) 5_ 2 	x h 
j=1 

<E Ty (1— 	 ti zt ) (fix , .14f)] IIVIIhr 
j=1 

a iiuzgiihr 21[unK < (1 — (7)2 2  ilurtirhr + (1 	— 2(71)71 114f OK+ 

c Iluxfli 2h7 + 4s  IISIihr 

UzimajuCi e = a — z dobijamo sledeeu ocenu: 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



34 	 4. APRIORNE OCENE ZA PRVI GRANICNI ZADATAK 

LEMA 4.8. Za diferencijsku shemu (4.12) vaii apriorna ocena 

(1  
2 
cr 17 

ilur hr 	
1 	

-.- 1[11°x01 -1- 	1 ' 1 11442h + 4(c 	1)  11 (P11 2hT 
cr — 	

1 

2 	
1 

 

Razmotrimo sada shemu: 

ur = ajurg + (1 — crj)itz t. + (pig 

u(0, t) = u(1, t) = 0 , 

u(x, 0) = u° (x) . 

0" 1• > > 1   - 
t = tj , 

(4.13) 

Pomnoiimo (4.13) sa hrju i sumirajmo po mreii: 

E Tj (Ur, 11) 

j =1 

=Eri cri (urgoz) 	ri (1 — 

j=1 	 .1= 1  

=_Erj oijux,u,) — E,(1 
j =1 

cri ) ( ux , u) + 

— aj ) [fi x , uz ) 

Kao i u prethodnoj oceni, zbog of > CT , 1 — aj < 1— o , biee 

cl[uxii2hr— -1 11 11° 1R 5_ (1 — cr).1 2 Kux11 2hr  + (1 	— 26r1)71 1[411 2h+ 

E lEuzg, + &AL- 

Za sledeCu lemu dovoljno je uzeti E = a  

LEMA 4.9. Za diferencijsku shemu (4.13) vali apriorna ocena 

1  1 ( 1 0 Il h _ 	
i[cPx11hr ) - 

(1 	r 1)7-1 1[1121111  + 4(cr 
_9 11 u  

Na kraju, radi dobijanja ocene u 11.11hr normi,neka je A = ao(ii) i (FIN = 

a l (tj), i neka je vi takva diskretna funkcija da je v 30  .--_,. trliv. Fl 0 i 11 r g = 11. . Njena 

egzistencija i osobine date su u lemi 4. 

Pomnoiimo jednaeinu (4.13) sa hrjv i sumirajmo po mreii: 

M 	 M 	 M 	 M 

E ri  (v x. :tf, v) = E rj crj(ux , -t. , v) + E rj(1 — cri )(fi z g, v)+ E 7-, ( cox,- , v) , 
J =i 	 i =i 	 J =i 	 J.I. 
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4.3. APRIORNE OCENE ZA DIFERENCIJSKU SHEMU, ôi ~ o> a 	35 

M 	 1K 	 M 

u)-I- 
i=1  

M 	 M 

+ 	TJ (~ , u) + E T) (Soovr,o — ~PNVx,N) 
i= 1 	 j=1 

	

M 	 M 
IIuII hr — 2 I [vz II h < (1— c) 	2 (u, u) + (1— 	2  :;L (,  u) + 

M 

+ ( 1 
21)T1 

 (t , t ) + IIsoIi hr IIuII hr + C2 Tj ( I aol + Iai l) IIu(•, ti)II h  
i= 1  

Posle dvostruke primene s —nejednakosti dobijamo 

IIuIIhr 	20 — 1 — ~ 1— e2C2 2 	( l+( 1 —d1)n'

2 	
IIu° IIh + 4s  II4jIhr + 

1 

+ 4~2  ( IIaoII r + IIaoIIr) ) 

gde je C2 = a + 0(h), C2 < 1. Uzimajuci e1 = e2C2 = (o — 2)/2 dobijamo 
sledecu lemu: 

LEMA 4.10. Za resenje diferencijske sheme (4.13) vazi sledeca apriorna ocena sa 
konstantom C nezavisnom od u i Q 

IIuIIhr < 	
C 

1  (iVii + ( 1 — 1)TiIIu 0 IIh + 
2 

+ 	
C 

 1( IIuII hr + IIaoIIr + IIaoIIr ) 

	

2 	 ) 

Ukoliko je ao = ai = 0, tada je 

IIuIIhr <— . 
C 

 (21[vzlih + (1  2' )T1  IIu° IIh + 	1 
— 

1  IIuII hr 
2 	 4(Q 2) 	) 

Na potpuno isti nacin kao kod dokazivanja leme 7 moguce je koris'cenjem lema 
8, 9 i 10 dobiti apriorne ocene za zadatak: 

ut = of u rs  +(1 — o5 )uxx + Soss + +~t , 	Qj ~ a> Z
~ 
	

t =ti, 
u(0, t) = u(1, t) = 0, 	 (4.14) 
u(x, 0) = 
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36 	 4. APRIORNE OCENE ZA PRVI GRANICNI ZADATAK 

LEMA 4.11. Za diferencijsku shemu (4.14) vale sledeee apriorne ocene 

(i) Vazi 

+ 11 1411 2hr < 	
c 

1(1[U  xi)  11 2h + ( 1—  C1) 7111U tlihr 
CI — 

kzill 2hr 	)) 
— 

(ii) Ukoliko je 	E.'. 0 tada je 

l[u.11;
2
„ < 21[0.11hr 

+ a l 1 (litio
° Iih 

 4. (1  crord(uo 
— 
	+ 

1-(1[(pziL + 1[0 X 11h + ( 1 	1) 11[1  4111 1)) 
CI — 

(iii) Ukolikoje tkjo  = N(tj), 	= 	tada je 

I[Ux112<
C  

hr — 	1 (IIU° 	+ (1— x)1 g X013.11h+ 
— 

+ (1— cr 1 )711[4 — 	+ 	-)3,311 h )+ 

	1,2 (1[(p.gr+ 	+(I-0-1)711[02+g +flgii h )+ 
2/ 

+ 	_ 	1)2 ( II/30e + IIQHIT + 11 8ore +11/31i11,) • 
2/ 

(iv) Ukoliko je tirlo  E- N E 0, co  = Olo(t j) 	7N = a i (ti) tada je 

11 11 11hr 5_ 	 I (Hu °  — Ik° 11 2A-1 + ( 1  — 	— 0° 111,) + 
— 

( 
1 1 	(11w112h, + 	+ ( 1—  0.071110% +11a0112, + Haler) 

NAPOMENA: Kao §to se iz apriornih ocena vidi, za shemu sa (promenljivim)  tozina-

ma ci > o > z apriorne ocene se razlikuju od apriornih ocena za o = 1 u dva 

glavna momenta. Prvo, uoajiv je faktor (cr — 1) -1  koji ograni6ava primenu ocena 

samo za > a , pri E'emu odgovarajuCa konstanta mole biti daleko veca nego u 
oceni za implicitnu shemu (a- = 1). Drugo, razlikuje se zavisnost apriorne ocene od 
poeetnog uslova i granknih uslova. Medutim, ako je prvi korak u shemi implicitan 

0"1 = 1 ), tada je to zavisnost ista kao kod implicitne sheme. 
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4.4. Apriorne ocene za diferencijsku shemu, c1 > a, = 	7 h2 4 	• 

Razmotrimo diferencijsku shemu sa promenljivim korakom r1 i promenljivom 

teiinom cri > a, , gde je o = 21 (1 4V h2  , e > 0 , r = max ri : 

	

= GriUrg -1- (1 — Cri)fi xf c0 	o > CIE 	t = tj 

U(0, t) = U(1, t) = 0 , 	 (4.15) 
u(x, 0) = u°(x) . 

Napomenimo da se za E = 1 dobija teiina a = a koja daje poznatu simetriZnu 
Crank-Nicolson-ovu shemu koja na glatkim re§enjima ima veCu taEnost od shema 
sa teiinom a > 2 . 

Primetimo prvo da, ukoliko obeleiimo Au = -u rt- , diferencijsku shemu iz 
(4.15) mo2emo zapisati u pogodnijem obliku za dalju analizu [46] : 

ui + (cri - 1/2)r3 Auf 1/2A(u u) = co 	 (4.16) 

Mnoienjem ove jednaeine sa 2hriAuf i sumiranjem po prostornoj promenljivoj 
dobija se 

213(w, Aui) + 2(ai - 1/2)ri(Auf, Alit) + (A(u + A(u - 	= 2ri(v), Atli) (4.17) 

Poznat.o je [46] da je za proizvoljno y uz uslov y o  = yN  = 0 : 

(AY, = 

(A(y + 	(y — 9)) = I[Y.111 — 
(A(Y + g),A(Y — Y")) = Il yxs 

1[Y.111, <_ 
h2 IIYITh 

IlY11h 	(Cri 	1/2 ) 7i i[Yzirh 	6  I1Y11h 
2 Na osnovu ovih ocena prva dva sabirka u (4.17) nisu manja od 2rj l[u xill h  pa 

273 6  i[uriii 2h + °Aug 	27-i (p, Atli) 

	

= 2ri [sox , 	+ 2ri wo uxco  - 2rj  coNui.cN  

< 2rie l[uffil 2h  + 
2e. I [fix ii2  h 2TiWouzi,o - 27iWNufi,N, 

ri 
iiAliiih < IIAuIIh + 	Prii 2h 2riwou,co  - 27iSoNuti,N • (4.18) 

IIh — Il uxt117 = I lAYg — lTAyIlh 

LEMA 4.12. Ukolikoje col)  = cp3N  E 0 i 1 < p < oo , tada za diferencijsku shemu 
(4.15) vaii apriorna ocena 

lip 
(E ri 	) 	5_ c(I1Au ° IIh + - 2 ho.11h, ) 

j?..1 

sa uohieajenom modifikacijom za p= oo . 
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38 	 4. APRIORNE OCENE ZA PRVI GRANICNI ZADATAK 

DOKAZ: Za 	E- (FIN 0 iz (4.18) se dobija 

liAullh < 11Afiet 	j6- 1[40z 11 h  

Sumiranjem po vremenskim slojevima se dobija 

IlAuill 2h  < IlAu° 11 2h  

I lA ti ° 11 2h  

+ —
2E 

E T k 1[4 IIh 
k=1 

1 	2 
+ 2E I[Ch' II hr 

Po§to desna strana nejednakosti ne zavisi od indeksa j , iz nje se neposredno dobija 

iskaz leme. ■ 

LEMA 4.13. Neka je al = 1 ili ug = u? i 	= 4 . Ako oznaeimo aj = col , 

= (PjN-1 , j > 1, i akoje a° = al  , /30 = /3 1  tada za diferencijsku shemu (4.15) 
uaii apriorna ocena 

IlAuli hr  5_ C(11Aull h  + 	Pahr + IIaIIr + IIIIIr +1141, + 

DOKAZ: Po§to u shemi (4.15) uZestvuju vrednosti desne strane so samo u unu-

tra§njim Evorovima, dodefinigimo prvo yo? = so1,1<i<N-1, (1770  = 

`°'N = (171N-1 j > 0 . Uz ove pretpostavke je polazeCi od jedne od prethodnih 
relacija 

2rje l[ut i-11 2h  + IlAull 2h  - 11Afill 2h  < 2Tj (yo, Alit) 

= 2Tj [sox , ux i) + 2.riauxr 0  - 

= 27-i [cp„ uri) + 2aux ,0 - 	- 27-jafax,0 

- 2Pug,N 2/jfix,N 27-iikfit,N 

Sumiranjem po j > 1 i primenjujuCi E-nejednakost dobijamo 

2E 	+ IlAum il 2h  - IlAu° fi < 2E 	+ 2E  I[cPx ll hr  

+ 2am um  - 2a° u°  - 2E .,0 	x,0 	T.;  at-fir,0 

- 21.3m  ux N  + 2fl° u2.,N  + 2E TA-fq,N 

1 
IlAuM 11 2h  - IlAu° 11 2h  < — Px112hr + 2a m uxm 	() o  - 2a° u°  - 2 E x i  

2E 	 j>i 

- 213m  u+ 2f3° 	+ 9 \--‘ N 	 - 	Tj 	,N • 
j> 
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4.4. APRIORNE OCENE ZA DIFERENCIJSKU SHEMU, o > cre  = 	114,./L2  39 

Koristeei rezultate leme 4.4 dalje je 

	

1lAum 11 2h — 11Au° 11K 5- 	1[0.11h, + 2C2(lam l 	Ifim 1)11Au m Ilh 

2C2 Erioad+1,011Atiiiih 
j>2 

1 	2 
5_ yi 1[Wx Ilhr 4C2C111AU

M
Ith

2 
+ re-;

C2 
(laM I

2 +M
I
2
) 

4C2E2 IlAuer  + 	(11a4 +11flie 

	

Mnoienjem nejednakosti sa 	i sumiranjem po j > 1 dobijamo 

IIAuIIhr — TI1Au ° 117, 5_ .-- Eso.11 2h, + 4c2(e 1  + T € 2) Il Ati lihr 

+ (114 + We) + 	(H ale + Pig) • 

Uzimajuti dovoljno malo El i 62 , recimo za 4C2(Ei Te2) = 0.5 dobijamo 

11"11L <C(I1Au ° 117t + 1[(Px11h r  + lIcte + IIQIIT +11 (411r +11fle 

time je lema dokazana. ■ 

LEMA 4.14. Za diferencijsku shemu (4.15) vati apriorna ocena 

	

(E ri 1[11.11Ph)
1/p 
 5 (i[u:ilh 	) 

j?1 

sa uobicajenom modifikacijom za p = oo . 

DOKAZ: Mnoienjem jednatine (4.16) sa 2hrjui i sumiranjem po prostornoj pro-
menljivoj dobijamo 

27:i( Iluillh 	1/2)ri 	+ lEux11h = l[fix1171+ 	(W, tit) 

2rje IluT11 2h + l[ux11 2h 	2rje Iluillh + 
2€ a l1911 h  • 

Sumirajuti po vremenskoj promenljivoj dobijamo 

i 

	

1[41171 5_ 1[411h + 2
E 	rk lis~kll h 

k =1 

	

1[4111 + 	'11(Plilz, • 
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40 	 4. APRIORNE OCENE ZA PRVI GRANICNI ZADATAK 

Po*Ato desna strana nejednakosti ne zavisi od indeksa j iz nje se neposredno dobija 

iskaz leme. ■ 

Razmotrimo sada diferencijsku shemu 

ur = cri uzi. + (1 — 0..01-42  + yort  , a- > cr 

	

_ E 	t = ti , 

u(0,t) = u(1,t) = 0, 	 (4.19) 

u(x, 0) = u° (x) . 

LEMA 4.15. Za diferencijsku shemu (4.19) vaii apriorna ocena 
\ i/p 	 1 

(E 1[14 11 h 	< 	7A- 1[(Pxlihr) 
j>i 

sa uobieajenom modifikacijom za p = oo . 

DOKAZ: Shemu (4.19) moiemo zapisati u obliku 

tit (oj — 1/2)7jAuf 1/2A(u u) = yox2 . 

Ako je vxt. = u , vio  E 113N.  E 0 tada mno2enjem jedna6ine sa 21rivi i sumiranjem 
po prostornoj promenljivoj dobijamo 

27i (vzi.i, 	2(crj — 1/2)7-1(Auf, yr) (A(u u), v — f)) = 27-j (yoxt- , vi) , 

—27-j [vri, 	(oj — 1/2)7i (vzgr, vxg) ) — Ilull 2h 	11 11 1 11, = 	VI) , 

27-ie l[vz i-11 2h  + IIuIIh -114 = 	yr) 

= 27i [Cox , v.0 
< 2rjI[saxli h i[v.iiih 

	

< 27-je i[vxre, + 	I[Px llh  

iinj  fi 5_ IIuIIh + 2e I[(P.11h 

SumirajuCi po vremenskoj promenljivoj dobijamo 

j  5_ 11011 2h + 	E rk 1[(Pzilh 
k=1 

Ilu ° 1111+ 	Px11 2hr 

PoRo desna strana nejednakosti ne zavisi od indeksa j , iz nje direktno sledi iskaz 

leme. 111 

I, na kraju, za shemu 

ur = criuz2  + (1 — 	, of > cr, , t = ti , 

u(0,t) = u(1,t) = 0, 	 (4.20) 

u(z, 0) = u° (x) 

vazi 
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4.4. APRIORNE OCENE ZA DIFERENCIJSKU SHEMU, C > = 2— 1=49 /2, 41 

LEMA 4.16. Za diferencijsku shemu (4.20) va2i apriorna ocena 

\ 1/p 
(Erj RUE "'  C( 11011 h  

j>1 

sa uobleajenom modifikacijom za p = co . 

1 
Ilikillhr) fi: 

DOKAZ: Ako primetimo da je zbog homogenih graniZnib uslova Ilullh < C 	Ilh 
tada se tvrdenje ove leme dobija primenom leme 15 sa E 0 i leme 14 sa 	. 
■ 
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42 	 4. APRIORNE OCENE ZA PRVI GRANIeNI ZADATAK 
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Glava 5. Implicitna shema, o = 1 

PoAt° eemo u dokazima teiiti da maksimalno oslabimo uslove glatkosti raenja 
parcijalne jednaEine, zasad neCemo pominjati kojim funkcionalnim prostorima pri- 
pada regenje. Takode, ograniEiCemo se na ekvidistantnu mreiu po prostoru i vre-
menu sa koracima h i r . 

5.1. Konvergencija u .II2,h r  normi. 

Za ocenu brzine konvergencije u ovoj normi pretpostavimo zasad da je re§enje 
u parcijalne jedna'Cine neprekidno. Kasnije ee iz rezultata proizaCi da je to prirodna 
pretpostavka za konvergenciju u ovoj normi. 

Po§to je u neprekidna funkcija, jedinstveno su definisane njene vrednosti u 
svakoj taEki, pa je prirodno definisati greAku z = u-v , gde je v diskretno re§enje 
diferencijske sheme 

vf ,  = 	771 f , 
v(0, t) = a(t) , 
v(1,t) = )3(0 , 
v(x, 0) = u ° (x) . 

Gregka z ce biti rdenje diferencijske sheme 

zi = Zrf SO,r2 1PI 
40, = Z(1, = 0 , 
z(x, 0) = 0 , 

gde je coji  = (Tru - u)-tt , 	= (u - T2 u)1 . Prema lemi 4.7 dovoljno je oceniti 
ik='xidihr 1  III'iIIhr • 

Preslikajmo prvo domen e11 = {(z,t): xj_. 1  < x < xi+1, ti_i < t < ti} na 
E = {(x' ,e) : -1 < x' < 1, -1 < e < 0} linearnim preslikavanjem x = xi hx' , 
t = ti + re . Tada ce biti 

° 
n` - 

= 	(I [ u'(-1, s) - 2u'(0, s) + u'(1, s)] ds - 
1 

- [ u'(-1, 0) - 2u'(0, 0) + ul(1, 0) ]) , 

(5.1) 

(5.2) 

1 
= -7- ([ UV, 0) 

gde je u1 (xi, 	= u(x, t) 
xitj date su u prilogu. 

- u ' (0, -1)] -(1 - is1)[ /4 1 (s, 0) - u'(s, -1)] ds) , 
-1 

. Vrednosti ovih funkcionala na funkcijama oblika u' = 

43 
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44 	 5. IMPLICITNA SHEMA, Q = 1 

Pretpostavimo da u E W1,4  , A = 1(0, 0), (a, 0), (003), (a03)) gde je 1/p < 
a < 2 , 1/p < [3 < 1 . Na osnovu rezultata izvedenih u poglavlju o funkcionalnim 

prostorima jasno je da Wp c•-4 C pa je 

I < /7 Iluilic 	
C 

 Ilu 
• 	4 	C 
I <; 114C 5. 	Ilw:(E) • 

Zna6, funkcionali 	i tpi!, su ograniEeni na prostoru WpA (E). PrimenjujuCi 

prvo lemu 3.6 a potom dva puta lemu 3.7 zakljdujemo da je 

is0.2,11 

ilkf3 I < -C-T  ilii i(a,ft),p,E • 

Posle vraeanja originalnih promenljivih dobijamo 

,„x 	< C ha-1/7)41-1/p 1,1 
2 ' 1/ 	h 2  

< _qv-1/1) 713-1/p 1.,1 
1"1(a,P),p,e,i • T 

Posle sumiranja, koristeCi lemu 1.7 sa qi = q2 = 2 dobijamo 

ikoxahr < (Nz•Nt)
max{1/2-1/p,O) cha-1/p-2+1/2 7,5-1/p+1/2 i ti ka,f3),p,(2  

= Cha-2—max{0,1/p-1/2}Tp—max{0,1/p-1/2} Iiii( a p) ,p, Q • 

Na isti na .ein dobijamo i 

II 'f Iihr < Cha-max
{0,1/p-1/2}7,0-1-max{0,1/p-1/2} iui 	 (5.4) i(a,P),P,Q • 

U specijalnom slOaju p = 2 dobijamo sledeeu teoremu: 

TEOREMA 5.1. Neka reknje jednaeine (2.1) pripada prostoru Hoal'13 ' (Q) fl 

Ho"' (Q) , ai E (1/2, 2] , E (1/2, 1] . Ako je v reknje diferencijske sheme 

(1) tada je 

iiu 	vii2,hr < Chal-2131 	 C10'2752-1 iu l(a2,02),Q • 

DOKAZ: Ova teorema neposredno sledi iz apriorne ocene 4.7 i nejednakosti (3) i 
(4). ■ 

U sluC'aju da je funkcija f(x, 1) u jednaeini ((2.1)) podjednako glatka po 
promenljivim x i t , prirodno je rdenje jedna6ne izOavati u prostorima tipa 
Wi .95,3/ 2 = I4'' , Al = 1(0, 0), (s, 0), (0, s/2)} . Ogranielmo se opet na slueaj p = 2 , 
u kojem moiemo koristiti brojne rezultate teorije interpolacije funkcionalnih pros-
tora. 

(5.3) 
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5.2. KONVERGENCIJA U 11 . 110 hr NORMI 
	

45 

TEOREMA 5.2. Neka u , regenje problema (2.1), pripada anizotropnom prostoru 
H' ,212 (Q) , 2 < s < 4 . Ukoliko je v regenje problema (1) tada je 

lin - vII2,hr = °(h'-2 7(3-2)/2), 3 < s < 4 . 

Ukoliko je Cir < hr < C2r , r > 0 , i 5 > 0 proizvoljno mali broj tada je: 

vI12,hr 
= cos -2-(2-012- 6), 

VII2,hr = 0(h8-2), 

V I12,hr = 0031, 
= 0(7(s-2)/2-(r-2)/4r-5), 

r < 2, 

r = 2, 

r > 2, 

r > 2, 

2<s<3, 

2<s<3, 

2.5<s<3, 

2<s<2.5. 

DOKAZ: Primetimo prvo da je Hs , s 12  y HET° ukoliko je a/s + 2/3/s < 1, tj. 
+ 2fi < s . 

Ql U slueaju 3 < s < 4 moiemo uzeti al = 2 , /32 = 1, a2  = s - 2 > 1/2 , 
= (s - 2)/2 > 1/2 i direktno primeniti teoremu 5.1. 

U slueaju 2.5 < s < 3 uzeCemo al = 1/2-Fe , /31 = (s-1/2-E)/2 , a2 = s-2 , 
02 = 1 , gde je E proizvoljno mali broj. 

U slueaju 2 < s < 2.5 moiemo uzeti al = 1/2 -F e , 	= (s - 1/2 - ei)/2 , 
/32  = 1/2 + C2 a2  = s - 1 - 2E2  , gde su el i e2 proizvoljno mali brojevi. 

U poslednja dva slueaja posle primene teoreme 5.1 u oceni preostaju negativni 
stepeni od h i r . Za r =2,i r >2, s> 2.5 opet direktno dobijamo opti-
maine ocene (bez 	U ostalim sitkajevima posle smene r ti hr  u oceni ostaje 
proizvoljno mali pozitivni broj b koji prouzrokuje suboptimalne ocene. ■ 

5.2. Konvergencija u -110,h7
- normi. 

Pato Cern° izueavati konvergenciju u 	110,hr normi i za reknja koja nisu 
neprekidna, vrednosti funkcije u u pojedinaenim taekama vise nisu korektno defi- 
nisane. Na primer, u eesto sretanom slueaju prekidnih, deo po deo glatkih, poeetnih 
iii 
iii 

 granienih uslova nije jasno u shemi (5.1) koje vrednosti uzeti u taekama prekida, 
blizu tih taeaka. Zbog toga, umesto diferencijske sheme (5.1) posmatrajmo 

shemu 
V11 = vizi. + Tin f 

vi(1,t) = TAO, 

vi(0,t) = Tia(t) , 	
(5.5) 

vi(x, 0) = Tz2 u° (x). 

Diferencijska shema (5.5) je korektno definisana Zak i u slulaju da a(t), /3(t) E 
H' , s > -1/2 i u0  E H' , s > -3/2. Ovaj poslednji prostor sadrii , na primer, 
Dirakovu d funkciju (tj. distribuciju). 
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46 	 5. IMPLICITNA SHEMA, = 1 

Po§to nema smisla uporedivati reknje sheme (5.5) sa vrednostima reknja u 
u slueaju kada u nije neprekidna funkcija, grdku demo definisati kao 

z = Ti-u — v i  , 

gde je 
Ttu = Tiu , t > 0 , 	= T2 u , t = 0 . 	 (5.6) 

Na ovaj naein su jednoznaeno definisane vrednosti 	na diskretnoj mrdi za 
veoma §iroku klasu reknja. Naime, vazi 

LEMA 5.1. Ukoliko u E H 3 "32  , si, s2 > 1/2 , tada Tiu, T2 u E 

DOKAZ: Neka u E H 3 ''
,32  . Tada se lako mote pokazati na osnovu osobina ope-

ratora usrednjenja Tf i Tx da Tiu E HA,  , A l  = 1(0,0), (si, 0), (.9 1 ,1), (0, s 2 +1)} 

i da Ti2 E H A 2 , A2 = {(0, 0), (s i  + 2,0), (0, s2 ), (2, 8 2 )} pa, po§to odgovarajuei 
poligoni sadrie (1/2,1/2) kao unutra§nju taeku, zakljueak sledi iz leme 1.3. ■ 

Za grdku definisanu na ovaj naein vaike 

zt = zzt- + (To — T2 u)i, 

z(0,t) = z(1, t) = 0, 	 (5.7) 

z(x, 0) = 0 . 

Oznaeimo 	= Ttu — T2u . Oeigledno je 	a-  0 . Po§to se ti," i tlyiN  
ne pojavljuju u shemi mo2emo ih dodefinisati da budu nula. Tada, na osnovu 
apriornih ocena u lemi 4.7, dovoljno je samo oceniti 	hr • 

Preslikajmo domen 	= {(x,t) : xi_i < x < x „f.1, 	< t < 	na 
E = {(x', t') : —1 < 	< 1, —1 < t < 0} linearnim preslikavanjem x = xi hx' , 
t = 	. Tada je, uz u(x, t) = u 1 (xl, t') : 

tkif =u' (0 , ds — 	(1 — Ispu' (s , 0) ds . 
--1 	 -1 

Zbog ulaganja H" y C, si > 1/2 bide 

 

Lu' (0, s) ds i   < sup 	ul(xi,$)ds 

	

x , 	-1 
< C sup flui (x', •)11L2(-1,o) 

., 

< C u ii11L2((_1,o);H:.(-1,1)) • 

Na isti naein je i 

 

f 1 

(1 - ISDUI (S, 0) ds 

 

< C2 111/111192((-1,0);L2(-1,1)) 
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5.2. KONVERGENCIJA U 110,h r  NORMI 	 47 

§to znaei da je funkcional 	ogranieen na prostoru Hosi '° (E) n 1/0(482 (E) = 
H" ."(E) . 

Funkcional V4 se anulira za 	= 1 i 	= x (vidi prilog). Zbog toga, pod 
pretpostavkom si < 2 , s2 < 1, upotrebom Bramble—Hilbertove leme dobijamo 

Itkii 1 2  5- 	1 14„ ,0),E 

C 1 2 	 12 

07r lul(s 0)
' 
 e • 

3 
• + 1141 ( 0 02),eii ) • - 	-1 	s 

Sumiranjem po mreii i primenom leme 1.7 dobijamo 70,,k2r)lju)  

iilkiio,hr 5O" - C 	 + 732  lui 

Primenom apriorne ocene iz leme 4.7 neposredno sledi 

TEOREMA 5.3. Neka regenje u problema (2.1) pripada prostoru .118 1 02(Q) , 
gde je 1/2 < si < 2 , 1/2 < s2  < 1 . Ako je v1  regenje diferencijske sheme (5.5) 
tada je 

II 	— V1110,hr Ch" 	Cr" 111602)1Q 

Mada nam ova teorema daje brzinu konvergencije diferencijske sheme (5.5) eak 
i kada rdenje u nije neprekidno, korisno je znati u slueaju neprekidnog regenja 
koja je brzina konvergencije sheme (5.5) ili sheme (5.1) ka regenju u a ne ka Ttu . 

LEMA 5.2. Neka u E Hosi ' 13  n HZ." , i neka je s i  > 1/2 , 1/2 < s 2  < 1 , 0 < < 
Si  , 0 < < S2 , a ii slueaju si)(fl— 82) # 0 i a + /3 — 2a8 > s1  s2 — 28182 
Tada je 

iiTiu — utio,hr s Cr s2  lul(002),(2 + Char" lul(a, s2) , Q  Ch$17/3  lul(303),c0 

DOKAZ: Uslov a +,8— 2afl > S i  s2 — 28182 obezbeduje da (1/2,1/2) E lI , tj. 
da je HET° n 1-10"2  C . Primetimo (vidi prilog) da se funkcional = Tiu — u , 
koji je linearan ogranieen funkcional, anulira za u' = xi , i = 0, 1,2, ... Koristeei 
poznatu tehniku kao u teoremi 5.3, dokaz jednostavno sledi posle primene Bramble-
Hilbertove leme i leme 3.7. ■ 

Neposredna posledica leme 5.2 i teoreme 5.3 je 

TEOREMA 5.4. Neka regenje problema (2.1), u E Hosl i fi niqs2  , 1/2 < s 1  < 2, 
1/2 < s2  < 1 , 0 < a < Si  , 0 < # < s2 , a u slueaju (a — si)(fl — 82) 0 i 
a + [3 — 2a3 > s i  + 82 — 28182 . Tada je 

viiio,hr = 0(h" 

gde je vi diskretno regenje sheme (5.5). 

+ T '2 ) 
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48 	 5. IMPLICITNA SHEMA, o = 1 

Na kraju, ispitajmo konvergenciju sheme (5.1) ka neprekidnim rdenjima. Gre-

§ka z = u — v ee zadovoljavati (5.2) sa 

=(710—u)i, 1<i<N-1, j>l, 

Oji  = (u — T2 u)ii  , 1 < i < N -1, j > 1. 

Dodefini§imo V)? = 0 , 	= tirjv  = 0 . Na osnovu apriorne ocene u lemi 4.7 vidimo 

da je dovoljno oceniti 11 (Plihr 	114%1011r i PNIIT • Pri tome, ocenu za IIWII hr  
vee imamo u lemi 5.2. Za ocenu norme funkcionala 	primetimo da se on anulira 

na funkcijama 	= ti i 	= xii , j = 0, 1, 2, ... (vidi prilog). Istom tehnikom 

kao ranije, uz primenu Bramble—Hilbertove leme i leme 3.7 dokazuje se 

LEMA 5.3. Neka u E HET°  n Hoa '3 2 , i neka je 1/2 < s i  < 2, s2  > 1/2, 0 < a < 

s1 , 0 < # < s2 , a u slueaju (a — s 1 )(#— s2) 0 i a + 	2afl > si s2 — 281s2 • 

Tada je 

Il u  nullo,ht < Ch" I I + Ch"7.16  1u1 ( ,, 03),Q  + ChQrs2 IuI (a •32 ), Q 

Preostala dva funkcionala deluju samo na graniene uslove. Po§to je re§enje 
zadatka (2.1) neprekidno po pretpostavci, takvi moraju biti i granieni uslovi a(t) i 

P(t) . Pretpostavimo da a(t), /3(t) E H 33 (0, T) , gde je s3 > 1/2 . Napomenimo da 

s3  mo2e biti dovoljno veliko ( > 1 ) a da tragovi u(xo, t) za fiksirane vrednosti x 

imaju manju glatkost, uzrokovanu osobinama funkcije f(x, t) iii poeetnog uslova. 

Tako je, oEigledno, u sluEaju homogenih granienih uslova. Jednostavnom primenom 

Bramble—Hilbertove tehnike za 1/2 < s3 < 1 se pokazuje da je 

II(Tiu — 	.5_ Cr33  lais 3 ,(O,T) 

po .gto se odgovarajuei funkcional anulira na konstantama. Analogan rezultat vazi i 
za drugi funkcional, odnosno drugi granieni uslov. 

Uz apriornu ocenu iz leme 4.7, lemu 5.2 i lemu 5.3, ovim smo dokazali sledeeu 
teoremu. 

TEOREMA 5.5. Neka regenje problema (2.1), u E 	fl Ho"' , a granieni 

uslovi a, E I/ 33 (0, 	. Neka je dalje, 1/2 < s 1  < 2 , 1/2 < s2 < 1, 1/2 < s 3  < 

1, 0<a<si, 0< 13 < s2  , a u slueaju (a — si)(/3 — s2) 0 i a + Q — 2a#> 

s 1  + s2  — 2s 1  s2  . Ako je v regenje diferencijske sheme (5.1) tada je 

iiu — 	CIE s ' lul(„,0),Q Ch"7-)5 Char' luka,32),Q+ 

C732 	+ Cr" (1a133 ,(o,T) + ia133 ,(o,T)) • 
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5.3. KONVERGENCIJA U .II1 , hr NORMI 	 49 

5.3. Konvergencija u II .ili,hr normi. 

Razmotrimo prvo sludaj kada je regenje u problema (2.1) neprekidno, a za-
datak re§avamo shemom (5.1). Grefia de tada zadovoljavati shemu (5.2) za koju 
su apriorne ocene date u lemi 4.7. Te ocene se bitno razlikuju u zavisnosti od toga 
da li je 1/71 = 0 na granicama iii nije. Graniene vrednosti ne udestvuju ni na 
koji nadin u shemi (5.1) pa imamo slobodu da ih sami defini§emo. 

Najpre rdimo jednostavniji deo posla, ocenu dlana i[(Px II hr . Kao i ranije, 
preslikajmo domen eij = [xi, xi4.1] x [tj_1, tj] na skup E = [0, 1] x [-1, 0] linearnim 
preslikavajnem x = xi + hx' , t = tj + rti . Ako je u'(x', t') = u(x, bide 

° 

	

sot. 	
h 

= (1 [ u'(1, s) - u'(0, s)] ds - [ u'(1, 0) - u'(0, 0)]) . 

LEMA 5.4. Neka u E Ho" n Hpa '3 2 , gde je 1/2 < si  , 1/2 < s2 < 1, 0 < a , 
0 < < s2 , a u slueaju (a - si)(/3 - 82) 0 0 i a + # - 2a# > s2 - 2sis2 • 
Tada je 

I IPPSIIhr 5 Ch ''-1716 	Cha-Y 2 	 Cita1 -1 
7

82 
lUi(0,32),Q 

gde je a' = min{a, 1) . 

DOKAZ: Iz uslovaleme da je a+fl-2a,0 > 81+82-28182 u sludaju (a - si)(/6- 
 82) 0 0 obezbedeno je da HA E H o" n Hoa 2 C pa je zato So ogranken 

linearan funkcional na torn prostoru. Iz priloga se vidi da se funkcional co z  anulira 
za u = x i  , i > 0 i u = tj , j > 0 . Iz napomene 2 u poglavlju o funkcionalnim 
prostorima proizilazi da, ukoliko je a > 1 , moiemo normi prostora HA dodati 
polunormu l . pri eemu je novodobijena norma ekvivalentna polaznoj. Ako 
na ovako modifikovanu normu primenimo Bramble-Hilbertovu lemu i lemu 3.7 .posle 
sumiranja po mreii demo dobiti navedeni rezultat. ■ 

Sa funkcionalom 	situacija je komplikovanija jer taj funkcional nema jed- 
noznadnu reprezentaciju u prigranidnim dvorovima. Razmotrimo prvo nesporni 
sludaj kada je 1 < i < N - 2 . Tada funkcional ima reprezentaciju 

tkx,1 = ( [u 1 (1, 0) - te(0, 0)] - 1 1 (1 - IsI)[ ui(1 + s, 0) - u1 (s, 	ds 	(5.8)h  

gde je opet u'(x',t') E u(x, t), x = Xi 	hx' , t = tj + rt' , a domen eij = 
(xi_ i , xi +2) x (ti_ i ,ti) je preslikan na E = (-1,2) x (-1, 0) . 

Pretpostavimo sada da u E Ho" n Ho"' , a < S i  < 3 , < s2 i da je 
navedeni proctor neprekidno uloien u C . To nam omogueuje da zakIjOimo da 
je YJx  ograniden linearan funkcional na torn prostoru. Iz dodatka se vidi da se 
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50 	 5. IMPLICITNA SHEMA, o = 1 

funkcional anulira za u = x i ti , i = 0, 1,2 , j > 0 . Primenom Bramble-Iiilbertove 

leme i leme 3.7 dobijamo da je za 1 < i < N — 2 : 

11/)j I < Ch"-  I I 1  .1-11 	+ Ch"-1 7-fl  luil(31,P),E 	Chc'-1 rs3  

posle vraCanja na originalne promenljive 

<lul( n) • + h" -1145  Itiks p) • + 0-1 732  lul(0, , 	
) • (5 . 9 ) 

si,_ 	 2 ,eii 

" hr 

Situacija sa prigranienim evorovima je drugaeija. Razmotrimo slueaj i = 0 

(slueaj i = N —1 se re§ava na analogan naein). RazlikovaCemo dva slueaja: 1/4 = 0 

i0-10  0 0 . U prvom slueaju apriorna ocena 4.7 je jednostavnija, ali je reprezentacija 

funkcionala drugaeija: 

1 

= -11-1 ( u1 ( 1 , 0 ) — 	1 (1 — IsDui(1 s, 0) ds) . 

Iz dodatka vidimo da se ovaj funkcional anulira na istim funkcijama kao prethodni, 

osim za u' = x 2  . Zbog toga Ce u ovom slueaju rezultat (5.9) vaiiti uz uslov s 1  < 2 

(umesto s 1  < 3 ). 

Ti sluEaju da je za re§enje u zadatka (2.1) stvarno s1 < 2 ovo ne predstavlja 
nikakvo ograniEenje i vaii ocena (5.9) i u slueaju granienih Evorova. Razmotrimo 

slueaj kada je 2 < S i  < 3 . Neka je tada /3' > 0 takav broj da se taeka (2,13') 

nalazi na poligonalnoj liniji odredenoj taEkama (si, 0) , (si, / 3) , (a, sz) , (0, sz) 

(tj. na granici 811 odgovarajuee poligonalne oblasti koja karakteriAe funkcionalni 

prostor 1/03 " n Ho'" ). Oeigledno ee vaiiti 1/ 13'' fl  n 2 (3' n Hoa '32  pri 

eemu je a' = min{a, 2} . 

U granienim Evorovima ee biti (za i = 1 , i = N — 2 ): 

OTT (h < ±-1- ( I U1(2,0),eii 	
+ hal -1 1-82  luka,  ,32),ei) 

—  

Sumiranjem Cemo dobiti 

, Ch'' luksi3O0  Chs l - 1 7-P I 	CO-1 7- 82  I I0 32),Q  

Chrfli p , ), * Chai-17" 	 (5.10) 

gde smo sa = lui(0,,p),(o,20x(o,T) iuka,p),(1-2h,1)x(o,T) oznaEili zbir po-
lunormi u prigranienim oblastima. U slueaju da je s 1  > 2 moguee je jo§ jedno 

pobolj§anje ocene. Naime, poznato je da je [42]: 

IIVIIL2(O,h) 	C(h,E)IildiHr(0,1) 
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5.3. KONVERGENCIJA U 11.111,h r  NORMI 	 51 

gde je 
CM, 	0 < c < 1/2 , 

/ C(h,c) = 	Ch 1 / 2 1lnhl, e = 1/2, 

Ch 1 / 2 , 	e > 1/2 . 

KoristeCovu prigranknu ocenu za funkcije jedne nezavisne promenljive, moguCe je 
jednostavno u nakm slueaju dokazati da je 

02 u  

axe 

ukoliko su navedene norme konaene. U slulaju si > 2 koristkemo ovu nejednakost 
za e = s1  - 2 i primenkemo je na poslednji "Clan u (5.10). Preostale polunorme 
u prigranknim oblastima ocenkemo istim polunormama u celoj oblasti Q , Eime 
smo dokazali sledeeu lemu. 

je takvo da (203') leii na poligonalnoj 
a + /3 - 2a)(3 > s1+s2-2s1s2 u slueaju 

(a, s2) , (0, s2) . Tada je 

LEM A 5.5. Neka u E 41 '13  fl Hoa ' s 2  , 

(a S1)(/3  82) 0 0, a' = min{a, 2} i 
gde je a < 	< 3, 1/2 < 82, )3  s2 ; 

liniji odredenoj taekama (s1,0) , 	)3) , 

i[Oxiihr <C f(h)iui(3,,o),Q Ch"-1 713  1111( 303), Q  + Cha-17-32  iuka,. 3 ),Q 

+ Chrfil  1111 (2 , p , ),(2  + CV-1 r" 

gde je 
< 2.5 , 

f(h) = 	h 1.5 11nhl, sl = 2.5 , 

h 1-5 , 	sl > 2.5 . 

u 1(2,0),(0,2h) x (0,T) = 
L2(0,2h)x (0,T) 

C(h, c) 
a2u 
---n 2  
u 	( e ,0),Q 

< C(h, E) (1 11 1(2,0),Q + 1111 (2+e,0),Ci 

lz ove leme je vidljivo da u slu'daju Si > 2.5 dolazi do smanjenja brzine 
konvergencije u odnosu na maksimalno olekivanu. Zbog ovoga je primenom ovih 
ocena nemoguCe dobiti konvergenciju brit] od 0(0• 5) u II .11 1,h, normi Eak i u 
slueaju dovoljno glatkog re§enja 

U nekim specijalnim slulajevima je moguCe dokazati i brzu konvergenciju. U 
tim slue'ajevima Cemo uzimati u obzir neprekidna produienja u(x, t) regenja u(x, t) 
preko granica x = 0 i x =1. 

Najpre, razmotrimo neparno produienje u(x, t) funkcije u(x, t) preko boEnih 
granica. Tada je 

t) = u (0 , t) - u(x, 0, 	0 < x < 1, 
+ x,t) = u(1,t) - 1(1 - x,t), 	0 < x < 1. 
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52 	 5. IMPLICITNA SHEMA, Q = 1 

Na ovaj nein je definisana neprekidna funkcija na oblasti Q = (- 1,2) x (0,T). 

Pretpostavimo da u E Hos "(Q) fl HE1'32 (Q), tj. da neparno produienje ima istu 

glatkost kao i re§enje u na oblasti Q . 

LEMA 5.6. Ukoliko postoji produienje u E 1103 "3  n Ho"' s2  rdenja zadatka u , 
tada je, pod uslovima prethodne leme 

i[Oxiihr < Ch, ' -1 	Chsi -Y3 	-1-Cha-1 732  IU I 

gde je Qh = (-h,l+ h) x (0, T) , a funkcional 	ima reprezentaciju (5.8) u svim 

evorovima, ukljueujuei i graniene (sa u umesto u u reprezentaciji). 

DOKAZ: Ocene funkcionala tPx  su potpuno iste u slueaju unutra:s-njih evorova 
kao u prethodnoj lemi po§to se to ove funkcije poklapaju. Za graniene evorove 
i = 0 i i = N se opet koristi ista reprezentacija (5.8) sa produ2enjem 

Poslednja navedena lema vaii u slueaju bilo kakvog progirenja u . Medutim, 
ako je to produienje jo§ i nepirno, tada je 

pa mo2emo koristiti jednostavniju apriornu ocenu. U op§tem slueaju neparno 
produienje t) neee pripadati prostoru Ho''P(Q) za s i  > 2.5 , medutim, u 
nekim specijalnim slueajevima je to ispunjeno. Jedan od takvih slueajeva je i 
slueaj homogenih granienih uslova ( a(t) = NO E 0) kada je bilo f(x,t) = 0 za 
x = 0 , x = 1, gde je f(x,t) glatka u blizini granica, bilo f(x, t) = 0 u nekoj 

a2 u 	u  
okolini granica x = 0 , x = 1 . U oba slueaja je 

—a2(0' 
t) = 

a

x2
(1

'
t) = 0 gto 

omogueava dokazivanje veCe glatkosti produienja u . 

Drugu moguenost pobolj§anja ocena iz leme 5 za slueaj s 1  > 2.5 predstavlja 
kori§Cenje komplikovanije apriorne ocene 4.7. Pri tome pretpostavljamo da je blizu 
granice re§enje u problema (2.1) glade nego unutar oblasti. Pretpostavimo da u E 
Wp  '" u oblastima (0, 8,) x (0,T), (1 - bz ,l) x (0,T) gde je 	proizvoljno mala 0 
fiksirana vrednost. KoristeCi standardno (Hestensovo) produienje preko granice 
dobijamo u E nity 2  u oblastima Q o  = 	x (0,T) i Qi  = (1 - bz ,1 

bz ) x (0,T). 

LEMA 5.7. Neka u E Wps1632 (0,4) x (0,T), 1/2 < S i  < 2 , 1/2 < s 2  < 1 , 

2 < p < oo . Neka je dalje u standardno produienje preko granice x = 0 koje 
euva glatkost funkcije tt, i 114 = -Tx2 it)(0,ti). Tada je 

5..Chsi-1/p7.32-1 Fat 
l(31,32),p,R0 • 

DOKAZ: Na isti naein kao kod izvodenja ocena u .112  normi dobieemo da je 

14 0 1 < Chsv-1 /P7-$ 2-1 /P -1  01,32),p,e0; • 
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5.3. KONVERGENCIJA U 11.111,h r  NORMI 	 53 

Sumirajuei ove elanove, uz upotrebu leme 1.6 dobieemo za p > 2 

Ofilr = (Eritkil 2

) 1/2 

< Chs1-1/P732-1/P-1+1/2(1/7)1/2-1/P1121(„,32),p,Q0 

= Chs1-1/Pr82-11111($1,32),p,Q0 

dime je lema dokazana. ■ 

LEMA 5.8. Pod pretpostavkama leme 7 je 

1 11 1(3,,o),p,Q. 	Ch'I-1/Pri2 	
l(si,s2),P,Q0 

DOKAZ: Uz dinjenicu da je ovoga puta 

11110 1 < Ch"-1/Pr -1 /P Ift + Chsi - l /Pri2 -1  1(„,0),p,„i 	 /p 
1 ( 3 11 8 2 ),P,e0j 

dokaz se izvodi na isti naein kao u prethodnoj lemi. ■ 

LEMA 5.9. Ako u E Wp3,1632 (Q0), 1/2 < si < 2, 1/2 < s2 < 1, 2 < p < co 
tada je 

11(7,4)F11?- + Ogg 	(Ch"-1/Prs2-1 ) • P .O 

DOKAZ: Ova lema je posledica prethodne dve leme i Einjenice da je 

Pilw
p 

 .1, 
0

32 (Q
°  ) 
	Cllullwii•.20 6 )x(0 T) p s 

gto je osobina produ2enja funkcije. ■ 

U slueaju da re§enje problema (2.1) u E Woosi:01  , 1/2 < si < 2 tada pomoeu 
leme 9 zakljueujemo da se navedena dva elana ponagaju kao 0(101). U slulaju 
da je s 2  = 2 (tj. da 4-z-kt  E L. u okolini granica) dobijamo optimalnu brzinu 
konvergencije 0(h2 ). 

Za kompletiranje ocena konvergencije neophodno je jo§ ispitati i oceniti elan 

I l z° - 	+ ( 1 - x)ikg -FxOntilh 	+ max-Ng, OR,} 

gde je u°  = u° (xi) poeetni uslov, z = u — v , z° = 0, 	= is — nu. Po§to je 
zo _ 	= 	+ 	za ocenu ee nam biti potrebna sledeCa 
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54 	 5. IMPLICITNA SHEMA, o =1 

LEMA 5.10. Neka u °  E W;(0, 1) , 1/p < s < 2 . Tada je 

IIu°
1 

 — Tx2n° 11h < Chs—m"{°'1/p-1/2}1_0 is,,(0,1) • 

DOKAZ: Uslov s > 1/p obezbeduje da ti1p 	C pa je prema tome funkcional 

1 

= u'(0) - 	(1- 	(s) ds 
-1 

ogranken na W; (-1, 1) . Funkcional se anulira za = 1 i u' = x . Uvoded slkna 

preslikavanja kao ranije i koristed Bramble-Hilbertovu lemu zakljuEujemo da je 

Ku°  - 7121/ ° )i I < Chs -1 /p 3,p,(x.-1,zi+i) • 

Posle sumiranja, uz kori§Cenje leme 1.6, neposredno sledi dokaz ove leme. ■ 

LEMA 5.11. Ukoliko u °  E 	6x ) n w:,„ (1- 6x ,1) za s > 0 , i 6z  proizvoljno 

malo, tada je 

max{tg, zni} < CIO max{ lu ° 1 3 , c,3 ,( 0 ,5x ), lu° 1 3 ,,,,(1_6.,1)} . 

DOKAZ: Primet-imo da funkcionalo deluje na produienje it(x,t) funkcije 

u(x,t). Meclutim, po§to funkciju u(x, t) produiavamo preko granice x = 0 po 

pravcima t = const. to ee se u(x, 0) poklopiti sa standardnim produienjem ft ° 

 istog reda. To drugim relima znaEi da funkcional 

= uo _ Tz2 uo 

zavisi samo od poEetnog uslova. Primenom leme 10 i osobine neprekidnog produ-

ienja je 

< Cie ift° i3,0.,(-h,h) 

< Cie 101,,,„,, ( _ 6.,5x)  

< Ch'ill° 13,00,(o,6x) 

Slueaj granice x =1 se re§ava na isti nacin. ■ 

Primenimo dobijene rezultate u specijalnom slueaju kada u E Hs's/ 2 (Q). 

TEOREMA 5.6. Neka regenje zadatka (2.1) u E Hs'i/ 2 (Q), 1.5 < s < 4 . Ako 

je v diskretno regenje diferencijske sheme (5.1) tada je 

(i) za 1.5 < s < 2 , Co-  < hr  < C27 i 6 proizvoljno malo 

II u  — v ill,hr = 0(h3-1—(2-0/2-6) 
	

✓ < 2 , 

= 0(h3-1 ), 	 ✓ > 2 , 
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(ii) za 2 < s < 2.5 

(iii) za s = 2.5 

(iv) za 2.5 < s < 3 

(v) za 3 < s < 4 

5.3. KONVERGENCIJA U II .111,hr NORMI 

Ilu vili,hr = 003-1 	
r(3-1)/2)  

Ilu 	vili,hr = 0(h1.5  in Pal + 70.75), 

Ilu - vIli,h, = o(h" r(8-1)/2) 

55 

Ilu - u l li , h, 
= 0(h42 r(1-1)/2) 

• 

DOKAZ: Ukoliko u E H1 4 1 /2 (Q) tada (vidi [37]) u°(x) = u(x, 0) E H8-1 (0,1) , i 
moiemo primeniti lemu 10 za s > 1.5 . 

(i) U ovom sluEaju je H3,0 	Hos-1-2E ,112-1-e n Hos '°  za proizvoljno malo e . Ako 
defini§emo da je 	-a-  t/IN  E. 0 dokaz neposredno sledi primenom leme 4, leme 5, 
leme 10 i apriorne ocene 4.7. 

(ii) U ovom slulaju dokaz je isti kao u 
1,(3-1)/2 	3 o Ho 	n Hci . 

(iii) i (iv) U ovim shgajevima dokaz isto neposredno sledi primenom leme 4, leme 
5 i apriorne ocene 4.7 kao u (ii). Suboptimalna brzina konvergencije je rezultat 
ograniEenja leme 5. 

(v) Ovaj rezultat je posledica teorije interpolacije. Naime, vati [41]: 

1,h, < c(Iizik,h., • 11z112 , h,) 1, 2  

U na.iem sluEaju, za s > 3 je Ilu  - 	= 0(h2 	, a prema teoremi 2 je 
Ilu viI2,hr = 0(10-2 r(3-2)/2) 

NAPOMENA: Svi rezultati teoreme 6 vale i u sluEaju da u E H os-1-2E42+E  n I/psi° 
kada je s < 2 , odnosno u E Ho(3-1)/2 

 11 Hoo  za s > 2 . 

TEOREMA 5.7. Neka regenje zadatka (2.1) u E 1-18,3 /2(Q), 2.5 < s < 3 i neka 
je pored toga za prigraniene oblasti Qo = (0, bx )x (0, T) i Qi = (1- 4,1) x (0, T) 

E W:S(Qo) n W:S(Ch.) gde je 1/2 < si < 2 . Tada je 

Ilu - vili,hr = °(h1-1  + 7(3-1)/2  + h 3 '). 

DOKAZ: Za dokaz eemo koristiti lemu 9 sa p = oo , S2 = 1. Takode, iz 
teorije funkcionalnih prostora imamo da je u° (x) E W:„; (0, 4) (1 147,, (1 - 4,1) 
§to omoguCava primenu leme 11. Koristeei komplikovaniju apriornu ocenu u lemi 

(i ) 
uz Einjenicu da je sada H1"2  c-- ►  
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56 	 5. IMPLICITNA SHEMA, Cr = 1 

4.7 dobijamo iskaz teoreme posle primene leme 4, leme 6, leme 9, leme 10 i leme 

11 ■ 

Ovim smo praktieno zavr§ili ispitivanje konvergencije u II .11 1,h7. normi u 

slueaju neprekidnih regenja. 

U slifeaju da regenje u zadatka (2.1) nije neprekidno, recimo ako u E 

Hs 42 (Q) za s < 1.5 (bez dodatnih informacija) gregka nije vise korektno defi-

nisana, a i nije jasno koje vrednosti poletnih i granialih uslova uzeti u okolini 
eventualnih prekida. Zbog toga demo, kao i u slueaju ispitivanja konvergencije u 

II .11 0h7. normi definisati gregku kao z = Ttu — vi gde je v 1  diskretno regenje difer-

encijske sheme (5.5), a operator usrednjavanja Tif je definisan sa (5.6). Prema lemi 

1, gre§ka z je korektno definisana ukoliko u E Hs"' (Q) , s 1 , s2 > 1/2 . Graka z 

ce zadovoljavati diferencijsku shemu (5.7). Oznaeimo 1/) = Ttu — Oeigledno 
je = 0 , = Ttu — Tx u , 1 < i < N — 1 , j > 0 . Vrednosti 11770  i ne 

ueestvuju u shemi (5.5) pa demo ih dodefinisati nulom radi upotrebe jednostavnije 

apriorne ocene. 

Posle linearne transformacije x = xi + hx' , t = t + re , u 1 (x' ,t') = u(s ,t) , 

kojom smo domen = x (t3_ 1 ,1j) preslikali na E = (-1, 2) x (- 1, 0) 

bide za 1 < i < N — 2 

	

.?
• 

= —
1 
(f 	

-1 
[u'(1, s) — u'(0, s)] ds — 	(1 — Isp[u' (1 + s, 0) — ul (s, 	ds) 

	

h 	- 	
. 

1  

Iz dodatka se vidi da se ovaj funkcional anulira za u' = ti , j > 0 i u' = x , 

u' = x 2  . Ukoliko u E Hos "13  n HET" , 1/2 < s 1  < 3 , 1/2 < s 2  < 1 , 0 < a < 

min{l, s i } , 0 < < s2 , poznatom tehnikom dobijamo da je 

C / 
[Or 5 	031-1  iuks + 

	 + V-1 752  I n I 
i3O),eij 	" 	T  I L ( 3 1,P))eii • 	 ' 0,3 2) , eii) • 

U prigranienim evorovima reprezentacija funkcionala x  je drugaeija. Za 

i = 0 , na primer, je 

• 1 	° 
= 	_[72 (1, s)] ds — 	(1 — isp[u' (1 + s , 	ds) . (1 

1  
--1 

Ovaj funkcional se anulira za ui = 1 i u' = x (vidi dodatak), pa je zato za si < 2 

, 1 
I lAr 	< 	hr 

(h31-1 	 "
3,--1,./3 

1 U 1(31,0),e0i 	 l'-̀ 1
1
(sid3),e03  

V 

• C 	 1,  

	

+ ha-1 73 2  l u ka,32),eoi 	h- 4 7.3 2  

	

1 (0, 3 2),eoi 	• 

Primenimo dobijene rezultate na slueaj a = /3 = 0 , 1/2 < s i  < 2 , 1/2 < s2  < 1 . 

Tada je 
= 	

h-17.32). 

Neposrednom primenom leme 4.7 dobijamo sledeeu teoremu. 
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5.3. KONVERGENCIJA U 11.111,h r  NORMI 	 57 

TEOREMA 5.8. Neka regenje zadatka (2.1) u E Hs,s /2(Q), 1 < s < 2 . Ako je 
v1 regenje diferencijske sheme (5.5) tada je uz uslov C1 r < hr  < C2r : 

IITIU V lIll,hr = 0(h3/12 - 1), 	r < 2, 

= 0(h3-1 ), 	r>2. 

Ovim smo zavrgili detaljno ispitivanje gregle diferencijske sheme sa tetinom 
a = 1 . 
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58 	 5. IMPLICITNA SHEMA, a = 1 
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Glava 6. Shema sa tezinama orj > > 1/2 

Kao i u prethodnoj glavi , ogrankiCemo se na ekvidistantnu mreiu po prostoru 
i vremenu, sa koracima h i r 

Zadatak (2.1) demo re§avati diferencijskom shemom 

= 	-I- (1— cri)f). i. +TiT 2  f , t = ti , 
v(0,0 = a(t) , 

v(1,t) = i3(t) , 
	 (6.1) 

v(x, 0) = u° (x) 

u slueaju da je re§enje granienog zadatka (2.1) neprekidno, odnosno 

v i i = crivi z2  + (1 — cri)fli xt. + T1Tx f , 
vi(0, t) = Tia(t) , 

v i (1,t) = TO(t) , 
	 (6.2) 

v i (x, 0) = 7:bt° (x) 

u slueaju da raenje nije neprekidno. 

Za kompletiranje diferencijske sheme (6.2) potrebno je 	definisati vrednosti 
poeetnog uslova u krajnjim taekama. Naime, pato regenje nije neprekidno (a Zesto 
je prekidno bas" i samo u tim taekama) nije oeigledno koje vrednosti uzeti u krajnjim 
taekama: da li uzeti neko usrednjenje poeetnog uslova, usrednjenje granknog uslova 
ili kombinaciju ova dva. 

Ukoliko je prvi korak u shemi implicitan, o f  = 1, izbor poeetnog usloVa u 
krajevima nije bitan pato se ne koristi u shemi, a i odgovarajuei elanovi u apriornoj 
oceni se anuliraju. 

Ukoliko je of  < 1 tada moiemo traiene vrednosti dobiti na sledeei naein. 
Produiimo najpre raenje u preko granica x = 0 i x =-- 1 , a zatim uzmimo 
v1g = Tx20(0) , vat  = Tx2 /7/°(1) , gde je fi° dobijeno navedenim produienjem 
poeetnog uslova u°(x) . 

SledeCa moguenost je da za vrednosti u uglovima uzmemo usrednjenje grani-
enih uslova po vremenu: v 1 8 = Tt a(0) , v 10°  = 710(0) . 

Na kraju, ukoliko je re§enje neprekidno u okolini taeaka (0, 0) i (1, 0) , tada 
za vrednosti u krajnjim taekama moiemo uzeti bas taene vrednosti re§enja u tim 
taekama. 

Graku diferencijskih shema demo definisati na isti naein kao u prethodnoj 
glavi: z = u — v za shemu (6.1) i z 1  = Ttu — v1  za shemu (6.2). Crake ee 
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60 	 6. SHEMA SA TEZINAMA Crj > Cr > 1/2 

zadovoljavati diferencijske sheme 

zf = cri 	+ (1 - 	+ (To - aju - (1- crj)f.1)xt  (u - Tr2 u)r , 

z(0,t) = z(1,t) = 0 , 
	 (6.3) 

z(x,0) = 0 , 

= 	r + (1 - 	(Tfu - cri u - (1 - cri)fi)x2 (u - T s27-)1 

zi(0,t) = 2.1(1,0 = 0, 
	 (6.4) 

zl (x, 0) = 0 . 

Primetimo prvo da, u slaaju neprekidnog regenja i diferencijske sheme (6.1), 

funkcional = u - Tz2u je identi .6an funkcionalu za sluEaj implicitne sheme (o = 

1), a funkcional cp = Ttu - o1.0 - (1 - cri)u se anulira na istim polinomima kao 
funkcional Ttu - u . Zbog toga Ce zavisnost ocena za gregku od funkcionala i 
(to biti identiena kao u slu'eaju implicitne sheme. Za ove funkcionale ee vaiiti ocene 
(5.3), (5.4), lema 5.3, lema 5.4, lema 5.5, lema 5.6, lema 5.7, lema 5.8, lema 5.9, 
lema 5.11. 

6.1. Konvergencija u 11.112,hr normi. 

Kao S- to smo veC pomenuli, za funkcionale 

co = 	- cri  - (1 - 	 (6.5) 

1' = u - 	 (6.6) 

vale ocene (5.3) i (5.4). Po§to je I  =7- 0 , na osnovu apriorne ocene (lema 4.11) 

\rake 

TEOREMA 6.1. Neka reS-enje zadatka (2.1) u E II1lA(Q)(1H oa"92 (Q) , ai E 

(1/2, 2] , A E (1/2, 1] , i = 1, 2 i neka je v regenje diferencijske sheme (6.1). Tada 
je 

iiu vii2,hr 5- 1/2 	101-2 713 ' 	+ h c"r62-1  i u l(a2,02),Q) • 

TEOREMA 6.2. Neka re§enje zadatka (2.1) u E Hs ' s / 2 (Q), 2 < s < 4. Ako je 
v resenje diferencijske sheme (6.1) tada je 

(i) Za 3 < s < 4 

Ilu - v112,h, 
= 0 s — 2 + ( — 2 ) / 2 ) 
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6.2. KONVERGENCIJA U 11.110,h r  NORMI 	 61 

(ii) Ukoliko je Ci r < hr  < C27 r > 0 i ako je 8 > 0 proizvoljno malo 

iit' vil2,hr 
= o(hs -2-(2-r)/ 2- 6

), 	✓ < 2, 2 <s< 3, 

= 0(hs-2), 	 r= 2, 2 <s< 3, 

= 0(hs-2), 	 ✓ > 2, 2.5 <s< 3, 
= 0(7(s-2)/2-(r-2)/4r-6) ,  ✓ > 2, 2 <s< 2.5. 

NAPOMENA : Dokazi teorema 6.1 i 6.2 su skoro identieni dokazima teorema 5.1 i 5.2. 
Jedina razlika je gto se u ocenama pojavljuje faktor (o- — 1/2) (-1 ) koji je ogranieen 
pa ne moie uticati na brzinu konvergencije, ali za vrednosti bliske 1/2 moie 
dati bitno veCu konstantu u ocenama u odnosu na odgovarajueu konstantu u oceni 
za implicitnu shemu (o = 1). 

6.2. Konvergencija 	ilo,hr normi. 

Ka o i u poglavlju 5.2. za implicitnu shemu, poenimo ispitivanjem gregke 
zi  = Tfu — v 1  gde je v 1  regenje diferencijske sheme (6.2). Gregka z 1  ee zadovo-
ljavati shemu (6.4). Napomenimo da je u slueaju evorova koji nisu na poeetnom 
vremenskom sloju, j > 0, Try = Tfu , a u slueaju poeetnog vremenskog sloja 
Tfu = Tin . Definigimo 

= Ttu — T2 u , 	 (6.7) 

= Tfu — (xi bu — (1 — cri)11bii = (1 — ci)(Tiu — Trii) . 	(6.8) 
Za j = 0 biee 	= 0 , a za j > 0 	= Try — 	Ovaj funkcional je ispitan u 
poglavlju 5.2. i za njega vaii 

LEMA 6.1. Neka je u E I/ 3102 (Q), 1/2 < si < 2 , 1/2 < s2 < 1. Tada je 

IlTiu — Thillo,hr 5. CO'' itii(s i ,o),Q + 7" kilo 02),Q) • 

Pogto je z 1 ? = 0 i 4 = 0 iz apriorne ocene 4.11 se vidi da je dovoljno oceniti 
jog samo 11011o,hr , Haar i 11 0 iiir • 

LEMA 6.2. Neka je u E H"2 (Q), 1/2 < si < 2, 1/2 < s2 < 1 . Tada je 

1K1 — cri)(Tiu — ii-fi )iio,hr < C(hsilul(sj,o),Q
rs2 iu k o 02),Q)  

DOKAZ: Razmotrimo prvo slueaj j > 1 . Tada je 

	

= (1 — cri)(Tru — 	. 

Linearnom transformacijom t = 	, x = xi -Fhe oblast eij = (x1_ 1 , xj 4. 1 ) x 
(ti _2 i  i) se preslikava na E = (-1, 1) x (-1, 1) . Tada je za u(x, t) = u 1 (x', t') 

	

= (1 — cri) (10  u'(0, s) ds — 	i tz' (0, s) ds) . 
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62 	 6. SHEMA SA TEZINAMA Crj > CT > 1/2 

Ovaj funkcional je neprekidan (ogranieen) linearan funkcional na 1131 ' 32  za s 1  , s 2  > 

1/2 i anulira se za 	= 1 i u' = x (vidi dodatak). Zbog toga te biti 

IA I < C (h"11/ 1 ( , 1 , o) , E 	Ts 2  lu'l (0,32),E) 

< — 
hr 

(h e ' 	 T32  1 11 1(0,8 2),eii) 

Ova ocena vaii za j > 1. Za j = 1 preslikajmo e11 = 	xj+i) x (00-) na 

E = (- 1,1) x (0, 1) istom linearnom transformacijom. Tada je 

= (1 — al)(I ti t  (0 , s) ds — 	(1 — 	(s , 0) ds . 
-1 

PoS"to je ovaj funkcional takode neprekidan na H31 ' 32  i anulira se za u' = 1 i 

= x kao i u prethodnom slueaju, za njega ee vaiiti ista ocena (6.9). Sumiranjem 
po taekama mreie, koristeei (6.9) dobijamo trvrdenje leme. ■ 

Jos nam preostaje da ocenimo Had, 
recimo, a o  . Bite 

ajo  = — cri)(Tra(ti) — Trot(ti — 7)) , j > 1, 

ao = 	- 71 )(Ti a(0) — v 1,0 ) , 

gde v i 0°  zavisi od metoda izabranog za definisanje krajnjih poEetnih vrednosti. 

Jasno je da je ag = 0 u slueaju da je a 1  = 1 iii da smo izabrali v10°  = Tt a(0) . 

Funkcional ajo  je ograniEen linearan funkcional na prostoru H34  , 0 < s4  < 1, 

i poao se anulira na konstantama neposredno dobijamo da je 

lajo i < C(1 — 0.)734-1/2 
--13 4 ,(i i _ 2 ,t ; ) 	> 1  • 

Ostaje da ocenimo ao . VeC smo napomenuli da je a id = 0 u sluEaju da je a 1  = 1 

= a(0) . Neka je sada 

= OTt a(0) + (1 — 0)T.,u0(0) , 0 < 0 < 1 

konveksna kombinacija (nekih) usrednjenja graniEnog i poeetnog uslova. Pod 
uslovom da je rdenje u ograniEeno u okolini taeaka (0,0) i (1,0) takva ee biti i 

usrednjenja, pa je 

Nt 	)1/2 

11 0, 0 11 ,  = (7-(4) 2  Eroa .70) 2 	= ,(Tv2 + ,34 ).  

Ova ocena se dobija za bilo koju granienu vrednost v i,o°  . 

(6.9) 

i Had, iz apriorne ocene. Ispitajmo, 

j=2 
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6.2. KONVERGENCLIA U II.IIO,hr NORMI 	 63 

LEMA 6.3. Neka granieni uslovi a(t),13(t) E Hs4 (0,T), 0 < s4 < 1. Tada je 
(i) Za v i:())  = Tt a(0) , v1,N = To3(0) , ili ako je of  = 1 

11°011, 5- Cr'' 1°134,(0,T) 

Had, 5_ Cr'4 1,8134,(0,T) • 

Ukoliko je regenje u ogranieeno u okolini taeaka (0, 0) i (1, 0) a v1,0° v1 N°  se nalaze u tim granicama 	 , 

i (1 13 4  ,(0,T) 	
ci  71/ 2(1 	al ) , 

Had, 5_ ars4 	Cirli 2 (1 - cri) • 

DOKAZ: (i) U ovom sluEaju je ag = a? = 0 pa rezultat sledi neposrednim 
sumiranjem ocena za ciol)  , j > 1 . 

(ii) U ovom shgaju je Tor i TJ3 ograniEeno pa, pato su takvi i v 1,g i vi ,N°  bi6e 

N, 

II aoIIr 
2  

= r(a0) 2  + E r(ajo) 2  
j=2 

0)2 7.234 l„,I2 5_ TC1 + C(1 r-.134,(0,7) 

odakle sledi trvrdenje leme. ■ 

NAPOMENA: Ukoliko u E Hi ,s/ 2 (Q) tada je obezbedeno [37] da a(t),/3(t) E H3/2- 1/4(0, T) ) kao tragovi regenja u(x, I) za x = 0 i x = 1 . Medutim, Eesto 
su funkcije a(t) i /3(t) glade, Ato dovodi do boljih rezultata za konvergenciju dife-
rencijske sheme. 

Dosad dobijene rezultate sumiraCemo u sledeCu teoremu. 

TEOREMA 6.3. Neka regenje zadatka (2.1) u E H" , s 2 (Q), 1/2 < s i  < 2, 
1/2 < s2  < 1 , a(t), i3(t) E I-1 84 (0,T), 0 < 84 < 1 . Tada, ako je v1 diskretno 
reknje sheme (6.2) 

(i) U slueaju da je o f  = 1, iii da je v 1,(°)  = Tta(0) , v1,N  = Tt[3(0) tada je 

C II Tiu 
 - viiio,hr a.  -1/2 \hal  lui 	+ 782  lui(0,3 2),Q + 

-Fr" (1a18 4 ,(0 ,T) + Iflis4,(O,r) )) • 
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64 	 6. SHEMA SA TEZINAMA Qj > o > 1/2 

(ii) Ukolikoje rdenje u ogranieeno u okolini taeaka (0, 0) i (1, 0) konstan tom C1 

tada je u slueaju proizvoljnih Kg' < Cl i Iv1,NI Cl 

C / 
villo,hr <  	lui(s i3 O),Q + T$2 1 11 1(0,8 2),Q + 

— 0' — 1/2 

-Fr" ( ( a 1.1 4 ,(0,T) + 1 ,81340 ,T) ) + co- 11 . 

Ispitajmo sada pona§anje gre§ke u II .11 0,hr  normi za slueaj neprekidnog 

re§enja. Pored diferencijske sheme (6.1) koristiCemo i shemu 

vf = ci vzt + (1— cri )vzi- + TiTx2  f , 

v(0, t j ) = a(ti ) , 	v(1, t i ) = fl(tj ) , 	 (6.10) 

v(x, 0) = T2 u ° (x), vg = u° (0) , v °N  = u° ( 1) 
Kao §to se vidi, sheme (6.1) i (6.10) razlikuju se jedino u izboru poeetnog uslova. 

Ako je v re§enje diferencijske sheme (6.10) tada ee gre§ka z = u — v zadovo-

ljavati shemu 

zr = crj Zrk- + (1 — Gi)i x -± (Titl — 	— (1 — Cr j)171) x,f (11 — 712  tl)f 

Z(0 ti) = Z(1, t j) = 0, 

z(x, 0) = uo(x) — Tr2 u° (x) , 4 = Zr° = 0 . 
Ako oznaeimo so = Tiu — crju— (1— aj)ft i 
§to uzrokuje da otpadaju prva dva elana iz 
funkcionala 	data je u lemi 5.3. 

LEMA 6.4. Neka u E Hoil 'P (Q) fl 110"2 (Q) 

0 5 a < s1 , 0 < f3 < s2, i a+ f3 — 2af3 
(s i  — a)(s 2  — ,3) 0 0 Tada je 

IITru — act/ — ( 1  — 	 Ch" 713  iul(s i ,p),Q + 

+ Ch"7-32  Itik a,320 	C7 32  lUI( 0,32 ) , Q 

DOKAZ: Uslovi leme obezbeduju da 1-105 ''°(Q) fl 1' s 2  (IQ) c—►  C (Q) pa je zato 

cpi = 	u'(0, s) ds — cru' (0, 0) — (1 — a)u' (0 , —1) 
—1 

ogranieen linearan funkcional na H ETP(Q) fl litTs2 (Q) . Ovde smo, kao i ranije, 

koristili transformaciju x = xi hx' , t = tj + re , u'(x',e) = u(x,t) kojom se 

eij = (xj_ i , xi +i) x (ij_i, 	preslikava na E = (-1,1) x (-1, 0) . Iz dodatka se 
vidi da se ovaj funkcional anulira na svim funkcijama oblika 	= xi , i > 0 . Zbog 
ovoga je primenom Bramble—Hilbertove leme i leme 3.7 

, 	
5_ C (1111(3,ft),E 	lui l(«,s2),E + 10(0,32),E) • 

= u — T2 u , vidimo da je — -a: 0 
apriorne ocene 4.11. Ocena norme 

i neka je 1/2 < sl , 1/2 < s2  < 1 , 

> sl + S2 — 2S1S2 u SlUeajU da je 

Odavde se, vraCanjem originalnih koordinata i sumiranjem po mreii dobija navedeni 
rezultat. ■ 
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6.2. KONVERGENCIJA U 11.110,h r  NORMI 	 65 

LEMA 6.5. Neka a(t) E H"(0, T), 1/2 < s4 < 1. Tada je 

IlTra 
	a(ti ) — (1 — ai)a(ti-1)110,r < CT'' , a ,s 4 ,(o,T) • 

DOKAZ: Kao funkcija jedne promenljive, a(t) je neprekidna zbog utapanja 
H" 	C, 84  > 1/2. Zato ee funkcional 

Wi =a'(s)ds — crai(0) — (1 — cr)a'(-1) 
--1 

(sa uobieajeno transformisanom funkcijom a' ) biti ogranieen linearan funkcional 
na H3 4(-1, 0) . Pagto se taj funkcional anulira na konstantama, rezultat leme se 
dobija neposrednom primenom Bramble-Hilbertove leme. ■ 

LEMA 6.6. Neka u °(x) E H' 3 (0,1) , 1/2 < 83  < 2. Tada je 

11 120  — nu 0 iih < Ch's  l u° 13 3 ,(o,1) 

nu011A-1 	Chs3 Vis3,(0,1) 

DOKAZ: Prvi iskaz leme se dobija primenom Bramble-Hilbertove leme pogto se 
0—T 2 u° anulira na konstantama i linearnim funkcijama, i H33  C-4 C za 83  > 1/2 . 
Po'gto je [46] 

ilwIln-- ,  5_ ClIwIlh • 
drugi iskaz leme sledi iz prvog. ■ 

LEMA 6.7. Neka u ° (x) E W1 3 (0, 1) , 1 < s3 < 2 . Tada je 

II u °  nu ° 11A-1 <Ch 33  lu° 1 3 3 ,1,(o,i) 

DOKAZ: Koristeei standardnu Bramble-Hilbertovu tehniku lako se dobija da je 

I(u°  — nu° )(xj)1 < 
Chs3-1 lu°133,1,(zi-i,x41) 

Naka je z data diskretna funkcija i —v rt = z , vo = vN = 0 . Tada je 

= (A-1 Z, ') = (v, Av) = l[vg.11 h2  

a prema lemi 4.4 je 

i-1 

= >2  hx k z k  -E h(1 — xk)zk 
k=0 	k=i 
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66 	 6. SHEMA SA TEZINAMA 	> a > 1/2 

Uzimajuei z = uo - Tluo bite  

N 

E hlZki 
k=0 

N 

< E chs3 
k =0 

5 CO 101 $3,1,(0,1) 

Po§to desna strana nejednakosti ne zavisi od indeksa i , iz nje direktno sledi iskaz 

leme. ■ 

NAPOMENA: Lema 6.7 omoguCava da se u nekim konkretnim slueajevima poEetnog 

	

uslova 	pobolj§aju ocene brzine konvergencije. Naime, test je slueaj da u °  E 

Wi53  (0, 1) ali i da u° H3 3(0, 1) . Za ilustrativan primer uzmimo funkciju = 

0.5 - Ix - 0.51. Poznato je da u °  E H 1.5-6 (0,1) i u°  E 1473! --6 (0, 1) , gde je 5 > 0 

proizvoljno malo. Na osnovu leme 6.7 dobijamo da je llu °  - Tx2 uoil A _ ,  = 002-6)  

dok na osnovu leme 6.6 dobijamo samo 0(h 1.5-6 )U smislu ove napomene moguCe 
je u takvim slueajevima i poboligati ocene brzine konvergencije u sledeCoj teoremi. 

Na osnovu leme 5.3, leme 6.4, leme 6.5, leme 6.6 i apriorne ocene 4.11 sledi 

TEOREMA 6.4. Neka rdenje zadatka (2.1) u E Hs "(Q) fl Hoc" 2 (Q), pri emu 

je 1/2 < si  < 2, 1/2< s 2  < 1, 0<a<si, 0< < s2  , a+ [3 - 2a)3>si+ 

s2  -2s1s2 u slueaju da je (si  -()(82 -13) 0 0 . Neka jeja a(t),/3(t) E HS4  (0, T), 

u° (x) E H 33 (0,1) . Ako je v diskretno regenje diferencijske sheme (6.1), a v2 

diskretno regenje sheme (6.10) tads je 

	

iiu 	V2110,hr a - 1/2 (lel 1721 ( 3 1,01Q 1- 11317(3  I U1 ( 3 1,P) , Q 

+ ha 732  1U1( cr,32 ) , Q 	Ts 2  1u1 (0,s2),Q  + 

+1/33 r(1 - al) lu° 1 33,(0,1) 4-  T34  ( lals4,(0,T) 	1#134,(0,T))) 

iuk„,00 	1131.713 luk„,P),R 

	

Ilu 	hr a - 1/2 (h31  

+ ha T 8  IUI(„ ,s2 ),Q 	732  1 11 1(0,s2),Q 

+h33  i ti° 1J3,0,0+ r34 (lais.,,(°,T)+113134,0,71)) 

TEOREMA 6.5. Neka raenje zadatka (2.1) u E TP 1 ' 32 (0 , s > 3/2. Ako 

a(t), /3(0 E H i4  (0, T) u° (x) E H"(0,1) , 1/2 < s3  < 2 , 1/2 < s 4  < 1 tada je 

Ilu - v21io,hr = 0(h3  + 73 / 2  + (1 - a1)11 33 7-  r") 
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6.3. KONVERGENCIJA U II .111,hr  NORMI 	 67 

viio,hr = 0(h 3  + 
T'/2 h33 + T34 ). 

NAPOMENA: Ukoliko u E lis ,3 / 2(Q) tada je [37] a(t)03(t) E 1/3/2-1/4c, fri‘ 
U ) 

u° (x) E Hs-1 (0, 1) pa ukoliko ove funkcije u konkretnom problemu (2.1) nisu 
glade imamo ocene 

II U  V2110,hr = 0(h' 	73/2- 1/4 -F (1 — cri)h s-1 T), 

	

Ilu v110,hr = 0(h3-1 	rs12-114) 

§to su losiji rezultati nego u sluEaju implicitne sheme (o = 1). 

6.3. Konvergencija u II • II1,hr normi. 

Ispitajmo prvo sluEaj neprekidnog re§enja u zadatka (2.1). U torn shfeaju 
zadatak reAavamo shemom (6.1) iii shemom (6.10). 

Primetimo prvo da se funkcional 

Sox = (Tiu - o-ju - (1 - aj)ii)x 

anulira za potpuno iste funkcije kao i funkcional (To - u) x  razmatran u lemi 5.4 
na osnovu Eega neposredno zakljuEujemo da za njega vazi lema 5.4. 

Dalje, funkcional ti) = u -T2u je identiEan kao u poglavlju 5.1. pa ee za njega 
vaiiti sve ocene iz tog poglavlja; naime, vaiiCe lema 5.5, lema 5.6, lema 5.7, lema 
5.8, lema 5.9, lema 5.11. 

U na..§em sluEaju je 	uo - n uo iuo - 	= Tz2 u0 ,u0 Ocena ovih 
funkcionala je data u lemi 5.10. 1z apriorne ocene 4.11 se vidi da je jo§ potrebno 
oceniti funkcional (u° - 7120)r  . 

LEMA 6.8. Neka u°  E I/ 33 (0, 1) , 1/2 < s3 < 3 . Tada je 

(i) Ukoliko je 	= nu° (xi) — u ° (xi) , Rio = inr  =0 

	

1[0211h < chs3 - 
 1 i tiol s3, 

 0,0 	1/2 < s3 < 2, 

5_ Chs3-1 I2,(0,1) 
uoi 	of 

l u  Is3,(0,1)) ' 	2  < 83  < 2 ' 5  ' 

1[0211h 5_ Ch 1-5 11nh1 (101 20,1) + 101 
2.5,(O,1) , s3 = 2.5, 

1[ 1k2iih 5 Ch 1.5  oi) 	.330,1)) , (In ° 12,( , °  I 	2.5 < 83  < 3 . 

(ii) Ukoliko je (u° )"(0) = (u°)"(1) = 0 tada je pod istim uslovima 

i[02iih S Chs3-1 l u° 13 3 ,(0,1) , 	1/2  < 83  -5- 3
. 
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68 
	 6. SHEMA SA TEZINAMA 	> v > 1/2 

DOKAZ: Za s3 > 1/2 je H 33  C-4  C pa je 

ox0 	(uo - 7-,x2uo)x 

ograniEen linearan funkcional na prostoru H 33  . U unutranjim evorovima ovaj 

se funkcional anulira za proizvoljni polinom drugog stepena, dok se za i = 0 i 

i = N - 1 u slu'daju = teN  = 0 anulira samo na linearnim funkcijama. Zbog 

toga je primenom Bramble-Hilbertove tehnike 

< chs3 -3 / 2  lul 33,, ,,,xi+2,   , 	1 < < N - 2 , 

ler,0 1 5_ Chi3-3/2  luls3 ,(o,2h) 

ilkx° ,N-1i 5_ Chi3-3/ 2  luli-3,(1-2h,l) 

gde je s3 = minIs3, 2) . U slueaju kada je s3 < 2 svi stepeni uz h su isti i rezultat 

se dobija direktno sumiranjem. U slueaju 2 < s3 < 3 koristiCemo prigranienu 

ocenu [42] 

gde je 

pa je 

C (h, 6) = 

{CV , 

Ch 1 / 2 11n Id, 

Ch 1 / 2 , 

0 <e< 1/2, 

e = 1/2 , 

e > 1/2. 

N-1 	 N-2 

1[411 2h = 
E h(0242 = hopro 20) 2 hopxo ,N _ 02 E hopx,02 

i=0 	 i=i 

<C (hC (h , s - 2 )) 2  auk ,(o ,i) + 	+ Ch2(3-1) 	,(o ,i)  

Odavde se dobija prvi deo iskaza leme. 

Drugi deo leme se dokazuje tako §to u slueaju da postoji trag drugog izvoda za 

x = 0 i x =1, neparno produienje u odnosu na x = 0 i x = 1 euva glatkost H3  . 

Za neparno produienje je automatski ispunjeno da je = = 0 . Funkcional 

1A2 Ce se sad anulirati u svim, pa i granienim taekama, na polinomima drugog 

stepena, pa je 

1[021Ih 5 Chs3-1 1 11 13 3 ,(-h,1+h) 5. C1h 33-1  lu1s 3 ,(0,1) , 

primenom Bramble-Hilbertove leme i osobine neparnog produienja. ■ 

Radi lakgeg zapisa rezultata defini§imo 

h', 	0 < s < 1.5 , 

E(h, s) = 

	

	h 112 1 1n hl, s = 1.5 , / 

h 112 , 	s > 1.5 . 

i sumirajmo dobijene rezultate za slueaj da 'Li E Hs , '/ 2  . 

(6.11) 

lui2,0,20 < CO, EMI-1 12,0,1) + iu12+e,o,1)) 
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6.3. KONVERGENCIJA U 11.111,h r  NORMI 	 69 

TEOREMA 6.6. Neka re§enje zadatka (2.1) u E Hs's/2(Q), 1.5 < s < 4 , 
u(0,t),u(1,t) E Hs 4 (0,T), 1/2 < s4  < 1 , u(x,0) E H 33 (0,1), 1/2 < s3 < 2 . 
Ako je v diskretno re§enje diferencijske sheme (6.1), a v2 diskretno regenje difer-
encijske sheme (6.10) tada je 

(i) Za 1.5 < s < 2 , C17-  < hr C2r i 5 > 0 proizvoljno malo 

Ilu VII1,hr = 0(hs-1-(2-0/2-6,, ) r < 2, 

= 0(P-1 ), 	r > 2 . 

Za 2 < s < 3 

II u - udi,ht = O( E(h, s - 1) + r('-1) /2  + (1 - cri )rE(h, s3  - 1)) . 

(iii) Za 3 < s < 4 

iiu 	= 0(02  + 78 /4). 

Sve navedene ocene vale i u shgaju diskretnog regenja v 2  . 

DOKAZ: (i) U celom dokazu koristimo jednostavniju apriornu ocenu iz leme 4.11. 
U slueaju kada u E Hs ' s / 2 (Q) moiemo koristiti lemu 5.4 sa si = s , # = 0 , 
a = a' = s - 1 - 2E , s 2  = 1/2 + e , zatim lemu 5.5 sa istim ovim uslovima. U 
zavisnosti od izabrane sheme, Ilz° - 0°11 h  Ce biti bilo 0 bilo 0(103) , a poznato 
je da je s3  > s - 1 po§to je u° trag funkcije u . Zbog ovoga se ovaj elan pona:sa 
kao 0(hs -1 ). Iz istih razloga je i 7- 11(z °  - 0°)zith = o(

Ths-2) = 0(h3-24-r) 

Clan rifkx°11 h  se iz istih razloga pona.§a kao 0(118-2+r ) . Vidimo, dakle, da u ovom 
slueaju najloQu ocenu daju i[Wriihr 1  i[Oxiihr a to ocena je ista kao u slueaju 
implicitne sheme ( a = 1). Time je dokazan prvi deo teoreme. 

(ii) U ovom slueaju se za i[Sozlihr 1  1[0xlihr primenom leme 5.4 i leme 5.5 dobija da 
su reda 0(E(h, s-1)-Fr(3-1 )/ 2 ) . U slueaju diskretnog reknja v je 1[(u°-70) x l1 h  = 
0((1 - cri )rE(h, s3  - 1)) , za 1[0z°11 h  vaii ista ocena, a Ilu° -oll h

= 0(h33 ) = 
0(10 -1). Za re§enje v2 je eak u° - 	E 0 , a za 1[02 iihr vaii ista ocena. Na taj 
naein je dokazan drugi deo teoreme. 

(iii) Kao i u slueaju implicitne sheme, ovaj rezultat se dobija interpolacijom, tj. 
korikenjem nejednakosti 

C dzilo,hr 1142,147- 

Ovim je u potpunosti zavr*Sen dokaz teoreme. 111 

Zbog insistiranja da je 7/4 = 	= 0 i kori§Cenja jednostavnije apriorne ocene, 
brzina konvergencije u teoremi 6.6 nije veea od it" za s < 3 gto je slabije od 
optimalne ocene. Ocena se mole pobolj:iati uz pretpostavku poveeane glatkosti 
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70 	 6. SHEMA SA TEZINAMA aj > Q > 1/2 

reknja u u okolini granica x = 0 i x = 1 1 korigeenjem druge apriorne ocene gde 

je 0-70 	o. 
Pretpostavimo da u prigranknim oblastima Q o  = (0, br ) x (0,T) i Qi = 

(1-4,1)x(0,T) regenje u E 	. Tada je i u° (x) E 	(0, sz )nwg:,(1-6x,i.). 

Vaiee u ovom slueaju lema 5.7, lema 5.8 i lema 5.9 sa s2 = 1, p = oo , a 

vadice i lema 5.10 sa p = oo , s = Si kao i lema 5.11. Re§enje u je moguCe 

neprekidno produiiti preko granica sa duvanjem glatkosti. Za ovakvo produienje 

u grankne vrednosti za 0 20  i t/f7N  vise nee biti 0 kao ranije ako se raeunaju na isti 

naan kao i unutar mreie. Na taj naEin se dobija optimalna ocena za elan I[Oxilhr 

u apriornoj oceni (koju pod uslovima prethodne teoreme nije bilo moguCe dobiti). 
Sumirajua veC dokazane navedene rezultate dobijamo sledeeu teoremu. 

TEOREMA 6.7. Neka re§enje zadatka (2.1) it E Hs'3 / 2 (Q), 2.5 < s < 3 , i neka 

je pored toga it E WcZol  (Qo) n Woos1 :01  (Qi) , 1/2 < s 1  < 2 gde su Qo i Q 1  ranije 

definisane prigraniene oblasti. Ako u° E H33 (0,1) , s3  < 2 tada je 

vili,hr = 
0(h 3 - i r(3-0/2 + 73 i  + (1 - c1 )rh33-1 ) . 

Isti rezultat vazi i za diskretno regenje v2 

NAPOMENA: U sluEaju da je a1 = 1 ill da je r < Ch §to je u primenama prirodno 

ogrankenje poslednji Elan u teoremi 6.7 se mode izostaviti jer je s 3  > s - 1 (kao 

trag reknja) i (1 - cr i )r1/33-1  < Ch3-1 
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Glava 7. Shema sa tezinama cri 1/2 

Shema sa teiinom 	= 1/2 predstavlja poznatu Crank—Nicolson—ovu sime- 
trienu shemu koja, za razliku od prethodno razmatranih shema, na dovoljno glatkim 
regenjima ima veCu taenost 0(h 2 + r2 ) dok je taenost shema sa teiinama o > 1/2 
samo 0(h2  + 7) . Neka je zadata ravnomerna mreia sa koracima h i r . 

Zadatak (2.1) eemo re§avati diferencijskom shemom 

vi=2v== 2vxx+TiT 2f, 
v(0, t) = a(t) , 
v(1, t) = fl(t) , 
v(x, 0) = u ° (x). 

(7.1) 

Za re§enje se pretpostavlja da je neprekidno, Ato je u ovom slueaju opravdano 
buduei da za prekidna regenja ovde korigena metodologija nije u stanju da dokaie 
konvergenciju jer pretpostavlja vecu glatkost re§enja. 

Gregku diferencijske sheme moiemo definisati sa z = u—v i ona ee biti regenje 
diferencijske sheme 

zi = 2 zzg 	(u — Tz2 u)i- (Tiu — — 

z(0,t) = z(1, t) = 0, 
z(x, 0) = 0 . 

GraniEni zadatak demo jog' reAavati i diferencijskom shemom 

vlf = 2v1x±- + 1131,g + Tin f , 
v 1 (0, t) = a (t) , 
v (1 , t) = fl (t) 
v i (x , 0) = T?u°(x). 

gde je 	u=nuu unutra:injim Evorovima i Tx = u u graniZnim Evorovima. 
Ako gre§ku diferencijske sheme defini§emo sa z 1  = 1.2u - v 1  ona de biti reAenje 
diferencijske sheme 

zli = 1Z1z2 Plrf 	- 2T2u - 277'.'2U1x2 I 

Z1(0, = Z1(1, = 0, 	 (7.4) 
zl (x, 0) = 0 . 

(7.2) 

(7.3) 

71 
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72 	 7. SHEMA SA TEZINAMA Qj = 1/2 

7.1. Konvergencija u • 112,hr normi. 

Za ocenu konvergencije sheme (7.1) u 	li2,h7 normi koristiCemo apriornu 

ocenu datu u lemi 4.13, naime 

liz112,hr 5. Ca[Oxilh, +110111, + 110N-1llr +11(14,111, +110T,N-111,) 	(7 . 5 ) 

gde je = — T1u)i+ (To — — ft) zi. E tki+cpz  , ako oznaeimo = u — T 2 u , 

(to = 	— 	— 2u. 

Za ocenu 1[0,1I hr napomenimo da su, po konstrukciji 4  , prvi i poslednji sabi-
rak u normi jednaki 0 §to elimini§e probleme ocene u granienim taEkama. VafiCe 

1[0r 111,, = E hr14jI 2  < E iricpxx.r, 2 + E  i r i tbr j 12 	(7 . 6) 

1<i<N-2 	 1<i<N-2 	 1<i<N-2 
150 	 j>0 	 j>0 

Razmotrimo prvo funkcional ~xzx  = (To — 2u — 	. Linearnom trans- 

formacijom t = t5 -1-  re , x = xi+ hr' oblast e,j = 	xj4. 2 ) x (ti _ i , ti ) se 
preslikava na E = (- 1,2) x (-1, 0) . Tada je za u(x, t) = u/ (x', t') 

(PxXs,ii = 
0 

u'(2, s) — 

— 1 
	

0) 

3u/ (1, s) + 3ui (0, s) — u'(-1, s) ds 

3u/ (1, 0) + 37/(0,0) — u'(-1,0)] — 

—1 
	

—1)— 3u 1 (1, —1) + 3/2 1 (0, —1) — u'(-1, —1)]) . 

Ovaj linearan funkcional je neprekidan (ograniEen) na 1/ 031 ' 32  za sl, s 2  > 1/2 i 
anulira se za u' = xi , i > 0 , u' = xit , i > 0 , u' = , i = 0,1,2 j > 0 
(vidi dodatak). Zbog toga je, primenom iste tehnike kao u prethodne dye glave, za 
1/2 < s i  < 3 , 1/2 < s 2  < 2 

iWzgr,i I < 

Odavde je, sumiranjem po mreii 

Ehr 	I2 < (Ch" -3r32  Ittl (31,32),Q ) 2  

1<i<N-2 
j>0 

Ocenimo sada thr  = (u — Tx2 u)fr  . Uz pomoC iste linearne transformacije je 

= 1;71  ([ u'(1, 0) — u'(1, —1) — u'(0, 0) + u i (0, —1) ] — 

— r (1 — Is1)[ ui(1 s, 0) — 7/(1 s, —1) — u'(s, 	+ u 1 (s, —1)] ds . 
-1 
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Za 1/2 < si < 3 , 1/2 < s 2  < 2 , Orr i je ogranken linearan funkcional na Hosl ' s2  
i anulira se za 	= x iti , i = 0,1, 2 j > 0 (vidi dodatak). Zbog toga je 

Itkij 	TIC;:h" r" I t/ 1(31,32),E 

hr  07
hsir'21U1(si,s2),esi • .r 

Sumiranjem po mreii dobijamo 

E hr10 j.1 2  < (Ch."1 rs2-1 
I u1(31,32),Q) 2  • — 

1<i<N-2 
j>0 

Ovim je dokazana sledeea lema. 

LEMA 7.1. Neka je u E Hos ''s2 (Q) , 1/2 < 8 1  < 3, 1/2 < s 2  < 2. Ako oznaeimo s2 = min{l, s2 } tada je 

I[OxiihT <C (0-37'2  lul(si,,AQ 	 luksi,30,Q) 

Ocenimo sada drugi elan u (7.5), 
Bice 1101117 < 	bort,iiir • 	

11(kilir 	110N-ill,. se ocenjuje analogno). 

	

Funkcional 	je ispitan pri izvodenju teoreme 
5.1 i za njega vazi za 1/2 < s 1  < 2 , 1/2 < s2 < 1 

)1/2 
Tilkci 1 2 	< Ch"7-32-1 lu k , z,s2),(0,2h)x(0,T) • 

j>2 

Ocenimo sada liCo.f,1117 • Posle linearnog preslikavanja t = ti  + 	, x = 
x i  hx' bke 

1 
i [ u'(-1, s) - 2u/ (0, 8) u'(1, s) ] ds 

1 	

- 

- [ 	0) - 2u'(0, 0) + ?Al, 0)] - 

- 1 
	

-1) - 2u'(0, -1) + u'(1, -1)]) . 

Za u E 1-1;:p$2  , 1/2 < 8 1 , s2  < 2 ovo je ogranken linearan funkcional koji se 
anulira za u' = xitj , i < 1 iii j < 1 (vidi dodatak). Na osnovu toga standardnom 
tehnikom dobijamo 

	

(Erlia.2,-1.12) 1/2  5_ Ch" -2 T a2 	 • 
j>2 
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74 	 7. SHEMA SA TOINAMA 	= 1/2 

Na osnovu prethodnog je za si = min{2, si} , s2 = min{l, 82} , Qh = (0, 2h) x 

(0, T)U (1 - 2h,1) x (0, T) 

	

Ii ilir + HON -AT 	C (07'2-1 	 111 -2 732 1u1 (si , 32) , Qh ) . 	(7.7) 

Za kompletiranje ocene brzine konvergencije preostaje jog' da procenimo 

110,1IIT (i analogno 110t,N-1IIr ). Zbog konstrukcije 4 biee 

ilk ill?
E= riod12,Erico,tiv+ET1042. 
j>2 	j>2 	 j>2 

Posle linearnog preslikavanja t = t;  + rti  , x = 	hx' koje oblast e i;  = 
(0, 2h) x (ti_2,tj) preslikava na E = (-1,1) x (-2,0) biee 

712  ([u/ (0, 0) - 21/(0, -1) + u'(0, -2)]- 

1 (1 - Is1)[ u'(s,  0) - 2u'(s, -1) + u'(s, -2)] ds . 

Ako u E Hos " 32  za 1/2 < s i , s 2  < 2 ovo je ogranieen linearan funkcional. On se 

anulira za u' = x i ti , i < 1 iii j < 1 (vidi dodatak). Zbog toga je 

(E TIOrt-,i 1 2) 112 < Chs'rs2-2  lul (j  i,32),(0,2h)x(o,T) • 
j>2 

Istom linearnom transformacijom je 

• 	1 
(Pxxt, i = —(1 1 [u'( -1,  s) - 2u 1 (0, s) u'(1, s)  hzT 

u'(-1, s - 1) + 2u1 (0, s - 1) - u 1 (1, s - 1)] ds - 

1  
- -

2 
 u'(-1, 0) - 2/2 / (0, 0) + u'(1, 0) + -

2 
[ u'(-1, -2) - 2u'(0, -2) + u'(1, -2)1) . 

Ako u E Hos "' za 1/2 < s 1  < 2 , 1/2 < s2  < 3 , uzimajuCi u obzir da se ovaj 
ograniEen linearan funkcional anulira za u' = siti , i < 1 iii j < 2 (vidi dodatak), 
standardnom tehnikom dobijamo 

) 1/2 
(E TI(ps f,31  12 	< Chs - 2782-1 

I(31,32),(0,2h)x( 0 ,T) • 
j>2 

Na osnovu prethodnog je za 4 = min{2, s2} 

 sl-2 s2-1 

	

114,1117 +110i,N-iii, 	C (hs1741-1
3 

I 1 ( 1 , 3 2),Qh ) • (7.8 ) 

Uz pomoC leme 7.1, (7.7) i (7.8) lako se dokazuje sledeCa teorema. 
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TEOREMA 7.1. Neka reknje zadatka (2.1) u E H o"'I3 (Q) n Hocw'sa(Q) , pri eemu je 1/2 < s1  < 3 , 1/2 < S2 < 3 , 1/2 < a < min{2,s i } , 1/2 < Q < min{2,s2} • Tada je uz s2 = min{l, s2} , s2 = min{2, s2} , = /6} 

iiti — 	< C (11" -3T13  lui(„,0),Q 

s" ha T32- 1  12/1(a,312),Q 	hot-2 r 2  Itikajo D 1 Q 

1 1.111(a,82),(2) • 
—2_32—  -1-har° 1 -2  I tl 	+ ha 

ka i s'294) 

UobiEajen funkcionalni prostor u kojem se posmatra re§enje zadatka u je 
Ils , s/ 2 (Q) . Diferencijska shema (7.1) se najEeke koristi sa r -•• h a retie sa r ti  h2  . 
Radi odreclivanja brzina konvergencije kada u E Hs's/ 2(Q) uoEimo da I/842  
4'15  za a + 2Q = s . Za ocenu prva dva Zlana u (7.5) uzmimo (a, )6) da je presek 
prave x + 2y = s sa izlomljenom linijom odredenom taEkama (3, 2) , (3, 1/2 + 6) , (0, 1/2 + 8) . Za ocenu ostala Eetiri Elana uzmimo (a, /3) u preseku x + 2y = s 
sa linijom odredenom ta6kama (2, 3) , (2, 1/2 + 6) , (0,1/2 + 6). U zavisnosti od 
glatkosti s za procenu ovih Zlanova se dobijaju slede6i izrazi 

S 

7<s<8 
6<s<7 
5<s<6 
4<s<5 
3<s<4 
1.5<s<3 

1 [0.11hr 

h2 ,r2 

h 2  TY. 

 h2  

+ 
hs-4-26 7.1/2+6 

▪  

hs-2-26 7.-1/2+5 
hs-4-25 71/2+6 

▪  

hs-2-26 r-1/2+6 

7 < s < 8 
6 < s < 7 
5 < s < 6 
4 < s < 5 
3 < s < 4 

1.5<s<3 

h 2  + r2 
 h2  + r2 
 h2  + r 

h 2  + rV 
h2T  9;4 + s-; 2 

M - 1 - 245 7-1/2+6 h3-3-26 71/21-6 

h27  + r  

h 2 7-2V- 
h2rY 7V.  
h3-1-28 7-312+5 h3-3-26 71/2+45 

Na osnovu ove tabele neposredno sledi 

TEOREMA 7.2. Neka reknje zadatka (2.1) u E Hs ' s / 2 (Q), s > 1.5 . 
(i) Ako je C 1  r < h < C2 r tada je za 5 > 0 proizvoljno malo 

Hu — u ll2,hr = 0(h 2), 	8 < s, 

iiu 

	

	7-- 0(0-4)/2) , 3 < s < 8, 

vI12,hr = 0(h3-15-5), 1.5 < s < 3 • 
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76 	 7. SHEMA SA TEtINAMA o = 1/2 

(ii) Ako je C1 r < h2  < C2r tada je 

Ilu vik,hr = 0(h 2 ) 
	

6 < s , 

viI2,hr = 0031, 1.5 < s < 6 . 

Ti slueaju da re§enje pripada izotropnom prostoru, u E H'''(Q) = Hs(Q) 

tada za ocenu prva dva elana u (7.5) uzimamo 9a, f3) u preseku x + y = s i linije 

odredene taekama (3, 2) , (3,1) , (1/2 + 8,1), (1/2 + 6, 0) , za druga dva elana 

presek sa linijom odredenom taekama (2, 2) , (2, 1) , (1/2 + 6,1), (1/2 + 6, 0) i za 

poslednja dva elana presek sa linijom odredenom taekama (2, 3) , (2, 2) , (1/2 + 

6,2), (1/2 + 6 , 0) . U zavisnosti od glatkosti s dobijaju se sledeei izrazi 

S 
	 I[0. 11 h, 	II/" 	110 i , i 

4 < s < 5 
3 < s < 4 

2.5 < s < 3 
1.5 < s < 2.5 

rs -3 	h2 	. h2 	r2  
11 3-4 r 	h3-2 	h2 	rs -2  
h' -4 r + 	h3-1  + le -3r 
hs-4 7. 	hs-2 	10 -1  -I- h' -3r 

h2 	73-3  

h' -2  + hs-4 7 
hs-2 	hs-4r  

h1/2-Fo rs-2.5-6 

Na osnovu ove tabele se neposredno dokazuje sledeea teorema. 

TEOREMA 7.3. Neka reknje zadatka (2.1) ti E .1-13,3 (Q) , s > 1.5 . 

(i) Ako je C i r < h < C2r tada je 

Ilu 	v112,hr = 0 ( 112 ) , 
	5 < s , 

Ilu v112,hr = 0(h3-3 ) , 1.5 < s < 5 . 

(ii) Ako je C1r < h 2  < C2r tada je za S > 0 proizvoljno malo 

I lu — vil2 , hr = 0 (h 2 ) , 
	4 < s , 

Ilu v112,hr = 0(h3-2 ) 
	

2.5 < s < 4 , 

Ilu vII2,hr = 0(h2'-4.5-6 ), 1.5 < s < 2.5 . 

Ukoliko su ispunjeni uslovi apriorne ocene iz leme 4.12 tada je moguee i 
pobolj§ati ocene brzine konvergencije. Pretpostavkom da su granieni uslovi zadatka 
(2.1) homogeni i da neparno produienje preko boenih granica ne nartgava njegovu 
glatkost automatski su ispunjeni uslovi leme 4.12 pa na brzinu konvergencije utiee 

samo Elan Yam- koji je vee ispitan. Poznato je inaee da ako u E HEI'fl(Q) tada 
neparno produienje pripada istom prostoru samo za a < 2.5 . Pod pretpostavkom 
dovoljne glatkosti neparnog produienja iz prethodnih rezultata neposredno slede 
sledeee dye teoreme. 
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TEOREMA 7.4 
enim uslovima 
(odgovara slueaju 

(i) Za C1 7-  h 

. Ako neparno produienje zadatka (2.1) sa homogenim grani-
E HA  (0) , A = {(0, 0), (3, 0), (3, (s - 3)/2), (0, s/2)} , s > 1.5 
kada reknje u E lisii/ 2 (Q) ) tada je 

C2r i 5 > 0 proizvoljno malo 

u112,h, = ()(h 2), 	6<s, 

IIu -- V H2,hr 	0 (h (s-3)/2), 4 < s < 6 , 

V II2,hr = 0(h3-3.5-6 ) 
	

1.5<s<4. 

(ii) Za Cir < h2  < C2r je 

iiu - uil2,hr = 0(h 2 ) , 	5  < s, 

iiu - ulb,hr = 0(h3-3) , 1.5 < s < 5. 

TEOREMA 7.5. Ako neparno produienje zadatka (2.1) sa homogenim granienim 
uslovima ft E H A  (0) , A = {(0, 0), (3,0), (3, s - 3), (0, s)} , s > 1.5 (odgovara 
slueaju kada reknje u E H3,3  (Q) ) tada je 

(i) Za Cir < h < C2 r je 

Ilu 1/16,hr = 0(h 2 ) , 	5  < 8  

11 71 	V 112,hr = 0(h3-3) 	1.5 < s. < 5 . 

(ii) Za Ci  r < h2  < C2r je 

I l u - u112, h , = 0(h2 ), 	4 < s, 

flu v112,hr = 0(h 5-2), 1.5 < s < 4 . 

7.2. Konvergencija u 	ili,hr normi. 

Za ocenu konvergencije sheme (7.1) u 11.111,h, normi koristiCemo apriornu 
ocenu datu u lemi 4.14, naime 

C 1 1011 h, 	C 110r 1 l h , + CI1 4,0.211h, 	(7.9) 

gde je = (u - Tz2u)r+ (Tru - iu - 	= Of+ cor t. ako oznaZimo = u - Tz2 u 
i Sp=Ttu— 2u— zu. 

Funkcionali je ispitan ranije i ako u E 1/ 031 ' s2 (Q) , 1/2 < si  < 2 , 1/2 < 
s2  < 1 tada je standardnom tehnikom 

Ch"r"-1 lu l (si,32),Q • 
	 (7.1 0 ) 
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78 	 7. SHEMA SA TEZINAMA Qi = 1/2 

Funkcional (tax g se posle transformacije t = ti Ti t  x = 	koja oblast 

eij = (xj_i, xj+i) x (tj_i, ti) preslikava na E = (-1,1) x ( - 1, 0) svodi na 

1 	
0 

— 	[ 	s) - 2u 1 (0, s) u1 (1, 	ds - 
h2 	_ 1  

- 1 
	0) - 2u 1 (0, 0) + u'(1,0)] 

-
1 [u'(-1, -1) - 2u i (0, -1) + u l (1, -1)]) . 
2 

	

• 	C „ 32  

	

i (tax,3i 	ph 7  IU 1 (31,32),E 

h2  f 
	h"TS2  1111( 31,32) ,esi  

—rr 

Posle sumiranja po mreii je za 1/2 < s1,s2 < 2 

11 (Px211hr < Chs1-2732  1 11 10102V? • 

Na osnovu (7.9), (7.10) i (7.11) neposredno sledi 

TEOREMA 7.6. Neka rdenje zadatka (2.1) it E 11 3i'/3 (Q) fl Hr(Q), pri eemu 

1/2<s 1 <2,1/2<s2<2,1/2<a< 2 , 

lit - viii,hr 5. C (hs'713-1  lul („AQ  + ha-2 rs 2  luka,s20) . 

Na osnovu ove teoreme, pogodnim izborom s1 , s2 , a i 	se lako mogu 

dokazati sledeei rezultati. 

TEOREMA 7.7. Neka rdenje zadatka (2.1) u E Hs's/ 2 (Q), s > 1.5 . 

(i) Ako je C 1 T < h < C2 T i 6 > 0 proizvoljno malo tada je 

= 0(h 2 ) , 	.6 < s , 

= 0(0-2)12 ) , 3 < s < 6 , 

= 0(10 -2.5-5 ) , 1.5 < s < 3 . 

(ii) Ako je CIT < h2  < C2 7 tada je 

iiu 	vili,hr = 0(h2 ) , 	4 < s , 

lit vili,hr = 0(h3-2) 	1.5 < s < 4 . 

Ovaj linearan funkcional je ograniEen za it E H 03'2  (Q) , 1/2 < Si  s2  < 2 , i anulira 

se za 	= x i ti , i < 2 , j > 0 i u' = xiti , j < 2 , i > 0 (vidi dodatak). Zbog 

toga je 

(7.11) 
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TEOREMA 7.8. Neka reknje zadatka (2.1) u E Ils , s(Q) , s > 1. 
(i) Akoje Cir < h < C2r tada je 

liu 	vili,h7 = 0( 112 ) 

Ilu viii,hr = 0(h0-2) , 

Ako je Cir < h2  < C2r i 5 > 0 proizvoljno malo tads je 

I l u — vI li ,h, = 0(h 2) ; 

	 3<s, 

IIU V 111,hr = 0(h3-1 ) ; 
	1.5 < s < 3 , 

V111,hr 
= 0(h23-2.5-5) 	1 < s < 1.5 . 

4 < s , 

1 < s < 4 . 

7.3. Konvergencija u 	ilo,hr normi. 

Za diferencijsku shemu (7.1) na osnovu leme 4.15 i leme 4.16 vag 

lizilo,hr 	 i[Coxlihr) 	 (7.12) 

gde je 1,b = u — T2u i so=Tiu-2u-2u. 

Funkcional th je ranije ispitan i za njega vazi ocena (7.10). Ostaje da se ispita 
funkcional so, = (Tiu — au — . Posle uobidajene transformacije promenljivih 
je 

—  (f °  1 [u'(1, s) — .1/(o, 8)] ds — 

— 	— u1(0, 0)] — 2 [u'(1, —1) — u 1 (0, —1) ]) . 

Za it E I/033 ' 34 (Q) , 1/2 < s3  < 1 , 1/2 < s4  < 2 ovo je ogranieen linearan 
funkcional. Pogto se on anulira za u' = ti , j > 0 i u' = xiti , j > 0 , j = 0,1 
uobidajenom tehnikom se dobija da je 

l[co.11hr .5- Chs3-1 T 34  [11 (3 3 ,3 4 ),Q 

Na osnovu ove ocene i ocena (7.12) i (7.10) neposredno sledi 

TEOREMA 7.9. Neka reknje zadatka (2.1) it E Hpsift(Q) fl Has2(Q) , pri emu 
je 1/2 < < 1 , 1/2 < s2 < 2 , 1/2 < a < 1 , 1/2 < 13 < 2 . Tada je 

ifu — viihr < C (h', 73-1 Itil(,, ,p) , Q + ha-1 7-32  Itil( t,s2 ) ,Q ) 

Na osnovu ove teoreme, pogodnim izborom s1 , S2 I Ot I Q lako se dokazuju 
sledeei rezultati. 
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TEOREMA 7.10. Neka rdenje zadatka (2.1) u E H"/2 (Q), s > 1.5. 

(i) Ako je C 1 7 < h < C27 i b > 0 dovoljno malo tada je 

Ilu viihr = 0(h2), 	5 < s, 

Ilu viihr = °(h(3-1)/2 ) , 
 2<s<5, 

Ilu - vfl h , = 0(h8-1 • 5-6 ), 1.5 < s < 5. 

(ii)Akoje Ci r < h2  < C2 r tada je 

	

Ilu viihr = 0(h2), 	4 < s, 

liu - vllh r = 0(hs -2 ), 1.5 <s<4. 

TEOREMA 7.11. Neka resenje zadatka (2.1) u E 1-1"(Q) , s > 1. 

Ako je C i r < h < C27 tada je 

	

Ilu- vllhr = 0(h 2 ) 	3  < s, 

Ilu - vllhr = 0(10 -1 ), 1 < s < 3. 

(ii) Ako je Ci r < h2  < C2 7 tada je za b > 0 proizvoljno malo 

lilt 	vilh, = 0(h 2 ), 3<s, 

I l u - vli h r  = 0(hs -1 ), 1.5<s<3, 

Il u - v I lh, = 0(h 2s -2.5-5 ) , 1 < s < 1.5 . 

Ocene brzine konvergencije se mogu pobolj§ati ako koristimo shemu (7.3) i za 

gre§ku uzmemo z 1  = Tz2 u - v1  . Graka to zadovoljavati shemu (7.4). Na osnovu 

apriorne ocene iz leme 4.15 bite 

Ilzlli hr <- Ci[Caxiihr 	 (7.13) 

gde je cp = Tru-112u-1112  ft U unutra:injim evorovimaje cp = 	vzz u  _17,2 ft  

pa je posle uobieajene transformacije 

1 
x  = (1°  

	

h 	_ 
[tti  (1, s) — ti i  (0 , s)1 ds - 

1  

- ( 1  - isi)[ u i ( 1 + s, 0) - (s, 0) - u 1 (1 + s, -1) + u'(s,  -1)] ds) . 1 
2 

Po§to se ovaj funkcional anulira za u' = ti , j > 0 i 	= xitj , i = 0,1,2 

j = 0,1 (vidi dodatak), tada se uobieajenom tehnikom dobija za 1/2 < s 1  < 3 , 

1/2 < 8 2  < 1 , 1/2 < s3  < 2 i s i  s2  > s3  

	

< 	C  (h" -1 	h32-1733   ll-rr. 
1 < i < N-2 . (7.14) 
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7.3. KONVERGENCIJA U 11110,hr NORMI 	 81 

IT gran ihlim 'evorovima je co = Tru - 2 u - Pi pa je za i = 0 (slulaj i = N -1 se analogno analizira) 

° yo 
1 

xs
io  = -

h 
(I [u' (1, s) - u'(0, s)] ds + 1 

 -
2 

[ (0, 0) + u'(O, -1)] - 
-1 

- 1_11 (1 - Is1)[te (1 + 5,0) + te (1 + 8,0)]ds) . 

Ovaj funkcional se anulira za u 1  = ti , j > 0i 11' = x i 	= xt (vidi dodatak). 
Zbog toga je za 1/2 < s4 < 2 , 1/2 < s2 <1 , 1/2 < s 3  < 2 i 84  + s2 > s3  

• 	 C is
' 	hr (h

34-1 	hs2-1rs3 	• 	(7.15)  

Sumiranjem po mreii dobijamo 

lizahr 	C (hs2-1733 1111(32,33),Q 	h81-1 I(~ I(, 1184-1 i(ii(34,0),Qh) 	(7.16)1,o),Q 
gde je Qh = (0, 2h) x (0, T) U (1 -  2h,1) x (0, T) , 1/2 < s1  < 3 , 1/2 < s2 < 1, 
1/2 < s3  < 2 , 1/2 < S4 < 2 S1 + S2 > S3 i S4 + S2 > S3 . 

Za Si < 2 moiemo uzeti s 4  = s i  pa nema gubitka u oceni brzine konvergen-
cije. Za 2 < Si < 3 bez drugih pretpostavki moiemo uzeti s 4  = 2 i iskoristiti 
prigranible ocene [42] po kojima je 

lui(2,o),c)„ < C(h, si - 2)( lu l(2,0),Q 

gde je 
Ch`, 	0 < c < 1/2 , 

C(h,e) = 	Ch 1 / 2 11nhj, e = 1/2, / 

Ch 1 / 2 , 	e > 1/2. 

U slu'eaju da neparno produienje u re§enja u preko boEnih granica &Iva 
glatkost, tj. ako je Ifil (3,0)(1  < C luj(3,0),Q  , tada je zbog neparnosti produienja 
u(0, t) = Tx2 ii(o, t) pa Ce funkcional cor i0  imati istu reprezentaciju kao i u un-
utra§njosti mreie. Po§to za njega vaii tada bolja ocena, vailee (7.16) bez treCeg 
dana. 

Prethodno navedene ocene direktno vode sledeCim rezultatima. 

TEOREMA 7.12. Neka regenje zadatka (2.1) u E Hs,s/ 2 (Q), s > 1.5 . 
(i) Ako je Ci r < h < C2 r i 5 > 0 priozvoljno malo tada je 

11112u - v i ll h ,. = 0(h1.5 ) , 	4 < s , 
= o(h( s -1)12) 	2 < s < 4, 

lit2u vilihr = 0(h3-1 " 5-4 ) 	1.5 < s < 2 . 
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82 	 7. SHEMA SA TEZINAMA cri = 1/2 

Ako, dodatno, neparno produienje u E Hs's/ 2 (0) tads je i 

= 0(h(3-1)/2 ) , 2 < s < 5 . 

(ii) Ako je C1r < h 2  < C2 7 tada je 

IIT2 u — vlllhr = 0(h 1.5 ) , 	2.5 < s, 

11 111 11— vlIIhr = 0(h1.5  1n 	, s = 2.5 , 

vliihr = 0(P -1 ) , 	1.5 < s < 2.5 . 

Ako, dodatno, neparno produienje u E Hs's/2 (Q) tada je i 

— villh, = 0(hs -1 ), 1.5 < s < 3 . 

TEOREMA 7.13. Neka re§enje zadatka (2.1) u E H"(Q) , s > 1. 

(i) Ako je C1 7 < h < C2 7 tada je 

ex211 V111hr = 0(h1.5) 	2.5 < s , 

iit2 u 	viiihr = 0(h1-51 n 1h1 ) , s = 2.5 , 

IIT
2u viii hr = 0(h' 1 ) , 	1 < s < 2.5 . 

Ako, dodatno, neparno produienje u E Hs 's  (Q) tada je i 

= 0(hs -1 ), 1 < s < 3. 

(ii) Ako je CIT < h 2  < C2 r tada je 

= 0(h 1.5 ), 	2.5 < s , 

IIT2 u — yam - = 0(V -1 ) , 1 < s < 2.5 . 

Ako, dodatno, neparno produienje u E I-1 8 ' 3 (Q) tada je 

vilihr = 0(h3-1 ), 1 < s < 3. 

Ovim je zavrkno ispitivanje brzine konvergencije za simetriEnu diferencijsku 

shemu sa tdinom a = i . 
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Dodatak : Vrednosti nekih funkcionala 

Za svaki od narednih funkcionala, na dijagramu su crnim kruiiCem oznaeni 
oni multiindeksi (i, j) za koje se funkcional anulira na funkcijama u(x, t) = xiti 
Belim kru2iCima su oznaeni oni multiindeksi za koje se funkcional anulira samo 
za neke posebne vrednosti slobodnog parametra. Tri takice oznaZavaju da se 
funkcional anulira za sve multiindekse u torn smeru. Takode su date i izraZunate 
vrednosti funkcionala. 

1 	Sax.f = 	(I1 [u' (- 1 , s) — 211(0, s) u'(1, s)] ds — 

— [ u'(-1, 0) — 2u'(0, 0) + 7/(1, 0) ]) 

o (1) = 0 
c, 	(ri ) = 0 , i > 0 

sox=(ti ) - 0, 	 j > 0 
wxt(x i ii )  — 1 + (-1 ) i  (_1)1 

2 , j > 0 h 2 	j+1 

0 	1 
• • 

2 	3 4 	5 	6 
• • • • 	• 

1 
• • • • 

2 
• • • • 

3 
• • • • 

83 
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84 	 VREDNOSTI NEKIII FUNKCIONALA 

2 = 	ul(0,0)— u , (0,-1)] —I 1 (1— isp[iii(s,0)_ u/(s,_].)] as) 
7 	 _ 

IMO = 0 
Of(x i ) = 0 , i > 

h( ij ) = o, 	 j >0 

0 	th( x i ii) =  1+  (-1)i 	(-1)i+1 
> 0 

( i  + 1)(i + 2) 	7- 	2   

0 	1 	2 	3 	4 	5 	6 

• • • • • • • 

2 • • 	• 	• 
3 • • 	• 	• 

	

=1
0 	 1 

u/(0, s) ds — 	(1 — Ispu i  (s , 0) ds 

	

1 	 1   

= 0 

otxi l 	1+ (-1) i  

(i + 1)(i + 2) 
i > 0 

cti )= 	 
j + )1 

gxi ti) = 0 , 
j > 0 

j > 0 

1 2 3 • 4 5 6 

• 
• • • • • • ••• 

• • • • • • ••• 

• • • • • • • - 

0 
• 

1 - 
2 - 
3 - 
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VREDNOSTI NEKIII FUNKCIONALA 	 85 

so  = J
11(0 , s) ds — tz i  (0,0) 

—1 

So(1) = 0 
co(x i)=0, i>0 

yo(tj)=
+  

(7 1)1  i 	j > 0 3  
yo(z i ti)= 0, 	i,j > 0 

5 

0 	1 	2 	3 	4 	5 	6 • • • • • • • 
1 - • • • • • • 
- • • • • • • 
- • • • • • • 

r i = ui (0, 0) — J (1 — ispti(s, 0) ds 

= 0 

b(xi ) —  1+ 
(—i) i  

+ 1)(i + 2) 	> 0  
0(0 ) = 0 , j > 0 

0(x i ti) = 0 , 	j > 0 

0 	1 	2 	3 	4 	5 	6 • • • 
1 
2 

3 • 

• • 
• • 

• 

I 
• 
• 
• 

• 
• 
• 

• 
• 
• 

• 
• 
• 
• 

• 

• 
• 
• 

2 
3 
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0 	1 • 
1 • 
2 

3 

• 
• 

• • 
• • 

2 	3 	4 	5 	6 
• 
• • • • • 
• • • • • 

• 

• • • • • • • 
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VREDNOSTI NEKIH FUNKCIONALA 

1 	0 

h 
= — (1 [1.1'(1 s) — (0 s)] ds — [u' (1 , 0) — (0 , 0) ]) 

cp, ( 1) = 0 

(px(x i ) = 0, 

MO) = 0, 	j > 0 

j 
i > 0 	

1 (-1) 
ti) = 	j > 0 

h j+1 ' 

0 	1 	2 	3 	4 	5 	6 
• • • • • • • 

1 

  

• 
2 

  

• 
3 

  

• 

7 	x = ([1/(1, 0) — u 1 (0, 0)] — - 1 (1 — Ispo.[u' 	s, 0) — 	ds) 

	

0,0) = 0 	— —) 3)  i  
(liz‘xi\ 
	

(i
2i+2 

+ 1
( 
 )(i

1 
 + 2) ) = 0 

	

0,(x 2 ) = 0 	th(x i ti) = 0, 

, i > 2 

j > 0 

• 
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8 	= 
1 

(u1(1, 0) - 	(1 - 	s, 0) ds) —1 

0.,(1 ) = 0 

fr(x ) = 0 

\ 	1 ( 	2 1 +2  — 2 
= Tt 1 (i + 1)(i + 2) 

tj ) = 0, j >0 

0 	1 • • 2 i 3 
I 

4 5 6 

1 

2 

3 • 

• • 
• • 

• 

• 
• 

• 

• 
• 

• 

I 

• 
• 

• 

I 

• 
• 

• 

I 

• 
• 

• 

9 	
- h  (11  [ u'(1 , 

s) — 72(0 s)] ds — 	(1 — Isp[ it' (1 s, 0) — (s, 0)] ds) 
— 	 1 

t4(1) = 0 
M x 1 ) = 0 , 

	

\ 	1 ( 	2i+2 - (-1)i - 3)  , 

	

14(xi 	T1 	(i + 1)(i + 2) 

i < 2 

i > 2 

14(0) = 0, j > 0 

j > 0 

	

0 	1 	2 	3 	4 	5 	6 • • 	• 	1 	► 	1 	1 
1 • 
2 • 

• 
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VREDNOSTI NEKIH FUNKCIONALA 

1 

10 	= 71. ( 	11 1 (1, ds — 	(1 — IsDui  ( 1 + s , 0) ds 1 	 ) 
n -1 	 -1 

o) = o 1 

	

ox (o) = 	j>0 oz (x) = 0 

2 1 +2  - 2 	 (-1)i   
h(e) - 	( i  + 1)(i  + 2) )  , i > 1 	Ox(xY) = 	+ 1)  z, > 0 

0 	1 	2 	3 	4 	5 	6 
• • 

1 

2 

3 

11 
0 

co = 	11(0 , s) ds — crit i  (0 , 0) — (1 — o)tz' (0 , —1) 
--1 

co(1) = 0 
v(x i ) = 0 , i > 0 

SP(t i ) = (-1)j ( 	(1 — a)) , j > 0 

= 0 , 	 > 0 

• • • • 

• • • • • • • • 

• • • • • • • • • 
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° 4°x. = (1 I [te(1, — u 1 (0, s)] ds 

cr[u' (1, 0) — (0,0] — (1— cr)[u' (1, —1) — (0, —1)]) 

sox (1) = 0 
	 coz (ti ) = 0, 	 j > 0 

(i)(x i) = 0 , i > 0 	x(xi ) = (—h2 1)5 
3 
 .1 

 + 1 
(1 co) 	> 0  

0 	1 	2 	3 	4 	5 	6 
• • • • • • • ... ' 

1 
• 0 0 0 0 0 0 • - 

2 

  

• 
• 

13 	Sart = 	(ft: [ u'(-1, s) — 2te(0, s) u'(1, s)] ds 

cr[te (-1, 0) — 2u 1 (0, 0) + t/(1, Oil - 

- (1 — Q)[ u'(—1, —1) — 2t/(0, —1)-F u'(1, —1)0 

40z±-(xt j ) = 0 > 0 
> 0 
> 0 Wz2(xiti) = (1  + (-1)i)(-1)i 

 k 
, 1 

j h2 	j+1 (1-u)), 	
j > 0 
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0 •	 1 2 3 4 5 6 

      

1 • • 0 • 0 • 0 ••• 

a • • 	• 	• 

	

1 	0 
14 	= (Tia(ti) — Tra(tj _ 1 )) = 	(s) ds — 	(s) ds 

-1 

co(1) = 0 

	

= 1— (-1)j 	> 0  
j + 1 

0 
15 	co = (1— Q)u' (0 , s) ds — 	u' (0 , s) ds) 

_1 

so(1) = 0 
4,0(x i ) = 0 , i > 0 

so(ti ) = ( 1 — 	+ 1 (1)i  , j >0
j

(p(x i ti) = 0 , 	 j > 0 

1 

2 

3 

0 	1 2 3 4 
• • • 

— 	• 
• • 

• 

• 

• 
• 

• 

• 

• 
• 

• 

• 
• 

• 

5 	6 
• • ... 

• • ••• • 

• • •• • 

• • • • • 
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16 	= (1 — u) (10  1.1(0, ds — 

f (1
— Ispu i  (s, 0) ds) 

co(1) = 0 
= 0 , i , j > 0 

60(xi)  = (1 to  1 + (-1)i  
i (i+1)(i+2)' 	> 

40(ii)  = 	
j+ 

( 1)j  
j > 0 

0 	1 	2 	3 	4 	5 	6 

1 

2 

3 

• • 

• 
• • 

• 

i 

• 
• 
• 

• 

• 
• 
• 

I 

• 
• 
• 

• 

• 
• 
• 

• 
• 
• 

17 coxi.r  = 171  ( j°1 [1.1/(2, 0_31/(1, s) + 31'(0, s) — u (-1 , s)] ds — 

— a[u' (2,0) — 	 0) + 3u1(0, 0) — u'(-1, 0)] - 

- (1 — cr)[ ui (2, —1) — 3u 1(1, —1) + 3t/(0, —1) — t/(-1, —1) ]) 

cort-z  ( 1) = 0 
yorgr (xi ) = 0 , i> 0 

sox2x (xi ti) = 0 , i = 0, 1, 2 j > 0 

ti ) = (2i — 3 — ()i)(-1)i  (  X31)`)(-1)i 
 j 

1 (1 — o)) , i , j > 0 
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0 	1 	2 	3 	4 	5 	6 
• • • • • • • ... ►  

1 
• • • 0 0 0 0 • • • 

2 0 • • 

3 0 • • 

18 = -
hr 

([7.11  (1
' 0) — u'(1 ' 

—1) — u' (0,0) + u'(0, —1)] — 

— 
 I

(1 — Isp[u 1  (1 + s, 0) — u'(1 + s, —1) — u' (s , 0) + u' (s, —1)] ds) 
—1 

.1,br(1) = 0 
Orr(z i ) = 0 i > 0 
h(tj ) = 0 j > 0 

hr(xitj)= (-1)i  ( 21+2  — 3 — (-1) i  
hr 	(i + 1)(i + 2) 

,brx (x i t 3 )= 0, i = 1,2 j > 0 
1) 

i > 0, j > 0 

0 	1 

1 • 
2 
3 

• - • 
• 

• • 

• • 

2 	3 	4 	5 	6 
• • • • • 
• 
• 
• 
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19 40,2f  = 17,71 	[ u/(_i, s) — 272(0, s) u'(1, s) 

- t/(-1, s — 1) + 2t/(0, s — 1) — u'(1, s — 1)] ds 
cr[ul  (-1,0) —2t/(0, 0)+u'(1, 0) ] — (1 —2cr)[ t/(-1, —1)-2u'(0, 	u 1 (1, — 1)] + 

+ (1 — cr)[ n'( - 1, —2) — 2t/(0, —2) + t/(1, —2)]) 

i > 0 
j > 0 

wx.tr(x i ti) = 1I 
	+ 

 1)(-1)1 2(1 — 2J)— h 2 r 	j+1 

— (1— 2a)((-1) i  + (-1)2 ) + (1 — 0)(-2)1 ((-1) i  + 1)) , i , j > 0 

0 	1 	2 	3 	4 	5 	6 
• • • • • • • ... 

0 0 0 • 

• 0 • 0 • 

1 

2 

• 0 0 

• • 0 
• • 

•• 
3 • 

20 	([te(0,0) — 21/(0, —1) + 	—2)]-2  

— (1 — 	(s , 0) — 2u i  (s , —1) + (s, —2)] ds) 
-1 

th-f (1) = 0 
tp t-t-(x i ) = 0 i > 0 
thi( ij) 0 j > 0 

, (-1
r2

Y  (i + ( — 
1)(i+ 

 1Y  +  12)  (2j — 2) , i>0, j>0 
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21 

0 1 2 3 4 5 6 • 
1 • • • • • • • 

2 0 • 	• 	• 

3 • • 	• 	• 

1 	0 
 

co.t. 	h = — 	
[ui  (1, s) — n' (0 , s)] ds — 

_ 1  

— cr I (1— 	(1 + s , 0) — (s , 	ds — 
1 

1 
— (1 — I (1 — Isp[11 (1 s, —1) — (s , —1)] ds) 

—1 

Sax (1) = 0 
yor (tj) = 0, j> 0 

2i+2  — ( -1 )i  — 3 ) 

	

40x(x i ) = 	( i + 	+ 2) I 
( 	1 	1  or, 3 + (_i)i — 2i+2) 

 , 
C's( x h j +1 

  iti)—   

) (i + 1)(i + 2) 

i> 0 

i,j > 0 

3 	4 	5 	6 
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22 = 1-;  (i i ( u'o., - u'(0, s)j ds — 

— 	(1 — Isp[crui(1 + s, 0) + (1 — 0/(1 + s, 	ds + 

+ cru' (0, 0) + (1 — a).11' (0 , —1)) 

vx (1) =0 
MO) = 0, j > 0 

1 	2 1+ 2  - 2 
Vx 	= h(i + 1)(i + 2)) 	

i > 0 
 

21+2  — 2 . . 	(-01 ( 1
j + 1 /1 
	 , i,j>0 vz (x 2 0) =  h 	k 	r ' ( i + 1)(i + 	2)) 
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