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Uvod

Grani¢ni zadaci za parabolitke parcijalne diferencijalne jednagine drugog reda
se Cesto javljaju kao matematicki modeli velikog broja realnih problema, na primer
provodenja toplote, difuzije, dinamike fluida, atmosferskih pojava i drugih. Po
pravilu se za reSavanje ovakvih problema mora primeniti neka priblizna metoda u
nedostatku egzaktne. Najéesée se koriste metode konaénih razlika, metode konaénih
elemenata, a u novije vreme i metode grani¢nih elemenata.

Metoda konaénih razlika je doZivela svoj razvoj pojavom savremene elektronske
racunske tehnike 40-tih godina (npr. shema Crank-Nicolson, [8]) da bi njen razvoj
dalje i§ao u pravcu efikasnih shema za viSe prostornih dimenzija (faktorizovane i
aditivne sheme). Ovi rezultati, bazirani na primeni Taylor-ovog razvoja reSenja za-
datka u cilju procene greske metode, objavljeni su u nekoliko klasi¢nih monografija
iz ove oblasti (Richtmyer, Morton [44], Samarski [45], Maréuk [38]). U novije vreme
Je doslo do primene metode Richardson—ove ekstrapolacije (Maréuk, Sajdurov [39))
i multigrid metode (Hackbush [15]) u cilju poveéanja efikasnosti metoda.

Drugi pravac razvoja metoda konaénih razlika u novije vreme predstavlja ispi-
tivanje konvergencije postojeéih metoda u sluéaju nedovoljno glatkih (ili €ak prekid-
nih) re§enja. Klasi¢na metodologija bazirana na Taylor-ovom razvoju dovodi do
visokih zahteva na glatkost resenja pa je zbog toga prakti¢no neprimenljiva. Nove
tehnike ispitivanja konvergencije se zasnivaju na lemi Bramble-Hilberta ([4], [5]) i
njenim uopstenjima (npr. Jovanovié [20]).

Nedugo nakon prvih rezultata za zadatke eliptitkog tipa (Weinelt [52], Lazarov
[32], Jovanovi¢, Ivanovié, Siili [19], [49]) dobijeni su i rezultati za parabolicke
grani¢ne zadatke (Lazarov [34], Jovanovié, Ivanovié, Siili [17]). Ovi radovi ispituju
konvergenciju ¢isto implicitnih shema (dvoslojnih shema sa teszinom ¢ = 1) u

slu¢ajevima kada reSenje problema u € W;"/z

flu - v"W,'"/’(Q,,,) <Ch+ \/‘F)’_r ”u”W,‘f”/’(Q) y S§>r

(Q) . Dobijene su ocene tipa

za koje se kaZe da su saglasne sa glatkoS¢u reSenja u. Svi ovi radovi kao osnovu
koriste Bramble-Hilbertovu lemu ili njena uopstenja.

Dalji razvoj je isao u pravcu dobijanja ocena gornjeg tipa za necelobrojne
vrednosti s (Jovanovié, Ivanovié, Siili [28], Drazi¢ [9]), zatim ispitivanje greske u
slu¢aju varijabilnih koeficijenata u parcijalnoj jednaéini (Jovanovi¢ [21], [22]) kao i
ispitivanju ekonomi¢nih shema za slugaj vise prostornih promenljivih. U poslednje
vreme su ispitivane i vektorske diferencijske sheme promenljivih pravaca (Jovanovié
(26], [27]). Takode je resavan i problem optimalnog upravljanja sa parabolickom
jednaginom (Ivanovi¢, Jovanovi¢ [16]). Dobijene su i ocene brzine konvergencije
u prostorima sa drugatijom metrikom (recimo Lo ((0,T); W}(Q))) kao i u nega-
tivnim normama.

Ocene prethodno navedenog tipa zahtevaju da resenje wu(z,t) posmatramo
u prostoru W, sl 2(Q) (koji jeste prirodan prostor ukoliko nemamo dodatnih in-
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formacija o glatkosti ulaznih podataka u grani¢nom zadatku) a Cesto se u praksi
desava da resenje poseduje dodatnu glatkost po jednoj od promenljivih. U takvim
slutajevima su ¢esto efektivno ostvarene brzine konvergencije bolje od procenjenih.
Cilj istrazivanja u ovom radu je da se razvije aparat koji ce dati bolje ocene brzine
konvergencije u pomenutom sluéaju kao i da se generalno §to viSe oslabe zahtevi
na glatkost resenja zadatka. Takode, u radu se istrazuju pored &isto implicitne
sheme (tezina ¢ = 1) i ostale dvoslojne sheme sa tezinama o > 1/2 nepravedno
zapostavliene u dosadadnjoj literaturi.

U prvoj glavi disertacije se, posle uvodenja standardnih polunormi Sobo-
ljevskog tipa celobrojne i necelobrojne glatkosti, definisu uopsteni funkcionalni
prostori WPA(Q) za proizvoljne skupove multiindeksa A koji zadovoljavaju izvesne
uslove regularnosti. Takode se definisu i standardni operatori izgladivanja Steklova,
kao i produzenja funkcije preko granice oblasti. Posebno se analiziraju neparna
produzenja funkcija.

Posle postavke problema i njegove diskretizacije, u treéo) glavi se daju uopste-
nja Bramble-Hilbert-ove leme neophodna za primenu na prethodno definisanim
funkcionalnim prostorima. Glavni rezultati su uopstenje Tartarove leme na sub-
linearne funkcionale i lema koja omoguéava dodatno poboljsanje dobijenih ocena
funkcionala u nekim specijalnim slu¢ajevima W;‘ prostora.

Cetvrta glava je posveéena izvodenju apriornih ocena kako za sam graniéni
zadatak, tako i za dvoslojne diferencijske sheme sa tezinama. Posebno se izvode
apriorne ocene za sheme sa teZinama o; =1, 0; 2 0 > 1/210;=1/2.

Na osnovu izvedenih apriornih ocena, a primenjujuéi aparat razvijen u prvoj 1
trecoj glavi, u poslednje tri glave se dobijaju ocene brzine konvergencije za sheme
sa ranije pomenutim tezinama. U svakoj od ovih glava se izvode ocene u diskretnim

- llars Nellr 3N -llon, normama.

U dodatku su na pregledan naéin date vrednosti svih funkcionala koji su se
koristili u procesu izvodenja ocena brzine konvergencije.




Glava 1. Funkcionalni prostori

1.1. Jednodimenzioni sluéaj.

Neka je Q CR. Definisimo polunorme (za s > 0):

|D°ull, () s=[s],
[u(z1) — u(z2)|? /p
dzid <
|| 4 (// I31—Z2|1+3P I10z2 ’ 0<s<1,1_p<w’
u P, = _
sp supess| (z1) u(zz)|’ 0<s<l, p=oo,
| z1,3260 |1 — T2)
Dlly s>1.
. "—["];p;n

Prostorom Soboljeva W"(Q) nazivatemo adherenciju prostora C*®(Q) u
normi

Nellws () = ( lulp,p,n +uff o )P

uz odgovarajuéu modifikaciju za slutaj p = co [Adams, 1975).

Vaizi sledeéa

LEMA 1.1. Ukolikoje s > tada je W;(Q) < C(Q), gde — oznacava relaciju
utapanja funkcionalnih prostora (tada je za svako u : ||u||¢c < Cllullwsay )-

Posebno izdvajamo sluéaj p = 2 kada W3(Q) predstavlja Hilbertov prostor.
U tom slucaju éemo koristiti jednostavnije oznake

H(@Q)=W;Q), |u,q=lul,,q-

1.2. Dvodimenzioni sluéaj.

U slutaju dve prostorne promenljive postoji vise razli¢itih natina definisanja
funkcionalnih prostora tipa Soboljeva. Ovde éemo dati jednu prili¢no siroku defini-
ciju koja ¢e biti pogodna za dalji rad, a koja obuhvata, kao specijalne slu¢ajeve,
dobro poznate i u literaturi koriséene prostore.

Prostori funkcija u ovom odeljku ée biti definisani na pravougaoniku Q =
Qx1I,gdeje Q=(0,1), I=(0,T).

Definisimo prvo polunorme za nenegativne multiindekse (a,8) sa uobiéajenom
modifikacijom u slutaju p=o00 . Za a = [a], 8 = [f] neka je:

l4l(a,05 = || Da'p“"L,
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Za a=0,0<pf<1:

/p
lu(z, 1) — u(z, t2)|P !
|u|(a,ﬁ),P = <'/(;'/;'/; |t1 _ t2|1+ﬁ?’ dt]dt2dx .

Za f=0,0<a<l:

1/p
Iu(zl, t) - U(ftg,t)lp )
] = dz d.’l.‘gdt .
o= (e

Za 0<a,f<l:

|u|(a,ﬂ),p =

/p
= lu(zy,t1) + u(z2,t2) — u(zq,t2) — u(ze, t1)fP >1
- (/I /I /n/n |21 — zo P |t — to|1+AP dzidzadtidis .

U ostalim sluajevima je & > 1,ili §>1 itada definiSemo:

plel 6]y,

lul(a,ﬁ),p -

(a-[a]B-18D)p

DEFINICIJA 1.1. Konaéan skup A multiindeksa (o, 5;) zvacemo regularnim
ukoliko (0,0) € A , i ako za svaki (e, B) € A postoje ag>a i fo2f takvi da
(e0,0) € A 1 (0,f)€EA.

AL

Slika 1.1. Primeri regularnih skupova multiindeksa.

N7

Slika 1.2. Primeri neregularnih skupova multiindeksa.

DEFINICIJA 1.2. Za dati regularan skup multiindeksa A, funkcionalnim pros-
torom WPA nazivaéemo adherenciju C*(Q) u normi

1/p
o= (3l )

(a,B)EA
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NAPOMENA 1: Da bi navedeni izraz predstavljao normu, neophodno je da (0,0) €
A. Prostore WI;“ je moguce definisati i bez preostala dva uslova regularnosti
skupa A (kao u [3] gde je dokazan niz rezultata u sluéaju celobrojnih multi-
indeksa). Ta dva uslova nam, medutim, omoguéavaju da koristimo teoriju in-
terpolacije funkcionalnih prostora a istovremeno ne ograni¢avaju primenu rezul-
tata posto postojeca teorija paraboli¢kih parcijalnih jednaéina ne koristi prostore
funkcija definisane pomoéu neregularnih skupova A.

Kao specijalan sluéaj prostora W,;“ pomenimo izotropne prostore Soboljeva-
Slobodeckog W, koji su upravo prostori WPA sa A= {(0,0),(s,0),(0,5)} 1 ekvi-
valentnom normom. Za A = {(0,0),(s1,0),(0,s2)} dobijamo anizotropne prostore
Soboljeva-Slobodeckog W;**2. Na kraju pomenimo prostore W32(I; W;:*(1))
definisane kao prostore tragova pomoéu norme

lell 2w oy = /,“"“a’:'(n) dt =+ Tl rwy
gde je
,
J 105y dt, 52 =],

llu(t:) — u(t)|IE,
luliysa sy = § / / WD g1t O<sy<l,
IJI

ltl - t2|l+=2p
P
W":z-[':z](l;w:l (ﬂ)) ’

IDE”lu
\

s> 1.

Vise o ovim prostorima se moZe saznati u [13], gde je razvijena i teorija interpolacije
za ove prostore. Poznato je da je C*(Q), posmatran kao prostor tragova (za
fiksirane vrednosti ¢ ) svuda gust u prostoru Wy*(I; W;*(Q)) . Ako uzmemo A =
{(0,0),(s1,0),(0, s2), (s1,52)} neposrednom proverom zaklju¢ujemo da su norme u
prostorima WPA i Wp2(I; W;*(2)) jednake, pa su prema tome prostori izomorfni,
zbog Cega ¢emo ih smatrati za iste. Posto éemo ovakve prostore éeée koristiti,
ozna&iéemo ih kraée wow?.

Za dati regularni skup multiindeksa A, neka II = II(A) oznaéava konveksni
omotaé skupa A u R2. Neka 81l oznaéava onaj deo poligonalne granice T koji
ne lezi na koordinatnim osama a uklju¢uje dve grani¢ne tatke na osama. Na kraju,
neka je I =M\ OI., i Ay = {(a;,8;) € AN SN} skup multiindeksa na granici
om.

Poznato je [51] da prostori Soboljeva-Slobodeckog ne &ine zatvorenu klasu u
odnosu na interpolaciju funkcionalnih prostora, osim u slu¢aju p = 2. Drugim
reima, prostor dobijen interpolacijom dva prostora tipa Soboljeva-Slobodeckog ne
mora biti istog tipa. Zbog toga se i neki rezultati koje éemo izvesti razlikuju u
slicajevima p=21i p#2.
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Kao i u sluéaju jedne prostorne dimenzije, koristiemo kraée oznake u slucaju
p=2:
A ) — ) ) pa— il
HA=w§, HYP=w;8, H*= Wb,

lula @ = ez
LEMA 1.2. Neka u € HA(Q), gde je A regularni skup multiindeksa. Ako
(a, ) € II(A), tada je
Iul(a,ﬁ) < C(a’ﬁs A, Q) ) II“IIH‘(Q) :

Takode vazi da su norme ||. ||z i ||.||gar ekvivalentne ukoliko je A’ skup mul-
tiindeksa koji odgovaraju temenima poligona 1I..

Dokaz: Neka (a, ) € T(A). Tada postoji tatka (as,fs) € Ol takva da je
a3 > o, B3 = B . Poznato je iz teorije interpolacije funkcionalnih prostora [37] da
Je

(1 BT (), B H(@))]e = HOZtesa(1; gU-0ntim (@)

lullgxyg, < C - llull llully < C1(8) - (lull + Nlully ).

g
”r— -

(a1, B1)

(a, B) (o3, Bs)

(0’2, ﬂz)
Bo

Slika 1.3. Tlustracija uz dokaz leme.

Odavde moZemo zakljuciti da je (za sy = s =0)1 ag 1 Bo iz definicije
skupa multiindeksa A: :

lul,, o) < Caloi, A) - (ulo.0) + Nl i=1,23
i, na analogan nacin, da je

Iulfo,p,-) < Cs(Bi, A) - (|u|(20'0) + 1“'?0,,60))’ i=1,2,3.
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Poslednje nejednakosti dokaziju neprekidno utapanje
HA — HP(LH®(Q)) = HSP(Q)  i=1,2,3.

Posto je B = (3, a < a3 takode ée biti [37] HPs(I, H*(Q)) — Hﬂ(f; H*(Q)).
Zbog toga imamo :

H# < HP(I; HX(Q)) = H2?(Q)
Sto dokazuje prvi deo leme. Iz njega neposredno sledi i drugi deo leme. W

NAPOMENA 2: Lema 2 nam omoguéava da normi u prostoru H4 mozemo dodati
konacan broj polunormi koje odgovaraju tackama zatvorenog skupa II, pri éemu je
dobijena norma ekvivalentna polaznoj. Takode, opet do na ekvivalentnost normi,
moZemo iz norme u H4 iskljuéiti sve polunorme koje ne odgovaraju temenima
poligona II.

NAPOMENA 3: Lema 2 vaii samo za slu¢aj p = 2. U slucaju p # 2 prvi deo
(4

tvrdenja se mozZe dokazati samo ako (a, ) € I, dok je drugi deo ta¢an samo ako
su Jedine tacke na AN O temena poligona.

Od ovog trenutka u razmatranju prostora H4 podrazumevaéemo, ukoliko nije
drugatije naglaseno, da skup A sadrzi samo temena poligona M. Tada je A =

{(0,0)}U A5 .
LEMA 1.3. Ukoliko (1/2,1/2) € 1l tada je HA — C(Q).

Dokaz: Posto (1/2,1/2) € I?I, postoji a > 1/2 takvo da a,a) € II. Kaoiu
dokazu leme 2, bi¢e H4 — H*(I; H*(Q)). Medutim, H*(I; H*(Q)) = C(Q) za
a > 1/2 &ime je lema dokazana. M

NAPOMENA 4: U sluéaju prostora W,;“ , ekvivalent leme 3 ée vaziti ali uz uslov

[
(1/p,1/p) €N, p# 0. Za p = 0, uslov ée biti da T sadrzi bar Jednu unutrasnju
tatku. Ako to nije ispunjeno, tada je samo WA L.

LEMA 1.4. Nekaje e = Q, xQ; ineka je linearnom gans@rmacijom z = zo+hZ,
t =to+ 1t domen e preslikan na odgovarajuéi E = 0, x 2 . Ukoliko je u(z,t) =
u(z,t), (z,t)€e, (z,1) € E, tada je

Dokaz: Posto je dokaz elementaran, ne navodimo ga.
LEMA 1.5. Nekaje a = (ay,...,ay) proizvoljan vektor. Tada je

llally, < N™XOM =1/} jja)}, 1< pg< oo,
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DoKAzZ: Primetimo prvo da u lemi ocigledno vazi jednakost u slu¢aju p=g¢. Na
osnovu toga je dokazan slucaj p=g=00. Uslutaju p=00, ¢ # 00 Je

N N
St < Y (maxlai)! = N all,

i=1

odakle sledi t;zrdenje leme u ovom sluéaju. Za p# 00, =00 je

N 1/p
ol = e < (Dl
i=1

za svako i, pajei |lall_ < llall;, - Ostaje da se lema dokaze u slu¢aju 1< p,g <
0o . Funkcija f(z) = |z|" je konveksna za 2 1, paje zato

Sl < (i o)

i=1 i=1

r

U slutaju p < ¢ je zbog toga

N N N q/p
T il = 3 (lasl) < (2 |a,~|P) = Jlelt
i=1 1=1 1=1

sto dokazuje lemu u sluéaju p < g. Neka je p > ¢. Tada je uz pomo¢ Holderove
nejednakosti

N N
olail =3 lail* -1
i=1 i=1
N q/p N 1—-q/p
< <Z|ai|p> (Zl)
i=1 i=1

=

= N9(1/a=1/p) || q))f
?

¢ime je dokaz leme zavrsen. B

NAPOMENA 5: U prethodnoj lemi jednakost se dostiZe ili za a = (1,0,...,0) il
za a =(1,1,...,1) tako da se navedena ocena ne moie poboljsati.

LEMA 1.6. Nekaje u(z) € W5(Q), s 20, Q= UN .9 . Tada je

N 1/q
(Z |u‘g,p,ni> < NrexOfamile}. luls,p.0-
i=1
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DokAz: U slu¢aju daje s celobrojno, lema je direktna posledica prethodne leme.
U slu¢aju necelobrojnog s =m+6, 0 < 6§ < 1, bide primenom prethodne leme

N 1/q N
(Ltityn) " < pmstesieim (S, )
i=1 i=1

N 1/p
— ax{0,1/¢—1 IDm“(z)‘Dm“(y)lp
— Nmax{0,1/¢—1/p} | (Z/ﬂ/ﬂ Iz — J]H58 dz dy

,':1 3 3

N 1
< Nmax{0,1/¢-1/p} (E/ |Dmu(z) — Dmu(y)|P dz dy) i
- i=1 YOI

1/p

|z — y|1+¢
1/p
= Nmax{0,1/¢—1/p} | (/ / D™ u(z) ~ D u(y)|F dz dy)
0 Ja [z — y[i+e?

= Nmax{0,1/¢-1/p} Iuls 2.0 -

NAPOMENA 6: Analogan rezultat vazi i u slu¢aju Besovskih polunormi.

LEMA 1.7. Nekaje Q = Q2 x &, @ = U0, @ = UM 05, Qi =
Qz,i X S j . Tada je, pod pretpostavkom konaénosti polunormi

Nt /N, /N 1/q2

J=1

< Npex(OUa=te} . ynextOl/ea=tel ) o 0.

DOKAZ:

N, ,N. 92/ 91\ 1/¢a
[}
(Z (Elul(a.ﬂ),p.Q-‘j) )
j=1 =1

N, ,N. 92/p\ 1/42
< Nmax{0,1/¢1-1/p} (Z( |ul? 8),p,Q ) )
< p a,p),p, ij
1

J=1

N, 1/¢2
< N:\ax{o,l/qx—l/l’} . (Z Iul(q;,p),?,ﬂ,xﬂt j)

j=1

Ny Y
< N;nax{O,I/ql—l/P} i N‘max{O,I/Q‘z—l/?} . (Z I‘ulfa ),p,0e X0 ) '
j— WP 1,y

< Nmax(0./a1=1/p) .Ntrnax{o,l/%—l/}’} ul(a,p) 5,0 -

Ovim je zavrien dokaz leme. B
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1.3. Funkcije diskretnog argumenta.

Neka su datemreze op ={zilzo=0,2ny =1,2;—7i1 _h} 1@, ={tj|to=
0,tp = Tt -1 = 7}. Za funkciju v deﬁmsanu na mrezi Qpr = @ X Or
uvedimo sledece oznake

(.’B,, ), V; = le:r.- ‘D] = vlt:t,';
. o .
( =)/, ”-J (v} —vi_y)/h,

=(f+1—v)/'rg+1, v-'—(v - /5,

v, -’—_-(v? - 2v] +v‘7+1)/h2 '71':”{_

I,

U linearnom prostoru funkcija definisanih na mrezi @, moZemo definisati
sledeée skalarne proizvode

N-1
(u,v) = Z hu;v; , [u,v) = Z hu;v;,
1;0
(u,v] = Z hu;v; [u,v] = Zhu;v;
i=1 1=0

koji generisu odgovarajuce norme

iy = @), ol = [v,)'/?,

lly = (@, 9%, Jlells = [v,0]'/2.
Operator -
Av:{ - VUrz, r=z;, 1<i<N-1
0, i=0, i=N
je simetri¢an i pozitivno definitan operator na prostoru funkcija definisanih na @y
koje su jednake nuliza i =1 1 i = N (vidi [46]). Zato se mogu uvesti norme

||U||A = (Av, v)l/2 = |[v,||h ] ”"’“A—l = (A_lv,v)llz-

U prostoru diskretnih funkcija definisanih na Q4 i Jednaklh nuliza i =01
i = N mogu se uvesti slede¢e norme

1/2
loll, = (Znanuh) ,
1/2
(], = (Zr, [vjuh) |

”vHO,hr = Jvllsr »
olly ar = v2llar

lollo,nr = Hvzzllar -




1.5. O PRODUZENJU FUNKCIJA 11

U radu ¢emo cesto koristiti i sledeée dobro poznate jednakosti za diskretne
funkcije [46]

(U, va:) = UNUN — Ug¥1 — (ui‘)v] )
(U, vz‘r) = UNUN-1 — Up¥p — [uz, v),
[uz,v) = unvN_1 — uguo — (u,vs],

(uzz, V) = Uz NUN — Uz,000 — [Uz, V7).

1.4. Operatori izgladivanja.

Za funkciju dve promenljive f(z,t) mogu se definisati operatori izgladivanja
(usrednjavanja) Steklova

1 0
T,f:/0 f(z + hs,t)ds, T5f=/_1f(a:+hs,t)ds,

1 0
’.I}f:/o f(z,t+7s)ds, ﬂf:/_lf(z,t—{-rs)ds,

1

T f = Te(T:f) =/ (1= |s])f(z + hs,t)ds.

-1

Za ove operatore je poznato da povecavaju glatkost funkcije po promenljivoj po
kojoj se izgladuje. Nije tesko pokazati da ako f € HA(Q), gde je A = {(a4, 5i)}
regularan skup multiindeksa, tada f € H41(Q,) gde je 4; = {(a; + 1,5;)} U
{(0,max; §;)} i @1 C Q je podoblast sastavljena od taiaka ¢ije je rastojanje (u
pravcu z-ose) do granice oblasti @ ne manje od k.

Navedeni operatori imaju sledeée svojstvo. Akoje u neprekidna funkcija, tada

6%u Ou
T? (-a—x-._;) = Urs, TT("é;) = ug.

pri éemu se navedeni parcijalni izvodi uzumaju u generalizovanom smislu.

je

1.5. O produzenju funkcija.

Tehnika izvodenja ocena brzine konvergencije diferencijskih shema ponekad
zahteva da se definiSe produzenje reenja u(z,t) preko botnih granica z = 0 i
z = 1. To produzenje ne bi trebalo da ima manju glatkost od resenja da bi se
dobile optimalne ocene.
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Razmotriéemo prvo sluéaj funkcija jedne promenljive. Neka u € H*(0, 1).
Definisimo produzenje u* funkcije u sa (0, 1) na (~1,1) na sledeéi naiin
(Hestenes—ovo produzenje, vidi [42)])

u(z), z>0

u"(x) — k+1

E/\;u(—;—), z<0
i=1

gde su konstante ); resenja sistema jednacina

(-1)1’)\1+(—§)J'A2+---+(—F}ﬁ)ka+,=1, j=0,1,... k.
Za prvih nekoliko k te konstante su

=1

/\1-':—3 /\3=4

A =6 Ap=-32 A3=27

M=-10 X =160 X3=—405 Ay = 256

o~ o e o
1

Il
LW N = O

Neka je k > r. Tada ova produzenja ¢uvaju polinome stepena < k 1 vazi
”u*”r,(—l,l) < C”““r,(o,l) )
] 1,0y < C(r') |uly 01y 02 r<r.

Za neparno produizenje preko granice (koje se dobija za k = 0) koje éemo
povremeno koristiti vazi sledeca

LEMA 1.8. Neka u € H*(0,1), s > 0. Za neparno produzenje u* funkcije u
preko granice =0 vaZi

lIU*ll}I'(-l,l) < C(s) ”u“H'(O,l)

ukoliko je ispunjen jedan od sledecih uslova:

() 0<s<1/2,

(i) 1/2<s<5/2, s#£3/2iu0)=0,

(iii) 5/2<s<9/2, s#7/2 i u(0)=u"(0)=0 .

DOKAZ: Funkcija u(z) i njeni izvodi su ili parne ili neparne funkcije. Ako je
proizvoljna funkcija v(z) bilo parna ili neparna tada je

ol -1y = 210l 2 0,1y - (1.1)
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Iz definicije polunormi sa pocetka ove glave se u slu¢aju da je v(z) parna funkcija
dobija
2 2
lle'(—l,l) S 4 IvIH'(D,l) s 0 <s < 1. (1.2)
Ukoliko Je, pak, v(z) neparna funkcija tada je

P [o(za) + v(es)]?
0 Izl + x2|1+2s

2
IUIH'(—I,I) =2 IvliI'(O,l) + 2/0

Ukoliko iskoristimo nejednakost

/o1 z=*g%(z)dz < C(s) (/01 o) st dzy dzy + /01 e'() dz>

0 Izl — 222I1+2'

dz;dz,.

koja vaziza 0 < s < 1/2, a uz dodatni uslov ¢(0) = 0 vaziiza 1/2<s5<1,tada
dobijamo da je pod istim pretpostavkama

[olkre(-11) < C®) o1l 0.1y - (1.3)
‘Tvrdenje leme je direktna posledica (1.1), (1.2) i (1.3). m

U sluéaju funkcije dve promenljive pretpostavimo da je u(z,t) € ‘H“ (Q) gde
je @ =(0,1)x (0,1) i A= {(a;,8:)} regularan skup multiindeksa. Na Q=
(=1,1) x {0,1) definisimo produzenje kao u jednodimenzionom slu¢aju

u(z,t), z>0
* ,t = k41
v (@) > hu(-3,1), z<0
i=1

gde je k izabrano tako da je k > max{a;|(a;,8;) € A}. Za ovako definisano
produzenje vazi

NNl agqu) < Cllullgracgy »
Iu* I(a,ﬂ),Q1 S C(O’,ﬂ) Iul(a,ﬂ),Q ’ (Cl', ﬂ) € A.

Za neparno produzenje funkcije u(z,t) preko granice z = 0 lako se izvodi na
analogan naéin kao prethodna lema

LEMA 1.9. Neka u(z,t) € H4(Q), A = {(e:,8)}. Tada je za neparno
produZenje u* funkcije u preko granice z =0 i A, = {(min{s, a;}, 8;)}

o Lir4sguy < C(6) Nullran
ukoliko je ispunjen jedan od sledeéih uslova:
(i) 0<s<1/2,
(ii) 1/2<s<5/2, s#3/2, o #1/2,3/2 i u(0,8)=0 , ,
(iii) 5/2< s <9/2, s #7/2 , o #1/2,3/2,5/2,7/2 i u(0,t) = £2%(0,¢) = 0 .
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Glava 2. Postavka problema
i diskretizacija

U radu ¢emo posmatrati parabolicki graniéni zadatak sa graniénim uslovima
prve vrste

ou 8%

= s i, (50€Q=(0,1)x(,T),

u(0,t) = a(t), (2.1)
u(1,t) = A(¢),

u(z,0) = u’(z).

Pretpostavi¢emo, takode, da generalisano resenje ovog zadatka (u smislu dis-
tribucija, vidi [25]) u € H4(Q), gde je A neki regularni skup multiindeksa raz-
matran u prethodnoj glavi. Takode éemo, kao specijalne slu¢ajeve, resenje u pos-
matrati u prostorima H*(Q) i H**/%(Q). Ovaj poslednji prostor je uobi¢ajen
prostor u kojem se posmatra resenje problema ukoliko nemamo dodatnih informa-
cija o glatkosti funkcije f(z,t) [37). Posto funkeije f(z,t), a(t), B(t) i u’z)
posmatramo kao generalisane funkcije (distribucije) ukoliko nisu neprekidne, Jasno
Je dairesenje problema u ne mora biti neprekidna funkcija.

Za resavanje graniénog zadatka (2.1) koristi¢emo diferencijsku shemu

v{=0v35,+(1—a)635+¢p{, 05<o<1,

v = g,
v]].vzbj,
‘U?:C,‘.

U navedenoj shemi éemo uzeti go;' = T,;"‘T,-f(x,-,tj) , zatim a; = a(t;), b = B(t;),
¢i = u’(z;) u sluéaju da je resenje grani¢nog zadatka u neprekidno, a u sluéaju
prekidnog refenja a; = Tja(t;), b; = TiB(t5), ¢ = T2u®(;).

Standardnom metodologijom baziranom na razvoju resenja u Tejlorov red do-
bija se (vidi [46]) da je '

lu—|,, =0(*+71), s>05, u€Cy,
lu—9|l,, = O(R*+71%), s=05, ueCs.

U narednim glavama biée dokazana konvergencija ove sheme pod znatno slabi-
Jim pretpostavkama o glatkosti resenja u. Pored toga iz apriornih ocena i ocena
brzine kor.vergencije bice vidljiva i ¢injenica da je implicitna shema (o =1) sta-
bilnija od ostalih shema sa tefinama o < 1.
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Glava 3. Bramble-Hilbertova lema
i njena uopstenja

Rezultati ove glave imaju presudnu ulogu pri dokazivanju ocena brzina kon-
vergencije diferencijskih shema.

Bramble-Hilbertova lema glasi:

LEMA 3.1 (BRAMBLE-HILBERT,[4]). Neka je F(u) linearan funkcional na pros-
toru W:(D) (1<p<oo, k€D, D jeograniéen domen u RY diametra P ),
koji zadovoljava
(1) |Fw)| < C lullws(py zasve u € W}(D) sa konstantom C nezavisnom
P
od piu,i
(2) F(u)=0 zasve pe Pr_;.

Tada je
|F(u)] < Cp* lulwx (D)

za sve u € W¥(D) sa konstantom C nezavisnomod p i u.

Ova lema, kao 3to se vidi, odnosi se samo na izotropne prostore celobrojnog
reda glatkosti, i linearne funkcionale. Moguéa su uopstenja ove leme u vise pravaca.
Uopstenje leme za prostore W; (D) necelobrojnog reda glatkosti omoguéava izvo-
denje boljih ocena za zadatke sa nedovoljno glatkim resenjima. Za razliku od
eliptickih grani¢nih zadataka, gde je prirodno resenja izu¢avati u izotropnim pros-
torima, kod parabolickih zadataka prirodnije je koristiti anizotropne prostore.

Uopstenje Bramble-Hilbertove leme za slugaj izotropnih necelobrojnih prostora
Soboljeva dato je u [10]. U istom radu razvijena je tehnika koja uopstava Bramble-
Hilbertovu lemu na sluaj prostora tipa W;‘ sa celobrojnim multiindeksima..

Naredno uopstenje je Tartarova lema (vidi [7]) koja glasi:

LEMA 3.2 (TARTAR). Neka je V Banahov prostora Vi , Vo i W tri normirana
vektorska prostora. Neka su A; € L(V;V;),i = 1,2, dva zadana linearna preslika-
vanja, pri ¢emu je preslikavanje A; kompaktno. Pretpostavimo da postoji takva
konstanta Cy da je

llolly < Co(llA1vlly, + ll420]ly,) VveV.
Na kraju, neka je L € L(V; W) takvo linearno preslikavanje da
vEkerAs = Lv=0.

Tada:

(1) P =ker A, je konaénodimenzioni linearni prostor.

17
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(2) Postoji takva konstanta Cy da je
inf [l —plly < Ci [|A2vlly, VvEV.
peEP

(3) Postoji takva konstanta C da je
1ol < C Mnlly, Veev.

Dva uopstenja ove leme omogucice primenu na anizotropne prostore 1 prostore
tipa WPA :

LEMA 3.3. Nekaje V Banahov prostor a V; i W dvanormirana vektorska pros-
tora. Nekaje A € £L(V; V1), kompaktan linearan operator, a S, + V = R nepreki-
dan sublinearan funkcional (takav da je Sp(au+bv) < |a|Sa(u) + |6]S2(v), a,b€
R, u,v€ V). Pretpostavimao da postoji konstanta Cy takva da je

lvlly < Co(llAvlly, + S2(v))  VveEV.
Na kraju, neka je L € L(V; W) takvo linearno preslikavanje da
vEkerS, = Lv=0.
Tada:

(1) P =kerS, je konaénodimenzioni linearni prostor.
(2) Postoji takva konstanta Cy da je

inf |lv—plly <Ci1S2(v) VveV.
peEP

(3) Postoji takva konstanta C da je
|Lv|ly <CSa(v) VveV.

LEMA 3.4. Neka je V Banahov prostor a Vi normiran vektorski prostor. Neka
je A € L(V; V1), kompaktan linearan operator, a Si: VRIS :VeR
dva neprekidna sublinearna funkcionala (takva da je Si(au + bv) < |a|Si(u) +
Ib|Si(v), i=1,2, abeR, uveEV ) Pretpostavimo da postoji konstanta
Cy takva da je
llvlly < Co(l|Avlly, + S2(v)) VveV.
i neka
v € ker S3 = Si(v) =0.

Tada:

(1) P =kerS, je konacnodimenzioni linearni prostor.

(2) Postoji takva konstanta Cy da je

inf [lv—plly <C1S2(v) VveV.
peEP

(3) Postoji takva konstanta C da je
Sl(v) SCSz(v) YveV.
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DokAz LEME 3 1 LEME 4: Posto je lema 3 specijalni slu¢aj leme 4, dokaz ¢emo
izvesti za ovu poslednju.

DokaZimo prvo neka svojstva sublinearnih funkcionala. Zamenom a = b = 0
u

S(au + bo) < [a]S(u) + [b]S(v)

dobijamo S(0) < 0 (gde 0 oznatava nulti element prostora V' ). Zamenom
u=v=0, a=b=1 uistu relaciju dobijamo S(0 + 0) < S(0) + S(0) odakle je
neposredno S(0) > 0 . Uporedujuéi sa prethodnim rezultatom, dobijamo

S(0)=0.

Stavljajuéi b =0, a = —1 dobijamo S(-u) < S(u) , Yu e V . Smenjujuéi u
ovoj nejednakosti 4 sa —u dobijamo suprotnu nejednakost, pa mora biti

S(—u) = S(u).

Dalje, za proizvoljne u,v € V je

S(u) = S(u — v+ v) < S(u—v) + S(v)
S(u) - S(v) < S(u—-v)
S(v) - S(u) < S(v—1u) = S(u—1v)

pa je
|S(u) - S(v)] < S(u— ). (3.1)
Neposredne posledice ove relacije su da je (za v=10)
S(uy>0 VYueV (3.2)
i
S(uy=0 = S(au)=0 VaeR,VYueV. (3.3)

Predimo sada na dokaz tvrdenja leme 4.

(1) Skup kerS; je na osnovu (3.2) i (3.3) linearan vektorski prostor. Osim
toga, taj prostor je zatvoren zbog neprekidnosti operatora S, . Zbog toga je P
potprostor Banahovog prostora V', pa je i sam Banahov prostor. Uoéimo preslika-
vanje

A:P—AP) A®v)= A(v).

Za v € P vaiziée
lvlly < Co llAv]ly,

§to znaéi da je operator A-! : A(P) - P ograni¢en. Operator I : P — P,
I=A"1.4 , I(v) = v je predstavljen kao kompozicija neprekidnog i kompaktnog
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operatora pa je zato i sam kompaktan. Medutim, identicki operator je kompaktan
ako i samo ako je prostor P konaénodimenzioni.

(2) Neka je {p,-}?;l baza prostora P ,1ineka je {f,};\;l baza dualnog prostora

P*
fi0) = 8.
Prema Hahn-Banach-ovoj teoremi postojace prosirenja fi, i=1,...,N , defin-
isana na V koja e biti linearne neprekidne (ograniene) forme. Ako je p € P
tada )
filpy=0 j=1,...,N
zbog f;(p) = fij(p) moie vaiiti ako i samo akoje p=0.

Pokazimo da postoji konstanta C; takva da je
N —
olly < C1(S2(®) + D 1F(0)]) VeV,
° ji=1

Kada takva konstanta ne bi postojala, postojao bi niz {vi};2, takavdaje

oilly =1
1 N
Bim (Sz(vi) + > 1)) =0. (34)
j=1

Posto je {v;} ograniéen niz, a A je kompaktan operator, postoji podniz, oznaéimo
ga opet sa {v;} , takav da je {Av;} fundamentalan niz. Iz (3.4) neposredno
zakljuéujemo da mora biti (zbog nenegativnosti Sy )

lim Sa(v;) =0,

1—00

pa je zbog

lvm = vally < Co (|Avm — Avnlly, + S2(Vm — vn))
< Co ( “Avm - Avn“VI + Sz(vm) + 52(Un))

i {v;} fundamentalan niz. Poito je V' Banahov prostor postoji

lim v; = vo.
11— 00

Zbog neprekidnosti funkcionala Sa je

Sg(vo) = 111”2> Sg(v;) =0 ,
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pa je zbog toga vg € P .
Iz (3.4) je takode
‘; il—iorgo‘ﬂ(vi)=0 j=13-“3N1

a to je moguce samo kada je vg =0 jer vy € P . Ovo je kontradikcija jer, prema
pretpostavci mora biti

llvolly = .]—'.To lloilly = 1.
Pronadimo p, € P takvo daje fj(v—po)=0,j=1,...,N :
fi(v) = f;(po) = f;(po)
Po = if—j(v) *Pj
i=

gde je {p;} ranije uvedena baza prostora P . Za takvo py biée
inf [lv - plly < |lv— polly < C1-Sa(v)
pEP

¢ime je zavrSen dokaz tvrdenja (2).
(3) Zbog neprekidnosti funkcionala S; biée
Si(v) < Callvlly  VveV.
Dalje je,za pe P
Sy(v) = S1(v) -0
= 51(v) - S1(p)
< Si(v-p)
<Cz-lv-plly
i, na kraju

S51(v) < G- inf llv —plly < €1 - C2- Sa(v) = C - Sy(v)
¢ime je kompletiran dokaz leme 3 i leme 4. W

NAPOMENA: Lema 4 je opstija od prethodnih lema koje se mogu dokazati kao
specijalni slu¢ajevi leme 4. Medutim, iako lema dokazuje egzistenciju konstante
C koja ne zavisi od funkcije v, sam dokaz nije konstruktivan, tj. ne omogucava
nam da procenimo veli¢inu konstante C . U ¢lanku [10] dat je konstruktivan dokaz
Bramble-Hilbertove leme za izotropne prostore Soboljeva-Slobodeckog proizvoljnog
pozitivnog realnog reda glatkosti. Takode se na osnovu rezultata iz tog rada moze
proceniti konstanta C u slu¢aju prostora tipa W};“ gde A sadrzi iskljuéivo celo-
brojne multiindekse.

Kao neposrednu posledicu dokazane leme pomenuéemo najpre uopstenje Bram-
ble-Hilbertove leme u slu¢aju necelobrojnog reda glatkosti.
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LEMA 3.5. Neka je n = n(u) ogranicen linearan funkcional na Wy(D) , 1 <
p< oo, s>0. Nekaje s=m+a, m € Z, a € (0,1] . Ako je n(u) =0 zasve
u:::c"::c’;‘:c;’u-a:i”,ij >0,ii+ -+t <M, tada je

In(w)] < Clulw(p) -

Slede¢u lemu éemo &esto koristiti u dokazima. I dokaz te leme je neposredna

posledica leme 4.

LEMA 3.6. Nekaje n=n(u) ogranicen linearan funkcional na W;‘ , takav da je
n(u) =0 zasve u= ziti | gde su i,j takvida (,5) € Il . Tadaje

P
P < Y lulfe s
(ai,Bi)EAs

NAPOMENA: Iako se termin Bramble-Hilbertova lema, striktno gledano, odnosi na
lemu 1, isti naziv koristiéemo i za leme 51 6 posto su one njena direktna uopstenja.

LEMA 3.7. Neka je n = n(u) ogranicen linearan (ili neprekidan sublinearan)
funkcional na W‘;“(Q) i neka (a,B) € A . Pretpostavimo:

(1) In(u)r < C-( lull(’a,o)),,+|u|’(’a,ﬁ),},+|uif ), gde |uff oznacava (moguce
i praznu) sumu polunormi |"|}(Ja.'.ﬁ.~).p takvih daje B; > B i (ai, i) EA,
(2) Akoje f=m+6, m€Z, 6 € (0,1] tada n(u) =0 vazizasve u = it
j=0,1,...,m, i€Np.
Tada je
n(@)lP < Cr - (g, + 0 ).

DokAz: Ovu lemu ¢emo dokazati u Cetirl koraka.
Korak 1: Ako je n(u) =0 zasve u = it j=1,2,...,m, 1 €Ng, tada je

n(u) = 0 za sve u € P = {po(z) +1-¢1(2) + - +1" - om(2) : i(z) € C*[0,1]}

kao posledica neprekidnosti 7 i gustine skupa polinoma u C*[0,1].

KorAK 2: Za v(t) € C*®[0, 1] uz pomo¢ Bramble-Hilbertove leme lako je pokazati
da je

u(t) — (v(O) Fto'(0) 4+ %v‘""(O))l < Co(T,m, B,p) - Ivlg p 07y -

KoRrAK 3: Nekaje a =n+e, n€Z i pretpostavimodaje 0 <€ < 1. Sluéaj € =
1 povlagi jos jednostavniji dokaz. Naka je u(z,t) €C®(@Q), Q=(0,1)x(0,T).
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Definisimo
tm
w(z,t): = u(z,0)+t- D"'u(z,0) +--- + ;!Do'mu(-f, 0)

=po(z) +t-pi(z) +-- -+ %‘Pm(z) €P,
ui(z,t) : = D"%u(z,t) €C°(Q),
wy(z,t): = D"%w(z,t) €P,
v(t; 21, 22) : = u(zy,t) — u(zy,t) € C*[0,T] za fiksirane zy, z,,
vi(t; 21, 29) : = D™Ou(zy,t) — D™Cu(zy,1).
Bice
inf Ju = plE oy, < lu—ull g,

B /I/n ./n itz - (wl'(zl,t) — wi(z2,8)) dzidz,dt .

I Z1— 1o |1+€P
Za fiksirane z;, z, je
" (m)
v1(0,z1,29) +--- + U (0,21, 22) = wy(21,1) — wi(z2, )

pa, primenjujuéi korak 2 imamo

Ch - |ui(t;z1,22) IF
inf |u — p|f < // / 50T 4p1dz dt
pepl pl(a,ﬂ),p = JrJata |21 — 22 '1+ep 1622

= Cg 'T * Iul{a,ﬂ),p .

KORAK 4: Posto je |u—p|y, 4, = |4l a8y, 1 lu—pl, = |u|, za p€ P, prema
koraku 3 ée biti

[n(u)|” = inf |n(u) — n(p)|f
peP
< inf — )P
- ;2}) In(u p)l
¢ ;2}; = pl{a,O),p +C- (Iul?a.ﬂ)m + 'u'f)

<Cp- (l“l?a,ﬂ),p + lulf) )

Zbog tinjenice da je skup C*®(Q) svuda gust u prostoru W;‘ , ovim je dokaz leme
zavrSen. B

NAPOMENA: Ocigledno je da lema 7 vai i u slutaju zamene uloga promenljivih =z
it (izamene (a@,0) sa (0,0) ). Taj rezultat éemo ubudude koristiti alj ga necemo
navoditi kao posebnu lemu veé ¢emo se i u tom slu¢aju pozivati na lemu 7.
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Glava 4. Aprlorne ocene za prvi
granicni zadatak

4.1. Apriorne ocene za parcijalnu jednaéinu.

U ovom odeljku éemo dokazati apriorne ocene za parabolicki graniéni zadatak

du  6%u

"37 = ﬁ + f(zlt)ﬁ
u(0,t) = u(1,t) =0
u(z,0) = uo(z).

(4.1)

Oznatimo @ = (0,1), I = (0,T), Q = Q x I. Ako parcijalnu jednaéinu
2
pomnozimo sa 6_.’:: , zatim integralimo po Q = (0,1) x (0, T), primenimo parci-

Jalnu integraciju i nejednakost |ab| < ea? + b?/4e , bide:

’ lauaz I 0%u
u
O//awd”“’“ofof(W) "’ ""*//a =t
0

1[0 [oul? u? T [ o
STk = A E Ry =T
g La() L:Q) {4
T 1
8%u’ 1( du(, > [ 0u(,0) )_//a_%_fdzdt
O0z? L2(Q) 2 oz La(Q) oz L3(Q) J J z2 .
0%u
3,0 NNz
32u 2 1 2
<e- 77|, (Q)+ZE'||f”L,(Q) )
caly CH ) R
0z? La(Q) 2(1-¢) La(9) 4e(1 —¢) L:(Q)
Za € =1/2 biée
6%u|? dug ||? 9
5 <= + £l : (4.2)
022 || @) " 0% llpymy T EA@

NAPOMENA: Ova ocena je izvedena pod pretpostavkom neprekidnosti, odnosno
dovoljne glatkosti reSenja u(z,?). Isto vazi i za naredne ocene.

25
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Za paraboli¢ki graniéni zadatak

2

Q
QD
e
QD

u f
—_—= 4 —
t ~ 0z Oz’
‘U(O,t) = u(l,t) =0, (43)
U(:L‘,O) = uo(x)

D

apriornu ocenu mozemo dobiti mnozenjem jednaéine sa u i nastavljajuci kao ranije:

T1o e T fos
u
//E{Udzdt—//b—_ dlCdt //-é;ud:cdt,
00 00 0 0
T 1 5
//f—u- dz dt,
L@ 45y %

1[40 5
7| % ||“(-,t)||L,(n? dt =

3:::

Ot~

5 9 ] T 1 5
u u
2" Tl gy~ IOl ) = [ [ £ 55 e
92 ILy0) 2( a AR
Ou
33, ) Nllzoo)
61.[ 2
_<._ A + - f )
3u 2 1 2 1 2
510y = T Ml Fer—g Wi
Za € = 1/2 bice
01"l oy + WA (4.4)
o - OllL (0 L, . :
zllL,c0) ) (Q)
Na kraju, posmatrajmo graniéni zadatak
ou _ d%u 4 o f
=32t 32
ot 0z* O (4.5)

u(0,t) = u(1,t) =0,
u(z,0) = uo(z)

Za potrebe izvodenja odgovarajude apriorne ocene dokazimo prvo sledecu lemu.
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LEMA 4.1. Neka je u(x) € L1(0,1). Neka je v(zx) takva funkcija da je v"'(z) =
u(z), 1 v(0) =v(1) =0. Tada je:

O w@=--2) [fuod-s [ 1-gue

(i) V(@)= [ eued - / (- gu(e)de

(i49) Y0=- [ -Hued ()= / eule)de

(iv) 1 @)@ < Cp -l ), ukoliko desna norma postoji,

gdeje Co,=1zap=1, Cp=1/2 za p=00, C, ::(21;—_1—1) " zal<p<oo.

DokAz: Tvrdenja (i) i (ii) se dokazuju neposrednom proverom, a (iii) i (iv)
slede neposredno iz (ii). W

Predimo sada na izvodenje apriorne ocene. Neka je v(z,t) takva funkcija

. 0%
da je +—
z

Pomnozimo jednaéinu (4.5) funkcijom v i postupimo kao ranije:

= u, v(0,t) = v(1,t) = 0, &ija je egzistencija obezbedena lemom 1.

T 1 5 T 162
/ azzgtvdzdtz//a vdz dt+//———vdxdt
0 0 0 0

Ako oznatimo f(0,t) = ao(t), f(1,t) = ai(t), posle dvostruke parcijalne inte-
gracije poslednjeg ¢lana bice ’

T
170 ov]?
_5/_67 = dt_||u||L2(Q)+//f 9 jedt —
0
ov
- /(al(t)b—a—:(l,t)—ao(t)a—z(o,t)) dt
0
ov
Il g + 2 ( s i 2.0 )=
L@ oz L) ) La(0)

= /T(al(t)g-z-(l,t) - ao(t)g—:(o,i)) dt —/T/lfudx dt,
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v 2

9y <
6:8(’0

L3(9)

T
< 0/ (lal(m 1O+l st t)nL,(m) dt +

1
2
”“”L,(Q) )

+ 1 fll Ly lulla) €

1
< L (Iolisom + Il i+ Wi Moo

udaje v =ug, vo(0) = vo(l) = 0. Resimo

Oznagimo sa vo(z) takvu funkeij
) = a1(t) = 0. Tada je, koristedi isti

sada prvo jednostavniji sluca) kada je aolt
naéin izvodenja kao ranije

1 61)0
“u”LQ(Q) = 2(1 _ 6) 61, L) + 45(1 )"f"Lg(Q) )
i,za e=1/2:
ov
i< |5 Wl J00=J00=0. (49

U sluéaju kada funkcija f(z,t) nije jednaka nuli na granicama imacemo:

a‘vo

2
rm < 261 |lull, @) F

ez = .

+ ﬁ— (HGOHLg(o t ol o, T)) +e2 llullZ0) + ||f|IL,(Q) ,

1
+
La(9) 4e9(1 — 2€1 — €2)

1 2
+ 1261(1 — 21 — 62) (”00"52(0,'1*) + llal“Lz(O,T)) )

a‘Uo

Oz ”-ﬂl%z(Q) +

1
”““L;(Q) — 2(1—-2¢, - £2)

Za 1 = 1/6, £2 = 1/2 bile:

60

2
05" g+ el HllEom) - (47

La()

2 o) < 3(
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4.2. Apriorne ocene za diferencijsku shemu, o = 1.
Razmotrimo prvo diferencijsku shemu
ur = Uz + o,
u(0,t) = u(1,t) =0, (4.8)
u(z,0) = «(z).

Za izvodenje ocena koristi¢emo sledeée poznate rezultate [46):

(uzfy 'U) = Uz NUN — Ug 0Vp — [u:t, '"1:) ’

[uz,v) = unvn — wovo — [u,v,).

Takode ¢emo koristiti nejednakost

N

(a—b)-a>e1a® —eyb?, €2>0, ex(l—gy)>
koja, za €, = €5 = 1/2 glasi
(a—b)-a> -21—(a2 ~b?).
Koristeéi ovu nejednakost, za proizvoljne vektore u i v vazi

(=) 2 3[(u,1) = (v, )]

Pomnozimo jednatinu (4.8) sa hrjuzz i sumirajmo po unutrasnjosti mreze:

M M
2
E Tj(ut_’ u-"v'f) = ”u-‘-'f”h'r + Z TJ(Sor u:ri') 3
M M
= 2 il us) = lluzelly, + D 75(0, uas)
i=1 i=1

M M
”“ri:”ir = _2[":7 — g, ug) — Z”')’(‘P; Uzz)
j=1 ji=1
1 M
< —3 Z( [z, ue) — [z, 47) ) + Nellar ezl
j=1

) 1 2 1 2
lueelly, - 102,49 < e llusell, + o N,

Uzimajuéi € = 1/2 dokazali smo sledeéu lemu.
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LEMA 4.2. Za reSenje diferencijske sheme (4.8) vazi apriorna ocena
luzzlin, < MuSlih + lielir -
Razmotrimo sada diferencijsku shemu
U7 = Urz + Yz
w0, =u(1,8) =0, (49)
u(z,0) = u'(z).

Mnozenjem jednagine (4.9) sa hrju i sumiranjem dobijamo

M M M

S niunu) =Y (usz,u) + D Ti(0ez, ),
j=1 i=1 j=1

M M
ZTJ ux’“x) ZTJ'("T’“)"'Z"?[S%:":U):
j=1 j=1 j=1

fuelly, < 5%, 00) + ozl [zl
< 2R + e el + 5 Nl
Uzimajuéi € = 1/2 dokazali smo narednu lemu.
LEMA 4.3. Za redenje diferencijske sheme (4.9) vazi apriorna ocena
[uslz, < eIl + sl -
Za izvodenje sledeée ocene potrebni su nam neki pomocni rezultati:

LEMA 4.4. Nekaje 0=zo<z; <---<zNn =1, rip—zi=hiiuy=unv=0.
Ako je vzz = u, vg=vny = 0. Tada je

i—-1 N-1
(i) v(:c,-) = ——(1 - :U,') thxkuk -z Z hk(l — T} )ug,
k=1 k=1
(i) ve(zi) = thrkuk - Z he(1 — ze)ux,
k=1
N-1 N-1
(317) ve(zo) = Z hr(1 — zx)ur, vz(zn) = Z hrzruy,
k=1 k=1
(iv) miaxlv,,-(a:,')l < Cp-lfull,, p € [1,00].

DokAz: Dokaz leme se svodi na neposrednu proveru (i) i (i¢) i primenu (i) u
dokazu (iii) i (iv). W
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LEMA 4.5. Nekaje 0=zo<z;<---<zy=1, Tipi—zi=h;iuy=uny=0.
Akoje vez = pz, vo=vy = 0. Tadaje

i N
(9 (i)=Y he-1m — 2 Y ke,
k=1 k=1
N
(1) ve(z) =i —C=pi— Y he_ypy
k=1
(i) max|v(zi)| < Cp -llully,,  pEL,00].

DokAz: Dokaz je opet elementaran i sliéan dokazu prethodne leme. B

Radi dobijanja sledece apriorne ocene oznatimo ao(t) = ¢(0,t), ai(t) =
¢(1,t). Neka je v takva funkcija da za svako fiksirano ¢ = tj vail vz = u,
vo = vy = 0. Tada, mnozeci jednatinu (4.9) sa hrjv i sumiranjem dobijamo:

M M M
Y o1 (vesr,v) = 3 (s, 0) + Y 15(0z,v),
ji=1 j=1 i=1

M M M
Sl = 300 -3l ).
ji=1

j=1 i=1

M M M
1 I
~3 Y (o2, v2) = [z, 82) ) > [lully, + Y 7i(pyves) + Y 7i(9ovz0 — envs ),

i=1 i=1 i=1

M
1 .

lellar = 502 02) < pllnr llwllnr + Y- 75 Callevo(ts)] + faa(t)]) - Il

j=1

1, Na potpuno isti nacin kao u sluaju apriorne ocene za parcijalnu jednatinu, do-
bijamo sledei rezultat:

LEMA 4.6. Za redenje diferencijske sheme (4.9) vazi slede¢a apriorna ocena

lellz, < € (w2l + llellz, + llool + flenll?) ,

gde je O'O(tj) = (P{), al(tj) = (PJN’ Vrr = U, v{, = v’N = 0. Ukoliko je ao(tj) =
a)(t;) =0, tada je

2 2 2
lulli, < 203 + llells, -
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U procesu izvodenja ocene brzine konvergencije diferencijske sheme bice nam
potrebna i apriorna ocena za shemu

, (4.10)

Primetimo prvo da shema ne zavisi od graniénih vrednosti funkcije 9. Ako
dodefinisemo v, = ¢y =0, j=1,..., M, apriorne ocene se neposredno dobijaju
primenjujuéi prethodne leme na funkciju u—1 . Malo je komplikovaniji slu¢aj kada
su ¥ = Bo(t;), ¥y = Pi(t;) razliciti od nule. U tom sluéaju razmotrimo shemu

u = Uzz + 91,
u(0,t) = u(1,t) =0,
u(z,0) = v’(z).

¥y = Bi(t)
Predstavimo 9 = 91 + ¥z, gde je ¥ = fo(t;) + zi(Ar(t;) — Bo(t;)) = (1 -
2)Bo(t;) + ziBu(t;). Tada je Yor = (1—2)for + zbrz, i 2o = Ar(t) = Fo(t)

Predstavimo i resenje kao zbir u = uj + u2 gde su u; i up reSenja shema

uir = Yoz + Vil Usf = Uzzz + Yor,
ul(O,t)zul(l,t)=0, ’lQ(O,i):Ug(l,t):O,
uy(z,0) = u°(z), uz(z,0)=0.

Posto je 11(0,t) = ¥1(1,t) =0, bice, primenjujuci lemu 3 na funkciju u; — Y1 :

lurel2, < € (Jlu® = 9203 + [¥rzlla, )
<C (e = ° — (1 2)B3 — B3 +11Boll2 + 1B ll7 ) -

Biée i 0 R
I[“2x”hr < C ”d"zt’“hr
< ¢ (J1Botll? + Bazll?) -

Kombinujuéi ocene za u; i up dobijamo ocenu za funkciju u. Sve ove rezultate
sumiraéemo u sledeéoj lemi.

LEMA 4.7. Za resenje diferencijske sheme (4.10) vaZe apriorne ocene:
(@) lusel2, < [SUE + lsallh, + 1¥ella,

szl + luellZ, < C (SIE + llpazlin, + ¥ellhr )

(i) Ukoliko je ¥ = Bo(t;), ¥ = Bi(t;), tada je
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luzlly, < C(f|u®—4° - (1-2)85 — =B + [¥:|I2, + le=ll2, +
+ 1180l + 18olI? + 11Boel|? + 11Busl)? ) -

(i) Ukoliko je ¢ = 4, = 0 tada je
[uzllhr < C (1 = %2 + [%: 17, + a2, ).

(iv)  Ukoliko je ¥ = ¥y = 0i ¢ = aq(t;), ¢y = au(t;) tada je
llullir < CUIW® = 92131 + lellZ, + leoll2 + ol + +[19]12, ).

4.3. Apriorne ocene za diferencijsku shemu, o; > 0 > %

Razmotrimo diferencijsku shemu sa promenljivim korakom 7; i promenljivom
tezinom ¢; > 0> 1 :

uf'::a'juzi‘*'(l—aj)ﬁri'l'(P: ‘7,7'2‘7>%1 t=tj)
u(0,t) = u(1,¢) = 0, (4.12)
u(z,0) = u(z).

MnozZenjem jednatine sa hrjuyz i sumiranjem po mrezi dobijamo:
M

M M M
> miur, ues) = Y 1505(uzz, uez) + Y 1i(1= 05)(usz, 4se) + > 1i(p, uzs)
i=1 i=1 ji=1

i=1

M

1
D 7303 (uer, ua) + S ([} - [u2113) <
j=1

M .
1 S
< er(l - ‘7.1')5[(”:5» Uzz) + ez, Uez)] + [|@ll,, lluzells, ,
i=1

(1-01)n

1 1
0 luzzlly — 5I2ll} < (1 - )52 llusslli, +
2 1, 9
+ellusslls, + o llells, -

Uzimajuéi e = ¢ — % dobijamo sledeéu ocenu:
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LEMA 4.8. Za diferencijsku shemu (4.12) vazi apriorna ocena

2 1 1. oy2 (1—a)n, 0 2 1 2)
sl < o (gt + EF el + g el )

Razmotrimo sada shemu:

Ut‘=0'juzf+(1-0’j)ﬁxf+$0zf, 0'j20'>%, t=1t;,
u(0,1) = u(1,t) =0, (4.13)
u(z,0) = v’(z).

Pomnozimo (4.13) sa hrju i sumirajmo po mreii:

M M M M

$ (g 0) = 3750 ey w) + 3 7 (1 = ) ey + D i)

j=1 j=1 j=t j=1
M M M

=-)_7130;lus, us) = > 71— 0j)like, uz) — Y 7ilpa, tz) -
j=1 j=1 j=1
Kao i u prethodnoj oceni, zbog 0j 2 7, 1—-0; <1—0,bice

1 1 1—-0y)r
o e, - 5% < (1= @) 32 e, + Q=207 9+

1

+ e luslly, + 5 el -

7a sledeé¢u lemu dovoljno je uzeti e = 0 — —12- .
LEMA 4.9. Za diferencijsku shemu (4.13) vazi apriorna ocena

p) 1 1 (1 - 0’1)7‘1 1 2
foll, < g (et + PRI+ gy ol )

Na kraju, radi dobijanja ocene u || |l;, normi, neka je ¢ = ao(t;) i oy =
ai(t;), i neka je v} takva diskretna funkcijadaje vy = vy =01 vz = . Njena
egzistencija i osobine date su u lemi 4.

Pomno#imo jednatinu (4.13) sa h7jv i sumirajmo po mreii:

M M M M
S (vasts ) = 3 7y e 1)+ 3 751 = 03) e, 0) 4 D),
j=1 ji=1 =1 i i=1
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M M M
- Z 705 [ver, v2) = Z 705 (u,u) + Z 7i(1 = o) (%, u)+
i=1 j=1 j=1

M M
+ Z Ti(p, u) + Z 7i(povz,0 — PNVEN),

j=1 j=1

M M
1 T Ti,. .
7 llllsr = 02l < 1= 0) 3w )+ (1-0) Y Z(a,8)+
j=1 j=2

M
l1—-o09)r ; .
¢ o ; T84, 40) 4 fllly Nl + €S 15 (Jod) + o) (5l -
j=1

Posle dvostruke primene ¢ -nejednakosti dobijamo

1
1-—61 -6202

2 1 (1—-01)n 1 2
ol < (02 + =g+ Lz, 4

C
+ el + eul?) )
2

gde je Co = 1+ O(h), C; < 1. Uzimajuéi e; = €,C; = (6 — 1)/2 dobijamo
sledeéu lemu;

LEMA 4.10. Za resenje diferencijske sheme (4.13) vazi sledeéa apriorna ocena sa
konstantom C nezavisnomod u i o :

9 C
”u“h'r S s

e (180 + (- ot +
2

9 2 2 2 ‘
+ 1 Ulellhr + llocll? +[lacll7) ) -
2

Ukoliko je o = of =0, tada je

llullhr < o= { Fle=lli + —— "I} + -0 llellar | -

Na potpuno isti naéin kao kod dokazii'anja leme 7 moguée je koriséenjem lema
8, 91 10 dobiti apriorne ocene za zadatak:

ut'=Uj“:i‘*‘(l"aj)ﬁzi‘*"f’xi'i"j’t'» 0'j20'>%, t=t;,
u(0,t) =u(1,¢) =0, (4.14)
u(z,0) = u%(z).
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LEMA 4.11. Za diferencijsku shemu (4.14) vaZe sledece apriorne ocene
(1) Vaii

| c
el + o < = (020 + = oapmlel +
2

1

+
1
0_.2_

(s, + el )) -

(i) Ukoliko je y} = ¥y = 0 tada je

1

1
Tg— 3

[l < 22, + (nu° GO o (1= o)l = )2+

b Ll + el + (1= 20 I2R) ).
2

(iii)  Ukoliko je ¥ = fo(t;), ¥ = Bu(t;), tada je

el < 527 (110 - 92+ (12198 + 28215 +
F (1= onlll — 8-+ 89— 1% )+
+ o (Epel + Mool + (= 0l + 82 + R )+
oy (16012 + 12 -+ Nl + I8l )

(iv)  Ukoliko je =l =0, & = ao(t), ¢y = ai(t;) tada je

2
“u“h-r S

(148 = 1B + 1= )l = 1R ) 4

1
Tg—3

4 (usoui, I, + (L= o) nll[901E + llooll? + ualni) -

NAPOMENA: Kao 3to se iz apriornih ocena vidi, za shemu sa (promenljivim) teZina-
ma o; > 0 > % apriorne ocene se razlikuju od apriornih ocena za ¢ =1 u dva
glavna momenta. Prvo, uoéljiv je faktor (0 — %)‘1 koji ogranitava primenu ocena
samo za o > % , pri éemu odgovarajuéa konstanta moze biti daleko veéa nego u
oceni za implicitnu shemu (¢ = 1). Drugo, razlikuje se zavisnost apriorne ocene od
pocetnog uslova i graniénih uslova. Medutim, ako je prvi korak u shemi implicitan

(o1 = 1), tada je ta zavisnost ista kao kod implicitne sheme.
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. . (& — 2
4.4. Apriorne ocene za diferencijsku shemu, ¢; > 7, = = ﬁl—;rh .

Razmotrimo diferencijsku shemu sa promenljivim korakom 7j 1 promenljivom

.. . 1-¢)h?
tefinom o; > 0., gde je a,:%-g—:}—, >0, T =max7; :

U= Ojupz + (1 —0j)Uez + ¢, 020, t=t;,
u(0,t) = u(1,t) =0, (4.15)
u(z,0) = u(z).

Napomenimo dase za £ = 1 dobijateiina o = % koja daje poznatu simetri¢nu

Crank-Nicolson—-ovu shemu koja na glatkim resenjima ima veéu taZnost od shema
sa teZinom o > :1,— .

Primetimo prvo da, ukoliko obelezimo Au = —u,z, diferencijsku shemu iz
(4.15) moZemo zapisati u pogodnijem obliku za dalju analizu [46] :
ur + (05 — 1/2)15Aur + 1/2A(u+ @) = ¢ (4.16)

MnoZenjem ove jednatine sa 2htjAuf i sumiranjem po prostornoj promenljivo)
dobija se ‘

275 (ug, Aug) + 2(0j — 1/2)77 (Aug, Aug) + (A(u+ @), A(u— ) = 275(p, Aup) (4.17)
Poznato je [46] da je za proizvoljno y uz uslov yo=yny =0 :
(Ay,y) = ll=II3
(Al +39), (v — 9)) = ly=lI3 — 3113
(Ay+9), Aty = 9) = ol = 15213 = IAsll; — A7
4
w113 < = sl
lollh + (o5 — 1/2); [y Ils > ellolls
Na osnovu ovih ocena prva dva sabirka u (4.17) nisu manja od 27 [[u.l> pa
je
215¢ [ully + llAully — 1A% < 275(p, Aup)
= 27z, urr) + 27; PoUzi,0 — 2TiPNUzE N

T
< 27j¢ lwzelly + §Jg lle= I3 + 275 p0Ust0 = 2TjPNUE,N
T
1Aully < AR + 2 llpels + 2750050 — 270N ust v - (4.18)

LEMA 4.12. Ukolikoje ¢} = ¢h =0 i 1 < p< oo, tada za diferencijsku shemu
(4.15) vazi apriorna ocena

1/p 0 1
>omlaul ) < C(IACY + —= lpella, )
ORI 7
sa uobi¢ajenom modifikacijom za p=00.
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DOKAZ: Za ¢l = ¢’y =0 iz (4.18) se dobija
[IAu|l; < [|lAd ”h+ l[sozll;,

Sumiranjem po vremenskim slojevima se dobija
12 oyz , 1 J ky12
AW |k < JlAwllh + ngkﬂ%"h
k=1
1
0112 2
< JlAv’lf; + % 2 l5- -

Posto desna strana nejednakosti ne zavisi od indeksa j, iz nje se neposredno dobija
iskaz leme. B

LEMA 4.13. Nekaje oy =1 1li uo =} i ul_, =u} . Ako oznacimo of = ¢

ga’N L, j>1,iakoje a® = —=al!, f° = B! tada za diferencijsku shemu (4.15)
vaZi apriorna ocena :

Aull,, < CUIARh + = ll@ellnr + lladl, + 161l + lloall, + 1l ) -

\/- sz

DOKAZ: Posto u shemi (4.15) uéestvuju vrednosti desne strane ¢ samo u unu-
trasnjim ¢vorovima, dodefinisimo prvo ¢ =}, 1<i<N-1, ga{, = %,
gaJN = ga’N 1» J20. Uz ove pretpostavke je polazeci od jedne od prethodnih
relacija
27je [uzlly + Aully — IAGIR < 27(p, Aug)
= 27i[pz, Up) + 27j @UUzg0 — 275 BUzi N
= 27;[s, tz7) + 20tz 0 — 2&ils0 — 27j0llz,0

—2PBuz N + QBﬂf,N + 27; Briz N -

Sumiranjem po j > 1 iprimenjujuéi €-nejednakost dobijamo

2 1
2¢ |[uzllZ, + NAuMZ = Awll} < 2 |[ully, +3 l[%llf.,
+ 2aMu M - 2a° ux 0— 2273'0!{17:,0

i>1
—2BMully +26%u3 v +2)  miBris N,
ji21
AWM |12 — ||AuC||? < |[so,||,,,+2a“ My —2a%u0 5 — 2 Tjaqis
i1

— 2pMuMy +26%ud v + 2 7iBriiz N -
i1
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Koristeéi rezultate leme 4.4 dalje je

1
IACYIE = A < o= llee N, +2C2(1o™) +18M)) | AuM]),
+2C2 ) 7y (letl + |Bal) | Aw

i>2
I[%Il,,, +4Ceq [|AuM|} +o- (I ME+18M)
+4Caes || Ay, + Eg(”af-”r +18:12) -
MnozZenjem nejednakosti sa 7; i sumiranjem po j > 1 dobijamo
lAully, - TIAE < 23 -1, +4Ca(e1 +Ter) I Au,

o (lel? + 112 )+02T(n adll2 + 1B ) -

Uzimajuéi dovoljno malo €; i €3, recimo za 4Cy(e1 + Te2) = 0.5 dobijamo

1
IAwly, < C(IARIR + < el + a2 + IBIZ + llacl? + l16d12 )

¢ime je lema dokazana. B

LEMA 4.14. Za diferencijsku shemu (4.15) vazi apriorna ocena

(Lmlwl)™ < c(la + F2 e,

izl
sa uobi¢ajenom modifikacijom za p = ¢.

DOKAZ: Mnozenjem jednatine (4.16) sa 2hrju; i sumiranjem po prostornoj pro-
menljivoj dobijamo

2 2 .
275 (lluelly + (o5 = 1/2)7 fuzilly ) + =1 = @213 + 27 (0, up),
2 - 75
2rye lfually + lfus s = [l < 2rye fludlly + 2 gl -
Sumirajuéi po vremenskoj promenljivoj dobijamo
- 1
iz < WuSI + % Yo melletliz
k=1

‘ 1
< MR + -l
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Posto desna strana nejednakosti ne zavisi od indeksa j iz nje se neposredno dobija
iskaz leme. &

Razmotrimo sada diferencijsku shemu
up = Ojtgz + (1= 05)es + P2z, 020, t=1j,
u(0,t) = u(1,t) =0, (4.19)
u(z,0) = u’(z).

LEMA 4.15. Za diferencijsku shemu (4.19) vaZi apriorna ocena

(ZTJ' [l )1/" <C(el + % llpslar)

i1
sa uobiéajenom modifikacijom za p = 0.
DOKAZ: Shemu (4.19) mozemo zapisati u obliku
ui + (0j — 1/2)7jAur + 1/2A(u + @) = @2z .

Ako je vzz = u, v{, = v‘jv = (0 tada mnozenjem jednaline sa 2h7jvr i sumiranjem
po prostornoj promenljivoj dobijamo

27; (Uxf?a 'Ut_) + 2(‘71 - 1/2)7-]?(1\“?’ Ut—) + (A(u + ﬁ)’ v = é) = 27'.1'(‘P:::E; 'Ut') )
—97; ([v27, v27) + (05 — 1/2)75 (v, v227) ) = llulls + Nalli = 275(pzz, v0),

275¢ [[oael; + lully = 121} = ~275(pez, v0)
= 27;(pz, vz2)
< 275 [[pz Iy llvzilla
< 2effoutly + 52 el

. . T: 2
117 < llall; + i ezl -

Sumirajuéi po vremenskoj promenljivoj dobijamo
m oz, 1o 2
e |l5 < llu®lls + ézsz 231

k=1

< [0l + o el -
Posto desna strana nejednakosti ne zavisi od indeksa j , iz nje direktno sledi iskaz
leme. W
I, na kraju, za shemu
Uy = O'ju“:--i-(l —O'j)ﬁ,,,j-+1/){, g; 20, t=tj,
u(0,t) = u(1,t) =0, (4.20)
u(z,0) = u¥(z)

vaZl
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LEMA 4.16. Za diferencijsku shemu (4.20) vazi apriorna ocena

(X 1) < ol + Tl

i1
sa uobi¢ajenom modifikacijom za p = oo .

DOKAZ: Ako primetimo da je zbog homogenih grani¢nih uslova ||ul|, < C [[u A
tada se tvrdenje ove leme dobija primenom leme 15sa ¢ =0 ileme 14 sa e =Y.
| ]
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Glava 5. Implicitna shema, o = 1

Posto ¢emo u dokazima tefiti da maksimalno oslabimo uslove glatkosti resenja
parcijalne jednaéine, zasad neéemo pominjati kojim funkcionalnim prostorima pri-
pada resenje. Takode, ograni¢iéemo se na ekvidistantnu mrezu po prostoru i vre-
menu sa koracima h i 7.

5.1. Konvergencija u ||.|] 4, normi.

Za ocenu brzine konvergencije u ovoj normi pretpostavimo zasad da je resenje
u parcijalne jednacine neprekidno. Kasnije ée iz rezultata proizaéi da je to prirodna
pretpostavka za konvergenciju u ovoj normi.

Posto je u neprekidna funkcija, jedinstveno su definisane njene vrednosti u
svakoj tacki, pa je prirodno definisati gresku z = u—v, gde je v diskretno resenje
diferencijske sheme

Vf = Uz + T}T_.,’?f,
v(0,2) = aft),
v(l,t) = B(t),
v(z,0) = u'(z).

(5.1)

Greska z ¢e biti reSenje diferencijske sheme

2; = 2pz + P2z + Y,
2(0,4) = z(1,¢) = 0, (5.2)
2(z,0) =0,
gde je ¢ = (Tru—u)!, ¥/ = (u—T2u)}. Prema lemi 4.7 dovoljno je oceniti
”‘pl‘f”hr 1 ”vd’t—”h‘r . )
Preslikajmo prvo domen e;; = {(z,t) : z;_1 < z < £y, tji-1 <t <t;} na

E={(t):-1<z' <1, -1 <# <0} linearnim preslikavanjem z = z; + hz',
t=1t; + rt'. Tada ée biti

. 0
peed = 2 (| [0(-1,) = 2(0,9) 44001, 5)) s -

— [W(=1,0) - 20/(0,0) + w(1, 0) 1) ,

'/),-,{ = %([u’(0,0) -4(0,-1)] - /_1(1 — |sP[4/(s,0) — u'(s,—l)]ds) ,

gde je u'(z/,t') = u(z,t). Vrednosti ovih funkcionala na funkcijama oblika u’ =
z't/ date su u prilogu.
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Pretpostavimo da v € W2, A = {(0,0),(e,0),(0,0),(a, 8)} gde je 1/p <
a<2,1/p<pB<1. Naosnovu rezultata izvedenih u poglavlju o funkcionalnim
prostorlmaJasno je da WA «— C paje

I‘px::zl <33 h2 ”uI”C h2 “u’"WA(E) ’
J et Y !
l¥5i1 < - ||“ llc < - ||“ lwae) -

Znaéi, funkcionali (pu.; 19 I su ograniceni na prostoru WA(E) . Primenjujuéi
prvo lemu 3.6 a potom dva puta lemu 3.7 zakljuéujemo da je

C
2211 < 71—2 [l 0,0,
[l < '“ (81,05 -
Posle vraéanja originalnih pror_nenljmh dobijamo

c
pusl < pphe~VPrA 1o ],

C, o -
I‘/)z‘,ﬂf ‘;ha Vprf-ile lul(a,p)

vﬂ))p)eij )

\Pieij
Posle sumiranja, koristeéi lemu 1.7 sa ¢ = ¢2 = 2 dobijamo

llozzlly, < (Nth)max{lﬂ—llp,O}Cha—llp—2+1/2,.ﬂ—1/p+1/2 lul(a

8),p,Q (5.3)
— Cha—z—max{o,l/p—l/'z}Tﬁ—max{O,l/p—l/2} Iul(a,/j),p,Q )
Na isti naéin dobijamo 1
”d’t_“hr < Cha—max{o,l/p—1/2}Tﬁ—1—max{0,l/p—1/2} Iul(a,ﬁ),p,Q ) (5.4)

U specijalnom sluéaju p = 2 dobijamo slede¢u teoremu:

TEOREMA 5.1. Neka resenje jednaéine (2.1) pripada prostoru HS"‘B‘(Q) N
HS”ﬁ’(Q), o; € (1/2,2], B: € (1/2,1). Ako je v redenje diferencijske sheme
(1) tada je

“u _ v“2,hT S tha]—zrﬁl Iul(ahﬂ‘),Q + Cha21-32—1 Iul(az.ﬁz),Q .

DOKAZ: Ova teorema neposredno sledi iz apriorne ocene 4.7 i nejednakosti (3) i
(4). m

U sluéaju da je funkcija f(z,t) u jednacini ((2.1)) podjednako glatka po
promenljivim z i t, prirodno je redenje jednacine izucavati u prostorima tipa
wel? = W, Ap = {(0,0),(s,0),(0,5/2)} . Ogranitimo se opet na sluéaj p= 2,
u kojem mozemo koristiti brojne rezultate teorije interpolacije funkcionalnih pros-
tora.




9.2. KONVERGENCUA U ||.|[os; NORMI 45

TEOREMA 5.2. Neka u, resenje problema (2.1), pripada anizotropnom prostoru
H**1%(Q), 2 < s < 4. Ukoliko je v resenje problema (1) tada je

”u - v“2,hr = O(h’_2 + 7(3_2)/2): 3<s <4

Ukoliko je Ci7 <h" < Cor, r>0,i 6>0 proizvoljno mali broj tada je:

llu = vl 4, = O(h*=2-C=r)/2-5), r<? 2<s<3,
flu~ v”2,hr = O(ha—2)’ r=2 2<s5<3,
[Ju — Wllyp, = O(h’“z), r>2 25<s<3,

lu—vllyp, = O(rC=D/2-C=D/4r=8y 159 9<s5<25.

DOKAZ: Primetimo prvo da je H**/? HS’p ukoliko je a/s+28/s < 1, .
a+26<s.

U slucaju 3 < s < 4 mozemo uzeti =2, =1, ag=s5-2> 1/2,
Br = (s —2)/2>1/2 i direktno primeniti teoremu 5.1.

Usluaju 2.5 < 5 < 3 uzetemo oy = 1/2+¢, B = (s—1/2—¢€)/2, az = 52,
P2 =1, gde je € proizvoljno mali broj.

Usludaju 2 < s < 2.5 mozemo uzeti a; = 1/2+¢, B = (s—1/2-¢)/2,
Bo=1/2+¢€r, ag=s5—1-2¢,, gdesu € i €3 proizvoljno mali brojevi.

U poslednja dva slu¢aja posle primene teoreme 5.1 u oceni preostaju negativni
stepeniod h i 7. Za r=2,i r>2, s> 25 opet direktno dobijamo opti-
malne ocene (bez §). U ostalim slucajevima posle smene 7 ~ h" u oceni ostaje
proizvoljno mali pozitivni broj § koji prouzrokuje suboptimalne ocene. W

5.2. Konvergencija u Il llo,s» normi.

Posto ¢emo izutavati konvergenciju u ||.|[o.4> normi i za reSenja koja nisu
neprekidna, vrednosti funkcije u u pojedinaénim tatkama vise nisu korektno defi-
nisane. Na primer, u Eesto sretanom slugaju prekidnih, deo po deo glatkih, pogetnih
ili graniénih uslova nije jasno u shemi (5.1) koje vrednosti uzeti u tatkama prekida,
ili blizu tih tacaka. Zbog toga, umesto diferencijske sheme (5.1) posmatrajmo
shemu

V17 = Vizz + Tt'Tz?f(z’ t) ’
7 (0) t) = T}Q(t) y

v1(1,t) = TzB(t),
vi(z,0) = T2u'(z).

(5.5)

Diferencijska shema (5.5) je korektno definisana ¢ak i u slu¢aju da af(t), B(t) €
H*, s>-1/2 1 up€ H*, s> -3/2. Ovaj poslednji prostor sadrzi, na primer,
Dirakovu é funkciju (tj. distribuciju).



46 5. IMPLICITNA SHEMA, o =1

Posto nema smisla uporedivati resenje sheme (5.5) sa vrednostima reSenja u
u slu¢aju kada u nije neprekidna funkcija, greSku cemo definisati kao

z=Tu—-1,

gde je _ _
Tu=Tm, t>0, Tu=Tu, t=0. (5.6)

Na ovaj natin su jednoznaino definisane vrednosti Tyu na diskretnoj mrefi za
veoma Siroku klasu reSenja. Naime, vaii

LEMA 5.1. Ukoliko u € H***?, 51,50 > 1/2, tada Tru, T2u € C.

DOKAZ: Neka u € H**2, Tada se lako moZe pokazati na osnovu osobina ope-
ratora usrednjenja Tr i T2 da Tru € HA, A; = {(0,0),(s1,0),(s1,1),(0,s2+ 1)}
ida T2u € H42, Ay = {(0,0),(s1 +2,0),(0,s2),(2,52)} pa, posto odgovarajuéi
poligoni sadrie (1/2,1/2) kao unutrasnju tacku, zakljucak sledi iz leme 1.3. W

Za gresku definisanu na ovaj naéin vaZice

i':Z:u"*'(Ttu_T u)t:
£0,9=20,0 =0, (5.7)
2(z,0) =

Oznagimo ¢} = Tiu — T2u. Otigledno je ¥? = 0. Posto se g[;{; i ¢§,
ne pojavljuju u shemi mozemo ih dodefinisati da budu nula. Tada, na osnovu
apriornih ocena u lemi 4.7, dovoljno je samo oceniti ||9]|,, .

Preslikajmo domen e;; = {(z,t) : zi-1 < = < Zz41, tj—1 <t < tj} na
E={(="t):-1<z' <1, =1 <t <0} linearnim preslikavanjem z = z; + hz',
t=t; + 7t’. Tada je, uz u(z,t) =u'(2',t'):

1/1{ = [_01 u'(0,s) ds — [_11(1 — |s])v'(s,0) ds.

Zbog ulaganja H** — C, s; > 1/2 bice

I/ v'(0, s)ds

< SUp

/0 u'(z, s)ds

< Coup I Mzogor

< C||"'”L,((-1,0);H'1(-1,1)) :

Na isti naéin je i

/; (1 —|s])u'(s,0)ds

1

< Collu'll geaq(=1,0)L2(~1,1)) »
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Sto znali da je funkcional ¢';’ ograniten na prostoru Hé"O(E') N H&"”(E) =
H*v*(E) .

Funkcional 1/1{ se anuliraza u' =1 i v = z (vidi prilog). Zbog toga, pod
pretpostavkom s; <2, s < 1, upotrebom Bramble-Hilbertove leme dobijamo

j 2 2
AR C( I“’I(n,o),E + lu’l(ﬂ,:z),E)
9 2 2
s \/iF( Iul(’no).e-':' + I“I(o,,,),e;,-) )
Sumiranjem po mreZi i primenom leme 1.7 dobijamo na kraju

II¢”0,’IT < C(hal Iul(’x,o),Q +7% Iu'(o»-’?)»q) :

Primenom apriorne ocene iz leme 4.7 neposredno sledi

TEOREMA 5.3. Neka resenje u problema (2.1) pripada prostoru H *1,%2(Q),
gde je 1/2 <51 <2, 1/2< 53 <1. Ako je v; resenje diferencijske sheme (5.5)
tada je

| Tru ~ "luo,hr < Ch* I“l(s,,o),Q +Cr* |“i(o,s,),q :

Mada nam ova teorema daje brzinu konvergencije diferencijske sheme (5.5) cak
i kada resenje u nije neprekidno, korisno je znati u slu¢aju neprekidnog resenja
koja je brzina konvergencije sheme (5.5) ili sheme (5.1) ka resenju u a ne ka Tru.

LEMA 5.2. Neka u€ HYP NHZ*?, inckaje 51> 1/2, 1/2< 53<1, 0< a <
51, 0< B < sz, aurslucaju (a=s1)(B—52)#0 i a+f—2a8> 51+ 5, — 25155 .
Tada je

ITeu ~ ullo,pr < 2 [ulo,0),0 + ChOT*? [ul(q, ) @ + Ch** 7P [ul(q, ). -

DOKAZ: Uslov a+f—2aff > 51+ 53 — 2515 obezbeduje da (1/2, 1/2) € IOI ) 4.
da je Hé"ﬁ N HZ** — C. Primetimo (vidi prilog) da se funkcional ¥ = Tru — u,
koji je linearan ogranien funkcional, anuliraza u' =z*, i =0,1,2,... . Koristedi
poznatu tehniku kao u teoremi 5.3, dokaz jednostavno sledi posle primene Bramble—
Hilbertove leme i leme 3.7. B

Neposredna posledica leme 5.2 i teoreme 5.3 je

TEOREMA 5.4. Neka resenje problema (2.1), u € HB:.ﬁnHS,s: ,1/2<8 <2,
1/2< 58, <1,0<a< s, 0<fB<s;, au sludaju (a—51)(B—52) 0 i
a+fB—2aB> s + sy — 25155 . Tada je

lu = villo n, = O(R** + 7°7)

gde je vy diskretno resenje sheme (5.5).
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Na kraju, ispitajmo konvergenciju sheme (5.1) ka neprekidnim resenjima. Gre-
ska z=u—v (e zadovoljavati (5.2) sa

%:(Tf“—"){’ !
W= (u-TH), 1

1

Sng—l, JZI:
<i<N-1, j2L

Dodefinisimo ¥ =0, 1/){, = W — 0. Na osnovu apriorne ocene u lemi 4.7 vidimo
da je dovoljno oceniti ||@llny » I1¥llnr » lleoll, i llenll, - Pritome, ocenu za llell,,
veé imamo u lemi 5.2. Za ocenu norme funkcionala ¢ primetimo da se on anulira
na funkcijama o' = ¢/ 1 o' = zti, 5 =0,1,2,... (vidi prilog). Istom tehnikom
kao ranije, uz primenu Bramble-Hilbertove leme 1 leme 3.7 dokazuje se

LEMA 5.3. Neka u€ HZPNHE®® , inekaje 1/2< 51 <2, 55> 1/2, 0<a <
sy, 0 < B < sq, auslucaju (a—51)(B—s2)#0 1 a+pB—2af > sy +s2—25152.
Tada je

”‘U - Tfu“O'hT _<_ C’h31 lul(a;,O),Q + C'h“‘rﬁ lul(sl,ﬂ),Q + C'hm‘?"’2 ‘ul(a,sg),Q .

Preostala dva funkcionala deluju samo na graniéne uslove. Posto je resenje
zadatka (2.1) neprekidno po pretpostavci, takvi moraju bitii grani¢ni uslovi a(t) i
A(t) . Pretpostavimo da of(t), B(t) € H**(0,T), gde je s3 > 1/2. Napomenimo da
s3 moze biti dovoljno veliko (> 1) a da tragovi u(zo,t) za fiksirane vrednosti z
imaju manju glatkost, uzrokovanu osobinama funkcije f(z,t) ili potetnog uslova.
Tako je, ocigledno, u slu¢aju homogenih grani¢nih uslova. J ednostavnom primenom
Bramble-Hilbertove tehnike za 1/2 < s3 <1 se pokazuje da je

I(Tru = u)le=oll, < CT** el (o)
posto se odgovarajuéi funkcional anulira na konstantama. Analogan rezultat vaZzi i

za drugi funkcional, odnosno drugi grani¢ni uslov.

Uz apriornu ocenu iz leme 4.7, lemu 5.2 i lemu 5.3, ovim smo dokazali sledecu
teoremu.

TEOREMA 5.5. Neka resenje problema (2.1), u € Hé,"ﬂ N HZ'*, a grani¢ni
uslovi o, € H*3(0,T). Neka je dalje, 1/2<s1 <2, 1/2<s2<1, 1/2<s3 <
1, 0<a<s, 0<pB<ss, auslutaju (a—s1)(B—s2)#0ia+f—2a8>
s1 + 82 — 25153 . Ako je v resenje diferencijske sheme (5.1) tada je

[[u = vll 4y < Ch* July, 0,0 + Ch* P Jul,, g0+ CROT [Ul(guny0
Cr*? [ulg,5,0 + C7° (lolyy 01y F 12l 0m) -
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5.3. Konvergencijau ||.||; > normi.

Razmotrimo prvo slucaj kada je refenje u problema (2.1) neprekidno, a za-
datak reavamo shemom (5.1). Greska ée tada zadovoljavati shemu (5.2) za koju
su apfiorne; ocene date u lemi 4.7. Te ocene se bitno razlikuju u zavisnosti od toga
da li je ¥ = 0 na granicama ili nije. Grani¢ne vrednosti 1 ne ucestvuju ni na
koji nacin u shemi (5.1) pa imamo slobodu da ih sami definisemo.

Najpre refimo jednostavniji deo posla, ocenu &lana [[¢,||,,. Kao i ranije,
preslikajmo domen e;; = [z;, zi11] X [t;—1,1;] naskup E = [0,1}x[~1,0] linearnim
preslikavajnem z =z; + hz', t =t; + 1t'. Ako je u'(z’,t') = u(z,t) bice

oo =3 ([ 1409~ (0,015 - [w1,0) - (0 01).

LEMA 5.4. Neka u € H}P N HZ*  gdeje 1/2< 51, 1/2< 55 <1, 0 < a,
0<B<s2,auslutaju (a —s1)(B—52)#0 1 a+B—2a8> s1+ 53 — 2515, .
Tada je

loallnr < Cho*=20P ful,, g0 + ChO17° [l 4.0 + ChT 71 7°2 Jul(g 19 0 »
gde je o' = min{a,1}.

DOKAZ: Iz uslovaleme da je a+8—2af > s)+5,—25155 uslutaju (a—s1)(B-
s3) # 0 obezbedeno je da HA = Hé"p N H3®? < C pa je zato ¢, ogranicen
linearan funkcional na tom prostoru. Iz priloga se vidi da se funkcional ¢, anulira
zau=2z',i>0iu=¢t, j>0. Iz napomene 2 u poglavlju o funkcionalnim
prostorima proizilazi da, ukoliko je @ > 1, moZemo normi prostora H4 dodati
polunormu |.|(1' ) pri ¢emu je novodobijena norma ekvivalentna polaznoj. Ako
na ovako modifikovanu normu primenimo Bramble-Hilbertovu lemu i lemu 3.7 posle
sumiranja po mrezi ¢emo dobiti navedeni rezultat. B

Sa funkcionalom . situacija je komplikovanija jer taj funkcional nema jed-
noznaénu reprezentaciju u prigrani¢nim &vorovima. Razmotrimo prvo nesporni
slu¢aj kada je 1 <i < N —2. Tada funkcional ima reprezentaciju

1
bd = (00 - v0,01- [ A=W +5,0) - w(s,00d8)  (58)
-1

gde je opet u'(z',t') = u(z,t), z = z; + hz', t = t; + 7t', a domen eij =
(zi-1,it2) X (tj—1,t;) je preslikan na E = (-1,2) x (—1,0).

Pretpostavimo sada da v € HYP NHZ*? , a < 5, < 3, B < s, idaje
navedeni prostor neprekidno ulozen u C'. To nam omoguéuje da zakljuéimo da
je Y. ograniéen linearan funkcional na tom prostoru. Iz dodatka se vidi da se
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funkcional anulira za u = gith , 1=0,1,2, § > 0. Primenom Bramble-Hilbertove
leme i leme 3.7 dobijamo da jeza 1< i< N -2

' |¢z,f:| < Chr! v'(5,,00,E T Ch=1r? [u'|(s,.), + Cho 172 || 4 4,).E

i, posle vratanja na originalne promenljive

C o _ .
16, 71 € == (7 kg g+ B 777 1l e+ 17 fu g, )e45) - (5-9)

vhr

Situacija sa prigraniénim &vorovima je drugatija. Razmotrimo slucaj ¢ = 0
(slu¢aj i = N—1 sereSavana analogan naiin). Razlikovacemo dva sluaja: ¥} =0
i 9y #0.Uprvom slu¢aju apriorna ocena 4.7 je jednostavnija, ali je reprezentacija
funkcionala drugacija:

. 1
o0 = %(U'(I,O)—/_l(l—Isl)u'(1+s,0)ds).

Iz dodatka vidimo da se ovaj funkcional anulira na istim funkcijama kao prethodni,
osim za u’ = 2. Zbog toga ée u ovom slutaju rezultat (5.9) vaziti uz uslov sy <2
(umesto s; < 3).

U slucaju da je za reSenje u zadatka (2.1) stvarno s; <2 ovo ne predstavlja
nikakvo ograniéenje i vazi ocena (5.9) i u slu¢aju grani¢nih évorova. Razmotrimo
slucaj kada je 2 < s; < 3. Neka je tada B > 0 takav broj da se tatka (2,8)
nalazi na poligonalnoj liniji odredenoj tatkama (51,0), (51,8), (@,52), (0,52)
(tj. na granici 8T odgovarajuce poligonalne oblasti koja karakterise funkcionalni
prostor H&'® 1 HZ* ). Otigledno ¢e vaziti Hg" N HG*? = HYP A HE*? pri
gemu je o = min{a,2}.

U graniénim &vorovima ée biti (za i=1, i=N—2 ):

: C / o —
|¢,.1:,.1II S ﬁ(h |u|(2,0),eij + hTﬁ |u|(2.ﬁ'),€ij + h 11"32 lul(alp’z),e.‘j) .
Sumiranjem ¢emo dobiti
Wzlln, < CR ful(s, 00,0+ Ch =177 luls,.000 + Cho~ 17 [l(a,s2),@

+ ChTﬁ’ |U|(2,ﬁ'),‘ + Cha’_11'32 lul(a,'”)'* + Ch Iul(z'o)'* (510)

gde smo sa [ul(a ).+ = [ul(a,),020)x(0m) T k@), 1-2n,)x(0.1) oznatili zbir po-
lunormi u prigraniénim oblastima. U slu¢aju da je s; > 2 moguce je jos jedno
poboljsanje ocene. Naime, poznato je da je [42]:

ol 20,8y < C(hs€) [1oll zre(o,1)
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gde je
Che, 0<e<1/2,
C(h,e)={ ChY?|Inh|, e=1/2,
Chl/?, €>1/2.

Koriste¢ovu prigrani¢nu ocenu za funkcije jedne nezavisne promenljive, moguée je
Jednostavno u nasem slu¢aju dokazati da je

l _|8%u
(2,0),(0,20)x(0,T) = || 52 L2(0,2h)x(0,T)
2
< C(h,e) —Z:
% (e,0),Q

< C(h,e) (Iul(2,0),Q + |“|(2+e,0),q)

- ukoliko su navedene norme konaéne. U slu¢aju s; > 2 koristiéemo ovu nejednakost
za £ = 51 — 2 1 primeni¢emo je na poslednji €lan u (5.10). Preostale polunorme
u prigrani¢nim oblastima oceniéemo istim polunormama u celoj oblasti @, ¢ime
smo dokazali sledeéu lemu.

LEMA 5.5. Neka u € HE,"/’ NHZ*?, gdeje a <51 <3, 1/2< 55, B < 59,
a+pB—20f > s1+5y— 25157 usluéaju (a—5)(B-s3)#0, o' = min{e, 2} i §'
Je takvo da (2,8') lezi na poligonalnoj liniji odredenoj tackama (51,0), (s1,8),
(0132)! (0152) . Ta'da'je

I["bx"hr S Cf(h) IUI(sho),Q + Ch-’l-“l‘rﬁ Iul(sl,ﬁ),Q + Cha-ITSQ 'Ul(a,‘,’),q
| +Cht?" |u|y 51y o + Ch* =17 Jula

132))Q
gde je
A 51 <25,
f(h)=1{ R'S|Inh|, s =25,
hl's, s1>25.

Iz ove leme je vidljivo da u slu¢aju s; > 2.5 dolazi do smanjenja brzine
konvergencije u odnosu na maksimalno o¢ekivanu. Zbog ovoga je primenom ovih
ocena nemoguée dobiti konvergenciju brzu od O(h'%) u || -l 4, normi &ak i u
slu¢aju dovoljno glatkog resenja u .

U nekim specijalnim slu¢ajevima je moguée dokazati i briu konvergenciju. U
tim slu¢ajevima éemo uzimati u obzir neprekidna produzenja (z,t) reSenja u(z,t)
preko granica z=0iz=1.

Najpre, razmotrimo neparno produzenje #(z,t) funkcije u(z,t) preko boénih
granica. Tada je
u(—z,t) = u(0,t) — u(z,t), 0<z<l,
1+ z,t) =u(l,t) —u(l — z,t), 0<z<l.




52 5. IMPLICITNA SHEMA, o =1

Na ovaj naéin je definisana neprekidna funkcija na oblasti Q =(-1,2)x(0,T).
Pretpostavimo da u € Hé"ﬁ(@-) NHZ’*(Q), tj. da neparno produZenje ima istu
glatkost kao i resenje u na oblasti Q.

LEMA 5.6. Ukoliko postoji produZenje u € Hél"p N Hg"’ resenja zadatka u,
tada je, pod uslovima prethodne leme

|[¢x”hf S Ch’l—l lﬁl(sl,o)th + ChSl_lrﬂ Iﬁl("l)ﬁ)nqh + Cha-l‘rsa Iﬁl(“r’?))Qh

gde je Qn = (—=h,14+h)x (0,T), a funkcional ¥, ima reprezentaciju (5.8) u svim
tvorovima, ukljuéujudi i graniéne (sa @ umesto u u reprezentaciji).

DOKAZ: Ocene funkcionala 9; su potpuno iste u slu¢aju unutrasnjih ¢vorova
kao u prethodnoj lemi posto se tu ove funkcije poklapaju. Za graniéne &vorove
i=01i= N seopet koristi ista reprezentacija (5.8) sa produzenjem #(z,t). N

Poslednja navedena lema vaii u sluéaju bilo kakvog prosirenja 4. Medutim,
ako je to produZenje jos i neparno, tada je

) = u(0,t;) — (T72)(0,¢;) = 0

pa moZemo koristiti jednostavniju apriornu ocenu. U opstem slu¢aju neparno
produienje #(z,t) neée pripadati prostoru Hl’j"p(Q) za s; > 2.5, medutim, u
nekim specijalnim slu¢ajevima je to ispunjeno. Jedan od takvih slucajeva je i
sluéaj homogenih grani¢nih uslova (a(t) = B(t) = 0) kada je bilo f(z,t) =0 za
=0, z=1, gde je f(z,t) glatka u blizim granizca, bilo f(z,zt) = 0 u nekoj
okolini granica £ = 0, z = 1. U oba slucaja je %;—(O,t) = %;—(l,t) = 0 sto
omogudava dokazivanje vele glatkosti produzenja .

Drugu moguénost poboljsanja ocena iz leme 5 za slutaj s, > 2.5 predstavlja
koriséenje komplikovanije apriorne ocene 4.7. Pri tome pretpostavljamo da je blizu
granice redenje u problema (2.1) glade nego unutar oblasti. Pretpostavimo da u €
Wp’,‘c’,’2 u oblastima (0, 6;) x(0,T), (1 —6z,1)x(0,T) gde je 6. proizvoljno mala
fiksirana vrednost. Koristeéi standardno (Hestensovo) produZenje preko granice
dobijamo u € W;,‘E’,” u oblastima Q¢ = (=6z,0:) x (0,T) i Q1 = (1 6,1+
6z) % (0,T).

LEMA 5.7. Neka u € W;"E’,”(O,éx) x (0,T), 1/2 <5 <2, 1/2< 5, <1,
2 < p < 0o. Neka je dalje @& standardno produZenje preko granice z = 0 koje
¢uva glatkost funkcije u, i ¢} = (@ — T2u)(0,t;). Tada je

d)ell, < Ch=HPrea=H a0 -

DOKAZ: Na isti na¢in kao kod izvodenja ocena u ||.||, normi dobi¢emo da je

. _ 1/p—1 1~
|¢‘¢l,0l S Ch*! l/P‘r!: 1/p Iul(:x,-’z),?,eo,‘ .
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Sumirajuci ove &lanove, uz upotrebu leme 1.6 dobicemo za p>2

14l = (Dm—ﬁ)m

J
< Chax—l/Pfsz-l/P‘1+1/2(1/1')1/2_1/P Iﬂl(
< 81,

= Ch*1-ippa=tyg

az)xP-QO

"2)1P|QO ’

¢ime je lema dokazana. B

LEMA 5.8. Pod pretpostavkama leme 7 je

IW’{;”:— < Ch*1=1/p Ial(ax,o),P,Qo + Ch*1=1/ppe2 Iﬁl(n,sz).P.Qo .

DOKAZ: Uz cinjenicu da je ovoga puta

. )
WA < CR=Yor 1P al gy oy, + CROUppa= g,

o)vpveoj "2):?1er

dokaz se izvodi na isti nain kao u prethodnoj lemi. W

LEMA 5.9. Ako u € W;"C’l”(Qo), 1/2<5 <2,1/2<5 <1, 2<p< oo
tada je :

I(W)ll? + 15112 < (Chor=1/ppsa=t lFullysssea ) -
DOKAZ: Ova lema je posledica prethodne dve leme i ¢injenice da je
12l eseea gy < Cllullw riea o,y (0m)

Sto je osobina produzenja funkcije. W

U slu¢aju da resenje problema (2.1) u € W;‘,’é » 1/2 < 51 <2 tada pomoéu
leme 9 zaklju¢ujemo da se navedena dva &lana ponasaju kao O(h’!). U sluéaju
da je 52 =2 (tj. da 5% € Loo u okolini granica) dobijamo optimalnu brzinu
konvergencije O(h?).

Za kompletiranje ocena konvergencije neophodno Je jos ispitati i oceniti ¢lan

122 = 9+ (1 = @)% + 29Il < 112° — ¥°|, + max{¥8, ¥%}

gde je u® = u%(z;) pocetni uslov, z =u—v, 20 = 0, ¥ = u—T2u. Posto je

20 — % = —u® 4+ T4, za ocenu ée nam biti potrebna sledeéa
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LEMA 5.10. Neka u® € W;(0,1), 1/p<s<2. Tadaje

[ — 20, < Ch=mOMP=D|u0], g

DOKAZ: Uslov s > 1/p obezbeduje da Wy < C pa je prema tome funkcional

1
n=ﬂm—/a—mwwa

-1

ogranicen na W;(=1,1). Funkcional se anuliraza v/ =11 o' = z. Uvodei slicna
preslikavanja kao ranije i koriste¢i Bramble-Hilbertovu lemu zaklju¢ujemo da je

- 0
I(uo - Tzuo)i| S Chs 1/p|u |3)P|(£i—lxzi+1) *
Posle sumiranja, uz koriséenje leme 1.6, neposredno sledi dokaz ove leme. W

LEMA 5.11. Ukoliko u® € W2, (0,6;)NW2,(1—6;,1) za s> 0,1 é; proizvoljno

malo, tada je

max {3, ¥%} < Ch* max{|u’]s w0 (0,6.), %s,00,(1-6.,1)} -

DOKAZ: Primetimo da funkcional ¢ deluje na produZenje @(z,t) funkcije
u(z,t). Medutim, posto funkciju u(z,t) produzavamo preko granice z = 0 po
pravcima t = const. to ée se #(z,0) poklopiti sa standardnim produzenjem °
istog reda. To drugim re¢ima znati da funkcional

# =t T
zavisi samo od potetnog uslova. Primenom leme 10 i osobine neprekidnog produ-
Zenja je -
|93 < Ch*|2°s co,(-,h)
< Ch*|a°;,00,(b2,52)
< Ch* %5 00,(0,62)
Slugaj granice £ = 1 se reava na isti nacin. &

Primenimo dobijene rezultate u specijalnom slu¢aju kada u € H*# Q).

TEOREMA 5.6. Neka resenje zadatka (2.1) u € H**/%(Q), 15 < s < 4. Ako
je v diskretno resenje diferencijske sheme (5.1) tada je

(i)za 1.5<s<2, Cir <h" < Cor i 6 proizvoljno malo

[u = vl sy = O(RTI=C20), r <2,
= O(h"_l) 3 r Z 2:1
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(i) 2a 2 < 5 < 2.5
llu=lly 5, = O(h*~1 4 £(o=1/2)

(iii) za s = 2.5
”u - v”])hr = O(hl.S In lhl + 1.0.75) ’

(iv)za 25<s<3
llu = olly 4, = O(R'® + 7C-1/2),

(v)2a 3<s<4
= vl = O(*/2 4 70172,

DOKAZ: Ukoliko u € H**/%(Q) tada (vidi [37]) u’(x) = u(z,0) € H*~1(0,1), i
moZemo primeniti lemu 10 za s > 1.5.

(1) U ovom slucaju je H**/2 Hé'l_zc’l/”‘ NHE® 2a proizvoljno malo €. Ako

definisemo da je ¢{; = WN = 0 dokaz neposredno sledi primenom leme 4, leme d,

leme 10 i apriorne ocene 4.7. ) '

(ii) U ovom sluéaju dokaz je isti kao u (i) uz &njenicu da je sada H**/2
1,(s~1)/2 ,0

HY nHE.

(iii) i (iv) U ovim slu¢ajevima dokaz isto neposredno sledi primenom leme 4, leme

5 1 apriorne ocene 4.7 kao u (ii). Suboptimalna brzina konvergencije je rezultat
ograniéenja leme 5.

(v) Ovaj rezultat je posledica teorije interpolacije. N aime, vazi [41]:

lizll1 5, < Clllzllo pr - N2l 5,) 12

U naSem slutaju, za s > 3 je |ju - Vlonr = O(h? + 1), a prema teoremi 2 je
llu = vllypr = O(R*=2 4 7(=2/2) ' m

NAPOMENA: Svi rezultati teoreme 6 vaze i u sluzaju da u € Ha_l_zc’l/z"'e N Hé’o
kada je s <2, odnosno u € Hé’(’_l)/z NHY® 2a s>2.

TEOREMA 5.7. Neka resenje zadatka (2.1) ue H**/%(Q), 2.5< s <3 i neka
Je pored toga za prigraniéne oblasti Qo = (0,4;) x (0,T) i Q1 =(1-6;,1)x(0,T)
u € W2 (Qo) NW2AE(Q1) gdeje 1/2 < s < 2. Tada je

=il 5, = O 4 7622 4 oy

DOKAZ: Za dokaz éemo koristiti lemu 9 sa p = 00, s3 = 1. Takode, iz
teorije funkcionalnih prostora imamo da je u’(z) € W2 (0,6;) N W (1 - §,,1)
S§to omogucava primenu leme 11. Koriste¢i komplikovaniju apriornu ocenu u lemi
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4.7 dobijamo iskaz teoreme posle primene leme 4, leme 6, leme 9, leme 10 i leme
11.

Ovim smo praktiéno zavrsili ispitivanje konvergencije u ||.]|; 5, normi u
sluéaju neprekidnih resenja.

U sluéaju da resenje u zadatka (2.1) nije neprekidno, recimo ako u €
H**?(Q) za s < 1.5 (bez dodatnih informacija) greska nije vise korektno defi-
nisana, a i nije jasno koje vrednosti pocetnih i grani¢nih uslova uzeti u okolinm
eventualnih prekida. Zbog toga ¢emo, kao 1 u slu¢aju ispitivanja konvergencije u
- Hoar normi definisati gresku kao z = Tru—v; gde je vy diskretno resenje difer-
encijske sheme (5.5), a operator usrednjavanja T je definisan sa (5.6). Prema lemi
1, greska z je korektno definisana ukoliko u € H**2(Q), s1,52 > 1/2. Greska z
¢e zadovoljavati diferencijsku shemu (5.7). Oznaéimo ¢ = Tyu — T2u . Ogigledno
je 90 =0, ¢ = Tru—T2u, 1<i<N—1, j>0. Vrednosti ¥ i ¢, ne
ugestvuju u shemi (5.5) pa éemo ih dodefinisati nulom radi upotrebe jednostavnije
apriorne ocene.

Posle linearne transformacije = = z; + hz', t =t; + rt’, v'(2',t') = u(z,1),
kojom smo domen e;; = (i1, it2) X (tj-1,t;) preslikalina E = (-1, 2)x(-1,0)
biceza 1<i< N -2

= ([ ) v [ =1+ a0 - e 00 ).

Iz dodatka se vidi da se ovaj funkcional anuliraza v =, j >0 1i v =z,
W =z?. Ukoliko u € HYP NHS®?, 1/2<5 <3, 1/2<s<1,0<a<
min{1,5,}, 0 < B < sz, poznatom tehnikom dobijamo da je

. C _ C1s
|¢z,“ S \/E; (h -1 lul(sl,O),e,-j + h? l,rﬁ ’ul(s,,,@),e;,- + h® 1T 2 lul(a,sg),e;j> .

U prigrani¢nim &vorovima reprezentacija funkcionala 9. je drugacija. Za
i = 0, na primer, je

g 0 1
=3 ([ e [ -+ 00 ds)
Ovaj funkcional se anuliraza v’ =1 i v/ =z (vidi dodatak), pa je zato za s; < 2

; C — -
hbz,él < \/—h_‘r'<h“ ! Iu"(n,()),eoj + h* l‘rp Iul(-’l:p)!eo.i +

+ ho~1rt2 Iul(a,n),coj +h7ir |u|(0’37)'€°j) .

Primenimo dobijene rezultate na sluéaj a =8=0, 1/2<5 <2, 1/2<s <1,
Tada je
[ll, = OB~ + h7'r*2).

Neposrednom primenom leme 4.7 dobijamo slede¢u teoremu.
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TEOREMA 5.8. Neka resenje zadatka (2.1) u € H**12(Q), 1 <5< 2. Ako je
v1 resenje diferencijske sheme (5.5) tada je uz uslov Cy7 < h™ < Cyr :

[1Tru = il 4, = OR*T/27Y),  r<o,
= O(h*-Y), r>92.

Ovim smo zavrsili detaljno ispitivanje greske diferencijske sheme sa te#inom
o=1.
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Glava 6. Shema sa tezinama o; > o > 1/2

Kao i u prethodnoj glavi, ograni¢iéemo se na ekvidistantnu mresu PO prostoru
1 vremenu, sa koracima h i 7.

Zadatak (2.1) éemo resavati diferencijskom shemom

Vf=0jvez + (1 - O'j)ij;-i- +Ti‘T3f, t= tJ' )

v(0,t) = aft),

v(1,2) = A(t), &)
v(:v,O) = uO(x)

u slu¢aju da je resenje grani¢nog zadatka (2.1) neprekidno, odnosno

V17 = OjV1oz + (1 — 05) 012z + T%T:,?f;
v1(0,t) = Tra(t),

vi(1,t) = Ti6(t),

vi(z,0) = T2u'(x)

(6.2)

u slu¢aju da redenje nije neprekidno.

Za kompletiranje diferencijske sheme (6.2) potrebno je Jos definisati vrednosti
pocetnog uslova u krajnjim tatkama. Naime, posto reSenje nije neprekidno (a esto
Je prekidno bas i samo u tim tatkama) nije ocigledno koje vrednosti uzeti u krajnjim
tatkama: da li uzeti neko usrednjenje pocetnog uslova, usrednjenje grani¢nog uslova
ili kombinaciju ova dva.

Ukoliko je prvi korak u shemi implicitan, o; = 1 , izbor poéetnog uslova u
krajevima nije bitan posto se ne koristi u shemi, a i odgovarajuéi ¢lanovi u apriornoj
oceni se anuliraju.

Ukoliko je 01 < 1 tada moZemo trazene vrednosti dobiti na slededi naéin.
Produzimo najpre resenje u preko granica z = 0 i z = 1, a zatim uzmimo
vig = T2a%0), »,% = T2a%1), gde je @° dobijeno navedenim produzenjem
pocetnog uslova u%(z).

Sledeéa moguénost je da za vrednosti u uglovima uzmemo usrednjenje grani-
¢nih uslova po vremenu: v, = T;a(0), v,,’ = T35(0).

Na kraju, ukoliko je resenje neprekidno u okolini tacaka (0,0) i (1,0), tada
za vrednosti u krajnjim tatkama mozemo uzeti bas taéne vrednosti reSenja u tim
tackama.

Gresku diferencijskih shema ¢emo definisati na isti na¢in kao u prethodnoj
glavi: z = u — v za shemu (6.1) i z1 = Tyu — v; za shemu (6.2). Greske ée

. 59
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zadovoljavati diferencijske sheme

27 = 028+ (
= z(1,t

(1
0

1—0j)izz + (Tru — oju — (1—0)it)zz + (u-— Tfu)t-,
)=0, (6.3)

217 = 052102 + (1 — 0j) 10z + (Tru — oju — (1 = 05)W)ez + (u - TZu)t,
=2 l,t

(L,8)=0, (6.4)

Primetimo prvo da, u slu¢aju neprekidnog resenja i diferencijske sheme (6.1),
funkcional ¥ = u — T2u je identi¢an funkcionalu za slu¢aj implicitne sheme (0=
1), a funkcional ¢ = Tyu — oju — (1 — oj)u se anulira na istim polinomima kao
funkcional Tru — u. Zbog toga e zavisnost ocena za gresku od funkcionala 4 i
¢ biti identi¢na kao u slu¢aju implicitne sheme. Za ove funkcionale ée vaZiti ocene
(5.3), (5.4), lema 5.3, lema 5.4, lema 5.5, lema 5.6, lema 5.7, lema 5.8, lema 5.9,
lema 5.11.

6.1. Konvergencija u ||.||2,5 normi.

Kao §to smo veé¢ pomenuli, za funkcionale
o =Tiu—ocju—(1—o05) (6.5)

P =u—T2u (6.6)

vaze ocene (5.3) i (5.4). Posto je z° = 0, na osnovu apriorne ocene (lema 4.11)
vazice

TEOREMA 6.1. Neka resenje zadatka (2.1) u € HZ**(Q) N HZ*P*(Q), as €
(1/2,2), Bi € (1/2,1], i=1,2 ineka je v resenje diferencijske sheme (6.1). Tada
je

C o — a -
e —vlly 5, < 12 (h 1=27P [l(ar,80),0 T 2rf2 I“I(ae,ﬁz),Q) :

TEOREMA 6.2. Neka resenje zadatka (2.1) u € H*#12(Q), 2 < s <4. Ako je
v resenje diferencijske sheme (6.1) tada je
(i) Za 3<s<4

llu = vlly 4, = O(h* =24 707D/%)
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(ii) Ukoliko je Cyr < h" < Car, +>0 iakoje 6> 0 proizvoljno malo

llu = vlly 4, = O(R* =2 (2-1)/2=8), r<2, 2<s<3,
‘ = O(h*~?), r=2, 2<s<3,
= O(h*"2), r>2, 25<s<3,

= O(r(=D2=(r-D/r=8y 59 9cs< 25,

NAPOMENA: Dokazi teorema 6.1 1 6.2 su skoro identiéni dokazima teorema 5.11 5.2.
Jedina razlika je Sto se u ocenama pojavljuje faktor (o — 1/2)(‘1) koji je ograniéen
pa ne moze uticati na brzinu konvergencije, ali za vrednosti ¢ bliske 1/2 moze
dati bitno ve¢u konstantu u ocenama u odnosu na odgovarajuéu konstantu u ocenj
za implicitnu shemu (o =1).

6.2. Konvergencijau ||.|lo,s» normi.

Ka o i u poglavlju 5.2. za implicitnu shemu, ponimo ispitivanjem greske
2] = f’,—u — v gde je vy reSenje diferencijske sheme (6.2). Greska z, ée zadovo-
ljavati shemu (6.4). Napomenimo da je u sluéaju &vorova koji nisu na pogetnom
vremenskom sloju, j > 0, Tru = Tru, a u slutaju pocetnog vremenskog sloja
Tru = T?u . Definiimo

Y= ’ffu—Tfu, (6.7)
tp:T{u—a'jﬁbu—(l—a’_,-)ﬁbﬁ:(l—aj)(T{u—f}-ﬂ). (6.8)

Za j=0 bite ¥) =0,aza >0 ¢ =Tru— T2u. Ovaj funkcional je ispitan u
poglavlju 5.2. i za njega vaii

LEMA 6.1. Nekaje u€ H*»*3(Q), 1/2< s, <2, 1/2< 59 < 1. Tada je
1 Tru — T2ullo nr < C(R** [ul,, 0 + 7*2 lul¢o,s,),0) -
Posto je ;’1,? =0 i ¥ = 0 iz apriorne ocene 4.11 se vidi da je dovoljno oceniti

jos samo [[¥lo 5y » llewoll, 1 flevill, -

LEMA 6.2. Neka je u€ H*»*2(Q), 1/2< 5 <2, 1/2<s52<1. Tada je

(1 = 03)(Tru — Tet)[[o 4, < C(R* luls,,00,0 + 77 [lo,5),0) -
DOKAZ: Razmotrimo prvo slu¢aj j > 1. Tada je
¢ = (1~ 0;)(Tru — Tyit).

Linearnom transformacijom ¢ = t;_;+1t', = = z;+hz’' oblast eij = (Ti-1, Tig1) X
(tj-2,t;) se preslikavana E = (-1,1) x (-1, 1). Tada je za u(z,t) = u'(', ')

¢ =(1-0j) (/01 u'(o,s)ds—/: u’(o,s)ds) )
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Ovaj funkcional je neprekidan (ogranicen) linearan funkcional na H***? za 51,52 >
1/2 i anuliraseza ' =11 v =z (vidi dodatak). Zbog toga e biti

PARYE (h“ ' l(sy,00,8 7 i"li(o,s,),s)
(6.9)

C
< —=(P"]u s e~+‘r82 Ul0,55),e55 ) °
> \/IF ( I I(_I,O), ij l I(O. 2), u)

Ova ocena vaiiza j > 1. Za j = 1 preslikajmo e;; = (i-1,zi41) X (0,7) na
E =(-1,1) x (0,1) istom linearnom transformacijom. Tada je

-1

o; =(1-01) (/OIU'(OaS)dS—/l(l—|S|)u’(s,0)ds) .

Posto je ovaj funkcional takode neprekidan na H*v%2 j anuliraseza v/ =11
' = z kaoiu prethodnom sluéaju, za njega ée vaZiti ista ocena (6.9). Sumiranjem
po tackama mreZe, koristeci (6.9) dobijamo trvrdenje leme. B

Jos nam preostaje da ocenimo ||acll, i |laall, iz apriorne ocene. Ispitajmo,
recimo, ag. Bice

ol = (1 - 0;)(Tra(l;) - Tralt; = 7)), 3> 1,

ol = (1 - 01)(Tea(0) = vy ) ,

gde vlyg zavisi od metoda izabranog za definisanje krajnjih pocetnih vrednosti.
Jasno je da je a =0 u sluéaju da je o3 =1 ili da smo izabrali vl’g = Tia(0).

Funkcional o} je ogranien linearan funkcional na prostoru H*+, 0 <s4 <1,
i posto se anulira na konstantama neposredno dobijamo da je

Ioz{,I <C(1- ‘7)7“—1/2 |°‘|s4,(t5—n,tj) , J>1

Ostaje da ocenimo a} . Veé smo napomenuli da je o) = 0 u slutaju da je oy = 1
ili v; o = Tya(0) . Neka je sada

v 3 = 0T0(0) + (1 - O)Toue(0), 0<0<1
konveksna kombinacija (nekih) usrednjenja grani¢nog i pocetnog uslova. Pod

uslovom da je reenje u ograniéeno u okolini tacaka (0,0) 1 (1,0) takva ce biti i
usrednjenja, pa je

N1/
oo, = (r(aéf +3 r(a’o)z) — O(r2 4 7.

. . . . 0
Ova ocena se dobija za bilo koju graniénu vrednost v; g .




6.2. KONVERGENCUA U ||.|josr NORMI 63

LEMA 6.3. Neka granicni uslovi a(t), () € H*(0,T), 0< 54 <1. Tadaje
(i) Za v, = Te(0), v, % = TB(0), ili ako je o1 = 1

”0'0”,- < Cr* Ialu,(O,T) ’

lleeall, < C7*4 181, 0,7y -

(ii) Ukoliko je resenje u ograniceno u okolini tacaka (0,0) i (1,0) a vl,g i ”1,?v

se nalaze u tim granicama

llacll, < C7°*lal,, (o,1) + C17/3(1 — o),
41( r )

“alllr <cr’ lﬂla.,(O,T) + 0171/2(1 - 0'1) .

DOKAZ: (i) U ovom sluaju je af = o) = 0 pa rezultat sledi neposrednim
sumiranjem ocena za ¢j, j> 1. '

(i1) U ovom slucaju je Tya i TyB ograniéeno pa, posto su takvi i vl'g i vl’g, bice

N,
laolly = 7(a§)” + Y r(ad)?
j=2 .
<1C1 +C(1 - 7)272 |01|f.,(o,7')

odakle sledi trvrdenje leme. B

NAPOMENA: Ukoliko u € H**/?(Q) tada je obezbedeno [37] da af(t),B(t) €
H*/?71/%4(0,T) kao tragovi resenja u(z,t) za £ =0 i z =1. Medutim, éesto
su funkcije a(t) i B(t) glade, sto dovodi do boljih rezultata za konvergenciju dife-
rencijske sheme.

Dosad dobijene rezultate sumira¢emo u sledeéu teoremu.

TEOREMA 6.3. Neka resenje zadatka (2.1) u € H*1*3(Q), 1/2 < s < 2,
1/2 <53 <1, ot),B(t) € H**(0,T), 0 < s4 < 1. Tada, ako je vy diskretno
reSenje sheme (6.2)

(i) U sluéaju da je oy =1, ili da je vl,g = Tia(0), "1,?\( = T;B(0) tada je

~ C
1 Tu = villo pr < s=1/3 (h” lulsy 00,0 + 77 (k0,00 +

+T"(|01|,4,(o,7') + |ﬂ|a,,(o,7') )) .
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(i) Ukoliko je resenje u ograniceno u okolini tataka (0,0) i (1,0) konstantom Cy
tada je u sluéaju proizvoljnih |v1,3| <Ci l”1,?v| <G

b~ C s s
NTru = villopr £ =y (h Hul, o0t 70 lul6,5,),0 +

+T34 ( |a|84,(0,T) + Iﬁlsh(O,T)) + C1T1/2) .

Ispitajmo sada ponasanje greske u ||. ||0,hr normi za sluéaj neprekidnog
resenja. Pored diferencijske sheme (6.1) koristi¢emo i shemu
v = 05055 + (1 - 0j)isz + TETH S
v(0,4;) = a(t;), v(1,85) = B(t;), (6.10)
o(z,0) = T2u'(z), v =1u(0), vy=u"(1).
Kao sto se vidi, sheme (6.1) i (6.10) razlikuju se jedino u izboru pocetnog uslova.

Ako je v redenje diferencijske sheme (6.10) tada ce greska z = u — v zadovo-
ljavati shemu . '

2= 0527z + (1 — 0']')2,5, + (T{u —oju— (l - a'j)ﬂ)zf + (u - Tzz‘u){,

z(0,t5) = z(1,¢;) =0,

2(z,0) = up(z) — T2u’(z), 2z = 2 =0.
Ako oznaéimo ¢ = Tru—oju—(1—0;)@ i ¥ = u—T2u, vidimo da je u®~%° =0
sto uzrokuje da otpadaju prva dva &lana iz apriorne ocene 4.11. Ocena norme
funkcionala 3 data je u lemi 5.3.

LEMA 6.4. Neka u € H"P(Q)NHE**(Q) ineckaje 1/2<s1, 1/2<s2 <1,
0<a<s,0<Pf<s,ia+f—-2a8> s +s2— 255 u sluéaju da je
(s1 — a)(s2 — B) £ 0. Tada je

NTru — oju—(1- Uj)ﬂ||0,hr < Ch*irP |“|(;,,p),Q +

+ Ch%r*? |u|(a,“),Q +Cr’? |u|(0,32),Q .
DOKAZ: Uslovi leme obezbeduju da Hé"p(Q) NHZ?(Q) — C(Q) paje zato
‘ 0
@l = / «'(0, 5)ds — au’(0,0) — (1 - 0)u'(0,~-1)
-1

ograniéen linearan funkcional na Hé"ﬁ(Q) N H7**(Q). Ovde smo, kao i ranije,
koristili transformaciju z = z; + hz', t = t; + 7t’, o' (z',t') = u(z,t) kojom se
eij = (%i—1,%it1) X (tj-1,t;) preslikavana E = (=1,1) x (=1,0) . Iz dodatka se
vidi da se ovaj funkcional anulira na svim funkcijama oblika v’ = ', 1> 0. Zbog
ovoga je primenom Bramble-Hilbertove leme i leme 3.7

I‘P“ —<- C (lu"(h,ﬁ),E + Iu"(a,sz),E + lu’I(O,sz),E) :

Odavde se, vraéanjem originalnih koordinata i sumiranjem po mreZi dobija navedeni
rezultat. W
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LEMA 6.5. Neka a(t) € H**(0,T), 1/2 < s4 < 1. Tada je

”7}0 - aJa(tJ) - (1 - O'j)a(tj—l)”o,r < CT’4 lal"h(ovT) :

DOKAZ: Kao funkcija jedne promenljive, a(t) je neprekidna zbog utapanja
H*t — C, s4 > 1/2. Zato ée funkcional

;= /1 o'(s)ds — 6a’(0) — (1 - 0)e’(-1)

(sa uobitajeno transformisanom funkcijom o’ ) biti ograniéen linearan funkcional
na H*4(—1,0). Posto se taj funkcional anulira na konstantama, rezultat leme se
dobija neposrednom primenom Bramble-Hilbertove leme.

LEMA 6.6. Neka u’(z) € H**(0,1), 1/2< s3 < 2. Tada je

lu® = T2l < Ch** [u0), 5 s

I~ T2ullpms < CH® ), o

DOKAZ: Prvi iskaz leme se dobija primenom Bramble-Hilbertove leme posto se
u®~T2u® anulira na konstantama i linearnim funkcijama, i H** < C za s3 > 1/2.
Posto je [46]

lwlla-» < Cllwlly -

drugi iskaz leme sledi iz prvog. B
LEMA 6.7. Neka u’(z) € W*(0,1), 1< s3 < 2. Tada je

”UO - T_—,,?UO"A-I < Ch* luolu,l,(onl) )

DOKAZ: Koristeéi standardnu Bramble-Hilbertovu tehniku lako se dobija da je
0 _ m2, 0\ s3=1],.0

|(v” — TZu®)(z;)| < Ch Iu Isa,l,(zs-l.r.~+x) .

Naka je z data diskretna funkcijai —v;3 =z, vg = vy = 0. Tada je

lzll3-: = (A=, 2) = (v, Av) = [[vz]|?

a prema lemi 4.4 je

-1 N
Vzi = Ehxkzk - Eh(l - Tr)zE .
k=0 k=t
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Uzimajuéi z = u® — T?u® bice

N
ozl < D blze]
k=0

N
S f:] Ch"S |U0 |s3,l,($.'-1,1‘i+1)

< Ch* l“olaa,l,(o,l) :

Poito desna strana nejednakosti ne zavisi od indeksa 1, iz nje direktno sledi iskaz
leme. N

NAPOMENA: Lema 6.7 omoguéava da se u nekim konkretnim slu¢ajevima pocetnog
uslova u® poboljsaju ocene brzine konvergencije. Naime, Zest je slutaj da u e
Ww;2(0,1) aliida u® ¢ H**(0,1). Za ilustrativan primer uzmimo funkciju u’(z) =
0.5 — |z — 0.5]. Poznato je da w0 e H5%0,1) i v’ € w2=%0,1), gde je 6 >0
proizvoljno malo. Na osnovu leme 6.7 dobijamo da je |u® — T2||, -, = O(h*~?)
dok na osnovu leme 6.6 dobijamo samo O(h!3~%) . U smislu ove napomene moguce
je u takvim slu¢ajevima i poboljsati ocene brzine konvergencije u sledetoj teoremi.

Na osnovu leme 5.3, leme 6.4, leme 6.5, leme 6.6 i apriorne ocene 4.11 sledi

TEOREMA 6.4. Neka resenje zadatka (2.1) u € Hé"ﬂ(Q) N HZ**(Q), pri éemu
jel/2<s<2,1/2<5<1,0<a<s1,08B<s9,i a+f—2af> s+
59— 28157 u sludaju daje (s1—a)(sa—pB) # 0. Neka jejos a(t),B(t) € H*+(0,T),
u(z) € H**(0,1). Ako je v diskretno resenje diferencijske sheme (6.1), a vz
diskretno resenje sheme (6.10) tada je
C S s
Hu — vzno,hr < 0'_——lﬁ (h 1 Iul(,l,o),q + ho17P Iuk”’ﬁ)’q +
+ h%7°? |ul(a,ag),Q + 7% lu|(0,32),Q +

+h33T(1 - 0'1) Iuolaa,(o,l) + T34 ( |a|“,(0,T) + |,3|,4,(()’T) )) )

C 3 S$1 |
lu — vlio,nr < e=1/2 (h Hul, 0,0 TP U luls, 00,0+
+ h* 7" lul(a,ag).Q + T2 luI(O,SQ),Q +
+h*3 |u°|,3'(0,]) + 7% (lel,, 0.1y + 1Bls, 07 )) :

TEOREMA 6.5. Neka redenje zadatka (2.1) v € H****(Q), s > 3/2. Ako
a(t), B(t) € H(0,T) i u(z) € H(0,1), 1/2< 53 <2, 1/2< 54 <1 tada je

lu = vzllg,pr = O(B® + 12 4+ (1= 01)h 7+ 1),
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lu = vllg pr = O(R® + 72 4 h%s 4 7%4)

NAPOMENA: Ukoliko u € H**/%(Q) tada je [37] a(t),B(t) € H*/2-1/4(0,T) i
u’(z) € H*~1(0,1) pa ukoliko ove funkcije u konkretnom problemu (2.1) nisu
glade imamo ocene

llu = vallg p, = O(R® + 7214 4 (1 - 0y )R*~17),

=ty = O(h*= 4 r/2-4),
Sto su losiji rezultati nego u slu¢aju implicitne sheme (o = 1).
6.3. Konvergencija u ||.|};,s»» normi.

Ispitajmo prvo slu¢aj neprekidnog reenja u zadatka (2.1). U tom sluiaju
zadatak reSavamo shemom (6.1) ili shemom (6.10).

Primetimo prvo da se funkcional
ps = (Tru— aju— (1 - 03)i),
anulira za potpuno iste funkcije kao i funkcional (Tju — u), razmatran u lemi 5.4

na osnovu ¢ega neposredno zakljuéujemo da za njega vazi lema 5.4.

Dalje, funkcional ¥ = u—T?2u je identi¢an kao u poglavlju 5.1. pa ée za njega
vaZiti sve ocene iz tog poglavlja; naime, vaziée lema 5.5, lema 5.6, lema 5.7, lema
5.8, lema 5.9, lema 5.11.

U nasem slucaju je 9 = u® — T2u® i u® — 9% = T24% — 4%, Ocena ovih
funkcionala je data u lemi 5.10. Tz apriorne ocene 4.11 se vidi da je jos potrebno
oceniti funkcional (u® — T240), .

LEMA 6.8. Neka u® € H*3(0,1), 1/2< s3 < 3. Tada je
(i) Ukoliko je 9] = T2u’(z1) — u%zi), ¢d =y% =0

[2lls < CR*>1 [ 1/2<s3<2,

s3,(0,1)
020 < Ch*>2 ([0°, 00y + 6, 0y) » 2< 55 < 25,
[¥zlln < CA*®[Inh| (l"olz,(o,l) + I"olz.s,(o,l)) » 83=12.5,
020 < O (10, gy + 1),y o)) » 25 <533
(ii) Ukoliko je (u®)"(0) = (u®)"(1) = 0 tada je pod istim uslovima

[alls < Ch**=1 |, 1/2<s3<3.

31(011) !

-

L4 ' '*
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DOKAZ: Za s3> 1/2 je H**— C paje
4= (0 7200

T

ograniéen linearan funkcional na prostoru H**. U unutrasnjim ¢vorovima ovaj
se funkcional anulira za proizvoljni polinom drugog stepena, dok seza 1 =01
i=N-1 usluéaju ¢3 = ¥} = 0 anulira samo na linearnim funkcijama. Zbog

toga je primenom Bramble-Hilbertove tehnike

W)g,il < Ch33—3/2 ‘ulsa»(l’i—l,l'i-{-ﬁ) ' 1 < J S N - 2)

Wg,o‘ < Chs3/? I“‘s,,(o,zh) 1

lban-1] < Ch¥e=3/2 luls, (1-28,1) 5

gdeje 53 = min{s3,2}. U slu¢aju kada je s3 < 2 svistepeniuz h su isti 1 rezultat
se dobija direktno sumiranjem. U sluéaju 2 < s3 < 3 koristicemo prigraniénu
ocenu [42]

l”'z,(o,zh) < C(hae)(lulz,(o,l) + l“|2+e,(0,1)) )

gde je
Cht, 0<e<1/2,
C(h,e) = ChY/?|lnh|, €=1/2,
Ch'/?, €>1/2.
pa je ‘
N-1 . N-2
WOE = 3 h($2,:)? = h(¥S,0)® + (¥ n-1)* + D h(¥5,)’
i=0 i=1

< C(hC(h,s - 2))2(|“'2,(0,1) + Iuls,(o,l))2 + Ch*-Y |U|3,(0,1) .
Odavde se dobija prvi deo iskaza leme.

Drugi deo leme se dokazuje tako 8to u slucaju da postoji trag drugog izvoda za
2=01iz =1, neparno produZenje u odnosu na z =0 i z =1 cuva glatkost H*.
Za neparno produZenje je automatski ispunjeno da je ¥ = Py =0. Funkcional
¥Q ¢e se sad anulirati u svim, pa i grani¢nim tatkama, na polinomima drugog
stepena, pa je

[W2lls < CR** il (—h14m) < Cih**  uly, 0,1y » (6.11)
primenom Bramble-Hilbertove leme i osobine neparnog produZenja. W

Radi lakseg zapisa rezultata definisimo

ke, 0<s< 15,
E(h,s) =< h'?|Ink|, s=15,
h/? s>1.5.

i sumirajmo dobijene rezultate za sluéaj da u € H3l2
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TEOREMA 6.6. Neka resenje zadatka (2.1) u € H>*}Q), 15 < s < 4,
u(0,t),u(1,t) € H*+(0,T), 1/2 < s4 < 1, u(z,0) € H**(0,1), 1/2 < 53 < 2.
Ako je v diskretno resenje diferencijske sheme (6.1), a vo diskretno resenje difer-
encijske sheme (6.10) tada je

(i)Za 1.5<5<2, Ci7 < h" < Cor i 6> 0 proizvoljno malo

luoll 5, = Oh=1-C-1/28) y 9,
=O0(h*™Y), r>2.

(ii)Za 2<s5<3

llu—=lly p, = O(E(h,s = 1)+ 7C"DV2 4 (1 - 01)rE(h, 55 - 1)).

(i) Za 3<s<4
e = vlly 5, = O(A*/? + 7°/%).

Sve navedene ocene vaze i u slu¢aju diskretnog resenja v, .

DOKAZ: (i) U celom dokazu koristimo jednostavniju apriornu ocenu iz leme 4.11.
U slutaju kada u € H**/2(Q) mozemo koristiti lemu 5.4 sa s; = s, B=0,
a=a =s—-1-2, s =1/2+¢, zatim lemu 5.5 sa istim ovim uslovima. U
zavisnosti od izabrane sheme, ||z® — ¢°||, ée biti bilo 0 bilo O(h**), a poznato
jedaje s3> s—1 posto je u® trag funkcije u. Zbog ovoga se ovaj élan ponasa
kao O(h*~1). Iz istih razloga je i 7||(z° — ¥°)||, = O(th*=?) = O(h*~2+r),
Clan 7|[¢2], se iz istih razloga ponasa kao O(h*=%*7). Vidimo, dakle, da u ovom
slu¢aju najlosiju ocenu daju [[¢z|l,, 1 l[¥z]l4,, a ta ocena je ista kao u sluiaju
implicitne sheme (& = 1). Time je dokazan prvi deo teoreme.

(ii) U ovom slu¢aju se za [[@z||,, i |[¢z]|,, primenom leme 5.4 i leme 5.5 dobija da
sureda O(E(h,s—1)+70~1/2) U slutaju diskretnog resenja v je [(u®=4°)l, =
O((1 — o1)7E(h,s3 — 1)), za [$2]|, vaZi ista ocena, a [[u® — ¢°||, = O(h*3) =
O(h’~1). Za reSenje v je &ak u®—¢° =0, aza [[yQ||,, vaii ista ocena. Na taj
nacin je dokazan drugi deo teoreme. '

(iii) Kao i u slu¢aju implicitne sheme, ovaj rezultat se dobija interpolacijom, tj.
koriséenjem nejednakosti

2
”2”1,},1- < C“z”(),hr ”zllz,h‘r .
Ovim je u potpunosti zavrsen dokaz teoreme. B

Zbog insistiranja da je 1,/){; = 1,/;’N = 0 i koris¢enja jednostavnije apriorne ocene,
brzina konvergencije u teoremi 6.6 nije veéa od h!® za s < 3 sto je slabije od
optimalne ocene. Ocena se moze poboljiati uz pretpostavku poveéane glatkosti
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resenja u u okolini granica z =01 z = 1 i koriséenjem druge apriorne ocene gde
je ¥h, Uy £ 0

~ Pretpostavimo da u prigraniénim oblastima Qo = (0,6;) x (0,T) i Q1 =
(1-65,1)x(0,T) resenje u € W;;:é, . Tadajei u®(z) € W2(0,8;)NW3(1-62,1).

Vaji¢e u ovom slu¢aju lema 5.7, lema 5.8 1 lema 59sa s =1, p=00,2
vazice i lema 5.10 sa p = 00, § = 51 kao i lema 5.11. ReSenje u je moguée
neprekidno produiiti preko granica sa oéuvanjem glatkosti. Za ovakvo produzenje
@ graniéne vrednosti za ¥ i i, vise nece biti 0 kao ranije ako se racunaju na isti
natin kao i unutar mreze. Na taj natin se dobija optimalna ocena za Elan [¥zll,r
u apriornoj oceni (koju pod uslovima prethodne teoreme nije bilo moguée dobiti).
Sumirajuéi veé¢ dokazane navedene rezultate dobijamo slede¢u teoremu.

TEOREMA 6.7. Neka resenje zadatka (2.1) u € H**%(Q), 2.5<s<3,ineka
je pored toga u € W:ol’é(Qo) N W;:"l (Q1), 1/2< 51 <2 gdesu Qo i Q. ranije

definisane prigranicne oblasti. Ako u® € H*3(0,1), s3 <2 tadaje
= ollyp = O(R* ™1+ 707D 4t 4 (1= 00)rh™ 7).
Isti rezultat vazi i za diskretno reenje vy .
NAPOMENA: Usluéajudaje gy =1ilidaje 7< Ch §to je u primenama prirodno

ograni¢enje poslednji ¢lan u teoremi 6.7 se moie izostaviti jer je s3 > s—1 (kao
trag resenja) i (1—01)Th**"1 < Ch*71.




Glava 7. Shema sa tezinama o; = 1/2

Shema sa teZinom o; = 1/2 predstavlja poznatu Crank-Nicolson-ovu sime-
tri¢nu shemu koja, za razliku od prethodno razmatranih shema, na dovoljno glatkim

reSenjima ima veéu taénost O(h®+72) dok je tacnost shema sa tezinama oj >1/2
samo O(h? 4 7). Neka je zadata ravnomerna mreza sa koracima h i r.

Zadatak (2.1) éemo resavati diferencijskom shemom

U = 302z 4§02 + TTES,
v(0,t) = a(t),

v(l7t) = ﬁ(t) )

v(z,0) = u¥%z).

(7.1)

Za reSenje se pretpostavlja da je neprekidno, 5to je u ovom slu¢aju opravdano
budu¢i da za prekidna resenja ovde koriséena metodologija nije u stanju da dokaze
konvergenciju jer pretpostavlja veéu glatkost resenja.

Gresku diferencijske sheme moZemo definisati sa z = u—v i ona ée biti resenje
diferencijske sheme

2= %z,,—,. + %Exf + (u - TEU){"I- (T;-u - %u - %ﬁ)zf ’
2(0,0) = 2(1,0) =0, (7.2)
z(z,0)=0.

Granicni zadatak éemo jos reSavati i diferencijskom shemom

Vi = 21 + 30ies + TiT2 S,
v1(0,¢) = a(t),

vi(L,8) = B(t),

v1(z,0) = T2u%(z).

(1.3

gde je T?u = T2u u unutrasnjim évorovima i T2 = u u grani¢nim &vorovima.

Ako gresku diferencijske sheme definiSemo sa z; = T2u — v; ona ée biti resenje
T

diferencijske sheme

5= %lei + %zlxt + (T{‘U - _;.j:;zu - %fgﬁ)xi !
21 (O,t) = 21(1, t) = 0, (74)
z(z, 0)=0.

71
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7.1. Konvergencija u ||.||2,sr normi.
Za ocenu konvergencije sheme (7.1) u ||.||,,, normi koristicemo apriornu

ocenu datu u lemi 4.13, naime

lellypr < CUB=llir + Id1ll, + Non-ll, +162.llz + oz n-all,) (7.5)

gde je ¢ = (u—T2u);+(Tru— Ju— )z = Yi+ sz , ako oznatimo ¢ = u—-T2u,

o =Tu- u——%u

Za ocenu |[@.||,, napomenimo da su, po konstrukeiji ¢, prvii poslednji sabi-
rak u normi jednaki 0 $to eliminiSe probleme ocene u graniénim tackama. Vazice

ez, = S helg P Y hrle il D Rl IR (16)

1<i<N=2 1<i5N—2 1<i<N~-2
>0 >0 >0

Razmotrimo prvo funkcional ¢_ .. = (Tgu— %u - %&)ﬁx . Linearnom trans-
!

formacijom ¢ = ¢; + 7t’, & = z; + hz' oblast ej; = (Ti-1,Tit2) X (tj-1,t5) se
preslikavana E = (-1,2) x (~1,0). Tada je za u(z,t) = v'(<',t)

0
ered = ([ 12 = 3(1,8)+ 30(0,9) = (-1,8))ds -
' “\J-1
- %[u'(2,0) — 34/(1,0) +3¢(0,0) — v/(~1,0)] -
1
- -2-[u'(2, —1) = 3u'(1,-1) + 34/(0, -1) — v’ (-1, -—1)]) .

Ovaj linearan funkcional je neprekidan (ogranien) na HZ'*? za s1,52 > 1/2 i
anuliraseza w' =z, i>0, v =2t, i>0, v =2, i=0,1,2 >0
(vidi dodatak). Zbog toga je, primenom iste tehnike kao u prethodne dve glave, za

1/2<8153, 1/2<32S2

I(Pa:a:a:zl — h =hhr Iull(’x s2),E

$1 .32
h T |u|("11’2)x°".‘i :

<
- h3\/h1'
Odavde je, sumiranjem po mrezi

3o brleg P < (CR 3 )y, 4 0)
1<i<N=-2

>0
Ocenimo sada 97 = (v — T?u)i; . Uz pomoc iste linearne transformacije je

lb{xf hlr ([ (1,0) — u'(1,-1) = u'(0,0) + «'(0,-1)] —

- /_1 (1—|sP[u'(1+5,0)— u'(1 +5,—1) = 4(5,0) + u'(s, -1)] ds) .

1
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Za 1/2<5<3,1/2<5,<2, 1/)&,{ je ogranien linearan funkcional na Hél,sz
i anuliraseza v =2t/ | i=0,1,2 Jj 20 (vidi dodatak). Zbog toga je

j C 31..8
ld’{z,;“,l S Eh 'r? lu’l(a,,u),E

C
hrvhr

<

31 .32
h*rr l“l(s,,sg),e;,-'

Sumiranjem po mrezi dobijamo

12 —-1_s5-1 2
Z thlpfz,;‘! S (C’h.’1 T2 lul(s;,ag),Q) .
1<i<N=-2
i>0
Ovim je dokazana slede¢a lema.

LEMA 7.1. Nekaje u€ H3'*(Q), 1/2< s, <3, 1/2 < s < 2. Ako oznaéimo
s5 =min{l, s,} tada je

el < C (W21 lul, g + A5 1755 fuly o) -

Ocenimo sada drugi &lan u (7.5), ||4:1]|, ( lén-1ll; se ocenjuje analogno).
Bice [|¢1ll, < |[¥z1ll; + ll@zz,1l, - Funkcional 4 je ispitan pri izvodenju teoreme
5.11zanjega vaziza 1/2< s <2, 1/2<5,<1

(=

\1/2
T|¢f,i|2) < Ch*ir%2-1 lttla1,0),(0,2)x (0,7 -
j22

Ocenimo sada ||¢sz,1]|, . Posle linearnog preslikavanja ¢t = ti+7t, z =
z; + hz' biée ’

()ozf,{ = h_12 (/—l[u’(_la 3) - 2ul(073) + u’(l’s)] ds —
~ 518(=1,0) ~ 26/(0,0) + w(1,0)] -
1 / ' "
- 5[u (-—], —l) —2u (0, —1) +u (11 —1)]) .

Za u € HJ"?, 1/2 < 51,52 < 2 ovo je ogranicen linearan funkcional koji se
anuliraza ' =2/, i< 1ili § <1 (vidi dodatak). Na osnovu toga standardnom
tehnikom dobijamo

N\ 1/2
(Z Tlsoxf,’llz) S ORI uly, oy 0,2mx(07) -
i
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Na osnovu prethodnog je za s} = min{2,51}, s5 = min{l,s2}, Qn = (0,2h) x
(0,T)U (1 —2h,1)x(0,T)

Migally + llen-1ll; £C (h"f”'l fuler o1y, +H 727 |u|(3'1,.12),Qh) . (1)

Za kompletiranje ocene brzine konvergencije preostaje jo§ da procenimo

¢z 11, (i analogno |6z w-1ll; )- Zbog konstrukeije ¢ bice

gzl = Z T|¢f,]1|2 < Z TI‘szf,Jllz + Z“'Wﬁﬂz :

i i>2 3>

Posle linearnog preslikavanja t = t; + 7', = = z; + hz' koje oblast e;; =
(0,2h) X (tj_2,t;) preslikava na E = (=1,1) x (=2,0) bice

bel= ([u'(o, 0) - 2'(0,~1) + (0, -2)]-

— '/_1(1 —|s])[¥'(s,0) — 2u/(s, —1) + v'(s, —-2)] ds) .

Ako u € H[’]’”2 za 1/2 < 51,82 < 2 ovo je ogranicen linearan funkcional. On se
anulira za o' = 2t/ , i <1 ili j <1 (vidi dodatak). Zbog toga je

N\ 1/2
(Z T|¢t_{,{|2) S Ch’lT32_2 Iul(‘,l:’?))(ox2h)x(o’T) )
j22

Istom linearnom transformacijom je

. 1 0
90:5{,{ = FQ? (./—l[ul(_lw 3) - 2ul(0s s) + ul(ls S) -
—u'(=1,5—-1)+24/(0,5s - 1) — (1,5 — 1)] ds —
1

- 3lw'(=1,0) = 2¢/(0,0)+ v/(1,0) ]+ %[u’(—l, ~92) — 24/(0, -2) + (1, —2)]> :

Ako u € HJ'™ za 1/2< 51 £ 2, 1/2 < s < 3, uzimajuéi u obzir da se ovaj
ogranien linearan funkcional anulira za v’ = z*t/ , i <1 ili j <2 (vidi dodatak),
standardnom tehnikom dobijamo

1/2
- o
(Zfl%ff,’ll) < Ch 722l o 0,2m)x(0,T) -
iz2

Na osnovu prethodnog je za s§ = min{2, s2}
||¢f,1||r + ||¢T,N—1”r <C (h“"'s?m1 lul(n,s;’),Qh +hr P |u|(sx,sa),Qn) . (7.8)

Uz pomo¢ leme 7.1, (7.7) i (7.8) lako se dokazuje sledeca teorema.
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TEOREMA 7.1. Neka resenje zadatka (21) we HYP(Q)n H3"*(Q), pri éemu
je 1/2<5 <3, 1/2<5, <3, 1/2 < a < min{2,s,}, 1/2 < B < min{2, s,}.
Tada je uz sj = min{l,s,}, s = min{2, s}, A’ = min{1, 8}

= vl s < O (420 ful gy 0+ A1 Al 4
- —9 4l
AT U 4 1), @ + RO l4l(a,om),0 +
HRT 2 () 4 ) gy + B 2r2 Iul(a,,,),q) ‘

Uobi¢ajen funkcionalni prostor u kojem se posmatra reSenje zadatka u je
H"’/z(Q) . Diferencijska shema (7.1) se najéesée koristisa 7 ~ h a redesa 7~ h?,
Radi odredivanja brzina konvergencije kada u € H**/ Q) uotimo da H**/? .,
H3" za a+28=5. Za ocenu prva dva €lana u (7.5) uzmimo (a, 8) daje presek
prave z + 2y = s sa izlomljenom linijom odredenom tackama (3,2), (3,1/2+9),
(0,1/2 + 8). Za ocenu ostala etiri ¢lana uzmimo (@,8) u preseku z + 2y = s
sa linijjom odredenom tatkama (2,3), (2,1/2+46), (0,1/2+ ). U zavisnosti od
glatkosti s za procenu ovih ¢lanova se dobijaju sledeéi izrazi

s (2919
7T<s<8 h"’+'r"’a
6<s<7 h2+1"_;:
5<s<6 h? 4+ 3

4<s5<5 R 4 55
3J<s<4 hs=4=2671/248 4 ps—2-26,_-1/2+¢

15<s<3 h3=4-26.1/248 4 ps—2-26,_-1/246

s “¢1”r ”‘75{,1“1
T<s<8 h%Z4qs2 h? 4 r°3*
6<s<T7 hZ4+2 h? 4+ 73t
5<s<6 h24rF h2r*5" 4 77
4<s<5 K245 R34 5
3<s<4 AT 45 h2r'5t 4 55

15< 8<3 ho=1-207-1/246 | ps=3-26.1/245 ps~1-26,-3/2+ + he—3-26,1/245
Na osnovu ove tabele neposredno sledi
TEOREMA 7.2. Neka resenje zadatka (2.1) we H*»/}(Q), s> 1.5.
(i) Ako je Ci7 < h < Cyr tada Je za 6 > 0 proizvoljno malo
“u - v“2,hr = O(hz) ) 8<s,
llu = vlly 4, = O(RC=9/2), 3<s5<38,
lu~vll, 4, = O(R*~35-%), 15<5<3.
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(ii) Ako je Ci7 < h? < Cy7 tada je

lu—vllg = O(r?), 6<s,
l[u=vllyp, = O(h*™), 1.5<s<6.

U slucaju da resenje pripada izotropnom prostoru, u € H(Q) = H*(Q)
tada za ocenu prva dva ¢lana u (7.5) uzimamo 9a, B) upreseku z+y=s ilinije
odredene tackama (3,2), (3,1), (1/2+6,1), (1/244,0), za druga dva ¢lana
presek sa linijom odredenom tatkama (2, 2, (2,1), (1/2+6,1), (1/2+6,0) 1za
poslednja dva Elana presek sa linijom odredenom tatkama (2,3), (2,2), (1/2+
5,2), (1/2+6,0). U zavisnosti od glatkosti s dobijaju se sledeéi izrazi

s l[¢$“hr ”¢1”T “¢’t_,1”'r

4<5<5 =3 4 h?  h?4+ 72 R2 4 -3
3<s<4 RTUr4RT? RP4rT? h*-2 4 R*=4r
256<s<3 k4 =2 R*-Y4he3r RPTZ4heTYr
15<s<25 R=4r+h*~2 R14+h3r R1/246 ps—2.5-6 4 p-15458-1.5-6

Na osnovu ove tabele se neposredno dokazuje sledeca teorema.

TEOREMA 7.3. Neka resenje zadatka (2.1) u€ H**(Q), s > 1.5.
(i) Ako je CiT < h < Cor tada je

“u - v“2,h-r = O(hz) ) 5 <s,
lu = vlly 5r = O(h*3), 15<s<5.

(i) Ako je CiT < h? < Cy7 tadaje za 6§ > 0 proizvoljno malo

llu = vlly,5, = O(R?), 4<s,
llu = vl pr = O(h*72), 25<s<4,
llu—vlly 4y = O(h*~45%) 15<s<25.

Ukoliko su ispunjeni uslovi apriorne ocene iz leme 4.12 tada je moguée i
poboljsati ocene brzine konvergencije. Pretpostavkom da su grani¢ni uslovi zadatka
(2.1) homogeni i da neparno produzenje preko boénih granica ne narusava njegovu
glatkost automatski su ispunjeni uslovi leme 4.12 pa na brzinu konvergencije utice
samo &lan [[¢:||, koji je veé ispitan. Poznato je inate da ako u € H3P(Q) tada
neparno produienje pripada istom prostoru samo za a < 2.5. Pod pretpostavkom
dovoljne glatkosti neparnog produzenja iz prethodnih rezultata neposredno slede
sledeée dve teoreme.
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TEOREMA 7.4. Ako neparno produZenje zadatka (2.1) sa homogenim grani-
¢nim uslovima & € HA4(Q), A = {(0,0),(3,0),(3,(s — 3)/2),(0,s/2)}, s > 1.5
(odgovara sluéaju kada resenje u € H*?*%(Q) ) tada je

(i) Za Cir<h<Cor i 6>0 proizvoljno malo
”u - v||2,h'r = 0(h2)) 6 <s,

llu = vlly 5, = O(RC=D7), 4<s<s,
lu=vlly ,, = O(R*=35-%), 15<s< 4.

(ii) Za Ci7 < h?* < Cy7 je

lu=vlly 4, =O(R?), 5<s,
lu—vllyn, = O(A*3), 15<s<5.

TEOREMA 7.5. Ako neparno produzenje zadatka (2.1) sa homogenim graniénim
uslovima @ € HA(Q), A = {(0, 0),(3,0),(3,5—3),(0,5)}, s > 1.5 (odgovara
slucaju kada resenje u € H**(Q) ) tada je

(i) Za C17 < h < Cor je

”‘U - v“Z,hr = O(h2) ’ ) <s,
e = vlly 5, = O(R*=3), 15<s<5.

(ii) Za C17 < h? < Cor je

”U - v”2,h'r = O(h2) ) 4 <s,
lJu—olly 5, = O(A*~?), 15<s<4.

7.2. Konvergencija u Il -]l1, normi.
Za ocenu konvergencije sheme (7.1) u ||.]l;,sr normi koristiéemo apriornu

ocenu datu u lemi 4.14, naime

llll,pr < Cllgllar < Clitellyr + Clipzally, (7.9)

gdeje ¢ = (u—T2u)r+ (Tru— du—1@t),z = ¢¥r+ .z ako oznadimo ¥ = u —TZu
ip=Tu—ju—1iu.

Funkcional 47 je ispitan ranije i ako u € HY"**(Q), 1/2< s <2, 1/2<
sz <1 tada je standardnom tehnikom

1¥dlln, < Ch*1r*2-1 lul(sx,u),Q . (7.10)
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Funkcional ¢gz se posle transformacije t =t; +7t', = z;+hz' koja oblast
ei; = (Ti-1,Tit1) X (tj-1,tj) preslikavana E = (-1,1) x (=1,0) svodi na

()01,-5,% = '}'}f([_l[ul(_la S) - 2ul(0’ S) + ul(l,s)]ds -
- %[u’(—l,O) _9/(0,0) +4/(1,0)] -
- %[u'(—l,—l) - 2/(0,-1)+ (1, —1)]) .

Ovaj linearan funkcional je ogranicen za u € H?(@), 12<s,8 < 2,1anulira
seza W =gt i<2,j>20iu = zith, j<2,i>0 (vidi dodatak). Zbog
toga je
j < Ch31 $2 !
I‘P:r:i',il _ -}Tf T Iu l(sl,.’z),E
C
h2 \/thfs2 sy 03005 -

<

Posle sumiranja po mrezi je za 1/2 < 51,59 <2

”‘P:ri'“h-r S Chh-zr"g lul(sl,sz),Q . (711)

Na osnovu (7.9), (7.10) i (7.11) neposredno sledi

TEOREMA 7.6. Neka resenje zadatka (2.1) u € Ha"ﬁ(Q) NHZ**(Q), pri ¢emu
je1/2<8 <2, 1/2<8,<2, 1/2<a<2, 1/2<B<1. Tadaje

lu = vllypr < C (B2 fuly, gy, + R0 [l sn)2) -

Na osnovu ove teoreme, pogodnim izborom s;, s2, « 1 B se lako mogu
dokazati sledeéi rezultati.

TEOREMA 7.7. Neka resenje zadatka (2.1) u € H**/*(Q), s > 1.5.

(i) Akoje Cyr<h< Cor 16> 0 proizvoljno malo tada je

lu—oll; hr = O(h?), 6<s,
llu = vlly 5y = O(RC=D/?), 3< 5 <6,
llu=vlly 5, = O(h*7°7°), 15<s<3.

(ii) Ako je Cy7 < h? < Cy7 tada je

lu — vl pr = O(h?), 4Z<s,
lu—lly hr = O(h*~?%), 15<s<4.
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TEOREMA 7.8. Neka resenje zadatka (2.1) ue H**(Q), s> 1.
(i) Ako je Ci7 < h < Cor tada je

“u - v“l,hr = O(hz) ) 4 <s,
lju ~ vl ar = O(h*"?), 1<s <4.

(ii) Ako je Cir < h* < Car i 6§ >0 proizvoljno malo tada je

“u - v“l,hr = 0(’12), 3 S s,
llu=vlly 5, = O(h*-), 15<s<3,
llu—vll, h, = O(R*~25-%) 1<s<15.

7.3. Konvergencija u Il llo,sr normi.
Za diferencijsku shemu (7.1) na osnovu leme 4.15 i leme 4.16 vazi

l2llo,nr < CUl¥ellnr + lozllnr) (7.12)

gdeje p =u—T2u i ¢ =Tu—Ju—la.

Funkcional 47 je ranije ispitan i za njega vai ocena (7.10). Ostaje da se ispita

funkcional ¢, = (Tju - -%u - %ﬁ)Jr . Posle uobitajene transformacije promenljivih

je
J 1 ° / ’
(P:r:,i=ﬁ [v'(1,5) —u'(0,s)]ds —
-1
= 31Y(1,0) = (0.0 - 51401, -) - (0, -1)).
Za u € HP'(Q), 1/2 < s3 <1, 1/2 < s4 < 2 ovo je ograniéen linearan

funkcional. Posto se on anuliraza v =/, j> 0 i o' = ziti, j >0, j=0,1
uobitajenom tehnikom se dobija da je

I[(Pz”hT S Ch"s—lr’i IuI(SS,SQ),Q °
Na osnovu ove ocene i ocena (7.12) i (7.10) neposredno sledi

TEOREMA 7.9. Neka resenje zadatka (2.1) u € H3*(Q) N H3**(Q) , pri éemu
je1/2<51 <1, 1/2< 522, 1/2<a <1, 1/2< B <2. Tadaje

“U - ‘U”),T S C (h-’lrﬁ"l 'ul(al,ﬁ),Q + ha-lrsz Iu!(“t’ﬁ))Q) :

Na osnovu ove teoreme, pogodnim izborom s, y 82, a, f lako se dokazuju
slededi rezultati.
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TEOREMA 7.10. Neka resenje zadatka (2.1) u € H**1*Q), s> 15.
(i) Akoje Cit <h<Cor i 6>0 dovoljno malo tada je

”U - v”hr = O(h2) ] 0<s,
| = ol = O(h-DI%), 2<s<5,
[t =, = O(h*"*7%), 15<s<5.

(ii) Ako je Cyr < h? < Cor tada je

l[u—ll,, = O(h?), 4<s,
lu = vlls, = O(h*"%), 1l5<s<4.

TEOREMA 7.11. Neka resenje zadatka (2.1) u€ H**(Q), s > 1.
(i) Ako je Ci7 < h < Cor tada je

llu =, = O(R?), 3<s,
(lu = oll,, = O(h*"Y), 1<s<3.

(i) Ako je Ci7 < h? < Cor tadajeza 6 >0 proizvoljno malo

llu = ||, = O(h%), 3<s,
llu = vll, = O(h*~1), 15<s<3,
= vll,, = O(R*~257%), 1<s<15.

Ocene brzine konvergencije se mogu poboljsati ako koristimo shemu (7.3) i za
gresku uzmemo z; = T2u — vy . Greska ¢e zadovoljavati shemu (7.4). Na osnovu
apriorne ocene iz leme 4.15 bice

lz1llsr < Cliwellnr (7.13)

gdeje o = T}zz.—%'_.]’fu—%Tfﬁ . U unutrasnjim ¢vorovima je ¢ = Tru—LT2u— 312
pa je posle uobicajene transformacije

RE %( / Ol[u'u,s) ~v/(0,5)]ds

1 1

- 5/ (1 —[sh[w'Q+5,0) — v/(5,0) — w'(1+5,-1) + v'(s, ~1)] d8> :
-1

Poito se ovaj funkcional anulira za v’ = ¢/, j 2 01 v = £t i =0,1,2

j = 0,1 (vidi dodatak), tada se uobitajenom tehnikom dobija za 1/2 < s, < 3,

1/2< s, <1, 1/2<83§2i81+82>83

. C . s2—1_33 .
I‘Pz,“ < — (h -1 Iul(s;,o),e.-j +h 17.‘ lul(“”a)’ei},) , 1<i<N-2.(7.14)
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U grani¢nim évorovima je ¢ = Tru— ju—1d pajeza i=0 (slutaj i = N-1
se analogno analizira)

%5=%([Jwaﬁy-wmﬁnh+%h4mm+wm,4n-

1
- %/_1(1 = |sP[«'(1 +5,0) + u’(1+s,0)]ds) .

Ovaj funkcional se anulira za v’ = y 3201 v =21 =zt (vidi dodatak).
Zbog toga je za 1/2 < 54 <2, 1/2<53<1,1/2<53<2 i 54+ 52 > s3
j c s4— s2—1_s
I‘P::,{JI < 7’1—: (h -1 IuI(M,O),cij + h*? IT g Iul(sz,u).e.-j) . (7'15)

Sumiranjem po mrezi dobijamo

lzlla, < C (h”"lf” leliss,050,0 + 277 ul gy, 0.0 + B4 lul(u.o);Qh) (7.16)
gle je Qu=(0,20) x (0,T)U(1-2h,1)x (0,T), 1/2< 5 <3, 1/2< 87 < 1,
1/2<s53<2, 1/2<s4<2, §1+82> 5831 84+89> s3.

Za s; < 2 moiemo uzeti s4 = s, pa nema gubitka u oceni brzine konvergen-
cije. Za 2 < 5, < 3 bez drugih pretpostavki moZemo uzeti s4 = 2 i iskoristiti
prigrani¢ne ocene [42] po kojima je

[ul(2,00,0, < C(h, 51— 2)( ule2,0),0 + |“|(:,o),q)

gde jé
Che, 0<e<1/2,
C(h,e)={ Ch'%|Inh|, e=1/2,
Ch'/2, £>1/2.

U sluaju da neparno produZenje % reSenja u preko boénih granica ¢éuva
glatkost, tj. ako je lﬁl(,,o),é < Clul(,,o),q, tada je zbog neparnosti produzenja
u(0,t) = TZ2u(o,t) pa ée funkcional goz'{; imati istu reprezentaciju kao i u un-
utradnjosti mreze. Posto za njega vazi tada bolja ocena, vazice (7.16) bez treceg
¢lana.

Prethodno navedene ocene direktno vode sledeéim rezultatima.

TEOREMA 7.12. Neka resenje zadatka (2.1) u € H»I2(Q), s> 15.
(i) Akoje C1T<h<Cyr i 6§>0 priozvoljno malo tada je

T2u — vils, = O(R!S), 4<s,
1T2u = v, = O(R=DI2) 9 c5<4,
IT2u — vll, = O(R*~15-%), 15<s<2.
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Ako, dodatno, neparno produzenje @ € H*#*1%(Q) tada jei

IT2u = vally, = O(E™D?), 2<s <5,

(ii) Ako je Ci1 < h? < C,r tada je

||7A:'fu — vy[p, = O(R®), 25<s,
1720 = v, = O(**Inhl), s=25,
1T2u— vyl = O(R*7Y),  15<s<25.

Ako, dodatno, neparno produzenje u € H*#12(Q) tada jei

(1T2u = vi|lp, = O(R°7), 1.5<5<3.

TEOREMA 7.13. Neka resenje zadatka (2.1) u€ H**(Q), s > 1.
(i) Ako je Ci1 <h < Car tada je

”Ta,?u - vl”hr = O(hl's) ) 25<s,
1T2u = vy]lp, = O(R*"M), s=25,
IT2u — vl = O(R*71), 1<s<25.

Ako, dodatno, neparno broduz’enje i€ H**(Q) tada jei
(T2 = willy = O(B*™Y), 1<s<3.
(ii) Ako je Cim <h? < Cor tada je

”Tgu - v_luh'r = O(hls) , 29<s,
T2 — v}y, = O(R*™1), 1<5<25.

Ako, dodatno, neparno produzenje u € H**(Q) tada je i

T2 — villa, = O(R*™Y), 1<5<3.

Ovim je zavréeno ispitivanje brzine konvergencije za simetri¢nu diferencijsku
shemu sa teZinom o = -% .




Dodatak : Vrednosti nekih funkcionala

Za svaki od narednih funkcionala, na dijagramu su crnim kruziéem oznaceni
oni multiindeksi (4,5) za koje se funkcional anulira na funkcijama u(z,t) = z'td .
Belim kruZi¢ima su oznageni oni multiindeksi za koje se funkcional anulira samo
za neke posebne vrednosti slobodnog parametra. Tri tatkice oznaiavaju da se
funkcional anulira za sve multiindekse u tom smeru. Takode su date i izratunate
vrednosti funkcionala.

]- Prr

0
h—lz-(/-l[u'(—l,s) - 24/(0,5) + v'(1,5)] ds —

- [¥/(-1,0) — 24/(0,0) + ¥'(1, 0)])

prz(1)=0 go,;.(tj) =0, j>0

oea(x) =0, i>0 ¢ﬂuw)=l+04y‘pnf

1,7>0

h? i+1’
0 1 2 3 4 5 6
—0 00 0 0 00—
1
® o o ®
2
® O ® ®
3
o O o o
‘: .

83
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1

2 we= (w00 -vo-n- | (1= IsDl(s,0) s, ~1) 1 ds)

-1
¢,—(tf)=0, 1>0

‘ .. 1} _1vyH
di(z) =0, i>0  yi(='t) (i1++1§(522)°( :

, 5,5>0

le o ® °
. .
o o ° ®
‘e © ® ®
0 - 1
3 ¢=[_1u'(0,s)ds—[1(l—]s])u'(s,())ds
= AEED g =53 7
’/x)“(i+1)(z’+2)’ ‘ P(e't) =0, i,j >0
0 1 2 3 4 5 6
o0 +— 0 0 —
! o © 06 o o o -
2 ® 6 © o o
3 o © © o o o-
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0
¢=[1u'(0,s)ds—u’(0,0)

L
50(1)20 go(tJ)zm, 17>0
90(27)"' , 1>0 go(zitj)=0, ij>0
0 1 2 3 4 5 6
PSSP NP P\ —" -
1l o @ @ 0 o o-
2l o o © © o o-
]l o e © o o o-
1 |
¥ = w(0,0) - / (1= [s])u(s, 0) ds
-1
¢(1)=01+( y ¢(tj)=0, i>0
() — - . iy — . .
0 1 2 3 4 5 6
o—O | @ J o t
o © o 0o 0 o o
‘e o 0 o o o-
‘e © © © o o o-
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0
6 | or = %(/_l[u’(l,s) —'(0,s)])ds - [v'(1,0) - u’(0,0)]>
pe(1) =0 p:()=0,  §>0
o) =0, 150w =1L 150

T =3 (100 -v@O)- [ 0=l +s0-vG 0))ds)

¥:(1) =0 o 1 2+2 _ (~1)F -3 ,

:(z) =0 %(x)_ﬁ(l— i+ 1)({E+2) ) i>2

¥ (z2) =0 ¥a(zt) =0, i>0
o 1 2 3 4 5 6
o—o—o ]
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b = ;{-(u'(l, 0- [ (1= s (14 5,0) ds)

1

i1 2429 .
HO=0 =5 (1 ) o1
bile)= ¥s(2't') = 0, i>0

0 1 2 3 4 5 6
?» —@—— : : t ——r

e ©o o ¢ 0 o o -

2
® 6 6 o6 o o o

3*000000---

87

9 v = ([ 9=, 91ds— [ @ - loDle(1+5,0)- (s 0)1¢s)

¥2(1) =0
$:(z') =0

¢z(tj) =0,
(=1y

, i<2

TI)z(l'i) — %(1 _ 2i+2 - (_l)i - 3) , i>9 1/’1:(37th) = h(]+ 1)

(+1)(+2)

o 1 2 3 4 5 6
oo e

>0

, 4,3>0
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1 0 , 1 ,
10 w,_H(/_luu,s)ds-/_lu-|s|)u(1+s,0)ds)
1/),,(1):0 7y —
¢x(33)-_—0 'd’x(t)"‘ | ]>0
! 929 \ iy = GOy
(&) ;(l"m)» i>1 WSy B
0 1 2 3 4 5 6
o O : : : e
1-
2_
3_..
0
11 (p:/_lu’(O,s)ds—O'u’(0,0)-—(l—a)u'(O,—l)
¢(1i):o | <p(tj)=(—-])j(j:_1—(1—-a)), i>0
(p(I):O, 1>0 (p(;citj):o, l.,j>0
0 1 2 3 4 5 6
N S—— -
o ©o © @ © © o
2] o o © o o o
', o © © o o eo-
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90r=71l'(/ [4'(1,5) — 4'(0,5)]ds —
- o{w/(1,0) = ¥/(0,0)] - (1 - o)[w/(1, -1) — u'<o,—1)])

p=(1) = 0 p=(¥)) = 0, 7>0
Soz(l'i)zoi i>0 Soz(l'itj)“( 1y (J+1 - ))’ 4j>0

0 1 2 3 4 5 6
o900 900 o

'e 0 06 0 0 0 0O

‘e
‘e

0
13 Oz = El-f(/_l[u'(—l,s)-—2u'(0,s)+u'(1,s)]ds—-
— o[w'(~1,0) - 26/(0, 0) + (1, 0)] —
-(1-0o)[v'(-1,-1)— 2u'(0,-1) + u'(l,—l)])

"Pz:z:(l) =0 (sz(zt]) = i>0
pez(z’) =0, i>0 7 (1 + (- 1) )(= 1)J :
pe2(t’) =0, j>0 pea(s't) = %+1 A=), ij>0




90 VREDNOSTI NEKIH FUNKCIONALA

e @ O @ O @ O
2‘0-0-0

‘e @ - © - @

0

14 o = (Tra(t;) — Tra(tj-1)) =/0 o(s) ds—/ o'(s)ds

-1

p(1)=0

1= (-1)Y
)= ———

: 1 0
15 go:(l—a)(/o u'(O,s)ds—/_ u'(O,s)ds)
e(1)=0 (,o(tj)z(l—a)l-.(_ll)j, >0
o(z) =0, i>0 i 7
’ p(z't)) =0, i,7>0
0 1 2 3 4 5 6
oo 9o o 0o oo
1 ®© ©6 6 0 o o
‘e © © o © o o
3 ® 6 6 0 o o
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16 | p=(1-0) (/01 u'(0,s)ds — /_11(1 — Is])/(s, 0) ds)

o 14 (-1) .
o(1)=0 A==y >0
p(z't) =0, ,5>0 olt) =(1__0)1;-(;11)1 | P50
0 1 2 3 4 5 6
* —o———0—F—0—+—
1

‘e © © © © o o--

T . . . . . . e
. . . . . .

0
17 Orez = % ([_1[11’(2, s) —3u'(1,5) + 34/(0,5) — v'(—1,5)] ds —
— o[ ¥/(2,0) - 3/(1,0) + 3¢/(0,0) — v/(~1,0)] - '
—(1-0o)[¥(2,-1) - 3u/(1,-1) + 3u/(0, —1) — w'(~1, —1)])

Pzzz(1) = 0
‘Pri’r(zi) = 01 i > 0
gaxf,,(z"tj)=0, i=0,1,2 >0

gy (Z =3 —(=1))(-1Y 1
Prze(zt) = A3 (j F1

-(1-0), 4,i>0
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- @9 @ @ @
p—

18 o= 1 (IW(LO) - (L, =) = (0,0 + (0, -D)] -

—[f1-mnwu+&m—wu+g-n—w@myum&-nwa

'/’t-z:(l) =0

d’{r(ri) =0 >0

Pe(t) =0 F>0

(i — (_1)1' 9i+2 . (_1)i - .
Yu(e') = m—( RN ")">Q1>0
Y (z't) =0, i=1,2 j>0

o 1 2 3 4 5 6
* — 00 0 0 0
1
e O o
2
o O o
3
e O ©
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0
19 o= -ﬁi—r([_l[u'(—l,s) —2¢(0,5) + (1, s) —
~u'(=1,5s= 1)+ 2¢/(0,5— 1) — /(1,5 — 1) ] ds —
—a[u’(—l,0)—2u’(0,0)+u’(1,0)]—(1—20)[u’(—1,—1)—2u'(0,—1)+u'(1,—1)] +

+(1-0)[v'(-1,-2) - 24/(0,-2) + (1, —2)])

‘lom':t-(l) =0
So.r.it_(zi) = 0’ i>0
‘Pzit'(tj) =0, >0

rai(2't’) = hir (((_1);.“;11)(_1)1 2(1—29)—

= (1=20)((=1) +(=1)") + (1~ o)(=2Y (1)’ + 1)) , $3>0

1 2 3 4 5 6
*—0—0 000 —

0
®
® O 0O 0 0 0 O
® ¢ O ¢ O @ O
®

o - o0 - 0

20 o= (1v0,0) - 20(0,-1) 4 w(0,-2))-

1
- /_1(1 — |sP[w'(s, 0y — 24/ (s, —1) + u'(s,—2)]ds) '

Y(1) =0

1,5,7(2:'.):0 t>0
Ya(t)=0 j>0

iy (D41
) = o a2

)(21'—2), i>0,j>0
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3+ o - o - o

21 <p,=%(/_l[u'(l,-s)—u’(O,s)]ds—-
1
—a/il(l- IsD[w'(1 +5,0) — u'(s,0)]ds —
—(1—a)ﬁl(l—-|s|)[u(1+s,-—-1)-—-u’(s,-—-l)]ds)

p-(1) =0
(px(tj):O, j>0
= L 2 (-1) -3 .
pele) = (l a+nu+2>)’ >0
NN Go Vi G S 34+ (=1 2%\
pr(=8) = (j+1 =) ra+9 ) b >0

0 1 2 3 4 5 6
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1
h
—/ (1= |s)[ov'(145,0) + (1 - o)u'(1+5,0)]ds +

+04/(0,0) + (1 - 0)4'(0, —1))

p:(1) =0
(Pz‘(tj) =0, j>0

i—_l_ _ﬁ_—l_ i
)= g1 v BEEL

iy (1Y (1 2422 .
99,(2: tJ)_ h (m—(l—ﬂ)m), 1,]>0

1 2 3 4 5 6
o — : : : —

—0—0—0—@_
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