UNIVERZITET U BEOGRADU_ '
PRIRODNO MATEMATICKI FAKULTET

Tatjana Ostrogorski

PROBLEMI SATURACIJIE U TEORIJI
APROKSIMACIJA REALNIH FUNKCIJA

Magistarski rad

Beograd
1978



8 a dr % a 3

Uvod
I. GLOBALNA TEQREMA SATURACIJE -

l.0Osnovna te0XremMa8 « ¢is ¢ ¢ ¢ ¢ 00 0204 008b
1.1, Uvodne definicije i oznake‘%gh
1.2, Saturacija; svojstva (3) &+ (M) 7
1.5, Glavna lema 8 - |
1.4, Saturacija u drugim prostorima 11
1.0, Dokaz teoreme saturacije 12
1.5.1, Dokaz inverznog dela 12
1,5,2. Dokaz "o" dela 15
1.5¢3%« Dokaz direktnog dela 15
1.6, Elasa K(Ko,X(R)) 16
147« Jedno uopstenje 18
1.8, Primedbe 19

2, Karakterizacdija klase saturacije . . . . 2%

2,1, Primer: Riemannov operator .22

2.2, Karakterizacija u slulaju ¢(v) = (iv)r,reN 24

2.3, Karakterizacija u sludaju WU(v) = {viT,reN 26

2otk Karakterizacija'u sludaju razlomljenog eksponenta 27
241 Izvodi razlomljenog reda 27
2,4.2. Operatori R 31

2.5, Relativno kompletiranje 34

. 2.5.1, Klasa saturacije kao Banachow prostor 34
2.5+2¢ Metod "mollifier"-a 36

2.6, Primedbe 38

3, Iteraci a. konvolucionih operatora « « « « o » + o 80

IT, LOKALNA TECREMA SATURACIJE

4, Lokalna inverzna teo T E@MEB + o o o o « 43
4,1, Bvojstva (8p) 1 (M) 45 | |
4,2, Karakterizacija pomoéu Rieszovih lzvoda 46
4,3, Celobrojni sludaj 50
4.4, Primedbe 52



S5, Lokalneae direktna teorema. . . ..., 5
5.1, Dokaz teoreme 55 |
5.2. Klasa an+1 58 |
5.3, Neki specijalni sludajevi 61
5.4, Primedbe 64

ITI, LOKALNA TEOREMA SATURACIJE ZA SPORO RASTUCE FUNKCIJE

Ge SPOTO TasStUSe LUDKCLIEC . oo ooeo .G
6.1. Prostori P ; konvolucije 67
6.2, Fourierova transformacija &7
6.3. Primedbe 70 -

7. Teorema saturacilJe +a60¢0 00000019
7.1. Lokalna inverzne teorema& 71 |
7.2, Lokalna direktna teorema 95
7¢3. Primedbe 79

DOdaciii!|I'l"lll-i-llliiilniltliil-l'ao
Tabelaiill.l.f’ll'..'ili.!.tli!ll-i8.’_}_

L it e at u>r B ¢« ¢« ¢« # ¢ # s o 8 o & s s ¢ a2 v o » o = 86



U ovom radu posmatraéemo. gproksimaciju realne funkcije
f pekim linearnim operatorima., Za funkciju f pretpostavimo
‘da pripada nekom Banachovom prostoru X i posmatramo ponafanje:
izraza
Nt - a,.fllx = E (£) (1)

gde Jje (A,) familija osraniéenih linearnih operatora na X
(koja zavisi od realnog parametra g w), Ako izraz (i) te?l
nulli, kad g -»ee, kazemo da.linearﬁi proces (Ar) aproksimira
funkeiju £, |

Aproksimacija linearnim operatorima je Jedna od najvaz-
nijih oblastli teorije aproksimacija, s obzirom da obuhvata,
naprimer, integralne transformacije, razvoje u Fourierov red,
interpolacione procese, itd., Sem toga, linearna aproksimacija
u izvesnom smislu dopunjuje teoriju najbolje aproksimacije.

Posmatrajmo jedan primer, Neke se za datu neprekidnu
funkeiju na kXonacénom intervalu trazi aproksimacija pelinomima
datog stepena, Prirodno je potraziti najblizi mogudi takav
polinom, Poznato Je da takvo najbolje priblizZenje uvek postoji.
Medjutim, pokazuje se da operator najbolje aproksimacie nije
linearan (naprimer, ako znamo najbolju aproksimaciju dveju funk-
cija fq if, nista ne moZemo reéi o najboljol aproksimaciji
njihovog 2zbira), To je ustvari glavni nedostatak te teorije:
ne postojl jednostavan postupak koji bi svakoj funkciji dode-
liivao najbolju aproksimaciju. |

Stoga Je od interesa posmatrati aproksimaciju linearnim
operatorima po cenu ne3to vede greske, mogule je aproksimaciju
generisati na dosta Jjednostavan nadin, nekim linearnim opera-
torom. | _

Najbolja aproksimacija ima Jednu veoma vainu osobinu,
koju uw izvesnoj meri duvaju i linearne aproksimacije. Neka Je
P, polinom najbolje aproksimacije za datu funkciju f. Tada
razllka £ - an = B (f) tezi nuli, kad n>e, uwtoliko brie



ukoliko je funkcija f "bolja" ( ima veél broj izveda). To tvrde
poznate teoreme Jacksona i Bernsteina. Jacksonova, direktna,
teorema glasi: za proizveoljno keN, ako funkecija £ ima k nepre-
kidnih izvoda, tada je E(f) = O(n” Ky, Bernsteinova, inverzna,
teorema glasi: azko je E (f) = O(n_k), keN, tada je £ k puta
neprekidno diferencijabllna.

Ovakvu zavisnost stepena aproksimacije od osobina funkci-
je f pokazuju i aproksimacije linearnim operatorima. Ipak, samo
do izvesne granice, Kod veline proznatih operatora poboljfanje
stepena aproksimacije u zavisnoSﬁi*od glatkosti funkcije zaustev-
1ja se kod nekog "kritiZnog" stepéna. Dalle, 1 2ko pretpostavimo
velu glatkost funkcije, neiemo dobiti bolju aproksimaciju. Ovaj
fenomen se nazive "saturacija”, a'pomenuti "kritidéni" stepen
aproksimacije zove se stepen saturacije. Boljl stepen aproksi-
macije datim operatorom nego sto je stepen saturacije imaju sa~-
mo neke "trivijalne" funkcije (konstante, linearne funkcije i
sl.). O3 interesa Jje dakle opisati funkcije koje imaju stepen
aproksimacije upravo jednak kritidnom, za takve funkcije se
kaze da pripadaju klasi saturacije. Problem saturacije se sa-
stoji u nalaZenju stepena saturacije 1 ogisivanju klase satu-
raclije.

Problem saturacije prvi Je uveo Jean Favard 1947. za
procese sumiranja Fourierovih redova. (Za klasu saturacije
ponekad se upotrebljave 1 izraz Favardova klasa). Qtada je
probleﬁ saturacije re$en najpre za mnoge poznate operatore,

a zatim su nadjene i razlicite opite metode za resavanje tog
problema. Tako da danas postoji nekoliko knjiga o saturaciji
(31, (5], [13], i, naravno, mno3tvo é&lanaks,

Mi éemo se u ovom radu ograniliti nea Jjednu specijalnu
vrstu operatora. To su konvolucioni operatori, zadati na slede-
¢i nadin o

K £(x) = fxk (x) = __Lf(x-t)kr(t)dt (1)
gde je "jezgro"(kf) sastavljeno od funkeija k;L(R). Konvolu-
cija Je, kako kaze Shapiro [45], jedan od najmoénijih i naj-
opdtijih metoda za generisanje aproksimacije za datu funkeiju
f. Razlog tome je Sto konvolucija nasledjuje dobre osobine
obadva faktora, Naprimer, ako za jezgro (k,) uzmemo mnogo puta

diferencijabilnu funkciju,onda ée i K
cije £, imati ista gvojsbtva,

ff’ transformacija funk-



Za. operatore (ii) dobro je poznata teorema saturacije
u prostorima LP(R),G(R), naprimer, Opsti metod za relavanje
tog problema Jje metod Fourierove transformacije. U I delu éemo
pokazatl kako se taj problem na veoma slidan nadin reiava u
svim pomenutim prostorima funkcija1&efinisanih na R, a takodje
ukazatl i kako se taj problem pa isti nalin moZe resiti i za
cdgovarajuée prostore nad T (periodiéne funkecije), Rn, T2,

U II delu razmatrfo problem lokalne aproksimacije za
operatore (ii), tj. ﬁproksimaciju na datom intervelu (a,b)cR
i deckazujemo teoremu saturacije. Pokazuje se da su uslovi koje
operator treba da zadoveljava da bl bio leckalmno saturiran, ne-
£to jall nego za globalnu saturaciju. To ipak nije suvife jako
ogranicenje, 8 db;irom da ga zadovoljavaju mnogi poznati opera-
tori. Sunouchi.[j{] je dokazao odgovarajudéu lokalnu teoremu
saturacije za periodiéne funkcije., S5 obzirom da se Sunouchiev
dokaz*ne mo%e primeniti na operatore Cii) na R, bilo je ﬁotreb-
no promeniti metod dokaza. |

Kao 3to Jje releno, u Il delu su u ecdnosu na I deo poja-
dani uslovi koje Jezgro operatora (ii) treba da zadovoljava.
Pri takvim uslovima moguée je bibtno prosiritl domen operatora
(K,); tako da on sada obuhvate i (lokalno integrabilne) funk-
cije koje, kad xl»e, ne rastu brze od nekog polinoma, U III de-
1u dokazujemo da lokalna teorema saturacije vazi i na tim
preostorima, |

Primetimo Jos da Jje uvek moguée naél linearan operator:
¢iji Jje stepen saturacije proizvoljno mali, Polazeéi od operato-
ra sa stepenom saturacije O(p ™) i obrazujuéi na pogodan nadin
linearne kombinacije tog operatora, dobijama operator &iji e
stepen saturaclije O(e¢ ™) .(v.odeljak 3.). To je znadajno jer omo-
guéiuje da se za svaku "dobru" funkciju f nadje linearan operator

koji ¢e je dovoljno dobro aproksimirati.
U decdacima navedimo neke opfite definicije 1 teoreme na

koje se u radu pozivamo sa [Dod...) .

U Tabeli je dato nekoliko primera najpoznatijih singular-
nih integrala i pokazano koja svojstva od navedenih u radu oni
imaju i koje teoreme zadovoljavaju.



L. GLOBALNA TEOREMA SATURACIJE

1. O s novna £t e orema

U ovom odeljku dokazujemo teoremu saturacije za konvolu-~
cione operatore. Posmatramo aproksimacionu razliku

Ko £ (x) = £(x) (1)

gde je K. konvelucioni operator (Uvod (ii)) i ispitujemo brzinu
kojom tad izraz teZi nuli, kad p—s ( u nekom prostoru X(R)).

Problem saturacije (Definiclja 1.2.1.) sastoji se u nala-
zenju optimalnog reda aproksimacije, kojl mogu postici operato-
ri X,, 1 opisivanju klase funﬁhija,'na kojima se taj optimalni
red postiZe. Pronalazime osobine koje ima funkeija £, ako je
poznato da se operatorom X, moZe aproksimirati do na optimalan
stepen (inverzna teorema) i, obratno, pokazujemoc da se funkeija
koja ima te osobine, moZe aproksimairati pomoéu K, do na optima-
lan stepen {direktna teorema). Tako da je tvrdjenie, kojim se
opisuje klasa saturacije; jedan stav ekvivaleﬁcije (direktna te-
orema je tafna konverzija inverzne).

S obzirom da se radi oksnvolucionim operatorima, nije te-
sko pretpostaviti da ¢e Fourierova transformacija biti od velike
koristi. Zaista, ovo je takoreéi idealan problem, na kome se
potpuno mo¥e iskoristiti modéna tehnika Fourierove analize. Fou-
rierova transformacija konvolucije K,f = fxk  jednaka je (obi-
Enom) proizvedu Fourierovih transformacija £ 1 k . Na ta] nadin
je razdvojena furkeija f od jezgra k, 1 ponasanje aproksimacione
razlike svedeno na prouéavagje pona%agja njene Fourierove trans-
formacije (Krf - 8)Mw) = (k(v) = 1DE(v). To dovodi do uvodje-
nja uslova (S) i (M) (Definicija 1.2.2.), koje Jjezgro treba da
zadovoljava da bi operator bio saturiran.

Mada &emo se ograniditi na prostore LP(R), C{R), metoed
izlaganja je takav da se mo%Ze neposredno uopstiti i, naprimer,
na odgovarajuée prostore periodidnih funkcija ili funkecija vige
promenljivih,

Metod dokaza jedinstven je za sve navedene prostore; ipak
malo je teZe primenljiv u prostorima LP(R), p> 2, za koje Fou-
rierova transformacija ne postoji u klasiénom smislu, kao
funkeija. Lema 1.5. omoguduje da se taj problem prevazidje.



(Ova lema je, inade, specijalan sludaj Stava 6.2.6. koji nam
na slidan nadin omoguéuje da operifemo 1 sa Fourierovim trans-
formacijama funkcija iz klasa 3Zrih nego 3to su IP prostori).

U odeljku 1.7. pokazujemo da se na slican nadéin mogu tre-
tirati jos neki operatori, koji su prividno drugacdijeg tipa.
Ovo &e se pokazati narolito korisnim u karakterizaciji klase sa-
turacije (v. odeljak 2.)

1.1. Uvodne definicije i oznake

Neka je R realna prava. Za funkecije f,g,... pretpostavi-
cemo da su definisane na R i merljive.

Lp(R),*15;pé¢m, su prostori funkcija, ¢éiji je p-ti stepen
(za 1< p< e} integrabilan (u Lebesgueovom smislu) na R, odnosno
(za p = v} prostor funkcija bitno ogranidenih na R, sa uobida-
jenim normama.

CO(R) je prostor neprekidnih funkcija, za koje vazi
j%%ﬂﬁf(x) = 0, Sa sSupremum ROTMOM. _

BV(R) je prostor funkcija ogranidene varijacije na R;
norma funkecije iz BV(R) jednaka Je njenoj totalnoj varijaciji.

Prostore LF(R), 12 p<w, i C (R) éemo ukratko ohelefa-
vati sa X{(R). Ako je feX(R)}, tada vazi llmﬂf(x+h} - £ = 0.
Ovakvu"neprekidnost po normi"” nemaju funkclae iz ”(R) 1 BV(R).

Familija (k )geI funkcija kfeL(R) naziva se jezgro, ako
je \ka(x)dx = 1, yeI. (Ovde je IcR neki skup indeksa, za koJi
je = ta"ka nagomilavanja. U daljem Ce se, i kad nije posebno
naglaseno, podrazumevati da p prolazi skup indeksa I i tezi
beskonadnosti.)

Svako Jezgro (k&) cdredjuje jednu familiju ogranilenih

linearnih operatora K X(R)— X(R), definisanih sa

K £(x) = Lf(x-t)kr(t)dt
[Dod.A.2.] Familija operatora (K,) naziva se singularni intepral.
Klasa singularnih integrala moZe se profiriti, ako se za jezgro,
umesto funkeija iz L(R), uzmu funkcije p,e¢BV(R). I u ovom slu-

| daju dobro je definisana konvolucija.}% sa funkcijama f iz svih




1.1,

prostora X(R) [Dod.A.1.] i tako odredjena familija ogranidenih
linearnih operatora (M,). Radi jednostavnosti, zadriaéemc =
uglavnom na sludaju jezgara iz L(R); prelaz na navedeni opitiji
sludaj sasvim.je jednostavan (v. 1.7.)

Jezgro (k.) Jje pribliZan identitet (approximate identity),
ako njegov singularni integral predstavlja Jedan aproksimacioni
proces u X{(R), tj. ako za svako feX(R) vaii

1im |K f fi‘X(R) = Q (2)

( mdhad
Dovoljan uslov da jezgro (kr) bude priblifan identitet
jeste, naprimer,

lim f k (x)dx = 0, za svako ¢ > O.

Prv iy !
Predmet proudavanja celog prvog odeljka Je brzina, kojom

izraz (2) teZi nuli. Pokazazée se da ta brzina zavisi od ponafa=
nja Fourierove transformacije jezgra (ky). Pri tome se, za Ie¢X(R)
Fourierova transformacija f definise

S

f(v) = :Lf(x)e"ivxdx . veR

Za funkciju BV(R) definiSe se Fourier-Stielitjesova
transformacija o
' v Co=dvx :
w(v) = _Le a(x) , ViR
| Ze funkciju feLP(R), 1<p< 2, Fourierova transformacija
je oma funkecijae feLq(R) (1/p + 1/q = 1) za koju vaii

1im Hf(x) - rf(u)e 1 du|!Lq(R) = Q (3)

P
Z:2. LP(R), P> 2, granidna vrednost u (3) ne mora da posto-
Jji. Pod Fourierovom transformacijom funkecija iz tih prostora
podrazumevacemo Fourierovu transformaciju u prostoru 3’ftempe—
riranih distribucija [Déd.C.}J
Koristicemo sledede definicije
L je skup svih beskonacno diferencijabilnih funkecija
sa kompalktnim nosadem u R.
Vi je skup svih beskonadno diferencijabilnih funkeclja
h definisanih na R, takvih da suplxt Jh(J)(x)Lama, n,jeN.
y?ge prostor neprekldnlh linearnih funkcionela na
(na kome je topologija definisana kao u [Dod.C.1.]).



Uvedimo jos oznake

| BV(R), =za X(R) = 1) (R)
I(X,R) = {IP(R), za X(R) = IP(R), 1<p < v (%)
L7(R), za X(R) = C (R)

Prostor Y(X,R) je spregnut Banachov prostor koji sadrizi
X(R). Za Banachov prostor A ka%e se da je spregnut, ake postoji
Banachov prostor B, takav da je B”™ = A, Ponekad éemo za to pisa-
ti B = AT, Primetimo jo5 da je norma prostora X(R) jednaka re-
strikeiji na skup X(R) norme iz Y(X,R).

Koristidemo i skraéene oznake X, Y(X) i slidno, svuda
gde to neée dovestl do zabhne.

1.2. Saturaciia; svoistve (S8)'1 (M)

Definicija 1.2.1. Neka je (K?) singularni integral na X(R),
Kazademo da je singularni integral (Kf) saturiran u prosto-
Tu X(R), ako postoji pozitivma funkcija ?(f) = fr* koja tezi
nuli kad p »e tako da su ispunjena slededla -dva uslova

(1) ako K £ - fly = o(¥e ),9 » e, tada £ pripada trivijalnoj
klasi T(K,,X) ={feX]| K, f = £}.

(i1) skup S(Kp,X) = { feX{ ||K £ = flly = O(Sof),?-*-m} sadrzi
bar jedan netrivijalan element.

O(y,) se naziva red saturacije, a S(X¥,,X) klasa saturaci-
je singularnog integrala (K,) u prostoru X(R). Problem saturaci-
i2 sastoji se u nalaZenju reda i opisivanju klase saturacije.
Primedba. Pojam saturacije moze se definisati v mnogo opstijim
okvirimat naprimer kada Je prostor X preoizveljan Banachov pros-
tor, a (X,) proizvoljma familija operatora na X, koja jako (u
operatorskoj topologiji) konvergira ka identicénom operatoru,.
Lako je videti kako bl definicija saturacije glasila u tom slu-
geju. ML demo se, medjutim, iskljudive bavitli singularnim inte-
gralima. |

U daljem Ce ¢, uvek biti pozi¥ivna funkcija, koja teii
null kad ¢=»w; a v ée bitl apsolutno neprekidna funkcija na R,
kcja u beskonacnosti ne raste brie od nekog polincoma i takva
da je Y(v) =0 v =0,
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Definicija 1.2.2.

Svojstvo (8)
Jezgro (kf) ima svojstvo (S) ako ispunjava sledeée uslove
(i) (kf) je pribliZan identitet
ii) postoje ¢, i ¢ sa navedenim osobinama takc da

1im Eel¥) = gy
pr= Sﬁ’r

Svojstvo (M)
Jezgro (k) ima svojstvo (M) ako
postoje ¢, 1 y sa navedenim osobinama i postoji familija (4, )
funkeija A.eBV(R), za koju vazi “3\?“3v = 0(1), uniformno po
$, tako da

~ I (v) - 4
v) = ~&
V) = S )
Naredna teorema ustvari tvrdi da je singularni integral,
ije jezgro zadovoljava uslove (S) i (M), saturiran. Istovremeno,

opisuje se klasa saturacije pomoéu Fourierove transformacije

funkcija koje JjoJ pripadaju.

Teorema 1.2.3, Neka je (K,) singularni integral na prostoru
Z(R) i neka njegovo jezgro (k,) zadovoljava uslove (5) 1 (M).
(1) ako |[Kef = flly = oly, ), kad p >, tada feT(Kp,X)

(ii) ako {K,f - f][:{ = 0(¢, ), kadp—=>o, tada JgeT(X) é =\p§
.(iii') ako Fgel(X) & =~|:§ tada llei‘ - fIIK = O(?f),

Teorema &e biti dokazana u odeljku 1.5, Vidimo da singularni

integral (K,) ima red saturacije 0(¢, ) 1 klasu saturacije
S(Kp,4X) = {f&}{[ Jge¥(X) g =~{/f}

Na osnovu ove karakterizacije klase saturacije dobijaju se

u odeljku 2, druge karakterizacije i to pomoéu svojstava same

funxcije f, a ne njene Fourierove transformacije (v. naprimer
Teoremu 2.2.4. i Teoremu 2.4.3,).

1.3. Glavna lena

Jedan od dva osnovna koraka u dokazu Teoreme 1,2.3, za-
sniva se na sledecoj lemi, Ova govori o tome da iz x-~slabe kon-
vergencije funkcija sledi konvergencija njihovih Fourierovih
transformacija. Zbog toga sto Jje Fourierova transformacija raz-—

1lic¢ito definisana za razne prostore, lema ima tri dela,



A. Neka je Y jedan od prostora IF, 1< p< 2. Neka familija (f )
funkcija IfpeY konvergira »slabo ka f u Y, p—>vce,i neka ge

lim £.(v) = y(v), za skoro svako veR. Tada
goe T

}iQ_f (v) = f(v) , 228 5.5. veR
Dokaz. Neka ff-—’f-h :E', p >vw, tj. za svako he Y vaii
lin [f (x)h(x)dx = jf(x)h(x)ax ‘ (5)

Kako je,&%:f [Dod.D.E] relacija (5) &e pogotovu vaiiti za
svako he J. Odatle, primenom Parsevalove Jednakosti EDOd.B.?J
sledl

1lim jf (v)h(v)dv = jf(v)h(v)dv , ¥ he ff

prv -

Toito Fouriercva transformaclaa predstavlja izomorfizam prosto-
ra J na sebe [ﬁod. Ce 5:], poslednaa relacija Je ekvivalentna sa

llm.‘ff (vig(v)dv = .ff(v)g(v)dv . gé:j? (6)
5 druge strane, pD pretpostavei je

lim T 7Y = ¢(v) za S.S. veR | (7)

P oron
Kako iz xslabe konvergencije (ff) v Y sledi uniformna ograni-
fenost te familije po normi

(L - (8)
primencm Titchmarchove nejednakosti h%ﬂ < Hf” [Dod.B.%J

sleulit%h < M; tako da moZemo prlmenltl teoremu iz Dod.D.5.
i iz (7) doblt;ﬂ

%iﬁhJ;%gv)g(v)dv =hjfy(v)g(v)dv ¥ge S (9
sada (6) i (9) daju .
Ff(v)g(v)dv' = j ;ga(v)g(v)dv Yge N
a odavde [Do&'fm.] sledi
E(v) = ¢(v) z8 S.S. VeR
a to je 1 trebalo dokazati.

B. Neka familija (fr) funkecija %FBV konvergira x-slabo ka f u

A
Bv,jrﬂbvi neka je lim fP(v) = ¢(v), za svako veR. Tada

lim f (v) = f(?)

L



Dokaz. Neka f——=f,f-¢aa, ti. za svako heG vazi
lin jh(x)d_f (x) = 5h(x)df(x) (10)

Kako, oc1gledno.yﬁ.c , relacija (10) ée pogotovu vaiiti za sva-
ko net . Cdavde, prlmenom Parsevalove jednakosti [Dod.B. 71 sledl

1im ji‘f(v)h(v)dv - If(v)h(v)dv
—m
a slicéno kao u dokazu dela A, dobijamo

11n ['2, (mg(var - [Fretvras veel (1)

Po pretpostavei, pak, imamo

lim f (v) = p(v)

_}.pn

tako da, poito je lff(v)]_l\fr\\ gy [D0&.B.3] 1 I£,]| n=M (zbog
«-slave konvergencije familije (ff)), moZemo primeniti ILebesgue-
ovu Lecremu ¢ dominantnoj konvergenciji i dobiti

b

lin _jwff(v)g(v)av =__"f50(v)g(v)dv Vee £ (12)
Relacije (11) 1 (12) daju ww |

[ Feay - [y (mevrav Vgef
Iz oveoga, kaohl malopre, dobijamd

E(v) = @ (v)

C. Neka je Y jedan od prostora IP, 2<p <. Neka familija (f,)
funkeija f,eY konvergira x-slabo ka f u Y, kad g —»w». Tada

f'ﬁ'f fqm,u.y/
Dokaz. Neka ff——= £, g—w,y odnosno za svako heY™ ~ vazi
11m Sff(v)h(v)dv = ~ff(v)h(v)dv

Kakeo je opet ffCY' , onda poslednja relacija pogotovu vazi za
svako heJ . To zna®i da f konvergira ka f u Drostoru.f’(f~#w),

g
a to je ekvivalentno sa §f~9f u yj,f-éaa. LDod C. 5]



1.4, Saturacija u drugim prostorima

"= slilan naéin kao prostore X{(R)} (funkcija definisanih
na R) mozemo posmatrati, naprimer, i odgovarajuée prostore peri-
odidnih funkecija. CbeleZimo sa X(T) prostore TLP(T), 1<¢pce i
C(T), gde je T Jedinidni krug u kompleksnoj ravni. Sve dosada-
snje definicije 1 {vrdjenja mogu se doslovce preneti i na ove.
proestore, same ako as svuda R formalno zameni sa T.

Pogledajmo nekoliko primera. Jezgro (k,) bile sastavlje-
no.od periodidénih funkcija, koje pripadaju L{(7). Singularni inte-
pral se definife, za svaku funkeiju feX(T)

ing
K L(x) = :(f(x-t)kf(t)dt

Fourierova transformacija funkcije £eL(T) Je u ovom sluZaju
jednaka nizu Fourierovih koeficijenata £(k), keZ. Tedkole u
definisanju Fourierove transformacije za ostale prostore A(T)
nestaju u ovom sludaju, s obzirom da je X(T)CL{(T) (zato &%to
je T kompaktan skup). Fourierova transformacija za £eX(T7) defi-
nife se kao za funkeciju iz L(T).

Uslovi (8) i (M) glase na isti nadin, akeo se promenljiva
veR zameni diskretnom promenljivom keZ. Pomolu Teoreme 1.2.3,
dobili bpismo u ovom sludajn karakterizaciju klase saturacije

S(K,,X(T)) = £eX(D)] 3 ger(X,m) glk) = W(OIL(k)

Dokaz Leme 1.%. mnogo Jje Jednostavniji s obzirom da ne treba
Tazlikovati slucajeve. Evo kako bi glasila ©ta lema
Kelka je Y(T) jedan od prostora IP(T), 1< pees, BV(T). Neka
familija (£,) funkeija £Y(T) konvergira »slabo ka f u (T,
f—-om. Tada je };’mmff (k) = £(k).

Dokxaz. Ako jrfi f,p—w, onda, po definjicijl wx-slabe konvergen-
cije, za svako heY(T)™”

B
i}_‘iiﬂ‘jff (£)n(t)dt = _T_!f(t)h(t)dt

-1tk

. . R
Kako funkcije e , keZ pripadaju svim prostorima Y(T) ,

ondz iz poslednje relacije sledi
T - -
lim [ £.(t)e™I0Hgy - Jeeye~itkat
P2 ' -

odrnosno » ~
lim f (k) = f(k) kel
f—}uﬂ §
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frimetimo da se i1 dokaz teoreme saturacije (v. 1.5.) i
sve karakterizacije klase saturacije (v. 2.) mogu dobiti na
slican nacdin i za periodidme funkcije. Dalja uopitenja dobijamo
ako R i T zamenimo sa R i T% i prosmatramo funkcije definisane
na tim prostorima. L-’-I—J .

Mi ¢emo, da ne bi komplikovali pisanje, i dalje posmetra-
ti sarmo prostore X.(R).

1.5, Dokaz tecoreme saturaciie

1.5.1, Dokaz Inverznog dela teoreme saturacije

Dokazujemo deo (ii) Teoreme 1.2.3.

Kao sto je u uvodu redeno, saburaciona svojstva singu-
larnog integrala neposredno zavise od ponasanja Fourierove
transformacije aprocksimacione razlike. Primencm poznatog pravi-
la o Fourierovo]j transformaciji konveolucije fﬁod.B.G;] dobijano

f - A * --’: 1:; -1 3

Befmfyn(e) o R = I0) . Bl =15 (13)
Jp ?f‘ -Sa.f'

Sada je jasno kako treba upotrebiti uslov (s8). U sludaju kada

je Fourierova transformacija f funkcija (tj. u prostorima 1P,

1< pe 2) neposrednim prelaskom na limes po ¢ u (1%) dobijamo

1im ( ZeE o £ ya(e) 2 Yv)E(e) (A5)

[l e SO_P

U prostorima LP, p>2 1 C, sve glemente jednakosti (13)
treba shvatiti kao temperirane distribucije. U ovom sludaju
nema smisla govoriti o konvergenciji tadka po tacka, nege tre-
ba pokazati (na osnovu uslova (8) i (M)) da izraz (1%) konvergi-
ra u prostoru 7. pa je 50 zaista tako vidi se iz sledede leme
1.5, (koja isbovremenc opravdava i mnoZenje distribucija u (13)).

S druge strane granidna vrednost izraza (13) (Fouriero-
va transformacija aproksimacione razlike) moZe se, osim kao u
(14) ,dobiti na jod jedan nadin. Tome sluzi lema iz 1.3,

Zaista po pretpostavci teoreme imamec da za funkciju £

vazi UKff - fliy = O(?f). Kako je X< Y(X) (v.(#)), a norma pros-—

tora X jednaka restrikciji norme iz Y(X), neposredno se doblja
se da vaii i UKff - f“Y(K) = Q ($r)' Poito je zatvorena kugla
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v spregnubom prostoru Y(X) s#-slabo kompaktna [bod.D.&D , zakxlju-
Cujeno da postoji funkecija ge¥(X) i niz fé—a°=@4wtako da

Kof - £ .
e T 8, 7, u Y(X) (15)

Ako sada lemu 1.5. primenimo na x~slabo konvergentan niz (15)
dobijamo

. K.T - £\aA "
lim (== = )
T (16)
Tako, izjednacujuél granidne vrednosti u (14) i (16) dobijanmo
g =¢f (za neko ge¥ (X))

Lewa 1.5. Neka jezgro (k,) zadovoljava uslove (8) i (M). Teda
za funkeciju £ 1z Jjednog od prostora P, 2< p <oee, Co vazi

M

vim (Bef =5y yip ke =1L uf L u S (17)

Dokaz. Treba dokazati najpre da svi izrazi u (17) imaju smisla,
ti. da Je Fourierovu transformaciju f funkeije f iz P prostora
moguée mnoziti funkcijom ¢ (apsolutno neprekidnom i u beskona-
nosti ogranicenom rekim polinomom), a tekodje i funkeijom k
i da tada vazi ucbilajeno pravileo za Fourierovu transformaciju
konvolucije. (v. Primedbe na kraju odeljka).

Pokazacemo najpre da Je sledeéim izrazom

{T,h) = ff(v)(vh)“(V)dv . he S (18)

definisana Jedna temperirana distribucija. Zaista, lako Je
nroveriti da je f/(1+fx§)eLﬂ tako da (18) procenjujemo sa

[T 0]« sup (M+lxl )I(?h)“(x)l_fm\f(X)\ /(1+1x)) dx (19)

Sem toga funkeija ¢ je lokalno ogranicfene varijacije
(po“to je apsolubno neprekidna), a iz pretpostavke ¢ ogranicfeno-
sti njenog rasta u beskonalnosti, moze se zakljuciti da postoji
nell tako da je ¢ (x)/(1+ | Y¢BV(R) . Tako da je

(L0 m) G = [ () pdn@)e™as| | [uedncs)ace™")

= [ [ e a(p(emen!| ¢flae)me))] <

+ sup (e 8l DR 1AW @)/ 151 ™)) + sup ‘Zﬂl—%j\d(ﬂ-ﬁﬁn)h(t)i
X -5 I v

< ¢ sup (1+lt1j)1h(i)(t)} |

gde je i = 0,1 a J dovoljno vellko,
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Iz poslednje relacije i (19) dobijamo
KT,5)] = ¢ sup (14101 9) m{1) (6] i,3eN

sto dokazuje da je T neprekidma linearna funkcionela na prosto-
T y?[Dod.C.ﬂ.]
Temperiranu distribuciju T obeleZavaéemo sa q-%.

N §a sli¢an nafin moZe se definisati temperirana distribu-
clia k-f, Nilje teXko dokazati da je ovako definisan proizvod
neprekidan po oba faktora (v. [ﬂ§ I str.117]),

Neka je dalje (fn) niz funkcija fﬁeLﬁﬁLp koji konvergira
ka funkciji £ u I prostoru. Za funkcije £, vaii

(k*fn)ﬁ = kL (20)

Primenjujuéi lemu 1.3.C. na nizove (kxf.) i (fn) (koji konver-
giraju jako u prostoru IF; a obtuda konvergiraju i x-slabo)
dobijamo . )

(k*fn)“_} (k= £)" i fn—-.a-.% ., n— oo 1 jﬂ
Frelaskom na limes po n u (20) dobija se pravilo o Fourierovo]
transformaciji konvolucije

(k*£)* = k-F

zZa k&Lq, fel.P, (51iéno se dobija za feCD).

Tako smo dokazali prvu jednakost u (17). Da bismo dokaza-
1i drugu dovoljno je, s obzirom da je operacija mnoZenja nepre-
¥idna, pokazati da

>

/
%im ;Lﬁzmi = # m ff (21)
— O ’

Iz uslova (M) i osobine Fourier-Stieltjesove transfor-
macije [Dod.B.EJ sledl

LR LRSI AP
L3

Pos® je po pretpostavei funkeija ¢ neprekidna i ne raste
brZe od polinoma, lako je uvideti da za proizvoljno héj{vaii
xyheLq. Primenom Lebesgueove teoreme o dominantnoj konvergen-

ciji sledid o

EEE ;Lh(v)¢(v) k;(ﬁg(;)4 dv = Sh(v)y(v)dv
¢ - v

a to je upravo (21)., Time Jje lema u potpunosti dokazana.

§
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1.5.2. Dokaz "o" dela teoreme saturacijie

Dokazujemo deo (i) teoreme 1.2.3.
Iz pretpostavke da jezgro (k,) zadovoljava uslove (S) i
(M) dobili smoé u prethodnoj tadki (relacija (14)) da

. Kol — f(an
lin(== = £ 22

Iz pretpostavke u (i) da za funkeiju f vaizZi
1£§‘HKff?_ f"x = 0, sledi da i v Y(X) llm “K f?“ f“Y(K) .
! Famlllja (Kff? f) koja konvergira J&kO uFY(X), pogotovo
konvergira x-slabo uj%om prostoru 1 x-slaba granicna vrednosst

takodje je Jednaka nuli. Primenjujuéi Lemu 1.%. dobijamo

timKef = £ _ 5
f}’l'&( fff ) 0 ( 3)

Iz (22) 1 (23) sledi .
vt = 0 (2%)
Fo pretpostavei za funkciju vaii Y(v) = 0 & v = 0, pa se iz
(24) dobija da je supp £7¢{0}. Otuda [Dod.C.6.  sledi da je f
polinom. Kako je Jjedini polinom koJji pripada prostorima X(R)
nula, imamo da je trivijalna klasa
T(K,,X(R)) = {0]
Time je dokazan deo (i) Teoreme 1.2.%. i istovremeno

oplsara trivijalna klasa.

1.5.%, Dokaz direktnom dela teoreme saturaclje

Dokazujemo deo (iii) Teoreme 1.2.3.
Neka jJe (ﬁf) familija funkcija A.€BV, koja prema uslovu
(}) odgovara Jjezgru (k.). Tada mozemo definisati familiju ogra-
nidenih linearnih operatora L,: Y(X)— Y{(X)
Leg = g= 4, , geY(X)
Tz uslova (M) tada sledi

T e . < '
Iskoristimo sada pretpostavku u (iii). Neka Je ge¥(X)
takva da je & = ¢f". Tada imamo

(E% d.:b\f)‘“ = p. “" \Pf"‘ .'E:..E..______i - f“ k‘; - - (Kff - f)a (26)
‘?{JLI'/ . (jﬂr Sg.f
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zde sve funkcije koje udestvuju u (26) moZemo shvatiti kao
elemente prostora 3pri Fourierovu transformaciju posmatrati u
tom prostoru. (Pri tome se kao u dokazu Leme 1.5, dokazuje da
su svi proizvodi distibucija u (26) dobro definisani), Iz (26)
sledl da u prostoru Y vazi

K,f — £
7 (27)

a kako su i leva i desna strana u (27) funkcije iz Y(X), onda

E;* daf =

(27) vazi i u ¥(X), pa imajuéi u vidu (25) dobijamo
]K f -1F

”Y('{) = ”g* 5--7’;“3(K) = 0(1)

Medautlm, funkcija K .f -~ f pripada prostoru X, tako da
konadéno imamo

”Kff —_ fﬂx = ”Kff — th(X) = O({]’f)

gto e 1 trebalo dokazati.

1.6. Klasa K(Kf,x)

Definicija 1.6.1. Za singularni integral (Kr) na prostoru X

definijemo klasu konvergencije

K(KE,X) = {%eXl JzeX llmIlefgg f_ g“x = é} (277)

Py

Ofigledno klasa K(K¢,X) je podskup klase saturacije
S(K,,X) i sadrii trivijalnu klasu T(KeyX) (v. Definiciju 1.2.1.).

Pretpostaviéemo da jezgrTo (X%,) zadovoljava uslov (8) 1
slede¢i uslov, nedto jaél od uslova (M) (za ¢, iy opet se pret-
postavlia da su kao u 1.2.)

Definiciija 1.6.2.

Svoistvo (M7)
Jerzro (k Y ima svojstvo (M") ako
postoje gf i ¢ sa navedenim osobinama i postojl familija (3 );
funkeija QfBV, koja je pribliZan identitet, Tako da

A _ kifv) - 4
Alv) = ¢, YY)




- 17 - " 6.

Teorema 1.6.3. Neka jezgro (k ) singularnog integrala (K )
zadovoljava uslove (S) 1 (M°). Tada je |

K(KJ,X) =.{f£X dgeX 2 =xyf“}

Ovaj opis klase konvergencije analogan Je opilsu klase

saturacije iz Teoreme 1.2.3.
Dokaz. Neka feK(K,,X). Tada po defimicijli postoji geX tako da

KT - °F
Iz (28) sledi |
Ref =% g %2 0 ,¢ 0, u Y(X)

: Y
(to zakljudujemo na isti nadin kao 1 dokazu "o" dela teoreme
saturacije (1.5.2.)). Primenom leme 1.3. dobija se da konvergi-
ra niz Fourierovih transformacija |

Eef = £ _ _\~ _
lin ( Kol g)" = O - (29)

S druge strane, podto jezgro (k,) zadovoljava uslove
Teoreme 1,2.3. vazi relacija (14) dobijena u dokazu te teoreme

L4

g

tako da iz ovoga i (29) sledi
yE* = 8 | (30)

Obratno, neka postoji geX tako da vaii (30). Tada u
prostoru 1 imamo

Kef"'f P k“‘—q A k?-—'} v
- = L f - = Ty el =?l- -
(B2 €) % g FLm -8 N80
(gde je opet, slidno kac u Lemi 1.5. moguce obrazloZiti mnozZe-

’
nje distribucija). Tako da u prostoru ¥ vazi

fl=Z _g-gran -5 (31)
¥

a kako se na obadve strane Jednskosti nalaze funkclije iz X,

relacija (31) vazi i u prostoru X.
Po pretpostavel je (A,) pribliZan identitet, tj.

i = O
gl_}lm “% * d 3\5. g ”X
a onda iz (31) sledi

lim-HKffﬂf = - gly =0

§ > o0

g to je i trebalo dokazati.
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Definicija 1.6.4.

WX, ¢) = {fe}{\age}{ g = \pi“}
V(X, y) = {féXngY(I{) g = xpi""} |

Teoreme 1.2.3. 1 1.6.%. govore da je za singularni inte-
gral (Kr) ¢lje jezgro zadovoljava uslove (S) i (M") klasa sa-
turacije jednaka V(X, ¢ ), a klasa konvergencije jednaka W(X,vy ).

1.7, Jedno uopstenge

Neposredno je jasno da Teoreme 1.2.3, 1 1.6.3, vaZe i
za nesto opStije operatore (M )(pomenute u talki 1.1.) kod
kojih su Jezgra sastavljena od funkeija M,eBV. Treba samo na
analogan nacin definisati uslove (8) 1 (M).

Mi se neéemo zadriavabtl na tom sludaju, nego éemo odmah
jos malo prodiriti skup posmatranih operatora. Naime, aproksi-~
maciona razlika M.f(x) - f(x) mo%e se predstaviti u obliku

JrGet)av: () . ogde Je  dv, () = () - ad(t) (32)
a 5 Dlracova funkclga. 2a UE;B? vazi
.fdx:(t) = de%(t) —-fdo(t) -1 =0

Sada umesto funkeija V. , koje su specijalnog oblika (32), posma-
tramo uopste funkcije v,eBV, takve da je ﬂj_ av, = O,

DefinisSemo operatore Nr‘ X—>X sa N.f e £+ dv, . Ako Jo=
pretpostavimo dasllmjld\f(u)] 0, z& svako & » O, nije tesko pro-

st
veritl da za operatore N,vazi

lim | N f"X = 0

- 00

Vidimo d; famlliaa (No) ne predstavlja aproksimacioni
proces, kao $to su to (X,) 1 (M,), koje kad ¢ e konvergirzaju
(Jako) ka identiénom operatoru I; familija (N,) konvergira ka
nultom operatoru. Ipak, na istl nadin keo &to se iz brzine kon-
vergenclije ka null aproksimacione razlike [K,f - il mogu dobiti
osobine funkcije f, tako se i iz brzine konvergencije ka nuli
izraza HfoH mogu dobiti svojstva funkcije £. U tom smislu
moZe se definisati pojam saturacije i za familiju (N,).

Lako je videti da bi uslovi (S) i (M) u ovom sludaju
izgledali (za ¢ 1y vate opet pretpostavke iz 1.2.)
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Definicija 1.7.1.
Svojstvo (Sol
Familija (Y, ) funkeija v,eBV takvih da je [dv, = O ima

svojstvo (S ) ako
(1) (%) ,je takva da 1im INe£lly = ©

(i1) postoje ¢¥. 1 V¥ sa navedenim osobinama tako da
lim j&iﬁl = (V)
g ??
Svogstvo (M )
Familija (V,) funkcija Ve BV takvih da je quf = 0 ira svoj-
stvo (MO) ako postoje ¢, i ¢ sa navedenim osobinama i femi-
1ija (3,) funkcija 2BV tako da je |}?uf||w$w i

v VV'V
%ﬁv) - ?jéﬁ%)

Za. operatore N, se na igti nacdin kao u 1.5.-1.7. dobija

Teorema 1.7.2. Neka familija (vf) funkeija ﬂJEBV ima svojstva

(SD) i (Ho)' Tada za operatore Nof = fx dv,
vazi

(1) M[Weflly = olg) -»= Nef =0

(11) IV, flly = 0(g) &= £eV(X,¥)

(111) JegeX 1im 15E ~ gy - 0 = feulx,v)
- @ ¢

na prostoru X

1.8. Primedbe_

Metod dokaza teoreme saturacije,izloZen '~ u ovom odelj~
ku, dobro je poznat (bar 3to se tile prostora IP(R), 1¢p<2).
Osnovna dva koraka u dokazu inverznog dela dobijaju se pomodu
Leme 1.3, i pomolu teoreme o X-slaboj kompaktnosti zatvorene
kugle [Dod.D.#{]. Za. direktnl deo presudnu ulogu igra uslov
(M). Pokazuje se fak da Je taj uslov neophodan ([3],str.458).

| Mi smo pokulali da isti nadin dokaza primenimo i na
prostore LP(R), p>2. Fourierove transformacije funkcija iz tih
vrostora posmatramo kao temperirane distribucije. Poznato je
iﬁE] da. se temperirane distribucije u opstem slucaju mogu mno-
ziti samo beskonacdno direfencijabilnim: funkcijama koje imaju

polinomijalan rast u beskonalnosti, dok na% nadin dokaza
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zahteva mnoZenje funkcijom L (v) (v. (14)), koja je u tipi&nom
sludaju jednaka [v|™,«>0 (i oligledno nije beskonadno dife-
rencijabilna. All, kako funkcijomy i nije potrebno mnoriti
sve vemperirane distribucije nego samo one koje su Fourierova
transformacija funkecije iz 1.P prostora, pnkazuje se da Je u tom
sluceju moguée dobro definisati proizvod (Lema 1.5,.).

Ovad problem su na neito drukdéiji nadin resili GORLICH
(6] (on funkciju i\vi ™ zamenjuje funkecijom (1+v2)n/2, koja nema
singularitet u nuli, s %im da dokazuje da ove dve funkcije da-
ju iste klase saturacije) i BOMAN (2] (koji je dokazao da se
za funkeije iz LP moZe definisati konvolucija, onim distribu—
cijama iszz koje su ustvari Fourierove transformacije neke
homogene funkecije),

T1e2. Postojili jezgro koje Jje pridbliian identitet,a ne zadovo-
ljava uslov (8) (L3],str.478). Takodje postoji jezgro koje za-
dovoljava uslov (8), a ne zadovoljava uslov (M) |15,

1.6. O klasi konvergencije ée joZ-bitl dosta govora, narolitd
u odeljku'2.5. 0 relativnom kompletiranju. Péznavanje klase
konvergencije omoguluje da se odredi klasa saturacije i1 u mno-
g0 opitijem slucaju kade operabori nisu konvolucioni, a apro-
ksimacija se vr5i na bilo kakvom intervalu (kada, dakle, nije
moguée primeniti metod Fourierove itransformacije)}. Tipilan
primer takvog nadina dokazivanja je teorema saturaclje za
Bernsteinove operatore ([g]l, relacija analogna (27°) naziva se
u ovom sludaju relacijom Vorcnovske); ili tecorema saturacije
za semigrupe operatora na proizvoljnom Banachovom prestoru

( (3] ,str.502); ili pak za konvolucione operatore (SHAPIRC (137,
str.28), Ovaj metod dokaza teoreme saburacije, zapravo metod
relativnog kompletiranja (v. odeljak 2.5.2.,) moZe se po uni-
verzalnosti meriti sa mebtodom Fourierove transformacije,

1.7. TUvodjenje operatora X, omoguéice da se neki "diferen-
cijalni® operatori (neprimer, Riemannov (2.1,) ili Rieszov
(2.4.1,)) tretiraju na isti nadin, kao konvolucioni operatori.
Ovo ¢ée biti narodito korisno pri karakterizaciji klase satu-

racije.
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2. Karakterizacijija klase saturac.i J e

Refavajuéi problem saturacije za singularne integrale,

u odeljkuw l. dosli smo do klasa V(X(R),fy)={f&X(R)Lﬂg&Y(K) %m#%}.
Sada bismo zelelli da te klase opi‘emo pomodéu same funkcije f,
unesto njene Fourierove transformacije.

Primedujemo odmah da za razlidite singularne Integrale
dobijamo istu klasu V(X(R), v), ukoliko ti singularni integrali
imaju w uslovu (S) istu funkeciju V. O8igledno, svojstvo "singu-
larnim integralima (Kf) i (K}) odgovara ista funkcija ¢" pred-
stavlja Jjednu relaciju ekvivalencije u skupu svih singularnih
integrala. Tako, svaka karakterizacija klase V(X(R), Vv ) pred-
stavlja kerakterizaciju klase saturacije za sve singularne inte-
grale iz klase ekvivalencije bdredjene funkecijom V. Takodje,
¢injenica da se f aproksimira do na stepen OC?T) nekim singu-
larnim integralom (X,), predstavlja izvesnu karakterizaciju za
klase saturacije svih ostalih singularnih integrala koji su sa
(K¢} ekvivalentni. Ovakva karakterizacija se pokazuje utoliko
pogodnijom ukoliko je bolje izabran predstavnik klase ekxviva-
lencije.,

Siuéa] kada Jje ¢ stepena funkcija Je najinteresantnijis
To je ujedno i jedini slula] kada se klasa saturacije moie oka-
ralkterisati preko neke vrste izvoda funkecije f. Naime, pokazuje
se da se u tom slucdaju u klasl ekvivalencije odredjeno] funkci-
jom v nalazi i neki "diferencijalni' operator, za koji je lako -
utvrditi da mu se klasa saturacije sasto]i od funkecija koje
imaju odredjeni broj izvoda,

Posmatrameo prvo slucfaj kada je eksponent u ¢ ceo broj.
(2.1.=-2.3.) Tada se u klasi ekvivalencije odredjeno] sa
Jlv) = (iv)r pojavlijuje Riemannov c¢perator, Oo obezbedjuje za
operatore koji su sa njim ekvivalentni karskterizaciju sledeleg
oblika; funkcija iz klase saturacije ima ogranifenu r-tu Rieman-
novy diferenciju ( = pripada Lipschitzovoj klasi), Dalje se
pokazuje da iz egzistencije Riemannovog izvoda po normil prostora
Z(R) sledi egzistencija obidnog izvoda u X(R) (za razliku od
izvoda u tadki, kada Jje obidan izved op”tiji pojam od Riemmanovor
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Ovo Jje znalajno jer omoguéuje karakberizaciju pomoéu obidnog
izvoda, koji se ne moZe predstaviti femilijom linearnih opera-
tora. U tacki 2.3. pokazujemo kako se iz karakterizacije klase
V(X(R),(iv)") dobija karakterizacija za klasu V(XR), v T)
(pomocu Hilbertove transformacije).

Slucaj kada je eksponent u v proizvoljan realan broj
razmatra se u 2.4, Uveodl se pojam izvoda "razlomljenog!" reda:
Riemann-~-Liouvilleov, koji odgovara klasi V(X(R),(iv)*), i
Rieszov, koji odgovara klasi V(X(R), vi¥). Za o<x<1l obadva ova
izvoda mogu se predstaviti izvesnim singularnim integralima,
tako da se klase V(X(R),(iv)"), odnosnc V{X(R), wi™ ) dobijaju
kao klase saturacije tih singulsrnih integrala. Dalje uvodimo
- Rieszov operator R; koji je singularni integral za svako «> O
i koji karakterife klasu V(X(R), "% ), «> 0. Njegova uloga je
sliédna unlozi Riemannovog operabtora u karakterizaciji klase
V{X(R),(iv)T),rel. |

U poslednjod tacki 2.5. ovog odeljka rezmatramo karaktes
rizacije sasvim drugog tipa. Uvodeéi pojam relativinog kompleti-
ranja pokazuje se da je klasa saturacije Jedrnaka relativoom
kompletiranju klase konvergencije (v.1.9.). Pojam relabtivnog
kompletiranja poslufice nam.i u dokazivanju lokalne Leoreme
saburacije (v.II i III deo).

2.ls Primer: Riemannov overator

Primenidemo teoremu saturacije na Riemannov operator

definisan na slededi nadin
T
Zhgf(x) = fzd(—l)r"j(g) L£(x+jn) feX, reN
a0

Pokazadéemo da Riemannov operabtor pripada klasi singular-
nih integrala razmatranih u odeljku 1. (parametar g je u ovonm
pluieju obelaien ma h“q, tako da h =0, ¢ = v ).

Riemannov operabor izabrali smo kao predstavnika opera-

tora kojima odgovara funkcija y(v) = (iv)*,
Neka je dTeBV funkeija definisana na sledeci nadin
{(Fq)r-j"q (rgq)’ -j-1=x<-3, 3=04 e 041

o , inace

§¥(x) =



i neka je 5i(x) = Jr(i)

Lako je proveriti da za Stieltjesov integral vaiZi

20 T
) E(x=)a 8 5(8) = 2 (<177ICE) £(xrgn)
- oy d=0.

Pa jegﬁi zaista singularni integral na X,

Definicija 2.3,1l. Funkcija feX ima Riemannov izvod reda r u
X, 2ko izrag h_rﬁlif konvergira, h->0, u prostoru X, tJj.
ako postoji funkcija u X, koju Cemo obeleZavati sa Dif, takva
da

tim  |nTFATE - O \\ 0
>0

Definjcija 2.1.,2. Funkcija feX pripada Lipschitzovej klasi
Lipr(X,a), reN, « > 0, ako je

i 108 fhe = o)

Teorema Zelede Neka je fe¢eX, Tada

2) f ima Riemannov izvod reda r u X <> £eW(X, (iv)D)
p) WAT £lly = (1 T) &= £eV(X, (iv)™)

Dokaz, Za jezgro (§T ) vaZi dgr(x) =tﬁr 1(x) = 0, tako da
Riemannov operator spada u klasu operatora razmatranih u tadki
1.7. Ako za jezgro (5 ) dokafemo da zadovoljava uslove (S)) i
(MO) u kojima je ?(f) ¢(h) = nt i Wv) = (iv)T, tada de
tvrdjenje teoreme neposredno proizilaziti iz Teoreme 1.7.:2.

Posto Jje FouriersStieltjesova transformacija jezgra
"Q; ’ ':‘ﬂ - - If“ ] - L] g
- - +3h Lvh
5 = [ RasEGo = 2 (TGO L (FVR )T

imamo da uslov (8_) u ovom sludaju izgleda

v .
. ivh T
1im i&éﬁl = lim (e = 1) = (iv)*
=0 h- A >0 hr
Da wvaii uslov (MD) dobijamo ovako
«
T
ql4av) nt(iv)®
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Definisemo funkeiju mEGLq na slede¢i nadin. Neka je
m{x) = ]4}1 0)(x), m (x) = (% ...%x0){(x) (konvolucija od T
2
falkktora) i najzad
T 1 . r/X
mh(x) = E m (E)
O%igledno je
1 T T g
migL , jer j[mi(x]dx = j\mr(x)\dx £Epﬁm(xﬂ d#]r =
Racunamo Fourierovu transformaciju funkeije mr [bod B.1.
Aen 'vh
nZ(v) = @t (av) = (B(vE))T = ( Ep=h)T (2)
jer Je fi(v) = (elv-ﬂ)/iv . Tako da iz (1) i (2) doebijamo da
postoli mﬁeLq take da Je

FT(V)

L.F;, V(v)

Time je dokazano da Jjezgro (5%) zadovoljava i uslov (Mo); tako

= ffli(V)

smo dokagzali teoremu,

Ovim smo dobili prvu karakterizaciju klase saturacije za
singularne integrale kojima odgovara funkecija y(v) = (iv)r, reN:
funkecija f pripada klasi saturacije takvog operatora ako i samo
ako je\ﬂﬁgfﬂx = o(in{*), odnosno (v. Definiciju 2.1.2.) f pri-
pada Lipschitzovo] klasi Lipr(X,r). Sada éemo dobiti i karakte-
rizaciju pomoéu obicnih izveda,

2.2, EKarakterizacija u sludaju wv) = (iv)T, rel

Pefinicija 2.2.1. Neka je feX. Funkcija f ima r-ti izvod u
prostoru X (odnosneo prostoru ¥(X)), ako je £ = h, s.s. za
neku funkciju heACT™ ol talkvu da svi izvodi h(a), J=Tyeeayr
pripadaju prostoru X (odnosno prostoru Y(X)). r-ti izvod
funkcije f obeleiavamo sa f T

Stav_2.2.,2., Neka je feX, Tada su slededi iskazi ekvivalentni
a) f ima v-ti izved u X
) f ima r-ti Riemannov izvod u X

Stav 2.2.5. HNeka je £ X, Tada su sledeci iskazl ekvivalentni
a) £ ima r-ti izvod u Y(X)
b) fELipr(X,r)




Tvrdjenja ova dva stava neodekivana su kada se zna da
je Rlemannov izved u talki opStiji pojam od obidlnog izvoda: ali
utoliko su korisnija u kxarakterizaciji klasa saturacije. Osnov-
na razlika izmedju ove dve vrste lzvoda, sa naceg stanovitta,
jeste &to se Riemannov izvod, za svako relN, definise kao sin-
gularni integral (nezavisno od izvoda niieg reda), dok se
obidan izvod definife ibterativno (r~ti izved je izvod r-1-vog
izvoda),

Tako nam upravo ova dva stava omoguéuju da dobijeme jed-
nu bitno novu karakterizaciju klase saturacije, a ne samo da
klasu saturacije Jednog singularnog integrala opisujemo pomodu
klase saturacije drugog ("ekvivalentnog") singularnog integrala
(kao $to smo objasnili u uvodu u odeljak 2.). Iz ovoga Jje tako-
dje Jjasno da se ovi stavovi moraju dokazabti metodom drukéijim
od onog koim dokazujemo velinu tvrdjenja u ovom odeljku., Zbog
toga se neéemo zadriavati na dokazu ovih stavova (v, [3]).

Neka je (K,) singularni integral &ije jezgro zadovoljava
uslove (S) 1(¥), w kojima je y(v) = (iv)T, reN,

Kombinujuéi Teoremu 1.2.3.8 Teoremom 2,1.3.b) 1 Stavom
2.2.5. dobijamo karakfterizaciju klase saturacije S(Ef,X) opera-
tora (KT).

Slidno, kombinujuéi Teoremu 41.6.3. sa Teoremom 2.1.3.a)
i Stavom 2.2.2., dobijamo karakterizaciju klase K(K.,X).

Teorema 2.2.4, Neka je (K,) singularni integral &ije jezgro
zadovoljava uslove (3S) i (M), u kojima je funkcija ¢(v)=(iv)
reN, Tads su sledeél isitazi ekvivalentni
a) (Eef - fHX = O(q?)

b)  LeV(X),(iv)T) |
c) féLipr(X,r)
4} £ ima r-ti izvod u Y(X)

T

Teorsma 2,2.5. WNeka je (K,) singularni integral Jije jezgro

7 . : .x . . _N\T
zadovoljava uslove (S) i (M), u kojima je *(v) = (iv)~, rell,
Teda su, za £€X, sledeli uslovi ekvivalentni '

. wEf = F
a) = |F55

o) feW(X,(iv)T)
¢} £ ima r-ti Riemannov izvod u X
d) £ ima r-ti izvod un X

- glly = 0, za neko geX
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2.%. Karakterizacija u slufzaju v(v) ='ivir, reN

Da bi se tvrdjenja slicdna prethodnim mogla dobiti i za
singularne integrale kojima odgovara funkcija (v) = (viT, reN,
petrebno Jje uvesti Hilberitovu transformaciju.

Za fcX(R) definife se Hilbertova transformacija (konju-
govana funkcija) EEK(R)

—~ wor)
£(x) = vop. | HEB) ay

- v
otaT 24540
{;¢X] f ima r-ti izvod u X}, I parno
a) W(X, vl T ~
{;EX{  ima r-ti izvod u X}, T neparno
y ¢ ;[ r{fexl f ima r-ti izvod u Y(X)}, r parno
) V(X,- -
’ .i{chI f ima r-ti izved u Y(X)}, T Neparnc

Dokaz. Dokazujemo a); dokaz za b) Je pobpunmo slifan,

Neka je r paran broj. Prema Teoremi 2.2.5. f ima r~ti izvod

u X ako 1 samo ako f pripada W(K,(lv) Je All, kada je r parno

oligledno je da je klasa W(X,(iv)r) jednaka klasi W(X, \wl®).
Neka je r neparan broj. Poznato Je [ﬁod.BaS. 1 0.7;] da

za Fourierovu transformaciju Hilbertove transformacije vazi

()" = -isgnv E
tako da imamo
fe(X, (iv)T) e feW(X,-isgnv(iv)T)
= (gei(X)) 8 = -isgnv(iv)TE = (35e¥(X)) & = (vITE
e Tew(X, vl T) | (3)

Iz Teoreme 2.2.5. sledi da feW(X,(iv)r) ako i samo ako f ima
r~ti izvod u X. Tako da iz ovoga 1 (3) sledl zakljuélak stava,

Pomodu ovog stava lakoe doblijamo iz Teoreme 2.2,4. karak-
terizacije klase seturacije oniir singulernih Intearalsm, lojima
odzovara funkeilja p(v) =|vlr, Tell.

Tecrema 2.3.2. Neka jezgro singularnog integrala (Kf) zad o~
voljava uslove (S) i (M), u kojima je funkeija ¢(v) = |vi¥
rel, Tada su za feX sledeéi iskaszi ekvivalenvni:

w Y. =
b)  FeV(X, iv]T)
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—
c) feLipr(X,r) (odnesno felip (X,r)), za r parno (r neparno)

o~
d) £ (odnosno ) ima r~ti izvod u Y(X), za r parno (r ne-
parnoc)

Primedba, S5lidna Teorema vazi bakodje za klasu konvergencijes

2.4, Karakterizacija za razlomljeni eksponent®

2eete Tzvodi razlomljenog reda

Dosada smo (u odeljeima 2.2. i 2.3.) dobili karakteriza-
.clju klasa saturacije onih operatora kojima Jje odgovarajute
stepena funkcija sa celim eksponentom, Videli smo da se klasa
saturacije u tom slufaju karakterife brojem izvoda funkcije
(oénosno konjugovane funkcije) koje jod pripadaju. Da bi se
slicno tvrdjenje moglo dobiti i za operatore kojima odgovara
funkeija y(v) = lv|*, « >0, potrebno je najpre uopititi pojem
1zvodas

Ispostavice se da je klasa V(X(R),lvﬂm) vezana e Rieszov
izvod. Da bismo pokazali kako se dolazi do naizgled komplikova-
nog izrazz za Rieszov izvdd, pretpostavimo najpre da je funkeija
£ dovoline "dobra” da bi sve navedene relacije imale smislas
a kraju ¢temo datl preciznu definiciju.

Postoji vi%e nadina na koje se pojam izvoda moie proii-
riti na izvode razlemljenog reda. Obidno se prve uopitava pojam
integrala a zatim izved reda definise kao obidan r-%1l izvod
integrala reda r-« (T>%),

Riemann-Liouvilleov integral je najjednostavnije uopite-
nje obifnog integrala. Naime, r—~ti (obicni) integral funkcije f

nozZe se predstaviti u obliku

4
1 , -1
(1,8 (%) = goryr 4, T (x-w)™ " au
Za proizvoljno 4>0, Riemann-Liouvilleov integral se defi-
nisze Xao X

(D) (%) = mpey § £(w) (x=0)" aw

L)

7adrraéemo se na slulaju O <x«ls Integrali vifeg reda
se dcobljaju iterativno.

Operator L, moze se predstaviti u obliku konveolucije

CL,f = f«, sa jezgrom
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ﬁﬁmxm'q y X >0
LX) =
O \ x<0

L L] - L - 'r:':{- -,
Nas medjutim interesuje izvod f( ) reda ., On Ze, kao
o je recdeno, biti definisan kao obifan izved (po normi prosto-
ra X) integrala L, £

oL
oy Dl £f{x+h) - L _ f(x)
Lim | == h i - £y - o

Posmatrajmo dakle diferenciju

Ly_8(x+h) = L,_, (%) = f*éig?q_m(x)

-
sde Je (}gqq_d(xﬁ = 1/ («) [(x+h)q_“'— X 4'ﬁ&Lq. Zaista, oligle-

dno Jje da

zﬁ;ﬁﬂ-«?Lloc - Zlﬁnq_mﬁx) = 0(ix ©7%, kad ix| —> eo

tako ca je (&;Qq_m)h jezgro singularnog integrala

. 1
Hyf = f%[khqq_m (4)

Sledela teorema pokazuje kako Je Riemann-Liouvilleov
izvod pogodan za karakterizaciju klase saburacije singularnih
integrala kojima odgovara funkcija V¥ (v) = (iv)ml
Teorema 2.4.1., Neka je feX i1 0«4#n<l, Tada

A ‘ )
2) JeeX lim Hf{%ﬂm“‘“’ - glly = 0 = f£eu(X,(iv))

) D Jy = 08 = £eV (X, (1v))

Dokaz. Za jezgro singularnog integrala (4) radunamc Fourierovu
transformaciju
N n etVE _ 4
F

(iv

Kako je‘fﬂﬁgﬂq_dﬁx)dx = O, singularni integral (H,) spada u kla-
su operg%ora k0ji su razmatrani u 1.7. Stoga je za dokaz teo-
reme dovoljno, prema Teoremi 1.7.2., pokazatl da jezgro zadovo-
Ljava uslove (S ) 1 (¥ ). Kao 3to se lako vidi, za ovaj opera-
tor je p¢= /b, ¢h) = h, Y(v) = (iv)” i iz (3) sledi

41 ~ th _ &,
(5) lim <§hi’1'”’*) v) _ 1im € 1L (iv)
© >0 h f, =0 h(lV)
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-
ivh _

(1) (Q}hﬂ-a}hw) I e

h (i)™ (iv)ﬁ‘%(iv)"" ) ivh
gde je m(x) =]¢Mﬂ}(x), mh(x) = 1/h m{x/h) (v. (2)). Time je
Teorema dokazans.

= B, (v)

Za. rezliku od celobrojnog sludaja (2.3.) prethodna teo-
rema nam neée mnogo pomodi u karakterizaciji klasa W(X, (v,
V{i{, Wwi®™). Naime uvedjenjem Hilbertove transformacije sada bi-
smo prefli od klase W(X,(iv)®) na klasu W(X,-isgnv(iv)™).

Stoga postupamo drugarlae. Umesto funkeije M (x) uvesie-
mo funkciju Y(x) = C, Rl . Konvolucijom £ sa ovakvow funkcijom
dobija se Riesgov integral 3

R, E(x) = Cx | TS84 au
e X1

Da bismo dobili Rieszov izvod, predstavicemo slicno kao
melopre razliku Ra_ Llx+h) - R, mﬁ(x) u obliku konvolucije sa
Jezgrom th 1-x koje pripada L i ima Fourierovu transformaciju

ivh
(ah“g (v) = &

v} 1= %

Lako je videti sliéno kao u Teoremi 2.4.1. da bl za I X
postojanje granicne vrednosti u X izraza h"q(f*ilgfq_ﬂ) bilo
ekvivalentno sa feW(X,-isgnv|vi®). Da bismo se jo:f oslobodili
faktora -isgnv, Treba uvesti Hilbertovu transformaciju., Koriste-
ci poznatu gobinu Hilbertove transformacije (feegf” = ?#—g =
f«¢ i &injenicu da
(8093700 = D% o) = 0, 2] - 25 e

konacno dolazimo do sledeée definicije Rieszovog lzvoda,

|}

Definicija Z2.4.2. Heké feX i O«ax<1, Funkcija f ima Rieszov
izvod reda &« u X ako postoji funkecija geX tako da

A ‘\
- 8

h
Funkxciju g obeleZavaleme sa f

=t

liml‘
=0

i i pazivati Rieszovim izvodom
funkelije . |

Sada je mogute pomodéu Rieszovih izvoda ckaraxterisati
xlzse saturacije singularnih integrala kojima odgovara funk-

ja Wv) = vl

-
$1]

C



Teorema 2.4,%. Neka je feX 1 0O<agt, Tada Je

a2} £ ima Rieszov izvod reda x  — £eW(X, (V1)
1.c'- n‘t.-\..r -
B) WEXDA Vi _lix = 0(0) &= feV(X, wi™)

Doﬁau. 51lic¢no kao u dokazu Teoreme 2.4.7. dokazademo da Jezgro
(A WVa_,) zadovoljava usove (S.) i (M ). Tada ée za singularni
integral sa tim Jjezgrom vazitl Teoremal.7.2. a to je ustvari

tvrijenje Teoreme,

AT, () ivh ivh .
(8. ) 1lim b=« = lim -isgnv 9——7-%;— lim E————i = |vl
© A2 h A0 h{l h=v hivlvﬁ
(A v o) ivh_, ivh_,
(M) = —iSENV S = ST = f (v)
0 h m"’“‘* v *he©  ivh h

(ede je o, definisano u (2)).

Definicija 2,4.4. Neka Jje feX,

(1) K= 1, f{j}(x) = h"(x) s8.8., gde Je h{x) = f(x) s.s.

i h€AC, ., h'EX

(ii) « »1, tada za «xei, il (fM“15i4}
za «& N £t (f{l',ﬂ-J}){vé-EﬂJ}
Primedba. Tvrdjenje slifno Teoremi 2.4.3. vaii i za « >1. Za

el v. 2.3., a za ¢ N bice
a) f ima Rieszov izvod reda &« <= ﬁ&W(X,\vﬁ}
[u,
€A = o(h) == LV (X, (W)

©) n 1-m+@ﬂx

Iz pretnodnog sledi, naprimer, da funkcije gﬁif imaju
Rieszov izvod gﬂﬁh za svako « >0 1 da se on moZe predstaviti

Ty
Sﬁ{q*](x) - lei“éﬁ(v) eV av
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2 gllole Operﬁtori R?

Definicija 2.4.5. Neka feX i &> 0. Neka je (R:) familija
operatora R?: X —>ZX definisanih sa

2
7 £(x)

T o
u

A
Rfi‘(x) = ij du (0<%<2m), gde je
£

tm S-
A 2m - J,2m m Em-mjsin mu
A P (=) Jéc-uc 3 fGr(n-du),  Co = (~DTR2TNTTER qu
2
H? Je ogranicen linearan operator na X za svako o« 1L E.

Lema 2,4.6. Neka Je 30& Y. Tada o
a) Ry¢(x) = 4/1?(0)5 §(6) | efPCeity2)et ™ at,  p(u) =fi}u dv
w ¥

Sm
(x) «
) g‘iﬁ, R:So(x) = '1/016{&11,1_1_“ du = ‘(f{ }(x)
Dokaz
' 2"” ( 50 ~2 .
«R ¢(x) =5 ,1+;) du = fu“""""&ﬁ S(t)etat)an -
£ £

ik
!

[ w1 j‘so(t) gem(eltx) it = f u~1=%au ??(t)eltx(-Eisin%)gmdt
£ o

( ;I)m22mj(f!(t) itx fSiIl (tu/2) du dt =

T4+ oL

(1) 221“'“]‘80(*5)@”" b ) 328_Y av at

l_.h

vo¥to je P(O) = m(_ﬂ)‘mg"zm‘“’" dobijamo
Ry (x) = 4/9(0)]50(1:) el P /2)at

b) Kako je |PEH/2)! < P(0O)} i integral ij(t)ﬂﬁ dt konvergira,
primenom Lebesgueovog stava o dominantnoj konvergenciji sledi

1im Ry¢(x) = 1/P(0) t | (o) 16\ p(0)e  PFap - ¢z

L0

TLema 2.4.7. Neka je «>0. ‘Tada funkcija P(H) =
ima sledede osobine
z) postoji pel tako da p(v) = P(v); za p vaii 1xﬁ+q\p(x)1é c
») postoji q&BV tako da je d(v) = |viP(v); Staviie
a(v) = #{v) - 1, gde je rel takvo da \xf*q\r(x)ii

p-ﬂ
, _em
5 sin™ tu at

f|+ﬁ
twi G
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Dokaz. Za O<x<2 tvrdjenje leme dokazano je n [5] str.491,
Neka je «>2,

pa
e . _2m
a) Plu) = E_l%_,_iv = lurm-[siﬁ.;.{fu a+
Ful] 1

iz ovoga zaklaucuaemo PELJ1 tako da

A 2 om v
P(x) = 2 SP(u)cos ux du = fcosux T§5%¢§? dv du = gﬂi%xgﬁgcosuxdu&v
¢ V o
% 2
- % J El%ﬁé; sinvx dv (6)
6 Vv

i,

Kako poslednji 1ntegral pripada 12 (koo TFourierova transforma-
9133 funkclae iz L ), prlmenom Holderove nejednakosti dobija

se Pel ', Ako stavimo p(x) = P(—x) dobijamo prvo tvrdjenje iz a).
Dalje iz (6) sledi

0o P © o2
|xix+Wp(x)1 = ]xdirgi%:éF sinvx dv\ = \f Siﬁ+ifﬁ sinxgt dt}sé
e WV o

v
£ (¢ "% - ¢
=

b) Posmatraimo vi*H(v). Neka je v>0; iz (6) sledi
rd ™o

o OB
v H(v) = ~fwln KA P EE J'SEEEEEE it =

) t’1+m o : t"l+o¢
3 i P
RN +d | cosve  dx
= -+ C.J j =
3_b4+¢ o 3 / o 1 F % 3
L 3
- CosvVX ’ ’ COoOsSVvX GDS?F
= "1 + O,-!-t -_ﬁx/'+"(' dx - (C"l+02)£ x;!_i_w dX + se» + z }Hj X:i dx
a':-a‘.' -1

Odavde je oligledno da se 1wiﬁ(v) moZze predstaviti kao Fourier-

ova transformacija funkcije

a(x) = r(x) - §(x)

gde je reLq definisana se&

O N P L
K, x| T %, qeix;ie?
r({x) = ;] * -
gy gy
LK | \ , m-l<|xiem

ofigledno Jje da vazi leﬂ+q\r(x)hic.



Teorema 2.4.8. Neka je feX. Tada

a) JgeX %%EJ\R%f ~ glly = © FeW (X, vl
b) NRgfll= 0(1) LeV(X, vI*)

Dokaz. Najpre emo pokazati da se operator R: moze predstaviti
kao singularni integral sa jezgrom qe(x) = glex/2), gde je q
funkeija iz Leme 2.4,.7.b).

Zaista, neka je e/ . Tada prema Lemi 2.4,6.a)
)

REG(x) = | G(8) (4" p(et/2)e ¥y

— e
tako da je (uz oznake Leme 2.4.7.)

- A

(Ree)"(8) = ¢(&) 18" D(et/2) = 2% ¢(1)a(et/2) = 277" (p da, ) (%)

pa prema teoremi Jjedinstyvenostli Fourierove transformacije

Ryg(x) = (2/8) ¢ xda, (%) (7)

Kako jJe Y svuda gust u prostoru X [pod.D.Eé] a obadva
operatora koja ucestvuju u (7) neprekidnma onda (7) vaii i za
svaku funkciju feX, t£j.

R.T(x) = (2/e)7f* dag(x)

Da bismo dokazali tvrdjenje teoreme dovoljno Jje, prema
Teoremi 1.7.2. dokazati da Jjezgro (qﬁ) zadovoljava uslove (S,)
i (HD). To éemo dobiti primenom Leme 2.4.7.

v v « & = .
(8 1im =) g, QY2 gy, EZBGEV/E) L \o%(0)
o/ {ho gypv  Eme g% i ¢ 2 |

(i) HCI N

o, 0 (V)
Wl é/2

€



2.5. Relativno kompletiranje

U ovom odeljku femo najpre pokazaitl da klase saturacije
i konvergencije singularnih integrala na X &ine (normalizovane)
Panachove polprostore prostora X,

Zatim uvodimo pojam relativnog kompletiranja, koji omo-
gucuje da se tacno opife odnos dzmedju klase konvergencije i
klase saturacije.

2.5.1. XKlasa saturacije kao Banachov prostor

Lema 2,5.1. Neka je X proizvoljan Banachov prostor i A zatvoren

linearan operator na X. Neka je D(A)< X domen operatora A.
Tada je D(A) sa normom “f”D(A) = HfHX + HAﬂIK normalizovan
Banachov potprostor od X.
Dokaz leme dobija se neposredno iz kompletnosti prostora X i
zatvorenosti operatora A. -
Vratimo se sada Tecrxemi 2.2.5, Svakl od skupova definisa~
nih pojedinim iskazima te teoreme mefe se snabdeti normom tako

da ¢ini normalizovan Banachov potprostor prostora X. Zaista

Stav_2,5.2. Neka je prostoru X (K,) singularni integral c¢ije
jezgro zadovoljava uslove (8) 1 ®1"), u kojima je y(v) = (iv)T
rell, Svakl od sledeé¢ih skupova ¢&inl Banachov prostor u odnosu

na novedenud normu

a) E(Kg,X), ﬂfHK = HfHX + lglly

p) W(X,GE)), [y = [ + Nely

c) i}%(i) = {?éXl f ima r-ti Riemannov izvod DﬁfeK y
| (£l = (£l + Hngfﬂx

a) w% = {:E‘EX | £ ima r-ti izvod u X}, ez = Uefy + _f;(r)ﬂ v

Svi navedeni prostori su medjusobno jednaki sa jednakim

NOTILITEE o

Skica dokaza. Koristedéi Lemu 2.5,1: lako se dokazuje da su svi
prostori kompletni., OZigledno je kako se u pojedinim slufajevima
definife operator A iz leme, a lako se dokazuje da je ta] ope-
rator zatvoren (poznato je da su diferencijalni operatori zatvro-
reni), Dalje iz Teoreme 2.2.5., sledi da su sVi nevedeni skupovi
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medjusobno jednaki i sem toga Dgf e f(r) = g» Tako da je oci-
gledno da su sve norme medjusobno jednake,

Lera 2.5.%, Neka je X proizvoljan Banachov prostor i (Af) fami-

lija ogranicenih linearnibh operatorz na X, Tada skup

B(8,) = £eX | suplib 2y = (1)

snabdeven normom

anB(Af) = "fﬂx + S?pﬂﬁrfux

¢ini normalizovan Banachov potprostor od X.

Dokaz., Da bi se dokazalo da je prostor B(A,) kompletan dovoljno
je pokazatl da je u njemu svaki apsolutne konvergentan red kon-

‘r\.=1 ﬂ

vergeatan, 0o j;
Neka je > i < oo tada 1
’ Je 2 luglp(a, o) ! gy
Kakro je X kOnmpletan prostor, onda postoji ueX, tako da u ~j; n

Pokazadtemo <
19 ueB(A.) EOH o Un - ull > 0, N— o=
£/ n="1 1 B(A,) ’

' wuigey y =|gqualy + supa(E u)lx 21 Zuly + supl Z apuly

.

< 2 fagy + sup 2 hAyuly€ 2 Clugiy + spold,ugiy) -

29 se pokazuje na veoma slifan nalin.
Stav 2.5.4: Neka je na prostoru X (K;) singularan integral &ije

jezgro zadovoljava uslove (8) i (M) u kojima jey (V) = (iv)T
r«N, Tada svaki od sledeéih skupova ¢ini Banachov prostor u

ocdnosu na navedenu normul,

8) S(K,X),  Mlig = Ifly + sup f| Fetm Sy
b)  V(X,(iv)T), Ifhy = MW + ey
c) Lip (X,r), nf“Llpr = ﬂf“ + suE H éirfh X
d) <{feK | £ ima r-ti izved u Y(X)}
bl = Uy 12 R gy

Svi navedeni prostori su jednaki sa Jjednakim normama.

Skice dokaza. Tvrdjenje da su prostori u a) i c¢) Banachovi
dokzzuje se primenom Leme 2.5.7. Treba samo za Af uzeti
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L ]

Eijzri odnosno hurﬂxr . Za prostore u b) i d) kompletnost
se dokazuje (sliéno kao Stavu 2.5.2.) pomeéu kompletnosti
prostora Y{X). Jednakost svih navedenih skupova proizilazi iz
Teoreme 2.2.4. a takodje i1 Jjednakost normi u b) i d). Lako je

dokazati i ekvivalentnost ostalih normi (koristedi(Dod.D.4. )

Primedba. Na slicdan nadin moguée je dokazati da su, za singular-

ne integrale kojima odgovara funkcija V(v) = |v|%, sledeéi Baan-
chovi prostori medjusobno jednakl
Kef - f
=) 8(K,X),  flg = ey + sup | Resp==ly

p) V(X i), Dfly = {4y ¢ thy(x)
¢y RUX) = {fex‘l f ima Rieszov izved reda 06},
hElly = B0 + sup | Refliy

2e5.,2., Metod "mollifiera

Shapiro_&ﬂ%} Jje uveo metod "mollifiera' za redavane
problema saturacije. Razmotridemo taj metod na jednom pr{ﬁeru
(koji je oligledno lako uopstiti) 1 videti kako taj postupak
prirodno dovodli do pojma relativnoxg kompletiranja.

Neka je u prostoru C_(R) potprostor CE(R) satavljen od
svih dvaput diferencijabilonin funkcija. Prema Stavu 2,.5.24)

Cg(R) je Banachov prostor sa normon ﬂfHCE = HfH + Hf”HG
o

Neka Jje (Af) familija Ponvoluclonlh Operatora
: GD(-) - CO(R) i neka za svako feC (R) vafi

lim 4,2 - £770, = 0O (8)
P oon + o o

7elimo da opi¥emo skup S(A.) = {feC |ha l, = o(1)}.
Qcigledno je ch:S(ﬁf); (tavife, prema Banach-Steinhaussovom

stavu postoji konstanta N, tako da Je

182l e m gl £605 (9)

o
Neka je sad f proizvoeljna funkcija 1z Cov Neka je
h&CEnLq takva da jJe ‘lp{x)dx = 71 i neka je hn(x) = nh{nx). Tada
je (nﬂ) jezgre 1 pribvliZan identitet i definife singularni
integral an = f#~hn (funkecija h se naziva "mollifier": prime-
nom operatora H povelava se glatkost funk «cije £). Pisalemo
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1 f = fxh . Iz navedenih osobina jezgra (h, ) sledi

e

1) £ ecs, 2) lim £, - £}, = O (10)

=7 oa

Relacija (9) wvazi za funkcije £, (zbog 1))
nAf_ PR £ “1’ uniformno po § (11)

Pa bi sliéna relacija vazila i za funkciju f, odnosno
da ti u (11) vilo moguée preéi na limes po n, dovoljno je da
Dude

£ \CIQ 1 uniformno po n (12)

Pada ée iz (10), (11) i (12) biti

Af .= 0(1) ()

C
Obratno, dokazademo da je uslov (12) neophodan da bi va-

Zilo (13). Zaista iz (13) sledi, poito su A, i i, konvolucioni
overatori (i, znaci, medjuscbno komutativni)

o, llg = MAH T = lH,a Tllg, = hEIlA gy =

G

= “hD“L “-A-ffncb = “Agf“co= O(ﬂ)
tako da uzimajuéi u obzir (8)

\\Affn ~ £ p o+ WAl c.= & + 0(1)

1 PR
g a g,

<
Co
Cdavle sledi
I oplee= Weulg +heg g, = 0C1)
(Jer dje i niz Hfﬂ\c, buduéi da Jje konvergentan, ograniden).
A To je 1 .trebalo dokazatil.
Tako smo dobili da za familiju operatora (4;) koja zado-

voljava (8) vazi: :
Potreban i dovoljan uslov da za f bude | A flc = 0(1)

o 2
jeste egzistencilija niza IHQGD takvog da

£, ~ £ o —= O i hféwéé

a

Definicija 2.5.5. Neka Jje X Banachov prostor i E normalizovan
RPanachov potprostor od X (IEIHE fﬂlfux,. Relativno kompleti-

X
ranje (popunjenje) E prostora E u odnosu na & Je
svih feX, za koje postojli niz (f Y E takav da [ f A

- i 5
neku konstentu ¥, uniformno po n, i limif - th = 0.
Ea e



Primer 1. Prema dofinieiji relativnog kompletiranja prethodni

zakijucakX sa moze formulisati na slededi nadin
Neka je X = C (R) i neka je E GZ(R) potprostor na kome
familija (Ay) konverglra (jako). Tada je

{fé(}olﬂﬂff“c - 0(4)} = 62 Co

Prirzr 2, Ako u primeru ‘1. uzmemo umesto C (R) bilo koji pro-

|

ter Z{R) 1 umesto (A,) familiju (—3?7——), gde je (X,) singu-
©

integral gije Jjezgro zadovoljava uslove (8) i (M"), tada

tgﬂ_'f‘

amilija ( 7 ) konvergira, kad p—~e» , na prostoru K(K +X(R))

7~ Fh b1om

<

. 1.6, 1 Stav 2.5.2.), tako da, slidéno kao malopre, dobl amo

X(R
8(Z,X(R)) -{fc:{(ﬁ)] | &= f[?" Lixw) = 0(’*)} I\-..ﬁ)) (R)

Posgledica 2.5.6. Svaki od Banecheovih prostora navedenih u

STov 2.5.4. Jednak je relativnom popunjenju u odnosu na
I(R) odgovarajuleg prostora iz Stava 2,5.2,.
Tako smo dobili nekoliko novih karakterizacija klase
saturacijea

Posledica 2.%.7. MNeka Je RE operator iz Z2.4.2. Tada

. ) \ e X(R)
iJﬁX(R)\ i REf“K(R) = O(/I)J/ = {f&K(R)‘ :Ié:f?: ”Rgf ~ ghx(ﬁ}"‘ Q

2.6, rrimedbe

I ovaj odeljak izloZen je uglavnom na osnovu knjige P.L,.
BUTZER, R,JHESSEL [5], ali su mnogi dokazi izmenjeni tako da
se ultlapaju u nadin dokaza kojl Jje izloren u uvodu. Ovo mnam
omogucuje uvodjenje overatora N, iz odelika 1.7. Time “to na
isti nadin vredstavijamo "diferencijalne” operatore (Riemannov
2.%., Rieszov 2.4.1., Riemann-liouvilleov Z2.4.%., operatore
Rg 2.42,4) 1 singularne integrale, postiéémo da na istli nacin

mozZzemo tretirati na primer tvrdjenjeﬂiir” | = O(hr), koje pred-
stavija iskaz o "glatkosti" furniecije (£ pripada Lip,, (x,m)) 1
tvrdjenge [ L.f - £ = (™), zoje predstavija iskaz o "stepe-

nu soproksimacije®. Ovakvo glediite je u osnovl teorije uvpore- .
djivanja (comparison theory) H;S.SHAPIRO'Lﬂa}. la. ovaj nadin
direkina i inverzna teorema se dokazuju slicnim metodom.
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Metod kojim smo dobili karakterizaciju klase saturacije
noze se 1 ovako iskazati: "Da bi se dobila karakterizacija kla-
se savuraclije dobijene u Teoremi 1.2.3%.,, treba tu istu teoremu

primeniti na neki drugi operator".

2.4, Rieszov i Riemamn-Liouvilleov izvod definisani su ulfﬂ,

str.59%. Operatori Rf definisani su [5],Str.409.

2+5, Za definiciju relativnog kompletiranja v.[?],atr.ﬁ?}.
Ccigledno je da se slidéno Stavovima 2.5.2. 1 2.5.%., koji od~
govaraju savuraciji sa celobrojnim stepenom, mogu dokazati
odgovarajuéi stavovi za saburaciju sa necelobrojnim stepenom,
Tada bi u iskazima ¢) i d) pomenutih stavova, umesto obidnih
izvoda, stajali dizvedi razlomljenog reda.

Pojam relativnog kompletiranja omoguéuje, kao Ito smo
vel primetili, da se %adno opife odnos izmedju klase konvergen-
cije i klase saturacije. On Stavise daje moguénost za jedan nov
nacé¢in dokazivanja teoreme saturacije, naprimer metodom "molli-
fiera" (koji je izloiem u 2.5.2., prema H.S.SHAPIRC [ 43]),
Uopitenje "mollifiera™ za proizvoljne Banachove prostore pred-
stavljaju "regularizacioni procesi" (definisani u [3],5tr.502).
Ve 1 primeddbe uz odeljak 1.6,
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2w L T eraciije konvoluecil1onih onDperrasora

U ovom cdeljku cemo pokazati kako se pogodnin kombinova-
njem iteraclja datog singularnog integrala mozZe povecati efika-
snost aproksimacilje.

- D | ;

Posmatramo familiju operatora.(Uf%ﬁr, psN, koja se pomo-
tu datog singulernog integrala (K ) definise na sledeci nadlin

\4

) _q)P J(P) KJ

12
5=
§

gde je K? Jj-ta iteracija operatora K:: K’I = K

J - 3=
£ g Ky = Kr(Kr )y
S>1. 5 obzirom da za konvoluciju vazi zakon asocijativnostl,
. A . 1 . .
lako je proveriti da je operator Ky opet singularni integral
i da mu je jezgro jednako (k,~k,*...=k.) (konvolucija od J

faktora). Naprimer, za J = 2 imamo
KEE = Ko(K,£) = (Frke)x ke = £ #(konk,)

Za j» 2, dokazuje se slicno,indukacijom.
Oc¢igledno da Je operaty Uf, kao linearna kombinacija
¥onvolucionih operatora, konvolucioni operator i sem toga, ako

D . : :
sa {(u") obele41mo njegovo jezgro .

fub(xyax - l_z<-ﬂ?‘”<1°) [ kg oeky Y00 - - 2. (-1

tako da Je (bf) tekodje singularni integral.
Pretpostavimo sada da Je Jezgro (kp) "Fejéroveg tipa’,

t3. kK, (x) =ek(ex) (v. &#,4.) 1 da zadovoljava uslove (S) i (M).
3

U ovom sludaju ¢, = f-n, y{v) = \vin, za neko nell 1 uslovi

(8) i (M) izgledaju kao u &#.1. ( (Sz) 1 (My)). Dokazalemo da

tada jezgro (u%) sinsularnog integrala (UF) zadovoljava uslove
(SE) i (Mp) sa stepenon np.
Zaista, ocigledno je u?(x) =§’up(fX) i

n

(WP) " (v) -~ 1 = >4(h4\D a(n)fk:rk#...ﬁk) (v) -

4

- S PRI ) -4 = (kv - NP
4 =1
Takxo da imamo,ako za k vazZi lim k(v) ; 1 = C, tada
e

v
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g MW =g kO = Ayp | g

v 0 |} HP v o | B
W
i ako za k pastoji A«BV  Alv) = k(v)n- i tada
V)
()W) =1 _ oNyP L 4

T = (AM))7 = A,(v)
zde je QA (x) =2A=A&x-*A(x) (konvolucija od p faktora). Tako smo
dokﬁfﬁll da pomodu singularnog 1ntegrala (K¢) keji je saturiran

se stepenpm 0(¢" 1Y 5 klasom V{X, v| ), lako mozeme konstruisati
sinmularni integral (U?), koji ima stepen saturacije O(f—np)
klagu saturacije V(X,vanp). Time je pokazanc da za dovoljno
dobre funkcije uvek mofemo nali linearan operator koji ée Je
aprolisimiratl bolje nego neku drugu Manje glatku funkciju.

vamedov je u |4o] razmatrao jednu drugu vrstu linearnih
omhinacija konvolucionih operatora. m-singularnl integral
definisan je na sledecl nacin

T?f(x) J 3:( 4y~ J( )f(x+3t)k (£)dt

“‘b" d:!

Vidimo da je Tf ustvari 51ngularan lntcgral sa Jjezgrom

HOMD IS Lyle D) i, (5
i=4

pa se tako uslov (2) u {40] svodi na uslov (8) za singularni

integral (T?).

Kapomenimo da ako sama familija funkecija (k. ) predstavlja

ijezgro 1 singularni integral (¥,) zadovoljava uslove (S—) i (h )
sa stepencm n, tada 1 singularni invegral (T )} zadovoljava iste
uslove(sa istim stepenom) Zaista
m=J
(T ) =1 EE( -1 57 k(§7) - _
i o | 1vtn
S - k{5v
- (’1)“1 ‘cmﬂ(ﬂ") I WS LGP k(i) =
4 hri 4=t 1-;;;1

ra odavde sledl da (ﬁ?) zadovoljava uslov (SF) sa stepenom 1

1 &k%o je A funkcija koja prema uslovu (HF) odgovara Jjezgru (kf),
- ] .—.m - ] ”~ = n -

tada je za Jezgro (T, ) odgovarajuca funkcija Jednaka

Z(~’!)m"3( 137GV = D)

f=1



-l .

Primedva, ILinearne kombinacije (1) singularnih intezrala
dobro su poznate; upotrebljavaju se, naprimer, u dokazu Jackson-
ove teoreme (o najboljo] aproksimacijl trigonometrijskim poli-
nomima) [3),[s].

May [F}J je dokazao tecremn saturacije za izvesne nesto
ije vrste linearnih kombinacija linearnih operatora (koji
nisu predstavljeni singularnim integralima).,



I1 LOKALNA TEQREMA SATURACIJE

Ze. singularni integral (Kf), ¢ije jezgro zadovoljava
uslove (5) 1 (M), dokazali smo u I delu globalnu teoremu sati-
raclje. Pokazano je da za funkciju f iz jednog od prostora

Z(R) brzina kojom izraz | K £ - fly , 4s nuli, kad ¢ — = , nepo-

sTecno zavisi od "glatkosti® (broja izvoda) funkcije f (direk:t-

.

na teorema) i, obratno, da se iz poznavanja te brzine mogu iZe
vestli zakljudel o osobinama funkeije (inverzna teorema),

Postavlja se pitanje ako je poznato ponafanje aproksi-
macione razlike K £(x) - £(x) samo na nekom intervalu (a,b)cR,
da 1i je mogule izvesti zakljulfak slidan prethodnom (naravno,
samo o osobinama funkelje na pomenutom intervalu); i, obratno,
ako e poznato da Jje funkecija glatka samo na nekom intervalu
(a,b) realne prave, da l1li se onda ona moZe dovoljno dobro
aproksimirati singularnim integralom (KE), na tom interwvalu,

Pokazuje se da Jje odgovor potvrdan, tj. da vazi lokalna
teorema saburacije., StaviZe lokalna klasa saturacije jednaka
je restrikeiii na (a’,b”) (pravi podinterval od (a,b)) klase
saturacije dobijene u globalnom sludaju. Ovakvoe smanjenje
intervala Je neizbezno s ocvzirom da za funkciju f nemamo nikalk-
ve pretpostavke u levoj okolini tacdke a (desnoj okolini taclke
t). Potpuna proizvoljnost funkeije £ izvan intervalz (a,b)
moie naime da utice na ponaianje aproksimacicne razlike u oko-
linama krajnjih tacaka,

L, Tnverzna 1lokalna te orema

hila je Fourierova transformacija,. Jasno je da se u lokalnon

n

2ufaju, kada poznajemo ponafanje funkcije samo na odredjenon
in%ervalu, ne moie primeniti metod Fourierove transfermacije,
bor ne Nnepesredno.

Ipak je dokaz inverznog dela lokalne teorems na neXi

adin analogan sa dokazom inverznog dela globalne teoreme

=

SECUTACL]C.
Prisetimo se da je u dokazu bYeoreme Ll.2.5. ponasanie

& @ om - L] ..r-: - "'!-l'._.
Fourierove transformacije (K,f - £)" aproksimakcione raz.lxe,
a

o



IV

kad ¢-»« , bilo dobijeno na dva nacina.{(Pretpostavimo, radi
1eqn0¢tavnost , da su u uslovlma (S) i (M) koje zadoveljava
(ko) o=¢7" V(¥) = (v,
i) iz osoblna jezgra (svojstva (Sl i (M)) dobijeno je da
(X = 1) — Wwi¥f | p o
ii) iz pretpostavke da je izragz gﬁ(Kff - f) ograniden po
normi prostora X(R), kad ¢—»w , primenom Leme 1.5, dobijeno
je da postoji funkeija g uw Y(X,R) tako da
ff(Kfif - — B, 57

Tzjednadivei granifne vrednosti u i) i ii) dobili smo
"™

g = \wi™f (%)

U lokalnom sludaju, umesto konvergencije Fourierove
formacije, posmatralemo ¥slabu konvergenciju izraza
.f — £) na invervalu (a,b). Tako imamo
) iz osobina Jezgra (svojstva (8g) i (Mp() sledi (v.4,1.(2))
2 svako ged(a,b)

fD{J(Kff(x) - f(x))j@(}(:)dx —— _Lf(j{)&ﬁ{d}(j{)dx’ £ = oo

ii’) iz ogranidenosti izraza g*(K&f - f) po normi na intepr-
valu (a,b), dobija se da postoji ge¥{a,b) i podniz (g.) tako
da ze svaﬁo ?eﬁ(a b)

f;ﬂj(ﬁfi Y) - f(X))ff’(l)dx —_ fg(x)f(x)dx, J —
(ve Z.1.(5))

KomEinovanjem i7) i ii') dobijamo
fe(xp(xax = Jf{x)ga Ux)ax

Ova relacija ée, slidno kao (¥) u globalmom sludaju, biti

osnov 32 dobijanje karalkterizacije klase saturacije.
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5.1. Svoistva (S5) i (Mp)

U daljem cemo iskljudivo posmatrati singularne intezrale

¢ija su Jezgra "Fejérovog tipa", tj. kf(x) = e k(ex), gde jJe

-
b o . = v _ = " . .
. . WVAJ Speclje.an sluca] obuvhvata mnoge poznaive singularne

integrale na R.
Ha jezgro (k ) nametnuéemo sledele uslove koji ocdgovara-

ju uslovima (S) 1 (M) (v. Definicija 1.2.2.)

S C |~._:+..:VC (b"ﬁl
i) jezgro (ko) je "Fejérovog tipa”

11) 1im £ =7 _ 650, za nexo«so.
gy \v{%

Svojistvo (¥gp)
1) Jezgro (X,) je "Fejérovog tipa"
W =1 - (o)

1™

1i) postoji Ae¢ BV tako da

Fourierova transformaciija je za jezgro "IFejérovog tipa
3 = o) k

jednaka [Dod.B.1.]

Y

ko (V) = E(3)

teko da kad su ispunjeni uslovi (8;) i (Mp ond su ispunjeni uslo-

+i (8) 4 (M"). (U ovom slulaju je e = v(v) = {vi™ ). Tako
; s ova Jjezgra vazi globalna teorema savuracije iz I dela,
Heka je (a,b) proizvoljan interval iz R. Sa X(a,b) czmo

cheleZavati jedan od prostora IP{a,b), 1< paoo, G(a,b).
(a”,b") ée uvek bivi pravi podinterval od (a,b).”

Ve e

Teorena 4,1.1, Neka je £¢X(R) i neka jezgro (kf) singularnog

(K,) zadovoljava uslove (55) i (My). Tada

invegrala

~ o ' - \f ’E} f - "(i}

1 NEE = Tllpe, py = o™ = Yyed(a,p) LGy (0)dx =
2} I|I!|___rff . f“ “-(a 'b) — O(g}"‘x—) -=#r

FgeY(a,b)) (YpeD(a,b)) ygf(x)ﬁﬁ(x)dx - (e)pGoe

ved (2,b). da odigledno 9&H(A(d),1vﬁ) pa. ka2ko

- -

Doxaz. FoXa
jezzro zadovoljava uslove ( ) i (M"), prema teoren

1im ﬁf‘((fr ¥ - ?) - fjé'

(TR BT

—
F]'PJ-Z}&

0 (1)

x(r) -

jl.; - - . . Ao - . - . " - -
Y(z2,0) je odgovarajuéi spregnuti prostor koji sadrii X(a,b).

Ly
)

'- -f
r



Odavde, primenom Holderove nejednakosti, sledi

Llim 5 [fTKf?(x) - ¢ (x)) - ?j(w:]f(x)dx = 0 (2)

g-\-.-}ﬂ e

Palje pozto Je
; K, o(x)f(x)ax = J(E<K)K fx)dx = f?(x)Kff(x)dx
s ~ o

(2) sleddi

% e
Lig I E () - 2P = | FE(a)ax ()

Relzcija (5) dobijena je samo na osnovu pretpostavii o svojstvi-
ma jezsgra. Iskoristimo sada pretpostavke u 1) i 2).
1) Neka je %%ﬂ f*ﬁﬂff - fﬂx(a;b)= 0. Tada za svako ged(a,b)

%
Lin % J(K £(x) - £())p(m)dx = 0 (4)
teke da iz (%) 1 (#4) sledi

_J;i'(x) Sa"i}(x)dx = 0 Yoe 2 (a,b)
2) Neka je HKff - fnx(a,b) = O(¢™™). Tada slilna relacija vaii

_— -
W a-f..i,..}_.

i u prestoru Y(a,b)}, tako da primenom teoreme o ¥-slaboj kompa-
Xvnostli zatvorene kugle u spregnutom prostoru ¥(a,b) EDDd.D.&l
dobija s%:da postoji ge¥(a,b) i poanlz (f } tako da

Lin e J(&,2Gr) - £(x))plx)ax - fg(y)ga(x)cbr , Y5 B(a,b)(5)

o N
iz {3) i (5) siedi ¢

S ‘yﬂ(x)f(xﬁdx = [e(x)p(x)ax | Yec D (a,b)

- 0

L,2, Zarakterizacija pomodéu Rieszovih operatora

U ovom odeljku dademo jos jedan primer primene metode
"mollifiera (v. 2.5.2.).

Teka je heR (-1,1) takva da je $n(x)dx = 1 i neka je
hﬂ(x) = phinx), nekH,

Lema 4.2.1. Neka Je h funkcija sa navedenim svojstvima i za
Sedl(R)Y stavimo £ = f%-hﬂ. Neka za dati singularni integral
- - = T = INm

Iﬁ £

allx(aed,bosy = 00
za svako 6>0, uniformns po n.

Dokear. Najpre primecujemo



Kffn = fﬁ*kf = (f*éhn)*rkf = (£= kr)*;hn = (Kff)ﬁ*hn

neka Jje sada §>C 1 n>1/4 . Tada je supp hﬁ:(éﬁ/n,ﬂ/n)c:(—ggg)
talko da Je

K £, (x) ~ £ (x) = _i(Kff(x—t) - £(x~%))n_(t)dt

3
. _g(Kff(x—t) - £(x-t)n_(t)at (6)
Primenom uopitene nejednﬁyosti Minkovskog iz (6) sledi
“Kffn* fn“K(a+§,b~J) =’L£(K3f(x-t) - f(x_t))hn(t)dtnz(a+5,b—5)
4
p |
_H:Lnﬁff(x-t) - f(xut)ﬂx(a+51b“5) n (£) dt

g
fl{ﬂKff - fHX(a,bjihn(t)ldt - | & £ - fax(a,b)

time Je lema dokazanaz.

Posmatrajmo opet, operatore R iz 2.4.2, Pomolu njih

cemo okarakterisati klasu saturacije i u lokalnom sludaju.

Definicija 4.2.2. Neka je fﬁ(X(a,b)) sledeéi skup
R¥x(2,b)) = {£eX(R)] FPeX(a,b) lin [ R} - F
-

X(a,b) = O
i neka Je na njemu definisana norma

el = |2

%(a,b) * ”F”X(a,b)

Prostor }T(X(a,b) Je normalizovan Banachov poitprostor
nrostora X(a,b). To se dokazuje na slican nadin kao a) iz Sta-
va 2.%.2, (jer je (Ry) singularni integral),

Lena 4.2,3, Neka feW(X(R), v!") 1 neka je ¢ed . Tada, ako je
FeX(R) takva da F*(v) = wlI™f"(v), onda

_:r?ﬁ%x)f(x)dx =_f}ﬂ(x)F(x)dx

Dokaz. Najpre, primenjujuci Teoremu 2.4.8., dobijame da iz
£ed(X(R), (vl*) sledi

%iﬁﬁ“Raf - FHX(R) = 0 (7)
Slifno po3to ¢eW(X(R), W™} 1 za ¢ vaii.(?“”)‘{v) = \va§{v),
prema 1sto]j teoreml imamo
. a _ {2} B N
%%?!\Hgy ¢ ],K(R) = Q (8)
Sem toga lako Jje dokazati

=i 1

SREy(x)f(x)dx =_&?(K)R:f(x)dx "

WD

)

L
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Zalsta ﬁ? ( ) )
s X ot
[rectoreaax = freo |22 Jurt=* e o) A% ax @
—id E = w2
- il wl f »
= gu-q_mj‘j( x) AP (x)ax = f&?(}:)sgr—(f)du ax = § ¢ ())RY£(x)dx
- i £ 11 i

3ada je lako kombinov:njem izraza (7), (8) i1 (9) dobiti tvrdje-
nge leme., aalsta, pemoéu (G)

J ‘j?{ (x)£(xax - J gc(x)F(x)dx =

- '}_‘j
o3

= jff(x)f(x)dx-—FLR:?(x)f(x)dx +-£?(x)ﬂ f{x)dx —JE?(K)F(K}dx

ol

< “ g:{“‘j

- Beolly=xepy P eligemy + M@ ly—xegyll RE £ - Flyepy

i izraz na desno]j strani poslednje nejedmakosti tezZi nuli, -ad
¢ -G, prema (7) 1 (8) (gde smo u (8) umesto X{(R) stavili Y "(R)
v. 1.1.).

Teorema 4.2.4, Neka fe¢X(R) i neka,za neko «> 0, Jjezzro (k,)

singularnog integrala (X,) zadovoljava uslove (Sz) 1 (Mp).

Tada

p _ _ -, Y % L =

Y UKL - fligen py = ol = Lim IRfhy 0y = O
“x(arp7yy X(a5p7)

2) 1%,8 = fhyep 1y = 05 = R0 ¥

. f\
Dokaz. 2) Da bismo pokazali da fe;ﬁ%X(a:b’)) X(a3p”) treba
pokazati da postoji niz fneff(X(a;b’)) tako da an - f“X(a’b’)

tezi nuli, kad n — =~ 1 nfn”ﬂﬁ = 0(1) uniformno po n.
Niz fn konstruidemo na sledeéi nadin. Neka je hn kao u
Lemi &4,2.1. 1 neka jJje f, = f*fhn. Tada Je

lim §£_ - fHX(a;b,) = 0 (10)
($tavige ﬂfn - f“X(R) —> 0, n —o, jer je (h,) priblifan iden-
titet).

Treba .jo§ dokazati an“31 = 0(1). Dokazujemo najpre

£ eﬁ(X(R),1vWﬁ. Zaista
W) = It E R )Nw) = Wit (WEN(w) = (AMDH NN () =
n 11 Il I

- (h‘f’*f)*(v) = PA(7)

- ' lm . *'1._;‘" Ai . . . .
gde smo sa F, obelezili hﬁj*f. Kako je h&leL (R) {(jer je nntﬁb)
imame da je F&X(R).
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Drimenjujuéi Teoremu 2.4.8. na funkcije f imamo da je

}EEJ[ - F HK(R) 0, pa je pogotovu
— 1 ' #, - | (
%EﬂJ\Rgf Fn“X(a b ) O (1)

tako smo dokazali f e RN(K(a “27)) (v. Definiciju &4.2.2.).

Treba Jjos dokazatl da je niz fn ograniden u normi pros
ra R°(X(a}b’)), uniformno po n. Radi toga éemo najpre na f
primeniti Lenmu 4;2.3. i dobiti

4
[¢"0s_(x)ax = [¢(®IF_(x)ax | ged(alp’) (12)
- o o
' 1o i — = - by
Dalje, iz uslova tecreme HKff . f“x(a,b) 0(e™™), prema Lemi
4.2.1. sledi
“K f - £ ”};(a’b’) = C’(f'd')
1iformno po.n, Primenjujuéi na fun501ae f Teorernu 4,7.1. do~
blaamo da postoje g ei(a b ) take da

Jga te)E () dx = chm (dx geDd(ayd)  (43)

pri cemu JE iz dokaza te Teoreme Jasno da Je
| & aly(asv”)y = 0(1), uniformno po n (14)

(v. i [Dod D.4J ). Tako da iz (12) 1 (1%3) sledi
fﬁf’(x)l‘ (x)ax =j50(x)::r (x)dx Vsoeﬁ(a’,b’)
a odatle se dobija [ﬁod.D.5}
Fn(x) = g (x) s.s.u (a7b)
pa iz (14) sledi

ian“K(ajb‘) =i'gﬂ‘Y(a;b'j = 0{1), uniformne mo n
Tako da se iz ovog i (10) dobija

- I

bl

n?gj = ﬁfnnx(a;bfj +{1Fnﬁx(a;b') =

i ovo zajedno sa (10) daje
T — X(a%b)

feRNX(afp”))

0(1), uniformno po n

1) Iz uslova | K,f - f”k(a b) - o(¢™) sledi prema Lemi 4.2.1,
da je [XKef ~ £ “X(a b*) = o{e™®, pa primenjujuli Teoremu
4,1.1.1) dobijamo da Je

_gg kx)fn(x)dx = 0 'Vya%(a;b’)



Koristedéi (12) dobijamo da je u ovom sluiaju
%I‘
f,g (:-:}Fn(x)dx = 0 'ﬂl‘f&@ (a”,b")
A

tako da imamo Fn(x) = 0, s.8. u (a%b”)
Iz relacije (11) sada sledi 1EEHR £ ”X(a;b') = 0
pa,y prelaskom na limes po n, dobijamo |

1im“R:fHX(a;b,) = 0

TLIQ

4.5, Celobrojni sludaj

U ovom odeljku Cemo pokazati da se za one operatore za
koje je u uslovima (SF) i (Mp) « ceo broj, klasa saturacije
na intervalu (a,b) moie opisati pomoéu odbildnog izvoda (n parno)
odnnosno izvoda konjugovane funkeije (n neparne). Ovo tvrdjenje
za loxalnu teoremu saturacije analogne je karakterizaclji iz
cdeljka Z.3., u globzalnom sludaju.

Treba dakle pokesgati

Posledica %4+.3,1, HNeka je n paran broj. Neka feX(R). Tada

1) URff”x(a;ﬁ) s o{1) == f je polinom stepena n~1 na (aib)

2) \Rflgey gy = 01— £(Pk y(a507)

Dokaz., 2) Neka Jje )R qu( By = O(1). Iz ogranifenosti fami-
lije (Rgf) v normi prostora X(a b’) dobijamo, koristeli teoremu
o #-5labo]j kompaktnosti zatvorene kugle u spregnutom prostoru
(Dod.D.4e] , da postoji gel(aip’) bvako da ROf konvergira x-slabo
ka g u prostoru Y(ajb’), kad j — o>, Drugim‘}eéima, za svako
¢ef(asb”) . . |

11m‘ff(x)R f(x)dx = \Ep(x}g(x)dx (15)

i =

Iz ovoga, korlstecl (9), sada doblgémo
1im J"f(x) R j(x)a“ = .[?(x)g(x)dx

j~r e -

a. odavde, posto je za 5«*&1@(&,’0 s 11111“ ¢ - (57“}\

(Teorema 2.4.8.) dobijamo ;

T ¢iax = fgeosax YV geXa3p?)  (16)
i keko je, za%n parno,gf }(x) ( >(3)
f(x)go(ﬂ(x)ax:&f(x)gc:z)ax Yoe D(a3D7) (17)



- 51 - 4.3,

Parc%palnom integracijom integrala sa desne strane sledd

1260 = gy ez = o

gde je B(n) n-ti neodredjeni integral od g. Odavde dobijamo
[5, str.BBS.Probl.é]

£(x) = g(p)(x) + pp_4(®) Ses. xe(aib’)
i diferencirajuéi n puta

2 () = glx)ex(asp’)
8to je i trebalo dokazati.

1) Neka HR?fHX(a;bf%; o{1). Iz ovoga sledi da za svako ¢c0(ajb")

lim {G(x)RIE(x)ax = O (18)

pa, kao 3to smo u dokazu 2) iz (15) dobili (17) tako iz (18)
dobijamo

P
ff(x)&gn)(x)di = 0 ‘ (19)
takeo da je f(x) = Pn-ﬂ(x) 5.5, xc(aib’)

Posledica 4.%.2, Neka je n neparan broj. Neka je £¢X(R). Tada

1) “Rgfux(agﬁ) = 0{1) = f je polinom stepena n-1 na (a’b’)
' P ” r
2) IRl geayy = O = £ (Merasn’)

Dokaz 2) Na isti nadin kao u Posledici &4.3.1. dobijamoe relaciju

(16) 3 An : N
_jf(x)y* (x)dx = ‘ﬂg(x)g(x)dx, za neko ge¥(aibh”)

Xako je za neparno n

6y =T ®x) = ()
ilmamo

o g’
L2 (¢f™¥ (xyax = [y(x)gta)ax

ot
odavde, primenjujuéi na levu stranu [Dod.B.9., & na desnu par-
ciljalnu inEegraciju imamo J

|80 ™ ax = [ ¢ (g, (ax

H

tako da Je

f(x) = g(n)(x) + Pn—ﬂ(x) S.5. xe(aid’”)

otuda ~
1) ¢ y(atp”)
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1) Slicfno kao u dokazu dela 1) iz Posledice 4.3.1., dobijaﬁo
umesto (19)

s

[£(x) § (M (xyax = o
a odqavde -

£(x) = py_4(x) 5.5, xe(ajh’)

4,4, Primedbe

U ovom i slededem odeljku dokazujemo lokalnu teoremu sa-
turacije u prostorima X(R). Odgovarajuéu teoremu za periodilne
funkcije dokazao Jje G.I. DUNOUCHL u.iﬁ4]. Medjutim, Sunocuchiev
dokaz se razlikuje od nafeg Jjer predstavlja uopdtenje Jjednog
drugog nadina dokazivanja globalne teoreme saturacije., Izlozi-
c¢emo taj dokaz ukratko:

Ako pretpostavimo da je HK £ - f\X(T) = 0(¢®), tada s
obzirom da Fejérov operator ¢ (arltmetlcke sredine Fourierovog
_reda) predstavlja singularni integral, imamo
oK £ = DNl hlx, £ = £} = O(p™).

Poslednji izraz moZe se predstaviti Fourierovim redom
N

|20 - B B2 Ey oy -0

L

pustajuéi da ¢—»w~, poito operator zadavoljava uslov (5) dobijamo
n

N
[ 220 - 20 1 Ew) o2 [y < o)

MoZe se dokazati (v. [3], str.233) da poslednja relacija pred-
stavlja potreban i dovoljan uslov da se In}“f(n) mo¥e predsta-
viti kao Fourierova transformacija neke funkcije geX(T). Lako

je dokazati 1 obrnuto. I time Jje ustvari dokazana Teorema 1.2.3.
na drugi nacin.

Ako se sada pretpostavi da je izraz “Kff - £ = o(e™*)
samo na nekom podintervalu (a,m)ec(~F,r), onda umesto (i) moiemo
dobilti samo (C,2) ogranilenost tog trigonometrijskog reda. Ovo
sledi iz Zygnundove (A.Zygmund, Trigonometric series, Cambridge
1959) teorije formalnih proizvoda trigonometrijskih redova.
Dalji dokaz inverznog dela lokalne teoreme potpuno je analogan
navedenom dokazu globalne teorene,

I kada se radi o prostorima LP(R) 1<p<2, mogucte je glo-

balnu teoremu saturacije dokazati na ovde navedeni nadin. 4
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zatin koristedi teoriju formalnih proizvoda trigonometrijskih
integrala (A.Zygmund, Trigonometric Integrals, Ann.Math.48(1947))
moxe sSe na slicdan nadin dobiti i lokalna teorema saturacije.
Medjutim, ova] dokaz, kao Sto se vidi, zasniva se¢ na predstav-
ljanju funkcije f trigonometrijskim integralom ijvﬁﬁz(v) eivxdv,
pa se on nikako ne mo¥e uop&titi na prost:we IP(R),ps2.

Zbog toga smo se mi opredelili zz Jrugi nacdin dokaza,
koji Jje izloien u uvodu u odeljak 4. i koil takodje predstavlja
uopitenje dokaza globalne teoreme (v.l ¢2o). Ovakev nadin dokaza
omoguéuje da se on primeni ne samo na poostore LP(R), nego i
na prostore “sporo rastudéih funkeija"(v.deo I1II).



5« DirekXxtna lokalna teorema

Primeéujemo da su uslovi (S) i (M), iz kojih je dobijena
globalna teorema saturacije, dovoljni i za dokazivanje inverz-
nog dela lokalne teoreme. Medjutim, da bi se dobio odgovarajuli
direktan deo potrebno Jje pretpostaviti nesto Jjace uslove za
jezgro. Suncuchi je u (ﬁ#} dokazao lokalnu tecoremu gaturacije
za periodiéne funkeije (za procese sumiranja Fourierovih redova)
i &1%adu uveo uslov za koji Je u neperiodidénom siucdaju analogan
uslov (M%) (v, Posledica 5,2.3.).

Mi Cemo iz funkcije definisane na R dokazati direktnu
lokalnu teoremu polazeél od jedne posledice uslova (Mn) Pret-
postaviéemo, naime, da Jezgro Xk (x) =p k(e x) zadovolaava uslov
(x| n+q[k(x)[ = 0(1). Prirodno Je da je uslov ovog tipa potreban
u dokazu direktne lokalne teoreme, Jdeja dokaza je siedeéa,
Kako je ze funkeciju £ poznato da Je glatka samo na intervalu
(a2,b), mnoZimo je sa beskonadno diferencijabilnom funkcijom b
(v. sliku na str, 29 koja je Jjednaka 1 na podintervalu (2”,b"),
i tako dobijamo funkciju fﬁ koja Jje na celoj pravo]j R isto
toliko glatka kao f. Na tu funkeiju primenjujemo direktnu glo-
balnu teoremu 1 dobijamo da je stepen aproksimacije za tu fun-
kciju jednak trazenom, Medjubim funkecija pf razlikuje se od
funkcije f izvan intervala (a°,b“) i sada Je potrebno dokazati
da Je aproksimaciona razlika Kff - £ mala lzvan intervala
(a’,b”) bez pretpostavki o svojstvima funkeije u toj oblasti.
Za to je potrebno da jezgro ima jos neke dodatne osobine. 0S50~
bina koju smo mi naveli prirodna je Jer kazuje da Jje ke(x) =
= O(f'n),g.,h , 8 iz toga sledi da 1 aprokcimaciona razlika

izvan nekog konanog intervala ima taj stepen opadanjza.
| Primetimo jo§ da ovaj uslov, mada nije posledica uslova
(s) 1 (M), ipak ne suZava mnogo klasu posmatranih operatora,
jer Je za veélnu zadovoljen. (v, Tabelu).
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5.7, Dokaz teoreme

U ovom odeljku dokazujemo obrat tvrdjenja iz prethodnog
odeljka. U inverznoj teoremi smo dokazali da funkecije, Kkoje
se singularnim integralom (K,) mogu aproksimirati sa stepenom
C{¢g™™ (u prostoru X(a,b)) pripadaju skupu

RYUx(Ey5)) X(2sP) O

Sada Cemo dokazati da vaii i obratno. Radi toga najpre primeti-
mo da Jje skup (1) jednak skupu

{£1 1RT 2Ny, y = OO, 223

(v. Definicija &4.2.2. i Posledica 2.5.7.)

Teoremna 5.1.1. Neka je feX(R) i neka Jezgre (k ) singularnog
integrala . (K,) zadovoljava uslove (Sp) i (Mp) i neka je
kﬂdﬁq\k(x)l= 0(1). Tada

'\\Rz’fux(a’b) = 0(1) == - K, - f\\x(a;b,) = 0079

Dokaz. Neka je f«X(R) takva da je “Rtf‘x(a,b) = 0(1). Uvodimo
"mollifier" hn(x) = nh(nx), hed . Neka je £, = £+h, . Tada je
£ eW(X(R), Iv™) (2)

(v. dokaz Teoreme 4.2.4.). Neka Jje za gﬂgx(R) gn(v) =1vff£(v)

tada imamo

PRy = )70 = g B D lEa(e) = WOE () = (g %)

tako da iz teoreme Jjedinstvenostli Fourlerove transiormacije
sledi -
(K2, (%) - £.0x)) = (g A4)(x) (3)

Iz uslova teoreme “R:fui(a b) = 0(1) sledi, prema Lemi 4.2.71.
. ?
% - :
nﬂafn“X(a;bj = 0(1), uniformno po n (a)

Dokazacemo da iz ovog prodizilazi da je ghﬁﬁfograniéeng u X(a b))
uniformno po n; tada ée iz (3) prelaskom na limes po n slediti
tvrdjenje teoreme. (ObeleZimo interval (ajb”) opet sa (a,b).)
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Neka je ped kao na slici. Tada iz (&) l

I =S . £ (X)@(X)H X(R) ° (1) [!,_— ‘f_f_—L

uniformno po n. A odavde poito je (W) ¢ a ¢ 5 b, b

Jjezgro o
”;£szn(t}ﬁ(t)Qf(x-t)dt”K(R) = 0(1), uniformno po n

Pretpestavime da Jje dokazana sledela relacija

L
,5’__{ R:fn(t)ﬂ»(t)ﬁr(x-t)dt - fR:'fn(t)Qf(x- by = o(1) (5)
z& dovoljno malog , uniformno po n. Tada jJe

pat
o o, 1

RS e )=} IREE () Pp(xt)bligprpry = OCD) (6)

S druge strane, iz relacije (2), prema Teoremi 2.4.8. sledi
Hn [ Ro2, - slyry - O

tako da iz ovoga i (6) sledl || g, # 2.4 X(alb’) = Q(1), uniformno
D0 n, a iz jednadine (3) sada prolzlla31 -

lp™(Kps () = £,GMNgeqampry = 001

pusStajuci da n tezi beskonadnosti, dobija se tvrdjenje teoreme.
Ostaje jod da se dokaze (5). Dokazaéemo tvrdjenie za

X(a,b) = C(a,b). 81lidno se dokazuje za ostale prostore.

Neka je xe(alid’); izrag s leve strane (5) jednak je

e

_:LR:fn(t)(‘%(t)—’l).’?xf(}:-—t)dt = _ifn(t)R:(((b(t)-ﬂ}Clr(x—t})dt =

. |
te(e, ) * -t¢[c.d.) 1 * 12

Neka je te(c,d). - 5o
e JA (PCEI~Q, (B
RE((B(6)=1) Aglx=t)) = = du (7)

Bde smo obelezili QL x-t) -'39 (t), Neka je miuj< ¢ =
= min (|a uc{,Lb —ﬂ]), tada Je tﬁmu.e(aq,bq) take da Je
ﬁ( tzmu) = 4. ptuda sledi da je (za dovoljno maloc £)

au =0 (8)

Sow = D
| N REAE) =13, (6) S

1+ 4
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sSem toga
ESROORILNS ) _xf
5 TR - du £ 2m EE%MP ’lﬁhx(tht:é C
tako %? iz (7), (8) i poslédnje relacije sledi N
Tl = [Ea MR (D)) e < op | » ((p-1 Lol e (el
< C I]fn(t)\dt = 0(1) (9)

Neka tE&(c,d)

I, = [ £ (5)E (8)%, ,(£)dE - | s (6IR; A(x~6)at = I, + 5 (10)

S et Teed) T
Preccenjujemo integral Ig. Primetimo najpre
2 € V(LR [91%) (1)
k3
Zaista neka je_y(x) = fk(t)dt - §(x)eBV(R). Tada prema uslovu
£ v .A w* ~ ) -
\WE) M) = (v) =1 = lva& (v). Iz ovoga se dobija da za

A () -,fﬁ(f?) vaii 1vV“m (v) =¢ ﬁgLV)j gde Jje p(x) = m(ox).
Time je {(11) dpkazano.
Sada cemo dokazati da za svako feC (R) vazi

11m.,ff(t)a 2 (x-t)at = ‘ff(t)d}%ﬁx—t) O (12)

L0 -y

Zaista, primeanjujuéi (11) i Lemu Z2,.4.7. najpre dobijamo

v
(RTADNE) = fo(o) = HLWwiEa(v) - s ¥Re) = 570 (M) -D (v

3
ta~xo da zbog JedlnSLvenos i Fourlerove transformacije imamo
r . ,
Ry ALx) - p“A (%) = ¢ (perdpe () = o (x)) (127)
Neke je sada f¢C (R). Tada
ra O 20
- % - VA _
j.l_(u}Ri ﬂf(ﬁ—'i)d.t — f’ ‘.Ll(t)dr-‘\fs,cxﬂt) =

= ffif(t)(pgaedﬁf)(x—t)dt - fjf(t)dh(}:-t) =

= ffj (f%dfﬁﬁx—u) - fxdpm(x)) p (w)du

Kako je (Fa) priblizan identitet dobijamo da izraz s desne stra-
ne peslednje jednakosti tezi nuli, kad ¢ 0. Tako smo dokazall
(12). Kako jJje fngco(R), iz (12) sledi
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[ £ (OREA (tyas < ¢ 5 ()ap(et)  + 7
tateay f:p: Ay

1

9] £ (O xetdan - ¢4 ] £ (alxt) 4 (13)
+¢ e, ) 1 ¢(e,4)

kald je po pretvpostavel xe(alb), onda je |x-ti>§, tako da je dru-
gzl integral u (13) jednak nuli. Za prvi integral, s obzirom

da ge k() = 0(ixl T, kad x— e, 1 da je £(x)/(1+1x))=f € L(R)
dobijano

"L, ()]
meiiif (t)kP(wmt)dt\ e 1iﬁ§¢§q+tt|)lk (x- t)‘_i ;:T;T— dt
1 = %+ . Ty —
ililfs | uli, (@)}l ntIMR) = ¢ ﬁﬁgg}? k(e ullf Ny gy = 00N
iz ovoga i (13) sledi
[ 121= o) (1)

Ostaje Jjos da se proceni Ig iz (10)3 Neka Je hgx =ﬁ-&
Tada kao 3to je lako proveriti hg,xG:W(L(R),\vW), tj. postoji
- LL(R) tako da Hﬁx(v) = W (pN D7),

Iz ovoga, prema Teoreml 2.4.8. sledi

£ %

1im “Rg(ﬁ %ﬁx) - ﬁﬂan(R) = O

¢—>0
Tako da

5 20 (86 |

-

£l£fn(t)(32({5-?‘ﬁ,¢)(t) ~H eas] + | {5 (0E (s)as! <

“M5lg (my VR0 = By odny + Wle (m) I Bexddpry = 000

iz ovoga,(4) 1 (9) sledi (5) i time je teorema u potpunosti
dokazana.

kn

2o Klasa an+4

Definicija 5.2.1. Heka je neN, Funkcija h pripada klasi BV i1
g0 Jje h, ] <. (n q)eﬁc (O w ), h(n) BV (C,oo) i

o

§ xnkdh<n><x)l< = 15)

o

1o¢
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o

Lema 5.2.2. Neka je hEGo(R) parna i pripada klasi BV ... Tada
hEB¥j+q, za J = 0,1,..04y0. Specijalno, postojl AeL(R) takva
da

A% (v) = h(v)

Dokaz. Za dokaz prvog tvrdjeénja v. (171 . Iz Toga posebno sledi
da. an+q<:3v2, za. 1 2713 a kada h pripada klasi BV», poznato
je da postodi A¢L(R) btako da A" (v) = h(v) (3], Theorem 6.3.41.)
Iunkcije iz klase BV, obicno se nazivaju kvazi-konveksne.
Je |
Posledica 5.2.3. Neka f£¢X(R). Neka ‘jezgro (k,) singularnog
integrala (X,) parnc i zadovoljava uslove (Sp) i

(H%) Eihern+q knfv;n— 1 h(v)
v
Tada
ﬂREfHX(a,b) = 0(1) K.t - f“x(a;b,) = 0(p ™)

Dokaz. Dokazaéemo da Jjezgro (kf) zadovoljava uslove Teoreme 5.%.7%
Zaista prema Lemi 5.2.2. postoji 2e L(R) tako da je AT(v) = h(¥)
pa jezgro (k,) zadovoljava uslov (Mzp). Treba jo¥ dokazati da
vaii 1x!n+q[k(x)f = 0{1). To éemo dokazati u sledece tri leme.

Leoe 5.2.4. Neka heBV_ . i htGO(O,mﬂ). Tada

%Eﬁafjh(j)(f) =0, J="7.0.,n

%im &jh(a)(a)é oo = Tyeae,n

-0
Dokaz. Za n = 1 lemz se svodi na Proposition 6.3.6. iz (3] ,
2 zz n > 1 dokazuje se slifno, indukcijom po n, (parcijalnonm
integracijom integrala (15)).

Lena S5.2.5. Neka Jje funkecija k parna 1 neka zadovoljava uslov

(). Tada je x7eac® ", (xM)(MeBr(R) 1 svi izvoai k()
j =

1,.0+,0 Su U beskonadénosti ograniceni nekim polinomom.

: . N
Dokaz, Po pretpostavei k zadovoljava uslov (Mz) u kome se, s
obzirom na Lemu 5.2.2., h moZe zameniti sa Q7. Tako da za v> 0

¥ (v) - 1 = vo X (v)



Tada poito je, po pretpostavci, &“EAC?;q(O,w:) imamo
kK (v) = nvnﬁiﬁ(v) + v AT (v)

¥ {(v) = n(n—ﬂ)vn"zig(v) + 2yt AT () + vn'gf’(v)

» L » ] - L

20y = nt A + C,v A (¥) + Oove AT () + ew + ¥R AP (4

tako da keAC™ T 1 k(n)éBHlOC(O,oﬂ) i u beskonadnosti su svi

izvodl ograniceni nekim polinomom i sem tToga
f]&i&fn)(vﬂ E_COE&?\"{WIN + Gqfld(v A7 % e +f1d(vn£(‘*’1>(~
&COJ‘:“[d}V(v)]‘ + C, fqu} (¥ + C, fjfff\’(v)ldv G aea
+ :Fvnfdaﬁn)(v)l + n_?vn"q\a(n)(vﬂdv (16)

’ F ) M
Premas lemi 5.2.2, BV, povladi meBVj+q, za sveko J manje od

n, tako da wvaizi

ajva\dz}‘ca)(v)ld‘w ) J = Oiq?"'ﬂn (47)
Serm toga za J = 1,eeey n—1 imamo
v =
v3{3(3+q)(vﬂdv = j'vald$£3)(v)\ (18)

&
tako da iz (17) i (18) sledi da su svi integrali u (16) kon-

vercensni, pa smo dobilii

(1aet®) ()] < o (19)

Sem toga, prema Lemi 5.2.4. postojli konacdna granicdéna vrednost
e

k(n}(v), kad v=-0. Posto je k parna funkcija, onda je i ¥"par-
na i iz (18) sledi k(n)EBv(R).

Lera 5.2.6., Neka je fﬁnkcija keL(R) parna i k"e¢L(R) 1 zadovo-
java uslov (M%). Tada [x!n+qlk(x)] = 0(1), xeR.

Dokaz. #ako k zadovoljava uslove prethodne leme, zakljudujemo
da k(n)&B?(R). Sada primenijuiuéi poznato tvrdjenje o Fouriero-
voi transformaciji igzvoda {([3], Proposition 5.3.1%.) dobijamo
~ M
. , v
(—l?)n+q(ﬁ)h(v) = (k(n)] () (20)
A - -

1 odavde, podto je (k)" (v) = k(-v), a izraz na desnoj svranl

£20) ogrzniden, dobija se tvrdjenje leme.
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A1
&

N
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1
»
WM

wvekl specijalni slulajevi

fokazalemo kako se u nekim specijalnim slulajevinma
direldna teorenma dobija veoma Jjedanostavno,

Kada Jje eksponent u uslovu (SF) paran, « = 2n, najle¥-
Ci je sludéaj Jjezgara koja zadovoljavaju slededi uslov:

rostojl moment 2n-top reda funkcije k 1 razlilit je od
nule, momenti reda manjeg od 2n su svi jednaki nuli, tj.

M. = {$9%(tdat = 0, § =1,...,20-1
(1) Poy
Mo = 18R k(t)dt = G £ O

U slucaju kada Je eksponent. u (SF) neparan broj, « = 2n-1,
tipidan je primer Jjezgara koja zadovoljavaju uslove

(1) |57 w(t) ¢ M
(upravo onaj uslov, polazelii od koga smo dokazali direktnu tel
oremu u opdtem sludaju).

Sledeta tvrdjenja dokazaéemo samo u prostoru C(a,b).
Slicno se dokazuje i u opstem sludaju.

Pogledica 5.3.1. Neka Jje Jezgro (kf) singularnog integrala (Kg
Fejérovog tipa i1 neka zadovoljawva uslov (i), Tada je singu-

. - , . —2n
lerni integral (K,) saturiran sa stepenom O(p

), na svakom
intervalu (a,b), i klasa saturacije sastoji se od funkcije
¥cjima je 2n-%ti izvod bitno ograniden na (&,b). Trivijalna

klasa sastoji se od polinoma na (a,b).

Doizz. Dokazaéemo najpre direktan deo Tteoreme zabturacije.

tera 2R (a.b). Tada £028VeLin1, Neka je x (a5b’) 1 b
dovoljno maleo (fako da x+te(a,b)). Iskoristidemo sledeli

- ]

I L T VIR I
Ckdenvitet cat

2ot ( .) ’ . , -
_ 5 JJEKJtJ - i[?(gn"q)(HD B} f(Enmﬂ)(xil(x+tf??c
(21).

j=90
(@ xome je desna strana, obeleZimo Je sa Rn(t}, ogranidena
sa tin/(gn)ﬂ, da bismo procenili aproksimacionu razliku.

£,8(x) - £(x) = J(£Ceb) = 2(x))E (B)at = P [ 2 w1,

- It[dé 5&&}5_
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Primetimo sada da ako jezgro zadovoljava uslov (i), tada

ftgn kf(t)dt = O(?—En) (22)

5V0 se Jednostavno proverava smenom promenljive u integralu.

0y O

em toga je
-en . -
) - J7045ee.32n (23)

ki

J £9 %, (6)at = ofe

I+ >§
Zaista
I £9% (t)d* = f"a Sujk(u)du~<5;j+zn ggngfugnk(u)du = o(1)
i § > g IMi»pd
zbog uslova (i). Time je dokazano (23). Za xe(a’b”) integral
I,l procenjujemno pomodu (21)
(3)
Ll = §(set) = £k (t)dt[ f <1) Stak (£)as + Ip () ECH)
ALY = A <& tc
(a) : o0 l |
—|}__ £ (‘C)(f ~ {)th (5)at + IR A (8)x (t)dt
& [+l

2.1\1 ( )
> LG emRmy fm 2y ()t

< O +
"ul
pomocu (23%). Posleungl sabirzk s desne strane procenjujemo sa
(22) 1 tako dobijamo da je

\Iq\ = O(E

7.2 12' imamo
' < 2 sup f(x)\fifgt)\dt“ o{p “gn)

|11« [ (sGt) - £(x))k, (6)at| <
Tiel>§ LEC Y RS20y
rimenom (2%).Time Jje dolazano
- —zn ,
LSuP, | Ke£(x) - f(X), = 0(e ") (24)

e direktan deo teoreme saturacije.

Tc
Invezni deo je dokazan u Teoremi 4.2.4.
da su u dokazu Teoreme &,.2.4. uslov

%e relacije &.1.{1)

i Posledici

4.%,1. Primecujemo, naime,

ksﬂ)l (Mip) koriiteni samo za dokazivanj
_2n . 2n)
%1m “ <f? - ¢ - h
13 8. opera-

edjutim ofigledno Jje da se ta relacija,

za ¢el (a,b).
tora &ije jezgra zadoveljavaju uslov (1), moie dobiti na isti

natin kao & smo dobili (24). To zZnadi da Teorema 4.2.4, vazi
z& ove operatore 1 time Jje dokazan i inverzni deo lokalne
teorexme saturacije.
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sledica 5.3.2. Nelka je jezgro (k ) singularmog integrala (i)
parno i zadovoljava uslove (Sp), (MF) i (ii). Tada je sin-
gularnl integral (K,) saturiran sa stepenom 1[)(31_"&14'}#F
svekom intervalu (a,b), i klasa saturacije se sastoji iz
funkaija za kKoje Jje Zn-1-vi izvod konjugovane funkcije bitno
raniden na (a,b).

m

Doxaz. Dokaz inverznog dela lokalne teoreme saturaclije dobija

Se

iz Teoreme 4,2.4, i Posledice 4.3.,2. Fokazacemo kako se u

~7em sludaju (neparnog stepena) dokaz direktnog dela mofe dobiti

ne

mnozo jednostavniii nadin nego U opitem slucaju.{Tecrema S.1.1.
50 J g j* J

Zaista, lako je proveriti da je

. w9 _211
~f f(}t) .
fkgn-q)(}c) = 5 -'_Tff_ dt
£

kan je,po pretpostavei, f(an_q) bitno ogranicena na (a,b),

onda, o
}fdﬁgif(XD at M (25)
ess su <
ﬂeﬁnﬁf LB
Dokaraéemo da iz (25) p“OlleaZl
A EE(x) |
ess su dt | <« M 265
xeiﬂ.‘ﬁ? Eg -b-"in | | (26)
Zaista
— 21 In
\ tiCx) N } 20 f(x+(Z2n=3)t
j = dt = ~%~ _AYI(FD § C gn J) ) &
. zz;<_1)3(21) f f(x+(2n-32%) —aif(x) + f(x~(2n~3)%) it -
5 | .
PO
- 520, 2n-1 (£ - F(x—-
— )_- (_q)d(ggl)(gn_a) N~ f (K-ﬁ*t) 2.{15..{) -+ x Lr)
= 4 & T

oF -

H
0,

gy

Pt Ll
[N |

r 1

L

iz ovopa sledi (26),.Sada je veoma lako dobiti direkitno
2.
3
- 2(x) = [(£(x-t) - £(x))K (8)db =

P

= Y (£f(x-t) - 2f(x) + f(x+t))kf(t)dt=

]
]
L

w?‘g_
E Ay £(x) t2n K (6)db
O T )



tako da Je

sup [E?f(x) - £f(x)| < sg;\tgnkf(t)\ ess EupE‘-EZE__ db= 0O(;

Xelart) xela, €} o
prema (26) i uslovu {(ii).

S.4. Primedbe

Kao Zto Je u 4.4, vel releno, lokalna direktna teorem:
5«14, za prostore X(R) analogna je Sunouchievoj lokalnoj %e.
remi za periodifne funkcije. MedjJutim, na prostore X(R) nije
moguc¢e primeniti Sunouchiev dokaz za direktnu teoremu, kao
ni za inverzonu (v. Primedbe 4.4,).

5+, Relaciju (3) iz koje dobijamo lokalnu direktnu teoremu
treba uporediti sa relacijom 1.5.(27) iz koje je dobvijena
globalna direktna teorena. -

Uslov analogan uslovu 1xT+4\k(x)\ = 0(1) (o kome smo ¢
vorili u uvodu) zadoveoljavaju svi operatori za koje vaZi loks
na teorema saturacije. To se odnosi 1 na operatore koji nisu
predstavljenl singulernim integralom. Kao primer mogu da pos)
ze pozitivni linearni operatori Ln(DE VORE [5IL koji su satu-
rirani na intervalu (a,b). Pomenuti uslov koji oni zadovoljar
Ju je sledeéi (str.13%3) " sko se f anulira na nekom otvorenor
podskupu §<(a,b) 1 yeb& tada £{y) ~ L (£(3) = o{m (F))" (M (¥
je stepen saturacije). S1lidnu ulogu ima i relacija (22) u dol
zu Posledice 5.%.1.

5.2, U ovom odeljiku smo dodatni uslov koji Jjezgro treba da
zadovoljava da bvi bilo lokalno saturirano, predstavili kao
uslov (M%). Uslov analogan ovome uveo Jje G,I.SUNOUCHI [ﬁ@] u
dokazivanju direktnog dela lokalne teoreme saturacije za tri;
nometrijske redove, Tako da je Posledica 5.2.%. analogon za
trigonometrijske integrale Sunouchieve teoreme, Tu se uslov
(Mg) pojavijuje sasvim prirodno kac uop3tenje uslova (M) iz
gzlobalnog sludaja. Naime, (v.Primedbe uz odeljak 4,) videlil
da iz ogranilenosti trigonometrijskog reda na intervalu sled
njegova (C,n) ogranifenost. Sada, ako jezgro (k,) zadovoljav
uslov (H?) onda je odgovarajule }fmultiplikator,koji preslik
(Cyn) ogranifene trigonometrijske redove u (C,n) ograniéenec.
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(v. 07]). To omogudava da se dobije direktna teorema.

Debe 0Ovaj odeljak razmatra uslove kojl se Javljaju kod rnajve-
éeg broja poznatih operatora (kod kojih je stepen saturacije
celobrojan). Iz uslova U ovakvom obliku lak3e je dobiti teore-~
mu saturacije nego u opstem sludaju. Dokaz Posledice 5.3%.1,
postoji u SHAPIRO [15:\_ samo za globalan slucaj, a takodje i
Dokaz Posledice 5.3%3.2. za n = 1 (str.53 1 33).



II1l LOKALNA TEOREMA SATURACIJE ZA SPORQO RASTUCE FUNKCIJE

U IT delu, da bismo dokazali lokalnu teoremu saturacije,
pojacali smo, u odnosu na I deo,uslove koje jezgro treba da
zadovoljava., Dodall smo naime uslov

x4 k()| £ ¢ (i)

Sada éemo pokazati da su takvi operatorl pogedni i1 za aproksi-
- maciju Jjedne klase funkcilija, koja Jje Sira nego ¥ prostori.

6. S poro rastudéde funkedidje

U ovom odeljku éemo, prema BOCHNERu [1], uvesti defini-
ciju klase P, {(sporo rastuéih funkcija) i pokazati da singular-
ni integrali, ¢ija Jezgra zadovoljavaju uslov (i), predstavlja-
ju aproksimacione procese i na toJ klasi furnkcija.

Kako prostori P, oligledno pripadaju prastoru.&pi Z.2
funkcije iz E, moZe se definisati Tourierova transformacija u
smislu temperiranih distribucija. Pokazujemo, analogne Lemi 1.5.,
da iz konvergencije familije (f,) u prostoru P, sledl konver-
gencija Fourierovih transformacija ﬁf;) u prostoru ff (Lema
6.2.1.); zatim, analogno Lemi 1.5., da se Fourierova transfor-
maclja funkcije iz P, moZe mnozZiti funkcijama koJje imaju samo
odredjeni broj izvoda (Stav 6.2.3.; v. i Primedbe na kraju odelj-
ka); kao i teoremu ¢ Fourierovo] transformaciji konvolucije
(Teorema 6.2.5.). Ovi pomoéni stavovi nam omoguluju da u 7.
dokafemo lokalnu teoremu sabturacije u prostorima P , na slican

nadin kao u LF prostorima.,
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5.1. Frostori P«: konvolucije

Detinicija 6.1.1. Neka je «> Q. PFunkcija f pripada prostoru
P. sporo rastuéih funkCLJa ako Jje lokalno integrabilna i

“f““ - J \f(X)l dx < oo (1)

R R 'IX‘.‘C

Familija (f ) funkcija fe B, Je &~konvergentna ka feP , ako
lim “f - £l

y—=

Prostor Ei sa normom {1) je Banachov. Za &</ je B, CPy o

Stav 6.1.2. Neka je «>1 1 neka je p<« . Neka su £, I€F LAY neN
i neka za keLq vazi (1+ x1®){1k(x)| « C. Tada

a) :f*]iéli

b) ako je niz (£ ) p-konvergentan ka f, kad n —>e tada Je
i (fn%k) p-konvergentan ka f»k, kad n —»w.

¢c) faemilija (f*>kf), gde Jje kr(x) = e k(¢ x),Jje p-konvergentna
ka £, kad ¢ -—»oe.

Cvaj stav tvrdi da domen singularnog integrala (Kf),
Sije gjezgro (k?) zadovoljava navedeni uslov, moZe da obuhvati
i prostor P,. Singularni integral tada predstavlija aproksima-
cioni proces na P,. Dokaz ovog stava priliéno je jednostavan,
pa ga neéemo navoditi (v. BOCHNER (41, str. 146).

65.2. Fourierova transformacija

Lema 6,2.1, Neka Je familija (ff) funkcija f,e E «-konvergen-

¢
lim :f_‘gf‘ = f° u bﬁ
f*—‘}W

Dokaz. Po pretpostavei §£, - f\hfao, kad ¢ - ew~., Odavde sledi,
za svako ¢ & v

[ G - 2x0) ¢ (x)ax] f*"({xz t;lf(x) e iy (yax| =
< sup (x| ()] f‘fﬂj‘i ];li@‘ 2clify - 2l =0, foe
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! -
tako da f, — f u bP . Odavde sledi [Pod.c.§;]da fe —> 7 u U

Lema 6.24.2. Neka je neN. Neka Je he¢™™ tawva da je n (%e By

—= loc
i h(J)(x) je ogranidleno nekim polinomom,kad x| — o,

J = Oye..,n. Tada je, za svako Qéff,
x| 2 (e " (x)l € ¢

Primedba. Specijalno, za n—ti Rieszov izvod.<?nkx) = (™) ()
funkeije (f?eff’ vazil |x| nﬂ\sa{nkx)\ < C.

Dokaz. Kako Je?e:f, a funkeilda b po pretpostavel ne raste
brze od polinoma, imamo ?héLq. Sem toga

(_ix)n""‘(hso)*(x) = (-1x)n+"_f n(t)p(t)e %t =

= Jn(e)p(e) (et (M gy

Po¥to se svi izvodi do reda n funkeije h(t)¢(t) anuliraju u -
beskonacnosti, parcijalnom integracijom poslednjeg integrala
dobijamo | v
) . /| ~ -7

-0 ) = L amp® 5y (2)
i kako je funkeija (hq)(n)(t) ogranidene varijacije, onda Je
funkcija (—ix)n+q(hy)“(x) ogranicdena (kac Fourierova transfor-
macija funkecije ogranidene varijacije).
Stav 6.2.2. Neka je neN. Neka je feP , 1 neka je h kaou
prethodnoj lemi. Tada Jje sledelim izrazom

i

@9 - | twaprma g

definisana jedna temperirana distribucija. Distribuciju

T obeleZavaéemo sa h-f”.

Dokaz. fako funkecija h zadovoljava uslove prethodne leme, za
svako Qeffvaii relacija (2), pa imamo

e

[ 2G Qe ™ g e

(T, 6= U:fcxxhga)*(x)ax\ -

< sup (1 D ey Gl KEll,, (3)

Desnu stranu u (3) procenjujemo pomoéu (2). Ako se u inbtegralu
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u (2) razvije n-ti izvod (po Leibnitzovoj formuli) i iskoristi
svojstvo funkcije h da su Joj svi izvodi ogranideni nekim poli-~
nomom u beskonadnosti, moZe se dobiti sledeéa procena

sup (1+{x|n+q)((h?)*(x)¥ < C ?%E Sup (1+Ix]j)j?<m)(x)l

pa pomocu ovoga iz (3) sledi da Je T neprekidna linearna funkci-
4
onela na prostoru hg [Dod.G.Q.] , B. Te‘f’.

Cligledno je da tvrdjenje Stava 6.2.3. vaZi i ako se

prostor P zameni nekim prostorom P,, za 4 < n+1,

I+
Stav 6.2.5. omogudéuje da se uvede sledeca definicija.

(Funkecija h biée hix) = ]xln).

Definicija 6.2.4. Klasa W(P,, IV|®), « <« n+1, je skup svih
funkcija feP,, za koje postoji geP., tako da je & = [v|"f7,
Takodje primenom Stava 6.2.3. dokazujemo sledélu

tecremu.

Teorema 6.2.5. Neka jed>0. Neka fePyp, 4 £ n+1 i neka je kel
takva da k"eAC™™, ke (Pepy 1 (D) je u beskonadnosti
ogranic¢eno nekim polinomom, j = 0,1,...,n. Tada je

(f» k)" = k*.£" (&)

Dokaz. Ako %k zadovoljava navedene uslove, tada prema Lemi 6.2,2.
(4+lxin+q)lk(x)\ﬁ50, tako da prema Stavu 6.1.2. leva strana

u (&) je Fourierova transformacija funkecije iz P, . Koristedi

-9
Stav 6.2.5. vidimo da je i desna strana u (4) distribucija

iz Eft

Neka Je (fi) niz "sasedenih"funkcija: fi(x) = f(x), za
xe(-i, 1), a inade £(x) = O. Fumkeije £ i lako je videti
da je niz (fi) «-konvergentan ka f. Tada je prema Stavu 5.1.2,
i niz (fi*k) d—konvergent?n kxa fx k.

Za funkcije fi,kéL vazi pravilo za Fourierovu trans-

formaciju konvolucije EDod.B.6;l
(£,%k)" = K"+ £7 . (5)
Primenjujuéi Lemu 6.1.1., iz «- konvergencije niza
(fi k) dobijamo

!

(£41)" — (£%1)° , 1—oo, u (5)
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i iz «-konvergencije niza (£4)
)

£ £, kad i, u T (7)

Iz (5),(6) 1 (7) sledi (4).

5.5 Primedbe

Bochner Jje, kako primeéuje R.E.Edwardgi oéito prvi pri-
metlio da se pojam Fourlerove transformacije moZe profiriti take
da bude primenljiv i na funkcije koje imaju polinomijalan rast
u beskonadénosti (za razliku od klasicne Fourierove transforma-
cije koja je primenljiva samo na prostore Lp, 1«p<2)., Teorija
(temperiranih) distribucija L.Schwartza veoma je, bar sa for-
malne strane, uprostila Bochnerov pristup (1 re§ila problem
Fourierove transformacije za mnogo Sire klasu objekata nego
3to su (sporo rastude)funkcije.

Medjubtim, prostor svih temperiranih distribucija Je
veoma obuhvatan tako da Jje mnozenJe u njemu definisano samo
Jjednom Jjako uskom klasom funkedija (OM - klasa "mnozZitelja"
temperiranih distribucija Jje skup svih beskonacdno diferenci-
Jabilnih funkecija koje imaju polinomijalan rast u beskonacno-
stl, ngj). Stoga se javlja potreba da se prostor svih fempe-—
riranih distribucija razloZi, na izvestan nadéin, na uniju pot-
prostora, u kojima Ce biti moguce mnozenje funkciJama koje ima-—
ju samo odredjeni broj izvoda. To je ucinio J .KUCERA [7]; on
Je prostorff}azloiio na uniju Hilbertovih prostora. Medjutim,
kako nas interesuju samo one distridbucije koje su (lokalno
integrabilne) funkcije, ili njihove Fourierove transformacije,
problem njihovih mno¥itelja moZemo rediti i na osnovu Bochne-
rovog pristupa, tadnije lzdvajanjem prostora P, iz prostora
jpi To Jje uéinjeno u Stavu 6.2.6., v kome Je pokazano da se
Fourierove transformacije funkcija iz P mogu mnoziti funkci-
jama koje imaju samo n-ti izvod (dakle, ne pripadaju OM)'

o

Tako smo dokazali da je £, Fourierovu transformaciju
funkcije f€P_, moguée mnoziti funkcijomy(v), koja je u tipidnom
slucajn Jjednaka 1v1n. Ovo je glavni problen u dokazu teoreme
teoreme sabturacije i on se javlja Jjod u dokazu za TP prostore
(p>2)., (Lema 1.5.). Sada vidimo da se on na isti nalin moZe

re3iti 1 u Pn prostorima.

" R.E.Edwars, Functional Analysis.Theory and Applications,New York
1965.
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7. Teorema satuauraciije

U ovom odeljku dokazujemo lokalnu teoremu saturacije
za prostore P, sporo rastucih funkcija. Keo &to sme veé ranije
primetili, uslovi koje jezgro singularnog integrala treba da
zadovoljava istli su kao 1 za lokalnu saturaciju na procstorima
X(R). Stavise i metod dokaza, kako inverznog, takoc i direkbtnog
dela, veoma su slidéni metodima dokaza iz II dela. Za dokaz
inverzne teoreme potrebna nam Je Lema 7.1. koja daje pojadanje
uslova 4.1.{1) iz kojeg je dobijena inverzna lokalna teorema
u X(R). Dokaz direktnog dela takodje je veoma slidan ranijem
dokazu, treba samo opravdatl moguénost mnozenja nekih distri-
bucija. To se postiZie pomocu Stava 6.2.5.

7.7. Lokalna inverzna teorema

Lema 7.1.1. Neka jezgro (k) singularnog integrala (X,) zado~

voljava uslove (SF) i (EE). Tada za svako yé??i svako 4 >0
vazi

sup | x| n”“ﬂen(l{fgo(x) - ¢(x)) —go"n}(x) ~—> 0, & 7%

-t £ WL O

Dokaz. Kako je uslov (Mﬁ) (Posledica 5.2.3.) jac¢i od uslova
(Mp), primenjujué¢i Teoremu 1.6.3. imamo

Lin (K¢ -¢) - ¢, =0 (1)

Foo
Uvedimo oznaku Fr(x) = gn(Kfq(x) - (%)) - {qu). Dokazademo
najpre da je '
F.(x) = o(jd P, Ixl = o (2)

Zaista, podto jezgro (k,) zadovoljava uslov (Mp), prema
Lemi 5.2.5. za k" vaZi: k*eACn_q, k“(n)
reda n su ogranideni polinomom. Primenom Leme 6.2.2. dobija
se da je K,¢(X) = (™ ?) @x) - D(Ix!wﬂ_q) Takodje Je (v. pri-
nedbu posle Leme 6.2,2.) gﬁn(x) = O(fx\_n" ). Time Jje dokaza-
no (2). Dalje imamo

«BV i svi lzvedi do

sup Exln+q”g \F?(x)\ < sup |x|B¥- glF (x)| + sup 15 B

01 L xd e . x| <M > M
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Neka je €» O. Tada prema (2) moZe se izabrati dovoljno veliko
M, tako da drugi sabirak bude manji od £/2., Prvi sabirak proce~
njujemo

-—é‘ i
sup xF+1 \F (x)\ e ot § sup \F (x)\
(K14 ™M ixtzmM ' §

i desna strana, prema (1) tezi nuli, kad ¢ »w . Time je lema
dokazana.,

Teorema 7.1.2. Neka je feP .4_¢& 1 neka jezgro (kf) singularnog
integrala (Kf) zadovoljava uslove (Sg) i (Mp). Tada

1) K. £ - f”}:(a,b) = o(e™™® =)\u’gmb(-.an.‘.‘c,)_if(;{,;)(}l'ﬂr(;,c)cbc = 0
2) IR, £ - Hﬁ(a b) = o(p™) = .
T gei(a,b) Yoed (ab) ff(x) e xyax = jg(x)gﬁ(x)dx
Dokaz. Neka je $e¢d . Tada prema Lemi 7.1.1. |
sup 1xl M1 B, p0) - p0) - FHaol > 0 (3)

Za fGPn+ﬂ—;,f;ma;° =
it o - ol o <
- £ ()

i poslednii izraz teZi nuli, kad f-oe, primenom (3). Kako je
sem tecga

TR @(t)f(x)dx —j ?(X)K f(x)dx = 5 ?(X)K f(x)dx (5)
iz (&)Y 1 (5) sledl

-

lin ¢" E(K £(x) - 2C¢xIAx = | FHE(x)ax (6)

Relaciaa (6) dobijena Jje samo na osnovu pretpostavki o svojstvi-
ma jezgra. Iskoristimo sada pretpostavke u 1) 1 2).
1) Neka je llm.g HK f - fHX(a b) = 0. Tada za svako ¢ € D(a,$)

%mm fn.S(K £(x) = £(x))p(x)dx = O (7)
Daklﬁ iz (6) i (7) sledi
jf(x)sin{x)a.x = 0 e (a,b)
2) Neka je | K, f - dX(a ) = o(p™™). Tada ovo pogotovu vaii

u prostoru ¥Y(a,b) (spregnutom prostoru koji sadrzi X(a,b)).
Primenom teoreme © x-slaboj kompaktnosti zatvorene kugle u



spregnutom prostoru [pod.ﬁ.4j dobija se da postoji ge¥(za,b)
i podniz (fj) tako da ¢
¢
1im P [(K,1(x) - £G)px)ax = [g(x)g(x)ax  ¢ed(a,b) (8)

'1'—'.:' Lt e

Iz (6) i (8) se dobija .

Jereoax = [gtapxiax  ged(a,o)

Stav 7.7.5. Neka je neN i «< n+1. Neka je f W(Pm,lvln) i
neka je g ona funkecija iz B, za koju vaii § = \vi™ £7. Tada

Lim |ReE - gl = ©

Dokaz. Prema Lemi 2,4.7.b) operator R% moze se predstaviti u
oblixu | '
R% £(x) = fxr (x) - £(x)
cde za T vaii [xln+qlr(x)\1£ C. Iz Stava 6.1.2. sada sledi
da Je R?fe?;, i poSto nije teiko proveriti da r zadovoljava i
uslove Teoreme 6.2.5. dobljamo

(REL)" = (,.(x) - 1" (@
Po »nretpostavei Jje £ = jvln £f%, tako da
- A V'—fl ] L) [ ] Fa
(RPE)" - & = I‘Mn g -8=0(v)E-8=(px8)" ~& (10)

gde smo za drugu jednakost primenili Lemu 2.4.7., & za trecu
Teoreru 6.2.2. (jer se 1 za p moie dokazati da zadovoljava uslo-
ve te teoreme).Iz (10) sledi

REE(x) - g(x) = P *8(x) - g(x) (11)

i kao g i p zadovoljavaju uslove Stava 6.1.2. imamo da jJe
p * g «-konvergentan ka g, kad € - 0. Tako da iz (11) sledi
tvrdjenje stava.

Tera 7.1.4%. Neka je few(:P,v,Wl D), 2 n+1, i neka je g ona funk-
clja iz Py za koju vazi
g = il sn
Tada za svako yeg”vaii

o4 A
_‘L Lf{n}(x)f(x)dx = i(f(x)g(x)dx
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Dokaz, Jezgro (rz} operatora (R?) zadovoljavae uslove Leme 7.1.1.
tako dz za svako 50& ¥ vazi

s x| “\RE - £ — 0

up | IR p(x) gvmﬁx)\ — O, - (12)

gde je & prnzvoljan broj manji od n+l. Sada se tvrdjenje leme
lakn dobija

{nﬁ(x)f(r:)dx - f?(x)g(x}dx

--!li'

J{im(x)f(x)dx - JRH?(x)f(x)dx + i?(x)ﬁ?f(x)dx —_}iy(x)g(x)dx

sup {1+ Ix["")ho(n}(x) - R&ff(x){ L.&L dx

14 1x|*®

+ sup (1+[xﬂ“)1?(x) j\R 220 = g 4.

1+ Ix{%*

i prvi sabirak s desne strane teZi nuli, kad £— 0, prema (12)
a drugi prema Stavu 7.1.%. Time Jje lema dokazana.

Definicija 7.1.5. Neka je.neN i « < n+t. Slededi skup
n - : n
RRGEEaR) = {en ] FeX(a®) YIRS - el - O}

je normalizovan Banachov pobtprostor prostora X(a,b) u odno-

SU na normu

“f\\ﬁm = "fn}i(a,b-) + lellx(a, )

Teorema 7.1.6. Neka feP 4, o i neka jezgro (k. ) singularnog
. invegrala (X,) zadovolaava uslove (8p) i (M? Tada

- = —H 13 £ -
1) 1K, £ f”x(a,b) h O(E ) === £ Je pgal?gmbs)epena n

= 0™ — chﬁ(Pﬁ\) Z(a50")

Nt gmg

2) HKff - fﬂx(a’b)

Dokaz je veoma sliCan dokazu Teoreme 4.2.4, Slicéno kao u tom
dokazu uvodimo "mollifier" h,e & , ieN, £; = fxh; i dokazujemo
da ;e

(1%

n
£1€9 (P g MIT)
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7Zalsta

gt T .a:~=|n ~ ﬂk.nz {ﬂ.n._.n.__ {Hb AL .
v} T £7 v1T(f*h)" = v]” Bi-f (hy HAEr = (b £)% = g2

gde smo za drugu jednakost upobrebili Teoremu 6.2.5., za tredu
definiciju Rieszovog izvoda (v. kraj odeljka 2.4.1.), za
cetvrtu opet Tecremu 6.2.5. (éije uslove funkecija hin3oﬁigledno
zadFvoljava, v. Lemu 6.2.2.) i na kraju smo sa g obelezili
hénf*f. Prema Stave 6.1.2., funkcije 83 pripadaju prostoru

P . a_g- Take je dokazano (13),

Dalje dokaz proizilazi iz Teoreme 7.1.2. pomoéu lLeme 7.1.4.

n
Kao #to je Teorema 4.2.4, dokazana iz Teoreme 4.1.1. pomeéu

Leme 4&4,2.3%.

7.2. Lokalna direktna teorema

U ovom odeljku dokazujemo obrat tvrdjenja iz prethodnog
odeljka. Dokazacemo da funkeije iz prostora E,, « « n+l, koje
pripadaju ' skupu

RP(By X (a,0)) ¥(&D) (1)

mogu biti aprokaimirane singularnim integralom (X ) sa stepe-
nom O(f_n). Iskoristiéemo opet jednekost skupa (14) sa slededim

Sskupon
{feP, | nRgf“X(a,b) = 0(1), £=0}

Teorema 7.2.1. Neka [ Pﬁ+4_5 i neka Jjezgro singularnog inveg-

rala (Kf) zadovoljava uslove (Sg) i_(H%). Tada

IR £

K(a,b) = O(ﬁ) —= “Kff — f“X(a;b’) - O(fhﬂ)

Dokaz. Kao u dokazu Teoreme 7.1.6. uvodimo "mollifier" hed
hi(x) = ih(ix), f£. = fxh;. U (13) je dokazano

1
. - Il
fi N(En+ﬂ_51 ) )

Weka je g; ona funkcija iz P, 4_g 28 koju vaii gi = [l
Kakxo jezgro (k,) koje ima svojstvo (M) | prema Lemi

In -~
-

5.2.5, zadovoljava uslove Teoreme 5.2.5. moziemo primeniti pra-

vilo za Fourierovu transformaciju konvolucije i dobiti
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: A n kx3(v) ~ 1 R ~ - ~
fn(hffi - fi) =7 Eg‘v\)n lv\n fi = j\f(v) &4 = (g-*?‘r>

Zbog Jedinstvenostl Fourierove transformacije ocdatle imamo
pr(K L (x) - £,(x)) = (gy* ) (x) (15)

uslova te Dl = 0(1) s
1z oV oreme nRaf“X(a,b) 0(1) sledi

I RDf ilx(asp ) = 0(1) uniformno po i (16)
(ovo se moze dokazati na slidan nadin kao Lema 4,2.1.). Dokaza-
cemo da iz (16) sledi da je glﬁﬂ ogranideno u X(aib’ ), unifor-

mno po i. Tada ée iz (15) slediti tvrdgenge teoreme, prelaskonm
na limes po 1.

Dokazaéemo tvrdjenje samo za prostor C(a,b). Slifno se
deokazuje w estalim slulajevima. Interval (aib’) obeleiimo opet
sa (a,b). Pretpostavime da je funkcija{bei) kae na slici na str.
56, Tada iz (16) sledi

HRﬂf.(xjﬁ(x)”c(R) = 0(1), uniformno po i
a odavde, posto je (A,) Jjezgro
nth (t)@(t)ﬁ.(x—t)at“c(ﬂ) = O(ﬁ), uniformnoe po i

PretPDSuavlmo da Je dokazana relaCLJa
I R 22, (5)p(8) A (x-t)at - qJLR&fi(t)ﬂf(x-t)dt“é(a;b,) - o(1) (17
odaule bi sledllo

H R £5(£)A ¢ (x=8)at] g ary-y = O(1), uniformno po i (18)

Sem towa iz {(1%) pomodéu Stava 7.1.%. sledi
lel]R - gi“C(a]b'} = 0(1)

£—20

tako da iz ovoga i (18) proizilazi
‘\ Al GLHC( 5y = 0(1), unifdrmno po i

i pomodu (15)
fnqufi - fiﬂg(a;b') = 0(1), uniformno po 1i-

pudtajudi da i teZi beskonalnosti,dobijamo tvrdjenje teoreme.



Ostaje joS da se dokaze (17).

Neka je xe(ajd’). Izraz u (17) moZemo predstaviti u obliku
v T
'r"l .
LRﬁ £ t)(p(t)-ﬂ)ﬂ\ (x-%)dt = F&fi(t)l::%(({é(t)-ﬂ)ﬂf (x-t))dt =
= I + .( = T + 1
£&ed) 4 4r0) 5 2

Heka Je t¢(c,d). Tada kao u dokazu Teoreme 5.1.1. (v. (7), (8) i
dalje) sledi da Je o -
sup lR (pCe) = ) A (8))] = o(1) (19)

ft ILJ'
pa je
I qm\f (OIRGC(BE)=1) A, (x-t)lat su%}\a‘-”-((p(t)-m“(mﬂ £ (Yas
o +a(e

ogranilen {pomodu (19)). |
fleka je té¢(c,d). Predstavime integral I, u obliku

I, = {2 (0RP(AEI N, (8))at - (£ (9)R3A (x-t)at = T} + TS
t%GJQ féurj
Koristeéi relaciju (127) dobijenu u dokazu Teoreme 5,1.71.
RP2(X) - o™ (x) = Ppaxdp(x) = p(x)) (20)

X
gde je M(x) =dé;k(t)dt - 0(x), a (p,) Jezgro operatora R%,
najpre ¢emo dokazati

llm I f. (t)R f(x-t)dt = fn1ffi(t)df?(x—t) (21)

oo ~w

Zoista iz (20) sledi
r1

15 (8P A x-t)dt - nj;fl(t) J P, (x~t-u)d p(u) at =

- §7[( 2, (6)p, Ge-bmw)at dp(w) = pP(Epep vk () - £yxp (3)) (22)

Kako je lxln+qlp(x)[ = O(1), onda prema Stavu 5.1.2.c¢)
sledi da Jje £I. s# D = fE . n+1-4 -konvergentna ka fl, kad « - O.
Kako 1 (kf) zadovolaava uslove istog stava prema njegovom delu
b) sledi da e familija f° ¥k, 0+l -d-konvergentna ka f xk., kad
¢ —> O, Kako uopste¢x-konvergencwga (za proizvolanocnpo) povla—
¢i uniformnu konvergenciju na svakom kopacnom intervalu, imamo

) £
%%E: Hfi*kf - fi%k?nC(a;b') = 0O

Tako da iz (22) sledi



. n N n - ;
b L2, (6)RT o (x=8)dt g gepey = 1D e IExp sk, = LD W graryy

Lo

1
¢

i
~ o

lim ¢ ik - £5 | grarory = o MR = £l ganyy  (23)

i

Za integral Ig imamo iz (23) (treba samo oblast integracije za-
meniti sa t¢(c,d))

5
\12\ =S Eﬁc t£f (t)R ’W(x t)dt“C(a b*) + 7
< ?n ‘ﬁf (t)k (x-t)| at + sup:Pn.glf (£)dd (x-5) + M
ﬁé{ﬁ -tﬁ(:l.p{,) 460
1! | BHET=8 _ £, (8)]
< jj,ig%;ig?] (1+ (%] )lk (x t){‘i AT =dt + 0+ %
< ¢ mup 1 et ™ 1) el s o+
< 5 ep (o ™ DI W fylpqg + 1 = 0D
poito jezgro (k) koje zadovoljava svojstvo (MF), vaii
= P e = 001), kad ki~ e,

Ostage jo¢ da se dokaze da Je Ig ogranicen, Neka Jje
ﬁldﬁ . Tada postoji H? '&L/1 tako da je H (v) —}v\n(ﬁ':%J)“(v)E
Na slﬂcan naéin kao u Lemi 6.2.2. moze se dokazatl da je
\tln+q) (t)\— 0(1), kad |t|—»>~. Sem toga, kako jezgro (p,)
Dperaﬁora RE rzadovoljava uslov 1n+q|p(“)\~ 0(1), nije tesko

dokazati
=6
sup 16! 7Y Ry (A %) - Hexl — 0, €0 (24)

tako da za Ig imamo

i

L2l £l (2 (0)RD( B0, ) (8) asl <

-

AN OI A CENIOIEE MON LI EA O Keso L

—&
& sup (1+ £ 27 _)Iﬁz(ﬁiﬂmﬁﬂ- B (N Tyllqpqy  + T3 He

Prvi sebirak te¥i nuli kad £¢—>0 (za svako ¢ ), prema (24).

Ao u drugom pustimo da p —»w , prera navedenim osobinama H

£ % H, n+1-~¢ ~konvergira ka f.. Sem toga niz I, je n+1-5-konveg-
entan ka £ tako da Je ogranicen u n+1-¢ pormi uniformno po i.

Time Jje dokazano da Je I; ograniden uniformno po i (za dovolj-

no melo & i dovljno veliko p). Tako smo dokazall (17), pa Je

dokaz teoreme zavrsen.



7ah. Primedbe

Aproksimaciju funkcija koje su u beskonalnosti neograni-
“ene posmatrali su SIKKEMA [16] 4 MAY (9]. Operatori u tim
radovima nisu konvolucioni; ipak zadovoljavaju ilzvesne uslove,
analogne nasem lx\n+ﬁ\k(xﬂ < C. Za funkeciju £ se takodje pret-
posvavlija da u peskonadénosti ima ograniden rast.
7.0, Lema 7.1.1. nije najbolja moguéa, Jjer nije dokazano da
je necvhodno 4 u tvrdjenju leme. _

Teorema 7.1.2. Jje pobtpuno analogna Teoremi 4.1.71., samo
%o je u ovom sludaju potrebno primeniti Lemu 7.1.1. umesto
relacije &4.1,{1)., Stav 7.1.%. uvodi operator RS 2.8, sporo
rastuée funkcije. To je mosuée zato £to jezgro operatora RS za-
dovoljava uslove Teoreme 6.2.5., pa ga je moguée primeniti i
na sporo rastuée funkcije. |

Jasno je da bi se i za sporo rastuée funkcije mogle
dobiti kerakterizacije klase saturacije u terminims obilnih
izvoda, kao u 4. 1 5.

Metod dokaza omoguéule da se iskazi slicni navedenin
u 6, 1 7. dobiju i za proizvoljno «>0, umesto za celobrojno n.

x>0 {7},

Za. Ho je potrebno uvesti klase BV _,,



- 80 -

DOCDACT

A, Konvelucije

Neka su £ 1 g dve merljive funkcije na R. Tada se izraz

fep(x) = :if(x-u)g(g)du

zove konveolucija. Ako je o funkeija ogranicenre varijacije,

konvolucija f¥ dm se definice
b

£ au(x) - Sf(xuu)dﬁ(u)

A.1. TUeka feX(R) i neBV(R). Tada £+ du postoji skoro svuda kao
apsclutnoe konvergentan integral

hex apixery ¢ 1Elgzemy I M gyemy B, str.13]

A.2. OSpecijalno kada Je M apsolutno neprekidna, odnosno posto-
Ji geLﬂ(R) tako da je dm(x) = g(x)dx, iz prethodnog se dobija
da postoji konvolucija fx g, za feX(R), g&Lﬂ(R) i

“f * g“X(R)é i fhK(R) i g"L’l(R) C51 Str-5]

B. Osobine Fourierove Stransformacie

U celom ovom odeljiku su f,geLP(R), 1epe2, 1 MeBV(R),
ako nije drukdélje naznaceno.

Bl (£+2)°(%) = £°(%) + g°(v),  (e£)"(v) = cf™(v)

(£ +n)) () = e £ (v)

(e"ih*f)“(v) = £ (h+v)

(n£(n=))"(v) = £7°(v/b) (3, str.189,212]
B,2. Teorena jedinstven&sti

£2(v) =0 —= £(x) =0 | %, str.193,244]
?E‘e%i:ﬂf“(v)\qf\\q . VER (5, str. 189,219

\}i (W« iplgy 9 VeR
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3.4, Titchmarchova nejednakost

1£70e £ 1flp (/P + 1/q

H

1) 3,5tr.188)

B.5. Ako je {(«BV apsolutno meprekidna, tj. postoji gel]
tako da je dp{x) = glx)dx, onda~ﬁ(v) = 27 (v) (3]

B.6. Pravilo za konvoluciju

(£ (v) = £7(v) @&(v)

specijalno kada Je apsolutno nepfekidna

(£xg)"(v) = (g (v), gel’ [5]

B.7. Parsevalova Jjednakost

~ 7 A
£e1P | q¢pec2, g,@eLq tada ff(u)g(u)du = Jf(u)g(u)du

=] .
eBV gng1 tada _(g(u)@y(u) = f1ﬁ(u)5 u)du
e | [3,str. 214,221
B.8. Fourierova transformacija Hilbertove transformacije
(f_“{v) = ~isgnv £°(v) | Eﬂ

¥3
B.C.

JTeax = | 2G0e(x)ax

|
A%
‘-——__,..-:'l

C. Temperirane distribucije

c.1. J Je skup svih beskconacno diferencijabilnih funkcija
¢ definlsanih na R, takvih da

sup 1t ™ 1 (30 (o)l <o n, jen

=

Funkcije ¢ nazivaju se brzo opadajule. Xa prostoru ¥ se defi-

“&

nisfte topologija: niz qitg?teii nuli u ., 8ko za svako n,JjelN

sup (x <J)(?)1 i-—=w0

el .
C.2. J je prostor svih neprekldnlh linearnih funkcionela na J,

mlezentl prostora :f nazivaju se temperlrane (aporo rastude)
distribucije. Vrednost funkcionele fe¥ za yffd obelezava se
sa LI, %>.
C.%. Fourierova transformaclija predstavlja neprekidno linearno
ajanno jednoznadno preslikavanje prostora L pna 7 . 1OVETrZNo
preslikavanje Je takxodje neprekidno.
Za fé?fﬂFourierova transformacija se definife Parsevalo-

vor iormualom

(£,40= 48,4 Veef
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Tako definisana Fourierova transformacija je neprekidno,
linearno 1-- 1 preslikavanje prostora j’ na.tf « Inverzno
preslikavanje je takodje neprekidno.

C.t. Oy Jje skup svih beskonadéno diferencijabilnih funkeija
y za koJe vazi | (x)l< K(1+ x!™), za neko neN (pporo rastude
funkeije). |

Oé je skup svih distribucija_Teffi takvih da Jje za svako

keN, (1 + xa)k/gT ogranicdena distribucija.

C.5. Ako je ¢eQy 1 fefff tada postoji. proizvod ¢-f

(proizvod se definide {yf,p) = {f,¥¥) Vyel). ,
Ako jJe géOé i f&ffftada postoji konvolucija ga&f&-yﬁ.

Ovako definisane operacije konvolucije i proizvoda neprekidne

su po svakom ¢lanu. Sem toga

(g% £)" = gf 1 (y)" = yx 2

C.6. Ako je za distribuciju fe:?”, sSupp I“ciqﬁ tada je f
polinom, -

f |
C.7. 7Za temperirenu distribuciju f& J definife se Hilberto-

- ] N 1 L} u -
va transformacija £ = v.p. E’*f' Za Fourierovu transformaciju
ove distribucije vazi

ot .
f % = ~isgn f£°

Sve definicije i tvrdjenja navedena u C. mogu s®
naéi u [2] i1i [11].

D.

lrr——

D.1. Svi prostori LP(R), 12pece, C(R), BV(R) su potprostori
prostora Vil 14}

D.2. Prostor & je svuda gust u prostorima X(R). Kako je
D < ff , onda je i Ua svuda gust u X(R). EHJ

po
D.%. Ako za feIP, 14 p o, ili BV(R) vaii [£(x)p(x)dx = 0,
za svako Saei), tada je £(x) = 0, s.s. 'w
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D.4, (Teorema o ¥~-slaboj kompaktnosti)

Neka je X Banachov prostor. Neka za niz (f;)e&X* vazi

Ufi”xgém, wniformno po n. Tada (f;) sadrzi x-slabo konvergen-
tan podniz, tj. postoji (nj), ny =, j = 1 postoji e X tako .da

lim £ (£) = £9(£) ¥ feX

JTe Ny

Sem toga i£7yer <« 1lim dnf §£ Ny« (3,5t=.21)
i

J 2w
D.5. Neka f,:f¢LP(R), 1<p<o. Ako postoji M, tako da
(f,)l;p < M, uniformne po n, i ako je lim fn(x) = £f(x), s.s.

Yy = DM

tada za svaki geL%(R) vazi w

wl

;Em‘{fn(x)g(x)dx= ff(x)g(x)dx (Bﬁstr.aéJé

— il = Y



] l
_ ] k(x) k*(v) v (Sp) (Mp)
2 1- W, {vidl 4t n -1, 17l ¢4
Fejer ;1_—- -S—lll-g}—c wi | 1im — & ==1 [ A(¥)= /
X x | O , v 0 ¥ a7 v >
Cauchy —wi ﬁ i
a1 = ivl e _ e VA
Poisson o . xE © vl jii v 11 ()= 7
E_
ey x e 2 7
Wweier-— X 2 -V A -7
d - - 2 e . - e =1
strass = & © v %}PII; —--—2—v ==1 | 2{v)= Tz
1
— ‘-’l F.9
. d - | x} 1 2 . A+v 1
Picard e v 1im =_ (v)= —
S P, i aa - 2
1'
Bochner | I (x) (1=v=Y, [l 5 (1 o3 . (’*-—-:f)—’*
] { o . ffy Tt %7 1im i AV du S '}‘(v)_ -5
Haesz 2 Tl 1% \ W T, Q W > =0 VE -
& > 3 av e
Weier— _ th e'"wla-...ﬂ R i ,
strass w (%), 4>0 e wi“| 1im =1 Av)= —
{ op3te) “ e Wwi® i
|
Picard A .4
(opEte) c (x), o L i ! 1im Lt == | A{v)=
e 1 +{vi* L Ve g ® 1 + wl®
o !
Hipidne = (101, w1 (A, | 2 “TQ%)_/I'
~ ; X o : vl 1imd—— — (v)= '
s;.edlne |- A o, wied e 0 1
- ok
_ | (’I—TJ\*)T. izl ¢ (1=5o (1 L P
Riesz T (x), %P0 vl 1im —— =1 Q(v)= NIE
alt O , - ¥l > Ve o v} ® _1
| VP
1! 1 , IVig 7 ¥ ( )1 g
- im _
b(x) ‘1—(11—1." ﬂ.) 1Wll _ To rvlu, ne vazl
L Vaso
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i4.5.2.
52.5.2. T =
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{{ | 5.2.3.
a2 :
~ . M = O ! 1I!
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' :
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[ ' e
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