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u v о d 

u ovom radu posmatra6emoaproksimaciju realne funkcije 

f nekim linearnim operatorim~. Za funkciju f pretpostavimo 
-da prip.ada nekom Banachovom prostoru Х i posmatramo роnазanје: 
izraza 

(1) 

gde је (А,) familija ogranicenih linearnih operatora па Х 

(koja zavisi od realnog parametra '" оо). Ako izraz (i) teZi 

nU11, kad Ј..,. ... ka7,emo da linearn.i prQces CAf ) aproksimira 

funkciju f. 

Aproksimacija linearnim operatorima је једлэ od najvaz

nijih oblasti teorije aproksimacija. s obz1rom da obuhvata, 

naprimer, integralne trans!ormacijs, razvoje u Fourierav red, 
interpolacione procese, itd. Sеш toga, linearna aproksimacija 

u izvesnom smislu dopunjuje teoriju najbolje aproksimacije. 

Posmatrajmo jedan primer. Neka ве za datu neprekidnu 
funkciju па konacnom intervalu trazi aproksimacija polinomima 

datog stepena. Prirodno је potraiiti najblizi moguci takav 

polinom. Poznato је da takvo najbolje priblizenje uvek postoji. 

Medjutim, pokazuje ве da operator najbolje aproksimacije nije 

linearan (naprimer, ako znamo najbolju aproksimaciju dveju funk
cija f 1 i f 2 nista nе mozemo reci о najboljoj aproksimaciji 

njihovog zbira). То је ustvari glavni nedostatak te teorije; 

nе postoji jednostavan postupak koji Ы svakoj funkciji dode

ljivao najbolju aproksimaciju. 

Stoga је od interesa posmatrati aproksimaciju linearnim 

operatorima ро сеnи nesto vece greske, moguce је aproksimaciju 

generisati па dosta jednostavan nacin, nekim linearnim opera

torom. 
Najbolja aproksimacija ima jednu veoma vaznu osobinu, 

koju u izvesnoj meri cuvaju i linearne aproksimacije. Neka је 

р polinom najbolje aproksimacije za datu funkciju f. Tada 
п • 

razlika Лf - р 11 = Е Cf) tezi nuli, kad п --> "', utoliko brze 
п п . 
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ukoliko је f"nkcija f "bolja" ( ima veci Ъгој izvoda). То tvrde 

poznate te9reme Jacksona i Bernsteina. Jacksonova, direktna, 
teorema glasi: za proizvoljno kEN, ako funkcija f ima k nерге

kidnih izvode, tada је En(f) ~ O(n-k ). Bernsteinova, inverzna, 

teorema glasi: ako је. Е (f) = O(n-k ), k.N, tada је f k puta 
п . 

neprekidno diferencijabilna. 

Ovakvu zavisnost s,tepena aproksimacije od osobina funkci

је. f pokazuju i aproks,imacije linearnim operatorima. Ipak, samo 

do izvesne granice. Kod ve6ine proz~atih operatora pobolj~anje 

stepena aproksimacije u zavisnost~' od glatkosti funkcije zaustav
lja зе kod nekog "kr1t1~nogll stepena. Dalje, i МО pretpostavimo 

уеси glatkost funkcije, nесето dobi.ti bolju aproksimaciju. Ov'.\j 

fenomen ве naziva 11saturacije.'~" а pomenuti "kriticni" stcpen 

aproksimacije zove ве stepe,n· Baturacije. Bolji etepen aproksi-
. 

macije datim operatorom nego sto је stepen saturacije imaju ва-

ша neke Ittriv1jalne" funkc1je (konstante, linearne f1mkcije i 

еl.). Od interesa је dakle opisati funkcije koje iшајu stepen 

аргоksiшасiје иргауо jednak kriticnom, za takve funkcije ее 

kaze da pripadaju klasi saturacije. prоыlш·sаturасiјеe ее еа

stoji u nalazenju stepena saturacije i opisivanju klase satu

racije. 

prоышm saturacije prvi је uveo Јеan Favard 19~7. "а 

procese sumiranja Four1erovih redova. (Za klasu saturacije 

ponekad эе upotrebljava 1 izraz Favardova klasa). Otada је 

problem saturacije resen najpre za mnoge poznate operatore, 

а zаtiш'su nadjene i razlicite opste metode za resavanje tog 

problema. Tako da danas postoji nekoliko' knjiga o,saturaciji 

\'3], (5 Ј, [13 Ј, i, nагауnо ,mnostvo Clanaka. 

мi сето ве u ovom radu ograniciti па jednu specijalnu 

vrstu operatora. То зи konvolucioni operatori, zadati па slede-
. . .. . 
c~ nac~n 

~ 

KJ'f(X) • f'k/x) • _[t(X-t)k/t)dt (i) 

gde је "jezgro "(ky ) sastavljeno od funkcija k,EL(R). Konvolu

cija је, kako kaze Shapiro (13), jedan od nајшосniјih i nај
op~tijih metoda za generisanje aproksimacije za datu funkciju 

[. Razlog tome је eto konvolucija nasledjuje dobre osobine 

obadva faktora. Naprimer, ako za jezgro (k r) uzmemo mnogo puta 

diferencijabilnu funkciju,onda се i Krf t transformacija funlc
cije f, imati ista svojstva. 
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Za operatore (11) dobro је poznata teorema saturacije 

u prostorima ~(R),C(R), napr1mer. Opsti metod <а resavanje 

tog problema је metod Four1erove transformac1je. U 1 delu сешо 

pokazati kako ве taj problem па уеота slican nacin resava u , , 
svim pomenutim prostorima funkcija definisanih па R, а takodje 

ukazati i kako ве taj ргоЫеш па isti nacin moze resiti i za 

odgovarajuce prostore nad Т (per1od1cne funkcije), Rn , тn • 

U 11 delu razmatГfuo problem lokalne aproksimac1je _а 
operatore (1i), tj. aproksimaciju па datom intervalu (a,b)cR 

i dokazujemo tеогешu saturacije. 'Pakazuje ве da ви uslovi koje 

operator treba da zadovoljava da Ь! bio lokalno saturiran, пе

sto јао1 nego <а globalnu saturaciju. То 1pak nije suvise jako 

ogranicenje, s ob~irom da ga zadovoljavaju mnogi poznati ope~a

tori. Sunouchi (14) је dokazao odgovarajucu lokalnu teoremu 

saturacije za periodicne fl1nkcije. S obzirom da ве Sunouchiev , 
dokaz пе moze primeniti па operator.e (.11) па R, bilo је potreb-

по promeniti metod dokaza. 

Као sto је гесепо, u II delu ви и odnosu па 1 deo роја

сan! uslovi koje jezgro operatora (11) treba da zadovoljava. 

Pri takvim uslovima moguce је bitno prosirit'i domen operatora 

(Kr ); tako da оп sada obuhvata 1 (lokalno integrabilne) funk

cije kOje, kad Ixl~~, ne rastu brze od nekog polinoma. U III de

lu dokazujemo da lokalna teorema saturacije yazi i па tim 

prost orima. 
Primetimo јоз da је uvek moguce пас! linearan operator

ciji је stepen saturacije proizvoljno mali. Polazeci od operato

ra ва stepenom saturacije O(p-~) i obrazuju6i па pogodan nacin 

linearne kombinacije tog operatora, dobijama operator ciji је 

stepen saturac1je O(f-").(v.odeljak 3.). То је "nасајnо jer ото

gucuje da ве za svaku "dobru" funkciju f nadje linearan operator 

koji се је dovoljno dobro aproksimirati. 
U dodacima navodimoneke op5te def1n1c1je 1 teoreme па 

koje эе u radu poz1vamo эа [DOd ••• J. 
u Tabeli је dato nekoliko primera najpoznatijih singular

nih integrala i pokazano koja svojstva od navedenih u radu оп! 

imaju i koje teoreme zadovoljavaju. 



1. GLOВALNA ТЕОREИА БАТURAСlЈЕ 

1. О s п о v п а t е о r е m а 

u оуот odeljku dokazujemo teoremu saturacije za konvolu

cione operatore. Posmatramo aproksimacionu razliku 

Krf(x) - [(х) (1) 

gde је К, konvolucion1 operator (Uvod (11)) 1 1spitujemo brz1nu 

kojom taj izraz tezi nUli, kad! _ ""'" ( u nekom prostoru X(R)). 

РТоЫет saturac1je (Def1n1cija 1.2.1.) sastoji ве u nala

zenju optimalnog геаа aproksimacije, koji magu posti6i operato

г! КЈ , i opisivanju klase funКcija, па kojima ве taj optimalni 

red postize. Pronalazimo osobine koje ima funkcija [, ako је 

poznato da ве operatorom K.f' шо'zе aproksimirati do па optimalan 

stepen (inverzna teorema) i, obratno, pokazujemo аа ве fиnkcija 

koja ima te osobine, moze aproksimairati рошоси Kf do па optima

lan stepen (direktna teorema). Tako da је tvrdjenje, kojim ве 

opisuje klasa saturacije; jedan stav ekvivalencije (direktna te

orema је tacna konverzija inverzne). 

S oЪzirom da эе radi oknnvolucionim operatorima, nije te

~ko pretpostaviti da се Fourierova transformacija biti od velike 

koristi. Zaista, ауо је takoreci idealan ргоЫет, па kome ве 

potpuno moze iskoristiti шо6па teЬnika Fourierove analize. Fou

rierova transformac1ja·konvolucije Kff ~ f'~f j;-dnaka је (obi

спош) proizvcdu Fourierovih transformacija f i k • Na taj nar.in 

је razdvojena funkcija f od jezgra k! i pona~anje aproksimacione 
razlike svedeno па proucavanje ponasanja пјепе Fourierove trans-, , 
formacije (K,f - [)'Су).= (k,(v) - 1)f(v). То dovodi do uvodje

пја uslova (Б) i (М) (Definicija 1.2.2.), koje jezgro treba da 

zadoyoljava da Ь1 aperator bio saturiran. 

Mada сето ве ogranic1t1 па prostore LP(R), C(R), metod 

izlaganja је takav da эе moze neposredno uopstiti i, naprimer, 

па odgovarajuce prostore periodicnih funkcija 111 funkcija y1~e 

prome!llj1vih. 

r·letod dokaza jedinstven је za 5уе navedene prostore; ipak 

malo је teze primenljiv u prostorima LP(R), p~ 2, za koje Fou

rierova transformacija пе postoji u klasicnom smislu, kao 

funkcija. Lema 1.5. omogu6uje da se taj problem pre·Jazidje. 
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(Ova lеша је, inac.e, specijalan slucaj Stava б.2.б. koji пат 

па slican nacin omogu6uje da operisemo i эа Fourierovim trans

formacijama funkcija iz klasa srih nego sto ви LP prostori). 

U odeljku 1.7. pokazujemo da ве па slican пасlп rnogu tre

tirat~ jos neki operatori, koji ви prividno drugacijeg tipa. 

Qvo се ве pokazati narocito korisnim u karakterizaciji klase ва

tи=асiје (v. odeljak 2.) 

1.1. Uvodne definicije i oznake 

Neka је R realna ргауа. Za fuдkcije f,g, •.. pretpostavi

сета da ви definisane па R i merljive. 

LP(R), 1,,; р,,; _, эи prostori funkcija, Ciji је p-ti Btepen 

(za 1 ~ р< <>-) integrabilan (и Lebesgueovom smislu) па R, оdnоэпо 

(za р = оо) prostor fиnk.cija bit,no ogranicenih па R, за uobica

jenim normama. 

Co(R) је prostor neprekidnih funkcija, za koje vazi 

lirn fex) ~ О, ва виргешuш погтош. 
J"'I-~<><> 

BV(R) је prostor funkcija ogranicene varijacije па Н; 

norma funkcije iz BV(R) jednaka је пјепој totalnoj varijaciji. 

Prostore LP(R), 1'" Р"--, i Co(R) сешо ukratko obeleza

vati эа X(R). Ako је f.X(R), tada vaZi l!fJ !If(x+h) - f(x)!1 = О. 

O~"akvu"neprekidnost ро normi" петаји funkcije 1z LC><I(R) i BV(R). 

~ Familija (kr)!<I' funkcija kf,L(R) naziva ве jezf\ro, ako 

је Ј kf(x)dx = 1, К" I. (Ovde је IcR neki Bkup indekBa, za j(oji -. 
је t>O ta ":ka паБО1:!ilаvanја. U daljem се ве, i kad nije ровеЬпо 

naglaseno, podrazumevati da f prolazi skup indeksa 1 i tezi 

beskonaC.nosti. ) 

Svako jezgro (k
f

) odredjuje jednu familiju oGranicenih 

linearnih operatora Кј ~ Х(Н) ~ Х(Н), definisanih за 

Krf(x) = S f(x-t)k,(t)dt 
-" 

[Dod..A. 2.] .'amilija operatora (К,) naziva ве Bingularni integral. 

Klasa singularnih integrala moze эе prosiriti, ako эе za jezgro, 

umeBto funkcija iz L(R), uzшu funkcije ff.BV(R). I u оуот slu

саји dobro је definisana konvolucija ff sa funkcijarna f iz svih 
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1.1. 

prostora X(R) [Dod.A.1.] i tako odredjena familija ogranicenih 

linearnih operatora (и g). Radi jednos tavnosti, zadrzacemo ffi 

uglavnom па slucaju jezgara iz L(R); prelaz па navedeni opstiji 

slucaj sasvim~je jednostavan (v. 1.7.) 

Jezgro (kt ) је pribliian identitet (approximate identity), 

ako njegov singularni integral predstavlja jedan aproksimacioni 
proces u X(R), tj. ako <а Bvako f~X(R) vazi 

}~п;.IIКff - f 11 X(R) = о (2) 

Dovoljan uslov da jezgro (k
f

) bude priblizan identitet 

jeste, naprimer, 

lim [ kr(X)dx = О, <а svako ;;;> О. 
f..,. - '~I>O 

Predmet proucavanja celog prvog odeljka је brzina, kojom 

izraz (2) tezi nuli. Pokaza6e ве da ta brzina zavisi od ponasa~ 

nја Fourierove transformac~je jezgra (k!). Pri tome ве, <а f~X(R) 

Fourierova transforroacija f definise 
'" f(V) = Ј f(x)e-ivxdx , v .. R 

Za funkciju 

transformacija 

-~ 

BV(R) definise зе Four~er-Stieltjesova 

v 
jA-(v) = 

Za funkciju f,rJ'(R), 1 < р"'- 2, Fourierova transformacija 
• 

је o!Afunkcija f"LQ(R) (1/р + 1/Q = 1) <а koju vaZ1 . ~ . 
,~i;;, 1I f(x) - :[f(u)e-~UXdu ii LQ(R) = о (3) 

Za rJ'(R), р>" 2, granicna vrednost u (3) nе mora da posto

ji. Pod Fourierovom transformacijom funkcija iz tih prostora 

·podrazurnevacemo Fourierovu transformaciju u prostoru l' tempe

riranih distribucija [D~d.C.3~ 
~oristicemo slede6e definicije 
~ је skUp svih beskonacno diferencijabilnih funkcija 

эа kompaktnim поэасеш u R. 

'f је Bkup svih beskonacno diferencijabilnih funkcija 

h definiBanih па R, takvih da sup IXln/h(j)(x)l<"" , n,jEcN. 
~. . 
Ј је prostor neprekidnih linearnih funkcionela па 

(па kome је topologija definiBana kao u [Dod.C.1.]). 
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Uvedimo jos oznake 

Y(X,R) = 

BV(R), 

rJ'(R), 
L~(R), 

"а X(R) = L \R) 

"а X(R) = LP(R), 1 <. Р"'- ОО' 
"а X(R) = Co(R) 

1 .2. 

(4-) 

Prostor Y(X,R) је spregnut Banachov prostor koji sadrzi 

X(R). Za Banachov prostor А kaze ве аа је spregnut, ako postoji 

Banachov prostor В, takav аа је в* = А. Ponekad сета za to pisa

ti в = А-*. Primetimo јоз da је norma prostora Х(Н) jednaka ге

strikciji па skup Х(Н) norme iz У(Х,Н). 

Koristicemo i skra6ene oznake Х, у(х) i slicno, svuda 

gde to песе dovesti ао zabUne. 

1.2. Saturacija; svojstva CS) '; СМ) 

Definicija 1.2.1. Neka је (К,) singularni integral па X(R). 

Kazacemo аа је singularni integral СК,) saturiran u prosto

,ги X(R), ako postoji pozitivna funkcija 'f(f) = 'fr ' koja teZi 

lluli kad.r ~oo, tako da зи ispunjena slede6a ,ауа uslova 

(i) ako lIк,.f - fllx = O('f,),y ~ _, tada f pripada trivijalnoj 

klasi T(Kf,X) ={f.xl К,! ~ [}. 

(Н) skup S(K/,X) = {rtXi IIK f - fll x = О(ћ ),r- -} sadrZi 
bar јеаan netrivijalan element. 

O(~r) se naziva red saturacije, а S(Kf,X) klasa saturaci

~e singularnog integrala CK
f

) u prostoru X(R). Problem saturaci

је sastoji эе u nalazenju reda i opisivanju klase saturacije. 

Prirnedba. Ројат saturacije moze эе definisati и mnogo орзtiјim 

ok'"vir:'ma: naprimer kada ·је prostor Х proizvoljan Banachov pros

tor, а (К!) proizvoljna familija operatora па Х, koja jako Си 

operatorskoj topologiji) konvergira ka identicnom operatoru. 

Lako је videti kako bi definicija saturacije glasila и tom slu
~aju. Mi еето ее, medjutim, i6klju~ivo baviti s1ngulаrniщ inte

gralirna. 

U daljem се :tJ' uvel-: biti pozitivna funkcija, koja tezi 

!ll:.l 'i kad f ~OO; а t' 6е biti apsolu.tno neprekidna funkcija па R, 

koja u beskonacnosti пе raste brze od nekog polinoma 'i takva 

da је 'j'(v) = О < ) v = О. 
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Uefinicija 1.2.2. 

5vojstvo (5) 

Jezgro (kg ) ~тa svojstvo (Э) ako ispunjava sledece uslove 

(i) (k
f

) је priblizan identitet 

(; i) postoj_e ~! i t аа navedenlm osobinama tako da 
А 

Нт Ј>е (v) - 1 = t(v) 
g -+ "" 'f r 

Svojstvo СМ) 

Jezgro (Ј,р) iша svojstvo (М) ako 

postoje ~f i f эа navedenlm osobinama i postoji familija 

funkcija ;\t<BV(R), "а kojuvaZi 11~llвv = 0(1), ll.'liformno 

Ј, tako da 
v 
:л (v) 

f 

А 

_ k, (у) _ 1 
- р. 'f!(v) 

Naredna teorema ustvari tvrdi da је singularni integral, 

cije jezgro zadovoljava uslove (5) 

opisuje se klasa saturacije рото6и 

funkcija koje јој pripadaju. 

i ен), saturiran. Istovremeno, 

Fourierove transformacije • 

Teorema 1.2.3. Neka је СКЈ) singularni integral па prostoru 
Х(Н) i neka njegovo jezgro (k f ) zadovoljava uslove (5) i (М). 

(i) ako IfKSf - fll x = о(,!,), kadJ' ->~, tada f<T(Kf'X) 
А А 

(ii) ako IIK!f - fllx = O('fr)' kad Ј'-<>"" tada;3 g<Y(X) g = + f 
А 

(iii) ako ;3g"Y(X) @; = +f tada IIКr! - fJl X = о(р!), 

Теогета 6е biti dokazana u odeljku 1.5. Vidimo da singularni 

integral (К!) ima red sаturасЦе O(!Pr ) i klasu saturacije 

Б(Ку,Х) = {fex! ;3 g<Y(X) ~ = + f} 
Na osnovu ove karakterizacije klase saturacije dobijaju Бе 

u odeljku 2. druge karakterizacije i to рото6и svojstava вате 

funkcije f, а ne njene Fourierove transformacije СУ. naprimer 
Teoremu 2.2.4. i Teoremu 2.4.3.). 

1.3. Glavna lema 

Jedan od dva ОБпоУпа koraka u dokazu Теогете 1.2.3. za

sniva ве па slede60j lemi. Ova govori о tome da iz *-slabe kon

vergencije funkcija sledi konvergencija njihovih Fourierovih 

transformacija. Zbog toga ~to је Fourierova transformacija raz

licito definisana za razne prostore, lema ima tri dela~ 
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А. Neka је У jedan od pro5tora ЈУ, 1'" р <; 2. Neka familija (f.f) 

fun~~ija f'fE:Y konvergira *-slabo ka :f u У-, f-3>Oo,i neka је 

lim f f (У) = ср (У), za 5koro 5yako УЕс R . Tada 
.",~ 

о "" 
Нт f,(v) = f(v) , za 5.5. v<-R 
1 -<> "'" ,ј 

Dokaz. Neka f
j 

* .. f, f """1Х), tj. za svako hE:-г)t vazi 
~ . 

1;"~ -Е [Ј' (x)h(X)dX = .1 f(x)h(X)dx • (5) 

Kako је ':/с y-~ [Dod.D.2] relacija (5) 6е pogotovu yaziti za 

svako b~ Ј. Odatle, ·primenom Parsevalove jed.nakosti [Dod.B.7 d 
51edi '" '" 

#~ .Ur(y)h(V)dY = .L!(V)h(Y)dV , 
Ро.Зtо Fourierova transformacija predstavlja izomorfizam prost!l1-

га Ј' па веЬе [Dod. С.3.] , poslednja relacija је ekvivalentna эа 
~ -

?~';. .Ur(V)g(V)dV = .U(v)g(V)dV, g6'f (6) 

S druge strane, рс pretpostavci је 

" Нт [,(У) = 'Г(У) za 5.5. v~R (7) 
<~-

Kako iz *-slabe konvergencije (ff) U У sledi uniformna ograni

cenost te familije рс normi 

11~1 у" м (8) 

primeno~ Titchmarchove nejednako5ti 1I ~!I q'; iif)1 р [Dod.B.4J 

sled.i јј fj'li q ~ И; tako da mozemo primeniti teoremu iz Dod.D.5. 

i iz (7) dobiti 
~ w 

Нт Ј ff(v)g(V)dv 
.f~ 000 _..о 

= Ј 'f(v)g(Y)dY 
.~ 

(9) 

Sada (б) i (9) daju 

'" Ј f(v)g(v)dv = S ,j'(v)g(v)dv 
-~ -~ 

а odavde [Dоd.D.з.] 51edi 

" 
[(У) = ср (У) , za 8.5. VE.R 

а to је i trebalo dokazati. 

В. Ые}:а familija и,) funkcija f~BV konvergira 1f-slabo ka 
, v ! 

f u 

ВУ, f~"'li neka је lim fp(V) = 'Ј(У), za 5vako vt-R. Tada 
v v 

lim ff (У) = f(v) 
'~~ 
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Dokaz. Neka f{":~-""f, f ~OO, tj. za svako he..C o vazi 
~ ~ 

;~';; _th(X)iLfr(X) ~ _~h(X)df(X) (10) 

Kako, ocigledno Ус. СО' relacija (10) се pogotovu -vaziti za вуа

ko h01_ Odavde, primeIlom Parsevalove jednakosti [Dod.B.7J sledi 
~ ~ 

}~ Ј 1j'(v)h(V)dV = }м f(V)h(V)dv 

а slicno kao u dokazu dela А. dobijamo 
~ ~ 

Нт Ј f? (v)g(v)dV = f f(v)g(V)dV 
f~~-~ -~ 

Ро pretpostavci, pak, imamo 
v 

lim f
1 
(у) =!Р (v) 

~ -> "" 
V 

tako da, po,to је If,(v)I"'lif!\lвv[DОd.в.з~ i IIЏв,fН (zbog 
~-slabe konvergencije familije (f!)), mozemo primeniti Lebesgue

оуи teoremu о dominantnoj konvergenciji i dobiti 
м " 

lim Ј fr(v)g(v)dv = Ј :г (v)g(v)dv 1/ g" 'f (12) 
f-> .... -(>О --OQ 

Relacije (11) i (12) daju 
~ оо 

Ј }(v)g(V)dV ~ Ј,! (v)g(v)dv \f g" 'f 
-~ -~ 

Iz ovoga, kao i malopre, dobijamo 
v 
f(v) ~ 'f(v) 

С. Neka је У jedan od prostora LP, 2" р ,,>о. Neka familija иЈ) 
funkcija ffE. У konvergira *-slabo ka f u У, kad ј.......,.,./>О. Tada 

~ -* ~. Dokaz. Neka f~ ... f, f~o<>, odnosno za svako h€:Y vazJ... , ~ "" 
t~~ _[ff(v)h(V)dV = -L f(v)h(v)dv 

Kako је opet 'Је у- -х- , onda poslednja re1acija pogotovu vazi za 

svako hE:.. 'Ј. То znar.i da f konvergira ka f и prostoru 'ј" (r"""" 0<» , 

а to је ekvivalentno эа ff-?f u у',1'-->"'" [Dоd.с.з.] 
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1.4. Saturacija u drugim prostorima 

~~"', sli'can nacin kao prostore X(R) (funkcija definisanih 

па R) mozemo posmatrati, napr;mer, i odgovarajuce prostore peri-

odicl1"ib. funkcija. Obelezimo sa хет) prostore LP(T), 1.f Р ~ с><' .; 

С(Т), gde је Т jedinicni krug u kompleksnoj ravni. Буе dosada

~njc definicije i tvrdjenja mogu Бе doslovce preneti l па оУе· 

~rозtоrе, вато ako ее evuda R !ormalno zameni за Т. 

Pogledajmo hekoliko primera. Jezgro (k,) bice sastavlje

no.od periodicnih fUnkcija, koje pripadaju L(T). Singularni inte

gral se definEe, za svaku funkciju f~X(T) 
". 

Krf(x) = А. f(x-t)k.r(t)dt 

Fou:;::-ierova transformacija funkcije fe.L(T) ј'е u ОУОт slu~aju 
А 

jedno.ka nizu Fourierovih koefici:jenata f(k), kfo-Z. Te.skoce u 

definisanju Fourierove transformacije za ostale prostore хет) 

nestaju u ovom slucaju, s obzirom da је х(т) CL(T) (Z(lto e-to 

је т kompaktan skup). Fourierova transformacija za f.X(T) defi

nise se kao za funkciju iz L(T). 

Uslovi (3) i (М) slase па isti nacin, ako ве promenljiva 

vtR zaffieni diskretnom promenljivom kcZ. Ротоси Teoreme 1.2.3. 

dobili bismo u ovom slucaju karakterizaciju klase saturacije 
А • 

S(K
t 
,х(т)) = fGX(T)/3 gй(Х,Т) g(k): '\l(k)f(k) 

Dokaz Leme 1.3. mnogo је jednostavniji s obzirom аа nе treba 

razlikovati slucajeve. Evo kako bi glasila ta lema 

Neka је У(Т) jedan od prostora V(T), 1 <. p<,~, BV(T). N'eka 

fal11ilija (f,t) fШlk~iја ffEY~T) konvergira ~slabo ka f u У(Т), 

р -, ~. Tada је Нш f! (k) = f(k). 
~ .t' -,. "" -.. 

Do:.{az. Ako f
j 

-'"' f, f _ оо , опаа, ро definiciji ~slabe konvergen-

с<је, "а svakoh,Y(T)-* 
" тr 

l-_~)ff (t)h(t)dt = -1 f(t)h(t)dt 

f k ·· -i tk k Z . d' ~(ako un C~Je е ,с pr~pa аЈи svim prostorima 

ond~ ~Z poslednje relacije sledi 

06лоsпо , А 

lim fr(k) = f(k) 
f -) ..". 

11" 

Ј f(t)e-itkdt 
-". 
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Primetimo da se i dokaz teoreme saturacije (У. 1.5.) i 

sve karakterizacije klase saturacije (v. 2.) тоьи dobiti па 

slican nacin i za periodicne funkcije. Dalja uop~tenja dobijamo 

ako R i Т zamenimo ва Rn i тn i posmatramo funkcije definisane 

па tio prostol~ima. [4-Ј .. 
~1i сета, da пе bi komplikovali pisanje, i dalje posmatra

ti saco prostore Х .(R) • 

1.5. Dokaz teoreme saturacije 

1 .5.1. Dokaz inverzno~ dela teoreme saturacije 

DOkazujemo deo (i1) Теогеще 1.2.3. 

Као sto је u иуоаu гесепо, saturaciona svojstva singu

larnog integrala neposredno zavise od ponasanja Fourierove 

transformacije aproksimacione razlike. Primenom poznatog pravi-

1а о Fourierovoj transformaciji konvolucije (nоd.В.б.] dobijamo 

(Kr:f -
~, 

Sada је 

А ,.. ,.. ,. 

k,(v):f(v) - f(v) • kp(v) - 1 f(V) 
у, 'f, 

(13) 

јаsпо kako treba upotrebiti uslov (S). U slucaju kada 
• 

је Fourierova transformacija f funkcija (tj. u prostorima LP , 

1 ~ р ~ 2) ne:posrednim :prelaskom па limes рс f u (13) dobijamo 

(14) 

U prostorima V', р" 2 i Со вуе elemente jednakosti (13) 

treba shvatiti kao temperirane distribucije. U ovom slucaju 

пета smisla gcvoriti с konvergenciji ta~ka рс tacka, negc tre

Ьа pokazati (па osnovu uslova (Б) i (и)) da izraz (13) konvergi

ra u prcstoru Jf~ Da је to zaista tako vidi se iz sledece lете 
1.5. (koja istovremeno opravdava i mnoienje distribucija и (13)). 

S druge strane ~ranicna vrednost izraza (13) (Fouriero

va transformacija aproksirnacione razlike) moze se, osim kao u 

(14) ,dobiti па jo~ јеаan nacin. Тоте slu·zi lema iz 1.;. 

Zaista ро pretpostavci teoreme imamo da za funkciju f 

vazi IIKf:f - :fllx • O('ff). Kako је хс.у(х) (У.(4)), а l10rma pros

tora Х jednaka restrikciji norme iz У(Х), neposredno ве dobija 
ве da уаИ i \lKf:f - flly(X) • О ('1,). Po,to је zatvorena h-ugla 
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u spregnutom prostoru У(Х) .. -slabo kompaktna [Dod.D.~J , zaklju

сuје!10 da postaji funkcija gEY(X) i niz ђ ->oo,j .... c-tako аа 

.. , g , ј - оо , U У(Х) (15) 

Ako s&da lemu 1.3. pr;menimo па *-slabo konvergentan niz (15) 

dоЬiјашо 
А 

g (16) 

Tako, izjednacuju6i gr~icne vrednosti u (14) i (16) dobijaoo 
А А 

g = r f (za neko gй(Х» 

Lema 1.5 .. Neka 

za fппkсiјu f 

jezgro (k!) zadovoljava uslove (S) i (М). Tada 

iz jednog оа prostora LP , 2< Р ":::00, СО vazi 

f А 

) = Нт 
!~~ 

А 

1 А 
f , u ':1' (17) 

А 

Dokaz .. ТтеЬа dokazati пајрте da svi izrazi u (17) imaju smisla, 
А 

~ . . 
иј. аа је Fourierovu transformaciju f funkcije f iz LP prostora 

rr.oguce 

cnosti 

mnoziti funkcijo;n t' (apsolutno neprekidnom i u besko~a

ogranicenom nekirn polinomom), а takodje i funkcijom k 

i da tada vazi uobicajeno pravilo za Fourierovu transformaciju 

konvolucije. (v. ~imedbe па kraju odeljka). 

Pokazacemo пајрте аа је slede6im izrazom 
оо 

<T,h> = Ј f(v)(th)A(V)dv , he 'f (18) 

definisana јеdnа temperirana distribucija. Zaista, lako је 

prove=iti da је f/(1+IXI)~L1 tako da (18) procenjujemo sa 
~ 

l(r,ll)l;:, sup (1+lxl)[(th)A(X)IJ\:f(x)\ /(1+lx\) dx (19) , - ~ 
Sem toga funkcija t је lokalno ogranirene var;jacije 

(po·~to је apsolutno neprekidna), а iz pretpostavke о oe;ran.ireno

stl njenog rasta U beskonacnosti, moze se zakljuciti da postoji 

щN tako da је 'I'(х)/(1+ Ixl n)6BV(R). Tako da је 
'" ., 

i(iX) ('I'h) '(х)! = \ (ix) f i'(t)h(t)e-itxdtl = 1 Ј r(t)ll(t)d(e-itХ)! 
- "" -..о ю ~ 

= I S e-itxd(y(t)h(t»1 "J\d(+Ct)h(t»1 ~ 
- ,"' - "" -

4 ";Р (1+ Itl п) \h(t)[Jld(t(t)/(1+ Itl п»\ + s,;,p 

L с sup (1+ Itl ј) [h(i)(t)[ 

gdэ је i = 0,1 а ј dovoljno veliko. 

~ 

1 'i'(t)l
n 

Ј Id(1+rtГ'1)h(t)1 
1+ It! -~ 
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Iz poslednje relacije i (19) dobijamo 

\(Т,ћ>1 ~C sup (1+lt\ ј) Ih(i)(t)1 
t . 

i,jE:N 

sto dokazuje da је т neprekidna linearna funkcionela па prosto
ги 'f [Dod.C.1.] 

А 

Temperiranu distribuciju Т obelezava6emo Ба 'f·f. 
~a slican nacin moze ве definisati tem~erirana distribu-

А А -

cija k·f. Nije te~ko dckazati da је cvakc definisan proizvcd 

neprekidan ро оЬа faktora (v. [13 I str.117J). 

bleka је dalje (fn) niz funkcija f n<oL1{\LP I<oji konvergira 

ka funkciji f u ~ prostoru. Za funkcije [п vazi 
А А 

(20) (k*fn)A = k·fn 

Primenjujuci lеши 1.3.С. па nizove 

giraju jako u prostoru LP j а otuda 
dobijamo 

(k" f n ) i иn) (koji konver

konvergiraju i *-slabo) 

i 

Prelaskom па limes рс п u (20) dobija ве pravilo о Fourierovoj 

transformaciji konvolucije 
А А 

(k*f)A=k·f 

za kEL
1

, f~LP. (Sliёпо Бе dobija za [ЕС ). 
о 

Tako Sшо dokazali prvu jednakost u (17). Da bismo dokaza-

1i drugu dovoljno је, s obzirom da је operacija mnо~епја nepre-

kidna, pokazati da 
А 

lilIl k, - 1 = + 
f - "'" р l' 

(21 ) 

Iz uslova (М) i osobine Fourier-Stieltjesove transfor-

!пас ij е [DОd.в.зЈ sledi 
А 

I k, (У) - 1 I = 
'ј, .yCv ) 

P08D је ро pretpostavci funkcija 0/ neprekidna i ne raste 

brz,e od polinoma, lako је uvideti da za proizvoljno h~Jvazi 
~hcL1. Primenom Lebesgueove teoreme о dominantnoj konvergen

ClJl sledi 

lim 
x-~ ~ 

~ 

S h(v),\-,(v) 
-~ 

'" А 

j,,(V) - 1 
':1', 'ј!(У) 

dv = Jh(v)f(v)dV 
- оо 

а to је upravo (21). Time је lema u potpunosti dokazana. 
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1.5.2. Dokaz 11011 dela teoreme saturaci.je 

Dokazujemo deo (1) teoreme 1.2.3. 

Iz pretpostavke da jezgro (k,) zadovoijava uslove (S) ~ 

(и) dobili ,Бто u prethodnoj tacki (relacija (14-)) da 

lim(Kff - f), = '\' f' 
!...." f)'> ч' .f 

(22) 

Iz pretpostavke u (1) da <а funkc1ju f vazi 

lim 11 K,f", - fi x = о, sledi da 1 u у(х) Нт \IK,f - f\\y(X) = о. 
!'...,. о""'" 1 К f f .!' ..,.".. 'f r 

Fam11ija ("' ~- ) koja konverg1ra jako u У(Х), pogotovo 

konvergira *-slabo u tom prostoru i ~-slaba granlcna vrednost 
takodje је jednaka nuli. Primenjujuci Lemu 1.3. dobijamo 

l' (Kyf - [)' _ О _Ј..rn -
f '"" с» ~ .r 

(23) 

Iz (22) ~ (23) sledi 

(24-) 

Ео pretpostavci za funkciju vaii *(v) = О 4=~v = О, ра зе iz 

(2"-) dobija da је Бирр f'ctO;. Otuda [Dоd.с.БЈ sledi da је f 

poli~om. Kako је jedini polinom koji pripada prostorima X(R) 

nula, inamo аа је trivijalna klasa 

Time је dokazan аео (i) Теогеше 1.2.3. i istovremeno 

O~lsana trivijalna klasa. 

1.5.3. Dokaz direktnog dela teoreme saturacije 

Dokazujemo аео (iii) Teoreme 1.2.3. 

Neka је (Ју) familija funkcija ~EBV, koja ргета uslovu 

(1) od!';ovara jezgru (kr ). Tada mozerno definisati familiju ogra

nicenih linearnih operatora Lr : У(Х) ) У(Х) 

L!g = g~ d:Лf ' gй(Х) 

Tz uslova (Н) tada sledi 

IiLr gl!y(X) = Ilg 4 d:ЛrI1у(х)'; 1I';Џвvl\gll у(х) <. иl\gllу(х) (25) 

Iskoristimo sada pretpostavku u (iii). Neka је g~Y(X) 

takva da је ~ = +f". Tada imamo 

'" f~ k~ - 1 
'f, 
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gde sve funkcije koje ucestvuju u (26) mozemo ·shvatiti kao 

elemente prostora :r I i Fourierovu transformaciju роsшаtгаti u 

tom prostoru. (Pri tome se као u do~azu Leme 1.5. dokazuje da 

ВН svi proizvodi distibucija u (26) dobro definisan<). Iz (26) 

sledi da u prostoru :r'vazi 

(27) 

а kako Би i leva i desna strana u (27) funkcije iz У(Х), onda 

(27) vaii i u У(Х), ра imajuci u vidu (25) dobijamo 

IIKe~f- f11y(X) = Ilg~ d.7lr\l y (X) = 0(1) 

rIedjutim, fun..l<;:cija Kyf - f pripada prostoru Х, tako da 
, о 

.копас.nо lmama 

.sto -~e l trebalo dokazati. 

1.5. Klasa K(Kf~ 

Deii~icija 1.6.1. Za singularni integral СК!) па prostoru Х 

defini~emo klasu konvergencije 

К(К.,Х) = {нх I Эg.Х lim 11 K,f - f - g\\ = 0'- (27') 
~ у--) t<I <ff Х '1 
Ocigledno klasa K(Kf,X) је podskup klase saturacije 

S(Kr,X) i sadrzi trivijalnu klasu Т(К"Х) (У. Definiciju 1.2.1.). 

Pretpostavicemo аа jezgro (kf ) zadovoljava uslov (Б) i 

slede6i uslov, ne~to ,jaci оа uslova си) (za ~t' i t opet зе pret

postavlja da su kao u 1.2.) 

Definicija 1.6.2. 

Sy·o,istvo (и') 

Jezgro (k
f

) ima svojstvo (М') ako 

postoje :Р! i '\Ј за navedenim osobinama i postoji famili.ja (:A.r) 

funkc;ja ~tВV, koja ~~ priblizan identitet, tako da 

i.(v) = k;fv ) - 1 
, ,!, '1'(у) 
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Teorema 1.6.). Neka jezgro(k ) singularnog 

zadovoljava uslove (Б) i (М'). Tada је 
integrala (К ) 

К(КЈ ,х) = {feX 3geX g = tf'} 

OVaj opis klase konvergencije analogan је opisu klase 
saturacije iz Teoreme 1.2.3. 

Dokaz. Neka fGK(K"X). Tada ро definiciji postoji g<X tako da 

Нт JIKe f - f - gllx = о (28) 
!...,..... Ч'r 

Iz (28) sledi 

К,.! - f"'" ( ) - - 10 ~> О ,r ~~, u У Х 
<ј , 

(to zakl'jucuj ешо па isti nacin kao u dokazu 11 о" dela teoreme 

saturacije (1.5.2.)). Primenom leme 1.3. dobija ве da konvergi

ra niz Fourierovih transformacija 

Нт ( K,f - f _ g)' = о 
f ..., "'" ~ l' 

(29) 

Б druge strane, posto jezgro (kr ) zadovoljava uslo'!e 

Teoreme 1.2.3. vazi relacija (14) dobijena u dokazu te teoreme 

Нт (K,f - f), ='\If' 
f ... ;оо I..f r' 

tako da iz ovoga i (29) sledi 

'l'f' = ~ (30) 

Obratno, neka postoji g.x tako da vazi (30). Tada u 
prostoru Ј I imam.o 

( К, f - f k~ . - 1 f' k; - 1 " _ .. __ v 
'1, - g)' = 'f, - ~ = 'f, f " " ~f' ~ - g 

(gde је opet. slicno kao u Lemi 1.5. moguce obrazloziti mnoze

nje distribucija). Tako da u prostoru У" vazi 

К ,f - f _ g = р dл _ g (31 ) 
'f, r 

а kakb ве па obadve эtranе jednakosti nalaze funkcije iz Х, 

relacija (31) vazi i u prostoru Х. 
Ро pretpostavci је (~f) priblizan identitet, tj. 

Нт \110' dл, - gllx = о 
~~ro 

а onda iz (31) sledi 

lim\IK,f - f - g\\X = о 
f -:> 0<1 tf f 

а to је i trebalo dokazati. 
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Definicija 1.6.4. 

'l(Х, +') = {fEX \ 3 gБХ g = 'f'f] 

V(X, 1') = {fa \ 3 gtY(X) g = 'Yf"} 

1 .7. 

Teoreme 1.2.3. i 1.6.3. govore da је za singularni inte

gral (Kr ) cije jezgro zadovoljava uslove (8) i (М') klasa ва

turacije jednaka V(X, t ), а klasa konvergencije jednaka ;'!(Х, f ). 

1.7. Jedno uopstenje 

Neposredno је јаэпо аа Теогеше 1.2.;;. i 1.6.3. va~,e i 

"а nesto opstije operatore (М )(pomenute u tacki 1.1.) kod 

kojih su jezgra sastavljena od funkcija .f/EBV. ТгеЬа эато па 

analogan nacin definisati uslbve (8) i (М). 

Иi ве пе6ето zadrzavati па tom slucaju, nego сета od.mah 

jos malo prosiriti skup posmatranih operatora. Naime, aproksi

maciona razlika M,f(x) - f(x) то;;е ве predstaviti u obliku 
• f f(x-t)d V, (t) , gde је d "! (t) = dJLrCt) - dд(t) (32) 

.~ 

а S Diracova funkcija. Za vf'E- ВУ vazi 
~ ,., ~ 

.f d",(t) =.~dy/t) -.L dO(t) = 1 - 1 = О 
8ada umesto funkcija v, , koje Би specijalneg oblika (32), ровmа

trarno uop~te funkcije VrE: ВУ, takve da је А d'} = о. 
DefiniRemo operatore Nr : Х ~ Х эа Nfi с:: f-?f dVf. Ako jo~ 

pretpostavimo аа limJ\dYj'(U)) = О, za svako с'" О, nije te;::ko рго-
s...., .... I"'I.,.~ 

veriti da za operatore Nrvazi 

}~п;, 11 N ,fll x = о 

Vidimo da familija (N f ) ne predstavlja aproksimacioni 

proces, kao sto зи to (K r ) i СМ!), koje kad f -:'>с><> konvergiraju 

(jako) ka identicnom operatoru I; familija (N,) konvergira ka 

nultom opera~oru. I~ak, па isti na~in kao §to ве 1z brzine kon

vergencije ka nuH aproksimacione razlike I\K,f - fll :nogu dobiti 

osob;ne funkcije f, tako sе i iz brzine konvergencije ka nuli 

izraza \INrfll mogjl dobiti svojstva funkcije f. U tom smislu 

moze зе definisati ројаш saturacije i za familiju CN f ). 

Lako је videti da Ы uslovi (8) i (и) u ovom slucaju 

izgledali (za '1', i,\, vaie opet pretpostavke iz 1.2.) 
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Definicija 1.7.1. 

Svo,jstvo (Sa2 

Famil1ja (", ) funkc1ja Vf<BY takv1h da је 5 d ", = о 1ша 
svojstvo (So) ako 

и) (У,) је takva da t~~ 11 N ffll х - о 
(11) postoje ~' 1 ~ sa navedenim osobinama tako da 

v 
lim у,(У) = "'(У) 
f"'~ 'ff 

Svojstvo (Ма2 

Famil1ja (",) funkcija ",о ВУ takvih da је S dV, = О ima svoj

stvo (ИО ) мо postoje CJr i 0/ эа navedenim osobinama i fami

lija Р,) funkc1ja ",<ВУ tako da је 11 ",IIBV ~ М 1 

";(У) 
~) 

Ze. operatore Nrse па isti nacin kao ~ 1.5.-1.7. dobija 

Теогета 1.7.2. 

(Б о ) 1 (Мо). -. vaz;J.., 

Neka famil1ja (у,) funkcija ", о ВУ ima svojstva 

Tada ze. operatore N!f = f* dy! Па prostoru Х 

(i) 11 N,fll x = O(~f) .. ,=} Nff - О 

(ii) 11 Nr fllx = O(~!) ~ ) ftV(X, ~) 

(1ii) :3 g.X limllNrf 
f""Ф Cfr 

- gl\x = о < ;- f<W(X, t ) 

1.8. Primedbe 

Metod dokaza teoreme saturaCije,izlozen u ОУОШ odelj-

kU, dobro је poznat (bar sto Se tice prostora LP(R) , 1<р<2). 

Овпоупа dva koraka u dokazu inverznog dela dobijaju ве рото6и 

Leme 1.3. i pomocu teoreme о x-slaboj kompaktnosti zatvorene 

kugle [Dod.D.4-.]. Za d1r<ktni deo presudnu ulogu 19ra uslov 

(Н). Pokazuje se cak da је taj uslov neophodan ([3],str.4-58). 

Mi вшо poku.sali аа isti nacin dokaza primenimo i па 

prostore LP(R), р:>2. Fourierove transformacije fШllссiја iz tih 

prostora posmatramo kao temperirane distribucije. poznato је 

[12] da se temperirane distribucije u ~pi3tem slucaju mogu тnо
ziti sашо beskonacno direfencijabilnim;funkcijama koje imaju 

polinomijalan rast u beskonacnosti, dok nаз nacin dokaza 
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zahteva mnozenje funkcijom о/(у) (У. (14)), koja је и tipicnom 

slucaju jed.naka IvJ 0..., '"'> о (i ocigledno nije beskonacno dife

rencijabilna. Ali, kako funkcijom t i nije potrebno mnoziti 

sve temperirane distribucije nego зато опе koje ви Fourierova 

transformacija funkcije iz LP prostora, pokazuje ве da је u tom 

slucaju moguce аоьго definisati proizvod (Lema 1.5.). 

Ovај problem эи па necto drukciji nacin re,ili GORLICR 

[6] (оп funkciju ~\ п "ашеnјије funkсiјош (1+у2)n/2, koja пета 
singularitet u nuli, s tim da dokazuje da ove dve funkcije da

ји iste klase saturacije) i BOI1AN [2] (koji је dokazao da эе 

za funkcije iz LP moze definisati konvolucija, onim distribu

cijama iz~: koje Би ustvari Fourierove transformacije neke 
homogene furikcije). 

1.2. Postoji jezgro koje је priblizan identitet,a Пе zadovo

ljava uslov (8) ([3Ј ,str.478). Takodje postoji jezgro koje "а
dovoljava uslov (8), а nе zadovoljava иэ1оу (М) [15Ј. 

1.6. О klasi konvergencije се ја;;; -biti dosta govora, narocito 
. 

u odeljku 2.5. о relativnom kompletiranju. Poznavanje klase 

konvergencije omogu6uje da эе odredi klasa saturacije i u mnо

ВО op~tijem эlисаји kada operatori nisu konvolucioni, а apro

ksimacija эе УГЕ! па bilo kakvom intervalu (kada, dakle, п;је 

mogu6e primeniti metod Fourierove transformacije). Tipican 

primer takvog nacina dokaz1vanja је teorema saturacije za 

Bernsteinove operatore ([в], re1acija analogna (27') naziva ое 

u оуот slucaju relacijom Voronovske); 11! teorema saturacije 

za sernigrupe operatora па proizvoljnom Banachovom prostoru 

( [3Ј ,str.502); i1i pak "а konvo1ucione operatore (8НAPIRO [1'3Ј, 
str.28). OVaj metod dokaza teoreme saturac1je, zapravo metod 

re1ativnog kошрlеtiranја (v. odeljak 2.5.2.) шосе эе ро uni

verzalnosti meriti эа metodom Fourierove transformacije, 

1.7.. Uvodjenje operatora Nr omogucice da эе neki 11diferen

cijalni Тl operatori (naprimer, Riernannov (2.1.) 11! RieszQv 

(2.4.1.)) tretiraju па isti nacin, kao konvolucioni operatori. 

Ovo 6е biti narocito korisno pri karakterizaciji k1ase satu

racije. 
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2. К а r а k t е r i -z- а с i ј а k 1 а 8 е ' s а t u r а с i .ј е 

He~aya.jи6! problem satl1.racije za singularne intcr:;ralc, , , 
u odcljku 1. dosli ато do k1asa V(X(R), t )~{fЕХ(R)I-ј [';Су(х) 5=ff}. 

Sada bismo zeleli da te klase opi~emo рото6и вате funkcije f, 

umesto пјепе Fourierove transformacije. 

Primecujemo odmah аа za razlicite singularne integrale 

dobijamo istu k1asu V(X(R), {Ј), ukoliko ti singu1arni integrali 

imaju u uslovu (8) istu fl1nkciju 0/. Ocigled.no, svojstvo !Isingu"': 

larnim integralima (J(.r) i CKf) odgovara ista fW1kcija -V ll pred

stavlja јеdnи relaciju ekvivalencije u skupu svih singularnih 

integra1a. Tako, svaka karakterizacija k1ase V(X(R), 1') pred

stavlja karakterizaciju klase saturacije za sve singularne inte

grale iz klase ekvivalencije bdredjene funkcijom +'. Takodje, 

cinjenica аа ве f aproksimira ао па stepen O(~f) nekim singu

larnim integralom СК!), predstavlja izvesnu karakterizaciju za 

klase saturacije svih ostalih singularnih integrala koji Би ва 

(K r ) ekvivalentni. Ovakva karakterizacija Бе pokazuje utoliko 

pogodnijom ukoliko је bolje izabran predstavnik klase ekviva

lencije. 

Slucaj kada је 0/ stepena funkcija је najinteresantniji. 

То је ијеdnо i jedini slucaj kada ве klasa saturacije moze oka

rakterisati preko neke vrste izvoda funkcije f. Naime, pokazuje 

ве da ве u tom slucaju u klasi ekvivalencije odredjenoj funkci

ј·от t~ nalazi i neki Ildiferencijalni" operator, za koji је lako 

utvrditi аа ти ве klasa saturacije sastoji od funkcija koje 

imaju odredjeni Ьтој izvoda. 

Posmatramo prvo .slucaj kada је eksponent u f сео broj. 

(2.1.-2.3.) Tada Ее u k1asi ekviva1encije odredjenoj Еа 

t(v) = (iv)r pojav1juje Riemannov operator. on obezbedjuje za 

ope~atore koji su ва njim ekvivalentni karakterizaciju sledeceg 

oblika: funkcija 1z klase saturacije ima ograni~enu r-tu Rieman

novu diferenciju С = pripada Lipschitzovoj klasi). Dalje ве 

pokazuje da iz egzistencije Riema~ovog izvoda 1'0 normi prostora 

X(R) sledi egzistencija obicnog izvoda u X(R) (za raz1iku od 

izvoda u ta cki, kada је obican izvod op~tiji ројаm оа Riemmanovo~ 
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Ovo је znacajno jer omogucuje karakterizaciju рото6и obicnog 

izvoda, koji Бе пе moze predstaviti familijom linearnih opera

tora. U tacki 2.3. pokazujemo kako ве iz karakterizacije klase 

V(X(R),(iv)r) dobija karakterizacija za klasu V(X(R), /v/ r ) 

(рошо6и Hilbertove transformacije). 

Slucaj kada је eksponent u 't' proizvoljan realan broj 
razmatra se u 2.4. Uvodi ве ројаш izvoda "razlornljenogZl reda: 

Riemann-Liouvilleov, koji odgovara klasi V(X(R),(iv)~), i 

Ries ZQV, koji odgovara klasi V(X(R), \у1 о(, ). Za 0.( ct. < 1 obadva оуа 

izvoda mogu ве predstaviti izvesnim singularnim integralima, 

ta..'<:o da se klase V(X(R) ,(iv)"'), odnosno V(X(R), \v\") dobijaju 

kao klase saturacije tih singularnih integrala. Dalje uvodimo 

RieszQv operator H~ koji је singularni integral za svako ~~ О 

i koji karakteriSe klasu V(X(R),\v\"'), "> о. Njegova uloga је 
sl;cna ulozi Riе~эnnоvоg operatora u karakterizaciji klase 

V(X(R),(iv)r),reN. 

U posle~~joj tacki 2.5. ovog odeljka razmatramo karakte~ 

rizacije sasvim drugog tipa. Uvodeci ројат relativnog ko~pleti

г~~ja pokazuje se аа је klasa saturacije jednaka relativnom 

kompletiranju klase konvergencije (v.l.9.). Ројаш relativnog 

kompletiranja posluzi6e nam_i u dokazivanju lokalne teoreme 

saturacije (v.II i III deo). 

2.1. Primer: RiеmЭПDОV ODerator 

Primeni6emo teoremu saturacije па Riemannov operator 

definisan па sledeci nacin 
< 

6 ~f(X) : 2: (_l)r-j(~) f(x+jh) 
Ј·о џ 

fEX, r<:-N 

Pokazacemo аа Riemannov operator pripada klasi singular

nih integrala razmatranih u odeljkU 1. (parametar ! је u ovom 

еluСз.јu <::Jbelez.en ва h-1 , t:ako d.e. ћ...,.О, f --'> -ое). 
Riemannov operator izabrali вrnо kao predstavnika opera

tora kojima odgovara funkcija '\I(v) = (iv)r. 

Neka је dr~BV funkcija definisana па slede6i nacin 

(_1)r-j -1 (r:1), -ј-1 ,,"х"--ј, j=O, ••• ,r-1 
Ј = 

о , • • 
~nace 
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i neka је (; ~(x) ~ Jr(~) 

Lako је proveriti da za Stieltjesov integral vazi 

'" 
_Lf(X-t)d ь ~(t) 

< 

~ .L (_1)r- j c:) [(х+јћ) 
,"о . Ј 

1'а је 6~ zaista singularni integral па х. 

Definicija 2.1.1. Funkcija feX ima Riemannov izvod reda г-и 

Х, a..~o izraz ћ-Г 6.~f kопvегgiгэ., Ь-'>О, u prostoru Х, tj. 
~~o postoji funkcija u Х, koju сета obelezavat; ва D~f, takva 

da 

lim \\ h -r 6 ~! - D~f \\ Х = О 
Ь.."О 

Definicija 2.1.2. FlInkcija f~X pripada Lipschitzovoj klasi 

LiPr(X,d.), ro':-N, d.... "> О, МО је 

Teorema 2.1.3. Neka је [Е х. Tada 

а) f ima Riemannov izvod reda r u Х ,( > f";l(X, (iv)r) 

Ь)\\6 ~ f 1\ Х ~ о( [ь\ r) <= fEV(X, (iv)r) 

Dokaz. Za jezgro (.~) vazi dд~(Х) = ~~ 1(х) ~ О, tako da 

Riemannov operator spada u klasu operatora razmatranih u tacki 

1.7. Ako za jezgro (д~) dokazemo da zadovoljava uslove (80) i 

Uџ u kojima је ip(r) ~ р(ь) ~ h r i 'Y<v) ~ (iv)r, tada се 
tvrdjenje teoreme neposredno proizilaziti iz Теогеше 1.7.2. 

Posto је Fourier-8tieltjesova transformacija jezgra 

v '" <' 
6~(V) ~ S e-iVХdS~(Х) ~ 1 (_1)r-ј (r)еiV (0+јh) ~ (e ivh_ 1)r 

_0;>1 Ј.;о Ј 

imamo da uslov (80) u оуот sluёајu izgleda 
"r 

l' Sh(v) _lm 
Iv -·н:; hr 

= lim 
~~, 

Da vazi uslov (НО) dobijamo ovako 

~ 

(e ivh _ 1)r 

hr (iv)r 
(1 ) 
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Definisemo funkciju ~GL1 па sledeci nacin. Neka је 
т(х) = ЛС_1,о)(Х)' mr(x) = (т ...... .,<т)(х) (konvolucija od r 
faktora) i najzad 

r 1 r(x) mh(x) = т:i m h 

Ocigledno је 

m~eL1, jer_Ilm~(x~dx = J1mr(x)\ dx '" [~т(X)1 dxJr = 1 

Rаёunаrnо Fourierovu transformaciju funkcije [Пod.в .1. 
~ В.БЈ 

јет је 

postoji 

.... .,... .... r r 
m;(v) = m (hv) = (m(vh» = ( 

Tako da iz 

ivh 
е -1)r 
ivh (2) 

(1) i (2) dobijamo da 

Т; те је dokazano da jezgro (cJ~) zadovoljava i uslov 0'10); tako 

smo dokazali teoremu. 

OVim зто dobili РТУи karakterizaciju klase saturacije za 

singular~e integrale kojima odgovara funkcija о/су) = (iv)r, r~N: 

funkcija f pripada klasi saturacije takvog operatora ako i sашо 

ako je\\6~f\\X = O(lh\r), odnosno (v. Definiciju 2.1.2.) f pri

pada Lipschitzovoj klasi Lipr(X,r). Sada сета dobiti i karakte

rizaciju рото6и obicnih izvoda. 

2.2. Karakterizacija u slucaju :J;(v) = (iv)r, rEo!l 

Definici,ja 2.2.1. Neka је ftX. FUnkcija f ima r-ti izvod u 

prostoru Х (odnosno prostoru У(Х)), ako је f = h, 6.5. za 

neku funkciju hE-АСr-1 takvu da svi izvodi h(j), j=1, ••• ,r 

pripadaju prostoru Х (odnosno prostoru У(Х». r-ti izvod 
funkcije f obelezavamo Ба f(r). 

Stav 2.2.2. !lеkэ. је [ЕХ. Tada su slede6i iskazi ekvivalentni 
а) :r ima ~ . 

r-v~ izvod u Х 

Ь) :f ima r-ti Riemannov izvod u Х 

Sta", 2.2'2' bleka је :f Х. Tada Би slede6i iskazi ekvivalentni 

а) f iI!la r-ti izvod u У(Х) 
Ь) :rcLiPr(X,r) 
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Tvrdjenja оУа аУа stava neocekivana su kada зе zna da 

је Riemannov izvod u tacki opstiji ројат оа obicnog izvoda; ali 

utoliko Би korisnija u karakterizaciji klasa saturacije. Оапоу

па razlika izmedju оУе ауе vrste iz.voda, Ба па;;еБ stanovi:::ta, 

jes:..e sto Бе Riemannov izvod, za svako reN, definise kao sin

gularni integral (nezavisno оа izvoda niieg reda) , dok Бе 

obican izvod definise iterativno (r-ti izvod је izvod r-1-vog 

izvoda). 

Tako пат upravQ оуа ауа stava omogucuju аа dobijemo јеа

пи bitno поУи karakterizaciju klase saturacije, а пе зата аа 

klasu saturacije jednog singularnog integrala opisujemo ротоси 

klase saturacije d.rugog ("ekvivalentnog") singularnog integrala 

(kao s~o зто objasnili u иуоаи u odeljak 2.). Iz ovoga је tako

dje јаэnо аа se ovi stavovi moraju dokazati metodom drukcijim 

od onog koim dolcazujemo ve6inu tvrdjenja u оуот odeljku. Zbog 

toga эе nе6ето zadrzavati па dokazu ovih stavova СУ. [3] ). 
Neka је CKf ) singularni integral cije jezgro zadovoljava 

uslove (Б) i(N', u kojima је t(v) = (iv)r, rcN. 

Kombinuju6i Teoremu 1.2-.3:.--& Teoremom 2.1.3.Ь) i Stavom 

2.2.3. dobijamo karakterizaciju klase saturacije Б(КЈ,х) opera

tora (К,.). 
Slicno, kombinujuci Teoremu 1.6.3. ва Teoremorn 2.1.3.а) 

i Бtаvоm 2.2.2., dobijamo karakterizaciju klase K(Kf,X). 

Teorema 2.2.4. Neka је (К!) singularni integral cije jezgro 

zadovoljava uslove (Б) i (М), u kojima је :funkcija ,\,(v)=(iV)r 

rE:N .. ТеДа Би slede6i is~;::azi ekVivalentni 

а) ilK,f - fll X = О(,!,,) 
Ь) HV(X) ,(iV)r) .. 

с) fELiPr(X,r) 

d) f ima r-ti izvod u У(Х) 

Teorema 2.2 __ 2. 
zatio·,; olj ауа 

Neka је (К!) singularni integral cije jezgro 

uslove (Б) i (М), u kojima је '\'<v) = (iv)r, rcN. 

Тааа БU, za ftX, sledeci uslovi ekvivalentni 

а) Нт \\K1f,;, - f - g\\X = О, za neko geX 
f --'> "'" f 

Ь) f~W(X,(iv)r) 
с) f ;та r-ti Riemannov izvod u Х 

а) f ima r-ti izvod u Х 
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2.3. Karakterizacija u sluC:a,iu f(v) = 1v\ г, rf:N 

Da bi ве tvrdjenja slicna prethodnim mogla dobiti i za 

sinsularne integrale kojima odgovara funkcija q;(v) = \У\ r, r Е. N, 

potre'ono је uvesti Hilbertovu transformaciju. 

Za ftX(R) definise se Hilbertova transformacija (konju-
~ 

govana funkcija) f<X(R) 
оо 

V 
( f(x-u) 

- 8р. Ј u 
,-.Ј 

f(x) du 

-'" 
Sta7 2.3.1. 

"/(Х, ivl r) 
{ftX I f ima r-ti izvod u х], r parno 

а) = ~ 

[1: <Х I u Х}, ~ 

~тa r-ti izvod r neparno ~ 

. r r (ftX \ f ima r-ti izvod u у(х)}, r pг.rno 

Ь) V(X~ _Ivl ) 
= \ (fcX 1 - у(х) Ј , f ima r-ti izvod u r neparno 

Dokaz. Dokazujemo а); dokaz za Ь) је potpuno sliran. 

Neka је r paran broj. Ртета Teoremi 2.2.5. f ima r-ti izvod 

u Х ako i зато ako f pripada !Ч(Х,(iv)r). Ali, kada је r parno 

оёiglеdnо је da је lйаза \;(Х, (iv)r) jednaka klasi W(X, \vl r). 

Neka је r перагап broj. Poznato је [DOd.B.8. i с. 7.Ј da 
za Fourierovu transformaciju Hilbertove transformacije vazi 

= -;sgnv :f 

tako da imamo 

f<c'I!(X, (iv)r) <==> f,W(X,_isgnv(iv)r) 
, . 

='> (:JgEoY(X)) g = _isgnv(iv)rf " , (Эе;ЕУ(Х)) g - lvl r.f 

<=-=> [~'c!(X, lуl r) (3) 

Iz Teoreme 2.2.5. sledi da f~'i'l(X,(iv)r) ako i saтa ako f ima 

r-ti izvod u Х. Tako da iz ovoga i (3) sledi zalcljucak stava. 

Pamacu ovog stava lako dobijamo iz Теогете 2.2.4. karak
ti9rizdcije k.le.sc i!!s.tuХ'з.сiје t:)niћ s:i.nguls..rni.h 1nte!,;retla, lсојiша 

odgovг.ra funkcija '-{Ј(";) = \v\ г, ГЕ-N. 

TeoreC1" 2.3.2. Neka jezgro singularnoe; integrala (КЈ ) 

',oljava uslove (Б) i (11), u kojima је funkcija 'Ј'(У) 

ГЕ;1Т. Tada su za .fE:.X sledeci iskazi ekvivalentni: 

а) 11 Kff - f\lx = O(~J) 

Ь) f~V(X,lvlr) 

zado
r 

= I v\ , 
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~ 

с) fELipr(X,r) (odnosno f~LiPr(X,r», za r рагnо (r nерагnо) 

d) 
~ 

f (odnosno f) ima r-ti izvod u У(Х), za r рагnо СГ пе-

ратnо) 

Pribledba. Slicna teorema vazi takodje za klasu konvergencije. 

2.4.. Karakterizaci.ja za razloml,jeni eksponent 

2.4.1. Izvodi razlomljenog reda 

Dosada sшо (и odeljcima 2.2. i 2.3.) dobili karaL~eriza

.ciju klasa saturacije onih operatora kojima је odgovarajuce 

stepena funkcija Ба celim eksponentom. Videli Бто da ве klasa 

saturacije u tom sluraju karakterise ЬТОјеш izvoda funkcije 

(ОdnОБПО konjugovane fUnkcije) koje јој pripadaju. Da bi ве 

slic.no tvrdjenje moglo dobiti i za operatore kojima odgovara 

fULЗ:сiја 'f(v) = !vl с(" d.. > О, potrebno је пајрге uop~titi ројаш 
iz\,;oda. 

~spostavice se da је klasa V(X(R), lvl~) vezana "а Rieszov 

izvod. Da bismo pokazali kako зе dolazi do naizgled kompl i kova

nOG izraza za Rieszov izvod, pretpostavimo najpre da је funkcija 

f dovoljno !Idobra l1 da bi зуе navedene relacije imale smisla. 

На kraju сето dati preciznu definiciju. 

Postoji vise nacina па koje зе ројат izvoda moze pro<::,i

riti па izvode razlomljenog reda. Obicno зе prvo uopstava ројат 

integrala а zatim izvod reda defini~e kao obican r-ti izvod 

integrala reda г-~ (г>~). 

Riemann-Liouvilleov integral је najjednostavnije uop~te

пје obi;::nog integrala. Naime, r-ti (obicni) integral fUn:';;:cije f' 

uoie зе predstaviti u obliku 
" 

(Lrf)(x) = G:'JJ! .l f(u) (х_u)г-1 dU 
Za proizvoljno ~>O, Riemann-Liouvilleov integral se defi-

, v • nJ.se као , 
(LJ) (х) 

1 - ",-1 
= () Ј f(u)(x-u) du 
г СУ -о<) 

Zadrza6emo se па sluc,aju О .(с<.<.1. Integral-i vif.eg reda 

зе dobijaju iterativno. 
Operator L~ rooze зе predstaviti u obliku konvoluclje 

L",:,.f - f -/f 1<:1. sa јеZбгоm 
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"l .. (x) : 
О , 

, х >0 

Nas medjutim interesuje izvod [((/-) reda ()(. ОП 6е, kao 

sю је receno, biti definisan kao obican izvod (ро norm~ prosto-

ra х) integrala L1 f. -'" 
lim 1I L1 _"f(X+h) - L1 _",f(x) 

i,...,o I h 

Posma~rajmo dakle diferenciju 

gde Је 61 (\ -h '11_" х.,. - 1/Г(<Х) [(X+h)1-"'- _ 

dnо .ј е da 

х 
1-Ј:! 1 

JeL • Zaista, ocigle-

1 i 6~l1_",(x) О( [хl 2-,,), kad Ixl -"> fX) 6h11-«.сLlос : 

tako с:а је 
1 

(L'ъ '11_") h jezgro singularnog integrala 

(4) 

Slede6a teorema pokazuje kako је Riemann-Liouvilleov 

izvod pogodan za 

integrala kojima 

karakterizaciju klase saturacije 
сл. 

odgovara funkcija t(v) : (iv) . 

Teorer'la 2.4.1. Neka је f'E:X i 0.(Q",,<..1. Тааа 

singularnih 

а) Э gcX Нт Ilf<-6~'L1-4 - gllx : О <==? fc-',,(X,(iv)"; 
i\.,""'o h 

Dokaz. Za jezgro singularnog integrala (4) racunamo Fourierovu 

transformaciju 
1 ' i ућ .., 

(6h~_,,)A(V) : е. 1"~ (5) 
~ (lV) 

Kako је Ј 6. ;:11 _",(X)dx : О, singularni integral (Hh ) spada u kla-
-" su operatora koji БU razmatrani u 1.7. Stoga је za dokaz teo-

rer;:e dovoljno, prem.8. Teoremi 1.7.2., роkџ.zаti da jezgro zadovo

ljav-a uslove (80) i (и о ). Као sto se lako vidi, za ovaj o"'Qera

tor је f: 1/h, <р(ћ) : h, r(v) : (iv)"- i iz (5) sledi 

lim 
)~->O 

(9~k,,-2'(v) 
h 

lim 
("""0 

ivh 1 
е -
h(iv)l-QIC 
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b~de Ј' е ш(х) -1i (х) 
- "<,О) , 

teorema dokazana. 

Шћ(Х) = 1/ћ m(x/h) (v. (2» • Time је 

Za rasliku od celobrojnog slucaja (2.3.) prethodna teo

ге1"'а пат песе шnоgо pomo6i u karakterizaciji klasa 'il(X, 'Ivl':("), 

v(x., tvl с<.). Naime uvodjenjem Hilbertove transformacije sada bi

БОО рге.П;' od klase \;(X,(iv)"') па klasu \'I(X,-isgnv(iv)"'). 

Stoga postupamo drugar-ije. Umesto funkcije 1'toc(x) иуезсе

то funkciju ~(x) = С.,{,. /XI((,....1. Konvolucijom f за оvэЈr-vош: .fuпkcijom 
dobijn зе Rieszov integral 

'" R",f(x) = со< 1 f(~)",- ал 
_~x-и 

mг,lорге 

jezgrom 

Da bismo dobili Rieszov izvod, predstavicemo slic.no kao 

razliku Н1 f(x+h) - Н1 f(x) u obliku konvolucije за 1 _CI.. -()(, 

6 h"1-ct. koje pripada L i ima Fourierovu transformaciju 

e ivh 1 
\vI 1-,,-

Lako је videti slicno kao u Teoremi 2.4.1. da bi za f Х 

postojanje granicne vred.nosti u Х iz:::aza h-1(f*6~У'1_«..-) bilo 

ev-v-::''lalentno sa f~\~l(X,_i sgnv \vl"'). Da bismo Бе jo~ oslobodili 

fak~ora -isgnv, treba uvesti 

6~ роzпаtиъоЬiпи Hilbertove 

"" f ... g i cinjenicu da 

Eilbertovu transformac; .ји. Koriste-
~ ~ 

transformacije (! -* g) "" f *" g -

_ с ( sgn(x+h) 
- "" Ix+h\ 1-" 

kоп.аС!lО dolazimo ао sledece definicije Rieszovog iz\'oё.a. 

Def'inici~a 2.4-.2. Neka fe"X i 0< 0l<=:1. Funkcija f lffia Rieszov 

izvod reda ~ u Х ako postoji funkcija gEX tako аа 
1~ . 

lim\\f"6 h V1 -,,- _ "\\х = 0-
/...,~O h 

F~rL~ciju g obelezavacemo Ба f~} i nazivati Rieszovim izvodom 
~ , .. ~ 

I \L"'1.c::c lJ е .L. 

Бааа је moguce ротоси Rieszovih izvoda okara:{terisati 

kl&se saturacije singularnih 'integrala kojima odgovara fШlk-

( ' . I CN cija t v) "" \У • 
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Teorema 2.4.3. Neka је fEX i o~a<1. Тааа је 

а) f ima Rieszov izvod reda ос 4:: '). fей(х, \v1ct.) 

• .&' 1 "" 
Ь) 11 ... *l1 hV1 --<.<\1 х = О(Ь) <: ~. f~V(X, \vl"') 

Dokaz. Slicno kao u dokazu Теогеше 2.4.1. dokazacemo da jezgro 

(6~V1_c<-) zadovoljava us:love (80) i (МО). Tada се za singularni 

;~~~bral за tis jezgrom vaziti Теогета1.7.2. а to је ustvari 

tvr1jenje teoreme. 

C6~V1_<»'(",) 
џт-""---'-""'----
A~o h 

(L\~?'I-"_)·(v) 
h Iv\'" 

- lim 
i..~o 

-isgnv 
ivh 1 

е -, = 
hlvl'-"-

e ivh_1 " - - lvl~ 
дi v' tvl·-d-

ivh 1 ivh 1 
е - е - ~() = -isgnv - ш V 
Iv(I-"ъ\vl'" - i vh - h 

(gde је Шh dei'inisano u (2». 

Definici,ia 2.4.4-. Neka је fE-Х. 

(;) "'= 1, f{1}(x) _ Ь'(х) в.8., gde је Ь(х) _ f(x) 8.В. 

(ii) 

l hEAC
1oc

, Ь'Е'Х 

tada za iX€:-Н, 

za « t N 

f«]= (rI"-1~ {1\ 
fl<) = (f\l~JJ)(" - [<Ј) 

PI'i:G1edba. Tvrdjenje slicno Teoremi 2.4.3. vazi i za с(. > 1. Z,a 

"'.ы v. 2.3., а "а d.<f N bi6e 

а) 

Ь) 

f ima Rieszov izvod геаа Q( <;<=,,",' [Е-\'I(Х, \vl'l 

Il i[·J~L,.1(), ,ЈI - О(Ь) , f"V(X, \VI) 
п 1-",-+tot Х 

Iz prethodnog sledi, naprimer, da funkcije СјС- Ј imaju 

Rieszov izvod tj{<X.J, za svako r.X.. > О i аа эе оп D.oZe predstaviti 

"" s lvl"j(v) 
ivx 

е с1у 

-~ 
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2,l~.2. Ooeratori RE, 

Definici,ja 2.4.5. Neka ftX i ОС> о. Neka је 

operatora R~ ~ Х ~ Х definisanih эа 
(H~) fашiliја 

.. 6;Ш f(x) 
СоК. f 1+!Х. du (0<'Ч2m), gde је 

Е и 
_ tll1. 

6~mf(X) =L.(_1)J(2".') f(х+(2ш-ј)и), 
d"o;) . Ј 

2.4. 

оо 
Rt је ogranicen linearan operator па Х za.. svako с<. i Е.. • 

Lema 2.4.6. Neka је 1< 'Ј. Tada 

а) H~~(X) = 1!Р(о)S <j(t) \t\'P(o\tV2)eitxdt, Р(и) 
-~ ~ 2 - m "- r 6, (х) ,<ј 

Ь) lim н. \,(х) = 1/С,,- Ј ~+ оо du = r (х) 
Е-?О О U 

~ 

_ ( siп2шv 
- Ј 'I+c\" dv 
",У 

.. Dokaz. а) ~j Л 2щ (х) 
" ) L.lll с"Н,,{Сх = 1нс 

[ U 

~ -2т 

d f -1-"- ,,-
u = u UU 

Е 

(Ј ~(t)eitxdt)dU = 
-.. 

~ ор РС ~ 

= f u-1-~dU: Ј "(t) t,2m(eitX)dt = Ј u-1 -"'dU Ј '(t)eitXC_2iSin~)2mdt 
t _~Cj U о _~'f 

оо .., 2m 
_ (-1 )Ш22ШЈ "(t)eitx f sin (tu!2) du dt = 'f < 1+",-

-1;1<) v U 

_ (-1 )Ш22Ш-"{ "(t)eitx \t[< r sin2шv dv dt 
_vo<f f.ltl v1 +o;:<. 

--;; 
~ 1Josto је р(о) = с",(_1)-ш2-2ш+ос dobijamo 

'" . 
R~'f(x) = 1!Р(0)_[ 9(t)e

1tx 
\t\< P('\tV2)d~ 

Ь) Kako је Ip(elt\!2) \ <: Р(О) i integral _L\~(t)\ltI<dt konvergira~ 
primenom Lebesgueovog stava о dominantnoj konvergenciji sledi 

'" lim R?'f (х) = 1!Р(0) ( 9(t) \t( P(O)eitxdt = <рс<Ј(х) 
(~O _~ ~ 

S 
siп2If1--tu 

Le0100 2.4.7. Neka је "-'>0. Tada funkcija P(1i) = "+"'- dt 
11..\..\ t ~~a slede6e Qsobine 

а) postoji ptL tako da р(у) = Р(У); za Р уаН 1::<1",+1 \рСх)1 ;; С 
о) postoji qtBV tako da је q(v) = lv~(v); stavise 

q(v) = "(У) - 1, gde је NL takvo da 1:x\d.4-1 \r(x)[ ~ с. 
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Dokaz. Za О<ос<2 tvrdjenje leme dokazano је u [зЈ Btr.~91. 

Neka је 0\.">2. 

а) Р(и) dv dt 

iz ovoga zakljucujemo PEL1 tako da '" '" r 2 Р(х) = 2 Ј Р(и)сов их du = r сових Bi~'::' 
<) } L<..v+ 

dv du 
7 Bin2~ ('" 

= Ј 1 + о-:, Ј с osuxdudv 
,у , 

1 Ј\" Bin2~ - - sinvx dv 
- Х!) V 1+01:.- с б) 

-
Kako poslednji integral pripada L2 (kao Fourierova transforma-

cija funkcije iz L2), primenom Иоldеrоvе nejednakosti dobija . , . 
ве P~L'. Ako stavimo р(х) = РС-х) dobijamo ргуо tvrdjenje iz а). 

sinvx 

= с , 

dv \ = \ r Bin2~t 
~ t 1+«-

Ь) Posmatrajmo Ivl"'pCv) • Neka је У,? Ој ~" С б) sledi 

y~p(y) 

= 1 + 

m е' ~ 2 

= Ј sin mvt dt "с Ј cosjvt = >ј t 1+Q\.- "L. ј t1+«-
А=- Q ~ 

~ 

G .1+Q(, r СОБУХ 
јЈ Ј 1+"-

1 Х 

1. 

С' 5 СОБУХ ах 
1 1 +"'-

< Х 

dx -
ј 

= 

dt = 

ах + ••• + 

dt \ ,; 

Oda""'lde је ocigledno аа 6е \vI«-р(v) тo~e predstaviti lсао Fourier

оуа transformacija funkcije 

gde је 
1 r(OL 

q(x) = r(x) - дСХ) 

dеfinisэ.nа Ба 

О , 

rCx) = К " 1-1-" 1 !Х , 
• 
• • 

к \х\-1-", m-1~lxkm 
m ' 

ocigledno Је da уаН Ixl "+1 \г(х)\ "-О. 

dx 
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Теогеmа 2.4.8. Neka је "<х. Tada 

а) 

Ь) 

3 gй lim 1\ R~f - g\\x = о 
,~O 

I\~fllx= 0(1) f~V(X, lvl"') 

2.4. 

Dokaz. Najpre сета pokazati da Бе operator R~ moze predstaviti 

kao singularni integral за jezgrom q~(x) = q(~x/2), gde је q 

fu~kcija iz Leme 2.4.7.Ь). 

Zaista, neka је р. ':f • Tada ргеша Lemi 2.4.б.а) 

R~'f(x) = Ј ~(t) Itl" P(,t/2)e
itx

dt 

tako da је (и" oznake Leme 2.4.7.) 

(P~'f)'(t) = i(t) \t(pe .. t/2) = 2"',-'" i(t)q(, t/2) = 2"C~ (ј'-" dq,)'(t) 

p~ ђrеmа teoremi jedinstvenosti FQuxierove transformacije 

(7) 

Kako је 'f svuda gust u prostoru Х [Dod.D. 2.Ј а obadva 

operatora koj~ ucestvuju u (7) neprekidna onda (7) vazi i za 

svaku funkciju f~X, tj. 

па bismo dokazali tvrdjenje teoreme davoljno 

Теогет! 1.7.2. dokazati da jezgro (q,) zadovoljava 

-i 0':0)' То сета dobiti primenom Leme 2.4-.7. 

је, рг<ата 

uslove (So) 

v " lim o,(v) = lim q(,v/2) = lim 
r.. -) о 

Ivl" рс, v /2) 
[..., о 1::;2'" Z~O /(/2"" 

= :Р, (v) 
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2.5. Relativno lcompletiran,je 

u ОУОт odeljku сета najpre pokazati аа klase saturacije 

i konvergencije singularnih integrala па Х cine (normalizovane) 

Вanасћоуе potprostore prostora х. 

Zat;m uvodimo ројат relativnog kompletiranja, koji ОЋО

gucuje аа эе tacno opise ОdnО8 izmedju klase konvergencije i 

klase satur~cije. 

/.5.1. Klasa saturacije kao Banachov prostor 

Lema 2.5.1. Neka је Х proizvoljan Banachov prostor i А zatvoren 

linearan aperator па х. Neka је D(A) с Х domen operatora А. 

'l'ada је D(A) sa погтот Ilfll D(A) = 11 fll X + iI Ai'11 х normalizovan 
Бапасhоv potprostor od х. 

Dokaz leme dobija se neposredna iz kompletnosti prostora Х i 

zatvorenosti operatora А. 

Vratimo Бе sada Teoxemi 2.2.5. Svaki оа Бkироуа definisa

nih po.jedinim iskazima te teoreme тО'.7.е se snabdeti normom tako 

аа cini normalizovan Banachov potprostor prostora Х. Zaista 

Stav 2.5.2. Neka је prostoru Х (Kf ) singularni integral cije 

jezgro zadovolja-,a uslove (S) i (r-1'). u kojima 'је 'v(v) = (iv)r 

T~rт. Svaki od slede6ih skupova cini Banachov prostor u Оclnоэи 

па г~~епu normu 

а) К(КрХ). 11 fll K = l\fll X + 11 gllx 

Ь) VI(X.(iv)r). Ilf\l w - Ilflix + I\gllx 

с) l)~(X) = {fH 1 f, ima 

llfU~<= 

r-ti Riemannov izvod D~fr;x}, . 
нlI х + 11 ~fll х 

d) f ima r-ti izvod u х}. 11 fll "r = 11 fll х + Н j;(r)il х 
Svi navedeni prostori ви medjusobno jednaki эа jednakim 

norr::..'O)za • 

Skica dokaza. Koriste6i Lemu 2.5.1. 1ako эе dokazuje da эи svi 

prostor~ kompletn;. Ocig1edno је kako эе u pojedinim slu~ajevima 

defin~se operator А iz leme, а lako зе dokazuje аа је taj оре

Tator zatvoren (poznato је da su diferencijalni operatori zatvro

reni) о Dalje iz Теогете 2.2.5. sledi da su svi navedeni skupovi 
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medjusobno jednaki i sеш toga ~! = f(r) = б' Tako da је oci

gleili~o аа su эуе' norme medjusobno jednake. 

Let:'a 2.5.3. Neka је Х proizvoljan Banachov prostor i (Ау) fami

lija ogranicenih linearnih operato~a па х. Tada skup 

В(А,.) = {ffX \ Sj'pIIArfl\x = 0(1) } 
snabdeven поттот 

cini normalizovan Banachov potprostor оа х. 

Dokaz. Da bi эе dokazalo da је prostor B(Af ) kompletan dovoljno 

је pokazati da је u пјеши svaki apsolutno konvergentг.n red kon-

verge:ltan. tIO {>'1 

Neka ј е ~, \1 '"ћ\\ В(А ~{ оо. tada i ~.\I '"ћ\\ х "- оо 
Kako је Х k6npleta.n prostor, onda postoji иЕХ, tako da u 

Pokazacemo N-

1 о UEB(Ar ), w 20 1I {f1 иn - U\\B(A
f

) '> О, N • ....,. ~ ~ 
1 о \1 U\\B(A

f
) =1\ ~1иn\\x + SUP!\Af(~.Un)[[ Х '" 1I ~ иn[1 х + ..§ир[[ ;,. Ar unll х 

. ~ -'" г:. \\ иn\\ х + sup L \\ Ar иn\1 х,; • f ' 
L (\\иn\\х + supIIA,u"ll x) = 
, f 

~ 

= LI\ unll В(А ) 
....... , f 

2° зе pokazuje па veoma slican nacin. 

8tav 2.5.4. Neka је па prostoru Х (К,) singularan integral cije 

jezgro zadovoljava uslove (8) i (11) U kojima је 'i' (v) = (iv)r, 

r~N. Тааа sv~~i оа slede6ih skupova cini Вапасћоу prostor u 

оdnОБи па navedenu normu. 

а) S(Kf,X), I\fIJQ = I\f\\X + sup \lK,f - f\1 
~ f 'f, х 

10) Y(X,(iv)r), \lf\\у = \\f\\x + \Iglly(x) 

с) LiPr(X,r), \\fl\Lipr = I!f\[х + БиЕ \\ ~~fll х 
d) y~ = {!ЕХ \ f ima r-ti izvod u у(х)), 

\[fllyr - \\fI[Х + \\f(r1i (x) 

Svi navedeni ~rostori su jednaki за jednakim normarna. 

3kica dokaza. Tvrdjenje da su prostori и а) i с) Banachov-i 

dоkг..zuје se prirnenom Leme 2.5.3. Treba зато za АЈ' uzeti 
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к -1 -глг 
l' I.ff' оdnозпо h u. h • Za prostore u 

"е dokazuje (slicno kao u Stavu 2.5.2.) 
Ь) i d) kompletnost 

рошо6и kошрlеtпоsti 

prostora у(х). Jednakost svih navedenih skupova proizilazi iz 

Теогеш8 2.2.~. а takodje i је~~аkоэt погшi u Ь) i а). Lako је 

dokazat i i elC\~ivalentnost ostalih normi (koristeci CDod..D.4~ ) 

Primedoa. Na slican nacin moguce је dokazati da ви, za singular

пе integrale kojima odgovara funkcija t(v) : \v\~, sledeci Ваап
chovi prostori теајиБОЬПО jednaki 

а) S(Kf ,х), 11 fll S - Ilfll v + 
~ 

sup 11 к,! - fll 
'f, Х 

о) V(X, Ivl"), '1 I i f,1 v = 11 fll х + 1I glly(x) 

с) .л 'ех) = {fc.x 1 f ima Rieszo~J izvod. reda <'<}, 
IIfllX = Ilfll x + sup 11 R~f\\X 

t 

2 .. 5.2. Metod " t1011ifieraH 

Shapiro l1~J је uveo metod I!mollifiera1t za re{avanje 

ргоЫеза saturacije. Razmotri6emo taj metod па jednom primeru 

(koji је ocigledno lako uopstiti) i videti kako taj postupak 

prirodno dovodi do ројта relativnog kompletiranja. 

Neka је u prostoru Co(R) potprostor C;(R) satavljen оа 
svih dvaput diferencijabilnih funkcija. РТеmа Stavu 2.5.2а) 

C2 (R) је Banachov prostor оа normom IIfllC2 = IIfllC + Ilf"li~ 
о . о о ""0 

Heka је (A.r) familija konvolucionih operatora 

А о: С (R) -7 с (R) ; neka "а svako ffC o
2(R) vaZi 

ј о о 

lim\\A.f-f"l\с =0 (8) 
y~~ Ј - О 

Zelimo da opicemo skup S(A r ) = {[ЕС о\ 1\ Arfl\c = 0(1)}. 

Ocislecino је c~ С S(Ar ); ~taVipe, ргета Вапасh-stеi;Лаussоvоm 
stayu postoji konstanta N, tako аа је 

(9) 

Neka је sad f p~bizvOljna ftШkсiја iz Со. Neka је 

hEC;,oL1 takva da је _Lh(X)dX = 1 i neka је Ь,,(х) = nh(nx). Tada 

је (Ь ) jezgro i priblizan identitet i deiinise siпзulагпi 
п 

iпtеsгг..l ппf = f;t;-. ~ (iunkcija h ве naziva 11 mollifier T1
,: prime-

пот operatora Н роуесауа se glatkost funkcije f). Pisac~mo 
п 



l f 
п 

1 ) 

- " h • п 

f <' 02 
п о' 
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1z navedenin Qsobina jezgra (h,,) sledi 

2) Нт \\fn - fl\o = о 
~-> " 

Relacija (9) vаИ "а fu..'lkcije "п (zbog 1)) 

(10) 

\jAffn\I O ~ N 11 "п\\ с'; , unHormno ро f (11) 

Da bi slicna relacija vazila i za funkciju f, оdnоэпо 

da bi u (11) bilo mogu6e pre6i па limes рс п, dovoljno је da 

bude 

IIfnl\o'<:' И" uniformno ро п 
• 

(12) 

'fada се lZ (10), (11) l (12) biti 

А f е = 0(1) (13) 

Obratno, dokazacemo da је uslov (12) neophodan da bi уа

:::i1o (13). Zaista iz (13) sledi, po<'1to Би Ар i ~ konvolucioni 

operatori (i, znaci, medjusobno:.:.komutativn;) 

IIA,i:nlleo - IIA,Hnfl\e. = \lHnAgfIIO. = IIHnllllArflloo -

= 1Ih,,\IL IlA,flle. = IIA,fll e• = 0(1) 

tako da uzimaju6i u obzir (8) 

" f' '11 "-1\ п. . Со -

Oda;"le sledi 

- ""\\е + п • 
Е 

С. = 

\\fn\lo~= \\fn\I C• +\\f~'ilc. = 0(1) 

+ 0(1) 

(jer је 

А to Је 

1 niz 11 f \\ е' buduci da је konvergentan, 
п • 

ogranicen). 

i". trebalo dokazati. 

Tako это dooili da za familiju operatora (А Ј ) koja zado

"oljava (8) vazi: 

jeste 

Potreban i dovoljan uslov da 

egzistencija niza fnEC~ takvog 

l 

za f bude 11 Ayfll С = 

" 
ОС 1) 

da 

Definicl ~a 2.5.5. Neka је Х Banachov prostor i Е normalizo-:!an 

u,anachov potprostor ,..:д. х ( 11 "Il Е ~ 11 Ч1х). Relativno komplet<

ranje (po:punjenje) Е Х prostora Е u оаПОБи па Х је S1r't.lp 

.'3V'lh fE:X, za koje posto.ji niz (fn)c..E takav аа lјfп:јЕ-4r.~, za 

r:eku kопstг..пt1Ј. Г·'~, uniformno ро п, i lim;\fn - f'i. x =оо о. 
,,~"" 
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Primer 1. Prema d~finiciji relativnog kompletiranja prethodni 

zaklj~c~~ sa moze formulisati па sledeci nacin 

Neka је Х = Co(R) i neka је Е = C;(R) potprostor па kome 

fa~ilija (Ау) konvergira (jako). Tada је 

r } :2-'С ~fECo IIIAff\\C. = 0(1) = Со о 

Prl..:,,:",,?1"'" 2. Ako u primeru 1. uzmemo umesto Co(R) bilo koji рго

st·.C' X(R) i wnesto (А,) familiju (К, ~- I), gde је (Ку) singu-
. t ( 2.arn":: integral cije jezgro zadovoljava uslove Б) i си'), tada 

fam-i lija (К" lf~ I) konvergira, kad y~ t;» , па prostoru К(К! ,X(R)) 

(v. 1.6. i Stav 2.5.2.), tako аа, slicno kao malopre, dobijamo 

S(:::pX(R)) ={fEX(R)\IIK,f<f;fIIX(R) = 0(1~ = i(I~,X(R))X(R) 
Posledica 2.5.6. Svaki od Banachovih prostora navedenih u 

S~~уи 2.5.4. jednak је relativnom popunjenju u oili~osu па 

X(~) odgovarajuceg prostora iz Stava 2.5.2. 

Tako это dobili nekoliko novih kar~~terizacija klase 

saturacije. 

Poslec.ica 2.5.7. Neka је H~ operator iz 2.4-.2. Тааа 

2 .. 6 .. ?rimedbe 

X(R) 

1 ovaj odeljak izlozen је uglavnom па osnovu knjige P.L. 

EUTZER, Е.Ј .NESSEL [зЈ, ali su mnogi dokazi izmenjeni t8...-l.co аа 
se uklapaju u nacin dokaza koji је izlo;-;,en u иуоаи. Ovo :nат 

ОШО5исије uvodjenje operatora Ы!' ;z odr,;ljka 1.7. Time ?ito па 

isti пасin predstaYljamo !ldiferencijalnell operatore (Riешannоv 

2.1., Rieszov 2.4.1., Riemenn-Liouvilleov 2.4-.1., operavore 

R~ 2.~.2.) ; singularne integrale, postizemo da па isti nacin 

mozemo trеtirэ.:ti па primer tvrdjenje li 6~;f \\ = O(hr ), koje pred

s;"a·v·--: .ја is::"az о 1!glatkosti!! fl:r..::cije (! pripada Lipr(x,r)) ; 

;"уrё.јеnје ;'1 :·:ff - f 1\ = O(~-n) '} '·:оје predstavlja iskaz о !1 s tepe_ 

пи ::?:;;roksirnacije H с Ovalcvo gled.iste је u osnovi teo1"ije t:.pore

dji~,,·&"1.ja (compar;son theory) H.S.SНAPIRO l1']. На ova.j nacin 

di=e:-с-с:G.а i inverzna teorema зе dokazuju slicnirn те vоdош" 



2.6. 

Metod kojirn вто dobili karakterizaciju klase saturacije 

r:loze ве i ovako iskazati: "Da bi ве dobila karakterizacija kla

Бе saturacije dobijene u Teoremi 1.2.3., treba tu istu teoremu 

primeni ti па neki drugi operator ll
• 

2.lJ-. Rieszov i Riemann-Liouvilleov izvod definisani su u [3Ј, 

str.393. Operatori R~ definisani ви [3] ,str.409. 

2.5. Za definiciju relativnog kompletiranja У. (зЈ ,str.373. 

Ocigledno је da ве slicno Stavovima 2.5.2. i 2.5.4., koji od

govaraju saturaciji sa celobrojnim stepenom, mogu dokazati 

odgovaraju6i stavovi za saturaciju sa'necelobrojnim stepenom. 

Тааа bi u iskazima с) i d) pomenutih stavova, umesto obicnih 

izvoda, stajali izvodi razlomljenog reda. 

Ројаш. relativnog kompletiranja omogu6uje, kao ,~to S!:lQ 

уес primetili, da эе tacno opise odnos izmedju klase konvergen

cije i klase saturacije. on ~tavise daje mogu6nost za jedan nov 

nacin dokazivanja teoreme saturacije, naprimer metodoI!l !!molli

f;era" (koji је izlozen u 2.5.2., prema H.S.SНAPIRO [1'7Ј). 
Uop.~tenje !lmollifiera!l za proizvoljne Banachove prostore pred

staYljaju nregularizacioni procesi!l (definisani u [3] ,str.502). 

V. i primedbe uz odeljak 1.6. 



3~ I t е r а с i ј е k о п v о 1 и с ~ о п i h о ђ е ~ а ~ о r а 

u ovom odeljkи сета pokazati kako se pogodni~ ko~binova

пјеn: iteracija datog singu.larnog integrala moze pave6ati efika

snast aproksimacije. 

Fosmatrazno familiju operatora (Uf)r",r' 'p~N, koja зе рото
си Qatog singularnog integrala (K

f
) definise па sled~6i nacin 

, 
uP = ") с-1 )р-,ј Сђ кј 

f .j=~ ·Ј f 

gde Је K~ j-ta iteracija operatora К!: к; = Kg , K~ = Кr(Кј~-1), 
.ј ~ 1. S obzirorl аа za konvoluciju vazi zakon азас; jativnosti, 

1ako је proveri~i аа је operator K~ opet singularni intesra1 

i d2. !Ти је jezgro јеdnмо (kj' ... kt*"o •• ·jI, k.r) (konvo1ucija оё. ј 

fakL.ora). Паргimег, za ј = ? imarno 

-K~! - K,CK,f) = и, k,)* k, - f" Ck,'k,) 

Za Ј > 2, clokazuje se Slicno, indukacijom. 

Ocigledno da је operatr U;, kao linearna kombinacija 

konvolucionih operatora, konvolucioni operator i зет toe;a, ako 

эа СиР) obele{,;mo пјевоуо ,jezgro f 

~ r " 
fuP(x)clx =.2: (-1)р-ј(р) ) (k •• k, ••••• k, )Cx)dx = L (-1)р-ј ср) - 1 

- ... f ~-i Ј -о<> ~ ~-"1 Ј 

tal-;:o d.э.. је (т.;~) takodje singu1arni integral. , 
Pretpostavimo sada аа је jezgro (k1,) IIFejero'lcg tipa11

, 

tj. ;,,(х) = ,k(,x) Cv. 4.1.) i da zadovoijava uslove СБ) i (и). , 
u Oi.rOZ!l slucaju Со:: r:> -п, \11('1) = \vl п, za neko n&Ы i uslovi 

Jf Ј ' 

(3) i (1) -; z61edaju kao u 4-.1. ( (SF) i (ИF)). Dokazac.emo da 

tada jezsro (и~) sin:,:;ularnog integrala (UF) zadovoljava uslo\.~e 

(Б.I:) _ (l'fIF ) Ба stерепо!Л пр. 

Zaista, ocigledno је и~(x) = f иP(~ х) ~ 
е 

Сиђ'(у) - 1 - > C-1)Р-јсђ(k~k~ ••• "k)'(V) 
';"-1 Ј 

1 = 

r .,... ,.. 
= 2-С-1)Р-ЈСР)kЈ(v) - 1 = (k(v) - 1)Р 

. Ј 
d ео ~ ,.. 

'rako da irnап:о, ako za k vazi lim k( у) - 1 :: С, tada 
Ivl п 
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, 
."-С Н"-Р-')е-'-'.С ':=:,' )',-":-:.1 = Нт С k( v ) -

Ivl"P <~O Ivl п 
lim = сР 

, 

~ МО za k postoji J,eBV ~CV) = "k."-C..o.v-,-)".-_1.c. 
, Ivl п 

(",ПР_)L''''>(""V-f:;) -=---,1 _ 6 ( v ) ) р = '" (v) 
Iv: np р 

tada 

gde је :ЛD(Х) =-Л"':Л~_·"':;(х) (konvolucija od р faktora). ТаКО зrnо 

c.oke.-:J.li·· da ротоси singularnog integrala СК.?) ko.ji је saturiran 

за з;"ерепрт OCf-!1) i klasom У(Х, [v\ П), lako moiemo 1:onstr1J.isati 

sin~ularni integral (U~), koji ima stepen saturacije O(y-~P) l 

klQ:Ju :Јэ..tuгг.сiје У(Х, Ivl пр). Time .је po}:azano da za o_ovoljno 

dobrc i'unkcijc uvek mо:;'.ето naci linearan opera-t;or koji се је 

aprol-:simirati bolje nego пеки drugu Шапје glatku i'unkci.ju. 

f·jamedov је u L 101 raZr:latrao jednu drugu vrstu linearnih 

kom'Jinac~ja konvolucionih operatora. m-singularni integral 

definiSlli! је па sledeci nacin 
~ ~ 

T~'f(X) = Ј ::=(-1)m-ј С ffi )f(Х+јt)l"Сt)dt 
."..,~",~ Ј 

Vidiuo йа је T~ ustvari singularan intcgral Ба Jezgrom -C~(X) = ~(_1)т-jcm) 1 k (Х) 
~",,1 Ј Ј ~ Ј 

ра Бе tako uslov 

-1 nteGral (T~). 
(2) u L10J s-;odi па uslov (В) za singularni 

l'7apomen;mo йа ako sama familija funkcija (k
f

) predstavlja 

јсzзго i singularni integral (К!) zadovoljava uslove (8.1:1.) i (l"IF ) 

sa stepenom п, tada i singularni integral (T~) zadovoljava. iste 

uз10";,'8 (за istim stepenom). Zaista 

(~m),(v) _ 1 

1"1JI п 

','С • А. 

~ С_1)т-Јст ) kCjv) - 1 
ј- I Ј = 

, 
l'C.jv) - 1 

\у! п 

= 

, 
k(.iv) - 1 

Ivl п 

ра о6.G:чdе sledi da ("C~) zadovoljava uslov (3]1) за stepenom п 
i а:{о је ':л funkc~ ја koja ртеmа uslovu (И]') odgovara .jezsru (k t ), 

t::;,.~,э. је za jezgro (1".;) od(,ovaraju6.a funkcija jed.n.aka 
~ . 2- C_1)m-Ј(")јn :ЛСјv) = J-m(v) 

!"'1 Ј 
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Frimedba. Linearne kombinac; је (1) sine;ularn;h inte.grala 

dobro зи poznate; upotreb~javaju ве, naprimer, u dokazu Jackson

ove teoreme (о najboljoj aproksimaciji trigonometrijskim ~ol;

no:cima) [3], [8 Ј • 
Х-Јау [9 Ј је dokazao teoremu saturacije za lzvesne ner(to 

op~tije vrste linearnih kombinacija linearnih operatora (koji 

~isu predstavljeni singularnim integralima). 



II LOКALNA TEOКEV~ SATURAClJE 

Za singularni integral (Kr ), cije Jezgro zadovoljava 

1 . .:шlоуе (Б) i си), dokazali Бша u 1 delu globalnu teorernu sat'L".

racije. Pokazano је da za fиnkciju f iz jednog оа prostora 

XCR) brz'na kojom izraz \iK f - ~\x О" 1" 
tez~ пи ~, kad ~ -? Р<> , перо-

sredr~o zavisi od trglatkosti ll (Ьгоја izvoda) funkcije f (direk:'

па teorema) i, obratno, da Бе iz poznavanja te ~rzine тОби iz~ 

vesti z~~ljucci о osobinama funkcije (inverzna teorema)o 

Postavlja se pitanje ako је poznato pona~anje aproksi

шасiопе razlike К f(x) - f(x) saтa па nekom intervalu (a,b)cR, 

da li је moguce izvesti zakljucak slican prethodnOlli (пагаупо, 

sеза о o50binama fl1nkcije па pomenutom intervalu); i, obratno, 

ako ,је poznato аа је funkcija glatka Sai1l0 па nekor:1 interva1u 

(а,Ь) геа1пе ртауе, da 1i эе onda опа тo;~e dovoljno dobro 

aproJ.::simirat:L siщ:;ulаrпim intesralom (Ks.), па tom intervalu. 

Pokazuje эе da је odgovor potvrdan, tj. da vazi lokalna 

~eoгeтa saturacije. Stavise lokalna klasa saturacije jednaka 

је ~estrikcij' па Са' ,Ь') (pravi podinterva1 od (а,Ь» k1ase 

sa~uracije dobijene u globalnom slucaju. OVakvo втan.јепје 

inte~vala је ne;zbezno s obzirom da za funkciju f пеоато n;kak

уе pretpostavke u levoj okolini tacke а (desnoj okolini tacke 

Ь). Potpuna proizvoljnost funkcije f izvan inter~valQ.. (а, Ь) 

~O~Q naime da utice па ропазапје aproksimacione razl;ke u oko

li~ama xrajnjih tacaka. 

4. 1 п v е r z п а 1 о k а 1 п а t е о r е m а 

Osnovni aparat u dokazu globa1ne teoreme saturacije 

Di i а је Fourierova tra...llsformacija. Јаэпо је da se u lokalnom 

э2.и-:аји, kada poznajemo pona,~.anje funkc"i је вато па ocired.jenom 

moze primeniti metod Fourierove transiormacije, 

Ьэ..r пе neposred.no • 

..Lpak је dokaz inverznog dela lokalne teorer;:·~ па nelci 

nacin analogan sa dolc:azom i nverznog dela globalne teorejЂe 

sa:"uracije. 
Prisetim.o se da је 1.1. dokazu teoreme 1.2.3. pona~~г..nje 

Роиг; erove transformaci.je (K"f , - f)' aproksimakcio:18 razli~;:e, 
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kad )'-';>\1<> , bilo doDijeno па dva nacina.(Pretpostavimo, raoii 

jednostaYDost:., da зи и uslovima (5) i (N) koje zadovoljava 
" . (к,), 'ff= f-, 'У(У) = \vl~). 

;) ; z osobina jezgra (svojstva (Б) i (и)) dobijeno је аа 
л 

{(K,f - f)A , Ivl"'f, 1 ~w 

i i) iz pretpos :"'avke da је izraz {(Kff - f) ogranicen ро 

norr;]::!. prostora X(R), kad r ...... t.<> , primenom Leme 1.5. dobijeno 

је ~a postoji funkcija g u y(X,R) tako da 
"(к "" _ f') А " f- 1> • .1.. _ >0 , fj --> о<> 
Ј , Ј 

~zjednaciv~i granicne vrednosti u i) l ii) dobili зшо 
А . . "-g = \уl f ( Ј<-) 

u loka1nom slucaju, umesto konvergencije Fourierove 

tr~~sformac~je, posmatracemo *-slabu konvergenciju izraza 

('-C::2f - [) па in~verva1u (а,Ь). Tako imаiЋО 

'_Ј iz osobina jezgra (svojstva (SF) i (~() sled< (У.4.1.(2)) 

аа Z?, SYako fEJ;(a,b) 

'. " 
r'S(Ksf(X) - f(X))Y(x)dx 

~ 

~-7> Ј f(x)y{<J(X)dX, 

ii') iz ogranicenosti 

valu (а,ь), dobija зе аа 

аа "г, sva..'<:o ~,J)(a,b) , 

izraza J"-(Kgf - f) 

postoji g~Y(a,b) i 

~ 

ро normi па 

podniz (Уј) 

ј/С} (Ky~(X) - f(x))'('(x)dx 
, 

> { g(x)3'(x)dx, 
'L 

(v. 4,1.(5)) 

Kombinovanjem i') 
~ 

S g(x){f(x)dx = 
~ , 

i ii') аоЫјашо 

'" -1 f(X)\"<}(X)dx 

inter

tako 

Ova relacija се, slicno kao (~) u globa:'nom slucaju, bit; 

озпоу 30.. dobija.Тlje karakterizD.cije klase sэ.tuт3.сiје. 



- 45 - ,. 1 
'-:- . .. 

u daljem сета iskljucivo posmatrati singularne i~tegrale 

С:; ~~ Би jezgra ПFејего\тоg tipa!l, tj. kf(x) = f k(fX), бс',е .је 

k&~ 1. Суај sресiјг..'::љп slucaj obuhvata тпое;е poznat;e si~gularne 
intcgrale па R. 

l'1"a jezgro (k ) nametnucemo slede6e uslove koji оd.gо·чага

ји uslovimR (Б) i (М) (У. Def1nic1ja 1.2.2.) 

S-,;cistvc (~2. 

i) jezgro Skf ) "Fejerovog tipa 11 

11) lim 
ё~O 

k(v) 

\vi '" 
= с > О, za neko с(. > о. 

Svo~stvo (I-IFL 
i) jezgro (k,) ј е '!Fejerovog tipaH 

А 

,,) -" 
k(v) - 1 (У) postoj; J\f BV tako da 

\У I (:\., 

Fourierova transformac i ја је za jezgro I!Fejero~v'og tipat! 

,jedl1aka [Dod.B.1J 
А А V 
kf(V) = k(f) 

tг..}::о с.а kad Би ispunjeni uslovi (Бр) ~ (Мр' ond su ispunjeni uslo

'п (Б) ~ (М'). (U оуоm slui'aju је 'f, = Г'~, 'У(У) = Ivl'). Tako 

~~ ~г. оуа jezgra vazi globalna teorema saturacije iz 1 dela. 

l'Teka је (а,Ь) proizvoljan interval iz R. Ба Х(а,Ь) сето 

c~')~::"ezavati jeda...'1. оа prostora LP(a,.b), 1 ~ Р<::,.()о(>, С(г.,Ь). 

(2.." ;0") 6е uvek biti pravi :podinterval od (a,D).-t) 

ТеОТ'8:Ј.а 4.1.1. Neka је fEX(R) i neka јещ;rо (kJ') sin,;ularnog 

l::ТС8зrг .. lа (К Ј ) zadovoljava uslove (81:-') i (NF ). Tada 
if.' (,-;1., 

1) !!K~f f\l x (a,1o) - o(~---) =? IIro))(a,1o) Jf(X)l('(X)dX - О 

Jez::;~o 

~'\ "1 Х(а,1о) -

(3gcY(a ,10)) ('c/'f <,'t(a, Ь)) 

}~::,ca ЈЕ ђ (а, Ь). 'Тааг. oci,gledno 

za'iovoljava uslo-ve (8) i (1I.i') , 

lim 
џ -) "" , 

" Ј' f(X)yJ<J(X)dx - S g(x);(X)llX 
_ "" <'-

ј?Е: Н(Х(Н) , [yl'-,"), ра ':<:гl-:о 

t "I-z prema eoreDl .o.~. 

(1 ) 

, I 

. У(г.,Ь) је odgovг..rajuci spregnuti prosto::, koji sad.r~i Х(а,Ь). 
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Odavd~, vrimenom Holderove nejednakosti, sledi 
ю 

Нт ј [f"(Kr'f(x) - 'f (х)) - 'ј',"Ј(х)] f(x)dx " О 
f~)oO_ .. 

(2) 

Dalje po:'3to је 
~ ~ • 
ј ?:,_ ·:(x)f(x)dx " Ј w (X)K.f(x)dx -
_",~.J _..,Ј,Ј 

J'f (х)К, f(x)dx 
~ 

iz (2) slodi ~ 
~ 

lim f"'5 (Kof(x) 
f-)~ о.. ј 

- f(x) )j7(x)dx" f :г'<Zх)f(х)dx 
-~ 

(3) 

Relac,ija (3) dobijena је вата па QSnOVU pretpostavk i 'о svojstvi

та jez,sra .. Iskor; stiQO вааа pretpostavke u 1) i 2) .. 

1) Nc::a је lirn fo:.j\Kff - fllX(a Ь)= о. Тааа za. sva.:-ro усђ(а,ь) 
у • .1'->"'" , 

--а- -V '''' .l. < 
~:~ f~i(Kff(X) - f(x))\,,(x)dx - О 
• 

t~ko da ~Z (3) i (4) sledi 
~ 

_[ f(x) cr\<I(X)dx " О 

(4 ) 

2) Ыеха је IIKff - fIIX(a,b) " O(f"'). Tada slicna relacija vazi 
i и pros~oru У(а,Ь), tako аа primenorn teoreme о *-slaboj kompa.

kt:losti za; .. "Jorene kugle и spregnu\"'om prostoru У(Э.,О) [Dod.D.Ji.J 

dobija S~ da postoji g~Y(a,b) i pod~iz (fj) tako da 

1i:;: 5~j'(Kff(X) - f(x))T(x)dx - f g(x)\,(x)d.."{ , iij'6;Q(a,b)(5) 
~ -) '" "" t\. 

sledi 
," ~ 

Ј ,{'(x)f(X)dx " S g(x)j'(x)dx 
-~ ~ 

.!.;.. 2. :Сэ.::::,аz.tеl~izасiја ротоси Rieszovih operatora 

u O~.joт odeljku da(~er:lo јо$. jedan primer primene metode 

то ..:..l~ lera у. •••• " 1"1 - f' . 11 ( 2 5 2 ) 
~ 

~';eka је hf.ђ(-1,1) takva аг. је ~ h(x)dx "" 1 i neke. Је 
.~ 

ћп (:':) = nh(nx) ~ ПЕП. 

Le,~.?, 4.2.1. Neka Је h fu..1'lkc; .ја ва navedenim svojstv:'...ma i ZC'.. 

[п "" f1": h
n

• Не}:::а za 

- [llх(",ь) " 0(('). 

/I"f--"II '&1 п -п X(a+l,b-Б) 

Z:з' s'Yal;:o б'>О, uniformnv рс п. 

dati siпgulз.гп-i lnvegral 

IЈ.1ааа sledi 
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Kgfn = fn·kr = cr-<hn)*kr = (f~k!)*hn = (Kjп~'On 

;;ek? је sada[>O i n>1k. Tada је supp ~с.(':'1/п,1/п)с(-б,О) 

tako da је 
~ 

K,fn(x) - fn(x) - -I (Kff(x-t) f(x-t»hn(t)dt 
( 

= _J(Kff(x-t) - f(x-t)~(t)dt 
Pr:'..menO!ll uop;;tene nejednakosti r1inkovskog iz (б) sledi , 

( 6) 

IIKgfn - fnllx(a+[,b-J) = /IJ(k,f(x-t) - f(x-t»~(t)dtllZ(а+[,ь_S) , 
L. JIIKgf(x-t) - f(x-t)ll x (a+6",b_n ~(t) dt ,. . 

~ЈIIКff - fllx(a,b)lhn(t)ldt = \\Kff - [~X(a,b) 
time је lema dokazana. 

Posmatrajmo opet, operatore R~ iz 2.4.2. Ротоси njih 

cellio okarakterisati klasu saturacije i и lokalnom slucaj~. 

Definici~a ".2.2. Neka је ј("(Х(а,Ь» sledeci sJrup 

Л""(Х(а,Ь» = {fEX(R)! jFeX(a,b) ~~':; IIR~f - Fllx(a,b) - о} 

i neka је па пјети deiinisana norrna 

I/fll"" = Ilfllx(a,b) + IIFllx(a,b) 

Prostor Л~Х(а,Ь) је normalizovan ВапаСћОУ potprostor 

prostora Х(а,Ь). То зе dokazuje па slican nacin kao а) iz sta

уа 2.5.2. (јег је (R~) singularni integral). 

I,e:Ja 4.2.3. Neka f"W(X(R), Iv!~) i пеЈса је 'f"Jj. 'Tada, ako је 

FEX(R) takva da F'(v) = Ivl~ f'(v), onda 
" " 
Ј 'f''<~X)f(X)dx = f 'f (x)F(x)dx 

-1>' - .. 

Dokaz. Ыајрге, primenjuju6i Теогеmи 2.4.8., dobijamo da iz 

H'II(X(R),lvl<) sledi 

J.-~ 11 R~f - FIIX(R) = о (7) 

Slirno pocto 'fEW(X(R), \vl~) i 

prema istoj teoremi imamo 

• • za f vaz~ (~{"')Л(v) _ 

, {"ј 11 Нт 1\ R, 'f - ~ X(R) - О 
,~O 

Sem toga lako је dokazati 
" ~ ) R~r (x)f(x)dx " .1 ~ (X)R?f(x)dx 

- "" - "" 

,<t-"{ ) \V, :г "У , 

(8) 
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3ada је 1ako kombino\",c:jem izraza (7), (8) i (9) dob;ti tvrdje

nje le~e. Zaista, рото6и (9) 
~ -
Ј 'j',<J(X)f(x)dx - Ј :r(x)F(x)dx = 

-~ -~ 

~ '" 1'" '" 

- Ј (; (x)f(x)dx - Ј R;"<r(x)f(x)dx + S 'Р(х)Н f(x)dx - Ј 'f(x)F(x)dx , . , _ '"" -оо _... _." 

~ \1 'Ј'<Ј- R~'fIIУ-'сR) 1\ f\IX(R) + 11 'f IIГ'(R) 11 R~ f - :c\IX(R) 

~ izra.z па desnoj strani poslednje nejed.nakosti tezi nuli, ~:aд.. 

Е - О, prema (7) i (8) (gde зто u (8) umesto Х(Н) stavlli г··(R) 

у. 1.1.). 

'1lеоТ'еmа 4-.2.4-. Neka fEX(R) i neka,za neko 1(.> О, jezgro (k",) , 
singularnog integrala СК..\') zadovoljava uslove (8в,) i и1:Ђ'). 

TCJ.da 

=9» lim 11 R~f\\X( 'ь') = О f-.. O а, 
~) \lK,f - fIIX(a,b) = O(1-~) 

?) IIK,f fllx(a,b) = O(g-') =~;. fE- .R.<:"(X(a;b' ) Х(а;Ь') 

- ~x( 'Ь" 
Dokaz. 2) Da bismo pokazali da [<К(Х(а;Ь'» а, Ј treba 

pokazati da postoji niz [пЕ.Ћ.\х(а;ь·» tako da I\fn - fIIX(a;b') 

tez. i nuli, kad п --;>!>О i ~ fnllJto<., = 0(1) uпii'огnш,О ро п. 
Niz f n konstruisemo па sledeci nacin. Neka је ЬП kao 1.1 

Lemi 4.2.1. i neka је [п .-.. f-'lt~. Tada је 

1,i;".. \\fn - fllx(a;b') = О (10) 

(stavi;;" I\fn - fIIX(R) -> О, п ~~, jer је (hn ) pribliian Ыег--

titet) . 
'rrebajos dokazati I\fп\l:к", = 0(1). DOkazujemo Шlјрге 

fпЕ-';i(Х(R), Iv\"'). Zaista 

Ivl<f'(v) = \у\'и* h )'(у) = \vIЪ'(v)f'(v) - (hИ)'(v)f'(V) -
п п п п 

= (h~}*f)'(V) = F~(V) 

gde Бто sa Fn obele~ili 

imamo da је FйX(R). 

Kako је h Е: ~ ) 
п 
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Primenjuju6i Teoremu 2.4.8. па funkcije f n lmamo ~a Је 

~~";, 11 R~fn - Fn!X(R) = О, ра је pogotoVll 

tako smo dokazali fne~«X(a~b'» (У. Definicijll 4.2.2.). 

'хтеЬа јаз dokazati da је niz f n ogranicen u normi prosto

r~ A~(X(a~b')), unif~rmno рс п. Radi toga 6ema najpre па f n 
primeniti Lemu 4.2.3. i dobiti 

ю G' 

f rp{«X)f (x)dx = f j'(X)F (X)dx, ~~J)(a;b') (12) 
- /,'о п о.: п 

Dalje, iz lls10va teoreme ilK,f - fIIX(a,b) = 0«('), prema Lem" 

4- • 2 .1. sledi 

11 KJfn - fnIIX(a~b') = O(r-"') 

tlliifогшnо po.,:..n. Primenjuju6i па funkcije 

bija~o da postoje g ~Y(a;b') tako da 
ы п е' 

Ј 1/'{X)fn(X)dx = . I <f(x)gn(x)dx 

f n Теогетu 4.1.1. do-

PTl сети је iz dokaza te teoreme jasno da Је 

IlgnIlY(a;b') = 0(1), uniformno ро п (14) 

(v. 1 [Dod.D.4J ). Tako da iz (12) i (13) sledi ,. ~' 

f ч' (x)F (x)dx = {'Ј' (x)g (x)dx 'f'J' с ђ (а;Ь') 
0-' П ",' П 

а odatle se dobija [DОd.D.з~ 

Б.з. U (a~b) 

ра 1Z (14) sledi 

IIFnIIX(a;b') = llgnIIY(a;b') = 0(1), uniformlOO 'ОО п 

'l'ako са зе iz ovog i (10) dobija 

i'fnl!~< = ~fn\\X(a;b') + 11 Fnlx(a;b') - 0(1), unНогmпо ро п 
1 0'.'0 zajedno за (10) daje 

f",R"~» X(a~bj 

1) 1z lls10va 1I Kff - fllx(a Ь) = O(f-~) sledi prema Lerг. i 4.2.1. 
. , 

da је IIK,fn - fnIIX(a;b') = O(f'''), ра prilnenjlljllc i TeOreI:1Cl 
4.1.1.1) dobijamo da је 

w 

Ј ~,"~x)fn(X)dx - OV'ffJJ (а;1о') 
-~ 
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Koristeci (12) dobijamo da је u ovom 81исаји 
~' 

f су (X)Fn(x)dx = О \I'f.J:) (а' ,Ь') 
~' 

tako da imamo Fn(x) = О, 8.8. U (а;Ь') 

4-.3. 

Iz relacije (11) sada sledi ~~p;I\R~fjl\\X(a;b') = о 
ра, prelaskom па limes ро п, dobijamo 

~~,:,\\R~flix(a~b') = о 

4.3. Celobrojni sluca~ 

U оуот odeljku сето pokazati аа зе za опе operatore za 

koje је u uslovima (SF) i (~) ~ сео Ьгој, klasa saturacije 

па intervalu (а,ь) moze opisati рото6и obicnog izvoda (п рахпо) 

odnosno izvoda konjugovane funkcije (п neparno). OVo tvrdjenje 
za lolcalnu teoremu saturacije analogno је karakterizaciji iz 

odeljka 2.3., u globalnom slucaju. 

ТгеЬа dakle pokazati 

Po~ledica 4.3.1. Neka је п рагап Ьгој. Neka f~X(R). Tada 

1) ~R~f~X(a',b) 

2) \\~f\lx(a,b) 
Dokaz. 2) Neka је 

lije (R~f) u normi 

= 0(1) 

= 0(1) 

=, f је polinom stepena п-1 па (а;Ьј 

~ .. , [(п)" У(а;Ь') 

~ R~fi\X(a',b) = 0(1). Iz ogranicenosti fami
prostora X(a~b') dobijamo, koristeci teoremu 

о ~-slaboj kompaktnosti zatvorene kugle u spregnutom prostoru 

[DOd.D.4.] , da postoji gE-У(а;ь') tako da R~.f konvergira >i-81abo 
• 

ka g u prostoru Y(a~b'), kad ј _~. Drugim recima, za svako 

:rд)(а;ь')~, ~' 

lim Ј 'f'(x)R~ f(x)dx = S<p(x)g(x)dx (15) 
1-"<.<) / Ј- сё 
" ~ 

Iz ovoga, koristeci (9), sada dobijamo 
~ry е; 

Нт S f(x) R~j'(X)dX = ! 'f(x)g(x)dx 
Ј ...,. \1" - "" <1 , ... 

а odavde, posto је "a\,.~(a;b'), liml\R~'f -\""~\= о 
,~O 

(Teorema 2.4.8.) dobijamo ~' 
~ 

Ј f(x) ,!,"\(x)dx = J~(x)g(x)dx Yy.,ђ(a~b') (16) 

i kako је, <а п рахпо, ~\n} (Х) " у(п) (х), 
~ 

\ f(X)~(n)(X)dx = j<f(x)g(X)dx Ifre:i)(a~b') (17) 
~ 
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Parcijalnom integracijom integrala ва desne strane sledi 
~ 1 и(х) - g(n) (х) ):t'(n) (Х)дх = О 

gde је б(п) n-ti neodredjeni integral od g. Odavde dobijamo 

(3, str.388.Probl.~ 

f(x) = g(n)(x) + Рп_1(Х) 

i diferencirajuci п puta 

f(n)(x) = g(x)EY(a~b') 

sto је i trebalo dokazati. 

1) Neka IIR~ftlx(a'b')= 0(1). Iz ovoga sledi da za 8vako 'fc1J(a~b') , ~' 

t~~ 1 'j'(x)p",nf(x)dx = О (18) 

ра, kao sto ото u dokazu 2) iz (15) dobili (17) tako iz (18) 

dobijamo ~. 

1f(x) 'ј(п) (х)ах = о (19) 

tako da је f(x) = Рп_1(Х) 8.З. x~(a~b') 

Posledica 4-.3.2. Nelca је п neparan broj. Neka је ftX(R). Tada 

1) ttR~ftlx(a:',b') =.0(1) > f је polinom stepena п-1 па (a~b') 

2) IIR~fIIX(a!,1:!) = 0(1) ='> f'(n)"Y(a~b') 

Dokaz 2) Na isti nacin kao u Posledici 4.3.1. dobijamo relaciju 

( 16) ~ t' 

S 1.'\ S f(x)1 (x)dx = ~(x)g(x)dx, za 
-~ ~ 

Kako је za neparno п 

jo{nJ (х) =у(п)(х) = ('!(п»(х) 

imamo 1"1 G' 

)}(x)(/n»N (х)ах = L~(X)g(x)dx 
odavde, primenjujuci па levu stranu ~od.B.9~, а па desnu par-

cijalnu in2egraciju imamo " 

Ј '{(х) ~(n) (х)дх = 5 ~(n) (x)g(n) (х)ах 
~ '" 

tako da је 
~ 

f(x) = g(n)(x) + Рп-1(х) 

otuda 
:r(n) "-Y(a~b') 
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1) 81icno kao u dokazu dela 1) iz Posledice 4.3.1., dоЬiјашо 

umesto (19) ." 
Ј f(x) g (п) (x)dx = О 
-~ 

а odavde 

В.6. x~(a~b' ) 

4.4. Primedbe 

u ОУОШ i slede6em odeljku dokazujemo lokalnu teoremu ва

turacije u prostorima X(R). Odgovarajucu teoremu za periodicne 

funkcije dokazao је G.I .. SUNOUCHI u tt4-J. Medjutim, Sunouchiev 

dokaz зе razlikuje оа na?'ieg јег predstavlja uop;':tenje jednog: 

drugog nacina dokazivanja globalne teoreme saturacije. Izlozi

сета taj dokaz ukratko: 

Ako pretpostavimo da је IlKf f - f\\X(T) = о( f""), tada s 

obzirom da Fejerov operator 0N (aritmeticke sredine Fourierovag 

.геаа) predstavlja singularni integral, imamo 

II "N(K,f - f)II,;II"NI\IKrf - fl\ = O(r""')· 

Poslednji izraz moze ве predstaviti Fourierovim redom 

• 
f(n) e

inx 
11 х(т) = 0(1) (i) 

pustaju6i аа f ~ Id, po.'lto operator zadavoljava uslov (8) dobijamo 

" 
11 ,~(1 - N~1) Inl" f(n) e

inx 
IIX(T) = 0(1) 

Hoze se dokazati (v. [)], str.233) da posledn~a relacija pred

stavlja potreban i dovoljan uslov аа эе \nl~f(n) тo~e predsta

vit; kao Fourierova transformacija neke funkcije gfX(T). Lako 

је dokazati i obrnuto. 1 time је ustvari dokazana Теогеша 1.2.3. 

па drugi паС;п. 

Ako se sada pretpostavi da је izraz IIK!f - fl\ = O(r-") 

вата па nekam podintervalu (s.,Ь)~(-1i,Ji"), onda. umesta (1) та.::'ешо 

dobiti эата (C,~) ograni~enost tog trigonometrijskoG геаа. Ovo 

sledi iz Zygmundove (A.Zygmund, Trigonometric series, Cambridge 

1959) teorije formalnih proizvoda trigonometrijskih redova. 

Dalji dokaz inverznog ае1а lokalne teoreme potpuno је analogan 

navedenom dokazu globalne teoreme. 

1 kada Бе radi о prostorima LP(R) , 1~p~2, moguce је glo

balnu teoremu saturacije dokazati па ovde navedeni nacin. А 
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zat~:: koristeci teoriju formalnih proizvoda trigonometrijskih 

incee;rala (A.ZygmUnd, Trigonometric Integrals, Ann.I1ath.48(1947)) 

rnо>,е se па sliran nacin dobiti i lokalna teorema saturacije. 

Nedjutim, оуај dokaz, kao sto зе vidi, zasniva ве па pred.stav-
" . . 

ljanju funkcije f trigonometrijskim inteGX':?,lom Ј rvlC>'~ f(v) e~vxdV, 
-М 

ра se оп nikako пе· тo~e uopstiti па prost ~:-:-0 V'(R) ,р:>2. 

Zbog toga это эе mi opredelili ZC,. :-:::-ugi nacin dokaza, 

koji је izlo~en u uvodu u odeljak 4-. i k::-.j; takod.je predstavlja 

uopstenje dokaza globalne teoreme СУ.Т (':-Ј). Ovakav nacin dokaza 

omogucuje аа эе оп primeni пе вата па p::,-")store LP(R), nego i 

па ~тоstоrе " s "Doro rastucih fиnk:cijall(v.deo ITI). 



5. D i r е k t п а 1 о k а 1 п а t е о r е m а 

Primecujemo da su uslovi (8) i (М), iz kojih је dooijena 

globalna teorema заturасiје, dovoljni i za dokazivanje inverz

nog dela lokalne teoreme. Medjutim, da Ь! зе dobio odgovara.juci 
direktan deo potrebno је pretpostaviti nesto јаёе uslove za 
jezgro. Suпоuсћi је u [:14) dokazao loka.lnu teoremu saturacije 

za periodicne funkcije (za procese sumiranja Fourierovih redova) 
,O~ 

i u~adu иуео uslov za koji је u neperiodicnom slucaju analogan 
uslov (~) (v. Posledica 5.2.3.). 

мi сета iz funkclje definisane па R dokazati direktnu 

lokalnu teoremu polazeci od jedne posledice uslova (~). Pret

postavi6emo, naime, da jezgro kr(x) =! k(r Х) zadovoljava uslov 

Ixl n+1 [k(x)1 = 0(1). Prirodno је da је uslov ovog tipa potreoan 

u dokazu direktne lokalne teoreme. Ideja dokaza је sledeca. 
Kako је za. funkciju f poznato da је glatka. зато па intervalu 

(а,ь), mnozimo је за beskonacno diferencijabilnom funkcijom ~ 
(у. sliku па str. 56) koja је ;jednaka 1 па podintervalu (а' ,о'), 

i tako dobijamo funkci;ju f~ ko;ja је па celoj pravoj R isto 

toliko glatka kao [. Na tu funkciju primenjujemo direktnu glo
balnu teoremu i dobijaтo da је stepen aproksimacije za tu fun

kciju jednak trazenom. Medjutim funkcija ~! razlikuje se od 
funkcije f izvan intervala (а' ,Ь') i sada је potrebno dokazati 

da је aprok5imaciona razlika Kfi - f mala izvan intervala 

(а' ,о') Ое. pretpostavki о svojstvima funkcije u toj oblasti. 

Za to је potrebno da jezgro ima jos neke dodatne osobine. 050-
Ыnа ko;ju ошо mi naveli prirodna је јег kazuje da је kt(x) ~ 

,.,. O(r -п), ! -') t>- , а iz toga sledi da i aprokc.imaciona razlika 

izvan nekog konacnog intervala ima taj stepen opadanja. 
Primetimo jos аа оуај uslov, mada nije розlеdiса uslova 

(s) i (М), ipak ne suzava mnogo klasu posmatranih operatora, 

јег је za vecinu zadovoljen. (у. Taoelu). 
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5.1. Dokaz teoreme 

u оуот odeljku dokazujemo obrat tvrdjenja iz prethoQnog 
odeljka. U inverznoj teoremi smo dokazali аа funkcije, koje 

se з~пgulагпim integralom СКЈ) mogu aproksimirati sa ste~enom 
С (r-?") (и prostoru х(а,Ь)) pripadaju skupu 

(1) 

Sada сета dokazati аа vazi i obratno. Radi toga najpre pJ.:'imeti

то Qa је skup (1) jednak skupu 

{rl \R~fl\X(a,b) = 0(1), е_о} 
(У. ~elinicija ~.2.2. i Posledica 2.5.7.) 

~eOTeтa 5.1.1. Neka је f~X(R) i neka jezgro (k ) singularnog 

i~te5rala. (К,) zadovoljava uslove (~) ~ (MF ) i neka је 

1x\,,*1 \k(X)\ = 0(1). Tada 

I\R~f\lX(a,b) = 0(1) ;. \\KfI - I\\Х(а;Ь') = O(r-") 

Dokaz. Neka је f~X(R) takva da је I\R~f\x(a,b) = 0(1). UvоciiШQ 
I!mollifier 11 ћп ех) == nh(nX), h ЕЈЈ. Neka је f n = f * ~. Тааа је 

(2) 

(·Ј. ciokaz Теотете 4.2.~.). Neka је za gn"X(R) €5n (Y) = \v(f~(V) 
tada imamo 

= у"" ki(v) - 1 Ivl~f'(v) = ,,'(v)g (У) = (g * Ч"( 
\у!с-:... п l' п п l 

tako da ~Z teoreme jedinstvenosti Fourierove transformacije 

sledi 

Iz uslova teoreme \lR~fIlX(a,b) = 0(1) sledi, ртета Lemi 4.2.1. 

I\R:fnllx(a;b) = 0(1), unНотmnо ро п (~) 
Dokazacemo аа iz ovog proizilazi аа је gn-'(".;1r ogranicen.o. u X(a;b~) 

un~forrlDo ро п; tada (~e _iz (3) prelaskom па limes 1'0 п slediti 
tyrdjenje teoreme. (Obelezimo interval (a~b') opet Ба (а,Ь).) 
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Neka је ~t~ kao па slici. Tada iz (~) 

II~fn(X)(1>(x)IIX(R) = 0(1) 

uniformno ро п. А odavde PO,qto је (:Лf) 

jezgro р 

, 

а 

I I 
! < ~j 

ај а I ь' Ь. ь 

11.~!(fп(t)jI(t):Џх-t)dtIIХ(R) = 0(1), unifоrшпо ро п 
Pretpcstavimo аа је dokazana sledeca relacija 

(э 

~ ~ 

и R;fn (t),8(t) .i\(X-t)dt - А R~fn(t) :Лix-t)dtllx(a;b') = 0(1) (5) 

za doyoljno malo Е. , uniformno рс п. Tada је 
~ 

11 R;fп':Лtll = II_fR:fп(t)'ј\r(х-t)dtilх(а;ь') = 0(1) (б) 

S dru.ge strane, iz relacije (2), prema Teoremi 2.4.8., sledi 

~~тo 11 R;fn - gnll хщ = о 
tako da lZ ovoga i (б) sledi Ilgn.,.:::Irll Х(а;Ь') = 0(1), uniformno 
по п, а iz jednacine (3) sada proizilazi 

pustajuci аа п tezi beskonacnosti,dobija ве tvrdjenje teoreme. 

Ostaje jos аа ве dokaze (5). Dokaza6emo tvrdjenje za 

Х(а,Ь) = с(а,Ь). Sllcno ве dokazuje za ostale prostore~ 

Neka је x~(a;b'); izraz s leve strane (5) jednak је 
~ ~ 

_LR:fп (t)(f:>(t)-1):Лf (х-t)dt = _Lfп(t)R~«~(t)-1):Џх-t))dt = 

f + S 
~соАЈ 

= 
i~(r.IC<) 

Neka Је t~(c,d). 

R~( (j'>(t)-1) :Лf(х-t)) 

~-

r 62т 
«(O(t)-1)" (t)' 

Ј и. f.X du 
:::: t U 1+с<.. 

Бdе зто obele 7,ili :).,Cx-t) =" ~ ,х( t). Neka је m \и \ L. [ = 
= min (la1-cl, Ib1-dl); tada је t±ШUЕ(а1 ,Ь1 ) tako da је 

P(t±mu) = 1. Otuda sledi da је (za dovoljno malo Е) 

, ~JV"" i}~(r(t)-1):ЛЈ,х(t) 
- du = О 

t u 1+"" 

(7 ) 

( 8) 
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Бет toga 

r L2~(~(t)-")"\x(t) 
о/Ј 1+d- du ~ 2т 
~ u 

" 
sup u-1 -"'Ј\Jl о (t~dt" С 
"">.)''''' _", ~jX 

tako da ~Z (7), (8) i posladnje relacije sledi " 
<\ ~ 

\.L1 \ "- Slfn(t)\\R~«~(t)-1).Ј\fх(t))\ dt ,; sup \ R~«~(t)-1):Af (t)\j'\f (t)\dt 
с <'1.' i.E:.l~p\.) ,)( 1; П 

~ С Jlf (t)\dt ~ 0(1) (9) 
, п 

Neka tf=(c,d) 

I? ~ Ј fn(t)R~(t)JI x(t)dt - Ј f (t)R~JI(х-t)dt _ 11 
- *ф(~,G() Р. -C~,.{,) П t 2 

Prccenjujemo integral I~. Primetimo najpre 

:\, с У(ЦН) , [-,[<) 
х 

Zaista neka је ~(x) ~_[k(t)dt - д(х)&ву(н). Tada prema 

(1';,,) /«.у) ~ k'(v) - 1 ~ [vl" :Л'(v). Iz ovoga se dobija 
• 

':\~(x) ~f:Л(f":) уаН \у!"',,;(у) ~f"-f/v), gde је rc/x) 
Time је (11) dokazano. 

Sada сета dokazati da za 
~ 

Нт Ј f(t)R~ 7t.(x-t)dt ~ 
f.,--"O -.., ~ 

svako feCo(R) vazi 
,О 

f~[f(t)d}'ix-t) 

2 
+ 12 (10) 

(11 ) 

uslovu 

da za 

(12) 

Zaista, primenjujuci (11) ; Lemu 2.~.7. najpre 

(R~:Л. )'(у) _ ~.(y) ~ g,(v) Iv\'" ,,'(у) _ е"';' (у) 

clobijamo 

~ v 
~ f (јЏУ)-1)У-,(У) 

• ГЈ \v["" ! ..i 1 f 

аа zЬог; ј edinstvenosti Fourierove transformacije lmamo 

H~:Џx) - f"!\f(X) ~ r"(Pt'dl'-,сХ) - }с/х)) 

Neka је sada ffC (R). Тааа 
" о '" 

_~ f(t)R~ -,,/;c-t)dt - f"'_Lr(t)d/,-/х-t) -
~ ~ 

- f":[f(t)(P,idf-r)(Х-t)dt - f~~f(t)drS<Х-t) ~ 
'" - {"5 (f~dy(x-u) - fidy.gCx)) pc(u)du 

_~ I 

(12' ) 

K~ko је (p~) priblizan identitet dobijamo da izraz s desne stra

):Ј.С poslednje jednakosti tezi nUli, kad 'е.--> о. Tal:o БС":О dokazal i 

(12). ~ako је fncCo(R), iz (12) sledi 
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-' s fn(t)R~~S (x-t)dt " 
, -Цtс,с\.) 

f< S f (t)dj"-,(x-t)' 
-tф{с.d) п .Ј 

+ '1 

- f '" f fn(t)k/X-t)dt - f < f fn(t)dd(X-t) + '[, (13) 
tф lo,") Н(џ) 

k?Ъ је ро pretpostavci x~(a~b', onda је \x-t\>~, tako da је dru

gi in~eoral и (13) jednak nuli. Za prvi integral, s obzirOD 

da је l:(x) = 0(\,0::1-1-"), kad x~-, i da је 1: (x)!(1+17.1)=f1"L(R) 
п п 

dobijaIJ.o '" J~ [f (t)1 
r "'lS fn(t)kp(x-t)dt\ <;ј sир (1+ltl )lky(X-t)1 п dt 

ФU,d.) i'.4t~,&.) -оо 1+ !tl 
1 0(,+1 1 

~ f"sup lullkr(u)\ IlfnIIL(R) = f Su.plu k(fU)\I\f IiL(R) = 0(1) 
!t.<..I>S \1"l\>f6" 

lZ oyoga i (13) sledi 

\I~\= 0(1) (14-) 

Ostaje jo,g da se proceni I~ iz (10); Neka је h х =~.:;.. 
f, r, х 

Tada kao ,to је lako proveriti h f,x '" W(L(R), Ivl~), tj. postoji 

Hr.xCL(R) tako da Н;'х(У) = IVI'" ((,>.',\;)'(У) ... _. 

Iz ovoga, prema Teoremi 2.4.8. sledi 

tako da 
" II~\~ _~fn(t)R~((ЗЈ\..,)(t)dtl <; 

~ 

'" l{fn (t) (R~(~. "',)(t) -Нf.Х(t) )dt \ + \_ffn(t)Hf.X(t)dt \ '" 

~ I1 1:11 с (R) IIR~(/'»f) 
о 

- Hj.xllL(R) + \lf\lC (R) \1 Hr.x\\L(R) = 0(1) 
о 

iz ovoga,(/I4-) i (9) sledi (5) i time је teorema u potpuпosti 

dokazana. 

- - Klasa В" :7.с.. vn +1 

De1'inici .. ja 5.2.1. Neka је пе-Ы. Funkcija h pripada klasi EVn +1 
, . . h' ]1' (n-1 )ЕАС (О ~) h(n) BV (о 0<» i 

ако Је п, ~, ..• loc " loc' 

"" S ~ Idh(n) (х)\ '" оо (15) 
о 
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Lе;:па 5&2.2. 

hЕБУј+1' 
С:э. 

Neka је h€Co(R) parna i pripada klasi BV ~ .. Tada n+, 
za Ј = O,1, ••• ,n. Specijalno, postoji ~EL(R) tak-va 

:Л·(v) = h(v) 

Dolcaz. Za dokaz prvog tvrdjenja у. 1:.171 • Iz toga posebno sledi 

da ВУП+1 С ВУ2 , za П.:Ј.1; а kada h pripada klasi ВУ2 , poznato 

је da postoji ;\GL(R) tako da :Л·(v) = h(v) ((?Ј, Theorem 6.,.11.) 

.Funkcije iz klase 

Posledica 5.2.3. 

iпtеgrаlа СК!') 

(г,~) :1 hGBVn +1 

Tada 

BV2 obicno se nazivaju kvazi-konveksne. 

је 
I!eka fEX(R). Neka t;Jezgro (k,) singularnog 

parno i zadovoljava uslove (SF) i 

k·(v) - 1 = h(v) 
[уl п 

IIR~fllx(a,b) = 0(1) 

Dokaz. Dokaza6cmo аа jezgro (k
f

) zadovoljava uslove 'lIeoreme 5."'1.1' 

Zaista prema Lemi 5.2.2. postoji "" L(R) tako da је "~(Y) = h(Y) 

ра jezgro (kj') zadovoljava uslov (NF ). 'Treba jo.s dokazati аа 

,"аН IX[n+1 Ik (x)1 = 0(1). То сето dokazati u slec.ece tri leme. 

lim rjh(j)(f) = О, 
l' -, .... 

lim E.jh(j)(o)<: оо, 
'Е -, о 

Ј - 1, ••. ,П 

Ј - 1, .•• ,П 

Dokaz. Za п = 1 lema se svodi па Proposition 6.3.6. iz [5Ј , 
а Z2. п > 1 dokazuje se slic.no, inj.u..'ccijom ро П, (parc-i jalnom 

in~egracijom inte5rala (15)). 

:,er,-,E1. 5.2.5. Neka је funkcija k parna i neka zadovoljava usloy 

(li~). 'Tada је k'.oAcn - 1 , (k·)(n)"BV(R) i svi izvodi k(j), 

Ј = 1, .•• ,П su u beskonac_nosti ogra!liceni nekim polinomorn. 

J)ok3..z. Го pretpostavci k zadovoljava uslov (H~) u kO:::J.e зе, s 

obz-i~om па Lemu 5.2.2., h rnoze zameniti sa ~ ..... Tako da z,a у> О 

k·(v) _ 1 = yn,,·(v) 
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Тг.ао. po:~to је, ро pretpostavci, 

'" 1 '" '" k' (У) = пуп- }\ (У) + уп :л' (У) 
А 

k" (У) = п(п_1)уп-2 ;(у) + 

• • • • • • 

2 п-1 
пу 

5.2. 

irnamo 

• л 

:ј'(у) Л" (У) 

А 

л' '(у) п ~(n)( ) + ••• +V Ј\ V 

tako аа k~АСп-1 i k(n)EBV10C(O, 0-» i u beskonacnosti Би syi 

iZ',1odi ograniceni nekim polinomom i зет toga 
~ 

f lC.k(n)(V)! 
.,.. оо \1'1 "-

~ C)Id;\A(v)! + C1 Jld(v ~'(y))\ + '" + s ld(vn~(n)(' 
о О' о 

~ ~ ~ 

",Co[ldX(v)1 + c1 1Ivd;'(V)\ + С1 f 1~'(V)\dV + ••• 

+ PVnld;(n)(V)! + п Jyn-1\~(n)(yMy (16) 
о • 

л 

Prema Lemi 5.2.2. :лСВУ, '1' 
ЈТ 

za svako ј тanје od 

п, tako da vazi 

j=O,1, ... ,n (17) 

Se~ toga za ј - 1, .•. , п-1 imamo 
~ '" 5 vji~(j+1)(v)\dv = S уј ld~(j)(v)\ 

, о 

(18) 

tako da iz (17) i (18) sledi da su svi integrali u (16) kon-

ра smo' dobili 
оо 

J'lcik(n)(v)\" "" 
о 

(19) 

Sem t oga, pr_e:ma Lemi 5.2.4-. postoji konacna granicna vrednost 

k(n) (У), kad v -"о. Posto је k ратпа f'unkcija, onda је i К .... раТ
па l iz (19) sledi k(n)cBY(R). 

Т,р"'"'а 
~ - !О.'- :Neka је funkc<ja kEL(R) parna i k'cL(R) 

Tada !xl n+1 Ik(x)1 = 0(1), x.R. 

l zac.ovo-

Dokaz. Zako k zadovoljava uslove prethodne leme, zakljucujerI!.o 

da ~:(n)~ B1J(R). Бааа primenjujuci poznato tvrdjenje о F-ouriero

УОЈ transformaciji izvoda ([зЈ, Proposition 5.3.13.) dobljamo 

(_iv)n+1(k)A(v) = (k(n))v(v) (20) 
л 

i oQavde, posto је (k)"'(v) = k(-v), а lzraz па desnoj strani 

(20) ogranicen, dobija se tvrdjenje leme. 
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5.3. ':'ieki specijalni slucajevi 

Pokazacemo kako эе u nekim sресiјаlпiш slucajevima 

d l reirtna teorema dobija уеота jelli"1.ostavno. 

Kada је eksponent u uslovu (SF) paran, « ~ 2п, najce~

Cl је зlисај jezgara koja zadovoljavaju sledeci uslov: 

?ostoji moment 2n-tog reda funkcije k i razlicit је од. 

nule, momenti reda manjeg од. 2п эи svi jednaki nuli, tj. 
~ 

11; ,=.r tjk(t)clt = О, Ј .:: 1, ••• , 2п-1 
'- -'" 

( i) ~ 

I12 '= St2n k(t)dt == с ;f о 
п.,. _ .... 

U slucaju kacla је eksponent _.и (~) перэ.ran Ьтој, 

koja zadovoljavaju uslov~ 

о<. = 2П-1, 

tip~can је РГlшег jezgara 

(Н) 1 t 2n 
k(t)\ ~ м 

(иргг.уо опај uslov, polazeci од. koga это clokazali direktnu te'::" 

oretJu u opSL.em slucaju). 

Sledeca tvrdjenja dokaza6emo Бата u prostoru с(а,Ь). 

Slicno эе dokazuje i u op~tem slucaju. 

Posledica 5.3.1. Neka је jezgro (k~) singularnog integrala (~ 

..tcjerovog tipa i neka zadovoljava uslov (i). To.da је singu

"'!~гпi intee;ral (кт) saturiran за stepenom O(r-2n.), па svc::.kO:!J1 

i!l~ervalu (а,Ь), i kla.sa заtuгасiјс sastoji Бе оа fu..:nkcije. 

kcjima је 2n-ti izvod bitno ogranicen па (а,Ь). Trivijalna 

klasa sastoji зе od polinoma па (а,Ь). 

Dо~:з.Z. Dokazacemo пајрге direktan ае о teoreme saturacije. 

I,е;са r(2n)"L""(a,b). Tacla f(2n-1)"Lip1. Neka је х (a~b') i t 

dovoljno Ea.lo (tako аа x+t~(a,b)). Iskoristi6emo sledeci 

x+t 

cгn~1)! Ј' [r(2n-1\u) - f(2n-1\x)] (:><:+t-u)c 
f.. •. ., 

(21 ) 
(11. l:Qr:e је desna strana, obeleiimo је Ба Rn(t), ogro..nicena 

о 

sa :...C::l/(2n)!), d.a bisrno procenili aproksimacionu razliku. 

ј (r(x+t) - f(X))kf(t)clt = Ј + 
t t 1 < б 
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Primetimo еааа da ako jezgro zadovoljava uslov (~), tada 
ro 

.[ t
2n 

kf(t)dt = O(r-2n) (22) 

,~to эе jednostavno proverava smenom promenljive u integralu. 

Ser;1 ~oga је 

Zaista 

f tjkf(t)dt = Јо - ј 5 Ujk(U)du <~-j+2n f2n I U2nk(U)dU = 0(1) 
~tJ">S I .... I>J''' \Ц\">!'Ј' 

ОЬОь uslova (i). Time је dokazano (23). Za x~(a;b') integral 

Т1 ртосепјијепо рошо6и (21) 
<,.< (ј) 

:11\ = I Ј (f(x+t) - f(x))k.(t)dt! = I. f "\х) Jtjk!(t)dt + JR (t)k(t) 
, ,\;;\ ... .r •. .~""~ Ј· ft\.::6 \tl.::r 

I ,н (ј) (. ~ \ ~ 
\;;: с ј!(Х) .I -j,.)tjkr(t)dt + -f Rn(t)k/t)dt! ,; 

,2.'\-1 (.) r:>O 

~ О + if f ~!(X) 0(у-2п) + .LltI2nlk~(t)1dt 
~О;:;:Јоси (23). Poslednji sabira1;: s desne strane ргосепјuјето sa 

(?2) i te~o dobijamo da је 

\11 \ = O(r-2n) 

Za .12 iшато 

I Т2 ! '" I S (f(x+t) - f(x) )ko (t)dt 
, 111:1>0 ,\ 

" 2 sup lf(x)1 Јl k(t)1 dt= 6(f -2п) 
Xl-(<>-',.g') \tl>-[ f 

pr--' r::enom (23). 'Time ј е do:.:azano 

,sup 1K,f(x) - f(x)! 
<t..::><.<..Jt' .; 

(24) 

То је direktan аее teoreme saturacije. 

Lnvezni аеа је dokazan u Teoremi ~.2.~. i Posledici 

4.3.1. ?:!:'imecujemo, naime, da su u dokazu Teoreme 4 .. 2.4. uslovi 

(Б) i (l'iF ) koriscenil!sa~~(~a ~ d:k:;i=,,:~~n)el\laCije 
l~m f t· Ј Ј = О 
f~oo 

,-.1.(1) 

za у ~ђ (а, Ь). Ned.jutim oC:ir;ledno је da se ta relacija, za opera

i..,ora cije jezg:ra zadovoljavaju uslov (i), то:;е dobiti па isti 

nacin kao Е:ю SIJO Llobili (24). То znac; da l'eorema 4.2.4. ~vazi 

za 07е o:peratore i ti.me је dokazan i inverzn.i deo lokalne 

teore~e sa~uracije. 
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PosleQica 5.3.2. Nel':a је jezgro (k
f

) singularnog inte5rala (џ 

рг.гпо i zadovoljava uslove (SF)' (I"lp ) i (ii). ':"ada је sin

S11.larni integral с.к!) saturiran Ба stepenom О(јЈ -2n+/"i), па 
s'n;>,kom intervalu (а,Ь), i klasa saturacije зе sastoji ; z 

fun~cija za koje је 2n-1-vi izvod konjugovane funkcije bitno 

o6ranicen па (a,q). 

Dokaz. DokRz inverznog dela lokalne teoreme saturacije dobija 

se iz 'J::eoreme 4-.2.4. i Posledice 4.3.2. ?okazacemo kako se u 

':7ст slucaju (neparnog stepena) dokaz direktnog dela тo~';e аоЬ; ti 

па Qnogo jednostavniji nacin nego u opstem slucaju.(Teorema 5.1.1. 

Zais~a, lako је proveriti da је 

.,., - 2n 
се 2п-1) (Х) 'ј 6. tf(x) . _ ~ ~ dt 

Q t-n 

i ka~ је,ро pretpostavci, f(2n-1) bitno ogranicena па (а,Ь), 
оnо.а 

dt (25) 

Dоkг.zаСешо da iz (25) proizilazi 

J~ 6. ~f(X) 
ess sup i 

,ц- (<1., ~) (] tC:n 
(26) 

dt = 

~ f f(Х+(2п-.ј)t) 2f(x) 

t
2n 

+ f(x-(2n-j)t) dc _ 

f Чх+t ) 
о 

2f(x) 
,;;:п 

" 
+ f(x-t) -t 

Q 

i :...z o~v·oga .sledi (26). Se.da је veomo. l.э.kо dobiti direktno 

~ 

y'f(O:) - !(х) ~ 1(f(X-t) - f(X»kj(t)dt ~ 
~ 

- _~(f(x-t) - 2f(x) + f(X+t»kf(t)dt~ 

~-2 

JUtf(X) 

о t 2n 
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tako da је 

Бир I KJ'f(X) - f(x)! 
..... H.<\r~) 

L.. вир \t2"k~ (t) \ 
"-

" ~ 6"-t/(x) евэ sup ј 2 dt= О(! 
х .... (.лј~) t> t п 

ргеша (26) i uslovu (Н) • 

5.'1-. Primedbe 

Као sto је u 4.4. уео гесепо, lokalna direktna teorem~ 
5.1.4-. _а proBtore X(R) analogna је Sunouchievoj lokalnoj te, 

remi za periodicne funkcije. Medjutim, па prostore X(R) nije 

mogu6e primeniti Sunouchiev dokaz za direktnu teoremu, kao 
ni za inverznu (v. Primedbe 4-.4-.). 

5.1. Relaciju (3) iz koje dobijamo lokalnu direktnu teoremu 

treba uporediti sa relacijom 1.5.(27) iz koje је dobijena 

globalna direktna teorema. 

Uslov analogan uslovu \x~1\k(x)\ = 0(1) (о kome smo € 

vorili u uvodu) zadovoljavaju Бvi operatori za koje vazi lok~ 

па teorema saturacije. То ве odnosi i па operatore koji nisu 

predstavljeni singularnim integralom. Као primer mogu da ров) 

ze pozitivni linearni operatori Ln CDE VORE [5Ј), koji ви satu
rirani па intervalu (а,Ь). Pomenuti uslov koji оп! zadovolja, 

ји је sledeci (Btr.133) " мо ве f anulira па nekom otvoreno[ 

podskupu 8с(а,ь) i у.е tada f(y) - Ln(f(y) = О\/'n(У))" (rcn(y; 

је stepen saturacije). Slicnu ulogu ima i relacija (22) u doJ 

zu Posledice 5.3.1. 

5.2. U оуош odeljku вшо dodatni uslov koji jezgro treba da 

zadovoljava da bi bilo lokalno saturirano, predstavili kao 

uslov (Мii:). Uslov analogan ovome uveo је G.I.SUNOUCHI (14-] u 

dokazivanju direktnog dela lokalne teoreme saturacije za tril 

nometrijske redove. Tako da је Posledica 5.2.3. analogon za 

trigonometrijske integrale Sunouchieve teoreme. Ти ве uslov 

(Мii:) pojavljuje sasvim prirodno kao uopstenje uslova (11) iz 

globalnog slucaja. Naime, (v.Primedbe uz odeljak 4-.) videli 

da iz ogranicenosti trigonometrijskog reda па intervalu sled 

njegova (С,n) ograniCenost. Sada, мо jezgro (kr ) zadovoljav 

uslov (Мii:) onda је odgovarajuce л!multiрlikаtог,kојi preslik 

(с,n) ogranicene trigonometrijske redove u (C,n) ogranieene. 
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(v. В7]). ТО omogucava da эе dobije direktna i;eorema. 

5.3. Ovaj odeljak razmai;ra uslove koji эе javljaju kod najve

ceg broja poznatih operai;ora (kod kojih је si;epen sai;uracije 

celobrojan). Iz uslova u ovakvom obliku lakse је dobiti teore

mu saturacije nego u opstem slucaju. Dokaz Posledice 5.3.1. 

posi;oji u SНAPIRO [1~1 эато za globa1an slucaj, а takodje i 

Dokaz Posledice 5.3.2. <а п ~ 1 (si;r.53 i 33). 



111 LO~~NA TEOREМA SATURAC1JE ZA SPORO RASTUCE FUNКCIJE 

u TI delu, аа bismo dokazali lokalnu teoremu saturacije, 

pojacali Bт~, u odnosu па 1 deo,uslove koje jezgro treba аа 

zadovoljava~ Dodali ЭШО naime uslov 

Ixl,,-+1 Ik(x)\ ,f, С (i) 

Sada сета pokazati da ви takvi operatori pogodni i za aprol~si

maciju јеdnе klase funkcija, koja је sira nego LP prostori. 

б. S р о r о r а s t u с е f u п k с i ј е 

u ОУОШ odeljku сета, ргета ВСХЛlNERu ,(11, uvesti defini

ciju klase Ра (врага rastu6ih funkcija) i pokazati аа singular

Пl integrali, cija jezgra zadovoljavaju uslov (1), predstavlja

ји aprolcsimacione ргосеэе i па toj klasi funkcija. 

Kako prostori p~ ocigledno pripadaju prostoru :f', za 

funkcije iz p~ moze ве definisati Fourierova transformacija u 

smislu temperiranih distribucija. Pokazujemo, analogno Lemi 1.3., 

da iz konvergencije familije (ff) u prostoru P~ sledi/konve~

gencija Fourierovih transformacija .~:f;) u prostoru ~ (Lema 

6.2.1.)ј zatim, analogno Lemi 1.5., da ее Fourierova transfor

macija funkcije iz Р"", moze mnoziti funkcijama koje imaju saтo 

odredjeni broj izvoda (Stav 6.2.3.ј v. i Primedbe па kraju odelj

ka)j kao i teoremu о Fourierovoj transformaciji konvolucije 

('.reorema 6.2.5.). Ovi pomocni stavovi пат omogucuju da и 7. 

dokatemo lokalnu teoremu saturacije u prostorima Р , па slican 

nacin kao u LP prostorima. 
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6.1. ?rostori P~j konvolucije 

De1'inici'.ia 6.1.1. Neka је 0(,> о. Funkcija f pripada prostoru 

p~ spara rastu6ih funkcija, ako је lokalno integrabilna i 
» 

IIfll = S \f(X)\ dx < ... 
~ " -~ 1 + \х\ 

(1 ) 

F8-'Ililija (f!) funkcija f Е: Р" је o<-konvergentna ka [ЕР"" МО 

H~ IIfr - f\l", = о 

Prostor Рџ,. ва normom (1) је Banacho'V. Za 0<,."::' (о је рР(..с.. р(?>. 

Stav 6.1.2. Neka је 0:>1 i neka је (1J~ (,."(. Neka BU fn,+,CPp.' пс=Н 

l neka za k~L1 vazi (1+ Ix\") !k(x)1 L С. Tada 

а) f*k"'P~ 

Ь) ako је niz (fn ) f!>-konvergentan ka f, kad п ~~, tada је 

i (fn"k) !>-konvergentan ka f,.. k, kad п -?.,. 

с) familija (f" k
f
), gde је kJ" (х) = f k(~ х) ,је ~-konvergentna 

ka f, kad f ~e><>. 

Ovaj stav tvrdi da domen singularnog integrala (Ку)' 

cije jezgro (kp ) zadovoljava navedeni uslov, moze da obuhvati 

i prostor P~. Singularni integral tada predstavlja aproksima

cioni proces па P~. Dokaz ovog stava prilicno је jednostavan, 

ра ga песето navoditi (v. БОСНNER Bl, str. 145). 

6.2. Fourierova transformacija 

Lema 6.2.1. Neka је familija (ff) 

tna ka fcPD(.' kad r -Qcl'. Tada 

lim [; = [" u 
f -) O;>Q 

funkci;ja ffc Ро(.. o(,-konvergen-

'1' 

kad f ~ оо. Odavde sledi, Dokaz. Ро 

za svako 

pretpostavci 

'f" 'f оо , 

s U
f 
(х) - f(x)) су (x)dx 

-~ . 
., 

"1 ј f e (х) - ~(x) (1+ \X\")\'(X)dxl ~ 
_оО 1 + Ixl 

,;" sup (1+lx\")\\,(x)\ Slf,(X) - f(x)! dx L. С \If~ - f 1\,,-" О , f- N 

:о<. - "'" 1 + јХ 1 с(., 



<.р , • 
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Odavde sledi [pod.c. 3 ~ da f~ 

б.2. 

",L~e~m~a~6T.72+.=2~. Neka је nEN. Neka је h~Сn-1 takva da ;е h(n)EBV 
- • 100 

i ь(ј)(х) је ograniceno nekim polinomom,kad \х\ -> ~, 
Ј - О, •.• ,n. Tada је, za svako CJ'f::'!, 

I хl n+1 \(ьт) '(х)\ '" с 
Primedba. Speoija1no, za n-ti Rieszov izvod 4n~x) =o~n~,),(x) 
funkoije УЕ'! vazi \х\ n+1\ \,{nJ;x) \ ~ с. 
Dokaz. Kako је ~ t 1, а funkcija h ро pretpostavci ne raste 

brze od polinoma, imamo ~hGL1. Бет toga 
'" (-ix)n+lchr)'(x) = (_iX)n+1_Lh(t)9'(t)e-itхdt = 

~ 

= f h(t)j>(t)(e-itx) (n+1)dt 
-~ 

Рос;;о ве svi izvodi do reda п funkcije h(t)\,(t) anuliraju u _ 

ЬеSkопаёпоsti, parcijalnom integracijom poslednjeg integrala 
dobijam.o t"1 

(_iX)n+1(h'!')'(X) = Je-itxd«h:r)(n)(t» (2) 

i kako је funkcija (h\,)(n)(t) ogranicene varijacije, onda је 
funkcija (_ix)n+1(hp)'(x) ogranicena (kao Fourierova transfor

macija funkcije ogranicene varijacije). 

Stav 6.2.3. Neka је nEN. Neka је fEPn +1 i neka је h kao u 

prethodnoj lemi. Tada је slede6im izrazom 
'" 

(Т,'!') = S f(x)(hr)'(x)dx 
-~ 

definisana јеdnа temperirana dist~ibucija. Distribuciju 

т obelezavacemo ва h·f~. 

Dokaz. даkо funkcija h zadovoljava uslove prethodne leme, za 

svako 'Ј" ,!vaZi relacija (2), ра imamo 

1< т, 'f >1 = lrf(X) (ь9') '(х) dx \ = r f(X~+1 (1 + \ХI n+1) (h:r) , (Х) dx 
~ -~1+lxl 

Desnu stranu u (3) ргосепјијето рошоси (2). Ako se u integralu 
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u (2) razvije n-ti izvod (ро Leibnitzovoj formuli) i iskoristi 

svojstvo funkcije h da зи јој svi izvodi ograniceni nekim poli

пошош u beskonacnosti, moze se dobi~i sledeca procena 

sup (1+(X!n+1)I(hp)-(х)1 '" с sup sup (1+ Ixl j ») (,(т) (х)1 
;( J1w- 1<. Ј 

ра рошоси ovoga iz (3) sledi аа је Т neprekidna linearna funkci

onela па prostoru ':f [DOd.C.2~ , tj. Те '1': 
Ocigledno је аа tvrdjenje Stava 6.2.3. vazi i ако se 

prostor РП+1 zameni nekim prostorom Pot , za ct<. п+1. 

Stav 6.2.3. ornogucuje da Бе uvede sledeca definicija. 

(Funkcija h Ы6е h(x) = Iхl П) • 

Definicija 5.2.4. Klasa W(P"" Ivl n ), "",n+1, је skup svih 

funkcija f~P"" za koJe postoji g~P"" tako da је g = Ivl nf :. 

Takodje primenom Stava 6.2.3. dbkazujemo sledecu 

teoremu. 

Teorerna 6.2.5. Neka јес(')оО. Neka fE:P~,.c(~n+1 i neka је kE-L1 

takVa da k-ЕАСn-1 , k-(n)~ВV i k-(j) је u beskonacnosti 

ograniceno nekim polinomom, ј = О,1, ••• ,п. Tada је 

и .. k) - = k-· f- (4) 

Dokaz. Ako k zadovoljava navedene uslove, tada ртеша Lemi 6.2.2. 

(1+ Ixl n +1 ) Ik(x) I ~C, tako da prema Stavu 5.1.2. leva strana 

u (4) је Fourierova transformacija funkcije iz P~. Koristeci 

Stav 6.2.3. vidimo da је i desna strana u (4) distribucija 

iz ЈР'. 
Neka је (f.) niz Itsasecenih"r"unkcijat fi(x) = [(Х), za 

xE(-i, i), а inac~ :§.(х) _ = о. Funkcije f i EL1 i lako је videti 

da је niz (f i ) c<.-konvergentan ka [. Tada је prema Stavu 6.1.2. 

i niz (fi"k) Q-konvergentan ka f .. k. 

Za funkcije f. ,kEL1 vaii pravilo za Fourierovu trans
~ -

formaciju konvolucije LDod.B.5.1 

Primenjujuci Lemu 6.1.1., iz 

dobijamo 

~- konvergencije n~za 

, 
, i -'700, U ј' 

( 5) 

(6) 
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i iz <X-konvergencije n'iza (f i ) 

f~ > f", kad i---..:;. 0"<1 , U 
~ 

(7) 

Iz (5),(6) i (7) sledi (4). 

6.3. Primeabe 

Bochner је, kako primecuje R.E.Edward:~ ocito ргу! pri

metio da se ројат Fourierove transformacije moze pro~iriti tako 

da bude primenljiv i па fиnkcije koje imaju polinomijalan rast 

u beskonacnosti (za razliku od klasicne Fourierove transforma
cije koja је primenljiva вашо па prostore LP, 1~p~2). Teorija 

(temperiranih) distribucija L.Schwartza Уеоша је, Ьаг эа [ог

malne strane, uprostila Bochnerov pristup (1 resila problem 

Fourierove transformacije za mnogo sire klasu objekata nego 

sto эи (эрага rastu6:e) funkcije. 

Medjutim, prostor svih temperiranih distribucija је 

уеота obuhvatan tako da је mnozenje u пјеши definlsano вате 

jed.nom jako uskom klasom funkcija (01'1 - klasa " mnozitelja" 

temperiranih distribucija је skup svih beskonacno diferenci

jabilnih funkcija koje imaju polinomijalan rast u beskonacno

sti, L12J). Stoga ве јауlја potreba da ве prostor svih tempe

riranih distribucija razlozi, па izvestan nacin, па uniju pot

prostora, U kojima се biti moguce mnozenje funlccijama koje ima

ји вата odredjeni broj izvoda. То је ucinia J.KUCERA [7Ј; оп 
је prostor l'~azlozio па W1iju Hilbertovih prastora. Medjutim, 

kako nав interesuju ваша опе distribucije koje ви (lokalno 

integrabilne) funkcije, 11i njihove Fourierove transformacije-, 

ртоЫеш njihovih mnozitelja mozemo resiti i па овпоуи BocЬne

rovog pristupa, tacnije izdvajanjem prostora Pn iz prastora 

У: ТО је ucinjeno u Stavu 6.2.6. u kome је pokazano da se 

Fourierove transformacije funkcija iz Pn mogu mnoziti funkci

јаmа које imaju эато n-ti izvod (dakle, пе pripadaju Or-1). 
л 

Tako smo dokazali аа је [, Fourierovu transformaciju 

funkcije fEPn , тogи.ce mnoziti funkcijom'f{v), koja је u tipicnom 

эlиёаји jednaka ~\n. Ovo је glavni problem u dokazu teoreme 

teoreme saturacije i оп зе javlja jos u dokazu za 

(р >2). (Lema 1.5.). Sada vidimo da se оп па isti 

resiti i u Pn prostorima. 

LP prostore 
• • • 

nac~n moze 

~)R.E.Edwars, Functional Analysis.Theory and Applications,New York 
1965. 
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7. ~ е о r е m а s а t U r а с i ј е 

u оуот odeljku dokazujemo lokalnu teoremu saturacije 

za prostore Ра spara rastucih funkcija. Као sto sто уес ranije 

primetili, uslovi koje jezgro singularnog integrala treba da 

zadovoljava isti эи kao i za lokalnu saturaciju па prostorima 
, 

X(R). Stavise i metod dokaza, kako inverznog, tako i direktnog 

dela, уеота ви slicni metodima dokaza iz 11 dela. Za 

inverzne teoreme роtгеЬца пат је Lema 7.1. koja daje 

dokaz 

uslova 4.1.(1) iz kojeg је dobijena inverzna lokalna teorema 

u X(R). Dokaz direktnog dela'takodje је уеоша slican ranijem 

dokazu, treba saтa opravdati mogu6nost mnozenja nekih distri

bucija. ТО эе postiie рошо6и Stava 6.2.3. 

7.1. Lokalna inverzna teorema 

Lema 7.1.1. Neka jezgro (k,) singularnog integrala (Kf ) <аао

voljava uslove (SF) i (мј);). Тааа <а svako 'јс'! i svako ",0 
, . 

vaz~ 

_~S};~~I xl П+1-~~П(Кf<Р(х) - <)'(х» - (/n}(х) • о, f -~ оо 
Dol<az. Kako је uslov (M~) (Posledica 5.2.3.) jaci оа uslova 

(r~), primenjujuci Teoremu 1.6.3. imamo 

г-~;;; I\fn(Kf'f - <р) - 'f{n\l\c. = о (1) 

Uvedimo oznaku Fr (х) = rn(Kfr(X) - 'р(Х» - ~(nJ(x). Dokazacemo 

najpre da је 
(2) 

Zaista, posto jezgro (k f ) zadovoljava uslov (MF ) , prema 

Lешi 5й2.В. za k'" vazi: k"'Е:Асп-1 , k"(n)t:-BV i svi izvodi do 

теаа п sti ograniceni polinomom. Primenom Leme б.2.2. dobija 

эе аа је K,~(") • (k'· 9)'~") • О( l"l-n - 1 ). T .. kodjo ј. (v. p,,:t
теаЬи posle Leme 6.2.2.) 9'ln)(x) = о( Ixl-n - 1 ). Time је dol,aza

по (2). Dalje imamo 

sир \xl n+1 - d 
-Q1<X<D" 

!]' (х)! 
~ 

, . 

'" вир [хl п+1- \F r(x)\ 
\х\<::К 

-
+ вир [х[п+1-'!"Ј(Х)! 

11t\:>M 
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Neka је € ';> о. Tada ргеша (2) moze ве izabrati dovoljno veliko 

1'-1, tako da drugi sabirak bude manji od f.../2. Prvi sabirak proce- _ 

njujemo 

sup 1xf'+1-'\ F
f 
(Х)\ L. мп+1 -О эир \F

f 
(Х) \ 

1":\< М . \)I;\<H 

i desna strana, prema (1) tezi nuli, kad f ~»O • Time је lema 

dokazana. 

'reorega 7.1.2. Neka је f.Pn+1_' i neka jezgro (kf ) singularnog 

integrala (Kf ) zadovoljava uslove (БF ) i (ИF ). Tada 

'" 1) \IK,f - fllx(a Ь) = о(р-П) =* V'fof) (а,Ь) Jf(x)f'J(x)dx = О , -~ 

2) 11 K,f - fI!X(a,b) = O(r-
n

) ;> 

"" ~ 

3-g<У(а,Ь) V\,EJ)(a';b) ff(x)~M(x)dx = S g(x)(P(x)dx 
а. Ј 

Dokaz. 
-~ 

Neka је '1,=1). Tada prema Lemi 7.1.1. 

.~~~:p~ Ixl П+1-'lfП(ку \,(Х) - r(x)) - ?,3с х )1 
Za f~Pn+1_6' ~ташо 

-- о 

\Ј [рП(К/р(х) - r(x)) - ~"'~x~ f(x)dx\ L .. 

вир (1+ Ixl' n +1 -,) Ifn(Kr'f(X) - 'i'(x))- 'ј',п}(х)! S If(X)~+1_'" dx 
х -",1+ Х (4-) 

i posledn,ji izraz tezi nuli, kad f""OQ, pr-imenom (3). Kako је 

sет toga ~ 

JK1'f(X)f(X)dX ~L '!'(x)Kgf(x)dx 

iz (4-) i (5) sledi 

, 
= 5 'j'(X)Kff(x)dx 

оо 

оо ~ 

lim fn 5(к f(x) 
f-"'o<> о. Ј 

-.f(x))~(x)dx = ј ЧnZх)f(х)dХ 
-~ 

( 8) 

(б) 

Relacija (б) dobijena је Бато па ОЗПОУи pretpostavki о svojstvi

та jczgra. Iskoristimo sada pretpostavke u 1) i 2). 

1) Heka је \i~!nl[Kgf - fllx(a,b) = О. Tada za svalco 'f"lJl",~) 
~ 

lim ЈП) (K.f(x) - f(x) )~(X)дx • О (7) 
f ~ t." о..- ~ 

Dakle iz (б) i (7) sledi 
~ 

Ј f(X)~n~x)dx = О <р"ђ(а,ь) 
-~ 

2) Не"а је 11 K,f - fIIX(a,b) = O(f-
n
). Tada ovo pogotovu уаН 

u prostoru У(а,Ь) (spregnutom pro5toru koji sadrzi Х(а,Ь)). 

Frimenom teoreme о ~slaboj kompaktnosti zatvorene kugle u 
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Брrеgпutоm рrОБtоru LDоd.D.ц..] dobija Бе da РОБtојi gЙ(г.,Ь) 
l podniz (Ј·) tako da ~ 

Ј, 

<11~~ f~ 1 (Krf(X) - f(x))\,(x)dx = 1 g(x)y(x)dx rе:ђ(а,Ь) (8) 

Iz (5) i (8) Бе dobija 
~ ~ 

f<pZn'\:X)f(X)dx = Ј g(x):r(x)dx ,!,blJ(a,b) 
- ~ " 

Stav 7.1.3. Neka је щN i "-';' п+1. Neka је f "(Р,,-, IVln) i 

neka је g оnа funkcija iz Роо.. za koju vazi g = Iv\ п f:' .. Tada 

Нт 11 R';-f - g 11. = о 
'i -!> D с. "'"' 

Dokaz. РТета Lemi 2.4.7.Ь) operator 

obli:ro 

moze Бе predstaviti u 

R~ f(x) = f * r, (Х) - f(x) 

gde "а r уаН Ixl n+1\r(x)1 ~ С. Iz Stava 6.1.2. sada sledi 

da је R~f~P~, i posto nije tesko proveriti da r zadovoljava ~ 
uslove Теогеше 6.2.5. dobijamo 

• 
(R~f)' = (r,(x) - 1)f' 

РО :оrеtРОБtаvсi је g = .Iу\п f', tako da 

(Rnf)' _ " __ r.(v)-1 g' _ А '()" ' ( )' , 
!s - - - " = р" v 'б - g = Р,* g - g 

[ Ivl п 

(9) 

(10) 

gde Бто za drugu jednakost primenili Lemu 2.4.7., а za tre6u 

Teore~u 6.2.5. (jer зе 

уе te teoreme).Iz (10) 

i za р moze dokazati da zadovoljava uslo

sledi 

R~f(x) 

i kao g i Р zadovoljavaju uslove Stava 6.1.2. imarno аа је 

Р ... '" g o<.-konvergentan ka g, kad Е. -)- о. Tako da iz (11) sledi 

tvrdjenje stava. 

(11 ) 

LeJТ_a 7.1.4-. Neka Је fE-WСР(1l",tv\n),с(.~n+1, i neka је g ona funk

cija lZ p~ za koju vazi 

!i. = \у\n f' 

Tada za sv~o <f'c'j vazi' t 

S ~{n~X)f(x)dx = f <f(x)g(x)dx 
-~ ~ 
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Dokaz. Jezgro (r~) operator~ 

tako dэ. za ВУМО у ~ 1 vali 

(R~) zadovoljava uslove Leme 7.1.1. 

sup Ixl""IR~r(x) 
х 

, ( 12) 

gde је d.. рr.Qzvоlјэ.n broj manji od п+1. Sada se tvrd.jenje leme 

lako dobija 
" ю 
Јд(П~Х)f(Х)dx - _[ р (x)g(x)dx 

" . ~ ~ '" 
_[~Щ(Х)f(Х)dx - _LR~'f(X)f(X)dx + _Lif(x)R~f(X)dx - f \' (x)g(x)dx 

-~ 

~ 

sup (1+ Ixl"') Ifn{x) - R~Cf(x)1 r \f(x)1 dx 
;( -~1+ \xtt<. . ~ 

+ sup (1+ lxl" )\Cf(x)1 S IR'I;f(x) - g(x)l dx 
х - ос> 1 + !х.! о(.. 

~ prvi sabirak s desne strane tezi nuli, kad Е.......,. О, prema (12) 

а drugi prema Stavu 7.1.,. Time је lerna dokazana. 

Definicija 7.1.5. 

}iH(P,,-,х(а,ь» 

Neka је neN i с<.. ~ п+1. Slede6i skup 

= {fCP" I ]gEX(a,b) l;':nQ\IR~f - gllx(a,b) 

је normalizQvan Banachov potprostor prostora Х(а,Ь) U оdnо

Би па normu 

Теогета 7.1.6. Neka ft. Pn+1_K i neka jezgro 
integrala (К,) zadovoljava uslove (",,) i 

1) 1\ Kff - fllx(a,b) = o(f-
n

) ~, f је 

(k,) singularnog 

(HF). Tada 

polinom stepena п-1 
па (а;Ь') 

2) fllx(a,b) 
f ERn(p~» Х(а;Ь') 

J\.j-~_C 

'о 

Dokaz је уеота sliёап dokazu Теогете ~.2.4. Slicno kao u tom 
dokazu uvodimo 11 mcl1ifier l! Ь. e-,f) , ~N, f..; :: f * Ь. ~ dokazujemo 

~ ~ ~ 

da ,је 

f.f\I(P 1 с, Ivl п) 
~ n+-о 

(15) 



Zaista 
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Ivl п h~.f' : 
]. 

gde smo za drugu jednakost upotrebili Teoremu 6.2.5., za trecu 

definiciju Rieszovog izvoda СУ. kraj odeljka 2.4.1.), za 

(-~tvrtu opet Теогеrnи 6.2.5. (cije uslove funkcija h{n)Ocigledno 

zadovoljava, У. Lemu 6.2.2.) i па kraju вто ва g. obelezil; 
(п' ]. 

ћ{ )*f. РТета Stavu 6.1.2., funkcije gi pripadaju prostoru 

Рn+1_Ь'О r.rako је dokazano (13). 

, 
Б· ]. 

Dalje dokaz proizilazi iz Teoreme 7.1.2. ротоси Leme 7.1.~. 

Као !5to је Teorema 4.2.4. dokazana iz Teoreme 4.1.1. ротоси 

Leme 4-.2.3. 

7.2. Lokalna direktna teorema 

u ОУОМ odeljkU dokazujemo obrat tvrdjenja iz prethodnog 

odeljka. Dokazacemo da funkcije iz prostora Р<1\..' d.. ~ П+1, koje 

pripadaju skupu 

mQgu biti aproksimirane singularnirn integralom 

пот о(у-п). Iskoristicemo opet jednakost skupa 

skupom 

(К ) 

(14-) 

(14 ) 

эа stepe

sa sledecim 

Teorema 7. • .'2.1. Neka f Рп+1_ђ i 

rala (Х!) zadovoljava uslove 

neka jezgro singularnog integ

(SF) i(M~). Tada 

IIR~fllx(a,b) : 0(1) ,. \\Kff - f\lx(a;b') = O(r-
n

) 

Dokaz. Као u uokazu II\eoreme 7.1.6. uvodimo 'I mollif"ier ll h f:- Јј 

hi(x) = ih(ix), f i = f" h i . U (13) је doke.zano 

f i VI(Pn+1_S' Ivl П) 

Ыe~a је gi опа fиnkcija iz Рп+1-0 za koju vazi gi = ~1 п fi: 
КаКО jezgro (k

f
) koje ima svojstvo (МР), prema Lemi 

5.2.5. zadovoljava uslove Teoreme 6.2.5. mozemo primeniti pra

,\rilo za l<'ourierovu transformaciju konvolucije i dobiti 
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Г(Крfi - f i )' ~ Јп k'~~::n- 1\у\n f:1. ~ ~(y) g:1. ~ (gi'Лг)' 
Zbog jedinstvenosti Fourierove transformacije odatle imamo 

(15) 

1" uslova teoreme ~~fi\x(a,b) ~ 0(1) sledi 

I\R~fi\\X(a;b') ~ 0(1) uniformno ро i (16) 

(суо ве moz,e dokazati па slic.an nacin kao Lema 4-.2.1.). Dokaza

сета da iz (16) sledi da је gi-If~f ograniceno u X(a~b'), unifor

шпо рс i. Tada 6е iz (15) slediti tvrdjenje teoreme, prelaskom 

па limes рс i. 
Dokaza6emo tvrdjenje зато za prostor с(а,Ь). Sli~no se 

dokazuje u ostalim slucajevima. Interval (a~b') obelezimo opet 

sa (а,ь). Pretpostavimo da је funkcija ~ti) kao па 61ici па str. 

56. '1'ada iz (16) sledi 

IIR~fi(х)f->(х)IIС(R) ~ 0(1), unHormno ро ~ 

а odavde, posto је (~f) jezgro 
'" II_L R~fi (t)f->(t) ЈЏх-t)dtIIС(R) ~ 0(1), uniformno ро i 

. 
Pretpostavimo da је dokazana relacija 

< ~ 

IIЈ}~fi(t)~(t)л!(х-t)dt - Ј R~fi(t)~(x-t)dtl\~(a;b') - 0(1) (17) 

odatle bi sledilo 
,о 

Il~R~fi(t).л!(х-t)dtllс(а;ь') ~ 0(1), uniformno ро ~ (18) 

Беш toga iz (13) рошоси Stava 7.1.3. sledi 

l,i~oIIR~Ii - gi!iC(a;b') ~ 0(1) 

tako da iz ovoga i (18) proizilazi 

11 Jlr*gi1Ic(a;b') = 0(1), unif.бrmnо ро i 

l рото6и (15) 

rntlKrfi - fiIIC(a;b') ~ 0(1), uniformno ро ~. 

pustaju6i da i tezi beskonacnostijdobijamo tvrdjenje teoreme. 
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Ostaje јао da se dakaze (17). 

Neka је ХЕ'(а;Ь'). Izraz u (17) mozemo predstaviti u obliku 
~ ~ 

f R;'~,(t)(А(t)-1)ј\f(х-t)dt = ј f.(t)R':CCACt)-1)1I (x-t))dt = 
_"" '-'..... Ј' -о<> ~ '- l" f 

S + f =11+12 
t '" U.,d.., ј -1;. t~,oo(.) 

bleka је to(c ,d). Tada kao u dokazu Теогете 5.1.1. (v. (7), (8) i 

dal.je) sledi da је 

sup \ R~«r'>(t) 
t<l"i>\ ) 

- 1) "'r"ct))\ = 0(1) (19) 

ра Je ct с{. 

\ч,~ј\fi (t)R~«~(t)-1)::Џх-t~dt ~ sup \R~«[,>(t)-1):Аf.'(t)\S Ifi(t)!dt 
~ -t.,-(c,d..) с. 

o~ranicen (poma6u (19)). 

Neka је t~(c ,а). predstavimo integral I 2 u obliku 

12" ]fi(t)Rn(P>(tPf,x(t»dt - S fi(t)R~ј\iх-t)dt " 1~ + 1Ш 
~Нс,:{) Hcc,.,d.) 

Koristeci relaciju (12') dobijenu u dokazu Teoreme 5.1.1. 

R~ "f(x) - fn I"/x) = fn(p<, dl"-ix) - .I'/х)) (20) , 
gc.e је f(x) = .L k(t)dt - 6(х) , а (Р) jez~ro operatora 

na,jpre сета dokazati 
~ ~ 

t~,n; .Ui (t)R~ )/x-t)dt = Г .Lr/t)df/x - t ) (21) 

ZQista iz (20) sledi 
" ~ ~ 

)~fi(t)R~л/х-t)dt = fn_~fi(t).[ p,(x-t-U)dy/u) dt = 

"" 
= fnf f fi(t)P~ (x-t-u)dt df'/u) = fn(fi*p<~kf(x) - fi'p, (х)) (22) 

~"'-"" 

Kako је Ixl n +1 \р(х)\ = 0(1), onda prema Stavu 5.1.2.с) 
< 

sledi da је f .*Р :::: [~ n+1-д -k6nvergentna ka f..:;, kad ~ --? о. 
Ј. ~ l. ....... 

Kako i (k f ) zadovoljava uslove istog stava prema njegovom delu 

Ь) sledi da је familija f~*kf n+1-r-konvergentna ka fi~kJ1 kad 
't. --> о. Kako uopste ct.-konvergenc; ја (za proizvoljno Ol>о) povla

ci uniformnu konvergenciju па svakom konacnom intervalu, imamo 

~~тo \!<~kf - Ч<kf\\с(а;Ь') = О 
Tako da iz (22) sledi 
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-
1\ _Lf i (t)R~ ~(x-t)dt\\c(a;b') = lim 

= Нт ~n l\f' . .-1<- - f~ 11 с( 'Ь'.) = cnllf .• k 
f.'-)~ 1 -1' 1 а, Ј ~ 

7.2. 

С(а;Ь) 

(23) 

Za integral I~ imamo iz (23) (treba Бато oblast integracije za

meni"i sa tf(c,d» 

Ч~, 1I s f i (t)R~ '\(x-t)dt\\c(a'b') 
- -c4",d..) , 

+ '1 

'" sup fn Jlfi(t)k.(x-t)\ dt + sup fn ј If.(t)dд(x-t)\ + '1. 
Х(:(<\',") -t .... <:,<>l).> tЁ(!.,<t) 1 

<: rP sup sup (1+ [tl П+1-') \k
f 

(x-t)1 Ј Ifi(t) 1'1 • dt + О + t 
х<:(<\",') 'H'(f,&t) _.:<' 1+ t п.,.. -о 

'" fn sup \ ko(u)\ (1+lu:
n

+
1
-') 11 f·l\ 1 с + ~ 

1'w1>E: Ј ~ п+ -о 'у 

'" fп+1 sup (1+ lul n +1 -')\k(!u)\ 1\ f·11 +1-0 + 1 = 0(1) 
IЦ\>ff: 1 п 

po~.to '!;fJezgro (kr ) koje zadovoljava svojstvo (иЈр , vazi 
п '1 \хl т [):(х)1 = 0(1), kad Ixl->ro. 

Ostaje jos da ае dokaze da је I~ ogranicen. Neka је 
h nx = (\.'), х' Tada postoji Н xEL1 tako da је НЛх(v) = IvIП((О,;,.,,)л(v): 

1- f, р, f'. Ј 

Na slican nacin kao u Lemi 6.2.2. moze se dokazati da је 

It[n+1IiJ x(t)\= 0(1), kadltl~ro. Бет toga, kako jezgro (р,) 
operator~ Rr; zadovoljava uslov Ixl n +1 IР(Х)\= 0(1), nije tеёkо 
dokazati 

sup It\ п+1-0 \нп((.>,:\.,> _ Нр \ ---> О, E~O 
t ~), 

tako da za T~ iтamo 
~ 

\I~\ L\.s}i(t)R~(~'''f,,)(t) dt\ '" 
~ 

~ 

'" ј \f i (t),(R~(~:\",)(t) - Hfjt»\ dt + -f \ f i (tJH/x-tУ,dt -. 
+ [. " н 

1 Р -
Prvi sabirak te zi пиН kad Е -> О (za svako f ), prema (24). 

(24) 

iJ..ko u drugom pus'l;imo аа Ј' --?I>" , prerr.a navedenim osobinama Н 

fi~<Hf n+1-J-konvergira ka f i . Бет toga niz I i је n+1-S-l':::onveg

entan ka f tako аа је ogranicen u п+1-д normi uniformno ро i. 

Time је dokazano аа је 1.; opranicen uniformno ро i (za dovolj

по ffic.lo с. i dovljno veliko .f'). Tako зто dokazali (17), ра је 

dokaz teoreme zютr:~еn. 
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7.3. Р::::iшеdЬе 

Aproksimaciju funkcija koje зи u beskonacnosti ne05rani

!'епе posmatrali su SIККЕИА [~б1 i НАУ [91. Operatori u tim 

radovima nisu konvolucioni; ipak zadovoljavaju izvesne uslove, 

analobne пазет [х\ n+1 \k(X)\ ~ с. Za funkciju f se takod.je pret

pos~avlja da u beskonacnosti iша ogranicen rast. 

2..1. Lеша 7.1.1. nije najbolja ШОбиса, jer nije dokazano da 

је neophodno d u tvrdjenju lerne. 

Teorema 7.1.2. је potpuno analogna Teoremi 4.1.1., Бато 

~to је u ovom slucaju potrebno primeniti Lemu 7.1.1. urnesto 

relacije 4.1.(1). Stav 7.1.3. uvodi operator R~ za ЗРОТО 
rastl...lCe funkcije. То је moguce zato sto jezgro operatora Rll za

dovoljava uslove Теотете 6.2.5., ра ga је moguce primeniti ~ 

па sрО~О rastuce funkcije. 

Jasno је da bi ве i za spora rastuce funkcije mogle 

dociti kг.rakterizac i је klase saturacije u terminima. \Jbicnih 

izvoQa, kao u 4. i 5. 
r1etod dokaza omogucuje da эе iskazi slicni navedenim 

u 6. i 7. dobiju i za proizvoljno 0:"':.'>0, umesto za celobrojno п. 

Za ;"0 је potrebno uvesti klase BV ~+1 ' о\. > О Ll7] • 
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D О .D А С 1 

А. Konyoluci,je 

Neka зи f i g dve merljive funkcije па R. Тааа se izraz 
оо 

f ... g(x) = S f(x-u)g(u)du 
-ОО 

zove 1:onvolucija. Ako је Ј'" .funkcija ogranicene varijacije, 

konvolucija f* aJA-- ве def"ini.se 
" 

f.,. dy(x) = Ј f(x-u)dl"'(u) 
-" 

А.1. l'ieka fEX(R) i tc<BV(R). 'rada f* dy- postoji skoro svuda kao 

apsolutno konvergentan integral 

[3, str.15J 

А.2. Specijalno kada је ~ apsolutno neprekidna, odnosno posto

ji 5fL1 CR) tako da је dy(x) = gCx)dx, iz prethodnog Бе dobija 

da postoji ],onvolucija f* Б, <а fEX(R), g<L1 (R) i 

(), str.5J 

В. Oso"Qine Fourierove tгапsfо"'шасiје 

U celom оуот odeljku su f ,5"r.P(R), 1 < Р L 2, i JtcBVCR), 

ako П1 је drukcije naznaceno. 

ь:'\: и+Б)"СУ) = fЛСv) + g"Cv), Ccf)"Cv) = cf"Cv) 

иС'+ћ»"СУ) ih· f" СУ) = е 

(e-ih'f)"Сv) = С(ћ+У) 

ChfCh'»"Cv) = f"Cv/h) 1), str .189, 212Ј 

В.2. Teore~a jedinstvenosti 

[" С у) = о _ fCx) - о [3, str.193,214] 

В.З, 
fiOL ~lf"Cv)\~~~\\1 , y~H i), str. 189,21~ 

\у" CV)\ <- \\f\\BV , v~R 
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3.4. Titcllrnarchova. nejednakost 

~,str.188l 

В.5. 

tako 

Ako је ~BV apsolutno neprekidna, tj. postoji 

da је d~(x) = gCx)dx, onda f(v) = g'(v) 

В.б. Pravilo za konvoluciju 

(f* dJ-l)'(v) = f'(v) f(v) 

specijalno kada је apsolutno neprekidna 

(f" g)'(~) = f'(v)g'(v), gEL1 

оо ~, , 

[3Ј 

[зЈ 
Parsevalova 

fE-r?, 1 :о; р.:,: 2 , 

jed.."lakost 

, L 1 
g,g~ tada ff(u)g(u)du - Ј f(u)g(u)du 

-~ -~ 

'" 
= Ј r(U)g(U)dU 

. -~ [3,str. 214,221] 

",cBV, tada 

Б .8. ]'ourierova transformacija Hilbertove transf9rmacije 
~ 

(f)'(v) = -isgnv f'(v) 

~ ~ 

Ј f(x)g(x)dx = Ј f(x)g(x)dx 
- 1'" _ "" 

с. Terr:perirane distribucije 

С.1. ~ је skup svih beskonacno diferencijabilnih funkcija 

(; d.efinisanih па R, takvih da 
" 

sup \xln\lp(j)(x)!<:oo п,је!! , 
Funkcije ф nazivaju эе brzo opadajuce. Ка prostoru ~ se defi-, 
ni_fe topologija: niz ~i~~ tezi nuli u 'ј, ako za svako n,jc::-N 

sup [х\ nl~ij)(x)\ _" О, i ~ ю , 
Vl ~ 

С .2. Ј је prostor svih neprekidnih linearnih funkcionela па Ј , 

Ele:;:enti prostora 'f I nazivaju зе temperirane (sporo ras't;uce) 
с. ~ stribl:.cije 0- Vrednost funkcionele f f- "f' I za I.j t- ~ obelezaya se 

sa <",f). 
Со3. Fourierova transformacija prcdstavlja neprekidno linearno 

uza~aтc:no jed.noznacno preslikavanje prostora 'f па 'f о J.nverzno 

preslil-::avanje је tau-odje neprekidnoo , 
Za f ~ 'f Fourierova transformacija ве defini,:::e Рагве,,·сЙо-

vorr.. formuloI!l 
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Tako definisana Foиrierova transformacija је ne~rekidno, 

linearno 1--- 1 preslikavanje prostora Ј I па ":f Ј • Inverzno 

preslikavanje је takodje neurekidno. 

С.4. Он је skup svih beskonacno diferencijabilnih funkcija 

'f za lсоје уаН l'f (х)! f К(1+ \Х! п), za neko n~N (!!poro rаБtuсе 
funkcije). , 

ОС је skup svih distribucija Tf:- ~, takvih da је za svako 

k<N, (1 + x 2 )k/2T ogranicena distribucija. 

С.5. Ako је t~O!1 i f< 'f' tada postoji. proizvod V·f 

(proizvod зе definiSe ('\Jf,<p) = q,ir'f) ,'d'l'<':I'). 
Ako је g(,0C i f" 'f'tada postoji konvolucija g,.f" 'f '. 

Ovako dеfiniэаnе operacije konvolucije i proizvoda neprekidne 

эи рс svakom clanu. Sem toga 

(g"f)' = g·f i 

с .6. Ako је za diБtriЬuсiјu f" 'f', БUРР f'C{OJ, tade. је f 

polinom. 

С.7. Za temperiranu distribuciju f С- ':1' definise ве Hilberto

va transformacija f = у.р. ~ *f. Za Fourierovu transformaciju 

Qve distribucije vazi 
~f' . f' == -~sgn 

Sve definicije i tvrdjenja navedena u С. mogu эе 

naci u В2] Н! [11]. 

D. 

D.1. Бvi prostori 

prostora У". 
LP(R), 1 4 pL ~, C(R), BV(R) Би роtрrОБtоri 

(11) 

D.2. РrОБtоr ЈЈ је Бvudа gust u prostorima 

:Јј с f , onda је i 'f svuda gust u X(R). 

D.3. Ako za f"~, 1 < р <~, i11 BV(R) vaZi 

za svako \'~;(), tada је f(x) = о, Б.Б. 

X(R). Kako је 

\'i1J 
оо 

5f(x)\,(X)dx = О, 
-~ 
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D.4. (Teorema о *-slaboj kompaktnosti) 

Neka је Х Banachov prostor. Neka za niz (f~) Е х.и- vaz.i 

ilf~IJx"'~ 1-1, uniformno рс n. trada (f~) sadrzi .I(-slabo konvergen-
tan podniz, tj. postoji (пј ), Пј ---,'> , ј --;."'" i postoji f~E:- x~ tako .-.аа 

lim .f*. (f) = f~(f) , У fGX 
Ј ~ с'" ПЈ 

\lf11x'" <', lim inf \\ [~\\x'-
Ј -> "" ~ 

Бет toga 

Ј.5. Neka [, ofnELP(R), 1 "-Р"-О"' • Ako 
IIfnll]}' <; М, uniformno ро п, i .. Јсо је 

tada za sv .. ki g<Lq(R) vazi ., ~ 

postoji М, t .. ko da 

lim f (х) = [(х), 
~,-;o .. п 

lim Ј fn(x)g(x)dx= !f(x)g(x)dx 
" -~ -"" 

Сз,str.21Ј 

5.5. 

[3,str.24] 
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2- sin2x 
1_ )v\, \уl с1 ~..м-1 • -1, \'11 "1 

Fejer 
х2 

\у\ lim =-1 :>.С'1)= -1' 
Ј< О \уl>1 1.1-"""0 јУј r:J!' јуl > 1 , 

Cauchy 1 1 - 1'11 е -У!...1 • е -!v!...1 -
х2 

е \уl lim =-1 ;РСУ)= l'oisson ЈГ 1 + IГ -") Q 
\УI г!l 

~veier-
2 2 t ~ 

1 х 

,,2 -у 1 ' . -'1 1 
е - q: -'1 lim е - =-1 ~(y)= е -- е strass \i ј\ у2 <: -т~O '1 
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1 

1 .;. 1 хl 1 ,,2 1-' -1 • 1 Picard lim +У =-1 "СУ)= '2 е 
,,2 ,,2 + ,,2 1 + 1[ -.., 1) 1 

I 

li 
• 

Bochner 2" 
IV\ " 1 

(1-v")-1 
2с1... Г(~+<,-) J~f1..1'd". (х) 

С 1-у ), " ,,2 (1-1-1 __ , • -r>...v" 
• lim '),СУ)= Riesz 

О 
. 

IVI >1 \Г-) о _1 \Х \~/L T<t , V 
-" 

"'>0 
",у 

\'leier-
"- ... М" < 

-lvl ... e-\l\ ... 1 
strass W Сх), "-:>0 Ivl" lim е -1 ...... 1 Ј'СУ)= е 

'" ",. -) <: Iv 1 ~ \vl'" (opste) • 

I 
р; card 1 

1 '1 +iVf' ... 1 • 1 (op~te ) Сх) , Jv 1" Нт --1 "СУ)= с О 

'" 1 + lуl" \Г-) о \У\ о:. 1 + \v 1" 
i 

, , 

С1 ... м'2-1 , 
tipicne C1-ivl') , Jvl ~ 1 

Нт С 1-iv162 -1"'1 • \У\ J~ 
r ЉС х) , О \vl· ~Cy)= sredine 

О \'11 >1 \1" -) v \" 1 ~ -1 . , --
\~;1 ~ 

d. , ~ 
I 

C1-\J\~), Ivl.1 
!у( ." ... (1-~ )-1 

Riesz r ех),;:( I~>O limC1-iVI 2-1_1 ~Cy)= \У I !о 

i о( (!> \ О , \vl >1 V' ->f;J \vl" ... 1 
1V1 " 

, \у\:-= 1 • 1 h(v2-1 =0 
hCx) .... ) lim ne vazi fV!'" 1-(1-У ,\V\>1 t,Г->o 

VO\.>o 
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· . 
1 globalna Ilokalna ! 

;\ (х) В'!д.+1 I momenti ~aturac1jasnturacija 

1 I 
• 

\ 4.2.4 . '" ~ sinu 
л 

i \x2
k(X)\ = 

1 
~ (, ВУ2 0(1 ) 1.2.3. • - du 

1\ 4.3.2. 
Ji u~ 

I 
\ 

, 
I 

12.).2. I ~ _ 
• 

I Т 5.1.1. ! 
i I 

. , , , I I 
1 1 1+х 

, 
л 

\:r"k(X)\ = 
2.5·6. 5.2.3. I 'JI '" ВУ 2 0(1 ) 2 og -Х:I.. 

" , 
5.3.2. I 

1 

I 

оо 
, 

I 4.2.4. х' ј ё 
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