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SADRZAJ



Uvod

Do druge polovine XIX veka se smatralo da je beskonacnost jedinstvena, i
jedina razlika je pravljena izmedu tzv. potencijalne i aktuelne beskonacnosti.

Kljucan prodor je napravio Georg Kantor 70-tih godina XIX veka, prvo
dokazom da realnih brojeva ima viSe nego prirodnih, a zatim i dokazom ¢uvene
nejednakosti

[X| < [P(X)],

gde je X ma koji skup.
Kantorovu kontinuum hipotezu mozemo formulisati na sledeé¢i naéin:

Neka je X beskonacan podskup skupa realnih brojeva R. Tada je ili | X| = Vo,
ili | X| = 2%,

Sam Kantor je pokazao da ovu osobinu imaju zatvoreni podskupovi skupa
realnih brojeva R. Kasnije je pokazano da isto vazi i za Borelove podskupove
skupa R. Smatrajuéi da su neprekidne slike Borelovih skupova (tzv analiticki
skupovi) “o¢igledno” Borelovi, Anri Poenkare “dokazuje” Kantorovu kontinuum
hipotezu.

Medutim, Mihail Suslin nalazi primer analitickog skupa koji nije Borelov, a
zatim dokazuje da i za analiticke skupove vazi kontinuum hipoteza. Suslinovi
radovi predstavljaju pocetak deskriptivne teorije skupova.

Punu vaznost kontinuum problem dobija posle ¢uvenog Hilbertovog preda-
vanja odrzanog na svetskom kongresu matematicara u Parizu 1900. godine, gde
kao prvi problem koji matematicari XIX veka ostavljaju matematicarima XX
veka Hilbert navodi dokaz Kantorove kontinuum hipoteze. Od tada je Kantorova
kontinuum hipoteza poznatija kao prvi Hilbertov problem.

Hilbert nije precizirao formalizam u kome bi se izveo odgovarajuéi dokaz, ali
je tokom prve ¢etvrtine XX veka preovladalo uverenje da bi se taj dokaz morao
izvesti u predikatskom rac¢unu prvog reda iz ZFC aksioma teorije skupova. U
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6 . UVOD

ZFC formalizmu se kontinuum hipoteza iskazuje na sledeéi nacin:
CH: 2% =Ny.

Kurt Gedel 1938. godine metodom unutrasnjih modela pokazuje da kon-
sistentnost NBG sistema aksioma teorije skupova povlac¢i konsistentnost tog is-
tog sistema prosirenog aksiomom izbora i generalisanom kontinuum hipotezom
(GCH: Va2 =R,11)).

Obzirom da NBG i ZF imaju iste posledice, kada su u pitanju tvrdenja koja
se odnose na skupove, iz ovog Gedelovog rezultata neposrdno sledi :

Con(ZF) — Con(ZFC + GCH) .

Pol Koen 1963. metodom forsinga pokazuje nezavisnost aksiome izbora u
odnosu na ZF i nezavisnost CH u odnosu na ZFC. Godinu dana kasnije Iston
pokazuje da su jedina ZFC ograni¢enja kontinuum funkcije (R, +— 2%¢) na
regularnim kardinalima ona koja proizilaze iz elementarne kardinalne aritmetike
i Kenigove leme:

e a< B — 2% < 2N

o cf2Ra >N, .

Zanimljiv kontrast ovim rezultatima predstavlja Silverova teorema:

Neka je k singularan kardinal neprebrojive kofinalnosti. Ako GCH vaZi na
Kk, tj. ako za svako \ < k vazi 2* = AT, onda je 2" = k™.

Uopste, ponasanje kontinuum funkcije na singularnim kardinalima zavisi od
tzv. jakih aksioma beskonacnosti i forsing aksioma, koje za posledicu imaju i
negaciju kontinuum hipoteze. Kao primer navedimo slede¢u teoremu Foremana,
Magidora i Selaha:

Ako vazi Martinov maksimum, onda je 2%° = Ry,

Obzirom da je CH nezavisna u odnosu na ZFC, prirodno se namece pitanje
prihvatljivosti CH odnosno —CH. S jedne strane, vazenje CH za mnoge vazne
klase skupova (zatvoreni, Borelovi analiticki, razni skupovi automorfizama itd.)
ide u prilog prihvatanju kontinuum hipoteze.

S druge strane, mnoga tvrdenja koja se dokazuju pomocéu CH se mogu izvesti
koriséenjem Martinove aksiome koja je slabija od CH, a i Koenovi i Istonovi
rezultati su jak argument u prilog negaciji kontinuum hipoteze.

Kao dodatni argument za negaciju CH, pogledajmo sledece tvrdenje:

(Az): (Vf:R— [RI¥*)(3z,y € R)(x ¢ f(y) Ay & f(2)) -



Intuitivno opravdanje (Ax) bi bila ¢injenica da slu¢ajno izabrani, medusobno
nezavisni realni brojevi x i y sa verovatnoc¢om 1 zadovoljavaju (Ax), jer su f(x)
i f(y) najvise prebrojivi skupovi.
Kontrapozicijom se trivijalno pokazuje da je (Ax) ekvivalentno sa —CH.
Zaista, ako bi bilo
R={xy | a€wi},

onda bismo sa
flza) ={zs | B<a}, a€w,

bila dobro definisana funkcija f : R — [R]S¥ tako da je za svako x,y € R
z € f(y)iliy € f(a).

Obratno, pretpostavimo da postoji funkcija f : R — [R]=% tako da je za
svako z,y € Rz € f(y) ili y € f(x) i uo¢imo medusobno razlicite z, € R,
« € wy. Sada mora biti

R= [ f(za)

acwi

jer bi u suprotnom za x € R — ¢, f(za) vazilo

|f(fE)| Z Nl )

§to je u kontradikciji sa ¢injenicom da f(z) € [R]=.

U ovom radu ¢e biti reéi iskljuc¢ivo o ZFC aspektima kontinuum problema.
Obzirom da sam se rukovodio principom zaokruzenosti teksta (tzv. self con-
tained), bilo kakvo prosirenje problematike bi bar udvostrucilo trenutni obim
ovog rada.

Trudio sam se, u meri u kojoj je to moguce, da relevantne stvari isteram
do kraja, tj. sa svim detaljima. U nekim slu¢ajevima sam iz tehnickih ra-
zloga odstupio od uobi¢ajenih formulacija tvrdenja (ovo se naroc¢ito odnosi na
Silverovu i Koenovu teoremu), kako bih dokazao opsti slu¢aj bez preteranog
optereéivanja notacije.

Na kraju bih se zahvalio profesorima Aleksandru Jovanovi¢u, Zarku Mija-
jloviéu i Milosu Kuriliéu na pomodéi, savetima i sugestijama tokom izrade ovog
rada.
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ZFC

ZFC je teorija prvog reda na jeziku Lyzp = {€}, pri ¢emu je u ovom kontek-
stu € binarni relacijski simbol. Obzirom da je u najveéem broju sluc¢ajeva jasno
o kakvoj upotrebi se radi, istim simbolom ¢emo oznacavati i relacuju biti ele-
ment. Samu teoriju ¢ine aksiome ekstenzionalnosti, praznog skupa, para, unije,
partitivnog skupa, beskona¢nosti, izbora i regularnosti, kao i sheme separacije i
zamene, svaka sa prebrojivo mnogo instanci.

Kao meta teoriju koristimo naivnu teoriju skupova i teoriju modela. Pose-
bno, meta implikaciju i ekvivalenciju éemo redom oznacavati sa = i <, dok
¢emo ostale meta logicke veznike pisati reGima. Simbol <qer koristimo kao
“zamena za”, odnosno za definicionu jednakost formula.

Objekte koje formalizujemo sistemom ZFC zovemo skupovima. Skupove
¢emo uglavnom oznacavati malim i velikim slovima latinice kao i malim grékim
slovima. Izuzetak predstavljaju slova V' i L, koja su redom rezervisani simboli
za  klasu svih skupova i konstruktibilni univerzum.

Neka je ©(2,7), ¥ = ¥1,-..,Yn, pProizvoljna formula jezika Lzr i neka su
ai,...,a, proizvoljni skupovi (parametri). Term

{z | p(z,a)}

¢emo zvati klasom odredenom formulom ¢ i parametrima a. Klase ¢emo ugla-
vnom oznacavati sa A, B, M, N, uz koris¢enje prirodnih brojeva ili nekih drugih
skupova kao indeksa. Posebno, sa A = A(@) ¢emo isticati ¢injenicu da u defini-
cionoj formuli klase A uestvuju parametri a.

Istaknimo ¢injenicu da je pojam klase ¢isto tehnicki, tj. jedina funkcija mu
je pojednostavljenje notacije.

Neka je A(@) = {z | p(z,a)} i neka je B(b) = {z | ¥(x,b)}. Uvedimo sledeée
oznake:

e I C A(a) < def (p(a?,a)
o A(@) = B(b) ©qet Vo (x € A(@) < x € B(b))

9
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A(@) C B(b) gt Yo(z € A — x € B)

A(@) C B(b) ©aet A(@) € B(b) A A(a) # B(b)

0 =det {z | x #a}

V =get {2 | z = x}

(Vo € A(@))l(z,...) ©det Vz(z € A(a) — 0(x,...))
(Fz € A(@))l(z,...) ©aet Jx(x € A(a) AO(z,...))
UA(@) =det {z | By € A@))z € y}

NA(@) =aet {z | (Vy € A@))x € y}

P(A(@)) =det {z | Vy(y € * — y € A(@))}

{c1,-.yent=aet {Z |2 =1V - VIr=cy},

pri éemu su cy, . .., ¢, proizvoljni skupovi (parametri);
A@) NB) =qot {z | z € A@) Az € BE)}
A(@) UB() =qot {2 | 2 € A@) V z € BE)}
A@) = B(b) =aet {x | « € A@) Az ¢ BE))

Neka je ®(z,y) formula jezika Lzp. Tada

B : A@) — B() Saut (Yo € A@)(Gry € BE)d(,y) .

1.

ZFC

Umesto ®(x,%) éemo pisati y = ®(x). Posebno, za u € A(@) i v € B(b)

neka je

Blu] =gef {2 | Tz € u)z = B(2)} 1P 1 (v) =ger {2 | € A@)AV = B(2)} .

1.1 7ZF

Teorija ZF~ se razlikuje od teorije ZFC po tome $to ne sadrzi aksiome reg-

ularnosti i izbora. Inace, ZF~ predstavlja formalizaciju tzv. naivne teorije
skupova.

Aksioma ekstenzionalnosti:

VeVy(zr =y — Vz(z €z - 2z €y)) .

Dakle, skupovi su jednaki akko imaju iste elemente. Posebno, svaki skup A je i
klasa, jer je jednozna¢no odreden formulom x € A, tj. A= {z | x € A}.
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Teorema 1.1.1 Neka je o(x,7) proizvoljna formula jezika Lzp. Tada
VY (FVa(z € 2z« o(z,7)) — JzVa(z € 2 < ¢(2,7))) -

Dokaz :
Neka su 2 i z2 skupovi takvi da Va(z € z1 < p(2,7)) i Ve (z € 22 < ¢(x,7)).
Samim tim,
Vo(r € 21 < x € 22)

odakle po aksiomi ekstenzionalnosti sledi da je z; = 25.

Aksioma praznog skupa :

JeVy(y & ).

Neka je a skup ¢ija se egzistencija postulira aksiomom praznog skupa. Obzirom
da Va(z = z) (tj. Ya(z = ) je valjana formula) kao i da Vz(z ¢ a), bice

Ve(r €a =z #1x),

Shema separacije : Neka je ¢(z,z,7) proizvoljna formula jezika Lzp i
neka se promenljiva u ne nalazi u ¢. Tada je

Vg Iu(u = {o | @ € 2 Aoz, 5 7)})
instanca sheme separacije. Posebno,

{rezlo2y)}=awt{r|zeznp 27)}.
Za klasu A ¢éemo reéi da je prava klasa ako nije skup, tj. ako vazi Vo (x # A).

Teorema 1.1.2 (Raselov paradoks) Neka je A = {x | x ¢ x}. Tada je A
prava klasa. Posebno, V je prava klasa.

Dokaz :
Pretpostavimo suprotno, neka je A skup. Tada

AcAoAgA.

Kontradikcija. Odavde sledi i drugi deo tvrdenja, jer ako bi V' bio skup, onda
bi po shemi separacije i

ANV =A
bio skup.
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Aksioma para:

Vavyu(u = {z,y}) .

Posebno :

o {x} =ger {7, 7}
(2,y) =daet {{z},{z,y}}
AX B =aet {2 | Gy € A)(3Bz € Bz = (y,2)}
o Ay X - X Aprg =qer (A1 X - X Ap) X Apt1

L4 <x1a-'-7xn+1> —def <<.’I}17...,$n>,xn+1> .

Na uobicajeni na¢in se pokazuje da vazi

(X1, X)) = W1ye ey Yn) O T1 =YL A ATy = Y -

Aksioma unije :
VaIy(y = Ua:) .
Posebno :
o zUy=U{z,y}
o {z1,...,xn} ={x1}U---U{x,}
e r+1 =g xU{a}.

Numerale uvodimo na sledeéi nacin :

Teorema 1.1.3 Za svaka dva prirodna broja m i n vaZi

m<n<sklEmen,

gde se misli na dokazivost iz do sada uvedenih aksioma.

Dokaz :

1.

ZFC

Ako je m < n, onda je po definiciji m € n. Obratna implikacija sledi iz

slede¢a dva pomoc¢na tvrdenja:

(1) Za svaki prirodan broj n vazin ¢ n ;

(2) Za svaka dva prirodna brojamin vazi (Fm=n)=m=n.
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(1): Obzirom da Vz(z ¢ @), vazi 0 ¢ 0. Pretpostavimo da 0 ¢ 0 i, ..., i n ¢ n.
Tada je
nt+l={rent+l|xdé¢az},

pan+lén+1.

(2): Neka su prirodni brojevi m i n takvi da je m = n. Ako bi bilo m < n,
onda bi m € n, a kako m ¢ n, po aksiomi ekstenzionalnosti mora biti m # n.
Kontradikcija.

Sasvim sliéno ne moze biti ni n < m, pa mora biti m = n.

Neka su m i n prirodni brojevi takvi da je m € n. Tada postoji prirodan

broj k < n tako da vazi m = k. No tada je po (2) m = k, pa je samim tim i
m <n.

O

Nadalje ¢emo istim simbolima oznacavati i numerale i prirodne brojeve.
Dakle, 0 = 0,1 = {0}, 2={0,1} itd.

Klasu induktivnih skupova, u oznaci Ind, formalno uvodimo na sledeéi nacin:

Ind={z|0exAVyezx)ly+1ex)}.

Ako x € Ind, onda x sadrzi sve numerale, pa je beskonacan.

Aksioma partitivnog skupa :

VaTy(y = P(x)) .
Neka je A klasa i neka a € A. Tada je
ﬂAz{x€a| (Vy € A)x € y},

pa je [).A skup. Naravno, (10 =V.

Primetimo da vazi VaVy(x x y € V), jer je za svaka dva skupa z i y

zxy=(xxy)NPP(xUy)) .

Aksioma beskonac¢nosti :
Jz(z € Ind).

Samim tim, postoji najmanji (u smislu inkluzije) induktivan skup

W =def mInd .
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Shema zamene :
Neka @ : V x---xV — V, tj. neka Vay...Vo,Fy®(z1,...,2,,y) 1 neka se
—_———

n
promenljiva z ne javlja u ®. Tada je recenica
V... Ve,3z(z = ®lrg X -+ X 2])
instanca sheme zamene. Posebno,

{@(ml,...,xn)|m1€X1A~-~/\xnEXn}:deffb[Xlx---xXn}.

Unutar ZF~ moguce je formalizovati gotovo sve matematicke koncepte, pri
¢emu se odgovarajuca formalizacija bitno ne razlikuje od uobic¢ajene. Ovde ¢emo
navesti samo nekoliko primera neophodnih za dalji rad.

o dom(X) =ger {z e UUX | Gy e UUX){(z,y) € X}
o mg(X) =aet {z € UUX | By € UUX)(y, 2) € X}

o fun(f) ©aer f C dom(f) x rng(f)
AV2VYYz((z,y) € fA(2,2) € f =y =2)

Umesto (x,y) € f piSemo uobicajeno y = f(z).
o fix — y Sqer fun(f) Adom(f) =2 Ay D rng(f)

o f:x—V Sy fun(f) Adom(f) ==

Sada se na uobi¢ajen nacin uvode pojmovi injekcije (1-1), surjekcije
(“na”), bijekcije (1-1 1 “na”), kao i kompozicije funkcija i restrikcije fu-
nkcije na skup. Posebno, identicku funkciju skupa x oznacavamo sa id,,
a restrikciju funkcije f na skup z sa f|;.

) Xdeef{fEP(XXY)‘f:X—)Y}
e Neka f: I — X ineka za svako i € I vazi X; = f(i). Tada

- UXz —def Uf[ﬂ

icl
— J[ X =aet {g: T — | Xi | (Vi € D)g(i) € X;}.
icl iel
Posebno, projekciju m; : [[;c; — X; definiSemo na sledeci nacin:

o “z je beskonacan” <qef (If 1w — x)(“f je 1-17) .



1.2. ORDINALI 15

1.2 Ordinali

Za skup X kazemo da je tranzitivan ako je | JX C X. Primetimo da je ovo
ekvivalentno uslovu da za svako x € X vazi ¢ C X.

Posebno, ako je skup X tranzitivan, onda je i P(X) takode tranzitivan skup.
Zaista, neka x € P(X) i neka y € z. Kako je x C X, imamo da y € X, odakle
zbog tranzitivnosti X sledi da je y C X, pa samim tim i y € P(X).

Dakle, x C P(X), tj. P(X) je tranzitivan.

Za klasu A ¢emo reéi da je tranzitivna ako vazi (Vo € A)x C A .
Klasu svih ordinala definiSemo na sledec¢i nacin:
x € Ord < qef UQO/\(Vqux)(uEv—W)géu)

AN Vu,v,wex)(u€EvAvEW— u € w)
AN (VyCa)ly#0— (Fzey)(zny=0)).

Dakle, skup X je ordinal ako je tranzitivan i dobro (strogo) ureden relacijom €.
Ordinale ¢emo beleziti malim grékim slovima «, 3,7, . .. uz koriséenje indeksa.
Koristeéi definiciju ordinala lako se proverava da vazi:

e 0€0rd

Va(la#0—0 € a)

e Va(a+1¢€ Ord)
VavB(a € B — B ¢ )
o Vala ¢ @)

YaVpVy(a e BABEY = a €7)
e Va(a C Ord)
o Vz(zx C Ord — [Jz € Ord)
e weOrd.
Lema 1.2.1
VavVB(Vf :a — B)((Vz,y € a)(z € y < f() € f(y)) = ((Vz € @) f(x) = 2)) .

Dokaz :
Neka su «, 8 ordinali i neka je f: a — ( tako da

(Vo,y € a)(w ey = fz) € fy)) -
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Po shemi separacije postoji skup X = {& € a | f(x) # z} . Pretpostavimo da
je X #0. Tada X u « ima €-minimum 7. Sada je za svako z € v = = f(x),
odakle sledi

rey < f(x)ef(v)
< z€f(v),
odakle sledi da je v = f(v). Kontradikcija.
O

Teorema 1.2.1 Ord je tranzitivna klasa dobro uredena relacijom €. Posebno,
Ord je prava klasa (tzv. Burali-Forte paradoks).

Dokaz :
Sto se tice prvog dela tvrdenja, dovoljno je pokazati slede¢a dva pomoéna
tvrdenja :

(1) Svaka neprazna podklasa klase Ord ima €-minimalni element ;
(2) Ord je linearno uredena klasa sa €.

(1): Neka je A podklasa klase Ord i neka o € A. Ako je a N A =0, onda je «
€-minimalni element klase A.

U suprotnom, skup a N A ima €-minimum £ u «, pa je samim tim 3 €—
minimalni element klase A .

(2): Neka je o # 0 proizvoljan ordinal i neka je
A={B|B¢anagBAa#p}.

Dovoljno je pokazati da je A = 0. Pretpostavimo suprotno. Tada A ima €-—
minimalni element 3,1 § % 0. Samim tim,

VzeB)(zeaVaczVr=a),

a kako za svako r € fvazix =a V a € z — « € 3, mora biti 3 C a.
Kako je a # (3, skup a — f u & ima €-minimum ~. Samim tim, v C 8. Neka
je & € B proizvoljno. Kako je o dobro ureden sa € i kako &,y € a, mora biti

feyVyelVy=¢£.

Medutim, iz vy =€ V v € { sledi da v € 8N (a — ) = 0, pa mora biti £ € .
Dakle, g = v, odakle sledi da § € «. Kontradikcija.

Obzirom da je Ord tranzitivna klasa dobro uredena sa €, Ord ne moze biti
skup, jer bi u suprotnom vazilo Ord € Ord, sto je u kontradikciji sa ¢injenicom
da za svaki ordinal o vazi o ¢ « .

O
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Posledica 1.2.1 (transfinitna indukcija) Neka je A podklasa klase Ord tako
da vazi
Vala CA—-aeA).

Tada je A= Ord .

Dokaz :
U suprotnom, klasa Ord — A bi imala €é-minimum «. Medutim, tada bi bilo
a C A odakle bi sledilo a € A. Kontradikcija.

g

Teorema 1.2.2 (transfinitna rekurzija) Neka ® : V — V. Tada postoji
jedinstveno ¥ : Ord — V' tako da

Va(¥(a) = (V) -

Dokaz :
Definigimo predikat ¥(z,y) na sledeéi nagin:

U(x,y) gt 2 € Ord
A Gufix—V)(y=2(f) A (Vzex)(f(z) = B(f].))) -

Neka je A = {a | J1y¥(«,y)}. Transfinitnom indukcijom pokazujemo da je
A = 0rd . Neka je « C A. Tada za svako 3 € « postoji jedinstvena funkcija fgs
sa domenom [ tako da je ®(fg) jedini svedok za Jy¥ (5, y). Primetimo da je

fo={(v,®(f,)) |v€B}, Bea.

Samim tim, sa

fa —def {<ﬁaq)(fﬂ)> | ﬂ S a}

je dobro definisana funkcija f, : @« — V tako da je ®(f,) jedini svedok za
Jy¥ (e, y). Dakle, o € A, pa po teoremi transfinitne indukcije sledi da je A = V.

Pretpostavimo da Wi, ¥y : Ord — V zadovoljavaju uslove tvrdenja. Tada
za svaki ordinal « vazi

Vi(a) = &(Vi]a) = O(fa) = 2(V2a) = ¥2(a) ,

pa je \Ifl = \IJQ.

Uvedimo sledeée oznake:
o (X, <) € WO &yer (X <) je dobro uredenje”

o (X, <) € LO ©qef “(X <) je linearno uredenje”
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o a<fBSgracp
e a<fegra<fBVa=/g.

Za ordinal a kazemo da je granicni ako je | Jo = a. U suprotnom jea = |Ja + 1,
pa u tom slucaju ordinal a zovemo i sledbenikom.

Teorema 1.2.3 Neka (X, <) € WO. Tada postoji jedinstveni ordinal o i jedin-
stvena bijekcija f : X — « tako da

(Vo,y € X)(z <y« f(z) € fy)) .

Dokaz :

Neka je (X, <) proizvoljno dobro uredenje, pri ¢emu je X # 0. Transfinitnom
rekurzijom po Ord definisimo ® : Ord — X + 1 (napomenimo da sa X + 1
oznacavamo skup X U {X}) na sledeéi nacin:

e &(0) =min X

° o = X ;X = {(I)(ﬁ
ot { min(X —{®(8) | < a}) , X {2

o@(a){ X , X—{®(B) | B<a}=
min(X —{®(3) | <a}) , X—{®(B)|B<a}#0

pri ¢emu je a =Ja > 0.

® ne moze biti 1-1, jer bi u suprotnom po shemi zamene Ord bio skup, sto je u
suprotnosti sa ¢injenicom da je Ord prava klasa.

Samim tim, klasa A = {8 | ®(8) = X} je neprazna, pa ima €-minimum o.
Sada je f = (®|,)~! bijekcija koja zadovoljava uslove tvrdenja.

Jedinstvenost je direktna posledica leme 1.2.1.

Ordinalnu aritmetiku rekurzivno uvodimo na sledeéi nacin:

e a+0=«

a+(B+1)=(a+p)+1

a+ 6= U’YEB o+ 7, ako je 3 grani¢éni ordinal;
e a-0=0

a-(B+1) =g a- B+«

a-f= Uveﬁ « -7, ako je B grani¢ni ordinal;

e =1
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o ot =0af =4 (o) - a

i aB:U»yeﬁOﬂa ﬁ:Uﬁ

Transfinitnom indukcijom se lako proverava da vazi:

1.

2.

3.

4.

9.

10.

at+(B+7)=(a+8)+y
a-(B-7)=(a-6) vy
O+a=aANa-l=1-a=«a

a-(B+y)=a Bta-y

La<fBe Gy>08=a+y

LatfB=aty—fB=r

B<vyeVala+B<a+y)
,ya+ﬂ =" .,yﬁ
(y*)P =P

(Vy > 1)(VavB(a < B — v* < 49) .

Istaknimo da sabiranje i mnozenje ordinala nisu komutativne operacije. Primera
radi, | +w=w<w+1i2-w=w < w-2 =w+w. Takode - nije distributivno
u odnosu na +. Naime, (14 1) w=2-w=w<l w4+l -w=w+w.

Takode istaknimo ¢injenicu da je za svaki skup A C Ord |JA njegov
supremum u Ord.

Neka su a¢ , & € «y proizvoljni ordinali. Ordinal 2567 a¢ definiSemo rekurz-
ijom po 7 na sledeé¢i nacin:

® Do =0

® Dlcept1 ¥ = Dgep e T ap

* ZfGﬁa€:Un€ﬁZ§€na§ ’ ﬁ:Uﬁ .

Kanonsku bijekciju T' : Ord x Ord — Ord definiSemo na sledeéi nacin:

B Yecsg+E+)+a  , a<p
F(a>ﬁ)—{zgei€(?+§+1)+a+6 ;oazf.

Transfinitnom indukcijom se lako proverava da je I' zaista bijekcija. Samo dobro
uredenje na Ord x Ord indukovano sa I' shematski mozemo prikazati na sledeci
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| (w0,0)
(w, 1)
(w, 0)
(1,1) (2,0)
(1,0) (1,w)
0,0y (0,1) (0, w)
Dakle,

(@, B) < (7,6) ©aet D(a, B) <T(7,9) .
Kumulativnu hijerarhiju uvodimo transfinitnom rekurzijom na sledeci nacin:
e V=0
o Vor1=P(Va)
oV, = UBEa V3, ako je o grani¢ni ordinal.

Transfinitnom indukcijom se lako proverava da je svaki od skupova V,, tranziti-
van. Klasu WF dobro zasnovanih skupova formalno uvodimo na sledeéi nacin:

x € WF Syer Ja(z € V,,) .
Za x € WF neka je rank(x) = min{a | € Voy1}. Lako se proverava da vazi
(Vz,y € WF)(z € y — rank(z) < rank(y)) .
Teorema 1.2.4
VX eWEF)(X#0— (FzeX)(anX =0)).

Dokaz :
Neka je X # 01 X € WF. Tada je skup

{rank(y) | y € X}

neprazan skup ordinala, pa ima minimum, tj. postoji x € X tako da za svako
y € X vazi rank(z) < rank(y). Odavde sledi da je xt N X = 0, jer za svako z € x
vazi rank(z) < rank(z).
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1.3 Kardinali

Uvedimo sledeée oznake:
o [z = |yl ©der (3f 1z — y)(“f je bijekcija”)
o |z| < |yl ©det 3f 1z — y)(“f je 1-17)

Primetimo da iz definicije neposredno sledi da je relacija |z| = |y| relacija ekvi-
valencije na V, a da je relacija |z| < |y| refleksivna i tranzitivna na V.

Za uredenje (X, <) kazemo da je mreZa ako svaki neprazan kona¢an podskup
skupa X ima supremum i infimum. Za mrezu kazemo da je kompletna ako svaki

neprazan podskup ima supremum i infimum. Supremum skupa S se oznacava
sa Y5, a infimum sa []S.

Teorema 1.3.1 (Lema Tarskog) Neka je (X, <) kompletna mreza, X # 0 i
neka je f : X — X neopadajuéa funkcija, tj.

(Vo,y € X)(z <y — f(z) < f(v)) -
Tada f ima fiksnu tacku, tj. (3z € X)(f(x) = z).

Dokaz :
Nekaje A={x € X |z < f(x)}. Kako [[ X € A, postoji > A. Dokazujemo
daje f(30 A) =3 A. Primetimo da je za ovo dovoljno pokazati da je

Y A< A).

Obzirom da je f neopadajuca funkcija, skup A je zatvoren za f (tj. za svako
x e A f(x) € A)i f(O_ A) je majoranta skupa A, odakle sledi da je f(> A) >

STA.
d
Teorema 1.3.2 (Kantor, Sreder, Bernstajn)
Vavy(le| <[yl Ayl < || — fo] = y]) -

Dokaz :

Nekasu f: 2z — yig:y — x 1-1 funkcije. Prvo pokazimo da funkcija
F: P(x) — P(z) definisana sa

F(z)=x—gly - flz]] , z € P(x)

ima fiksnu tacku. Obzirom na lemu Tarskog, za ovo je dovoljno pokazati da je
F neopadajuée preslikavanje kompletne mreze (P(x), C).
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Neka su z,w € P(z) proizvoljni. Tada vazi:

zCw — flz] C flw]
— y— flw] Cy— fl2]
= gly — flw]] € gly — f[2]]
— z—gly— flz]] €z —gly — flw]]
— F(z) CF(w).

Dakle, F' ima fiksnu tacku a.
Neka je b = g[y — fla]]. Kako je a = F(a) =z — g[y — fla]], b = — a. Sada
jesa h = g1, U f|, dobro definisana bijekcija izmedu z i y.

O
Teorema 1.3.3 (Kantor)
Va(|e| <[P(x)]) -

Dokaz :
Neka je X proizvoljan skup. S jedne strane, funkcija f : X — P(X)
definisana sa
f(z) ={=z}

je 1-1, pa je | X| < |P(X)].
Ostaje da pokazemo da je | X| # |P(X)|. U suprotnom, postojala bi bijekcija
g: X — P(X). Tada po shemi separacije postoji skup

A={zec X[z ¢ggx)}.

Obzirom da je ¢ “na”, postoji a € X tako da je A = g(a). Sada dobijamo
kontradikciju a € A — a ¢ A.

O

Klasu kardinala, tj. kardinalnih brojeva formalno uvodimo na sledeéi nacin:
x € Card ©qer ¢ € Ord A (Vy € z)(Jy| < |z]) -

Lako se proverava da w € Card kao i da w C Card. Kardinale ¢emo beleziti
malim grékim slovima k, A, u uz koriséenje indeksa. Dalje, umesto |k| * |z| i
|||k | emo pisati kx*|x| i |z|*k, pri Cemu je * ma koji od simbola <, <, >, > =.

Lema 1.3.1
(Va > w)(la] = |a+1]) .

Dokaz :
Neka je @ > w. Jedna od bijekcija izmedu a4+ 1 i « je definisana sa
0 , E=a
f(&) = &, (2w

E+1 , E<w .
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Teorema 1.3.4

Ve3k(Vf : k — x)(“fnije 1-17) .
Posebno, nagmangi takav kardinal zovemo 1 Hartogsovim brojem skupa x i ozna-
éavamo ga sa h(x).

Dokaz :

Neka je X proizvoljan beskonacan skup. Opisa¢emo konstrukciju h(X).
Uocimo skup Xywo = {z € P(X xX) | (dom(z),z) € WO}. Za svako x € Xwo
postoji jedinstveni ordinal « tako da je (dom(z),z) = (a, €) . Neka je

hX)= |J oa-
zeXwo
Obzirom da je X beskonacan, h(X) > w. Pokazimo da je h(X) kardinal.
Pretpostavimo suprotno. Tada postoji z € Xwo tako da je |a,| = |h(X)].
Neka je f : (dom(z),z) = (o, €) i neka je g : o, — h(X) bijekcija. Sada je sa

uRv Sqer g(f(u)) € g(f(v)) , u,v € dom(x)

definisano dobro uredenje R na dom(z), pa R € Xwo i ag = h(X). Medutim,
kako je h(X) > w, vazi |h(X)| = |h(X) + 1|, pa uz argumentaciju sasvim sli¢nu
prethodnoj, postoji S € Xwo tako da je ag = h(X) 4+ 1. Kontradikcija sa
¢injenicom da je h(X) = sup{ay | z € Xwol.

Upravo opisana argumentacija se koristi u dokazu ¢injenice da je h(X) naj-
manji kardinal koji zadovoljava uslove tvrdenja.

O

Posebno, za svaki ordinal a neka je
Oé+ —def h(Oé) .

Posledica prethodne teoreme je ¢injenica da je klasa Card kofinalna, tj. neogra-
ni¢ena u Ord, pa je samim tim prava klasa.

Uopste, kofinalnost grani¢nog ordinala definiSemo na sledeéi nacin:

cfa =gor min{f | (3f : B — ) (Vo € a)(Jy € B)(z < f(y))} -

Iz same definicije neposredno sledi da je cfa kardinal kao i da je cfcfa = cfa.
Takode, cfa < a.

Za kardinal k kazemo da je regularan ako je cfx = k. U suprotnom za
kardinal x kazemo da je singularan. Primetimo da je za svaki grani¢ni ordinal
a cfa regularan kardinal.

Za kardinal k kazemo da je sledbenik ako postoji kardinal A tako da je x = A™.
U suprotnom za k kazemo da je granic¢ni kardinal.

Alefe rekurzivno definiSemo na sledeéi nacin:
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e Npg=wyg=w
L d NaJrl = Wa+1 :N&L

® Ny =wa =UgeaNg, a=Ua.

Dvostruke oznake za iste skupove (X, i w,) smo uveli zbog razlike u ordinalnoj
i kardinalnoj aritmetici. Kad budemo koristili oznaku X, podrazumevac¢emo
kardinalnu aritmetiku, a kad budemo koristili oznaku w, podrazumeva¢emo
ordinalnu aritmetiku.

Transfinitnom indukcijom se lako pokazuje da za svaki ordinal o vazi
a <N, .

Medutim, niz alefa ima proizvoljno velike fiksne tacke proizvoljno velike kofinal-
nosti (podsetimo, kofinalnost moze da bude isklju¢ivo regularan kardinal veéi
do jednak w ).

Primera radi, neka je « proizvoljan ordinal i neka je A regularan kardinal,
A > w. Transfinitnom rekurzijom po A definiS§imo kardinal x > « kofinalnosti A
na slededi nacin:

“:U“a:Ume:NH-

aEX Q€A

Teorema 1.3.5
(Ve > w)Ja(k =R,) .

Dokaz :

Neka je x proizvoljan beskonacan kardinal. Kako je k < N, < V.11 , postoji
najmanji ordinal « tako da je Kk < N,.

Ako bi a bio grani¢ni ordinal, onda bi za svako 5 € « vazilo Ng < &, odakle
bi zbog tranzitivnosti « i X, sledilo da je k = X,. Kontradikcija.

Dakle, a« = 4+ 11k > Ng. Kako je X, = Ng, mora biti Kk = Rg .

Teorema 1.3.6
Va(|Re X Ry| =Ry) .
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Dokaz :
Neka je I' : Ord x Ord — Ord kanonska bijekcija. Uo¢imo klasu

A={a|Twa X wa] =wa} -

Dovoljno je pokazati da je A = Ord.

Neka je a € A. Na osnovu konstrukcije I' neposredno sledi da je w, C
IMwa X wa]. Pretpostavimo da postoje £, 1 € w, tako da je wy = T'(€,n).

Neka je v maksimum od £ i 7 . Tada je |y| < N4, pa postoji 8 € « tako da
je 7] = Rg. No tada je |y x v| = Ng, pa zbog wa C I'[y X 7], mora biti Rg > X,.
Kontradikcija.

Dakle, « € A, pa je A = Ord.

1.4 Aksioma izbora

Aksioma izbora je, uz aksiomu ekstenzionalnosti, jedina aksioma teorije
skupova koja se eksplicitno navodi u ostalim matematickim disciplinama. Bro-
jni su njeni ekvivalenti i posledice koje se koriste u raznim granama matematike.
Mi ¢emo istac¢i samo nekoliko ekvivalenata.

Aksioma izbora :
VX (3f : P(X) - {0} — X) (Yo € P(X) — {0})(f(x) € ) .
Princip dobrog uredenja :
Vedk(|z| = k) .
Drugim rec¢ima, svaki skup se moze dobro urediti.
Zornova lema :

Ako u parcijalnom uredenju svaki lanac ima majorantu, onda to uredenje ima
maksimalni element.

Hausdorfov stav maksimalnosti:
Svako parcijalno uredenje ima maksimalni lanac.

Princip dobrog uredenja trivijalno povlaci aksiomu izbora. Da bi ilustrovali
metodu dokazivanja pomenutih tvrdenja iz aksiome izbora, pokaza¢emo princip
dobrog uredenja.

Neka je X proizvoljan beskonacan skup i neka je f : P(X) — {0} — X
funkcija izbora. Transfinitnom indukcijom po h(X) formirajmo niz z,, a €
h(X) na slededi nacin:

, :{ ¢ . X—{ag|Bca}=0
T FX —{ap|Bea)) , X—{ag|Beca}£0.
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Kako nijedno preslikavanje iz h(X) u X nije 1-1, postoji najmanji ordinal ~
tako da je z, = X. Samim tim,
X ={zq |a€n}

ivyeCardi|X| =]yl

Uvedimo sledeée oznake:

o [X]" =aer {2 C X [ 2] = K}

° [X]<'€ —def {LE cX ‘ |l‘| < Ii}

K4+ A =aef |(k x {0}) U (X x {1})]

KA =def |k X A

K =det |5

>icr Ki =det | Ujer(ri x {i})]

[Licr i =aet {f i T — User i | (Vi€ )f(i) € ri}] -

Na osnovu teoreme 1.3.6 i Kantor-Sreder-Bernstajnove teoreme neposredno
sledi da je za svaka dva ordinala i 3

R, - Ng =R, + Rg = max{N,,Ng} .
Lako se proveravaju sledeca tvrdenja kardinalne aritmetike:
1. Neka je f: I — I bijekcija. Tada :
(a) Diermi = Dier Kt
() Tlier wi = [Lier fs0)
2. Neka je Aj, j € J particija skupa I. Tada je
[Lier i = jes HieAj Ki s
3. iy # = K ier
4. Neka je k; > 1, i€l . Tada je
Zie] Ki < Hie[ Ki ;
5. Za svaki beskonacan kardinal « je 2% = k" ;

6. Neka je k > ) i neka je k > w. Tada je k* = |[s]*] ;

b

7. Neka je x; >0, ieIinekaje/s:supm:Um . Tada :
i€l .
i€l

(a) Zieﬂii =]k
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(b) iy i = Al

Za kardinal k kazemo da je jako granicéni (strong limit) ako za svako A < k
vazi 28 < k. Primeri jako grani¢nih kardinala su J,, za grani¢ni ordinal .
Pritom se beti rekurzivno definisu na sledeéi nacin:

e Jy =1
e J,yy =2
e Jo=Useca s, a=Ua.
Primetimo da je 3, = |V, 44| - Posebno, kardinal

¢ =det 1 = [P(w)]

zovemo i kontinuumom .

Kontinuum hipoteza (CH):

Ji=%.

Generalisana kontinuum hipoteza (GCH) :

Za sada samo istaknimo ¢injenicu da je GCH nezavisna u odnosu na ZFC.

Za kardinal k kazemo da je nedostizan (inaccessible) ako je neprebrojiv (k >
Ng), regularan i jako grani¢ni. Sa IC (Inaccessible Cardinal) oznacimo sledeéu
reCenicu:

(3r > Ro)(k = cfs A (VA < R)(2) < K)) .

Ako je k nedostizan kardinal, onda se lako proverava da je (Vj,€) = ZFC .
Samim tim,

ZFC +1IC - Con(ZFC) ,

pa ako je teorija ZFC neprotivre¢na, po Gedelovim teoremama nepotpunosti
sledi da
ZFCH1C .

Za kardinal x kazemo da je slabo nedostizan (weakly inaccessible) ako je
neprebrojiv, regularan i grani¢ni. Sa WIC ozna¢imo recenicu

(k. > Vo) (K = cfr) .
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Ako je k slabo nedostizan kardinal, onda je (L., €) | ZFC (ovo je posledica
¢injenice da su u konstruktibilnom univerzumu L pojmovi slabo nedostiznog i
nedostiznog kardinala ekvivalentni). Samim tim,

ZFC + WIC t Con(ZFC) ,

odakle, uz neprotivrec¢nost ZFC, po Gedelovim teoremama nepotpunosti sledi
da
ZFC I WIC .

Teorema 1.4.1 (Kenigova lema) Neka je k; < X\; , i € I. Tada je
j{:fﬁ < I]:Ai.
il il

Dokaz :
Neka je A = J;c; Ai ineka je P={f: I — X[ (Vi€ I)f(i) € \;} . Dalje,
uocimo proizvoljno F : |J,c;(k; x {i}) — P. Dovoljno je pokazati da F' nije

[43 7

na’.

Za svako i € I neka je F; = m; o F'. Kako je za svako i € I k; < A;, za svako

i € I postoji a; € \; — Fi[k; x {i}] . Lako se proverava da funkcija (a; | i € I)
ne pripada rng(F).

O

Navedimo neke posledice Kenigove leme:
1. Va(|z| < |P(x)])
Kako je 1 < 2, po Kenigovoj lemi sledi da je
2| => 1< ]]2=2""=|P@).

€T €T

2. Va(cf 2% > R,)

Neka je x; , i € ¥, niz kardinala manjih od 2%=. Tada je

D ki< [ 28 = (@0 = 2%

icl iel
odakle sledi da je cf 28~ > R, .
3. VavB(cf Ry > Ng)
4. Va(ReMa > R,) .

Lema 1.4.1 Neka je k > \ > R i neka je [k]S) skup svih podskupova kardinala
k kardinalnosti manje do jednake A. Tada vazi

k=A"T o 3f:x — [/{}SA)(Va,ﬁ er)ae f(B)V BEe fla)).
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Napomena:
Ovo tvrdenje je inspirisano sledeé¢im ekvivalentom negacije kontinuum hipo-
teze:

(Vf:R— [R=)(Ce,y e R)(x & f(y) Ay ¢ fl@)) .

Dokaz :

=: Neka je x = AT. Tada funkcija « — a + 1, a € x zadovoljava uslove
tvrdenja.

< : Neka postoji funkcija f : k — [k]= tako da za svako «, 3 € k vazi

ae f(B)VBefla).

Obzirom da je x > A, mora biti AT C k. Sada je

k= flo),

aext

jer bi u suprotnom za proizvoljno 3 € k — J e+ f(@) vazilo A\T C (), sto je
u kontradikciji sa ¢injenicom da je |f(8)| < A.
Samim tim,
k=] |J f@l <At a=at,

aext

a kako je kK > AT, mora biti Kk = AT,

1.5 Stacionarni skupovi

Neka je x regularan i neprebrojiv kardinal. Za C' C k kazemo da je zatvoren
i neogranicen (kratko : C' je CUB) ako je zatvoren u intervalnoj topologiji
na k indukovanoj relacijom € (bazu topologije ¢ine otvoreni intervali)i ako je
neogranicen u smislu €, tj. za svako a € k postoji g € C tako da a € .

U vezi sa topologijom na s, koriste¢i uopsteni limes imamo slede¢u karak-
terizaciju zatvorenih skupova u & :

“C' C k je zatvoren” « (Va € k)(Vf :a — k)(fla] CC — Uf[a] €0).

Lema 1.5.1 Neka je k regularan neprebrojiv kardinal. Tada je presek < k
CUB-ova takode CUB.

Dokaz :

Obzirom da je presek proizvoljne familije zatvorenih skupova zatvoren skup,
ostaje da se pokaze neogranicenost. Dalje, glavni slucaj predsatvlja dokaz
neogranicenosti preseka dva CUB-a. Naime, koristeéi regularnost x, lako se
pravi odgovarajuca modifikacija dokaza na opsti slucaj.
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Neka su C'i D CUB-ovi u k i neka je a € k proizvoljno. Obzirom da su C' i
D kofinalni, postoje nizovi 8, , n € wiz Ci~y, , n € wiz D tako da je

a<fo<yp<fi<n<Pr<y2<--.
Samim tim, & < |J,,¢,, Bn = U, co, 7n = B, a kako su C'i D zatvoreni, 8 € CND.
O

Neka su X, , @ € k podskupovi kardinala x (nadalje ¢emo podrazumevati da
je k neprebrojiv i regularan kardinal). Dijagonalni presek skupova X, , o € k
definiSemo na sledeéi nacin:

AoerXo =aet {€ K| E€ () Xa}-
acl

Primetimo da je AgecxXo = Ancx ﬂgga Xe .
Lema 1.5.2 Familija CUB-ova u Kk je zatvorena za dijagonalne preseke.

Dokaz :

Neka su C, , a € Kk CUB-ovi u k. Bez umanjenja opstosti mozemo pret-
postaviti da je za o < § C, 2 Cg. Dalje, neka je C = Aye.Cy . Pokazimo da
je C CUB.

(1): C je zatvoren :

Neka je §o , @ € A < k niz u C i neka je § = J,cy & - Uocimo proizvoljno
v € . Kako je C, , a € k opadajuca familija, za svako v < a < \ vazi

tae [ CscC,
BELy

pa, kako je C zatvoren, { € C. Obzirom da ovo vazi za svako v < A, mora
biti £ € (,ex Ca, tj- £ € C. Dakle, C' je zatvoren.

(2): C je neogranicen :
Neka je a € k proizvoljno i neka je f : P(k) — {0} — & funkcija izbora.
Formirajmo rekurzivno niz 3, , n € w na sledeéi nag¢in:

® 5o =f(Co—(a+1))
® Bpt1=Ff(Cpppy — (Bn+1)) -
Neka je 8 = U, c., Bn - Sasvim slicno kao pod (1) se pokazuje da
Be()Cs =()Ca:
new acf

ti. BECif> a.
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Neka je C = {a € £ | a = |Ja}. Obzirom da je C = A exla + 2,k), C je
CUB.

Za skup S C k kazemo da je stacionaran ako sete sve CUB-ove u k. U
protivnom za skup S kazemo da je tanak.

Primera radi, svaki CUB je stacionaran. Takode, presek stacionarnog skupa
i CUB-a je stacionaran skup. Kao primer skupa koji je stacionaran a nije CUB
navedimo skup svih ordinala u x kofinalnosti w, pri ¢emu je x > N;.

Primetimo da za svaki stacionaran S C « vazi |S| = k.

Za funkciju f : S — k kazemo da je regresivna na stacionarnom S C  ako

(Vo€ S —{0})f(a) <a.

Teorema 1.5.1 (Fodor) Neka je funkcija f : k — Kk regresivna na sta-
cionarnom skupu S C k. Tada postoji stacionaran skup S; C S na kome je
funkcija f konstantna.

Dokaz :
Pretpostavimo suprotno. Tada je za svako v € k skup

Ay ={aeS|fla) =1}

tanak. Izaberimo CUB C, tako da A, N C, = 0. Po prethodnoj lemi je
C = A,e.C, takode CUB.

Neka je S; = SN C. Primetimo da je S; stacionaran skup jer je presek
stacionarnog skupa i CUB-a.

Neka je a > 0 iz S7 proizvoljno. Tada « € ﬂ,yea C, (jer je S1 € C), odakle
neposredno sledi da je za svako v € a f(y) # 7, pa mora biti f(y) > .
Medutim, ovo je u kontradikciji sa ¢injenicom da je S; C S i da je funkcija f
regresivna na S.

O
Posledica 1.5.1 Postoji k disjunktnih stacionarnih skupova u k.

Napomena :

Akoje A; , i € I familija nepraznih disjunktnih skupova u k, onda u k¥ imamo
bar |I| razlicitih elemenata (iz svakog od skupova A, izaberemo po jedan), odakle
sledi da je |I| < k.

Dokaz :

Neka je W skup svih ordinala iz k kofinalnosti w. Naravno, W je stacionaran
skup. Za svako a € W izaberimo rastuéi niz &,, , n € w iz k tako da je
@ = J,cw éna- Pokazimo slede¢e pomocno tvrdenje:

(1) Postoji m € w tako da je za svako 8 € k skup

W;a:{OZEW|§maZﬂ}
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stacionaran.

Pretpostavimo suprotno. Tada za svako n € w postoji 3, € k tako da je
Skup {Oé ew ‘ §7La > ﬂn} tanak. Neka je ﬂ = Unew ﬂn .

Tada je za svako n € w skup A, = {a € W | {na > [} tanak. Medutim,
A, D W N|[B, k), odakle bi sledilo da je A, stacionaran. Kontradikcija.

Neka je m € w svedok za (1). Definisimo funkciju f : W — & na sledeéi
nacin:

f(a) :gma .

Sada je f regresivna funkcija na svakom od skupova Wpg, pa po Fodorovoj
teoremi za svako 3 € k postoji stacionaran Sg C W3 na kome je f konstantna.
Neka je {ys} = f[Ss]. Primetimo da je G5 > .

Niz vg ,8 € K je kofinalan u regularnom kardinalu x, pa medu skupovima
Sz mora biti £ disjunktnih.

O

Za neglavni filter F' nad x kazemo da je normalan ako je zatvoren za dijag-
onalne preseke. Za neglavni filter F' nad x kazemo da je k—kompletan ako je
zatvoren za preseke < x mnogo svojih elemenata.

Teorema 1.5.2 Neka je F' normalan filter nad k koji sadrzi sve intervale oblika
[a, k), a € k. Tada vaZi:

o I je k—kompletan ;
o F sadrzi sve CUB-ove .

Dokaz :
Neka je A < xinekaje X, , a € X familija skupova u F'. Definis§imo skupove
A, , «a € k na sledeéi nacin:

A XoN[AK) a <A
e« A k) , A<a<k.

Sada je (oex Xa 2 AaecxAas Pa [aer Xa € F .
Neka je Cy skup svih grani¢nih ordinala u x. Kako je
Co = Apexla+2,K) ,

Cy je CUB 1 Cy € F. Dalje, neka je C proizvoljan CUB u « i neka je &, , a« € Kk
rastu¢a numeracija skupa C'. Samim tim, za svako o € k je a < £, . Sada skup

D =CynNAsexlla +1,K)

pripada filteru F' .
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Neka je 8 € D proizvoljno. S jedne strane, zbog D C Cp je 8 = B .
S druge strane, kako 8 € Ayexléa + 1, k), po definiciji dijagonalnog preseka i
¢injenici da je @ granicni ordinal sledi da

Be (lea+1r) =[Esr),

aEepf
pa mora biti 8 = g. Dakle, D C C, pa C € F.
O

Za nedostizan kardinal k kazemo da je Maloov ako je skup regularnih kardi-
nala u x stacionaran u &.

Teorema 1.5.3 Neka je k Maloov kardinal. Tada je k k—ti nedostiZan kardinal.

Dokaz :

Neka je C' = {X < k| “A je jako grani¢ni”}. Pokazimo da je C' CUB.

Obzirom da je unija jako grani¢nih kardinala jako grani¢ni kardinal, C' je
zatvoren.

Neka je a € k proizvoljno. Konstruisimo rekurzivno kardinal A > a na
slede¢i nacin:

e N=a
o Ay =2M

i )‘:Un&u}\n :

Iz konstrukcije neposredno sledi da je A jako grani¢ni i da je A > «, a kako je k
nedostizan, mora biti A < k. Samim tim, C' je neogranicen.

Obzirom da je kK Maloov, skup S svih regularnih kardinala u & je stacionaran
u K, pa je i skup S svih nedostiznih kardinala u k takode stacionaran, jer je
S1=8nC.

Samim tim, |S;| = k, odakle neposredno sledi da je £ k—ti nedostizan kardi-
nal.

O

Na kraju ovog odeljka pokazimo da najmanja fiksna tacka niza nedostiznih
kardinala nije Maloov kardinal.

Neka je k najmanja fiksna tacka niza nedostiznih kardinala, S skup svih
regularnih kardinala u x i neka je C' skup svih jako grani¢nih kardinala u .

Ako bi S bio stacionaran, onda bi i S; = S N C bio stacionaran. Neka je
Ao » @ € K rastuca numeracija skupa S;. Tada je sa

fa) =a
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definisana regresivna funkcija na stacionarnom skupu S7, pa po Fodorovoj teo-
remi postoji stacionaran S; na kome je f konstantna. Medutim, f je 1-1, pa
mora biti |Sz| = 1. Kontradikcija.

Dakle, S nije stacionaran u x, pa x nije Maloov.

1.6 Kontinuum funkcija

Pod kontinuum funkcijom podrazumevamo funkciju
R, — 2RNe
Za kontinuum funkciju imamo sledeca ogranicenja:
o K< \— 28 < 2A

o cf 2R > N, .

Za beskonacan kardinal X i proizvoljan kardinal x neka je

<X\ _
KR =def U rH .

Lema 1.6.1 Neka je k > Ng. Tada je 25 = (2<F)°t"
Dokaz :

Kako je 2¢ > 2<F to je 2% = (2%)°fF > (2<r)°f®  QOstaje da pokazemo
obratnu nejednakost.

Neka je k = > Ki , ki < Kk . Tada je

iccfr
oK _ QZiech Ki _ H 2 < H <K _ (2<m)cfm )
i€cfr i€cfr

O

Teorema 1.6.1 (Bukovski, Hehler) Neka je k > cfx i neka je kontinuum
funkcija skoro konstantna na k, tj. neka postoji cfk < A\g < Kk tako da je za
svako \g < X < K vazi 2% = 2. Tada je 2% = 2<% .

Dokaz :
S jedne strane,

<k = § 2 = § 220 = g . 2N
Ao <A<k Ao <A<k

S druge strane, neka je ko , a € cfx rastuéi niz kardinala manjih od x tako da
je K =3 ceir Fa- Tada je

K= Z Ko < Z AL Z 220 — cfg - 220 = ro

a€ccfr accfk accfr
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Dakle, 2<% = 2% _ Sada je

o — (2<n)cfn _ 2)\0-cfn — 2)\0 _ 2<l<a )

O

Primetimo da je zbog monotonosti kontinuum funkcije uslov skoro konstant-
nosti ekvivalentan konstantnosti kontinuum funkcije na proizvoljnom kofinal-
nom skupu u k.

Takode, skoro konstantnost kontinuum funkcije na « je ekvivalentna sa egzis-
tencijom stacionarnog S C cfxk i rastuc¢eg kofinalnog preslikavanja f : cfk — &
tako da je kontinuum funkcija konstantna na f[S].

Posledica 1.6.1 Neka je ordinal 8 takav da vazi
Va(2Re =R,1p) .
Tada B € w .

Dokaz :
Pretpostavimo da je > w. Obzirom da je S+ § > 3, postoji

o =min{y | y+ 8> 8} .

Naravno, mora biti @« = Jaiw < o < f1izasvako £ € a vazi £+ [ = .
Takode, cfR,;, = cfa. Sada je za svako £ € «

2Nt = Rayeyp = Raps = 2

odakle sledi da je kontinuum funkcija skoro konstantna na R, 4. Sada na osnovu
Bukovski—Hehler teoreme sledi da je

2Na+a — 2<No¢+a — 2No¢ .
Medutim, kako je a+ 3 > 0 to je
QN(HQ = Na+o¢+ﬁ > Na+ﬂ = 2N°‘ .

Kontradikcija. Dakle, mora biti 8 € w.

O
Lema 1.6.2 Neka je Ng < cfR,, . Tada je
Ro” = D ORY
YE«©
Dokaz :
Kako je Ng < cfR,, to je svaka funkcija f : Ng — R, ogranicena, tj. postoji

v € a tako da je f[Rg] C N, . Samim tim, Ny < > ea N:ﬁ . Kako obratna

nejednakost trivijalno vazi, imamo tvrdenje.
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O
Posledica 1.6.2 (Hausdorfova formula)
R R
VaVB(R, = Ra” - Nay1) -
Dokaz :
Treba pokazati da je Nzil <ny. Ro41 - Ako je R, < Ng, onda je
R R
NGy =N Rgyq = 2%
Ako je Ny11 > Ng, onda je po prethodnoj lemi
R R R
Nail = Z N“/B <R’ Ragr
yEa+1
O
Lema 1.6.3 Neka je k granicni kardinal i neka je X > cfk. Tada je
,{A _ (sup Iu)\)cfn )
p<kK
Dokaz :
Neka je k; , i € cfx rastuéi niz kardinala manjih od k tako da je Kk =
Y icef - Tada je
k< Y mr < I s < I swp s = (sup )™ .
i€cfr i€cfr i€cfr u<k u<r
S druge strane,
(sup uz\)cfn < (H/\)cfm — Ii/\ )
U<k
O

Teorema 1.6.2 Neka je B proizvoljan ordinal. Tada za svaki ordinal « vaZi:
(1) a <3 — Ny’ =28
(2) a>BA((Fy€a)Ry >R, — (3y € A)Ra” = RY?)
(3) a>BA Wy e <X, . Tada :

(3.1) N, = cfN, Vef, > Nﬁ N Nzﬁ =R,
(32) CfNa < Nﬁ < Na — Ngﬁ = Nnga .
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Dokaz :
Primetimo da je (1) ranije dokazano, tako da ostaje da pokazemo (2) i (3).
(2): Neka je @ > (i neka je v € a tako da je N:ﬁ > N,. Tada je

s N N
Ry < ()N =Ry

(3): Neka je @ > [ ineka je za svako v € « N:ﬁ <N, . Ako je « =y +1, onda
je po Hausdorfovoj formuli

NA7 =N37 R, <R, Rg =R, .
Stoga je od interesa slucaj kada je a =Ja .

(3.1): Neka je cfR, > Rg. Tada je

Ra? =3 RI <D R, =R,

pdSTe iSTe

3.2): Neka je cfX, <Nz < X,. Tada je
B

N I
Ra” = (sup Ry7) e = RENe
YE«

Posledica 1.6.3 Neka vazi GCH. Tada je

Re , Rg<cfR,
NN’ =4 Ropr , ofRy <Rg <R,
Ngi1 , Ng <R,

Dokaz :
Obzirom na prethodnu teoremu i GCH, treba samo pokazati da za za svaki
ordinal « vazi

fRq Ny
NefNo = o®a R

Primetimo da prethodne jednakosti vaze kad god je N, regularan. Stoga ostaje
da proverimo slucaj kada je X, > cfX, .

Obzirom na GCH, tada za svako 8 € « vazi 2% = Rg,; < R,, pa je samim
tim R, = 2<% . Sada je 2% = (2<Ne)cfRa = RCMa

O

Ako je k jako grani¢ni, onda je 2<% = k, pa je samim tim i 2% = (2<%)°f* =
xt* . Ako je r nedostizan kardinal, onda je na osnovu teoreme 1.6.2 za svako
A < Kk K" = K, odakle sledi da je k<" = k = 2<%,

Najzad, ako je k slabo nedostizan kardinal i nije nedostizan, onda postoji
A < k tako da je 2 > k. Samim tim, k<" < (22)<F = 2<F odakle, obzirom da
obratna nejednakost trivijalno vazi, sledi da je k<% = 2<%,
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1.7 Silverova teorema

Neka je k neprebrojiv regularan kardinal. Za funkcije f,g: kK — V kazemo
da su skoro disjunktne ako je [{a € k| f(a) = g(a)}| < K . Posebno, ako su
funkcije f i g skoro disjunktne na x, onda za svaki stacionaran S C k vazi

{a eS| fla)=gla)} <|S|=r.

Lema 1.7.1 Neka je k = cfx > w, v ordinal takav da je N4, > K i neka je
za svako o € Kk NJ, < Ryi.. Dalje, neka je X C [loc, Ao familija skoro
disjunktnih funkcija na k tako da je skup {o € k| |Aq] < Ryqa} stacionaran u

k. Tada je | X| < Nyyp.

Dokaz :
Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da je skup

SOZ{OKGKZ|AQQN,Y+&}

stacionaran u k. Dalje, kako je skup C svih grani¢nih ordinala u x CUB, to je
skup S = Sp N C stacionaran u k.

Prvo pokazimo da za svako f € X postoji stacionaran Sy C S tako da je
funkcija f ogranicena na Sy. Neka je f € X proizvoljno. Tada za svako o € S
vazi f(a) € Nyiq, pa kako je o grani¢ni ordinal, postoji § € a tako da je
f(a) € Ny4 5. Neka je

fla)=min{B € a| f(a) ENyip}, a€S.

Funkcija f je regresivna na S, pa po Fodorovoj teoremi postoji stacionaran
Sy C S na kome je funkcija f konstantna. Samim tim je funkcija f ogranicena
na Sy, jer je za svako o € Sy f(a) < f(o) 1 f je konstantna na S;.

Primetimo da je
jer je X familija skoro disjunktnih funkcija i skupovi S su stacionarni. Obzirom
da je za svako f € X Sy C S i funkcija f|s, je ogranicena, to je
X <[YT,

pri ¢emu je Y = {h | fun(h) Adom(h) C S Arng(h) C Ry y. Alrng(h)| < R4k}
Kako je
|P(S)] =27 < N§ <Ry peRyg
i kako je
Y| =2"- Z N:Jroz <Nypp Z Ryt =Ry,
aER aER

to je | X[ < Ryjp .
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Lema 1.7.2 Neka je k = cfx > w, v ordinal takav da je Ryy. > K i neka je
za svako a € K NE. < Vo, Dalje, neka je X C [],c. Ao familija skoro
disjunktnih funkcija na k tako da je skup {o € K | |Aa| < Rypat1} stacionaran
u k. Tada je | X| < Nyppeq1.

Dokaz :
Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da je skup

SO = {a S | Aa g N'y«l»a}
stacionaran u k. Za proizvoljno f € X i stacionaran S C Sy neka je
Xrs={9€ X | (Vae S)g(a) < f(a)} .

Obzirom da je S stacionaran i da je X familija skoro disjunktnih funkcija, i X¢g
je familija skoro disjunktnih funkcija.
Dalje, neka je
B — { Ay , a€r—S
| fly+1 , aelS

Kako za svako o € S f(a) + 1 € Ny 441, to za svako o € S vazi |B,| <
N, to. Samim tim, X¢g C [[,c. Ba 1S ={a € k| |Ba] < Ry1a}, odakle po
prethodnoj lemi sledi da je

aER
[ Xps| < Ryp
Za proizvoljno f € X neka je

Xy = U{st | “S C Sy je stacionaran”} .

Sada je
‘Xf| < 215l Ry < N: Rype =Ry

Da bi dokazali tvrdenje, dovoljno je pokazati da postoje f < Wyy.yq i
funkcije fo , a € B iz X tako da je

X = J{X;. |acp}.

Samim tim, bide | X| < Nyy.t1 -

Konstrukciju vr$imo transfinitnom rekurzijom dok ne iscrpimo sve funkcije
iz X na sledeéi nacin :

e fy je proizvoljna funkcija iz X;

e Pretpostavimo da smo konstruisali niz f, , a € £&. Ako je

X=X lacgy,
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onda stajemo sa konstrukcijom i § = £. U suprotnom, postoji f € X —
U{Xy, | @ € £}, pa samim tim je za svako a € £ skup

Aou={n€So| fn) < fa(n)}

tanak, odakle sledi da je S, = Sy — A, stacionaran. Samim tim,

U{xs leeg C Xy,

a kako su f, medusobno razlicite funkcije i kako je |Xf| < N,4,, mora
biti £ € R4 pt1. Neka je fe = f.

Iz konstrukcije neposredno sledi da, ukoliko postoji fn, mora biti o € N4 41,
odakle sledi da je 8 < Nyjpq1 -

O

Teorema 1.7.1 (Silver) Neka je k = cfk > w i neka je v ordinal takav da je
Ryyp > k. Ako je skup

Ryta —
S={aer |2 =R0p1}
stacionaran u K, onda je 2%+ =N g .

Dokaz :
Za svako x € P(N,4,) neka je

fo={(@NV 1o |a€r).

Sada je X = {f; | € P(R4,)} familija skoro disjunktnih funkcija. Pri tom je
X CJlaen P(Ry1a) iza svako a € S vazi

|P(N7+a)| = N’H-a-i-l )

odakle po prethodnoj lemi sledi da je
| X| = e < Nyjrs1 -
Obzirom da obratna nejednakost trivijalno vazi, imamo tvrdenje.

0

Teorema 1.7.2 (Silver) Neka je k = cfx > w i nekaje v ordinal takav da je
Nyt > k. Dalje, pretpostavimo da je za svako o € k VI, < Ry, Ako je
skup

R4
So={aer [ R0 =R at1}

. . 3 PN
stacionaran u Kk, onda je Ni_‘_;* =N =Rkt -
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Dokaz :
Prvo pokazimo da je skup

C={acrla=Jan (VBea)R,z<Na)}

CUB u . Zatvorenost je (poprili¢no) oc¢igledna, te éemo stoga pokazati samo
neogranicenost.

Neka je o € k proizvoljno. Koristeci uslov da je za svako § € k I . <R,
mozemo formirati niz 3, , n € w tako da je By = a i da za svako n € w vazi
N5 <Nyig,,,. Sadaza 3=,¢, 0 vazidajea <pBipeC.

Obzirom da je C' CUB i da je Sy stacionaran, skup S = Sy N C Ce biti
stacionaran u x. Primetimo da je za svako o € S c¢fN,, = cfo, kao i da je

)cfa choz

Yo -

NI, = (sup Xy 45
Bea

Za proizvoljno h : kK — N4, definisimo funkcije ho : K — Ny, @ €K

na sledeéi nacin:
_ h(E) ) 5 € N’Y-‘roé
ha(g) - { 0 , 5 Z N’era

Dalje, neka je f, = (ho | @ € k) ineka je X = {f, | h: Kk — N, 4, }. Primetimo
da je X familija skoro disjunktnih funkcija i da je X C ], ¢, "Ryta. Kako za
stacionarno mnogo a € k vazi |"Ny | = NEL o < Rypat1, mora biti

| X =RT < Nypepr

Obzirom da obratna nejendakost trivijalno vazi, imamo tvrdenje.

O

Neznatnom modifikacijom upravo navedenih dokaza dobijamo opsti oblik
Silverove teoreme:

Neka je k singularan kardinal neprebrojive kofinalnosti i neka je k. , o € cfx
normalan kofinalan niz u k (uopste, rastuéi niz ordinala &, , « € X je normalan
ako je za svaki graniéni a € A £, = U/Bea ¢s). Tada vazi :

e Ako je skup {a € cfk | 2> = kT'} stacionaran, onda je 2% = ™ ;

e Ako je skup {a € cfx | k"o = k}} stacionaran, onda je k% = k7T .

Formulisimo SCH (Singular Cardinal Hypothesis) na sledeéi nacin:

V(2% < Ry = R, = Ryata) -



42 1. ZFC

Teorema 1.7.3 Neka vazi SCH. Dalje, neka je k = cfk > w i neka je v ordinal
takav da je Ny > K. Ako GCH vaZi na Nyix, tj. ako za svako o € K vaZi
Mt =R 111, onda je 2% =Ry

Dokaz :

Za k > w tvrdenje vazi na osnovu Silverove teoreme, te je stoga zanimljiv
jedino slucaj kada je kK = w. Dakle, neka je v proizvoljan ordinal i neka GCH
vazi na Ny4,. Tada je

N N
270 < 2% = V+1<Nv+wa

pa po SCH sledi da je N:Srw =N, tw+1. Sada je

QNWJFW = (2<N~,+W)No = (Z 2NW+")NO = (Z N’Y+n+1)NO = Ns(—’i-w = N’Y+w+1 .

new new

Teorema 1.7.4 Neka vazi SCH. Tada vaZi
Ve(29F <k — kP = K1) |

Dokaz :

Dokaz izvodimo transfinitnom indukcijom po cfx. Neka je A = cfr < k.
Tada postoji najmanji ordinal v tako da je x = V,4x. Obzirom na SCH, od
interesa je slucaj kada je A > w.

Pretpostavimo da je 2* < R, . Tada postoji ag € A tako da je 2* < N, ,,.
Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sva singularne kardinale kofinalnosti manje
od A. Neka je

S:{ae)\|a:Ua/\a2ao}.
S je CUB u A, pa je samim tim i stacionaran u A. Sada je za svako o € S
ofRypo =cfa <A 1 277 <28 <Ry SNy,
pa po induktivnoj hipotezi za svako « € S vazi

cfRypa _
Nera =Rytatt -

Sada je na osnovu teoreme 1.7.2 £°% = g+,

SCH ima zanimljiv uticaj na kontinuum funkciju. Naime, za proizvoljan
beskonaéan kardinal x vazi da je 2% = (2<%)°f*. Neka je x singularan kardinal.
Ako je kontinuum funkcija skoro konstantna na x, onda je po Bukovski-Hehler
teoremi 2% = 2<%,
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U suprotnom, za A = 2<% vazi cf\ = cfx i 2°F* < X\ pa po SCH mora biti

2¢ = A =\ = (2t

SCH je direktno povezana sa jakim aksiomama beskonacnosti (konkretno,
egzistencija 0% povlaci ne vazenje SCH). Napomenimo jo$ i to da u Istonovom
modelu vazi SCH.

1.8 Aksioma regularnosti

Aksioma regularnosti :

Ve(r #0— Jy e x)(ynz =0)) .
Dakle, svaki neprazan skup ima €-minimalni element. Posebno,
(Vf:w—V)@new)(f(n+1) ¢ f(n)) .

Zaista, u suprotnom bi postojalo f : w — V tako daza svakon € w f(n+1) €
f(n), odakle sledi da skup rng(f) nema €-minimum.
Odavde neposredno sledi da svaka neprazna klasa ima €-minimalni element.

Dalje, na osnovu aksiome regularnosti sledi da

Naime, za proizvoljan skup x skup {x} po aksiomi regularnosti ima €-minimalni
element, odakle neposredno sledi da = ¢ x.

Teorema 1.8.1 (e—indukcija) Neka je klasa A takva da vaZi
Ve(zr CA—z €A .
Tada je A=V

Dokaz :
Sasvim sli¢no kao i kod dokaza teoreme transfinitne indukcije, ova teorema je
direktna posledica ¢injenice da svaka neprazna klasa ima €—minimalni element.

O

Posledica 1.8.1
Vez3a(r € V,,) .
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Dokaz :

Neka je A = {z | Ja(x € V,)}. Dalje, neka je X C A. Tada za svako
x € X postoji ordinal o, tako da x € V,,. Neka je a = (J,c y @z Samim tim,
X CV,, paX e Vyy.

Odavde po teoremi €—-indukcije sledi da je A =V.

O

Posledica 1.8.2 Swvaki skup je sadrZan u nekom tranzitivnom skupu, tj. vazi

Vo (Jy 2 x)(Uy Cuy) .

Dokaz :
Neka je A={z | Gy 22)Jy C y} i neka je X C A. Samim tim, za svako
x € X postoji tranzitivan y, 2 z. Lako se proverava da je

Y=XU{J te
reX

tranzitivni nadskup skupa X. Dakle X € A, pa po teoremi €—indukcije je
A=V

O

Obzirom da je tranzitivnost svojstvo koje se ¢uva pri preseku, na osnovu
prethodnog je za svaki skup x sa

TC(z) =aet [ [y y 22 A [Jy Sy}

dobro definisan najmanji (u smislu inkluzije) tranzitivni nadskup skupa z. Sam
skup TC(z) zovemo jos i tranzitivnim zatvorenjem skupa x.

Laganu vezbu predstavlja dokaz ¢injenice da se TC(x) rekurzivno moze kon-
struisati na sledeci nacin:

o TCy(x) =2
e TCphi1(z) = UTC, ()
o TC(z) = U, e, TCr(x) .

Dakle,
TC(x):xUUzUUU:EU...

Teorema 1.8.2 (e—rekurzija) Neka je ® : V — V proizvoljno. Tada postoji
jedinstveno U : V. — V tako da

Ve (U () = B(¥],)) .
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Dokaz :
Neznatna modifikacija dokaza teoreme transfinitne rekurzije, koja se sastoji
u definiciji predikata ¥(z,y) :

U(z,y) Sder (F1f : TC(x) — V)(y = f(x) A (Vz € TC(x)) f(2) = ®(f].)) -

Dalje sprovodimo dokaz sasvim sli¢no kao i u slu¢aju teoreme transfinitne reku-
rzije, s tim §to koristimo €—indukciju.

U
Lema 1.8.1 Neka su M i N tranzitivne klase i neka je ® : M — N tako da
(Vz,y e M)(z €y = 0(2) € 2(y)) -
Tada (Vz € M)(®(x) =z) .

Dokaz :

Neka je A= {z | z € M A ®(x) # x} . Dovoljno je pokazati da je A = 0.
Pretpostavimo suprotno. Tada klasa A ima €—minimalni element a. Obzirom
da je M tranzitivna klasa i da a € M, mora biti i a C M, odakle sledi da za
svako z € a vazi ®(z) = z. dakle,

r€a—xecd(a),

tj. a = ®(a). Kontradikcija.

Neka je £ CV x V. Za proizvoljan skup = neka je

exte(z) =dqet {y | yEx} .
Za relaciju € kazemo da je dobro zasnovana ako vazi:
o VrIz(z = exte(x))
e Vftw—V)Enew(f(n+1)E f(n)) .

Posebno, iz drugog uslova neposredno sledi da svaka neprazna klasa ima £—
minimalni element. Direktna posledica ove Cinjenice je

Teorema 1.8.3 (WF—indukcija) Neka je £ dobro zasnovana relacija na 'V i
neka je A klasa takva da vaZi

Vr(extg(z) CA—xz € A).

Tada je A=V.
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Teorema 1.8.4 (WF-rekurzija) Neka je £ dobro zasnovana relacija na 'V i
neka je ® : V. x V. — V proizvoljno. Tada postoji jedinstveno W : V. — V
tako da

V(P (2) = O(z, Plexte (a))) -

Dokaz :

Modifikacija dokaza teoreme transfinitne rekurzije sli¢na modifikaciji opisa-
noj u dokazu teoreme €-rekurzije. Razlika se sastoji u tome sto moramo uvesti
€ pandan tranzitivnom zatvorenju proizvoljnog skupa z. Ovo postizemo na
sledeéi nacin:

e xg = extg(x)
* Tny1 = Uye,, exte(y)

b TC!‘: (.’17) = Unew Tn -

Neka je £ C V x V dobro zasnovana relacija i neka je M proizvoljna klasa.
Kazemo da je relacija £ ekstenzionalna na M ako vazi:

o (Vz € M)extg(x) C M
o (Va,y € M)(extg(x) =exte(y) mz=1y) .

Drugim rec¢ima, u ekstenzionalnom modelu vazi aksioma ekstenzionalnosti (otud
i naziv).

Teorema 1.8.5 (Mostovski) Neka je £ CV x V dobro zasnovana relacija i
neka je M klasa na kojoj je £ ekstenzionalna. Tada postoji jedinstvena tranzi-
tiwna klasa N i jedinstveno ® : M — N tako da vaZi

(Vz,y e M)(xEy «— D(x) € D(y)) .

Dokaz :
Konstrukciju @ vrsimo WF-rekurzijom na slede¢i nacin:

O(z) ={P(y) | y € exte(x)} ,x e M .

Neka je N = ®[M]. Iz same definicije ® i N neposredno sledi da je N tranzi-
tivna klasa.

(1): @ je 1-1 . WF-indukcijom se lako pokazuje da za svako z,y € M iz
O(z) = ®(y) sledi da je exte(z) = exte(y), odakle zbog ekstenzionalnosti £ na
M sledi da je © = y.

Dakle, ® je 1-1.
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(2): (Vz,y € M)(xzEy « P(x) € P(y)). Zapravo treba pokazati samo
implikaciju zdesna ulevo. Stoga, neka su x,y € M takvi da ®(x) € ®(y). Tada
postoji z € exte(y) tako da je ®(x) = ®(2). No @ je 1-1, pajex = z, tj. & y.

Ostaje jos da se proveri jedinstvenost ®. Medutim, ovo je neposredna posled-
ica leme 1.8.1 i ¢injenice da je svako preslikavanje koje zadovoljava uslove teo-
reme bijekcija.

O

Prethodna teorema je poznatija kao teorema kolapsa. Na kraju ovog odeljka
istaknimo dve interesantne posledice aksiome regularnosti:

e Svaki neprazan tranzitivan skup sadrzi 0;

e Skup z je ordinal akko je tranzitivan i linearno ureden sa € .
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ZFC



2

Nezavisnost GCH u odnosu
na ZFC

U ovoj glavi ¢emo izloziti Gedelove, Koenove i Istonove rezultate vezane za
kontinuum problem.

Pod modelom jezika Lzp podrazumevamo par 9 = (M, E), gde je M
neprazan skup i £ C M x M. Zbog ovakve opstosti, ukoliko ne uvedemo izvesna
ogranicenja, ima¢emo poprili¢no egzoticne modele koji u mnogome odstupaju
od “intuicije” skupa. Potkrepimo ovo primerom:

Neka je M = (V,,, €). Laganu vezbu predstavlja provera ¢injenice da je 90
model teorije striktno konacnih skupova, tj. teorije koja se od ZFC razlikuje
po tome Sto umesto aksiome beskonac¢nosti sadrzi njenu negaciju. Neka je D
neglavni ultrafilter! nad w i neka je

m:Hzm
D

ultrastepen? modela 91 po D. Na osnovu Logove teoreme se tada 9t elementarno
utapa u 9, pa je i 91 model teorije striktno kona¢nih skupova.
Medutim, za svako m € w vazi

(m|newp€pn|newp,

IUltrafilter generisan Freseovim filterom kofinitnih skupova nad indeksom ultrafiltera, tj.
skupom nosacem.
2Elementi ultrastepena su klase ekvivalencije

(zn |n€wp={yn|new)e [[Vol{n€w|a,=yn}€D}.

P1€Ew
Interpretacija €p od € u M se definiSe na sledeéi nacin:

(#n |n€w)p €p (Yn | R EwW)p Sget (N €W |zn EYyn} €D .

49
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a kako je preslikavanje m — (m | n € w)p , m € w elementarno utapanje,
mozemo smatrati da je (n | n € w)p vedi od svih numerala. Ovim vidimo da
predikat “x € w” ne opisuje metateorijski predikat “biti prirodan broj”.

I vise od toga, gledano spolja, u 91 mozemo napraviti beskonaénu €p—
regresiju na sledeéi nacin:

flm)=10,...,0,1,2,3,...)p, mEw.
1
m+

Lako se proverava da za svako m € w vazi f(m + 1) €p f(m), sto znaci da
model 91 nije dobro zasnovan.

Nas ¢e pre svega interesovati tzv. tranzitivni modeli tj. modeli oblika
M = (M, €), gde je M neprazan tranzitivan skup, a € relacija pripadanja.
Trivijalno se proverava da u svakom tranzitivhom modelu 9 vaze aksiome ek-
stenzionalnosti, praznog skupa i regularnosti.

Obzirom na aksiomu regularnosti i teoremu kolapsa Mostovskog, tranzitivni
modeli su do na izomorfizam jedinstveni dobro zasnovani ekstenzionalni modeli
jezika Lyp.

2.1 Apsolutnost

Neka je M proizvoljna klasa i neka je ¢ formula jezika Lzp. Relativizaciju
formule ¢ na klasu M, u oznaci ¢, dobijamo iz ¢ ograni¢avanjem svih kvan-
tora klji se javljaju u ¢ na M. Preciznije :

o (z=y)M Sarr=y
.
.
.
o

Lako se proverava da za proizvoljne formule ¢ i v jezika Lz i proizvoljnu klasu
M vazi
(peov)—

(M = ™).
Kazemo da je formula ¢(Z) , T = 1,

1, -+, Ty apsolutna za klasu M ako
(VZ € M)(e™M(T) = »(T)) -

Posebno, ako je ¢ aksioma teorije ZFC i ako je M skup, iz apsolutnosti ¢ za
M sledi da je o™ teorema, odakle neposredno sledi da je (M, €) |= .

No vazi i obrat. Ako je ¢ teorema teorije ZFC i ako je (M, €) = ¢, onda je
i M teorema, odakle sledi da je i o™ « ¢ teorema, tj. ¢ je apsolutno za M.
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Lema 2.1.1 Neka je M tranzitivna klasa. Tada skup formula apsolutnih za
M sadrzi atomicne formule i zatvoren je za bulovske kombinacije i ogranicenu
kvantifikaciju.

Dokaz :

Jedino §to ne sledi direktno iz definicije je zatvorenost za ogranicenu kvan-
tifikaciju. Neka je formula ¢(z,7) apsolutna za M. Hoéemo da pokazemo da je
i (Vo € z)p(z,7) apsolutno za M.

Neka su z,7 € M proizvoljni. Treba pokazati da je

(z €2 ¢(2,7) « (z €2 — ¢™M(z,7)) .
Ako x ¢ z, onda gornja ekvivalencija trivijalno vazi. Neka = € z. Tada je
(x €2 — p(a,7) = (x € 2 — ™M(2,7))

ekvivalentno sa
o(z,7) = o™ (2,7) .

Kako je M tranzitivna klasa i z € M, mora biti i z C M, odakle sledi da i
x € M. Sada je poslednja ekvivalencija ta¢na po pretpostavci.

O

Neka @ : V x --- x V — V, pri é¢emu je ¢(T,y) formula takva da
Vavy(y = ®(T) < ¢(T,y))

i neka je M klasa. Relativizaciju ®M : M x --- x M — M operacije ® na
klasu M definisemo sa

@M(E) =Y Sdef sOM(f,y) , TeEM.

Posebno, ako je ®M(Z) = ®(T), onda je operacija ® apsolutna za klasu M.
Primetimo da je za tranzitivnu klasu M i 2 € M PM(x) = P(z) N M.

Koris¢enjem prethodne leme se lako pokazuje da su sledeéi predikati i op-
eracije apsolutni za proizvoljnu tranzitivnu klasu M :

e Cy
ex=10
.« 1= {y.2)
fun(z)

e JzCux

o r=TC(z)
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z = {y}

z € Ord.

{xay}M = {I’y}
UMz =U=
TCM(z) = TC(z)

(z—yM=2—y.

Ako je klasa M zatvorena za {}, onda imamo apsolutnost sledeéih operacija i
predikata:

(xxyM=xxy

dom™ (z) = dom(z). Pokazimo ovo. Neka je 2 € M proizvoljno. Kako je
dom™(z) = {a € M |(3b € M){a,b) € z} ,

to je dom™(z) C dom(x). Obratno, neka (a,b) € z, tj. a € dom(z).

Zbog tranzitivnosti M i ¢injenice da © € M je i {a,b) € M, odakle

opet zbog tranzitivnosti M sledi da a,b € M, pa a € domM(x), tj.
dom(z) C dom™ (x).

(eN(z x 2))M = € N(x x 7)
oM=0

mgM(z) = mg(x)

s UM {2} =2 U {z}

“r je granicni ordinal”

“z je sledbenik ordinal”

I'’™(a, ) = I'(a, B), pri éemu je I' : Ord x Ord — Ord kanonska bijekcija.

Navedimo vazne primere operacija i predikata koji nisu apsolutni za tranzi-
tivnu klasu M:

PM(z) = P(x)N M
(V)M =Yz N M

(r € Card)M « z € Ord A (Vy € 2)(Vf € y* N M)(“f nije bijekcija”).

Cinjenica da x € Card nije apsolutan predikat je poznata i kao Skolemov
paradoks.
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Teorema 2.1.1 Neka su M = (M, €) i M = (N, €) tranzitivni modeli teorije
ZFC koji imaju iste skupove ordinala, tj. vazi P(Ord)NM = P(Ord)NN. Tada
je M = N.

Dokaz :

Prvo pokazujemo da M i N imaju iste skupove parova ordinala, tj. da za
svako £ C Ord x Ord vazi x € M < xz € N.

Neka je x € M, x C Ord x Ord i neka je I' : Ord x Ord — Ord kanonska
bijekcija. Tada je I'[z] C Ord, a kako je I'" apsolutno za tranzitivne modele i
kako z € M, toiT'[z] € M.

Po pretpostavei M i N imaju iste skupove ordinala, pa TI'[z] € N. Sada iz
N = ZFC, apsolutnosti I' za tranzitivne klase (time i skupove) i ¢injenice da
I'[z] € N sledi da

r=T"'Tx] €N .

Zbog ocigledne simetrije imamo i obrat.

Ostaje da pokazemo da je M C N, jer se obratna inkluzija dokazuje sasvim
slicno. Neka je z € M proizvoljno. Obzirom na apsolutnost i ¢injenicu da
je M | ZFC, imamo da TC({z}) € M i postoje @ € Ord N M i bijekcija
f:a— TC({z}), fe€ M. Dalje, na ordinalu « definisimo binarnu relaciju R
na slede¢i nacin :

BRy aet [THB) € F7H() -

Sada R € M i(TC({z}), €) = (a, R), a kako M i N imaju iste skupove ordinala
i parova ordinala i kako je Mt = ZFC, to (o, R) € N. No u N vazi teorema
kolapsa, pa postoji jedinstven tranzitivan skup z € M tako da je

(@, R) = (z,€) .

Ovaj izomorfizam vazi i spolja, pa mora biti TC({z}) = z, odakle sledi da
€ N.

O

Lema 2.1.2 (pressing down) Neka su ¢1(z1,71),- .-, ¢n(Tn, Un) proizvoljne
formule jezika Lyp i neka je X proizvoljan skup. Tada postoji M O X tako da
vazi

n

AT € M)EFzipi(wi,70) — (G € M)pi(i, 7))
i=1

Posebno :
o M mozZemo izabrati tako da je | JM C M;
o M mozZemo izabrati tako da je M = V,,, za neki granicéni ordinal o;

o Uz AC M moZemo izabrati tako da je |M| = max{Xo,|X|}.
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Dokaz :
Prvo primetimo da je za svaku formulu ¢(z,7) i svaki skup A klasa

A={z| (37 € A)(p(z,7) AVz(p(2,7) — rank(z) < rank(z)))}
takode skup. Sada konstrukciju skupa M rekurzivno duz w konstruiSemo na
slede¢i nacin:
[ ] MO =X
L4 n+l = Mn U
Ui {z | G € My)(pi(z, 7)) AVz(pi(2,7i) — rank(z) < rank(z)))}
o M =J,c, M.

Lako se proverava da M zadovoljava uslove tvrdenja.
Ako bismo hteli da vazi M = V,, za neki grani¢ni ordinal «, vr§imo slede¢u
modifikaciju prethodne konstrukcije:

o My =V,,, pri cemu je ap najmanji ordinal za koji vazi X C V,,;

n

e Myy1=Va,,,, pri cemu je a, 1 najmanji ordinal za koji je skup

M, U J{x | (G5 € M) (i(x,55) A Vz(pi(2,Ti) — rank(z) < rank(z)))}
i=1

sadrzan u Vq,_,;

e M=V, pricemujea=J . o

ncw N

Sto se tice kontrole kardinalnosti skupa M, vrsimo sledeéu modifikaciju kon-
strukcije:

o M():X

o Myi1 =M, UU;_{aiz | vi € M,}, pri éemu je a;z; ili svedok mini-
malnog ranga u V formule Jzy; (x,75), ili je a; 37 = 0;

o M = UnEan

O

Pojam formule u modifikovanoj PNF (PNF = preneksna normalna forma)
uvedimo induktivno na sledeéi nacin:

e Y formule su u modifikovanoj PNF;

e Ako je formula ¢ u modifikovanoj PNF, onda su i formule 3z, =Jz—¢p i
= takode u modifikovanoj PNF;

e Do formula u modifikovanoj PNF se moze doéi iskljuc¢ivo konaénom pri-
menom prethodna dva pravila.
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Obzirom na teoremu o preneksnoj normalnoj formi i ¢injenicu da je za svaku
formulu ¢ formula Vxy < ~3Jz—¢ valjana, svaka formula je ekvivalentna nekoj
formuli u modifikovanoj PNF.

Teorema 2.1.2 (Levi, Montegju) Neka je o(T) formula jezika Lyzp i neka
je X proizvoljan skup. Tada postoji M O X tako da
(VT € M)(™(T) < ¢(7)) -
Posebno:
o M mozemo izabrati tako da je | JM C M;

o M moZemo izabrati tako da je M =V, za neki granicéni ordinal o;

o Uz AC M moZemo izabrati tako da je |M| = max{Xo,|X|}.

Pritom u opstem sluéaju M # 0 ne moZe istovremeno biti i prebrojiv i tranziti-
van.

Dokaz :
Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da je ¢(Z) u modifikovanoj
PNF. Dalje, obzirom da je formula

(= 0) = (~p = —0)
valjana, mozemo pretpostaviti da formula ¢(Z) ne poé¢inje negacijom.
Neka je n broj egzistencijalnih kvantora koji se javljaju u ¢. Ako je n = 0,
onda je ¢ Yo formula, pa mozemo uzeti da je M = X.
Neka je n > 0 i neka je ¢(T) oblika

Fy1 =" Ty (Y, Y, T)

pri éemu je 1 X formula, a; € {0,1}, =10 <qer =0 1 =00 <q4e¢ 0. Dalje, neka
je w; po slozenosti maksimalna potformula od ¢ koja sadrzi tac¢no i kvantora,
1 EN.

Na osnovu pressing down leme postoji M O X tako da za svako i € n vazi

(Vy(i), 7 € M) (Hyn—iwi(y(i)v Yn—i,T) = (Fyn—i € M)pi(7(i), yn—iaf)) )

pri ¢emu je F(n — 1) prazan niz, a za ostale vrednosti ¢ je 5(4) = y1, ..., Yn—i—1-.
Neka je 1o formula g i neka je ;1 formula Iy, _;p;.
Tvrdimo da za svako ¢ € n vazi

(V5 (i), 7 € M)(¢}" < ¢i) .
Dokaz izvodimo indukcijom po n. Neka tvrdenje vazi za i i neka sug(i +1),7 €
M proizvoljni. Tada vazi:

%1 o (Wneic1i@E+ 1), Yn—io1, 7)™

(Fyn—i—1 € M)eM @i + 1), yp—i—1,T)

(Fyn—i—1 € M)pi(y(i +1),yn—i—1,7) (induktivna hipoteza)
Fn—i—10:(U(E + 1), Yn—i—1,T)

Yit1 -

1111
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Kako obratna implikacija sledi iz pressing down leme, vazi
(Vg(i +1),T € M)W}, < it1) ,

odakle neposredno sledi da je za svako i < n M « ;. Obzirom da je g Yo
formula, imamo tvrdenje.

Ostaje da pokazemo poslednji deo teoreme. Neka je 6 konjunkcija aksioma
para, unije partitivnog skupa i beskona¢nosti i neka je ¢(z) formula

oA (z#0— (Jy € Ind)(P(y) € x)) .
Neka je M neprazan tranzitivan skup takav da je

(Vo € M) (M (2) < p(x)) -

Posebno, tada 0 € M, pa je M (0) < ©(0), tj. M « 6, odakle neposrdno
sledi da u (M, €) vaze aksiome ekstenzionalnosti, praznog skupa, para, unije,
partitivnog skupa, beskonacnosti i regularnosti.

Neka je a € M tako da (M,€) = a € Ind. Obzirom da je induktivnost
apsolutno svojstvo za tranzitivne modele, skup a je induktivan. Kako u (M, €)
vazi aksioma partitivnog skupa,

Pla)NnMeM i b=PPa)NnM)NMe M.
Posebno, ™ (b) < ¢(b), §to je na osnovu prethodnih razmatranja ekvivalentno

" (Jy € M)(y € Ind A P(y) € b) « (y € Ind)(P(y) € b) .

Kako (M, €) =a € Ind A (P(a) N M) € b, vazi i
(Jy € Ind)(P(y) € D) .
Dakle, |b| > 2ly| > 2%, a kako je M tranzitivan, mora bitiib C M, odakle sledi
da je M neprebrojiv.
O

Prethodnu teoremu zovemo i teoremom refleksije.

Neka je N meta-teorijski skup prirodnih brojeva i neka su ¢,, n € N sve
instance sheme zamene. Na osnovu teoreme refleksije sledi da za svako n € N
postoji grani¢ni ordinal «,, tako da

<Van,ae>':§01/\"'/\§0n-

Ako je o supremum niza ordinala «,, onda je (V,, €) = ZFC.

Medutim, konstrukciju niza a,, ne mozemo sprovesti unutar ZFC, jer meta—
teorijskim prirodnim brojevima odgovaraju numerali®, a predikat “z je numeral”
nije predstavljiv unutar ZFC.

Iz istih razloga se dokaz konzistentnosti ZFC koris¢enjem stava kompaktnosti
i teoreme refleksije ne moze sprovesti unutar ZFC.

3U meta-teorijskom smislu konaéni termi sastavljeni od simbola }, { i 0.
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2.2 Gedelove operacije

Cilj nam je da pokazemo da se shema separacije moze zameniti sa kona¢no
mnogo definabilnih operacija apsolutnih za tranzitivne klase. Sam izbor op-
eracija varira od autora do autora, ali se sve one nazivaju Gedelovim operaci-
jama. Ovde se odlu¢ujemo za slede¢ih devet:

e Gi(z,y) ={z,y}

e Go(x,y) =z Xy

e G3(z,y) = {{u,v) |[lu€xAvEYAUEV}

° Gu(z,y) =z —y

® Gs(x) =U=

e Gg(z) = dom(x)

o Gr(x) = {(u,0) | (v,u) € 2}

o Gs(x) = {(u,v,w) | (u,w,v) € z}

o Go(z) = {{u,v,w) | (v,w,u) €z} .

Lako se proverava da su uocene operacije apsolutne za tranzitivne klase zatvo-
rene za {}. Takode,

zNy=z—(x—y) i rng(x) = dom(G7(z)) .

Neka je U : V x --- x V. — V tzv. i-ta projekcija, tj. za svako z1,...,x, je
—_—

n
UM (a1, ) = T4

U] izrazavamo preko Gedelovih operacija na slededi nacin:

° uln(xl,...,l‘n):domo...odom(xl X"'Xﬂl‘n)
—
n—1
° Mg($17...,mn):rng(xl X o X )

e Zal<i<mnije

Ur(ry,...,z,) =rngodomo---odom(xy X -+ X Ty,) .
—_—

n—i
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Lema 2.2.1 Neka je p(x1,...,x,) proizvoljna o formula jezika Lzr u kojoj se
ne javlja jednakost*. Tada za proizvoljne skupove X1, ..., X, postofi kompozicija
Gedelovih operacija G tako da vazi

{zy,ooxn) |21 €X1 A Aay € X A (@)} =G(X)
pri éemu je T=21,...,Cn, X =X1,...,Xn.

Dokaz :
Ako je formula ¢ kontradikcija, onda je

{{Z1,..,zp) | mmeXi A~ AN, € Xy A p(T)} =X — X .

Stoga je od interesa slucaj kad formula ¢ nije kontradikcija. Sam dokaz teoreme
izvodimo indukcijom po slozenosti formule .

(1) sl(g) = 0.
Dokaz izvodimo potpunom indukcijom po n > 2. Ako je n = 2, onda imamo
sledeéa dva slucaja:

° {<.’L’1,l‘2> | 1 €X1 Nxa € Xo AN € .%‘2} = gg(Xl,Xg)
[ {<$1,.’L‘2> | T € X1 N T € XQ N X € Il} = Q7(Q3(X2,X1)) .
Neka je n > 2. Razlikujemo sledeéa cetiri podslucaja:

o {T| N2 € Xy Aoy € T} = GoGr (X1 X - X Xpuo X G3(X 1, X)),
pri cemu je T = (x1,...,Ty);

° {f| /\?lei € Xz N xy € ZL’nfl} =
GoG7(X1 x -+ x X0 X G7(G3(Xp, Xpn—1)))

e Neka je
n
B={(z1,....xn) | N\ @ €X. Awi€as},
r=1
pri ¢emu je i,j # n. Uz odgovaraju¢u induktivnu hipotezu, postoji kom-

pozicija Gedelovih operacija G tako da je

n—1

{<$1,...,$n1> | /\ Ty € X7‘ AN IS xj} = g(Xla---7Xn—1) .

r=1

Sada je
B = g(Xl,...7Xn,1> X Xn ;

4Jednakost mozemo eliminisati na osnovu aksiome ekstenzionalnosti, tj. svako javljanje
x = y mozemo zameniti sa Vz(z € x < z € y).
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e Neka je
n
B={{(x1,...,zn) | /\a:,.EX,. A x; € xj},

r=1
pri ¢emu je i,j # n — 1. Uz odgovarajucu induktivnu hipotezu, postoji
kompozicija Gedelovih operacija G tako da je

{@1 o amgwn) | N\awr € X Az €aj} =G(X1,.., Xnoo, X))
rel

pri cemu je I ={1,...,n—2,n}. Tada je

B = gS(g(Xh' .. ,:L'n72vXn) X anl) .

(2) sl(y) > 0.
Radi pojednostavljenja notacije, za proizvoljnu formulu ¥ (1, ..., x,) neka je

Bw:{<$1,-~~a$n>| /\mZGXZ /\w(xla"'axn)} .

i=1
Razlikujemo sledec¢a dva slucaja:

e ¢ «— —p. Uz odgovarajuéu induktivnu hipotezu, postoji kompozicija
Gedelovih operacija G tako da je

B, =G(X) .
Tada je

B, = (X1 x---xX,)—-G(X).

e v — Y A 0. Uz odgovaraju¢u induktivnu hipotezu, postoje kompozicije
Gedelovih operacija G’ 1 G tako da je

By, =G'(X) i By=G"(X,).
Tada je B, = By N By = ¢'(X) N G"(X).

Za klasu A kazemo da je skoro univerzalna ako vazi
(Vo CA)(Fy € A)(z Cy) -

Primetimo da je svaka skoro univerzalna klasa prava klasa. Zaista, ako bi pos-
tojao skoro univerzalan skup X, onda bi zbog X C X i skoro univerzalnosti
postojao x € X tako da je X C z, §to je u kontradikeiji sa rank(z) < rank(X).

Za proizvoljan skup X definisimo njegovo zatvorenje za Gedelove operacije,
u oznaci CL(X), rekurzivno duz w na sledeéi naéin:
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o CLy(X)=X

o CL,y1 = CL,(X)UU_,{Gi(z,y) | 2,y € CL,(X)}
UU_5{Gi(2) | = € CL,(X)}
o CL(X) = U, e, CLo(X) .

Koris¢enjem €-indukcije, lako se proverava da iz tranzitivnosti skupa x sledi i
tranzitivnost skupa CL(x).

Dalje, ako je M tranzitivna klasa zatvorena za {}, onda je M apsolutna za
Gedelove operacije, odakle se indukcijom lako pokazuje da je za svako n € w i
svako © € M

CLM(z) = CL,(z) ,
odakle sledi da je za svako x € M
CLM(z) = CL(z) .

Samim tim, i predikat y = CL(x) je apsolutan za tranzitivne klase zatvorene za

{}-

Teorema 2.2.1 Neka je M tranzitivna skoro univerzalna klasa zatvorena za
Gedelove operacije i neka je o(T) proizvoljna formula jezika Lzp. Tada za
proizvoljne Xy, ..., X,, € M postoje Ay,..., A € M (k je broj neogranicenih
kvantora koji se javljaju u @) i kompozicija Gedelovih operacija G tako da je

n
{(@1,.ywn) | N\ wi€ Xi A ™M@} =G(X,4) .
i=1
Posebno, klasa M je apsolutna za shemu separacije.

Dokaz :
Indukcijom po slozenosti ¢™. Obzirom na prethodnu lemu, jedini slucaj
koji treba zasebno obrazloziti je kada je ¢ oblika Jyu(y, T), tj.

M = 3yly e M A PM(y, 7))
Na osnovu pressing down leme postoji A O |J;; X; tako da
(vz € A)(Fyly € M A M(y 7)) — Gy € A)(y e M A Y™M(y,T)))
Obzirom da vazi
(Vz e AN M)(3yly € M A M(y, 7)) — By € A)(y € M A v™M(y,7)))

i da je U/, X; € AN M, bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da je
AC M.
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Klasa M je skoro univerzalna, pa kako je A C M, postoji Ay € M tako da
je A C Ay. Uz odgovarajuéu induktivnu hipotezu, postoje Ay,..., A1 € M i
kompozicija Gedelovih operacija G tako da je

B = {<y7f> | (VS Ak A /\xz S Xz A wM(y7j)} = g(AkayaAlwuaAk*l) .
=1

Ako je u pitanju bio ograniceni kvantor, tj. ako je y € x; potformula formule 1),
onda za skup Ay mozemo uzeti skup |J X;. Sada je

{1, mn) | N\wie Xi A @M@} =t (B) x -+ x UL (B) .

i=1

Otuda i tvrdenje u celini, jer iz zatvorenosti klase M za Gedelove operacije
i upravo dokazanog sledi da za proizvoljnu formulu ¢(z, z,7) i proizvoljne 2,7 €
M vazi

{(z,2,y) [z€znze{zt Ay e{m}t A Ayn €{unt Nz, 2,9)} €M,

odakle sledi da
{z|zezneM(z,2y)}eM,

§to upravo znadi da je klasa M apsolutna za shemu separacije.

O

Teorema 2.2.2 Neka je M tranzitivna skoro univerzalna klasa zatvorena za
Gedelove operacije. Tada je M apsolutna za ZF. Posebno, Ord C M.

Dokaz :

Iz tranzitivnosti klase M sledi apsolutnost za aksiome ekstenzionalnosti,
praznog skupa i regularnosti. Kako je klasa M zatvorena za Gedelove operacije,
imamo apsolutnost i aksioma para i unije, a na osnovu prethodne teoreme sledi
i apsolutnost sheme separacije za M.

Prvo pokazimo da je Ord C M, odakle ¢e posebno slediti i apsolutnost klase
M za aksiomu beskonac¢nosti. Neka je

A={a|ae M}.

Transfinitnom indukcijom pokazujemo da je A = Ord. Neka je o C A. Tada je
i a € M, pa zbog skoro univerzalnosti klase M sledi da postoji a € M tako da
je a C a.

Kako je (z € Ord)™ « x € Ord, na osnovu prethodne teoreme sledi da

b={z|zcanxzeOrd} eM,

odakle zbog zatvorenosti klase M za Gedelove operacije i apsolutnosti ordinala
za tranzitivne klase sledi da

Jbe MnOxd.
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Kako je o < |Jb i kako je M tranzitivna klasa, mora biti i « € M, tj. « € A.
Sada po teoremi transfinitne indukcije sledi da je A = Ord.

Pokazimo apsolutnost M za aksiomu partitivnog skupa. Treba zapravo
pokazati da za svako X € M P(X)NM € M. Obzirom da je P(X)NM C M,
iz skoro univerzalnosti klase M sledi da postoji A € M tako da je

P(X)NMCA.

Sada je
PX)NM={z|z€ ANz C X},

akkoje (x € ANz C X)M < o€ AA x C X, zbog apsolutnosti sheme
separacije za M mora biti P(X)NM € M.

Ostaje da pokazemo apsolutnost klase M za shemu zamene. Uo¢imo pro-
izvoljno ® : V x .-- xV — V. Tada za proizvoljne Xi,..., X, € M zbog
—_——

skoro univerzalnos‘?i klase M postoji Y € M tako da je
PMX x - x X, ]NMCY .
Neka je
V(@ Y1, Yn) Sdet Bz €y1) ...z € yp) (@ = DM(zy, ..., 2,)) .
Kako je (Vz,7 € M)(v™M(z,7) < ¢¥(z,7)), mora biti i
PMXy x - x XN M={z|zeY AYpM@, X1,..., X))} M,

odakle sledi apsolutnost klase M za shemu zamene.

O

Posledica 2.2.1 Neka je M tranzitivna skoro univerzalna klasa zatvorena za
Gedelove operacije. Tada (Vx € M)(CL(x) € M).

Dokaz :
Obzirom da je klasa M apsolutna za ZF i da je reCenica

Vady(y = CL(z))

teorema teorije ZF (u konstrukciji CL(x) se nigde ne koristi AC), njena rela-
tivizacija na M je takode teorema. Obzirom da je odgovarajuéa relativizacija
reCenica

(Vr € M)(Fy € M)(y = CL(z)) ,

imamo tvrdenje.
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Za proizvoljan skup x neka je
D(z) =gef CL(z +1) N P(z) ,

pri éemu je x + 1 = 2 U {z}. Dakle, D(x) je skup svih definabilnih podskupova
od z sa parametrima iz x + 1. Primetimo da za beskonacan skup x vazi

[D(2)] = [a] -

Za tranzitivnu klasu M zatvorenu za {} je D (x) = D(x) N M. Ako je
klasa M zatvorena i za CL, tj. ako za svako x € M CL(z) € M, onda je
CL(z) € M, pa samim tim i
DM (z) = CL(z) N P(z) "M = (CL(z) N M) N P(z) = CL(z) N P(z) = D(x) .

Posebno, ako je M tranzitivna skoro univerzalna klasa zatvorena za Gedelove
operacije, onda za svako © € M D(z) € M.

Iz prethodnih razmatranja neposredno sledi

Lema 2.2.2 Neka je M tranzitivna klasa apsolutna za sledece tri teoreme teo-
rije ZF:

o VaVy3z(z = {z,y})
o VzIy(y = CL(x))
o VaIy(y = P(x)).

Tada vazi (Vz € M)(Jy € M)(y = D(x)).

Neka je M tranzitivna skoro univerzalna klasa zatvorena za Gedelove ope-
racije i neka je I' : Ord x Ord — Ord kanonska bijekcija. Iz prethodnih
razmatranja neposredno sledi da je I' C M.

Dalje, neka je J : 10 x Ord x Ord — Ord definisano sa

J(n,a,0) =10-T(a, ) +n .

Lako se proverava da je J bijekcija i da je J C M. Sada postoje jedinstveni
7y : Ord — 101 Z5,Z3 : Ord — Ord tako da

Va(a = J (I («), Tr(e), I3())) -

Samim tim, mora biti i Z1,Z5,7Z3 C M.
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2.3 Konstruktibilni univerzum

Gedelov konstruktibilni univerzum L konstruisemo transfinitnom rekurzijom
po Ord na sledeé¢i nacin:

[ ] L() :0
® Lot1=D(La)

® Lo =Usea L, Ua=a.

Posebno,
x € L Sger Ja(z € Ly,) -

Teorema 2.3.1 Klasa L svih konstruktibilnih skupova je tranzitivna, skoro uni-
verzalna i zatvorena za Gedelove operacije. Posebno, ako je M proizvoljna
tranzitivna skoro univerzalna klasa zatvorena za Gedelove operacije, onda je

LC M.

Dokaz :
Tranzitivnost neposredno sledi iz definicije klase L i ¢injenice da je za tranz-
itivan skup = skup D(z) takode tranzitivan.

Sto se tice skoro univerzalnosti, prvo primetimo da za svaki ordinal o Ly, € L
kao i da iz o < 3 sledi da L, € Lg.

Neka je X C L. Tada za svako x € X postoji ordinal o, tako da z € L, .
Neka je o = Uxex g, . Sada imamo da je X C L, ida L, € L, odakle sledi
skoro univerzalnost.

U vezi zatvorenosti klase L za Gedelove operacije, prvo primetimo sledece:

e Gilz,y) ={zyt={z]z=aVvz=y}

e Go(zyy) =z xy={z| (Fuez)(Fvey)z=(unv)}

e Gi(x,y)={z| (Fuexr)(Tvey)(ucv A z=(uv))}
yy=z—y={z|zexNz¢y}

{z| Bu,v e UUz)(z = (u,v) A {(v,u) € x)}

e Gs(z) = {2 | Fu,v € U4x)(5|w € UQx)(z = (u,w,v) A (u,v,w) € )},
priéemujeU”xZU...Ux;

————

n

e Go(x)={z| Gu,ve U 2)(Fw e J2)(z = (u,w,v) A (u,v,w) € z)}.
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Ako z,y € L, onda G;(z,y),Gs(x) € D(L,), pa imamo zatvorenost L za prvih
pet Gedelovih operacija. Ako je a ordinal takav da z, U2 z, U4x € L, onda i
Gi(x) € D(L,), pa imamo zatvorenost L i za preostale cetiri Gedelove operacije.

Ostaje da pokazemo poslednji deo tvrdenja. Neka je M proizvoljna tranzi-
tivna skoro univerzalna klasa zatvorena za Gedelove operacije.

Ako L, € M, onda zbog zatvorenosti M za D vazi i Lo+1 = D(L,) € M.
Ako je L, C M, |Ja = a, onda zbog apsolutnosti klase M za ZF vazi

{Lg|BeapeM,
odakle iz istog razloga sledi da L, = |J{Lg | B € a} e M .
]

Na osnovu prethodne teoreme neposredno sledi da je predikat = € L apsolu-
tan za tranzitivne skoro univerzalne klase zatvorene za Gedelove operacije. Iz
prethodnih razmatranja neposredno sledi

Teorema 2.3.2 Neka je © konjunkcija sledecih Sest teorema teorije ZF:
o VaVy3z(z = {z,y})

VzIy(y = Ux)

Vady(y = P(z))

Va3y(y = CL(2))

Jz(0ex AN Vyex)(y+1ex))

Va(@if:a+1— V)(f(0)=0
A (VB € a)(f(B+1) = D(f(B)))
ANBeat+t)UB=0—f(B)=U,esf()-

Ako je klasa M apsolutna za ©, onda je

VzeM)((ze )M -z € L).

Sa V = L ozna¢imo recenicu
Veda(z € Ly,) ,

a sa ZFL oznacimo teoriju ZF + V =L .

Teorema 2.3.3 (Gedel)
ZFL+ AC.
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Dokaz :

Neka su I', J,7Z1,Z5 i I3 isti kao u razmatranjima na kraju prethodnog
odeljka (odeljak 2.2). Obzirom da je L tranzitivna skoro univerzalna klasa
zatvorena za Gedelove operacije, vazi

F7\7a11712;z-3 - L.

Definisimo £ : Ord — L €-rekurzijom na sledeéi nacin:

Lz,(a) . Ti(@)=0
L(a) =19 91,()(L(T2()), L(T3(a))) , 1<Ti(a) <4
gll(a)(L(IQ(a))) D (Oé) >4

Primetimo da je i £ C L. Dalje, iz definicije £ neposredno sledi da je za svaki
ordinal «

L, =L(J(0,,0)) .

Neka su z,y,z € L proizvoljni. Ako je z = G;(y,2) i ako je y = L(a) i
z = L(f), onda je
r=L(JT(i,a,5)) .
Ako je x = G;(y) iy = L(«), onda je

z=L(J(,a,0)) .

Odavde neposredno sledi da za proizvoljne konstruktibilne skupove ay, ..., a, €
L]|Ord] i proizvoljnu kompoziciju Gedelovih operacija G konstruktibilni skup
x =G(ay,...,a,) takode pripada £[Ord].

Neka je Lo, C L[Ord]. Tada je i L, + 1 C £[Ord]. Obzirom da za svako z €
Lo+1 = D(L,,) postoje ay, . ..,a, € L, +1 i kompozicija Gedelovih operacija G
tako da je

x=G(al,...,an) ,

na osnovu prethodnih razmatranja sledi da je Loy1 C £[Ord].
Sada se transfinitnom indukcijom lako pokazuje da je za svaki ordinal «
L, C £][Ord]. Samim tim, £ je “na”.

Primetimo da je sa
T <Y Sdef min{a | z = L(a)} < min{a | y = L(a)}

dobro definisano dobro uredenje na L. Samim tim, ako je V = L, onda imamo
globalno dobro uredenje, odakle neposredno sledi AC.

O

Ako je 9 proizvoljan model teorije ZF, onda je njegov konstruktibilni uni-
verzum L™ model teorije ZFC. Samim tim,

Con(ZF) — Con(ZFC) .
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Teorema 2.3.4 (Gedel) ZFL F GCH.

Dokaz :

Dokaz : Neka je V = L. Treba pokazati da proizvoljan za x C w) vazi
x € Ly, ,. Naime, tada ¢e zbog | L, | = Nx41 biti [P(wy)| = Nyy1.

Neka je x C w)y proizvoljan. Obzirom da je metateorija ZFL, postojace
ordinal 8 tako da « € Lg. Na osnovu teoreme refleksije postoji skup A tako da
vazi:

1. © i aksioma ekstenzionalnosti su apsolutni za A
2. waU{B,z} CA

3. |4 =Ry

4. B €Ord iz e Lgsu apsolutni za A.

Po teoremi kolapsa postoje jedinstveni tranzitivan skup M i izomorfizam f :
(A, €) =2 (M, €). Kako je wy tranzitivan skup, to je f|,, = lu,, pa mora biti
f(x) = .

Dalje, obzirom da su ordinali apsolutni za tranzitivne modele, to je f(f5)
ordinal (i u M i spolja). Obzirom da je M tranzitivan, to je f(58) C M, a kako
je [M[ =Ry, to f(B) € wrt1-

Kako je © apsolutno za M, svi u M konstruktibilni skupovi su zaista kon-
struktibilni, pa imamo da je

f(@) =2 € Ly ,

odakle sledi z € L Samim tim, imamo tvrdenje.

Wx41

O
Posebno, ako je 9T model teorije ZF, onda je njegov konstruktibilni uni-
verzum L™ model teorije ZFC + GCH, odakle neposredno sledi da

Con(ZF) — Con(ZFC + GCH) .
2.4 Kompletne Bulove algebre

Bulova algebra B = (B, -, +,",0,1) je kompletna ako svaki neprazan podskup
skupa B ima supremum i infimum. Precizirajmo notaciju:

e > X ©f supX;

o [[X def inf X;

. X'déf{sc’|z€X};
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o S0 0;
° HQ)défl.

Vazan primer kompletne Bulove algebre je algebra regularno otvorenih skupova
u datom topoloskom prostoru. U kompletnim Bulovim algebrama vazi:

. (2X) =TIX
. ([1X) = ¥ X"
e T X - YV =Y XY,
o [[X + [IY =[I(X+Y).
Napomenimo da je
XY ={z-ylzeXAyeY} i X+Y={ax+ylzeX AyeY}.

W C B je antilanac ako 0 ¢ W i ako za svako x,y € W vaz axy = 0.

Napomena:

Ako je W maksimalan antilanac u B, onda je > W = 1, Zaista, ako bi bilo
>W =a < 1, onda bi bilo i @’ > 0 i za svako € W bi bilo o’z = 0, §to je u
kontradikciji sa ¢injenicom da je W maksimalan antilanac.

Lema 2.4.1 Neka je B kompletna Bulova algebra, X neprazan podskup od B
takav da je XB = B 1 neka je W maksimalan antilanac v X. Tada je

dx=>w.

Dokaz :
Obzirom na o¢iglednu nejednakost > X > > W, ostaje da se pokaze obratna
nejednakost. Neka je x € X proizvoljno. Kako je XB = X to

bszW’EX.

Sada jeb> W =0, a kako je b € X ikako je W maksimalan antilanac u X, mora
biti b = 0, odakle sledi da je 2’ + > W = 1. MnoZenjem poslednje jednakosti
sa z dobijamo da je x > W = z, odakle neposredno sledi da je > X <> W.

O

Neka je (P, <) proizvoljno uredenje:

def
e U, = {qeP|qg<ph

o U C P je rez ako je za svako p € U U, C U;
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Rez U C P je regularan ako za svako p € P — U postoji g < p tako da je
U,NU = 0;

p,q € P su kompatibilni, u oznaci p | ¢, ako postoji r € U, N U, tako da je
|U.| > 1. U suprotnom su inkompatibilni, $to éemo oznacavati sa pL g;

(P, <) je separativno ako za svako p,q € P vazi :
p£q— (Er<prlq;
e D C P je gust ako za svako p € P vazi:

“p nije minimum ” — (3¢ € D)g <p .

Napomena :

Neka je B kompletna Bulova algebra i neka je D gust u B. Tada je >, D = 1.
Zaista, ako bi bilo > D = a < 1, onda bi bilo @’ > 01 a’D = 0, §to bi bilo u
suprotnosti sa ¢injenicom da je D gust u B.

Za proizvoljnov > 0 je B, = ({u € B | u < v},-,+,,0,v) kompletna Bulova
algebra i skup D, = {u € D | u < v} je gust u B,. Sada na osnovu prethodnog

imamo da je
Z D,=v.

Odavde neposredno sledi da je skup D gust u kompletnoj Bulovoj algebri B
akko za svako v > 0 postoji D,, C D tako da je > D, = v.

Lema 2.4.2 Neka je uredenje (P, <) separativno. Tada vaZi:
(a) Familija X = {U, | p € P} je baza neke topologije na P;
(b) Za svako p € P U, je regularan rez;

(c) U je regularno otvoren u topologiji generisanoj familijom X akko je regu-
laran rez.

Dokaz :
Tvrdenje (a) je ocigledno, a tvrdenje (b) je neposredna posledica separa-
tivnosti. Pokazimo (c).

< : Neka je U regularan rez i neka p ¢ U. Tada postoji ¢ < p tako da je
U,NU = 0. Samim tim, ¢ ¢ clU, odakle sledi da U, Z clU, pa p ¢ int clU.
Dakle, U je regularno otvoren.

= : Neka rez U nije regularan. Tada postoji p ¢ U tako da je za svako
q<pU,NU # 0. Samim tim, U, C clU , pa p € int clU. Samim tim, U nije
regularno otvoren.

g
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Lema 2.4.3 Neka su By i Ba kompletne Bulove algebre i neka je (P, <) separ-
ativno uredenje gusto i u By i u Ba, 0 ¢ P i za svako p,q € P vaZi

g<p < qg<ip < g=Z2p.
Tada je By = Bs.

Dokaz :
Treba pokazati da je odgovarajuéi izomorfizam definisan sa

f@)=>{peP|p<ia}, z€B .
Ba

Kljuéni korak je dokaz sledeteg pomoénog tvrdenja:
p<izeop=<s f(x), €D,

Neka je x € Bj proizvoljno i neka z nije minimalni element. Obzirom na
definiciju f(z), to ocigledno za svako p € P vazi

p<ix—p<s fx).

Neka je p € P i neka p £; x. Obzirom da je svaka Bulova algebra separativno
uredenje, postoji 0 < ¢ <; p inkompatibilno sa z. Obzirom da je P gust u By,
mozemo pretpostaviti da ¢ € P. Sada je

q-gf(x):qZ{r6P|rglx}:Z{q'gr|r§1x/\r€P}.
B B2

Ako je 0 <3 q -2 7, onda bi zbog gustine P u By postojalo s € P tako da je
$<9q 1 s<aor,

pa bi bilo i
s<1q 1 s<ar,

§to je u kontradikciji sa ¢injenicom da su g i x inkompatibilni. Dakle,

q~2f(x):Z{q-2r|r§1x/\r€P}:0,
B>

pa ne moze biti p <y f(z).

Direktna posledica prethodne dve leme je sledeéa

Teorema 2.4.1 Neka je (P, <) proizvoljno separativno uredenje. Tada postoji
do na izomorfizam jedinstvena kompletna Bulova algebra u koju se (P, <) gusto
utapa.
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Neka je x kardinal i B Bulova algebra. Kazemo da je B k—distributivna ako
za svako I =, ., Lo 1svako {ua,; |a € k,i € I} C B vazi

[[> vei=" > Ivas-

aEKk i€l feHae»e I, Q€K

aER

Neka su W; i Wy particije Bulove algebre B. Kazemo da je Wi profinjenje
particije Ws ako
(Vu e Wy)(Fv e Wo)u <w .

Za proizvoljan X C B neka je
X = U U, = U{u€B|u§x}.
reX rzeX

Teorema 2.4.2 Neka je k kardinal i neka je B kompletna Bulova algebra.
Sledeéi iskazi su ekvivalentni:

(a) B je k—distributivna ;
(b) Neka su Dy, o € k gusti skupovi u B. Tada je skup

D =) Da

acr
gust uB i pri tom je D =D ;
(c) Svaka familija {W, | o € K} particija Bulove algebre B ima zajednicko
profinjenje.

Dokaz :
(a)=(Db) :
Neka su D,, a € k gusti u B i neka je

D:ﬂDj.

ack

Ocigledno je D = D. Neka je u > 0 proizvljno. Obzirom da je svaki od skupova
D, gust, za svako a € k ¢e postojati {ua,; | @ € k, i € I} C D, tako da je

u = E Ui -

€1y

T[S vai=]Ju=u.

aEk i€l aEr

Samim tim je i
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Obzirom da je B x—distributivna, imamo da je
u= > Jlwse,
fellaen la @ER
a kako za svako f € [] ¢, la
H Ue, f(a) eD y
aER

skup D je gust u B.
(b)=(c) :

Neka su W, a € k particije Bulove algebre B. Za svako a € x neka je
D,={ueB| (FveW,)u<uv}.

Sada je na osnovu (b) skup D = (¢, Do gust u B i pri tom je D = D. Neka
je W maksimalan antilanac u D — {0}. Ocigledno je W zajednicko profinjenje
particija W, a € k.

(©)=(a) :

S jedne strane, za svako f € [] ¢, 1o je
(Va € K,)(H Ug, fla) S Z Uayi)
aER icl,

odakle sledi da je

> wiz > [wes-

aEk 1€l feHaeKIa aER

S druge strane, neka je u = [], >, ua,;. Obratnu nejednakost je dovoljno
pokazati u slucaju kada je u = 1 (ako je u < 1, onda odgovarajuéi dokaz
sprovedemo u algebri B,,).

Neka je u = 1. Tada je za svako o € &

Z’U/aﬂ;:l.

iel,
Odavde sledi da za svako a € k postoji particija W, Bulove algebre B tako da
(Vo € Wo)(Fi € In)v < ug -

Neka je particija W zajednicko profinjenje za W,, a € k. Dakle, za svako
v € W postoji f € [[,c, Lo tako da je

v < H U, f(a) »

acEk

ack
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odakle sledi da je

Z H ua,f(a) =1.

Fellaey Ia @€R

2.5 Bulovsko vrednosni modeli
Neka je L jezik prvog reda, B = (B, -, +,’,0,1) kompletna Bulova algebra i
neka je A model jezika L. Funkciju
v:ForL x V¥4 — B

zovemo bulovskom vrednoscu, a par (A, v) bulovsko vrednosnim modelom sa vred-
nostima u B (nadalje B-modelom) ako vazi:

evz=uaf)=1

co(x=y f)=vy=u,f)

ev(@=y f)oly==2f) <vz==z1f)
ev(z=y,[)-o(R(..,z,...), ) <o(R(...,y,...),f), RE€ERelL
ev(z=y,f)<o(F(..,z,..)=F(..,y,...),f), F €FunlL
e v(=p, f) =v(p, f),

e 0(p A, f) =0(p, f) 0¥, f)

e v(p Vi, f) =0(p, f) +o(¢, f)

o 0(Fzp, f) =D v(p, f7), gde je f2 _{ fly) » =ty

=y a y T=Y
o o(vVap, f) = [] vle. £).
acA

Ako je B = 2, onda je (A, v) klasican model. Sledeca lema se lako dokazuje
indukcijom po slozenosti formule.

Lema 2.5.1 Neka je ¢ proizvoljna formula jezika L. Tada vazi:

1. Za proizvoljne valuacije f,g : Var — A takve da je flpy(po) = 9lrv(e) Jj€
(e, f) = v(p,9);

2.0x=y,f) olp(...,z,...), f) <ole(...,y,...), f).
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Uvedimo sledeée oznake:

o |lp(ay,...,an)l| Lof o(p, f), pri cemu je ¢ = p(z1,...,2,) 1 f(z;) = ai;
o (A [ []) =der (A, v);

o (A E ¢ ©aer [lol] = 1.

B-model (A,|| ||} je pun ako za svaki maksimalan antilanac W u B i svako
{ay | w € W} C A postoji a € A tako da vazi

Vu e Wu < |la = ay]| -

Napomena :

Uz prethodnu simboliku, neka su a,b € A takvi da je za svako u € W
u<lla=ay|| i u<|lb=adl.

Tada je
u < la = au|-|[b = aull < la=b]f,

odakle sledi da je
1= W<lla=bll, t. fla=b=1.

Lema 2.5.2 Neka je (A, || ||) pun B-model jezika L i neka je p(z,y) proizvoljna
formula jezika L, Y = y1,...,Yn. Tada za proizvoljno b € A postoji a € A tako
da je B B

[Fzp(x, b)[| = [le(a, b)|| -

Dokaz :
Neka je B
X ={ue B | (Jau € A)u < [|p(au, )|}

i neka je W maksimalan antilanac u X. Kako je XB =X, toje > X => W.
Obzirom da je (A, ]| ||) pun model, postojace a € A tako da je

Vu e Wu < |la = ay]| -
Hocéemo da pokazemo da je a odgovarajuéi svedok. S jedne strane, ocigledno je
l(a,b)|] < |[Fzp(z,b)]] -

S druge strane

1B D)l = Y lle(eb)l

Sy
:ZW
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Y ulla=all

ueW

> lle(aw )l -[la = aul|

ueWw

> lle(a bl

ueWw
= lle(a,b)|

IN

IN

O

Teorema 2.5.1 Neka je L jezik prvog reda, B kompletna Bulova algebra,
(A,]] ) B-model i ¢ valjana formula jezika L. Tada je ||p|| = 1.

Dokaz :
Prvo pokazimo slede¢e pomoéno tvrdenje:

Neka je F ultrafilter u B i neka je ~ binarna relacija na B definisana sa
U~V Sger U +u'v EF .
Tada je B)p =B, = 2.
Iz definicije relacije ~ i ¢injenice da je F' ultrafilter neposredno sledi da je

u~v < (WEFAvEF)V (U €FANVAF)
— (weFAveF)VugFANv¢gF),

odakle sledi da ~ ima tacno dve klase. Obzirom da kongruencije ¢uvaju al-
gebarske zakone®, za dokaz pomoénog tvrdenja je dovoljino pokazati da je ~
kongruencija.

Refleksivnost, simetricnost i saglasnost sa ' neposredno slede iz definicije,
a kako se tranzitivnost i saglasnost sa - i + sasvim slicno dokazuju, to ¢emo
pokazati samo saglasnost sa +.

Neka uuy +v'u) € Fivvy +v'v] € F. Tada i

a = (uup +u'ul)- (vog +0'v])

= wuyovy + vuv'v] + v'ujovy +uuiv’v] € F L

Dalje, neka je

b = (u+v)(ur +v1)+ (u+v) (ug +v1)

= wuy + vv; +uvy + vug + wujo’'v] .

5] vise od toga, kongruencije ¢uvaju pozitivne hornovske formule.
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Da bi pokazali saglasnost sa + ostaje da pokazemo da b € F', za Sta je dovoljno
pokazati da je b > a. No ovo neposredno sledi iz slede¢ih nejednakosti:

uup > uugv'v)
vop > uujov
uv, +ou; > uuvvr .

Predimo na dokaz teoreme. Neka je ¢ formula jezika L takva da je ||p]| < 1.
Tada postoji ultrafilter ' u B takav da [[p|| ¢ F'. Sada je ||¢||,r = 0, a kako je
B/r =2, toje (A, || ||,r) klasican model u kome ne vazi ¢, pa ¢ nije valjana
formula.

0
2.6 Bulovski univerzum M?®

Uobi¢ajeno je da se opise VE. Ovde dajemo relativizaciju te konstrukcije
na prebrojiv tranzitivan model 9t = (M, €) teorije T', pri ¢emu je T ili ZFC ili
neka jaca teorija.

Dalje, neka

M = “B je kompletna Bulova algebra ”
Bulovski univerzum M® formiramo rekurzivno po Ord N M na sledeéi nacin:
° ME)B = 0;
o ME  ={reM|fun(r) Adom(r) C ME Arg(r) C B};
o ME = Uﬁea Mg’, za graniéni ordinal «;
o M* = Uaeorde ME .
Iz definicije neposredno sledi da za svaka dva ordinala « i 3 vazi
a€f— M. C MIBB .
Same elemente bulovskog univerzuma M® zovemo i imenima.

Za proizvoljno 7 € M® éemo sa 7(7) oznacavati najmanji ordinal a takav da
7 € ME. Bulovsku vrednost u M® definisemo €-rekurzijom na sledeéi nacin:

ollrcoll=dt Y o) lle=r]

z€dom(o)

o l[rColl=a [] (@) +lxeal)
zedom(T)
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|17 = ol =det |IT S o] -[|lo S 7]

1=l =der [l]l’
|l Al =qet [1o]] - [19]]

o VPl =aer [l + [[¥]]

1Be¢ll =aer Y ()]

TEMB

Vel =aer [T eIl

TEME

Lema 2.6.1 (M2 || ||) je B-model.

Dokaz :
Obzirom na definiciju bulovsko—vrednosnog modela dovoljno je pokazati
sledece:

Ljlr=7]|=1

2. 7(x) <|lz €|, =€ dom(r)

w

N =oll=llo =7l

4 |l = ol [lo = pll < lIT = pl|

ot

N eall-llo = pll <l € pl|

=)

Nlreall-llr=pll<llpeall.
(1.),(2.) : Simultano indukcijom po (7). Neka je z € dom(r) proizvoljno.

Tada je r(x) < r(7), pa je ||z = z|| = 1 (induktivna hipoteza). Samim tim je i
7(x) - ||z = z|| = 7(2), odakle sledi da je

@) < Y T lly=qll = llz el

yedom(r)

Koristeéi ovo dobijamo da je

Ircrl= JI G@'+lzerhz J] @ +r@) =1,

xz€dom(T) xz€dom(T)
odakle sledi da je |[|[T = 7]| = 1.

(3.): Sledi direktno iz definicije.
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(4.),(5.),(6.): Simultano indukcijom po trojkama (r(7),r(c),r(p)) uredenim
leksikografski.

IrColl-llo=pll = [ @@ llo=pll+lzeallllo=npll)
z€dom(T)

[[ @@ +llzeoal-llo=npl)

zedom(T)

< JI G@ +lzepl

z€dom(T)

IN

= lIr<oll.
Sasvim slicno i || C 7| - |lo = p|| < ||p C 7| .

Ireoll-llo=pl = > ol llz=7lllo=pl
z€dom(o)

Y lleeall-llo=pll-lla =7l

z€dom(o)

Y lleepll-llz=7ll

z€dom(o)

> llreonll

x€dom(o)

IA

IA

IN

= llrenll.

Sasvim sli¢no se pokazuje i (6.).

Lema 2.6.2 (M® || ||) je pun model.

Dokaz :
Neka je W maksimalan antilanac u B i neka je {7, | u € W} C MB. Kako
je {r(ru) | uw € W} skup ordinala u M, to ¢ée postojati « € Ord N M tako da je

D= U dom(r,) € MZ .
ueW

Za svako u € W definisimo funkciju 7, : D — B sa

“(z) = 0 , €D —dom(r,)
Tul®) = Tu(z) , € dom(r,)
Pokazimo da je

7 = el -

S jedne strane, ako x ¢ dom(r,), onda je 7.5(x) = 0, pa je

o) +llzrer=1.
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Ako z € dom(7), onda je ||z € 7,|| > 7 (z) = T (), pa je opet

@) +lrer =1.

Dakle, [|r; € nl| = [ (ri(@) + Iz € mal) = 1.
z€D
S druge strane,

|7 € 7]

[[ @ +lzerl)

z€dom(1y)

[I (u@)+7i@)

zedom(Ty,)

= ]I @) +m@)
zedom(Ty,)
= 1.

Y

Neka je 7 : D — B funkcija definisana sa

T(x)= Y uri(x), zeD.

ueW

Pokazimo da za svako x € D i svako u € W vazi
u<t(@) +75(z) i wu<Tt(x)+T1i(2) .
Zaista,

u(r(e) +mi@)) = uwy ori(e) + ur(z)
veW

— uri(a) + uri(o)
w(t(z) +715(x) = ur(z) +uri(v)
= ur(x) +ur(x)

Neka je u € W proizvoljno. Tada vazi:

ulr crill = u [ (@) +llz e )
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Sasvim sli¢no se pokazuje da je i |7 C 7|| = u, odakle sledi da je
u<||r =7l -
Obzirom da je ||, = 75|l =1idaje ||[7 = 72| - ||7f = 7ul| < |7 = 7], to je
uw< |l =7l

¢ime je tvrdenje dokazano.

O

Utapanje x — & modela 9t u bulovski univerzum M® definisemo € rekurzi-
jom na slede¢i nacin:

<

=0
o i={(y,1)|yeca}.

Primera radi,

| N Y=
I
—~
—~
o o
==

Lema 2.6.3 Neka su x,y € M proizvolyni. Tada vaZi:
Lao=yola=gl=1
2. vey<|lzeyl=1

Dokaz :
Dovoljno je pokazati sledece:

(a) x#£y—|[lZ=9|[=0
(b) z¢y—|lz¢yl[=0.
(a) i (b) simultano pokazujemo transfinitnom indukcijom po parovima
(r(z),7(9))

uredenim leksikografski.

Neka je x # y. Obzirom na oc¢iglednu simetriju, razmotriéemo samo slucaj
kada postoji z € = tako da z ¢ y. Za takvo z je uz odgovarajuéu induktivnu
hipotezu i ||Z € g|| =01 ||2 = Z|| = 1. Sada je

lzezl] = Y @)=z

tex
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= 1€ = 2|
tex
1z2=2|[=1
lecgll = [l@@ +IEel)
tex
= [l
tex
< llzegll =

Odavde neposredno sledi da je ||& = g|| = 0.
Neka x ¢ y. Tada je za svako z € y z # x, pa je, uz odgovarajucu induktivnu
hipotezu, ||Z = &|| = 0. Sada je

lzegl=Sg@lz=al=31-0=0.

zey zey

Teorema 2.6.1 (M2 || ||) | ZFC.

Dokaz :
Ekstenzionalnost :
Neka su 7,0 € M® proizvoljni. Hoé¢emo da pokazemo da je

Vz(z €T 2z€0)—>T=0||=1.

Prvo primetimo da je

I(vs €Dz eall=lir Coll i II(¥ € o)z ell=llo Crll.
Sada je

|(VzeT)z€0AN(Vz€0)z€T—T=0|=|T=0|+]|[T=0]|=1.
Kako je

Vz(z€T e 2€0) = (VzerT)zeoANNVzeg)zeT

valjana formula, mora biti
IVz(z €T z€0)||=||VzeT)zeocn(Vzed)zeT|=|T=0]],
odakle neposredno sledi da je

|[Vz2(zeT—2€0)—T=0|=1.

Prazan skup :
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Hoéemo da pokazemo da je
[IVa(z ¢ 0)]] = 1.

No ovo neposredno sledi iz ¢injenice da je za svako 7 € MB

Ir €0l = [JO@) +llz=7)=T]0=1.
z€D

Separacija :
Neka je ¢ = o(x,y1,. . .,yn) proizvoljna formula jezika teorije skupova i neka su
0,01,...,0, € MP proizvoljni. Uo¢imo 7 € MB tako da :

e dom(7) =dom(o) =D

o 7(x) =0(x)|lp(x,01,...,00)|l, z€D.
Nadalje ¢emo umesto ||p(z,01,...,0,)|| pisati kratko ||¢||. Hoéemo da pokaze-
mo da je

[Vez(zr €Tz €any)||=1.
Kako je

Ve(reTorzecohp) o NVMeern)(zecohp)AVzeo)(p—ax€T)
valjana formula, dovoljno je pokazati da je

[Veer)@eonpll=1 i [[(Veeo)p—aer)=1.

(Ve € T)(x € o A )] [T @) +llz € all-llell)

xzeD

= TT@- Nl +lle € ol liel)

zeD

> JI«e@) - llell) + o) lell) =1

zeD

I(Vzeo)p—zer) = [l +Iel + |z erl)
reD

Y

H (t(x) +7(x))=1.

xeD

Aksioma para :
Neka su 7,0 € M® proizvoljni i neka je p € M® tako da

e dom(p) = {o, 7}

e p(t) =plo) =1.
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Hoc¢emo da pokazemo da je
[Vx(z€ep—x=pVr=o)||=1.
No ovo neposredno sledi iz ¢injenice da je

lzepll = p)llz=rl[+plo)llz = of|

|z = ]| + [l = o]|

= llz=pvaz=ol.

Unija :
Neka je 0 € M® proizvoljno. Uocimo 7 € M® tako da

e dom(7) = U dom(y) =D

yEdom(c)
o 7(z)=||3y€o)rey||, ze€D.
Hoéemo da pokazemo da je
Vez(z €T (Fyeo)zey)||=1.
Za ovo je dovoljno pokazati da je

[(Veer)@yeazeyl=1 i |(vaer)@yeorey)ll=1.

(Ve € 7)(3y € o)yl|

[I @) +11Gy € o)z € yll)

zeD
= J[o@) +r@)=1
zeD
IWyeo)Veeyzer| = ] (ec@w'+ ] @) +lerl))
yEdom(o) zedom(y)

~ TI I (e +u) +lee )

yedom(o) z€dom(y)

I[I II (ewy@) +r@).

yedom(o) z€dom(y)

Y

Kako je

(@)= Y o)z ezl o)l cyll>ayyl),
z€dom(o)
to je,
I(Vyeo)vzeyrer|> ][] II (cwy@) +oy)=1.

yEdom(o) x€dom(y)

Partitivni skup :
Neka je 0 € M® proizvoljno. Uocimo 7 € M® tako da
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e dom(r) = BY™() = D
e 7(z)=|lzCo||, z€D.
Hoéemo da pokazemo da je
[Vz(zr €Tz Co||=1.
Za ovo je dovoljno pokazati da je
[(VxeT)rCol|=1 i |[Vz(zCo—axeT)||=1.

Sto se ti¢e prve jednakosti,

(Ve € T C o

[I @) +llz <ol

zeD

[Tdlzcall+[zcal) =1.
zeD

Da bismo pokazali da je
[Ve(zx Co—azeT)|=1,
dovoljno je pokazati da je za svako € MB
llz C ol < |z e 7l
Za proizvoljno = € M® neka je z* € M® tako da
e dom(z*) = Blom(@) = D
o z*(t)=|tex|l, teD.

Kako je

lz = 2™ - [[a" e 7|l < |lz el ,

to je za ||z C of| < ||z € 7|| dovoljno pokazati da je
|z C ol <z =2 .

Obzirom da je

la* Call = J[@ @) +teal)
teD
= T[Uteall +liteal) = 1,
teD

ostaje da se pokaze da je

lz Coll < llo € 2| -



2.6. BULOVSKI UNIVERZUM M® 85

Neka su ¢ € dom(x) i s € D proizvoljni. Tada je
|z S oll-x(t) - ||t = s|[-o(s) < ||s € =[],
pa jei
|z Coll-2@t) - ||t = s][ - o(s) <|ls € z[| - ||t = s]] .
Odavde sledi da je
le Coll-x(t)- Y als)-llt=s[[ <D llseall-lls =1,
seD seD
tj.
e C ol - a(t) - |1t € oll < It € 2" .

Kako je
lz C ol - 2(t) < (x(t) + ||t € oll) - x(t) < [[t € o]l ,

imamo da je
lz Coll-2(t) < ||t € 2™,

tj.
lz Coll <z(t)’ + It €2™]]
odakle sledi da je
lecoll< [ @@ +ltea™]) = llzca”l.

tedom(x)

Beskonacnost :
Pokazujemo da je ||@ € Ind|| =1 tj. da je

0€ewA (Ve ew)(zU{x} ew)]|=1.

Obzirom da 0 € w, to je ||0 € || = 1. Dalje,

(Ve e @) (zUfa} e@)ll = [l@@) +|lzu{z}esl)
TEW
= J[llzvu{areal =1,
TEWw
jer xU{z} €w, paje|[tU{z} € 0| =1
Zamena :
Neka je o(z,2,91,...,Yn) proizvoljna formula jezika teorije skupova. Uo¢imo

sledeéi ekvivalent aksiome zamene:
Vudv(Vx € u)(3z € v)(Fte(x,t,7) — o(x,2,7))

Za ovaj oblik aksiome zamene smo se odlucili zbog ograni¢enih kvantora i
¢injenice da zbog teoreme refleksije nije potrebna jedinstvenost z—a.
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Neka su 0,01, . ..,0, € MP® proizvoljni. Napomenimo da ¢emo radi pregled-
nosti koristiti skrac¢enicu @ = o1, ..., 0,. Hotemo da pokazemo da je
Bu(Va € 0)(32 € v) (Bl ,7) — ol 2,7)|| = 1.

Neka je
a(z,2) = ||3te(x,t,7) — p(z,2,5)||, z,2€M>.

Kako je
Va3z(Ftp(z, t,7) — p(z,2,7))
valjana formula, mora biti
H Z a(z,z) = 1.
z€dom(o) z€ MB
Obzirom da je M tranzitivan model za ZFC, mora biti

{a(x,2) | 2 € dom(o),z € M®} € M |

odakle sledi da postoji ordinal @ € M tako da je

H Z a(z,z) = H Z a(z,z) = 1.

z€dom(o) ze MB zedom(o) ze ME

Neka je 7 € M® tako da je
e dom(7) = ME

[e3%

o 7(z) =1, z € ME.

Sada je
[|(Vx € 0)(3z € T)a(x, 2)|| = H Z 7(2) - a(z, 2)
z€dom(o) ze ME
= H Z a(x,z) =1.
z€dom(o) ze ME
Regularnost :

Podimo od sledeteg ekvivalenta aksiome regularnosti :

Va (vt € 2)p(t,7) = ¢(2,7)) — Yap(x,7) .

Neka je
b= |V ((Vt € 2)p(t,7) — ¢(2,9))]] -

Neka su o1, ...,0, € M® proizvoljni. €-indukcijom pokazujemo da je

b < |le(r,a)ll, TeM".
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Uo¢imo proizvoljno 7 € M® i neka za svako t € dom(r) vazi
b <o) .
Tada je

b< [ @) +llet.a)l) = [I(vt € T)p(t.T)| -

tedom(T)
S druge strane,
b < [|(Vt € T)p(t, @) + lle(r, D),

pa mora biti b < ||¢(7,7)]]-
Izbor :

87

Neka je 0 € M® proizvoljno. Obzirom na duzinu dokaza, ovde éemo samo dati

konstrukciju odgovarajuée bulovske funkcije izbora za o.

Prvo definisimo pojam bulovskog para. Za proizvoljne x,y € MP neka je

{z,y}® € M® tako da
o dom({z,y}") = {z,y}
o {2y} (@) ={z.y}"(y) = 1.
Sada bulovski par definiSemo sa
(@, y)" = {{z,y}° {2}"}" .
Kako 9 = ZFC, to postoji f € Ord N M tako da je
oc={oa | e p}.

Za svako a € ( neka je

Yo =0(0a) - H llog = oall -

€
Pokazimo da za svako o € 3 postoji s, € M® tako da je
lloa 0 — sq €E0al|=1.
Obzirom da je M® pun model, to je dovoljno pokazati da je
[10#£ 04 — Jz(xz€0,)||=1.

Zaista,

0400 —Ta@eolll = [0=call+ 3 llv€odl

zeEMPB

oo SO+ 3 Il € ol
zeMP

z€dom(oy) zeMEB

Y

z€dom(oy) ze€dom(oy)

I[I oo+ > llweall
I c@+ > oalx)=1.
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Uz prethodnu simboliku, neka je za svako o € (8
To = (0n, Sa)P
Uocimo 7 € M® tako da
e dom(7) ={z, | @ € 5}
o T(Zo) =Ya, Q€.
Moze se pokazati da je 7 bulovska funkcija izbora za o, tj. da je

HO’%OH’T:O’—)UU/\(V‘TGJ)T(JS)EIH:l.

Posledica 2.6.1 Neka ZFC & . Tada je ||| = 1.

Dokaz :
Neka ZFC + ¢. Po stavu kompaktnosti tada postoje o1, ..., @, € ZFC tako
da

P1AANpp .
No sada je
CLA N — @

valjana formula, pa je

llpr Ao AN — [ =1

Kako je po prethodnoj teoremi ||¢;|| = 1, mora biti ||¢|| = 1.

2.7 Forsing
Neka je 9t = (M, €) prebrojiv tranzitivan model teorije ZFC i neka
M = “B je kompletna Bulova algebra” .
Ultrafilter G u B je genericki ako
(VAe M)(ACG—][Acq).

Ako je G neglavni genericki ultrafilter, onda je [[G =0, pa G ¢ M. Ako je B
bezatomi¢na Bulova algebra, onda nijedan genericki ultrafilter ne pripada M.

Genericko prosirenje M[G] = (M[G], €) definisemo sa
M[G] ={rc | 7€ M},

pri ¢emu 7 €-rekurzijom definiSemo na slede¢i nacin:
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e 0c=0
o 7¢ ={zg | x € dom(r) AT(z) € G} .
Lema 2.7.1 Neka je G genericki ultrafilter u B. Tada vaZi:
(a) M C M[G]
(b) G € M|[G]
(¢) M[G] = TC(M[G]).

Dokaz :

Tranzitivnost generickog prosirenja M [G] sledi direktno iz definicije, te stoga
ostaje da pokazemo (a) i (b).

(a): €-indukcijom. Neka je € M proizvoljno. Tada je

t¢ = {o|lyexni(y) e G}
= {ylyexznleG}=x.

(b): Uotimo 7 € M® tako da

e dom(r) ={a | u € B}

e 7(i)=u, ué€B.

7¢ = {ug | @€ dom(r)AT(d) € G}
= {ujlueBAueG}=G.

O

Lema 2.7.2 Neka su 7,0 € M® proizvoljni i neka je G genericki ultrafilter u
B. Tada vazi:

o g =0g < |T=0]|€CG
e TgE€og—|lTen||eG.

Dokaz :
Simultano transfinitnom indukcijom po parovima (r(7), r(o)).

Neka
Ireoll= Y o) le=r| € G.
z€dom(o)

Ako bi za svako = € dom(o) o(z)’ + ||z # 7|| € G, onda bi iz ¢injenice da je G
genericki ultrafilter sledilo da i

[ (@ +lle#r)=lr¢ollcc’

zedom(o)
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$to je u kontradikciji sa ||7 € o] € G.
Dakle, postoji t € dom(o) tako da

o) -|t=7|l€G.

Samim tim ||t = 7|| € G odakle, uz odgovaraju¢u induktivnu hipotezu, sledi da
jetg = 74. Kako je

og = {rg z € dom(o) Ao(z) € G},

to 7¢ € 0g.
Neka 7¢ € 0. Tada postoji t € dom(o) tako da o(t) € G itg = 7¢. Sada
je, uz odgovarajuéu induktivnu hipotezu, ||t = 7|| € G, pajeio(t)-||t = 7|| € G.
Kako je
Ireallza(t)-[lt =7,

to ||T € o]| € G.
Neka je ||7 C o|| € G. Tada vazi
(Vo € dom(7))(r(z) € GV ||z € o|| € Q) .

Neka je x¢ € 7¢ proizvoljno. Tada x € dom(7) i 7(x) € G, odakle sledi da
||z € o|| € G. Sada, uz odgovaraju¢u induktivnu hipotezu, ¢ € o¢g, odakle
sledi da je 7¢ C o¢-

Neka je 7¢ C og 1 neka je x € dom(7) proizvoljno. Ako 7(x) € G, onda
TG € Tg, odakle sledi da x¢ € og. Sada, uz odgovarajucu induktivnu hipotezu,
||z € o|| € G, odakle sledi da 7(x) + ||z € 0]| € G.

Ako 7(x) ¢ G, onda 7(z)" € G, odakle sledi da 7(x) + ||z € || € G, §to
zajedno sa prethodnim daje

[ ¢ +lzcol)=lrcolea.

z€dom(T)

Neka ||7 C o|| € G i neka je g € 7¢ proizvoljno. Tada 7(x) € G, pa kako
7(x) + ||z € o|| € G i kako je G ultrafilter, mora biti

|lzeo|leqG,

odakle uz odgovarajuéu induktivnu hipotezu sledi da x4 € og.
Samim tim, 7¢ C og.

g

Teorema 2.7.1 Neka je p(z1,...,x,) proizvoljna formula jezika teorije skupo-
va, G genericki ultrafilter u B i neka su 1,...,7, € M® proizvoljni. Tada

MG] E elne, - el < e, m)ll € G
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Napomena :
Obzirom da svaka teorema ¢ teorije ZFC ima bulovsku vrednost 1, neposre-
dna posledica ove teoreme je ¢injenica da je M[G] = ZFC.

Dokaz :

Indukcijom po slozenosti formule . Slucaj kada je ¢ atomic¢na formula je
dokazan u prethodnoj lemi, a slu¢aj kada je ¢ bulovska kombinacija je neposre-
dna posledica definicija relacije zadovoljenja i bulovske vrednosti.

Preostaje nam slucaj kada je ¢ oblika Iy (y, T).

Neka

1Byd(y,mi, )l = D Iy, 7, )l €G

yeM?B
Obzirom da je G genericki ultrafilter, postoji t € M® tako da
||w(ta7—17 e aTn)” S G 5

odakle, uz odgovarajucu induktivnu hipotezu, sledi da je

M[G] ': ’l/)[tG,Tlc,...,Tng] .

Neka postoji t € MP tako da je M[G] E 9¥ltg, TG, .-, Tng) - Tada, uz
odgovarajuéu induktivnu hipotezu, |4 (¢, 71,...,7,)|| € G, a kako je

|

||¢(t77—1""’7ﬂ)|| < ||3y¢(y,71,---,7n)

mora biti ||Fy(y, 71,...,7)|| € G.

Lema 2.7.3 Neka je G genericki ultrafilter u B. Tada vaZi:

(a) M[G] = (M[G], €) je najmangi tranzitivan model teorije ZFC takav da je
M C M[G] i G € M[G];

(b) M i M[G] su iste visine, tj. Ord N M = Ord N M[G].

Dokaz :

(a): Neka je Mt = (N, €) tranzitivan model teorije ZFC takav da je M C N
i G € N. Tada je konstrukcija svakog 7o apsolutna za N, pa 7¢ € N. Samim
tim, M[G] C N.

(b): €-indukcijom pokazujemo da je za svako 7 € M® rank(rg) < rank(7),
pri éemu smo sa rank(7) oznacili najmanji ordinal « takav da 7 € V,,. Kako je

7¢ ={z¢ | x € dom(7) A7(z) € G},
iz induktivne pretpostavke da je za svako x € dom(r)

rank(zg) < rank(z) < rank(7)
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neposredno sledi da je rank(7g) < rank(7).
Ako je 7¢ ordinal u M[G], onda prema prethodnom

T € rank(t) € M ,

¢ime je tvrdenje dokazano.

O

Neka je (P, <) € M separativno uredenje bez minimalnih elemenata. Ultra-
filter® G u (P, <) je genericki ako sece sve guste skupove u (P, <) koji pripadaju
M. Dalje, neka je B € M jedinstvena’ M-kompletna® Bulova algebra u kojoj
je (P, <) gusto.

Obzirom da je (P, <) gusto u B separativno uredenje bez minimalnih eleme-
nata, to je B bezatomic¢na Bulova algebra. Neka je

G'={ueB|(@peGp<u}.

Lako se pokazuje da je G* genericki ultrafilter u B. Obzirom da je B bezatomi¢na
Bulova algebra, G* ¢ M, odakle sledi da G ¢ M. Pokazimo da je M[G*]
najmanji tranzitivan model teorije ZFC koji je nadskup od M i koji sadrzi G.
S jedne strane, kako je G = PN G* i kako P,G* € M|G*], to G € M[G*].
S druge strane, neka je N tranzitivan model teorije ZFC koji je nadskup
skupa M i koji sadrzi G. Tada i B € N, odakle sledi da je definiciona formula
skupa G* apsolutna za N, pa G* € N. Samim tim je i M[G*] € N.

Uz prethodnu simboliku, ako sa 9G] ozna¢imo najmanji tranzitivan model
teorije ZFC koji sadrzi G i ¢iji je skup nosa¢ nadskup skupa M, onda je

MG = M[G™] .

Lema 2.7.4 Neka je (P,<) € M separativno uredenje bez minimalnih eleme-
nata. Tada za svako p € P postoji genericki ultrafilter G u (P, <) takav da
pEQG.

Dokaz :

Obzirom da je M prebrojiv, to se svi gusti u (P, <) skupovi iz M mogu
poredati u niz. Neka je to niz D,,, n € w. Uocimo proizvoljno p € P. Obzirom
na Cinjenicu da su skupovi D,, gusti u P, postojace niz

p>do>di>dy>..., dy€D,, nEw.

6G C P je filter ako vazi:
e G#O
e Svaka dva elementa iz G su kompatibilna;
e (VpEG)(VgeP)p<qg—q€EG).

“do na izomorfizam
SM = “B je kompletna Bulova algebra”
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Sada skup {p} U{d, | n € w} ima svojstvo konacnog preseka, pa je sadrzan u
nekom ultrafiltru G. Samim tim, G je trazeni ultrafilter.

g

Sada smo spremni da uvedemo relaciju forsiranja I-. Neka je:
e (P, <) € M separativno uredenje bez minimalnih elemenata;
e G genericki ultrafilter u (P, <);

e B € M kompletiranje uredenja (P, <);

e o(x1,...,2,) proizvoljna formula jezika teorije skupova;
o T1,...,Tn € M® proizvoljni.
Kazemo da p € P forsira ¢(11,...,7,) 1 piSemo

plEo(r, ..., Tn)
ako je p < |lo(T1, ..., )]

Sledece osobine relacije forsiranja neposredno slede iz osobina bulovske vred-
nosti.

L plk—p < (Yg<p)glf e

2.plFpAY =plEp A plEep
B.plkoVy o (Vg<p)EFr<qg(rike V ri-y)
4. plFVayp « (Y7 € MB)p I+ o(76)

5. plF Jzp < (Vg < p)(3r < )37 € MP)r IF p(76)
6

. Neka je ¢ proizvoljna formula jezika teorije skupova. Tada za svako p € P
postoji ¢ < p tako da ¢ IF ¢ ili g IF —e.

7. plko — (Vg <p)glF .
Teorema 2.7.2 (Koen) Neka je (P,<) € M separativno uredenje bez mini-
malnih elemenata i neka je G genericki ultrafilter u (P, <). Tada
1V AL, t. MGV AL.

Dokaz :

Neka je £ : Ord — L kanonsko nabrajanje konstruktibilnih skupova. Kako
su M i M[G] iste visine i kako je L apsolutno za tranzitivne modele teorije ZFC,
to je

LNM=LnNnM[G].
Obzirom da je (P, <) separativno uredenje bez minimalnih elemenata, G ¢ M,
odakle sledi da G ¢ L N M[G]. Samim tim, M[G] =V # L.
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d

Obzirom da je Gedel pokazao relativnu konzistentnost aksiome konstruk-
tibilnosti sa sistemom ZFC, ovaj Koenov rezultat daje nezavisnost V' = L u
odnosu na ZFC.

2.8 Koenova teorema

Prvo precizirajmo terminologiju:
e M = (M, €) : prebrojiv tranzitivan model teorije ZFC;
e P =(P,<): uM separativno uredenje bez minimalnih elemenata,;

e B : u M kompletna Bulova algebra u kojoj je P gusto. Obzirom na prirodu
uredenja P, B je bezatomicna;

e G : genericki ultrafilter u P;

e G* : produzenje ultrafiltra G do generickog ultrafiltra u B. Obzirom da
je B bezatomicna, G,G* ¢ M,

M[G] = (M]G],€) : genericko prosirenje modela M. Po definiciji je
M[G] = M[G™].

Neka je £ (u 9) beskonacan kardinal. Kazemo da P zadovoljava kCC (k
Chain Condition) ako je u P svaki antilanac kardinalnosti manje od .
Lako se vidi da P ima kCC akko B ima xCC.

Za uredenje P = (P, <) kazemo da je k—zatvoreno ako za svaki nerastudi
lanac p,, a € k u P postoji p € P tako da

(Va € kK)p < po -

Lema 2.8.1 Neka je uredenje P = (P, <) k—zatvoreno. Tada je za proizvoljnu
familiju Dy, o € k gustih skupova u P skup

D:ﬂﬁa

aER
gust u P i pri tom je D = D.

Dokaz :
Podsetimo se, za proizvoljan skup X C P smo X definisali na slede¢ i na¢in:

X=JU={peP|GgeX)p<q}.
peX

Sada iz definicije skupa D neposredno sledi da je D = D. Ostaje da pokazemo
da je D gust u P.
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Neka je p € P proizvoljno. Niz p,, a € k rekurzivno formirajmo na sledeci
nacin:
e Obzirom da je Dy gust, izaberimo py € Dy tako da je pg < p ;
e Obzirom da je D,41 gust, izaberimo poy1 € Dy41 tako da je pot1 < pa ;

e Neka je o = [Ja. Kako je P s—zatvoreno, postoji ¢ € P tako da je za
svako £ € o q < pe. Obzirom da je D, gust, izaberimo p, € D, tako da

jepa<q.
P je k—zatvoreno, pa postoji r € P tako da je za svako o € &
7 <Dy -
Samim tim r € D i r < p, odakle sledi da je D gust u P.

O

Lema 2.8.2 Neka je P k—zatvoreno i neka su € M® i A € M takvi da ¢ :
k — A. Tada 7¢ € M. Posebno, u M[G] su ocuvani kardinali i kofinalnosti
mangji do jednaki k.

Dokaz :
Obzirom na definiciju genericke ekstenzije, postoji p € P tako da

plkr:k— A.
Za proizvoljno « € k neka je
Do={q<p|qlF(3ac Ar(a)=a} .
Primetimo da D, € M. Ako q € D,, onda za svako r < q vazi
ri-(3ac Ar(a)=a,

odakle sledi da r € D,. Dakle, D, = D,. Pokazimo da je D, gust ispod p.
Neka je g < p proizvoljno. Tada postoji r < ¢ tako da

ri-(Bac Ar(@)=a i ri--Gac Ad)r(d)=a.
Obzirom da je r < p , vazi r IF 7 : i — A, odakle sledi da
rl- (3a € A)r(a) = a,
tj. 7 € Dg.

Neka je

D:ﬂDa.

aER
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Primetimo da je D gust ispod p, D = D, kao i da D € M. Obzirom da je
G genericki ultrafilter, mozemo izabrati ¢ € D N G. Funkciju f : 1k — A
definisimo na sledeéi nac¢in:

fla)=asqer qlFT(d)=d,acA.
Lako se vidi da f € M kaoida je 74y = f.

0

Lema 2.8.3 Neka P zadovoljava kCC i neka je X reqularan kardinal u 9 veéi
do jednak k. Tada je X regularan kardinal u IMM[G].

Dokaz :
Pretpostavimo suprotno. Tada postoje p < Ai 71 € MB tako da
TG — A A LJrng(Tg):/\7
tj.
[[7:0— XA Urng(T):XHEG.

S jedne strane, za proizvoljno « € u i proizvoljne medusobno razlicite 3,v € A
vazi

llm(@) =Bl - llr(a) =3l < [|B=7Il =0
S druge strane, za svako 8 € A postoji o € u tako da

Ir(@) =plle G
Za proizvoljno a € p neka je
Xo={BeX]||r(a)= 0] >0} .

Primetimo da je svaki od skupova X, antilanac. Kako je

)\:UXa

aep

i kako je p < A, postoji o € u tako da je | X,| = A. No ovo je u kontradikciji sa
¢injenicom da PP, pa samim tim i B zadovoljava kCC.

d

Kao neposrednu posledicu prethodne dve leme imamo ¢injenicu da k—zatvo-
reno uredenje koje zadovoljava kCC pri generickim ekstenzijama cuva kardinale
i kofinalnosti.

Isti zaklju¢ak mozemo izvesti i za uredenje koje je A\—zatvoreno za svako
A < K i koje zadovoljava kT CC.
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Lema 2.8.4 Neka je & u 9 regularan kardinal takav da M = 2<% = k i neka
A,B € M pri éemu M |= |B| < k. Dalje, neka je

P={pe MnP(AxB) | fun(p) A (Jdom(p)| < x)™} .
Tada uredenje P = (P, D) zadovoljava u M k+ CC.

Dokaz :
Neka je W € M antilanac u P. Skupove A, i W,, o € k, rekurzivno
konstruisimo na sledeéi nacin:

e Neka je ¢ € W proizvoljno, Wy = {q} i Ap = dom(q) ;
e Neka je S, = {p € P | dom(p) C A, A (3¢ € W)p = ¢|a,}. Za svako
p € Sy izaberimo g, € W tako da je p = ¢,|a,- Neka je
Way1 =W, U{Qp | pE Sa}

i neka je
Aay1 = U{dom(p) | p€ Watr};

e Za grani¢ni ordinal o neka je

Aa:UAﬂ i Wa:UWg.

Bea BEx
Primetimo da je za o € § A, C Ag 1 Wy € Wg. Prvo pokazimo da je

W:UWQ.

ack

Neka je ¢ € W proizvoljno. Kako je |[dom(q)| < & (u 9M), postoji a € k tako da
je za svako a < 0 < K

dom(g) N A, = dom(q) N Ag .
Neka je p = qla,. Sada p € S, paje g =qp, tj. ¢ € Waya.

Da bismo pokazali da M = |[W| < k, dovoljno je pokazati da za svako « € k
u M vazi |Ay| < k1 |[W,| < k. Ovo pokazujemo indukcijom po k. Jedini
netrivijalni slucaj je sledbenik korak.

Neka je u M |A,| < k1 |[W,| < k. Uocimo u M skup X svih funkcija ¢iji je
domen podskup skupa A, kardinalnosti manje od « i ¢iji je kodomen podskup
skupa B. Tada je u 9

Waia] < [Wal-1X] .

Obzirom da je u M |B| < k, mora u M biti 1 |X| < k<*. Kako je u M &
regularan kardinal takav da je 2<% = k, mora u 9 biti i k<" = k. Samim tim,
u I vazi

[Woti| <K=k,

odakle po definiciji skupa A, 41 neposredno sledi da u 9 vazii |[Agy1| < & .
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d

Za potrebe dokaza Koenove teoreme dodatno precizirajmo notaciju:
e & : u M regularan kardinal takav da je 2<% =k ;

e )\ : u M kardinal takav da je A" = X ;

e P={pe MNP(\xk)x2)|fun(p) A (Jdom(p)| < &)™} ;

e P = (P,D) . Koristedi regularnost x lako se proverava da je P u—zatvoreno
za svako u < K, a na osnovu pretnodne leme sledi da P zadovoljava kT CC
(u 9. Samim tim, u svakoj genericko] ekstenziji nad P ée biti o¢uvani
kardinali i kofinalnosti.

Teorema 2.8.1 (Koen) Uz prethodnu simboliku, neka je G proizvoljan gene-
ricki ultrafilter v P. Tada
MG = 2= A.

Dokaz :

Obzirom da su pri svim generickim ekstenzijama nad P o¢uvani kardinali i
kofinalnosti, £ 1 A ée biti kardinali i u M[G].

Da bi pojednostavili notaciju, podrazumeva¢emo relativizaciju argumenta-
cije koju ¢emo izloziti na M i M[G], pri cemu se relativizacija na M[G] po-
drazumeva kad god se u argumentaciji javi G.

Neka su a € A i 8 € k proizvoljni. Obzirom da je skup

A={pe P | (o pB) € dom(p)}

gust u P i da je G genericki ultrafilter u P, mozemo izabrati p4 tako da ps €
ANG. Kako su svaka dva elementa iz G kompatibilna, za svako p € G tako da
(o, B) € dom(p) vazi

p(a,B) = pa(a, B) .

Samim tim, mora biti

UGZ)\XK—>2.

Prvo pokazimo da je u M[G] 2 > \. Za proizvoljno a € A neka je

Xo={¢en| JGag)=1}.

Naravno, X, ¢ M, jer bi u suprotnom moralo biti i G € M. Ostaje da za
proizvoljne, medusobno razlicite o, 3 € A pokazemo da je X, # Xg.
Neka su «, 8 € A medusobno razli¢iti. Prvo pokazimo da je skup

D={qe P|(FKer)qg(§) #4438}
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gust u P. Neka je p € P proizvoljno. Kako je |dom(p)| < &, mora biti i
|rng(dom(p))| < &, odakle zbog regularnosti x sledi da postoji £ € x tako da je
rng(dom(p)) C £. Odavde neposredno sledi da

(@, €),(B,€) ¢ dom(p) .

Sada je funkcija
q=pU {<OL,§, O>v </67€7 1>}
takva da ¢ € D i ¢ < p, odakle sledi da je skup D gust.

Kako je skup D gust u P i kako je G genericki ultrafilter, mora biti GND # 0.
Samim tim, postoji £ € k tako da je

U9 #JGs.9) ,
odakle sledi da je X, # Xg.
S druge strane, u 9M|[G] vazi

9% < B = |Ax k[F =\ =\

Iz Koenove teoreme neposredno sledi da
Con(ZFC) — Con(ZFC + -GCH) ,

§to zajedno sa Gedelovim rezultatom daje nezavisnost GCH u odnosu na ZFC.
2.9 Istonova teorema

Ukoliko ne naglasimo druk¢ije, podrazumeva¢emo da su uredenja sa kojima
radimo ili separativna bez minimalnih elemenata (uz dogovor da sva imaju
zajednicki maksimum koji ¢emo oznacavati sa 1), ili kompletne bezatomi¢ne
Bulove algebre.

Ovu restrikciju pravimo iz prostog razloga $to nas zanimaju jedino ona
uredenja koja u generickim ekstenzijama daju nove skupove.

Lema 2.9.1 (proizvod lema) Neka je M = (M, €) prebrojiv tranzitivan mo-
del teorije ZFC , Py = (P, <1) i Pa = (P, <3) u M separativna uredenja bez
manimalnih elemenata i neka je P € M njihov proizvod. Uocimo proizvoljno
G C P. Tada je G M—genericki ultrafilter akko vazi:

e G =dom(G) x rng(G);

e dom(G) je genericki ultrafilter nad IM;
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e tng(G) je genericki ultrafilter nad M[dom(G)].

Posebno,
M[G] = M[dom(G)][rng(G)] = M[rng(G)][dom(G)] .

Dokaz :

=: Neka je G genericki ultrafilter i neka je G; = dom(G) i G2 = rng(G).
Lako se proverava da je G ultrafilter u P; i da je Gy ultrafilter u Py, kao i da
je G genericki nad 9.

Neka je D € M[G1] gust u Py (gledano u M[G1]) i neka je D = 7¢,. Samim
tim, postoji p € G; tako da

p Ik 47 je gust u Py .

Obzirom da je D gust u Py, za svako ¢ € P, postoji r <5 ¢q tako da r € D.
Samim tim, za proizvoljno p; <; p postoji ps € G tako da je ps <1 p1 i

palErerT.
Ovim smo pokazali da je za svako q € Py i svako p; <7 p skup
A={({p2r)€Gix P |pp<ipr Ar<2qAplb7er}

gust u P ispod (p1,q). Obzirom da je G genericki ultrafilter u P, mora biti
GNA+#0. Ako (pa,7) € GN A, onda r € Go N D. Dakle, G2 je genericki
ultrafilter.

< : Neka je G = Gy x Ga, G; M-genreicki ultrafilter u Py i Go M[G1]-
genreicki ultrafilter u Po. Lako se proverava da je G ultrafilter u P.
Neka je D € M gust u P. Hoéemo da pokazemo da je D NG # 0. Uoimo
skup
A={qe P, | (3pe€ Gi1){p,q) € D} .

Primetimo da A € M[G;]. Dovoljno je pokazati da je A gust u Po. Neka je
q € P, proizvoljno. Tada za svako p € P; iz ¢injenice da je D gust u P sledi da
postoje p1 <1 piq1 <5 ¢ tako da (p1,¢1) € D. Samim tim, skup

B={pe P | (3r<sq)pr)c D}

je gust u Py, a kako je Gp genericki ultrafilter, postoji p € BN G;. Odavde
neposredno sledi da je A gust u Ps.

Poslednji deo tvrdenja neposredno sledi iz minimalnosti genericke ekstenzije.

O

Lema 2.9.2 Neka je k beskonacan kardinal u 9, P1 i Py uredenja u M tako
da je Py k—zatvoreno i Py zadovoljava kCC. Dalje, neka je G x H genericki
ultrafilter w P =Py x Py. Tada za svako A € M i svaku funkciju f: x — A u
MG x H| vazi da f € M.
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Dokaz :
Neka su B, B; i Bo redom kompletiranja uredenja P,P; i Py. Dalje, neka je
7 € MPB tako da je f = T7gxpy. Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti
dajeu B
||[7: & — Al|=1.

Za svako a € k definisimo skup D, C P; na sledeéi nacin:
p € D, ©qef postoje maksimalan antilanac W C Py (W € M) i skup
{@apq | €W} e MNP(A) tako da za svako g € W

(p,q) IF7(a) = da,p,q -

Ocigledno je D, = D,. Pokazimo da je D, gust. 5
Neka je p € Py proizvoljno. Kako je ||7: K — A|| = 1, mora biti

{p, ) IF (Fae Ayr(a)=a,
odakle sledi da postoje pg <1 p,qo0 € P2 i ag € A tako da
(o, qo) IF (&) = ag .

Pretpostavimo da smo konstruisali nizove pg € Pi,qc € P> ias € A, £ € 5 tako
da je niz p¢ nerastudi, niz g¢ je antilanac i

<p§,q5> I T(d) = vag .

Ako je niz g¢, £ € f maksimalan antilanac, onda obzirom da P, zadovoljava
xCC mora biti 3 < k. Kako je P; k—zatvoreno, postoji pg € P; tako da je za
svako £ € B pg <1 pe. Samim tim, za svako £ €

(pg,qe) IF 7(@) = ae ,

odakle sledi da pg € D,,.

Neka niz g¢, £ € 8 nije maksimalan antilanac. Tada postoji ¢ € P» inkom-
patibilno sa svakim g¢. Obzirom da je P; x-zatvoreno, postoji r € P; tako da
je za svako £ € B f <4 pe. Kako

(r,q) - Ba e Ar(a)=a,
postoje pg <1 7,98 <2 ¢ iag € A tako da

(pg,qp) F 7(&) = ag .

Ovim smo pokazali da je svaki od skupova D, gust u Py, a kako je Iy
k—zatvoreno i kako za svaki od skupova D, vazi D, = D,, skup

D:ﬂDa

aER
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je gust u Py i vazi D = D. Na osnovu proizvod leme je G genericki ultrafilter u
Py.

Neka p € G N D. Obzirom da p pripada svim skupovima D,, za svako
a € Kk mozemo izabrati maksimalan antilanac W, u Py (W, € M) i skup
{@ap.q | g€ Wo} € MNP(A) tako da za svako ¢ € W,

<p, q) IF7(a) = da,p,q -

Obzirom da je H genericki ultrafilter u Py, za svako « € k postoji jedinstveno
do € HNW,. Definisimo u M[H] funkciju g : K — A na sledeéi naéin:

g(a) =anpq, » *EK .
Sada za svako a € k vazi
(P, ¢a) IF 7(0) = 9(a)
odakle sledi da je f = g.
O

Neka su P; = (P, <;) , i € I uredenja i neka je x beskonacan kardinal. Za
proizvoljno p € [[,.; P; neka je

supp,(p) = {i € I | p(i) # 1} .

Definisimo x—proizvod P = (P, <) uredenja P; na slededi nacin:

el

o P={p€]lic; P |Isupp,(p)| <K}
o p < qaer (Viep(i) <;qli) .

Ako je A < k beskonacan kardinal i ako je svako od uredenja P; A—zatvoreno,
onda se lako proverava da je i njihov k—proizvod P takode A\—zatvoren.

Lema 2.9.3 Neka je x regularan kardinal, P k—proizvod uredenja P; , i € I 4
neka je W antilanac v P. Tada vaZi:

(a) Ako je za svako i € I |P;| < K, onda je |W| < 2<F;
(b) Ako je A > k i ako je za svako i € I |P;| < A, onda je [W] < A<F ;
(¢) Ako je A > k nedostizan i ako je za svako i € I |P;| < X, onda je |W| < A.

Dokaz :

Primetimo da je dovoljno pokazati samo (b), jer iz regularnosti x sledi 2<% =
k<" a za nedostizan A > k je A<F = A\,

Dokazimo (b). Definisimo funkciju f : P — V na sledeéi nacin:

f(p) :p|supp,€(p) , D E P
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Ako stavimo da je za p,q € P

fp) < f(q) ©aet < q,

dobijamo izomorfnost uredenja P i (f[P],<). Dalje radimo sa uredenjem
(f[P], <) na sasvim sli¢an nacin kao i u dokazu leme 2.8.4 .

O

Neka je I skup ¢iji su svi elementi regularni beskona¢ni kardinali i neka je
F : I — Card funkcija takva da za svako k, A € I vazi:

e k< \A— F(k) < F(\)
o cfF (k) >k .
Dalje, za svako k € I neka je
P, ={pC F(k) x k x 2| fun(p) A |[dom(p)| < K}

iP, = (P,;,2) . Za svako p € [],..; P« neka je

el
supp(p) = {r € I | p(r) # 0} .
Istonov proizvod P = (P, <) uredenja Py, x € I definiSemo na slede¢i nacin:
o P={p€[l.es P | (VA € Reg)supp(p) N Al < A}
* p < q et (Ve € Ip(r) 2 q(k) .

Lako se pokazuje da element p Istonovog proizvoda do na izomorfizam moz-
emo posmatrati kao funkciju ¢iji je kodomen 2, a elementi domena su trojke
(o, k,B), a € F(k),k € I, € k tako da za svaki regularan kardinal \ vazi

[{({e, 5, B) € dom(p) | & < A} <A

Gledajuéi na ovaj nacin, poredak na Istonovom proizvodu postaje D.

Neka je A regularan kardinal i neka p € P. Tada:

D= =det P l{(an,8)edom(p) | n<A}

o 7 =det Pl{(an.B)cdom(p) | £>2)

PSA =4o¢ {p=* | p € P}

P>A =4s {p”* | pe P}.
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Lako se proverava da je P = P x P> |

Primetimo da je za proizvoljan regularan kardinal A P>* \-zatvoreno. Za-
ista, ako je po , @ € A niz u P> tako da je za a € 8 po C pg, onda se lako vidi
dap=U,crPa € P~ A, odakle sledi A—zatvorenost.

Ako vazi GCH, onda se lako proverava da P<* zadovoljava A\*CC.

Sada ¢emo pokazati slabiju varijantu Istonove teoreme, koja se odnosi na
kontrolu vrednosti kontinuum funkcije za skup mnogo regularnih kardinala.
Puna varijanta Istonove teoreme zahteva modifikaciju do sada izlozenih fors-
ing argumenata na prave klase.

Teorema 2.9.1 (Iston) Neka je M prebrojiv tranzitivan model teorije ZFC +
GCH, I € M skup ciji su elementi u MM reqularni kardinali, M = F : [ —
Card pri éemu je F neopadajuéa funkcija takva da za svako v € I u 9M vazi
cfF(k) > k, i neka je P odgovarajuéi Istonov proizvod.

Tada za svaki genericki ultrafilter G uw P MM i M[G] imaju iste kardinale i
kofinalnosti i za svako k € 1

MG |= 2~ = F(k) .

Dokaz :

Neka je k € I proizvoljno. Pretpostavimo da k nije regularan kardinal u
M[G]. Tada postoji regularan u M[G] kardinal A < k i kofinalna funkcija
fiA— k.

Medutim, kako je IMM[G] = M[G>* x G=F], po lemi 2.9.2 f € M[G=}],
odakle sledi da A nije regularan u 9[G="]. Kontradikcija sa ¢injenicom da P<*
zadovoljava ATCC i da je k > \.

Neka je opet x € I proizvoljno. Ho¢emo da pokazemo da
M[G] = 2° = F(k) .
Obzirom na konstrukciju Istonovog proizvoda, ostaje da se pokaze da
MIG] = 2" < F(k) .
Na osnovu leme 2.9.2 sledi da je

(QN)EDI[G] _ (2/1>EDT[G5"] )

Obzirom da u M vazi GCH, imamo da je u M 2<F = k i F (k)" = F(k).
Sada se sasvim sli¢no kao i u dokazu Koenove teoreme pokazuje da

M[G=F] = 25 = F(k) .
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Napomenimo da se moze pokazati da u Istonovom modelu vazi SCH, pa u
njemu kontinuum funkcija zavisi samo od vrednosti na regularnim kardinalima.

Izlabanje o kontinuum problemu bih zavrsio slede¢im Hilbertovim re¢ima:

Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen,
soll uns nimand vertreiben kénen.
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