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Predgovor 

Halpern — Lauchlijeva teorema pripada oblasti kombinatorike u teoriji 
skupova. To je teorema Ramseyevog tipa, koja se mote formulisati u 
sledeCa tri oblika. 

HL( a) Neka su : 

(1) cic(c,)+1)\1; 

(2) kEw \ 1 ; 

(3) 7"=<Ti, 1 Ed> sekvencija perfektnih )X w )—stabala ; 

(4) f : AT I  -> k. 

Tada postoje 5 1=<Si : i Ed>, A i 1 za koji va2i 

(5) ,S=<Si, : i Ed> sekvencija perfektnih (co ,< co )—stabala ; 

(6) Vi E d (Si je na dole zatvoreno podstablo stabla Ti ) 

(7) Ac [w] 	; 

(8) jen /Si =It 

HL(p) Neka su : 

(1) dc(co+1) \1 

(2) IcEco \ 1 ; 

(3) it=<Ti : i Ed> sekvencija (w ,< co )—stabala ; 

(4) Tt -, k. 
zed 

Tada postoje C=<ti : i E d> S=<Si : i Ed > 1. 1 za koji, va2i : 

(5) re II Ti ; 
ter' 

(6) :§+ E StrW (<71/2; 	: 	d >) ; 

(7) f" 2aSi  

HL( 7 ) Neka su : 

(1) dc(co+1)\1; 

(2) IcEco \1 ; 

(3) i>1=-<Ti, :1, E d> sekvencija (c..),< co )—stabala ; 

(4) f : sg)Ti -> k. 
"Ed 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Tada vat sledeCa alternativa : 

(5) VmEco 3 nEco 3 <Si C Ti(n) 	d 	ac V i cl (Sije rrt-gust 
skup u stablu Ti)&f" . 11

a 
 Si=1) 

Ic 

iii 

(6) 3 /E II TiVmEco 3 nEco 3 <Sic Ti [ti] (n) : i c d >On Sn &ViEd (Si 
ied 

je m-gust skup u stablu Ti [ti] & 	k\1). 
tcd 

HL( a) je prosta verzija, HL(fl) je strukturna verzija a, HL( y ) je  gusta 
verzija Halpern - Lauchlijeve teoreme. U radu je pokazano da HL(0) -+ 
HL( a) 1, da HL 	->HRig) . Ostaje otvoren problem da li su to tri, verzije 

Halpern - Lauchlijeve teoreme ekvivalentrte ti da li va2i HL( 7 ) za d= w . 

§ 1. uvodi radne definicije koje se koriste u daljem, tekstu. Prosta 
perfektna stabla i sekvencije prostih perfektnih, stabala se upotrebljavaju 
kod dokazivanja Blassove teoreme. Selektivni ultrafilter nad w je u pri-
snoj vezi. sa  HL teorarnom, zbog tega su navedene brojne njegove defini-
cije i zbog Cega je dokazana njegova egzistencija sa pretpostavkom kon- 
tinuurn hipoteze. Uvodenjem linearnog poretka a  it skup 2"'  je u vezi sa 

particionisanjern rod -> k. Preslikavanjem stabala u definiciji. 1.35. i njiho- 
ye osobine dokazane u stavu 1.11. omoguCavaju kombjnatorni, dokaz pro- 
ste HL i strukturne HL za d= w , uz ograniCenje da T Elf°, 

§ 2. rant-ultra posebne slucajeve HL teoreme pri Oijern dokazivanju 
nema potrebe da se napusta okyir kcrrnbinatorike. Stay 2.6. Ciji dokaz za-
hteva, sam,o Ramsevevu teoremu i KOnigovu lernu, Cini osnov u kombina-
tornom dokazu proste HL teoreme. 

§ 3. iznosi kornbinatorni dokaz proste HL teoreme po algoritmu Lave-
ra, koji, sam modifikovao tako da vati za dE( co +1) \ 1 Laver je koristio 
ovaj algoritara u dokazu proste HL teoreme za d= Co. 

§ 4. iznosi matematicki dokaz guste HL teoreme za d E (co +0\1 , ko-
ji je mockfikacija originalnog dokaza Halperna i Lituchlija. Stay 4.3. de-
monstrira pretax sa guste HL teoreme na strukturnu HL tearemy. Stay 4.4.5e genera-
lizacija strukturne HL tearer/le, koja potite od K.Milliken dok je stay 4.5. 
finitna verzija stava 4.4. Stay 4.10. i stay 4.11. su modyikacije struktu-
rne HL za d= w , u kojima se za TE KG)  (A L co ) tra2i S Elfc0  OE La) ) iZO- 

morfan sa T tako da je funkcija f : 0 Ti -> 1 harnogena na 0 Si. Laver 
EC.) 	 tiEW 

je dao jedan nedovoljan dokaz stave]. 4.10. 

§ 5. iznosi Hctrringtonov dokaz guste HL teoreme pomodu Koenovog 
k-lateralnog forcinga. 

§ 6. demonstrira prisnu vezu izmedu proste HL teoreme i Cinjenice 
da svaki podskup od w ili njegau komplement u bilo kom k-lateralnom 
Sacksovorn generickom modelu za k E (w +1) \1 sadrti beskonaCan pod-
skup od w u osnovnom modelu. To je izra2eno stavom 6.1. 

§ 7. iznosi jednu primenu guste HL teoreme u realnoj analizi, koja 
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potite od Blassa i centralni rezultat je iznet u stavu 7.5. 

§ 8. iznosi jednu primenu proste HL teoreme u realnoj analizi, koja 
potite od Harringtana, a centralni rezultati su izneti u stavu 8.9. i 8.10. 

§ 9. iznosi primenu strukturne HL teoreme u konatnom particionisa-
nju najwi.Se prebrojivih Dekartovih prizvoda n tipova. Osnovni rezultati su 
izneti u korolaru 9.1. , koji potiCe od Lavera, i korolaru 9.2. , koji predsta-
vlja jedno pojatanje tvrdenja iznetog od Halperna ti Pincusa. 

§ 10.0 stavu 10.1. pretinatava gustu HL teoremu dovodeOi je u vezu 
sa neglavnim, ultrafilterima nad CO , a it stavu 10.2. se uspostavlja veza 
izmedu proste HL teoreme i particionisanja skupa (2' 	u kcm.ctOno mnogo 
delovct, po proizvoljrtom selektivnom ultrafilteru nad Co. 
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§ 1 . Definicije 

Definicija 1.1. Stablo T je uredeni par <T, S> koji zadovoljava sle- 
dete uslove: 

(1) T je neprazan skup detimiOno ureden re/actijom s  sa najrnanjim. 
elententom , koji se zone koren stabla 1 oznaeava se koren(r); 

(2) Za svaki, element t E T je skup I s: sg t sesETI dobro ureden rela-
cijom g . 

Elementi skup a T se nazivaju Ovorovi stabla T.0 

Primedba. U dal jem. Cemo identifikovati Ti T. ❑ 

Definicija 1.2. Neka je l'=<T,g> stablo.Tada su definisani sledeOi 
slcupovi: 

(1) pred (t,T)=k:sET& sst ; 

(2) pred* (t,T)= pred(t,T)\)tt ; 

(3) sled (t,T)=s: sET&tgs ; 
(4) sled* (t,T)= sled(t,T)\fiti 

za svako tET. ❑ 

Definicija 1.3. Neka je T=<T,g> stablo.Tada je : 

(1) nivo (t,T) ordinal izam,orfan sa <pred*(t,T), S> za svako t E T ; 

(2) T(a)=1t: t E T& nivo(t,T)= ai za svaki ordinal a ; 

(3) visina(T)=sup {nivo(t,T)+ 1 : t E 71 } ; 
(4) grana stabla svaki maksimatni lanac u 	; 

(5) (T) skup svih grana u stabluT . ❑ 

Definicija 1.4. Neka je =<T,S> stablo. Za se T se ka2e da je nepo- 
sredni sledbenik t E T ako s E sled*(t,T) & sled*(t,T)npred*(s,T)=0. Za svako t 
ET se mote definisati skup nsled(t,T)=1.s: s je neposredan sledbenik t u 7' 
}.Za tET se kale da je neposredni prethodnik sET ako s Ensled(t,T).0 

Definicija 1.5. Neka 	 stablo a ordinal razliOit od 0 i k 
kardinal razlieit od 0.T je a-stablo ako VBE(T)(<B,6 > 
je tizomorfan saa).9" je(a ,k)-stablo ako je a-stablo 
ako je V tET (nsled(t,T) 0 Insled(t,T)1=k).5" je (a,<k)- 
stablo ako je a-stablo ti ako je V tET(Insted(t,T)I<k). 

je (a, gk)-stablo ako je a-stablo i ako je V tET(I 
nsled(t,T)ISk). ❑ 
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Definicija 

D efinicija 

Definicija 

1.6. 7- =<T,> je perfektno stable ako je V tET 3 sEsled(t,T)( 
Insiod(s,T)1 >1). ❑ 

1.7. Neka su aifl ordinali,takvi da je a s  S .Tada, je rast 
(a, IS) =V: fEaiif je strogo monotone rastuCa funkcija} 

1.8. Neka su f =<S,SY) a-stable i T=<T,5 5->g-stably, pri 
Cemu jecW.StabloY I  je strogo upisano u stable T ako 
su ispunjeni sledeCi uslovi: 

(1.) Scnc.‘e= 7-nS2 ; 

(2) V sc S V tEnsled(s,T)3!r(nsled(s,S)# 0-)rensled(s,S)nsled(t,T)); 

(3) 3f Erast (a, (3) VeyEa (S(7)=T(f(7))). 

Funkcija f Erast(a, iz uslova (3) se naziva funkcija za oznacavanje ni-
voa i oznaeava sa fon(S,T). ❑ 

Definicija 1.9. Neka su fErast (a, i 	 fl-stablo.Tada je 
strf  (T)=W' : je a-stable strogo upisano u T& fon(S,T)=f .Tada, se mogu de-
finisati sledeCi skupovi: 

(1) stra(T)=u strf(T); fcras(a,p) 

(2) stP(T)=ustr7(T); 
Yea 

(3) Str(T)= str<c(Mustr"(T).1:1 

Definicija, 1.10. Neka je ?=< 	Ed > d-sekvencija p-stabala za ne- 
multi, ordinal d i neka fErast(tx,p).Tada se mogu de-
finisati sledeti, skupovi : 

(1) strf(?) =1.< : Ed> : Vi Ed (A Estrf(570)i 

(2) str (Y>") = razni;)  

(3) str<a(?)=Ustr70); 
'Yea 

(4) str(?)= str<a(?)u ste(?). ❑ 

Defirtielja, 1.1 1 . Neka su?=< Ti tiEd> d-sekvencija fi-stabala i 
f =<fi: iEd> d-sekvencija funkcija iz skupa rast(a,p) 
za nenulti ordinal d.Tada se mogu definisati sledeCi, 
skupovi : 

stry(?)=3< : I, Ed> : Vied (bPiestrii(7-0)i 

str a (?)) =u strIM; a  
f efrast(ct. 0)) 

str<a(1)= u str" (5); 
7C01 

(41 ga(i-+) = sir<a(?)u steeto 
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Primedba.0  daljem Demo posmatrati, samo (c.) ,<w) — stabla.  ❑ 

Definicija 1.12. Neka su f=< T, S  >stablo i tET.evor t se cepa ako je 
Insled(t,T) I >1.Elirninisati cep anje na evortt t zna64, 
odabrati tan° jedan tvor s Ensled(t,T) i formirati 
stablo <T\ ■..) sled (r,T), s  n ( T\ u sled (r,T))> .0 

rEnslectO,TM 	rensted(t,7)'4s{ 

Definicija  1 .1 3. Neka su T=<T, s > stablo,r,s i t Ovorovi stabla T ko-
ji zadovoljavaju sledece uslove : 

(1) it's 5t 

(2) r je Ovor koji se cepa ; 

(3) s E nsled(r,T) ; 

(4) -1 . 3zcsled(s,T)npred(t,T)(x je tvor koji se cepa). 

Ukloniti Ovor t iz stabla T znati formirati stablo <T \sled(s,T), s  n (T\ sled 

(s,T))2>. 1:1 

Definicija 1.14. 	=< 7', 5 > je prosto perfektno stablo ako je perfe- 
ktno stablo i ako V a E visina(T) V xCT(a)Vyc T(a) ( 
nsled(x,T)I>1 &I nsled(y,T)1>1 x=y). ❑ 

Definicija 1.15. ?=< 	E d > je d—sekvencija prostih perfektnih 
stabala ako ispunjava sledece uslove : 

(1) d 	co & 	d ; 

(2) Ti je prosto perfektno stablo za svako i Ed ; 

(3) V a c visina(TO)ViEdVje d V rE Ti(a)VyEri(a)( I rtsled(x,Ti)1>1 & 

1 nsled(Y , ni>1  -*i=j atx=Y). 

Stay 1.1. Za svaku d—sekvezwiju ?=<5i. E d >perfektnih stabala,gde je 
J..d< CO postoji d—sekvencijab °=<Yi vi Ed > perfektnih stabala koja zado-
vo/java sledece uslove : 

(1) VnEw3mEcoVi E d (Si(n)cTi, (rn)) ; 

(2) V kEcoVIEcoVntEco'11, E d (Si (k)c Ti (/)& Si (k+ 1)C Ti (m,) -> 1<m,) ; 

(3) Vi c dVnEwV SE Si (7-1,) 3 ueSi (n+ 1)3 v ES i(n+ 1)(si u & ssi v & u~v& 

VcoESi(n+1)(s52v4 w=uVw=v))• 

Dokaz. Indukcijam se konstruiSe sekvencija<<51,(n): i E d> nEco > ,tako da 
<uSi,(n) 	d>=<,Sti, E d > zadovoijava uslove (1)—(3). 0 

nee 

Stay 1.2. Za svaku co-sekyenciju ?=<5't : ieco> perfektnih stabala postoji 
—sekvencija perfektnih stabala < : icco> koja zadovo/java sledece 
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(1) V71,a) 3/MEW V let) (Si (n)C (m)) 

(2) V kEcoV/ ccamE0 ieco (Si (k)g Ti Mac S(k+1) c Ti (m) kin) ; 

(3) Vi.Eco V j E coV s 	(j)((j<i-* nsled(s,Sil)=1) & (iS4 ->Insled(3,5i1)=2)). 

Dokaz. Indukcijom po it se konstrutiOe sekvencija <<S i(n): ifrEco > :new >,tako 
da <Si : icco>=< u Si, (n): 'Lew> zadovoljava uslove (1)-(3). ❑ 

new 

D efinicij a 1.16. « cn.ni>: Ea) > se naziva fuziona sekvencija ako 
su zadovo/jeni slededi uslovi : 

(1) V i Ew((5i je perfektno stablo)& 'NE co) ; 

(2) V 1,€w V j E co (i<j-> Tj 	atm <ni ) ; 

(3) V(u Ti(m)=uTi+1(m)) ; 
m 4tut 	nt4n4 

(4) V iECOVtETi(ni) 3xE Ti+i(nii-i) 3 yEri.+1(nii-i)(xyszt..xszt _y). ❑ 

Stay 1.3. Neka je<< 	: i Ew > fuziona se kvencija.Tada je nri perfektno 
stab lo. 	

4cw 

Dokaz.Jasno je da koren (To ) n
e 
 .Ne ka je t E n 	Tada postoje j E co 

'Lo 	 tiEco 

77L7id, tako da tErj (m), a talcode postoje xE Tj+i(nj+i) 	 ,x 	, 
t S x t y.Pri tome)  x,y1 Cn Ti _Time je dokazano da, je n Ti per fektno sta-
blo. ❑ 	

1.€0 

Stay 1.4. Za svaku d-sekvenciju perfektnih stabala <14:i E d> postoji d-se- 
kvencija prostih perfektnih stabala < A E d>, za 15 d < w,koja zadovolja- 
va sledeci uslov : 

V i E cl(A je dobijen uklanjanjem Ovarova, iz TO. 

Dokaz.Neka je za svako i c d Ti =Itin new pm: temu je V nEw VmEw 
Indukcijorn po it konstruisemo se kvenciju <<T(i,n) 	d>,<1(i,n) : 

d> , m(n) , <B(i,n) a E d> , <b(i,n) : i E d > : new >koja ispunjava 
sledeee uslove : 

(1) Vi E dVnEo..) (T(i,n) je perfektno (co ,6 2)-stablo) ; 

(2) Vi Ed (T(i,o) je dobijen uklanjanjem tvorova izTi) 

(3) Vi EdVnEco (T(i,n+1) je dobijen uklanjanjem Ovorova iz T(i,n)) ; 

(4) Vi EdVnEw (u T(i,n)(m)= uT(i
( 
 n+1)(m)) 

	

m gn-e(n) 	m4mn) 

(5) V1, EdVnEco (u T(i,n)(m)sadr2i tan° jedan Ovor koji se cepa u 
m,(n)4m4 m(n+ 1) 

skupu T(i,n+1)(1(i,n))) ; 

(6) Vneca (m(n)</(o,n)<...</(d-1,n)<m(n+1)) ; 

(7) m(o)=0 ; 

(8) VnEw (m(n)E G.) & m(n)<m(n+ 1)) ; 

(9) Vi Ed (B(1.,o)=1n : unET(1.,o)() ; 
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(10) Vi E d VnEw (B(i,n)C CO acB(i,n+1)= 	: t ET(i,n+l)i nB(i,n)\{ b(i, 
n)O ; 

(11) kii d Vnew (b(ti,n)rmirtBei,r0). 
1°  Eliminacijom Ovorova u stablima d-sekvencije <7 11:1.. E d> formira se d-
sekvencija <T(i,o) E d> perfektn.ih (co 2)-stabala. Zatim se definite 
m(o)=0, B(i,o)=-In : tin E T(i,o)iza svako iEd i b(i„o)=ininB(i,o) za svako 
1, E d 

Pretpostavimo da je sekvencija <<T(i,k+1) ;i E d >,</(i,k) E d >,m(k+1), 
<B(i,k+1) Ed>,<b(i„k+1) :i Ed > k<n> konstruisana. Za svako i Ed odabe-
remo tv or koji, se cepa t(i,n+1) T(i,n)(1(i,n)), tako da je tib(i.n) s  t(i,n+1) i 
da je ni(n)<1(o,n)<...<1(d-1,n).Zatirn definitemo m(n+1)=/(d-1,n)+1.Za sva-
ko i Edit stablu T(i,n) eliminiserno rascep na svakom Ovaru iz u T(i,n)(m)\ 

m(n).4 mg In(n+1) 

It(inn+1) 	tako dobijemo stablo T(i,n+1).Zatim, definitem,o B(i.,n+1) m : 
titnE T(i,n+1)inB(i,n)\1b(i,n)i, b(ion+1) =min B(i,n+1) za svako i C d . 

Na kraju induktivne procedure definitemo <Si : i, E d >=< n T(i,n) : i E d > 
. ❑

nEr., 

Stav 1.5. Za svaku w-sekvencija perfektnih stabala <5i :iEca > postoji a - 
sekvencija prostih perfektnih stabala <X: : 'Leo> koja zadovoijava sledeCi 
uslov : 

Via) 	je dobijen uklanjanjem Ovorova iz 

Dokaz. Neka je za svakoicw Ti=)t nEcoi,pri Oemu je V nEcoVmEco (n m-+ 
tin i-tim),Indukcijorn po n konstruitemo sekvenciju <<T(i,n) : iEco > ,<Z(i,n) : 
i.n>,m(n),<B(i,n) : i,Ec >, <b(i,n) : 1,Eco > : new > koja ispunjava sledeee 
uslove : 

(1) ViccoVnEco(T(i,n) je perfektno (co , 62)-stablo) ; 

(2) ViEco(T(i,o) je dobijen uklanjanjem Ovorova iz stabla Ti) ; 

(3) VtiEcoVnEco(T(i,n+1) je dobijen uklanjanjem Cvorova iz stabla 
T(i,n)) ; 

(4) V ecoVnEco ( u T(i.n)(m)= u T(i,n+1)(m)) ; 
rnS m(n) m5 nt(r) 

(5) VnEw ViSn( T(i,n+1)(m) sadrti taeno jedan Ovor koji se cepa 
ra(n)g 7716. m(n+ 1) 

u skupu T(in+1)(1(i,n))) ; 

(6) 'dna.) Vkgn(u T(n,k)(m,) ne sadrti ni jedan tvor koji se cepa) ; 
inS m(n) 

(7) V MECO ern,(n)<1(o,n)<...<1(1,7-t)Cm(n+1)) ; 

(8) m(o)=0 ; 

(9) VnEco(m(n)c co se ni(n)<in(n+ 1)) ; 

(10) ViEco(B(i,o)= 	: tin E T(i,o) 	; 

(11) VnEco Vi,n(B(i.n+1)=) m : tin E ni,n+ 1) V1B(i,n) \ 	: 

(12) 'vine° 	(B(i,n)=B(i,o)) ; 

(13) ViEco 'dna) (b(i,n)=Truin B(i,n)) . 
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1 0  1 E timinacijom. Ovorova u stablu To formira se per fektno (co, 2)—stab to 
T(0 ,0).Z atim se delimit m(0)=), B(0,0)=1 it : tonET(0,0)i i, b(0,0)=minB(0,0). 

Pretpostavimo da je sekvencija <<T(i,k+1) : i k>,<1(i,k) 5k> m(k+1), 
<B(i,k+1):1,Sk>, <b(i,k+1) : is k> : k<n> vee definisarta.Eliminicajam, evoro-
va u stablu Tn formira se perfektno (co , _2)—stablo T(n,o).Zatirn se defini-
Su 

V Trz,n (T(n,m,)=T(rt,o)) 
B(n,o)=Im: tnm E T(n,o)( 
V mSn (B(n,m)=B(n,o)) 
V TTLn (b(n,m)=minB(n,m)). 

Za svako i En+1 odaberemo Ovor koji se cepa t(i,n+1)ET(ti,n)(1(i,n)) tako 
da je tto(i,n). t(i,n+1) i da je m(n)<1(o,n) < /(n,n). Zatim, definisemo 
m(n+1)=1(n,n)+1. Za svako iEn+lu stablu T(i,n) eliminitemo rascep na 
svakom CV 07-11 iz uT(i,n) (m)1 t(1„n+1)! i tako dobijarno stablo T(i,n+1) . 

m(n) s m s ne(ni-1) 
Zatim, definisemo . 

Vi n(B(ti,n+ 1)=1m : timE T(i„n+ 1)in B(i„n)\1b(i,n)l) 
Vi s  n(b(i,n+1)= min B(i,n+1)) . 

3° Na kraju induktivne procedure definisemo <Si: iE w >=< n Vi,n) : iEw >. ❑ 
new 

Definicija 1.17. Neka je 5)-= <Ti, : tied> sekvencija stabala za 
Tada su definisani sledeth, skupovi: 

(1)1Ti. =ii(LLIdTi(n) ; 

(2)o
A
n =u II 71(n) za Acco .0 

tcd 	nEA ted 

Definicija 1.18. Neka je T stablo.Skup A je m—gust u stablu T ako 
postoji n *zn takav da je AC T(n) i ako VICT(rn)3 sEA(ts) ❑ 

Definicija 1.19. 	Neka jet= 	: tied> sekvencija stabala za 	d < CO . 

Skup A je m—gust u ako 3n3Ao ...3Ad--1((Aoc To (n)st A 0 je m —gust uTo)& & 
(A d-1c Td-1(71)84 A d-1 je m—gust u Td-1) 8c A.= RAO . ❑ cd 

Definicija 1.20. Neka je ?=<Ti: iEr.) > sekvencija stabala.Tada se 
mogu definisati sledeCi skup 014 : 

(1) A je slabo m—gust skup u iako za svako iEmpostoji m—gu ,sti 
skup AiC i (n) u stablu Tt,gde jem„ tako da za svaki, a E 
II Ai postoji, tic Ti (n), uz uslov crt E A ; 
i ern 	 tie.o\m 

(2) A je m —gust skup u ako za svako iEw postoji skup kicTi(n) 
tako da je za svako i,Em Ai m—gusti skup u stablu Ti ti da je 
za svako iEc,Am Air 0, za n? m, uz uslov A=

te 
Ai ; 

e 

(3) A je jako m—gust skup u ako za svako i,Eco postoji, skup 
Ai c Ti (n) gde je 	uz uslov A= Fl Aix II Ti (n). ❑ 

e m 	cr,A 

Definicija 1.30. Neglavni ultrafilter V. nad co je setektivan ako zado- 
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voljava jedan od siedeCih medusobno ekvivalentnih uslova : 

(1) Za svaku sekvenciju <Um : nEco > elemenata ultrafiltera 'U 

postoji element U It/tract.'" IL, takav da je U \nC UT?, za sva- 

ko nEco .0 se naziva dijagonalizacija sekvencije <Un : nEco > ; 

(2) Za svaku funkciju f: w -> CJ postoji element U ultrafiltera , 

takav da je f f U konstantna funkcija iii injekcija ; 

(3) Za svaku opadajuou sekvenciju <Un : new > elemenata ultra—
flit era V postoji, strogo monotones funkcija f: 	w, pri Oemu 

f". wE71 i V n[f(n+1)EUffro] ; 

(4) Za svaku funkciju f: [co] 2-> 2 postoji element U ultrafiltera 11 , 

takav da je f" [U] Elk za neko k E 2 

(5) Za svaki analititki podskup A topolotkog prostora [ca] l postoji 

element U ultrafiltera takav da je iii [U] t A ili. [U] "c [co] "  \ 

A. ❑ 

Stay 1.6. (CH) Neka je AcT(co) familija podskupova od w za koji va2i : 

(1) I Ai <2 6' ; 

(2) VFCA (ITI<co ->lco\ UF1= co ). 

Tada postoji beskonatan podskup A od co ,takav da je VB E it(IB n Al < co). 

Dokaz. Neka je As= 33 n  : nEco Indukcijam, po n konstruiSemo sekvenciju 

<an : new > koja zadovoljava sledeCe uslove : 

(1) V nEw (an E co); 

(2) V new VmEco (n 	ano am) ; 

(3) 'dna) (an € w \ UBm, ). 
7n4.76 

Na kraju induktivne procedure definigem,o A=I an : nEcoi . ❑ 

Korolar 1.1. (CH) Neka je ..kcc3>( co) familija podskupova od w za koji vat/. 

(1) I 	<26' ; 

(2) dFck (iY1<co -*IUTI= w). 

Tada postoji beskanacan podskup A od co ,takav da je VB Ei1/4.(1A\BI< w). 

0 

Stay 1.7. (CH) Postoji selektivni ultrafilter 1l mad co . 

Dokaz. Neka je fa : a€ co skup svi,h, funkcija iz [ co ] 2  u 2. Induktiim,o kon- 

	

struiSemo sekvenciju <LTa: aE 	koja zadovo/java sledeoe uslove : 

(1) V ae o.)1. (Uoi 	co si I Uod= co) ; 

(9N u_ 	_. ( Tr .4 r TT_\ • 
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,...,........14•1•11111•011111■Mtn  

(3) Uo= w ; 

(4) Vacwi VfiEwl(a€11)-> lup\ 	< 0)) 

(5) V aE CO i 3k E267 [Uct+t] 2 = I ki). 

1 °  U0 = CJ 

2°  a = f +1 . Tada postoji beskonacan podskup U.& od skupa Up i kE 2 
tako da je ffl"[U&] 2=1 k! . 

3 ° a je ltimitni orctinal.Primenimo korolar 1.1. na famitiju A = 1 Up : 
i izaberemo beskonatan podskup Ua  od co takav da je V f3E a ( I Ua\ UpI < 
w). 

Na kraju induktivne procedure gerteri.S:emo ultrafilter nad centriranom 
famatjam {Uct ac co 	coln! nEco} . ❑ 

Definicija 1.31. Neka je r=< n:iEd> d—sekvencija stabala za 
1 s  d  s  co .Tada jeViEd definisana funkcija ?Tat : 0 Ti 0 Tt na sledeCi, na- 

ffed icd 

cin.Neka je t proizvoljan element In .Ako 3 sic pred(tt ,Ti)(Ins/ed(st,T01 

>1), tada je 71di (i)=S4  pri cernu vai sic pred(ti ,Ti) & Insied(st , MI >1 arE 
pred(ti ,Tt) \ pred(st,Ti)(Insled(r,Tt)1=1) et V j cd(si..4.t!). Ako je VstE pred(t4 , 
Ti) (Insled(si,Ti)j)=1), tada je 7Tect M=r ❑ 

Definicij a 1.32. (2" , 	je definisano na sledeci naOin : 

V sE2 <6)  Vi€2 <6)  (S 	t 4+151 = It & Mit E IS I (S(n)<t(n))V HO 1 84  t( I S I ) =- 1  V ISI > 
I t  I le S( It 1) =0). ❑ 

Stay 1.8. (2 <w  , 	je izomorfan sa skupam, racionalnih brojeva sa njego- 
vim prirodnim poretkom. 

Doketz.2"' je prebrojiv skup, a poredak a je gusti Linear/1i poredak. ❑ 

Stew 1.9. Neka, je T E str°  (< 2` , C >). Tada je <7', v> izamorfan sa 

<2<°), --;z1 >. ❑ 

Stew 1.10. U stablu < 2") , C > postoji gusti s obziram, na porealc -.1 anti-
lanac.  

Dokaz. Is ; sE 2 <c  & 	I = 0 (mod 3 )) ac( Is I >0)& Vi E Is I (( ti -=- 0(mod 3) & i+3 
= Is I -> <s(1,),s(i+1),s(i+2)>=<0,0,1>) & (1, -=-0(mod 3) & i+3 Is I -> <s(1,),s(i+1),.3( 
1+2) <0.0,1)>)) je gusti s obzirom na poredak a antilanac u stablu 

< 2"',c >. ❑ 
Definicija 1.33. Neka je r=<T, 5> stablo i neka je tET proizvoljan 
element stabla.Tada je T [t]= Is ; s Et & (sst V t s  s)t. ❑ 

Definicija 1.34. Neka su ?=< 	E d > d—sekvencija stabala za 
1 gei 6. co i 	aTi. Tada je 	[e] =<Th[tt]: i, Ed>. ❑ 

Definicij a 1.35. Neka su : 
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(2) VkEdVjEw(Tki 	: tE2 <w ecVtiEj(t(i)1)1). 

(3) Vk Ed (Rk=2") ; 

(4) vk Ed (Sk= is : sE2<w at3nEco(ls1=( ne+1 ))(). 

Tada se mzrogu definisati preslikavanja : 

(5) F : 	Tic/ -+ 	R k ; 

	

ka 	kcd  
2E0 

(6) H : 0 Tki -> S k 

	

kat 	bed 
;EW 

na sledeCi, naOin.Za svako new i t Ell T ki (n) va2i 
ked 
jEco 

(7) F(I> )=«® tki(i) : ie n > : k Ed > ; 

(a ) H(e )=<<< tki(i) : j ci.+1> : ic n>:k cd >. ❑ 

Primedba.  ED je sabiranje po modulu 2. ❑ 

Slav 1.11. Funkcije F i H tiz definicije 1.35. imaju sledeCe osobine : 

(1) V tE Tki (nivo(t 00 , T0 ,9)=nivo(F( 	,R 0 )=nivo(H(t ) c,„5 0 )) ; 
ked 2cco 

(2) V;€ IdEd TkjV r€ 
ed 

T kj (.57)s t --> F(k)_ F(t) & H(s--')‘ HO) ; 

	

jcco 	7 keco 

(3) F ti H preslikavaju Dekartov proizvod na Dekartov proizvod ; 

(4) V 

	

	k E d & jEc,.> > (Vk Ed Vj E (ilky g_ ( Tki ) at I kJ 1=2) -> i Ed 
(((F" 0 A kj )ti je per fektno na dole zatvoreno podstablo sta-

7€W 
bla ROge(W" Aki 	je perfektno na dole zatvoreno podstablo sta.- 

bla Si))) ; 

(5) F i H su surjektivna preslikavanja ; 

(6) H je bijektivno pres/ikavanje. 

Dokaz. (1),(2),(5) i (6) proizlazi neposredno,i,z definicije funkcija F i H. 
(3) proizlazi iz sledeCe Cinjentice. Ako je F(t H(t ~')=sue, onda za sva-
ko k E d ,sk zavisi samo od <tki : j Cc.° >. (4) proizlazi iz sledece dve Cinje-
nice.Za svako k cd, lea i nEw , ako je tki E Aki (n) Ivor koji se cepa u 
stablu Al; ,on proizvodi cepanje svih Ovorova u (F" 0 A ki)k ,odnosno (H"

k
0 Aki)k 

k d 
;E

E
W 	 7 E0JJ  

na nivou n. Za svako k Ed 	nivo ((cvor koji se cepa u stablu Ski),S kg) 
= co. ❑ 
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§2. Specijalni, slutajevi, HL 

Stay 2.1. Neka su 

(1) 71 selektivni, ultrafilter nad w ; 

(2) 3-=<2 <a), c> ; 

(3) f : T 

Tada va2i : 

(1) VnEco3A E 11 V mEA 3/3 CT(m)((B je n—gust u stablu 	at f".13= 
10! ili 

(2) 3 tET3 A E 'UV mE A (f"T[t] (rn)= )11). 

Dokaz. Za svako s ET definiSento skup A s= im : 3 r E 2 (s: r & f(r)=0)i .Tada 
vati, sledeOa alterrtativa : 

(1) VsET(As E7° ili 

(2) 3 tET(At1l). 

Pretpostavimo da vati (1).Tada za proizvo/jan new definiSemo A= nAsElL 
sczn 

i za svako m EA definiterno B= : t EV% f(t)=0 }, koji je n—gust u sta-
blu T. 
Pretpostavimo da va2i (2). Tada A; =int : V scr (tC s ->f(s)=1)1 E 7l i zato 
A=ANtlElt. ❑ 

Stay 2.2. Neka sit : 

(1) 7l selektivni ultra/flier nad co ; 

(2) r=<2<°  , C > ; 

(3) f: T ->2. 

Tada postoje k E2 , gErast( co, co) i S strg(T), takvi, eta va2i : 

(1) g" E 	; 

(2) f' S=j k  

Dokaz. Pretpostavimo da vazi alternativa (1) iz stava 2.1. Za svako new 
definiSento skup An E 1.1,tako da VTR, EAtt3B cT(m)((B je n+1—gust u stablu 

& f'B=)0}). Bez gubitka na opStosti nio2emo pretpostaviti da je <An : 
new > monotono opadajuca sekvencija elemenata U. Pon() je U selektivan 
ultrafilter postoji strogo monotono rastuta funkctija g: w -> co , takva da 
g" w E 7L i VnEco (g(n+1) cAg(n)). Sada za svako new postoji skup En: T(g(n 
+1)) koje (g(n)+1)—gust i ran= 0 }. Indukcijom po new konstruiSe se se-
kvencija <S(n) : new > koja zadovo/java sledeCe uslove : 
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(1)TnEca(S(n)cBm) ; 

(2) IS(U)I = 1  

(3) VnecoVx ES(n)V yE T(g(n+ 	0(x c y ->3!z ES(n+1)(y C 

Na kraju induktivne procedure defiragerno 5= u S(n). U slutaju da va2i 
new 

alternativa (2) iz stava 2.1 tvrdenje je oeigledno. ❑ 

Stay 2.3. Neka su : 

(1) 'U selektiami ultrafilter nad CJ ; 

(2) r=< T, s > ( co ,< co)-stablo ; 

(3) f: T-* 1 za I E w\ 1. 

Tada postoje kEl, g Erasgc 0 	8 EStrg (T) , takvi da vati. : 

(1) g"coe 'U. 	; 

(2) f"S={/c}. 

Dokaz. Za 1=1 tvrdenje je oCigledno.Za 1=2 dokaz je isti kao u stave 2.2 
Pretpostavirno da je stay istinit za 1=n i dokazujemo njegovu istinitost 
za 1=n+1, gde nEco Neka je f : T -*n+1. Tada postoje g Erast( co, co) i SE 
strg(T) takvi, da va2i : 

(1) g"coE 	; 

(2) f"Scn iii f'S=In}. 

U slueaju da je f'Scn prirnenirno induktivnu pretpostavku, a it slu6aju 
da je 	nerna gta da se dokazuje. ❑ 

Definicija 2.1. Neka su 

(1) d E (a\ 1, new ti k Eco \ 1 ; 

(2) <Ti : i Ed> d-sekvencija stabala <2"), c > ; 

(3) f : C5itTi -> 1 za /cu.) \ 1. 

Tada sa tPk (f,n) oznaCavamo sledeCi, iskaz : 

(4) V <Bi ied >( 	Ed (Bi gri(n)&113il=k) -* 3 <bi : Ed >( Vi Ed(bi 
E./3i )84A<bi : i Ed 4=0)). ❑ 

Stay 2.4. Neka je f: Od7'i -> 2 , gde su, deco \ 1 ti <Ti : 'Led > d-sekvenci- 

ja stabala <2")  c >, takva da Vnew (4)2(f,n)). Tada VutEco 3 nEco 3 <Ai : 
gicd 	seVi Ed (Ai C Ti(n)at At je rn-gust uTi) & V<at: ied>(Vied 
ai EA i) ->f(<ai 	d >)=o)). 
Dokaz. Pretpostavigno da je f : 7'i  -, 2 takva funkcija da 	('h (f,n)). 

ied 
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Odctberemo proizvoljan mEw i prizvoljnu sekvenciju <ai viEd>EIITI(m). 
i ed 

Za svako 	m, je I sled(aA ,Ti) n Ti (41=2 
n 

i elementi, skupa sled(ai 	n 
(n) mogu da se zamene pririditim brojevima iz skupa 2""' ,tako da 

leksikografskom poretku skupa sied(ai ,Ti) n Ti (71) odgovara poredak na 
skupu 2 n-m ,za svako i E d ..Na taj naCin funkcija f indukuje sekvenciju 

(k) 	 (k) 
al t 	

k d  funkcija <f cai Ed>  : keco> ,takvih da V kEco 	i c d> • • (2 ) -> 2). Slcup jib; ( <  

m) tma 2 rnd  elemenata, tako da se njegovi elementi, mogu zam.eniti priro-
dnim brojevinta iz skupa , pri Oemu su usag latent leksikografski po-
redak na skupu 1171“m) i poredak E na skupu 2nid  .Tako je pamoCu fur 

cd 
nkcije f indukovana sekvencija << f r: 1 E 2 md  > : kEco> kod koje je V I E 

Ind  (f 	 r let d 
2"."1  V keco 	 )

d 
 -> 2). Sada definiterno stablo S-= U `2  ' ) 	sa po- 

keto 

retkarn s za koji vati, : VES V2; ESCATA-0Vi E 2"d(x/C yi )). Stablo <S, s > 
je (w,< w) stablo.0 <S, S> eizdvojimo na dole zatvoreno podstablo > 

tako da VT E R3Icew (;) s < f (ik): I c 2 ma  >). Stablo <R, S > sadr2i, beskonattenu 

d  granu < g 	€ 2 nut  > : kcal 	pri eemu je V l E 	kece ( g (to:  ( 2k ) _> 2) .  

Neka je <g t  : I E 27nd  >=< g (,k)  :1 2 Ind  >.Tada je VI E 2 1714 (gi : co d  —> 2). 
kern 

Definitemo funkciju h : [co] a-> 2'n't  na sledeci ?Latin : V <n. : I E d> ((< n 1  : 

d> je strogo monotano rastuOct sekvencija elemenata iz w )->h({ n 1 : I E di) 

=<.4k(<rti : I c d>): kc 2nd>). Postoji beskonacan podskup A od co na kojem je 
funkcija h konstantna. U skupu A odaberemo elemente x o<yo  < xt< y t  <...< 
xa-i<yd-1. Neka je za, svako i E d Bi=lxi ,yi .Tada za svako I Erpostoji< 
bi : i Ed> , Vied (bieat), tako da je gj< bi : i E cl>)=0. Zbog toga je h" [A 

<0 : 1 E27.4  .Neka je k najmanji prirodni broj takav da 	:tiEdi 

2 k  Tada je V I E 2 Ind  g (ik)  (< xi: i, Ed >)=0).Neka je n najmanji prirodan 

broj takav da je <gr : I E2 Ind  > S <f 	: l E 2 lm >.Tada je V l E 2 1nd  (f 
d >)=0). Na kraju za svako d definitemo skup Ai =1 a : 3 be 2' 

(a je zamenjen sa xi u skupu sled(b<Ti, )nri (n)), koji je m-gust u stablu 
Tada je r II Ai = 10 	❑ 

Jed 

Stay 2.5. Neka su raEo.? c E co \1 i <7'1 E d > sekvencija <2" ,C > staba,la. 
Tada, postoji p c w \ m takav da V f: ?If -> 2( VnEw \ p 4)2 (f,n) -> V nEco \p 3 

<Ai : 	d >(Vi, d(AiC (n)tt A i je m-gust u stablu 	)1, fn 	= 	)). 

Dokaz. Pretpostavimo da stay nije istinit za neko mcco .Tada za svaki pri-
rodan broj p 	postoji prirodni broj g(p)>p i postoji funkcija f9(p) : 

icd T
i -,  2, takva da vati, (1)2 &go)) ,g(p)) & V <Ai : c d >edi Ed (Ai C Ti (g(p))& 0  

Ai je m-gust u stablu 	 0 ). Definitemo A= { n : 3 kEc..> (n= 
sEd 

g k+1 (in)) 	funkciju f: ATi -> 2 na sledeci nacin. Ako t E 411 „  Ti (n) za 
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nEA, onda je f(I)=f, 	Na funkciju f primenimo argumentaciju iz sta- 
va 2.4. i . dolazimo do kontradikcije. ❑ 

Stay 2.6. Neka su : 

(1) d E \ 1 ; 

(2) <Ti : i Ed > sekvencija < 2‹
CO 
 , S > 

(3) 11 selektivni ultrafilter nad 

(4) g : 	co 	1 ; 

(5) U : Cil —> u 	; 

(6) f : 	Ti -> 2. 
tcd 

CO ; 

stabala ; 

Pretpostavimo da vaZi, : 

(7) VnEco V 777, E U(n) g(n) (PO. 

Tada postoje h : w --> co 
Oemu je f' 	=10 }. 

Dokaz. Iz uslova (7) sledi da za svako nEco post* An E 11 , takav da V m 
A n 3 	E d >eV E d (Bi T i(m) & Bi je (n+1) —gust u stablu )& f' 

i ea 

Bi — 10().Prim.enjujudi argumentaciiv, stava 2.2. dokaz se zavflava. ❑ 

Stay 2.7. Neka su : 

(1) Via.) (Ti = It : t E 2<° & V j E i (t(j)=0) i) 	; 

(2) 71 selektivni ultrafilter ; 

( 3 ) 9 co -+ 	co \ 	1 

(4) U : CJ 	11 	; 

Ti -' 2 ; 
ice° 

(6) VmEco (f, : i tiAnTA ->2 st V t+E 
i 
 6 Ti

rn+1 
(fm(r)=Ar^6)))• 

e 

Pretpostavimo da vati : 

(7) VnEco V m E U(n) g(n) (fn ,m). 

Tada postoje A E u i <S : let) >, takvi da je : 

(8) ViEco ((Si je podstablo na dole zatvoreno stabla Ti )& (u
C
Si(n) je 

TI A 

izomorfno stablo sa stablom Ti)) ; 

h" w€ 11 i <Si : 'Led > E str&(<Ti i E el >), pri 
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(9) f"2:si=10. 

Dokaz. Argumentacija je analogna argumentaciji iz stava 2.6. ❑ 

Definicija 2.2. Neka su : 

(1) n, Era i kEco \ 1 ; 

(2) ViEco (Ti =)t : t E 2<4' & V j Eti(t(j)=0)/ ) ; 

(3) f : 	-> 1 za l E co . 
Ea, 

Tada sa 	(f,m,n) oznatavamo sledeti iskaz : 

(4) V <Bi : iEw >( View 	CTi (n)) & V i em(I Hi, I )=2) & V co) \m( Bi I )=1) 
--> 3  <bi : iEco>ediEco (bi E Si) & f(<bi: ties) >)=0)). ❑ 

Stay 2.8. Neka su ispunjeni uslovi (1)—(5) iz stava 2.7. Pretpostavimo da 
vat : 

(6) VnEco YmE U(n)1' g(n) (f.n.m). 

Tada postoje 	<Si : 1,Eco > koji ispunjavaju uslove (8) i (9) iz sta- 
va 2.7. ❑ 

§ 3. Kombinatorni dokaz HL 

Definicija 3.1. Sa
A  

cD , Ti 	oznacavamo konjunkciju sledeCih 
iEJ \nt 

iskaza : 

(1) n EA & n>0 ; 

(2) me.) 

(3) A cc° stlAl =w ; 

(4) ViEw \ m(Ti, je perfektno stablo) 

(5) f : it,„ 2 : 

(6) Vk EA \nV<Sj: jeco\m>(VjEco\m>(Sjc T(k))se 
je n—gu

0
st skup u stablo Tj )8c € \ (Tn+n)(1 51j I 

V j E (m+n) \ m(S j 
=1) -> 	Sj 

leCIA 

Definicija 3.2. Sa 1P(n.ipw  \Ansi  ,.® B Ti  ,g ,f) oznaCavamo konjunkciju 
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sledeah iskaza : 

(1) mew sc new \ 1 ; 

(2) BC co &1131= & Ac B sc1 Al= 	; 

(3) g : 0 A 	-> 2 & f : O B 	-> 2 
'led\ OTh-En) 	 iE6Ant 

(4) Vieco\m (Ti je perfektno stablo) ; 

(5) Vie° \m (Si je na dole zatvoreno podstablo stabla Ti )8, (Si  s 
-stablo)) ; 

(6) Vi,c(m+n)\ m (Si je dvograno stablo) ; 

(7) View \ (m+n) (Si je perfektno stablo) ; 

(8) V kEA V s -+E II Si (k)(g(s )=1 <-> V t E II Si (k)(f( r---; )=0) 
i Eta \(n+n) 	 i€\(intrt)\in, 

(9) Vkcil 3 CE II Si (k)(g( -s+  )=1 ). ❑ 
;tad \ 

Defiracija 3.3. Sa x(n, ® A  Si , ®B 	g, f) oznadavamo konjunkci- 
ieco\nt 	iEciAnt 

ju sledeOih iskaza : 

(1) IP (n, ®A  Si , O B  Ti, g ,f) • 
iEG1\m 	jew\ra 

(2) VC V <R i: Eco \ m> V h(C c A &I C1= co & Vi E 	+n) \ m(R =Si, ) 1e 
View \ (m+n)(Ri je perfektno na dole zatvoreno podstablo sta- 
bla Si)&h=g r (2)61  R -> 1,fr (n,Oc  Ri O B  

jEGA (ra-l-n) 	ied\nt 	tiEw\m 

Lema 3.1. el) 	itaji ,f) -) 3 A 3 <Si : tiew \rn> 3 g x(n, 12'\1 77i Si, > itt\Brri,g,f). 

Dokaz. Bez gubitaka na ontosti motemo pretpostaviti da je m=0, B=c,.) 
View (Ti je stablo <2"' c >).Neka je p prirodan broj iz stava 2.5. koji 
odgovara sekvenctiji stabala <Ti : i E n> i prirodnam broju n.Za svako 
i E n definis-ern,o stablo 	: 3 Icec.)(r E2 k &ViEk\ p(r(j)=0))} i skup 
A =jS : (S je na dole zatvoreno w -podstablo stabla R1)& (S ima dve 
grane) }. Neka je II A = <Su : 1„ en> : 1EL za neko Lew . 

E n 

Pretpostavimo da vati : 

(1) V /ELV AC co V <Si: ieo\n>(1,41= w &Vi,Eco\n(Si je perfektno 
na dole zatvoreno podstablo stabla Ti) -+ 3 C c A 3 <Ui : slEco\n> 
(IC 1= co stVicco \ n(Ui je perfektno na dole zatvoreno podstablo 

ice,Arn 
stabla Si )V k ECV u EII Ui (k)3 s E II Si/ (k)(f(;"11.  )=0))). 

ticn 

U torn slutaju va2i : 

(2) 3 <Si : iEco\n >3 A c w VicL (Vicco\n(Si je perfektno na dole 
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zatvoreno podstablo stabla Ti )&IA I= w& t t kEA V 1 4  E lln3z (k) 3 s E 11 Sift) Cf ten 

s ^ 0=0)). 
Medutim (2) protivreCi (1)(n, 0 Ti 	stavu 2. 

i Ed.) 
A 

5. Zbog toga vati, 1(1) odnosno 3 A 3 <Si: iEco > 3 g x(n, 0 Si , Ti ,g,f). ❑ 

iEw 	iew 

Slav 3.1. Neka su : 

(1) V iEco (Ti =It : t E2 < "' & V j Ei 

(2) f : 0 T -* 2 . 
i co, 

Tada postoje A, <Si: lea> i k E2,koji zadovo/javaju sledeCe uslove : 

(3) A cc.) se 1 11 1= 	; 

(4) ViEw((Si je na dole zatvoreno co —podstablo stabla Ti) &(Seima 
dve grane)) ; 

(5) f' OASi =1k . 

Dokaz. SluCaj VnEo.) \ 11 4) (n, 0 Ti .1) je trivijalan.Pretpostavirno da va2i 3 
leo 

nEw \ 1 4 (n, Ti 	Indukcijom po nEw kcmstruiCemo sekvenciju <<S,i n  : 
iEW 

i Ea) > ,An ,an,mn : nEw > koja zadovoljava stedeCe uslove : 

(1) <810  : iEco >=<Ti: iew > ; 

(2) fo=f &A0 =G) & ao=0 & mo =0 ; 

	

An+1 	 An 
0 Sin +1 	Sin •fn+1.. fn) ; 

	

icw\Enk 	ieco\E ink 

	

k< n 	 1c4n 

A n  
(4) VnEco (in,>>4-1 0 	Sin . fn) ; i EGA E mk 

k5 n 

(5) Vneo r II 	(an+1)= 11 ; [ti ll 

(6) VnEw (V i mn+I(I Sin+1 (a n+1 )1 = 2) az Vie.° \ mn+1(1 Sin+i (an+01 = 1 )) 

(7) Vita> V EE mk\ Emk V / Ec.)\ (n+1)(Sit =S u+i) ; 
k<n+1 k Sn. 

(8) V illECO (an =min An) 

(9) Vneo (an <an+1). 

PoCetak induktivne procedure i induktivni korak se realizuje na osnovu 
leme 3.1.Na kraju definiemo sekvenciju <3. ); : icco > i skup A koji zado-
voljava sledeee uslove : 

(3) VnEco x(mni-1 
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(10) Vv,EG.) V i E EI71k \ Eink (Si = Sin+1 
leSn+1 	kSn 

(11) A= a +1 : new} . 

Jasno je da vati : 

(12) r
'L  0

11  Si =lit 
EW 

Stay 3.2. Neka su ispunjeni uslovi (1) —(2) iz stava 3.1. i neka je se-
lektivni ultrafilter nad w .Tada su ispunjeni uslovi (3)—(6) tiz stava 3.1. 
pri Oemu se mote zahtevati da A Eli . 
Dokaz. Skup X=3A : A <cid' & 3 <Si : idea) > 3 k E 2( ViEco (Si ,Ti)scf'0

A
Si = 

icco 

, gde je co (S,T) iskaz : 	je perfektno stablo)&(S je na dole zatvo- 
reno podstab to T)&(S je co—stablo)&(S je dvograno stablo), je analitican u 
topoloMcom prostoru [co] w  .Zato postoji A E IL takav da vat 

(1) [A] w e x iii 

(2) [A] e  n X =0. 

Past) (2) protivreOi argumentaciji u stave 3.1. mora da vat (1) . ❑ 

Stay 3.3. Neka su : 

(1) dE(co+1)\1 i lEcAl ; 

(2) Vicd(Ti je perfektno stablo) 

(a)f:0 	'/. Jed 

Tada postoje <Si: 'LEG) >, A i k koji zadovoljavaju sledece uslove : 

(4) 'di. Ea, 	je perfektno na dole zatvoreno podstablo stabla Ti ) 

(5) AcoadAi..; 

(6) k E l ; 

(7) l'O A Si 	k }. 
seco 

Ako je V selektivni ultrafilter nad co ,tada se mote zahtevati da A E 

Dokaz. Sledi iz stavova 3.1. 	3.2. 1, 1.11.❑ 
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§4. Struktura HL 

Definicija, 4.1 Atorrtni simboti, su 3 Ai , Vai .3 xi i Vxi za svako 
iEco Skup atomnih simbola oznatctvanto sa it.Za svakod E co\l definisan je 
skup Ld nizova atomnth simbola iz A koji zadovoljavaju sledeCi. uslov : 
za svako i Ed it mint se nalaze atcrmi, 3 Ai i Vxi , pri Cemu atom 3 Ai 
prethodi atomu V 	, ili se u nizu nalaze atomi, 3ai, i 3xi ,pri, Cerny, 
atom V ai prethodi atomu 3 xi .Relacija Fd ma skupu La oznaCava sle-
deoa pravila : 

(1) U 3a 3/3 VI-a U3 ig 3a V 
UVa V fiVI-d UVflVa V 
U3a V ISVI-dUV /3 3a V 

(2) U V ai 3 xi V I-d U3 Ai V xi V 
U3Ai Vxi VI-d U Vai 3 xi V 

V 0- dd st re d (a je bijekcija se0Er -> ( Vacri,),/€1.(3Acri,)1Eavr 
VI-d (3A cri)ied\ r ( Vaai)i Er V ). 

U pravilima (1)—(3) U i V oznacavaju nizove atam,a a aifl oznacavaji, 
Ai, ai ili xi za i E d .Relacija II-d ma skupu Ld je deftnisana na sledeCi 
naOin : Ull- d vati, ako i sarno ako postoje n+1 E CO i sekvencija <WI : j En 
+1> koji ispunjavaju stedece uslove : 

(1) V j en+1(Wje L ) ; 

(2) Wo =U& Wn =V ; 

(3) V j En (Wi 1-dWy+i). ❑ 

Lema 4.1. Van(3Ai)ien(kix ,i)icn 3 xn 	3 A n  (V ai ) ic n (3 xi,)ien, V xn. 

Dokaz. 
V an(3 )iEn Oftiiien 3 xn, 

11- n+1(3Adien an(Vri) ien 3 XTZ, 

IFn+1(3Ai )4en,(V xi)icn(Van 3  xn) 

IF n+i (3 Ai V xi) i En (V an 3  xn) 

xi )ien (3 An  Vxm) 

11-n+I(Val,)ien( 3 zpien (3 A n  V x 

)icn, 3An( 3 xi)icriVxn 

11-n+13An (Vai )iEn( 3 XDiEnVxn 

( 3 ) 
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Lema 4.2. Neka SU UV E La i WY E La , takvi da su zadovo/jeni sledeOi, 

14.510117, 

(1) U ne sadr2i, V xi , 3 xi za svako /Ed; 

(2) V ne sadr2i V ai , 3 Ai za svako ti E d ; 

(3) W je dobijen permutacijom atoma u U. 

Tada UV IF d WV. 

Dokaz. 

UV 11-d(d a u." )icr ( 3Aui)ied \r V 

IF d ( 3 Acii)ica \r(Vai,)ier V 

d(3A-ri)ied \r(Vari)i.erV 

d WV. ❑ 

Lema 4.3. Ako je UlEd V onda 

(1) VadU3xd IFd-FiVadV3xd 

(2) 3AdUVxdlEd+13Adirsixd 

Dokaz. Neka su n+1 E w ti <W. : jEn+1> sekvencija koji ispunjavaju ste-
de6e uslove : 

(1) V jen+1(Wj E Ld) 

(2) Wo =U & 

(3) V jen(Wj 1- d Wj+1 )• 

Izaberimo proizvotjan j En. Ako je Wj Fd W5+1 pravilo (1) Ili (2), onda je 

V adW5 3 x d Fd +1 V adW5+1 3 xd i 3 AdWj V xd +1 3 AdWj4-1 V xd isto pravilo. 
Ako je Wj I-d W5+1 pravilo (3), onda je V ad 1frj 3 xd IFd +1 V ad Wj4.1 3 xd i 

3 AdWj V xdIF d+1 3 AdWj+I. Vxd na osmova lern,e 4. 2 . ❑ 

Lema 4.4. ( V 	)i,en (3 xi)ien 11-n ( 3 Ai) tiEn VX?:, )tiEn 

Dokaz. Sprovodi se indukcijom po ne.,)\ 1. Za n=1 imam° pravilo (2). 

(Vai)tien+1 (3 41,En+1 

11-n+1 V an, (V ai) icy. (3 xi)ien 3 xn, 

11- n+1 V am (3 Ai) iEn (Vxi)ien 3 xn  

IF n+1 BAT?, (V Cti) i n (3 X01. n Yr?" 
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je 

W je 

skup 

(3) W je 

IFn+i BATh (3 Ai) 	( V xi)i€7b V xn 

11- n+1 (3 	ic +1( V xi)i€ n +1. ❑ 

Stay 4.1. Za svako U. V E Ld va21, U II- d V. 

Dokaz. Sprovodi se indukcijoin, po d E w \ 1. 

LT IF d ( V agi) Jct. U* ( 3 xai )i.cr 

IFd ( Vacji  ) icr ( A (TiVX0-01-Ed\r (3 X0-0 ier 

IFd ( Vaud iEr ( VA ui 3XClfliEd\r (3 X TO iEr 

IFd ( Vaai) ic et(3 xi)ic 

IFd (Vai ) ic a (3 xi)ic 

IFd 	ic a( V xi)ic d 

IF d 3 Ad-1 (3 Ai) iE d-1 VX0iE ez-i V xd-1 

IFd 3 Aci-i 171W 

IFd V. ❑ 

Definicija  4. 2. Neka su : 

(1) <Ti : iEd > sekvenctija co—stabala za d E 	: 

(2) <th i Ed > sekvencija skupova za koje 
za g E CO ; 

(3) f: JedT, 
 --> 2. ®T  

Tada za svako n S g ti W EXm , m s d, definiEemo 
Ci naCin : 

va2i ViEd (Hi c Ti(q)) 

iskaz W(n,B) na slede- 

prazan niz : W(n,B) je iskaz f(<xi : ice:14=0 ; 

oblika 3Ai V : W(n,13) je iskaz 

u stablu Ti atiqn,Z1)) ; 
oblika Vai V : W(n171>) je iskaz 

3 Ai (AiC Si &Ai je n—gust 

Vai (ai E Ti (n) V(n,B)) ; 

(4) W je oblika 3xi V : W(n,B) je iskaz 3xi (xi Ested(ai ,7 11. ) nBi & 

V(n,B)) ; 

(5) W je oblika V x i V : W(n,B) je iskaz Vxi (xi EA -> V(n,B)). ❑ 

Definicija  4.3. Neka su : 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



(1) <Ti :ied> sekvencija 6.) -stabala za d E W \ 1 

(2) nEco& pEco & n<p & WE L d , 

(3) IL neglavni ultrafilter nad w ; 

(4) UEU & p n U=0. 

Tada je S(W, n, p, 	 iskaz : 

(5) V<Bii:tiEd >V q_EU(ViEd(Bi Ti (q) 	je p-gust skup 
stablu Ti)->W(n,B)), 

a 1P(W, it) je sledeci iskaz : 

(6) VnEco 3 pew 3 U E V (n<p ccp n U=0 & s (W, n, p, U)). ❑ 

Lema 4.5. Neka su : 

(1) f: 	-4 2 za d E \ 1 
ied 

(2) u neglavni ultrafilter nad w ; 

(3) VE Ld& WC Ld . 

Tada 1P(V, 	) -> 1P(W, iL ) 

Dokaz. Dovoljno je dokazati V I-d W -> ( 1P(V, 	) ->lP(W, )). :Nemo redam 
po pravilima, (1)-(3). 

1 °  Pravda (1) su univerzalni logiOki zakoni i zato ako V I-d W 
reprezentuje pravilo tiz grupe (1) undo, '0(7,71 ) -> 4(W, 1L ). 

2° (a) VVai 3xiWFd V3AiVxi W. 

Neka je nEco proizvoljan, a pEw i UE V takvi da je n<p & U n p=0 & (V 
V ai 3xi W, n, p, U).Svakom elementu aiE Ti (n) odgovctra element xi Esled( 
ai,Ti )nBi tako da se od ntih, mo±e nadiniti skup Ai CBi , pri temu je Ai 
n-gust skup u stablu Ti, tako da va2i 3 Ai (Aic Bi & Ai je n-gust skup u 

stablu Ti & V xi (xi c Ai ->W(n,g))). Zbog toga je 	(V 3 Ai V xi W, 72, p, U). 

Dakle, 1P(V V ai 3 xi W, ) -> 11,  (V 3 Ai V xi TY, 11) 

(b) V3 Ai Vxi W Fd V V ai 3 xi W. 

Neka je nEw proizvoljan, a pcco i Uc V takvi da je n<p & U n p=0 & 1)(V 
3 Ai Vxi W, n, p, 	Zbog toga 2to je Ai n-gust skup u stablu Ti va2i Val 

(ai ETi (n) -> 3xi(xi Esled(ai 	)nBi & W(n,B1)). Dakle, va2i ilk (V V ai 3 xi W, n, 

p, U).Prema tome, 111  (V3 Ai V xiW, 1.1) -> Ord ai3xiW, ). 

3° (VaDici-(3Ai)tert\ rVI-d (3 Ai)ica\ r(Vai)ier V. 
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Pretpostavinto da vati t((lai)ier (3 Ai)icd\ r Y, it), 

Formulu V(n,B) oznaOavamo sa @(<aL: sic?), CM: iEd\r> jer,se u to- 
ku dokaza menjaju kolekcije <ai : jet- > i <Ai : Ed\r>, a n i B ostaju 
neprom,enjeni. Karla se kolekcija <ai icr > zameni kolekcijam,<ai > 
pri Cemu je Vicr (a s s GO, a kolekcija <Ai : i.Ed\r > zameni kolekcijcrm 

i Ed \r > , pri Cemu je Vi Ed \ r(Aic Ai), u iskazu (<ai : iEr >,<M, 
iEd\r>), onda (9(<ais : icr>,<Ai: iEd \ r >) y® (<ai: 	>,<Ai : iEd\r>). 
Neka su F: w 	strogo rctstu6a, funkoija i G : w -4 V strogo opadajuCa 
funkcija, tako da su ispunjeni sledeti uslovi : 

(1) flew F(k)=minG(k) ; 

(2) Vke.,)43 ((Vai)icr ( 3 Ai)icd\ r V, k, F(k),G(k)). 

Neka je n proizvoljan prirodni broj i K= I 0 Ti  (n) F orrairamo sekvenciju 
Jet 

prirodnith brojeva <nk k EK+1> koja ispunjava sledeCe uslove : 

(1) no =n , 

(2) V k EK(nk+1=F(nk)). 

Dokazujemo da vati 4 ((3 A i)-1 Ed \ r (Vai)ict V, n, nk, G(nk)).Neka su laic : 
k EKI= 	(n) i h : K 	, takvi da vati : 

tied 	 tied 

(1) V kEK(cik 6h(k) & nivo(h(k))=nk). 

Izaberemo proizvoljan prirodni broj q EG(nk_i) i protizvoljnu sekvenciju g 
=<Bi : i Ed> za koju vati, : 

(1) Vi Ed (Bic Ti(q)szBi je nk —gust skup u stablu Ti). 

Silaznom indukcijam, po kEK+1 konstruiSe se sekvencija <<A,Ek : iEd\r > 
: k EK+1> uz sledeCe uslove : 

(1) <kik: i,Ed\r >=<Bik :iEd\r > ; 

(2) Vi Ed \r V k E K(Aik c(Aik+i) 

(3) Vied \r V k E K+1 (Aik je nk—gust skup u stablu Ti) 

(4) V k EKe (h(k),<Aik: iEd\r>). 

Pretpostavimo da je sekvencija <<A11 : i cl\r > : k+1 6. 1 6 K> veC Icons-
truisana za k EK. Posto je Vi Ed \r (Aik±i je men.  —gust skup u stablu 
Ti) i $ ((V ai )icr ( 3 Ai)i cd\ r V, nk , nk+1, G(nk)) postoji sekvencija <Aik 
iEd\r> takva da je : 

(1) Vi d \r (AikC. Aik+0 ; 

(2) Vied \r (A41. je nk —gust skup u stabluTi) ; 
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(1) 0 (h(k),<Aik : iEd \ r >). 

Na kraju ove konstrukcije definitemo <Ai: E d\r > =<Aio  : E d\r > 
pri temu va2i, : 

(1) Vi E cl\ r (Ai je n—gust skup u stablu Ti) ; 

(2) V k EK 0 (cik,<Ai : icd\r > ). 

Time je dokazano 	((340ied\r(VaDier V, U ). ❑ 

Stay 4.2 Neka su : 

(1) f : !iL  t■ Ti -> 2 za d E \ 1; 

(2) it neglavni ultrafilter nad w. 

Tada vati jedna od sledeOe dve moguCnosti : 

(1) VnEco 3 A E U Vin,EA 3 <Bi : i,E d > (Vied (Bi g 	(me) & Bi je n— 
gust skup u stablu Ti)& f" 11Bi =30 (); 

iEd 

(2) 3 CE 0 Ti Yucca 3 A E 'UV m EA 3 <Bi : iEd>( Vi d (BiC Ti [ t (m) 

& Bi je n—gust skup u stablu Ttfrip & 	= 11 (). 

Dokaz. 1 ° 	(( 3 Ai )ica (Vri )iEd , 11). Tada va2i alternativa (1) iz zaklju- 
act stava. 2° 1 1' ((Vai)icd (3 xi )i,cd 	).To znati : 3 new V p >n V U E IL n 
<3 (co \p) 3q E 	<BiCTi(q) ://, Ed >(ViEd (Bi je p—gust skup u stablu Ti)& 
3 <ai:i.Ed>E11 Ti (n)V <xi :tied >EH sled(ai ,Ti)nBi(f(<xi :iEd >)=1)). 

Zed 	 Zed 

Octane proiz/azi alternativa (2) iz za.kljucka stava. ❑ 

Stay 4.3 Neka su : 

(1) dEca\ 1 & leco\l 	; 

(2) <T1 : iEd > sekvencija w —stabala ; 

(3) f: 	-> 

(4) 11 selektivai ultrafilter nad w . 

Tada postoje g, <Si iEd > i k, koji zadovoljavaju sledece us/ove : 

(5) g crast( co . co) &g'L )E 	; 

(6) <Si : i Ed > E strg  (<Ti iEd>) ; 

(7) f" cg) 	=17c 
sect 
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Dokaz. Sprovodimo za 1=2.Slucaj 1=1 je trivijalan, a slucaj 1 > 2 sledi 
indukcijorrt iz slucaja 1=2. Za obe alternative iz zakljuOka stava 4.2. do- 
kaz je isti, pa Cent° pretpostaviti da vati alterrtativa (1). Za svako new 
postoji An  E 11/ n ci' (co \ (n+ 1)), tako da vati V rnEAn  3 <./37; C Ti (7n) : i Ed> ( 
ViEd (Bi je n+1—gust skup u stablu =30 Mo2emo pretposta- 

viti da je <A m  : new > rrtonotono opadajuOa sekvencija elernenata iz 11 . 
Poflo je 71 selektivan ultrafilter, postoji h Erast( w, w ), takva da h"w E 
11 & Vnew (h(n+ 1) EA on)). Indukcijam po nEw konstruisemo sekvenciju <<Si ( 
n) : i E d > : new > koy a zadovo/java sledeCe uslove : 

(1) Vied (ISR,(0)1 =1) ; 

(2) Vi E d Vncco (Si (n)c (h(n+1))) ; 

(3) Vie d VnEw V s E Si (n)V t E nsled(s,Ti )3 !r c Si(n+1)(t 	; 

(4) VnEw (f'Ed  Si (n)=1 

Na kraju induktivne procedure definisemo <Si : iEd >=<USi (n) :i Ed > 
new 

g Erast( ,co ), tako da je VnEco (g(n)=h(n+1)). ❑ 

Stay 4.4 Neka 5-u : 

(1) mEco \ 1 & d E co \ 1 & 1 Eco \ 1 ; 

(2) <Ti : i E d > sekvencija w —stabala ; 

(3) f : strin(<Ti : i E d >) -4 1 ; 

(4) 'U selektivni ultrafilter nad co . 

Tada postoje g, <Si:iEd> i k, koji zadovoljavaju sledece uslove : 

(5) g Erast( co co) &pito E 	; 

(6) : /Ed > strg  (<Ti, ; Ed >) ; 

(7) f' str m (<Si 	d >) 	. 

Dokaz. Sprovodi se indukcijam, po mEw \ 1. Za m=1 dobija,mo stay 4.3. 
Pretpostavimo da, je stay istinit za m i odatle dokazujemo njegovu isti- 
nitost za m+1.Prvo Cemo de finisati iskaze c1 (C 21:711 , f, g, m) 	(n, 

ecatTi 
	f, 

 in). 

1 0  (C 	, f, g. m) je konjunkcija sledeCih iskaza : 
iEd 

(8) t E Odin 
cEd 

(9) dcw\1 & Act° &IAI =w  

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



(10) Vied (Ti  je to—stabio) ; 

(11) f : str m+1(<U Ti(n) : i Ed >) -> 1 za / Ew \ 1 
n EA 

(12) g : 
 

str m(<<sled(s,U Ti (n)) :s E rtsled(ti , 
Eat 

 (n))>: 	d >) 	1 ; 
n EA 	 n 

(13) VRE dom(g)(9(<<Rs : sEnsled(ti ,U Ti (n))>: iE d >)=A<URs U ti 
n E A 	 s E nsied(Li , 

lEd>)) 
U Tt (n)) 
n EA 

2°  (13 (n, 	, f, m) je konjunkcijct sledeOih iskaza : 

(14) A= lai : tiEco ; 

(15) Vieco( 04,<ai+i ) 

(16) V t
ied 

 Ti (an ) 3 k3 g( (t-4, . 
2,
0ATi   f, g, in) & ran(g)=1k )• Ed 

Indukcijom po it konstruiSe se sekvencija <<T 	i Ed >,A n  : new >, tale- 
ya da s-u, zadovoljervi sledeci uslovi : 

(17) Vnec.) (A n  C co se IAA= w scAn-F1C A n) ; 

(18) VnEco (An  = 1 ani iEco () ; 

(19) Vnew Vicw(cfni, < anit+1 ) 

(20) View V n 	(Gni = 	) 

(21) Vi E dVnEco ((Tin  je co —stablo) et(Ti n 	Ti)) ; 

(22) <U (TO : i Ed >Estr w (<Ti : iEd >) ; 
in EA° 

(23) VnEco (<U Tin+1(rn) :iEd > E str ° (GU Tin (m) : i E d >)) 
€1/2+1 	 rm EA n 

An 
(24) VnEco (n, Tin , f r strml<U Tin  (j) : i E d >), 

4,Ed 	 j Eitn 

Skup A ={A : 3 << Tin  i Ed>, An : new >( & (j) se A= nA n)1 je analitiCan u 
17 g 24 	The')  

topoloskom prostoru [ co] 
Co 
 i zato postoji AC 

.44 
,takav da [A] Q c A . /zaberi- 

ino sekvenciju <<T;  ' Ed > ,A n  new >, takvu da su Ispunjeni uslovi 
(17)—(24) i da je A= n A n.Sada definiSemo 	: iEd >=<UnTin  (m) : i Ed > 

IMO 	 nee Anew 
i funkciju h : 

i
0 Ri-q, tako da va2i : 
 Ed 

(25) V; 	RiVk(h( )=k e> 3g( (1) (i?, 	Ri f r stri  (<Ri, : i E d >), g (Ea 	 tea 
,m) ec ran(g)= k 

Prignenirno stay 4.3. na funkciju h , pri Oemu dobijamo <S 'Led> i k 
za koje vati, : 

na 
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(26) <Si : icd> E sir' (Ri: iEd >) ; 

(27) h" i6idS 	k . 

Iz einjenice da : 

(28) <Ri :icd> E str ° (<Ti iEd>) 
sledi : 	• 

(29) <Si : iE d > E str 4' (<Ti : ied>) 

a iz (25) i (27) sledi : 

(30) f" strinl<Si iEd >)=lk 

Potty A Ell jasno je da postoji g : co -> co, takav da je : 

(31) g" co 	; 

(32) <S 	 c strg (‹Ti : iEd >) . 

Time je stay utvrden za m+1 , &ale i za svako 'MEW \ 1. ❑ 

Slav 4.5. Neka su : 

(1) f : co - > co\ 1 ; 

(2) II m. 1. d c w \ 1 

(3) m 

Tada postoji N sa sledetim osobinama : 

(4) NE & M N ; 

(5) V <Ti; iEd >V g(ViEd ((Ti je N-stablo) &V kEN V ten (k)(Insl-
ed(t,Ti 	f(k)))& (g : strm (<Ti 	d>) -> 1) -> 3 k cl 3 <Si 	d > 

strm (<7'i : 	d>)(g"str rn (<Si : iE d  >)= Pc Q). 
Dokaz. Neka su f, M, in, 1 i d takvi da va2i, (1), (2) 

(6) VN a3<ri • iEd > 3 g(ViEd ((Ti je N-stablo) & V k EN V tETi 
(k)(Insled(t,T i)Ig f(k)))& (g : strm (<Ti cd>)-> & V k El V < 
Si:i Ed >E StrM(<Tj : 	d>)(g"str m (<3i, : 	d>) Pc )). 

(7) 3<TiiEd > 3 g( V i d ((Ti je -stablo) & V kcco V t €7'i (k)( 
Insled(t,Ti)1 s  AO)) & (g : strm (<Ti 	d>)-> & VgkElV < Si 
:i E d > E strm (<Ti : iEd >)(g"str 	(CS :i E d  >) 	1)). 

To protivreci stavu 4.4. ❑ 

Definicija 4.4. Neka su : 

(1) d E w \ 1 ; 

(2) 7' co -stablo 

(3) t E (LT 

Tada je tip(t,T)=1 : s E ittT &ViEd(tigsd&ViEdVj Ed (ti=tj e si=sj)i.C1 

Stay 4.6. Neka su : 
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(1) d E 	\ 1 & /Ew \ 1 ; 

(2) 7' co —stablo ; 

(3) t E 0T . 

(4) f : tip(t,T) -41 ; 

(5) II selektivni ultrafilter nad w . 

Tada postoje g, S. s i k, koji zadovoljavaju sledeCe uslove : 

(6) g Erast( , CO )8c g" CO E11 ; 

(7) S Estrg  (T) 

(8) ;E OS & 	tip( r,T) 
*Ed 

(9) f" tip( Ei,S)=) k . 

Dokaz. Neka je 	: A ET (d) & Vi EAV j EA (ti = ti ) &V i EA V j cd (ti =- tj 

j EA )i. PretpostaviCemo bez gubitka na opttosti da je A = iA i : iEnti za 

mE d+1, pri t emu V i Ern(i EA i). Sada definitemo funkciju h : 0 sled(ti,T) 
tiEM 

-> 1 koja zadovoljava sledeCi us/ov 

(10) V .-;E s/ed(ti ,T) 3 !r T (Ye/Ern (si =ri ) & V A E 	EA Vj EA (ri= 
iern 

rj ) & h(;)=f( 7r* )). 

Jasno je da postoje g* , <Si : icrn> i k, ta,kvi da va2i, : 

(11) db-ast( co 	) ; 

(12) <Si : iEm > Estrg* (<s/ed(ti ,T) : icm >) ; 

(13) h" OSi =-11c 

Neka je <si :iEm> E II s (0). Prosirimo sekvenciju <si : item > do sekve-
tie971, 

nctije <si : EM> koja sadrti sve elemente skupa T(nivo(s ,T)), a zatim 

proSirimo sekvenciju <Si : iEm > do sekvencije <Si : ti EM > E strg* (<sled 
(si ,T) : i M>), pri cemu je M=1T(nivo(so ,T))1. Na kraju definiSemo : 

(14) S=U (Siupred(si,T)) 
M 

(15) <Si :i Ed > je prosirenje sekvencije <s : tient> takvo da V AE 

A Vi EA Vj EA(si =sj). 

Jasno je da vat : 

(16) f" 	 d>,S)= lk 	; 

(17) <si : iEd > Etip(t71). 
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Poznati argument pokazuje da postoji, g Erast 
( 

	

CO ), takav da je g"we 
S ESt7'9 (n. ❑ 

Stay 4.7. Neka je : 

(1) id,qc w \1 ; 

(2) j Ed ; 

(3) T=<Ti E d> d—sekvencija prostih perfektnih stab ala ; 

(4) f : it)dT -> 1 ; 

(5) V t 	7)=A di (t))). 

Tada postoje S=<Si iEd > i k, koji zadovoljavaju sledeCe uslove : 

(6) S je d—sekvencija prostih perfektnih stabala ; 

(7) Vied (Si je na dole zatvoreno podstablo stabla 	; 

(8) Vs c 	Si (1 nsled(sj ,S j)1 =2 -),f( s-> )=k). 
zed 

Dokaz. Bez gubitaka na op2tosti mo2emo pretpostaviti da je j=0.Postoje 

t E 	 k El ,takvi da vati : 
ice/ 

(9) VirtEco 3 772 art 3 <Hi : lEd >( Vie E d (Bi C Ti (m) & Bi je n—gust 
skup u stablu Ti[k] scrli Hi =1k 

Neka je To= to j Eco Indukcijam po n konstruiSerno sekvenciju <<Sin : 
i Ed >„sn,,nvn„Bn ,bn  : mcc..) > koja zadovoljava sledeee uslove : 

(10) ViEd (Sio  =71 [4,] ) ; 

(11) Vi dVnEco (Sin+1 je na dole zatvoreno perfektno podstablo sta-
bla Sin ) ; 

(12) Vied \Inc° (USin
1/4,+i 

 (i) -= USin(i)) ; 
n 	 ‘ m,„ 

( 13) V ThECO (USin+1 (j) sadrti taOno jedan 6vor sa dva neposredna 
mns jsmn+i  

sledbenika sn+ 1) ; 

(14) V new (s n + 	t 	) ; 

(15) so =to ; 

(16) m o  =0 ; 

(17) VnEco (Inn E  & MTh < MTh+ 1 ) ; 
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(18) Bo r-ij : t oj ES od 

(19) VnEw (Bn44= j : toj Con+ lin Bn\ bn} ) ; 

(20) V nEw (bn, =min3n) ; 

(21) VnEco V -; c
We 

 Sin÷i (ro =sn,+1 -> f(;)=k). 

U prvam, kcrraku definiSemo : 

(22) Sio  = 	za svako i E d 

(23) so -t o  ; 

(24) m o  =0 : 

(25) B 0 =35 : toj E Soo  

(26) bo  =minBo  

Pretpostavimo da je sekvenctija <<Sin  : i, Cd >,sn, 	,Bn„ b n >definisana 
Tada postoje mn+1  i <Ai ; iEd>, koji zadovoljavaju sledeOe uslove : 

(27) mil, < mn,d4 ; 

(28) V/ Ed (Aic Sin,(nen,+ 1)) ; 

(29) 'di Cd Vx Ce4i3y ESin  (mn, )(yx) ; 

(30) 3 mei.) 3 x CSin(m)(mn,<m acm<mn+i, & to bert  s  x 
2 isE 3 y EA 0 (x y)) ; 

(31) ViEd\ 1Vx cSi(mn ) 3 y EAi3 z cili(yOzscx y & x_z) 

(32) =3 k 
Jed 

DefiniSemo stab la : 

(33) S on-is : sES onfr at 3 t celo (s‘t V t‘s) ; 

(34) Vi c d \ 1  (Sin+1=Is : s €.31;71  st 3tEAi(stVt‘s)t) 

U stablu Son, odaberem,o element sn+1 toom  koji se cepa na najviSem 
nivou m<m n,±1, a zatim uklonirno cepanja na svim, elementima US ern(j) 

ran  S i5 mull.  

Sn+ }. Na taj natin dobijamo stablo Son+1 . Na kraju definiSemo : 

(35) En+1=15 ; toj € Son+ 1 nBn bn ; 

(36) bn+ 1 =min En+1 - 

Time je zavrSen induktivni korak.Na kraju induktivne procedure definise- 

I Thsted(x.sin)1= 

MO : 
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(37) <Si : iEd>=< 
n€0
n

., 
Sin : i Ed >. ❑ 

Definicija 4.5. Sa K(<T, 	oznaeavamo slededi iskaz : 3 tiEc..) (<T, 

> je izomorfan sa < is : s €2<a) & V j Ei(s(j)=0) 1, C 	Set <T, s >EK oz- 

natavamo K(<T, 	❑ 

Definicija 4.6. Za d C co \ 1 sa Kd(<Ti ti> : ti Ed >) oznaeavamo 
sledeti iskaz Vi Ed (K(<71,S Sa ti> : 'LE d > E Kd oznaeavarno 
Kd(<<Ti„ 5 i> : ti E d >). ❑ 

Definicija 4. 7. Sa Kr,j (<<Ti , Si > : iEco >) oznatavamo sledeCi iskaz: 

ViEco (K(<Ti,‘i>)) & 3 f: w -> w (View (ITt (MPH )  &lTi (f(i)+ 1)1=2) & limf(n)= co. 

). Sa <<Ti : iEco > E Kw  oznaeavamo Kw  (<<Ti,, S ti> : j Ew >). ❑ 

Definicija, 4.8. Neka su : 

(1) dE(c..)+1)\1 ; 

(2) <Ti : i Ed > sekvencija co-stabala ; 

(3) C Cte Ti . 
d 

Skup C je kofinalan u 	ako ispunjava sledea uslov : 
ied 

(4) V tE 
tEd 

 Ti 3 cECVi Ed (ti 	❑ 0  

Definicija 4.9. Neka su : 

(1) T=< T, 5 > w-stablo ; 

(2) tiETszt2 ET ; 

(3) SC T & O<ISI < w . 

Tada je : 

(4) A (tt ,t2 T) =sup(pred(t 1, ) n pred(t2, 3)) ; 

(5) A (3, T )=sup( n pred(s, T )). ❑ 

sES 

Definicija 4.10. Neka su : 

(1) dc(co+1) \1 

(2) < 	 : i, Ed > sekvencija w-stabala ; 

(3) <Si : i Ed > ; 
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(4) Vi E d (Si C i se0< ISi I < w ) . 

Tada je 
(5) A (<Si : i E d>,< Ti: i Ed >)=<A(Si,n) :iEd >. ❑ 

Definicija 4.11. Neka su : 

(1) id,k,1 	co \ 1 & new ; 

(2) <Ti : 1, Ed> E Kd ; 

(3) C kofinalan skup u 

(4) f : 	-> 1 . 
1,Ed 

Tada sa Sk(C,f,n) oznaCavamo sledea iskaz : 

(5) V <B : icd >(V 1, Ed (BicTi (n)84 Bi I =k) at (<Bi : 	d>,<T 
i E d >)E C -> 3 <biEBi : i cd>(f(<bi : i d>) -=0)). ❑ 

i 	
; 

ed 

Stay 4.8. Neka su rnEo d E co \ 1, 
Tada postoji pew\ m takav 

tEd 

p3<Ai 	(n) : i d >(V E d (Ai je 

<Ti : iEd >E Kd i C kofinctlan skup it 
da Vf: OT4 -? 2( VnEco tF 2 (C,f,n)-+ V mato \ 

icd 

m-gust skup u stablu Ti)straldAi =j00). 

Dokaz Pretpostavimo da stay nije tistintit za m,d,<Ti : ied> i C. To zna- 
ci, da za svaki prirodan broj flm postoji prirodan broj g(p) > p i posto- 
ji funkcija f g  (p) : iTdTi -> 2, pri Cemu vati, 4)2(C,fg(p) ,g(p))(s< V<AiCTi(g(p) 

) : 	d >eVi E d (Ai je m-gusti skup u stablu 	) filld  Ai = {0 } ).4  Defini- 

ento skup A= In : 72, _S_772 V 3 k Eco \ 1(n=g k (m))l 1, funkciju f : 2Ti -> 2 

na sledeci naCin. Za n Em+1 i, t E E Ti(n) vati f(t)=1 , a za n EA \ 
iEd 

 +1) t 	(n) va2i f(t )=fn,
A 

 Postoji t E 	Ti , takav da V n EA. 3 in 

E A n3 <Bi C Ti [4] (m) : iEd >( Vi E d (B1 je n-gust skup u stablu Ti[ti] 
)8cf" Bi, =11(). lz toga sled da postoje 54, <Bi : Ed> in takvi da : 

led 
(1) -C.EC siViEd 

(2) n, 	\(m,+1) & Vi E d (BiC Ti(n)aelBil =2) 

(3) A (<Bi : 	d >,<Ti : i Ed >)=7 ; 

(4) !"
H Bi =11 . 

icd 

Uslov (4) protivrebi definiciji funkcije f. ❑ 
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Definicija 4.12. 

1°  a ( e Si, 
®B 

 Ti) je konjunkcija sledecih iskaza : 
Jet° \ry& 	\ m 

(1) m E 	; 

(2) 24c. B .Cw eciAl= w ; 

(3) ViECO \ nt(Si je na dole zatvoreno podstablo stabla 	; 

(4) Vi €w \m( V x EUS
EA 

 ri,(n)VyE EA
(n)( A (r,y, USi,(n))=A(x,y,Si )) ; 

n 	 n 	 nEA 

(5) ViEco \ m(V x EUTi(n)VyEUTi (n)( A (x,y, UTi (n))=A(x41,7 11,)) ; 
net? 	 n ea 	 nen 

(6) < 
n
USi(n) : 1,ECO \M> EICco 
 e A 

(7) < UT
B
i (T) : 1,Ew \m > If co  

nE 

g)  ( ®A \
m 
Si < 	/Ern \ n > je konjunkcija sledeah iskaza : i   

(8) 3m,n 	w & m>n 

(9) AC co 84141= w ; 

(10) Viem\n(Si je dvograno —stablo) ; 

(11) V I, 	\n j EA ( 	WI =1 & I Si, (j+1)I =2) ; 

(12) Vi Em \flp (I nsied(si,)1=2). 

-r( O
A Ti , je konjunkcija sledecih iskaza : 

Jew\ m 
0.4

in 
0A Tris)  

(13) a ( iEco \ 	ie., \ut, 

(14) f: 	-> 2 ; 
ie.) \III 

(is) f -1 (1 i) je kofinalan skup it 

4°  6(n, e Ti; ,f) je konjunkcija sledeCih iskaza : 
tiew `on 

(16) nEA\1 ; 

(17) a( OA  Ti„ OA 	; 
tice.)\rn 	Ea) \ 

(18) f: ®A  Ti -> 2 ; 
iEw \m 

(19) V k EA \nV <Sj : jE \ 772,>( V :JEW\ M (Si C Ti (k))& Vj E(m,+n)\ m(S j 
je n—gust skup u stablu Ti)scYjc w\ (m+n)( I Si 1=1) -> f"' II 

# 3 0  ). 

®A  Ti 
Era \m 

— 32 — 
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5°  e( 0
A 	

, je konjunkcija sledeah iskaza :  Ti 
tiEw \m 

(20) a ( O
A 	

O
A 	

) ; 
*teal \n2, jet.° \in 

(20 f: ®A  Ti -> 2 
.1E44 \m 

(22) V OB  Si, ( a ( OB  Si ,(8:1A  Ti) -> 3 g>  (8)B  S (f( ( s 	1 )) 
Jew \in 	 tiEw \nt iCco \m 	 iEw \m 

6°  77(n, 0
A  Si, ®B  Ti , g, 	je konjunkcija slededih, iskaza : 

i.cw\m tiEr.o \ in 

(23) /LE co\ 1 ; 
A 

(24) a 	Si, e T?;) i• 
i Cal \ (744n) i \ lim+n) 

(25) a( e 	®B To 
tier° \in 

(26) Vi E (m+n) \m (Si je na dole zatvoreno podstablo stabla Ti) ; 

(27) 3 kEB(VjEco\ m(ISi (k)I =1) & 13 (013  Si ) E II S j(k)s, f' 	S j (k) 

	

(m+n) \m j (m+n) \in 	j E w \m 

= 1 D 
(28) f: e 	; 

i Ff.) \ 

(2 9 ) g: e Si 2 ; 
jeco 

	

—> 	—> 

(30) 3 k€AV 57  C II Si (k) (g(1:> )=1 44V t€ II Si (k) (f( t s)= 1 )) 
iEw 071440 	 E(mi-n) \ 

(31) t( 
iEw fra-Fn 

Si,
)
g). 

❑

Lema 4.6. y ( ®A 	,f) & o(n, 	,f) -4  3 ®B si 3 g 7;(n, e 
Jew \ m 	 tiEco \in 	 /Cal \m 	 iEto \nt 2E0 \in 

Dokaz. Bez gubitka na opStosti mo2emo pretpostaviti, da je m=0, A= to i 

VjEw (713* = : t E 2` & Vi Ej (t(i)=0) }). Induktivno konstruiSemo C i <Gi : 

1€co \ n> koji zadovoljavaju sledeOe uslove : 

(1) C je kofinalan podskup od ic%Ti ; 

(2) View \n (Gi je makstimalna grana stablaTi) ; 

(3) V lee.° V c ECi(c ->E
C
11

77 
(k)-> 3 d E LI(k)(f(^ ■/)=1)). 

.)\n 

Prema stavu 4.8. za n, 0 Ti i C definisan je prirodni broj fln,koji za- 
is n 

dovoljotva uslov naveden u stavu 4M. Za svako 1€ 7L definiSemo stablo Ri= 
r : 3 Ica° (r E Ti (k)se V j €1c \ p(r(j)=0)) i skup A = 	: (S je na dole za- 

tvoreno podstablo stabla Ri)ac (S je dvograno to-stablo)i .Definitemo slcup 
=I <Si: tic n> 	E n > €. 21 A. &p(® 	 :1 EL} 

- R1 - 
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za neko L E W . Pretpostavtimo da va2i : 

A 
(4) VIEL V 0A8,i, ( OASi 	Ti)-+ 3 (Ai, (a ( 013R , 	& V k CB kir C 

Ew \ n 	tea \ n iEto \ n 	iEw \ n 	\n iEr4 \n 

Ri(k)3s
-)  
 E II Si/ (k)(fts';)=0))). 

tie') \ n 	 iEn 

Tada va2i : 
A 

 (5) 3® Si V/ EL (a ( 
A 
 Si , Ti)&V k EA V tE II 	

-> 
(k)3 s E II Si/ (k)(.A 

icc,)\r, 	jet) \n 1E0 \n 	 JEW \ n 	 iew \n 

-1 -4 
s ^ 0=0))). 

Medutim (5) protivreei 6(n, 8 Ti , 	i stavu 4.8. 
tiEW 

Zbog toga va2i 1(4) odnosno 3 ®A Si 3 g n(n, 0
A 

51,1 Ti, g, f). ❑ 

B 	A 
Lema 4.7. E( OA  N. -> 3 n3 0 Si 3 g rt., 0 Si, 0 Ti, g, f). 

tiEW \rn 	 iEw \m 	 i Et.) \ rn 	Eco \ 

Dokaz. c ( 0A  Ti, f) -+ 7 ( 0A  Ti, f) & 3 n 6(n, O
A 

Ti,f) . UzimajuCi u obzir 

	

iEto \m 	 iEco \m 	 tiEW \m 

lemu 4.6. zavnen je dokaz. ❑ 

Stay 4.9. Neka su : 

(1) <Ti : icco > Elf ; 

(2) f : OTt -) 2. 
i.Eco 

Tada vati : 

	

-> 	 \ niV00). 

(3) 3 t E (f" Ti  [ t i] =WO ill. 
ie.) 	ie.) 

(4) Vnew \ 1 1 6(n,i 	,f) ill 

(5) 3 <Si : icw > 3 A( ViEca ((Si je na dole zatvoreno podstablo sta-
bla Ti)&(Sti je dvograno co—stablo)) &A= )n : 3 iEco aSi(n)I=1 & 

I Si (Th+1)1=2) & f" co  Si= 1 0. tc 

Dokaz. Pretpostavimo da va2i 1 (3) & 1 (4) . Indukcijom po nEw kcmstru-
Serno sekvenciju <<Sin  : 'tea >, fr  , A n , Mgt : nEw > koja zadovoljava 
sledeCe uslove : 

(6) <Sio  : icco >=<Ti, : 1,Cal > ; 

(7) fo  =f &A o  = co & mo =0 ; 

(8) VnEcoin (mn+1, ®A n+1 
 Sin+ ten  Sin , fn+1, fn) 

icco\ I Mk 	jec0  Emk 

	

kg n 	 kat 
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A.„ 
(9) VnEco (mn+1, - Sin den) 

iccA,Enk 
xgn 

(10) VnEw \ 17 (
An 

Sin  
ir-o\ E Ink 

kS it 

(11) VriEco V i C Emk \ Emk V 1 Eco \ (n+ 1 )(Sil =S il+1)• 
lon-F1 ksn 

Induktivni korak se izvodi na osnovu tuna 4.6. i 4.7.Na kraju definitento 
sekvenciju <Si : iEco > i skup A koji zadovoljavaju sledebe uslove : 

(12) v7t€0 	Emk \ Emk (Si =- Sin+1) 
k3 n+1 k‘ n. 

(13) A= )n : ice.) (I Si(n)1=1 At I Si (n+ 1 )= 2)} • 

Iz uslova (8) sledi 	Si, =I 1 . ❑ 

Stay 4.10. Neka su : 

(1) <Ti : jct.) > E K 	; 

(2) I €C4) \ 1 

(a) 
f : 4E4)

0 Ti 

(4) Uselektivni ultrafilter nad co . 

Tada postoje A,<Si : iEco> i k, koji zczdovoljavaju stedede uslove : 

(5) AEU; 

(6) a (
zEw  0

A  Si , tEco  Ti ) ; 

(7) ViEw (<USt(
EA

n), Si> -PA 	, Si >) ; 
n 

(8) r .0Asi =3 k 

Dokaz. Sledi iz stavova 4.9. i 4.11. uz standardni argument za A E U . ❑ 

Definicija, 4.13. Sa L(<T, S >) oznaCavarm,o sledebi iskaz : 3 icw 
VnecoVt ET(n)(1 nsled(t,T)I =max(1.2 n+1-i  )).Sa <T, S > E L oznaCavamo L ( 
<T, > ). ❑ 

Definicija 4.14. Za d E co\1 sa L d(< <Ti, S i> : i Ed >) oznaCava-
7no sledeei iskaz : V i E d ( L (<Ti , S i> ). Sa < <Ti , 6 ti> : i E d> E L d oz-
naCavamo Ld(<<Ti : i ed >). ❑ 

Definicija 4. 15. Sa L cu (<<Ti i>: tieco >) oznaCavamo stededi iskaz: 
V iEw(L 	, S  i> )) & 3 f: w -> CO (ViECO (I Ti(f(i))1=1 & IT1(f(i)+1)1 >1) & ltim fin 

n.00. 
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)= 03).Sa < < Ti, , S  ti> : iEw > E L W  oznaCavamo L W  (<<Tri, , S  i> : iEw >. 
0 

Stay 4.11. Neka su : 

(1) < 	: iEw > E Lco ; 

(2) f : 

	

	Ti -> 1 ac 1 Eco \ 1 ; 
ieo 

(3) 11 selektivni ultrafilter nad Co . 

Tada postoje A, <Si : icco > i k /cop, zadovoljavaju sledece uslove : 

(4) A E 	; 

(5) View (Si je na dole zatvoreno podstablo stabla Ti) ; 

(6) ViEw V XEU
EA
Si (n)Vy USi (n) (A (x,y. USi (n))= A (x,y,Si,)) ; 

71 	 n EA 	 *IL EA 

 Sj (7) Via (<
nE 

 (n), s  i> 	<Ti 	.1.>) ; 

(8) ti ®As i =lki. 
icco 

Dokaz. Ste& iz stavova 4.10. ti 1.11. ❑ 

Stay 4.12. Neka su : 

(1) /€w\ 1 ; 

(2) <Ti, : iEw > sekvencija, co-stabala, ; 

(3) 11 selektivni, ultrafilter nad ca . 

(4) f 
:%co) 

 Ti -4. 1 . 

Tada postoje g!,<Si iEw > i k koji zadovoljavaju sledeCe uslove : 

(5) g Erast(co, CO ) 

(6) g" co E 11 ; 

(7) <Si : 'Ica> > E strg  (<Ti : iEw >) ; 

(8) VnEco r;cfnEco V §>E 
'1
II Si (m)3 tE 11 Ti(g(m))(01)=k). 

	

E n 	 i•Eco\n 

Dokaz. Za 1=1 tvrdenje je oCigledno.Sada Cemo pokazati, kako se vrki re-
dukcija sa 1+1 na 1, za 11.Za svako inEc,A,1 definigerno funkciju fm : 
0 Ti -> 2, tako da za svako nEw i za svako t E II Ti (n) va2i : 
'ten 	 iEnt 

3;E II Ti(n)(f(1^;)=1) 
(9) fm(5= 	 iEr.Mn 

V ;E II Ti(n)(f(PcS> )<1). 
iEtAm 
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Tada vaii sledeCa alternativa : 

(10) VrniEco \ 1 3 A E ng> (a) \ 	Vn EA 3 <Si 	(n) : 	> ( ViEm (S 
je m-gust skup u stablu Ti) & f'3 71, .11 Si =10} iii 

ten 

(11) 3ASTE w \ 13 A E 1L ns' (w \AI) Vn EA -13 <Si C Ti(n) : iEM 	ViEM (S 
je M-gust skup it stablu 	& f" 	 ). 

-telt 

U slutaju da vat/ (10) stay se dokazuje bez redukcije, a u slutaju da 
va2i, (11) postoje A i <Si : jEw >, koji zadovoljavaju sledede uslove : 

(12) A C ?!  

(13)V ie..) (Si je na dole zatvoreno podstablo stabla Ti) 

(14)V iEw 	je w -stablo) ; 

(15) <USi(n) :iEco > E Strco (<Ti : iCco >) ; 
nEA 

(16) fne Si c 1. ❑ 

Definicija 4.1 6. Neka su : 

(1) T w-stablo ; 

(2) new selm,l}c w\ 1 ; 

(3) x Ell T(n). 
tent 

Tada je : 

(4) tip 1 (;,T)=W : y->Ep & Vi E/n7n V j EL nm((xi =xi eyi= yi) &(xi 

)) 	; 

(5) tip <  (1,T)=Utip k (1,T) ; 
ket.A1 

(6) tip w (:,T)=W : -ilE 6 T & Vi Ent V j cm ((xi =xi eyi= yj) & (xi yi ))} 
iew 

0 

Stay 4.13. 	Neka su : 

(1) {m,11 c w \1 ; 

(2) T co-stabio ; 

(3) x-) E ® T ; 
ten 

(4) f : tip w  (x-4,T) -> 1 ; 

- 37 - 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



(5) U selektivni ultrafilter nad co . 

Tada postoji <g, 5, y, k>, sekvencija koja zadovoljava stedeCe uslove : 

(6) gcrast( co, co) ; 

(7) g" w Ell ; 

(8) S Estrg(T) ; 

(9) y  E tip< w  (i>, T) ; 

(10) 3 nEco (7: 1 E_ ® S) 
tie n 

-> -> 
(11) VnEco Cc'mEcoV:Etip n(Y> , S) n(S(ra))n  3 i>  C(T(g(m))) cAn (f(s^ 0=k). 

Dokaz. Za 1=1 tvrdenje je oeigledno.Sada 0erno pokazati kako se redukuje 
sa l+1 na 1 1.Va2i sledeOa alternativa : 

(12) VmEco i 3 Acv. ns> ( \m) b n EA 3 Dc T(n)((D je m —gust skup it 

stablu 	& V ycD m  n tip'n(;*, T)3 z E (T(n)) a'"n  (f(17' ;)=i)) 

(13) 3 ME CO\ (rnUntivo(;,i)) 3 A E It (M—minA & Vn. EA-13D C T(n)((D je 
gust skup u stablu 	& Vy-+ED n tip jf  (x-',T) 3 z E (T(n)) \ (f(Y -4̂  

;)=1))). 

U slutaju da va2i (12) stay se dokazuje neposredno.0 slueaju da va2i ( 
13) konstruiSemo sekvenciju <M,A,S,F,K,B,H> koja zadovoljava sledeCe us—
love : 

(14) M E w \(mUnivo(x,T)) ; 

(15) A EV& Mr-min A ; 

(16) S je w—stablo ; 

(17) S je na dole zatvoreno podstablo stabla T ; 

(18) US(n) Estr (T) ; 
It ElfLTA 

(19) F : tie (;,T) n (US(n)) -, 2 
neatUA 

(20) V n MUA vg>c (S(n)) nttip (;7) (y-*  ) =0 +0 3 x E (T(n)) "f(f(;'' ;)=0): 

(21) Vn €241 3DC S(n)((D je M— gust skup u stablu US(j)) & Vy EDlin 
I EMCIA 

tipM(x,T)(F(y)= 0)) 

— nR — 
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(22) K=IS(M)I & S(M)= 	: i EK 

(23) B= 119 : fi Elf & <s fieo  : i EM > C 	 : 

(24) H : O M"  5 [Si] 	2 1D1  • 
iEK 

(25) VnEMVi> c
i€K  S 
	(H(x)=<0 : (3 E B >) ; 

(26) Vneel 	
K
S [si,](H(;)=<F(<xi3(i): i EM >) : fl E B>) . 

tiE 

Postoje C,<Ri giEK> i <np  : /3 € B > koji zadovoljavaju sledge& uslove : 

(27) CcA&CEtL ; 

(28) ViEK (Ri je w—stablo) ; 

(29) ViEK (R1 jena dole zatvoreno podstablo stabta S [si] ) ; 

(30) <URri(j) : icK > c str'(<US[si] (j) : icK >) ; 
j cc 	 jEmeA 

(31) H"
c
Ri=1<nig : f E B > ; 

-LEK 

(32) 3 f? E B (n0 =1). 

Neka s-u f E B i r=<ri /EEC > takvi da va2i. : 

(33) np  =1 ; 

(34) ria) E II Ri (mina 
'LEK 

Tada definiSerno : 

(35) R=URi ; 
PEEK 

(36) il=<rpo)  : icM>. 

Funkcija f prestikava tip' (i),E7R(j)) u 1. 	❑ 

jEMUC 

§ 5. Primena forcing-a u dokazu HL 

Stay 5.1. VdE w \1 Vk Cn \ ((exPd-1(0)±  oct• ❑ 

Korolar 5 . 1 . V d E co \ 1  'V k E Cr?, \ Vf: ((exPd-1(10)±) d->k 3 <K C(expd-1(k))+ 
 I.Ed >(di d (Iffil)=k) &V/ ed V j Ed Vx elfiVy cKj(ii<j n<V)I; 1€114,1= 1 ). 

Dokaz./zaberimo proizvotjno < d E \ 1 k ECn 	f: ((expel-1 (k))+) d->k >. 
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Defini.§emo funkciju g: [(expd_1(k)) +1d ->k tako da zadovoljava, sledeel, 
uslov : 

(1) V < Xi (exPd-1(k))±  : i Ed >(Vi Ed VjE d( Xi< xj) g( Xi : 

tiEd0=f( 	)). 

Postoji podskup K c (expd_1(k)) ±  koji zadovoljava uslov : 

(2) <K, E> ti <k+  , E>ecl g" [Ki d  1=1. 

Na kraju obrazujemo sekvenciju <Ki i Ed > koja zadovoljava stedeCe us-
love : 

(3) Vi E d (Kic K ac<Ki,E > <k,E>) ; 

(4) Vied V j Ed Vx EKiVyEKj(i<j ->x<y) . 

Iz toga sledi : 

(5) Inftd=1. ❑ 

ice/ 

Definticija 5.1. Za beskonacni kardinal k uvodimo sledece pojmove : 

(1) Vp€(2") Itsupt(p)= 	: a E k tcp( a) #0 	; 

(2) <Pk,lk , 	 : P E(2 <6) ) k  aciSuPt(P) I < CO & Va Esupt(p) V 13 E 

supt(P)(1 P(a )-= P(S)Di ,<0 :a E k>. i<p,g> :<p,q> EPk &VaEk 

(g(a )Cp(a ))1> 

(3) VPEPk( 6 (p)=sup I P(a )1 a 

(4) VGVa E k (G je Pk—generik -> r(a )=Up(a) & lk q(a)= Ux(a)). ❑ 

	

P EG 	 zEr 

Lema 5.t. Neka gu, : 

(1) & mEw & rn=2n +1 ; 

(2) k beskonatni kardinal ; 

(3) A CPk acIA1=m ; 

(4) V a EA(E (a)=n). 

Tada vat/ : 

(5) 3 al EA 3 a2EA(ai*a.2 & 1 (ail a2 ). 

Dokaz. Svaki element iz Pk reprezentuje zatvorenu oblast u topolo.§kam 
prostoru ( 	sa topologijom, Tihonova i proizvod merom /..t.Pri tome in- 
kompatibilnim elementima iz Pk odgovaraju disjunktni skupovi topolokog 
prostora.Za svaki element acA je p.(a)=2 Zbog toga postoje bar dva ko-
mpatibilna elementa u skupu A. ❑ 

E k 	E(p)=1 suPt(P)1 • u (P)) 
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Lema, 5.2 Neka su n i m prirodni. brojevi , a k beskonatni kardinal.Ta-
da postoji, prirodmi broj .11(n,m,1)>m takav da VA C.I'k 3B CACA I =M(n,m,1)at 
V aCil(E (a=n) -01=m &VOICE \ ilb2ED (1 but b2 )). 

Dokaz. Neka je mo =max(m,2"+1). Prema konatinoj verziji Ramsey-ove teo-
reme postoji, prirodan broj M>mo  takav da va2i M -4(mA, Neka, je A skup 
za koji va21, ACPk eelz41 =Mst V a EA( E(a)=n). Tada je A= iEAci • Defini,Se- 

mo funkciju f : [211] 2-2 tako da za svako iEM i j EM, i #j, vati : 3 0 1 ai laj 
(1) A Ri ()= 

1 	ai 1 a 1 . 

Postoji podskup Mo od M sa m o  elemenata takav da je 	[Mo]2  1=11 Na 
osnovu leme 5.1. sledi da je f' [Mo]2  =10 Na kraju definiSemo B -Hai : 
EMot• ❑ 
Lema 5.3 Neka su : 

(1) flea st mEco se d Cw \1 ; 

(2) k beskonaCni kardinat. 

Tada postoji prirodan broj M(n,m,d)>m za koji va2l, : 

(3) VA CPk Vf:Agn,m,d)d II->> A 3 	C Agn,m,d) : iEd >V <xi EAH, E d 
>V <yiEMi :i Ed >(v aEA(E(a)=n) -*Vied (IMil=m) & (f(1)11( 

YM). 

Dokaz. Sprovodi se indukcijom po d. Za d=1 dobijamo tvrdenje lerne 5.2. 
Neka, su : 

(4) N=md• n. ; 

(5) K=M(N,m, 1) ; 

(6) m o =m 

(7) V lElf(mi±i=M(n,mi,d)) ; 

(8) A :CP% za koje vazi V a EA(E(a)=n) ; 

(9) f : mg +1  114-) A. 

Indukcijom, po I Eff+1 formiramo sekvenciju <<Mit: i Ed > : 1 E K+1> uz 
sledeCe uslove : 

(10) 'di Ed(Mio =mk) ; 

(11)Vi. Ed V / E K(Afii+1 C 	) 

(12)Vi Ed Vi K+ 1 (IMii1 =Mk-i) ; 

(13) Vic KV<xieti,/+1 : i E d >V <yieMii+ :tied >1 (f(P\L>)1 f(r\ 
I>) 
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Defini§emo sekvenciju 	i Ed >=<M 	ied > , za koju va2i : 

(14) Vi d (A Cmk &I 	; 

(15) VICKY <xi E 	: iEd >V <yi EMi :iEd >1 (f(PI>) f(g)/\< 1>)). 

Definisemo skup B= 	:1 EK za koji va2i : 

(16) V / eK V <xi 	icd > (b 	f(x --> I>) ReE(bi)=md• nacb EP k). 

Prema lemi 5.2. postoji skup MdC K sa m elemenata takav da su svi ele-
menti skupa bi : IEM dtkompatibilni.Prema tome, mo2emo definisati M(n 
,m,d+1)=mk. ❑ 

Stay 5.2. Neka su ispunjeni, slede&i, uslovi : 

(1) d 	\ 1 ; 

(2) A C st0EA &IAI= co 

(3) Vi Ed (Ti je —stablo); 

(4) Vi Ed (Ti 2") ) ; 

(5)ViedVteTiVsCt(seTi) 

(6) <Si : 	d >=<UTi(n) : i ed > ; 
ne.4 

(7) f : 	2. 

Tada vati slede6a alternativa : 

(8) V nEca 3 meco3<Ric S ,i(m) 	d 	& Vied (R je n—gust skup 
it stablu Si)& f' IIRi=1) iii 

(9) 3<si Ed> E 	Vneco3 meo.)3<RiCSg[sam) : iEd 	& 

Vi E d (Ri je n—gust skup u stablu Si[si]) & I ' fIRi = )1 }). 

Dokaz. Neka uz uslove (1)—(7) vale i sledeci uslovi : 

(10) B=1Ui2 r 1  : nEA \ 1 / 

(11) k=(exPd-1( (4.)) 1-  ; 

(12) Pkd= 1; ; 	(Pk) d  & 3 nEcoVi ed (pi e (Si (0)USi (n)) k )i 

(13) 1kd =<lk i Ed > ; 
-+ 	 -+ 

(14) VpePkdVq€Pkal-S-ka"Vied(pi s  kqi)) ; 

(15) VpePkd(a(p)=-  a(Po)) ; 
An 
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(16) 1kd IF " it je neglavni ultrafilter nad CJ &B E u " 

(17) V <a Ek : Ed > 

g( 07)= 
lkd lkd II- In : nEBaff(<Si (ai )(' n : i Ed >)=0 	; 

q EPkd & Vied (ai  EsuPt(oli)) acq IF n nEB 84(< 
Si(at )r n : iEd>)=1tE11; 

(18) V <at Ek : iEd >(h,(er)=<< E((g(o7) ))i), a (g( 	(g( oi)) i ( ai )> 
i d >) 

(19) j : co ->B ; 

(20) VnEw V sc,S0 (Th)(IS I =i(n)). 

Iz korolara 5.1. proizlazi : 

(21) 3 <Kick : Ed > 3<<ki ,k,si> : i E d >( Vi E d (<Ki,E> < CO, E>) 
&Fell 	=I<<ki,k,si> : i d >1). 

ica 

Izdvojimo sekvenciju <K : i.Ed> i sekvenciju <<ki,k,si > : i Ed >, tije 
su egzistencije utvrdene u (21). 
Neka su 1,n,N i M prirodni brojevi za koje va2i : 

(22) <s 	> 	Si (1) tCd 

(23) lsn, ; 

(24) ca N= It  .11 Si [san)I 

(25) At=i1f(Mi 

PoMo je Vied (IKi l>11), pre-ma lemi 5.3. postoji sekvencija, <Ai : iEd > 
za koju va21, 

(26) Vi E d (AicKi & I Ail =N) ; 

(27) V -"dE IlAiV 1 ced
1 (g(a ) 1  g( 13)) 

Izaberemo element PE Pkd , koji ispunjava uslove 

(28) V q Eg"
i  Ai(1) 5 4) ; 
 Ed 

(29) 1<pi (oci ) : iEd > : a € iEd  Aii =
led 

 Si [ si] (n). 

U slutaju da je 1=0 va2i : 
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(30) p IF :1 	In : neB at f(<4,1 (a i  )1' 71 : iEd >)=- 0 €7i, 
acll Ai 

iEd 

a it slueaju da je 1>0 va2i : 

(31) p IF 4-1 	1n : nEB & f(<43 i(a 	n : iEd >)=li€iI. 
«en Ai 

iEd 

Neka su q EPka i ma) elementi za koje va2i : 

(32) 4 ; 84  Cr( 	j(m) ; 

(33) n'tn ; 

(34) V a e 11 A i((/=0-q IF f(<q i(a i  )r j(m) :iEd >)=0) & (/>0 

9 i(a ) r7(m) : i,Ed >)=1)). 

Na kraju formiram,o sekvenciju <R i : iEd 
d > , koja za 1=0 ispunjava uslove : 

(35) Vi E d (Ric Si (m)& 	je n—gust skup u stablu Si)) ; 

(36) f" 
E 
 Ri =1 
d 

a za 1>0 ispunjava uslove : 

(37) Vi e d (Ric Si [si] (m) & (Ri je n—gust skup u stablu S i[si] )) ; 

(38) f"
iE 

 Ri =Ili . 0 

Koro tar 5.2. Neka su : 

(1) d E w \ 1 ; 

(2) <Ti : iEd> sekvencija (w,< w)—stabala ; 

(3) f: 	Ti 	2 . 
iEd 

Tada va2i sledeCa alternativa : 

(4) Vneco 3 mEcy 3 <Si C (m) 	d >(ri, 	&V i d (Si je n—gust skup 
u stablu 	)air II Si =1) iii 

iEd 

(5) 3 <ti : ed>c 2dTi VnEco 3 mEw 3 <Si C [t i](ni) : i d >On n & 

Vi c d (Si je n—gust skup u stablu Ti[t i]) a tr U i=111) . 

>= < lqi (ci) ri(m ) 
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§ 6. HL i Sacksov forcing 

Definicija 6.1. b°  =<S,1 v, , 5  y > je delimit-no uredenje koje zadovoljava 
sledeCe uslove : 

(1) S= Is : sc 	(s je neprazan zatvoren skup u topoloAlcorn 
prostoru ebez izolovanih taectka)i ; 

(2) 1 v=2 ; 

(3) Vx ESVyES<x
— b° 

 y H  xcy). 

Za svaki element s iz S definisano je stablo (s) koje zadovoljava slede-
Ce uslove : 

(4) 91s)=<T(s), > ; 

(5) T(s)= It : t E2" & 3x E s 3 nEco (t=xr n)1. 

Ako je M tranzitivni prebrojivi model za ZFC u kojem je definisan 	, 
tada je a EMY ime za Sacksov realni broj ako ispunjava uslov : 

(6) ly y CTE n . 

'-generik G nad M se naziva Sacksov generik, M [G ] se naziva Sacksov 
generieki model za ZFC , a jedinstveni element s E n G se naziva Sacksov 
realni broj. ❑ 

Definicija 6.2. Za nenulti kardinal k uredena trojka Fk=<Sk,1y,k , 
> je delimit-no uredenje koje zadovoljava sledeCe uslove : 

(1) Sk=Sk ; 

(2) 1yok =<1? : a E K> ; 

(3) V x ESkVyESk <x S ykyHa K (x( a)C 1)( a ))). 

Za svaki element s iz Sk definisani su supt(s) i f(s) tako da va2ti : 

(4) supt(s)= la : a E K & s( a ) # 	; 

(5) ?(s)-= < 5- (s(a) 	E K>. 

Ako je M tranzitivni prebrojivi model za ZFC u kojem je definisan 
tada je 6k  EMYk time za k-sekvenciju Sacksovih realnih brojeva ako ispu-
njava uslov : 

(6) 1yk IFyk (07c  je funkcija sa domenom k)E4 V a E K(Qk(a)E rn x(a)). 

Vi-generik G nad M se naztiva k-lateralni Sacksov generitki model za 
ZFC , a < n x(a) : a E K > se naziva k-sekvencija Sacksovih realnih bro-
jeva. ❑ zCG 
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Definicija 6.3. Za neprebrojivi kardinal k sekvencija Y kw  =<S ,14) , 
<sow> je detimitno uredenje koje zadovoijava sledeee uslove : k 

(1) &x = 	s Sk elt I SUPOSH (4)  ; 
(2) 1p =lyk 

(3) g = ‘yok  n (S 

Ako je M tranzitivni prebrojivi model za ZFC u kojem, je definisan 
tada je Q E MV ime za k-sekvenciju Sacksovih realnih brojeva ako 
ispunjava uslov : 

(4) 1 co 	(u w  je funkcija sa dcrrnenom k) & Va E K ( (a)=nx(a)). 
xE r 

Yike-generik G nad M se naziva le-lateralni Sacksov generik sa prebrojivom 
podrSkom, M[G] se naziva k-lateralni Sacksov genericki model za ZFC 
sa prebrojivom podrskom., a < n x(a) : a E K> se naziva k-sekvencija Sa-mcc 
cksovih realnih brojeva. ❑ 

Stay 6.1. Sledeca dva tvrdenja su ekvivalentna za kE( co +1) \ 1 . 

(1) Za svaki k-latercani Sacksov generiOki model M[G] i za svaki 
podskup B od w u M [G] postoji beskonaCan podskup A od w it 
M, takav da je iii ACE ili AnB=0 

(2) HLk. 

Dokaz. HLk je ekvivalentan sa slededim, tvrdenjim,a, u zavisnosti od toga 
da li je kEw ili k= w . 

(3) kEco : 
V/EL)\ lVf :a 2` 6) -> 1 3 <Sic 2 <w : dick >3Ac co 3 k El (Vick (Si 

je na dole zatvoreno perfektno podstablo stabla 	) &IAI = 
& r  

i 

(4) k= w : 
3 <Ti 	t : t E2<ta  ViCi (t(i)=0)}: iEkViECJUVf: 	- >1 3 < 

Si C Ti : i E k> 3ACco3kE/(ViEk (Si je na dole zatvoreno 
per fektno podstablo stab la Ti )8,t I Al = &I'ek  Si, =Pc ). 

1 °  (1) -4  (2). Pretpostavimo da je f 	-4 2, pri cemu je View (Ti= 
iFia 

: I E2` 0  & Vj Ei (t(j)=0)i ). 
Oznacimo sa p element S6.) , takav da je ?(p)=<<Ti,C > : icco >. Neka 
rcArc., ime za koje va2i, 

(5) 150(4 11- v6:T=1n : f(< o'co(a)fn : cteco>)=1 

Postoje q 5  yip i beskonacan podskup A odw u M,takvi da va2i : 

5€ 

A 
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(6) q11-yio  A CT 

idi 
(7) q IF st, A nt =O. 

Pretpostavimo da vaZi. (6) i da sE
i 
 T(q(i))(n) za it EA. Tada <q(i) n [sd : 
ed 

icw > 1 [' boti  nET , Sto znati, da je f( >)=1. Pretpostavimo da vat/ (7) i da 
57>  Ell T(q(i))(n) za n EA. Tada <q(i) n [si] : icco > IF y ,n T Sto znctel, da je 

i Ew 

f(i)=0 . Dakle, f" O A  T(q(i))=1ki, pri, Oemiu k E 2. 

2°  (2)-4(1). Neka je T EM ;)  takav da je TG =B i neka je p EG takav da 
pIF yw rc co .Izaberimo proizvoljan q E Yr.) tako da je q 5 ye°  p.Za svako new 
gb'E II Ti (n) definisemo qs E b°co tako da su ispunjeni sledeCi uslovi : 

i Era 

(8) qe S Y„q ; 

(9) VII- to? ET ili gi IF eaintr ; 

(10) s E igTi> je fuziona sekvencija. 
Eco 

Sad define/Sento funkciju f : Ti -> 2, tako da za svako new i i›E II Ti (n) 
icw 	 Jed 

va2i : 

IF vw n 4T 
(11) f(i))= 

1 	qS IFyw nET . 

Na osnovu (4) postoje <SiC : iEd >,AC w i kE 2, takvi da vati, : 

(12) View 	je na dole zatvoreno perfektno podstablo stabla Ti) ; 

(13) 1AI= w; 

(14) f" .0ASi =jkl. 
Ew 

lifatem,o definisati, r(q)=< n u qt(i) : iEco > S slo g pri Oemu : 
nEA lenSti(n) 

Jew 

(15) r(q)1Eboc, ACT 

iii 
(16) r(q)IF ?co  A nt=0. 

Skup D=1r(q) q ESco & gs 4d p } je gust ispod p. 

Zato postoje q ESco i AC w koji ispunjavaju sledebe uslove : 

(17) r(q)EG &IA I= w; 

(18) r(q)11-4;  ACT  i/i r(q)IF ew  A nr =O. 

Iz toga sledi da je Ac.B iii AnB=0. ❑ 
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Korotar 6.1. Neka su k E ( C.0+1) \ 1, M [G] k—lateralni, Sacksov generiCki 
model, V. selektivni ultrafilter nad w uMiB podskup od w it M [G]. Ta-
da postoji, A EIL takav da je A CB 111 AnB=O. ❑ 

Stay 6.2. 	Neka sv, lc E ( to+ 1) \ 1, M [G] k—lateralni Sacksov generiCki 
model i it selektivni ultrafilter nad CJ u M .Tada. je V=jv : 3 u E 7.1 (uCv) 
selektivni ultrafilter nad w u M [c]. 
Dokaz. OCito je da je V filter. Neka je BC w. Tada postoji A E it .takav da 

je ASB iii AnB=0 .Zbog toga iii BEV 1,1i ta. Time smo pokazali da jell 
ultrafilter.Pretpostavigno da je k= w.Za svaki element p ESw pri zadatoj 

—sekvenciji <Vn : nEw > E M [G] elernenata ultrafilteraV ,moguCe je kon-
struisati fuzionu sekvenciju <p; : s E OTi> koja ispunjava sledeCe uslo- 

lex° 
ye 

(1) 13-6-13  

(2) VnEw V s Et11 Ti(n) (2V IF tw  n Vn) , 

gde je <Un  : new > EM w—sekvencija elemenata ultrafiltera 	Fuzija 
q=< n u p§) (i,) : i Ed > s p ispunjava sledeti uslov : 

new tEl 7.1(n) 
i Ea) 

(3) VnEco (q seco UnC Vn)• 

Porto je 71 selektivan ultrafilter nad co , postoji UE 11 takav da V nEw (U\ 
nC Un).Zato va2i : 

(4) VnEw (qIF sow  U n Vn). 

Time smo doka,zali selektivnost ultrafiltera V . ❑ 

Stay 6.3. Neka je M [G]k—lateralni Sacksov generiCki model sa prebroji-
yam podrtkam -1 neka je B EM [G]podskup od co .Tada u M postoji besko-
natan podskup A od w takav da je A CB iti AnB=0. 

Dokaz. Neka T E M Yk  zadavoijaya uslove : 

(1) 1 	I FA) T c co ; 

(2) TG =B. 

Izaberimo proizvoljan element pE,St i konstruitemo sekvenciju <<pk,nk> : 
kew > koja zadovoljava uslove : 

(3) new (pk E Sk& nk 

(4) 'diced (Pk + 1 	k tenk <nk+i) 

(5) isuPt(Po)1= CO &supt(po) = 3 X ei ; EC° ; 

(6) VIccco (IsuPt(Pk+1) \suPt (Pk )1= 	; 

(7) VleEco( supt(pk 1) \ supt (p k ) = X k+lj 1€co 	; 
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(8) VkECO V iEk+ 1Vi E w  (T(pk( 3.ij))(nk) =T(pk+1(Xij))(nk) 

(9) V kEW V iEk+1 V j Ek+1 (i+j Ek+1 <AP k+1(X2jAnk+1> s<TQk 
(Xiy)) ,Thk >) 

(10) fled V iEk+1 V j Ew (I 	k (Xij)).(nk)I= 2" i+i)  ) ; 

(11) Za svako k€co za svaku sekvenciju <s<i,j) T(pk (Xij)),(nk) 
iEk+1 & jEco > , za svako r=<r( X) : NE k>, pri de:mu je 

r( x). 	pk(X) n [s(i,j)]ick+1 st j€co & X=Xij 

Plc(X) 

va2i r II y lo:k€T iii 	r11-yrIcT 

Neka su UsuPt(Pk)= i : 'lea) > i q=< n Pk ( X) 
teco 	 kce.) 

nkcija f : Atc  T(q(Xj)) -> 2, za C= ink : keo, ,takva da va21, : 

(12) gIF eci) T=1 k : f(< Qk (Xi)1 nk : iEco 4=1 

Na osnovu HLco,postoje beskoncitan skup A 	,beskonaCan skup D= Ink : 
k E A I , per fektna na dole zatvorena podstabla Si stabala T(q( Xi)) za sva-

ko iEca i prirodan broj 1E2, tctkvi da je f' O D  Si =1 11 Zbog toga postoji 

r ES: ,r s  yk q , takav da za 1=0 va2i : 

(13) r11-4 A nt=0 , 

a za /=1 va2i 

(14) r11-yoc‘ A 	. ❑ 

Korolar 6.2. Neka su M [C]k-lateralni Sacksov gerteritki model sa prebro-
jivom podrtkam, 11 selektivni ultrafilter nad w u M i B EM [G]podskup od 

.Tada postoji A E it ,takav da je iii AC13 ili A nB=0. ❑ 

Stay 6.4. 	Neka. su M [C]k-lateralni Sacksov generitki model sa prebro- 
jivom podrtkom I il selektivni ultrafilter nad w u M. Tada je 11= 	: 3u E 
11 (ucv) selektivni ultrafilter nad co u .M[G] . ❑ 

Stay 6.5. 	Neka su M prebrojivi tranzitivni model za Z F C + CCH , 
ordinal uM,aM [G] co a +2 -lateralni Sacksov genericki model sa pre-
brojivom podrtkorn.Tada su u M [G]ocuvani svi kardinali i 2 w = toot +2 . 

Dokaz. I S c.% +2  I = coa +2 Neka je <p : € co2> sekvencija elemenata iz 

S 'ht +2 
.Prema A-sistem lerni,mogute je izdvojiti podsekvenciju <q : E w2 

G  

> sekvencije <pp PE CO2 >, takvu da 	supt(qp) : P E CO2 formira A -si- 
stem. Porto koren ovog L -sistema ima prebrojivu mod i potto perfekt-
nih podslcupova topolotkog prostora, 2" ima wi ,u sekvenciji <qp  : j3E CO2 > 

ima co2 kompatibilnih elemenata, a time i u sekvenciji <pp  : flE co2  > . 

Dakle, de/imidni poredak 5°:))  a +2  je coz -c.c. , zbog tega se odrtavaju svi 
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: X €k >. Tada postoji, fu- 
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kardinali 	w 2  .Pretpostavinto da X =(co kolabira u M [G].Tada postoje q 

E G i w EM a +2 tctkvi da van : 

(1) q11-y,a; a +2 
"<p je bijekcija sa 	na X ". 

U Ud  

Za svako P li- na +2 
p 6. q, moguOz je konstruisati sekvenciju 

: /tea) > koja zadovoljava uslove (3)-(10) iz stava 6.3. za K=Wa+2 

i uslove : 

(2) V !cc° (Akcw stlAkl< co ) ; 

(3) Za svako kEc.) ,za svaku sekvenciju <s(i,j) E T(Pk XiOnk) 
lEk+18c jet.) > , za svako r=<r(X) : X E wa+2 > pri Ceram je : 

r ( A ),. 	Pk(X) n[s(i,j)] i Ek+ 1 & jEco & X =Xci 

Pk( X) 

vati r yti a  yo (k)c Ak. 

Neka je r=< n pk (X) : X E wa +2 >.Tada vati, : 
ice° 

(4) r11-so cc:), n +2  ran (Co) C tglik 

(5) rIlmocL +2  "Cp je bijekcija saw na X ". 

Iz toga proizla,zi, : 

(6) co l  C UAk 
kee.) 

S'to je kontradikcija.ZnaOi u M [G] su oOuvani svi kardinali.PoSto su svi 
Sacksovi realni brojevi u sekvenciji <s( (3) E n p( 6) : Ewa +2 > medusobno 

PE G 

razheiti, znati da je COa +2 5 2 w  . Sa druge straneilepih imena za podskupo-

ye od w it Ai na +2  ism.a ( a+  c°1 2  )= CO a +2 i za to je 	co a +2 u M [G]. ❑

Korolar 6.3. Con(Z rC +2w  = coo ( +2 ), za svaki ordinal a. Z 3cC je konziste- 
ntan sa 

/ 2 w 	/2w 
	1,1 

\ 	 \
co u / 2 . 

Dokaz. Neka su M prebrojivi tranzitivni model za ZrC+V=L, it selektivni 
ultrafilter nad to it M i M [G] co 2  -lateralni Sacksov generiOki model sa 
prebrojivom podrSkom.Tada jell= Iv : v C to & 3 uE lgug. v) selektivni ultra-
filter nad co it M [G ]sa coi  generators, a mo6i, co 2  . Neka je f : ex c.) -* 2. Za 
svako aE2c" postoji k E2 i it 	tako da je 	a x u=1 k I. To znaOi da 
postoji skup AC 2', IA I = 6.12  , da postoji skup u Cl! i da postoji prirodan 
broj k E 2, takvi da je f"A xu=lki .0 

<<PkalkAk> 
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§ 7. Blassova teorema 

Definicija 7.1. Za svaki pozitivan prirodni broj n definisani su 
skup [21= : X ; 2 ° stir' =ni i preslikavanje nein, koje -regent X c[21 n pri-

dru2uje strogo rastuOu sekvenciju <xi E n> E ( 2 " ) 71  elemenata iz skupa 

X s obzirom na leksikografsko uredenje. Preslikavanje f indukuje topolo-
giju u skupu [V] na bazi topologije prostora (2 w )n. ❑ 

Stay 7.1. Neka su P perfektan podskup od 2 ° , new \ 1 i M mrSavi pod-
skup u topoloMcorn prostoru [P]" . Tada postoji, perfektan podskup Q od P 
, takav da je [Q ]"n M=O. 
Dokaz. Neka je <Fk : kEc,) > monotono rastuca sekvenci,ja zatvoremitt, nig-
de gustih podskupova od [pr , takvih da je 111=afk. Indukcijom po k kon-
struisemo sekvenciju <Pk ,Tk,rnk : kEco> koja zadovoljava sledeCe uslove : 

(1) V kcco (#rnkE co) ; 

(2) V kEco (mic  < mk+ ) 

(3) Vkco)(Pk je perfektan podskup od 2" ) ; 

(4) Po  SP ; 

(5) VkEco(Pk+1 C Pk) ; 

(6) V kew ( T k = 	: t E2` 4)  se [t] n Pk sO 	; 

(7) VIccw(<Tk ,ink> <Tk+ 1 ;Ink+1 >) 

(8) Vice,' V (ti, ETk(mk) : E n >( V i+1<n(ti < /ex  t i+1 ) -> (Plc  n [tan 
Fk n=0). 

	-'i n" (Plc 

 kraju definisemo Q= nPk. Jasn,o je da je Q perfektan podskup od P i 
kcco 

da je M n [Q]" =O. ❑ 

Primedba.  PoSto se u tekstu koji sledi posmatraju samo ma dole zatvore-

na podstabla od 2<°  sa beskonaervim granama, pojam grane se identifiku-
je sa unijom njenih elernenata. ❑ 

Definicija  7.2. Neka je T na dole zatvoreno podstablo stabla < 2 <c° , 
> sa beskonacnim granama. Tada je moguCe definisati funkciju A : (71)2 

 -> 0)+1 , koja zadovoljava uslov VaE(T) V)3  E(T)(A(a , /3)=sup )n : aP n= 
fin })• ❑ 
Definicija  7.3. Neka su : 

(1) T prosto perfektno podstablo stabla 2 ")  ; 

(2) nEw ; 

(3) A=Iai  le n+1 & V //Er- (a i  < zera i+i )i€[(T)]" 1  

Tada je model g (A,T) skupa A u stabla T definisan ma sledeCi niacin : 
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(4) 0 za n=0 , 

(5) tidentiCna perrrtutacija na skupu n za n=1 ; 

(6) permutacija g na skupu n za koju je Vi, En VjEn (i<j -> A 
aew ,  aew+i)CA(aqu) • aq(i)+1)) za n>1. ❑ 

Definicija 7.4. Neka je <T1 : iEd >=T sekvencijct, prostih perfektnih 

na dole zatvarenTh, podstabala stabla 2
<6) 

za 25d< co. Sa n oznaCavarno 
jednu od sekvencija <ni: i Ed > eiemenata iz skupa co \ 1 , za koju je 

E 	=n. a =< Cri : i E d > ye n-sekvencija u T, ako je za svako i Ed skup 
d-> -> 	 -+ 

0-7; E [(Ti 	. Model g ( cr,T) n-sekvencije d7 it 7' se odreduje na sledeci ?man. 

Za svako i Ed definite se stablo Si=1 s : 3 tETi(s=si'/\t) V s csi , pri 
Cemu si E 2 d-1  & VjCi (si (j)= 1) & V j E (d-1) \ i(si (j)=0), a zatim se formi- 
raju stablo S=USi

d 	
skup A=1cx : a E 2 w  & 3i d 3 E cri (oc =si ^13 ) Tada 

i -) 

je 9 (a ,T) = q(A,S), Baza fi -sekvencije u u T se oznaaava sa baza, (1:7,T) i od-
reduje na sledeCi naCin. Ako je za svako 1,€cl prirodni broj 	=1, onda je 

g baza ,T).<0 	d>. Pretpostavirrto da 3 i E d (ni>1).Neka je m=mazik 
: ViEdVaEui VflEui (a # ->cx rk= (3 l'k) .Tada je baza ((IA =<arirm : iEd 
> , pri Cemu Vi E d (ai E 	. ❑ 

Definicija 7.5. Neka su : 

(1) d E co \ 1 ; 

(2) T=

- 

<T,i; : i Ed> sekvencija prostih perfektnih stabala,< takva da 
je Vied (Ti je na dole zatvoreno podstablo stabla 2"' ) 
-4 

(3) n=<ni : i E d > sekvencija elemenata iz co \ 1 , takva da je 
n= E 	• 

tEd 	' 

(4) f funkcija sa n-sekvencija it T u skup keco \1 ; 

t E 	Ti i Insled(tj ,Ti )1=2 za j Ed ; 
iced 

(6) ci

- 

=< lout : / End i d > n -sekvencija it T , takva da je  ba-
za 

( 7 ) permutacija skupa n-1, takva da je 	s it)=9. 

Tada je 

( 8 ) 7t-t=< 	: 3 vEnisied(ti ,Ti)3wETi (vf\u=w)i : i Ej , 	: 3 wETj 

(tr <OV\u=w)i, iu : 3 wETj(tr <1> /\ u=w)Hu :3vEnsled(ti 

w ETi(vU=1.,u)i : Ed \(j+1)> ; 

(9) 6-i>=<1 a : 3 c Eifi 'dnEco 	(n)= [30 ti l+n+1M: /E./ , a: 3 # Ecri  
VnEci)( (I tj I =0 & a (n)=.  13 (1 tj +n+1))} ,) 	: 3 p 0-/  vile° ( g(Itil) 

(5) 
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it-1)+:*3=< Ti \ sled*  (ti,Ti)Ukt : 3 vc nsled(ti 	€,Si(u=v/\w) : 

Ej ,Ti \ sled*  (tj,T5 )U 	: 3 v 	ii (u— 	<0/\  v) V 3 v ESj±i(u= 

tj /N  <1 >/\ v) s  , Ti \ s/ed* (ti,Ti)U lu; 3vE nsted(ti ,Ti )3 Tv ESi+1( 

u=v t‘w) : iEd \ (j+1)> ; 

(7) 4 permutacija skupa n-1, takva da je s 4 ,g1)=4. 

Tadct je : 

(8) 

=1 & (n) .= /3 (1 tj +n+1))1 .1 a ; 3 g EcriVnEw 	(n)= fi (I ti I +n+1))i 
i Ed \ (j1-1)> ; 

(10) 71>--t=<1 	i Ed +1> ; 

(10 g-t= 404, f>4) ; 

(12) f-t(;--1)--,f(a) . ❑ 

Definicija, 7.6. Neka su : 

(1) d E CJ \ 1 ; 

(2) 77>=<Ti : i E d > sekvencija prostih perfektnih stabala, takva da 
je ViEd (Ti, je na dole zatvoreno podstablo stabla 2")  ) ; 

(3) t E STi i Insled(tj ,Ti )I=2  za jet/ ; 

tak- 
( 1.—  

(4) S=<Si : 
va da je 

1  )1,) ; 

(5)
 n= E ni 

ied+1 

d+1> je sekvencija prostih perfektnih stabala, 
ViE d (Si je na dole zatvoreno podstablo stabla 

E d+1 > sekvencija elemenata 1:z w \ 1 • takva da je 

(6) c7=< {au : / End : i Ed +1> 
-+ n—sekvencija u S ; 

(9) Q+1=-<€a : 3 # EaivnEw (a I' (I ti I +1) Ens/ed(ti, ,Ti)8e eta ti I +n+1)= 

(Th)) 	Ei la 	IS Ectivn€0.) 	r 1 ti I +1)=ti <̂o> tic a(I ti I +n+ 

if? (n)) V 3 is ECri + iVila (a r tj I +1) =ti  ^<1.> & a(I tj I +n+ 	(n)) 

Ha 3 (is E ai+I VnEco (a l' (I ti I +1) Ensted(ti, .7 1,1)&0(1 ti I +n+1)= 

(n))} : c d \ (1+1)>; 

(10) : tiEd > 

( 1 1 ) + g ( 1,)  T—t+S) . ❑ 

Stay 7.2. (Po/arizaciona teoreraa). Neka sit : 
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(1) iclId c0\1; 

(2) E d > sekvencija prostih perfektwish stabala, takva da 
je Vi, Ed (Ti je na dole zatvoreno podstablo stabla 2cw  ) ; 

(3) n=<ni : i Ed > sekvencija elemenata iz to\1 , tctkva da je 

n= E ni ; 
i Ea 

(4) 9 permutacija skupa n-1; 

(5) f neprekidna funkoija sa skupa ii,—sekvencija u 77):  2L skup k. 

Tada postoje S=<Si : iEd> i l za koje va2i, : 

(6) S=<Si : i E d> je sekvencija prostih perfektnih stabala ; 

(7) Vi E cl (Si je na dole zatvoreno podstablo stabla Ti) ; 

(8) V el ((Q je n >,—sekvencija u ,§.> modela 9) -4 f( d)=0. 

Dokaz. Sprovodi se silaznom indukcijonj>  po d E co \ 1 . 
1°  d=n. Tada je Vied (ni =1). Neka je 	 :iEd> n—sekvencija u T . 

Zbog neprekidnosti funkcije f postoje TrcotiaEk, takvi da watt, f" . 1E-Id [ai 

rm] = 	Za sva,ko i E d defini,“mo stablo Si=71[0(i 	. 

2 0  d<n. Bez gubitka na opStosti, motemo pretpostaviti da veal, : 

(9) a Vi* E eTi (( Che ri,—sekvencija it T modela 9.)st baza ( 
tEd 

§}-+ I nsled(s0 ,70 )1 =2). 

Neka je To= to  • : jEco Indukcijom po n konstruisemo sekvenciju <<Sin 
: i,Ed >,sn„mn„bn  : new >, tako da budu zadovoljeni sledeci, uslovi : 

(10) ViEd(Si0=Ti) ; 

(11) Vi Ed VnEw (Sin±i je na dole zatvoreno perfektno podstablo 
stabla Sin) ; 

(12) Vi E d 'dna.) (U Sinti (j) =U Sin(j)) ; 
t.7717i  

(13) ItnEw(U Son+i (j) sadr2i taeno jedan ever 
rnn giginmi 

sredna sledbenika) ; 

(14) so =0 ; 

(15) V nEw (sn+1 	tobn ) ; 

(16) m0 =0 ; 

(17) VnEc.)(mnEci.) & mn  < 7/In-El) ; 

stn+1 sa dva nepo- 

■• • 
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(18) Bo= a) ; 

(19) Vnew (Bn+1 	toj CSon+1 n En\ 1 6n 

(20) VnEco (bn  =minBn) 
-> 

(21) V mEta \ 1 V te Sin, 01 V V Ci2 (01 je n-sekvencija u <Sim  :i Ed > 
icd 

'M,Odela g  ) & (C12 je it-sekvencija u <Sim  : iEd > mod_ela q) & 
baza(cri  , <Sim : E d >)= baza(a2 , <Sim  : E d >)= t & to=sm  

(a) <<Sio  : died >,s0 ,m 0 ,B 0 ,60 > se definiPe na osnovu (10), (14), (16), (18 
) i (20). 
(b) <<Sip : iE d > , sp prap ,Bp  ,bp > je definisano za pEw . 
(c) Izaberemo prirodan broj m ti element sp,“ stabla Sop, tako da budu 
zadovoljeni sledeCi uslovi : 

(22) mp<m ; 

(23) Sp+1E S op (771,) ; 

(24) tap 5 Sp+1 ; 

(25) I nSled(Sp+1 .Sop)  I =2 ; 

(26) Vi Ed \lViE Sip  (m,p) 3 u ES* (ra)3v ESip  (m)(tu & v u #v). 

Mo2emo definisati mp+1 =m+1.Neka je JE co \1 takav da je : 

--> 	 -> 
(27) iu : u Ei rcId S ip (m)84 uo =s23 +1 i=luj : lgj gJ t. 

Indukcijom, po jEJ+1 kemstrulaSem,o sekvenciju <<Sipj : E d > : jEJ+1>, 
tako da budu zadovoljeni sledeCi uslovi : 

(28) S op°  je stablo dobijeno od stabla Sop uklanjanjem cepanja ma 
svtim, Ovorovima koji se cepaju iz skupa U Sop(j)\ sp+it ; 

mpg. ntp+  

(29) Vi E d \ l(Siop  =Sip ) ; 

(30) Vi Ed VjEJ(Sipi+i je na dole zatvoreno perfektno podstablo 
stabla, Sipj) ; 

(31) ViEd V ./ EJ(U Sipj (m)=U Sipj+ 1 (n)). 
trt4771.p.fri 	77t4771p+i 

(ca) <,S •'To  • Ed > se defini,Se na osnovu (28) i (29). • 
(cb) <Sim- : iEd > je defintisano za j EJ. 
(cc) Induktivnu pretpostavku primenimo ma funkciju f-it5+1 sa (n- .14+1) 

-sekvencija u <S ipi : iEd >-144-iu skup k i model g -ilj+1 • 
Prti tome dobtijamo sekvenciju <Ri : iEd+1 > koja zaclovoljava uslove : 
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(32) Vi E d 	je na dole zatvoreno perfektno podstablo stabla 
(<5 	Ed >-17>j+i)i) 

(33) VO>142 ((it:2e (Z-4+1)-sekvencija u <Ri: tiEd+1 > modela 4-

24+1)& (Crzle (71:4+1 )-sekvencija u <Ri: 	d+1 > modela 4- 

14+1) -) f--14+1(01 )= f- '14+1( 0.2). 

Sada mo2emo definisati : 

(34) <Sip+1  :iEd >=<Sip : led >-11J+1+<Ri: ied+1> 

(35) Bp+1 =ij : t oj ES op +1 n Bp\ 1bp  ; 

(36) b y +l =minBp+1 

Time je zavrtena konstrukcija sekvencije <<Sin  : i Ed >,sn ann„Bn,b n  : 
nEco >. Postoje sekvencija <Si*  : led> i funkcija g,koji zadovoljavaju 

sledeCe uslove : 

(37) <Si * : led >.< n sin  : l e d> ; 
new 

(38) g : tSi*  k ; 

(39) V te 0 Si *  ( 3 nEcAl(to =sn ) ->V l ele(g(6=1 4-> 3 a (( Er)  je 77,-sekven-

cija u <Si*  : led > modela 4 ) & baza ( ,<Sit : ti Ed >)=t & 

f( 5 )=0)) ; 

(40) V tE p Si*  (g(1)=-9( Thdo (1))). 1,Ea 

Prenta stavu 4.7. postoje S=<Si : led> i I, koji; zadovoljavaju sledeOe us-
love : 

(41) S je d-sekvencija prostih perfektnih stabala ; 

(42) Vi Ed (Si je na dole zatvoreno podstablo stabla Sr) ; 

(43) V tE 0.5"1  (Insted(t o• T0 )1 =2 -> 9(4=0. 
ica 

Time je zavflen dokaz stava. ❑ 

Korolar 7.1. Neka su : 

(1)1d,kicw \1 ; 

(2) T=<Ti : led> sekvencija perfektnih stabala, takva da je 

Vicd(Ti je na dole zatvoreno podstablo stabla 2 <ca  ) ; 

(3) n=<ni : led > sekvencija elemenata iz w \ 1 takva da je 
n=Eni ; 

ica 

(4) f neprekidna funkcija sa skupa rt-sekvencija it T it skup k. 

" 
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Tada postoji S=<Si: iEd > za koji va2i. : 

(5) g>=CSi i e d > je sekvericija prostih perfektnih stabala 

(6) vi E d (Si je na dole zatvareno podstablo stabla 	; 

(7) I r Ed  [ (37)]' I S i ca
(ni —1)1 

Dokaz. Sledi neposredno iz stava 1.4. 1 stava 7.2. ❑ 

Korolar 7.2. Neka su : 

(1) n,k 	\ 1 ; 

(2) 7' perfektno na dole zatvareno podstablo stabla 2` 61  

(3) f : [(T)] n-qc neprekidna funkcija. 

Tada postoji S za koji vat, : 

(4) S je perfektno na dole zatvoreno podstablo stabla T ; 

(5) I f" [(s)]nI s (n—i)!. ❑ 

Stay 7.3. Svaki perfektan podskup skupa realnih brojeva obuhvata perfe-
ktan skup horneomorfan sa 2" , pri cemu homeomorfizam auva poredak. 

Dokaz: Neka je P perfektan podskup skupa realnih brojeva.KonstruiSemo 

familiju [Qs  : sE 2" koja zadovoljava sledeCe uslove : 

(1) V sE2" (Q s  je zatvoren interval pozitivne dutine s  2 -1s1  

(2) VsE2 <wYtE2 <aj (sct --QtcQs ) 

(3) VnEco 	E 2n tit 2n+1  (S ct i71,,AQs)‹infiQt &SUp(Qt )<SUp(Qs)) 

(4) VnEw VsE2nVtE2n  Vx E Qs  

(5) Vs E 2 <w(61,5 nP je zatvoren interval u P neprazne unutrasnjosti). 

(a) Neka su a<x<b taoke u skupu P, takve da je b—a .‘ 1.Tada je Qo  =[ 
inf(P n(a,b)), sup(P r1(a,b))] . 
(b) Neka je definisan skup 	: sErt. 
(0) Izaberemo proizvoljan see i taoke a<x<b<c<y<d u skupu Qs nP\ 

irtf(Qs).sup(Qs )1, pri ternu je max(b—a,d—c). 2 -(1s1 +1)  . Tada je Qs/\., 0,=[inf( 
Pn(ct,b)),sup(Pn(a,b))] i Qs ^c>=[inf(Pn(c,d)),sup(Pn(c,d))] Na taj naOin je 

definisan skup 1Q 5  : s E 2nt1i 

Na kraju induktivne procedure definiSemo perfektan skup Q i funkciju 
g : 2 01->Q, koji zadovoljavaju uslove 

(6) Q= n U Qs ; 
cr2n 

v v€ Qt (s<tex t -' x<y) 
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(7) V xEe (g(x)cnrdyrn). 

Jasno je da je Q perfektan podskup od P i da je g homeomorfizam izme-
du 2w i, Q, koji euva paredak. ❑ 

Stay 7.4. Neka su new \ 1 '1 MC [B]" mere nula. Tada postoji perfektan 
podskup PC R za koji je [P]" n M=O. ❑ 

Stay 7.5. (Teorema Blassa). Neka su : 

(1) 1n,lcic 	\ 1 ; 

(2) f : [R] n' -> k Baireova 121, merljiva funkcija. 

Tada postoji perfektan podskup P od R, takav da je I f'[P]" I S (n-1)!. 

Dokaz. (a) f je Baireova funkcija. Neka je M rarSavi skup, takav da je 
f f[R] n \M neprekidna funkcija. Dakle prema stavu 7.3. i stavu 7.1. posto-
ji perfektan podskup P od R. takav da je f r[P]" neprekidna funkcija i 
da je P homeomorfan sa 2°. Iz korolctra 7.2. sledi da postoji, perfektan 

podskup Q od P , takav da je I f t [Q]n  I S (n-1)!. 
(b) f je merljiva funkcija. Neka je M C[R] n  skup mere nula, takav da 
iek(f 	n ( [R] n  \ M) je Go skup u [R] n' \ M). Prema stavu 7.4. 

stavu 7.3. postoji perfektan podskup P od R, homeomorfan sa 2',takav 
da je [P]n  n M=O. Argumentujuti dalje kao pod (a), nalazimo da postoji, 

perfektan podskup Q od P, takav da je I f t  [Q ]n  I S (n-1)!. ❑ 

§ 8. HL i familije 	new funkcija 
sa[0,1]d  u [OA za d E (c.01- 	 \ 1 

Stay 8.1. Neka je f n  : mewl famitija merljivih funkcija sa [0,1] d  u [ 0,1] 
za d E (co +1) \ 1. Tada za svako e>0 postoji zatvoreni, skup A c [ 	d 

 takav da je mera skupa. A gl- E i da je za svako nEw funkcija fnrA 
neprekidna. 
Dokaz. Izaberemo E>0. Za svako new postoji zatvoreni skup A n , Oija je 
mera a 1- E/2n+ 1 , tako da je funkcija fn l•A n neprekidna. Tada skup 
A=nA n  zadovoljava tvrdenje stava. ❑ 

new 

Stay 8.2. Neka je X kompaktan metrtioki prostor sa Borelovom merom 
koja ispunjava stedeca dva uslova : 

(1) Za svaku nepraznu Oblast G je X(G)>0 ; 

(2) X (x)=1. 

0 znatimo sa v proizvod mere na [0,1]x X.Tada za svaki skup M C [ 0,1]x 
X sa v(M)>0 i za svako e>0 postoji perfektan skup P C[0,1] i merljtivi 
skup NCX sa X(N) X(M)-E, tako da je Pxlsic M. ❑ 
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Korolar 8.1. Neka su : 

(1) dE(co+1)\co ; 

(2) it protizvod mera na [ 0,1] d  

(3) W zatvoreni podskup od [0,1] c1  

(4) it (W)>0. 

Tada postoji sekvencija <Pi 
va da je II Pi C W. 

( Ed 

: 1,E d > perfektnih podskupova od [ 0,1] , tak- 

Doka,z. Sprovodimo za d= co Indukcijom konstruiSemo sekvenciju <Pi : 
iEco> perfektnih podskupova od [0,1] 1 sekvenciju <Wi : iEco>, tako da su 
zadovoljeni sledeci, uslovi : 

(5) Wo-W 

(6) ViEco (Wic [0,1r" & Wi je zatvoren skup & itt (Wi ) > 0 ; 

(7) V i ECO (Pi X Wi+ 1 c 	) • 

Induktivni korak crmoguCava stay 8.2. Ostalo je da se doka2e da II Pi C W. 
ice.) 

Neka je P  E lI Pi i IVn  : new familija tataka, takva da Vnece (Trrn E Wn ). 
iew 

Tada niz 23>rriW 1, : new tacaka iz W konvergira prema tatki, P  koja 
zbog zatvorenosti skupa W, pripada torn skupu. ❑ 

Stay 8.3. Neka su X kompaktan metriCki prostor I 1f n  : nEco familija 
neprekidnih funkcija sa, X u [ 0,1] koja je monotona na celom X. Tada 
je funkcija g(x)=lirnf m (x) definisana za svako xEX i lima osobinu Bairea. 

co 

Dokaz. Pretpostavimo da je fn  : nEw monotono rastuCa familija nepre-
kidnih funkcija sa X u [ 0,1] . Jasno je da je za svako xEX definisana 
vrednost 	n (x) = g(x). Neka su a I b racionalni brojevi iz intervala 

n co 

[ 0,1] , takvi da je a<b i neka je I=(a,b] poluotvoren interval. Tada je 
g-1(I)=U n f7-771,(I). 

nEto mec,An 

(a) 	Tada je g(x) E I i, postoji nEco takav da fn (x)E I, tto znael, da 
za svako in 	fm (x)EI. Dakle, x E n 1, 71 (I) i zato x E U 

mr-cAn 	 me.; mErAn 

(6) xEU n 	Tada postoji mEw takav da xE n frd-  (I),odnosno za 
new mr-co\n 	 me.o\n 

svako rn,n f m (x)EI. Zbog toga g(x)E I ili xEg -1 (1). 

Time smo dokazali da je g -1 (I) Barelov skup.Po.sto je svaki otvoreni inter-
val sa racionalnim brojevima unija prebrojivo mnogo poluotvorenih inter-
vala sa racionalnim krajevima, sledi da je preslika otvorenog intervala 
sa racionalnim, krajevima po funkciji g Borelov skup. Time smo dokazali 
da funkcija g ima osobinu &area. ❑ 
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Stay 8.4. Neka je X kompaktan metriCki prostor ti neka f: X [0,1] Bair 
reova funkcija Tada postoji mrSavi podskup M od X, taken) da je f 1' X\ 
M neprekidna funkcija. 
Dokaz. Neka je B=P3i : iEc4 skup svih otvorenih interva/a sa racional-
nim brojevima u [0,1] Tada za svako ieco postoji otvoren skup Ai u X, 
takav da je Ai A f (Bi) mrSav skup u X. DefiniSem,o ,41=-U(Ai) A li(Bi)). ❑ tcw 
Stay 8.5. Neka je X kompaktart metriCki prostor ti neka je 	: mewl fa- 
milija neprekidnih funkcija sa X u [ 0 , 1] koja konvergira prema funkci-
ji f. Ako je fam,ilija 	new monotona ti funkcija f neprekidna, onda 
je konvergencija untiformna. ❑ 

Stay 8.6. Neka su : 

(1) cle(co-F1)\1 ; 

(2) <Pi: i E d > sekvencija perfektnih podskupova topoloSkog prosto-
ra 2 j̀ ; 

(3) M mr.Savi podskup od II Pi . 
ice/ 

Tada postoji sekvencija <Qi :i Ed> perfektnih podskupova topoloskog prosto-
ra 2(" koja ispunjava uslove : 

(4) Vied (Qi C Pi) ; 

(5) II QinM=0. 
icd 

Dokaz. Sprovodimo za d= CO . Neka je <Fn : nEw > monotono rastuca se- 
kvencija nigde gustih zatvorenih podskupova od II Pi takva da je M=UFn  

i 	
Jew 	 me° 

neka je View (Ti 	: t €2")  et VjEi (t0)0 1) t). Za svako new i za sva- 
ko s ern definiSento 

(6) Vncco (Qno  C  Pm ) 

(7) Vita° VS E Tn(Qns je zatvorena oblast u skupu Pn ) : 

(8) V& Ti  ( Qis - je zatvorena oblast u skupu H 	; 
1;€4, 	 Jew 

(9) VnEc..) V s E Tet Ern  (sc t 	Qns) 

(10) VnEcoVkEcaVse Tn (k) Vt ern  (k) (s0/ -> Qns n Qnt =0) ; 

(11) VkEwVs ET n (k)( Qnsn n Fn  =0) . 
neo 	nea 

Na kraju defin/Semo : 

(12) <Qi : icw >=< n U Qis  : 'tea) > 
1€41  S cti(n) 

tako da zadovo/java us/ov (5). ❑ 

Stay 8.7. Neka su : 

Qns  tako da budu zadovoijeni siedea uslovi : 
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(1) d E( (0+1) \ 1 ; 

(2) <Pi ; i, E d > sekvencija perfektnih podskupova od 2°; 

(3) F= 1fn : new familija neprektidnih funkcija sa Fl Pi u [0,1] ; 
(Ed 

(4) f neprekidna funkcija sa II Pi u [0,1] . 
Ed 

Tada postoje beskcmaCan podskup A od co , sekvencija <Qi : i E d> perfekt-
nih podskupova od tako da je Vi Ed(QiCPi) ti R El <,=,>i koji zadovo-
ljavctju uslov : 

(5) Vn EA V q
iEd 

 Qi (fn(q)Rf(q)). 

Dokaz. Sprovodimo za d= w. Neka je ViEw (Ti = )t : t E 2` ° at Vj Ei (i(j) # 1) }). 

Za svako nEw i za svako s Ern  definigemo Qns. tako da su zadovoljeni 
uslovi (6) — (10) iz stava 8.6. i uslov : 

(11) VkEtoV.ilc11 Tn (k) 3 R El <,=,> } V gErl Qnsn(fk(q)RM))• 
new 	 new 

Sad definisemo funkciju h : 0 Ti -> 3 na sledeei natin. Za svako kEca i za 
i e w 

svako s E 11 Ti (k) va2i : 
I. Ca, 

VqE1-1 Qisi(fk(q)<M)) 
tee 

Vq€ n eisi(fk(q)=Aq)) 

Vgdfl Qisi(fic(q)>A0)• tee° 

Tada postoje sekvencija <Si: 1,Eco > perfektnih stabala„ tako da je ViEta (Si 
je na dole zatvoreno podstablo stabla Ti), beskonatan podskup A od co i 
prirodan broj 1E3, pri Cemu vat, h" ® A  Si =11 }. Na kraju de fintgemo : 

Jew 

(12) <Qi : 	>=< n U 	Qns ; 'lea) > • ❑ 

nEA sESi (n) 

Stay 8.8. Neka su : 

(1) d E(co-I-1) \ 1 ; 

(2) <Pi : i Ed> sekvencija perfektnih podskupova od 2° ; 

(3) F= )fn  : need familija neprektidnih funkcija sa in 	u [0,1] ; 

Tada postoje sekvencija <Q : iEd> perfektnih podskupova od 2 °  i besko-
naoan podskup A od co , tako da vaZi, : 

(4) E d (Qi C Pi) ; 

(5) FA= 1 fit' 
ed 

 H Qi : nEA je monotones uniform.no konvergentnct fa-

milija neprektidnih funkcija. 
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Dokaz. Sprovodimo za d= c o Neka je View (Ti = : t E 2« & Vj E i (t(j) 5 I) D. 
Konstruitemo sekvenctiju <<<Q is  : s E Ti (n)> : tieti >, A n , 	: nets > 
koja zadovoljava uslove (6) — (10) 12 stava 8.6. i sledeee ustove : 

(11)VnEco(A n C w aclAnl=w) ; 

(12) VnEco (Anil C An ) 

(13) 'dna) (an, =min An ) ; 

(14) ao =0 ; 

(15) VnEco (an, < an+i, ) ; 

(16) VnEcoVa'E 	(n)3R El<,=,> }V kEAn  \ cvn, it/ qE Qisi(fon  (q)R 

k (0). 

Induktivna procedura se reallyuje uz pamoc stava 8.7. Zatim defintigemo 

funkciju h : Ori 3 , tako da je za svako kEto ti za svako 57>  E lI Ti (n) : 

h(;)= 
d g EyII  Qisi,(1041(0<fant1 (q)) 

vq€ 11  Qisi(fcvn(0=fan+1 (0) 

E  11  Qisi(fan(0>fevt+1 (0). 

Postoje sekvencija 	i,Eco > perfektnih stabala, tako da je View 
je na dole zatvoreno podstablo stabla Ti), beskonaCan podskup B od w i 
prirodan broj 1E3, pri Cemu vat h" ® B  Si =11 }. Na osnovu toga mo2emo 

tie.) 
definisati 	* 

(17) <Qi, : iec.) >=< n u 	: 	> ; 
nEB 5E; (n) 

(le) A= 	: nEBt. 

Familija 3f,n r II Qi : nEA t je monotona familija neprekidnilt funkcija. Pre-
te° 

ma stavu 8.3. funkcija f=lim fn  ima osobinu Bairea. Prema stavu 8.4. 1 
A Dn. co 

stavu 8.6. postoje perfektni podskupovi Qi od Qi 
da je f f II Qi neprekidna funkcija. Prema stavu 

dew 
Qi : nEA kcm,vergira uniformno prema funkciji 

Stay 8.9. Neka su : 

(1) cle(co-F1)X1 ; 

(2) F= ben : me)} familija Baireovih iii familija merlftivih funkcija 

sa [0, du [3,1] . 
Tada postoje sekvencija <Pi,: iEd> perfektnih podskupova od [0,1] i  bes- 

, za svako 1,Eco , takvi 
8.5. familija FA = fn 

f r ice° • ❑ 
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konaCan podskup A od w , takvi da familija FA  = beTh r n Pti : n 
icci 

tono uniformno konvergira. 
Dokccz. (a) F je familija Baireovih, funkcija. Tada postoji sekvencija <44 : 

d > perfektnih podskupova od [0,1] , homeomarfnih sa 2 , tako da je 
;fr 

F = 	: nEw familija neprekidnih funkcija. Dalje se primeni stay 
tcd 

8.8. 
(b) F je familija merljivih funkcija. Prema stavu 8.1. i korolaru 8.1. po-
stoji sekvencija <Q,i; : i,Ed> perfektnih podskupova od [0,1] , horneomorf- 

nih sa 2", tako da je 	ifnricI d ai : new familija neprekidnih funkcija. 

Zatim se primeni stay 8.8. ❑ 

Stay 8.9. Neka su : 

(1) dc(w+1)\1 ; 

(2) F= tin  : nEcol familija neprekidnih funkcija sa [OM d u E0,11. 

Tada postoje perfektan podskup P od [0,1] i beskonatan podskup A od 

tako da familija FA = 3fnf P d : nEA konvergira. 

Doka,z. Prvo izaberemo perfektan podskup Q od [0,1] ham,eam,orfan sa 2 w . 

Tada se familija lfn r Q d  : nEcd mote posmatrati kao familija neprekidn-

ih  sa (2° ) d  u [0,1] . Neka je 3 of : j Ed d  skup svih funkcija 

sa d it d. Za svako nEw i za svako je d d  oznatiCento sa fnj funkciju 
sa (21 d  it [0,1] za koju va2i : 

(3) V ic (21 d  (fnj (±) )=fn  (acri  : i c d >)). 

Tako je za svako jEd d  definisana familija Fj = 3 fnj : new neprekidnih 

funkcija sa (2') d  u [0,1] . Sada induktivno konstruiSemo sekvenciju <Qn, 
An  : ncd d  > koja ispunjava sledeCe uslove : 

(4) V kEd d  (Qk je perfektan podskup od 	) ; 

(5) Vk+1 Cd d  (Qk+i C Qk ) ; 

(6) VicEd d (AkCco silAki= co) ; 

(7) Vk+1 Ed d  (Ak +i c  Ak ) ; 

(8) V kCd d  ( ifmk : meAki je familija, neprekidnih i uniforrnno ko-
nvergentnih funkcija na skupu 3 q E(Q 	& (q je strogo mono- 
tono rastuCa s obzirom na leksikografski poredak d-sekvenci- 
ja) 1)• 

Pretpostavimo da je sekvencija <<Q k ,Ak > : k<n Ed d > ved forrrtirana. In-
duktivno kanstrwiterno sekvenciju <Qnrn  • A nin  , lm  : rnEco> koja ispunja-
va sledeCe uslove : 

(9) Qno C Qn-1(Qoo c 2° ) ; 

(10) V ma) (Qnm +I C Qnm ) ; 
^" 
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(11) Vnicco (awn  je perfektan skup u 2" ) 

(12) "71E°)  <T(Qnm +1), tm,+1> s < 71(Qnm) , Irn>) ; 

(13) Vmcw 'dee (71( Qnm)(1m)Y 1  ((q je strogo monotono rastuoa s ob-
zirom na leksikografski poredak d—sekvencija) -> ({ fin CAnm! 
monotono uniformno konvergira na skupu if (Qnm  n [qi] ))) ; 

E d 
(14) Ano C An-1 (Aoo c w ) 

( 1 5) VrnCco (Anm 	& I Anm l = co) ; 

(16) Vme.o (Anni+i  A nm  ) ; 

(17) V 771ECO (min Anm< min Anin+i ) ; 

(18) Vrn€co ant e co & Lm, </m+i  ) ; 

(19) I T(4no )(to)l 

Indukcija se realizuje pomocu stava 8.8. Zatim, definiSemo <Q n .A„n >=< n 
(Innt 	Anm : mew i> Na taj naOin je formirana sekvencija <<Q k 
: k s  n>. Na kraju definiSemo P=n Qn  i A=n An  . ❑ 

ll  Primer. Neka je F=Ifn  : nee famcdidlija nepnrc-ed  kd  idnih funkcija sa [0,1]" IL 
[0,1] , pri Cemu vati, : 

(1) VnEco 'aE[0,1] 6'  (fn(&)=rn). 

Izaberimo proizvoljan perfektan skup P c [0,1] i proizvoljan beskonaean 
skup A c CO Neka je : 

(2) A=B U C ; 

(3) B n C=0 ; 

(4) IB 	= w ; 

(5) rEP&yEPtcxy ; 

(6) i>=-<zn  : nEw > ; 

(7) VnEB(zn =x) & VnEC(Zn=y). 

Tada familija FA = tin  : it EA ne konvergira na 14. 
Ovaj primer pokazuje da stay 8.9. ne va2i za d= co. ❑ 

§ 9. HL i particionisanje 	k 
Definicija 9.1. Neka je (1)(x) iskaz teorije skupova sa ili bez parame-
tara, rnedu Cijim slobodnim varijablama je x Tada sa xcx4'(x) ozna0a-
vamo fannulu 3 Y(YcA7  &IX \ YI < w & VyEnb(11)). ❑ 
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Slav 9.1. Pretpostavimo da je : 

(1) d€4.\1 ; 

(2) 7I-=<Ti : Ed > d—sekvencija (co ,< co )—stabala ; 

(3) 43 (/)=<xi : i e d >) formita teorije skupova , takva je 	:ti ed  
skup njenih slobodnih varijabli ; 

(4) Ciyo  e To  ... 	c 	(1) istinito uvek kada je yi :tied i= 
xi :tied . 

Tada postoji .§=<Si  : i Ed > za koji va2i : 

(5) S E strw 	; 

(6) V x0 ES0  . . V xd_1  c S d_ 1 4,  

Dokaz. Sprovodi se indukcijom po d. Za d=1 tvrdenje je oSigledno. Pre-
tpostavimo da je stay istinit za d, a odatle cern() dokazati njegovu isti-
nitost za d +1. Induktivno konstruisemo sekvenciju <<Rij : i cd +1 > : j Ed 
+1> tako da vati : 

(7) <Rio  : ied+1> Estr'(<Ti i€d+1>) ; 

(8) V j Ed(<Rij + i : Ed +1> Es& 	: 1, Ed +10) ; 

(9) V j Ed +1 V x o  cRoj . . . V xj_IE Ri_o V xj. FIC Rj +ij . . .VxdERdj ; 19 
ERJ0 ()). 

Na kraju ove induktivne procedure definiSerno <Ri : ti E d +1> = <Rid 	c1+1> . 
Prti tome je : 

(10) V j Ed +1 V Xo ER0 . . . V zi_ i c Ri...0Vxj +1E 	. . .VzdERd;9 
ER5 (1)(1) ; 

(11) <Ri :ti,ed+1> E strw (T) . 
Zatim induktivnom proceduram, definiserno sekvenciju <<Si (n) Ed +1> : 
new > tako da va2i, : 

(12) Vtiticce V c II 	(U S (j)) 	(1) ; .LErt+i 

(13) <U 	(n) : e d +1> Esti^ (<Ri : tied +1> ). 
77,E6J 

Na kraju defintiserno <Si :iEd +1> = <U Si (n) : Ed +1> tako da sit za- 
new 

dovoljeni uslovi (5) i (6). ❑ 
Lento, 9.1. Pretpostavimo da je : 

(1) k,1 t C. co \ 1 ; 

(2) Vi EkVjci(lAiji o.)) ; 
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(3) Vic k (Bi=U Aij ) ; 
lEc 

(4) V j: k -> i rcia  <arl EAij(i) ! !i. Ek> 43 (a). 

Tada veal. : 

(5) VC ES (k(b ). 

Dokaz. Sprovodi se indukcijom po k. ❑ 
Stay 9.2. Neka su : 

(1) icl,OCco\l ; 

(2) 7T>=<Ti :tied> sekvencija (c.),2)—stabala ; 

(3) f : 11 Ti,->k. 

Tada postoje S=<Si : i E d > i Z za kojr va2i : 

(4) StEstr'(1") ; 

(5) Vg>Ell Si (0)=0. 
'tea 

Dokaz. Sprovodi se indukcijom po d. Za d=1 tyrdenje je ociglecirto. Pret-
postavimo da je stay istinit za d i dokazujemo njegovu istinitost za d+1 

Indukcijom po it konstruiSemo sekvenciju <<Sin  : 1 Si S d> : new > koja 
zadovoljava us/ova : 

(6) <Sio  : 15i d> 	(<Ti : 15i d> ) ; 

(7) Vibe° (<Sin +I : 15 I, 5d> E 	(<Sin, :1Si S d>)) ; 

(8) Vita) i(15 i s d)(U Sin  (7n)= U 	(7n)) ; 
mEn+1 	mEn+1 

(9) VnEwV 1>ET0(n) x H Sinn) B ick( Vs i E sted(t ,Sin 	sdE sled( 

td,Sdn )(f(<t o  > " s)=1)). 

Zatim definisemo le=<Ri : cd+l> i g, tako da vati, : 

(10) Ro  =To  ; 

(11) Vi(15i d)(R. = nnew  sin  ) , 

(12) g : 0 Ri 	k; 
ica+1. 

(13) V t E 0 Ri 	s E sled(t ,121)...C1 s dE sled( t d  ,Rd)(f(<t 0 > s)= 
_* ied+1 

g(t )))• 

Postoje S=<Si: 1,Ed+1> i 1, za koje va2i : 

(14) 5-14 E str'(R) ; 
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(15) g : 0 
iEd+1 

Zato Se>  i l zadovo/javaju uslove (4) i (5). Time je indukcija po d zavne- 
rta 1 stay dokazan. ❑ 
Stay 9.3. Neka su : 

(1) id,k}cco \ 1 ; 

(2) 71=<Ti, :iEd > sekvencija ( ,2)-stabala ; 

(3) f :
Ed 

 Ti->k. 

Tada postoji S=<3 i : iEd > za koji vati, : 

(4) SiEste () ; 

(5) I fr Ed Si ff 5 d!. 

Dokaz. Neka je 	: iEd!i skup permutacija na d. KonstruiSemo sekve- 
nciju <<Sin  : i E d >, lm, : n Ed! > koja zadovoljava sledeoe uslove : 

(6) <Sio  : iEd > E ste(i>1) 

(7) Vn+1Ed!(< Sin+i : iEd > E ste ( Sin, : is E d>)) ; 

    

(8) VnE d !C; so-n(o)  E S cinm n  . . • V' sun  (d_i) E Sun  (d_On 	)=-bn)• 

Zatim definiSemo S=GS i  :iEd > = <n Sin :1,Ed> i primenimo stay 9.1. na 
ncat 

S i formulu (;)= V f()=177,. Pri tome dobijamo 1-(=<Ri :i:Ed> za koje 
nEd! 

va2i : 

(9) /1)Este(g) ; 

(10) I .f'
.Hcd 

Koro/ar 9.1. Neka su : 

(1) Id,k C co \ 1 ; 

di. ❑ 

(2) 1)=<Q,?; : i E d> sekvencija linearno uredenih skupova u tipu i7 ; 

(3) f : 
4.Ed 

Tada postoji sekvencija f=<Ri : i Ed> linearno uredenih skupova u tipu 
za koju vati : 

(4) Vied (Ric Qi & (linearno uredenje na Ri je indukovano linear-
nim uredenjem na Qi)) 

(5) I ft 	I 	dl. 
/Ed 

	❑ 

Stay 9.4. Neka je : 

gry 
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(1) Ica) \ 1  ; 

(2) 7.?=<Ti : iEce > sekvencija ),S2)—stabala ; 

(3) View (V j Ei V t ETi(i)(Insled(t,Ti)1=1) & V j cc° \it'd t ETi(j)(Insled( 
t,Ti)=2)) ; 

(4) f :74, 	k . 
i 

Tada postoje SI=<Si iEw > , -st=<si : icco > 1, 1, takvi da va2i : 

(5) S=<Si : icco > je sekvencija (w, S2) —stabala ; 

(6) Via) (GS , Si> a,  <Ti , Si>) ; 

(7) 3 S3A (<L7 Ri(n) : .1E0 >=<Si : icco > & a(0ARi , 0 Ti)) ; 
n EA 	 t Ew 	t Ew 

(8) ViECO (Si E n si) ; 
icom 

(9) V d E w V 	€Sd—i 	to E 50 (f(t sd)=1). 

Dokaz. Induktivno konstruisemo sekvenciju <<Sij : icco > : j cc.) >, tako 
da su ispunjeni sledeci uslovi : 

(10) <Sio  : icco >=<Ti : iCco > ; 

(11) Vncce (<S in 	: tee > E str ° 	 >)) ; 

(12) View Vnci,+1(Si0 =Sin ) 

(13) V iecoVnEw (
rnE
U 

 n+ 
Sin(m)= U n+1  Sin +I. (n)) 

rnE 

(1.4) klnco.) Vg›E
i cc.) 
II Sin  (n)3 /Elc 	E sied(sn_109n-in) • • 17 to  E sled 

(to  ,Son _i )(f(t <si : 1,Co.)\ n>)=1)), 

Zatim definisemo il=<Ri : iEco > i g, za koje vat': : 

(15) g=< n Sin  : icw> 
The.) 

(16)g :0Ri->lc 
ice° 

(17) Vncw V§> c II Ri(n) ( 17' 	E sied(sn_i 	. . . k7 to  E sled (s0 ,R 0  ) 
tiEco 

Or( i /\< Si : iEco \ n>)=g(g))). 

Postoje 	{ea) > 1. 1 za koje va2i (6), (7) i 

(18) g" 	Si=3 l t. 

Time je dokaz zavnen. ❑ 
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Koro tar 9.2. Neka su : 

(1) kcc0\1 ; 

(2) (i>=<Qi : i E d> sekvencija linearno uredenih skupova u tipu 

(3) f : H 20 

Tada postoje g=<Ri : 1,Eco > , r < : iEw > i 1, takvi da va2i : 

(4) ViEco (Ri 	& (linearno uredenje na Ri je indukovano linear- 
nim uredenjem na Qi) & 3 Si E [Ri]'((14, 	) je linearno ure- 
den skup u tipu ij  )) ; 

(6) view (lc II Ri) ; 
icw\i 

(6) vaEw Ctsd_ i € Rd-i. • • • risso€ Ro(f(s "ild )=1). ❑ 

§ 10. Ekvivalentne formulacije HL 

Stew 10.1. SledeCa tvrdenja su ekvivalentna . 
(a) Neka su : 

(1) dE(o)+1) 	; 

(2) kcco \1 : 

(3) re---<Ti : i E d > sekvencija (co ,< w )—stabala sa osobinom IJed Tip =w; 

(4) f : 	-+ k. 

Tada va2i sledeCa alternativa : 

(5) VmEco 3 nEco 3 <Si c (n) : icd >(r n at Vi Ed (Si je m—gust skup 
u stablu Ti) & fn II Si =1) 

ea 

'at 

(6) re II Ti V rrtEco 3 new 3 <Si C [ti] (n) : E d > (m n & V E d (Si je 
tcd 

m—gust skup u stablu Ti[ti])& f" 	C k \I). 
iect 

(3) Neka su, : 

(7) dE(co+1) \I: 

(8) kcco \1 ; 

(9) 'U neglavni ultrafilter nad co; 
_ go _ 
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(10) -7"=<T1 yied> sekvencija 

	

	,< )—stabala sa osobinorn, Ii. 
 Til =a); 
Ect 

(11) g : 	k. 

Tada vat/ sledeCa alternativa 

(12) VmEw3 Ae/LVneA3<SicTi(n) : ted>(Vied (Si je m-gust skup 
u stablu Ti)& g R Si =1) 

icd 

iii 

(13) 3/E
ea 

TiVmEw 3 AE1L VnEA 3 <5i, Cri [ti] (n) :1 d >( Vi E d 	je 

rrt-gust skup u stablu Ti [4] ) & g" 1-1
a 
 C k \I). 

te 

Dokaz. (a) -, (3) je ooigledno. Zbog toga Cerro dokazivati (a) -> (/3) . Pretpo-
sta,virno da va2i (a) i uslovi (7) - (11). Definitemo sekvenciju << 	: 
ied > : jet) > i sekvenciju Crj : jew > tako va2i : 

(14) Vied Vjew(Tij : Ti -> Ti(j)) ; 

(15) Vied Vj Ew Vte (t 6 -rij (t)VTij (t) 6 t) ; 

(16) Vj w (T5 : 	->i feld 	(j)) ; 

(17) Vj w V tE 71 1 (Tj (1) =< T (ti ) : iEd >). 
ied 

Neka jetea Ti = 	: new . Zatira definiSemo sekvenciju <An , k n  : new > 

tako da va21., : 

(18) Vnew (A n 	) ; 

(19) Vnec..)(Ani,iC An) ; 

(20) VnEw V jE An (n,tivo(rn 	; 

(21) Vncw V jeAn Tj (Cn))=kn)• 

Na kraju definittm,o funkciju f : 	-' k tako da va2i : 
ted 

(22) Vnew(f(44 )=Ien)• 

Tada iz (5) siedi (12), a iz (6) siedi (13). ❑ 

Definicija  1 0 . 1. Za svako Bc 	je definisana operacija Hausdorfa, 
H8 sa bazom B, koja zadovoljava uslov : 

(1) VAOOVF : 	 (FEB w ->A(HB(F)= U n F(co(n)))• ❑ 

Definicija  1 0 .2. Neka, su : 

- 70 - 
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(1) lk,dK 6.) \1 ; 

(2) 11 neglavni ultrafilter nad co; 

(3) f : (2 ')dak. 

Funkcija f se naztiva (F,71)-particijorn skupa (2 ") (I  ako postoje A, B ti 

<F1 : 1€1c> tako da vati 

(4) A=3 <zirn : E d > : x->E (2 '11 ) 1  az new 

(5) B= jw: w€ coo) & ra.u(W) E 

(6) F : A -> k ; 

(7) V 1E k(F : CO -> T((r)d  )) ; 

(8) V te k VnEw 	(n)= z : 2 c (2 w  )d  ac F( <xir n : iEd >)=/ () ; 

(9) V /Ek V;>C (2 w )d  (f(i)=/ t>  i>cHB(F1))- 

Funkcija f se naztiva 1L -partticijom skupa (2°) d  ako va2i : 

(10) 3 F(f je (F, 10-partici/a skupa (2 )d  ). ❑ 

Definicija 10.3. Neka su : 

(1) keco \ 1 ; 

(2) if neglavni ultrafilter nad w; 

(3) f : (2 w) 4)->k. 

Funkcija f se naztiva (F, PO-partici/0m skupa (2"f ako postoje A, B 

<F1 : 1 € k> tako da va2i : 

(4) A=) <zin, r(n-m,) : rnEw > : 	(2 4 )% nEw ; 

(5) B= 39 : 	coo) ac ran(w)E V ; 

(6) F : A -) k ; 

(7) V lc k(F : 	S'((2 ° )° )) 

(8) V Lek ',new (Fi (n)= x ; 	(2 w  )" at F( <xin, (n-in) : ernEw >)=1 	; 

(9) Vick Vi>c(2 	(f(1)=/ a EHB(F1))• 

Funkcija f se naztiva -particijom skupa (2 	ako va2i : 

(10) 3 F(f je (F, 10-partictija skupa (2 )6'  ). ❑ 

Stay 10.2. Sledeoa tvrdertja su ekvivalentna : 
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(a) Neka su : 

(1) dE(co+1)\1; 

(2) ke4 \ 1 ; 

(3) 71=<Ti, : i E d > sekvencija perfektnih (co,< Co )-stabala ; 

(4) g : 2Ti 	k. 

(5) 11 selektivni ultrafilter nad co. 

Tada postoje SC<Si :iEd>, A i 1 za koji va2i : 

(6) g=<Si, 	E d > sekvencija perfektnih (co s < co )-staba/a. ; 

(7) Vi E d 	je ma dole zatvoreno podstablo stabla Ti ) 

(8) A E 11 ; 

(9) g" 	= 

Neka su : 

(10) de(c.)+1) \ 1 ; 

(11) leech) \ 1 ; 

(12) 21 selektivni ultrafilter mad co. 

(13) f : (2 w)d  -> k jedna 21 -particija skupa (2 car . 

Tada postoje 13*=<Pi: i E d >, i / za koji va2i, : 

(14) Vi E d (Pi, je perfektan podskup od 2 c4) ; 

(15) f'flPi= 311 4.Ect 
Dokaz. Sprovodirno za d= co. 
1 0  (a) -> (5) Pretpostavimo da va2i (a) ti uslovi (10) - (13). Za f Cemo 
pretpostaviti da je 	particija skupa (2 41 . Sad mo2emo definisati : 

(16) VIEW 	= t : t E 2 <we,c Vj Ei (t(j)1) }) ; 

(17) View citE Trn (k)(g6)=-Fktm (k \m) • mEc.) >)). 
ma) 

Primenim,o (a) na funkciju g: 	. 
Postoje 5=<Si: icco > .A i I za ko- 

je vati : 

(18) ViEco (Si je ma dole zatvoreno perfektno podstabla stabla Ti ) ; 

(19) A E 	; 

(20) g" icedOASi  =i1i. 	
- 72 - 
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Definitemo 11=<Ri : jEw > na sledet natin : 

(21) ViEw (Ri = 	: tE2"jat 3 s€Si (t=s si \i)) 0. 

Tada va21. : 

(22) f"l (HO= 

20  (3) —> (CO Za svaku sekvenciju f'=<T 	iEW > perfektwth ( .< w)—stabala 

postoje sekvencija ,§1=<Si 'tee) > perfektnik ( ,< w)—stabala i skup AEU, 

tako da va2i : 

(23) V iew(Si je na dole zatvoreno podstablo stabla Ti ) ; 

(24) Vicco (<U 	S_ (n), 	> N< It :ter at V j ci (t(j)= 0) /, c >). 
neA 

Dakle, ako vazi (t3) i uslovi, (1) — (5), bez gublitaka na ontosti, moZemo 

pretpostaviti da va2i i (16). Definitemo F i f, tako da je f jedna (F,10— 

particija skupa 2 , pomoCu uslova (17). Na osn.ovu (S) postoje 121=<Pi 

: 1,Eco > i l za koje va2i : 

(25) ViEw(Pi, je perfektan podslcup od 2 w  ) ; 

(26) r .t11  (Ri)=1 1 }- eo 

DefintiSemo sekvenciju if=<Si ; jEw > perfektnitz, stabala na sledeci flatlet?, : 

(27) ViEw(Si je na dole zatvoreno podstablo stabla Ti ) ; 

(28) V 1,Ew ((Si) — 1x : xc2 4) scVjEti(x(j)=0) & 3 yEPiVjEw (x(i+j)=y(j))1) 

Na osnovu, (26) va2i : 

(29) VmEw \ 1 3 A E 1IVnEA 3 <Bi cSi(n): iEw >(V 	je mcgust skup 

U stablu Si) st iEeo \m(lBil = 1 ) seen Bti =1 1  D. 
seal 

Zato postoje 11=<R,i, : -ice) > i A za koje va2i : 

(30) ViEw (Ri je na dole zatvoreno perfektno podstabla stabler, Si) ; 

(31) A E 	; 

(32) g" 	= 1. ❑ 
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