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Predgovor

Halpern — Lauchlijeva teorema pripada oblasti kombinatorike u teoriji
skupova. To je teorema Ramseyevog tipa, koja se moze formmulisati u
sledec¢a tri oblika.

HL(q) Neka su :
(1) de{w+1)\1;

(2) kew\1
(3) ?=<Tq; :i€d> sekvencija perfektnih (w.< w )-stabala ;
(4) f: QT - k.
ied

Tada postoje .S7=<S1; ted>, A1l za kojt vazi .
(5) §=<.S‘f5 -ied> sekvencija perfekinih (o,< w )—stabala ;
(8) ¥i€d(S; je na dole zatvoreno podstablo stabla T; ) ;
(7) € [0]®;

A
8) r 854 =4{L}

HL(ﬁ) Neka su :

(1) de{w+1)\1;

(2) k€w\1;

(3) ?=<T7; cied> sekvencija (w.<w )-stabalo ;
(4) 7" @T: - k.

Tada postoje i=<t; :i€d> , S=<Sj:icd > 1 1 za koji vazi :

ied

(8) S € str¥<Ti[t;] :1€d >) ;
(7) 5 85 =it

-
(5) £l T; ;
-

HL(y) Neka su :
(1) def{w+1)\1;

(2) kew \1 ;
(3) ?:<Ti -ied> sekvencija {w.< w )~stabala

(4) F : ngi - k.



Tada vazi slede¢a alternativa :

(5) ¥mew Incw I<S;CTi(n) :i€d>msnevicd (S; Jje m—gust
skup u stablu Ti)&f'_gld Si=1)

(i
(6) EI?E_EIqu;’V‘me Inew 3 <S;C Ti[ti] () : i€d >(msn a¥ied(S;
2
je m~gust skup u stablu T;[4] & f‘{EdS,,; Ck\1).
1

HL(y) je prosta verzija, HL(g) je strukturna verzija a HL(,) je gusta

verzija Halpern — Lauchlijeve teoreme. U radu je pokazano da HL(B) -
Hl(a) % da HL(y) ~HLg). Ostaje otvoren problem da Ui su te tri wverzije

Halpern — Lauchlijeve tecreme ekvivalentne i da li vazi HL{,) za d=@.

1. wvodi radne definicije koje se koriste u daljem tekstu. Prosta
perfektna stabla i sekwencije prostih perfekinih stabala se upoirebljovaju
kod dokazivanja Blassove teoreme. Selektivni ultrafilier nad w je u pri—
snoj vezi sa HL teoremom, zbog tega su navedene brojne mjegove defini—
cije © zbog tega je dokazana mjegova egzistencija sa pretpostavkom kon-

. , . . <@ . .
tinuum hipoteze. Uvodenjem linearnog poretka <1 u skup 2  je u veztl sa
particionisanjem md - k. Preslikavanjem stabala uw definiciji 1.35. i njiho—
ve osobine dokazane u stavu 1.11. omogutavaju komb%natorni dokag pro—
ste HIL i strukturne HL za d=®, uz ogranitenje da TEK,.

§ 2. razmatra posebne shutajeve HL teoreme pri tijem dokazivanju
nema potrebe da se napusta okvir kombinatorike. Stav 2.6. &¢iji dokaz zo-
hieva samo Ramseyevu teoremu i Konigovu lemu, &ini osnov u kombina-
tornom dokazu proste HL teoreme.

§ 3. iznosi kombinatorni dokaz proste HL teoreme po algoritmu Lave-
ra. koji sam modifikovao tako dao vazi za de{w +1)\1. Laver je koristio
ovej algoritam u dokazu prosie HL teoreme za d= .

§ 4. iznosi matematicki dokaz guste HL tecreme za d€(w+1)\1, ko—
ji je modifikacija originalnog dokazo Halperna i Luuchiija. Stav 4.3. de—
monsirira prelaz sa guste HL teoreme na strukiurnu HL teoremu. Stav 4.4je genera—
lizacija strukturne HL teoreme, koja potite od K.Milliken dok je stav 4.5.
finitna verzija stavae 4.4. Stav 4.10._,1', stav 4.11. su moq‘,’iﬁkacije strukiu—
rme HL za d= & , u kojimo se za Te€Ky(Tely) trazi SeKy (Sely,) izo-

morfan sa T, tako da je funkcija f .? Ti - ! homogena na % S4i. Laver
LEW T

je dao jedan medovoljan dokaz stava 4.10.

§ 5. iznosi Harringtonov dokaz guste HL teoreme pomoéu Koenovog
k—-lateralnog forcinga.

§ 6. demonstrira prisnu wvezu izmedu proste HL teoreme i &injenice
da svaki podskup od @ ili njegov komplement u bilo kom k—laterainom
Sacksovom generitkom Mmodelu za ke {w +1)\1 sadrzi beskonatan pod-
skup od & u osnovnom modelu. To je izraZeno siquom 6.1.

§ 7. iznosi jednu primenu guste HL teoreme u reainoj analizi, koja

P .



potite od Blassa i centralni rezultat je 1znet u stavu 7.5.

§ 8. iznosi jednu primenu proste HL teoreme u reainoj aenalizi, koja
potite od Harringtona, a centralni rezultati su izneti w stavu 8.9. 1 B.10.

§ 9. 1iznosi primenu strukturne HL teoreme u konatnom particionise—
nju najvide predbrojivih Dekartovih prizvoda 7 tipova. Osnovni rezultati su
iznett u korolaru 9.1. , koji potite od Lawera, 1 korolaru 9.2. , koji predsta-
vije jedno pojatanje tvrdenja iznetog od Halperna 1 Pincusa.

§ 10.u stavu 10.1. preinatava gustu HL teoremu dovodedi je u vezu
sa neglevnim ulirefillerima ned @, a u stevu 10.2. se usposiavija veza

izmedu proste HL teoreme i particionisenje skupa (2% )% w konatno mnogo
delova po protzvolynom selektivnom wultrafilteru nad w.



§7. Definaicye

Definicija 1.1, Stablo T je uredeni par <T,=<> koji zadovoljava sle—
dete uslove:

(1) T je neprazan skup delimitno ureden relacijom = sa najmanjim
elementorn , koji se zove koren slabla 1 oznatava se koren(7);

(2) Za svaki element t€T je skup{s:s< tuseT} dobro ureden rela—
cijom = .

Elementi skupa T se nazivaju évorovi stabla 7.0

Primedba. U daljem c¢emo identifikovats 71 T.0

Definicija 1.2. Neka je T=<T,<> stablo.Tada su definisani sledeci
skupovi:

(1) pred (t.T=§s:scTusst] ;

(2) pred* (t,T)= pred(t,TH)\{t} ;

(3) sled (t.T)=§s:seTetsst ;

(4) sled* (£,T)= sled(t.T)\{t}
za svako t€T.0

Definaicyja 1.3. Neka je 7=<T,<> stablo.Tada je :

(1) nivo (t.T) ordinal izomorfan sa <pred*({,T),£> =za svako t< T ;
(2) T)=$t: t € Tunivo(t,T)=a za svaki ordinal & ;

(3) vistra(T=sup {nivo(t,.T)+1: t€ T} ;

(4) grana stabla svaki maksimalni lanac u T

(5) (T) skup svih grana w stabluT . 0O

Definiciya 1.4. Neka je T=<T,£> stablo. Za s&€T se kaze da je mepo—
sredni sledbenik t € T ako s csled*(t,T) & sled*(t,T)Npred*(s,T)=0. Za svako 1

€T se moZe definisati skup nsled(t,T)=is:s je neposredan sledbenik t u T
§.Za teT se kaze da je meposredni prethodnik s€T ako s &mnsled(t,T).0

Definicija 1.5. Neka suT=<Ts> stabloa ordinal razlicit od 0 1 k
kardinal razlicit od 0.7 je a—stablo ako¥VB<(T)(<B.£>
je izomorfan sa®).T je(o k)-stablo ako je a—stablo
ako je ¥ t€T (nsled(t,T) # 0 - |nsled(t,T)|=k). T je (o,<k)-
stablo ako je a—stablo 1 ako je ¥ te€ T(insled(t.T)| <k).
T je (o, sk)-stablo ako je a—stablo 1 ako je ¥ t< T
nsled(t,T)|£k). O



Definicija 1.6. 7=<T.=> je perfektno stablo ako je ¥ teT 3 sesled(t,T)(
|nsled(s,T)| >1).00

Definicija 1.7. Neka su aif ordinalitakvi da je a<g.Tada je rast
(a, B) =$f: fe°Baf je strogo monotono rastuca funkcijal
O

Definicija 1.8. Neka su ¥ =<S,£¥)a-stablo i T=<T.£ 7>p-stablo, pri
temu jex SB.Stablof je strogo upisano u stablo T ako
su ispunjeni sledeéi uslovi:

(1) SCTesy=S7n82 ‘
(2) ¥se S ¥icnsled(s. )3 (nsled(s.S)= 0»>rensled(s.S)nsled(t,T));

(3) Iferast (a, B)Vyea(Sly)=T(())).

Funkcija ferast(a, B) iz uslova (3) se naziva funkcija za oznatavanje ni—
voa i oznacava sa fon(S,7).0

Definic;;ja, 1.9. Neka su ferast(a, )i 7 =<T,£> B—stablo.Tada je
stry (N=3Y . ¥ je a-stablo strogo upisano u J& for(S,T)=Ff % .Tada se mogu de-
Ffinisati slede¢i skupovi

(1) str*(7) =L,Jésri;rg;;g)ﬂ)
(2) str(T) =y st (T);

(3) stF(T)= str(T)ustrX7).0

Definicija, 1.70. Neka je ?=< Ji:1 €d > d—-sekvencija g —stabala za ne—
nulti ordinal d i neka ferastia.g).Tada se mogu de—
finisaty sledet¢i skupovi :

(1) strr(P) =< ied> : Yied (A estry @)
(2) St'r“(ir)=ggri’arg§g)ﬂ;)

(3) str'¥(7) =y gtr"’(:'r’);

(4) stvé*a(f )= st'rm(?)u str¥(7).0

Definicija 1.11. Neka suT=<% ied> d-sekvencija g —stabala i
=<fy: 1€d>d—sekvencija funkcija iz skupa rastio.p)
za nenulti ordinal d.Tada se mogu definisatli sledeci
skupovi :

(1) strp@) =<V si€d> : Vied (B estrafi))}
(2) str*(F) =ustrp(?).

< fe(fﬂ; ci-ﬂ))
(3) str (9)=ustr'(7);
o

Yy<

(AN A=A otV <X TY O



Primedba.Ul deljem temo posmatrati samo (w,<w) - stable.O

Definicyja 1.712. Neka su T=<T, < >stabloi teT.Cvor t se cepa ako Je

Insled(t,T)| >1 Eliminisall cepanje na Zvoruw t znad:
odabrati tatno jedan tvor se€nsled(t,T) 1 formirati

stablo <T\Usled (r.T), = n (T\ Usled ('r,T))z>. a
rensled(t, TN rensted{t,T)Ns}

Definicija 1.713. Neka su T=<T, £ > stablo,r,s 1 t ¢vorovi stabla T ko-
jt zadovoljavajyu sledece usilove :

(1) r<sst

(2) r je cvor koji se cepa ;

(3) s € nsled(r.T) ;

(4) 'I'Exesled(s.T)r\p‘red(t,lT)(x je &vor koji se cepa).

Ukloniti cvor t iz stabla T znaéi formirati stablo <T\sled(s.T). £ N (T\ sled
(s,T))>. O

Defindcija 1.714. T=<T, £ >je prosto perfektno stablo ako je perfe—
' kino stablo i ako Va € visina(T) ¥x€ T(a) ¥ye T(a) (
| nsled(z,T)|>1 & nsled(y,T)|>1 » z=y). O

Definicija 1.75. F=<Ti:i€d> je d-sekvencijo prostih perfekinih
stabala ako ispunjava sledece wusiove :

(1) d swalsd ;
(2) T: je prosto perfekino stablo za svako i€d ;

(3) Ya € visina(ToMi€d¥je d¥ze i)Yy Tila) (| nsled(2,Ti ) [>1 &
| nsled(y. T)|>1 »i=j ax=y).

Stav 1.1. Za svaku d—sekve?pciju F=<Tiied >perfekinih stabala,gde je
1S d<w postoji d—sekvencija¥=<7i:i€d > perfekinih stabala koja zado—
voljavae sledece usiove :

(1) ¥newImewvi e d(S;(n)CT; (m)) ;
(2) YkecoVlcoVmewyicd (S; (k) C Ty (1)& St (k+1)C Ti (m)~> I<m) ;
(3) ¥i €d¥new¥ Se Si(n)IueSin+1)JvesS(n+1)(sStuessiv e usvk

YweSiln+1)(ssw-> w=uVw=v)).

Dokaz. Indukcijom se konstruise sekvencija<<S;{n):1€d>nc€w>tako da
< UéS‘-;,(n) ied>=<Si:1€d> zadovoeljave uslove (1)—(3).0
new

Stav 1.2. Za svaku w-—sekvenciju T=<7:i: i€w> perfekinih stabala postoji
w—sekvencija perfekinih stabala < Vi :i€w> keja zadovoljava sledece uslo—
1)



(1). ¥newImewY iew (S; (n)CT; (m)) ;
(2) YkewVlcw¥mewY 1€w (S (k)C T; (D& S(k+1) € Ty (m)- I<m) ;

(3) Yicw ¥jcau¥seS; () ((<i~| nsled(s.Si)=1) & (5] » | nsled(s,S;))=2)).

Dokaz. Indukcijom po N se konstruige sekvencija <<S;(n): i€w>:n€w > tako
da <S;:i€w>=< U S;(n): i€w> zadovoljava uslove (1)—(3). O
’ neow

Definicija, 1.76. <<Tini>: i€w> se naziwa fuziona sekvencija ako
su zadovoljeni slededéi uslovi :

(1) ¥ icw((Tije perfekino stablo)en€w) ;
(2) ¥icwVjew(@<j-TjCTieni<n;) |
(3) ¥icw(UTi(m)=uTi+i(m)) :

mEng

™mEn

(4) ¥ icavteT;(ni) Az Tirt(nir1) IYETirt (Nirt) (#y sl Sz &f <y). O

Stav 1.8.Neka je<< Ti > :i€w> fuziona sekvencije.Tada jei“Ti perfekino
stablo. @
Dokaz.Jasno je da koren (To),r;qu; Neka je tEQwT.,;.Tada postoje jEw 1

1 1

msni, tako da t€Tj (m), a takode postoje x€ Ti+1(ni+1) 1 YyET+1(nj+1) X =y,
t<x 1 t<y.Pri tomefzy}Cn T;.Time je dokazano da je n T; perfekino sia-
bl-o‘ D 1Em 1€w
Stav 1.4.Za svaku d—sekvenciju perfekinih stabala <Fi:i€d> postoji d—se—
kvencija prostih perfekinih stabale <Vi:i€d> za 152d < w.koja zadovolja-
va sledeéi uslov

vied( i je dobijen uklanjanjem &vorovae iz Ti).

Dokaz Neka je za svako i€d Ti={tin :ncw}pri temu je¥new Vmew(n=m -
tin#tim ). Indukcijom po n konstruisemo sekvenciju <<T(i,n) 2ed>,<i(in):
i€d> . m(n) , <B@n):ied> , <bin):i€d>: new >koja ispunjava
sledete uslove
(1) ¥ied¥new (T(i.n) je perfekino (w.£2)-stable) ;
(2) ¥ied(T(.0) je dobijen uklanjanjem &Svorova iz Tj) ;
(3) ¥iecdV¥new (T(En+1) je dobijen uklanjanjem tvorova iz T(in)) ;
(4) ¥icd¥ncw (UTEn)m)= UTEn+1)(m)) ;
mSm(n) mSm(n)
(5) ViedV¥new (UT@E,n)(m)sadrsi tatno jedan Svor koji se cepa u
mi{n)Emsmn+1)
skupu T@En+1)(Uin))) ;
(6) ¥Ynecw (m(n)<£(o,n)<..;<L(d—1,n)<m(n+1)) ;
(7) m(0)=0 ;
(8) vnew (m{n)ew &« mn)<mn+1)) ;

(9) Vied(B(i.0)=in : tincT(i.0)}) :



(10) Vicd ¥new (Bin)C waBlin+1)={m: tmeT(in+1)} nBEn)\{b(4,

n))
(11) Vi €d ¥nce (blim)=min B(in).

1’ Eliminacijom Gverova u stablima d—sekvencije <T4:1€d> formira se d-
sekvencija <T(1,0) :i€d> perfektnih (w,< 2)-stabala. Zatim se definise
m(0)=0, B(i,0)=$n : tin € T(i,0)}za svakoied i b(i,0)=minB(i,0) za svako
1€d.
d Pretpostavimo da je sekvencija <<T(ik+1) :i€d > <I(ik) 1 ed >mk+1),
<B(ik+1) i €d>,<blik+1)i€d > : k<n> konstruisana.Za svako 1€d odabe-
remo Gvor koji se cepa t(in+1) e TEn)(I(in)), take da je tawm S t(in+1) 4
da je m(n)<llon)<.. .<l{d—1n).Zatim definisemo m(n+1)=ld-1,n)+1.Za sva-
ko icdu stabhu T(in) eliminidemo rascep na svakom cvoru iz UT(in)(m)\
. m{n)E msmint+l1)
$t(im+1)} i tako dobijemo stablo T(in+1).Zatim definisemo B(in+1)3m :
tm€ Tan+1¥nBEANBERRIb(ERY 1) =min B(in+1) 2a svako i€d .
F Na kroju induktivne procedure definisemo <Si: 1€d>=< 1fr,"\mT(i.n) i€d >
.0
Stav 1.5. Za svaku w—sekvenciju perfekinih stabala <Ji :i€w > postojt ¥~

sekvencija prostih perfektnih stabala<¥i: i€w> koja zadovoljava sledeci
uslov :

Vicw (i je dobijen uklanjanjem cvorova iz Ji).
Dokaz. Neka je za svakoi€w Ti={tin: n€wlpri temu je Vn€w¥mew(n #m-
tin Zbim) Indukcijom po n konstruisemo sekvenciju <<T(im) :i€w >, <l(tn) :
igsn>mn), <B@An) : i€w >, <b(i,n) : i€w > n€w > koja ispunjava sledece

wuslove :
(1) ViewV¥new (T(i.n) je perfektno (w,<2)-stablo) :

(2) Vicw(T(i,0) je dobijen uklanjanjem Cvorova iz stabla Ti) ;

(3) vicw¥new (Tin+1) je dodijen uklanjanjem Cvorovae iz stable
- T(im))

(4) ¥icw¥new (VT{An)(m)=uTlin+1)(m)) ;

m(n) m3m(n)

(5) ¥new vrz.gnsn L(Jﬂi;;(i;gi(izgf)m) sadrzi tatno jedan tvor koji se cepa
u skupu T(n+1)(U31n)))
(8) ¥new ’v‘kén,(;g(&zi,k)(m) ne sadrzi ni jedan tvor koji se cepa) :
(7) ¥new (mn)<l{on)<..<l(nn)<m(n+1)) :
(8) m(0)=0 ;
(9) ¥new (m(n)e w & mn)<m(n+1)) ;
(10) ¥icw(B@,0)=in: tm€ T(H.0)}) :
(11) ¥neo ¥isn(Blan+1)={m : tm €TEn+1)}n{B{ER) N b{EN)E) .
(12) ¥ne€w ¥i>n (B(in)=B(1.0)) :

(13) Vicw ¥new (b(in)=min B{in)) .



10 Eliminactjom &vorova u steblu To formira se perfekino (@, $2)-stablo
T(0,0).Zatim se definisu m(0)=), B(0,0)={n tneT(0,0)} 1 b(0,0)=min B(0,0).

L pretpostavimo da je sekvencija <<T(i.k+1): i $k>,<l(ik): 1<k>, mk+1),
<Blik+1):1<k>, <bli.k+1) : i2k> : k<n> wvet¢ definisanc.Eliminicajom &voro—
va u stablu Tn formira se perfektno @,<R)-stablo T(n.0).Zatim se defini—
du

¥ m<n (T(n.m)=T(n.0))
B(n,0)=§m: tam € T(n,o)t
¥ msn %Bfn,m;ZB(n,o))
¥ m2n (b{n.m)=min B{n,m)).

Za svako i€n+1 odaberemo tvor koji se cepa t(in+1) e T(i,n)(I(in)) tako
da je twin) <i(inm+1) i da je mn)<ilon) <. Unmn). Zatim definisemo
mn+1)=lnn)+1. Za svako ien+lu stablu T(in) eliminisemo rascep na
svakom &voru 1z U;I‘g'is,n)s ({n)l\){ t(in+1)} 1 tako dobijomo stablo T(in+1) .
mi{7. m smint

Zatim definisemo :

Vi< n(B@An+1)=im : tme T(i,n+1)in BEn)\b(.1)})

vi < n(b(i,n+1)= min B(in+1)) .

39Na kraju induktivne procedure definisemo <Sj;: i€w>=<ﬂQwT(i.n) i > 0

Definteyya 1.17. Neka je T=<Ti : i€d> sekvencija stabale zo 1Sdsw.
Tada su definisani sledec¢i skupovi

(D@ % =g, LRm:
(2)1%31 =4y 7Edl’;(n) za ACw.O

Definveigja 1.18. Neka je 7 stablo.Skup A je m-gust u stablu T ako
postoji m2m takav da je AST(n) i ako ¥t€T(m)3 se€d(tss) . O

Definiciga 1.19. _ Neka jeT=<Ti: icd> sekvencija stabalaza 1sd<w.
Skup A je m-gust u 7 ako In3Ao .. 34a-1{(4C Te (n)x Aoje m—gustule ... &
(Aa-1C Ta1{n)sAd1 je m—gust v Tao-1) &A“—“_gdAi) _

T

Definicijo. 1.20. Neka je T=<%: iew > sekvencije stabala.Tada se
mogu definisati sledeci skupovi :

(1) A je slabo m—gust skup u 7 ako za svako i € mpostoji m—gusti
skup A;C T (n) u stabluTi,gde je n2m, tako da zao sveki d €

I A; postoji bell T;y(n), uz uslov a“be 4 ;
iem iew\m

(2) A je m—gust skup u T ako za svako ic€w postoji skup A1CTi(n)
tako da je za svako t€m Aj m-gusti skup u stablu 7 1 da je
za svakoi€w\m A;#0, za n2m, uz uslov A=MIE'I Ai

(5]
(3) A je jako m—gust skup u 7 ako za svako icw postoji skup

A; CTi (n) gde je nzm, uz uslov A= 11 Aix I Ti(n).0O
iem 1€w\m

Definicita 1.30. Neglovni ultrafilter V. nad w je selektivan ako zado—



voljava jedan od sledecih medusobno ekvivalentnih uslove :

(1) Za svaku sekvenciju <Up:mew> elemenata ultrafiltera U

postoji element U wltrafiltera U, takav da je U\nCUp za sva-
ko new .U se naziva dijagonalizacija sekvencije <Up : n€w > ;|

(2) Za svaku funkciju f. w->w postoji element U ultrafiliera U,
takav da je fr U konstanina funkcija ili injekecija ;

(3) Za svaku opadajucu sekvenciju <Un : n€w > elemenata wltra—
filtera U postoji strogo monotona funkcija fiw- w, pri femu
F'owel i ¥ u[fin+l) €Ufm)]

2
(4) Ze svaku funkciju [ [w] >2 postoji element U ulirafiltera U,
takav do je f' U1 Eik} ze neko k€ R

(5) Za svaki analiticki podskup A topoloskog prostora [w]® postoji
olement U ultrafiltera U takav da je 4li [U]°C A il ] [&]“\
A. 0O

Stav 1.6. (CH) Neka je AC¥(w) familija podskupova od © za koji vazi :
(1) |&]<2?;
(2) YFCKk (|Fl<w-|o\UF|= o).

Tada postoji beskonatan podskup A od o ‘tokev da je ¥BeA(|BNnA|<w).

Dokaz. Neka je &= iByn : new}. Indukcijom po n konstruisemo sekvenciju
<an  n€w> koja zadovoljava sledece uslove :

(1) ¥Ynew(an€w),
(2) Vnew¥men (n# m > antam) |
(3) ¥new(an€w \ UBm ).
: men
Na kraju induktivne procedure definisemo A={an: new} . O
Korolar 1.71. (CH) Neka je hC¥(w) familije podskupova od & za koji vazi
(1) |&l<2%;
(2) YFCA (|F|<w-|UF|= ).

Tada postoji beskenacan podskup A od © tekav da je YBei(|[ANB|<w).
a

Stav 1.7. (CH) Postoji selektivni ulirafilter U nad o .

Dokaz. Neka je} fa: o€ wiskup svih funkcije iz [m]zu 2. Induktivno kon—
struisemo sekvenciju <Ua: acwr> koja zadovoljavae sledece uslove :

(1) Yacw: (U S o &|Uaf=0) :

faN O ATT .~ TT N .



(3) Uo=w;
(4) Yacw: VBEwi(a€B) > |Ug\Un|l < @) ;

(5) Yacw: Iker(fy [Uar1]?=1k ).

1 UO:C:J.

2° a= B +1. Tada postojr beskonatan podskup Ua od skupa Ug 1 kER
tako da je fi(Ua]®=f ki .

3° a je Umitni ordinalPrimenimo korolar 1.1. na fomiliju 4 ={Up : Bead
i jzaberemo beskonadan podskup Us od @ takav da je ¥Rca (] Ua\ Up| <
@),

Na kraju induktivne procedure generisemo ultrafilier nad centriranom
familijom {Ua ; acwidvioNin} @ newl . O

Definiciyja 1.37. Neka je T=<Ti:ied > d—sekvencija stabala za
1=d s w .Tada jeVied definisana funkcija T : %T,; _,i%ﬂ na slede¢i na~-
T

0 _) - .
tin. Neka je t proizvoljan element i%ﬂ Ako I siepred(ti ,Ti )(|nsled(s:i, Ti)

>1), tada je T (t):; pri cemu vazi si€ pred(t T+) & |nsled(s:, Ti)] >1 &¥r €
pred(ts ,Ti)\ pred(s:,T; )(| nsled(>.T+ )| -—-1)_)& ¥jed(sisti). Adko je Vsi€ pred(h ,
7:) (|nsled(si, To|)=1), tada je Ta (D=F O

Definicija 1.32. (2°°, <) je definisano na slede¢i natin :

vse2 vt ? (s<tel|s| =t & Ine|s| (s)<tR)V |s|< |t | & t(|s])=1V |s| >
1t] &« s(|£[)=0). O

Stav 1.8. (2“’ . <1) je izomorfan sa skupom racionalnih brojeva sa nmjego—
vim prirodnim poretkom.

Doka,z.zmje prebrojiv skup, a poredak <1 je gusti linearni poredak. O

Stav 1.9. Neka je T < str (< 2°Y C ). Tada je <T, <1> izomorfan sa

<2’ <> 0O
Stav 1.10. U stablu< 2°°, ¢ > postoji gusti s obzirom na poreak <1 anti-
lanoc.

Dokaz. {s ; s’y (|s| = 0 (mod 3)) «{|s| >0)e¥i €|s| ({ i=0(mod 3) &i+3
=|s| - <s(1),5(i+1),5(i+2)>=<0.0,1>) & (1 =0(mod 3) & 1+3 #|s| » <s(1),s(i+1),s(
i+2) # <0,0,1)>))} je gusti 5 obzirom na poredak < antilanac wu stablu

< 2%, ¢>. O

Definicyja 1.33. Neka je T=<T, £> stablo 1 neka je t€T proizvoljan
element stabla.Tada je T[t]={s ; scta(sSt Vt £5)}. O

Definacyya 1.34. Neka su i=< Ti:i€d > d—-sekvencijo stabala za
1sd swi £ €QTi. Tada je T[F]=<Ti[u]: ied>. O :

Definiciga 1.35. Neka su :

VPR - 4 R o



AN

(2) VkedVjew(Thy =it : te€2 “eviej (#@)#1) ).
(3) Yked (Rp=2"") :

n+l1

(4) Yked (Sg=1s : s€2 “«Inecu(|s|=(% N}).
Tada se mogu definisaii preslhikavanja :

(5) F Ig%dij —>‘§de
JEW

(6) H : é%ﬁrkj‘*iéhf?k

JEw

_)
na slede¢i natin.Za svako new 1 te€ll Ty (n) vazi
kcd
JEW

(7) F(F)=<<® trs(i) : i€n> ked > ;

j€itt
(8) H(F )=<<< ti(i) :j €i+l> rien>ked > 0O
Primedba. & je sabiranje po modulu 2. (0O
Stav 71.711. Funkecije F 1 H iz definicije 1.35. imaju sledece osodbine :

(1) erngkj (nivo(t go. ’Izw)=m'.vo(F(?)0 ,Ro)=ni'uo(H(?)o,So)) ;
JEW

(2) YSE€QTVTe@Tu(s's T >FR)s F(E)e HS)S HE))
; ks

jEw
(3) F i H preslikavaju Dekartov proizvod na Dekartov proizvod ;

(4) ¥ <d4r: ked & jew>NkcdVicw (Aig € (T )| Ay |=R) > ¥ied
(((F" 2,254"" Yi je perfektno na dole zatvoreno podstablo sta—
IEW
bla Ri)a((H" géflk,- )i je perfektno na dole zatwvoreno podstablo sta—
few

bla Si))) ;
(5) F i H su surjektivna preslikavanja ;
(6) H je bijektivno preslikavanje.

Dokaz. (1),(2),(5) i (8) proizlazi neposredno iz definicije funkcija F i H.

(3) proizlazi iz sledece cinjenice. Ako je F(£)=3 ili H(f )=%, onda za sva-

koked.sk zavisi samo od <iy :jcw >. (4) proizlazi iz sledece dve cinje—

nice.Za svako k€d, jewi ncw, ako je ty € Ay (n) Cvor koji se cepa u

stablu A; .on proizvodi cepanje svih Cvorova u ( ”%dAk,)k ,odnosno ( "Qgéflk,-)k
EW €

na nivouw n. Za svako k €d ,lim nivo ((¢vor koji se cepa u stablu S#),Sk)
- oo, D low



§2. Specyalny slucoyevy HL

Stav 2.1. Neka su :
(1)‘ U selektivni wltrafilier nad o ;
(2) 7=<2°° c> ;
(3) f: T -2

Tada vazi :

(1) VYnewdAeUV¥medIBCTm)((B je n-gust u stabhe T)a f'B=
$0} il

() JtcTIAcu¥meA(f'T{t](m)=1411}).

Dokaz. Za svako s €T definisemo skup As={m :3r ezm(s; r &f(r)=0)} .Tada
vazi sledeca alternafiva :

(1) V¥seT(AseU) ili
(2) 3IteT(4:1£1).

Pretpostavimo da vazi (1).Tada za proizvoljan necw definiSemo A= NAs€l
sEgn

i za svako m €A definisemo B={t : t€2™x f(#)=0}, koji je n—gust v sta—
bluw T.

Pretpostavimo da vazi (). Tada 4i =§{m : ¥seR" (tCs-f(s)=1)} €U ¢ zado
A=AN|t|eu . O

Stav 2.2. Neka su :

(1) U selektivni ultrafilter nad o ;

(28) T=<2°° <> :

(3) £ : T-2.
Tada postoje k€2 , gerast{w, w) i Sestrg(T), takvi da vazi :

(1) 9" weU;

(R) f' S={ki.
Dokaz. Pretpostavimo da vazi alternativa (1) iz stavae 2.1. Za svakoncw
definiserno skup 4An € Utako da ¥Ym €4nIB CT(m)((B je n+l—gust u stabiu
TY& f'B={0}). Bez gubitka na opstosti mozemo pretpostaviti da je <An :
new > monotono opadajuca sekvencija elemenata U. Posto je U selektivan
witrafilter postoji strogo monotono rastucae funkcija g: © » © , takva da
g'weU 1 ¥new (g(n+1) €dgtn)). Sada za svako n€w postoji skup Bn < T(g(n
+1)) koje (g(n)+1)—gust i f'Bpn=13{01} Indukcijom po nEw konsiruiste se se—

kvencija <S(n) : n€w > koja zadovoljava sledece uslove :

.



(1) ¥new(S(n)CBn) ;

(2) [8(0)|=1

(3) YnewVz €SV ye T(g(n+1)+1)(x Sy »31z €S(n+1)(y € z)).
Na kraju indukitvne procedure definidemo S:nng(n). U slutaju da vazi
alternativa (2) iz stava 2.1 turdenje je odigledro. O
Stav 2.3. Neka su :

(1) U selektivni ultrafilter nad o ;

(2) T=<T £>(w.,< w)-stablo ;

(3 f: T->1za l €w\1.
Tada postoje kel, gerast(w, w) i S€strg(T) . takvi da vazi :

(1) g"we U

(%) r'S={k}.
Dokaz. Za l=1 tvrdenje je ostigledno.Za 1=2 dokaz je isti kao u stavu 2.2
Pretpostavimo da je stav istinit za l=n i1 dokazujemo njegovu istinilost
za l=n+1, gde new. Neka je f : T on+l. Tada postoje g €rast( w,w) i S€
strg(T) takvi da vazi

(1) g"weu

() f'Scn ili f'S={ni.

U slutaju da je f'SCn primenimo induktivnu preiposiavkw, a uw stucaju
da je f'S={n} nema 3ta da se dokazuje. O

Definicyya 2.7. Neka su
(1) dew\Nl nEwi kew\ 1 ;
(B) <T; :1€d> d—sekvencija stabala <2<m, c > ;
(3) 1 : giT,- -1 za {€w \ 1.

Tada sa $x(fn) oznatavamo sledeti iskaz :

(4) ¥<Bj: i€d >(Vied (B cTi(n)|Bi|=k) » 3 <bi:ied >(¥ied(bi
eBi)ef(<bi: 2€d >)=0)). O

Stav 2.4. Neka je f: @dT,; -+ 2, gde su dew\1 1 <[y :i1€d > d—sekvenci-
k.l

ja stabala <2°°, C >, takve da ¥new(@2(fn)). Tade ¥mew I new 3 <41 :
i€d >(msn eVied (A4 CTi(n)a 4+ je m—gust u Ti ) & V<ai:ie€d>(¥ied
ai €44 7 fl<aii€d >)=0)).

Dokaz. Pretpostavimo da je f :%Ti > 2 takva furnkcija da ¥new (82 (fr)).



Odaberemo proizvoljan mew 1 prizvolinu sekvenciju <ai:i€d>¢ HdTT; (m).
1€

Za svako nzmje|sled(a:, )N T (n)=2 4 elementi skupa sled{ai B} n
Ti (n) mogu da se zamene priridnim brojevima iz skupa 2™ fako da
leksikografskom poretku skupa sled{a: i) n Ti (n) odgovara poredak na
skupu 2™ ™ ,za svako i€d.Na taj natin funkcije f indukuje sekvenciju
.. (&) : k d
funkctjo <fig;.;cq> ' kK€w> takvih da Ykew (fia)”i ceas: (BF) - 2). Skup HI T; (
m) ima 2™ olemenata, tako da se njegovi elementi mogu zameniti priro—
dnim brojevima iz skupa 2™, pri ¢emu su usagladeni leksikografski po—
Tedak na skupu ng,(m)i poredak € ma skupu 2™ .Tako je pomocu fu—
2

nkcije f indukovana sekvencija <<f§‘°): 1e2™ > . kEw> kod koje je ¥ L€

t)d)z md

d
2™ ykew (f ﬁ"): (2%) > 2). Sada definisemo stablo S:kgw(zcz sa po—

retkom < za koji vazi :¥zE€S ¥y €S(zsyovi €2™ xSy ). Stablo <S, £ >
je (w.< @) stablo.U<S,=> tzdvojime na dole zalvoreno podstablo <R,= >

tako da ¥7e RIkew (T s< 7% 1€2™ >). Stablo <R, £> sadrzi beskonacnu
i 4
granu {<g ¥ 1€2™ > . kel . pri cemu je Vlezm’v‘lcea.u(g?‘): (2F) - 2).
Neka je <g,: le2™ >=< U g¥ e2™ > Tada je Y1 €2™ (g, : 0%~ 2).
(5]

Definigemo funkciju h :[w]d—> 2™ na slede¢i nadin : ¥<n; : led> ((Kn,:
led> je strogo monotono rastuca sekvencija elemenata iz w)-h{{n;:l€d})

=<G(<n;: LEd>): k€ 27™%>). Postoji beskonacan podskup 4 od w na kojem je

funkcija h konstanina. U skupu A odaberemo elemente <y, < < y; <..<
rd-1<yd-1. Neka je za svako i€d Bi={ri yi}l.Tada za svako [ €27 posioji<

bi ried> ,Vied (bieB;), tako da je g (< bi :1€d>)=0. Zbog toga je R[4
J¢ = <0 : 1 €2md>} Neka je k majmanji prirodni broj takav da {z;:i€d}

C2* Tada je VI «-:2’“"( gg") (<z,;,:1€d>)=0).Neka je n najmanji prirodan

broj takav da je <g®: 1 €2™ > s <P :1€2™>Tada jevie2™ (7

(<xi:i€d>)=0). Na kraju za svako i€d definitemo skup Aij={a:3 b€2™

(@ je zamenjen sa x u skupu sled(b<Ti)NTi{n)). koji je m—gust u stablu
T;. Tada je f’"gldA,i=§O§. O
1

Stav 2.5. Neka su mew de€w\l i <T; i€d> sekvencija <2°°.C > stabala.
Tada postoji p € @\ mtakav da ¥ [ %Ti - 2( ¥new \p®2(fn) - ¥ncw \p 3
(2

<d;: 1€d>(Vied (4; S T; (n)e4; je m—gust u stablu T; )&f"EdA-,;=§O§ ). '
1
Dokaz. Pretpostavimo da stav mije istinil za neko mcw.Tada za svaki pri—
rodan broj p 2 m postoji prirodni broj g{p)>p i postoji funkcija folp) :
1%!T,; > 2, takva dao vazi %2 (fop) .g(p) & ¥ <44 : icd>(¥ied (4i< Ti (9(p))x
A; je m—gust u stablu Ti)ef'_EdM#iOi ). Definigemo A=in @ Jkew (n=
k)

—)
g 1 (m) {1 funkciju f: ®@T: »2 mna sledett nacin. dko Lt € Il T4 (n) za



ned, onda je f(?)=fn (-f) Na funkciju f primenimo argumentaciju iz sta—
va 2.4. 1. dolazimo do kontradikcije. O

Stav 2.6. Neka su :
DdewNl;

2) <T; : 1€d> sekvencija <2%? ¢ > stabala ;

(
(
(38) U selektizmi ulirafilter nad @ ;
4) 9 : w=> w\ 1;

B)U:w-=>U ;

(

6) fi i%dTi - 2.

Pretpostavimo da vazi
(7) ¥new ¥ m € U(n) & gtn) (Fm).

Tada postoje h i w > w, R"we U, 1 <S;: 1€d > € stra(<T; : 1€d>), pri
semu je f' gEQdSi =§01%.

Dokaz. Iz uslova (7) sledi da za svako n€w postoji An € U, takav da ¥ m
€EAn3<B;: 1€d >(Vied (B CTim)a B; je (nt+1) —gust u stablu T; )& f’-'_l'ld
1E

B; =§0}).Primenjujuci argumentaciju stava 2.2. dokaz se zavrsava. O
Stav 2.7. Neka su :

(1) vicw (Ty={t : t€2%evjci (tG)=0)1}) ;

(2) U selektivni ultrafilter ;

(3 g: w-> o\ 1;

(4) U : w->U ;

(5) f: i?@Tq; > 2

() ¥1mew (fn : ®T; »2 k¥E€QT: (Fn(F)=F(E0))).

Pretpostavime da vazi :
(7) ¥new ¥ m elUn) &) (fn.m).
Tada postoje A€U i <S;: i€w >, takvi da je :
(8) Vicw ((S; je podstablo na dole zatvoreno stabla T ) g:.gq‘,(n) je

izomorfno stablo sa stablom T;)) ;



T A _
(9) f"®S;={0%.
AED
Dokaz. Argumentacija je analogna argumentacijt iz stava 2.6. O

Definieya 2.2. Neka su :
(1) n, mew i k€w\ 1 ;
(2) Vicw (Ty=§t :t €2°° » ¥j€ilt()=0)}) ;

3 r: ®8Ty->1lzalew.
1 ER

Tada sa Y (fm.n) oznatavamo sledeci tskaz :

(4) ¥ <B; : 1€w >(¥icw (B CTi (n))& Yiem(| B;])=2) &« ¥icw\m( Bi| )=1)
>3 <bi: jew>(View (bi € Bi) & f(<bi: 1€w >)=0)). O

Stav 2.8. Neka su ispunjeni wuslovi (1)—(5) iz stava 2.7. Preipostavimo da
vazEl

(6) ¥new ¥YmeU(n) ¥om (fn.m).

Tada postoje A€U 1 <S4 : 1€w > koji ispunjavaju uslove (8) i (9) iz sta—
va 2.7. 0

§3. Kombinatorni dokaz HL

Defirveya 3.1. Sa #n, &Ts . f) oznatavamo konjunkciju sledecih
. icw\m
iskaza :
(1) nede n>0 ;
() mew ;
(3) ACwalal =w ;
(4) Yicw\m(T; je perfekino stablo) ;
4
®) 5 gl~2:
(6) Yk €A\ n¥<S;: jew \m>(¥jew\m>(S; C Tj)(k)) & ¥ je(mi+n)\ m(Sy

je n—gust skup u stablu T )e¥j<ca\(m+n)(|Sj| =1) - fFII S5
goz) O j€Ew\N M

Defirvicyga 3.2. Sa ¥(n ' 5 ,igfmTi 9.f) oznatavamo konjunkciju

i€w\m



siede¢ih tskaza

(1) mew &« nEw\ 1 :
() BCw & |B|=w &« AC B & |A]=
(3) g :®4 Si~Ruf: 8T »2 ;

mtn.
(4) ‘v‘mew \m (T je perfektno stablo)

(5) Yiew\m (Si je na dole zatvoreno podstablo stabla T; )& (Si je
w —stablo)) ;

(6) Vie(m+n)\ m (Si je dvograno stablo) :
(7) Yiew\ (m+n) (S; je perfekino stablo) :
(8) Ykead ¥se Il Sz(k)(g(s) 1 e ¥fem Sq,(k)(f( f~s y=1)) ;

i€w\ (m+n) 1€ \(m+n)y

(9) Yked3s € B Szglc)(g(s )=1). O

Ew\ (m+

efiniciyya 3.3. 4 S5 BT, ; P
Def 7 Sa X(n, i;e;\mst 'i?;a\mTT' g.f) oznadavamo konjunkci

ju sledeéih iskaza :
(1) ¥ (n 8! Si, 8°Ti, gf):

(R) YC¥ <Ry : iewo\m>¥ R{(CCA&|C|= w & ¥i € (m+n) \ m(R;=5; )&
Vicw \(m+n)(Rz je perfektno ma dole zatvoreno podstablo sta—

bla S;i)uh=gl ®C 1 > Y8 Ry . 8T K. O

i€w\ (m+n i€m\m 1Ew\m

Lema 3.1. @ (n, 87 Tq, f) » 343<S;: icw\m> I g x(n, @4 _Sq. @B Ti.9.0)-

Dokaz. Bez gubiiaka na. opstosii mozemo pretpostamtz da je m= O B=w 1

Vicew (T; je stablo <2 ¢ >).Neka je p 'pmrodcm broj iz stava 2.5. kon
odgovara sekvenciji sta,ba,la, <Ty : i€ n> 1 prirodnom broju n.Za svako
i€n definisemo stablo Ri ={r : Jkewlr @*su¥jck \ p(r(F)=0))} i skup
fi =4S : (S je na dole zatvoreno o —podstablo stabla R;)& (S ima dve
grcme)} Neka JB H i= <Sil:1eEn> 1 lel za neko Lew.

Pretpostavime da vazi :

(1) ¥IelVACw¥ <Si; ico\n>(4]| = w0 «Vicw\n(Si je perfektno
na dole zatvoreno podstablo stabla T;)-3CCA I i€ \n>

(IC|= w&¥icw \ n(U; je perfekino na dole zatvo?;e‘r{o vodstablo

stabla S;)VkeCYRel Ui(k)ITel Si (k) (f(s~u )=0))).
i€a\m t€EN

U tom slucaju vazi :

(R) 3<S4:tew\n >34C wVviel (Vicw\ n(S; je perfekitno na dole



zatvoreno podstablo stabla T;)e|Ad|= weVkeAY ?Ewl;l\nS.g (k) 3 ?EE Siilk) (f

5 o
s~ t)=0)).
Medutim (2) protivredi o(n, &% T: .f) 1 stavu 2.

4
5. Zbog toga wvazi 1) odnosno A3 <S;: 1€w > Igx(n, &5, 7T; ,0.f). O
1w TEW

Stav 3.7. Neka su :

(1) View(T;=3¢ : te2 s ¥ici (t(H)=1)1) ;

(2) fi_®T¢—>2 .

TEW

Tada postoje A, <S;j: 1€w> 1 k €2.koji zadovoljavaju sledete usiove :

(3) ACwsx |A|=w ;

(4) view((S; je ma dole zatvoreno w —podstablo stable T;)&(Siima
dve grane)) ;

(5) 7" &'S; =1kt

Dokaz. Skutaj ¥new\ 171 @(n,.?;Ti J) je trivijalan.Pretpostavimo da vazi 3
i
new\ 19 (n, &T; .f). Indukcijom poncw konstruisemo sekvenciju <<Sip :
i€w
1€w >.fn An.0n ma : nEw > koja zadovoljava sledece uslove :

(1) <Sip: 1€w >=<T;: 1€w > ;

(R) fo=frdo=w & ao=0 & mo=0 ;

Ap+i An
(38) Vnew x(mn+r1 . ®  Sin+1, @ Sin Jusy n) .
i€\ mk 1€\ mk

A'ﬂ-
(4) Vnew @(mn+1 .® Sin , fn) :

(5) ¥new f’fel'l Sin+1 (@n+1 )= {11 ;
(8) ¥new (¥ i€ mn+1(] Sin+1 (an+t )| = 2) & ¥Vi€w\ mat+1 (| S+t (@n+1)| =1))

(7) ¥rew ¥V 1 €Emp\ Tmg VIeo\ (n+1)(Su=Sin1) ;

k=sn+1 ksm

(8) ¥rew (an=min 4,) ;
(9) Vnew (an <C!'n.+1).
Potetak induktivne procedure i indukiivni kerak se realizuje na osnovu

lemme 3.1.Na kraju definitemo sekvenciju <S; :1€w > 1 skup A koji zado-
veljava sledece wuslove :



(10) Ynew Vi€ Tmg \ Lmp (Si=Sint1) ;
kin+l  ksn

(11) A= {a+t :nEwl .
Jasno je da wazi :

TR oY I~ T
(12) " &*s; =413

Stav 3.2.  Neka su ispunjeni uslovi (1)-(2) iz stava 3.1. 1 neka je U se-
lektivni wltrafilter nad w.Tada su ispunjeni uslovi (3)—(8) iz stava 3.1.
Pri temu se moge zahlevall da A€U. 4
Dokaz. Skup X=4{4 : Acw]®e 3 <S;: icw > Ik € 2(View ¢ (5; ,T.,;)&f”i% Si =
k) ., gde je @ (S.T) iskaz : (T je perfekino stablo)s(S je na dole zatvo—
reno podstablo T)&(S je w-stablo)«(S je dvograno stablo), je analifican u
topoloskom prostoru [w]®.Zato postoji A€ Y takav da wvazi :

(1) [41%c x i

(2) [4]1¥n x =0.

Posto (R) protivredi argumentaciji v stavu 3.1. mora da vazi (1) . 0O
Stav 3.8. Neka su :
(1) de(w+IN\1 1 Ll €wN1 ;
(2) Yied (T je perfektno stablo) :
(3)7:8% -1
Tada posioje <S4i: 1€w >, 4 1 k koji zadovoljavaju sledece uslove :
(4) ¥iew (55 je perfektno na dole zatvoreno podstablo stabla T;) .
(5) ACw a|A|=w ;
(6) kel ;

(7) £1@45 = k}

Ako je U selektivni ultrafilter nad o,fada se moz2e zahievati da A€ U.

Dokaz. Sledi iz stawova 3.1. , 3.2. 1 1.11.0



84. Struktura HL

Definicija 4.7  Atomni simboli su 34, Yoy .3xz; 1 ¥z za svako
icw . Skup atomnih simbola oznatauvame sa X .Zg sveked € w\1 definisan je
skup Lq nmizova atomnih simbola iz k%% koji zadovoljavaju sledeci uslov :
za svako 1€d u nizu se nalaze atomi 344 1 ¥Yxq , pri Cemu atom 344
prethodi atomu ¥Yxz; , ilt se u nizu nalaze atomi a4, 1 3xr; pre temu
atom ¥ ai prethodi atomu 3 zj.Relacija +d mna skupu Lg oznqetava sle—
det¢a pravila :

(1) Uda3VIdUIB IV
UVavBVId UV BYaV
U3a¥ BVid UV 3aV

(2) UvaidziVid U344 Yz V
U3A; vz Vid UVai 3z V

(3) Vo< dd e re d(o je bijekcija «a0€r » (Vaoi)ier (3A0i)icdrr
Vid (3A 0i)ican» (Vaogi)ier V).

U pravilima (1)-(3) U i V oznataveju mizove atoma a a i f oznatavah
4, ai ili z; za 1€d .Relacija Itd na skupu Lg je definisana na sledeti
nadin : Ultd vazi ako i samo akoe postoje n+l € w i sekvencija <W; : j&n
+1> kojyi ispunjovaju sledete uslove :

(1) vien+1(We L ) ;

(2) WO =U & Wn=v .

(3) vjen (W +dWjr1). O

Lema 4.1. Van(347)ien(¥x;)ien 3xplbnrt J4pn(Yai)ien (324)icn ¥ an,

Dokaz.
¥ an(34; Yien (Y2;)ien I 2pn

Ibn+1(3 4 Jien Yap(Yri)iecnIzn
Itn+1{ T 4 Vien(¥z;)ien (¥an3 zn)
hntt (34 ¥zi)ien (Yan3 zn)
IFn+1(VaiJ x5 dien(I4n Yz p)
Fn+1{¥ @i Yien( 3xi)ien(3An VYT n)
Itn+t ¥ @1 Jien 3ANR( 32{)ien VI n

bn+1 I 4, (V@i Jien( I 2i)ienVry . O



Lema 4.2. Neka su UVelg @ WV€ Lg - takvi da su zadovoljeni sledeci
uslovi .

(1) U ne sadrzi ¥xi, 3xi 2a svako ied;
(2) V ne sadrzi VYa; , 34; za svako 1€d
(3) W je dobijen permutacijom atoma u U.
Tada UV Itd WV.
Dokaz.
UV IFd (Y agy Yier (3Agidicarr V
bd (JAgi)icarr(Vaj)ierV
td (347 ieasr(Vap)ierV
+td wV. O
Lema 4.3. Akoc je Uld V onda
(1)‘ YagU dxg td+1vag V3zrg
(2) JAgUVzgItd+1 JAgVVzq .
Dokoz. Neka su ntl € w 1 <Wj . jen+1> sekvencija koji ispunjavaju sle-
dete wuslove .
(1) Vijen+1(#j € Lg) ;
(2) Wo=U aWn=V
(3) ¥ jen(WHd Hi+1).
Izaberimao proizvoljan jE€n. Ako je Wjtd Wj+1 pravilo (1) ili (2), onda je
Hadl 3Ed e A W e vaq Wyr1 S5 i
2 7+1 P , J d M d d Wi+l d
JA4W; VYo gtd+1 3AdWj+1 Y4 na osnovu leme 4.2. O
Lema 4.4. (Vai)ien (Ixi)ienltn (I4i)ien (VH; Jien .
Dokaz. Sprovodi se indukcijom po m€w\ 1. Za n=1 tmamo pravilo (2).
(Vajdien+t (Jzg ien+
bn+1 ¥ ap(Vay ien (I24)ien Jzn
lbntt ¥ ap (3 47) ten (Vi )ien Iz

lbn+1 Adn(¥a)) ien (I xi)ien Yo,



lFn+1 3An (3 4j) icn (Vzi)ien Yy

bnit (34;)ien+1{Va;)iensy O
Stav 4.1. Za svako U, V€ Ld vazr Ulkd V.,

Dokaz. Spfo*uodi se tndukcijom po d € w\ 1.
Ultd (Vags) ier U¥(3 2gq )ier

Itd (Yag, )icr (JA0iVzoi)iean» (A xoi)icr

bd (VYagi)ier ( VAol Jzoidied\r (T 201) icr

Itd ( Vagi)iced (3 xi)ica

td (Va;) iea (I zi)icd

Itd (A4) iea( ¥i)icd

Itd 3 Aa-1 (FAi)ic a1 ( Vai)ica-1¥xat

Itd 3 a1t V¥V xd-

td V. O

Definicija, 4.2. Neka su :

(1) <Ti: 1€d > sekvencija w-stabala za d € w\l ;

(2) <Bi : i€d > sekvencija skupova za koje wvazi Vied(BiC Ti(g))
2a q €Ew;

(3) f: 8T > 2.

Tada za svako n<q i WeZm , m £d , definitemo iskaz W(n, B) na slede-
¢t nalin

ﬁ
(1) W je prazan niz : Wn.B) je iskaz f(<z; :1€d>)=0 ;

(2) W je oblika 3FA;V : W(n_ﬁ) je iskaz 3 A(4iC B &«A; je n—gust
skup u stablu T «V(n, B))

(3) W je oblika Ya;V : W(nB) je iskaz VYa;(a;€ T (n)- V(nB))

(4) W je oblika 3z4V : W(n,B) je iskaz Jzi(xz; €sled(ai Ti)NBi &
V(n,};)) : R N

(6) W je oblika Vz,V : Win,B) je iskaz Vzi(z €4i->V(nB)). O

Definicija 4.3. Neka su :



(1) <T; : 1€d> sekvencija o -stabala za d € w\1l ;

(2) newe pew &« n<pa Weld
(3) U neglavnt ulirafilter naod w ;
(4) UelU & pn U=0.
Tada je ®(W, n. p, U) sledeci iskaz :
(5) V<Bj:i€d >V qeU(Vied(Bi CT;(q) &« (By je pgust skup u

stablu T;)->W(n,B)),
a VW, U) je slede¢i iskaz :

(6) ¥newd pew IV €U (n<p &pn U=0 & & (W. n, p. U)).0O

Lema 4.5. Neka su :
(1) f: ®T; -2 za dew\1l;
icd
() ¥ neglavni ultrafilter nad w ;
(3) Ve Lga We Ld .
Tada PV, 1) -»¥(W, U)

Dokaz. Dovoljno je dokazati Vid W - (¥(V, U ) - ¥(W, U)). Idemo Tedom
po pravilima (1)-(3).

1°  Pravila (1) su univerzalni logitki zakoni i zato ako V td W
reprezentuje pravilo iz grupe (1) onda Y(V, U ) - ¥(W, U ).

2° (a) V¥aj3zs Wtd VI AiVzi W.

Neka je nmew proizvoljan, a pew i UeU takvi da je n<pae Unp=0 & ¢(V
Vai;3z; W, n, p, U).Svakom elementu a;<€ T; (n) odgovara element z; € sled(
a;, T3 )NBi tako da se od njih moze nadiniti skup AiCHByj, pri temu je 44
n—gust skup u stablu Ty, tako da wvazi J A4 (AiC By &« A je n—gust skup u
stablu Ti & ¥V zi (x{ €44 —9W(‘n,§))). Zbog toga je ®(VIA; Ya; W, n, p. U)

Dakle, ¥V Ya; 3z W, U)> V(VIA; ¥V W, U) .
(b) VI A;V¥x; Whd VVa; Jag W.
Neka je new proizveljan, a pew 1 U takvi da je n<pa Unp=0 « d(V

JA; ¥z, W, n, p, U). Zbog toga 3to je Ay m—gust skup u stablu T; vazi ¥a
(a; €Ti (n) » Jzi(xi €sled(aq . T; )NB4 &W(n,B‘s)). Dakle, vazi® (V¥ a; Iz W, N,
p, U).Prema tome, ¥ (VIA;¥xiW, u) >V (V¥ aydzgW, U).

3° (Vay)ier(FA4)icd\rVid (FA3)icanr(Vaj)ier V.



Pretpostavimo da vazi ¥Y{((Yag)ier (F45)icars ¥, U).

Formulu V(n.B) oznatavamo sa O(<a;: ier>, i ied\r> . jer_se u to-

ku dokaza menjaju kolekcije <aj .ier > 1t <4i :1€d\r>, a n i B ostaju

nepromenjeni. Kada se kolekcija <aq - ier > zameni kolekcijom<ag' - iecr >
. pri temmu je Yier(ai*S ai). o kolekcija <44 :ied\r > zameni kolekcijom

<A{": i€d\r >, pri cemu jeV¥i ed\'r(Aq;‘Q 4;), u is{cazu@kaq;: ier >, <A(:
i€d\r>), onda O(<aj:ier>.<4i: t€d\r>) > 0(<a;i: ier>,<4i: t€d\r>).
Neka su F: o - w strogo rastutéa funkcija 1 G : w - U sirogo opadajuta
funkcija, tako da su ispunjent sledec¢i uslov: :

(1) Ykew Flk)=minCG(k) :

(2) Yecwd ((Va;)ier (T 44)icanr V, k, F(k),G(k)).
Neka je m proizvoljan prirodni broj v K=| §dTi (n)|. Formiramo sekvenciju
prirodnih brojeva <np: k € K+1> koja ispunjava sledete uslove .

(R) ¥ k eK(ng+1=F(ng)).

Dokazujemo da vazi ®((IJ4;)ica\r(¥a;)ierV, n, ng, G(ng)) Neka su {a};:
keK}= 8T, (n) i h: K- 8T . takvi do vazi :
€ T1E

(1) YkeK(ap Sh(k) & nivolh(k))=ng).

—>»
Izaberemo proizvoljan prirodni broj qeG{ng-1) i proizvelinu sekvenciju B

=<Bi: 1€d> za koju vaii :
(1) ¥ied(B;<T;(q)xB; je nig—gust skup u steblu Tji).

Silaznom tndukcijom po k€K+1 konstruise se sekvencija <<4ji: t€d\r >
. k €K+1> uz sledete uslove

(1) <4;p: t€d\T > =<Bj} :i€d\r > ;

(2) ¥ied\r ¥V ke K(Ajr C(Aip+1) ;

(3) ¥ied \r ¥ ke K+1 (Aig je np—gust skup w stablu T;)

(4) ¥ ke K8 (h(k),<Aip: t€d\r>).
Pretpostavimo da je sekvencija <<4;]: 1 €d\r>: kt+1 51l = K> ve¢ kons-—
truisana za k €K. Posto je Yied \r (Aik+1 je Mp+1 —gust skup u stablu
Ti) 1 ® ((Yai)ier(FA7)icaN+ V., ng, Nkp+1. Glng)) postoji sekvencija <44 :
i€d\r> takva da je :

(1) Vied \r (A;6S dik+1) ;

(2Y¥ied \r (A1 je np—gust skup u© stablu T;) ;



(1) 8 (h(k),<4jk: 1€d \7 >).

Na kraju ove konsitrukcije definisemo <4i: 1€d\r > =<4jp: 1€d\r >
pri Cetnu vazZi

(1) vied\r (4; je n—gust skup w stablu T;) :
(2) Yk €K 8 (ag,<4d; : i€d\r >).

Time je dokazano Y ((341)icar(Faz)ierV, U ). O

Stav 4.2  Neka su :
(1) 7 : %T,- -2 za dew\1;

() U neglavni ultrafilter nad .

Tada vazi jedna od sledete dve mogucnosti :

(1) ¥new 3A€UVmeEdI<B;: 1€d> (Vied (B,,;Q T; (m)x B; je n—
gust skup u stablu Tq;)acf'"glqu;=20§);
%

(2) 3ie ®T:¥ncw IA€ UV med3 <Bi : i€d>(Vied (BiC Ti[¢] (m)
x By je n—gust skup u stablu Tilt;]) & f’;EId Bi=1§1}).
Dokaz. 1° ¥ ({(344)icd (Vx4 )ica, U). Tada vazi alternativa (1) iz zaklju—
cka stava. 271V ((Ya;)ica (G x; Jied .\ U ).To znati @ Incw ¥ p>aYUEUN
F(w\p)IgeUI<BiCTi(Q) :1€d >(Vied (Bi je p-gust skup u stablu Ti)x
3 <a;: i€d>€_1;[qu; (n)¥ <z :ied >€_I;Idsled,(ai Ti)NB; (F(<zg i €d >)=1)).
1 t

Odatle proizlazi alternativa () iz zakljutka stava. O
Stav 4.8 Neka su :

(1) dEw\1lea lew\1

(2) <T;: i€d > sekvencija w —siabala ;

(3) f: ng-,; - {;

(4) U selektivni ultrafiller nad w .
Tada postoje g, <S;: 1€d > 1 k, koji zadovoljavaju sledece uslove :

(5) g €rast{w, w) xgwe U

() <S;: i€d > € strg (<Ty: t€d>) ;

(7) £ 85 ={k .



Dokaz. Sprovodimo za [=2.Slutaj =1 je trivijalan, a slutaj | > 2 sledi
indukcijorn 1z sluCaja 1=2. Za obe allernative 1z zakljutka stava 4.2. do-

kaz je isti, pa ¢emo pretpostaviti da vazi alternativa (1). Za svako ne€w
postoji Ap € U N T (w \(n+1)), tako da vazi ¥med,y,I<B; CTi(m) :1ed>(
Vied (B; je n+l-gust skup u stablu Ti)&f’;l;[fi =$01%). Mozemo prefposta—
vitt da je <Ay . n€w > monotono opadajuéa sekvencija elemenata iz U .
Po3to je U selektivan wultrafilter, postoji herast{ w, w ), takva da h'w €

YeV¥new (h{n+1) €4p(n))- Indukcijom po new konstruisemo sekvenciju <<S; (
n) :1€Ad> : n€w > koja zadovoljava sledete uslove :

(1) Vied (|S4(0)]=1) ;
(R) Vied V¥new (S; (n)CT; (h(n+1))) ;
(Y ¥icdV¥nEwV¥ s €S (n)Vt € nsled(s,T;)I're Si(n+1)(t<r) ;

(4) ¥new (f’;gdsq: (r)=$01).

Na kraju induktivne procedure definisemo <S;: ie€d >=<,E£§"; (n) :ied > 1
gerast{w @), tako da je ¥n€w (g(n)}=h(n+1)). 0O
Stav 4.4  Neka su :
(1) mewo\l s dew\Nla lew\1 ;
(R) <T;: i€d > sekvencija w —stabala ;
(3) f : str™(<T; : 1€d >) » 1 ;
(4) U selektivni ultrafiller nad w.
Tada postoje g, <Si:1€d > 1 k., koji zadovoljavaju sledece uslove :
(B5) gerast{w, w) agel |
(B) <Sq:i€d>€strg(<Ti: 1€d>) ;
(7) 5 str ™(<S;: 2€d >) =}k } .

Dokaz. Sprovodi se indukcijom po mew\1l. Za m=1 dobijamo stav 4.3.
Pretpostavimo da je stav istinit za m ¢ odatle dokazujemo njegovu 1isii—

nitost za m+1.Prvo ¢emo definisati iskaze & (t—,) %ATi £, g.m)i ¥ (n,

AT )
gre. 5. m)
1° (t"} «;%:T"' . F. g, m) je konjunkcija sledec¢ih iskaza :
- A
(8) te ®T;
ted

(9) d€w\l & ACweal|lA|l =0



(10) ¥ied (T, je w-stablo) :

(11) f: str™ (<UTy(n) :i€d>) > L za lew\ 1

nci

(12) g : strm(<<sled(3.gATi (n)) :s€mnsted(s;, L{_:ATi (m)>:1€d>) -1 ;
n k)

__)
(13) YRedom(g)(g(<<Rs : s€nsled(t; .U Ti(n))>: ied >)=f(<URs Uity
ned s € nsled(y; ,
d 1 ied >)).

U Ty (n))
n€Ad

2° ¢ (n, i?:ﬂ . f, m) je konjunkcija sledecih iskaza :
(14) A=f{as : i€w} ;
(15) Vicw(a; <ai+1) ;
(16) ¥ L€ 1L T3 (an) Ik 3 (8 (£ &Ts . 7. 9. m) & ran(o)={k} ).

fndukcijomn po n konstruile se sekvencija <<T,. : 1€d >4, neEw >, fak—
va da su zadovoljeni sledec¢i uslovi :

(17) ¥new (A, Cw &|dp|= w & dn+1C 4p)

(18) Vnew (n = {ani : i€0 }) ;

(19) ¥new Vicwlany < anpi+1 )

(R0) Vicw v 2i{ani = an+1i )

(1) viedVnew ((Ty, je w-—stablo) &(Ty, € Ty ))

(32) <UTy(m) :1ed >estr®(<T; : 1€d >)

meEdp
(23) ¥ncw (KU Tip+1(m) :ied > €sir® (KU Tin(m) . i€d >)) ;

medy 11 ™ Edy,

4an m
(24) vrew ¥(n, @Tin . Frstr (<U Tipn () : i€d >), m).
ted 7 edy,

Skup &k ={4 : 3 <<Tjp :1€d>, 4p: n€w>( & (j)&A=r’\€éﬂ)§je analitican u
17555 24 7
topoloskom prostoru[ w]“i zato postoji A€ U .takav de [4]°C A . Izaberi—

™Mo sekvenciju << T, : 1€d>A4p : new >, takve da su ispunjeni uslovi
(17)—(24) 1 da je A= NApSadae definisemo <Ri:i€d >=<L;nT»m (m):i€d >
1 funkciju h :}?dRi»Z. tako da vazi : e Anee
(25) V;Ei;@dRivk(h(? Y=k © 3g( & (Ki;edﬂ,;, Frstr <Ry ied>), g
m) eran(g)= {ki)).

Primenimo stav 4.3. na funkciju h , pri cemu dobiyjamo <S4:i€d> 1 k
za koje vazi :

oye



(26) <Si: ted> € str®(R;: 1ed>) ;

(R7) h" %S”‘ ={k{.

Iz ¢wmjenice da .
(28) <R; : 1ed > € str9(<T; :i1ed>)
sledi :
(29) <54 :1€d > € str®(KTqy : 1€d>) ;
a 1z (25) 1 (27) sledi :
(30) 7' str(<S; ried >)={k}.
Posto A€ U jasno je da postoji g : w- w, takav da je
(381) g"wel
(82) <S4 :1€d > € stry (<T; :ie€d>) .

Time je stav utvrden za m+1 , dakle i za svako mew\1l. O
Stav 4.5. Nekao su :

(1) f: oo\ 1 ;
(2) M, m, [, diC w\1
(3) m =M.
Tada postoji N sa sledec¢im osobinama :
(4) New &« M SN ;

(5) ¥ <T;: ied >V g(Vied ((T; je N—stablo)aV ke N ¥teT; (k)(nsl-
ed(t. TS F) ) & (g : strm (<Tj de€d>)»1) » JkelI<Sinied >
€ str¥ (<Tj: 1€d>)(g"str M (<S8 : ied >)=%k })).

Dokaz. Neka su f. M. m, | 1 d takvi da vazi (1), () 2

(6 YN=M3I<Ti:ied >3 g(Vied (T je N-stablo) « YkEN VY L€T;
(B)(|nsled(t, Ty )} < f(k))?& (g : strm(<Ty:ied>)> D aVkelV <
Sii€d > € str¥ (<T;: 1ed>)g"strm (<S4 :1€d>)*3k })).

(7) 3<T;: ied >3 QSV'E€d ((T; je w—stablo) & Vkew ¥V teTq (k)(
Insled(t, i) < fk)) & (g : strm (<Ti:i€d>)> 1) s ¥kelV < 54
ded > € str¥ (T @ i€ed >)g"'str M (<S; : 1€d>)=#{k })).

To protivreci stavu 4.4. 0O

Definneyya 4.4.  Neka su :
(1) d€w\1 ;

(2) T w —stablo ;
-
(3) t_:—: ng.
Tada je tip(t.T)={5 : § € T aVicd(ty<sihavicdVjed (t=tj© si=s;){0

Stav 4.6. Neka su ;.



(1) dew\la Lew\1 ;
(R) T w—stablo ;
-
3) te T,
ied
(4) £ : tip(£T) >1 ;
(5) U selektivni ultrafilter nad o .
Tada pestoje g, S, ; i k, koji zadovoljavaju sledete usiove :
(6) gerast(w,0 )& g @ €U; .
(7) S estrg (T)
(8) s€ ®S & Setip(£T) :
. ied
(9) ftip(8.S)=4kt .
Dokaz. Neka jek={4 : Ac®(d)eVicAVjeA (t; =1 )aVicAVjed (t; =t -
i €A )}. Pretpostavicemo bez gubitka na opstosti Ja, je k= $4;: 1€mi za
med+1l, pri temu Viem(i€44) Sada definisemo funkciju h @ & sled(t;.T)
> 1 koja zadovoljava sledec¢i uslov vem
(10) ¥ §’€_§ sled(t; . T) 3 tr %T (viem (s;=r;)e VAE AV i€dVj€h (ri=
. T€<m 2
-
75) & h{s)=f(7)).
Jasno je da postoje g* , <Sj: 1€M> 1 k., takvi da vast .
(11) g€rast{w,w) :
(18) <8, : i€m > €strgx (<sled(t; .T) : tem >) ;
(13) 2" @S: ={k}

Neka je <s; :i€m> €Ils (0). Progirimo sekvenciju <si @ i€m > do sekve-—
wem
necije <sj: 1EM> koja sadrzi sve elemente skupa T(nivo(sy .T)), a zatim

prosirimo sekvenciju <Si: 1€m > do sekvencije <S; 1 €M > € slrgs (<sled
(si.T) : 1 €M>), pri temu je M=| T(nivo(se T |. Na kraju definisemo :

(14) S=i gy(si’ upred(s;.T))

(158) <s; :i€d> je prodirenje sekvencije <sj: iEM> takvo da VA€
-k Vi€d ¥jeA(s; =sj).

Jasno je da vazi :

(16) " tip(<sj:i€d>.S)={k}
(17) <s;:1€d >  tip( £.T).



Poznati argument pokazuje da postojt g€rast (w, w), takav da je g'we

Stav 4.7. Neka je :
(1) §d,03C w\1
() jed ;
(3) T:)=<T,,;: 1€d> d-sekvencija prostih perfektnih stabala ;
(4) f : 8T ~» 1
(5) Vi €@ T: H(D)=F(Ma(1)).

Tada postoje S_>=<Si ci€d > 1 k, koji zadovoljovaju sledece wuslove :
(6) §je d—sekvencija prostih perfektnih stabala ;
(7) ¥ied (S; je na dole zatvoreno podstablo stabla T;) ;
(8) ¥§5 ¢ 1:t§<_:23nzf5',;(|'n,slet;i(s;j Sl =R = f( s—))=k:).

onaz. Bez gubitaka na opdtosti mozZemo pretpostaviti da je j=0.Postoje
t € @dTi 1 kel takvi da vazi :
E

(9) ¥new Im2n 3 <Bi: i€d >(Vied (Bi € Ti(m)e& Bi je n—gust
skup u stablu T;[¢;] «f"T By =ik ).
1

Neku je To={to;: jew} Indukcijom po n konstruiSemo sekvenciju <<8Sin :
ied >.sp.mp.Bpbp @ n€w > koja zadovoljava sledece uslove :

(10) ¥i€d(Sip =T [1] ) ;

(11) ¥i€d¥new (Sin+1Je na dole zatvoreno perfekino podstablo sta-

(12) ¥ied¥ncw (USin+1 (3)= USin (7))
: jzmy ismy
(13) ¥new (USwm+1 (j) sadrzi tacno jedan &vor sa dva meposredna

Mpd jE 0 +1
sledbenika sp+1) ;

(14) ¥ncw(sp+1 2toby, )
(15) sp =t :
(18) my =0 ;

(17) ¥new (mp, € © &« mp < Mp4+1) s



(18) B,=1j : toj ES g0} :
(19) ¥rew (B 1= 1 7 toj €Son+1in Bp\ibnl) ¢
(20) ¥new (b, =minBp)
(21)¥new ¥ 7 € 8Sines (lo=sp+1 ~ F(7 )=k).
U prvom koraku definilemo :
(R2) S4p = T;[ti] 2za svako i€d
(23) sp=tg :
(24) mp=0 ;
(25) Bo=1{j : toj €Sgp }
(28) by =manB; .

Pretpostavimo da je sekvencija <<Sin:@1i€d>sp Mmp .By.bn >definisanca.
Tada postoje mnp+1 © <4;: 1€d>, koji zadovoljavaju sledete uslove :

(27) mp < mp41;
(28) ¥i€d(4;C Sin(mp+1)) ;
(29) ¥ied ¥V a €4,y €Sy, (mp Hysz)

(30) Imew Iz €S ip(m)imn <m em<mp 1 & toby, S & & | nsled(x.Sip)|=
2 x dy€dolzsy)) ; :

(31) ¥i€d\1Y¥z €Sy (mp)Jycd Tz €4 (y=zax Sy v x<2) |
(32) /LA =1k L
Definisemo stabla :
*
(33) Son=1§5 : s€SypaItcdp(sStViLs)};
(34) ¥i€d\ 1 (Sin+1 =15 : s€SpmaItchi(sstViss)i) .

*
U stablu Son odaberemo element sn+1 2lpb, Kkoji se cepa na najvidem

nivow m<m p4l. @ zatim uklonimo cepanja na svim elementima US on(7)
Mp S8 Mpyq
\ §sp+1}. Na taj nacin dobijamo stablo Spp+1 . Na kraju definidemo :

(35) Bp+1=1J : toj € Son+1iNBp \{bn { ;

(36) b4 =minBni] .

Time je zavrsen induktivni korak Na kraju induktivne procedure definise—
mo



(37) <S8 : 1€d >=< 0 Sip 1 1€d > O

Definicija 4.5. Sa K(<T. £>) oznatuvamo slededi iskaz : 3 i€w (<T,

<> je izomorfan sa < {s : s€2°? s¥j€i(s(j)=0)3, €>). Sa <T, £ >€K oz—
nacaqvamo K(<T, £>). O

Definicyya 4.6. Za dc€w\ 1 sa KJ(<<T;.£1> : 1€d >) oznatavamo

sledeéi iskaz :¥1€d (K((H,é i>). Sa <<N, £i> :1€d > € Kg oznatavamo

Kq(<<Ti, 24> :ied >). O

Def't,nw%_)a, 4.7. Sa K (<<TIL,$1, > . 1€ >) oznatauamo slededi iskaz:
View (K(<T;, 2i>)) & 3 f: 0 » w (¥icw (|Ty (F(1))=1 & |T; (f(i)+1)|=2) & étmf(n)— o,
). Sa <<T;,S1> :i€w > € Kooznatavamo Ko (<<Tj, 21> : i€w >). O

Definicyya 4.8. Neka su :
(1) de(w+1) \1 ;
(2) <Ti:1€d > sekvencija w-stabala ;
(3) cC ®T,; .
ied
Skup C je kofinalan u @dT‘ ako ispunjava sledec¢i uslov :
(4) ¥ t€ 83 cecvicd (t;sc;). O

Definicyya 4.9. Neka su :

(1) T=<T, £ > w—stablo :
(2) t1€Tutp T ;
(3) SCT&0<|S| < w.
Tada je :
(4) A(ty.te,T) =sup(pred(t:.7)n pred{tz, 7)) ;
(5) A (S, T )=sup(n pred(s, 7)).

sES

Definicija 4.70. Neka su :
(1) de{w+1) \L ;
(2) < %i =<T;,21> : 1€d > sekvencija w—stabala ;

(3) <Si : 1€d > ;



(4) ¥ied (S;CT; &0<|S;|< w).
Tada je ;

(5) A(<S;: 1€d>< Ti: i€d >)=<A(Sy.T) 1€d > 0O
Definicija 4.7117. Neka su

(1) §dk i< o\l & nEw ;

() <T; : ied> €Ky ;

(3) C kofinalan skup u i@dTi

4) f: &Ti - 1.

icd
Tada sa ¥ (C.f.m) oznactavamo sledeéi iskaz .

(5) ¥<B;:ied >(Vied (BiCTi(n)e| Bi|=k) & A(<Bi: 1€d><T
ied >)eC » 3 <b;€B; : 1ed>(fl<by :i€d>)=0)).0

Stav 4.8. Neka su mew. d€w N1, <T;:i1€d>eKgi C kofinalan skup u
%T,-, Tada postoji p€w\ m takav da Vf. 1%’?,- 5 2(¥newd 2 (C.fn) - ¥neEw \

p3<AiCTi(n) :ied>(¥ied (4; je m—gust skup u stablu T,,-_)acfégldA'i, ={0})).

Dokaz Pretpostavimo da stav nije istinit za m,d.<Tq : 1ed> 1 €. To zna-
¢i da za svaki prirodan braj p2m postoji prirodan broj g(p) > p 1 posto-
ji funkcija fg(p) : ic?dT.; - R, pri temu vazi 32(C.fg(p) glpN{& ¥<A{CT; (glp)

) ; ied >(Vied (4 je m—gusti skup u stabiu T@)»f',gldAi = 30}). Defini—
i 4
semo skup A= {n  nEmV I kew\ 1n=gX(m))} i funkciju f : %T*‘ > 2
na slede¢i natin. Za nem+1l 1 ?e'gld Ti(n) vazi f(:?)=1 , a za €A\ (m
T

- - - — A
+1)i t €117 (n) vazi f(t )=fp (¢ ). Postoji te ®T:, takav da ¥ n €4 Im

e ANn3<B; CT;[ti] (m) : 1ed >(Vied (B; je m—gust skup u stablu T;[t:]
)&f'.gldﬂi ={1}). Iz toga sledi da postoje €, <B;:i€d > i n takvi da :
1

(1) ceCaVicd ((;5ci) ;
(2) ned \(m+1)&Vied(B; < Ty (n)e|Bj| =R) :
(3) A(<By :1€d><T;: 1€d >)=:;

(4) F/11 Bi=t1}.

Uslov (4) protivreci definiciji funkcije f. 0O
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Definieya 4.12.
4 B . . . o
12 a(® S5i.® Ti)je konjunkcija sledecth iskaza :
icw\m  1€w\m
() mew ;
(2) ACBCw«|Al= w ;
(3) Yicw \m(S; je no dole zatvoreno podstablo stabla Tj) :
(4) View\m(Vz GnUgi(n)Vy‘En[gi (ny(A (x.y.nlgi (n)y=AMz.y.5i)) :
(6) view \m(¥z €UTi(n)VyeUTi (n)(A (zy, UT; (n))=Nz.y.Ti)) .
n €8 n €l 7 &8
(8) < USi{n): 1€w\m>€ Ky
ned

(7) < [é’l;i(n) s i€w\m > € Ko,

2 ﬁ(ig\£1)=<si: iem\n > je konjunkcija sledeéih iskaza :
(8) imnlc wse m>n ;
(9) ACweld|= @ ;
(10) viem\n(S; je dvograno w—stablo)
(11) Viem \n 354 (|S;0)=1 & | S;(G+1)| =8) :
(12) ¥iem \n (| nsled(s;)|=R).

P (& T .f) je konjunkcija sledecih iskaza :
i€w\m 4 4
(13) «( & T3, Q@ Ti) ;
1€ \m

1€ \'m
(14) 1. & 13 -2 ;
1€w \m
_ . . A
(18) f 1(§1§) je kofinalan skup v @ Tj

1€ \m

£ s(n, ,®A. T; .f) je konjunkcijo sledec¢ih iskaza :
1€ \m
(16) ne AN\1 ;
A - A - .
(17) “(,;‘?;\f‘u%\g”') '

4
(18) ‘f:i%,\mT"" -2

(19) Yk €A\nV <Sj : jeo\m>(V¥jcw\m (S5 €Ty (k))e Vi e(m+n)\ m{S j
je n—gust skup u stablu Tj)a Vji€w\ (m+n){ I.S'j|:=1) —>f",(_1:'[\SJ'
JEwNm

#301%).
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5P a(g\ Ti,f) je konjunkcija sledecih iskaza :
TE® M

4 . 4 . .
(20) a(igo\g?‘ ’i?;\f‘) '

1) re& 1 -2
1EW \M

(22) v 8" si(a(g’ 518" 1;)» 358’ 5i(i(s)=1)).

1€ \m tEw\m IEw\Mm

&€ n(n & S«,;.,g:\ Ti. 9. f) je konjunkcija sledecih iskaza :
1 m

i€ \m

(R3) ne€ w\1 ;
(24) a( 8" 5;.8° 7

i€\ (mi4n) iew \ gn)-i-ns

(25) «( & 17, @ T3) ;

1€w\m

(26) Vi< (m+n)\m (S;je na dole zatvoreno podstablo stabla T;) ;

(®7) 3keB(vi e m(|S; ()| =1) & (& S;) e Siklasf T 5;(k)

je(min)\m  jeE{m+n) i€ w\m
=§{1d)

(28) f: &° T; -2
tew \m
(29) g: & Si >R

i€w \(m+n)

- e
(30) 3kedA¥ S el \(s,; (.;c) (g(F)=1o¥te M Silk) FlE~s)=1)) ;
1€ \Nm+n

i€ (m+n) \m -

(31) (&" S,;,?). O

i€w \{m+n
Lema 4.6. 7(&' T;. ) e 6(n.® T .H - 36" 539 n(n.8" 51,8 Ti.qf
AR AL S ieo\m Gt 9 MG o o m I

Dokaz. Bez gubitka na opstosti mozemo pretpostaviii da je m=0, 4= w 1
Vicw(Ty =5t : t €2°° & viej (¢(1)=0)}). Induktivro konstruisemo C i <Gj :
i€w \ n> koji zadovoljavaju sledece uslove .

(1) C je kofinalan podskup od t? Ti
1T
(2) view\n (G; je maksimalna grana stabla T;) ;
' - -+ 4 - 2
(3) Vkew ¥V ceCilc el T (k)- 3d €Tl G (k)(Fflc™d)=1)).
1€EN €W \n
Prema stavu 4.B. za n._? T, i C definisan je prirodni broj p2n.koji za—
T T
dovoljava uslov naveden w stavu 4.B. Za svako i € n definifemo stablo Ri=
§r : JkcolreTy(k)e Vick \p(r(G)=0))}1i skup H=4{S : (S je na dole za-
tvoreno podstablo stabla Ri)x (S je dvograno w—stablo)} .Definisemo skup
P={<Sijrien> :<S;: ien >l & &ﬁ(@; S;)eCt=§S4; :ien> 1l €L}
1LETN TEnN
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za neko L€ w . Pretpostavimo da vazi :

(4) VLeL‘v‘@S@(a(@S'fL ;)3 ®BR ( &R; @&)&VkEBV'rG

iEw\n i€w\n 1.€co n 1€w\n tEm\n iEw\n

1n R»,,(Ic)Els €Il Sy k(s M=0))).

icew\n

Tada vazi :

(5) 3 ®Sq,W€L(a(®S?, ®T1)&Vk€AV fe HSt(lc)HserI Sq,z(lc)(f(

1€w\n \n f,Ec.)
5 S
s "~ 1)=0))).
Medutim (5) protivreci 6('n,,.§; T, f) 1 stavu 4.8.
k2

Zbog toga wazi 1(4) odnosnc 3 '®A Sy g 'r)('nv,,'®'4 Si.® Tp,9 f£). 0O
) 1EQR k1=TA) TEW
A B B .|
Lema 4.7. (& T, -3nd18Sidgn(n.® Si.® Ti.g f-
1€w \m i€w \m few \m iew\m

Dokaz. (& Ti.7) » 7(8" Ti.f) « 3nd(n & Ti.f). Uzimajuci u obzir
TEw\m L€w \m T€w\m

lemu 4.6. zavrzen je dokaz. O
Stav 4.9. Neka su :

(1) <Tp : iew > €Ky

) f: &7~ 2.

1E€EQw
Tada vazi :
w\n-iuo(:ﬁ
(3) E|t€ ®T (F ®T [£:]=§0%) il
(4) ¥neo\118(n, @ Ti.f) i

(5) 3<S;:1€w > JA(View ((S; je na dole zatuoreno podstablo sta-
blia Ti)x(S4 je dvograno w—stablo)) e 4= {n :Jicw (|Si(n)|=1 &

| Sitn+1)|=2) s & Si=§1}).

Dokaz. Pretpostavimo da vazi 1(3)& 1(4) . Indukcijom po neEw konstru—
semo sekvenciju <<Sip : i€w >, fn ., 4n, Mp : NE€w > koja zadovoljava
sledec¢e uslove :

(6) <Sjp: 1€w >=<Tj : i€w > ;

(7) fo=f sho=0 am=0 ;

(8) ¥newn (mp41, ®\; snﬂ,g\"E Sin « fat+1. fn)
kSn k‘ﬂ .
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A
€ 6 , T . R
<9) Ynew (manE%\ Emfm In)

kgn

An . -
(10) ¥new \ 17(&\@“5”,, Jn)
n

(11) vpew ¥ i€Zmk\ TmkVicw\(n+1)(S;; =Sii+1).

kEzn+1 k=n

Induktivni korak se izvodi na osnovu lema 4.6. 1 4.7.Na kraju definiSemo
sekvenciju <S; : i€w > 1 skup A koji zadovoljavaju sledele uslove :

(12) ¥new Vi €Lmk\ Zmk (S; =Sin+1) :

EZn+1 k=n

(13) 4={n : Jicw (| Si(M)=1 &| S (n+1)=_)} .
Iz uslova (8) sledi f'@‘s;={1i. O
Stav 4.70. Neka su :

(1) <Tj: i€w >€ Ky

(R) lew\ 1 ;

(3) ¥ :igTi—el ;

(4) U selektivni ultrafilier nad o .
Tada postoje A4,<5; : 1€w> i k., koji zadovoljavaju sledete uslove !

(8) A€ ;

(6) « (8's:. 8 Ti) ;

(7) View (<g€SA1',(n). Li>a <Ty . S1>)

8) 5 8'si=tk}

Dokaz. Sledi iz stavova 4.9. 1 4.11. uz standardni argument za A< U .O

Definié’ija, 4.18. Sa L(<T, £ >) oznatavamo slede¢i iskaz : Jicw
vneovteT(n)(| nsled(t.T)| =maz(1,2 "7 )).Sa <T,£ > € L oznatavamo L (
<T,£>). 0O '

Definicija 4.74. Za d € w\l sa Ld(< <T;, £i> : 1€d>) oznadtava—
mo sledeéi iskaz : Vi€d(L (<L, 21> ). Sa <<T;,81> : i€d> € Lg o0z—
natavamo Lg(<<T; : i€d >). O

Definiciya 4.15. Sa Ly(<<Ti.£i>: icw >) oznatavamo sledeci iskaz:
View(L (<B ,$i>)e3f 0 » o (Vicw (|T; (FENI=1 &« |T; (f(1)+1)] >1) &Jﬁfn&f(n

Or



= ®).Sa <<Tj, Si> : icw> € Ly oznatavamo Ly (<<Tj,$4> : i€w>.
a

Stav 4.71. Neka su :
(1) <T; : 1€w > <€ Ly ;
(2) f :i%ﬂ > lalew N\l ;
(3) U selektivni ultrafiller nad w .
Tada postoje 4, <S4 : i€w > 1 k koji zadovoljovaju sledece uslove :
(4) Aeu ;
(5) ¥iew (S; je ma dole zatvoreno podstablo stabla T;) ;
(6) Yiew ¥ & €US; (n)Vy €US; (n) (Alzy . USi (n)= A (z4.51)) ;
(7) Vicw (<nU€§7; M), 21> «<Ty. 2 1>) ;
(8) 1 &'si=1k}.
Dokaz. Sledi iz stavova 4.10. ¢ 1.11. 0
Stav 4.12. Neka su :
(1) lew N1 ;
() <T; : icw > sekvencija w-stabala ;
(3) ¥ selektivni ultrafilter nad o .
(4) f ?i%Tﬂz - 1
Tada postoje g,.<S; : t€w > 1 k koji zadovoljavaju sledete uslove .
(5) g €rast{w, w) :
(6) g"w €U ;
(7) <Si : i€w >€ strg (<Ty : i€w >) ;
(8) ¥new Ymew ¥ ?Eilg n.S‘?; (m)3 E)€ilgw\nTi(g(m))(f(§"?)=k).
Dokaz. Za l=1 turdenje je oligledno.Sada temo pokazati kako se vrit re—

dukcija sa I+1 na I, za I 21.Za svako mcw\ 1 definilemo funkciju fim:

? T, -2, tako da za svako n€w i za svako & EI'I E (n) vazi :
"em

©) . (B= 35’€igm\gi(n)(f(?’\§)=l)
” L v3ell Tim)(E3)<d).
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Tada vazi sledeta alternativa :

(10) ¥mew\1FA € UNT (w \m)¥neA I<S{C T (n) : i€m >(Viem (Si
je m—gust skup u stablu Ti) & f'm gI S; =30} il

(11) 3IM€ @ \1TA€UNT (W \M) ¥REATIT;C Ti(n) €M >(ViEM (S4
je M—gust skup u stablu T;) &f”_g{Si#Oi ).
*

U slucaju do wvazi (10) stav se dokazuje bez redukcije, o w slutaju da
vazi (11) postoje A 1 <S4 : i1€w >, koji zadovoljavaju sledec¢e wuslove :

(12) A €U
(13)View(S; je ma dole zatvoreno podstablo stable Ti)
(14)View (S; je w —stablo) ;
(18) <£I€.:§:; (n) :i€w > € str@ (<Tf : 1€w >) |
(16) f;'g‘ Sicl O
Definicija 4.76. Neka su :
(1) T w-stablo ;
(2) new &im,liCwN\ 1 ;
@);iﬁﬂm'
Tada je :
(4) tipl(ar?:?")=§1;: JE?J&V?LELﬂmVjelr\m((xi=xjeyi=yj) alx; <
yi) §:

(5) tip<®(Z.T)=Utip*(Z.T) :
kewnl

(6) tip®(z.T)=4y Jig Tuviem¥ jem ((z;=2j oyi= ¥j) & (zi £ yi D}
O
Stav 4.713. Neka su :
(1) fmiic o\l ;
(2) T w-stablo ;
(3) a:_’€§m? :

) F: tip“(aT) > 1
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(5) U selektivni ultrafilter nad o .

Tada postoji <g, S, 5 k>, sekvencija koja zadovoljava sledece wuslove :
(6) gerast( w, ) ;
(7) 9" wet ;
(8) Sestrg(T) ;
(9) ¥ etip*®(@T) ;
(10) Bnew(J%;@nS) ;
(11) ¥new Imewy s €tip™y.5) n(Sm))" 31 e (Tlgm)))” " (fs~ H=k).

Dokaz. Za =1 tvrdenje je odigledno.Sada ¢emo pokazali kako se redukuje
sa +1 na | 21.Vazi slede¢a alternativa

(12) ¥mew N1 4€UnT (0w \m)¥n cAIDC TN)((D je m—gust skup u
stablu T) « ¥ y€D™n tip™,T) 3 2 €(T(n)) ™ (F(z~ 2)=1))

1l

- =
(13) IMew\(mUnivo(2,T))IA € U (M=vind ¢ ¥n €A1 3IDC T(n){((D je M-
> M M, - w\m -
gust skup w stablu T)eVyeDd n tip (2,T)3I ze€(T(n)) (fly

2)=1))).

U sluéaju da vazi (12) stav se dokazuje neposredno.U slusaju da vasi (
110832 lc:onstruiSemo sekvenciju <M,ASF.KBH> koja zadovoljava sledete us—

(14) M € o\ (mUnivo(z.T) :

(15) A € Us M=min 4 ;

(18) S je w—stablo

(17) S je na dole zatvoreno podstablo stabla T :

(18) US(n) estr®(T) ;

neHil4

(19) F : tip¥(2.T) n (US(R)) » 2 :
neMUA

(20) ¥neMUAYTE (S(n)) ntip’ (@ D(Fy)=03 7 € (T(n)) M@ 2)=1):

(21) Yn €41 3D Sn)((D je M— gust skup w stablu US(H)) & ¥y €D¥n
- j € MUA
tip"(z,T)(F(y)=0));
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(22) K=|S(M)| « S(M)=1{s;: i €K}

(23) B=1{B: BEK 'k <sgsy: 1€M >€ tip @)} ;
(24) H : %‘{‘”“’s [5;] > 28
R

(25) ’v‘neMV:T:’eiI;{KS [si] (H(z)=<0 : BB >) ;

(26) Yned V:'c"’eiI;[KS [si] (H(;)=<F(<xﬁ(.;): 1EM>) : € B>) .
Postoje C‘,<Ri T tEK> ¢ <ng: B € B > koji zadovoljavaju sledeée uslove

(27) CCAaCeU

(28) VieK (R; je w—stablo) ;

(29) VieK (R; jena dole zatvoreno podstablo stabla S [si]) ;

(30) <UR7;(j) €K >€st'r“’(<U.S'[s,,;] (}) €K >) :
1ec jEMUA

(31) H”%:Ri —f<ng: BEB>} ;

(32) 3p€ B (n=1).
Neka su e B 1 ;=<'r',; ;1€EK > takvi da vazi :
(33) ng=1;
(34) €1l R; (minC).
iek
Tada definisemo :

(35) R=UR; ;
1€k

(368) y=<r

ﬁ(t'): 1€EM>.

Funkcija f preslikava t'ip”(';UR(j)) «w {0
j S NUT

§5. Primena forcing—a uw dokazu HL

Stav 5.1. Vd € \1Yk €Cn\o ((ezpg-1(k))T > (¢ N$). O

Korolar 5.7. ¥d € o \1VkeCp\wV [ ((empd_l(lc))"')dak J<Kj C{exp d_1(lc))+ :

ied >(Vied(|Ki)=k)aVied Vjed Yz €Ky €K; (i<j ~z<y)| £ K4|=1).

Dokaz.Izaberimo proizvolino < d € w\1k elp\w, f: ({expd—1 (k))"’)d—»k >,
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Definisemo funkciju g [(e:rpd_l(k))+]d -k tako da zadovoljava sledeti
uslov :

(1) ¥ < A€ (efpd_l(k))+ ied >(vied ¥ie d(h< M) - g(§ M
tedl)=f( 1))
Postoji podskup K < (expd_l(k))+ koji zadovoljava uslov :

(2) <K, €>=~ <kT , €>z| g" [K]d|=1.

Na kraju obrazujemo sekvenciju <K; : 1€d > koja zadovoljava sledete us-
love :

() vied (KiCK «<K; . € >x<k,€>) ;
(4) ¥ied ¥jedVz eK¥y €K;(i<j »a<y) .
Iz toga sledi :
(5) |fILKil=1. O
icd

Definicija 5.7. Za beskonactni kardinal k uvodimo sledece pojmove :
(1) ‘v‘pc—:(zwﬁsupt(p):ia co € kapla)#03) ;

(2) <Pp.lp.<k>=<ip : pe(g“’)k&lsupt(p)l <wa Vo Esuptlp)v B €
supt(®@)(| p(a)=|p(B))}.<0 ‘a € k>, §<p.g> <p.g> EPg & Yo €k
(gla)Spla))i> ;

(3) ¥pePr( olp)=sup §|p(a)|: a €k {aZ(p)=|suptl@)| o)) ;

(4) VGV a € k(G je Pr—generik->r(a )=Up(a) & 1} Fe(a)= [ef?:(cx)).lj
PeC z

Lema 5.1. Neka su :

(1) new e mew e m=21+1 ;

(2) k& beskonaini kardiral ;

(3) ACPE &4 =m ;

(4) ¥aca(X (a)=n).
Tada vazi :

(5) 3ai1€4Taged(ar#agz & 1(arlag).
Dokaz. Svaki element iz P} reprezeniuje zatvorenu oblast 2 topoloskom
prostoru (2°)* sa topologijom Tihonova i proizvod merom u.Pri tome in-
kompatibilnim elementima iz Pyodgovaraju disjunkini skupovi topolodkog

prostora.Za svaki element acd je u{a)=2 ™ Zbog toga postoje bar dva ko—
mpatibilna elementa uw skupu A. O
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Lema 5.2 Neka su n i m prirodni brojevi , a k beskonatni kardinal.Ta-
da postoji prirodni broj M{n.m.,1)>m takav da YACPk 3B CA(]A|=M(n.m.1)a
Vacd(T{a)=n) »|B|=m &« ¥b,€BV¥bzcB (15,1 b3)).

Dokaz. Neka je mg=mazx(m,2™1). Prema konatnoj verziji Ramsey—ove teo—
reme postoji prirodan broj M>m, takav da vazi M—»(mo)g. Neka je A skup
za koji vazi AC Py &4l =M& Ya€A(Z(a)=n). Tada je A= §a;: 1€ M}. Definise—

mo funkciju f : [M]%B tako da za svake i€ M i jEM, 1 #j, vazi :
0 Ta;ley
(1) 7§15 D)= g
1 a; lag .
Postoji podskup Mo od M sa mgelemenata takav da je |f' [Mo]f|=§1} Na
osnovu leme 5.1. sledi da je f'[Mo]F ={0 3} Na kraju definisemo B={a; : i
eMpd. O
Lema 5.3 Neka su :
(1) new e« mew &« d € © \1 ;
(2) k beskonadéni kardinal.
Tada postoji prirodan broj M(nm.d)>m za koji vazi .

(3) YVACPRVAM(nmd)d > 4 I<M;CMnmd) @ i€d >V <zjeMjied
>Y <y €Mi i€d >(V a€A(T (@)=n) »Vied (|Mi|=m) &« 1 (f(Z)Lf(

).

Dokaz. Sprovedi se indukcijomn po d. Za d=1 dobijamo tvrdenje leme 5.2.
Neka su :

(4) N=m® n ;

(5) K=M(N.m.,1) ;

(6) mo=m ;

(7) ¥IeK(mi+1 =M(n,7ﬁz,d)) :

(8) ACP; za koje vazi ¥ acA(Z (a)=n) ;
(9) f:miti A

Indukcijom po I €K+1 formiramo sekvenciju <<Mgj: i€d > !l € K+1> uz
sledede wuslove

(10) Vi€d (Mjp=my) :
(1) viedvie K(M;; 1S Mqp)
(12)vied vi€ K+1(1My|==mp—1 ) ;

(13) Vi€ KV <xEMi1+1 1 €d DV <y EM4141 11 €d > (Fx7xI>) L {7
>)
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Definidemo sekvenciju <M;:i€d >=<M;: 1€d > , za koju vazi :

(14) ¥ied(M; Cmg & Mi|=m) ;

(15) YIEKY<meM; : 1€d >V<y My :ied >1(Hz X)L 57X ).
Definisemo skup B=3{bi:l€K} za koji vazi :

(16) VIieK¥<zeM;: ied >(b;S flz "xi>) « T(by)=ma- nabyPy).
Prema lemi 5.2. postoji skup MdCK sa m elemenata takav da su svi ele—
menti skupa $b] @ €Myt kompatibilni Prema tome, mozZemo definisatli M(n
m,d+1)=my. 0
Stav 8.2. Neka su ispunjenti sledec¢i uslovi :

(1) d € w\1;

(2) ACw a0€As|A|= @ ;

(3) vied (T; je w—stablo):

(4)¥ied (T; €2°°) ;
(5)ViedvteT;¥sCi(sel;) ;

(6)‘ <84i. 1€d >=<ﬂ:§i(n) cied >

(7) f . §d8i -~ 2.

Tada vazi sledeéa aliernativa :

(8) ¥newImewI<RiCSi(m) (i€d >m2n aVied (R je n—gust skup
u stablu S.,;)&f'_EIdRi=1) ili
2

(9) 3<sited> €®S; ¥newd mew I<RiCSisilm) ¢ ied >(mz2n &

vied(R; je m—gust skup u stablu S;[s;]) &f';gldRq’,=§1 b).

Dokaz. Neka uz wuslove (1)—(7) vaze 1 slede¢i uslovi :
(10) B=1U§2™"': n€A\1} ;
(11) k=(expi—1(w)t
(12) Pra=14p : p€(Pp)d & IncoVi cd(ps €(S; (O)US; )
(13) 1;c)d=<1k c1ed >
(14) ¥YpePra¥aePrqBskad o Vicd(p; S kas))
(15) ¥pePra(o@)=o(po)) :



(18) 1xg H" U je meglavni ultrafiller nad weB €U " ;

(17) ¥ <og€k : i€d >

gla)y=2 7] = N _
q qEPrd & ¥i€d (o Esupt(g))ag It {n : neB &f(<
ei(a)rn c1ed>)=1teU;

- -
> % kg lkdF§{n : neBe f(<S; )t n :i€d >)=03}eU;

(18) Vﬁg;aeﬂi): ied>(r(&)=<<E((g(a’));). @ (g({a)).(g(a)) i (a)> :

(19) 7 : w-B ;
(20) ¥new ¥ s€ S, (n)(|s|=j(n)).
Iz korolara 5.1. p%oizlazi :
(1) I<KiCk : 1e€d >3<<ki ksi> : 1€d >(vied (<K;,€>=<w, €>)

&h’,’EHdKf,; ={<<kik,s;> ied >).

Izdvojimo sekvenciju <K;: 1€d> i sekvenciju <<kik,s;> : 1€d >, tije
su egzistencije utvrdene u (21).
Neka su ln.N 1 M prirodni brojevi za koje vaZi :

(28) <sq :i€d > E,EHdS‘r,; ()

(23) I=n ;

(R4) N= |i€HdSi [si](n)]

(25) M=M(§£€i N.d).

Posto je ¥Yied (|Kil>M), prema lemi 5.3. postoji sekvencija <45 :ie€d >
za koju vazi :

(26) Vied (A;CK; &| 45| =N)

-

- —> =
(37) Yaclldi¥  €lld: 1 (g(a) L g(8))
Izaberemo element 5€Pkd, , kojt ispunjava uslove :
(28) ¥ geg" 11 A;(pSq)
ied
(29) $<pilos) 1i€d> dell Ai}=1 Sils](n).
U slu¢aju da je =0 vazi :
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(30) p IF fn : neBaf<8(a; )M n : ied >)=0} €,

aEll 4
i€d

a u slutaju da je >0 vazi

B1) ik  §n : neBaf(<ea)F n @ i€d >)=13€U.

a €1 44
ied

Neka su q€Pgg © mew elementi za koje vazi :
(32) g<p&0(q )2z jlm) ;
(33) mzn ;
(34) ¥ J%gdAi((I———O»EII-fKQi(a.; W jlm) cied >)=0) & (1>0 »q Ff(<
a. (e, )1 30m) - 'i€d >)=1)).

Na kraju formiramo sekvenciju <Rj: i€d >=<{qila) Mijlm) : a; € 44}
i€d > , koja za =0 ispunjava uslove :

(35) ¥ied (R;C Sj (m) &« (R; je m—gust skup w stablu S;i)) .
(36) r'1 Ri=1 :
a za >0 ispunjavae uslove :
(37) ¥ied (RiC S;[si] () « (Rjje n—gust skup u stablu Sji[s;] ) :
(38) f Jngi:glE-D

Korolar 8.2. Neka su :
(1) d € w\1 ;
() <T; :i€d> sekvencija ( w.< w)-stadbala ;
(3) f: ®T1 - 2 .
ied
Tada vazi slede¢a alternativa :

(4) ¥new Imewd<SiCTi(m) (icd >(mz2n «Wicd (Si je n—gust skup
u stablu T )&f’_l;i[dsr,;=1) ili
A

(5) d<t;:1€d>€ %T,;VREGJ Imewd <Si CTi[ti](m) : ied >(m 2n «

¥ied (Si je n—gust skup u stablu T [tf,;])&f’EdSi:{li) .



§ 6. HL 1+ Sacksov forcing

Def?',n'icija, 6.7. ¥ =<8.1,.5,> je delimitno uredenje koje zadovoljova
sledece uslove :

(1) S={s : sc2%a(s je neprazan zatvoren skup u topoloskom
prostoru 2%bez izolovanih tataka)l ;

[
(2) 1,=2
(8) VreSYyeS<r s,y © zCy).

Za svaki element s i1z S definisano je stablo 7 (s) koje zadovoljava slede—
¢e uslove

(4) T(s)=<T(s), C> ;
(5) T(s)=4t : te2"" a3z e s Inew(t=2" n)}.

Ako je M tranzitivni prebrojivi model za ZFC wu kojem je definisan ¥,
tada je T MY ime za Sacksov realni broj ako ispunjavae wuslov :

(8) lyltyoeEnl,
f—generik G nad M se naziva Sacksov generik, M[G ] se naziva Sacksov

generitki model za ZFC, a jedinstveni element s€nNG se naziva Sacksov
realni broj. 0O

Definveyya 6.2. Za nenulti kardinal k uredena trojke Pp=<Sk.ly, .
=y, > je delimitno uredenje koje zadovoljava sledece uslove :

(1) Sp=Sk ;

() lyy=<ly : a €K> ;

(3) YzeSgVyeSk<z 2 ,yca €K (z(a)C y(a))).
Za svaki element s iz Sk definisani su supt(s) i 7T(s) tako da vazi :

(4) supt(s)=fa : a €K & s(a)# 1y} ;

(58) 3_'(3): < T(s(la) :ax € K>.
Ako je M ilranzitivni prebrojivi model za ZFC wu kojem je definisan ¥k ,
tada je Oy M7k ime za k—sekvenciju Sacksovih realnih brojeve ako ispu—
njavae uslov :

(6) lplty. (Ox je funkcija sa domenom k)eVac K(ok(a)z%p z{a)).
ik —generik G nad M se naziva k—lateralni Sacksov generitki model za

ZFC , a <n :r(a) o € K > se nazive k-sekvencija Sacksovih realnih bro-
jeva. O  %€F



Definicija 6.3. Za neprebrojivi kardinal k sekvencija .‘J"{"=<Sk“’,1y§,
gb‘vg> je debhmitno uredenje koje zadovoljava sledeée uslove :

(1Y S¥=1is : s€Sk&|supt(s)| £ w} ;
(2) 13.,? =1b’k ;

(3) Syp=5y 0 (SE)°

Ako je M tranzitivni prebrojyivi model za ZFC w kojem je definisan f°,

]
tada je 0fe M € ime za k—-sekvenciju Sacksovih realnih brojeva ako
ispunjava uslov :

(4) 1#,?’ ”b’f;’ (0f je funkcija sa domenom k) & Vo € K ( U,c(a)=grx(cx)).
x
V’]g—-generik G nad M se naziva k—lateralni Sacksov generik sa prebrojivom

podrskom, M[C] se naziva k-lateralni Sacksov genericki model za ZFC
sa prebrojivom podrskom, a < rl_sx(cx) o € K> se naziva k—sekvencija Sa—
X

cksovih realnih brojeva. [
Stav 6.1. Sledeca dva tuvrdenja su ekvivalentna za ke( w+1) \1 .
(1) Za svaki k—lateralni Sacksov genericki model M[G] 1 za svaki

podskup B od w u M [G] posioji beskonacan podskup A od w u
M, lakav da je ili ACB ili AnB=0

(2) HLg.

Dokaz. HLpje ekvivalentan sa sledeéim tvrdenjima, u zavisnosti od toga
da li je kew ili k=w .

(3) kew : <o <w
VlEm\lVf:i%c2 »13<8;€2 " i€k >JACw Ik el (Vick (54
je na dole zatvoreno perfekino podstablo stabla 2°° ) % |4] =
waf' S =ik} ).
ick
(4) k= w: <o
A<Ti={t : te2 " e ¥jci (((7)=0)}: ickVico\1VS: %T,-_ -13<

SiCTi : i€k> JACw Ikl (¥i€k (S; je ma dole zatvoreno
perfektno podstablo stabla T; )x|A| =w&f’i§:81 =fk}).
1° (1) ~(2). Pretpostavimo da je f :_?;Ti > 2, pri cemu je Vigw (Ty=
1

ft - te2’ s viei (1(G)=0)}).
Oznatimo sa p element So, takav da je t?(p)-——<<T‘i,Q > : i1€w >. Neka je
Te MY ime za koje vazi

(5) lbawlkbasz*{n (< ou{a)rn tagEw>)=11%
Postoje ngamp 1 beskonaf:an podskup 4 odw u M,lakvi da vazi :

izl



(6) gy ACT
il
(7) qiby, ANT=0.

Pretpostavimo da vazi (8) i da s€ TN T(q(1))(n) za ned. Tada <qg(i) n[s] :
’ 1 Ew

i€w > Ik y nET, Sto znati da je f(3)=1. Pretpostavimo da vazi (7) i da
361:[5 T(q(i))(n) za n€A. Tada <q(i) N [s] : i€w >IF 7, €T $to znadi da je

AS)=0 . Dakle, @4 T(q()=1k}, pri cemu ke2.

hs K
22 (2)-(1). Neka je TEM'™® takav da je T¢ =B i neka je p €6 takav da
p”'y TG w Jzaberimo proizvoljan q € fw tako da je q = y, P-ZQ Svako TnEw 1
se l'I Ti (n) definisemo ¢3€ fw tako da su ispunjeni sledeci uslovi :

(8) ¢7 sv.q ;
(9) @ty neT th qF by nET ;
(10) <qg: %€ ®T > je fuziona sekvencija.

Sad definitemo funkciju [ : _?;T{, ~» 2, tako da za svako ncw E’E_]';I{'J T (n)
T £
vast
0  gglty ner
(11) f(&)=
1 2y ner .
Na osnovu (4) postoje <Si;C7T;: i€d >AC w1t k€2, takvi da vazi :
(12) ¥vicw (S je na dole zatuoreno perfektno podstablo stabla T;) ;
(13) |A|= w;
a
(14) 1 @Si={k}

Mozemo definisati r(q)=< ny qF(i) . i€w > Sy q pri Cemu :
's'el'[St(n) @

(15) T(Q)”V’m ACT

Wi
(18) 'r(qr)ll-},}‘J A NT=0.

Skup D={r(q) : ¢ €Sw «qS, p} je gust ispod p.
' &
Zalo postoje q €S 1 AC w koji ispunjavaju sledece uslove :

(17) r(q) €€ &|d|= w;
(18) »(g)iry, ACT 4li r(q)ll-yw AnT=0.

Iz toga sledi da je ACB ili AnB=0. O



Korolar 6.1. Neka su k€ (w+t1)\1, M[C] k-lateralni Sacksov genericki
model, U selektivni ultrafilter nad @ w M i B podskup od w u M [G]. Ta-
da postoji A€l takav da je ACB ili AnB=0.0

Stav 6.2. Neka su k€ (wt1)\1, M[G] k—lateralni Sacksov generitki
model 1 U selektivni ultrafilter nad «w v M.Tada je V=3{v : Juec U (ulv)}

selektivni wltrafilter nad w u M [G].
Dokaz. Odito je da je V filter. Neka je BC w.Tada postoji A€ U fakav da

je ACB ili AnB=0 Zbog toga ili BEV ili BEV. Time smo pokazali da jeV

ultrafilter Pretpostavimo da je k= w.Za svaki element p €Sw prt zadatoj

w —sekvenciji <Vn : ncw > € M [G] elemenata ultrafilteraV moguce je kon—

struisati fuzionu sekvenciju <p3 : § € @T;> koja ispunjava sledece uslo—
1EL

ve
(1) p3<p ;
() ¥new ¥ ge_gum (n)(ms by UnCVn) .
1' .
gde je <Uj, : ncw >€M w-sekvencije elemenaia ulirafiliera U . Fuzija
g=<n u pz(t) :i1€d > £ p ispunjave sledeci uslov :
NEwW E’fsl}'?‘i(n)

(8) ¥new(glty Unc Vn).

Posto je U selektivan ultrafilter nad w , postoji U€ U takav da VnEw (U
nC lUy).Zato vazi :

(4) ¥new(glty U\ nC V).
Time smo dokazali selektivnost wltrafiltera V. O
Stav 6.3. Neka je M [G]k—lateraini Sacksov generitki model sa prebroji-
vom podrskom i neka je BeM [G]podskup od w .Tada u M posioji besko—
natan podskup A od w takav da je A CB ili AnB=0,

s3]

Dokaz. Neka Te€ M™F zadovoljova uslove :

(1) 1yelhe TCw:

(2) Te =B.

Izaberimo proizvoljan element p €SY 1 konstruisemo sekvenciju <<pknk>:
k€w > koja zadovoljava uslove :

(3) Vkecw(pr eSkan cw) ;

(4) Vecw (Pr+1 £ 4@ Pk &Nk <Nk+1) ;

(5) |supt(Po)l=w & supt(pp) ={ hes: jewi;
(6) Vke€w (|suptpr+1) \supt (pg)|=e) ;

(7) Ykew ( suptlpp+1) \supt (Pg) = Ne+1j 1 F€@})



(8) Ykew Y ick+1Vj € w (Tlpk( Mj)ne)=T(Pk+1 (Aij)ng)
(9) Ykew ¥V i€k+1Y jek+1 (i+j€k+1 »> <T(p g+1(Nij))mk+1> = <T(pk
(AjDnk >)
(10) ¥kew ¥ ick+1¥icw (| T(pk (Ni5).(ng)|= ghl) )y
(11) Za svako kew, za svaku sekvenciju <s<ij)€T(pr (Aij)).(nk):

i€k+] & jew > , za svako T=<r(A) : A€ k>, pri temu jfe

r(A)= ? pp(M) A [s(ij)]i€k+1 & jew & A=A i
pp(N)

vazi riby2keT il ik yo kET
Neka su Usupt(pg)=§Aqi: 1€w> 1 q=<n pg(A) : A€k >. Tada postoji fu—
. kEw c k€w
nkcija f : @ T(q(A;)) » 2, za C={nk kew} takva da vazi :
(12) qltye T=§k : f(< O¢ (M) Mg @ i€w >)=14%.

Na osnovu HLw,postoje beskonatan skup AC w .beskonalan skup D=ing :
k< Al, perfektna na dole zatvorena podstabla Si stabala T(g( M) za sva-

ko i€w i prirodan broj l€2, takvi da je f i@: Si=41}. Zbog toga postoji
reSy r<yeq , takav da za 1=0 vazi :

(13) 7lkye 4NT=0,
a za l=1 vazi :

(14) Tlkye ACT . O

Korolar 6.2. Neka su M [C]k—lateraini Sacksov generitki model sa prebro—
jivom podrskom, U selektivni ultrafilter nad w u M i BEM [Glpodskup od
w Tada postoji A€ U takav da je ili ACB ii ANB=0. O

Stav 6.4. Neka su M [G]k—lateralni Sacksov generitki model sa prebro-
jivom podrskom i U selektivni ultrafilter nad w v M. Tada je V=% : 3Juce
U (uCv) } selektivni wltrafilter nad wu M[G]. O

Stav 6.5. Neka su M prebrojivi tranzitivni model za ZFC + CCH |, «
ordinal u M , a M[G] wa+z —lateralni Sacksov genericki model sa pre-
brojivom podrskom.Tada su u M [6lotuvani svi kardinali i 2= wa+z .

Dokaz. |Sj, ., | = wa+2 . Neka je <pg : BE we> sekvencija elemenaia iz
S@ 0 4p -FTEMA A-—sistem lemimoguce je izdvojiti podsekvenciju <gg: f € ws

> sekvencije <pg: BE wp 2. takvu da  {suptlgg) : BE we } formira A —si—
stem. Posto koren ovog /\ —sistema ima prebrojivu moc i posto perfekt—
nih podskupouva topoloskog prostera 2% ime wi u sekvenciji <qg: g€ wz >

ima ws kompatidbilnih elemenata, a time 1 w sekvenciji <Pgp: € wz > .

Dakle, delimitni poredak bocfjam je wp—c.c. , zbog Cega se odrzavaju svi
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kardinali 2 w, .Pretpostavimo da A =(w I)Mkolab'i'ra, uw M [¢].Tada postoje q
[]
€G 1 c,aEMbaw“*z takvi da vazi :
(1) qlrys, ,, "¢ Jje bijekcija sa & na A

Za svako plkbogaw, D £ ¢, moguce je konsitruisati sekvenciju <<pPr.nk.Ax>
. k€w > koja zadovoljava uslove (3)-(10) iz stavae 6.3. za K=@a+2
1 uslove :

(2) Ykew (AkC w &|Ak|< @)

(3) Za svako k€w ,za svaku sekvenciju <s(ij) € T(pk (A4))(nE) :
ick+lejcw > , za svako r=<r(A) : A€ wa+z > Pri temu je :

6§ pre(N) n[s(ig)] i€k+l & JEW & A =N
r(A)= g pE(N)

vazi 7ibyg ., ¢ (K)CAk

Neka je r=<kgwpk(}\) : AEwa+z >.Tada vazi :

(4) rikyg_ ., TON (gp)CngAk ;

(5) ribws . "¢ je bijekcija sa w na A"
Iz toga proizlazi :
(6) wy %gAk

sto je kontradikcija.Znati u M [C]su otuvani svi kardinali.Posto su svi
Sacksovi realni brojevi u sekvenciji <s(B)€ np(P) : pewa+2 > medusobno
rec

razliciti, znati da je @a+z £2°. Sa druge sirane.lepth imena za podskupo-

boga +2

ve od w u M imae (0% )% wa+e i zo to je R9S wa+ew M [6].0O

X +2

Korolar 6.3. Con(Z¥€ +2% = wa4e ), za svaki ordinal a. ZF€ je konzisie-

ntan sa

] W 2 (73] lrl

@ 2\ u L 9
Dokaz. Neka su M prebrojivi tranzitivni model za ZFC+V=L, U selektivni
ultrafilter nad © u M i M[C] v, —lateralni Sacksov genericki model sa
prebrojivern podrskom.Tada jeV={v : v CwaIuc U(us v) t selektivni ultra-
Filter nad » v M [G]sa o, generatora, a moci w,. Neka je f: R w > 2. Za
svako o €2° postoji k€2 © w €U, tako do je f'ia ixu={k$ To znati da
postoji skup AC 2%, |4|= wy, do postoji skup u €Ui da postoji prirodan
broj ke, takvi da je f'Axu={k}.0
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§ 7. Blassova teorema

Def’in’i,C’i,jCL 7.1. Za svaki pozitivan priredni broj n definisani su
skup [2°T= §X © X C 2°4|X|=n} i preslikavanje f:[2°]", koje svakom X<[2°]" pri-
druzuje stroge rastucu sekvenciju <z :1€n>€ (2°)" elemenata iz skupa
X s obzirom na leksikografsko wuredenje. Preslikavanje f indukuje topolo—
giju u skupu [2%]"ne bazi topologije prostora (2°)™ 0O

Stav 7.1. Neka su P perfektan podskup od 2%, n€w \1 i M mrsavi pod—

skup u topoloskom prostoru [P]™ . Tada postoji perfektan podskup Q od P
, takav do je [@]"n M=0.

Dokaz. Neka je <Fp : kew > monotono rastuca sekvencija zalvorenih mnig—
de gustih podskupova od [P]", takvih do je M=UFk. Indukcijom po k kon—

struisemo sekvenciju <P, .Tp.myp @ k€w> koja zadovoljova sledece uslove :
(1) Ykew (mpew)
(8) Vkew(mg < mki1) ;
(3) Ykew (P je perfektan podskup od 2° ) ;
(4) B, CP
(5) ¥kew(Pr+1 € Pr)
(6) vkew(Ty=14t : t €2°%& [t] 0 Pg #0}) ;
(7) Vhkew( <Tke mk > 2<T+1.MEk+1>)

(8) Ykew ¥ (t; €T(mg ) @ 1€ n>(Vit1<n(ty <z ti+1) = 1 (Pr 0 [EDN
Fk=0) i1€n
Na kraju definisemo Q:kQPk;. Jasno je da je @ perfektan podskup od P 1
7 W
da je M n[Q]"=0. O
Primedba. Posto se u tekstu koji sledi posmatraju samo ma dole zailvore—

na podstabla od 2°° sa beskonatnim granama, pojam grane se identifiku—
je sa wunijom njenih elemenata. O

Definicija 7.2. Neka je T ma dole zatvoreno podstablo stabla < 2°¢
C > sa beskonaonim granama. Tada je mogute definisa¥i funkcyju A (T)*
- wi-l)_l , koja zadovoljava uslov Yae(T) ¥ gec(T(Ala . B)=sup in : al n=
grnt). O

Definicija 7.3. Neka su :
(1) T prosto perfekino podstablo stabla 2@,

(2) new
(3) A={o,: i€n+laVien (a; <wsoyy)ic[ (D™,
Tada je model ¢(A.T) skupa A w stablu T definisan na sledeci nacin :
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(4) 0 za n=0 ;

(5) identitna permutacija ne skupu n za n=1;

(6) permutacija ¢ na skupu n za koju je ¥i€en ¥ien (i<f » A (
gy . Mgy +1)<A(Qgyy . Uggn+)) za n>1. O

Definiciyja 7.4. Neka je <T; : 1,€d >= T sekvencija prostih perfekinih

na dole zatvorenith podstabala siabla 2°? za 22d< w. Sa n oznalavamo
jednu od sekvencija <nj: 1€d > elemenata i1z skupa w\1l, za koju je
2 n =n. =< gy :1€d> je 7_{—sek:'uencija U 7_’) ako je za svako 1€d skup
i€d - = -

o; €[(T; ™. Model 2(0,T) n-sekvencije 0w T se odreduje ma sledeci madin.

Za svako 1€d definise se stablo Si={s : 3 t€Ti(s=s; " t) V sCsi}, pri
cemu s;€ 2%t & ¥i€i(si()=1) & ¥je(d-1)\i(s;(5)=0), a zatim se formi-
raju stablo S= U.S‘q, i skup A={x : a€R¥ & Jied 3B €0 la=s 5)§ Tada

je 8 (U T) a(4, S) Baza 7 —sekvencije O u T se oznatava sa baza (U T) i od-
reduje na sledeti natin. Ako je za svakotr€d prirodni broj ny=1, onda je

baza ((3’ T) =<0 : 1€d>. Pretpostavimo da 3i€d (ni>1) Neka, je m=maxz ik

YicdVaeo YBeo(a# B>alk=81k)}} .Tada je baza @ P=<aitm : ied
> , pri cemu Vied (aj€0;). O '

Definicyya 7.5. Neka su :
(1) d € w\1 ;

(2) 7?=<T,,; - ied> sekvencija prostih perfekinih stabala, talc'ua da
je ¥i€d (T, je ma dole zatvoreno podstablo stabla 25 ) .

(3) n <ny tied > sekve'nctga, elemenata iz w\1 , lakva da je

n=¥r 1 .

ied

(4) f funkcija sa T-sekvencija w T u skup k€w \1
(5) t e @ i Insled(tj T;)|=2 za jed
(6) o= <{cx~.z : l€m} :i€d > 1 —sekvencija u fl_“) takva da je ba—
za @)=t :
(7) ¢ permutacija skupa n—1, takva da je ¢ (5’,?):-
Tada je :

(8) ?—F—-—<§u : Jvensled(t; T;)IweT; ('u/\u“—-w)} p i€ fu c JweT;
(tj/\<0>/\u=w) SRR TN HwETj(tjA<1>Au=w)§.{u :3ve nsled(t;
T )3weT; ( u=w)} : i€d\G+1)> ;

(9) o—t=<ja: 3peqginew (a(R)=8(til+n+1))}:1€j, o I L€
Vnaﬂ(ﬁ(ltﬂgf Oa o (n)=F(|tj l+n+1))}, fx: 3B €0;¥new (B(I%)



=1 st (n)= B(| j [+n+ 1))} fa: I g eoivnew (& ()= B(| ti | +n+1))}
red\ (G+1)>

—

(10) —t=<| (T—D)il: i€d +1> ;

—>

(11) e-i=8(0—%, T0) ;

-3

(12) f~H0-D=F(F) . O

Definiciya 7.6. Neka su :
(1) dewNl;

(2) T--<T1 : 1€d> sekvencija prostih perfekinih stabala ta,k'va, da
je ¥ied(T; je na dole zatvoreno podstablo stabla 257 Y ;

(3) t € ®T¢, i |nsled(t; . Tj )|=2 za jed ;

(4) .S' <S; : 1€d+1> je sekvencija prostth perfekinih stabala, tak-
va da je ¥Yied (S; je na dole zatvoreno podstablo stabla (T—

%)

(5) ';E=<fn,,; -1e€d+1 > sekvencija elemenata iz w\1 , takva da je

n=y n -
i1ed+1
-

(6) G=<iau : len;} : icd +1> n-sekvencija u S ;
(7) 8 permutacija skupa n—1, takva da je 8 ((?5')):9.
Tada 7je :
(8) T-trS=< T\ sled” (£;,T; U §u : Jve nsled(t; ,T;)3w € Sy (u=1 wh:

iej T; \sled*(tj.Tj W iw :3ve Sj(u=% N o> v)V 3w ESjrilu=

t_, <157 ) },Tq’,\sted*(t,;T,,;)U{u; Jve nsled(t; Tp )IweSi+1(
u=v W)} ied \(G+1)> ;

(9) 3+?=<{a: Jpeaynen (at (| ti | +1)ensled(t; T of| 3 [+n+1)=
B} i€, jo:IBea¥nes (@t |45 | +1)=t;7<0> x & tj |+n+1)=
g(m))V Igec;, Vnew (@ (|tj | +1) =tj/\<1>&a(|tj |+n+1)=78 (n))
Lo : 3 €0y, ¥new (@t (| ti | +1) ensled(t; Ti)ea(|ti [+n+1)=
Bm)iied\ G+1)>;
5> 7 —

(10) A+t=<|(g+8);| :ied > :
(11) e+t_):g(5’+t_.) T—i+5). O

Stav 7.2.(Polarizaciona teorema). Neka su :

-



(1) {dk}C w\1;

(R) T <Tj : 1€d> sekvencija prostih perfekinih stabala, takva da
je ¥1€d(Ti je na dole zatvoreno podstablo stabla 2= )

(3) n-—<n,;' 1 €d > sekvencija elemenata iz w\1l , takvae da je

n=x nq
ied

(4) ¢ permutacija skupa n—1;

(5) f neprekidna funkcija sa skupa 'r_f—-selcvmc'ija, U 1'7 u skup k.

-
Tada postoje S=<S;: i€d > i I za koje vazi :

_)
(6) S=<S; : 1€d> je sekvencija prostih perfekinih stabala ;
(7) ¥ied(S; je na dole zatvoreno podstablo stabla T;) ;
(8) VE(( t?je n—-sekvencijo u S modela 2) » f(F)=1).

.S"p'rovodz se silaznom 'mdukcwom po d € w \1. -

d=n. Tada je ¥i€d(n;=1). Neka je € <§O[1,§ ied > n-sekvencija u T.
Zbog neprekidnosti funkcije f postoje mew it a € k , takvi da vazi f'.Qd[a'i
1

=$1} Za svako i€d definisemo stablo Si=Ti[ogtm] .

20 d<n. Bez gubitka na opstoesti, mozemo preipostavili da vazi :

Neka je To=

(9) VG YT e i?dTi(( Eje n—sekvencija u T modela 2) & baza (3._7")=

§)—»|nsled(so o) =2).
jEG.) { . Indukcijomm po n konstruilemo sekvenciju <<Sin

11€ed >,8p 'mn : neEw >, tako da dbudu zadovoljeni sledeér uslown :

(10) ¥4 ed(S,,;c,:T.,;) ;

(11) ¥ied Ynéw (Sin+1 je na dole 2atvoreno perfekino podstablo
stabla S ) ;

(12)vied Vnewggrfq'.nﬂ ('7)=1§Um&n(])) :

(13) ¥new (U S?T:Ib1+1(]) sadrzi taeno jedan Cvor smy1 sa dva nepo-
sredna _sl_edbenzlca) :

(14) $,=0 :

(15) ¥ncw(sn+1 2 toby) s

(16) my=0 ;

(17) ¥new (mp€w e mp < mp 1) 5



(18) Bp=w

(19) ¥ne€w (Bpt1=1J ! toj €Son+14 NB\ {bn i)
(20) ¥Ynew (bp =minBy) :

(21) ¥meow \ 1 Vf)e @dSm Vo_';’v‘o_';(o—'; je n—sekvencija u <Spm + t€d >
P

modela ¢ ) & (03 je hi—sekvencija % <Sym : 1€d > modela 2) &
baza(d; , <Sim @ 1€d >)= baza(0z, <Sim @ 1€d >)=1t & t0=5,

> f(G))= F( ).

§a) (<<.§‘,;0 . 1€d >.59.My.Boby> se definise na osnovu (10), (14), (18), (18
1 (20).

(b) <<Sip ri1€d > , spmp.Bp.bp> je definisano za pew .

(¢) Izaberemeo prirodasg bro;?pm pi element sp41 stabla Sop, tako da budu
zadovoljeni slede¢i uslovi :

(22) mp<m ;

(23) sp+1€ Spp(m) ;

(24) tob, = sp+1

(25) |nsled(sp+1 .Sgp)| =2 |

(28) Vied \1VieS;y (mﬁ)El'z.r,e.S‘?;;l.j (m)3v €Sy (m)(fSuetsveu#v).
Mozemo definisatt mp+1 =m+1.Neka je Jew\1 {akav da je :

(27) §% : GEILS plms up=sp+1}=iw : 15T}

Indukcijom po jEJ+1 konstruisemo sekvenciyu <<Sipj ried > ¢ jeEJHL>,
tako da budu zadovoljeni sledec¢i uslovi :

(R8) Sopo je stablo dobijero od stabla So uklanjanjem cepanja na
svum Cvorovima koji se cepaju iz skupa U Sep()\ {sp+1};
mp= FE My 41

(29) ¥ied \1(Syop =Sip)

(30) Vi ed Vj€J (Sipj+1 je na dole zatvoreno perfekine podstablo
stabla Sipj) .

(31) viedvjeJ(U Sqpj (m)=U Sipj+1 (m)).
mEmyy mimy

(ca) <Sipo : t€d > se definise na osnovu (28) 1 (29).
(cb) <Sipj ¢ t€d > je definisano za j€J. oo
(ce) Induktivnu pretpostavku primenimo na funkciju f—ﬁj.;.l sa (n—uj+1)

—sekvencija U <S4pj -i€d >—'u';'+1 u skup k i model °¢—djy1 .
Pri tome dobijamo sekwvenciju <R; : 1€d+1 > koja zadovoljava wuslove :



(32) Vz€d+1(R1 je na dole zatvoreno perfekino podstablo siabla
(<Sipj i1€d >Gt1)i) ;

(33) V01V02 ((olge (n—u?+1)—sek'uenczm u <Rij: 1€d+1 > modela %-
Wit 1) & x (Gyje (n—’ug+1 )—sek'ue‘n.czm u <Ri: 1€d+1 > modela %-
ug+1)->f—w+1(01) I- 'ua+1(02)

Sada mo%emo definisall :
(34) <Sip+1 1i€d >=<Sip : i€d >—Jj+1 +<Rj: ted+1 > ;.
(35) Bp+1 =47 : tojE€Sop+1§n Bp\ibpt
(36) bp+1 =minBp41 .

Time je zavriena konstrukcija sekvencz]e <<Sin : 1€d >sp,.Mp.Bpdn :

new >. Postoje sekvencija <Si*: ie€d> 1 funkcija g.koji zadovoljavaju
sledece wuslove :

(37) <S; " ied >=<nSip: i€d> ;
new

(38) g : ®S* -k ;
ted

N * -3 —> -+ -
(39) ¥ te %S,- (FIncoN\1(to=sn) > ¥ lck(g(t)=tl ©«30(( O je n—sekven-
e

. * . p * . g
cija u <Si : i1€d > modela ¢ ) & baza (0,<S; :1ied>)=t &

7(3)=0)) :
i -

(40). ¥ te 85 (9(t)=g( Tgo (1)),
Prema stavu 4.7. postoje §=<Si: ied> 1 I, koji zadovoljavaju sledete us-
ove (41) S je d—sekvencija prostih perfekinih stabala ;

(42) Vi€ d (S; je na dole zatvoreno podstablo stabla S;) ;

(43) ¥ :r-:i?dsi(msled(to,i‘"oﬂ =2 - g(B=D).
Time je zavrsen dokaz stava. O
Korolar 7.1. Neka su :

(1) §dkiCo\l ;

_)
(2) T=<T; : 1€d> sekvencija perfektnih stabala, takva da je
vied(T; je na dole zatvoreno podstablo siabla 29y

(3) n= <n4 : i1e€d > sekvencija elemenata iz w\1 , fakva da je
.n=In.

ied

= .. ng
(4) f neprekidna funkcija sa skupa n—sekvencija w T u skup k.

-y



_’
Tada postoji S=<S;: 1€d > za kojr vazi :
-
(5) S=<S;: 1€d > je sekvencija prostih perfektnih stabalx ;
(6) vi€d(S; je na dole zatvoreno podstablo stabla Tyi) ;

(7 1A LIS s T (g -1

Dokaz. Sledi meposredno 1z stava 1.4. i stave 7.2. O

Kovolar 7.2. Neka su :
(1) inkicw\1l ;
(2) T perfekino na dole zatvoreno podstablo stabla 257,
(3) f: [(T]™>k neprekidna funkcija.

Tada postoji S za koji vazi :
(4) S je perfekino na dole zatvoreno podstablo stabla T ;
(5) | £ (SN s (n-1). O

Stav 7.3. Svaki perfektan podskup skupa realnih brojeva obuhvata perfe—
ktan skup homeomorfan sa 2%, pri cemu homeomorfizam tuva poredak.

Dokaz: Neka je P perfektan podskup skupa Tealnih brojeva.Konsiruisemo
familiju Qs . s€ 2“’5 koja zadovoljava sledece uslove :

(1) ysea ” (@s je zatvoren interval pozitivne duzine = g7k
(2) ¥se2 “vte2 " (sCt > Qs <Qs) :
(sCt = inf(Qs)<inf(Q¢ ) xsup(Q¢)<sup(Qs)) ;

(4) ¥new ¥seRVteR" Vo € Qs YyeQt(s<legt - Z<¥) |

ntl

(3) ¥new ¥s€2"Vte

(5) Vs€2<m(QS NP je zatvoren interval u P neprazne unutradnjosti).

(@) Neka su a<z<b tacke u skupu P, takve da je b—a £1.Tada je Qo=
inf(P n(a.b)), sup(P n(a.b))].

(b) Neka je definisan skup {Qs : s€2"}.

(c) Izaberemo proizvoljan s€2™ i tacke a<a<b<e<y<d u skupu QsNP\ i
nf(Qs).sup(Qs) ). pri cemu je maz(b—a.d-c)s 25+ | Tade je Qs o»=[infl
Po(a.b)).sup(Pn(a.b))] i Qs as=linf(Pn(c,d)).sup(Pnic.d))] . Na taj nacin je
definisan skup {gs @ se2™.

Na kraju induktivne procedure definitemo perfektan skup @ 1 funkciju
g : 29=Q, koji zadovoljavaju uslove . '



(7) ¥ ze2%(g(x) €nF2:&ern ).

Jasno je da e Q@ perfektan podskup od P 1 da je g homeomorfizam izme-
du 2%1 @, koji duva poredak. O

Stav 7.4. Neka su ncw\1 1 MC[R]* mere nula. Tada postoji perfektan
podskup PC R za koji je[P]'Nn M=0. O

Stav 7.5. (Teorema Blassa). Neka su :
(1) {nkiCw\1;
(2) f: [R]™ > k Baireova ili merljiva funkcija.
Tada postoji perfektan podskup P od R, takav da je | f'[PT*| £ (n—1).

Dokaz. (a) f je Baireova funkcija. Neka je M mrsavi skup, takav da je
FMR]"\M neprekidna funkcija. Dakle prema stovw 7.3. i stavu 7.1. posto-
ji perfektan podskup P od R, takav da je fM[P]" neprekidna funkcija i
da je P homeomorfan sa 2% Iz korolara 7.2. sledi da postoji perfekian
podskup @ od P , takav da je | £'[Q]*| £ (n—-1).

() f je merljiva funkcija. Neka je M C[R]™ skup mere nula, takav da
Vick(f L (41D n ([R1™\ M) je G6 skup w [R]™\ M). Prema stavu 7.4. i
stavu 7.3. postoji perfektan podskup P od R, homeomorfan sa 2% takav
da je[P]™ nM=0. Argumentujuéi dalje kao pod (a), nalazimo da postoji

perfektan podskup Q od P, takav da je | f/[Q]*| s (n—1). O

§8. HL i familije F=3fn: N€w i funkcya
sa [0,7]%w [0,1] za d € (w+71) \ 1

Stav 8.1.Neka je §fn : newl familija merljivih funkcija sa [0,1]du [0,1]
za d€ (w+1)\1. Tada za svako £>0 postoji zatvoreni skup A C [0,1]d .

takav da je mera skupa 4 21— & 1 da je za svako n€w funkcija fptg

neprekidna.

Dokaz. Izaberemo &>0. Za svako new posioji zalvorent skup 4pn, &yja je
mera 2 1-&/2™!, tako da je funkcija fp!Anmneprekidna. Tada skup
A=anAn zadoveljave tvrdenje stava. O

Stav 8.2. Neka je X kompakian metricki prostor sa Borelovom merom A,
koja ispunjava sledetéa dva wuslova : :

(1) Za svaku nepraznu oblast G je A(G)>0 ;
() X (z)=1.
Oznatimo sa v proizvod meru na [ 0,1]x X.Tada za svaki skup M C[0,1]x

X sa v(M)>0 i za svako &>0 postoji perfektan skup P C[0,1] i merljivi
skup NCX sa ANN) 2 AM) -, tako da je PXNC M. O



Korolar 8.1. Neka su :

1) de(w+)\w ;

2) u proizved mera na [0.1] d ;

(
(
(3) W zatvoreni podskup od [0, 1]% .
(4

) u(#)>0.

Tada postoji sekvencija <Pji: 1€d > perfektnih podskupova od [0,1], tak—
va do jeiﬂd PiCW.
=

Dokaz. Sprovodimmo za d= w . Indukcijom konstruisemo sekvenciju <Pj :
i€w> perfekinih podskupova od [0,1] 41 sekvenciju <W;: i1€w>, tako da su
zadovoljeni sledeti uslovi :

(5) Wo=W

(6) view (%[ 0,11\ & Wi je zatvoren skup & u(#;)>0 ;

(7) Vicw(Pix W1 < Wi).
Indukiivni korak omogucava stav B.2. Ostalo je da se dokaze da EQP,,;CW.
Neka je EEP&Pi i §Wn : new} familije tedake, takve da Vnew (Wp € Wp).

Tada miz {;En’l‘n/\ I?n . new { tataka iz W konvergira prema tacki P, koja
zbog zatvorenosti skupa W, pripada tom skupu. O

Stav 8.83. Neka su X kompaktan metricki prostor i {fn : new t familija
neprekidnih funkcija sa X u [0,1] koja je monotona na ceiom X. Tada
je funkcija g(x)= ltmfn () definisana za svako x€X 1 ima osobinu Bairea.

Dokaz., Pretpostavimo da je $fn : new } monotono rastuca familija nepre—
kidnih funkcija sa X u [0,1] . Jasno je da je za swvako x€X definisana .
vrednost Limfy, (x) = g(x). Neka su a 1 b racionalni brojevi iz intervala

[0,1] . takvi da je a<b i neka je I=(a.b] poluotvoren interval. Tada je

g l(I) A fm(f)

W TEO\N

(a) z€g j(I Tada je g(x)€ I i postoji new takav da fn(zx)€ I, S'to znatl da
za svako m 2n fm(x)EL Dakle, x € 0 fi{l) i zato €U 0 fm ().

T\ new mEm\n
@) €U 0 fm ). Tada postoji new takav da ze€ N fm (I),0dnosno za
new mEw\R MES\N

svako mz2n fm(z)el. Zbog toga glx)e I ili z<gt(l).

Time smo dokazali da je §'(I) Borelov skup.Posto je svaki otvoreni inter—
val sa racionainim brojevima unija prebrojivo mnogo poluotvorenih inter—
vala sa racionalnim krajevima, sledi da je preslika ofvorenog intervala
sa racionalnim krajevima po funkciji g Borelov skup. Time smo dokazali
da funkcija g ima osobinu Bairea. 0O



Stav 8.4. Neka je X kompaktan meiricki prostor i meka f:X - [0,1] Bai-
reova funkcija . Tada postoji mrsavi podskup M od X, takav da je fI X\

M neprekidna funkcija.
Dokaz. Neka je B=3iBj : i€w } skup svih otvorenih intervala sa racional-

nim brojevima u [?1] . Tada za svako i€w postoji otvoren skup 4; u X,
takav da je 4] A f (Bi) mriav skup u X. Definisemo M——Eéf(Ai) Af_1(Bi)),D

1)
Stav 8.5. Neka je X kompaktan metricki prostor i neka je ifp : new}fa-—
milija neprekidnih funkcija sa X v [0.1] koja konvergira prema funkci-
ji f. Ako je familija $fp : n€wl monoctona i funkcija f neprekidna, onda
je konvergencija uniformmna. O
Stav 8.6. Neka su :
(1) de(wt+1)N\1 ;

(2) <P;: i€d> sekvencija perfekitnih podskupova topoloskog prosio-
ra 2%

(3) M mriavi podskup od 1Py
1

Tada postoji sekvencija <& :i€d> perfekinih podskupova topoloskog prosto-
ra 2¥koja ispunjava uslove

(4) ¥ied (@ < P;)
(5) iI;[d Q;nM=0.

Dokaz. Sprovodirmo za d= « . Neka je <Fp . n€w > monotono rastuca se—
kvencija nigde gustih zatvorenih podskupova od Il ‘f:,% takva da je MiEUFn
1 )

i neka je Vicw (Ty={t : t€2 " aVjci(t(j)#1)}). Za svako new 1 za sva—
ko s€Tn definisemo Qns tako da budu zadovoljeni sledeci uslovi

(6) ¥new(Qno € Pn )
(7) ¥new ¥se Tn(Qns je zatvorena oblast w skupu Pp) ;
(8) Vgei?;Ti(,;gﬁ,QiSi je zatvorena oblast w skupu ilng:,;) :
(9) ¥new ¥se T VEeT, (sCt > Qnt C @ns )
(10) ¥newkecwVseTn (k) ¥teTy, (k) (s#t > Qns N Qnt =0) ;
(11) VkEmVE’Englan (lc)(wgm Qnsy, N Fr=0).
Na kraju definitemo :

(12) <@; :icw>=<n U Qis: i€w >
RE@ g eT; (n)

tako da zadovoljova wuslov (5). O

Stav 8.7. Neka su :



(1)- de(w+1)\1

(R) <P;j: 1€d> sekvencija perfekinih podskupove od K%
(3) F={fn : new} familija neprekidnih funkcija. sa iIgdP?; % [0,1] ;
(4) f nmeprekidna funkcija sa 1:Igde,; u [0,1] .

Tada postoje beskonatan podskup A od w ., sekvencija <@ :i1€d> perfeki—

nih podskupova od 2° tako da je ¥ied(QiCP;) 7 Rei<,=>}koji zadovo—
ljavaju uslov

(8) ¥ne<AY g €Il Q; (fale)RS(q)).
Dokaz. Sprovodimo za d=w. Neka je View (Ty=1§t : t€2 “a¥j€i(t(y) = 1)}

Za svako nEw i za svako s€Ty definisemo Qns. tako da su zadovoljeni
uslovi (6) — (10) iz stava 8.6. i uslov :

(11) Vkewvgigwi‘n(k) IRef<=>}¥ gell Qnsp (Fx (@R f(a)).

Sad definisemo funkciju h : @T.; -+ 3 na slede¢i natin. Za svako k€w 1 za
TER
svako §’€_£I T; (k) vazi :
1EL

) 0 Vel Qs;(fi(@)<flg))
h(s)=< 1 Vo< 1l Qis;(fi(@)=1(g))
2 Vaell Qis;(fr(@)>£(a))-

Tada postoje sekvencija <Sj: i€w > perfekinih stabala, fako da je Vicw (S;
je na dole zatvoreno podstablo stabla T;), beskonatan podskup A od w i

prirodan broj l€3, pri temu wva%i h"_g"‘S',;:il }. Na kraju definisemo :
T

(12) <@; : icw >=<n U Qns : t€w>. 0
ned seS;(n)
Stav 8.8. Neka su :
(1) de(w+1)\1 ;
(2) <P;: i€d> sekvencija perfekinih podskupova od 2%;
(3) F=ify : ncw} familija neprekidnih funkcija sa _IldP,,; u [0,1] ;
T

Tada postoje sekvencija <@ : i €d > perfektnih podskupova od 2% 4 besko-
natan podskup A od w, tako da vaZi :

(4) Vied(Q; CP;) ;

(5) Fy={fnt €I£Q,,; : ned} je monotona uniformno konvergentna fa—

milija neprekidnih funkcija.



Dokaz. Sprovodimo za d=w. Neka je Yiew (Ty=§t - te3 ¥ied (i) # 1) 1)
Konstruidemo sekvenciju <<<Qis : s€T;(n)> : 1€w >, 4y, o, @ nEw >
koja zadovoljave uslove (8) — (10) iz stava 8.6. 1 sledete uslove :

(11) ¥new{dn € @ & |Apl=w) ;

(12) ¥new (Ap+1 € Ap)

(13) Ynew (ap=mindn) ;

(14) ap=0 ;

(15) ¥new (ap, < ap+1)

(16) ¥new¥S €L T; (n) IR €4 <=>}Vkein \ {aniV g€l Qis;(fap, (R
Fk (9)).

Induktivna procedura se realiyuje uz pomo¢ stava 8.7. Zatvm definisemo
funkciju h : & Ty >3 , tako da je za svako k€w i za svako §)€~£I(.,Ti (n) :
(A 1

. 0 qu-ile]m Qisi(fan(Q)<fa/n+1 (a))
hs)=< 1 Veell Qis;(fan(@D=fan., ()
2 Vel Qis;(Fan(9)>fap.; (@)

Postoje sekvencija <Si: 1€w > perfekinih stabala, tako da je View (S
je na dole zatvoreno podstablo stabla T;), beskonatan podskup B od @ 1

prirodan- broj 1€3, pri cemu vazi k" ®53;={1} Na osnovu toga mozemo
tew
definisatr :
*

17) <@; : 2€w >=<n_U s . TEw>

(17) <@ : 1€w i2s Loy RQis @ 1€w

(18) A={ay, : neB}.

*

Familyja {fn! HQ@ : n€A} je monotona familija neprekidnih funkcija. Pre—

ma stavu 8.3. funkcija f—h,m fn ima osobinu ch"ea Prema siavu 8.4. 1

stavu 8.8. postoje perfekini podskupovi @; od Q-:, , za svako t€w , takvi
da je f I“{IE'I Qi meprekidna funkcija. Prema stavu 8.5. familija Fy=1{ fp, I":IF:I(‘J
L)

Qi : n€A } konvergira uniformno prema funkciji fT ilngi. O
Stav 8.9. Neka su :
(1) de(w+1)\1 ;
(2) F={fn : ncw}l familija Baireovih ili familija merljivih funkcije

d
sa [0,1]%2 D.1]. _
Tada postoje sekvencija <P;: i€d> perfektnih podskupova od [0,1] 1 bes-



konatan podskup 4 od w, takvi da familija Fy=3fp!tll Pj: ne

tono i uniformno konvergira. ied

Dokaz. (o) F je familija Baireovih funkcya. Tada postoji sekvencya <4;
ied> perfektnih podskupova od [0,1], homeomorfnih sa 2%, tako da je
F= {aniI;_qui . mew } familija neprekidnih funkcija. Dalje se primeni stav

8.8.

(b) F je familija merljivih funkcija. Prema stavu 8.1. i korelaru B.1. po-
stoji sekvencija <Q; : i€d> perfekinih podskupova od [0.1]., homeomnorf—

nih sa 2% tako da je FE ifnPiIEIin . new } familija neprekidnih funkcija.
Zatim se primeni stav 8.8. [
Stav 8.9. Neka su :

(i) de(wtl)\1

(2) F=ifn : newl familija neprekidnih funkcija sa [O,l]du [0.1]..

Tada postoje perfektan podskup P od [0,1] i beskonatan podskup 4 od
tako da familija F,=ifn" P%: ne€dl konvergira.
Dokaz. Prvo izaberemo perfekian podskup @ od [0.1] homeomorfan sa 2%
Tada se familija {fn! Q%: mnew} moze posmatrati kac familijo neprekidn-
ih funkcija sa (2°)% wu [0.1] . Neka je {0j : jed®} skup svih funkcija
sa d u d. Za svako n€w i za sveko j€d® oznacitemo sa fnj funkciju
sa (2°)¢ u [0,1] za koju vazi :

(3) ¥Ze (%) (fnj @)=fn(<zg; : $€d >)).

Tako je za svako j€d® definisana familija Fj ={fnj @ n€w .} neprekidnih
funkcija sa (2°)* u [0,1]. Sada induktivno konstruisemo sekvenciju <@n,
Ap ned?® > koja ispunjova sledece uslove :

(4) Yked?® (Qr je perfektan podskup od 2
(5) ¥k+1 €d? (Qk+1 € Q& )

(8) Vked® (ApCwaldg|= w) :

(7) Yk+1ed?® Ak € Ak )

(8) Yked®(ifmk: mEAL} je familija neprekidnih i uniformno ko—
nvergentnih funkcija na skupu §g€(Qx)? « (¢ je strogo mono—
tone rTastuta s obzirom na leksikografski poredok d-sekvenci—

ja) ).

Pretpostavimo da je sekvencija <<Qf Ak > : k<n ed?> ve¢ formirana. In—
duktivno konstruisemo sekvenciju <@Qum . Anm . m @ MEw> kojo ispunja-—
va sledece wuslove :

(9) Qno & @n—1 Qoo € 2%) ;

(10) ¥mee (@nm +1 € @nm )

Fo. e



(11) ¥mew (Qnyn  je perfektan skup u 2° )

(12) Vmew(<T(Qnm+1 Yhmgr> S<T(Qnm).bm>)
(13) ¥mew ¥ (T(Qrm YIm))? ((g je strogoe monotono rastuca s ob—

zirom na leksikografski poredak d-sekvencija) - (§ Fin 1 7 €4pm}
monotona uniformno konvergira na skupu‘EHd(Qnm N [g: 1))
T

(14) AnoC Ap_1 (Ago € @ ) ;

(15) ¥mEw (ApmS © & | Apml = ©)
(16) Ymew (Anma SAnm )

(17) Ymew (min dpm < min Apme, ) ;
(18) ¥Ymew (Im€ w & Ly <bpaq) ;

(19) | T(@no )(io)| 2 4.

Indukcija se realizuje pomocu stava 8.8. Zatim definisemo <@n .An >=<m‘(___\“J

Qnm . IMin dpm : mewi>. Na taj natin je formirana sekvencija <<Q .Ap>

.k 2n> Na kraju definidemo P=n Qpn i A=N4y . 0O
nedd nedd

Primer. Neka je F={fn : n€w} familija neprekidnih funkcijo sa [0,1]° w
[0,1] . pri cemu wvazi :
(1) ¥new ¥Z2€[0,11° (fin (Z)=m).

Izaberimo proizvoljun perfektan skup P C [0.1] 4 proizvoljan beskonacan
Skup AC w. Neka je :

(2) A=BUC :
(3) BnC=0 ;
(4) |Bl=|Cl=w ;
(5) rz€PeycPax#y
(6) 2=<2zp : n€w > ;
(7) ¥ne€B(zn =2) &« ¥n€Clzn=y).
Tada familija Fi={fn: n€d} ne konwvergira nuo 2.
Ovaj primer pokazuje da stav B.9. ne vazi za d= «. [
39. HL 4 particionisanje n's k
Definicija 9.7. Neka je & (z) iskaz teorije skupova sa. ili bez parame-

tara, medu &ijim slobodnim varijablama je z. Tada sa ¥ zeX®(z) oznaca—
vamo formulu 3IY(YCX &|X\7Y| < w & Vyerva(y)).O



Stav 9.1. Pretpostavimo da je :

(1) dew\1
(2) 17_‘}:<T1; r1€d > d-sekvencije (w ,<w )-stabala ;

(3) @ (¥=<x; :i€d>) formira teorije skupova , takva je $z; cied }
skup njenih slobodnih varijabli ;

(4) ¥yp €Ty oV yg € Ta-1 () istinito wvek kada je §y; :i€d }=
$xq ricd} .

Tada posteji §:<S'i, > 1ed > za koji vazi :

(5) § e stro(P)

(6) Vapo€Ss. . . ¥xg_, € Sq_, (D).
Dokaz. Sprovodi se indukcijom po d. Za d=1 turdenje je otigledno. Pre—
tpostavimo da je stav istinit za d, a odatle cemo dokazati njegovu isti—
nitost za d+1. Induktivno konstruisemo sekvenciju <<Rjj:ie€d+1> :jed
+1> tfako da vazi :

(7) <Rjp :i€d+1> €str®(<Ty: i€d+1>) ;

(8) Vjed(<Ryjr1:icd+1>€Estr®(<Ryjried+15)) ;

(9) ¥j €d+LVa:o €Roj . . . V&€ Rjyj¥zj 1€ Rjyy . . NxdeRy; Va:j
ERj;® (Z).

Na kraju ove indukttvne procedure definisemo <R; :i€d+1>=<Rig:t€d+1>.
Pri tome je :

(10) Vied+lV¥ao€Ry . . . Vo€ RjjV¥2j € Rjyj . . .Yag€Rq Va:j

(11) <Ry :i€d+1> €str® (T) .

Zatim induktivnom procedurom definifemo sekvenciju <<Si(n) :i€d+1>:
new > tako da vazi :

(12) ¥Ynew ¥Zc 1 (U ;s;i (7)) & (Z) ;

ied+l jen

(13) <U Sy(n) :i€d+1>€str®(<R; : i€d+1>).
new
Na kraju definizemo <S; :i€d+1> = <I{_ S;(n) 1 ied+1> tako da su za—
ncw

dovoljent uslovi (8) 1 (6). O
Lema 9.7. Pretpostavimo da je :

(1) §,,13C w\1 ;

(R) ViekViel(djjz o) ;



(3) Viek(Bq‘_:flgl Aij)

(4) ¥j + k1Y <a; €4gy(5) : i €k>(a).
Tada vazi :

(5) Yo B &(b).

Dokaz. Sprovoedi se indukcijom po k. O
Stav 9.2. Neka su :

(1) jdkicw Nl ;
(2) T?=<T¢; ried > sekvencija (w,2)—stabala ;
(3) f: I T;-k.
icd
Tada postoje §=<Si ted > 2 L za kojr vaii
(4) Sestro(T) ;
(5) ¥SEILS (F(S)=1).
ied
Dokaz. Sprovodi se indukcijom po d. Za d=1 tvrdenje je odigledno. Prel—
postavimao da je stav isttnit za d 1 dokazujemo njegovu istinitost za d+1

. Indukcijom po n konstruisemo sekvenciju <<Sip : 1=1sd> : new > koja
zadovoljava uslove :

(6) <Sip: 1Si<d>€stre(<T :1Sisd>) ;
(7) ¥new (<Sin 4. 1Sisd>estr®(<Syp (181 5d>))

(8) ¥new¥i(151 €YU Sip(Mm)=U Sin. (m)) ;

men+l meEn+1

(9) ¥Ynew ¥ FETO('n,) x II %m(n) 3 lek(Vslesled(tl Sin).. ¥ sg € sled(

1£4%

) AN
tq.San YF(<ty > S)=D).
Zatim definisemo B=<R; : 1€d+1> i g, tako da vazi :
(10) Ro =T0 .
(11) ¥i(154 Sd)R; = N Sin )
NEX
(12) 9 : ® Ry » k ;

icd+1

(13) ¥ fe® R; (Vslesied(t1 R1)... ¥ sqe sled( ty .Rd)(f(<to>/\ §)=

L ted+l :
g{t)).

Postoje S=<S;: 1€d+1> i [, za koje vazi :

(14) Se str“’(ﬁ) ;



(15). g : ® S; =1}

i€d+1
Zato S 1 | zadovoljavaju uslove (4) i (5). Tvme je indukcija po d zavrse—

na it stav dokazan. O
Stav 9.8. Neka su :
(1) {de}cw\1l;
(2) 77>=<T1; ;1€d > sekvencija (w,2)—stabala ;
(3) f I Ty -k
Tada postoji .S'_):<.S'i 1€d >  za koji vazi
(4) Sestro(D) ;
r N S |
(5) |fmzl-:[z Sil < d.

Dokaz. Neka je {G; : i€d!} skup permutacija ne d. Konstruifemo sekve—
neiju <<Sjp t€d>, lp :ned > koja zadovoljava sledece uslove

(6)' <Sip: 1€d> €s_tf"(?_">) :

(7) ¥n+1€d(< Sin+ : 1€d >Estr®(Sip : 1€d4d>)) ;

(8) vned!¥sg )€ Sayoym - - - ¥ S, (a-1) € Sa, (a-1yn F(E )=In).
Zatim definisemo §=<Si L1Ed > :<n2arsin: 1€d> 1 primenimo stav 9.1. na
3 i formulu ¢(Z)=ﬂ\éd! F(£)=1,,. Pri tome dobijamo R=<R; :icd> za koje

vazi
(9) Restr®(S) ;

(10) |/ R £ 4. O
i€d
Korolar 9.1. Neka su :
(1) {dklCw\l ;
(2) Q_)=<Q1; 1 €d> sekvencija linearno uredenih skupova u lipu n;
(3) 7 : Il @~k

Tada postoji sekvencya §=<Ri 1ed> lnearno uredenih skupova u tipu
N za koju vazi :

(4) Vi €d (R C Q@ & (linearno uredenje na Ry je indukovano linear—
nim uredenjemn na Q7)) ;

r N S {
(5) |f?lngzl s d. O
Stav 9.4. Neka je :

Y -1 o B



(1) kew\1 ;

(2) 7-")=<T7; . i€w > sekvencija {w,£R)-stabala ;

(3) Vi;o.)a (¥jei V€T G)(Insled(t.T;)| =1) & ¥jcw \1V t €T; () {(Insted(
t,.75)=2)) ;

4 f: 07 ~k .

1LER

Tada postoje S=<S;: 1€w > , 3=<§ : i€w > i I, takvi da vazi :
o

(5) S=<8;: icw > je sekvencijo (w, £2) —stabala ;
(8) Vicw (<S4, ;> <Tj , £4>) ;

% . . : — . e 3 A . . .
(7) IR3A4 (<H€‘{?1(n) D f€w >=<S; : i€w >&cx(i§;R,,.i?;T¢)) ;

—
(8) Vicw(si €1 Sj) ;
JEWN -

() Vd€wTtg, Sqy . . - 7toeSo (Ft 5g)=0).

Dokaz. Induktivno konstruisemo sekvenciju <<Sj; : 1€w > ! j€w >, tako
da su ispunjeni sledeéi uslovi :

(10) <S40 : 1€ >=<Tj: i€w > ;

(11) ¥new(<S L i€w > €Estr® (<Sinp @ 1€w >)) ;

in +1 -
(12)Vicw ¥neit+1(Sio=Sin)

(13) VicwV¥new (gemiS‘in(m):ﬂﬂMiS'in +1 (m))
(14) vnew ¥3 €1l Sin ()3 L€k (¥t € sled(sp_1.Sn-1n) - - ¥ to €sled
Tew
A
(to,Sm_1)(f(t <S'L T 1EW N 'T'L>)=Z)).
Zatim definisemo R=<R;: i€w > i g, za koje vazi :
—) .
(16) g :ig& -k ;
(17) VYnew V§>€_I‘;.[ R'L('n) (th_l < Sled(Sn_l .an_l) .o Qto €sled (SO'RO )

(f(t/\<s1; cdiew\ n>)=g(®)).
Postoje S=<S;: icw > © | za koje vazi (6), (7) 1

(18) g"® Si={l}
LELW

Time je dokaz zavrien. O

FagSay



Korolar 9.2. Neka su :

(1) kew\1 ;

(2) Q_)=<Q'i_ - 4 €d> sekvencija linearno uredenih skupova u lipu n:

(3) f iil;lm @ ~k.

Tada postoje §=<R¢ S i€w >, T=<r] : i€w > 1 I, takvi da vazi :

(4) View (R;C @ &« (linearno uredenje na R; je indukovano linear—
nim uredenjem na Q;) &« IS, €[Ri]*((Ry \S;) je linearno ure—
den skup u tipun)) ;

(5) Vicw (R € Ry)

FLAANA

(6) Yd € w¥ sgy€ Rey. . .¥5o€ Ro(f3 g)=0). 0

§ 10. Ekviwvalentne formulocije HL

Stav 10.1. Sledeéa tvrdenja su ekvivalentna .
() Neka su :

(1) de(w+1)\1;
(2) kew\1;
(3) '.?‘)=<T1; c1ed> sekvencija (w,<w )-stabala sa osobinom |,§qu‘,|=00:
1
(4) f : %Tt - k.
Tada vazi sledeco allernaliva

(5) ¥mewInewd <S;CTi(n) 1 i€d >msnavVied (S; je m—gust skup
u stablu T,,;)&f’_gdsf,;=1)
1

(A5
(6) H?Et,gldT@VmeElnEwH <S;CTi[ti](n) 1 ie€d >tmsnavied (S; je
m—gust skup w stablu T; [tﬂ)&flgdsi Ck\1).
(B) Neka su :

(7) de{w+1)\1;
(8) keo N1 ;

(8) U neglavni ultrafiller nad @,

Y =Y s T



(10) ?')=<T7; ‘1ed> sekvencija (v,< w )-stabala sa osobinmnl_?dﬁlwo;
t

(11) g - QT: ~k.
ted
Tada vazi sledeca aliernatwa

(12) ¥mew AUV REAT<SCT; (n) : ied>(Vied (S je m—gust skup
u stablu T;)& g".gdSi=1)
k)

i

(13) 3?§ngiVmw3 A€ ¥ned 3<S;CT 4[] (n) (i€d >(vied (S; je

m—gust skup u stabiu Tiltil)a g"I1 Sy Ck N1 ).
1€

Dokaz. (@)-(f) je otigledno. Zbog toga temo dokazivati () -(f) . Pretpo-
stavime da wvazi (@) 1 uslovi (7) — (11). Definisermno sekvenciju << Tjj :
1ed > jeEw> 1 sekvenciju <7 1 JEW > tako vazi :

(14) viedVjiew(Tyy : Ty > () ;

(15) ViedVjeoVteT (tST4 (VT4 ()

(16) Vj€w (75 EdT,; _)iga_)n ()

(17) ¥icw ¥ie ®Ti (1 (=<7 (t;) : icd >).

k)

Neka 7je ing.;: ft;:: ne€w }. Zatim definisemo sekvenciju <4n. kn '@ nEw >
tako da vazi :

(18) ¥new (A cll) ;

-

(20) ¥new ¥ j€dn (nivolin T) <j) ;

(21) ¥new ¥ jedn (9(Tj (tn ))=kn).

Na kraju definisemo funkciju f i @T¢ »k tako da vazi :
(22) ¥new (flin)=kn,).
Tada iz (5) sledi (12), a iz (8) sledi {(13). O

Definicija 70.1. Za svako BC o je definisana operacija Hausdorfa
Hg sa bazom B, koja zadovoljava uslov :

(1) YA#OVF : w-A(Hp (F)Tpreja QEEF(go(n))). O

Definicija 70.2. Neka su :

— 70 —



(1) $k.dicw\l;

(2) U neglavni ultrafilter nad o,
(3) 7 :(29) k.

Funkcija f se naziwa (F,U)-particijom skupa (2”)"’ ako postoje A, B 1
<Fp: lek> tako da vazi :

(4) 4=i<ziin :i€d> . ;e(z“’)da newt ;
(5) B={¢: peww erau(p)€Ul;
(6) F : A -k ;
(7) Yiek(Fy : @ > (R ;
(8) YickVnew(Fy(n)=§Z . Ee(z”)daaF(<x¢rn cied>)=L}) ;
(9) vickvre(@?) (f@)=1 » ZeHz(F})).
Funkcija f se naziva U-—particijom skupa (2“’)" ako vazi :
(10) AF(F je (F, W)-particija skupa (2”)d).ﬂ
Definicija 10.3. Neka su :
(1) kew \1;
(2) U neglavni wltrafilter nad w;
(3) 7 : R%) k.

Funkcija f se naziva (F,U)-particijom skupa (29)° ako postoje 4, B 1
<F;: L€Ek> tako da vazi :

(4) A={<am MH{n—-m) @ mew> xﬁe(zm)m& new}
(5) B={¢: gew® eran{p)ecul;
() F : A =k ;
(V) VIEk(Fy © 0~ SR
(8) ¥lck¥new(Fl(n)=§Z ;: 2€(R°) & F(<zpm I {n-m) : mew >)=1}) ;
(9) Viek¥ze(R®) (@)=l » ZeHy(F)).
Funkcija f se naziva U-—particijom skupa (2“’)0 ako vaZi :
(10) 3IF(f je (F.U)—particija skupa (2°)°).00

Stav 10.2. Sledeca tvrdenja su ekvivalenina .



(o) Neka su :
(1) de(w+1)\1;
(2) kew\1;
(3) ?=<Tf,; .ied> sekvencija perfektnikh (w,< w )-stabala ;
(4) g :1%1?1’" - k.
(5) U selektivni ultrafiller nad o.
Tada postoje .S?=<S¢ ‘ied>, A 11 za koji vazi :
(6) §=<S,,; .ied> sekvencija perfektnih (©.<w )—stabala ;

(7) ¥icd (S; je na dole zatvoreno podstablo stabla i)

(8) AU ;
(9) 9" @5: =1}
(B) Neka su :

(10) de{w+1)\1;

(11) kew\1 ;

(12) U selektivni ultrafilier nad w.

(13) 7 : (29)% » k jedna U -particija skupa (2 wyd

Tada postoje I5>=<P.,; c4e€d>, 1 1l za koji vazi :

(14) ¥i€d (P; je perfektan podskup od 2%) ;

(15) FuPL= it
Dokaz. Sprovoedimo za d=w.
10 () » (B) Pretpostavimo da vazi (o) i usiovi (10) — (13). Za f cemo
pretpostaviti da je (F,U)— particija skupa (2%)°. Sad mozemo definisati :

(16) ¥icw (T =§t : t€2 “xvici (tG)=1) D ;

(17) Yke€w ?emllme(lc)(g(t)ﬂ(qmr(k \m) : mew >)).

Primenimo (&) na funkciju g: é?dTi - . Postoje §=<Sq',: i€ > A 1 1l za ko-
je vazi |
(18) View (S; je na dole zatvoreno perfekine podstabla stabla Ti) ;
(19) A€ U ;

A
(R0) ¢ 85 = i &
~ w3



Definisemo }:\?=<R7; : j€w > mna sledeti natin :
(21) Vicw Ry =§t : t€2 ¢ 3s€S; (t=s (| s]\1)) ).
Tada vazi :

(22) 7711 (Rp)={1}

20 (B) » (@) Za svaku sekvenciju T=<T;: i€w > perfekinith (w.< w)-stabala
postoje sekvencija §=<S¢: i€w > perfekinih (w.< w)-stabala i skup A€U,
tako da vazi :

(23) View(S; je na dole zatvoreno podstablo stabla Ty ) |
(24) Vi€w (<U Si(n), < >acit e e viei(t=0)4 < >)
n

Dakle. ako vazi (8) 1 uslovi (1) — (5). bez gubitaka na opstosti mozemo
pretpostaviti da vazi i (18). Definisemo F 1 f, tako da je f jedne (F, u)-

particija skupa (29)° , pomocu uslova (17). Na osnovu () postoje ﬁ=<Pf,;
i€w > 1 1 za koje vazi :

(25) Vicw (P; je perfektan podskup od 2% )
(R6) r i (Ry)=11}

Definisemo sekvenciyju §=<S?; . i€w > perfekinih stabala na sledeci nacin :
(27) Vicw(Sy je na dole zatvoreno podstablo stabla Ti)
(25) view ((Sy)=fr : z€2% V¥ €4 (z2(j)=0) « IyeP;¥jEw (z(i+)=y(GNH )
Na osnovu (R86) vazi :
(29) ¥mew\ 134 € U¥ned 3<B; CS;{(n): i€w >(¥iem(Bi je m—gust skup
w stablu S¢)& Vicw \m(|Bil =1) &g’;ell Bi =31}).
Zato postoje §=<R@: icw > 1 A za koje vazi .
(30) ¥icw (R; je na dole zatvoreno perfekino podstable stabla Si) ;
(31) A€ ;
(32) ¢" @R =i} O
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