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Organizacija i ekonomika poduzeea 
CASOPIS ZA PITANJA EKONOMIKE I ORGANIZACIJE 

BROJ 7-8-9 	 1972 • GODINA XIV 

PREDGOVOR 

Svako ekonomsko istragivanje u kojem se slugimo metodama linearnog programiranja sastoji 
se od trtju faza. Prva faza istragivanja obahvaea proulavanje ekonomske situacije, izbor pretpostavki 

hipoteza i odredivanje numeriekih vrednota svih parametara Ito nastupaju. UspjeMost istragivanja 
ovima je u prvom redu o dobro obavljenom poslu u toj fazi. Sa stajalilta ekonomske analize ta je faza 
istragivanja najznaeajruja i sadrgajno najbogattja. Poznavanje i pravilna upotreba ekonomske teo-
rije prvi je uvjet za djelotvoran rad u toj fazi. Proueavanje te faze prelazi namjenu ove knjige pa je 
zato opeenito ne obradujemo. 

Druga faza istragivanja obuhvaea matematieku formulacqu i numerioko rjekvanje odgova-
rajueeg linearnog programa. Ova faza ima formalni znaeaj; matematieka formulacija problema 
posljedica je u prvoj fazi prihvaeenih hipoteza rezultata odredivanja vrijednosti parametara, nu-
merieko rjelavanje linearnog programa je pak sasvim tehnieki i determinirani raeunski rad. Knjiga 
obraduje uglavnom tu fazu istragivanja; podijeljena je na chjela. Prvi dio obraduje znal'enje 
linearnog programiranja u ekonomskim analizama na elementarno rjefivim primjerima. Drugi dio 
obuhvaea matematieka sredstva koja su pri linearnom programiranju prtjeko potrebna. Treei dio daje 
matematieku teortju linearnog programiranja i numerieku tehniku rjelavanja linearnih programa. 
Cetvrti i najopselmji dio obraduje upotrebu linearnog programiranja u privredi; taj dio ima eetiri 
poglavlja. 

U XII. poglavlju obraduju se primjeri linearnih programa uz jednostavnu upotrebu simpleks-
-metode, i to primjer o prehrani, u kojem je sadrgajno obrazlogena simpleks-metoda, proizvodni pro-
blem, uz koji je obrazlogena analiza elektronski izraeunanih rezultata, i problem iz analize trgilta. 
U XIIL poglavlju sistematski se obraduju dvofazni i mnogofazni ekonomski procesi. XIV. poglavlje 
obraduje transportne metode linearnog programiranja. Posljednje, XV. poglavlje bavi se teortjom 
bilinearnog programiranja. 

Treea faza istragivanja obuhvaea ekonomsku analizu izraeunanik rezultata. I ta faza prelazi 
namjene ove knjige i kao i prva spada u ekonomsku teortju. 

Za numerieko rjelavanje linearnih programa upotrebljavamo elektronska raeunala. Raeunski 
centri u nas raspolagu elektronskom raeunskom tehnikom prilienog kapaciteta i odgovarajueim pro-
gramima za raeunanje. Stoga se u knjizi ne obraduje posebno elektronsko rjekvanje linearnih progra-
ma, dok su numerieki primjeri naravno rijeleni elektronskim raeunalom. Vjegbe u izabrane su 
i priredene tako da se mogu rijeliti bez elektronskog raeunala. 

Osobito sam zahvalan prof. dr. Ljubomiru Martieu, koji je ljubazno preuzeo recenztju hrvatskog 
izdanja ove knjige. Zahvaljujem i asistentu Francu Lebedincu, koji je nadasve brigivo pregledao 
rukopis i upozorio me na grelke u njemu. Mnogo zahvaljujem i prevodiocu Mirjani jeneie, koja je 
prevela rukopis napisan na slovenskcm: jeziku, kao i lektoru hrvatskog teksta prof. Branki Burie. 

Zahvaljujem i INFORMATORU, koji je bio spreman da izda tako opsegan rad s podrueja 
priymjenjene matematike. 

Alojztj Vadnal 
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Ovaj rad posvetujem svojoj geni 

Angelci 

u znak zahvalnosti na njezinom trudu i razumijevanju 
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Prvi dio 

UVOD U LINEARNO PROGRAMIRANJE 
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I. UVOD 

1. Operativno istraiivanje 

U znaeajne osobitosti razvitka moderne znanosti moiemo ubrojiti einjenicu 
da se i u neegzaktnim znanostima sve vi§e i uspje§nije upotrebljavaju kvantitativne 
metode istrdivanja i da se i te znanosti poku§avaju u sve veeoj mjeri matematizirati. 
Poznato je da su se davno yea matematizirale znanosti koje proueavaju ndivu 
prirodu; u tim je znanostima djelotvornost matematiekih metoda neosporna, §to 
treba pripisati osobito einjenici da su pojave i odnosi koje te znanosti proueavaju 
razmjerno dosta jednostavni, pa se mogu adekvatno obradivati poznatim materna-
tiekim sredstvima. 

Djelotvornost matematieldh metoda u prirodnim znanostima potalda je interes 
za njihovu upotrebu u dru§tvenim znanostima, a medu njima mdcla najprije u 
ekonomskoj znanosti. 2elju za uvodenjem matematieldh metoda u ekonomsku 
znanost spreeavale su brojne okolnosti. Jo§ je, bez sumnje, sporno da je u ekonom-
skoj znanosti uopee mogue toliki stupanj matematizacije kakav je uspio u prirodnim 
znanostima; pojave i odnosi u privredi su naime tako kompleksni i isprepleteni 
da se vjerojatno ne mogu opisati jednostavnim matematielim formulama koje bi 
bile adekvatne opisivanim pojavama i odnosima. Na drugoj strani pak i matematika 
sama jo§ je premalo razvijena a da bi dovoljno toeno mogla proueavati kompleksnije 
privredne pojave. Teoretska matematika je dodu§e razvila odliene metode za 
proueavanje prirodnih pojava, no te metode nisu dovoljne za proueavanje ekonom-
skih pojava. 

Prvi znaeajniji pokusi uvodenja matematiekih metoda u ekonomsku znanost 
sdu unatrag u sredinu pro§log stoljeea. Klasici matematieke ekonomije Walras, 
Jevons, Pareto i drugi poku§ali su matematizirati teoretsku ekonomiju po uzorku 
kakav je tako lijepo uspio u nebeskoj mehanici. U matematiekoj formulaciji ekonom-
skih pojava i odnosa postignuti su doduge znatni formalni uspjesi, ali su, na 
njihove matematieke formulacije ostale nekvantificirane. Zbog nemoguanosti kvan-
tifikacije matematieki formuliranih ekonomskih odnosa na tada§njem stupnju 
razvitka matematike i ekonomije, upotreba matematieldh metoda u privredi u§la 
je u slijepu ulicu i izrodila se u saddajno dosta siroma§an formalizam. No unatoe 
poeetnim neuspjesima nikad nije nestala ielja za matematizacijom ekonomske 
znanosti; posljednjih desetljeea eak je jako divjela ali ne toliko radi gajenja teorije 
koliko iz praktienih privrednih razloga. Za uspjetan razvoj matematizacije ekonom-
ske znanosti osobito za potrebe poduzeea bili su tako stvoreni u matematici kao i 
u ekonomiji novi i povoljniji uvjeti. Matematika je razvila nove grane koje su za 
proueavanje druAtvenih odnosa prikladnije od klasienih; te su grane osobito radm 
vjerojatnosti kao osnova za statistiku, teorija strate§kih igara, koja polcu§ava ovladati 
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konfliktnim situacijama, kibernetika itd. Neke modernije grane matematike razvi- 
jaju se u smjerovima koji su klasit'nim strani; te grane zapravo zanemaruju brojeve 
i bave se u prvom redu samo nekvantitativnim kategorijama. Takve su matematieke 
grane osobito matematieka logika, teorija skupova, topologija itd. 

Na drugoj strani, zbog zahtjeva za §to veeom racionalizacijom u privredi, 
posljednjih godina razvile su se neke nove grane ekonomske znanosti, kao npr. 
psihologija rada, teorija organizacije, operativno istra'Zivanje itd. U tim su granama 
matematieke metode istraiivanja na§le izvanredno plodno tlo. 

Velika je zapreka uspje§nom prodoru matematiekih metoda u ekonomiju i 
kompleksnost te znanosti. Pojave Ato ih proueava ekonomija mnogo su zamr§enije 
od prirodnih pojava. U njima se osim kvantitativnih isprepleeu i brojne nekvanti-
tativne kategorije kojima je matematiekim metodama te§ko adekvatno ovladati. 
Takva priroda ekonomske znanosti postavlja upotrebi matematfekih metoda odre-
dene granice, izvan kojih matematieke metode nisu vi§e ni uspje§ne ni svrsishodne. 

U modernom privrednom sistemu ekonomske pojave i odnosi postaju iz dana 
u dan sve kompleksniji i medusobno isprepleteni. Taj se proces odrazuje na bezbroj 
naeina u razlieitim oblicima kooperacije i koprodukcije, u integraciji privrednih 
poduzeaa i udruEvanju veeih privrednih regija, u problemima medunarodne podjele 
rada itd. Prihvaeati dobre ekonomske odluke voditi dobru privrednu politiku 
danas je tde nego ikada prije. Zbog kompleksnosti i isprepletenosti privrede u 
odredenoj su privrednoj situaciji moguee bezbrojne odluke izmedu kojih privrednik 
mora napraviti izbor. Prihvaeena odluka moie imati za privredu dalekosdne po-
sljedice, ovisi o va2nosti odluke i svrsishodnosti njezina izbora. je privreda 
po svom ustrojstvu i po svojoj razgranatosti zapletenija, to bolje treba poznavati 
ekonomske odnose da bi se mogle prihvatiti ispravne odluke. Stoga se u privrednim 
krugovima tfavr§ouje uvjerenje da privredne odluke treba temeljiti na nanstvenim 
osnovama. 

Iz 2elje da se prihvaeanje privrednih odluka znanstveno utemelji, potekla je 
metodologki nova grana ekonomske znanosti, operativno istra2ivanje. Operativno 
istra2ivanje kao znanstvena metoda pojavilo se pod tim nazivom za vrijeme drugoga 
svjetskog rata u vojnoj strategiji. Zbog svoje praktiene primjenljivosti ono se poslije 
rata brzo progirilo i na druga podrueja, pa i na podrueje ekonomije. 

Operativno istraNvanje posebna je metodologka i normativna djelatnost koja 
se ne moge definirati u klasienom smislu definicije. Stoga eemo pokubti da je 
samo na neki naein opigemo. Operativno istragivanje u ekonomiji ima znaeaj nor-
mativne grane ekonomske znanosti u kojoj se intenzivno i sistematski upotrebljavaju 
kvantitativne matematieke i statistic:le metode. Predmet operativnog istra2ivanja 
u privredi je proueavanje konkretnog privrednog polo2aja i mogueih privrednih 
odluka s namjenom da se izvr§ni organi opskrbljuju potrebnim kvantitativnim 
analizama koje treba da pridonose prihvaeanju optimalnih privrednih odluka. 

Po svom sadriaju operativno istra2ivanje u privredi zapravo je toliko staro 
koliko i privreda sama. U priN,Tedi su se naime uvijek javljale situacije u kojima je 
eovjek morao odabirati izmedu postojeeih moguenosti. Odgovarajuee odluke ljudi 
su u prvo vrijeme prihvaeali po osjeeaju na osnovi nekih primitivnih prosudi-
vanja. Formalno se o operativnom istra2ivanju moglo govoriti tek kada su ta pro-
sudivanja dosegla takav stupanj egzaktnosti da su pri tom bile upotrijebljene mate-
matieke statistieke neke druge kvantitativne metode. U prve pokubje upotrebe 
metoda operativnog istra2ivanja mokmo ubrojiti istralivanje F. W. Taylora, koji 
je god. 1895. proueavao kako bi velikom lopatom trebao raditi radnik da bi njegov 
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Uinak u propisanom vremenu bio najve6i. Slkni primjeri operativnih istraiivanja. 
dakako pod drughn nazivom, 	su se redati na razifeitim privrednim podru6jima‘ 

Osobito povoljno razdoblje za razvoj operativnog istrdivanja pgelo je nakon 
drugoga svjetskog rata. U privredno razvijenijim zemljama nastala je povoljna atmo-
sfera za razvoj operativnog istreivanja i za njegovu primjenu u privrednim organi-
zacijama. Toj su atmosferi pogodovali izvanredni tehnolaki napredak, moderna 
organizacija rada itd., gto mokmo pripisati revolucionamom razvitku teorije 
organizacije, elektronike, automatizacije i eletkronske rdunske tehnike. Uz takav 
je razvoj u svjetskoj privredi postavljen na prvo mjesto zahtjev za gto veeom pro-
duktivnogau rada. Uvodenje modernih organizacionih struktura i proizvodnih 
sredstava s namjenom poveeavanja produktivnosti rada prisiljavalo je privrednike 
da najracionalnije iskorigtavaju raspoldiva sredstva. To je pak girom otvorilo vrata 
operativnom istreivanju u privrednim organizacijama. Metode operativnog istra-
Evanja ubrzo su se potvrdile na bezbrojnim privrednim podrUjima. 

Upotreba matematkkih i statistkkih metoda karakteristkna je za operativno 
istrdivanje. S obzirom na upotrebu matematklih sredstava operativno istrdivanje 
postavlja velike zahtjeve, nema gotovo nijedne grane matematike koja se ne bi 
mogla upotrijebiti u operativnom istrdivanju. Deterministkke metode matematkke 
analize i algebre u operativnom su istraiivanju prijeko potrebne, ali ipak nedo-
voljne; treba posegnuti jo§ i za nedeterministiekim metodama ra6una vjerojatnosti, 
teorijom igara i teoretskom statistikom. Jednake zahtjeve postavlja operativno istra-
iivanje i s obzirom na numerkko rdunanje. Rjegavanje privredno znatajnih proble-
ma koje obradujemo metodama operativnog istrdivanja zahtijeva toliko numerkkog 
rdunanja da se to u veaini sltkajeva mok obaviti jedino elektronskim rgunalom. 
Stoga je elektronska rgunska tehnika prvi uvjet za razvoj i uspjegnu upotrebu ope-
rativnog istrdivanja. 

U matematiekom protkavanju nekog privrednog problema stvaramo model 
kao formalni odraz izvornog problema. Privredno zngajni problemi kojima se 
bavi operativno istrdivanje veeinom su tako kompleksni i saddajno bogati da se 
matematiekim sredstvima ne mogu ovladati u svom izvornom opsegu. Takve pro-
bleme najprije su2avamo nekim unaprijed prihvaeenim ogrankenjima i hipote-
zama. Tako dobivamo model gto odgovara izvornom problemu, koji protkavamo 
umjesto izvornog. Pri konstrukciji modela moramo biti veoma oprezni; moramo 
paziti da izvorni problem ogrankenjima ne osiromdimo u tolikoj mjeri da on vi§e 
nije adekvatan izvornom. Model mora svakako zadovoljavajUe aproksimirati 
obradivanu privrednu situaciju. 

Za kvantitativno istrdivanje privrednog problema potrebni su nam po6etni 
podaci, razlkiti pokazatelji, koeficijenti i parametri. To su razlkiti empirkki 
statistitli podaci koji su dani neposredno su rezultat posrednih mjerenja 

statistkkih akcija. Statistkki podaci sadde uvijek neki stupanj netoenosti, gto 
moramo pri operativnim istrdivanjima uzeti u obzir. 

Istrdivdki rad pomoeu metoda operativnog istrdivanja speci&an je ndin 
rada u kojem je nutna suradnja matematkara, statistkara i stranjaka s onog po-
dru0a koje istralujemo. 

Pri problemima koje prou'eavamo metodama operativnog istralivanja postoje 
dva tipa kategorija. Prvi tip tvore kategorije koje su dane objektivno i na koje ne 
mokmo djelovati nagim subjektivnim zahvatima; tome tipu pripadaju razlkiti 
tehnologki koeficijenti, ogrankenja s obzirom na raspoldiva sredstva, tdigne 
cijene itd. Drugi tip tvore kategorije koje nisu dane objektivno i na koje motemo 
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2 

im 

a 
Upadni kut 

djelovati subjektivnim zahvatima; tome tipu pripadaju u proizvodnji struktura 
proizvodnje, pri transportu struktura transporta itd. U taj tip ulazi i namjena koju 
Zelimo postiei operativnim istralivanjem; kako je u operativnom istraiivanju 
obieno rijee o nekom problemu optimalnosti, to unaprijed izabiremo neki kriterij 
optimalnosti. 

Pri pokugaju klasifikacije problema operativnog istra2ivanja moramo uzimati 
u obzir dva klasifikaciona kriterija. Prema prvom kriteriju dobivamo klasifikaciju 
koja se ravna po upotrijebljenim metodama. Prema tom kriteriju razlikujemo slijedeCe 
tipove problema: probleme lineamog programiranja, probleme nelineamog pro-
gramiranja, probleme mranog programiranja, probleme koje obradujemo metodom 
Monte Carlo itd. Prema drugom kriteriju dobivamo klasifikaciju koja se ravna 
po sadr2aju problema. Prema tom kriteriju razlikujemo slijedeee tipove problema: 
proizvodne probleme, transportne probleme, probleme zaliha, probleme redova 
eekanja itd. 

U operativnom istrgivanju obradujemo veeinom neke probleme optimalnosti. 
Uz dane uvjete npr. odrediti najmanje trogkove, najve6i dohodak, najmanje 
potrebno vrijeme, najbolju alokaciju raspoloiivih sredstava itd. U nastavku eemo 
razmotriti nekoliko takvih problema. 

Upadni kut. Kao gto vidimo na sl. 1, iz privrednog sredigta S vodi ravna pro-
metna 2ila. U toeki M, koja je odmaknuta od prometne le21 roba gto je treba 
prevesti u sredigte S. Robu prevezemo najprije direktno do prometne He a zatim 
po njoj do sredigta S. Trogkovi za prijevoz robe na jednoj jedinici puta do prometne 
2ile iznose p noveanih jedinica; ovi su trogkovi veei od trogkova za prijevoz robe 
na jedinici puta po prometnoj koji iznose p, noveanih jedinica. Robu 2elimo 
prevesti do sredigta S tako da ukupni prijevozni trogkovi budu najmanji. 

Rijegimo zadatak metodama infinitezimalnog raeuna. U tu svrhu uzmimo 
kartezijski koordinatni sistem; njegovo ishodigte polotimo u sredigte S, a apscisu 
na prometnulu. Roba leii u toeki M (a, b). Od toeke M prevezemo robu najprijc 
ravno do toeke Q (x, 0) na prometnoj i odavde dalje prometnom iilom do sre- 
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dika S (0, 0). Put do prometne 	je dug V(b2 + (a — x)2), a put po prometnoj 
je dug x du2inskih jedinica. Zbog toga ukupni prijevozni trakovi iznose: 

S (x) = pi V(b2 + (a — x)2) -F p2 x 

Ovi su trogkovi funkcija varijable x i toj varijabli treba odrediti vrijednost kod 
koje ova funkcija ima minimum. 

Deriviranjem ove funkcije dobivamo prvu derivaciju: 

dS 	 a — x 
dx 	V(b2 + (a — x)2) P2 

i drugu derivaciju: 

	

d2S 	 b 2 

dX2 = P V(b2 + (a — 

Kako je druga derivacija pozitivna, ekstrem funkcije je minimum. Ako prvu deri-
vaciju izjednkimo sa 0, nakon uredenja dobivamo jednadThu: 

a — x 	_ P2 

V(b2 + (a — x)2) p 

Iz ove jednad2be moIemo izrgunati apscisu x to6ke Q. Radi uopeenja zadataka 
uvodimo kut a, koji tvore upadna zraka MQ na prometnu i prometna lila; 
taj kut zovemo upadni kut. Kako je po sl. 1: 

a — x 
cos a --- 	 

1/(1)2 ± (a — x)2) 

dobivamo iz prijanje jednadibe da upadni kut pri najjeftinijem prijevozu zadovo-
ljava jednadibu: 

P2 
COS a = 

P 

Iz te jednadibe vidimo da upadni kut nije ovisan o poloatju to6ke M i da je ovisan 
samo o omjeru prijevoznih cijena. Kod najjeftinijeg prijevoza se dakle roba preveze 
do prometne 2ile po upadnoj zraci koja s njom tvori upadni kut a. 

Razmje§taj strojeva. Radnik upravlja sa N2 strojeva kvadratnog oblika koji 
su razmjekeni na pravokutnoj plohi tako da su prolazi izmedu pojedinih strojeva 
jednako kroki. Zbog manjih kvarova radnik mora intervenirati sad kod ovoga sad 
kod onoga stroja. Odreciimo oblik pravokutne plohe tako da uklanjajuei kvarove 
radnik obavlja gto manji put. 

Rijekmo zadatak metodama rkuna vjerojatnosti i infinitezimalnog raeuna. 
U tu svrhu rijegimo prvo ovaj pomooni zadatak: radnik upravlja sa n jednakih 
strojeva koji stoje u ravnoj liniji u razmacima po d duEnskih jedinica. Izra6unajmo 
srednju du2inu puta koji radnik mora prijeei za slu6aj svakoga kvara uz uvjet da 
je vjerojatnost slijedeeega kvara na svim strojevima jednaka. Uzmimo da je radnik 
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bag otklonio kvar na p-tom stroju i izraeunajmo srednju duNnu puta do stroja sa 
slijedeeim kvarom. Ako se kvar dogodi na prvom, drugom, p-tom, n-tom 
stroju, radnik koji stoji kod p-tog stroja mora prijeai slijedeee putove: 

(p — 1) d, (p — 2) d, 	d, 0, d, 	(n — p) d 

Vjerojatnost za svaki od ovih putova jednaka je 	jer smo pretpostavili da je vjero- 
jatnost kvara za sve strojeve jednaka. Srednja du2ina puta koji radnik mora prijeei 
od p-tog stroja sa slijedeeim kvarom jednaka je sumi produkta tih vrijednosti i 
odgovarajueih vjerojatnosti: 

E (p) = 	((p — 1) -H (p — 2) + 	1 	0 + 1 	... 	(n p)) 

E, (p) —
2n 

(n2 n — 2pn 2p2 — 2p) 

Prije slijedeeeg kvara radnik mo2e stajati pri bilo kojem stroju, i to s vjerojatnogeu 
koja je za sve strojeve jednaka. Ako stoji pri prvom, drugom, i posljednjem stroju, 
srednje duZne puta do stroja sa slijedeeim kvarom jednake su: 

E, (1), E, (2), ..., E, (n) 

Zbog pretpostavke o jednakoj vjerojatnosti i svim ovim vrijednostima odgovara 
vjerojatnost 1/n. Stoga je kod n strojeva srednja 	puta do stroja sa slijedeeim 
kvarom jednaka sumi produkata tih vrijednosti s odgovarajuam vjerojatnostima: 

1 
E (n) 	—

n 
(E (1) E , (2) 	E, (n)) 

1 	d 
E (n) — 	- (n= 	— 2pn 2p2 — 2p) n 	2 n 

p=n 	p—n 	p=n 
E (n) —

d
(n3 n= — 2n 	p 2 	p2 — 2 I p) n 2 	 P=1 	P=1 	p 1 

n2 — 1 
E (n)   d 

3n 

Time smo 	pomoeni zadatak. 

Pretpostavimo da smo razmjestili N2 strojeva u m redova po n strojeva. Po 
pravilu o srednjoj vrijednosti suma dviju sh.gajnih varijabli, srednja du2ina puta 
koji radnik mora prijeei do stroja sa slijedeeim kvarom jednaka je sumi srednje 
vrijednosti du2ine puta u pravcu reda strojeva i srednje vrijednosti du2ine puta 
u pravcu koji s prijanjim pravcem tvori pravi kut. Po prijakjem je obrascu ova 
srcdnja du2ina jednaka: 

n2 — 1 m2 — 1) d E (n) E (m) — 3--n , 3m 

Sad mo2emo rijegiti prvobitni zadatak. Pretpostavimo da smo N2 strojeva razmje- 
stili na pravokutnu povr§inu tako da dobivamo m redova po x strojeva; zbog toga 

8 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



je m = N2/x. Po posljednjem obrascu srednja je dufina puta do stroja sa slijede6im_ 
kvarom ova funkcija varijable x: 

x2 — 1 144/x2 — 1) 
E (x) — 	3x + 	 ot 

E (x) = 
d (N2 — 1) (x2 J- N2) 

3N 2 x 

Ova funkcija ima prvu derivaciju: 

dE d (N2 — 1) (x2 — N2) 

dx 	3N2 x2 

i drugu derivaciju: 	
d2 E 2d (N2 — 1) 
dx 2 	 3x 3 

Ako izjedna6imo prvu derivaciju sa 0, dobijemo jednadtbu iz koje izrgunamo: 

x = N 

Funkcija E (x) ima dakle ekstrem u mai x = N; kako je u toj toad druga deriva-
cija funkcije pozitivna, ekstrem je minimum. Buduei da je m N2ix, slijedi da 
je za ovu vrijednost varijable m = N. Najpovoljniji razmjegtaj strojeva je razmjegtaj 
u n redova po n strojeva; za takav razmjegtaj upotrebljavamo plohu kvadratnog 
oblika. 

Vezani ekstremi. Neki se problemi optimalnosti matematieki formuliraju kao 
vezani ekstremi. Opei problem vezanog ekstrema formuliramo ovako: odrediti 
treba ekstrem funkcije vige neovisnih varijabla: 

y = f (x„ 	xn) 

tako da neovisne varijable zadovoljavaju uvjetne jednadThe: 

g (x „ 	xn) = 0 

...,xn) = 0 

Vezane ekstreme ovoga tipa rjegavamo metodama infinitezimalnog rguna obfeno 
poznatom Lagrangeovom metodom multiplikatora. 

Primjer. Od lice duge 2s du2inskih jedinica izradimo trokutni okvir najveee 
povrgine; treba odrediti oblik okvira. Pretpostavimo da trokumi okvir ima stranice 
x, y i z; stoga je x y z = 2s. Po Heronovom obrascu: 

132 = s (s — x) (s — y) (s — z) 

izrazimo povrginu koju okruNje okvir kao funkciju varijabla x, y i z. Prema tome 
dobivamo ovaj problem vezanog ekstrema: Treba odrediti maksimum funkcije: 

s (s — x) (s — y) (s — z) 
uz uvjet: 	

x y z = 2s 
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Po Lagrangeovoj metodi dobivamo: 

x = y z = 2s/3 

Okvir najvede povrgine ima dakle oblik istostranidnog trokuta. 

Medu problemima vezanog ekstrema osobito su znaeajni problemi u kojima 
je funkcija ckstrem odredujemo linearna s obzirom na sve varijable i u kojima 
varijable koje mogu imati samo nenegativne vrijednosti, zadovoljavaju jednad2bc 

nejednad2be gto su takoder linearne s obzirom na sve varijable. Probleme vezanog 
ekstrema toga tipa rjegavamo algebarskim metodama; ti su problemi predmet 
linearnog programiranja. 

2. Linearno programiranje 

Prema ranije spomenutom, linearno je programiranje posebna matematieka 
metoda koju upotrebljavamo u operativnom istra2ivanju pri obradi problema ve-
zanog ckstrema s linearnom funkcijom cilja, s linearnim uvjetnim nejednadthama 

jednadZbama i s dodatnim zahtjevom da varijable imaju samo nenegativne 
vrijednosti. Po svom historijskom razvitku linearno je programiranje razmjemo 
mlada grana primijenjene matematike, njegovi po.Ceci sek u vrijeme neposredno 
pred drugi svjetski rat. Prve formulacije problema linearnog programiranja i 
prve metode rjegavanja susredemo god. 1939. u knjizi ruskog matematidara L. V. 
Kantoroviea 1 o organizaciji i planiranju proizvodnje. Neovisno o ruskim matemati-
darima linearno su programiranje razvijali na zapadu osobito amerieki naueenjaci. 
Kao prvi medu njima je F. L. Hitchcock2 god. 1941. objavio studiju o nekom 
transportnom problcmu linearnog programiranja. Godine 1947. je G. B. Dantzig 
otkrio opeu algebarsku metodu za rjegavanje linearnih programa nazvanu simplex-
-metoda; pomodu te metode numerieki se mo2e rijditi svaki problem linearnog 
programiranja. Linearno programiranje se razvijalo usporedo i u tijcsnoj povezanosti 
s dvije druge nauene grane, s medusektorskom analizom i tcorijom strategkih 
igara. Po svom sadr2aju se doduge sve ove tri grane bitno razlikuju, ali sa stajaligta 
upotrijebljenih matematiekih sredstava veoma su sliene, pa se stoga i metodologki 
medusobno jako isprepleeu. Matematieku osnovu svih triju grana tvori linearna 
algebra. Privredno znatajni za praksu vatni problemi linearnog programiranja 
moraju uzimati u obzir brojne okolnosti i stoga pri numeriekom rjedavanju traZe 
toliko raeunanja da ga praktieki mo2emo obaviti jedino elektronskim radunalom. 
Stoga nije sludajno da se linearno programiranje u privrednu praksu uvelo tek 
onda kad su se za numeridko raeunanje mogla koristiti elektronska radunala. Zato 
u razvitku linearnog programiranja godinu 1952. smatramo va2nom prekretnicom 
jer jc tada prvi put bio izraden program za elektronsko rjdavanje problema li-
nearnog programiranja po simpleks-metodi. 

S matematiekog stanovigta problemi linearnog programiranja ne zadaju vige 
nikakvih tegkoda. Matematieku osnovu linearnog programiranja tvore teorija li-
ncarnih nejednad2bi i jednadni i teorija konveksnih poliedara, dakle dvije granc 
teoretske matematike koje su za potrebe linearnog programiranja dovoljno razvijene. 

' L. V. Kantorovi6: Matemati.deskie metodi organizacii i planirovanija proizvodstva, Le-
ningrad, 1939. 

2 F. I.. Hitchcock: The Distribution of a product from Several Sources to Numerous 
Localities. Journal of Mathematics and Physics, Massachusetts Institut of Technology, 1941, 
vol. 20, no. 3. 
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Probleme linearnog programiranja rje:s'avamo opeenito algebarskim metodama. 
Matematieka sredstva kojima se pri tom koristimo ovise o tome koliko se varijabla 
pojavljuje i o broju uvjetnih nejednad2bi ili jednadThi. Opsegom vrlo skromne 
probleme linearnog programiranja mcdemo rijegiti grafitkim ili pak nekim ele-
mentamim aritmeti6kim metodama; takve Oemo probleme obradivati u slijedeeem 
poglavlju. 

U problemima koje rjegavamo metodama linearnog programiranja obieno 
je rije6 o optimalnom korigtenju ili alokaciji bilo kakvih sredstava koja su raspolaiva 
samo u ogranienim kolianama. Kako su mnogi problemi s kojima se susreeemo 
u privredi bag takve vrste, to se praktfena upotrebljivost linearnog programiranja 
vrlo brzo iskazala na mnogim privrednim podru6jima, osobito onim gto se ti6u 
poduzeea. 

Bitno je za linearno programiranje da je funkcija cilja linearna i da su i sve 
uvjetne nejednadThe ili jednadlbe linearne. S matematFakog stanovigta takva jedno-
stavnost problema linearnog programiranja pridonijela je da se za razmjerno kratko 
vrijeme izradi dobra i potpuno odgovarajuea teorija. S ekonomskog i sadriajnog 
stanovigta pak upravo su u linearnosti skrivene mnoge opasnosti. Stoga kad stva-
ramo odgovarajuai model lineamog programiranja za ma koji privredni problem, 
treba brilljivo odvagnuti da li su prilike takve da su hipoteze o linearnosti oprav- 
dane. 
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II. ELEMENTARNO RJEgIVI PROBLEMI LINEARNOG 

PROGRAMIRANJA 

1. Transportni problem s dva ishodigta i odredigta 

Neka roba dolazi iz dva ishodigta A i B; ishodika mogu biti npr. dvije tvornice, 
dva nalazigta dva proizvoljna proizvodna sredigta. Od tih se ishodigta roba pre-
veze do dva odredigta P i Q; odredigta mogu biti dva potro§na centra dva proiz-
voljna mjesta u kojima se roba potrogi. Ponuda izvora A je 4 jedinice robe, 
gto znaa da iz tog ishodigta u promatranom vremenu dolaze ktiri jedinice robe; 
ponuda ishodigta B je pak 3 jedinice robe. Pri prevozu robe od ishodigta do odre-
digta nastaju prijevozni trogkovi; oni su upravno proporcionalni kolieini prevezene 
robe i cijeni prijevoza. Prijevoz jedinice robe od ishodika A do odredika P stoji 
3 nov6ane jedinice, a do odredigta Q 2 noveane jedinice; prijevoz jedinice robe od 
ishodigta B do odredigta P stoji 1 nov6anu jedinicu, a do odredigta Q 3 nov'eane 
jedinice. Iz oba ishodigta zajedno dolazi 7 jedinica robe; tu robu treba prevesti 
do odredigta tako da odredigte P dobije 2 jedinice, a odredigte Q 5 jedinica robe. 
Uz ove podatke rjegavamo ovaj problem optimalnosti: Kako da usmjerimo prijevoz 
robe od ishodigta do odredigta da bi ukupni trogkovi prijevoza bill najmanji. Podaci 
su za ovaj transportni problem pregledno sakupljeni u tabeli 1. 

TABELA 1. PODACI I OPTIMALNO RJESENJE TRANSPORTNOG PROBLEMA 

Odredfita 	I Ponuda 

Ishodi§ta 
A 

3 

0 

2 

4 4 

1 

2 

3 

1 3 

Potratnja 	 2 	5 7 

RjegavajuOi ovaj problem, treba izraeunati koliko robe treba usmjeriti od svakog 
ishodigta prema svakom odrediku; moramo dalde izrgunati 4 nepoznanice. Ako 
pak uzmemo u obzir da su ponude obaju ishodigta i potra2nje odredigta odredene, 
moiemo broj nepoznanica sniziti na svega jednu. Pretpostavimo da od ishodika 
A do odredigta P prevezemo x jedinica robe. Kako iz ishodika A dolaze 4 jedinice 
robe, mokmo u odredigte Q prevesti svega jo§ 4 — x jedinica. Buduei da u odre-
dike P dolaze 2 jedinice robe, mo2emo u to odredigte dovesti samo jog 2 — x je-
dnica. Kako potranja odredigta Q iznosi 5 jedinica a ponuda ishodigta B iznosi 
3 jedinice robe, mokmo od B u Q prevesti x 1 jedinicu robe. 
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Sad mdemo problem formulirati matematieki. Nijedna kolieina prevezene 
robe ne mole biti negativna; stoga nepoznanica x odgovara nejednadThama: 

x 	0, 4 — x 	0, 2 — x 	0, x -I- 1 	0 
Cetvrta je od tih nejednadThi ispunjena eim je ispunjena prva; i druga je nejednacaba 
ispunjena 	je ispunjena treea. Prema tome nepoznanica x zadovoljava ne- 
jednadThe: 

0 x 2 

To zna6 i da moguee vrijednosti varijable x le2e u intervalu [0, 2]. 

Ako uzmemo u obzir cijene prijevoza, mo:/..emo izrgunati ukupne trogkove 
prijevoza S (x) pri prijevoznoj strukturi kad prevezemo od A do P x jedinica robe: 

S (x) = 3x — 2 (4 x) 	1 (2 — x) 3 (x 	1) 

S (x) = 13 + 3x 

Ukupni tro'Skovi prijevoza su linearna funkcija varijable x. Ta je funkcija predo- 
Z:ena na slici 2. pravcem. Tako za promatrani transportni problem dobivamo sli-
jedeeu matemati6ku formulaciju: 

Treba odrediti minimum funkcije cilja: 

S (x) = 13 + 3x 

uz uvjet da varijabla x odgovara nejednadThama: 

0 LC. x 	2 

Slx) 

10 	  
0 	 2 

SI. 2. Funkcija trolkova 

— X 
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Iz funkcije cilja, i njezine slike takoder, vidimo da ta funkcija na intervalu 
[0, 2] ima najmanju vrijednost na lijevom kraju intervala x = O. Po prija:s'njim 
promatranjima najjeftiniji prijevoz ima strukturu: x 0, 4 — x =4, 2x — 2 -= 2, 
x 1 =1; kod te strukture prijevoza ukupni su tro§kovi prijevoza najmanji 
i oznose S (0) = 13 noveanih jedinica. Ova optimalna struktura prijevoza takoder 
je upisana u tabelu 1. 

Pri najjeftinijem prijevozu usmjerimo robu tako da dostavi 

ishodike A odrediku Q 4 jedinice 

ishodike B odrecliku P 2 jedinice i 

ishodike B odrediku Q 1 jedinicu 

robe; pri tom saobraeajna relacija od A do P ostaje neiskorgtena. U takvoj organi-
zaciji transporta ukupni su trakovi prijevoza najmanji i iznose 21 noveanu jedinicu_. 
Ovu optimalnu strukturu prijevoza prikazuje sl. 3. 

SI. 3. Optimalna struktura prijevoza 

Vjelbe 

1. Dvije tvornice isporauju robu za dvije trgovine. Prva tvornica isporua 22, a druga 28: 
jedinica robe; tvornice isporu6e prvoj trgovini 20, drugoj pak 30 jedinica robe. Troikovi prijevoza 
za jedinicu robe iznose: od prve tvornice do prve trgovine 35, a do druge trgovine 30 nov&anih 
jedinica; od druge tvornice do prve trgovine 25, do druge trgovine pak 22 nov6ane jedinice. Sa-
stavi tabelu za taj transportni problem! Kako da tvornice isporige robu da bi ukupni tro§kovi 
prijevoza bili najmanji? 

(0, 22, 20, 8; 1336) 
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2 

9 

4 

16 

25 6 19 

2. Rijdi problem transporta dviju tvornica AiBi dviju trgovina P Q koji je dan u tabeli: 

P 	Q 
, 

. 	8 1— 
5 

9 	13 

(0, 8, 4, 1; 47) 
3. Rijegi problem transporta koji je dan u tabeli: 

IPIQI  
6 

A 	 15 _• _ 
5 

20 

25 	10 	35 

(5, 10, 20, 0; 170) 
4. Rijegi problem transporta koji je dan u tabeli: 

(Sve moguee strukture su optimalne; 76) 

2. Degeneracija u problemu transporta 

Dva ishodiSta A i B opskrbljuju robom dva odredika P i Q. Ponudu i potra2nju 
i cijene prijevoza za jedinicu robe na pojedinim relacijama daje tabela 1. 

TABELA 1. PODACI I OPTIMALNO RJESENJE PROBLEMA TRANSPORTA 

Odredigta 
Ponuda 

6 3 
A 0 6 6 

Ishodigta 
2 5 

8 0 8 
Potra2nja 8 6 14 

4 

4 I 
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Oznatimo sa x kolitinu robe koja se preveze od A do P; zbog toga se od A 
do Q preveze 6 — x, od B do P 8 — x i od B do Q x jedinica robe. Pri takvom pri- 
jevozu ukupni trogkovi prijevoza iznose: 

S (x) = 6x ± 3 (6 — x) -I- 2 (8 — x) 5x 

S (x) = 34 6x 

Kako ni na jednoj relaciji transporta kolieina prevezene robe ne mae biti negativna, 
varijabla x odgovara nejednadibama: 

x 0, 6 — x 0, 8 — x 0 

Ove su nejednadThe ekvivalentne nejednadThama: 

0 x 6 

Tako za promatrani problem transporta dobivamo ovu matematieku formu-
laciju : 

Treba odrediti minimum funkcije cilja: 

S (x) = 34 ± 6x 

uz uvjet da varijabla x odgovara nejednadibama: 

0 x 6 

Na intervalu [0, 6), koji je podrueje mogueih vrijednosti varijable x, funkcija 
cilja ima najmanju vrijednost 34 na donjoj granici intervala x = O. Pri najjeftinijoj 
strukturi prijevoza ne prevozimo robu iz ishodigta A u odredigte P, niti je vozimo 
od ishodigta B u odredigte Q. Iz ishodigta A prevezemo svih 6 jedinica robe u odre-
dike Q i iz ishodigta B svih 8 jedinica robe u odredigte P. Pri takvoj strukturi pri-
jevoza ukupni su trogkovi prijevoza najmanji i iznose 34 noveane jedinice. Opti-
malna struktura prijevoza takoder je upisana u tabelu 1. 

Optimalnu prijevoznu strukturu pokazuje sl. 4. U tom primjeru transportni 
sistem dijeli se na dva zasebna sistema, gdje svako ishodigte u cijelosti opskrbljuje 
odgovarajuee odredigte neovisno o drugom ishodigtu. U tom primjeru transportni 
sistem degenerira u dva zasebna sistema. Ta se pojava koju eesto susreeemo u 
transportnim problemima linearnog programiranja naziva degeneracijom. 

--- 

  

     

SI. 4. Degenerirani transportni sister"; 

2 Linearno programiranje 	 1 7 
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9 

4 

2 

10 6 

4 

6 

A 

Vjeibe 

1. Ishodigte A ima ponudu 9 i ishodigte B ponudu 16 jedinica robe. Odredigte P ima potrainju 
9, a odredigte Q 16 jedinica robe. Prijevozni trogkovi za jedinicu robe od ishodigta A do odredigta 
P iznose 2, a do odredigta Q 5 nov6anih jedinica; od ishodigta B do odredigta P iznose 4 i do odre-
digta Q 3 novi.'ane jedinice. Kako da prevezemo robu od ishodigta do odredigta da bi ukupni pri-
jevozni trogkovi bill najmanji? Nacrtaj funkciju prijevoznih trogkova, prika2i geometrijski optimalnu 
strukturu prijevoza! 

(9, 0, 0, 16; 66) 

2. Rijegi transportni problem koji je dan u tabeli: 

(4, 0, 0, 6; 16) 

3. Transportni problem s dva ishodigta i tri odredigta 

Dva ishodigta A i B opskrbljuju robom tri odredika P, Q i R. Ishodigte A 
ima ponudu 7 a ishodigte B 8 jedinica robe, odredigte P ima potrathju 6 a odredigte 
Q 5 i odredigte R 4 jedinice robe. Prijevozni trogkovi po jedinici robe od ishodigta 
A do odredigta P iznose 9, do Q 7 i do R 16 noveanih jedinica, od ishodigta B do 
odredigta P 11, do Q 13 i do R 10 novdanih jedinica. Uz ove podatke rjegavamo 
slijedeei problem: Kako da uzmjerimo prijevoz robe od ishodigta do odredigta 
da hi ukupni prijevozni trogkovi bili najmanji. Podaci su za taj transportni problem 
pregledno sakupljeni u tabeli 1. 

TABELA 1. PODACI I OPTIMALNO RJESENJE TRANSPORTNOG PROBLEMA 

Odredigta Ponuda 
ishodigta 

16 

Ishodigta 
A 2 

9 
5 

7 

0 7 

4 

11 

0 

13 

4 

10 

8 

Potra2nja odredigta 6 5 4 15 

Treba izradunati koliko robe da prevezemo od svakog ishodigta do svakog 
odredigta, kako postoji gest prijevoznih relacija, u problemu nastupa gest varijabla. 
Ako pak uzmemo u obzir ponudu ishodigta i potrainju odredigta, mo2emo broj 
nepoznanica smanjiti na dvije. U tu svrhu pretpostavimo da prevezemo od A do 
1) x i od A do Q jedinica robe; buduei da je ponuda i potrOnja ishodigta i odre- 
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digta poznata, slijedi da od A do R prevezemo 7 — x — y, od B do P 6 — x, od 
B do Q 5 — y i od B do R x + y — 3 jedinice robe. 

Kako nijedna koli6ina prevezene robe ne mok biti negativna, varijable x i y 
odgovaraju nejednaabama: 

x 0 
> 0 

7—x—y 
6 — x 0 
5 — y 0 

x y — 3 0 

Ako uzmemo u obzir cijene prijevoza, mo2emo izrgunati ukupne prijevozne 
trogkove S (x, y) pri strukturi prijevoza kad od A do P prevezemo x i od A do 
Q y jedinica robe: 

S (x,y) = 9x + 7y + 16 (7 — x — y) + 11 (6 — x) + 13 (5 — y) + 10 (x + y — 3) 

S (x,y) = 213 — 4 (2x + 3y) 

Ukupni prijevozni trogkovi lineama su funkcija varijabla x i y. Ova funkcija ima 
minimum kod onih vrijednosti varijabla za koje pomo6na funkcija 

f (x,y) = 2x + 3y 

ima maksimum. Za razmatrani transportni problem nakon preuredenja gornjih 
nejednadThi dobivamo slijedeeu matematialu formulaciju: 

Treba odrediti maksimum funkcije cilja: 

f (x,y) = 2x + 3y 

uz uvjet da varijable x i y zadovoljavaju nejednadibe: 

0 x 5 6 
0 y 5 
x + y .5_ 7 
x + y k 3 

Kao gto vidimo na sl. 5, problem mo2emo rijegiti grafiad u kartezijskom 
koordinatnom sistemu x 0 y u ravnini. U tom koordinatnom sistemu proizvoljna 
to6ka A (x,y) predstavlja transportnu strukturu kad od A do P prevezemo x i od 
A do Q y jedinica robe. Svakoj ovakvoj toad transportnoj strukturi odgovara 
odredena vrijednost funkcije cilja f (x,y) = 2x + 3y ili odredeni ukupni prijevozni 
trogkovi S (x,y) = 213 — 4 (2x + 3y). Istraiimo prvo koje su to6ke transportne 
strukture moguee. Koordinate mogueih taaka odgovaraju gomjem sistemu ne-
jednadibi. Nejednadibe 0 x 5_ 6 zna6e da moguae toeke le2e izmedu ordinate 
i pravca s jednaclibom x = 6; nejednadibe 0 y 5 znge da moguee toeke 
leie izmedu apscise i pravca s jednadibom y 5; nejednadTha x + y 5_ 7 znaei 
da moguee toeke lek na onoj strani pravca s jednaclibom x + y = 7 gdje leii 
i koordinatno ishodike; nejednadiba x + y 3 zna6i da mogu6e to6ke Lae na 
suprotnoj strani pravca s jednacabom x + y = 3 od koordinatnog ishodika. 
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Toake kojih koordinate odgovaraju svim nejednadhama le2e na iscrtkanom kon-
veksnom gesterokutu. Koordinate svake toCke toga §esterokuta su moguCa rje-
genja problema. 

tfik 

0 	2 3 	 6 7 
SI. 5. Graliaeo degavanje transportnog problenta 

Iz slike vidimo da ima bezbroj mogueih rjeknja; svakom od mogueih rjeknja 
odgovara odredena vrijednost funkcije cilja. Medu mogueim rjeknjima 2elimo 
potraZiti ono za koje funkeija cilja ima najveau vrijednost. U tu svrhu promatrajmo 
vrijednosti funkcije cilja. Toeke u kojima funkcija cilja ima istu vrijednost k, 
na pravcu s jednad2bom: 

2x ± 3 y = k 

Ovu jednadnu prikazuje skup paralelnih pravaca koji imaju koeficijent pravca 
— 213; nekoliko tih pravaca na slici je povueeno ertkano. Za pojedine vrijednosti 
parametra k dobivamo pojedine pravce toga skupa; je veea vrijednost parametra 
k, to vik jc pravac udaljen od ishodika koordinatnog sistema. Najveeu vrijcdnost 
funkcije cilja, dobivamo tako da pravac pomie'emo od ishodika koordinatnog sistema 
dok ne izade iz ksterokuta mogueih rjeknja. To ee se dogoditi u uglu M (2,5); ova 
toeka prikazuje moguee rjeknje za koje funkcija cilja ima najveou vrijednost; stoga 
ta toeka prikazuje najjeftiniju strukturu prijevoza. Matematieki formuliran problem 
ima, dakle, ovo optimalno moguee rjeknje: 

x = 2, y = 5, 

kojem odgovara najveea vrijednost funkcije cilja: 

f (2,5) = 19 

Ovom rjeknju odgovaraju najmanji ukupni prijevozni trogkovi 

S (2,5) = 137 

noveanih jedinica. Optimalno moguee rjeknje transportnog problema• takoder je 
upisano u tabelu 1. 
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9 

6 

4 	6 	5 	15 

IP 	IQI 
2 	2 

Pri najjeftinijoj prijevoznoj strukturi iz A u P prevezemo 2, iz A u Q 5, iz 
BuP4i iz B u R 4 jedinice robe; prijevozne relacije od A do R i od B do Q ostaju 
neiskorikene. U tako usmjerenom prijevozu ukupni su prijevozni tro§kovi naj-
manji i prijevoz stoji 137 nov6anih jedinica. 

Vjetbe 

1. Ishodi§ta AiBs ponudom 7 i 6 jedinica robe opskrbljuju robom tri odredgta P, Q i 
R s potralnjama 4, 6 i 3 jedinice robe. Prijevozni troKkovi za jedinicu robe od A do P iznose 
5, do Q 3 i do R 6, od B do P 4, do Q 3 i do R 2 novZane jedinice. Odredi grafidti optimalno 
moguee rjeienje transportnog problema. 

(1, 6, 0, 3, 0, 3; 41) 

2. Ishodata A i B opskrbljuju robom tri odrediita P, Q i R. Rijegi grafitki transportni 
problem koji je dan u tabeli: 

(4, 0, 5, 0, 6, 0; 44) 

3. Ishodika A i B opskrbljuju robom odredigta P, Q i R. Rije§i grafidti transportni problem 
4oji je dan u tabeli: 

(sve strukture su optimalne; 33) 

4. Tri ishodi§ta A, B i C opskrbljuju robom dva odredi§ta P i Q. Rijdi grafiZki transportni 
problem koji je dan u tabeli: 

I 	P 
10 	8 

A 

  

    

10 

 

9 	12 

 

 

7 	13 	, 20 

(0, 2, 0, 10, 7, 1; 171) 
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3 

5 

7 

6 

0 

Ishodika 

Potra2nja odredigta i 	5 	7 6 18 

Ponuda 
ishodiKta 

Odredata 

4 	5 

0 

5 

8 

1 0 

4. Transportni problem s vigkom ponude 

Roba se nalazi u dva skladigta A i B; u prvom je ima 8 a u drugom 10 jedinica. 
Iz skladigta treba robu prevesti u dvije trgovine P i Q, i to u prvu 5 a u drugu 7 
jedinica. Ukupna ponuda od 18 jedinica obaju skladigta je 6 jedinica veea od ukupne 
potrainje 12 obiju trgovina. Prijevozni trogkovi za jedinicu robe su u prijevozu od 
A do P 4 i do Q 5, od B do P 3 i Q 6 nov6anih jedinica. Uz ove podatke rje-
gavamo slijedeei transportni problem: Kako da prevezemo robu ih skladfgta u 
trgovine da bi ukupni prijevozni trogkovi bili najmanji. 

U ovom je primjeru ponuda ishodigta za 6 jedinica veCa od potranje odredika ; 
stoga nakon odvoza ostati u skladigtima jog 6 jedinica robe. Da bismo ovaj problem 
preveli u transportni problem s izjednaeenim ponudama i potraZnjama, uvodimo 
dodatno prividno odredigte R kojemu namijenimo vigak ponude ishodigta. Praktftli 
odredigte R zna6i da njemu namijenjenu robu ostavimo u skladigtima. Stoga pret-
postavimo da je prijevoz robe od skladigta do tog odredigta besplatan. Nakon 
promjene transportnog problema uvodenjem dodatnog odredigta R dobivamo 
transportni problem s dva ishodigta AiBi tri odredigta P, Q i R; podaci za taj 
problem pregledno su sakupljeni u tabeli 1. 

TABELA 1. PODACI I OPTIMALNO RJESENJE TRANSPORTNOG PROBLEMA 

Ovaj transportni problem rjegavamo grafiai onako kao gto smo slf6an problem 
rijegili u prija'gnjoj Pretpostavimo da od A do P prevezemo x i od A do Q y 
jedinica robe; zbog poznatog vigka ponude od A do R prevezemo 8 — x — y, 
od B do P 5 — x, od B do Q 7 — y i od B do R x y — 2 jedinice robe. 
Kako nijedna od navedenih koliana prevezene robe ne mok biti negativna, dobi-
vamo iz toga za varijable x i y gest nejednadThi. Ako uzmemo u obzir cijene 
prijevoza, izraZunamo ukupne prijevozne trogkove i dobivamo: 

S (x,y) = 4x ± 5y 0 (8 — x:— y) + 3 (5 — x) ± 6 (7 — y) 0 (x y — 2) 

S (x, y) 57 x — y 

Nakon preuredenja nejednadThi dobivamo slijedeeu matematfaku formula-
ciju transportnog problema : 

Treba odrediti minimum funkcije cilja: 

S (x,y) = 57 x — y 
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UZ LIViCt da varijable x i y odgovaraju nejednacabama: 

0 x 5 
0 y 7 

x y 8 

x y 2 

Problem rjegavamo, kao gto vidimo iz slike 6, u kartezijskom koordinatnom 
sistemu x0y u ravnini. Toae kojih koordinate odgovaraju propisanhn nejed-
nad2bama tvore iscrtkani konveksni gesterokut. Te todre prikazuju sva moguaa 

0 	2 	 5 	 8 
SL 6. Crrafieko rjefavanje transportnog problema 

rjegenja transportnog problema. Medu toelama treba potraiiti onu za koju je vri-
jednost funkcije cilja S (x,y) = 57 x — y najmanja. Iz te funkcije vidirno da 
je njezina wijednost najmarrja onda kada je vrijednost varijable x najmanja, dakle 
0, i kad je vrijednost varijable y najveea, dakle 7. Stoga toeka M (0,7) prikazuje 
optimalno moguee rjegenje: 

x = 0, y = 7, 

kojemu odgovaraju najmanji ukupni trogkovi prijevoza: 

S (0,7) = 50 

nov6anih jedinica. Optimalno moguae rjegenje takoder je upisano u tabeli 1. Pri 
najjeftinijem prijevozu iz skladigta A prevezemo 7 jedinica robe u trgovinu Q, 
a 1 jedinicu zadrihno u skladigtu, iz skladigta B prevezemo u trgovinu P 5 jedinica 
robe, a 5 jedinica zadriimo u skladigtu. 
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Vje'ibe 

I. Ishodigta A iBs ponudom 7 i 6 jedinica robe opskrbljuju dva odrcdigta PiQs 
potra2njom 4 i 6 jedinica robc. Prijevozni trogkovi za jedinicu robe od A do P iznose 5 i do 
Q 3, od B do P 4 i do Q 6 noveanih jedinica. Odrcdi grafieki optimalno moguee rjegenje 
transportnog preblema. 

(0, 6, I, 4, 0, 2; 34) 

2. Ishodigta A i B opskrbljuju robom odredigta P i Q. Rijegi grafieki transportni problem 
koji je dan u tabeli: 

(u B zadr2imo 2 jedinice robe: onda su sve transportne strukture optimalne; 3.2) 

5. Problem asignacije 

Radnici su razlieito osposobljeni za rad na razlieitim radnim mjestima, pa 
stupanj produktivnosti koji neki radnik postae na nekom radnom mjestu mofr 
biti vrlo razlieit s obzirom na njegovu osposobljenost za rad na tom radnom mjestu. 
U radnim kolektivima u kojima treba rasporediti radnu snagu na radna mjesta 
javlja se pitanjc kako razmjestiti radnike po radnim mjestima da bi stupanj produk-
tivnosti eitavog kolektiva bio najveei. No na takve probleme asignacije ne nailazimo 
samo u radnim organizacijama vee i drugdje. Kapetan sportske momeadi, na pri-
mjer, prije svakoga nastupa muku muei kako da najbolje razmjesti svoju momead. 

Pri kvantitativnoj obradi problema asignacije obieno se susreeemo s tegkoeom 
kako da mjerimo ocjenjujemo osposobljenost, djelotvornost produktivnost, 
koje je u praksi tegko odrediti s dovoljnom toenogeu. U nastavku se tim pitanjem 
neeemo baviti, eemo pretpostaviti da su svi odgovarajuei kvantitativni podaci 
vee poznati. 

a) Asignacija dvaju radnika 

Dva radnika A i 13 mogu 	na dva radna mjesta M i N. U jedinici vremena 
prvi radnik na radnom mjestu stvori 3, a na radnom mjestu N 5 noveanih jedinica, 
dok drugi radnik na radnom mjestu M stvara 6, na radnom mjestu N pak 4 novimne 
jedinice dohotka. Kako da se radnici rasporede na radna mjesta da bi ukupni do-
hodak obaju u jedinici vremena bio najveei? 

Podaci za ovaj problem pregledno su sakupljeni u tabeli I , koja podsjeea na 
same tabele pri transportnim problemima. 
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TABELA 1. ASIGNACIJA RADNIKA 

I 	m 
	

Broj radnaa 

               

A 

Broj radnika 

    

3 
1 — x 

6 	4 

1 — x 

1 	1 

     

         

         

      

2 

  

               

               

               

Pri matematiekoj obradi problema uvodimo varijablu x, koju upikmo u 
tabeli 1, u ono polje koje odgovara radniku A i radnom mjestu M. Ova varijabla 
znaei broj radnika i moie imati samo vrijednosti 0 i I : ako radnik A dode na radno 
mjesto M, njezina je vrijednost I, a ako radnik A ne dode na radno mjesto M, 
onda je njezina vrijednost O. Kako je samo jedan radnik A, upikmo zbog gornjeg 
I — x u polje koje odgovara radniku A i radnom mjestu N. Buduai da je samo 
jedno radno mjesto M, upikmo prema gornjem 1 — x u polje koje odgovara radniku 
B i radnom mjestu M. Konaeno zbog granienih uvjeta zapikmo jo§ varijablu x 
u polje koje odgovara radniku B i radnom mjestu N. 

Kako kolieine xi 1 —x ne mogu biti negativne, varijabla x odgovara nejednadi- 
barna : 

0 	x 	1 

Kako pak varijabla x mok imati samo vrijednosti 0 i I, za nju dolaze u obzir samo 
vrijednosti: 

x 0 i x = I 

Izraeunajmo ukupni dohodak D (x) obaju radnika kao funkciju varijable x; 
iz tabele I. dobivamo: 

D (x) = 3x + 5 (I — x) H- 6 (1 — x) -I- 4 x 

D (x) = 11 — 4x 

noveanih jedinica. 

Nakon svega ovog dobivamo slijedeeu matematieku formulaciju problema 
asignacije: 

Treba odrediti vrijednost varijable x, koja mo2e imati samo vrijednosti 0 i 1, 
tako da bi ukupni dohotak: 

D (x) = — 4x 

bio najveai. 
Ukupni dohodak D (x) je linearna funkcija varijable x i dosele najveeu vri-

jednost kad varijabla x zauzme najmanju mogueu vrijednost x = O. Toj vrijednosti 
varijable x odgovara najveei ukupni dohodak D (0) = 11 noveanih jedinica. 

Pri optimalnoj asignaciji radnik A zauzme radno mjesto N, a radnik B radno 
mjesto M; tako se posti2e najveei ukupni dohodak, koji u jedinici vremena iznosi 
I 1 noveanih jedinica. 
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b) Postava lahovske mom6adi 

Kapetan domke ahovske momeadi vodi 3 medusobno izjednaeena velemajstora 
i 5 takoder medusobno izjednaeenih majstora; kapetan suprotne momeadi pak 
vodi 4 meclusobno izjednaeena velemajstora i 4 takoder medusobno izjednaeena 
majstora. Ako domaei velemajstor igra s tudim velemajstorom, mo2e oeekivati 
u prosjeku po 0,4 toeke, ako pak igra s tudim majstorom, mo2e oeekivati u prosjeku 
0,6 toeaka; ako domaei majstor igra s tudim velemajstorom, mo2e oeekivati u 
prosjeku 0,3 toeke, ako pak igra s tudim majstorom, mo2e oeekivati u prosjeku 
0,8 toeaka. Kapetan domaee momeadi zna da ee suprotni kapetan svoju momead 
razmjestiti na daske prema snazi, i to na prve daske velemajstore a na posljednje 
daske majstore. Kako da domaei kapetan postavi momead da bi srednja vrijednost 
oeekivanih toeaka bila najveea? 

Podatke za taj problem daje tabela 2, koja podsjeea na probleme sliene transport- 

TABELA 2. POSTAVA AkliOVSKE MOWADI 

Tuda morn&ad 
Broj igra'6a velemajstori 	majstori 

Doma6a 
morn't'ad 

vele-
majstori 

0,4 0,6 
3 — x 3 

majstori 0,3 
4 — x 

0,8 
x + 1 5 

, 13roj igrga 4 4 8 

U matematiekoj obradi toga problema upisat eemo u tabeli 2. u polje jednih 
i drugih velemajstora varijablu x; ta varijabla znaei broj domaeih velemajstora 
koje kapetan postavlja protiv tudih velemajstora. Da bismo uzeli u obzir graniene 
uvjete, upisat eemo u daljnja polja jo§ kolieine 3 — x, 4 — x i x + 1. 

Buduei da nijedna od tih u sredini polja upisanih kolieina ne moie biti nega-
tivna, varijabla x odgovara nejednadThama: 

0 x 3 

Kako varijabla x znaei broj igraea, jasno je da ona mo2e imati samo vrijednosti 
cijelih brojeva. 

Izraeunajmo po tabeli 2. srednju vrijednost S (x) toeaka koje domada momead 
pri takvoj postavi oeekuje kao funkciju varijable x: 

S (x) = 0,4 x + 0,6 (3 — x) + 0,3 (4 — x) + 0,8 (x + I) 

S (x) =- 3,8 + 0,3x 

Tako dobivamo matematieku formulaciju problema: 
Treba odrediti vrijednost cijelih brojeva varijable x koja odgovara nejednad2ba- 

ma : 

0 x 3 

nim. 

toeaka. 
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tako da funkcija cilia: 

ima najveou vrijednost. 
Funkcija cilja S (x) ima najveau vrijednost kad varijabla x zauzme najveau 

mogueu vrijednost cijelih brojeva x = 3; za tu vrijednost funkcija cilja ima vri- 
jednost S (3) 	4,7. 

Pri optimalnoj postavi kapetan ee postaviti domaeu momaad tako da ee 3 
domaea velemajstora igrati s tri tuda velemajstora, jedan domaai majstor igrat ae 
sa suprotnim velemajstorom i 4 domaea majstora igraju sa 4 majstora protivnika; 
kapetan dakle ne da nijednom domaaem velemajstoru da igra sa suprotnim majstorom. 
Pri takvoj postavi srednja je vrijednost oeekivanih toaaka najveaa i iznosi 4,7 to- 
aaka. 

Uz takvu postavu domaea se momaad moie nadati pobjedi. Pogledajmo jo§ 
kakva bi bila najnepovoljnija postava. Namjenska funkcija S (x) = 3,8 + 0,3x 
ima kod najmanje moguee vrijednosti varijable x = 0 najmanju vrijednost S (0) = 
= 3,8. Pri takvoj postavi momaadi tri domaaa velemajstora igraju sa tri majstora 
protivnika, 4 domaCa majstora igraju sa 4 suprotna velemajstora i 1 domaei majstor 
igra sa suprotnim majstorom. Pri toj najnepovoljnijoj postavi srednja vrijednost 
za domaeu momaad dobivenih toaaka iznosi jedva 3,8 i domaea momaad mole 
oeekivati poraz. 

Vjelbe 

1. Dva radnika rasporedimo na dva radna mjesta. Produktivnost prvog iznosi na prvom 
4 a na drugom 2 jedinice; produktivnost drugog iznosi na prvom 3 a na drugom 5 jedinica. Iz-
ra6unaj raspored za koji je ukupna produktivnost najveea. 

1 0 ) 
' 9 

(0 1 

2. Radnu grupu tvori 200 poljoprivrednih radnika i 100 zidara. Za rad na polju potrebno 
je 170, za zidarske pak radove 130 radnika. Poljoprivredni radnik stvori na polju 100, a na gradilatu 
70 jedinica dohotka; zidar stvori na polju 80, na gradiligtu pak 110 jedinica hodotka. Odredi raz-
mje§taj radnika za koji je ukupni dohodak grupe najveai. 

/170 30 30 100) 
o loo 

3. U §ahovskom natjecanju na 10 dasaka domaea morn6ad ima 3 jednako vrijedna vele-
majstora i 7 jednako vrijednih majstora, a protivnik ima 6 jednako vrijednih velemajstora i 4 
jednako vrijedna majstora. Ako domaai velemajstor igra s velemajstorom, aekuje u prosjeku 
0,4, a ako igra s majstorom, aekuje u prosjeku 0,9 taaka; ako domati majstor igra s velemajstorom, 
o6ekuje u prosjeku 0,1, a ako igra s majstorom, cakuje prosje6no 0,5 taalta. Protivnik je postavio 
velemajstore na prve a majstore na posljednje daske. Odredi najpovoljniju i najnepovoljniju po- 
stavu domaee momadi. 

(0 3, 3, 8; 
3 0 , 3, 5) 

k6 1 	3 4 

6. Optimalna raspodjcla investicija 

Proizvodno poduzeee ima dva odjela koji proizvode s razliaitim stupnjevima 
dobiti, prvi odjel proizvodi sa 3%, a drugi sa 6 c'/,, dobiti. Poduzeee mote u oba odjela 
investirati najvi§e 8 novaanih jedinica iz sredstava za investicije. Za raspodjelu 

S (x) = 3,8 + 0,3x 

27 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



2 

C 

investicionih sredstava propisani su shjeded uvjeti: prvi odjel neka dobije najmanje 
2, a drugi najmanje 1 novtanu jedinicu i prvi odjel neka ne dobije manje investi-
cionih sredstava od drugoga. Investiciona sredstva neka se razdijele medu oba 
odjela tako da poduzei:e postigne najvec::u ukupnu dobit. 

Oznatimo sa x dio investicionih sredstava koji dobiva prvi odjel i sa y onaj 
dio koji dobiva drugi. Gore traene uvjete raspodjele investicionih sredstava malu 
oba odjela izra2avamo matematiai pomo<:u slijedeee 4 nejednad2be: 

x 	y „.5 8 
x 	2 

Y ?- I 
x — y 0 

Pri takvoj raspodjeli investicionih sredstava ukupna dobit obaju odjela iznosi: 

3x + 6y 
f (X'Y) = 

Time dobivamo slijede6 problem linearnog programiranja: 
Treba odrediti maksimum ukupne dobiti f (x, y) kao funkcije cilia uz uvjet da va- rijable x i y odgovaraju svim 6ctirma gore navedenim linearnim nejednad2bama. 

Problem mo2emo rijegiti grafiai jer u njemu nastupaju samo dvije varijable. 
U tu svrhu pretpostavimo, kao gto vidimo na sl. 7, kartezijski koordinatni sistem 

SI. 7. Raspodjela investicioldh sredstava 

x 
8 

x 0 y. 	(x,y) toga koordinatnog sistema prikazuje strukturu raspodjele inve- 
sticionih sredstava kod koje prvi odjel dobiva x, a drugi y nov6anih jedinica. Struk- 
ture raspodjele kojc zadovoljavaju sve 	uvjetne lincarne jednadThe prikazuju 
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toeke iscrtkanog eetverokuta ABCD. Funkcija cilja ima najveau vrijednost kad 
pomoona funkcija: 

x + 2 y 

ima najveau vrijednost. Na iscrtkanom eetverokutu ta funkcija ima najveau vri- 
jednost u toeki C (4,4). Stoga prvobitni linearni program ima optimalno moguee 

rjdenje: 
x = 4, y = 4, 

kojem odgovara najveea dobit 0,36 noveanih jedinica. 

Zato pri optimalnoj distribuciji prvi odjel dobiva 4 a drugi takoder 4 noveane 
jedinice investicionih sredstava; takvom raspodjelom poduzeee postite najveau 
ukupnu dobit 0,36 noveanih jedinica. 

Vjetbe 

1. U poduze6u s dva odjela prvi odjel posluje sa stupnjem dobiti od 15%, a drugi sa stupnjem 
dobiti od 25%. Investiciona sredstva, koja iznose najvi§e 10 novi'.anih jedinica, raspodijelimo 
medu oba odjela tako da prvi ne dobije manje od 3, a drugi ne manje od 2 nov6ane jedinice i tako 
da poduzee postigne najveeu ukupnu dobit. Rije§i problem raspodjele grafi6ki. 

(3, 7; 2, 2) 

2. U proizvodnom poduzeau s dva odjela prvi odjel radi sa stupnjem dobiti od 30%, a 
drugi sa stupnjem dobiti od 20%. Ukupna investiciona sredstva, koja nisu ve6a. od 20 nov6anih 
jedinica, raspodijelimo na oba odjela tako da drugi odjel ne dobije manje od 2 noWane jedinice 
i tako da poduze6e postfie najveau ukupnu dobit. Rije§i problem raspodjele grafiZki. 

(18, 2; 5, 8) 

3. U poduzeeu s tri odjela prvi odjel radi sa 30°A„ drugi sa 10% i tre6i sa 40% dobiti. 
Ukupna investiciona sredstva, koja iznose 40 nove'anih jedinica, raspodijelimo u cijelosti medu 
sva tri odjela tako da prvi ne dobije manje od 8 novUnih jedinica, drugi ne manje od 10 novUnih 
jedinica i da treat ne dobije vi§e od drugoga; raspodjela neka bude takva da ukupna dobit bude 
najve6a. Rijai problem raspodjele graUki. 

7. Propusnost saobradajne mreic 

Mre2a je svaki sistem evorova 	raskrgea povezanih granama 	2ilama koji 

ima slijedeee osobine: 

a) svaka grana povezuje dva evora, 

b) svaki je evor povezan sa svakim drugim evorom barem jednim lancem 
uzastopnih grana, tako da se granama mitAe doei od svakoga evora do svakoga 
drugog evora. 

Mre2om teee saobraeaj bilo koje vrste, npr. prijevoz putnika ili robe, prijenos 
elektriene energije, pretok plina itd. U nastavku pretpostavimo da je rijee o saobra-
eajnoj mreli po kojoj se prevozi roba. 

(20, 10, 10; 11) 
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S obzirom na grane mrek pretpostavimo u nastavku slijede6e osobine: 
a) svaka grana ima odredenu propusnost, koja odreduje najveau mogueu 

prijevoza po njoj u jedinici vremena. 
b) sve su grane jednosmjerne. 

S obzirom na C',vorove mrde pretpostavljamo u nastavku slijedeee osobine: 
a) roba ulazi u mrdu samo u jednom Nom, koji nazivamo ishodigtem; u 

njemu nema nikakvog tranzitnog saobraeaja, 
b) roba napugta mrelu samo u jednom Noru, koji nazivamo odredigtem; 

u njemu takoder nema nikakvog tranzitnog saobra6aja, 
c) svi drugi Norovi su medu'avorovi u njima te6e samo tranzitni saobraeaj; 

stoga je u svakom meduNoru kolkina dovoza jednaka 	odvoza, 
d) Norovi imaju neograni6enu propusnost. 

SI. 8a. pokazuje shemu takve mrele sa 7 Norova i 12 grana. 

Kod saobraeajne mrde interesira nas problem njezine najveee propusnosti; 
obradivat eemo pitanje kako treba usmjeriti saobraeaj od ishodigta do odredigta 
da bi mrdom u jedinici vremena prolazilo gto vige robe. 

Uzmimo mrdu koju pokazuje sl. 8a. Mrda ima 7 6vorova, kojc oznaamo 
brojevima 0, 1, 2, 3, 4, 5 i 6; 6vor 0 je ishodi§te, a 6vor 6 odredike. Mre2a ima 
12 jednosmjernih grana, koje povezuju po dva 6vora, po6etni i kongni; usmje-
renje svake grane na slici je oznaeeno odgovarajueom strelicom. Svaku granu 
oznaCimo uredenim parom brojeva, od kojih prvi znati po'eetni, a drugi konac::ni 
Nor grane. Tako ureden par brojeva (0,1) oznguje granu gto ide od ishodigta 
0 do Nora I. Svaka grana ima odredenu propusnost; na slici jc propusnost svake 
grane upisana pri odgovarajueoj strelici. Prema tome obradivana mreh ima sli-
jedeee grane s odgovarajueim propusnostima: 

(0,1), 12; (0,2), 20; 
(1,2), 4; (1,3), 8; (1,4), 	3; 
(2,4), 5; (2,5), 10 ; 
(3,4), 2; (3,6), 7; 
(4,6), 11; 
(5,4), 3; (5,6), 9. 

Po opisanoj mrdi roba se prevozi od ishodigta 0 do odredigta 6; pri tom 2e-limo usmjeriti prijevoz tako da u jedinici vremena mrdom prode gto vige robe. 
Izrazimo taj problem u matematkkom obliku. Ozna6imo u tu svrhu kolii,Ine robe 
koje prevozimo po pojedinim granama uzastopno varijablama. 

X 0 1. , X02) 

X12) X13, X14, 

X24, X25, 

X34, X36, 

X46) 

X54, X56. 

Pri tom prvi indeks ozna'Cuje pactni, a drugi indeks kongni 'Nor grane. 
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Nijedna od ovih varijabli ne mok biti negativna jer svaka znaei neku kolieina 
robe; zbog ogranieenih propusnosti je i svaka od ovih varijabli prema gore ograni-
eena propusnoku odgovarajuee grane. Stoga varijable zadovoljavaju nejednadThe: 

0 5 x0i 5 12 0 5 x25 5 10 

0 5 x02 5 20 0 5_ X34 2 

0 .5 x12 5 4 0 5 X36 < 7 
0 5 x, 3 5 8 0 5 x46 5 11 

0 5 x14 5 3 0 5 x54 5 3 

0 5. X24 5 0 5. x56 5 9 

Oznaeimo kolieinu robe gto dotjeee u &or negativnim, a kolieinu robe gto 
od evora otjeee pozitivnim predznakom. Kako je za svaki meduevor koliaina robe 
gto dolazi jednaka kolieini robe gto odlazi, za pojedine meduevorove vrijede jed- 
nadibe : 

za evor 1: — X01 ± X12 + X13 + X14 	=0 

+ X24 + X25 za evor 2: — XO2 - X12 	 = 0 

za evor 3: — x13 + x34 + x36 	 = 0 

za evor 4: — x14 — x24 — x34 — x54 ± X46 = 0 

za evor 5: — x2, ± x54 ± x56 	 = 0 

Kolieina robe x0i + x02 koja odlazi u mrdu iz ishodigta 0 jednaka je kolieini 
robe x36 + x46 + x56 koja dolazi iz mrek u odredigte 6; te dvije kolieine odre-
duju protok robe mrdom. Protok mrdom je prema tome jednak: 

P xo 	XO2 

Prema tome dobivamo slijedeei problem o propusnosti mrek: Treba odrediti 
vrijednosti svih 12 varijabla koje odgovaraju gomjim nejednadibama i jednadibama 
tako da je protok robe kroz mrdu najveei. Kako varijable zadovoljavaju uvjet 
nenegativnosti i same linear= nejednadThe i jednadibe i kako je protok robe kroz 
mrdu kao funkcija cilja linearna funkcija varijabli, rijee je o problemu linearnog 
programiranja. 

Problem se mote rijegiti prilieno jednostavno na naain koji ilustrira slika 8. 

Nazovimo lanac svaki put koji vodi po usmjerenim granama od ishodigta 0 

do odredigta 6. 
U prvoj mrdi na sl. 8a. potraiimo lanac koji ide krajnjim gornjim rubom 

mrde; to je lanac gto vodi od ishodigta 0 preko meduevorova 1 i 3 do odredigta 
6. Sa stanovigta propusnosti u tom je lancu najslabija grana (3,6) s propusnoku 
7; stoga po ovom lancu mokmo prevesti 7 jedinica robe. Po ovom lancu usmjerhno 
najveou mogueu kolieinu 7 jedinica robe. Nakon toga prijevoza ostaju od prvobitne 
'mete za daljnje prijevoze raspoloNvi jog saobrkajni kapaciteti =de na sl. 8b. 

U ovoj, drugoj, mrdi uzmemo na krajnjem gomjem rubu lanac gto prolazi 
kroz meduavorove 1, 3 i 4. U tom je lancu najslabija grana (1,3) s propusnoku 1. 
Stoga usmjerimo po tom lancu najveOu mogueu kolieinu, tj. jednu jedinicu robe. 
Nakon toga prijevoza ostaju od druge mrde za daljnje prijevoze raspolotivi jog 
prometni kapaciteti mrde na sl. 8c. 

= X36 + X46 + X56 
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h 

e) 
f) 

cll 
c ; 3 

SI. 8. Odredivanje propusnosti mire& 

U toj, treeoj, mrdi teee gornjim krajnjim rubom mre2e lanac kroz meduevorove 
I i 4; u njemu je najslabija grana (1,4) s propusnogeu 3. Po tom lancu usmjerimo 
najveeu mogueu kolieinu robe 3 jedinice. Nakon toga prijevoza ostaju od treee 
mire& za daljnje prijevoze raspolo2ivi jog saobraeajni kapaciteti mrde na sl. 8d. 

U toj, eetvrtoj, mrdi teee krajnjim gornjim rubom lanac kroz evorove I, 2 i 
4; u njemu je najslabija grana (0,1) s propusnogeu I. Po tom lancu usmjerimo I 
jedinicu robe. Nakon toga prijevoza ostaju od mrde za daljnje prijevoze raspolo-
2ivi jog. saobraeajni kapaciteti mrde na sl. 8e. 

U toj, petoj, mrdi ima gornji krajnji lanac kroz evorove 2 i 4 najslabiji lanac 
(2,4) propusnosti 4. Po tom lancu usmjerimo najveeu mogueu kolieinu 4 jedinice 
robe. Nakon prijevoza te robe ostaju od mrde raspolo2ivi jog saobraeajni kapaciteti 
mrde na sl. 8f. 

a) 
b) 
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U toj, §estoj, mrdi ima gornji krajnji lanac kroz evorove 2, 5 i 4 najslabiju granu 
propusnosti 2. Po toj grani usmjerimo 2 jedinice robe, nakon ega od mrde ostaju 
jo§ saobraeajni kapaciteti mrde na sl. 8g. 

U toj, sedmoj, =di ima jedini jog moguei lanac kroz Cvorove 2 i 5 najslabiju 
granu (2,5) propusnosti 8. Po njoj usmjerimo 8 jedinica robe, nakon 6ega ostaju 
od mreie samo jog saobraeajni kapaciteti mreie na sl. 8h. 

Posljednja je mreia vee toliko okrnjena da u njoj nema vige nijednog lanca 
koji bi povezivao ishodigte s odredigtem. Stoga je svaki daljnji prijevoz robe od 
ishodigta do odredigta nemogue i postupak je zaldju6en. Ako sakupimo gore izra-
&inane prijevoze po saobraaajnim granama i sredimo rezultate, dobivamo ovo 
optimalno rjegenje problema: 

Najve6a moguea koliCina u jedinici vremena prevezene robe od ishodigta do 
odredigta iznosi: 

7 + 1 + 3 + 1 + 4 ± 2 + 8 = 26 

jedinica robe; taj optimalni prijevoz dobivamo ako usmjerimo robu po granama, 
tako da je: 

xo, = 12 X14 = 3 x36 = 7 

xo 2 = 14 X24 = 5 X46 = 11 

x12 = I X25 --= 10 X54 = 2 
X13 — 8 X34 = 1 X56 — 8 

Vjeibe 

1. Saobraaajna mrela ima 6 Zvorova 0, 1, 2, 3, 4 i 5 i 8 jednosmjernih grans s propisa-
nim propusnostima: 

(0,1), 3; (0,2), 6; (1,2), 4; (1,4), 5; 

(233)3 3; (335)3 8; (4,3), 6; (4,5), 2. 

Nacrtaj shemu mrete i odredi najved mogu6i protok od ishodi§ta 0 do odredi§ta 5! 
(6) 

2. Za saobraaajnu mreiu vrijede isti podaci kao i u prijagnjoj vjabi, samo s razlikom da su 
saobraeajne grane dvosmjerne. Odredi najved moguei protok od ishodi§ta do odredi§ta! 

(8) 

3. Saobra6ajna mre2a ima 8 6vorova: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 i 7 i 12 usmjerenih grana s 
propisanim propusnostima: 

(0,1), 8; (0,2), 19; (033)3 15; (133)3 3; 
(1,4), 5; (2,5), 12; (3,6), 22; (3,5), 4; 
(4,6), 3; (4,7), 6; (5,7), 9; (6,7), 20. 

(32) 

4. Za saobra6ajnu mreiu vrijede isti podaci kao i u prijagnjoj vjeibi, samo s razlikom da su 
saobraaajne grane dvosmjerne. Odredi najved moguai protok od ishodi§ta do odredi§ta! (35) 

8. Problemi smjese 

Ljudima i livotinjama potrebne su za prehranu odredene koli6ine biokemijskih 
sastojaka: bjelan6evina, masnoaa, ugljikohidrata, vitamina itd. Te sastojke dobivaju 
u razliCitim tiveMim namimicama ili u krmi. Svaka iiveina namimica i svaka 

3 Linearno programiranje 
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vrsta krmiva. ima odredenu cijenu. Problem gto nastaje pri prehrani je u tome kako 
da izaberemo mijdamo 2ive2ne namirnice krmiva da bismo na najracionalniji 
naCin zadovoljili potrebe za biokemijskim sastojcima. 

Problemi te vrste dovode nas pri matematiCkoj obradi na rjegavanje linearnih 
programa. .Kao svakom problemu lineranog programiranja mo2emo i problemima 
smjese pristupiti na dva naCina. Ili kao primarnim kao njima odgovarajuaim 
dualnim linearnim programima; to ovisi o izboru funkcije cilja. Kod primarnog 
linearnog prograina smjese postavimo zahtjev da ukupni tro'Slovi za nabavu 2ive2- 
nih namirnica krrniva trebaju biti najmanji; kod njemu odgovarajueeg dualnog 
linearnog programa, medutim, trdimo da vrijednost nabavljenih biokemijskih 
sastojaka treba biti najveea. Kod oba naeina rjdavanja dobivamo iste rezultate. 
U nastavku aemo obradivati problem smjese, to prvo kao primarni i zatim kao 
dualni problern lineamog programiranja. 

a) Primarni problem 

Dva tipa vitamina A i B mo2emo kupiti u dva tipa tableta P i Q. Tableta P 
sadrii 4 jedinice vitamina A i 3 jedinice vitamina B; a tableta Q sadni jednu je-
dinicu vitamina A i 4 jedinice vitamina B. Tableta P stoji 17, a tableta Q 14 noveanih 
jedinica. Kupnjom tableta ielimo dobiti najmanje 7-jedinica vitamina A i 15 jedinica 
vitamina B. Koliko tableta svakoga tipa trebamo kupiti da bismo zadovoljili zahtjev 
za vitaminima i da bi tro§kovi kupnje bili najmanji? 

Podatke za ovaj problem smjese daje tabela 1. U njoj x 	broj tableta tipa 
P, a y broj tableta tipa Q. 

TABELA 1. PRIMARNI PROBLEM SMJESE 

Tablete 1 
Potrebe 

PI QI 
4 	1 	7 

4 	
I 

3 	 15 
Vitamini 

IzraZimd Problem u matematiCkom obliku. 
Kako varijable x i y znaCe koliCinu tableta, ne.mogu imati negativne vrijednosti; 

stoga yak nejednaabe: 
. x 	0, y 	0 

Ako kupimo tableta tipa P i y tableta tipa Q, dobivamo u njima 4x y vitamina 
A; buduei da ta koRina ne smije biti manja od 7 jedinica, varijable odgovaraju 
nejednacabi: 

4x y 7 

Kupnjom x tableta tipa P i y tableta tipa Q dobivamo 3x I- 4y jedinica vitamina 
B; buduei da ova kolieina ne smije biti manja od 15 jedinica, varijable odgovaraju 
nejednacUbi: 

335 ± 4y 	15 

Ako kupimo x tableta tipa P i y tableta tipa Q, plaeamo 17x I- 14y novC.anih je-
dinica; 	da ti tro§kovi budu najmanji. 

Cijene 

KoHine 
— - 

17 

x 

14 

Y 
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Prema tome dobivamo ovaj matematieki oblik problema: 

Treba odrediti vrijednosti varijabla x i y koje odgovaraju nejednadibama: 

x 0, y 	0 
4x 	y 	?_. 7 
3x + 4y 	15 

tako da je vrijednost funkcije cilja: 

f (x,y) = 17x ± 14y 
najmanja. 

Kako su sve nejednadtbe linearne i kako je i funkcija cilja lineama funkcija 
varijabla, rijeC je o problemu linearnog programiranja. Kao §to vidimo na slici 9, 

Sl. 9. Primarni problem smjese 
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problem mo2emo rijegiti grafieki u kartezijskom koordinatnom sistemu x0y u ravnini. 
U tom koordinatnom sistemu svaka toeka T (x,y) predstavlja nabavu x tableta tipa 
P i y tableta tipa Q; toj nabavi 	toj toeki odgovara vrijednost funkcije cilja 17x -i 
+ 14y. 

Nabave gto odgovaraju svim uvjetnim nejednadThama prikazuju na slici toi;:ke 
iscrtkanog polja. Na tom polju funkcija cilja ima najmanju vrijednost u toeki 
M (1,3). Stoga linearni program ima slijedeee optimalno moguee rjegenje: 

x = 1, y = 3, 

kojem odgovara najmanja vrijednost 59 funkcije cilja. 

Potrebne vitamine nabavit eemo najjeftinije ako kupimo jednu tabletu tipa 
P i 3 tablete tipa Q, gto stoji 59 noveanih jedinica; takvom kupnjom dobivamo toeno 
7 jedinica vitamina A i 15 jedinica vitamina B. 

Pogledamo jo§ koliko pri toj najpovoljnijoj kupnji vrijede jedinice vitamina 
A i B. Oznaeimo u tu svrhu vrijednost 1 jedinice vitamina A sa u i vrijednost I 
jedinice vitamina B sa v. Koko tableta tipa P stoji 17 noveanih jedinica, vrijednosti 
u i v odgovaraju jednadThi: 

4u -1- 3v = 17 

Budua da tableta tipa Q stoji 14 nov6anih jedinica, vrijednosti u i v odgovaraju 
jog i jednacabi: 

u 4v = 14 

Ako rijegimo sistem ovih dviju jednaabi s nepoznanicama u i v, dobivamo rjeknje: 

u =- 2, v = 3 

Pri najpovoljnijoj nabavi tableta vrijednost je jedinice vitamina A 2, a vrijednost 
jedinice vitamina B 3 noWsne jedinice. 

b) Dualni problem 

Uzmimo iste podatke kao za prijagnji primarni problem i rjegavajmo problem 
smjese s drukajeg stanovigta: tablete kupiti tako da vrijednost nabavljenih 
vitamina bude najve6. Podatke za taj problem smjese daje jog jednom tabela 2. 
U njoj u zna6i vrijednost jedinice vitamina A i v vrijednost jedinice vitamina B. 

TABELA 2. DUALNI PROBLEM SMJESE 

Tablete 
Potrebe Vrijednost 	jedinice 

vitamina Q 
4 1 7 

Vitamini 
3 4 15 

Cijene 17 14 

Izrazimo problem u matematielom obliku. 

Kako varijable u i v znge vrijednosti vitamina, ne mogu imati negativne vri-
jednosti; stoga yak nejednadThe: 

u 0, v 0 
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Vrijednost vitamina u tableti tipa P iznosi 4u + 3v nov6anih jedinica i nije 
veea od cijene te tablete, koja iznosi 17 nov6anih jedinica; stoga varijable u i v 
odgovaraju nejednadibi: 

4u + 3v 5 17 

Vrijednost vitamina u tableti tipa Q iznosi u + 4v noveanih jedinica i nije veal od 
cijene te tablete 14 nov6anih jedinica; stoga varijable odgovaraju jo§ nejednadibi: 

u + 4v 5 14 

Ako kupimo 7 jedinica vitamina A i 15 jedinica vitamina Q, vrijednost nabavljenih 
vitamina je 

7u + 15v 

nov'eanih jedinica. Zelimo da ta vrijednost bude najveea. Prema tome dobivamo 
slijedeei matemati6ki oblik dualnog problema: 

Treba odrediti vrijednosti varijabla u i v koje odgovaraju nejednadtbama: 

u 0, v 	0 
4u + 3v _5 17 

u + 4v 5 14 

tako da vrijednost funkcije cilja: 

g (u,v) = 7u + 15v 
bude najveea. 

Kako su sve nejednadibe linearne i kako je i funkcija cilja linearna funkcija 
varijabla u i v, to je i dualni problem problem linearnog programiranja. Kao §to 
vidimo na sl. 10, rje§avamo ga u kartezijskom koordinatnom sistemu uOvu ravnini. 
U njemu proizvoljna to&a T (u,v) predstavlja sistem vrijednosti u vitamina A i 
vrijednosti v vitamina B; toj to6ki ili tom sistemu vrijednosti odgovara vrijednost 
7u + 15v nabavljenih vitamina. 

Parove vrijednosti u i v, koje odgovaraju svim uvjetnim nejednadibama, prika-
zuju toate iscrtkanog 6etverokuta OAMB. Funkcija cilja g (u,v) ima najveau vri-
jednost u toeki M (2,3). Stoga dualni problem ima optimalno moguee rje§enje: 

u = 2, v -= 3, 

kojem odgovara najve6a vrijednost 59 funkcije cilja. Taj se rezultat side s rezulta-
tom koji smo dobili nakon rje§enja primarnog problema. 

Pri najpovoljnijoj kupnji vrijednost je 1 jedinice vitamina A 2 i 1 jedinice vi-
tamina B 3 nov6ane jedinice; ukupna je vrijednost nabavljenih vitamina 59 nov6a-
nih jedinica. 

Pogledajmo koliko eemo tableta kupiti kod takve najpovoljnije nabave. Kao 
prije neka x zna6i broj tableta tipa P i y broj tableta tipa Q. Ako kupimo x tableta 
tipa P i y tableta tipa Q, dobivamo 4x + y jedinica vitamina A i 3x + 4y jedinica 
vitamina B; kako smo kupili 7 jedinica vitamina A i 15 jedinica vitamina B, vari-
jable x i y odgovaraju sistemu dviju jednadThi: 

4x + y = 7 
3x + 4y -= 15 
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2 

SI. 10. Dualni problem smjese 

Iz tog sistema jednadibi izrabnlamo: 

x = 1, y = 3 

Pri najpovoljnijoj kupnji nabavljamo 1 tabletu tipa P i 3 tablete tipa Q, §to 
stoji 59 novZ,=anih jedinita. Tako smo dobiti isti rezultat kao u primarnom programu. 

Vjeibe 

1. Prva namirnica saddi 3 jedinice prvog i 1 jedinicu drugog sastojka, druga namimica 
sadr2i 1 jedinicu prvog i 4 jedinice drugog sastojka. Cijena prve namirnice je 2, a druge nov '6na 
jedinica. Kupnjom namirnica 2elimo dobiti najmanje 6 jedinica prve i najmanje 13 jedinica drugog 
sastojka. Koliko od svake namirnice treba kupiti da zadovoljimo zahtjeve i da utrogimo najmanje 
novca? Rijdi zadatak kao primarni i kao dualni problem! 

(Primarni: 1, 3; 5. Dualni: 7/11, 1/11; 5) 

2. 1 kg kruha stoji 6 novatnih jedinica i saddi 2000 kalorija i 50 g bjelaaevina; 1 kg sira 
stoji 21 noV4anu jedinicu i saddi 4000 kalorija i 200 g bjelanZevina. Koliko kruha i koliko sira treba 
kupiti da bi u obje namirnice zajedno bilo najmanje 3000 kalorija i najmanje 100 g bjelaaevina i 
da bismo potro§ili najmanje novca? 

1 kg, 0,25; 11,25; 

3. Meso saddi 20`!, bjelan'devina i 2°,0' ugljikohidrata, a krumpir 1% bjelani.c.evina i 20',„ 
ugljikohidrata. 1 kg mesa stoji 25 nov6anih jedinica, a krumpira 1,5 nove'anih jedinica. Koliko 
mesa i krumpira treba kupiti da bismo dobili• najmanje 4,6 dkg bjelanevina i najmanje 40,26 
dkg ugljikohidrata te da bismo potro§ili najmanje novaca? 

(13, 200; 6,25; 
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9. Proizvodni problemi 

' Proizvodni problemi pripadaju najznaeajnijem tipu problema iiiieatnog pro-
gramiranja. Kod njih se radi i o iskori§tenju ograni6enih proizvodnih faktora s 
namjerom da se postigne najveCi gospodarski" efekt. 

Obradimo slijedeei proizvodni problem: Proizvodno poduzeae ima na raspo-
laganju tri vrste sirovina; od prve sirovine A ima na raspolaganju 21 jedinicu, od 
druge sirovine B ima 24 jedinice a od treOe siroVine C 16 jedinica. Od tih se siro-
vina izraduju dvije vrste proizvoda : proizvodi tipa P i proizvodi tipa Q...0 proiz-
vodnji jedne jedinice proizvoda P potrai se 1 jedinica sirovine A, 2 j'edini6e sirovine 
B i 2 jedinice sirovine C; u proizvodnji 1 jedinice proizvoda Q potrok se 3 jedinice 
sirovine A, 3 jedinice sirovine B i 1 jedinica sirovine C. Poduzede te proizvode 
prodaje i dobiva za 1 jedinicu proizvoda P 5, a za 1 jedinicu proizvoda Q 4 novane 
jedinice. Kako da poduzeee prograniira proizvodrihrda bi od prOcfinih proizvoda 
imalo najveei prihod? 

Podaci su za taj problem' sakupljeni u 	U Ojoj x zna6i broj jedinica 
proivoda P a y broj jedinica Proizvoda 

TABELA 2. PROIZVODNI PROBLEM 

Proizvodi 
-- 

Zaliha 
sirovina r 	Q 

A I 3 21 	. 

Sirovine 2 3 24 

2 16 

Cijene 5 4 

Koliline proizvoda 

Izrazimo problem u maternati6kom obliku. Kako varijable x i y zna6e kolkine 
proizvoda, ne mogu iruati negativne vrijednosti odgovaraju nejednadibama : 

x 0, y 0 

Ako poduzeee izradi x jedinica proizvoda P i y jedinica proizvoda Q, potrai x — 3y 
jedinica sirovine A; kako te siroVine ima na raspolaganju najvi§e 21 jedinicu, va-
rijable odgovaraju nejednad'ibi: 

x 3 y 21 

Za takvu proizvodnju poduzeee potrogi jog 2x ± 3y jedinica sirovine B; kako te 
sirovine nema na raspolaganju vi§e od 24 jedinice, varijable odgovaraju nejednadibi: 

2x H- 3y 24 

Medutim` poduzeee potrai jo§ 2x y jedinica sirovine C; kako te sirovine mo2e 
potraiti najvi§e 16 jedinica, to odgovaraju varijable jo§ i nejednacabi : 

2x y 	16 

Ako poduzeae proda x jedinica proizvoda P i y jedinica proizvoda Q, dobiva prihod 
od 5x ± 4y nov6anih jedinica i taj Prihod treba da bude najveei. 
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3 
Proizoodui problem 

A. 

Prema tome dobivamo slijedeei matematieki oblik problema : 

Treba odrediti vrijednosti varijabla x i y koje odgovaraju nejednadThama : 

x 0, y 	0 
x 3y 	_I 21 

2x ± 3y 5_ 24 
2x y 	5 16 

tako da funkcija cilja: 

f (x,y) = 5x + 4y 
ima najveeu vrijednost. 

Kako su sve nejednadibe lineame i kako je i funkcija cilja linearna funkcija 
varijabla x i y, 	je o problemu lineamog programiranja. 

Kako vidimo na slici 11, problem rje§avamo grafieli u kartezijskom koordi-
natnom sistemu x 0 y. Svaka toeka T (x,y) predstavlja proizvodnu strukturu u 
kojoj poduzeee izraduje x jedinica proizvoda P i y jedinica proizvoda Q; ovoj proiz- 
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vodnoj strukturi odgovara prihod od 5x ± 4y noveanih jedinica. Proizvodne 
strukture koje odgovaraju svim uvjetnim nejednadibama prikazuju toeke iscrtka- 
nog peterokuta OABCD. Na tom peterokutu funkcija cilja ima najveou vrijecinost 
46 u toeki C (6,4). Stoga proizvodni problem ima optimalno moguee rjegenje: 

x = 6, y = 4 

kojemu odgovara vrijednost funkcije cilja 46 noveanih jedinica. 

Prema tome, poduzeee dobiva najveei prihod od 46 noveanih jedinica ako 
izradi 6 jedinica proizvoda P i 4 jedinice proizvoda Q. 

Pogledajmo kako poduzeee iskorigtava raspoloiive kolitine sirovina po tom 
optimalnom proizvodnom programu. Ako izradi 6 jedinica proizvoda P i 4 jedinice 
proizvoda Q, potrai 

6.1 + 4.3 = 18 

jedinica sirovine A, 
6.2 ± 4.3 = 24 

jedinice sirovine B i 
6.2 + 4.1 = 16 

jedinica sirovine C. Pri optimalnom proizvodnom programu poduzeoa iskoristi 
sve raspoloiive kolieine sirovina B i C, a od raspolotive 24 jedinice sirovine A 
iskoristi svega 18 jedinica. 

Rijegimo jo§ pitanje kako se mijenja optimalni proizvodni program ako se 
mijenja struktura cijena proizvoda. Uzmimo u tu svrhu da je cijena proizvoda P 
jednaka p i da je cijena proizvoda Q jednaka q noveanih jedinica. 

Uz to ostaju sve prijagnje uvjetne nejednadibe linearnog programa nepro-
mijenjene stoga take iscrtkanog peterokuta na sl. 11. prikazuju moguea rjegenja. 
Osim apscise i ordinate taj peterokut omeduju jo§ i slijedeei pravci: 

a) pravac kroz uglove Ai Bs jednadThom x ± 3y = 24 i s koeficijentom 
pravca — 1/3, 

b) pravac kroz uglove BiCs jednad2bom 2x ± 3y -.-- 24 i s koeficijentom 
pravca — 2/3, 

c) pravac kroz uglove CiDs jednadibom 2x + y = 16 i s koeficijentom 
pravca — 2. 

Peterokut mogueih rjegenja ima pored koordinatnog ishodigta jo§ i uglove: 

A (0,7), B (3,6), C (6,4), D (8,0) 

Kod promjenljivih cijena p i q funkcija cilja ima oblik: 

f (x,y) = px ± qy 

i koeficijent pravca — plq. 

Pogledajmo optimalna moguea rjegenja linearnog programa uz razlieite struk-
ture cijena proizvoda. Pri promjeni strukture cijena razlikujemo s obzirom na 
optimalna rjegenja slijedeeih 7 moguanosti: 
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I. moguinost. Proizvod Q je vige od 3 puta skuplji od proizvoda P, tako da 
omjer njihovih cijena odgovara nejednadZbi: 

0 5 p/q < 1/3 

Pri toj moguenosti koeficijent pravca funkcije cilja veei je od koeficijenta pravca 
kroz toeke A i B. Stoga linearni program ima svega jedno optimalno moguee rje-
genje u toeki A (0,7). Poduzeee izradi 7 jedinica proizvoda Q i obustavlja proiz-
vodnju proizvoda P. 

2. moguenost. Proizvod Q je toeno 3 puta skuplji od proizvoda P, tako da 
omjer njihovih cijena odgovara jednadThi: 

p/q = 1/3 

Pri toj moguenosti koeficijent pravca funkcije cilja jednak je koeficijentu pravca 
kroz toeke A i B. Stoga linearni program ima bezbroj optimalnih mogueih rjegenja, 
i to u toekama A (0,7) i B (3,6) i svim toekama njihove spojnice. 

3. inoguenost. Omjer cijena proizvoda odgovara nejednadni: 

1/3 < p/q < 2/3 

Koeficijent pravca funkcije cilja manji je od koeficijenta pravca kroz toeke A i B 
i veei od koeficijenta pravca kroz toeke B i C. Stoga linearni program ima svega 
jedno optimalno moguee rjegenje u toeki B (3,6). • 

4. ntognenost. Omjer cijena proizvoda odgovara jednaabi: 

p/q 	2/3 

Koeficijent pravca funkcije cilja jednak je koeficijentu pravca kroz take B i C. 
Stoga linearni program ima beskonaeno mnogo optimalnih rjegenja, i to u toekama 
B (3,6) i C (6,4), te u svim toekama njihove spojnice. 

5. moguenost. Omjer cijena proizvoda odgovara nejednacabi: 

2/3 < plq < 2 

Koeficijent pravca funkcije cilja manji je od koeficijenta pravca kroz toeke B i 
C i vec:i od koeficijenta pravca kroz toeke C i D. Stoga linearni program ima svega 
jedno optimalno rjegenje u toeki C (6,4). 

6. moguenost. Proizvod P toeno je dva puta skuplji od proizvoda Q, tako da 
omjer njihovih cijena odgovara jednadni: 

p/q 2 

Koeficijent pravca funkcije cilja jednak je koeficijentu pravca kroz toeke C i D. 
Stoga linearni program ima beskonaeno mnogo rjegenja, i to u toekama C (6,4) 
i D (8,0), te u svim toekama njihove spojnice. 

7. moguenost. Proizvod P vige je od dva puta skuplji od proizvoda Q, tako 
omjer njihovih cijena odgovara nejednadni: 

p/q > 2 

Koeficijent pravca funkcije cilja manji je od koeficijenta pravca kroz toeke C i D. 
Stoga linearni program ima svega jedno optimalno rjegenje u toeki D (8,0). Poduzeee 
obustavlja proizvodnju proizvoda Q i izradi 8 jedinica proizvoda P. 
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Vjelbe 

1. Proizvodni odjel sa 2 razliata stroja obraduje 2 tipa komadnih proizvoda. Komad prvog 
proizvoda obraduje na oba stroja po 2 jedinice vremena; komad drugoga proizvoda obraduje 
na prvom stroju 3, a na drugom stroju 1 jedinicu vremena. Odjel ima na raspolaganju prvi stroj 
8, a drugi 4 jedinice vremena. Vrijednost prvoga proizvoda je 4, a drugop 3 nov6ane jedinice. 
Kako da odjel programira obradu da bi proizveo najvtha vrijednost? 

(1, 2; 10) 

2. Poduze(:e izraduje 2 tipa proizvoda od 3 sirovine. Od prve sirovine ima na raspolaganju 
15, od druge 7 i od tre6e 5 jedinica. Pri izradi jedinice prvoga proizvoda potrai po 1 jedinicu 
svake sirovine; pri izradi jedinice drugoga proizvoda potrok 3 jedinice prve i 1 jedinicu druge 
sirovine. Prodajna cijena prvoga proizvoda je 2, a drugoga 1 novZanu jedinicu. Kako da poduzeee 
programira proizvodnju da bi utrlak od prodaje proizvoda bio najveei? 

(5, 2; 12) 

3. Poduze6e sa 4 proizvodna faktora proizvodi 2 tipa proizvoda. Kod proizvodne jedinice 
prvoga proizvoda potro§i uzastopce po 5, 19, 31 i 21 jedinicu sirovina, kod proizvodne jedinice 
drugoga proizvoda potrai uzastopce po 16, 26, 22 i 5 jedinica sirovina. Poduzeee ima na raspo-
laganju sirovina uzastopce po 1296, 2454, 3942 i 1785 jedinica. Jedinicu prvoga proizvoda podu-
zede prodaje po 6, jedinicu drugoga proizvoda po 2 nov't'ane jedinice. Kako da poduzeee progra-
mira proizvodnju da bi imalo najvecH prihod od prodane robe? 

(80, 21; 521) 
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Drugi dio 

LINEARNA ALGEBRA 
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al2. 	 ail 

a22, 	DI x 
D 2 aly 	 a, 

a2, 

bi 
b2  ; 	D2 _ _ 
ai2 
a22 

b, 

b2 
Xj. 	

1 au 

III. DETERMINANTE 

1. Determinante drugoga i treeega reda 

Determinante drugoga reda. Determinanta drugoga reda sastoji se od 
broja, koji su rasporedeni u dva retka i dya stupca; pi§emo je i definiramo ovako: 

	

I a 	b 
D = ' d 

= ad — bc 

Determinantu drugoga reda izra6unamo tako da od produkta brojeva na glavnoj 
dijagonali odbijemo produkt brojeva na sporednoj dijagonali. 

Primjer : 

4 = (-3) • 3 — (-2) • 4 = — I. 
— 2 3 

Determinante drugoga reda upotrebljavamo pri rje§avanju sistema dviju 
linearnih jednad'ibi s dvije nepoznanice. Uzmimo sistem dviju uredenih linearnih 
jednadThi s dvije nepoznanice, koje radi preglednosti napi§emo s indeksima ovako: 

	

aloci 	alix2 = hi 

	

a2,x, 	a22x2 = b2 

Koeficijenti nepoznanica imaju po dya indeksa; prvi indeks pokazuje kojoj nepo-
znanici pripada koeficijent, a drugi indeks u kojoj se jednad2bi pojavljuje. Ako-
rijekmo taj sistem jednad2bi, dobivamo: 

	

bi a22 — b2 	3.12 	a, 1. b2 
— al2an 
— an bi  

x , — 	, X2 = 
a, a22 — 	a2, 	ai a22 

Brojnici i nazivnici u ova dva razlomka imaju jednak sastav; sva eetiri izraza su 
diferencije produkata koji imaju po dva faktora. Stoga mo2emo napisati oba ko-
rijena sistema jednadibi s determinantama ovako: 
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Determinantu 

D I an a -12 
la21 	a22 

== alia22 	a,2a21 

  

nazivamo determinantom sistema jednadibi; tu determinantu tvore sva 	koefi- 
cijenta na lijevoj strani jednadThi. Da bi sistem jednadlbi bio rjegiv, mora biti 
D O. Determinantu Di dobivamo tako da u determinanti D nadomjestimo oba 
elementa u prvom stupcu s oba poznata elana na desnoj strani jednadni. Determi-
nantu D2 dobivamo tako da u determinanti D nadomjestimo oba elementa u drugom 
stupcu poznatim aanovima jednad2bi. 

Primjer. Rijegimo pomoeu determinanata sistem jednadni: 

—3x + 4y = 11 
2x — 5y = —12 

x — 	 = = —1 —3 	4 , 	(-3) (-5) — 2.4 	7 
2 	—51 

! —3 	11 

	

1 2 —121 	(-3)(-12) — 2.11 	14 Y = --=.7-- 	— 7 	 = = 2 
7 

Determinante treeega reda. Determinanta treeega reda rgunska je operacija 
sa 9 brojeva, koji su uredeni u tri retka i u tri stupca; pigemo je i definiramo ovako: 

a, bi cl 
I) " a2 b2 C2 

a3 b3 C3 

= a,b2c3 	a2b3c, 	a3b,c2 — alb3c2 — a2b,c3 — a3b2ci 

  

Praktidd izrgunamo determinantu treeeg reda po slijedeeoj uputi: determi-
nantu produ2imo udesno tako da joj pripikmo prvi i drugi stupac i sastavimo po 
dijagonalama produkte po tri broja; produkti brojeva koji lege na padajueim di-
jagonalama su pozitivni, a produkti brojeva koji na rastueim dijagonalama su 
negativni. Ra6unanje po toj uputi predo6imo shemom: 

a, 	b 

a2 

a3/ b3 

za, /131 

/ \ 
C2 	a2 	v2 

C 	 \b3 _3 

Primjer: 

11 	2 	5 1 	2 
D 	13 	1 	2 3 	1 — 1.1.2 2.2.4 + 5.3.3 — 4.1.5 — 3.2.1 — 2.3.2 = 25 

4 3 2 4 3 

11 	4 i 
—12 —5 	11 (-5)— 4 (-12) —7 
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D2 	I 
X2 = = 173- 

ai 	bi al3 

azi b2 a23 

a3, b3 a33 

	

D3 	1 

	

X3 = — 	a21. D D 
a3, 

bl 

a22 b2 

a32 b3 

Determinante treaega reda upotrebljavamo pri rjegavanju sistema triju linearnih 
jednadibi s tri nepoznanice. Uzmimo ureden sistem triju linearnih jednadibi s 
tri nepoznanice: 

al ix, + al2x2 anx3 — 

anxii 	a22X2 a23x3 — b2 

anxi a32x2 a33X3 — b3 

Ako rije:gimo taj sistem jednPd2bi, dobivamo za prvu nepoznanicu izraz: 

bia22a33 al3b2a32 ai2a23b3 — ana22b2 — al2b2a33 — bia,3a32 

alia22a33 	ai3a2032 	al2a23a3, — 	a22a31. 	auan a33 — a a23a32 

Brojnik i nazivnik ovog razlomka molemo napisati u obliku determinanti pa dobi-
vamo: 

bi au au 
b2 a22 a23 

Di 	b3 a32 a33 
al, ai2 ai3 

a2i a22 a23 

a32 a33 

Determinantu D nazivamo determinantom sistema jednadibi; ona je sastavljena od 
svih devet koeficijenata s lijeve strane jednadThi. Da bi sistem jednadtbi bio rjegiv, 
mora biti D O. Sli6no dobivamo jo§ i za druge dvije nepoznanice: 

xi 

xi 

Determinantu Di dobivamo tako da u determinanti D nadomjestimo prvi stupac 
poznatim danovima s desne strane jednadibi; determinantu D2 dobivamo tako 
da u determinanti D nadomjestimo drugi stupac poznatim elanovima, a determi-
nantu D3 dobivamo iz determinante D tako da u njoj treei stupac nadomjestimo 
poznatim danovima. 

Primjer. Rijegimo sistem triju linearnih jednaabi s tri nepoznanice: 

x 

5x 
3x 
4x 

Di — 	— 

— 6y -1- 4z --- 
— 3y + 2z 
— 5y + 2z 

3 	—6 	41 
2 	—3 	2 
1 	—5 	2 

3 
= 2 
= 1 

_ —4 _ 
— —4 

1 
5 
3 
4 

—6 
—3 
—5 

4 
2 
21 

4 Lincarno programiranje 
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15 3 4' 
D2 1 

3 2 2
1 
= -
- 4 

= 1 

	

Y -D -D 	 - 4 
4 1 2 

5 —6 3 
D3 	1 ' 	 —4 

z — - - — 	3 —3 2 	= I 
4 —5 I 	

—4 

Vjeibe 

I. Izraeunaj determinante drugoga recta: 

a) I 2 3 I 

6 5 i 

b) 2 -.5 f. 1 3 	14 ! 
(43) 

e) 

x 

x 

I 
(0) 

2. Itijai pomoeu determinanti sisteme dviju jednadni s dvije nepoznanicc: 

a) 4x + 3y 	17 i 5x 	y = 7; 	 (x 	2, y = 3) 
b) 4x 7y — --5 i 3x -- 2y = -- 7; 	 (x = —3, y = 1) 
c) 3x -;- 4y — 	8 i 2x -- v = 5 	 (x = 28/11, y — 1/11) 

3. Odredi pomoeu dcterminanti sjeciKte pravaca koji imaju jednadthe: 

a) 2x -;- 3y -- 5 i 4x • y — 5; 	 (P (1,1)) 
7x 	8y 	23 i 6x --- 5y = 16; 	 (P (1,2)) 

e) 4x 	3y -- 25 i x 	y 	7. 	 (P (4,3)) 

4. Odredi u ravninskom koordinatnom sistemu skup toeaka koje zadovoljavaju nejcdnad2bc: 

a) 0 57. x 	4, 0 	y 	6, x -:• y Lz: 6, x + Y 	3; 
b) x 	0, y 	0, x 	y 	3, x 	y 	5; 
c) 0 < x < 5, v 	0, x -I- 3y < 15, x -I- y 	7. 

5. Izraeunaj determinante treecga reda: 

a) 3 
	/ 	8 

4 3 	5 

I 
	

7 —5 • 
(100) 

b) 3 	4 -- 5 

8 7 —2 
I 2 —1 	8 

c) I "7 X 	X 	X 

I 	X 	1 -1- X 	X 

X 	X 1 	x 

6) Rije'gi sisteme triju linearnih jednadthi s tri nepoznanice: 

a) x -;• y 	z — 3 
V -I- 3z = 7 

2x --- 3y — z 	0, 

(0 ) 

(3x 1- 1) 

(x = 1, y 	0, z 	2) 
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b) 2x + 3y + z = 22 
x + 2y + z = 16 

x 	Y 3z = 24. 	 (x = 2, y = 4, z = 6) 

7) Izradunaj u prostomom kartezijskom koordinatnom sistemu sjeciW ravnina s jednadiba-
ma: x+y+z=6,2x+y-F-z=7ix+2y+3z=14. 

(P (1,2,3)) 

2. Definicija determinante 

Permutacije. Uzmimo n razlieitih elemenata koje ozna6imo uzastopce brojkama 
1, 2, ..., n. Izmedu dva elementa vigi je onaj koji je ozna6en veeom brojkom. 
Kompleksije u kojima nastupaju svi ti elementi samo jedanput i koje se razlikuju 
samo po rasporedu elemenata nazivamo permutacijama. Iz svake permutacije 
moiemo dobiti svaku drugu permutaciju odgovarajuaim premjekanjem elemenata. 
Izmedu dvije permutacije vi§a je ona u kojoj iduei slijeva udesno prije naidemo 
na vigl element. 

Broj razlititih permutacija n elemenata izrat'unamo po obrascu : 

	

Pn 	I, 2, 	n = n! 

koji moiemo dokazati matemati6kom indukcijom. 

Pojavu da u permutaciji vgi element nastupa ispred naega, nazivamo inver-
zijom. Permutacija: 

	

5 	1 	4 3 2 

ima 7 inverzija jer 5 stoji ispred 1, 5 ispred 4, 5 ispred 3, 5 ispred 2, 4 ispred 3, 
4 ispred 2 i 3 ispred 2. Permutacije dijelimo u dva razreda, u pame i nepame. Per-
mutacija je parna ako ima parni broj inverzija, a neparna ako ima neparni broj in-
verzija. 

Ispred svake permutacije: 

i2 -..) in 

elemenata 1, 2, ..., n pi§emo broj: 

6 (4 i2 	in) 

Taj je broj jednak + 1 ako je permutacija parna, a — 1 ako je permutacija ne-
parna. 

Primjer. Od dva elementa 1 i 2 sastavimo 

P2 = 1.2 = 2! = 2 

permutacije; permutacije uredene po visini s odgovarajueim lbrojevima 6 jesu : 

1 2 6 (12) = 	1 parna 

2 1 6 (21) = — 1 neparna 
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Primjer. Od tri elementa 1, 2 i 3 sastavimo 

P3 = 1.2.3 = 31 6 

permutacija; permutacije uredene po visini s odgovarajueim brojevima 6 jesu: 

1 2 3 6 (123) = 	1 parna 
1 3 2 6 (132) --- — 1 neparna 
2 1 3 6 (213) = — 1 neparna 
2 3 1 6 (231) = + 1 parna 
3 	1 2 (312) = 	1 pama 
3 2 1 6 (321) — 1 nepama 

Zamjena dvaju susjednih elemenata u permutaciji nazivamo transpoziajonl. 
Svaka transpozicija pretvara pamu permutaciju u nepamu i obmuto neparnu u 
parnu jer se transpozicijom broj inverzija promijeni za 1. 

Zamjena dviju proizvoljnih elemenata u permutaciji takoder pretvara pamu 
permutaciju u neparnu i neparnu u parnu. To mokmo uvidjeti ovako: uzmimo 
permutaciju: 

... a ... b 

u kojoj izmedu elemenata a i b ima r elemenata. Elemente a i b zamijenimo tako 
da prvo tjeramo element a samim transpozicijama preko r meduelemenata pred 
element b. Za to je potrebno r transpozicija. Nakon toga tjeramo samim transpo-
zicijama element b preko elementa a i preko r meduelemenata na mjesto gdje je 
prije bio element a; za to je potrebno r 1 transpozicija. Za zamjenu elemenata 
a i b ukupno je potrebno 2r + 1 transpozicija; stoga pri zamjeni parna permutacija 
prelazi u neparnu a neparna u parnu. 

Definiczja determinante. Determinanta reda n sastoji se od 	brojeva koji su 
uredeni u n redaka i u n stupaca; pikmo je ovako: 

aii •-• ah, 
D = 	 = I aul 	(i,j = 1, 2, ..., n) 

, ani • • • ann 

Pri tom prvi indeksi oznguju redak, a drugi indeksi stupac u koji spada element. 
Vrijednost determinante izra6unamo na naein da najprije sastavimo sve moguee 

produkte po n faktora, tako da u svaki produkt dode po jedan element iz svakoga 
retka i po jedan element iz svakoga stupca, potom svakom produktu dademo od-
govarajuei predznak i kongno sve produkte zbrojimo odbijemo. Po toj uputi 
mokmo vrijednost determinante izrgunati na dva ngina. 

Po prvom na'Cinu ra6unanja poZinjemo s recima. Kako u svaki produkt dolazi 
po jedan element iz svakoga retka, uredimo faktore tako da prvi indeksi faktora 
rastu od 1 do n; zato sve produkte s uredenim prvim indeksima pikmo ovako: 

a' • a2 

Buduai da u svaki produkt dolazi po jedan element iz svakoga stupca, to su u svakom 
produktu indeksi na drugom mjestu razlielti; svaki od brojeva 1, 2, ..., n, dolazi 
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u svakom produktu u odredenoj permutaciji po jedanput na drugo mjesto. Stoga 

produkte pi§emo u obliku: 

• a2J2 • 	• aro. 

Ovdje su drugi indeksi razUiti. Sve moguCe produkte dobivamo tako da na mjesta 
drugih indeksa postavljamo sve moguee permutacije brojeva 1, 2, ..., n. Kako tih 
permutacija ima n!, dobivamo ukupno n! produkata. Zatim produktima odredimo 
predznake po uvoj uputi: produktu damo pozitivan predznak ako je permutacija 
drugih indeksa parna, a negativan ako je permutacija nepama; predznakom oprem-
ljene produkte napi§emo brojem ovako: 

(iii2 • •• in) alit • azi2 • ••• • anin 

Konkno zbrojimo sve ove predznacima opremljene produkte. U skladu s tom 
rkunskom uputom determinantu reda n dobivamo ovako: 

D — E a 'Liz • • • in) alit • a2i2 ' ••• • anis' 

Pri tom zbrajamo tako da zahvatimo sve permutacije drugih indeksa. 
Po drugom nkinu rkunanja determinante po6injemo sa stupcima. Buduei 

da u svaki produkt dolazi po jedan element iz svakoga stupca, uredimo faktore tako 
da njihovi drugi indeksi rastu od 1 do n; stoga pi§emo sve produkte s uredenim 
drugim indeksima ovako: 

at • a2 • ••• ' an 

Kako u svaki produkt dolazi po jedan element iz svakoga retka, to su u svakom 
produktu indeksi na prvom mjestu razliati; svaki od brojeva 1, 2, ..., n dolazi 
u svakom produktu u odredenoj permutaciji po jedanput na prvo mjesto. Stoga 
pi§emo produkte u obliku: 

aiii • ai22 • •.. • al.., 

gdje su prvi indeksi 	Kao i prije, i ovih produkata ima n!. Nakon toga 
odredimo produktima predznake po uputi: produktu damo pozitivan predznak 
ako je permutacija prvih indeksa pama, a negativan ako je permutacija neparna. 
Konkno zbrojimo sve ove predznacima oznkene produkte. U skladu s tom rkun-
skom uputom determinantu reda n definiramo ovako: 

D = I (iii2 . • • ln) ai, 	ai22 • ••• • ainn 

Pri tom zbrajamo tako da zahvatimo sve permutacije prvih indeksa. 

Po oba nkina rkunanja dobivamo istu vrijednost determinante, §to maemo 
vidjeti iz slijedeOeg: u oba slaaja dobivamo po n! produkata, koji su s obzirom 
na apsolutne vrijednosti po parovima jednald. Treba samo jo§ dokazati da svaki 
produkt ima po oba nkina rkunanja isti predznak. Uzmimo neki produkt koji 
po prvom nkinu ima oblik: 

al.,* • a2J, • ••• • ani. 

a po drugom nkinu oblik: 

alit 	ai22 • ... • a,.. 
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Iz prvoga produkta dobivamo drugi po odredenom broju transpozicija faktora. Iz 
permutacije i i 	i drugih indeksa prvoga produkta dobivamo po odredenom A ,2 .• • 

broju transpozicija najnau permutaciju 1 2 ... n; uz to dobivamo iz najniie per-
mutacije 1 2 ... n prvili indeksa nakon istoga broja transpozicija permutaciju 

i2 	in. 

Stoga je: 

(ii i2 	in) = 6 (4 i2 	in) 

Iz obiju definicija cleterminante slijedi izreka: 

Vrijednost determinante se ne nnjenja ako u njoj zamijenimo retke stupcima i 
obrnuto 	ako determinantu zaokrenemo oko glavne dijagonale. 

lz te izreke slijedi neposredno: 

Svaka izreka o determinanti koja vrijedi za retke vrijedi istovremeno i za stupce 
i obrnuto. 

Vjeibe 

1. Odredi razzed perinutacije: 6 1 4 3 2 5. 
2. Odrcdi: 

a) 6 (12345) 
b)o (316254) 
c) O (52134) 

(parna) 

(+1) 
(+ 1) 
(- 1) 

3. lzra'eunaj deterrninantu clrugoga reda: 

I) = I ai; 	(I, = 1,2) 

na oba 	prema opCoj definiciji dcterminante. 

4. Izraiamaj dcterminantu treeega reda: 

I) = ; 	(i, j = 1,2,3) 

na oba naOina prema op6oj definiciji determinante. 

5. Sastavi od elemenala 1, 2, 3 i 4 sve po visini uredene permutacije i odredi svakoj per-
mutaciji broj O. 

6. Upotrijebi rezultate prijagnjeg zadatka i izra6unaj determinantu Zetvrtoga reda: 

D — au I (i, j 	1,2,3,4) 

prema opeoj definiciji determinante. 

3. Osobine deterininante 

Kako svaka izreka o determinantama vrijedi za njezine retke i automatski 
i za njezine stupce i obmuto, mi eemo izreke o determinantama izra'Z'avati samo 
za retke samo za stupce, a vrijede svakako za oboje. 

Ako su svi elementi nekoga retka jednaki 0, vrijednost determinante jednaka 
je 0. 

54 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Izreka je jasna jer se u definiciji determinante nalazi u svakom produktu 
po jedan faktor iz svakoga retka; stoga svaki produkt ima po jedan ilktor koji je 
jednak 0; zato su svi produkti jednaki 0, a i njihova je suma jednaka O. 

Ako u determinanti zamijenimo dva retka, promijeni se predznak determinante, 
all se ne mijenja njezina apsolutna vrtjednost. 

Svaku zamjenu dvaju redaka moiemo naime postia neparnim brojem transpo-
zicija u dva susjedna retka. Svaka transpozicija susjednih redaka prouzrokuje u 
definiciji determinante po jednu transpoziciju faktora u svakom prOduktu; zbog 
toga svaki produkt mijenja samo svoj predznak a i svota produkata mijenja isto 
tako samo svoj predznak. 

Ako determinanta ima dva jednaka retka, njezina je vrtjednost jednaka O. 

Izreka je posljedica prijdnje izreke. Pretpostavimo da je vrijednost prvobitne 
determinante jednaka D; ako u njoj zamijenimo oba jednaka retka, determinanta 
dobiva suprotnu vrijednost — D. Kako je rijed o jednakosti redaka, njihovom 
zamjenom vrijednost determinante se ne mijenja, vrijedi jednadna D = — D; 
to je medutim moguee samo ako je D = O. 

Ako sve elemente nekoga retka pomnoiimo proizvoljnim brojem, vrtjednost deter-
minante pemmoii se tim brojem. 

Izreka je jasna; u dcfiniciji determinante u svakom produktu nastupa po jedan 
faktor koji je pomnoien spomenutim brojem; taj zajedni6ki faktor pak moiemo 
u sumi produkata izluati, pa dobivamo spomenuthn brojem pomnoienu vrijednost 
determinante. 

Iz netom dokazane izreke slijedi obrnuta izreka: 

Ako svi elementi nekoga retka imaju neki zajednioki faktor, moierno taj faktor 
izlueiti. 

Ako su svi elementi nekoga retka izravno proporcionalni homolognim elementima 
nekoga drugog retka, onda je vrtjednost determhzante jednaka O. 

Po prijaAnjoj izreci mo2emo izlueiti zajednfeki faktor proporcionalnosti pa 
dobivamo determinantu s dva jednaka retka; ova je determinanta jednaka O. 

Ako su, uza sve druge jednake stupce, svi elementi nekog stupca sume po dvaju 
sumanda, mokmo determinantu ragelaniti u sumu dviju determinanti po obrascu: 

      

1 ... 	bnj 	... 

      

    

ajj 

... 	an, 	... 

 

anj 	bnj 

  

  

    

       

Valjanost izreke slijedi iz toga §to se u definiciji determinante razdjeljuje svak 
produkt tipa: 	

(alj 	bjj) 

zbog distributivnosti u sumu dvaju produkata: 

a da se pri tom ne mijenja permutacija indeksa u produktima. Valjanost izreke 
moiemo uopeiti na proizvoljno veei broj sumanda. 
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Vrijednost determinante se ne mijenja ako neki stupac pomnoiimo proizvoljnim 
brojem i pribrojimo ga nekom drugom stupcu: 

••• 

ani 	anj 

 

	

ka, 	• . • 
....... 

an, 	a • -r ka„, 

   

Dokaz. Ako determinantu na desnoj strani izrazimo kao sumu dviju determi-
nanti : 

k ••• 	••• 	••• 	••• 	••• 

... 	an, 	a„, 

prvi je sumand jednak prvobitnoj determinanti, a drugi je sumand jednak 0 jer su 
u njemu dva stupca jednaka, i izreka je time dokazana. 

Ovom se osobinom determinante sluhmo pri transformiranju determinante 
s namjerom da dobijemo u njoj elemente koji su prikladniji za numerie'ko rku-
nanje. 

Primjer. Izraeunajmo determinantu: 

117 18 21 
14 24 1, 
22 35 21 

Determinantu najprije transformiramo tako da pomno2imo posljednji stupac sa 
—8 te da ga pribrojimo prvome i jog' da pomno'iimo posljednji stupac sa —9 te 
da ga pribrojimo drugome; tako dobivamo determinantu: 

1 0 21 
6 15 11 
6 17 2 

U toj determinanti odbijemo drugi redak od treeega pa dobivamo determinantu: 

11 0 2 
6 15 1 

10 2 1 

U toj dcterminanti odbijemo treei redak od drugoga pa dobivamo determinantu 
koju izraeunamo po poznatom pravilu: 

1 
6 

10 

0 
13 

2 

21 
0 

1 

1 
6 
0 

0 
13 
2 

13 	24 = 37 
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Vjeibe 

1. Ustanovi zaito ima.0 slijedeCe determinante vrijednost 0: 

a) 

d) 

3 
1 
5 

7 
8 
7 

0 
0 
0 

13 
4 

13 

2 
3 
7 

7 1 1 
51 
71 

b) 	3 
10 
1 4 

	

e) 	4 
2 
7 

16 
0 

17 

6 
3 
9 

5 
0 
4 

8 
4 
5 

c) 

f) 

4 
5 
4 

1 
2 
3 

13 
15 
18 

18 
23 
26 

4 
5 
4 

3 
6 
9 

2. Izra6unaj slijedeCe determinante tako da ih prije na odgovarajuai na6in transformiral: 

a) 

b) 

c) 

d) 

1 

2 

4 

33 

1 
2 
3 

4 
21 
29 

13 1 
25 

5 

42 

5 
9 

13 

3 
14 
20 

1 
I 

10 
17 
27 

2 
11 
16 

( — 1) 

(3) 

(-3) 

(-7) 

4. Razvijanje determinanata 

Skalarni produkt. "Uzmimo dva retka brojeva: 

al, az, ..., an 

	

b2, 	bn 

s jednakim brojem elemenata. lzraz: 	
1.41 

aibi 	azbz 	ant:), = E 

nazivamo skalarnim produktom tih dvaju redaka. 

Primjer. 	determinanti: 

	

3 	2 	5 I 

	

D 	1 	4 61 

	

5 	2 	1 

skalarni je produkt prvoga i treeega retka jednak: 

	

3.5 	2.2 + 5.1 ---- 24 

Tip mjesta u determinanti. Mjesto u determinanti D = au I koje zauzima neki 
element moie biti parno neparno; mjesto je parno ako je suma obaju indeksa 
parna, a neparno ako je ta suma neparna. 
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Praktititi odredujemo pamost 	neparnost nekoga mjesta u determinanti na 
slijedeei na6in: poeev§i s krajnjim lijevim gomjim elementom, gdje poeinjemo 
brojiti sa 0, brojimo po iduei od elementa do elementa putem koji teCe samo 
po horizontalama vertikalama dok ne dodemo u brojenju do izabranog ele-
menta; ako tom elementu odgovara parni broj, onda je njegovo mjesto parno, 
a ako mu odgovara neparni broj, mjesto je neparno. 

Primjer. Odredimo u determinanti prijanjeg primjera na kojem je mjestu 
element 6. Brojimo na primjer po putu: 

3 -->- 2 -> 4 	6 

0, I, 2, 3 

Kako elementu 6 odgovara neparni broj 3, to element zauzima neparno mjesto. 

Kofaktor. Uz svaki element au determinante egzistira kofaktor Au, koji de-
finiramo i izraihmamo na slijedeei naCin: iz prvobitne determinante najprije izo-
stavimo onaj redak i onaj stupac koji imaju element au; tako dobivamo novu de-
terminantu za jedan nikga reda. Potom odredimo tip mjesta koje u determinanti 
zauzima element au; to je mjesto parno ako je potencija (-1)1÷-1 jednaka -H I, 
odnosno nepamo ako je ta potencija jednaka —1. Kofaktor Au elementa jednak 
jc produktu potencije (-1)1+J i poddeterminante koju dobivamo iz prvobitnc 
determinante nakon crtanja i-tog retka i j-tog stupca. 

Primjer. Elementi determinante prijanjeg primjera imaju slijedee kofaktore: 

element tip mjesta 	kofaktor 

ovako: 

4 
2 6

11 = — 8 

611 = 29 

24 II —18 

a, = 3 	parno 

al2 2 	nepamo 

at3 = 5 	parno 

az, = I 	neparno 

a22 — 4 	parno 

a23 6 	neparno 

a31 	5 	parno 

a32 -- 2 	nepamo 

a33 = I 	parno 

An = (—Ow 

Ai2 = (-1)1+2 ; 

= 	1)1 +31 

A21 = (-02+1 

A22 (-1)2+2 35 

A23 = (-1)2+31 

A31 	(- 	+11 

A32 = (-1)3+2131 

A33 = 	1)3+31 31 

511 = 
8 

5 
= —22 1 

2 
4 2 

651 = —8 

5 
= —13 6 

42 = 10 
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Uzmimo determinantu D =II au II proizvoljnog reda n; za nju vrijedi izreka 
o razvijanju determinante: 

Determinanta je jednaka skalarnom produktu elemenata proizvoljnog retka 
i kofaktora elemenata istoga retka: 

D = 	ai2Ai2 + 
	ainA,„ 

Radi lakkg razumijevanja dokaza za ovu izreku, pokaIimo njezinu valjanost 
za determinantu treeega reda: 

au, 

D = an 	a I a22 -2., , 

a3, a32 a33 

Determinantu razvijemo po drugom retku i nakon preuredenja i povezivanja od-
govarajuaih produkata: 

D 	a,, (a,3a32 	a,2a33) 	a22 (a,,a33 — ai3a3,) 	a23 (a12a3, 	a,,a32) 

a,3 1 	 a,31 1\2+2 (— 024-1 	_1_ -22(— 
a32 a331 	 a3, a33 

a,3 (-1)2+3 
a„ a,2 

a32 
anAn + a22A22 a23A23 

   

Dokaz izreke o razvoju determinante. Determinanta reda n je suma n! produ-
kata. Svaki element i-tog retka s odredenim indeksom na drugom mjestu nastupa 
u toliko produkata koliko ima permutacija preostalih n-1 indeksa na drugom 
mjestu, dakle u (n — I)! produkata. Ako iz pojedinih skupina po (n — 1)! produ-
kata uzastopno ispostavimo elemente i-tog retka, determinanta se izrazi ovako: 

D = al,B,„ 	ai2B.2 	• • • 	ainBin 

Izreka ee biti dokazana ako za sve parove indeksa dokaiemo da je BI, jednak ko- 
faktoru 

Dokaiimo najprije za par indeksa i=1 ij=1 da je 13,1 = A„. Ako u defl- 
niciji determinante: 

D = E a (iii2 ••• in) ath a2,2 • .. ania 

uzmemo u obzir samo one produkte u kojima nastupa element a„ i taj element 
ispostavimo, dobivamo: 

al,B,, 	aii (E a 02 	in) a2J2 	ania) 

Suma produkata u ovom je izrazu jednaka poddeterminanti koju dobivamo ako 
u prvobitnoj determinanti izostavimo prvi redak i prvi stupac; kako je ta poddeter- 
minanta jednaka kofaktoru All, slijedi iz posljednje jednad2be da je Bil An- 

Taj dokaz mogemo uopeiti za proizvoljan par indeksa i i j te dokazati da vrijedi 
opeenito B,, = U tu svrhu promijenimo prvobitnu determinantu D tako da 
u njoj zamijenimo prvi i i-ti redak kao i prvi i j-ti stupac. Tom promjenom dolazi 
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element au u prvi redak i u prvi stupac, a u definiciji determinante se pri tom svaki 
produkt pomno2i faktorom (-1)1+.1. U toj transformiranoj determinanti je izraz 
Bi; jednak poddeterminanti koju dobivamo ako u njoj izostavimo prvi redak i 
prvi stupac; ta poddeterminanta je pak jednaka poddeterminanti pomno2enoj 
faktorom (-1)I÷J, koju dobivamo iz prvobitne determinante nakon crtanja i-tog 
retka i j-tog stupca, dakle kofaktoru Aii; tako je izreka dokazana. 

Ako determinantu izrazimo kao skalami produkt elemenata nekoga retka i 
kofaktora elemenata istoga retka, onda je razvijemo po tom retku. Pri razvoju 
determinante izrazimo determinantu samim determinantama za jedan naega 
reda. Stoga u numeriekom rgunanju vrijednosti determinante primjenjujemo 
izreku o razvijanju determinante. Determinantu vikga reda raaunamo postupnim 
transformiranjem i razvijanjem. 

Primier. Izrgunajmo determinantu petoga reda: 

11 4 3 2 5 i 
3 6 9 6 5 

D = 4 8 6 3 7 I 
2 4 6 5 8 

1 	1 2 3 2 1 

Determinantu najprije transformiramo tako da prvi stupac pomnoimo faktorom 
(-2) i da ga pribrojimo drugomu; tako dobivamo determinantu: 

1 	2 3 2 5 
3 0 9 6 5 

D = 4 0 6 3 7 
2 0 6 5 8 
1 	0 	3 	2 	I 

koja u drugom stupcu ima samo jedan od 0 razliL'it element. Stoga razvijemo de-
terminantu po drugom stupcu i dobivamo: 

D — 2 (— +2 24 

1 

9 6 
6 3 
6 	5 	81 
3 	2 	I 

U toj dcterminanti pomnoNmo posljednji redak f'aktorom ( -3) i pribrojimo 
ga k prvom; tako dobivamo: 

  

D - - 2 

0 0 0 2 
4 6 3 7 
2 6 5 8 
1 3 2 
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Ovu determinantu razvijemo po prvom retku i dobivamo determinantu treeega 
reda: 

4 6 3 
D = — 2.2 (-1)1+4 2 6 5 

1 3 2 

Tu determinantu izraeunamo neposredno : 

D = 4 (48 + 30 + 18 — 18 — 60 — 24) = — 24 

Za determinante vrijedi jo§ izreka: 

Skalarni produkt elemenata proizvoljnog retka i kofaktora elemenata nekoga 
drugog retka jednak je 0: 

a, 	± 2,A.12 	... 	 0 	(i 	D 

Dokaz. Kako su Ajs, gdje je s = 1, 2, ..., n kofaktori j-tog retka, motemo 
taj produkt pisati u obliku determinante u kojoj ispi§emo samo i-ti i j-ti redak: 

a, 	• .. 

ain 

U pravilnost ovog ngina izralavanja maemo se uvjeriti ako tu determinantu 
razvijemo po j-tom retku, koji je ispisan dolje. Kako ta determinanta ima dva jednaka 
retka, to je njezina vrijednost jednaka O. 

Vjeibe 

1. IzraZunaj 

a) 2 	3 

kofaktore svih 'Cetiriju elemenata u determinantama: 

I 
b) I 

8 	6 

3 —5 

(6, —8, —3, 2) 

4 —2 
(-2, —4, 5, 3) 

2. IzraZunaj kofaktore treCega stupca u determinanti: 

j 2 	1 	4 

3 	2 	1 I 
I 2 	5 	1 

(11, —8, 1) 

3. Izra6unaj kofaktor elementa a2, 	6 detcrminante: 

1 	5 	4 	2 

5 	8 	6 	7 

3 	4 	3 	6 
(0) 

2 	1 	0 	4 
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4. Iztgunaj determinantu Cetvrtoga reda tako da je razvijeg po drugom retku. 
3 4 5 I 

0 2 0 3 

2 0 3 4 I 
1 6 1 0 (44) 

5. Uvjeri se za svaki redak i za svaki stupac determinante iz primjera na strani 57: 
a', da vrijcdi izreka 	razvijanju determinante, 
b) da jc skalami produkt elemenata svakoga retka 	stupca i kofaktora elcmenata kakvoga drugog retka 	kakvoga drugog stupca jcdnak O. 

6. Izrat:unaj determinante: 

a) , / —1 2 —1 I 
3 -/ 1 

2 -- 3 —2 I 
o 0 —4 (21) 

13:: 2 1 22 5 
0 —4 -8 2 5' 
0 0 7 1 2 
0 0 -4 0 3 
0 0 13 5 (816'; 
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IV. MATRICNA ALGEBRA 

1. Osnovne raeunske operacije s matricama 

Pravokutnu strukturu mn brojeva koji su uredeni u m redaka i n stupaca 
nazivamo matricom; oznkujemo je i pi§emo ovako: 

 

•.• a,„1 

  

  

(i 	1, 2, ..., m; j = 1, 2, ...,n) A 

  

= 

     

ami • • • amn 
Svaki element matrice ima dva indeksa; prvi odreduje redak, a drugi stupac u 
koji spada element. Matrica koja ima m redaka i n stupaca ima red m x n. 

Primjer. Obradimo mjeseenu potranju triju kueanstava s obzirom na po-
tranju mesa, mlijeka, graha i krumpira. Prvo kueanstvo potrogi mjeseeno 10 kg 
mesa, 40 1 mlijeka, 10 kg graha i 50 kg krumpira; drugo kueanstvo potrai 15 kg 
mesa, 60 1 mlijeka, 20 kg graha i 30 kg krumpira; treee kueanstvo potrai 30 kg 
mesa, 30 1 mlijeka i 20 kg krumpira. Strukturu potro§nje svih triju kueanstava 
moiemo izraziti matricom reda 3 x 4: 

1110 40 10 50 

A -= 	15 60 20 30 

30 30 0 20 

Pri tom prvi redak odreduje potranju prvoga, drug' redak potranju drugoga, 
a treei redak potro§nju treCega kuaanstva; prvi stupac odreduje potroSnju mesa, 
drugi potranju mlijeka, treei potro§nju graha i eetvrti potranju krumpira. 

Primjer. Razmotrimo biokemijsku strukturu mesa, mlijeka, graha i krtunpira 
s obzirom na sadrtaj bjelaneevina, masnoea i ugljikohidrata. 1 kg mesa sadrii 
167 g bjelaneevina, 66 g masnoaa i 5 g ugljikohidrata; odgovarajuei podaci za mli-
jeko su 34 g, 32 g i 48 g, za grah 237 g, 17 g i 473 g, za krumpir 17 g, 1 g i 
162 g. Biokemijsku strukturu tih namirnica moiemo izraziti matricom reda_ 
4 x 3. 

167 	66 	5 
34 32 	48 

237 	17 473 
17 	1 	162 

Ovdje prvi redak odreduje biokemfsku strukturu mesa, drugi redak mlijeka, treei 
redak graha i eetvrti redak krumpira; prvi stupac odreduje kolieine bjelaneevina, 
drugi stupac masnoea i veal. stupac ugljikohidrata. 
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Matrica je pravokutna ako se broj njezinih redaka razlikuje od broja stupaca, 
odnosno ako je: m n. Matrica je kvadratna ako ima toliko stupaca koliko i re-
daka, ako je m = n; broj redaka stupaca nazivamo redom kvadratne matrice. 

Ako je m = I, matrica ima samo jedan redak, pa je nazivamo vektor redak; 
pigemo ga ovako: 

A — ji a, a, ... anji = (a„ a2, ..., an) 

Ako je n 	1, matrica ima samo jedan stupac, pa je nazivamo vektor stupac; pigemo 
ga ovako: 

al 

= {a „a 2,...,an,} 

am 

Nulmatricom nazivamo matricu 0 koja ima sve elemente jcdnake O. Postoji 
bezbroj matrica 0 koje se medusobno razlikuju po redu. 

Kvadratna matrica jc dijagona/na ako su svi njezini elementi na glavnoj di-
jagonali razlieiti od 0 i ako su svi elementi izvan glavne dijagonale jednaki O. Di-
jagonalna matrica je skalarna ako su svi njezini elementi na glavnoj dijagonali 
jednaki. jediniaa matrica je skalarna matrica koja ima na glavnoj dijagonali sve 
clemente jednake 1. Ima bezbroj jedinienih matrica koje se medusobno razlikuju 
po redu. Tako su npr. matrice: 

'! I 	Or 
E2 0 I 

I 	0 0 
E3 	0 	I 	0 .1 

0 	0 	I 

iediniene matrice drugoga i treeega reda. 
Ako je m n = 1, onda matrica ima samo jcdan element: 

A — II all = a 

pa je nazivamo skalarom. Za skalare vrijede raeunska pravila elementarne algebre. 

Kvadratna matrica je simetriena ako su jednaka po dva i dva elementa gto 
s obzirom na glavnu dijagonalu 10e simetrieno, tj. ako elementi zadovoljavaju 
jednadThe: 

-- ajr, 

Kvadratna matrica je koso simetriena ako stoje ove jednakosti: 

— aji 

U koso simetrienoj matrici suprotna su po dva i dva elementa gto s obzirom na 
glavnu dijagonalu Ie'ie simetrieno, dok su svi elementi na glavnoj dijagonali jednaki 
0 jer jednakost a" — aii vrijedi samo kad je aii O. 

Usporedbe matrica definiramo samo za matrice istoga reda. Ako su matrice: 

A = au 11 B = 

A = 
a, 
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istoga reda, definiramo slijedeee odnose usporedbe: 

a) Matrica A jednaka je matrici B, gto izralavamo jednakoku matrice: 

A ------ B, 

ako je svaki element mattice A jednak homolognom elementu matrice B, tj. ako 

za sve parove indeksa vde jednaclibe: 
ajj =-- bjj 

Za jednakost matrica vrijedi 

zakon refleksivnosti: 	A = A 

zakon komutativnosti: A--=B 

i zakon tranzitivnosti: A=B&B=C-)-A= C 

b) Matrica A veaa je od matrice B, §to izrdavamo matri6nom nejednakoku: 

A > B, 

ako je svaki element matrice A veal od homolognog elementa matrice B, tj. ako 

za sve parove indeksa vde nejednadlbe: 

ajj > bjj 

Za taj odnos vrijedi zakon tranzitivnosti: A>B&B> C -->-A> C. Sherpa je 

definiran i odnos: 	
A B. 

koji 	ako za sve parove indeksa yak nejednadne: 

alj 	bjj 

c) Matrica A manja je od matrice B, gto napigemo kao matri6nu nejednadibu: 

A < B, 

ako je svaki element matrice A manji od homolognog elementa matrice B, odnosno 

ako za sve parove indeksa vale nejednad2be: 

< bij 

Za taj odnos vrijedi zakon tranzitivnosti: A<B&B<C A < C. Sli6no 

je definiran i odnos: 
A B, 

koji vrijedi ako za sve parove indeksa yak nejednadibe: 

ajj 	bij 

Zbrajanje matrica definirano je samo za matrice istoga reda na slijede6i naein: 
Dvije matrice istoga reda zbrajamo tako da zbrajamo homologne elemente. Suma 
matrica: 

A = 	i B = bull 

5 Linearrn, programiranje 
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jednaka je matrici: 

A + B C 

Tu za sve parove indeksa vrijedi: 

Cu = aij + bij 

1 	4 0 8 3 5 3 1! 
2 —5 1 1 4 0 1 : 

Primjer: 

  

 

5 2 	1 	3 
4 2 5 01 

  

 

+ 1 3 

—3 

   

   

Definiciju zbrajanja dviju matrica molemo uopeiti na zbrajanje proizvoljnog 
broja matrica istoga reda; matrice istoga reda zbrojimo tako da zbrojimo homologne 
elemente. Za zbrajanje matrica vrijedi zakon komutativnosti: 

A --I- B = B + A, 

jer za sve parove indeksa 

	

+ bij 	bij + aij, 
i zakon asocijativnosti: 

A + (B + C) = (A + B) + C, 

jer za sve parove indeksa vali: 

ajj + (bij + c,i) = (aii + bij) + cij. 

Matrica 0 ima s obzirom na zbrajanje 	osobinu kao i broj 0 u zbra- janju brojeva: 
A+0=0+A=A 

Mnaienje matrice brojem definirano je ovako: Matricu pomnolimo brojem tako 
da pomnolimo svaki njezin element tim brojem; prema tome je produkt matrice 
A = 11 aijil s brojem p jednak matrici B = II bij gdje za sve parove indeksa vali: 

	

bij 	paij. 
Primjer: 

     

  

2 6 5 

2 0 3 

   

   

6 	18 	15 
—6 0 9 

 

 

3 

  

     

      

      

Za produkt matrice s brojem vrijedi zakon asocijativnosti: 

p (qA) = (pq) A, 

jer za sve parove indeksa vale jednadlbe: 

p (qajj) = (pq) 

i dva zakona distributivnosti: 

(p + q) A = pA + qA odnosno p (A -i- B) pA pB, 
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jer za sve parove indeksa yak jednadibe: 

(p q) 	= paii 	odnosno p (au + bii) = paii pbii. 

Matrice A i —A jedna su drugoj suprotne; suma dviju suprotnih matrica 
jednaka je matrici O. 

Mnoienje matrica. Mnoienje matrice matricom definirano je samo za primjer 
kad multiplikand ima toliko stupaca koliko multiplikator ima redaka. Uzmimo 
kao multiplikand matricu: 

A = II aull (i = 	m; = 1, 2, ..., n) 

sa n stupaca, a kao multiplikator matricu: 

B 	bik II 0 = 1, 2, ...,n; k = 1, 2, ..., p) 

sa n redaka. Produkt tih dviju matrica je matrica: 

AB = C = cik (i = 1, 2, ..., m; k = 1, 2, ..., p). 

Njezine elemente izraeunamo po pravilu: Opoi element cik produkta jednak je 
skalamom produktu elemenata i-tog retka multiplikanda i elcmcnata k-tog stupca 
multiplikatora: 

ai ib lk 	ai2b2k 	••• 	ainbnk 

Primjer: 

3 2 
4 	1 
5 	3 

         

       

17 	12 
21 	11 
28 	19 

 

    

3.5 	2.1 
4.5 -I- 1.1 
5.5 + 3.1 

3.2 -I- 2.3 
4.2 + 1.3 
5.2 + 3.3 

  

      

  

5 	2 I 
1 	3 ! 

   

     

      

         

          

          

          

Za mnoknje matrica zakon komutativnosti ne vrijedi. S obzirom na zamjenu 
faktora u produktu AB razlikujemo vik moguanosti: 

a) ako je multiplikand A reda m xni multiplikator B reda n x p, gdje je 
m p, produkt AB ima red m x p; produkt BA uopae ne egzistira, 

b) ako multiplikand A ima red m xni multiplikator B red n x p, gdje je 
m =-- p, onda produkt AB ima red m x m, a produkt BA egzistira i ima red n x n, 

c) ako su matrice A i B kvadrame i istoga reda, onda su produkti AB i BA 
takoder kvadratne matrice istoga reda, no ipak opaenito nisu jednake, osim u nekim 
izuzetnim slu6ajevima.' 

Buduai da mnoienje matrica nije komutativno, to razlikujemo dva neina 
mnotenja: matricu A postmultipliciramo matricom ako rgunamo produkt AB, 
u kojem je A multiplikand, a B multiplikator, matricu A premultipliciramo matricom 
B, ako raeunamo produkt BA, u kojem je B multiplikand i A multiplikator. 

Uz uvjet da je mnoknje izvedivo, za mnoienje jediniCnom matricom vri-
jede obrasci: 

EA = A i AE = A 

0 njihovoj se valjanosti mokmo uvjeriti neposredno mnoknjem. 
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Uz uvjet da je mnoknje izvedivo, vrijede za mnoZ'enje nulmatricama obrasci: 

OA = 0 i AO = 0 

0 njihovoj valjanosti moiemo se taokder uvjeriti neposredno mncdenjem. 

Za mno2enje matrice sumom matrica vrijedi distributivni zakon: 

A (B + C) = AB + AC. 

Taj zakon ovako dokazujemo. Uzmimo matrice koje su izabrane tako da su izvedive 
sve ra'6unske operacije gto dolaze u obzir: 

A 	!I aij II (i = 1, 2, ..., m; j = 1, 2, ..., n) 

B 	bjk (k = 1, 2, ..., p) 

C 	cull 

Opel element matrice A (B + C) jednak je: 

11—n 
ais (bsk 	csk) 

s= 1 

Opei element matrice AB + AC je medutim jednak: 
s=n 	s=n 

ais bsk 	Z ais csk 
s=1 	8-1 

Iz jednakosti opeih elemenata slijedi valjanost distributivnog zakona. 

Slidno se dokazuje i distributivni zakon za mnaenje sume matrica matricom: 

(B + C) A = BA + CA. 

Definiciju mnoienja matrica moiemo uopeiti na mnoienje proizvoljnog broja 
matrica, uz uvjet da su sva mno2enja §to dolaze u obzir izvediva. Za mno2enje 
triju matrica vrijedi zakon asocijacije: 

(AB) C = A (BC). 

Taj zakon ovako dokazujemo. Uzmimo matrice koje su izabrane tako da su izvedive 
sve ra6unske operacije §to dolaze u obzir: 

A = II au II 

B = bik (k = I, 2, 
C = ckv II (v — 1, 2, ..., r) 

Izrgunajmo najprije opei element matrice (AB) C. Produkt matrica A i B 
je matrica: 

AB D = d,k 
Tu je: 

s=n 
ais bsk 

s=1 

(i = 1, 2, ..., m; j = 1, 2, . • ., n) 
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Produkt mitrice D i matrice C je matrica: 

(AB) C = DC = F 	I V ., 

Tu je: 
t — p 	 t=p (s—n 

fi, 	ditc,v 	E aisbst) 
t= 	t-i s-i 

opei element matrice (AB)C. 

Izra6unajmo jog opei element matrice A (BC). Produkt matrica B i C je 

matrica: 
BC = G = II giv 

Tu je: 
t=p 

gvi = I bit ci, 
t=i 

Produkt matrice A i matrice G je matrica: 

A (BC) = AG = H = 

Tu je: 
s=n 	s=n 

hiv = E ais gsv 	E ais E bst qv) 
sv.1 	10-1 	t=r 

Opel element matrice A (BC). Iz jednakosti opeih elemenata slijedi da asocijativni 
zakon vrijedi. 

Potencije kvadratne matrice s prirodnirn brojevima kao potencionim ekspo-
nentima definiramo ovako: 

A' =-- A, 

A2 AA, 

= AAA, 

••• 

Za potencije jediniCnih matrica vrijedi jednakost: 

En = E, 

koju mcdemo dokazati matematiekom indukcijom. 

Transpozictja matrice. Alto u matrici: 

ail 

am, 	arn„ 

A = = II au II 
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reda m x n zamijenimo retke stupcima, dobivamo matricu: 

a„ ••• am, 
• 
• 
• 

AT = II 
ai. ••• am. 

reda n x m; ta se matrica naziva transponirana. 

Primjer. Matrici 

1 	3 	5 

4 2 0 

odgovara transponirana matrica: 

1 	4 

AT = 3 2 
5 0 

Za transponirane matrice vrijede izreke o valjanosti kojih se moiemo uvjeriti 
neposredno: 

Transpozicija jedinkne matrice jednaka je jedinknoj matrici: 

ET = E. 

Transpozicija vektor-retka jednaka je vektor-stupcu: 

(al, a2, .••3 anYr = {al, a23 •••3 al2} 

i obrnuto, transpozicija vektor-stupca jednaka je vektor-retku. Transpozicija 
transponirane matrice jednaka je originalnoj matrici: 

(AT)T = A. 

Transpozicija matriL'ne sume jednaka je sumi transponiranih sumanda: 

(A + B)T AT + BT. 

Za produkt dviju matrica vrijedi obrazac: 

(AB)T = BTAT. 

Taj se obrazac mo2e uopeiti na proizvoljan bro) faktora; za tri faktora vaZi npr.: 

(ABC)T =-- ((AB) C)T CT (AB)T 
Primjer: 

(ABTC 	DTFG)T = 

= (ABTC)T (DTFG)T = 

CTBAT 	GTFTD. 

Za transpoziciju matrkne potencije vrijedi obrazac: 
(An) T (ATr, 

koji slijedi neposredno iz obrasca za transpoziciju produkata. 

A -= 

_= C TB TAT. 
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AB = II 	A2Il 

1 II bi 	13,2 1 1 + 

Particzja matrice. Matricu moiemo podijeliti na vige parcijalnih matrica tako 
da te parcijalne matrice postaju elementi matrice. Ako npr. podijelimo matricu: 

al2 ai3 apt a,5 

an a22 a23 a24 a2.5 
A — 	 

a32 I a32 . a34 a35 

a42 a43 a44. a‘,5 

tako kako to pokazuju crtkane 	onda je moemo napisati u obliku: 

A = 
AI I Ai2 

A2I A22 

gdje su: 

= 

A21 = 

all 

a31 

a4i 

al2 

a22 

a32 

a42 

Al2 = 

A22 = 

a23 

a23 

a33 

a43 

ai4 

a24 

a34 

a44 

alb 

a25 

a3, 

a45 

odgovarajuee parcijaine matrice. 
RaZunska pravila koja vrijede za mnoienje nepodijeljenih matrica vrijede i 

za mno2enje podijeljenih matrica, uz ogranitenje da moraju biti izvedive sve ra-
eunske operacije gto dolaze u obzir. 

Primjer. Promatrajmo mnotenje matrice: 

matricom: 

A =-- 
I 

"11 I 

ant 

al2 

a22 

at3 
a23 = II Al A2 

bll 	b12 

B = h -21 b22 

b3i b32 

= I I Bi 11 
B2 I! 

produkt tih dvijur,matrica izraZunamo particijom matrica ovako: 

Bi 
B, 

ai2 

a22 

= 

a23 

a23 

B1 ± A2 B2 

lib21 	b22 
.1,3 1 	b32 

= 

	

an b„ 	a,2 b,„ 	al3b3, 

	

bil 	a22 b21 	a23 b31 

at2 b22 	at3 1332 ail 1,12 

bi2 	a22 b22 	a23 b32 \• 
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VJelbe 

1. Napili matrice: 

a) jedini6nu matricu a 1 ID a 1 ID a 1 ID 

b) jcclinie'nu matricu E4, 

1 0 0 0 
0 1 o o 
O 0 1 0 
0 0 0 1 

1 0 0 0 
0 1 o o 
0 0 1 0 
0 0 0 1 

1 0 0 0 
0 1 o o 
0 0 1 0 
0 0 0 1 

c) nultnatricu recta 2 x 4. ( I 0 0 
O 0 0° °O 11) ( I 0 0 
0 0 0° °O 11) ( I 0 0 0 0 0° °O 11) 

	

0 —8 	16 

	

0 —8 	16 
= (-2)1+J, = (-2)1+J, = (-2)1+J, 8 	0 —32 8 	0 —32 

	

—16 	32 	0 

	

—16 	32 	0 

h) skalarnu matricu treeega reda s clijagonalnim elementom 2. 

0 	0 0 	0 
2 	0 2 	0 
0 	2 0 	2 

(svi su elementi negativni) 
d) A S 0 	 (nijedan element nije pozitivan) 

3. Izraiunaj: 

2. Odredi Kto za elemente matrice A znae nejednacabe: 

a) A > 0 	 (svi su elementi pozitivni) 
b) A 0 	 (nijedan element nije negativan) 
c) A < 0 	 (svi su elementi negativni) 
d) A S 0 	 (nijedan element nije pozitivan) 

3. Izraiunaj: 

a) 2 a) 2 a) 2 
3 	2 

+31 +31 
1 	3 1 	3 

—4 —4 

	

—2 	3 

	

—2 	3 
÷ 2E2 ÷ 2E2 ÷ 2E2 ÷ 2E2 

1 	4 0 	2 0 	2 

	

—3 	1 

	

—3 	1 

b) b) b) 1 	0 1 	0 3 	4 —1 3 	4 —1 
2 2 2 + 4E3 — 3 + 4E3 — 3 0 	2 0 	2 6 	2 	7 6 	2 	7 

3 	1 3 	1 

	

—7 	3 	6 

	

—7 	3 	6 

2 
0 
0 

2 
0 
0 

„' „' „' 

1 2 4 
3 2 5 
1 3 1 

1 2 4 
3 2 5 
1 3 1 
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3 2 
0 1 

B = 
1 0 

A = II 2 
1 	

I 	3 

0 1 

IzraZ*.-unaj produkte: 

b) BA. 

a) AB. 

( 
2 

8 1 

(11 51 

1 

3 0 

5111) 

3 

11 	) 1 

(12) 

(30) 

3 2 1 

A = 4 0 5 Izraamaj produkte: 

3 1 2 

4. Zadane su matrice: 

2 3 II 4 211 
A = B = 

4 1 II 0 31 
Razrijegi matriZ:ne jednadtbe: 

    

a) 3A + X — 2E = 4B 

1 
b) 2A + 3B + — X = E 2 

5. Zadane su matrice: 

  

12 —1 

—12 11 

15 	12 

8 	10 

 

   

(X -= —2 

 

  

c) (1,1) AB {1,11. 

d) (1,1,1) BA {1,1,1). 

6. Zadana je matrica 

a) (1,1,1) A. 	 (110 	3 	8 1) 

b) A {1,1,1)4 	 ({6,9,6)) 

c) (0,1,0)A 	 (14 0 5 ID 
d) A{0,1,0). 	 ({2,0,1)) 

e)10 001A. 	 (10 0 OD 

7. Zadane su matrice: 

A = II 11. 
B

2 1 

1 	2 

IzraiL•unaj : 

a) (A + B) (A — 13). 

b) (A — B) (A + B). 

c) A + A2 + A3. 

d) B + B2 + B3. 

  

  

(-- 

(- 

23 	23 11) 
3 2 

2 3 

(7A) 
21 18 

18 21 

 

   

8. Izra6urtaj (1,1,1,1)A {1,1,1,1), gdje je A koso simetzi6na matrica koja ima za i < j °pet 

element au = (-2Y+J. 	
(0) 
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, tako da va2i obrazac: 9. Odredi uz matricu A. 	
3 1 

matricu B 	
x 

1 	4 	 11 	Y 
A2 — B2 = (A B) (A — B). 

) 

Yi 

Yn 

••• al. 
• 
• 

a m 1 • • • a m n 

alociY1 	••• 	al.:Xi:5'n + 

amixinYt 	••• 	am.x.Yn• 

d) sistem linearnih jednadtbi: 

alixi -1 ..• -I ainxn = 

a„lxi 	+r,an„x. = bn, 

bi 

b,, 

X 

Xn 

a:A 	ain 

a„„ 

e) linearnu transformaciju: 

10. Izrazi na na6in Itako se pi§u matrice: 

a) skalarni produkt: xiyi 	x2v 4- 2 . •• • + Xnyn, 

b) sumu kvadrata: xi ± 

c) bilinearnu formu: 

(x = 2, y = 3) 

((xi, xa, ...3 xn) (YD 	Yn)T) 

((xt) x23 	xn) 	x2.1 ...› xn)T) 

Yi = 

ym = amoci 	amnx,„ 

all —al. 

4.1 ••• 
11. Pomnoii rascijepljene ma trice : 

a): 

b) 

I 1 
0 
0 

0 
1 
0 

0 
0 

0 
—1 

1 
0 
0 

0 
1 
0 

0 
0 

—1 
0 

0 	1 	3 
0 	2 
1 	4 

0 1 1 
0 0 

0 0 
— 1 0 

0 
1 

0 
0 

0 

0 

r2 

[o 
fo 

0 

1 

0 

3 

0 

0 

0 
1 

0 

0 

1 

5 

1 
0 

0 
0 

3 

2 

4 

32 

0 
1 

0 
0 

2 

il 
0 

0 
:0 

3 

0 
1 

0 
0 

5 

0 
0 

—1 
0 

Ym 

Yi 
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2. Inverzna matrica 

Uzmimo kvadratnu matricu reda n: 

• .. 	ain 

• A = = II au 
an, 	... 	ar,„ 

Toj matrici odgovara determinanta reda n s istim elementima : 

A 

 

= I 	I 

   

a," 	... 

Kvadratna matrica je singularna ako je njoj odgovarajuaa determinanta jednaka 
0, a nesingularna ako detenninanta nije jednaka O. 

Uzmimo da kvadratna manica A nije singulama; stoga njoj odgovarajuaa 
detenninanta A nije jednaka null. Uz svaki element au determinante A motemo 
izraeunati odgovarajuei kofaktor Aii. Od kofaktora elemenata determinante A 
sastavimo novu matricu: 

••• Ain 

• 
• = II Au II 

Anl • • • Ann 

Ako tu matricu najprije transponiramo a zatim dijelimo vrijedno§au deter-
minante A, dobivamo matricu koja je prvobitnoj matrici A inverzna. Prema tome 
definiramo i pgemo matrici A inverznu matricu ovako: 

 

• . • Ani 

Ain • • • Ann 

  

1 
A 

 

= 	AR II 

    

Primjer. Matrica 

A= 
—3 4 

2 —5 

je nesingularna jer joj:odgovara od 0 razlieita determirxanta 

—3 4 

2 —5 

Kofaktori elemenata determinante A sastavljaju manicu 

—5 —21 

- 4 —3 

Stoga prvobimoj matrici A odgovara inverzna matrica 

1 —5 —4 	—517 —4/7 II =-- 	, I —2 —311 	11 —2/7 —3/711 

A — = 7 
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A = = —4 

5 —6 4 
3 —3 2 
4 —5 2 

a„ a,„ 

aski 

AA-1 
All •• • Anl 

Aln ••• Ann 

= E 

1 ... 0 
: 	 : 

0 ... 1 

A ... 0 

0 ... 

1 
A 

Sli6no se dokazuje i obrazac: 

Primjer. Matrica 

-5 —6 
3 —3 2 
4 —5 2 

je nesingulama jer joj odgovara od 0 razlioita determinanta 

Kofaktori elemenata te determinante sastavljaju matricu 

4 2 —3 

—8 —6 1 

0 2 3 

Stoga prvobitnoj matrici A odgovara inverzna matrica 

A I 
- 

4 
2 

—3 

—8 
—6 

1 

0 
2 
3 

—1 
—1/2 

3/4 

2 
3/2 

—1/4 

0 
—1/2 
—3/4 

—4 

Inverzna matrica ima u matria'noj algebri slkne osobine kao reciproana vri-
jednost brojeva u elementamoj algebri. U elementamoj algebri vati za svaki od 
0 razlielt broj i za svaku njegovu recipro6nu vrijednost obrazac: 

= 1 

Sli6an obrazac 	u matrie'noj algebri za nesingularnu kvadratnu matricu A i njoj inverznu matricu 

AA-1 =-.E 

Obrazac dokazujemo mnaenjem ovako: 

A-1 A = E 

A = 
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Za inverznu matricu vrijede izreke 
Za svaku nesingularnu kvadratnu matricu postoji samo jedna inverzna matrica. 

Treba dokazati da matrisone jednadibe 

AX = E i XA = E 

imaju samo jedno rjegenje, i to inverznu matricu A'. Pretpostavimo da bi prvoj 
jednadibi odgovarala jo§ neka druga matrica X B; u tom bi sligaju vatila 
jednadtba: 

AB = E 

Iz toga bi slijeclilo: 

= A' E A-1 (AB) = (A" A) B = EB = B 

A to zndi da je druga matrica jednaka inverznoj matrici A-1. Uzmimo jo§, slIano 
kao prije, da bi drugoj jednadibi odgovarala jo§ neka druga matrica B; u tom bi 
primjeru vatila jednadtba: 

BA = E 

Iz toga bi slijedilo: 

A' = EA' = (BA) A') = B (AA') = BE = Bi 

A to opet zndi da je druga matrica B jednaka inverznoj matrici A-1. 1Tako je 
izreka dokazana. 

Inverzna matrica inverzne matrice jednaka je prvobitnoj matrici: 

(A-1)-1 =-- A 

Dokaz: 
(A-1)-1 =E (A-1)-1 = (AA-1) (A-1)-1 = A ((A') (A-1)-1) = AE = A 

Za inverznu matricu produkta dviju matrica vrijedi obrazac: 

(AB)-1 = B-1 A' 

Dokaz : 

(AB)-1 = E (AB)" = (B-1 B) (AB)-1 = (B-1 EB) (AB-1 = 

= B-1 (A" A) (B (AB)" = B-1 A-1 ((AB) (AB)-1) — 

= B-1 A' E B-1 A-I 

Dokazani obrazac motemo uopeiti na proizvoljno mnogo faktora: 

(A1A2 As_i Abri (A.)-1 (As-iri ••• (A2r1 (Air 1 

Inverzna matrica transponirane matrice jednaka je transponiranoj matrici in- 

verzne matrice: 
(AT)-1 = (A' )T 
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inverzne matrice slijedeam matricama: 

(1123 
1 	2 

I 3 	4 

1 	2 	5 I 
3 	1 	2 I 
4 	3 	2 I 
1 	1 	1 
1 —1 	3 
2 	3 —1 

1 	0 	0 
0 	1 	0 
0 	0 	1 
1 	2 	3 

0 
0 
0 
1 

—4/25 
2/25 
1/ 

—2 
7/4 
5/4 

1 
0 
0 

—1 

11/25 
—18/25 

—2 	1 
3/2 —1/2 

—1/25 
13/25 

1/5 	—1/5 

1 	1 
—3/4 —1/2 
—1/4 —1/2 

0 	0 	0 
1 	0 	0 
0 	I 	0 

	

—2 -- 	3 	1 

Vjetbe 

1. Izra6unaj 

—2 

—3 3411 a) 

b) 

c) 

d) 

e) 

Dokaz : Zapainjemo s matri6nom lednadThom: 

= A-I A 
ET 	= (A-1 /1)i 

= AT (A-1)T 

(AT)-1 E 	(AT)-1 AT(A.-1)T 

(AT)-1 	= E (A-1)T 

a iz toga slijedi obrazac koji smo htjeli dokazati. 

Inverzna matrica 	le matrice jednaka je toj jedinionoj matrici 

= E. 

Izreku dokazujemo tako da izra6unamo jedinknoj matrici E inverznu matricu 

Primjer. Izra6unajmo nepoznatu matricu X iz matri6ne jednad2be: 

A X B = C. 

Ovdje traiimo da su sve potrebne matrithe ra'Cunske operacije izvedive. Alco obje 
strane jednadibe najprije premuhipliciramo sa A-1 a zatim postmultipliciramo sa B-1, dobivamo: 

(A-1 A) X (B11-1) = A-1 C B-1 

X = A-1 C B-I. 

2. Zadane su matrice 

I 1 	1 	
• 	B=113 	11: 

A = 
i; 2 	3 	 2 	1 
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Izrai::unaj 

a) A-I 

b) B-I 

c) AB 

d) (AB)- 

e)8-I A-' 

f) BA 

g) (BA) I 
h) A-I 13-' 

i) A-1 

j) AB-I 

3. Izrgunaj nepoznatu matricu 

a) AX B = C, ako jc 

A = 123 01 11 	
B 

b) AX E, ako je 

A = 1123 	111 

c) AX B, ako je: 

A HI 	1211 

X iz matriC:nih jednaabi: 

 

C=116 	511 
2 4 

 

 

111 
d) XA B, ako je: 

	

A -- 1 3 	1 

	

14 	5 I 
e) AX -4 B 	0, alto je: 

1 	2111 

3 

f) AXA-I = E 

A = 

B 	111: 	1 11 7 

B=117 41 
2 1  

(1 _32 -11 I) 
(I ! _12 -13 II) 
(I 152 	251 1) 

( II _ 152 -25 II) 
( II _ 152 -2511) 

( 	 ) 

( _54 - 65 ) 

( _54 —65 ) 

(II —74 —2111) 

0114 271) 

	

(1 2/3 	213 1) 11/3 —4/3 

(11 —13 —1211) 

	

01111/33 	111/3 11) 

022 °I 11) 

(II —31 —2110 

(E) 
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3. Ekvivalencija matrica 

Elementarne matrice. Jedini6nu matricu E i iz nje izvedene matrice 	Ki (k) 
i 	(n) nazivamo elementarnim matricama. 

Matricu 	dobivamo ako u jedinfonoj matrici E zamijenimo i-ti i j-ti redak 
i-ti 	j-ti stupac. 

Matricu Ki (k) dobivamo ako u jedinknoj matrici E zamijenirno element 1 
na i-tom dijagonalnom mjestu elementom k. 

Matricu Hu (h) dobivamo ako u jedinkUoj matrici E zamijenimo element 0 
u i-tom retku i u j-tom stupcu elementom h. 

Primjer. Ako je jedini6na matrica E tre6ega reda, onda je: 

E23 = 
1 
0 
0 

0 
0 
1 

0 
1 
0 

IC, (4) = 
1 
0 
0 

0 
4 
0 

0 
0 
1 

H23 (5) = 
1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

5 

1 
Matricu elementarno transformiramo ako je pomnditno nekom od elementarnih 

matrica. Za elementarne transformacije matrica vrijede slijedeee izreke, o valjanosti 
kojih se mdemo uvjeriti neposredno nutdenjem: 

1. ako matricu premultipliciramo sa 	onda se u njoj zamjenjuju i-ti i j-ti 
redak, 

2. ako matricu postmultipliciramo sa Eu, onda se u njoj zamjenjuju i-ti i j-ti 
stupac. 

3. ako matricu premultipliciramo sa 	(k), onda se njezin i-ti redak pomndi 
sa k, 

4. ako matricu postmultipliciramo sa Ki (k), onda se njezin i-ti stupac po-
mndi sa k, 

5. ako matricu premultipliciramo sa Hu (h), onda se njezinom i-tom retku 
pribroji j-ti redak pomnden sa h, 

6. ako matricu postmultipliciramo sa 	(h), onda se njezinom j-tom stupcu 
pribroji i-ti stupac pomnden sa h. 

Primjer. Uzmimo matricu: 
1 	1 	2 	1 
2 	1 	3 0 
0 4 2 1 

IzratUnajmo overprodukte: 

1 1 2 1 1 2 1 1 
E23rA = 0 4 2 1 AE23 = 2 3 1 0 

2 1 3 0 0 2 4 1 
3 3 6 3 3 1 2 1 

K1. (3) A =- 2 1 3 0 AK, (3) = 6 1 3 0 
0 4 2 1 0 2 4 1 
1 9 6 3 1 1 4 1 

Hi3 (2) A = 2 1 3 0 AH13 (2) = 2 1 7 0 
0 4 2 I 0 4 2 1 

A = 
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Za sve elementame matrice vrijedi da su i njima odgovarajuee inverzne ma-
trice isto tako elementame. Za inverzne matrice elementamih matrica vrijede 
obrasci: 

(Eu)-1 
	

Efj. 

Dokaz. Ako postmultipliciramo matri6nu jednadthu: 

(E,j)-' Eu E 

matricom Eu, dobivamo: 
(E,j)-1 (Eu Eu) 	EElj. 

Produkt (Eu Eu) jednak je jedinknoj matrici E jer se pri tom u jedinknoj matrici 
radi o dvokratnoj zamjeni i-tog i j-tog retka. Stoga iz posljednje jednacabe slijedi 
obrazac koji je trebalo dokazati. 

(K, (k))-1 = K, (1/k) 

Dokaz. Ako postmultipliciramo matri6nu jednadibu: 

(K, (k))- K, (k) = E 

matricom K, (1/k), dobivamo: 

(K, (k))-1 (K, (k) K, (1/k)) = EK, (1/k). 

Produkt K, (k) K, (1/k) s lijeve strane jednadibe jednak je jedinknoj matrici jer 
se pri tom u jedinknoj matrici radi o uzastopnom mnoknju i-tog retka najprije 
faktorom k a zatim jo§ faktorom 1/1c. Stoga iz posljednje jednadibe slijedi obrazac 
koji je trebalo dokazati. 

(Hu (h))-1 = 	(—h) 

Dokaz. Ako postmultipliciramo matrknu jednadibu: 

(Hu (h))-1 Hu (h) = E 

matricom Hu (—h). dobivamo: 

(Hu (h))-1 (Hu (h) 	(—h)) = Ellij (—h) 

Produkt u zagradi na lijevoj strani jednadibe jednak je jedinknoj matrici E jer 
se pri tom u jedinknoj matrici radi o pribrajanju i odbijanju sa h pomnolenog Hog 
retka i-tom retku. Stoga iz posljednje jednadibe slijedi obrazac koji je trebalo 
dokazati. 

U matrici moiemo napraviti redom vige elementamih transformacija izmedu 
redaka, §to moiemo postki odgovaraju6im premultiplikacijama elementarnim 
matricama. Ako P zna6i produkt svih u obzir uzetih elementarnih matrica, onda 
PA zna6i. matricu koju dobivamo iz prvobitne matrice A nakon svih transformacija 
izmedu redaka. 

Primjer. Produkt: 
PA = H23 (5) K,„ (7) Ei3 A 

izraZunamo ako matricu A transformiramo ovako: najprije zamijenimo prvi i tredi 
redak, nakon toga pomnoiimo etvrti redak sa 7 i kongno pribrojimo drugom 
s 5 pomnoieni treei redak. 

6 Linearno prograrniranje 
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Sli6no vrijedi i za elementarne transformacije izmedu stupaca. Ako Q zna6i 
produkt svih u obzir uzetih elementamih matrica, onda produkt AQ znael matricu 
koju dobivamo iz matrice A nakon svih transformacija izmedu stupaca. 

Primjer. Produkt: 

AQ = AH,3 (2) K2 (5) Ei 2 H23 (6) 

izraeunamo ako matricu A transformiramo ovako: najprije treeem stupcu pri-
brojimo s 2 pomnaeni drugi stupac, zatim pomncdimo drugi stupac s 5, nakon 
toga zamijenimo prvi i drugi stupac i konaeno treaem stupcu pribrojimo sa 6 po-
mnogeni drugi stupac. 

Ekvivalenctja matrica. Za matrice istoga reda definiramo odnos ekvivalencije 
ovako: Matrica A je ekvivalentna matrici B, to pigemo ovako: 

A B 

ako se matrica A mcde samim elementamim transformacijama transformirati u 
matricu B. Ako je matrica A ekvivalentna matrici B, mcdemo matricu B izraziti 
ovako: 

B = PAQ. 

Ovdje su faktori P i Q produkti nekih elementarnih matrica. 
Ekvivalencija je refieksivan, komutativan i tranzitivan odnos. Refleksivnost 

ekvivalencije: 
A A 

molemo uoeiti neposredno iz definicije ekvivalencije. Komutativnost ekvivalencije: 

A,B 

dokazujemo ovako: kako je A 13, to matricu B mcdemo izraziti kao: 

B = PAQ. 

Ovdje su faktori P i Q produkti nekih elementamih matrica. Ako tu jednadibu 
premultipliciramo sa P-1 i postmultipliciramo sa Q-1, dobivamo: 

A = P-1 BQ-1 

Ovdje su matrice P-1 i Q-1 produkti inverznih elementarnih matrica, koje su opet 
elementarne matrice. Stoga se matrica B mcde transformirati u matricu A samo 
elementamim transformacijama. To znael da je matrica B ekvivalentna matrici 
A i da za ekvivalenciju matrica vrijedi zakon komutativnosti. Tranzitivnost ekvi-
valencije: 

A ,S&B,C ->-A,C 

dokazujemo ovako: iz ekvivalencije A B slijedi jednacaba: 

B = P.AQ, 

Ovdje su matrice 	i 	produkti nekih elementarnih matrica; iz ekvivalencije 
B C slijedi jednad2ba: 

C = PbBQb 
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I ovdje su matrice Pb Qb produkti nekih elementarnih matrica. Stoga slijedi: 

C = PbBQb = PbP,AQ.Qb = PAQ 

Ovdje su matrice P i Q produkti nekih elementarnih matrica. Iz toga slijedi ekvi-
valencija A, C i tako je dokazana tranzitivnost ekvivalencije. 

Normalan oblik matrice. U matritnoj algebri osobito su znatajne matrice 
jednostavnog tipa; one na prvim gornjim mjestitna prve padajuk dijagonale imaju 
elemente 1, a na svim drugim mjestima elemente O. Te matrice imaju normalan 
oblik. Takva je npr. matrica reda 4 x 5 s tri elementa 1: 

1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 
0 0 1 0 0 
0 0 0 0 0 

Za matrice vrijedi izreka: Svaku matricu koja nije nulmatrica moemo transfor-
mirati u njoj ekvivalentnu matricu normalnog oblika pomoeu samih elementarnih 
transformactja. 

Dokaz. U matrici: 

••• 	ain i! 
: + 0 

am, ... a. 

izaberemo proizvoljan element au, koji nije jednak O. Najprije u matrici zamije-
nimo prvi i i-ti redak, §to postikmo premultiplikacijom matrice sa Eli; zatim 
zamijenimo jo§ prvi i j-ti stupac, §to postikmo postmultiplikacijom sa El,. Tako 
prenosimo izabrani element ai, na prvo mjesto prvoga retka. Sada dijelimo prvi 
redak elementom aii, §to postikmo premultiplikacijom sa K, (1/al,); time dobivamo 
na prvom mjestu prvoga retka element 1. Pretpostavimo da tako transformirana 
matrica ima u prvom retku uzastupno elemente : 

1, a',2, a',3, •••, 

Prvi stupac potnno2imo uzastopno sa — a',2, — a',3, 	— a'in pa ga svaki 
put pribrojimo uzastopno drugom, trekm, 	i posljednjem stupcu. Na taj natin 
u prvom retku iza prvog elementa 1 dobivamo same nule. Te transformacije mo-
2emo izvesti tako da matricu postmultipliciramo uzastopno elementarnitn matri-
cama: 

H12 (—a112), H13 (—a113), •••, liln 

Slieno pomno2imo prvi redak uzastopno sa —a'„, —a3, (ay, ..., —a'., pa ga 
svaki put pribrojimo uzastopno drugom, tretem, i posljednjem retku. Ove 
transformacije mokmo izvesti tako da matricu premultipliciramo uzastopno ele-
mentarnim matricama: 

(—ai2.1), li31 	af30, •••, FIrni (—atmt)• 

AN = 

A = 

83 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Time dobivamo u prvom stupcu ispod prvog elementa 1 same nule. Nakon svih 
tih transformacija prvobitna matrica dobiva oblik: 

1 	0 	... 0 
0 b22 • • • b2n 

bm2 

Ta je matrica ekvivalentna prvobitnoj matrici A. Njezinu reduciranu matricu: 

b22 • • • b2n 
• 
' 

bm2 ••• bnin 

transformiramo najprije slieno kao §to smo transformirali prvobitnu matricu. 
Transformiranje nastavljamo dok na kraju ne dobijemo matricu normalnog oblika 
koja je ekvivalentna prvobitnoj matrici. 

Primjer. Transformirajmo matricu: 

0 1 0 2 
1 	2 	0 	1 
0 0 2 0 

u normalan oblik. Elementamim transformacijama 	mno2enjem elementarnim 
matricama transformiramo je ovako: 

 

' 0 	0 
1 	2 
0 	1 

2 	01 
0 	1 I 
0 2 

 

2 00 0 
0 	2 	1 	1 
0 1 0 2 

 

   

A Ei3 A = = 	El3 

 

      

      

 

0 0 0 
0 2 	1 	1 
0 	1 	0 2 

   

0 	0 	011 
11 

1 	2 
0 	1 	2 ! 

= A, , A2 Ki (1/2) = 

  

o 

  

     

      

 

1 0 0 0 
0 1 0 1 
0 0 1 2 

 

1 000 
0 1 00 
0 0 1 2 

 

= — A,H23 ( - 2) = = As ,-••••' A, H24 (-1) = 

 

     

     

A = 

 

0 0 0 
1 	0 0 
0 1 	0 

 

— A6 ••••-' A6 H34 ( 2) = 

110 

= AN 

  

AN je matrica normalnog oblika. Prvobitnom matricom A izrdavamo matricu 
AN ovako: 

AN — Ei3AEI3Ki (1/2) E23H23 (-2) H24 (-1) H34 (-4 
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Rang matrice. Uzmimo proizvoljnu matricu koja se razlikuje od 0-matrice i 
promatrajmo njezine parcijalne kvadratne matrice i njima odgovaraju6e determi-
nante. Parcijalne kvadratne matrice mogu biti singularne ako su odgovaraju6e 
determinante jednake 0, nesingularne ako odgovarajuee determinante nisu 
jednake O. Singularnost i nesingularnost kvadratnih matrica sa6uva se pri svakoj 
elementamoj transformaciji; mno'ienjem sa Eli, naime determinantama, mijenjaju se 
samo predznaci, mno2enjem sa Ki (k) mno2e se determinante brojem k, koji je 
razliat od 0, mnoienjem sa (h), medutim, ne mijenja se vrijednost determi-
nanti. Pretpostavimo da izabrana matrica ima slijede6u osobinu: u njoj egzistira 
barem jedna nesingularna kvadratna parcijalna matrica reda r, a svaka je kvadratna 
parcijalna matrica vigega reda singulama. Takva matrica ima rang r. Ako takvu 
matricu elementamo transformiramo u normalan oblik, dobivamo matricu sa r 
elemenata 1. U skladu s tim mo1emo rang matrice definirati na dva na6ina: 

Rang matrice jednak je redu njezine nesingularne kvadratne parcijalne ma trice 
najvigega reda. 

Rang matrice jednak je broju elemenata 1 njezinog normalnog oblika. 

Primjer. Odredimo rang matrice: 

2 0 4 0 
0 3 0 9 
2 0 4 0 

Elementarnim transformacijama dobivamo normalan oblik matrice ovako: 

A — AN = H31 (-1) AK, (1/2) K2 (1/3) K3 (1/4) K, (1/9) 1113 (-1) H„ (-1) =- 

1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 0 0 

Matrica A Una rang r = 2. To zngi da je u njoj neka parcijalna kvadratna matrica 
drugoga reda nesingularna te da su sve parcijalne kvadratne matrice tre6ega reda 
singularne. 

A= 

Vjethe 

1. Napai elementarne matrice treCega reda: 

a) E13 

b) Ki (6) 

c) H32 (5) 

( 

( 

( 

0 

0 

1 

6 

0 

0 

1 
0 
0 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 
1 

5 

1 I ) 

0 

0 

0 ' ) 

0 

1 	, 

0 1 ) 

0 	I 

1 	! 
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) 

) 

) 

) 

) 

) 
ill 40 	48 	25511\ 

kil 12 	16 	8411/ 

3 0 4 
1 2 3 

3 2 1 

4 0 3 

1 2 3 

6 0 8 

1 4 3 

3 0 4 

7 2 11 
3 0 4 

1 4 3 

3 6 4 

2, Zadana je matrica: 

1 	2 	311 

3 	0 	411 
A = 

Izrgunaj produkte: 

a) El2 A 

b) AE13 

C) K2 (2) A 

d) AK2 (2) 

e) Hi2 (2) A 

f) AH12 (2) 

g) EI2 H21 (3) K (4) AE13 K2 (2) H23 (5) 

3. Odredi rang matrica: 

a) 1 0 1 0 0 
I 1 2 0 1 
0 0 2 0 

b) 1 3 0 3 	0 
0 3 0 3 	0 
0 0 2 0 	4 

(r = 3) 

(r = 3) 
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V. SISTEMI LINEARNIH JEDNAD.BI  

1. Cramerov sistem 

Uzmimo sistem n lineamih jednaabi sa n nepoznanica: 

aii xi 	aii xi 	ain xn = bi 

anl Xi 	• •• 	ani Xi ± • • • + ann xn 	bn 

Nakon uvodenja matrica: 

aii a in 
X = 	B = 

bn 
A = 

an 	ann 

napigemo taj sistem jednad2bi u obliku matrice ovako: 

AX = B. 

Pretpostavimo da je matrica A nesingularna i da stoga odgovarajuea determinanta 
sistema jednadibi: 

aii 	ain 
A = 

ani 	ann 

nije jednaka nuli. Takav sistem linearnih jednad2bi nazivamo Cramerovim sistemom. 
On je uvijek rjegiv, pa ga moiemo rjegavati na vige na6ina. Iz elementarne algebre 
poznati su nam npr. nein zamjene ngin suprotnih koeficijenata; ova dva na-
ana upotrebljiva su praktfeki samo ako je broj jednadibi razmjerno malen. Ako 
je broj jednadlbi vedi, upotrebljavamo druge metode, koje su podesnije za ra6u-
nanje elektronskim rgunalima. 

Obradujemo najprije metodu rjegavanja sistema linearnih jednadibi pomo6u 
determinanti. Pretpostavimo da iz prvobitnog sistema n lineamih jecinadtbi 
sa n nepoznanica izra6unati nepoznanicu xi; pri tom je i = 1, 2, ..., n. Jednadibe 
sistema uzastopno pomnoEmo kofaktorima Aii, A2i, Ani elemenata ail, a2i, 

an, i-tog stupca determinante A, pa ih tako pomno2ene zbrojimo. Zbrajanjem 
sinna se na lijevoj strani prffieno pojednostavi zato gto otpadaju sve nepoznanice 
osim nepoznanice xi; nepoznanica ima koeficijent A jer je taj jednak skalamom 
produktu elemenata i-tog stupca i kofaktora elemenata istog stupca, a koeficijent 
svake druge nepoznanice jednak je 0 jer je skalami produkt kofaktora i-tog stupca 
i elemenata nekog drugog stupca. Nakon zbrajanja jednadibi dobivamo: 
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s=n 
AXi = I I), Asi 

s= 

Izraz na desnoj strani ove jednakabe moiemo pisati u obliku determinante: 

aii ••• bi ••• aln 
= 

an' •.• bn ••• an n 

U pravilnost takvog ngina pisanja mcdemo se uvjeriti ako determinantu razvijemo 
po i-tom stupcu. Tu determinantu dobivamo tako da u prvobitnoj determinanti 
A sistema jednadni nadomjestimo elemente i-tog stupca elementima na desnoj 
strani jednadhi. Stoga iz posljednje jednadibe slijedi: 

A, 
x = - —A— 

Primjer. Uzmimo sistem 6etiriju linearnih jednadibi s eetiri nepoznanice: 
3x 	y 	2u = 13 
x 2y + 3z 	= 14 
x 	2z + 5u = 27 

2y 	z 3u = 19 
Sistem jednad2bi je Cramerov jer njegova determinanta 

3 1 0 2 
1 2 3 0 
1 0 2 5 
0 2 1 3 

nije jednaka O. Po gornjem obrascu izra'6unamo nepoznanice ovako: 

AI 

A 

,7 	A2 
= -A- 

A3 
A 

A4 
A 

1 
13 
14 
27 
19 

3 
1 
1 
0 

3 
1 
1 
0 

3 
1 
1 
0 

1 
2 
0 
2 

13 
14 
27 
19 

1 
2 
0 
2 

1 
2 
0 
2 

0 
3 
2 
1 

0 
3 
2 
1 

13 
14 
27 
19 

0 
3 
2 
1 

2 
0 
5 
3 

2 
0 
5 
3 

2 
0 
5 
3 

13 
14 
27 
19 

= 1 

= 2 

= 3 

--= 4 

104 

1 
104 

1 
104 

1 
104 

A = = 104 
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Pogledajmo jo§ kako rjdavamo sistem jednadThi s matricama. U matri6nom 
obliku napisani sistem jednacabi premultipliciramo inverznom matricom A-1 
te dobivamo: 

X = A-1B 

U rje§avanju po ovoj metodi treba najprije izra6unati matrici A inverznu matricu 

Primjer. Rijd'imo pomoeu matrica sistem linearnih jednadni ranijeg primjera. 
Sistemu jednadThi odgovara matrica: 

3 	1 	0 2 
1 	2 3 0 
1 	0 2 5 
0 2 1 3 

Ta matrica nije singulama jer je odgovarajuCa determinanta A = 104 razlieita od 
O. Toj matrici izra6uunamo inverznu matricu: 

	

32 	7 	1 —23 

, 	1 	8 	5 —29 	43 
A- = -- 104 —16 29 19 —21 

	

0 —13 13 	13 

A-1AX = A-1B 
i iz toga: 

A = 

Stoga je: 

       

       

    

13 
14 
27. 
19 

  

 

32 	7 	1 —23 
8 	5 —29 43 

—16 29 19 —21 
0 —13 13 	13 

    

 

X = A' B = —
1 

104 

   

2 
3 
4 

     

        

        

        

Iz toga dobivamo rjegenje sistema jednadlbi: 

x = 1, y = 2, z = 3, u = 4. 

Ako kod Cramerovog sistema jednadlbi ne treba izra6unati sve nepoznanice 
nego samo neke, olakiat Oemo sebi ra'eunanje podjelom matrice koja odgovara 
sistemu. Pretpostavimo da iz sistema jednacabi: 

ai, 	x, 	... 	aik 	Xk 	al.k+1 xk+, 	a,. 	x. =b, 

aki 	xi 	••. 	akk 	Xk 	ak,k +1 Xk+1 	••• 	akn 	Xn 	bk 

ak+1,n Xn 	bk+1 ak+1,1 xt 	••• 	ak+ 1,k Xk 	ak+1,k+1Xk+1 	••• 

ani 	Xi 	••• 	ank 	Xk 	an,k+1 	Xk+i 	••• 	ann 	Xn = bn 

treba izra6unati samo nepoznanice x„ x2, ..., xk. Sistem jednaclibi podijelimo 
ovako: 

All 

A21 

AA2222 \ \ Xx1,2 \ I BB12 \ 
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1 0 0 21 
— = 

2 5 
0 2 3 3 0; 

! 3 	1 

11 	2 A21 = A22 — 

Tu je: 

Ali -= 

.•• 
• 

kl • • • akk 

Ai2 = 

al,k+1 ••• 

ak,k+ 1 

        

   

••• ak+1,k 

• • • 	ank 

  

ak+1,k+1 ••• ak+1,11 

• 
• 

an,k+1 	• • • ann 

 

= 

 

• 

• 

a n1 

 

A22 = 

 

     

     

       

       

        

Xk+ 1 

--= X2 = 
Xk 

b, 

bk 
B2K 

xo 

bk.+, 

JednadAau podijelimo u dvije matrkne jednadlbe: 

AI XI ± Ai 2 X2 = Bi 

A21 Xi ± A22 X2 = B2 

Iz tih dviju matri6nih jednadibi eliminiramo nepoznatu matricu X2; iz druge je-
dnadibe dobivamo: 

X2 = A-21 (B2 — A21 Xi) 

Ako to uvrstimo u prvu jednadftu, dobivamo za nepoznatu matricu X, jednad2bu: 

A„ Xi + Ai2 A-21 (B2 — A21 X1) .= B1 

Iz toga izra6unamo: 

X1 = (All — Al2 A-212 A21)-1 (B1 Al2 A-22 B2) 

06ito je da je ra6unanje po ovoj metodi olak§ano. Ako bismo naime rje§avali 
sistem jednadibi u cjelini, morali bismo izrgunati matrici sistema jednad2bi 
inverznu matricu; ta je matrica reda n. U obradenom rje6avanju treba medutim 
izreunati matricama ni2ega reda inverzne matrice, i to matrici A22, koja je reda 
n — k, i matrici A, — A-21 A21, koja je reda k. 

Primjer. Izrgunajmo iz sistema jednadibi prija§njih dvaju primjera samo 
nepoznanice x i y. Nakon uvedbe matrica: 

        

X, ---- X2 = z 

 

Bi = 
13 

14 
B2 =1 27 

19 

       

       

90 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



izra6unamo matrice: 
3 —5 

22 - - 1 	2 

A3.12 A2I)- 

- A/2 A-21 

i dobijemo po posljednjem obrascu: 

X, — 

=1014 

1 = 

B2 

328 	; 

= 

104 

32 

—9 

56 

—9 
56 

7 

8 	51, 

1 
2 

I 
I 

Iz toga slijedi x 	1 	— 2. 

Vjelbe 

1. Izral'unaj nepoznanicu z iz sistema linearnih jednadni: 

2x 	y + 3z + 5u + 2v = 22 
— 4y + z + 2u + 5v = —8 

3z + u + 2v = 7 
— 2z 	+ 3v = —4 

4z + 5u — v = 13 
(z = 2) 

2. Zadan je sistem &tiriju linearnih jednad2bi s 6etiri nepoznanice: 

x+ y+ z+ u=10 
2x + y + z + 3u = 19 
x + 2y + 3z + u = 18 

3x + 4y + z + u = 18 

a) napi§i sistem jednadibi u matrinom obliku, 

b) izra6unaj inverznu matricu matrici sistema jednadibi: 

= 

13 
—9 

4 
—7 

—3 
2 

—1 
2 

—3 
2 

—1/2 
3/2 

—1 
1 

—1/2 
1/2 

c) izra6unaj pomoeu determinanti nepoznanicu z, 

(z = 3) 

d) rije§i sistem jednad'ibi pomoeu matrica, 

(x = 1, y = 2, z = 3, u = 4) 

e) izralunaj pomoeu diobe matrica samo nepoznanice x i y, 

x = 1, y 2) 

f) poveCaj sve brojeve na desnoj strani jednadtbi za 1 i rije§i novi sistem jednadtbi po- 
moau matrica. 

(x = 7, y --- —2, z = 5, u = 1) 
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2. Sistemi nehomogenih linearnih jednadibi 

Uzmimo opeeniti nehomogeni sistem m linearnih jednacabi sa n nepoznanica: 

aii 	+ ••. + a,k Xk + Xk+i + ••• + ain 	Xn — 

Xk + ak,k+1 fk 	aki 	+ • • • + akk 	 Xk +1 + • • • + 	 Xn = bk 

fk 1 	ak+1,1 X1 	••• + ak+ 1,k Xk 	ak+1,k+1 Xk+1 + ••• + ak+1,n Xn 	bk+1 

fm 	am 1 x + ..• + a ink Xk 	am,k+ 1 + + amn xn = brn 

Buduei da jednad2be sastavljaju nehomogeni sistem, svi koeficijenti na desnoj strani 
jedna&bi nisu jednaki O. Lijeve strane jednadibi funkcije su nepoznanica x„ 
X2, . • ., Xn, pa smo ih stoga oznaeili uzastopce sa f2, f,,,. Sistemu jednadlbi 
odgovara matrica: 

••• 	k 	al.k+1 	••• 

   

A = 

 

aki 	akk 	ak, k 1 	akn 

ak+1,1 ••• ak+1.k ak+1,k+1 ••• ak+1.n 

  

   

amk ani.k + 1 • • ' 

Pretpostavimo da ta matrica ima rang k; to znaCi da u njoj egzistira barem 
jedna nesingularna kvadratna parcijalna matrica reda k te da je svaka kvadratna par-
cijalna matrica vigega reda singularna. Premjegtajem jednadibi i nepoznanica mo-
kmo uvijek postiei da je nesingulama parcijalna kvadratna matrica reda k u prvo-
bitnoj matrici na lijevoj strani gore; u skladu s tim tako je i napisan gornji sistem 
jednadThi. Nesingulamoj parcijalnoj kvadratnoj matrici: 

a, 	alk 
D = 

akk 

odgovara od 0 razliCita determinanta D, koju sastavljaju isti elementi kao i matricu. 
Uz nesingularnu parcijalnu kvadratnu matricu D definiramo slijedeee obrub-

ljene matrice: 

As = 

al 
• 
• 
• 

aki • • • 	akk 

bi 

• 

bk 
ak+s,i ••• ak+s,k bk+s 

Tu indeks s nicAe zauzeti vrijednosti 1, 2, ... m-k; stoga ima m-k takvih obrublje-
nih matrica; samo ako je rang k matrice A jednak broju jednadThi m, ne postoji 
nijedna obrubljena matrica. Svaku obrubljenu matricu dobivamo tako da nesingu-
larnoj kvadratnoj matrici D s desne strane dodamo stupac s elementima s desne 
RI-sane jednadibi, a dolje redak s koeficijentima (k + s)-te jednadne. Sve obrubljene 
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matrice opet su kvadratne i imaju red k 1. Svakoj obrubljenoj matrici As od-
govara determinanta A„ koja je sastavljena od istih elemenata kao i matrica. Svakoj 
obrubljenoj matrici As priredimo matricu: 

f, 

aki 	..• akk 	fk 

ak+so. ••• ak+s,k fk+s 

Ovu matricu dobivamo iz obrubljene matrice As tako da u njoj elemente posljed- 
njeg stupca nadomjestimo linearnim funkcijama 	• •., fks fk+ s. Toj kvadratnoj 
matrici odgovara determinanta As ,f, koja je sastavljena od istih elemenata kao i 
matrica. 

Mo2emo se uvjeriti da su sve matrice 	singularne da su sve odgovarajuee 
determinante As jednake O. Ako naime napi§emo determinantu As u progirenu 
obliku: 

ail 	••• aik 	au 	x, 	aln 	xn 

aki 	• • • akk 	aki 	xl 	akn 	xn 

••• 	ak+,,n Xn ak+s,1 ••• ak+s,k ak+s,1 xi 

onda je mo2emo izraziti kao sumu: 

•• • aik i 

• 

• Asj = E xi 
i=o 	aki 	• • • akk 	aki 

ak+s,1 ••• ak+s,k ak+s,I 

Ova je suma jednaka 0 jer su determinante u svim sumandima jednake O. Ako je 
naime i k, onda su u determinanti dva stupca jednaka, pa je stoga determinanta 
jednaka 0, a ako je i > k, onda je determinanti odgovarajuaa matrica reda k 1, 
koja je parcijalna kvadratna matrica matrice sistema jednadibi A; a svaka je ta-

kva matrica singularna i njoj odgovarajttha determinanta je O. 

Sastavimo jo§ matricu: 

•• • aik b, 

As.f 

aki 	• • • akk 	bk 	—fk 

ak+s,l ••• ak+sA bk+s —fk+s 

As,b—f = 

Toj matrici odgovara determinanta As,b—f, koja je sastavljena od istih elemenata 
kao i matrica. Broj tih matrica i determinanata takoder je m — k. Motemo se uvje-
riti da za determinantu As,b_f vaii jednad2ba: 

As,b—f = As• 

Ako naime uzmemo u obzir da se u posljednjem stupcu nalaze diferencije po dvaju 
brojeva, moiemo determinantu As.b_f ragdaniti u diferenciju determinanti As 

i As,f, od kojih je posljednja jednaka O. 
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Za obradivani sistem m nehomogenih linearnih jednadibi sa nynepoznanica 
vrijedi izreka: 

Aho sistem jednadibi nije protuslovan i ima neko rjefenje: 

x, = a„ , xn = an 

onda su sve obrubljene matrice As singularne, a sve obrubljene determinante 
As jednake 0. 

Dokaz. Obrubljena determinanta As je prema prijagnjem jednaka determi- 
nanti 	Ako u posljednjem stupcu determinante As,b_f uvrstimo u funkcije 
fi, • .• fk, fk+ s za nePoznanice varijable xi, 	x,, rjeSenja al, ... a., onda funkcije 
zauzimaju uzastopno vrijednosti bi, 	, bk, bk+ s. Stoga su svi elementi posljed- 
njeg stupca jednaki 0 i determinanta As,b_f jednaka je 0; zato je i determinanta 
As jednaka 0 i izreka je dokazana. 

Prvih k jednadibi sistema ima baron jedno rjdenje. 

Dokaz. Napigimo prvih k jednadibi sistema nakon prijenosa 61anova u obliku: 

a„ x, 	... I- aik xk = b, 	a —1,k+1 Xk+1 

aki xi + ••• + akk xk 	bk 	ak k+1 Xk+1 	••• 	akn Xn 

Rang k matrice A nikako ne mo2e biti veei od broja varijabli n. Ako je k n, rije6 
je o Cramerovom sistemu, koji ima jedno rjegenje. Pogledajmo jog kako je s rje- 
genjima kad je k < n. U tom primjeru za nepoznanice na desnoj strani izaberemo 
proizvoljne vrijednosti: 

Xk+1 	ak+i, • • • , 	= an 

Ove vrijednosti uvrstimo u sistem jednad2bi i dobivamo opet Cramerov sistem k 
linearnih jednacabi sa k nepoznanica; taj ima rjegenje: 

, xk 	ak; 

stoga gornje jednad2be imaju rjegenje: 

x, = al, ... Xk = ak, Xk+i = ak+1, ••• Xn = an) 

pa je izreka dokazana. 

Aho su sve obrubljene matrice As singularne ako su sve obrubljene determinante As jednake 0, sistem jednadai nije protuslovan i ima barem jedno rjes'enje. 

Dokaz. Determinantu As,b_r, koja je jednaka' determinanti A„ razvijemo 
po posljednjem stupcu i dobivamo: 

As,b—f = (131 	 (bk — fk)Aks 	(bk +s fk,$) "‘k+1,s 

Budai da je ta determinanta jednaka determinanti As = 0 i kako je kofaktor 
Ak+i,s jednak determinanti D, dobivamo dalje: 

(bi — fi) Ais 	(bk — fk)Aks (bk+a 

— — ain 

fk+s)D = 0 
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Stoga gto indeks s zauzima vrijednosti 1, 2, ... , m — k, ovdje je zapravo napisano 
m — k jednadibi. Po prijagnjoj izreci prvih k linearnih jednadtbi ima barem jedno 
rjegenje koje uvijek mo2emo izrgunati. Ako takvo rjegenje sistema prvih k jednadibi 
uvrstimo u gornju jednadibu, onda prvih k 61anova na lijevoj strani postaje jed-
nako 0; buduei da determinanta D nije jednaka 0, iz gornje jednadibe slijedi jed- 
nadtba: 

bk+s — fk+s = 0 

To pak zna6i da rjegenje prvih k jednad2bi zadovoljava i s-tu jednadibu. Kako 
s mo2e zauzeti vrijednosti 1, 2, ... , m — k, to rjegenje sistema prvih k jednadibi 
zadovoljava i sve druge jednadThe. Time je izreka dokazana. 

Pri rjegavanju neprotuslovnih sistema m linearnih jednadibi sa n nepoznanica 
u kojih je rang matrice sistema jednak k postoje slijedeee moguenosti: 

1. k = m = n. Tu je rije6 o Cramerovom sistemu jednadibi koji ima samo 
jedno rjegenje. Za pojedine vrijednosti za brojeve k, m i n dobivamo ova zanim-
ljiva geometrijska tumaeenja: a) ako je k = m = n = 2, onda svaku od ovih je-
dnad2bi moi.emo prikazati pravcem u ravninskom kartezijskom koordinatnom si-
stemu; pravci nisu paralelni, a koordinate sjecigta su rjegenje sistema jednadThi; 
b) ako je k = m n = 3, onda svaku od ovih triju jednad2bi motemo prikazati 
jednom ravninom u prostornom kartezijskom koordinatnom sistemu. Sve tri rav-
nine sijeku se u jednoj to6ki, a koordinate sjecigta su rjegenje sistema jednadibi. 

2. k =m < n. Pri toj mogu6nosti broj jednadlbi manji je od broja nepoznanica, 
dok je rang matrice sistema jecinak broju jednad2bi. Pri rje:s'avanju sistema jednadibi 
zadriimo prvih k = m nepoznanica na lijevoj strani, a sve druge nepoznanice pre-
nesemo na desnu stranu. Sistem jednad2bi onda rjegavamo kao Cramerov sistem; 
u rjegenju je prvih k nepoznanica izrakno nepoznanicama prenesenim na desnu 
stranu. Kako prenesenim nepoznanicama motemo odrediti proizvoljne vrijednosti, 
dobivamo beskongno mnogo rjegenja. Za pojedine vrijednosti brojeva k, m i n 
dobivamo slijedeOe interesantne geometrijske prikaze: a) ako je k =m = 1 in 2, 
onda imamo samo jedan pravac; koordinate svake toeke toga pravca su rjegenja je-
dnad2be; b) ako je k=m =1 in= 3, onda imamo samo jednu ravninu; koordi-
nate svake to6ke te ravnine su rjegenja jednadtbe; c) ako je k = m 2 i n = 3, 
imamo dvije ravnine koje nisu paralelne; koordinate svake take na presjeenici 
tih dviju ravnina su rjegenja sistema jednadThi. 

Primjer. Rijegimo sistem jednadlbi: 

2x y 3z = 7 
5x + 3y 	z = 14 

Tu je m = 2, n 3 i k = 2 jer je nesingularna kvadratna matrica drugoga reda: 

D = 
2 1 

5 3 

 

   

Nakon prijenosa nepoznanice z na desnu stranu jednadibi dobivamo za nepoznanice 
x i y Cramerov sistem jednadibi: 

2x y = 7 — 3z 
5x + 3y = 14 — z 
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•■••• 	• •••••■ M.40 111111.0.1..11.6et Ala. • • ■ - ■ • 

Taj sistem jednad2bi ima rje§enje: 

x = 7 — 8z, y — 7 + 13z 

u kojem za nepoznanicu z motemo uzeti proizvoljne vrijednosti. 

3. k < m = n. Pri toj moguenosti broj jednadtbi jednak je broju nepoznanica, 
dok je rang matrice sistema jednadtbi manji od tih dvaju brojeva. Sve obrubljene 
matrice jednake su O. Stoga rjdavamo samo sistem prvih k jednadtbi jer rjegenje 
odgovara i svim ostalim jednadtbama. Kako je k manji od n, dobivamo, kao u 
prijagnjoj moguenosti, bezbroj rjegenja. Kod pojedinih vrijednosti za brojeve k, 
m i n dobivamo slijedeee zanimljive geometrijske prikaze: a) ako je k im= 

n = 2, onda su obje jednadThe prikazane istim pravcem; koordinate svake toeke 
su rjdenje sistema jednad2bi; b) ako je k=lim=n= 3, onda su sve tri je-
dnadtbe prikazane istom ravninom; koordinate svake take te ravnine su rjegenje 
sistema jednadtbi; c) ako je k=2im=n= 3, onda su jednadtbe prikazane 
snopom triju ravnina koje imaju isti presje6ni pravac; koordinate svake take te 
presje6nice su rjegenje sistema jednadibi. 

Primjer. Rijegimo sistem jednadibi: 

2x 	y 3z = 13 
5x ± 4y ± 9z = 40 
x 2y + 3z = 14 

Ovdje je m n = 3 i k = 2 jer je matrica sistema jednadtbi singularna i jer jc 
matrica: 

2 1 I 
D I 

5 4 

nesingularna. Egzistira samo jedna obrubljena matrica: 

2 1 13 
A 3 = 5 4 40 

1 2 14 

koja je singularna, pa zato sistem jednadtbi nije protuslovan. Pri rjegavanju sistema 
jednadtbi uzimamo u obzir samo prve dvije jednadtbe. U njima oba alana s nepo- 
znanicom z prenesemo na desnu stranu, pa za nepoznanice x i y dobivamo Crame- 
rov sistem: 

2x 	y = 13 — 3z 
5x ± 4y = 40 — 9z 

taj sistem ima rjegenje: 

x = 4 — z, y 5 — z, 

u kojemu nepoznanica z mote zauzeti proizvoljnu vrijednost. 

4. k < m < n. Po toj moguenosti broj jednadtbi manji je od broja nepozna-
nica, dok je rang sistemu jednadtbi odgovarajuee matrice manji od oba ova broja. 
Najprije rijegimo k prvih jednadtbi tako da zadrtimo k prvih nepoznanica na li-
jevoj, a sve druge nepoznanice prenesemo na desnu stranu. Tako za prvih k ne- 
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poznanica dobivamo Cramerov sistem. U rjegenju je prvih k nepoznanica izraieno 
drugim n — k nepoznanicama; stoga dobivamo beskongno mnogo rjegenja. U 
pogledu geometrijskog prikaza treba spomenuti samo moguenost kad je k = 1, 
m = 2 i n = 3. U tom sltgaju obje su jednadtbe prikazane samo jednom ravninom. 
Koordinate svake todce te ravnine su rjegenje sistema jednadibi. 

Primjer. Rijegimo sistem jednadibi: 

x 2y + 3z = 14 
2x + 4y + 6z = 28 

Kako su sve tri moguee kvadratne matrice drugoga reda singularne, matrica si-
sterna jednadibi ima rang k 1. Za nesingularnu kvadratnu matricu prvoga reda 
izaberimo koeficijent 1 kod nepoznanice x u prvoj jednadibi: 

D = 1 II 
Egzistira samo jedna obrubljena matrica: 

Ay = 
1 14 
2 28 

Ta je matrica singulama. Iz prve jednadThe dobivarno rj6'enjc: 

x = 14 — 2y — 3z 

u kojem moiemo za nepoznanice y i z izabrati bilo koje vrijednosti. 

5. k = n < m. Sistem jednadThi una vige jednadlbi nego nepoznanica, a 
rang matrice sistema jednak je broju nepoznanica. Sve obrubljene matrice su sin-
gulame. Rjegavamo samo sistem prvih k jednadThi, koji je Cramerov sistem. Rje-
genje zadovoljava i ostale jednadlbe jer su sve obrubljene matrice singulame. Za 
pojedine vrijednosti brojeva k, m i n dobivamo slijede6e zanimlfive geometrijske 
prikaze: a) ako je k =n=2im> 2, onda je m jednadThi piikazano snopom pra-
vaca koji prolaze kroz zajednkko sjecike; koordinate toga sjecika su rjegenje si-
sterna jednad2bi; b) ako je k =n=3 i m> 3, onda je m jednadibi prikazano 
snopom ravnina koje se sijeku u zajedni&om sjeciku; koordinate toga sjecigta 
su rjegenje sistema jednadni. 

Primjcr. Rijegimo sistem jednadibi: 

2x y = 4 
5x ± 3y = 11 
7x ± 4y = 15 
3x + 2y = 7 

Tu jc m — 4, n = 2 i k = 2 jer je matrica koeficijenata prvih dviju jednadThi: 

 

D = 

2 1 
5 3 

 

7 linearno programiranje 
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nesingularna. Egzistiraju dvije singularne obrubljene matrice 

2 1 4 2 1 4 
A3 = 5 3 11 i A4 = 5 3 11 

, 7 4 15 3 2 7 

Rijegimo sistem samo prvih dviju jednad2bi pa dobivamo rjegenje: 

x = 1, y = 2 

koje zadovoljava i tre6u i Z.etvrtu jednadThu. 

6. k < n < m. Sistem ima vige jednad'ibi od nepoznanica, dok je rang ma-
trice sistema jednadibi manji od broja nepoznanica. Sve obrubljene matrice su 
singularne. Kijegimo samo prvih k jednadlbi, u njitna na lijevoj strani zaddimo 
prvih k nepoznanica, a danove sa svim ostalim nepoznanicama prenesemo na de-
snu stranu. Tako za prvih k nepoznanica dobivamo Cramerov sistem. U rjegenju 
je prvih k nepoznanica izra2eno drugim n-k nepoznanicama, kojima maemo pri-
pisati proizvoljne vrijednosti. Iz tog razloga sistem jednad2bi ima beskongno 
mnogo rjegenja. Za pojedine vrijednosti brojeva k, m i n dobivamo slijedeee za-
nimljive geometrijske prikaze: a) ako je k = 1, n = 2 i m > 2, onda je m jed-
nadibi prikazano istim pravcem; koordinate svake to6ke toga pravca su rjegenje 
sistema jednadThi; b) ako je k = 1, n = 3 i m > 3, onda je m jednacabi prika-
zano samo jednom ravninom; koordinate svake toeke te ravnine su rjegenje si-
sterna jednacabi; c) ako je k = 2, n = 3 i m > 3, onda je m jednadibi prikazano 
snopom ravnina koje se sijeku na istoj presje6nici; koordinate svake to6ke te pre-
sjeanice su rjegenje sistema jednadThi. 

Primjer. Rijegimo sistem jednadThi: 

2x y z = 7 
5x + 3y -I- 4z = 23 
7x + 4y ± 5z = 30 
3x -I- 2y ± 3z = 16 

Tu je m = 4, n =. 3 i k = 2 jer je matrica: 

2 1 

5 3 

nesingulama i jer su sve 	parcijalne kvadratne matrice tre6ega reda singu- 
lame. Egzistiraju dvije singularne obrubljene matrice: 

      

2 1 	7 
A3 =1 5 3 23 

7 4 30 

   

2 1 	7 
5 3 23 
3 2 16 

 

  

i A, = 

 

      

      

      

Pri rje:gavanju sistema uzimamo u obzir samo prve dvije jednadlbe. U njima oba 
dana s nepoznanicom z prenesemo na desnu stranu i dobivamo za nepoznanice 
x i y Cramerov sistem: 

2x y = 7 — z 
5x ± 3y = 23 — 4z. 

D = 
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Taj sistem ima rjdenje: 

x — 2 + z, y = 11 — 3z, 

u kojemu nepoznanica z mo2e zauzimati proizvoljne vrijednosti. 

Sistem m linearnih jednad2bi sa n nepoznanica i s matricom ranga k je pro-
tuslovan i nema nijednog rje:s'enja ako je barem jedna od obrubljenih matrica ne-
singularna. Takav je npr. sistem jednadThi: 

2x ± 3y = 8 
4x y = 6 
4x + 6y = 10 

Sistemu jednadibi odgovara matrica: 

2 3 
4 	1 
4 6 

ranga k = 2. Nesingularnoj kvadratnoj parcijalnoj matrici drugoga reda: 

2 

A = 

D = 
4 

odgovara samo jedna obrubljena matrica: 

2 3 8 
4 	1 	6 
4 6 10 

Ta je matrica nesingularna jer njoj odgovarajuOa determinanta A3 ima vrijednost 
60. Stoga je ovaj sistem protuslovan i nema nijednog rje§enja. U geometrijskom 
prikazu svaku jednadibu prikazuje po jedan pravac; ti pravci medutim nemaju 
zajedni6ko sjecike. 

Ale/be 

1. Rije§i sistem jednadtbi: 
4x 	y = 6 
3x + 5y = 13 
8x ± 2y = 12 

1 lx ± 7y = 25 
9x ± 15y = 39 

Prika2i jednacabe geometrijski pomoeu pravaca u ravnini. 
(x = 1, y 2) 

2. Rije§i sistem jednadibi: 

2x + 3y z = 13 
3x 	y 5z = 16 
5x ± 4y + 6z = 29 

(x = 5 — 2z, y = 1 z) 

A3 = 
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3. Zadan je sistem jednadthi: 

3x + 2y = 8 
x + 4y = 6 

2x + 3y = 7 
x + 5y = 7 

listanovi zaito je sistem protuslovan i nema nijednog rjeknja; priltaN jednadne pomoCu 
pravaca. 

3. Sistemi homogenih linearnih jednadibi 

Sistem m lineamih jednad2bi sa n nepoznanica: 

allx, 	a,„x„ = 0 

am, x, 	+ am„ x„ = 0 

jest homogen jer su desne strane svih jednad2bi jednake O. Svaki takav sistem ima 
trivijalno rjegenje: 

x , = 0, 	, xi, = 0 

Kod homogenih sistema lineamih jednadThi nas interesira da sistem osirn 
trivijalnog ima jog i neko drugo rjegenje. 

Obradujmo najprije moguenost kad sistem ima toliko jednadibi koliko i ne-
poznanica, tj. kad je m = n. Ako kvadratna matrica sistema jednadThi A nije sin-
gularna, radi se o Cramerovom sistemu, u kojem su medutim sve modificirane 
determinante jednake 0 jer su desne strane svih jednadThi jednake O. Pri toj mo-
guenosti egzistira samo trivijalno rje:s'enje. 

Ako je medutim matrica sistema jednadThi singularna, onda sistem jednacabi 
osim trivijalnog ima jog neka druga rjegenja. Uzmimo da je rang sistema jednadlbi 
k < n i da lijevi gornji elementi sastavljaju nesingularnu matricu: 

a,, •.• 

aki • •• akk 

U sistemu uzimamo u obzir samo prvih k jednadThi; u njima na lijevoj strani za-
driimo 61anove s prvih k nepoznanica, dok danove s drugim nepoznanicama pre-
nesemo na desnu stranu. Tako za prvih k nepoznanica dobivamo Cramerov si-
stem. U rjegenju je prvih k nepoznanica izrakno s drugih n-k nepoznanica; stoga 
sistem jednacabi osim trivijalnog ima jog beskonaeno mnogo rjegenja. 

Primjer. Rijegimo sistem triju homogenih linearnih jednad2bi s tri nepozna-
nice: 

x 2y ± 3z = 0 

3x y 4z = 0 

2x + 4y + 6z = 0 

D = 
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Matrica sistema jecinad2bi: 
1 	2 	3 

3 	1 	4 
2 4 6 

je singularna i ima rang k = 2; njezina parcijalna kvadratna matrica: 

1 	2 
D = 

3 1 

u lijevom gornjem uglu je nesingularna. Sistem jednadibi osim trivijalnog ima 
jo§ druga rje§enja, koja dobivamo iz sistema prvih dviju jednad2bi nakon prije-
nosa &anova s nepoznanicom z: 

x 2y = —3z 

3x y = —4z 

Taj sistem ima rje§enje: 
x —z, y —z, 

u kojem za z mdemo uzeti proizvoljne vrijednosti. 
Obradujmo jo§ opOi. primjer sistema homogenih jednadibi u kojem broj 

jednad2bi nije jednak broju nepoznanica. Uzmimo da matrica A sistema jednad2bi 
ima red mxn i rang k. S obzirom na vrijednosti tih brojeva raz1u6ujemo Slijedeee 
moguanosti: 

1. Ako je m < n, rang matrice ne mde biti veei od broja jecinad2bi m. Pri 
rje:§avanju uzimamo u obzir samo prvih k jednad2bi; u njima zaddimo prvih k 
nepoznanica na lijevoj strani, a sve druge nepoznanice prenesemo na desnu stranu. 
Tako za prvih k nepoznanica dobivamo Cramerov sistem. U rjegenju toga si-
sterna jednad2bi prvih k nepoznanica izrdeno je s drugih n-k nepoznanica. Stoga 
ovaj sistem jednad2bi pored trivijalnog ima i beskonaeno mnogo rjegenja. 

Primjer. Rije§imo sistem dviju jednad2bi s eetiri nepoznanice: 

2x — y 3z — Ilu = 0 

x — 2y — 2z ± 6u = 0 

Matrica sistema jednad2bi ima rang k = 2. U jecinad2bama prenesemo danove s 
nepoznanicama z i u na desnu stranu, pa za nepoznanice x i y dobivamo Crame-
rov sistem: 

2x — y = —3z ± I lu 

x — 2y = 2z — 6u 

On ima rjegenje: 
—8z 28u, y — 

—7z ± 23u 
x — 	 3 	 3 

u kojem za nepoznanice z i u moiemo uzeti proizvoljne vrijednosti. 

A = 
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2. Ako je m > n, onda rang matrice sistema jednadibi ne moie biti veei od 
broja nepoznanica n. U tom primjeru razlikujemo dvije moguenosti: 

a) ako je k = n, onda prvih k jednadibi sastavlja sistem homogenih linear-
nih jednadibi koji ima samo trivijalno rjegenje, 

b) ako je k < n, uzimamo samo prvih k jednadtbi; u njima prvih k nepozna-
nica zaddimo na lijevoj strani, dok sve druge nepoznanice prenesemo na desnu 
stranu. Tako za prvih k nepoznanica dobivamo Cramerov sistem, koji ima besko-
na'6no mnogo rjegenja. Ta rjegenja odgovaraju i svim ostalim jednadThama ako 
su sve obrubljene matrice singularne. Ako samo jedna od obrubljenih matrica 
nije singularna, onda sistem ima samo trivijalno rjegenje. 

Primjer. Rijes'imo sistem 6etiriju homogenih linearnih jednadibi s tri ne-
poznanice: 

4x — 3y — 6z = 0 

x y — 5z = 0 

5x — 2y — 1 lz = 0 

3x — 4y — z = 0 

Kako matrica sistema jednadZbi ima rang k = 2, prenesemo Clanove s nepozna-
nicom z na desnu stranu i dobivamo sistem jednadThi: 

4x — 3y = 6z 

x y = 5z 

5x — 2y = I lz 

3x — 4y = z 

Buduei da matrica sistema jednadThi ima rang k = 2, to uzimamo samo prve dvije 
jednadtbe koje za nepoznanice x i y tvore Cramerov sistem. On ima rje§enje: 

x = 3z, y = 2z 

u kojem za z mokmo uzeti proizvoljne vrijednosti. To je istovremeno i rjegenje 
prvobitnog sistema 6etiriju jednacabi jer su obje obrubljene matrice: 

4 —3 6z 4 —3 6z 
A3 = j 1 1 5z i A4 = 1 5z I, 

5 —2 Ilz 3 —4 z 

singulame. Medu dobivena rjes'enja spada i trivijalno rjegenje, koje dobivamo ako 
postavimo u rjegenje z = O. 

Nleibe 

1. Rijegi sistem homogenih linearnih jednadi'bi: 

4x y — 19z = 0 

x—y— z=0 
(x = 4z, y 3z) 
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2. Rijdi sistem jednadthi: 

x — 4y -1- 4z — 10u = 0 

2x y — z — 2u = 0 
(x — 2u, y = z —2u) 

3. Rije§i sistem jednadibi: 

2x 	y 	z — 14u = 0 

—x 2y z — 7u = 0 

—x — y 2z — 7u = 0 

x 3y ± 2z — 21u = 0 
(x = 3u, y = 2u, z = 6u) 
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VI. VEKTORSKA ALGEBRA 

1. Vektorski prostor 

Vektorsku algebru motemo smatrati posebnim utim slu6ajem matri'ene al- 
gebre; stoga za nju vrijede sliena ra6unska pravila kao za matri6nu algebru. 

Uzmimo uredenih m realnih brojeva xi, , x„, i od njih sastavimo matricu 
reda m x 1 ili vektor stupac: 

x, 

= {xi, ...,x.} 
x. 

Skup svih takvih m realnih brojeva nazivamo m-dimenzionalnim vektorskim pro- 
storom 	pojecline m nazivamo vektorima takama toga prostora, a same re- 
alne brojeve nazivamo komponentama vektora 	koordinatama taaka. 

Kako je vektorska algebra samo poseban primjer matri6ne algebre, vrijede 
i u njoj sli6na rgunska pravila kao u matrienoj algebri. 

jednakost vektora. Vektori x i y su jednaki ako imaju jednake homologne 
komponente. Jednakost vektora je refleksivna, komutativna i tranzitivna relacija. 
Svaka se vektorska jednadtba mote rastaviti u onoliko obitnih jednadtbi koliko 
imaju komponenata vektori koji u njoj nastupaju. 

Zbrajanje vektora. Vektore x = 	, x„,} i y {y1, 	. yin} zbrajamo 
tako da zbrojhno homologne komponente: 

x + y = {xi + y„ , x. + y.} 

Za zbrajanje vektora vrijede zakoni komutativnosti i asocijativnosti. Za vektor 
0 = {0, 	, 0) vaii: 

x + 0 = x 

Mnaenje vektora brojem. Vektor x = {xi, , 	pomnotimo brojem k 
tako da svaku njegovu komponentu pomnothno thn brojem: 

k x = fkx„ , kx,„} 

Za mnotenje vektora brojem vate dva zakona distributivnosti: 

k (x + y) = kx ky 

(k, k2)x = k,x + k2x 

Za broj 1 vali: 
1. x = x 

X = 

105 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Svakom vektoru x odgovara suprotni vektor —x = {—xi, , — x.) tako da 
va2i jednad2ba: 

x (--x) = 0 

Medu vektorima m-dimenzionalnog vektorskog prostora zna6ajni su vektor) 

el = {1,0, ... , 0} 
e2 = {0,1, 	, 0} 

en1 = {0,0, ... , 1} 

Te vektore nazivamo osnovnim jedinknim vektorima. 

Primjer. Uzmimo sistem dviju vektorskih jednadibi s 6etvorodimenzionalnim 
vektorima: 

2x + 3y 	{3, 2, 1, 0) 

x — y {1, 0, 2, 4) 

Tu je x = {x„ x2, x3, x4) i y = fyi, y2, y3, y4). Taj se sistem razlaie u 6ethi 
sistema po dvije jednadThe s dvije nepoznanice: 

2x, + 337, = 3 2x2 3Y2 = 2 2x3 3Y3 = 1 2x4 3y4 = 0 
x, — y, = 1 x2 — Yy 0 X3 - Y3 = 2 X4 - Y4 = 4 

Ovi sistemi jednadthi imaju uzastopna rjegenja: 

xi --- 6/5 

1/5 

x, = 2/5 

Y2 = 2/5 

x3 = 7/5 	x4 = 12/5 

Y3 = 3/5 Y4 = — 8/5 

Stoga sistem vektorskih jednadlbi ima rjegenje: 

1 x = —
1 

{6, 2, 7, 12), 	 y -T {1, 2, —3, —8) 5 

Sistem tih dviju vektorskih jednad2bi moiemo rjegiti i neposredno a da ga ne raz-. 
laemo na 6etiri sistema obi6nih jednadThi. Rjegavamo ga kao obi6ni sistem 
dviju jednadthi s dvije nepoznanice x i y npr. po metodi suprotnih koeficijenata. 
Ako prvoj jednadThi pribrojimo sa 3 pomno2enu drugu jednadThu, dobivamo 

5x --- {6, 2, 7, 12) 

i iz toga za x isti vektor kao i gore. Ako pak od prve jednad2be odbijemo sa 2 
pomno2enu drugu jednadftu, dobivamo: 

5y =-- {1, 2, —3, —8} 

i iz toga isti vektor y kao i gore. 
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a c a 
Sl. 12. Vektori u ravnini 

0 	i 

b r d 

2 b 

d - 

Primjer. Ako je m = 2, onda je vektorski prostor dvodimenzionalan. Vektore 
toga prostora motemo predo6iti pomoeu usmjerenih pravaca strelica u ravnin-
skom kartezijskom koothinatnom sistemu. Vektor x = {a, b} na slici 12. prikazuje 
strelica koja ima paetak u srediku koordinatnog sistema a kraj u taki X(a, b); 

prikazuje ga medutim i svaka druga jednako dugeka strelica koja je s ovom pa-
ralelna i koja ima paetak u bilo kojoj toad ravnine. Dvodhnenzionalni vektorski 
prostor ima dva osnovna jedini6na vektora: 

i = {1, 0} i e2 	j = {0, 1} 

Kao §to vidimo na istoj slici, ta dva jedinitna vektora prikazuju strelice na apsci-
snoj i ordinatnoj osi koje su duge po jednu jedinicu dutine. Sumu: 

z = x y = {a + c, b d} 

dvaju vektora x = {a, b} i y {c, d} dobivamo, kao §to vidimo na istoj slici, po-
moot' paralelograma vektora. Produkt: 

u kx = {ka, kb} 
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vektora x s brojem k dobivamo tako da ddinu strelice pomnoEmo brojem k; 
na slici je prikazan produkt 2x. Za vektore koje na taj naeln geometrijski prika- 
zujemo uvodimo slijedeee metrijske velkine: vektor x (a, b} ima duiinu: 

x = I x I = V(a2 + 132) 
i smjerni koeficijent: 

tg a = b/a 

Tu je a kut koji vektor x tvori s pozitivnim pravcem apscisne osi. 

Primjer. Ako je m = 3, onda je vektorski prostor trodimenzionalan. Vektore 
takvog prostora prikazujemo pomoeu usmjerenih pravaca strelica u trodimen-
zionalnom kartezijskom koordinatnom sistemu. Vektor r = Ix, y, z} na slici 1.3 
prikazuje strelica koja ima po6etak u sredigtu koordinatnog sistema a kraj u toeki 
X(x, y, z); prikazuje ga medutim i svaka druga strelica jednake du2ine koja je s 
ovom paralelna i koja ima paetak u bilo kojoj todd prostora. 

SI. 13. Vektori u trodimenzionednom prostoru 

Trodimenzionalni vektorski prostor ima 3 osnovna jedini6na vektora: 

el = i = {1, 0, 0), e2 = j 	{0, 1, 0}, 	= k = {0, 0, 1}, 

koje na istoj slici prikazuju po jednu jedinicu &dine dugaeke strelice na apscis- 
noj, koordinatnoj i aplikatnoj osi. Za vektore koje na taj man prikazujemo geome- 
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trijski uvodimo neke metrijske veliCine. Duiina projekcije vektora r = {x, y, z} 
na apscisnoj osi je x, na ordinatnoj osi y i na aplikatnoj osi z. Vektor r ima dutinu: 

r 	r .__1/(x2 + y2 4_ z2) 

Kosinusi nagiba vektora su: 

cos a = x/r, cos /3 = y/r, cos y = z/r 

Ovdje vektor r tvori s apscisom kut a, s ordinatom kut p s aplikatom kut y. 

Vjeibe 

1. Zadani su vektori a = {2,1), b = {1,1) i c = {1,3). Konstruiraj vektore: 

a) 2a 
	 d) 2a + 3c 

b) a b 
	 e) a + 2b — 2c 

c) a — b 
	

f) a 2b — c 

2. IzmZunaj dutinu i kosinuse nagiba vektora a = {1,2,2). 

(3; 1/3, 2/3, 2/3) 

3. Zadani su vektori a = {1,3,2), b = {2,0,4) c = {3,4,0). Izraunaj vektore: 

a) 2a 	 ({2,6,4)) 

b) a -I- c 	 ({4,7,2)) 
({8,6,16D c) 2a 3b 

({17,24,16D d) 4a ± 2b + 3c 
e) 3a — 2b — c 	 ({-4,5,-2D 

4. Zadani su vektori a = {1,3,0,2), b {2,0,4,3) i c = {0,6,4,2). Izrgunaj vektore: 

a) 3b 	 ({6,0,12,9D 

b) ({0,3,2,1)) 

c) a + b 	 ({3,3,4,5)) 

d) 2a 3b — 2c 	 ({8,-6,4,9)) 

5. Zadani su vektori a = {1,4,2,5)i b = {5,0,3,2). 

a) Rijegi vektorsku jednadtbu: 

4a + 2x = 3b 	 ({9,2,-8,1/2,-7D 

b) Rijegi sistem vektorskih jednad2bi: 

x y = a 
x — y = b 	 x = {3,2,5/2,7/2), y = {-2,2,-1/2,3/2) 

2. Linearni sastavi vektora 

Uzmim0 u m-dimenzionalnom vektorskom prostoru 	n vektora: 

, 	 , 
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i isto toliko realnih brojeva: 

, 

Izraz: 
al xl + 	+ an xn 

nazivamo linearnim sastavom tih vektora, a realne brojeve koeficijentima linear- 
nog sastava. Svaki linearni sastav vektora iste dimenzije je vektor iste dimenzije. 

Svaki vektor x = {xt , , xn,} mokmo izraziti kao finearni sastav osnovnih 
jedinfenih vektora s njegovim komponentama kao koeficijentima. 

Dokaz. 

X — {X1, X21 ••• ) Xrn) = X1 {1, 0, ••• 5 0) + X2 {03 1) ••• 	 ••• 	xm {0, 0, 	•=-- 

= xi + x, e2 + + xn, ern 

Primjer. Svaki vektor r = {x, y} dvodimenzionalnog vektorskog prostora V2 
mokmo izraziti kao linearni sastav obaju osnovnih jedinRnih vektora na 
deei ndein: 

r = xi + yj 

Svaki vektor r = {x, y, 7,1 trodimenzionalnog vektorskog prostora V3 mokmo 
izraziti linearno pomoeu osnovnih jedini6nih vektora ovako: 

r = xi + yj + zk 

Uzmimo n od 0 razlieitih vektora 	x" m-dimenzionalnog vektorskog 
prostora i skupinu isto tolikog broja realnih koeficijenata al, 	, an; mokmo iza- 
brati bezbroj takvih skupina realnih koeficijenata. S ovim vektorima i ovakvorn 
skupinom koeficijenata sastavimo linearni sastav: 

a/ x -r ... an xn 

Promatrajmo sve moguee linearne sastave koje dobivamo kod razii6itih skupina 
koeficijenata. Ako su svi koeficijenti jednaki 0, onda je linearni sastav jecinak vek-
toru 0, bez obzira na to kakvi su vektori u sastavu. Ako pak nisu svi koeficijenti 
jednaki 0, onda razlikujemo dvije mogu6nosti: 

a) linearni sastav ne mok biti jedank 0 ni kod jedne skupine koeficijenata; 
pri toj mogu6nosti vektori sastavljaju sistem linearno nezavisnih vektora; 

b) postoji barem jedna skupina koeficijenata za koju je linearni sastav jednak 
0; pri toj moguanosti vektori sastavljaju sistem linearno zavisnih vektora. 

U skladu s tim linearnu nezavisnost i linearnu zavisnost vektora definiramo 
ovako: 

Vektori 	...„x" su linearno nezavisni ako suje moguda relacija: 

al + + an x" = 0, 

u kojoj svi koeficijenti linearnog sastava ne bi bili jednaki O. 
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V ektori 	, , xn su linearno zavisni ako je moguea relaczja: 

al xl 	xn = 0, 

pri barem jednoj skupini koeficzjenata linearnog sastava u kojoj medutim nisu svi koefi-
czjenti jednaki O. 

Uzinimo n od 0 razlieitih vektora m-dimenzionalnog vektorskog prostora: 

= {xl , 	, 

xn = {xn„ , 

Broj vektora n neka pri tom bude veei od dimenzije m vektorskog prostora. Iz 
komponenata tih vektora sastavimo matricu: 

k+ 1 

	

XI 	Xk 	X 1 

	

1 	 1 
. 
• 

	

1 	 k 	xk+ 1 

	

Xk 	Xk 	 Xnk k 

„k 	,k+ 1 

	

X1 	nk+ 1 nk+ i 	Xn 
k+ 1 	 k+1 

	

1 	 k+ 1 	Xn 

	

Xm 	Xm Xm 

U toj matrici stupci su sastavljeni od komponenata pojedinih vektora. Pretposta-
vimo da matrica A ima rang k i da smo vektore vee tako uredili da je parcijalna 
kvadratna matrica D reda k lijevo gore nesingularna; stoga je odgovarajuaa de-
terminanta D razlieita od O. 

Dokatimo najprije izreku: Vektori x' , 	/Lk sastavljaju sistem linearno neza- 
visnih vektora. 

Dokaz. Postavimo se na suprotno stajaligte, da ovi vektori eine sistem linearno 
zavisnih vektora. Ako bi to bilo tako, onda bi postojala barem jedna jednadtba: 

	

ci 	ck Xk = 0, 

u kojoj svi koeficijenti linearnog sastava na lijevoj strani ne bi bili jednaki O. Ova 
se vektorska jednaliba rastavlja u m obienih linearnih jednadibi s nepoznanicama 
ci, 	, Ck : 

ci xl + 	ck 	= 0 

cl 	 ck 	= 0 

ci x,1,+1 	+ ck xk + = 0 

ci 	+ + ck 	= o 
u ovom sistemu jednadibi obradujmo samo prvih k jednad2bi. One sastavljaju 
sistem k homogenih linearnih jednadibi sa k nepoznanica u kojem je medutitn 
determinanta D sistema razlieita od O. Stoga taj sistem ima samo trivijalno rjegenje: 

	

CI = 0, ... Ck 	0 

Tako je dokazano da vektori sastavljaju sistem linearno nezavisnih vektora. 

A = 
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Doka'Zimo jog izreku: Vektore Xk+1, n moiemo izraziti kao lineage 
sastave prvih k vektora xl, 	,sk. 

Dokaz. Doka'iimo izreku samo za vektor: 

	

xk + $ =. (xk+s 	k+s k+s 	xkm+s} 

Tu s mo.ie biti koji god broj od 1, 2, ... . , n-k. Sastavimo obrubljenu determi-
nantu: 

k 	k+s 1 

	

X I 	X/ X
1 

	

X1 	xkk 	k+s 
Xk 

k 	k+s 

	

XCI 	Xt Xt 

U toj determinanti mcdemo za indeks t uzeti koji god od brojeva 1, , m. Desni 
donji eletnent znei t-tu komponentu vektora x"s. Ta obrubljena deter-
minanta jednaka je 0 za sve indekse t, gto maemo zakljueiti iz slijedeaeg: ako je 
t k, onda determinanta ima dva jednaka retka, pa je jednaka O. Ako je pak t > k, 
onda je determinanta takoder jednaka 0 jer je njoj odgovarajuea kvadratna matrica 
reda k 1 parcijalna matrica prvobitne matrice A, koja ima rang k. Ako razvi-
jemo gomju obrubljenu determinantu po posljednjem retku i uzmemo u obzir 
da je determinanta jednaka 0, dobivamo jednadibu: 

xit Di 	X:c Dk 4+8 D = 0 

Ovdje su Di, , Dk i D kofaktori uzastopnih elemenata posljednjeg retka; prema 
prijagnjem D je determinanta koja odgovara nesingulamoj kvadratnoj parcijalnoj 
matrici D prvobitne matrice A, pa zbog toga determinanta D nije jednaka O. Kako 
D nije jednako 0, mcdemo izraziti t-tu komponentu vektora xk+s iz poslednje jc-
dnaabe ovako: 

yk+s 	D i 	 Dk k 
— — — — — X 

D 	 D 

Kako je pri tom t neki proizvoljni broj izmedu 1 i m, dobivamo 	izraz za sve 
komponente vektora xk +5; iz toga pak slijedi da vektor 	mcdemo izraziti kao 
lineami sastav vektora xi, 	, xk ovako: 

,k+s 	Di 	 Dk k 
— — X — — — X 

Budu6i da indeks s mcde biti koji god broj izmedu 1 i n-k, to je i izreka dokazana. 
Matrica A, koju sastavljaju komponente vektora xi, , xn, ima red m x n 

i rang k; pri tom smo pretpostavili da je m < n. Prema prijagnjem medu vektorima 
egzistira barem jedan sistem k lineamo nezavisnih vektora. Kako rang k matrice 
A ne mcde biti veal. od broja vektorskih komponenata, to svaki sistem linearno 
nezavisnih vektora ima najvige po m vektora, a svaki drugi vektor mcdemo izra-
ziti kao linearni sastav istih. Ako je k =- m, onda medu vektorima egzistira barem 
jedan sistem m linearno nezavisnih vektora. 
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Iz prijdnjih izreka slijedi prakti6ki upotrebljiv kriterij za odredivanje linearne 
nezavisnosti i lineame zavisnosti vektora. Uzmitno sistem m vektora m-dimenzio-
nalnog vektorskog prostora: 

xi = {xi, , 

xm = (xT, , x:} 

Ovom sistemu odgovara matrica: 

xl x 1 

A = 
x 	xin 

i determinanta A s istim elementima. Za takav =tem vektora vrijede po prija§- 
njem izreke: 

Vektori xl, ,xm linearno su nezavisni ako je matrica A nesingularna 	ako 
determinanta A mje jednaka O. 

Vektori xl, , xm linearno su zavisni ako je matrica A singularna 	ako je 
determinanta A jednaka O. 

Primjer. U dvoditnenzionalnom vektorskom prostoru su vektori x = {3, 1} 
i y = {2, 4} linearno nezavisni jer 	odgovarajuea matrica: 

3 2 
1 	4 

nesingularna; vektorska jednadtba: 

ax + by = 0 

moguea je samo ako su oba koeficijenta lineamog sastava a i b jednaka 0; u geo-
metrijskom prikazu vidimo da vektori nisu paralelni. Vektori u {2, 3} i v = 
= {4, 6} su lineamo zavisni jer je odgovarajuea matrica: 

2 4 
3 6 

singulama; vektorska jednadiba: 

au ± by = 0 

mogu6a je npr. za vrijednosti koeficijenata lineamog sastava a = —2 i b = + 1; 
u geometrijskom prikazu vidimo da su vektori paralelni. 

Primjer. Osnovni jedini6ni vektori = {1, 0, 0), j = {0, 1, 0) i k 	{0, 0, 1} 
troditnenzionalnog vektorskog prostora sastavljaju sistem triju lineamo nezavisnih 
vektora jer je odgovarajuea matrica: 

1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 

nesingularna. 
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Za sisteme lineamo zavisnih vektora vrijede izreke: 

Ako sistemu od 0 razlidtih linearno zavisnih vektora xl, , xt dodamo 
neki vektor, onda dobivamo opet sistem linearno zavimih vektora. 

Dokaz. Kako su prvobitni vektori lineamo zavisni, vati jednadiba: 

a, xi 	+ a, xi' = 0, 

u kojoj medutim nisu svi koeficijenti lineamog sastava na lijevoj strani jednaki O. 
Uzmimo jednacabu: 

al xi 	a, xr Oxt+ 1 = 0, 

u kojoj smo dopisali jo§ dodani vektor xr+1, i to s koeficijentom O. Buduei da vali 
prijanja jednadiba, to vaii i posljednja iako svi koeficijenti linearnog sastava nisu 
jednaki O. To znaei da vektori xi, , xr+1 sastavljaju sistem lineamog zavis-
nih vektora, §to je trebalo dokazati. 

Zbog toga svaki sistem lineamo zavisnih vektora ostaje linearno zavisan ako 
mu dodamo koliko god vektora iste dimenzije. 

Ako su od 0 razli5iti vektori x' , , e linearno zavisni, moiemo barem jednog 
od njih izraziti kao linearni sastav drugih. 

Dokaz. Kako su vektori linearno zavisni, to va2i jednad.iba 

al xi 	a, xi 	... 	ar xr 

a da u njoj nisu svi koeficijenti linearnog sastava na lijevoj strani jednaki O. Uz-
mimo da koeficijent a, nije jednak 0; stoga vektor xi mo2emo izraziti kao linearni 
sastav drugih vektora ovako: 

a 	, 
=-- — x- — — — Xr 

a, 	 a, 

U izrazu na desnoj strani nema elana s vektorom 	koji smo prenijeli na lijevu 
stranu. Izreka je tako dokazana. 

Ako barem jedan od vektora xl, 	koji su 	od 0, mai'emo izraziti 
kao linearni sastav 	onda vektori sastavljaju sistem linearno zavimih vektora. 

	

Dokaz. Pretpostavimo da je moguee vektor 	izraziti kao linearni sastav 
drugih vektora: 

xi = a, xi 	a, xr 

U lineamom sastavu na desnoj strani nema vektora xi, a osim toga nisu svi koe-
ficijenti linearnog sastava jednaki O. Ako u toj jednadibi prenesemo sve elanove 
na jednu stranu, dobivamo jednadibu: 

a, xi 	(-1) xi 	a, = 0 

U toj jednadThi nisu svi koeficijenti lineamog sastava na lijevoj strani jednaki 0; 
a to znaei da su vektori linearno zavisni, pa je time izreka dokazana. 
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Vjcibe 

1. Izrazi vektor z = 4,5 kao linearni sastav vektora = {2,1) i y = {1,2). Prikali vektore 
geometrijski. 

(z = x -4- 2y) 

2. Zadani su vektori x = {2,3), y = {4,11, z = {4,6) i u = {8,2). Prika2i vektore geo-

metrijski. Odredi sve parove: 

a) lineamo zavisnih vektora, 

(x&z, y&u) 

b) lineamo nezavisnih vektora. 

(x&y,x&u, y&z,z&u) 

3. Izrazi vektor u = {16,23,181 kao linearni sastav vektora x = {1,2,3), y = {3,4,2) i 
z {1,1,1). 

(u = 3x + 4y + z) 

4. Izrazi vektor 	= 0,1,37,20) kao linearni sastav vektora a = {0,0,0,2), b = {3,5,6,1), 
c = {-2,1,3,4) i d = {0,-3,4,1). 

= a 2b + 3c + 4d) 

5. Odredi prvu komponentu vektora {x,-3,4,11 tako da s vektorima {0,0,0,2), {3,5,6,1) i 
(-2,1,3,4) sastavlja sistem linearno zavisnih vektora. 

(x = —115/9) 

3. Baza vektorskoga prostora 

Uzmimo u vektorskom prostoru sistem n linearno zavisnih vektora: 

xi, x2, 	xn 

Ovaj sistem neka ima osobinu da se svaki vektor vektorskog prostora moie izraziti 
kao linearni sastav tih vektora. Kako su vektori linearno zavisni, moguee je barem 
jedan izraziti kao linearni sastav drugih vektora; uzmimo da smo vektore ozna6ili 
tako da to vaii i za prvi. Za vektore vektorskog prostora vrijedi izreka: 

Ako se neki vektor y vektorskog prostora moie izraziti kao linearni sastav 
vektora 	x', 	, xn i ako se vektor 	moie izraziti kao linearni sastav vektora 
x2, , xn, onda se i vektor y moie izraziti kao linearni scut= vektora x2, 	, xn. 

Dokaz. Zbog prvog uvjeta vektor y moiemo izraziti kao linearni sastav: 

y = al xi 	a2 X2 	... 	an x" 

Zbog drugog uvjeta vektor xi moiemo izraziti kao linerani sastav: 

	

= b2 X2 	 bn 
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Ako ovaj izraz za vektor x' uvrstimo u izraz za vektor y i taj izraz uredimo, onda 
za vektor y dobivamo linearni sastav: 

Y = (aib2 a2) x2 + 	(alb. + a.) xn 

i izreka je dokazana. 

U vektorskom prostoru pogli smo sistemom n linearno zavisnih vektora x', 
, xn; ovim vektorima maemo linearno izraziti svaki drugi vektor vektorskog 

prostora. Ako iz toga sistema vektora izostavimo neki vektor koji se moie linearno 
izraziti drugim vektorima, dobivamo nov sistem vektora koji ima jedan vektor 
manje, a po prijagnjoj izreci mo2e se i ovim vektorima linearno izraziti svaki vek-
tor vektorskoga prostora. Ako u novom sistemu ima jog neki vektor koji se mok 
linearno izraziti drugima, izostavimo i njega. Takvo izostavljanje vektora nasta-
vljamo dotle dok na kraju dobivamo sistem vektora u kojem se nijedan vektor ne 
mo2e vige lineamo izraziti drugima; tako smo dobili sistem linearno nezavisnih 
vektora sa sguvanom osobinom da se njima moie linearno izraziti svaki vektor 
vektorskog prostora. Takav sistem vektora naziva se baza vektorskog prostora; 
prema tome bazu vektorskog prostora definiramo ovako: 

V ektori x', , xm sastavljaju bazu vektorskog prostora ako su linearno nezavism 
i ako se svaki vektor vektorskoga prostora mai'e izraziti kao njihov linearni sastav. 

Primjer. 	m-dimenzionalnom vektorskom prostoru sastavljaju bazu osnovni 
jedinfeni vektori ei, , em. Ovaj sistem vektora ima naime obje osobine koje se 
tra2e od baze. Vektori su lineamo nezavisni jer je odgovarajuea matrica: 

1 	0 ... 0 
0 	1 	... 	0 

	

0 	... 	1 

nesingularna. Svaki vektor x = {xi, , xm} vektorskoga prostora maemo je-
dinMnim vektorima izraziti ovako: 

	

x = xlei 	xmem 

Za baze vektorskoga prostora vrijede izreke: 

Svaki vektor vektorskoga prostora mae se samo na jedan nain izraziti kao 
linearni sastav baziEnih vektora. 

Dokaz. Uzmimo da je mogu6e da se neki vektor y na dva razlidta naeina izrazi 

	

kao linearni sastav bazidlih vektora x 	, xm; po prvom naelnu ovako: 

y = alx1 	amxm 

i po drugom nadnu ovako: 

y = bixl 	an,xm 

Ako drugu jednadnu odbijemo od prve, dobivamo jednaabu: 

(b, — ai) xl 	(bm — am) 	= 0 
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Kako su 	vektori linearno nezavisni, ova je jecinadtba moguea samo ako 
su svi koeficijenti lineamog sastava na lijevoj strani jednaki O. Stoga vate jednadtbe: 

bi, ••• , am = bm 

Postoji dalde samo jedan na6in izratavanja, a to je i trebalo dokazati. 

Ako SU vektori yl , , yr linearno nezavimi i jo§ nisu baza vektorskoga prostora, 
onda ih moiemo nadopuniti jo§ drugim vektorima tako da svi zajedno sastavljaju 
bazu vektorskoga prostora. 

Dokaz. Uzmimo neku bazu vektorskoga prostora koju sastavljaju vektori 
a', , am; ovi su vektori lineamo nezavisni i njima se mote lineamo izraziti svaki 
vektor vektorskoga prostora. Promatrajmo sistem vektora : 

371, ••• 	xl, ..• xm 

Ovim je vektorima isto tako moguee linearno izraziti svaki vektor vektorskoga 
prostora. Kako su vektori 1, , am baza, to njima motemo lineamo izraziti i 
svaki od vektora y 1, ..., yr. Stoga gore napisani sistem vektora sastavlja sistem 
linearno zavisnih yektora. Buduai da su vektori y1, yr lineamo nezavisni, 
to po gore opisanom postupku izostavimo nekoliko vektora iz skupine xl, , am 
da bismo dobili sistem linearno nezavisnih vektora. Prvobitni vektori yl, , yr 
sa sguvanim vektorima iz skupine xl, , am sastavljaju bazu vektorskoga pro-
stora, pa je izreka tako dokazana. 

Sve baze vektorskoga prostora imaju jednak broj vektora. 

Dokaz. Uzmimo u vektorskom prostoru dvije baze. Prva baza neka ima p 
vektora: 

al, a2, 	, aP; 

ovi su vektori linearno nezavisni i njima motemo linearno izraziti svaki vektor 
vektorskoga prostora. Druga baza neka ima q vektora: 

131, b2, 	, bq; 

i ovi su vektori linearno nezavisni i njima motemo linearno izraziti svaki vektor 
vektorskoga prostora. Treba dokazati jednakost p = q; to dokatemo tako da is-
klju6imo moguenost nejednadtbi p<qip> q. Najprije dokatimo da ne mote 
valid jednadtba p < q. U tu svrhu prvu bazu dopunimo vektorom 13', pa dobi-
vamo sistem vektora: 

b", a', a2, 	, aP 

Ovi su vektori linearno zavisni jer vektor 131 motemo linearno izraziti vektorima 
prve baze. Zbog toga je moguae barem jedan od vektora prve baze linearno izra-
ziti vektorom 131 i preostalim vektorima prve baze. Pretpostavimo da je takav od-
mah prvi vektor a' ; odgovarajuaim ozngavanjem vektora motemo to naime uvijek 
postiei. Ako izostavimo vektor dobivamo novi sistem vektora: 

131, a2, 	, aP 

Ovi su vektori nova baza vektorskoga prostora. Opisano nadomjegtanje vektora 
nastavljamo dotle dok u bazu privUdemo sve vektore 131, , bq. U posljednjoj 
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bazi pored vektora 1)1, , bq dobivamo mo2da jog neke vektore iz skupine a', 
, aP. To znaai da ne moIe vaiiti nejednadiba p < q. Slisono se dokazuje i to 

da nije moguea nejednadka p > q; pri tom dokazivanju zamjenjujemo, slfeno 
kao i prije u poi..̀ etnoj bazi 1)1, , bq, ove vektore vektorima prve baze. 

Sve baze m-dimenzionalnog vektorskoga prostora imaju po m vektora. 

Dokaz. Prema prijagnjoj izreci sve baze imaju isti broj vektora. Pri obradi 
posljednjeg primjera vidjeli smo da m osnovnih jedinrenih vektora sastavlja bazu 
m-dimenzionalnog vektorskoga prostora. Zato svaka baza vektorskoga prostora 
ima onoliko vektora koliko ima osnovnih jedini6lih vektora, pa je tako izreka 
dokazana. 

Svaki sistem vektora m-dimenzionalnog vektorskog prostora koji ima vi.fe od m 
vektora linearno je zavisan. 

Dokaz. Kako svaka baza m-dimenzionalnog vektorskog prostora ima wan° 
m vektora, to mdemo svaki drugi vektor vektorskoga prostora linearno izraziti 
baziC'nim vektorima. Medu vektorima vektorskoga prostora moge stoga biti najvi§e 
po m linearno nezavisnih vektora, pa je izreka tako dokazana. 

Vjetbe 

I. Vektori a = {2,3) i b {4,1) su baza dvodimenzionalnoga vektorskog prostora. Izrazi 
osnovne jedit0ne vektore kao njihov linearni sastav. Prikei rezultate geometrijski. 

_ 1 a + 3 b., s 2 a 1 b\ 
10 	10 	5 	5 J 

2. Vektori a = {2,3} i b = {4,11 su baza dvodimenzionalnoga vektorskog prostora. Vektor 
x njima se linearno izrgava ovako: x = 2a 3b. Zamijeni baziC"ni vektor b vektorom c = {3,1} 
i izrazi vektor x linearno vektorima nove baze. Prikaii rezultate geometrijski. 

( 	13 	, 24 ) x = — a -1- — C 

	

7 	7 
3. Vektori x = {1,2,3}, y — {3,4,2) i z = {1,1,1} su baza trodimenzionalnoga vektorskog 

prostora. Vektor u izra2ava se kao njihov linearni sastav ovako: u = 3x + 4y ± z. Zamijeni 
u bazi vektor z vektorom v = {0,2,01 i izrazi vektor u vektorima nove baze. 

= 22x ± 30 y i34v) 

4. U trodimenzionalnom vektorskom prostoru zadani su linearno nezavisni vektori a {2,3,0} 
i b = {5,1,01. Vektorima dodaj jedan od osnovnih jedinienih vektora tako da sva tri vektora sa-
stavljaju bazu vektorskoga prostora. 

(a,b,k) 

4. Skalarni produkt 

Skalarni produkt dvaju vektora m-dimenzionalnog vektorskog prostora: 

x 	{xi, 	, x„,} i y 	{y„ 	, y„,} 

pigemo i definiramo ovako: 

xT y = yi 	xm y. 
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Iz definicije sfijede neposredno ove osobine skalarnog produkta: 

xT y = yT x 

a (xT y) = (axT) y 
xT (y 	= xT y xT 

Vektori x i y su po definiciji pravokutni ako je njihov skalami produkt je-
dnak O. 

Primjer. Ako je vektorski prostor trodimenzionalan, onda molemo vektore 
prikazati pomo6u strelica u trodimenzionalnom kartezijskom koordinatnom sistemu. 
Skalarni produkt dvaju vektora: 

a = {ai, a2, a3} i b = {bi, b2, b3} 
jednak je: 

aT b bT a = al bi a2 b2 a3 b3 

Duiinu vektora a mo2emo izraziti skalamim produktom ovako: 

I a I = a = i/(al ± al + al) = i/(aT a) 

Vektoru a paralelni jedinkni vektor a. dobivamo tako da vektor a dijelimo nje-
govom duiinom a; stoga je: 

a. = afa 

Za skalami produkt dvaju vektora vrijedi izreka: Skalarni produkt dvaju vektora 
jednak je produktu du2.ina obaju vektora i kosinusa kuta koji tvore ta dva vektora. 
Stoga za vektore a i b vaii obrazac: 

aT b = ab cos 6, 

u kojem je 6 kut koji tvore vektori a i b. 

Dokaz. Najprije dokaiemo pomoenu izreku: Skalarni produkt dvaju jedink-
nih vektora jednak je kosinusu kuta koji tvore ta dva vektora. U tu svrhu minim° 
dva jedinkna vektora: 

ri = {xi, yi, zi} r2 	v z = tx2, 2, -2,, 

koji imaju zajednkki po‘eetak u koordinamom ishodiku 0 i krajeve u todci Ai (xi, 
yi, zi) i u taki A2 (X2, y2, z2). Jedinkni vektori neka tvore kut 6. Za njihove du-
tine va2i: 

= 1/(xl yl zl) = 1 i r2 = j/(xl yl zl) = 1 

Uzmimo vektor d, koji ima po6etak u todd Ai i kraj u todd A,. 

d = {x, — xi, y2 - yi, Z2 - zi} 

Za njegovu du2inu 	obrazac: 

d2 = (x2 — xi)2 ± (y2 — y,)2 (z2 — zi)2 
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To'eke 0, 	i A2 su uglovi trokuta s kutom na vrhu 0 i sa stranicama dugim ri, 
r2 i d. Po kosinusovom potau dobivamo: 

d2 = (r1)2 	(r2)2 — rir2 cos a 
Ako u tu jednadi'bu uvrstimo izraze za d, 1.1 i r2 i ako UZMU113 u obzir da je du- 
2ina obaju jedinfenih vektora jednaka 1, onda nakon uredenja dobivamo jednadibu: 

cos a = xi x2 + yi y2 + ziz2 = (r 1)T r2 

i tako je pomoona izreka dokazana. Sada vektorima a i b priredimo odgovarajuee 
jedini6ne vektore: 

a. = afa i b. = bib 

Prema pomoenoj izreci za njih vaii obrazac: 

(a,)T b. = cos a 
a iz toga dobivamo obrazac: 

aT b = ab cos ao, 
koji je trebalo dokazati. 

Ako su vektori a i b pravokutni, onda je 	90° i cos = 0, njihov je skalarni 
produkt stoga jednak O. 

Ravnina. Uzmimo u m-dimenzionalnom vektorskom prostoru konstantni 
vektor a = {a 1, , am}, promjenljivi vektor x = {xi, , xm} i realnu konstantu 
c. Skup vektora toeaka x koje odgovaraju jednadibi: 

aT x = c 

nazivamo ravninom, a samu jednad'ibu jednadibom te ravnine. 

Ako je vektorski prostor dvodimenzionalan, onda je ta ravnina zapravo pra-
vac koji ima jednadibu: 

al xi a2 x2 = c 

Ako je vektorski prostor trodirnenzionalan, onda se tu radi o ravnini ju prvobit-
nom zngenju rijeal; ta ravnina ima jednadibu: 

ai xi a2 x2 + a3 x3 = c 

Ako vektorski prostor ima vi§e od tri dimenzije, onda takvu ravninu vi§e ne mo-
,temo zorno predstaviti; ravnine u takvim prostorima zovu se hiperravnine. 

Ravnina s jednadibom: 
aT X =C 

dijeli vektorski prostor u dva poluprostora. U prvi poluprostor spadaju vektori 
to6ke koje zadovoljavaju nejednadnu: 

aT > C 
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dok u drugi poluprostor spadaju vektori 	toeke koje odgovaraju nejednad'ibi: 

aT X < C 

Ravnina razgranieuje oba poluprostora. 

Primjer. Na ravnini s kartezijskim koordinatnim sistemom x 0 y je, kao 
vidimo na slici 14, pravac p prikazan jednad2bom: 

x -4- 2y 	4 

Pravac dijeli eitavu ravninu na dvije poluravnine. U prvu poluravninu spadaju 
toeke kojih koordinate odgovaraju nejednad2bi: 

x 2y > 4 

Ovoj nejednadThi odgovaraju sve one toeke koje 	na onoj strani pravca koja je 
suprotna koordinatnom ishodiku. U drugu poluravninu spadaju toeke koje odgo- 
varaju nejednadThi: 

x I- 237 < 4 

Ovoj nejednadni odgovaraju sve one toeke koje lek na istoj strani pravca kao i ko-
ordinatno ishodigte. 

SI. 14. Pravac u ravnini 

Vjeibe 
1. PrikaZI u dvodimenzionalnom kartczijskom koordinatnom sistemu jednaabc i nejed-

nadi'be: 

a) 2x + 3y 6 
b) 3x + 4y 0 
c) 2x -- 3y 6 
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2. Prika2i u trodimenzionalnom kartezijskom koordinatnom sistemu jednadibe i ne-
jednadbe ; 

a) 2x + 3y + 4z 12 
b) 2x + 3y ± 4z 	0 

3. Izrgunaj kut koji tvore vektori {1,1,-4} i {1,-2,2} 

(135(') 

4. Odredi drugu komponentu vektora {3,y,71 tako da bude pravokutan na vektoru {9,15,211. 

(y = —174/15) 
5. U etvorodimenzionalnom prostoru zadane su take a = {2,2,-1,1), b = {4,3,-1,2,., 

c = {8,5,— 3,4} i d = {3,3,-2,2). Odredi taku x = {x,y,z,u) koja leE na hiperravninama 
s jednadnama: 	= 4, bTx = 6, cTx = 12 i 	= 6. 

(x = {1,1,-1,-1)) 

6. Odredi vektoru {3,2,5,6,x) posljednju komponentu tako da je pravokuta na vektoni 
{2,-1,4,3,11. 

(x = —42) 

5. Linearne transformacije 

Neka x {x„ , xn} bude vektor n-dimenzionalnog vektorskog prostora 
V (x), a y = {yi, , yn} vektor m-dimenzionalnog vektorskog prostora V (y). 
Linearna transformacija: 

yi = aii 	... -1- a,n xn 

yin = 	x, 	xn 

transformira 	preslika vektor x u 	vektor y. Nakon uvodenja transformacijske: 
matrice: 

	

! 	ain 
A = I 

• • • amn 

napigemo linearnu transformaciju u matrknom obliku ovako: 

y = L (x) = Ax 

Lineama transformacija prireduje svakom vektoru x vektorskog prostora V (x) 
neki vektor y vektorskog prostora V (y). U vezi s takvim preslikanjem vektor x 
zove se original, a vektor y njegova slika. Pogledajmo nekoliko osobina linearne 
transformacije. 

Nul-vektor 0 = {0, , 0} vektorskog prostora V (x) preslika se u nul-vek-
tor vektorskog prostora V (y), stoga je: 

L (0) = 0 

Dokaz. Ako u lineamu transformaciju uvrstimo x = 0, dobivamo y = AO = O. 
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Osnovne jedinkne vektore el, ... , en vektorskog prostora V (x) lineama trans-
formacija preslikava u uzastopne stupce transformacijske matrice A. 

Dokaz. Uzmimo i-ti osnovni jedinkni vektor et = {0, ... ,l, ... , 0}; kao 
njegovu sliku dobivamo: 

L (et) = Aei = fa ,__11, ••• , ami) 

Lineama transformacija ima ove osobine aditivnosti: 

a) Ako je c proizvoljan realan broj, onda vaii jednacliba: 

L (cx) = cL (x) 

To zna6: ako original pomnoiimo nekim brojem, onda se njegova slika pomnoti 
istim brojem. 

Dokaz. Iz linearne transformacije u matrknom obliku dobivamo: 

L (cx) = A (cx) = c (Ax) = cL (x) 

b) Za sumu dvaju vektora xl i X2 vaii obrazac: 

L (xi ± x2) _ L (xi) + L (x2) 

To znki: ako zbrojimo dva originala, onda se zbroje i njihove slike. 

Dokaz. Iz linearne transformacije u matrknom obliku dobivamo: 

L (xi ± x2) = A (xi + x2) _ Axi ± Ax2 _ L (xi) ± L (x2) 

c) Ako su x i, ... , x" vektori vektorskog prostora V (x) i c 1, ... , ck proizvoljni 
realni brojevi, onda vaii obrazac: 

L (c, xi ± ... ± c, x") = c, L (xi) ± ... + ck L (x") 

To zna6i: svaki lineami sastav originala preslika se u lineami sastav njihovih slika, 
i to s istirn koeficijentima lineamog sastava. 

Dokaz. Iz prijdnjih dviju izreka dobivamo: 

L (c, xi ± ... + ck x") = L (c, xi) ± ... + L (ckx ") = ci L (xi) ± ... -I- ck L (xi') 

Produkt linearnih transformaaja. Neka x = {x„ ... , xn} bude vektor n-di-
menzionalnog vektorskog prostora V (x), y = {y,, ... , y,n} neka bude vektor m-
-dimenzionalnog vektorskog prostora V (y) i z = {zi, ... , zi,} neka bude vektor 
p-dimenzionalnog vektorskog prostora V (z). Lineama transformacija: 

y = Ax 

preslika vektore prostora V(x) u vektore prostora V(y) i linearna transformacija: 

z --- By 

preslika vektore prostora V (y) u vektore prostora V (z). Stoga je 

z = (BA) x 
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linearna transformacija koja neposredno preslika vektore prostora V (x) u vektore 
prostora V (z). Kako je transformacijska matrica te lineame transformacije jed- 
naka produktu transformacijskih matrica B i A, to se ova lineama transformaciia 
zove produkt prvih dviju linearra transformacija. Produkt linearnih transforma- 
cija mole se uopeiti na produkte proizvoljnog broja linearnih transformacija. 

Nleibe 

1. Lincarna transformacija s transformacijskom matricom: 

preslika ravninu s kartezijskim koordinatnim sistemom xi0x2 u ravninu s kartezijsldm koordinatnim 
sistemom yi0y2. Odredi slike taaka: 

a) {1,0) 	 ((2,1D 
b) {0,1} 	 ({3,41) 
c) {0,0} 	 ({0,01) 
d) {1,1} 	 ((5,5 D 
e) —1,0) 	 a —2)— I D 
f) {3,2) 	 (02,11 I) 

2. Linerna transformacija s transformacijskom matricom: 

11 2 	3 	4 
l ■ 1 	2 	1 

preslika trodimenzionalni prostor s kartezijskirn koordinatama xi, x2, x3 u ravninu s kartezijskitn 
koordinatnim sistemom yi0y2. Odredi slike taaka: 

a) {0,0,0) 	 ({0,0)) 
b) {1,0,0) 	 ({2,1;) 
c) {0,1,0) 	 ({3,2 .) 
d) {0,0,1) 	 (KID 
e) (1,1,1} 	 ({9,4D 
f) {2,1,3} 	 ({19,7)) 

3. Take petorodfinenzionalnog prostora preslikaju se u take trodimenzionalnog pre-
stora s linearnom transformacijom kojoj odgovara transformacijska matrica: 

2 1 3 2 1 
4 2 1 3 5 
1 3 2 3 3 

Odrcdi slike 

a) {1,0,0,0,01 	 ({2,4,1)) 
b) {0,0,1,0,01 	 ({3,1,2)) 
c) {0,0,0,0,1) 	 ({1,5,3)) 
d) {1,1,1,1,1) 	 ({9,15,12)) 

4. Vektorski prostor V (x) transformira se u vektorski prostor V (y) s transformacijskom 
matricom: 

11 2 
11 
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a vektorski prostor V (y) transformira se u vektorski prostor V (z) s transformacijskom ma-
tricom: 

3 	4 I 
1 	3 

2 	1 I 

Odredi u vektorskom prostoru V (z) slike slijededh todlita vektorskog prostora V (x): 

a) {1,0) 	 ([10,5,5)) 

b) {0,1} 	 ({15,10,51) 

c) {0,0) 	 ({0,0,0)) 

d) (1,1} 	 ({25,I5,10}) 

e) {1,-1} 	 ({— 5,— 5,01) 

5. Od sirovina S i Sy izradujemo meduprodukte Fi, Fy i F3 a nakon top od tih medu-
produkata kona6ne produkte Pi i Py. Potranju sirovina u proizvodnji meduprodukata odreduje 
marrica: 

A = 31 41 36 

Potranju meduprodukata u proizvodnji konatifih protzvoda odreduje matrica: 

1 5 	2 
C = 2 2 

4 7 

a) Izrazi linearnom transformacijom potranju sirovina = {xi,x2} u proizvodnji medu-
Produkata Y {Y1,Y2J31. 	

(x = Ay) 

b) Izrazi linearnom transformacijom potroklju mcduprodukata u proizvodnji kona6nih 
proizvoda z = {zizz). 	

(y = Cz) 

vina u proizvodnji finalrnh produkata. 
c) Odredi transformacijsku matricu linearne transformacfie koja odreduje potro§nju siro- 

(AC = 13279 	2529 11) 

 

d) Izradmaj koliko se sirovina potroii u proizvodnji 2 jedinice proizvoda PI i 3 jedinice 
proizvoda P2. 

({230,1451) 
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VII. KONVEKSNI SKUPOVI 

1. Konveksni linearni sastavi toeaka 

Umnimo, kao §to vidimo na sl. 15, dva vektora dvije take xi i X2 vektorskog 
prostora proizvoljne dimenzije. Odredimo skup svih taaka x koje le2e na pravcu 
kroz te dvije take. Diferencija X2 - X1 je vektor 6iji paetak leg u taki xi a kraj 
u taki x2; ovaj vektor leg na pravcu kroz zadane take. Proizvoljnu taku x toga 
pravca dobivamo tako da vektoru xi pribrojimo vektor X2 - X1 pomnoien proiz-
voljnim realnim brojem p; stoga je: 

= xl p (x2 — xi) 

x = (1 — p) x' px2 

proizvoljna to6ka pravca kroz take xi i x2. Taka x je linearni sastav taaka x1 
i 82 u kojem je p proizvoljan realan broj. Ako je p = 0, onda je x = xi; ako je 
p = 1, onda je x = x2; ako je 0 < p < 1, onda taka x leg na spojnici taaka xi 
i x2; ako je p < 0, onda toeka x leg na produ2etku te spojnice preko take x' ; 
ako je pak p > 1, onda taka x leg na produietku spojnicelpreko take x2. 

Posebno nas zanima moganost kad broj p zadovoljava nejednadibe: 

0 p 1 

SI. 15. Pravac kroz dvije take 
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U tom primjeru toCka x leii na spojnici toCaka 	i x2. Takav se linearni sastav: 

x = (1 — p) x I + px2 

naziva konveksni linearni sastav 	konveksna linearna kombinacija dviju taaka. 
Iz definicije i geometrijskog prikaza konveksnog lineamog sastava dviju toeaka 
slijedi izreka: 

Svaka taka koja je konveksni linearni sastav dviju taaka 	na spojnici tih 
dviju toeaka i obmuto, svaku toeku na spojnici dviju toeaka maemo izraziti kao 
konveksni linearni sastav tih dviju taaka. 

Primjer: Uzmimo, kao gto vidimo na sl. 16, u ravnini s kartezijskim koordina:- 
nim sistemom x0y dvije take a' = {xi, Y1) 1 a2 = {x2, y2}. Na spojnici tih dviju 
taaka izaberimo proizvoljnu toeku a = {x, koja dijeli spojnicu u razmjeru p : 
: (1 — p). Taka a pada u taku ako je p = 0, a u taku a2 ako je p = 1; stoga 
raspravljamo samo moguanost da varijabla p odgovara nejednadibama: 

0 < p < 1 

Y2 	 

   

X 

   

0 	 X 	X2 

SI. 16. Razdioba spojnice dviju toeaka 

Iz 	trokuta alba i a lca2 dobivamo za apscisu x take a: 

(x — xi) : (x2 — xi) 	p : 1 

x (1 — p) x, px2 

i za ordinatu y take a: 

(Y — 	(Y2 — Y1) = P 1 

Y = (1 — P) 	PY2 

Stoga je taka a konveksni lineami sastav taaka 	i a2
: 

a = (1 — p) a' pa2 
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Definiciju konveksnog linearnog sastava dviju toeaka moiemo uop6iti na ma 
koji veai broj to6aka. Uzmimo u vektorskom prostoru n to6aka: 

i isto toliko realnih varijabla: 

••• Pn 

01,7e varijable odgovaraju nejednad2bamal 

0 	pi 	1 	(i = 1, 	, n) 

pi + ••• 	pn = 1 

p x 	... 	pn x° 

zove se konveksni linearni sastav toeaka 	x°. 

Konveksni skupovi tooaka. Skup toeaka vektorskog prostora je konveksan 
kada ima slijedeau osobinu: ako su i x2 proizvoljne toeke skupa, onda je i 
svald konveksni linearni sastav: 

par' + (1 — p) x2 	(0 p 	1) 

toeka toga skupa. Ovu osobinu mo2emo zornije prikazati geometrijski ovako: ako 
su x i X2 proizvoljne toeke skupa, onda u skup spada i svaka toeka spojnice tih 
dviju toeaka. 

Trokut, pravokutnik, kocka, pravilna prizma, pravilna piramida, valjak, sto-
2ac, kugla itd. primjeri su konveksnih skupova toaaka. Take unutar i na rubu 
ogtroga kuta ugla nekoga tijela sastavljaju konveksne skupove. Na sl. 17. vidimo 
nacrtano eetiri primjera konveksnih skupova toeaka u ravnini. 

i jednacabi: 

Izraz: 

a 
Sl. 17. Konveksni skupovi 
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Skup to6aka u unutra§njosti i na rubu izboC'enoga kuta nije konveksan, niti 
su konveksni skupovi toCaka kolobara, svitka itd. Na sl. 18. vidimo nacrtana 

primjera nekonveksnih skupova toCaka u ravnini. 

a 
SI. 18. Nekonveksni skupovi 

Skupovi toeaka su ogranieeni i neogranieeni. Toeke valjka sastavljaju ogra-
nieeni skup, a toeke koje ogranieuje neogranieena cilindriena ploha sastavljaju 
neogranieeni skup. Skupovi a i c na sl. 17. i 18. su ogranieeni, dok su skupovi b i e 
neogranieeni. 

Toeke konveksnog skupa dijelimo u dva tipa. Prvom tipu pripada svaka toeka 
koju moiemo izraziti kao konveksni linearni sastav barem dviju drugih toe.aka skupa 

svaka toeka koja 	na spojnici barem dviju drugih toeaka skupa. Takvu toeku 
nazivamo neekstremnom takom. 

Drugom tipu pripada svaka toela koja se ne moie izraziti kao konveksni linearn i 
sastav nijednog para toeaka skupa koja ne leii ni na jednoj spojnici nekih dviju 
toeaka skupa. Takvu toeku zovemo ekstremnom takom konveksnog skupa. 

Primjeri. Konveksni skup na sl. 17a. ima pet ekstremnih toeaka, i to sve uglove 
peterokuta. Neogranieeni konveksni skup na sl. 17b. ima tri ekstremne toeke, i 
to sva tri ugla. Ogranieeni konveksni skup na sl. 17c. ima beskonaeno mnogo 
ekstremnih toeaka, i to sve toeke kruinice; sve toeke u unutragnjosti kruga su 
neekstremne. Neogranieeni konveksni skup na sl. 17d. ima beskonaeno mnogo 
ekstremnih toeaka, i to sve toeke na luku kruinice; sve druge toeke skupa su ne-
ekstremne. 

Za konveksne skupove vrijedi izreka: 

Svaki konveksni linearni sastav proizvoljnog broja to6aka konveksnog skupa 
pripada Tom skupu. 

Dokaz. Valjanost izreke za konveksne linearne sastave dviju toeaka slijedi 
neposredno iz definicije konveksnog skupa. Izreku dokaiemo najprije za konvek- 
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sne linearne sastave triju toeaka. Uzmimo konveksni linearni sastav triju to(1'aka 
xl, x2 i x3: 

x pi x' p2 x2 + p3 x3 

Za koeficijente pi, p2 i 13, konveksnog linearnog sastava vale nejednad2be: 

	

0 	pi L5. 1, 0 5_ p, 	1, 0 	p3 :5. 1 
i jednadlba: 

Pi ± P2 ± P3 = 1 

Ako ie pi p2 = 0, je p3 = 1 i toeka x = x3 je konveksni lineami sastav svih 

	

triju toeaka. Ako je p, 	p2 0, uzmemo dva nova koeficijenta: 

PI 	• 	 P2  
cl, 	 1 q2 - 

P1 .1- P2 	Pi + 

Zbog prijagnjeg i ova dva koeficijenta odgovaraju nejednadibama: 

0 	qi 	1, 0 	q2 	I 
i jednadibi: 

q, q2 = 1 

Stoga koeficijenti q, i q2 mogu biti koeficijenti konveksnog linearnog sastava dviju 
toeaka. Prvobitni konveksni linearni sastav triju toeaka napigemo u obliku: 

Pi 	 P2  
X = (PI ± P2) 	 X1 ± (PI + P2) 	 X2 P3X3 

PI + P2 	 Pi + P2 

= (pi -I- p2) (q, x` 	q2 x2) ± p3 X3 

Izraz u drugoj zagradi je konveksni linearni sastav dviju toeaka x' i x2 konveksnog 
skupa, pa je stoga i elan toga skupa; oznaeimo ga sa x4, te dobivamo: 

x = (p, p2) x4 ± p3x3 

Toeka x opet je konveksni linearni sastav dviju toeaka x3 i x4 konveksnog skupa, 
pa je stoga i elan toga skupa. Tako je izreka dokazana za tri toeke. Za veei broj 
toeaka dokaz je sliean i rijee je samo o ponavljanju opisanog dokaznog postupka. 
Za eetiri toeke npr. prevedemo konveksni linearni sastav: 

x = POO P2x2 P3x3 P4x4 

nakon uvodenja novih koeficijenata: 

Pi 	• 	P2  
ql 	 1 q2 — 

PI ± P2 	 PI ± P2 

u konveksni linearni sastav triju toeaka: 

x = (pi p2) (qi xl q2 x2) ± p3 x3 ± p4x4 

Ovaj konveksni linearni sastav triju toeaka skupa je prema onom gto je prije ka-
zano takoder toeka toga skupa. 
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Vjeibe 

I. Prikaii geometrijski konveksne skupove koji imaju ekstremne take: 

a) A (1,2), B (3,5) 
b) A (1,1), B (4,2), C (5,6), D (2,7) 
c) A (1,2,2), B (3,5,4) 
d) A (1,1,1), B (3,0,0), C (0,4,0), D (0,0,5) 

2. PrikaN geometrijski konveksne skupove taaka kojih koordinate odgovaraju nejednadna- 
ma: 

a) x 	0, y 	0, x -4.- y 	3, x 	y 5 7 
b) 1 x 5 4, 2 5 y 5, x y 
c) x 	0, y 	0, z 	0, 2x -F. 3y 	4z -EL: 12 

3. Izrazi taku x 	{2,4,6,4,4} kao konveksni linearni sastav taaka a = {1,2,3,2,2} i 
b = {3,6,9,6,6} 

‘, = 	a --2- bp 

2. Konveksni poliedar 

lizmimo u vektorskom prostoru proizvoljan kongni broj taaka: 

x', 	, x" 

sve moguee konveksne linearne sastave tih taaka: 

pi xl 	pn xn 

Kako su ti linearni sastavi konveksni, to koeficijenti pi, ..., pn odgovaraju nejedna.- 
(Mama : 

0 	pi 	1 	(1 = 1, 	, n) 

jednaMi: 

Pi + 	Pn 	1 

Svi ti linearni sastavi prcma prijanjem izlaganju sastavljaju konveksni skup taaka. 
BuducH da smo u linearnim sastavima uzeli samo kongni broj taaka, nazivamo 
taj skup konveksni poliedar. Take toga konveksnog poliedra su prema tome svi 
konveksni linearni sastavi kongnog broja taaka xl, , x"; ove take same su 
dakako isto take poliedra. Medu navedenim takama nalazi se mokla neka koja 
se mOe izraziti kao konveksni linearni sastav drugih. Pretpostavimo da je vee x' 
takva taka. Za nju vrijedi izreka: 

Ako je toOka x kcnveksnog poliedra kcnveksni linearni sastav toOaka xi, 
x" i aho je tooka 	konveksni linearni sastav taaka x2, 	x", onda je toOka x 
takoder konveksni linearni sastav taaka x', 	x". 

Dokaz. Zbog prvog uvjeta toeka x konveksni je linearni sastav to6aka x', 
x2, 	xn, 

x — 	p2 x2 -I- 	+ x" 

pa za nju va2i jednaaba: 
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U toj jednadThi koeficijenti linearnog sastava odgovaraju nejednad&ama: 

0 	pi .5. 1 (i = 1, 2, ... , n) 

i jednadlbi: 

PI + P2 + 	Pn = 

Zbog drugog uvjeta taka xi konveksni je linearni sastav t&.'aka x2, 	, x", pa 
za nju 	jednad2ba: 

xl q2 x2 + 	qn xn 

U ovoj jednadThi koeficijenti linearnog sastava zadovoljavaju nejednad2be: 

0 	qi :5, 1 (j = 2, ... , n) 

i jednadThu: 

C12 ± ••• 	qn = 1 

Ako izraz za xi uvrstimo u izraz za x, dobivamo: 

x p/ (q2 x2 + 	qn x") p, x2 + 	pn x" 

x =- (pi q2 p2) X2 	(pi qn pn) x" 

Ovaj je izraz konveksni linearni sastav taaka x2, 	, x" jer koeficijenti linearnog 
sastava odgovaraju nejednad2bama: 

0 _5. pi qi + 	5 1 	= 	... 11) 

i jednad2bi: 

(Pi C12 + P2) ± ± (PI qn Pn) = Pi (q2 	qn) + P2 + 	Pn = 

= Pi ± P2 + 	p. = 1 

Tako je izreka dokazana. 
Pomau sistema taaka xi, x2, ... , x" definiramo konveksni poliedar kao 

skup svih konveksnih lineamih sastava tih taaka. Ako iz sistema taaka izostavimo 
jednu taku, npr. to6ku xi koja je konveksni lineami sastav taaka x2, , x", ni-
smo smanjili bogatstvo taaka poliedra jer svaku njegovu taku koju dobivamo 
kao konveksni linearni sastav taaka x', x2, 	, x", dobivamo prema prijanjoj 
izreci isto kao konveksni lineami sastav taaka x2, 	, x". Stoga iz prvobitnog 
sistema taaka mo2emo izostaviti sve one take koje su konveksni linearni sastavi 
preostalih to6aka; izostavljanjem takvih taaka ne mijenja se prvobitno defini-
rani konveksni poliedar. Pato se izostave sve takve suvi§ne take, u sistemu ostaju 
samo jo§ ekstremne take konveksnog poliedra. Pomodu ekstremnih taaka mo-
2emo izraziti sve druge take poliedra kao konveksne linearne sastave tih ekstrem-
nih taaka. Iz toga slijedi izreka: 

Ako su , 	xr ekstremne woke konveksnog poliedra, sve njegove woke moiemo 
izraziti kao konveksne linearne sastave tih toeaka. 
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Iz toga slijedi joS" i druga definicija konveksnog poliedra: 

Konveksni poliedar je ogranian konveksni skup tooaka s konalnim brojem ekstrem-
nih toc'aka. 

Za konveksni poliedar sa zadanim ekstremnim toekama kaemo da je napet 
na te ekstremne toeke. 

Primjeri konveksnih poliedara jesu: pravac napet na obje krajnje toeke; tro-
kut napet na sva tri ugla; kvadar napet na svih osam uglova itd. 

Primjer. Svaku toaku trokuta napetog na ekstremne toeke a, b i c mcdemo 
izraziti kao konveksni linearni sastav njegovih ekstremnih toeaka. U tu svrhu 
uzmimo u trokutu na sl. 19. proizvoljnu toeku x pa je izrazimo kao konveksni li-
nearni sastav toeaka a, b i c. 

SI. 19. Trokut kao konveksni poliedar 

Kroz toeke a i x polcdimo pravac; on sijeee stranicu 	nasuprot toeki a, u 
toeki y. Toeka y 	na spojnici toeaka b i c, pa je stoga konveksni linearni sastav 
tih dviju toeaka: 

y = (I — q) b qc, 

gdje je 0 	q :5_ 1. To6ka x le2i na spojnici totaka a i y, pa je stoga konveksni 
linearni sastav tih dviju toeaka: 

x = (1 — p) a -I- py, 

gdje je 0 p < I. Ako izraz za y uvrstimo u izraz x, dobivamo: 

x = (1 — p) a + p (1 — q) b qc) 

x — (1 — p) a ± p (1 — q) b pqc 

Ovaj je izraz konveksni linearni sastav toeaka a, b i c jer koeficijenti linearnog 
stava odgovaraju nejednadibama: 

0 6 1—p 6 1, 0 p (1—q) 6 1, 0 pq 6 1 
i jednaabi: 

— p) p (1 — q) pq = 1 
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Za razMite vrijednosti varijabla p i q razlikujemo slijedeCe zna6ajne moguenosti 
za to6ku x: 

ako je p = 0 & q = 0, onda je x = a, 
ako je p 0 & q = 1, onda je x = a, 
ako je p = 1 & q = 0, onda je x = b, 
ako je p = 1 & q = 1, onda je x = c, 
ako je p = 0, onda je x = a, 
ako je p = 1, onda x leii na stranici nasuprot a, 
ako je q = 1, onda x leti na stranici nasuprot b, 
ako je q = 0, onda x leti na stranici nasuprot c i 
ako je 0 < p < 1 & 0 < q < 1, onda je x unutrdnja toela trokuta. 

Vjelbe 

1. Izrazi vektor x 	{7,9) kao konveksni linearni sastav vektora a = {4,6) i b = {8,10). 
PrikaE vektore i rjegavanje geometrijski. 

a + b) 

2. Izrazi vektor x = {5,6} kao konveksni linearni sastav vektora a = {2,4), b = {6,9} 
c = {12,6). Prikati vektore i nain rjegavanja geometrijski. 

= a + 23-13 ± c) 

3. Konveksni poliedar skup je svih konveksnih lineamih sastava toeaka a = {2,3,4), b — 
{5,6,8), c = {2,3,8) i d {3,4,22/3). Talca d je konveksni sastav prvih triju toeaka. 
Izrazi taku: 

1 	2 , 	3 	1 
x — a + - 0+ -C +- 

7 	7 	7 	7 

kao konveksni linearni sastav toeaka 	b i c. 

1 	1 ) 
=-- —1 a+ —b-F—c 

6 	3 	2 

4. Toeka x je konveksni lineami sastav toeaka 

a =-- {2,3,4), b = {5,6,8), c 	{2,3,8) i d 	{3,4,22/3). 

Prva tri koeficijenta konveksnog lineamog sastava su 1/8, 1/4 i 3/8. Totka d je konveksni linearni 
sastav prvih triju toeaka. Izrazi toeku x kao konveksni linearni sastav toeaka a, b i c. 

1 	1 	1 ) 
= — a + -0+ -c 

6 	3 	2 

5. Konveksni poliedar ima ekstremne take a = {2,3,4), b = {5,6,8) i c = {2,3,8). Taka 
d = {3,4,22/3) njegova je neekstremna toeka. Taka x je konveksni linearni sastav tih eetiriju 
maks: 

2 	3 	1 	1 
x — a + b 	c — 

10 d 

Izrazi toeku x kao konveksni linearni sastav taaka a, b i c. 

x = —
2

a + —
1

b + —1 c) 
( 	15 	3 	4 
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3. Poliedarski stoiac 

Zraka. Uzmimo u vektorskom prostoru vektor 	toeku x i realnu varijabltr 
p, koja mo'Ze zauzeti sve pozitivne vrijednosti pa i vrijednost O. Skup toeaka: 

Px, 

koji dobivamo za sve vrijednosti varijable p, nazivamo zrakom kroz toeku x. Ako. 
je vektorski prostor dvo- trodimenzionalan, zraku motemo prikazati polutra-
kom koja ima poeetak u ishodiku koordinatnog sistema i koja prolazi kroz toeku 
x. Kako vidimo na sl. 20, zraka izvire u toeki 0 i prolazi kroz toeku x. Ako je p =. 
— 0, onda je odgovarajuea toeka zrake identiena toad 0; ako je p = 1, onda je: 
toeka zrake identiena toeki x; ako je 0 < p < 1, onda toeka zrake izmedu 
toeaka 0 i x; ako je pak p 	1, onda toeka zrake 	izvan toeaka spojnice 0 i x. 

p>1 

P= 

SI. 20. Zraka 

Konveksni staiac je konveksni skup toeaka vektorskog prostora koji ima sli-
jedeett osobinu: ako je toeka x elan skupa, onda skupu pripadaju i sve toeke na 
zraci kroz toeku x. Svakom konveksnom skupu toeaka odgovara konveksni sto2ac 
u kojem lee sve zrake §to prolaze kroz toeke toga konveksnog skupa. Ako je vektor-
ski prostor dvo- trodimenzionalan, onda konveksni sto2ac mo*".emo prikazati 
kutom 	stogcem s vrhom u ishodi§tu koordinatnog sistema. 

Slika 21a. prikazuje ravninski konveksni staac koji odgovara konveksnom 
skupu, i to spojnici toeaka a i b. Slika 21b. prikazuje u trodimenzionalnom pro-
storu konveksni stoZ'ac koji odgovara konveksnom skupu, i to trokutu s uglovima 
a, b i c. Slika 21c. prikazuje u trodimenzionalnom prostoru konveksni sto2"ac koji 
odgovara konveksnom poligonu s uglovima a, b, c, d, e i f. 

SN,,akom konveksnom poliedru odgovara konveksni sto2ac u kojem 	sve 
zrake gto prolaze kroz toeke konveksnog poliedra; takav se poliedarski stoZ'ac na-
ziva konveksni poliedarski stoiac. Sva su tri sto§ca na sl. 21. konveksni poliedarski. 
stoki. 
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a 
Sl. 21. Poliedarski stoic( 

Uzmimo konveksni poliedarski sto2ac S, koji je odreden konveksnim poliedrom 
K; konveksni poliedar ima ekstemne to6ke: 

	

xl, 	, e 

Svaku tUaku 	konveksnog poliedra mo2emo izraziti kao konveksni linearni sa- 
stay njegovih ekstremnih to6aka: 

1 

	

XK p, x 	 Xr 

Kako je ovaj linearni sastav konveksan, to njegovi koeficijenti zadovoljavaju ne-
jednadThe: 	

0 6 pi .6 1 	(i 	1, 	, r) 

i jednadlbu: 
Pi + 	-I- Pr = 1 

zimo to6ku xs kao linearni sastav ekstremnih to6aka poliedra: 
Svaka to6ka 	zrake px``. je to6ka poliedarskog sto§ca S; pri tom je p 	O. Izra- 

	

xs pxK = pp X 1 	ppr Xr 

Koeficijenti ovog linearnog sastava su pozitivni 	najvi§e jednaki O. Iz toga slijedi 
izreka: 

Svaka toeka koja je nenegativni hnearni sastav ekstremnih tooaka konveksnog 
poliedra jest toOka odgovarajueeg konveksnog poliedarskog stoka. 

Dokatimo jo§ izreku: Svaka taka konveksnog poliedarskog stoka 	na zraci- 
kroz neku toOku odgovarajuOeg konveksnog poliedra. 

Dokaz. Svaku to6ku konveksnog poliedarskog sto§ca molemo prema pri-
ja§njoj izreci izraziti kao nenegativni linearni sastav ekstremnih to6aka konveksnog- 
poliedra: 	

xs = 13,20 + 	+ br 
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Koeficijenti ovog linearnog sastava zadovoljavaju nejednadthe: 

bi 	0 (i = I, 	, r) 
.ako napigemo: 

b = 112 -I- ••• 	br 

maemo linearni sastav za to6ku xs pretvoriti u oblik: 

CI , 	b„) xs = b 	x -7 ... 	x -17)- 

Izraz u zagradi konveksni je linearni sastav ekstremnih to6aka konveksnog polie-
dra jer koeficijenti linearnog sastava zadovoljavaju nejednadne: 

0 	- 6 1 	(i = I, 	, r) 

i jer je suma svih koeficijenata jednaka 1. Stoga je izraz u zagradi totka konveksnog 
poliedra; taka xs 	na zraci kroz tu to6ku, pa je izreka tako dokazana. 

Prim jer. U 6etverodimenzionalnom vektorskom prostoru s kartezijskim ko-
ordinatama x„ x„ x3 i x4 konveksni je poliedar napet na osnovne jediniCne vek-
tore e', e2, e3 i e4. Konveksni poliedar na hiperravnini s jednadZbom: 

xl + x2 + x3 + x4 = 1 

Odredimo toClu x u kojoj konveksni poliedar probode zraka kroz to'dku b = {2, 
1, 2, 31. Toeku b izrazimo najprije kao pozitivni linearni sastav osnovnih jediniC6nih 
vektora: 

b 2e' 	e2 2e3 	3e4 

Ovaj linearni sastav podijelimo sumom koeficijenata 8, pa dobivamo: 

2 	1 	2 	3 x = 	e2 ± e3 	e4 8 	8 	8 	8 

Vjeibe 

1. Odredi u konveksnom poliedru napetom na takama {1,2) i {2,1) taku x koja 	na zraci 
.kroz to6ku (2,2). Prikaii vjeibu geometrijski. 

(x = {3/2, 3/21) 
2. Odredi sjeci§te P daine s krajevima A (1,0) i B (0,1) i zrake kroz to6ku C (2,3). 

(P (2/5,3/5)) 

3. Odredi u konveksnom poliedru napetom na osnovnim jediniZnim vektorima trodimenzio-
-nalnog prostora taku x koja le2i na zraci kroz taku a = {2,3,21. 

(x = {2/7,3/7,2/7)) 
4. Odredi u peterodimenzionalnom vektorskom prostoru to6ku x u kojoj zraka kroz toi:ku 

(1,3,2,1,21 probode konveksni poliedar 	je napet na svih pet osnovnih jedinMnih vektora. 

(x = (1 /9,3/9,2/9,1 /9,2/91) 
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4. Linearne transformacije konveksnih skupova 

Uzmimo linearnu transformaciju u progirenom obliku: 

y, = a„ x, 	ain x. 

Ym = amL XI 	••• 	amn Xn 

u matrienom obliku : 
y = L (x) = 

Ova transformacija preslikava n-dimenzionalni vektorski prostor V(x) u m-di-
menzionalni vektorski prostor V(y) i svaki skup prostora V(x) u njegovu sliku u 
prostoru V(y). Uzmimo dalje da je dimenzija prostora V(y) manja od dimenzije 
prostora V(x) i da vaii nejednadZba m < n. Zbog toga se vige toaaka prostora 
V(x) mcde preslikati u jednu samu taku prostora V(y). 

Primjer. Linearna transformacija: 

y, = x, ± 2x, ± x3 

y2 = 2x, -I- x2 + x3 

preslikava trodimenzionalni prostor s kartezijskim koordinatama x„ x2 i x3 u dvo- 
dimenzionalni prostor s kartezijskim koordinatama y, i y2. Kao gto vidimo na 
sl. 22, dobivamo slike gto odgovaraju pojedinim originalima. Slike to6aka oznkene 

Y2 

X3 

S/./22. Linearna transformactja 
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su jednako kao originalne toeke. Originalni konveksni poliedar, koji je kocka, pre- 
slikava se u konveksni gesterokut. Ekstremne toeke 0, A, C, D, E i F originalnog 
poliedra preslikavaju se u ekstremne toake ksterokuta, a estremne toCke B i G 
poliedra preslikavaju se u neekstremne todce gesterokuta. 

Promatrajmo kako lineama transformacija transformira konveksne skupove 
prostora V(x). Za takva preslikavanja vrijede izreke: 

Linearna transformaczja y = L (x) = Ax preslikava svaki konveksni skup 
vektorskog prostora V (x) u konveksni skup vektorskog prostora V (y). 

Dokaz. Uzmimo u vektorskom prostoru V (x) neki konveksni skup M i dvije 
njegove proizvoljne toake x i x2; svaki konveksni linearni sastav : 

	

(I 	X1 	PX2 	(/) 	P 	1) 

tih dviju toeaka spada u taj skup. Linearna transformacija 

y = L (x) = Ax 

preslikava konveksni skup M u njegovu sliku L(M), todw x u njezinu sliku L(x ') 
i toi:ku x2 u njezinu sliku L(x2). Treba dokazati da je slika gornjeg konveksnog 
linearnog sastava toe'aka xl i X2 konveksni linearni sastav njihovih slika L(x 1) i 
L(x2). Za sliku ovog konveksnog linearnog sastava zbog aditivnosti linearne trans-
formacije vaIi: 

L ((1 — p) x 1 ± px2) = ( 1 — p) L (x1) pL (x2) 

Slika konveksnog linearnog sastava obaju originala x ' i x2 je konveksni linearni 
sastav njihovih slika, i to s istim koeficijentima linearnog sastava; tako je izreka 
dokazana. 

Pri linearnoj transformaczji koeficzjenti konvekmih linearnih sastava ostaju ne-
pronzzjenjeni. 

Dokaz. Uzmimo u vektorskom prostoru V (x) toe'ku x koja je konveksni linearni 
sastav toZ:aka x 1, 	, xl: 

x 	p, x' 	p, 

Ovdje koeficijenti linearnog sastava zadovoljavaju nejednadThe: 

0 .5, p, 	1 	(i 	1, 	, t) 
i jednadibu: 

Pi + 	-I- Pt 	1 

Linearna transformacija y = L(x) = Ax preslikava 	x', 	, xt u njihove slike I.(x1), 	, L(xt) i toZ:ku x u njezinu sliku L(x). Zbog aditivnosti linearnc: 
transformacije 	: 

L (x) = L (p, x' 	••• -! - Pt xt) = Pi L (xi) 	... -I- p, L (xi) 
pa je izreka dokazana. 
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Buduei da pri linearnoj transformaciji koeficijenti konveksnih linearnih sa-
stava ostaju nepromijenjeni, to slijede neke zanimljive osobine. Pri linearnoj trans-
formaciji konveksnog poliedra s odredenim brojem ekstremnih toeaka poliedar 
se transformira u neki konveksni skup koji, medutim, ne moie imati vi§e ekstrem-
nih toeaka nego ih ima originalni poliedar. Stoga je slika konveksnog poliedra kon-
veksni skup s konaenim brojem ekstremnih toeaka, dakle opet konveksni polie-
dar. Linearna transformacija preslikava svaki konveksni poliedar vektorskog pro-
stora V (x) u konveksni poliedar vektorskog prostora V (y). 

Za lineame transformacije konveksnih poliedara vrijedi jo§ izreka: Svaka 

ekstremna toOka slike L (K) originalnog konveksnog poliedra K je slika barem jedne 
ekstremne tooke konveksnog poliedra K. 

Dokaz. Uzmimo u vektorskom prostoru V (x) konveksni poliedar K s ekstrem-
nim toekama x', ... , xt; svaku njegovu toeku x maemo izraziti kao konveksni 
linearni sastav ekstremnih toeaka. Linearna transformacija 

y = L (x) = Ax 

preslikava originalni konveksni poliedar K u konveksni poliedar L(K), a ekstremne 
toeke u njihove slike: 

y 1 = L (x1), ... , y' = L (x5) 

Ove su slike toeke konveksnog poliedra L(K). Svaku toeku konveksnog poliedra 
L(K) mo2emo izraziti kao konveksni lineami sastav tih slika. Toeka u neka bude 
neka toeka konveksnog poliedra L(K); stoga je moIemo izraziti kao konveksni 
linearni sastav ovih slika ovako: 

u =Pi Yi ± — + Pat 

Ovdje koeficijenti linearnog sastava odgovaraju nejednadibama: 

0 	pi 5_ 1 	(i = 1, ... , t) 

i jednadibi: 

Pt + — ± Pt = 1 

Ako je u ekstremna toeka konveksnog poliedra L (K), onda je samo jedan od koe-
ficijenata p 1, ... , Pt jednak 1, a svi drugi jednaki su O. Uzmimo da je koeficijent 
ps jednak 1; u tom slueaju za ekstremnu toeku u dobivamo izraz: 

u = ps y' = ys = L (x5) 

Ekstremna toeka ys konveksnog poliedra L(K) je prema tome slika ekstremne to-
eke xs originalnog konveksnog poliedra K, pa je izreka dokazana. 

Iz dokazanih izreka slijede jo§ ove znaeajne osobine linearne transformacije 
konveksnili poliedara. Kako je svaka ekstremna toeka slike konveksnog poliedra 
slika barem jedne ekstremne take poliedra, to je slika konveksnog poliedra samog 
opet konveksni poliedar, koji medutim nema vi§e ekstremnih toeaka od original-
nog poliedra. Ali slika ekstremne take originalnog konveksnog poliedra nije uvi- 
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jek ekstremna taka slike poliedra. U prije obradivanom primjeru transformacije 
kocke u iesterokut vidimo da su slike ekstremnih to6aka 0, A, C, D, E i F original-
nog poliedra ekstremne toae njegove slike, dok ekstremne to6ke B i G original-
nog poliedra nisu ekstremne totke njegove slike. Iz toga za linearne transformacije 
slijedi uopeena izreka: 

Lineama transformacija y = Ax s transformacijskom matricom reda m x n, 
gje je m < n, transformira svaki konveksni poliedar vektorskog prostora V(x) 
u konveksni poliedar vektorskog prostora V(y); no taj poliedar nema vige ekstrem-
nih totaka od originalnog. 

Vjelbe 

1. Linearna transformacija: 

z = x + 2y 

preslikava ravninu s kartezijskim koordinatama xiyu pravac s kartezijskom koordinatom z. Odredi 
i predo6 geometrijski: 

a) slike toi:aka: 

A (1,1) (A (3)) 
B (3,0) (B (3)) 
C (2,3) (C (8)) 
D (0,2) 

b) slike duNna: 
(D (4)) 

AB 
(A) 

BC 
([3,8]) 

CD 
AD 

([8,&) 
([3,4; ) 

c) slike konveksnih likova: 

ABC 
ACD 
ABD 
BCD 
ABCD 

UM)) 
([3,8]) 
([3,4]) 
([3,8]) 
(E3,8]) 

2. Linearna transformacija y = x projicira ravninu s kartezijskim koordinatama x i y na 
pravac s kartezijskom koordinatom z. Odredi i prika2i geometrijski sliku konveksnog 6etverokuta 
s uglovima A (1,1), B (3,0), C (2,3) i D (0,2). 

([0,3]) 
3. Linearna transformacija: 

u = x + 2y + 2z 

v = 2x + y + z 

preslikava trodimenzionalni prostor s kartezijskim koordinatama x, yizu ravninu s kartezijskin-t 
koordinatama u i v. Odredi i predo6i geometrijski: 

a) slike taaka: 

0 (0,0,0) 
A (1,1,1) 
B (3,1,2) 
C (1,2,3) 

(0 (0,0):. 
(A (5,4); 
(B (9,9); 

(C (11,7); 
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b) slike duiina: 

AB 	 (AB), 
AC 	 (AC) 

BC 	 (BC). 

c) slike trokuta: 

OAB 	 (OAB) 
OAC 	 (OAC). 

ABC 	 (ABC). 

d) sliku konveksnog poliedra: 

OABC 	 (OBC), 
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TreCi dio 

TE,ORIJA LINEARNOG PROGRAMIRANJA 
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VIII. FOR ■IULACIJE PROBLEMA LINEARNOG PROGRAMIRANJA 

1. Formulacije problema linearnog programiranja s algebarskim 
jednaclibama i nejednadibama 

Op& problem lineamog programiranja moiemo izraziti u matematiaom 
obliku na slijedeei ngin: 

Treba odrediti vrijednosti varijabla x„ 	, xs koje odgovaraju uvjetima ne- 
negativnosti: 

	

xi 	0, 	, xs 	0 

i linearnim jednadThama i nejednadThama: 

	

a„ x, 	a„ xs b, 

	

xi 2- ... 	am, x, 	bm 

tako da funkcija cilja: 

f (x„ 	, xs) = cixi 	csx, 

ima ekstrem, tj. minimum ili maksimum. 

Pri tom su m i s proizvoljni prirodni brojevi; koeficijenti 	i kod varijabla 
u uvjetnim jecinad2bama 	nejednaclibama i u funkciji cilja su proizvoljni realni 
brojevi; brojevi b, na desnoj strani uvjetnih jednaclibi 	nejednad2bi su proizvo- 
ljni nenegativni brojevi. Uvjetne jednadThe 	nejednaclibe sastavljaju sistem neo- 
visnih i neprotuslovnih jednadibi 	nejednad2bi. 

Ovaj problem mo2emo geometrijski obrazlcditi u s-dimenzionalnom vektor-
skom prostoru Vs, koji je skup svih vektora (x„ , xs). Svakom uvjetu nene-
gativnosti u ovom vektorskom prostoru odgovara poluprostor u kojem je odgova-
rajuea varijabla nenegativna. Svakoj uvjetnoj jednad2bi u ovom vektorskom pro-
storu odgovara po jedna hiperravnina. Svakoj uvjetnoj nejednadthi medutim od-
govara poluprostor koji je omeden hiperravninom priredenom odgovarajueoj je-
dnaclibi. Skup svih vektora (x„ , xs) koji odgovaraju svim ovim uvjetima 
jest presjek svih spomenutih poluprostora hiperravnina. Kod takvog geometrij-
skog prikaza funkciji cilja priredimo familiju jednoparametarskih hiperravnina 
jednadThom: 

ci 	+ ••• 	cs xs = k 

Tu je parametar k proizvoljan realan broj. 
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Pri linearnom programiranju rgunamo ekstrem funkcije cilja, nekad mi-
minimum a nekad maksimum. S obzirom na te dvije moguenosti nema bitnih ra-
zlika jer problem za maksimum maemo uvijek pretvoriti u odgovarajuCi problem 
za minimum funkcije cilja i obrnuto. U primjeru kad tra2imo maksimum funkcije 
cilja f (x„ , xs), moIemo dobiti odgovarajuei problem za minimum ako tra-
Zimo minimum negativne funkcije cilja -f (x„ , xs). 

I. primjer. Uzmimo slijedeei problem linearnog programiranja: Treba 
odrediti vrijednosti varijabla x i y koje odgovaraju uvjetima negativnosti: 

x 0, y 0 
i linearnim nejednadZbama: 

x 5. 4, y 5 
x y 8 
2x y 4 

tako da funkcija cil a: 
f(x,y)=2x+y-F8 

ima ekstrem. 

Buduai da u ovom problemu nastupaju samo dvije varijable, to ga mdemo 
geomctrijski predoeiti u dvodimenzionalnom vektorskom prostoru V2, u kojem 
uzmcmo, kao gto vidimo na slici 23, pravokutni kartezijski koordinatni sistem x0y. 

C \ 

X 
0 	 A 

Sl. 23. Geometrijski prikaz linearnog programa 
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U ovom koordinatnom sistemu svakom paru brojeva (x, y) odgovara po jedna to&a. 
Toake kojih koordinate odgovaraju svim uvjetnim nejednadtbama lek na iscrtka-
nom konveksnom gesterokutu s uglovima: 

A (2, 0), B (4, 0), C (4, 4), D (3, 5), E (0, 5), F (0, 4) 

Na ovoj slici funkciju cilja prikazuje familija crtkanih pravaca s jecinadibom: 

2x y + 8 = k 

Ako medu uvjetima u linearnom programu nastupa neka jednadiba, onda 
broj uvjeta i broj varijabla mokmo smanjiti za jedan. U toj jednadIbi, naime, mo-
kmo proizvoljnu varijablu gto u njoj nastupa izraziti drugim varijablama i zatim 
izvrgiti odgovarajueu supstituciju u svim ostalim uvjetima i u funkciji cilja. Nakon 
supstitucije ova jednadTha otpada, a broj varijabla smanjuje se za jedan. 

2. primjer. Uzmimo slijedeOi linearni program: Treba odrediti vrijednosti 
varijabla x,y i z koje odgovaraju uvjetima nenegativnosti: 

x 	0, y 	0, z 	0, 

jednadtbi: 
x y z = 8 

i nejednad2bama: 
x 4, y 	5, z .6 6 
2x ± 3y ± 4z 5- 28 

tako da ima ekstrem funkcija cilja: 

f (x, y, z) = 3x + 2y z 

Buduei da kod ovog problema medu uvjetima nastupa jedna jednadZba, varijablu 
z mokmo izraziti varijablama x i y : 

z = 8 — x — y 

Nakon supstitucije uvjet nenegativnosti z 0 prelazi u nejednadibu: 

x y 6 8 

Uvjet z 6 prelazi u nejednadnu: 

x y ?.= 2 

Posljednja uvjetna nejednadTha prelazi u nejednad2bu: 

2x y 4 

Funkcija cilja f(x, y, z) prelazi u funkciju cilja: 

f (x, y) 2x y + 8 

Uvjetnu nejednadThu x y 2 mokmo zanemariti jer je ispunjena 	je is- 
punjena nejednad2ba 2x y 4. Pogto smo izostavili ovu nejednadtbu, dobivamo 
linearni program koji smo razmotrili u 1. primjeru. 
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Uvjetne nejednadibe gto nastupaju medu uvjetima u linearnom programu 
moiemo pretvoriti u jednadibe ako uvedemo doptouke varijable. Uzmimo da i-ta 
nejednadiba ima oblik: 

au x, 	alsx, 	b, 

U tu nejednacabu uvedemo dopunsku varijablu 	koja je nenegativna, tako 
da ovu varijablu odbijemo od lijeve strane nejednad2be; na taj na6in dobivamo 
jednad&u: 

au x, 	alsx, 	xs+, = b, 

Uzmimo jo§ da i-ta nejednadTha ima oblik: 

ail xi 	a,sx, 	b, 

U tu nejednadibu uvedemo nenegativnu varijablu xs+, tako da ovu varijablu pri-
brojimo lijevoj strani nejednad2be; na taj ngin dobivamo jednacabu: 

x, 	-H ais xs 	xs+, = b, 

Funkciju cilja dopunimo OVOM varijablom xs+, tako da joj dodamo dan cs+,x,„ 
gdje je cs+, = O. Stoga se funkcija cilja mijenja samo prividno, a u stvari ostaje 
nepromijenjena. 

Ako u sve uvjetne nejednacabe uvedemo dopunske varijable, u linearnom 
programu osim uvjeta nenegativnosti dobivamo samo jog uvjete koji su linearne 
jednaabc. 

Prema tome u nastavku eemo razmotriti ovaj manje uopeeni problem linear-
nog programiranja: Treba odrediti vrijednosti varijabla xi, , xs koje odgovaraju 
uvjetima nenegativnosti: 

x, 	0 	, xs 	0 
i linearnim nejednadThama: 

a„ x, 	als xs 	b, 

x, -I- 	a„„x, 

tako da funkcija cilja: 

f 	..• xs) = 	x, 	cs xs 
ima minimum. 

Pri tome su m i s proizvoljni prirodni brojevi, koeficijenti 	i su proizvo- 
ljni realni brojevi, dok su brojevi b. na desnoj strani uvjetnih jednadibi proizvo-
ljni nenegativni brojevi.1 

Obrada duk6ijih tipova linearnih programa ne zadaje nikakve tegkoee jer se 
daljnja teorija mole prilagoditi i upotrijebiti i za njih. 

I.inearni program ovog tipa obradujemo iscrpno u 1. to6ki XII. poglavlja u problemu 
o prehrani. Taj problem obradujemo uglavnom s namjerom da na njemu prika2emo sadr2aj i 
tchniku simpleks metode. Stoga preporu6ujemo 6taocu da daljnju teoriju prati na tom problemu. 
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Pato smo uveli dopunske varijable x".„ , xs+m, iz gornjeg dobivamo 
slijedeei lineami program: Treba odrediti vrijednosti varijabla: 

Xi, .•• X s) XS+ 1) ••• 1 Xs+m) 

koje odgovaraju uvjetima nenegativnosti: 

x, 	0, 	, xs 	0, xs+, 	0, 	, xs+n, 	0 

i lineamim jednadThama: 

aii xi 	••• 	aisxs — xs+J. 	bi 

	

amixi 	••• 	amsxs —xs+m =bm 

tako da funkcija cilja: 

f(x„ 	,xs+m) = ci xi ± ••• 	csx, 	cs+ xs+ 	cs+mxs+m 

ima minimum. 

U funkciji cilja je: 
= 0, , cs+m = 0 

Ovaj linearni program, upotpunjen dopunskim varijablama, jo§ nije takav 
da bi se moglo po6eti s numernim rjekvanjem. TJ tu svrhu ubacimo u svaku 
jednadnu jo§ po jednu varijablu; ove varijable zovemo umjetnim vartjablama. 
U i-tu jednad2bu ubacimo umjetnu varijablu xs+m+, koja je nenegativna, pa tako 
dobivamo jednad2bu: 

	

aii x, + 	+ ais xs — xs+1 + xs+n,+i = bi 

Ovoj umjetnoj varijabli u funkciji cilja odredimo neki dovoljno velik koeficijent 
= M; izaberemo tako velik da ova varijabla u optimalno mogueem de-

§enju mae zauzeti jedino vrijednost O. 
Pato smo uveli dopunske i umjetne varijable, dobivamo iz prvobitnog sli-

jedeei lineami program: 
Treba odrediti vrijednosti varijabla: 

••• XS, XS+ 11 ••• XS+1111 XS+M+ 11 ••• Xs+ 2m = Xn) 

koje odgovaraju uvjetima nenegativnosti: 

	

x, 	0, 	, x„ 	0 

i linearnim jednadibama: 

aii x, 	a„xs — 	+ xs+m+1 bi 

am, x, 	am x 	x s_ s — __ s+m Xs+ 2m = bm 
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tako da funkcija cilja: 

f (x„ 	, x,,) 	c, x, 	cots 	cs+, xs+, 	Cstm 

Xs+M+ + ••• + CnXn 

ima minimum. 

Prema prijakjem, koeficijenti u funkciji cilja su jednaki: 

cs+ 	0, 	, + n, = 0, cs m 	= M, • • • 3 Cs+ 2m = Cn = 

Ovaj problem moiemo predaiti geometrijski. Svaki uvjet nenegativnosti odreduje 
poluprostor n-dimenzionalnog vektorskog prostora V" u kojem odgovarajuea kom-
ponenta nije negativna; svaka uvjetna jednadiba u ovom vektorskom prostoru 
odreduje po jednu hiperravninu. Skup svih n-toro brojeva (x„ , xn) koji od-
govaraju svim uvjetima nenegativnosti i jednadThama jest presjek svih tih polu-
prostora hiperravnina. Funkcija cilia odreduje jednoparametarsku familiju hi-
perravnina s jednadThom: 

ci 	cn xn = k 

Tu je parametar k ma koji realan broj. 

Iz lineamog programa vidimo da n-toro brojeva: 

xi — 0, 	, xs = 0, xs., = 0, 	, xs,„, = 0, 	= 

= bi, ••• , xs.„ 2m -- bn, 

odgovara svim uvjetima nenegativnosti i svim propisanim linearnim jednadThama; 
za te brojeve funkcija cilja ima vrijednost: 

M (b, 	bm) 

2. Formulacije problema linearnog programiranja u vektorskom 
i matri6.nom obliku 

Uzmimo lineami program kao Sto smo ga formulirali u prijagnjoj 	Treba 
odrediti vrijednosti varijabla xi, 	, xs koje odgovaraju uvjetima nenegativnosti: 

x, 	0, 	, xs 	0 	 (I a) 
i linearnim nejednad'Zbama: 

	

all 	 xs 

ami xi 	anis xs bm 

tako da funkcija cilja 

(x„ 	, xs) = ci x, 	cs xs 

ima minitnum. 
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Ovaj lineami program izraziti aemo jo§ u nekoliko drugih oblika. Uzmimo. 
vektore koji kao komponente imaju homologne koeficijente u uzastopnim uvjetnira 
nejednadZbama: 

Pi — 

an. 

... 	Ps = 

ais 
po 

13, 

an". a„, b. 

Ovi su vektori vektori m-dimenzionalnog vektorskog prostora Vm. Nakon uvodenja 
tih vektora za prijagnji lineami program dobivamo slijedeei vektorski oblik: 

Treba odrediti vrijednosti varijabla x 1, 	, xs koje odgovaraju uvjetima ne- 
negativnosti: 

1 

1 

x 	0, 	, xs ?: 0 	 (2a) 

i vektorskoj nejednadtbi: 

xi P1 	xsPs P° 
	

(2b> 

tako da funkcija cilja: 

	

f (xi, ••• xs) = 	••• 	cs xs 
	 (2c) 

ima minimum. 

Izraz na lijevoj strani uvjetne vektorske nejednadtbe je nenegativni linearni 
sastav vektora Pl, 	, Ps jer nijedna od varijabla nemote biti negativna. 

Da bismo lineami program izrazili u matriaiom obliku, uvodimo slijedeee 
matrice i vektore: 

        

 

ail 	ais 

arni 	ains 

  

x, 

xs 

   

Al = 

 

X = b P° = 

  

      

        

        

c 	11c, ... cs 11 

Nakon uvodenja ovih matrica i vektora lineami program izrazimo u matri6- 
nom obliku na ovaj nkin: Treba odrediti matricu vektor x koji odgovara uvjetu 
nenegativnosti: 

x 0 	 (3a) 

i matrienoj nejednadtbi: 

tako da funkcija cilja 

ama minimum. 

Pogto smo uveli dopunske varijable xs+ 1, , xs+. i umjetne varijable 	„ 
, xs+ 2m = Xn, u prijagnjoj smo toeki iz prvobitnog dobili slijedeei lineami pro-

gram: 
Treba odrediti varijable xi, .. • , xs, xs +1, ••• xs+m, xs+m+i, ••• , Xs+ 2m = 

koje odgovaraju uvjetima nenegativnosti: 

0, , xn 0 	 (44 

A' x > b 	 (3b) 

f (x) = cx 	 (3c) 
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i linearnim jednadThama: 

aii 	ain xn = 
(4b) 

ami xi + • • • + amn Xn = bm 

tako da funkcija cilja: 

f (x,, 	, x„) 	ci xi 	c,, x„ 	 (4c:) 
ima minimum. 

U naprijed navedenom sve smo koeficijente na lijevoj strani uvjetnih jednad2bi 
kao i u funkciji cilia izrazili na isti naein. Stoga za koeficijente kod prvobitnih va-
rijabla va2i: 

	

aii = al, (j 	s) 

Za koeficijente kod dopunskih varijabla 

ai,s+i = —1 
ai.s.4.k =0 	(k 

Za koeficijente kod umjetnih varijabla 

ai,s+m+i =1 

	

a,,s+ni+k =0 (k 	i) 

Za koeficijente u funkciji cilja 

Ci = Ci 

ci = 0 
ci 

(j 	s) 
(s+1j...5.s+m) 
(s+m-F1j.5n) 

Da bismo ovaj linearni program izrazili u vektorskom obliku, uvodimo vek-
tore koji kao komponente imaju homologne koeficijente u uvjetnim jednacabama: 

P". = 	= 	••• ,ami} 
ami 

ain 

Pn = 
!amn 

bi 
po 

b„, 

  

 

= {ain, .•• amn) 

 

 

— 	, b„,} 

Vektori P', 	PS su strukturni vektori koje smo susreli kod prvobitnog linear- 
nog programa. Vektori Ps+ 	, Ps"' su dopunski vektori, koji su jednaki uza- 
stopnim negativnim jedinknim vektorima. Vektori ps+m+1, 	ps+2m pn 
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ai 	• ain I 	an ••• ais 

= 
a,,,, 	 a„„ 

— 1 ... 	0 	1 ... 0 
• : 	1 	: 	: 

• 1 	• 	 • 0 ... —1 : 0 ... 1 
A = 

su umjetni vektori; ovi su vektori jednaki uzastopnim jedinFenim vektorima. Svi 
ovi vektori spadaju u m-dimenzionalni vektorski prostor Vm, dok umjetni vektori 
sastavljaju jednu od njegovih baza. 

Nakon uvodenja ovih vektora umjesto prijagnjeg dobivamo slijedeei linearni 
program u vektorskom obliku: Treba odrediti varijable x„ , xn koje odgovaraju 
uvjetima nenegativnosti: 

xi 	0, 	, x„ 	0 	 (5a) 
i vektorskoj jednadtbi: 

tako da funkcija cilja: 

x, Pt 	x„ P" = P° 	 (51)) 

f 	xn) = 	 cn 	 (5c) 
ima minimum. 

Svi n brojevi (x„ , xn) sastavljaju n-dimenzionalni vektorski prostor V", 
vektori P„ , P" i P° su medutim vektori m-dimenzionalnog vektorskog pros-
tora V*". Stoga lineami program moiemo izraziti i u slijedeeem obliku: U n-di-
menzionalnom vektorskom prostoru V" treba odrediti vektore {x„ , xn) s nene-
gativnim komponentama tako da je odgovarajuei nenegativni lineami sastav vek-
tora: 

x, P' 	x„ P" 

jednak vektoru P° i tako da funkcija cilja ima minimum. 

Da bismo lineami program izrazili u matri6nom obliku, uvodimo matrice 
i vektore: 

A •-= 11 Al —E Ell 

11 x, I 
• I 

	

X — 	 X„ 	Xn} 

Xn 

131 I 

	

b = P° = 	= {bi, , bm} 
bn, 

c =11c, ... cn II 

Nakon uvodenja ovih matrica i vektora dobivamo prijagnji linearni program u ma-
tri6nom obliku: 

Treba odrediti vektor x koji odgovara uvjetu nenegativnosti: 

x 0 	 (6a) 
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i matrienoj jednadibi: 

tako da funkcija cilja: 

ima minimum. 

A x = b 	 (61)) 

f (x) = c x 	 (6c) 

Na osnovi vektorskog i matrienog zapisa dobivamo za linearni program ta-
belu 1; ona sltdi kao ishodike numeriekog rjegavanja linearnog programa. 

TABELA 1. PODACI ZA LINEARNI PROGRAM 

C, 	C, 

X, 	... X, 

Cs+ 	... Cs+, 

Xs + 	... Xs 

Cs+ m+ I 

Xs + m 1 

c. 

    

Strukturni 
vektori 

Dopunski 	 Umjetni 
vektori 	 vektori 

p0 pl ps ps+t ps+m ps+m+ I pn 

b, a, , 

ail • •• 

a" a,,,f 

aw+ 

••• atm+ 

••• ab,:+ m 

al,s1 m4 1 

aln+ 	I 

••• 

• 

aln 

aln 

a„,, a,„s a„, a,„"+,„ aM1S+M+ •• • aMn 

U tabeli 1. komponente dopunskih vektora sastavljaju negativnu jedinienu 
matricu reda m, dok komponente umjetnih vektora sastavljaju jedinienu matricu 
reda m. Umjetni vektori sastavljaju bazu m-dimenzionalnog vektorskog pros-
tora m. 

Primjer. Vratimo se prvom primjeru totke 1. ovog poglavlja. 	nejedna&bu 
x -f- y 	8 uvodimo dopunsku varijablu u, koju pribrojimo lijevoj strani nejedna- 
dibe da bismo dobili jednad2bu; u nejednacribu 2x y 4 uvodimo dopunsku 
varijablu v, koju odbijemo od lijeve strane nejednadne da bismo dobili jednad2bu; 
Nakon toga u dobivenu jednadibu uvodimo jog i umjetnu varijablu w, koju pribro-
jimo njezinoj lijevoj strani. Nakon uvodenja tih varijabla dobivamo slijedeei li-
nearni program: 

Treba odrediti vrijednosti nenegativnih varijabli x, y, u, v i w koje odgo-
varaju jednadThama: 

x y u 	= 8 
2x y 	—v w = 4 

tako da funkcija cilja: 

f (x, y, u, v, w) = 2x y Mw + 8 

ima minimum. 

Ovom problemu odgovara tabela 2. 
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TABELA 2. PODACI ZA LINEARNI PROGRAM 

cj 2100M 

X y U V w 

p5 po pi yoz po pa 

8 
4 2 1 

11100 
0 —1 1 

Iz tabele 2. vidimo da vektori P3 i P5 sastavljaju bazu odgovarajueeg dvodi-
menzionalnog vektorskog prostora V2. Kako je dopunski vektor P3 istovremeno 
i vektor te baze, to u prvoj nejednadtbi pored dopunske varijable nije trebalo uvo-
diti jo§ i umjetnu. Pet brojeva (0, 0, 8, 0, 4) zadovoljava sve uvjete linearnog pro-
grama; njima odgovara vrijednost funkcije cilja 4M + 8. 

Vjeibe 

1. Uzmi problem smjese koji smo obradivali i grafidd 	u to6ki 8. II. poglavlja. 

a) Izrazi problem u vektorskom i u matri&lom obliku. 

b) Uvedi dopunske i umjetne varijable te izrazi tako upotpunjeni problem u vektorskom 
i matri6nom obliku. 

c) Sastavi odgovarajuau tabelu. 

d) Odredi tabeli odgovarajueu bazu vektorskog prostora. 

2. Uzmi proizvodni problem koji smo obradivali i grafiild rije§ili u todd 9. II. poglavlja. 

a) Izrazi problem u vektorskom i matri&lom obliku. 

b) Uvedi dopunske varijable i izrazi tako nadopunjeni problem u vektorskom i matri'6nom 
obliku. 

c) Sastavi odgovarajueu tabelu. 

d) Odredi tabeli odgovarajueu bazu vektorskog prostora. 

e) Protumgi zato u ovom primjeru ne treba uvoditi umjetne varijable. 
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IX. MOGUA. RJEgENJA LINEARNOG PROGRAMA 

1. Tipovi moguah rje§enja 

U sIdadu s formulacijatna prijanjeg poglavlja uzmimo problem linearnog 
programiranja za minimum funkcije cilja, koji nakon uvodenja dopunskih i umjet-
nih varijabla napi§emo ovako: 

LP: x 0, A x = b; f (x) =- c x 

Linearnom programu odgovaraju matrice i vektori: 

A = 
a„ 	ain 

• 

am l • .• amn 
= Pi Pn 

   

     

all 

  

   

= 

   

b = Po = 

      

       

        

         

{x 	, xn} 	c = II c 	cn = (c„ 	, cn) 

x„ 

Vektori P°, Pl, , P" su vektori m-dimenzionalnog vektorskog prostora Vm; 
medu njima su posljednji vektori Ps+m+', , P" jedinieni vektori i sastavljaju 
bazu toga vektorskog prostora. Pomoeu ovih vektora baze moiemo linearno izra-
ziti sve vektore ovoga prostora; gore navedene vektore izrazimo ovako: 

p0 = bi ps+m+1 	 bm p. 

= a„ Ps+m+' 	a,„, P" 	(j = 1, 	,n) 

Vektor x {x„ 	xn} je moguee rje§enje linearnog programa ako odgovara 
uvjetu nenegativnosti i uvjetnoj jednad2bi A x = b, bez obzira na vrijednost koju 
ima funkcija cilja. Kako u linearnom programu nastupa n varijabla, to svako mo-
guee rjdenje ima po n komponenata. Uvjetna matriena jednadIba A x b dijeli 
se na m obienih linearnih jednaclibi; za ove jednadThe tralimo da su neprotuslovne 
i nezavisne. Broj ovih nezavisnih jednadibi u teoriji linearnog programiranja ima 
osobito znaaajnu ulogu. 

X -= 
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Svako moguee rjegenje ima po n komponenata; kako smo dodali m dopunskih 
i m umjetnih varijabla, to je ukupni broj n = s 2m komponenata veal od broja 
m nezavisnih uvjetnih jednadibi. Neke od ovih komponenata mogueeg rjdenja 
mogu biti i jednake 0, dok neke od njih mogu biti pozitivne. S obzirom na broj 
pozitivnih komponenata razlue'ujemo slijedeea moguea rjegenja: 

Moguee rjegenje je nebazi6no ako ima vige od m pozitivnih komponenata, 
i bazi6no ako nema vige od m pozitivnih komponenata. Bazieno moguee rjegenje 
je nedegenerirano ako ima toeno m pozitivnih komponenata, a degenerirano ako ima 
manje od m pozitivnih komponenata. 

Moguee rjegenje x je optimalno ako odgovara uvjetu nenegativnosti i uvjetnoj 
jednadni Ax=b i ako funkcija cilja ima minimum. Kao u drugim mogueim 
rjegenjima tako i u optimalnim moguaim rjegenjima razlueujemo nebaziena, baziona, 
nedegenerirana i degencrirana optimalna moguea rjegenja. 

Moguee rjegenje x = {x 1, 	x„) je toeka 	vektor n-dimenzionalnog vek- 
torskog prostora V". Kao gto smo vidjeli vea u prethodnom poglavlju, uvjet nene-
gativnosti odredujc n poluprostora, dok uvjetna jednadtba A x — b odreduje 
hiperravnina ovoga vektorskog prostora; u tom prostoru funkciji cilja odgovara 
jednoparametarska familija hiperravnina. Na tom se geometrijskom prikazu temel)e 
poznate grafiole metode za rjegavanje linearnih programa. Te su metode medutim 
praktidd upotrebljive samo u linearnim programima s dvije varijable; u takvitn 
primjerima mo2emo konstruirati optimalno moguee rjegenje u odgovarajueem dvo-
dimenzionalnom kartezijskom koordinatnom sistemu. 

2. Osobine mogueih rjegcnja 

Moguea rjegenja linearnog programa odlikuju se nekim posebnim osobinama 
1:oje omogueuju povezivanje linearnog programiranja s teorijom konveksnih polie-
dara. Za moguea rjegenja vrijede izreke: 

I. izreka. Skup K svih mogueih rjegenja linearnog programa je konveksan. 

Izreku dokazujemo tako da doka2emo s:deeu, njoj ekvivalentnu, izreku: 
Ako su x ' i x2 moguea rjegenja, onda je moguee rjegenje linearnog programa i svaki 
njihov konvcksni linearni sastav: 

x = qx 	q) x2 (0 q 

Kako su x ' i x2 moguea rjegenja, to odgovaraju uvjetu nenegativnosti; stoga ovom 
uvjetu odgovara i svaki njihov konveksni linearni sastav jer su oba koeficijenta 

linearnog sastava nenegativna. Kako su x i x2 moguaa rjegenja, to od-
govaraju i uvjetnoj jednad2bi: 

A x = b, A X2 = b 

Iz toga za njihov konveksni linearni sastav slijedi: 

A x — A (qx1 -1- (I — q)x2) q Ax' (I — q) A x2 

qb + (1 — q) b b 
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Stoga konveksni linearni sastav odgovara i uvjetnoj jednad'ibi. Konveksni linearni 
sastav odgovara uvjetu nenegativnosti i uvjetnoj jednadibi, pa je zato moguee rje- 
'genie linearnog programa, a to je trebalo dokazati. 

Konveksni skup K svih mogueih rjegenja lineamog programa je prema geo-
metrijskom prikazu u prijanjem poglavlju presjek n poluprostora i m hiperravnina 
vektorskog prostora Vn. S obzirom na te skupove razlikujemo tri razlieite mogue-
nosti. 

a) K je prazan skup. U tom primjeru linearni program nema mogueeg rjeknja; 
to bi znaeilo da uvjetne jednadThe sastavljaju sistem protuslovnih jednadibi. Ta 
moguanost ne dolazi u obzir jer smo vee na poeetku postavili zahtjev da uvjetne 
jednadthe sastavljaju sistem m neprotuslovnih jednadlbi. 

b) K je neogranieen skup. U tom prirnjeru mo2emo po volji poveeavati apso-
lutnu vrijednost namjenske funkcije. Kod praktieki znaeajnih problema lineamog 
programiranja ta moguenost iz ekonomskih razloga nema pravog smisla. Stoga tu 
moguenost u daljnjem ne uzimamo u obzir. 

c) K je neprazan i ogranieen konveksni skup. U praktieki znaeajnim proble-
mima lineamog programiranja susreeemo se s tom mogueno§eu, pa eemo stoga 
nadalje samo nju uzimati u obzir. Pretpostavimo da je konveksni skup K svih 
moguaih rje§enja linearnog programa neprazan i ogranieen. Kako je taj skup presjek 
n poluprostora i m hiperravnina, to ga ogranituje neki konaeni broj hiperravnina; 
stoga je taj skup konveksni poliedar koji ima samo konaeno nmogo ekstremnih toeaka. 

Uzmimo da konveksni poliedar K moguaih rje§enja linearnog programa ism 
ekstremne toeke: 

Ei, 	Et 

raziti kao konveksni lineami sastav njegovih ekstrernnih toeaka: 
Iz teorije konveksnih poliedara znamo da svaku toeku x toga poliedra mo2emo iz- 

x = cli El 	-F q, Et 	(0 5. qi 5 1; i = 1, 	, t; q, 	... -F. 	= 1) 

Medu moguaim rjegenjirna lincamog programa koja sastavljaju konveksni 
poliedar K znaeajna su osobito ona koja odgovraju nekoj ekstremnoj toeki toga po-
liedra. 

2. izreka. Medu ekstremnim takama konveksnog poliedra K mogueih rje.fenja 
linearrzog programa egzistira barem jedna u kojoj funkaja eilja ima minimum. 

Dokaz. Pretpostavimo da funkcija cilja f (x) ima minimum m u nekoj toeki 
x°; stoga sve toeke x poliedra K odgovaraju nejednadThi: 

m f (x0) f (x) 

Moramo dokazati da je x° jedna od ekstremnih toeaka poliedra K. Kako svaku to- 
eku poliedra maemo izraziti kao konveksni sastav njegovih ekstremnih 
toeaka, to toeku x° izrazimo ovako: 

xo pi El ± 	± pi Et (0 5 pk 5. 1; k = 1, , t; p, 	p, = 1) 

Zbog aditivnosti lineame funkcije cilja dobivamo: 

m = f (x°) = f (p, 	 p, Et) = pif (El) 	pif (Et) 

Linearno programiranje 
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Ako u posljednjem izrazu danove f (V) nadomjestimo onim &nom koji ima naj- 
manju vrijednost — uzmimo da najmanju vrijednost ima dan f (Ew) — dobivamo: 

m = f (x°) (Pt 	+ Pt) f (Ew) = f (Ew) 

Iz toga dobivamo nejednatfibu f (x°) f (En. Na poeetku dokaza imali smo pak 
nejednadThu f (x°) f (x). Iz tih dviju nejednaclibi slijedi jednadiba f (x°) 
= f (Ew); zbog toga egzistira barem jedna ekstremna toaka Ew konveksnog polie-
dra K u kojoj funkcija cilja ima minimum, pa je izreka dokazana. 

Iz dokazane izreke slijedi da od mogueih rjeknja linearnog programa mokmo 
uzeti u obzir samo ona koja odgovaraju ekstremnim toekama poliedra moguaih 
rje:knja, jer funkcija cilia ima minimum u nekoj od tih toeaka. Ako funkcija cilja 
ima minimum samo u jednoj toeki poliedra, onda je ta toeka neka njegova ekstre-
mna toeka. Ako medutim funkcija cilja ima minimum u vik toeaka poliedra, onda 
ima minimum u vik ekstremnih toeaka, pa i u nekim neekstremnim toekama. 

3. izreka. Ako funkaja cilja ima minimum u vi§e ekstremnih to' daka konveksnog 
poliedra K, onda ima minimum i u svim takama poliedra koje su konveksni linearni 
sastavi tih ekstremnih to5aka. 

Dokaz. Pretpostavimo da funkcija cilja f (x) ima minimum m u ekstremnim 
toekama El, , 	poliedra K tako da vaie jednadThe: 

m = f (E1) = = f (Eh) 

Toeka y neka bude proizvoljni konveksni linearni sastav tih ekstremnih toeaka: 

y q, Ei 	qhEh (0 qh 5_ 1; k = 1, , h; q, 	qh = 1) 

To6ki y odgovara slijedeea vrijednost funkcije cilja: 

f (y) f (CI E I + + qh Eh) = qif (E I) + + qh f (Eh) 

= (q, 	m = m 

To znaei da funkcija cilja ima minimum in i u toeki y, pa je izreka dokazana. 

3. Baziaa moguea rjegenja 

U skladu s formulacijama prijanjeg poglavlja uzmimo problem linearnog 
programiranja u vektorskom obliku: Treba odrediti nenegativne vrijednosti vari-
jabla x„ , xr, koje odgovaraju vektorskoj jednad2bi: 

xi pi 	xn pn = p0 

tako da funkcija cilja: 

f (x„ 	, xn) = cix„ 	c„x„ 
ima minimum. 

Vektori Pi, 	Pn vektori su m-dimenzionalnog vektorskog prostora Vm. 
Niedu njima je najvik po m linearno nezavisnih, a svaka skupina po vik od m vek- 
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tora sastavlja sistem linearno zavisnih vektora. Svaka skupina po m linearno neza-
visnih vektora baza je toga vektorskog prostora. Pomoeu vektora baze moiemo na 
jednoli6an na6in lineamo izraziti sve druge vektore toga vektorskog prostora. 

Uzmimo neko bazi6no moguee rjegenje lineamog programa; ono ima najvige 
m pozitivnih komponenata. Odgovarajueom numeracijom i premjegtanjem varijabla 
moiemo linearni program tako preurediti, da u bazi6nom mogueem rjegenju do-
laze na prva mjesta pozitivne komponente, a iza njih na posljednja mjesta same 
nule. Kod tako preuredenog lineamog programa odabrano bazi6no moguee rje-
genje napigemo ovako: 

	

X ,------ {xi, ••• xk, 0, 	, 0} 	(k 	m) 

Za baziena moguea rjegenja vrijede izreke: 

1. izreka. Ako egzistira k m hnearno nezavisnih vetktora 	..., 	, tako 
da 	vektorska jednadiba: 

xi P 	x,Pk P° , 

onda je odgovarajuee bazieno moguee rjefenje: 

x = {x„ 	, x„ 0, ... , 0} 

ekstremna toeka konveksnog poliedra mogueih rje.fenja. 

Dokaz. Uzmimo suprotnu pretpostavku da mogu6e rjegenje x nije ekstremna 
to6ka konveksnog poliedra K. Ako bi bilo tako, onda bismo toelu x mogli izraziti 
kao konveksni linearni sastav barem dviju drugih to6aka i x2 poliedra ovako: 

x = qx' ± (1 — q) x2 	(0 < q < 1) 

Buduei da su sve komponente x „ , xk kao i oba koeficijenta q i 1—q pozitivni 
brojevi, to to6ke x' i X2 imaju strukturu: 

x' = {xi, 	, 	0, 	, 0} 

x2 = {xi, 	, 	0, 	, 0} 

Kako su to6ke x' i X2 moguea rjegenja linearnog programa, to odgovaraju jednad-
. 2bama: 

xi pl 	 pk = p0 

xi Pi 	P" = P° 

BuduCi da su vektori P', , P" linearno nezavisni, to se njima vektor P° mae 
lineamo izraziti samo na jedan na6in; stoga vaIe za sve komponente jednadibe: 

4 = 4 	(i = 1, , k) 

pa tako i jednad2ba x' = x2. Bazi6no moguee rjegenje x ne moiemo dakle izraziti 
kao konveksni sastav nekih drugih moguOih rjegenja, pa je zbog toga ek-
strernna to6.ka poliedra K, gto je i trebalo dokazati. Vidjet aemo dalje da vrijedi i 
obmuta izreka. 
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2. izreka. Vektori 131, ..., Pk (k 	koji odgovaraju nekom bazisenom mo- 
gueem rjdenju nekoj ekstremnoj taki konveksnog poliedra K linearno su nezavisni. 

Dokaz. Uzmimo bazi6no moguee rjegenje: 

x 	{xi, • • • , Xk, 0, 	0} 	(k 	m) 

Ovom rjegenju odgovaraju vektori 131, 	Pk tako da vati vektorska jednaaba: 

x, P' 	xk Pk = P° 

Treba dokazati da su ovi vektori linearno nezavisni. Kad bi ovi vektori bili lineamo 
zavisni, onda bi vaNla vektorska jednad&a: 

a, P 	ak Pk = 0, 

u kojoj medutim ne bi svi koeficijenti linearnog sastava na lijevoj strani bili jednaki 
O. Uzmimo neki pozitivni broj a i s njime pomnotimo posljednju jednadtbu. 
Ako tako pomnoknu jednadtbu pribrojimo pretposljednjoj, dobivamo jednadtbu: 

(xi -'- aal) P -1- 	— (xk 	aak) 

ako ju pak odbijemo, dobivamo jednad'ibu : 

(x, — aa,) P 	... -1- (xk 	aak) Pk = P° 

Tako prvobitna vektorska jednadna ima dva rjegenja: 

x 	{x, 	aa„ 	, xk 	aa„ 0, 	, 0} 

x2 = {x, — aal, 	, xk 	aak, 0, 	, 0} 

Ova civa rjegenja opeenito nisu i rjegenja linearnog programa jer njihove kompo-
nente mogu bitt i negativne. Kako su brojevi x, , xk pozitivni, to uvijek mo-
2emo broj a odabrati tako malen, da ee sve prve komponente vektora i biti 
pozitivne te da ova dva vektora postaju moguaa rjegenja lineamog programa. 
Ova dva moguea rjegenja su razlieita jer nisu svi koeficijenti a; (i = 1, , k) je-
dnaki O. Oba su rjegenja baziena. S ova dva baziena rjegenja maemo prvobitno 
bazieno rjegenje izraziti ovako: 

x 	x2 
x - — 

2 	2 

To je protuslovlje jer je x ckstremna toeka konveksnog poliedra pa ne mde biti 
neki konveksni linearni sastav nekih njegovih toeaka. Stoga su vektori Pl, pk 
linearno nezavisni, gto jc trebalo i dokazati. 

Kako mcdu vektorima Pi, 	P" ima najvige po m medusobno linearno 
nezavisnih, to zbog gore dokazane izreke svakom bazienom mogueem rjegenju 

svakoj ekstremnoj toad konveksnog poliedra K odgovara najvige po m linearno 
nezavisnih vektora. Ako je k m, to odgovara toeno m linearno nezavisnih 
vektora koji sastavljaju bazu vektorskog prostora. Ako je medutim k < m, to 
bazienom mogueem rjegenju ekstremnoj toeki konveksnog poliedra K odgovara 
k linearno nezavisnih vektora P , , Pk koji medutim jog ne sastavljaju bazu vek-. 
torskog prostora; u tom primjeru mdemo sistem ovih vektora upotpuniti dodatnim. 

pk = p0 
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vektorima Pk + 	, 	tako da svi vektori zajedno sastavljaju bazu vektorskog 
prostora. Taj progireni sistem vektora: 

pk, pk+ 	pm 

odgovara zadanom bazienom mogueem rjeg'enju problema linearnog programiranja. 
Tako dobivamo jog jednu izreku. 

3. izreka. Svakom bazOnom mogueem rje.fenju linearnog programa ili svakoj 
ekstremnoj taki konveksnog poliedra mogueih rjefenja 	emo medu vektorima 
Pl, 	Pn prirediti to'eno po m linearno nezavisnih vektora koji sastavljaju bazu 
vektorskog prostora Vm. 

4. Osjetljivost optimalnog mogaeg rjegenja linearnog programa 
na promjene koeficijenata u funkciji cilia 

U skladu s formulacijama u prijagnjem poglavlju uzmimo problem linearnog 
programiranja za minimum funkcije cilja, koji nakon uvodenja dopunskih i umjet-
nih varijabla napigemo u matrienom obliku ovako: 

LP : x 0, A x = b; f (x) = c x 

Moguea rjegenja linearnog programa su take x n-dimenzionalnog vektorskog 
prostora V" i sastavljaju konveksni poliedar K s ekstremnim toekama : 

El, 	, Et 

Optimalno moguee rjegenje linearnog programa ovisno je o komponentama 
matrice A, vektora b i vektora c. Nadalje nas interesira kako je optimalno moguee 
rjegenje linearnog programa ovisno o vektoru c koeficijentima u funkciji cilja. 

Koeficijenti c 1, cn u funkciji cilja su komponente vektora c n-dimenzio-
nalnog vektorskog prostora C". Za svaki vektor ovoga vektorskog prostora za 
svaku funkciju cilja dobivamo poseban linearni program ako ga rijegimo, njegovo 
optimalno moguee rjegenje. U svakom je primjeru optimalno moguee rjegenje 
linearnog programa neka ekstremna toeka neki konveksni linearni sastav ekstre-
mnih toeaka konveksnog poliedra mogueih rjegenja K. 

Nakon izbora odredenog vektora Ck vektorskog prostora C" 	nakon izbora 
odgovarajuae funkcije cilja, dobivamo linearni program za minimum funkcije cilja: 

LP : x 0, A x = b; f (x) ck x 

Taj linearni program treba imati optimalno moguee rjegenje u ekstremnoj toeki 
konveksnog poliedra K. 

Ako je za neki vektor ck optimalno moguee rjegenje odgovarajuaeg linearnog 
programa ekstremna toeka Eh, kalemo da vektor ck gravitira prema ekstremnoj 
toeki Eh da vektor ck le2i u gravitacionom polju ekstremne toeke Eh. Kod takvog 
znaeenja rijeei gravitirati definiramo gravitaciono polje ekstremne to:le Eh ovako: 
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Gravitaciono polje G (e) ekstremne take Eh konveksnog poliedra K skup je 
svih onih vektora c vektorskog prostora C° za koje odgovarajudi linearni program: 

LP: x 0, A x = b; f (x) = c x 

ima optimalno moguee rje.fenje u ekstremtzoj taki Eh. 

Za svaki vektor c vektorskog prostora C" za svaku funkciju cilja dobivamo 
odgovarajuei linearni program i, ako ga rijegimo, optimalno moguee rjeknje u 
nekoj ekstremnoj konveksnog poliedra K. Zbog toga svaki vektor c spada 
u gravitaciono polje barem jedne ekstremne to6ke toga poliedra. Kako su toeke: 

	

El, 	, Et 

sve ekstremne to6ke konveksnog poliedra K i kako njima odgovaraju uzastopno 
gravitaciona polja: 

	

G (El), 	, G (Et), 

to je vektorski prostor C" suma tih gravitacionih polja. Pri tom nije iskljukna mo- 
guenost da je neko gravitaciono polje prazan skup; to bi zna6ilo da odgovarajuCa 
ekstremna toela ne mok biti optimalno moguee rjegenje linearnog programa ni 
kod jedne funkcije cilja. Za gravitaciona polja ekstremnih toCaka konveksnog pc-
liedra K dokazat aemo u nastavku nekoliko izreka. 

I. izreka. Ako vektor c spada u gravitaciono polje G (E) ekstremne toaze E, 
spada u to polje i zraka k c; tu je k 	O. To znaei da je gravitaciono polje st&:ac 
s vrhom u koordinatnom ishodigtu. 

Dokaz. U gravitaciono polje G (E) spadaju svi oni vektori c za koje linearni 
program: 

	

LP: x 0, A x = b; f (x) = c x 	 (1) 

ima optimalno moguee rjegenje u ekstremnoj to6ki E; u toj 	funkcija cilja ima 
najmanju vrijednost f (E) c E. Moramo dokazati da i linearni program: 

	

LP: x 0, A x = b; f(x) = (kc) x 	 (2) 

ima optimalno moguae rjegenje u istoj ekstremnoj to6ki E; u toj toali funkcija 
cilja ima vrijednost f (E) (kc)E. Pretpostavimo da linearni program (2) ima neko 
bolje optimalno moguee rjegenje z za koje funkcija cilja ima neku manju vrijednost. 
U tom bi primjeru va2ila nejednad2ba: 

(kc)z < (kc)E 
a stoga i nejednaaba: 

cz<cE 

To je medutim protuslovlje jer je c E najmanja vrijednost funkcije cilja kod linear- 
nog programa (1). Stoga ima i linearni program (2) optimalno moguee rjegenje u 
ekstremnoj toeki E, pa je izreka dokazana. 

2. izreka. Svako gravitaciono polje konveksni je skup. To znaai, ako uzmemo 
u obzir jog i prijagnju izreku, da je svako gravitaciono polje konveksan stO.ac s 
vrhom u koordinatnom ishodigtu. 
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Dokaz. Izreku dokaiemo tako da dokaiemo slijedeau ekvivalentnu izreku: 
Ako vektori ci i c2 spadaju u gravitaciono polje G(E) ekstremne to6ke E, u to polje 
spada i svaki njihov konveksni linearni sastav: 

c pc" + (1 — p) c2 (0 p 1) 

injenica da ci spada u gravitaciono polje G(E), zna6i da lineami program: 

LP: x 0, A x = b; f (x) --= cl x 	 (1) 

ima optimalno moguae rjegenje u ekstremnoj toeki E; u toj taki funkcija cilja ima 
najmanju vrijednost f(E) c'E. Cinjenica da c2 spada u gravitaciono polje G(E), 
zna6 da linearni program: 

LP: x 0, A x = b; f (x) c2 x 	 (2) 

ima opthnalno moguOe rjegenje u ekstremnoj to6ci E: u toj toad funkcija cilja ima 
najmanju vrijednost f(E) = c2E. Cinjenica da konveksni linearni sastav c = pc 
+ (1 — p) c2 spada u gravitaciono polje G(E), znati da linearni program: 

LP: x 0, A x = b; f(x) (pc1 ± (1 — p) c2)x 	(3) 

ima optimalno mogu6e rjeknje u ekstrerrmoj toad E; u toj to6ki funkcija cilja 
ima najmanju vrijednost f (E) (pc' + (1 — p)c2) E. 

Pretpostavimo da bi linearni program (3) imao neko bolje optimalno moguee 
rjegenje z za koje bi funkcija cilja imala neku manju vrijednost; u tom bi primjeru 
vatila nejednad2ba: 

(pc' ± (1 — p) c2) z < (pc" + (1 — p) c2) E 

nejednad2ba: 
pc' z (1 — p) c2 z < pc' E (1 — p) c2 E 

Ova bi nejednad2ba mogla biti ispunjena samo onda kad bi vatila barem jedna od 
nejednadibi: 	

ci z < cl E 	c2 z < c2 E 

To medutim nije moguee jer je E optimalno moguee rjegenje i lineamog programa 
(1) kao i linearnog programa (2). Stoga linearni program (3) ima optimalno moguee 
rjegenje u ekstremnoj to&i E, a to je trebalo dokazati. 

3. izreka. Dva gravitaciona polja mogu imati zajednioke samo graniene take, 
a u ostalom se ne pokrivaju. 

Dokaz. Izreku dokaiemo za gravitaciona polja G (Ei) i G (El) dviju proizvoljnih 
ekstremnih to6aka Ei i Doka2emo tako da dokaiemo ekvivalentnu izreku: 
Ako c' spada u gravitaciono polje G(Ei) i c2 u gravitaciono polje G(V), onda na 
pravcu kroz c' i c2 egzistira najvige jedna toela c tako da spada u oba gravitaciona 
polja. To zna6i. da medu konveksnim linearnim sastavima: 

c pci 4- (1 — p) c2 	(0 p 	1) 

egzistira najvige jedan takav sastav koji spada u oba gravitaciona polja. 
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Cinjenica da e' spada u gravitaciono polje G(E'), znaCI da linearni program: 

LP: x 0, A x = b; f (x) = 	 (1) 

ima optimalno moguee rjegenje u toeki Ei; u njoj funkcija cilja ima najmanju vri-
jednost c I Et. Cinjenica da c2 spada u gravitaciono polje G (EJ), znaei da linearni 
program: 

LP: x ?_ 0, A x = b; f (x) = c2x 	 (2) 

ima optimalno moguee rjegenje u toeki Ei; u njoj funkcija cilja ima najmanju vri-
jcdnost C Ei. 

Uzmimo gore navedeni konveksni lineami sastav to6aka cl i c 2; treba dokazati 
da egzistira najvige jedan vektor c najvik jedan koeficijent p linearnog sastava 
tako da sastav spada u oba gravitaciona polja. 

Cinjenica da c spada u gravitaciono polje G(E), znaei da linearni program: 

LP : x 0, A x = b; f (x) = c x 	 (3) 

ima optimalno moguac rjegenje u toeki Et; u njoj funkcija cilja ima najmanju vri-
jednost cEt. Cinjenica da c spada u gravitaciono polje G(Ej), znaei da taj linearni 
program (3) ima optimalno moguee rjegenje u u njoj funkcija cilja ima 
najmanju vrijednost 

Ako c spada u oba gravitaciona polja, linearni program (3) ima optimalno 
moguee rjegenje u toeki E' i u toad EJ; u tom su primjeru odgovarajuee najmanje 
vrijednosti funkcije cilja jcdnake. Tako dobivamo jednaclibu: 

c El c 

ako u nju uvrstimo gornii linearni izraz za c, jednad2bu: 

(pci 	(i 	p) c 2) El 	(pC ± ( 1 	p) C 2) El 

Ova jednacriba obiena je linearna jednad2ba s nepoznanicom p i kako je li-
nearna, ima samo jedno rjegenje. Istovremeno nepoznanica p odgovara jog i uvjetu 

0 p 5 1 

Ako jednaaba kod ovog uvjeta nema rjegenja, na pravcu kroz itoeke c I i c2 nema 
nijedne take koja bi bila zajednieka za oba gravitaciona polja. Ako medutim je-
dnacaba kod ovog uvjeta ima neko rjegenje, onda ima samo jedno; u tom primjeru 
na pravcu kroz take c i egzistira samo jedna toeka c koja spada u oba gravita-
ciona polja. Tako je izreka dokazana. 

Iz dokazanih izreka slijcdi da su gravitaciona polja pojedinih ekstremnih to-
eaka konveksnog poliedra K konveksni stogci sa zajedniekim vrhom u koordinat-
nom ishodigtu; ovi stogci nemaju zajedniekih unutragnjih toeaka, ali mogu imati 
neke zajednieke graniene take. Pogledajmo skup taaka koji je zajednieki za dva 
gravitaciona polja. 

	

4. izreka. Ako taka c 	na zajedni5koj granici dvaju gravitacionih polja, 
onda zraka kc (k 0) leii na zajednedkoj granici tih dvaju polja. To znaei da je 
zajednieka granica dvaju gravitacionih polja sto2ac s vrhom u koordinatnom isho-
digtu. 
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Dokaz. Izreku dokgemo za gravitaciona polja G(E1) i G(E3) dviju proizvoljnih 
ekstremnih toeaka i Gravitaciono polje G(EI) je konveksni stoiac; ako 
njega spada c, onda u njega spada i zraka kc. Takoder je i gravitaciono polje G(E.1) 
konveksni stoIac; ako u njega spada c, onda u njega spada i zraka kc. Alto dakle 
c spada u oba gravitaciona polja, onda u njih spada i eitava zraka kc, pa je izreka 
tako dokazana. 

5. izreka. Skup tooaka na zajedniOkoj granici dvaju gravitacicmih polja je kon-
veksan. To znaei, ako uzmemo u obzir jog i prijagnju izreku, da je zajednieka granica 
dvaju gravitacionih polja konveksan stoiac s vrhom u koordinatnom ishodigtu. 

Dokaz. Izreku dokalemo tako da za dva proizvoljna gravitaciona polja dokaiemo. 
slijedeeu ekvivalentnu izreku: Alto su toeke ci i c2 na zajedniekoj granici gravita-
cionih polja G(E') i G (0) dviju proizvoljnih ekstremnih toeaka El i EJ, onda je 
na toj zajedniekoj granici i svaki njihov konveksni linearni sastav: 

c = pc2 + ( 1 — p) c2 (0 p 1) 

Ako c leii na zajedniekoj granici obaju gravitacionih polja, onda spada u 
polje G(E1) i u polje G(Ei). Slieno vrijedi i za toeku C 2. Ako c2 le2i na zajedniekoj 
granici obaju gravitacionih polja, onda spada u polje G(Ei) i u polje G(0). Polje 
G(E') je konveksno; kako u njega spadaju c i c2, to u njega spada i svaki njihov 
konveksni lineami sastav. Polje G(EJ) takoder je konveksno; kako u njega spadaju 
c i c2, to spada u njega i svaki njihov konveksni linearni sastav. Buduei da toeke 
c' i c2 spadaju u oba gravitaciona polja, to u njih spada i svaki njihov konveks-
ni linearni sastav, pa je izreka dokazana. 

Rezimirajmo dobivene rezultate. Uvjeti u linearnom programu za minimum 
funkcije cilja 

LP: x 0, A x = b; f (x) = c x 

odreduju konveksan poliedar mogueih rjegenja K; on ima ekstremne toeke: 

El, 	, Ei 

Ovim ekstremnim toekama odgovaraju gravitaciona polja: 

G (E'), , G (Et) 

Ova gravitaciona polja sastavljaju cjelovit n-dimenzionalni vektorski prostor 
Sva su gravitaciona polja konveksni staci sa zajednieltim vrhom u koordinatnorn 
ishodigtu. Gravitaciona polja se medusobno ne pokrivaju i mogu imati po parovima 
zajednieke samo graniene toeke. Zajednieke granice po dva gravitaciona polja ta-
koder su konveksni staci sa zajednieltim vrhom u koordinatnom ishodigtu. 

Kad imamo na takav naein podijeljen vektorski prostor C" na gravitaciona polja 
ekstremnih toeaka konveksnog poliedra K, motemo prosudivati kako na optimalno. 
moguae rje:s'enje linearnog programa djeluju promjene koeficijenata u funkciji cilja. 
Alto se koeficijenti u funkciji cilja promijene samo toliko da odgovarajuei vektor 
c ostane u istom gravitacionom polju, onda se optimalno moguae rjegenje ne mi-
jenja; stoga je optimalno moguee rjegenje invarijantno za sve one promjene vektora 
c koje ga zadrlavaju u istom gravitacionom polju. Optimalno moguee rjegenje 
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mijenja se tek onda kad vektor c dode u neko drugo gravitaciono polje. Pri kontinui-
ranom mijenjanju vektora c optimalno moguee rjegenje mijenja se samo na prije-
lazima s prvoga u drugo gravitaciono polje. 

Osjetljivost optimalnog mogueeg rjegenja linearnog programa na promjene 
koeficijenata u funkciji cilja proueili smo elementarnim metodama u proizvodnom 
problemu koji smo obradivali i rijegili u 9. meld II. poglavlja. 

Primjer. Uzmimo slijedeei problem linearnog programiranja: Treba odrediti 
yrijednosti varijabla x i y koje odgovaraju nejednadnama: 

0 x 4 

0 y 5 

x + y .5_ 8 

2x + y 4 

tako da funkcija cilja: 

f (x, y) 	c 	-I- c2 y 

ima minimum. 

Tu su koeficijenti ci i c, u funkciji cilja proizvoljni realni brojevi. Linearni prograrn 
s istim uvjetnim nejednaabama obradivali smo vee u prvom primjeru 1. toeke 
VIII. poglavlja. 

Skup moguaih rjegenja (x, y) linearnog programa prikazuju, kao gto vidimo 
na slici 24, u ravninskom kartezijskom koordinatnom sistemu x0y toeke iscrtkanog 
konveksnog gesterokuta s uglovima: 

A (2, 0), B (4, 0), C (4, 4), D (3,5), E (0,5), F (0,4) 

stranice BC i EF toga gesterokuta paralelne su s ordinatnom osi, stranice AB i DE 
paralelne su s apscisnom osi, stranica AF ima smjerni koeficijent —2, a stranica 
CD ima smjerni koeficijent — I. 

Parove koeficijenata (c„ c,) u funkciji cilja prikazuju, kao gto vidimo na 
25, toeke na ravnini s kartezijskim koordinatnim sistemom c 	Za svaki par 
vrijednosti tih koeficijenata dobivamo poseban linearni program s odgovarajueom 
funkcijom cilja. Funkcija cilja ima smjerni koeficijent: 

CI 
M = - 

c, 

Odredimo na toj ravnini gravitaciona polja uglova konveksnog gesterokuta. 

I. Uzmimo najprije da jc c, 	0 i c, 0; u tom primjeru toeka (c„ c„) lei 
u prvom kvadrantu koordinatnog sistema. Pravci koji odgovaraju funkciji cilja su 
padajuei i paralelni s pravcem tipa I. na sl. 24. Manje vrijednosti funkcije cilja 
bivamo ako pravac pomieemo paralelno u smjeru koji pokazuju strelice. Najmanju 
vrijednost funkcije cilja dobivamo u toad u toekama, ako ih ima vige, u kojima 
pravac gto se pomiee napugta gesterokut mogueih rjegenja. S obzirom na smjerni 
koeficijent funkcije cilja za optimalno moguee rjegenje linearnog programa po- 
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stoje moguenosti navedene u nastavku koje dobivamo usporedbom odgovaraju-
eih smjernih koeficijenata. Optimalno moguee rjegenje je: 

a) u to6kama straniceEF ako je c2 = 0 ako to6ka (c 1, c2) 	na polutraci pEF; 

b) u toeki F ako je 2c2 < c, ; 

c) u toekama stranice AF ako je 2c2 = c, 	ako toeka (c„ c2) leti na polu- 

traci pAF; 

d) u toeki A, ako je 2c, > c, ; 

e) u toekama stranice AB ako je c = 0 ako toeka (c 1, c2) leti na polutraci 

PAS. 

II. Pretpostavimo da je c 	0 i c2 0; u tom prhnjeru toeka (c c2) leti 
u drugom kvadrantu koordinatnog sistema. Pravci gto odgovaraju funkciji cilja 
su rastuei i paralelni s pravcem tipa II. Manje vrijednosti funkcije cilja dobivamo 
ako pravac pomieemo paralelno u smjeru naznaeenih strelica. Opthnalno moguee 
rjegenje linearnog programa je: 

a) u toekama stranice AB ako je c, = 0 ako toeka (c„ c2) leti na polutraci 

PAB ; 

b) u todd B za sve parove (c„ c2); 

c) u toekama pravca BC ako je c2 0, ako toeka (c„ c2) 	na polutraci 

III. Uzmimo da je c, 	0 i c2 0; u tom primjeru toeka (ci, c2) 	u tre- 
eem kvadrantu koordinatnog sistema. Pravci gto odgovaraju funkciji cilja su pa-
dajuei i paralelni s pravcem tipa III. na sl. 24. Manje vrijednosti funkcije cilja 
dobivamo ako pravac pomieemo paralelno u smjeru naznaeenih strelica. Opti-
malno moguee rjegenje linearnog programa je: 

a) u toekama stranice BC ako je c2 0 ako toeka (ci, c2) leti na polutraci 

Psc; 
b) u toeki C ako je c, < c2; 
c) u toekama stranice CD ako je c, = c2 	toeka (c„ c2) leti na polutraci 

PCD ; 

d) u toeki D ako je c, > c2; 

e) u toekama stranice DE ako je c, = 0 ako toeka (c, c2) leti na polutraci 

IV. Uzmimo konaeno jo§ da je c, 0 i c2 0; u tom primjeru toeka (c, 
c2) leti u eetvrtom kvadrantu koordinatnog sistema. Pravci gto odgovaraju funk- 

cilja su rastuai i paralelni s pravcem tipa IV. Manje vrijednosti funkcije cilja 
dobivamo ako pravac pomieemo paralelno u smjeru naznaeenih strelica. Optimalno 
moguee rje§enje linearnog programa je: 

a) u toakama stranice DE ako je c, = 0 ako toeka (ci, c2) leti na polutraci 

PDE; 

b) u toeki E za sve parove (c„ c2); 

c) u toekama stranice EF ako je c2 = 0 ako toeka (c„ c2) leti na polutraci 

PEF• 

PBC. 

PDE• 
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X —X 
0 

/ IV 

1 
-Y 

Sl. 24. Poligon nioguath rje.fenja 

Iz toga slijedi, kao gto vidimo na sl. 25, da uglovi 	ekstremne take konvek- 
snog ksterokuta mogueih rjeknja linearnog programa imaju slijedei:a gravitaciona 
polja: 

a) ugao A ima kut medu polutrakama pAF i pAB 

b) ugao B ima kut medu polutrakama pAB i pBc 

c) ugao C ima kut medu polutrakama pBc n - r CD 
d) ugao D ima kut medu polutrakama n 	n r CD - r DE 
e) ugao E ima kut medu polutrakama 

- PEE' 
f) ugao F ima kut medu polutrakama pEF 

PAF. 
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GIB) 
P A F 

G(/--) 

PE F 

I 
	— = 	 

/ 0 

C(E) 

c, t 

6(C) 

-c2f 

PAB 

POE 

SI. 25. Gravitaciona polja uglova 
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X. SIMPLEKS-METODA 

1. Zamjena baze 

Uzmimo slijedeei problem linearnog programiranja, koji smo nakon uvodenja 
dopunskih i umjetnih varijabla u 2. toad VIII. poglavlja izrazili obrascima (5. 
a, b, c) ovako: Treba odrediti varijable x„ , koje odgovaraju uvjetima 
nenegativnosti: 

xj 	0 	(j = 1, 	, 

i vektorskoj jednadibi: 
Pl 	 = P° 

tako da funkcija cilja: 

f (x„ 	x,,) = ci xi 	cg, xn 

ima minimum. Podaci za ovaj linearni program dani su pregledno u tabeli 1. u 
istoj toeki istoga poglavlja. 

Pretpostavimo da nam je jedno bazi6no i nedegenerirano moguee rjetenje 
ovog lineamog programa we poznato. Kako je ovo rjetenje bazi6no i nedegene-
rirano, to ima to6no m pozitivnih komponenata, dok su sve druge komponente 
jednake O. Zbog jednostavnosti, a da pri tom problem nikako ne ograniWjemo,. 
pretpostavimo da je pozitivnih prvih m komponenata moguaeg rjetenja; to mo-
iemo uvijek postiai ako na odgovarajuei nein promijenimo nazive varijabla. Na-
kon takve promjene naziva varijabla neka bude 

x = {xi, ..., x,„, 0, 	, 0} 

poznato baziano i nedegenerirano moguee rjetenje linearnog programa. Tom mo-
gueem rjetenju prema razmatranjima u prijatnjern poglavlju odgovara odredena 
ekstremna toeka poliedra mogueih rjetenja, kao i odreden sistem m linearno ne-
zavisnih vektora: 

Pm 

Ovi vektori sastavljaju bazu vektorskog prostora Vm; vektorima ove baze moiema 
jednoznaano linearno izraziti svaki vektor toga vektorskog prostora. Ovom mo-
gueem rjegenju odgovara gornji dio tabele 1. 

Razmislimo najprije kako bismo iz zadanog bazi6nog i nedegeneriranog mo-
gu6eg rjetenja mogli dobiti neko drugo bazi6no moguee rje§enje. Poznatom mo- 
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guecm rjegenju odgovara odredena ekstremna toaa konveksnog poliedra mogu6ih 
rjdenja, kao i odreden sistem m linearno nezavisnih vektora: 

pm,i 

koji sastavljaju bazu vektorskog prostora V"'. Svakom drugom bazienom mogueem 
rjegenju isto tako odgovara neka ekstremna toeka poliedra mogueih rjegenja, kao 
i njoj odgovarajuei sistem m linearno nezavisnih vektora, koji isto tako sastavljaju 
bazu vektorskog prostora Vrn. Ako iz prvobitne baze Pi, , Pr, , Pm izostavimo 
jedan vektor, npr. vektor Pr, i nadomjestimo ga nekim drugim vektorom Pk koji 
nc nastupa u prvobitnoj bazi, onda dobivamo nov sistem linearno nezavisnih vek-
tora PI, Pk, Pm; ovom sistemu odgovara neka druga ekstremna toeka 
poliedra mogueih rjegenja linearnog programa i neko drugo bazieno moguee de-
genje. U skladu s tim, iz poznatog bazienog i nedegeneriranog moguaeg rjegenja 
linearnog programa dobivamo novo bazieno moguee rjegenje ovako: 

Poznatom bazienom mogueem rjegenju odredimo m linearno nezavisnih vek- 
tora: 

pi, 	, pm, 

koji sastavljaju bazu vektorskog prostora Vm; u toj bazi neki vektor Pr nadomjestimo 
nckim vektorom Pk kojega u bazi jog nema i koji s preostalim vektorima sastavlja 
novu bazu vektorskog prostora Vrn 

pi, 	5 pk, 	, pm 

Nakon toga odredimo ovoj bazi odgovarajuee bazieno moguee rjegenje. 
U nastavku pogledajmo takav prijelaz od prvobitne baze do druge i od prvo-

bitnog bazienog mogueeg rjegenja do drugog. 
Poznatom bazienom 	nedegeneriranom mogueem rjeg'enju: 

x = ijx „ 	, x„ 	, xm, 0, 	, 0, 	, 0} 

odgovara m linearno nezavisnih vektora: 

pi, 	pr, 	pra 

koji sastavljaju bazu vektorskog prostora Vm. U toj bazi vektor Pr nadomjestimo vektorom Pk kojega jog' nema u bazi, pa dobivamo novu bazu vektorskog prostora 

pl, 	pk, , pm 

Ovoj bazi odgovara novo bazieno moguee rjegenje: 

	

x' = {x'„ 	, x'r_i, 0, x'r, /, 0, 	, x'k, 	, 0} 

'f oj novoj bazi i tom novom mogueem rjegenju odgovara donji dio tabele 1. 

Pogledajmo kako se pri takvoj zamjeni baze transformiraju koeficijenti 
gornjeg dijela tabele 1. u koeficijente a'ij donjega dijela te tabele. Radi jednoobra- 
znosti naeina pisanja i obrazaca u tabeli 1. oznaeimo komponente bi vektora P° sa a,,„ tako da je: 

	

bi 	aio 	(i = 1, 	, m) 
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TABELA 1. ZAMJENA BAZE 

Baza P° PI 	... Pr 	... Pm 	... pk P" 

Pi 

i'm 

aio 

aro 

amo 

ari 

ami ... 

aim 	... 

a, 	.. 

amm 	• • 

air 	••• 

ark 	••• 

amk 	• •• 

ain 

arn 

a„,„ 

a'ro 

a'rno 

a', 	... 

a'ri 

a',„i 

a'ir 

a' 

a',„, 

a'im 

a'rm a' 

a'mk 

a',,, 

a'„,. 

Poznatom bazi6nom nedegeneriranom mogueem rjdenju: 

{X 1, .• • , 	1, Xr, Xr+ 1, • • • X., 0, • • • , Xk = 0, ... 0} = 

	

= { aio, • • • , 	1,0 am, ar+ i,o, • • • , 	0, • • • , ak. = 0, • • • 5 0} 

odgovara sistem m lineamo nezavisnih vektora: 

koji sastavljaju bazu vektorskog prostora V Kako je x moguee rjdenje linear-
nog programa, to vaii jednadiba: 

p0 xi pl + + xr pr + + xm pm 	 (I ) 

= n' + + aror 	amo Pm 

Buduei da vektori Pl, , Pr, 	P"' sastavljaju bazu vektorskog prostora V", 
to sve vektore Pi, , P" mo2emo izraziti kao njihove linearne sastave: 

	

= aii P' 	ad Pr 	 P'" 	 , n) 	(2) 

Stoga vektor Pk izrazimo vektorima baze ovako: 

Pk = a lk 	 ± ark Pr 	arm, Pm 	 (3) 

Ako ovu jednadibu pomnoilmo nekim pozitivnim brojem e i odbrojimo je od 
jednacabe (1), onda dobivamo jednadibu: 

P° = (xi — e aik) 	 (X, — e aro Pr 	 — 0 amk) P'" e 

Iz te vektorske jednadibe vidimo da je 

{Xi 	e alk ••• Xr 	0 ark, ••• Xm 	e amk, o, 	, 	, o} 
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isto tako moguCe rjegenje linearnog programa. Ovo rjegenje opCenito nije bazi-- 
L'no jer ima m 	1 od 0 razli6itih komponenata. 

Pozitivni broj e nije sasvim proizvoljan; zbog zahtjeva za nenegativnogau 
komponenata moguaeg rjegenja, broj e mora odgovarati nejednadtbama: 

x; — e ai, o 	= 	, 

Iz ovoga slijedi da broj e odgovara nejednadtbama: 

	

0 •C., 0 5. )-L- 	(i 
aik 

Vea smo ustanovili da novo moguae rjegenje x kod proizvoljno odabranog 
broja e nije baziano jer opeenito ima m -1- 1 pozitivnih komponenata. Odgova-- 
rajueim izborom broja e mokmo postiei da novo moguae rje§enje postane ba-
ziano; broj e motemo naime odabrati tako da jedna pozitivna komponenta mogu-
aeg rje§enja postane jednaka O. U tu svrhu za broj e odaberemo najmanji ocl 
razlomaka: 

Xi 	Xr 	Xm 

	

• • • 	7—) •• • 
"rk 	amk 

Uzmimo da je medu ovim razlomcima najmanji onaj koji odgovara indeksu r. Uz-- 
mimo dalje jo§ da egzistira samo jedan najmanji razlomak; moguanost da ima vige 
najmanjih razlomaka obradivat eemo kasnije kod pojave degeneracije. Pri takvom 
izboru uzimamo: 

e = xr 
ark 

Pri ovom izboru broja 0 u mogueem rje:s'enju pozitivna komponenta na r-tom 
mjestu postaje jednaka 0, a sve druge pozitivne komponente ostaju pozitivne. Tako 
dobivamo novo baziano i nedegenerirano moguee rjegenje: 

	

x' = {xi —ea, 10 • • • 05 • • • 5 Xm 	e amk, 0, 	, e, 	, o} 

U tom mogueem rje§enju r-ta komponenta jednaka je 0, a k-ta komponenta je-
dnaka je H. Tom bazienom i nedegeneriranom mogueem rjegenju linearnog pro-- 
grama odgovara sistem m linearno nezavisnih vektora: 

pr-1, pr+ 1, 	, pm, pk 

koji sastavljaju novu bazu vektorskog prostora Vm. 

Izrazimo vektore 	(j — 0, 1, , n) pomoeu vektora ove nove baze! U tu 
svrhu iz jednadtbe (3) izrazimo najprije vektor Pr i dobivamo: 

pr 	(pk 

ark 
au, PI — 	ar-t Pr-1 	••• 	ar+ 1.k Pr+ — 	— anik Pm) 
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Ako taj izraz za vektor Pr uvrstimo u obrazac (2) dobivamo: 

Pi 	P1 	 ar- 1-1 Pr-1 — 	aik PI — 	— 	ar k Pr- 1 — 

" rk 	 ark 	-1' 

—n— ar+ 1,k Pr+ — 	
amk pm ± arJ pk ar+1.3 pr + 1 ± 	amj pm = 

ark 	 ark 	ark 

( 	
ari 	 ail 

= aii — —,, au Pi ± ••• ± ar-I,J — -„-- ar- I,k Pr-1 + 
ork 	 ark 

ari 
± ar+1.1 — —... - ar+ 1,1 ( 

ark 	

a , pr+ 1 + ... + ami _ _ad_ and pm + _It pk 
ar, 	ark 

Ako koeficijente kod vektora u ovom izrazu oznatimo tako kao §to smo ih ozna6ili 
u donjem dijelu tabele 1, onda dobivamo: 

= a,ii pi 	 a,,_ pr- 1 ± a,r+ pr+ 1 + 	a,mi pm ± a,ki pk 

	

Ako usporedimo posljednja dva izraza za vektor 	onda dobivamo slijedeeu uputu 
za transformaciju koeficijenata u tabeli 1: 

Ako iz prvobitne baze PI, , Pr, , Pin odstranimo vektor Pr i nadomje-
stimo ga vektorom Pk, onda se koeficijenti a" gornjega dijela tabele 1. transfor-
miraju u homologne koeficijente a'i; donjega dijela tabele ovako: 

a) koeficijente ari r-tog retka transformiramo po zakonu: 

ari = — 
ark 

(4a) 

b) koeficijente 	proizvoljnog drugog retka medutim transformiramo po 
zakonu: 

ari 
a'ii = 	— 

a,k 
(i 	r) 	(4b) 

Novoj bazi odgovara slijedeee bazitho i nedegenerirano mogu6e rjegenje li-
nearnog programa: 

= (X11, ••• X'r•••- D C/3 X'r+11 ••• X'fly 0, ••• 	X'k, 	••• 0} — 

— {a.'10) ••• a'r- 1,0, 0, a/f 1.0, • • • 	a'rn,C1 0, • • • , 0, a'k,o, 0, 	, 0} 

Transformaciju (4a, b) moiemo izvrgiti matriC"nom multiplikacijom. Koefi-
cijenti gomjega dijela tabele 1. sastavljaju matricu: 

M = II au II 	(i = 1, 	, m; j = 1, 	, n) 

Ova je matrica pravokutna i ima red m x n. Sli6no koeficijenti donjeg dijela iste 
tabele sastavljaju matricu: 

II a'u 
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Uzmimo jedinitnu matricu reda m u kojoj r-ti redak i r-ti stupac napikmo: 

	

... 	0 	... 	0 

	

E 	... 	1 	... 	0 

0 ... 0 

U jedinienoj matrici popravimo r-ti stupac ovako: umjesto broja 1 u r-tom retku 
napigemo Ilark; umjesto 0 u svim ostalim recima ovoga stupca napigemo uzasto-
pno brojeve: 

	

ar-IA, 	 agnk 
— 	 ... 3 

ark 	 ark 	ark 	 ark 

i tako dobivamo slijedeeu kvadratnu matricu reda m: 

T 

0 	1 

0 .. . 0 

1 	... 0 

... 0 

o 	o 

aik 

ark 

ar- 1,k 

ark 

1 

0 

0 

0 

0 

... 

.. . 

... 

." 

.. . 

0 

0 

0 

1 

ark 

ar+IA 
ark 

ark 

l'oeetnu matricu M transformiramo u novu matricu M' tako da je premul-
tipliciramo transformacijskom matricom T: 

M' = T M (4c) 

Mokmo se lako uvjeriti da je ova transformacija paetne matrice pomoeu 
matriene premultiplikacije identiena transformaciji prema obrascima (4a, b); to 
uvidamo ovako: 

a) za elemente r-tog retka: 

a',.; = 
1 

ark 

jai.; 
: 

ar, 
ark 

am.] ! 
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b) za clemente svakoga drugog retka: 

ari 
= au — —n aur eqk 

2. Poboliganje mogaeg rjegenja 

U prija§njoj todd saznali smo kako zamjenom baze vektorskog prostora Vm 
od poznatog moguaeg rjeknja dobivamo novo moguee rjeknje linearnog progra-
ma; pri tom smo uzimali u obzir samo promjene uvjetnih jednacabi, a nismo se 
obazirali na promjene vrijednosti funkcije cilja. Za svako moguee rjeknje funkcija 
cilja ima odredenu vrijednost; pri prijelazu od prvog na drugo moguee rjeknje 
ova se vrijednost mcde poveaati, smanjiti pak ostati nepromijenjena. Buduai 
da se radi o linearnom programu za minimum funkcije cilja, klimo pri prijelazu 
od prvoga na drugo moguee rjeknje gto vik smanjiti vrijednost funkcije cilja. U 
ovoj toeki obradivat eemo prijelaz od prvoga na drugo moguOe rjeknje pri kojem 
Ce se vrijednost funkcije cilja najvik smanjiti.' 

Uzmimo, kao u prija§njoj toad, poznato bazi6no i nedegenerirano moguee 
rjeknje: 

Ovom rjeknju odgovara sistem m linearno nezavisnih vektora 

koji sastavljaju bazu vektorskog prostora Vm; njima mokmo na jednozna'ean na-
linearno izraziti sve vektore 1)" ovako: 

= a" + + Pr + + ami Pm (j = 0, 1, ,n) 

Ako u ovoj vektorskoj jednadibi postavimo j = 0 i ako ponovo pikmo xi = aio 
to za vektor P° dobivamo izraz: 

po xi pl 	xr pr ... xm pm = 

= al° + 	aro Pr + 	am0 Pm 

Ako uzmemo sve to u obzir, onda moiemo sastaviti tabelu 1, eiji je jedan dio ana-
logan tabeli 1. iz prija§nje toale. 

Definirajmo nove 

zi = aii c, + 	cr 	am., cm 	= 0, 1, 	,n) 

Vidi napomenu na str. 150. Takve prijelaze obradujemo iscrpno u 1. to6ki XII. poglavlja 
u problemu prehrane. 

    

    

a'ij 
aik 

ark 

  

    

     

X = {X I ) •• • ) X () • • • Xm, 0, • .. , 0) 
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cj 

Baaa 	po 

c 	P 	alp 

i'r 	 aro 

cm 	 amo 

Zi — Ci = 

— am+ I,J 

ci 
	P 

ck 

c,„ 

CI 	 C. 	 Cj 	 Ck 	 Ca 

X j 	 X. 	 Xj 	 Xk 	 X. 

P 1 	 Pk' 	 Pi 	 Pk 	 pn 

a" 	 aim 	a ij 	 , I k 	 al. 

ar 1 	 a,m 	 arj 	 !ra 	 ar. 

am, 	 amm 	ami 	 amk 	am. 

zo 	al -- ci 	am — cm 	Zi 	 Zk — Ck 	Z. — C. 

a',o 	a', 1. 	 a' j m 	a'IJ 	a' 1 k 	 a',„ 

a'ro 	a'r g. 	 a'rm 	a'„ 	 a'rk 	a'r„ 

a'mo a'mi 	a'mm 	a'„,j 	a'mk 	a'm. 

i pogledajmo njihovo znaC'enje za pojedine vrijednosti indeksa j! Ako je j = 0, 
onda dobivamo: 

	

zo = alo ci 	... 	aro cr 	• + amo cm = 

	

= cl x, 	x,. 	c„, x„, 
zo znaei dakle vrijednost funkcije cilja, koja odgovara poznatom mogueem rje- 
§enju linearnog programa. SliCeno znati zj vrijednost vektora izragenog vektorima 
prvobitne baze. 

TABELA 1. POBOLJSANJE MOGUCEG RJESENJA PO SIMPLEKS-METODI 

Z.) — Cj = 
Z' 	ej —CI 	• • • 	— C. • • • ej — Cj • • • Z.'', — Ck • • 	Z'a — Ca 

Definirajmo jo§ kolieine 

zj — cj 	(j 	0, 1, 	, n) 

i objasnimo njihovo znaeenje za pojedine vrijednosti indeksa j. Ako je j — 0, onda 

zo — co = 

znaei vrijednost funkcije cilja koja odgovara poznatom mogueem rjdenju linear- 

	

nog programa. Ako je j r, gdje je 1 	r m, dobivamo: 

zr 	c, 	0 	(r = 1, 2, ••• m) 
Bazieni vektor P' ima naime r-tu komponentu jednaku 1, dok su sve druge kom-
ponente jednake 0; stoga je: 

zx. — cr = 0.c, 	I- 1.c, 	0.e,„ — c,. 	0 
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Zbog toga su kolieine zi — c, za sve baziene vektore jednake O. Ako je j > m, onda 
vektor 	ne spada u bazu; u tom primjeru prema prijagnjem izlaganju zi znei 
vrijednost toga vektora izratenog bazi6nim vektorima, dok ci zna6i ovom vektoru 
odgovarajuei koeficijent u funkciji cilja 	njegovu pravu vrijednost; stoga dife- 
rencija z, — ci zna6i za vektor 	razliku izmedu vrijednosti vektora izratenog 
bazom i njegove prave vrijednosti. Diferencije z, — c, napisane su u posljednjem 
retku gomjega dijela tabele 1. 

Radi jednoobraznosti pigemo ove diferencije kao elemente u dodatnom retku ovako: 

z, — c, = am+ Li 	= 0, 1, • •• 3 n) 

U daljnjem raspravljanju prijelaza od poznatog mogueeg rjegenja k nekom 
boljem moguaem rjegenju najprije zanemarimo razliehe izuzetne moguenosti, 
koje aemo kasnije posebno raspraviti. Za po6etak raspravimo moguenost za koju 
yak slijedeee pretpostavke: 

a) Funkcija cilja ima donju granicu za sva moguCa rjeg'enja. 

b) Barem jedna od diferencija z, — ci, gdje je j 	m 	1, 	, n, jest pozi- 
tivna; uzmimo da je pozitivna diferencija zk — ck. Toj diferenciji odgovara vektor 
Pk koji ne spada u prvobitnu bazu. 

c) Medu komponentama vektora Pk s pozitivnom diferencijom zk — ck ba-
rem jedna je pozitivna; uzmimo da je pozitivna njegova r-ta komponenta ark. 

d) U skupini razlomaka: 
X 	Xr 	XM 
-) • • • 3 n. 	 • • • 7 — 

aik 	ark 	amk 

medu pozitivnim razlomcima samo je jedan najmanji; uzmimo da je medu pozi-
tivnim razlomcima najmanji onaj koji odgovara indeksu r, tj. xriark- 

Ako vaie ove pretpostavke, onda moiemo poznato bazi6no moguOe rjegenje 
poboljgati i dobiti od njega novo bazi&lo moguae rjegenje za koje funkcija cilja 
ima manju vrijednost. 

Uzmimo poznato bazi6no i nedegenerirano moguae rjegenje linearnog pro- 
grama: 

x = {xi, 	, Xr3 ... Xrn, 03 ... 03 ... 0} = 	 (1) 

— faio, ••• aro, • • • , am°, 03 • • • ) 03 •• • 0} 

Funkcija cilja ima vrijednost: 

zo =- ci x, 	crx,. 	cm xm 	 (2) 

Ovom rjegenju odgovara sistem m linearno nezavisnih vektora: 

PI, 	Pr, 	Pm> 

koji sastavljaju bazu vektorskog prostora Vs". Pomoeu ovih vektora moiemo 
nearno izraziti sve vektore 	gdje je j 0, 1, , n. Tako za vektor P° dobivamo 

izraz: 
po = pi ± 	xr pr 	xm pm (3) 
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za vektor Pk dobivamo izraz: 

Pk = aik PI + 	+ ark r 	am!, Pm 	 (4', 
Vcktoru 	izraenom tako pomoeu bazienih vektora odgovara vrijednost: 

Zk =alk c, 	••• 	ark Cr + • • • + amk cm 	 (5;) 

i diferencija zk — ck, koja je prema pretpostavci (c) pozitivna. 
Slieno kao u prijagnjoj weld odstranimo iz prvobitne baze vektor P' i nado-

mjcstimo ga vektorom Pk koji ne spada u prvobitnu bazu. Jednadthu (4) pomno-
2imo pozitivnim brojem e i odbijemo je od jednad2be (3), pa dobivamo jednacabu: 

P° = (x, — eau) 	 (xr — 

Iz toga dobivamo novo moguee rjegenje: 

x' 	{xi — eau(' ••• Xr 	e ark, ••• xin, ••• 	Chink, o, 	, e, 

To moguee rjegenje na k-tom mjestu ima komponentu e i opaenito nije bazieno 
jer ima m + 1 pozitivnih komponenata. 

Po pretpostavci d) u skupini razlomaka: 

Xi 	X, 	}Cm 
n —3 • • • 	 ••• 3 
a lk 	ark 	amk 

od pozitivnih razlomaka samo je jedan najmanji. Moguenost da ova pretpostavka 
ne 	raspravit eemo kasnije. Uzmimo da je medu ovim razlomcima najmanje 
onaj koji odgovara indeksu r. 

Ako za broj 0 izaberemo najmanji od ovih razlomaka, onda dobivamo novo 
bazieno i nedegenerirano moguae rjegenje linearnog programa. U skladu s pret-
postavkom (c) ovaj najmanji razlomak je pozitivan jer va& nejednadibe x,. > 0 
i a„ > O. Prema tome dobivamo novo bazieno i nedegenerirano moguee rjegenje 
ako broj 	izaberemo ovako: 

e 
ark 
	 (6) 

Kod tako izabranog broja 0 iz prvobitne baze odstranimo vektor Pr i nadomje-
stimo ga vektorom Pk. 

Prvobitnom bazienom mogueern rjegenju x odgovara vrijednost z funkcije 
cilja koja je izra2ena jednad2bom (2). Novu vrijednost z'o funkcije cilja, koja od-
govara novom mogueem rjegenju x', izraeunamo ovako: 

	

z'o ci (xi — e aik) 	(xm — Oan,k) eck 
z'o = ci x, 	H- cm x,,, — e (ci aik 	cm amk) ± 0 ck 

Prema obrascima (2) i (5) dobivamo nakon preuredenja elanova: 

	

z'o = zo — e (zk — co 	 (7) 

@ark) Pr 	... 	(X„, — ean, k) Pm -- e pk 
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Kako je broj e pozitivan i kako je prema pretpostavci (c) i diferencija zk — ck po-
zitivna, to vidimo da je nova vrijednost funkcije cilja manja od prvobitne vrijed-
nosti. Stoga prvobitno moglthe rje:s'enje pobolj§amo tako da u prvobitnoj bazi vek-
tor P' nadomjestimo vektorom Pk. Pri takvoj zamjeni baze brojevi u dodatnom 
(m ± 1) retku gornjega dijela tabele 1. transformiraju se po zakonu transforma- 
cije (1; 4b): 

ari 

	

(Z,1 — C1)1 = 	+ 1.1 = am+ 	 am + I .k 	 (8). 
ark 

Ovaj transformacijski zakon dokaiemo ovako: za j = 0, dobivamo iz jednadIbe (7),. 
ako uzmemo u obzir jednad2bu (6): 

aro 

	

(Zo — Co)i = 	+ 1,0 = am + 1,0 — 	am+ 1,k 
ark 

Za sve druge vrijednosti indeksa j dobivamo transformacijski zakon kako 
u nastavku. 

Prije transformacije je: 

zj — = am+ j,j = ajj ci + 	+ cj + ••• + amj cm — cj 

Nakon transformacije dobivamo: 

(zj — ci)' = z'j — cj 	 a'ij c, 	a'rj cr 	a'„,j cm — cj 

	

Ako u ovom izrazu koeficijente 	izrazimo po transformacijskom zakonu (1; 4a, 
b), onda dobivamo: 

arj 

	

(zi ci)' = z'j — cj = 	= (aij — 	cj + • .. — Ck 

ark 	 ark 

+ • • • + (ami — —11a amk) cm — cj 
ark 

Ako u ovom izrazu pribrojimo i odbijemo 61an c„ onda nakon uredenja dobivamo: 

	

a'm•FI,J = (au ci + 	+ 	cr 	ami cm) — 	cr 

(a,k ci 	ark cr 	amk cm) + 	cr + --aa Ck Ci 

ark 	 ark 

Prema obrascu (5) dobivamo nakon preuredenja 61anova transformacijski zakon (8)- 
Pri transformaciji s dodatnim (m + 1) retkom dopunjenog dijela tabele 1. 

matrknom premultiplikacijom red transformacijske matrice T poveaava se od 
1 na m 1; struktura transformacijske matrice ostaje sguvana. 

3. Analiza pretpostavki 

U prijanjoj smo to6ki pri pobolj§avanju mogudeg rje:s'enja simpleks-metodom 
uzeli aetiri pretpostavke; zaustavimo se na tim pretpostavkama i analizirajmo nji-
hovo zngenje. 
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Prema prvoj pretpostavci (a) funkcija cilja ima donju granicu za sva moguCa 
rjegenja; ova je pretpostavka opravdana kod svih prakti6ki znaCajnih problema 
linearnog programiranja. U problemima za koje ova pretpostavka ne vrijedi, mo-
gli bismo apsolutnu vrijednost funkcije cilja pove6avati preko svih granica. Takvi 
problemi nemaju nikakvog praktidtog znkenja, pa ih stoga ne razmatramo. 

Prema drugoj pretpostavci (b) barem jedna od diferencija z; — c; jest pozi-
tivna. U primjeru gdje ova pretpostavka ne vali moguCe je poboljganje poznatog 
mogueeg rjegenja. U primjerima gdje ova pretpostavka ne vati, vati naime izreka: 

Ako je za baziblo i nedegenerirano moguOe rjegenje: 

x = {x „ 	x,n, 0, ... , 0} 
ispunjeno: 

Zi — Ci LC 0 

hez iznimke za sve vrijednosti j, onda je moguOe rjefenje optimalno a funkcija cilja 
za to defenje ima minimum. 

Dokaz. Danom bazRnom i nedegeneriranom mogueem rjegenju odgovaraju 
vektori: 

Pl, 	, Pm, 

koji sastavljaju bazu vektorskog prostora Vm; pomoeu ovih vektora motemo na 
jednoznkan nkin linearno izraziti vektor P° ovako: 

P° = x, Pi + 	+ x„, 	 (I) 

	

sve druge vektore 	ovako: 

	

Pi 	a,; 	+ 	+ am; Pm (j = 1, 	, n) 	 (2) 

Ovom mogueem rjegenju odgovara vrijednost funkcije cilja 

zo = c, x„ + 	+ cm xm 	 (3) 

Kako raspravljena pretpostavka (b) ne vati, to za ovo moguee rjegenje vate ne-
jednadtbe: 

z; 	c; 	(j -= 1, 	, n) 

Treba dokazati da funcija cilja za ovo moguee rje:senje ima minimum te da 
ni kod jednog drugog mogueeg rjegenja nema manju vrijednost. Uzmimo neko 
drugo proizvoljno mogu6e rjegenje: 

Y — 	••• Y111) • • • 3 Yn} 

Za ovo rjegenje vati jednadtba: 

p0 = yi pl 	yn pn 	 (4; 

funkcija cilja za nju ima vrijednost: 

z 	c, yi -r ••• + Cn Yn 
	

(5) 
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Ako u ovoj jednadtbi svaki koeficijent 	nadomjestimo odgovarajueim brojem 
zj, onda dobivamo nejednadtbu: 

z a: z, 	+ ••• + Zn Yn 	 (6) 

Ako vektore Pl, , Pn izrazimo bazfanim vektorima prema jednadZbi (2), onda 
dobivamo iz jednadtbe (4): 

po yi (an pi + 	ami prn) 

Yn (air, Pi ± 	amn Pr") 

Iz toga nakon preuredenja danova dobivamo jednadibu: 

P° = (ail Yi + 	+ ain Yn) 
(7) 

+ (am, y, + + amn Yn) Pm 

Kako vektori P', , Pm sastavljaju bazu vektorskog prostora Vm, to njima 
motemo linearno izraziti vektor P° samo na jedan na6in; zbog toga su u obrascima 
(1) i (7) homologni koeficijenti jednaki, pa za njih dobivamo jednadtbe: 

xi = 	 ain Yn 

x. = am' 	amn Yn 

Prema definiciji brojevi z, su jednaki: 

z, = al, c, 	am, cm (j = 1, 	, n) 

Ako ove vrijednosti uvrstimo u nejednadtbu (6), onda dobivamo nejednadibu: 

z yi (all ci + 	+ ami cm) + 

yn (a in c 	... 	am. cm) 

Iz toga nakon preuredenja 61anova dobivamo nejednadtbu: 

z a ci (all y, 	a,n yn) 

+ cm (ami Yi + + amn Yn) 

Ako uzmemo u obzir jednadtbe (8) i jednadibu (3) dobivamo: 

z 	x, + 	= zo 

a to je trebalo dokazati. 

Prema treeoj pretpostavci (c) medu komponentama vektora koji uvodimo 
u novu bazu barem jedna je pozitivna. Uzmimo da u novu bazu uvodimo vektor 
Pk; za njega prema drugoj pretpostavci (b) vati nejednadtba: 

ik — Ck 0 

(8) 
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lizmimo jo§ da za komponente ovog vektora ne 	pretpostavka (c) i da nijedna 
njegova komponenta nije pozitivna; stoga za sve njegove komponente va2e ne-
jednadibe: 

au( 	0 (i = 1, 	, m) 

Iz poznatog bazienog i nedegeneriranog mogueeg rje§enja: 

x = {x„ 	, xr„, 0, 	, 0} 

dobivamo po yea raspravljenom postupku novo moguee rjdenje: 

{x — 	ai • • • 3 Xm 	an,k) 

Kako su u ovom mogueem rjdenju sve komponente pozitivne bez obzira na vri- 
jednost izabranog pozitivnog broja 0', to broj e nema nikakve gornje granice, pa 
za njega mo2emo izabrati proizvoljno velik pozitivan broj. Novo rjdenje nije ba-
zieno jer ima m 	1 komponenata; njemu odgovara vrijednost funkcije cilja: 

z zo — e (zk — ck) 

Ako broj 0 proizvoljno poveeavamo, onda mo2emo vrijednost funkcije cilja sma-
njiti ispod svakc granice. Ovu smo moguenost medutim prvom pretpo-
stavkom (a). 

Prema eetvrtoj pretpostavci (d) medu pozitivnim razlomcima iz skupine: 

x, 	 xn, 
a k 	ark 	amk 

samo jedan je najmanji. Ako je u toj skupini vige najmanjih pozitivnih razlomaka, 
onda je rijee o degeneraciji mogueeg rjegenja. Pojavu degeneracije raspravit eemo 
posebno u 6. toeki ovoga poglavlja. 

4. PoCetno i optimalno inogu6c rjegcnje 

Uzmimo problem linearnog programiranja za minimum funkcije cilja koji 
jc u skladu s formulacijama VIII. poglavlja nakon uvodenja dopunskih i umjetnih 
varijabla odreden ovako: 

LP: x 0, A x ----. Po; f (x) = c x 

Rjegavanje linearnog programa po simpleks-metodi poeinjemo s prvim mo-
gueim rje§enjem: 

xi 	{0, ..., 0, b„ 	, b,„} 

Ovom rjegenju odgovara matrica A =- A reda m x n. Clanovi u uzastopnim stup- 

	

cima ove matrice komponente su vektora P 	 Posljednjim m stupcima 
matrice odgovaraju uzastopno jedinieni vektori Ps+m+i, , Pn, koji sastavljaju 
poeetnu bazu vektorskog prostora Vm. Pri svakoj iteraciji simpleks-metodom ma-
tricu gto pripada poznatom moguaem rje§enju premultipliciramo odgovarajueom 
transformacijskom matricom T. Nakon posljednje iteracije dobivamo optimalno 
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al 	• 

I 	 ... a,„,„ 

a l m al, m + 

• 	I 	• 

am ,m+ 1 ••• am.n -m 

ai,o, 

0 	1 

I 	... 0 

moguee rjeienje; njemu odgovara sistem m bazienih vektora. Radi preglednosti 
uzmimo da mu odgovara prvih m vektora Pl, , Pm; to motemo naime uvijek 
postiei ako na odgovarajuei naein rasporedimo vektore i promijenimo im nazive. 
Pri takvom rasporedu vektora poeetnu matricu A motemo rascijepiti u tri bloka 

ovako: 

A AI = 

A A, = B 	E II 

Pri tom je B kvadratna matrica a E jediniena matrica reda m. 

Iz prvog dobivamo drugo moguee rje§enje nakon prve iteracije, pri kojoj po-
eetnu matricu A, premultipliciramo pripadajueom transformacijskom matricom 

Stoga drugom mogueem rjegenju odgovara matrica: 

A2 = Ti A, 

Iz drugog dobivamo treee moguae rje§enje nakon druge iteracije, pri kojoj 

matricu A2 premultipliciramo pripadajueom transformacijskom matricom T2. 

Stoga treeem mogueem rje§enju odgovara matrica: 

113 = T2 T1 Ai 

Taj postupak nastavljamo sve dok ne dobijemo optimalno moguee rje§enje. 
Uzmimo da optimalno moguee rjegenje dobijemo nakon v — 1 iteracija. Nakon 
posljednje iteracije dobivamo optimalno moguee rje§enje: 

x° 	, 	0, 	, 0), 

kojemu odgovara matrica Ao; ovu matricu dobivamo prema prija§njem iz prvo-
bitne matrice premultiplikacijama uzastopnim transformacijskim matricama ovako: 

Ao A, = (T,_ T,_2 ... T2 TO A, 

Kako su sve transformacijske matrice kvadratne, to je i njihov produkt kvadra- 
tna matrica; ovu novu matricu definiramo i pi§emo kao produkt transformacijskih 
matrica ovako: 

B' = T„_ ,Tv _ ... T2 T, 	 (2) 

Pogledajmo kako se poeetna matrica A A, transformira u prijelazu do 

optimalnog mogueeg rjegenja. Matricu Ao 	odgovara optimalnom moguaem 
rje§enju dobivamo tako da poeetnu matricu premultipliciramo matricom 	'• 

Prva parcijalna matrica B matrice A prelazi pri tom u jedinienu matricu E reda 

m jer vektori Pi, , Pm prelaze u uzastopne jediniene vektore. Iz osobina Inver- 
zne matrice slijedi da iz matrice B dobivamo jedinienu matricu E nakon premulti- 

plikacije odgovarajueom inverznom matricom 	Stoga je gore obrascem (2) 

definirana matrica 	inverzna matrici B. Treaa parcijalna matrica E matrice A 

prelazi nakon premultiplikacije matricom 	u matricu 	Stoga moiemo 
matricu koja odgovara optimalnom mogueem rje§enju rascijepiti ovako: 

Ao 	E ••• 13-1 	 (3) 

Ako prvi blok oznaaimo sa B a treei sa E, onda za matricu A dobivamo rascjep-

ljenje: (1) 
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Uslijed toga mo2emo konaCnu matricu Ao izraziti poCetnom matricom A ovako: 

A0 = B-1A 	 (4) 

i obrnuto, poeetnu matricu konaenom ovako: 

A = BA° 	
(5) 

U prijelazu od poeetnog do optimalnog mogudeg rjdenja vektor Pj prelazi 
u vektor Pio; pri tom indeks j mo2e zauzeti vrijednosti 1, 2, ... , n. Iz posljednjih 
dvaju obrazaca vidimo da se konaeni vektor Pio izrdava poeetnim vektorom Pi 
ovako: 

Pt, = B -1PJ 
i obrnuto, poeetni vektor konaenim ovako: 

Pi = 	
(7) 

U prijelazu od poeetnog do optimalnog moguaeg rjegenja poeetni vektor 
prelazi u konaani vektor PS. Kako se komponente ovoga vektora transformiraju 
isto tako kao i komponente svih drugih vektora, to se konadni vektor PS izrdava 
poeetnim vektorom P° ovako: 

PS = B - 1 P° 	 (8) 
obrnuto, poeetni vektor konadnim ovako: 

po = Bps 
(9) 

Optimalno moguee rjegenje x° ima pozitivnih samo prvih m komponenata ; 
ovim komponentama u funkciji cilja odgovaraju koeficijenti koji sastavljaju matricu : 

c° 	II ci 	11 
Stoga optimalnom mogudem rje§enju odgovara najmanja vrijednost funkcije cilja: 

zS — c,, = z3 = c x° = c° PS 	 (10; 

Podetnom mogueem rjegenju x 1 u dodatnom retku odgovaraju diferencije 
z; ci, gdje indeksi zauzimaju vrijednosti 1, 2, ... , n. Slkno optimalnom mogu-
eem rjegenju u dodatnom retku odgovaraju diferencije koje sastavljaju matricu: 

z° 	c 	— c 	zn° — cr, 

Prema prijagnjem izlaganju ovu matricu izrazimo matricom Ao ovako: 

z° — c = c° Ao — c 
i vektorima 	ovako: 

z° 	c 	II c° 	c° Pg 	II 	 (12) 
Kako je x° optimalno moguee rjegenje, to nijedna komponenta ove matrice nije 
pozitivna, pa stoga vdi matriena nejednadTha: 

c° Ao — c 0 	 (13) 

(6) 
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5. Dispozicija rjelavanja linearnih programa simpleks-metodom 

Pogro smo raspravili o teoretskim osnovama simpleks-metode, u ovoj to6ki 
dajemo preglednu dispoziciju raeunanja pri rjdavanju linearnih programa tom 
metodom. U tu svrhu uzitnamo, kao u 1. to6ki VIII. poglavlja, problem linearnog 
programiranja u njegovoj najopOenitijoj formulaciji: 

Treba odrediti vrijednost varijabla xi, , xs koje odgovaraju uvjetima ne-
negativnosti: 

i uvjetnim linearnim nejednaciThama 	jednadThama: 

ai, x, 	ais xs 

x, 	 xs 

tako da lineama funkcija cilja: 

f (x„ 	, xs) = c, x, 	cs xs 

ima ekstrem tj. minimum ili maksimum. 
Na ovaj ngin matematiai formulirani problem lineamog programiranja 

rjdavamo simpleks-metodom prema slijede6oj dispoziciji: 

1. Uvedemo dopunske varijable i njima nejednadibe promijenimo u jednad-
2be. Ako nastupa nejednadiba sa znakom » 5«, onda odgovarajuou dopunsku vari- 

	

jablu pribrojimo; ako pak nastupa nejednadTha sa znakom » 	onda odgovarajueu_ 
dopunsku varijablu odbijemo. Svi koeficijenti koji u funkciji cilja odgovaraju do-
punskim varijablama jednaki su O. 

2. Uvedemo umjetne varijable. U odgovarajueim jednadibama i nejednadiba-
ma te varijable pribrojimo. Umjetne varijable ne uvodimo samo u onim jednaa-
barna koje smo dobili iz nejednadThi sa znakom »5 «. U funkciji cilja svim umjetnim. 
varijablama propi§emo dovoljno velike koeficijente M. 

3. Sastavimo tabelu prema uzorku tabele 1. u 1. to6ki ovoga poglavlja. 

4. Ustanovimo bazu vektorskog prostora. U bazu spadaju jediniahi vektori 
koji odgovaraju pribrojenim dopunskim i svim umjetnim varijablama. 

5. Tabeli dopi§emo dodatni redak diferencija z, — 	gdje indeks j zauzima_ 
vrijednosti 0, 1, 2, ... , n. Kako je co = 0, to je zo — co = zo; ova je vrijednost 
jednaka skalarnom produktu komponenata vektora P° i koeficijenata c, koji odgova-
raju bazi6nim vektorima. Za vrijednost indeksa j = 1, 2, ... , n je diferencija z, 

c, jednaka za c, smanjenom skalamom produktu komponenata au vektora 12) 

i koeficijenata c, koji odgovaraju bazi6nim vektorima. 

6. Odredimo vektor Pk, koji uvedemo u novu bazu. 

a) Pri ra6unanju minimuma funkcije cilja, u dodatnom retku udredimo naj-
veal pozitivnu diferenciju prema obrascu: 

Zk - Ck max (zi — cj) 

Ovoj najve&lj diferenciji odgovara vektor Pk, koji uvedemo u novu bazu. 

x, 	0, 	, x s 	0 
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b) Pri rkunanju maksimuma funkcije cilja u dodatnom retku odredimo 
obrascem po apsolutnoj vrijednosti najveei negativni broj; tom broju odgo-

Tara vektor koji uvedemo u novu bazu. 

7. Odredimo vektor Pr, koji odstranimo iz prvobitne baze. Svaku komponentu 
vektora P° dijelimo homolognom komponentom vektora Pk, koji uvedemo u bazu; 
pri tom uzimamo u obzir samo pozitivne komponente vektora Pk. Medu ovim 
Tazlomcima odredimo najmanji prema obrascu: 

xr_ 	min .xj 
(a,k > 0) 

ark 	i 

Najmanjemu od ovih razlomaka odgovara vektor Pr, koji odstranimo iz prvobitne 
haze. 

8. '1'ransformiramo koeficijente u prvobitnoj tabeli; tako dobivamo novu ta-
belu i njoj odgovarajuee novo moguee rjegenje. Prvobitnu tabelu transformiramo 
po slijedeeem transformacijskom zakonu: 

a) Brojeve u retku koji odgovara odstranjenom vektoru Pr dijelimo kljUnim 
.elementom ark, pa ih stoga transformiramo prema obrascu: 

a' d = — 

a rk 

b) Brojeve u svim drugim recima transformiramo po obrascu: 

ad 
a'jj 	ajj 	• - an; (i 	r) 

  

Ovaj transformacijski obrazac maemo prikazati shemom u tabeli 1. 

TABELA I. TRANSFORMACIJSKA SHEMA 

pk 

pt arj 	 ark 

    

aik 

Zi — Cj ,/ 

,/ 

a'rj 

a'ii 

  

pk 
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c) Tabelu moiemo transformirati i tako da njoj odgovarajudu matricu premul-
tipliciramo transformacijskom matricom Trk koju dobivamo iz jediniene matrice 
reda m 1 ovako: 

0 	an, 
ark 

0 .. . 0 

... 1 	ar- 	l'k 0 ... 0 

0 

0 	0 

ark 

1 

ark 

ar+ I.k 

0 	0 0 

1 	0 0 
ark 

 

... 0 — -amk 	0 ... 1 	0 
ark 

0 ... 0 — 	0 . . . 0 	1 
ark 

9. Nakon transformacije dobivamo novu tabelu i njoj odgovarajuee novo 
moguee rjegenje. 

10. Ustanovimo da li se novo moguee rjegenje mcde jog pobolj§ati.Pobolj§anje 
je moguee: 

a) ako je u primjeru raeunanja minimuma funkcije cilja jo§ neka diferencija 
zi — ci u posljednjem retku pozitivna; 

b) ako je u primjeru raeunanja maksiinuma funkcije cilja jo§ neka diferen-
cija zj — u posljednjem retku negativna. 

11. Ako je poboljganje izraeunanog mogueeg rjegenja moguee, ponavljamo 
iteraciju i poeinjemo raeunanje po ovoj dispoziciji s toekom 6. Ako poboljganje nije 
moguee, onda je izraeunano moguee rjegenje optimalno i raeun je zavrgen. 

Prema ovoj dispoziciji u nastavku demo rijegiti numerieki dva problema li-
nearnog programiranja, prvi za minimum a drugi za maksimum funkcije cilja. 

1. primjer. Uzmimo problem smjese koji smo razmatrali i grafieki 	u 
8. meld II. poglavlja. Podatke za taj problem daje tabela 2. Dobili smo slijedeeu 
matematieku formulaciju: 

TABELA 2. PODACI ZA PROBLEM SMJESE 

Minimum 
tro§kova 

Tablete 
Potrebe 

P 	Q 

I 
.4  R

A
  

4 	1 7 
Vitamini 

3 	4 15 
_ 

Cijene 17 	14 
Kolieine x 	Y 

13 Linearno programiranje 
	

193 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Treba odrediti vrijednosti nenegativnih varijabla x i y koje odgovaraju nejednadi-
barna : 

4x + y 7 
3x + 4y 15 

tako da funkcija cilja 
f (x, y) = 17x + 14y 

ima minimum. 

Linearni program prema to6kama gornje dispozicije rijegimo ovako: 
1. Od lijeve strane prve nejednadne oduzmemo nenegativnu dopunsku va-

rijablu, t, a od lijeve strane druge nenegativnu dopunsku varijablu u; tako od ne-
jednadThi dobivamo jednadThe: 

4x + y — t 	7 

3x -{ 4y 	— u 	15 
Pri tom funkcija cilja: 

f(x,y,t,u)= 17x+ 14y+Ot+Ou 

ostaje u stvari nepromijenjena. 

2. Lijevoj strani prvc jednadThe pribrojimo nenegativnu umjetnu varijablu 
v, a lijevoj strani druge nenegativnu umjetnu varijablu z; tako iz prijagnjih jednaabi 
dobivamo: 

4x y t 	+ v 	— 7 
3x + 4y 	— u 	+ z = 15 

U funkciji cilja objema umjetnim varijablama propigemo dovoljno velik koeficijent 
M 	100. 'I'ako dobivamo funkciju cilja: 

f (x, y, t, u, v, z) = 17 x 4 14 y +Ot +Ou + 100 v + 100 z 

Nakon uvodenja umjetnih varijabla dobivamo prvo moguee rjes'enje linearnog pro-
grama: 

x = 0, y = 0, t = 0, u 0, v — 7, z = 15, 

kojemu odgovara vrijednost funkcije cilja: 

100.7 + 100.15 = 2 200 

3. Sastavimo prvi dio tabele 3. U daljnjim se dijelovima ove tabele vidi kako 
se rjegava linearni program simpleks-metodom. 

4. Vektori P5 i 	koji odgovaraju umjetnim varijablama v i z, sastavljaju 
bazu dvodimenzionalnog vektorskog prostora V2. 

5. Prvom dijelu tabele dopigemo dodatni redak diferencije 	Broj zo 
co — zo izrgunamo ovako: 

100.7 — 100.15 = 2 200 

Broj z, — ci izra'aunamo ovako: 

100.4 + 100.3 — 17 = 683 

Slkno izrgunamo i sve ostale brojeve ovoga retka. 
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6. Odredimo vektor koji uvodimo u novu bazu. U dodatnom retku diferencija 
zj — cj je najveei pozitivni broj 683, koji odgovara vektoru I". Stoga uvedemo u 
novu bazu vektor Pl. 

TABELA 3. RJESAVANJE LINEARNOG PROGRAMA ZA MINIMUM FUNKCIJE 
CILJA PO SIMPLEKS-METODI 

Minimum 

T 

cj 

ci p0 

17 	14 
x 	y 

pi 	p2 
t 
p3 

u 
p4 

100 
v 

p3 

100 
z 
p6 

1/4 

—3/4 	1 

—683/4 1 

100 4-P5 

100 	PG 

7 
15 

4 	1 

3 	4 
—1 

—1 
1 

1 

zj — cj 2200 683 486 —100 —100 

1 	—1/13 
4/13 

—1261/13 1 

17 -> P i 

100 4-- P6 

7/4 
39/4 

1 	1/4 
13/4 

—1/4 
3/4 —1 

1/4 
—3/4 1 

zj — cj 4019/4 1261/4 283/4 —100 —683/4 

17 	P t 

14 -> P2 

I 

3 
1 

1 
—4/13 

3/13 

1/13 

—4/13 

4/13 

—3/13 

—1/13 

4/13 

zj — cy 59 —2 —3 —98 —97 

7. Odredimo vektor koji odstranjujemo iz prvobitne baze. U tu svrhu uspore-
dujemo kvocijente: 

7 : 4 i 15 : 3 

Kako je prvi kvocijent manji, to iz baze odstranimo njemu odgovarajua vektor 
P5. 

8. Prvi dio tabele transformiramo prema propisanom transformacijskom za-
konu. Brojeve u prvom retku dijelimo klju6nim koeficijentom 	= 4. Broj ao2 

15 u drugom retku transformiramo ovako: 

7 	39 
a'02 = 15 — 	• 3 =-4- 

Sli6no transformiramo jo§ sve druge brojeve drugoga retka i sve brojeve u treeem 
dodatnom retku. Tabelu mo1emo transformirati i tako da njoj odgovarajuou ma-
tricu premultipliciramo transformacijskom matricom: 

1/4 	0 	0! 

T1, = II —3/4 	1 	0 
—683/4 0 1 

Ta je matrica upisana na lijevoj strani prvoga dijela tabele. 
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• 0 p5 	: 1 p6 	, 
H 0 11 	1 

4 	1 	I — 1 	• 	01 p2 	1 p3 	p4 	, 
3 	.s 4 ! 	0;1 	11 

i matrica: 

A = P' P2 P3 P' P5 P' 

Pri tom je: 

4 	—1 	0 1 0 
— E E = 

3 	4 	0 — 1 0 	1! 

B 	
111 

, 3 	4 j: 

13-1 = Ao — 13:. PO PO P: PO P: II = II E — 13 - 1 

P2 sastavljaju konknu bazu vektorskog prostora. pl Vektori 

9. Nakon transformacije dobivamo drugi dio tabele i njemu odgovarajuee 
drugo moguae rjegenje: 

x — 7/4, y 0, t 0, u = 0, v 0, z = 39/4 

kojemu odgovara vrijednost funkcije cilja: 

7 	39 4 019 
17 . —

4 
— 100 • 	-- 

4 	4 

10. Izrkunano drugo moguae rjegenje mok se jog pobollgati jer u dodatnom 
retku diferencija z; 	c; ima jog pozitivnih brojeva. 

11. Rkunanje nastavljamo pikevgi sa 6. to6kom dispozicije. Kkunanje daje 
tabela 3. Nakon druge iteracije dobivamo optimalno mogu6e rjegenje: 

x = 1, y = 3, t 0, u 0, v = 0, z = 0, 

kojemu odgovara najmanja vrijednost funkcije cilja: 

17.1 .1- 14.3 =59 

Pogledajmo jog vezu izmedu prvog i optimalnog mogueeg rjegenja linearnog 
programa. Prvom mogueem rjegenju odgovaraju vektori: 

Vektori P5 i P6 sastavljaju poe'etnu bazu vektorskog prostora. Optimalnom mogu-
eem rjegenju odgovaraju vektori: 

I 1 " 	0 ', 	,-4/13.; 	1/13! 	4/1311p6 	—1/13 
Poi — 	

P: 	 1,5 „ 
0 	 3/13 P° 	—4/13 	° 	k-3/13 	° 	4/13.1 

i matrica: 

0 —4/13 

1 	3/13 

B 	— 

1/13 

—4/13 

4/13 

—3/13 

4/13 

—3/13 

—1/13 

4/13 

—1/131 

4/13 
Pri tom je: 
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Na ovom se primjeru lako motemo uvjeriti da vate obrasci (4), (5), (6), (7), 
(8) i (9) prijdnje toeke ovoga poglavlja. Da vati obrazac (5), motemo se uvjeriti 
npr. ovako: 

A =BA° = 4 1 	1 0 —4/13 	1/13 	4/13 

13 411 • , 0 1 	3/13 —4/13 —3/13 

'4 	1 —1 	0 	1 	01' 
----A 

3 4 0 —1 0 1 

—1/13 
4/13 

  

  

   

2. primjer. Uzmimo proizvodni problem linearnog programimja koji smo 
razmatrali i graftki u 9. toad II. poglavlja. Podatke za taj problem daje 
tabela 4. 

TABELA 4. PODACI ZA PROIZVODNI 
PROBLEM 

! 	 Proizvodi 	Raspolotive : 
i Maksimum dohotka p 	Q 	koli6ine 	I 
I 

IA 	11 	3 	21 
Sirovine 	, B : 2 	3 	24 

C ! 2 	1 	16 	, 	 
, 	 I 
. Cijene 	 ' 5 	4 
i Koli6ine 	 1 x 	Y I 

Za taj smo problem dobili slijedeeu matemati6ku formulaciju: Treba odre-
diti vrijednosti nenegativnih varijabla x i y koje odgovaraju nejednadtbama: 

x 	3y 21 
2x + 3y 24 
2x 	y 16 

tako da funkcija cilja: 
f (x, y) = 5x -F 4y 

ima minimum. 

Linearni program prema to6kama gornje dispozicije rijdimo ovako: 

1. Lijevoj strani prve nejednadibe pribrojimo nenegativnu dopunsku vari-
jablu t, lijevoj strani druge nenegativnu dopunsku varijablu u, a lijevoj strani treee 
nenegativnu varijablu v; tako iz nejednadtbi dobivamo jednadtbe: 

x 3y t 	= 21 
2x ± 3y 	u 	= 24 
2x 	y 	v = 16 

Pri tom funkcija cilja: 

f (x, y, t, u, v) = 5x -1 4y 4- 0 t 0 u 4 0 v 

ostaje u stavri nepromijenjena. 
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2. U ovom primjeru nije potrebno uvoditi umjetne varijable jer prvo mogUe 
rjegenje dobivamo vee nakon uvodenja dopunskih varijabla. Stoga linearni program 
ima prvo moguee rjegenje: 

x = 0, y = 0, t 21, u = 24, v = 16 

kojemu odgovara vrijednost funkcije cilja: 

5.0 + 4.0 + 0.21 + 0.24 + 0.16 = 0 

3. Sastavimo prvi dio tabele 5. U daljnjim se dijelovima ove tabele vidi kako se 
rjetava linearni program simpleks-metodom. 

4. Jedinkni vektori P3, P4 i P5, koji odgovaraju dopunskim varijablama, sa-
stavljaju bazu trodimenzionalnog vektorskog prostora V3. 

5. Prvom dijelu tabele dopigemo dodatni redak diferencija zj — cj. Broj zo — 
— co — zo izrgunamo ovako: 

0.21 + 0.24 + 0.16 = 0 

Broj z, — c izraeunamo ovako: 

0.1 -!- 0.2 + 0.2 — 5 —5 

Slieno izrgunamo i sve druge brojeve toga retka. 

6. Odredimo vektor koji uvodimo u novu bazu. U dodatnom je retku najmanji 
negativni broj —5, koji odgovara vektoru Pl. Stoga u novu bazu uvodimo vektor P 

7. Odredimo vektor koji odstranjujemo iz prvobitne baze. U tu svrhu uspore-- 
dujemo kvocijente: 

21 : 1, 24 : 2 i 16 : 2 

Kako je treed kvocijent najmanji, to u novu bazu uvodimo vektor P5. 

8. Prvi dio tabele transformiramo prema propisanom transformacijskom za-
konu. Mo2emo je transformirati i tako da matricu koja joj odgovara premultipli-
ciramo transformacijskom matricom: 

  

0 —1/2 0 
0 	1 	—1 	0 .t 
0 0 	1/2 0 
0 0 	5/2 	1 

  

T31 -- 

 

  

   

Ova je matrica upisana na lijevoj strani prvoga dijela tabele. 

9. Nakon transformacije dobivamo drugi dio tabele i njemu odgovarajw::e 
drugo moguee rjegenje: 

x = 8, y = 0, t = 13, u = 8, v = 0, 

kojemu odgovara vrijednost funkcije cilja: 

5.8 4. 4.0 + 0.13 + 0.8 + 0.0 = 40 
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I 
P' = 2 

2 

, 3 
p2 = 3 p3 = 

1 

0 ■ 
p4 I 1 p5 	0 

I 0 0 

TABELA 5. RJE8AVANJE LINEARNOG PROGRAMA ZA MAKSIMUM FUNKCIJE 
CILJA PO SIMPLEKS-METODI 

Maksimum 

T ci 

cj 

po 

5 
x 
pi 

4 
y 
pa 

t 	uv 
p3 pa ps 

_ 

1 —1/2 0 P3 21 1 3 1 
1 	—1 0 P4 24 2 3 1 

1/2 0 +-133 16 2 1 1 

5/2 1 zj —cj 0 —5 —4 

—5/4 0 P3 

M
 0

0
 0

0
  

1
-

■ 5/2 1 	—1/2 
1 0 <-P4 2 1 —1 

—1/4 	1 5 ->P1 1 1/2 112 

5/2 	1 zj —cj 40 —3/2 3/4 
■ 

0 P3 ' 	3 1 —5/4 	3/4 
4 -43 2 	4 1 1/2 	—1/2 
5 PI 6 1 —1/4 	3/4 

zj —cj 46 3/4 7/4 

10. Izrkunano moguOe rjegenje mole se jo§ pobolj§ati jer je u dodatnom retku 
jog jedan negativan broj. 

11. Rjegavanje nastavljamo po6evgi sa 6. toekom dispozicije. Rkunanje daje 
tabela 5. Nakon druge iteracije dobivamo optimalno mogu6e rjegenje: 

x = 6, y = 4, t = 3, u = 0, v = 0, 

kojemu odgovara najve6a vrijednost funkcije cilja: 

5.6 + 4.4 + 0.3 ± 0.0 + 0.0 = 46 

Pogledajmo jog u ovom primjeru vezu izmedu prvog i optimalnog moguaeg 
rjegenja linearnog programa. Prvom mogu6em rjegenju odgovaraju vektori: 

i matrica: 

   

   

1 	3 	0 	01! 
2 3 0 1 0 
2 	1 	0 	0 	111 

 

A = II Pi P2 P3 P4 P3 II 

 

   

Vektori Ps, P4 i Ps sastavljaju po6etnu bazu vektbrskog prostora. Kako u konknoj 
bazi vektori P03, Po2 i Poi sastavljaju jedini6nu matricu, to je: 

	

1 	3 	1 !I 

	

B = II P3 P2 Pi II = 1° 	3 	211 

	

0 	1 	2 II 
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Optimalnom mogueem rjegenju odgovaraju vektori: 

0 	0 	 —5/4 	3/4: 
o P02 = ' 1 po3 	o 	 Po5 	1/2 
1 	0 ! 	0 	—1/4 	3/4 

i matrica: 

0 	0 	1 —5/4 	3/4; 
Ao 	P(I). 	P,3) P: 	.j -- 0 	1 	0 	1/2 —1/2 

0 0 —1/4 3/4 

Kako u prvobitnoj bazi vektori P3, P4 i Ps sastavljaju jedinienu matricu, to je: 

'; 1 —5/4 	3/4 '! 
B 	P3o Po4 Po5 	0 1/2 —1/2 

0 —1/4 	3/4: 

I u ovom se primjeru mo'i.emo uvjeriti da va2e obrasci (4), (5), (6), (7), (8) 
(9) prijagnje toeke ovoga poglavlja. 

Vjeibe 

I. Rijdi pomoeu simpleks-metodc ovaj problem smjese: Tri tipa vitamina A, B, i C mo-
2emo kupiti u tipa tableta P, Q, R i S. Prva tableta saddi 4 jedinice prvog i 2 jedinice drugog 
vitamina; druga saddi I jedinicu prvog, 5 jedinica drugog i 2 jedinice treeeg vitamina; treat 
sadr2i 2 jedinice prvog i 4 jedinice treeeg vitamina; Zetvrta sadrti 2 jedinice prvog, 4 jedinice 
drugog i 1 jedinicu treecg vitamina. Prva tableta stoji 2, druga 6, treea 8 i eetvrta 5 noveanih 
jedinica. 2elimo nabaviti najmanje 80 jedinica prvog, 40 jedinica drugog i 120 jedinica treeeg 
vitamina. Koliko tableta svakoga tipa moramo kupiti da bismo zadovoljili zahtjcv za vitaminima 
i da bi troNtovi nabave bili najmanji? 

(3 iteracije; 5, 6, 27, 0; 262) 

2. Rijegi pomoeu simpleks-metode slijedeei proizvodni problem: Proizvodno poduzeee 
raspola2e sa 3 vrste sirovina; od prve ima 120, od druge 80 i od treee 240 jedinica. Sirovine ko-
risti u proizvodnji 5 vrsta proizvoda. Pri izradi jedinice prvog proizvoda potra jednu jedinicu 
prve, dvije jcdinice druge i Zetiri jedinice treee sirovine; pri izradi drugag treba 5 jedinica drugc 
i 1 jcdinica treee sirovine; pri izradi treeeg proizvoda potrebne su 4 jedinice prve, 2 jedinice druge 
i 5 jedinica treee sirovine; pri izradi eetvrtog proizvoda trebaju 2 jedinice prve i 1 jedinica druge 
sirovine; pri izradi jcdinice petog proizvoda potrok se 4 jedinice prve i 4 jedinice treee sirovine. 
Jedinicu prvog proizvoda poduzeee prodaje po 20, drugog po 10, treeeg po 40, Zetvrtog po 20 i 
petog po 15 noveanih jedinica. Kako poduzeee treba planirati proizvodnju da bi od prodaje imalo 
naj veei pri hod ? 

;2 iteracije: 40/3, 0, 80/3, 0; 4000/3 i alternativno 3 iteracije; 40/3, 0, 0, 160/3; 4000/3) 

6. Degeneracija 

U drugoj smo toeki ovoga poglavlja pri poboljganju mogueeg rje§enja linearnog 
programa sa m nezavisnih uvjetnih jednadThi polazili od poznatog nedegeneriranog 
bazienog mogueeg rje§enja: 

	

X = {Xi, • • • , XI, • • • 	0, 	0, 
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Kako je ovo rje:§enje bazieno i nedegenerirano, to ima toano m pozitivnih kompo-
nenata. Nakon uvodenja pozitivnog broja 0 iz ovog smo dobili novo moguee rje-
knje: 

	

= {xi - e aik, ••• Xr 	ark, • • • Xm 	e 	0 	, e , 
Ovo rjegenje opeenito nije bazieno jer ima m 	1 pozitivnih komponenata. Iz njega 
dobivamo bazi6no rjdenje ako pozitivni broj e odaberemo tako da jedna od prvih 
m komponenata postane jednaka O. U tu svrhu uzeli smo eetvrtu pretpostavku (d), 
da je medu pozitivnim razlomcima skupine: 

	

Xj. 	Xr 

••• 	 ••• 	- 
a k 	ark 	clink 

samo jedan najmanji; ovaj najmanji razlomak odreduje broj e. 
u ovoj toad raspravit eemo moguanost kad eetvrta pretpostavka (d) ne va2i 

i kad su medu navedenim razlomcima barem dva najmanja. Ako ima takvih najma-
njih razlomaka vge, onda dobivamo novo bazieno moguee rje§enje, koje medutim 
ima manje od m pozitivnih komponenata, pa je stoga degenerirano. U takvom pri-
mjeru nije jednoznaeno odreden vektor Pr koji odstranimo iz prvobitne baze. Ova 
taloa' pri odredivanju vektora Pr u slueaju degeneracije mOemo premostiti in-
finitezimalno malom promjenom linearnog programa. 

Uzmimo linearni program s uvjetnom vektorskom jednadThom: 

	

x, P 	xn P" = P° 
i s funkcijom cilja: 

f (x 	x„) = c, xi 	c,, x„ 

Ovaj linearni program promijenimo tako da umjesto vektora P° uzmemo vektor: 

	

p (s) = po 	p + 2,2 	 tyn 
	

(1) 

Pri tom je z proizvoljno malen pozitivan broj. Stoga se vektor P 	proizvoljno 
malo razlikuje od vektora P° i konvergira prema njemu ako e konvergira prema O. 
Nakon te promjene dobivamo novi linearni program s uvjetnom vektorskom jed-
nadibom: 

	

x, Pi 	xn P" = P (z) 

i s nepromijenjenom funkcijom cilja. 

Uzmimo poznato bazieno i nedegenerirano moguee rje§enje prvobitnog li- 
nearnog programa: 	

X = {X13 X2) ••• Xm) 07 ••• 10} 

U ovom je rjegenju prvih m komponenata pozitivnih, a sve druge jednake su 0; 
za ovo rje§enje vaN jednad2ba: 

xi pl + x2 p2 	 xm pm = p0 

Ako lijevoj i desnoj strani ove jednad2be pribrojimo izraz: 

s pl e 2p2 	 e npn 
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dobivamo jednadThu: 

xi pl + x2 p2 	 xm pm + e pi ÷ e 2p2 	 e npn p (e) 

U ovoj jednad2bi sve vektore 	izrazimo pom' oeu bazienih vektora prema obrag- 
cima: 

Pj 	au 	1-- a2; P2 -F 	+ am., Pm (j 	1, 2, ... n) 

pa dobivamo jednacabu: 

xi Pi + x2 P2 -1- 	x,,, P'" 	(al, Pi + a2, P2 + 
+ am,Pm) -1- e2 (a12 	+ a22 P2 + 	-1- ain2 Pm) + 

± en (ain Pi H- a2n P2 -- 	amn Pm) 	P (e) 

Nakon preuredenja danova dobivamo jednad2bu: 

(x, 	a, , rr 	ai2 	e ain) 	(x2 	e a21 	e2 a22 	.sm a2n) P2 

(x„, 	ami -F 	am2 	en arn„) Pm 	P (z) 

Ako napigemo: 

y, 	x, + e ai, 	a,2 + 	en a,,, (i = 1, 2, ... , m) 

onda iz prijagnje dobivamo jednaclibu: 

yi pl y2 p2 	 ym pm = p (e) 

Ottula slijedi da promijenjeni linearni program ima moguee rjegenje: 

Y = {Y15 Y2. • • • Ym, (1)3 • • • 0} 

Ovo je rjegenje bazieno i nedegenerirano, gto moiemo uvidjeti ovako: svakoj po-
zitivnoj komponenti x, mogueeg rjegenja prvobitnog linearnog programa odgovara 
homologna komponenta y, mogueeg rjegenja promijenjenog linearnog programa; 
kako je medutim e proizvoljno malen pozitivni broj, mo2emo ga odabrati uvijek 
tako da je ovo moguee rjegenje nedegenerirano. 

Promijenjeni linearni program je tako povezan s prvobitnim da iz njega dobi-
vamo prvobitni kad te2i prema O. Promijenjeni linearni program iskoristimo da u 
slue..aju degeneracije jednoznaeno odredimo vektor koji odstranimo iz baze. 

Bazieno i nedegenerirano moguee rjegenje (4) promijenjenog linearnog pro-
grama odgovara vektorskoj jednad2bi (3). Vektor Pk koji uvedemo u novu bazu 
izrazimo kao linearni sastav bazfenih vektora ovako: 

Pk = al k Pi --I 	+ ark Pr .1- 	amk Pm 

Ako ovu jednad2bu pomno2imo pozitivnim brojem 0, oduzmemo je od jednad2be 
(3), dobivamo jednad2bu: 

(Yi -- al k) 	• 1. (Yr — 0 ark) Pr .1- 	+ 	— e amk) Pm 	0 Pk 	P (z) 
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Iz toga mdemo jednoznatno odrediti vektor koji odstranimo iz baze. Kao u prvo-
bitnom linearnom programu tako i u promijenjenom odredimo pozitivni broj 0 
tako da samo jedna od diferencija 

yi 	ea,k 

postane jednaka 0; pri tom uzimamo u obzir samo one diferencije u kojima ie aik > 

> O. Broj e odreduje najmanji od razlomaka 

(i = 1, , m & 	> 0) 

Dokatimo da je medu ovim razlomcima samo jedan najmanji. U tu je svrhu 
dovoljno ako dokatemo da su svi ti razlomci razlieiti. Uzmimo takav proizvoljan 
razlomak i napi§imo ga u pro§irenom obliku ovako: 

yi 	xi 	e ail 	e2 aiy 	...  -V  ekaik 	... 	en 4, 

aik 	 aik 

n ain 

	

e ail A_ e2 !ijz 	... A_ ek 4_ 	_E e 
alk 	 air( 

U uzastopnim razlomcima nastupaju uzastopne potencije broja 	zbog toga su 
ovi razlomci razlieiti. 

Pogledajmo jo§ kako odredujemo vektor Pr koji odstranjujemo iz baze. Uzmimo 
da pri numeriekom rje§avanju linearnog programa dodemo do degeneracije i to 
stoga §to su barem dva od spomenutih razlomaka u prvobitnom linearnom programu 
najmanja. Uzmimo da su najmanji i jednaki razlomci: 

Xf 	XS 
1 

ark 	ask 

U ovom primjeru linearni program promijenimo prema opisanom postupku; u 
promijenjenom linearnom programu dolazimo do usporedivanja ovih dvaju raz- 
lomaka : 

	

Yr 	e 	e2 	 en ari, 

	

ark 	 ark 

	

Ys 	Xs 	e as, 	E2 as2 	en as„ 

	

ask 	 ask 

Ova su dva razlomka po prija§njem razlieita i jedan je od njih sigurno manji; odre-
dimo ga tako da pri usporedivanju privlaeimo sve vige elanova brojnika, sve dok ne 
dodemo do razlike koja pokazuje koji je od razlomaka manji. 

Ako u brojnicima uzimamo u obzir samo prvi elan, onda ne dobivamo odluku 
jer su zbog degeneracije razlomci: 

xr 	. 	xs ___ 	____ 
ark 	ask 

Y 
aik 
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jednaki. Nakon toga usporedujemo druga dva razlomka: 

ast 

ark 	a,k 

Medu njima izaberemo onaj koji je manji; ako su pak i ova dva razlomka jednaka, 
onda usporedujemo slijedeea dva razlomka: 

ar2 

ark 

. a„ 

ask 

Niedu njima izaberemo onaj koji je manji. Ako jo'S nema odluke, nastavljamo us-
poredivanje daljnjih parova razlomaka sve dok ne dodemo do odluke. 

Uzmimo da opisanim usporedivanjem ustanovimo da je od razlomaka: 

Yr 	• 	Ys 
ark 	ask 

manji prvi, kojemu odgovara indeks r; u tom primjeru indeks r jednozngno od-
reduje vektor Pr koji odstranimo iz baze. 

Time ko smo odredili vektor Pr promijenjeni je linearni program ods1u2i0 
i ratunanje nastavljamo pri prvobitnom linearnom programu. 

Primjer. Poduzeee od 3 proizvodna faktora S 1, S2 i S3 proizvodi 3 tipa proi-
zvoda P„ P, i P3. U proizvodnji 1 jedinice prvog proizvoda potrogi 4 jedinice prvog, 
2 jedinice drugog i 1 jedinicu treeeg proizvodnog faktora; u proizvodnji 1 jedinice 
drugog proizvoda potrogi 6 jedinica prvog, 2 jedinice drugog i 1 jedinicu treaeg 
proizvodnog faktora; u proizvodnji jedne jedinice treeeg proizvoda potroN 2 jc-
dinice prvog, 1 jedinicu drugog i 2 jedinice treeeg proizvodnog faktora. Od prvog 
proizvodnog faktora poduzeee raspola2e sa 40, drugog 20 i od treeeg sa 60 jedinica. 
Poduzeee prodaje jedinicu prvog proizvoda po 5, drugog po 3 i treaeg po 6 novea-
nih jedinica. Kako da poduzeee planira proizvodnju da bi od prodanih proizvocla 
imalo najvea prihod? 

Podatke za taj proizvodni problem daje tabela 1. 

TABELA 1. PODACI ZA PROIZVODNI PROBLEM 

Proizvodi 
p3 pi p2 

S, 	4 6 2 
Proizvodni Sz 	2 2 1 
faktori 1 1 2 

Cijene 5 3 6 
Kolidine x y z 

RaspoloNve 
kolidine 

Za problem dobivamo slijedeeu matematieku formulaciju: Treba odrediti vri-
jednosti nenegativnih varijabla x, y i z koje odgovaraju nejednad2bama: 

4x + 6y + 2z 40 
2x + 2y + z 20 
x + y 2z 60 
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tako da funkcija cilja: 

f (x, y, z) 5x ± 3y ± 6z 
ima maksimum. 

Linearni program rije§imo numeritki simpleks-metodom prema dispoziciji iz 
prijanje totke. 

1. Lijevoj strani nejednadIbi pribrojimo uzastopno nenegativne dopunske 
varijable t, u i v, pa iz nejednad2bi dobivamo jednadlbe: 

4x -I- 6y ± 2z 	t 	= 40 
2x -I- 2y 	z 	u 	= 20 

x 	y 2z 	v = 60 

Pri tom funkcija cilja: 

f (x, y, z, t, u, v) = 5x ± 3y ± 6z ± 0.t + 0.0 ± 0.v 

ostaje u stvari nepromijenjena. 

2. Nije potrebno uvoditi umjetne varijable jer prvo mogute rje§enje: 

x = 0, y = 0, z = 0, t = 40, u = 20, v = 60 

dobivamo vet nakon uvodenja dopunskih varijabla. Ovom rje§enju odgovara vri-
jednost funkcije cilja : 

5.0 ± 3.0 ± 6.0 ± 0.40 ± 0.20 ± 0.60 = 0 

3. Sastavimo prvi dio tabele 2. U daljnjem ova tabela daje rjegavanje linearnog 
programa po simpleks-metodi. 

4. Jedinitni vektori P4, P5 i P6, koji odgovaraju dopunskim varijablama, 
sastavljaju bazu vektorskog prostora V3. 

5. Prvom dijelu tabele dopi§emo dodatni redak diferencija zi — cj. 

6. Odredimo vektor Pk koji uvedemo u novu bazu. U dodatnom retku najmanji 
je negativni broj —6, koji odgovara vektoru P3; zbog toga ovaj vektor uvedemo 
u bazu. 

7. Odredimo vektor Pr koji odstranimo iz prvobitne baze. U tu svrhu uspore-
dujemo kvocijente: 

40 : 2 = 20, 20 : 1 = 20, 60 : 2 = 30, 

koje sastavljaju homologne komponente vektora P° i vektora P3. Kako su prva dva 
koeficijenta najmanja i jednaka, to ne molemo odrediti odstranjeni vektor. Za nje-
govo odredivanje usporedujemo najprije kvocijente: 

4 : 2 = 2 i 2 : 1 = 2, 

koje sastavljaju homologne komponente vektora i P3. Kako su i ova dva razlomka 
jednaka, to jo§ ne moiemo odrediti odstranjeni vektor. Odredivanje nastavljamo 
tako da usporedujerno kvocijente: 

6 : 2 = 3 i 2 : 1 = 2, 

koje sastavljaju homologne komponente vektora P2 i P3. Buduei da je od ovih kvo-
cijenata drugi manji, to iz baze odstranimo vektor Ps. 
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TABELA 2. RJESAVANJE LINEARNOG PROGRAMA 
SIMPLEKS-METODOM 

Maksimum 

Ci 

Cj 

P° 

5 
x 
pl 

3 
y 
p2 

6 
z 
p3 P4 P5 P6 

1 —2 0 134 40 4 6 2 	1 
1 0 +-Ps 20 2 2 1 1 

—1 1 0 P6 60 1 1 2 

3 1 Zj • 	ci —5 —3 — 6 

0 P4 0 2 
6 -,P3 20 2 2 1 
0 P6 20 —3 —3 —2 1 

ZI -Cj 120 7 9 6 

8. Prvi dio tabele transformiramo po propisanom transformacijskom zakonu. 
Maemo ga transformirati i tako da njemu odgovarajueu matricu premultiplici-
ramo transformacijskom matricom T koja je upisana na lijevoj strani prvoga dijela 
tabele. 

9. Nakon transformacije dobivamo drugi dio tabele i njemu odgovarajuee 
moguee rjegenje: 

x = 0, -- 0, z = 20, t 0, u 0, v = 20, 

kojemu odgovara vrijednost funkcije cilja: 

5.0 	3.0 -I 6.20 ± 0.0 -1- 0.0 + 0.20 — 120 

10. Kako u dodatnom posljednjem retku diferencija z; — cj nema vige nije-
dnog negativnog broja, to je izraeunano moguee rjegenje optimalno. 

Vjeibe 

I. Rijdi po simpleks-metodi problem smjese: 

Tri tipa vitamina A, B i C molemo kupiti u 	tipa tableta P,Q, R i S. Prva tableta saddi po 
1 jcdinicu prvog i trcaeg vitamina; druga saddi 1 jedinicu drugog i 2 jedinice treaeg vitamins.; 
treaa saddi 1 jedinicu prvog i 2 jedinice drugog vitamina; aetvrta saddi 1 jedinicu prvog, 2 je-
dinice drugog i 1 jedinicu treaeg vitamina. Prva tableta stoji 1, druga 3, treaa 4 i 6etvrta 6 nov6anih 
jedinica. 2elimo nabaviti najmanje 2 jedinice prvog, 5 jedinica drugog i 4 jedinice treeeg vitamina. 
Koliko tableta svakoga tipa moramo nabaviti da bismo zadovoljili potrebe za vitaminima i da bi 
trogkovi nabave bili najmanji? 

(4 iteracije: 0, 1, 0, 2; 15) 

7. Numerieko obradivanje linearnih programa elektronskim raeunalima 

Postupak za numerieko raeunanje optimalnog mogueeg rjegenja linearnog 
programa po simpleks-metodi je nakon uzastopnih iteracija sasvim determiniran, 
pa ga stoga mo*:emo obaviti pomoeu elektronskog rgunala prema odgovarajueem 
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programu. U tu svrhu elektronski rgunski centri raspolgu vee izradenim progra-
mima za numeridco rje§avanje linearnih programa po simpleks-metodi. Raspolo-
2ivi programi za elektronsku obradu obieno ne daju samo optimalno moguee rje-
§enje, vea pored toga jo§ i neke druge pokazatelje koji omogueuju da se obradivani 
problem ekonomski iscrpnije analizira. 

Neki strojni programi priredeni su tako da stroj ispi§e samo optimalno moguee 
rje§enje i moRla jo§ neke druge zna'aajnije pokazatelje; drugi su medutim priredeni 
tako da stroj ispi§e i moguea medurje§enja. U takvim je programima moguee uspo-
redivati uzastopna mogu6a rjeienja i u ekonomskoj analizi pored optimalnog uzi-
mati u obzir jo§ i neka suboptimalna moguea rjdenja. Neki strojni programi su 
tako priredeni da daju razlieite informacije o stabilnosti optimalnog mogueeg rje-
§enja te o osjetljivosti optimalnog moguaeg rje§enja na promjene vrijednosti nekih 
parametra. Takvu analizu strojno izrgunanih rezultata susrest eemo pri obradi 
proizvodnog problema u 2. toeki XII. poglavlja. 

Gospodarski zna6ajni problemi linearnog programiranja su s gledi§ta kolidne 
numerkkog ra6unanja tako opsetni da se ne mogu bez elektronskog ra6u-
nala. Pri tom se tro§kovi ra6unanja pojavljuju kao izvanredno vaina okolnost u 
cjelokupnom istraiivanju. Te trakove ne smijemo ni kod jednog istraiivanja za-
nemariti jer se inge mae dogoditi da je tam istrafivanje preskupo, pa stoga i 
ekonomski besmisleno. 

Buduei da su kod nas u upotrebi brojni tipovi elektronskih rgunala i da brzo. 
nastaju nove i nove generacije elektronskih rgunala, riskantno je davati neke kon-
kretne sugestije o tro§kovima elektronskog rgunanja na dute vrijeme. Ovdje pre-
porualjemo veliku braljivost s obzirom na zahtjeve pri raeunanju i opreznost u 
izboru ra6unskog centra. Za slu6aj kad su linearni programi numerkki vrlo ambicio-
zni, preporudjivo je zatra2iti ponude od nekoliko rgunskih centara. 
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XI. DUALNOST 

1. Matrfene igre 

Igre dijelimo u dva bitno razliCita tipa, u igre na sreOu i strategke igre. Igra 
na sredu hazardna igra jest svaka igra eiji je ishod slueajan i u kojoj igra6 svojim 
individualnim sposobnostima ne mo2e utjecati na njezin krajnji rezultat. Kockanje, 
lutrija, tombola, ruleta itd. primjeri su takvih igara. Matematai obradujemo 
hazardne igre metodama rguna vjerojatnosti. Strategka igra svaka je igra u kojoj 
na ishod igre utje6e individualna sposobnost igra6a. U nekim strategkim igrama 
na rezultat igre moie utjecati i sreea. Tipi6an primjer strategke igre u kojoj na ishod 
utje6u gotovo iskljuavo samo subjektivne kvalitete igrda jest gah. Neke igre kar-
tama, kao gto su npr. tarok, bridge, poker itd. primjeri su strategkih igara u kojima 
ishod ne zavisi samo o sposobnosti sudionika nego i o raspodjeli karata, koja je 
slu6ajna. Strategke igre prou6avamo matemati6ki naro6ito algebarskim metodama, 
a djelomice i metodama ra6una vjerojatnosti. Granu primijenjene matematike koja 
se bavi strategkim igrama nazivamo teorijom strategkih igara ukratko teortjom 
igara. 

Teorija igara razvila se tek posljednjih desetljeaa. Iz prijagnjih vremena spo-
mena su vrijedna istrdivanja E. Borela i J. von Neumanne. Opeenito, malo 
je bilo u'ainjeno na podru6ju teorije igara dok nije god. 1944. izaglo opsdno djelo 
J. von Neumanna i O. Morgensterna3, u kojem su autori postavili temelje teorije 
igara i upozorili na moguanosti njezine upotrebe u privredi. Teorija igara nije 
upotrebljiva samo za prou6avanje razli6itih strategkih igara gto se igraju za zabavu, 
vee dolazi u obzir kao uspjegno sredstvo istralivanja i na drugim ozbiljnijim po-
dru'ejima eovjekova djelovanja. Primjenjujemo je pri istraiivanju konfliktnih situa-
cija koje izviru iz suprotstavljanja iz suprotnih interesa antagonistiolih sudionika 
od kojih svaki za sebe nastoji postiei gto veal korist ugodnost. Takvo je podru6je 
na primjer i privreda; u njoj nastupa mnogtvo osoba i organizacija s vrlo razli6itim 
a i suprotnim interesima; stoga je privreda po svojoj strukturi strategkoj 
igri s ogromnim brojem sudionika. 

U teoriji igara upotrebljavamo rijee igra u dva zngenja. U girem zngenju 
rije6i igra je skupina igraOih rekvizita i mnogtvo svih uputa pravila gto reguliraju 
njezin tok. Svatko koji igra igru mora poznavati njezina pravila, a mora ih se i 
pridriavati. U u2em smislu rije6i igra je jednokratna prakti6na izvedba igre u girem 

E. Borel: Sur les systems de formes lineaires a determinant symetrique gauche et la theorie 
general du jeu, C. R. de l'Acadernie des Sciences, No. 184, 1927. 

2 J. von Neumann: Zur Theorie der Gessellschaftsspiele, Math. Annalen, No. 100, 1928. 
3 J. von Neumann, O. Morgenstern: Theory of Games and Economic Behavior, Prin-

ceton N. Y., 1944. 
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smislu rijeCi; u ovom znaCenju 	upotrebljavamo umjesto 	igra i rije6 
partija, utakmica, match itd. U igri mok sudjelovati razlieit broj igrka. Pri tom 
igraea shvaeamo vige opeenito; pod igrai.`em nekad razumijevamo fizieku osobu, 
a nekad i koaliciju igraea koji tvore jedan team sa zajedniekim namjenama. Pod 
brojem igraea razumijevamo zapravo broj suprotnih strana. U igri s jednim igraeem 
nastupa samo jedan igrae samo jedan team; tu npr. spada patience. Igrama 
s jednim igraeem neeemo se baviti; bavit Cemo se medutim igrama s dva igraea, 
u kojima nastupaju dva igraea dva teama sa suprotnim namjenama; tu npr. 
ubrajamo gah iako je konzultacijski. Pri takvom znkenju rijeei, bridge jc igra 
dvaju igraea pa makar ga igrala i..(etvorica. Osim igara s dva igraaa poznajemo igre 
s proizvoljnim brojem igraea, no o njima neeemo raspravljati. 

Igra u utem smislu rijeei sastoji se od poteza koje prave pojedini 	to 
jc potez u gahu, svakome je jasno; u igri bridge potez je za vrijeme licitacije svaka 
izjava kao npr. 2 pik, pass, 3 srce itd., a za vrijeme igre svako izigravanje karte. 
Igre se medusobno razlikuju po broju poteza. U nekim je igrama broj poteza una-
prijed odreden, a u drugima taj broj nije odreden. Stoga razlikujemo igre s jednim 
potezom, s dva poteza itd., i igre u kojima broj poteza nije propisan. Sah je npr. 
igra u kojoj broj potcza nije odreden. Igrae koji je na potezu ima za svoj potez 
vi§e moguanosti alternativa, medu kojima izabire jednu. U gahu npr. igrk na 
potezu ima vige alternativa mogueih poteza, medu kojima izabire onaj koji mu 
se eini najbolji. Broj alternativa koje ima igrae na potezu nelcad mo2e biti konaean, 
a nekad i beskonaean. Ovdje eemo se baviti samo igrama u kojima je broj poteza 
konaean i u kojima pri svalcc-)m potezu ima samo konaeno mnogo alternativa; takve 
igre zovemo konals'ninz. 

na potezu udubljuje se u nastalu situaciju, ocjenjuje svoje i protivnikove 
alternative, jednom rijeei prosuduje sve moguee kombinacije, pa se onda odlueuje 
za izabranu alternativu. Teoretski mcdemo zamisliti da igrae vea u poeetku igre 
prosudi sve moguee situacije u kojima.bi se mogao nth. i da se vea unaprijed odlueuje 
kako igrati u pojedinim situacijama. Po toj teoretskoj hipotezi igrae ima unaprijed 
razraden nacrt kako ee igrati; u tom slueaju igrae ima vee od poeetka na raspola-
ganju razlieite strategije, medu kojima odabire onu koja mu se eini najboljom. 
Prema tome je strategzja redoslijed svih odluka koje mca do kraja igre da napravi 
igrae u pojedinim siruacijama. Unaprijed odrediti sve moguee strategije praktieki je 
izvedivo samo kod nekih naroeito jednostavnih igara; ako je medutim igra donekle 
zapletena, onda odredivanje svih mogueih strategija prelazi ljudske sposobnosti. 
Kod 'aha je npr. broj svih mogueih strategija golem, da ih nitko ne moie unaprijed 
predvidjeti i ocijeniti. Igre se razlikuju i po tome kako su igraei informirani o 
prijagnjem toku igre. Ako je svaki igrae uvijek i sasvim informiran o prijagnjem 
toku igre, govorimo o igri s potpunom informaczjom. Takva je igra npr. gah. Nekad 
su igraei informirani o prijanjem toku igre samo djelomieno uopee nisu infor-
mirani; stoga mogemo govoriti o igrama s razlieitim naeinima i stupnjevima in-
formiranosti igraaa. 

Svaka igra zawiava odredenim ishodom, koji se izra2ava nekim dobicima, 
priznanjima, ocjenama na neki drugi naein. Partija §aha npr. mot"e zavrgiti na 
tri naeina: igrae dobiva jednu toeku ako pobjeduje, 0 toeaka ako gubi i 1/2 toeke 
ako igra remis. U nastavku aemo rezultate igara izraiavati brojevima koje eemo 
nazivati dobicima, bez obzira na to da su oni pozitivni negativni i bez obzira 
na to kakva je priroda dobitaka. Ako u igri dobitke izra2avamo noveano, onda igraei 
koji izgube plaeaju igraeima koji dobivaju iznose gto su odredeni pravilima igre. 

210 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



U svakom takvom primjeru suma svih primanja jecinaka je sumi svih plaeanja, 
a da se pri tom ukupni imetak igraaa nije promijenio. Ako iznose koje pojedini igraCi 
prime od drugih ozna'aimo pozitivnim predznakom, a one koje izgube negativnim 
predznakom, onda je stuna svih dobitaka na kraju igre jednaka O. Takve igre zovemo 
igre sa sumom 0 ili antagonistieke igre. Osim ovih ni§ta manje nisu znaeajne igre 
u kojima surna dobitaka nije jednaka 0; zovemo ih neantagonistiNze igre. U nastavku 
eemo se baviti samo antagonistieldm igrama igrama sa sumom nula. 

Uzmimo dosta jednostavnu antagonistieku igru koju igraju samo dva igraea 
Ai Biu kojoj svaki igrae napravi samo po jedan potez. Igrae A na potezu Una na 
raspolaganju m alternativa koje oznadmo uzastopno brojevima: 

1, 2, ..., m 

Igrae B na potezu ima na izboru n altemativa koje oznaeimo brojevima: 

1, 2, ..., n 

Za igru vrijede slijedeea pravila: Pri izboru svoje alternative nijedan igrae nije 
informiran o tome koju je alternativu odabrao koju ee odabrati protivnik. Svaki 
igrae izabire altemativu tako da napi§e odgovarajuei broj. 0 dobicima pravila igre 
odreduju slijedeee: Ako igrae A odabere alternativu s brojem i, a igrae B alterna-
tivu s brojem j, onda igra zavr§ava tako da igrae B plaea igraeu A iznos Kako 
igrae A ima na izbor m, a igrae B n altemativa, pravila odreduju ukupno m x n 
mogueih dobitaka. Igru s ovakvitn pravilima daje tabela 1. Iznosi koje igrae B 

TABELA 1. PODAC1 ZA MATRICNU ANTAGONISTICKU IGRU 

Igrae B 

Altemativa 1 2 • - - n 

Igra6 A 

1 

2 

. 

. 

m 

a„ 

azi 

• . 

am, 

ai2 

al 2 

• . 

a„,2 

••• 

' 	 ' 	 ' 

• • 	• 

ain 

az', 

• . 

a,„„ 

mora plaeati igrae..'u A pri svim mogueim ishodima igara sastavljaju matricu igre: 

, i 

■ 	11 

	

m ---_ ? • 	: 1, = . ai ill 1 	• 

lam, ... a„,„ ;I 	
h 	•• , 

Brojevi u matrici igre mogu biti pozitivni, negativni ili jednaki 0; ako je broj pozi-
tivan, A dobiva i B plaea, ako je broj negativan B dobiva i A pla6a, a ako je broj 
jednak 0, onda svaki igrae ostaje pri svome. Kako matrica igre potpuno odreduje 
igru i kako se dobici obaju igraea kompenziraju, to takvu igru zovemo matrijnom 
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igrom sa sunwm 0 ili antagonistiekom matric'norn igrom. U nastavku aemo se baviti 

samo takvim igrama. 
Uzmimo antagonistieku matrienu igru koju igraju igraei AiBi koju odreduje 

matrica igre reda 3 x 4: 

6 2 4 7 
M = 3 7 5 6 

2 2 	1 	3 

U igri A napik jedan od brojeva 1, 2 ili 3, a igrae B jedan od brojeva 1, 2, 3 ili 4, 
a da ne zna §to je zapisao A. Pato su brojevi napisani, igrae B plaea igraeu A iznos 
koji je odreden odgovarajueim elementom matrice igre. Pri zapisivanju broja A 
ima na izbor 3 alternative; kako je na potezu samo jedanput, to ove alternative 
predstavljaju njegove tri moguee strategije. Oznaeimo te strategije uzastopno sa 
Ai, A2 i A3. Shen° wijedi za igraea B, koji ima na izbor eetiri strategije B2, 

B3 i B4. Ako odigra strategiju Ai, A moie dobiti 6, 2, 4 ili 7 noveanih jedinica 
s obzirom na to koju strategiju odigra B; sigumo medutim dobiva najmanje 2 nov-
esne jedinice. Ako odigra strategiju AD A nu* dobiti 3, 7, 5 ili 6, ali ne mo2e 

dobiti manje od 3 noveane jedinice. Ako pak odigra strategiju A3) A mok dobiti 
2, 2, 1 ili 3, s tim da ne mote dobiti manje od 1 noveane jedinice. Shen° motemo 
ustanoviti za igraea B. Ako odigra strategiju B„ B mote izgubiti 6, 3 ili 2 noveane 
jedinice, ali sigurno neee izgubiti vik od 6 noveanih jedinica. Ako odigra strate-
giju B2, B mote izgubiti 2, 7 ili 2, ali ne mote izgubiti vik od 7 noveanih jedinica. 
Ako odigra strategiju B3, B mote izgubiti 4, 5 ili 1, ali ne mote izgubiti vik od 5 
noveanih jedinica. Ako odigra strategiju B4, B mote izgubiti 7, 6 ili 3, ali ne vik 
od 7 noveanih jedinica. 

Usporedujmo kod igraea A njegove strategije A, i A,. Ako u matrici igre 
usporedujemo brojeve prvoga i treeega retka, primjeaujemo da nijedan broj tre-
eega retka nije veei od homolognog broja prvoga retka. To onda znaei da strate-
gija A3 za igraea A nije povoljnija od strategije A, ; u takvom slueaju kakmo da 
strategija A, dominira nad strategijom A3. Kako strategija nad kojom dominira 
neka druga strategija za igraea nije povoljna, to je pri daljnjem proueavanju igre 
motemo zanemariti. Nato slieno primjeeujemo i kad usporedujemo strategije 
B3 i B, igraea B. Kako su u matrici igre svi brojevi eetvrtoga stupca \Tea od ho-
molognih brojeva treeega stupca, to strategija B3 dominira nad B4. Buduei da zbog 
toga igrae B neee nikad izabrati strategiju B4, to je motemo u daljnjem proueava-
nju igre zanemariti. Ako zanemarimo sve strategije nad kojima dominira neka 
strategija, motemo igru znatno pojednostavniti jer za nju dobivamo matricu igre 
manjega reda. Ako u proueavanju igre zanemarimo strategiju A3 nad kojom do-
minira A„ i strategiju B4 nad kojom dominira: 133, onda dobivamo matricu igre 
manjega reda: 

6 2 41 
M, = 

7 5 

U proueavanju antagonistiekih matrienih igara praktieki nas razlozi prisilja-
vaju da najprije zanemarimo sve strategije nad kojima dominira neka druga strate-
gija. Time snitavamo red matrice igre i nekad znatno olakkvamo proueavanje 
igre. 

212 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



2. Matrane igre sa sedlom 

Obradimo antagonistidku matridnu igru dvaju igrada A i B pomodu matrice 
igre M reda m x n; daje ju tabela 1. Svaki igrad izabire takvu strategiju da ishod 
igre bude za njega najpovoljniji. Igrad A je odabire tako da gto vi§e dobije, a igrad 
B tako da gto manje izgubi. 

TABELA 1. ANTAGONISTICKA MATRICNA IGRA 

Strategije 

Igra6 B 

Bi • Blo • • 	• B„ 
min al., 

Alternative 1 jo • • n 

'grail A 

A, 

Ala 	io al., 

al,, 

aloo 

a,„,„ 

a.l. 

a.  

b.  

al 

max bi 

Pregledajmo najprije strategije igrada A. Ako odabere strategiju Al time da 
zapi§e broj 	onda dobiva jedan od dobitaka: 

ail, ..., 	..., ain 

ovisno o tome koju strategiju odabere B. U najnepovoljnijem sludaju A dobiva 
najmanje najmanji od tih dobitaka; taj je jednak: 

min au = a, 

Ovi najmanji dobici su za uzastopne vrijednosti indeksa i upisani u posljednjem 
desnom stupcu tabele. Za igrada A je najpovoljnija ona strategija kojoj odgovara 
najvedi od tih dobitaka; taj je jednak: 

max a, -= max min au = a,. 

Redak s indeksom io zove se maksimum-redak; ako izabere strategiju Ai°, koja 
odgovara maksimum-retku, igrad A time osigurava da nede dobiti manje od 
novdanih jedinica. 

Pogledajmo jo§ strategije igrada B. Ako izabere strategiju 133 time da zapige 
broj j, plada jedan od iznosa: 

a, 3, • • • , 	•.., ami 

ovisno o tome koju je strategiju izabrao A. U najnepovoljnijem primjeru B 
najvedi od tih iznosa; taj je jednak: 

max a,3 
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Ove najvec:t isplate su za trzastopne vrijednosti indeksa j napisane u donjem di- 
jelu tabele. Za igrka B najpovoljnija je ona strategija kojoj odgovara najmanja od 
tih isplata; ta je jednaka: 

min bj min max au — 

Stupac isplata s indeksom jo zove se minimum-srupac; ako odabere strategiju Bi, 
koja odgovara minimum-stupcu, igra6 B time sebi osigurava da ne plata vige od 

Za strategije obaju igrata vrijedi izreka: Ako igra'e A kod najpovoljnije strategije 
dobiva najmanje iznos: 

max min au 

i ako 	B kod strategije hoja je za njega najnepovoljmja plaea najvi§e iznos: 

min max au, 

onda za oba iznosa vaii nejednadi'ba: 

max min au min max au 

Dokaz. Za sve retke u matrici igre vate nejednadtbe: 

min au 	(i = 1, 	m) 

i za sve stupce vate nejednadtbe: 

max au 	(j = 1, 	n) 

Stoga vate sve jednadtbe: 

min au 	au ...C. max au 

i nejednadtbe: 
min au max aii 

Takva nejednadtba vati i za maksimum-redak na lijevoj strani i za minimum-
-stupac na desnoj strani; iz toga slijedi nejednacaba koju je trebalo dokazati. 

Medu antagonistkkim matritnim igrama jednostavnoku se odlikuje igra 
za koju vati jednadtba: 

max min au = min max au ai.j. = 
i 

U takvoj je igri u matrici igre najmanji element maksimum-retka jednak najvec::em 
elementu minimum-stupca; taj matritni element naziva se sedlo, a njegova vri-
jednost vrijednost matrilne igre. 

Matritna igra dvaju igrata koju daje tabela 1. ima sedlo aioio u kritanju maksi-
mum-retka s indeksom io i minimum-stupca jo; stoga je vrijednost matriene igre 
jednaka v = awo. U igri je za igrata A najpovoljnije da igra strategiju Ai. jer 
njome osigurava sebi najmanje dobitak dok je za igrata B najpovoljnija stra- 
tegija 	jer njome osigurava, da ne plka viS'e od afojo. 
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3 2 

a 

Rijet sedlo utemeljena je geometrijskim prikazom dobitaka u trodimenzional-
nom koordinatnom sistemu na sl. 26. Na apscisu nanesemo alternative 1, 2 i 3 
igrata A, a na ordinatu alternative 1, 2 i 3 igrata B; svakom paru alternativa u 

Primjer. Uzmimo antagonistitku igru dvaju igrata koju daje tabela 2. Za 
igrata A je najpovoljnija strategija A2, koja odgovara maksimum- (drugom)retku; 
njome sebi u svakom slutaju osigurava najmanje 3 novtane jedinice. Za igrata 
B je najpovoljnija strategija B2, koja odgovara minimum- (drugom) stupcu; njome 
u svakom slutaju osigurava da nete platati vik od 3 novtane jedinice. Kako su 
najmanji element maksimum-retka i najveei element minimum-stupca u kriianju 
drugog retka i drugog stupca, to matritna igra ima u tom kri2anju sedlo i vrijed-
nost igre jednaka je vrijednosti elementa 3 na sedlu. 

TABELA 2. MATRICNA IGRA SA SEDLOM 

Igra6 B 

min Strategije Bi B2 B3 

Alternative 1 2 3 

Igra6 A 

.,C
 ..'  

■-.  
V

JI
 
V

I  

3 

5 

3 

2 

3 

2 

3 

5 

3 

C
I
 C

I
  

V
.1  

-
 	

 

max 5 3 5 

6 	 6 
SI. 26. Geometrijski prikaz sedla u matrijnoj igri 
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(2, 2; 3) 

(2, 2; 3) 

(2, 3; 4) 

a) 	; 2 	;i 

	

4 	3 ;! 

; 4 	1 	5 
5 	3 	6 ' 

:1 2 	1 	4 

	

c) 	2 	4 2 	5 

	

in 6 	5 	4 	7 

	

2 	1 	2 	4 

odgovarajueem dobitku odgovara odredena vrijednost matrienog elementa, koju 
mjerimo na aplikatnoj osi. Sedlo i vrijednost razmatrane matritne igre prikazuje 
na slici to.aka S (2,2,3). 

Vjetbe 

1. Odredi optimalne stratcgije i vrijcdnost igre u antagonisti'okoj igri sa sedlom koju odre-
duje matrica igre: 

3. MatriZne igre bez sedla 

U prijagnjoj smo to&i. obradivali antagonistfCle matriifne igre sa sedlom; 
u takvim je igrama veoma lako odrediti optimalne strategije igra'ea kao i vrijednost 
igre. No ako igra nema sedla, onda je njezino rjegavanje tek. Razmotrimo opal 
antagonistfaku matrienu igru dvaju igra6a A i B; igra'e A na potezu ima na izbor 
alternative 1, 2, ..., m, dok igrae B na potezu ima alternative 1, 2, ..., n; dobitke 
odreduje matrica igre: 

M =I au': 

reda m x n; pretpostavljamo da igra nema sedla. Podatke za igru daje tabela 1. 

TABELA 1. ANTAGONISTIKA MATRINA IGRA 

_1_ 
Igrg B 

Yi YJ Yn 

Alternative 1 • • 	• l n 

I 

i 

a. i 1 

ai 1 

a , j 

au 

a 1 ,, 

al. 

m 	am, am; • amn 

Kako za svaku matrfenu igru va2i nejednadiba 	jednadtba: 

max min a" min max ao 

Vjerojatnosti 

; 

x, 

Igrg A ' xi 

1 	
x,n 
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i kako za igre sa sedlom vaii jednad2ba: 

max min al; = min max 
i 

to za igre bez sedla va2i nejednad2ba: 

max min au < min max aii 

Pretpostavimo da igraei odigraju vi§e partija. S obzirom na izbore alternativa 
u pojedinim partijama, kod igraea A razlikujemo ove dvije moguenosti: 

1) igraa se uvijek odlueuje za i-tu alternativu, a da se nikad ne odlueuje za 
neku drugu, 

2) igrae se odlueuje za razlieite alternative, i to za svaku s odredenom vjero-
jatnosti. Oznaaimo sa 

xi, ..., xi, ..., )(in 

vjerojatnosti koje odgovaraju njegovim uzastopnim alternativama. Ove vjerojatnosti 
odgovaraju nejednad2bama: 

0 	xi 	1 	(i = 1, 	m) 

x, 	xr.„ = 1 

x = {x„ 	xml 

nazivamo strategijom igraea A; mo2emo je zamisliti kao vektor m-dimenzionalnog 
vektorskog prostora Strategija je lista ako je jedna od tih vjerojatnosti jednaka 
1 a sve druge jednake 0, i mije§ana ako su barem dvije od tih vjerojatnosti pozi-
tivne. 

Slieno vrijedi i za igraea B; i kod njega razlikujemo dvije moguenosti: 

1) igrae se neprekidno odlueuje za j-tu alternativu, a da se ne odlueuje za neku 
drugu. U tom je slueaju njegova strategija eista, a odreduje ju vektor: 

yi = {0, ..., 1, ... 0} 

2) igrae se odlueuje za razlieite alternative, i to za svaku s odredenom vjero-
jatnosti; u tom je slueaju njegova strategija mije§ana. Ako vjerojatnosti njegovih 
uzastopnih alternativa oznaeimo sa 

•••, yj, •••, 

onda njegovu strategiju izreava vektor: 

Y = IY1, ••., Yn} 

n-dimenzionalnog vektorskog prostora V". Komponente toga vektora odgovaraju 
nejednadibama: 

0 	yi 	1 	(j = 1, 	n) 
i jednadibi: 

Y1 ± • 	Yn = 1 

i jednadibi: 

m tih vjerojatnosti: 
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Za obradivanu matrknu igru 2elimo izrgunati optimalnu strategiju xo igrka 
A i optimalnu strategiju yo igraea B. 

Izraeunajmo u tu svrhu najptije srednju vrijednost dobitka igraea A u pri-
mjeru da sam izabere strategiju x = {xi, ..., x„,), a protivnik strategiju y = fy„ 

yn). Igrae A dobiva &bit ako sam izabere alternativu i, a protivnik alterna-
tivu j; vjerojatnost da sam izabere alternativu jednaka je xL, vjerojatnost da pro-
tivnik izabere alternativu j, jednaka je yj. Stoga je vjerojatnost da igrae A dobije 
dobit jednaka xlyi. Zato je srednja vrijednost dobitka igraea A jednaka: 

j-n 

	

E (x, y) 	a,j x, yj = XT M y 

Ovu srednju vrijednost igrae A 	izborom strategije gto vige uveeati, dok je 
igrae B 'Zell gto vige smanjiti. 

Pretpostavimo da igrae A izabere svoju optimalnu strategiju xo; kako za njega 
kod koje god strategije igraea B nijedna druga strategija nije povoljnija, za 
optimalnu strategiju vaN nejednadiba: 

E (xo, y) >= E (x, y) 

Uzmimo jog da igrae B odabere svoju optimalnu strategiju yo; kako za njega kod 
koje god strategije igraea A nijedna druga strategija nije povoljnija, to za optimalnu 
strategiju vaN nejednadTha: 

E (x, Yo) E (x, Y) 

Ako igrae A izabere svoju optimalnu strategiju xo a istovremeno igrae B svoju 
optimalnu strategiju yo, onda za srednje vrijednosti va2e nejednadne: 

E (xo, y) E (x, yo) E (x, yo) 

Dvije optimalne strategije (xo, yo) obaju protivnika nazivaju se rje§enje 
strate§ko sedlo igre, a njoj odgovarajuea srednja vrijednost dobitka: 

j=n 
E (xo, yo) = 	E au xi .0 yho = (xo)T M Yo w 

J=1 j=i 

naziva se orijednost igre. Iz posljednjih nejednacabi vidimo da igrae A izborom 
optimalne strategije osigurava da dobije najmanje vrijednost igre w, i da igrae 
B izborom svoje optimalne strategije osigurava da neee izgubiti vige od vrijednosti 
igre w. 

Zadatak je pri antagonistiakoj matrienoj igri izraeunati njezino rjdenje 
strategko sedlo te njezinu vrijednost. U tu svrhu nalazimo u teoriji strategkih 
igara razheite direktne metode rjegavanja, kojima se medutim neeemo baviti. U 
nastavku eemo obradivati neko indirektno rjegavanje metodama linearnog progra-
miranja. Vidjet oemo da se rjdavanje svake antagonistieke matriene igre mole 
prevesti u rjegavanje odgovarajueeg linearnog programa. 

Uzmimo antagonistieku matrienu igru koju daje tabela 1. Pretpostavimo, 
da je vrijednost w te igre pozitivna; to moiemo uvijek postiei bez gtete za opeenitost 
problema ako jednako poveeamo sve elemente matrice igre, a nakon toga u rjegenju 
jednako smanjimo vrijednost promijenjene igre. 
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Izraeunajmo najprije optimalnu strategiju igraea A; radi jednostavnosti ozna-
eimo je bez posebnog indeksa ovako: 

x = {xi, ..., 

Ova se strategija odlikuje osobinom da igrae A njome dobiva najmanje vrijednost 
igre w bez obzira na to koju strategiju odabere B. Ako igra eistu strategiju 

yi = {1, 0, ..., 0} 

a A optimalnu strategiju x, onda je srednja vrijednost dobitka igraaa A jednaka: 

E (x, yi) 

aii x, 	••• 	ami Xin 	w 

Slieno dobivamo za eistu strategiju y2 = {0, 1, ..., 0} igraea B nejednad2bu: 

ai2 xi 	am2 xm w 

Sliene nejednadibe dobivamo za sve druge eiste strategije igraea B; za posljednju 
njegovu eistu strategiju yn = {0, 0, ..., 1} dobivamo nejednad2bu: 

ainx, 	amnxm w 

Pri tom su sve komponente optimalne strategije igraea A nenegativne i zadovo-
ljavaju jednadibu: 

=aii xi + 	ami xm 

Kako ova srednja vrijednost ne mok biti manja od vrijednosti igre w, to vai 
nejednad2ba: 

xi 	xm = 1 	 (1) 

Ako sve napisane nejednadThe podijelimo s vrijednoku igre w i ako pigemo: 

Xi 
Ui = — 

W 
(i — 	•.., m) (2) 

dobivamo nejednadibe: 

aii 	••• + am, um 	1 

ain Ul ± • • • + amn Um 	1 

Pri tom se uvjeti nenegativnosti saeuvaju: 

u, 	0 

a jednad2ba (1) prelazi u jednad2bu: 
1 

Ui 	 Um = — 
w 

(3) 

Igrae A nastoji da svojom strategijom gto vige poveaa vrijednost igre w 
da gto vige smanji njezinu reciproenu vrijednost liw. Prema prijagnjem izlaganju 
dobivamo za njega slijedeei problem linearnog programiranja: 
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Treba odrediti vrijednosti varijabla ui, ..., 	koje odgovaraju uvjetima nene- 
gativnosti: 

	

u 	0, 	u,„ 	0 

i uvjetnim nejednaabama: 

	

a„ u, 	... 	am, um 	1 

tako da funkcija cilja: 

a,„ u, - am„ 	1 

f (u,, ..., um) -- u, 	... 	u„, 
ima minimum. 

Ako rijegimo ovaj linearni program, onda za varijable u „ 	um dobivamo 
optimalno moguee rjegenje, a nakon toga prema jednaabama (2) komponente 
optimalne strategije igraea A; a iz jednadtbe (3) izraeunamo jog vrijednost igre w. 

Izraeunajmo jog optimalnu strategiju igraea B, koju pigemo ovako: 

Y = fYi, •••, Yn} 

Ova se strategija odlikuje osobinom da igrae B njome gubi najvige vrijednost igre 
w bez obzira na to koju strategiju odabere A. Ako B odabere strategiju y i ako 
A izabere eistu strategiju: 

	

x, 	{1, 0, ..., 0), 

onda je srednja vrijednost gubitka igraea B jednaka: 

E (x„ y) =-- a„ y, 	a,„ y„ 

Kako ova srednja vrijednost ne prelazi vrijednost igre Ix, to va2i nejednacaba: 

	

ail Y1 	--• 	air) Yn 	w 

dobivamo odgovarajuee nejednadthe i za sve druge eiste strategije igraea 
A; za njegovu posljednju eistu strategiju xm = {0, 0, ..., 11 dobivamo nejednadThu : 

	

am' Y1 	+ anin Yn 	w 

Pri tom su komponente optimalne strategije igraea B nenegativne i odgovaraju 
jednad2bi: 

	

Yi 	••• 	Yn = 1 	 (4) 

Ako napisane nejednadThe podijelimo s vrijednoott igre W i pigemo: 

v; = 	 1, • • 	 (5) 

dobivamo nejednad2be: 

	

a, , v, 	... 1- a,„ v„ 	1 

anl VI 	• • + amn 
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Pri tom se uvjeti nenegativnosti skuvaju: 

vi 	0, 

a jednadTha (4) prelazi u jednad2bu: 

1 
VI + • • • + Vn — 

W 

Igrk B nastoji da svojom strategijom gto vige smanji vrijednost igre w 
da gto vige poveea njezinu reciprknu vrijednost 1/w. Stoga prema prijagnjem 
izlaganju dobivamo za njega slijedeei problem linearnog programiranja: 

Treba odrediti vrijednosti varijabla v„ ..., v. koje odgovaraju uvjetima 
negativnosti: 

i uvjetnim nejednad2bama: 

a„ 	a,. v. 	1 

v, 	a„,„ v. 	1 

tako da funkcija cilja: 

g (v,, ..., v.) — v, 

ima maksimum. 
Ako rijegimo taj linearni program, dobivamo za varijable vi, .•., v. optimalno 

moguee rjegenje i nakon toga prema jednadibama (5) komponente optimalne stra-
tegije igra6a B; a iz jednadibe (6) izrkunamo jo§ vrijednost igre w. 

Oba lineama programa koja upotrebljavamo za izrkunavanje optimalnih 
strategija dvaju antagonistielih igrka medusobno su tijesno povezana i jedan 
drugome su dualni. Zbog toga ih mo2emo napisati tako kao gto to vidimo u tabeli 
2. U ta dva lineama programa minimum prve funkcije cilja jednak je maksimumu 
druge. Povezivanje takvih lineamih programa obradivat aemo u slijedeeoj tkki. 

TABELA 2. MATRINOJ IGRI PRIREDENI LINEARNI PROGRAMI 

min 

igra A 

max 2: v, Igra6 B 

Vjerojatnosti Yt • • 	• Y. 
Ograni- 

&nja 

x, 

Pomane 
varijable 

at 

• • v. 

ui 

u,„ 

at. 

Ograni6enja 

v , 	0, ..., v. 	0 
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2 	3 	•":1 

u 2 	 4 	1 	 ; 

x, 
Igrai: A 

x, 

Komponente 
strategija 

Igra6 B 

I Yi 	Y2 
Ogranienja 

Pomo6ne 
varijable 	vl 	V2 

Priny'er. Rijegimo antagonistau matri6nu igru dvaju igrai% A i B koju u 
nov'eanim jedinicama odreduje kvadratna matrica igre drugoga reda : 

2 	3 r 
M 

4 	1 

Kako igra nema sedla, to je rijegimo s dva linearna programa koje zajedno daje 
tabela 3. 

TABELA 3. PRIMJER POVEZIVANJA MATRICNE IGRE 
S DVA LINEARNA PROGRAMA 

Ogranitenja 	;?!1 

1z tabele 3. dobivamo za pomoene nenegativne varijable u, i u, linearni 
program: 

LP: 2u, --- 4u, 	1 & 3u, H-- u, 	1; min (f 	u, 	u2) 

Linearni program mcdemo rijegiti nekom poznatom metodom; kako u njemu nastu-- 
paju samo dvije varijable, to ga mcdemo 	grafieki kao gto vidimo na sl. 27. 
Linearni program ima optimalno moguee rjdenje u ekstremnoj toeki F (3/10, 
1/10) konveksnog skupa mogueih rje§enja. Stoga linearni program ima optimalno 
moguee rje§enje: 

u, 
3 

1 0 
1 

U2 

Ovom rjegenju odgovara najmanja vrijednost funkcije cilia: 

1 	3 	1 	2 
w 	10'10) 	5 

	

i stoga vrijednost matriene igre w 	5/2. Iz optimalnog mogueeg rjegenja linearnog 
programa izraeunamo komponente optimalne strategije igraea A ovako: 

3 	. 	 1 x, 	wu, 	-
4
- - 1 X2 = WU2 

4 

Iz ovih rezultata vidimo da je za igraea A najpovoljnija mijegana strategija: 

3 	1 x
4

, -
4

-1 , 
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koja mu osigurava da u prosjeku u igri ne dobiva manje od w 5/2 noveanih 
jedinica. 

Shen° iz tabele 3. za pomoone nenegativne varijable v i v2 dobivamo linearni 
program: 

LP: 2v, + 3v2 1 & 4v, + v2 LS 1; max (g = v, + v2) 

I ovaj linearni program mokmo, kao §to vidimo na sl. 27, rije§iti grafieki. Linearni 
program ima optimalno moguee rjeknje u ekstremnoj toeki G (1/5 1/5) konveksnog 
skupa mogueih rjeknja. Stoga linearni program ima optimalno moguee rjeknje: 

1 
V = 	V2 = -- 

5 	5 

Tom rjeknju odgovara najveea vrijednost funkcije cilja 

1 	1 	1 _ 2 
g 

Iz toga dobivamo istu vrijednost igre kao i prije w = 5/2. Iz optimalnog mogueeg 
rjeknja linearnog programa izraeunamo komponente optimalne strategije igraea 
B kako slijedi : 

1 	. 	 1 
y, = wv, = 	y2 = wv, 

2 	 2 

Sl. 27. Grafieko rjelavanje matriene igre 
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Ovi rezultati pokazuju da je za igrga B najpovoljnija mijegana strategija: 

Y 	{ 21 	21 

koja mu osigura da u igri u prosjeku ne plaea vige od w = 5/2 noveanih jedinica. 

Vjeibe 

1. Odredi graaki optimalne strategije obaju igrga i 3,,rijednost antagonistitle matriCme 
igre s matricom igre 

2 	6 11 

8 	1 

	

(x = {7/11, 4/11 j, y = C5/11, 6/11), w 	46/11) 

2. lzraatnaj simp1eks-metodom optimalne strategije protivnika i vrijednost antagonistAe 
matriCne igre s matricom igre 

3 
7 	2 ,, 

Analiziraj rjeKenja odgovarajueih linearnih programa. 

(x — {5/7, 2/71, y 	{3/7, 2.17), w 	29:7) 

3. Odredi grafkki optimalne strategije igrae'a i vrijednost antagonistiCcke matri6ne igrc s 
matricom igre 

I 2 	3 , 

5 

Analiziraj rezultate s obzirom na Clnjenicu da matric-a igre ima sedlo. 

(x — {0, 1 y 	{0, 1), w = 4) 

4. Primarni i dualni linearni program 

Svakom linearnom programu moiemo pridruNti odredeni drugi linearni 
program; oba su medusobno tako povezana da imaju jednake vrijednosti funkcija 
cilja i da optimalno moguee rje§enje prvoga mo2emo dobiti saznamo za opti-
malno moguee rjdenje cirugoga. Prvobitni linearni program zove se primarni, a njemu pridru2eni dualni. U toj toeki obradivat eemo povezivanje tako pridru2tnih 
parova linearnih programa, dok eemo njihovo povezivanje s antagonistiekim ma- 

igrama s dva igraea raspraviti u 7. toeki. 
Pretpostavimo da je primaran lineami program za minimum funkcije cilia 

koji smo vet:. formulirali u prvoj toeki VIII. poglavlja; nakon uvodenja dopunskih 
i umjetnih varijabla taj program izgleda ovako: 

Treba odrediti vrijednosti varijabla x„ 	x„ koje odgovaraju uvjetima nene- 
gativnosti i uvjetnim jednadThama: 

, x, 	ain 

am, x, 7- ... -I- a,,,„ x„ =- bm 
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tako da linearna funkeija eilja: 

f (x„ 	x„) = ci xi 	cn xn 

ima minimum. 
U skladu s 6etvrtom toekom X. poglavlja uvodimo slijedeee matrice i vektore: 

 

.•• aim al,m+1 ••• a I,n—m 

A = BH. EH = 
• 
• 
• 

 

 

am, ... a. am.m+ 

   

bi 1! 	!I al 	!! 
P° = b = 	 pi = 	 pn = 

ami 

= {x i , 	xn} 	= 	•• cn 

Pri tom parcijalnu matricu B sastavljaju komponente vektora koji sastavljaju bazu 
vektorskog prostora Vin, a koji odgovara optimalnom mogueem rjegenju. Nakon 
uvodenja ovih matrica i vektora dobivamo slijedeeu formulaciju linearnog programa: 

Treba odrediti vektor x koji odgovara uvjetu nenegativnosti i uvjetnoj jednad2bi : 

tako da funkcija cilja : 
f (x) = c x 

ima minimum. 

Uzmimo, kao gto smo ue'inili vee u 4. toeki X. poglavlja, da rjegavanje linearnog 
programa simpleks-metodom po6injemo s prvim mogu6im rjegenjem: 

xi = {0, ..., 0, b „ 	bm) 

te da na kraju rgunanja dobivamo optitnalno mogu6e rjegenje: 

x° = 	 0, ..., 0}, 

kojemu odgovara najmanja vrijednost funkcije cilja: 

f (x°) c x° = c° x° = = c° PS 

pri tom je: 

c° = ci ••• cfn 

Optimalnom mogueem rjegenju odgovaraju bazi6ni vektori: 

Pno' 

i matrica: 

Ao = II E ••• 

a in 

ann, 

X = • 

Xn 

15 Linearno programiranje 225 
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Pri obradivanju veze izmedu po'eetnog i optimalnog moguaeg rje:s'enja izveli 
smo slijedeee obrasce: 

Ao — 	 ' A 	A - B Ao 	 (la, b) 

pg = 	P° 	P° B P?) 	 (2a, b) 

Pio = B- 1 	 B 11) 	 (3a, b) 

c° 	— c 0 

Ovom linearnom programu priredimo odgovarajuei dualni linearni program. 

	

tu svrhu uvedemo m varijabla y 	y„„ koje sastavljaju vektor: 

Y = Y1 • Y. = 	•••, Y.) 

m-dimenzionalnog vektorskog prostora. Broj ovih varijabla jednak je broju neza-
visnih uvjetnih jednad2bi primarnog linearnog programa. Priredeni dualni linearni 
program formuliramo ovako: 

Treba odrediti vrijednosti varijabla y 1, ..., 	koje odgovaraju n uvjetnih 
linearnih jednad2bi : 

yi + ••• + arni Y. 

ain Yi + 	+ a.. Y. 5- cn 

tako da linearna funkcija cilja: 

g(Yi, ••• Y.) = 131 Yi + 	+ b. Y. 
ima maksimum. 

Upozoravamo da u dualnom programu za varijable nisu propisani uvjeti 
nenegativnosti, pa stoga varijable mogu biti i negativne. U matrk'nom obliku for-
muliramo dualni linearni program ovako: 

Treba odrediti vektor y koji odgovara nejednadThi: 

y A 5. c 

tako da funkcija cilja: 

g (y) = y po = y b 

ima maksimum. 

Pretpostavimo da nam je optimalno moguee rjegenje dualnog linearnog pro-
grama: 

Y° = (Y7, •••, Y,?,) 

vee poznato; njemu odgovara najveea vrijednost funkcije cilja: 

g (y0) y0 p0 

Kako u primarnom i u dualnom linearnom programu nastupaju isti parametri, 
to oba programa mo2emo pregledno dati u istoj tabeli. Tabela 1. daje oba programa. 
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Ograraenja 
primamog 

koefici-
jenti f-unkcije 
cilja dual-
nog progra-
ma 

b 

bi 

Varijable primamog programa 

Varijable 
dualnog 
programa 

Y 
• 
• 

Yi 
• 
• 

Y m 

X j 

al, 	• 

a; , 	• 

a,„, 

• • 

• • 

• • 

• 

Xj 

a " 

au 

a,,,i 

xn 

a n 

a,,, 

a„,,, 

°pennant° 
moguae rje-
ienje 
dualnog 
programa 

Ygi 

Koeficijenti funk-
cije cilja primar-
nog ili ograni6enja 
dualnog programa 

CI 	 Cj 	• • 	en 

OptimaIna mogaa 
rjeienja primarnog 
programa 

x? 	x? 	:+c,1 

TABELA 1. PRIMARNI I DUALNI PROBLEM LINEARNOG PROGRAMIRANJA 

Za primarni i njemu priredeni dualni problem lineamog programiranja vri-
jedi izreka: 

Ako primarni linearni program ima optimalno moguee rje.fenje s konaenom vri-
jedno.feu funkaje cilja, onda i dualni program ima optimalno moguee rjdenje s kona5- 
nom vrtjednogett funkaje cilja, a ekstremne vrtjednosti obtju funkaja cilja jednake. 

Dokaz. Uzmimo vektor: 

yo co B— 	 (5) 

Za taj vektor dokazat aemo slijedeee : 

a) da je moguee rjegenje dualnog linearnog programa, 

b) da je za taj vektor vrijednost funkcije cilja dualnog lineamog programa 
jednaka najmanjoj vrijednosti funkcije cilja primarnog linearnog programa i 

c) da je optimalno moguee rjegenje dualnog linearnog programa. 

a) Dokaiimo najprije da je vektor y° moguee rjegenje dualnog lineamog 
programa. U tu svrhu promatrajmo diferenciju: 

y° A — c, 

koja je po gornjoj definiciji vektora y° jednaka: 

C° Li A — c, 

a zbog obrasca (la) je jednaka: 

c° Ao — c 
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Zbog obrasca (4) ova diferencija nije pozitivna, pa zato nije pozitivna ni prvobitna 
diferencija; stoga vektor y° odgovara nejednadThi: 

y° A :5. c 

To znati da je vektor y° moguee rjegenje dualnog linearnog programa. 

b) Dokahmo jog da je za vektor y° vrijednost funkcije cilja dualnog programa 
jednaka najmanjoj vrijednosti funkcije cilja primarnog programa. U tu svrhu izra-
L'unamo vrijednost funkcije cilia koja odgovara tom vektoru: 

g (y0) - yo po co B-1 po 

Ova je vrijednost zbog obrasca (2a) jednaka: 

g (y0) - co ps f (xo), 

pa je tako tvrdnja dokazana. 
c) Napokon jog doka2imo da jc vektor 	optimalno moguee rjegenje dualnog 

linearnog programa. U tu svrhu uzmimo proizvoljno moguee rjegenje x primarnog 
linearnog programa; svako takvo rjegenje odgovara uvjetima: 

x 0 & Ax—P° 

Za svako moguc!..e rjegenje y dualnog linearnog programa vaii nejednad'iba: 

y A c 

Ako premultipliciramo jednad2bu kojoj odgovara vektor x vektorom y, dobivamo 
jedna&bu: 

yAx=yP°=g(y) 

Ako pak postmultipliciramo nejednadtbu kojoj odgovara vektor y vektorom x, 
dobivamo: 

yAx6cx----f(x) 

Iz toga za vrijednosti funkcije cilja slijedi nejednad2ba: 

	

g (y) 	f (x) 

Ova nejednadTha va2i. za svako moguee rjegenje y dualnog i za svako moguee rje-
genje x primarnog linearnog programa. Stoga vaii i za svako moguee rjegenje y 
dualnog i za optimalno moguee rjegenje x° primarnog lineamog programa neje-
dnadTha : 

g (y) f (x°) 

Kako po prijagnjem izlaganju vah jednadTha: 

	

g (y0) 	f (x0), 

slijedi da je y° optimalno mogu6e rjegenje dualnog linearnog programa. 
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Buduei da je za optimalno moguee rjegenje x° vrijednost f (le) funkcije cilja 
primamog lineamog programa konaena, konaena je i njoj jainaka vrijednost g (y°) 
funkcije cilja dualnog linearnog programa, koja odgovara optimalnom moguaem 
rjegenju y°. Tako je izreka u cijelosti dokazana. 

Slieno se dokazuje i obrnuta izreka: 

Ako dualni linearni program ima optimalno moguee rjeknje s konaenom vrtjedno-
.feu funkctje cilja, cmda i primarni linearni program ima optimalno moguee rjeknje 
s konalMom vrtjedno§eu funkctje cilja, a ekstremne vrtjednosti obiju funkaja cilja su 
jednake. 

Obje izreke motemo spojiti u jednu: 
Ako bilo koji od oba linearna programa ima optimalno moguee rjeknje s konanom 

vrtjednogdu funkcije cilja, onda ga ima i drugi, a ek,stremne vrtjednosti obiju funkaja 
cilja su jednake. 

Za oba linearna programa vrijedi jog izreka: 
Ako jedan od linearnth programa nema konab tog optimalnog ljeknja, onda je 

drugi protuslovan i nema nikakvog mogueeg rjeknja. 
Dokaz. Uzmimo najprije da primarni linearni program nema konaenog opti-

malnog rjegenja te da je 
min f (x) = — 00 

U tom bi primjeru za sva moguea rjegenja dualnog lineamog programa va2ilo 

g (y) — 00 

To medutim nema smisla, pa je stoga dualni program protuslovan. Shen° dokaiemo 
i protuslovnost primamog linearnog programa ako dualni program nema kona-
enog optimalnog mogueeg rjegenja, tj. ako je : 

max g (y) = 00 

Pri dosad obradivanom problemu dualnosti ogranieili smo se na moguenost 
da vektor x primarnog linearnog programa odgovara jednadThi A x = P°, a ne 
nejednadni A x P°; pri tom smo kod dualnog linearnog programa ustanovili 
da za vektor y ne postoji zahtjev za nenegativnogeu. U nastavku eemo raspraviti 
jog i moguenost da vektor x odgovara spomenutoj nejednadni. U tom primjeru 
oba lineama programa formuliramo ovako: 

Primarni linearni program: Treba odrediti vektor x koji odgovara uvjetima: 

x 0 & A x P° 

tako da funkcija cilja: 

f (x) = c x 

ima minimum. 

Dualni linearni program.. Treba odrediti vektor y koji odgovara uvjetima: 

y ?__ 0 & y A 5. c 
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tako da funkcija cilja: 
g (y) y p0 

ima maksimum. 
U tabeli 1. oba ova linearna programa napisana su zajedno. Za njih vrijedi 

izreka: 

Ako jedan od obaju linearnih programa ima konaao optimalno moguee rje§enje, 
tada ga ima i drugi, a ekstremne vrijednosti obiju funkaja cilja su jednake. Ako medu-
tim jedan od linearnih programa nema konalyz' og optimalnog rje§enja, onda je drugi 
protuslovan i nema nikakvog moguOeg rje§enja. 

Dokaz. U dokazivanju izreke prevedemo oba linearna programa u takva dva 
programa za koja smo izreku vee dokazali. Uzmimo primarni linearni program; 
u njemu nejedna&bu Ax.P° upotpunimo u jednadibu, tako da dodamo do-- 
punske varijable d„ , koje sastavljaju vektor: 

' • di 

d= 	= 	, dm} 

Ovim varijablarna u funkciji cilja propitemo koeticijente koji su svi jednaki O. Na-
kon preuzimanja tih varijabla prvobitni vektor x produtuje se u rascijepljeni vektor: 

di 
a vektor c produtuje se u rascijepljeni vektor: 

c 011 

dok matrica A prelazi u rascijepljenu matricu: 

Nakon preuzimanja dopunskih varijabla primarni linearni program glasi ovako: 
Treba odrediti vektor: 

x d 

koji odgovara uvjctima: 

x.0Szd.08z A' E 

tako da funkcija cilja: 

= po 

f (x, d) = 	; 0 

ima minimum. 
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Ovom programu odgovarajuai dualni program glasi: 

Treba odrediti vektor y koji odgovara uvjetu: 

y II A 1 -E II 	II 	0 I! 
tako da funkcija cilja: 

g (y) y po 

imaima ima maksimum. 
Uvjet kojemu odgovara vektor y u dualnom programu rascijepimo u dva uv- 

jeta : 
yAc& y (—E) 0 

Drugi od ovih uvjeta predstavlja zahtjev za nenegativnogeu vektora y: 

y 0 

Za ovaj par linearnih programa izreku smo veC dokazali, stoga izreka vrijedi 
i za prvobitni par lineamih programa. 

Primarni i dualni linearni program medusobno su tako tijesno povezani da 
maemo oeitati optimalno moguee rjegenje jednoga nam je poznato optimalno 
moguee rjegenje drugoga. Pretpostavimo da nam je poznato optimalno moguee 
rjegenje primarnog linearnog programa, koji smo simpleks-metodom. Stoga 
nam je poznato: 

a) Optimaino moguee rjegenje x°. 

b) Najmanja vrijednost f (x°) = c x° funkcije cilia. 

c) Matrica B; ovu u pgetnoj tabeli sastavljaju elementi koji odgovaraju ba-
zie'nim uzastopnim jedini6nim vektorima kona6ne tabele. 

d) Inverzna matrica B-1; ovu u kona'anoj tabeli sastavljaju elementi koji 
odgovaraju bazfanim uzastopnim jedini6nim vektorima pgetne tabele. 

e) Vektor c°, koji sastavljaju oni elementi vektora c koji odgovaraju pozitiv-
nim elementima optimalnog mogueeg rjegenja. 

f) Vektor z° — c, koji sastavljaju elementi posljednjeg dodatnog retka konathe 
tabele. 

g) Vektor z°; njega dobivamo tako da prijagnjem vektoru z° — c pribrojimo 
vektor c. Komponente ovog vektora potpigemo pod kona6nu tabelu. 

Iz toga mo2emo gitati optimalno moguee rjegenje dualnog lineamog programa 
kao i sve odgovaraju6e kolitine na slijedeei na6in: 

a) Optimalno moguee rjegenje izratUnamo po obrascu (5): 

yo =_. co B-1 

Komponente optimalnog mogaeg rjegenja nalazimo u posljednjem potpisanom 
retku tabele kojim smo primarni linearni program; njegove uzastopne kom-
ponente jednake su elementima toga retka koji odgovaraju baziaim uzastopnim 
jedini6nim vektorima po6etne tabele. 
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b) Najveea vrijednost g (y°) funkcije cilia jednaka je najmanjoj vrijednosti 
funkcije cilja primarnog programa: 

g (y°) = f (x°) 

Slieno oeitamo rjegenje primarnog linearnog programa eim smo rijegili dualni. 

Vezu izmedu primarnog i dualnog linearnog programa mcdemo iskoristiti 
pri numeriekom rjegavanju linearnih programa simpleks-metodom. Pri toj su me-
todi opsenost raeunanja i broj iteracija ovisni o broju varijabla i osobito broju 
nezavisnih uvjetnih nejednad2bi jednadThi; ako ovih ima m, onda broj potrebnih 
iteracija lei obieno izmedu m i 2 m. Pogledajmo opsenost raeunanja po simpleks-
-metodi za ovaj par linearnih programa: 

Primarni LP: x 0 & A x b; min (f (x) c x) 

Dualni LP: y 0 & y A 5. c; max (g (y) = y 

Matrica A neka bude reciak m x n; pri tom neka broj redaka m bude prilieno veei 
od broja stupaca n. Za rjegenje primarnog programa imamo dvije moguenosti 

a) mcdemo ga rijegiti direktno simpleks-metodom; u tom je slueaju potrebno 
nekih m do 2 m iteracija; 

b) mo2emo ga rijegiti posredno, tako da rijegimo najprije odgovarajuei dualni 
linearni program, a potom oeitamo njegovo rjegenje; u tom je slueaju potrebno 
nekih n do 2 n iteracija. 

Kako smo pretpostavili da je broj m prilieno veei od n, to je drugi put kraei. 
Stoga rijegimo linearni program u kojem je broj uvjeta dosta ye& od broja varijabla, 
tako da najprije simpleks-metodom rijegimo njemu odgovarajuei dualni program, 
a nakon toga oeitamo rjegenje prvobitnog linearnog programa. 

5. Duatnost u proizvodnom problemu 

Formulacije primarnog i dualnog proizvodnog problema. Raspravimo plan pro-
izvodnje poduzeea koje izraduje dva tipa proizvoda P i P2 uz upotrebu eetiriju 
proizvodnih faktora F1, F2, F3 i F4. Kako su raspolo2ive kolieine tih proizvodnih 
faktora ogranieene, poduzeee mcde potrogiti najvige 18 jedinica prvog, 22 jedinice 
drugog, 13 jcdinica treaeg i 18 jedinica eetvrtog proizvodnog faktora. Pri proizvo-
dnji jedne jedinice proizvoda poduzeee potrogi 1 jedinicu prvog, 3 jedinice dru-
gog, 2 jedinice treeeg i 3 jedinice eetvrtog proizvodnog faktora, u proizvodnji jedne 
jedinice proizvoda P2 potrogi 2 jedinice prvog, 2 jedinice drugog, 1 jedinicu treeeg 
i 1 jedinicu eetvrtog proizvodnog faktora. Na tdigtu prvi proizvod ima cijenu 3, 
drugi pak 4 noveane jedinice. Pri anga2iranju proizvodnih faktora poduzeee ima 
trogkove, a od prodaje proizvoda ima prihode. U nastavku eemo obradivati problem 
kako da poduzeee najracionalnije programira proizvodnju uzimajuei u obzir sve 
dane prilike. Problem optimalnog programiranja mo2emo obradivati na dva naeina: 

a) kao primarni problem linearnog programiranja, koliko proizvoda svakog 
tipa trcba da izradi poduzeee a da bi od njihove prodaje imalo najveei dohodak; 

b) kao dualni problem linearnog programiranja, kako da poduzeee angOira 
raspolidive proizvodne faktore, a da bi pri tom imalo najmanje trogkove. 
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Proizvodi 

Ograni6enja 
primarnog 
programa 

Koeficijenti 
funkcije cilja 
dualnog pro- I 

grama 

optimalna 
mogu6a 
rjegenja 
dualnog 

programa 

Varijable 
dualnog 

programa 

PI P2 

1 2 18 3/2 Y1 
3 22 1/2 Y2 
2 1 13 0 Y3 

3 1 18 0 Y4 

3 4 

2 8 38 

Fi 
Proizvodni 	F2 
faktori 	F3 

F4 

Koeficijenti funk-
cije cilja primar-
nog programa 

Ogranfdenja 
dualnog programa 

OptimaIno moguae 
rjegenje primarnog 
programa 

Varijable primar-
nog programa 

Xi 	X2 

Podatke za oba linearna programa i njihova optimalna rjegenja daje tabela 1. 
U tabeli varijable: xi i x2 zna6e broj proizvedenih jedinica proizvoda Pi P„ 
a y„ y2, y, i y, troaove prilikom angaiiranja jedne jedinice proizvodnog faktora 
F„ F2) F3 i F4.• 

TABELA 1. PODACI I OPTIMALNO RJESENJE PROIZVODNOG PROBLEMA 

Prema podacima tabele 1. molemo matematfeki formulirati oba linearna pro-
grama. 

a) Primarni linearni program. Uvjetnu nejecinadibu koja odgovara prvom 
proizvodnom faktoru F, dobivamo ovako: ako poduze6e izradi xi jedinica prvog 
i x, jedinica drugog proizvoda, onda potrogi x, 2x2 jedinica proizvodnog fak-
tora Fi; kako od ovoga ima na raspolaganju najvige 18 jedinica, to varijable x, i x2 
odgovaraju nejednadThi: 

+ 2x2 18 

Na 	naein dobivamo jog nejednadibe koje odgovaraju drugom, treeem i 6e- 
tvrtom proizvodnom faktoru. Funkciju cilja dobivamo ovako: ako poduzeoe proda 
x, jedinica prvog i x, jedinica drugog proizvoda, dobiva dohodak 3x, + 4 x2; 
taj dohodak treba da bude najveei. Ovakvim zakljuavanjem dobivamo slijedeeu 
matematieku formulaciju primarnog linearnog programa: 
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Treba odrediti vrijednosti nenegativnih varijabla x, i x, kojc odgovaraju ne-
jednadhama: 

x, 	2x2 5. 18 

3x, I- 2x2 	22 

2x, + x2 	13 

3x, + x2 	18 
tako da funkcija cilja: 

f (x „ x2) 	3x, + 	4x2 
ima maksimum. 

b) Dualni linearni program. Uvjetnu nejednadibu koja odgovara prvom tipu 
proizvoda dobivamo ovako: ako poduzeee pri angaiiranju 1 jedinice prvog proi- 
zvodnog faktora ima yl, drugog proizvodnog faktora y2, treeeg proizvodnog fak-
tora Y3 i C'etvrtog proizvodnog faktora y4 nov&nih jedinica trakova, onda pri 
proizvodnji I jedinice proizvoda PI ima 

Yi 	3Y2 	2Y3 	3Y4 

noveanih jedinica trogkova; kako ovi trog'kovi ne mogu biti manji od ciiene prvog 
proizvoda, dobivamo nejednaabu: 

Yi 	3Y2 	2Y3 	3y, 	3 

Na sliean mein dobivamo i nejednadThu koja odgovara drugom proizvodu. Funkciju 
cilja dobivamo ovako: ukupni trogkovi za angaiiranje raspolOivih proizvodnih 
faktora jednaki su: 

18y, • 22y2 + 13y3 + 18y, 

noveanih jcdinica; ovi trogkovi neka budu gto manji. Po ovom zakljueivanju dobi-
vamo slijedeem matematieku formulaciju dualnog linearnog programa: 

Treba odrediti vrijednosti nenegativnih varijabla y„ y„ y3 i y, koje odgova-
raju nejednaabama: 

Y t 	3Y2 -1- 2373 4- 33'4 	3 
2y, + 2y2 -J.- y3 + y, a• 4 

tako da funkcija cilja 

g 671) Y23 Y3, Y4) = 	+ 22372 	± 133'3 + 183'4 
ima minimum. 

Rjegavatije linearnih programa 

1. GraMka metoda. Kako u primarnom programu nastupaju samo dvije 
varijable, grafieki ga mOemo rijegiti tako kako pokazuje sl. 28, pa dobivamo opti-
malno moguee rjegenje: 

x? = 2 i x? = 8, 

kojemu odgovara najveea vrijednost funkcije cilja 38 nove'anih jedinica. 
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• E (2 , 8 ) 

SI. 28. GraRko rielavanje primarnog programa 

Grafiaa metoda za rje§avanj dualnog programa ne dolazi u obzir jer u njemu 
nastupaju 4 varijable. 

2. Simpleks-metoda. Pri rjegavanju primarnog programa simpleks-metodom 
uvedemo dopunske varijable x3, x., x5 i x6; rje:s'avanje daje tabela 2. Nakon dvije 
iteracije dobivamo optimalno moguee rjegenje: 

= 2, xg 	8, xg = 0, x(4.) = 0, xg = 1, xg = 4, 

kojemu odgovara najveea vrijednost funkcije cilja 38 noveanih jedinica. Po opti-
malnom planu proizvodnje poduzeee izradi 2 jedinice prvog i 8 jedinica drugog 
proizvoda; pri tom potrai sve raspoloiive kolitine prvog i drugog proizvodnog 
faktora, a neiskorgtena ostaje jedna jedinica treeeg i 4 jedinice •Cetvrtog proizvod- 
nog faktora. 

235 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



TABELA 2. RJESAVANIE PRIMARNOG PROGRAMA SIMPLEKS-METODOM 
-••- 

Maksimum 	Ci 	 3 

x, 
ci 	P° 	P' 

4 

X2 	X3 
p2 	p3 

X4 
p4 

X3 
p5 

X6 
p6 

18 	1 2 	1 
p4 	22 	3 2 1 
P5 	13 	/ 1 
P6 	18 	3 1 1 

. 
- 0 -3 -4 

4 	- >P2 9 1/2 1 1/2 
<-134 	4 	1 	2 - 1 1 

P5 	4 	1 	3/2 —1/2 1 
P6 	9 ! 	5/2 1/2 1 

zj 	ei 36 —1 2 

4 1 3/4 —1/4 
3 	->P- 2 --1/2 1/2 

1 1/4 -3/4 1 
4 3/4 -5/4 1 

zj - c; 	 38 3/2 1/2 

Optimalno rje- 
genje dualnog 	xj 
programa 

— - 

38 3/2 1/7 0 0 

Varijable dual- 

1 nog programa Y2 313 Y4 

Pri rjegavanju dualnog programa simpleks-metodom uvodimo dopunske va-
rijable ys i y8 te umjetne varijable y7 i y8; rjegavanje daje tabela 3. Nakon dvije 
iteracije dobivamo optimalno moguee rjegenje: 

Yi 	3/2, Y2 = 1 /21 Y3 = Y4 = Y5 = Y6 = y7 - 378 - 0, 

kojemu odgovara najmanja vrijednost funkcije cilja 38 noveanih jedinica. 

3. Dualna simpleks-metoda. Ovom metodom rijegimo primarni program tako 
da simpleks-metodom rijegimo njemu odgovarajudi dualni program i nakon toga 
oeitamo optimalno moguee rjegenje primarnog. Tabela 3. daje rjegavanje dualnog 
programa simpleks-metodom. Iz posljednjeg retka brojeva zi; oeitamo optimalno 
moguee rjegenje primarnog problema: 

x? — 2 i 	= 8, 

kojemu odgovara najveCa vrijednost funkcije cilja 38 noveanih jedinica. Takav na- 
ein izraeunavanja optimalnog mogueeg rjegenja slijedi iz teorije u prijagnjoj toeki 
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Minimum 

CI 

cj 18 
Yi 

p0 	pi 

22 	13 

Yz 	Y3 
p2 	p3 

18 
Ya 
pa 

Y5 
P5 

Ys 
P6 

100 	100 

Y7 	Y8 
P7 	P8 

100 	P2 

100 	P8 
3 
4 

1 
2 

3 	2 
2 	1 

3 
1 

—1 
—1 

1 
1 

zj 	cj 700 282 478 	287 382 —100 —100 

22 
100 <— P8 

1 
2 

1/3 
4/3 

1 	2/3 
— 1/3 

1 
—1 

—1/3 
2/3 —1 

1/3 
—2/3 	1 

zj — cj 222 368/3 —95/3 —96 178/3 —100 —478/3 

	

1/2 	—1/4 

	

—1/2 	3/4 
22 	P2 

18 —> Pt 
1/2 
3/2 1 

1 	3/4 
—1/4 

5/4 
—3/4 

—1/2 
1/2 

1/4 
—3/4 

— Cj 38 —1 —4 —2 —8 —98 	—92 

Optimalno 
rje§enje pri- 

! 
■ 
' zj 	38 2 	8 

marnog programa , 

Varijable primamog 
programa 

Xi 	X2 

TABELA 3. RJESAVANJE DUALNOG PROGRAMA SIMPLEKS-METODOM 

ovako: Buduei da vektori P2 i 	sastavljaju uzastopne jedinfene vektore baze u 
konaCnoj tabeli, to je: 

3 	PI' 
B 	11 P2 Pi II = 112 	2 ! 

Iz istog je razloga: 
e° -.1122 	1811 

Kako su vektori P7 i P8 uzastopni jedinieni vektori baze u poeetnoj tabeli, to je: 

B - 1 d PO PO = 
1/2 —1/41 
1/2 	3/4 I 

Otuda dobivamo optimalno moguee rjeknje primamog programa: 

1/2 —1/4 
—1/2 3/4 

Po dualnoj simpleks-metodi rijegimo dualni program tako da prvo rije:s'imo njemu 
odgovarajuei primami program simleks-metodom, a nakon toga o6itamo optimalno 
moguee rjeknje dualnog. Tabela 2. daje rjekvanje primarnog programa simplelcs-
-metodom. Iz posljecinjeg retka brojeva oeitamo optimalno moguee rje§enje 
clualnog programa: 

y? = 3/2, 	= 1/2, y3 = 0, y: = 0, 

'Ix? 411= c° EV' =1122 1811 - 112 8 1! 
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238 

B- = 

3/4 —1/4 0 0 
' —1/2 	1/2 	0 	0 I 
I 	1/4 —3/4 	1 	0! 

	

3/4 —5/4 	0 	1 •, 

o 	o 1 ! 
o o 
1 	0 
0 	1 

4 3 0 0 I 

3/4 —1/4 
—1/2 1/2 

1/4 —3/4 
3/4 —5/4 

3/2 1/2 0 0.• 

kojemu odgovara najmanja vrijednost funkcije cilja 38 novi:anih jedinica. Takav 
naCin izrgunavanja optimalnog mogueeg rje§enja slijedi iz teorije prijanje to6ke 
ovako: Kako su vektori P2, PI, P5 i P6 uzastopni jedinieni vektori haze u kona6moj 
tabeli, to je: 

1 	0 	0„ 

• B = :I 	P' Ps P6 I 2 	3 	
0 	011 

	

1,1 	2 	1 	Or 
3 0 

Iz istog je razloga: 

c° ----- 4 3 0 0 , 

Kako su vektori P3, P4, Ps, P6 uzastopni jedini6ni vektori baze u poi.'etnoj tabeli, 
to je: 

Otuda dobivamo optimalno moga:e rjegenje dualnog programa: 

Y`i Y(3) Y2 = c° B - 1 — 

Vjeibe 

1. simpleks-metodom i dualnom simpleks-metodom proizvodni problem: Proizvodni 
odjel obraduje na dva stroja A i B dva tipa proizvoda P i Q. Prvi stroj ima na raspolaganju 18, 
a dnigi 24 vremenske jedinice. Proizvod tipa P obraduje se na prvom stroju 4 i na drugom takoder 
4 vremenske jedinice; proizvod Q obraduje se na prvom stroju 3, a na drugom 6 vremenskih 
jedinica. Za obradu 1 jedinice tipa P odjel dobiva 5, a za obradu 1 jedinice tipa Q 4 novane je-
dinice. Kako da odjel programira obradu da bi postigao najvea dohodak? 

(Primarni: 3, 2; 23. Dualni: 14/12, 1/12; 23) 

2. Rijegi simpleks-metodom i dualnom simpleks-metodom proizvodni problem: Poduze6e 
od 3 sirovine A, B i C izraduje 2 tipa proizvoda P i Q. Pri izradi jedinice prvog proizvoda potrogi 
1 jedinicu prve, 3 jedinice druge i 4 jedinice treee sirovine; a pri izradi jedinice drugog proizvoda 
potrai 3 jedinice prve, 1 jedinicu druge i 1 jedinicu tre6e sirovine. Poduzee ima na raspolaganju 
najvik 24 jedinice prve, 16 jedinica druge i 20 jedinica treee sirovine. Prvi proizvod ima cijenu 3, 
a drugi 4 novtane jedinice. Kako da poduze6e programira proizvodnju da bi od prodaje proizvoda 
imalo najveti dohodak? 

(Primarni: 3, 7; 37. Dualni: 918, 5/8, 0; 37) 
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6. Dualnost u problemu smjese 

Formulactje primarnog i dualnog problema smjese. Obradimo slijedeei problem 
smjese: Tableta prvog tipa T, ima 2 jedinice vitamina A„ 1 jedinicu vitamina A, 
2 jedinice vitamina A3 i 1 jedinicu vitamina A4; tableta drugog tipa T2 ima 1 je-

dinicu vitamina A„ 1 jedinicu vitamina A2, 3 jedinice vitamina A3 i 3 jedinice vi-

tamina A4. Tableta prvog tipa stoji 3, a drugog tipa 4 nov6ane jedinice. Hoeemo da 
nabavimo najmanje 6 jedinica vitamina Al, 5 jedinica vitamina A2, 13 jedinica vi-
tamina A3 i 8 jedinica vitamina A4, pa nastaje problem kako da optimalno programi-
ramo nabavu tableta. Taj problem mo2emo obradivati na dva na6ina: 

a) kao primarni problem linearnog programiranja, koliko tableta svakog tipa 
da kupimo da bi tro§kovi nabave bili najmanji; 

b) kao dualni problem linearnog programiranja, kako da kupimo tablete da bi 
vrijednost nabavljenih vitamina bila 	veaa. 

Podatke za oba linearna programa i njihova optimalna moguOa rje:s'enja daje 
tabela 1. U tabeli varijable xi i x2 znge broj tableta tipa T, i T2, a y„ y2, y3 

i y4 vrijednosti jedne jedinice vitamina A„ A2, A3 i A4. 

Prema podacima u tabeli 1. dobivamo matemati6ku formulaciju obaju linear—
nih programa. 

TABELA 1. PODACI I OPTIMALNO RJESENJE MIJESANOG PROBLEMA 

OgraniZenja 
primarnog Optimalno 
programa mogu6e Varijable 

Koeficijenti rje§enje 	dualnog 

Tabletc funkcije cilja 
dualnog 

dualnog 	programa 
programa 

T, Tz progratna 

Vitamini 

Koeficijenti funk-
cije cilja primar-
nog programa 

Ogranienja dual-
nog programa 

A I 
A z 
A, 
A4 

Optimalno moguee 
rjeienje primarnog 
programa 

Varijable prirnar-
nog prograrna 

— 

2 	1 6 0 y 

1 	1 5 Y2 

2 	3 13 	 1 Y3 

1 	3 8 0 Ya 

3 	4 

2 	3 	 18 

Xi 	X2 
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a) Primarni linearni program. Tivjetnu nejednadibu koja odgovara vitaminima 
AI dobivamo ovako: ako kupimo xi tableta prvog i x, tableta drugog tipa, onda 
dobivamo 2x, 1- x, jedinica vitamina A ; kako ovoga ne smije biti manje od 6 
jedinica, to za varijable x, i x, dobivamo nejednaabu: 

2x, + x2 6 

Na sliean mein dobivamo i nejednad2be za ostala tri vitamina. Funkciju cilja do-
bivamo ovako: ako kupirno x, tableta prvog i x, tableta drugog tipa, izdamo 3x, 1- 
+ 4x, noveanih jedinica; ovaj trogak treba da bude najmanji. Iz toga dobivamo 
slijedce.7u matematieku formulaciju primamog programa: 

'rreba odrediti vrijednosti nenegativnih varijabla x, i x, koje odgovaraju 
nejednadThama: 

tako da funkcija cilja : 

2x, + x2 	6 

xi + x2 	5 

2x, -I- 3x2 	13 

x, ± 3x, 	8 

f , x2) 	3x, + 4x2 
ima minimum. 

b) Dualni linearni program. Uvjetnu nejednadIbu koja odgovara tableti tipa 
T, dobivamo ovako: ako su y„ y„ y, i y, vrijednosti jedinice vitamina A„, A„ 
A, i A4, onda jedna tableta tipa T, vrijedi: 

2Y1 + Y2 + 2Y3 Ya 

noveanih jedinica; kako ova vrijednost ne moie biti veea od cijene tablete, dobivamo 
nej ed nad 'Thu : 

2Y1 + Y2 + 2Y3 + Y4 '6, 3 

Na sliean naein dobivamo i nejednad2bu za tabletu tipa T2. Funkciju cilja dobivamo 
ovako: ukupna vrijednost tra2enih kolieina vitamina jednaka je: 

6y, + 5y2 13y, + 8y4 

noveanih jedinica; ova vrijednost treba da bude gto ve6a. Iz toga dobivamo 
matematieku formulaciju dualnog programa: 

Treba odrediti vrijednosti nenegativnih varijabla y„ y2, y, i y4 koje odgovaraju nejednad&ama: 

2Yi ± Y2 ± 2Y3 + Y4 3 

Yi + Y2 + 3Y3 3374 -5. 4 
tako da funkcija cilja: 

g (Yi) Y25 Y3, Y4) = 6yi + 5y2 + 13y3 + 8y, 
ima rnaksimum. 
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Rje§avanje linearna programa. 

1. Grafieka metoda. Budua da u primarnom programu nastupaju samo dvije 
varijable, moiemo ga rijegiti graffeki tako kao gto vidimo na sl. 29, pa dobivamo 
optimalno moguae rjegenje: 

x? = 2 i 4 = 3, 

kojemu odgovara najmanja vrijednost funkcije cilja 18 nov6anih jedinica. 
Grafiela metoda ne dolazi u obzir za rjegavanje dualnog programa jer u njemu 

nastupaju 4 varijable. 

Sl. 29. Grafieko rjelavanje primarnog programa 

2. Simpleks-metoda. Pri rjegavanju primarnog programa simpleks-metodom 
uvodimo dopunske varijable xs, x4, xs, x6 i umjetne varijable x7, xs, x9 x20; de-
gavanje daje tabela 2, u kojoj su medutim upisane samo polazna i kongna tabela. 
Nakon 5 iteracija dobivamo optimalno moguee rjegenje: 

x, = 2, x2 = 3, 3(3 = 1, x4 = xs = 0, x6 = 1, x7 = xs = 

= xs = xis = 0, 

kojemu odgovara najmanja vrijednost funkcije cilja 18 nov6anih jedinica. 
Pri rjegavanju dualnog programa simpleks-metodom uvodimo dopunske va-

rijable ys i y6; rjegavanje daje tabela 3. Nakon 3 iteracije dobivamo optimalno 
moguae rje:s'enje: 

Yi = 0, Y2 = 1, Y3 = 1, Y4 = Ys = Y6 = 0, 

kojemu odgovara najveea vrijednost funkcije cilia 18 nov6anih jedinica. 

16 Linearno programiranje 
	 241 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



TABELA 2. RJESAVANJE PRIMARNOG PROGRAMA SIMPLEKS-METODOM 

Minimum cj 3 4 100 100 100 100 
XI X2 X3 X; Xs X6 X7 Xs X9 Xio 

po pi p2 	/33 ps "so ps pc+ pl0 

100 P7 	6 2 1 	—1 1 
100 Ps 	5 1 1 —1 
100 P9 	13 2 3 
100 — P'° 	8 1 3 — 

zj cj 	3200 597 796 —100-100- 1 00-100 

• 

I 

3 	Pi 

	

P3 	■ 
, 

p6 

4 	P2 

OptimaIno rje- 
knje dualnog 	7.; 
programa 

- 

2 
1 
3 
3 

18 

1 

1 

1 

------- 

—3 

—4 
3 
2 

1 

1 
—2 
—1 

1 

3 

4 
—3 
—2 

—99 

I 

Y2 

—1 

-- 	1 
2 
1 

—99 

1 

Y3 

—1 

100 

0 

Y4 

I 

i
: 

—1 

—100 

0 

—1 —1 

18 : 

I Varijable' 
! dualnog programa YI 

3. DuaIna simpleks-metoda. Primarni program rijegimo tako da najprije sim-
pleks-metodom rijdimo dualni i nakon toga o6itamo optimalno mogu6e rjaenje 
primarnog. Iz posljednjeg retka brojeva zj oatamo u tabeli 3. optimalno mogu&! 
rje§enje primarnog programa: 

x? = 2 i 	— 3, 

kojemu odgovara najmanja vrijednost funkcije cilja 18 novanili jedinica. RaC:una-
nje optimalnog mogueeg rje§enja po ovojmetodi moiemo temeljiti na teoriji iz 4. 
totte ovako: Kako su vektori i P2 uzastopni jedini6ni vektori baze u konknoj 
tabeli, to je: 

;1 
	

2 
B = P2 P3 , 	

r 
Iz istog jc razloga: 

le° 	" 5 	31' 

Kako su vektori Ps i P6 uzastopni jedini&d. vektori baze u pooetnoj tabeli, to je: 

 

3 —2 ! 

--- I 	1 j 
Ps P6 o 	o 
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TABELA 3. RAUNANJE DUALNOG PROGRAMA SIMPELKS-METODOM 

Maksimum 	cj 

Ci p0 

6 
YI 
pl 

5 
Y2 
p2 

13 
Y3 
p3 

8 
Y4 
p4 

Y5 
p5 

Y6 
pa 

P5 

4-P6 

cn
 2 

1 
1 
1 

2 
3 

1 
3 

1 
1 

zj — cj —6 —5 —13 —8 

P5 

13 -)-P3 
1/3 
4/3 

4/3 
1/3 

1/3 
1/3 1 

—1 
1 

1 —2/3 
1/3 

zj — cj 52/3 —5/3 

1 

—2/3 5 13/3 

6 -.g. Pi 
13 	P3 

1/4 
5/4 

1/4 
1/4 1 

—3/4 
5/4 

3/4 
—1/4 

—1/2 
1/2 

zj — cj 71/4 —1/4 15/4 5/4 7/2 

5 --> I" 
13 	P3 

•■■I 4 
—1 

1 
1 

—3 
2 

3 
—1 

—2 
1 

zj — cj 18 1 3 2 3 

Optimalno rje-
§enje primarnog 
programa 

zj 18 2 3 

Varijable primarnog 
programa 

Xi X2 

Iz toga dobivamo optimalno moguee rjeienje primamog programa: 

x? 	= c° B-11. = 	
I 3 —2 I 

11 5 	1311 	i 	= 112 	3 11 

Dualnom simpleks-metodom rijetimo dualni program tako da najprije simpleks-
-metodom rijetimo primami i zatim aitamo optimalno moguae rjdenje dualnog. 
Iz posljednjeg retka brojeva zj °ammo u tabeli 2. optimalno mogae rje§enje dual-
nog programa: 

 

B = Pi P3 P6 P2 j; = 

 

2 -1 	0 	1 
1 	0 	0 	1 
2 0 0 3 
1 	0 —1 	3 

 

    

Iz istog je razloga: 

    

= 	= 1, = 1, = 0, 
kojemu odgovara najveea vrijednost funkcije cilja 18 nov6anih jedinica. Rgunanje 
optimalnog moguaeg rjetenja po ovoj metodi mo2emo temeljiti na teoriji iz take 
4. ovako: Kako su vektori P3, P6 i P2 uzastopni jedini6ni vektori baze u ko-
natnoj tabeli, to je: 

3 0 0 4 
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Kako su vektori P7, P8, P9 i Pl° uzastopni jedinieni vektori baze u poeetnoj 
tabeli, to je: 

B-1 = PO PO PO PP II = 

 

0 3 —1 0 
—1 4 —1 0 

0 —3 2 —1 
0 —2 1 0 

 

   

    

lz toga dobivamo optimalno moguee rjdenje dualnog programa: 

0 3 —1 1 	lj 

—1 4 —1 q 
y? 373 y2 = c° B-1 = i! 3 	0 	0 	4 0 I 1 0 

0 —3 2 —111 
0 —2 1 01 

Vjelbe 

1. Rijegi simpleks-metodom i dualnom simpleks-metodom prehrambeni problem: Prva 
namirnica ima 2 jedinice prvog, 1 jedinicu drugog i 1 jedinicu treeeg biokemijskog sastojka. druga 
namirnica ima pak 1 jedinicu prvog, 1 jedinicu drugog i 3 jedinice treeeg sastojka. Cijena prve 
namirnice je 3, druge 2 nov.Cene jedinice. Koliko da kupimo svake namirnice da bismo dobili 
najmanje 5 jedinica prvog, 4 jedinice drugog i 6 jedinica treCeg biokemijskog sastojka a da bi 
trogkovi nabave bill najmanji? 

(Primarni: 1,3; 9. Dualni: 1,1,0; 9) 

2. Rijek simpleks-metodom i dualnom simpleks-metodom problem smjese: Dva tipa vita-
mina moiemo dobiti u dva tipa tableta. Prva tableta ima 1 jedinicu prvog i 4 jedinice drugog vi-
tamina i stoji 24 nov6ane jedinice; druga tableta ima 5 jedinica prvog i 1 jedinicu drugog vitamina 
i stoji 25 nov6anih jedinica. Koliko tableta svakog tipa trebamo kupiti da bismo dobili najmanje 
17 jedinica prvog i 11 jedinica drugog vitamina a da bi tro§kovi nabave bill najmanji? 

(Primarni: 2,3; 123. Dualni: 4,5; 123) 

7. Linearno programiranje i teorija matrienih igara 

U toeki 3. ovog poglavlja obradivali samo matriene igre dvaju antagonistiekih 
igraea A i B, od kojih svaki izabrati za sebe najpovoljniju strategiju; zbog toga 
je matriene igre trebalo obradivati s dva gledigta, i to s gledigta koristi prvog igraea 
i s gledigta koristi njegovog protivnika. Pri takvom smo obradivanju matriane igre 
ustanovili da se rjegavanje svake antagonistieke matriene igre mok prevesti na 
rjegavanje dvaju lineamih programa koji su jedan drugome dualni. Pri tom smo 
upoznali jednu od veza gto postoji izmedu teorije matrienih igara i linearnog pro-
gramiranja. 

Zatim smo u toeki 4. ovoga poglavlja obradivali vezu izmedu primamog i njemu 
odgovarajuaeg dualnog lineamog programa. Pri tom smo saznali da zapravo oba 
programa obraduju isti problem optimalnosti, ali s dva razlieita gledigta; jedanput 
s gledigta maksimuma odredene funkcije cilja, a jedanput s gledigta minimuma njoj 
odgovarajuee druge funkcije cilja. Takvo obradivanje linearnog programa omogueuje 
da se linearno programiranje povek s teorijom antagonistiekih matrienih igara; 
vidjet eemo naime da se svaki problem linearnog programiranja mok prevesti u 
odgovarajuei problem antagonistieke matriene igre. 
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U ovoj toali obradit aemo obostranu vezu linearnog programiranja i tcorijc 
matrienih igara. Pri tom aemo se osloniti na razmatranja iz to6ke 3. i 4. ovoga po-
glavlja. S obzirom na tu vezu prou'eit eerno: 

a) prevodenje problema antagonistkke matrkne igre u problem linearnog 
programiranja. To smo vee obradivali u toeki 3. ovoga poglavlja; ovdje 6emo pre-
vodenje s obzirom na simboliku i na na6in raspravljanja prilagoditi cjelokupnoj 
problematici povezivanja; 

b) prevodenje problema linearnog programiranja na problem antagonistkke 
matrkne igre. 

Pri obradivanju obostrane povezanosti izmedu linearnog programiranja i teo-
rije matrienih igara prou'eit eemo problematiku paralelno s gledigta primarnog i 
dualnog programa i s gledigta prvog i drugog igra6a. 

a) Prevodenje problema matric'ne igre u problem linearnog programiranja. Uzmimo 
opal antagonistkku matrknu igru dvaju igra6a A i B; igrae" A na potezu ima na 
izbor alternative 1, , m, dok igrg B na potezu Una alternative 1, , n; igra6 
A ima na izbor strategije x = {x„ , xm}, dok igrae B ima strategije y {yi, , 
y„}; dobitke odreduje matrica igre al, II reda m x n; vrijednost igre ozngimo sa 
w. Podatke za igru i njoj odgovarajuea rjegenja daje tabela 1. Problem matrkne 
igre prevedemo u probletn linearnog programiranja ovako: 

Kod uzastopnih 6istih strategija igra6a 
B dobivamo za strategije igraaa A ne-
jednackbe: 

ai, xi 	am, xm w 

ainx, 	amn xm w 

Pri tom komponente strategije igra6a 
A odgovaraju jednadibi: 

dobivamo za igra6a A primarni linear-
ni program: 

Treba odrediti vrijednosti varijabla 
u„ , um koje odgovaraju uvjetima 
nenegativnosti: 

	

u, 	0, 	, um 0 

i uvjetnim nejednadibama: 

	

ail ui 	am, um 	1 

u 	amn 	1  

Kod uzastopnih 6istih strategija igraea 
A dobivamo za strategije igra6a B ne-
jednad2be: 

ail Yi 	atnYn :6 w 

aini yi + + amn Yn w 

Pri tom komponente strategije igra6a 
B odgovaraju jednad2bi: 

n) 

dobivamo za igraea B dualni linearni 
program: 

Treba odrediti vrijednosti varijabla 
v 1, , v„ koje odgovaraju uvjetuna 
nenegativnosti: 

	

v, 	0, 	, v„ 	0 

i uvjetnim nejednadibama: 

	

a„ v, 	ain v„ 	1 

vi 	••• 	amn Vn 	1 

xi = 1 yi 	..• Yn = 1 

Nakon supstitucije: Nakon supstitucije: 

xi = wul (i = 1, , m) = = 1, ••• 
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tako da funkcija cilja : 

f (ui, 	, u,„) = ui -L 

ima minimum. 

Ako rije:s'imo ovaj primami lineami 
program, dobivamo optimalno mogu-
ee rjegenje : 

U 	, Um  

tako da funkcija cilja: 

1 
—
w 

= g (v1, , vn) = vi 

ima maksimum. 

Ako rijesNrno ovaj dualni lineami 
program, dobivamo optimalno moguee 
rje§enje: 

V, 

i iz toga obrnutom supstitucijom 
timalnu strategiju igraea A : 

x° 	, xm"), 

kojoj odgovara vrijednost igre w. 

op- 	i iz toga obmutom supstitucijom op- 
timalnu strategiju igraea B: 

Y° = {Y?, • • • , 31), 

kojoj odgovara vrijednost igre 

Lineami programi koje smo dobili pri ovoj igri u istom su odnosu kao pri-
marni i dualni program; stoga ih mcdemo napisati zajedno, kao §to vidimo u tabeli 1. 
Ova tabela daje prevodenje problema matriene igre u problem linearnog programi-
ranja. 

TABELA I. PREVODENJE PROBLEMA MATRICNE IGFtE PROBLEM LINEARNOG 
PROGRAMIRANJA 

Komponente 
strategije 
igrga B 

Yi • • Yn 

Varijable 
dualnog 

programa 

OgraniZenja 
primarnog 
programa 

Koeficijenti 
funkcije cilja 

dualnog 
programa 

Optimalno 
mogu6e 
rje§enje 

primarnog 
programa 

Kompo-
nente 

optimal-
ne stratc-
gije igrga 

A 

yj 

VI • • • V. Xi = WU ' 

Komponentel x 
strategije 

. 

A 	xm 

Varijable 
primamog 
programa • 

un, 
igrga 

a,, .-. a,. 

anu • • • a. 

u? 

urn° 

0 

0 Xm 

Koeficijenti funkcije cilja 
primarnog programa 
Ograni6enja dualnog programa 

Optimalno mogae rje§enje 
dualnog programa 

Komponente optimalne 
trategije igrga B 

I 	• • I 

v? • • viti 

y? • • • 31,1 

- 

W 

W 
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Prevodenje problema linearnog programiranja u problem matrione igre. Obra-
dimo opal problem linearnog programiranja koji moiemo 	kao primarni 

kao dualni program. Podatke za linearni program daje 1. tabela 4. totke ovog 
poglavlja. 
Uzmimo problem linearnog programi-
ranja kao primami problem: 

Treba odrediti vrijednosti varijabla 
xi, ,x„ koje odgovaraju uvjetima 
nenegativnosti: 

xi 	0, 	, xn 	0 

uvjetnim nejednadThama: 

an xi + 	-I- ainrin 	bi 

Uzmimo problem lineamog programi-
ranja kao dualni problem: 

Treba odrediti vrijednosti varijabla 
y„ , yn, koje odgovaraju uvjetima 
nenegativnosti: 

0, ... 	0 

i uvjemim nejednadibama: 

ail 	amt Yni 	ci 

arni xi + 	+ a„,n xn b. 

tako da funkcija cilja: 

1 — = f (x„ xn) = c, xi + + cn xn 

ima minimum. Pri tom Ielimo odrediti 
najveeu vrijednost varijable w. 

Uzmimo da linearni program ima 
optimalno moguee rje§enje: 

, 31n, 

kojemu odgovara najmanja vrijednost 
funkcije cilja 1/w°. 

Ako uvjetne nejednad2be uzastop-
no podijelimo brojevima b 1, , bn, te 
ako ih sve pomnaimo sa w, dobivamo 
nove uvjetne nejednadibe: 

all 	 ain wxi + + 	wx w bi 	 bi 	n – 

amt 	_ 	> 
b. wx1 	17c, w x = w 

Alto pak funkciju cilja pomno2imo sa 
w, dobivamo novu funkciju u obliku: 

wf (xi, 	xn) = wci 
+ wcn xn 1  

al,, 	+ ••• + amn Yn 	Cn 

tako da funkcija cilja: 

1 
— = g (Y1, 	=1)1 Yi 	±b. Y. 

ima maksimum. Pri tom ielimo odre- 
diti najmanju vrijednost varijable w. 

Uzmimo da linearni program ima 
optimalno moguee rje§enje: 

kojemu odgovara najveea vrijednost 
funkcije cilja l/w° 

Alto uvjetne nejednadibe uzastop-
no podijelimo brojevima ci, ..• cn 
ako ih sve pomnoiimo sa w, dobivamo 
nove uvjetne nejednadibe: 

arni 
--ci wYt .•. —c 

wy. w 

aln 	 amn 
- WY1 ... - WY, W 
c„ 	 c„ 

Alto pak funkciju cilja pomnoiimo sa 
w, dobivamo novu funkciju u obliku: 

wg 	= wbt + • 
+ wb.y. = 1 
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Y VI 

Varijable primarnog 
programa 

X j 	• 	• 	• 	Xn 	 ; 

11j 
Xj 

WCi 

Komponente strategije 
igraZa A 

u, 	• 	• un 

al, 	a in 

bien 

Y1 = 

Kompo-
nente 
strategi-
je igraZa 

3'm 	 v. 

Varijable 	• 
dualnog 
progra- 
ma 

Nakon supstitucije: 	 Nakon supstitucije: 

v, 
Yi 	wb, 

dobivamo uvjetne nejednadThe: 	dobivamo uvjetne nejednadae: 

aii 	 a,,,, au u 	 In 

	

-

a

- - 	w 	 v + .. • — v b, c, 	b, c„ 	 b, 	 b„,c, 

Xi = W 
Ci 

an,, 	 anin 	u, 	— w 
' brnc„  

ain 	 amn 
vi -I- •.. —b.c. vn, w 

b, cn 

i funkciju cilja: 	 i funkciju cilja: 

f(u„...,un) 	+...±un 	 g (v„ , vn) = v, + 	+ v. = 1 

Prema gore obradenom prevodenju problema matri'ene igre u problem li-
nearnog programiranja, taj linearni program odgovara matriCnoj igri koju daje 
tabela 2. Ova tabela prema tome daje prevodenje obradenog problema linearnog 
programiranja u problem matrk'ne igre. 

TABELA 2. PREVODENJE PROBLEMA LINEARNOG PROGRAMIRANJA 
IJ PROBLEM MATRICNE IGRE 

248 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



t'etvrti dio 

UPOTREBA LINEARNOG PROGRAMIRANJA 
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XII. UPOTREBA SIMPLEKS-METODE 

1. Problem prehrane 

Covjeku su za ±ivot potrebne odredene kolieine biokemijskih sastojaka : bje-
laneevina, masnoea, ugljikohidrata, vitamina itd. Te sastojke dobiva u hrani, koju 
sastavljaju razEite namirnice: mast, ulje, bragno, meso, povrCe itd. Svaka namirnica 
ima na trligtu odredenu cijenu. Pri tom nastaje problem kako da 6ovjek nabavlja 
namirnice da bi zadovoljio svoje fiziologke potrebe, a da bi gto manje platio za na-
bavljene namirnice. U ovoj toad obradujemo neki razmjemo prilieno pojednostav-
njen problem prehrane. Od biokemijskih sastojaka uzimamo u obzir samo 
i to Evotinjske bjelan6evine, biljne bjelan6evine, masnoee i ugljikohidrate. Od na-
mimica uzimamo u obzir samo 9, i to mast, ulje, meso, mlijeko, geCer, riiu, bragno, 
grah i krumpir. Sve potrebne podatke daje tabela 1. 

U tabeli 1. nabrojene su namirnice ozna6ene uzastopnim brojevima. Sve su 
tetine izrgene u kg, a cijene su u nov'eanim jedinicama. Iz tabele vidimo npr.: 

da 1 kg bragna saddi 0,72 kg ugljikohidrata, 
da 1 kg bragna stoji 52 noveane jedinice, 
da 6ovjeku treba dnevno po 0,424 kg ugljikohidrata, 
da bragno ima broj 7 i 
da kupac kupuje x, kg bragna. 

TABELA 1. BIOKEMIJSKA STRUKTURA 	 CIJENE I KOLICINE 

NAMIRNICA I DNEVNE FIZIOLOgKE POTREBE 

. 	INamirnica 
Bjelan&vine 

Masno& Uhglidraiikti°- Cijene Koli6ine 
tivotinjske biljne 

.- . e
t
 te

)
 -

4
°  k

r
) 4

'1
 t--

 0
0
 C

T
 

Mast 1 327 xi 

Ulje 1 335 x2 

Meso 0,20 0,08 251 xs 

Mlijeko 0,03 0,04 0,05 31 x4 

geaer 1 145 xs 

Rila 0,08 0,02 0,76 238 X 6 

Braino 0,12 0,02 0,72 52 x7 

Grah 0,24 0,02 0,47 71 X 8 

Krumpir 0,02 0,19 15 X 9 

Potrebe 0,028 0,037 	I 	0,1 0,424 
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Problem linearnog programiranja koji 2elimo 	na ovom primjeru jest: 
Kakve kolkine u tabeli 1. navedenih 9 namirnica treba da kupac nabavi da bi za- 
dovoljio navedene fizioloRe potrehe, a da hi za nabavu namirnica imao najmanje 
trogkove. 

Izrazimo ovaj problem u matematiekom obliku. Kako kolieine namirnica ne 
mogu biti negativne, to sve varijable odgovaraju uvjetima nenegativnosti : 

xi 	0 (j = 1, 	, 9) 

Ako kupac nabavi x 3 kg mesa i x4 kg mlijeka, onda u obje namirnice dobiva 
0,2 x 3 I- 0,03 x4 kg tivotinjskih bjelaneevina; kako tih bjelaneevina mora dobiti 
najmanje 0,028 kg, to otuda dobivamo nejednadtbu: 

0,2 x 3 + 0,03 x4 ?_ 0,028 

dobivamo nejednadtbu za biljne bjelaneevine: 

0,08 x6 -I- 0,12 x7 -I- 0,24 x8 	0,02 x, 	0,037 

Za masnoee dobivamo nejednadtbu : 

x, + x2 + 0,08 x, + 0,04 x4 + 0,02 x, + 0,02 x7 I 0,02 x8 0,1 

Za ugljikohidrate pak dobivamo nejednadtbu: 

0,05 x4 + xs - 0,76 x, 	0,72 x, 	0,47 x, + 0,19 x, 1-1-0,424 

Ukupne kupeeve trogkove u vezi s nabavom namirnica izratunamo tako da zbro-
jimo produkte kolieina i cijena svih namimica. 

Nakon svega toga dobivamo sl;jedeei linearni program: 
Treba odrediti vrijednosti varijabla x „ 	, x, koje odgovaraju uvjetima ne- 

negativnosti : 
xi 	0 (j 	1, 2„ 	, 9) 

i gore napisanim nejednadtbama za tivotinjske bjelaneevine, biljne bjelaneevine, 
masnoee i ugljikohidrate tako da funkcija cilja: 

327 x, 	335 x, 	251 x, -I- 31 x4 -I- 145 x, + 238 x6 	52 x, 	71 x8 1-15 x, 
ima minimum. 

Linearni program u ovom obliku jog nije podesan za rjegavanje simpleks-me-
todom. U tu svrhu najprije sve tetiri uvjetne nejednadtbe promijenimo u jednadtbe. 
Prema nejednadtbi koja vati za tivotinjske bjelaneevine, kupac mora dobiti najmanje 
0,028 kg tivotinjskih bjelaneevina; mote ih dobiti toeno toliko, a mote ih dobiti 
i negto vige. Ako od lijeve strane ove nejednadtbe odbijemo suvigne livotinjske bje-
laneevine, onda nejednadtba prelazi u odgovarajueu jednadtbu. Ove suvigne ti-
votinjske bjelaneevine za kupca su beznaeajne, pa im zato propisujemo cijenu 
noveanih jedinica. Stoga uvedemo neku novu namimicu, i to eiste tivotinjske 
bjelaneevine, koje imaju cijenu 0 noveanih jedinica; kolieinu tih namirnica oznaeimo 
sa xi,. Ako tu kolieinu tivotinjskih bjelaneevina odbijemo od lijeve strane neje-
dnadtbe za tivotinjske bjelaneevine, onda nejednadtba prelazi u jednadtbu: 

0,2 x3 + 0,03 x4 -- x,, = 0,028 

Oeigledno i dopunska varijabla 	odgovara uvjetu nenegativnosti. Slieno upot- 
punimo u jednadtbe i drugu, treeu i eetvrtu nejednadtbu. U nejednadtbi za biljne 

252 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



bjelaneevine odbijemo od lijeve strane xli 	0 nanovo uvedenih dopunskih biljnih 
bjelaneevina, koje imaju isto cijenu 0 noveanih jedinica. U nejednadili za masnoae 
odbijemo od lijeve strane x,2 0 nanovo uvedenih eistih dopunskih masnoea, 
koje isto tako imaju cijenu 0 noveanih jedinica. U nejednadibi za ugljikohidrate 
odbijemo od lijeve strane x,3 a 0 nanovo uvedenih eistih dopunskih ugljikohidrata, 
koji takoder imaju cijenu 0 noveanih jedinica. Uvodenjem ovih eetiriju dopunskih 
varijabla funkcija cilja u stvari se ne mijenja jer u njoj elanovi s ovim varijablama 
dobivaju koeficijente koji su svi jednaki O. 

Time gto smo uvjetne nejednadibe nadopunili u jednadibe, jo§ ne moiemo 
poeeti raeunanje simpleks-metodom, jer jo§ nemamo nijednog mogueeg rjegenja 
linearnog programa. U tu svrhu uvodimo jog eetiri umjetne varijable. 

U jednad2bi za tivotinjske bjelaneevine pribrojimo na lijevoj strani xi4 0 na-
novo uvedenih aistih umjetnih 2ivotinjskih bjelaneevina, pa dobivamo jednad2bu: 

0,2 x3 0,03 x4 — x10 + x,4 = 0,028 

Cijenu ovim umjetnim 2ivotinjskim bjelaneevinama podignemo tako visoko da u 
konaenom rjegenju zasigurno ispadaju i neee doei u obzir za nabavu jer su preskupe. 
Ako pregledamo cijene namirnica, vidimo da je cijena 10 000 noveanih jedinica 
vee dovoljno velika. Stoga ovim umjetnim 2ivotinjskim bjelaneevinama propigemo 
cijenu 10 000 noveanih jedinica. Shen° uvedemo umjetne varijable jo§ u drugu, 
treeu i posljednju uvjetnu jednad2bu. U jednadni za biljne bjelaneevine pribro-
jimo na lijevoj strani x,s 0 eistih umjetnih biljnih bjelanaevina, kojima isto tako 
propigemo cijenu 10 000 noveanih jedinica. U jednadthi za masnoee pribrojimo 
na lijevoj strani x„6 0 eistih umjetnih masnoea, kojima takoder propi§emo ci-
jenu 10 000 noveanih jedinica. Konaeno pribrojimo u jednadibi za ugljikohidrate 
na lijevoj strani x,, 0 eistih umjetnih ugljikohidrata te i njima propigemo do-
voljno visoku cijenu 10 000 noveanih jedinica. Uvodenjem umjetnih varijabla 
funkcija cilja dobiva eetiri elana s uzastopnim umjetnim varijablama; te varijable 
u funkciji cilja nastupaju s koeficijentima koji su svi jednaki 10 000. 

Napomena: U ovom primjeru ne bi trebalo uvoditi umjetne masnoee i umjetne 
ugljikohidrate jer eiste masnoee imamo vee u masti ulju, a eiste ugljikohicirate 
u geaeru. Ove umjetne namimice uvodimo samo zato da prikaz metode bude potpun. 
Nakon ovih nadopuna dobivamo slijeded linearni program: 

Treba odrediti vrijednosti varijabla x „ 	, x koje odgovaraju uvjetima ne- 

negativnosti : 
x, 	0 (j = 1, 	, 17) 

i linearnim jednadibama: 

0,20 x3 + 0,03 x, — 
XIO 
	

+ X14 = 0,028 

0,08 x6 + 0,12 x, + 0,24 xs + 0,02 x9 — 
— x„ 	+ xis = 0,037 

x 	X2 -1- 0,08 x3 + 0,04 x4 + 0,02 x6 + 0,02 x, + 0,02 xs 
X12 + Xi6 = 0,100 

0,05X4 + Xs + 0,76 x6 + 0,72 x, -1- 0,47 xs + 0,19 x, 
x,3 	x,, = 0,424 
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tako da funkcija cilja: 

f (x„ 	, xi7) -=- 

= 327 xi -1 335 x2 + 251 xs + 31 x4 + 145 x5 + 238 x6 + 52 x, + 

— 71 xs + 15 x9 10 000 xi4 + 10 000 xi5 + 10 000 xi6 + 10 000)(17 

ima minimum. 

Podatke za ovaj linearni program daje tabela 2. U gorniem retku tabele redom 
su napisane cijene prvobitnih, dopunskih i umjetnih namirnica, u drugom su retku 
napisane kolieine tih namimica. Svakoj od tih namimica priredimo vektor 6ije 
komponente izraiavaju biokemijsku strukturu te namimice; ovi vektori upisani 
su u treeem retku. Mlijeku odgovara npr. vektor: 

0,03 

pa = ° 
, 0,04 

0,05 

Ovom vektoru odgovara cijena 31 noveana jedinica. Fiziologke potrebe izraZava 
vektor: 

po = 

0,028 
0,037 
0,100 
0,424 

Vektori P°, P', 	, P17 su vektori eetverodimenzionalnog vektorskog pro- 
stora V4. JedinRni vektori 13'4, P'5, pi 

6 i P17 sastavljaju bazu toga prostora ; 
stoga se ovim jedinienim vektorima mok linearno izraziti svaki vektor toga vek-
torskog prostora. Vektor P4 izrazimo npr. tim bazienim vektorima ovako: 

P4 = 0,03 P" 4 0.P'5 -- 0,04 P16 + 0,05 P17 

Iz tabele 2. vidimo kako su vektori P°, 131, 	, 	ovim jedinienim vektorima 
izrakni kao njihovi linearni sastavi. U tu svrhu ovi su jedinieni vektori jog' jedanput 
napisani u drugom stupcu tabele. 

Iz tabele 2. mokmo odmah oeitati poe'etno moguee rjeSenje linearnog pro-
grama. To rje§enje izvueemo iz komponenata vektora P°, koji je bazienim jedini-
enim vektorima izrakn ovako: 

P° = 0,028 P" ;- 0,037 P15 -1- 0,100 PI° 	0,424 13'7 

Zbog toga je 

Xi X2 X3 = X4 = X5 = X6 "= X7 = X8 = X9 = 	.= Xi = X12 = X13 = 0 

X14 = 0,028, x, = 0,037, x,6 -= 0,1, xi, = 0,424 
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po'eetno bazkno moguee rjegenje linearnog programa; ovom mogueem rjegenju 
.odgovara vrijednost funkcije cilja: 

10 000 (0,028 1- 0,037 -1- 0,100 + 0,424) = 5 890 

noveanih jedinica. 

U tabeli 2. vidimo jog dvije einjenice koje omogueuju da odmah i bez svakoga 
daljnjeg raeunanja pobollgamo poznato moguee rjeAenje. Vektori i P16 su po 
strukturi jednaki a odgovaraju im razlieite cijene; zbog toga mOemo bez daljnjega 
iz haze odstraniti vektor P16 i nadomjestiti ga vektorom Pl. Isto su tako po struk-
turi jcdnaki vektori Ps i ali im odgovaraju razlieite cijene; zbog toga mokmo 
bez daljnjega iz baze odstraniti i vektor 1117 i nadomjestiti ga vektorom P5. Nakon 
tc izmjene bazienih vektora umjesto tabele 2. dobivamo gornji dio tabele 3. 

Iz te tabele oeitamo poboljgano bazieno moguee rjdenje: 

x, = 0,1, x, = X3 ", X4 = 0, Xs = 0,424, X6 = X7 = X8 = X9 = X10 = 

xi t = xi, = x13 	0, x14 — 0,028, x15 = 0,037, xio 	x17 = 0 

OVOM mogueem rjdenju odgovara vrijednost funkcije cilja: 

10 000 • 0,028 ± 10 000 • 0,037 ± 327 0,1 ± 145 • 0,424 = 744 

noveanih jedinica. Ovo moguee rjeAenje uzimamo kao ishodigte raeunanja simpleks-
•.metodom. 

Prva iteracija. I. dio tabele 3. nadopunimo dodatnim retkom diferencija 
z; 	cj. Za vrijednost indeksa j 	0 vee smo izraeunali da je: 

zo — co zo = 744 

noveane jedinice vrijednost funkcije cilja kupnje koja odgovara prvom mogueern 
rjegenju. 

Za sve drugc vrijednosti indeksa j izraeunamo diferenciju zi — c; tako 
skalarno pomno2imo cijene bazienih vektora 	namirnica komponentama vektora 

te od dobivenog produkta odbijemo cijenu c; odgovarajuee namirnice. Broj 
z, izraeunamo npr. ovako: 

10 000.0 ± 10 000.0,24 -1- 327.0,02 ± 145.0,47 — 2 475 

noveanih jedinica; taj broj znaei vrijednost sastojaka jednog kg graha ako bismo te 
sastojke nabavili u biljnim bjelaneevinama, masti i keeru. Zbog toga diferencija: 

Z8 — C8 = 2 475 — 71 = 2 404 

noveane jedinice znaei ukedu koju dobivamo ako nabavimo grah na trigtu nepo-
sredno umjesto da njegove sastojke nabavimo u obliku bazienih namirnica. 

Vidimo da u dodatnom retku ima nekoliko pozitivnih brojeva, pa stoga prvo 
moguee rjegenje nije optimalno. Dalje vidimo da mokmo postiei najveeu u§tedu 
od 2 404 noveane jedinice ako u novu bazu uvedemo grah njemu odgovarajuei 
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vektor Pa. Odredimo jog namirnicu 	njoj odgovarajuei. vektor koji odstranimo 
iz baze. U tu svrhu podijelimo komponente vektora P° homolognim pozitivnim 
komponcntama vektora Ps, pa dobivamo kvocijente: 

u drugom retku: 0,037 : 0,24 = --, 0,1 
u tree= retku: 0,100 : 0,02 	50 
u eetvrtom retku: 0,424 : 0,47 	0,9 

Kako je kvocijent u drugom retku najmanji, to iz baze odstranimo vektor Pi 5 

njemu odgovarajuee umjetne biljne bjelaneevine. Kako je odstranjeni vektor 
u drugom retku, to je kljueni koeficijent a28 = 0,24. 

I. dio tabele transformiramo prema propisanom transformacijskom zakonu 
pak tabeli odgovarajueu matricu premultipliciratno transformacijskom matricom: 

1 	0 	0 0 0 

0 	
0,24 

1 

0,02 
0,24 

0,47 
0 — 	0 1 0 

0,24 

2404 
0 — 	0 0 1 

0,24 

T28 = 

0 0 0 

0 — 1 0 0 

Nakon transformacije dobivamo II. dio tabele 3. Njemu odgovara drugo mo-
gu& rjegenje, koje ima od 0 razlieite samo komponente: 

x, = 0,097, xs = 0,352, x8 = 0,154, x14. = 0,028 

Njemu odgovarajuaa vrijednost funkcije cilja jest 374 noveane jedinice. Ovo rje-
§enje jog nije optimalno jer u dodatnom retku ima jog nekoliko pozitivnih brojeva; 
ti brojevi pak znaee da su u§tede jo§ moguee. 

Druga iteracija. U dodatnom retku II. dijela tabele najveei je pozitivni broj 
1 775, koji odgovara mesu vektoru Kod te iteracije mogli bismo zbog toga 
dobiti najveou ugtedu ako bismo u novu bazu uveli meso vektor P3. Radi skra-
eenja raeunskog postupka medutim razmislimo ovo: slijedeei najveei pozitivni broj 
u dodatnom retku je 289, koji odgovara mlijeku vektoru P4. Ako usporedujemo 
biokemijske strukture i cijene mesa i mlijeka, a to su odlueujuee namirnice osobito 
s obzirom na zadovoljenje potreba za Evotinjskim bjelaneevinama, onda vidimo 
da su te strukture mnogo jeftinije u mlijeku nego u mesu bez obzira na to gto mli-
jeko ima vige drugih sastojaka. Stoga u novu bazu uvedemo radije mlijeko vektor 
P4 negoli meso vektor P3. Ako bismo naime u ovoj iteraciji uveli u bazu meso, 
onda bismo ga morali u nekoj budueoj iteraciji odstraniti iz baze i nadomjestiti 
mlijekom. Tako ugtedujemo barem jednu iteraciju. 
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U drugoj iteraciji u novu bazu uvedemo mlijeko vektor I". Da bismo od-
redili vektor koji odstranjujemo iz baze, usporedujemo kvocijente: 

u prvom retku: 0,028 : 0,03 = 1 
u treeem retku: 0,097 : 0,04 = 2 
u 6etvrtom retku: 0,352 : 0,05 = 7 

Kako je kvocijent u prvom retku najmanji, to iz baze odstranimo vektor P" 
njemu odgovarajuee umjetne Evotinjske bjelan&vine. Buduei da je odstranjeni 
vektor u prvom retku, to je klju'eni koeficijent a 14 = 0,03. 

II. dio tabele transformiramo prema propisanom transformacijskom zakonu 
pak tako da tabeli odgovarajuau matricu premultipliciramo transformacijskom 

matricom: 

1 
0,03 

0 	1 0 0 0 

0,04 
0,03 
	0 1 0 0 

0 0 	1 0 

0 0 0 1 

Nakon transformacije dobivarno III. dio tabele 3. Njemu odgovara treee mo-
guee rjdenje, koje ima od 0 razliate samo komponente: 

xi = 0,060, x4 = 0,933, x5 = 0,305, x8 = 0,154 

Njemu odgovarajuaa vrijednost funkcije cilja jest 104 novUne jedinice. Ovo rje-
§enje nije optimalno jer u dodamom retku ima jo§ nekoliko pozitivnih brojeva. 

Nakon druge iteracije iz baze smo odstranili sve umjetne vektore koji su svoju 
ulogu odigrali. Stoga nam vi§e nisu potrebni, pa ih u daljnjem ra6unanju vi§e ne 
uzimamo u obzir. 

Treea iteraczja. U dodatnom retku najveei je pozitivni broj 58, koji odgovara 
bragnu vektoru P7; stoga u novu bazu uvedemo vektor P7. Da bismo odredili 
vektor koji odstranimo iz baze, usporedujemo kvocijente: 

u drugom retku: 0,154 : 0,50 --- 0,3 
u treeem retku: 0,060 : 0,01 = 6 
u 6etvrtom retku: 0,305 : 0,49 -= 0,6 

Kako je kvocijent u drugom retku najmanji, to iz baze odstranimo vektor Ps od-
nosno njemu odgovarajuou namirnicu grah. Buduai da je odstranjeni vektor u 
drugom retku, to je klju6ni koeficijent a27 = 0,50. 

Tly 

0,05 
-0,03 

289 
0,03 

0 0 0 0 
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III. dio tabele 3. transformiramo prema propisanom transformacijskom za-
konu pak tako da tabeli odgovarajueu matricu premultipliciramo transformacij- 
skom matricom: 

T27 - 

1 	0 	0 0 0 

1 
0 	0 0 0 

0,5 

0,01 
0,5 

0,49 
0,5 

58 
0,5 

0 

0 

1 	0 0 

0 	1 	0 

0 0 

Nakon transformacije dobivamo etvrti dio tabele 3. Njemu odgovara 6etvrto 
moguee rjegenje, koje ima od 0 razlfeite samo komponente: 

xi = 0,057, x4 	0,933, xs = 0,155, x7 	0,308 

Njemu odgovara vrijednost funkcije cilja 86 nov6anih jedinica. Ovo rjegenje jog 
nije optimalno jer su u dodatnom retku jog dva pozitivna broja. 

Cetvrta iteracija. U dodatnom retku od dva pozitivna broja veei je broj 491, 
koji odgovara P" njemu odgovarajueim dopunskim biljnim bjeladdevinarna; 
zato u novu bazu uvodimo vektor Pil. Pri odredivanju vektora koji odstranjujemo 
iz baze usporedujemo kvocijente: 

u treeem retku: 0,057 : 0,17 = 0,3 
u Z'.etvrtom retku: 0,155 : 6,00 = ---, 0,03 

Kako je kvocijent u 'eetvrtom retku manji, to iz baze odstranimo vektor P5 ili ge-
eer. Budu6 da je odstranjeni vektor u eetvrtom retku, to je kljUni koeficijent a4,i, = 
= 6. 

IV. dio tabele 3. transformiramo po propisanom transformacijskom zakonu 
pak tako da taheli odgovarajueu matricu premultipliciramo transformacijskom 

matricom: 

1 0 0 	0 0 

8,33 

	

0 1 0   0 
6 

T4.11 = 

0,17 
0 0 1 — 	0 

6 

1 
0 0 0 	0 

491 
0 0 0 — 

6 
1 

260 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Nakon transformacije dobivamo V. dio tabele 3. Kako u dodatnom retku nema 
vige nijednog pozitivnog broja, to je izraeunano peto moguee rjegenje optimalno. 
Ovo rjegenje ima samo slijedeee od 0 razlieite komponente: 

x, -- 0,052, x4 -- 0,933, x7 -- 0,524, x,, -- 0,026 

Ovom optimalnom mogueem rjegenju odgovara najmanja vrijednost funkcije cilia 

73 noveane jedinice. 

Analiza rezultata. Prema izraeunanom optimalnom mogueem rjegenju kupac 

ee zadovoljiti svoje fiziolake potrebe ako kupi: 

0,052 kg masti, 
0,933 1 mlijeka i 
0,524 kg bragna; 

takvom kupnjom dobiva 0,026 kg biljnih bjelaneevina vige nego gto mu treba; za 
takvu kupnju pia& 

TABELA 4. STRUKTURA OPTIMALNE KUPNJE 

Namirnica Nabavljene 
koli6ine 

Zivotinjske 
bjelanUvine 

Biljne 
bjelan6evine 

Mas- 
noee 

Ugljiko- 
hidrati 

Pi mast 0,052 0 0 0,052 0 

P4 mlijeko 0,933 0,028 0 0,037 0,047 

P7 brdno 0,524 0 0,063 0,011 0,377 

Ukupno 0,028 0,063 0,100 0,424 

Odbitak dopunskih — 0,026 — — 
biljnih bjelan6evina 

Potrebe 0,028 0,037 0,100 0,424 

Pogledajmo jo§ dodatni redak diferencija zj — cj u V. dijelu tabele 3. Za vri-
jednost indeksa j = 0 znaei: 

Zo — Co = Zo = 73 

noveane jedinice trakova koje kupac ima pri optimalnoj kupnji namirnica. 

Znaeenje tih diferencija za sve druge vrijednosti j objasnit aemo na primjeru 
mesa, kojemu odgovara vektor P3. Diferencija: 

z3 — c3 = — 126 

73 noveane jedinice. 

Pogledajmo toenije optimaino moguee rjegenje s gledigta biokemijske strukture 
kupljenih namirnica. Iz tabele 4. vidimo pregledno koliko livotinjskih bjelaneevina, 
biljnih bjelaneevina, masnoea i ugljikohidrata dobiva kupac u nabavljenoj masti, 
mlijeku i bragnu. 
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nov6anih jedinica je negativna i stoga zna6 ukedu koju dobivamo ako sastojke 
mesa kupimo posredno u obliku bazFenih namimica, umjesto da ih kupimo direktno 
na trEku u mesu. 

Kako je c3 = 251 noNtana jedinica, to je: 

z3 = 251 — 126 = 125 

nove'anih jedinica. Broj z3 znaai vrijednost mesa ako njegove sastojke kupimo po-
sredno u bazknim namimicama; prema tome 1 kg mesa stvarno vrijedi samo 125 
nov6anih jedinica. Ova se vrijednost naziva dosudena czjena. Na sli6an naein izra-
C'unamo dosudene cijene jo§ svim ostalim namimicama; te su cijene upisane u 
posljednjem retku tabele 3. 

Dosudena cijena svake namimice koja dolazi u obzir u optimalnoj kupnji 
jednaka je njezinoj trtignoj cijeni. Namirnica pak koja ne dolazi u obzir u optimal-. 
noj kupnji ima dosudenu cijenu koja nije veea od njezine tr2igne cijene; takva je 
namirnica na tr2igtu preskupa da bi dogla u obzir pri najjeftinijoj kupnji. Tabela 
5. daje pregled tdignih i dosudenih cijena za sve namirnice gto su uzete u obzir. 

TABELA 5. PREGLED TR2ISNIEI I DOSUDENIH MENA 

Namirnice 
Tr2igne 
cijene 

Dosudene 
cijene 

2.1 

' PI mast 	 327 327 
P2 ulje 335 327 
P3 meso 251 125 
Pe mlijeko 31 31 
Ps 'S'eCer 145 63 
Pe ri2a 238 71 
P7 braKno 52 52 
Ps grab 71 	36 
P9 krumpir 15 	12 

PI° livotinjske bjelan'C'evine 	492 
P" biljne bjclaaevine 	 0 
P' 2 masnoCe 	 327 
P' 3 ugljikohidrati 	 63 

San() zngenje imaju dosudene cijene dopunskih namirnica; te su cijene upi-
sane u donjem dijelu tabele 5. Pri najjeftinijoj kupnji 1 kg .i.votinjskih bjelaikevina 
stoji 492, 1 kg biljnih bjelarkevina 0, 1 kg masnoea 327 i 1 kg ugljikohidrata 63 nov-
i:ane jedinice. Pri optimalnoj kupnji kupac biljne bjelaikevine dobiva zapravo ba-
dava i u veeoj nego gto mu treba. To zna'di da svoje potrebe za biljnim bje-
lan6evinama pokriva 'dm pokrije potrebe za preostalim trima biokemijskim sastoj-
cima. 
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2. Proizvodni problem 

Razmotrimo op6i proizvodni problem linearnog programiranja pri kojem proi-
zvodno poduze& uz utrogak nov6anih sredstava i odredenih elemenata proizvodnog 
procesa izraduje nekoliko tipova proizvoda. Pretpostavimo, da poduzeee proizvodi 
n tipova proizvoda , Pp , Pn; od proizvodnih trogkova ne uzimamo u 
obzir stalne trogkove nego samo promjenljive trogkove za nabavu elemenata proi-
zvodnog procesa i za financiranje samog proizvodnog procesa. Ukupnih nov6anih 
sredstava poduze& ima na raspolaganju k noWanih jedinica. U proizvodnji po-
duze& treba m tipova elemenata proizvodnog procesa , ... S., kojih 
ima na raspolaganju uzastopno najvige po s„ , si, jedinica; ove elemente 
proizvodnog procesa mo2e nabaviti uzastopce po cijenama u„ , u„ , u. 
nov6anih jedinica. U proizvodnji jedne jedinice proizvoda Pj poduze& potrogi ki 
jedinica nov6anih sredstava, te uzastopce po a j j, , aij, arnj jedinica elemenata 
proizvodnog procesa; pri tom je j = 1, , n. Zbog prilika u poduzeau i na tdigtu. 
koWeine proizvedenih proizvoda ograni&ne su prema dolje i prema gore, i to tako 
da poduze& treba izraditi ne manje od 	jedinica i ne vige od Mj jedinica proi- 
zvoda Pj. Poduze& prodaje proizvode uzastopce po cijeni od c„ 	cj, , c„ 

nov6anih jedinica. Problem koji se pojavljuje u poduze6u pri proizvodnji jest kako 
da poduze& programira u datim prilikama proizvodnju da bi postiglo najve6i pri-
hod za pokriae; pri tom je prihod za pokriee jednak diferenciji prihoda od prodaje 
proizvoda i varijabilnih trogkova proizvodnje. Podatke za taj proizvodni problem 
daje pregledno tabela 1. 

TABELA 1. PODACI ZA PROIZVODNI PROBLEM 

Proizvodi Rasp°lotive 
koli6ine 

Nabavne 
cijene 

PI 	...Pj 	...P. 

Nagana sredstva k 1 	... kj 	... k. k 

Elementi 
proizvodnog 
procesa 

Si 

S, 

ail 	••• au 	•••ain 

ai 1 	 • • • au 	• 	 ain 

a„„ 	• • an„ 	• - a„,„ 

sj 

si 

s. 

ui 

u, 

un, 

Prodajne cijene 

Kolieinska 
ograni6enja 

donje 

gornje 

mi 	• • • mj 	- • - m„ 

MI • • • Mj • • • M. 

Optirnalno mo- 
gu6e rjegenie 

A 	• • • xl • • • x,1 fm•x 

Formulirajmo problem matematieli I U tu svrhu najprije odredimo uvjete 
kojima odgovaraju varijable. Zbog propisanih kolkinskih ogrankenja varijable 
odgovaraju nejednadibama: 

mj x, mi 	= 1, , n) 	 (1) 
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Zbog ograni6enih raspoldivih kolkina elemenata proizvodnog procesa varijable 
zadovoljavaju m nejednadibe: 

ai, xi 	ai„, x„ 	s, 
(2) 

a„„ x, + + am. xi, sm 

Poduze6e pri nabavi elemenata proizvodnog procesa ima 

u, (au + + al. x.) + 

+ um (am, x, + + am. x.) 

nov6anih jedinica tro5kova, a pri proizvodnji proizvoda ima 	tro§kove 

k, x, + + x. 

noveanih jedinica; kako ukupni tro§kovi ne mogu biti ye& od raspolotive koliaine 
nove"anih sredstava, to varijable zadovoljavaju nejednadibu: 

(k, + au u, + + am, um) x, + 

+ (k. + al. u, + 	+ am. um) x„ k 	 (3) 
Odredimo 	funkciju cilia. Prihod za pokriee jednak je diferenciji prihoda od 

prodaje proizvoda i varijabilnih tro§kova; prihod od prodaje proizvoda jednak ie 

c, x, + 	x„ 

nove'anh jedinica; varijabilne smo trakove vee gore izraounali; stoga dobivamo 
funkciju cilja ovako : 

f (xi, ••• xn) 	ci 	-I- ••• 	Cn Xn 
- (k + ail u, 	••• 	ura) 	— 

—(k„ + a,. u, 	a„,„ um) x„ 

Nakon preuredenja elanova dobivamo : 

f (xi, , x„) = (c, — k, — a „ u, — 	— am, um) + 

+ (c. — k. — a,„ u, 	— am. um) x„ 

Nakon svaga ovog za razmatrani problem proizvodnje dobivamo slijedea 
problem optimalnosti: 

Treba odrediti vrijednosti varijabla xi, , xi, koje odgovaraju nejednadthama 
(1) i uvjemim nejednadthama (2 & 3), tako da funkcija cilia (4) ima maksimum. 

(4) 
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Problem moiemo izraziti u matrionom obliku ako uvedemo slijedeee matrice 
ili vektore: 

: 

Mn 

M, 

Nin 
: 

s. 
x = 

x, 

: 
xr, 

M = M =- 3 = 

	

k = II ki ... ki, Il c = 	ci ... ci, II u = II tit ... u. II 

ail ••• ain 

	

• 	 • 

	

. 	 . 

a., ... a.„ 

Nakon uvodenja ovih matrica i vektora razmatrani problem proizvodnje for-
muliramo ovako: 

Treba odrediti vektor x koji zadovoljava nejednadibe : 

i uvjetne nejednadtbe: 

tako da ima funkcija cilja: 

m x M 

A x _- s 

(k-kuA)x .6k 

f (x) = (c — k — u A) x 

(la) 

(2a) 

(3a) 

(4a) 

minimum. 
Kako su sve uvjetne nejednaclibe linearne i kako je linearna i funkcija cilja, 

to je rije6 o problemu linearnog programiranja; moiemo ga rijegiti simpleks-me- 
todom. 

Primjer. Proizvodno poduzeoe izraduje 6etiri tipa proizvoda P 1, P2, P3 i P4; 
u proizvodnji trogi nov6ana sredstva i tri tipa sirovina S„ S2 i S3. Pri proizvodnji 
1 jedinice prvog proizvoda ima 32, 1 jedinice drugog proizvoda 15, 1 jedinice tre-
eeg proizvoda 24 i 1 jedinice eetvrtog proizvoda 18 nov6anih jedinica direktnih 
trogkova. Za nabavu 1 jedinice prve sirovine izdaje 2, 1 jedinice druge 3 i 1 jedinice 
treee 1 nov6anu jedinicu. Za financiranje proizvodnje poduze6e ima na raspola-
ganju 6 500 noveanih jedinica. Pri proizvodnji 1 jedinice prvog proizvoda potrogi 
6 jedinica prve, 8 jedinica druge i 4 jedinice treee sirovine; pri proizvodnji 1 jeclinice 
drugog proizvoda potrogi 7 jedinica prve, 5 jedinica druge i 2 jedinice treee sirovine, 
pri proizvodnji 1 jedinice tre6eg proizvoda potrok 3 jedinice prve i 5 jednica treee 
sirovine; pri proizvodnji 1 jedinice 6etvrtog proizvoda potrogi 9 jedinica prve i 6 
jedinica druge sirovine. Raspolotive kolieine sirovina su ograniaene, tako da podu-
zeee mcde potrogiti najvige 720 jedinica prve, 650 druge i 530 jedinica treee sirovine. 
Poduzeee ne smije izraditi manje od 12 jedinica prvog, 8 jedinica drugog, 20 jedi-
nica treOeg i 10 jedinica 6etvrtog proizvoda; proizvodnja je ograni6ena i prema gore, 
talco da poduzeee ne smije izraditi vige od 36 jedinica prvog, 50 jedinica drugog, 70 
jedinica treaeg i 40 jedinica 6etvrtog proizvoda. Poduzeae prodaje prvi proizvod 
po cijeni od 95, drugi po cijeni od 60, treei po cijeni od 50 i eetvrti po cijeni od 70 
novOanih jedinica. Kako da poduzeee uz te podatke programira proizvodnju da bi 
postiglo naive& prihod za polcri6e? 

A = 
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TABELA 2. PODACI ZA PRIMJER PROBLEMA PROIZVODNJE 

Proizvodi Raspoldive 
koli6ine 

Nabavne 
eijene 

Potrokne 
koli6ine Pi P2 P3 P4 

Novdana sredstva 32 15 24 18 6 500 6 500 

s 6 7 3 9 720 2 657 
Sirovine 

'2 
8 5 0 6 650 3 448 

s 3 4 2 5 0 530 1 530 

Prodajnc cijene 95 60 50 70 
Varijable u v x y 
Donje granice 12 8 20 10 
G 	granice 6ornje 3 50 70 40 

Optimalno moguee 
rjegenje 36 18 70 11,67 2 316,67 

Podatke za promatrani problem proizvodnje daje tabela 2. U njoj varijable 
U, v, X i y znaCe koheine izradenih jedinica prvog, drugog, treeeg i '6etvrtog proi-
zvoda. U tabeli je upisano i optimalno moguee rjegenje. 

Formulirajmo problem matematieki. Zbog kolitinskih ogranieenja izrade proi-
zvoda, kolieine izradenih proizvoda u, v, x i y odgovaraju granienim nejednadtbama : 

12 u 36 
8 	v 	50 
	

(I ) 

20 x 70 
10 y 40 

Zbog ogranieenosti raspoloEvih kolieina sirovina varijable zadovoljavaju nejedna-
&be : 

6u + 7v + 3x + 9y 720 
8u + 5v + 	6y 650 

	
(2) 

4u + 2v + 5x 	530 

Poduzeee trogi noveana sredstva za nabavu sirovina i za pokriee varijabilnih tro-
Aova proizvodnje. Za nabavu sirovina potroAi : 

2 (6u + 7v + 3x + 9y) + 
+ 3 (8u + 5v + 	6y) + 

1 (4u + 2v + 5x 	) 

noveanih jedinica, dok za pokriee varijabilnih tro§kova potro§i : 

32u + 15v + 24x + 18y 

noveanih jedinica; ukupno pri izradi proizvoda potrai 

72u + 46v + 35x + 54y 
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nov6anih jedinica. Kako su raspoldiva nov6ana sredstva ograni.6ena, to varijable 

zadovoljavaju jo§ i nejednadibu: 

	

72u + 46v -1- 35x + 54y 6 500 	 (3) 

Odredirno jo§ funkciju cilja. Buduei da je prihod za pokriee jednak diferenciji 
prihoda od prodaje proizvoda i varijabilnih proizvodnih trakova, to je on jednak: 

95u + 60v + 50x + 70y — 
— 72u — 46v — 35x — 54y = 
= 23u ± 14v I5x 16y 

noveanih jedinica. Stoga promatrani problem proizvodnje ima funkciju cilja: 

	

f ( u, y, x, y) 23u ± 14v + 15x + 16y 	 (4) 

Tako za problem proizvodnje dobivamo slijedeau matematau formulaciju: 
Treba odrediti vrijednosti varijabla u, v, x i y koje zadovoljavaju graniale nejed-
nacabe (1) i uvjetne nejednadtbe (2 & 3), tako da funkcija cilja (4) ima maksimum. 

Kako su sve nejednad2be linearne i kako je linearna i funkcija cilja, to se radi 
o problemu linearnog programiranja. Rlie§imo ga numerieki simpleks-metodom 
pomoOu elektronskog raeunala. 

Pri optimalnom programu proizvodnje poduzeae izradi uzastopce: 

u = 36, v = 18, x = 70, y 11,667 

jedinica proizvoda P„ P2, P3 i Pg. te realizira najveei prihod za pokriee 2 316,67 

nov&nih jedinica. 
Strojni programi koji su izradeni za rgunanje po simpleks-metodi obkno su 

tako prilagodeni da osim optimalnog mogueeg rje§enja daju jo§ neke druge poka-
zatelje zna6ajne za ekonomsku analizu. 

S obzirom na potro§ene koli6ine nov6anih sredstava i sirovina strojnim ratt-
nanjem dobivamo pored optimalnog mogueeg rje§enja jo§ i ove rezultate: pri opti-
malnom proizvodnom programu poduzeee potrai sva raspoloiiva nov6ana sred-
stva i svu raspoloiivu koli6inu sirovine S3; od 720 jedinica raspoloiive kolkine si-
rovine S potrai samo 657 jedinica, dok od raspoloEve kolkine 650 jedinica siro-

vine S2 potrai svega 448 jedinica. Stoga za poduzeee predstavljaju usko grlo, koje 
spreava poveeanje proizvodnje, nov6ana sredstva i sirovine S3. 

Dalje, strojnim ra6unanjem dobivamo jo§ slijedeae rezultate koji odreduju 
podru6je stabilnosti optimalnog mogu6eg rje§enja: izra6unano optimalno moguae 
rje:s'enje programa proizvodnje se ne mijenja, dok prodajne cijene proizvoda od- 
govaraju nejednadibama: 

94 5 cl 
59,63 5 c2 5 60,46 

46,30 c3 

67,45 5 c4 5 70,43 
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3. Problem trilgta 

TrgovaCko poduzeee §alje robu na razlieita trligta a s njih dobiva drugu robu; 
u poslovanju uzima u obzir sve potrebne okolnosti, uzance, trgovinske dogovore 
i propise, prilike na triigtima itd. Svrha poslovanja je postiei najveeu dobit; pri 
donogenju odluke o triignom poslovanju u poduzeau se postavlja problem optimal-
nosti na koja tr2igta da galje robu i s kojih da dobiva drugu robu, a da bi s obzirom 
na sve okolnosti postiglo najveau dobit. Uz odredene pretpostavke probleme opti-
malnosti te vrste mo2emo promatrati pomoeu metoda lineamog programiranja. 
U nastavku aemo obraditi jedan ovakav triigni problem. 

Trgovaeko poduzeee ima na domaeem triatu za kupnju na raspolaganju al, , 
ai, 	, jedinica r vrsta robe A„ , 	, A, uzastopce po cijenama el, 	, 
ci, , cr noveanih jedinica. Nabavljenu robu galje na n triata T1. , Tj, T„, 
i proda je uz slijedeee uvjete: na tr2i§tu Ti mo2e prodati najvige pij jedinica robe Ai; 
nakon odbitka svih trogkova poduzeee za jedinicu robe AI na trigtu Tj prodane 
robe dobiva cij noveanih jedinica; na tr2i§tu Tj poduzeee je prodalo xij jedinica 
robe Ai. Noveanim sredstvima koje je dobilo od prodaje robe poduzede na istim 

nabavi s vrsta robe B„ , Bs uz slijedeee uvjete: nakon odbitka svih 
troglova plaea za jedinicu na trigtu Tj nabavljene robe Bk noveanih jedinica; 
na tr2i§tu Tj tilde kupiti najvige qkj jedinica robe Bk j na trZigtu Tj kupi yki jedinica robe Bk. Nabavljenu robu proda na domaeem trigtu uz slijedeae uvjete: na doma-
eern tr2igtu ne mo2e prodati vige od bk robe Bk; jedinicu robe Bk proda po dk nov- 
eanih jedinica. 

TABELA 1. PODACI ZA PROBLEM TRZI8TA 

Kolilinska 
ogranMenja 

Trti§ne ci-
jene na 
domaeem 
trtigtu 

Roba Roba 
Ai 	• • • A, Bi 	• • • B, 

a i 	• - • ar 

ci 	- • • c, 

b i 	• • • b, 

di 	• • • d, 

Tr2gte 
T1 

TrEgne 
cijene 
Koli6ine 
Kolilinska 
ograniC'enja 

ci i 	• • • Crl 

x i 1 	• • • 	Xr1 

Pii 	••• PrI 

di! — dsi 

YI I " • Ysl 

q I I 	• • • (151 

TrN§te 
Tn 

Thigne 
cijenc 
Koh .6ine 
Kolii.inska 
ograni6cnja 

Cr 12 	• • • 	Cr.% 

xin 	• • • xrn 

Pln ' • • Prn 

di. • • • d,n 

Y i n 	• • • Ysn 

gin • ' • qsn 

Podaci su za taj problem trNgta sakupljeni u tabeli 1. Uz te podatke za trgo-
vaeko poduzeee nastaje problem optimalnosti, kolike koli6ine pojedinih vrsta robe 
da proda i kupi na tr2i§tima da bi u datim prilikama postiglo najveeu dobit. 
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Formulirajmo problem matematieki. U tu svrhu najprije odredimo uvjetne 
nejednad2be jednad2be kojima odgovaraju varijable. U problemu nastupaju 
dvije skupine varijabla; varijabla 

(i = 1, ... r; j = 1, 	n) 

	

prve skupine znaei kolieinu na trliku 	prodane robe Ai; varijabla 

	

yki (k -= 1, 	, s; j = 1, 	, n) 

druge skupine znaei kolieinu na trIiku 	kupljene robe Bk. 

Zbog zahtjeva nenegativnosti i zbog ogranieenih moguenosti prodaje i kupnje 
robe na tudim tr2i§tima varijable zadovoljavaju nejednadibe: 

0 6 xij 	 (1) 

	

0 -••• 	 cik.1 	
(2) 

Zbog ogranieenih moguenosti kupnje robe na domaeem 	varijable xij 

odgovaraju r nejednadibama: 

• + 	+ 	al (i = 1, ... r) 	 (3) 

Zbog ogranieenih moguenosti prodaje robe na demaeem trii§tu varijable Yki 

zadovoljavaju s nejednadtbi: 

	

Yk1 	"• 	Ykn 	bk (k = 1, 	, s) 	 (4) 

Za kupnju robe na tudim trigtima poduzeee ne mcde izdati vi§e noveanih 
sredstava nego §to ih je dobilo prodajom robe; stoga varijable odgovaraju jo§ i ne- 

jednadni: 
C11 X11 + • 	Cln 

   

Cr]. Xri 	••• 	Crn Xrn • Yii 	••• + 	+ 

     

• ds1 Ys1 	••• 	dsn Ysn 

Ovu nejednacabu napikmo Itraee ovako: 
ima• j=n 	 k=s j=n 

E E 	— E E 	Yid 1 0 	 (5) 
i=i j=1 	 k=1 j=1 

Odredimo jo§ funkciju cilja. Za robu koja je nabavljena na domaeem tr2i§tu 

poduzeee plaea: 

i=r 

± Cr (Xrl 	••• 	Xrn) 	= 	I ci xii 
i=i 

noveanih jedinica; za robu koja je prodana na domaeem trii§tu dobiva 

di (Yii 	yin) + 

k=s 

+ ds (Ysi 	••• 	Ysn) 	= 	dk Yid 
k=1 j=1 

• (x1.1. + 	+ xin) + 
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Roba 

 A B C 

DomaCe 
trigte 

Kolianska 
ogranFeenja 

TrIgne 
cijene 

6 	12 	20 

4 	4 	5 

Tttigte 
T, 

Tr2i§te 
I T2 

Kolianska 
ograniaenja 
Tdigne 
cijene 
Koliane 

Kolianska 
ogranienja 
Tdigne 

I cijene 
Koliane 

6 	8 	10 

6 	7 	3 

6 	8 	10 

5 	6 	1 

novbnih jedinica. Iz toga izrkunamo dobit poduzeoa 	funkciju cilja: 

k—s j=n 	 i=r j=n 
f 	Yki) = E E dk Yki — E E c, xj, 	 (6) 

k=1 j=1 	 i=1 j=1 

Poslije ovoga za promatrani problem triigta dobivamo slijedeei problem li-
nearnog programiranja : 

Treba odrediti vrijednosti varijabla : 

xi, & yk; 	I, 	, r; k = 1, 	, s; j = 1, 	, n) 

koje zadovoljavaju ogradne nejednadThe (1 & 2) i uvjetne nejednaabe (3 & 4 & 5) 
tako da funkcija cilja (6) ima maksimum. 

Kako su sve nejednaabe kojima odgovaraju varijable linearne i kako je li-
nearna i funkcija cilja, to je rijee o problemu linearnog programiranja. Optimalno 
moguee rjegenje izrai..unamo simpleks-metodom. 

Primjer. Trgovgko poduzeee ima na domaeem trEgtu na raspolaganju 6 
jedinica robe A po cijeni 4 i 12 jedinica robe B po cijeni 4 novimne jedinice. Nabav-
ljenu robu proda na dva tdigta T, i T2 uz ove uvjete: na prvom tdigtu moie prodati 
najvige 6 jedinica robe A po cijeni 6 i najvige 8 jedinica robe B po cijeni 7 nov'eanih 
jedinica; na drugom tdigtu mcde prodati najvige 6 jedinica robe A po cijeni 5 i 
najvige 8 jedinica robe B po cijeni 6 noveanih jedinica. Na istim tr2igtima poduzeoe 
sredstvima koje je dobilo od prodaje obiju vrsta robe kupi robu C uz slijedeee uvjete: 
na prvom tr2igtu mo2e te robe kupiti najvige 10 jedinica po 3, a na drugom 
najvige 10 jedinica po 2 noveine jedinice. Kupljenu robu C proda na domaeem 
tthgtu po cijeni 5 novi.`anih jedinica, ali te robe ne mcde prodati vige od 20 jedinica. 
Podatke za taj primjer daje tabela 2; u njoj t i u zna6e kolfeine na prvom i drugom 
tr2igtu prodane robe A, v i x kolidne na prvom i drugom tdigtu prodane robe B, 

TABELA 2. PODACI ZA PRIMJER PROBLEMA TRMTA 
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y i z koli6ine na domaaem tr2igtu prodane robe C koja je nabavljena na prvom i 
drugom tr2igtu. Pri tom se postavlja slijedeei problem optimalnosti: Koliko robe 
A i B da poduze& proda na triigtima T i T2, a koliko robe C da nabavi na tim 

tr2igtima da bi postiglo najveau dobit? 
Problem formulirajmo matematieki. Najprije odredimo nejednadibe kojima 

odgovaraju varijable. Ako uzimamo u obzir uvjete nenegativnosti i ograni&ne mo-
guanosti kupnje i prodaje robe na tr2igtima T i T2, onda dobivamo za varijable 

ogradne nejednadibe: 

( 1 ) 

Zbog ogranit'enih moguenosti nabave i prodaje robe na domaaem tr2i§tu varijable 

odgovaraju nejednadibama: 

Kako poduze& za nabavu robe na tudim trtigtima ne mo2e izdati vige nov6ani- 
sredstava nego gto ih dobije od prodaje robe, to varijable zadovoljavaju jo§ i neh 

jednadibu: 

nov6anih jedinica, a za robu prodanu na domaeem tnigtu dobiva 

5y A- 5z 

nov&nih jedinica; kako je dobit jednaka diferenciji 	dvaju iznosa, to dobivamo 

funkciju cilja: 

f (t, u, v, x, y, z) 5y 5z — 4t — 4u — 4v — 4x 	 (4) 

Tako za promatrani problem triigta dobivamo slijedeai problem linearnog 
programiranja: Treba odrediti vrijednosti varijabla t, u, v, x, y i z koje zadovolja-
vaju ogradnim nejednadibama (1) i uvjetnim nejednadibama (2) i (3) tako da funk- 
cija cilja (4) ima maksimum. 

Linearni program rijegimo simpleks-metodom pomoOu elektronskog rgunala 

0 t 	6 

0 < u 	6 

0 v 	8 

0 x 	8 

0 6 y 5_ 10 

0 z 10 

t u 	6 

v x 	12 	 (2) 

y z 6 20 

6t 5u + 7v + 6x — 3y — 2z 1: 0 	 (3) 

Odredimo jog funkciju cilja. Za robu nabavljenu na domaeem triigtu poduze& 

izda 
4t 4u + 4v + 4x 
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Problcm tdigta ima slijedee optimalno moguee rjegenje: 

t = 0, u = 0, v = 7,142, x = 0, y = 10, z = 10. 

Optimalnom rjegcnju odgovara vrijednost funkcije cilja 71,43 nova'ane jedinice. 

Pri optimalnom poslovanju poduze6e nabavi na domaeem tr1igtu 7,1421jedi-
nice robe B, za gto izda 28,57 noWanih jedinica. Za tu robu dobiva na prvom tr2i-
gtu 50 nov6anih jedinica. Ovim nov6anim sredstvima nabavi na oba trEgta po 10 
jedinica robe C i za nju na domaCem triigtu dobiva 100 nov&nih jedinica. Takvim 
poslovanjem poduzeee posti2e 71,43 nove.ane jedinice dobiti. 
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XIII. PROGRAMIRANJE FAZNIH PROCESA 

1. Fazni procesi 

Privredni procesi mogu biti jednofazni, dvofazni i mnogofazni. Jednofazan 
je proces koji zahvatimo u cjelini i koji ne ragdanjujemo na pojedine faze. Jednofazni 
su npr. proizvodni procesi u kojima od sirovina neposredno izradujemo finahie 
proizvode. Dvofazni i mnogofazni su medutim procesi koje rmAemo ragelaniti na 
dvije vige faza i u kojima rezultati prethocinih faza mogu djelovati na kasnije 
faze. Primjer za dvofazni proizvodni proces je poljoprivredna proizvodnja, koja 
se odvija u dvije faze: u prvoj fazi poljoprivredno gospodarstvo na obradivanim 
povrginama uzgaja krmne biljke, koje u drugoj proizvodnoj fazi potrogi za uzgoj 
goveda. Dalji je primjer dvofazne proizvodnje industrijska proizvodnja, u kojoj 
poduze6e u prvoj fazi prvo od sirovina proizvodi meduproizvode, a nakon toga 
od njih u drugoj fazi finalne proizvode. 

No dvofazni i mnogofazni nisu samo proizvodni procesi ve6 i razni procesi 
drukeije prirode. Dvofazan je npr. transportni proces, u kojem poduzeee u prvoj 
fazi prevozi robu najprije do glavnih skladigta a nakon toga iz ovih u drugoj fazi 
do potrogga. Dvofazan je npr. i proces raspodjele financijskih sredstava, gdje cen-
trala u prvoj fazi financijska sredstva prvo podijeli pojedinim odjelima, koji ih po-
tom u drugoj fazi raspodijele namjenski. 

Mnogofazni proces moiemo ragdaniti u vige faza to6nije u redoslijed jedno-
faznih procesa. Ragdanjenje procesa obitho je uvjetovano objektivnim okolnostima, 
kao gto je npr. u proizvodnji tehnologki proces; nekad ragdanjenje moie biti poslje-
dica subjektivnih odluka, tako da cjelokupni proces moiemo prema izboru ragda-
niti na veal manji broj jednofaznih procesa. 

Prilikom programiranja mnogofaznog procesa nastaje problem kako da pro-
vedemo cjelokupni proces po pojedinim fazama tako da s odabranog gledigta opti-
malnosti postignemo najved privredni uspjeh. 

U ovom se poglavlju ogranieujemo na programiranje samo takvih dvofaznih 
i mnogofaznih procesa koje moiemo matemati6ki obraditi metodama lineamog 
programiranja. 

2. Dvofazni proizvodni proces 

Razmotrimo dvofazni proizvodni proces u kojem poduzeee u prvoj fazi od 
sirovina S, i Sy proizvodi fazne proizvode F„ F2 i F3 a nakon toga od ovih u drugoj 
fazi finalne proizvode P, i P,. Poduzeee raspolate s najvige 230 jedinica sirovine 
S, i 145 jedinica sirovine S2. U prvoj fazi za proizvodnju jedne jedinice faznog 
proizvoda Pi potrogi 1 jedinicu sirovine S, i 3 jedinice Sy, za proizvodnju 1 je- 
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dinice faznog proizvoda F2 potrok 4 jedinice sirovine Si i 1 jedinicu sirovine S2, 
pri proizvodnji 1 jedinice faznog proizvoda F3 potro§i 6 jedinica sirovine Si i 3 
jedinice sirovine S2. U drugoj fazi za proizvodnju 1 jedinice finalnog proizvoda 

potrogi 5 jedinica faznog proizvoda Fi, 2 jedinice faznog proizvoda F2 4 je-
dinice faznog proizvoda F3, pri proizvodnji 1 jedinice finalnog proizvoda P2 me-
dutim potrogi 2 jedinice faznog proizvoda Fi, 2 jedinice faznog proizvoda F2 i 7 
jedinica faznog proizvoda F3. PoduzeCe prodajom dobiva za jednu jedinicu finalnog 
proizvoda P, 3, a za 1 jedinicu finalnog proizvoda P2 4 nova'ane jedinice. 

Problem koji uz ove podatke 2elimo rijegiti jest: Kako da poduzeee programira 
proizvodnju u obje faze da bi prihod od prodanih finalnih proizvoda bio najveCi. 
Ako kolieine proizvedenih jedinica meduproizvoda F1, F2 i F3 ozna6imo sa u, v 
i w, a koliCine proizvedenih jedinica finalnih proizvoda P, i P2 sa x i y, onda do-
bivamo slijedeei problem: Treba odrediti vrijednosti varijabla u, v, w i x, y tako 
da prihod od prodanih finalnih proizvoda bude najve6i. 

Podatke za ovaj proizvodni problem daje tabela 1. 

TABELA 1. PODACI ZA DVOFAZNI PROIZVODNI PROCES 

Prva 
faza 

Fazni proizvodi Raspolo- 
2ive 

koli6ine F, F, F, 

. 	 . Sirowne 

1
 

U
").'  a

 

1 

3 
4 

1 
6 

3 
230 

145 
KoUine u v w 

Druga 
faza 

Finalni proizvodi 
P, 1,2 

Fazni 	. 

proizvodi 

v., 	
P•-

■ 

tr)
 N C

s1
 h

 

0
 

Cijene 3 4 

Koliane x Y 

Iz tabele 1. slijedi ovaj matematiCki oblik problema: 
Za prvu fazu proizvodnje treba odrediti varijable u, v 

uvjcte nenegativnosti: 
w koje zadovoljavaju 

i lineame nejednadThe: 
	u 0, v 0, w 0 

u + 4v + 6w 230 
3u + v ± 3w 145 

Za drugu fazu treba odrediti varijable x i y koje zadovoljavaju uvjete nenegativnosti: 

i linearne nejednacabe: 
	x 0, y 0 

5x + 2y u 
2x + 2y 

▪  

v 
4x + 7y 

• 

w 
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tako da prihod od prodanih finalnih proizvoda: 

D = f (x, y) = 3x + 4y 

bude najveei. 

Nakon uvodenja matrica: 

A = 

C = 

1 	4 
3 	1 

5 	2 
2 	2 
2 	7 

6 
X = 

Y 

Q = 

w = 

230 
145 

1 1 	3 4 !I 

motemo problem izraziti u matrianom obliku ovako : 

Treba odrediti matrice X i Y koje zadovoljavaju uvjete nenegativnosti: 

i matritne nejednaclibe: 

tako da prihod: 

X 0, Y 0 

A X Q, C Y X 

D = W Y 
bude najveei. 

Kako su sve uvjetne nejednadThe lineame i kako je i funkcija cilia linearna, to 
se radi o problemu lineamog programiranja. Optimalno moguee rje§enje maemo 
izra6unati po simpleks-metodi; pri ratunanju po6nemo s tabelom 2. 

TABELA 2. ISHODISTE ZA RAaJNANJE SIMPLEKS-METODOM 

3 4 

P° u v wx y 

I I 	
Cor).'  C

/J'.  
r-r .,"  

[Li"  
r.T

:  

230 1 4 6 

145 3 1 3 

0 -1 5 2 

0 -1 2 2 

0 -1 4 7 

Simpleks-metodom, nakon 6 iteracija dobivamo ovo optimalno moguee rje§enje: 

u = 1 6, v ---- 10, w = 29 

x = 2, y = 3 

D = 18 
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Numeriao rkunanje simpleks-metodom u razmatranom primjeru znatno 
eemo pojednostavniti ako problem prevedemo u problem linearnog programiranja 
koji se mo2'e rijegiti grafiai. 

Pojcdnostavnjenje posti2emo ovakvim zakljuelvanjem: za proizvodnju Y fi-
nalnih proizvoda poduzeee potrogi CY faznih proizvoda; za proizvodnju X = CY 
faznih proizvoda potroSi AX=ACY sirovina. Kako ima na raspolaganju naj-
vige Q sirovina, to va2i nejednadTha: 

ACY Q 

Na taj na6in mo2emo prijanju formulaciju problema prevesti u slijedeei kraei 
matri6ni oblik: 

'I'reba odrediti matricu Y koja zadovoljava uvjet nenegativnosti: 

Y 0 
i matrknu jednaclibu: 

ACY Q 
tako da lincarna funkcija: 

D =WY 
ima maksimum. 

Kako je: 

   

 

	

1 1 	4 	6 I 

	

AC=113 	31 
1 5 
2 

, 4 

1 37 	52 ! 
21, =11 
7 	1129 29 

 

to iz toga dobivamo problem: 

Treba odrediti varijable x i y koje zadovoljavaju uvjete nenegativnosti: 

x 0, y 0 

i linearne nejednad2be: 

37 x 52 y 230 
29 x + 29 y 145 

tako da linearna funkcija: 

D 3x+ 4y 
ima maksimum. 

Kao Sto vidimo na slici 30, ovaj problem lincarnog programiranja rjeS'avamo 
grafi 'al. Grafielim rje§enjem dobivamo najprije optimalno moguee rjegenje: 

x -= 2, y = 3; D 18 
Iz jednad2be: 

X =CY 
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2 
SL 30. Grafieko odredivanje optimalnog rjelenja 

izraeunamo jo§ koliCine potrebnih faznih proizvoda: 

2 
3 

Tako jo§ dobivamo: 
u = 16, v = 10, w = 29 

Razmislimo takoder za§to je u ovom primjeru takvo pojednostavnjenje linear-
nog programa moguee. Uzrok za pojednostavnjenje je u tome §to meduproizvodi 
igraju ulogu samo. u tehnologiji proizvodnje, a nemaju nikakvog izrititog ekonom-
skog znaCenja. Meduproizvode poduzeee niti prodaje niti ih upotrebljava na neki 
drugi na6in, yea ih u cijelosti koristi samo za proizvodnju finalnih proizvoda. Ko-
risti ih samo kao sredstvo da bi od sirovine do§lo do finalnih proizvoda. Stoga je 
za poduzeee vain° samo kako da dode do sirovina i finalnih proizvoda, a meduproi-
zvodi sluie tek kao pomoO u tehnologiji proizvodnje. 

Vjeibe 

I. PoduzeOe u pnroj fazi od dvije sirovine proizvodi 2 vrste meduproizvoda, a nakon toga 
od njih u drugoj fazi 2 vrste finalnih proizvoda. Od obiju sirovina ima na raspolaganju po 88 
jedinica. Za jedinicu prvog meduproizvoda potrok 3 jedinice prve i 6 jedinica druge sirovine, dok 
za jedinicu drugog potrai 5 jedinica prve i 2 jedinice druge sirovine; za jedinicu prvog fmalnog 
proizvoda potro§i 4 jedinice prvog i 1 jedinicu drugog meduproizvoda, a za jedinicu drugog 
1 jedinicu prvog i 3 jedinice drugog meduproizvoda. Prvi finalni proizvod proda po 8, a drugi 
po 4 nov6ane jedinice. Kako da poduzeae programira proizvodnju da bi prihod od prodanih fi- 

5 2 

X = 2 2 
4 7 

16 
10 
29 
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nalnih proizvoda bio gto ve6i? Izrazi problem tabelamo. Izrazi ga matematield u obienom i 
matrienom obliku. Rijdi ga simpleks-metodom i grafiai. 

(meduproizvoda: 11, 11; finalnih: 2, 3; prihod: 28) 

2. PoduzeCe u prvoj fazi od dvije sirovine izraduje 3 vrste faznih proizvoda, a u drugoj 
fazi 2 vrste finalnih proizvoda. Od prve sirovine ima na raspolaganju 16 480 jedinica, a od druge 
3 580 jedinica. Za jedinicu prvog meduproizvoda potroN 5 jedinica prve i 1 jedinicu druge 
sirovine, za jedinicu drugog 2 jedinice prve i 1 jedinicu druge sirovine, a za jedinicu treeeg 
4 jedinice prve i 1 jedinicu druge sirovine; za jedinicu prvog finalnog proizvoda potro§i 64 jedinice 
prvog, 12 jedinica drugog i 50 iedinica treaeg meduproizvoda, za jedinicu drugog finalnog pro-
izvoda potroKi 2 000 jedinica prvog, 120 jedinica drugog i 200 jedinica treeeg meduproizvoda. 
Finalne proizvode proda: prvi po 4 000, a drugi po 80 000 nov6.anih jedinica. Kako da poduze6e 
programira proizvodnju da bi od prodanih finalnih proizvoda imalo najved prihod? Izrazi problem 
tabelarno. Izrazi ga matematieki u obienom i u matri6nom obliku. Rijegi ga grafield. 

(meduproizvoda: 2 640, 240, 700; finalnih: 10, 1; prihod: 120 000) 

3. Trofazni proizvodni proces 

Razmotrimo trofazni proizvodni proces u kojem tvornica zapoeinje proizvo-
dnju s dvije vrste sirovina A i B; u prvoj fazi izradi 3 vrste faznih proizvoda prvog 
stupnja P, Q i R; u drugoj fazi izradi 4 vrste faznih proizvoda drugog stupnja T, 
U, V i Z; u treaoj fazi izradi 2 vrste finalnih proizvoda X i N'. Za proizvodnju tvornica 
ima na raspolaganju 2 350 jedinica sirovine A i 1 591 jedinicu sirovine B. S raspo-
lotivim sirovinama poeinje prvu proizvodnu fazu; za 1 jedinicu faznog proizvoda 
P potrogi 1 jedinicu sirovine A i 4 jedinice sirovine B; za 1 jedinicu faznog proizvoda 
Q potrogi 3 jedinice sirovine A i 1 jedinicu sirovine B, za 1 jedinicu faznog proizvoda 
R potrogi 5 jedinica sirovine A i 1 jedinicu sirovine B; pretpostavimo da tvornica 
izradi p, q i r jedinica faznih proizvoda prvog stupnja P, Q i R. S preostalim siro-
vinama i s faznim proizvodima izradenim u prvoj fazi tvornica poeinje drugu fazu; 
za 1 jedinicu faznog proizvoda T potrogi 2 jedinice sirovine B, 3 jedinice faznog 
proizvoda P, 2 jedinice faznog proizvoda Q i 1 jedinicu faznog proizvoda R; za 
I jedinicu faznog proizvoda U potrogi 1 jedinicu sirovine A, 1 jedinicu sirovi-
ne B, 4 jedinice faznog proizvoda P, 1 jedinicu faznog proizvoda Q i 5 jedinica 
faznog proizvoda R; za I jedinicu faznog proizvoda V potrogi 2 jedinice sirovine 
A, 1 jedinicu faznog proizvoda P, 3 jedinice faznog proizvoda Q i 3 jedinice faznog 
proizvoda R; za 1 jedinicu faznog proizvoda Z potrogi 3 jedinice sirovine A, 1 je-
dinicu sirovine B, 2 jedinice faznog proizvoda P, 2 jedinice faznog proizvoda Q 
i 1 jedinicu faznog proizvoda R; uzmimo da tvornica u drugoj fazi izradi t, u, v 
i z jedinica faznih proizvoda drugog stupnja T, U, V i Z. S preostalim sirovinama 
s preostalim faznim proizvodima prvog stupnja i s faznim proizvodima izradenim 
u drugoj fazi tvornica poeinje treeu proizvodnu fazu, u kojoj izradi finalne proi-
vode; za 1 jedinicu finalnog proizvoda X potrogi 3 jedinice sirovine B, 1 jedinicu 
faznog proizvoda P, 3 jedinice faznog proizvoda Q, 2 jedinice faznog proizvoda R, 
2 jedinice faznog proizvoda 'I', 8 jedinica faznog proizvoda U, 6 jedinica faznog 
proizvoda V i 1 jedinicu faznog proizvoda Z; za 1 jedinicu finalnog proizvoda 
Y potrogi 2 jedinice sirovine A, 1 jedinicu sirovine B, 2 jedinice faznog proizvoda 
P, 1 jedinicu faznog proizvoda R, 5 jedinica faznog proizvoda T, 3 jedinice faznog 
proizvoda V i 1 jedinicu faznog proizvoda Z; pretpostavimo da tvornica u treeoj 
fazi izradi x i y jedinica finalnih proizvoda X i Y. Cijena finalnog proizvoda X je 
25, finalnog proizvoda Y pak 10 noveanih jedinica. Sve te podatke pregledno daje 
tahela I. 
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TAI3ELA 1. PODACI ZA TROFAZNI PROIZVODNI PROBLEM 

Fazni proizvodi prvog stupnja Rasp°lo- 
five 

koli6ine P 	Q 	R 

Prva 
faza 

Sirovine 

< 1 	3 	5 
4 	1 	1 

2 350 
1 591 

KoMine P 	q 	r 

Druga 
faza 

Tre6a 
faza 

Fazni proizvodi drugog stupnja 

TU 	V 	Z 

Sirovine 

<
 0 	1 	2 	3 

2 	1 	0 	1 
ostatak 
ostatak 

Fazni pro-
izvodi prvog 
stupnja 

CY  g
  

3 	4 	1 	2 
2 	1 	3 	2 
1 	5 	3 	1 

P 
q 
r 

Koliane tu 	v 	z 

Finalni proizvodi 

X 	Y 

Sirovine 
0 	2 
3 	1 

ostatak 
ostatak 

Fazni pro-
izvodi prvog 
stupnja 

0
'  g

  
1 	2 
3 	0 
2 	1 

ostatak 
ostatak 
ostatak 

Fazni proiz- 
vodi drugog 
stupnja N

 

2 	5 
8 	0 
6 	3 
1 	1 

4,
  
0

  
>

 N
 

Koli6ine x 	Y 

Cijene 25 	10 

Kod ovih podataka postavimo pitanje kako da tvomica programira proizvocinju 
u svim trim fazama da bi prihod od prodanih finalnih proizvoda bio najveai. 
dakle uz dane podatke odrediti vrijednosti varijabla p, q, r, t, u, v, z, x i y tako 
da prihod bude najve6i. 

Problem izrazimo u matemati6kom obliku. U prvoj fazi tvomica izradi p, 
q i r jedinica faznih proizvoda prvog stupnja P, Q i R te potrai: p 3q 5r 
jedinica sirovine A i 4p + q r jedinica sirovne B. Kako tvornica raspolaie samo 
ograni6enim kolkinama sirovina, to nenegativne varijable zadovoljavaiu nejednadibe: 

p 3q 5r = 2 350 	 (1) 

4p + q 	r = 1 591 	 (2) 

Nakon zavigetka prve faze tvornici ostaje na raspolaganju jo§ 2 350 — p — 3q — 5r 
jedinica sirovine A i 1 591 — 4p — q — r jedinica sirovine B. 
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U drugoj fazi tvornica izradi t, u, v i z jedinica faznih proizvoda drugog 
stupnja T, U, V i Z te potrok: 

u + 2v + 3z 	jedinica sirovine A, 
2t 	u + 	 jedinica sirovine B, 
3t I- 4u + v -I- 2z 	jedinica faznih proizvoda P, 
2t 	u 3v — 2z 	jedinica faznih proizvoda Q i 
t + 5u + 3v + z 	jedinica faznih proizvoda R. 

Kako tvornica raspola2e samo jog ostacima sirovina i ogrank:enim kolianama 
proizvoda prvog stupnja, to nenegativne varijable t, u, v i z zadovoljavaju ne-
jednad2be: 

u 2v + 3z 2 350 — p — 3q — 5r 	 (3) 
2t 	u 	z 1 591 — 4p — q — r 	 (4) 

3t 4u + v + 2z 	 (5) 
2t + u 3v + 2z 	 (6) 
t + 5u + 3v + z 	 (7) 

Cim 	nejednadTha (3), va2i i nejednad2ba (1); isto tako va2i nejednad2ba (2) 
aim va2i nejednad2ba (4). Stoga u nastavku mo2emo zanemariti nejednad2be (1) 
i (2). Nakon zavrgetka druge faze, tvornici ostaje na raspolaganju jog : 

2 350 — p — 3q — 5r — 	u — 2v — 3z jedinica sirovine A, 
1 591 — 4p — q — r — 2t — u — 	z jedinica sirovine B, 

p — 	 3t — 4u — v — 2z jedinica faznih proizvoda P, 

q — 	2t — u — 3v — 2z jedinica faznih proizvoda Q i 

r — t — 5u — 3v — z jedinica faznih proizvoda R. 

U tree:oj fazi tvomica izradi x i y jedinica finalnih proizvoda X i Y te potrogi: 

	

2y 	jedinica sirovine A, 

	

3x + y 	jedinica sirovine B, 

	

x + 2y 	jedinica faznih proizvoda P, 
3x 	 jedinica faznih proizvoda Q, 

	

2x + y 	jedinica faznih proizvoda R, 

	

2x + 5y 	jedinica faznih proizvoda T, 
8x 	 jedinica faznih proizvoda U, 

	

6x + 3y 	jedinica faznih proizvoda V i 

	

x + y 	jedinica faznih proizvoda Z. 
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Kako tvornica raspolaie samo jo§ ostacima sirovina, ostacima faznih proizvoda prvog 
stupnja i ogranianom koliainom izradenih faznih proizvoda drugog stupnja, to 
nenegativne varijable x i y zadovoljavaju nejednadibe: 

2y _<. 2 350 — p — 3q — 5r — 	u — 2v — 3z 	 (8) 
3x + y _5 1 591 — 4p — q — r — 2t — u — 	z 	 (9) 

x + 2y 5 	P — 	3t — 4u — v — 2z 	 (10) 

3x 	< 	 q — 	2t — u — 3v — 2z 	 (11) 

2y ± y 5 	 r — t — 5u — 3v — z 	 (12) 

2x ± 5y 5 	 t 	 (13) 

8x 	< 	 u 	 (14) 

6x + 3y 5 	 v 	 (15) 

x + y 5. z (16) 

Cim vaii nejednadka (8), vaE i nejednadTha (3); sli6no vali i za parove nejednadibi 
(9) i (4), (10) i (5), (11) i (6), (12) i (7). Stoga u nastavku smijemo zanemariti ne-
jednadibe (3), (4), (5), (6) i (7). 

Kako tvornica izradi x jedinica finalnog proizvoda X, koji proda po cijeni od 
25 nov'eanih jedinica, te y jedinica finalnog proizvoda Y, koji proda po cijeni od 
10 nov6anih jedinica, to od prodaje finalnih proizvoda ima prihod: 

25x + lOy 	 (17) 

nov6anih jedinica. 

Prema tome dobivamo slijedeei matematiai oblik razmatranog problema: 
Treba odrediti one nenegativne vrijednosti varijabla p, q, r, t, u, v, z, x i y koje 
zadovoljavaju nejednadThe: (8) do (16) i za koje je prihod (17) najveai. 

Nakon preuredenja nejednadibi dobivamo slijedeai oblik problema, koji je 
pregledniji i prilagoden za rgunanje simpleks-metodom: 

Treba odrediti vrijednosti varijabla p, q, r, t, u, v, z, x i y koje zadovoljavaju 
uvjete nenegativnosti p 0, q 0, r 0, t 0, u 0, v 0, z 0, x 0, 
y 0 i nejednaabe: 

P 3q 5r + 	u + 2v ± 3z + 	2y 5 2 350 

4p ± q + r 2t u 	z + 3x + y 5 1 591 

- p + 	3t 4u + v + 2z + x + 2y 5 0 

— q 	2t + u + 3v ± 2z + 3x 	0 
r + t + 5u ± 3v + z + 2x + y 0 

	

— t + 	 2x ± 5y 5_ 0 
— u + 	8x 	0 

— v + 	6x ± 3y 5. 0 
— z x y 5 0 

tako da funkcija cilja: 
f (x, y) = 25x ± 10 y 

ima maksimum. 
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Kako su sve nejednadThe linearne i kako je i funkcija cilja linearna funkcija 
varijabla, to je rijd o problemu linearnog programiranja. Ako problem rijaimo 
simpleks-metodom, dobivamo optimalno moguCe rjegenje: 

p = 251, q = 210, r = 269, 

t = 31, u = 24, u = 33, z = 8, 

x = 3, y = 5, 

kojemu odgovara najveaa vrijednost funkcije cilja: 

f (3,5) = 125 

Numerielo rgunanje simpleks-metodom moiemo u ovom primjeru nado-
mjestiti grafiecom metodom. U tu svrhu uvedemo neke matrice. 

Matrica: 
2 350 

1 591 
S = 

odreduje prvobitno raspoloNve kolkine sirovina. Matrica: 

A l 	1 1 	3 	5 
4 	1 	1 

 

   

   

odreduje potroe'nju sirovina u prvoj fazi. Matrica: 

R 

odreduje koRine izradenih faznih proizvoda prvog stupnia. 
.N1atrica: 

	

A2 =1 0 	1 	2 31 

	

n 2 	1 	0 	1 

odreduje potrognju sirovina u drugoj fazi. Matrica: 

	

13 	4 	1 	21( 
Ai2 	2 	1 	3 2 

	

1 	5 	3 	1 

odreduje potrognju faznih proizvoda prvog stupnja u drugoj proizvodnoj fazi. 
Matrica: 

Z — 

lz 

odreduje kolkine izradenih f'aznih proizvoda drugog stupnja. 
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Matrica: 
0 	2 II 

I 3 	1 II 
odreduje potranju sirovina u treeoj fazi. Matrica: 

A l 3 — 

1 2 
3 0 
2 1 

 

  

  

odreduje potro§nju faznih proizvoda prvog stupnja u tre&q fazi proizvodnje. 

Matrica: 

A23 — 

2 5 
8 0 
6 3 
1 1 

 

   

   

odreduje potranju faznih proizvoda drugog stupnja u treeoj fazi. Matrica: 

y 	I 

odreduje kolieine finalnih proizvoda. Matrica: 

W = 25 1011 

odreduje teigne cijene finalnih proizvoda. 
Pomoeu ovih matrica izraeunajmo potranju sirovina ako tvornica izradi Y 

finalnih proizvoda. Pri proizvodnji Y finalnih proizvoda potrai: 

a) A3 Y sirovina, 

b) Al3 Y faznih proizvoda prog stupnja, za §to potrok: At Al3 Y sirovina. 

c) A23 Y faznih proizvoda drugog stupnja, za §to potrogi A2 A23 Y sirovina 
Y faznih proizvoda prvog stupnja; za ove posljednje potro§i AlA"A23 Y Ai2 -23 

sirovina. Za izradu Y finalnih proizvoda tvornica potro§i ukupno: 
A3 y Al Al3 y ± A2 A23 y Al Al2 A23 y 

sirovina. Kako tvornica raspolge sa S sirovina, to va2i nejednad2ba: 

(A3 ± Ai3 ± A2 A23 ± Al A22 A23) y s 

Prodajom Y finalnih proizvoda tvornica ima prihode: 

W Y 	 (19) 

Prema tome dobivamo slijedeei problem linearnog programiranja u matri6nom 
obliku: 

= 

(18) 
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x = 3, y = 5, 

0 	 3 
SI. 31. Graftao odredivanje optimalnog rje§enja 

X 

Treba odrediti nenegativnu matricu Y koja zadovoljava nejednadbu 08) 
tako da funkcija cilja (19) ima maksimum. 

Ako u nejednadThu (18) i u funkciju cilja (19) uvrstimo numeriake vrijednosti 
na temelju gore definiranih matrica, to dobivamo slijedeei problem linearnog pro-
gramiranja: 

Treba odrediti vrijednosti varijabla x i y koje zadovoljavaju nejednadne: 

x 
490x 
302x 

0, y 
+ 176y 
+ 137y .5_ 

0 
2 
1 

350 
591 

tako da funkcija cilja: 

f (x, y) = 25x + 1 Oy 
ima maksimum. 

Kako vidimo na sl. 31, ovaj linearni program rijegimo grafiaki u ravninskom 
kartezijskom koordinatnom sistemu x 0 y. Toaka M (3, 5) prikazuje optimalno 
moguee rjegenje: 
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2 5 
3 Z = A23 Y = 8 0 
5 6 	3 

1 	1 

31 
24 
33 

8 

kojemu odgovara najveea vrijednost funkcije cilja: 

f (3,5) = 125 

Izrgunajmo jo§ ovom optimalnom mogueem rjegenju odgovarajuee koli6ne 
faznih proizvoda prvog i drugog stupnja. Pri proizvodnji: 

Y = 

finalnih proizvoda tvornica potrogi: 

3 

5 

faznih proizvoda drugog stupnja; stoga je: 

t = 31, u = 24, v = 33, z = 8 

Pri proizvodnji: 
31 

finalnih proizvoda i Z = 

faznih proizvoda drugog stupnja tvornica potrogi: 

Y = 
3 
5 

 

   

24 
33 

8 

       

31 
24 
33 

8 

  

12511 
2101 
2691 

     

3 	4 	1 	211 
2 	1 	3 	21 
1 	5 	3 	1 

   

 

1 	2 
3 	0 I 
2 	1 

      

 

3 5 

     

      

R A" Y A" Z 

     

      

      

         

          

          

           

faznih proizvoda prvog stupnja: stoga je: 

p = 251, q = 210, r = 269 

Grafi6kom metodom dobiveni rezultati poklapaju se s rezultatima koje smo 
izrkunali simpleks-metodom. 

Vjelbe 

1. Poduzeee od sirovina Ai Bu prvoj fazi izraduje fazne proizvpde P Q, u drugoj fazi 
fazne proizvode TiUiu treoj fazi finalne proizvode X i Y. Od sirovine A ima na raspolaganju 
488, a sirovine B 754 jedinice. Za jedinicu proizvoda P potrai 2 jedinice sirovine A i 1 jedinicu 
sirovine B; za jedinicu proizvoda Q potrai 1 jedinicu sirovine A i 3 jedinice sirovine B. Za je-
dinicu proizvoda T potrai 4 jedinice proizvoda P i 3 jedinice proizvoda Q; za jedinicu pro-
izvoda U potrai 3 jedinice proizvoda P i 6 jedinica proizvoda Q. Za jedinicu proizvoda X potrai 
5 jedinica proizvoda T i 4 jedinice proizvoda U; za jedinicu proizvoda Y potra 2 jedinice proi-
zvoda T i 6 jedinica proizvoda U. Sve fmalne proizvode proda po istoj cijeni od 3 nov6ane 
jedinice. Kato da poduze6e programira proizvodnju da bi od prodanih finalnih proizvoda bnalo 
najve6i prihod? 

(142, 204; 16, 26; x = 2, y = 3; 15) 
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2. Poduzeee od sirovina A i B izraduje u prvoj fazi proizvode P i Q, a od njih u drugoj 
fazi proizvode T i U te kongno od ovih u trdoj fazi finalne proizvode X i Y. Poduzde raspo-
laie sa 214 jedinica sirovine A i 218 jedinica sirovine B. Potroktju sirovina u prvoj fazi odrecluje 
matrica: 

	

II 2 	1 

	

1 	2 11 
Ista matrica odreduje potrognju faznih proizvoda u drugoj proizvodnoj fazi, pa i potrognju faznih 
proizvoda u treaoj fazi. Sve finalne proizvode poduzde proda po istoj cijeni od 8 nov.Canih jedi-
nica. Kako da poduzde programira proizvodnju da bi od prodanih finalnih proizvoda imalo 
najveei prihod? 

(70, 74; 22, 26; x = 6, y = 10; 128) 

4, Analiza dvofaznili procesa 

Opoe dvofazne procese analizirat Cam u nastavku na primjeru dvofaznih 
proizvodnih procesa. Za takvo razmatranje imamo dva razloga. Prvo je gto su u 
privredi dvofazni proizvodni procesi vrlo 	i osobito znkajni, a drugi je razlog 
terminoloelog zna6aja: na taj naain 	previge uopeen man izrdavanja po- 
jednostavniti i u6initi zornijim. Dok obrnuto nema osobitih tealoCa da se dvofazni 
proizvodni procesi uopee na proizvoljne opeenitije dvofazne procese. 

Svaki dvofazni proizvodni proces najprije podijelimo na dvije proizvodne 
faze. U prvoj fazi noveanim sredstvima i raznim elementima proizvodnog procesa 
izradujemo fazne proizvode, a nakon toga u drugoj fazi finalne proizvode. Za bolju 
analizu proizvodnog procesa medutim podjela na dvije faze premalo je toena; 
stoga demo u nastavku proizvodni proces raklaniti podrobnije i analizirati ga tako 
da budu ukljudene sve razlieite moguenosti gto pri tom procesu mogu nastupiti. 

Raklanjenje dvofaznog proizvodnog procesa pokazuje sl. 32. Prema toj slici 
u nastavku demo kvalitativno i kvantitativno analizirati pojedine elanove u lancu 
ditavog dvofaznog proizvodnog procesa. 

Odluka Di. Za provedbu eitavog dvofaznog procesa potrebna su noveana 
sredstva. S obzirom na kolieine raspoloEvih noveanih sredstava morarno prosuditi 
i odlueiti koja od ovih alternativa postoji: alternativa al, gdje su noveana sredstva 
neogranieena, 	pak alternativa b„ gdje su noveana sredstva ogranieena. 

Alternativa a,. Pri toj su alternativi raspolotiva noveana sredstva neograni-
eena, gto praktidki znad da ih imamo toliko koliko je potrebno za bilo kakvu izvedbu 
proizvodnog procesa. Kako pri toj alternativi s obzirom na noveana sredstva ne-
ma nikakvih ogranieenja, uzimamo kao da ih imamo na raspolaganju: 

K1 = oo 

U toj se alternativi radi o eisto tehniekoj proizvodnji, u kojoj proizvodne trogkove 
uopee ne uzimamo u obzir; tako proizvodnju odreduju samo materijalni i tehnieki 
kapaciteti. Kako se pri toj alternativi i u ditavom daljnjem procesu ne treba obazirati 
na trogkove, to u funkciji cilja uzimamo u obzir samo prihode od prodanih proiz-
voda. 

Alternativa bi. Po toj su alternativi novena sredstva koja nam stoje na raspo-
laganju za financiranje proizvodnog procesa ogranieena i u odgovarajueim noveanim 
jedinicama iznose: 

K , k 
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l<2 	 K3 

a2 

b3 

	P7 

I 	Da 	I 11, D7 

I 	I 	I 

(vxP) 	 (vxP) 

Fs 

>-- S4 	 

05 

S5 	 sr 

D5 

I 	I, D4 D2 
	 D3 

SI. 32. Ralelanjenje dvolaznog proizvodnog procesa 

Pri toj je alternativi proizvodnja zavisna od kolieine ulo2enih noveanih sredstava 
ali i od materijainih i tehniekih kapaciteta. Kako pri toj alternativi u eitavom dalj-
njem proizvodnom procesu moramo uzimati u obzir otjecanje i dotjecanje noveanih 
sredstava, to u funkciji cilja moramo uzimati u obzir konaeni saldo noveanih sred- 
stava. 

Na slici 32. odluci DI i alternativama al i 	odgovara prvi odsjek lijevo gore. 
Nakon odluke Di imamo u proizvodnom procesu uldjueena noveana sredstva 

Odluka D2. U proizvodni proces ulatemo razne elemente proizvodnog procesa 
kao §to su npr. razne sirovine, strojevi, razlieito osposobljena radna snaga itd. 
Elemente proizvodnog procesa koji sudjeluju u proizvodnom procesu oznaeavamo 
uzastopce sa: 

QS, •••S 	 •••3 QS 

7 
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Elemenata proizvodnog procesa imamo na raspolaganju samo ogrankene 
Te raspoloZive kolkine u odgovarajueim jedinicama odreduje matrica: 

si 

   

S = si 

 

   

s.s 

Elementi proizvodnog procesa imaju nabavne cijene koje odreduje matrica: 

U = ul 	us 

U proizvodni proces ula2emo neke koliCine elemenata proizvodnog procesa; te 
kolkine odreduje matrica : 

Z = z i 

zs 

= S2 

   

   

Kako su kolieine elemenata proizvodnog procesa ogranitene, to ulo'iene kolieine 
odgovaraju nejednad2bi: 

S2 	S 	 (2,S) 

U vezi s nabavom elemenata proizvodnog procesa treba prosuditi i odlueiti 
da va2i alternativa a2, gdje su elementi proizvodnog procesa bez daljnjeg vee 

pak va2i alternativa b2, gdje ih moramo tek nabaviti. 
Odluka automatski uklju'euje i odgovarajuou odluku o ulaganju nove'anih sred-

stava za nabavu elemenata proizvodnog procesa. Ako elemente proizvodnog procesa 
nije potrebno nabavljati, to za njih ne treba izdavati noveana sredstva; takva situ-
acija nastupa u alternativi a2. Ako je medutim elemente proizvodnog procesa po-
trebno nabaviti, onda za njih potrogimo negto od nove'anih sredstava; takva situacija 
nastupa u alternativi b2. 

Alternativa a2. Pri toj su alternativi elementi proizodnog procesa 
pa ih ne treba tek nabavljati. Stoga uzimamo formalno, kao da je nabavna cijena 
elemenata proizvodnog procesa jednaka 0, da je: 

U = 0 

Buduei da pri tom ne izdajemo nikakva noveana sredstva, ona prihvaeanjem te 
alternative iznose: 

K2 = K, 

Kolieine elemenata proizvodnog procesa koje u toj alternativi ula2emo u proizvodnju 
prema ranijem su jednake: 

S, Z 
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Alternativa b2. Po toj alternativi elemente proizvodnog pracesa moramo 
nabaviti po nabavnim cijenama koje su veee od 0; stoga va2i: 

U > 0 

Za nabavu S2 = Z elemenata proizvodnog procesa potro:s'imo: 

U Sy = Ul SI 	Ui Si 	Us s, 

noveanih sredstava, tako da nakon te alternative ostaje jo§ 

K2 = K1 — U Sy 

raspolo2ivih noveanih sredstava. Kako ostatak noveanih sredstava ne moie biti 
negativan, to se mo2e nabaviti samo toliko elemenata proizvodnog procesa da vati 
nejednadiba: 

K, — U S2 0 	 (2, K) 

Na sl. 32. odluci D, i altemativama a2 i b2 odgovara drugi odsjek gore. 
Nakon odluke D2 imamo u proizvodni proces uldjueenih K2 noveanih sredstava i S2 

elemenata proizvodnog procesa. 

Odluka D3. U pogledu termina ulaganja elemenata proizvodnog procesa u 
proizvodnju moramo prosuditi i odlueiti da altemativa a3, gdje ulaiemo 
sve raspolo2ive kolieine elemenata proizvodnog procesa yea u prvu fazu, ill pak 
vaii altemativa b3, gdje ih ulatemo djelomieno u prvu fazu, a djelomieno ih 
pohranimo za drugu fazu. 

Alternativa a3. Pri toj altemativi sve raspolaive kofieine elemenata proiz-
vodnog procesa uldemo u cijelosti u prvu proizvodnu fazu, pa nam u drugoj fazi 
vige nisu potrebne. Pri toj je alternativi jednaka 0 neka matrica koju oznaeimo 
slovom B, a koju aemo definirati kasnije. Kako se u toj altemativi radi samo o 
rasporedu elemenata proizvodnog procesa, to se ne mijenjaju ni kolieina raspolo-
2ivih noveanih sredstava ni kolieine elemenata proizvodnog procesa. Zbog toga je 
kolieina noveanih sredstava K3, koja ostaje raspoloiiva nakon prihvganja te 
alternative, jednaka kolieini prije toga raspolotivih noveanih sredstava K2, vaii 

dakle: 
K3 = K2 

Iz istih razloga kolieine raspoloiivih elemenata proizvodnog procesa S3 odgova-

raju jednadibi: 
S3 = Sy 

Alternativa b3. Ako prihvatimo tu alternativu, ulgemo elemente proizvodnog 
procesa djelomieno u prvu proizvodnu fazu, a djelomieno ih prolumnimo za drugu. 
Gore spomenuta matrica B pri toj altemativi nije negativna. Kako se i u toj alterna-
tivi radi samo o rasporedu elemenata proizvocinog procesa, a da se pri tom ne 
mijenjaju vee u proizvodni proces uldjueene kolieine, to vaie jednadibe: 

K3 = K2 

S3 -- S2 

19 Linearro programiranje 
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Na slici 32. odluci D3 i alternativama a3 i b3 odgovara trea odsjek gore. Nakon. 
odluke D3 imamo u proizvodni proces ukljikenih K3 noveanih sredstava i S3 
elemenata proizvodnog procesa. 

I. faza (odluka D4). U prvoj proizvodnoj fazi raspolaivim nov6anim sred-
stvima i elementima proizvodnog procesa izradujemo fazne proizvode f tipova 
koje uzastopce ozna6imo ovako: 

F„ 	 Ff 

Za izradu 1 jedinice faznog proizvoda Fi potrogimo 

kJ 

nov'eanih sredstava kao direktnih trogkova i 

aii 

jedinica elemenata proizvodnog procesa Qi; pri tom indeks i ide od 1 do s, a indeks 
j od I do f. U prvoj fazi izradimo 

xi xr 

jedinica faznih proizvoda Fj; ovu koli6inu napigemo u obliku sume iz razloga koji 
eemo kasnije objasniti. Fazni proizvodi Fi imaju prodajnu cijenu 

nov6anih jedinica. Sve te podatke za prvu fazu pregledno daje tabela 1. 

TABELA 1. PRVA FAZA 

Fazni proizvodi Ograni- 
Zenja F j 	- • - 	Fj 	- • • 	Ff 

NovZana 
sredstva k j 	• • - 	kj 	• • • 	kj K3 

Elementi 
proizvodnog 
procesa 

Qi 

Qj 

Q. 

al j 	• • • 	alj 

a. , 	 .. • 	 asj 	- . - 	asf 

z j 

z, 

z. 

Koliline xj+4 	•-• 	xj-F4 	••• xj-Fxf 

Cijene vi 	• • • 	vj 	• 	yr 

Prema tabeli I, koja odreduje podatke prve proizvodne faze, uvedemo neke 
matrice. Matrica: 

K 	II k, 	ki 
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odreduje potranju noveanih sredstava. Matrica: 

• .. 	••• 	all. 

ai, 	•.. ai, 	•.. a,f 

• • • 

asi 	••• asi 	••• 

odreduje potranju elemenata proizvodnog procesa. 

Suma matrica: 
Xi x 

X = Xi i 	XP = X 

Xi XPf 

odreduje kolkine izradenih faznih proizvoda. Konaeno matrica: 

V - i; v, 	v, 

odreduje prodajne cijene faznih proizvoda. 

U prvoj fazi potro§imo: 
K (X + XP) 

noNt'anih sredstava; zbog toga nakon konaene faze ostaje jo§ 

K4 = K3 - K (X ± XP) 

noveanih sredstava. Kako ta kolkina ne moie biti negativna, to za noveana sredstva 
slijedi nejednadna: 

K3 - K (X + XP) 0 	 (4, K) 

Buduei da nakon prihvaaanja alternative a, kod odluke 	vaii jednadiba: 

K3 = K2 = Ki U S2) 

tO iz nejednadne (4,K) dobivamo nejednadibu: 

K, — U S2 - K (X + RP) 0 

Kako je nejednadTha (2, K) ispunjena 6im jc ispunjena ova nejedna&ba, to je 

mo2emo zanemariti. 

U prvoj proizvodnoj fazi potraimo 

A (X + XP) 

elemenata proizvodnog procesa, tako da ih nakon zavr§ene faze ostaje jo§ 

S4 = S3 - A (X + XP) 

A = 
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BuduOi da je u svakom primjeru S3 = S2, to zbog zahtjeva za nenegativnoku 
za elemente proizvodnog procesa dobivamo nejednad2bu: 

S2 — A (X + XP) 0 	 (4,S) 

Ustanovimo takoder da nakon zavrgene prve faze raspolaZemo jog sa 

F4 = X 
faznih proizvoda. 

Prvu proizvodnu fazu radi jedinstvenosti matematkke simbolike nazivamo i 
odlukom D4; na sl. 32. odgovara joj posljednji odsjek desno gore. Nakon zavrgene 
prve faze u proizvodni proces imamo ukljtkenih K4 nove'anih sredstava, S4 elc-
menata proizvodnog procesa i F4 faznih proizvoda. 

Odluka Ds. 	pogledu raspolaganja izradenim faznim proizvodima moramo 
prosuditi i 	da va2i alternativa a5, gdje eemo fazne proizvode u cijelosti 
potrogiti u dugoj proizvodnoj fazi, 	pak va2i altemativa b5, gdje eemo ih djelo- 
mkno potrogiti u drugoj fazi, a djelomkno prodati, pa ih tako iskljuCiti iz daljnjeg 
proizvodnog procesa. Kolkine faznih proizvoda koje zadriavamo za drugu fazu 
ve6 smo gore oznkili matricom X, dok smo kolieine koje prodajemo oznaelli sa X°. 
drugu proizvodnu fazu i uopee ih ne prodajemo. 

Alternativa as. Pri toj alternativi zadr2imo sve izradene fazne proizvode za 
drugu proizvodnu fazu i uopee ih ne prodajemo. Zbog toga za ovu alternativu 
vaZI jednad2ba: 

XP = 0 

U tom je primjeru kolkina u prvoj fazi izradenih proizvoda jednaka X. Kako se 
prihvaeanjem ove alternative ne mijenjaju ni koli6ina raspolo2ivih nova'anih sredstava 
ni kolkine elemenata proizvodnog proecsa, to vaZ'e jednadThe: 

K5 = K4 

S5 = S4 

Za kolkine faznih proizvoda prema gomjem po ovoj alternativi va2i: 

F5 -= F4 = X 

Ahernativa bs. Po ovoj alternativi jedan dio faznih proizvoda zadr2avamo 
za drugu proizvodnu fazu, a preostali dio prodajemo; pri tom zadr2avamo za 
drugu fazu X, a prodamo ih X°. 

Zbog proclaje faznih proizvoda raspolo2iva nov6ana sredstva poveeaju se za 

V XP 

K5 = K4 + V XP 

Kako pri ovoj alternativi kolkine raspolo2ivih elemenata proizvodnog procesa 
ostaju nepromijenjene, to va2i jednadZba: 

Ss = S4 

nova'anih jedinica na: 
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Zbog prodaje X" faznih proizvoda ostaje ih u proizvodnom procesu jo§: 

F5 = X 

Na sl. 32. odluci D5 i alternativama as i bs odgovara prvi odsjek lijevo dolje. 
Nakon te odluke u proizvodni proces imamo uldju6enih K5 nov6anih sredstava, 
S5 elemenata proizvodnog procesa i F5 faznih proizvoda. 
It_ 

Odluk,a D6. U pogledu ngina upotrebe nov6anih sredstava koje dobivamo 
prodajom faznih proizvoda moramo prosuditi i odhfeiti da vati altemativa a6, 
prema kojoj ta sredstva ne potraimo u drugoj fazi, pak va2i alternativa b6, 
prema kojoj ta sredstva potraimo za financiranje druge faze. 

Alternativa a6. Pri ovoj alternativi u drugoj fazi ne koristimo nove"ana sredstva 
koja smo dobili prodajom faznih proizvoda. Zbog toga dobivena nov6ana sredstva 
izlueimo iz daljnjeg proizvodnog procesa i uzimamo ih u obzir tek na kraju pri 
zaldjueku bilance. Kako ova sredstva u nastavku neeemo uzimati u obzir u proiz-
vodnom procesu, moramo za tonic° smanjiti raspoloiiva nov6ana sredstva. Stoga 
su po ovoj alternativi raspolava noveana sredstva jednaka: 

K6 = K5 - V XP = K4 

novt'anih sredstava. 

Kako se prema ovoj alternativi ne mijenjaju ni koli6ine elemenata proizvodnog 
procesa ni kolielne raspolaivih faznih proizvoda, to vale jednadThe: 

S6 = S5 

F6 = F5 - 

Alternativa b6. Pri ovoj alternativi noveana sredstva dobivena za prodane 
fazne proizvode uldju6imo u postojeea pa ih nakon toga zajedno potraimo za 
financiranje proizvodnje u drugoj fazi. Kako se zbog toga raspolaiva nov6ana 
sredstava ne mijenjaju, to su ona nakon prihvadanja ove alternative jednaka: 

K6 = K5 = K4 + V XP 

Buduei da se po ovoj altemativi ne mijenjaju ni raspolaive koli6ine elemenata 
proizvodnog procesa ni faznih proizvoda, to vale jednadibe: 

SG = S5 

F6 = F5 = X 

Na sl. 32. odluci D6 i alternativama as i b6 odgovara drugi odsjek dole. Nakon 
ove odluke imamo u proizvodni proces uldjileenih K6 nov6anih sredstava, S6 
elemenata proizvodnog procesa i F6 faznih proizvoda. 

//. faza i odluka D7. U drugoj proizvodnoj fazi raspoloiivim nov6anim sred-
stvima, elementima proizvodnog procesa i faznim proizvodima izradujemo finalne 
proizvode p tipova koje oznaaujemo ovako: 

Pi, •••, Pk, •••) PP 
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U pogledu na nein potrognje faznih proizvoda kao produkcionih faktora razliku-
jemo dvije alternative a, i 1)7. Pri altemativi a, fazni proizvodi za vrijeme proiz-
vodnje finalnih proizvoda nestaju i odredenim tehnologkim postupkom preobli-
kuju se u finalne proizvode; o takvoj se alternativi radi npr. u dvofaznoj poljo-
privrednoj proizvodnji, gdje u prvoj fazi proizvodimo krmivo, koje nakon toga u 
drugoj fazi potrogimo za stoku kao finalni proizvod. Po altemativi b, fazni se 
proizvodi za vrijeme proizvodnje u drugoj fazi habaju i time smanjuju svoju vri-
jednost; o takvoj je alternativi rije6 npr. u industrijskoj proizvodnji, gdje u prvoj 
fazi izradimo strojeve za obradu kao meduproizvode, a nakon toga njima u drugoj 
fazi izradujemo finalne proizvode. 

U drugoj proizvodnoj fazi nastupa odluka D, kad moramo prosuditi i odlu-
da va2i altemativa a7, pri kojoj meduproizvodi nestaju, 	pak 	alterna- 

tiva 	pri kojoj fazni proizvodi habaju. Na sl. 32. odluci D, i altemativama a, 
i b, odgovara treai odsjek dolje. 

Alternativa a7. Prema ovoj alternativi fazni proizvodi u proizvodnom procesu 
druge faze nestaju i na neki se nein preoblikuju u finalne proizvode. Za izradu 
jedne jedinice finalnog proizvoda Pk potrogimo. 

hk 

noveanih jedinica kao direktnih trogkova, 

hik 

jedinica elemenata proizvodnog procesa Q1 i 
Cik 

jedinica faznog proizvoda Fk; pri tom indeks i ide od 1 do s, indeks j od do f i 
indeks k od 1 do p. U drugoj fazi izradimo 

Yk 

jedinica finalnog proizvoda Pk. Finalni proizvod Pk ima cijenu 

wk 
nova'anih jedinica. 

Sve te podatke za drugu proizvodnu fazu pregledno daje tabela 2; u njoj su 
navedeni jog i koeficijenti ri i di, koji medutim u ovoj altemativi ne dolaze u obzir. 

Po tabeli 2, koja odreduje podatke za drugu proizvodnu fazu, uvedemo neke 
matrice. Matrica: 

H = 11 hi 	hk 	hi, II 
odreduje potrognju nov6anih sredstava. Matrica: 

••• 	bik bi 

B = 13" bh, 

b„ ••• 	bsk p 
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TABELA 2. DRUGA FAZA 

Finalni proizvodi 
Ograni- 

eenja 

Smanje- 
nje vri-. 
jednosti 

Obrada 
pi • • 	• Pk • • 	• Pp 

Novi;ana sredstva h i • . 	• hk . 	. 	. h„ K6 

Elementi 
proizvodnog 
procesa 

6
••

•c9 •
 •
 .
6
  

bi, 

th 1 

b.. i 

• • 	• 

. 	. 	. 

• • 	• 

bik 

bit 

ha 

•
. 	• 

. 	. 	• 

• ' 	' 

b 1 p 

bip 

bsP 

S6 

Fazni 
proizvodi 

F r 

F, 

Ff 

cri 

ci r 

Cf 1 

• ' 	• 

• • 	• 

• • 	• 

clk 

Cjk 

Cfk 

— c. IP 
x , 

Xj 

X f 

r i 

ri 

rr 

d i 

dr 

dr 

Koli6ine Y 1 . . . yk • • • YP 

Cijene WI • • 	• Wk . • 	• Wp 

odreduje potro§ak elemenata proizvodnog procesa. Ovu smo matricu vee spome- 
nuli pri razmatranju odluke D3 ; u alternativi a3 ova je matrica 0, a u ahernativi 
b3 je nenegativna. Matrica: 

C11 	Clk • • • Cip 

Cjj 	 CA • • . Cip 

cri • • • ctk 	• • • 
er „ 

odreduje rotro§nju faznih proizvoda. Matrica: 

C = 

Yi 

Yk 

Yp 

izraiava kolidne finalnih proizvoda. Kongno, matrica: 

W 	wi ••• wk ••• wp 

odreduje prodajne cijene finalnih proizvoda. 

U proizvodnji Y finalnih proizvoda potramo 

H Y 

1 

Y 
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jedinica novCanih sredstava, pa ih stoga na kraju druge faze ostaje na raspola-
ganju jog 

K, = K6 - HY 

Zbog zahtjeva za nenegativnogou iz toga dobivamo nejednadThu: 

K6 —HY 0 	 (7, K, a) 

U proizvodnji Y finalnih proizvoda potrogimo 

BY 

elemenata proizvodnog procesa, pa ih stoga na kraju druge faze ostaje jog 

S7 = S6 - BY 

Zbog zahtjeva za nenegativnoku iz toga dobivamo nejednadibu: 

S6 —BY 0 	 (7,S) 

U proizvodnji Y finalnih proizvoda potrogimo 

CY 

faznih proizvoda, pa ih stoga na kraju druge faze ostaje jog 

F7 = F6 - CY 

Zbog zahtjeva za nenegativnogeu iz toga dobivamo nejednadThu: 

F6 —CY 0 (7, F, a) 

Drugom proizvodnom fazom proces se zavrgava; odredimo kolkine i vrijed-
nosti koje imamo na kraju procesa. Od nov'eanih sredstava K6, koje smo 
za financiranje druge faze, ostaje jog K, nov6anih jedinica; pri tom medutim 
ne smijemo zaboraviti na one eventualne V X° jedinice koje smo 	iz proiz- 
vodnog procesa ako smo prihvatili alternative b5 i a6, tj. ako smo dio faznih pro- 
izvoda prodali i dobivena nov6ana sredstva iz1u6ili iz proizvodnog procesa. Ako 
smo prihvatili ove dvije alternative, onda su ukupna raspolaiva nov6ana sredstva 
jednaka 

K, ± V X° 

novemnih jedinica. Od elemenata proizvodnog procesa na kraju druge faze ostaje 
jog S7; njihova je vrijednost jednaka : 

U S7 

jedinica. Od faznih proizvoda ostaje jog F7; njihova je vrijednost jednaka: 

V F7 

nove'anih jedinica. Finalnih proizvoda izradimo u drugoj fazi Y; njihova je vrijed-
nost jednaka 

WY 
nova'anih jedinica. 
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Alternativa b7. Pri toj alternafivi fazni se proizvodi za vrijeme proizvodnog 
procesa habaju i stoga smanjuju svoju vrijednost. 0 takvom se procesu na primjer 
radi kad su fazni proizvodi strojevi za obradu kojima u drugoj fazi obradujemo 
finalne proizvode. Stoga 6emo radi kraeeg izrgavanja u ovoj alternativi fazne 
proizvode nazivati ukratko strojevima. Sve podatke za drugu fazu pregledno 
daje tabela 2; zngenje nekih koeficijenata u tabeli pri ovoj se alternativi razlikuje 
od njihovog zngenja u alternativi a7. 

Kao prema prijagnjoj alternativi za proizvodnju 1 jedinice finalnog proizvoda 

Pk potrogimo 

Cik 

vremenskih jedinica. Ako stroj Fi radi 1 vremensku jedinicu, nastaje 

di 

nov6anih jedinica direktnih trakova. Ako stroj za obradu Fi radi jednu vremensku 

jedinicu, onda se njegova vrijednost smanjuje za 

ri 

noWanih jedinica; u nastavku pretpostavimo da je ukupno smanjenje vrijednosti 
stroja direktno proporcionalno vremenu pogona stroja. U drugoj fazi izradim o 

Yk 

jedinica finalnog proizvoda Pk. Finalni proizvod Pk ima cijenu 

nov'eanih jedinica. 
Po tabeli 2, koja daje podatke za drugu fazu, uvedemo osim matrica H, B, 

C, Y i W uvedenih yea u prijagnju alternativu jog dvije matrice. Matrica: 

D = di ... di ... 

odreduje direktne trakove obrade na strojevima, a matrica: 

R 	11 ri 	rj 	rf 

odreduje smanjenje vrijednosti strojeva. 
Izra6unajmo koli6ine nov6anih sredstava, elemenata proizvodnog procesa 

faznih proizvoda koje potro§imo u drugoj fazi. 

hk 

nov6anih jedinica direktnih trogkova; u te trogkove medutitn nisu uklju6eni tro-
gkovi obrade na strojevima, koje eemo uzeti u obzir kasnije. Isto tako kao u pri-
jagnjoj alternativi za proizvodnju 1 jedinice finalnog proizvoda Pk potrogimo 

bik 

jedinica elemenata proizvodnog procesa Qt. Pri obradi 1 jedinice finalnog proizvoda 

Pk na stroju Fi potrofitno 
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Nov6ani trogkovi gto nastaju za vrijeme druge faze sastoje se u ovoj alternativi 
od dva dijela. Prvi dio obuhvaea direktne trogkove, koje odreduje matrica H; za proizvodnju Y finalnih proizvoda ovi su trogkovi jednaki: 

H Y 

novdanih jedinica. Drugi dio obuhvada direktne trogkove koji nastaju zbog pogona 
strojeva za obradu i koje odreduju matrice C i D; ovi su trogkovi u proizvodnji 
jedne jedinice finalnog proizvoda Pk jednaki: 

di 'Clic 	••• 	dj Cpc 	••• 	df Cfk 

novdanih jedinica; stoga su ukupni direktni trogkovi pri proizvodnji Y finalnih proizvoda jednaki: 

D C Y 

novdanih jedinca. Ako zbrojimo i jedne i druge trogkove, dobivamo za drugu fazu 
ukupne trogkove: 

(H D C) Y 

novdanih jedinica. Raspolo2iva novdana sredstva gto ostanu na kraju druge faze 
stoga su jednaka: 

K7 -= K6 — (H D C) Y 

novdanih jedinica. Zbog zahtjeva za nenegativnogdu iz toga za novdana sredstva 
dobivamo nejednad2bu: 

K6 — (H D Y 0 	 (7, K, b) 
Pri proizvodnji Y finalnih proizvoda potrogimo u drugoj fazi 

B Y 

elemenata proizvodnog procesa, tako da ih na kraju druge faze ostane jog 

S, = S6 — B Y 

Kako ova kolidina ne mo2e biti negativna, to za elemente proizvodnog procesa 
slijedi nejednacriba: 

	

Fazni se proizvodi tipova: 
S6 — B Y 0 	 (7, S) 

kao strojevi za obradu u drugoj fazi habaju i gube u vrijednosti. Fazni je proizvod 
dotrajao kad njegova smanjena vrijednost postane jednaka O. Kako fazni proizvodi 
pojedinih tipova imaju uzastopce po6etne vrijednosti: 

VI, • • • , 	 • • •, Vf 

i kako su njihovi koeficijenti smanjivanja vrijednosti uzastopce jednaki: 

r,, 	rf, 
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to fazni proizvodi traju uzastopce po 

vi 	vi 	vt 
ti = 	•.. , 	— , •.. , tf 	-- 

rt 	rt 	rt 

vremenskih jedinica. Od ovih brojeva koji izraiavaju trajanje pojedinih faznih 

proizvoda sastavimo dijagonalnu matricu: 

T 

t, 

0 

0 

0 	. 

t, 

0 	... 

0 	I 
• 	 I, 

.. 	0 

ti 

Faznih proizvoda kao strojeva za obradu pojedinih tipova imamo u drugoj fazi na 

raspolaganju uzastopce po 
XI, • • •, XI, • 	Xf 

jedinica: Radi toga imamo za svaki tip strojeva za obradu u svrhu obrade finalnih 

proizvoda na raspolaganju uzastopce po 

tI XI, ma., ti XI, *co., tf Xf 

vremenskih jedinica. Ova raspolcdiva vremena jednaka su uzastopnitn komponen- 
tama matri6nog produkta 

T X 

Za obradu Y finalnih proizvoda potro§imo 

C Y 

vremenskih jedinica pogona strojeva za obradu; kako vrijeme potrebno za obradu 
ne mae biti duie od raspoloiivog vremena, to za fazne proizvode slijedi nejednacliba: 

CY -'1•X 	 (7, F, b) 

S drugom fazom proizvodni se proces zavr§ava; odredimo kolitine i vrijednosti 
kojima raspolaiemo pri kraju procesa. 

Od nov6anih sredstava K6 koje smo 	za financiranje druge faze ostaje 

jo§ K7 nov6anih jedinica. Pri tom ne smijemo zaboraviti onih V X° jedinica koje 
smo iz1u6ili iz proizvocinog procesa prihvganjem alternativa b5 i a6; ako smo 
prihvatili ove dvije alternative, onda su ukupna nov6ana sredstva jednaka 

K7 + V XP 

nov6anih jedinica. 
Od elemenata proizvodnog procesa ostaje na kraju druge faze S7; njihova je 

vrijednost jednaka: 	
U S7 

nov6anih jedinica. 
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Fazni proizvodi kao strojevi za obradu u drugoj fazi gube u vrijednosti; nji-
hova je ukupna preostala vrijednost jednaka: 

VX—RCY 

nove:anih jedinica; izrkunamo je ovako: 

Najprije izrkunajmo vrijeme pogona strojeva za obradu. U drugoj fazi izradimo 
Yk iedinica finalnih proizvoda Pk ; te proizvode obradimo medu ostalim i na xi 
strojeva tipa Fi. Radi toga svaki stroj tipa Fi obradi yk/xi jedinica proizvoda tipa 
Pk. Ove brojeve za sve finalne proizvode i za sve strojeve daje tabela 3. 

TABELA 3. BROJ FINALNIH PROIZVODA ISTOGA TIPA 
KOJE OBRADUJE NEKI STROJ 

Finalni proizvodi 
P • • 	• Pk • • 	• Pp 

Strojevi 
za 
obradu 

F 

F., 

• 

Ff 

Y 
X 

Y 1 

X( 

Y1 

X( 

Yk 

XI 

Yk 

X1 

Yk 

Xf 

YP 

x 

YP 

X 

YP 

Xr 

Iz tabele 3. vidirno da svaki stroj tipa Fj obradi po 

Yi 	Yk 	YP 
—) • • • ) —) • • • 3 '— 
Xi 	X j 	Xj 

proizvoda tipa: 

Pi, •••, Pk, •••, Pp 

Da bi obavio taj posao stroj F„ mora biti u pogonu 

Y1 _,_ 	 Yk 	 YD — 	••• 	•••jk — -1- • • • + sly — Xi 	 Xj 	
Xi 

vremenskih jedinica. Kako ovom stroju odgovara koeficijent smanjenja vrijednosti 
rj, to se vrijednost stroja smanjuje za 

yl + ••• + 	Yk + • • • - 1- Cjp yp) xj 

nove:anih jedinica, tako da je konai..'na preostala vrijednost stroja jednaka: 

r, 
v, — 	tc,„ y, 	--1- Cik Yk 	.. • ± Cjp Yp) Xj 
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noWanih jedinica. Zbog toga je preostala vrijednost svih xj strojeva tipa Fj jednaka: 

vi xi — ri (cji. yj -I- 	Cik Yk 	.•• 	Cjp Yp) 

nov6anih jedinica. Ako zbrojimo preostale vrijednosti svih strojeva svih tipova, 
dobivamo njihovu vrijednost na kraju druge faze; ta je vrijednost jednaka: 

VX—RCY 
To je i trebalo izrgunati. 

Izrkunana vrijednost zbog smanjenja vrijednosti faznih proizvoda strojeva 
nije negativna. To moiemo uvidjeti ovako: nejednadThu (7, F, b) premultiplici-
ramo matricom R i dobivamo nejednadibu: 

RTX—RCY 

Kako je RT --V, to iz posljednje nejednad2be slijedi nejednadiba: 

VX—RCY 0 

S'to je trebalo dokazati. 

U drugoj fazi izradimo Y finalnih proizvoda; njihova je vrijednost jednaka: 

WY 
noveanih jedinica. 

Funkcija cilja (odluka DO. PoSto je dvofazni proizvodni proces zavden, mo-
ramo jog izabrati funkciju cilja. Taj je izbor doduk proizvoljan, no ipak mora od-
govarati cilju proizvodnje. Po zaldjueku proizvodnje moramo prosuditi i odluati 
koju funkciju cilja da uzmemo. Pri razmatranoj proizvodnji izaberemo medu 
raznim moguonostima koje imaju ekonomski smisao za funkciju cilja kongni nov- 
Zani saldo. 

Kona6ni nov'dani saldo sastavljen je od 6etiri dijela: od raspolo2ivih noveanih 
sredstava, od vrijednosti preostalih elemenata proizvodnog procesa, od vrijednosti 
preostalih faznih proizvoda i od vrijednosti finalnih proizvoda. Sve te koliEne vea 
smo izra6unali prilikom razmatranja druge proizvodne faze. 

RaspoloZiva nove'ana sredstva zavise od ahernativa koje smo izabrali kod 
odluka D5 i D6. Nakon prihvkanja alternativa b5 i 13,5, gdje sredstva dobivena 
prodajom faznih proizvoda upotrijebimo za financiranje druge faze, ta su sredstva 
jecinaka: 

Kg.= K7 

Nakon prihvkanja alternativa b5 i a6, gdje sredstva dobivena prodajom faznih 
proizvoda iskiju6mo iz proizvodnog procesa, ona su jednaka: 

Kg = K7 + V XP 

Vrijednost preostalih elemenata proizvodnog procesa jednaka je: 

U S7 

Vrijednost je ostalih faznih proizvoda ako se prihvati alternativa a7, jednaka: 

V F7 
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a prihvaeanjem alternative b7 jednaka je: 

VX—RCY 

Vrijednost izradenih finalnih proizvoda jednaka je: 

WY 

nov'Canih jedinica. 

Odredivanju funkcije cilja 	odluci D 8 na sl. 32. odgovara posljednji odsjek 
desno dolje. 

Ako zbrojimo sve vrijednosti kojima raspoldemo prema altemativi a, nakon 
vrednovanja elemenata proizvodnog procesa faznih proizvoda i finalnih proizvoda, 
dobivamo slijedeou funkciju cilja: 

(Z, X) XP, Y)= Kg + U S7 + V F7 + WY 	(8, a) 

Pri alternativi b, dobivamo medutim slijedeau funkciju cilja: 

fb (Z, X, XP, Y)= Kg U S7 + (V X — R C Y) + WY 	(8, b) 

izrgunati najve6u vrijednost funkcije cilja u odgovarajueim uvjetima 
koje smo dobili prilikom analize dvofaznog proizvodnog procesa. Pri tom dobivamo 
dva problema u matematiClom obliku, jedan za alternativu a, i drugi za alternativu 
137. 

Pri alternativi a7, gdje fazni proizvodi u drugoj fazi nestaju, dobivamo problem 

Treba odrediti matrice Z, X, Xi' i Y koje zadovoljavaju uvjete nenegativnosti : 

Z 0, X 0, XP 0, Y 0 
i nejednadThe: 

S — Z 0 
K3 — K (X ± XP) 0 

Z — A (X + XP) 0 
K6 — H Y 0 
So —BY_ 0 
F6 —CY 

(2, S) 
(4, K) 
(4, S) 

(7, K, a) 
(7, S) 

(7, F, a) 
tako da funkcija cilja: 

(Z, X) XP, Y) = Kg U S7 + V F7 W Y 	(8, a) 
ima maksimum. 

Prcma alternativi 	gdje se smanjuje vrijednost faznih proizvoda u drugoj 
fazi, dobivamo problem: 

Treba odrediti matrice Z, X, XP i Y koje zadovoljavaju uvjete nenegativ-
nosti : 

Z .a 0 , X 0 , X P 0, Y 0 
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i linearne nejednadibe: 

S — Z 0 (2, S) 

K3 — K (X + 0 (4, K) 

Z — A (X + XP) 0 (4, S) 

K6 — (H -FDC)Y 0 (7, K, b) 

S6 —BY 0 (7, S) 

TX—CY 0 (7, F, b) 

tako da funkcija cilja: 

fb(Z,X,XP,Y)=K8-1-US,±(VX—RCY)+WY 	(8, b) 

ima maksitnum. 

TABELA 4. PREGLED REZULTATA ANALIZE DVOFAZNIH PROCESA 

D  Alternative a Uvjeti Alternative b 	 Uvjeti 

1 K1 = oo Ki = k 

2 
K2 = K1 
S, U = 0, $2 = Z S 	Z 

K2 = K 1 — U S2 

S, U > 0, S2 = Z 

K2 	0 

S 	Z 

3 
K3 = K2 

$3 = S2 
kao u alternativi a 

I, 4 
K4 = K3 — K (X ± XP) 
$4 = S3 — A (X ± XP) 
F4 =X+XP 

K.s. 	0 
S4 __. 0 kao u alternativi a 

5 

XP = 0 

K5 = K4 

$5 = S4 

Fs = F4 = X 

XP 	0 

Ks = K4 + V XP 

S5 = S4 

F5 = X 

6 
K6 = K5 — V XP = K4 

S6 = Ss 

F6 = F5 

K6 = K5 

S6 = S5 
F6 = F5 

II 	7 ' 

K7 = K6 — H Y 
S7 = S6 — B Y 
F7 = F6 — C Y 
P, = Y 

K7 	0 

S, 	0 
F7 	0 

K7 = K6 — (H + D C) Y 
S, = S6 — B Y 
F7 
Pi = Y 

K7 	0 

S7 	0 
TX — CY 

0 

8 

0 	(b5 & b8) 
K8 = K7 + 

V X° (b5 & a6) 

fa = K6 ± U Si ÷ V F7 ± W Y 

0 	(b5 & 1)6) 
Ks = K7 + 

V X° (b5 & a6) 

fb = K,3 + U $7 4- (VX — RCY) ± WY 

Koko su u oba problema uvjetne nejednadibe linearne i kako su i funkcije 
cilja linear= funkcije varijabla, to je rijee o problemima linearnog programiranja. 
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Svakom dvofaznom procesu za koji vrijedi gomja analiza i za koji su nam 
pri SVilll odlukama poznate odgovarajuee alternative, pridruiimo neku karakteri- 
stiku. Karakteristika se sastoji od gest simbola, koji odreduju pojedine alternative. 
Tako npr. karakteristiku: 

(bi, b2, a3, as, a6, a7) 

ima dvofazni proces kojemu odgovaraju alternative bl, b„ as, as, a6 i a,. 
Prilikom prou?..'avanja nekoga dvofaznog procesa dovoljno je da odredimo 

njcgovu karakteristiku; 'dim smo je odredili, mo2emo izraziti odgovarajuoi lincarni 
program bez nekoga daljnjeg rkunanja, ako iskoristimo vee obavljene ra6une. Pri 
oblikovanju linearnog programa slu2imo se tabelom 4, koja daje pregledno rezultate 
obavljene analize. 

Kako u karakteristici ima 6 mjesta sa po dvije alternative, to bi teoretski bile 
moguee 26 = 64 razliZite karakteristike. Neke od tih karakteristika medutirn 
praktRki ne dolaze u obzir jer bi njima odgovarajuei dvofazni procesi bili s gledigta 
ekonomike beznaCajni Cak besmisleni. Bez smisla je npr. karakteristika tipa 
(..., as, b6, ...); ako naime prema altemativi as ne prodamo fazne proizvode, onda 
ne mo2emo po alternativi b6 dobivenim nov6anim sredstvima financirati drugu 
fazu. Stoga ima znatno manje karakteristika koje karakteriziraju realno zna6ajne 
civofazne procese. 

Vjeibe 

1. Odredi karakteristiku dvofaznog proizvodnog procesa iz druge take ovog poglavlja. 
Koristi se tabelom 4. i sastavi procesu odgovarajuai linearni program. 

((315a2,a3,as,a63a7)) 
2. Opigi dvofazni proizvodni proces koji ima karakteristiku: 

(b,,b2,a3,as,a632.7) 

3. Opik dvofazni proizvodni proces koji ima karakteristiku: 

(bi,a2,b3,b5,b6,,b7) 

4. Dvofazni proizvodni proces odreduju u prvoj fazi matrice: 

i 230 , 
S 	 U = 5 4 	K = 	6 2 11 145 !I 

A = 1 	4 611 
3 	1 	3 

a u drugoj matrice: 

V 	25 35 50 

H 	1120 30 

I 5 	2 

2c = 2 	,1 
4 	7 !I 

W = 11450 550 11 

Sastavi tabelu koja odgovara OVOM proizvodnom procesu. 

5. Razmatraj pomoeu podataka iz prijanje vjebe dvofazni proizvodni problem s karakte-
ristikom : 

(a ob2,a 3,a5,a wa7) 

Izrazi linearni program ako je funkcija cilia konaeni noveani saldo 

(Linearni program: AX <S, CY 	fa —WY. Rjegenje: 230, 145; 16,10, 29; 2, 3; 2 550, —) 
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6. Pomo1.0 podataka iz 6etvrte vjebe razmatraj dvofazni proizvodni problem s karakte-
ristikom: 

(al,b2,a3,b s,a6,a 

Izrazi linearni program alto je funkcija cilja kongni novtani saldo. 

(Linearni program: A (X + X") S, CY 5 X, G = V X° W Y. Rje§enje: 250, 145; 

0, 16,25, 0; 22,15, 8,86, 17,72; 4,43, 0; 2 572, —) 

7. Pomoeu podataka iz 6etvrte vjetbe razmatraj dvofazni proizvodni problem s karakte-
ristikom: 

(1) 1,1)2)a 3,a s'as,a7) 

Izrazi linearni program ako je funkcija cilja kona6ni nov6ani saldo i ako je: K = k = 1 700, — 
novanih jedinica. 

(Linearni program: 

Z S, UZ+KX+HY5k, AX 5Z, CY5X, f„ = k — (K+UA)X+ (W— H)Y. 

Rje§enje: 200,91, 112,05; 7,73, 7,73, 27,05; 0, 3,86; 2 123,—) 

8. Pomoeu podataka iz 6etvrte vjeibe razmatraj dvofazni proizvodni problem s karakte-
ristikom: 

(b ,b2,a3,b 5,as,a7) 

Izrazi odgovaraju6 linearni program ako je funkcija cilja kona6ni nov6ani saldo i ako je K = 
k = 1 700,— nov&inih jedinica. 

(Linearni program: 

Z S, U Z+K (X +XP)+HY5k 

A (X + XP) Z, C Y 5 X, 

f„=k+(V—K—UA)(X+XP)+(W—H—VC)Y. 

Rje§enje: 200,91, 112,05; 0, 0, 0; 7/73, 7/73, 27,05; 0, 3,86; 2 123,—) 

9. Pomoau podataka iz 6etvrte vje2be razmatraj dvofazni proizvodni problem s karakte-
ristikom: 

s,b6,a7) 

Izrazi odgovarajuei linearm program ako je funkcija cilja konani nov6ani saldo i ako je 
K1 = k = 1700,— nov6anili jedinica. 

(Linearni program: 

Z S,U Z + K (X + X'') k, 
UZ+KX—(V—K)XP+HY5k, 
A (X + XP) Z, C Y 5 X, 

k + (V — K — U A) (X + XP) + (W — H — V C) Y. 

Rje§enje: 207,81, 127,34; 4,69, 0, 0; 7,81, 7,81, 27,34; 0, 3,91; 2 148,—) 

5. Problem u industriji papira 

Razmatrajmo problem dvofaznog proizvodnog procesa tvornice koja izraduje 
papir u dvije faze; u prvoj od sirovina izraduje razli6ite vrste celuloze kao fazne 
proizvode, a zatim u drugoj fazi razliate vrste papira kao finalne proizvode. U 
pogledu alternativa pri ovom poroblemu uzimamo slijedeee pretpostavke: 

20 Linearno programiranje 
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Altemativa bi. Noveana sredstva §to ih tvomica mole investirati u proizvodni 
proces ograniC'ena su i jednaka: 

Ki = k = 5 000 000 d 

Alternativa b2. Elementi proizvodnog procesa su sirovine koje tvornica mora 
nabaviti; tvomica nabavi 3 vrste sirovina: 

(11: celulozno drvo; ima ga na raspolaganju najvi§e 

20 000 m3 po cijeni od 60 d za m3, 

Q, : pirit; firm ga na raspolaganju najvi§e 1 500 000 kg po cijeni od 0,1 d 
za kg, 

Q3: alaun; ima ga na raspolaganju najvi§e 150 000 kg po cijeni od 5 d za kg. 
Altemativa 133. Sirovine tvornica treba djelomi6no u prvoj a djelomi.6no u 

drugoj fazi; celulozno drvo i pirit treba samo u prvoj, dok alaun treba samo u 
drugoj fazi. 

Prva faza. U prvoj fazi tvornica izraduje samo 2 tipa faznih proizvoda: 
F,: smrekova bijeljena celuloza; njezina je cijena 1 600 d za tonu. 
172: smrekova nebijeljena celuloza; njezina je cijena 1 300 d zaitonu. 
Podatke za prvu fazu daje tabela 1. 

TABELA 1. PODACI ZA PRVU FAZU 

Finalni proizvodi 
Ograni6enja 

F i F2 

Nov6ana sredstva 1 100 900 5 000 000 d 

Qi 6 4 20 000 m3 
Sirovine Q2 250 250 1 500 000 kg 

Q3 0 0 150 000 kg 

Koli6ine xi + xy x2 + 4 

I Cijene 1 600 1 300 

Nakon tih podataka uvedemo matrice: 

S = 

K 

A = 

20 
1 500 

150 

1 1 100 

6 

250 

0 

000 
000 , 	U = 11 60 
000 , 

9001j 	X = 

4 

250 	v 	1 
0 

x, 

X2 

600 

0,1 

1 

5 11 

300 
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Alternativa b 5. Pri kraju prve faze moiemo fazne proizvode djelomi6no prodati 
a djelomice upotrijebiti u drugoj fazi. 

Alternativa b6. Utrtak koji dobivamo od prodaje faznih proizvoda uldju6imo 
u postojeaa raspoloiiva nov6ana sredstva, pa njirna onda financiramo drugu fazu. 

Kako alaun (Q3) ne trebamo u prvoj ve6 tek u drugoj fazi, to pretpostavimo 
da eemo ga nabaviti neposredno prije poeetka druge faze. 

Alternativa a7. Alaun i fazni proizvodi koje upotrijebitno u drugoj fazi nestaju. 
Druga faza. U drugoj fazi ograni6imo se na proizvodnju samo dviju vrsta 

papira kao finalnih proizvoda, i to: 
Pi : roto-papir; njegova je cijena 1 000 d za tonu, 
P2: srednje fini papir; njegova je cijena 1 500 d za tonu. 
Podatke za proizvodni proces u drugoj fazi daje tabela 2. 

TABELA 2. PODACI ZA DRUGU FAZU 

Finalni proizvodi 
Ograni6enja 

P 1 P2 

Novana sredstva 100 400 K, 

Sirovine 	Q3 10 9 150 000 kg 

Fazni 
proizvodi 

4
: 4

: 

0,01 
0,30 

0,40 
0,10 

x i 
x2 

KoUine Yi Y2 

Cijene 1 000 1 500 

Drugoj fazi odgovaraju matrice: 

   

  

0 0 
0 0 
10 9 

 

H = I 100 400 	B = 

  

    

C = 
0,01 0,40 

0,30 0,10 
Y = 

Yi 

Y2 
W = 111 000 1 50011 

     

     

Uza sve spomenute pretpostavke i podatke 2elimo odrediti optimalni proiz- 
vodni program u obje faze, tako da koneni saldo nov6anih sredstava bude najveei. 

Iz pretpostavki vidimo da razmatrani proizvodni proces ima karakteristiku: 

(bp b2, b3, b$, b6, a7) 

Pri odredivanju uvjeta §to vrijede za nov6ana sredstva moramo uzeti u obzir da 
sirovinu Q3 nabavljamo tek neposredno pred po6etak druge faze; u matematidcoj 
formulaciji problema prema tabeli 4. iz prija§nje to6ke moramo ovu okolnost uzeti 
u obzir. 

Nabavljene koli6ine sirovina zadovoljavaju nejednadibu: 

Z S 	 (1) 
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Kolfeine u prvoj i drugoj fazi potrogenih sirovina zadovoljavaju nejednadku: 

A (X + XD) B Y Z 	 (2) 

KolRine faznih proizvoda koje potrogimo u drugoj fazi zadovoljavaju nejed-
naclibu: 

C Y :5. X 	 (3) 
Nove'ana sredstva koja potrogimo na po6etku procesa za nabavu sirovina Q, 

i Q2 i za financiranje prve faze zadovoljavaju nejednadibu: 

U Z — u3 z3 K (X + X") k 	 (4) 

Nakon prve faze prodamo XP faznih proizvoda; stoga se raspolcdiva novC'ana 
sredstva poveeaju za V X°. Ovim sredstvima nabavimo sirovinu Q3 i financiramo 
drugu fazu; stoga nove'ana sredstva zadovoljavaju jo§ nejednad&u: 

u, z3 -I- HY k—UZ+u3z3—K(X+XP)+VX9 

Iz ove slijedi nejednadZIa: 

UZ+K(X+KP)+HY—VXP k 	 (5) 
Odredimo jo§ funkciju cilja. Kona6ni nov6ani saldo je suma vrijednosti: 

a) nov6ana sredstva koja preostaju pri kraju druge faze: 

k—UZ—K (X + XP) + V XP — H Y 
b) vrijednost nabavljenih sirovina koje su preostale pri kraju druge faze: 

U (Z — A (X + XP) — B Y) 
c) vrijednost faznih proizvoda koji preostaju pri kraju druge faze: 

V (X — C Y) 
d) vrijednost finalnih proizvoda: 

W Y 
Ako Zbrojimo sva ta 	iznosa, dobivamo 	saldo i funkciju cilja: 

fa = k — (K+UA—V)(X+KP)—(H+UB+VC—W)Y (6) 

Nakon svega ovog dobivamo slijedeei problem linearnog programiranja: 
Treba odrediti matrice Z, X, X° i Y koje zadovoljavaju uvjete nenegativnosti 

i nejednad'The (1), (2), (3), (4) i (5) tako da funkcija cilja (6) ima maksimum. Ako 
u ovaj linearni program uvrstimo dane numeriale podatke i ako ga rijegimo simpleks-
-metodom pomoeu elektronskog rae'unala, dobivamo slijedee rjegenje: 

z, — 17 257,7 z, = 1 066 077,5 z, = 100 246 

x, = 100,25 	x, = 3 007,4 

=- 0 = 1 156,7 

y, = 10 024,6 y2 =-- 0 

fnutz = 10 024 598,49 
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Prema izraeunanom optimalnom moguaem rjegenju pri najboljoj odluci 
proizvodni proces u obje faze odvija se kako slijedi. 

Najprije tvornica nabavi z, = 17 257,7 m3 celuloznog drva (Q1) i Z2 = 

= 1 066 077,05 kg pirita (Q2), gto stoji 

1 035 464 ± 106 607 = 1 142 071 

dinara. Kako je ovih sirovina na raspolaganju vige nego gto ih trebamo, to one ne 
predstavljaju usko grlo proizvodnje. 

U prvoj fazi tvornica izradi x, = 100,25 t smrekove bijeljene celuloze (FI) 
i x2 ± 	= 4 164,1 t smrekove nebijeljene celuloze (F2), §to stoji 

K (X ± XP) = 3 857 929 d. 

Tvomica do kraja prve faze potrogi ukupno 

1 142 071 ± 3 857 929 = 5 000 000 

dinara; time je iscrpla sva nov6ana sredstva kojima je raspolagala. Novaana su 
sredstva prema tome usko grlo. 

Na kraju prve faze tvomica proda 	= 1 156,7 t smrekove nebijeljene celu- 
loze (Q2), za koje dobije 

1 503 690 d. 

Ovim nanovo dobivenim nov.6anim sredstvima nabavi najprije z3 = 100 246 
kg alauna (Q3), gto stoji 501 230 d i jog financira drugu fazu, za gto potrai 

H Y = 1 002 460 

dinara. Ukupno dakle tvomica ulae u drugu fazu 

501 230 + 1 002 460 --- 1 503 690 

dinara, tj. toliko koliko je dobila prodajom smrekove nebijeljene celuloze. U drugoj 
fazi napugta proizvodnju srednje finog papira (P2) i izradi samo 

y, = 10 024,6 t 

roto-papira (P,). Na kraju cjelokupnog proizvodnog procesa tvornica raspolaie 
samo jo§ izradenitn roto-papirom eija je vrijednost jecinaka 10 024 598,49 d. 

6. Problem raspodjele financijskih sredstava 

Analizu dvofaznih proizvodnih procesa motemo upotrijebiti i prilikom pro-
matranja druk6ijih privrednih procesa koji se mogu ragdaniti na dvije faze. U 
nastavku eemo razmatrati problem optitnalne alokacije financijskih sredstava. 

Uzmimo poduzeee s eetiri medusobno nezavisna proizvodna odjela : 

Y1) Y2, Y31 Y4 

Poduzeee ima na raspolaganju odredena, ipak ograni6ena nov6ana sredstva koja 
na neki na6in raspodjeluje medu ta aetiri odjela radi financiranja njihove proizvodnje. 
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Pretpostavimo da odjeli pri proizvodnji imaju samo tri raz1f6ita tipa tro§kova; 
to su: 

X, : trogkovi za uvozni materijal 

X2: trogkovi za domad materijal 

X3: trogkovi za osobne dohotke 

Proizvodni odjeli medusobno se razlikuju, i to po tome koliko trogkova po- 
jedinih tipova imaju da bi stvorili jednu nov6anu jedinicu neto-produkta. Ovu 
strukturu potrognje daje u nove.anim jedinicama tabela 1. 

TABELA 1. POTROSNJA FINANCIJSKIH SREDSTAVA ZA OSTVARENJE 
1 JEDINICE NETO-PRODUKTA 

Odjel 

YI Y2 Y3 Y4 

.
 	

1411 	
n

) 

X
 X

  X
  

0,4 0,3 0,2 0,7 
Vrsta 
tro§kova 0,5 1,0 0,5 0,5 

1,1 0,2 1,1 0,3 

Ukupni trakovi 2,0 1,5 1,8 1,5 

neto-produkt 1 1 1 1 

Iz tabele 1. vidimo da odjel Yi da bi stvorio 1 noVaanu jedinicu neto-produkta, 
potrogi 0,4 nov.dane jedinice za nabavu uvoznog materijala, 0,5 nov&nih jedinica 
za nabavu domaaeg materijala i 1,1 nov6anu jedinicu za osobne dohotke, ukupno 
dakle 2,0 nov6anih jedinica financijskih sredstava. 

Uzmimo da poduzeee raspolaie samo ogrankenim nov.6anim sredstvima 
koja su jednaka: 

k = 1 000 

noveanih jedinica; isto tako neka budu ogranieena i nov6ana sredstva koja po-
duze6e smije potrogiti za nabavu uvoznog materijala; ta su sredstva jednaka: 

= 200 
nov6anih jedinica. 

U ovim okolnostima u poduzeeu se postavlja slijedeei problem optimalnosti: 
Kako da uprava poduzeea raspodijeli raspoloZiva financijska sredstva na pojedine 
proizvodne odjele da bi postigla najveei ukupni neto-produkt. 

Kako poduzeoe ne mcde riskirati da neki njegov odjel prestane raditi, gto bi 
se dogodilo ako mu se ne bi dodijelila nikakva financijska sredstva, to pretpostavimo 
da svaki odjel mora dobiti barem neku najmanju kolidnu nov6anih sredstava; 
uzmimo da ova donja granica iznosi 90 nov.6anih jedinica. Na drugoj strani pret-
postavimo jog da uprava poduzeea mora ogrankiti nove'ana sredsrva koja mo2e 
dodijeliti nekom odjelu i prema gore, i to zbog njegovog proizvodnog kapaciteta 

zbog nekih drugih okolnosti; pretpostavimo da nijedan odjel ne mo2e dobiti 
vige od 360 noveanih jedinica financijskih sredstava. 
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Ovakvu raspodjelu financijskih sredstava moiemo razmatrati kao dvofazni 
proces u kojem u prvoj fazi najprije raspodijelimo ukupna nov6ana sredstva na 
pojedine vrste trogkova, a potom u drugoj fazi te trogkove na proizvodne odjele. 

U prvoj fazi raspodijelimo ukupna raspoloiiva financijska sredstva na pojedine 
vrste trakova. Ozna6imo sa xi, x2, i x3 uzastopce ukupne trogkove za uvozni 
materijal X 1, za doma6i materijal X2 i trogkove za osobne dohotke X3. Zbog 
ograni6enosti ukupnih financijskih sredstava vati nejednadiba: 

xi -I- x2 	± x3 5_ 1 000 	 (1) 

Zbog ogrankenosti ukupnih nov6anih sredstava koja izdvojimo za nabavu 
uvoznog materijala 	nejednadiba: 

	

xi 	200 	 (2) 

Ozna6imo sa 
Y1, Y2, Y3, Y4 

neto-produkte koje pojedini odjeli ostvaruju dobivenim financijskim sredstvima. 
Da bi dostigli te neto-produkte, odjeli prema tabeli 1. moraju dobiti uzastopce po 

2,0yi, 1,5y2, 1,8y3, 1,5y4 

jedinica nov6anih sredstava. Kako su prema naim pretpostavkama ova sredstva 
ograni6ena prema dolje donjim granicama i prema gore gornjim granicama, to 
za neto-produkte dobivamo nejednadThe: 

45 yi 180 (3,1) 

60 y2 240 (3,2) 

50 6 y3 6 200 (3,3) 

60 5.. y4 6 240 (3,4) 

Za pojedine vrste trakova dobivamo iz tabele 1. jo§ nejednadibe: 

0,4 yi + 0,3 y2 + 0,2 y3 ± 0,7 y4 .6 xi 	 (4) 

0,5 yi + 1,0 y2 ± 0,5 y3 -I- 0,5 y4 6 x2 	 (5) 

1,1 y, ± 0,2 y2 	1,1 y3 	0,3 y4 6 x3 	 (6) 

Kako u razmatranom primjeru lelimo postiOi najveei neto-produkt, to tranno 
maksimum slijede6e funkcije cilja: 

f Y1 + Y2 + Y3 + Ya 	 (7) 

Za nag problem alokacije dobili smo tako ovaj problem: 

Treba odrediti varijable: 

XI, X23 X3 	Yl, Y2, Y3, Y4 

koje nisu negativne i koje zadovoljavaju nejednadlbe (1), (2), (3), (4), (5) i (6), 
tako da funkcija cilia (7) ima maksimum. 
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OgraniC'enja 45-180 	50-200 
60-240 60-240 

Novi.'ana 
sredstva 

Vrsta trakova 

X, 	X2 	X3 

1 	1 	1 

Ogranit'enja 

k = 1 000 
= 200 

Prva 
faza 

Koli6ine X2 	X3 

x 
X2 

x , 

Proizvodni odjel 

Y1 Y2 Y3 Y4 

0,4 0,3 0,2 0,7 
0,5 1,0 0,5 0,5 
1,1 0,2 1,1 0,3 

Druga 
faza 

Vrsta 
trogkova 

X 

X2 

X3 

Neto-produkti 

Jedinica neto-
-produkta 

Y1 Y2 Y3 Ya 

0,7 Yi 

0,5 Y = 
Y2 

0,3 Y3 

Ya 

1 	1 11 

180 
240 
200 
240 

'0,4 0,3 0,2 
0,5 1,0 0,5 
1,1 0,2 1,1 

w = 11 1 

M =- 

45 
60 
50 
60 

M = 

   

C =-- 

Buduei da su sve nejednadibe linearne i buduei da je i funkcija cilja linearna, 
to se radi o problemu linearnog programiranja. Tabela 2. daje ga pregledno kao 
dvofazni proces. 

TABELA 2. RASPODJELA SREDSTAVA KAO DVOFAZNI PROCES 

U skladu s opeom analizom dvofaznih procesa ovom problemu odgovaraju 
matrice: 

u prvoj fazi: 

x , 
K 	11 I 	1 	1 II 	X = 

X3 

u drugoj fazi: 

x2 
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Ovaj problem alokacije ima karakteristiku: 

(bit, a2, a3, as, a6, a7) 

i odgovara mu ovaj lineami program: 

Treba odrediti matrice X i Y koje zadovoljavaju uvjete nenegativnosti 

X 0, Y 0 

i nejednadtbe 
K X _. 1 000, x , 	200, 

C Y X 

m Y M 

tako da funkcija cilja: 
f = W Y 

ima maksimum. 

Gornje nejednadibe moiemo pojednostaviti ako uvedemo supstituciju: 

yi = 45 ± z, 

yy = 60 + Zy 

y3 = 50 + z3 

y4 =-- 60 + z4 

Njoj odgovara obrnuta supstitucija: 

zi = yi — 45 

Zy = yy - 60 

z3 = y3 — 50 

z4 = y4 — 60 

Nakon te supstitucije dobivamo slijedeei lineami program: 

Treba odrediti vrijednost varijabla: 

Xi, Xy, X3; Zi, Zy, Z3, Z4, 

koje nisu negativne i koje zadovoljavaju nejednadThe: 

xi ± 
xi 

x, ± x3 

z, 
z, 

z3 

Z4 

< 1 000 

< 200 

< 135 

< 180 

< 150 

< 180 
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— 10 x, 	 4z,. 	3z2 	2z3 7z4 	— 880 
_ 10 x2 	 + 5 zi + 10 z2 + 5 z3 + 5 z4 < 	— 1 375 

— 10 x, 	+ 11 z, + 2 z2 11 z, + 3 z4 	< 	— 1 345 
tako da funkcija cilja: 

ima maksimum. 

Ovaj problem linearnog programiranja rijegimo pomoou elektronskog rkunala 
simpleks-metodom i nakon provedbe obrnute supstitucije za prvobitni problem 
dobivamo slijedeee optimalno mogue rjegenje s vrijednostima, na odgovarajuei 
na6in, zaokru2enirn: 

x, = 200, x2 = 417,94, x3 = 382,06 

= 70,38, y2 = 240, Y3 = 200, Ya = 85,5 

f„,„ = 595,88 

Iz izraeunanog optimalnog mogueeg rjegenja sastavimo tabelu 3. Ona daje 
optimalnu raspodjelu financijskih sredstava raelanjeno po vrstama trogkova i po 
proizvodnim odjelima. 

TABELA 3. OPTIMALNA RASPODJELA FINANCIJSKIH SREDSTAVA 

Odjeli Neisko- 
rateno Ukupno yi 	y2 y3 y4 

Vrsta 

)'  
›'4'  ›'  

28,15 	72 40 59,85 — 200 

trotkova 35,19 	240 100 42,75 — 417,94 
77,42 	48 220 25,65 10,99 382,06 

Ukupno 140,76 	360 360 128,25 10,99 1 000 

Propisana 
ogranienja 90-360 90 —360 90 —360 90 — 360 — — 

Neto-produkti 70,38 	240 200 85,50 — 595,88 

Iz tabele 3. mo2emo za optimalnu raspodjelu financijskih sredstava izvuei 
ove einjenice: 

Od ukupno raspoloEvih financijskih sredstava, koja iznose 1 000 novC"anih je-
dinica uprava poduze6a odredi 200 za nabavu uvoznog materjala, 417,94 za nabavu 
domaeeg materijala i 371,06 za osobne dohotke; pri tom ostaje neiskorigtenih 10,99 
nov6anih jedinica, koje se ne mogu iskoristiti jer se ne mogu poveaati trogkovi 
za uvozni materijal. Nov6ana sredstva odredena za uvozni materijal su premalena 
da bi poduzeee u cijelosti moglo iskoristiti sva raspolo2iva financijska sredstva. 

Uprava poduzeoa odjelima Y2 i Y, dodjeluje gto je moguae vige financijskih 
sredstava, tj. 360 nov'eanih jedinica u skladu s ograni6enjem nagore; odjeli Y, i Y, 
moraju se zadovoljiti znatno manjim sredstvima, koja meclutim ipak prelaze propi-
sano ogranie:enje nadolje od 90 noVCanih jedinica. 

Uz takvu alokaciju financijskih sredstava poduzeee posti2e najveei neto-produkt 
od 595,88 nov.Canih jedinica. 

f = + Z2 + Z3 + Z4 + 215 

Yi 
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7. ViSefazni procesi 

Analizu koja vrijedi za dvofazne procese moiemo bez osobitih te..§koaa uopCiti 
na procese koji se odvijaju u viSe faza. U tredoj to6ki ovoga poglavlja na takav 
smo naein razmatrali primjer trofaznog proizvodnog procesa kao uopOenje u drugoj 
toCki razmatranog dvofaznog proizvodnog procesa. Kao pri dosadaSnjoj analizi 
mi Cern° se i nadalje radi zornosti ograni6iti na analizu vi§efazinh proizvodnih 
procesa; analizu takvih procesa mokmo naime bez teSkoaa prilagoditi procesima 
drukCije prirode. 

Mnogofazni proizvodni proces po6injemo s nov6anim sredstvima u visini 

novanih jedinica te sa s tipova elemenata proizvodnog procesa: 

Qi, •••, Qs 

Na raspolaganju imamo elemenata proizvodnog procesa 

po cijenama: 	 ui, ..., us 

Raspolo2ivim nov6anim sredstvima i elementima proizvodnog procesa u 
prvoj fazi izradimo fi tipova faznih proizvoda prvog stupnja: 

F1, 	, F:s 

xl ± 41, ..., xl, 

i mo'Zemo ih prodati po cijenama: 
vl, 

Podatke za prvu fazu daje tabela 1. 

ABELA 1. PODACI ZA PRVU FAZU 

Elementi proizvodnog 
procesa Ograni- 

6enja 
Matrice 

Qi 	• • - 	Q.. 

Raspolotive kolitine 
Ko'Mine 
Cijene 

as 	• • • 	s, 

zi 	• • • 	zs 

us 	• • • 	us U 

Fazni proizvodi prvoga reda 

Fl 	• • • 	Fli 

Nov6ana sredstva It; 	• • - 	kls K — UZ KI 

Elementi 
proizvodnog 
procesa 

Qi 
• 

OA 

i 	1 asi 	• • • 	air . 	1 

alit 	• • • 	alt, 

zi 

zs 
AL 

Koli6ine xl + 41 • • • xii + xil Xi, XPI 

Cijene vi 	• • • 	vi i V I 

Tih izradimo: 
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Fazni proizvodi drugoga reda Smanje- 
nje vri- 
jednosti 

 

    

11 • • • F?2 

 

Obrada 

kf 	• • • Iti2 Noveana sredstva 

Elementi 
proizvod-
noga procesa 

Matrice 

K2 

A2 

Fazni pro-
izvodi prvo-
ga reda 

r I 2 dI2 

dil 

C 2, R , 2 , 
D '2 

Qi 

FI 

F 

x f 42 • • • 42 + 422 Kolfeine 
X2, X° 2 

12 Cut 

412(2 

cif 	• • • 

412, • • • 

Vj 	• 	2 • • Vf2 
Cijene 

V2 

af, 	• • • 	2 a,,2 

• 

4, • • • 42 

S preostalim novCanim sredstvima, elementima proizvodnog procesa i faznim 
proizvodima prvoga stupnja painjemo nakon prve faze drugu, u kojoj izradimo 
f2 tipova faznih proizvoda drugoga stupnja: 

Fi2, 	F2rz 
Ovih izradimo: 

2 I 	P2 

	

Xi -;- XI 	, 	X12 	Xv„ 

i mOemo ih prodati po cijenama: 

	

2 	2 VI, ...3 v tz 

Podatke za drugu fazu daje tabela 2. 

TABELA 2. PODACI ZA DRUGU FAZU 

SEno nastavljamo proizvodnju u daljnjim fazama; uzmimo da proizvodni 
proces ima n faza. U pretposljednjoj fazi izradujemo preostalim noNidanim sred- 
stvima, elementima proizvodnog procesa i faznim proizvodima fn_i tipova faznih 
proizvoda stepena n — 1: 

Fri, 	F7-1 

Ovih izradimo: 

i mo2emo ih prodati po 

U posljednjoj, n-toj 
vodnog procesa i faznim 
proizvoda: 

xn1-11 

En-2 

cijenama: 

fazi preostalim nov6anim sredstvima, elementima proiz- 
proizvodima svih stupnjeva izradujemo p tipova finalnih 

Pl, • • • 3 PI) 
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Ovih izradimo : 

Njihove su cijene: 

371) • • •) YP 

Wp 

Podatke za posljednju fazu daje tabela 3. 

TABELA 3. PODACI ZA POSLJEDNJU FAZU 

Finalni proizvodi Smanje- 
nje vri- 
jednosti 

Obrada Matrice 

Pi 	 Pp 

Nov6ana sredstva K? 	 10,; K° 

Elementi 
proizvodno-
ga procesa 

Q. 

Q. 

a?i 
A° 

Fazni pro- 
izvodi prvo- 
ga reda 

Pi 
• 

c l? r 

Lit 

Ct.°, Rin, 
D La 

Fazni 
proizvodi 
reda n-1 

Fri 

Ffi• 

Ct31'n 

ip. n on " 

• 
• 
• rn—t.n 

d?-1.° 

ki;° 

" 
Rn - 1,n, 

D" 	." 

Koliane Yi 	 Yp 

Cijene Wp 

Koeficijente koji odreduju potrognju produkcionih faktora opremimo po 
odredenom redu s vige indeksa. 

Slovom k ozngimo direktne trogkove proizvodnje; dodamo mu dva indeksa: 
gornji odreduje fazu, a donji proizvod uz koji ti trogkovi nastaju. 

Potrognju elemenata proizvodnog procesa oznadmo slovom a s tri indeksa: 
gornji odreduje fazu, prvi dolje odreduje element proizvodnog procesa koji trogimo, 
drugi dolje oznguje proizvod za koji trogimo element proizvodnog procesa. 

Potranju faznih proizvoda ozna'aimo slovom c s 6etiri indeksa: prvi indeksi 
gore i dolje odreduju fazni proizvod koji tramo, drugi gore odreduje fazu, a drugi 
dolje odreduje proizvod za koji trogimo fazni proizvod. 

Koeficijenti smanjenja vrijednosti r i koeficijenti obrade d imaju po tri indeksa: 
prvi indeksi gore i dolje odreduju fazni proizvod na kojem se novi proizvod obra-
duje, a drugi gore odreduje fazu. 

Radi preglednosti u tabelama 1, 2. i 3. navodimo jo§ i sve odgovarajuee ma-
trice. 

Matrica 	odreduje direktne proizvodne trogkove u i-toj fazi; pri tom indeks 
i ide od 1 do n. 
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Matrica Ai odreduje potrokju elemenata proizvodnog procesa u i-toj fazi; 
pri tom indeks i ide od I do n. Ako u nekoj fazi ne tro§imo elemente proizvodnog 
procesa, onda je ta matrica jednaka O. 

Matrica Cii odreduje potrognju faznog proizvoda stupnja j u proizvodnoj 
fazi i; pri tom indeks j ide od 1 do n — 1, dok indeks i ide do 2 do n. Ako u nekoj 
fazi ne trogimo fazne proizvode odredenog stupnja, onda je odgovarajuea matrica 
jednaka O. 

Matrice 	i 	odreduju u i-toj fazi smanjenje vrijednosti i trogkove obrade 
faznih proizvoda stupnja j; pri tom indeks j ide od 1 do n-1, a indeks i od 2 do n. 
Ove matrice ne uzimamo u obzir kad fazni proizvodi za vrijeme prerade nestaju. 

Znae'enje ostalih matrica slijedi iz gore navedenog, pa ih stoga nije potrebno 
objagnjavati. 

Sada kad poznajemo strukturu i sve podatke mnogofaznog proizvodnog procesa, 
moramo odabrati jog funkciju cilja. Medu mnogim mogueim ciljevima proizvodnje 
uzmimo, kao pri dvofaznom procesu, da proizvodnjom 	postki najved konae'ni nov6ani saldo. 

Nakon svega toga dobivamo slijedeei proizvodni problem: Kako da uz dane 
podatke i uvjete programirarno 'eitav mnogofazni proizvodni proces po pojedinim 
fazama a da bi konaeni noveani saldo bio najveei. 

S danim podacima i danom funkcijom cilja sastavimo linearni program koji 
odgovara ovom proizvodnom problemu. Pri tom odlueujemo, analiziramo, zaklju-
6ujemo i raeunamo toeno tako kao pri proizvodnom procesu u 4. to6ki ovoga po- 
glavlja. Mnogofazni proces najprije raselanimo na pojedine faze i za njih odredimo 
eventualne uzastopne odluke i alternative. 

Prije svake odluke ili alternative poznajemo iz prijagnje analize raspolaive 
kolkine produkcionih faktora : noveanih sredstava, elemenata proizvodnog procesa 
i faznih proizvoda iz prijagnjih faza. Za razmatranu odluku alternativu izraeu-
namo potrognju tih produkcionih faktora. Kako potrognja ne moie biti ve6a od 
raspoloiivih kolkina, to iz toga dobivamo odgovarajuee nejednad2be. Nakon te 
odluke ili alternative odredimo preostale kolieine produkcionih faktora. 

Tako nastavljamo od faze do faze, od odluke do odluke i od alternative do alter- 
native, sve dok ne dodemo do kraja procesa. Pri tom dobivamo sve nejednaclibe 
linearnog programa. 

Nakon odredivanja uvjetnih nejednadThi moramo odrediti jog funkciju cilja. 
Na kraju procesa raspolaiemo preostalim noveanim sredstvima, elementima proi-
zvodnog procesa, faznim proizvodima raznih stupnjeva i finalnim proizvodima. 
Funkciju cilja dobivamo tako da raspolo2ivim nov6anim sredstvima pribrojimo 
vrijednosti preostalih elemenata proizvodnog procesa, faznih proizvoda i finalnih 
proizvoda. 

Odredivanje uvjetnih nejednaclibi za prvu i drugu fazu u svemu je jednako 
odredivanju koje smo upoznali pri dvofaznom procesu u eetvrtoj weld. ovoga po-
glavlja. Odredivanje uvjetnih nejednad2bi za vige faze i funkcije cilja medutim 
takoder je veoma slkno njihovu odredivanju pri dvofaznom procesu. Stoga to ne 
ponavljamo. 

Rjegenjem dobivenog linearnog programa dobivamo optimalno moguee rje- 
genie proizvodnog problema i njemu odgovarajueu najveeu vrijednost funkcije 
cilja. 
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XIV. TRANSPORTNE METODE 

1. Opei. transportni problem linearnog programiranja 

U razmatranju transportnih problema linearnog programiranja ogrankit 
aemo se na proikavanje prijevoza samo jedne vrste robe. Robu dobivamo ili izra-
dujemo na odredenim mjestima koje nazivamo ishodigtima. Iz svakog ishodigta 
u vremenskoj jedinici izvire odredena kolkina robe; ovu kolkinu nazivamo ponu-
dom ili kapacitetom ishodigta. U ishodigtima dobivenu robu prevozimo u odre-
dena mjesta koja nazivamo odredigtima; u svako odredigte u vremenskoj jedinici 
dovezemo odredenu kolkinu robe; ovu kolkinu nazivamo potrainjom odredigta. 

Uzmimo da roba izlazi iz m ishodigta II, ... , I. koja u vremenskoj jedinici 
imaju ponudu al, ... , a.; ukupna ponuda svih ishodigta u vremenskoj jedinici 
jednaka je sumi ponuda pojedinih ishodigta, pa je stoga jednaka: 

a = a, + ... -I- a. 

Robu prevezemo od ishodigta do n odredigta P„ ... , P. koja u vremenskoj jedinici 
imaju uzastopce potrainje b„ ... , b.; ukupna potrainja svih odredigta u vremen-
skoj jedinici jednaka je sumi potrainja svih odredigta, pa je zato jednaka: 

b = I), --I- ..• ± bn 

Pretpostavimo da su prijevozni trogkovi na svakom putu jednaki produktu 
kolkine prevezene robe i prijevozne tarife koja vrijedi na tom putu. Prijevozna 
tarifa za prijevoz jedinice robe na putu (i, j), tj. na putu od ishodigta I, do odredigta 
Pi, jednaka je cu nov6anih jedinica. 

Uzmimo dalje da je ukupna ponuda svih ishodigta jednaka ukupnoj potra-
2nji svih odredika te da stoga va2i jednacliba: 

a =-- b 

U tom primjeru prevezemo svu robu koja izlazi iz ishodigta do odredigta, tako da 
posljednja potroge svu prevezenu robu. 

Ova pretpostavka bitno ne ograduje opeenitost transportnog problema jer 
joj u svakom primjeru mcdemo udovoljiti. Ako nahne ukupna ponuda ishodigta 
premaguje ukupnu potrainju odredigta, onda od ishodigta do odredigta dolazi pre-
vige robe. Izjedngenje izmedu ponude i potratnje postkemo ovako: postojeoim 
stvarnim odredikima dodamo jog jedno pomoOno odredigte s potrainjom koja je 
jednaka diferenciji izmedu ukupne ponude ishodika i ukupne potrainje odredigta; 
na putovima koji vode od ishodigta do ovog odredika propigemo piijevozne tarife O. 
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Tako dobivamo transportni problem s uravnoteienom ponudom ishodika i po- 
trainjom odredika. Stoga u nastavku moiemo uzeti da je ukupna ponuda ishodika 
jednaka ukupnoj potra2nji odredika. 

U dostavi robe nastaje problem kako da usmjerimo prijevoz od ishodigta do 
odredigta a da bi ukupni prijevozni trogkovi bili najmanji. 

Podatke za ovaj transportni problem daje tabela 1. U tabeli su prijevozne 
tarife za svaki put upisane u odgovarajueem polju u gomjem desnom uglu. U ta-
beli su u poljima na sredini upisane nepoznate koli6ine robe koja se prevozi 
putem (i, j) od ishodigta I, do odredigta 

TABELA 1. PODACI ZA 013I TRANSPORTNI PROBLEM 

Odredigta 

Pn 

Ishodika 

C 1 1 

XII 

c i „ 
x i n 

in, C.1 

X m1 

Cmn 

X.. 

Potranje odredgta bi b., 

Ponude 
ishodiita 

al 

a. 

b --- a 

Izrazimo transportni problem u matematitkom obliku: 

Treba odrediti vrijednosti nenegativnih varijabla: 

xu 	(i = 1, 	, m; j = 1, 	,n) 

koje za ishodigta zadovoljavaju jednadthe: 

xi, + ••• + xin = a, 

XM1 + • • • 	Xmn 	am 

za odredigta jednad2be: 

X 1 1 
	

+ • • • + Xml 
	= b., 

XI ,n 	+ • • • + Xn, — 

x,„ 	+ ..• 	Xmn 	 bn 
tako da funkcija cilja: 

CI I XII + • • • + Cln Xin + 

ima minimum. 

Kako su uvjetne jednadThe lineame, a kako je i funkcija cilja linearna s obzi-
rom na sve varijable, to je rije6 o problemu lineamog programiranja. Zbog izje-
dngenosti ponuda svih ishodigta i potranja svih odredigta uvjetne jednadfte sa- 

-1- Cm t xm + • • • ± Cmn xmn 
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stavljaju sistem zavisnih lineamih jednadThi. Nakon ove konstatacije vidimo da 
posljednju jednadibu dobivamo tako da od sume uvjetnih jednadtbi za ishodigta 
odbijemo sumu prvih n-1 uvjetnih jednadThi za odredigta. Stoga posljednju uvje-
tnu jednadibu za odredike Pn moiemo zanemariti, tako da od svega ostaje m 

n — 1 nezavisnih uvjetnih jednad2bi. Svako moguee rjeienje transportnog 
problema ima po mn komponenata; moguee rje§enje je bazieno i nedegenerirano 
ako ima toeno m n — 1 pozitivnih komponenata, a ako bazieno moguee rje§enje 
ima manje od m n — 1 pozitivnih komponenata, onda je degenerirano. 

Transportni problem mo2emo rije§iti simpleks-metodom tako da raannanje 
zapoenemo s tabelom 2. 

TABELA 2. POCETNA TABELA ZA RJESAVANJE TRANSPORTNOG PROBLEMA 

, 

X 

p0 

al 

a2 

. 

a„, 

bi 
• . 

b„,, 

Cil 

XII 

pit 

1 

1 

• • 

• ' 

... 

• • 

. 

• 
. 

• Cin 

• Xln 
pin 

• 1 

C21 • 

X21 ' 

p21 ... 

I 	• 

1 
. 

' • C2n 

' • X2n 
p2n 

• • 	I 

. 
. 

... 

• • 

... 
• 

a
 a 

B 

. 	
. 	

• 
. 	

. 	
. 

g
 s 

0
 >

I  p„, 

7 7  
>11  Ift, 

• 	
: 	

: 

Kako medu uvjetima za ishodika i odredigla nastupaju samo jednaclibe a 
ne nejedna&be, dodavanje dopunskih varijabla nije potrebno. Iz tabele 2. viditno 
da su vektori P in, p2n3 	3 .+Tnn jedinieni vektori, pa stoga samo u posljednjih 
n — 1 jednadgbi uvedemo umjetne vektore Pl, P2, ... Pn- ; ovirn vektorima od-
govaraju umjetne varijable x„ x2, ... xn_ i dovoljno velike prijevozne tarife M 
noveanih jedinica. 

Simpleks-metoda je za rje§avanje transportnih problema dosta dugotrajna, 
pa je moiemo zamijeniti nekim kraeim metodama. 

Primjer. Rije§imo simpleks-metodom transportni problem s dva ishodi§ta 
i dva odredika koji smo razmatrali i geometrijski rije§ili u 1. toad II. poglavlja; 
podaci za ovaj problem sakupljeni su u tabeli 3. 

TABELA 3. PODACI ZA TRANSPORTNI PROBLEM 

Odredi§ta Ponude 
ishodi§ta Pi p2 

Ishodi§ta 
II 

3 

XII 

2 

Xi2 
4 

12 

1 

X21 

4 

X22 
3 

Potratnja 
odredifta 

5 7 

21 Linearno programiranje 
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3 	2 	1 	4 	8 

Xt 1 X12 X21 X22 XI 

P° 

2 	PL2 
3 	p22 

8 	-<-PI 

zj — ci 	33 

2 	12'2 	4 
3 	P22 	1 

1 	1-4321 	
2 

zi — 	13 

pit pt2 p21 p22 

	

I 	I 

1 	1 

	

1 	1 	1 

	

7 	10 

	

1 	1 
—1 	 1 —1 

	

1 	1 	1 

—3 	 —10 

4 
3 
2 

U tabeli su u sredini polja upisane nepoznate kolieine na pojedinim putovima pre-
vezene robe. Pri matemati6kom zapisu problema dobivamo tri uvjetne linearne 
jednadThe; u tre6oj jednaabi dodamo umjetnu varijablu xi, kojoj odgovara je-
dini6ni vektor Pl. Uz ovu varijablu propi§emo dovoljno veliku prijevoznu tarifu 8, 
koja je dvaput veea od najskuplje. Nakon uvodenja pomoone umjetne varijable 
dobivamo slijedeei problem linearnog programiranja: 

Treba odrediti vrijednosti nenegativnih varijabla: 

X113 X123 X213 X223 Xi, 

koje zadovoljavaju uvjetne jednadThe: 

X11 + X12 

 

= 4 

 

X21 + X22 -= 3 

X21 + 	+ Xi = 2 

tako da funkcija cilja: 

ima minimum. 
3X11 	2X12 + X21 + 4X22 + 8x, 

TABELA 4. RJESAVANJE TRANSPORTNOG PROBLEMA 
SIMPLEKS-METODOM 

Tabela 4. prikazuje rje§avanje problema po simpleks-metodi. Nakon odredi-
vanja prvog mogueeg rjegenja: 

xi = X12 = 4, X21 = 0, X12 = 33 Xi = 

kojem odgovara vrijednost funkcije cilja 33, uvedemo u bazu vektor P2I, a iz nje 
odstranimo umjetni vektor P'. Tako dobivamo drugo moguee rjegenje, koje je 
optimalno. Prema tabeli dobivamo stoga slijedeee optimalno mogu6e rjegenje: 

XII = 0, Xi2 = 4, X21 = 2, X22 = 

kojemu odgovaraju najni2i transportni tro§kovi 13 nov6anih jedinica. Izrkunano 
optimalno moguee rje§enje je bazi6no i nedegenerirano jer ima 2 -; 2 — 1 = 3 
pozitivne komponente. 
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Vjelbe 

1. Rijegi simpleks-metodom 
a) 3. vjeibu 
b) 4. vje2bu iz prve take II. poglavlja. 

2. Rije§i simpleks-metodom transportni problem koji smo razmatrali i geometrijski rijeiili 
u 2. taki II. poglavlja. 

3. Rijek simpleks-metodom transportni problem koji smo razmatrali i geometrijski Oath 
u 3. taki II. poglavlja. 

4. Rije§i simpleks-metodom transportni problem s prevelikom ponudom ishodata koji smo 
razmatrali i geometrijski rijegili u 4. taki II. poglavlja. 

2. Metoda skakanja s kamena na kamen 

Za numeri6ko rjegavanje transportnih problema lineamog programiranja 
poznajemo jednu dosta jednostavnu metodu koja je naraito upotrebiva ako broj 
ishodigta i odredigta nije prevelik. Metodu su izradili A. Charnes i W. W. Cooper 
i nazvali je »Stepping stone method«. Ovu metodu nazivamo metodom skakanja 
s kamena na kamen, a objasnit eemo je na primjeru transportnog problema s tri 
ishodigta i tri odredigta. 

Neka se roba proizvodi na tri proizvodna mjesta 	12 i 13; na tim se mjestima 
u vremenskoj jedinici izradi uzastopce 160, 250 i 90, daide ukupno 500 jedinica 
robe. Izradenu robu razvozimo na tri mjesta potrognje Pi, P2 P3; ova mjesta 
u vremenskoj jedinici troge 190, 100 i 200, dakle ukupno 490 jedinica robe. Na svim 
mogueim putovima transportne su tarife za jedinicu robe poznate. Prijevoz jedinice 
robe od mjesta I, do mjesta P, stoji 15, do mjesta P2 40 a do mjesta P3 40 nov6a-
nih jedinica; prijevoz jedinice robe od mjesta 12 do mjesta P, stoji 9, do mjesta P2 

15 a do mjesta P3 15 nov6anih jedinica; prijevoz jedinice robe od mjesta 13 do 
mjesta P, stoji 23, do mjesta 42 i do mjesta P3 42 noWane jedinice. Uz te uv-
jete klimo prijevoz robe od proizvodnih do potrognih mjesta usmjeriti tako da 
ukupni prijevozni trogkovi budu najmanji. 

Iz podataka vidimo da proizvodna mjesta izraduju za 10 jedinica vige robe 
nego gto je troge potrogna mjesta. Da bismo kapacitete proizvodnih mjesta izjed-
naafi s potrebama potrognih mjesta, uvodimo pomoeno dodatno potroko mjesto 
P4, kojemu propigemo potrognju 10 jedinica robe u jedinici vremena; uzmemo 
da su sve transportne tarife od sva tri proizvodna mjesta do ovog potrokog mjesta 
jednake O. 

Podatke za ovaj proizvodni problem, nadopunjen ovim dodatnim potrognim 
mjestom, daje tabela 1. 

Pri matematiekom zapisu ovog problema dobivamo 3 4 — 1 = 6 nezavis-
nih uvjetnih jednadibi. Stoga svako bazialo i nedegenerirano moguee rjegenje 
ima po 6 pozitivnih komponenata, dok je 12 — 6 = 6 njegovih komponenata je-
dnakih O. 

Metoda skakanja s kamena na kamen po svojoj je biti iterativna. Najprije po-
tratimo neko bazitno moguee rjegenje, a zatim iz njega iteracijama dobivamo sve 
bolja i bolja rjegenja, sve dok ne dodemo do optimalnog moguaeg rjeknja. Prvo 
i polazno moguee rjegenje mokmo, medu ostalim, dobiti po pravilu sjeverozapad-
nog komera, kao gto to vidimo na tabeli 1. Po ovom pravilu u krajnja gomja lijeva 
polja tabele upisujemo gto veee koli6ine robe prevezene njitna odgovarajuaim pu- 
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TABELA 1. PODACI ZA TRANSPORTNI PROBLEM I PRVO MOGI.T6E RJESENJE 

Mjesta potranje Kapaciteti 
ishodata P2 	r 3 134 

II 

Mjesta 
proizvodnje 	I 2 

1 3 

160 

30 

—13 

15 

23 

40 

19 

40 

19 

15 
120 

42 
80 

21 

0 
160 

15 
100 

27 
250 

90 

42 

0 
10 

Potrebe odredi§ta 190 100 	200 10 500 

tovima. U polje (1,1) napigemo u skladu s uvjetima najveei moguai broj 160; kako 
smo time iscrpli kapacitet prvoga proizvodnog mjesta, to u polja (1,2), (1,3) i (1,4) 
dolaze same nule. 

U polje (2,1) zapikmo najveei moguei broj 30; kako smo time zadovoljili po-
trebe prvoga mjesta potrognje, to u polje (3,1) dolazi nula. U polje (2,2) zapikmo gto 
je moguee \red broj, stoga zapikmo 100; kako smo time zadovoljili potrebe drugoga 
mjesta potrognje, to u polje (3,2) dolazi nula. U polje (2,3) zapigemo najveei moguei 
broj 120; kako smo time iscrpli kapacitet drugoga mjesta proizvodnje, to u polje 
(2,4) dolazi nula. U polje (3,3) zapigemo najveei moguei broj 80; buduei da jog 
nismo iscrpli kapacitet trec::ega mjesta proizvodnje, to u polje (3,4) zapigemo jog 
10. Tako smo dobili prvo moguee rjegenje transportnog problema, kako pokazuje 
tabela 1. i za koje su ukupni prijevozni trogkovi jednaki: 

160.15 + 30.9 + 100.15 + 120.15 + 80.42 	10.0 = 9 330 

nove'anih jedinica. 

Pogledajmo da li se dobiveno moguee rjegenje moie poboljgati. U tu svrhu 
o cijenimo sva prazna polja po metodi skakanja s kamena na kamen. 

Najprije ocijenimo prazno polje (1,2) tako da u njega zapigemo broj 1; to znaa 
da putem (1,2) koji odgovara ovom polju prevezemo od ishodigta I, do odredigta 
P, 1 jedinicu robe. Da ne bismo prekrgili uvjete gto vrijede za proizvodna i potro-
gna mjesta, moramo promijeniti brojeve jog i u nekim drugim poljima. U tu svrhu 
potra2imo zatvoren poligonalni put koji ide od ocjenjivanog polja (1,2), sli6no 
kao gto se pomRe top u gahu, preko zaposjednutih polja natrag u prvobitno polje 
(1,2). Taj put ide: 

(1,2) - > (2,2) ---> (2,1) —> (1,1) 	(1,2) 

Uvjete neeemo prekrgiti, ako u ocjenjivano polje upigemo broj 1, ako u polju (2,2) 
odbijemo 1, ako u polju (2,1) pribrojimo 1 i ako u polju (1,1) odbijemo 1. Pri takvoj 
promjeni strukture prijevoza ukupni se prijevozni trogkovi poveaaju za: 

40 — 15 + 9 — 15 = 19 
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novdanih jedinica. Praznom polju (1,2) damo ocjenu 19, koju zapi§emo u njegovom 
donjem lijevom uglu. Ova ocjena zna6i. da se ukupni prijevozni tro§kovi povedaju 
za 19 novdanih jedinica ako putem (1,2) od prvoga proizvodnog do drugoga po-
tranog mjesta usmjerimo 1 jedinicu robe. 

Shen° ocijenimo i sva ostala prazna polja. 

Prazno polje (1,3) ocijenimo po zatvorenom putu: 

(1,3) 	(2,3) -->- (2,1) --> (1,1) 	(1,3) 

Uvjete nedemo prekriiti ako u polje (1,3) upgemo 1, u polju (2,3) smanjimo broj 
za 1, broj u polju (2,1) povedamo za 1, a broj u polju (1,1) smanjimo za 1. Pri ta-
kvoj promjeni strukture prijevoza ukupni se prijevozni trakovi povedaju za: 

40 - 15 ± 9 - 15 = 19 

novdanih jedinica; ovim brojem ocijenimo prazno polje (1,3). 

Prazno polje (1,4) ocijenimo po zatvorenom putu: 

(1,4) -->- (3,4) -> (3,3) --> (2,3) -> (2,1) -> (1,1) -> (1,4) 

i dobivamo ocjenu: 
0 - 0 + 42 - 15 + 9 - 15 = 21 

Prazno polje (2,4) ocijenimo po zatvorenom putu: 

(2,4) --> (3,4) --> (3,3) -->- (2,3) -> (2,4) 
i dobivamo ocjenu: 

0 - 0 ± 42 - 15 = 27 

Prazno polje (3,1) ocijenimo po zatvorenom putu: 

(3,1) 	(2,1) -> (2,3) -> (3,3) --> (3,1) 

i dobivamo ocjenu : 
23 - 9 + 15 - 42 = -13 

6njenica da je ocjena ovog polja negativna, znaCi da se ukupni trakovi transporta 
smanjuju ako putem (3,1) od tredega proizvodnog do prvoga potranog mjesta 
usmjerimo ne§to robe. 

Prazno polje (3,2) ocijenimo po zatvorenom putu: 

(3,2) --> (2,2) -> (2,3) -> (3,3) -> (3,2) 

i dobivamo ocjenu: 
42 - 15 15 - 42 = 0 

Cinjenica da je ova ocjena jednaka 0, znadi da se ukupni trakovi transporta ne mi-
jenjaju ako po putu (3,2) od tredega proizvodnog do drugoga potranog mjesta 
usmjerimo ne§to robe. 

Tako smo zavr§ili s ocjenjivanjem praznih polja; ocjene su u tabeli 1. upisane 
u odgovarajudim praznim poljima u lijevom donjem uglu. 

325 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Prazno polje mok imati pozitivnu negativnu ocjenu, a mok imati i ocjenu O. 
Kad je ocjena pozitivna, onda se ukupni trogkovi transporta poveCaju ako putem 
koji odgovara polju usmjerimo negto robe. Ako je ocjena negativna, onda se ukupni 
trakovi transporta smanjuju ako putem koji odgovara polju usmjerimo ne§to robe. 
Kad je ocjena jednaka 0, ukupni se trogkovi ne mijenjaju ako putem koji odgovara 
usmjerimo negto robe. Najveee smanjenje ukupnih trogkova transporta postiiemo 
ako gto veal' kolieinu robe usmjerimo na put koji odgovara polju gto po apsolutnoj 
vrijednosti ima najve6u negativnu ocjenu. 

Iz tabele 1. vidimo da negativnu ocjenu ima samo polje (3,1) s ocjenom —13. 
To znaei da se ukupni trogkovi transporta mogu smanjiti i da prema tome poznato 
prvo moguae rjegenje jo§ nije optimalno. Da bismo stoga pri ovom mogueem rje-
genju ukupne trogkove transporta gto vige smanjili, usmjerimo na put koji odgovara 
negativno ocijenjenom polju (3,1) najveeu moguau koRinu robe, a odredimo je 
ovako: 

Prazno polje (3,1) smo ocjenjivali po zatvorenom putu: 

(3,1) 	(2,1) -* (2,3) -> (3,3) 	(3,1) 

Na ovom zatvorenom putu nademo polje s najmanjom kolit'inom robe; to je polje 
(2,1) s brojem 30. Stoga u polje (3,1) mo2emo prenijeti najvige 30 jedinica robe. 
No da ne bismo prekrgili uvjete, moramo odgovarajuee promijeniti brojeve u svim 
poljima na ovom putu. Strukturu prijevoza promijenimo ovako: u prazno polje 
(3,1) stavimo 30; u polju (2,1) oduzmemo 30, tako da ostane prazno; u polju (2,3) 
dodamo 30, tako da u njemu dobijemo 150; u polju (3,3) oduzmemo 30, tako da 
u njemu ostane 50. Takvom promjenom strukture transporta ukupni se trogkovi 
transporta smanjuju za 

— 30.23 + 30.9 — 30.15 + 30.42 = 390 

nov'danih jedinica. Nakon takve promjene strukture transporta dobivamo drugo 
moguee rjegenje, koje daje tabela 2. Za ovo moguee rjegenje ukupni su trogkovi 
transporta jednaki: 

160.15 + 100.15 + 150.15 + 30.23 -I- 50.42 + 10.0 	8940 

noveanih jedinica. 

Pogledajmo da li se drugo moguee rjegenje mae poboljgati; u tu svrhu oci-
jenimo po metodi skakanja s kamena na kamen sva prazna polja u tabeli 2. 

Prazno polje (1,2) ocijenimo po zatvorenom putu: 

(1,2) -> (2,2) --> (2,3) -> (3,3) -> (3,1) -> (1,1) -> (1,2) 

i dobivamo ocjenu: 

40 — 15 -1- 15 — 42 + 23 — 15 6 

Prazno polje (1,3) ocijenimo po zatvorenom putu: 

(1,3) -> (3,3) -> (3,1) -> (1,1) -> (1,3) 
i dobivamo ocjenu: 

40 — 42 + 23 — 15 = 6 
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TABELA 2. DRUGO I OPTIMALNO MOGUCE RJESENJE 

Mjesta potranje Kapaciteti 
ishodi§ta 

160 

P, 

15 
160 

6 

P2 

ao 

6 

P3 

40 

8 

0 

Mjesta 
proizvodnje 

9 

/3 

0 

15 
100 

42 

15 
150 

27 

0 
250 

42 
50 10 

10 

90 
23 

30 

500 
Potrebe odredi§ta 190 100 200 

Prazno polje (1,4) ocijenimo po zatvorenom putu: 

(1,4) .4- (3,4) ---> (3,1) —> (1,1) - - (1,4) 

i dobivamo ocjenu: 
0 — 0 ± 23 — 15 = 8 

Prazno polje (2,1) ocijenimo po zatvorenom putu: 

(2,1) -4- (2,3) —> (3,3) -÷ (3,1) --> (2,1) 

i dobivamo ocjenu: 
9 — 15 ± 42 — 23 = 13 

Prazno polje (2,4) ocijenimo po zatvorenom putu: 

(2,4) -4- (3,4) 	(3,3) --> (2,3) ---> (2,4) 

i dobivamo ocjenu: 
0 — 0 42 — 15 = 27 

Prazno polje (3,2) ocijenimo po zatvorenom putu: 

(3,2) --> (2,2) —> (2,3) -4- (3,3) 	(3,2) 

42 — 15 + 15 — 42 0 

Tako smo zavrgili ocjenjivanje praznih polja; izrgunate su ocjene u tabeli 
2. upisane u odgovarajuam praznim poljima u lijevom donjem uglu. Kako nijedno 
polje nema negativnu ocjenu, to ukupne trogkove transporta ne molemo vige sma-
njiti, pa je stoga dobiveno drugo mogu6e rjegenje optimalno. 

i dobivamo ocjenu: 
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Skup optimalnih mogudh rje§enja. U skladu s tabelom 2. mokmo izrkunano 
optimalno moguOe rjdenje napisati u matrie'nom obliku ovako: 

160 0 0 Oil 
X1 0 100 150 01- 

30 0 50 DJ!. 

0‘,-o jc rjeknjc bazieno i nedegenerirano jer ima egzaktno 6 pozitivnih kompone- 
nata; za ovo su rjegenje ukupni tro§kovi transporta najmanji i jednaki 8 940 nov-
danih jedinica. 

Pogledajmo ocjene praznih polja u tabeli 2. Kad bi sve ocjene bile pozitivne, 
onda bi izraeunano optimalno moguee rje§enje bilo jedino; kako jc medutim polje 
(3,2) ocijenjeno sa 0, to postoje jo§ druga optimalna moguea rjegenja. Buduei da 
1.-)olje (3,2) ima ocjenu 0, to moiemo putem koji odgovara ovom polju usmjeriti 
negto robe, a da se pri tom ukupni tro§kovi transporta ne mijenjaju. Novo bazi6no 
optimalno moguee rjegenje dobivamo ako na put koji odgovara ovom polju usmje-
rimo najveeu mogueu kolkinu robe. Ovu kolieinu odredimo ovako: 

Prazno polje (3,2) ocijenili smo po zatvorenom putu: 

(3,2) 	(2,2) 	(2,3) --> (3,3) -->- (3,2) 

Na ovom putu nalazimo najmanji broj 50; stoga u polje (3,2) mogemo prenijeti 
najvige 50. Da ne bismo prekrgili uvjete, moramo stoga odgovarajuee promijeniti 
brojeve u poljima na tom putu. Strukturu transporta promijenimo ovako: u prazno 
polje (3,2) postavimo 50; iz polja (2,2) uzmemo 50, tako da u njemu ostaje jo§ 50; 
u polje (2,3) dodarno 50, tako da u njemu dobivamo 200; iz polja (3,3) oduzmemo 
50, tako da ostaje prazno. Nakon takve promjene strukture transporta dobivamo 
novo optimalno moguee rjegenje koje je odredeno matricom: 

:; 160 	0 	0 	01 
0 50 200 	0!. 

	

30 50 	0 10 

OVO je rjegenje baziano i nedegenerirano jer ima todno 6 pozitivnih kornponenata; 
za ovo su rjegenje ukupni trogkovi transporta najmanji i jednaki 8 940 novCanih 
jedinica. 

Razmatrani problem transporta ima dva optimalna baziena i nedegenerirana 
moguea rjegenja koja su odredena matricama X1 i X2. Svaki konveksni linearni sastav: 

	

X —pXL 1-- (1 — p) 	(0 	p 	1) 

ovih dvaju rjegenja jest i optimalno moguee rjeknje. Stoga matrica: 

160 	0 	0 	0 
X 	0 50 + 50p 200 — 50p 0 

	

30 50 — 50p 	50p 	10 
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odreduje za sve moguee vrijednosti koeficijenta p skup svih optimalnih moguaih rje-
genja problema transporta. Za p 0 dobivamo bazitno i nedegenerirano opti-
malno moguee rjegenje X2; za p 1 dobivamo bazieno i nedegenerirano opti-
malno moguee rjegenje XI ; za sve vrijednosti koeficijenta p koje zadovoljavaju 
nejednadibe 0 < p < 1 dobivamo medutim nebazi6na optimalna moguea rje-
genja jer u ovim primjerima svako moguee rjeknje ima vik od 6 pozitivnih kom- 

ponenata. 

Vjelbe 

1. Rije§i metodom skakanja s kamena na kamen: 

a)
problem transporta s dva ishodi§ta i dva odredika koji smo razmatrali u 1. to6ki II.- 

poglavlja; 

b) 4. vje2bu u 1. to6ki II. poglavlja; 

c)
problem transporta s dva ishodi§ta i dva odredi§ta koji smo razmatrali u tre6oj to6ki 

II. poglavlja; 

d) 3. vjebu u 3. to6ki II. poglavlja; 

e)
problem transporta s vi§kom ponude koji smo razmatrali u 4. to6ki II. poglavlja;. 

f) 2. vjeibu u 4. to6ki II. poglavlja. 
2. Iz tri nalazi§ta, u kojima ima uzastopce 6, 10 i 9 jedinica robe, razvozimp robu u 4 mjesta, 

koja uzastopce trae 4, 6, 7 i 8 jedinica robe. Transportne su tarife za jedinicu robe: od prvog. 
nalazi§ta 20, 26, 46 i 36, od drugog nalazi§ta 22, 48, 32 i 38, od treaeg nalazata 50, 28, 30 
40 nov6anih jedinica. Kako da usmjerimo transport robe a da bi ukupni tro§kovi transporta 

bili najmanji? 

3. Nietoda MODI 

Metodom skakanja s kamena na kamen, ocjenjivanje praznih polja mote izis-
kivati dosta vremena i postati nepregledno osobito ako problem transporta ima 
veal. broj ishodika i odredi§ta. U tom je sl&aju tako na6i. poligonalni put kroz zau-
zeta polja po kojem ocjenjujemo prazno polje. Ocjenjivanje olakkvamo do izvjesne 
mjere sistematiziranom i modificiranom metodom koja se naziva metoda MODI. 
Ovu eemo metodu razmatrati na primjeru problema transporta s pet mjesta proi-

zvodnje i 4 
mjesta potrokje. Podatke za ovaj problem transporta, i to kapacitete 

mjesta proizvodnje, potrebe mjesta potrokje i transportne tarife daje u odgova-
rajueim jedinicama tabela 1. Na temelju tih podataka klimo rijeki problem kako. 
da prevezemo robu od proizvodnih mjesta do mjesta potrokje da bi ukupni tro- 

gkovi transporta bili najmanji. 
Kod matemati6kog zapisa ovog problema transporta dobivamo 5 jednadibi 

za mjesta proizvodnje i 4 jednad2be za mjesta potrokje; kako je ukupni kapacitet 
svih mjesta proizvodnje jednak ukupnim potrebama svih mjesta potrokje, to jedna 

((3,3,0,0; 0,3,7,0; 1,0,0,8; 758) i (0,3,0,3; 0,3,7,0; 4,0,0,5; 758)) 

3. Iz tri ishodi§ta s ponudama 20, 12 i 50 vozimo robu u tri odredlgta s potrainjom 
od 23, 19 i 40. Transportne su tarife za jedinicu robe: Od prvog ishodi§ta 54, 60 i 61, od 
drugog ishodika 56, 62 i 63 i od treaeg ishodi§ta 60, 66 i 69 nov6anih jedinica. Kako da or-
ganiziramo prijevoz a da bi ukupni tro§kovi transporta bill najmanji? 

(0,0,20; 0,0,12; 23,19,8; 5 162), 
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TABELA 1. PODACI ZA PROBLEM TRANSPORTA 

Mjesta potrognje Kapaciteti 
mjesta 

proizvodnje PI P2 P3 P4 

Mjesta 
proizvodnje 

I 	i2 

I 	I ' 
I4 

I5 

62 

23 

31 

64 

85 

446 

51 

32 

73 

22 

63 

86 

41 

44 

52 

53 

84 

54 

72 

34 

61 

524 

293 

775 

322 
I 

306 
Potrebe 
mjesta 
potroinje 503 737 534 2 220 

jednad2ba otpada i dobivamo problem sa 5 4 — 1 -- 8 nezavisnih linearnih 
jednadThi. Stoga svako nedegenerirano bazieno moguee rjegenje problema ima 
po 8 pozitivnih komponenata. 

Kao po metodi skakanja s kamena na kamen tako i po metodi MODI problem 
poeinjemo rjegavati tako da u skladu s uvjetima odredimo prvo moguee rjegenje; 
to rjegenje dobivamo po pravilu sjeverozapadnog komera, kao gto vidimo na tabeli 
2. Po tom pravilu u lijeva gomja polja upisujemo Ato veee brojeve, koji izrOavaju 
kolieine na odgovarajueim putovima prevezene robe. 

U polje (1,1) zapigemo naive& moguei broj 446; kako smo time zadovoljili 
potrebe prvoga mjesta potrognje, to polja (2,1), (3,1), (4,1) i (5,1) ostaju prazna. 
Potom u polje (1,2) zapigemo najvedi moguei broj 78; kako smo time iscrpli kapa-
eitete prvoga mjesta proizvodnje, to polja (1,3) i (1,4) ostaju prazna. Nakon toga 
u polje (2,2) zapigemo najveei moguei broj 293; kako smo time iscrpli kapacitete 
drugoga mjesta proizvodnje, to polja (2,3) i (2,4) ostaju prazna. Zatim u polje (3,2) 
zapigemo najveei moguei broj 132; kako smo time zadovoljili potrebe drugoga 
mjesta potrognje, to polja (4,2) i (5,2) ostaju prazna. Tada u polje (3,3) zapigemo 
najveei moguei broj 643; kako smo time iscrpli kapacitete treeega mjesta proiz-
vodnje, to polje (3,4) ostaje prazno. Potom u polje (4,3) zapigemo najveei mogudi 
broj 94; kako smo time zadovoljili potrebe treeega mjesta potrognje, to polje (5,3) 
ostaje prazno. Zatim u polje (4,4) zapigemo najveei moguei broj 228 i njime iscrpemo 
kapacitete eetvrtoga mjesta proizvodnje. Napokon u polje (5,4) zapigemo najveei 
moguei broj 306 i njime iscrpemo kapacitete petoga mjesta proizvodnje i zadovo-
ljimo potrebe eetvrtoga mjesta potrognje. 

Na taj smo naein dobili prvo moguee rjegenje; to je rje:s'enje bazieno i nede- 
generirano jer ima todno 8 pozitivnih komponenata. Pri tom rjegenju ukupni su 
trogkovi transporta jednaki: 

S, = 446.62 + 78.51 + 293.32 	132.73 + 643.44 	94.52 r- 
-4 228.34 + 306.61 = 110 240 

noveanih jedinica. 

Da bismo ustanovili da li se dobiveno moguee rjegenje mo2e poboljgati, oci-
jenimo sva prazna polja. Umjesto da prazna polja ocjenjujemo po vee poznatoj 
metodi skakanja s kamena na kamen, ocijenit eemo ih metodom MODI. 
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2 220 
446 Potrebe mjesta 

potranje 
534 503 	737 

— —2
-
2 51 4 

Si 

_ 
62 

Kapaciteti mjesta proizvodnje 

pi 	P2 	P3 
	

P4 

84 

80 

54 

69 

44 
643 

46 

52 	34 
94 	228 

53 
396 

—45 	—26 

potranje 
Mjesta vi 

0 
524 

—19 
293 

22 

775 

30 

322 

57 

306 

--= 110 240 

Mjesta 
proiz- 	13 
vodnje 

i s 

62 
IL \ 446 

—20 

—53 

—28 

—34 

23 

31 

64 

85 

—59 

32 	41 

293 

132 

51 	86 

78 
64 

73 

22 

63 

38 

72 

61 

TABELA 2. PRVO MOGUCE RJESENJE 

Prema toj metodi, u tabeli 2. svakom retku i svakom stupcu damo neku ocjenu. 
Oznaeimo v, ocjenu i-tog retka i s, ocjenu j-tog stupca. Polju (i,j) odgovara trans-
portna tarifa cu. Retke i stupce ocijenimo po slijedeaoj uputi: 

Zauzetom polju (i, j) odgovarajuea transportna tarifa cf., neka bude jednaka 
sumi ocjene i-tog retka v, i ocjene j-tog stupca si: 

Cij 	 Sj 

Po toj uputi odredimo ocjene svih redaka i stupaca po tabeli 2. ovako: 

Zauzetom polju (1,1) odgovara transportna tarifa ci, 	
62; kod prvog retka 

propi§emo svojevoljno ocjenu v, 0, stoga prvi stupac moramo ocijeniti ocjenom 
s, = 62. Zauzetom polju (1,2) odgovara transportna tarifa ci2 = 51; kako vea 
prvi redak ima ocjenu v, 0, to drugi stupac dobiva ocjenu s2 = 51. Zauzetom 
polju (2,2) odgovara transportna tarifa c22 = 32; kako drugi stupac vee ima ocjenu 
s2 51, to drugi redak dobiva ocjenu v2 = —19. Zauzetom polju (3,2) odgovara 
transportna tarifa c32 = 73; kako drugi stupac vee ima ocjenu s2 51, to treai 
redak dobiva ocjenu v3 = 22. Zauzetom polju (3,3) odgovara transportna tarifa 
c33 = 44; kako treei redak ima ocjenu v3 = 22, to treei stupac dobiva ocjenu 
s3 = 22. Zauzetom polju (4,3) odgovara transportna tarifa c43 = 52; kako treoi 
stupac vee ima ocjenu s3 = 22, to eetvrti redak dobiva ocjenu v4 = 30. Zauzetom 
polju (4,4) odgovara transportna tarifa c44 = 34; kako eetvrti redak vee ima ocjenu 
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30, to 6etvrti stupac dobiva ocjenu s4 4. Zauzetom polju (5,4) odgovara 
transportna tarifa C54 := 61; kako C'etvrti stupac ve6 ima ocjenu s4 4, to peti 
redak dobiva ocjenu v, = 57. Tako smo odredili ocjene svih redaka i stupaca. U tabeli su ocjene redaka zapisane na desnom rubu, a ocjene stupaca na donjem rubu. 

Sada kad su nam poznate ocjene svih redaka 
prazna polja po slijedeeoj uputi: 

Ocjenu svakoga praznog polja (i, j) dobivamo 
transportne tarife ca.; odbijemo ocjenu i-tog retka 
ocjena praznog polja (i, j) jednaka: 

i stupaca, mo2emo ocijeniti sva 

tako da od njemu odgovarajuee 
i ocjenu j-tog stupca; stoga je 

— v, — sj. 

Izrkunajmo po toj uputi ocjene svih praznih polja: 

polje (1,3) ima ocjenu 86 -- 0 — 22 = 	64; 
polje (1,4) ima ocjenu 84 — 0 — 4 = 80; 
polje (2,1) ima ocjenu 23 	19 — 62 	— 20; 
polje (2,3) ima ocjenu 41 	19 — 22 	38; 
polje (2,4) ima ocjenu 54 7- 19 — 4 = 	69; 
polje (3,1) ima ocjenu 31 — 22 — 62 = — 53; 
polje (3,4) ima ocjenu 72 — 22 — 4 --- 46; 
polje (4,1) ima ocjenu 64 — 30 — 62 	— 28; 
polje (4,2) ima ocjenu 22 — 30 — 51 	— 59; 
polje (5,1) ima ocjenu 85 57 — 62 = — 34; 
polje (5,2) ima ocjenu 63 — 57 — 51 = 45; 
polje (5,3) ima ocjenu 53 — 57 — 22 = — 26. 

Izrkunane ocjenc upisane su u tabeli 2. po praznim poljima u lijevom donjem uglu. 

Metodom MODI za prazna polja dobivamo iste ocjene kao metodom skakanja 
s kamena na kamen jer se u objema metodama radi samo o dva razli6ita na'Cina 
rkunanja, koji medutim vode do istih rezultata. Usporedujmo na primjer oba na-
Cina rkunanja ocjena za prazno polje (2,4). Po metodi MODI dobivamo ocjenu: 

C24 -- 172 -- S4 

Po metodi skakanja s kamena na kamen ocjenjujemo prazno polje (2,4) po zatvo-
renom poligonalnom putu: 

(2,4) -> (4,4) 	(4,3) -›- (3,3) 	(3,2) -->- 	(2,2) 	(2,4) 
i dobivamo ocjenu: 

	

C24 -- C44 7 C43 -- C33 	C32 -- 	C21 

Kako je transportna tarifa koja odgovara svakom zauzetom polju jednaka sumi 
ocjene odgovarajueeg retka i ocjene odgovarajueeg stupca, to gornja ocjena dobiva oblik: 

c24 -- (v4 7- s4) 7L v4 	s3) -- (v3 + s3) -F (v3 	s,) 	(v2 d- s2) 
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Iz toga nakon unikenja elanova dobivamo ocjenu: 

C24 	V2 	S43 

kakvu smo dobili i metodom MODI. 

TABELA 3. DRUGO M0GUa RJESENJE 

Mjesta potranje 

I 	Pi 	P2 	P3 	P4 

Kapaciteti 
mjesta 
proiz-
vodnje S2 104 694 

Mjesta 
proiz-
vodnje 

62 

23 

14 

—20 

—53 

31 

64 

3/ 

446 	78 

38 

51 	86 	84 

21 

54 

10 

72 

—13 

22 
	

52 	34 

94 
	 228 

59 

32 

293 

64 

41 

73 

38 

737 
44 

53 61 

Potrebe mjesta 
potro§nje 

85 	63 

25 	14 
	

38 

446 	503 
	

737 

306 

534 

V i 

0 

—19 

22 

—29 

—2 

63 
s, 

Nakon izra6unavanja ocjena praznih polja vidimo da prvo moguee rjes'enje 
u tabeli 2. mdemo poboljgati jer su neke od tih ocjena negativne. Buduei da mo- 
gu6e rjdenje telimo §to viSe pobolj§ati, to medu praznim noljhna potrdimo ono 
koje je ocijenjeno po apsolutnoj vrijednosti najveeim negaivnim brojem. Takvo 

je polje (4,2), 
koje ima ocjenu — 59. Na put koji odgovara ovom polju usmjerimo 

Sto veau kolitinu robe. Ovu kolianu odredimo na slijedeei ndin: najprije potra- 
zatvoreni poligonalni put po kojem ocijenimo prazno polje (4,2) metodom 

skakanja s kamena na kamen; ocijenimo ga po putu: 

(4,2) -> (3,2) 	(3,3) 	(4,3) --> (4,2) 

Zatim na ovom putu potrdimo polje koje je zauzeto najmanjhn brojem; takvo je 
polje (4,3) s brojem 94. Ovaj broj odreduje koMinu robe koju usmjerimo putem 
koji odgovara praznom polju (4,2)1. 

Pri takvom odredivanju polja mo2emo se ograniEiti da uzimamo u obzir samo ona polja 

od kojih oduzimamo robu. 

62 
	

51 
	

22 

524 

293 

775 

322 

306 

2 220 
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■-•■■ ••■••• 

U prazno polje (4,2) postavimo broj 94 i u skladu s uvjetima odgovarajuee 
promijenimo brojeve u poljima gomjeg poligonalnog puta; broj 132 u polju (3,2) 
smanjimo za 94 na 38, broj 643 u polju (3,3) poveeamo za 94 na 737 i broj 94 u 
polju (4,3) smanjimo za 94, tako da to polje ostane prazno. 

Nakon takve promjene strukture transporta dobivamo drugo moguee rjegenje, 
koje je dano u tabeli 3. Ovo moguee rjegenje je bazieno i nedegenerirano jer ima 
toeno 8 pozitivnih komponenata. Po ovom mogueem rjegenju ukupni trogkovi 
transporta jednaki su: 

S2 	446.62 + 78.51 + 293.32 + 38.73 -II- 

-I- 737.44 -I 94.22 + 228.34 + 306.61 = 104 694 

noveanih jedinica. 

Da bismo ustanovili da drugo moguee rjegenje mcdemo jog poboljgati, oci-
jenimo sva prazna polja u tabeli 3. metodom MODI. U tu svrhu odredimo najprije 
ocjene redaka i stupaca. Potinjemo kod zauzetog polja (1,1), kojemu odgovara trans-
portna tarifa c,„ ,== 62; prvom retku propigemo svojevoljno ocjenu v, = O. Zbog 
toga prvi stupac dobiva ocjenu s, = 62. Na taj mein nastavljamo ocjenjivanje 
redaka i stupaca po 

vea opisanom postupku. lzrat'unane ocjene upisane su u tabeli 3. na njezinom desnom i donjem rubu. 

Sada kad su nam poznate ocjene redaka i stupaca, ocijenimo svako prazno 
polje tako da od njemu odgovarajuee transportne tarife odbijemo ocjenu odgova-
rajuaeg retka i ocjenu oclgovarajuteg stupca. Zapoeinjemo s praznim poljem (1„3), 
koje dobiva ocjenu 86 — 0 -- 22 64. Na taj natin nastavljamo ocjenjivanje 
praznih polja po vee poznatoj uputi. Izraeunane ocjene upisane su u tabeli 3. u 
praznim poljima u lijevom donjem uglu. 

Nakon izraeunavanja ocjena praznih polja vidimo da drugo moguee rjegenje 
mcdemo poboljgati jer su neke od tih ocjena negativne. Kako 2elimo moguee rje-
genie gto vige poboljgati, to medu poljima potratimo ono koje ima po apsolutnoj 
vrijednosti najveeu negativnu ocjenu. Takvo je polje (3,1), koje ima ocjenu - - 53. 
Za ovo prazno polje potra2imo zatvoreni poligonalni put po kojem ga ocijenimo 
metodom skakanja s kamena na kamen; ocijenimo ga po putu: 

(3,1) —› (1,1) 	(1,2) --> (3,2) —> (3,1) 

Na tom putu potraZimo polje zauzeto najmanjim brojem. Takvo je polje (3,2) s 
brojem 38. U prazno polje (3,1) postavimo broj 38 i u skladu s uvjetima promije-
nimo brojeve u poljima na gomjem poligonalnom putu. Broj 446 u polju (1,1) sma-
njimo za 38 na 408, broj 78 u polju (1,2) poveeamo za 38 na 116 i broj 38 u polju 
(3,2) smanjimo za 38, tako da polje ostaje prazno. 

Nakon ovih promjena strukture prijevoza dobivamo treee moguee rjegenje, 
koje daje tabela 4. Ovo moguee rjegenje je bazieno i nedegenerirano jer ima tot:no 
8 pozitivnih komponenata. Prema ovom mogueem rjegenju ukupni trogkovi trans-porta jednaki su: 

S3 = 408.62 -1- 116.51 + 293.32 + 38.31 !- 

-t 737.44 + 94.22 -1 228.34 -1 306.61 	102 680 
noveanih jedinica. 
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—20 

32 	41 

293 
—15 

_ 

23 

53 85 306 
— 2 61 

306 

_ — 
63 

—20 

2 220 534 737 

63 75 

34 

228 	322 

—29 

25 	14 
__.— _ 

I 
1 	

446 	1 	503 
1_ 

1 	
62 ' 	51 

44 

737 
73 31 

38 40 53 

52 22 
94 

6 31 

54 

10 

72 

—19 
293 

—31 
775 

S3 = 102 680 

TABELA 4. TRE6E MOGU6E RJESENJE 

Mjesta potranje 	
\ Kapaciteti 

mjesta 

Pi 	I 	P2 	P3 	1 	P4 	
, proiz- 
1 vodnje 

	

62 	51 	86 1 	84 

II 	408 	116 	
524 

/ / 	1 21 

v , 

0 

12 

Mjesta 
proiz- 	13 
vodnje 

— 
Potrebe mjesta 
potranje 

Si 

Da bismo ustanovili da treee moguee rjegenje moiemo poboljgati, ocijenimo-
sva prazna polja u tabeli 4. metodom MODI. U tu svrhu odredimo najprije ocjene 
redaka i stupaca. ZapoCinjemo pri zauzetom polju (1,1), kojemu odgovara trans-
portna tarifa c, 62; prvom retku propigemo svojevoljno ocjenu vi = 0, stoga 
prvi stupac dobiva ocjenu si = 62. Na taj naein nastavljamo ocjenjivanje reclaim 
i stupaca po vee poznatom postupku. Izrat'unane ocjene upisane su u tabeli 4. na 

njezinom desnom i donjem rubu. Sada kad su narn poznate ocjene redaka i stupaca, ocijenimo svako prazno 
polje tako da od njemu odgovarajuee transportne tarife odbijemo ocjenu odgova-
rajuaeg retka i ocjenu odgovarajuCeg stupca. Zapoanjemo s praznim poljem (1,3), 
koje dobiva ocjenu 86 — 0 — 75 = 11. Na taj na6in nastavljamo ocjenjivanje 
praznih polja po yea poznatoj uputi. Izrat'unane ocjene upisane su u tabeli 4. u 
praznim poljima u lijevom donjem uglu. 

Treee moguee rjegenje u tabeli 4. motemo jog poboljgati jer neka prazna polja 
imaju negativne ocjene. Da bismo ovo rjegenje gto vige poboljgali, traiimo najprije 
polje koje po apsolutnoj vrijednosti ima najveau negativnu ocjenu; takva su polja 
(2,1) i (5,3), koja imaju ocjenu — 20. U daljnjem postupku svojevoljno se odlutu-
jemo za polje (2,1). Potom odredimo zatvoreni poligonalni put po kojem ovo polje 
ocijenimo metodom skakanja s kamena na kamen; ocijenimo ga po putu: 

(2,1) --->- (1,1) --> (1,2) -* (2,2) 	(2,1) 
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TABELA 5. CETVRTO M0GUa RJESENJE 
, 

Kapaciteti ' 
— , 1 	 Mjesta potranje ' Sd — 96 820 	 : mjesta 

I 	I 	P 1 	, 	P2 	 ! 
. 

	

.— — prom- 	vi . 
, 	 P3 	 P4 . __ _ _ 

i 	1 	 _ 1 _ _ vodnje • _ 

	

62 1 	51 	86 	84 

	

115 	409 	 524 
/I 	21 

	

23 I 	41 	54 
293 	I 293 

20 	5 	30 

38
31 	

73 , 	44 	72 
737 	 775 I 53 	 40 

_ 
64 	22 	52 	34 

94 	 228 	322 

0 : 

-- 
—39 I 

— I 
—31 

—29 

I2 

I3 
1 Mjesta 

proiz-
I vodnje 

I 	II 
1 

14 
31 	 6 

	

85 I 	63 	53 	61 	 • - 2 I 5 	 i 	 306 	306 
I— — 
! 	 25 	i 14 	1-20 

potroa'nje 
i Potrebe mj—esta- - 44-6 — ii. 

_5_0_3 _ : ___7_37 T.____534__ 

- - —2 22-0— . — . — — ' _ _ _s j ._ _ __I_ __ ___I — -- — -,— -- 7-5-1—__ _63_.._____ _ 
I 	62 i 	51 ' ■ 	 ______ 

Medu zauzetim poljima na ovom putu najmanji broj 116 ima polje (1,2). Kako 
mectutim najveee sni2enje ukupnih trogkova transporta posti2emo ako broj 293 
iz polja (2,2) prenesemo u polje (2,1), to se radi skrkenja rkunanja odluamo za 
taj prijenos. Pri tom u skladu s uvjetima promijenimo brojeve u poljima na gornjem 
zatvorenom putu. Broj 408 u polju (1,1) smanjimo za 293 na 115, broj 116 u polju 
(1,2) poveeamo za 293 na 409 i broj 293 u polju (2,2) smanjimo za 293, tako da 
ovo polje ostane prazno. 

Nakon takve promjene strukture transporta dobivamo 6etvrto moguee rje-
genje, koje daje tabela 5. Ovo moguee rjegenje je bazi6no i nedegenerirano jcr ima 
to6no 8 pozitivnih komponenata. Prema ovom mogueem rjegenju ukupni trogkovi transpoita jednaki su: 

S4 = 115.62 + 409.51 + 293.23 + 38.51 + 

+ 737.44 + 94.22 + 228.34 + 306.61 = 96 820 
novi,'anih jedinica. 

Da bismo ustanovili da 6etvrto moguae rjegenje moiemo poboljgati, ocije-
nimo sva prazna polja u tabeli 5. metodom MODI. U tu svrhu najprije odredimo 
ocjcne rcdaka i stupaca. Painjemo pri zauzetom polju (1,1), kojemu odgovara 
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transportna tarifa cl, = 62; u prvom retku propikmo svojevoljno ocjenu vi = 0, 
stoga prvi stupac dobiva ocjenu s, = 62. Na taj na'ain nastavljamo ocjenjivanje 
redaka i stupaca po ve6 poznatoj uputi. Izraeunane ocjene upisane su u tabeli 5. 
uz njezin desni i donji rub. 

Sada kad su nam poznate ocjene redaka i stupaca, ocijenimo svako prazno 
polje tako da od njemu odgovarajuae transportne tarife odbijemo ocjenu odgova-
rajuaeg retka i ocjenu odgovarajuaeg stupca. Po6injemo s praznim poljem (1,3), 
koje dobiva ocjenu 86 — 0 — 75 = 11. Na taj nadir nastavljamo ocjenjivanje 
praznih polja po ve6 poznatoj uputi. Izraeunane ocjene upisane su u tabeli 5. u 
praznim poljima u lijevom donjem uglu. 

Cetvrto moguee rjeknje maemo poboljkti jer u njemu jo§ jedno polje ima 
negativnu ocjenu, i to polje (5,3) s ocjenom — 20. Za to polje odredimo zatvoreni 
poligonalni put po kojem ga ocijenimo metodom skakanja s kamena na kamen; oci- 
jenimo ga po putu: 

(5,3) 	(5,4) -> (4,4) --> (4,2) 	(1,2) 	(1,1) -> (3,1) -> (3,3) -> (5,3) 

Medu zauzetim poljima na ovom putu najmanji broj 38 ima polje (3,1). Kako me-
dutim postikmo ve& sniienje ukupnih trakova transporta ako broj 94 iz polja 
(4,2) prenesemo u prazno polje (5,3), odlu6imo se za taj prijenos. Pri tom u skladu 
s uvjetima promijenimo brojeve u poljima na gornjem zatvorenom putu. U prazno 
polje (5,3) upikmo 94, broj 306 u polju (5,4) smanjimo za 94 na 212, broj 228 u 
polju (4,4) poveeamo za 94 na 322, broj 94 u polju (4,2) smanjimo za 94 i polje 
ostaje prazno, broj 409 u polju (1,2) poveOamo za 94 na 503, broj 115 u polju (1,1) 
smanjimo za 94 na 21, broj 38 u polju (3,1) pove&mo za 94 na 132 i kona6no broj 
737 u polju (3,3) smanjimo za 94 na 643. 

Nakon takve promjene strukture transporta dobivamo peto mogu& rjeknje, 
koje je dano u tabeli 6. Ovo mogu& rjeknje je bazi6no i nedegenerirano jer ima 
tano 8 pozitivnih komponenata. Pri tom mogueem rjeknju ukupni trakovi trans- 

porta jednaki su: 

S5 = 21.62 + 503.51 + 293.23 + 132.31 ± 

± 643.44 322.34 + 94.53 ± 212.61 	94 940 

noveanih jedinica. 
Da bismo ustanovili da peto mogu& rjeknje mokmo poboljkti, ocijenimo 

sva prazna polja u tabeli 6. metodom MODI. Najprije odredirno ocjene redaka 
i stupaca. Po'ainjemo pri zauzetom polju (1,1), kojemu odgovara transportna ta-
rifa c, = 62; prvom retku propikmo svojevoljno ocjenu v = 0, stoga prvi stu-
pac dobiva ocjenu s, = 62. Ocjenjivanje nastavljamo po ve6 poznatoj uputi. Iz-
raeunane ocjene upisane su u tabeli 6. uz njezin desni i donji rub. 

Sada kad smo izrgunali ocjene redaka i stupaca, ocijenimo po vee poznatoj 
uputi pojedina prazna polja. Po6injemo s poljem (1,3), koje dobiva ocjenu 86 — 
— 0 — 75 = 11. Rgunanje nastavljamo do posljednjeg praznog polja. Izraeunane 
ocjene upisane su u tabeli 6. u praznim poljima u lijevom donjem uglu. 

Kako nijedno prazno polje nema negativnu ocjenu, to peto mogu& rje§enje 
ne mokmo vik pobolj§ati. Stoga je peto mogu& rjeknje, koje je dano u tabeli 
6, optimalno i s njim je rjegavanje problema transporta zavrkno. Buduei da ni-
jedno polje nema ocjenu 0, to nema ni alternativnih optimalnih mogueih rjeknja. 
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Mjesta potrognje 

protz- Pi 	P2 	P3 	 1'4 	vodnje 

, S = 94 940 
Kapaciteti 

mjesta 
v, 

TABELA 6. PETO I OPTIMALNO M0GUa RJE8ENJE 

Mjesta . proiz- 
I vodnje 	

i 

1 

1 
I 
I 

i_ 

12 

13 

_ , 
14 

.. 

I' 

_. 

51 

62 

21 

. ._ 	_ 
23 

293 

_ 
31 

132 

____ 
64 

85 

____ 

20 . 	____. 

53 _ ._ 

20 

51 

503 

_ 
32 

22 

63 

45 	34 _.. 	_ 	. 
I Potrebe mjesta 	

_ _. ._1_ . 

; potrokije 	, 	446 	503 	737 	I 	534 

U skladu s upravo rijegenim numerialim primjerom navodimo za rjegavanje 
transportnih problema linearnog programiranja s jednom vrstom robe slijedeei 

raspored za raananje metodom MODI 

1. Podatke problema transporta tabeliramo; u tabelu upigemo ponude isho-
digta, potrakije odredigta i transportne tarife. 

2. Izaberemo neko poznato nedegenerirano moguee rjegenje. Obitho ga sa-
stavimo po pravilu sjeverozapadnog kornera. Po tom pravilu poe'injemo tako da 
u krajnje lijevo gornje polje (1,1) upigemo najveei moguei broj. Za ovo moguee 
rjegenjc izrgunamo ukupne trogkove transporta. 

3. Odredimo ocjene redaka v, i ocjene stupaca tako da za sva zauzeta polja vak jednad2ba: 

= VI -I- Si 

Poeinjemo u prvom retku pri prvom lijevom zauzetom polju (1,j), kojemu odgovara 
transportna tarifa cu; prvom retku propigemo svojevoljno ocjenu v, 	0, stoga j-ti stupac dobiva 	cu. Izra6unane ocjene upigemo uz desni i donji rub tabele. 

- I 	s, 	--I- 62 , 	51 	75 1 	83 

73 

86 	84 

/ / 	/ _.. ____ _ ___. . 
41 	54 

5 	10 	, .______ _ ________ 
44 	72 

643 
20 _____ _ ____ _ 

52 	34 

322 
26 

53 	61 
94 	212 

524 

_ 

293 

___. _i_ _ 

— 39 

— 31 
775 

_____ _ 
— 49 

322 

_ ____ 
-- 22 

306 

__ ___. 

2 220 
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4. Odredimo ocjene svih praznih polja; prazno polje (i,j) dobiva ocienu: 

Cli - VI --- Si 

Izra'eunate ocjene upigemo u tabelu u prazna polja u lijevi donji ugao. 

5. a. Ako nijedno prazno polje nema negativnu ocjenu, to je poznato moguee 
rjegenje optimalno i rgunanje je zavrkno. 

5 b. Ako barem jedno prazno polje ima negativnu ocjenu, poznato moguee 
rjegenje moie se jo§ poboljgati. 

6. Potraiimo prazno polje koje je ocijenjeno po apsolutnoj vrijednosti najve- 

eom negativnom ocjenom. 

7. Za ovo polje pronalazimo u tabeli zatvoreni poligonalni put koji ide samo 
po kamenima, tj. po zauzetim poljima i koji se na ovim kamenima lomi. 

8. Na ovom putu potraiimo polje zauzeto s najmanjim brojem. 

9. Taj broj prenesemo u prazno polje i u skladu s uvjetima promijenimo sve 
brojeve u poljima na zatvorenom putu. 

10. Tako dobivamo novo moguee rjegenje i za njega sastavimo novu tabelu. 
Za ovo novo moguae rjegenje izraCunamo ukupne trogkove transporta. 

11. S novom tabelom vraeamo se k treeoj to6ki rasporeda. 

Ove su upute upotrebljive samo u primjerima kad ni kod jedne iteracije ne 
dobivamo degenerirano moguCe rjegenje; Cim naidemo na neko degenerirano mo-
guee rjegenje, otakazuju i metoda skakanja s kamena na kamen i na njoj utemeljena 
metoda MODI. Ovu tegkoeu odstranit eemo u slijedeeoj toCki. 

Vjeibe 
1. Rijek metodom MODI transportni problem s tri ishodika i tri odredi§ta koji smo raz-

matrali i 	
po metodi skakanja s kamena na kamen u drugoj toeki ovog poglavlja. 

2. Rijek metodom MODI transportni problem 

a) druge vjeibe prijanje toeke. 

b) treCe vjeibe prija§nje to6ke. 

3. Rijek metodom MODI transportni problem koji daje tabela: 

Odredika Kapaciteti 

P2 P3 P4 ishodika 

1 , 2 9 15 18 6 

12 3 8 14 17 15 

Ishodi§ta 1 3 5 7 12 15 5 

16 11 17 7 19 

Potrebe 
odredi§ta 

15 10 7 13 45 

(6,0,0,0; 9,6,0,0; 0,0,5,0; 0,4,2,13; 316 

6,0,0,0; 9,4,2,0; 0,0,5,0; 0,6,0,13; 316) 
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4. Degeneracija u probiemu transporta 

Nastup degeneracije pri problemu transporta lineamog programiranja prou-
zrokuje raspad transportnog sistema na najmanje dva medusobno odvojena i ne-
povezana transportna sistema; u svakom od tih sistema jedno vige ishodigta 
opskrbljuje robom jedno vige odredigta. Stoga degeneracija moie nastupiti samo 
u primjerima kad je neka parcijalna suma ponuda ishodigta jednaka nekoj parci-
jalnoj sumi potra2nji odredigta. U primjeru koji smo razmatrali i Mai u 2. toeki 
II. poglavlja ponuda prvog ishodigta jednaka je potrainji drugog odredigta i ponuda 
drugog ishodigta jednaka je potra2nji prvog odredigta; stoga se mok dogoditi da 
prvo ishodigte samo i u cijelosti opskrbljuje drugo odredike i da drugo ishodigte samo i u cijelosti opskrbljuje prvo odredigte; uz prijevozne tarife tamo pretposta- 
vljene to se u stvari i dogada, pa se sistem transporta raspada u dva odvojena sistema. 

U primjeru degeneracije, bazieno moguee rjegenje transportnog problema ima 
manje pozitivnih komponenata od broja nezavisnih uvjetnih jednad2bi. Zbog pre-
malog broja pozitivnih komponenata mogueih rjegenja zauzetih polja u tabeli 
odnosno kamena, otkazuju i metoda skakanja s kamena na kamen i metoda MODI. 
Po metodi skakanja s kamena na kamen ne mcdemo ocijeniti sva prazna polja jer 
za sva prazna polja ne moiemo naei odgovarajuee zatvorene poligonalne putove 
po kojima bismo ta polja mogli ocijeniti. Po metodi MODI medutim ne molemo 
odrediti ocjene svih redaka i stupaca. 

U primjeru degeneracije pri ocjenjivanju praznih polja metodom skakanja 
s kamena na kamen pri ocjenjivanju redaka i stupaca metodom MODI pomoei 

nam promjena e transportnog problema. Pri tom je proizvoljno malen pozitivan 
broj. Primjer degeneracije i promjene e razmatrat eemo na ovom problemu trans-
porta : 

Tri ishodigta I„ 	i 13 s ponudama 6, 9 i 10 jedinica opskrbljuju robom tri 
odredigta P„ P, i P3, koja imaju uzatopce potragnje 5, 9 i 11 jedinica. Transportne 
tarife od prvog su ishodigta uzastopce 7, 9 i 5, od drugog ishodigta 4, 2 i 6, a od 
treaeg ishodigta 3, 8 i 5 noveanih jedinica. Promet usmjeriti od ishodigta 
do odredigta tako da ukupni trogkovi transporta budu najmanji. 

Koko u ovom problemu nastupaju 3 ishodigta i tri odredigta s izjednaeenim 
ukupnim ponudama i potra2njama, to pri matematiekom zapisu problema dobi-
vamo 3 + 3 1 = 5 nezavisnih uvjetnih jednad2bi. Stoga svako nedegenerirano 
bazieno moguee rjegenje ima po pet pozitivnih komponenata; ako ih neko rjegenje 
ima manje, onda je degenerirano. Pri rjegavanju ovog transportnog problema me-
todom skakanja s kamena na kamen metodom MODI moramo ustanoviti da je 
vee drugo moguee rjegenje degenerirano. Degeneracija mo'2e nastupiti zato gto 
drugo ishodigte mo2e samo i u cijelosti opskrbiti drugo odredigte. 

Da bismo vee unaprijed izbjegli eventualnu degeneraciju za vrijeme raeuna-
nja, prvobitni transportni problem postupkom e promijenimo tako da nijedna par-
cijalna suma ponuda ishodigta ne biti jednaka nekoj parcijalnoj sumi potra2nji 
odredigta. To mo2emo postiai na vige naeina. U nastavku to postiiemo tako da 
ponudi svakog ishodigta pribrojimo e jedinica robe, potraMji treeeg odredigta me-
dutim pribrojimo 3 z jedinica robe. Podatke za tako promijenjen problem trans- 
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porta daje tabela 1; u njoj je upisano i prvo moguee rjegenje, koje dobivamo po 
metodi sjeverozapadnog kornera. Ovom mogueem rjegenju odgovaraju ukupni 
trogkovi transporta: 

Si = 7.5 + 9 (1 ± e) ± 2 (8 — e) ± 6 (1 + 2 e) + 5(10 + e) = 116 ± 24e 

nov6anih jedinica. 

TABELA I. PRVO M0GUa RJESENJE 

Si ---- 116 + 24s 
Odredilta Ponude 

ishodi§ta 
, 
'1 

PI 1 	P2 
p3 

7 9 5 7 

II 5 1 ± e 6 + e 
—8 

4 2 6 0 

Ishodiita 12 8 — e 1 + 2e 9 ± 6 

4 

3 8 5 —1 

13 10 + s 10 + s 

4 7 

Potranja 
odredi§ta 

5 9 11 ± 3s 25 + 38 

sj 0 2 6 

Transportni problem rijegimo metodom MODI. 

Najprije odredimo ocjene redaka i stupaca. Poeinjemo sa zauzetim poljem 
(1,1), kojemu odgovara transportna tarifa cli = 7; prvom retku dosudimo ocjenu 
v, = 7, stoga prvi stupac dobiva ocjenu s, 0 itd. Potom odredimo ocjene praz-
nih polja. Po6injemo s poljem (1,3), koje dobiva ocjenu 5 — 7 — 6 = — 8 itd. 
Kako jedno polje ima negativnu ocjenu, prvo moguee rjegenje moIemo poboljgati. 
U negativno ocijenjeno polje (1,3) prenesemo najveOi moguei broj; u tu svrhu 
odredimo zatvoreni put po kojem ovo polje ocijenimo metodom skakanja s ka-
mena na kamen: 

(1,3) 	(2,3) -> (2,2) -> (1,2) -> (1,3) 

Na ovom putu najmanji je broj 1 + e, zato ga prenesemo u polje (1,3). U skladu 
s uvjetima smanjimo broj u polju (2,3) na e, broj u polju (2,2) na 9, a polje (1,2) 
ostaje prazno. 

Tako dobivamo drugo moguee rjegenje, koje je bazieno i nedegenerirano; 
daje ga tabela 2. Njoj odgovarajuai ukupni trogkovi transporta jednaki su: 

S2 = 7.5 ± 5 (1 + e) + 2.9 ± 6 e ± 5 (10 ± e) = 108 ± 16 e 

nov6anih jedinica. 
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TABELA 2. DRUGO MOGUGE RJESENJE 

S2 = 108 + 16e 
Odredigta Ponude 

ishodigta VI 
P, p2 	p3 

7 5 7 
, 5 

8 
E 6 	e 

4 2 	6 8 
Ishodigta I2 9 9 + s 

—4 

3 8 5 7 

10 - I- E 10 -F e 
,--4 7 
_ 

Potra2nja 
odredigta 5 

0 ; 

9 

—6 

11 + 36 25 + 3E 

s, —2 

Za drug° moguee rjegenje najprije odredimo ocjene redaka i stupaca. Poei-
njemo sa zauzetim poljem (1,1), kojemu odgovara transportna tarifa c,„ 7; 
prvom retku damo ocjenu v, = 7, stoga prvi stupac dobiva ocjenu s, 0 itd. 
Potom odredimo ocjene praznih polja. Po6injemo s poljem (1,2), koje dobiva oc-
jenu 9 — 7 — (— 6) = 8 itd. Kako su dva prazna polja ocijenjena negativno, drugo 
moguee rjegenje mok se jog poboljgati. U polje (3,1), koje ima po apsolutnoj vri-
jednosti najveau negativnu ocjenu, prenesemo najveei moguai broj. Taj broj na-
demo na zatvorenom putu: 

(3,1) —> (1,1) —> (1,3) 	(3,3) —> (3,1) 

U prazno polje (3,1) mokmo prenijeti broj 5; stoga polje (1,1) ostaje prazno; u 
polju (1,3) dobivamo 6 ± a:, a u polju (3,3) dobivamo 5 ± e. Tako dobivamo treoe 
moguee rjegenje, koje je bazi6no i nedegenerirano; daje ga tabela 3. Njemu odgo-
varajuei ukupni trogkovi transporta jednaki su: 

S3 = 5 (6 + e) + 2.9 + 6 e 3.5 -I- 5 (5 + e) = 88 + 16 e 

noveanih jedinica. 

Za treee moguee rjegenje najprije odredimo ocjene redaka i stupaca. Poeinjemo 
sa zauzetim poljem (1,3), kojemu odgovara transportna tarifa c,3 = 5; prvom 
retku damo ocjenu vi = 5; stoga treei stupac dobiva ocjenu s3 0 itd. Zatim 
odredimo ocjene praznih polja. Potinjemo s poljem (1,1), koje dobiva ocjenu 7 

5 — (— 2) — 4 itd. Kako nijedno prazno polje nema negativnu ocjenu, to je 
treee moguee rjegenje optimalno. 

Osim ovog optimalnog rjegenja postoji medutim jog jedno altemativno opti-
malno moguoe rjegenje jer polje (2,1) ima ocjenu O. U to polje prenesemo najveei 
moguei broj koji dobivamo na zatvorenom putu: 

(2,1) - > (2,3) —> (3,3) —> (3,1) 	(2,1) 
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P2 	I 	P3 S3 = 88 + 168 

1 2 Ishodigte 

13 

TABELA 3. TRECE MOGUCE I PRVO ALTERNATIVNO OPTIMALNO RJESENJE 

Odredigta  Ponude 
ishodigta 

7 9 5 

6 + s 6 + 6 

4 8 

4 2 6 6 

9 
9 + e 

0 

3 8 5 5 

5 5 + 10 + 8 

7 

5 9 1 1 + 36 25 + 3s 

—4 0 —2 Sj 

Potrainja 
odredigta 

Vj Ponude 
ishodigta P3 

LT polje (2,1) prenesemo broj e, stoga polje (2,3) ostaje prazno, u polju (3,3) dobi- 
vamo 5 + 2 e, a u polju (3,1) broj 5 — 

Tako dobivamo Cetvrto moguae rjegenje koje je istovremeno i alternativno 
optimalno moguee rjegenje. I ovo je rjegenje baziCno i nedegenerirano. Njemu 
odgovaraju ukupni trogkovi transporta: 

Sq. = 5 (6 + e) + 4 e + 2.9 + 3 (5 — e) + 5 (5 + 2 e) = 88 + 16 e 

novCanih jedinica. 

TABELA 4. CETVRTO MOGUCE I DRUGO ALTERNATIVNO OPTIMALNO RJESENJE 

S4 = 88 + 16s 

7 	9 

4 	8 

4 	2 

9 

6 

0 

5 

+ 

6 

6 + e 

9 + 

10 + s 

25 + 38 

5 

6 

5 

Ishodigta 

i t 

1 2 

3 

5 — e 

8 

7 

9 

—4 

5 

11 

5 

+ 28 

+ 36 

0 

Potranja 
odredigta 

5 

1 	S) —2 

Pi 

Ooredigta  

I 	P2 	I 
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Tako smo 	pomoeni, postupkom e promijenjeni transportni problem; 
dobili smo dva bazi6na i nedegenerirana alternativna optimalna rjegenja. Iz ovih 
rjegenja dobivamo optimalno rjeknje prvobitnog 

transportnog problema tako da 
e priblaavamo O. Ako postavimo e = 0, iz treeeg i e'etvrtog mogueeg rjegenja po-
moenog problema dobivamo satno jedno optimalno moguee rjegenje prvobitnog 
problema; u matri6nom obliku dobivamo rjegenje: 

0 0 611 
0 9 0 
5 0 5 

Ovom 
rjegenju odgovaraju najmanji ukupni trogkovi transporta 88 novt'anih je-dinica. 

Ovo optimalno moguee rjegenje je degenerirano jer ima samo 4 pozitivne 
komponente. Stoga se transportni sistem raspada u dva odvojena i nepovezana 
transportna sistema, gdje prvo i treae ishodigte sama i u cijelosti opskrbljuju prvo 
i treee odredigte i gdje drugo ishodigte samo i u cijelosti opskrbljuje drugo odredigte. 

Vjelbe 

1. Transportni problem s pet ishodiga i sedam odredigta dajc tabela: 

14 
I5 

Potra2nje 
odredigta 

P1 

26 

139 

209 

115 

122 

P2 

60 

74 

148 

60 

102 

P3 

164 

30 

100 

130 

165 

P4 

184 
53 

37 

153 

188 

PS P6 P7 Ponude 
ishodigta 

250 

116 

40 
216 

251 

91 

227 

297 

200 

113 

500 

155 

69 

139 

40 
74 

600 

2 000 

2 200 

700 

300 

800 

6 000 
800 	1 500 	1 400 800 400 

Ri*egi problem metodom MODI i izral-unaj 
nom mogudem rjegenju. transportne trogkove koji odgovaraju optimal- 

2. Transportni problem s pet ishodigta i 

p4 

8 
6 
4 
9 

9 
__ 

7 

osam odredigta 

	

1,6 	p6 

	

6 	3 

	

5 	7 

	

10 	9 

	

14 	11 

	

9 	6 

	

8 	9 

daje tabela: 

(301300) 

sPhOondUi C1,6 tea 

5 

9 

14 
20 

60 

i 
I _ .. _ 

1 	1 

I 	i2 ' 	I A 

14 
Is 

_ _ _ _ 
1 Potrainje 

; 
odredigta 

PI 

- -- 
5 

8 
6 
8 
6 ___ 

3 

P2 
- - 

8 
11 

6 
4 
6 _ 

4 

1,3 

8 
15 

11 

5 

4 
__ 

6 

p7 

12 

4 

5 

13 

13 

p a 

13 

14 
6 
4 

11 

12 11 

Rijegi problem metodom 
malnom mogtgem jegenju. 

   

MODI i izraunaj transportne trogkove koji odgovaraju opti- 

(286) 
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5. Dvofazni transportni problem s vige vrsta robe 

Pri transportnim problemima linearnog programiranja koje smo dosad raz-
matrali ograniZavali smo se na prijevoze samo jedne vrste robe i na direktne prije-
voze od ishodigta do odredigta. U nastavku 6emo razmatrati transportne probleme 
koji su u dva vida uop6enja obi6nog transportnog problema lineamog programi-
ranja. Prvo se uopeenje odnosi na broj vrsta robe; obi6ni transportni problem uzima 
u obzir samo jednu vrstu robe, dok Cern° pri razmatranim problemima u nastavku 
uzimati u obzir proizvoljno mnogo vrsta robe. Drugo je uopeenje u tome gto su 
razmatrani transportni problemi dvofazni, roba se od ishodigta do odredigta moie 
prevesti bilo direktno bilo preko meduskladika. 

Razmatrajmo slijedeai dvofazni transportni problem s vige vrsta robe: 

Od ishodigta do odredika treba prevesti m vrsta robe: 

Ai 	(i 	1, 	, m) 

Sve vrste robe dolaze iz t ishodigta: 

Ij 	(j 	1, 	, t) 

Pri svakom je ishodigtu skladigte, koje oznitimo tako kao i samo ishodigte. Pored 
ovih skladigta postoji medutim jo§ (n — t) meduskladigta, tako da ima ukupno. 
n skladika: 

(j = 1, 	, t, 	n) 

To su skladigta: 
III • • • 	I t) I t + 1, • • • 

Roba se preveze od ishodigta do r odredigta 

Pk 	(k = 1, 	, r) 

Svako ishodigte ima s obzirom na svaku vrstu robe u jedinici vremena odre-
den kapacitet; neka bude: 

(i 	1, 	m; j 	1, 	, t) 

kapacitet ishodigta 	s obzirom na vrstu robe Ai. 

Svako odredigte ima u jedinici vremena odredene potrebe za pojedinim vrsta-
ma robe; neka budu: 

bi, 	(i 	1, 	, m; k = I, 	, r) 

potrebe odredika Pk za vrstom robe Ai. 

U prijevozu robe od ishodigta do odredigta nastaju transportni tro§kovi, koji 
su odredeni transportnim tarifama. Ako u prijevozu preko meduskladigta robu 
treba pretovarivati, onda trogkove pretovara ne uzimamo u obzir posebno vea 
ih uzimamo u obzir u odgovarajuaim prijevoznim tarifama. Neka bude: 

CiJks 
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transportna tarifa za prijevoz jedinice robe Ai od ishodika I; do odredika P„ ako 
se roba vozi preko meduskladika Is. U prijevozu robe mogu postojati neka ograni-
6enja s obzirom na propusnost pojedinih transportnih relacija i kapaciteta medu-
skladigta. Neka bude: 

Ths 	s; j = 1, 	, n; s = 1, 	, n) 

za jedinicu vremena odredena propusnost transportne relacije od ishodigta 	skla- 
digta Ij do skladigta I,. 

Nadalje neka bude: 

(s = 1, 	,n; k = I, 	, r) 

za jedinicu vremena odredena propusnost transportne relacije od skladigta I, do 
odredigta Pk. 

Kongno neka bude: 

ps 	(s 	1, 	, n) 

za jedinicu vremena odredeni kapacitet skladigta Is. 

Problem optimalnosti koji 	kod danog transportnog sistema rijegiti 
jest: Kako da usmjerimo prijevoz robe uz propisane uvjete od ishodigta do odre-
digta da bi ukupni trogkovi transporta bill najmanji. 

Strukturu podataka za ovaj transportni problem daju tabele 1. i 2. Tabela 1. 
daje kapacitete ishodigta, potrebe odredigta i transportne tarife; ispod pojedinih 
odredigta u tabeli su upisana skladigta preko kojih se roba prevozi. Tabela 2. daje 
propusnost skladigta i transportnih relacija; propusnosti skladigta upisane su u 
dijagonalnim poljima lijevoga dijela tabele. 

Pri ovom transportnom problemu pretpostavimo za svaku vrstu robe da je 
ukupni kapacitet ishodigta jednak ukupnim potrebama odredigta, pa da stoga vaie 
jednacabe: 

k—r 

I 	bit; 	==. 1, 	, 
i=1 	k=1 

To izjednai..'enje mo2emo uvijek postiei preuzimanjem pomoonog odredigta u 
koje usmjerimo eventualne vigkove ukupnih kapaciteta ishodigta iznad ukupnih 
potreba odredigta. 

Zapigimo problem u matematielom obliku; varijabla: 

XiJks 

neka znaei koliiinu robe Ai koja se na transportnoj relaciji preveze od ishodigta 
do odredigta Pk ako se roba prevozi preko meduskladigta Is. U primjeru gdje je 

j = s, radi se o direktnom prijevozu od ishodigta do odredigta Pk bez korigtenja 
nekog meduskladigta. Sve te varijable zadovoljavaju uvjet nenegativnosti: 

X. > oks = (1 ) 
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TABELA 1. KAPACITETI ISHODISTA, POTREBE ODREDISTA I TRANSPORTNE 
TARIFE PRI DVOFAZNOM TRANSPORTNOM PROBLEMU S VISE VRSTA ROBE 

TABELA 2. PROPUSNOSTI SKLADISTA I TRANSPORTNIH RELACIJA PRI DVO- 
FAZNOM TRANSPORTNOM PROBLEMU S VISE VRSTA ROBE 
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Zbog ogranieenih kapaciteta ishodika varijable za sve parove indeksa i i j 
zadovoljavaju sistem mt jednacabi: 

k=r s=n 

	

k=1 s=1 
XiJks 	ij 	-=" 	•-• 	= I, 

	 (2) 

Zbog propisanih potreba odredigta varijable za sve parove indeksa i i k zado-
voljavaju sistem mr jednadthi: 

I-1 	s--n 

E E Xijks 	bik 
j-.1 S=1 

Buduei da smo pretpostavili da je za svaku vrstu robe ukupni kapacitet ishodigta 
jednak ukupnim potrebama odredigta, to ove jednadThe sastavljaju sistem zavis-
nih jednadThi. Odgovarajuei sistem nezavisnih jednadThi dobivamo tako da iz 
sistcma posljednjih jednadThi izostavimo za svaku vrstu robe po jednu jednad2bu 
Ako izostavimo one jednadibe koje odgovaraju posljednjem odredigtu koje ima 
indeks k r, onda preostane jog sistem m (r — I) nezavisnih jednacabi: 

j= t S=n 

	

s=1 
XiikS 	bik 	(i 	••• m; k = I, 	, r — I) 	(3) 

Uzmimo da se roba prevozi preko najvige jednog meduskladigta. Zbog ogra-
nie'enih propusnosti transportnih relacija od ishodigta do skladigta i izmedu skla- 
digta, varijable za sve parove indeksa j i s — pri tom je j * s — zadovoljavaju si-
stem t (n — I) jednaabi : 

i=m k=r 

i-1 k=1 
Xijks 	RI. 	+ S; = I, 	t; S = I, 	n) 

	
(4) 

	

Zbog ogranie'ene propusnosti transportnih relacija od ishodigta 	skladigta 
do odredigta varijable za sve parove indeksa s i k zadovoljavaju sistem nr jednad2bi: 

i-m J-1 

	

Xijks 	cisk 	(s -- 1, ..• , n; k — 1, 	• , 	 ;5) i 

Zbog ogranienih kapaciteta skladigta varijable za sve vrijednosti indeksa s 
zadovoljavaju sistemu n jednacabi: 

	

i=m 	k=r 

	

E 	 E XiJks 	p,. 	, . . . , n) 	 (6) J=1 k=1 

Ukupni trogkovi transporta koji su za problem transporta funkcija cilja je-
dnaki su: 

i=m j-=t k=r s--n 

	

I 	ZEE Cijks Xijks 
- 1 1=1 k=1 s=-1 

Problem optimalnosti gto nastaje pri ovom uopeenom dvofaznom transport-
nom sistemu je slijedeei: Treba odrediti minimum ukupnih trogkova transporta 
(7) kod uvjeta da varijable odgovaraju jednad2bama i nejednadThama (1), (2), (3), 
(4), (5) i (6). Kako je funkcija cilja linearna i kako su i svi uvjeti linearne jednadThe 
i nejednadthe, to je rije o problemu linearnog programiranja. 

(7) 
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Tehnika rjegavanja ovog problema u primjeru kad s obzirom na propusnosti 
transportnih relacija i skladigta nema nikakvih ogranitenja, bitno se razlikuje od 
tehnike rjegavanja gdje postoje neka ogranitenja s obzirom na propusnosti. 

a) Najprije razmatrajmo moguCnost kad nema nikakvih ogranitenja s obzirom 
na propusnosti transportnih relacija i skladigta; pri toj moguenosti ne moramo uzi- 
mati u obzir koeficijente 'a, a 	ID sf 

pa dobivamo slijedeOi prilitno jednostavni 

transportni problem: 
Treba odrediti minimum ukupnih trogkova transporta (7) kod uvjeta da va-

rijable zadovoljavaju uvjete nenegativnosti (1) i linearne jednadtbe (2) i (3). 
Kako prema ovoj moguenosti nema nikakvih ogranieenja s obzirom na propu-

snosti, to robu usmjerimo od odredenog ishodigta do odredenog odredigta po naj-
jeftinijem putu; transportna tarifa za robu Ai po najjeftinijem putu od ishodigta 

Ii do odredigta Pk jednaka je: 

= min Cijks 

skladu s tim ovim najjeftinijim putem ptevezemo xi* jedinica robe Ai. Prvobitni 
transportni problem time se pojednostavni, pa dobivamo slijedeei problem: 

Treba odrediti minimum ukupnih trogkova transporta: 

i=m 1,=t k=r 

	

E E E 	XiJk 	
(7a) 

j=1 k=1 

kod uvjeta da varijable xijk zadovoljavaju uvjete nenegativnosti: 

XiJk 	0 	
(la) 

i linearnim jednad2bama: 
It=,r 

Xijk = 	(i = 1, 	m; --- 1, 	, 0 	 (2a) 

It.=1 

i=t 

E 	=bik 	= 1, ••• ,m; k 	1, ••• , r — I) 	(3a) 

=1 

Iz strukture ovog problema vidimo da se cjelokupni transportni problem ras-
pada u m transportnih problema, i to za svaku vrstu robe po jedan. Stoga ukupni 
transportni problem rijegimo tako da odgovarajuai transportni problem rijegimo 
za svaku vrstu robe posebno; ove parcijalne transportne probleme moiemo rijegiti 
nekom poznatom metodom, simpleks-metodom, metodom MODI nekom dru-
gom. Ukupne trogkove transporta dobivamo ako zbrojimo trogkove transporta za 

sve vrste robe. 
b) Prema drugoj moguanosti, gdje postoje neka ogranitenja s obzirom na 

propusnosti, takvo rascjepljenje problema nije mogute, pa stoga transportni pro-
blem treba rijegiti u cijelosti, npr. simpleks-metodom. 

	

Primjer. Dvije vrste robe A, i A2 prevoze se od dva ishodig.ta 	i I, do tri 

odredigta Pi, Pi i P3. 
Pri ishodigtu jednako su oznatena skladigta a pored njih po- 

stoji jog treae skladigte 13. Kapacitete ishodigta, potrebe odredigta i transportne 
tarife daje tabela 3; ogranitenja s obzirom na propusnosti transportnih relacija 

i skladigta daje tabela 4. 
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I 12 	13 	 .2 	Is 
T 	T 

5 . 	16 	11 ! 	11 I 	14 	9 . 
20 	45 I 

' 7 	14 	10 	13 I 	12 	8 I 

50 	— 	40 

90 

TABELA 3. PODACI ZA KAPACITETE ISHODISTA, POTREBE ODREDISTA I TRANS- 
PORTNE TARIFE. OPTIMALNO MOGUCE RJESENJE AKO POSTOJE OGRANIENJA 

PROPUSNOSTI 

P3 

; 	 1 , 	 12 
•___ 	; 

15 	10 	11 

5 70 

10 

25 80 
_ 
150 

. 

13 

60 I 

, 1 	10 

1 . 	_. 40 , 

100 

Pi 

-• 

— ---- — ------ 

aii 	I 

12 	I 

bik 	I 
_ — 

1 
4 

30 

9 	' 

-- 

	

2 	— 
11 	' 	I 	14 	I 

	

I 	
'_._

5
__ 

8 	' 	19 

	

_ __ . 	I 

_ 4___.; 

20 

17 

12 

15 

45 

! 	10 	. 
■ 

! 	25 	' 
1._15_1 

I 
1 
— _ L.. 

, 

1 

15 

10 

__ 
25 

I , 	' 

A2 

I 	12 

13 	i 
I 

10 : 

i 

45 

17 	8 

55 

85 

6 

25 _ _ _ 
30 

II 

TABELA 4. PODACI 0 PROPUSNOSTI SKLADISTA 
I TRANSPORTNII-1 RELACIJA 

- 1- — . 	12 I 13 	pi 	p2 , p3 
1 

_ 	 _ _ 
a) Razmatrajmo najprije dvofazni transportni problem kad nem nikakvih 

ogranieenja s obzirom na propusnosti transportnih relacija i skladigta; podatke za 
taj problem daje tabela 3. U ovom primjeru vozimo robu od ishodigta do odre-
digta uvijek najjeftinijim putem. Stoga vozimo prvu robu od prvog ishodigta di-
rektno do prvog odredigta po transportnoj tarifi 5, do drugog odredigta preko treeeg 
skladigta po transportnoj tarifi 9 i do treeeg odredigta preko drugog skladigta po 
transportnoj tarifi 10; prvu robu vozimo od drugog ishodigta direktno do prvog 
odredigta po transportnoj tarfi 7, do drugog odredigta preko treeeg skladigta po 
transportnoj tarifi 8 i do treeeg odredigta preko drugog skladigta po transportnoj 
tarifi 8. Drugu robu vozimo od prvog ishodigta do prvog odredigta direktno po 
transportnoj tarifi 4, do drugog odredigta preko prvog skladigta po transportnoj 
tarifi 10 i do treaeg odredigta preko drugog skladigta po transportnoj tarifi 11; drugu 
robu vozimo od drugog ishodigta do prvog odredigta direktno po transportnoj 

350 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



tarifi 9, do drugog odredika preko treOeg skladika po transportnoj tarifi 8 i do- 
treCeg odredika preko drugog skladika po transportnoj tarifi 6. Podatke za taj 

transportni problem daje tabela 5. 

TABELA 5. PODACI I OPTIMALNO MOGUCE RJESENJE DVOFAZNOG TRANSPORT-
NOG PROBLEMA BEZ OGRANICENJA PROPUSNOSTI 

tabela 3, 
ograni&nja propusnosti: 

za transportnu relaciju od I, do Pi: 
za transportnu relaciju od 12 do P3: 

za transportnu relaciju od 13 do 132: 

i za skladike 13: 

Iz tabela 3. i 4, koje daju podatke za taj dvofazni transportni problem, dobi—
vamo sve uvjetne jednadibe i nejednadibe. 

1Jvjeti nenegativnosti su: 

XiJks 	° (i -= 1,2; j = 1,2; k 	1, 2, 3; s 	1,2,3) 

qi, = 30, 
q23 = 90, 
q32 = 40 
p3 = 50. 

P2 	I 	P3 

70 1, 
5 

20 45 9 

	10 

5 
- 

7 8 8 

80 80 

bik 20 45 85 150 

4 	10 11 

I 1 	 45 15 

A2 9 8 6 

12 10 30 40 

b2k 45 	25 30 100 

Transportni se problem raspada u dva odvojena obi6na transportna problema, 
i to za svaku vrste robe po jedan; svaki od ovih problema rje§avamo posebno. Op-
timalno moguee rje§enje, koje motemo dobiti grafiai metodom MODI, upisano 
je u tabeli 5. Najmanji trakovi za prijevoz prve robe jednaki su 1 195, a za prijevoz 
druge robe jednaki su 590 noveanih jedinica; stoga optimalnom moguaem rje§enju 
odgovaraju ukupni najmanji trakovi transporta 1785 novanih jedinica. Optimalnu 
strukturu transporta prikazuje sl. 33; u njoj su kolieine prve robe upisane nepodvu- 
'6eno, a koli6ine druge robe podvaeno. 

b) Razmatrajmo jo§ transportni problem pri kojem postoje ograni6enja s 
obzirom na propusnosti transportnih relacija i skladika. Podatke za kapacitete 
ishodika, potrebe odredika i transportne tarife za ovaj transportni problem daje 

dok tabela 4. daje ograni6enja propusnosti. Po ovoj tabeli postoje slijedeea 
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I 

i 	t 
t 	1 	 / 	t 

1 	% 	 / 	t 

20 145 
\ 

	

/ 	85 \30 
/ 	 t 

/ 

i - % 	45 	 t 
/ 

i 
1 	I 	 //70 	 t 

	

/ - 	
t 

20, 45 

// 
115 

45 
/ 70 , 

SI. .?.?. Optimalna struktura transporta pri problenzu bez ogranijenja propzesnosti 

jednad2be koje dobivamo zbog propisanih kapaciteta ishodika: 

E 
k-3 

E 	Xi 1ks 

s=3 

70 

k=3 

X12ks 
s=1 

s=3 

= 80 

E E 	X2 I k s 
s=1 

s=3 

== 60 

X, I 	Xs2k, 40 

Jednad2be kojc dobivamo zbog propisanih potreba odredika: 
j=2 s=3 
I 

j=2 
E 

1=2 

J-1 

j-2 

i-t 

I 
s=1 

s=1 

s=1 

s=3 

X 
b-t 

-- 

X1)2, = 

X2J1s = 

X2j2s = 

20 

45 

45 

25 
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NejednadThe koje dobivamo zbog ograni6enja propusnosti: 

i=2 

E 
i=1 

i=2 

i=1 

i=2 
E 

i=1 
i=2 

E 
i=i 
j=2 

E 
j=1 

j=2 
I 	x,,,, 

i=3 

j=2 
E 	Xij32 

j=1 

j=2 

E 	x;323 5 

k=3 

XIJk3 
k=1 

30 

90 

40 

50 

Funkcija cilja odredena je sa 36 koeficijenata, koji su upisani u tabeli 3. u po-
Ijima u gornjem desnom uglu. 

Problem rije§imo simpleks-metodom pomoau elektronskog redunala. Opti-
malno moguee rje§enje upisano je u tabeli 3. Optimalnu mogu6u strukturu prikazuje 
sl. 34; u njoj su upisane kolieine prve robe nepodvu6enim, a koli6ine druge robe 
podvu6enim brojkama. Prema ovom rjdenju ukupni su trakovi transporta naj-
manji i jednaki 2 230 nov&nih jedinica. 

45P,225 I 
SI. 34. Optimalna struktura prijevoza pri tramportnom problemu s ogranieenjima propusnosti 

23 Lineamo programiranje 	 353 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



6, Primjer o isporuci sezonske robe 

Proizvodae sezonske robe sklopi s narueiocem ugovor da ee mu u toku e.etiri 
mjeseca isporueivati mjeseeno odredene kolieine robe. Prvi mjesec mora isporutiti 
b, = 70, drugi mjesec b2 = 85, treei mjesec b3 ---- 95 i eetvrti mjesec 134 60 
jedinica robe. Proizvodae poeinje robu izradivati u mjesecu prije prvog roka ispo-
ruke, pa onda izraduje robu jo§ drugi, treei i eetvrti mjesec. Robu mok izradivati 
u redovnom i u prekovremenom radnom vremenu. U redovnom radnom vremenu 
mok izraditi u uzastopnim mjesecima najvige al, = 30, a2, — 50, a3, 60 i 
a4, 40 jedinica robe u prekovremenom radnom vremenu medutim mok izraditi 
u uzastopnim mjesecima najvige ain = 80, = 40, a3,, = 30 i a4n 10 jedinica 
robe. Proizvodnja 1 jedinice u rerd=ov7nomi cr4ardnom vremenu izradene robe stoji po 
mjesecima c,„ = 6, c2,. = 5, c3 . 4 noveane jedinice; proizvodnja 
jedne jedinice robe u prekovremenom radnom vremenu stoji medutim po mjese-
cima c,„ -r 9, c2n — 7, c3n — 8 — 6 noveanih jedinica. Proizvodae ima mo-
guanost da izradenu robu uskladi§ti tako da je ne mora isporueivati odmah u ne-
posrednom roku isporuke, vee je mok isporueiti i kasnije; za skladigtenje robe 
ima za 1 jedinicu robe za svaki mjesec 1 novCanu jedinicu trogkova. Kako da proi-
zvodae planira proizvodnju robe da bi pri izradi i eventualnom skladi§tenju robe 
imao najmanje trogkove? 

Podaci su za ovaj problem sakupljeni u gornjem dijelu tabele I. 

Izrazimo problem u matematiekom obliku. U tu svrhu oznaeimo, kao gto 
vidimo na tabeli 1, sa xi, x2, x3 i x4 kolieine po mjesecima u redovnom radnom 
vremenu izradene robe, sa y„ y2, y3 i y4 kolieine po mjesecima u prekovremenom 
radnom vremenu izradene robe i sa s2, s3 s, kolieine u drugom, treeem i eetvr-
tom mjesecu uskladigtene robe. 

Zbog uvjeta nenegativnosti i zbog ogranieenih kapaciteta proizvodaea varijable 
odgovaraju nejednacabama: 

0 	x, 	30, 0 	x, :5_ 50, 0 	x3 	60, 0 	x4 	40, 	(I) 
0 	y, 	80, 0 5_ 1:2 	40, 0 	y3 	30, 0 	y4. 	10 	(2) 

Kolieina s, u drugom mjesecu uskladigtene robe jednaka je: 

s, 	x, 	31, -- 70 

Kolitina s, u treeem mjesecu uskladigtene robe jednaka je: 

S3 -7- X 
	

Yi + x2 + Y2 — 70 — 85 

Kolieina s4 u eetvrtom mjesecu uskladigtene robe jednaka je: 

s4 = x, 	y, 	x2, ± y2 -I-. x3 + y3 -- 70 — 85 — 95 

Trogkovi proizvodaea sastoje se od dva dijela; od trogkova proizvodnje i od 
trogkova skladigtenja. Proizvodni su tro§kovi jednaki: 

6x, ± 9y, + 5x2 	7y2 7x3 8y3 4x4 6y4 
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TABELA 1. PODACI I OPTIMALNO MOGUCE RJESENJE PRIMJERA 
0 ISPORUCI ROBE 

1. mjesec 12. mjesec 3. mjesec I 4. mjesec 

IsporuUne koli6ine 
bj 

85 	95 70 60 

Podaci 

Kapaciteti u re-
dovnom radnom 
vremenu 
a j, 

Kapaciteti u pre-
kovremenom rad-
nom vremenu 
aj. 

Proizvodni tro-
§kovi za jedinicu 
robe u redovnom 
radnom vremenu 
Cjr 

Proizvodni trako-
vi za jedinicu robe 
u prekovremenom 
radnom vremenu 
Cin 

Mjeseeni trakovi 
skladatenja jedi-
nice robe 

KoHaile robe pro-
izvedene u redov-
nom radnom 
vremenu 
Xj 

30 	50 60 

80 40 30 

6 

9 

5 

7 

7 

8 

_ 1 1 

X 1 X2 X3 

40 

10 

4 

6 

1 

Xa 

y , Y2 Y3 Y a Varijable 

Koliane robe 
proizvedene u 
prekovremenom 
radnom vremenu 

51.1 

Stanje zaliha 
sj 

0 S z S3 84 

Optimalno 
mogu6e 
rjeienje 

Kolgine robe 
proizvedene u re-
dovnom radnom 
vremenu 

KoRine robe 
proizvedene u 
prekovremenom 
radnom vremenu 

30 50 60 	40 

50 40 30 10 

Stanje zaliha 	 — 10 15 10 
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nov6anih jedinica. Kako skladikenje jedne jedinice robe stoji svaki mjesec po 1 
novC•anu jedinicu, to su ukupni troNtovi skladigtenja jednaki: 

S2 -:- S3 -F S4 

Ako za pojedinkne sumande u ovoj sumi uvrstimo gore izraeunate izraze, dobivamo 
ukupne trogkove skladigtenja: 

	

3x, -I- 3y, 	2x, 	2y, -I- x3 -7 y3 — 475 

noveanih jedinica. Ako zbrojimo jedne i druge trogkove, dobivamo ukupne trog-
kove proizvodaea: 

S 	9x, -17 12yi 	7x2 	9Y2 	8x3 	9y3 	4x4 	6y4. — 475 	(3) 

novCanih jedinica. Tako dobivamo slijedeei problem optimalnosti: 

Treba odrediti vrijednosti varijabla xi, x2, x3, x4 	v v v koje zado- :1, a 2> .7 3) 
voljavaju nejednadThe (1) i (2) tako da funkcija cilja (3) ima minimum. Kako su 
svi uvjeti linearne nejednadibe i kako je funkcija cilja lineama, radi se o problemu 
linearnog programiranja. Problem moiemo rijekti simpleks-metodom pomo6u 
elektronskog rkunala. Optimalno moguCe rjegenje upisano je u donjem dijelu ta- 
bele 1; njoj odgovaraju najmanji trogkovi dobavljaea 2 075 noveanih jedinica. 

Ovaj se problem mcde rijegiti i na drugi naein; formalno ga mo2emo prevesti 
u obieni transportni problem linearnog programiranja, pa ga potom rije.giti pozna-
tim transportnim metodama. Problem prevedemo formalno u transportni problem 
koji daje tabela 2. 

Ustanovimo najprije gto treba da znke ishodigta pri transportnom problemu. 
Ovaj transportni problem ima 8 ishodigta: 

r, Iin, I2r, 12n3 	I2n) I4n) I4n 

Kod njih prvi indeks znaei mjesec u kojem proizvodae izradi robu, dok drugi indeks 
odrecluje da je roba izradena u redovnom prekovremenom radnom vremenu. 
Tako na primjer 13, znael ishodigte robe koja je izradena u treeem mjesecu u re-
dovnom radnom vremenu. Kapaciteti a, ovih ishodigta jednaki su kapacitetima proi-
zvodaea po mjesecima u redovnom i prekovremenom radnom vremenu. 

Ustanovimo jog' gto treba da znaee odredigta pri ovom transportnom problemu. 
Ovaj transportni problem ima 4 odredigta: 

PD P2, Pa, P4 

Kod njih indeks znaei mjesec u kojem proizvodae dobavi robu. Tako na primjer 
odrcdigte P3 znaei isporuku robe b3 na kraju treeeg mjeseca. Potra.2nje odredigta 
bi jednake su kolielnama po mjesecima isporu6ne robe. Ukupni kapacitet svih is-
hodigta jednak je 340 jedinica robe i ve6i je za 30 jedinica od ukupne potrainje 
odredigta, koja je jednaka 310 jedinica. Stoga, da bismo izjednaeili ove dvije 

uvodimo dodatno odredigte 133, kojemu propigemo potra'inju 30 jedinica robe. 

Ustanovimo jog konaeno gto treba da znaee transportne tarife pri ovom trans-
portnom problemu. Transportne tarife odgovaraju trogkovima koje ima dobavljae 
za neku jcdinicu robe. Ako dobavljae robu isporuei u istom mjesecu u kojem ju 
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Ilr 

I 1 n 

I2r 

12n 

I3r 

134 

1 4 r 

1 4 4 

bj 

Sj 

70 

0 

TABELA 2. PODACI I PRVO MOGU6E RJESENJE PROBLEMA ISPORUKE ROBE KAO 
TRANSPORTNOG PROBLEMA 

TreCi 
mjesec 

Cetvrti 
mjesec 

Si 2 295 Pi 	I P2 P3 P4 P5 

7 

0 

8 

0 

9 

—5 

0 
30 

6 

10 
40 0 

0 

11 

6 
5 

0 

12 

—8 

—3 

0 

0 

80 
9 

50 
4 

6 

5 
45 

7 

0 

0 

7 

9 

8 
10 

30 

8 
40 

7 
50 

—5 

0 
40 

60 

30 

—4 

—5 

0 

0 

5 

6 

4 
20 

6 

20 

10 

0 

0 

40 

10 

1 

60 

3 

30 

—1 

340 85 95 

2 

Prvi 
mjesec 

Drugi 
mjesec 

je izradio, onda za nju ima samo proizvodne trogkove. Ako dobavljae isporuei robu 
nakon jednog mjeseca od kako ju je izradio, onda ima za nju trogkove koji su je-
dnaki sumi proizvodnih trogkova i trogkova za jednomjeseeno uskladigtenje. Ako 
dobavljae isporuei robu nakon dva mjeseca od kako ju je izradio, onda ima za nju 
trogkove koji su jednaki sumi proizvodnih trogkova i dvokratnih trogkova za jedno-
mjeseeno uskladigtenje itd. Alto dobavljae izradi npr. 1 jedinicu robe u prvom mje-
secu u redovnom radnom vremenu i isporuei je jog istoga mjeseca, onda ima za nju 
6 noveanih jedinica trogkova; ako je isporuei u drugom mjesecu, onda ima za nju 
6 + 1 = 7 noveanih jedinica trogkova; ako je isporuei u treeem mjesecu, onda 
ima za nju 6 + 2 = 8 noveanih jedinica trogkova; ako je isporuei u eetvrtom mje-
secu, onda ima za nju 6 + 3 =- 9 noveanih jedinica trotkova; ovi brojevi odgovaraju 
transportnim tarifama u prvom retku tabele 2. Slieno dobivamo i sve druge trans-
portne tarife. Transportne tarife od proizvoljnog ishodigta do dodatnog odredigta 

P5 sve su jednake O. 
Tako smo problem isporuke robe preveli u obieni transportni problem li- 

nearnog programiranja, koji daje tabela 2. Tabela je na lijevoj strani dolje nepot- 
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S2 -- 2 255 Pi 	P2 	P3 	 P4 

6 7 

9 10 
35 

I4n 

30 
Prvi 
mjesec 

Iin 	40 

I2r 

Drugi 
mjesec 

12.  

.1„ 

Treoi 
mjesec 

13.  

4r 

Cetvrti 
mjesec 

bi 	70 	85 

Si 	 o 

2 

95 	60 

—6 	—5 

8 

8 

11 

8 

9 

8 

12 

8 

4 
25 

6 

30 

puna jer dobavlja6 ne moie isporuati robu prije nego §to ju je izradio. Transportni 
problem rije:s'imo metodom MODI u 5 iteracija. 

Prvo moguee rjetenje u tabeli 2. dobivamo po metodi sjeverozapadnog kornera. 
Ovom rjetenju odgovaraju ukupni tro§kovi SI = 2 295 nov6anih jedinica. Po 
ocjeni redaka, stupaca i praznih polja vidimo da je polje (2,5) ocijenjeno najmanjim 
negativnim brojem — 8. U to polje prenesemo broj 5 i u skladu s uvjetima promi-
jenimo brojeve u zauzetim poljima na zatvorenom poligonalnom putt': 

(2,5) -> (7,5) 	(7,4) --> (5,4) -> (5,3) --> (3,3) -->- (3,2) --> (2,2) -> (2,5) 

Tako dobivamo drugo moguee rjetenje, koje je dano u tabeli 3. Ovom rjetenju 
odgovaraju ukupni trotkovi S2 = 2 255 nov6anih jedinica. Nakon ocjene redaka, 
stupaca i praznih polja vidimo da polje (4,2) ima najmanju negativnu ocjenu. U 
ovo polje prenesemo broj 5 i u skladu s uvjetima promijenimo brojeve u zauzetim 
poljima na zatvorenom poligonalnom putu: 

(4,2) -> (2,2) 	(2,5) 	(7,5) -> (7,4) -> (5,4) -> (5,3) 	(4,3) -> (4,2) 

TABELA 3. DRUGO MOGUCE RJESENJE 

P5 ai 

0 6 
3 30 

0 9 
5 80 

0 4 
50 

0 14 
—5 40 

0 13 

—4 
60 

0 14 
—5 

30 
• _ 

0 9 	I 
.15 40 

0 9 	; 
10 10 

30 340 
_ 

—9 

' 
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S3 2 215 

Prvi 
mjesec 

I „ 

 

Drugi 
mjesec 

 

I2r 

I2n 

I3r 

13. 

I4r 

  

  

 

Treei 
mjesec 

 

   

    

 

Cetvrti 
mjesec 

  

    

bs 

Ss 

4 
50 

6 
40 

5 
6o 

14 
30 

9 
40 

9 
10 

340 

7 

0 

10 
30 

5 
50 

8 

0 

1 1 
0 

6 

0 

9 

8 

12 

8 

7 

8 
-^ 

9 

8 

8 

8 
35 

7 
60 

7 

5 

Tako dobivamo treee moguae rjeknje, koje daje tabela 4. Ovom rjegenju od-

govaraju ukupni trakovi S3 = 2 215 nov6anih jedinica. Nakon ocjene redaka, 
stupaca i praznih polja vidimo da polje (6,3) ima najmanju negativnu ocjenu. U 
to polje prenesemo broj 10 i u skladu s uvjetima promijenimo brojeve u zauzetim 
poljima na zatvorenom poligonalnom putu: 

(6,3) -> (4,3) -> (4,2) -->- (2,2) 	(2,5) -> (7,5) 	(7,4) -> (6,4) -> (6,3) 

TABELA 4. TREC..E MOGUe.E RJESENJE 

n, 	r, P2 	P3 

70 

0 I 
85 	95 

1 	2 

Vs 	1 

6 
30 

9 
40 

8 

—8 

4 
30 

6 

2 

60 

9 
30 

—5 

3 

10 

0 

5 

3 

0 

4 

0 

—5 

10 

10 

30 

0 

—9 

30 

80 

6 

9 

Tako dobivamo 'aetvrto moguee rjdenje, koje daje tabela 5. Ovom rjdenju 

odgovaraju ukupni tro§kovi S4 = 2 135 nov6anih jedinica. Nakon ocjene redaka, 
stupaca i praznih polja vidimo da prazno polje (8,4) ima najmanju negativnu oc-
jenu. U to polje prenesemo broj 10 i u skladu s uvjetima promijenimo brojeve u 
zauzetim poljima na zatvorenom poligonalnom putu: 

(8,4) -> (6,4) --> (6,3) --> (4,3) -> (4,2) -> (2,2) -->- (2,5) 	(8,5) -> (8,4) 
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0 	0 

10 	11 

20 	0 

5 	6 
50 

0 

7 
60 

TABELA 5. CETVRTO MOGUa RJE8ENJE 

10 

Szt = 2 135 

Prvi 
mjesec 

I , 	40 

I2r 
Drugi 
mjesec 

12..1 

I3r 

'creel 
mjesec 

P4 

9 

P5 

0 3 _ 
12 

0 20 

7 

0 5 

9 

0 3 

8 

0 4 

9 
20 

3 

a, 	v, 

0 	6 
30 

_ 
0 	9 

80 

0 	4 
50 

0 
40 

0 	5 
60 

•__ _ 
0 	6 

30 

Pi 	P2 	P3 

6 	7 	8 
30 

_ 
0 	1 

! 40 

0 I 	9 
10 	10 

_ 
30 	340 

40 

—6 _ 
95 
	

60 

 

Cetvrti 
mjesec 

  

1), 

Si 

 

70 	85 

0 I 	1 

 

 

   

2 	3 —9 

Tako dobivamo peto moguee rjegenje, koje je dano u tabeli 6. Ovom rjegenju 
odgovaraju ukupni trogkovi Ss 2 075 nov'danih jedinica. Nakon ocjene redaka, 
stupaca i praznih polja vidimo da nijedno prazno polje nema negativnu ocjenu. 
S toga je ovo rjegenje optimalno. Kako neka prazna polja imaju ocjene 0, to pored 
ovog postoje jog neka druga optimalna rjegenja. 

1z izra6unanog optimalnog mogueeg rjegenja transportnog problema dobivamo 
slijedeee optimalno moguee rjegenje prvobitnog problema, a za dobavljga slije-
deei optimalni plan: 

U prvom mjesecu dobavlja?; izradi u redovnom radnom vremenu 30, a u preko-
vremenom radnom vremenu 50 jedinica robe; time ne iskorigtava moguenost da 
u prekovremenom radnom vremenu izradi jog 30 jedinica robe; na kraju mjeseca 
isporu6 70 jedinica robe a 10 jedinica uskladigti. U drugom mjesecu iskoristi sve 
svoje kapacitete i izradi u redovnom radnom vremenu 50, u prekovremenom 
radnom vremenu 40 jedinica robe; na kraju mjeseca isporuii 85 jedinica robe, a 
uskladigti 15 jedinica. U tree:ern mjesecu isto tako iskorigtava sve svoje kapacitete 
i u redovnom radnom vrernenu izradi 60 a prekovremenom 30 jedinica robe; 
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TABELA 6. PETO OPTIMALNO MOGUCE RJESENJE 

P3 	4S 	P 

8 	9 

Pi 	P2 

7 

0 	0 

10 	11 
10 

5 
50 

7 
25 

 

= 2 075 

  

Pridi 
mjesec 

 

Iir 

Drugi 
mjesec 

_ 

12, 

I2n 

I3r 

I3n 

Treei 
mjesec 

Cetvrti 
mjesec 

 

     

6 

8 
15 

8 

20 

0 

0 

0 

12 	0 
30 

5 

0 

30 

80 

9 
10 

4 
40 

0 

3 

0 

4 

0 

3 

0 

8 

6 
10 

0 

0 

7 	8 
60 

P5 

0 

3 
6 

30 

9 
40 

7 

9 

50 

40 

60 

30 

ao 

10 

340 6o 

3 
Si 

70 	85 

0 	1 	

95 

6 

30 

Vi 

6 

9 

4 

6 

5 

6 

1 

3 

na kraju meseca isporuei 95 jedinica robe, a uskladi§ti 10 jedinica. U eetvrtom 
mjesecu iskoristi sve sveje kapacitete i izradi u redovnorn radnom vremenu 40 
a u prekovremenom 10 jedinica robe; na kraju mjeseca isporuei 60 jedinica robe i 
time iscrpe svu svoju zalihu. Donji dio tabele 2. daje ovaj za dobavljaea optimalni 
plan; pri takvom programu dobavljae ima najmanje trakove 2 075 noveanih je— 

dinica. 
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XV. BILINEARNO PROGRAMIRANJE 

1. Opei problem bilinearnog programiranja 

Neki ekonomski znaeajni problemi odredivanja optimuma u matematiekom 
razmatranju dovode do nekog osobitog tipa nelinearnog programiranja. U tim 
problemima nastupaju dvije medusobno nezavisne grupe varijabla; te varijable 
zadovoljavaju linearne nejednadibe jednad2be, a funkcija cilja je bilinearna 
forma tih varijabla. Rjegavanje takvih nelinearnih programa mok se prevesti na 
uzastopno rjegavanje odgovarajueih linearnih programa. 

0 problemu bilinearnog programiranja radi se npr. u transportnim proble-
mima nekoga posebnog tipa. Uzmimo da klimo odredenu kolieinu robe prevesti 
iz jednoga kraja u drugi. Put izmedu oba kraja mokmo podijeliti na nekoliko od-
sjeka; pri tom nam razdioba nije poznata, pa su zato duiine pojedinih odsjeka va-
rijable. Te varijable odgovaraju nekim propisanim uvjetima. Za prijevoz robe 
imamo na raspolaganju razlieita vozila koja mcdemo upotrijebiti na pojedinim 
odsjecima puta; za svako od tih vozila i za svaki odsjek puta poznate su nam tran-
sportne tarife. Kolieine ovim vozilima na pojedinim odsjecima prevezene robe 
eine drugu grupu varijabla. I te varijable zadovoljavaju neke propisane uvjete. 
S obzirom na transportne trogkove na pojedinim odsjecima puta pretpostavimo 
da su direktno proporcionalni produktu duline puta i kolieine prevezene robe i 
da su ukupni transportni trogkovi jednaki sumi transportnih trogkova na pojedinim 
odsjecima. Prema toj pretpostavci, ukupni transportni trogkovi bilinearna su forma 
varijabla koje izratavaju du2ine odsjeka puta i kolieine na tim odsjecima prevezene 
robe. Prijevoz iz kraja u kraj klimo organizirati tako da uz propisane uvjete ukupni 
transportni trogkovi budu najmanji. Uz propisane uvjete kojima mora odgovarati 
svaka od obiju grupa varijabli i uz dane funkcije cilia dobivamo problem bilinearnog 

programiranja. 
Na problem bilinearnog programiranja nailazimo npr. i u nekom posebnom 

proizvodnom problemu s podrueja poljoprivrede. Uzmimo da imamo na izbor 
odredene poljoprivredne povrgine za proizvodnju razlieitih poljoprivrednih kultura. 
Te poljoprivredne povrgine medusobno se razlikuju s obzirom na pogodnost za 
uzgoj pojedinih kultura. Pri proizvodnom problemu uzimamo u obzir dva tipa 
trogkova: trogkove za kupnju poljoprivrednih povrgina i trogkove za uzgoj kultura 
na nabavljenim povrginama. Velieine nabavljenih povrgina na kojima uzgajamo 
pojedine kulture nisu poznate i sastavljaju prvu grupu varijabla; te varijable zado-
voljavaju neke propisane uvjete. Trogkovi za uzgoj kultura nastaju zbog potrognje 
razlieitih produkcionih faktora kao gto su npr. radna snaga, gnojiva itd., jednom 
rijeei radi intenzifikacije privredivanja. KoHeine u obzir uzetih produkcionih 
faktora eine drugu skupinu varijabla; i te varijable zadovoljavaju neke propisane 
uvjete. Pretpostavimo da je vrijednost uroda direktno proporcionalna produktu ve- 
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lieine poljoprivredne povr§ine i stupnja intenzivnosti privredivanja. U danim 
uvjetima ielimo programirati poljoprivrednu proizvodnju tako da vrijednost ukup-
nog uroda bude najveea. Uz propisane uvjete koje varijable zadovoljavaju uz 
dane funkcije cilja dobivamo problem bilinearnog prograrniranja. 

Opei problem nelineamog programiranja s bilineamom funkcijom cilja izrazit 
demo za primjer maksimuma u matematidkom obliku na slijededi nadin: 

Treba odrediti maksimum bilineame funkcije cilja: 

c„ 	+ 	civx, y„ 

uz uvjet da varijable: 
	x 	cus, xu Yv 

xi, •••, xu 	Yi, •••, Yv 

zadovoljavaju uvjete nenegativnosti: 

x, 	0, 	x„ ?- 0, y, 	0, ••• y, 	0 
i Iinearne nejednadThe: 

a„ x/ + .. -H- a „x„ 	p, 	b„ y, 	... 	b,,y, 	q, 

x, 	... -I- a„x„ 	px. 	 bs, 	+ ..• 	bsv Yv 5. cis 

Pri tom su indeksi proizvoljni naravni brojevi, a svi koeficijenti proizvoljni su realni brojevi. 

Slidno moZ'emo izraziti odgovarajudi problem bilinearnog programiranja za 
minimum funkcije cilja. U nastavku demo razmatrati samo problem za maksimum; 
slidno razmatranje za minimum prepu§tamo ditaocu. 

U postavljenom problemu nastupaju dvije nezavisne grupe varijabla koje 
rnedusobno nisu povezane nikakvim zajednidkim uvjetom. Varijable obiju grupa 
zadovoljavaju uvjete nenegativnosti i svaka grupa varijabli zadovoljava svoje ne-
jednadThe jednad2be. Funkcija cilia je bilinearna forma tih varijabla. 

Kao gto je to u linearnom programiranju obidaj, najprijc promijenimo uvjetne 
nejednacabe u jednad2be tako da uvedemo dopunske varijable. Nakon uvodenja 
dviju skupina dopunskih varijabla: 

	

•••, X11+ r 	Xm 	Yv + 1 	• • •J 	r 	Ya 

clobivamo slijededi problem bilinearnog programiranja: 

Treba odrediti maksimum bilinearne funkcije cilia: 

CI X1 371 	••• 	Cin X1 Yn + 

	

"" Cm' Xm y, + 	Cmn Xm 

uz uvjet da varijable: 

	

X1) •••5 Xrn 	Y1) • •, Yo 
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zadovoljavaju uvjete nenegativnosti: 

x 	0, 	x„, 	0, y„ 	0, ... 	a. 0 

i linearne jednadibe: 

ail x, 	 x„, =- p, 	bil Yi 	bin Yn = qi 

	

yi + • 	bsn Yn qs 
a„ x, 	ar,„ 	pr 

Da bismo problem izrazili kraae u matrialom obliku, uvedemo neke matrice. 

Matrica: 
all ••• aiti 	I 	••• 0 

A --- 	 : 	
• 	 • 

ar„ 0 ... 1 

ima red rxmi odreduje 
koeficijente varijabla u prvoj grupi jednadtbi. Matrica: 

••• b„ 1 ... 0 ;! 

B = 	: 	: 	: 	: 
b„ 	bs., 0 .•• 1 11 

ima red sxn i odreduje koeficijente varijabla u drugoj grupi uvjetnih jednadibi. 

Matrica: 

c = 

ima red mxn i odreduje koeficijente u funkciji cilja. Matrica reda r x 1: 

P 	 (P1' •••' Pr} 

odreduje desne strane prve grupe jednad'ibi. Matrica reda s x 1: 

Q 	 cis} 

odreduje desne strane druge grupe jednadibi. Matrica reda m x 1: 

x.i 
X 	it 	{x„ 	x„,} 

x,„ 

c„ 	c„ 0 . .. 0 

••• c„,, 0 .. . 0 

0 	... 0 	0 ... 0 

• o 	... 

365 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



odreduje prvu grupu varijabla, dok matrica reda n x 1 : 

Yi I 
Yn 

odreduje drugu grupu varijabla. 

raziti ovako: 

	

Nakon uvodenja 	
matrica problem bilinearnog programiranja mokmo iz- 

Treba odrediti maksimum bilineame funkcije cilia: 

f (X, Y) 	C Y 

	

uz uvjet cia matrice 	vektori X i Y zadovoljavaju uvjete nenegativnosti : 

X 0, Y 0 

A X , P 

B Y Q 

Ovako izrakni problem bilinearnog programiranja u kojem nastupaju dvije 
odvojene grupe varijabla koje nisu ni u kakvoj meclusobnoj zavisnosti prevedemo 
u neki problem bilinearnog programiranja u kojem obje grupe varijabla udruZltno 
u jednu samu; tako dobivamo problem samo s jednim sistemom uvjetnih jednadZ'bi 
U matri6nom obliku dobivamo nakon udruknja samo jednu uvjetnu matrii.:nu jednad2bu. 

Skup svih gore opredijeljenih matrica 	vektora X sastavlja vektorski prostor P (X), a skup svih rnatrica 	vektora Y sastavlja vektorski prostor P (Y). Vektorski prostor P (X) ima m dimenzija, dok ih vektorski prostor P 
(Y) ima n. Kartezijski produkt vektorskih prostora P (X) i P (Y) je vektorski prostor P (Z); njega sastavlja skup svih matrica vektora Z sa strukturom: 

z 
Vektorski prostor P (Z) luta m -1- n dimenzija. 

Svaki vektor X vektorskog prostora P (X) mokmo izraziti odgovarajudim 
vektorom Z vektorskog prostora P (Z) ovako: 

X 	1! E 0 .11 Z 
Pri tom jedini6na matrica E ima red m, dok nulmatrica 0 ima red m x n. 

mokmo izraziti i svaki vektor Y vektorskog prostora P (Y) odgovara-jueim vektorom Z vektorskog prostora P (Z) ovako: 

Y 0 E Z 

Pri tom je nulmatrica reda n x m, dok je jedini6na matrica E reda n. 

Y = 
, 	• • • , 

i matriane jednad2be: 
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Uvedimo jo§ neke matrice. Matrica: 

ai.J. ••• aim 0 

D 	0 ... 0 b„ 
lari ••• arm 0 

... 	bs. 

ima red (r s) x (m n). Matrica: 

•Q 	 • •, pr, qi, •••3 Cis) R 	= {pp 

je vektor stupac koji ima r + s komponenata. Matrica: 

0 ... 0 c.„ ... 	cif, 

0 ... 0 cm, ... cnn, 

F — ! 0 ... 0 	0 	... 	0 

1 0 . . 0 	0 	... 	6 

ima red (m -E n) x (m -I- n). 
Nakon uvodenja ovih matrica prvobitni se uvjeti nenegativnosti Ii..0 i 

Y 0 udrutuju u samo jedan uvjet nenegativnosti Z .?:. 0; matriene jednaclibe 

AX=P i BY =Q 
udruiuju se u svega jednu matritnu jednaclibu D Z = 

R, 

dok bilinearna funkcija cilja dobiva oblik f (Z) = ZT F Z. Tako prvobitni problem 
bilinearnog programiranja s odvojenim uvjetnim jecinad2bama prevedemo u sli-
jedeei bilinearni program s udrutenim uvjetnim jednadibama: 

Treba odrediti maksimum bilinearne funkcije cilja: 

f (Z) = ZT F Z 

kod uvjeta da matrica ili vektor Z zadovoljava uvjet nenegativnosti 

Z 0 

i jednacabi: 	
D Z R 

2. Osobine mogueih rjegenja 

U prijanjoj smo toeki opai problem bilinearnog programiranja za maksimum 
funkcije cilia izrazili na dva ekvivalentna naeina. Prvobitni bilinearni program s 
dvije odvojene grupe uvjeta izrazili smo ukratko ovako: 

BP: X 0, Y 0, A X = P, B Y Q; f (X, Y) X' C Y 

• • 

A 0 

o 

c 
0 0 !' „ 
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Nakon opisanog udravanja medutim bilinearni program sa svega jednom grupom 
uvjeta izrazili smo ukratko ovako: 

BP: Z 0, D Z R; f (Z) ZT F Z 
Dva vektora 	

dvije take X i Y nazivamo mogueim rjegenjem bilinearnog 
programa ako X zadovoljava uvjet nenegativnosti jednad2bu AX 	ako Y zadovoljava uvjet nenegativnosti i jednad2bu B Y = Q. Isto tako vektor 

	toeku Z nazivamo mogueim rjegenjem bilinearnog programa ako zadovoljava uvjet ne-
negativnosti i jednad2bu D Z = R. Moguee rje§enje bilinearnog programa je 
optimalno ako funkcija cilja ima maksimum. 

Uvjeti koje zadovoljava vektor 	taka X su takvi kakve smo susreli pri li- 
nearnom programiranju. Stoga je u ekonomski znaeajnim problemima skup svih 
taaka X koje zadovoljavaju ove uvjete konveksan poliedar. Taj poliedar oznaeirno 
sa K., on je dio vektorskog prostora P (X) i ima ekstremne take 

lz istih je razloga skup toeaka Y koje zadovoljavaju dane uvjete takoder kon- 
veksan poliedar. Taj poliedar oznaeimo sa K„ on je dio vektorskog prostora P (Y) i ima ekstremne take: 

Evy 

Takoder je i skup toi.:aka Z koje zadovoljavaju dane uvjete konveksan poliedar 
Kz u vektorskom prostoru P (Z). 

Za moguea rjegenja prvobitnog bilineamog programa s odvojenim uvjetima i drugog programa s udndenim uvjetima vrijede slijedec'e dvije izreke: 
1. izreka. Kartezziski produkt toe-aka X i Y koje sastavljaju mogude rjdenje prvobitnog bilinearnog programa je moguee rjdenje Z drugog programa. 

Dokaz. 
Buduei da take X i Y sastavljaju moguee rje§enje prvobitnog bill- 

nearnog programa, to one odgovaraju uvjetima nenegativnosti; njihov kartezijski produkt: 

I X 
Z 	;j y 

zbog toga takoder zadovoljava uvjet nenegativnosti. Kako take X i Y sastavljaju 
dalje i moguee rjegenje prvobitnog programa, to odgovaraju jednadibama A X = P 
i B Y Q; stoga njihov kartezijski produkt zadovoljava jednad2bu: 

I: A 0 	X 	P 
0 B • Y --- Q 

Iz toga slijedi da njihov kartezijski produkt Z zadovoljava jednad2bu D Z = R. 
Toeka Z je dakle moguee rjegenje novog bilinearnog programa 

s udru2enim uvje-tima. To je i trebalo dokazati. 

Iz ove izreke slijedi da je kartezijski produkt proizvoljne take X konveksnog 

	

poliedra K. i proizvoljne take Y konveksnog poliedra 	neka taka Z konveksnog poliedra K.. 
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2. izreka. Svako moguee rjefenje Z novog bilinearnog programa s udruienim 
uvjetima je kartezijski produkt nekih dviju toeaka X i Y koje sastavljaju moguee, 

tje.fenje prvobitnog programa s odvojenim uvjetima. 

Dokaz. Kako je toeka Z moguee rjdenje drugog programa, to zadovoljava 
uvjet nenegativnosti; kako je to6ka Z kartezijski produkt toeaka X i Y, to i toeke 
X i Y zadovoljavaju uvjet nenegativnosti. Buduei da je D Z = R, to vaii jednadiba: 

 

1 A 0 

0 B 

  

Iz toga pak slijedi da take X i Y zadovol avaju jednad2be AX=PiBY = Q. 

Take X i Y sastavljaju zbog toga moguee rje§enje prvobimog bilinearnog programa, 
a to je i trebalo dokazati. 

Iz dokazane izreke slijedi da je svaka taka Z konveksnog poliedra K. kartezijski 
produkt neke take X konveksnog poliedra i neke take Y konveksnog poliedra 

K„. 
Za take X, Y i Z konveksnih poliedara K., Ky i K. vrijede slijedeae izreke: 

1. izreka. Kartezzjski produkt dviju neek.stremnih toeaka X i Y konveksnih 

poliedara K„ i K,, je neekstremna tooka Z kcmveksnog poliedra K.. 

Dokaz. Kako je X taka konveksnog poliedra K., to je moiemo izraziti 
kao konveksni linearni sastav ekstremnih taaka poliedra na slijedeCi man: 

= El 	Pu 

Pri tom je: 

0 5_ pi 5 1, ..., 0, 	Pu 5 1; pi + 	Pu = 1 

Kako X nije ekstremna taka poliedra, to su od koeficijenata konveksnog linearnog 
sastava pozitivna najmanje dva. Buduai da je i Y taka konveksnog poliedra K „ 
to je maemo izraziti kao konveksni linearni sastav ekstremnih taaka poliedra 

na slijedeOi nain: 

Pri tom je: 
0 _I qi 5 1, ..., 0 5 q, :5 1; qi 	q, = 1 

Buduei da Y nije ekstremna to6ka ovog poliedra, to su medu koeficijentima kon-
veksnog linearnog sastava pozitivna najmanje dva. 
Ako uzmemo u obzir oba gornja zapisa taaka X i Y, njihov kartezijski produkt 
mcdemo pisati ovako : 

Y qi 	q, E; 

 

Elx 	 Pu E: \I = 
ch 	+ .•• + 

 

,-v 
E Pi c1.1 

v-1 

   

Kako je za sve parove indeksa 

0 	pi 	1 

24 Linearno programiranje 
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i kako je: 
J-v 

E E pi qj 1 

	

i- 	I-1 

to je kartezijski produkt toeaka X i Y konveksni lineami sastav ekstremnih toeaka 
konveksnog poliedra K.. Buduei da su u tom konveksnom lineamom sastavu 
pozitivna najmanje eetiri koeficijenta, to je kartezijski produkt toeaka X i Y kon-
veksni lineami sastav najmanje eetiriju ekstremnih toeaka konveksnog poliedra Kz. 
Stoga taj kartezijski produkt nije ekstremna toeka poliedra K,, gto je trebalo 
dokazati. 

2. izreka. Karteztjski produkt neekstrenme take X poliedra Kx i ekstremne take E",. poliedra Ky je neekstremna taka poliedra K.. 
Dokaz. Neekstremnu to6ku X poliedra Kx mdemo izraziti kao konveksni 

linearni sastav ekstremnih taaka poliedra na slijedeei nadn: 

X = pi Eli 	... 	pu 
U ovom linearnom sastavu pozitivna su najmanje dva koeficijenta. Kartezijski 
produkt toeaka X i 	moiemo napisati i ovako: 

X 	,! 1E! 	 ; 

	

= pi 	 pu E is E,!: 

KA() SU U ovom konveksnom linearnom sastavu ekstremnih toeaka poliedra 
K. pozitivna najmanje dva koeficijenta, to kartezijski produkt nije ekstremna toeka 
poliedra K., a to je i trebalo dokazati. Na sliean naein doka'Zemo: 

3. izreka: Kartezijski produkt ekstremne take k poliedra K. i neekstremne take Y poliedra Ky je neekstremna taka poliedra Kz. 
4. izreka: Kartezijski produkt ekstremne to'the 	poliedra K. i ekstremne lake k polledra K,. je ekstremna taka poliedra Kz. 

Dokaz. tizmimo da kartezijski produkt: 

; 

Ej3, 
nije ekstremna toeka poliedra Kz. U tom primjeru postojale bi u poliedru Kz harem dvije toeke: 

I I X1 	 ;I X2 I. Z1 .= 	I: i Z2 = II 	1 

	

I Yi 	 !I Y2 
tako da bi gornji kartezijski produkt bio njihov konveksni linearni sastav. Bila bi 
ispunjena jednadiba: 

I 	I X1 	 2 '! h 	! 	11 X i ■ 

	

= P yi 	q y2 
kod uvjeta: 

0 < p < 1, 0 < q < 1, p q = 
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Iz te bi jednadtbe slijedile jednadtbe: 

= p X' q X2 i Et, =-- p 	q Y2 

Ekstremne to6ke 	i Ely bi dakle bile konveksni linearni sastavi po dvije druge 
to&e. To je medutim protuslovje i izreka je dokazana. 

5. izreka. Svaka ekstremna taka E. konveksnog poliedra K. je karteztjski 

produkt neke ekstremne woke E. poliedra 	i neke ekstremne woke Ey poliedra Ky. 

Dokaz. Ako izreka ne bi vatila, onda bi za ekstremnu to6ku E. poliedra Ki 
postojala jedna od ovih triju jecinadtbi: 

x 
x T E — 	.1. E — 	I Ey 11 1 	y 1 1 Z 	y 

X = pi Exi + • • • ± Pu E xu 

ovorn su linearnom sastavu barem dva koeficijenta pozitivna. Po prvoj jednadibi 
to6ka E. mogla bi se izraziti ovako: 

E. = pi 	+ ••• + Pu 
,j 	 Exu 

I U ovom konveksnom linearnom sastavu pozitivna su najmanje dva koeficijenta. 
Ekstremnu toeku E. bilo bi moguee izraziti kao konveksni linearni sastav barem 
dviju drugih to6aka. To je medutim protuslovje. Slitho dokatemo jog da ne vati 
ni druga ni treOa jednadtba, pa je tako izreka dokazana. 

Iz dokazanih izreka slijedi da je konveksni poliedar K. kartezijski produkt 
konveksnih poliedara i Ky; njegove ekstremne toake su svi mogu6i kartezijski 
produkti po jedne ekstremne to&e poliedra K. i po jedne ekstremne to6ke poli-
edra Kx. Zato konveksni poliedar K. ima slijedeee ekstremne to6ke: 

E!' 	 --=i 
ilEyli 

— E'u` 	Euv 
z 	 z Es, 

3. Lokalna optimalna moguea rjegenja 

Kao Sto je kod iteracionih metoda uobi6ajeno, tako i numeri6ko rjegavanje 
problema bilinearnog programiranja zapo6injemo s nekim poznatixn mogueim 
rjegenjem; iz njega onda uzastopnim iteracijama izra6unavamo sve bolja rje:s'enja 
dok ne dodemo do optimalnog moguaeg rjegenja. 

E. = 

Pri tome bi X bila neka neekstremna toeka poliedra 	i Y neka neekstrerrina toeka 

lc. Da prva jednadtba ne mote vatiti, vidimo iz slijedeeeg: kako je X neekstremna 
to6ka Kx, to je motemo napisati kao konveksni linearni sastav ekstremnih toeaka 

poliedra: 

371 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Uzmimo problem bilinearnog programiranja za maksimum funkcije cilja 
kao gto smo ga u prvoj toeki ovog poglavlja izrazili u dva oblika, i to s odvojenim 
uvjetima: 

BP: X 0, Y 0, A X = P, B Y Q; f (XY) = XT C Y 

i s udruknim uvjetima : 

BP: Z 0, D Z = R; f (Z) Z7 FZ 

Pretpostavimo da nam je vee poznato prvo moguee od 0 razliato rjegenje 
bilinearnog programa: 

X1 Z" = 

Kako je ovo moguee rjegenje, to su ispunjeni uvjeti nenegativnosti: 

0, Y1 	0, Zil 	0 

a ispunjene su i uvjetne jednadibe: 

A X1 = P, B Y2 Q, D = R 

Za ovo moguee rjegenje bilinearna funkcija cilja ima vrijednost: 

f 	yl) (xl)T c yl .= f (z11) (zliy F 

Iz ovog mogueeg rjegenja izrthmamo drugo moguee rjegenje bilinearnog 
programa na slijedeei na6in: 

U konveksnom poliedru Kx uzmemo to6ku X1 koja sastavlja prvo moguee 
rjegenje. Ovu toClu uvrstimo u bilinearnu funkciju cilia f (X, Y) i dobivamo novu 
funkciju f (Xl, Y), koja je linearna s obzirom na koordinate to6ke Y kao varijable: 
ovoj funkciji izra6unamo maksimum. Pri tom se radi o rjegavanju slijedeeeg line-
amog programa: 

LP: Y 0, B y Q; (xl; y) (xly c y 

Ovaj lineami program rijegimo nekom poznatom metodom. Optimalno moguee 
rjes'enje Y2 ovog lineamog programa je neka ekstremna to'6ka konveksnog poliedra 
Ky, a odgovarajuea najva:a vrijednost funkcije cilja jednaka je f (X', Y2). Kako 
je to optimalno moguee rjegenje linearnog programa, to va2i nejednadTha: 

f (xi, yl) 	f (xl; y2) 

Ovaj 	ponovimo na sli6an naeln, no ipak tako da u konveksnom poliedru 
uzmemo bag* izrgunanu to'Clu Y2. Tu to6ku uvrstimo u bilineamu funkciju 

cilja f (X,Y), pa dobivamo novu funkciju f (X, Y2) koja je linearna s obzirom na 
koordinate to6ke X kao varijable. Toj funkciji izratUnamo maksimum. Pri tom 
se radi o rjegavanju slijedeeeg linearnog programa: 

LP: X 0, A X = P; f (x, y2) = XT C y2 
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Linearni program rijegimo nekom metodom. OptimaLno moguee rjegenje 
ovog lineamog programa je neka ekstremna taka konveksnog poliedra Kx, a 
odgovarajda najveCa vrijednost funkcije cilja jecinaka je f (X', 	Buddi da 

je to optimalno mogde rjegenje linearnog programa, vaii nejednadiba: 
f (xi, y2) 6 f (x2, y2) 

Tako smo zavrgili prvu iteraciju i izrgunali drugo moguOe rjegenje: 

Z2 2 	

11 XY 22 

Za to rjegenje bilineama funkcija cilja ima vrijednost: 

f (x2, y2) = (x2yr c y2 = f (z22) (z22)T F Z2 2 

Buduai da zbog gornjih dviju jednadtbi za prva dva mogu6a rjegenja vali ne-

jednadiba : 
f (Xi, I") f (X2, Y2), 

to je drugo moguOe rjeknje bolje od prvog ili mu je barem jednako. 

Kako je X2 ekstremna to6ka poliedra Kx, a Y2 ekstremna to6ka poliedra 
to je Z22 ekstremna to6ka poliedra 	Iz toga slijedi da je drugo moguae rjegenje 

bilinearnog programa ekstremna to6ka poliedra 
Sli6no kao gto smo zapoeeli prvu iteraciju s prvim mogueim rjegenjem Z", 

po6injemo drugu iteraciju s drugim moguaim rjegenjem Z22. U bilinearnu funkciju 
cilja uvrstimo to8m X2 i dobivamo za Y linearni program: 

LP: Y 0, B Y = Q; f (X2, Y) = (X2)T C Y 

Za optimalno moguee rjegenje Y3 ovog linearnog programa bilinearna funkcija 
ima vrijecinost f (X2, Y3), koja nije mania od vea izra6unane vrijednosti f (X2, Y2). 

Izrgunano rjegenje Y3 uvrstimo u bilinearnu funkciju cilja pa dobivamo za X 

linearni program: 

LP: X 0, A X = P; f (X, Y3) XT C Y3 

Za optimalno moguee rjegenje X3 ovog lineamog programa bilinearna funkcija 
ima vrijednost f (X3, Y3), koja nije manja od prije izra6unane vrijednosti f (X2, Y3). 
Nakon zavrgene druge iteracije dobivamo treOe moguee rjegenje bilinearnog progra- 

Z33 = 11 X3 11 
11 Y3 II 

Za ovo rjegenje bilineama furikcija cilja ima vrijednost: 

f (X3, Y3) = (X3)T C Y3 = f (Z33) = (Z33)T F Z33 

Izraeunana moguOa rjegenja bilineamog programa zadovoljavaju nejednadibe: 

f(zii) 	f(z22) 	f(z33) 

ma. 
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Ponavljanjem iteracija dobivamo sve bolja mogu6a rjdenja koja su, od uldju-
Civo drugog, ekstremne to6ke konveksnog poliedra Kz. Rgunanje je zavrgeno 
se neko moguee rjegenje ponavlja jer se onda vige ne moie poznato moguee rje-
genje jog poboljgati. Ako je: 

znn = zn — 1, n-1 

onda se raeunanje zavrgava nakon n iteracija. Kako je broj ekstremnih toeaka po- 
liedra 	konaean, to prije 	kasnije dolazi do ponavljanja mogueeg rjegenja i do 
zavrgetka raeunanja opisanom metodom iteracija. 

Bilinearna funkcija cilja ima maksimum u nekoj ekstremnoj toeki poliedra 
Kz. Funkcija pak mo2e imati u nekim primjerima maksimume u vige ekstremnih 
toeaka toga poliedra; u takvim se primjerima radi o lokalnim maksimumima, koji 
mogu biti razlieiti. Svakom poeetnom mogueem rjegenju odgovara optimalno mo- 
guae rjegenje s odredenim lokalnim maksimumima funkcije cilja. Ako je problem 
takve vrste da bilinearna funkcija cilja ima maksimum u samo jednoj ekstremnoj 
meld poliedra Kz, onda ga dobivamo po opisanoj iterativnoj metodi bez obzira 
na to s kojim mogueim rjegenjem poeinjemo raeunanje. Ako je pak problem takve 
vrste da bilinearna funkcija cilja ima vige lokalnih maksimuma, onda je maksimum 
koji izraeunamo ovom metodom ovisan o izboru poe'etnog mogu6eg rjegenja. 

Opisanom metodom iteracija u takvom primjeru izra6unarno samo jedan od 
maksimuma bilineame funkcije, koji medutim nije nu2no najveai. Unatoe tome 
opisana je metoda praktieki upotrebljiva zbog toga gto uz svako poznato moguee 
rjegenje koje jog nije optimalno moiemo izraeunati bolje moguee rjegenje. U pro- 
blemima takve vrste poeinjemo s nekim mogueim rjegenjem koje vee poznajemo 
ill koje nam se eini dobro; opisanom metodom iteracija potom ga poboljgavamo 
do odgovarajueeg optimalnog mogueeg rjegenja. 

Opisanom metodom iteracija rjegavamo uzastopne linearne programe; u njima 
neizmjence nastupaju matrieni argumenti X i Y. Rezultate svakoga prethodnog 
linearnog programa koristimo pri sastavljanju njemu neposredno slijedeeeg line-
arnog programa. Te linearne programe rjegavamo nekom poznatom metodom 
npr. simpleks-metodom. Ako u rjegavanju lineamih programa upotrijebimo sim-
pleks-metodu, onda cjelokupni bilinearni program rijegimo takozvanom alterna- 
tivnom simpleks-metodom. Program za elektronsko raeunanje po toj je metodi 
izra2en i raspolo2iv.1 

Primjer: Uzmimo slijedeei problem bilinearnog programiranja: Treba odrediti 
vrijednosti varijabla x, y i z koje zadovoljavaju uvjete nenegativnosti: 

x 	0, y 0, z 0 
i linearne nejednad2be: 

x 	2y 12 z 6 
4x 	y 20 

tako da bihnearna funkcija cilja: 

f (x, y, z) 
ima maksimum. 

2xz 3yz 

I 	
Kovgie, A. Vadnal: Program za elektronsko raZunanje problema bilinearnog progra- 

miranja u jeziku ALGOL. Ekonomska revija, It. 3, XIX-1968, str. 325-329. 
Kartoteka programa. Ra'eunski center Ingtituta za matematiko, fiziko in mehaniko Unizerze v Ljubljani. 
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Rijegimo problem metodom iteracija tako da zapainjemo s parcijalnim mo-
gueim rjegenjem x =--- 1, y ..--- 1. 

Rjeg'avanje problema prikalemo geometrijski u trodimenzionalnom kartezij-
skom koordinatnom sistemu na sl. 35. Parove vrijednosti varijabla x i y koje 
zadovoljavaju propisane nejednadibe prikazuju na ravnini (x, y) take konveksnog 
6etverokuta ili poliedra Kz, s uglovima ili ekstremnim takama: 

0 (0,0,0), A (5,0,0), B (4,4,0), C (0,6,0) 

Vrijednosti varijable z koje zadovoljavaju propisane nejednad2be prikazuju take 
duEne ili konveksnog poliedra Kz s krajnjim takama ili ekstremnim takama 
0 (0,0,0) i D (0,0,6). Kartezijski produkt poliedra Kz i poliedra IS, je konveksna 
'eetverostraniena prizma ili poliedar Kz sa 8 uglova ili ekstremnih taaka: 

0 (0,0,0), A (5,0,0), B (4,4,0), C (0,6,0) 
D (0,0,6), E (5,0,6), F (4,4,6), G (0,6,6) 

SI. 35. Grafaho rjelavanje bilinearnog programa 
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U poliedru Kz treba odrediti onu toeku u kojoj bilinearna funkcija cilja ima maksi-
mum. Program rije§imo metodom iteracija. 

1. iteracija. Poznato parcijalno moguee rjegenje x =-- 1, y 	1 uvrstimo u 
bilineamu funkciju cilja, pa za varijablu z dobivamo linearni program: 

LP: 0 z :5 6; f (z) = 5z 

Taj lineami program ima optimalno moguee rjegenje z -- 6; za to je frjegenje vri-jednost bilinearne funkcije cilja jednaka f (1,1,6) = 30. 

U geometrijskom prikazu medu toekama s apscisom x = 1 i ordinatom y = 1 
potrahmo toeku poliedra K u kojoj funkcija f (z) = 5z ima najveeu vrijednost; 
ta toeka ima aplikatu z = 6. Od poeetne toeke R (1,1,0), kojoj odgovara vrijednost 
bilinearne funkcije cilia f (1,1,0) = 0, prva nas je iteracija dovela do toeke R2 (1,1,6), u kojoj ova funkcija ima vrijednost f (1,1,6) := 30. 

2. iteracija. Izraeunano parcijalno moguee rje§enje z 	6 uvrstimo u bili- nearnu funkciju cilja, pa za varijable x i y dobivamo linearni program: 

LP: x 	0, y 	0, x 	2y 	12, 4x 	y --C. 20; 

	

f (x,y) 	12x -I- 18y 

Taj linearni program rijegimo grafieki. Skup njegovih mogueih rjegenja prikazuju 
toeke konveksnog eetverokuta DEFG. 

	

Linearni program ima optimalno moguee rjegenje x 	y -- 4; za to je rjegenje 
vrijednost bilinearne funkcije jednaka f (4,4,6) 120. Od toile R, (1,1,6), kojoj 
odgovara vrijednost bilineame funkcije cilja f (1,1,6) = 30, drugom smo itera-
cijom dobili toeku F (4,4,6), u kojoj ova funkcija ima vrijednost 120. 

3. iteracija. Izraeunano parcijalno moguee rjegenje x — 4, y ---- 4 uvrstimo 
u bilinearnu funkciju cilia pa za varijablu z dobivamo linearni program: 

LP: 0 z 6; f (z) = 20z 

Taj linearni program ima optimalno moguee rjegenje z 6, kojemu odgovara 
vrijednost funkcije cilja f (4,4,6) = 120. 

U geometrijskom prikazu kod ove iteracije medu toekama s apscisom x = 4 
i ordinatom y = 4 potraEmo toeku poliedra K u kojoj funkcija f (z) = 20z ima 
najveou vrijednost; ta toeka ima aplikatu z = 6. Tako dobivamo toeku F (4,4,6), 
u kojoj bilinearna funkcija cilja ima vrijednost f (4,4,6) 	120. 

Kako se pri treeoj iteraciji vrijednost z -- 6 ponovila, to smo raeunanje zavrgili. 
Poeetnom parcijalnom mogueem rjegenju x 1, y 1 odgovara optimalno mo-
guee rjegenje bilincamog programa: 

x = 4, y -- 4, z — 6 

a bilineama funkcija cilja za ovo rjegenje ima najveau vrijednost: 

f (4,4,6) 	120 
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Viethe 

1. Uzmi slijedeei problem bilinearnog programiranja: Treba odrediti vrijednosti va- 

rijabla: 	
Xi, X2, X3, X4 i Y15 Y2> Y3> Y43 

koje zadovoljavaju uvjete nenegativnosti i linearne nejednadibe: 

xi 	x,2 + x3 	xa 5 180 	Yi -1- Y2 -I- y3 + ya 5 40 

xi + x2 	 < 100 	Yi 	Y3 	30 

	

x3 + xa < 120 	 Y2 ± 	Ya 5 20 

tako da bilinearna funkcija cilja: 

10x 	8x2Y2 5x3Y3 6x4Y4 

ima maksirnum. Rijegi problem alternativnom simpleks-metodom tako da prvu iteraciju po't'nesi-

s parcijalnim moguaim rjdenjem: 

xi = 90, x2 = 10, x3 = 10, x4 = 70 

(Rje§avanje: 
(90, 10, 10, 70) 

	

LP: uvjeti; 900y 	80y2 	50y3 420y4. 

Dvije iteracije. 
(30, 0, 0, 10) 
LP: uvjeti; 300xi 60x4 

Dvije iteracije. 
(100, 0, 0, 80) 
LP: uvjeti; 1 000Y, -I- 480y4 

Dvije iteracije. 
(30, 0, 0, 10) 
(100, 0, 0, 80; 30, 0, 0, 10; 34 800)) 

2. Uzmi bilinearni program. Treba odrediti vrijednosti varijabla x, y i u, v koje zadovolja-

vaju uvjete nenegativnosti i nejednadibe: 

x 2y < 10 u 	3v < 24 

x y 6 u 	2v < 17 

2x y < 10 5u -I- 2v < 45 

tako da bilinearna funkcija cilja: 

f (x,y,u,v) 2xu 9xv 8yu 3yv 

ima maksimum. Rije§i bilinearni program alternativnom simpleks-metodom tako da prvu itera- 

(0,5; 9,0; 360. 2 iteracije) 

(2,4; 7,5; 402. 2 iteracije) 

(4,2; 7,5; 402. 3 iteracije) 

(5,0; 0,8; 360. 2 iteracije) 

ciju zaponei sa slijede6im parcijalnim moguaim rje§enjem: 

a) x -= 0, 	y ---- 5 

b) x = 2, 	y --= 4 

c) x = 4, 	y --- 2 

d) x = 5, 	y 0 
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4. Gravitaciona polja poliedara 

U opeem problemu bilinearnog programiranja za maksinnun funkcije cilia koji smo razmatrali u prijagnjim toekama konveksni poliedar 	parcijalnih mo- gueih rjegenja ima ekstremne 

E.!, ..., 

dok konveksni poliedar 	parcijalnih mogueih rjegenja ima ekstremne take: 

E;, 	E; 

Ako u poliedru K. izaberemo neku taku X i uvrstimo je u bilinearnu funkciju 
cilja, onda za Y dobivamo linearni program: 

LP: Y 0, B Y = Q; f (Y) = XT C Y 

Taj lineami program ima optimalno moguee rjegenje u nekoj ekstremnoj toeki 
poliedra Ky; uzmimo da ga ima u 	El!. 

	

(k) neka bude skup svih onih toeaka X poliedra 	za koje gornji li- 
nearni program ima optimalno moguee rjegenje u ekstremnoj poliedra 
Ky. Taka X, za koju taj linearni program ima optimalno rjegenje u ekstremnoj 
toad gravitira prema toj ekstremnoj toeki. Kod takvog znaeenja rijeei gra-
vitirati je G. (k!) skup svih onih taaka X poliedra K. koje gravitiraju prema 
ekstremnoj weld. Eyh poliedra Ky. Po toj se terminologiji skup (k) koji je 
dio poliedra 	naziva gravitaciono polje ekstremne toeke 	poliedra K,,. Stoga ovo gravitaciono polje definiramo ovako: 

Gravitaciono polje ekstremne take t poliedra K,, je skup G. (k) 
onih toeaka X poliedra K. za koje odgovarajuei lineami program: 

LP: Y 0, B Y = Q; f (Y) = Xr C Y 

ima optimalno rnoguee rjegenje u ekstremnoj taki 

Ekstremnim takama: 

E;, 	E; 

poliedra Ky u poliedru K odgovaraju slijedeea gravitaciona polja: 

G. (E;, ..., G. (E;) 

Na sfiean mein odredimo i gravitaciona polja u poliedru Ky. Ako u poliedru 
Ky izaberemo neku toeku Y i uvrstimo je u bilinearnu funkciju cilja, onda za 
dobivamo slijedeei finearni program: 

LP: X 0, A X = P; f (X) =Xr CY 

Ovaj lineami program ima optimalno moguee rjetenje u nekoj ekstremnoj taki 
poliedra K.; uzmimo da ga ima u taki 

(E: neka bude skup svih onih toeaka Y poliedra K,, za koje taj linearni 
program ima optimalno moguee rjetenje u ekstremnoj toeki k; taj skup taaka 
poliedra Ky je gravitaciono polje ekstremne take Ef, poliedra Kx. 
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Ekstremnim toekama: 
E: 

poliedra K. u poliedru Ky. odgovaraju uzastopce slijedeCa gravitaciona polja: 

Gy (El), 	G, (ED 

Za gravitaciona polja u oba poliedra mot'emo dokazati nekoliko izreka. 

1. izreka. Svako gravitaciono polje konveksni je skup. 

Dokaz. Izreku doka2emo za proizvoljno gravitaciono polje 	(E';,) koje 

je dio poliedra K.; dokaz za gravitaciona polja u poliedru 	je slitan, pa ga stoga 

ostavljamo eitaocu. Prema definiciji gravitacionog polja u skup G. (Ehy) spadaju 
sve one toeke X poliedra K. za koje linearni program: 

LP: Y 0, B Y = Q; f (Y) = XT C Y 

ima optimalno moguee rjegenje u ekstremnoj toeki E); poliedra Ky. Zbog de-
finicije konveksnog skupa izreka je ekvivalentna slijedeeoj izreci: 

Ako toeke X' i X2 spadaju u gravitaciono polje G. (Eby), onda u to polje 
spada i svaki njihov konveksni 	sastav: 

pX1 + (1 — p) X2 (0 6 p 6 1) 

Stoga je dovoljno ako dokatemo tu izreku. Uvjet da toeka X' spada u ovo 
gravitaciono polje, znaei da linearni program: 

LP: Y 0, B Y Q; f (Y) (X')T C Y 

ima optimalno moguee rjegenje u ekstremnoj toeki Eby; u njoj funkcija cilja ima 

najveau vrijednost: 

(X2)T C 

Uvjet da konveksni linearni sastav toeaka X' i 	spada u isto gravitaciono polje, 

znaei da lineami program: 

LP: Y 0, B Y Q; f (Y) (pX1 + (1 — p) X2)T C Y 

ima optimalno moguee rjegenje u ekstremnoj toeki Ey'; u njoj funkcija cilja ima 

vrijednost: 

poyr c Ei; 

Uvjet da i toeka X2 spada u ovo gravitaciono polje, znaei da lineami program: 

LP: Y 0, B Y = Q; f (Y) (X2)T C Y 

ima optimalno moguae rjegenje u ekstremnoj toeki Eby; u njoj funkcija cilja ima 

najveau vrijednost: 

(pX1 + (1 — p) X2)T C 
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Uzmimo da bi posljednji linearni program imao optimalno mogu6e rjdenje 
u nekoj drugoj mai Y poliedra Ky a ne u to6ki Eyh. U tom primjeru vaNa bi nejednaaba: 

(p2L' + (1 — p) X2)T C Y > (pXl 1- (1 — p) X 2)T C E15: 

Iz te nejednad2be po zakonu distributivnosti za matrice dobivamo nejednadThu: 
p (xtyr c y 	

p) (x2yr c y > p (X1)T C El)! (1 — p) (X2)T C E!) 

Ta je jednad2ba ispunjena ako je ispunjena barem jedna od slijedeeih dviju nejed-
nacabi: 

(xly c y > (xlyr c E15: 
(x2yr c y > (x2)T c 

To medutim nije moguee jer nijedna od ovih dviju nejednadThi ne va21; ekstremna 
toeka je naime optimalno moguee rjegenje kako prvog tako i drugog od gore 
navedenih lineamih programa. Tako je izreka dokazana. 

Gravitaciona polja u poliedru 	imaju tu osobinu da se medusobno ne po- krivaju osim mo2da u toekama koje 	na zajedniekoj granici gravitacionih polja. 
Stoga nijedna unutragnja toaka nekoga gravitacionog polja ne mo2e istovremeno 
biti i unutragnja toeka nekoga drugog gravitacionog polja. Isto vrijedi i za gravi-
taciona polja u poliedru Ky. Ova je osobina posljedica slijedeee izreke koja v0.1 
za dva odredena gravitaciona polja; moie se i uopeiti na proizvoljne parove gravi-
tacionih polja. 

2. izreka. Ako toe-ka Xl spada u gravitaciono polje G. (E}',) ako toCha X2 
spada u gravitaciono polje Gx(E,2), gdje i dvzje raz12.41te ekstranne 
to'dke poliedra Ky, onda na pravcu koji spaja tooke X' i X2 egzistira najvile jedna 
toeka X tako da spada u oba gravitaciona polja. To znati da medu konveksnim linearnim sastavima toeaka X1 i X2: 

X — pX1 (1 — p) X2 (0 p 1) 

egzistira najvige jedan takav koji spada u oba gravitaciona polja. 
Dokaz. Uvjet da toeka X1 spada u gravitaciono polje G. 	znaei da li- nearni program: 

LP: Y 0, B Y = Q: f (Y) (X')T C Y 

ima optimalno moguee rjegenje u ekstremnoj toeki 	u njoj funkcija cilja itna najvceu vrijednost: 

(X9T C E: 

Uvjet da toeka X2 spada u gravitaciono polje G. (E:), znaei da linearni pro-
gram: 

LP: Y 0, B Y Q; (y) = (x2)T c y 

ima optimalno moguee rjegenje u ekstremnoj 	E2; u njoj funkcija cilja ima najveeu vrijednost: 

(X2)T C Ei? 
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Uzmimo konveksni linearni sastav toaaka 	
i X2; to smo napisali vee gore, 

Za odredenu vrijednost koeficijenta p konveksni linearni sastav predstavlja to6ka 

na pravcu koji spaja take 	
i X2. Moramo dokazati da egzistira najvige jedna 

vrijednost koeficijenta p najvige jedna toeka koja spada u oba gravitaciona polja. 
Uvjet da konveksni linearni sastav X to6aka X1 i X' spada u gravitaciono polje 

Gx (ED, znaei da linearni program: 

LP: Y 0, B Y = Q; f (Y) = (pX1 + (1 — p) X2)1 C Y 

ima optimalno moguee rjegenje u ekstremnoj taki 	
u njoj funkcija cilja ima 

najveau vrijednost: 
pX1 + ( 1 	X2)T C 

Uvjet da konveksni linearni sastav X toaka X' i X2 spada u gravitaciono polje 

Gx (1k2), znei da linearni program: 

LP: Y 0, B Y Q; f (Y) = (pXt + (1 — p) X2)T c y 

	

ima optimalno moguee rjegenje u ekstremnoj toeki 	
u njoj funkcija cilia ima 

najveou vrijednost: 
pX1 + (1 p) X 2)T c 

Za konveksne linearne sastave koji spadaju istovremeno u oba gravitaciona 
polja spomenute dvije najmanje vrijednosti funkcije cilja su jednake. Svi takvi 
konveksni linearni sastavi stoga odgovaraju jednadni: 

(px, + _ p) X2)T c = (pxi p) X2)T C 

Ova je jednadtba obitna linearna jednadiba s nepoznanicom p i ima, jer je 
linearna, samo jedno rje:s'enje. Istovremeno medutim zadovoljava p jog i uvjet 

0 p 	
1. Ako jednadiba kod ovog uvjeta nema nijednog rjegenja, onda na spoj- 

nici to6aka 	
i X2 nema nijedne toeke koja bi bila zajedni6ka za oba gravitaciona 

polja. Ako medutim jednadtba kod ovog uvjeta ima neko rjegenje, onda ima samo 
jedno; u tom primjeru na spojnici toeaka 311 i X2 egzistira samo jedna to6ka X 
koja spada u oba gravitaciona polja. Izreka je tako dokazana. 

3. 
izreka. Skup taaka na zajedniokoj granici dvtju gravitacionih polja je konveksan. 

Dokaz. 
Umjesto ove izreke dokazat 6emo ekvivalentnu izreku: Ako to.eke 

i X2 lee na zajednitkoj granici dviju gravitacionih polja Gx (E;,) i Gx (Ey2), 
onda i svaki njihov konveksni linearni sastav : 

X = PX1 + (1 — P) X2 (() P 1) 

na zajedniekoj granici tih dvaju polja. 

Ako to6ka X1 	
na granici obaju gravitacionih polja, onda ona spada i 	u 

prvo i u drugo polje. Njoj odgovarajuei linearni program: 

LP: Y 9, B Y = Q; f (Y) (X1)T C Y 

ima dva optimalna moguea rjegenja, prvo u ekstremnoj totki 	
i drugo u ekstrem- 

noj toad E?;; u njima su vrijednosti funkcije cilja jednake: 

(X1)T C 	---- (r)T C Ey2 

381 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



vrijedi i za toau X'. Ako to6ka X' leii na zajednkkoj granici tih dvaju 
gravitacionih polja, onda njoj odgovarajuei linearni program ima takoder dva 

nake. 
optimalna moguea rje:s'enja u kojima su 

i najveee vrijednosti funkcije cilja jed- 

Promatrajmo gore napisani konveksni linearni sastav toeaka X1 i X2. Kako 
toeka X1 spada u gravitaciono polje G. (ED i kako u to polje spada i toeka 
X2, to u njega spada i svaki konveksni lineami sastav tih dviju toeaka; to vrijedi 
stoga gto je gravitaciono polje konveksno. Shen° vrijedi i za drugo gravitaciono 
polje G. (ED. Kako toeke X' i X2 spadaju u to gravitaciono polje, to u njega 
spada i svaki njihov konveksni linearni sastav. Stoga njihov konveksni linearni 
sastav le2i na zajedniekoj granici obaju gravitacionih polja. 
Izreka je tako dokazana. 

Mcdemo jog dokazati da ovom konveksnom linearnom sastavu odgovarajuei linearni program: 

LP: Y 0, B Y = Q; f (Y) (pX1 + (I — p) X2)T C Y 

u oba optimalna moguea rjegenja 	i 	ima jednake najveee vrijednosti funkcije cilia. U tu svrhu treba dokazati valjanost jednadibe: 

(pX' ± (I — p) X2)T C E: = (011 ± (I — p) X2)T C 
ova jednadTha 	jer va:ie jednadibe: a 

(X1)T C Ei! = (V)T C 

(X2)T C 	(X2)T C 

Iz dokazanih izreka slijedi da se poliedar 	raspada na pojedina gravitaciona 
polja; ta su polja konveksna i po parovima se ne pokrivaju, osim mcdda u granionim 
toekama. Sve zajednieke graniene take po dvaju gravitacionih polja sastavljaju i 
konveksni skup. Toeke koje se nalaze na zajedniekoj granici dvaju gravitacionih 
polja le2e na hiperravnini koja razgranieuje ova dva polja. Kako je svako gravi-
taciono polje presjek konveksnog poliedra K. i poluprostora koje ove hiperravnine 
odreduju, to je i svako gravitaciono polje konveksni poliedar. Stoga se konveksni 
poliedar K. raspada na gravitaciona polja : 

G. (ED, ..., 	(Eyr) 

"Fa su polja konveksni poliedri i medusobno se ne 
jedniekim granienim toekama. 

Slieno vrijedi i za gravitaciona polja poliedra 
raspada se na gravitaciona polja: 

	

(E!), 	Gy (E.") 

I ta su polja konveksni poliedri i medusobno se ne pokrivaju osim mcdda u za-
jednienim granienim toekama. 

Neka od tih gravitacionih polja mogu biti prazni skupovi. 

pokrivaju osim mokla u za- 

Ky. Konveksni poliedar K. 

Ako smo konveksne poliedre 	i K, na opisan naein podijelili na gravitaciona 
polja i ako su nam ta polja poznata, onda bilinearni program mcdemo rijegiti 

a 
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da dalje i ne raaunamo. Rgunanje nadomjestimo utvrdivanjem kojem gravitacionom 
polju pripada neka taka. Cjelokupni postupak temelji se na metodi iteracija, kohl_ 

smo razmatrali vea u prijagnjoj toCki. 
Za ishodigte iteracija uzmemo poznato prvo moguCe rjegenje: 

Zu HXY: 

Ovom rjegenju odgovara vrijednost bilinearne funkcije cilja: 

f (Z") = f (10, Y1) 

X1 je to'Cka poliedra Kx; ustanovimo kojem gravitacionom polju pripada ta toCka. 
Uzmimo da pripada gravitacionom polju Gx (Y2). ToCka Y2 spada u poliedar 
Ky; ustanovimo u koje gravitaciono polje spada ta Uzmimo da spada u 
gravitaciono polje G,, (X2). Tako dobivamo drugo moguee rjegenje: 

X2 z22 _ y2 

Ovom rjegenju odgovara vrijednost bilinearne funkcije cilja: 

f(z22) f (x2, y2) 

Postupak ponovimo. Za to'Cku X2 ustanovimo da pripada gravitacionom polju 
Gx (Y3), a za to6ku Y3 ustanovimo da pripada gravitacionom polju Gy (X3). 
Tako dobivamo tre6e moguee rjeg'enje: 

y3 
Z33 --= 

Ovom rjegenju odgovara vrijednost bilinearne funkcije cilia: 

f (Z33) = f (X3, Y3) 

Postupak ponavljamo dotle dok se neko moguae rjegenje ne ponovi. 

Primjer. 
Razmatrajmo poseban problem bilinearnog programiranja u kojem. 

su konveksni poliedri Kx i K,, konveksni ravninski poligoni. Uzmimo slijedeei 

problem bilineamog programiranja: 
Treba odrediti maksimum bilinearne funkcije cilja: 

f (x„x2,y„,y2) -= 2x,y, 	9x,y2 	8x2y, 	3x2y, 

uz uvjet da varijable zadovoljavaju zahtjev za nenegativnoku: 

x„ a 0, x2 0 y, a 0, y2 a 0 

i linearne nejednadibe: 
xi + lo Yi 3y2 6 24 

+ g 6 Yi 2y2 -.5 17 

2x, + x2 5.= 10 5y, 2y2 _5. 45 
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Toae koje prikazuju parove vrijednosti varijabla xi i x2 sastavljaju konveksni 

	

poligon na slici 36. gore. Taj poligon ima uglove 	ekstremne toele: 
0 (0,0), E! (0,5,) 	(2,4), E! (4,2), E! (5,0) 

Smjcrni koeficijenti kosih stranica ovog poligona su uzastopce jednaki: 

E.1 E,2,: —1/2 

E2 E3. —1 x 	x. 
E3 E4. _2 x 	x. 

Toeke koje prikazuju parove vrijednosti varijabla y i y2 sastavljaju konveksni 

	

poligon Ky na sl. 36. dolje. Taj poligon ima uglove 	ekttremne toeke: 
0 (0,0), 	(0,8), E?, (3,7), E; (7,5), Ef (9,0) 

Smjerni koeficijenti kosih stranica ovog poligona uzastopce su jednaki: 

--1/3 

E;, : — 1/2 

E,1: —5/2 

Konveksni poligon 	podijelimo na gravitaciona polja ovako: na 1.-)oligonu 
izaberemo proizvoljnu toeku s koordinatama xi i x2. Ako ove dvije vrijednosti 

uvrstimo u bilinearnu funkciju cilia, onda dobivamo za varijable yi i y, linearni 

cilja: program s nepromijenjenim uvjetnim nejednadthama i sa slijedeeom funkcijom 

I; (Y1,3'2) = (2xi -F 8x2) Yi -1- (9x f -1- 3x2) Y, 
Ova je funkcija s obzirom na varijable y, i 

y2 linearna i ima smjerni koeficijent: 

2x, -I- 8x2 
9x, 	3x, 

Linearni program ima optimalno moguee rjdenje u ckstremnoj toeki 
za one parove vrijednosti varijabla 	i x, za koje ovaj smjerni koeficijent odgovara nejednadThi: 

m > — 1/3 

Nakon rjegenja jednadthe: 

2x, -I- 8x2 . 	_ 
9x, -I- 3x2 	3 

ustanovimo da su ovi parovi koordinate toeaka koje lee na poligonu K. izmedu apscise i pravca 	s jednadThom: 

x, — 7x2 = 0 
Zbog toga je gravitaciono polje 	(ED ekstremne toeke 	dio poligona Ky koji izmedu apscise i pravca pp. 
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x2 

GxlE I 

Y2 

SI. 36. Gravitaciona polja poligona 

25 Linearno prograrniranje 
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Lineami program ima optimalno moguee rjegenje u ekstremnoj toeki 
za one parove vrijednosti varijabla x, i x2 za koje smjemi koeficijent my odgovara 
nejednad2bama: 

— 1/3 m,, 	— 1/2 

Isto kao prije izra6unamo da su ovi parovi koordinate to6aka koje le2e na poli-
gonu Kx izmedu pravca 	i pravca p?, 3 s jednadThom: 

5x, — 13x, = 0 

Zbog toga je gravitaciono polje Gx (ED ekstremne to'dke E;, dio poligona Kx koji 
le2i medu pravcima px" i p!3. 

Linearni program ima optimalno moguee rjegenje u ekstremnoj taki E?, 
za one parove vrijednosti varijabla x, i x2 za koje smjerni koeficijent my odgovara 
nejednad2bama: 

— 1/2 my — 5/2 

To6ke kojih koordinate zadovoljavaju ovaj uvjet le2e na poligonu Kx izmedu 
pravca R2,3 i pravca p!`1. s jednadbom: 

41x, — x2 = 0 

	

Zbog toga je gravitaciono polje Gx (ED ekstremne take 	dio poligona .Kx koji 	izmedu pravaca p;,3 i R3,4. 

Lineami program ima optimalno moguee jegenje u ekstremnoj taki Ey2 
za one parove vrijednosti varijabla x, i x2 za koje smjerni koeficijent my odgovara 
nejednacabi: 

my — 5/2 

Take kojih koordinate zadovoljavaju ovaj uvjet 	na poligonu Kx izmedu pravca p x34 i ordinate. Zbog toga je gravitaciono polje Gx (Ef,) ekstremne take 	onaj dio poligona Kx koji leii. izmedu pravca px43 i ordinate. 
Tako smo zavrgili parcelaciju poligona Kx na gravitaciona polja ekstremnih 

taaka poligona Ky. Slieno podijelimo na gravitaciona polja jog i poligon Ky. 
Na poligonu Ky izaberemo proizvoljnu taku s koordinatama y, i y2. Ako 

ove dvije vrijednosti uvrstimo u bilineamu funkciju cilia, onda za varijable x, i 
x2 dobivamo linearni program s nepromijenjenim uvjetnim nejednadibama i sa slijedeeom funkcijom cilja : 

fx (x„x2) ---- (2y, + 9y2) x, + (8y, 	3y2) x2 
Ova je funkcija s obzirom na varijable 	i x2 linearna i ima smjemi koeficijent: 

2y, -I- 9y2 m. = 
8y, -I- 3y2 

Gravitaciono polje Gy (E!) ekstremne take Exl sastavljaju one take poli-
edra Ky za koje smjerni koeficijent odgovara nejednad2bi: 

my, — 1/2 
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Nakon rjetenja jednad2be: 

2yi 	9y2 	1 

8Y2 3Y2 	2 

ustanovimo da je to gravitaciono polje dio poliedra Ky koji 	izmedu apscise 

i pravca p1,2 s jednadibom: 

437, — 15y2 ----- 0 

Gravitaciono polje Gy (ED ekstremne toeke 	sastavljaju one take poliedra 

Ky za koje smjerni koeficijent 	odgovara nejednadibama: 

— 1/2 m. — 1 

To je gravitaciono polje dio poligona Ky koji le2i izmedu pravca 	i pravca pp 

s jednadibom: 
Y1 - Y2 = 0 

	

Gravitaciono polje Gy (El) ekstremne toeke 	sastavljaju one toeke poliedra 
K,, za koje smjerni koeficijent m. odgovara nejednadtbama: 

— 1 m. — 2 

To gravitaciono polje dio je poligona Ky koji 	medu pravcem 143 i pravccm 

s jednadlbom: 
14y, — 3y2 = 0 

Gravitaciono polje Gy (Et) ekstremne toeke E: sastavljaju one take poliedra 
Ky za koje smjerni koeficijent m. odgovara nejednadibi: 

— 2 

To gravitaciono polje dio je poligona Ky koji 	izmedu pravca 	i ordinate. 

Tako smo zavrtili parcelaciju poligona K}, na gravitaciona polja ekstiemnih 

toeaka poligona K.. 
Raspodjelu konveksnih poligona K. i K,, na gravitaciona polja prikazuje 

slika 36. 
Sada kad poznajemo raspodjelu obaju konveksnih poligona na gravitaciona 

polja, bilinearni program moiemo rjdavati bez raeunanja, samo utvrdivanjem na 
kojem gravitacionom polju neka toeka. Kako svi pomoeni linearni medupro-
grami imaju optimalno moguee rjetenje u nekoj ekstremnoj toaki, to aemo u na-
stavku pri rje:s'avanju bilinearnog programa uzeti kao poeetak odmah neku ekstremnu 
toeku. Bilinearni program rijekt aemo eetiri puta, svaki put s drugom ekstremnom 
toekom kao ishodikem. U tome ee nam porno& sl. 36. 

1. Rjetavanje poeinjemo s parcijalnim mogueim rjetenjem y, 0 & y2 = 8 
koje je prikazano ekstremnom toekom El. (0,8). 

E?; 	na gravitacionom polju take Et,. 
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Ex4 (5,0) le2i na gravitacionom polju take El. (0,8). Zbog ponavljanja take 
bilinearni program ima lokalno optimalno rje..§enje: 

	

x, 5, x2 = 0, 	= 0, Y2 = 8, 

kojemu odgovara vrijednost funkcije cilja 360. 

2. Rjegavanje painjemo s parcijalnim moguaim rjegenjem yi = 3 & y2 = 7 
koje je prikazano ekstremnom toekom F4, (3,7). 

le2i na gravitacionom polju to6ke El. 

na gravitacionom polju take E;. 
na gravitacionom poliu toZke 

E2. (2,4) leli na gravitacionom polju take E; (7,5). 

Zbog ponavljanja take Ey3 bilineami program ima lokalno optimalno rj6"enje: 

	

x, = 2, x2 4, 	= 7, Y2 = 5, 
kojemu odgovara vrijednost funkcije cilja 402. 

3. Rjegavanje painjemo s parcijalnim mogueim rjegenjem 57, -- 7 & y, 5 koje je prikazano ekstremnom takom E; (7,5). 

leli na gravitacionom polju take 
W, (2,4) 	na gravitacionom polju take E?, (7,5). 

Zbog ponavljanja take Ey3 bilinearni program ima lokalno optimalno mogu&: 
rjegenje: 

xi == 2, x2 	4, yi == 7, Y2 == 5) 

kojemu odgovara vrijednost funkcije cilja 402. S tom takom kao poe'etnom dobili 
smo isto optimalno moguee rjegenje kao gto smo ga dobili kad smo zapa'eli s ta-
kom Ey2. 

4. Rjegavanje po6njemo s parcijalnim mogueim rjegenjem yi = 9 & y, = 0 koje je prikazano ekstremnom takom E: (9,0). 

leE na gravitacionom polju take El. 

Exl (0,5) le2i na gravitacionom polju tale Et (9,0). 

Zbog ponavljanja take Et bilineami program ima lokalno optimalno moguee 
rjegenje: 

xl = 0, x2 = 5, yy 9, yi 0, 

kojemu odgovara vrijednost funkcije cilja 360. 

Nleibe 

1. Uzmi slijedeei problem bilinearnog programiranja: Treba odrediti vrijednosti nenega-
tivnih varijabla x, y i u, v koje zadovoljavaju nejednad2be: 

x 2y 5 12 	u v 5 3 
4x 	y < 20 
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tako da funkcija cilia: 
f (x,y; u,v) = 7xu + 3xv + 5yu + 8yv 

ima maksimum. U ovom bffineamom prograxnu rije§i sffiedeee zadatke: 

a) nacrtaj oba poligona parclialthh mogaih rje§enja; 

b) poclijeli oba poligona na gravitaciona polja; 

c) bffineartli program rije§i. alternativnom simpleks-metodom tako da zapaneS s parci-
jalnim moguahn rje§enjem x = 1 i y = 3; 

(0,6; 0,3; 144) 

d) bffinearni program rlie§i s gravitacionim poljima tako da zapo6ne§ s parcijalnirn moguaim 
rje§enjem x = 1 i y = 3; 

(0,6; 0,3; 144) 

c) bffinearni program rlidi altemativnom simpleks-metodom tako da zapone§ s parci-
jalnirn mogulim rjelenjem u=1 i v 1; 

(4,4; 3,0; 144) 

f) bffineami program rije§i s gravitacionim poljima tako da zapo6ne§ s parcijalnim moguaim 
rje§enjem u=1 v= 1. 

(4,4; 3,0; 144) 

2. U drugoj vjeibi prijakje toZke bffinearni se prograrn poldapa s bffinearnim programom 
koji smo razmatrali kao prirnjer u toj to6ki. 

a) Rliegi zadatke a, b, c, i d druge vjene prijanje to8ce s gravitacionim poljima na sl. 36. 

b) U prirnjeru u toj toad bilinearni smo program rije§ili 6etiri puta. Izrallinaj sva 6etiri 
lokalna optimalna moguF.a rje§enja alternativnom simpleks-metodom. 
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MatematiZno programiranje. Knj. 1: Linearno programiranje (Uvod. Elementarne 
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girinama paketa jezgri za digitalni ra6unar. Tretje posvetovanje o uporabi metod operacijskega 
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MARTIC, L.: 
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organizacijah v Jugoslaviji, Ljubljana, 1970, str. 182-196. 

PRELEC, M.: 
Optimalizacija proizvodnje v mesno-predelovalni industriji. Tretje posvetovanje 

o uporabi metod operacijskega raziskovanja v delovnih organizacijah v Jugoslaviji, Ljubljana, 1970, str. 208 —219. 
ROZMAN, L.: 

Optimalizacija proizvodnega programa v valjarni tanke plo6evine. Tretje posve- 
tovanje o uporabi metod operacijskega raziskovanja v delovnih organizacijah v Jugoslaviji, Ljubljana, 1970, str. 220-227. 

ROZMAN, L. in Rozman R.: 
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Analiza zasipa plavh. Tretje posvetovanje o uporabi metod operacijskega ra- 
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ROZNIAN, R.: 
Optimalizacija proizvodnega programa v jeklovleku. Tretje posvetovanje o 
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STANTEVIC, R.: 
Analiza optimalnog re§enja. Tretje posvetovanje o uporabi metod operacij-

skega raziskovanja v delovnih organizacijah v Jugoslaviji, Ljubljana, 1970, str. 280-303. 
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Razvojne smernice operativnih istraiivanja u na:s'oj privredi. Tretje posvetovarne 
o uporabi metod operacijskega raziskovarna v delovnih organizacijah v Jugoslaviji, Bled, 
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Primena linearnog prograrnirama kod izbora najpovoljnijih varijanti pri 
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baza 115, 175 
bazieno rjegenje 160, 162, 164 
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raspodjela financijskih sredstava 309 
raspodjela investicija 27 
ravnina 120 
razmjegtaj strojeva 7 
razvijanje determinante 57 
red matrice 63, 64 
refleksivnost 65, 82 
rjeknje igre 218 

402 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



transpozicija 52, 69 
tranzitivnost 65, 82 
trofazni proizvodni proces 276 

sedlo 213, 214, 215, 218 
simetri6na matrica 64 
simpleks-metoda 10, 175, 235, 242, 251, 374 
singularna matrica 75, 113 
sistem linearnih jednadibi 74, 87, 92, 100 
skalar 64 
skalarna matrica 64 
skalarni produkt 57, 59, 61, 74, 118 
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transformacijska shema 192 
transportna metoda 319 
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umjetna varijabla 151, 253 
upadni kut 6 

vektor redak 64 
vektor stupac 64, 105 
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vezani ekstrem 9 
vi§efazni proces 312 
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