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PREDGOVOR

Svako chonomsko istraZivanje u kojem se slufimo metodama linearnog programiranja sastofi
se od triju faza. Prva faza istragivanja obuhvada proucavanje ekanomske situacije, izbor pretpostavki
ili hipoteza i odredivanje numerickih vrednota svih parametara Sto nastupaju. Uspjesnost istrafivanja
ovisna je u proom redu o dobro obavijenom poslu u tof fasi. Sa stajalista ekonomske analize ta je faza
istraffvanja najznacajnija i sadriajno najbogatija. Poznavanje i pravilna wpotreba ekonomske teo-
rije proi je uvjet za djelotvoran rad w toj fazi, Proucavanje te faze prelasi namjenu ove knjige pa je
zato oplenito ne obradujemo.

Druga faza istrafivanja obuhvada matematicku Sformulaciju i numericko rjefavanje odgova-
rajuceg linearnog programa. Ova faza ima formalni znacaj; matematitka formulacija problema
posljedica je w prooj fazi prikvacenih hipoteza i rezultata odredivanja vrijednosti parametara, nu-
mericko rjefavanje linearnog programa je pak sasvim tehnicki determinivani radunski rad. Knjiga
obraduje uglavnom tu fazu istrafivanja; podijeljena je na etiri dijela. Proi dio obraduje znalenje
linearnog programiranja u ckonomskim analizama na elementarno rjesivim primjerima. Drugi dio
obuhvaca matematicka sredstva koja su pri linearnom programiranju prijeko potrebna. Tredi dio daje
matematichu teoriju linearnog programirawia { numericku tehniku rjefavanja linearnih programa.
Cetvrti { najopseiniji dio obraduje upotrebu linearnog programiranja u privredi; taj dio ima fetiri
poglaviia.

U XII. poglaviju obraduju se primjeri linearnili programa uz Jednostavnu upotrebu simpleks-
metode, i to primjer o prehrant, u kojem je sadrZajno obrazloZena simpleks-metoda, proizvodni pro-
blem, uz koji je obrazlofena analiza elektronski izradunanih rezultata, i problem iz analize trZifta.
U XIII. poglavlju sistematski se obraduju dvofazni i mnogofazni ekonomski procesi. XIV. poglavlje
obraduje transportne metode linearnog programiranja. Posljednje, XV, poglavlje bavi se teorijom
bilinearnog programiranja.

Treca faza istradivanja obhuhvada ckonomsku analizu izracunanih rezultata. I ta faza prelazi
namjene ove knjige 1 kao i prva spada u ekonomsku teoriju.

Za numericho vieSavanje linearnih programa upotrebljavamo elekironska raéunala. Radunski
centri w nas raspolazu elektronskom racunskom tehnikom prilicnog kapaciteta i odgovarajudéim pro-
gramima za radunanje. Stoga se u knjizi ne obraduje posebno elektronsko rjefavanje linearnth progra-
ma, dok su numericki primjeri naravno rijeSeni elektronskim ratunalom, Viesbe u knjizt izabrane su
i priredene tako da se mogu rijediti bez elektronskog racunala.

Osobito sam zahvalan prof. dr. Liubomiru Marticu, koji je ljubazno preuzeo recenziju hrvatskog
izdanja ove knjige. Zahvaljujem i asistentu Francu Lebedincu, koji je nadasve brifljivo pregledao
rukopis i upozorio me na greske u njemu. Mnogo zahvaljujem i prevodiocu Mirjani Fendié, koja je
prevela rukopis napisan na slovenskom jeziku, kao i lektoru hrvatskog teksta prof. Branki Burié.

Zahvaljujem 1 INFORMATORU, koji je bio spreman da izda tako opsezan rad s podrucja
primijenjene matematike.

Alojzij Vadnal
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I, UVOD

1. Operativno istraZivanje

U znacajne osobitosti razvitka moderne znanosti mozemo ubrojiti ¢injenicu
da se i u neegzaktnim znanostima sve vie i uspje$nije upotrebljavaju kvantitativne
metode istrazivanja i da se i te znanosti pokusavaju u sve vec¢oj mjeri matematizirati.
Poznato je da su se davno ve¢ matematizirale znanosti koje proucavaju nezivu
prirodu; u tim je znanostima djelotvornost matematickih metoda neosporna, §to
treba pripisati osobito ¢injenici da su pojave i odnosi koje te znanosti proucavaju
razmjerno dosta jednostavni, pa se mogu adekvatno obradivati poznatim matema-
tickim sredstvima.

Djelotvornost matematickih metoda u prirodnim znanostima potakla je interes
za njihovu upotrebu u dru$tvenim znanostima, a medu njima mozda najprije u
ekonomskoj znanosti. Zelju za uvodenjem matemati¢kih metoda u ekonomsku
znanost sprecavale su brojne okolnosti. Jo§ je, bez sumnje, sporno da li je u ekonom-
skoj znanosti uop¢e moguc toliki stupanj matematizacije kakav je uspio u prirodnim
znanostima: pojave 1 odnosi u privredi su naime tako kompleksni i isprepleteni
da se vjerojatno ne mogu opisati jednostavnim matematickim formulama koje bi
bile adekvatne opisivanim pojavama i odnosima. Na drugoj strani pak i matematika
sama jo§ je premalo razvijena a da bi dovoljno to¢no mogla proucavati kompleksnije
privredne pojave. Teoretska matematika je dodu$e razvila odlicne metode za
proucavanje prirodnih pojava, no te metode nisu dovoljne za proucavanje ekonom-
skih pojava.

Prvi znacajniji pokusi uvodenja matematickih metoda u ekonomsku znanost
sezu unatrag u sredinu proSlog stolje¢a. Klasici matematiCke ekonomije Walras,
Jevons, Pareto i drugi pokusali su matematizirati teoretsku ekonomiju po uzorku
kakav je tako lijepo uspio u nebeskoj mehanici. U matematickoj formulaciji ekonom-
skih pojava i odnosa postignuti su doduse znatni formalni uspjesi, ali su, na zalost,
njihove matematicke formulacije ostale nekvantificirane. Zbog nemogucnosti kvan-
tifikacije matemati¢ki formuliranih ekonomskih odnosa na tadasnjem stupnju
razvitka matematike i ekonomije, upotreba matematickih metoda u privredi u$la
je u slijepu ulicu i izrodila se u sadrzajno dosta siromasan formalizam. No unato¢
pocetnim neuspjesima nikad nije nestala zelja za matematizacijom ekonomske
znanosti; posljednjih desetljeca ¢ak je jako ozivjela ali ne toliko radi gajenja teorije
koliko iz prakticnih privrednih razloga. Za uspjesan razvoj matematizacije ckonom-
ske znanosti osobito za potrebe poduzeca bili su tako stvoreni u matematici kao i
u ekonomiji novi i povoljniji uvjeti. Matematika je razvila nove grane koje su za
proucavanje drustvenih odnosa prikladnije od klasi¢nih; te su grane osobito racun
vjerojatnosti kao osnova za statistiku, teorija strateskih igara, koja pokusava ovladati
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konfliktnim situacijama, kibernetika itd. Neke modernije grane matematike razvi-
jaju se u smjerovima koji su klasicnim strani; te grane zapravo zanemaruju brojeve
i bave se u prvom redu samo nekvantitativnim kategorijama. Takve su matematicke
erane osobito matematicka logika, teorija skupova, topologija itd.

Na drugoj strani, zbog zahtjeva za $to veCom racionalizacijom u privredi,
posljednjih godina razvile su se neke nove grane ekonomske znanosti, kao npr.
psihologija rada, teorija organizacije, operativno istraZivanje itd. U tim su granamu
matematicke metode istrazivanja nagle izvanredno plodno tlo.

Velika je zapreka uspje$nom prodoru matemartickih metoda u ekonomiju 1
kompleksnost te znanosti. Pojave $to ih proucava ekonomija mnogo su zamrsenije
od prirodnih pojava. U njima se osim kvantitativnih ispreplecu i brojne nekvanti-
tativne kategorije kojima je matematickim metodama tesko adekvatno ovladati.
Takva priroda ekonomske znanosti postavlja upotrebi matematickih metoda odre-
dene granice, izvan kojih matematicke metode nisu vise ni uspjesne ni svrsishodne.

U modernom privrednom sistemu ckonomske pojave 1 odnosi postaju iz dana
u dan sve kompleksniji i medusobno isprepleteni. Taj se proces odrazuje na bezbroj
nacina u razli¢ciim oblicima kooperacije i koprodukeije, u integraciji privrednih
poduzeca 1 udruzivanju vecih privrednih regija, u problemima medunarodne podijele
rada itd. Prihvacati dobre ekonomske odluke ili voditi dobru privrednu politiku
danas je teze nego ikada prije. Zbog kompleksnosti i isprepletenosti privreede u
odredenoj su privrednoj situaciji moguce bezbrojne odluke izmedu kojih privrednik
mora napraviti izbor. Prihvacena odluka moze imati za privredu dalekosezne po-
sliedice, §to ovisi o vaznosti odluke i svrsishodnosti njezina izbora. Sto je privreda
PO Svom ustrojstvu i po svojoj razgranatosti zapletenija, to bolje treba poznavati
ckonomske odnose da bi se mogle prihvatiti ispravne odluke. Stoga se u privrednim
krugovima ucvricuje uvjerenje da privredne odluke treba temeljiti na  nanstvenim
osnovama.

Iz zelje da se prihvacanje privrednih odluka znanstveno utemelji, potekla je
metodoloski nova grana ckonomske znuanosti, operativno istrazivanje. Operativoo
istrazivanje kao znanstvena metoda pojavilo se pod tim nazivom za vrijeme drugoga
svjetskog rata u vojnoj strategiji. Zbog svoje prakti¢ne primjenljivosti ono sc poslije
rata brzo prosirilo i na druga podrucja, pa i na podrucje ekonomije.

Operativno istrazivanje posebna je metodoloska i normativna djelatnost koja
se ne moze definirati u klasicnom smislu definicije. Stoga ¢emo pokusdati da je
samo na neki nacin opisemo. Operativno istrazivanje u ekonomiji ima znacaj nor-
mativne grane ekonomske znanosti u kojoj se intenzivno i sistematski upotrebljavaju
kvantitativne matematicke i statisticke metode. Predmet operativnog istrazivanja
u privredi je proucavanje konkretnog priuednog polozaja i mogucih DI'i\T(_dl‘lih
odluka s namjenom da se izvrsni organi opskrbljuju potrebnim kvantitativnim
analizama koje treba da pridonose prihvacanju optimalnih privrednih odluka,

Po svom sadrzaju operativno istraZivanje u privredi zapravo je toliko staro
koliko 1 privreda sama. U privredi su se naime uvijek javljale situacije u kojima je
covjck morao odabirati izmedu postojecih mogucnosti. Odgovarajuce odluke ljudi
su u prvo vrijeme prihvacali po osjecaju ili na osnovi nekih primitivnih prosudi-
vanja. Iormalno se o operativnom istrazivanju moglo govoriti tek kada su ta pro-
sudivanja dosegla takav stupanj egzaktnosti da su pri tom bile upotrijebljene mate-
maticke ili statisticke ili neke druge kvantitativne metode. U prve pokusaje upotrebe
metoda operativnog istrazivanja mozemo ubrojiti istrazivanje I'. W. Taylora, koji
je god. 1895, proucavao kako bi velikom lopatom trebao raditi radnik da bi njegov
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ucinak u propisanom vremenu bio najveci. Slicni primjeri operativnih istrazivanja.
dakako pod drugim nazivom, poceli su se redati na razli¢itim privrednim podrucjima‘

Osobito povoljno razdoblje za razvoj operativnog istrazivanja pocelo je nakon
drugoga svjetskog rata. U privredno razvijenijim zemljama nastala je povoljna atmo-
sfera za razvoj operativnog istrazivanja i za njegovu primjenu u privrednim organi-
zacijama. Toj su atmosferi pogodovali izvanredni tehnoloski napredak, moderna
organizacija rada itd., $to mozemo pripisati revolucionarnom razvitku teorije
organizacije, elektronike, automatizacije i eletkronske racunske tehnike. Uz takav
je razvoj u svjetskoj privredi postavljen na prvo mjesto zahtjev za §to vetom pro-
duktivnoséu rada. Uvodenje modernih organizacionih struktura i proizvodnih
sredstava s namjenom povecavanja produktivnosti rada prisiljavalo je privrednike
da najracionalnije iskoriStavaju raspoloziva sredstva. To je pak $irom otvorilo vrata
operativnom istraZivanju u privrednim organizacijama. Metode operativnog istra-
7ivanja ubrzo su se potvrdile na bezbrojnim privrednim podrudjima.

Upotreba matematickih i statistickih metoda karakteristi¢na je za operativno
istrazivanje. S obzirom na upotrebu matematickih sredstava operativno istrazivanje
postavlja velike zahtjeve, nema gotovo nijedne grane matematike koja se ne bi
mogla upotrijebiti u operativnom istrazivanju. Deterministicke metode matematicke
analize i algebre u operativnom su istrazivanju prijeko potrebne, ali ipak nedo-
voline; treba posegnuti jo§ i za nedeterministickim metodama racuna vjerojatnosti,
teorijom igara i teoretskom statistikom. Jednake zahtjeve postavlja operativno istra-
zivanje i s obzirom na numericko raCunanje. Rjesavanje privredno znacajnih proble-
ma koje obradujemo metodama operativnog istrazivanja zahtijeva toliko numerickog
ra¢unanja da se to u vecini slu¢ajeva moze obaviti jedino elektronskim racunalom.
Stoga je elektronska racunska tehnika prvi uvjet za razvoj i uspjesnu upotrebu ope-
rativnog istrazivanja.

U matematickom proucavanju nekog privrednog problema stvaramo model
kao formalni odraz izvornog problema. Privredno znaCajni problemi kojima se
bavi operativno istrazivanje ve¢inom su tako kompleksni i sadrzajno bogati da se
matematickim sredstvima ne mogu ovladati u svom izvornom opsegu. Takve pro-
bleme najprije suzavamo nekim unaprijed prihvacenim ogranicenjima i hipote-
zama. Tako dobivamo model §to odgovara izvornom problemu, koji proucavamo
umjesto izvornog. Pri konstrukciji modela moramo biti veoma oprezni; moramo
paziti da izvorni problem ograni¢enjima ne osiromasimo u tolikoj mjeri da on vise
nije adekvatan izvornom. Model mora svakako zadovoljavaju¢e aproksimiratj
obradivanu privrednu situaciju.

Za kvantitativno istraivanje privrednog problema potrebni su nam pocetni
podaci, razli¢iti pokazatelji, koeficijenti i parametri. To su razli¢iti empiricki ili
statisticki podaci koji su dani ili neposredno ili su rezultat posrednih mjerenja
ili statistickih akcija. Statisticki podaci sadrze uvijek neki stupanj netoc¢nosti, §to
moramo pri operativnim istrazivanjima uzeti u obzir.

Istrazivacki rad pomocu metoda operativnog istraZivanja specifican je nacin
rada u kojem je nuzna suradnja matematicara, statisticara i stru¢njaka s onog po-
drucja koje istrazujemo.

Pri problemima koje proucavamo metodama operativnog istrazivanja postoje
dva tipa kategorija. Prvi tip tvore kategorije koje su dane objektivno 1 na koje ne
moZemo dielovati nadim subjektivnim zahvatima; tome tipu pripadaju razliciti
tehnolo$ki koeficijenti, ogranitenja s obzirom na raspoloZiva sredstva, trziSne
cijene itd. Drugi tip tvore kategorije koje nisu dane objektivno i na koje moZemo
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djelovati subjektivnim zahvatima; tome tipu pripadaju u proizvodnji struktura
proizvodnje, pri transportu struktura transporta itd. U taj tip ulazi i namjena koju
Zelimo  postici operativnim istrazivanjem; kako je u operativnom istrazivanju
obifno rije¢ o nekom problemu optimalnosti, to unaprijed izabiremo neki kriterii
optimalnosti.

Pri pokusaju klasifikacije problema operativnog istrazivanja moramo uzimati
u obzir dva Klasifikaciona kriterija. Prema prvom kriteriju dobivamo klasifikaciju
koja se ravna po upotrijebljenim metodama. Prema tom kriteriju razlikujemo slijedede
tipove problema: probleme linearnog programiranja, probleme nelinearnog pro-
gramiranja, probleme mreznog programiranja, probleme koje obradujemo metodom
Monte Carlo itd. Prema drugom kriteriju dobivamo Klasifikaciju koja se ravna
po sadrZaju problema. Prema tom kriteriju razlikujemo slijedece tipove problema:
proizvodne probleme, transportne probleme, probleme zaliha, probleme redova
¢ekanja itd.

U operativnom istrazivanju obradujemo vecinom neke probleme optimalnosti.
Uz dane uvjete Zelimo npr. odrediti najmanje troskove, najvedi dohodak, najmanje
potrebno vrijeme, najbolju alokaciju raspolozivih sredstava itd. U nastavku ¢emo
razmotriti nekoliko takvih problema.

Upadni kur. Kao §to vidimo na sl. 1, iz privrednog sredista S vodi ravna pro-
metna zila. U tocki M, koja je odmaknuta od prometne zile, lezi roba $to je treba
prevesti u srediSte S. Robu prevezemo najprije direktno do prometne Zile a zatim
po njoj do sredista S. Troskovi za prijevoz robe na jednoj jedinici puta do prometne
zile iznose p, novcanih jedinica; ovi su troskovi vedi od troskova za prijevoz robe
na jedinici puta po prometnoj zili, koji iznose p, novéanih jedinica. Robu zelimo
prevesti do sredista S tako da ukupni prijevozni troskovi budu najmanji.
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Si. 1. Upadni kut

Rijesimo zadatak metodama infinitezimalnog ratuna. U tu svrhu uzmimo
kartezijski koordinatni sistem; njegovo ishodiste polozimo u srediste S, a apscisu
na prometnu zilu. Roba lezi u tocki M (a, b). Od totke M prevezemo robu najprijc
ravno do tocke Q (x. 0) na prometnoj zili i odavde dalje prometnom Zilom do sre-
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dista S (0, 0). Put do prometne zile je dug /(b* - (a —x)*), a put po prometnoj

7ili je dug x duzinskih jedinica. Zbog toga ukupni prijevozni troskovi iznose:
S (x) =py (b + (@ — X)) + py X

Ovi su troskovi funkcija varijable x i toj varijabli treba odrediti vrijednost kod

koje ova funkcija ima minimum.

Deriviranjem ove funkcije dobivamo prvu derivaciju:

ds =~ =X
T_l-.;'._ P I!(_bz 7{[ __X)z) P2

i drugu derivaciju:
d’s | b?
axz Pt V(b2 a—x)?)>

Kako je druga derivacija pozitivna, ekstrem funkcije je minimum. Ako prvu deri-
vaciju izjednacimo sa 0, nakon uredenja dobivamo jednadzbu:

o B _ P2
V(b2 +(a—x)*) py

Iz ove jednadzbe mozemo izracunati apscisu x tocke Q. Radi uopcenja zadataka
uvodimo kut a, koji tvore upadna zraka MQ na prometnu Zilu i prometna zila;
taj kut zovemo upadni kut. Kako je po sl 1:

- a—x
COS ¢ = =775 o
Y (b? 4 (a — x)?)
dobivamo iz prijasnje jednadzbe da upadni kut pri najjeftinijem prijevozu zadovo-
ljava jednadZbu:
COS i — p}
P

1z te jednadzbe vidimo da upadni kut nije ovisan o polozaju tocke M i da je ovisan
samo o omjeru prijevoznih cijena. Kod najjeftinijeg prijevoza se dakle roba preveze
do prometne Zile po upadnoj zraci koja s njom tvori upadni kut a.

Razmjestaj strojeva. Radnik upravlja sa N? strojeva kvadratnog oblika koji
su razmjesteni na pravokutnoj plohi tako da su prolazi izmedu pojedinih strojeva
jednako $iroki. Zbog manjih kvarova radnik mora intervenirati sad kod ovoga sad
kod onoga stroja. Odredimo oblik pravokutne plohe tako da uklanjajuci kvarove
radnik obavlja §to manji put.

Rije§imo zadatak metodama racuna vjerojatnosti i infinitezimalnog racuna.
U tu svrhu rije$imo prvo ovaj pomo¢ni zadatak: radnik upravlja sa n jednakih
strojeva koji stoje u ravnoj liniji u razmacima po d duzinskih jedinica. Izracunajmo
srednju duZinu puta koji radnik mora prijeci za slucaj svakoga kvara uz uvjet da
je vierojatnost slijedecega kvara na svim strojevima jednaka. Uzmimo da je radnik

7



bas otklonio kvar na p-tom stroju i izratunajmo srednju duzinu puta do stroja sa
slijedecim kvarom. Ako se kvar dogodi na prvom, drugom, ..., p-tom, ..., n-tom
stroju, radnik koji stoji kod p-tog stroja mora prijeéi slijedeée putove:

p—1Dd, (p—2)d, ..., d, 0, d, ..., (n — pid

Vierojatnost za svaki od ovih putova jednaka je 1/n jer smo pretpostavili da je viero-
jatnost kvara za sve strojeve jednaka. Srednja duZina puta koji radnik mora prijeci
od p-tog stroja sa slijedec¢im kvarom jednaka je sumi produkta tih vrijednosti i
odgovarajucih vierojatnosti:

. d | . . .
El(DJ:;',{P—U +P—2Dt.. +F1+0+1 L0+ (n—p)

. ( ! 2
E,(p) =—5=(n* | n—2pn--2p* — 2p)
¥ 2n
Prije slijedeceg kvara radnik moze stajati pri bilo kojem Stroju, 1 to s vjerojatno$cu
Koja je za sve strojeve jednaka. Ako stoji pri prvom, drugom, ..., i posljednjem stroju.
srednje duzine puta do stroja sa slijede¢im kvarom jednake su:

E, (1) E; (2), ..., E; ()
Zbog pretpostavke o jednakoj vjerojatnosti i svim ovim vrijednostima odgovara

vierojatnost 1/n. Stoga je kod n strojeva srednja duzina puta do stroja sa slijedecim
kvarom jednaka sumi produkata tih vrijednosti s odgovarajuéim vierojatnostima:

[ . B .o
E@n) — —(B, () +E,@2)— ... -E,; (n))
n
. | pzor g .
En) =——3X 5 (n*+n— 2pn - 2p% — 2p)
o 4=y 20
; d ; p=n pP=n N pP=n
L) —s=0* - - X p+23 pP—23 p)
2n? p=1 p=1 Pl
2= =]
Eln)Y—"— d
in

Time smo rijedili pomoc¢ni zadatak.

Pretpostavimo da smo razmijestili N? strojeva u m redova po n strojeva. Po
pravilu o srednjoj vrijednosti suma dviju slucajnih varijabli, srednja duzina puta
koji radnik mora prije¢i do stroja sa slijededim kvarom jednaka je sumi srednje
vrijednosti duzine puta u praveu reda strojeva i srednje vrijednosti duZine puta
u praveu koji s prijasnjim praveem tvori pravi kut. Po prijasnjem je obrascu ova
srednja duZina jednaka:

S | 3.

Sad mozemo rijesiti prvobitni zadatak. Pretpostavimo da smo N2 strojeva razmje-
stili na pravokutnu povrsinu tako da dobivamo m redova po x strojeva; zbog toga
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je m = N?/x. Po posljednjem obrascu srednja je duzina puta do stroja sa slijedecim
kvarom ova funkcija varijable x:

2 _ Tdjed
E(x):(x li_h;x l)d

3x T AN2x)
. d(N? — 1)(x* +N?)
E (X) - ( 333;)( "

Ova funkcija ima prvu derivaciju:
dE  d(N? — )(x* —N?)

dx  3N2x?

i drugu derivaciju:
d*E 2 (N? —1)

dx? 0 3x3
Ako izjednacimo prvu derivaciju sa 0, dobijemo jednadzbu iz koje izracunamo:
x=N

Funkcija E (x) ima dakle ekstrem u tocki x = N; kako je u toj tocki druga deriva-
cija funkcije pozitivna, ekstrem je minimum. Buduéi da je m — N7/x, slijedi da
je za ovu vrijednost varijable m — N. Najpovoljniji razmjestaj strojeva je razmjestaj
u n redova po n strojeva; za takav razmjestaj upotrebljavamo plohu kvadratnog
oblika.

Vesani ekstremi. Neki se problemi optimalnosti matematicki tormuliraju kao
vezani ekstremi. Op¢i problem vezanog ekstrema formuliramo ovako: odrediti
treba ekstrem funkcije vise neovisnih varijabla:

y =B e Xi)
tako da neovisne varijable zadovoljavaju uvjetne jednadzbe:

g1 (Xps o Xa) =0

o (X155 Xn) = 0
Vezane ekstreme ovoga tipa rjesavamo metodama infinitezimalnog racuna obicno
poznatom Lagrangeovom metodom multiplikatora,

Primjer. Od Zice duge 2s duzinskih jedinica izradimo trokutni okvir najvece
povr§ine; treba odrediti oblik okvira. Pretpostavimo da trokutni okvir ima stranice
X, v i z; stoga je Xy +2z=2s. Po Heronovom obrascu:

pl=s(s—x)(s—y)(s—2)

izrazimo povrsinu koju okruzuje okvir kao funkciju varijabla x, v i z. Prema tome
dobivamo ovaj problem vezanog ckstrema: Treba odrediti maksimum funkcije:
s(s —x)(s —y)(s —12)
uz uviet:
X +y+z=212s



Po Lagrangeovoj metodi dobivamo:
X=y =1z=1283

Okvir najvece povrsine ima dakle oblik istostrani¢nog trokuta.

Medu problemima vezanog ekstrema osobito su znacajni problemi u kojima
je tunkcija Ciji ekstrem odredujemo linearna s obzirom na sve varijable 1 u kojima
varijable koje mogu imati samo nenegativne vrijednosti, zadovoljavaju jednadzbe
ili nejednadzbe $to su takoder linearne s obzirom na sve varijable. Probleme vezanog
ekstrema toga tipa rjeSavamo algebarskim metodama; ti su problemi predmet
linearnog programiranja.

2. Linearno programiranje

Prema ranije spomenutom, linearno je programiranije posebna matematicky
metoda koju upotrebljavamo u operativiom istrazivanju pri obradi problema ve-
zanog ckstrema s linearnom funkcijom cilja, s linearnim uvjetnim nejednadzbama
ili jednadzbama i s dodatnim zahtjevom da varijable imaju samo nenegativne
vrijednosti. Po svom historijskom razvitku linearno je programiranje razmjerno
mlada gruna primijenjene matematike, njegovi poceci sezu u vrijeme neposredno
pred drugi svietski rat. Prve formulacije problema linearnog programiranja i
prve metode rjeSavanja susrecemo god. 1939, u knjizi ruskog matemaricara 1. V',
Kantorovica' o organizaciji i planiranju proizvodnje. Neovisno o ruskim mateniati-
carima linearno su programiranje razvijali na zapadu osobito americki naucenjuci.
Kao prvi medu njima je F. 1. Hitchcock? god. 1941. objavio studiju o neckom
transportiiom problemu linearnog programiranja. Godine 1947. je G. B. Dantzig
otkrio opcu algebarsku metodu za rjedavanje linearnih programa nazvanu simplex-
-metoda; pomocu te metode numericki se moze rijesiti svaki problem lincarnog
programiranja. Linearno programiranje se razvijalo usporedo i u tijesnoj povezanosti
s dvije druge naucne grane, s medusektorskom analizom i teorijom  strateskih
igara. Po svom sadrzaju se doduse sve ove tri grane bitno razlikuju, ali sa stajalista
upotrijebljenih matematickih sredstava veoma su slicne, pa se stoga i metodologki
medusobno jako ispreplecu. Matematicku osnovu svih triju grana tvori lincarna
algebra. Privredno znacajni za praksu vasni problemi linearnog programiranja
moraju uzimati u obzir brojne okolnosti i stoga pri numerickom rjedavanju traze
toliko racunanja da ga prakticki mozemo obaviti jedino elektronskim ra¢unalom.
Stoga nije slucajno da se linearno programiranje u privrednu praksu uvelo rek
onda kad su se za numericko racunanje mogla koristiti elektronska racunala. Zato
u razvitku linearnog programiranja godinu 1952. smatramo vaznom prekretnicom
ier je tada prvi put bio izraden program za elektronsko riesavanje problema li-
nearnog programiranja po simpleks-metodi.

S matematickog stanovi§ta problemi linearnog programiranja ne zadaju vise
nikakvih teskoca. Matematicku osnovu linearnog programiranja tvore teorijn li-
nearnih nejednadzbi 1 jednadzbi i teorija konveksnih policdara, dakle dvije granc
teoretske matematike koje su za potrebe linearnog programiranja dovolino razvijenc.

' L. V. Kantorovi¢: Matematideskic metodi organizacii 1 planirovaniia proizvodstya, [ e-
ningrad, 1939,

* F. L. Hitcheock: The Distribution of a product from Several Sources to Numerous
Localities, Journal of Mathematics and Physics, Massachusetrts Institut of Technology, 1941,
vol. 20, no, 3.
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Probleme linearnog programiranja rje$avamo opcenito algebarskim metodama.
Matematicka sredstva kojima se pri tom koristimo ovise o tome koliko se varijabla
pojavljuje i o broju uvjetnih nejednadzbi ili jednadzbi. Opsegom vrlo skromne
probleme linearnog programiranja mozemo rijesiti grafickim ili pak nekim ele-
mentarnim aritmetickim metodama; takve ¢emo probleme obradivati u slijedecem
poglavlju.

U problemima koje rje$avamo metodama linearnog programiranja obitno
e rijec o optimalnom koriStenju ili alokaciji bilo kakvih sredstava koja su raspoloziva
samo u ograni¢enim koli¢inama. Kako su mnogi problemi s kojima se susrecemo
u privredi ba$ takve vrste, to se prakti¢na upotrebljivost linearnog programiranja
vrlo brzo iskazala na mnogim privrednim podrud¢jima, osobito onim 3to se ticu
poduzeca.

Bitno je za linearno programiranje da je funkcija cilja linearna i da su i sve
uvjetne nejednadzbe ili jednadzbe linearne. S matemati¢kog stanovista takva jedno-
stavnost problema linearnog programiranja pridonijela je da se za razmjerno kratko
vrijeme izradi dobra i potpuno odgovarajuca teorija. S ekonomskog i sadrzajnog
stanovista pak upravo su u linearnosti skrivene mnoge opasnosti. Stoga kad stva-
ramo odgovaraju¢i model linearnog programiranja za ma koji privredni problem,
treba brizljivo odvagnuti da li su prilike takve da su hipoteze o linearnosti oprav-
dane.
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II. ELEMENTARNO RJESIVI PROBLEMI LINEARNOG
PROGRAMIRANJA

1. Transportni problem s dva ishodista i odredista

Neka roba dolazi iz dva ishodista A i B; ishodiSta mogu biti npr. dvije tvornice,
dva nalazidta ili dva proizvolina proizvodna sredista. Od tih se ishodista roba pre-
veze do dva odredista P i Q; odredista mogu biti dva potro$na centra ili dva proiz-
voljna mijesta u kojima se roba potrogi. Ponuda izvora A je 4 jedinice robe,
sto znadi da iz tog ishodi$ta u promatranom vremenu dolaze Cetiri jedinice robe;
ponuda ishodista B je pak 3 jedinice robe. Pri prevozu robe od ishodi$ta do odre-
didta nastaju prijevozni troskovi; oni su upravno proporcionalni koliCini prevezenc
robe i cijeni prijevoza. Prijevoz jedinice robe od ishodista A do odredista P stoji
3 noveane jedinice, a do odredi$ta Q 2 novcane jedinice; prijevoz jedinice robe od
ishodiéta B do odredista P stoji | novcanu jedinicu, a do odredista Q 3 novcane
jedinice. Iz oba ishodista zajedno dolazi 7 jedinica robe; tu robu treba prevesti
do odrediéta tako da odrediste P dobije 2 jedinice, a odrediste Q 5 jedinica robe.
Uz ove podatke rjesavamo ovaj problem optimalnosti: Kako da usmjerimo prijevoz
robe od ishodista do odredidta da bi ukupni tro8kovi prijevoza bili najmaniji. Podaci
su za ovaj transportni problem pregledno sakupljeni u tabeli 1.

TABELA 1. PODACI T OPTIMALNO RJESENJE TRANSPORTNOG PROBLEMA

| | OdrediSta | Ponuda
| | P Q ‘
' | 3 | 2
. A | 0 4 4
lihodilta |—————|—— -
. I 3 |
| B | 2 | 1 3 l
e — —t = _| =

Potraznja | 2 | 5 7 |

Rje$avajuci ovaj problem. treba izracunati koliko robe treba usmjeriti od svakog
ishodi§ta prema svakom odrediStu; moramo dakle izratunati 4 nepoznanice. Ako
pak uzmemo u obzir da su ponude obaju ishodista i potraznje odredista odredene,
moz¥emo broj nepoznanica sniziti na svega jednu. Pretpostavimo da od ishodista
A do odredista P prevezemo x jedinica robe. Kako iz ishodista A dolaze 4 jedinice
robe, mozemo u odrediste Q prevesti svega jos 4 — X jedinica. Bududi da u odre-
diste P dolaze 2 jedinice robe, mozemo u to odrediste dovesti samo jo§ 2 — x je-
dnica. Kako potraznja odredista Q iznosi 3 jedinica a ponuda ishodiSta B iznosi
3 jedinice robe, moZzemo od B u Q prevesti x |- 1 jedinicu robe.
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Sad mozemo problem formulirati matematicki. Nijedna koli¢ina prevezene

robe ne moZe biti negativna; stoga nepoznanica x odgovara nejednadzbama:
X220 4—x20 2—x20, x- 1 =20
Cetvrta je od tih nejednadzbi ispunjena Cim je ispunjena prva; i druga je nejednadzba
ispunjena ¢im je ispunjena treéa. Prema tome nepoznanica x zadovoljava ne-
jednadzbe
0<x=<2

Lo znaci da moguce vrijednosti varijable x lese u intervalu [0, 2].

Ako uzmemo u obzir cijene prijevoza, mosemo izracunat] ukupne trofkove
prijevoza S (x) pri prijevoznoj strukturi kad prevezemo od A do P x jedinica robe
Sx) =3x—2(4—-x)-1(2 -X) +3(x—1
S{x) =13 +3x
Ukupni troskovi prijevoza su linearna funkcija varijable x. Ta je funkcija predo-
cena na slici 2. praveem. Tako za promatrani transportni problem dobivamo sli-

jede¢u matematicku formulaciju;

Treba odrediti minimum funkcije cilja;

S(x) =13 + 3x
uz uvjet da varijabla x odgovara nejednadzbama:
OD=sx£2
S(x) .
4 s
8 4

raJ

Si. 2. Funkeija troskova
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1z funkcije cilja, i njezine slike takoder, vidimo da ta funkcija na intervalu
[0, 2] ima najmanju vrijednost na lijevom kraju intervala x = 0. Po prijadnjim
promatranjima najjeftiniji prijevoz ima strukturu: x =0, 4 —x =4, 2x—2 =2,
x + 1 =1; kod te strukture prijevoza ukupni su troskovi prijevoza najmanji
i oznose S (0) = 13 noveanih jedinica. Ova optimalna struktura prijevoza takoder
je upisana u tabelu L.

Pri najjeftinijem prijevozu usmjerimo robu tako da dostavi
ishodiste A odredistu Q 4 jedinice
ishodidte B odredidtu P 2 jedinice i
ishodiste B odredistu Q 1 jedinicu

robe; pri tom saobracajna relacija od A do P ostaje neiskoristena. U takvoj organi-
zaciji transporta ukupni su troskovi prijevoza najmanii i iznose 21 novéanu jedinicu.
Ovu optimalnu strukturu prijevoza prikazuje sl. 3.

P
2 N2

SI. 3. Optimalna struktura prijevoza

Vijeibe

1. Dvije tvornice isporucuju robu za dvije trgovine. Prva tvornica isporudi 22, a druga 28
jedinica robe; tvornice isporuce prvoj trgovini 20, drugoj pak 30 jedinica robe. Troikovi prijevoza
za jedinicu robe iznose: od prve tvornice do prve trgovine 35, a do druge trgovine 30 novéanih
jedinica; od druge tvornice do prve trgovine 25, do druge trgovine pak 22 novéane jedinice. Sa-
stavi tabelu za taj transportni problem! Kako da tvornice isporute robu da bi ukupni trofkovi
prijevoza bili najmanji?

(0, 22, 20, 8; 1336)
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2. Rijesi problem transporta dviju tvornica A i B i dviju trgovina P i Q koji je dan u tabeli:

| P | e |
| 2| 3
A 8
- I : |_ _? —
I3 | | B _5
4 9 13

(0, 8, 4, 1; 47

| | P | Q |I

| - e 4|

[ A . | 15

T i _5|_ ? . —
| B | 20 |
3 | 1 |

(5, 10, 20, 0; 170,

| | 2 |
L - i_ _l)_
| 3 | 4
‘_ _ | ‘ 16

6 9 2 _‘

(Sve moguce strukture su optimalne: 76

2. Degeneracija u problemu transporta

Dva ishodista A i B opskrbljiuju robom dva odredigta P i

Q. Ponudu i potraznju
I vijene prijevoza za jedinicu robe na pojedinim relacijam

a daje tabela 1.

TABELA 1. PODACI I OPTIMALNO RJESENJE PROBLEMA T RANSPORTA

Odredista i
T S Ponuda
P | Q | i
— S T R e
| : | 6 | 3
Ishodista e -—‘— e |
P B
B | 8 | 0 g ‘
Potraznja 8 6 4
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Oznacimo sa x koli¢inu robe koja se preveze od A do P; zbog toga se od A
do Q preveze 6 — x, od Bdo P 8§ — xiod B do Q x jedinica robe. Pri takvom pri-
jevozu ukupni troskovi prijevoza iznose:

S(x) =6x +3(6—x) - 2(8 —x) -+ 5x
S(x) = 34 + 6x

Kako ni na jednoj relaciji transporta koli¢ina prevezene robe ne moze biti negativna,
varijabla x odgovara nejednadzbama:

x20,6—-x=20,8—x=20
Ove su nejednadzbe ekvivalentne nejednadzbama:
0=x=6
Tako za promatrani problem transporta dobivamo ovu matematicku formu-
laciju:
Treba odrediti minimum funkcije cilja:
S(x) — 34 + 6x
uz uvjet da varijabla x odgovara nejednadzbama:
D=x=6

Na intervalu [0, 6], koji je podru¢je mogucih vrijednosti varijable x, funkcija
cilja ima najmanju vrijednost 34 na donjoj granici intervala x — 0. Pri najjeftinijoj
strukturi prijevoza ne prevozimo robu iz ishodista A u odrediste P, niti je vozimo
od ishodista B u odrediste Q. Iz ishodista A prevezemo svih 6 jedinica robe u odre-
diste Q i iz ishodista B svih 8 jedinica robe u odrediste P. Pri takvoj strukturi pri-
jevoza ukupni su troskovi prijevoza najmanji i iznose 34 novcane jedinice. Opti-
malna struktura prijevoza takoder je upisana u tabelu |I.

Optimalnu prijevoznu strukturu pokazuje sl. 4. U tom primjeru transportni
sistem dijeli se na dva zasebna sistema, gdje svako ishodiite u cijelosti opskrbljuje
odgovarajuce odrediste neovisno o drugom ishodistu. U tom primjeru transportni
sistem degenerira u dva zasebna sistema. Ta se pojava koju Cesto susrecemo u
transportnim problemima linearnog programiranja naziva degeneracijom.,

g

B i "
St B
8
6
8
A P
6 8

Sl 4. Degenerirani transportui sistem

9 Linearno programiranje 17



Vijezbe

1. Ishodiste A ima ponudu 91 ishodiSte B ponudu 16 jedinica robe, OdrediSte P ima potraznju

Y, a odrediste Q 16 jedinica robe, Prijevozni trofkovi za jedinicu robe od ishodidta A do odrediita

> iznose 2, a do odredifta Q 5 nov&anih jedinica; od ishodidta B do odredidta P iznose 4 1 do odre-

dista Q 3 noveéane jedinice. Kako da prevezemo robu od ishodista do odredista da bi ukupni pri-

jevoznl trodkovi bili najmanii? Nucrtaj funkeiju prijevoznih trofkova, prika?i geometrijski optimalnu
strukturu prijevozal

9, 0, 0, 16; 66,

2. Rijesi transportni problem koji je dan u tabeli:

e e |
e ‘ | 8
A | 4 '
9 2 .
B 6 '
4 6 | 1|

4, 0, 0, 65 16)

3. Transportni problem s dva ishodiSta i tri odredista

Dva ishodista A 1 B opskrbljuju robom tri odredista P, Q i R. Ishodiste A
ima ponudu 7 a ishodiste 3 8 jedinica robe, odrediste P ima potraznju 6 a odrediste
(2 51 odredifte R 4 jedinice robe. Prijevozni troskovi po jedinici robe od ishodista
A do odredista P iznose 9, do Q 7 i do R 16 nov¢anih jedinica, od ishodista B do
odredista P 11, do Q 13 1 do R 10 nov¢anih jedinica. Uz ove podatke rjefavamo
slijedeci problem: Kako da uzmjerimo prijevoz robe od ishodidta do odredista
da bi ukupni prijevozni troskovi bili najmanji. Podaci su za taj transportni problem
pregledno sakupljeni u tabeli 1.

TABELA 1. PODACI I OPTIMALNO RJESENJE TRANSPORTNOG PROBLEMA

B Odredista _ Ponuda
. P | Q ' R ishodista
I g ! 7 16
i A P 5 0 7
Ishodista | —— i =
| | 11 13 | 10
! | B -+ 0 4 8§
; Potraznja odredidta | 6 | S 4 5 15 o

Treba izracunati koliko robe da prevezemo od svakog ishodista do svakog
odredista, kako postoji Sest prijevoznih relacija, u problemu nastupa §est varijabla.
Ako pak uzmemo u obzir ponudu ishodista i potraznju odredista, mozemo broj
nepoznanica smanjiti na dvije. U tu svrhu pretpostavimo da prevezemo od A do
P x1odA do Qv jedinica robe; bududi da je ponuda i potraznja ishodista i odre-
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dista poznata, slijedi da od A do R prevezemo 7 —x — vy, od B do P6 — x, od
BdoQS5—yiodB doR x-+y— 3 jedinice robe.

Kako nijedna koli¢ina prevezene robe ne moze biti negativna, varijable x i v
odgovaraju nejednadzbama:

X2 0

yz0
T—x—yz20
6—-x=20
5—yz0
x+y—3z20

Ako uzmemo u obzir cijene prijevoza, mozemo izracunati ukupne prijevozne
troskove S (x,y) pri strukturi prijevoza kad od A do P prevezemo x i od A do
Q v jedinica robe:

Sxy) =9+ Ty +16(T—x—y)-+11(6—x)+13(5—y)+10(x+y—3)
S(x,y) =213 —4(2x + 3y)

Ukupni prijevozni troskovi linearna su funkcija varijabla x i y. Ova funkcija ima
minimum kod onih vrijednosti varijabla za koje pomocna funkcija

£xy) = 2 + 3y

ima maksimum, Za razmatrani transportni problem nakon preuredenja gornjih
nejednadzbi dobivamo slijedeéu matematicku formulaciju:

Treba odrediti maksimum funkcije cilja:
f(x,y) = 2x + 3y
uz uvjet da varijable x i v zadovoljavaju nejednadzbe:
0=x
0=y

X+y
X+V

A A
A A
W ~J th o

v IIA

Kao $to vidimo na sl. 5, problem mozemo rijesiti graficki u kartezijskom
koordinatnom sistemu x 0y u ravnini. U tom koordinatnom sistemu proizvoljna
tocka A (x.y) predstavlja transportnu strukturu kad od A do P prevezemo x i od
A do Q vy jedinica robe. Svakoj ovakvoj tocki ili transportnoj strukturi odgovara
odredena vrijednost funkcije cilja f (x,y) = 2x 4 3y ili odredeni ukupni prijevozni
troskovi S (x,y) = 213 — 4 (2x -} 3y). Istrazimo prvo koje su toCke ili transportne
strukture moguce. Koordinate mogucih to¢aka odgovaraju gornjem sistemu ne-
jednadzbi. Nejednadzbe 0 £ x < 6 znace da mogucle tocke leze izmedu ordinate
i pravca s jednadzbom x = 6; nejednadzbe 0 = y = 5 znaCe da moguce tocCke
leze izmedu apscise i pravca s jednadzbom y = 5; nejednadzba x -y = 7 znaci
da mogude toCke leze na onoj strani pravca s jednadzbom x + v = 7 gdje lezi
i koordinatno ishodiste; nejednadzba x + v = 3 znad¢i da moguce tocke leze na
suprotnoj strani pravca s jednadzbom x -y =3 od koordinatnog ishodista.
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Tocke kojih koordinate odgovaraju svim nejednadzbama leze na iscrtkanom kon-
veksnom $esterokutu. Koordinate svake tocke toga Sesterokuta su moguca rje-
senja problema.

¥
)

| X
0 6§ 7

SI50 Graficko riefavanfe transportnog problena

[z slike vidimo da ima bezbroj mogucih rjesenja; svakom od mogucih rjesenju
odgovara odredena vrijednost funkcije cilja. Medu mogucim rjeSenjima zelimo
potraziti ono za koje funkcija cilja ima najvecu vrijednost. U tu svrhu promatrajmo
vrijednosti funkcije cilja. Tocke u kojima funkcija cilja ima istu vrijednost k, lese
na praveu s jednadzbom:

2x +3v =k
Ovu jednadzbu prikazuje skup paralelnih pravaca koji imaju koeficijent praved
— 2/3; nekoliko tih pravaca na slici je povuceno crtkano. Za pojedine vrijednost
parametra kK dobivamo pojedine pravee toga skupa; §to je veca vrijednost parametra
k. to vise je pravac udaljen od ishodi$ta koordinatnog sistema. Najvecu vrijednost
funkcije cilja, dobivamo tako da pravac pomic¢emo od ishodista koordinatnog sistema
dok ne izade iz Sesterokuta mogucih rjesenja. To ¢e se dogoditi u uglu M (2,5); ova
tocka prikazuje moguce rjesenje za koje funkeija cilja ima najvecu vrijednost: stogu
ta tocka prikazuje najjeftiniju strukturu prijevoza. Matematicki formuliran problem
ima, dakle, ovo optimalno moguce rjedenje:

x =2 ¥ =35;
kojemn odgovara najveca vrijednost funkcije cilja:

(2,5 =19
Ovom rjesenju odgovaraju najmanji ukupni prijevozni troskovi

5(2:5) = 137

novcanih jedinica. Optimalno moguce rjeSenje transportnog problema takoder je
upisano u tabelu |.
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Pri najjeftinijoj prijevoznoj strukturi iz A u P prevezemo 2, iz A u Q 5, iz
BuP4iizBuR 4 jedinice robe; prijevozne relacije od A do Riod B do Q ostaju
neiskoristene, U tako usmjerenom prijevozu ukupni su prijevozni tro$kovi naj-
manji i prijevoz stoji 137 novcanih jedinica.

Vijeibe

|. Ishodista A i B s ponudom 7 i 6 jedinica robe opskrbljuju robom tri odredista I, Q i
R s potraznjama 4, 6 i 3 jedinice robe. Prijevozni troikovi za jedinicu robe od A do P iznose

5,do Q3idoR 6, 0d BdoP4,doQ3idoR2 novéane jedinice. Odredi graficki optimalno
moguce rjefenje transportnog problema.

(1, 6, 0, 3, 0, 3; 41)

2. Ishodidta A i B opskrbljuju robom tri odredidta P. Q i R. Rijedi graficki transportni
problem koji je dan u tabeli:

B

@, 0, 5. 0, 6, 0; 44)

3. Ishodista A i B opskrbljuju robom odredista P, Q i R. Rijedi grafi¢ki transportni problem
yoji je dan u tabeli:

P | Q R
> 2 2
A [
3 3 3 B
B 7
' 6 4 3 3

(sve strukture su optimalne; 33)

4. Triishodifta A, B 1 C opskrbljuju robom dva odrediSta P 1 Q. Rije$i grafiki transportni
problem koji je dan u tabeli:

P Q B

10 8

A 2
T 8

B 10
9 12

C 8

- 7 13 20

(0, 2, 0, 10, 7. 13 171)
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4. Transportni problem s viSkom ponude

Roba se nalazi u dva skladista A 1 B; u prvom je ima 8 a u drugom 10 jedinica.
1z skladista treba robu prevesti u dvije trgovine P 1 Q, i to u prvu 5 a u drugu 7
jedinica. Ukupna ponuda od 18 jedinica obaju skladista je 6 jedinica veca od ukupne
potraznje 12 obiju trgovina. Prijevozni troskovi za jedinicu robe su u prijevozu od
AdoPP4idoQ 5 odBdo!”31iQ 6 novcanih jedinica. Uz ove podatke rje-
savamo slijede¢i transportni problem: Kako da prevezemo robu ih skladi§ta u
trgovine da bi ukupni prijevozni trogkovi bili najmanji.

U ovom je primjeru ponuda ishodista za 6 jedinica veca od potraznje odredista;
stoga ¢e nakon odvoza ostati u skladi$tima jo$ 6 jedinica robe. Da bismo ovaj problem
preveli u transportni problem s izjednacenim ponudama i potraznjama, uvodimo
dodatno prividno odrediste R kojemu namijenimo visak ponude ishodista. Prakticki
odrediste R znaci da njemu namijenjenu robu ostavimo u skladistima. Stoga pret-
postavimo da je prijevoz robe od skladista do tog odredista besplatan. Nakon
promjene transportnog problema uvodenjem dodatnog odredista R dobivamo
transportni problem s dva ishodista A i B i tri odredista P, Q i R; podaci za tuj
problem pregledno su sakupljeni u tabeli 1.

TABELA I. PODACI I OPTIMALNO RJESENJE TRANSPORTNOG PROBLEMA

| Qdredista I Ponuda
I N _P | Q B | : R I ishodista
' ' 4| 5 i 0|
) | A 0 ! 7 | R
Ishodista = | e =
3 6 0

B s o | 5 | 10 |

 Powraznjaodredista | 5 | 7 | 6 | 18 |

Ovaj transportni problem rjefavamo graficki onako kao §to smo sli¢an problem
rijesili u prijasnjoj tocki. Pretpostavimo da od A do P prevezemo x i od A do Qy
jedinica robe; zbog poznatog viska ponude od A do R prevezemo § — x — v,
od BdoP 5—x,0d BdoQ7—yiodBdoRx-+|y—2 jedinice robe.
Kako nijedna od navedenih koli¢ina prevezene robe ne mozZe biti negativna, dobi-
vamo iz toga za varijable x i y Sest nejednadzbi. Ako uzmemo u obzir cijene
prijevoza, izracunamo ukupne prijevozne troskove i dobivamo:

SEY) =& +5+0B8 —x—¥)+305—x)+6(7T—y) —0(x+y—2)
S(x, y) =57 +x—y

Nakon preuredenja nejednadzbi dobivamo slijede¢u matematicku formula-
ciju transportnog problema:

Treba odrediti minimum funkcije cilja:

SE¥»=5T4+x—vy



uz uviet da varijable x 1 y odgovaraju nejednadzbama:

lIA
o
A

et

oA
A TIA

oA o o
2 o0 - wn

_|L'-
-

Problem rje$avamo, kao §to vidimo iz slike 6, u kartezijskom koordinatnom
sistemu x 0 v u ravnini. Tocke kojih koordinate odgovaraju propisanim nejed-
nadzbama tvore iscrtkani konveksni Sesterokut. Te tocke prikazuju sva moguéa

74

T 1 L] x
0 2 § 8

Sl 6. Graficke rjefavanje transportnog problema

rjeSenja transportnog problema. Medu to¢kama treba potraZiti onu za koju je vri-
jednost funkcije cilja S (x,y) =57 + x — y najmanja. Iz te funkcije vidimo da
je njezina vrijednost najmanja onda kada je vrijednost varijable x najmanja, dakle
0, i kad je vrijednost varijable y najveca, dakle 7. Stoga tocka M (0,7) prikazuje
optimalno moguce rjeSenje:

X = 0: Y= 7,
kojemu odgovaraju najmanji ukupni troskovi prijevoza:
S (0,7) = 50
nov¢anih jedinica. Optimalno moguée rje$enje takoder je upisano u tabeli 1. Pri
najjeftinijem prijevozu iz skladi§ta A prevezemo 7 jedinica robe u trgovinu Q,

a 1 jedinicu zadrzimo u skladistu, iz skladista B prevezemo u trgovinu P 5 jedinica
robe, a 5 jedinica zadrzimo u skladi$tu.
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Vjezbe

1. Ishodifta A 1 B s ponudom 7 i 6 jedinica robe opskrbljuju dva odredi$ta P i Q &
potraznjom 4 1 6 jedinica robe. Prijevozni trogkovi za jedinicu robe od A do P iznose 5 1 do
Qi od BdoP 41 do Q6 novéanih jedinica. Odredi graficki optimalno meguée riesenie
transportnog problema.

65 1. 4.0, 27 34

2. IshodiSta A i B opskrbljuju robom odredista P 1 Q. Rijedi graficki transportni problem
kel je dan u tabeli:

P | Q |

i 8

(u B ozadrzimo 2 jedinice robe: onda su sve transportne sirukiure optimalne; 32,

5. Problem asignacije

Radnici su razlitito osposoblieni za rad na razli¢itim radnim mijestima, pa
stupan) produktivnosti koji neki radnik postize na nekom radnom miestu moze
biti vrlo razlicit s obzirom na njegovu osposobljenost za rad na tom radnom mijestu.
U radnim kolektivima u kojima treba rasporediti radnu snagu na radna mijesta
lavlja se pitanje kako razmjestiti radnike po radnim mjestima da bi stupanj produk-
tivnosti Citavog kolektiva bio najvedi. No na takve probleme asignacije ne nailazimo
sumo u radnim organizacijama vec i drugdje. Kapetan sportske momcadi, na pri-
myjer. prije svakoga nastupa muku muéi kako da najbolje razmijesti svoju momdad.

Pri kvantitativnoj obradi problema asignacije obi¢no se susrecemo s teskocom
kako da mijerimo ili ocjenjujemo osposobljenost, djelotvornost ili produktivnost,
koje je u praksi tesko odrediti s dovoljnom to¢nod¢u. U nastavku se tim pitanjem
necemo baviti, pa ¢emo pretpostaviti da su svi odgovarajuéi kvantitativni podaci
vee poznad.

@) Asignacya deaju radnika

Dva radnika A i B mogu raditi na dva radna mjesta M i N. U jedinici vremena
prvi radnik na radnom mjestu M stvori 3, a na radnom mijestu N 5 novcanih jedinica,
dok drugi rudnik na radnom mjestu M stvara 6, na radnom mijestu N pak 4 novcane
jedinice dohotka. Kako da se radnici rasporede na radna mijesta da bi ukupni do-
hodak obaju u jedinici vremena bio najvedi?

Podaci za ovaj problem pregledno su sakupljeni u tabeli 1, koja podsjeca na
slicne tabele pri transportnim problemima,
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TABELA 1. ASIGNACIJA RADNIKA

M | N | Broj radnika |
- e — Si _
A x 1 x 1
- 1 4| '
B 1 — X X |
Broj radnika | 1 | L 2 N

Pri matematickoj obradi problema uvodimo varijablu X, koju upisemo u
tabeli 1, u ono polje koje odgovara radniku A i radnom mjestu M. Ova varijabla
znaci broj radnika i moZe imati samo vrijednosti 0 i 1: ako radnik A dode na radno
mjesto M, njezina je vrijednost I, a ako radnik A ne dode na radno mijesto M,
onda je njezina vrijednost 0. Kako je samo jedan radnik A, upisemo zbog gornjeg
| — x u polje koje odgovara radniku A i radnom mjestu N. Budu¢i da je samo
iedno radno mjesto M, upiSemo prema gornjem 1 — X u polje koje odgovara radniku
B i radnom mjestu M. Konacno zbog grani¢nih uvjeta zapisemo jo§ varijablu x
u polje koje odgovara radniku B i radnom mjestu N,

Kako koli¢ine x i | — x ne mogu biti negativne, varijabla x odgovara nejednadz-
bama:

0=x 1

1A
[1A

Kako pak varijabla x moze imati samo vrijednosti 0 i 1, za nju dolaze u obzir samo
vrijednosti:
x=0 1 x=1

Izracunajmo ukupni dohodak D (x) obaju radnika kao funkciju varijable x;
iz tabele 1. dobivamo:

DX =3x+5(1 —x)+ 6( - x) | 4x
D(x) =11—4x
novcanih jedinica.

Nakon svega ovog dobivamo slijedecu matematicku formulaciju problema
asignacije:

Treba odrediti vrijednost varijable x, koja moze imati samo vrijednosti 0 1 1,
tako da bi ukupni dohotak:

D(x) =11 —4x
bio najveci.

Ukupni dohodak D (x) je linearna funkcija varijable x i doseze najvecu vri-
jednost kad varijabla x zauzme najmanju mogucu vrijednost x = 0. Toj vrijednosti
varijable x odgovara najveci ukupni dohodak D (0) = 11 novcanih jedinica.

Pri optimalnoj asignaciji radnik A zauzme radno mijesto N, a radnik B radno

mjesto M tako se postize najveéi ukupni dohodak, koji u jedinici vremena iznosi
11 novcanih jedinica.
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b) Postava Sahovske momcadi

Kapetan domace §ahovske momeadi vodi 3 medusobno 1zjednacena velemajstora
15 takoder medusobno izjednacenih majstora; kapetan suprotne momcadi pak
vodi 4 medusobno izjednacena velemajstora i 4 takoder medusobno izjednacena
majstora. Ako domadi velemajstor igra s tudim velemajstorom, moze ocekivati
u prosjeku po 0,4 tocke, ako pak igra s tudim majstorom, moze ocekivati u prosjeku
0.6 toCaku; ako domaci majstor igra s tudim velemajstorom, moze ocekivati u
prosicku 0,3 tocke, ako pak igra s tudim majstorom, moze ocekivati u prosjeku
0.8 tocaka. Kapetan domace momécadi zna da ¢e suprotni kapetan svoju momcad
razmjestiti na daske prema snazi, i to na prve daske velemajstore a na posljednie
daske majstore. Kako da domaci kapetan postavi momcad da bi srednja vrijednost
ocekivanih to¢aka bila najveca?

Podatke za taj problem daje tabela 2, koja podsjeca na probleme slicne transport-
nim,

TABELA 2. POSTAVA SAHOVSKE MOMCADI

I _Hda momcad

velemajstori | majstori | '

velee | 04 ! 0.6 |
| majstori X | s 3
Domaca S S S ‘
momdéad 0,3 0.8
majstori )
4—x x4+ 1 ‘ 5 |
— Y e e s R o —— I R —
Broj igrafa | 4 | 4 | 8

U matematickoj obradi toga problema upisat ¢emo u tabeli 2. u polje jednih
1 drugih velemajstora varijablu x; ta varijabla zna¢i broj domacih velemajstora
koje kapetan postavlja protiv tudih velemajstora. Da bismo uzeli u obzir grani¢ne
uvjete, upisat ¢emo u daljnja polja jo§ koli¢ine 3 —x, 4 —x i x -+ |

Bududi da nijedna od tih u sredini polja upisanih koli¢ina ne moze biti nega-
tivna, varijabla x odgovara nejednadzbamas

0=xs3

A

Kako varijabla x znaci broj igraca, jasno je da ona moze imati samo vrijednosti
cijelih brojeva.

Izracunajmo po tabeli 2. srednju vrijednost S (x) tocaka koje domaca momead
pri takvoj postavi otekuje kao funkciju varijable x:

S(x) =04x - 0,6(3—x)=+0,3 4—-—x)+08(x+1)
S(x) =3,8 -} 0,3x

tocaka,

Tuko dobivamo matematicku formulaciju problema:

T'reba odrediti vrijednost cijelih brojeva varijable x koja odgovara nejednadzba-
ma:

0=x

A
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tako da funkcija cilja:
Sx) =38+03x
ima najvecu vrijednost.

Funkcija cilja S (x) ima najvecu vrijednost kad varijabla x zauzme najvecu
mogucu vrijednost cijelih brojeva x = 3; za tu vrijednost funkcija cilja ima vri-
jednost S (3) = 4,7.

Pri optimalnoj postavi kapetan Ce postaviti domacu momcad tako da ce 3
domaca velemajstora igrati s tri tuda velemajstora, jedan domaéi majstor igrat ce
sa suprotnim velemajstorom i 4 domaca majstora igraju sa 4 majstora protivnika;
kapetan dakle ne da nijednom domacem velemajstoru da igra sa suprotnim majstorom.
Pri takvoj postavi srednja je vrijednost otekivanih tocaka najveéa i iznosi 4,7 to-
Caka.

Uz takvu postavu domaca se¢ momcad moze nadati pobjedi. Pogledajmo jos
kakva bi bila najnepovoljnija postava. Namjenska funkcija S (x) = 3.8 + 0,3x
ima kod najmanje moguce vrijednosti varijable x =0 najmanju vrijednost S (0) =
— 3,8. Pri takvoj postavi moméadi tri domaca velemajstora igraju sa tri majstora
protivnika, 4 domaca majstora igraju sa 4 suprotna velemajstora i 1 domaci majstor
igra sa suprotnim majstorom. Pri toj najnepovoljnijoj postavi srednja vrijednost
za domacu moméad dobivenih totaka iznosi jedva 3,8 i doma¢a momdcad moze
ocekivati poraz.

Vjezbe
1. Dva radnika rasporedimo na dva radna mjesta. Produktivnost prvog iznosi na prvom

4 a na drugom 2 jedinice; produktivnost drugog iznosi na prvom 3 a na drugom 3 jedinica. Iz-
radunaj raspored za koji je ukupna produktivnost najveca.

1o

lo 139)

2. Radnu grupu tvori 200 poljoprivrednih radnika i 100 zidara. Za rad na polju potrebno
je 170, za zidarske pak radove 130 radnika. Poljoprivredni radnik stvori na polju 100, a na gradilidtu
70 jedinica dohotka; zidar stvori na polju 80, na gradiliftu pak 110 jedinica hodotka. Odredi raz-
mjedtaj radnika za koji je ukupni dohodak grupe najveci.

(170 30

S i 100)

3. U #ahovskom natjecanju na 10 dasaka domaca moméad ima 3 jednako vrijedna vele-
majstora i 7 jednako vrijednih majstora, a protivnik ima 6 jednako vrijednih velemajstora i 4
jednako vrijedna majstora. Ako domaéi velemajstor igra s velemajstorom, ofekuje u prosjeku
0,4, a ako igra s majstorom, otekuje u prosjeku 0,9 totaka; ako domaéi majstor igra s velemajstorom,
ocekuje u prosjeku 0,1, a ako igra s majstorom, ofckuje prosjecno 0,5 todaka. Protivnik je postavio
velemajstore na prve a majstore na posljednje daske. Odredi najpovoliniju i najnepovoljniju po-
stavu domace momdéadi.

0 3 30
(0 2am2 %huy

AR 3

6. Optimalna raspodjela investicija
Proizvodno poduzeée ima dva odjela Koji proizvode s razli¢itim stupnjevima
dobiti, prvi odjel proizvodi sa 3%, a drugi sa 6, dobiti. Poduzeée moZe u oba odjela
investirati najvide 8 novéanih jedinica iz sredstava za investicije. Za raspodjelu
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investicionih sredstava propisani su slijedeci uvjeti: prvi odjel neka dobije najmanje
2, a drugi najmanje | novéanu jedinicu i prvi odjel neka ne dobije manje investi-
cionih sredstava od drugoga. Investiciona sredstva neka se razdijele medu oba
odjela tako da poduzece postigne najvecu ukupnu dobir.

Oznacimo sa x dio investicionih sredstava koji dobiva prvi odjel i sa v onaj
dio koji dobiva drugi. Gore trazene uvjete raspodjele investicionih sredstava medu
oba odjela izrazavamo matematicki pomocu slijedece 4 nejednadzbe:

X +y=s8
X =2

y= 1
x—vz20

Pri takvoj raspodieli investicionih sredstava ukupna dobit obaju odjela iznosi:

Ix + ()\

fx.y) = =
T 100
Time dobivamo slijede¢i problem linearnog programiranja:
Treba odrediti maksimum ukupne dobiti f(x, y) kao funkcije cilja uz uvier da va-
rijable x 1 v odgovaraju svim cetirma gore navedenim linearnim nejednadzbamu.
Problem mozemo rijesiti graficki jer u njemu nastupaju samo dvije varijuble.
Ut syrhu pretpostavimo, kao $to vidimo na sl. 7, kartezijski koordinatni sistern

Y

]

|

|

R e et

SL 7. Raspodiela investicionth sredsiusa

x 0y, Tocka (xy) toga koordinatnog sistema prikazuje strukturu raspodjele inve-
stivionih sredstava kod koje prvi odjel dobiva x, a drugi y novéanih jedinica, Struk-
ture ruspodijele koje zadovoljavaju sve cetiri uvjetne lincarne jednadzzbe prikazuju
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tocke iscrtkanog Cetverokuta ABCD. Funkeija cilja ima najvecu vrijednost kad
pomoc¢na funkcija:

x4+ 2y

ima najvecu vrijednost. Na iscrtkanom cetverokutu ta funkcija ima najvecu vri-
jednost u tocki C (4,4). Stoga prvobitni linearni program ima optimalno moguce
rjesenje:

x =4, vy =4,

kojem odgovara najveca dobit 0,36 novcanih jedinica.

Zato pri optimalnoj distribuciji prvi odjel dobiva 4 a drugi takoder 4 novcane
jedinice investicionih sredstava; takvom raspodjelom poduzece postize najvecu
ukupnu dobit 0,36 novianih jedinica.

Vjezbe

I. U poduzecu s dva odjela prvi odjel posluje sa stupnjem dobiti od 15%;,a drugi sa stupnjem
dobiti od 25",. Investiciona sredstva, koja iznose najvise 10 novéanih jedinica, raspodijelimo
medu oba odjela tako da prvi ne dobije manje od 3. a drugi ne manje od 2 novéane jedinice i tako
da poduzece postigne najvecu ukupnu dobit. Rijesi problem raspodjele graficki.

2. U proizvodnom poduzeéu s dva odjela prvi odjel radi sa stupnjem dobiti od 307, a
drugi sa stupnjem dobiti od 20°,. Ukupna investiciona sredstva, koja nisu veca od 20 novéanih
jedinica, raspodijelimo na oba odjela tako da drugi odjel ne dobije manje od 2 novéane jedinice

i tako da poduzete postiZze najveéu ukupnu dobit. Rijesi problem raspodjele graficki.
(18, 2; 5, 8)

3. U poduzecu s tri odjela prvi odjel radi sa 307, drugi sa 10", 1 treci sa 407, dobiti.
Ukupna investiciona sredstva, koja iznose 40 novéanih jedinica, raspodijelimo u cijelost medu
sva tri adjela tako da prvi ne dobije manje od 8 novéanih jedinica, drugi ne manje od 10 novianih
jedinica i da treci ne dobije vise od drugoga; raspodjela neka bude takva da ukupna dobit bude
najveca. Rijedi problem raspodiele graficki.

(20, 10, 10; 11)

7. Propusnost saobralajne mreze

Mreza je svaki sistem Cvorova ili raskréc¢a povezanih granama ili Zilama koji
ima slijede¢e osobine:

a) svaka grana povezuje dva ¢vora,

b) svaki je ¢vor povezan sa svakim drugim ¢vorom barem jednim lancem
uzastopnih grana, tako da se granama moze do¢i od svakoga ¢vora do svakoga
drugog cvora.

Mresom tece saobracaj bilo koje vrste, npr. prijevoz putnika ili robe, prijenos
elektri¢ne energije, pretok plina itd. U nastavku pretpostavimo da je rijec o saobra-
¢ajnoj mrezi po kojoj se prevozi roba,



S obzirom na grane mree pretpostavimo u nastavku slijedece osobine:

a) svaka grana ima odredenu propusnost, koja odreduje najvecu mogucu ko-
ficinu prijevoza po njoj u jedinici vremena.

b) sve su grane jednosmjetne.

5 obzirom na Cvorove mreZe pretpostavljamo u nastavku slijedece osobine:

4) roba ulazi u mrezu samo u jednom ¢voru, koji nazivamo ishodidtem; u
njemu nema nikakvog tranzitnog saobracaja,

b) roba napu$ta mrezu samo u jednom ¢voru, koji nazivamo odredistem ;
u njemu takoder nema nikakvog tranzitnog saobracaja,

¢) svi drugi ¢vorovi su meduévorovi i u njima tece samo tranzitni saobracaj;
stoga je u svakom meduévoru kolicina dovoza jednaka kelicini odvoza.

d) cvorovi imaju neogranicenu propusnost.
Sl 84, pokazuje shemu takve mreZe sa 7 ¢vorova i 12 grana,

Kod saobracajne mreze interesira nas problem njezine najve¢e propusnosti;
obradivat ¢emo pitanje kako treba usmijeriti saobracaj od ishodista do odredista
da bi mrezom u jedinici vremena prolazilo §to vise robe,

Uzmimo mrezu koju pokazuje sl. 8a. Mreza ima 7 ¢vorova, koje oznacimo
brojevima 0, 1, 2, 3, 4, 51 6: &vor 0 je ishodiste, a ¢vor 6 odrediste. Mreza ima
12 jednosmjernih grana, koje povezuju po dva ¢vora, pocetni i konacni: usmje-
renje svake grane na slici je oznadeno odgovarajucom strelicom. Svaku granu
oznacimo uredenim parom brojeva, od kojih prvi zna¢i pocetni, a drugi konacni
cvor grane. Tako ureden par brojeva (0,1) oznacuje granu $to ide od ishodigta
0 do ¢vora 1. Svaka grana ima odredenu propusnost; na slici je propusnost svake
grane upisana pri odgovarajucoj strelici, Prema tome obradivana mreza ima sli-
jedece grane s odgovarajucdim propusnostima:

(0,13, 12; (0,2), 20;
(L2), 4; (1,3), 8; (1,4), 3;
(24), 5; (2,5, 10;
B4,  2; (3.6), 7T:

(4,6), 11;
(54), 3; (56), 9.

Po opisanoj mrezi roba se prevozi od ishodista 0 do odredista 6; pri tom Ze-
limo usmijeriti prijevoz tako da u jedinici vremena mresom prode §to vise robe.
Tzrazimo taj problem u matematickom obliku. Oznacimo u tu svrhu koli¢ine robe
koje prevozimo po pojedinim granama uzastopno varijablama.

Nois Xga,

X12y X3, Xjpgas

X4y Xas,
X34, X3
Xg6,

Xs54> X546

Pri tom prvi indeks oznacuje pocetni, a drugi indeks konacni ¢vor grane.
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Nijedna od ovih varijabli ne moze biti negativna jer svaka znaci neku koli¢inu
robe; zbog ogranidenih propusnosti je 1 svaka od ovih varijabli prema gore ograni-
Cena propusno$¢u odgovarajuce grane. Stoga varijable zadovoljavaju nejednadzbe:

0% 512 0£x,5 =10
0 < %2, =220 0L£x35 = 2
0£x»5 4 0= 7
0=£x,3= 8 0 = x4 = 11
0=x45 3 0 =x5,5 3
0<x,, 5 5 0<xs6 < 9

Oznacimo koli¢inu robe $to dotjece u &vor negativnim, a koli¢inu robe Sto
od ¢vora otjece pozitivnim predznakom. Kako je za svaki meducvor koli¢ina robe
5to dolazi jednaka koli¢ini robe §to odlazi, za pojedine meducvorove vrijede jed-
nadzbe:

za Cvor 10 — Xgp +Xi2 +Xy3+ Xga =0
za Cvor 2:  — Xypa — Xy + X4 + Xz =0
za &vor 3 — Xy3 + X3s X3 =0
za ¢vor 4: rxu—x“—-xu—x“—i—xmro
za &vor 5: — Xis + Xs4 + Xse =0
Koli¢ina robe x4, + Xo, koja odlazi u mrezu iz ishodidta 0 jednaka je kolicini

robe X3¢ - Xsp -+ Xse Koja dolazi iz mreze u odredidte 6; te dvije koli¢ine odre-
duju protok robe mrezom. Protok mrezom je prema tome jednak:

P =x4; + Xo2 = X16 1 Xas + Xs6

Prema tome dobivamo slijede¢i problem o propusnosti mreze: Treba odrediri
vrijednosti svih 12 varijabla koje odgovaraju gornjim nejednadzbama i jednadzbama
tako da je protok robe kroz mrezu najve¢i. Kako varijable zadovoljavaju uvijet
nenegativnosti i same linearne nejednadzbe i jednadzbe i kako je protok robe kroz
mrezu kao funkcija cilja linearna funkcija varijabli, rije¢ je o problemu linearnog
programiranja.

Problem se moze rije$iti prilicno jednostavno na natin koji ilustrira slika 8.

Nazovimo lanac svaki put koji vodi po usmjerenim granama od ishodiSta 0
do odredista 6.

U prvoj mrezi na sl. 8a. potrazimo lanac koji ide krajnjim gornjim rubom
mreze; to je lanac sto vodi od ishodista 0 preko meduévorova 1 i 3 do odredista
6. Sa stanovista propusnosti u tom je lancu najslabija grana (3,6) s propusnoscu
7; stoga po ovom lancu moZemo prevesti 7 jedinica robe. Po ovom lancu usmjerimo
najveéu mogucu koli¢inu 7 jedinica robe. Nakon toga prijevoza ostaju od prvobitne
mreze za daljnje prijevoze raspolozivi jo§ saobracajni kapaciteti mreze na sl. 8b.

U ovoj, drugoj, mrezi uzmemo na krajnjem gornjem rubu lanac $to prolazi
kroz meducvorove 1, 3 i 4. U tom je lancu najslabija grana (1,3) s propusnoscu 1.
Stoga usmjerimo po tom lancu najveéu mogucu koli¢inu, tj. jednu jedinicu robe.
Nakon toga prijevoza ostaju od druge mreze za daljnje prijevoze raspolozivi joS
prometni kapaciteti mrez¢ na sl. 8c.
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S8 Odredivange propusnosti mveze

U o), trecoj, mrezi tece gornjim krajnjim rubom mreze lanac kroz meducvorove
l'1 45 u njemu je najslabija grana (1,4) s propusnodéu 3. Po tom lancu usmjerinio
najvecu mogudéu kolicinu robe 3 jedinice. Nakon toga prijevoza ostaju od trece
mreze za daljnje prijevoze raspolozivi jos saobracajni kapaciteti mreze na sl. 8d.

U 1o), Cetvrtoj, mresi tece krajnjim gornjim rubom lanac kroz Cvorove |, 2 4
4; u njemu je najslabija grana (0.1) s propusnoscu |. Po tom lancu usmjerimo |
jedinicu robe. Nakon toga prijevoza ostaju od mreze za daljnje prijevoze raspolo-
ZIvi jos suobracajni kapaciteti mreze na sl. Se.

U o), petoj, mrezi ima gornji krajnji lanac kroz ¢vorove 2 i 4 najslabiji lanac
(2.4) propusnosti 4, Po tom lancu usmjerimo najvecu mogucu koli¢inu 4 jedinice
robe. Nakon prijevoza te robe ostaju od mreze raspolozivi jos saobracajni kapacitets
mreZe na sl. 8t
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U toj, Sestoj, mrezi ima gornji krajnji lanac kroz ¢vorove 2, 5 14 najslabiju granu
propusnosti 2. Po toj grani usmjerimo 2 jedinice robe, nakon Cega od mreze ostaju
jod saobracajni kapaciteti mreZe na sl. 8g.

U toj, sedmoj, mreZi ima jedini jo§ mogudi lanac kroz ¢vorove 2 1 5 najslabiju
granu (2,5) propusnosti 8. Po njoj usmjerimo 8 jedinica robe, nakon Cega ostaju
od mreze samo jo§ saobracajni kapaciteti mreZze na sl. 8h.

Posljednja je mreZa vec toliko okrnjena da u njoj nema vise nijednog lanca
koji bi povezivao ishodiste s odrediitem. Stoga je svaki daljnji prijevoz robe od
ishodi$ta do odrediSta nemogu¢ i postupak je zakljucen. Ako sakupimo gore izra-
¢unane prijevoze po saobracajnim granama i sredimo rezultate, dobivamo ovo
optimalno rje$enje problema:

Najve¢a moguca koli¢ina u jedinici vremena prevezene robe od ishodista do
odredista iznosi:

T74+14+3+144+248=26

jedinica robe; taj optimalni prijevoz dobivamo ako usmjerimo robu po granama,
tako da je:

Xgi =12 Xis— 3 Xsg = T
Xg; = 14 X24 = 3 X4 = 11
K = 4 X,5 = 10 gy = 2
X3 = 8 Xas = 1 Xs56 = 8

Vijezbe

1. Saobra¢ajna mreza ima 6 &vorova 0, 1, 2, 3, 4 1 5 i 8 jednosmjernih grana s propisa-
nim propusnostima:
(0,1), 3; (0,2), 65 (1,2), 45 (1.4), 5;
(2,3), 3; (3.5), 85 (43), 65 (4,5), 2.
Nacrtaj shemu mree i odredi najveéi moguéi protok od ishodiita 0 do odredista 5!
6)
2. Za saobracajnu mrezu vrijede isti podaci kao i u prijainjoj vjeZbi, samo s razlikom da su
saobracajne grane dvosmijerne. Odredi najve¢i mogudi protok od ishodiSta do odrediSta!
(8)
3. Saobracajna mre#a ima 8 ¢&vorova: 0, 1, 2, 3,4, 5, 61 71 12 usmjerenih grana s
Propisanim propusnostima:
(0,!), 8; (0,2), 19; (053}3 15; (133)) 33
(14), 55 (2,5, 12; (3,6), 225 (3,5), 4;
(4,6), 35 (47, 65 (57, 93 (6,7), 20.
Nacrtaj shemu mre?e i odredi najve¢i moguéi protok od ishodifta 0 do odredista 7!
(32)
4, Za saobracajnu mreZu vrijede isti podaci kao i u prija$njoj vjezbi, samo s razlikom da su

saobracajne grane dvosmjerne. Odredi najveéi moguéi protok od ishodiSta do odrediital  (35)
8. Problemi smjese

Ljudima i Zivotinjama potrebne su za prehranu odredene koliCine biokemijskih

sastojaka: bjelancevina, masnoca, ugljikohidrata, vitamina itd. Te sastojke dobivaju

u razli¢itim ZiveZnim namirnicama ili u krmi. Svaka Zive’na namirnica i svaka
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vrsta krmiva ima odredenu cijenu. Problem §to nastaje pri prehrani je u tome kako
da izaberemo ili mijeSamo Zivezne namirnice ili krmiva da bismo na najracionalniji
nacin zadovoljili potrebe za biokemijskim sastojcima.

Problemi te vrste dovode nas pri matematickoj obradi na rjesavanje linearnih
programa. Kao svakom problemu lineranog programiranja mozemo i problemima
smjese pristupiti na dva nacina. Ili kao primarnim ili kao njima odgovarajucim
dualnim linearnim programima; to ovisi o izboru funkcije cilja. Kod primarnog
linearnog programa smjese postavimo zahtjev da ukupni troskovi za nabavu Zivesz-
nih namirnica ili krmiva trebaju biti najmanji; kod njemu odgovarajuceg dualnog
linearnog programa, medutim, trazimo da vrijednost nabavljenih biokemijskih
sastojaka treba biti najveca. Kod oba naina rjeSavanja dobivamo iste rezultate.
U nastavku ¢emo obradivati problem smjese, i to prvo kao primarni i zatim kao
dualni problem linearnog programiranja.

a) Primarni problem

Dva tipa vitamina A i B mozemo kupiti u dva tipa tableta P i Q. Tableta P
sadrzi 4 jedinice vitamina A i 3 jedinice vitamina B; a tableta Q sadrzi jednu je-
dinicu vitamina A i 4 jedinice vitamina B. Tableta P stoji 17, a tableta Q 14 novéanih
jedinica. Kupnjom tableta Zelimo dobiti najmanje 7 jedinica vitamina A i 15 jedinica
vitamina B. Koliko tableta svakoga tipa trebamo kupiti da bismo zadovoliili zahtiev
za vitaminima i da bi troSkovi kupnje bili najmanji?

Podatke za ovaj problem smjese daje tabela 1. U njoj x znac¢i broj tableta tipa
. a y broj tableta tipa Q.

TABELA 1. PRIMARNI PROBLEM SMJESE

l 'I‘atEtc
| ;o Potrebe
| B Q
o A 4 1| 7
Vitamim
B 3 4 15
Cijene | 17 14
| Kolikine % | 5 |

[zrazimo problem u matematickom obliku.
Kako varijable x i y znace koli¢inu tableta, ne mogu imati negativne vrijednosti;
stoga vaze nejednadzbe:
x20, y20

Ako kupimo x tableta tipa P 1y tableta tipa Q, dobivamo u njima 4x — v vitamina
A; bududi da ta koli¢ina ne smije biti manja od 7 jedinica, varijable odgovaraju
nejednadzbi:

dx +y =z 7

Kupnjom x tableta tipa P i y tableta tipa Q dobivamo 3x | 4y jedinica vitamina
B; buduci da ova koli¢ina ne smije biti manja od 15 jedinica, varijable odgovaraju
nejednadzbi :

Ix+d4y = 15

Ako kupimo x tableta tipa P i y tableta tipa Q, platamo 17x | 14v novcanih je-
dinica; Zelimo da ti troskovi budu najmanji.
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Prema tome dobivamo ovaj matematicki oblik problema:

Treba odrediti vrijednosti varijabla x i y koje odgovaraju nejednadzbama:

xz20, vz 0
x + vy = 7
Ix +4y =15

tako da je vrijednost funkcije cilja:

fGy) = 17x + 14y
najmanija.

Kako su sve nejednadzbe linearne i kako je i funkcija cilja linearna funkcija
varijabla, rije¢ je o problemu linearnog programiranja. Kao Sto vidimo na slici 9,

y

7

B .

T T T

e ——————— e

andn

SI. 9. Primarni problem sinjese
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problem mozemo rijesiti graficki u kartezijskom koordinatnom sistemu x0y u ravnini.
U tom koordinatnom sistemu svaka tocka T (x,y) predstavija nabavu x tableta tipa
P iy tableta tipa Q; toj nabavi ili toj tocki odgovara vrijednost funkcije cilja 17x

+ 14y,

Nabave sto odgovaraju svim uvjetnim nejednadzbama prikazuju na slici tocke
iscrtkanog polja. Na tom polju funkcija cilja ima najmanju vrijednost u tocki
M (1,3). Stoga linearni program ima slijede¢e optimalno moguce rjeSenje:

X = I) .V 3;
kojem odgovara najmanja vrijednost 59 funkcije cilja.

Potrebne vitamine nabavit ¢emo najjeftinije ako kupimo jednu tabletu tipa
P13 tablete tipa Q, $to stoji 59 novcanih jedinica; takvom kupnjom dobivamo toc¢no
7 jedinica vitamina A i 15 jedinica vitamina B.

Pogledamo jod koliko pri toj najpovoljnijoj kupnji vrijede jedinice vitamina
A i B. Oznatimo u tu svrhu vrijednost | jedinice vitamina A sa u i vrijednost |
jedinice vitamina B sa v. Kako tableta tipa P stoji 17 nov¢anih jedinica, vrijednosti
u i v odgovaraju jednadzbi:

4uLt3v=17

Buduci da tableta ripa Q stoji 14 novcanih jedinica, vrijednosti u i v odgovaraju
j0§ 1 jednadzbi;
u | 4v = 14
Ako rijeSimo sistem ovih dviju jednadzbi s nepoznanicama u i v, dobivamo rjeenje:
u=2 v=3
Pri najpovoljnijoj nabavi tableta vrijednost je jedinice vitamina A 2, a vrijednost
jedinice vitamina B 3 novc¢ane jedinice.

b) Dualni problem

Uzmimo iste podatke kao za prija$nji primarni problem i rjesavajmo problem
smjese s drukdijeg stanovista: tablete Zelimo kupiti tako da vrijednost nabavljenih
vitamina bude najveca. Podatke za taj problem smjese daje jo§ jednom tabela 2.
U njoj u znaci vrijednost jedinice vitamina A i v vrijednost jedinice vitamina B.

TABELA 2. DUALNI PROBLEM SM]JESE

‘ |_1ab|lc7tc Fatoitie Vrijednost jedinice
2 : Q . | vitamina
[ x R
o A 4 ‘ 1| 7 u
Vitamini
‘ B 3| 4 15 v |
| Gijene | 17 | 14 ‘

Izrazimo problem u matematickom obliku.

Kako varijable u i v znace vrijednosti vitamina, ne mogu imati negativne vri-
jednosti; stoga vaze nejednadzbe:
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Vrijednost vitamina u tableti tipa P iznosi 4u 4 3v nov¢anih jedinica i nije
veca od cijene te tablete, koja iznosi 17 novcanih jedinica; stoga varijable u i v
odgovaraju nejednadzbi:

4u + 3v = 17

Vrijednost vitamina u tableti tipa Q iznosi u -+ 4v nov¢anih jedinica i nije veca od
cijene te tablete 14 novéanih jedinica; stoga varijable odgovaraju jos i nejednadzbi:
u-+4v £ 14
Ako kupimo 7 jedinica vitamina A i 15 jedinica vitamina Q, vrijednost nabavljenih

vitamina je
Tu 4 15v

novéanih jedinica. Zelimo da ta vrijednost bude najveca. Prema tome dobivamo
slijede¢i matematicki oblik dualnog problema:

Treba odrediti vrijednosti varijabla u i v koje odgovaraju nejednadzbama:

uz0,vz= 0
du -t 3v =17
u-l-d4v =14

tako da vrijednost funkcije cilja:
g(uv) =Tu -+ 15v
bude najveca.

Kako su sve nejednadzbe linearne i kako je i funkcija cilja linearna funkcija
varijabla u i v, to je i dualni problem problem linearnog programiranja. Kao $to
vidimo na sl. 10, rje$avamo ga u kartezijskom koordinatnom sistemu u 0 v u ravnini.
U njemu proizvoljna tocka T (u,v) predstavlja sistem vrijednosti u vitamina A i
yrijednosti v vitamina B; toj tocki ili tom sistemu vrijednosti odgovara vrijednost
7u - 15v nabavljenih vitamina,

Parove vrijednosti u i v, koje odgovaraju svim uvjetnim nejednadzbama, prika-
zuju totke iscrtkanog cetverokuta OAMB. Funkcija cilja g (u,v) ima najvecu vri-
jednost u tocki M (2,3). Stoga dualni problem ima optimalno moguce rjeSenje:

u=2, v=3
kojem odgovara najveca vrijednost 59 funkcije cilja. Taj se rezultat slaze s rezulta-
tom koji smo dobili nakon rje$enja primarnog problema.

Pri najpovoljnijoj kupnji vrijednost je 1 jedinice vitamina A 2 i 1 jedinice vi-
tamina B 2 nov¢ane jedinice; ukupna je vrijednost nabavljenih vitamina 59 novca-
nih jedinica.

Pogledajmo koliko ¢emo tableta kupiti kod takve najpovoljnije nabave. Kao
prije neka x znaci broj tableta tipa P i y broj tableta tipa Q. Ako kupimo x tableta
tipa P i y tableta tipa Q, dobivamo 4x -y jedinica vitamina A i 3x -} 4y jedinica
vitamina B; kako smo kupili 7 jedinica vitamina A i 15 jedinica vitamina B, vari-
jable x i v odgovaraju sistemu dviju jednadzbi:

4x +y =17
Ix -4y =15
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1z tog sistema jednadzbi izracunamo:
k=l y=3

Pri najpovoljnijoj kupnji nabavljamo | tabletu tipa P i 3 tablete tipa Q, Sto
s5toji 539 noveanih jedinica. Tako smo dobiti isti rezultat kao u primarnom programu.

St 0. Dualni problem smifese

Vjezbe

1. Prva namirnica sadrzi 3 jedinice prvog 1 | jedinicu drugog sastojka, druga namirnica
sadrzi | jedinicu prvog 1 4 jedinice drugog sastojka. Cijena prve namirnice je 2, a druge | novéana
jedinica. Kupnjom namirnica Zelimo dobiti najmanje 6 jedinica prve i najmanje 13 jedinica drugog
sastojka. Koliko od svake namirnice treba kupiti da zadovoljimo zahtjeve i da utrodimo najmanije
novea? Rijesi zadarak kao primarni i kao dualni problem!

(Primarni: 1, 3: 5. Dualni; 7/11, 1/11; 5
2. 1 kg kruha stoji 6 novEanih jedinica i sadrzi 2000 kalorija i 50 g bjelanCevina: | kg sira
stoji 21 novéanu jedinicu i sadrZi 4000 kalorija 1 200 g bjelanéevina. Koliko kruha i koliko sira treba
kupiti da bi u obje namirnice zajedno bilo najmanje 3000 kalorija i najmanje 100 g bjelantevina i
da bismo potrodili najmanje nevea?

1 kg, 0,25; 11,25

3. Meso sadrzi 20", bjelancevina i 29, ugljikohidrata, a krumpir 17, bjelancéevina 1 20",
ugljikohidrara, | kg mesa stoji 25 novéanih jedinica, a krumpira 1,5 novéanih jedinica, Koliko
mesa 1 krumpira treba kupiti da bismo dobili najmanje 4.6 dkg bjelancevina i naimanje 40,26

dkg uvglitkohidrata te da bisro potrodili najmanje novaca?

(13, 2005 6,25

38



9. Proizvodni problemi

Proizvodni problemi pripadaju najznacajnijem tipu problema linearnog pro-
gramiranja. Kod njih se radi i o iskori§tenju ogranicenih proizvodnih faktora s
namjerom da se postigne najve¢i gospodarski efekt.

Obradimo slijede¢i proizvodni problem: Proizvodno poduzece ima na raspo-
laganju tri vrste sirovina; od prve sirovine A ima na raspolaganju 21 jedinicu, od
druge sirovine B ima 24 jedinice a od tre¢e sirovine C 16 jedinica. Od tih se siro-
vina izraduju dvije vrste proizvoda: proizvodi tipa P i proizvodi tipa Q. U proiz-
vodniji jedne jedinice proizvoda P potrodi se 1 jedinica sirovine A, 2 jedinice sirovine
B i 2 jedinice sirovine C; u proizvodnji 1 jedinice proizvoda Q potrosi se 3 jedinice
sirovine A, 3 jedinice sirovine B i | jedinica sirovine C. Poduzece te proizvode
prodaje i dobiva za 1 jedinicu proizvoda P 5, a za 1 jedinicu proizvoda Q 4 novCane
jedinice. Kako da poduzeée programira proizvodnju da bi od prodanih proizvoda
imalo najve¢i prihod?

Podaci su za taj problem sakupljeni u tabeli 1. U njoj x znaci broj jedinica
proizvoda P a y broj jedinica proizvoda Q. ;

TABELA 2. PROIZVODNI PROBLEM

Proizvodi Zaliha
| P Q sirovina .
A 1 3 21 1
| Sirovine B 2 3 24 |
C I 16 '
Cijene - s | 4 |
K-uliéine preizvoda ] x_ - ,\; g _

Izrazimo problem u matematickom obliku. Kako varijable x i y znace kolicine
proizvoda, ne mogu imati negativne vrijednosti i odgovaraju nejednadzbama:
xz20, yz0
Ako poduzece izradi x jedinica proizvoda P iy jedinica proizvoda Q, potrodi x — 3y
jedinica sirovine A; kako te sirovine ima na raspolaganju najvise 21 jedinicu, va-

rijable odgovaraju nejednadzbi:

X 4 3y 21

1A

Za takvu proizvodnju poduzece potrodi jo§ 2x + 3y jedinica sirovine B; kako te
sirovine nema na raspolaganju vise od 24 jedinice, varijable odgovaraju nejednadzbi:

2x -3y =24

Medutim poduzece potro§i jo§ 2x -+ y jedinica sirovine C; kako te sirovine moze
potroiti najvise 16 jedinica, to odgovaraju varijable jod 1 nejednadzbi:

2x -y <16
Ako poduzece proda x jedinica proizvoda P iy jedinica proizvoda Q, dobiva prihod
od 5x + 4y novéanih jedinica i taj prihod treba da bude najveci.
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Prema tome dobivamo slijede¢i matematicki oblik problema:

Treba odrediti vrijednosti varijabla x i y koje odgovaraju nejednadzbama-

x 20, y& 0
X -~3y =21
2x+3y =24
X +y =16

tako da funkcija cilja:
f(x,y) = 5% + 4y

ima najvecu vrijednost.

Kako su sve nejednadzbe linearne i kako je i funkcija cilja linearna funkcija
varijabla x iy, rije¢ je o problemu linearnog programiranja.

Kako vidimo na slici 11, problem rjesavamo graficki u kartezijskom koordi-
natnom sistemu x 0y. Svaka totka T (x,y) predstavlja proizvodnu strukturu u
kojoj poduzece izraduje x jedinica proizvoda P i y jedinica proizvoda Q; ovoj proiz-

Y

7

(=¥ I . . S W
o

S 11, Proizvodni problem
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vodnoj strukturi odgovara prihod od 3x — 4y novéanih jedinica. Proizvodne
strukture koje odgovaraju svim uvjetnim nejednadzbama prikazuju tocke iscrtka-
nog peterokuta OABCD. Na tom peterokutu funkcija cilja ima najvecu vrijednost
46 u tocki C(6,4). Stoga proizvodni problem ima optimalno moguce rjesenje:

kojemu odgovara vrijednost funkcije cilja 46 novcanih jedinica.

Prema tome, poduzece dobiva najveci prihod od 46 novc¢anih jedinica ako
izradi 6 jedinica proizvoda P i 4 jedinice proizvoda Q.

Pogledajmo kako poduzece iskoristava raspolozive koli¢ine sirovina po tom
optimalnom proizvodnom programu. Ako izradi 6 jedinica proizvoda P i 4 jedinice
proizvoda Q, potro8i

6.1 - 43 =18

jedinica sirovine A,
6.2 -43 =24

jedinice sirovine B i
6.2 4.1 =16

jedinica sirovine C. Pri optimalnom proizvodnom programu poduzeca iskoristi
sve raspolozive koli¢ine sirovina B i C, a od raspolozive 24 jedinice sirovine A
iskoristi svega 18 jedinica.

Rijesimo jo§ pitanje kako se mijenja optimalni proizvodni program ako se
mijenja struktura cijena proizvoda. Uzmimo u tu svrhu da je cijena proizvoda P
jednaka p i da je cijena proizvoda Q jednaka q nov¢anih jedinica.

Uz to ostaju sve prija$nje uvjetne nejednadzbe linearnog programa nepro-
mijenjene stoga tocke iscrtkanog peterokuta na sl. 11. prikazuju moguca rjeSenja.
Osim apscise i ordinate taj peterokut omeduju jod i slijedec¢i pravci:

a) pravac kroz uglove A i B s jednadZbom x — 3y =24 i s koeficijentom
pravca — /3,

b) pravac kroz uglove B i C s jednadzbom 2x + 3y =24 i s koeficijentom
praveca — 2[3,

¢) pravac kroz uglove C i D s jednadzbom 2x + y = 16 i s koeficijentom
pravca — 2.

Peterokut mogucih rjesenja ima pored koordinatnog ishodista jos i uglove:
A(0,7), B(3,6), C(64), D(80)
Kod promjenljivih cijena p i q funkcija cilja ima oblik:
f(xy) = px + qy
i koeficijent pravca — p/q.
Pogledajmo optimalna moguca rjesenja linearnog programa uz razlicite struk-

ture cijena proizvoda. Pri promjeni strukture cijena razlikujemo s obzirom na
optimalna rieenja slijede¢ih 7 mogucnosti:
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I mogucnost. Proizvod Q je viSe od 3 puta skuplji od proizvoda P, tako da
omjer njihovih cijena odgovara nejednadzbi:

0<plqg<1/3

Pri toj mogucnosti koeficijent pravea funkeije cilja vedi je od koeficijenta pravea
kroz tocke A 1 B, Stoga linearni program ima svega jedno optimalno moguce rje-
senje u tocki A (0,7). Poduzece izradi 7 jedinica proizvoda Q i obustavlja proiz-
vodnju proizvoda P,

2. mogucnost. Proizvod Q je to¢no 3 puta skuplii od proizvoda . tako da
omjer njihovih cijena odgovara jednad’bi:

plg = 1/3

Pri to] mogucnosti koeficijent pravea funkcije cilja jednak je koeficijentu pravea
kroz tocke A i B. Stoga linearni program ima bezbroj optimalnih mogucih rjesenju,
1 to u tockama A (0,7) 1 B(3,6) i svim tockama njihove spojnice.,

3. mogucnost. Omijer cijena proizvoda odgovara nejednadibi:

1/3 < p/q < 2/3

Roeficijent pravea funkcije cilja manji je od koeficijenta pravea kroz tocke A i B
i veci od koeficijenta pravca kroz tocke B i C. Stoga linearni program ima svega
jedno optimalno moguce rjesenje u tocki B (3,6).

4. moguénost. Omjer cijena proizvoda odgovara jednadzbi:

plq — 23

Koeficijent pravea funkeije cilja jednak je koeficijentu pravca kroz tocke B i €,
Stoga linearni program ima beskonacéno mnogo optimalnih rjesenja, i to u tockama
B(3.,6) i C(6,4), te u svim tockama njihove spojnice.

3. mogucnosr. Omijer cijena proizvoda odgovara nejednadzbi:

213 < plq <2

Koeficijent pravea funkcije cilja manji je od koeficijenta pravca kroz tocke B i
C i veci od koeficijenta pravea kroz tocke Ci D. Stoga lincarni program ima svegu
jedno optimalno riesenje u tocki C (6,4).

6. mogucnest. Proizved P to¢no je dva puta skuplji od proizvoda Q. tako da
omjer njithovih cijena odgovara jednadzbi:

p/q =2
Koeficijent pravea tunkcije cilja jednak je koeficijentu pravca kroz tocke C i D.
Stoga linearni program ima beskonatno mnogo rjeSenja, i to u tockama C (6.4)
i D(8.0). te u svim tockama njihove spojnice.

7. miogucnost. Proizvod P vise je od dva pura skuplji od proizvoda Q, rako

omjer njihovih cijena odgovara nejednadzbi:

pig > 2
Roeficijent pravea funkceije cilja maniji je od koeficijenta pravca kroz tocke C i [D.
Stoga linearni program ima svega jedno optimalno rjesenje u tocki D (8,0). Poduzece
obustavlja proizvodnju proizvoda Q i izradi 8 jedinica proizvoda P.
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Vijezbe

1. Proizvodni odjel sa 2 razli¢ita stroja obraduje 2 tipa komadnih proizvoda. Komad prvog
proizvoda obraduje na oba stroja po 2 jedinice vremena; komad drugoga proizvoda obraduje
na prvom stroju 3, a na drugom stroju 1 jedinicu vremena. Odjel ima na raspolaganju prvi stroj
8, a drugi 4 jedinice vremena. Vrijednost prvoga proizvoda je 4. a drugoga 3 novCane jedinice.
Kako da odiel programira obradu da bi proizveo najvecu vrijednost?

(1, 2; 10)

2. Poduzece izraduje 2 tipa proizvoda od 3 sirovine. Od prve sirovine ima na raspolaganju

15, od druge 7 i od trece 5 jedinica. Pri izradi jedinice prvoga proizvoda potrodi po 1 jedinicu

svake sirovine; pri izradi jedinice drugoga proizvoda potrodi 3 jedinice prve i 1 jedinicu druge

sirovine, Prodaina cijena prvoga proizvoda je 2, a drugoga 1 novtanu jedinicu. Kako da poduzece
programira proizvodnju da bi utriak od prodaje proizvoda bio najveci?

(5; 23 12)

3. Poduzece sa 4 proizvodna faktora proizvodi 2 tipa proizvoda. Kod proizvodne jedinice
prvoga proizvoda potro§i uzastopee po 5, 19, 31 i 21 jedinicu sirovina, kod proizvodne jedinice
drugoga proizvoda potrodi uzastopce po 16, 26, 22 i 5 jedinica sirovina. Poduzece ima na raspo-
laganju sirovina uzastopce po 1296, 2454, 3942 i 1785 jedinica. Jedinicu prvoga proizvoda podu-
zece prodaje po 6, jedinicu drugoga proizvoda po 2 novéane jedinice. Kako da poduzece progra-
mira proizvodniu da bi imalo najveci prihod od prodane robe?

(80, 21; 521)
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III. DETERMINANTE

1. Determinante drugoga i trefega reda

Determinante drugoga reda. Determinanta drugoga reda sastoji se od cetiri
broja. koji su rasporedeni u dva retka i dva stupca; pidemo je i definiramo ovako:

£ b
1 : 5 = ad —be

Determinantu drugoga reda izratunamo tako da od produkta brojeva na glavnoj
dijagonali odbijemo produkt brojeva na sporednoj dijagonali.

Primjer :

| —3 & . 9 . =
=2 A~y a=-,

Determinante drugoga reda upotrebljavamo pri rjesavanju sistema dviju
linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice. Uzmimo sistem dviju uredenih linearnih
jednadzbi s dvije nepoznanice, koje radi preglednosti napisemo s indeksima ovako:

Koeficijenti nepoznanica imaju po dva indeksa; prvi indeks pokazuje kojoj nepo-
znanici pripada koeficijent, a drugi indeks u kojoj se jednadzbi pojavijuje. Ako
rije§imo taj sistem jednadzbi, dobivamo:

b, a;, — baap a;; by —ay by
X, — y X3 — 2l
a4y, 833 — 4242 app 83 — A28z,

Brojnici i nazivnici u ova dva razlomka imaju jednak sastav; sva Cetirl 1zraza su
diferencije produkata koji imaju po dva faktora. Stoga mozemo napisati oba ko-
rijena sistema jednadzbi s determinantama ovako:

b dy2 aq4 b,

b, a;, Dy A, b, D,
1= Ay '611-; - D’ o ay aly - B

a3 da2 a2y 32



Determinantu:
8y A, |
D= = dypday — A28y,

dap Ay

nazivamo deterniinantom sistema jednadsbi ; tu determinantu tvore sva Cetiri koefi-
cijenta na lijevoj strani jednadzbi. Da bi sistem jednadzbi bio rje$iv, mora biti
D+ 0. Determinantu D, dobivamo tako da u determinanti D nadomjestimo oba
clementa u prvom stupcu s oba poznata ¢lana na desnoj strani jednadzbi. Determi-
nantu D, dobivamo tako da u determinanti D nadomjestimo oba elementa u drugom
stupcu poznatim Clanovima jednadzbi.

Primjer. Rijeimo pomocu determinanata sistem jednadzbi:

—3X = 4}: 11
2x — 5y =—12
1 4
B I T O )T ) B ¥ S R
| 2 =5
=
gl 2 12| (=3(—12)—211 14 3
= _T — = _7___ _7 -

Determinante trecega reda. Determinanta treega reda racunska je operacija
sa 9 brojeva, koji su uredeni u tri retka i u tri stupca; piSemo je i definiramo ovako -

a b, ¢ ‘
D=a, b, cz‘ = aybicy 4 a,bye; - asbie; - aibsc; — asbyc, — asb,e,
|33 by ¢

Prakricki izracunamo determinantu treceg reda po slijedecoj uputi; determi-
nantu produzimo udesno rako da joj pripisemo prvi i drugi stupac i sastavimo po
dijagonalama produkte po tri broja; produkti brojeva koji leze na padajuéim di-
jagonalama su pozitivni, = produkti brojeva koji leze na rastuéim dijagonalama su
negativni. Racunanje po toj uputi predocimo shemom:

a; b, ¢ | ay b,
N O
XA,
|az /bz C2>| 32 b2
|33/' hs><"33' i<a:i\b3
Primyer:
] 24 O | 2
D=3 | 213 L =1121224 1533 —4.1.5 —3.2,1 —2.3.2 =25
4 3 2.4 3
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Determinante trecega reda upotrebljavamo pri rjeSavanju sistema triju linearnih
jednadzbi s tri nepoznanice. Uzmimo ureden sistem triju linearnih jednadzbi s
tri nepoznanice:

a51X; + 212Xy -+ 813X3 = by
821X; | 822%2 | 233%X3 = b,
a3;X; | A3;X;  233X3 = by
Ako rijesimo taj sistem jednrdzbi, dobivamo za prvu nepoznanicu izraz:

byas.a33 + @;3badss — 12823b5 — A13d5505 — 2550833 — biaszias,
x’ ——— s - —

Ayyd55833 +— Ay38183p — Ayz8z383) — Ay3d3283; — dyadpyd33 — Ay d3d32

Brojnik i nazivnik ovog razlomka mozemo napisati u obliku determinanti pa dobi-
vamo:

b,  ap ags)|

by 4y a
D, by a3, as

x] _ — —
D |a;; a2 a3
|

| 82; Qzz A3
c A3y d3zx daz |

Determinantu D nazivamo determinaniom sistema jednadébi; ona je sastavljena od
svih devet koeficijenata s lijeve strane jednadzbi. Da bi sistem jednadZbi bio rjesiv,
mora biti D =+ 0. Sli¢no dobivamo jos i za druge dvije nepoznanice:

a;; by ag (811 Q)2 b, |

D, 1| D, |

S = — 25 by 3| X3 = < == |38 22 b
B D |

a3, by as; |83 23 ba|

Determinantu D, dobivamo tako da u determinanti D nadomjestimo prvi stupac
poznatim Clanovima s desne strane jednadzbi; determinantu D, dobivamo tako
da u determinanti D nadomjestimo drugi stupac poznatim clanovima, a determi-
nantu D, dobivamo iz determinante D tako da u njoj tre¢i stupac nadomjestimo
poznatim clanovima,

Primjer. Rijedimo sistem triju linearnih jednad?bi s tri nepoznanice:

5x — 6y | 4z -3
x—3y+22=2
I

4 — Sy + 2z =
13 —6 4
2 —3 2
B 53
D |5 —6 4| —4
3 —3 2|
4 —5 2]
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D, 1| 309 9 —4 |
=g St & degs
) —4
4 | 2
5 —6 3
D; 1 3 3 —4 I
A = e
D D —4
4 —5 1
Vjeibe
1. Izratunya) determinante drugoga reda:
'z 3]
i

{6 5,
by 2 3
- ‘ {43

(3 14
g ix’ X

o

X |
2. Rijesi pomocu determinanti sisteme dviju jednadibi s dvije nepoznanice:
B dx—+ 3y = 1715 = T3 = L =3)
bidx | Ty = =85 13x—2y =75 XK= -3 v =1
¢34y = 8Bi2x— y=35 {x=28/11, v = 1)
3. Odredi pomaéu determinanti sjeciSte pravaca koji imaju jednadizbe:
a) P 3y = §dn v = §; (P (1)
b 7x - 8y =23 1 6x — 3y = 16; P L2y
C:4x -3y =251 x— y=T1 (P43

Tx =0,
yEx =S, y =20 v+ ElS xdvy=T

. Odredi u ravninskom koordinatnom sistemu skup to¢aka koje zadovoljavaju nejednadzbe :

V=Ex=4 0=y=6 x'yE6 x+yr=3

=0 x+y=3; X+ys3S;

. Tzracunaj determinante treega reda:

3 2 8
PSS (1007
1t 7 -5
3 4 -5
l§ 7 -2 (@
|2 -1 &
Vi BN R X
x l4+x x ‘ {3x. - 1
X X l % |
o Rijesi sisteme triju linearmibh jednadzbi s tri nepoznanice:
X v+ oz 3
X vt 3z= 7
2 —3v— = 0 = lo%=10, 2 =2



b) 2x+ 3y + z=22
x+2y+ z=16
x4+ vy 3z=24 x=2,y=4,2z=286)

7) Izracunaj u prostornom kartezijskom koordinatnom sistemu sjeciste ravnina s jednadzba-
ma: x+y+z=6 2%+yv+e=Tix+2y+3z=14.

(P (1,2,3))

2. Definicija determinante

Permutacije, Uzmimo n razlic¢itih elemenata koje oznacimo uzastopce brojkama
1,2, ..., n. Izmedu dva elementa visi je onaj koji je oznaCen veéom brojkom.
Kompleksije u kojima nastupaju svi ti elementi samo jedanput i koje se razlikuju
samo po rasporedu elemenata nazivamo permutacijama. Iz svake permutacije
mozemo dobiti svaku drugu permutaciju odgovaraju¢im premjestanjem elemenata.
Izmedu dvije permutacije vi$a je ona u kojoj idudi slijeva udesno prije naidemo
na visi element.

Broj razli¢itih permutacija n elemenata izracunamo po obrascu:
P, = Iz 2; o ne=nl

koji mozemo dokazati matematickom indukcijom.

Pojavu da u permutaciji vi$i element nastupa ispred nizega, nazivamo inver-
zijom. Permuracija:
5 [ 4 3 2

ima 7 inverzija jer 5 stoji ispred 1, 5 ispred 4, 5 ispred 3, 5 ispred 2, 4 ispred 3,
4 ispred 2 i 3 ispred 2. Permutacije dijelimo u dva razreda, u parne i neparne. Per-
mutacija je perng ako ima parni broj inverzija, a neparna ako ima neparni broj in-
verzija.

Ispred svake permutacije:

11 iz -3 in
elemenata 1, 2, ..., n piSemo broj:
0 (i 13 .00 1y)

Taj je broj jednak -+ 1 ako je permutacija parna, a — | ako je permutacija ne-
parna.

Primjer. Od dva elementa 1 1 2 sastavimo
P; =12=2 =2
permutacije; permutacije uredene po visini s odgovarajucim |brojevima o jesu:
1 2 6(12) =+ 1 parna
2 1 6(21) = — 1 neparna
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Prinyer. Od tri elementa 1, 2 1 3 sastavimo

Pi=123=3] =
permutacija; permutacije uredene po visini § odgovaraju¢im brojevima § jesu:
I 23 6(123) =+ 1 parna
1 32 0(132) = — | neparna
213 4§(213) = — 1 neparna
221 4(231)= +1 parna
312 6(312) =+ 1 parna
321 6(321) == — 1 neparna

Zamjena dvaju susjednih elemenata u permutaciji nazivamo transpozicijon:.
Svaka transpozicija pretvara parnu permutaciju u neparnu i obrnuto neparnu u
parnu jer se transpozicijom broj inverzija promijeni za .

Zamjena dviju proizvoljnih elemenata u permutaciji takoder pretvara parnu
permutaciju u neparnu i neparnu u parnu. To mozemo uvidjeti ovako: uzmimo
permutaciju:

sl ey

u kojoj izmedu elemenata a i b ima r elemenata. Elemente a i b zamijenimo tako
da prvo tjeramo element a samim transpozicijama preko r meduelemenata pred
element b. Za to je potrebno r transpozicija. Nakon toga tjeramo samim transpo-
zicijama clement b preko elementa a i preko r meduelemenata na mjesto gdje je
prije bio element a; za to je potrebno r + | transpozicija. Za zamjenu elemenata
a1 b ukupno je potrebno 2r |- 1 transpozicija; stoga pri zamjeni parna permutacija
prelazi u neparnu a neparna u parnu.

Definicija determinante. Determinanta reda n sastoji se od n? brojeva koji su
uredeni u n redaka i u n stupaca; piemo je ovako:

Ay -0 g

D= ! © o=l Gi=12.,n)

dyp mor ol

Pri tom prvi indeksi oznacCuju redak, a drugi indeksi stupac u koji spada element.

Vrijednost determinuante izratunamo na nacin da najprije sastavimo sve moguce
produkte po n faktora, tako da u svaki produkt dode po jedan element iz svakoga
retka i po jedan element iz svakoga stupca, potom svakom produktu dademo od-
govarajuci predznak i konacno sve produkte zbrojimo ili odbijemo. Po toj uputi
mozemo vrijednost determinante izracunati na dva nacina.

Po prvom nacinu raCunanja pocinjemo s recima. Kako u svaki produkt dolazi
po jedan element iz svakoga retka, uredimo faktore tako da prvi indeksi faktora
rastu od I do n; zato sve produkte s uredenim prvim indeksima pisemo ovako:

Ay By v o 21
Buduci da u svaki produkt dolazi po jedan element iz svakoga stupca, to su u svakom
produktu indeksi na drugom mjestu razli¢iti; svaki od brojeva 1, 2, ..., n, dolazi
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u svakom produktu u odredenoj permutaciji po jedanput na drugo mjesto. Stoga
produkte pisemo u obliku:

Apj "l e T dpjg

Ovdje su drugi indeksi razli¢iti. Sve moguce produkte dobivamo tako da na mjesta
drugih indeksa postavljamo sve moguce permutacije brojeva 1, 2, ..., n. Kako tih
permutacija ima n!, dobivamo ukupno n! produkata. Zatim produktima odredimo
predznake po uvoj uputi: produktu damo pozitivan predznak ako je permutacija
drugih indeksa parna, a negativan ako je permutacija neparna; predznakom oprem-
liene produkte napisemo brojem 6 ovako:

O (jtiz oee Jn) dyj, - 825, " ... " dpjy

Konac¢no zbrojimo sve ove predznacima opremljene produkte. U skladu s tom
ra¢unskom uputom determinantu reda n dobivamo ovako:

D =3 0(1jz .- jn) B1jy - @255 * «+- * Enpq

Pri tom zbrajamo tako da zahvatimo sve permutacije drugih indeksa.

Po drugom natinu ralunanja determinante pocinjemo sa stupcima. Bududi
da u svaki produkt dolazi po jedan element iz svakoga stupca, uredimo faktore tako
da njihovi drugi indeksi rastu od 1 do n; stoga piSemo sve produkte s uredenim
drugim indeksima ovako:

TR PRCIL

Kako u svaki produkt dolazi po jedan element iz svakoga retka, to su u svakom
produktu indeksi na prvom mjestu razliciti; svaki od brojeva I, 2, ..., n dolazi
u svakom produktu u odredenoj permutaciji po jedanput na prvo mjesto. Stoga
pisemo produkte u obliku:

A1 djpz Co-ee " Qg

gdje su prvi indeksi razlic¢iti. Kao 1 prije, i ovih produkata ima n!. Nakon toga
odredimo produktima predznake po uputi: produktu damo pozitivan predznak
ako je permutacija prvih indeksa parna, a negativan ako je permutacija neparna.
Kona¢no zbrojimo sve ove predznacima oznacene produkte. U skladu s tom racun-
skom uputom determinantu reda n definiramo ovako:

D =% 6l ... 1) 8,4 - i3 * +or " Qg

Pri tom zbrajamo tako da zahvatimo sve permutacije prvih indeksa.

Po oba nac¢ina racunanja dobivamo istu vrijednost determinante, §t0 mozemo
vidjeti iz slijedeceg: u oba slu¢aja dobivamo po n! produkata, koji su s obzirom
na apsolutne vrijednosti po parovima jednaki. Treba samo jo§ dokazati da svaki
produkt ima po oba nadina ralunanja isti predznak. Uzmimo neki produkt koji
po prvom nac¢inu ima oblik:

Ay " @zj, C e " dngy

a po drugom nacinu oblik:

A1 " di2 7 ees " Byga
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Iz prvoga produkta dobivamo drugi po odredenom broju transpozicija faktora. 1z
permutacije jy j, ... j, drugih indeksa prvoga produkta dobivamo po odredenom
broju transpozicija najnizu permutaciju 12 ... n; uz to dobivamo iz najnize per-
mutacije 1 2 ... n prvih indeksa nakon istoga broja transpozicija permutaciju
iy iy ... i,
Stoga je:

0y iz .- in) =0(iyi; ... 1y)

[z obiju definicija determinante slijedi izreka:

Viijednost determinante se ne mijenja ako u wjoy zamijenimo vetke stupcima i
obrnuto 1li ako determinentu zaokrenemo oko glavme dijagonale.

Iz te izreke slijedi neposredno:

Svaka izreka o determinanti koja vrijedi za retke vrijedi istovremeno | za stupee
i obinuro,

Viezbe

[. Odredi razred permutaciie; 6 1 4 3 2 5. (parna)
2, Odredi:

a) & (12345 (+1)
b) & (316254) (1)
c) & (52134) (—14

3. lzratunaj determinantu drugoga reda:

D = | a i, j = 1,2)
na oba nadina prema opéoj definiciji determinante.
4. Izralunaj determinantu trecega reda:

D= ey {j= 123
na oba nading prema opéoj definiciji determinante,

5. Sastavi od elemcnata 1, 2, 3 i 4 sve po visini uredene permutacije 1 odredi svakoj per-
mutaciji broj &.

6. Upotrijebi rezultate prijasnjeg zadatka i izradunaj determinantu Cetvrtoga reda:
D= jayl (i - 1,234

prema opcoj definiciji determinarnte.

3. Osobine determinante

Kuko svaka izreka o determinantama vrijedi za njezine retke i automatski
i za njezine stupce i obrnuto, mi ¢emo izreke o determinantama izrazavati ili samo
za retke ili semo za stupce, a vrijede svakako za oboje.

Ako su svi elementi wekoga retka jednaki 0, vrijednost determinante Jednaka
Jje 0.
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Izreka je jasna jer se u definiciji determinante nalazi u svakom produktu
po jedan faktor iz svakoga retka; stoga svaki produkt ima po jedan faktor koji je
jednak 0; zato su svi produkti jednaki 0, a i njihova je suma jednaka 0.

Ako u determinanti zamijenimo dva retka, promijeni se predznak determinante,
ali se ne mijenja njezina apselutna vrijednost.

Svaku zamjenu dvaju redaka moZemo naime posti¢i neparnim brojem transpo-
zicija u dva susjedna retka. Svaka transpozicija susjednih redaka prouzrokuje u
definiciji determinante po jednu transpoziciju faktora u svakom produktu; zbog
toga svaki produkt mijenja samo svoj predznak a i svota produkata mijenja isto
tako samo svoj predznak.

Ako determinanta ima dva jednaka retka, wjezina je vrijednost jednaka 0.

Izreka je posljedica prija$nje izreke. Pretpostavimo da je vrijednost prvobitne
determinante jednaka D; ako u njoj zamijenimo oba jednaka retka, determinanta
dobiva suprotnu vrijednost — D. Kako je rije¢ o jednakosti redaka, njihovom
zamjenom vrijednost determinante se ne mijenja, vrijedi jednadZba D = — D
to je medutim moguce samo ako je D = 0.

Ako sve clemente nekoga retka pommosimo proizvoljmim brojem, vrijednost deter-
minante ponnosi se tim brojem.

Izreka je jasna; u definiciji determinante u svakom produktu nastupa po jedan
faktor koji je pomnoZen spomenutim brojem; taj zajednitki faktor pak mozemo
u sumi produkata izluéiti, pa dobivamo spomenutim brojem pomnoZenu vrijednost
determinante.

Iz netom dokazane izreke slijedi obrnuta izreka:

Ako sui elementi nekoga retka imaju neki zajednicki faktor, mogemo taj fakior
1zlucirt.

Ako su svi elementi nekoga retka izravno proporcionalni homolognim elementima
nekoga drugog retka, onda je vrijednost determinante jednaka 0.

Po prijadnjoj izreci mozemo izluCiti zajednicki faktor proporcionalnosti pa
dobivamo determinantu s dva jednaka retka; ova je determinanta jednaka 0.

Ako su, uza sve druge jednake stupce, svi elementi nekog stupca sume po dvaju
sumanda, mozemo determinantu ra§¢laniti u sumu dviju determinanti po obrascu:

| e @nytboy .. G B by;

Valjanost izreke slijedi iz toga §to se u definiciji determinante razdjeljuje svak
produkt tipa:
e (au Jr‘ bu) e

zbog distributivnosti u sumu dvaju produkata:

. a“ . —|— . bu seny

a da se pri tom ne mijenja permutacija indeksa u produktima. Valjanost izreke
moZemo uopéiti na proizvoljno veéi broj sumanda.
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Vrijednost determinante se ne mijenja ako neki stupac pommosimo proizvolinim
brojem i pribrofimo ga mekom drugom stupcu:

| dy; iy wee Hyp o ees dyj —|—k'dji
dni witin dnj T cee Apy ..o Ay =T kai‘li

Dokaz. Ako determinantu na desnoj strani izrazimo kao sumu dviju determi-
Nanti:

wi By s dyg ...

[ees g oo B v By cen 8y s

93 .0 Ay

prvi je sumand jednak prvobitnoj determinanti, a drugi je sumand jednak 0 jer su
u njemu dva stupca jednaka, i izreka je time dokazana.

Ovom se osobinom determinante sluzimo pri transformiranju determinante
s namjerom da dobijemo u njoj elemente koji su prikladniji za numericko racu-
nanje.

Primyper. lzracungjmo determinantu:

117 18 2|
14 24
22 35 2

Determinantu najprije trensformiramo take da pomnozimo posljednji stupac sa
-8 te da ga pribrojimo prvome i jo§ da pomnozimo posljednji stupac sa 9 te
da ga pribrojimo drugome; tako dobivamo determinantu:

0 2
6 15 1
6 17 2

U to) determinanti odbijemo drugi redak od trecega pa dobivamo determinantu:

10 2
6 15 1
0 2 1

U 10j determinanti odbijemo treci redak od drugoga pa dobivamo determinantu
koju izracunamo po poznatom pravilu:

I 0 2 1 0
6 13 0; 6 13 =13-1-24 =37
0 21 0 2



Vijeibe

1. Ustanovi zadto imaju slijedece determinante vrijednost 0:
3 0 2| B3 16 5| o4 13 4

1 0 3‘ 0 0 0 5 15 5

5 0 7 4 17 4l 4 18 4|
;7 13 7| e|4 6 8‘ 1 18 3|

§ 4 5l 2 3 4 ERS 6

7 13 7| 17 9 5 | 3 26 9]

2. Tzratunaj slijedeCe determinante tako da ih prije na odgovarajuti nacin transformira$s

ay |1 13 | i v,
=N
3 25|
b 4
33 42
ol 1 5 10
l2 9 17 _—
| 3 13 27
Q|4 3 2|
. 21 14 11 (=7
129 20 16
4. Razvijanje determinanata
Skalarni produkt. Uzmimo dva retka brojeva:
Ary Ay ey dn
bis bay vy by
s jednakim brojem elemenata. Izraz:
i=n
ab, + asby + ... +ab, =X ab
=
nazivamo skalarnim produktom tih dvaju redaka.
Primjer. U determinanti:
13 2 5
D= |1 4 6
5 2 1
skalarni je produkt prvoga i trecega retka jednak:
3.5422+51=24
Tip mjesta u determinanti. Mjesto u determinanti D = ‘ay| koje zauzima neki

element moZe biti parno ili neparno; mjesto je parno
parna, a neparno ako je ta suma neparna.

ako je suma obaju indeksa
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Prakticki odredujemo parnost ili neparnost nekoga mjesta u determinanti na
slijedeci nacin: pocevsi s krainjim lijevim gornjim elementom, gdje pocinjemo
brojiti sa 0, brojimo po | idudi od elementa do elementa putem koji te¢e samo
po horizontalama ili vertikalama dok ne dodemo u brojenju do izabranog cle-
menta; ako tom clementu odgovara parni broj, onda je njegovo miesto parno.
4 ako mu odgovara neparni broi, mjesto je neparno.

Pringer. Odredimo u determinanti prijasnjeg primjera na kojem je miestu
clement 6. Brojimo na primjer po putu:

3+>2 426
ovako:
0, ;2 3

Kako elementu 6 odgovura neparni broj 3, to element zauzima neparno  mjesto.

Kofaktor. Uz svaki element 4;, determinante egzistira kofaktor Ay, koji de-
finiramo i izra¢unamo na slijede¢i nacin: iz prvobitne determinante najprije izo-
stavimo onaj redak i onaj stupac koji imaju element 455 tako dobivamo novu de-
terminantu za jedan niZega reda. Potom odredimo tip mjesta koje u determinanti
zauzima element a;; to je mijesto parno ako je potencija (—1)'*7 jednaka _ 1.
odnosno neparno ako je ta potencija jednaka — 1. Kofakror Aj; clementa a;; jednak
ic produktu potencije (--1)1*4 j poddeterminante koju dobivamo iz prvobitne
determinuante nakon crtanja i-tog retka i j-tog stupca.

Primjer. Tlementi dererminante prijasnjeg primjera imaju slijedece kofaktore:

clement  tip mjesta kofaktor
’ L S
4, =3 parno An_-'-.—l)'“‘z I‘.____. 8
a3 =2 neparno Az = (— D2 ; ﬂ — 29
= wal 4|
833 =23 parno A”—_(_]j‘-3i‘5 2|—_ _18
sy — 1 neparno A :(_|}2+1|§ 15|| = g
|
4y — 4 parno Ay = [—])3+2 ||§ ?|| .
, 2433 2
dyy — 0 neparno Agy = (—=1)*+? 5 2|J = A
5 2 5
A3y — 3 parno Az = (1)1 4 g— —8
A3z =2 neparno Asp = (--1)3+2 [ 3 5| = =3
[T 6]
2
a33 = | parno Agy == (—1)? +3I ? 4|‘ =



Uzmimo determinantu D = a;;| proizvoljnog reda n; za nju vrijedi izreka
o razvijanju determinante:

Determinanta je jednaka skalarnom produktu elemenata proizvoljnog retka
i kofaktora elemenata istoga retka:

D =a;Aj; + a8 + o0 T AinAin

Radi lak$eg razumijevanja dokaza za ovu izreku, pokazimo njezinu valjanost
za determinantu trecega reda:
a1 A1z d3|
D —=laz 23 43
d3y dzz das|
Determinantu razvijemo po drugom retku i nakon preuredenja i povezivanja od-

govarajucih produkata:

D = a,, (a,383; — 4,2833) — 812 (a;1833 — a,385,) + 33 (8,283, — ay,d3;) =

\ 5 443 2 dyy 43
aay (—1PFT | . 333(—1)—‘3! !_;_
a3; 433 A3y d33
v2+3 |[din di2 .
+ da3 (—1)? : ‘ = 2,183, + 82282 T 233803
[d3y daz|

Dokaz izreke o razvoju determinante. Determinanta reda n je suma n! produ-
kata. Svaki element i-tog retka s odredenim indeksom na drugom mjestu nastupa
u toliko produkata koliko ima permutacija preostalih n-1 indeksa na drugom
mjestu, dakle u (n — 1)! produkata. Ako iz pojedinih skupina po (n — 1)! produ-
kata uzastopno ispostavimo elemente i-tog retka, determinanta se izrazi ovako:

D =a;;Bi; + 2i;Biz + ... + 2inBin

Izreka e biti dokazana ako za sve parove indeksa dokaZemo da je By; jednak ko-
faktoru Ay

Dokazimo najprije za par indeksa i=11j=1da je Byy = A;,. Ako u defl-
niciji determinante:
D = E é {ilil s jn) aljl aZJ; an}n

uzmemo u obzir samo one produkte u kojima nastupa element a,, i taj element
ispostavimo, dobivamo:

a,,B;; =2, (X 3 (ju:+5 Ja) Bigg < Ayja)

Suma produkata u ovom je izrazu jednaka poddeterminanti koju dobivamo ako
u prvobitmoj determinanti izostavimo prvi redak i prvi stupac; kako je ta poddeter-
minanta jednaka kofaktoru A, slijedi iz posljednje jednadzbe da je By, = Ayy.

Taj dokaz mozemo uop¢iti za proizvoljan par indeksa i ij te dokazati da vrijedi
oplenito B, = A;;. U tu svrhu promijenimo prvobitnu determinantu D tako da
u njoj zamijenimo prvi i i-ti redak kao 1 prvi i j-ti stupac. Tom promjenom dolazi
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element a;; u prvi redak i u prvi stupac, a u definiciji determinante se pri tom svaki
produkt pomnozi faktorom (—1)iti U toj transformiranoj determinanti je izraz
B;; jednak poddeterminanti koju dobivamo ako u njoj izostavimo prvi redak i
prvi stupac; ta poddeterminanta je pak jednaka poddeterminanti pomnoZenoj
faktorom (-~ 1)'*J, koju dobivamo iz prvobitne determinante nakon crtanja i-tog
retka i j-tog stupca, dakle kofaktoru Ayj; tako je izreka dokazana.

Ako determinantu izrazimo kao skalarni produkt elemenata nekoga retka i
kofaktora elemenata istoga retka, onda je razvijemo po tom retku. Pri razvoju
determinante izrazimo determinantu samim determinantama za jedan nizZega
reda. Stoga u numerickom racunanju vrijednosti determinante primjenjujemo
izreku o razvijanju determinante. Determinantu visega reda ratunamo postupnim
transformiranjem 1 razvijanjem.

Primjer. Tzratunajmo determinantu petoga reda:

1 4 3 2 5
3.6 9 6 5
D=4 8 6 3 7|
2 4 6 5 8
1 2 3 2 |

Determinantu najprije transformiramo tako da prvi stupac pomnozimo faktorom
(—2) 1 da ga pribrojimo drugomu; tako dobivamo determinantu:

It 2 3 2 3|
‘3 0 9 6 5‘
D=4 0 6 3 7
2 0 6 5 8§
[T @ 3 2 1

koja u drugom stupcu ima samo jedan od 0 razli¢it element. Stoga razvijemo de-
terminantu po drugom stupcu i dobivamo:

3 92 6 35
Rl S T
) — 2(—])'+2
L I |2 6 35 8
1 3 2 1
U toj determinanti pomnozimo posljednji redak faktorom ( -3) i pribrojimo
ga k prvom; tako dobivamo:
0 0 o0 2
4 6 3 7
D—-2
2 6 5 8
I 3 2
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Ovu determinantu razvijemo po prvom retku i dobivamo determinantu trecega
reda:

4 6 3
[ =—32(-1*2 6 5
1 3 2

Tu determinantu izracunamo neposredno:
D —4(48 ~ 30+ 18 — 18 — 60 — 24) = — 24
Za determinante vrijedi jo§ izreka:

Skalarni produkt elemenara proizvoljnog vetka i kofaktora elemenara nekoga
drugog retka jednak je 0:

a Ajy + a2y e 2, =0 (i#+17)

Dokaz. Kako su Aj,, gdje jes=1, 2, ..., n kofaktori j-tog retka, mozemo
taj produkt pisati u obliku determinante u kojoj ispiSemo samo i-ti i j-ti redak:

U pravilnost ovog nacina izraZavanja mozemo se uvjeriti ako tu determinantu
razvijemo po j-tom retku, koji je ispisan dolje. Kako ta determinanta ima dva jednaka
retka, to je njezina vrijednost jednaka 0.

Vijezbe
|. Tzratunaj kofaktore svih Cetiriju elemenata u determinantama:
ay 2 3

F (6, —8, —3, 2)
by |3 --5‘

|4 —2| (—2, —4, 5, 3)
2. Tzralunaj kofaktore trecega stupca u determinanti:

2 1 4

3 2 1)

2 § I (11, —8, 1)

3. Izradunaj kofaktor elementa ay = 6 determinante:

1 5 4 2|

5 8 6 7
13 4 3 6 i)
l2 1 0 4

61



4. Lzracungj determinantu Cetvrioga reda tako da je razvijes po drugom retku.

405 |
0 2 0 3
l.'l 0 3 4|
(16 1 0

44y
S Uvjerd se za svaki redak i za svaki stupac determinante iz primjera na strani 57:

a) da vrijedi izreka o razvijanju determinante,

b da je skalarni produkt =lemenata svakoga retka ili stupea i kofaktora elemenata kakvoga
drugog retka ili kakvoga drugeg stupes jednak 0,

0. Izracunaj determinante:

A 2—=f 2=yl

A -3 -3

2 =2 3 —3|

0 —d| (217

B2 ¢ 2 o5 2

6 —4 -§ 2 5

0 7 1 2

0 40 3

0 135

I 816
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IV. MATRICNA ALGEBRA

1. Osnovne ratunske operacije s matricama

Pravokurnu strukturu mn brojeva koji su uredeni u m redaka i n stupaca
nazivamo matricom; oznaujemo je i piSemo ovako:

A e ah|||

[ . y : .
A== |l . C | =1 ay| i=12.,.m;j=12..,n)

[l3my --- dmn |

Svaki element matrice ima dva indeksa; prvi odreduje redak, a drugi stupac u
koji spada element. Matrica koja ima m redaka i n stupaca ima red m X n.

Primjer. Obradimo mjesecnu potrosnju triju kucanstava s obzirom na po-
troénju mesa, mlijeka, graha i krumpira. Prvo kudanstvo potrosi mjesetno 10 kg
mesa, 40 1 mlijeka, 10 kg graha i 50 kg krumpira; drugo kucanstvo potrosi 15 kg
mesa, 60 1 mlijeka, 20 kg graha i 30 kg krumpira; tre¢e kucanstvo potrosi 30 kg
mesa, 30 | mlijeka i 20 kg krumpira. Strukturu potrosnje svih triju kucanstava
moZemo izraziti matricom reda 3 X 4:

|0 4 10 50
A— 15 60 20 30
0 30 o0 2

Pri tom prvi redak odreduje potro$nju prvoga, drugi redak potrosnju drugoga,
a treci redak potrosnju tre¢ega kucanstva; prvi stupac odreduje potro$nju mesa,
drugi potrosnju mlijeka, treci potrosnju graha i Cetvrti potrosnju krumpira.

Primjer. Razmotrimo biokemijsku strukturu mesa, mlijeka, graha i krumpira
s obzirom na sadrzaj bjelancevina, masnoca i ugljikohidrata. 1 kg mesa sadrzi
167 g bjelancevina, 66 g masnocaid g ugljikohidrata; odgovaraju¢i podaci za mli-
jeko su 34 g, 32 g i 48 g, za grah 237 g, 17 g i 473 g, za krumpir 17 g, 1 g i
162 g. Biokemijsku strukturu tih namirnica moZemo izraziti matricom reda
4 x 3.
167 66 5 ‘

" 34 32 48|
- 237 17 473
|17 1 162]

Ovdje prvi redak odreduje biokemijsku strukturu mesa, drugi redak mlijeka, treci
redak graha i Cetvrti redak krumpira; prvi stupac odreduje koli¢ine bjelancevina,
drugi stupac masnoca i trec¢i stupac ugljikohidrata.
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Matrica je pravokurna ako se broj njezinih redaka razlikuje od broja stupacu,
odnosno ako je: m # n. Matrica je kvadrama ako ima toliko stupaca koliko 1 re-
daka, ili ako je m = n; broj redaka ili stupaca nazivamo redom kvadratne matrice.

Ako je m = I, matrica ima samo jedan redak, pa je nazivamo wekror redak;
pisemo ga ovako:

A = a; a8y =(a;855..,8)

Ako je i — |. matrica ima samo jedan stupac, pa je nazivamo vekror stupac; pisemo
ga ovako:
a,

| = — i ‘ = 0
A 'I‘ : i‘ = {a21,85..050,)
|

|a,

.|‘c1"‘||

Nulmatricom nazivamo matricu 0 koja ima sve elemente jednake 0. Postoji
bezbroj matrica 0 koje se medusobno razlikuju po redu.

Kvadratna matrica je dijagonalna ako su svi njezini elementi na glavnoj di-
jagonali razliciti od 0 1 ako su svi elementi izvan glavne dijagonale jednaki 0. Di-
jagonalna matrica je skalarna ako su svi njezini elementi na glavnoj dijagonali
jednaki. Fedinicna marrica je skalarna matrica koja ima na glavnoj dijagonali sve
clemente jednake 1. Ima bezbroj jedini¢nih matrica koje se medusobno razlikuju
po redu. Take su npr. matrice:

[l 0 0]
1 e
El"(} ] i Es=,0 1 0
o 0 |
ledini¢ne matrice drugoga i trecega redu,
Ako je m  n — I, onda matrica ima samo jedan element:

A =|a| =a
pa je nazivamo skalarom. Za skalare vrijede racunska pravila elementarne algebre.

Kvadratna matrica je simetriéna ako su jednaka po dva i dva elementa sro

s obzirom na glavnu dijagonalu lee simetri¢no, tj. ako elementi zadovoljavaju
jednadzbe:

a;; —a

i
Kvadratna muatrica je koso simetri¢na ako stoje ove jednakosti:
'd]'j =, == aji
U koso simetricnoj matrici suprotna su po dva i dva elementa $to 5 obzirom na
glavnu dijagonalu leze simetricno, dok su svi elementi na glavnoj dijagonali jednaki
0 jer jednakost a; — — a;; vrijedi samo kad je a,, — 0.
Usporedbe matrica Cefiniramo samo za matrice istoga reda. Ako su matrice:

A=|a;|iB=by
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istoga reda, definiramo slijede¢e odnose usporedbe:
a) Matrica A jednaka je matrici B, §to izrazavamo jednakoS¢u matrice:
A=B,

ako je svaki element matrice A jednak homolognom elementu matrice B, tj. ako
za sve parove indeksa vaZe jednadzbe:

ay = by,
Za jednakost matrica vrijedi
zakon refleksivnosti: A=A
zakon komutativnosti: A =B =B = A
i zakon tranzitivnosti: A =B&B = C—>A=C
b) Matrica A veca je od matrice B, §to izrazavamo matri¢nom nejednakoscu:
A = BJ

ako je svaki element matrice A veéi od homolognog elementa matrice B, tj. ako
za sve parove indeksa vaZe nejednadzbe:

a5 = by,

Za taj odnos vrijedi zakon tranzitiviosti: A>B&B > C >A > C. Sli¢no je
definiran i odnos:
A =z B,

koji vazi, ako za sve parove indeksa vaze nejednadzbe:
a; 2 by
¢) Matrica A manja je od matrice B, §to napiSemo kao matri¢nu nejednadzbu:
A < B,

ako je svaki element matrice A manji od homolognog elementa matrice B, odnosno
ako za sve parove indeksa vaZe nejednadzbe:

a;; < by

Za taj odnos vrijedi zakon tranzitivnosti: A < B&B < C—+A < C. Sli¢no

je definiran i odnos:
A = B,

koji vrijedi ako za sve parove indeksa vaZe nejednadzbe:
a; = by

Zbrajanje matrica definirano je samo za matrice istoga reda na slijede¢i nacin:
Dvije matrice istoga reda zbrajamo tako da zbrajamo homologne elemente. Suma
matrica:

A =|a,] i B=|byl
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jednaka je matrici:

A+B=C=||q]
Tu za sve parove indeksa vrijedi:
Ciy = ay + by
Primjer:
‘|S 2 1 3"4_" 3 1 4 0":!8 3 .5 3|
4 2 5 of |3 2-5 1 ‘|1 4 0

Definiciju zbrajanja dviju matrica mozemo uopciti na zbrajanje proizvolinog
broja matrica istoga reda; matrice istoga reda zbrojimo tako da zbrojimo homolo gne
clemente. Za zbrajanje matrica vrijedi zakon komutativnosti:

A+-B=B}A,
jer za sve parove indeksa vazi:
ay + by = by + ayj,
i zakon asocijativnosti:
A+B+C=(A-LB)+C,
jer za sve parove indeksa va¥i:
8+ (by; + ey) = (ay + byy) + ¢y

Matrica 0 ima s obzirom na zbrajanje sli¢nu osobinu kao i broj 0 u zbra-
janju brojeva:
A+-0=0+A=A

Mnozenje matrice brojem definirano je ovako: Matricu pomnozimo brojem tako
.J . . J - - - p - -
da pomnozimo svaki njezin element tim brojem; prema tome je produkt martrice

A =|la;|| s brojem p jednak matrici B — || by, gdie za sve parove indeksa
vazi:
bi; = pay;.
Primjer:
3|‘ 2 6 5|:i!‘ 6 18 15|
l-2 0 3] =6 o o

Za produkt matrice s brojem vrijedi zakon asocijativnosti:
P (gA) = (pq) A,
jer za sve parove indeksa vaze jednadZbe:
p (qa;;) = (pq) aj,
i dva zakona distributivnosti:

(p +a) A =pA + gA odnosno p (A -+ B) =pA + pB,
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jer za sve parove indeksa vaZze jednadZbe:
(p + q) a;; = pay; + qa;; odnosno p (a;; + by;) = pa;; + pby;.

Matrice A i —A jedna su drugoj suprotne; suma dviju suprotnih matrica
jednaka je matrici 0.

MnoSenje marrica. MnoZenje matrice matricom definirano je samo za primjer
kad multiplikand ima toliko stupaca koliko multiplikator ima redaka. Uzmimo
kao multiplikand matricu:

A=|a||i=12..,m;j=12..,n)
sa n stupaca, a kao multiplikator matricu:
B=|by|lG=12..nk=012..p)
sa n redaka. Produkt tih dviju matrica je matrica:
AB=C=|clli=12..,.m k=12 i P)s
Njezine elemente izratunamo po pravilu: Opéi element cjy produkta jednak je

skalarnom produktu elemenata i-tog retka multiplikanda i elemenata k-tog stupca
multiplikatora:

Cix = ailblk -+ aizbzk + see "I‘ ainbnk

Primjer:
13 2| 45 oy [35+21 32+23) |17 12
4 1| “1 ||=-4.5+1.1 42+ 13( =21 1
5 3.|‘ ' H ‘,5.5 +31 52433 28 19

Za mnoZenje matrica zakon komutativnosti ne vrijedi. S obzirom na zamjenu
faktora u produktu AB razlikujemo vise mogucnosti:

a) ako je multiplikand A reda m x n i multiplikator B reda n X p, gdje je
m # p, produkt AB ima red m X p; produkt BA uopce ne egzistira,

b) ako multiplikand A ima red m X n i multiplikator B red n X p, gdje je
m = p, onda produkt AB ima red m X m, a produkt BA egzistiraiimared n X n,

¢) ako su matrice A i B kvadratne i istoga reda, onda su produkti AB i BA
takoder kvadratne matrice istoga reda, no ipak opéenito nisu jednake, osim u nekim
izuzetnim slucajevima.

Buduéi da mnoZenje matrica nije komutativno, to razlikujemo dva nacina
mnozenja: matricu A postmultipliciramo matricom B ako racunamo produkt AB,
u kojem je A multiplikand, a B multiplikator, matricu A premultipliciramo matricom
B, ako ratunamo produkt BA, u kojem je B multiplikand i A multiplikator.

Uz uvjet da je mnoZenje izvedivo, za mnoZenje jedinicnom matricom vri-
jede obrasci:

EA=A i AE=A

O njihovoj se valjanosti moZemo uvjeriti neposredno mnozenjem.
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Uz uvjet da je mnozenje izvedivo, vrijede za mnoZenje nulmatricama obrasci:
0A=0 i A0 =0
O njihovoj valjanosti moZemo se taokder uvjeriti neposredno mnozenjem,
Za mnoZenje matrice sumom matrica vrijedi distributivni zakon:
A(B+ C) =AB -+ AC.,

Taj zakon ovako dokazujemo. Uzmimo matrice koje su izabrane tako da su izvedive
sve ratunske operacije §to dolaze u obzir:

A=ay(|[(i=12.,m;j=1,2,..,n)
B = |[by| (k=12 ..5p)
C = | eyl
Opci clement matrice A (B 4 C) jednak je:
3 a0 0+ )
Opci clement matrice AB — AC je medutim jednak:

g

n S==n

4. bu + X 8 Cy
8=1

s=1

Iz jednakosti opcih elemenata slijedi valjanost distributivnog zakona.
Sli¢no se dokazuje i distributivni zakon za mnozenje sume matrica matricom:
(B 4 C) A = BA + CA.

Definiciju mnoZenja matrica moZemo uopéiti na mnozenje proizvoljnog broja
matrica, uz uvjet da su sva mnoZenja $to dolaze u obzir izvediva. Za mnozenje
triju matrica vrijedi zakon asocijacije:

(AB) C = A (BC).

Taj zakon ovako dokazujemo. Uzmimo matrice koje su izabrane tako da su izvedive
sve racunske operacije §to dolaze u obzir:

A=ay|| (=1,2...,m;j=1,2,...,0)
B =|by| k=12 ..,p)

C= |_Cul| (v = 15255 I‘)

Izratunajmo najprije opéi element matrice (AB) C. Produkt matrica A i B
je matrica:
AB =D =|d,|

Tu je:
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Produkt matrice D i matrice C je matrica:

(AB)C =DC = F= |if1‘,:|
Tu je:

t=p t=p s8=n
fi,= Eldll.clv = X ( p aisbsl) Cyy
t=

t=1 \s=1
opéi element matrice (AB)C.

Izraéunajmo jo$ op¢i element matrice A (BC). Produkt matrica B i C je
matrica:

BC =G =| gl
Tu je:

t=p

Evi— El bjt Cv
t=

Produkt matrice A i matrice G je matrica:

A(BC) = AG =H = || hy|
Tu je:

s=1 s

s=n s=n t=p
h;, = 2By = 2 A ( stz Clv)
=1 t=1

Opéi element matrice A (BC). Iz jednakosti op¢ih elemenata slijedi da asocijativni
zakon vrijedi.

Potencije kvadratne matrice s prirodnim brojevima kao potencionim ekspo-
nentima definiramo ovako:

Al =A,
A? = AA,
A% = AAA,

Za potencije jedini¢nih matrica vrijedi jednakost:
E* =E,
koju moZemo dokazati matematickom indukcijom.
Transpozicija matrice. Ako U matrici:

A3y -er Ayn
A=] | = Ml
By o Banll
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reda m x n zamijenimo retke stupcima, dobivamo matricy:

: TR

AT = ‘ = | ay ||

- CUME T |
reda n ¥ m; ta se matrica naziva transponirana.
Primjer. Matrici

‘ L 3 5§ ‘
- o]

odgovara transponirana matrica:
-
AT= ‘ 2‘
s o

Za transponirane matrice vrijede izreke o valjanosti kojih se moZzemo uvjeriti
neposredno:

Transpozicija jediniéne matrice jednaka je jedini¢noj matrici:
BEYM'=E;
Transpozicija vektor-retka jednaka je vektor-stupcu:
(@, asz ..., )T = {15825 .0y 8 o}

i obrnuto, transpozicija vektor- -stupca jednaka je vektor-retku. T ranspozicija
transponirane matrice jednaka je originalnoj matrici:

(AT = A,
Transpozicija matri¢ne sume jednaka je sumi transponiranih sumanda:
(A + B)T = AT 4 BT,
Za produkt dviju matrica vrijedi obrazac:
(AB)T — BTAT,
Taj se obrazac moZe uopéiti na proizvoljan broj faktora; za tri faktora vazi npr.:
(ABC)" = ((AB) C)" = CT(AB)T — CTBTAT,
Primjer :
(ABT™C + D'FG)T =
=(ABTC)" 4 (DTEG)T =
= C"™BAT 4 GTF'D.
Za transpoziciju matri¢ne potencije vrijedi obrazac:
(AT = ATy,

koji slijedi neposredno iz obrasca za transpoziciju produkata.
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Particija matrice. Matricu mozemo podijeliti na vise parcijalnih matrica tako
da te parcijalne matrice postaju elementi matrice. Ako npr. podijelimo matricu:

a; Az | 83 Ay Ags
I
Ay, A3 | 833 A4 35
A =] _-._-__—.l_ ___________
43; @3z | 833 QA34 d3s
|
[|841 842 1 343 844 s

tako kako to pokazuju crtkane linije, onda je moZemo napisati u obliku:

1
A U Ay Au‘
|A21 Azzt
gdje su:
: .
A — |21y @2 A, — ‘313 84 A5
11 = ||, o e
|4z 42 83 84 Qa5
A — lag; as| A — laaa 834  4d3s ||
2 = 22 =
|‘ g7 Q4 !| | 843  Ag4 Qs ‘

odgovarajuce parcijalne matrice.

Racunska pravila koja vrijede za mnoZenje nepodijeljenih matrica vrijede i
za mnoZenje podijeljenih matrica, uz ogranicenje da moraju biti izvedive sve ra-
¢unske operacije §to dolaze u obzir.

Primjer. Promatrajmo mnoZenje matrice:

A— i—"u:l a2 313‘ — A, A,
4311 @3  dz3|
matricom:
]bu by; ‘
B =|b, byl ﬁg; II
by, baz‘

produkt tih dviju” matrica izratunamo particijom matrica ovako:

B
AB=l|A1A2|] “B:‘!|=A131+A232=
| |
|ay, | || aya aul‘ | b2y B2
= ‘ byy by + | "
.‘321| s bul |‘322 Al [[bsr baz

= |'| a3, byy + a3, + 2535 by; 8y, bys + 253 by + 243 baz\
|;] 83, byy + 2350y + 853 by @y byp + 230y + 223 bs,
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Vjezbe

1. Napisi matrice:

a) jedini¢nu matricu E,, arsip
N1 0 0 0
BY fedini i B 0 1 0 o0
) jediniénu matricu E,, 0 0 1 0
0 0 0 1
- 0 0 0 0 ‘
¢) nulmatricu reda 2x4. (“0 0 0 0‘)
d) simetriénu matricu trefega reda koja ima elemente:
‘2 I 0 ‘
81 =22 =833=231,=1,8;3=31ia;;=0, ( 1 2 3|)
(0 3 2|
e) simetricnu matricu treceg reda koja ima opéi element
2 5 10|
iy 1R 455 ( 5 8 13.)
10 13 18|,
f) koso simetriénu matricu treéega reda koja ima elemente
0 1 2 |
@12 =823 =11a3=2 ( -1 0 1‘)
=2 =1 0|
g) koso simetrifnu matricu trecega reda koja ima za i < j“opéi element
‘ 0—8 16|
ay = (=2, (‘ § 0 -3 )
|—16 32 0 ‘
h) skalarnu matricu tre¢ega reda s dijagonalnim elementom 2.
2 0 0
( 0 2 0 )
0o 0 2
2. Odredi §to za elemente matrice A znaCe nejednadZbe:
a)A>0 (svi su elementi pozitivni)
by A=0 (nijedan element nije negativan)
cA<0 (svi su elementi negativni)
dA=0 (nijedan element nije pozitivan)
3. Izratunaj:
a) |3 2 ‘ 1 3 | —2 3 119 11
2 | +3 | —4 + 2B, (‘IM 1‘)
dr a4l o 2f -3 1] | 12 |
b (|1 2 4 1 0 3 | & 4-1
23 2 5| +4E;—-3(|0 2 1 (627)
1 3 1 3 1 0 ‘ -7 3 6‘[



4. Zadane su matrice:

|2 3 4 2}l
A= ‘ i B= l
i 0 3
Razrijedi matri¢ne jednadZbe:
12 —1
a) 3A + X — 2E = 4B (x=} 1)
—12 11
1 15 12
b)2A+3B+TX=E (X=—2 )
8 10
5. Zadane su matrice:
2 1 3 19
A= “ B=|3 2
1 0 1 0 1
Izratunaj produkte:
5 5
L (H 1 IH)
|| - R | 3 ‘Z
b) BA. (H g 3 11 )
T 0 1‘
¢) (1,1) AB {1,1}. (12)
d) (1,1,1) BA {1,1,1}. (30)
s 2 1|
6. Zadana je matrica A = |4 0 5‘ Izratunaj produkte:
13 1 2
a) (1,1,1) A. (Jo 3 8
b) A {1,1,1} ({6,9,61)
o) (0,1,0A (4 o 5D
d) A {0,1,0}. (12,0,1})
e) |0 00]A. (o o op
7. Zadane su matrice:
R
1 1 1 2
Tzratunaj:
a)(A'B)(A—B) ( H3 2”)
N * 2 3
b) (A — B) (A + B) ( 32)
) R 2 3
¢ A4 A? + A’ (7A)
&) B+ B? + B (H 2 ‘3")
N ’ 18 21‘
8. Tzratunaj (1,1,1,1) A {1,1,1,1}, gdje je A koso simetritna matrica koja ima za i < j opél
element a; = (—2)'*% ©
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3
9. Odredi uz matricu A = |‘ ' matricu B = “?
[ |

H
il
A’ —B?=(A+ B)(A — B).

X
], tako da vaZi obrazac:
¥

x=2y=3

10. Izrazi na nadin kako se pi$u matrice:

a) skalarni produkt: x;y; + x,y; + ... - Xn¥ns

{(XU X2y eeey xn) CYL‘I Yas
b) sumu kvadrata: x} + x3 + ... + X2

(Cxl! Xa,y Lol h ] an (xla X2,
¢) bilinearnu formu:

A11X3¥1 + o+ a5y ya +

................... T

T A Xm¥y + ...+ AmnXmYae

aml vt amn

d) sistem linearnih jednadzbi:

51X, <ot a1aXg = by,
g%y o v Fl80n%s = b
g ..aln:i ‘!le I‘
|au] +dng ||xn||
€) linearnu transformaciju:
Vi =4d51X; + + @nX,,
Ym = 8miX; + ... + AmnXps
.|}'1 “ l‘lar: <o lyg l
ylll‘ I|a'l“l '”amn!
11. PomnoZi rascijepliene matrice:
a), '|1 0 ol ‘gl 0 0
0 1 0‘ || 0 0 i 3|‘ 0 1 0
0 o0 1‘ 0 1 0 2] 0 0 1
% = ‘.0 0 1 1 4|
2 3 5 o
b) ‘1 0 o of ‘ 0 01 o o o 1
0 1, 0 o0 ‘ 0 00 1 ‘:0 0 o
_____ i SO S | M.
0 0f-1 0‘ =1 0fo o ‘1 0 0
I;O 0y 0—1“ O—Ii;{) 0 0 1 o0

sy Yl s)

ey Xn) ")

‘Ya

| ¥a

L5 B <N = B %

c o - o



2. Inverzna matrica

Uzmimo kvadratnu matricu reda n:

[layy ..- aynl
A=| : =1l aul
ani . a“n

Toj matrici odgovara determinanta reda n s istim elementima:

B=y 4 “ = eyl

Kvadratna matrica je singularna ako je njoj odgovarajuca determinanta jednaka
0, a nesingularna ako determinanta nije jednaka 0.

Uzmimo da kvadratna matrica A nije singularna; stoga njoj odgovarajuca
determinanta A nije jednaka nuli. Uz svaki element a;; determinante A moZemo
izracunati odgovarajuéi kofaktor A;;. Od kofaktora elemenata determinante A
sastavimo novu matricu:

| Ay v Ay

= '|l Ay ||

A111 Ann

Ako tu matricu najprije transponiramo a zatim dijelimo vrijedno$§éu deter-
minante A, dobivamo matricu koja je prvobitnoj matrici A inverzna. Prema tome
definiramo i piemo matrici A inverznu matricu ovako:

1 I"Au e Any ‘
Aﬂ:K“AE % IZ'F\ I| Ayl
in - 4an |
Primjer. Matrica
A— 'I‘ -3 4"
| 2 sl

je nesingularna jer joj_odgovara od 0 razli¢ita determinanta

—3 4|
* =|| 2 5| ="
Kofaktori elemenata determinante A sastavljaju matricu
I|‘ -5 =2 ‘
[
Stoga prvobitnoj matrici A odgovara inverzna matrica
RSt — 1(=5 —4 '|.| _ | —5/1 —4[7||
7 |,\ 2 —3| T || =2 -3
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Primjer. Matrica

|5 —6 4
A=|3 —3 Zsll
4 s 2.':"

je nesingularna jer joj odgovara od 0 razli¢ita determinanta

5 —6 4
& =3 —3 2| =—4
4 —5 2

Kofaktori elemenata te determinante sastavljaju matricu

| 4 2-3
8 —6 1|
0 2 3

Stoga prvobitnoj matrici A odgovara inverzna matrica

| 4 —8 0‘- -t 2 o0 |
A:L“ ‘ 2 2‘: —12 32 —1)2
- ‘; -3 1 3| 34 —1/4 —3/4,‘

Inverzna matrica ima u matri¢noj algebri sli¢ne osobine kao recipro¢na vri-
jednost brojeva u elementarnoj algebri, U elementarnoj algebri vaZi za svaki od
0 razli¢it broj i za svaku njegovu recipro¢nu vrijednost obrazac:

aa~! =1

Slican obrazac vazi u matriénoj algebri za nesingularnu kvadratnu matricu A i
njoj inverznu matricu A-!:

AA-' =E

Obrazac dokazujemo mnoZenjem ovako:

|Iall aln;l 1 ‘ All . Arllll
AA-' = ‘ ] = 2l =
‘|ﬂal SECI ‘,Aln . Ann |
|'A...0‘| [[1..01
L S
=x|i =) —E
0..al fo..1]
Sli¢no se dokazuje i obrazac:
A-'A =E
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Za inverznu matricu vrijede izrekes

Za svaku nesingularnu kvadratnu matricu postoji samo jedna inverzna matrica.

Treba dokazati da matriéne jednadzbe

AX=E i XA=E
imaju samo jedno rjeSenje, i to inverznu matricu A~ L. Pretpostavimo da bi prvoj
jednadzbi odgovarala jo$ neka druga matrica X = B; u tom bi slu¢aju vazila
jednadzba:
AB =E
Iz toga bi slijedilo:
A-' —A-'E—A-'(AB)=(A"'A)B=EB =B

A to znaci da je druga matrica jednaka inverznoj matrici A~ 1 Uzmimo jos, slicno

kao prije, da bi drugoj jednadzbi odgovarala jo§ neka druga matrica B; u tom bi
primjeru vazila jednadzba:

BA =E
1z toga bi slijedilo:
A-! — EA-! = (BA)A-!) = B(AA~!) = BE = Bff

A to opet znadi da je druga matrica B jednaka inverznoj matrici A~1 Tako je
izreka dokazana.

Inversna mairica inversne matrice jednaka je prvobitnoj matrici:
(A~YH~+t=4A
Dokaz: |
(A=)~ —E (A=)~ =(AA") (A-)~' =A (A" (A™)7) = AE=A
Za inverznu matricu produkta dviju matrica vrijedi obrazac:
(AB)~! =B~ A~!
Dokaz:
(AB)~! = E(AB)"! = (B™' B) (AB)~! = (B~'EB)(AB"' =
—B-1(A'A)(B(AB)"' =B~' A~ ((AB) (AB)" 1) =
=B 'A'E=B'A"!
Dokazani obrazac moZemo uopéiti na proizvoljno mnogo faktora:

(AA,...A,_ A) ' =(A)] (Ay_y)" e (A~ (AT

Inversna matrica transponirane matrice jednaka je transporarano] matrici n-
verzne matrice.

(AT)— (A— l)T
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Dokaz: Zapotinjemo s matri¢nom jednadzbom:

E =A-1A

E" = (A" A)T

E — AT(A-Y)T
(AD'E = (AT AT(A-HT
(AT)-1 =E(A-1)T

a iz toga slijedi obrazac koji smo htjeli dokazati.
Inverzna matrica jediniéne matrice Jednaka je toj jedinicnoj matriei:
E-! = .
Izreku dokazujemo tako da izracunamo jedini¢noj matrici E inverznu matricu
B,
Primjer. Izratunajmo nepoznatu matricu X iz matricne jednadzbe:
AXB =C.
Ovdje trazimo da su sve potrebne matri¢ne ra¢unske operacije izvedive. Ako obje

strane jednadzbe najprije premultipliciramo sa A~! a zatim postmultipliciramo
sa B~!, dobivamo:

(A"*A)X(BB-!) = A-! CB-!
X=A"!'CRB-!,

Viezbe

1. Tzratunaj inverzne muatrice slijede¢im matricama:

a) ‘i —3 4|i (!—3 4"]
=2 3 ‘ —2 3l
b) |l 2| |_2 1|-.
13 4 ( 32 —1j2 |)
9 |1 2 s | —4/25 1125 —1725 |
‘3 1 2] (H 2125 —18/25 13/25 I)
4 3 2| 1/5 s —us |
& It 1 1) -2 1 1
‘1 -1 3 ‘ (H 74 —3/4 —1)2 )
2 3 | si4 —14 —12
9 |l1 o o oil ‘ 1 0 0 0
0 10 o-‘ 0 1 o0 0‘
‘0 0 1 o 0o 0 1 o
1 2 3 1 =1 =g <3 |
2. Zadane su matrice:
IJ | | 1/
A= ! i B-=|’ I!
2 3| |2
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Izralunaj izraze:

a) A-!

b) B!

c) AB

d) (AB) !

) B-1 A~

f) BA

g) (BA)!

h) A-1B-!

i) A'B

i) AB~!

3. Izracunaj nepoznatu matricu X iz matri¢nih jednadZbi:
a) AX -+ B = C, uko je

12 1 5] Il 6
SRS I
13 0 o 2| 2
b) AX = E, ako je
2 [
% 1
3 1|
¢) AX = B, ako je:
‘ |1 l|
= B =
‘1 2| [t 1
d) XA = B, ako je:
|3 1] B——-|\3 IH
|4 5‘ |10 7]
e) AX + B = 0, ako je:
‘|3 2|l "? 41
— | B =
1| |12 ll‘
f) AXA-'=E

5

213 2;3
‘11;3 —4;3H

[—1 1]
(_I 3 —2\\)

|| 1/3 1;3
‘ lf’3 1/3 U

(P
()

(E)
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3. Ekvivalencija matrica

Elementarne matrice. Jedini¢nu matricu E i iz nje izvedene matrice E;;; K; (k)
i H;; (n) nazivamo elementarnim matricama.

Matricu E;; dobivamo ako u jedini¢noj matrici E zamijenimo i-ti i j-ti redak
ili i-ti ili j-ti stupac.

Matricu K; (k) dobivamo ako u jedini¢noj matrici E zamijenimo element 1
na i-tom dijagonalnom mijestu elementom k.

Matricu H;; (h) dobivamo ako u jedini¢noj matrici E zamijenimo element 0
u i-tom retku i u j-tom stupcu elementom h.

Primjer. Ako je jediniéna matrica E treega reda, onda je:

10 0 Lo o ]
E,—|0 0 1‘ K2(4)=‘0 4 0‘ H,(5=0 1 5
0 1 ol 0 0 1| ‘|0 0 1|

Matricu elementarno transformiramo ako je pomnozimo nekom od elementarnih
matrica, Za elementarne transformacije matrica vrijede slijedece izreke, o valjanosti
kojih se moZemo uvjeriti neposredno mnoZenjem:

1. ako matricu premultipliciramo sa Ej;, onda se u njoj zamjenjuju i-ti i j-ti
redak,

2. ako matricu postmultipliciramo sa E,;;, onda se u njoj zamjenjuju i-ti i j-ti
stupac.

3. ako matricu premultipliciramo sa K; (k), onda se njezin i-ti redak pomnozi
sa k.

4. ako matricu postmultipliciramo sa K; (k), onda se njezin i-ti stupac po-
mnozi sa k,

5. ako matricu premultipliciramo sa H;; (h), onda se njezinom i-tom retku
pribroji j-ti redak pomnoien sa h,

6. ako matricu postmultipliciramo sa Hj, (h), onda se njezinom j-tom stupcu
pribroji i-ti stupac pomnoZen sa h.

Primjer. Uzmimo marricu:

I"l 2 lf‘

A T‘ 2 1 3 o0

o 4 2 1

Izratunajmo ove” produkte:

11 2 1 12 1 1
E,;A=|0 4 2 I‘ AE;; =12 3 1 0‘
12 1 3 0;‘ lo 2 4 1
‘ 3 3 6 3" "3 1 2 1
K,(B)A=‘2 13 0‘ AK,(3)=‘6 I 3 0‘
0 4 2 1| lo 2 4 1]
‘I 1 9 6 3 N 1 4 1 ‘!
H;(2)A= ‘2 I3 OM AH, ;=2 1 7 0
o 4 2 1 I‘ 0 4 2 1
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7a sve elementarne matrice vrijedi da su i njima odgovarajuce inverzne ma-
trice isto tako elementarne. Za inverzne matrice elementarnih matrica vrijede
obrasci:

(Eiy)~' = Ey,
Dokaz. Ako postmultipliciramo matriénu jednadZbu:
(B~ ' Ey =
matricom E;;, dobivamo:
(E;;)~* (E;; E;;) = EEy;.
Produkt (E,, E;;) jednak je jedini¢noj matrici E jer se pri tom u jedini¢noj matrici

radi o dvokratnoj zamjeni i-tog i j-tog retka. Stoga iz posljednje jednadzbe slijedi
obrazac koji je trebalo dokazati.

(K (k)™ =K, (1/k)
Dokas. Ako postmultipliciramo matri¢nu jednadzbu:
(K k)~ 'K; (k) =E
matricom K, (1/k), dobivamo:
(K, (K)~* (K, (k) K, (1/k)) = EK; (1/K).

Produkt K, (K) K, (1/k) s lijeve strane jednadzbe jednak je jedini¢noj matrici jer
se pri tom u jedini¢noj matrici radi o uzastopnom mnoZenju i-tog retka najprije
faktorom k a zatim jo$ faktorom 1/k. Stoga iz posljednje jednadzbe slijedi obrazac
koji je trebalo dokazati.

(H;; (b))~ = H;; (—h)
Dokaz. Ako postmultipliciramo matri¢nu jednadZbu:
(Hyy (h))"* H;; (h) = E
matricom H;; (—h). dobivamo:
(Hy; (h))~% (H,; (h) H;; (—h)) = EH;; (—h)

Produkt u zagradi na lijevoj strani jednadzbe jednak je jedini¢noj matrici E jer
se pri tom u jedini¢noj matrici radi o pribrajanju i odbijanju sa h pomnozenog j-tog
retka i-tom retku. Stoga iz posljednje jednadzbe slijedi obrazac koji je trebalo
dokazati.

U matrici mozemo napraviti redom viSe elementarnih transformacija izmedu
redaka, $to mozemo postiéi odgovaraju¢im premultiplikacijama elementarnim
matricama. Ako P znadi produkt svih u obzir uzetih elementarnih matrica, onda
PA znadi matricu koju dobivamo iz prvobitne matrice A nakon svih transformacija
izmedu redaka.

Primjer. Produkt:
PA = st (5) K, (7) E:a A
izradunamo ako matricu A transformiramo ovako: najprije zamijenimo prvi i treci

redak, nakon toga pomnoZimo Cetvrti redak sa 7 i konatno pribrojimo drugom
s 5 pomnozeni tre¢i redak.
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Slicno vrijedi i za elementarne transformacije izmedu stupaca. Ako Q znaci
produkt svih u obzir uzetih elementarnih matrica, onda produkt AQ znaéi matricu
koju dobivamo iz matrice A nakon svih transformacija izmedu stupaca.

Primjer. Produkt:
AQ — AH,; ) K, (5) E;; Hy, (6)
iztatunamo ako matricu A transformiramo ovako: najprije tre¢em stupcu pri-
brojimo s 2 pomnoZeni drugi stupac, zatim pomnoZimo drugi stupac s 5, nakon

toga zamijenimo prvi i drugi stupac i kona¢no treéem stupcu pribrojimo sa 6 po-
mnozeni drugi stupac.

Ekuvivalencija matrica. Za matrice istoga reda definiramo odnos ekvivalencije
ovako: Matrica A je ekvivalentna matrici B, to pifemo ovako:
A~B

ako se matrica A moze samim elementarnim transformacijama transformirati u
matricu B. Ako je matrica A ekvivalentna matrici B, mo¥emo matricu B izraziti
ovako:

B = PAQ.
Ovdje su faktori P i Q produkti nekih elemsntarnih matrica.

Ekvivalencija je refleksivan, komutativan i tranzitivan odnos. Refleksivnost
ekvivalencije:
A~A
mozemo uociti neposredno iz definicije ekvivalencije. Komutativnost ekvivalencije:
A~B->-B~A

dokazujemo ovako: kako je A~ B, to matricu B mozemo izraziti kao:

B = PAQ.
Ovdje su faktori P 1 Q produkti nekih elementarnih matrica. Ako tu jednadzbu
premultipliciramo sa P~' i postmultipliciramo sa Q~!, dobivamo:

A —P-!1BQ-!

Ovdje su matrice P~' i Q™' produkti inverznih elementarnih matrica, koje su opet
elementarne matrice. Stoga se matrica B moZe transformirati u matricu A samo
elementarnim transformacijama. To zna¢i da je matrica B ekvivalentna matrici
A i da za ekvivalenciju marrica vrijedi zakon komutativnosti. ‘[ranzitivnost ekvi
valencije:

A~B&B~C-+A~C

dokazujemo ovako: iz ekvivalencije A ~ B slijedi jednadzba:
B =P,AQ,

Ovdje su matrice P, i Q, produkti nekih elementarnih matrica; iz ekvivalencije
B ~ C slijedi jednadzba:

C — P,BQ,
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I ovdje su matrice Py i Q, produkti nekih elementarnih matrica. Stoga slijedi:
Cc =P,BQ, =P,P,AQ,Q, = PAQ

Ovdje su matrice P i Q produkti nekih elementarnih matrica. Iz toga slijedi ekvi=
valencija A ~ C i tako je dokazana tranzitivnost ekvivalencije.

Normalan oblik matrice. U matri¢noj algebri osobito su znacajne matrice
jednostavnog tipa; one na prvim gornjim mjestima prve padaju¢e dijagonale imaju
elemente 1, a na svim drugim mjestima elemente 0. Te matrice imaju normalan
oblik. Takva je npr. matrica reda 4 x 5 s tri elementa 1:

1 0 0 0 0\‘

01 0 0 0
An=1lo 0 1 o0

lo o 0o o 0‘1

Za matrice vrijedi izreka: Svaku mairicu koja nije nulmatrica mogemo rransfor-
mirati « mjoj ekvivalentnu matricu normalnog oblika pomocu samih elementarnih
transformacija.

Dokaz. U matrici:

Ay e Ayl

A= : S *0

[Qmy +er Amn |

izaberemo proizvoljan element a,;, koji nije jednak 0. Najprije u matrici zamije-
nimo prvi i i-ti redak, $to postizemo premultiplikacijom matrice sa E,;; zatim
zamijenimo jo§ prvi i j-ti stupac, §to postizemo postmultiplikacijom sa E;. Tako
prenosimo izabrani element a;; na prvo mijesto prvoga retka. Sada dijelimo prvi
redak elementom a,, §to postizemo premultiplikacijom sa K, (1/a;;); time dobivamo
na prvom mijestu prvoga retka element 1. Pretpostavimo da tako transformirana
matrica ima u prvom retku uzastupno elemente:

’ I.f I!
1, 8% 58 145 00 @ gais

Prvi stupac pomnozimo uzastopno sa —a'y5, —a'ys ..., —a';, pa ga svaki
put pribrojimo uzastopno drugom, tre¢em, ... i posljednjem stupcu. Na taj nacin
u prvom retku iza prvog elementa 1 dobivamo same nule. Te transformacije mo-
zemo izvesti tako da matricu postmultipliciramo uzastopno elementarnim matri-
cama:

H, (—a'y3), Hyz (—a'13)s «oos Hy (—a'yy).

Sli¢no pomnozimo prvi redak uzastopno sa —a’y,, —as, (a), ..., —a'y, pa ga
svaki put pribrojimo uzastopno drugom, tre¢em, ... i posljednjem retku. Ove
transformacije moZemo izvesti tako da matricu premultipliciramo uzastopno ele-
mentarnim matricama:

H,, (—a’5), Hy (—2a'51); ooy Hyy (—2'my)-
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Time dobivamo u prvom stupcu ispod prvog elementa 1 same nule. Nakon svih
tih transformacija prvobitna matrica dobiva oblik:

‘ 1 0 L0 |
0 b22 3 bzn !
10 buy .. b

Ta je matrica ekvivalentna prvobitnoj matrici A, Njezinu reduciranu matricu:
B2z - BDian
|
i bm2 e bmn

transformiramo najprije slicno kao §to smo transformirali prvobitnu matricu.
Transformiranje nastavljamo dok na kraju ne dobijemo matricu normalnog oblika
koja je ekvivalentna prvobitnoj matrici.

Primyer, Transformirajmo matricu:

o 1 0 2
A=l 2 0 1|
o o 2 of

u normalan oblik. Elementarnim transformacijama ili mnozenjem elementarnim
matricama transformiramo je ovako:

0o 0 2 0] ';2 0 0 0
A.\'EIGAr l 2 0 1 _AJMAIEIQ_ 0 2 l ll—
0 1 0 2 0 1 0 2|
1 0 0 0 (1 0 0 0
= A8, K (1) =10 2 1 1|l =A~AE=|0 1 2 1=
01 0 2 0 0 1 2]
| 1 0 0 0 ‘.I 0 0 0
= A, ~AH,;(—2)=(0 1 0 1 =As~A;H,, (—1)= |0 1 0 0=
‘0 01 2| e o 1 2
I 0 0 0
= Ag~A;H,, (—2)=(0 1 0 0| = Ay
0 0 1 0

Ay je matrica normalnog oblika. Prvebitnom matricom A izrazavamo matricu
Ay ovako:

Ay = Ej;AE;K, (lilz) E,;;H.; ('—2) H,, (—1) H,, (_2)-
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Rang matrice. Uzmimo proizvoljnu matricu koja se razlikuje od O-matrice i
promatrajmo njezine parcijalne kvadratne matrice i njima odgovarajuce determi-
nante. Parcijalne kvadratne matrice mogu biti singularne ako su odgovarajuce
determinante jednake 0, ili nesingularne ako odgovaraju¢e determinante nisu
jednake 0. Singularnost i nesingularnost kvadratnih matrica satuva se pri svakoj
elementarnoj transformaciji; mnozenjem sa E;;, naime determinantama, mijenjaju se
samo predznaci, mnozenjem sa K, (k) mnoZe se determinante brojem k, koji je
razli¢it od 0, mnoZzenjem sa Hj; (h), medutim, ne mijenja se vrijednost determi-
nanti. Pretpostavimo da izabrana matrica ima slijedecu osobinu: u njoj egzistira
barem jedna nesingularna kvadratna parcijalna matrica reda r, a svaka je kvadratna
parcijalna matrica vifega reda singularna. Takva matrica ima rang r. Ako takvu
matricu elementarno transformiramo u normalan oblik, dobivamo matricu sa r
elemenata 1. U skladu s tim moZemo rang matrice definirati na dva nalina:

Rang matrice jednak je redu njezine nesingularne kvadratne parcijalne matrice
najvisega reda.

Rang matrice jednak je broju elemenata 1 njezinog normalnog oblika.

Primjer. Odredimo rang matrice:

2 0 4 0!‘
A:‘O 3 0 9
‘|2 0 4 0‘

Elementarnim transformacijama dobivamo normalan oblik matrice ovako:

A~ Ay = Hy, (—1) AK, (1/2) K; (1/3) K3 (1/4) K, (1/9) Hys (= 1) Hpy (1) =

‘1 0 0 O
0 1 0 0
0 0 0 0

Matrica A ima rang r = 2. To znai da je u njoj neka parcijalna kvadratna matrica
drugoga reda nesingularna te da su sve parcijalne kvadratne matrice treCega reda
singularne.

VjeZbe

1. Napidi elementarne matrice trecega reda:

a) E s (10 0 l')
0 1 0
‘|1 0o o0

b K, (6) ("6 0 o|)
0o 1 0
‘o 0 1

&) Ha: (5) (‘1 0 o)
o 1o
|,|{} 5 ll|



2. Zadana je matrica;

1 2 3l
A=l o 4
Izratunaj produkte:
30 4
3) Eiz A (‘ i 2 3‘)
b) AE (| P l‘)
) AE1 l4 o 3.-‘
e bk ( 1 2 3 ,)
9 K. (2) 16 o s
d) AK; (2) (! S D
’ 3 0 4
7 2 11|
) H,, () A ’ )
) Hiz ) ( 3 0 4
1 4 3
) AH,, (2
) Al () (‘ 3 6 4 I)
40 48 255
® Eis Hyy 3)K, (4) AE,, K, 2) Hys (5) (‘ b o . D
3. Odredi rang matrica:
alo 1 o 0"
i 2 o 1‘
lo o 2 o c=13
b1 3 0 3 o0
‘0 3 0 3 0‘
‘0 0 2 0 4] (r=3)
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V. SISTEMI LINEARNIH JEDNADZBI

1, Cramerov sistem

Uzmimo sistem n linearnih jednadZbi sa n nepoznanica:

a1 Xy + ... +a X + ... + dip Xy =b1

81Xy + ot ayX 2Ky =b,

Nakon uvodenja matrica:
|

b,
B=|: |
‘bﬂl

dy1 ... dyp I |X1
| -
X: ‘:

| Bay ann‘ | Xa ||

A =

napiSemo taj sistem jednadZbi u obliku matrice ovako:
AX = B.
Pretpostavimo da je matrica A nesingularna i da stoga odgovarajuca determinanta

sistema jednadzbi:

A

Il

l8p1 +-- Qpp

nije jednaka nuli. Takav sistem linearnih jednadzbi nazivamo Cramerovim sistemom.
On je uvijek rjediv, pa ga moZemo rjedavati na viSe nacina. Iz elementarne algebre
poznati su nam npr. nacin zamjene ili na¢in suprotnih koeficijenata; ova dva na-
¢ina upotrebljiva su prakti¢ki samo ako je broj jednadzbi razmjerno malen. Ako
je broj jednadzbi veéi, upotrebljavamo druge metode, koje su podesnije za racu-
nanje elektronskim racunalima.

Obradujemo najprije metodu rje$avanja sistema linearnih jednadZbi pomocu
determinanti. Pretpostavimo da Zelimo iz prvobitnog sistema n linearnih jednadzbi
sa N nepoznanica izralunati nepoznanicu X;; pri tom je i =1,2, ..., n. Jednadzbe
sistema uzastopno pomnoZimo kofaktorima Ag;, Azj ..., An elemenata ag;, 25,
..., 8, i-tog stupca determinante A, pa ih tako pomnoZene zbrojimo. Zbrajanjem
suma se na lijevoj strani prili¢no pojednostavi zato §to otpadaju sve nepoznanice
osim nepoznanice x,;; nepoznanica x; ima koeficijent A jer je taj jednak skalarnom
produktu elemenata i-tog stupca i kofaktora elemenata istog stupca, a koeficijent
svake druge nepoznanice jednak je O jer je skalarni produkt kofaktora i-tog stupca
i elemenata nekog drugog stupca. Nakon zbrajanja jednadzbi dobivamo:
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Axl = sin b, Asi
5=1

Izraz na desnoj strani ove jednadZbe moZemo pisati u obliku determinante:

jdrr e b_‘l i alni
= |l ; :
81 .o by ... 84,
U pravilnost takvog nacina pisanja moZemo se uvjeriti ako determinantu razvijemo
po i-tom stupcu. Tu determinantu dobivamo tako da u prvobitnoj determinanti
A sistema jednadzbi nadomjestimo elemente i-tog stupca elementima na desnoj
strani jednadzbi. Stoga iz posljednje jednadibe slijedi:

X; = 4
'TA
Primjer. Uzmimo sistem Cetiriju linearnih jednadzbi s Cetiri nepoznanice:
3k + v+ 2u =13
X+ 2y - 3z = 14
X 42z 4+5u =27

2y+ z+3u =19
Sistem jednadzbi je Cramerov jer njegova determinanta

3 4 0 2
I 2 3

R=l; 4 % g:m
0 2 1 3

nije jednaka 0. Po gornjem obrascu izratunamo nepoznanice ovako:

13 1 0 ﬂ
c—M_ 1|4 2 3 0
10427 0 2 5
19 2 1 3
3 13 0 2
A 11143 0,
Y=KX"4l1 27 2 5|
0 19 1 3
3 1 13 2
A _ 11 2 14 0 _,
A 1041 0 27 5
0 2 19 3
3 1 0 13
A, 11 2 3 L
A 1041 0 2 27
0 2 1 19
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Pogledajmo jo§ kako rjesavamo sistem jednadZbi s matricama. U matri¢nom
obliku napisani sistem jednadzbi premultipliciramo inverznom matricom A!
te dobivamo:

A-'AX =A"'B
i iz toga:
X=A"'B

U rje$avanju po ovoj metodi treba najprije izratunati matrici A inverznu matricu
A— 2 h

Primjer. Rije§imo pomocu matrica sistem linearnih jednadZbi ranijeg primjera.
Sistemu jednadzbi odgovara matrica:

31 0 2|
{ 2 3 0
A=l o 2 5‘
o 2 1 3|

Ta matrica nije singularna jer je odgovarajuca determinanta A = 104 razlicita od
0. Toj matrici izraCuunamo inverznu matricu:

‘32 7 1 —23]
1 § 5 —29 43‘

AT =104 —16 29 19 —25‘
0 —13 13 13|
Stoga je:
‘ 2 T 1 -—23‘ "‘ 13 "l "\1'\
B 1 8 5 —20 43| [[14] |2
=i IB:m‘ —16 29 19 —21\‘| |‘27 ‘,— ‘3“
|70 5 5 Thl sl (s

Iz toga dobivamo rjeSenje sistema jednadzbi:
x=1,y=2z2=3 u=4

Ako kod Cramerovog sistema jednadzbi ne treba izracunati sve nepoznanice
nego samo neke, olaksat ¢emo sebi raCunanje podjelom matrice koja odgovara
sistemu. Pretpostavimo da iz sistema jednadzbi:

Ay X;+ oo A Xk T Aksr Kkt + s T A X, = by

| —
Gesrt X1+ o T B ¥k T At e Kok T + 8 41,0 Xn = Dy4y
8ny X; oo A Xk 8ksr X + .. 4 8 X =Dy

treba izratunati samo nepoznanice Xi, X, ... X Sistem jednadzbi podijelimo
ovako:
||||A11 AH\II |I||x,_ ||'I B )lB, ||i
1Az An| X Bl
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Tu je:

| |
‘ Ay e Al A k+t oo Ayp
Ay, A, =
| Akp e gk | || 3kt - Bgp ||
= . |
[ P Ay 1,k ‘ At 1,k+1 oo Qgqn ||
Ay = : Ay, = |
|.8n1 dnk | 8k - |
X1 D ST
xl - : Xzz
xk xn
Ublf bk+1!
Bl ‘ : BZE i |
Ibki" | ba |

JednadZbu podijelimo u dvije matri¢ne jednadzbe:
AL X, + A X, =B,
Ay, Xl *F Azz Xz =B,

Iz tih dviju matri¢nih jednadbi eliminiramo nepoznatu matricu X, ; iz druge je-
dnadzbe dobivamo:

X, = A;;. (B, — A X))
Ako to uvrstimo u prvu jednadZbu, dobivamo za nepoznatu matricu X, jednadzbu:

An XI + Azz A;; (Bz = Au Xx) = Bx

Iz toga izratunamo:

Xl = (All - AIZ AE'.]! A‘.’.I)_l (BI - Aiz A_z'é B,)

Otito je da je ratunanje po ovoj metodi olak$ano. Ako bismo naime rjesavali
sistem jednadzbi u cjelini, morali bismo izratunati matrici sistema jednadZbi
inverznu matricu; ta je matrica reda n. U obradenom rjeSavanju treba medutim
izratunati matricama niZega reda inverzne matrice, i to matrici A,., koja je reda
n —k, i matrici A;, — A, A3} A,,, koja je reda k.

Primjer. IzraCunajmo iz sistema jednadzbi prijasnjih dvaju primjera samo
nepoznanice x i y. Nakon uvedbe matrica:

(3 1), o 2| |1 0_" 2 3
A= 2| 727 3 0_“‘“:\0 2| B2 =1y 5]
| X | |z" "13|' 127 ||
=y Xe=ul B=] 14 BZZHI()\I
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izratunamo matrice:

" 3 -5
22 = 1 2
. » o 1|32 7
(Au _L-sz Az AZI) = !—074 | ? 5‘:
4 =
B, —A,A; B, = 56
i dobijemo po posljednjem obrascu:
X 32 71 || =9 |1}
P L [ o e

1z toga slijedi x =11y =2.

Vijeibe
1. Izrafunaj nepoznanicu z iz sistema linearnih jednadZbi:

x4+ y+3z+5u+2v= 22
—4y+ z+2u+ S5v=—8
3z4+ ut+2v= 17
— 2z + 3v= —4
4z +5u— v= 13

@=

2. Zadan je sistem Cetiriju linearnih jednadZbi s Cetiri nepoznanice:

x4+ v+ z4+ u=10
2+ v+ z+3u=19
xLt2y+3z+ u=18
Ix+4y+ z+ u=18

a) napidi sistem jednadzbi u matritnom obliku,

b) izrafunaj inverznu matricu matrici sistema jednadZbi:
13 —3 -3 -1
-9 2 2 1

4 —1 —12 —12
-7 2 32 1/2

Al =

¢) izradunaj pomocu determinanti nepoznanicu z,

2

(z=23
) rijesi sistem jednadibi pomotu matrica,
x=1ly=2z=3u=4)
e) izratunaj pomocu diobe matrica samo nepoznanice X i ¥,
x=1Ly=2

f) povecaj sve brojeve na desnoj strani jednadzbi za 1 i rijedi novi sistem jednadZbi po-

moéu matrica.

x=T,yv=-2z=5u=1)
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2. Sistemi nehomogenih linearnih jednadzbi

Uzmimo opceniti nehomogeni sistem m linearnih jednadzbi sa n nepoznanica:

f, dyg Xy T + Ay X + 85601 Xgag | Fayg, X, = by
f,  —ay Xy —F s Sl X T Ak Xpgp T oo Ay X, = by
Ty 1 =811 Xy T By ke Xie T By kb1 Xkt oo T Qb X = Disg
f‘m = dm) X “trEs = Ami Nk + A,k 41 Xk41 S o dmn Xp — hrn

Bududi da jednadzbe sastavljaju nehomogeni sistem, svi koeficijenti na desnoj strani
jednad7bi nisu jednaki 0. Lijeve strane jednadzbi funkcije su nepoznanica x,,
X2, .5 Xq pa smo ih stoga oznacili uzastopee sa fy, f,, ..., f,. Sistemu jednadzbi
odgovara matrica:

Ay e B Ay e Ay ‘

|

Tp e g Ay e Ay
A=

Agtp oo Mewrk kpr,k+1 oo Bgqron

Hmr  ouee Bam Bk ses Bag ‘

Pretpostavimo da ta matrica ima rang k; to zna¢i da u njoj egzistira barem
jedna nesingularna kvadratna parcijalna matrica reda k te da je svaka kvadratna par-
cijalna matrica visega reda singularna. Premjestajem jednadzbi i nepoznanica mo-
Zemo uvijek posti¢i da je nesingularna parcijalna kvadratna matrica reda k u prvo-
bitnoj matrici na lijevoj strani gore; u skladu s tim tako je i napisan gornji sistem
jednadzbi. Nesingularnoj parcijalnoj kvadratnoj matrici:

‘a” e gy ||
D=|: :
,‘akl oo Ay |
odgovara od 0 razli¢ita determinanta D, koju sastavljaju isti elementi kao i matricu.

Uz nesingularnu parcijalnu kvadratnu matricu D definiramo slijedece obrub-
ljene matrice;

dpg Ay b, ‘

Aq _ 2 E : |
| Ay o Ak by “

|| Bktst -r Beaox Dess |

Tu indeks s moze zauzeti vrijednosti 1, 2, ... m-k; stoga ima m-k takvih obrublje-
nih matrica; samo ako je rang k matrice A jednak broju jednadzbi m, ne postoji
nijedna obrubljena matrica. Svaku obrubljenu matricu dobivamo tako da nesingu-
larnoj kvadratnoj matrici D s desne strane dodamo stupac s elementima s desne
strane jednadZbi, a dolje redak s koeficijentima (k -+ s)-te jednadzbe. Sve obrubliene
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matrice opet su kvadratne i imaju red k - 1. Svakoj obrubljenoj matrici A, od-
govara determinanta A, koja je sastavljena od istih elemenata kao i matrica. Svakoj
obrubljenoj matrici A, priredimo matricu:

‘ 11 e dgk £

Asf = ‘ ' ‘|
: iy I 1 f |
‘ak+s.i s Bggk fuss |

Ovu matricu dobivamo iz obrubljene matrice A, tako da u njoj elemente posljed-
njeg stupca nadomjestimo linearnim funkcijama f;, ..., fis fiss TOj kvadratnoj
matrici odgovara determinanta Ay, koja je sastavljena od istih elemenata kao i
matrica.

Mozemo se uvjeriti da su sve matrice Agr singularne ili da su sve odgovarajuce
determinante A, jednake 0. Ako naime napiSemo determinantu As¢ U prosirenu
obliku:

|311 s gk 2y +%X + .o F 81n Xl
Ao — i - i
kst ¥ o
|akl - Akk 8y Xy + oo T 2 Xn
|Bk4s,1 - Btk s + .o T FionXal

onda je moZemo izraziti kao sumu:

a4 R T Ay
i=n 2 5

As.f =t E X ‘
i=0 gy s Ay i

g ts1 -+ Fkisk ak+s,1‘

Ova je suma jednaka 0 jer su determinante u svim sumandima jednake 0. Ako je
naime i < k, onda su u determinanti dva stupca jednaka, pa je stoga determinanta
jednaka 0, a ako je 1 > k, onda je determinanti odgovarajuéa matrica reda k - 1,
koja je parcijalna kvadratna matrica matrice sistema jednadzbi A; a svaka je ta-
kva matrica singularna i njoj odgovarajuca determinanta je 0.

Sastavimo jo§ matricu:

| a1y e A1k b, —fy ||

Asbr = ’ - !
: ‘ Ay e 8gg by —f ‘

|| 8kss,1 oo Atk bres —Ters||

Toj matrici odgovara determinanta A, -1 koja je sastavljena od istih elemenata
kao i matrica. Broj tih matrica i determinanata takoder je m — k. MoZemo se uvje-
riti da za determinantu A,.¢ vazi jednadzba:

As.b—' = As'

Ako naime uzmemo u obzir da se u posljednjem stupcu nalaze diferencije po dvaju
brojeva, mozemo determinantu A, p_; rasclaniti u diferenciju determinanti A,
i A, od kojih je posljednja jednaka 0.
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Za obradivani sistem m nehomogenih linearnih jednadzbi sa n¥nepoznanica
vrijedi izreka:

Ako sistem jednadibi nije protuslovan i ima neko riesenje:
X =8p5...;X, =8,

onda su sve obrubljens matrice A, singularne, a sve obrubliene dererminante
A, jednake 0.

Dokaz. Obrubliena determinanta A, je prema prijaSnjem jednaka determi-
nanti A, ,_r. Ako u posljednjem stupcu determinante A, ,_; uvrstimo u funkcije
ty, ... s £, £y za nepoznanice varijable x,, ... , X, rjeSenja ay, ... , a,, onda funkcije
zZauzimaju uzastopno vrijednosti by, ..., b,, by Stoga su svi elementi posljed-
njeg stupca jednaki 0 i determinanta Agp-r jednaka je 0; zato je i determinanta
A, jednaka 0 i izreka je dokazana.

Proih k jednadzbi sistema ima barem Jjedno rielenje.
Dokaz. Napi$imo prvih k jednadzbi sistema nakon prijenosa clanova u obliku:

A1 Xy e b B X =by — a0 Xp g — ... — dya Xy

By Xy s g X = by —ag oy, K41 = oo — Ay X,

Rang k matrice A nikako ne moze biti vedi od broja varijabli n. Ako je k — n, rije¢

je o Cramerovom sistemu, koji ima jedno rjeSenje. Pogledajmo jo§ kako je s rje-
senjima kad je k < n. U tom primjeru za nepoznanice na desnoj strani izaberemo
proizvoline vrijednosti:

Xgr1 = Aggas ooy Xy = dy

Ove vrijednosti uvrstimo u sistem jednadzbi i dobivamo opet Cramerov sistem k
linearnih jednadzbi sa k nepoznanica; taj ima rjeSenje:

Xy =8y g, Xy ==ay;
stoga gornje jednadZbe imaju rjesenje:
) =8 s X = A Ky = gy vnn y X = iy,
pa je izrcka dokazana.

Ako su sve obrubljene matrice A, singularne ili ako su sve obrubljene dererninanre
As jednake 0, sistem jednad$bi nije protuslovan i ima barem Jedno rjeSenje.

Dokaz. Determinantu A,y r koja je jednaka’ determinanti A,, razvijemo
po posljednjem stupcu i dobivamo:

‘%s.b—f — (bl o fl) ‘Q‘lﬁ + Vi + (bk - f‘k) Akﬁ + (bl\+8 -_'fk-l—s) AAIE-i-l.S

Bududi da je ta determinanta jednaka determinanti A; =0 i kako je kofaktor
Agi1.s jednak determinanti D, dobivamo dalje:

(by — i) Ava+ ... + (bx — £i) Axe + (Bgss — fir4a) D = 0
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Stoga $to indeks s zauzima vrijednosti 1, 2, ..., m — Kk, ovdje je zapravo napisano
m — k jednadZbi. Po prijasnjoj izreci prvih k linearnih jednadzbi ima barem jedno
rjedenje koje uvijek mozemo izraCunati. Ako takvo rjedenje sistema prvih k jednadZbi
uvrstimo u gornju jednadzbu, onda prvih k ¢lanova na lijevoj strani postaje jed-
nako 0; buduéi da determinanta D nije jednaka 0, iz gornje jednadzbe slijedi jed-
nadzba:

byss — fres =0

To pak znaci da rjeSenje prvih k jednadzbi zadovoljava i s-tu jednadZzbu. Kako
s moze zauzeti vrijednosti 1, 2, ..., m —k, t0 rjeSenje sistema prvih k jednadzbi
zadovoljava i sve druge jednadzbe. Time je izreka dokazana.

Pri rjeSavanju neprotuslovnih sistema m linearnih jednadZbi sa n nepoznanica
u kojih je rang matrice sistema jednak k postoje slijedece moguénosti:

1. k = m = n. Tu je rije¢ o Cramerovom sistemu jednadzbi koji ima samo
jedno rjeSenje. Za pojedine vrijednosti za brojeve k, m i n dobivamo ova zanim-
ljiva geometrijska tumacenja: a) ako je k =m =n =2, onda svaku od ovih je-
dnadZbi mozemo prikazati pravcem u ravninskom kartezijskom koordinatnom si-
stemu; pravci nisu paralelni, a koordinate sjecista su rjeSenje sistema jednadzbi;
b) ako je k =m =n =3, onda svaku od ovih triju jednadzbi moZemo prikazati
jednom ravninom u prostornom kartezijskom koordinatnom sistemu. Sve tri rav-
nine sijeku se u jednoj tocki, a koordinate sjecidta su rjeSenje sistema jednadzbi.

2. k =m < n. Pri toj moguénosti broj jednadzbi manji je od broja nepoznanica,
dok je rang matrice sistema jednak broju jednadzbi. Pri rjesavanju sistema jednadzbi
zadrzimo prvih k = m nepoznanica na lijevoj strani, a sve druge nepoznanice pre-
nesemo na desnu stranu. Sistem jednadzbi onda rjeavamo kao Cramerov sistem;
u rjefenju je prvih k nepoznanica izraZeno nepoznanicama prenesenim na desnu
stranu. Kako prenesenim nepoznanicama mozemo odrediti proizvoline vrijednosti,
dobivamo beskona¢no mnogo rjeSenja. Za pojedine vrijednosti brojeva k, m i n
dobivamo slijedece interesantne geometrijske prikaze: a)akojek =m =1lin = 2.
onda imamo samo jedan pravac; koordinate svake tocke toga pravca su rjeSenja je-
dnadsbe; b) akojek =m =1in = 3, onda imamo samo jednu ravninu; koordi-
nate svake tocke te ravnine su rjeSenja jednadZbe; c) ako je k =m = 2:+4n =3,
imamo dvije ravnine koje nisu paralelne; koordinate svake totke na presjecnici
tih dviju ravnina su rjeSenja sistema jednadzbi.

Primjer. Rijesimo sistem jednadzbi:
2+ y+3z=7
5x 3y + z=14
Tujem=2,n=3ik=2jerje nesingularna kvadratna matrica drugoga reda:
12 1 |
D= ]‘ 53 |‘
Nakon prijenosa nepoznanice z na desnu stranu jednadzbi dobivamo za nepoznanice
x i y Cramerov sistem jednadzbi:
x4+ y= T—32
5x +3y=14— z

95



Taj sistem jednadzbi ima rjeSenje:
X=T—=8,y==74+13

u kojem za nepoznanicu z mo¥emo uzeti proizvoljne vrijednosti.

3. k < m = n. Pri toj moguénosti broj jednadZbi jednak je broju nepoznanica,
dok je rang matrice sistema jednadzbi manji od tih dvaju brojeva. Sve obrubljene
matrice jednake su 0. Stoga rjefavamo samo sistem prvih k jednadZbi jer rjedenje
odgovara i svim ostalim jednadzbama. Kako je k manji od n, dobivamo, kao i u
prijadnjoj moguénosti, bezbroj rieSenja, Kod pojedinih vrijednosti za brojeve k,
m i n dobivamo slijede¢e zanimljive geometrijske prikaze: a) ako jek = 1 im —
=1 = 2, onda su obje jednadzbe prikazane istim praveem; koordinate svake tocke
su rjeSenje sistema jednadzbi; b) ako jek=11im=n =3, onda su sve tri je-
dnadZbe prikazane istom ravninom; koordinate svake tocke te ravnine su rjesenje
sistema jednadizbi; c)ako je k=2 im =n =3, onda su jednadzbe prikazane
snopom triju ravnina koje imaju isti presje¢ni pravac; koordinate svake tocke te
presjecnice su rjeSenje sistema jednadzbi.

Primjer. Rije§imo sistem jednadzbi:

2X+ y+3z =13
5X + 4y + 9z =40
X+ 2y +3z=14

Ovdje je m —n =3 i k = 2 jer je matrica sistema jednadzbi singularna i jer je
matrica:
2 1

D=ls 4

nesingularna. Egzistira samo jedna obrubljena matrica:

"2 1 13
Aa;[s 4 40
Ll 2 14|

koja je singularna, pa zato sistem jednadybi nije protuslovan, Pri rjiefavanju sistema
jednadzbi uzimamo u obzir samo prve dvije jednadZbe. U njima oba ¢lana s nepo-
znanicom z prenesemo na desnu stranu, pa za nepoznanice x i v dobivamo Crame-
rov sisteni;

x4+ y=13— 3z

3x 4 4y =40 — 9z
taj sistem ima rjeSenje:

Xx=4 —z y=35—z

u kojemu nepoznanica z moZe zauzeti proizvoljnu vrijednost,

4. k < m < n. Po toj moguénosti broj jednadzbi manji je od broja nepozna-
nica, dok je rang sistemu jednadibi odgovarajuce matrice manji od oba ova broja.
Najprije rije$imo k prvih jednadzbi tako da zadrZimo k prvih nepoznanica na li-
jevoj, a sve druge nepoznanice prenesemo na desnu stranu. Tako za prvih k ne-
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poznanica dobivamo Cramerov sistem. U rjeSenju je prvih k nepoznanica izrazeno
drugim n — k nepoznanicama; stoga dobivamo beskonatno mnogo rjeSenja. U
pogledu geometrijskog prikaza treba spomenuti samo moguc¢nost kad je k = 1,
m = 2in = 3. U tom slucaju obje su jednadzbe prikazane samo jednom ravninom.
Koordinate svake tocke te ravnine su rjeSenje sistema jednadzbi.

Primjer. Rijesimo sistem jednadzbi:

X+ 2y +32z=14
2x -+ 4y + 6z = 28

Kako su sve tri mogucée kvadratne matrice drugoga reda singularne, matrica si-
stema jednadzbi ima rang k = 1. Za nesingularnu kvadratnu matricu prvoga reda
izaberimo koeficijent 1 kod nepoznanice x u prvoj jednadZzbi:

D=|1]

Egzistira samo jedna obrubljena matrica:
" “ 1 14:
4 _‘ 2 28|

Ta je matrica singularna. Iz prve jednadZbe dobivamo rjeSenje:
x=14—2y — 3z

u kojem moZemo za nepoznanice y i z izabrati bilo koje vrijednosti.

5.k =n < m. Sistem jednadzbi ima vide jednadZbi nego nepoznanica, a
rang matrice sistema jednak je broju nepoznanica. Sve obrubljene matrice su sin-
gularne. RjeSavamo samo sistem prvih k jednadZzbi, koji je Cramerov sistem. Rje-
genje zadovoljava i ostale jednadzbe jer su sve obrubljene matrice singularne. Za
pojedine vrijednosti brojeva k, m i n dobivamo slijedece zanimljive geometrijske
prikaze: a)ako je k =n =2im > 2, onda je m jednadZbi prikazano snopom pra-
vaca koji prolaze kroz zajednitko sjecidte; koordinate toga sjeciSta su rjeSenje si-
stema jednadzbi; b) ako je k =n =3 i m > 3, onda je m jednadzbi prikazano
snopom ravnina koje se sijeku u zajednitkom sjeciStu; koordinate toga sjecista
su rje$enje sistema jednadzbi.

Primjer. Rije§imo sistem jednadZbi:

2x+ y= 4
5x 4 3y =11
7x +4y =15
3x +2y= 7

Tu je m =4, n =2 i k =2 jer je matrica koeficijenata prvih dviju jednadzbi:

|2 l‘i

D:
15 3]
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nesingularna. Bgzistiraju dvije singularne obrubljene matrice

12 1 4“ 12 1 4
A, =||5 3 11‘ i Ay=|5 3 11|
'7 4 15 13 2 7|

Rijesimo sistem samo prvih dviju jednad?bi pa dobivamo rjesenje:
x=1y=2
koje zadovoljava i trecu i ¢etvrtu jednadzbu.

6. k < n < m. Sistem ima viSe jednadZbi od nepoznanica, dok je rang ma-
trice sistema jednadzbi manji od broja nepoznanica. Sve obrubljene matrice su
singularne. RijeSimo samo prvih k jednadzbi, u njima na lijevoj strani zadrzimo
prvih k nepoznanica, a Clanove sa svim ostalim nepoznanicama prenesemo na de-
snu stranu. Tako za prvih k nepoznanica dobivamo Cramerov sistem. U rjeSenju
je prvih k nepoznanica izrazeno drugim n-k nepoznanicama, kojima mozemo pri-
pisati proizvoljne vrijednosti. 1z tog razloga sistem jednadzbi ima beskonacno
mnogo rjesenja. Za pojedine vrijednosti brojeva k, m i n dobivamo slijedeée za-
nimljive geometrijske prikaze: a) ako jek =1, n=2im > 2, onda je m jed-
nadzbi prikazano istim pravcem; koordinate svake tocke toga pravca su rjeSenje
sistema jednadzbi; b) ako jek =1, n =3 im > 3, onda je m jednad’bi prika-
zano samo jednom ravninom; koordinate svake tocke te ravnine su rjesenje si-
stema jednadzbi; c¢) ako jek =2, n =3 im > 3, onda je m jednad’bi prikazano
snopom ravnina koje se sijeku na istoj presjecnici; koordinate svake tocke te pre-
sjecnice su rjeSenje sistema jednadzbi.

Primjer. Rijesimo sistem jednadZbi:

4+ g+ z2=7
5x + 3y 4z =23
7x + 4y + 52 =30
x4 2y+3z=16

Tu je m =4, n=3 i k=2 jer je matrica:

2 1

5 3|

nesingularna i jer su sve Cetiri parcijalne kvadratne matrice trecega reda singu-
larne. Egzistiraju dvije singularne obrubljene matrice:

-

2 1 7! 21 7
Ay =|5 3 23| i A4:‘5 3 23
7 4 30| i3216‘

Pri rjeSavanju sistema uzimamo u obzir samo prve dvije jednadzbe. U njima oba
¢lana s nepoznanicom z prenesemo na desnu stranu i dobivamo za nepoznanice
x i y Cramerov sistem:

X+ y= T— 2z

x + 3y =23 —4z



Taj sistem ima rjeSenje:
x=—2+4z y=11-—3z
u kojemu nepoznanica z moZe zauzimati proizvoljne vrijednosti.

Sistem m linearnih jednadzbi sa n nepoznanica i s matricom ranga k je pro-
tuslovan i nema nijednog rjeSenja ako je barem jedna od obrubljenih matrica ne-
singularna. Takav je npr. sistem jednadzbi:

2%+ 3y = 8
4 | y= 6
4x -+ 6y = 10

Sistemu jednadzbi odgovara matrica:

12 3|
A=|[4 1|
« sl

ranga k = 2. Nesingularnoj kvadratnoj parcijalnoj matrici drugoga reda:

o

D:‘cl 1

odgovara samo jedna obrubljena matrica:

2 3 8|
A,=|a 1 6|
la 6 10|

Ta je matrica nesingularna jer njoj odgovarajuc¢a determinanta A; ima vrijednost
60. Stoga je ovaj sistem protuslovan i nema nijednog rjeSenja. U geometrijskom
prikazu svaku jednadZbu prikazuje po jedan pravac; ti pravei medutim nemaju
zajednicko sjeciste.

Vjezbe

I. Rijedi sistem jednadibi:
4x+ y= 6
x4+ 5v=13
8x 4+ 2y=12
11x + 7y = 25
9x + 15y = 39

PrikaZi jednad?be geometrijski pomoc¢u pravaca u ravnini,
x=Ly=2)
2. Rijedi sistem jednadibi:
2x+3yv+ z=13
X+ y+ 5z=16
5x + 4y + 6z = 29
x=5—=2z,y=1+4+2)
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3, Zadan je sistem jednadibi:

x4+ 2y=28
Xx+4y=26
x+ 3y =7
X+ 5v=7

Ustanovi za§to je sistem protuslovan i nema nijednog rjeSenja; prikazi jednadzbe pomocu
pravaca,

3. Sistemi homogenih linearnih jednadzbi

Sistem m linearnih jednadzbi sa n nepoznanica:

jest homogen jer su desne strane svih jednadzbi jednake 0. Svaki takav sistem ima
trivijalno rjesenje:
X, =0, ..,% =0

Kod homogenih sistema linearnih jednadzbi nas interesira da li sistem osim
trivijalnog ima jo§ i neko drugo rjesenje.

Obradujmo najprije moguc¢nost kad sistem ima toliko jednadzbi koliko i ne-
poznanica, tj. kad je m — n. Ako kvadratna matrica sistema jednadzbi A nije sin-
gularna, radi se o Cramerovom sistemu, u kojem su medutim sve modificirane
determinante jednake 0 jer su desne strane svih jednadzbi jednake 0. Pri toj mo-
gucnosti egzistira samo trivijalno rje$enje.

Ako je medutim matrica sistema jednadzbi singularna, onda sistem jednadzbi
osim trivijalnog ima jo§ ncka druga rjeSenja. Uzmimo da je rang sistema jednadzbi
k < n i da lijevi gornji elementi sastavljaju nesingularnu matricu:

::1]1 a“(
D= : :

|| Bk -0 8

U sistemu uzimamo u obzir samo prvih k jednadzbi; u njima na lijevoj strani za-

drzimo ¢lanove s prvih k nepoznanica, dok ¢lanove s drugim nepoznanicama pre-

nesemo na desnu stranu. Tako za prvih k nepoznanica dobivamo Cramerov si-

stem. U rjeSenju je prvih k nepoznanica izraZeno s drugih n-k nepoznanica; stoga
sistem jednadzbi osim trivijalnog ima jo§ beskonaéno mnogo rjesenja.

Primjer. RijeSimo sistem triju homogenih linearnih jednad’bi s tri nepozna-
nice:
X+ 2y+4 3z =0
x+ yv+4z=0
2X 4y 6z =0
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Matrica sistema jednadzbi:

1 2 3i
A=3 1 4|
2 4 6|

1
je singularna i ima rang k = 2; njezina parcijalna kvadratna matrica:
|

u lijevom gornjem uglu je nesingularna. Sistem jednadzbi osim trivijalnog ima
jo$ druga rjeSenja, koja dobivamo iz sistema prvih dviju jednadzbi nakon prije-
nosa ¢lanova s mnepoznanicom Z:

|‘l 2‘
D=l3 1

Xx+2y = -3z
x4+ y=—4
Taj sistem ima rjeSenje:

X=—2, Y= —5

u kojem za z moZemo uzeti proizvoljne vrijednosti.

Obradujmo jo§ opé¢i primjer sistema homogenih jednadzbi u kojem broj
jednadzbi nije jednak broju nepoznanica. Uzmimo da matrica A sistema jednadzbi
ima red mxn i rang k. S obzirom na vrijednosti tih brojeva razlu¢ujemo slijedece
moguénosti:

1. Ako je m < n, rang matrice ne moze biti veci od broja jednadzbi m. Pri
rjesavanju uzimamo u obzir samo prvih k jednadzbi; u njima zadrZimo prvih k
nepoznanica na lijevoj strani, a sve druge nepoznanice prenesemo na desnu stranu.
Tako za prvih k nepoznanica dobivamo Cramerov sistem. U rjefenju toga si-
stema jednadzbi prvih k nepoznanica izraZeno je s drugih n-k nepoznanica. Stoga
ovaj sistem jednadzbi pored trivijalnog ima i beskonatno mnogo rjeSenja.

Primjer. Rijesimo sistem dviju jednadzbi s ¢etiri nepoznanice:

2X— y+3—1lu=0
XxX—2y—2z+4+ 6u=0

Matrica sistema jednadzbi ima rang k = 2. U jednadzbama prenesemo Clanove s
nepoznanicama z i u na desnu stranu, pa za nepoznanice x i y dobivamo Crame-
rov sistem:

2x — y=—32z+1llu

Xx—2y= 2z— 6u

On ima rjesenje:
—8z -+~ 28u =g 23u

e 3 r =T E

u kojem za nepoznanice z i U moZemo uzeti proizvoljne vrijednosti.
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2. Ako je m > n, onda rang matrice sistema jednadzbi ne moze biti veci od
broja nepoznanica n. U tom primjeru razlikujemo dvije moguénosti:

a) ako je k =n, onda prvih k jednadibi sastavlja sistem homogenih linear-
nih jednadzbi koji ima samo trivijalno rjesenje,

b) ako je k < n, uzimamo samo prvih k jednadZbi; u njima prvih k nepozna-
nica zadrzimo na lijevoj strani, dok sve druge nepoznanice prenesemo na desnu
stranu. T'ako za prvih k nepoznanica dobivamo Cramerov sistem, koji ima besko-
nacno mnogo rjefenja. Ta rjeSenja odgovaraju i svim ostalim jednadibama ako
su sve obrubljene matrice singularne. Ako samo jedna od obrubljenih matrica
nije singularna, onda sistem ima samo trivijalno rjedenje.

Prf'mjer. Rijesimo sistem cetiriju homogenih linearnih jednadzbi s tri ne-
poznanice:
4x — 3y — 6z =0
X+ y— 52=0
x —2y—11z=0
X—4y—- z=0

Kako matrica sistema jednadzbi ima rang k = 2, prenesemo ¢lanove s nepozna-
nicom z na desnu stranu i dobivamo sistem jednadZbi:

4x — 3y = 6z
x4+ y= 5z
S5x — 2y = 11z
X —4y= =z

Buduc¢i da matrica sistema jednadzbi ima rang k = 2, to uzimamo samo prve dvije
jednadzbe koje za nepoznanice x i y tvore Cramerov sistem. On ima rjeSenjec:

X =3z, y=2z

u kojem za z mozemo uzeti proizvoljne vrijednosti. To je istovremeno i rjeSenje
prvobitnog sistema Cetiriju jednadzbi jer su obje obrubljene matrice:

A =3 G la —3 67 |
A =(|1 1 52| i A4:‘l 1 5z
5 —2 llz 13 —4  z|

singularne. Medu dobivena rjeSenja spada i trivijalno rjesenje, koje dobivamo ako
postavimo u rjesenje z = 0.

Vieibe

1. Rijedi sistem homogenih linearnih jednad#bi:

X +y—192=0
x—y—= z=0
(x =4z, y = 3z)
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2. Rijedi sistem jednadzbi:
x—4y+4z—10u=0
Lt y— z— Zu=0
(x=2u, y=1z —2u)
3. Rijesi sistem jednadZbi:
%+ y+ z—14u=0
—x+2y+ z— Tu=0
—x— v+22— Tu=0

x+3y +2z2—2lu=0
(x=3u, v=2u, z=6u)
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VI. VEKTORSKA ALGEBRA

1. Vektorski prostor

Vektorsku algebru moZemo smatrati posebnim uZim slufajem matri¢ne al-
gebre; stoga za nju vrijede sli¢na racunska pravila kao za matri¢nu algebru.

Uzmimo uredenih m realnih brojeva x,, ..., Xy i od njih sastavimo matricu
reda m X 1 ili vektor stupac:

| |

x = | . :{Xl;u-sxm}

| =
|Xm|

Skup svih takvih m realnih brojeva nazivamo m-dimenzionalnim vektorskim pro-
storom V®, pojedine m nazivamo vektorima ili tockama toga prostora, a same re-
alne brojeve nazivamo komponentama vektora ili koordinatama tocaka.

Kako je vektorska algebra samo poseban primjer matri¢ne algebre, vrijede
i u njoj sli¢na racunska pravila kao u matri¢noj algebri.

Yednakost vekrora. Vektori x 1 y su jednaki ako imaju jednake homologne
komponente. Jednakost vektora je refleksivna, komutativna i tranzitivna relacija.
Svaka se vektorska jednadZba moze rastaviti u onoliko obi¢nih jednadzbi koliko
imaju komponenata vektori koji u njoj nastupaju.

Zbrajanje vektora, Vektore x = {X,, ... yXu} 1 y={¥1» .- Ym} zbrajamo

tako da zbrojimo homologne komponente:
X+y= X1 T Y oor 2 X Ym}
Za zbrajanje vektora vrijede zakoni komutativnosti i asocijativnosti. Za vektor
0 —={0,...,0} vaz:
x+0=x

Mpnogenje vektora brojem. Vektor X = {Xy, ... ,Xn) pomnoZimo brojem k

tako da svaku njegovu komponentu pomnozimo tim brojem:

kx = {kx;, -.. » KX}
Za mnoZenje vektora brojem vaze dva zakona distributivnosti:
k(x+y) =kx +ky
(ky +kpx =k x + k.x
Za broj 1 vazi:
l.x=x
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Svakom vektoru x odgovara suprotni vektor —x = {—X1, .oy — X} tako da
vazi jednadzba:
X+ (-x)=0

Medu vektorima m-dimenzionalnog vektorskog prostora znacajni su vektor: :

e ={1,0,...,0)
e? ={0,1,...,0)

Te vektore nazivamo osnovnim jedini¢nim vektorima.

Primjer. Uzmimo sistem dviju vektorskih jednadsbi s etvorodimenzionalnim
vektorima:

2x 4 3y = {3,2,1,0}
Xx— y=1{1,0,24}

Tu je x={x, X, x3,%} i ¥="{y1 Vs Vs va}. Taj se sistem razlaze u Cetiri
sistema po dvije jednadzbe s dvije nepoznanice:

22+ 3y, =3 2,43y, =2 234 3y;=1 2%, + Iya =0
Xr—= V=1l X— y,=0 X3— y3=2 x— y,=4
Ovi sistemi jednadzbi imaju uzastopna rjefenja:
x; = 6/5 X = 2/5 X3 =17/5 Xy = 12/5
i =15 ys =2/5 V3 = —3[5 y, = —8/5

Stoga sistem vektorskih jednadzbi ima rjedenje:
x:i{()Z?lE"- y—-i{l 2, —3, —8§)
5 b 3 I J2 5 2y 2

Sistem tih dviju vektorskih jednadzbi mozemo rjesiti i neposredno a da ga ne raz-

lazemo na Cetiri sistema obi¢nih jednadzbi. Rjefavamo ga kao obi¢ni sistem

dviju jednadzbi s dvije nepoznanice x i y npr. po metodi suprotnih koeficijenata.

Ako prvoj jednadzbi pribrojimo sa 3 pomnoZenu drugu jednadzbu, dobivamo
5x =1{6,2,7,12}

i iz toga za x isti vektor kao i gore. Ako pak od prve jednadzbe odbijemo sa 2
pomnozenu drugu jednadzbu, dobivamo:

S5y ={1,2, —3, -8}
i iz toga isti vektor y kao i gore.
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Primjer. Ako je m = 2, onda je vektorski prostor dvodimenzionalan. Vektore
toga prostora moZemo predoCiti pomocu usmjerenih pravaca ili strelica u ravnin-
skom kartezijskom koordinatnom sistemu. Vektor x = {a, b} na slici 12. prikazuje
strelica koja ima pocetak u sredistu koordinatnog sistema a kraj u tocki X(a, b);

y
|

bfd e e e e e e e e e e e e e S e s T R T =

|
|
|
|
|
|
[
|
|
|
I
I
I
i
i

U & T T 1I X
{ c a arc 2a

SI. 12. Vektori u ravnini

prikazuje ga medutim i svaka druga jednako dugacka strelica koja je s ovom pa-
ralelna i koja ima pocetak u bilo kojoj tocki ravnine. Dvodimenzionalni vektorski
prostor ima dva osnovna jedinicna vektora:

el —i—{1,0}ie=j=1{0,1}

Kao §to vidimo na istoj slici, ta dva jedini¢na vektora prikazuju strelice na apsci-
snoj i ordinatnoj osi koje su duge po jednu jedinicu duzine. Sumu:

z=x-+y=1{a+c b-+d}

dvaju vektora x = {a,b} i y = {c, d} dobivamo, kao $to vidimo na istoj slici, po-
moéu paralelograma vektora. Produkt:

u = kx = {ka, kb}
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vektora x s brojem K dobivamo tako da duZinu strelice x pomnozimo brojem k;
na slici je prikazan produkt 2x. Za vektore koje na taj nacin geometrijski prika-
zujemo uvodimo slijedece metrijske velidine: vektor x — {a, b} ima duzinu:

x=[x| =V +b2)
i smjerni koeficijent:
tga = bfa

Tu je a kut koji vektor x tvori s pozitivnim pravcem apscisne osi.

Primjer. Ako je m = 3, onda je vektorski prostor trodimenzionalan. Vektore
takvog prostora prikazujemo pomocu usmjerenih pravaca ili strelica u trodimen-
zionalnom Kkartezijskom koordinatnom sistemu. Vektor r — {x,y, z} na slici 13
prikazuje strelica koja ima pocetak u sredistu koordinatnog sistema a kraj u tocki
X(x, v, z); prikazuje ga medutim i svaka druga strelica jednake duzine koja je s
ovom paralelna i koja ima pocetak u bilo kojoj tocki prostora.

SL 13. Vektori u trodimenzionalnom prostoru

Trodimenzionalni vektorski prostor ima 3 osnovna jedini¢na vektora:
e =i= {150’0}, e’ =j :'{03 130}) e’ =k = {0, 0, 13,

Koje na istoj slici prikazuju po jednu jedinicu duzine dugacke strelice na apscis-
noj, koordinatnoj i aplikatnoj osi. Za vektore koje na taj nadin prikazujemo geome-
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trijski uvodimo neke metrijske veli¢ine. Duzina projekcije vektora r = {X,y, z}
na apscisnoj osi je x, na ordinatnoj osi y i na aplikatnoj osi z. Vektor r ima duzinu:

£=|r| =/ + ¥+
Kosinusi nagiba vektora su:
s 3
cosa =x[r, cosf =yfr, cosy =z[r

Ovdje vektor r tvori s apscisom kut @, s ordinatom kut B i s aplikatom kut y.

Vjezbe

1. Zadani su vektori a = {2,1}, b = {1,1} i ¢ = {1,3}. Konstruiraj vektore:
a) 2a d) 2a + 3¢

b)a+b e) a+2b—2¢

cja—>b f)ta+2b—1tic

2. Izradunaj duZinu i kosinuse nagiba vektora a = {1,2,2}.
35 1/3, 2/3, 2/3)

3. Zadani su vektori a = {1,3.2}, b = {2,0,4} i ¢ = {3,4,0}. Izratunaj vektore:

a) 2a ({2)6:4})
b) a+c ({4,721
c) 2a -+ 3b ({8,6,16})
d) 4a + 2b + 3¢ ({17,24,16})
e) 3Ja—2b—c ({—4,5,—2)

4, Zadani su vektori a = {1,3,0.2}, b = {2,043} i ¢ = {0,6,4,2}. Tzratunaj vektore:

a) 3b ({6,0,12,9})
b) ie (10,3.2,1})
c) a-+ b ({3:3v4:5})
d) 2a + 3b — 2c ({8, — 6,4,9)

5. Zadani su vektori a = {1,4,2,5}i b = {5,0,3.2}.
a) Rijedi vektorsku jednadZbu:

4a + 2x = 3b ({9,2,—8,1/2,—7})
b) Rijesi sistem vektorskih jednadzbi:

x+y=a
X—y= b X = {3:2)51{2:7;2}3 y= {_2323 '”233!(2}

2. Linearni sastavi vektora

Uzmimo u m-dimenzionalnom vektorskom prostoru V™ n vektora:
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1 isto toliko realnih brojeva:

lzraz:
a, x' + ... +a,x"

nazivamo linearnim sastavom tih vektora, a realne brojeve koeficijentima linear-
nog sastava. Svaki linearni sastav vektora iste dimenzije je vektor iste dimenzije.

Svaki vektor x = {x, , ... , X} mozemo izraziti kao linearni sastav osnovnih
jedini¢nih vektora s njegovim komponentama kao koeficijentima.

Dokaz.
X — X1 X35 oo s X} =%y {1,050, 0} + %, {0, L, ..., O} + ... + X {0,0,...,1)

=x,e' +x,€ . +Lx em

Primjer. Svaki vektor r = {x, y} dvodimenzionalnog vektorskog prostora V?2
moZemo izraziti kao linearni sastav obaju osnovnih jedini¢nih vektora na slije-
ded¢i nacin:

r =xi | yj

Svaki vektor r = {x,y, z} trodimenzionalnog vektorskog prostora V3 mozemo
izraziti linearno pomoéu osnovnih jedini¢nih vektora ovako:

r—=xi-+yj i zk

Uzmimo n od 0 razli¢itih vektora x', ..., x" m-dimenzionalnog vektorskog
prostora i skupinu isto tolikog broja realnih koeficijenata a,, ..., a,; moZemo izi-
brati bezbroj takvih skupina realnih koeficijenata. S ovim vektorima i ovakvomn
skupinom koeficijenata sastavimo linearni sastav:

a;x' + ...a,x"
Promatrajmo sve moguce linearne sastave koje dobivamo kod razlicitih skupina
koeficijenata. Ako su svi koeficijenti jednaki 0, onda je linearni sastay jednak vel-
toru O, bez obzira na to kakvi su vektori u sastavu. Ako pak nisu svi koeficijenti
jednaki 0, onda razlikujemo dvije moguénosti:

a) lincarni sastav ne mozZe biti jedank 0 ni kod jedne skupine koeficijenatu;
pri toj mogucnosti vektori sastavljaju sistem linearno nezavisnih vektorz;

b) postoji barem jedna skupina koeficijenata za koju je linearni sastav jednak
0; pri toj moguénosti vektori sastavljaju sistem linearno zavisnih vektor:,

U skladu s tim linearnu nezavisnost i linearnu zavisnost vektora definiramo
ovako:

Vektori x* ..., x" su linearno nezavisni ako nije moguca relacija:
a,x' ... +a,x*=0,

u kojoj sei kocficijenti linearnog sastava ne bi bili jednaki 0.
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Vektori X, ...,X" su linearno zavismi ako je moguca relacija:
a, x'+ .. +a,x"=0,

pri barem jednoj skupini koeficijenata linearnog sastava u kojoj medutim nisu svi koefi-
ctjenti jednaki 0,
Uzmimo n od 0 razli¢itih vektora m-dimenzionalnog vektorskog prostora:

b=l weaiih
=iy XDy

Broj vektora n neka pri tom bude ve¢i od dimenzije m vektorskog prostora. Iz
komponenata tih vektora sastavimo matricu:

| 1 k k1 n
| X X %
1 k k+1 n
g e 3 Y o X
3 k k k
k bt
| 1 -1 n
| 82 o B BEE o Xy
| : :
1 K k+1 n
| KE o B OREY L B

U toj matrici stupci su sastavljeni od komponenata pojedinih vektora. Pretposta-
vimo da matrica A ima rang k i da smo vektore ve¢ tako uredili da je parcijalna
kvadratna matrica D reda k lijevo gore nesingularna; stoga je odgovarajuca de-
terminanta D razli¢ita od 0.

Dokazimo najprije izreku: Vektori x', ..., X* sastavijaju sistem linearno neza-
visnih vektora.

Dokaz. Postavimo se na suprotno stajaliSte, da ovi vektori ¢ine sistem linearno
zavisnih vektora. Ako bi to bilo tako, onda bi postojala barem jedna jednadZba:

oy x! + .. o xk=0,

u kojoj svi koeficijenti linearnog sastava na lijevoj strani ne bi bili jednaki 0. Ova
se vektorska jednad#ba rastavlja u m obi¢nih linearnih jednadZbi s nepoznanicama
o o

X! .+ ogxf =0
CIX;_FCKX::_O
Cy Xppy t oo+ CeXeer =0
C]xrh+ckx:___

U ovom sistemu jednad#bi obradujmo samo prvih k jednadzbi. One sastavljaju
sistem k homogenih linearnih jednadzbi sa k nepoznanica u kojem je medutim
determinanta D sistema razli¢ita od 0. Stoga taj sistem ima samo trivijalno rjesenje:

¢, =0,...c, =0

Tako je dokazano da vektori sastavljaju sistem linearno nezavisnih vektora.

111



Dokazimo jo§ izreku: Vekrore x**1, ... x" mogemo izraziti kao linearne
sastaze proth k vektora x1, ..., xX.

Dokas. Dokazimo izreku samo za vektor:

K+8 lets k+8 k+ts k+a
2 = e s SR SR L, XE)

Tu s moze biti koji god broj od 1,2, ...., n-k. Sastavimo obrubljenu determi-
nantu:

Xp ... XXt
1 k k+8
X .. o3 X
1 k k+s
X oo XE X

U toj determinanti mozemo za indeks t uzeti koji god od brojeva 1, ..., m. Desni
donji element x;'* znati t-tu komponentu vektora x**S. Ta obrubliena deter-
minanta jednaka je 0 za sve indekse t, §to moZemo zakljuciti iz slijedeceg: ako je
t = k, onda determinanta ima dva jednaka retka, pa je jednaka 0. Ako je pak t > <,
onda je determinanta takoder jednaka 0 jer je njoj odgovarajuéa kvadratna matrica
reda k — | parcijalna matrica pryvobitne matrice A, koja ima rang k. Ako razvi-
jemo gornju obrubljenu determinantu po posljednjem retku i uzmemo u obzir
da je determinanta jednaka 0, dobivamo jednadzbu:

%0y A+ o XD 2D =0

Ovdje su Dy, ..., Dy i D kofaktori uzastopnih elemenata posljednjeg retka; prema
prijasnjem D je determinanta koja odgovara nesingularnoj kvadratnoj parcijalnoj
matrici D prvobitne matrice A, pa zbog toga determinanta D nije jednaka 0. Kako
D nije jednako 0, mozemo izraziti t-tu komponentu vektora x5+* iz poslednje je-
dnadzbe ovako:

D
iy _D l_“'_TJEX:K

Kako je pri tom t neki proizvoljni broj izmedu 1 i m, dobivamo sli¢an izraz za sve
komponente vektora x**¢; iz toga pak slijedi da vektor x*** mozemo izraziti kao
linearni sastav vektora x!,...,x* ovako:

DI 1 Dk k
I L e

xk-l—s =

Bududi da indeks s moze biti koji god broj izmedu 1 i n-k, to je 1 izreka dokazanz,

Matrica A, koju sastavljaju komponente vektora x!, ... y X" ima red mxn
i rang k; pri tom smo pretpostavili da je m < n. Prema prijasnjem medu vektorima
egzistira barem jedan sistem k linearno nezavisnih vektora. Kako rang k matrice
A ne moZe biti ve¢i od broja vektorskih komponenata, to svaki sistem linearno
nezavisnih vektora ima najviSe po m vektora, a svaki drugi vektor moZemo izra-
ziti kao linearni sastav istih. Ako je k = m, onda medu vektorima egzistira barem
jedan sistem m linearno nezavisnih vektora.
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Iz prijasnjih izreka slijedi prakticki upotrebljiv kriterij za odredivanje linearne
nezavisnosti i linearne zavisnosti vektora. Uzmimo sistem m vektora m-dimenzio-
nalnog vektorskog prostora:

m m ||
x®P ww XD

i determinanta A s istim elementima. Za takav sistem vektora vrijede po prijas-
njem izreke:

Vektori x', ... , X™ linearno su nezavisni ako je matrica A nesingularna ili ako
determinanta A nije jednaka 0.

Vektori x*, ..., x™ linearno su zavisni ako je matrica A singularna ili ako je
determinanta A jednaka 0.

Primjer. U dvodimenzionalnom vektorskom prostoru su vektori x = {3, 1}
i y = {2,4} linearno nezavisni jer je odgovaraju¢a matrica:

|3 2 ‘

Il
nesingularna; vektorska jednadzba:

ax - by =0

moguéa je samo ako su oba koeficijenta linearnog sastava a i b jednaka 0; u geo-
metrijskom prikazu vidimo da vektori nisu paralelni. Vektori u = {2,3} i v =
— {4, 6} su linearno zavisni jer je odgovaraju¢a matrica:

N2 4|
o
singularna; vektorska jednadzba:
au 4 bv =10
moguéa je npr. za vrijednosti koeficijenata linearnog sastava a = —2 i b =+ 13
u geometrijskom prikazu vidimo da su vektori paralelni.

Primjer. Osnovni jedini¢ni vektori i = {1,0,0}, j =1{0,1,0} i k ={0,0, 1}
trodimenzionalnog vektorskog prostora sastavljaju sistem triju linearno nezavisnih
vektora jer je odgovarajuca matrica:

1

lo i
Lo 0

nesingularna.
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Za sisteme linearno zavisnih vektora vrijede izreke:

Ako sistemu od 0 razlicivih linearno zavisnth vektora x', ..., x* dodamo jos
neki wektor, onda dobivamo opet sistem hnearno zavisnih wvekrora.

Dokaz. Kako su prvobitni vektori linearno zavisni, vazi jednadzba:
a, x' + ... fa,xF =0,

u kojoj medutim nisu svi koeficijenti linearnog sastava na lijevoj strani jednaki 0.
Uzmimo jednadzbu:
a, x!' + ... +ax"+0xt =0,

u kojoj smo dopisali jo§ dodani vektor x**1, i to s koeficijentom 0. Bududi da vazi
prijasnja jednadzba, to vazi i posljednja iako svi koeficijenti linearnog sastava nisu
jednaki 0. To znaci da vektori x', ... , X, x"*! sastavljaju sistem linearnog zavis-
nih vektora, $to je trebalo dokazati.

Zbog toga svaki sistem linearno zavisnih vektora ostaje linearno zavisan ako
mu dodamo koliko god vektora iste dimenzije.

Ako su od 0 razliciti vektori X', ..., x¥ linearno zavisni, moZemo barem jednog
od wjih izrazitl kao linearni sastav drugih.

Dokasz. Kako su vektori linearno zavisni, to vaZi jednadzba
ap Xt . e K . Fiext =0

a da u njoj nisu svi koeficijenti linearnog sastava na lijevoj strani jednaki 0. Uz-
mimo da koeficijent a; nije jednak 0; stoga vektor x!' moZemo izraziti kao linearni
sastav drugih vektora ovako:
a a
= Lyt Ty
4 4

U izrazu na desnoj strani nema Clana s vektorom x!, koji smo prenijeli na lijevu
stranu. Izreka je tako dokazana.

Ako barem jedan od vektora X', ... , X', Roji su razlifiti od 0, mofemo izraziti
kao linearni sastav drugih, onda wvektori sastavljaju sistem linearno zavisnih vektora.

Dokaz. Pretpostavimo da je mogude vektor X' izraziti kao linearni sastav
drugih vektora:
x = xt ...+ x°

U linearnom sastavu na desnoj strani nema vektora x!, a osim toga nisu svi koe-
ficijenti linearnog sastava jednaki 0. Ako u toj jednad’bi prenesemo sve lanove
na jednu stranu, dobivamo jednadzbu;:

B, x4 (DR e x =0

U toj jednadzbi nisu svi koeficijenti linearnog sastava na lijevoj strani jednaki 0;
a to znali da su vektori linearno zavisni, pa je time izreka dokazana.
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VjeZbe

1. Izrazi vektor z = 4,5 kao linearni sastav vektora x = {2,1} i y = {1,2}. PrikaZi vektore
geometrijski.
(z=x-+ 2%

2, Zadani su vektori x = {2,3}, vy = {4,1}, z = {4,6} i u = {8,2}. PrikaZi vektore geo-
metrijski. Odredi sve parove:

a) linearno zavisnih vektora,
x&z y&u)
b) linearno nezavisnih vektora.
x&y, x&u, y&z, z&u)

3. Izrazi vektor u = {16,23,18} kao linearni sastav vektora x = {1,2,3}, vy = {3.4,2} i
z {1,1,1}.
(u=3x + 4y + z)

4. lzrazi vektor {x = 0,1,37,20} kao linearni sastav vektora a = {0,0,0,2}, b = {3,5,6,1},
c={—2134}id={0,—34,1}

(x = a + 2b + 3¢ + 4d)

5. Odredi prvu komponentu vektora {x,—3,4,1} tako da s vektorima {0,0,0,2}, {3,5,6,1} i
{—2,1,3,4} sastavlja sistem linearno zavisnih vektora.

(x = —115/9)

3. Baza vektorskoga prostora

Uzmimo u vektorskom prostoru sistem n linearno zavisnih vektora:

Ovaj sistem neka ima osobinu da se svaki vektor vektorskog prostora moZe izraziti
kao linearni sastav tih vektora. Kako su vektori linearno zavisni, moguce je barem
jedan izraziti kao linearni sastav drugih vektora; uzmimo da smo vektore oznacili
tako da to vazi i za prvi. Za vektore vektorskog prostora vrijedi izreka:

Ako se neki vekitor y vektorskog prostora moge izraziti kao linearni sastav
vektora x', x2, ..., X" i ako se vektor X' moze izraziti kao linearni sastav vektora
x2, ..., X", onda se i vektor y mofe izraziti kao linearni sastav vektora x?, ..., X"

Dokaz. Zbog prvog uvjeta vektor y mozemo izraziti kao linearni sastav:
y=a,x!' +a,x*4 ... +a,x°
Zbog drugog uvjeta vektor x' moZemo izraziti kao linerani sastav:
x!=b,x?+ ... + b, x"
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Ako ovaj izraz za vektor X' uvrstimo u izraz za vektor y i taj izraz uredimo, ondz
za vektor y dobivamo linearni sastav:
y =(a;b; +a,) x, + ... + (a,b, + a,) x*
i izreka je dokazana.
U wvektorskom prostoru posli smo sistemom n linearno zavisnih vektora x'.

., X"; ovim vektorima mozemo linearno izraziti svaki drugi vektor vektorskog
prostora. Ako iz toga sistema vektora izostavimo neki vektor koji se moze linearnc
izraziti drugim vektorima, dobivamo nov sistem vektora koji ima jedan vektor
manje, a po prijadnjoj izreci moZe se i ovim vektorima linearno izraziti svaki vek-
tor vektorskoga prostora. Ako u novom sistemu ima jo$ neki vektor koji se moze
linearno izraziti drugima, izostavimo i njega. Takvo izostavljanje vektora nasta-
vljamo dotle dok na kraju dobivamo sistem vektora u kojem se nijedan vektor ne
moze vise linearno izraziti drugima; tako smo dobili sistem linearno nezavisnih
vektora sa sacuvanom osobinom da se njima moZe linearno izraziti svaki vektor
vektorskog prostora. Takav sistem vektora naziva se baza vektorskog prostora;
prema tome bazu vektorskog prostora definiramo ovako:

Vehtori X1, ..., x® sastavljaju bazu vebtorskog prostora ako su lincarno nezavism
i ako se svaki vektor vektorskoga prostora moge izraziti kao withov Lnearni sastav.

Primjer. U m-dimenzionalnom vektorskom prostoru sastavljaju bazu osnovni
jedini¢ni vektori el, ..., e™. Ovaj sistem vektora ima naime obje osobine koje se
traze od baze. Vektori su linearno nezavisni jer je odgovarajuc¢a matrica:

1 0 .. 0
0 1 .. 0
0 0 .. 1

nesingularna. Svaki vektor x = {x,...,X,} vektorskoga prostora mozemo je-
dini¢nim vektorima izraziti ovako:

x =x;e! | ...} x,em
Za baze vektorskoga prostora vrijede izreke:

Svaki vektor vektorskoga prostora moZe se samo na jedan nalin isvasit kao
linearni sastav bazicnih vekrora.

Dokaz. Uzmimo da je moguce da se neki vektor y na dva razlicita nacina izrazi
kao linearni sastav bazi¢nih vektora x!, ..., x™; po prvom nafinu ovako:

y=ax! 4 . +ax®
i po drugom nacinu ovako:
y =b;x! + ... +a,x™
Ako drugu jednad’bu odbijemo od prve, dobivamo jednadzbu:

(bl T u'])x:[l S e (bm - am) x" =0
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Kako su bazitni vektori linearno nezavisni, ova je jednadZba moguca samo ako
su svi koeficijenti linearnog sastava na lijevoj strani jednaki 0. Stoga vaze jednadzbe:

4 = by eyl = by
Postoji dakle samo jedan nacin izraZavanja, a to je i trebalo dokazati.

Ako su vektori y', ..., y° linearno nezavisni 1 jos nisu baza vektorskoga prostora,
onda ih mofemo nadopuniti jo§ drugim vektorima tako da svi zajedno sastavijaju
bazu wvektorskoga prostora.

Dokaz. Uzmimo neku bazu vektorskoga prostora koju sastavljaju vektori
x', ..., x™; ovi su vektori linearno nezavisni i njima se moZe linearno izraziti svaki
vektor vektorskoga prostora. Promatrajmo sistem vektora:

1 : 1
¥h oo ¥ X0, ., X0

Ovim je vektorima isto tako moguce linearno izraziti svaki vektor vektorskoga
prostora. Kako su vektori x', ..., x™ baza, to njima mozemo linearno izraziti i
svaki od vektora y!, ..., y". Stoga gore napisani sistem vektora sastavlja sistem
linearno zavisnih vektora. Budud¢i da su vektori y’',...,y" linearno nezavisni,
to po gore opisanom postupku izostavimo nekoliko vektora iz skupine x', ..., x®
da bismo dobili sistem linearno nezavisnih vektora. Prvobitni vektori y*, ..., ¥"
sa satuvanim vektorima iz skupine x!, ..., x™ sastavljaju bazu vektorskoga pro-
stora, pa je izreka tako dokazana.

Sve baze wvektorskoga prostora imaju jednak broj vektora.

Dokaz. Uzmimo u vektorskom prostoru dvije baze. Prva baza neka ima p
vektora:
at, a%, .. av%
ovi su vektori linearno nezavisni i njima mozemo linearno izraziti svaki vektor
vektorskoga prostora. Druga baza neka ima q vektora:

| R

i ovi su vektori linearno nezavisni i njima mozemo linearno izraziti svaki vektor
vektorskoga prostora. Treba dokazati jednakost p = q; to dokazemo tako da is-
Klju¢imo moguénost nejednadzbi p < q i p > q. Najprije dokazimo da ne moZe
vaziti jednadzba p < q. U tu svrhu prvu bazu dopunimo vektorom b', pa dobi-
vamo sistem vektora:

b, a', a?, ..., a"

Ovi su vektori linearno zavisni jer vektor b' moZzemo linearno izraziti vektorima
prve baze. Zbog toga je moguce barem jedan od vektora prve baze linearno izra-
ziti vektorom b! i preostalim vektorima prve baze. Pretpostavimo da je takav od-
mah prvi vektor a'; odgovaraju¢im oznacavanjem vektora mozemo to naime uvijek
posti¢i. Ako izostavimo vektor a', dobivamo novi sistem vektora:

b',a?%, ..., a"

Ovi su vektori nova baza vektorskoga prostora. Opisano nadomijestanje vektora
nastavljamo dotle dok u bazu privucemo sve vektore b, ..., b3 U posljednjoj
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bazi pored vektora b', ..., b% dobivamo mozda jo§ neke vektore iz skupine a',
..., a% To znali da ne moze vaziti nejednadzba p < q. Sli¢no se dokazuje i to
da nije moguca nejednadzba p > q; pri tom dokazivanju zamjenjujemo, slicno
kao i prije u pocetnoj bazi b', ..., b%, ove vektore vektorima prve baze.

Sve baze m-dimenzionalnog vektorskoga prostora imaju po m vektora.

Dokaz. Prema prijasnjoj izreci sve baze imaju isti broj vektora. Pri obradi
posljednjeg primjera vidjeli smo da m osnovnih jediniénih vektora sastavlja bazu
m-dimenzionalnog vektorskoga prostora. Zato svaka baza vektorskoga prostora
ima onoliko vektora kolike ima osnovnih jedini¢nih vektora, pa je tako izreka
dokazana.

Svaki sistem vektora m-dimenzionalnog vektorskog prostora koji ima wvise od m

vektora linearno je zavisan.

Dokaz. Kako svaka baza m-dimenzionalnog vektorskog prostora ima tocno
m vektora, to mozemo svaki drugi vektor vektorskoga prostora linearno izraziti
bazicnim vektorima. Medu vektorima vektorskoga prostora moze stoga biti najvise
po m linearno nezavisnih vektora, pa je izreka tako dokazana.

Vjezbe

I. Vektori a = {2,3} i b — {4,1} su baza dvodimenzionalnoga vektorskog prostora. Izrazi
osnovne jediniéne vektore kao njihov linearni sastav. Prika#i rezultate geometrijski.

. 1 3 2 1 )
(1_v-ﬁa+10b,1—sa Sb_

2. Vekrori a = {2,3} i b = {4,1] su baza dvodimenzionalnoga vektorskog prostora. Vektor
x njima se linearno izraZzava ovako: x = 2a + 3b. Zamijeni bazi¢ni vektor b vektorom ¢ — {3,1}
1 izrazi vektor x linearno vektorima nove baze. Prika#i rezultate geometrijski.

3 2
("ZI—%‘”‘?“)

3. Vektori x = {1.2,3}, ¥ = {3,4,2} i z = {1,1,1} su baza trodimenzionalnoga vektorskog

prostora. Vektor u izrazava se kao njihov linearni sastav ovako: u = 3x - 4y + 2. Zamijeni
u bazi vektor z vektorom v = {0,2,0} 1 izrazi vektor u vektorima nove baze,

(u__z_zx , 30 __3_v)
= ey g

4. U trodimenzionalnom vektorskom prostoru zadani su linearno nezavisni vektoria — {2,3,0}

i b = {5,1,0}. Vektorima dodaj jedan od osnovnih jediniénih vektora tako da sva tri vektora Sd=
stavljaju bazu vektorskoga prostora.

(a,b.k)

4. Skalarni produkt

Skalarni produkt dvaju vekiora m-dimenzionalnog vektorskog prostora:

. LI _ 1
X —={Xp.sxmp 1y = {y, s Yot

pisemo i definiramo ovako:

T - . _
x y _xl}'l—’_"' f XmYm

118



1z definicije slijede neposredno ove osobine skalarnog produkta:
xXTy=y"x
a(x"y) =(ax")y
x"(y+2) =xTy+x"z

Vektori x i y su po definiciji pravokutni ako je njihov skalarni produkt je-
dnak 0.

Primjer. Ako je vektorski prostor trodimenzionalan, onda moZemo vektore
prikazati pomocu strelica u trodimenzionalnom kartezijskom koordinatnom sistemu.
Skalarni produkt dvaju vektora:

a = {a;, a,, az} i b={b,, b,, baj}
jednak je:
aTb=bTa=a b, +a,b, +2a3bs

Duzinu vektora a moZemo izraziti skalarnim produktom ovako:
|a| =a=)(a?+a} +a}) =})(a"a)

Vektoru a paralelni jedini¢ni vektor a, dobivamo tako da vektor a dijelimo nje-
govom duzinom a; stoga je:

a, — ala

Za skalarni produkt dvaju vektora vrijedi izreka: Skalarni produkt dvaju vektora
jednak je produktu duZina obaju vektora i kosinusa kuta koji tvore ta dva vektora.
Stoga za vektore a i b vaZi obrazac:

a’b =ab cos 4,
u kojem je & kut koji tvore vektori a i b.

Dokaz. Najprije dokazemo pomo¢nu izreku: Skalarni produkt dvaju jedinic-
nih vektora jednak je kosinusu kuta koji tvore ta dva vektora. U tu svrhu uzmimo
dva jedini¢na vektora:

r! = {X;, Y1, 2} i ? = {Xy, Y2, Z2}s
koji imaju zajednicki pocetak u koordinatnom ishodistu 0 i krajeve u tocki A, (X,
Vs Zy) i u toki A, (x,, 25 Z,). Jedini¢ni vektori neka tvore kut 4. Za njihove du-
Zine vazi:
Moy A =it =3+ =1
Uzmimo vektor d, koji ima pocetak u tocki A, i kraj u toCki A,.
d=1{x; — X, ¥2 — Yo 22 — Z1}

Za njegovu duZinu vazi obrazac:

d? = (x, —x)* +(y2 — Yl e — z,)?
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Tocke 0, Ay i A, su uglovi trokuta s kutom 4 na vrhu 0 i sa stranicama dugim r',
r* i d. Po kosinusovom poucku dobivamo:
d? =(@)% + (3% —r'r?cos &

Ako u tu jednadzbu uvrstimo izraze za d, r' i r? i ako uzmz=m> u obzir da je du-
Zina obaju jediniCnih vektora jednaka 1, onda nakon uredenja dobivamo jednadzbu:

€08 6 =Xy X; + ¥; Yo + 212, = (£")Tr?
i tako je pomocna izreka dokazana. Sada vektorima a i b priredimo odgovarajuce
jedini¢ne vektore:
a, =afaib, =b/b

Prema pomoénoj izreci za njih vazi obrazac:

(ag)T by = cos §
a iz toga dobivamo obrazac:

a’b = ab cos §,
koji je trebalo dokazati.

Ako su vektori a i b pravokutni, onda je 8 = 90° i cos 8 = 0, njihov je skalarni
produkt stoga jednak 0.

Ravnina. Uzmimo u m-dimenzionalnom vektorskom prostoru konstantni
vektor a = {a,, ... , a,}, promjenljivi vektor x = {x,, ..., Xt 1 realnu konstantu
¢. Skup vektora ili toéaka x koje odgovaraju jednadbi:

aTx =c

nazivamo ravninom, a samu jednad’bu jednadzbom te ravnine.

Ako je vektorski prostor dvodimenzionalan, onda je ta ravnina zaprayo pra-
vac koji ima jednadzbu:

X, +ax =c¢

Ako je vektorski prostor trodimenzionalan, onda se tu radi o ravnini Ju prvobit-
nom znacenju rijeti; ta ravnina ima jednadibu:

4, X; +a,x, +azxy =c

Ako vektorski prostor ima vi$e od tri dimenzije, onda takvu ravninu vige ne mo-
zemo zorno predstaviti; ravnine u takvim prostorima zovu se hiperravnine.

Ravnina s jednadZbom:
a"x=c

dijeli vektorski prostor u dva poluprostora. U prvi poluprostor spadaju vektori
ili tocke koje zadovoljavaju nejednadZbu:

aTx ~ ¢
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dok u drugi poluprostor spadaju vektori ili tocke koje odgovaraju nejednadzbi:
a’Tx <c
Ravnina razgraniuje oba poluprostora.

Primjer. Na ravnini s kartezijskim koordinatnim sistemom x 0y je, kao §to
vidimo na slici 14, pravac p prikazan jednadZbom:

x+2y=4

Pravac dijeli ¢itavu ravninu na dvije poluravnine. U prvu poluravninu spadaju
totke kojih koordinate odgovaraju nejednadzbi:

X+ 2y >4

Ovoj nejednadzbi odgovaraju sve one tocke koje leze na onoj strani pravca koja je
suprotna koordinatnom ishodi$tu. U drugu poluravninu spadaju tocke koje odgo-
varaju nejednadzbi:

x+2y<4

Ovoj nejednadzbi odgovaraju sve one tocke koje leze na istoj strani pravca kao i ko-
ordinatno ishodiste.

LAY

Vjezbe

1. Prika?i u dvodimenzionalnom kartezijskom koordinatnom sistemu jednadzbe i nejed-
nadzbe:

a) x4+ 3y=6

D) Ix+4y=0

) 2x—3y=6
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2. Prikazi u trodimenzionalnom Kartezijskom koordinatnom sistemu jednadzbe i ne-
jednadzbe;

a) I+ 3y + 423 12
b) 2x 4 3y +dzZ 0

3. Izratunaj kut koji tvore vektori {1,1,—4} i {1,—2,2}

(135"
4. Odredi drugu komponentu vektora {3,y,7} tako da bude pravokutan na vektoru {9,15,211.
(y = —174/1%5)

5. U Cetvorodimenzionalnom prostoru zadane su totke a — {2,2,—1L1}, b= {4,3,—1.2%,

€ =185—34} i d={33,—22}, Odredi totku X = {x,y,z,u} koja lezi na hiperravninama
s jednadibama: a™x = 4, b™ — 6, ¢T™x = 12 i d'x = 6,

{.Ix = {1,1,- IJ_I.:‘J

6. Odredi vektoru {3,2,5,6,x} posljednju komponentu tako da je pravokuta na vektor:

12,2~ 1,4,3,1}.
(x = —42)

3. Linearne transformacije

Neka x = {x;,...,x,} bude vektor n~-dimenzionalnog vektorskog prostora
Vix), a ¥y =1{y ...,vy,} vektor m-dimenzionalnog vektorskog prostora V (y).
Linearna transformacija:

¥m = 8m Xp + oo T ApnXp

transformira ili preslika vektor x u vektor y. Nakon uvodenja transformacijske
matrice;
i

LE: ORI .

A=

Any .o amn;

napiSemo linearnu transformaciju u matri¢cnom obliku ovako:
y=L(x) = Ax

Linearna transformacija prireduje svakom vektoru x vektorskog prostora V (x)
neki vektor y vektorskog prostora V (y). U vezi s takvim preslikanjem vektor x
zove se original, a vektor y njegova slika. Pogledajmo nekoliko osobina linearne
transformacije.

Nul-vektor 0 = {0, ..., 0} vektorskog prostora V (x) preslika se u nul-vek-
tor vektorskog prostora V (y), stoga je:

L0 —0

Dokaz. Ako u linearnu transformaciju uvrstimo x = 0, dobivamo y= A0 =0,



Osnovne jediniéne vektore €', ..., e vektorskog prostora V (x) linearna trans-
formacija preslikava u uzastopne stupce transformacijske matrice A.

Dokaz. Uzmimo i-ti osnovni jedini¢ni vektor e! ={0,...,1,...,0}; kao
njegovu sliku dobivamo:

L (e') = Ae' = (a5, ..., Ami}
Linearna transformacija ima ove osobine aditivnosti:
a) Ako je c proizvoljan realan broj, onda vazi jednadzba:
L (cx) = cL (x)

To znadi: ako original pomnozimo nekim brojem, onda se njegova slika pomnoZi
istim brojem.

Dokaz. 1z linearne transformacije u matri¢cnom obliku dobivamo:
L (cx) = A (cx) = c (Ax) = cL (x)
b) Za sumu dvaju vektora x' i x* vazi obrazac:
L (x' + x?) =L (x!) 4+ L(x?
To znadi: ako zbrojimo dva originala, onda se zbroje i njihove slike.
Dokaz. 1z linearne transformacije u matricnom obliku dobivamo:

L (x! + x?) = A(x! + x?) = Ax'! + Ax? =L (x') + L (x?)

¢) Ako su x1, ... , x* vektori vektorskog prostora V (x)i ¢, ... , ¢ proizvoljni
realni brojevi, onda vazi obrazac:
Lc; x* 4 ... + & xt) = ¢; Li(x!) + ... +cL(xY

To znadi: svaki linearni sastav originala preslika se u linearni sastav njihovih slika,
i to s istim koeficijentima linearnog sastava.

Dokaz. 1z prijasnjih dviju izreka dobivamo:

L x*+ ... +x) =L(c;x) + ... + L{gx¥) =¢; L@ + ... + ¢ L{x"

Produkt linearnih transformacija. Neka X = {X,, ..., X,} bude vektor n-di-
menzionalnog vektorskog prostora V (x), ¥ = {y;, ..-» Ym! neka bude vektor m-
-dimenzionalnog vektorskog prostora V(y) i z = {z;, ...,2,} neka bude vektor

p-dimenzionalnog vektorskog prostora V (z). Linearna transformacija:
y = Ax
preslika vektore prostora V(x) u vektore prostora V(y) i linearna transformacija:
z = By
preslika vektore prostora V (y) u vektore prostora V (z). Stoga je
z=(BA)x
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linearna transformacija koja neposredno preslika vektore prostora V (x) u vektore
prostora V(z). Kako je transformacijska matrica te linearne transformacije jed-
naka produktu transformecijskih matrica B 1 A, to se ova linearna transformaciia
zove produkt prvih dviju linearnih transformacija. Produkt linearnih transforma-
cija moze se uopciti na produkte proizvolinog broja linearnih transformacija.

Vijezbe

I. Lincarna transformacija s transformacijskom matricom:
23

1 4]

preslika ravninu s kartezijskim koordinatnim sistemom x,0x, u ravninu s kartezijskim koordinatnim
sistemom v,0y,. Odredi slike toCaka:

a) {1,0} ({2.1})
b} {0,1} ({341
¢) {0,0} (10,01
d) {1.1} (15,51
e) {—1,0} ({—=2,—1}H
£) {3.2) ({12,111

2, Linerna transformacija s transformacijskom matricom:
2 3 4 l‘
1 2 1]

preslika trodimenzionalni prostor s kartezijskim koordinatama x,, x,, X5 u ravninu s kartezijskim
koordinatnim sistemom v,;0y,. Odredi slike toaka:

a) {0,0,0} ({0,0)
B {1,0,0} (2,19
c) {0,1,0} (13,2
d; {0,0,1} (4,1
e) {L1,1} (19.4))
f) {2,1,3} (19,71

3. Totke petorodimenzionalnog prostora preslikaju se u tolke trodimenzionalnog pre-
stora s linearnom transformacijom kojoj odgovara transformacijska matrica:

a2 1 3 2 [

H 4 2 1 3 5 .||

Hr 3 2z 3 3
Qdredi slike totaka:

a) {1.0,0,0,0} ({2.4.1})
b) 10,0,1,0,0} ({3.1,2))
c) 10,0,0,0,1} ({1.5:3))
dj {1,1,1,1,1} ({9,15,12})

4. Vektorski prostor V (x) transformira se u vektorski prostor V (y) s transformacijskor
matricom:
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a vektorski prostor V (y) transformira se u vektorski prostor V (z) s transformacijskom ma-
tricom:
| 3 4 ||
1 3
2 1

Odredi u vektorskom prostoru V (z) slike slijedecih tofaka vektorskog prostora V (x):

a) {10} ({10,5,59
b) {01} (115,10,5)
c) {00} (10,0,01)
d) {L,1} ({25.15,100)
e {I,—1} ({—5,—5,0p)

5. Od sirovina S, i S, izradujemo meduprodukte F,, F, i F; a nakon toga od tih medu-
produkata konagne produkte P, i P. Potrodnju sirovina u proizvodnji meduprodukata odreduje
matrica:

o IR

1 3

Potro$nju meduprodukata u proizvodnji konaénih proizvoda odreduje matrica:

1§ 2
o
e

a) Izrazi linearnom transformacijom potro$nju sirovina x = {xXz} u proizvodnji medu-
produkata ¥ = {y;¥2:¥3}.

(x = Ay)
b) Izrazi linearnom transformacijom potrodnju meduprodukata u proizvodnji konacnih
proizvoda z = {z,Za}.

(y=Cz

¢) Odredi transformacijsku matricu linearne transformacije koja odreduje potrofnju siro-
vina u proizvodnji finalnih produkata.

|
(AC= |37 52 ‘)

129 29|

d) Izratunaj koliko se sirovina potro$i u proizvodnji 2 jedinice proizvoda P, i 3 jedinice
proizvoda P;.
(1230,145})
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VII. KONVEKSNI SKUPOVI

1. Konveksni linearni sastavi tolaka

Uzmimo, kao §to vidimo na sl. 15, dva vektora ili dvije tocke x' i x? vektorskog
prostora proizvoljne dimenzije. Odredimo skup svih tofaka x koje leze na pravcu
kroz te dvije totke. Diferencija x* — x! je vektor ¢iji pocetak lezi u tocki x* a kraj
u tocki x2; ovaj vektor lezi na pravcu kroz zadane tocke. Proizvoljnu totku x toga
pravca dobivamo tako da vektoru x! pribrojimo vektor x*> — x' pomnoZen proiz-
voljnim realnim brojem p; stoga je:

x =x'+px?—x"

2

x = (1 —p)x' -+ px
proizvoljna totka pravca kroz tocke x! i x2. Tocka x je linearni sastav totaka x'
i x2 u kojem je p proizvoljan realan broj. Ako je p =0, onda je x — x'; ako je
p =1, onda je x = x?; ako je 0 < p < 1, onda tocka x leZi na spojnici toaka x!
i x2; ako je p < 0, onda tocka x lezi na produZetku te spojnice preko totke x';
ako je pak p > 1, onda totka x leZi na produzetku spojnicepreko totke x*.

Posebno nas zanima mogucénost kad broj p zadovoljava nejednadzbe:

0<psl

SL. 15. Pravac kroz dvije tofke
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U tom primjeru totka x leZi na spojnici totaka x* i x2, Takav se linearni sastav:

x=(1—p)xt +px?

naziva konveksni linearni sastav ili konveksna linearna kombinacija dviju tocaka.
Iz definicije i geometrijskog prikaza konveksnog linearnog sastava dviju tocaka
slijedi izreka:

Svaka tocka koja je konveksni linearni sastav dviju tocaka lezi na spojnici tih
dviju tocaka i obrnuto, svaku tocku na spojnici dviju to¢aka mozemo izraziti keo
konveksni linearni sastav tih dviju tocaka,

Primjer: Uzmimo, keo Sto vidimo na sl. 16, u ravnini s kartezijskim koordinaz-
nim sistemom x0y dvije tocke a' = {x,, y,} i a%? = {x,, y,}. Na spojnici tih dviju
tocaka izaberimo proizvolinu tocku a = {x, y} koja dijeli spojnicu u razmijeru p :
: (1 — p). Tocka a pada u tocku a! ako je p =0, a u tocku a? ako je p = 1; stoga
raspravljamo samo mogucnost da varijabla p odgovara nejednadzbama:

0O<p<l

0 7 X X

Sl 16. Razdioba spojnice dviju tocaka

1z sli¢nih trokuta a'ba i a'ca? dobivamo za apscisu x tocke a:
(x— %) : (X —%) =p:1

x =(1—p)x; + pX,
i za ordinatu y tocke a:

=y :02—y)=p:1l
y=0=p)y: +py;
Stoga je tocka a konveksni linearni sastav to¢aka a' i a’:
a=(l—p)a'+ pa?
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Definiciju konveksnog linearnog sastava dviju totaka mozemo uopéiti na ma
koji veéi broj totaka. Uzmimo u vektorskom prostoru n tocCaka:

n

"L,
i isto toliko realnih wvarijabla:

Pis -5 Pa
Ove varijable odgovaraju nejednadzbama:

0=p; =1 (= 1yuuyi)

i jednadzbi:
Pit ... tPa=1
Tzraz:

Prk? e P xt

zove se konveksni limearni sastav tolaka x', ..., x"

Konveksni skupovi tocaka. Skup totaka vektorskog prostora je konveksan
kada ima slijedecu osobinu: ako su x' i x* proizvoljne tocke skupa, onda je i
svaki konveksni linearni sastav:

px! 4 (1 — p)x2 (0p=1)

tocka toga skupa. Ovu osobinu mozemo zornije prikazati geometrijski ovako: ako
su x! i x? proizvoljne tocke skupa, onda u skup spada i svaka totka spojnice tih
dviju tocaka.

Trokut, pravokutnik, kocka, pravilna prizma, pravilna piramida, valjak, sto-
zac, kugla itd. primjeri su konveksnih skupova to¢aka. Tocke unutar i na rubu
ostroga kuta ili ugla nekoga tijela sastavljaju konveksne skupove. Na sl. 17. vidimo
nacrtano Cetiri primjera konveksnih skupova to¢aka u ravnini.

iy

a b [os d

Si. 17. Konuveksni skupovi

= _
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Skup tocaka u unutra$njosti i na rubu izbocenoga kuta nije konveksan, niti
su konveksni skupovi tocaka kolobara, svitka itd. Na sl. 18. vidimo nacrtana ce-
tiri primjera nekonveksnih skupova tocaka u ravnini.

a b ¢ d

S1. 18. Nekonveksni skupouvi

Skupovi tocaka su ograniCeni i neograniceni. Tocke valjka sastavljaju ogre-
niceni skup, a tocke koje ograniCuje neogranicena cilindritna ploha sastavljaju
neograniceni skup. Skupovi a i ¢ na sl. 17. i 18. su ograniceni, dok su skupovi b i e
neograniceni.

‘Tocke konveksnog skupa dijelimo u dva tipa. Prvom tipu pripada svaka tocka
koju mozemo izraziti kao konveksni linearni sastav barem dviju drugih to¢aka skupa
ili svaka tocka koja lezi na spojnici barem dviju drugih to¢aka skupa. Takvu tocku
nazivamo mneekscrenmom rockom.

Drugom tipu pripada svaka tocka koja se ne moze izraziti kao konveksni linearni
sastav nijednog para tocaka skupa ili koja ne leZi ni na jednoj spojnici nekih dviju
tocaka skupa. Takvu tocku zovemo ekstremmom tofkom konveksnog skupa.

Primyeri. Konveksni skup na sl. 17a. ima pet ekstremnih tocaka, i to sve uglove
peterokuta. Neograni¢eni konveksni skup na sl. 17b. ima tri ekstremne tocke, i
to sva tri ugla. OgraniCeni konveksni skup na sl. 17c. ima beskona¢no mnogo
ckstremnih tocaka, i to sve tocke kruZnice; sve totke u unutra$njosti kruga su
neckstremne. Neograniteni konveksni skup na sl. 17d. ima beskonac¢no mnogo
ckstremnih tocaka, i to sve toke na luku kruznice; sve druge tocke skupa su ne-
ckstremne.

Za konveksne skupove vrijedi izreka:

Svaki konveksni linearni sastav proizvoljnog broja tocaka kowveksnog skupa
pripada rom skupu.

Dokaz. Valjanost izreke za konveksne linearne sastave dviju totaka slijedi
neposredno iz definicije konveksnog skupa. Izreku dokazemo najprije za konvek-
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sne linearne sastave triju toc¢aka. Uzmimo konveksni linearni sastav triju tocaka
1 2 3 3.
£, ®* G ¥

x =p, x' L p,x* -+ pyx?
Za koeficijente p,, p, i p; konveksnog linearnog sastava vaze nejednadzbe:
0<p, s,,0=2p,S,0=ps=s1l
i jednadzba:
Pi +p2+ps=1
Ako je p; + p, =0, je ps =1 i totka x = x* je konveksni linearni sastav svih

triju tocaka. Ako je p, - p, # 0 uzmemo dva nova koeficijenta:

P . P2
q e 1 q f— e et ——
: P17 P2 ! Pi1 + P2
Zbog prijasnjeg i ova dva koeficijenta odgovaraju nejednadzbama:
Dsqpsly =g, =1
i jednadzbi:
q; +q; =1
Stoga koeficijenti q, i q, mogu biti koeficijenti konveksnog linearnog sastava dviju
to¢aka. Prvobitni konveksni linearni sastav triju tocaka napiSemo u obliku:
Pi

x = (p; + ps
o P2) Pi + P2

o 5 x'— 1
—+ (p, P)p] | = PaX

x = (p; + p2) (@ x' = qp x?) 4 Pa x°

Izraz u drugm zagradi je konveksni linearni sastav dviju tocaka x' i x* konveksnog
skupa, pa je stoga i clan toga skupa; oznacimo ga sa x*, te dobivamo:

x = (p; + p2) x* 4+ pax®

Tocka x opet je konveksni linearni sastav dviju tocaka x* i x* konveksnog skupa,
pa je stoga i ¢lan toga skupa. Tako je izreka dokazana za tri tocke. Za veci broj
tocaka dokaz je slican i rije¢ je samo o ponavljanju opisanog dokaznog postupka.
Za Cetiri tocke npr. prevedemo konveksni linearni sastav:

x = p,x' + p,x* + psx® 4 pax*
nakon uvodenja novih koeficijenata:

Py . P2
—— - ——— 1 - —_— ————
T i e

u konveksni linearni sastav triju tocaka:
x = (p, + p2)(q, x' + q,x?) + pyx* + p*x*

Ovaj konveksni linearni sastav triju tocaka skupa je prema onom $to je prije ka-
zano takoder tocka toga skupa.
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Vjezbe

1. PrikaZi geometrijski konveksne skupove koji imaju ekstremne tocke:
ay A (1,23 B(3,5)

b1 A (L1, B{4,2), C56), D2,7)

o A (1,223 B(3,5.4)

dy ACLLDL B (3.0,00, C0,4,00. D (00,5}

2. Prikazi geomerrijski konveksne skupove tofaka kojih koordinate odgovaraju nejednadzba-
nid.

4z = 12

3, Izrazi totku x = {2.4,64.4) kan konveksni lincarni sastav toCaka a = {1.2,3,2,2} i
b = (3,6.9,6,6)

2. Konveksni poliedar

Uzmimo u vektorskom prostoru proizvoljan konaéni broj tocaka:

Xy X2

sve moguce konveksne linearne sastave tih tocaka:

pi x4+ ... 4+ p, x°

Kako su ti linearni sastavi konveksni, to koeficijenti p,, ..., p, odgovaraju nejedna-
dzbama:
D=p =1 EEE I

1 jednadzbi:

Pr+ e TP =1

Svi ti linearni sastavi prema prija$njem izlaganju sastavljaju konveksni skup tocaka,
Buduci da smo u linearnim sastavima uzeli samo kona¢ni broj to¢aka, nazivamo
1aj skup konwekini poliedar. T'ocke toga konveksnog poliedra su prema tome svi
konveksni linearni sastavi konacnog broja tocaka x', ..., x"; ove tocke same su
dakako isto tocke poliedra. Medu navedenim tockama nalazi se moZda neka koja
se moze izraziti kao konveksni linearni sastav drugih. Pretpostavimo da je ve¢ x
takva toCka. Za nju vrijedi izreka:

Ako je tocka x konveksnog poliedra kenveksni Iinearni sastav tocaka x', x*, ..

x" i ako je tofka x' konveksni linearni sastav rofaka X2, ..., X", onda je totka %
takoder konveksni limeani sastav rofaka x%, ..., x",

1

Dokas. Zbog prvog uvjeta tocka x konveksni je lincarni sastay tocaka x',
x*, ..., X", pa za nju vaZi jednadzba:

x =py &'+ p;x* 4 oo+ P x"
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U toj jednadzbi koeficijenti linearnog sastava odgovaraju nejednadzbama:

i jednadzbi:
prtpat o FP=1

n

Zbog drugog uvijeta tocka x' konveksni je linearni sastav toaka x?, ..., X", pa
za nju vazi jednadzba:
xl=q,x*+ .. + q,x"

U ovoj jednadzbi koeficijenti linearnog sastava zadovoljavaju nejednadzbe:

0<sq <l (=2 ...0
i jednadzbu:
Q2+ o+ Qo =1
Ako izraz za x' uvrstimo u izraz za x, dobivamo:
x =Py (@ X% + oo F QX" + Ppx® + 0+ Pa X
x=(p;q: - pa)x? + ...+ (P1Qa T+ Pa) X"

Ovaj je izraz konveksni linearni sastav tocaka x°, ..., X" jer koeficijenti linearnog
sastava odgovaraju nejednadzbama:

0O=spq+p sl G=2..,n)
i jednadzbi
(Prd; + )+ o+ PG +P) =P (@2 + - +Q)+ P2+ o + P =
=p; +Pst+ . +pa=1
Tako je izreka dokazana.
Pomocéu sistema tocaka x!', x?, ....x" definiramo konveksni poliedar kao

skup svih konveksnih linearnih sastava tih to¢aka. Ako iz sistema tocaka izostavimo
jednu tocku, npr. tofku x' koja je konveksni linearni sastav to¢aka X2 i X5 Hi1E
smo smanjili bogatstvo tocaka poliedra jer svaku njegovu totku koju dobivamo
kao konveksni linearni sastav tocaka x', x°, ..., x", dobivamo prema prijasnjoj
izreci isto kao konveksni linearni sastav tocaka x?, ..., x". Stoga iz prvobitnog
sistema tocaka mozemo izostaviti sve one tocke koje su konveksni linearni sastavi
preostalih tocaka; izostavljanjem takvih tocaka ne mijenja se prvobitno defini-
rani konveksni poliedar. Posto se izostave sve takve suvisne tocke, u sistemu ostaju
samo jo§ ekstremne tocke konveksnog poliedra. Pomocu ekstremnih tocaka mo-
Zemo izraziti sve druge tocke poliedra kao konveksne linearne sastave tih ekstrem-
nih tolaka. Iz toga slijedi izreka:

Ako su x', ..., X" ckstremne tolke konveksnog poliedra, sve njegove rocke moZemo
izraziti kao komveksne linearne sastave tih tocaka.
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1z toga slijedi jo§ i druga definicija konveksnog poliedra:

Konwveksni poliedar je ograniéen konveksnt skup tocaka s konacmuim brojem ekstrem-
nih tocaka.

Za konveksni poliedar sa zadanim ckstremnim tockama kazemo da je naper
na te ekstremne tocke.

Primjeri konveksnih poliedara jesu: pravac napet na obje krajnje tocke; tro-
kur napet na sva tri ugla; kvadar napet na svih osam uglova itd.

Primger. Svaku tocku trokuta napetog na ekstremne tocke a, b 1 ¢ mozemo
izraziti kao konveksni linearni sastav njegovih ekstremnih tocaka. U tu svrhu
uzmimo u trokutu na sl. 19. proizvoljnu tocku x pa je izrazimo kao konveksni li-
nearni sastav tocaka a, b i c.

St 19. Trokut kao konveksni poliedar

Kroz tocke a i x polozimo pravac; on sijee stranicu $to lezi nasuprot tocki a, u
tocki y. T'ocka y lezi na spojnici tocaka b 1 ¢, pa je stoga konveksni linearni sastav
tih dviju tocaka:
y=({(—qgb—+qc
gdje je 0 £ q = |. Tocka xlezi na spojnici tocaka a i y, pa je stoga konveksni
linearni sastav tih dviju tocaka:
x=(1—p)a | py,
gdje je 0 £ p £ |. Ako izraz za y uvrstimo u izraz x, dobivamo:
x=(—pla+p(l—qb+qc)
x=(l—pla+p(l —q)b+pgc
Ovaj je izraz konveksni linearni sastav tocaka a, b i ¢ jer koeficijenti linearnog sa-
stava odgovaraju nejednadzbama:
O0sl—p=1, 0=sp(l-—g) =1, 0=pg=1
1 jednadzbi:

(Il =p)+p(l —q)+pq
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Za razli¢ite vrijednosti varijabla p i q razlikujemo slijedece znacajne mogucnosti
za tocku x:

ako je p =0&q =0, onda je x = a,

ako je p =0&q =1, onda je x = a,

ako je p =1&q =0, onda je x = b,

ako je p=1&q =1, onda je x =¢,

ako je p =0, onda je x = a,

ako je p = 1, onda x leZi na stranici nasuprot a,

ako je g = 1, onda x leZi na stranici nasuprot b,

ako je ¢ = 0, onda x lezi na stranici nasuprot ¢ i

ako je 0 < p < 1 &0 < q < 1, onda je x unutra$nja tocka trokuta.

Viezbe
1. Izrazi vektor x = {7,9} kao konveksni linearni sastav vektora a = {4,6} i b = {8,10],
Prika?i vektore i rjefavanje geometrijski.

13

2. Izrazi vektor x = {5,6} kao konveksni linearni sastav vektora a = {2,4}, b = {6,9; 1
¢ = {12,6}. Prikazi vektore i nalin rjefavanja geometrijski.

1 1 1
(x--?a -‘_--‘3—b +'6'—C)

3. Konveksni poliedar skup je svih konveksnih linearnih sastava tofaka a = {2,3,4}, b =
(56,81, ¢ — {2,3,8! i d = {3,4,22/3}. Tocka d je konveksni linearni sastav prvih triju tofaka.
Izrazi tocku:

1 2 3
= .-_.._h_:_
X 7a1 - ?c—I—

kao konveksni linearni sastav tofaka a, b i c.

4. Totka x je konveksni linearni sastav tolaka
a= {234}, b=1{568), c = {2,3,8) i d = {3,4,22/3}.

Prva tri koeficijenta konveksnog linearnog sastava su 1/8, 1/4 1 3/8. Tocka d je konveksni linearni
sastav prvih triju tofaka. Izrazi totku x kao konveksni linearni sastav toaka a, b i c.

5. Konveksni poliedar ima ekstremne totke a = {2,3,4}, b = {5,6,8} i ¢ = {2,3,8}. Tocka
d = {3,4,22/3} njegova je neekstremna tofka. Totka x je konveksni linearni sastav tih Cetiriju
tocaka:
2 3 1 1

= R - — i s
x 5a.|0b+5c,10d

Izrazi totku x kao konveksni linearni sastav tofaka a, b i ¢
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3. Poliedarski stozac

Zraka. Uzmimo u vektorskom prostoru vektor ili to¢ku x i realnu varijablu
p. koja moze zauzeti sve pozitivne vrijednosti pa i vrijednost 0. Skup tocaka:

5.8

koji dobivamo za sve vrijednosti varijable p, nazivamo zrakom kroz tocku x. Ako
je vektorski prostor dvo- ili trodimenzionalan, zraku moZemo prikazati polutra-
kom koja ima pocetak u ishodistu koordinatnog sistema i koja prolazi kroz tocku
x. Kako vidimo na sl. 20, zraka izvire u tocki 0 i prolazi kroz tocku x. Ako je p

- 0, onda je odgovarajuca tocka zrake identi¢na tocki 0; ako je p = 1, onda j:
tocka zrake identicna tocki x; ako je 0 < p < I, onda tocka zrake lezi izmedu
tocaka 0 1 x; ako je pak p = . onda tocka zrake lezi izvan toCaka spojnice 0 1 x.

o<p<7t

St 20, Zraka

Koneeksni stogac je konveksni skup toCaka vektorskog prostora koji ima sli-
jedecu osobinu: ako je tocka x ¢lan skupa, onda skupu pripadaju i sve tocke nu
zraci kroz tocku x. Svakom konveksnom skupu to¢aka odgovara konveksni stozac
u kojem leZe sve zrake §to prolaze kroz tocke toga konveksnog skupa. Ako je vektor-
ski prostor dvo- ili trodimenzionalan, onda konveksni stozac mozemo prikazat:
kutom ili stoscem s vrhom u ishodi$tu koordinatnog sistema.

Slika 2la. prikazuje ravninski konveksni stozac koji odgovara konveksnom
skupu, i to spojnici tocaka a i b. Slika 21b. prikazuje u trodimenzionalnom pro-
storu konveksni stozac koji odgovara konveksnom skupu, i to trokutu s uglovima
a, b ic. Slika 2lc¢. prikazuje u trodimenzionalnom prostoru konveksni stozac koii
odgovara konveksnom poligonu s uglovima a, b, ¢, d, e i f.

Svakom konveksnom poliedru odgovara konveksni stozac u kojem lese sve
zrake 5to prolaze kroz tocke konveksnog poliedra; takav se poliedarski stozac na-
ziva komveksni poliedarski stofac. Sva su tri stoica na sl. 21, konveksni poliedarsk
Stoscl.
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SI. 21. Poliedarski stofci

Uzmimo konveksni poliedarski stozac S, koji je odreden konveksnim poliedrom
K; konveksni poliedar ima ekstemne toCke:
> SN
Svaku tocku x¥ konveksnog poliedra mozemo izraziti kao konveksni linearni sa-
stav njegovih ekstremnih toCaka:
X =p, x' +..+px

Kako je ovaj linearni sastav konveksan, to njegovi koeficijenti zadovoljavaju ne-
jednadzbe:
0

1A

plfl (1_—]\>rj
i jednadzbu:
Pyt ot pr=1

Svaka tocka x° zrake px¥ je tocka poliedarskog stodca S; pri tom je p = 0. Izra-
zimo tocku x® kao linearni sastav ekstremnih tocaka poliedra:

x¥=px* =ppyx! + ... + PP X

Koeficijenti ovog linearnog sastava su pozitivni ili najvise jednaki 0. Iz toga slijedi
izreka:

Svaka tocka koja je nenegativni linearni sastav ekstremnih toéaka konveksnog
poliedra jest totka odgovarajuceg konveksnog poliedarskog stoica.

Dokazimo jo$ izreku: Svaka tofka konveksnog poliedarskog stosca lesi na zract
kroz meku rocku odgovarajuceg komveksnog poliedra.

Doka=. Svaku todku x* konveksnog poliedarskog sto§ca mozemo prema pri-
jadnjoj izreci izraziti kao nenegativni linearni sastav ekstremnih toc¢aka konveksnog
poliedra:

x> =bx!+ ... +b X
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Roeficijenti ovog linearnog sastava zadovoljavaju nejednadzbe:
20 f=lw,1

ako napisemo:
b=b; + ... +b

mozemo linearni sastav za toCku x5 pretvoriti u oblik:

g _ by, be .
X% = la(T)ux ——...—?-x)

lzraz u zagradi konveksni je linearni sastav ekstremnih to¢aka konveksnog polie-
dra jer koeficijenti linearnog sastava zadovoljavaju nejednadzbe:

=

1A

A
=

l
e

1jer je suma svih koeficijenata jednaka 1. Stoga je izraz u zagradi tocka konveksnog
poliedra; tocka x* lezi na zraci kroz tu tocku, pa je izreka tako dokazana.

Primyer. U cetverodimenzionalnom vektorskom prostoru s kartezijskim ko-
ordinatama X, x,. X5 i x, konveksni je poliedar napet na osnovne jedinicne vek-
tore ey e, e® i e*. Konveksni poliedar lezi na hiperravnini s jednadzbom:

Xy +x+x3+x,=1

Odredimo tocku x u kojoj konveksni poliedar probode zraka kroz tocku b — {2,
I, 2. 3}, Tocku b izrazimo najprije kao pozitivni linearni sastav osnovnih jediniénih
vekrora:

b = 2e! 4 e? 4 2e? 4 et
Ovaj linearni sastav podijelimo sumom koeficijenata 8, pa dobivamo:

4

N 3

3
— e +- —e'+ — e
8 8 8
Viezbe

I. Odredi u konveksnom poliedru napetom na toékama {1,2} i {2,1} to¢ku x koja leZi na zraci
kroz tocku (2,21, Prikazi vjeZbu geometrijski.
(= ={3/2, 32}
2. Odredi sjeciSte P dufire s krajevima A (1,0} i B(0,1) i zruke kroz tocku C(2.3).
(P (2/5,3/5))

~

3. Odredi u konveksnom poliedru napetom na osnovnim jediniénim vektorima trodimenzio-
nalnog prostora tocku x koja l2zi na zraci kroz totku a — 12,3.2}.

x = {2/7,3/7.2/79

4. Odredi u peteradimenzionalnom vektorskom prostoru todku x u kojoj zraka kroz tocku
11,3:.2.1.2} probode konveksni poliedar $to je napet na svih pet osnovnih jediniénih vektora,

(x = (1/9,319,2/9,1/9,2/9})
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4. Linearne transformacije konveksnih skupova

Uzmimo linearnu transformaciju u prosirenom obliku:

Ym = dmy Xy + +amnxn

ili u matricnom obliku:
y = L(x) = Ax

Ova transformacija preslikava n-dimenzionalni vektorski prostor V(x) u m-di-
menzionalni vektorski prostor V(y) i svaki skup prostora V(x) u njegovu sliku u
prostoru V(y). Uzmimo dalje da je dimenzija prostora V(y) manja od dimenzije
prostora V(x) i da vazi nejednadzba m < n. Zbog toga se vise toCaka prostora
V(x) moze preslikati u jednu samu tocku prostora Viy).

Primjer. Linearna transformacija:
vy =% +2X; + X3
y: =2x;, + %2 + X3

preslikava trodimenzionalni prostor s kartezijskim koordinatama X,, X, i X3 u dvo-

dimenzionalni prostor s kartezijskim koordinatama y, iy, Kao §to vidimo na
sl. 22, dobivamo slike $to odgovaraju pojedinim originalima. Slike to¢aka oznacene

Y2
i

SLY22. Linearna transformacija
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su jednako kao originalne tocke. Originalni konveksni poliedar, koji je kocka, pre-
slikava se u konveksni $esterokut, Ekstremne tocke O, A, G, D, E i F originalnog
poliedra preslikavaju se u ekstremne tocke Sesterokuta, a estremne totke B | G
poliedra preslikavaju se u neekstremne tocke Sesterokuta.

Promatrajmo kako linearna transformacija transformira konveksne skupove
prostora V(x). Za takva preslikavanja vrijede izreke:

Linearna transformacija 'y = L (x) = Ax preslikava svaki konveksni skup

vektorskog prostora V (X) u konveksni skup vektorskog prostora V (y).

Dokaz. Uzmimo u vektorskom prostoru V (x) neki konveksni skup M 1 dvije
njegove proizvoline tocke x' i x?; svaki konveksni linearni sastay:

(l—px"+px* (O=spsl)
tih dviju toCaka spada u taj skup. Linearna transformacija
=TI r:x) — Ax

preslikava konveksni skup M u njegovu sliku L(M), tocku x' u njezinu sliku L(x ')
i tocku x° u njezinu sliku L(x?). Treba dokazati da je slika gornjeg konveksnog
linearnog sastava tocaka x' i x? konveksni linearni sastav njihovih slika L(x') i
L{x?). Zu sliku ovog konveksnog linearnog sastava zbog aditivnosti linearne trans-
formacije vazi:

L{(1 —p)x' + px?) =(1 —p)L (x') - pL(x?)
Slika konveksnog linearnog sastava obaju originala x! i x2 je konveksni linearni

sastav njihovih slika, 1 to s istim koeficijentima linearnog sastava; tako je izreka
dokazana.

Pri linearnoj transformacifi koeficijenti konveksnih lincarnih sastava ostaju ne-
promijenjend.

Dokaz. Uzmimo u vektorskom prostoru V (x) tocku x koja je konveksni linearni
sastav tocaka xt, ..., x*%;

Xx=p x'+ ...+ px
Ovdje koeficijenti linearncg sastava zadovoljavaju nejednadzbe;
0=2p =1 (i=1,..,1

i jednadzbu:
Prf e +pe=1
Linearna transformacija y — L(x) = Ax preslikava tocke x!'y ..., x' u njihove
shke L(x"), ..., L(x"Y) i tofku x u njezinu sliku L(x). Zbog aditivnosti linearnc
transformacije vazi:
L =L x" — ...+ px") = P: L(x') 4+ ...+ p L(x")

pa je izreka dokazana.

140



Buduéi da pri linearnoj transformaciji koeficijenti konveksnih linearnih sa-
stava ostaju nepromijenjeni, to slijede neke zanimljive osobine. Pri linearnoj trans-
formaciji konveksnog poliedra s odredenim brojem ekstremnih tocaka poliedar
se transformira u neki konveksni skup koji, medutim, ne moZe imati vise ekstrem-
nih toc¢aka nego ih ima originalni poliedar. Stoga je slika konveksnog poliedra kon-
veksni skup s konaénim brojem ekstremnih tocaka, dakle opet konveksni polie-
dar. Linearna transformacija preslikava svaki konveksni poliedar vektorskog pro-
stora V (x) u konveksni poliedar vektorskog prostora V (y).

Za linearne transformacije konveksnih poliedara vrijedi jo§ izreka: Svaka
chstremma totka slike L (K) originalnog konveksnog poliedra K je slika barem jedne
ckstremne tocke konveksnog poliedra K.

Dokaz. Uzmimo u vektorskom prostoru V (x) konveksni poliedar K s ekstrem-
nim tockama x!, ..., x'; svaku njegovu tolku X mozemo izraziti kao konveksni
linearni sastav ekstremnih to¢aka. Linearna transformacija

y =L (x) = Ax
preslikava originalni konveksni poliedar K u konveksni poliedar L(K), a ekstremne
tocke u njihove slike:
y¥ = L{®Y; o y¥=L{x"
Ove su slike tocke konveksnog poliedra L(K). Svaku tocku konveksnog poliedra
L(K) mozemo izraziti kao konveksni linearni sastav tih slika. Tocka u neka bude

neka tocka konveksnog poliedra L(K); stoga je mozemo izraziti kao konveksni
linearni sastav ovih slika ovako:

= ¥+ o oy
Ovdje koeficijenti linearnog sastava odgovaraju nejednadzbama:

0=p =1 =101
i jednadzbi:

Pyt +pe =1

Ako je u ekstremna tocka konveksnog poliedra L (K), onda je samo jedan od koe-
ficijenata pys ... , P, jednak 1, a svi drugi jednaki su 0. Uzmimo da je koeficijent
p. jednak 1: u tom slucaju za ekstremnu to¢ku u dobivamo izraz:

u=p,y =y =L@

Ekstremna tocka y®* konveksnog poliedra L(K) je prema tome slika ekstremne to-
tke x* originalnog konveksnog poliedra K, pa je izreka dokazana.

1z dokazanih izreka slijede jo§ ove znaCajne osobine linearne transformacije
konveksnih poliedara. Kako je svaka ckstremna totka slike konveksnog poliedra
slika barem jedne ekstremne tocke poliedra, to je slika konveksnog poliedra samog
opet konveksni poliedar, koji medutim nema vie ekstremnih tocaka od original-
nog poliedra. Ali slika ekstremne tocke originalnog konveksnog poliedra nije uvi-
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jek ekstremna tocka slike poliedra. U prije obradivanom primjeru transformacije
kocke u $esterokut vidimo da su slike ekstremnih to¢aka 0,A,C, D, E i F original-
nog poliedra ekstremne tocke njegove slike, dok ekstremne tocke B i G original-
nog poliedra nisu ekstremne tocke njegove slike. Iz toga za linearne transformacije
slijedi uopéena izreka:

Linearna transtormacija y = Ax s transformacijskom matricom reda m x 1.
gie je m < n, transformira svaki konveksni poliedar vektorskog prostora V(x)
u konveksni poliedar vektorskog prostora V(y); no taj poliedar nema vise ekstrem-
nih tocaka od originalnog.

Viezbe
I. Lincarna transformacija:
Z=x+ 2y

preslikava ravninu s kartezijskim koordinatama x i ¥ u pravac s kartezijskom koordinatom z. Odredi
1 predoci geomertrijski:

a) slike tocaka:

A“,I‘: (A (30
B30 (B (3n
C(2:3) (C (81
D (0.2) (D4
b) slike duZina:
AB (A
BC ([3.8])
CcD 'ia“‘l‘
AD (13,4
¢ slike konveksnih likova:
ABC ([3.8])
AeH ([3.8]
ABD (13,4
BCD ([3.8]
ABCD ([3.8]

2. Linearna transformacija v = x projicira ravninu s kartezijskim koordinatama x i v na
pravac s kartezijskom koordinatom z. Odredi i prikai geometrijski sliku konveksnog Cetverokuta
s uglovima A (1,13, B(3,0), C(2.3) i D (0,2

10,31,
J. Linearna transformacija;
u= x4+ 2y + 2z
v o= 2x 1 v + z

preshikava trodimenzionalni prostor s kartezijskim koordinatama %, v i z u ravninu s kartezijskim
koordinatama u i v. Odredi i predo¢i geometrijski:

a) slike tocaka:

0 (0,0,0) (0 (0,0
AL (A (5.4)
B (3,1,2) (B (9,9)
ci,23 ©canm

142



b) slike duzina:

AB (AB)

AC (AC)

BC (BC)
¢) slike trokuta:

OAB (OAB)

OAC (OAC)

ABC (ABC)
d) sliku konveksnog poliedra:

OABC (OBC)
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VIII. FORMULACIJE PROBLEMA LINEARNOG PROGRAMIRANJA

1. Formulacije problema linearnog programiranja s algebarskim
jednad?bama i nejednadibama

Opc¢i problem linearnog programiranja moZemo izraziti u matemati¢kom
obliku na slijedec¢i nacin:

Treba odrediti vrijednosti varijabla x,, ..., x, koje odgovaraju uvjetima ne-
negativnosti:

ayy Xy ta X, EDb,
amy X Adms X : Ibm
tako da funkcija cilja:
F(xys oo x) =04%y ++ oo + cexe

ima ekstrem, tj. minimum ili maksimum.

Pri tom su m i s proizvoljni prirodni brojevi; koeficijenti a;; i ¢; kod varijabla
u uvjetnim jednadzbama ili nejednadzbama i u funkciji cilja su proizvoljni realni
brojevi; brojevi b; na desnoj strani uvjetnih jednadzbi ili nejednadzbi su proizvo-
lini nenegativni brojevi. Uvjetne jednadzbe ili nejednadzbe sastavljaju sistem neo-
visnih i neprotuslovnih jednadzbi ili nejednadzbi.

Ovaj problem mozemo geometrijski obrazloziti u s-dimenzionalnom vektor-
skom prostoru V*, koji je skup svih vektora (x,,...,x,). Svakom uvjetu nene-
gativnosti u ovom vektorskom prostoru odgovara poluprostor u kojem je odgova-
rajuca varijabla nenegativna. Svakoj uvjetnoj jednadzbi u ovom vektorskom pro-
storu odgovara po jedna hiperravnina. Svakoj uvjetnoj nejednadzbi medutim od-
govara poluprostor koji je omeden hiperravninom priredenom odgovarajucoj je-
dnadzbi. Skup svih vektora (x,,...,x,) koji odgovaraju svim ovim uvjetima
jest presjek svih spomenutih poluprostora ili hiperravnina. Kod takvog geometrij-
skog prikaza funkciji cilja priredimo familiju jednoparametarskih hiperravnina
jednadzbom :

X+ ... +cx, =k

Tu je parametar k proizvoljan realan broj.
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Pri linearnom programiranju ratunamo ekstrem funkcije cilja, nekad mi-
minimum a nekad maksimum. S obzirom na te dvije mogucnosti nema bitnih ra-
zlika jer problem za maksimum mozemo uvuek pretvoriti u odgovarajuci problera
za minimum funkcije cilja i obrnuto. U primjeru kad trazimo maksimum funkcije
cilia f(x;, ..., x,), mozemo dobiti odgovaraju¢i problem za minimum ako tre-
7imo minimum negativne funkcije cilia -f (x5 ..., X

I. primjer. Uzmimo slijede¢i problem linearnog programiranja: Treba
odrediti vrijednosti varijabla x i y koje odgovaraju uvjetima negativnosti:
xz0,vz0

i linearnim nejednadzbama:

XxX=4,v=5
X+y =8
x+y=z4

tako da funkcija cil a:
fix,y)=2x+y+8
ima ekstrem.
Buduci da u ovom problemu nastupaju samo dvije varijable, to ga mozemo

geometrijski predociti u dvodimenzionalnom vektorskom prostoru V?, u kojem
uzmemo, kao §to vidimo na slici 23, pravokutni kartezijski koordinatni sistem x0v.

y \ \
\
by N, N\

L, /‘ ) \\
>/ /< \

%%

ey

j £, y \
X,
\ e

Fo
/

Y

g
\\
™, \\\
"
: \>\\(
N
§
\\\i
o
—
.
e
//

St 23, Geometrijski prikaz linearnog programa
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U ovom koordinatnom sistemu svakom paru brojeva (x, y) odgovara po jedna tocka.
Tocke kojih koordinate odgovaraju svim uvjetnim nejednadzbama leze na iscrtka-
nom konveksnom S$esterokutu s uglovima:

A(2,0), B(4,0), C(4,4), D(3,5), E(0, 5), F(0, 4
Na ovoj slici funkciju cilja prikazuje familija crtkanih pravaca s jednadzbom:
2x +y+8=k

Ako medu uvjetima u linearnom programu nastupa neka jednadzba, onda
broj uvjeta i broj varijabla moZemo smanjiti za jedan. U toj jednadzbi, naime, mo-
7emo proizvoljnu varijablu $to u njoj nastupa izraziti drugim varijablama i zatim
izvrditi odgovarajucu supstituciju u svim ostalim uvjetima i u funkciji cilja. Nakon
supstitucije ova jednadba otpada, a broj varijabla smanjuje se za jedan,

2. primjer. Uzmimo slijede¢i linearni program: Treba odrediti vrijednosti
varijabla x,v i z koje odgovaraju uvjetima nenegativnosti:

xz0,vz20,z20,

jednadzbi:
x+y+z=28
i nejednadzbama:
x=4 v=E52z=26
2x + 3y + 4z = 28

tako da ima ekstrem funkcija cilja:
f(x,v,2) =35 +2y +2

Buduéi da kod ovog problema medu uvjetima nastupa jedna jednadzba, varijablu
7 mozemo izraziti varijablama x i y:

g =98 —X—Y

Nakon supstitucije uvijet nenegativnosti z = 0 prelazi u nejednadzbu:

Xx+y=8
Uvijet z < 6 prelazi u nejednadzbu:
x+yz2

Posljednja uvjetna nejednadzba prelazi u nejednadzbu:
X-+yz4
Funkcija cilia f(x, v, z) prelazi u funkciju cilja:
fx,y)=2x+y+8

Uvjetnu nejednadzbu x -+ y = 2 moZemo zanemariti jer je ispunjena ¢im je is-
punjena nejednadzba 2x -y = 4. PoSto smo izostavili ovu nejednadzbu, dobivamo
linearni program koji smo razmotrili u 1. primjeru.
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Uvjetne nejednadzbe Sto nastupaju medu uvijetima u linearnom programu
mozemo pretvoriti u jednadzbe ako uvedemo dopunske varijable. Uzmimo da i-ta
nejednadzba ima oblik:

8y Xy + o A% 2 by

U tu nejednadzbu uvedemo dopunsku varijablu x,,;, koja je nenegativna, tako
da ovu varijablu odbijemo od lijeve strane nejednadzbe; na taj nacin dobivamo
jednadzbu:

Ay Xy F o A X — Xy =Dy

Uzmimo jo§ da i-ta nejednadzba ima oblik:
Bil xi + ‘.‘ alsxs g b1

U tu nejednadzbu uvedemo nenegativnu varijablu x,; tako da ovu varijablu pri-
brojimo lijevoj strani nejednad’be; na taj nadin dobivamo jednadzbu:

By B = e T Rig Xy T Xy =Dby

Funkciju cilja dopunimo ovom varijablom x, ,, tako da joj dodamo c¢lan ¢, %, ..
gdje je ¢,y — 0. Stoga se funkcija cilja mijenja samo prividno, a u stvari ostaje
nepromijenjena.

Ako u sve uvjetne nejednadzbe uvedemo dopunske varijable, u linearnom
programu osim uvjeta nenegativnosti dobivamo samo jo§ uvjete koji su linearne
jednadzbe,

Prema tome u nastavku ¢emo razmotriti ovaj manje uopceni problem linear-
nog programiranja: I'reba odrediti vrijednosti varijabla x, ... , x, koje odgovaraju
uyjetima nenegativnosti:

2 =20..,520
1 linearnim nejednadzbama:
a;; X, 2.%, 2 by
Ay Xy + Ane Xs 2= by
tako da funkcija cilja:
Pl o sx) =iy 4 ... F 6%,

ima minimum.

Pri tome su m i s proizvoljni prirodni brojevi, koeficijenti a;; i ¢; su proizvo-
lini realni brojevi, dok su brojevi b, na desnoj strani uvjetnih jednadzbi proizvo-
lini nenegativni brojevi.!

Obrada dukéijih tipove linearnih programa ne zadaje nikakve teskoce jer se
daljinja teorija moze prilagoditi i upotrijebiti i za njih,

! Linearni program ovog tipa obradujemo iserpno u 1. tocki XIIL. poglavlja u problemu
o prehrani. T'aj problem obradujemo uglavnem s namjerom da na njemu prikazemo sadrzaj i
tehniku simpleks metode. Stoga preporudujemo Gitaocu da daljnju teoriju prati na tom problemu.
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Posto smo uveli dopunske varijable X., ;... X, iz gornjeg dobivamo
slijede¢i linearni program: Treba odrediti vrijednosti varijabla:

Xigoee s X Xsp 1y o0 5 Xspmo
koje odgovaraju uvjetima nenegativnosti:

Xy Z 0: e Z 03 Xet1 Z 03 coes X ; 0

11 %y 7 21X — X;11 = by
dmp Xy + Ams X Xs4m bm
tako da funkcija cilja:
f(xl) S xs+m) =) X1 T+ e + Co X + Cor1Xsan Foe + CoimXogm

ima minimum.

U funkciji cilja je:
Copt = 0? ks ’Cs-i-m :0
Ovaj linearni program, upotpunjen dopunskim varijablama, jo§ nije takav
da bi se moglo poceti s numeri¢kim rjeSavanjem. U tu svrhu ubacimo u svaku
jednadzbu jo§ po jednu varijablu; ove varijable zovemo wmjernim wvarijablama.

U i-tu jednadzbu ubacimo umjetnu varijablu X . koja je nenegativna, pa tako
dobivamo jednadzbu:

i Xy o A Xy — X -1 Xspmei — bi
Ovoj umjetnoj varijabli u funkciji cilja odredimo neki dovoljno velik koeficijent

Cosmsi = M; izaberemo tako velik da ova varijabla u optimalno mogucem rje-
$enju mozZe zauzeti jedino vrijednost 0.

Posto smo uveli dopunske i umjetne varijable, dobivamo iz prvobitnog sli-
jede¢i linearni program:
Treba odrediti vrijednosti varijabla:

Xl’ cev s Xy Kagpgs e s Xogbmo Xetm41s o0+ s Xsg2m = Xn»

koje odgovaraju uvjetima nenegativnosti:

Xy 2 01 ,xn Z 0
i linearnim jednadzbama:
a1 Xy 7 85X — Xep1 T Xsymar =b,
s ==, 1 b
admy Xy Ams Xs Xs4m T Xs+2m = D
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tako da funkeija cilja:

fl:xl‘ e Xp) O X + C.Xy F Cor1Xst1 — oo 7 Lot

Cs+m— 1 XST!H + 1 + i Cn Xn
imy minimum,

Prema prijasnjem, koeficijenti u funkceiji cilja su jednaki:

Gl = vee s Cormn =S Chamaa = Mans 1 8o =0 =M

Ovaj problem mozemo predociti geometrijski. Svaki uvjet nenegativnosti odredujz
poluprostor n-dimenzionalnog vektorskog prostora V* u kojem odgovarajuéa kom-
ponenta nije negativna; svaka uvjetna jednad’ba u ovom vektorskom prostoru
odreduje po jednu hiperravninu. Skup svih n-toro brojeva (x,,...,x,) koji od-
govaraju svim uvjetima nenegativnosti i jednadzbama jest presjek svih tih polu-
prostora ili hiperravnina, Funkcija cilja odreduje jednoparametarsku familiju hi-
perravnina s jednadzbom:

crXy oo Fox, =k
Tu je parametar k ma koji realan broj.
Iz linearnog programa vidimo da n-toro brojeva:
X = 0; o0 x, =0, Xop1 =05 .00 Xepm =0, Xetmt1 =

— b:I! s Xgpom = bm
odgovara svim uvjetima nenegativnosti i svim propisanim linearnim jednadzbama;
za te brojeve funkeija cilia ima vrijednost:
M, + ... +b,)

mJ

2. Formulacije problema linearnog programiranja u vektorskom
i matri¢nom obliku

Uzmimo linearni program kao $to smo ga formulirali u prijasnjoj tocki: Treba
odrediti vrijednosti varijabla x,, ... , x, koje odgovaraju uvjetima nenegativnosti:

£ 2 05 s X 200 (la)
i linearnim nejednadzbama;:
dyy Xy o Fax,2b,
....................... (1b)
Cl.“.” X b r‘}1115)*-\ = bm
tako da funkeija cilja
FiRy v ¥)) = @y - & e (1¢)

Nl minimum.
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Ovaj linearni program izraziti ¢emo jo§ u nekoliko drugih oblika. Uzmimo
vektore koji kao komponente imaju homologne koeficijente u uzastopnim uvjetnim
nejednadzbama;

ajp | Ay | b,
Pe=| :

Pl=|l§ || o PE=|
| | |
,ami | | Ams | !bm

Ovi su vektori vektori m-dimenzionalnog vektorskog prostora V™. Nakon uvodenja
tih vektora za prijaénji linearni program dobivamo slijede¢i vektorski oblik:

Treba odrediti vrijednosti varijabla x,, ..., X, koje odgovaraju uvjetima ne-
negativnosti:

%y 20500 E B (2a)
i vektorskoj nejednadzbi:
x, P! 4 ... +x,P* =z P° (2b)
tako da funkcija cilja:
£ (Xy50005%s) = €1 Xy ~Twss + By Xy (2c)

ima minimum.
Izraz na lijevoj strani uvjetne vektorske nejednad’be je nenegativni linearni
sastav vektora P!, ..., P*® jer nijedna od varijabla nemoze biti negativna.

Da bismo linearni program izrazili u matricnom obliku, uvodimo slijedece
matrice 1 vektore:

[a, a; | [ % || ‘. L
&= : | == b=Po=]|:
[ @1 Bns || | X5 | by

¢ = [&; .6

Nakon uvodenja ovih matrica i vektora linearni program izrazimo u matric-
nom obliku na ovaj nacin: Treba odrediti matricu ili vektor x koji odgovara uvjetu
nenegativnosti:

x=0 (3a)
i matri¢noj nejednadzbi:
A'xz2b (3b)
tako da funkcija cilja
f(x) = ex (3¢)

Ema minimum.

Posto smo uveli dopunske varijable X 15 ... » Xs 4 1 umjetne varijable X¢ip4 15
ooy Xg4 2m — X, U prijadnjoj smo tolki iz prvobitnog dobili slijedeci linearni pro-
gram:

Treba od_rediti va}ri}'able Xis oo Xg Xyats oo Xapms Xspms 15 o005 Xopam = y o
koje odgovaraju uvjetima nenegativnosti:

X, 20,...,%x, 20 (42)
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1 linearnim jednadzbama;

a;q X1 + oo+ 85, X, = by
(4b)
Am1 X _.L iz o Amp Xy =bm
tako da funkcija cilja:
PR cons %) = CrXy o+ wie €%y (4¢)

ima minimum.

U naprijed navedenom sve smo koeficijente na lijevoj strani uvjetnih jednadzhi
kao i u funkeiji cilja izrazili na isti na¢in, Stoga za koeficijente kod prvobitnih va-
rijabla vazi:

a;=a;, (j=s)
Za koeficijente kod dopunskih varijabla vazi:
54y = —1
i, s+ =0 (k ¥ l)
Za koeficijente kod umjetnih varijabla vazi:
Bisimei — |
A srmik = 0 (k F 1)

Za koeficijente u funkciji cilja vazi;

G =6 G =8
¢ =20 s+1Z2jss+m)
g =M (s+-m-+1=j=n)

Da bismo ovaj linearni program izrazili u vektorskom obliku, uvodimo vek-
tore koji kao komponente imaju homologne koeficijente u uvjetnim jednadbama:

|31|
P = |5 i =B ipeses gl
[y ||
A, |
Pt =] - ! = {am > dmny
|
Amp I
| by
Po ;| ;|| =1bysoen s by}
| B |

Vektori P', .. . P* su strukturni vektori koje smo susreli kod prvobitnog linear-
nog programa. Vektori P**1, . P**™ su dopunski vektori, koji su jednaki uza-
stopnim  negativnim  jedinicnim  vektorima. Vektori Pstm+1!  Pps<2m _ pn
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su umjetni vektori; ovi su vektori jednaki uzastopnim jedinicnim vektorima. Svi
ovi vektori spadaju u m-dimenzionalni vektorski prostor V™, dok umjetni vektori
sastavljaju jednu od njegovih baza.

Nakon uvodenja ovih vektora umjesto prijasnjeg dobivamo slijede¢i linearni
program u vektorskom obliku: Treba odrediti varijable x4, ... , x, koje odgovaraju
uvjetima nenegativnosti:

Xx20,...,x,20 (5a)

i vektorskoj jednadzbi:
x5 P L P =P (5b)

tako da funkcija cilja:
F(Xpy ey Xn) =€ X + 0o F+ Cu Xy (5¢)

ima minimum.

Svi n brojevi (x,, ..., X,) sastavljaju n-dimenzionalni vektorski prostor V°,
vektori Py, ..., P" i P? su medutim vektori m-dimenzionalnog vektorskog pros-
tora V™. Stoga linearni program moZemo izraziti i u slijede¢em obliku: U n-di-
menzionalnom vektorskom prostoru V" treba odrediti vektore {x,, ..., x,} s nene-
gativnim komponentama tako da je odgovarajuci nenegativni linearni sastav vek-
tora:

X, P'+ . +x, P

jednak vektoru P? i tako da funkcija cilja ima minimum.
Da bismo linearni program izrazili u matricnom obliku, uvodimo matrice
i vektore:
Buil o 8im || [l s Big =t e B} an O
A= : : ; sl

Amy »er dpp

l{ %y ||
% =1 = {x,, > Xn}
Xn
b=P°= | | ={by, ... s bl
bm;
e = |lcp e Call

Nakon uvodenja ovih matrica i vektora dobivamo prija$nji linearni program u ma-
tricnom obliku:
Treba odrediti vektor x koji odgovara uvjetu nenegativnosti:

x=z0 (6a)

v
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1 matri¢noj jednadzbi:

Ax=b (6b)
rako da funkcija cilja:

f(x) =cx (62}
ima minimum.

Na osnovi vektorskog 1 matricnog zapisa dobivamo za linearni program ti-
belu 1; ona sluzi kao ishodiste numerickog rjeSavanja linearnog programa.

TABELA 1. PODACT ZA LINEARNI PROGRAM

€y s s Cop i e By e T
| Xp oo X et o Xidm Xsdme oo Xy
IR - e
| | Strukturni Dopunski | Umjetni
| vektori vektori vektorl

Pﬂ . P] Ps | N Ps-{—l Ps.|-m Ps;.:n+l ];n”
| b, gy i By A LA Bighg me g By

l:’i 4=}|| ee dig I irgt 1 oo Bipsim Apsrm+ 1 oo g

i | 3 i i

by | Ay v Ams Amst 1o Ampsam At mt L - dman

U tabeli |. komponente dopunskih vektora sastavljaju negativnu jedinicnu
matricu reda m, dok komponente umjetnih vektora sastavljaju jedini¢nu matricu
reda m. Umjetni vektori sastavljaju bazu m-dimenzionalnog vektorskog pros-
tora V™,

Prijjer. Vratimo se prvom primjeru toc¢ke 1. ovog poglavlja. U nejednadzbu
X v = 8 uvodimo dopunsku varijablu u, koju pribrojimo lijevoj strani nejednu-
dzbe da bismo dobili jednadzbu; u nejednadzbu 2x + y = 4 uvodimo dopunsku
varijablu v, koju odbijemo od lijeve strane nejednadzbe da bismo dobili jednadzbu;
Nakon toga u dobivenu jednadzbu uvodimo jo$ i umjetnu varijablu w, koju pribro-
jimo njezinoj lijevoj strani. Nakon uvodenja tih varijabla dobivamo slijededi li-
nearni program:

Treba odrediti vrijednosti nenegativnih wvarijabli x, v, u, v i w koje odgo-
varaju jednadzbama:

tako da funkcija cilja:

v u v, w) =2x +y + Mw + 8

1714 MInimuni.

Ovom problemu odgovara tabela 2.



TABELA 2. PODACI ZA LINEARNI PROGRAM

¢ ‘ 201 0 0 M ‘
o __—x Y u \— W
) Pﬂ_‘_li1 P> P* P* P° ‘
| g | 1 1 1 0 0 —‘
4 | 2 1 0 —1 1

Iz tabele 2. vidimo da vektori P® i P? sastavljaju bazu odgovarajuceg dvodi-
menzionalnog vektorskog prostora VZ. Kako je dopunski vektor P? istovremeno
i vektor te baze, to u prvoj nejednadzbi pored dopunske varijable nije trebalo uvo-

diti jo§ i umjetnu. Pet brojeva (0, 0, 8, 0, 4) zadovoljava sve uvjete linearnog pro-
grama; njima odgovara vrijednost funkcije cilja 4M - 8.

Vjezbe
1. Uzmi problem smjese koji smo obradivali 1 graficki rijesili u tocki 8. 11. poglavlja.
a) Tzrazi problem u vektorskom i u matri¢nom obliku.

b) Uvedi dopunske i umjetne varijable te izrazi tako upotpunjeni problem u vektorskom
i matriénom obliku.

¢) Sastavi odgovarajucu tabelu.
d) Odredi tabeli odgovarajuéu bazu vektorskog prostora.

2. Uzmi proizvodni problem koji smo obradivali 1 graficki rijesili u tocki 9. 1L poglavlja.
a) Izrazi problem u vektorskom i matri¢nom obliku.

b) Uvedi dopunske varijable i izrazi tako nadopunjeni problem u vektorskom i matri¢nom
obliku.

¢) Sastavi odgovarajuéu tabelu.
d)
o

Odredi tabeli odgovarajuéu bazu vektorskog prostora.
Protumadi zaito u ovom primjeru ne treba uvediti umjetne varijable.
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IX. MOGUCA RJESENJA LINEARNOG PROGRAMA

1. Tipovi moguéih rjeSenja
U skladu s formulacijama prijasnjeg poglavlja uzmimo problem linearnog
programiranja za minimum funkcije cilja, koji nakon uvodenja dopunskih i umjet-
nih varijabla napi§emo ovako:

IP: x=20, Ax=b; f(x)=cx

Linearnom programu odgovaraju matrice i vektori:

‘311 o Ryaf
A=|: :'%=!P‘...P“'
| Qg sos B
TEm | (= & R 1
“b I a ‘ ayn ||
.l . |
b=Po =| : | Pl;ll; LLPr=
| bm I | dmy : | A |
1
x|
X = |2 L3 e i} c=|c; ... ol = (C1s +v s Cn)
||x,,

Vektori P°, P!, ..., P" su vektori m-dimenzionalnog vektorskog prostora V™;
2] g

medu njima su posljednji vektori Ps*™* 1 .., P jedini¢ni vektori i sastavljaju
bazu toga vektorskog prostora. Pomocu ovih vektora baze mozemo linearno izra-
7iti sve vektore ovoga prostora; gore navedene vektore izrazimo ovako:

PO =b,P+ott L+ b, P
Pl —a Pl L 4ayPT (j=1,...,0)

Vektor X — {X,,...sX,} je moguce rjeSenje linearnog programa ako odgovara
uvjetu nenegativnosti i uvjetnoj jednadzbi A x — b, bez obzira na vrijednost koju
ima funkcija cilja. Kako u linearnom programu nastupa n varijabla, to svako mo-
gude rjeSenje ima po n komponenata. Uvjetna matri¢na jednadzba A x — b dijeli
se na m obicnih linearnih jednadZbi; za ove jednadZbe traZimo da su neprotuslovne
i nezavisne. Broj ovih nezavisnih jednadzbi u teoriji linearnog programiranja ima
osobito znacajnu ulogu.
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Svako moguce rjeSenje ima po n komponenata; kako smo dodali m dopunsk h
i m umjetnih varijabla, to je ukupni broj n =s + 2m komponenata veci od broja
m nezavisnih uvjetnih jednadzbi. Neke od ovih komponenata moguceg riesenja
mogu biti i jednake 0, dok neke od njih mogu biti pozitivne. S obzirom na broj
pozitivnih komponenata razlutujemo slijede¢a moguca rjesenija:

Moguce rjeSenje je nebazicno ako ima vise od m pozitivnih komponenata,
I buziéno ako nema viSe od m pozitivnih komponenata. Bazicno mogude rjesenje
je nedegenerirano ako ima to¢no m pozitivnih komponenata, a degenerirano ako ima
manje od m pozitivnih komponenata,

Moguce rjesenje x je optimalno ako odgovara uvjetu nenegativnosti i uvjetnoj
jednadzbi Ax = b i ako funkcija cilja ima minimum. Kao u drugim mogucim
rjeSenjima tako i u optimalnim moguéim rjeSenjima razlucujemo nebazicéna, bazicna.
nedegenerirana i degencrirana optimalna moguca rje$enja.

Moguce rjesenje x = {x,, ..., X,} je tocka ili vektor n-dimenzionalnog vek-
torskog prostora V", Kao §to smo vidjeli veé u prethodnom poglavlju, uviet nene-
gativnosti odreduje n poluprostora, dok uvjetna jednadzba Ax b odreduje m
hiperravnina ovoga vektorskog prostora; u tom prostoru funkeiji cilja odgovara
jednoparametarska familija hiperravnina. Na tom se geometrijskom prikazu temel e
poznate graficke metode za rieSavanje linearnih programa. Te su metode medutim
prakticki upotrebljive samo u linearnim programima s dvije varijable; u takvim
primjerima moZemo konstruirati optimalno mogude riesenje u odgovarajucem dvo-
dimenzionalnom kartezijskom koordinatnom sistemu.

2. Osobine moguéih rjefenja

Moguca rjesenja linearnog programa odlikuju se nekim posebnim osobinama
koje omogucuju povezivanje lincarnog programiranja s teorijom konveksnih polie-
dara. Za moguca rjeSenja vrijede izreke:

I. izreka. Skup K seil mogucih vieSewja linearnog programa Je konweksan,

lzreku dokazujemo tako da dokaZemo s!i'adecu, njoj ekvivalentnu, izreku:
Ako sux' 1 x* moguca rjesenja, onda je moguée riesenje linearnog programa i svaki
njihov konveksni linearni sastav:

x=qx' (1 —q)x* (0=qs )

Kako su x' i x* moguca rjesenja, to odgovaraju uvjetu nenegativnosti; SLOga ovori
uvietu odgovara 1 svaki njihov konveksni linearni sastav jer su oba koeficijenta
q i I — g lincarnog sastava nenegativna. Kako su x' i x2 moguca rjesenja. to od-
govaraju i uvjetnoj jednadzbi:

Ax' —=b, Ax?—b
[z toga za njihov konveksni linearni sastav slijedi:

Ax = Afgxt - (1 —qix?) =g Ax’ (] —qQ)Ax?* =
—gb+(l —q)b—=0»b
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Stoga konveksni linearni sastav odgovara i uvjetnoj jednadzbi. Konveksni linearni
sastav odgovara uvjetu nenegativnosti 1 uvjetnoj jednadzbi, pa je zato moguce rje-
Senje linearnog programa, a to je trebalo dokazati.

Konveksni skup K svih mogucih rjeSenja linearnog programa je prema geo-
metrijskom prikazu u prija$njem poglavlju presjek n poluprostora i m hiperravnina
vektorskog prostora V™. S obzirom na te skupove razlikujemo tri razlitite moguc-
nosti.

a) K je prazan skup. U tom primjeru linearni program nema moguceg rjesenja;
to bi znacilo da uvjetne jednadzbe sastavljaju sistem protuslovnih jednadZbi. Ta
moguénost ne dolazi u obzir jer smo ve¢ na poCetku postavili zahtjev da uvjetne
jednadzbe sastavljaju sistem m neprotuslovnih jednadzbi.

b) K je neograniéen skup. U tom primjeru moZemo po volji povecavati apso-
lutnu vrijednost namjenske funkcije. Kod prakticki znacajnih problema linearnog
programiranja ta moguénost iz ekonomskih razloga nema pravog smisla. Stoga tu
moguénost u daljnjem ne uzimamo u obzir.

¢) K je neprazan i ograni¢en konveksni skup. U prakticki znacajnim proble-
mima linearnog programiranja susre¢emo se s tom mogucnos§cu, pa ¢emo stoga
nadalje samo nju uzimati u obzir. Pretpostavimo da je konveksni skup K svih
mogudih rjefenja linearnog programa neprazan i ogranicen. Kako je taj skup presjek
n poluprostora i m hiperravnina, to ga ogranicuje neki konacni broj hiperravnina;
stoga je taj skup konveksni poliedar koji ima samo kona¢no mnogo ekstremnih tocaka.,

Uzmimo da konveksni poliedar K mogudih rje§enja lincarnog programa ima
ekstremne tocke:

E',...,E!

1z teorije konveksnih poliedara znamo da svaku tocku x toga poliedra moZemo iz~
raziti kao konveksni linearni sastav njegovih ekstremnih tocaka:

x=qEB'+...+qE Osqsli=L..,tq9+.. Fa=1

Medu moguéim rjesenjima linearnog programa koja sastavljaju konveksni
poliedar K znacajna su osobito ona koja odgovraju nekoj ekstremnoj tocki toga po-
liedra.

2. izveka. Medu ckstrenmim tockama konveksnog poliedra K mogucih rjeSenja
linearnog programa egzistira barem jedna u kojoj funkcija cilia ima minimum.

Dokaz. Pretpostavimo da funkcija cilja f(x) ima minimum m u nekoj tocki
x; stoga sve totke x poliedra K odgovaraju nejednadzbi:

m = f(x0) £ f(x)
Moramo dokazati da je x° jedna od ekstremnih tocaka poliedra K, Kako svaku to-
¢ku poliedra moZemo izraziti kao konveksni linearni sastav njegovih ekstremnih
to¢aka, to totku x° izrazimo ovako:
x0 =p, B!+ ... +pE" O=pi=lLik=1..,tp +... +p=1)
Zbog aditivnosti linearne funkcije cilja dobivamo:

m =f(x°) =f(p; E! + ... + p. E) =p,f(E") + ... + pd (E)
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Ako u posljednjem izrazu ¢lanove f (EX) nadomjestimo onim ¢lanom koji ima naj-
manju vrijednost — uzmimo da najmanju vrijednost ima &lan f(EY) — dobivamo:

m =f(x°) 2 (p, + ... + p) f(EY) =£(EY)

Iz toga dobivamo nejednadzbu f (x%) = £ (E"). Na pocetku dokaza imali smo palk
nejednadzbu f(x°) = f(x). Iz tih dviju nejednadzbi slijedi jednadzba f(x") =
= (EY); zbog toga egzistira barem jedna ekstremna tocka EV konveksnog polie-
dra K u kojoj funkeija cilja ima minimum, pa je izreka dokazana.

Iz dokazane izreke slijedi da od mogucih rjesenja linearnog programa mozemo
uzeti u obzir samo ona koja odgovaraju ekstremnim tockama poliedra mogucih
rieenja, jer funkcija cilja ima minimum u nekoj od tih tocaka. Ako funkcija cilja
ima minimum samo u jednoj tocki poliedra, onda je ta tocka neka njegova ekstre-
mna tocka. Ako medutim funkeija cilja ima minimum u vise to¢aka poliedra, onda
ima minimum u vise ekstremnih tofaka, pa i u nekim neekstremnim totkama.

3. izreka. Ako funkcija cilja ima minimum u vise ekstremmih tofaka konveksnog
poliedra K, onda ima minimum 1 u svim tockama poliedra koje su konveksni linearri
sastavi tih ekstremnih tocaka.

Dokaz. Pretpostavime da funkcija cilja f(x) ima minimum m u ekstremnim
tockama E!, ..., E! poliedra K tako da vaZe jednadZbe:

m = f(E) = ... = f(EY

Tocka y neka bude proizvoljni konveksni linearni sastav tih ekstremnih tocaka:

y=aqE' + .. +GE O0<q k=109 + ... +q =1
Tocki y odgovara slijedeca vrijednost funkcije cilja:
f(y) =f(q: B* + ... + @ E") = q,f (B') + ... + q, f(E") =
=(@ + . ta)m=m

To zna¢i da funkcija cilja ima minimum m i u tocki y, pa je izreka dokazana.

3. Bazitna moguéa rjeSenja

U skladu s formulacijama prija$njeg poglavlja uzmimo problem linearnog
programiranja u vektorskom obliku: Treba odrediti nenegativne vrijednosti vari-
jabla x, ..., x, koje odgovaraju vektorskoj jednadzbi:

P 4+ . +x,P=P°
tako da funkcija cilja:
£ (Kiseees Xn) = 81Xy T+ oee 1= ikt
ima minimum,

Vektori P, ..., P" vektori su m-dimenzionalnog vektorskog prostora V™,

Medu njima je najviSe po m linearno nezavisnih, a svaka skupina po vise od m vek-
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tora sastavlja sistem linearno zavisnih vektora. Svaka skupina po m linearno neza-
visnih vektora baza je toga vektorskog prostora. Pomocu vektora baze mozemo na
jednoli¢an nacin linearno izraziti sve druge vektore toga vektorskog prostora.

Uzmimo neko baziéno mogude rjelenje linearnog programa; ono ima najvise
m pozitivnih komponenata. Odgovaraju¢om numeracijom i premjestanjem varijabla
moZzemo linearni program tako preurediti, da u bazicnom mogucem rje$enju do-
laze na prva mjesta pozitivne komponente, a iza njih na posljednja mjesta same
nule. Kod tako preuredenog linearnog programa odabrano bazi¢no moguce rje-
Senje napiSemo ovako:

x—'{X;,...,Xk,O,‘..,O} (kgm)
Za baziéna moguca rjesenja vrijede izreke:

1. izreka. Ako egzistiva k £ m linearno nezavisnih vetktora P*, ..., P¥ , tako
da wvagi vektorska jednadiba:

x, P! 4 ... + x, P¥ = PY,
onda je odgovarajuce bazicno moguce rjesenje:
® = {% v Oy s 5 0)
ekstremna tocka konveksnog poliedra mogucih riesenja.
Dokaz. Uzmimo suprotnu pretpostavku da moguce rjeSenje x nije ekstremna

tocka konveksnog poliedra K. Ako bi bilo tako, onda bismo tocku x mogli izraziti
kao konveksni linearni sastav barem dviju drugih to¢aka x' i x* poliedra ovako:

x=qgx'+({ —q)x? 0<qg<1)

Budu¢i da su sve komponente x, ..., X, kao i oba koeficijenta q i 1—q pozitivni
brojevi, to totke x!' i x* imaju strukturu:

X =], eex] 05500, 0}

X% =R X Oy 0

Kako su tocke x' i x? moguca rjeSenja linearnog programa, to odgovaraju jednad-
Zbama:

P+ .+ xI P =P
2P + ...+ x2 Pk =P
Budu¢i da su vektori P!, ..., P¥ linearno nezavisni, to se njima vektor P° moze

linearno izraziti samo na jedan nacin; stoga vaze za sve komponente jednadzbe:
X=X (t= 1 3k

pa tako i jednadzba x' — x?, Bazi¢no moguce rjeSenje x ne mozemo dakle izraziti

kao konveksni linearni sastav nekih drugih mogudih rjedenja, pa je zbog toga ek-

stremna to¢ka poliedra K, §to je i trebalo dokazati. Vidjet cemo dalje da vrijedi 1
obrnuta izreka.
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2. izreka. Vekiori P'y ..., P* (K = m) koji odgovaraju nekom bazicnom no-
gucem rjesenju ili mekoj ekstremmoj tocki konveksnog poliedra K linearno su nezavisni,

Dokaz. Uzmimo baziéno moguce rjefenje:
p SESEE SHRPIIS, OUL| US | | (k = m)
Ovom rjesenju odgovaraju vektori P', ..., PX tako da vazi vektorska jednadzbe:
%, PL-f i % P* =DP0

Treba dokazati da su ovi vektori linearno nezavisni. Kad bi ovi vektori bili linearno
zavisni, onda bi vazila vektorska jednadzba:

gy P! oL e Pr=0,

u kojoj medutim ne bi svi koeficijenti linearnog sastava na lijevoj strani bili jednali
0. Uzmimo neki pozitivni broj a i s njime pomnozimo posljednju jednadzbu.
Ako rako pomnozenu jedrnadzbu pribrojimo pretposljednjoj. dobivamo jednadzbu:

(x, + aa,) P! L+ ., + (% + aa,) P =P°
ako ju pak odbijemo, dobivamo jednadzbu:
(x; —aa,)P' - ... 4 (% —aa,) Pk =P°

Tuko prvobitna vektorska jednadzba ima dva rjefenja:

1

x' = X, a8y e, X a0 L..50)

X* = {X; — 83, ..,% —23,0,...,0}

Ova dva rjeSenja opcenito nisu i rjeSenja lincarnog programa jer njihove kompo-
nente mogu bitt i negativne. Kako su brojevi X, ..., x, pozitivni, to uvijek mo-
zemo broj a odabrati tako malen, da Ce sve prve komponente vekrora x! i x* biti
pozitivne te da ova dva vektora postaju moguéa rjeSenja linearnog programa.
Ova dva moguca riesenja su razli¢ita jer nisu svi koeficijenti g, (=15 .u,k)je-
dnaki 0. Oba su rjeSenja bazicna. S ova dva bazi¢na rjeSenja mozemo prvobitno
bazicno rjefenje izraziti ovako:

Lo je protuslovlje jer je x ckstremna tocka konveksnog poliedra pa ne moze biti
neki konveksni linearni sastav nekih njegovih to¢aka. Stoga su vektori P!, ..., P*
linearno nezavisni, Sto je trebalo i dokazati.

Kako medu vektorima P!, ..., P" ima najvise po m medusobno linearno
nezavisnih, to zbog gore dokazane izreke svakom bazitnom mogudem rieSenju
ili svakoj ekstremnoj toc¢ki konveksnog poliedra K odgovara najvige po m linearno
nezavisnih vektora. Ako je k = m, to odgovara toéno m linearno nezavisnil
vektora koji sastavljaju bazu vektorskog prostora. Ako je medutim k < m, to
bazicnom mogucem rjeSenju ili ekstremnoj to¢ki konveksnog poliedra K odgovare
K linearno nezavisnih vektora P*, ... , P* koji medutim jo§ ne sastavljaju bazu vek-
rorskog prostora; U tom primjeru mozemo sistem ovih vektora upotpuniti dodatnim
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vektorima P*~ 1, ..., P™ tako da svi vektori zajedno sastavljaju bazu vektorskog
prostora. T'aj prosireni sistem vektora:

Pl, e Pk, Pk+ I’ sy pm

odgovara zadanom bazi¢nom mogucem rjeSenju problema linearnog programiranja.
Tako dobivamo jos jednu izreku.

3. izreka. Svakom bazifnom mogucem rvieSenju linearnog programa ili svakoj
ekstremno]  tocki  konveksnog poliedra mogucih rjeSemja  mogemo medu vektorima
P, ..., P® prirediti roéno po m linearno mesavisnih vektora koji sastavljaju bazu
vektorskog prostora V™.

4. Osjetljivost optimalnog mogudeg rjeSenja linearnog programa

na promjene koeficijenata u funkciji cilja

U skladu s formulacijama u prijasnjem poglavlju uzmimo problem linearnog
programiranja za minimum funkcije cilja, koji nakon uvodenja dopunskih i umjet-
nih varijabla napiSemo u matricnom obliku ovako:

ILP: x=0, Ax=Db; f(x) —¢cx

Moguca rjeSenja linearnog programa su totke x n-dimenzionalnog vektorskog
prostora V* i sastavljaju konveksni poliedar K s ekstremnim toCkama :

Ed o B

Optimalno moguce rjeSenje linearnog programa ovisno je o komponentama
matrice A, vektora b i vektora c¢. Nadalje nas interesira kako je optimalno moguce
rjeSenje linearnog programa ovisno o vektoru ¢ ili koeficijentima u funkciji cilja.

Koeficijenti ¢y, ... ¢, u funkciji cilja su komponente vektora ¢ n-dimenzio-
nalnog vektorskog prostora C". Za svaki vektor ovoga vektorskog prostora ili za
svaku funkciju cilja dobivamo poseban linearni program i, ako ga rije$imo, njegovo
optimalno moguce rjeSenje. U svakom je primjeru optimalno moguce rjesenje
linearnog programa neka ekstremna tocka ili neki konveksni linearni sastav ekstre-
mnih tocaka konveksnog poliedra mogucih rjeSenja K.

Nakon izbora odredenog vektora ¢* vektorskog prostora C" ili nakon izbora
odgovarajuce funkcije cilja, dobivamo linearni program za minimum funkcije cilja:

LP: x=0, Ax=b; f(x)—c*x

Taj linearni program treba imati optimalno moguce rjeSenje u ekstremnoj tocki
E" konveksnog poliedra K.

Ako je za neki vektor ¢® optimalno moguce rjeSenje odgovarajuceg linearnog
programa ekstremna to¢ka E", kazemo da vektor ¢* gravitira prema ckstremnoj
tocki E" ili da vektor ¢* lezi u gravitacionom polju ekstremne tocke E". Kod takvog
snacenija rijeci gravitirati definiramo gravitaciono polje ekstremne toZke E" ovako:
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Gravitaciono polje G (E") ekstremne tocke E" konveksnog poliedra K skup je
suih onih vektora ¢ vektorskog prostora C za koje odgovarajuct linearni program::

LP:x20, Ax=0b; f(x)=cx

ima optimalno moguce rjeSenje u ekstremmnoj tocki E®,

Za svaki vektor ¢ vektorskog prostora C" ili za svaku funkciju cilja dobivamo
odgovarajuci linearni program i, ako ga rijesimo, optimalno mogude rjesenje u
nekoj ekstremnoj tocki konveksnog poliedra K. Zbog toga svaki vektor ¢ spada
u gravitaciono polje barem jedne ekstremne tocke toga poliedra. Kako su tocke:

E' vy B?

sve ekstremne tocke konveksnog poliedra K i kako njima odgovaraju uzastopno
gravitaciona polja;
G{E) .. s GIEY;

to je vektorski prostor C" suma tih gravitacionih polja. Pri tom nije iskljucena me-
gucnost da je neko gravitaciono polje prazan skup; to bi znacilo da odgovarajuca
ckstremna tocka ne moze biti optimalno moguée rjeSenje linearnog programa ni
kod jedne funkcije cilja. Za gravitaciona polja ekstremnih totaka konveksnog po-
liedra K dokazat ¢emo u nastavku nekoliko izreka,

I izreka, Ako vektor ¢ spada u graviraciono polie G (E) ckstremne tocke E,
spada u to polje i zraka k ¢; tu je k = 0. To znadi da je gravitaciono polje stozac
s vrhom u koordinatnom ishodistu,

Dokaz. U gravitaciono polje G (E) spadaju svi oni vektori ¢ za koje linearni
program:

ILP:xz0, Ax=b; f(x)=cx (1)

ima optimalno mogude rjesenje u ekstremnoj tocki E; u toj tocki funkcija cilja ima
najmanju vrijednost f (E) — ¢ E. Moramo dokazati da i linearni program:

LP: x20, Ax=b; f(x)=(ke)x (2)

ima optimalno moguée rjeSenje u istoj ekstremnoj tocki E; u toj tocki tunkcija
cilja ima vrijednost f (E) - (ke)E. Pretpostavimo da linearni program (2) ima neko
bolje optimalno moguce rjesenje z za koje funkcija cilja ima neku manju vrijednosi.
U tom bi primjeru vazila nejednadzba:

(ke)z < (kc)E
a stoga i nejednadzba:
cz<cE
Lo je medutim protuslovlje jer je ¢ E najmanja vrijednost funkcije cilja kod linear-

nog programa (1). Stoga ima i linearni program (2) optimalno moguce rjesenje u
ckstremnoj tocki E, pa je izreka dokazana.

2. dzreka. Svako gravitaciono polje konveksni Je skup. To znadi, ako uzmemo
u obzir jo$ i prijasnju izreku, da je svako gravitaciono polje konveksan stozac s
vrhom u koordinatnom ishodistu.
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Dokas. Tzreku dokazemo tako da dokazemo slijedecu ekvivalentnu izreku:
Ako vektori ¢! i ¢ spadaju u gravitaciono polje G(E) ekstremne tocke E, u to polje
spada i svaki njihov konveksni linearni sastav:

c=pe' +(1—p)e* O=p=1)
Cinjenica da ¢! spada u gravitaciono polje G(E), znaci da linearni program:
LP:x20, Ax=Db; f(x)=c'x (1)

ima optimalno moguce rjesenje u ekstremnoj tocki E; u toj tocki funkcija cilja ima
najmanju vrijednost f(E) = ¢'E. Cinjenica da c? spada u gravitaciono polje G(E),
zna¢i da linearni program:

LP:x=20, Ax=Db; f(x)=c¢c’x (2)

ima optimalno moguce rjeSenje u ekstremnoj tocci E: u toj tocki funkcija cilja ima
najmanju vrijednost f(E) = ¢’E. Cinjenica da konveksni linearni sastay ¢ = pe! +
+ (1 — p)c? spada u gravitaciono polie G(E), zna¢i da linearni program:

IP: x>0, Ax="b; f(x)=(pc'+(l —pe?)x (3)

ima optimalno moguce rjeSenje u ekstremnoj tocki E; u toj tocki funkcija cilja
ima najmanju vrijednost f(E) = (pet + (1 — p)e?) E.

Pretpostavimo da bi linearni program (3) imao neko bolje optimalno mogucde
rjeSenje z za koje bi funkcija cilja imala neku manju vrijednost; u tom bi primjeru
vazila nejednadzba:

(pe! + (1 —p)e)z < (pe! + (1 —p)e)E
ili nejednadzba:
pelz+ (1 —p)e?z<pec'E+ (1 —p)e’E
Ova bi nejednadzba mogla biti ispunjena samo onda kad bi vazila barem jedna od

nejednadzbi:
clz < ¢'E ili ¢*z <c¢?E

To medutim nije moguce jer je E optimalno moguce rjesenje i linearnog programa
(1) kao i linearnog programa (2). Stoga linearni program (3) ima optimalno moguce
rjesenje u ekstremnoj tocci E, a to je trebalo dokazati.

3. izreka. Dva gravitaciona polja mogu imati zajednicke samo graniéne tocke,
a u ostalom se ne pokrivaju.

Dokaz. 1zreku dokaZemo za gravitaciona polja G (EY) i G (E') dviju proizvoljnih
ckstremnih tocaka E' i EJ. Dokazemo tako da dokazemo ekvivalentnu izreku:
Ako ¢! spada u gravitaciono polje G(E!) i ¢2 u gravitaciono polje G(E’), onda na
pravcu kroz ¢! i ¢* egzistira najvise jedna tocka ¢ tako da spada u oba gravitaciona
polja. To zna¢i da medu konveksnim linearnim sastavima:

c=pel+(1—pe* (O=p=1)
egzistira najvise jedan takav sastav koji spada u oba gravitaciona polja.
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Cinjenica da ¢! spada u gravitaciono polje G(E"), znati da linearni program:
IP:x20, Ax=0b; f(x)=c'x (1)

ima optimalno moguce rjcsenje u tocki E'; u njoj funkcija cilja ima najmanju vri-
jednost ¢! El. Cinjenica da ¢? spada u gravitaciono polje G (E), znadi du linearni
program;

LPixZ 0, Ax=h; fx)=0t% (2)

ima optimalno moguce rjefenje u tocki E'; u njoj funkeija cilja ima najmanju vri-
jednost ¢? E,

Uzmimo gore navedeni konveksni linearni sastav toc¢aka e i ¢2; treba dokazati
da egzistira najvise jedan vektor ¢ ili najvide jedan koeficijent p linearnog sastava
tuko da sastav spada u oba gravitaciona polja.

Cinjenica da e spada u gravitaciono polje G(E?), znadi da linearni program

LP:x20, Ax=0b; f(x)=cx (3)

imu optimalno moguce rjesenje u tocki E'; u njoj funkcija cilja ima najmanju vri-
jednost ¢E'. Cinjenica da ¢ spada u gravitaciono polje G(E’), znati da taj linearn:
program (3) ima optimalno moguce rje§enje u to¢ki E¥; u njoj funkcija cilja ime
najmanju vrijednost ¢E.

Ako ¢ spada u oba gravitaciona polja, linearni program (3) ima optimalnc
moguce rjesenje u tocki E' i u tocki E'; u tom su primjeru odgovarajuce najmanje
vrijednosti funkcije cilja jednake. Tako dobivamo jednadzbu:

¢cEl —cE!
i, ako u nju uvrstimo gornji linearni izraz za e, jednadzbu:
(pe' - (1 —p)e) B! = (pe! + (I —p) ) B

Ova jednadzba obi¢na je linearna jednadzba s nepoznanicom p 1 kako je li-
nearnd, ima samo jedno rjefenje. Istovremeno nepoznanica p odgovara jos i uvjetu

0=sp=1l

Ako jednadzba kod ovog uvjeta nema rjeSenja, na praveu kroz jtocke ¢! i ¢ nema
nijedne tocke koja bi bila zajednicka za oba gravitaciona polja. Ako medutim je-
dnadzba kod ovog uvjeta ima neko rje§enje, onda ima samo jedno; u tom primjeru
na praveu kroz tocke ¢! i e* egzistira samo jedna tocka ¢ koja spada u oba gravita-
ciona polja. Tako je izreka dokazana.

1z dokazanih izreka slijedi da su gravitaciona polja pojedinih ckstremnih to-
cuku konveksnog poliedra K konveksni stosci sa zajednickim vrhom u koordinat-
nom ishodistu; ovi sto$ei nemaju zajednickih unutrasnjih tocaka, ali mogu imati
neke zajednicke granicne tocke. Pogledajmo skup tocaka koji je zajednicki za dva
gravitaciona polja.

4. 1zreka. Ako tocka ¢ lefi na zajednickoj gramici dvaju gravitacionih polia,
onda ¢ sraka ke (k 2 0) ledi na zajednickoj granici tih dvaju polja. To znaci da jec
zajednicka granica dvaju grevitacionih polja stozac s vrhom 1 koordinatnom isho-
disru,
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Dokaz. Tzreku dokazemo za gravitaciona polja G(E') i G(E’) dviju proizvoljnih
ekstremnih to¢aka E' i E' Gravitaciono polie G(E') je konveksni stozac; ako u
njega spada ¢, onda u njega spada i zraka ke. Takoder je i gravitaciono polie G(E’)
konveksni stozac; ako u njega spada ¢, onda u njega spada i zraka ke. Ako dakle
¢ spada u oba gravitaciona polja, onda u njih spada i Citava zraka ke, pa je izreka
tako dokazana.

5. izreka. Skup tocaka na zajednickoj gramici dvaju gravitacionih polja je kon-
veksan. To znati, ako uzmemo u obzir jos i prijadnju izreku, da je zajedniCka granica
dvaju gravitacionih polja konveksan stozac s vrhom u koordinatnom ishodistu.

Dokaz. Tzreku dokazemo tako da za dva proizvoljna gravitaciona polja dokazemo
slijede¢u ekvivalentnu izreku: Ako su tocke ¢! i ¢? na zajednickoj granici gravita-
cionih polja G(E") i G (E’) dviju proizvoljnih ekstremnih tocaka E' i E’, onda je
na toj zajednickoj granici i svaki njihov konveksni linearni sastav:

c=pc'+(l—pec? O=p=1)

Ako e! lezi na zajednickoj granici obaju gravitacionih polja, onda spada u
polie G(E') i u polje G(E'). Sli¢no vrijedi i za tocku ¢®. Ako ¢ lezi na zajednickoj
granici obaju gravitacionih polja, onda spada u poljie G(E') i u polje G(E?), Polje
G(E!) je konveksno; kako u njega spadaju ¢' i ¢?, to u njega spada i svaki njihov
konveksni linearni sastav. Polje G(E?) takoder je konveksno; kako u njega spadaju
¢! i ¢, to spada u njega i svaki njihov konveksni linearni sastav. Buduc¢i da toCke
¢! i ¢? spadaju u oba gravitaciona polja, to u njih spada i svaki njihov konveks-
ni linearni sastav, pa je izreka dokazana,

Rezimirajmo dobivene rezultate. Uvjeti u linearnom programu za minimum
funkcije cilja

IP:x20, Ax—=b; f(x)=cx

odreduju konveksan poliedar mogucih rjesenja K; on ima ekstremne tocke:
EY, iy BY
Ovim ekstremnim to¢kama odgovaraju gravitaciona polja:
G(EY, ..., G(EY

Ova gravitaciona polja sastavljaju cjelovit n-dimenzionalni vektorski prostor C".
Sva su gravitaciona polja konveksni stoSci sa zajednickim vrhom u koordinatnom
ishodidtu. Gravitaciona polja se medusobno ne pokrivaju i mogu imati po parovima
zajednicke samo grani¢ne tocke. Zajedni¢ke granice po dva gravitaciona polja ta-
koder su konveksni stodci sa zajedni¢kim vrhom u koordinatnom ishodistu.

Kad imamo na takav nacin podijeljen vektorski prostor C" na gravitaciona polja
ekstremnih tocaka konveksnog poliedra K, mozemo prosudivati kako na optimalno
moguce rjesenje linearnog programa djeluju promjene koeficijenata u funkciji cilja.
Ako se koeficijenti u funkciji cilja promijene samo toliko da odgovarajuci vektor
¢ ostane u istom gravitacionom polju, onda se optimalno moguce rjeSenje ne mi-
jenja; stoga je optimalno moguce rjeSenje invarijantno za sve one promjene vektora
¢ koje ga zadrzavaju u istom gravitacionom polju. Optimalno moguce rjesenje
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mijenja se tek onda kad vektor ¢ dode u neko drugo gravitaciono polje. Pri kontinui-
renom mijenjanju vektora ¢ optimalno moguce rjeenje mijenja se samo na prije-
lazima s prvoga u drugo gravitaciono polje.

Osjetljivost optimalnog moguceg rjeSenja linearnog programa na promjene
koeficijenata u funkciji cilja proucili smo elementarnim metodama u proizvodnorn
problemu koji smo obradivali i rije$ili u 9. tocki II. poglavlja.

Primjer. Uzmimo slijede¢i problem linearnog programiranja: Treba odrediti
vrijednosti varijabla x 1 v koje odgovaraju nejednadzbama:

0=x=4
0=sy=s5
x+y=28
2x+y=4

tako da funkecija cilja:
£(%, y) = cuX + Cay
Ima minimum.

Tu su koeficijenti ¢, i ¢5 u funkciji cilja proizvoljni realni brojevi. Linearni program
s istim uvjetnim nejednadzbama obradivali smo veé¢ u prvom primjeru 1. tocke
VIII. poglavlja.

Skup mogucih rjesenja (x, y) linearnog programa prikazuju, kao sto vidimo
na slici 24, u ravninskom kartezijskom koordinatnom sistemu x0Oy tocke iscrtkanog
konveksnog Sesterokuta s uglovima:

A(2,0), B(4,0), C(4,4), D(3,5), E(0,5), I'(0,4)

stranice BC 1 EF toga Sesterokuta paralelne su s ordinatnom osi, stranice AB 1 DI
paralelne su s apscisnom osi, stranica AF ima smjerni koeficijent —2, a stranica
CD ima smjerni koeficijent —1.

Parove koeficijenata (¢, ¢,) u funkeiji cilja prikazuju, kao Sto vidimo na s.
25, tocke na ravnini s kartezijskim koordinatnim sistemom ¢,0c¢,. Za svaki par
vrijednosti tih koeficijenata dobivamo poseban linearni program s odgovarajucom
funkcijom cilja. Funkcija cilja ima smjerni koeficijent:

i

m= — —
Cz

Odredimo na toj ravnini gravitaciona polja uglova konveksnog sesterokuta.

I. Uzmimo najprije da je ¢, 2 01 ¢, 2 0; u tom primjeru tocka (¢, ¢,) lezi
u prvom kvadrantu koordinatnog sistema. Pravci koji odgovaraju funkeiji cilja su
padajudi i paralelni s praveem tipa 1. na sl. 24. Manje vrijednosti funkcije cilja do-
bivamo ako pravac pomicemo paralelno u smjeru koji pokazuju strelice. Najmanju
vrijednost funkeije cilja dobivamo u tocki ili u tockama, ako ih ima vise, u kojima
pravac $to se pomice napusta Sesterokut mogucih rjeSenja. S obzirom na smjerni
koeficijent funkcije cilja za optimalno moguce rjeSenje linearnog programa po-
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stoje moguénosti navedene u nastavku koje dobivamo usporedbom odgovaraju-
¢ih smjernih koeficijenata. Optimalno moguce rjeSenje je:

a) u todkama stranice EF ako je ¢, = 01ili ako toka (¢ . C,) lezi na polutraci pgr;

b) u tocki I’ ako je 2c; < ¢y;

¢) u totkama stranice AF ako je 2c, = ¢, ili ako tocka (¢, ¢,) lezi na polu-
trm:i pAF;

d) u tocki A, ako je 2¢; > ¢;;

e) u tockama stranice AB ako jec, =0 ili ako tocka (cy, c,) lezi na polutraci
Pas-

[I. Pretpostavimo da je ¢, £ 01i ¢, = 0; u tom primjeru tocka (c,, c.) lezi
u drugom kvadrantu koordinatnog sistema. Pravci §to odgovaraju funkciji cilja
su rastuci i paralelni s pravcem tipa 1I. Manje vrijednosti funkcije cilja dobivamo
ako pravac pomi¢emo paralelno u smjeru naznacenih strelica. Optimalno moguce
riesenje linearnog programa je:

a) u tockama stranice AB ako je ¢, =0 ili ako tocka (c¢,, ¢,) lezi na polutraci
Pas:

b) u tocki B za sve parove (¢, £203

¢) u totkama pravea BC ako je ¢; = 0, ili ako tocka (c,, ¢,) lezi na polutraci
Psc-

III. Uzmimo daje ¢, < 0i¢, £ 0; u tom primjeru tocka (c,, c,) lezi u tre-
¢em kvadrantu koordinatnog sistema. Pravci §to odgovaraju funkciji cilja su pa-
dajuéi i paralelni s pravcem tipa III. na sl. 24. Manje vrijednosti funkcije cilja
dobivamo ako pravac pomi¢emo paralelno u smjeru naznaenih strelica. Opti-
malno moguce rjesenje linearnog programa je:

a) u tockama stranice BC ako je ¢, = 0 ili ako tocka (c;s ¢,) leZi na polutraci
Pscs

b) u tocki C ako je ¢; < €33

¢) u totkama stranice CD ako je ¢, = ¢, ili tocka (c,, ¢,) lezi na polutraci
Pcps

d) u tocki D ako je ¢ > ¢33

e) u tockama stranice DE ako je ¢; =0 ili ako tocka (c, ¢,) lezi na polutraci
Poe-

IV. Uzmimo konac¢no jo$ da je ¢, = 0i ¢, = 0; utom primjeru tocka (c,
¢,) lezi u cetvrtom kvadrantu koordinatnog sistema. Pravci $to odgovaraju funk-
ciji cilja su rastudi i paralelni s pravcem tipa IV. Manje vrijednosti funkcije cilja
dobivamo ako pravac pomicemo paralelno u smjeru naznatenih strelica. Optimalno
moguce rjesenje linearnog programa je:

a) u tockama stranice DE ako je ¢; = 0 ili ako tocka (c;, c,) lezi na polutraci
PoE>s

b) u tocki E za sve parove (¢, C3);

¢) u tockama stranice EF ako je ¢, = 0 ili ako toc¢ka (¢,, c,) lezi na polutraci
PeE:

171



E
F
/f
Y
£
//
/\
.
0
N \(/
\\
W/ \\/’ //
N \/// v
/
!
=¥
St 24, Poligon moguéin rjesenja
17 toga slijedi, kao §to vidimo na sl. 23, da uglovi ili ekstremne tocke konvek-
snog Sesterokuta mogucih riedenja linearnog programa imaju slijedeca gravitaciona
polja:
a) ugao A ima kut medu polutrakama pyp i Dan
bl ugao B ima kut medu polutrakama Pas 1 DPac
¢) ugao C ima kut medu polutrakama pgc i Péb
d) ugao D ima kut medu polutrakama pep i ppe
¢) ugao B ima kut medu polutrakama ppg i Per

t) ugao F

1ma

kut medu

polutrakama pgr i par.
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SI. 25. Gravitaciona polia uglova
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X. SIMPLEKS-METODA

1. Zamjena baze

Uzmimo slijede¢i problem linearnog programiranja, koji smo nakon uvodenja
dopunskih i umjetnih varijabla u 2. tocki VIII. poglavlja izrazili obrascima (5.

a, b, ¢) ovako: Treba odrediti varijable x,, ..., X, koje odgovaraju uvjetima
nenegativnosti:
x;20 (i = Lssue 5 00)
i vektorskoj jednadzbi:
X, P+ ... +x,P"=P°
tako da funkcija cilja:
Bl ™®y) =8 %,y F v a0

ima minimum. Podaci za ovaj linearni program dani su pregledno u tabeli 1. u
istoj tocki istoga poglavlja.

Pretpostavimo da nam je jedno bazicno i nedegenerirano moguce rjeSenje
ovog linearnog programa ve¢ poznato. Kako je ovo rjeSenje bazitno i nedegene-
rirano, to ima toéno m pozitivnih komponenata, dok su sve druge komponente
jednake 0. Zbog jednostavnosti, a da pri tom problem nikako ne ogranicujemo,
pretpostavimo da je pozitivnih prvih m komponenata moguceg rjeSenja; 1o mo-
7emo uvijek posti¢i ako na odgovarajuci nadin promijenimo nazive varijabla. Na-
kon takve promjene naziva varijabla neka bude

z¥ = {xl’ R T 0_. ,0}

poznato bazi¢no i nedegenerirano mogude rjeSenje linearnog programa. Tom mo-
guéem rjesenju prema razmatranjima u prija¥njem poglavlju odgovara odredena
ekstremna todka poliedra mogudih rjeenja, kao i odreden sistem m linearno ne-
zavisnih vektora:

L LA L

Ovi vektori sastavljaju bazu vektorskog prostora V™; vektorima ove baze mozemo
jednoznaéno linearno izraziti svaki vektor toga vektorskog prostora. Ovom mo-
guéem rjesenju odgovara gornji dio tabele 1.

Razmislimo najprije kako bismo iz zadanog bazitnog i nedegeneriranog mo-
guéeg rjeSenja mogli dobiti neko drugo bazi¢no moguce rjeSenje. Poznatom mo-
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gucem riesenju odgovara odredena ckstremna tocka konveksnog poliedra moguc:h
riesenja, kao 1 odreden sistem m linearno nezavisnih vektora:
P P o P

koji sastavljaju bazu vektorskog prostora V™. Svakom drugom bazi¢nom mogucem
rjcsenju isto tako odgovara neka ckstremna totka poliedra mogudih rjcienja, kao
i njoj odgovarajuci sistem m linearno nezavisnih vektora, koji isto tako sastavljaju
bazu vektorskog prostora V™. Ako iz prvobitne baze P!, ..., P, ..., P™ izostavimo
jedan vektor, npr. vektor PT, i nadomjestimo ga nekim drugim vektorom P* koji
ne nastupa u prvobitnoj bazi, onda dobivamo nov sistem linearno nezavisnih vel-
tora P P% ., P™; ovom sistemu odgovara neka druga ekstremna tocka
poliedra mogucih rjeSenja linearnog programa i neko drugo bazicno moguce rje-
senje. U skladu s tim, iz poznatog bazi¢nog i nedegencriranog moguceg rjesenja
linearnog programa dobivamo novo bazitno moguce riesenje ovako:

Poznatom bazicnom mogucem rjeSenju odredimo m linearno nezavisnih velk-
tora:

P s P P

kot sastavljaju bazu vektorskog prostora V™; u toj bazi neki vektor P* nadomjestimo
nekim vektorom P* kojega u bazi jo§ nema i koji s preostalim vektorima sastavlja
novu bazu vektorskog prostora V™

P B o P

Nakon toga odredimo ovoj bazi odgovarajuce bazicno moguce rjeSenje.

U nastavku pogledajmo takav prijelaz od prvobitne baze do druge i od prvo-
bitnog buazicnog moguceg rjeSenja do drugog.

Poznatom bazicnom i nedegeneriranom mogucem rjeSenju:

X=X y5is 555 1ee 5% Qner 5 nnn  OF
odgovara m linearno nezavisnih vektora:
1
P',..,P, ..., Pn

Koji sastavljaju bazu vektorskog prostora V™, U toj bazi vektor PT nadomjestimo
vektorom P* kojega jos nema u bazi, pa dobivamo novu bazu vektorskog prostor:
Vﬂl.
1 k
PYL .. ,P5 ..., P™

Ovoj buzi odgovara novo bazitno mogude rjelenje:

1 i

o i t ¢
X =X 13209 X po gy ngr;_[,o,-..,X’k,....OJ'

Toj novoj bazi i tom novom mogucem rjesenju odgovara donji dio tubele 1.
Pogledajmo kako se pri takvoj zamjeni baze transformiraju koeficijenti aj
gornjeg dijela tabele 1. u koeficijente a’y; donjega dijela te tabele. Radi jednoobra-
znosti naCina pisanja i obrazaca u tabeli 1. oznadimo komponente b; vektora P"
54 d;4, tako da je:
by = 44 {i =1y - ym)
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TABELA 1. ZAMJENA BAZE

Baza ‘ po P ... P P . pr
F“ ! 10 Arp o Ar - A e Bye oo a1n
‘"'.I” | {’rﬂ érl E;I'rr %irm :ark :arn
P" | awmo Am1 o e . A - ik 10 A

I F" I E}’m i_irll at’lr ?'m f_iiik ?’m
"'?K ?-’ro ?-)rl LA "-):rr flrm ?’rk {1.-:“
pr - - - F T - -

Poznatom bazi¢nom nedegeneriranom moguéem rjeSenju:
& =A%) wnrr0 Koo ts Fea Ko g 13 oo X B e Xg =05 0 50} =
={ 05585010 By BespioyenaRue 8 o 58k = Davesns 0}
odgovara sistem m linearno nezavisnih vektora:
Pl 3P sy P

koji sastavljaju bazu vektorskog prostora V™. Kako je x moguce rjesenje linear-
nog programa, to vazi jednadzba:

P =x, P+ ... 4%, P+ o xpg PP = ()
=g, Pt ... Fa PT L+ a,,P™

Budué¢i da vektori P', ..., P", ..., P™ sastavljaju bazu vektorskog prostora V™,
to sve vektore PY, ..., P" mozemo izraziti kao njihove lincarne sastave:

Pl =a,P'+ .. +a;P"+...+ayP" (=1,..,n) (2)
Stoga vektor P* izrazimo vektorima baze ovako:
Pfk=a, P4+ .., +a, P+ .. 4a,P" (3)

Ako ovu jednadzbu pomnozimo nekim pozitivnim brojem @ i odbrojimo je od
jednadzbe (1), onda dobivamo jednadzbu:

PO =(x, —@ay) P! + ... + (& —0a,) P* + ... + (¥ — Oay) P + 6 PE
Iz te vektorske jednadzbe vidimo da je
X = {xl - @alk9 s Xp — e Argy »ov 9 Xy — ‘9 dmgs 0: see F): 30}
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isto tako moguce rjeSenje linearnog programa. Ovo rjeSenje opcenito nije bazi-
¢no jer ima m — 1 od 0 razlicith komponenata.

Pozitivni broj @ nije sasvim proizvoljan; zbog zahtjeva za nenegativnodcu
komponenata mogudceg rjeSenja, broj © mora odgovarati nejednadzbama:

X — @4y 20 ({i=1,..,m)

1z ovoga slijedi da broj @ odgovara nejednadzbama:

Vee smo ustanovili da novo moguce rjesenje x kod proizvoljno odabranog
broja @ nije bazicno jer opcenito ima m | | pozitivnih komponenata. Odgova-
rajucim izborom broja & mozemo posti¢i da novo moguée rjeSenje postane ba-
zi¢no; broj # moZemo naime odabrati tako da jedna pozitivnha komponenta mogu-
ceg rjeSenja x postane jednaka 0. U tu svrhu za broj @ odaberemo najmanji od
razlomaka:

4 s Em

A T ey
Ak ary Ak

Uzmimo da je medu ovim razlomcima najmanji onaj koji odgovara indeksu r. Uz-
mimo dalje jo§ da egzistira samo jedan najmanji razlomak; mogucnost da ima vise
najmanjih razlomaka obradivat ¢emo kasnije kod pojave degeneracije. Pri takvom
izhoru uzimamo:

o
ark

Pri ovom izboru broja & u mogucem rjeSenju x pozitivna komponenta na r-tomn
mjestu postaje jednaka 0, a sve druge pozitivne komponente ostaju pozitivne. "I'ako
dobivamo novo bazi¢no 1 nedegenerirano moguce rjeSenje:

X' = % — @y Ohowes Xy —' O 8o 0 i0a 560 w005 0F

U tom mogucem rjesenju r-ta komponenta jednaka je 0, a k-ta komponenta je-
dnaka je #. Tom bazicnom 1 nedegeneriranom mogucem rjeSenju linearnog pro-
grama odgovara sistem m linearno nezavisnih vektora:

By . s PR P PR P

koji sastavljaju novu bazu vektorskog prostora V™.

Izrazimo vektore P (j — 0, 1, ... ,n) pomoc¢u vektora ove nove buaze! U
svrhu iz jednadzbe (3) izrazimo najprije vektor P* i dobivamo:

I

Ay

¢ L

(P gy Pt — . — Gy PV — L =g PPHY — L — 2 P
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Ako taj izraz za vektor P® uvrstimo u obrazac (2) dobivamo:

a (].
: 1 | -1 ri 1 r s
Pl=a,;P' + ... 4a_, ;PP —Sa, P —"Ha Pt
dry al'li
a ar a,; _ ,
—= Ay Pr¥l . g pug "Hipk T i R I
rk rk Ay
Ay ] d i
— e . rj =y
= (2 ——ay| P _("r_m — =g g Bt +
drk Ark

oy | drj 1 i drj ) drj
<= (a,..,.]_J- == 5 —dryy, j) Pr ™ eve T @y — “; Hmj) Pm -+ ar' l:,k
rk rk rk

Ako koeficijente kod vektora u ovom izrazu ozna¢imo tako kao §to smo ih oznacili
u donjem dijelu tabele I, onda dobivamo:

P = arli P! e T o 'ﬂ.‘r_ 1] pr-tL air+ 1.4 pra "|‘ e + a;mj Pm a'kj Px
Ako usporedimo posljednja dva izraza za vektor PJ, onda dobivamo slijede¢u uputu
za transformaciju koeficijenata u tabeli 1:

Ako iz prvobitne baze P!, ..., P", ..., P™ odstranimo vektor PT i nadomje-
stimo ga vektorom P*, onda se koeficijenti a;; gornjega dijela tabele 1. transfor-
miraju u homologne koeficijente a';; donjega dijela tabele ovako:

a) koeficijente a,; r-tog retka transtormiramo po zakonu:

il
Q= (4a)

drg

b) koeficijente a,; proizvolinog drugog retka medutim transformiramo po
zakonu:

a'y =ay — ‘;_ a, (i%r1) (4b)

1k
Novoj bazi odgovara slijedece bazicno i nedegenerirano moguce rjeSenje li-
nearnog programa:
x' = {Xlls wee X(r_ 13 0:! x,r‘F- Ly s 3 xim! 0: wey O:X,ki 03 ] 0} =

) ot ' g al |
= '}ﬂ 103 =o- s 8 1.0 O,a r4+ 1,0 ---3d mo 0, ,O,r.l k.0 0, P 0)‘

Transformaciju (4a, b) mozZemo izvr$iti matricnom multiplikacijom. Koefi-
cijenti gornjega dijela tabele 1. sastavljaju matricu:

M = | ay|| i=1L.,.,m;j=1,..5n)

Ova je matrica pravokuma i ima red mx n. Sli¢cno Loeﬁcuentx donjeg dijela iste
tabele sastavljaju matricu:

M —|

‘lu|
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Uzmimo jedinicnu matricu reda m u kojoj r-ti redak i r-ti stupac napisemo:

U jedini¢noj matrici popravimo r-ti stupac ovako: umjesto broja 1 u r-tom retku
napifemo 1/a,,; umjesto 0 u svim ostalim recima ovoga stupca napisemo uzasto-
pno brojeve:

Ak B e T e  Amg

e ) — = 3y e

Ay Ak Arg A

1 tako dobivamo slijedecu kvadratnu matricu reda m;

1 ..0—21% o o
A

[ Q= G
ark

0.0 “ o.. 0
T_‘ . arl:

6., 6 2= 5

| Ark |

Pocetnu matricu M transformiramo u novu matricu M’ tako da je premul-
tipliciramo transformacijskom matricom T

M =TM (4c)

Mozemo se lako uvjeriti da je ova transformacija pocetne matrice pomocu

matri¢ne premultiplikacije identi¢na transformaciji prema obrascima (4a, b); to
uvidamo ovako:

a) za elemente r-tog retka:

E:
" | ' a
aly =0 .. — .. 0| | ag || ="
drh‘. ' drl-a
amj
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b) za elemente svakoga drugog retka:

1l

[ Ay
el
i.Hi_f|
‘ dig ||| a
aly=10..1 — == L0 =ay T aiy
1 . |
Ay | P dry
|22
Il =
5
dmj ||

2. Poboljianje mogudeg rjeSenja

U prijaénjoj tocki saznali smo kako zamjenom baze vektorskog prostora V™
od poznatog moguceg rjesenja dobivamo novo moguce rjesenje linearnog progra-
ma; pri tom smo uzimali u obzir samo promjene uvjetnih jednadzbi, a nismo se
obazirali na promjene vrijednosti funkcije cilja. Za svako moguce rieSenje funkcija
cilja ima odredenu vrijednost; pri prijelazu od prvog na drugo moguce rjesenje
ova se vrijednost moze povecati, smanjiti ili pak ostati nepromijenjena. Buduci
da se radi o linearnom programu za minimum funkcije cilja, Zelimo pri prijelazu
od prvoga na drugo moguce rjeSenje Sto vise smanjiti vrijednost funkeije cilja. U
ovoj tocki obradivat ¢emo prijelaz od prvoga na drugo moguce rjeSenje pri kojem
ée se vrijednost funkcije cilja najvise smanjiti.’

Uzmimo, kao u prijasnjoj tocki, poznato bazitno i nedegenerirano moguce
rjeSenje:

X = {KpasXe o 9 Xy Dpoven 5.0}

Ovom rje$enju odgovara sistem m linearno nezavisnih vektora
PL o P P

koji sastavljaju bazu vektorskog prostora V™; njima mozemo na jednoznacan na-
¢in linearno izraziti sve vektore P ovako:

Pl=a, P+ ... +a P+ ... L2y, P" (=0,1,...,1)

Ako u ovoj vektorskoj jednadZbi postavimo j =0 i ako ponovo pisemo X; = ajp
to za vektor P° dobivamo izraz:

-_leI y _..+XIPI+"I1_mem__
= dyp I',l | van T RO IJI' + B .}_ 846 I)m

Ako uzmemo sve to u obzir, onda mozemo sastaviti tabelu 1, ¢iji je jedan dio ana-
logan tabeli 1. iz prijaSnje tocke.
Definirajmo nove koli¢ine:

%y =835 Cp F o + Byy Cr F oo B O ( =0; 1; s 50)

U Vidi napomenu na str. 150. Takve prijelaze obradujemo iscrpno u 1. to¢ki XII. poglavlja
u problemu prehrane.
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1 pogledajmo njihovo znacenje za pojedine vrijednosti indeksa j! Ako je j =0,
onda dobivamo:

Zg =8y9C T \vi T 8 Cr + wor + B Ty =

=€ Xy T+ G Xy o -0, X

m -~

Zo znaci dakle vrijednost funkcije cilja, koja odgovara poznatom mogucem rje-
senju linearnog programa. Sli¢no znaci z; vrijednost vektora P izrazenog vektorima
prvobitne baze.

TABELA 1. POBOLJSANJE MOGUCEG RJESENJA PO SIMPLEKS-METODI

(o | Gy Cm By ¢y o Ca
‘ | Xy <iope X ] X; hai X e > |
I Baza | S pm el Pr Pn
~ 1 .
‘ Ci I ‘ 4dip  dypy dim a1 Ak din
Cr ‘ pr drp Ay Aem gy Arx den
| Cm P Admp Amy Amm L Ay mats Ami, e Amn
|
£ — &= " P
) 2y Zy — € Zm — Cm % — ¢ Zi — Cy Zy — Cq
dmat 1y
1 ‘ F ¢ i .’ 2
| Cy P a g a g ik dm 4 4 a gy Tk d g
; - - i : 3
Cx px | drp dry i u(rm L dp e a’rk o a’l’n
[ s : ; = . v ¥
: ! If ‘.f :.r .f .( "
Cim ‘ | ‘ ad mo A my 4 mm e amj =l A my HimIE 4 mp
Z; — ¢ = | i v ¢ . - i il = -
i Zyg 7y 0 ST Em T G e =6 e E — G e Zg— oy
= A my o1 |

Definirajmo  jo§ kolicine
By — €] G=0,1,...,n)
i objasnimo njihovo znacenje za pojedine vrijednosti indeksa j. Ako je j — 0, onda
Zg — Cy — Zg

znact vrijednost funkcije cilja koja odgovara poznatom mogucéem rjeSenju linear-
nog programa. Ako je j —r, gdje je 1 = r = m, dobivamo:
z. — ¢, —0 =12, coym)

Bazicni vektor P* ima naime r-tu komponentu jednaku 1, dok su sve druge kom-
ponente jednake 0; stoga je:

Z, C, :0.'._'| T e : I.Cr R B OACm — L, rO
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Zbog toga su kolicine z; — ¢; za sve baziCne vektore jednake 0. Ako je j > m, onda
vektor P’ ne spada u bazu; u tom primjeru prema prijaénjem izlaganju z; znaci
vrijednost toga vektora izrazenog bazi¢nim vektorima, dok c; zna¢i ovom vektoru
odgovarajuci koeficijent u funkciji cilja ili njegovu pravu vrijednost; stoga dife-
rencija z; — ¢; znaci za vektor P’ razliku izmedu vrijednosti vektora izraZenog
bazom i njegove prave vrijednosti. Diferencije z; — ¢; napisane su u posljednjem
retku gornjega dijela tabele I.

Radi jednoobraznosti pisemo ove diferencije kao elemente u dodatnom retku ovako:
Zy—C =8ns1y 0(=01..,0)

U daljnjem raspravljanju prijelaza od poznatog moguceg rjeSenja k nekom
boljem mogucem rjeSenju najprije zanemarimo razli¢ite izuzetne mogucnosti,
koje ¢emo kasnije posebno raspraviti. Za poCetak raspravimo mogucnost za koju
vaze slijedece pretpostavke:

a) Funkcija cilja ima donju granicu za sva moguca rjesenja.

b) Barem jedna od diferencija z; — ¢;, gdje je j =m -1, ..,n, jest pozi-
tivna; uzmimo da je pozitivna diferencija zy — . Toj diferenciji odgovara vektor
P* koji ne spada u prvobitnu bazu.

¢) Medu komponentama vektora P* s pozitivnom diferencijom zx — C ba-
rem jedna je pozitivna; uzmimo da je pozitivna njegova r-ta komponenta a.

d) U skupini razlomaka:

Xy X, X
ay A T A,
medu pozitivnim razlomcima samo je jedan najmanji; uzmimo da je medu pozi-
tivnim razlomcima najmanji onaj koji odgovara indeksu r, . X/fas.

Ako vaze ove pretpostavke, onda moZzemo poznato baziéno moguce rjeSenje
poboljdati i dobiti od njega novo bazitno moguce rieSenje za koje funkcija cilja
ima manju vrijednost.

Uzmimo poznato bazi¢no i nedegenerirano mogude rjesenje linearnog pro-
grama:

x == (&g v Rysive s Kagy O vy D o OF = (1)

= {d 05 - 58105 ++ > Amor 05 ve. 50500 0%
Funkcija cilja ima vrijednost:

Zo = Cy Xy + oo + €% + oo F CmEm (2)
Ovom rjefenju odgovara sistem m linearno nezavisnih vektora:

P Pl By

koji sastavljaju bazu vektorskog prostora V™, Pomoéu ovih vektora mozemo li-
nearno izraziti sve vektore PJ, gdjejej =0, 1, ..., n. Tako za vektor P? dobivamo
izraz:

Poﬁ)(‘ P1+... 'rXrPr;...TXum (3)
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Slicno za vektor P* dobivamo izraz:

P*=a, P!+ . 4a,PrL . La,BPn" (4

Vektoru P* izraZenom tako pomocu bazicnih vektora odgovara vrijednost:

rJ‘:

T . | L i i |3 =
Zx =Ry T ocew T8 Cp T dmk Cy (

I diferencija zy — ¢, koja je prema pretpostavci (¢) pozitivna.

Slicno kao u prijasnjoj tocki odstranimo iz prvobitne baze vektor P* i nado-
mjestimo ga vektorom P* koji ne spada u prvobitnu bazu. Jednad?bu (4) pomno-
zimo pozitivnim brojem @ i odbijemo je od jednadzbe (3), pa dobivamo jednadzbu-

P? = (X, — @alk) P! e (X, o E)ark) BYl + (xn: o Gam R) Po-0'P-
Iz toga dobivamo novo mogude rjedenje:

X =A%y — By ooy Ky — Oy i Xy s —~ 025505, . 0 . 0}

T'o moguce rjeSenje na k-tom mjestu ima komponentu @ i opcenito nije bazic¢no
jer ima m — 1 pozitivnih komponenata.

Po pretpostavei d) u skupini razlomaka:

Xl XT x!ll

Ay Ay Ak

od pozitivnih razlomaka samo je jedan najmaniji. Mogucnost da ova pretpostavka
ne vazi, raspravit cemo kasnije. Uzmimo da je medu ovim razlomcima najmanje
onaj koji odgovara indeksu r.

Ako za broj 6 izaberemo najmanji od ovih razlomaka, onda dobivamo novo
bazicno i nedegenerirano mogude rjeSenje linearnog programa. U skladu s pret-
postavkom (c) ovaj najmanji razlomak je pozitivan jer vaZe nejednadibe x, > 0
1d, > 0. Prema tome dobivamo novo bazitno i nedegenerirano mogude ricienje
ako broj @ izaberemo ovako:

6= (6)

ﬂrk

Kod tako izabranog broja € iz prvobitne baze odstranimo vektor PT i nadomje-
stimo ga vektorom Pk,

Prvobitnom bazi¢nom mogudéem rjeSenju x odgovara vrijednost Zy funkcije
cilja koja je izrazena jednadibom (2). Novu vrijednost 7/, funkcije cilja, koja od-
govara novom mogudem rjeSenju x', izracunamo ovako:

2’0 ==y (Xl = QH”) T T Gy (xm - Qamk) - G)Ck
Z'o =€ Xy + s T X — O (Cy 8k F oo L) L O Ck
Prema obrascima (2) i (5) dobivamo nakon preuredenja ¢lanova:

Zo =129 — 0 (2, —¢)

e
o
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Kako je broj @ pozitivan i kako je prema pretpostavci (c) i diferencija zx — ¢, po-
zitivna, to vidimo da je nova vrijednost funkcije cilja manja od prvobitne vrijed-
nosti. Stoga prvobitno moguce rjeSenje poboljSamo tako da u prvobitnoj bazi vek-
tor P* nadomjestimo vektorom P¥. Pri takvoj zamjeni baze brojevi u dodatnom
(m -+ 1) retku gornjega dijela tabele 1. transformiraju se po zakonu transforma-
cije (1;4b):

a
> S T =i T y
(AJ _Lj) =a ma1,y  dm+ 1. — —@ma 1,k (8)
Ak

Ovaj transformacijski zakon dokazemo ovako: za j = 0, dobivamo iz jednadzbe (7).
ako uzmemo u obzir jednadzbu (6):

a
-, W S r0
(50 = LO) — & w10 = dm+1,0 - A+ 1k
drx

Za sve druge vrijednosti indeksa j dobivamo transformacijski zakon kako slijedi
u nastavku.

Prije transformacije je:
Zy — Cj = Ay, =8 C T o T 856 T e + By Cm— 4
Nakon transformacije dobivamo:
. i e S = ; & - | P ¢ ~ .
(z; —¢) =25 — ¢ =8 mery =8 yG o0 T 2l G s A gy Gy — Gy

Ako u ovom izrazu koeficijente ¢';; izrazimo po transformacijskom zakonu (1; 4a.
b), onda dobivamo:

N . _ arg an 5
(zg—¢) =23 — ¢ =8 w1 = |8y — 2] ©1 s o Bk 7T
Ak Arg

| B arj "
T e '| Amj e A Cm — G
drg

Ako u ovom izrazu pribrojimo i odbijemo Clan a,; ¢, onda nakon uredenja dobivamo:

o’ - . =S| | 5 P S =
Amary =@15€ + oo T8 Cr T+ oo T 2 Cm) — 855 Cp
drj i Lo Ay
g ey o A G e T Ak C) T8 Ce T——Ck— G
Ak dog

Prema obrascu (5) dobivamo nakon preuredenja ¢lanova transformacijski zakon (8).

Pri transformaciji s dodatnim (m -- 1) retkom dopunjenog dijela tabele 1.
matricnom premultiplikacijom red transformacijske matrice T povecava se od
| na m — |; struktura transformacijske matrice ostaje satuvana.

3. Analiza pretpostavki
U prijasnjoj smo tocki pri poboljsavanju moguceg rjeSenja simpleks-metodom

uzeli Cetiri pretpostavke; zaustavimo se na tim pretpostavkama i analizirajmo nji-
hovo znacenje.
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Prema prvoj pretpostavei (a) funkeija cilja ima donju granicu za sva moguca
tjeSenja; ova je pretpostavka opravdana kod svih prakticki znacajnih problera
linearnog programiranja. U problemima 7za koje ova pretpostavka ne vrijedi, mo-
gli bismo apsolutnu vrijednost funkcije cilja poveéavati preko svih granica. Takvi
problemi nemaju nikakvog praktickog znacenja, pa ih stoga ne razmatramo.

Prema drugoj pretpestavei (b) barem jedna od diferencija Z; — ¢ jest pozi-
tivna. U primjeru gdje ova pretpostavka ne vazi moguée je pobolj$anje poznatog
moguceg rjesenja. U primjerima gdje ova pretpostavka ne vazi, vazi naime izreka:

Ako je za bazitno i nedegenerivano mogudle rieSenje:

— r y!
X =1{X1y 0oy Xy 0., 0}

ispunjeno:

0

IIA

ZJ = Cj

bez izmimke za sve vrijednosti j, onda je moguce rieSenje optimalno a Junkcija cilja
sa to rjesenje fma minimum.

Dokaz. Danom bazicnom i nedegeneriranom mogucem rjesenju odgovaraju
vektori:
1
P g PO

koji sastavljaju bazu vektorskog prostora V™ pomocu ovih vektora mozemo na
jednoznacan nacin linearno izraziti vektor P° ovako:

PP =x Pl | .. +x PP (1
a sve druge vektore PV ovako:
Pl=a P!+ . fa P (j=1,..,n) (2)
Ovom mogucem rjeSenju odgovara vrijednost funkcije cilja
Zo =C; X + ... Cp Xy (3)
Kako raspravljena pretpostavka (b) ne vazi, to za ovo moguce rjelenjec vaZe ne-
jednadzbe:
Zy 56 (=1 . ;n)

Lreba dokazau da funcija cilja za ovo moguce rjesenje ima minimum te du
nt kod jednog drugog mogucdeg rjefenja nema manju vrijednost. Uzmimo neko
drugo proizvoljno mogude rjeSenje:

¥ =AW c00s Sinpasis Vol
Za ovo rjeSenje vazi jednadzba:
Pl=y, P+ .. Ly, P" (4

a tunkeija cilja za nju ima vrijednost:



Ako u ovoj jednadZbi svaki koeficijent ¢; nadomjestimo odgovaraju¢im brojem
z;, onda dobivamo nejednadzbu:

IV

222 Y1+ +ZVa (6)

Ako vektore P!, ..., P" izrazimo bazi¢nim vektorima prema jednadzbi (2), onda
dobivamo iz jednadzbe (4):

P =y, (a, P' + ... +8my ) 5

T ¥n (ain Pl _‘: - dmn Pm)
Iz toga nakon preuredenja clanova dobivamo jednadzbu:

P’ =(a;, y; + ... 2y, Ya) P!+
......................... 7

T (aml Y1 SR |_ amn“‘rlfll) e

Kako vektori P!, ..., P™ sastavljaju bazu vektorskog prostora V™, to njima
mozemo linearno izraziti vektor P° samo na jedan nacin; zbog toga su u obrascima
(1) i (7) homologni koeficijenti jednaki, pa za njih dobivamo jednadzbe:

X; =8 ¥ F - T80 Ya
...................... (8)
Ky = BV + oor T 8ma ¥

Prema definiciji brojevi z; su jednaki:
2y =8y EpFwer + Bmglin = Lisee , )
Ako ove vrijednosti uvrstimo u nejednadzbu (6), onda dobivamo nejednadzbu:
z =y, (8,6 + o+ Bmy Cm) T
Iz toga nakon preuredenja clanova dobivamo nejednadzbu:
zz2c (@ yi+ - T80 ¥a) T+
Cm (@m1 Y1 + - + A Vo)
Ako uzmemo u obzir jednadzbe (8) i jednadzbu (3) dobivamo:

Z T CnXm = 2o

IV
(2]

1 Xp o
a to je trebalo dokazati.

Prema trecoj pretpostavci (¢) medu komponentama vektora koji uvodimo
4 novu bazu barem jedna je pozitivna. Uzmimo da u novu bazu uvodimo vektor
P*; za njega prema drugoj pretpostavci (b) vazi nejednadzba:

Zy, — G =0
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Uzmimo jos da za komponente ovog vektora ne vai pretpostavka (c) i da nijedna
njegovd komponenta nije pozitivna; stoga za sve njegove Komponente vaze no-
jednad’be:

3y =0 (i=1,..,m)
Iz poznatog bazicnog i nedegeneriranog moguceg rjesenja:
¥ = {¥yy e 5 %is 050re 5 0}
dobivamo po ve¢ raspravljenom postupku novo moguce rjesenje:
X —=0@a;, ..., Xy —Oa,,0,...,6,.. 0

Kako su u ovom mogucem rjesenju sve komponente pozitivne bez obzira na vri-
jednost izabranog pozitivnog broja @, to broj @ nema nikakve gornje granice, ra
za njega mozemo izabrati proizvoljno velik pozitivan broj. Novo rjeSenje nije be-
zicno jer ima m 1 komponenata; njemu odgovara vrijednost funkcije cilja:

z =2y — 0 (z —¢)

Ako broj @ proizvolino pove¢avamo, onda mozemo vrijednost funkcije cilja smu-
njiti ispod svake granice. Ovu smo moguénost medutim iskljucili prvom pretpo-
stavkom (a).

Prema Cetvrtoj pretpostavei (d) medu pozitivnim  razlomcima iz skupine:

xl Xr Xy

- 33 -

Ay Ay Ay
samo jedan je najmanji. Ako je u toj skupini vise najmanjih pozitivinih razlomaka.
onda je rije¢ o degeneraciji moguceg rjesenja. Pojavu degeneracije raspravit ¢emo
posebno u 6. tocki ovoga poglavija.

4. Pogetno i optimalno mogude rjesenje

Uzmimo problem linearnog programiranja za minimum funkeije cilja koji
ic u skladu s formulacijama VIII. poglavlja nakon uvodenja dopunskih i umjetnik
varijabla odreden ovako:

LP: x20, Ax=P% f(x)=ecx

Rjesavanje linearnog programa po simpleks-metodi pocinjemo s prvim mo-
gucim rjeSenjem:
x!' ={0,...,0,by, ..., b}

Ovom rjesenju odgovara matrica A = A, reda mxn. Clanovi u uzastopnim stup-
cima ove matrice komponente su vektora P', .., P". Posliednjim m stupcima
matrice odgovaraju uzastopno jedinicni vektori permed, P koji sastavljaju
pocetnu bazu vektorskog prostora V™. Pri svakoj iteraciji simpleks-metodom ma-
tricu §to pripada poznatom mogucem rjeSenju premultipliciramo odgovarajucom
transformacijskom matricom T. Nakon posljednje iteracije dobivamo optimalno
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moguce rjedenje; njemu odgovara sistem m bazi¢nih vektora. Radi preglednosti
uzmimo da mu odgovara prvih m vektora P', ..., P™; to moZemo naime uvijek
posti¢i ako na odgovarajuci nacin rasporedimo vektore i promijenimo im nazive.
Pri takvom rasporedu vektora pocetnu matricu A mozemo rascijepiti u tri bloka
ovako:
|8y -+ Bm [Bm+1 oo Bnem l . O
AzA=|: il e gl

| ' [
Any -+ Amm! dmm+1 - an1.n—m| Q .. I‘

Ako prvi blok oznacimo sa B a tred¢i sa E, onda za matricu A dobivamo rascjep-
lienje:

A=A =|B .. E| (1)
Pri tom je B kvadratna matrica a E jedini¢na matrica reda m.

Iz prvog dobivamo drugo moguce rjeSenje nakon prve iteracije, pri kojoj po-
¢etnu matricu A, premultipliciramo pripadaju¢om transformacijskom matricom
T,. Stoga drugom mogucem rjesenju odgovara matrica:

A, = Tl A:

Iz drugog dobivamo trece moguce rieSenje nakon druge iteracije, pri kojoj
matricu A, premultipliciramo pripadaju¢om transformacijskom matricom T,.
Stoga tre¢em mogucem rie$enju odgovara matrica:

Ag, L’TETi A!

Taj postupak nastavljamo sve dok ne dobijemo optimalno moguce rieSenje.
Uzmimo da optimalno moguce rjesenje dobijemo nakon v — | iteracija. Nakon
posljednje iteracije dobivamo optimalno moguce rjesenje:

x0 — {x%, ..., x%,0,...,0},

kojemu odgovara matrica A; ovu matricu dobivamo prema prijanjem iz prvo-
bitne matrice premultiplikacijama uzastopnim transformacijskim matricama ovako:

Ao = Ay = (Ty, Ty 2. TaTI)At

Kako su sve transformacijske matrice kvadratne, to je i njihov produkt kvadra-
tna matrica; ovu novu matricu definiramo i pisemo kao produkt transformacijskih
matrica ovako:

B!—-1,,T,.,...T, T, (2)

Pogledajmo kako se pocetna matrica A = A, transformira u prijelazu do
optimalnog mogudeg rjesenja. Matricu A, $to odgovara optimalnom mogucem
rjeSenju dobivamo tako da pocetnu matricu premultipliciramo matricom B '
Prva parcijalna matrica B matrice A prelazi pri tom u jedini¢nu matricu E reda
m jer vektori P!, ..., P™ prelaze u uzastopne jedini¢ne vektore. Iz osobina inver-
zne matrice slijedi da iz matrice B dobivamo jedini¢nu matricu E nakon premulti-
plikacije odgovarajucom inverznom matricom B~!. Stoga je gore obrascem (2)
definirana matrica B~ ' inverzna matrici B. Treéa parcijalna matrica E matrice A
prelazi nakon premultiplikacije matricom B-! u matricu B~!, Stoga mozemo

matricu koja odgovara optimalnom mogudéem rjesenju rascijepiti ovako:

Ay =||E ... B 3)
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Uslijed toga mozemo konaénu matricy Ay izraziti pocetnom matricom A ovako-
A, =B-!A (4)
1 obrnuto, pocetnu matricu konacnom ovako:

A == BAO '\i

)|
U prijelazu od pocetnog do optimalnog moguceg rjesenja vektor P prelazi
u vektor PYy; pri tom indeks i moze zauzeti vrijednosti 1, 2, ..., n. Iz posljednjih
dvaju obrazaca vidimo da se kona¢ni vektor P, izrazava pocetnim vektorom P
ovako:
P, = B~'P! (6)
i obrnuto, pocetni vektor kona¢nim ovako:
P’ — BP), (7)
U prijelazu od poéetnog do optimalnog moguceg rieSenja pocetni vekror P°
prelazi u konac¢ni vektor Pg. Kako se komponente ovoga vektora transformiraju
isto tako kao i komponente svih drugih vektora, to se konacni vektor P} izrazava
pocetnim vektorom P° ovako:
Py =B-! P (8)

i obrnuto, pocetni vektor konacnim ovako:
PU = BPg I'_.'-)\I

Optimalno mogude rizSenje x° ima pozitivnih samo prvih m komponenara
ovim komponentama u funkciji cilia odgovaraju koeficijenti Koji sastavljaju matricu

Stoga optimalnom mogudem rjesenju odgovara najmanja vrijednost funkcije cilja
ZJ — €y =28 = cx? — ¢° o (10’

Pocetnom mogucem rjeSenju x' u dodatnom retku odgovaraju diferencije
zy ¢ gdje indeksi zauzirmaju vrijednosti I, 2, ..., n. Sli¢no optimalnom mogu-
cem rjeSenju u dodatnom retku odgovaraju diferencije koje sastavljaju matricu-

7]

| w0 5 0 . !
2" —ce — ||z} =R ST |

Prema prijasnjem izlaganju ovu matricu izrazimo matricom A, ovako:

2 —ec=cA; — ¢ (11
i vektorima P) ovako:

(] !|

2 —c=|ePt=g¢, ... e Py — ¢ (12)

Kuko je x“ optimalno moguce rjesenje, to nijedna komponenta ove matrice nije
pozitivna, pa stoga vaZi matricna nejednadzba:

c"A, —¢c=0 (13)



5. Dispozicija rjeSavanja linearnih programa simpleks-metodom

Posto smo raspravili o teoretskim osnovama simpleks-metode, u ovoj tocki
dajemo preglednu dispoziciju racunanja pri rjeSavanju linearnih programa tom
metodom. U tu svrhu uzimamo, kao u 1. tocki VIIIL. poglavlja, problem linearnog
programiranja u mnjegovoj najopcenitijoj formulaciji:

Treba odrediti vrijednost varijabla xi, ..., X, koje odgovaraju uvjetima ne-
negativnosti:

b
v
=2
m><
v
=]

tako da linearna funkcija cilja:
FXys wons X =0 %y + o1 %

ima ekstrem tj. minimum ili maksimum.

Na ovaj nacin matematicki formulirani problem linearnog programiranja
rjeSavamo simpleks-metodom prema slijedecoj dispoziciji:

|. Uvedemo dopunske varijable i njima nejednadzbe promijenimo u jednad-
7be. Ako nastupa nejednadzba sa znakom » ¢, onda odgovarajucu dopunsku vari-
jablu pribrojimo; ako pak nastupa nejednadZba sa znakom » =<, onda odgovarajucu
dopunsku varijablu odbijemo. Svi koeficijenti koji u funkciji cilja odgovaraju do-
punskim varijablama jednaki su 0.

2. Uvedemo umjetne varijable. U odgovarajucim jednadZbama i nejednadzba-
ma te varijable pribrojimo. Umjetne varijable ne uvodimo samo u onim jednadz-
bama koje smo dobili iz nejednadzbi sa znakom » < «. U funkciji cilja svim umjetnim
varijablama propisemo dovoljno velike koeficijente M.

3. Sastavimo tabelu prema uzorku tabele 1. u 1. tocki ovoga poglavlja.

4. Ustanovimo bazu vektorskog prostora. U bazu spadaju jedini¢ni vektori
koji odgovaraju pribrojenim dopunskim i svim umjetnim varijablama.

5. Tabeli dopisemo dodatni redak diferencija z; — c;, gdje indeks j zauzima
vrijednosti 0, 1, 2, ..., n. Kako je ¢, =0, to je Zo — Co = Zg3 ova je vrijednost
jednaka skalarnom produktu komponenata vektora P° i koeficijenata ¢; koji odgova-
raju bazi¢nim vektorima. Za vrijednost indeksa j = 1, 2, ..., n je diferencija z; —
— ¢, jednaka za c; smanjenom skalarnom produktu komponenata a;; vektora P?
i koeficijenata c¢; koji odgovaraju bazitnim vektorima.

6. Odredimo vektor P¥, koji uvedemo u novu bazu.

a) Pri raCunanju minimuma funkcije cilja, u dodatnom retku odredimo naj—

veéu pozitivnu diferenciju prema obrascu:

7, — Cp = max (z; — ¢;)
i

Ovoj najvecoj diferenciji odgovara vektor P, koji uvedemo u novu bazu.
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b) Pri racunanju maksimuma funkcije cilja u dodatnom retku odredimo sli-
<nim obrascem po apsolutnoj vrijednosti najveci negativni broj; tom broju odgo-
vara vektor koji uvedemo u novu bazu.

7. Odredimo vektor P, koji odstranimo iz prvobitne baze. Svaku komponentu
vektora PO dijelimo homolognom komponentom vektora P*, koji uvedemo u bazu;

pri tom uzimamo u obzir samo pozitivhe komponente vektora P¥. Medu ovim
razlomeima odredimo najmanji prema obrascu:

§— " —min L (> 0)

Najmanjemu od ovih razlemaka odgovara vektor PT, koji odstranimo iz prvobitne
baze.

8. Transformiramo koeficijente u prvobitnoj tabeli; tako dobivamo novu ta-
belu 1 njoj odgovarajuce novo moguce rje$enje. Prvobitnu tabelu transformiramo
po slijedecem transformacijskom zakonu:

a) Brojeve u retku koji odgovara odstranjenom vektoru P* dijelimo kljucnim
elementom a,,. pa ih stoga transformiramo prema obrascu:

a

ri
lllrrj = =
Ak

b) Brojeve u svim drugim recima transformiramo po obrascu:

’ al’j rad
A4 — Ay — 3 dig (i)
rk

Ovyj transformactjski obrazac mozemo prikazati shemom u tabeli 1.

TABELA 1. TRANSFORMACIJSKA SHEMA

P P
P dyj o S a;, |
A |
4 |
o
a5 e dik
. ¢
. — G _
el
P
/'..
- P aly 1
lr.r
a'ys 0
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¢) Tabelu mozemo transformirati i tako da njoj odgovarajuéu matricu premul-
tipliciramo transformacijskom matricom T,, koju dobivamo iz jedini¢ne matrice
reda m + | ovako:

drg

0..0 —mtikq o |
ark il

9. Nakon transformacije dobivamo novu tabelu i njoj odgovarajuce novo
moguce rjesenje.

10. Ustanovimo da li se novo moguce rijesenje moze jo§ pobolj$ati. Pobolj$anje
je mogudce:

a) ako je u primjeru racunanja minimuma funkcije cilja jos neka diferencija
z; — ¢; u posljednjem retku pozitivna;

b) ako je u primjeru racunanja maksimuma funkcije cilja jo$ neka diferen-
cija z; — ¢; u posljednjem retku negativna.

11. Ako je poboljsanje izracunanog moguceg rjeSenja moguce, ponavljamo
iteraciju i po¢injemo racunanje po ovoj dispoziciji s tockom 6. Ako pobolj$anje nije
moguce, onda je izracunano moguce rjeSenje optimalno i racun je zavrien.

Prema ovoj dispoziciji u nastavku ¢emo rije$iti numericki dva problema li-
nearnog programiranja, prvi za minimum a drugi za maksimum funkcije cilja.

1. primjer. Uzmimo problem smjese koji smo razmatrali i graficki rijesili u
8. tocki II. poglavlja. Podatke za taj problem daje tabela 2. Dobili smo slijedec¢u
matemati¢ku formulaciju:

TABELA 2. PODACI ZA PROBLEM SMJESE

| kimi Tablet |
l leu.m u.m $| Potrebe
trofkova P Q :
A 4 1 7 i
Vitamini |
3 + ‘ 15
| Cijene 17 14 |.
Kolidine | x y | |

13 Linearno programiranje 193



Treba odrediti vrijednosti nenegativnih varijabla x i y koje odgovaraju nejednadz-
bama:
dx — y
3x - dy

IV v
Lho~—l

1
tako da funkcija cilja

f(x,y) = 17x | ldy
ima minimum.

Linearni program prema toCkama gornje dispozicije rijeSimo ovako:

1. Od lijeve strane prve nejednadzbe oduzmemo nenegativhu dopunsku va-
rijablu, t, a od lijeve strane druge nenegativnu dopunsku varijablu u; tako od ne-
jednadzbi dobivamo jednadzbe:

dx + y—1 = %
3x | 4y —u=15
Pri tom funkeija cilja:
fx,y,,u) =17x 4+ 14y +-0t+0u
ostaje U slvarl nepromijenjena.

2. Lijevoj strani prve jednadzbe pribrojimo nenegativou umjetnu varijablu
v, a lijevoj strani druge nenegativnu umjetnu varijablu z; tako iz prijasnjih jednadzbi
dobivamo:
4x y —t + v = 7
Ix -+ 4y —u + 2z =13
U funkeiji cilja objema umjetnim varijablama propiSemo dovoljno velik koeficijent
M - 100. Tako dobivamo funkciju cilja:

fix,v,t,u,v,z) =17x 4 14y -0t +0u+ 100v + 100z

Nakon uvodenja umjetnih varijabla dobivamo prvo moguce rjesenje linsarnog pro-
g!'élﬂ'lﬂ:
x=0; y=0;T=0; uw=0;v =17 2= 15
kojemu odgovara vrijednost funkcije cilja:
100.7 — 100.15 = 2 200

3. Sastavimo prvi dio tabele 3. U daljnjim se dijelovima ove tabele vidi kako
se rjesava linearni program simpleks-metodom.

4, Vektori P 1 P koji odgovaraju umjetnim varijablama v i z, sastavljaju
bazu dvodimenzionalnog vektorskog prostora V2,

5. Prvom dijelu tabele dopisemo dodatni redak diferencije z; — ¢;. Broj z,, —

Cy — 7y lzracunamo ovako:

100.7 — 100.15 = 2 200
Broj #, — ¢, izracunamo ovako:
100.4 + 100.3 — 17 = 683

Slicno izracunamo i sve ostale brojeve ovoga retka.
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6. Odredimo vektor koji uvodimo u novu bazu. U dodatnom retku diferencija
z; — ¢; je najveci pozitivni broj 683, koji odgovara vektoru P*. Stoga uvedemo u
novu bazu vektor P!

TABELA 3. RJESAVANJE LINEARNOG PROGRAMA ZA MINIMUM FUNKCIJE
CILJA PO SIMPLEKS-METODI

| Minimum [ ¢ I 17 14 | 100 100
; x ¥ T u v z
| T | € | P° | P! P2 | ) o Ps Pe
| - ] T - T
1/4 100 - P* 7 | 4 1 | —1 1
—3/4 1 100 P | 15 | 3 4 —1 1
| | .
| —683/4 1 | z—g¢ ‘ 2200 | 683 486 —100 —100 |
1 1/13 17 - P! 7/4 | 1 1/4 —1/4 1/4
4/13 100 < P*® 39/4 ‘ 13/4 3/4 —1 ; —3/4 1
S — _— f—_ - - |
. ~1261/13 1 | 2z — ¢ 4019/4 | 1261/4 | 2834 —100 | —G683/4
| 17 ‘P | 1 | 1 —4/13  1/13 | 413 —1/13 I
14 - P* | 3 ‘ 1 3/13 —4/13 ‘ —3/13  4/13 |
e e e e .
|zm—¢ |59 -2 -3 | -8 -97 |

7. Odredimo vektor koji odstranjujemo iz prvobitne baze. U tu svrhu uspore-

dujemo kvocijente:
Tod A 1553

Kako je prvi kvocijent manji, to iz baze odstranimo njemu odgovarajuci vektor
PS

8. Prvi dio tabele transformiramo prema propisanom transformacijskom za-
konu. Brojeve u prvom retku dijelimo klju¢nim koeficijentom a,;, = 4. Broj ag, —
= 15 u drugom retku transformiramo ovako:

Cor =151 3

Sli¢no transformiramo jo§ sve druge brojeve drugoga retka i sve brojeve u trecem
dodatnom retku. Tabelu moZemo transformirati i tako da njoj odgovarajucu ma-
tricu premultipliciramo transformacijskom matricom :

/4 0 0
T,,=| =34 1 0
6834 0 1]

Ta je matrica upisana na lijevoj strani prvoga dijela tabele.
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9. Nakon transformacije dobivamo drugi dio tabele i njemu odgovarajuce
drugo moguce rjeSenje:

X =74 % =0; t =0, u=0, v=0,%z =394

kojemu odgovara vrijednost funkcije cilja:

7 = MO = o

10, Izracunano drugo mogudce rieSenje moze se jo§ poboljsau jer u dodatnom
retku diferencija z; - ¢; mma jo§ pozitivnih brojeva.

I1. Racunanje nastavliamo pocevsi sa 6. tockom dispozicije. Racunanje daje
tabela 3. Nakon druge iteracije dobivamo optimalno moguce rjesenje:

¥=ly§ =% 1 =01 =0 ¥=0; 2=0;
kojemu odgovara najmanja vrijednost funkcije cilja;

171 + 143 =39

Pogledajmo jo§ vezu izmedu prvog 1 optimalnog moguceg rieSenja linearnog
programa. Prvom moguéem rjefenju odgovaraju vektori:

Pl = 4 P: ! P —1 Pt 0 P’ - L Pt — 0
3 4 0 —1| 0l 1

1 martrica:
A= !'P’ P2 P P* P? Ph:. =|B —=E E| =

Pri tom je:

Vektori P* i P sastavljaju pocetnu bazu vektorskog prostora, Optimalnom mogu-
cem rjeSenju odgovaraju vektori:

[11] 0/ —4/13 1/13 4/131 [—1/{13
| 2 3 i 4 / 5 6 | !
| ) L = | - | =
Po 0 Py g Fo 3(13. Po —4/13 | Fo | —3/13 Po 4/13
1 matrica:
RS JREY, I S ey | —1i =1
A(}—||P0P-_,P0PUPL-,PU|, -—-||E—B B |-—-

|3 0. —413 113 413 113
0 1 313 —4/13 —3/13 413 |

Pri tom je:
413 —1/13

B—! -
3013 413

Vektori P! i P? sastavljaju konacnu bazu vektorskog prostora.
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Na ovom se primjeru lako mozemo uvjeriti da vaze obrasci (4), (5), (6), (7),
(8) 1 (9) prijasnje tocke ovoga poglavlja. Da vazi obrazac (5), moZemo se uvjeriti
npr. ovako:

4/ . |

A_BA, % Y.t o 413 y13 4Nz —113]
3 4/ 0 1 313 —4/13 —3)13 413
4 1—1 0 1 0

3 4 0—-1 0 1

2. primjer. Uzmimo proizvodni problem linearnog programirnja koji smo
razmatrali 1 graficki rijesili u 9. tocki II. poglavlja. Podatke za taj problem daje
tabela 4.

TABELA 4. PODACI ZA PROIZVODNI
PROBLEM

Proizvodi sive
Maksimum dohotka = : (—2 Rﬁﬂ?é?;: &

3 21

A |
Sirovine B 2 3 24
c 2 l 16
Cijene 5 1
_ Koli¢ine I o ¥

Za taj smo problem dobili slijede¢u matematicku formulaciju: Treba odre-
diti vrijednosti nenegativnih varijabla xiv koje odgovaraju nejednadzbama;:

x 4 3y = 21
2x + 3y = 24
2x+— y =16

tako da funkcija cilja:
f(x,y) = 5x | 4y
ima minimum.

Linearni program prema to¢kama gornje dispozicije rije§imo ovako:

1. Lijevoj strani prve nejednadzbe pribrojimo nenegativnu dopunsku vari-
jablu t, lijevoj strani druge nenegativnu dopunsku varijablu u, a lijevoj strani trece
nenegativnu varijablu v: tako iz nejednadzbi dobivamo jednadzbe:

x+3y+t =21
2x + 3y +u — 24
2x+ vy v =16

Pri tom funkcija cilja:
f(x,v,t,u,v) =52 | 4y L0t 0u + Ovw

ostaje u stavri nepromijenjend.
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2. U ovom primjeru nije potrebno uvoditi umjetne varijable jer prvo moguce
rjeSenje dobivamo ve¢ nakon uvodenja dopunskih varijabla. Stoga linearni program
ima prvo moguce rjeSenje:

x=0,y=0,t=2l,u=24, v=16
kojemu odgovara vrijednest funkcije cilja:
50+ 40+ 021+ 024 4 0.16 =0

3. Sastavimo prvi dio tabele 5. U daljnjim se dijelovima ove tabele vidi kako sc
rje$ava linearni program simpleks-metodom.

4. Jedini¢ni vektori P23, P* i P?, koji odgovaraju dopunskim varijablama, sa-
stavljaju bazu trodimenzionalnog vektorskog prostora V2.

5. Prvom dijelu tabele dopiSemo dodatni redak diferencija z; — ¢;. Broj z, —
— Cq — 7q lzraéunamo ovako:

0.21 4024 +0.16 =0

Broj #, — ¢, izratunamo ovako:

0.1 +02402—5=-5

Sli¢no izracunamo i sve druge brojeve toga retka.

6. Odredimo vektor koji uvodimo u novu bazu. U dodatnom je retku najmaniji
negativni broj — 5, koji odgovara vektoru P!, Stoga u novu bazu uvodimo vektor P'.

7. Odredimo vektor koji odstranjujemo iz prvobitne baze. U tu svrhu uspore-
dujemo kvocijente:
il 24 « 2 i 1652
Kako je treéi kvocijent najmanji, to u novu bazu uvodimo vektor P,

8. Prvi dio tabele transformiramo prema propisanom transformacijskom za-
konu, Mozemo je transformirati i tako da matricu koja joj odgovara premultipli-
ciramo transformacijskom matricom:

{ =i 9

o 1 —1 ©
Lsi=lo 0o 12 o
0 0 52 1

Ova je matrica upisana na lijevo) strani prvoga dijela tabele.

9. Nakon transformacije dobivamo drugi dio tabele 1 njemu odgovurajuce
drugo mogucde rieSenje:

x=8;v =0, 1=13; 0 =8, v =0
kojemu odgovara vrijednost funkcije cilja:
S840 4013 +08 +00=40
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TABELA 5. RJESAVANJE LINEARNOG PROGRAMA ZA MAKSIMUM FUNKCIJE
CILJA PO SIMPLEKS-METODI

Maksimum | & | 5 4
i X y t u v
T o P° P! P?| P’ P* P*
1 12l o e 21 | 1 3 ‘ 1
-1 0 P+ ‘ 24 | 2 3 1
12 | 0 <P% | 16 | 2 I 1
521 7z —q 0| -85 —4 |
154 o P 13 502 1 —12
1 0 <P+ 8 2 |1
a1 | s =Pt 8|1 12 12
5/2 1 ‘ Zy g 40 = 3;2 31;4
; 0o p3 3 1 -5/4 34|
4 P 4 1 12 —1/2
| 5 Pt} 6 | 1 —~1/4 34
' 2 —c | 46 | N 34 74

10. Izracunano moguce rjeSenje moze se jo$ poboljSati jer je u dodatnom retku
jo§ jedan negativan broj.
11. Rjesavanje nastavljamo pocev§i sa 6. tockom dispozicije. Racunanje daje
tabela 5. Nakon druge iteracije dobivamo optimalno moguce rjedenje:
¢ =26, y =4, t =3, u=0,v =0,
kojemu odgovara najveca vrijednost funkcije cilja:
56444 -+03-+00-400=46
Pogledajmo jo§ u ovom primjeru vezu izmedu prvog i optimalnog moguceg
rjeSenja linearnog programa. Prvom mogucem rjeSenju odgovaraju vektori:

! 13} 1 0 0
P =2 P=||3| P>*=||0|| P*=| 1| P*= |0
| | || || | i

12| 1l o o] 1l

1 matrica:
1 3 1 0 0
A—E|P‘P3P3P“P5i|:'2 3 0 1 0o
2 1 0 o0 1

Vektori P3. P* i P?® sastavljaju pocetnu bazu vektorskog prostora. Kako u konacnoj
F i 3 2. o ' o " #
bazi vektori Py, P 1 P, sastavljaju jedini¢nu matricu, to je:

(1 3 1
B—!|P3P3P’§|-—:|‘0 3 2|
01 2
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Opumalnom  mogucem rjesenju  odgovaraju vektori:

0 0 1 —5/4 3/4
Pi=0)Pi= 1| Pi=li0| Pi=] 12 Bj=-12
| 0 0 —1/4 3/4
I matrica:
0 0 1 —54 34
Ag— PyPyPPiPy =0 1 0 1/2 —1/2
I 0 0 —14 34

Kako u prvobitnoj bazi vektori P2, P* i P? sastavljaju jedinicnu matricu, to je:

I —5/4 34
B-'= P,P;P, =|0 1)2 —12
0 —1/4 34

I u ovom se primjeru mozemo uvjeriti da vaze obrasci (4), (5, (6), (7). (8) 1
‘9 prijagnje toc¢ke ovoga poglavlja.

Vjezbe

. Rijed1 pomocu simpleks-metode ovaj problem smjese: Tri tipa vitamina A, B, 1 € mo-
Zemo kupiti u Cetiri tipa tableta P, Q, R 1 S, Prva tableta sadrZi 4 jedinice prvog i 2 jedinice drugog
vitamina: druga sadrzi | jedinicu prvog, 5 jedinica drugog i 2 jedinice treéeg vitamina; treca
sadrzi 2 jedinice prvog i 4 jedinice treceg vitamina; Cetvrta sadr#i 2 jedinice pryvog, 4 jedinice
drugog 1 | jedinicu treceg vitamina. Prva tableta stoji 2, druga 6, treca 8 1 Setvrta 5 novéanih
jedinica, Zelimo nabaviti najmanje 80 jedinica prvog. 40 jedinica drugog i 120 jedinica treceg
vitamina. Koliko rableta svakoga tipa moramo kupiti da bismo zadovoljili zahtev za vitaminima
1da biowroskovi nabave bili najmanji?

(3 iteracije; 3, 6, 27, 0; 262)

2. Rijesi pomocu simpleks-metode slijede¢t proizvodni problem: Proizvodno poduzede
raspolaZe sa 3 vrste sirovina; od prve ima 120, od druge 80 i od trece 240 jedinica. Sirovine ko-
risti u proizvodnji § vrsta proizvoda. Pri izradi jedinice prvog proizvoda potrodi jednu jedinicu
prve. dvije jedinice druge i Cetiri jedinice treée sirovine; pri izradi drugog treba 5 jedinica druge
i1 jedinica trede sirovine ; pri izrudi tre¢eg proizvoda potrebne su 4 jedinice prve, 2 jedinice druge
i 5 jedinica trece sirovine; pri izradi Cetvrtog proizvoda trebaju 2 jedinice prve 1 1 jedinica druge
sirovine; pri izradi jedinice petog proizvoda potroie se 4 jedinice prve i 4 jedinice trece sirovine.
ledinicu prvog proizvoda poduzece prodaje po 20, drugog po 10, treéeg po 40, Cetvriog po 20 i
petog po 135 novéanih jedinica. Kako poduzeée treba planirati proizvodnju da bi od prodaje imalo
najvedt prihod?

2 dteracijer 40/3, 0. 80/3, 03 4000/3 i alternativno 3 iteracije: 40,3, 0, 0, 160/3; 400003

6. Degeneracija

U drugoj smo tocki ovoga poglavlja pri pobolj§anju moguceg riesenja linearnog
programa sa m nezavisnih uvietnih jednadzbi polazili od poznatog nedegeneriranog
bazicnog moguceg rjesenja:

X =00 wns Xy vnny Kima O sons Oows 270



Kako je ovo rjesenje bazi¢no i nedegenerirano, to ima to¢no m pozitivnih kompo-
nenata. Nakon uvodenja pozitivnog broja @ iz ovog smo dobili novo moguce rje-
Senje:
X ={x; —Faje...:%—0a, . 5Xm — Oy, 0...,0,...,0}
Ovo rjesenje opéenito nije bazi¢no jer ima m -+ | pozitivnih komponenata. 1z njega
dobivamo bazi¢no rje$enje ako pozitivni broj @ odaberemo tako da jedna od prvih
m komponenata postane jednaka 0. U tu svrhu uzeli smo ¢etvrtu pretpostavku (d),
da je medu pozitivnim razlomcima skupine:
)(] Xr xm

ERERR ree s
gy A Ak
samo jedan najmanji; ovaj najmanji razlomak odreduje broj ©.

U ovoj tocki raspravit ¢emo mogucnost kad Cetvrta pretpostavka (d) ne vazi
i kad su medu navedenim razlomcima barem dva najmanja. Ako ima takvih najma-
njih razlomaka vise, onda dobivamo novo bazitno moguce rjeSenje, koje medutim
ima manje od m pozitivnih komponenata, pa je stoga degenerirano. U takvom pri-
mijeru nije jednoznacno odreden vektor P* koji odstranimo iz prvobitne baze. Ovu
te§kocu pri odredivanju vektora P' u slucaju degeneracije mozemo premostiti in-
finitezimalno malom promjenom linearnog programa.
Uzmimo linearni program s uvjetnom vektorskom jednadzbom:
5Pl x, PP =P0
i s funkcijom cilja:
F (X vin Xi) =Cf Byof o0 My
Ovaj linearni program promijenimo tako da umijesto vektora PY uzmemo vektor:
P(c)=P% - P! +IP?> 4 ... +1IP" (1)

Pri tom je = proizvolino malen pozitivan broj. Stoga se vektor P (z) proizvoljno
malo razlikuje od vektora P? i konvergira prema njemu ako = konvergira prema 0.
Nakon te promjene dobivamo novi linearni program s uvjetnom vektorskom jed-

nadzbom :
x, P+ ... +x,P"=P(g)

i s nepromijenjenom funkcijom cilja.

Uzmimo poznato bazitno i nedegenerirano moguce rjeSenje prvobitnog li-
nearnog programa:
s S bW N, W0 | R )

U ovom je riesenju prvih m komponenata pozitivnih, a sve druge jednake su 0;
za ovo rjefenje vazi jednadzba:

P4, PP+ ..+ X, PP =P°
Ako lijevoj i desnoj strani ove jednadzbe pribrojimo izraz:

cP! LeiP? . — 4P



dobivamo jednadzbu:
X P, P4 PP e P e PR 4, 4P =P(g)

U ovoj jednadzbi sve vektore P izrazimo pomocéu bazi¢nih vektora prema obrus-
cima:
P =2, P Fag PP o Fa P2 [ =120:0)

pa dobivamo jednadzbu:

X P x5 P2 o bx, PP g la P Lo PR,

-+ gt (\alu Pl T dag P i Pm) =P (:)

Nakon preuredenja ¢lanova dobivamo jednadzbu:

{ - 2 g | Lehg mo_ =
Xm — €8y T € Ay T ... T E mn) P P (z)
Ako napisemo:

vi=%X +eay | 2fdgn o —0, 0=1,2,..,m)

onda iz prijasnje dobivamo jednadzbu:
WP Ry, PP Ly PP =P () (3
Otuda slijedi da promijenjeni linearni program ima moguce rjesenje:
¥ = Ve Yaume s Finilins 0 4

Ovo je rjesenje bazicno i ncdcgcnmnano, §to mozemo uvidjeti ovako: svakoj po-
zitivnoj komponenti x; moguceg uesen]a pwobltnog hn:..nnng programi i)df_‘:n\d' A
homologna I\ompunmta v, moguceg rjeSenja pmmucmcnot_ linearnog programa;
kako je medutim ¢ proizvolino malen pozitivai broj, moZemo ga I)ddl’)l;ltl uvijek
tako da je ovo mogude rjesenje nedegenerirano.
Promijenjeni linearni program je tako povezan s prvobitnim da iz njega dobi-
vamo prvobitni kad = tezi prema 0. Promijenjeni linearni program iskoristimo da u
slucaju degeneracije jednoznacno odredimo vektor koji odstranimo iz baze.

Bazitno 1 nedegenerirano mogude rjeSenje (4) promijenjenog linearnog pro-
grama odgovara vektorskoj jednadzbi (3). Vektor P* koji uvedemo u novu buzu
izrazimo kuo linearni sastav baziénih vektora ovako:

e === 7y 1 | T
Pk —a, P! | ... +a,P P

mk

Ako ovu jednadzbu pomnozimo pozitivnim brojem €, oduzmemo je od jednudzbe
(3], dobivamo jednadzbu:

51 - Q)P 4 L 5 — 08 )P |+ (e — Oa,) P - OGP — P
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Iz toga mozemo jednoznacno odrediti vektor koji odstranimo iz baze. Kao u prvo-
bitnom linearnom programu tako i u promijenjenom odredimo pozitivni broj &
tako da samo jedna od diferencija

Yi — Bayy

postane jednaka 0; pri tom uzimamo u obzir samo one diferencije u kojima je a;; >
~ 0. Broj @ odreduje najmanji od razlomaka

1 (i:l,...,m&‘dik>0}

djg

Dokazimo da je medu ovim razlomcima samo jedan najmanji. U tu je svrhu
dovoljno ako dokazemo da su svi ti razlomci razliciti. Uzmimo takav proizvoljan
razlomak i napi§imo ga u prodirenom obliku ovako:

. . - I i | e

Vi Xt eay +E a, 4 oS A e ey,
Ay Ay

Vi X @ B2, v _n din
== -~ = r"T---TE A N
gy djk Ay dig dik

U uzastopnim razlomcima nastupaju uzastopne potencije broja ¢; zbog toga su
ovi razlomci razliciti.

Pogledajmo jo$ kako odredujemo vektor P* koji odstranjujemo iz baze. Uzmimo
da pri numerickom rjeSavanju linearnog programa dodemo do degeneracije 1 to
stoga §to su barem dva od spomenutih razlomaka u prvobitnom linearnom programu
najmanja. Uzmimo da su najmanji i jednaki razlomci:

Xr = X

drg Agk
U ovom primjeru linearni program promijenimo prema opisanom postupku; u
promijenjenom linearnom programu dolazimo do usporedivanja ovih dvaju raz-
lomaka:

7 X, + g8, +e*ap; + o f-e"a
T r rl 2 m

drg Ark

[l |
Ys xﬁ—{—sak,—,—z'asz—r...—i—s“am

Agy 2NN
Ova su dva razlomka po prija$njem razlicita i jedan je od njih sigurno manji; odre-
dimo ga tako da pri usporedivanju privlacimo sve vi$e ¢lanova brojnika, sve dok ne
dodemo do razlike koja pokazuje koji je od razlomaka manji.

Ako u brojnicima uzimamo u obzir samo prvi ¢lan, onda ne dobivamo odluku
jer su zbog degeneracije razlomci:

Xl’ 4 XS
—— 1 s

Arg Agy
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jednaki. Nakon toga usperedujemo druga dva razlomka:

ar] . a-‘.]
: 1

Ary dey

Medu njima izaberemo onaj koji je manji; ako su pak i ova dva razlomka jednak.,
onda usporedujemo slijedeca dva razlomka:
deo 5 dyn
: i
dry oy
Medu njima izaberemo onaj koji je manji. Ako jos nema odluke, nastavljamo us-
poredivanje daljnjih parova razlomaka sve dok ne dodemo do odluke.
Uzmimo da opisanim usporedivanjem ustanovimo da je od razlomaka:
¥ro = Fs
= 1

ark ask

manji prvi, kojemu odgovara indeks r; u tom primjeru indeks r jednoznacno oc-
reduje vektor PT koji odstranimo iz baze.

Time Sto smo odredili vektor P* promijenjeni je linearni program odsluzio
i racunanje nastavljamo pri prvobitnom linearnom programu.

Pramjer. Poduzece od 3 proizvodna faktora S, S, i S, proizvodi 3 tipa proi-
zvoda P, P, i Py. U proizvodnii 1 jedinice prvog proizvoda potrosi 4 jedinice Prvog,
2 jedinice drugog i | jedinicu treceg proizvodnog faktora; u proizvodnji 1 jedinice
drugog proizvoda potrodi 6 jedinica prvog, 2 jedinice drugog 1 1 jedinicu treceg
proizvodnog faktora; u proizvodnji jedne jedinice treéeg proizvoda potrodi 2 je-
dinice prvog, | jedinicu drugog i 2 jedinice treceg proizvodnog faktora. Od prvog
proizvodnog faktora poduzece raspolaze sa 40, drugog 20 i od treceg sa 60 jedinic: .
Poduzece prodaje jedinicu prvog proizvoda po 3, drugog po 3 i treeg po 6 novca-
nih jedinica. Kako da poduzece planira proizvodnju da bi od prodanih proizvod.
imalo najvedi prihod?

Podatke za taj proizvodni problem daje tabela 1.

TABELA 1. PODACI ZA PROIZVODNI PROBLIEM

~ Proizvodi _ Raspolozive
P, P, P, koli¢ine
- | ' —
S 4 6 2 40
Proizvodni S, 2 2 1 2
faktiori S, 1 1 2 60
Cijene 5 3 6
Koli¢ine % v z

Za problem dobivamo slijedecu matematicku formulaciju: Treba odrediti vii-
jednosti nenegativnih varijabla x, v i z koje odgovaraju nejednadzbama:

dx - 6y | 2z = 40
2x+2y + z=20
X+ v+ 2z £60
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tako da funkcija cilja:
fx,y,2z) =5x + 3y 4+ 62
ima maksimum.
Linearni program rijesimo numericki simpleks-metodom prema dispoziciji iz
prijasnje tocke.
1. Lijevoj strani nejednadzbi pribrojimo uzastopno nenegativne dopunske
varijable t, u i v, pa iz nejednadzbi dobivamo jednadzbe:

4x | 6y + 2z -t — 40
2x |2y + z +u =20
X+ y+ 2z + v =060

Pri tom funkcija cilja:
f(%,¥ 2 tuv)=>5%+3y - 624 0r+0u+ O.v
ostaje U stvari nepromijenjend.

2. Nije potrebno uvoditi umjetne varijable jer prvo moguce rjesenje:

x=0,y=0,z=0,1=40, u=20, v=260
dobivamo ve¢ nakon uvodenja dopunskih varijabla. Ovom rjesenju odgovara vri-
jednost funkcije cilja:
50 -3.01 6.0 +040 - 020+ 060 =0

3. Sastavimo prvi dio tabele 2. U daljnjem ova tabela daje rjeSavanje linearnog
programa po simpleks-metodi.

4. Jedinicni vektori P*, P35 i P°, koji odgovaraju dopunskim varijablama,
sastavljaju bazu vektorskog prostora V~.

5. Prvom dijelu tabele dopisemo dodatni redak diferencija z; — c;.

6. Odredimo vektor P* koji uvedemo u novu bazu. U dodatnom retku najmanii
je negativni broj —6. koji odgovara vektoru P?; zbog toga ovaj vektor uvedemo
u bazu.

7. Odredimo vektor P koji odstranimo iz prvobitne baze. U tu svrhu uspore-

dujemo kvocijente:
40 : 2 =20, 20 : 1 = 20, 60 : 2 = 30,

koje sastavljaju homologne komponente vektora P° i vektora P*. Kako su prva dva
koeficijenta najmanja i jednaka, to ne mozemo odrediti odstranjeni vektor. Za nje-
govo odredivanje usporedujemo najprije kvocijente:

40 2= § 24 | =2,

koje sastavljaju homologne komponente vektora P! i P®. Kako suiova dva razlomka
jednaka, to jo§ ne mozemo odrediti odstranjeni vektor. Odredivanje nastavljamo
tako da usporedujemo kvocijente:

6 i2=31i211=2

koje sastavljaju homologne komponente vektora P2 i P>, Bududi da je od ovih kvo-
cijenata drugi manji, to iz baze odstranimo vektor Ps.
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TABELA 2. RJESAVANJE LINEARNOG PROGRAMA
SIMPLEKS-METODOM

i Maksimum ¢ ] 3 6
| X Y Z L u \
I | @ P° | P P> P | P+ Pps  PS
| |
SENLARES T ) D G -
|1 -2 0 P*| 40| 4 6 2 1
1 0 -Ps 0 | 2 ) 1 1
‘ 11 | o g : 60 | 1 1 2 I
| 3 1| 2 & | W | =5 —3 6
0 Ps 0 2 L 2
6 P> 0 | 2 2 1|
0 Pe 20 R ‘ -3 I
7 ¢ 120 7 9 \ 6

8. Prvi dio tabele transtormiramo po propisanom transformacijskom zakonu.
Mozemo ga transformirati i tako da njemu odgovarajuéu matricu premultiplici-
ramo transformacijskom matricom T koja je upisana na lijevoj strani prvoga dijela
tabele,

9. Nukon transformacije dobivamo drugi dio tabele i njemu odgovarajuce
moguce rjesenje:

x=0=0z=20;1 =0, u="0; v=20,
kojemu odgovara vrijednost funkcije cilja:
50+ 3.0 | 6204+ 0.0 + 0.0 - 0.20 — 120

10. Kako u dodatnora posljednjem retku diferencija z; — ¢; nema vise nije-
dnog negativnog broja, to je izratunano mogudce rje$enje optimalno.

Viezbe

I. Rijesi po simpleks-metodi problem smjese:
Tri tipa vitamina A, B i € mozemo kupiti u &etiri tipa tableta P,Q, R i S. Prva tableta sadrzi po
[ jedinicu prvog i treceg vitamina; druga sadrZi 1 jedinicu drugog i 2 jedinice treceg vitamins
treca sadr?i | jedinicu prvog i 2 jedinice drugog vitamina; Cetvrta sadrzi 1 jedinicu prvog, 2 je-
dinice drugog i 1 jedinicu treé¢eg vitamina. Prva tableta stoji 1, druga 3, tre¢a 4 i Setvrta 6 novéanih
jedinica. Zelimo nabaviti najmanje 2 jedinice prvog, 5 jedinica drugog i 4 jedinice tredeg vitamin.
Koliko tableta svakoga tipa moramo nabaviti da hismo zadovoljili potrebe za vitaminima i da bi
troskovi nabave bili najmanjiz

(4 iteracije: 0. 1. 0. 2 15,

7. Numeric¢ko obradivanje linearnih programa elektronskim radunalima
Postupak za numericko racunanje optimalnog moguceg rjeSenja linearnoz
programa po simpleks-metodi je nakon uzastopnih iteracija sasvim determiniran,

pa ga stoga mozemo obaviti pomocu elektronskog racunala prema odgovarajucem
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programu. U tu svrhu elektronski racunski centri raspolazu veC izradenim progra-
mima za numericko rje$avanje linearnih programa po simpleks-metodi. Raspolo-
zivi programi za elektronsku obradu obi¢no ne daju samo optimalno moguce rje-
Senje, ve¢ pored toga jo§ i neke druge pokazatelje koji omogucuju da se obradivani
problem ekonomski iscrpnije analizira.

Neki strojni programi priredeni su tako da stroj ispise samo optimalno moguce
rjeSenje 1 mozda jo$ neke druge znacajnije pokazatelje; drugi su medutim priredeni
tako da stroj ispise i moguca medurjesenja. U takvim je programima moguce uspo-
redivati uzastopna moguca rjesenja i u ekonomskoj analizi pored optimalnog uzi-
mati u obzir jo§ i neka suboptimalna moguca rjesenja. Neki strojni programi su
tako priredeni da daju razlicite informacije o stabilnosti optimalnog moguceg rje-
Senja te o osjetljivosti optimalnog moguceg rjeSenja na promjene vrijednosti nekih
parametra. Takvu analizu strojno izracunanih rezultata susrest cemo pri obradi
proizvodnog problema u 2. toc¢ki XII. poglavlja.

Gospodarski znaCajni problemi linearnog programiranja su s gledista kolicine
numerickog racunanja tako opseZni da se ne mogu rijesiti bez elektronskog racu-
nala. Pri tom se trofkovi ra¢unanja pojavljuju kao izvanredno vazna okolnost u
cjelokupnom istrazivanju. Te tro§kove ne smijemo ni kod jednog istrazivanja za-
nemariti jer se inace moZe dogoditi da je ¢itavo istraZivanje preskupo, pa stoga i
ekonomski besmisleno.

Bududi da su kod nas u upotrebi brojni tipovi elektronskih racunala i da brzo
nastaju nove i nove generacije elektronskih racunala, riskantno je davati neke kon-
kretne sugestije o troskovima elektronskog racunanja na duZe vrijeme. Ovdje pre-
porucujemo veliku brizljivost s obzirom na zahtjeve pri ratunanju i opreznost u
izboru racunskog centra. Za slu¢aj kad su linearni programi numericki vrlo ambicio-
zni, preporucljivo je zatraziti ponude od nekoliko racunskih centara.
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XI. DUALNOST

1. Matricne igre

Igre dijelimo u dva bitno razli¢ita tipa, u igre na srecu i strate$ke igre. Igra
na srecu ili hazardna igra jest svaka igra Ciji je ishod slucajan i u kojoj igrad svojim
individualnim sposobnostima ne moze utjecati na njezin krajnji rezultat. Kockanje,
lutrija, tombola, ruleta itd. primjeri su takvih igara. Matematicki obradujemo
hazardne igre metodama racuna vjerojatnosti. Strateska igra svaka je igra u kojoj
na ishod igre utje¢e individualna sposobnost igrata. U nekim strate$kim igrama
na rezultat igre moZe utjecati i sre¢a. Tipican primjer strate$ke igre u kojoj na ishod
utjecu gotovo iskljucivo samo subjektivne kvalitete igraca jest $ah. Neke igre kar-
tama, kao §to su npr. tarok, bridge, poker itd. primjeri su strateskih igara u kojima
ishod ne zavisi samo o sposobnosti sudionika nego i o raspodjeli karata, koja je
slucajna. StrateSke igre proucavamo matematicki narodito algebarskim metodama,
a djelomice i metodama racuna vjerojatnosti. Granu primijenjene matematike koja
se bavi strateSkim igrama nazivamo teorijom strate$kih igara ili ukratko reorijom
gara.

Teorija igara razvila se tek posljednjih desetljeca. Iz prijasnjih vremena spo-
mena su vrijedna istraZivanja E. Borela' i J. von Neumanna2. Opéenito, malo
je bilo utinjeno na podrudju teorije igara dok nije god. 1944. izaslo opsezno djelo
J. von Neumanna i O. Morgensterna®, u kojem su autori postavili temelje teorije
igara i upozorili na mogucnosti njezine upotrebe u privredi. Teorija igara nije
upotrebljiva samo za proucavanje razli¢itih strate$kih igara $to se igraju za zabavu,
vec dolazi u obzir kao uspjeSno sredstvo istrazivanja i na drugim ozbiljnijim po-
drucjima Covjekova djelovanja. Primjenjujemo je pri istrazivanju konfliktnih situa-
cija koje izviru iz suprotstavljanja ili iz suprotnih interesa antagonistickih sudionika
od kojih svaki za sebe nastoji postici §to vecu korist ili ugodnost. Takvo je podrucje
na primjer i privreda; u njoj nastupa mnostvo osoba i organizacija s vrlo razliditim
a i suprotnim interesima; stoga je privreda po svojoj strukturi sli¢na strateskoj
igri s ogromnim brojem sudionika.

U teoriji igara upotrebljavamo rije¢ igra u dva znacenja. U §irem znacenju
rijeci igra je skupina igracih rekvizita i mnostvo svih uputa ili pravila §to reguliraju
njezin tok. Svatko koji igra igru mora poznavati njezina pravila, a mora ih se i
pridrzavati. U uzem smislu rije¢i igra je jednokratna prakticna izvedba igre u Sirem

t E; I;o:'el: Sur les systems de formes lineaires a déterminant symetrique gauche et la théorie
genéral du jeu, C. R, de I'Academie des Sciences, No. 184, 1927,
* J. von Neumann: Zur Theorie der Gessellschaftsspiele, Math. Annalen, No. 100, 1928,

* J. von Neumann, O. Morgenstern: Theory of Games and Economic Behavior, Prin-
ceton N. Y., 1944,
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smislu rijedi; u ovom znacenju rijedi upotrebljavamo umjesto rijeci igra i rijeci
partija, utakmica, match itd. U igri moze sudjelovati razlicit broj igraca. Pri tom
igraca shvacamo viSe opcenito; pod igralem nekad razumijevamo fhizicku osobu,
a nekad i koaliciju igraca koji tvore jedan team sa zajednickim namjenama. Pod
brojem igraca razumijevamo zapravo broj suprotnih strana. U igri's jednim igracem
nastupa samo jedan igra¢ ili samo jedan team; tu npr. spada patience. Igrama
s jednim igratem necemo se baviti; bavit ¢emo se medutim igrama s dva igraca,
u kojima nastupaju dva igraca ili dva teama sa suprotnim namjenama; tu npr.
ubrajamo %ah iako je konzultacijski. Pri takvom znaenju rijeci, bridge je igra
dvaju igraca pa makar ga igrala ¢etvorica. Osim igara s dva igraca poznajemo igre
s proizvolinim brojem igraca, no o njima ne¢emo raspravljati.

Tgra u uzem smislu rijeci sastoji se od poreza koje prave pojedini igraci. Sto
j¢c potez u $ahu, svakome je jasno; u igri bridge potez je za vrijeme licitacije svaku
izjava kao npr. 2 pik, pass, 3 srce itd., a za vrijeme igre svako izigravanje karte.
Igre se medusobno razlikuju po broju poteza. U nekim je igrama broj poteza una-
prijed odreden, a u drugima taj broj nije odreden. Stoga razlikujemo igre s jednim
potezom, s dva poteza itd., i igre u kojima broj poteza nije propisan. Sah je npr.
igra u kojoj broj potcza nije odreden. IgraC koji je na potezu ima za svoj potez
viSe mogucnosti ili alternativa, medu kojima izabire jednu. U Sahu npr. igrac na
potezu ima vise alternativa ili mogucih poteza, medu kojima izabire onaj koji mu
se ¢ini najbolji. Broj alternativa koje ima igraC na potezu nekad moze biti konacan,
4 nekad i beskonacan. Ovdje ¢emo se baviti samo igrama u kojima je broj poteza
konacan i u kojima pri svakom potezu ima samo konacno mnogo alternativa: takve
igre zovemo konacnin,

lgra¢ na potezu udubljuje se u nastalu situaciju, ocjenjuje svoje i protivnikove
alternative, jednom rijeci prosuduje sve mogucée kombinacije, pa se onda odlucuje
zu izabranu alternativu. Teoretski mozemo zamisliti da igra¢ ved u pocetku igre
prosudi sve moguce situacije u kojima bi se mogao nadii da se ve¢ unaprijed odlucuje
kako e igrati u pojedinim situacijama. Po toj teoretskoj hipotezi igra¢ ima unaprijed
razraden nacrt kako ¢e igrati; u tom slucaju igra¢ ima ve¢ od pocetka na raspola-
ganju razliGite strategije, medu kojima odabire onu koja mu sec Cini najboljom.
Prema tome je strategija redoslijed svih odluka koje moze do kraja igre da napravi
igra¢ u pojedinim situacijama. Unaprijed odrediti sve moguce strategije prakticki je
izvedivo samo kod nekih narocito jednostavnih igara; ako je medutim igra doneklc
zapletena, onda odredivanje svih mogudih strategija prelazi ljudske sposobnosti.
Kod $aha je npr. broj svih mogucih strategija golem, da ih nitko ne moze unaprijed
predvidjeti i ocijeniti. Igre se razlikuju i po tome kako su igraCi informirani ¢
prijasnjem toku igre. Ako je svaki igraC uvijek i sasvim informiran o prijasnjem
toku igre. govorimo o igri s potpunom informactjom. Takva je igra npr. Sah. Nekad
su igraci informirani o prijadnjem toku igre samo djelomicno ili uopce nisu infor-
mirani; stoga mozemo govoriti o igrama s razli¢itim nacinima i stupnjevima in-
formiranosti igraca.

Svaka igra zavrSava cdredenim ishodom, koji se izrazava nekim dobicima
priznanjima, ocjenama ili na neki drugi nacin. Partija $aha npr. moZe zavrsiti nu
tri nacina: igra¢ dobiva jednu tocku ako pobjeduje, 0 tocaka ako gubi i 1/2 tocke
ako igra remis. U nastavku ¢emo rezultate igara izrazavati brojevima koje cemc
nazivati dobicima, bez obzira na to da li su oni pozitivni ili negativni i bez obzira
na to kakva je priroda dobitaka. Ako u igri dobitke izrazavamo novcano, onda igrac
koji izgube pla¢aju igracima koji dobivaju iznose $to su odredeni pravilima igre
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U svakom takvom primjeru suma svih primanja jednaka je sumi svih placanja,
a da se pri tom ukupni imetak igraca nije promijenio. Ako iznose koje pojedini igradi
prime od drugih oznacimo pozitivnim predznakom, a one koje izgube negativnim
predznakom, onda je suma svih dobitaka na kraju igre jednaka 0. Takve igre zovemo
igre sa sumom 0 ili antagonistiéke igre. Osim ovih nifta manje nisu znacajne igre
u kojima suma dobitaka nije jednaka 0; zovemo ih neantagonisticke igre. U nastavku
cemo se baviti samo antagonistickim igrama ili igrama sa sumom nula.

Uzmimo dosta jednostavnu antagonisticku igru koju igraju samo dva igraca
A1 B i u kojoj svaki igra¢ napravi samo po jedan potez. Igra¢ A na potezu ima na
raspolaganju m alternativa koje oznalimo uzastopno brojevimas:

1, 2, ..., m

lgra¢ B na potezu ima na izboru n alternativa koje ozna¢imo brojevima:

Za igru vrijede slijedeca pravila: Pri izboru svoje alternative nijedan igrac nije
informiran o tome koju je alternativu odabrao ili koju ¢e odabrati protivnik. Svaki
igrac izabire alternativu tako da napie odgovarajuéi broj. O dobicima pravila igre
odreduju slijedece: Ako igra¢ A odabere alternativu s brojem i, a igra¢ B alterna-
tivu s brojem j, onda igra zavr$ava tako da igra¢ B placa igracu A iznos a,,. Kako
igra¢ A ima na izbor m, a igra¢ B n alternativa, pravila odreduju ukupno m % n
moguéih dobitaka. Igru s ovakvim pravilima daje tabela 1. Iznosi koje igra¢ B

TABELA 1. PODACI ZA MATRICNU ANTAGONISTICKU IGRU

| Igrac B
|Altcrnativa' 1 2 tesoom
| | dyg Az LR T
2 | azy 33 -+ dan
Igrac A
i m dmy dmaz nine dmn

mora placati igratu A pri svim mogucim ishodima igara sastavljaju marricu igre:

|. dmy oo @p

Brojevi u matrici igre mogu biti pozitivni, negativni ili jednaki 0; ako je broj pozi-
tivan, A dobiva i B placa, ako je broj negativan B dobiva i A placa, a ako je broj
jednak 0, onda svaki igrac¢ ostaje pri svome. Kako matrica igre potpuno odreduje
igru i kako se dobici obaju igraca kompenziraju, to takvu igru zovemo marricnom
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igrom sa sumom 0 ili antagonistickom matricnom igrom. U nastavku cemo se baviti
samo takvim igrama.
Uzmimo antagonisticku matri¢nu igru koju igraju igraci A i B i koju odreduje
matrica igre reda 3 % 4:
! ‘i
6

B

o~ b2

4
5
|

U igri A napiSe jedan od brojeva 1, 2 ili 3, a igra¢ B jedan od brojeva 1, 2, 3 ili 4,
a da ne zna §to je zapisao A. Posto su brojevi napisani, igraC B placa igracu A iznos
koji je odreden odgovarajutim elementom matrice igre. Pri zapisivanju broja A
ima na izbor 3 alternative; kako je na potezu samo jedanput, to ove alternative
predstavljaju njegove tri moguce strategije. Ozna¢imo te strategije uzastopno sa
A, A, 1A, Slicno vrijedi za igraca B, koji ima na izbor Cetiri strategije B, B.,
B, i B,. Ako odigra strategiju A;, A moze dobiti 6, 2, 4 ili 7 nov¢anih jedinica
s obzirom na to koju strategiju odigra B; sigurno medutim dobiva najmanje 2 nov-
cane jedinice. Ako odigra strategiju Ay A moze dobiti 3, 7, 5 ili 6, ali ne moZe
dobiti manje od 3 novéane jedinice. Ako pak odigra strategiju A, A moze dobin
2,2, 1 ili 3, s tim da ne moze dobiti manje od | novéane jedinice. Sli¢no mozemo
ustanoviti za igraca B. Ako odigra strategiju B,, B moZe izgubiti 6, 3 ili 2 novcane
iedinice, ali sigurno nece izgubiti vise od 6 novcanih jedinica. Ako odigra stratc-
giju B,, B moze izgubiti 2, 7 ili 2, ali ne moze izgubiti vise od 7 novcanih jedinici.
Ako odigra strategiju B3, B moZe izgubiti 4, 5ili 1, ali ne moze izgubiti vise od 3
novéanih jedinica. Ako odigra strategiju By, B moze izgubiti 7, 6 ili 3, ali ne vige
od 7 novcanih jedinica.

Usporedujmo kod igraca A njegove strategije A, i A;. Ako u matrici igie
usporedujemo brojeve prvoga i tre¢ega retka, primjecujemo da nijedan broj tre-
¢ega retka nije ve¢i od homolognog broja prvoga retka. To onda znaci da strate-
gija A, za igraca A nije povolinija od strategije A,; u takvom sluc¢aju kazemo cu
strategija A, dominire nad strategijom A,. Kako strategija nad kojom dominira
neka druga strategija za igraca nije povoljna, to je pri daljnjem proucavanju igre
mozemo zanemariti, Ne§to slicno primjeéujemo i kad usporedujemo  strategie
B, i B, igraca B. Kako su u matrici igre svi brojevi cetvrtoga stupea veci od ho-
molognih brojeva trecega stupca, to strategija By dominira nad B,. Buduci da zbog
toga igra¢ B necc nikad izabrati strategiju By, to je mozemo u daljnjem proucavi-
nju igre zanemariti. Ako zanemarimo sve strategije nad kojima dominira neka
strafegija, MoZemo igru znatno pojednostavniti jer za nju dobivamo matricu igre
manjega reda. Ako u prouavanju igre zanemarimo strategiju A; nad kojom do-
minira A,, i strategiju B, nad kojom dominira By, onda dobivamo matricu 1gre
manjega reda:

6 2 4
M! — 13

5

U proucavanju antagonistickih matricnih igara prakticki nas razlozi prisilja-
vaju da najprije zanemarimo sve strategije nad kojima dominira neka druga strate-
gija. Time snizavamo red matrice igre i nekad znatno olakSavamo proucavanje
igre.
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2. Matricne igre sa sedlom

Obradimo antagonisticku matri¢nu igru dvaju igraca A i B pomocu matrice
igre M reda m < n; daje ju tabela 1. Svaki igra¢ izabire takvu strategiju da ishod
igre bude za njega najpovoljniji. Igra¢ A je odabire tako da §to vise dobije, a igral
B tako da sto manje izgubi.

TABELA 1. ANTAGONISTICKA MATRICNA IGRA

| [ s i |
| Igrac B
| Strategije | By By B, . ‘
I . I | Wit _ | min ay;
| : |
I Alternative | 1 s jo —_ n ] ‘
| |
A | I daje din a, ]
Igrac A | Ay ig A 0 Ajgjy Ajgn i
| A‘-;\m m | Am T Lenja =S dmn dm
max a;;
: i | b, i By e g

Pregledajmo najprije strategije igraca A. Ako odabere strategiju A; time da
zapise broj i, onda dobiva jedan od dobitaka:

Qigs: vems Bify 2o By

ovisno o tome koju strategiju odabere B. U najnepovoljnijem slucaju A dobiva
najmanje najmanji od tih dobitaka; taj je jednak:
min a; — a,
i
Ovi najmanji dobici su za uzastopne vrijednosti indeksa i upisani u posljednjem
desnom stupcu tabele. Za igraca A je najpovoljnija ona strategija kojoj odgovara
najve¢i od tih dobitaka; taj je jednak:
max a; — max min a; = a;,
i i j
Redak s indeksom i, zove se maksimum-redak; ako izabere strategiju A;q, koja
odgovara maksimum-retku, igra¢ A time osigurava da nece dobiti manje od A,
novéanih jedinica.
Pogledajmo jo§ strategije igraca B. Ako izabere strategiju B, time da zapie
broj j, placa jedan od iznosa:
Bigs eees Bijs oens B
ovisno o tome koju je strategiju izabrao A. U najnepovoljnijem primjeru B placa
najve¢i od tih iznosa; taj je jednak:

max a;; = by
i
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Ove najvece isplate su za uzastopne vrijednosti indeksa j napisane u donjem di-
jelu tabele. Za igrata B najpovolinija je ona strategija kojoj odgovara najmanja od
tih isplata; ra je jednaka:
min b; — min max a; — b,
i i i

Stupac isplata s indeksom j, zove se minimum-stupac; ako odabere strategiju By
koja odgovara minimum-stupcu, igra¢ B time sebi osigurava da ne placa vise od
b

Jo*
Za strategije obaju igraca vrijedi izreka: Ako tgrac A kod najpovoeljnije strategije
dobiva majmanje 1znos:
mMax min g,
i i
i ako igraé B kod sirategije koja je za wjega majnepovolinija placa najvise iznos:

min max a;,
] 1

onda za oba iznosa vaii nejednadsba:

max min g;; £ min max a;
i i i i
Dokaz. Za sve retke u matrici igre vaze nejednadzbe:

min a; £ ay (i =gy O
i
1 za sve stupce vaZze nejednadzbe:
max d;; = a (i =11y zess 1)
1
Stoga vaze sve jednadzbe:
min a;; £ a;, = max a;;
i i
i nejednadzbe:
min a; = max 4
i i
Takva nejednadzba vazi 1 za maksimum-redak na lijevoj strani i za minimum-
-stupac na desnoj strani; iz toga slijedi nejednadZba koju je trebalo dokazati,
Medu antagonistickim matricnim  igrama jednostavno$éu se odlikuje igra
za koju vazi jednadzba:
max min a;; — min max a;; —a;,;, — V
] ] ]

U takvoj je igri u matrici igre najmanji element maksimum-retka jednak najvecem
clementu minimum-stupca; taj matriéni element naziva se sedlo, a njegova vri-
jednost s.‘n'jedumz matricne igre.

Matri¢na igra dvaju i igraca koju daje tabela 1. ima sedlo a;;, u Lrii;lniu maksi-
mum-retka s indeksom 10 1 minimum-stupca j,; stoga je \n]cdnost matricne 1gu
jednaka v =a; ;. U igri je za igrata A najpovoljnije da igra strategiju A, jer
njome osigurava sebi najmanje dobitak a;;,, dok je za igraca B najpovoljnija stra-
tegija Bj,, jer njome osigurava, da ne plada vise od a;,,.
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Primjer. Uzmimo antagonisticku igru dvaju igraca koju daje tabela 2. Za
igraca A je najpovoljnija strategija A,, koja odgovara maksimum- (drugom) retku;
njome sebi u svakom slucaju osigurava najmanje 3 novcane jedinice. Za igraca
B je najpovoljnija strategija B,, koja odgovara minimum- (drugom) stupcu; njome
u svakom slucaju osigurava da nece placati vise od 3 novcane jedinice. Kako su
najmanji element maksimum-retka i najved¢i element minimum-stupca u krizanju
drugog retka i drugog stupca, to matri¢na igra ima u tom krizanju sedlo i vrijed-
nost igre jednaka je vrijednosti elementa 3 na sedlu.

TABELA 2. MATRICNA IGRA SA SEDLOM

| l Igra¢ B
I = LI
Strategije | B, B:. B; 1 min
J Alternative 1 2 3 ‘
A | 2
A, 1 3 2 3 2
Igrac A | A, 2 3 5 I 3
Ag 3 2 3 | 2
‘ max 5 3 5 |

Rije¢ sedlo utemeljena je geometrijskim prikazom dobitaka u trodimenzional-
nom koordinatnom sistemu na sl. 26. Na apscisu nanesemo alternative 1, 2 1 3
igraca A, a na ordinatu alternative 1, 2 i 3 igra¢a B; svakom paru alternativa u

aj
|

]
]
3 5 & b
/ SI. 26. Geometrijski prikaz sedla w matricnoj igri
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odgovarajucem dobitku odgovara odredena vrijednost matricnog elementa, koju
mjerimo na aplikatnoj osi. Sedlo i vrijednost razmatrane matricne igre prikazuje
na slici tocka S (2,2,3).

Viezbe

I. Odredi optimalne strategije i vrijednost igre u antagonisti¢koj igri sa sedlom koju odre-
duje matrica igre:

al |2 |

|4 3 2, 2; 3
b | S

‘5 I 6

2 1 4 2, 2: %)
c) i?. 4 2 5

6 5 4 7|

21 2 4 (2, 33 4)

3. Marriéne igre bez sedla

U prijasnjoj smo tocki obradivali antagonisticke matricne igre sa sedlom:
u takvim je igrama veoma lako odrediti optimalne strategije igraca kao i vrijednost
igre. No ako igra nema sedla, onda je njezino rjeSavanje teze. Razmotrimo opcu
antagonisticku matri¢nu igru dvaju igraca A 1 B; igra¢ A na potezu ima na izbor
alternative 1, 2, ..., m, dok igra¢ B na potezu ima alternative 1, 2, ..., n: dobitke
odreduje matrica igre:
M = a;

reda m < n; pretpostavljamo da igra nema sedla, Podatke za igru daje tabela 1.

TABELA 1. ANTAGONISTICKA MATRICNA IGRA

| Igra¢ B
Vierojatnosti | Vi v vy cew Wa
Alternative i cen cee 1
N —
Xy 1 a3 dy A1q
Igrac A X; i G5y cews Wy new G |
X m Bmy U By dima

Kako za svaku matricnu igru vazi nejednadzba ili jednadzba:

max min a; £ min max a;
i i i i
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i kako za igre sa sedlom vazi jednadzba:
max min a; = min max a;;
i j i
to za igre bez sedla vazi nejednadzba:
max min a; < min max aj;
i j i i
Pretpostavimo da igra¢i odigraju viSe partija. S obzirom na izbore alternativa
u pojedinim partijama, kod igrata A razlikujemo ove dvije mogucnosti:
1) igra¢ se uvijek odlucuje za i-tu alternativu, a da se nikad ne odlucuje za
neku drugu,

2) igra¢ se odlu¢uje za razlicite alternative, i to za svaku s odredenom vjero-
jatnosti. Oznacimo sa

By coren X s Fom

vierojatnosti koje odgovaraju njegovim uzastopnim alternativama. Ove vijerojatnosti
odgovaraju nejednadzbama:

0 = x

1A
Il
g

i jednadzbi:
Xy e Xy =1
m tih vjerojatnosti:
X = {_KU rery xm:
nazivamo strategijom igra¢a A; moZemo je zamisliti kao vektor m-dimenzionalnog
vektorskog prostora V™. Strategija je &sta ako je jedna od tih vjerojatnosti jednaka
| a sve druge jednake 0, i mijeSana ako su barem dvije od tih vjerojatnosti pozi-
tivne.
Sli¢no vrijedi i za igraca B; i kod njega razlikujemo dvije mogucnosti:
1) igrac se neprekidno odlucuje za j-tu alternativu, a da se ne odlucuje za neku
drugu. U tom je slucaju njegova strategija Cista, a odreduje ju vektor:
v, — {0, .y 1, ... O}

2) igra¢ se odlucuje za razlicite alternative, i to za svaku s odredenom vjero-

jatnosti; u tom je slucaju njegova strategija mijeSana. Ako vjerojatnosti njegovih
uzastopnih alternativa oznalimo sa

Yis coos ¥ oo Yo
onda njegovu strategiju izrazava vektor:
Y =1{¥1is -5 ¥al

n-dimenzionalnog vektorskog prostora V". Komponente toga vektora odgovaraju
nejednadzbama:
0

1A

j =1 {}—1: reed I‘l)
i jednadzbi;
Y1 T e b Yan = 1
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Za obradivanu matricnu igru zelimo izraCunati optimalnu strategiju x, igraca
A 1 optimalnu strategiju y, igraca B.

Izra¢unajmo u tu svrhu najpiije srednju vrijednost dobitka igraca A u pri-
mijeru da sam izabere strategiju x = {x,, ..., X,,}, a protivnik strategiju y — {v,,
- Yol. Igra¢ A dobiva dobit a;; ako sam izabere alternativu i, a protivnik alterna-
tivu j; vjerojatnost da sam izabere alternativu i, jednaka je x,, vierojatnost da pro-
tivnik izabere alternativu j, jednaka je v;. Stoga je vjerojatnost da igrac A dobije
dobit a;;, jednaka x;y;. Zato je srednja vrijednost dobitka igraca A jednaka:

i=m j=n
E(x,y) = 121 £ ayx;y; =x'My
Ovu srednju vrijednost igrac A Zeli izborom strategije $to vide uvecati, dok je
igrac B Zeli $to vise smanjiti.
Pretpostavimo da igra¢ A izabere svoju optimalnu strategiju x,; kako za njega
kod koje god strategije igraca B nijedna druga strategija nije povoljnija, to za
optimalnu strategiju vazi nejednadzba;

E(xp, y) 2 E (,x: Y)

Uzmimo jo§ da igra¢ B odabere svoju optimalnu strategiju y,; kako za njega kod
koje god strategije igraca A nijedna druga strategija nije povoljnija, to za optimalnu
strategiju vazi nejednadiba:

E(x, yo) < E(x, v)

Ako igrac A izabere sveoju optimalnu strategiju x, a istovremeno igra¢ B svoju
optimalnu strategiju y,. onda za srednje vrijednosti vaze nejednadzbe:

E(xq y) ZE (X0¥o) 2 E(x,Y¥0)

Dyije optimalne strategije (X, yo) obaju protivnika nazivaju se rjesenje ili

strateske sedlo igre, w njoj odgovarajuéa srednja vrijednost dobitka:

i=m j=n

E (X,-,.. Yo) = Z E di; Xio ¥i,0 — (XO)T M Yo=W

=1 j=1

naziva se vriyjednost igre. 1z posljednjih nejednadzbi vidimo da igrac A izborom
optimalne strategije osigurava da dobije najmanje vrijednost igre w, i da igrac
B izborom svoje optimalne strategije osigurava da nece izgubiti vise od vrijednosti
igre w.

Zadatak je pri antagonistickoj matri¢nej igri izraCunati njezino rjesenje i
strateSko sedlo te njezinu vrijednost, U tu svrhu nalazimo u teoriji strate$kih
igara razlicite direktne metode rje$avanja, kojima se medutim neéemo baviti, U
nastavku cemo obradivati neko indirektno rjesavanje metodama linearnog progra-
miranja. Vidjet ¢emo da se rjeSavanje svake antagonisticke matri¢ne igre moze
prevesti u rjeSavanje odgovarajuceg linearnog programa.

Uzmimo antagonisticku matri¢nu igru koju daje tabela 1. Pretpostavimo,
da je vrijednost w te igre pozitivna; to moZemo uvijek postici bez $tete za opcenitost
problema ako jednako povec¢amo sve elemente matrice igre, a nakon toga u rjesenju
jednako smanjimo vrijednost promijenjene igre.
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[zracunajmo najprije optimalnu strategiju igraca A; radi jednostavnosti ozna-
¢imo je bez posebnog indeksa ovako:

X = {XU Loy xmil'

Ova se strategija odlikuje osobinom da igra¢ A njome dobiva najmanje vrijednost
igre w bez obzira na to koju strategiju odabere B. Ako B igra ¢istu strategiju

y: = {l, 0, ..., 0}
a A optimalnu strategiju x, onda je srednja vrijednost dobitka igraca A jednaka:
Elx ¥ = i X1+ oo T 8mi i
Kako ova srednja vrijednost ne moze biti manja od vrijednosti igre w, to vazi
nejednadzba:
Ui Xy oo T+ 8 Xy 2 W
Slicno dobivamo za cistu strategiju y, = {0, 1, ..., 0} igraca B nejednadzbu:
B Xy e+ Bpe X 2 W

Sli¢ne nejednadzbe dobivamo za sve druge Ciste strategije igraca B; za posljednju
njegovu cistu strategiju y, = {0, 0, ..., 1} dobivamo nejednadzbu:

A Xy + oo T Apin Xm Z W

Pri tom su sve komponente optimalne strategije igrata A nencgativne i zadovo-
ljavaju jednadzbu:

X+ . txy=1 (1)
Ako sve napisane nejednadzbe podijelimo s vrijedno$cu igre w i ako piseno:

Xy

u, = — (i=1, ..., m) (2)
W
dobivamo nejednadzbe:
ali ul | al'rl]_ u,; = ]-
aln u! ! arnn um = l

Pri tom se uvjeti nenegativnosti sacuvaju:
u =0
a jednadzba (1) prelazi u jednadzbu:
1

B s 0 = 3)

Igra¢ A nastoji da svojom strategijom $to vise poveca vrijednost igre w ili
da &to vise smanji njezinu reciprocnu vrijednost 1/w. Prema prijaSnjem izlaganju
dobivamo za njega slijede¢i problem linearnog programiranja:
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‘Treba odreditl vrijednosti varijabla uy, ..., U, Koje odgovaraju uvjetima nene-
Zativnosti:

Uy Z 0 iy By =0
1 uvietnim nejednadzbama:
a4y | B iU, = 1
Qyq Uy B U 2 1
tako da funkcija cilja;
Fluy, ooy Uy) — U, + o0+ uy,

ime minimuim.

Ako rijesimo ovaj linearni program, onda za varijuble u,, ..., u, dobivamo
optimalno moguce rjesenje, a nakon toga prema jednadbama (2) komponente
optimalne strategije igraca A; 4 iz jednadzbe (3) izracunamo jo$ vrijednost igre v.

Izratunajmo jo$ optimalnu strategiju igraca B, koju pisemo ovako:

Y = w5 Ya}
Ova se strategija odlikuje osobinom da igra¢ B njome gubi najvise vrijednost igre

w bez obzira na to koju strategiju odabere A. Ako B odabere strategiju y i ako
A izabere Cistu strategiju:

x, —={1,0, ..,0}
onda je srednja vrijednost gubitka igraca B jednaka:
E(®¥) =i ¥i + o T 81 a
Kako ova srednja vrijednost ne prelazi vrijednost igre w, 10 vazi nejednadzbe:
AW T o P8 Y S W
Slicno dobivamo odgovarajuée nejednadzbe i za sve druge Ciste strategije igraca
Aj za njegovu posliednju Cistu strategiju x,, — {0, 0, ..., I dobivamo nejednadzbu:
Bl Y1 1 cer T A Vi S W

Pri tom su komponente optimalne strategije igraca B nenegativne i odgovaraju
jednadzbi:

o o Ay =1 (4)
Ako napisane nejednadzbe podijelimo s vrijednocu igre w i pigemo:

v

go= ad fi' = Ty (5)
W ‘
dobivamo nejednadzbe:
adyy vy A, vy = |
dmy V) T o dyn Vi g I

]
(Sv]
=



Pri tom se uvijeti nenegativnosti sacuvaju:

v

0,

Vy

a jednadzba (4) prelazi u jednadZbu:
T S L e e

Igra¢c B nastoji da svojom strategijom §to vise smanji vrijednost igre w ili
da §to vise poveca njezinu reciprocnu yrijednost 1/w. Stoga prema prijasnjem
izlaganju dobivamo za njega slijede¢i problem linearnog programiranja:

Treba odrediti vrijednosti varijabla vy, ..., vy koje odgovaraju uvietima ne-
negativnosti:

i uvjetnim nejednadzbama:

a; v, -~ Ve S 1
8wy Vi Boa Vo = 1
tako da funkcija cilja:
g (Vis vois Vo) =V + oo TV

ima maksimum,

Ako rijesimo taj linearni program, dobivamo za varijable vy, ..., v, optimalno
moguce rjeSenje i nakon toga prema iednadzbama (5) komponente optimalne stra-
tegije igraca B; a iz jednadzbe (6) izratunamo jo$ vrijednost igre w.

Oba linearna programa koja upotrebljavamo za izralunavanje optimalnih
strategija dvaju antagonistickih igrata medusobno su tijesno povezana i jedan
drugome su dualni. Zbog toga ih mozemo napisati tako kao §to to vidimo u tabeli
2 U ta dva linearna programa minimum prve funkcije cilja jednak je maksimumu
druge. Povezivanje takvih linearnih programa obradivat ¢emo u slijedecoj tocki.

TABELA 2. MATRICNO] IGRI PRIREDENI LINEARNI PROGRAMI

| max X vy Tgrat B
=== s — = —
‘ Vierojatnosti | v, s Va
Ograni-
Pomocne | 5 . v Cenja
| | varijable i e |
= e | : | -
mmLui| X i e SR L
. % | . . . , 4 |
]grac £ Xm | Uy | e s dmn :1 |
R N S| o -
Ograni¢enja | =1 - =1 | |

[
(B
6k



Prinyer. RijeSimo antagonisticku matri¢nu igru dvaju igraca A i B koju u
novcanim jedinicama odreduje kvadratna matrica igre drugoga reda:

Kako igre nema sedla, 10 je rije$imo s dva linearna programa koje zajedno daje
tabela 3.

TABELA 3. PRIMJER POVEZIVANJA MATRICNE IGRE
S DVA LINEARNA PROGRAMA

Komponente = _Igraé B _|
strategija Vi ¥ _
=S — — — Ogranilenja
Pomodine
[ S vy Va
varijable
X u, 2 3 | S |
Igrac A '
X3 u, 4 | =1
Ogranitenja = =1 =1 |

Iz tabele 3. dobivamo za pomocne nenegativne varijable u, i u, linearni
program :
LP: 2u, ~4u, 2 1&3u; ~u, 2 1; min (f =u; + u,)
Linearni program mozemo rijesiti nekom poznatom metodom; kako u njenmu tustu-
paju samo dvije varijable, to ga moZemo rijesiti graficki kao §to vidimo na sl. 27
Linearni program ima optimalno moguce rjeSenje u ekstremnoj tocki F (3/10
1/10) konveksnog skupa mogucih ricsenja. Stoga linearni program ima optimalno
moguce riesenje:
3 l

B T T/)

Ovom riesenju odgovara najmanja vrijednost funkcije cilja:

1 48 by 2
W 1(]?)‘“1)' 5

1 stoga vrijednost matricne igre w — 5/2, Iz optimalnog moguceg rjcsenja linearnog
programa izracunamo komponente optimalne strategije igraca A ovako:

¥y == Wl = 1 Xa=wu, =

4

Iz ovih rezultata vidimo da je za igraca A najpovoljnija mijeSana strategija:

F i
X - "434}1



koja mu osigurava da u prosjeku u igri ne dobiva manje od w = 5/2 novc¢anih
jedinica.

Sli¢no iz tabele 3. za pomoéne nenegativne varijable v, i v, dobivamo linearni
program:

LP: 2v, & 3v, £ 1 &4v, +v, £ 1; max(g = v, + Va)

I ovaj linearni program mozZemo, kao $to vidimo na sl. 27, rijediti graficki. Linearni
program ima optimalno moguce rjesenje u ekstremnoj tocki G (1/5 1/5) konveksnog
skupa moguéih rjeSenja. Stoga linearni program ima optimalno moguce rjeSenje:

1 |
3 ST

Tom rjeSenju odgovara najveca vrijednost funkcije cilja

1 _ 1 1y 2
\F_*‘(T’s)"'s

Iz toga dobivamo istu vrijednost igre Kao i prije W = 5/2. 1z optimalnog moguceg
rieSenju linearnog programa izratunamo Komponente optimalne strategije igraca
B kako slijedi:

L
Vi=WV =5 1Y, = WYy =

2

1/4 1

i,

0 1/3 1/2 U 0 1/4 1/2 Vs

SI. 27. Graficko rjefavanje matrilne igre




Ovi rezultati pokazuju da je za igrata B najpovoljnija mijesana straregija:

|

= J =]
Y= iz

[ L ey —

Koja mu osigura da u igri u prosjeku ne placa vige od w — 5/2 novcanih jedinica.
Vijezbe
I. Odredi graficki optimalne strategije obaju igraca i vrijednost antagonisticke matricéne
igre s matricom igre
2 6
&1
(x = {Tj11. 411}, y = (S/11, 6/11}, w — 46,11

2 lzracunaj simpleks-metodom optimalie strategije protivnika 1 vrijednost antagonisticke
matriéne igre § matricom igre

| B

B
Analiziraj rjeienja odgovarajucih linearnih programa.
(= {57 2170 ¥y = (377, 2071, w2947

3. Odredr graficki oprimalne strategije igraca i vrijednost antagonistivhe matricne IEYC §
matricom igre

13

3
4

A

Analiziraj rezultate s obzivormr na Ginjenicu da mattica igre ima sedlo.

x =10, 1y v W 1w 4

4. Primarni i dualni linearni program

Svakom  linearnom programu mozemo pridruziti odredeni drugi linearni
program; oba su medusobno tako povezana da imaju jednake vrijednosti funkcija
cilja i da optimalno moguce rjesenje prvoga mozemo dobiti ¢im saznamo za opii-
malno moguce rjeSenje drugoga. Prvobitni linearni program zove se primarii,
a njemu pridruzeni dualni, U toj tocki obradivat ¢emo povezivanje tako pridruzcnih
parova linearnih programa, dok ¢emo njihovo povezivanje s antagonistickim mu-
tricnim igrama s dva igraca raspraviti u 7. tocki.

Pretpostavimo da je primaran linearni program za minimum funkcije cilja
koji smo ve¢ formulirali u prvoj tocki VITI. poglavlja; nakon uvodenia dopunskih
i umjetnih varijabla taj program izgleda ovako:

Treba odrediti vrijednosti varijabla Xys ..oy X, koje odgovaraju uvietima nene-
garivnosti 1 uvjetnim jednadzbama



tako da linearna funkcija cilja:

F(Ryy ves %) = By Xy = wen b €4 ¥y
ima minimum.
U skladu s cetvrtom tockom X. poglavlja uvodimo slijedec¢e matrice i vektore:

'53-1| v Ei;mial'r“., sis al.n_mil v 0|
A=|B .. E|[=]: Lol b
(B s Bien | Biman o8 Btk o 1
|by | [layq | Ain
Pe—b=:| pi=|: | .. p=i:|
lhm' _|amI! |3mn'
';x,
5 — i1 — -
X ‘; = [y cees Ky} ¢ = |6y e Ca
xI\

Pri tom parcijalnu matricu B sastavljaju komponente vektora koji sastavljaju bazu
vektorskog prostora V™, a koji odgovara optimalnom mogucem rjefenju. Nakon
uvodenja ovih matrica i vektora dobivamo slijedecu formulaciju linearnog programa:

T'reba odrediti vektor x koji odgovara uvjetu nenegativnosti i uvjetnoj jednadzbi:

Ax—P°=hb
tako da funkcija cilja:
f(x) =¢x

ima minimum.

Uzmimo, kao §to smo ucinili vec¢ u 4. tocki X. poglavlja. da rjesavanje linearnog
programa simpleks-metodom poc¢injemo s prvim mogudim rjeSenjem:

x! = {05 ..., 0, by, ..y by}
te da na kraju racunanja dobivamo optimalno mogudée rjesenje:
29 =429, .o %O, 0y iy 03y
kojemu odgovara najmanja vrijednost funkcije cilja:
fx%) =ex® = e2%% =20/ ="2c P2
pri tom je:
e? = ||¢y ... ey
Optimalnom mogudem rjesenju odgovaraju bazi¢ni vektori:
Pg, ..., Pg
1 matrica;
Ao=|E|..|B|
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Pri obradivanju veze izmedu pocetnog i optimalnog moguceg rjesenja izveli
smo slijedece obrasce:

A, =B 'A A =BA, (la, b)
P =Rl P° —-=BP) (2a, b)
P, =B !P! P! -~ BP (3a, )

c®A;—c=10

Ovom linearnom programu priredimo odgovarajuci dualni linearni program.
U tu svrhu uvedemo m varijabla y,, ..., Ym» koje sastavljaju vektor:

Y =% cve ¥m1| =15 o> Ym)

m-dimenzionalnog vektorskog prostora. Broj ovih varijabla jednak je broju neza-
visnih uvjetnih jednad’bi primarnog linearnog programa. Priredeni dualni linearni
program formuliramo ovako:

Treba odrediti vrijednosti varijabla y,, ..., ¥, koje odgovaraju n uvjetnih
linearnih jednad#bi:

tako da linearna funkcija cilja:
g{j"l' }'m) == h| L o bm.\‘"m
ima maksimum.

Upozoravamo da u dualnom programu za varijable nisu propisani uvijeti
nenegativnosti, pa stoga varijable mogu biti i negativne. U matri¢nom obliku for-
muliramo dualni linearni program ovako:

Treba odrediti vektor y koji odgovara nejednadzbi:
vyvA=c¢
tako da funkcija cilja:
) =yP¥=3b
ima maksimum.

Pretpostavimo da nam je optimalne moguce rjeSenje dualnog linearnog pro-
OTAMma ;
L1 J— it} L0
¥ = (:"{J.- vy }'m)

ved poznato; njemu odgovara najveca vrijednost funkcije cilja:
0y 4] (4]
gy =y"P

Kako u primarnom i 1 dualnom linearnom programu nastupaju isti parametri,
to oba programa mozemo pregledno dati u istoj tabeli. Tabela 1. daje oba programu.
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TABELA [. PRIMARNI T DUALNI PROBLEM LINEARNOG PROGRAMIRANJA

| OgraniCenja I
primarnog Optimalno
| ili  koefici- | mogude rje-
| Varijable primarnog programa jenti funkcije, 3enje
| cilja dual- | dualnog
S — | nog progra- | programa

programa

Xy v X owew X ma |
. I : - . _
Vi &yg came Wiy e By | b, yi
| Varijable ! : 2 2 | : | .
‘ dualnog Vi PRI VTR 1Y b, y?
programa ; : : { ;
Ym dpy v Amy dmn bm YPI!
|
| Koeficijenti funk- |
cije cilja primar- | 2 & é |
nog ili ogranitenja | ! ' . |
dualnog programa | |
; o | i '
| Optimalna moguca | [
rjefenja primarnog x9 x7 x3

Za primarni i njemu priredeni dualni problem linearnog programiranja vri-
jedi izreka:

Ako primarni linearni program ima optimalno moguce rjeSenje s konalnom vri-
Jedno$éu funkeije cilja, onda i dualni program ima optimalno moguée rjeSenje s konaé-
nom vrijednoscu fumkcije cilja, a ekstreimme vrijednosti obiju funkcija cilia su jednake.

Dokaz. Uzmimo vektor:
yo =e" B~ (5)
Za taj vektor dokazat ¢emo slijedece :
a) da je moguce rjesenje dualnog linearnog programa,

b) da je za taj vektor vrijednost funkcije cilja dualnog linearnog programa
jednaka najmanjoj vrijednosti funkcije cilja primarnog linearnog programa i

¢) da je optimalno moguce rjesenje dualnog linearnog programa.

a) Dokazimo najprije da je vektor y° moguce rjeSenje dualnog linsarnog
programa. U tu svrhu promatrajmo diferenciju:

y'A —¢
koja je po gornjoj definiciji vektora y° jednaka:
¢c®B " 'A—c
a zbog obrasca (la) je jednaka:

c’A;, —¢

227



Zbog obrasca (4) ova diferencija nije pozitivna, pa zato nije pozitivna ni prvobitn:
diferencija; stoga vektor y° odgovara nejednadzbi:

y[J A é c
To zna¢i da je vektor y° moguce rjesenje dualnog linearnog programa.

b) Dokazimo jo§ da je za vektor y? vrijednost funkcije cilja dualnog programs
jednaka najmanjoj vrijednosti funkcije cilja primarnog programa. U tu svrhu izra-
cunamo vrijednost funkcije cilja koja odgovara tom vektoru:

c (yn) ., yn PY — cl’) B! P°
Ova je vrijednost zbog obrasca (2a) jednaka:
g(y") =" P§ =1 (x),
pa je tako tvrdnja dokazana.
¢) Napokon jos dokazimo da je vektor y° optimalno moguce rjeSenje dualnog

linearnog programa. U tu svrhu uzmimo proizvoljno moguce rjeSenje x primarnog
linearnog programa; svako takvo rjeSenje odgovara uvjetima:

x20 & Ax=P°
Za svako moguce riesenje y dualnog lincarnog programa vazi nejednadiba:
vyA=c

Ako premultipliciramo jedniadzbu kojoj odgovara vektor x vektorom y, dobivamo
jednadzbu:

yAx —yP% =gy

Ako pak postmultipliciramo nejednadzbu kojoj odgovara vektor y vektorom x.
dobivamo:
YVAx = cx =1(x)

Iz toga za vrijednosti funkcije cilja slijedi nejednadzba:

g(y) = f(x)
Ova nejednadzba vaZi za svako moguce rjeSenje y dualnog i za svako moguce rje-
Senje x primarnog linearnog programa. Stoga vaZi i za svako mogudée rjedenje y
dualnog 1 za optimalno moguce rjeSenje x° primarnog linearnog programa neje-

dnadzba:
g(y) = f(x%

Kako po prijasnjem izlaganju vazi jednadzba;
g (y") =t (x%,
slijedi da je y® optimalno moguce rjeSenje dualnog linearnog programa.
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Bududi da je za optimalno moguce rjesenje x° vrijednost f(x°) funkcije cilja
primarnog linearnog programa konacna, konacna je i njoj jednaka vrijednost g (y°)
funkcije cilja dualnog linearnog programa, koja odgovara optimalnom moguéem
rieSenju y”. Tako je izreka u cijelosti dokazana.

Slicno se dokazuje i obrnuta izreka:

Ako dualni linearni program ima optimalno moguce rjeSenje s konacnom vrijedno-
$c¢u funkcije cilja, onda i primarni linearni program ima optimalno moguce rjeSenje
s konacnom vrijednoséu funkcije cilja, a ekstremme vrijednosti obiju funkcija cilja su
Jednake.

Obje izreke moZemo spojiti u jednu:

Ako bilo koji od oba linearna programa ima optimalno moguce rieSenje s konacnom
ovrijednofcu funkeije cilja, onda ga ima 1 drugi, a ekstremne vrijednosti obiju funkcija
ctlja su jednake.

Za oba linearna programa vrijedi jo$ izreka:

Ako jedan od linearnih programa nema konalnog optimalnog vjeSenja, onda je
drugi protuslovan i nema ntkakvog mogudeg rjesenja.

Dokaz. Uzmimo najprije da primarni linearni program nema konaCnog opti-
malnog rjesenja te da je

min f (X) = — oo

U tom bi primjeru za sva moguca rjeSenja dualnog linearnog programa vazilo

g(y) € — oo

To medutim nema smisla, pa je stoga dualni program protuslovan. Sli¢no dokazemo
i protuslovnost primarnog linearnog programa ako dualni program nema kona-
¢nog optimalnog moguceg rjeSenja, tj. ako je:

max g (y) = oo

Pri dosad obradivanom problemu dualnosti ograniCili smo se na mogucnost
da vektor x primarnog linearnog programa odgovara jednadzbi Ax = PY, a ne
nejednadzbi A x = PY; pri tom smo kod dualnog linearnog programa ustanovili
da za vektor y ne postoji zahtjev za nenegativno$¢u. U nastavku ¢emo raspraviti
jo$ i mogucnost da vektor x odgovara spomenutoj nejednadzbi. U tom primjeru
oba linearna programa formuliramo ovako;

Primarn: linearni program: Treba odrediti vektor x koji odgovara uvjetima:

4%

xz0 & Ax=z P
tako da funkcija cilja:
f(x) =cx
ima minimum.
Dualni linearni program. 'I'reba odrediti vektor y koji odgovara uvjetima:
yz0 & yAse
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tako da funkcija cilja:
g(y) =yP°

ima maksimum.
U tabeli 1. oba ova linearna programa napisana su zajedno. Za njih vrijed:
jzreka:

Ako jedan od obaju linearnih programa ima konacno optinialno moguce rjesenje,
tada ga ima i drugi, a ekstremne vrijednosti obiju funkcija cilia su jednake. Ako medu-
tim jedan od linearnih programa mema konainog optimalog vieSenja, onda je drug
protuslovan 1 nema nikakvog noguceg rielenja.

Dokaz. U dokazivanju izreke prevedemo oba linearna programa u takva dva
programa za koja smo izreku ved dokazali. Uzmimo primarni linearni program;
u njemu nejednadzbu A x = P? upotpunimo u jednadzbu, tako da dodamo do-
punske varijable d,, ..., d, koje sastavljaju vektor:

' |
d=|: | ={,,...,d,}

dm |
Ovim varijablama u funkciji cilja propisemo koeficijente koji su svi jednaki 0. Na-
kon preuzimania tih varijabla prvobitni vektor x produzuje se u rascijeplieni vektor:

‘iXI
ey

a vektor ¢ produzuje se u rascijeplieni vektor:

c 0
dok matrica A prelazi u rascijeplienu matricu;
|A. —FE

Nuakon preuzimanja dopunskih varijabla primarni linearni program glasi ovako:
Treba odrediti vektor:

koji odgovara uvjetima:

xz20&d=0& ' A —E| = P°
tako da ftunkcija cilja:
f(x,dl= ¢ 0| ‘
d
ima minimuinn.
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Ovom programu odgovarajuci dualni program glasi:
Treba odrediti vektor y koji odgovara uvjetu:
v|A{—E| =[]0
tako da funkcija cilja:
gly) =yP°
imaima ima maksimum.
Uvijet kojemu odgovara vektor y u dualnom programu rascijepimo u dva uv-

jeta:
yAsc&y(—E =0

Drugi od ovih uvjeta predstavlja zahtjev za nenegativnoscu vektora y:

0

"

¥

Za ovaj par linearnih programa izreku smo vec dokazali, stoga izreka vrijedi
i za prvobitni par linearnih programa.

Primarni i dualni linearni program medusobno su tako tijesno povezani da
mozemo oitati optimalno moguce rjeSenje jednoga Cim nam je poznato optimalno
moguce rjesenje drugoga. Pretpostavimo da nam je poznato optimalno moguce
rjeenje primarnog linearnog programa, koji smo rijesili simpleks-metodom. Stoga
nam je poznato:

a) Optimalno moguce rjeSenje x°.

b) Najmanja vrijednost f(x°) = e x” funkcije cilja.

¢) Matrica B; ovu u pocetnoj tabeli sastavljaju elementi koji odgovaraju ba-
zicnim uzastopnim jedini¢nim vektorima konacne tabele.

d) Inverzna matrica B™'; ovu u kona¢noj tabeli sastavljaju elementi koji
odgovaraju bazi¢nim uzastopnim jedininim vektorima pocetne tabele.

e) Vektor ¢?, koji sastavljaju oni elementi vektora ¢ koji odgovaraju pozitiv-
nim elementima optimalnog moguceg rjeSenja.

f) Vektor z° — ¢, koji sastavljaju elementi posljednjeg dodatnog retka konacne
tabele.

g) Vektor z°; njega dobivamo tako da prijasnjem vektoru z” — ¢ pribrojimo
vektor ¢. Komponente ovog vektora potpiSemo pod konac¢nu tabelu.

1z toga moZemo o¢itati optimalno moguce rjeSenje dualnog linearnog programa
kao i sve odgovaraju¢e kolicine na slijedeci nacin:

a) Optimalno moguce rjeSenje izracunamo po obrascu (5):
y® = ¢ B!
Komponente optimalnog moguceg rjeSenja nalazimo u posljednjem potpisanom
retku tabele kojim smo rijesili primarni linearni program; njegove uzastopne kom-

ponente jednake su elementima toga retka koji odgovaraju bazi¢nim uzastopnim
jedini¢nim vektorima pocetne tabele.
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b) Najveca vrijednost g(y") funkcije cilja jednaka je najmanjoj vrijednosti
funkcije cilja primarnog programa:

g(y") =f(x°)
Slicno otitamo rjeSenje primarnog linearnog programa ¢im smo rijesili dualni.

Vezu izmedu primarnog i1 dualnog linearnog programa mozemo iskoristiti
pri numerickom rjeSavanju linearnih programa simpleks-metodom. Pri toj su me-
todi opseznost racunanja i broj iteracija ovisni o broju varijabla i osobito broju
nezavisnih uvjetnih nejednadzbi ili jednadzbi; ako ovih ima m, onda broj potrebnih
iteracija lezi obicno izmedu m i 2 m. Pogledajmo opseznost raCunanja po simpleks-
-metodi za ovaj par linearnih programa:

1%
[\

0 & Ax
0 & yA

Primarni LP: x

Dualnt LP:  y

b; min ({(x) = cx)

I
1A

c; max (g(y) =yb)

Matrica A neka bude redak m x n; pri tom neka broj redaka m bude prilicno ved
od broja stupaca n. Za rjeSenje primarnog programa imamo dvije mogucnosti

u) mozemo ga rijediti direktno simpleks-metodom; u tom je slucaju potrebrc
nekih m do 2 m iteracija;

b) mozemo ga rijesiti posredno, tako da rijeSimo najprije odgovarajuéi dualn
linearni program, a potom ocitamo njegovo rjelenje; u tom je slucaju potrebn
nekih n do 2 n iteracija.

RKuko smo pretpostavili da je broj m prilicno veéi od n, to je drugi put kradi
Stoga rijesimo linearni program u kojem je broj uvjeta dosta veéi od broja varijabla.
tako da najprije simpleks-metodom rijesimo njemu odgovaraju¢i dualni program.
a4 nakon toga oditamo rjesenje prvobitnog linearnog programa.

5. Dualnost u proizvodnom problemu

Fornulacye primarnog i dualnog proizvodnog problema. Raspravimo plan pro-
izvodnje poduzeca koje izraduje dva tipa proizvoda P, i P, uz upotrebu cetiriju
proizvodnih faktora I,, F,, F, i F,. Kako su raspolozive koli¢ine tih proizvodnih
laktora ograni¢ene, poduzece moZe potroditi najvise 18 jedinica prvog, 22 jedinice
drugog, 13 jedinica treceg i 18 jedinica cetvrtog proizvodnog faktora. Pri proizvo-
dnji jedne jedinice proizvoda P; poduzece potrodi 1 jedinicu prvog, 3 jedinice dru-
gog, 2 jedinice treceg i 3 jedinice Cetvrtog proizvodnog faktora, u proizvodnji jedne
jedinice proizvoda P, potrosi 2 jedinice prvog, 2 jedinice drugog, | jedinicu treceg
i 1 jedinicu Cetvrtog proizvodnog faktora. Na trZiStu prvi proizvod ima cijenu 3,
drugi pak 4 novcane jedinice. Pri angaZiranju proizvodnih faktora poduzece ima
troskove, a od prodaje proizvoda ima prihode. U nastavku ¢emo obradivati problem
kako da poduzece najracionalnije programira proizvodnju uzimajuéi u obzir sve
dane prilike. Problem optimalnog programiranja moZemo obradivati na dva nacing -

a) kao primarni problem linearnog programiranja, koliko proizvoda svakog
tipa treba da izradi poduzece a da bi od njihove prodaje imalo najvec¢i dohodak ;

b) kao dualni problem linearnog programiranja, kako da poduzece angazira
raspolozive proizvodne faktore, a da bi pri tom imalo najmanije trogkove.
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Podatke za oba linearna programa i njihova optimalna rjeSenja daje tabela 1.
U tabeli varijable: x, ix, znate broj proizvedenih jedinica proizvoda P, ili P,,
AV, ¥ Vai Vs troSkove prilikom angaziranja jedne jedinice proizvodnog faktora
Fy Fa Fa 1 Fi.

TABELA 1. PODACI I OPTIMALNO RJESEN]JE PROIZVODNOG PROBLEMA

Ogranicenja
primarncg  Qptimalna
| Pprograma moguca Varijable
| Koeficijenti riefenja dualnog
. . funkcije cilja dualnog  programa
Proizvodi  dualnog pro- programa |
P, 1,1_ : grama
| Fy 1 2 18 3/2 | Y1
Proizvodni | F, 3 2 22 12 | Y2
faktori I F, 2 1 13 0 vs
Fl, 3 | 18 0 Va
Koeficijenti funk-
cije cilja primar-
nog programa 3 4
Ogranicenja
dualnog programa
Optimalno moguce
riesenje primarnog | 2 8 38
programa
Varijable primar- .
X X2
nog programa ‘

Prema podacima tabele 1. mozemo matematicki formulirati oba linearna pro-
grama.

a) Primarni linearni program. Uvjetnu nejednadzbu koja odgovara prvom
proizvodnom faktoru F,; dobivamo ovako: ako poduzeée izradi x, jedinica prvog
i x, jedinica drugog proizvoda, onda potrosi X, + 2x, jedinica proizvodnog fak-
tora F, ; kako od ovoga ima na raspolaganju najvise 18 jedinica, to varijable x, i X,
odgovaraju nejednadzbi:

X, +2x, = 18

Na slitan nacin dobivamo jo$ nejednadzbe koje odgovaraju drugom, trecem i Ce-
tvrtom proizvodnom faktoru. Funkeiju cilja dobivamo ovako: ako poduzece proda
x, jedinica prvog i X, jedinica drugog proizvoda, dobiva dohodak 3x, -+ 4x,;
taj dohodak treba da bude najveé¢i. Ovakvim zakljucivanjem dobivamo slijedecu
matematicku formulaciju primarnog linearnog programa:
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Treba odrediti vrijednosti nenegativnih varijabla x, i x, koje odgovaraju ne-
jednadzbama:

X, + 2%, =2 18
Ixy F 2y £ 22
2%, + Xy =13
I -+ mp = 18
tako da funkcija cilja:
F(x,,X,) = 3%, + 4%,

ima maksimum.

b) Dualni linearni program. Uvjetnu nejednadzbu koja odgovara prvom tipu
proizvoda dobivamo ovako: ako poduzeée pri angaziranju | jedinice prvog proi-
zvodnog faktora ima y,, drugog proizvodnog faktora y,, treceg proizvodnog fak-
tora vy 1 Cetvrtog proizvodnog faktora y, novéanih jedinica troskova, onda pri
proizvodnji | jedinice proizvoda P, ima

vy 3)"2 + 2yy + 3y,

novcanih jedinica troskova; kako ovi trodkovi ne mogu biti manii od cijene prvog
proizvoda, dobivamo nejednadzbu:

8%

Yi T3y, |2y + 3 3

¥a
Nu slican nacin dobivamo i nejednadzbu koja odgovara drugom proizvodu. Funkciju
cilja dobivamo ovako: ukupni trogkovi za angaZiranje raspolozivih proizvodnih
faktora jednaki su:

18y, - 22y, + 13y; + 18y,

novcanih jedinica; ovi troskovi neka budu $to manji. Po ovom zakljucivanju dohi-
vamo slijedecu matematicku formulaciju dualnog linearnog programa:

Treba odrediti vrijednosti nenegativnih varijabla v,, v,, ya 1 v, koje odgove-
ruju nejednadzbama:

Vit 3 - 295+ 3y, =23
vy + 2y, Yitv, z4
tako da lunkcija cilja
£ (Y15 ¥ ¥3: ¥o) = 18y, + 22y, - [3ys— 18y,

ma minimum,.

Rjesaeanje lnearmh programa

I. Graficka mertoda. Kako u primarnom programu nastupdaju samo  dvij2
varijuble, graficki ga mozemo rijesiti tako kako pokazuje sl. 28, pa dobivamo opti-
malno moguce rjesenje:

3 3 0 __
X =245%% =8
kojemu edgovara najveca vrijednost funkeije cilia 38 novéanih jedinica.
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S1. 28, Graficko rjefavanje primarnog programa

Graficka metoda za riefavanje dualnog programa ne dolazi u obzir jer u njemu
nastupaju 4 varijable.

2. Simpleks-metoda. Pri rjeSavanju primarnog programa simpleks-metodom
uvedemo dopunske varijable Xs, X4, X5 1 Xg3 rjedavanje daje tabela 2. Nakon dvije
iteracije dobivamo optimalno mogude riesenje:

X‘? "2,-“1? 'S)Xg‘nsxi_;o_\xg‘:l‘xg: ]

kojemu odgovara najveca vrijednost funkcije cilja 38 novéanih jedinica. Po opti-
malnom planu proizvodnje poduzece izradi 2 jedinice prvog i 8 jedinica drugog
proizvoda; pri tom potrosi sve raspolozive koli¢ine prvog i drugog proizvodnog
faktora, a neiskoristena ostaje jedna jedinica tre¢eg i 4 jedinice Cetvrtog proizvod-
nog faktora.
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TABELA 2. RJESAVANJE PRIMARNOG PROGRAMA SIMPLEKS-METODOM

Maksimum g 3 4
Xy Xz Xy Ng Ks Xg
c Pf.l P| 2 P: P+ PS PG
<P 18 1 2 1
P+ 22 3 2 |
13 2 1 | |
Ps 18 3 | 1
Z Cj | g | —3 —4
4 P* 9 [ L2 | 12
P 4 | 2 =3 1
P 4 3/2 —1/2 I
ps 9 1 52 112
Zy — g | 36 | | 2
- | — e
4 ! 8 | 34 - 1/4
3 P | 2 ! 12 12 '
P 1 | 1/4 —3/4
. pé s | 34 504 1
' 4 — ¢ 38 . 132 12
| Optmalno rje-
| Senje dualnog | 38 32 2 0 0 ‘
| programa ! | |
Varijable dual- | iy Ve ww my

nog programa | = & |
|

Pri rjeSavanju dualnog programa simpleks-metodom uvodimo dopunske va-
rijable y5 1 v, te umjetne varijable v, i Vg rjeSavanje daje tabela 3. Nakon dvije
ireraciie dobivamo optimalno mogucde rjesenje:

¥ =32, y5 = 12, 33 =54 = Ys =¥ =¥ =¥y =0,

-1

kojemu odgovara najmanja vrijednost funkcije cilja 38 novcanih jedinica.

3. Dualna simpleks-metoda. Ovom metodom rijedimo primarni program tako
da simpleks-metodom rijeéimo njemu odgovaraju¢i dualni program i nakon rogu
oCitamo optimalno mogucde rjesenje primarnog. Tabela 3. daje riefavanje dualnog
programa simpleks-metodom. Iz posljednjeg retka brojeva z;; olitamo optimalne
moguce rjeSenje primarnog problema:

x{ —21ix§=8,

kojemu odgovara najveca vrijednost funkcije cilja 38 novcanih jedinica. Takav na-
¢in izracunavanja optimalnog moguceg rjesenja slijedi iz teoriie u prijasnjoj tocki
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TABELA 3. RJESAVANJE DUALNOG PROGRAMA SIMPLEKS-METODOM

Minimum ¢ | 8 2 1318 | 100 100
Y1 ¥a2 ¥a Y4 ¥s ¥a ¥4 Y&
G B Pl P: PS P-ﬂ P PG PT PR
— — I E— B —
100 — P’ 3| 1 s 2 3 || = 1
100 P* 4 | i 3 1 1 1| I
' n—c | 700 | 282 478 287 382 |—100 100 I
22 »P? B ! 1 23 1 /3 13
100 < P* 2 4/3 <48 =4 33 —1|-23 1
7 — ¢ T o | aes3 953 96 | 1783 —100{— 4783
| 2 P2 12 134 54 |—12 s | 12 —1/4
18 P! 32 | 1 4 34 | 12 =34 (=12 34
| _— |38 | =1 4 | -2 —8|-9% -9
I o o = e
Optimalno
rjefenje pri- 7 18 | 2 3
| Marnog programa ‘
| Varijable primarnog 3 .
programa ot n2

ovako: Bududi da vekrori P? i P! sastavljaju uzastopne jedinicne vektore baze u
konacnoj tabeli, to je:

B—jprei =2 ||

i =2 2l

12 istog je razloga:
¢t =22 18]

Kako su vektori P7 i P® uzastopni jedini¢ni vektori baze u pocetnoj tabeli, to je:

12 —1j4|
|
|

-1 — | 7 8] =
N PPy —12 34|

Otuda dobivamo optimalno mogudée rjeSenje primarnog programa:

112 —1/4

x| =c*B"1 =22 18 “_”2 3/4H—'ZB|

Po dualnoj simpleks-metodi rije§imo dualni program tako da prvo rijesimo njemu
odgovaraju¢i primarni program simleks-metodom, a nakon toga o¢itamo optimalno
moguce rjefenje dualnog. Tabela 2. daje rjeSavanje primarnog programa simpleks-
-metodom. Iz posljednjeg retka brojeva z, otitamo optimalno moguce rjeSenje
dualnog programa:

y? =32, y3 =12, y§ =0, 2 =0,
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kojemu odgovara najmanja vrijednost funkcije cilja 38 novcanih jedinica. Takav
nacin izratunavanja optimalnog moguceg rjesenja slijedi iz teorije prijasnje tocke
ovako: Kako su vektori P*, P!, P i P uzastopni jedini¢ni vektori baze u konacno
tabeli. 10 je:

i2 I 0 0
‘B prpipsps 2 3 0O 0
B- P'P'PP 1 2 1 o
I3 0 |
Iz istog je razloga:
¢ = 4300

Kako su vektori P2, P*, P*, P° uzastopni jedini¢ni vektori baze u pocetnoj tabeli
€8] iCZ

&

34 —1/4 0 0
12 12 0 o

-1 — i 1
» |14 =34 1 0
| 34 —514 0

Otuda dobivamo optimalno  moguce rjesenje dualnog programa:

yi ¥2 3 ¥8 | =¢* B!
34 14 0 o0
2 12 0 0 Wy (0
4300 - : 32 112 000
/4 —314 1 0
34 —514 0 |

Vijezbe

I. Rijesi simpleks-metodom i dualnom simpleks-metodom proizvodni problem: Projzvodni
odjel obraduje na dva stroja A i B dva tipa proizvoda P i Q. Prvi stroj ima na raspolaganju 4.
a drugi 24 vremenske jedinice, Proizvod tipa P obraduje s¢ na prvom stroju 4 i na drugom takoder
4 vremenske jedinice; proizvod Q obraduje se na prvom stroju 3, a na drugom 6 vremenskin
jedinica. Za obradu | jedinice tipa P odjel dobiva 3, a za obradu 1 jedinice tipa Q 4 novéane je-
dinice. Kako da odjel programira obradu da bi postigao najvedi dohodak ?

(Primarni: 3, 2; 23, Dualni: 14/12, 15125 23)

2. Ryesi simpleks-metodom i dualnom simpleks-metodom proizvodni problem: Poduzecs

od 3 sirovine A, B i C izraduje 2 tipa proizvoda P i Q. Pri izradi jedinice prvog proizvoda potrodi

1 jedinicu prve, 3 jedinice druge i 4 jedinice trece sirovine: a pri izradi jedinice drugog proizvoda

potrodi 3 jedinice prve, | jedinicu druge i 1 jedinicu trec¢e sirovine. Poduzece ima na raspolaganju

najvise 24 jedinice prve, 16 jedinica druge i 20 jedinica trece sirovine. Prvi proizvod 1ma cijenu 3,

a drugi 4 novéane jedinice. Kako da poduzece programira proizvodnju da bi od prodaje proizvods
imalo nujvedi dohodak ?

(Primarni: 3. 7: 37. Dualni: 9/8, 5/8, 0; 37
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6. Dualnost u problemu smjese

Formulacije primarnog i dualnog problema smjese. Obradimo slijede¢i problem
smjese: Tableta prvog tipa T, ima 2 jedinice vitamina A,, | jedinicu vitamina A,
2 jedinice vitamina A; i 1 jedinicu vitamina A4 tableta drugog tipa T, ima | je-
dinicu vitamina A,, 1 jedinicu vitamina A,, 3 jedinice vitamina A; i 3 jedinice vi-
tamina A,. Tableta prvog tipa stoji 3, a drugog tipa 4 novcane jedinice. Hocemo da
nabavimo najmanje 6 jedinica vitamina A,, 5 jedinica vitamina A,, 13 jedinica vi-
tamina A, i 8 jedinica vitamina A,, pa nastaje problem kako da optimalno programi-
ramo nabavu tableta. Taj problem moZemo obradivati na dva nacina:

a) kao primarni problem linearnog programiranja, koliko tableta svakog tipa
da kupimo da bi tro§kovi nabave bili najmanji;

b) kao dualni problem linearnog programiranja, kako da kupimo tablete da bi
vrijednost nabavljenih vitamina bila sto veca.

Podatke za oba linearna programa i njihova optimalna moguca rjesenja daje
tabela 1. U tabeli varijable x; i x, znace broj tableta tipa T,iTs a vy, ¥ ¥
i v, vrijednosti jedne jedinice vitamina A,, A;, Ay 1 AL

Prema podacima u tabeli 1. dobivamo matematicku formulaciju obaju linear-
nih programa,

TABELA 1. PODACI I OPTIMALNO RJESENJE MIJESANOG PROBLEMA

‘ ' | Ogranitenja |
| primarnog Optimalno
[ programa moguce Varijable
| | Koeficijenti | rjesenje dualnog |
Tablete funkcije cilja = dualnog programa
dualnog programa |

‘ T, T, programa |

ra

‘ A,
A,

A, |

‘ | A '

-
A

| Vitamini

e
S

i Koeficijenti funk- |
cije cilja primar- |
nog programa 3 4 |

OgraniCenja dual-
nog programa

Optimalno moguce I
riefenje primarnog 2
programa

b
o

Varijable primar-
nog programa
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a) Primarni linearni program. Uvijetnu nejednadzbu koja odgovara vitaminima
A, dobivemo ovako: ako kupimo x, tableta prvog i x, tableta drugog tipa, onda
dobivamo 2x, | x;, jedinica vitamina A, ; kako ovoga ne smije biti manje od 6
jedinica, to za varijable x, i x, dobivamo nejednadzbu

X L% 26

Nu slican nacin dobivamo i nejednadzbe za ostala tri vitamina, Funkciju cilja do-
bivamo ovako: ako kupimo x, tableta prvog i X, tableta drugog tipa, izdamo 3x,
4x, novcanih jedinica; ovaj trofak treba da bude najmaniji. Iz toga dobivamo
slijedecu matematicku formulaciju primarnog programa:
Treba odrediti vrijednosti nenegativnih varijabla x, i x, koje odgovaraju
nejednadzbama:

2x%, X2 6
Xy + %= 5
2%, F 3x, = 13
X, +3x, 2 8

tako da funkcija cilja:
Fixy, x3) = 3%, -+ 4x,
ima minimum,
b} Dualwi linearni program. Uvjetnu nejednadzbu koja odgovara tableti tipa

I, dobivamo ovako: ako su y,, v,, Vs 1y, vrijednosti jedinice vitamina Ay A,
Aa i Ay, onda jedna tableta tipa T, vrijedi:

2y + ¥; + 2y5 + y4
novcanih jedinica; kako ova vrijednost ne moze biti veca od cijene tablete, dobivamo
nejednadzbu:

2 +Y: + 295+ ¥, L3
Na sli¢can nac¢in dobivamo i nejednadzbu za tabletu tipa T',. Funkciju cilja dobivamo
ovako: ukupna vrijednost traZenih koli¢ina vitamina jednaka je:

6y, + Sy; + 13y, + 8y,
noveanih jedinica; ova vrijednost treba da bude $to veéa, Iz toga dobivamo slije-
decu matematicku formulaciju dualnog programa:

Treba odrediti vrijednosti nenegativnih varijabla y,, v,, v, i ¥4 koje odgovaraju
nejednadzbamas:

3
4

Wit Y2+ 2+ v,

1A

Y1+ ¥z + 3ys + 3y,

A

rako da funkeija cilja;

8 (Y15 ¥z25 ¥a5 Va) = 6y, + Sy, + 13y, + 8y,

ima maksimum,
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Rjesavanje linearnih programa.

|. Graficka meroda. Bududi da u primarnom programu nastupaju samo dvije
varijable, moZemo ga rijediti graficki tako kao $to vidimo na sl. 29, pa dobivamo
optimalno moguce rjedenje:
%0 =2ix3 =3,

kojemu odgovara najmanja vrijednost funkcije cilja 18 nov¢anih jedinica.

Graficka metoda ne dolazi u obzir za rje$avanje dualnog programa jer u njemu
nastupaju 4 varijable.

Sl 29, Graficko riefavanje primarnog programa

2. Simpleks-metoda. Pri rjeSavanju primarnog programa simpleks-metodom
uvodimo dopunske varijable X3, X4, X5, X 1 umjetne varijable X7, Xg, Xg X0 rje-
Savanje daje tabela 2, u kojoj su medutim upisane samo polazna i konacna tabela.
Nakon 5 iteracija dobivamo optimalno moguce rjeSenje:

X, =2 % =3uL=Lu=X=0X=1% =X =
= XQ == XJO = 0,

kojemu odgovara najmanja vrijednost funkcije cilja 18 novéanih jedinica.

Pri rjesavanju dualnog programa simpleks-metodom uvodimo dopunske va-
rijable vs i Ye; rjeSavanje daje tabela 3. Nakon 3 iteracije dobivamo optimalno
moguce rjefenje:

vi=0,yva=Lys=1 v, =¥s =Y =00,

kojemu odgovara najveca vrijednost funkcije cilja 18 novéanih jedinica.
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TABELA 2, RJESAVANJE PRIMARNOG PROGRAMA SIMPLEKS-METODOM

Minimum ¢ 3 4 ;100 100 100 100
Xy X2 X3 s Xs Yo Xq Xg Xg Xjp
& PO P'l PZ P3 P4- PS Pﬁ P'l‘ PN l)H I:ll!}
. = —
00 P7 6 2 1 2 | 1
I 100 P*® 5 1 1 | I
[0 P 13 2 3 1 |
: 100 P g | 3 =1 | I
P 3200 597 796 | —100— 100—100—100 |
— - .
i P! 2 I -3 | —1
v P! | I —4 I —1 I
o 3 3 -2 1 — 2 =]
4 P* 3 | 2 =] — |
2 — ¢ 18| | -1 —1 | —100—99—99 100
Optimalno rje- '
Senje dualnog #; 18 0 | 0
programa
Varijable ' & % : G
dualnog programa ooy ¥a Vs

3. Dualna simpleks-meroda. Primarni program rije§imo tako da najprije sim-
pleks-metodom rijeSimo dualni i nakon toga o¢itamo optimalno moguce rjesenje
primarnog. Iz posljednjeg retka brojeva z; ocitamo u tabeli 3. optimalno moguée
rigsenje primarnog programa:

L0 )

o 1 w0
xf =211 x5 =3,

kojemu odgovara najmanja vrijednost funkcije cilja 18 novcanih jedinica. Racuna-
nje optimalnog moguceg rjefenja po ovojmetodi mozemo temeljiti na teoriji iz 4
tocke ovako: Kako su vektori P? 1 P? uzastopni jedinic¢ni vektori baze u konacno,
tabeli, to je:

1z istog je razloga:

Kako su vektori P® i P® uzastopni jedini¢ni vektori baze u pocetnoj tabeli. 1o je:

B !

|3 2
Po Pl = 1|
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TABELA 3. RACUNANJE DUALNOG PROGRAMA SIMPELKS-METODOM

Maksimum

¢ ‘ 6 5 13 8
| ¥i ¥a2 ¥a Ya ¥s Yo
| c P°  P. P> P* P¢‘ | P* PS
' ps 3 | 2 1 2 1
~Pps ‘ 4 |1 I 3 3 1
T - | & -4 -3 =8 | !
Ps 13 43 13 -1 | 1 —23
13 - P3 413 3 13 1 1 | 113
' 2 — ¢ | 523 |53 —2/3 5 13/3
6= P! 14 |1 14 34 | 34 —12
13 P2 | 5/4 /4 1 514 | —1/4 12
- 71/4 —1/4 1504 | 54 112
5 P2 1 4 1 =3 3 =3
13 P? ENE 1 2 1 1
o Zy— G ‘ 18 1 3 2 3
Optimalno rje- |
fenje primarnog | Z; | 18 2 3
programa | |
| Varijable primarnog < <
programa ! *

Iz toga dobivamo optimalno moguce rjeSenje primarnog programa:
3 -2
| = |

0 0 — b =l ]| & —
x}x§||=¢"B~"' =||5 - . [I2

13 || ‘ 3|
Dualnom simpleks-metodom rije$imo dualni program tako da najprije simpleks-
-metodom rije$imo primarni i zatim o¢itamo optimalno moguce rjeSenje dualnog.
Iz posljednjeg retka brojeva z; o¢itamo u tabeli 2. optimalno moguce rjeSenje dual-
nog programa:
y{i’ =0, yg =1, }'g =1, }'2:03

kojemu odgovara najveca vrijednost funkcije cilja 18 novcanih jedinica. Racunanje
optimalnog moguceg rjeSenja po ovoj metodi moZemo temeljiti na teoriji iz tocke
4. ovako: Keako su vektori P!, P3, P® i P? uzastopni jedini¢ni vektori baze u ko-
nacnoj tabeli, to je:

|‘2—l 0 1%
T 0 0 1
= ip3Ipepr — |
1 0—1 3]
1z istog je razloga:
c®=(3 0 0 4
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Kako su vektori P7, P®, P? i P!° uzastopni jedini¢ni vektori baze u pocetnoj
tabeli, to je:

‘ 0 3—1 o

- e B Ol A | — 4 —1 0]
B~ =[PP BB’ =| | . 5 |
0—2 1 0

1z toga dobivamo optimalno moguce rjesenje dualnog programa:

‘-’ 0 33—t 1]
| , L =1 4 -1 o
yiviysye| =c¢*B7'=]3 0 0 4] | , , g =01 1o
| 0—2 1 0
Vjezbe

1. Rijedi simpleks-metocdom i dualnom simpleks-metodom prehrambeni problem: Pryva
namirnica ima 2 jedinice prvog, 1 jedinicu drugog i 1 jedinicu treéeg biokemijskog sastojka, druga
namirnica ima pak 1 jedinicu prvog, 1 jedinicu drugog i 3 jedinice treceg sastojka. Cijena prie
namirnice je 3, druge 2 noviene jedinice. Koliko da kupimo svake namirnice da bismo dobili
najmanje 5 jedinica prvog, 4 jedinice drugog i 6 jedinica trefeg biokemijskog sastojka a da hi
trodkovi nabave bili najmanji?

{Primarni: 1,3; 9. Dualni: 1,1,0: 9,

2. Rijedi simpleks-metodom 1 dualnom simpleks-metodom problem smjese: Dva tipa vite-
mina mo#emo dobiti u dva tipa tableta. Prva tableta ima 1 jedinicu prvog i 4 jedinice drugog v -
tamina i stoji 24 novéane jedinice; druga tableta ima 5 jedinica prvog i 1 jedinicu drugog vitamina
i stoji 25 novEanih jedinica. Koliko tableta svakog tipa trebamo kupiti da bismo dobili najmanje
17 jedinica prvog i 11 jedinica drugog vitamina a da bi trofkovi nabave bili najmanji?

(Primarni; 2.3; 123, Dualni: 4,5; 123

7. Linearno programiranje i teorija matritnih igara

U tocki 3. ovog poglavlja obradivali samo matric¢ne igre dvaju antagonistickih
igraca A i B, od kojih svaki Zeli izabrati za sebe najpovoljniju strategiju; zbog toga
Je matricne igre trebalo obradivati s dva gledista, i to s gledista koristi prvog igraca
i s gledista koristi njegovog protivnika, Pri takvom smo obradivanju matricne igrz
ustanovili da se rjesavanje svake antagonisticke matri¢ne igre moze prevesti na
rjesavanje dvaju linearnih programa koji su jedan drugome dualni. Pri tom smo
upoznali jednu od veza Sto postoji izmedu teorije matriénih igara i linearnog pro-
gramiranja.

Zaum smo u tocki 4. ovoga poglavlja obradivali vezu izmedu primarnog i njemu
odgovarajuceg dualnog linearnog programa. Pri tom smo saznali da zapravo oba
programa obraduju isti problem optimalnosti, ali s dva razli¢ita gledista; jedanput
s gledista maksimuma odredene funkcije cilja, a jedanput s gledista minimuma njoj
odgovarajuce druge funkcije cilja. Takvo obradivanje linearnog programa omogucuje
da se linearno programiranje poveze s teorijom antagonistickih matricnih igara;
vidjet ¢emo naime da se svaki problem linearnog programiranja moze prevesti u
odgovarajuci problem antagonisticke matri¢ne igre.
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U ovoj tocki obradit ¢emo obostranu vezu linearnog programiranja i teorije
matri¢nih igara. Pri tom ¢emo se osloniti na razmatranja iz tocke 3. i 4. ovoga po-
glavlja. S obzirom na tu vezu proucit Cemo:

a) prevodenje problema antagonisticke matricne igre u problem linearnog
programiranja. To smo vec obradivali u tocki 3. ovoga poglavlja; ovdje ¢emo pre-
vodenje s obzirom na simboliku i na nadin raspravljanja prilagoditi cjelokupnoj
problematici povezivanja;

b) prevodenje problema linearnog programiranja na problem antagonisticke
matri¢ne igre.

Pri obradivanju obostrane povezanosti izmedu linearnog programiranja i teo-
rije matricnih igara proucit ¢emo problematiku paralelno s gledita primarnog i
dualnog programa i s glediSta prvog i drugog igraca.

a) Prevodenje problema matriine igre u problem linearnog programiranja. Uzmimo
opcu antagonisticku matri¢nu igru dvaju igraca A i B; igra¢ A na potezu ima na
izbor alternative 1, ..., m, dok igra¢ B na potezu ima alternative I, ..., n; igraC
A ima na izbor strategije X = {X,, ... , X,,}, dok igra¢ B ima strategije y = {y1, .. »
yal; dobitke odreduje matrica igre ||a;; || reda m x n; vrijednost igre oznadimo sa
w. Podatke za igru i njoj odgovaraju¢a rjefenja daje tabela 1. Problem matri¢ne

igre prevedemo u problem linearnog programiranja ovako:

Kod uzastopnih istih strategija igraca
B dobivamo za strategije igraa A ne-
jednadzbe:

Pri tom komponente strategije igraCa
A odgovaraju jednadzbi:

Xq e X =1
Nakon supstitucije:
X =wy (i=1..,m)

dobivamo za igraca A primarni linear-
ni program:

Treba odrediti vrijednosti varijabla
U, ..., U, koje odgovaraju uvjetima
nenegativnosti:

u; 20, 000,20
i uvjetnim nejednadZbama:

4,0 + .o FAp Uy 2 ]

Kod uzastopnih ¢istih strategija igraca
A dobivamo za strategije igrata B ne-
jednadzbe:

Pri tom komponente strategije igraca
B odgovaraju jednadzbi:

Vit Fya=1
Nakon supstitucije:
yi=wv; (=1,...,n)

dobivamo za igraca B dualni linearni
program:
Treba odrediti vrijednosti varijabla
Vi, ..., V, koje odgovaraju uvjetima
nenegativnosti:

Vi 2 0 eea ¥ 20

i uvjetnim nejednadzbama:

245



tako da funkeija cilja:

W . f(uiﬂ e & Wl =Mt Up,

ima minimuni.

Ako rijesimo ovaj primarni linearni
program, dobivamo optimalno mogu-
¢e riefenje:

4] 4]
Ups o5 Uy

1 iz toga obronutom supstitucijom op-
timalnu strategiju igraca A:
x% = {x%, .. =9

k2

kojoj odgovara vrijednost igre w.

tako da tunkcija cilja:

1
w
ima maksimum.

=g (Vi Vo) =V F .00 H 4

Ako rijesimo ovaj dualni linearni
program, dobivamo optimalno moguce
rjelenje:

0 o
Vi g VY

i iz toga obrnutom supstitucijom op-
timalnu strategiju igraca B:

L1 0

o ={yh ... . ¥}

kojoj odgovara vrijednost igre w.

Linearni programi koje smo dobili pri ovoj igri u istom su odnosu kao pri-
marni i dualni program ; stoga ih moZemo napisati zajedno, kao §to vidimo u tabeli |,
Ova tabela daje prevodenje problema matri¢ne igre u problem linearnog programi-

ranja.

TABELA 1. PREVODEN]JE PROBLEMA MATRICNE IGRE U PROBLEM LINEARNOG
PROGRAMIRAN]A

Komponente | |

strategije | Ograni¢enja
igrata B | :
N | primarnog | Qptimalno | Kompo-
Yi T WY ¥i ¥a [ RipRRE n?"ﬁ“?': neate
- —! Roefigiienti rjefenje optimal-
Varijable funkeij E] cilja primarnog | ne strate-
dualnog dualnog programa | gije igrals
progrema. programa A
X = Wy, Vi 9 Vg ‘
Kompqpcnte‘ X, | Va_rﬁablc | u, | By v R 1 | u? | X9
strategije ¢ | primarnog e - * x |
igraca - | programa . - ‘ .
A Xm Um i Qpy "t Amn | 1 U?ﬂ \21
i _ S = ==
.e . e vge |
Koeficijenti funkcije cilja |
primarnog programa 1.1 |
Ogranitenja dualnog programa | |
— | NS | S —— —II_ e, =
Optimalno mogude rjefenje WOy | 1
dualnog programa | 1 Vi W
I = | — N -
| Komponente optimalne PR |
| trategije igraca B i ¥a b
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b) Prevodenje problema linearnog programiranja u problem matricne igre. Obra-
dimo opéi problem linearnog programiranja koji moZemo rijesiti ili kao primarni
ili kao dualni program. Podatke za linearni program daje 1. tabela 4. tocke ovog

poglavlja.

Uzmimo problem linearnog programi-
ranja kao primarni problem:

Treba odrediti vrijednosti varijabla
Xy ... X, koje odgovaraju uvjetima
nenegativnosti:

tako da funkcija cilja:

1

— £ (Xipeers Xn) =€y Xp 4 i 0 Xy
ima minimum. Pri tom zelimo odrediti
najvecu vrijednost varijable w.

Uzmimo da linearni program ima
optimalno moguce rjesenje:

(1]
o/ PRPNS 4 ; T

kojemu odgovara najmanja vrijednost
funkcije cilja 1/w°.

Ako uvjetne nejednadzbe uzastop-
no podijelimo brojevima by, ..., b, te
ako ih sve pomnozimo sa w, dobivamo
nove uvjetne nejednadzbe:

dyy Adin

—— WX; | ! g
b[ 1 h WX, = w
a a

M WXy b e WXy 2 W
by b

Ako pak funkciju cilja pomnoZimo sa
w, dobivamo novu funkciju u obliku:

wi (X5 o0 3 Xg) = WCy Xy b o +

+we, X, = 1
n“*n

Uzmimo problem linearnog programi-
ranja kao dualni problem:

Treba odrediti vrijednosti varijabla
Vi ... s ¥m Kkoje odgovaraju uvjetima
nenegativnosti:

}"1 gos-”}’m 20

i uvietnim nejednadzbama:

tako da funkcija cilja:

1 . .
_:g(.\“!z---sym) -_bl ¥1 "'_i_bmy:n

w

ima maksimum. Pri tom Zelimo odre-

diti najmanju vrijednost varijable w.
Uzmimo da linearni program ima

optimalno moguce rjesenje:

Y3 o Yo
kojemu odgovara najveca vrijednost
funkcije cilja 1/w°
Ako uvjetne nejednadzbe uzastop-
no podijelimo brojevima Cy, ... €y 1

ako ih sve pomnozimo sa w, dobivamo
nove uvjetne nejednadzbe:

Ay dmy
—— Wy, o Wym S W
&; c,
dyn | mn

g - Wy¥m S W
Cn n

Ako pak funkciju cilja pomnoZimo sa
w, dobivamo novu funkciju u obliku:

s ¥m) = Wby ¥y + ..
'Jl"‘ Wbm}'m = l

Wg (YI)

247



Nakon supstitucije: Nakon supstitucije:

e g =
T w C) ' wh,
dobivamo uvjetne nejednadzbe: dobivamo uvjetne nejednadzbe
a a a , o,
s i_l_ u1 | s _1“ un z w ]'.l_ \.-1 1 ., m i & W
by € b, ¢, b, ¢, by €
a ;1 a & B
mi =t nn A ; W In v, | L rn.r: v, =W
bac, by ¢ b; ¢, B Ci
i funkciju cilja: i funkciju cilja;
Fuy, o suy) =uy + ... Lo, =1 gV s V) =V o v, =1

Prema gore obradenom prevodenju problema matri¢ne igre u problem li-
nearnog programiranja, taj linearni program odgovara matricnoj igri koju daje

tabela 2. Ova tabela prema tome daje prevodenje obradenog problema linearnog
programiranja u problem matri¢ne igre.

TABELA 2. PREVODEN]JE PROBLEMA LINEARNOG PROGRAMIRAN]JA
U PROBLEM MATRICNE IGRE

i 2 . '
Varijable primarnog

| programa
e | 1 n
W =
Komponente strategije
igrata A
e Vi == S
i why Uy =+ o+ U,
| ¥y |V a0 Ay
o 4 )=
Varijable Kompe ‘ bic, bic,
dualnog menle i '
: strategi-
progra- | gl
ta Je igrata|
i ‘ B . | Ay ) . am_n
VYm | | Vim me] bmcn
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XII. UPOTREBA SIMPLEKS-METODE

1., Problem prehrane

Covjeku su za zivot potrebne odredene koliCine biokemijskih sastojaka: bje-
lanéevina, masnoca, ugljikohidrata, vitamina itd. Te sastojke dobiva u hrani, koju
sastavljaju razli¢ite namirnice: mast, ulje, bra$no, meso, povrée itd. Svaka namirnica
ima na trziétu odredenu cijenu. Pri tom nastaje problem kako da Covjek nabavlja
namirnice da bi zadovoljio svoje fizioloske potrebe, a da bi §to manje platio za na-
bavljene namirnice. U ovoj tocki obradujemo neki razmjerno prilicno pojednostav-
njen problem prehrane. Od biokemijskih sastojaka uzimamo u obzir samo Cetiri,
i to zivotinjske bjelancevine, biljne bjelancevine, masnocCe i ugljikohidrate. Od na-
mirnica uzimamo u obzir samo 9, i to mast, ulje, meso, mlijeko, $ecer, rizu, brasno,
grah i krumpir. Sve potrebne podatke daje tabela 1.

U tabeli 1. nabrojene su namirnice oznacene uzastopnim brojevima. Sve su
tezine izrazene u kg, a cijene su u novéanim jedinicama. Iz tabele vidimo npr.:

da 1 kg brasna sadrzi 0,72 kg ugljikohidrata,

da | kg brasna stoji 52 novcane jedinice,

da ¢ovjeku treba dnevno po 0,424 kg ugljikohidrata,

da bragno ima broj 7 i

da kupac kupuje x, kg brasna.

TABELA 1. BIOKEMIJSKA STRUKTURA NAMIRNICA, CIJENE I KOLICINE
NAMIRNICA I DNEVNE FIZIOLOSKE POTREBE

_ Bjelan&evine ' ) P T
Br. Namirnica Eivol:injs?[_ l;i-iirle |Masnoce L}]fg;};z Cijene| Kolicine
I | Mast | | g | | X4
2 | Ule ' [ 1 | 335 X2
3 | Meso | 020 | 008 251 | xs
4 ‘ Mlijeko | 0,03 0,04 0,05 31 %y
5 Seéer | ‘ ‘ I' 1 | 145 Xs
5 | Riza 0,08 0,02 0,76 | 238 Xe
7 ‘Braﬁno 012 | 002 0,72 52 X+ ‘
8§ | Grah ‘ 0,24 0.02 ‘ 0,47 71 Xs
9 | Krumpir | 0.02 ! | 0,19 ! 15| %
| Potrebe | o028 | 0037 | 01 | 042 | \
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Problem lincarnog programiranja koji Zelimo rijesiti na ovom primjeru jest:
Kakve koliCine u tabeli 1. navedenih 9 namirnica treba da kupac nabavi da bi 7i-
dovoljio navedene fizioloske potrebe, a da bi za nabavu namirnica imao najmanje
troskove, _ o

[zrazimo ovaj problem u matematickom obliku. Kako koli¢ine namirnica ne
mogu biti negativne, to sve varijable odgovaraju uvjetima nenegativnosti:

5Z20 = bewyd)

Ako kupac nabavi x; kg mesa i x, kg mlijeka, onda u obje namirnice dobiva
0,2 x5+ 0,03 x, kg zivotinjskih bjelan¢evina; kako tih bijelancevina mora dobiti
najmanje 0,028 kg, to otuda dobivame nejednadzbu:

0,2 x; + 0,03 x, = 0,028
Slicno dobivamo nejednadzbu za biljne bjelantevine:

0,08 x4 -1 0,12x, | 0,24x, = 0,02x, = 0,037
Za masnoce dobivamo nejednadzbu:
Xy 4 X3+ 0,08x3 + 0,04 x, + 0,02x, + 0,02x; | 0,02x, = 0,1
Za ugljikohidrate pak dobivamo nejednadzbu:
0,05x, + x5+ 0,76X, | 0,72%; — 0,47 x4 - 0,19 x4 = 0,424

Ukupne kupéeve troSkove u vezi s nabavom namirnica izracunamo tako da zbro-
jimo produkte kolicing i cijena svih namirnica.
Nakon svega toga dobivamo slijede¢i linearni program:
Treba odrediti vrijednosti varijabla x,, ... , x, koje odgovaraju uvjetima ne-
Negativnosti;
x20 (=12 45..,9

I gore napisanim nejednadzbama za Zivotinjske bjelancevine, biljne bjelancevine,
masnoce i ugljikohidrate tako da funkcija cilja:

327 %, 335x, 1 251x; + 31 x, + 145x%, + 238 %6+ 52%5 - TI x4 15 %,
ima minimum.

Linearni program u ovom obliku jo$ nije podesan za rjeSavanje simpleks-me-
todom. U tu svrhu najprije sve éetiri uvjetne nejednadzbe promijenimo u jednadzbe.
Prema nejednadzbi koja vazi za Zivotinjske bjelan¢evine, kupac mora dobiti najmanije
0,028 kg zivotinjskih bjelancevina; moze ih dobiti tocno toliko, a moze ih dobin
i nedto vise. Ako od lijeve strane ove nejednadzbe odbijemo suvi$ne Zivotinjske bje-
lancevine, onda nejednadzha prelazi u odgovarajucu jednadzbu. Ove suvidne zi-
votinjske bjelancevine za kupca su beznacajne, pa im zato propisujemo cijenu 0
novcanih jedinica. Stoga uvedemo neku novu namirnicu, i to ciste Zivotinjske
bjelancevine, koje imaju cijenu 0 novéanih jedinica; koli¢inu tih namirnica oznacime
$a X,0. Ako tu koli¢inu Zivotinjskih bjelancevina odbijemo od lijeve strane neje-
dnadzbe za Zivotinjske bjclancevine, onda nejednadzba prelazi u jednadibu:

0,2x; + 0,03x, — x,0 — 0,028

Ocigledno i dopunska varijabla x,, odgovara uvjetu nencgativnosti. Slicno upot-
punimo u jednadzbe i drugu, trecu i Cetvrtu nejednadsbu. U nejednadzbi za biljne
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bjelancevine odbijemo od lijeve strane x;, = 0 nanovo uvedenih dopunskih biljnih
bjelancevina, koje imaju isto cijenu 0 novcanih jedinica. U nejednad’bi za masnoce
odbijemo od lijeve strane x,, = 0 nanovo uvedenih ¢istih dopunskih masnoca,
koje isto tako imaju cijenu 0 novcanih jedinica. U nejednadzbi za ugljikohidrate
odbijemo od lijeve strane x,3 = 0 nanovo uvedenih ¢istih dopunskih ugljikohidrata,
koji takoder imaju cijenu 0 novcanih jedinica. Uvodenjem ovih Cetiriju dopunskih
varijabla funkcija cilja u stvari se ne mijenja jer u njoj ¢lanovi s ovim varijablama
dobivaju koeficijente koji su svi jednaki 0.

Time $to smo uvjetne nejednadzbe nadopunili u jednadzbe, jos ne mozemo
poceti ratunanje simpleks-metodom, jer jo§ nemamo nijednog moguceg rjesenja
linearnog programa. U tu svrhu uvodimo jo§ Cetiri umjetne varijable.

U jednadzbi za Zivotinjske bjelancevine pribrojimo na lijevoj strani x,, = 0 na-
novo uvedenih cistih umjetnih Zivotinjskih bjelancevina, pa dobivamo jednadzbu:

0,2 X3 71 0,03X¢ — Xin ‘i—x|4 :O-.OZS

Cijenu ovim umjetnim Zivotinjskim bjelancevinama podignemo tako visoko da u
konacnom rjcenju zasigurno ispadaju i nece doci u obzir za nabavu jer su preskupe.
Ako pregledamo cijene namirnica, vidimo da je cijena 10000 novcanih jedinica
ve¢ dovolino velika. Stoga ovim umjetnim Zivotinjskim bjelancevinama propisemo
cijenu 10 000 novéanih jedinica. Slicno uvedemo umjetne varijable jo§ u drugu,
tre¢u i posljednju uvjetnu jednadzbu. U jednadzbi za biljne bjelantevine pribro-
iimo na lijevoj strani x5 = 0 ¢istih umjetnih biljnih bjelancevina, kojima isto tako
propisemo cijenu 10 000 novéanih jedinica. U jednadzbi za masnoce pribrojimo
na lijevoj strani x,¢ = 0 cistih umjetnih masnoca, kojima takoder propiSemo ci-
jenu 10 000 novcanih jedinica. Konacno pribrojimo u jednadzbi za ugljikohidrate
na lijevoj strani x,, = 0 Cistih umjetnih ugljikohidrata te i njima propisemo do-
volino visoku cijenu 10000 nov¢anih jedinica. Uvodenjem umjetnih varijabla
funkcija cilja dobiva cetiri Clana s uzastopnim umjetnim varijablama; te varijable
u funkciji cilja nastupaju s koeficijentima koji su svi jednaki 10 000.

Napomena: U ovom primjeru ne bi trebalo uvoditi umjetne masnoce 1 umjetne
ugljikohidrate jer ¢iste masnoe imamo ve¢ u masti ili ulju, a &iste ugljikohidrate
u Seceru. Ove umjetne namirnice uvodimo samo zato da prikaz metode bude potpun.
Nakon ovih nadopuna dobivamo slijede¢i linearni program:

Treba odrediti vrijednosti varijabla x,, ... , X, koje odgovaraju uvjetima ne-
negativnosti:

xi = 0 U= Loy 17)

i linearnim jednadzbama:

020x, ©0.03x; —
— X0 + x4 = 0,028

0,08 xg + 0,12 x5 + 0,24 x5 + 0,02x5 —
— Xy, x5 = 0,037

X, +X; - 008x; +004x, +0,02x¢ T 0,02 x, | 0,02 x4y —
— X2 :'X16—_0.~]00

0.05%, - X5 4 0,76 %6 + 0,72%7 + 0,47 xg + 0,19 x5 —
— X3 i Xy = 0,424
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tako du funkcija cilja;
I‘[_/X], e ,x]'}') —

= 327 x; -+ 335%, + 251 x5 + 31 %, + 145 %, 238 %, - 52 %+ -
— Tl xg -+ 15%x¢ - 10000 x4 + 10 000 x5 -+ 10 000 x,, -+ 10000x,,
1Ma minimum.

Podatke za ovaj linearni program daje tabela 2. U gornjem retku tabele redom
su napisane cijene prvobitnih, dopunskih i umjetnih namirnica, u drugom su retku
napisane koli¢ine tih namirnica. Svakoj od tih namirnica priredimo vektor Cije
komponente izrazavaju biokemijsku strukturu te namirnice; ovi vektori upisani
su u trecem retku. Mlijeku odgovara npr. vektor:

10,03

0

10,04
0.05 |

P4

Ovom vektoru odgovara cijena 31 novéana jedinica. Fizioloske potrebe izrazavu
vektor:

0,028
po . 0,037 |
.|0,]{}0
0424 |
Vektori P9, P', ... ,P'7 su vektori cetverodimenzionalnog vektorskog pro-

stora V¥, Jedini¢ni vektori P'¢, P'S, Pl ; pt7 sastavljaju bazu toga prostora;
stoga se ovim jedinicnim vektorima moZc linearno izraziti svaki vektor toga vek-
torskog prostora. Vektor P* izrazimo npr. tim baziénim vektorima ovako:

Pt — 0,03 P L 0. P!5 0,04 P'¢ — 0,05 PV
[z tabele 2. vidimo kako su vektori P°, P!, ..., P'7 ovim jedinicnim vektorima

izrazeni kao njihovi linearni sastavi. U tu svrhu ovi su jedini¢ni vektori jos jedanput
napisani u drugom stupcu tabele.

Iz tabele 2, mozemo odmah ocitati pocetno moguce rjesenje linearnog pro-
grama. To rjeSenje izvucemo iz komponenata vektora P, koji je baziénim jedini-
¢nim  vektorima  izrazen ovako:

PY — 0,028 P* - 0,037 P! 0,100 P!'® . 0,424 P'7
Zbog toga je

Xp — Xo Xz =Xy = Xy = Xg =Xy = Xg = Xg =Xjp = Xj; =X, =X;3 =0

X1 = 0,028, x,5 = 0,037, x,6 = 0,1, x,5 — 0,424

X
7]
s
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pocetno bazitno moguce rjeSenje linearnog programa; ovom mogucéem rjeSenju
odgovara vrijednost funkcije cilja:

10 000 (0,028 | 0,037 -- 0,100 + 0,424) = 5890

novcanih jedinica.

U tabeli 2. vidimo jo$ dvije ¢injenice koje omogucuju da odmah i bez svakoga
daljnjeg raCunanja pobolj$amo poznato mogude rjeSenje. Vektori P! i P!® su po
strukturi jednaki a odgovaraju im razlicite cijene; zbog toga moZemo bez daljnjega
1z baze odstraniti vektor P'° i nadomjestiti ga vektorom P!, Isto su tako po strulk-
turi jednaki vektori P* i P'7, ali im odgovaraju razlidite cijene; zbog toga mozemo
bez daljnjega iz baze odstraniti i vektor P'7 i nadomjestiti ga vektorom P, Nakon
te izmjene bazi¢nih vektora umjesto tabele 2. dobivamo gornji dio tabele 3.

[z te tabele ocitamo poboljSano bazitno moguce rjcienje:

X, =0,1, x5 =x3 = x4 =0, x; =0,424, x¢ =X, —Xg = Xo =% 0

Xip = %12 = X3 =0, x4 = 0,028, x;¢ =0,037, Xi6 = X7 =10

Ovom mogucem rjeSenju odgovara vrijednost funkcije cilja:
10000 « 0.028 -+ 10 000 - 0,037 - 327 - 0.1 + 145 - 0,424 — ~ 744

noveanih jedinica. Ovo moguce rjesenje uzimamo kao ishodiste racunania simplels-
metodom.

Prva iteracija. 1. dio tabele 3. nadopunimo dodatnim retkom diferenciii
7y ¢ Za vrijednost indeksa i — 0 ved smo izracunali da jeus

Zog — Co = Zg =~ T44

noveane jedinice vrijednost funkeije cilja ili kupnje koja odgovara Pryom mogucein
rjesenju.,

Za sve druge vrijedrosti indeksa j izracunamo diferenciju 7y — ¢ tako da
skalurno pomnozimo cijene bazicnih vektora ili namirnica komponentama vektora
P! te od dobivenog produkta odbijemo cijenu ¢; odgovarajuce namirnice. Droj
7y izracunamo npr. ovako:

10 000.0 + 10 000.0,24 -} 327.0,02 + 145.0,47 — 2475

noveanih jedinica; taj broj znaci vrijednost sastojaka jednog kg graha ako bhismo e
sastojke nabavili u bilinim bjelanc¢evinama, masti 1 $eceru. Zbog toga diferencija;

7y —cg = 2475 — 7] — 2 404

noveane jedinice znaci ustedu koju dobivamo ako nabavimo grah na wrzistu nepo-
sredno umjesto da njegove sastojke nabavimo u obliku bazicnih namirnica.
Vidimo da u dodatnom retku ima nekoliko pozitivnih brojeva, pa stoga pryvo
moguce rjesenje nije optimalno. Dalje vidimo da moZemo posti¢i najvecu ustedu
od 2404 novéane jedinice ako u novu bazu uvedemo grah ili njemu odgovarajuci
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vektor P®, Odredimo jo§ namirnicu ili njoj odgovarajuéi vektor koji odstranimo
iz baze. U tu svrhu podijelimo komponente vektora P° homolognim pozitivnim
komponentama vektora P®, pa dobivamo kvocijente;

u drugom retku: 0,037 :0,24 =~ 0,1
u trecem retku: 0,100 : 0.02 = 30
u cetvrtom retku: 0,424 : 0,47 =~ 0,9

Kako je kvocijent u drugom retku najmaniji, to iz baze odstranimo vektor P'*
ili njemu odgovaraju¢e umjetne biljne bjelancevine. Kako je odstranjeni vektor
u drugom retku, to je kljuéni koeficijent a,g = 0,24.

L. dio tabele transformiramo prema propisanom transformacijskom zakonu
ili pak tabeli odgovarajucu matricu premultipliciramo transformacijskom matricom :

1 0 0 0 o0
|
I
0 w5 000
0,02
T35:|0_O:24 1 0 0
| 0,47
0~ G35 0 1 0
2404
0= Gor 4 0 ]

Nakon transformacije dobivamo II. dio tabele 3. Njemu odgovara drugo mo-
guce rjesenje, koje ima od 0 razli¢ite samo komponente :

X = 0:09?1 X5 = 0)352) Xg = 0?1545 Xyg = 0’028

Njemu odgovarajuca vrijednost funkcije cilja jest 374 noviane jedinice. Ovo rje-
Senje jo$ nije optimalno jer u dodatnom retku ima jo3 nzkoliko pozitivnih brojeva,
ti brojevi pak znace da su udtede jo§ mogude.

Druga iteracija. U dodatnom retku II. dijela tabele najvedi je pozitivni broj
L 775, koji odgovara mesu ili vektoru P*. Kod te iteracije mogli bismo zbog toga
dobiti najvecu ustedu ako bismo u novu bazu uveli meso ili vektor P?. Radi skra-
cenja racunskog postupka medutim razmislimo ovo: slijede¢i najvedi pozitivni broi
u dodatnom retku je 289, koji odgovara mlijeku ili vektoru P*. Ako usporedujemo
biokemijske strukture i cijene mesa i mlijeka, a to su odlucujuce namirnice osobito
s obzirom na zadovoljenje potreba za zivotinjskim bjelancevinama, onda vidimo
da su te strukture mnogo jeftinije u mlijeku nego u mesu bez obzira na to $to mli-
jeko ima vise drugih sastojaka. Stoga u novu bazu uvedemo radije mlijeko ili vektor
P* negoli meso ili vektor P?, Ako bismo naime u ovoj iteraciji uveli u bazu meso.
onda bismo ga morali u nekoj bududoj iteraciji odstraniti iz baze i nadomjestiti
mlijeckom. Tako ustedujemo barem jednu iteraciju.
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U drugoj iteraciji u novu bazu uvedemo mlijeko ili vektor P*. Da bismo od-
redili vektor koji odstranjujemo iz baze, usporedujemo kvocijente:

u prvom retku: 0,028 : 0,03 =~ 1|
u trecem retku: 0,097 : 0,04 =~ 2
u Cetvrtom retku: 0,352 : 0,05 = ~7

Kako je kvocijent u prvom retku najmanji, to iz baze odstranimo vektor P il
njemu odgovaraju¢e umjetne Zivotinjske bjelancevine. Budué¢i da je odstranjeni
vektor u prvom retku, to je kljuéni koeficijent a,, = 0,03.

II. dio tabele transformiramo prema propisanom transformacijskom zakonu

ili pak tako da tabeli odgovarajuu matricu premultipliciramo transformacijskom
matricom:

!‘I ﬁ 0 0 O 0‘

0 1 0 0 O
R NN
AR
'—(i?)_z 0 0 0 I'|

Nakon transformacije dobivamo ITI. dio tabele 3. Njemu odgovara tre¢e mo-
guce rjedenje, koje ima od 0 razli¢ite samo komponente:

x, = 0,060, x, = 0,933, x5 = 0,305, x5 = 0,154

Njemu odgovaraju¢a vrijednost funkcije cilja jest 104 novCane jedinice. Ovo rje-
$enje nije optimalno jer u dodatnom retku ima jo§ nzkoliko pozitivnih brojeva.

Nakon druge iteracije iz baze smo odstranili sve umjetne vektore koji su svoju
ulogu odigrali. Stoga nam vie nisu potrebni, pa ih u daljnjem ratunanju vise ne
uzimamo u obzir.

Treca iteracija. U dodatnom retku najvedi je pozitivni broj 58, koji odgovara
bragnu ili vektoru P7; stoga u novu bazu uvedemo vektor P7. Da bismo odredili
vektor koji odstranimo iz baze, usporedujemo kvocijente:

u drugom retku: 0,154 : 0,50 =~ 0,3

u trecem retku: 0,060 : 0,01 = 6

u cetvrtom retku: 0,305 : 0,49 =~ 0,6
Kako je kvocijent u drugom retku najmanji, to iz baze odstranimo vektor P® od-
nosno njemu odgovarajuéu namirnicu grah. Budu¢i da je odstranjeni vektor u
drugom retku, to je klju¢ni koeficijent a,; = 0,50.
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III. dio tabele 3. transformiramo prema propisanom transformacijskom za-
konu ili pak tako da tabeli odgovarajucu matricu premultipliciramo transformacij-
skom matricom:

1 0 0 0 0

0 (0 0 0 0
T, — 0 — 06?51 1 0 0
0 — % 0 1 0
!0 (i‘i 0 0 I:

Nakon transformacije dobivamo ¢etvrti dio tabele 3, Njemu odgovara Getvrto
moguce rjesenje, koje ima od 0 razlicite samo komponente:

x; — 0,057, x, = 0,933, x5 = 0,155, x; = 0,308

Njemu odgovara vrijednost funkcije cilja 86 novéanih jedinica. Ovo rjeenje jos
nije optimalno jer su u dodatnom retku jo§ dva pozitivna broja.

Cetorta ireracija. U dodatnom retku od dva pozitivna broja vedi je broj 491,
koji odgovara P'' ili njemu odgovaraju¢im dopunskim biljnim bjelanéevinama;
zato u novu bazu uvodimo vektor P!, Pri odredivanju vektora koji odstranjujemo
iz baze usporedujemo kyocijente:

u trecem retku: 0,057 : 0,17 =~ 0,3
u cetvrtem retku: 0,155 : 6,00 = ~ 0,03

Kako je kvocijent u Cetvrtom retku manji, to iz baze odstranimo vektor P35 ili &e-
cer. Bududi da je odstranjeni vektor u cetvrtom retku, to je kljucni koeficijent a, ,, —
= 6,

IV. dio tabele 3. transformiramo po propisanom transformacijskom zakonu
ili pak tako da tabeli odgovarajuéu matricu premultipliciramo transformacijskom
mairicom:

1 0 0 0 0|

o 1 0 i’gio

g @ 1 =%2Lp
y E— 6

0 0 0 % 0

0 0 0 —4%1 IH
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Nakon transformacije dobivamo V. dio tabele 3. Kako u dodatnom retku nema
vise nijednog pozitivnog broja, to je izraCunano peto moguce rjeSenje optimalno.
Ovo rjeSenje ima samo slijedece od 0 razli¢ite komponente:

x, = 0,052, x4 = 0,933, x; = 0,524, x;; = 0,026

Ovom optimalnom mogucem rjeSenju odgovara najmanja vrijednost funkcije cilja
73 novcane jedinice.

Analiza rezultata. Prema izralunanom optimalnom mogucem rjesenju kupac
¢ée zadovoljiti svoje fiziolodke potrebe ako kupi:

0,052 kg masti,
0,933 1 mlijeka i
0,524 kg bradna;

takvom kupnjom dobiva 0,026 kg biljnih bjelanéevina vise nego $to mu treba; za
takvu kupnju placa
73 novcane jedinice.
Pogledajmo to¢nije optimalno moguce rjedenje s glediSta biokemijske strukture
kupljenih namirnica. Iz tabele 4. vidimo pregledno koliko zivotinjskih bjelancevina,

biljnih bjelan¢evina, masnoca i ugljikohidrata dobiva kupac u nabavljenoj masti,
mlijeku i bra$nu.

TABELA 4. STRUKTURA OPTIMALNE KUPNJE

| B i —
o Nabavljene | Zivotinjske | Biljne Mas- | Ugliiko-
Namirnica koli¢ine | bjelantevine | bjelantevine | noce hidrati |
] [
P! mast 0,052 0 o ‘ 0,052 | 0
P* mlijeko | 0,933 0,028 ‘ 0 0,037 0,047
P7 braino | 0,524 I 0 0,063 0,011 ‘ 0,377 |
Ukupno 008 | 0063 | 0.100 ‘ 0424 |
Odbitak dopunskih o 0.026 ‘ _ |
biljnih bjelantevina ‘ s ‘ -
X P , L |
Potrebe 0028 | 0037 | 0100 | 0424 |

Pogledajmo jo§ dodatni redak diferencija z; — ¢; u V. dijelu tabele 3. Za vri-
jednost indeksa j =0 znadi:

Zo—Cg:ZD=?3

novéane jedinice troskova koje kupac ima pri optimalnoj kupnji namirnica.

Znacenje tih diferencija za sve druge vrijednosti j objasnit ¢emo na primjeru
mesa, kojemu odgovara vektor P2, Diferencija:

Zy — C3 = —126
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novcanih jedinica je negativna i stoga znaci ustedu koju dobivamo ako sastojke
mesa kupimo posredno u obliku bazi¢nih namirnica, umjesto da ih kupimo direktno
na trzistu u mesu.

Kako je ¢3 = 251 novcana jedinica, to je:
zzy =251 — 126 = 125

novcanih jedinica. Broj z; znaéi vrijednost mesa ako njegove sastojke kupimo po-
sredno u bazicnim namirnicama; prema tome | kg mesa stvarno vrijedi samo 125
novcanih jedinica. Ova se vrijednost naziva dosudena cijena. Na slican nacin izra-
cunamo dosudene cijene jo§ svim ostalim namirnicama; te su cijene upisane u
posliednjem retku tabele 3.

Dosudena cijena svake namirnice koja dolazi u obzir u optimalnoj kupnij
jednaka je njezinoj trzisnoj cijeni. Namirnica pak koja ne dolazi u obzir u optimal-
noj kupnji ima dosudenu cijenu koja nije veéa od njezine trzi§ne cijene; takva je
namirnica na trzistu preskupa da bi dosla u obzir pri najjeftinijoj kupnji. Tabels
5. daje pregled trzisnih i dosudenih cijena za sve namirnice &o su uzete u obzir,

TABELA 5. 'REGLED TRZISNIH I DOSUDENIH CIJENA

: = @
' | Trzidne  Dosudene

Namirnice | c¢ljene cijene
| I Cj ‘ 2
P! mast 327 ! 327
| P2 ylje L 33s 327 |
| P* meso | 251 | 125
P+ mlijeko il 31
P* Zecer ‘ 145 ‘ 63 |
PS5 riza 238 71 :
P7 braino ‘ 52 52 |
P* grah o 36 ‘
P? krumpir ‘ 15 12
‘ P! Zivotinjske bjelancevine 492 ‘
P! biljne bjelantevine 0
P2 masnoce 327 ‘

P13 ugliikohidrati 63

Slicno znacenje imaju cosudene cijene dopunskih namirnica; te su cijene upi-
sunc u donjem dijelu tabele 5. Pri najjeftinijoj kupnji 1 kg zivotinjskih bjelancevina
stoji 492, 1 kg biljnih bjelantevina 0, 1 kg masnoca 327 i 1 kg ugljikohidrata 63 nov-
cane jedinice. Pri optimalnoj kupnji kupac biljne bjelancevine dobiva zapravo ba-
dava i u vecoj koli¢ini nego §to mu treba. To znaci da svoje potrebe za biljnim bje-
lan¢evinama pokriva ¢im pokrije potrebe za preostalim trima biokemijskim sastoj-
cima.
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2. Proizvodni problem

Razmotrimo op¢i proizvodni problem linearnog programiranja pri kojem proi-
zvodno poduzece uz utro$ak novcanih sredstava i odredenih elemenata proizvodnog
procesa izraduje nekoliko tipova proizvoda. Pretpostavimo, da poduze¢e proizvodi
n tipova proizvoda Py, ..., Py ,P.; od proizvodnih troskova ne uzimamo u
obzir stalne trogkove nego samo promjenljive trotkove za nabavu elemenata proi-
zvodnog procesa i za financiranje samog proizvodnog procesa. Ukupnih novc¢anih
sredstava poduzeCe ima na raspolaganju k novcanih jedinica. U proizvodnji po-
duzede treba m tipova elemenata proizvodnog procesa Sys s Sis ... Sy kojih
ima na raspolaganju uzastopno najvise po Sy ... 5 Sis -o- Sm jedinica; ove elemente
proizvodnog procesa mozZe nabaviti uzastopce po cijenama Ugy ... Wi .o 5 Um
novéanih jedinica. U proizvodnji jedne jedinice proizvoda P; poduzece potrodi k;
jedinica novcanih sredstava, te uzastopce po Qygy -ot 5 Biga -+ Ay jedinica elemenata
proizvodnog procesa; pri tom jej = 1,...,n. Zbog prilikau poduzetu i na trzi§tu
koli¢ine proizvedenih proizvoda ograniCene su prema dolje i prema gore, i to tako
da poduzece treba izraditi ne manje od m; jedinica i ne vise od M, jedinica proi-
zvoda P;. Poduzece prodaje proizvode uzastopce po cijeni 08 '€ gzven 5 Cixene s Cn
novéanih jedinica. Problem koji se pojavljuje u poduzecu pri proizvodnji jest kako
da poduzece programira u datim prilikama proizvodnju da bi postiglo najvedi pri-
hod za pokri¢e; pri tom je prihod za pokrice jednak diferenciji prihoda od prodaje
proizvoda i varijabilnih troskova proizvodnje. Podatke za taj proizvodni problem
daje pregledno tabela 1.

TABELA 1. PODACI ZA PROIZVODNI PROBLEM

l |‘ Proizvodi | Raspolozive | Nabavne
m———— olitin cijen
| = — P1 ...PJ ...Pn | kol 3 _L] < »
| Noviéana sredstva ‘ ky ook oo ka | k |
= | L = 2| . ]
LSy ‘ a3y e 835 vmn R | 81 | uy ‘
Elementi | : : . ; H
proizvodnog | S diy -er 8y - Bin | 5 | 1w
procesa . ] : 2 : :
S5m Agmy o 8mj * " Emn ‘ Sm | Um
Prodajne cijene Gy cregy ey
donje my ---my -
Koli¢inska ] ! d 8
ogranicenya | gDTl‘liB 1\1" e MI . Mn
Optimalno mo- 0 o o
guce rjelenje 2 % *a Fax

Formulirajmo problem matematicki! U tu svrhu najprije odredimo uvjete
kojima odgovaraju varijable. Zbog propisanih koli¢inskih ogranienja varijable
odgovaraju nejednadzbama:

m xS M (=L )
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Zbog ogranicenih raspolozivih kolitina clemenata proizvodnog procesa varijable
zadovoljavaju m nejednad’be:

SR SRS s o (2)

T Um (@i Xy + oo - A X,)
novcanih jedinica tro$kova, a pri proizvodniji proizvoda ima jo§ trogkove
Kexy + oo 4+ Ky x,
novcanih jedinica; kako ukupni trokovi ne mogu biti vaéi od raspolozive kolitin=
novcanih sredstava, to varijable zadovoljavaju nejednadbu:
(k; +a;;uy + ... + Ay Un) X;
+ (Ko + 8a Uy + .. 4 2p, Un) X, < Kk 3)

Odredimo jo§ funkciju cilja. Prihod za pokrice jednak je diferenciji prihoda od
prodaje proizvoda i varijabilnih troSkova; prihod od prodaje proizvoda jednak je

CiXy + oGy Xy

novcanh jedinica; varijabilne smo troskove veé gore izra¢unali; stoga dobivamo
funkeiju cilja ovako:
F(xyy vy %) = CiXy + .. e, —
—(ky a0 + ... + 8my U)X, —
IR T TR (4)
=== (kn +apu 4. + 2mn Um) Xn

Nakon preuredenja ¢lanova dobivamo:

fxpy . %) = (¢, —ky — Qi) — oo — By Uy) X, -

Nakon svaga ovog za razmatrani problem proizvodnje dobivamo slijedeci
problem optimalnosti:

"Treba odrediti vrijednosti varijabla X1y .05 X, Koje odgovaraju nejednadzbama
(1) i uvjetnim nejednadzbama (2 & 3), tako da funkcija cilja (4) ima maksimum.
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Problem mozemo izraziti u matrinom obliku ako uvedemo slijedece matrice
ili vektore:

'XI‘ !m1-| ‘Ml' |8,
x=|:|| m= ‘ =|: | s=|:|
| Xn | .:‘mu| ,NlnI Sm|
k=K ..k| €e=][coCal w=|ugetnl

rau aew aln|:

A=|: L

_|am1 amn|

Nakon uvodenja ovih matrica i vektora razmatrani problem proizvodnje for-
muliramo ovako:

Treba odrediti vektor x koji zadovoljava nejednadzbe:

m=x<M (1a)
i uvjetne nejednadzbe:
Ax =s (2a)
(k+uA)x =k (3a)
tako da ima funkcija cilja:
f(x) =(¢c —k—uA)x (4a)

minimumni.

Kako su sve uvjetne nejednadzbe linearne i kako je linearna i funkcija cilja,
to je rije¢ o problemu linearnog programiranja; moZemo ga rijeSiti simpleks-me-
todom.

Primjer. Proizvodno poduzece izraduje Cetiri tipa proizvoda P, P,, P53 i Py;
u proizvodnji trodi novcana sredstva i tri tipa sirovina S,, S, i S3. Pri proizvodniji
1 jedinice prvog proizvoda ima 32, 1 jedinice drugog proizvoda 15, 1 jedinice tre-
teg proizvoda 24 i 1 jedinice Cetvrtog proizvoda 18 nov¢anih jedinica direkinih
troskova. Za nabavu 1 jedinice prve sirovine izdaje 2, 1 jedinice druge 3 i 1 jedinice
tre¢e 1 novcanu jedinicu. Za financiranje proizvodnje poduzeée ima na raspola-
ganju 6 500 novcanih jedinica. Pri proizvodnji 1 jedinice prvog proizvoda potrosi
6 jedinica prve, 8 jedinica druge i 4 jedinice trece sirovine; pri proizvodnji 1 jedinice
drugog proizvoda potrosi 7 jedinica prve, 5 jedinica druge i 2 jedinice trece sirovine,
pri proizvodnji 1 jedinice treceg proizvoda potroi 3 jedinice prve i 5 jednica trece
sirovine; pri proizvodnji 1 jedinice cetvrtog proizvoda potrosi 9 jedinica prve i 6
jedinica druge sirovine. Raspolozive koli¢ine sirovina su ogranicene, tako da podu-
zede moze potroditi najvise 720 jedinica prve, 650 druge i 530 jedinica trece sirovine.
Poduzeée ne smije izraditi manje od 12 jedinica prvog, 8 jedinica drugog, 20 jedi-
nica treéeg i 10 jedinica Cetvrtog proizvoda; proizvodnja je ogranicena i prema gore,
tako da poduzece ne smije izraditi vise od 36 jedinica prvog, 50 jedinica drugog, 70
jedinica treceg i 40 jedinica Cetvrtog proizvoda. Poduze¢e prodaje prvi proizvod
po cijeni od 95, drugi po cijeni od 60, treéi po cijeni od 50 i etvrti po cijeni od 70
novéanih jedinica. Kako da poduzece uz te podatke programira proizvodnju da bi
postiglo najveéi prihod za pokrice?
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TABELA 2. PODACI ZA PRIMJER PROBLEMA PROIZVODN]JE

Proizvodi RaspoloZive | Nabavne Potmﬁene|
| Pv P2 Py P I koli¢ine ! cijene kf;hcme_l
| Novéana sredstva 32 15 24 18 | 6500 | 6 500 ‘
8 6 7 3 9 ‘ 720 ‘ 2 | s
Sirovine | §, | 8 5 0 6 650 3 448 |
85 4 2 5 9 ‘ 530 ‘ 1 530
Prodajne cijene 95 60 30 70 ‘
Varijable u v X ¥
Donje granice 12 3 20 10
| Gurnje granice b 50 70 40 |
Optimalno moguce 36 18 70 11,67 2 316,67 ‘

rjeSenje |

Podatke za promatrani problem proizvodnje daje tabela 2. U njoj varijable
U, V, X 1y znace kolicine izradenih jedinica prvog, drugog, treceg i Cetvriog proi-
zvoda. U tabeli je upisano i optimalno moguce rjesenje.

Formulirajmo problem matemati¢ki. Zbog koli¢inskih ogranicenja izrade proi-
zvoda, kolic¢ine izradenih proizvoda u, v, x i y odgovaraju grani¢nim nejednadzbama:

12 =u =36

8§ =v =350 (1)
20=x=70

10=v =40

Zbog ogranicenosti raspolozivih koli¢ina sirovina varijable zadovoljavaju nejedna-
dzbe:

6u -+ Tv 4 3x + 9y < 720
du 4 Sv -+ by = 650 (2)
4u + 2v 4+ 5x < 530

Poduzece trosi noveéana sredstva za nabavu sirovina i za pokrice varijabilnih tro-
skova proizvodnje. Za nabavu sirovina potrosi:

2(6u -+ 7v + 3x + 9y) +
-+ 3 (8u + 5v + 6y) +
-1 (4u + 2v + 5x )

novcanih jedinica, dok za pokri¢e varijabilnih trogkova pOTrosi;
32u + 15v + 24x + 18v
novcanih jedinica; ukupno pri izradi proizvoda potrosi

72u + 46v + 35x + 54y
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novéanih jedinica. Kako su raspoloZiva novcana sredstva ogranicena, to varijable
zadovoljavaju jo§ i nejednadzbu:

72u + 46v + 35x + 54y < 6500 (3)

Odredimo joé funkciju cilja. Budu¢i da je prihod za pokri¢e jednak diferenciji
prihoda od prodaje proizvoda i varijabilnih proizvodnih troskova, to je on jednak:

95u + 60v + 50x + 70y —
— 72u — 46v — 35x — 54y =
= 23u + l4v + 15x + 16y

novéanih jedinica. Stoga promatrani problem proizvodnje ima funkciju cilja:
flu, vy X y) = 23u 4 14v £ 15x + 16y @

Tako za problem proizvodnje dobivamo slijede¢u matematicku formulaciju:
Treba odrediti vrijednosti varijabla u, v, x 1y koje zadovoljavaju granicne nejed-
nadzbe (1) i uvjetne nejednadzbe (2 & 3), tako da funkcija cilja (4) ima maksimum.

Kako su sve nejednadzbe linearne i kako je linearna i funkcija cilja, to se radi
o problemu linearnog programiranja. Rijesimo ga numericki simpleks-metodom
pomocu elektronskog ratunala.

Pri optimalnom programu proizvodnje poduzece izradi uzastopce:
u=236v=18,x=70,y = 11,667

jedinica proizvoda Py, Py, P3 i Py te realizira najveéi prihod za pokrice 2 316,67
novéanih jedinica.

Strojni programi koji su izradeni za raéunanje po simpleks-metodi obicno su
tako prilagodeni da osim optimalnog moguceg rjeSenja daju jo$ neke druge poka-
zatelje znalajne za ekonomsku analizu.

S obzirom na potro$ene koli¢ine novéanih sredstava i sirovina strojnim racu-
nanjem dobivamo pored optimalnog moguceg rjeenja jos i ove rezultate: pri opti-
malnom proizvodnom programu poduzece potrodi sva raspoloziva novcana sred-
stva i svu raspolozivu koli¢inu sirovine S;; od 720 jedinica raspolozive koli¢ine si-
rovine S, potro$i samo 657 jedinica, dok od raspolozive kolicine 650 jedinica siro-
vine S, potrodi svega 448 jedinica. Stoga za poduzece predstavljaju usko grlo, koje
sprecava povecanje proizvodnje, novcana sredstva i sirovine Sj.

Dalje, strojnim racunanjem dobivamo jo§ slijedede rezultate Koji odreduju
podrugje stabilnosti optimalnog moguceg rjeSenja: izracunano optimalno moguce
rjeSenje programa proizvodnje se ne mijenja, dok prodajne cijene proizvoda od-
govaraju nejednadzbama:

94 =q
59,63 = ¢, = 60,46
46,30 = ¢
67,45 < ¢4 = 70,43
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3. Problem trzista

Trgovacko poduzece $alje robu na razli¢ita trziéta a s njih dobiva drugu robu;
u poslovanju uzima u obzir sve potrebne okolnosti, uzance, trgovinske dogovore
I propise, prilike na tristima itd. Svrha poslovanja je posti¢i najvecu dobit; pri
donoSenju odluke o trzi§nom poslovanju u poduzeéu se postavlja problem optimal-
nosti na koja trziSta da $alje robu i s kojih da dobiva drugu robu, a da bi s obzirem
na sve okolnosti postiglo najve¢u dobit. Uz odredene pretpostavke probleme opti-
malnosti te vrste moZemo promatrati pomocu metoda linearnog programirania.
U nastavku ¢emo obraditi jedan ovakav tr#igni problem,

Trgovacko poduzeée ima na domacem trzistu za kupnju na raspolaganju a,, ... ,
4, ..., &, jedinica r vrsta robe A, ..., A,, ..., A, uzastopce po cijenama Gl iy
Cis ... » ¢, novCanih jedinica. Nabavljenu robu salje na n trzidta T, ... i T e Wos
i proda je uz slijedece uvijete: na trzigtu T j moZe prodati najvise p; jedinica robe A, ;
nakon odbitka svih troskova poduzeée za jedinicu robe A, na trzi$tu T ; prodane
robe dobiva ¢;; novéanih jedinica; na trziStu T ;7 poduzece je prodalo X;; jedinica
robe A;. Novcanim sredstvima koje je dobilo od prodaje robe poduzeée na istim
trziStima nabavi s vrsta robe By, ..., B, uz slijedece uvjete: nakon odbitka svih
troSkova placa za jedinicu na trzigtu T; nabavljene robe B, dy; novéanih jedinica;
na trzistu T'; moze kupiti najvise qi; jedinica robe B, ; na trzistu T, kupi yy; jedinica
robe By. Nabavljenu robu proda na domadem traistu uz slijedede uvjete: na domau-
cem trzi$tu ne moZe prodati vise od by robe By; jedinicu robe B, proda po d, nov-
¢anih jedinica.

TABELA 1. PODACI ZA PROBLEM TRZISTA

Raba Roba
» Al g -Ar e B.T. s |
| Koli¢inska 5 . B e g |
ogrunicenja L 3 ‘ o i
TrZisne ci- |
jene na
, (SRR -
domacem ! K di ds
| triitu | ‘
Trziine | l q o |
"y cijene Ciy oo €y ‘ Ay dyy
rZiste .
T | Kolitine | Xpy coe Xpy Vii - o g |
' Koliginska |
ogranifenja ‘ P Pri Q11 91 |
T P e s
—_— _|_ e
Triiine |
o | Cif(ﬂllf_‘ Cin * Cra L_']In 2 dsn |
Trzifte | ... .
Tt Rolitine Xin ** Xpp Yin Ysn |
’ Kolic¢inska
Pin v Pra Qin 0t Qun

| ogranitenia |

Podaci su za taj problem trzidta sakupljeni u tabeli 1. Uz te podatke za trgo-
vacko poduzece nastaje problem optimalnosti, kolike koli¢ine pojedinih vrsta robe
da proda i kupi na trzistima da bi u datim prilikama postiglo najvecu dobit.
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Formulirajmo problem matematicki. U tu svrhu najprije odredimo uvjetne
nejednadzbe ili jednadzbe kojima odgovaraju varijable. U problemu nastupaju
dvije skupine varijabla; varijabla
% (= Tpusfy = l,...,n)

prve skupine znadi koli¢inu na trzistu T, prodane robe A;; varijabla
vig (k=1 ..,87=1 S o)

druge skupine zna¢i koli¢inu na trzistu T; kupljene robe By.

Zbog zahtjeva nenegativnosti i zbog ogranicenih mogucnosti prodaje i kupnje
robe na tudim trzistima varijable zadovoljavaju nejednadzbe:

0=x; =Py (1)

0=y = qu (2)

Zbog ograni¢enih moguénosti kupnje robe na domacem trziStu varijable x;;
odgovaraju r nejednadzbama:

Xy + -+ X =9 (=L B) (3)

Zbog ogranicenih moguénosti prodaje robe na demadem trzistu varijable vy
zadovoljavaju s nejednadzbi:

Vi + oo + Vi S by k=1,..,9) S

Za kupnju robe na tudim tryistima poduzece ne moze izdati vise novcanih
sredstava nego §to ih je dobilo prodajom robe; stoga varijable odgovaraju jo3 i ne-
jednadzbi:

+ dsl ¥si1 4 e + dsn Ysn
Ovu nejednadzbu napisemo krace ovako:
i=r j=n k=s j=n
Y X ci%s— X _): dis vy 2 0 ©)

i=1 j=1 k=1 j=1

Odredimo jo$ funkciju cilja. Za robu koja je nabavljena na domacem trzistu
poduzece placa:

i=r j=n
+ C,-(X” 1= e F xrn) = E Z Ci Xy
i=1 j=1

novéanih jedinica; za robu koja je prodana na domacem trzistu dobiva

d; (1 + oo + Vi) +
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noveanih jedinica. Iz toga izratunamo dobit poduzeca ili funkeiju cilja:

<=8 j=n i=1

ke j=n
f(_xun _\'kj:] =3 X d, ¥ei — E. b * Xij (0)
X ;

=1 j=1 =1 j=1

Poslije ovoga za promatrani problem trzista dobivamo slijede¢i problem [i-
Nearnog  programiranja:
Ireba odrediti vrijednosti varijabla:

3= Ly 80K = Lo o8 j=1..,n)
koje zadovoljavaju ogradne nejednadzbe (1 &2) i uvjetne nejednadzbe (3&4&53)
tako da funkcija cilja (6) ima maksimum.

Kako su sve nejednadzbe kojima odgovaraju varijable linearne i kako je li-
nearna i funkcija cilja, to je rije¢ o problemu linearnog programiranja. Optimalno
moguce rjefenje izracunamo simpleks-metodom.,

Primger. Trgovatko poduzeée ima na domadem trZi§tu na raspolaganju 6
jedinica robe A po cijeni 41 12 jedinica robe B po cijeni 4 novéane jedinice. Nabav-
ljenu robu proda na dva trzista T, i T, uz ove uvjete: na prvom trziftu moze prodati
najvide 6 jedinica robe A po cijeni 6 i najvise 8 jedinica robe B po cijeni 7 novéanin
jedinica; na drugom trZi¥tu moze prodati najvife 6 jedinica robe A po cijeni 3 i
najvise 8 jedinica robe B po cijeni 6 novéanih jedinica. Na istim trZistima poduzece
sredstvima koje je dobilo od prodaje obiju vrsta robe kupi robu C uz slijedece uvijete:
04 prvom trzistu moze te robe kupiti najvise 10 jedinica po 3, a na drugom trzist
najvise 10 jedinica po 2 novéane jedinice. Kupljenu robu C proda na domacem
trziStu po cijeni 5 novéanih jedinica, ali te robe ne moze prodati vise od 20 jedinica.
Podatke za taj primjer daje tabela 2; u njoj t i u znace koli¢ine na prvom i drugom
trzistu prodane robe A, v i x kolidine na prvom i drugom trzi$tu prodane robe B,

TABELA 2. PODACI ZA PRIMJER PROBLEMA TRZISTA

| Roba ‘
‘ A B (o
Kolitinska 6 12 20 ‘
| Domaée | ogranifenja
trzifte Triidne 4 4 5
cijene ‘
|_—_‘_‘_,.—___ =
| Kolidinska |
| s ogranicenju 0 § 10 |
Triidte | .., N
| T I'r#itne 6 7 3
: cijene |
' | Kolicine t v y
| i oo | T N ‘
Tesiste ogranicenja
T[ ke | Trifne | 5 6 1 i
fi == | cijene
| | Kolitine | u X Z |




y i z koliCine na domacem trzistu prodane robz C koja je nabavljena na prvom i
drugom trzi$tu. Pri tom se postavlja slijede¢i problem optimalnosti: Koliko robe
A i B da poduzeée proda na trzistima T, i T,, a koliko robe C da nabavi na tim
tr¥istima da bi postiglo najvecu dobit?

Problem formulirajmo matematicki. Najprije odredimo nejednadzbe kojima
odgovaraju varijable. Ako uzimamo u obzir uvjete nenegativnosti i ograni¢ene mo-
guénosti kupnje i prodaje robe na trzistima T, i T, onda dobivamo za varijable
ogradne nejednadzbe:

t

u
v

(0

o o o o 2 2
A A IA A TIA - TA
A A IA A DA A

o © oo 00 v D

X
y 1
Z 1

Zbog ogranitenih moguénosti nabave 1 prodaje robe na domacem trzistu varijable
odgovaraju nejednadzbama:

t+tu= 6
v4+x =12 (2)
y+z=20

Kako poduzeée za nabavu robe na tudim trzi$tima ne moZe izdati vide novcani-
sredstava nego §to ih dobije od prodaje robe, to0 varijable zadovoljavaju jo$ i neh
jednadzbu:

6t +5u+Tv+6x—3y—2220 (3)

Odredimo jo$ funkciju cilja. Za robu nabavljenu na domacem trZiStu poduzece
izda
4t + 4u + 4v + 4

novéanih jedinica, a za robu prodanu na domacem trzistu dobiva
Sy + 3z

novéanih jedinica; kako je dobit jednaka diferenciji ovih dvaju iznosa, to dobivamo
funkciju cilja:
f(t,u, v, X, ¥, 2) =5y + 32 — 4t — 4u — 4v — 4x (4)
Tako za promatrani problem tryidta dobivamo slijede¢i problem linearnog
programiranja: T’ reba odrediti vrijednosti varijabla t, u, v, X, ¥ i z koje zadovolja-
vaju ogradnim nejednadzbama (1) i uvjetnim nejednadzbama (2) i (3) tako da funk-
cija cilja (4) ima maksimum.
Linearni program rije§imo simpleks-metodom pomocu elektronskog ratunala .
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Problem trZista ima slijedece optimalno moguce rjeSenje:
t=0, u =0, v = 17,142, X =0, v =10, z = 10.

Optimalnem rjedenju odgovara vrijednost funkcije cilja 71,43 novéane jedinice.

Pri optimalnom poslovanju poduzeée nabavi na domadem trzidtu 7,1428jedi-
nice robe B, za $to izda 28,57 novcanih jedinica. Za tu robu dobiva na prvom tri-
Stu 50 novcanih jedinica. Ovim novéanim sredstvima nabavi na oba triidta po 10
jedinica robe C i za nju na domacem trzidtu dobiva 100 nov¢anih jedinica. Takvim
poslovanjem poduzece postize 71,43 novéane jedinice dobiti.

]
-]
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XIII. PROGRAMIRANJE FAZNIH PROCESA

1. Fazni procesi

Privredni procesi mogu biti jednofazni, dvofazni i mnogofazni. Jednofazan
je proces koji zahvatimo u cjelini i koji ne ras¢lanjujemo na pojedine faze. Jednofazni
su npr. proizvodni procesi u kojima od sirovina neposredno izradujemo finalne
proizvode. Dvofazni i mnogofazni su medutim procesi koje moZemo rasclaniti na
dvije ili vise faza i u kojima rezultati prethodnih faza mogu djelovati na kasnije
faze. Primijer za dvofazni proizvodni proces je poljoprivredna proizvodnja, koja
se odvija u dvije faze: u prvoj fazi poljoprivredno gospodarstvo na obradivanim
povriinama uzgaja krmne biljke, koje u drugoj proizvodnoj fazi potrodi za uzgoj
goveda. Dalji je primjer dvofazne proizvodnje industrijska proizvodnja, u kojoj
poduzeée u prvoj fazi prvo od sirovina proizvodi meduproizvode, a nakon toga
od njih u drugoj fazi finalne proizvode.

No dvofazni i mnogofazni nisu samo proizvodni procesi ve¢ i razni procesi
drukéije prirode. Dvofazan je npr. transportni proces, u kojem poduzece u prvoj
fazi prevozi robu najprije do glavnih skladista a nakon toga iz ovih u drugoj fazi
do potro$aca. Dvofazan je npr. i proces raspodijele financijskih sredstava, gdje cen-
trala u prvoj fazi financijska sredstva prvo podijeli pojedinim odjelima, koji ih po-
tom u drugoj fazi raspodijele namjenski.

Mnogofazni proces mozemo ra$claniti u viSe faza ili tocnije u redoslijed jedno-
faznih procesa. Ras¢lanjenje procesa obicno je uvjetovano objektivnim okolnostima,
kao §to je npr. u proizvodnji tehnolodki proces; nekad raSclanjenje moze biti poslje-
dica subjektivnih odluka, tako da cjelokupni proces mozemo prema izboru rascla-
niti na ved¢i ili manji broj jednofaznih procesa.

Prilikom programiranja mnogofaznog procesa nastaje problem kako da pro-
vedemo cielokupni proces po pojedinim fazama tako da s odabranog gledista opti-
malnosti postignemo najvec¢i privredni uspjeh.

U ovom se poglavlju ograni¢ujemo na programiranje samo takvih dvofaznih
i mnogofaznih procesa koje mozemo matematicki obraditi metodama linearnog
programiranja.

2, Dvofazni proizvodni proces

Razmotrimo dvofazni proizvodni proces u kojem poduze¢e u prvoj fazi od
sirovina S, i S, proizvodi fazne proizvode F,, F, i F'; a nakon toga od ovih u drugoj
fazi finalne proizvode P, i P,. Poduzece raspolaZe s najvise 230 jedinica sirovine
S, i 145 jedinica sirovine S,. U prvoj fazi za proizvodnju jedne jedinice faznog
proizvoda F,; potrosi 1 jedinicu sirovine S, i 3 jedinice S,, za proizvodnju 1 je-
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dinice faznog proizvoda F, potrodi 4 jedinice sirovine S, 11 jedinicu sirovine S,,
pri proizvodnii 1 jedinice faznog proizvoda F; potrosi 6 jedinica sirovine S, i 3
jedinice sirovine S,. U drugoj fazi za proizvodnju 1 jedinice finalnog proizvoda
P, potrodi 5 jedinica faznog proizvoda F,, 2 jedinice faznog proizvoda F, i 4 je-
dinice faznog proizvoda F,. pri proizvodnji 1 jedinice finalnog proizvoda P, me-
dutim potrosi 2 jedinice faznog proizvoda F,, 2 jedinice taznog proizvoda F, i 7
jedinica faznog proizvoda F,. Poduzeée prodajom dobiva za jednu jedinicu finalnog
proizvoda P, 3, a za | jedinicu finalnog proizvoda P, 4 novtane jedinice.

Problem koji uz ove podatke Zelimo rijesiti jest: Kako da poduzeée programira
proizvodnju u obje faze da bi prihod od prodanih finalnih proizvoda bio najvedi.
Ako kolitine proizvedenih jedinica meduproizvoda F 1» P2 1 F3 oznadimo sa u, v
i w, a koli¢ine proizvedenih jedinica finalnih proizvoda P, i P, sa x i y, onda do-
bivamo slijedeci problem: Treba odrediti vrijednosti varijabla u, v, w i x, y tako
da prihod od prodanih finalnih proizvoda bude najveci.

Podatke za ovaj proizvodni problem daje tabela 1.

TABELA 1. PODACI ZA DVOFAZNI PROIZVODNI PROCES

' Fazni proizvodi Raspolo-
— Zive |
| F, | Fa | E, kaoli¢ine |
Prva | i .
faza _ S, 1 | 4 | g | 230
Sirovine
| Sa 3 ki § 3 145
| Koli¢ine | u ¥ W
| Finalni proizvodi |
P, [ P ‘
5 F 1 5 2 i ‘
Drugal Fazni B 5 5 :
faza | proizvodi 2
I ‘a 4 7 w
Cijene 1 3 "l ‘
Koligine I x y | |

1z tabele 1. slijedi ovaj matematicki oblik problema:
Za prvu fazu proizvodnije treba odrediti varijable u, v i w koje zadovoljavaju
uvjete nenegativnosti:
uz0,vz0wz=0
i linearne nejednadzbe:
230

u-—4v 4 6w =
3u+ v+ 3w = 145

Za drugu fazu treba odrediti varijable x i y koje zadovoljavaju uvjete nenegativnosti:

x20,y=z

o

I linearne nejednadzbe:
3x + 2y
2x + 2y
4x + Ty

A 1A 1A

u
v
w
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tako da prihod od prodanih finalnih proizvoda:

D=fXy) =3x-44y
bude najveci.

Nakon uvodenja matrica:

1 4 6 “II _230‘
. \'3 1 3” = Q_”MS_‘
Il
‘5 2, I«
c=l2 2| ¥={ || w=3 4|
|2 71 lY. |

mozemo problem izraziti u matri¢cnom obliku ovako:

Treba odrediti matrice X i Y koje zadovoljavaju uvjete nenegativnosti:

X=20,Y20
i matri¢ne nejednadzbe:
AX<Q CY=<X
tako da prihod:
D=WY
bude najveci.
Kako su sve uvjetne nejednadzbe linearne i kako je i funkcija cilja linearna, to

se radi o problemu linearnog programiranja. Optimalno moguce rjeSenje mozemo
izratunati po simpleks-metodi; pri racunanju ponemo s tabelom 2.

TABELA 2. ISHODISTE ZA RACUNANJE SIMPLEKS-METODOM

3 4
P u v w X ¥
S 230 1 4 6
Sa 145 3
F, 0 —1 5 2
EF, 0 —1 2 2
| F, 0 -1 4 7

Simpleks-metodom, nakon 6 iteracija dobivamo ovo optimalno moguce rjesenje:

u=16, v=10, w =29
:2)}":3
D =18
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Numericko racunanje simpleks-metodom u razmatranom primjeru znatno
cemo pojednostavniti ako problem prevedemo u problem linearnog programiranja
koji se moze rijediti grafick:.

Pojednostavnjenje postizemo ovakvim zaklju¢ivanjem: za proizvodnju Y fi-
nalnih proizvoda poduzece potrosi C Y faznih proizvoda; za proizvodnju X — C Y
faznih proizvoda potro$i A X = A CY sirovina. Kako ima na raspolaganju naj-
vise Q sirovina, to vazi nejednadzba:

ACY=Q

Na taj nac¢in mozemo prijasnju formulaciju problema prevesti u slijedeci kraci
matri¢ni oblik:

T'reba odrediti matricu 'Y koja zadovoljava uvjet nenegativnosti:

Y=0
1 marricnu jednadzbu:
ACY =Q
tako da lincarna funkcija:
D=WY
ima maksimum.
Kako je:
s 2 :
1 4 6| | 37 52
A=y 1 3| 'i 2l =129 29
e |

to 1z toga dobivamo problem:

Areba odrediti varijable x i y koje zadovoljavaju uvjete nenegarivinosti;

xz0,yz0
i linearne nejednadzbe:
37x — 52y <230
29x + 29y = 145
tako da linearna funkcija:
D=3x+4 4y

ima maksimum.
Kao $to vidimo na slici 30, ovaj problem lincarnog programiranja rjcsavamo

graficki, Grafickim rjefenjem dobivamo najprije optimalno moguce rjesenje:

x=2,y=3; D=18
Iz jednadzbe:
X=CY



izratunamo jo$ koli¢ine potrebnih faznih proizvoda:

y 2‘ |21 Ug;
X=|2 2= = |1
‘4 7|| ‘3! !29!‘

Tako jo§ dobivamo:
u=16, v=10, w =29

Razmislimo takoder zasto je u ovom primjeru takvo pojednostavnjenje linear-
nog programa moguce, Uzrok za pojednostavnjenje je u tome $to meduproizvodi
igraju ulogu samo. u tehnologiji proizvodnje, a nemaju nikakvog izricitog ekonom-
skog znac¢enja. Meduproizvode poduzece niti prodaje niti ih upotrebljava na neki
drugi nacin, ve¢ ih u cijelosti koristi samo za proizvodnju finalnih proizvoda. Ko-
risti ih samo kao sredstvo da bi od sirovine doslo do finalnih proizvoda. Stoga je
za poduzece vazno samo kako da dode do sirovina i finalnih proizvoda, a meduproi-
zvodi sluze tek kao pomo¢ u tehnologiji proizvodnje.

y
'

s L L 2NH123)

A
:I N

}
I
1
1
1
)
|
|
|
]
1
[}

2
Sl 30. Graficko odredivanje optimalnog rjeSenja

Viezbe

1. Poduzeée u prvoj fazi od dvije sirovine proizvodi 2 vrste meduproizvoda, a nakon toga
od njih u drugoj fazi 2 vrste finalnih proizvoda. Od obiju sirovina ima na raspolaganju po 88
jedinica. Za jedinicu prvog meduproizvoda potrodi 3 jedinice prve i 6 jedinica druge sirovine, dok
za jedinicu drugog potrodi 5 jedinica prve i 2 jedinice druge sirovine; za jedinicu prvog finalnog
proizvoda potrodi 4 jedinice prvog i 1 jedinicu drugog meduproizvoda, a za jedinicu drugog
1 jedinicu prvog i 3 jedinice drugog meduproizvoda. Prvi finalni proizvod proda po 8, a drugi
po 4 novéane jedinice. Kako da poduzeée programira proizvodnju da bi prihod od prodanih fi-
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nalnih proizvoda bio $to veéi? Izrazi problem tabelarno, Izrazi ga matematiéki u obitnom i
matricnom obliku. Rijesi ga simpleks-metodom i graficki.

{meduproizvoda: 11, 11; finalnih: 2, 3; prihod: 28§

2. Poduzece u prvoj fazi od dvije sirovine izraduje 3 vrste faznih proizvoda, a u drugoj
fuzi 2 vrste finalnih proizvoda. Od prve sirovine ima na raspolaganju 16 480 jedinica, a od druge
3 580 jedinica. Za jedinicu prvog meduproizvoda potroi 5 jedinica prve i 1 jedinicu druge
sirovine, za jedinicu drugog 2 jedinice prve i 1 jedinicu druge sirovine, a za jedinicu treceg
4 jedinice prve i 1 jedinicu druge sirovine; za jedinicu prvog finalnog proizvoda potroéi 64 jedinice
prvog, 12 jedinica drugog i 50 jedinica treceg meduproizvoda, za jedinicu drugog finalnog pro-
izvoda potro$i 2 000 jedinica prvog, 120 jedinica drugog i 200 jedinica treceg meduproizvoda.
Finalne proizvode proda: prvi po 4 000, a drugi po 80 000 novéanih jedinica. Kako da poduzeée
programira proizvodnju da bi od prodanih finalnih proizvoda imalo najveci prihod? Izrazi problem
tabelarno. Izrazi ga matematitki u obitnom i u matriénom obliku. Rijedi ga graficki,

(meduproizvoda: 2 640, 240, 700; finalnih: 10, 13 prihod: 120 000)

3. Trofazni proizvodni proces

Razmotrimo trofazni proizvodni proces u kojem tvornica zapoCinje proizvo-
dnju s dvije vrste sirovina A i B; u prvoj fazi izradi 3 vrste faznih proizvoda prvog
stupnja P, Q i R; u drugoj fazi izradi 4 vrste faznih proizvoda drugog stupnja T,
U, V1 Z; utrecoj fazi izradi 2 vrste finalnih proizvoda X i Y. Za proizvodnju tvornica
ima na raspolaganju 2 350 jedinica sirovine A i 1 591 jedinicu sirovine B. S raspo-
lozivim sirovinama pocinje prvu proizvodnu fazu; za | jedinicu faznog proizvoda
P potrosi | jedinicu sirovine A i 4 jedinice sirovine B; za 1 jedinicu faznog proizvoda
Q potrosdi 3 jedinice sirovine A i 1 jedinicu sirovine B, za 1 jedinicu faznog proizvoda
R potrodi 5 jedinica sirovine A i | jedinicu sirovine B; pretpostavimo da tvornica
iztadi p, g i r jedinica faznih proizvoda prvog stupnja P, Q i R. S preostalim siro-
vinama i s faznim proizvodima izradenim u prvoj fazi tvornica pocinje drugu fazu;
za | jedinicu faznog proizvoda T potro$i 2 jedinice sirovine B, 3 jedinice fuznog
proizvoda P, 2 jedinice faznog proizvoda Qi | jedinicu faznog proizvoda R; za
I jedinicu faznog proizvoda U potro§i 1 jedinicu sirovine A, | jedinicu sirovi-
ne B, 4 jedinice faznog proizvoda P, | jedinicu faznog proizvoda Qi 5 jedinica
faznog proizvoda R; za | jedinicu faznog proizvoda V potrogi 2 jedinice sirovine
A, 1 jedinicu faznog proizvoda P, 3 jedinice faznog proizvoda Q i 3 jedinice faznog
proizvoda R; za 1 jedinicu faznog proizvoda Z potrodi 3 jedinice sirovine A, | je-
dinicu sirovine B, 2 jedinice faznog proizvoda P, 2 jedinice faznog proizvoda Q
i 1 jedinicu faznog proizvoda R; uzmimo da tvornica u drugoj fazi izradi 1, u, v
17 jedinica faznih proizvods drugog stupnja T, U, Vi Z. S preostalim sirovinama
s preostalim faznim proizvodima prvog stupnja i s faznim proizvodima izradenim
u drugoj fazi tvornica pocinje tre¢u proizvodnu fazu, u kojoj izradi finalne proi-
vode; za | jedinicu finalnog preizvoda X potrosi 3 jedinice sirovine B, | jedinicu
faznog proizvoda P, 3 jedinice fuznog proizvoda Q, 2 jedinice faznog proizvoda R,
2 jedinice faznog proizvoda 1, 8 jedinica faznog proizvoda U, 6 jedinica faznog
proizvoda Vi 1 jedinicu faznog proizvoda Z; za | jedinicu finalnog proizvoda
Y potrodi 2 jedinice sirovine A, 1 jedinicu sirovine B, 2 jedinice faznog proizvoda
P, 1 jedinicu faznog proizvoda R, 5 jedinica faznog proizvoda T, 2 jedinice faznog
proizvada V i | jedinicu faznog proizvoda Z; pretpostavimo da tvornica u tredoj
fazi izradi x 1 y jedinica finalnih proizvoda X i Y. Cijena finalnog proizvoda X ie
25, finalnog proizvoda Y pak 10 novcanih jedinica. Sve te podatke pregledno daje
tabela 1,
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TABELA 1. PODACI ZA TROFAZNI PROIZVODNI PROBLEM

| Fazni proizvodi prvog stupnja | Raspolo-
'l Zive
! P Q R koli¢ine
Sirovine A 1 3 3 2320
Prva B 4 1 1 1591
faza ! ER =
Koli¢ine p q r
Fazni proizvodi drugog stupnja
T U vV Z
Sirovine ‘ & : 1 e g apaeR
Druga B 1 1 ostatak
faza
Fazni pro- P 3 4 1 2 E
izvodi prvog | Q 2 1 3 2 q
stupnja R 1 5 3 1 r
E]i&ine t u v z
Finalni proizvodi o
i X Y
Sirovine A 0 2 ostatak
B 3 1 ostatak
Fazni pro- P 1 2 | ostatak
izvodi prveg | Q 3 0 ostatak
Treéa | stupnja R 2 1 ostatak
faza
T T 2 5 t
azni proiz-
vodi drugog U i O v
stupnja v 6 3 N
Z 1 1 z
Kolitine X I,
| | Cijene 25 10 ! |

Kod ovih podataka postavimo pitanje kako da tvornica programira proizvodnju
u svim trim fazama da bi prihod od prodanih finalnih proizvoda bio najveci. Zelimo
dakle uz dane podatke odrediti vrijednosti varijabla p, g, 1, t, U, v, 2, X iy tako
da prihod bude najvedi.

Problem izrazimo u matematickom obliku. U prvoj fazi tvornica izradi p,
q i r jedinica faznih proizvoda prvog stupnja P, Q i R te potrosi: p + 3q -+ 3r
jedinica sirovine A i 4p -+ q -+ r jedinica sirovne B. Kako tvornica raspolaze samo
ogranicenim koli¢inama sirovina, to nenegativne varijable zadovoljavaju nejednadzbe:

p+3q+ 5r =235 (D
4gp+ g+ r=13591 (2)

Nakon zavréetka prve faze tvornici ostaje na raspolaganju jo§ 2350 — p — 3q — 5r
jedinica sirovine A i 1591 —4p —q — r jedinica sirovine B.
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U drugoj fazi tvornica izradi t, u, v i z jedinica faznih proizvoda drugog
stupnja T, U, V i Z te potrosi:

u -+ 2v + 3z

i Z
F4u+ v+ 2z
Fou - 3v— 22

t 45U 4 v iz

jedinica sirovine A,

jedinica sirovine B,

jedinica faznih proizvoda P,
jedinica faznih proizvoda Q i

jedinica faznih proizvoda R.

Kako tvornica raspolaze samo jo§ ostacima sirovina i ograniCenim kolidinama
proizvoda prvog stupnja, to nenegativne varijable t, u, v i z zadovoljavaju ne-
jednadzbe:

u—2v+4 3z

AT, | ! Z

Jt+-4u— v+22
2t+ u-t3v| 2z

t+ 5u-+ 3v+ =z

(AN | FAN (VAN [P

1A

2350 - p—3q—5r (3)
139l —4p— q— r (4)
p (5)

q (6)

r (7)

Cim vazi nejednadzba (3), vazi i nejednadzba (1); isto tako vazi nejednadzba (2)
C¢im vazi nejednadzba (4). Stoga u nastavku moZemo zanemariti nejednadzbe (1)
1 (2). Nakon zavrSetka druge faze, tvornici ostaje na raspolaganju jos:

2350 — p—3q — 5r — u — 2v — 3z jedinica sirovine A,
1591 —4p— q— r—2t— u— z jedinica sirovine B,
p— 3t —4u — v — 2z jedinica faznih proizvoda P,
q— 2t — u — 3v — 2z jedinica faznih proizvoda Q i
r— t—5u—3v— z jedinica faznih proizvoda R.

U trecoj fazi tvornica izradi x i y jedinica finalnih proizvoda X i Y te potrosi:
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2y
3+ y
X+ 2y
3x
X+ y
2x -+ Sy
8x
6x + 3y
X+ y

jedinica sirovine A,

jedinica sirovine B,

jedinica faznih proizvoda P,

jedinica faznih proizvoda Q,

jedinica faznih proizvoda R,

jedinica faznih proizvoda T,

jedinica faznih proizvoda U,
jedinica faznih proizvoda V i

jedinica faznih proizvoda Z.



Kako tvornica raspolaZe samo jo$ ostacima sirovina, ostacima faznih proizvoda prvog
stupnja i ograni¢enom koli¢inom izradenih faznih proizvoda drugog stupnja, to
nenegativne varijable x i y zadovoljavaju nejednadZbe:

2y £2350 — p—3q— 5r— u—2v— 3z (8)
3+ y£1591 —4p— q— r—2t— u— zZ 9)
X+ 2y = p— Jt—4u— v—2z (10)
3x = q— 2t— u—3v—2z (11)
2y + y = r— t—5N—3v— z (12)
2x + 5y = t (13)
8x < u (14)
6x + 3y = v (15)
x4+ y= z (16)

Cim vazi nejednadzba (8), vazi i nejednadzba (3); sli¢no vaZi i za parove nejednadzbi
(9) i (4), (10) i (5), (11) i (6), (12) i (7). Stoga u nastavku smijemo zanemariti ne-
jednadzbe (3), (4), (5), (6) i (7).

Kako tvornica izradi x jedinica finalnog proizvoda X, koji proda po cijeni od
25 novéanih jedinica, te y jedinica finalnog proizvoda Y, koji proda po cijeni od
10 novéanih jedinica, to od prodaje finalnih proizvoda ima prihod:

25x + 10y (17)

nov¢anih jedinica.

Prema tome dobivamo slijede¢i matematicki oblik razmatranog problema:
Treba odrediti one nenegativne vrijednosti varijabla p, q, 1, t, U, v, 2, X iy koje
zadovoljavaju nejednadzbe: (8) do (16) i za koje je prihod (17) najveci.

Nakon preuredenja nejednadzbi dobivamo slijede¢i oblik problema, koji je
pregledniji i prilagoden za ratunanje simpleks-metodom:

Treba odrediti vrijednosti varijabla p, q, r, t, U, V, 2, X i v koje zadovoljavaju
uvjete nenegativnosti p =2 0, q 2 0,r=0,t20,uz0vz2022 0,x=0,
y 2 0 i nejednadzbe:

p+3q+5r+ u -+ 2v+ 3z + 2y £2350
4p+ g+ r+2t4 u+ z+3x+ y=1591
— p+ 3t L4qu+ v+224+ x+2y=0
— q-+ 2t+ u-+3v+2z+4 3x =0
— r+ t+Su43vt z+2x+y =0
— t+ 2x+ 5y =0
— u-+t 8x =0
— v 6x+3y =0
—z+ x+ y=0

tako da funkcija cilja:
f(x, y) =25+ 10y
ima maksimum.
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Kako su sve nejednadzbe linearne i kako je i funkcija cilja linearna funkcija
varijabla, to je rije¢ o problemu linearnog programiranja. Ako problem rijeSimo
simpleks-metodom, dobivamo optimalno mogude rjefenje:

p =251, q=210, r =269,
t=3l, u=24 u=33 z=8,
x=53 y=35
kojemu odgovara najveca vrijednost funkcije cilja:
(3,5 =125

Numericko raCunanje simpleks-metodom mozemo u ovom primjeru nado-

mjestiti grafickom metodom. U tu svrhu uvedemo neke matrice.

Marrica:
|| 2350 |
B |[1591]

odreduje prvobitno raspoloZive koli¢ine sirovina. Matrica:

1 3 5
4 1 1

|

odreduje potrodnju sirovina u prvoj fazi. Matrica:

Al —

R=lq
T

odreduje kolicine izradenih faznih proizvoda prvog stupnia.

Matrica:

odreduje potroSnju sirovina u drugoj fazi. Matrica:

13 4 1 2|
AR =20 1 3 3
11 5 3 1\

odreduje potrodnju faznih proizvoda prvog stupnja u drugoj proizvodnoj fazi.
Matrica:

i
u
v

Z _

Z
odreduje kolitine izradenih faznih proizvoda drugog stupnja.
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Matrica:
2|

A3:‘0
13 1|

odreduje potro$nju sirovina u trecoj fazi. Matrica:

11 2]
A¥=|3 0]
2 1}

odreduje potro$nju faznih proizvoda prvog stupnja u trecoj fazi proizvodnje.

Matrica:

Aza ==

—_— oy 00 b
—_— Ly O th

odreduje potro$nju faznih proizvoda drugog stupnja u trecoj fazi. Matrica:

odreduje koli¢ine finalnih proizvoda. Matrica:
W=|25 10|

odreduje trzi$ne cijene finalnih proizvoda.

Pomocu ovih matrica izracunajmo potro$nju sirovina ako tvornica izradi Y
finalnih proizvoda, Pri proizvodnji Y finalnih proizvoda potrosi:

a) A®Y sirovina,
b) A3 Y faznih proizvoda prog stupnja, za §to potrodi: A' A?Y sirovina,
¢) A?*Y faznih proizvoda drugog stupnja, za St0 potrosi A* A** Y sirovina
i A!? A23 Y faznih proizvoda prvog stupnja; za ove posljednje potrosi A'A'?A** Y
sirovina. Za izradu Y finalnih proizvoda tvornica potrosi ukupno:
APY - ATATY L A’ A2 Y 4 AT AV APY
sirovina. Kako tvornica raspolaze sa S sirovina, to vazi nejednadzba:
(A® L ALA® - A2ZAZ + ATAZAP)Y £ 8 (18)
Prodajom Y finalnih proizvoda tyornica ima prihode:
WY (19)
Prema tome dobivamo slijede¢i problem linearnog programiranja U matri¢nom

obliku:
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Treba odrediti nenegativnu matricu Y koja zadovoljava nejednadzbu (18)
tako da funkcija cilja (19) ima maksimum.

Ako u nejednadzbu (18) i u funkeiju cilja (19) uvrstimo numericke vrijednosti
na temelju gore definiranih matrica, to dobivamo slijedeci problem linearnog pro-
gramiranja:

Treba odrediti vrijednosti varijabla x i y koje zadovoljavaju nejednadzbe:

x=20y20
490x + 176y = 2 350
302x + 137y = 1 591

tako da funkcija cilja;
F(x, y) = 25x + 10y
ima maksimum.
Kako vidimo na sl. 31, ovaj linearni program rije$imo graficki u ravninskom

kartezijskom koordinatnom sistemu x0y. Tocka M (3,5) prikazuje optimalno
moguce rjcSenje;

X = 3’ y = A

0

SI 31, Graficko odredivanje optimalnog riefenja
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kojemu odgovara najveca vrijednost funkeije cilja:
£(3,5) =125

Izratunajmo jo§ ovom optimalnom mogucéem rjesenju odgovarajuce kolicine
faznih proizvoda prvog i drugog stupnja. Pri proizvodnji:

Y = 3
5
finalnih proizvoda tvornica potrosi:
‘ 2 5| ‘31 |
Z _ABYy-— |8 0‘ 13 _||24]
6 3| |3 33‘
(R 8

faznih proizvoda drugog stupnja; stoga je:
—3l,u=24,v=332z=28
Pri proizvodnji;

‘ 31|

I| |

3| ‘

Y = i . ‘ finalnih proizvoda i Z = i‘;
' || 8

faznih proizvoda drugog stupnja tvornica potrosi:
" (31 || ¢
o2l gy 304 12 2; ‘ 251 |

R=AV¥Y FA”Z=|3 0”-\5|; 2 3 2 |33 — 11210
!_2 o P s o3 [Tf 269

faznih proizvoda prvog stupnja: stoga je:
p = 251, q = 210, r = 269

Grafickom metodom dobiveni rezultati poklapaju se s rezultatima koje smo
izracunali simpleks-metodom.

Vjeibe

1. Poduzeée od sirovina A i B u prvoj fazi izraduje fazne proizvode P i Q, u drugoj fazi
fazne proizvode T i U i u trecoj fazi finalne proizvode X i Y. Od sirovine A ima na raspolaganju
488, a sirovine B 754 jedinice. Za jedinicu proizvoda P potroi 2 jedinice sirovine A i 1 jedinicu
sirovine Bj; za jedinicu proizvoda Q potro$i 1 jedinicu sirovine A i 3 jedinice sirovine B. Za je-
dinicu proizvoda T potroii 4 jedinice proizvoda P i 3 jedinice proizvoda Q; za jedinicu pro-
izvoda U potrodi 3 jedinice proizvoda P i 6 jedinica proizvoda Q. Za jedinicu proizvoda X potrosi
5 jedinica proizvoda T i 4 jedinice proizvoda Uj za jedinicu proizvoda Y potroi 2 jedinice proi-
zvoda T i 6 jedinica proizvoda U. Sve finalne proizvode proda po istoj cijeni od 3 novlane
iedinice. Kako da poduzeée programira proizvodnju da bi od prodanih finalnih proizvoda imalo
najve¢i prihod?

(142, 204: 16, 265 x = 2, y = 3; 15)
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2. Poduzece od sirovina A i B izraduje u prvoj fazi proizvode P i Q, a od njih u drugoj
fazi proizvode T 1 U te konatno od ovih u tre¢oj fazi finalne proizvode X i Y. Poduzece raspo-
laze sa 214 jedinica sirovine A i 218 jedinica sirovine B. Potro§nju sirovina u prvoj fazi odredujz
matrica:

Nz 1
1 2

|
Ista matrica odreduje potrodnju faznih proizvoda u drugoj proizvodnoj fazi, pa i potroinju faznih
proizvoda u trecoj fazi. Sve finalne proizvode poduzeée proda po istoj cijeni od 8 novéanih jedi-
nica, Kako da poduzece programira proizvodnju da bi od prodanih finalnih proizvoda imalo
najvedi prihod?

(70, 74; 22, 26; x = 6, y = 10; 128)

4, Analiza dvofaznih procesa

Opce dvofazne procese analizirat ¢emo u nastavku na primjeru dvofaznih
proizvodnih procesa. Za takvo razmatranje imamo dva razloga. Prvo je §to su v
privredi dvofazni proizvodni procesi vrlo Cesti i osobito znatajni, a drugi je razlog
terminoloSkog znacaja: na taj nadin Zelimo previ$e uopéen nacin izrazavanja po-
jednostavniti i uciniti zornijim. Dok obrnuto nema osobitih te$koéa da se dvofazni
proizvodni procesi uopce na proizvoljne opéenitije dvofazne procese.

Svaki dvofazni proizvodni proces najprije podijelimo na dvije proizvodne
faze. U prvoj fazi novéanim sredstvima i raznim elementima proizvodnog procesa
izradujemo fazne proizvode, a nakon toga u drugoj fazi finalne proizvode. Za bolju
analizu proizvodnog procesa medutim podjela na dvije faze premalo je tocna;
stoga cemo u nastavku proizvodni proces rasclaniti podrobnije i analizirati ga tako
da budu ukljucene sve razli¢ite moguénosti §to pri tom procesu mogu nastupiti,

Rasclanjenje dvofaznog proizvodnog procesa pokazuje sl. 32, Prema toj slici
u nastavku ¢emo kvalitativno i kvantitativno analizirati pojedine ¢lanove u lancu
¢itavog dvofaznog proizvodnog procesa.

Odluka D,. Za provedbu c¢itavog dvofaznog procesa potrebna su novéana
sredstva. S obzirom na koli¢ine raspoloZivih novéanih sredstava moramo prosuditi
i odluciti koja od ovih alternativa postoji: ili alternativa a,, gdje su novéana sredstva
neograniceny, ili pak alternativa b, gdje su novéana sredstva ogranicena.

Alrernativa a,. Pri toj su alternativi raspoloZiva noviana sredstva neograni-
cena, Sto prakticki znaci da ih imamo toliko koliko je potrebno za bilo kakvu izvedbu
proizvodnog procesa. Kako pri toj alternativi s obzirom na novéana sredstva ne-
ma nikakvih ogranifenja, uzimamo kao da ih imamo na raspolaganju:

K‘_:r}:.

U toj se alternativi radi o ¢isto tehnickoj proizvodnji, u kojoj proizvodne troskove
uopce ne uzimamo u obzir; tako proizvodnju odreduju samo materijalni i tehnicki
kapaciteri. Kako se pri toj alternativi i u ¢itavom daljnjem procesu ne treba obazirati
na troskove, to u funkeiji cilja uzimamo u obzir samo prihode od prodanih proiz-
voda.

Alternativg b,. Po 10j su alternativi novéana sredstva koja nam stoje na raspo-
laganju za financiranje proizvodnog procesa ogranitena i u odgovaraju¢im novéanim
jedinicama iznose:

K] = k
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S1. 32. Rasélanjenje dvofaznog proizvodnog procesa

Pri toj je alternativi proizvodnja zavisna od koli¢ine uloZenih novcanih sredstava
ali i od materijalnih i tehnikih kapaciteta. Kako pri toj alternativi u Citavom dalj-
njem proizvodnom procesu moramo uzimati u obzir otjecanje i dotjecanje novcanih
sredstava, to u funkciji cilja moramo uzimati u obzir konaé¢ni saldo novéanih sred-
stava.

Na slici 32. odluci D, i alternativama a, i b, odgovara prvi odsjek lijevo gore.
Nakon odluke D, imamo u proizvodnom procesu uklju¢ena noviana sredstva K, .

Odluka D,. U proizvodni proces ulazemo razne elemente proizvodnog procesa
kao §to su npr. razne sirovine, strojevi, razli¢ito osposobljena radna snaga itd.
Elemente proizvodnog procesa koji sudjeluju u proizvodnom procesu oznacavamo
uzastopce sa:

Ql: CL QI! LREE } Qs
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Elemenata proizvodnog procesa imamo na raspolaganju samo ogranicene kolicine.
Te raspolozive kolitine u odgovarajuéim jedinicama odreduje matrica:

I

U proizvodni proces ulaZemo neke kolidine elemenata proizvodnog procesa; te
kolicine odreduje matrica:
Z

Z =z =N

| 2|
Kako su koli¢ine elemenata proizvodnog procesa ogranicene, to ulozene kolicine
odgovaraju nejednadzbi:

S,

1A

S (2,8)

U vezi s nabavom elemenata proizvodnog procesa treba prosuditi i odlucit
da li vazi alternativa a,, gdje su elementi proizvodnog procesa bez daljnjeg vec¢
raspolozivi, ili pak vazi alternativa b,, gdje ih moramo tek nabaviti,

Odluka automatski ukljucuje i odgovarajuéu odluku o ulaganju novcanih sred-
stava za nabavu elemenatza proizvodnog procesa. Ako elemente proizvodnog procesa
nije potrebno nabavljati, to za njih ne treba izdavati novéana sredstva; takva situ-
acija nastupa u alternativi a,. Ako je medutim elemente proizvodnog procesa po-
trebno nabaviti, onda za njih potrodimo nesto od novcéanih sredstava; takva situacija
nastupa u alternativi b,

Alternativa a,. Pri toj su alternativi elementi proizodnog procesa raspolozivi,

pa ih ne treba tek nabavljati. Stoga uzimamo formalno, kao da je nabavna cijera
elemenata proizvodnog procesa jednaka 0, da je:

Uu=0

Bududi da pri tom ne izdajemo nikakva novéana sredstva, ona prihvacanjem te
alternative iznose:

Kz = K]

Kolicine elemenata proizvodnog procesa koje u toj alternativi ulazemo u proizvodnju
prema ranijem su jednake:
S, =2



Alternativa b,. Po toj alternativi elemente proizvodnog procesa moramo
nabaviti po nabavnim cijenama koje su vece od 0; stoga vazi:

U=10

Za nabavu S, = Z elemenata proizvodnog procesa potrosimo:
US, =u,s + ... + w8+ ... +u8

novéanih sredstava, tako da nakon te alternative ostaje jo¥
K.=K,—US,

raspolozivih nov¢anih sredstava. Kako ostatak novcanih sredstava ne moze biti
negativan, to se moZe nabaviti samo toliko elemenata proizvodnog procesa da vazi
nejednadzba:

K,—-US,2z0 (2, K)

Na sl. 32. odluci D, i alternativama a, i b, odgovara drugi odsjek gore.
Nakon odluke D, imamo u proizvodni proces ukljucenih K, novéanih sredstava i §,
elemenata proizvodnog procesa.

Odluka Ds. U pogledu termina ulaganja elemenata proizvodnog procesa u
proizvodnju moramo prosuditi i odluciti da li vazi alternativa as, gdje ulazemo
sve raspolozive koli¢ine elemenata proizvodnog procesa ve¢ u prvu fazu, ili pak
vazi alternativa by, gdje ih ulazemo djelomicno u prvu fazu, a djelomi¢no ih
pohranimo za drugu fazu.

Alternativa as. Pri toj alternativi sve raspolozive kolitine elemenata proiz-
vodnog procesa ulazemo u cijelosti u prvu proizvodnu fazu, pa nam u drugoj fazi
vide nisu potrebne. Pri toj je alternativi jednaka 0 ncka matrica koju oznalimo
slovom B, a koju ¢emo definirati kasnije. Kako se u 10] alternativi radi samo o
rasporedu elemenata proizvodnog procesa, to s¢ ne mijenjaju ni koli¢ina raspolo-
#ivih novcanih sredstava ni koli¢ine elemenata proizvodnog procesa. Zbog toga je
koli¢ina movéanih sredstava Ks, koja ostaje raspoloziva nakon prihvacanja te
alternative, jednaka koli¢ini prije toga raspolozivih novcanih sredstava K,, vazi
dakle:

I(.g = K2
1z istih razloga koli¢ine raspoloZivih elemenata proizvodnog procesa S, odgova-
raju jednadzbi:

Sa = Sz

Alrernativa bs. Ako prihvatimo tu alternativu, ulaZemo elemente proizvodnog
procesa djelomi¢no u prvu proizvodnu fazu, a djelomi¢no ih prohranimo za drugu.
Gore spomenuta matrica B pri toj alternativi nije negativna. Kako se i u toj alterna-
tivi radi samo o rasporedu elemenata proizvodnog procesa, a da se pri tom ne

mijenjaju ve¢ u proizvodni proces ukljucene koli¢ine, to vaze jednadzbe:
K; =K,
S, =8,
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Na slici 32. odluci D; i alternativama a; i by odgovara treéi odsjek gore. Nakon
odluke D3 imamo u proizvodni proces uklju¢enih K; novéanih sredstava i S.
elemenata proizvodnog procesa.

L. faza (odluka D,). U prvoj proizvodnoj fazi raspoloZivim nov¢anim sred-
stvima i elementima proizvodnog procesa izradujemo fazne proizvode f tipove
koje uzastopce oznatimo ovako:

1:1.3 i Fj'J = =53 FE
Za izradu 1 jedinice faznog proizvoda F; potrosimo
k;
novéanih sredstava kao direktnih trogkova i
dij

jedinica elemenata proizvodnog procesa Q;; pri tom indeks i ide od | do s, a indeks
jod 1 dof. U prvoj fazi izradimo

| P
xj—!—xj

jedinica faznih proizvoda Fj; ovu koli¢inu napisemo u obliku sume iz razloga koji
¢emo kasnije objasniti. Fazni proizvodi F, imaju prodajnu cijenu

"’j

novcanih jedinica. Sve te podatke za prvu fazu pregledno daje tabela |.

TABELA 1. PRVA FAZA

I Fazni proizvodi | Ograni-
‘ F, s F, e F; Cenja
Nov¢ana
X |
sredstva ky k; K¢ K, |
Qi ayy R dy Ay Zy
Elementi : ; : :
proizvodnog | Q; 4 e ay visis A z
procesa : : # . .
| Q. gy Ay s Z,
Kolitine X1 +x8 o x4 x4 xP |
Cijene | W s v e v | |

Prema tabeli 1, koja odreduje podatke prve proizvodne faze, uvedemo ncke
matrice. Matrica:
K == || kl . kj e kf ||
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odreduje potro$nju nov¢anih sredstava. Matrica:

;‘a“ ceo 875 e By |
A:‘ Ajp e By oee. a”i
[|asy -+ By .o By |

odreduje potro$nju elemenata proizvodnog procesa.

Suma matrica:

% |

odreduje koli¢ine izradenih faznih proizvoda. Kona¢no matrica:
V=|v . V- W |

odreduje prodajne cijene faznih proizvoda.

U prvoj fazi potro$imo:
K (X -+ xu)

novéanih sredstava; zbog toga nakon konatne faze ostaje jos
K, =K; — KX+ X")
novéanih sredstava. Kako ta koli¢ina ne moZe biti negativna, to za novcana sredstva
slijedi nejednadzba:
Ki— KX+X)20 (4, K)
Buduci da nakon prihvacanja alternative a, kod odluke D, vaZi jednadzba:
K; =K, =K; —US,,
to iz nejednadzbe (4,K) dobivamo nejednadzbu:
K,—US,-KX+X)=20

Kako je nejednadzba (2, K) ispunjena ¢im je ispunjena ova nejednadZzba, to je
mozemo zanemariti.

U prvoj proizvodnoj fazi potrosimo
AX+ X7
elemenata proizvodnog procesa, tako da ih nakon zavréene faze ostaje jo3

S, =S; — A(X + X?)
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Buduci da je u svakom primjeru 8; = §,, to zbog zahtjeva za nenegativnoscu
za elemente proizvodnog procesa dobivamo nejednadzbu:

S, —AX+X) =0 (4.8)

Ustanovimo takoder da nakon zavriene prve faze raspolazemo jo§ sa

F,=X-X»
faznih proizvoda.

Prvu proizvodnu fazu radi jedinstvenosti matematicke simbolike nazivamo i
odlukom Dy; na sl. 32. odgovara joj posljednji odsjek desno gore. Nakon zavriene
prve faze u proizvodni proces imamo ukljudenih K4 novtanih sredstava, 8, ele-
menata proizvodnog procesa i F, faznih proizvoda,

Odluka Ds. U pogledu raspolaganja izradenim faznim proizvodima moramo
prosuditi i odluciti da li vazi alternativa as, gdje ¢emo fazne proizvode u cijelosti
potrositi u dugoj proizvodnoj fazi, ili pak vazi alternativa bs, gdje ¢emo ih djelo-
mi¢no potrositi u drugoj fazi, a djelomi¢no prodati, pa ih tako iskljuciti iz daljnjeg
proizvodnog procesa. Koli¢ine faznih proizvoda koje zadrzavamo za drugu fazu
vec smo gore oznacili matricom X, dok smo koli¢ine koje prodajemo oznacili sa ¥P.
drugu proizvodnu fazu i uopée ih ne prodajemo.

Alternativa as. Pri toj alternativi zadrzimo sve izradene fazne proizvode za
drugu proizvodnu fazu i uopée ih ne prodajemo. Zbog toga za ovu alternativu
vazi jednadzba:

Xr=0
U tom je primjeru kolicina u prvoj fazi izradenih proizvoda jednaka X. Kako se
prihvacanjem ove alternative ne mijenjaju ni kolicina raspolozivih novéanih sredstava
ni koli¢ine elemenata proizvodnog proecsa, to vaze jednadzbe:

s =K

Ss — S_q_
Za kolicine faznih proizvoda prema gornjem po ovoj alternativi vazi:

F_l,_-F4:X

Alternativa bs. Po ovoj alternativi jedan dio faznih proizveda zadrzavamo
za drugu proizvodnu fazu, a preostali dio prodajemo; pri tom zadrzavamo za
drugu fazu X, a prodamo ih X",

Zbog prodaje faznih proizvoda raspoloziva noviana sredstva povecaju se za
VX
novcanih jedinica na:

1{5 — 1{4 + pr

Ruko pri ovoj alternativi koli¢ine raspolozivih elemenata proizvodnog procesa
ostaju nepromijenjene, to vazi jednadzba:

S_q = 84



Zbog prodaje X” faznih proizvoda ostaje ih u proizvodnom procesu jos:
Fs =X

Na sl. 32. odluci D5 i alternativama as i bs odgovara prvi odsjek lijevo dolje.
Nakon te odluke u proizvodni proces imamo ukljucenih K5 novcanih sredstava,
S, elemenata proizvodnog procesa i Fs faznih proizvoda.

Odluka Ds. U pogledu nadina upotrebe novcanih sredstava koje dobivamo
prodajom faznih proizvoda moramo prosuditi i odluciti da li vazi alternativa ag,
prema kojoj ta sredstva ne potrodimo u drugoj fazi, ili pak vazi alternativa bg,
prema kojoj ta sredstva potrodimo za financiranje druge faze.

Alternativa ag. Pri ovoj alternativi u drugoj fazi ne koristimo novcana sredstva
koja smo dobili prodajom faznih proizvoda. Zbog toga dobivena novcana sredstva
izlu¢imo iz daljnjeg proizvodnog procesa i uzimamo ih u obzir tek na kraju pri
zaklju¢ku bilance. Kako ova sredstva u nastavku ne¢emo uzimati u obzir u proiz-
vodnom procesu, moramo za toliko smanjiti raspoloZiva nov¢ana sredstva. Stoga
su po ovoj alternativi raspoloZiva nov¢ana sredstva jednaka:

Ks =K; — VX =K,
novCanih sredstava.

Kako se prema ovoj alternativi ne mijenjaju ni kolitine elemenata proizvodnog
procesa ni koli¢ine raspolozivih faznih proizvoda, to vaze jednadzbe:

S¢ = 8s
Fﬁ — F5 = X
Alternativa bs. Pri ovoj alternativi nov¢ana sredstva dobivena za prodane
fazne proizvode uklju¢imo u postojeca pa ih nakon toga zajedno potrosimo za

financiranje proizvodnje u drugoj fazi. Kako se zbog toga raspoloZiva novcana
sredstava ne mijenjaju, to su ona nakon prihvacanja ove alternative jednaka:

K, =Ks; =K, + VX*

Bududi da se po ovoj alternativi ne mijenjaju ni raspolozive koli¢ine elemenata
proizvodnog procesa ni faznih proizvoda, to vaze jednadzbe:

Ss = ss
Fﬁ — FS — X
Na sl. 32. odluci D, i alternativama a¢ i bs odgovara drugi odsjek dole. Nakon

ove odluke imamo u proizvodni proces uklju¢enih Ky novcanih sredstava, Se
elemenata proizvodnog procesa i Fq faznih proizvoda.

II. faza i odluka D;. U drugoj proizvodnoj fazi raspoloZivim nov¢anim sred-
stvima, elementima proizvodnog procesa i faznim proizvodima izradujemo finalne
proizvode p tipova koje oznatujemo ovako:
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U pogledu na nacin potro$nje faznih proizvoda kao produkcionih faktora razliku-
jemo dvije alternative a, i b. Pri alternativi a, fazni proizvodi za vrijeme proiz-
vodnje finalnih proizvoda nestaju i odredenim tehnologkim postupkom preobli-
kuju se u finalne proizvode; o takvoj se alternativi radi npr. u dvofaznoj poljo-
privrednoj proizvodnji, gdje u prvoj fazi proizvodimo krmivo, koje nakon toga u
drugoj fazi potrodimo za stoku kao finalni proizvod. Po alternativi b, fazni se
proizvodi za vrijeme proizvodnje u drugoj fazi habaju i time smanjuju svoju vri-
jednost; o takvoj je alternativi rije¢ npr. u industrijskoj proizvodnji, gdje u prvoj
fazi izradimo strojeve za obradu kao meduproizvode, a nakon toga njima u drugoj
fazi izradujemo finalne proizvode.

U drugoj proizvodnoj fazi nastupa odluka D, kad moramo prosuditi 1 odlu-
citi da Ii vazi alternativa a,, pri kojoj meduproizvodi nestaju, ili pak vazi alterna-
tiva by, pri kojoj fazni proizvodi habaju. Na sl. 32. odluci D, i alternativama a-
i b, odgovara treci odsjek dolje.

Alternativa a;. Prema ovoj alternativi fazni proizvodi u proizvodnom procesu
druge faze nestaju i na neki se nacin preoblikuju u finalne proizvode. Za izradu
jedne jedinice finalnog proizvoda P, potrogimo.

hy
novcanih jedinica kao direktnih trogkova,
by
jedinica elemenata proizvodnog procesa Q, i
Cik
jedinica faznog proizvoda F,; pri tom indeks i ide od | do s, indeks jod 1 dofi
indeks k od 1 do p. U drugoj fazi izradimo
Y
jedinica finalnog proizvoda Py. Finalni proizvod P, ima cijenu
Wi
novcéanih jedinica.
Sve te podatke za drugu proizvodnu fazu pregledno daje tabela 2; u njoj su
navedeni jos i koeficijenti r; i d;, koji medutim u ovoj alternativi ne dolaze u obzir.
Po tabeli 2, koja odreduje podatke za drugu proizvodnu fazu, uvedemo neke
matrice. Matrica:
H = |I hl hk hp ||

odreduje potro$nju novéanih sredstava, Matrica:

2
i)
fre



TABELA 2. DRUGA FAZA

| Finalni proizvodi .| Smanje-
— Ograni- : .
[ o nje vri Obrada
| P, s Py gEE r, cemja jednosti
Novéeana sredstva | h, cee hy s hy ] Ks I
Ql ]?11 1_31k F‘lp
Elementi : . : :
proizvodnog | Q; by cas bix coe o by Se
procesa I : . -
Qs bsl Lt bsi st bsn
Fy Ci1 Cix Cip X3 Ty d,
Fazni 3 : - ; 2 : .
proizvodi F, ‘ G w1 e 4 h dy
Fr Cry Crx Crp Xr Ty | de
Kolitine ‘ ¥i wWE Y T
Cijene Wi pee Wy EE Wy

odreduje potrosak elemenata proizvodnog procesa. Ovu smo matricu ve¢ spome-
nuli pri razmatranju odluke D;; u alternativi a; ova je matrica 0, a u alternativi
b; je nenegativna. Matrica:

‘Ic11 seer Byg s Sig
C = Cjp - Cjg -+ ij ‘

|| - g i

Cey oo Cegg  -o» Cp

odreduje potroénju faznih proizvoda. Matrica:

174

Y = “ Y‘k |
I5.]
jzrazava kolicine finalnih proizvoda. Konacno, matrica:
W= W ... Wg...Wp l
odreduje prodajne cijene finalnih proizvoda.
U proizvodnji Y finalnih proizvoda potro$imo

HY
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jedinica novcanih sredstava, pa ih stoga na kraju druge faze ostaje na raspola-
ganju jos

K;=K; —-HY
Zbog zahtjeva za nenegarivnod¢u iz toga dobivamo nejednadzbu:
Ke—HY 20 (7, K, )
U proizvodnji Y finalnih proizvoda potrodimo
BY
elemenata proizvodnog procesa, pa ih stoga na kraju druge faze ostaje jos
$; =8, —BY

Zbog zahtjeva za nenegativno$¢u iz toga dobivamo nzjednadsbu:
S:—BYZ=0 (7,S)

U proizvodnji Y finalnih proizvoda potrogimo

CY
faznih proizvoda, pa ih stoga na kraju druge faze ostaje jo§
F‘J\' =5 Fs —_— C Y

Zbog zahtjeva za nenegativnodcu iz toga dobivamo nejednadzbu:
F; -CY=0 (7, F,a)

Drugom proizvodnom fazom proces se zavriava; odredimo kolicine i vrijed-
nosti koje imamo na kraju procesa. Od novéanih sredstava K, koje smo ulozili
za financiranje druge faze, ostaje jo§ K, novcanih jedinica; pri tom medutim
ne smijemo zaboraviti na one eventualne V XP jedinice koje smo izlucili iz proiz-
vodnog procesa ako smo prihvatili alternative bs i ag, tj. ako smo dio faznih pro-
izvoda prodali i dobivena novéana sredstva izlucili iz proizvodnog procesa. Ako
smo prihvatili ove dvije alternative, onda su ukupna raspoloziva novéana sredstva
jednaka

K, -VXr

novcanih jedinica. Od elemenata proizvodnog procesa na kraju druge faze ostaje
jo8 875 njihova je vrijednost jednaka:

US,
novcanih jedinica. Od faznih proizvoda ostaje jo$ ¥, ; njihova je vrijednost jednaka:
VE,
novcanih jedinica. Finalnih proizvoda izradimo u drugoj fazi Y; njihova je vrijed-
nost jednaka

WY

novéanih jedinica.
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Alternativa b-. Pri toj alternativi fazni se proizvodi za vrijeme proizvodnog
procesa habaju i stoga smanjuju svoju vrijednost. O takvom se procesu nd primjer
radi kad su fazni proizvodi strojevi za obradu kojima u drugoj fazi obradujemo

w

finalne proizvode. Stoga Cemo radi kraceg izrazavanja u ovoj alternativi fazne
proizvode nazivati ukratko strojevima. Sve podatke za drugu fazu pregledno

daje tabela 2; znacenje nekih koeficijenata u tabeli pri ovoj se alternativi razlikuje
od njihovog znalenja u alternativi a;.
Kao prema prijasnjoj alternativi za proizvodnju 1 jedinice finalnog proizvoda
P, potrosimo
hy

novéanih jedinica direktnih troskova; u te trotkove medutim nisu ukljuceni tro-

gkovi obrade na strojevima, koje cemo uzeti u obzir kasnije. Isto tako kao u pri-
ja$njoj alternativi za proizvodnju 1 jedinice finalnog proizvoda Py potrosimo

bl.k

jedinica elemenata proizvodnog procesa Q. Pri obradi 1 jedinice finalnog proizvoda
P, na stroju F; potro§imo

Cik
vremenskih jedinica. Ako stroj Fj radi 1 vremensku jedinicu, nastaje

d;

novéanih jedinica direktnih trodkova. Ako stroj za obradu F,; radi jednu vremensku
jedinicu, onda se njegova vrijednost smanjuje za

I

novéanih jedinica; u nastavku pretpostavimo da je ukupno smanjenje vrijednosti
stroja direkino proporcionalno vremenu pogona stroja. U drugoj fazi izradim o

Yi

jedinica finalnog proizvoda Py. Finalni proizvod Py ima cijenu
Wi

novéanih jedinica.

Po tabeli 2, koja daje podatke za drugu fazu, uvedemo osim matrica H, B,
C, Y i W uvedenih ve¢ u prijasnju alternativu jo§ dvije matrice. Matrica:

D =|d;..d;... de ||
odreduje direktne troskove obrade na strojevima, a matrica:
R =10 Tgoee I

odreduje smanjenje vrijednosti strojeva.

Izratunajmo koli¢ine novtanih sredstava, elemenata proizvodnog procesa
faznih proizvoda koje potro§imo u drugoj fazi.
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Nov¢ani trokovi §to nastaju za vrijeme druge faze sastoje se u ovoj alternativi
od dva dijela. Prvi dio obuhvaca direktne troSkove, koje odreduje matrica H; 7a
proizvodnju Y finalnih proizvoda ovi su troskovi jednaki:

HY

novcanih jedinica. Drugi dio obuhvaca direktne tro$kove koji nastaju zbog pogona
strojeva za obradu i koje odreduju matrice C i D; ovi su troskovi u proizvodnii
jedne jedinice finalnog proizvoda P, jednaki:

d1 Clk + “en "I_ dJ Cjk + e 4 df Clk

novcanih jedinica; stoga su ukupni direktni trokovi pri proizvodnji Y finalnih
proizvoda jednaki:
DCY

novcanih jedinca. Ako zbrojimo i jedne i druge troskove, dobivamo za drugu fazu
ukupne troskove:
H+DOY

novcanih jedinica. RaspoloZiva novéana sredstva ito ostanu na kraju druge faze
stoga su jednaka:

K7—Kﬁ_(H+DC)Y

novcanih jedinica. Zbog zahtjeva za nenegativnioSéu iz toga za novéana sredstve
dobivamo nejednadzbu:

Ke—H+DCY=0 (7, K, b)
Pri proizvodnji Y finalnih proizvoda potro$imo u drugoj fazi
BY
elemenata proizvodnog procesa, tako da ih na kraju druge faze ostane jos
S, =8, —-BY

Kako ova kolicina ne moze biti negativna, to za elemente proizvodnog procesa
slijedi nejednadzba:

Ss —BY=90 (755
Fazni se proizvodi tipova:

Fl.‘l maeny F_js ey Ff
kao strojevi za obradu u drugoj fazi habaju i gube u vrijednosti, Fazni je proizvod
dotrajao kad njegova smanjena vrijednost postane jednaka 0. Kako fazni proizvodi
pojedinih tipova imaju uzastopce pocetne vrijednosti:

Vio sy Wiy svesi Wy
i kako su njihovi koeficijenti smanjivanja vrijednosti uzastopce jednaki:

Tis woy Ty wiuy Iy,
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to fazni proizvodi traju uzastopce po

Vi Vi Vi
by =y eed T8 R T
Iy T Ty

vremenskih jedinica. Od ovih brojeva koji izrazavaju trajanje pojedinih faznih
proizvoda sastavimo dijagonalnu matricu:

‘|t1 e W0 s 0||
T_‘O tJ ()|‘
R

Faznih proizvoda kao strojeva za obradu pojedinih tipova imamo u drugoj fazi na
raspolaganju uzastopce po
Xy iy Kyswiny Xy

jedinica. Radi toga imamo za svaki tip strojeva za obradu u svrhu obrade finalnih
proizvoda na raspolaganju uzastopce po

ty Xisiioves TRy wioy LKy

vremenskih jedinica. Ova raspoloZiva vremena jednaka su uzastopnim komponen-
tama matri¢nog produkta

TX
Za obradu Y finalnih proizvoda potro$imo

CY

vremenskih jedinica pogona strojeva za obradu; kako vrijeme potrebno za obradu
ne moze biti duze od raspoloZivog vremena, to za fazne proizvode slijedi nejednadzba:

CYsTX (7, F,b)

S drugom fazom proizvodni se proces zavrsava; odredimo koliCine i vrijednosti
kojima raspolazemo pri kraju procesa.

Od novéanih sredstava Kg koje smo ulozili za financiranje druge faze ostaje
jo§ K, novcanih jedinica. Pri tom ne smijemo zaboraviti onih V X? jedinica koje
smo izlu¢ili iz proizvodnog procesa prihva¢anjem alternativa bs i ag; ako smo
prihvatili ove dvije alternative, onda su ukupna novcana sredstva jednaka

Kq + VX?
nov¢anih jedinica.

Qd elemenata proizvodnog procesa ostaje na kraju druge faze S,; njihova je
vrijednost jednaka:

U S,
novéanih jedinica.
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Fazni proizvodi kao strojevi za obradu u drugoj fazi gube u vrijednosti; nji-
hova je ukupna preostala vrijednost jednaka:

VX-RCY
novcanih jedinica; izratunamo je ovako:

Najprije izracunajmo vrijeme pogona strojeva za obradu. U drugoj fazi izradimo
¥k jedinica finalnih proizvoda P,; te proizvode obradimo medu ostalim i na X
strojeva tipa F;. Radi toga svaki stroj tipa F; obradi y,/x; jedinica proizvoda tipa
Py. Ove brojeve za sve finalne proizvode i za sve strojeve daje tabela 3.

TABELA 3. BROJ] FINALNIH PROIZVODA ISTOGA TIPA
KOJE OBRADUJE NEKI STROJ

Finalni proizvodi |

Py - P, ... B,
| y .
" Y v ¥,
F i 21 Fald 2% - il ‘
' X, %y
Strojevi | \’-1 }:k \.:“ |
¥a ]?J ;_ 14 ;(_ y L
obradu . i 2 i ‘
- : :
| ) ¥ %
Fr | £ Vi il ‘
| Xy Xy Xr

[z tabele 3. vidimo da svaki stroj tipa F; obradi po
Vi Yk Yo
B Bt
proizvoda tipa:
P, .,P, .. P

Da bi obavio taj posao siroj I,, mora biti u pogonu

y ¥
N B o K D
C + ... +¢ + G
i1 T i g iy

3 |

| et
e

vremenskih jedinica. Kako ovom stroju odgovara koeficijent smanjenja vrijednosti
I, to se vrijednost stroja smanjuje za

Uy .. :
- Y = e O Vi A+ ven F Cin ¥p)
X

novcanih jedinica, tako da je konacna preostala vrijednost stroja jednaka

rj 1\ |
vy — v (Cj1 ¥1 + oee + Cik Yi T oo ¢y Yol
i
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novéanih jedinica. Zbog toga je preostala vrijednost svih x; strojeva tipa I'; jednaka:
Vi X — (e ¥y e T O Vi ke T Cjp ¥p)

novéanih jedinica. Ako zbrojimo preostale vrijednosti svih strojeva svih tipova,
dobivamo njihovu vrijednost na kraju druge faze; ta je vrijednost jednaka:
VX—-RCY
To je i trebalo izracunati.
Izracunana vrijednost zbog smanjenja vrijednosti faznih proizvoda ili strojeva
nije negativna. To mozemo uvidjeti ovako: nejednadzbu (7, F, b) premultiplici-
ramo matricom R i dobivamo nejednadzbu:

RTX -RCYz=0
Kako je RT =V, to iz posljednje nejednadzbe slijedi nejednadzba:

VX—RCY=0
3to je trebalo dokazati,
U drugoj fazi izradimo Y finalnih proizvoda; njihova je vrijednost jednaka:
WY
novcanih jedinica.

Funkcija cilja (odluka Dg). Posto je dvofazni proizvodni proces zavrsen, mo-
ramo jo§ izabrati funkciju cilja. Taj je izbor dodue proizvoljan, no ipak mora od-
govarati cilju proizvodnje. Po zaklju¢ku proizvodnje moramo prosuditi i odluciti
koju funkciju cilja da uzmemo. Pri razmatranoj proizvodnji izaberemo medu
raznim moguénostima koje imaju ekonomski smisao za funkciju cilja konaéni nov-
Cani saldo.

Konacéni novéani saldo sastavljen je od Cetiri dijela: od raspolozivih novcanih
sredstava, od vrijednosti preostalih elemenata proizvodnog procesa, od vrijednosti
preostalih faznih proizvoda i od vrijednosti finalnih proizvoda. Sve te koli¢ine ved
smo izratunali prilikom razmatranja druge proizvodne faze.

RaspoloZiva novcana sredstva zavise od alternativa koje smo izabrali kod
odluka Ds i Dg. Nakon prihvacanja alternativa bs i bs, gdje sredstva dobivena
prodajom faznih proizvoda upotrijebimo za financiranje druge faze, ta su sredstva
jednaka:

Kg = K-_r
Nakon prihvaéanja alternativa bs i s, gdje sredstva dobivena prodajom faznih
proizvoda isklju¢imo iz proizvodnog procesa, ona su jednaka:

Ky =K; +VX?
Vrijednost preostalih elemenata proizvodnog procesa jednaka je:
US;,
Vrijednost je ostalih faznih proizvoda ako se prihvati alternativa a;, jednaka:

VF,
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a prihvacanjem alternative b, jednaka je:
VX-RCY
Vrijednost izradenih finzlnih proizvoda jednaka je;
WYy
novcanih jedinica,

Odredivanju funkcije cilja ili odluci Dg na sl. 32. odgovara posljednji odsjek
desno dolje.

Ako zbrojimo sve vrijednosti kojima raspolazemo prema alternativi a; nakon
vrednovanja elemenata proizvodnog procesa faznih proizvoda i finalnih proizvoda,
dobivamo slijede¢u funkciju cilja:

L,(Z,X,X?,Y)=Kg +US;, +VF, + WY (8, 2)
Pri alternativi b, dobivamo medutim slijedecu funkciju cilja;
fy(Z, X, X°,Y) =K + U S, +(VX—-RC Y +WY (8, b)

Zelimo izracunati najvecu vrijednost funkcije cilja u odgovarajuéim uvietima
koje smo dobili prilikom analize dvofaznog proizvodnog procesa. Pri tom dobivamo
dva problema u matematickom obliku, jedan za alternativu a, i drugi za alternativu
b-lr.

Pri alternativi a,, gdje fazni proizvodi u drugoj fazi nestaju, dobivamo problem

Treba odrediti matrice Z, X, XPi Y koje zadovoljavaju uvijete nenegativnost; :

Z2z20,X20,X"=20,Y>20
i nejednadzbe;

S—Z:=10 (2, S)
Ki—KX+X7)20 (4, K)
Z-AX+4+XmH2=20 (4, S)
Ke—HY =0 (7, K, a)
S;s—BY:=0 (7, 8)
Fs—CYz=0 (7, F, a)
tako da funkcija cilja:
L(Z,X,X°,Y)=K; - US, +VF, -+ WY (8, a)

ima maksimum.
Prema alternativi b,, gdje se smanjuje vrijednost faznih proizvoda u drugoj
fazi, dobivamo problem:
I'reba odrediti matrice Z, X, XP i Y koje zadovoljavaju uviete nenegativ-
nosti:
Z=0, X=z0, X°=20, Y=>0



i linearne nejednadzbe:

S—Z=0 (2,S)
Ki—KX+X)20 4,K)
Z-AX+X)=z0 (4, S)
Ke—(H+DCY=z0 (7, K, b)
Ss—BY=0 (7, 8)
TX-CY=z=0 (7, F, b)

tako da funkcija cilja:
fb(Z,X,X",Y)=K8—'.US-;T(VX—RCY)+WY (8, b)

ima maksimum.

TABELA 4. PREGLED REZULTATA ANALIZE DVOFAZNIH PROCESA

D | Alcrnative a Uvjeti | Alternative b | Uveti |
1 | K, = 'K, =k I
|
, | K=K, | | K, =K, — US; |Kaz0 |
§, U'=0,8; =2 'S 2Z|S,U>0,8,=2 s 2z |
= ! |
3 ‘}S(j _ ES(: ‘ ‘ kao u alternativi a
K, —K;—KX+X) |Kiz0
I,4 | S, =8S:—AX +X") ‘54 ?—>_0|| kao u alternativi a
| F, =X + X ‘ |
‘xv:-o | | Xr =0
s | Ks=Ky =Ko+ VX |
ClEzee | |m
| s = s = | 5 = l
- - | |
| Ke = Ks— VEF =K, ‘ Ki =K ‘
6 Sa=_ss | Sa=_ss !
F, = Fs Fs = Fs ‘
‘KT—Ks—HY ‘IK-;EU Ky=K¢— H+DCY ‘K,zo
17| ST =Ss—BY S, >0 |8, =Ss—BY S, =0
¥ 1| B, =Fs—CY F, =0 | F, TX — CY=
| P = | |IP-,=Y =0
‘K K'O (bs & be) |1< 1<+0 (bs & b)
_ K, + -
8 | 7 VXS (bs&ag) | " VX (bs & ag)

f,— Kyg - US, + VF, + WY ‘f,,=K8+—US;r+(VX—RCY}—1—WY

Kako su u oba problema uvijetne nejednadzbe linearne i kako su i funkcije
cilja linearne funkcije varijabla, to je rije¢ o problemima linearnog programiranja.
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Svakom dvofaznom procesu za koji vrijedi gornja analiza i za koji su nam
pri svim odlukama poznate odgovarajuce alternative, pridruzimo neku karakieri-
sttku. Karakteristika se sastoji od $est simbola, koji odreduju pojedine alternative.
Tako npr, karakteristiku

(byy by, ag, a5, ag, a;)

ima dvofazni proces kojemu odgovaraju alternative by, by, a2, as, a5 i a,.

Prilikom proucavanjs nekoga dvofaznog procesa dovoljno je da odredimo
njegovu karakteristiku; ¢im smo je odredili, mogemo izraziti odgovarajuci linearni
program bez nckoga daljnjeg racunanja, ako iskoristimo ved obavljene racune. Pri
oblikovanju linearnog programa sluZimo se tabelom 4, koja daje pregledno rezultare
obavljene analize.

Kako u karakteristici ima 6 mjesta sa po dvije alternative, to bi teoretski bile
moguce 2° = 64 razliCite karakteristike, Neke od tih karakteristika medutim
prakticki ne dolaze u obzir jer bi njima odgovarajuci dvofazni procesi bili s gledista
ekonomike beznadajni ili ¢ak besmisleni. Bez smisla je npr. karakteristika tipa
(-2 @s, bgy ...); ako naime prema alternativi a5 ne prodamo fazne proizvode, onda
ne mozemo po alternativi b, dobivenim novéanim sredstvima financirati drugu
fazu. Stoga ima znatno manje karakteristika koje karakteriziraju realno znacajne
dvofazne procese.

Viezbe

I. Odredi karakteristiku dvofaznog proizvadnog procesa iz druge totke avog poglavlja.
Koristi se tabelom 4. { sastavi procesu odgovarajudi linearni program.

((a1,82,33.05.86,24))
2. Opi8i dvofuzni proizvodni proces koji ima karakteristiku:
-’:bubzsas:ﬂsﬁima?)
3. Opidi dvofazni proizvodni proces koji ima karakteristiku:
':blsaz.'.bhbnbsssb'!)

4. Dvofazni proizvodni proces odreduju v prvo) fazi matrice:

%= lids U=[5 4] K=[4 6 2]
6 !
A=i ';* ;I V=25 35 50|
a u drugoj matrice:
5 2
H= |20 30 c=/2 2 W= [450 550
4 7

Sastavi tabelu koja odgovara ovem proizvodnom procesu.

5. Razmatraj pomocu podataka iz prijainje viezbe dvofazni proizvodni problem s karakte-
ristikom:
':alal‘lsa.]:“-_'nama?:'

Izrazi linearni program ako je funkeija cilia konaéni novéani saldo

(Linearni program: AX <8, CY =X; £, — WY. Rijesenje: 230, 145; 16,10, 29; 2, 3; 2 550, —
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6. Pomocu podataka iz Cetvrte vjezbe razmatraj dvofazni proizvodni problem s karakte-
ristikom:

(a;,basas,bsag.aq)
Tzrazi linearni program ako je funkcija cilja konaéni novéani saldo.
(Linearni program: A (X + X?) =8, CY =X, f, = VX -+ WY. Rjefenje: 250, 145;
0. 16,25, 0; 22,15, 8,86, 17,72; 4,43, 0; 2572, —)

7. Pomocu podataka iz Cetvrte vjefbe razmatraj dvofazni proizvodni problem s karakte-
ristikom:

(by,b2ss,as,d65a7)

Izrazi linearni program ako je funkcija cilja konalni novéani saldo i ako je: K; = k = 1700, —
novéanih jedinica.

(Linearni program:
Z=S, UZ}+KX+HY=kKAX=Z CY=Xf,=k—(K+UAX+-(W-HY.
Rjedenje: 200,91, 112,05; 7,73, 7,73, 27,05; 0, 3,86; 2 123,—)

8. Pomoéu podataka iz Cetvrte vjezbe razmatraj dvofazni proizvodni problem s karakte-
ristikom:
{blsbzaansbﬁaaﬁsa‘r)

Izrazi odgovarajudi linearni program ako je funkcija cilja kona¢ni novéani saldo i ako je K; =
= k = 1 700.— nov¢anih jedinica.

{Linearni program:
Z=S, UZ+KX+-X"+HY =k
AX+XM=ZCY =X,
ff—k+(V_K-—UAX+X)+W-H-VOY.
RjeSenje: 200,91, 112,05: 0, 0, 03 7/73, 7/73, 27,05; 0, 3,86; 2 123,—)

9. Pomoc¢u podataka iz Cetvrte vieZbe razmatraj dvofazni proizvodni problem s karakte-
ristikom:
(bysbz.az,bs.beaq)

Izrazi odgovarajudi linearni program ako je funkcija cilja kona¢ni nov¢ani saldo i ako je
K, = k = 1700,— novtanih jedinica.

(Linearni program:
Z=S,UZ+KX-L-X" =k
UZLKX (VKX +HY <k,
AX+Xm=Z CY =X,
f,=k+ V-K-UAX+X+W—H-VCY.
Rjeienje: 207,81, 127.34; 4,69, 0, 0; 7.81, 7,81, 27.34; 0, 3,91; 2 148,—"
5. Problem u industriji papira
Razmatrajmo problem dvofaznog proizvodnog procesa tvornice koja izraduje
papir u dvije faze; u prvoj od sirovina izraduje razli¢ite vrste celuloze kao fazne
proizvode, a zatim u drugoj fazi razliCite vrste papira kao finalne proizvode. U

pogledu alternativa pri ovom poroblemu uzimamo slijedece pretpostavke:
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Alternativa b,. Novcana sredstva $to ih tvornica moZe investirati u proizvodni
proces ograni¢ena su i jednaka:

K, =k = 5000000 d

Alternativa b,. Elementi proizvodnog procesa su sirovine koje tvornica mora
nabaviti; tvornica nabavi 3 vrste sirovina:

Q,: celulozno drvo; ima ga na raspolaganju najvise
20 000 m?* po cijeni od 60 d za m?,

Q,: pirit; ima ga na raspolaganju najvise 1500000 kg po cijeni od 0,1 d
za kg,

Qa: alaun; ima ga na raspolaganju najvise 150 000 kg po cijeni od 5 d za kg.

Alternativa bj. Sirovine tvornica treba djelomi¢no u prvoj a djelomi¢no u
drugoj fazi; celulozno drvo i pirit treba samo u prvoj, dok alaun treba samo u
drugoj fazi.

Prva faza. U prvoj fazi tvornica izraduje samo 2 tipa faznih proizvoda:

T',: smrekova bijeljena celuloza; njezina je cijena 1600 d za tonu.

I';: smrekova nebijeljena celuloza; njezina je cijena 1300 d zaJtonu.

Podatke za prvu fazu daje tabela 1.

TABELA 1. PODACI ZA PRVU FAZU

| S Finalni proizvodi o L
F, F. granienja
Novéana sredstva; 1100 S00 5000000 d
Q. | 6 4 20 000 m*
Sirovine Q, 250 250 1 500 000 kg
Qs 0 0 150 000 kg
I — _I
| Kolitine X; +x® X2 + X2
Cijene 1 600 1300 .
Nakon tih podataka uvedemo matrice:
[ 20000 ‘ Z
s:‘lsooooo U=160 0, 5] z=-22|
150000/ 2y |
%] Edl
K= [1100 900 X=‘ 7 |
| X2 |‘ X2 |l
| 6 4 |
A = 250 250| V= 1600 1300:
0 0
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Alternativa bs. Pri kraju prve faze moZemo fazne proizvode djelomi¢no prodati
a djelomice upotrijebiti u drugoj fazi.

Alternativa bg. UtrZak koji dobivamo od prodaje faznih proizvoda uklju¢imo
u postojeéa raspoloziva novéana sredstva, pa njima onda financiramo drugu fazu.

Kako alaun (Q3) ne trebamo u prvoj ve¢ tek u drugoj fazi, to pretpostavimo
da ¢emo ga nabaviti neposredno prije poCetka druge faze.

Alternativa a,. Alaun i fazni proizvodi koje upotrijebimo u drugoj fazi nestaju.

Druga faza. U drugoj fazi ograni¢imo se na proizvodnju samo dviju vrsta
papira kao finalnih proizvoda, i to:

P, : roto-papir; njegova je cijena 1000 d za tonu,

P,: srednje fini papir; njegova je cijena 1 500 d za tonu.

Podatke za proizvodni proces u drugoj fazi daje tabela 2.

TABELA 2. PODACI ZA DRUGU FAZU

| Finalni proizvodi e gz
i I a
|! : Pl P: granicen)
Nov¢ana sredstva I 100 400 K.
Sirovine | Qs | 10 9 150 000 kg
Fazni | F, 0,0] 0,40 Xy
proizvodi | F, 0,30 0,10 X2
| Koli¢ine _ Vi V2
Cijene | 1000 1500
Drugoj fazi odgovaraju matrice:
1o o
H= 100 40| B=| 0 0
10 9|

[10,01 0,40;@

Vil :
€=1030 010/ Y—‘yz. W = (/1000 1500

Uza sve spomenute pretpostavke i podatke Zelimo odrediti optimalni proiz-
vodni program u obje faze, tako da kona¢ni saldo nov¢anih sredstava bude najvedi.

Iz pretpostavki vidimo da razmatrani proizvodni proces ima karakteristiku:
(bh bz: bs, b5, bb: a‘.’)

Pri odredivanju uvjeta $to vrijede za novc¢ana sredstva moramo uzeti u obzir da
sirovinu Q, nabavljamo tek neposredno pred pocetak druge faze; u matematickoj
formulaciji problema prema tabeli 4. iz prijadnje tocke moramo ovu okolnost uzeti
u obzir.

Nabavljene koli¢ine sirovina zadovoljavaju nejednadzbu:
Z<S 1
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Kolitine u prvoj i drugoj fazi potroSenih sirovina zadovoljavaju nejednadzbu-:
AX+-X)|BY<Z (2)

LSl

Kolitine faznih proizvoda koje potrosimo u drugoj fazi zadovoljavaju nejed-
nadzbu:
CY=X (3)

Novcana sredstva koja potro§imo na pocetku procesa za nabavu sirovina Q,
i Q; i za financiranje prve faze zadovoljavaju nejednadzbu:

UZ—u,z; + KX+ X" <k (4)

Nakon prve faze prodemo XP faznih proizvoda; stoga se raspoloziva noviana
sredstva povecaju za V XP. Ovim sredstvima nabavimo sirovinu Q; 1 financiramo
drugu fazu; stoga novéana sredstva zadovoljavaju jo$ nejednadzbu;

Uz -+ HY Sk —UZ 4 uyz; — K(X +X°) + VX°
Iz ove slijedi nejednadzba:
UZ K(X+K") FHY —VXP <k (3)
Odredimo jo§ funkciju cilja. Kona¢ni novéani saldo je suma vrijednosti:
a) novcana sredstva koja preostaju pri kraju druge faze:
k—UZ -K(X+X")+-~VXP _HY
b) vrijednost nabavljenih sirovina koje su preostale pri kraju druge faze:
UZ-AX-+X")—-BY)
¢) vrijednost faznih proizvoda koji preostaju pri kraju druge faze:
VIX—-CY)
d) vrijednost finalnih proizvoda:
WY
Ako Zbrojimo sva ta Cetiri iznosa, dobivamo konacni saldo 1 funkciju cilja;
fo=k —(K+-UA—V)(X+ KP) —(H4+UB+VC—-W)Y (6)
Nakon svega ovog dobivamo slijede¢i problem linearnog programiranja:
Treba odrediti matrice Z, X, XP i Y koje zadovoljavaju uvjete nenegativnosti
i nejednadzbe (1), (2), (3), (4) i (5) tako da funkcija cilja (6) ima maksimum, Ako
u ovaj linearni program uvrstimo dane numericke podatke i ako ga rijesimo simpleks-
-mectodom pomocu elektronskog racunala, dobivamo slijedece rjcSenje:
zy = 17257,7 2z, = 1066077,5 z, = 100246
x; = 100,25 x, = 30074
x5y =0 %8 =11156,7
v, =100246 vy, =0
fax = 10024 598,49
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Prema izracunanom optimalnom mogucem rjeSenju pri najboljoj odluci
proizvodni proces u obje faze odvija se kako slijedi.
Najprije tvornica nabavi z, = 17 257,7 m? celuloznog drva (Q,) i z, =
= 1066 077.05 kg pirita (Q,), $to stoji
1 035464 — 106 607 = 1 142071

dinara. Kako je ovih sirovina na raspolaganju vise nego $to ih trebamo, to one ne
predstavljaju usko grlo proizvodnje.

U prvoj fazi tvornica izradi x, = 100,25 t smrekove bijeljene celuloze (F,)
ix, +xb-—4164,1 t smrekove nebijeljene celuloze (F,), $to stoji

K(X + X?) = 3857929 d.
Tvornica do kraja prve faze potro$i ukupno

| 142071 + 3 857929 = 5 000 000

dinara; time je iscrpla sva novcana sredstva kojima je raspolagala. Novcana su
sredstva prema tome usko grlo.

Na kraju prve faze tvornica proda x5 = 1 156,7 t smrekove nebijeljene celu-
loze (Q,), za koje dobije
1 503 690 d.

Ovim nanovo dobivenim novéanim sredstvima nabavi najprije z; = 100 246
kg alauna (Qj), §to stoji 501 230 d i jo§ financira drugu fazu, za 3to potrosi

HY = 1002460
dinara. Ukupno dakle tvornica ulaze u drugu fazu
501 230 + 1 002 460 = 1 503 690

dinara, tj. toliko koliko je dobila prodajom smrekove nebijeljene celuloze. U drugoj
fazi napusra proizvodnju srednje finog papira (P,) i izradi samo

y, = 10024,6 t

roto-papira (P,). Na kraju cjelokupnog proizvodnog procesa tvornica raspolaze
samo jo§ izradenim roto-papirom ¢ija je vrijednost jednaka 10 024 598,49 d.

6. Problem raspodjele financijskih sredstava

Analizu dvofaznih proizvodnih procesa mozemo upotrijebiti i prilikom pro-
matranja drukéijih privrednih procesa koji se mogu ra$¢laniti na dvije faze. U
nastavku ¢emo razmatrati problem optimalne alokacije financijskih sredstava.

Uzmimo poduzece s Cetiri medusobno nezavisna proizvodna odjela:

Yis }"u ¥Ya: ¥Ya

Poduzeée ima na raspolaganju odredena, ipak ograniena novéana sredstva koja
na neki na¢in raspodjeluje medu ta Cetiri odjela radi financiranja njihove proizvodnje.
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Pretpostavimo da odjeli pri proizvodnji imaju samo tri razlicita tipa troskova;
to su:
X, : troskovi za uvozni materijal
N, trodkovi za domadi materijal
N, troskovi za osobne dohotke
Proizvodni odjeli medusobno se razlikuju, i to po tome koliko trogkova po-

jedinih tipova imaju da bi stvorili jednu nov¢anu jedinicu neto-produkta. Ovu
strukturu potro$nje daje u novcanim jedinicama tabela 1.

TABELA |. POTROSNJA FINANCIJSKIH SREDSTAVA ZA OSTVARENJE
1 JEDINICE NETO-PRODUKTA

| ' Odjel
| Y, Y: Y Y,
Vrsta | Xe 04 03 02 07 i
troskova | 2 | 0,5 1,0 05 05
| X, L0211 03
Tf-l-(upl_li trogkovi | 2,0 1.5 1,8 1.5
P

Iz tabele 1. vidimo da odjel Y, da bi stvorio 1 novéanu jedinicu neto-produkta,
potrodi 0,4 novéane jedinice za nabavu uvoznog materijala, 0,5 nov¢anih jedinica
za nabavu domaceg materijala i 1,1 nov¢anu jedinicu za osobne dohotke, ukupno
dakle 2,0 novcanih jedinica financijskih sredstava.

Uzmimo da poduzece raspolaze samo ograni¢enim nov¢anim sredstvima
koja su jednaka:

k = 1000

novcanih jedinica; isto tako neka budu ograni¢ena i novéana sredstva koja po-
duzece smije potrositi za nabavu uvoznog materijala; ta su sredstva jednaka:

k, =200
novcanih jedinica.

U ovim okolnostima u poduzecu se postavlja slijede¢i problem optimalnosti:
Kako da uprava poduzeca raspodijeli raspoloziva financijska sredstva na pojedine
proizvodne odjele da bi postigla najveéi ukupni neto-produkt.

Kako poduzece ne moze riskirati da neki njegov odjel prestane raditi, §to bi
se dogodilo ako mu se ne bi dodijelila nikakva financijska sredstva, to pretpostavimo
da svaki odjel mora dobiti barem neku najmanju koli¢inu novcanih sredstava;
uzmimo da ova donja granica iznosi 90 novéanih jedinica. Na drugoj strani pret-
postavimo jos da uprava poduzeca mora ograniliti novéana sredstva koja moze
dadijeliti nekom odjelu i prema gore, i to zbog njegovog proizvodnog kapaciteta
ili zbog nekih drugih okolnosti; pretpostavimo da nijedan odjel ne moze dobiti
vise od 360 novcanih jedinica financijskih sredstava,
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Ovakvu raspodjelu financijskih sredstava moZzemo razmatrati kao dvofazni
proces u kojem u prvoj fazi najprije raspodijelimo ukupna nov¢ana sredstva na
pojedine vrste trodkova, a potom u drugoj fazi te troskove na proizvodne odjele.

U prvoj fazi raspodijelimo ukupna raspoloZiva financijska sredstva na pojedine
vrste trodkova. Oznadimo sa X, X,, 1 X5 uzastopce ukupne troskove za uvozni
materijal X,, za domadi materijal X, i tro$kove za osobne dohotke X;. Zbog
ograni¢enosti ukupnih financijskih sredstava vazi nejednadzba:

X, + X, +x3 1000 (1)

Zbog ograni¢enosti ukupnih novcanih sredstava koja izdvojimo za nabavu
uvoznog materijala vazi nejednadzba:
x; < 200 (2)
Ozna¢imo sa
Vis ¥as Yas Va

neto-produkte koje pojedini odjeli ostvaruju dobivenim financijskim sredstvima.
Da bi dostigli te neto-produkte, odjeli prema tabeli 1. moraju dobiti uzastopce po

2,0y, 1,5y, 1,8ys; 1,5y,
jedinica nov¢anih sredstava. Kako su prema naSim pretpostavkama ova sredstva

ograni¢ena prema dolje donjim granicama i prema gore gornjim granicama, to
za neto-produkte dobivamo nejednadzbe:

45 <y, = 180 (3,1
60 <y, < 240 (3,2)
50 < y3 = 200 (3,3)
60 <y, < 240 (34)

Za pojedine vrste trofkova dobivamo iz tabele . jo§ nejednadzbe:

04y, +03y, +0,2y; + 0,7y, = x4 (4)
0,5y, + 1,0y, +0,5y; + 0,5y, = x5 (35
L1y, +02y, + 1,1y; + 0,3y, = X3 (6)

Kako u razmatranom primjeru Zelimo posti¢i najveéi neto-produkt, to trazimo
maksimum slijedec¢e funkcije cilja:

f=y,+y2+¥s+ Vs @)
Za na$ problem alokacije dobili smo tako ovaj problem:
Treba odrediti varijable:
X1, X2 X33 Vi Y25 ¥35 Va
koje nisu negativne i koje zadovoljavaju nejednadzbe (1), (2), (3), (4), (5) i (6),

tako da funkcija cilja (7) ima maksimum.
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Buduci da su sve nejednadzbe linearne i bududi da je i funkeija cilja linearna,
to se radi o problemu linearnog programiranja. Tabela 2. daje ga pregledno kao
dvofazni proces.

TABELA 2. RASPODJELA SREDSTAVA KAO DVOFAZNI PROCES

| Vrsta troﬁ_km-'a L
| Ogranitenja
| X: Xz XJ
Prva )
fawa | Novéana ‘ 1 1 | k= 1000 |
sredstva | ki = 200
‘ Kaoli¢ine Xy X2 X3 I
] ~ Proizvodni odjel .
! ¥i ¥ Yo ¥ |
‘ i X, 04 03 02 07 Xy
| Vrsta .
Druga trogkova Xz 0.5 1,0 05 05 i
faza Xs 1,1 02 1,1 03 X3
Neto-produkti ¥ Y2 ¥s Ve ‘ :
: Jedinica neto-
‘ -produkta | . l L !
| Oiranitesia 45—180 50 -200
| eranicen 60—240 60240

U skladu s opéom analizom dvofaznih procesa ovom problemu odgovaraju
matrice:

u prvoj fazi:

| Xy
K=]1 1 1] X:‘lxz"
X3
u drugoj fazi:
104 03 02 07 el
c— 05 10 05 0,5" v=|7
L1 02 1, 0,3‘: |';3
1¥a|

W=|1 1 1 1]

145] 1180
60 ‘240‘
m_‘soh M =1 200
o
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Ovaj problem alokacije ima karakteristiku:
(by, 2y, a3, 85, 86, 87)

i odgovara mu ovaj linearni program:

Treba odrediti matrice X i Y koje zadovoljavaju uvjete nenegativnosti

X=0, Y=0
i nejednadzbe
KX <1000, x, = 200,
CY=X
Y=M

1A

m

A

tako da funkcija cilja:
f=WY

ima maksimum.

Gornje nejednadzbe mozemo pojednostaviti ako uvedemo supstituciju:

y, =45+ 2z
y, = 60 + 2,
ys = 50 + z;
Ya =60 + 24

Njoj odgovara obrnuta supstitucija:

z, =y, — 45
z, =y, — 60
zy =ys — 50
z, =4 — 60

Nakon te supstitucije dobivamo slijedeci linearni program:

Treba odrediti vrijednost varijabla:

XysXos Xg5  Zys Zps 23y 2y,

koje nisu negativne i koje zadovoljavaju nejednadzbe:

X, + X + X3
Xy

Zy

Zs

A A A

A A NIA

1 000
200
135
180
150
180
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—10x, 4+ 52, + 102, + 52,+52, < —1375
— 10 x, +1lz, 4 22, + Uz, +32, < —1345

tako da funkcija cilja:
f:zl =+ 25 Z3 _34._215
ima maksimum.

Ovaj problem linearnog programiranja rije§imo pomocu elektronskog racunala
simpleks-metodom i nakon provedbe obrnute supstitucije za prvobitni problem
dobivamo slijedece optimalno mogude rjesenje s vrijednostima, na odgovarajuci
nacin, zaokruZenim:

X, = 200, x, = 417,94, x, = 382,06
¥y = 70,38, y, = 240, y; = 200, y, = 85,5
foax = 595,88

Iz izratunanog optimalnog moguceg rjeSenja sastavimo tabelu 3. Ona daje
optimalnu raspodjelu financijskih sredstava ras¢lanjeno po vrstama tro$kova i po
proizvodnim odjelima.

TABELA 3. OPTIMALNA RASPODJELA FINANCIJSKIH SREDSTAVA

Odijeli l Neisko- Ukupno
Y, ¥ M Y. rifteno P
| X | 215 72 40 5985 | - 200
Vrsta X: | 3519 240 100 42,75 - 417,94
trofkova
Xs | 7742 48 220 2565 | 10,99 | 382,06
“Ukupno 140,76 360 360 128,25 | 10,99 | 1000
Propisana : i - _
pinsin 90— 360 90— 360 90 — 360 90 — 360
|| Neto-produkti | 7038 240 200 8550 | — | 59588

Iz rtabele 3. moZemo za optimalnu raspodjelu financijskih sredstava izvudi
ove cCinjenice:

Od ukupno raspolozivih financijskih sredstava, koja iznose 1000 novéanih je-
dinica uprava poduzeéa odredi 200 za nabavu uvoznog materjala, 417,94 za nabavu
domaceg materijala i 371,06 za osobne dohotke; pri tom ostaje neiskoristenih 10,99
novcanih jedinica, koje se ne mogu iskoristiti jer se ne mogu povecati troskovi
za uvozni materijal. Novcana sredstva odredena za uvozni materijal su premalena
da bi poduzeée u cijelosti moglo iskoristiti sva raspoloziva financijska sredstva.

Uprava poduzeca odjelima Y, i Y, dodjeluje $to je mogude vise financijskih
sredstava, tj. 360 noveéanih jedinica u skladu s ogranicenjem nagore; odjeli Yo iy,
moraju se¢ zadovoljiti znatno manjim sredstvima, koja medutim ipak prelaze propi-
sano ogranicenje nadolje od 90 novcéanih jedinica.

Uz takvu alokaciju financijskih sredstava poduzede postiZe najveci neto-produki
od 595,88 novéanih jedinica.
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7. ViSefazni procesi

Analizu koja vrijedi za dvofazne procese mozemo bez osobitih tesko¢a uopciti
na sli¢ne procese koji se odvijaju u viSe faza. U trecoj to¢ki ovoga poglavlja na takav
smo nacin razmatrali primjer trofaznog proizvodnog procesa kao uopéenje u drugoj
to¢ki razmatranog dvofaznog proizvodnog procesa. Kao pri dosada$njoj analizi
mi ¢emo se i nadalje radi zornosti ograniCiti na analizu visefazinh proizvodnih
procesa; analizu takvih procesa mozemo naime bez tefkoca prilagoditi procesima
druk¢ije prirode.

Mnogofazni proizvodni proces pocinjemo s novéanim sredstvima u visini

K
novéanih jedinica te sa s tipova elemenata proizvodnog procesa:
Qi o Qs
Na raspolaganju imamo elemenata proizvodnog procesa
iy vy Sy
po cijenama: Wiy wows 1

Raspolozivim novcanim sredstvima i elementima proizvodnog procesa u
prvoj fazi izradimo f, tipova faznih proizvoda prvog stupnja:

B sy By,
Tih izradimo: xt 4 x8', .., XL, F xﬁ':
i mozemo ih prodati po cijenama:
Whs s Vi

Podatke za prvu fazu daje tabela 1.

TABELA 1. PODACI ZA PRVU FAZU

|
‘ Elementi proizvodnog )
RO ‘ Ograni- | \atrice
| . Cenja
| Q-+ Q |
‘ Raspolozive kolicine §; v B | s
Koli¢ine Zy v Zs I YA
Cijene ‘ u; - U U
Fazni proizvodi prvoga reda .
Fl o F |
Noveana sredstva k! .- Kkiy K—UZ| K! |
| T . T i
Elementi Ql ‘ "%11 ‘?{ll Zy |
pmizvndnog| : . : ‘ ; | Al l
i Q. aél AT a;f] 25 | ‘
Kolitine x} 4 xgt e x) A+ xP | X, X |
| Cijene vi -es v 'l BE |
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S preostalim novcanim sredstvima, elementima proizvodnog procesa i faznim
proizvodima prvoga stupnja pocinjemo nakon prve faze drugu, u kojoj izradimo
f, tipova faznih proizvoda drugoga stupnja:

2 -2
s By,
Ovih izradimo:
2 p2 2 p?
X TR s ek X5 H X,

i mozemo ih prodati po cljenama;
+2 r
oy s Y,

Podatke za drugu fazu daje tabela 2.

TABELA 2. PODACI ZA DRUGU FAZU

/ | Fazni proizvodi drugoga reda Smanje- ‘ |
| B = A | nje vri- | Qbrada Matrice |
| By = R jednosti .
‘ Novéana sredstva ‘ k} ki, | | K? .
— =~ ; D R
. a e g |
| Elementi i (_21 | i i, ‘ |
proizvod- : : : | ‘ Al ‘
noga prucesal Q. | agl st aéz ‘
T B r N 5 - il
Baalwee: | B} cff ool x}? ‘ W e
izvodi prvo- | ¢ ; : | i : D' '
a reda 51 12 ... a2 12 12
£ Fi, Gt Cfi,! T, di; ‘ |
‘ Kolicine | X7 + X2 X, + xf ‘ ‘ X1, Xr2 |
| Cijene | vio... v,zz ‘ ‘ b i

Slicno nastavljamo proizvodnju u daljnjim fazama; uzmimo da proizvodni
proces ima n faza. U pretposliednjoj fazi izradujemo preostalim novéanim sred-
stvima, elementima proizvodnog procesa i faznim proizvodima f,_, tipova faznih
proizvoda stepena n — 1:

n—1 n—1
F{y ey B
Ovih izradimo:
=11 Dyu—1 -1 | Pn—1
X, T Xl » X'u_l X,n_.l

i mozemo ih prodati po cijenama:

n—1 M1

ViTh s v

U posljednjoj, n-toj fazi preostalim novéanim sredstvima, elementima proiz-

vodnog procesa i faznim proizvodima svih stupnjeva izradujemo p tipova finalnih
proizvoda:

P, .., P,
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Qvih izradimo:

Yis o5 ¥o
Njihove su cijene:
Wiy =-es Wy

Podatke za posljednju fazu daje tabela 3.

TABELA 3. PODACI ZA POSLJEDN]JU FAZU

Finalni proizvodi I Smanje- |
— == —‘ nje vri-  Obrada | Matrice
‘ P, P, jednosti | |
| Novéana sredstva | K3 K3 | | [ K"
‘ Elementi ‘ (_11 afy T i??u ‘ !
proizvodno- | - ‘ : : | A"
gprocssa | Q, | - & | | |
Fazni pro- | F cit e Chp it ‘ i ‘ Cls. Rin
izvodi prvo- | : | - Dir
mreds B\ @ | | % |
i I |
| ' | -
vew |5 EERT - Sl -l O e
proizvodi ‘ ‘ . 2 ) H Ro- 1,
reda n—1 o1 L 0 S -1, -l qo—1- o Lk
| o - s | iy ‘ g
Koligine ‘ Vi1 wrass Yo \ Y
| Cijcne \ Wy A Wp ‘ ‘ w

Koeficijente koji odreduju potro$nju produkcionih faktora opremimo po
odredenom redu s vise indeksa.

Slovom k ozna¢imo direktne troskove proizvodnje; dodamo mu dva indeksa:
gornji odreduje fazu, a donji proizvod uz koji ti troskovi nastaju.

Potroénju elemenata proizvodnog procesa oznatimo slovom a s tri indeksa:
gornji odreduje fazu, prvi dolje odreduje element proizvodnog procesa koji tro8imo,
drugi dolje oznacuje proizvod za koji tro$imo element proizvodnog procesa.

Potro$nju faznih proizvoda oznacimo slovom ¢ s Cetiri indeksa: prvi indeksi
gore i dolje odreduju fazni proizvod koji trosimo, drugi gore odreduje fazu, a drugi
dolje odreduje proizvod za Koji tro$imo fazni proizvod.

Koeficijenti smanjenja vrijednosti r i koeficijenti obrade d imaju po tri indeksa:
prvi indeksi gore i dolje odreduju fazni proizvod na kojem se novi proizvod obra-
duje, a drugi gore odreduje fazu.

Radi preglednosti u tabelama 1, 2. i 3. navodimo jos i sve odgovarajuce ma-
trice.

Matrica K' odreduje direktne proizvodne troskove u i-toj fazi; pri tom indeks
jide od | do n.
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Matrica A' odreduje potro$nju elemenata proizvodnog procesa u i-toj fazi;
pri tom indeks i ide od 1 do n. Ako u nekoj fazi ne tro§imo elemente proizvodnog
procesa, onda je ta matrica jednaka 0.

Matrica CY odreduje potrodnju faznog proizvoda stupnja j u proizvodnoj
fazi i; pri tom indeks j ide od 1 do n — I, dok indeks i ide do 2 do n. Ako u nekoj
fazi ne tro$imo fazne proizvode odredenog stupnja, onda je odgovarajuéa matrica
jednaka 0.

Matrice R i D' odreduju u i-toj fazi smanjenje vrijednosti i trodkove obrade
taznih proizvoda stupnja j; pri tom indeks j ide od I do n-1, a indeks i od 2 do n.
Ove matrice ne uzimamo u obzir kad fazni proizvodi za vrijeme prerade nestaju.

Znacenje ostalih matrica slijedi iz gore navedenog, pa ih stoga nije potrebno
objasnjavati,

Sada kad poznajemo strukturu i sve podatke mnogofaznog proizvodnog procesa,
moramo odabrati jo§ funkciju cilja. Medu mnogim mogucim ciljevima proizvodnje
uzmimo, kao pri dvofaznom procesu, da proizvodnjom Zelimo posti¢i najveci
konacni novéani saldo.

Nakon svega toga dobivamo slijedeci proizvodni problem: Kako da uz dane
podatke i uvjete programiramo Citav mnogofazni proizvodni proces po pojedinim
fazama a da bi kona¢ni novéani saldo bio najveci,

S danim podacima i danom funkcijom cilja sastavimo linearni program koji
odgovara ovom proizvodnom problemu. Pri tom odlu¢ujemo, analiziramo, zaklju-
Cujemo i ra¢unamo to¢no tako kao pri proizvodnom procesu u 4. tocki ovoga po-
glavlja. Mnogofazni proces najprije rasc¢lanimo na pojedine faze i za njih odredimo
eventualne uzastopne odluke i alternative.

Prije svake odluke ili alternative poznajemo iz prijainje analize raspolozive
kolicine produkcionih faktora: novéanih sredstava, elemenata proizvodnog procesa
i faznih proizvoda iz prijagnjih faza. Za razmatranu odluky ili alternativu izracu-
namo potro$nju tih produkcionih faktora, Kako potrodnja ne moze biti veca od
raspolozivih koli¢ina, to iz toga dobivamo odgovarajuce nejednadzbe. Nakon te
odluke ili alternative odredimo preostale koli¢ine produkcionih faktora.

Tako nastavljamo od faze do faze, od odluke do odluke i od alternative do alter-
native, sve dok ne dodemo do kraja procesa. Pri tom dobivamo sve nejednadzbe
linearnog programa.

Nakon odredivanja uvijetnih nejednadzbi moramo odrediti jo§ funkciju cilja.
Nu kraju procesa raspolazemo preostalim novéanim sredstvima, elementima proi-
zvodnog procesa, faznim proizvodima raznih stupnjeva i finalnim proizvodima.
Funkciju cilja dobivamo take da raspolozivim novcanim sredstvima pribrojimo
vrijednosti preostalih elemenata proizvodnog procesa, faznih proizvoda i finalnih
proizvoda.

Odredivanje uvijetnih nejednadzbi za prvu i drugu fazu u svemu je jednako
odredivanju koje smo upoznali pri dvofaznom procesu u cetvrtoj tocki ovoga po-
glavlja. Odredivanje uvjetnih nejednadzbi za vise faze i funkeije cilja medutim
takoder je veoma slicno njihovu odredivanju pri dvofaznom procesu. Stoga to ne
ponavljamo,

Rjesenjem dobivenog linearnog programa dobivamo optimalno moguce rje-
senje proizvodnog problema i njemu odgovarajuéu najveéu vrijednost funkcije
cilja.
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XIV. TRANSPORTNE METODE

1. Opéi transportni problem linearnog programiranja

U razmatranju transportnih problema linearnog programiranja ogranicit
¢emo se na proucavanje prijevoza samo jedne vrste robe. Robu dobivamo ili izra-
dujemo na odredenim mjestima koje nazivamo ishodi§tima. Iz svakog ishodista
u vremenskoj jedinici izvire odredena koli¢ina robe; ovu koli¢inu nazivamo ponu-
dom ili kapacitetom ishodista. U ishodiétima dobivenu robu prevozimo u odre-
dena mjesta koja nazivamo odrediStima; u svako odrediste u vremenskoj jedinici
dovezemo odredenu koli¢inu robe; ovu koli¢inu nazivamo potraznjom odredista.

Uzmimo da roba izlazi iz m ishodista Iy, ... , 1., koja u vremenskoj jedinici
imaju ponudu a;, ..., am; ukupna ponuda svih ishodi$ta u vremenskoj jedinici
jednaka je sumi ponuda pojedinih ishodista, pa je stoga jednaka:

a=a2; + ..+ 8n

Robu prevezemo od ishodidta do n odredista Py, ..., Py koja u vremenskoj jedinici
imaju uzastopce potraznje by, ..., b,; ukupna potraznja svih odredista u vremen-
skoj jedinici jednaka je sumi potraznja svih odredista, pa je zato jednaka:

b=b; + ... + ba

Pretpostavimo da su prijevozni troSkovi na svakom putu jednaki produktu
koli¢ine prevezene robe i prijevozne tarife koja vrijedi na tom putu. Prijevozna
tarifa za prijevoz jedinice robe na putu (i, i) tj. na putu od ishodista I; do odredista
P,, jednaka je c;; novCanih jedinica.

Uzmimo dalje da je ukupna ponuda svih ishodista jednaka ukupnoj potra-
7nji svih odrediSta te da stoga vazi jednadZba:

a=>b

U tom primjeru prevezemo svu robu koja izlazi iz ishodista do odredi$ta, tako da
posljednja potrofe svu prevezenu robu.

Ova pretpostavka bitno ne ograduje opcenitost transportnog problema jer
joj u svakom primjeru mozemo udovoljiti. Ako naime ukupna ponuda ishodista
premasuje ukupnu potraznju odredista, onda od ishodista do odredista dolazi pre-
vige robe. Izjednalenje izmedu ponude i potraZnje postizemo ovako: postojecim
stvarnim odredi§tima dodamo jod jedno pomo¢no odrediste s potraznjom koja je
jednaka diferenciji izmedu ukupne ponude ishodista i ukupne potraznje odredista;
na putovima koji vode od ishodista do ovog odredidta propisemo prijevozne tarife 0.
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Tako dobivamo transportni problem s uravnoteenom ponudom ishodista i po-
traznjom odredista. Stoge u nastavku mozemo uzeti da je ukupna ponuda ishodigta
jednaka ukupnoj potraznji odredista.

U dostavi robe nastaje problem kako da usmjerimo prijevoz od ishodista do
odrediSta a da bi ukupni prijevozni trogkovi bili najmaniji.

Podatke za ovaj transportni problem daje tabela 1. U tabeli su prijevozne
tarife za svaki pur upisane u odgovaraju¢em polju u gornjem desnom uglu. U ta-
beli su u poljima na sredini upisane nepoznate kolicine X;; robe koja se prevozi
putem (i, j) od ishodista I, do odredista By

TABELA 1. PODACI ZA OPCl TRANSPORTNI PROBLEM

| | Odredista - Ponude |

| | P | P, | ishodifta

‘ 1, Cy | Cin | |
| | %1, (R ‘ Xig a,

Ishoditta : : | | _| ‘

| | I_ ‘ Carr ‘_ _‘ EN
| i Xmi | Xmn ‘ am |

| Powamje odrecista | by | - | b, | boa

b, | b =a |

Izrazimo transportni problem u matematickom obliku:
Treba odrediti vrijednosti nenegativnih varijabla:
X4 (i:l,...,m;i——],...,n)

koje zua ishodista zadovoljavaju jednadzbe:

iy " Xin d
YKY]I |_ an al’]']
a za odredista jednadzbe:
X1 I~ T Xy =5 bl
Ln-g T T Ky = bn—l
th + 1= ‘(nn _ bn
tako da funkcija cilja:
Cr1 X T Cin Xpp
I Cmi Xy = I Cimn ¥mn

ima minimum,.

Kako su uvjetne jednadizbe linearne, a kako je i funkcija cilja linearna s obzi-
rom na sve varijable, to je rije¢ o problemu linearnog programiranja. Zbog izje-
dnacenosti ponuda svih ishodista i potraznja svih odredista uvietne jednadzbe sa-
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stavljaju sistem zavisnih linearnih jednadzbi. Nakon ove konstatacije vidimo da
posliednju jednadzbu dobivamo tako da od sume uvjetnih jednadzbi za ishodista
odbijemo sumu prvih n-1 uvjetnih jednadzbi za odredista. Stoga posljednju uvje-
tnu jednadZbu za odrediste P, mozemo zanemariti, tako da od svega ostaje m —+
- n — | nezavisnih uvjetnih jednadzbi. Svako moguce rjelenje transportnog
problema ima po mn komponenata; moguce rjeSenje je bazicno i nedegenerirano
ako ima to¢no m -+ n — | pozitivnih komponenata, a ako bazi¢no moguce rjefenje
ima manje od m -+ n — | pozitivnih komponenata, onda je degenerirano.

Transportni problem mozemo rijeSiti simpleks-metodom tako da racunanje
zapotnemo s tabelom 2.

TABELA 2. POCETNA TABELA ZA RJESAVANJE TRANSPORTNOG PROBLEMA

Ciy *+- Cyn | Cayg »+ - Can b s Cmi *** Cmn | M. M
| X Xy ot X | Xz2p "0 X2p Xmt *** Xmn Xp v Xp-y
PU | P11 Lo Pin PZL_,_P:‘J\ pmt ... pmo pl___Pn—I
a; | 1 R |
a; | 1 1
A I 1 ]
b, | 1 1 1 | 1
b | -

Kako medu uvijetima za ishodista i odredista nastupaju samo jednadzbe a
ne nejednadzbe, dodavanje dopunskih varijabla nije potrebno. Iz tabele 2. vidimo
da su vektori P'®, P2, ., P™ jedini¢ni vektori, pa stoga samo u posljednjih
n — 1 jednadzbi uvedemo umjetne vektore P', P?, ... P"~ 1 ovim vektorima od-
govaraju umjetne varijable X, X,, ... X, ; i dovoljno velike prijevozne tarife M
novcanih jedinica.

Simpleks-metoda je za rjeSavanje transportnih problema dosta dugotrajna,
pa je moZemo zamijeniti nekim kra¢im metodama.

Primjer. Rije§imo simpleks-metodom transportni problem s dva ishodista
i dva odredi$ta koji smo razmatrali i geometrijski rijesili u 1. tocki II. poglavlja;
podaci za ovaj problem sakupljeni su u tabeli 3.

TABELA 3. PODACI ZA TRANSPORTNI PROBLEM

| o _Od_rcdiﬁta Ponude
| P, P ishodita
- ‘ : 5 _ .
4
I, X1 X2
Ishodista = i —
1 4 l
| 3
I, ‘ X21 Xz22 |
B S5l | _|
Potraznja ‘
| odrediita | 2 | o L

91 Linearno programiranje 321



U tabeli su u sredini polja upisane nepoznate koli¢ine na pojedinim putovima pre-
vezene robe. Pri matematickom zapisu problema dobivamo tri uvjetne linearne
jednadzbe; u trecoj jednadzbi dodamo umjetnu varijablu x,, kojoj odgovara je-
dini¢ni vektor P*. Uz ovu varijablu propi§emo dovoljno veliku prijevoznu tarifu 8,
koja je dvaput ve¢a od najskuplje. Nakon uvodenja pomoéne umjetne varijable
dobivamo slijede¢i problem linearnog programiranja:

Treba odrediti vrijednosti nenegativnih varijabla:

Xi1o Xp25 X Xo2s Xy,

koje zadovoljavaju uvjetne jednadzbe:

Xi1 T Xy2 ==
Xyy + Xaz =3
Xip =+ Xy + %y =2

tako da funkeija cilja:
3y 2%pp + X2q + 4%y5 + 8,
Imd minimum.

TABELA 4. RJESAVANJE TRANSPORTNOG PROBLEMA
SIMPLEKS-METODOM

‘ c | ‘ 5 2 4 4 8 ,
Xor Xyp2 Xag Xzz Xy
- |_i)o [ P!t pi2 p21 p22 pi
2 P2 4 1 1
3 | P22 <O 1 1
8 |<P! 2 ‘ 1 1 1
Zj— G ] 33_ 7 F_ i
2 | pr 4 T '
3 P22 1 1 1 1
1 =Pt 2 | 1 1 1 |
2 — ¢, 1| -3 =10 |

Tabelu 4. prikazuje rjeSavanje problema po simpleks-metodi. Nakon odredi-
vanja prvog mogudeg rjefenja:
My ="0y Xygi =" x5 —=0%45 =3 %, — 2,
kojem odgovara vrijednost funkcije cilja 33, uvedemo u bazu vektor P2, a iz nje
odstranimo umjetni vektor P'. Tako debivamo drugo mogude riesenje, koje je
optimalno. Prema tabeli dobivamo stoga slijedece optimalno mogude rjesenje

Xop =0 X5 =4 X5y =2, X35, = 1,

kojemu odgovaraju najnizi transportni tro$kovi 13 novéanih jedinica. Izracunanc
optimalno moguce rjelenje je bazitno i nedegenerirano jer ima 2 | 2 — 1 — 3

pozitivhe komponente.
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Vjeibe
1. Rije§i simpleks-metodom
a) 3. vijezbu
b) 4. viezbu iz prve totke IL. poglavlja.

2. Rijedi simpleks-metodom transportni problem koji smo razmatrali i geometrijski rijegili
u 2. tocki II. poglavlja.

3. Rijesi simpleks-metodom transportni problem koji smo razmatrali i geometrijski rijesili
u 3. tocki II. poglavlja.

4. Rijeti simpleks-metodom transportni problem s prevelikom ponudom ishodista koji smo
razmatrali 1 geometrijski rijedili u 4. totki II. poglavlja.

2. Metoda skakanja s kamena na kamen

Za numericko rjeSavanje transportnih problema linearnog programiranja
poznajemo jednu dosta jednostavnu metodu koja je narocito upotrebiva ako broj
ishodista i odredista nije prevelik. Metodu su izradili A. Charnes i W. W. Cooper
i nazvali je »Stepping stone method¢. Ovu metodu nazivamo metodom skakanja
s kamena na kamen, a objasnit ¢emo je na primjeru transportnog problema s tri
ishodista i tri odredista.

Neka se roba proizvodi na tri proizvodna mjesta I, I, i I3; na tim se mjestima
u vremenskoj jedinici izradi uzastopce 160, 250 i 90, dakle ukupno 500 jedinica
robe. Izradenu robu razvozimo na tri mijesta potro$nje P,, P, i P;; ova mjesta
u vremenskoj jedinici trose 190, 100 i 200, dakle ukupno 490 jedinica robe. Na svim
moguéim putovima transportne su tarife za jedinicu robe poznate. Prijevoz jedinice
robe od mjesta I, do mjesta P, stoji 15, do mjesta P, 40 a do mijesta P53 40 novca-
nih jedinica; prijevoz jedinice robe od mjesta I, do mjesta P, stoji 9, do mjesta P,
15 a do mijesta Py 15 novéanih jedinica; prijevoz jedinice robe od mjesta I3 do
mjesta P, stoji 23, do mjesta P, 42 i do mjesta P, 42 novcane jedinice. Uz te uv-
iete Zelimo prijevoz robe od proizvodnih do potro$nih mjesta usmjeriti tako da
ukupni prijevozni trokovi budu najmaniji.

Iz podataka vidimo da proizvodna mjesta izraduju za 10 jedinica vise robe
nego §to je trofe potro$na mjesta. Da bismo kapacitete proizvodnih mjesta izjed-
nadili s potrebama potro$nih mjesta, uvodimo pomocno dodatno potros$no mjesto
P,. kojemu propisemo potrodnju 10 jedinica robe u jedinici vremena; uzmemo
da su sve transportne tarife od sva tri proizvodna mjesta do ovog potrosnog mjesta
jednake 0.

Podatke za ovaj proizvodni problem, nadopunjen ovim dodatnim potro$nim
mijestom, daje tabela 1.

Pri matematickom zapisu ovog problema dobivamo 3 + 4 — | = 6 nezavis-
nih uvjetnih jednadzbi. Stoga svako bazitno i nedegenerirano moguce rjesenje
ima po 6 pozitivnih komponenata, dok je 12 — 6 =6 njegovih komponenata je-
dnakih 0.

Metoda skakanja s kamena na kamen po svojoj je biti iterativna. Najprije po-
trazimo neko bazi¢no moguce rjesenje, a zatim iz njega iteracijama dobivamo sve
bolja i bolja rjesenja, sve dok ne dodemo do optimalnog moguceg rjesenja. Prvo
i polazno moguce rjeSenje moZemo, medu ostalim, dobiti po pravilu sjeverozapad-
nog kornera, kao §to to vidimo na tabeli 1. Po ovom pravilu u krajnja gornja lijeva
polja tabele upisujemo §to vece kolicine robe prevezene njima odgovaraju¢im pu-
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TABELA 1. PODACI ZA TRANSPORTNI PROBLEM I PRVO MOGUCE RJESENJE

Mijesta potrosnje 5 Kapaciteti
~p, | P, | P. | Ps ‘ ishodidta
5 I 40 | 40 0
|
I, | 160 | - 160
19 19 21
= S
—_ 9 15 | 15 0
Mt L 30 100 120 ' 250
proizvodnje S | 27 | |
' | | B |
| i 23 42 42 | 0
Iy | 80 10 90
13 0] I
| Potrcbe odrediSta 190 100 | 200 | 10 500

tovima. U polje (1,1) napisemo u skladu s uvjetima najveéi moguci broj 160; kako
smo time 1scrpli kapacitet prvoga proizvodnog miesta, to u polja (1,2), (1,3) 1 (1.4)
dolaze same nule,

U polje (2,1) zapiSemo najvedi mogudi broj 30; kako smo time zadovoljili po-
trebe pryoga mjesta potrosnje, to u polje (3,1) dolazi nula. U polje (2,2) zapiSemo $to
je moguce veci broj, stoga zapisemo 100; kako smo time zadovoljili potrebe drugoga
mjesta potrodnje, to u polje (3,2) dolazi nula. U polje (2,3) zapisemo najveéi moguci
broj 120; kako smo time iscrpli kapacitet drugoga mjesta proizvodnje, to u polje
(2,4) dolazi nula. U polje (3,3) zapiSemo najve¢i moguéi broj 80; buduci da jos
nismo iscrpli kapacitet tredega mijesta proizvodnje, to u polje (3,4) zapisemo jos§
10. Tako smo dobili prvo moguée rjefenje transportnog problema, kako pokazuje
tabela 1. i za koje su ukupni prijevozni troskovi jednaki:

160.15 -+ 30.9 -~ 100.15 + 120.15 4 80.42 - 10.0 =9 330
novcanih jedinica.

Pogledajmo da li se dobiveno moguce rjefenje moze poboljsati. U tu svrhu
ocijenimo sva prazna polja po metodi skakanja s kamena na kamen.

Najprije ocijenimo prazno polje (1,2) tako da u njega zapisemo broj 1; to znaci
da putem (1,2) koji odgovara ovom polju prevezemo od ishodiita I, do odredista
P, 1 jedinicu robe. Da ne bismo prekrsili uvjete §to vrijede za proizvodna i potro-
$na mjesta, moramo promijeniti brojeve jo§ i u nekim drugim poljima. U tu svrhu
potrazimo zatvoren poligonalni put koji ide od ocjenjivanog polja (1,2), slicno
kao $to se pomiCe top u $ahu, preko zaposjednutih polja natrag u prvobitno polje
(1,2). Taj put ide:

(1:2) -»(2,2) > (2,1) = (1,1) = (1,2)

Uvjete necemo prekrsiti, ako u ocjenjivano polje upiSemo broj 1, ako u polju (2,2)
odbijemo 1, ako u polju (2,1) pribrojimo 1 i ako u polju (1,1) odbijemo 1. Pri takvoj
promjeni strukture prijevoza ukupni se prijevozni troskovi povecaju za:

40—15+9—15=19

324



novéanih jedinica. Praznom polju (1,2) damo ocjenu 19, koju zapiSemo u njegovom
donjem lijevom uglu. Ova ocjena znaci da se ukupni prijevozni troSkovi povecaju
za 19 novéanih jedinica ako putem (1,2) od prvoga proizvodnog do drugoga po-
tro§nog mjesta usmjerimo | jedinicu robe.

Sli¢no ocijenimo i sva ostala prazna polja.
Prazno polje (1,3) ocijenimo po zatvorenom putu:
(1,3) = (2,3) = (2,1) = (1,1) = (1,3)

Uvjete necemo prekrsiti ako u polje (1,3) upisemo 1, u polju (2,3) smanjimo broj
za 1, broj u polju (2,1) pove¢amo za 1, a broj u polju (1,1) smanjimo za 1. Pri ta-
kvoj promjeni strukture prijevoza ukupni se prijevozni troskovi povecaju za:

40—15+9—15=19
novéanih jedinica; ovim brojem ocijenimo prazno polje (1,3).
Prazno polje (1,4) ocijenimo po zatvorenom putu:
(1,4) = (3,4) = (3,3) = (2,3) = (2,1) > (L,1) = (1,4)
i dobivamo ocjenu:
0—0-+42—154+9—15 =21
Prazno polje (2,4) ocijenimo po zatvorenom putu:

(2,4) - (3,4) > (3,3) >(2,3) = (2:4)
i dobivamo ocjenu:
0—0442—15=27

Prazno polje (3,1) ocijenimo po zatvorenom putu:

(3,1) = (2,1) =(2,3) > (3,3) = (3,])
i dobivamo ocjenu:
23 —9+15—42=—13

Cinjenica da je ocjena ovog polja negativna, znaCi da se ukupni troskovi transporta
smanjuju ako putem (3,1) od trecega proizvodnog do prvoga potro$nog mjesta
usmjerimo nesto robe.

Prazno polje (3.2) ocijenimo po zatvorenom putu:

(3,2) =+ (2,2) = (2,3) = (3,3) > (3,2)
i dobivamo ocjenu:
42 — 154+ 15—-42=0

Cinjenica da je ova ocjena jednaka 0, znaci da se ukupni troskovi transporta ne mi-
jenjaju ako po putu (3,2) od treCega proizvodnog do drugoga potrodnog mjesta
usmijerimo nesto robe.

Tako smo zavrili s ocjenjivanjem praznih polja; ocjene su u tabeli 1. upisane
u odgovarajuéim praznim poljima u lijevom donjem uglu.
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Prazno polje moze imati pozitivnu ili negativnu ocjenu, a moze imati i ocjenu 0.
Kad je ocjena pozitivna, onda se ukupni troskovi transporta povecaju ako putem
koji odgovara polju usmjerimo ne$to robe. Ako je ocjena negativna, onda se ukupni
troskovi transporta smanjuju ako putem koji odgovara polju usmjerimo nesto robe.
Kad je ocjena jednaka 0, ukupni se troskovi ne mijenjaju ako putem koji odgovara
usmjerimo nesto robe. Najve¢e smanjenje ukupnih tro$kova transporta postizemo
ako $to vecu koli¢inu robe usmjerimo na put koji odgovara polju $to po apsolutnoj
vrijednosti ima najveéu negativou ocjenu,

Iz tabele |. vidimo da negativnu ocjenu ima samo polje (3,1) s ocjenom —13.
T'o znaci da se ukupni troskovi transporta mogu smanjiti i da prema tome poznato
prvo moguce rjedenje jo$ nije optimalno. Da bismo stoga pri ovom moguéem rje-
senju ukupne troSkove transporta §to vi§e smanjili, usmjerimo na put koji odgovara
negativno ocijenjenom polju (3,1) najve¢u mogucu koli¢inu robe, a odredimo je
ovako:

Prazno polje (3,1) smo ocjenjivali po zatvorenom putu:
(3;1) = (2,1) =(2,3) = (3,3) = (3,1)

Na ovom zatvorenom putu nademo polje s najmanjom koli¢inom robe; to je polje
(2,1) s brojem 30. Stoga u polje (3,1) mozemo prenijeti najvise 30 jedinica robe.
No da ne bismo prekrsili uvjete, moramo odgovarajuce promijeniti brojeve u svim
poljima na ovom putu. Strukturu prijevoza promijenimo ovako: u prazno polje
(3,1) stavimo 30; u polju (2,1) oduzmemo 30, tako da ostane prazno; u polju (2,3)
dodamo 30, take da u njemu dobijemo 150; u polju (3,3) oduzmemo 30, tako da
u njemu ostane 50. Takvom promjenom strukture transporta ukupni se trogkovi
transporta smanjuju za

— 30.23 + 30.9 — 30.15 + 30.42 = 390

novcanih jedinica. Nakon takve promijene strukture transporta dobivamo drugo
moguce rjeSenje, koje daje tabela 2. Za ovo mogude rjefenje ukupni su trofkovi
transporta jednaki:

160.15 + 100.15 4 150.15 + 30.23 + 50.42 -- 10.0 — 8940
novcanih jedinica.

Pogledajmo da Ii se drugo moguce rjeSenje moze poboljfati; u tu syrhu oci-
jenimo po metodi skakanja s kamena na kamen sva prazna polja u tabeli 2.

Prazno polje (1,2) ocijenimo po zatvorenom putu:
(1,2) +(2,2) +(2,3) > (3,3) =(3,1) > (L) - (1,2
i dobivamo ocjenu:
40 — 154 15—42+ 23 —~ 15 =6
Prazno polje (1,3) ocijenimo po zatvorenom putu:
(1,3) = (3,3) > (3,1) = (1,1) =(1,3)

i dobivamo ocjenu:
40 —42 |23 — 15 =6
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TABELA 2. DRUGO I OPTIMALNO MOGUCE RJESEN]JE

| __—_haiitam - i _‘ Kapaciteti |
‘ - | Pr | Pa | P, 2 ishodista |
| | | 15 40 | 40 | 0 |
I, ‘ 160 ‘ | 160
| | | 6 6 | 8 |
T
| M ‘ 9 15 ‘ 15 ! 0 |
[ pr!ﬁi&iodnje I, ‘ 100 150 | ‘ 20
! | 13 | ‘ | 27 - |
= =1 — e S—! EEE—————— S P = |
I a2 0 |, |
| 1, 30 50 | 10 | 90
[ e T TR e aa T

Prazno polie (1,4) ocijenimo po zatvorenom putu:

“!4) ¥ (3:4) e (3:]} E=a (l:l) "7’(]-54)
i dobivamo ocjenu:
0—0-+23—15=8

Prazno polje (2,1) ocijenimo po zatvorenom putu:
(2,1) - (2,3) = (3,3) ~ (3,1) = (2,1)
i dobivamo ocjenu:
9_15+42—23=13
Prazno polie (2,4) ocijenimo po zatvorenom putu:
(2,4) > (3.4) > (3,3) > (2,3) >~ (24
i dobivamo ocjenu:
0—0+-42—15=27
Prazno polje (3,2) ocijenimo po zatvorenom putu:
(3,2) = (2,2) = (2,3) =~ (3,3) = (3,2)

i dobivamo ocjenu:
42 —15+15—-42=0

Tako smo zavrsili ocjenjivanje praznih polja; izracunate su ocjene u tabeli
2. upisane u odgovaraju¢im praznim poljima u lijevom donjem uglu. Kako nijedno
polje nema negativnu ocjenu, to ukupne trodkove transporta ne mozemo vise sma-
njiti, pa je stoga dobiveno drugo moguce rjeSenje optimalno.
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Skup optimalwih mogucih rjeseja. U skladu s tabelom 2. mozemo izracunano
optimalno moguée rieSenje napisati u matri¢nom obliku ovako-

160 0 0 0
X' 0100 150 0
300 50 10

Ovo je rjeSenje bazicno i nedegenerirano jer ima egzakmo 6 pozitivnih kompone-
dta; za ovo su rjeSenje ukupni trogkovi transporta najmanji i jednaki § 940 noy-
Canih jedinica,

Pogledajmo ocjene praznih polja u tabeli 2. Kad bi sve ocjene bile pozitivne,
onda bi izratunano optimalno moguce rjesenje bilo jedino; kako je medutim polje
(3.2) ocijenjeno sa 0, to postoje jo§ druga optimalna moguca rjeSenja. Bududi da
polje (3,2) ima ocjenu 0, to mozemo putem koji odgovara ovom polju usmjeriti
nesto robe, a da se pri tom ukupni trokovi transporta ne mijenjaju. Novo bazicao
optimalno moguce rjesenje dobivamo ako na put koji odgovara ovom polju usmje-
rimo najveéu mogucu koli¢inu robe. Ovu kolicinu odredimo ovako

Prazno polje (3,2) ocijenili smo po zatvorenom putu:
'\'312\_.' . (2"?1 e (2-3) = '1(331 T (3:'2)

Nua ovom putu nalazimo najmanji broj 50; stoga u polje (3,2) mozemo prenijeti
najvise 50. Da ne bismo prekrsili uvjete, moramo stoga odgovarajuce promijeniti
brojeve u poljima na tom putu. Strukturu transporta promijenimo ovako: u prazno
polje (3,2) postavimo 50; iz polja (2,2) uzmemo 50, tako da u njemu ostaje jo§ 50;
u polje (2,3) dodamo 50, tako da u njemu dobivamo 200; iz polja (3,3) oduzmemno
50, tako da ostaje prazno. Nakon takve promjene strukture transporta dobivam o
nove optimalno moguce rjefenje koje je odredeno matricom

166 ¢ 0 0
X? = 0 50 200 ¢
30 50 0 10

Ovo je rjesenje bazicno i nedegenerirano jer ima tocno 6 pozitivnih komponenata;
Zd 0vo su rieSenje ukupni trogkovi transporta najmanji i jednaki 8 940 novéanih
jedinica.

Ruazmatrani problem wansporta ima dva optimalna bazicna i nedegenerirana
moguca rieSenja koja su odredena matricama X' i X2, Svyaki konveksni linearni
SASTav

X -pX' (I —p)Xx? O=p=s0n
ovih dvaju rjcenja jest i opumalno moguce riegenje. Stoga matrica:

60 0 0 0
X~ 0 50+50p 200—50p 0

30 50 — s0p 30p 10
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odreduje za sve moguce vrijednosti koeficijenta p skup svih optimalnih mogucih rje—
$enja problema transporta. Za p — 0 dobivamo bazicno i nedegenerirano opti-
malno moguce rjeSenje X2?; za p — | dobivamo bazicno i nedegenerirano Opti-
malno moguce rjesenje X!: za sve vrijednosti koeficijenta p koje zadovoljavaju
nejednadzbe 0 < p < 1 dobivamo medutim nebaziéna optimalna moguca rje-
senja jer u ovim primjerima svako moguce rjeSenje ima vie od 6 pozitivnih kom-
ponenata.

Vijeibe
1. Rijedi metodom skakanja s kamena na kamen:

a) problem transporta s dva ishodifta i dva odrediSta koji smo razmatrali u L. wocki I1.
poglavija;

b) 4. viezbu u 1. tocki II. poglavlja;

¢) problem transporta s dva ishodidta i dva odredidta koji smo razmatrali u trecoj tolki
11. poglavlja;

d) 3. vjezbu u 3. tocki 11. poglavlja;

¢) problem transporta § viskom ponude koji smo razmatrali u 4. tofki IL poglavlja;

£) 2. vjezbu u 4. tocki II. poglavlja.

3. Tz tri nalaziita, u kojima ima uzastopce 6, 1019 jedinica robe, razvozimo robu u 4 mjesta,
koja uzastopce trode 4, 6, 7 i 8 jedinica robe. Transportne su tarife za jedinicu robe: od prvog
nalazi§ta 20, 26, 46 i 36, od drugog nalaziSta 22, 48, 32 i 38, od treceg nalazifta 50, 28, 30 1
40 novéanih jedinica. Kako da usmjerimo transport robe a da bi ukupni troskovi transporta
bili najmanji?

((3,3.0,0; 0.3,7.03 1,0,0,8; 758) i (0.3,0.3; 0,3,7,0; 4,0.0,5; 758))

3. Iz tri ishodista s ponudama 20. 12 i 50 vozimo robu u tri odredidta s potraZnjom
od 23, 19 i1 40. Transportne su tarife za jedinicu robe: Od prvog ishodista 54, 60 i 61, od
drugog ishodiSta 56, 62 i 63 i od treceg ishodista 60, 66 i 69 novcanih jedinica. Kako da or-
ganiziramo prijevoz a da bi ukupni trofkovi transporta bili najmaniji?

(0,0,20; 0.0,125 23,19.8; 5162)

3. Metoda MODI

Metodom skakanja s kamena na kamen, ocjenjivanje praznih polja moze izis-
kivati dosta vremena i postati nepregledno osobito ako problem transporta ima
vedi broj ishodista i odredista. U tom je slucaju tesko naci poligonalni put kroz zau-
zeta polja po kojem ocjenjujemo prazno polje. Ocjenjivanje olaksavamo do izvjesne
mijere sistematiziranom i modificiranom metodom koja se naziva metoda MODI.
Ovu ¢emo metodu razmatrati na primjeru problema transporta § pet mjesta proi-
zvodnje i 4 mjesta potrosnje. Podatke za ovaj problem transporta, i to kapacitete
mjesta proizvodnje, potrebe mjesta potrodnje i transportne tarife daje u odgova-
raju¢im jedinicama tabela 1. Na temelju tih podataka Zelimo rijediti problem kako
da prevezemo robu od proizvodnih mjesta do mijesta potro$nje da bi ukupni tro-
tkovi transporta bili najmanji.

Kod matemati¢kog zapisa OVOg problema transporta dobivamo 5 jednadzbi
za mjesta proizvodnje i 4 jednadzbe za mijesta potronje; kako je ukupni kapacitet
svih mijesta proizvodnje jednak ukupnim potrebama svih mjesta potro$nje, to jedna
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TABELA 1. PODACI ZA PROBLEM T RANSPORTA

Miesta potrosnje Kapaciteti
|— — | mjesta
| | By P: Py Py proizvodnje
— | % | 62 51 86 84 524
| 1, 23032 41 54 293
Mijesta m | &
proizvodnjc | I_\ 3l 73 44 72 775
I, | 64 22 52 34 322
' Iy 85 63 53 6l | 306
Potrebe
| mjesta | 446 503 737 s34 | 2 220
' potrognje

jednadzba otpada i dobivamo problem sa 5+ 4 — | — 8 nezavisnih linearnih
jednadzbi. Stoga svako nedegenerirano baziéno mogude rjieSenje problema ima
Po 8 pozitivnih komponenata.

Kao po metodi skakanja s kamena na kamen tako i po metodi MODI problem
pocinjemo rjeSavati tako da u skladu s uvjetima odredimo prvo moguce rjesenje;
1o rjesenje dobivamo po pravilu sjeverozapadnog kornera, kao $to vidimo na tabeli
2. Po tom pravilu u lijeva gornja polja upisujemo §to vecde brojeve, koji izrazavaju
koli¢ine na odgovarajuéim putovima prevezene robe,

U polje (1,1) zapigemo najveci mogudi broj 446; kako smo time zadovoljili
potrebe prvoga mijesta potrosnje, to polja (2,1), (3,1), (4,1) i (5,1) ostaju prazna.
Potom u polje (1,2) zapisemo najveci moguci broj 78; kako smo time iscrpli kapa-
citete prvoga mijesta proizvodnije, to polja (1,3) i (1,4) ostaju prazna., Nakon toza
u polje (2,2) zapiSemo najvedi moguci broj 293; kako smo time iscrpli kapacitete
drugoga mjesta proizvodnje, to polja (2,3) i (2,4) ostaju prazna. Zatim u polje (3,2)
zapisemo najve¢i mogudi broj 132; kako smo time zadovoljili potrebe drugoga
mjesta potroSnje, to polja (4,2) i (5,2) ostaju prazna. Tada u polje (3,3) zapitemo
najveci mogudi broj 643; kako smo time iscrpli kapacitete treCega mjesta proiz-
vodmnije, to polje (3,4) ostaje prazno. Potom u polje (4,3) zapiSemo najvedi mogudi
broj 94; kako smo time zadovoljili potrebe trecega mjesta potrodnje, to polje (5,3)
ostaje prazno. Zatim u polje (4,4) zapisemo najveéi moguci broj 228 i njime iscrpemo
kapacitete Cetvrtoga mijesta proizvodnje. Napokon u polje (5,4) zapiSemo najveci
moguci broj 306 i njime iscrpemo kapacitete petoga mjesta proizvodnje i zadove-
liimo potrebe Cetvrtoga mjesta potroénje.

Na taj smo nac¢in dobilj prvo moguce rjeSenje; to je rjeSenje bazicno i nede-
gencerirano jer ima tocno 8 pozitivnih komponenata. Pri tom riesenju ukupni su
troskovi transporta jednaki:

S, = 446.62 - 78.51 -+ 293.32 L 132.73 - 643.44 - 94.52 -
228.34 - 306.61 = 110 240

novcanih jedinica,

Da bismo ustanovili da lj se dobiveno moguce rjesenje moze poboljati, oci-
ienimo sva prazna polja. Umjesto da prazna polja ocjenjujemo po vec¢ poznato
metodi skakanja s kamena na kamen, ocijenit ¢emo ih metodom MODI.
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TABELA 2. PRVO MOGUCE RJESENIJE

5. oz |— " Kapacites miesta proiavodnie | Mjesta |y,
| P, P, | P, \ Ps potrosnje |
— = — - 1 = ——— _|_ T
| 1 el s a4 0
| Ii 446 | 78 | s '|
| ! 64 | 80
I b S =l | -
| 23 2 4l 54 | | —19 |
I, | 293 Lo293 |
| |20 38 | 69 | '
= - = = - S —— Salar _ = f— — — - |
| Mijesta 3 73 | 44 I| 72 | 22
proiz- 15 132 643 775 |
| vodnje _ 53 | 46 l | |
ll 64 22 52 | 34 | 30 |
|
Iy 94 298 2
28 59 | ,
85 63 53 | 61 | 57|
| 1. . | 306 306 |
| 34 | —45 | —20 | | |
|_ — ‘ == = e s G S
Potrebe mjesta 446 s03 | 137 534 | 2220 |
| potrodnje | . I I
8 T e2 | sl 2l 4 - |

Prema toj metodi, u tabeli 2. svakom retku i svakom stupcu damo neku ocjenu.
Oznaéimo v; ocjenu i-t0g retka i s; ocjenu j-tog stupca. Polju (i,j) odgovara trans-
portna tarifa ¢y Retke i stupce ocijenimo po slijedecoj uputi:

Zauzetom polju (i, j) odgovarajuca transportna tarifa ¢;; neka bude jednaka
sumi ocjene i-tog retka v, i ocjene j-tog stupca §;.

cy="i+8
Po toj uputi odredimo ocjene svih redaka i stupaca po tabeli 2. ovako:

Zauzetom polju (1,1) odgovara transportna tarifa ¢, = 62; kod prvog retka
propisemo svojevoljno ocjenu v, = 0, stoga prvi stupac moramo ocijeniti ocjenom
s, — 62. Zauzetom polju (1,2) odgovara transportna tarifa ¢;; = 51; kako vec
prvi redak ima ocjenu v, = 0, 10 drugi stupac dobiva ocjenu s, — S51. Zauzetom
polju (2,2) odgovara transportna tarifa ¢;; = 32; kako drugi stupac ve¢ ima ocjenu
s, =31, to drugi redak dobiva ocjenu v, = —19. Zauzetom polju (3,2) odgovara
transportna tarifa Ca, = 73; kako drugi stupac ve¢ ima ocjenu s, = 31, 1© tredi
redak dobiva ocjenu Vi = 2. Zauzetom polju (3,3) odgovara transportna tarifa
cy3 = 44; kako treéi redak ima ocjenu Vi — 22, to treci stupac dobiva ocjenu
s, = 22. Zauzetom polju (4,3) odgovara transportna tarifa Cs3 = 52; kako treci
stupac ve¢ ima ocjenu s3 = 22, 10 cetvrti redak dobiva ocjenu Vi = 30. Zauzetom
polju (4,4) odgovara transportna tarifa caa = 34; kako Cetvrti redak veé ima ocjenu
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vy = 30, to Cetvrti stupac dobiva ocjenu s, = 4, Zauzetom polju (5,4) odgovara
transportna tarifa ¢s, = 61; kako &etyrti stupac vec ima ocjenu s, — 4, to peti
redak dobiva ocjenu v, — 57. Tako smo odredili ocjene svih redaka i stupaca.
U tabeli su ocjene redaka zapisane na desnom rubu, a ocjene stupaca na donjem
rubu,

Sada kad su nam poznate ocjene svih redaka i stupaca, mozemo ocijeniti svu
prazna polja po slijedecoj uputi:

Ocjenu svakoga praznog polja (i, j) dobivamo tako da od njemu odgovarajuce
transportne tarife ¢;; odbijemo ocjenu i-tog retka i ocjenu j-tog stupca; stoga je
ocjena praznog polja (i, j) jednaka:

Cij — Vi — 5.

Izracunajmo po toj uputi ocjene svih praznih polja:

polie (1,3) ima ocjenu 86 - (0 — 22 = 64
polje (1,4) ima ocjenu 84 — (0 — 4 = R0
polje (2,1) ima ocjenu 23 + 19 — 62 — — 20;
polje (2.3) ima ocjenu 41 - [9 — 22 - 38;
poljie (2,4) ima ocjenu 54 - 19 — 4= 69;
polje (3,1) ima ocjenu 31 — 22 — 62 = — 53;
polie (3,4) ima ocjenu 72 — 22 — 4 — 4o
polje (4,1) ima ocjenu 64 — 30 — 62 — — 28;
polje (4,2) ima ocjenu 22 — 30 — 51 = — 59;
polie (5,1 ima ocjenu 85 — 57 — 62 = — 34;
polje (5,2) ima ocjenu 63 — 37 — 51 = — 45;
polie (5,3) ima ocjenu 53 — 57 22 = — 26

lzracunane ocjene upisane su u tabeli 2. PO praznim poljima u lijevom donjem
uglu.
Metodom MODI za prazna polja dobivamo iste ocjene kao metodom skakanja
s kamena na kamen jer se u objema metodama radi samo o dva razlicita nacina
racunanja, koji medutim vode do istih rezultata. Usporedujmo na primjer oba ng-
Cina racunanja ocjena za prazno polje (2,4). Po metodi MODI dobivamo ocjenu -
Caa — Vi — 54

Po metodi skakanja s kamena na kamen ocjenjujemo prazno polje (2,4) po zarve-
renom poligonalnom putu:

(2,4) — (4.4) -~ (4,3) - (3,3) = (3,2) - (2,2) = (2,9)
i dobivamo ocjenu:
Cag — Cyq €43 — Caz L3z — €55
Kako je transportna tarifa koja odgovara svakom Zauzetom polju jednaka sumi

ocjene odgovarajuceg retka i ocjene odgovarajuéeg stupca, to gornja ocjena dohiv.
oblik:

Cas — (Ve 4 84) L vy 4 $a) — (Va + s53) + (v - S2) — (V5 - 8,)



1z toga nakon uniétenja ¢lanova dobivamo ocjenu:
Cag — Va — 84s

kakvu smo dobili i metodom MODI.

TABELA 3. DRUGO MOGUCE RJESENJE

| | . . " [ Rapaciteti |
| Mjesta potrosnje | ¢ |
|5, — 104694 | S | el
| . [ o [ | proas |
| P, | P2 Py | P, | vodnje | |
I_ T o = e T I__ = =
| o e2| st 86 || 84 | | o
| Lo | 446 8 5| |
| | | 64 || 21 | |
— S | . - T o e— !
| ' ?3| 32 | 41 | 54 | | —19 |
| | 1 293 om
20 | | 38 ] | | I|
| I . S T B,
Mjesta B u oon 2
proiz- T, || | 38 | 737 | 775 |
| vodnje | —53 | | V3 | |
| | | -
| S IS N MR e
‘ | | o4 | 2 | 52 | 34 | ]—29‘
' Iy | 94 | l 298 322 |
| 31 | 59 ! '
e B B
| | 85 | 63 | 53| 61 | | -2
| P Is | | ' 306 | 306 |
| B |
e | e N _____._______|
| ; | | '
| Potrebe mjesta | 44 s; 737 s34 | 2220 | |
| potrodnje | | | | |
| S L M PR « - i — | —
| ) T e2| 51| 2 Nl |

Nakon izracunavanja ocjena praznih polja vidimo da prvo moguce rjesenje
u tabeli 2. moZemo poboljsati jer su neke od tih ocjena negativne. Buduéi da mo-
guce rjesenje yelimo $to vise poboljsati, to medu praznim noljima potrazimo ono
koje je ocijenjeno po apsolutnoj vrijednosti najvecim negutivnim brojem. Takvo
je polje (4,2), koje ima ocjenu — 59, Na put koji odgovara ovom polju usmjerimo
$to veéu koli¢inu robe. Ovu kolitinu odredimo na slijedei natin: najprije potra-
#imo zatvoreni poligonalni put po kojem ocijenimo prazno polie (4,2) metodom
skakanja s kamena na kamen; ocijenimo ga po putu:

4,2) = (3,2) =~ (3,3) > (4,3) = (4,2)

Zatim na ovom putu potrazimo polje koje je zauzeto najmanjim brojem; takvo je
polje (4,3) s brojem 94. Ovaj broj odreduje kolitinu robe koju usmjerimo putem
koji odgovara praznom polju (4,2)".

L Pri takvom odredivanju polja moZemo s ograniciti da uzimamo u obzir samo ona polja
od kojih oduzimamo robu.
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U prazno polje (4,2) postavimo broj 94 i u skladu s uvjetima odgovarajuce
promijenimo brojeve u poljima gornjeg poligonalnog puta; broj 132 u polju (3,2)
smanjimo za 94 na 38, broj 643 u polju (3,3) pove¢amo za 94 na 737 ; broj 94 u
polju (4,3) smanjimo za 94, tako da to polje ostane prazno,

Nakon takve promjene strukture transporta dobivamo drugo moguce riesenje,
koje je dano u tabeli 3. Ovo moguce rjeSenje je bazicno i nedegencrirano jer ima
tocne 8§ pozitivnih komponenata. Po ovom mogucem rjeSenju ukupni troskovi
transporta jednaki su:

S, = 446.62  78.51 - 293.32 + 38.73
737.44 4 94.22 + 228.34 306.61 = 104 694

novcanih jedinica.

Da bismo ustanovili da 1 drugo moguce rjesenje mozemo jos poboljsati, oci-
jenimo sva prazna polja u tabeli 3. metodom MODI. U tu svrhu odredimo najprije
ocjene redaka i stupaca, Pocinjemo kod zauzetog polja (1,1), kojemu odgovara trans-
portna tarifa ¢,; = 62; prvom retku propisemo svojevoljno ocjenu v, = (), Zbog
toga prvi stupac dobiva ocjenu s; = 62. Na taj nacin nastavljamo ocjenjivenije
redaka i stupaca po ve¢ opisanom postupku, Izracunane ocjene upisane su u tabel; 3.
na njezinom desnom j donjem rubu.

Sada kad su nam poznate ocjene redaka i stupdca, ocijenimo svako prazno
polje tako da od njemu odgovarajuce transportne tarife odbijemo ocjenu odgova-
rajuceg retka i ocjenu odgovarajuéeg stupca. Zapocinjemo s praznim poliem (1.3).
koje dobiva ocjenu 86 — 0 _ 22 = 64. Na taj nacin nastavljamo ocjenjivanic
praznih polja po vec¢ poznatoj uputi. lzracunane ocjene upisane su u tabeli 3. y
praznim poljima u lijevom donjem uglu.

Nakon izracunavania ocjena praznih polia vidimo da drugo moguce rjesenje
mozemo pobolj$ati jer su neke od tih ocjena negativne. Kako zelimo moguce riec-
senje $to vife poboljdati, to medu poljima potrazimo ono koje ima po apsolutrioj
vrijednosti najvecu negativnu ocjenu. Takvo je polje (3,1), koje ima ocjenu 3
Za ovo prazno polje potrazimo zatvoreni poligonalni put po kojem ga ocijenimo

metodom skakanja s kamena na kamen; ocijenimo g4 po putu:
Gol) = (L) =(1,2) > 3,2) - (3,1

Na tom putu potrazimo polie zauzeto najmanjim brojem. Takvo je polje (3,2) s
brojem 38, U prazno polje (3,1) postavimo broj 38 i u skladu s uvjetima promije-
nimo brojeve u poljima na gornjem poligonalnom putu, Broj 446 u polju (1,1) sma-
njimo za 38 na 408, broj 78 u polju (1,2) pove¢amo za 3% na 116 i broj 38 u polju
(3,2) smanjimo za 38, tako da polje ostaje prazno.

Nakon ovih promjena strukture prijevoza dobivamo trece moguce rjesenic,
koje daje tabela 4. Ovo moguce rjeSenje je bazicno j nedegenerirano jer ima rocno
8 pozitivnih komponenata. Prema ovom mogucem rjeSenju ukupni trodkov trans-
porta jednaki su:

S; = 408.62 | 116.5] -+ 293.32 - 38.31
737.44 - 9422 1 228,34 306.61 — 102 680

novcanih jedinica,
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TABELA 4. TRECE MOGUCE RJESENJE

o I_K_apaciteti ] |

| Mjesta potrosnje | miesta

5, =102680 | - - — B : v
- ” T proiz- |
| P, | P, \ P | Pa vodnje |
s R TR~ R e T
| | 62 || st | 86 | 84 | 0|
| |
| 1, | 408 116 I | 524
| | | I | 2 | | |
ES _|_ i____: — e I I St |
| | 23 | 32 | a1 | 54 | 19|
' L 203 | | | 203 ! '
| —20 —15 |10
| l _— __| = o —_— | = |_ ey - ____I e
| Micsta ’ | 31 | 73 | 44 72 | | —31 |
proiz- | I 38 | | s 775
vadnje | | | 53 | 40 ‘ |
|| 64 2 9 '| 34 | —29
| Lo | 94 | om | 2 |
| II | 3t | [ 6 | |
| s R =
| 85 | 63 53 | 61 | |
| | Is | | 306 306 |
| ' S 14 | —20 | ' |
[T NN | SRR T BRI S —
, il | |
| Potrebe miesta | 446 so3 | 731 | s | 2220 | \
potrosnje | | |
e I T S S e ERN
I ) _ 62 51 | 75 | 63 | I ||

Da bismo ustanovili da li tre¢e moguce riesenje mozemo poboljsati, ocijenimo-
sva prazna polja u tabeli 4. metodom MODI. U w svrhu odredimo najprije ocjene
redaka 1 stupaca. Zapoéinjemo pri zauzetom polju (1,1), kojemu odgovara trans-
portna tarifa ¢;; = 62; prvom retku propisemo svojevoljno ocjenu vy = 0, stoga
prvi stupac dobiva ocjenu s, = 62. Na taj natin nastavljamo ocjenjivanje redaka
i stupaca po ve¢ poznatom postupku. Izraunane ocjene upisane su u tabeli 4. na
njezinom desnom i donjem rubu.

Sada kad su nam poznate ocjene redaka i stupaca, ocijenimo svako prazno
polje tako da od njemu odgovarajuce transportne tarife odbijemo ocjenu odgova-
rajuceg retka i ocjenu odgovarajuceg stupca. Zapotinjemo $ praznim poljem (1,3),
koje dobiva ocjenu 86 — 0 — 75 — 11. Na taj nalin nastavljamo ocjenjivanje
praznih polja po ve¢ poznatoj uputi. Izradunane ocjene upisane su u tabeli 4. u
praznim poljima u lijevom donjem uglu.

Treée mogude rjesenje U tabeli 4. mozemo jos poboljsati jer neka prazna polja
imaju negativne ocjene. Da bismo ovo riesenje §to vise poboljsali, trazimo najprije
polje koje po apsolutnoj vrijednosti ima najvecu negativnu ocjenu; takva su polja
(2,1) i (5,3), koja imaju ocjenu — 0. U daljnjem postupku svojevolino se odlucu-
jemo za polje (2,1). Potom odredimo zatvoreni poligonalni put po kojem ovo polje
ocijenimo metodom skakanja s kamena na kamen; ocijenimo ga po putu:

@1y - (L) = (1,2) > (22) > @D
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TABELA 5. CETVRTO MOGUCE RJESENJE

Mijesta potrognje I\l:;paf;;cn
S. - 96820 — 1 7
1 . — — = proiz-
Py P; P, Py vodnje
62 51 86 | 84 n
|1 115 409 | | s
| 11 27
23 32 41 | 54 —J39
I, | 293 | 293
| | 20 5 B
== I e e | | == .
|
Misa | 3| g “lon ~31
proiz- | I, 38 737 | | o7s |
vodnje | 53 | 40 | '
. e |_ . R — I — —_— — |
| | 64 22 ll 52 | 34 | [ ===
Ls 94 | 28 | 3
31 | 6 | |
- [(—es .|_ -~ e — | — |
| 85 | 63 | 53 61 -2
Is | | | 306 | 306
| 25 14 =20 | |
e = T | WS ————
: | [ |
IJolrcEwe_ mjesta 46 | 50 737 | 534 2320 I
potrosnje | | |
= - — = w2 = B = —_— s |_ . oy |
s 62 51 75 63

Medu zauzetim poljima na Ovom putu najmanji broj 116 ima polje (1,2). Kako
medutim najvede sniZenje ukupnih trokova lransporta  postizemo ako broj 293
1z polja (2,2) prenesemo 1 polje (2,1), to se radj skradenja racunanja odlucimo za
taj prijenos. Pri tom u sklady $ uvjetima promijenimo brojeve u poljima na gornjem
Zatvorenom putu. Broj 408 u polju (1,1) smanjimo za 293 na 115, broj 116 y polju
(1,2) povecamo za 293 ng 409 i broj 293 u polju (2,2) smanjimo za 293, tako da
Ovo polje ostane prazno.

Nuakon takve promjene strukture transporta dobivamo etvrto moguce rje-
Senje, koje daje tabela 5. Ovo mogude rjesenje je baziéno i nedegenerirano jer ima
tocno 8 pozitivnih komponenata, Prema ovom mogucem rjeenju ukupni trogkovi
transpotta jednaki su:

Sq = 115.62 -+ 409.51 + 293.23 4 38.51 +
-+ 737.44 + 94,22 1. 22834 =+ 306.61 = 96 820
novcanih jedinica.
Da bismo ustanovili da I cetvrio mogude rieSenje mozemo poboljsati, ocije-
nimo sva prazna polja u tabeli 5. metodom MODLI. U tu syrhu najprije odredimo

ocjene redaka | stupaca. Pocinjemo pri zauzetom polju (1,1, kojemu odgovara
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transportna tarifa ¢,; = 625 u prvom retku propisemo svojevoljno ocjenu v, = 0,
stoga prvi stupac dobiva ocjenu s, = 62. Na taj nadin nastavljamo ocjenjivanje
redaka i stupaca po ve¢ poznatoj uputi. Izratunane ocjene upisane su u tabeli 5.
uz njezin desni i donji rub.

Sada kad su nam poznate ocjene redaka i stupaca, ocijenimo svako prazno
polje tako da od njemu odgovarajuce transportne tarife odbijemo ocjenu odgova-
rajuceg retka i ocjenu odgovarajuceg stupca. Poc¢injemo s praznim poljem (1,3),
koje dobiva ocjenu 86 — 0 — 75— 11. Na taj na¢in nastavljamo ocjenjivanje
praznih polja po ve¢ poznatoj uputi. IzraCunane ocjene upisane su u tabeli 5. 1
praznim poljima u lijevom donjem uglu.

Cetvrto moguce rjeSenje moZzemo pobolj$ati jer u njemu jo§ jedno polje ima
negativnu ocjenu, i to polje (5,3) s ocjenom — 20. Za to polje odredimo zatvoreni
poligonalni put po kojem ga ocijenimo metodom skakanja s kamena na kamen; oci-
jenimo ga po putu:

(5,3) -~ (5,4) > (44) — (42) - (1,2) S (1,1) = (3,1) = (3,3) > (5,3)

Medu zauzetim poljima na ovom putu najmaniji broj 38 ima polje (3,1). Kako me-
dutim postizemo vece sniZenje ukupnih tro§kova transporta ako broj 94 iz polja
(4,2) prenesemo u prazno polje (5,3), odlu¢imo se za taj prijenos. Pri tom u skladu
s uvjetima promijenimo brojeve u poljima na gornjem zatvorenom putu. U prazno
polje (5,3) upisemo 94, broj 306 u polju (5.4) smanjimo za 94 na 212, broj 228 u
polju (4,4) povecamo za 94 na 322, broj 94 u polju (4,2) smanjimo za 94 i polje
ostaje prazno, broj 409 u polju (1,2) pove¢amo za 94 na 503, broj 115 u polju (1,1)
smanjimo za 94 na 21, broj 38 u polju (3,1) povecamo za 94 na 132 i konac¢no broj
737 u polju (3,3) smanjimo za 94 na 643.

Nakon takve promjene strukture transporta dobivamo peto moguce rjesenje,

koje je dano u tabeli 6. Ovo mogude rjeSenje je bazitno i nedegenerirano jer ima
to¢no 8 pozitivnih komponenata. Pri tom mogudéem rjesenju ukupni trodkovi trans-

porta jednaki su:
S5 = 21.62 + 503.51 + 293.23 + 13231 +
L 643.44 - 322.34 + 94.53 + 212.61 — 94 940
novcanih jedinica.

Da bismo ustanovili da li peto moguce rjesenje mMozemo poboljsati, ocijenimo
sva prazna polja u tabeli 6. metodom MODI. Najprije odredimo ocjene redaka
i stupaca. Pocinjemo pri zauzetom polju (1,1), kojemu odgovara transportna ta-
rifa ¢,, — 62; prvom retku propi§emo svojevoljno ocjenu v, = 0, stoga prvi stu-
pac dobiva ocjenu $; = 62. Ocjenjivanje nastavljamo po ve¢ poznatoj uputi. Iz-
radunane ocjene upisane su u tabeli 6. uz njezin desni i doniji rub.

Sada kad smo izracunali ocjene redaka i stupaca, ocijenimo po ve¢ poznatoj
uputi pojedina prazna polja. PoCinjemo s poljem (1,3), koje dobiva ocjenu 86 —
— 0 — 75 — 11. Racunanje nastavljamo do posljednjeg praznog polja. Izracunane
ocjene upisane su u tabeli 6. u praznim poljima u lijevom donjem uglu.

Kako nijedno prazno polje nema negativnu ocjenu, to peto moguce rjeSenje
ne mozemo vise poboljsati. Stoga je peto moguce rjesenje, koje je dano u tabeli
6, optimalno i s njim je rje$avanje problema transporta zavr$eno. Bududi da ni-

jedno polje nema ocjenu 0, to nema ni alternativnih optimalnih moguéih rjeSenja.
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TABELA 6. PETO I OPTIMALNO MOGUCE RJESENJE

| . Mijesta potroinje Kapaciteti
S. = 94940 | mjesta
i S R —— proiz-
| | Py ! Pa | P, | Py | vodnje
i - = L R - oy I
| 62 | st 86 84 0
Iy | 21 503 524
; 1 /
B - S L R o O
23 | 32 | 41 54 — 39
| I, 203 293
|20 bl 10
o I E— = .
Mjesta ; 31 73 | 44 | 7 | [ =gy
| pruizl— | Is 132 ' 643 | | 775 |
| vadnje 53 | | 20
! | : ——f e — —
| 64 | 22 | 52 34 | | —49
I, | : 322 | 3
51 | 20 26 : '
| I P —|— .
| 85 63 53 | 61 2
I . e 22 | 306 |
| 45 | 34 | | |
—_— = _. = e _|‘_ — — (= s —== — =
].)L‘I[['t‘i)(.'_ mjesta 446 | 503 | 737 sag | 2220
potrosn)e | |
s T e T w | E T e

U skladu s upravo rijesenim numerickim primjerom navodimo za rjiesavanje
transportnih - problema linearnog programiranja s jednom vrstom robe slijedeci

raspored za racunanje metodom MODI

I. Podatke problema transporta tabeliramo; u tabelu upiSemo ponude isho-
dista, potraznje odredidta i transportne tarife.

2. Izaberemo neko poznato nedegenerirano moguce rjesenje. Obi¢no gu sa-
stavimo po pravilu sjeverozapadnog kornera. Po tom pravilu po¢injemo tako dy
u krajnje lijevo gornje polie (1,1) upigemo najve¢i moguci broj. Za ovo moguce
ricsenje  izracunamo ukupne trogkove transporta.

3. Odredimo ocjene redaka Vi 1 ocjene stupaca §; tako da za sva zauzeta polja
vazi jednadzba:

Cis = Vi + 5
Pocinjemo u prvom retku pri prvom lijevom zauzetom polju (1,j), kojemu odgovara
fransportna tarifa ¢,;; prvom retku propiSemo svojevoljno ocjenu v, — 0, stogu

j-1i stupac dobiva 8; = €y;. Izracunane ocjene upiSemo uz desni i donji rub tabele.

338



4. Odredimo ocjene svih praznih polia; prazno polje (i,j) dobiva ocjenu:
LIJ - Vi = 31

Izracunate ocjene upisemo u tabelu u prazna polja u lijevi donji ugao.

5. a. Ako nijedno prazno polje nema negativnu ocjenu, to je poznato moguce
rje§enje optimalno i radunanje je zavrSeno.

5 b. Ako barem jedno prazno polje ima negativnu ocjenu, poznato moguce
rjeSenje moZe se jOS poboljsati.

6. Potrazimo prazno polje koje je ocijenjeno po apsolutnoj vrijednosti najve-
¢om negativhom ocjenom.

7. Za ovo polje pronalazimo u tabeli zatvoreni poligonalni put koji ide samo
po kamenima, tj. po zauzetim poljima i koji se na ovim kamenima lomi.

8. Na ovom putu potrazimo polje zauzeto s najmanjim brojem.

9, Taj broj prenesemo u prazno polje i u skladu s uvjetima promijenimo sve
brojeve u poljima na zatvorenom putu.

10. Tako dobivamo novo moguce rjeSenje 1 za njega sastavimo novu tabelu.
7a ovo novo moguce rjeSenje izracunamo ukupne tro$kove transporta.

11. S novom tabelom vracamo se k trecoj tocki rasporeda.

Ove su upute upotrebljive samo u primjerima kad ni kod jedne iteracije ne
dobivamo degenerirano moguce rjesenje; ¢im naidemo na neko degenerirano mo-

guce riesenje, otakazuju i metoda skakanja s kamena na kamen i na njoj utemeljena
metoda MODI. Ovu teSkocu odstranit ¢emo u slijedecoj tocki.

Vjezbe
1. Rijegi metodom MODI transportni problem s tri ishodigta i tri odrediSta koji smo raz-

matrali i rijesili po metodi skakanja s kamena na kamen u drugoj tocki ovog poglavlja.

2. Rije§i metodom MODI transportni problem
a) druge viezbe prijasnje tocke.
b) tre¢e viezbe prijainje tocke.

3. Rijeti metodom MODI transportni problem koji daje tabela:

| - ] . _ Kapaciteti |
p, P, P, P ishodifta |
l— A = e
| I, \ 2 9 15 18 6 |
' . I, | 3 g 1417 15
Tshodista I, | s 7 12 15 5 |
i 1. ! 16 11 17 7 19
| Potrebe | 15 10 7 13 45 '|

odredista

(6)010105 9:610:03 0:035:03 0;4;2,13; 316
6,0,0,0; 9,4,2,05 0,0,5,0; 0,6,0,13; 316)
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4. Degeneracija u problemu transporta

Nastup degeneracije pri problemu transporta linearnog programiranja prou-
zrokuje raspad transportnog sistema na najmanje dva medusobno odvojena i ne-
povezana transportna sistema; u svakom od tih sistema jedno ili vi$e ishodista
opskrbljuje robom jedno ili vise odredista. Stoga degeneracija moze nastupiti samo
u primjerima kad je neka parcijalna suma ponuda ishodista jednaka nekoj parci-
jalnoj sumi potraznji odredidta, U primjeru koji smo razmatrali i rijedili u 2. rocki
IL. poglavlja ponuda prvog ishodigta jednaka je potrazniji drugog odredista i ponuda
drugog ishodista jednaka je potraznji prvog odredista; stoga se moze dogoditi da
prvo ishodiSte samo i u cijelosti opskrbljuje drugo odrediste i da drugo ishodiite
samo i u cijelosti opskrbljuje prvo odrediste; uz prijevozne tarife tamo pretposta-
vljene to se u stvari i dogada, pa se sistem transporta raspada u dva odvojena
sistema.

U primjeru degeneracije, bazi¢no moguce rjesenje transportnog problema ima
manje pozitivnih komponenata od broja nezavisnih uvjetnih jednadZbi. Zbog pre-
malog broja pozitivnih komponenata mogucih rjeSenja ili zauzetih polja u tabeli
odnosno kamena, otkazuju i metoda skakanja s kamena na kamen i metoda MODI.
Po metodi skakanja s kamena na kamen ne moZemo ocijeniti sva prazna polja jer
Za sva prazna polja ne mozemo nadi odgovarajuce zatvorenc poligonalne putove
po kojima bismo ta polja mogli ocijeniti. Po metodi MODI medutim ne mozemo
odrediti ocjene svih redaka i stupaca,

U primjeru degeneracije pri ocjenjivanju praznih polja metodom skakanja
s kamena na kamen ili pri ocjenjivanju redaka i stupaca metodom MODI pomoci
¢e nam promjena & transportnog problema. Pri tom je ¢ proizvoljno malen pozitivan
broj. Primjer degencracije i promjene = razmatrat ¢emo na ovom problemu trans-
porta:

IriishodiSta 1,, I, i Iy s ponudama 6, 91 10 jedinica opskrbljuju robom tri
odrediSta P, P, i P, koja imaju uzatopce potraznje 5,91 11 jedinica, Transportne
tarife od prvog su ishodista uzastopee 7, 9 i 5, od drugog ishodista 4, 2 i 6, a od
treceg ishodista 3, 8 i 5 novéanih jedinica. Promet Zelimo usmjeriti od ishodigty
do odredidta tako da ukupni tro§kovi transporta budu najmanji.

Kuako u ovom problemu nastupaju 3 ishodista i tri odredigta s izjednacenim
ukupnim ponudama i potraznjama, to pri matematickom zapisu problema dobi-
vamo 3 - 3 — | = 5 nezavisnih uvjetnih jednadzbi. Stoga svako nedegenerirano
bazicno mogucde rjesenje ima PO pet pozitivnih komponenata; ako ih neko rjesenje
ima manje, onda je degenerirano. Pri rjeSavanju ovog transportnog problema me-
todom skakanja s kamena na kamen ilj metodom MODI moramo ustanoviti da je
ve¢ drugo moguce rieSenje degenerirano. Degeneracija moze nastupiti zato §ro
drugo ishodi$te moze samo i u cijelosti opskrbiti drugo odredigte.

Da bismo ve¢ unaprijed izbjegli eventualnu degeneraciju za vrijeme racuna-
nja, prvobitni transportni problem postupkom = promijenimo tako da nijedna par-
cijalna suma ponuda ishodista ne moze biti jednaka nekoj parcijalnoj sumi potraznii
odredista. To moZemo posti¢i na vige nacina. U nastavku to postizemo tako da
ponudi svakog ishodista pribrojimo = jedinica robe, potraznji treceg odredista me-
dutim pribrojimo 3 = jedinica robe. Podatke za tako promijenjen problem trans-
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porta daje tabela 1; u njoj je upisano i prvo moguce rjeSenje, koje dobivamo po
metodi sjeverozapadnog kornera. Ovom mogucem rjesenju odgovaraju ukupni
troskovi transporta:

S, =75+9( +¢c)+2(@8—¢)+6(+2¢)+ 5(10 +¢) =116 + 24¢

novéanih jedinica,

TABELA 1. PRVO MOGUCE RJESENJE

e —— —~
Odredista Ponude |
S, = 116 + 24¢ e | P | P ishodista | V% |
| | 7 9 5 | 7
I 5 1+e &t
‘ 8
, ! 4 2 6 0
IshodiSta 1, 8 —¢ |4 2& 9+e¢
| 4
| N L I S S T
, 3 8 5 —1 ‘
‘ 14 ‘ 10 + & 10 S
‘ 4 7
| PotraZnja 5 9 11 -+ 3e 25 L 3¢
| odredifta ! i
' s | 0 2 6| B

Transportni problem rijesimo metodom MODIL.

Najprije odredimo ocjene redaka i stupaca. Pocinjemo sa zauzetim poljem
(1,1), kojemu odgovara transportna tarifa ¢,; = 7; prvom retku dosudimo ocjenu
v, = 7, stoga prvi stupac dobiva ocjenu s, = 0 itd. Potom odredimo ocjene praz-
nih polja. Pocinjemo s poljem (1,3), koje dobiva ocjenu 5 —7 — 6 = — 8 itd.
Kako jedno polje ima negativnu ocjenu, prvo moguée rieSenje mozemo poboljsati.
U negativno ocijenjeno polje (1,3) prenesemo najve¢i mogudi broj; u tu svrhu
odredimo zatvoreni put po kojem ovo polje ocijenimo metodom skakanja s ka-
mena na kamen:

(113) —* (233) =¥ (2:2) > (1:2) = (133)
Na ovom putu najmanji je broj 1 + ¢, zato ga prenesemo u polje (1,3). U skladu
s uvjetima smanjimo broj u polju (2,3) na &, broj u polju (2,2) na 9, a polje (1,2)
ostaje prazno.
Tako dobivamo drugo moguce rjefenje, koje je bazitno i nedegenerirano;
daje ga tabela 2. Njoj odgovaraju¢i ukupni tro$kovi transporta jednaki su:

S, —7.5+-5(1 +&) +29+6ec+5(10+¢) =108 4 16¢
novéanih jedinica.
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TABELA 2. DRUGO MOGUCE RJESENJE

Odrediita | Pssude. |
| 8, =108 4 165 |- T T o e |
7 9 5 ‘ | 7
: L 5 1+ 6+e |
| %
4 | 2 6| 8
Ishodidta I, | 9 " | 9.4
| —4 |
| | g _i —| —‘
i 3 | 8 5 |-
| Ly | 10 | 10-+¢
| 4 7 :
| ] ) | B !
|
Potraznja > ‘ [
| odrediita 2 ? Mo+ 3¢ | 25 4 3¢ ,
sy 0 ~6| -z

Za drugo moguce rjefenje najprije odredimo ocjene redaka i stupaca. Poci-
njemo sa zauzetim poljem (1,1), kojemu odgovara transportna tarifa ¢,, — 7,
prvom retku damo ocjenu v, = 7, stoga prvi stupac dobiva ocjenu s, — 0 1td
Potom odredimo ocjene praznih polja. Potinjemo s poljem (1,2); koje dobiva oc-
jenu 9 — 7 — (— 6) — & itd. Kako su dva prazna polja ocijenjena negativno, drugc
moguce rjeSenje moze se jo§ poboljfati. U polje (3,1), koje ima po apsolutnoj vri-
jednosti najvecu negativnu ocjenu, prenesemo najveci moguci broj. Taj broj na-
demo na zatvorenom putu:

(3,1) = (L0 (L3 =33 =G0

U prazno polje (3,1) moZemo prenijeti broj 5; stoga polje (1,1) ostaje prazno; u
polju (1,3) dobivamo 6 4 ¢, a u polju (3,3) dobivamo 5 -+ ¢. Tako dobivamo trece
moguce rjesenje, koje je bazicno i nedegenerirano; daje ga tabela 3. Njemu odgo-
varajuci ukupni troskovi transporta jednaki su:

Ss =5(64¢)+29+6e F35+4+5(5+¢c)=288-L l6¢
novcunih jedinica.

Za trece moguce rjeSenje najprije odredimo ocjene redaka i stupaca. Pocinjemo
sa zauzetim poljem (1,3), kojemu odgovara transportna tarifa C;3 = 5; prvom
retku damo ocjenu v, — 5; stoga tre¢i stupac dobiva ocjenu s3; — 0 itd. Zatim
odredimo ocjene praznih polja. Po¢injemo s poljem (1,1), koje dobiva ocjenu 7

-5 —(—2) = 4 itd. Kako nijedno prazno polje nema negativnu ocjenu, to je
treCe moguce rjeSenje optimalno.

Osim ovog optimalnog rjeSenja postoji medutim jo§ jedno alternativiio opti-
malno moguce rjesenje jer polje (2,1) ima ocjenu 0. U to polje prenesemo najveci
moguci broj koji dobivamo na zatvorenom putu:

(2,1) > (2,3) - (3,3) = (3,1) = (2,1)
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TABELA 3. TRECE MOGUCE I PRVO ALTERNATIVNO OPTIMALNO RJESENJE

I g .__._C_’_dﬁ__‘m‘;___\ Ponude l |
| S§;=88- 166 P, .| v, | Pa | ishodilta | Vi |
S e = o  — =
| \ | 7| 9| s | | s
I [ T | | | 6+¢ | 6+¢ |
R 520 R S
| | | 4| 2 6 6
| Ishodiste | I, | | 9 7 9+ ¢
| 0
e 1
' | 3|8 5 | | s
I | Is | s s+e | 10+ ¢ \ .
| | | 7 | |
\ R U S (e
(pomeiiie. . " — |
| odredista i \ 9 | 11+43| 25+3¢ !| |
e — ] PE— e
8y l —2:| —4 \ 0 | | |

U polje (2,1) prenesemo broj =, stoga polje (2,3) ostaje prazno, u polju (3,3) dobi-
vamo 5 - 2¢, a u polju (3,1) broj 5 — =.

Tako dobivamo &etvrto moguce rjeSenje koje je istovremeno i alternativio
optimalno moguce rjeSenje. 1 ovo je rjefenje bazitno i nedegenerirano. Njemu
odgovaraju ukupni tro§kovi transporta:

Sy =5(6+¢2) +4= £29+3(5—e)+50+ 2g) =88 - 16=
novéanih jedinica.

TABELA 4. CETVRTO MOGUCE I DRUGO ALTERNATIVNO OPTIMALNO RJESENJE

' 1 Ooredidta Ponude
| Sa= 88 + 16e ~_.P_1 '| P, ] Pa ishodista Yt
| ' 7 \ 9 5 5|
| I, 6+ € 6+ & |

4 8 |
| [ . A (S E——
| | 4| 2 6 | 6 |
‘ Ishodista 1, " 9 9+e¢ .
| K
| 3 8 5 5

Is | 5— & 5+ 2¢e 10+ ¢
PotraZnja

|i ey 5 9 | 1143e| 25+ 3¢
e = = B R
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Tako smo rijesili pomocni, postupkom ¢ promijenjeni transportni problem ;
dobili smo dva bazicna | nedegenerirana alternativna optimalna rjesenja. 1z ovih
rieSenjadobivamo optimalno rjeSenje prvobitnog transportnog problema tako dy
= priblizavamo 0. Ako postavimo ¢ — 0, iz treceg i Cetvrtog mogudeg rjesenija po-
mocnog problema dobivamo samo jedno optimalno moguce rjeSenje prvobitnog
problema; u matri¢nom obliku dobivamo rjesenje:

0 0 ¢
109 o
iy 0 5t

Ovom rjesenju odgovaraju najmanji ukupni tro$kovi transporta 88 novéanih je-
dinica.

Ovo optimalno moguce rjefenje je degenerirano jer ima samo 4 pozitivne
komponente. Stoga se transportni sistem raspada u dva odvojena i nepovezang
transportna sistema, gdje prvo i trece ishodiste sama i u cijelosti opskrbljuju prvo
i trece odrediste i gdje drugo ishodigte samo i u cijelosti opskrbljuje drugo odrediste.

Viezbe

I. Transportni problem s pet ishodifa i sedam odrediita daje tabela:

| | Ponude
P Ps Py Py By B, b, ishodista
L | 3 & 164 184 250 91 155 [ 2000 |
|
L 13 M 30 53 116 227 g 2200 |
| i | 209 148 100 37 40 297 139 700 |
I | 115 60 130 153 216 200 40 |’ 300
| I, | 122102 165 188 251 113 74 800
B Vi
Potraznje 800 1500 1400 800 400 500 600 6 000

| odrediity

Rijesi problem metodom MODT i izradunaj transportne trofkove koji odgovaraju optimal-
Hom mogucem rjefenju, 7301300,

2. Transportni problem s pet ishodidta i osam odredigta daje tabela:

L 5§ & 3 5§ 3 12 11 B
£ { 8 11 15 i} 5 7 4 14 Y
3 6 61 4 10 9 5 4 12
T 8 4 s 9 14 11 g3 4 | 14
I. 6 6 4 9 9 ¢ 13 q | 20
| Yotmadmie || 4 6 78 9 1 12 | 60

odredista
|

Rijesi problem metodom MODT i izratunaj transportne trofkove koji odgovaraju opti-
malnom mogucem rjefenju. (286)
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5. Dvofazni transportni problem s viSe vrsta robe

Pri transportnim problemima linearnog programiranja koje smo dosad raz-
matrali ogranicavali smo se na prijevoze samo jedne vrste robe i na direktne prije-
voze od ishodiita do odredista. U nastavku ¢emo razmatrati transportne probleme
koji su u dva vida uopcenja obifnog transportnog problema linearnog programi-
ranja. Prvo se uopc¢enje odnosi na broj vrsta robe; obi¢ni transportni problem uzima
u obzir samo jednu vrstu robe, dok ¢emo pri razmatranim problemima u nastavku
uzimati u obzir proizvoljno mnogo vrsta robe. Drugo je uopcenje u tome Sto su
razmatrani transportni problemi dvofazni, roba se od ishodista do odredista moze
prevesti bilo direktno bilo preko meduskladista.

Razmatrajmo slijede¢i dvofazni transportni problem s vise vrsta robe:
Od ishodista do odredita treba prevesti m vrsta robe:
A (== L5 10)
Sve vrste robe dolaze iz t ishodista:
[.I (]—l,,t}

Pri svakom je ishodidtu skladiSte, koje ozna¢imo tako kao i samo ishodiste. Pored
ovih skladista postoji medutim jo§ (n — ) meduskladista, tako da ima ukupno
n skladista:
I, (= Lyony 3850me 1)
To su skladista:
11) nee Yy Il_'s Il+1.~ seey In

Roba se preveze od ishodista do r odredista
Pk (kziaﬂ-sr)

Syako ishodigte ima s obzirom na svaku vrstu robe u jedinici vremena odre-
den kapaciter; neka bude:

ay

G =1, .omsj=1l,.1)
kapacitet ishodista I; s obzirom na vrstu robe A;.

Svako odredi$te ima u jedinici vremena odredene potrebe za pojedinim vrsta-
ma robe; neka budu:

by, (i=1,..,m; k=T T)
potrebe odredista Py za vrstom robe A;.
U prijevozu robe od ishodista do odredi$ta nastaju transportni trodkovi, koji
su odredeni transportnim tarifama. Ako u prijevozu preko meduskladidta robu

treba pretovarivati, onda troSkove pretovara ne uzimamo u obzir posebno vel
ih uzimamo u obzir u odgovarajué¢im prijevoznim tarifama. Neka bude:

Cijks
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transportna tarifa za prijevoz jedinice robe A, od ishodista I; do odredista P, ako
se roba vozi preko meduskladista I.. U prijevozu robe mogu postojati neka ograni-
cenja s obzirom na propusnost pojedinih transportnih relacija i kapaciteta medu-
skladista. Neka bude:

P« (j‘_‘*:Sii'_ly---an;S_"lv“-J I]J

za Jedinicu vremena odredena propusnost transportne relacije od ishodisra ili skla-
dista I do skladista I,

Nadalje neka bude;
(o 8 (s=1,..,n; k= 1045
zd jedinicu vremena odredena propusnost transportne relacije od skladigta 1. do
odredista Py,
Konacno neka bude:
Pe (8 = L, i, 1)
za jedinicu vremena odredeni kapacitet skladista L.

Problem optimalnosti koji Zelimo kod danog transportnog  sistema  rijesiti
jest: Kako da usmjerimo prijevoz robe uz propisane uvjete od ishodidta do odre-
dista da bi ukupni troskovi transporta bili najmanii.

Strukturu podataka za ovaj transportni problem daju tabele 1. i 2. Tabela |.
daje kapacitete ishodiSta, potrebe odredista i transportne tarife; ispod pojedinih
odredista u tabeli su upisana skladigta preko kojih se roba prevozi. Tabela 2. daje
propusnost skladista i transportnih relacija; propusnosti skladista upisane su u
dijagonalnim poljima lijevoga dijela tabele.

Pri ovom transportnom problemu pretpostavimo za svaku vrstu robe da je
ukupni kapacitet ishodista jednak ukupnim potrebama odredista, pa da stoga vaze
jednadzbe:

=1 k=r )
Z g E bik (1_{,...,1'1'1)
i=1 k=1

Lo izjednacenje mozemo uvijek postici preuzimanjem pomoénog odredi§ta u
koje usmjerimo eventualne vigkove ukupnih kapaciteta ishodista iznad ukupn:h
potreba odredista.

Zapisimo problem u matematickom obliku; varijabla:
Xijks

neka znaci koli¢inu robe A; koja se na transportnoj relaciji preveze od ishodista
I; do odredista P, ako se roba prevozi preko meduskladista I,. U primjeru gdje je
i = s, radi se o direktnom prijevozu od ishodista I; do odredi§ta P, bez koristenja

nekog meduskladista. Sve te varijable zadovoljavaju uvjet nenegativnosti:
xilks z 0 U\'
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TABELA 1. KAPACITETI ISHODISTA, POTREBE ODREDISTA I TRANSPORTNE
TARIFE PRI DVOFAZNOM TRANSPORTNOM PROBLEMU § VISE VRSTA ROBE

| | P, | | P, |
| N~ . . - -l — e i S B
| ‘ , |
I, | | 1, I, ! In gy
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|
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“TABELA 2. PROPUSNOSTI SKLADISTA I TRANSPORTNIH RELACIJA PRI DVO-
FAZNOM TRANSPORTNOM PROBLEMU S VISE VRSTA ROBE
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Zbog ograni¢enih kapaciteta ishodista varijable za sve parove indeksa i i ]
zadovoljavaju sistem mt jednadzbi:

k=r g=n " ) e
Z X Xife = aj; A= Ty cuny M § = ly cyt) (2)
k=1 's=1
Zbog propisanih potreba odredista varijable za sve parove indeksa i i k zedo-
voljavaju sistem mr jednadzbi:

j=t g

n
2 X Xijus = by
=1 s=1

Buduci da smo pretpostavili da je za svaku vrstu robe ukupni kapacitet ishodista
jednak ukupnim potrebama odredista, to ove jednadzbe sastavljaju sistem zavis-
nih jednadzbi. Odgovarajuéi sistem nezavisnih jednadzbi dobivamo tako da iz
sistema posljednjih jednadzbi izostavimo za svaku vrstu robe po jednu jednadzbu
Ako izostavimo one jednadzbe koje odgovaraju posljednjem odredistu koje ima
indeks k = r, onda preostane jos sistem m (r — 1) nezavisnih jednadzhi-

j—t s=n

2 =b, 0 =1y o pmpk =l i1 —1) (3)
i=1 g=1

Uzmimo da se roba prevozi preko najvise jednog meduskladista. Zbog ogra-
nicenih propusnosti transportnih relacija od ishodista do skladista i izmedu skla-
dista, varijable za sve parove indeksa jis — pritomijej +5 — zadovoljavaju si-
stem t(n — 1) jednadibi:

m k=r
E XX Sp (#850=1..,t6s=1,. ,n) (4)
1=1 k=1

Zbog ograniene propusnosti transportnih relacija od ishodista ili skladista
do odredita varijable za sye parove indeksa s i k zadovoljavaju sistem nr jednadzbi-

i=m =t

Z- z Nijks = sk f“ i_....,ﬂ,' k = 13----1“:' 5}
171 =1

Zbog ograni¢enih kapaciteta skladigta varijable za sve vrijednosti indeks: s
zadovoljavaju sistemu n jednadzbi:

i=m j-t k=r
2 T ZTxp2p. (=1, ez 1) (6)
i=1 =1 k=1
Ukupni troskovi transporta koji su za problem transporta funkcija cilia je-
dnaki su:
i=m  j=t k=r s—n
L, X ¥ ¥ Ciiks Xifks (7)
i=1 =1 k=1 s=1
Problem optimalnosti §to nastaje pri ovom uopcenom dvofaznom transport-
nom sistemu je slijedec¢i: Treba odrediti minimum ukupnih tro§kova transportai
(7) kod uvjeta da varijable odgovaraju jednadzbama i nejednadzbama (1), (2), (3},
(4), (5) i (6). Kako je funkcija cilja linearna 1 kako su i svi uvjeti linearne jednadzbe
I nejednadzbe. to je rijec o problemu linearnog programiranja.
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Tehnika rje$avanja ovog problema u primjeru kad s obzirom na propusnosti
transportnih relacija i skladidta nema nikakvih ogranicenja, bitno se razlikuje od
tehnike rjedavanja gdje postoje neka ogranitenja s obzirom na propusnosti.

a) Najprije razmatrajmo mogucnost kad nema nikakvih ogranicenja s obzirom
na propusnosti transportnih relacija i skladita; pri toj mogucnosti ne moramo uzi-
mati u obzir koeficijente pj Qe Ps P& dobivamo slijede¢i prilicno jednostavni
transportni problem:

Treba odrediti minimum ukupnih trogkova transporta (7) kod uvjeta da va-
rijable zadovoljavaju uvjete nenegativnosti (1) 1 linearne jednadzbe (2) i (3).

Kako prema ovoj mogucnosti nema nikakvih ograniCenja s obzirom na propu-
snosti, to robu usmjerimo od odredenog ishodista do odredenog odredista po naj-
jeftinijem putu; transportna tarifa za robu A; po najjeftinijem putu od ishodista
I, do odredista Py jednaka je:

Cijk — MIn Cyjuy
s

U skladu s tim ovim najjeftinijim putem prevezemo Xijx jedinica robe A Prvobitni

transportni problem time se pojednostavni, pa dobivamo slijede¢i problem:

Treba odrediti minimum ukupnih tro§kova transporta:

i=m: 1=t k=T
Y X X CukXik (7a)
i=1 i=1 k=1
kod uvjeta da varijable X zadovoljavaju uvjete nenegativnosti:
Xijk _2 0 [ln.l)
i linearnim jednadzbama:
k=r . . -
Y Xk = & (i=1usm; )= I, ..., 1) (2a)
k=1
i=t
Y mp=be O =1, o= Bt — 8 (3a)

=1

Iz strukture ovog problema vidimo da se cjelokupni transportni problem ras-
pada u m transportnih problema, i to za svaku vrstu robe po jedan. Stoga ukupni
transportni problem rijesimo tako da odgovarajuci transportni problem rijeSimo
za svaku vrstu robe posebno; ove parcijalne transportne probleme mozemo rijesiti
nekom poznatom metodom, simpleks-metodom, metodom MODI ili nekom dru-
gom. Ukupne trofkove transporta dobivamo ako zbrojimo troSkove transporta 7a
sve vrste robe.

b) Prema drugoj mogucnosti, gdje postoje neka ogranienja s obzirom na
propusnosti, takvo rascjepljenje problema nije moguce, pa stoga transportni pro-
blem treba rijesiti u cijelosti, npr. simpleks-metodom.

Primjer. Dvije vrste robe A, 1 A, prevoze se od dva ishodista I, i I, do tri
odredidta P,, Py i P3. Pri ishodistu jednako su oznacena skladi$ta a pored njih po-
stoji jo§ trece skladiste I,. Kapacitete ishodista, potrebe odredista i transportne
tarife daje tabela 3; ograniCenja s obzirom na propusnosti transportnih relacija
i skladidta daje tabela 4.
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TABELA 3. PODACI ZA KAPACITETE ISHODISTA, POTREBE ODREDISTA I TRANS-
PORTNE TARIFE. OPTIMALNO MOGUCE RJESENJE AKO POSTOJE OGRANICEN JA

PROPUSNOSTI
P, P, P,
e = — — - ayy
L[ 3 Vg L | T & ty | & | &
| |
= = — I
s 6 1 TREEPH Y 15| 10l g
L 20 45 ' | | 5 70
S SO — et - o
A, 7' 14] 10 130 12 8 170 81 10
I | 55 | 25 g0
b 20 45 83 150
4 17 1 10 15 qp 14| 11 i
I, 30 | 25 5 60
A, 9 2 10 | s 10 8 19 6 10
Ty 15 : | | 25 40
S E = o T |
bay, 45 25 a0 100

TABELA 4. PODACI O PROPUSNOSTI SKILADISTA
I TRANSPORTNIH RELACIJA

T T il

I' 2 30

Pi | Px | By

I = 50 = 40

4) Razmatrajmo najprije dvofazni transportni problem kad nemnq nikakvih
vgranicenja s obzirom na Propusnosti transportnih relacija i skladista; podatke 74
taj problem daje tabela 3. U ovom primjeru vozimo robu od ishodista do odre-
dista uvijek najjeftinijim putem. Stoga vozimo prvu robu od prvog ishodista di-
rektno do prvog odredista Po transportnoj tarifi 5, do drugog odredista preko treceg
skladiSta po transportnoj tarifi 9 i do treceg odredigta preko drugog skladista po
transportnoj tarifi 10; prvu robu vozimo od drugog ishodista dircktno do prvog
odrediSta po transportnoj tarfi 7, do drugog odredista preko treceg skladista po
transportnoj tarifi 8 i do treceg odredista preko drugog skladista po transportno|
tarifi. 8. Drugu robu vozimo od prvog ishodista do prvog odredista direktno pe
transportnoj tarifi 4, do drugog odredi$ta preko prvog skladista po ransportnoj
tarifi 10 i do tredeg odredista preko drugog skladista po transportnoj tarifi 11; drugu
robu vozimo od drugog ishodi$ta do prvog odredista direkrno PO transportnoj
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tarifi 9, do drugog odrediSta preko treceg skladista po transportnoj tarifi 8 i do

tre¢eg odredista preko drugog skladiSta po transportnoj tarifi 6. Podatke za taj
transportni problem  daje tabela 3.

TABELA 5, PODACI 1 OPTIMALNO MOGUCE RJESENJE DVOFAZNOG TRANSPORT-
NOG PROBLEMA BEZ OGRANICENJA PROPUSNOSTI

| Pl P:‘. | PJ | li|,

| 5 910 |
I, |
| | %0 | 4 | 5 70
ES | 7 ‘| g | 8

| la - 80 80
I e
|| bu | 20 45 | 85 | 150 '

o EEm——————

4 o] 1 |

' | 1, | 45 15 | | 60
| e
|A2 ll 9 8 | 6| '
| 5 10 | 30 | 40 |

‘ | bax 45 | 25 | 30 | 100

Transportni se problem raspada u dva odvojena obitna transportna problema,
i to za svaku vrste robe po jedan; svaki od ovih problema rjeSavamo posebno. Op-
timalno moguce rjesenje, koje mozemo dobiti grafi¢ki ili metodom MODI, upisano
je u tabeli 3. Najmanji trodkovi za prijevoz prve robe jednaki su 1 195, a za prijevoz
druge robe jednaki su 590 novcanih jedinica; stoga optimalnom mogucem rjesenju
odgovaraju ukupni najmanji trodkovi transporta 1785 novcanih jedinica. Optimalnu
strukturu transporta prikazuje sl. 33; u njoj su koli¢ine prve robe upisane nepodvu-
Ceno, a koli¢ine druge robe podvuceno.

b) Razmatrajmo jos transportni problem pri kojem postoje ogramicenja s
obzirom na propusnosti transportnih relacija i skladista. Podatke za kapacitete
ishodista. potrebe odredista i transportne tarife za ovaj transportni problem daje
tabela 3. dok tabela 4. daje ogranicenja propusnosti. Po ovoj tabeli postoje slijedeca
ogranicenja propusnosti:

za transportnu relaciju od 1, do Py: qqy = 30,

za transportnu relaciju od I, do P3: gz — 90,

za transportnu relaciju od I do Py: Qax = 40

i za skladiste 1s: ps = 0.

Iz tabela 3. i 4, koje daju podatke za taj dvofazni transportni problem, dobi-

vamo sve uvjetne jednadZbe i nejednadzbe.
Uvjeti nenegativnosti su:
Xike 2 0 A=12; )= 1,25k =1,2; g = 1,2,3)
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Lo

S35 Optimabia strukturg ransporta. pri prodlemy bes ogranicenja pro

prishestl

lednadzbe koije dobivamo zbog pro 1sanih  kapacitera 1shodista -
: ) g prop

i=3 =73

k
Y B hype =10
k=1 s=1

k=3 y=—3
Z 3 X =80

k=1 s=1
k=3 s=3

X X Natks = 60
k=1 s=|

=3 s=3
X X =40
k=1 s-1

lednudzbe koje dobivamo zbog propisanih potreba odredigiy

-2

g5

$=3 _
Xijis — 20

I os=1
=2 §=3
I X %y =45
=1 g=1
1552 3=
L Z %p,=45
1=1 5=
=2 5=3



Nejednadzbe koje dobivamo zbog ogranicenja propusnosti:

N

Il

i=1

It

=
Il
ta

{
(=]

Xijit

P
Il I
b w

Xijaz

|
e
-
| |
-

it
Tk
2

1 k=1

=

30

90

40

50

Funkcija cilja odredena je sa 36 koeficijenata, koji su upisani u tabeli 3. u po-

liima u gornjem desnom uglu.

Problem rije§imo simpleks-metodom pomocu elektronskog racunala. Opti-

malno moguée riedenje upisano je u tabeli 3. Opti
sl. 34; u njoj su upisane koli¢ine prve robe nepodvudenim,
podvudenim brojkama. Prema ovom rj

manji i jednaki 2230 novcanih jedinica.

Sl 34. Optimalna struktura prijevo

23 Linearno programiranje

45,25

malnu mogucu strukturu prikazuje
a koli¢ine druge robe
e§enju ukupni su troskovi transporta naj-

zq pri transportnom problemu s ograniéenjima propusnosti
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6. Primjer o isporuci sezonske robe

Proizvodac sezonske robe sklopi s naru¢iocem ugovor da ¢e mu u toku cetiri
mjeseca isporucivati mjesecno odredene kolic¢ine robe. Prvi mjesec mora isporuciti
b, — 70, drugi mjesec b, ~ 85, tre¢i mjesec by — 95 i Cetvrti mijesec by — 60
jedinica robe. Proizvoda¢ pocinje robu izradivati u mjesecu prije prvog roka ispo-
ruke, pa onda izraduje robu jo§ drugi, treci i Cetvrti mjesec. Robu moze izradivati
u redovnom i u prekovremenom radnom vremenu. U redovnom radnom vremenu
moze izraditi u uzastopnim mjesecima najvise a,, — 30, 8, = 50, a;, =60 i1
44, — 40 jedinica robe u prekovremenom radnom vremenu medutim moze izraditi
u uzastopnim mjesecima najvise a,, — 80, a,, — 40, a5, — 30 i a4, — 10 jedinicu
robe. Proizvodnja 1 jedinice u redovnom radnom vremenu izradene robe stoji po
mjesecima ¢, =6, ¢, =5, ¢;, =7 i ¢y, =4 noviane jedinice; proizvodnja
jedne jedinice robe u prekovremenom radnom vremenu stoji medutim po mjese-
cima ¢, =9, €3y = 7; €3y — 8 1 ¢y, = 6 novéanih jedinica. Proizvodac ima mo-
gucnost da izradenu robu uskladisti tako da je ne mora isporucivati odmah u ne-
posrednom roku isporuke, ve¢ je moze isporuditi i kasnije; za skladiStenje robe
ima za 1 jedinicu robe za svaki mjesec 1 novéanu jedinicu troskova. Kako da proi-
zvodac planira proizvodnju robe da bi pri izradi i eventualnom skladistenju robe
imao najmanje tro§koye?

Podaci su za ovaj problem sakupljeni u gornjem dijelu tabele 1.

Izrazimo problem u matematickom obliku. U tu svrhu oznacimo. kao iio
vidimo na tabeli I, sa x,, x,, X3 i x; koli¢ine po mjesecima u redovnom radnom
vremenu izradene robe, sa v, v,. v5 i y4 koli¢ine po mjesecima u prekovremenom
radnom vremenu izradene robe i sa 85, 83 1 84 koli¢ine u drugom, tre¢em i Cetvi-
tom mjesecu uskladi$tene robe,

Zbog uvjeta nenegativnosti i zbog ograni¢enih kapaciteta proizvodaca varijable
odgovaraju nejednadzbama:

A

0=x, £30, 0=x, <30, 0= x,

1A

60, 0 < x, < 40, ()

0=y,

[IA

80, 0=y, =40, 0

1A
1A

30, 0

I

10 (2)

tA

V3 Va
Kolicina s, u drugom mjesecu uskladistene robe jednaka je:
Sy =% +y;, — 70
Roli¢ina s, u tre¢em mjesecu uskladistene robe jednaka je:
83 =Xy — ¥y X3 + Yo — 70— 85
Kolicina s, u cetvrtom mijesecu uskladiStene robe jednaka je;
S¢ =Xy Y, T X+ ¥, + %3+ v5 — 70 — 8§35 — 95

Troskovi proizvodaca sastoje se od dva dijela; od troskova proizvodnie i od
troskova skladiStenja. Proizvodni su troskovi jednaki:

6x) + 9, —+ 5x; o Tys + Tx; + 8ys  4xg 6y
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TABELA 1. PODACI T OPTIMALNO MOGUCE RJESENJE PRIMJERA
O ISPORUCI ROBE

. v ' | .
‘ 1. mjesec ‘ 2. mjesec \ 3. mjesec | 4, mjesec

Isporudene kolitine
b;

70 ‘ 85 | 60

‘ Podaci

Kapaciteti u re-
dovnom radnom
vrementu

dyr

Kapaciteti u pre-
kovremenom rad-
nom vremenu

@jn

Proizvodni tro-

ikovi za jedinicu
robe u redovnom
radnom vremenu

Cir

Proizvodni trofko-
vi za jedinicu rabe
u prekovremenom
radnom vremenu

Cin

| Mjesetni tro$kovi
| sklzdidtenja jedi-
nice robe

Kolit¢ine robe pro-
izvedene u redov-
nom radnom
vrement

X

10

Varijable

Koli¢ine robe
proizvedene u
prekovremenom
radnom vremenu
¥i

Stanje zaliha

Optimalno
mogucde

riefenje

8j
‘ Koli¢ine robe
| proizvedene u re-
dovnom radnom
yremenu

Kolitine robe
proizvedene u
prekovremenom
radnom vremenu

10

| Stanje zaliha
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novcanih jedinica. Kako skladistenje jedne jedinice robe stoji svaki mjesec po |
novéanu jedinicu, to su ukupni trokovi skladistenja jednaki:

Sy — 83 + S4

Ako za pojedina¢ne sumande u ovoj sumi uvrstimo gore izracunate izraze, dobivamo
ukupne troskove skladistenja:

3)\'[ | 3}'| i 2}(3 = 2_\"3 oE Xy — ¥3 — 4?5
novéanih jedinica. Ako zbrojimo jedne i druge troSkove, dobivamo ukupne trog-
kove proizvodaca:

8 =9%; + 12y = Tx, — 9y, - 8%x3 + Oy + 4x, L Oy, — 475 (3)
novcanih jedinica. Tako dobivamo slijedei problem optimalnosti:

T'reba odrediti vrijednosti varijabla x,, X3s X3y Xg 1 V5 ¥, V3, Vo koje zado-
voljavaju nejednadzbe (1) i (2) tako da funkcija cilja (3) ima minimum. Kako su
svi uvjeti linearne nejednadzbe i kako je funkcija cilja linearna, radi se o problemu
linearnog programiranja, Problem mozemo rijeSiti simpleks-metodom pomocu
elektronskog ra¢unala. Optimalno moguce rjeSenje upisano je u donjem dijelu ta-
bele 1; njoj odgovaraju najmanji troskovi dobavljaca 2 075 novcanih jedinica.

Ovaj se problem moze rijesiti i na drugi na¢in; formalno ga mozemo prevesti
U obicni transportni problem linearnog programiranja, pa ga potom rijesiti pozna-
tim transportnim metodama. Problem prevedemo formalno u transportni problem
koji daje tabela 2.

Ustanovimo najprije $to treba da znace ishodista pri transportnom problemu
Ovaj transportni problem ima 8 ishodiita:

I]:‘ Iln-‘ I:‘.r! 1211‘ ISr: [Znn I4n1 Jli-n

Kod njih pryi indeks zna¢i mjesec u kojem proizvodac¢ izradi robu, dok drugi indeks
odreduje da li je roba izradena u redovnom ili prekovremenom radnom vremenu.
Tako na primjer I, znaéi ishodiste robe koja je izradena u tre¢em mjesecu u re-
dovnom radnom vremenu. Kapaciteti a, ovih ishodigta jednaki su kapacitetima proi-
zvodaca po mjesecima u redovnom i prekovremenom radnom vremenu.

Ustanovimo jo$ §to treba da znace odredidta pri ovom transportnom problemu.
Ovaj transportni problem ima 4 odredidta:

P, P,, P, P,

Kod njih indeks znaéi mjesec u kojem proizvodac dobavi robu. Tako na primjer
odrediste Py znaci isporuku robe by na kraju treceg mijeseca. Potraznje odredista
b; jednake su koli¢inama po mijesecima isporu¢ne robe. Ukupni kapacitet svih is-
hodifta jednak je 340 jedinica robe i vedi je za 30 jedinica od ukupne potraznje
odrediSta, koja je jednaka 310 jedinica. Stoga, da bismo izjednacili ove dvije ko-
licine, uvodimo dodatno odrediite Ps, kojemu propisemo potraznju 30 jedinica
robe,

Ustanovimo jo§ konacno §to treba da znace transportne tarife pri ovom trans-
portnom problemu. Transportne tarife odgovaraju tro$kovima koje ima dobavlja¢
za neku jedinicu robe. Ako dobavlja¢ robu isporuci u istom mjesecu u kojem ju
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TABELA 2. PODACI I PRVO MOGUCE RJESENJE PROBLEMA ISPORUKE ROBE KAO
TRANSPORTNOG PROBLEMA

si-=225 | P | Pa | p | Ps | Ps o | w |
‘ F I 7! g 9] | | _|
o | | o o o | |
Prvi i, I— | N | _ [ == S gl
mjesec ‘ 9 | 10 i 12 ‘ 0 9 |
T 40 40 80
| | | . o 0 | -8 | | |
| . | 5 | ; ° 7| 0 ‘ ‘ 4|
2r | 45 50
1l 0 =
| Drugi | | | _!_ I I 3_ B I 1[5 _‘
mjesec | | 7 | 8 9 0 I| 6 |
Lo | 40 L. 40
0 0 ~5 -
L o | N ka o |
. . | 71 8 0 5|
| ILsr 50 oo, | 60 | |
'J.‘:_‘cs’:i | — | i MNP ISV —
mjesec | 8 9 | 0l | g |
5 o 30 ) 30 |
B | 0 B - _|_ 5 - | _ |
' 4| 0| ‘ P
Tie 20 20 40 | |
| Cetvrul o R _I_ — | _ _!
| mjesec 1 6 | 0 '|- 1
IJI: IO | ]0 |
| 2 . ‘ | |
' b; 70 | 85 I| 9s | 60 0 '| 340 | |
| TR — = S, e —i
sy 0 1| 2| 3 ~1| | |

je izradio, onda za nju ima samo proizvodne troskove. Ako dobavlja¢ isporuci robu
nakon jednog mjeseca od kako ju je izradio, onda ima za nju troskove koji su je-
dnaki sumi proizvodnih troskova i trodkova za jednomjesetno uskladistenje. Ako
dobavlja¢ isporuci robu nakon dva mjeseca od kako ju je izradio, onda ima za nju
trodkove koji su jednaki sumi proizvodnih troskova i dvokratnih tro$kova za jedno-
mjesecno uskladiStenje itd. Ako dobavlja¢ izradi npr. | jedinicu robe u prvom mje-
secu u redovnom radnom vremenu i isporuci je jos istoga mjeseca, onda ima za nju
6 novcanih jedinica trodkova; ako je isporuci u drugom mijesecu, onda ima za nju
6 — 1 = 7 novcanih jedinica troskova; ako je isporuli u tre¢em mijesecu, onda
imazanju6 -2 =38 novéanih jedinica troskova; ako je isporuci u cetvrtom mje-
secu, onda imazanju 6 +3 =9 novéanih jedinica trogkova; ovi brojevi odgovaraju
transportnim tarifama u prvom retku tabele 2. Sli¢no dobivamo i sve druge trans-
portne tarife. Transportne tarife od proizvoljnog ishodista do dodatnog odredista
P. sve su jednake 0.

Tako smo problem isporuke robe preveli u obicni transportni problem li-
nearnog programiranja, koji daje tabela 2. Tabela je na lijevoj strani dolje nepot-
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puna jer dobavlja¢ ne moze isporuciti robu prije nego $to ju je izradio, Transportni
problem rijesimo metodom MODI u 5 iteracija.

Prvo moguce rjesenje u tabeli 2. dobijvamo Do metodi sjeverozapadnog kornera,
Ovom rjeSenju odgovaraju ukupni trodkovi S, — 2295 novcanih jedinica. Po
ocjeni redaka, stupaca i praznih polja vidimo da je polje (2,5) ocijenjeno najmanjim
negativnim brojem — 8. U to polje prenesemo broj 5 i u skladu s uvjetima promi-
jenimo brojeve u zauzetim poljima na zatvorenom poligonalnom putu:

(25) > (7,5) > (7:4) > (5,4) > (5,3) > (3.3) > (3:2) > (2,2) > (2,5)

Tako dobivamo drugo moguce rjeSenje, koje je dano u tabeli 3. Ovom rjesenju
odgovaraju ukupni troskovi S, = 2 255 novéanih jedinica. Nakon ocjene redake,
stupaca 1 praznih polja vidimo da polje (4,2) ima najmanju negativnu ocjenu. U
0v0 polje prenesemo broj 5 i u skladu s uvjetima promijenimo brojeve u zauzetim
poljima na zatvorenom poligonalnom putu:

(4~2) i (2‘2) = (255) * (?!5) T (?34) = (5:4.) - (5:3) i {433) = (4'2

TABELA 3. DRUGO MOGUCE RJESEN]JE

| B | P | P | P e |
I 6| 7| 3 | 9 ol | &
T | 30 | | | 30
_ . 0 8 | 8 3 |
1’1‘_\'1 ——e— = L o 5 — !
s | | 9 10 | | 12| 0 L9
Liu R I . | 5| 80
| _— = o o i S [ i . — i -
' | | 5| 6 ‘ 7 | 0 | | 4
I, 50 | 50
wei || |8 ¢ : |
| Drugi - N _____!_ — — M| N
EHERE ‘ i = 7| 8 9 0| | 14
| Iai 40 ‘ | 40
I LA | ’ = |
I | 7 B | 0 13
[ T 55 ; 5 e 60 |
Treci - | | |_ B
mjesec | | I ‘ 9 | 0 | 14
| IJn | | 30 = j ‘ 30
S _| = = —ep o e T |__ f—
4 0
Yaz | 3| a5 | 4 |
Cetvrti <! |_ — |_ S
mjesec | | 6 0 | | 9
| Taw | 2 0| 0 |
— s e = e — —_— - =t
| | by 70 85 95 | 60 : 30 | 340 |
= —_— — e | |_ =
' |5 0 1| 6 | s | -9



Tako dobivamo trece moguce rjeSenje, koje daje tabela 4. Ovom rje$enju od-
govaraju ukupni trodkovi S3 — 2215 novéanih jedinica. Nakon ocjene redaka,
stupaca i praznih polja vidimo da polje (6,3) ima najmanju negativnu ocjenu. U
to polje prenesemo broj 10 i u skladu s uvjetima promijenimo brojeve u zauzetim
poljima na zatvorenom poligonalnom putu:

(633J =3 (413) - (4‘2J - (2}2) 2 (2)5) =% (735) =% (7:4) = (634) - (653)

TABELA 4. TRECE MOGUCE RJESENJE

| Ss= 2215 | Py | P P, | P4 | Ps | & | i |
. | | 6 | 7 g | 9 | 0! | 6 |
| Tis 20 | | 30
_ | 0 0 K | 3 | |
Prvi —— | - _I_ R ]
| miesee 9 10 | | 12 | 0 | 9 |
Tia 4 3 [ 80
| | 1 0 0 | 8 | 0 || || |
| \ |
—_— - _—— % e =y ST W — |— — — —
| | | | 5 | 6 | 7 \ 0 | | 4
I, 50 50
| . £ | l 0 | 8 5
Drugt p— . | | T | _ o
fjesee | | 7 g | 9 | 0| | &
Taa 35 40
| S L E R
' Ts:: | | 60 li | g [ 60 |
| Tx_'céi [ = S — |
mjesec \ || g ‘ 9 | 0 14
Lsa 30 30
o _l _—5 | - | —_5_ | ] |
| || | 4| 0! . | 9 |
3 | .4
) Ly [ 30 | 10 | : .
Cetvrtl . | i_ R | N - | —
mjesec | 6' 0 9 |
I T | | [ 10 10 |
| 2 | | |
] ] I <N | N S
|
| by | 70 85 9s | 60 | 30 340 |
= b | —
| 85 | 0 | 1 2 = -9 | |

Tako dobivamo Cetvrto moguce rjeSenje, koje daje tabela 5. QOvom rjesenju
odgovaraju ukupni troskovi S, = 2 135 novcanih jedinica. Nakon ocjene redaka,
stupaca i praznih polja vidimo da prazno polje (8,4) ima najmanju negativou 0c-
jenu. U to polje prenesemo broj 10 i u skladu s uvjetima promijenimo brojeve u
zauzetim poljima na zatvorenom poligonalnom putu:

(8,4) — (6,4) —~ (6,3) = (4,3) — (4,2) = (2,2) = (2,5) = (8,5) — (8,4)
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TABELA 5. CETVRTO MOGUCE R JESENJE

; |
S, = 2135 P, | » ‘ B, | P | B, e
| | . - =
R — b= ] PF
6 7| 8 | 9! | 6
| I | 30 30 '
, 0 K 0 |3
Iryvi |——=o . I S et —— |
miesec 9 10 l 11 ]2 0 Q
| Iy, 0 | 80 |
) i 20 0 0 2 |
— i oy B | N
! II 5 J 7 0 4
1o 50 50
e | 0 0 5 i
Drugi - - _|_ - |_ e |_ o |
mjesee | 7 g 9 0 6
= 15 | 25 '0 : 40
T SN S S L .
| l | 7| g 0| 5
o 60 | |60 |
i | | 0 | 4 |
Tredt = | == o _| l
mijesec | | | g | 9| 0 o |
| 1, | 10 | 20 [ 5 | 30
| e — |
. | 4 | 0 1|
L 40 40
_ | | § '
Cervrii | S | I |
mjesec | | 6 | 0 | | 9
145 7 | 10 10 |
| —~0 ' '
o = 9 RS e = |
|
b, | 70 s | o5 | e I
= T R e e T o =—
5 0 o 2 3 ~9

Luko dobivamo peto moguce rjesenje, koje j¢ dano u tabeli 6. Ovom riesenju
odgovaraju ukupni tro$kovi Ss = 2075 novéanih jedinica. Nakon ocjene reduaku,
Stupaca 1 praznih polja vidimo da nijedno prazno polje nema negativnu ocjenu.
Stoga je ovo rjesenje optimalno. Kako neka prazna polja imaju ocjene 0, 1o pored
ovog postoje jo§ neka druga optimalna rjesenja.

Iz izracunanog optimalnog moguceg rjeSenja transportnog problema dobivamo
slijedece optimalno moguce rjeienje prvobitnog problema, a za dobavljaca slije-
deci optimalni plan:

U prvom mjesecu dobavlju¢ izradi u redovnom radnom vremenu 30, 3 y preko-
vremenom radnom vremenu 50 jedinica robe; time ne iskoristava mogucnost da
u prekovremenom radnom vremenu izradi jo§ 30 jedinica robe s na kraju mijeseca
isporuci 70 jedinica robe 1 10 jedinica uskladisti, U drugom mjesecu iskoristi sve
svoje kapacitet i izradi u redovnom radnom vremenu 50, a u prekovremenom
radnom vremenu 40 jedinica robe; na kraju mjeseca isporuci 85 jedinica robe, a
uskladisti 15 jedinica. U trecem mjesecu isto tako iskori§tava sve svoje kapacitete
i u redovnom radnom vremenu izradi 60 a prekovremenom 30 jedinica robe;
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TABELA 6. PETO I OPTIMALNO MOGUCE RJESENJE

| |
§,=12075 B P, Py | Py | Ps a vi |
IS SSES S I A . S
6 71 8 9 0 6
| 1| 30 |0 i - | (o | |
l)rlvi ___!__ | _|_ __| o __!_ ___‘_ _| |
S | 9 | 10 | 11 12 | 0 9
| T 40 10 i | " L3 80 |
- | _|____| o |___ |_ | | _|__|
| | ! s | 6 | 7| 0l | 4|
| 5
] L | I S " | |50 |
Drugt A = _I____|__ — i IS~ —
miesec | ' | 7 | 8 9 0 6
| e | | 25 15 | £ a0 |
N S N | SN S
| | | 7 8 | 0 |‘ ; 5 ‘|
o
e | s | IRC S P | |
i  —— B
mjesec | | | 8 9 | 0 | L6
| Tan | C20 || R |-|3 || 0 | |
= |— _‘ - - | L S 1 =
4| | 1 \
| L | | a0
CQL\TT.i |_ _ il | S N (— ‘
mjesec | I I | " 6 | 0 o || 3
| 4n | | | {J
o B e o S I E
by || 0 |85 L 9s || 60 || 0 | 340 | \
— S —_—— i | M I__ — PR — =
| s | 0| 1| 2| 3 & |I |. |

na kraju meseca isporuci 95 jedinica robe, 4 uskladisti 10 jedinica. U Cetvrtom
mjesecu iskoristi sve sveje kapacitete i izradi u redovnom radnom vremenu 40
a u prekovremenom 10 jedinica robe; na kraju mijeseca isporuci 60 jedinica robe i
time iscrpe svu svoju zalihu. Donji dio tabele 2. daje ovaj za dobavljaca optimalni
plan; pri takvom programu dobavlja¢c ima najmanje trotkove 2 075 novcanih je-—
dinica.
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XV. BILINEARNO PRO GRAMIRAN]JE

1. Opéi problem bilinearnog programiranja

Neki ekonomski znacajni problemi odredivanja optimuma u matematickom
razmatranju dovode do nekog osobitog tipa nelinearnog programiranja. U tim
problemima nastupaju dvije medusobno nezavisne grupe varijabla; te varijable
zadovoljavaju linearne nejednadzbe ili jednadzbe, a funkcija cilja je bilinearna
forma tih varijabla. RjeSavanje takvih nelinearnih programa moze se prevesti na
uzastopno rjesavanje odgovarajucih linearnih programa.

O problemu bilinearnog programiranja radi se npr. u transportnim proble-
mima nekoga posebnog tipa. Uzmimo da zelimo odredenu kolicinu robe prevesti
iz jednoga kraja u drugi. Put izmedu oba kraja mozemo podijeliti na nekoliko od-
sjeka; pri tom nam razdioba nije poznata, pa su zato duzine pojedinih odsjeka va-
rijable. Te varijable odgovaraju nekim propisanim uvjetima. Za prijevoz robe
imamo na raspolaganju razlicita vozila koja mozemo upotrijebiti na pojedinim
odsjecima puta; za svako od tih vozila i za svaki odsjek puta poznate su nam tran-
sportne tarife. Koli¢ine ovim vozilima na pojedinim odsjecima prevezene robe
¢ine drugu grupu varijabla. 1 te varijable zadovoljavaju neke propisane uvjete.
S obzirom na transportne troSkove na pojedinim odsjecima puta pretpostavimo
da su direktno proporcionalni produktu duzine puta i koli¢ine prevezene robe 1
da su ukupni transportni tro$kovi jednaki sumi transportnih troskova na pojedinim
odsjecima. Prema toj pretpostavci, ukupni transportni trodkovi bilinearna su forma
varijabla koje izrazavaju duzine odsjeka puta i kolicine na tim odsjecima prevezene
robe. Prijevoz iz kraja u kraj elimo organizirati tako da uz propisane uvjete ukupni
transportni tro$kovi budu najmanji. Uz propisane uvjete kojima mora odgovarati
svaka od obiju grupa varijabli i uz dane funkcije cilja dobivamo problem bilinearnog
programiranja.

Na problem bilinearnog programiranja nailazimo npr. i u nekom posebnom
proizvodnom problemu s podrugja poljoprivrede. Uzmimo da imamo na izbor
odredene poljoprivredne povriine za proizvodnju razlicitih poljoprivrednih kultura.
Te poljoprivredne povrsine medusobno se razlikuju s obzirom na pogodnost za
uzgoj pojedinih kultura. Pri proizvodnom problemu uzimamo u obzir dva tipa
trodkova: troskove za kupnju poljoprivrednih povr§ina i troSkove za uzgoj kultura
na nabavljenim povrSinama. Veli¢ine nabavljenih povrsina na kojima uzgajamo
pojedine kulture nisu poznate i sastavljaju prvu grupu varijabla; te varijable zado-
voljavaju neke propisane uvijete. Troskovi za uzgoj kultura nastaju zbog potro$nje
razli¢itih produkcionih faktora kao &to su npr. radna snaga, gnojiva itd., jednom
rijeci radi intenzifikacije privredivanja. Kolicine u obzir uzetih produkcionih
faktora Cine drugu skupinu varijabla; i te varijable zadovoljavaju neke propisane
uviete. Pretpostavimo da je vrijednost uroda direktno proporcionalna produktu ve-
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licine  poljoprivredne povrsine i stupnja intenzivnost privredivanja. U danim
uvjetima Zelimo programirati poljoprivrednu proizvodnju tako da vrijednost ukup-
nog uroda bude najveda. Uz propisane uvjete koje varijable zadovoljavaju 1 ux
dane funkcije cilja dobivamo problem bilinearnog programiranija.
Opéi problem nelinearnog programiranja s bilinearnom funkcijom cilja izrazit
cemo za primjer maksimuma u matematickom obliku na slijedeé¢i nacin -
Treba odrediti maksimum bilinearne funkcije cilja:

uz uvjet da varijable:
Xpy wos Xy 1 ¥y, oy
zadovoljavaju uvijete nenegativnosti ;
320,..x,20, Yiz20,...y,20

I linearne nejednadibe:

Pri tom su indeksj proizvolini naravni Erojevi, a svi koeficijenti proizvolini
su realni brojevi.

Slicno moZzemo izraziti odgovarajuci problem bilinearnog programiranja zu
minimum funkcije cilia. U nastavku ¢emo razmatrati samo problem za maksimum ;
slicno razmatranje za minimum prepustamo Citaocu,

U postavljenom problemu nastupaju dvije nezavisne grupe varijubla koje
medusobno nisu povezane nikakvim zajedni¢kim uvietom. Varijable obiju grupy
zadovoljavaju uvjete nenegativnosti i svaka grupa varijabli zadovoljava svoje ne-
jednadzbe i jednadzbe, I'unkcija cilja je bilinearna forma tih varijabla,

Kao $to je to u linearnom programiranju obicaj, najprije promijenimo uvjetne
nejednadzbe u jednadsbe tako da uvedemo depunske varijable. Nakon uvodenia
dviju skupina dopunskih varijabla:

Xudygy vony Xo+r = Xin i Yetis seey Yyugo =="¥;

dobivamo slijedeci problem bilinearnog programiranja:

Treba odrediti maksimum bilinearne funkcije cilja:

le xrn _Vl ._ HERTTE cn'ln Ny .\hn
uz uvijet da varijable:

Kiyoonen X 1 ¥y oy ¥

Sn
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zadovoljavaju uvjete nenegativnosti:
X, 20, e X 20 Vi S wlyy E0
i linearne jednadzbe:

A Xy £ e T A Xm = P by ¥i T e T bin¥n = dt

Ay Xy T =ee + Ay X = Pr bs! Yo wie=t bsn Yn = Qs

Da bismo problem izrazili krace u matricnom obliku, uvedemo neke matrice.
Matrica:
Ay voe 8y 1...0
A= | : : o EN
8y oov B 0o Il
ima red rxm i odreduje koeficijente varijabla u prvoj grupi jednadzbi. Matrica:
| by oo byy 14000}

Bi=| : I 4
B by 0 1]

ima red sxn i odreduje koeficijente varijabla u drugoj grupi uvijetnih jednadzbi.
Matrica:

|c“ s Gyp 0 ... 0

||: = X
T 0 ...
o .0 0..0]
| i ¥ £ 5
[0 .0 0..0]

C

ima red mxn i odreduje koeficijente u funkciji cilja. Matrica reda rx 1:

'lpi
B= = {P1s w+es pr}

. pr il
odreduje desne stranc prve grupe jednadzbi. Matrica reda sx 1:
lay |l
|| D]
-
Q=] ={an.>ad
I\ gs !
odreduje desne stranc druge grupe jednadzbi. Matrica reda mx I:
! |
e
X = I ll_ == {X;, vee s xm}

! xﬂl III
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odreduje prvy grupu varijabla, dok matricy reda nx |-
HY1“
Y - || || = {\ 3 wvis Y
|| }'-n ||
udreduje drugu grupu variiabla,

Nakon uvodenja tih matrica problem bilinearnog programiranja mozemo jz-
raziti ovako:
Treba odrediti maksimum bilinearne funkcije cilja:

f(X,¥) =XTCy

uz uviet da matrice ili vektor Xiy zadovoljavaju uviete nenegativnosti -

Xz20,Y>0
I matriéne jednadzbe:
AX -p
BY - Q

Ovako izrazeni problem bilinearnog programiranja u kojem nuastupaju dvije
odvojene grupe varijabla koje nisu nj y kakvoj medusobnoj zavisnost prevedemo
u neki problem bilinearnog programiranja u kojem obje grupe varijabla udruzimo
u jednu samu; tako dobivamo problem samo s jednim sistemom uvjetnih jednadzbi
U matricnom obliky dobivamo nakon udruZenja samo jednu uvjetnu matricny
jednadzbu.

Skup svih gore opredijeljenih matrica il vektora X sastavlja vektorski prostor
P (X), a skup svih matrica ili vektora Y sastavlja vektorski prostor P (Y). Vektorski
prostor P (X) ima m dimenzija, dok ih vektorski prostor P (Y) ima n, Kartezijski
produkt vektorskih prostora P (X) i P(Y) je vektorski prostor P (Z); njega sastavlja
skup svih matrica il vektora Z sa strukturom :

Vektorski prostor P (Z) ima m - n dimenzija.
Svaki vektor X vektorskog prostora P (X) mozemo izraziti odgovarajucim
vektorom Z vektorskog prostora P(Z) ovako-
X=[|E0|2Z
Pri tom jedinicny matrica E img red m, dok nulmatrica 0 ima red mxn.
Slicno mozemo izraziti ; svaki vektor Y vektorskog prostora P (Y) odgovara-
ucim vektorom Z vektorskog prostora P (Z) ovako:
Y=10BZ

Pri tom je nulmatrica reda n x m, dok je jedini¢ng matrica E redy pn.
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Uvedimo jo§ neke matrice. Matrica:

|:|3-11---3|m{]I 0||
e
D__||||a” L a,0 .. 0| A0

0 .0 by ... b1n|||| ~ 0B/
i & ¥ t
| - R .
10 ... 0 by - b |
ima red (r -+ s) X (m n). Matrica:
P .
R = |IQ|I = {pys «+os P Q1> 200 q.f

ie vektor stupac koji ima r -+ s komponcnata. Matrica:

|'|0 T : T - — cm“

[ER I R
F- 0 ... 0 Cay - L:,m,||‘____ 0

fo ... 00 .. 0|I 00

l: o ao |

(0 ...00 .. 0

ima red (m + n) x (M 4 n).

Nakon uvodenja ovih matrica prvobitni se uvijeti nenegativnosti X=201
Y = 0 udruzuju u samo jedan uvjet nenegativnosti Z = 0; matricne jednadzbe
AX-PiBY=Q udruzuju se u svega jednu matricnu jednadzbu D Z.—=R;
dok bilinearna funkcija cilja dobiva oblik f(Z) =Z' F Z. Tako prvobitni problem
bilinearnog programiranja s odvojenim uvjetnim jednadzbama prevedemo u sli-
jedeti bilinearni program $ udruzenim uvijetnim jednadzbama:

Treba odrediti maksimum bilinearne funkeije cilja:

f(Z)=2"FZ

kod uvieta da matrica ili vektor Z zadovoljava uvjet nenegativnosti

Z=z0
i jednadzbi:
DZ—R

9. Osobine mogudih rjeSenja

U prijadnjoj smo tocki opéi problem bilinearnog programiranja za maksimum
funkcije cilja izrazili na dva ekvivalentna nacina. Prvobitni bilinearni program s

dvije odvojene grupe uvjetd srazili smo ukratko ovako:
RP-X =0, Y=0, AX _p, BY=Q; fXY) —=X'CY
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Nakon opisanog udruzivanja medutim bilinearni program sa svega jednom grupom

uvieta izrazili smo ukratko ovako:
BP: Z > 0, DZ — R:(Z) =Z2"Fz

Dva vektora ili dvije tocke X j Y nazivamo mogucim riesenjem bilinearnog
programa ako X zadovoljava uvjet nenegativnosti i jednadzbu AX — P i ako Y
zadovoljava uvjet nenegutivnosti i jednadzbu B Y — Q. Isto tako vektor ili tocky
Z nazivamo mogudim rjesenjem bilinearnog programa ako zadovoljavy uvjer ne-
negativnosti i jednadzbu D Z = R. Moguce rjesenje bilinearnog programa je
optimalno ako funkcija cilja ima maksimum.

Uvjeti koje zadovoljava vektor ili tocka X su takvi kakve smo susreli pri li-
neirnom . programiranju. Stoga je u ekonomski znacajnim problemima skup svih
tocaka X koje zadovoljavaju ove uvijete konveksan poliedar, Taj poliedar oznacimo
sa Ky, on je dio vektorskog prostora I (X) i ima ekstremne tocke

1 n
E,, ..., E;

Iz istih je razloga skup tocaka Y koje zadovoljavaju dane uviete takoder kon-
veksan poliedar. Tyj poliedar oznacimo sa K,, on je dio vektorskog prostora P Y)
1 ima ekstremne togke:

1 v
E!, ., E

Takoder je i skup tocaka Z koje zadovoljavaju dane uvjete konveksan poliedar
K, u vektorskom prostoru P (Z).

Za moguda rjiesenja prvobitnog bilinearnog pPrograma s odvojenim uvjetima
drugog programa s udruzenim uvjetima vrijede slijedece dvije izreke:

L. izreka. Kartezijski Produkt tocaka X i Y koje sastavijajy moguce vjesenje
preobimog bilinearnog Programa je moguce rjesenje Z drugog programa.

Dokaz. Bududi da totke XiYy sastavljaju moguce rjesenje prvobitnog bili-
nearnog programa. to one odgovaraju uvjetima nenegativnosti; njihov kartezijsk:
produke:

X
Z — ! |
Y|

zbog toga takoder zadovoljava uvjet nenegativnosti. Kako tocke X § Y sastavljaju
dalje i mogucde rjiesenje prvobitnog programa, to odgovaraju jednadzbama A X — p
i BY - Q; stoga njihov kartezijski produkt zadovoljava jednadzbu -

A 0 lel 1R ]
o0 B |y~ qf
1z toga slijedi da njihov kartezijski produkt Z zadovoljava jednadsby DZ -R.
Tocka Z je dakle moguce rjeSenje novog bilinearnog programa s udruZenim uvje-
tima. To je i trebalo dokazati.
Iz ove izreke slijedi da je kartezijski produkt proizvoljne tocke X konveksnog

poliedra K, i proizvoline tocke Y konveksnog poliedra K, neka to¢ka Z konveksnog
poliedra K.
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2. izreka. Svako moguce rjesenje L novog bilinearnog programa s udrugenim
uvjetima je kartezijski produkt nekih dviju tocaka X i Y koje sastavljaju moguce,
yjefenje prvobitnog programa s odvojenim uvjerima.

Dokaz. Kako je totka Z moguce rjeSenje drugog programa, to zadovoljava
uvjet nenegativnosti; kako je tocka Z kartezijski produkt tocaka X i Y, to i tocke
X i Y zadovoljavaju uvjet nenegativnosti. Budu¢i da je D Z — R, to vazi jednadzba:

(A 0| i|X‘| |P'i
! I 1 = 1|
lo Bl Y]~ |

1z toga pak slijedi da tocke X i Y zadovoljavaju jednadzbe A X—-PiBY =Q.
Tocke X i Y sastavljaju zbog toga mogude rjesenje prvobitnog bilinearnog programa,
a to je i trebalo dokazati.

Iz dokazane izreke slijedi da je svaka tocka Z konveksnog poliedra K, kartezijski

produkt neke tocke X konveksnog poliedra K, i neke tocke Y konveksnog poliedra
K..

¥
7a tocke X, Y i Z konveksnih poliedara Ky, Ky i K, vrijede slijedece izreke:
|. izreka. Kartezijski produkt dviju neekstremnih tocaka X i Y konveksnih
poliedara K, i K, je neekstremna tocka L konveksnog poliedra K.

Dokaz. Kako je X tocka konveksnog poliedra K,, to je mozemo izraziti
kao konveksni linearni sastav ekstremnih tocaka poliedra na slijedeci nacin:

X=p, Ex+ ..t p. Ex
Pri tom je:
0<p; =1 50, EPaS 15 Pyt - THu = ]

Kako X nije ekstremna tocka poliedra, to su od koeficijenata konveksnog linearnog
sastava pozitivna najmanje dva. Buduéi da je i Y tocka konveksnog poliedra K,
to je mozemo izraziti kao konveksni linearni sastav ekstremnih to¢aka poliedra
na slijede¢i nacin:
1 v
Y=q,E +..-arEs
Pri tom je:

qulél....,ogqvél;q,—!—.,. Fqy =1

Budud¢i da Y nije ekstremna tocka ovog poliedra, to su medu koeficijentima kon-
veksnog linearnog sastava pozitivna najmanje dva.

Ako uzmemo u obzir oba gornja zapisa to¢aka X i Y, njihov kartezijski produkt
mozemo pisati ovako:

X | 1 =l u|| i=u =V I| al
e [ T o
¥ | 1194 El\r I i # £ E,! i=1 wv=1 |E_\-|.

Kako je za sve parove indeksa

94 Linearno programiranje 169



1 kako je:

i=u  j=v

2 X pg =1

=1  j=1

to je kartezijski produkt tocaka X i Y konveksni linearni sastav ckstremnih tocaka
konveksnog poliedra K,. Buduéi da su u tom konveksnom lincarnom sastavu
pozitivna najmanje Cetiri koeficijenta, to je kartezijski produkt to¢aka X i Y kon-
veksni linearni sastav najmanje Cetiriju ekstremnih tocaka konveksnog poliedra K.
Stoga taj kartezijski produkt nije ekstremna tocka poliedra K., &to je i trebalo
dokazari,

2. izreka. Kartesijski produkt neekstremme tocke X poliedra K, i ckstremme
rocke E| poliedra K, je neekstremna tolka poliedra K,.

Dokaz. Neekstremnu tocku X poliedra Ky moZemo izraziti kao konveksni
linearni sastav ekstremnih tocaka poliedra na slijede¢i nacin:

X=pE | .. +p,E

U ovom linearnom sastavu pozitivna su najmanje dva koeficijenta. Kartezijski
produkt tocaka X i E] mozemo napisati i ovako:

X E;| E.
| ll =py | | =+ ... p“ |
BLl P it E,

1
Kako su u ovom konveksnom linearnom sastavu ekstremnih tocaka poliedra
K, pozitivna najmanje dva koeficijenta, to kartezijski produkt nije ekstremna tocka
policdra K,, a to je i trebalo dokazati. Na slican nadin dokazemo:
3. 1zreka: Rartezijski produkt chkstremme tolke E, poliedra K, i neckstremme
tocke Y poliedra K, je neekstremna rocka poliedra K,

4. izreka: Kartezijski produke eksiremme tocke E, poliedra K, | chstremme
tocke By poliedra K, je ekstremna totka poliedra K,.

Dokaz. Uzmimo da kartezijski produkr:
i

[ Ex||

Eiil
nije ekstremna tocka poliedra K,. U tom primjeru postojale bi u poliedru K,
burem dvije tocke:
!' Xj | i ) I X2 i|
|| ¥ i | 2|
tuko da bi gornji kartezijski produkt bio njihov konveksni linearni sastav. Bila by
ispunjena jednadzba:

Zi =

E. __|X | X2
Ef _pl.iyt o q!Y:
kod uviera:
0<p~(]JU<q-cI,p-' q— |

370



Iz te bi jednadzbe slijedile jednadzbe:
B =pX'+qX*i E,=p ¥ +q¥

Ekstremne tocke EL i E} bi dakle bile konveksni linearni sastavi po dvije druge
tocke. To je medutim protuslovie i jzreka je dokazana.

5. jzreka. Svaka ekstremna tocka E, konveksnog poliedra K, je kartezijski
produkt neke ekstremne tocke E poliedra K, i neke ekstremne tocke E, poliedra K.

Dokaz. Ako izreka ne bi vazila, onda bi za ekstremnu tocku E, poliedra K,
postojala jedna od ovih triju jednadzbi:

X

E, - Y;

E.| |
= || 1 Bx= ili E, = |

Y
Pri tome bi X bila neka neekstremna tocka poliedra K, i ¥ neka neekstremna tocka
K,. Da prva jednadzba ne moze vaziti, vidimo iz slijedeceg: kako je X neekstremna
tocka K, to je mozemo napisati kao konveksni linearni sastav ekstremnih tocaka
poliedra:

i 1 |
X = p, Eq !'-v>'_puE:
U ovom su linearnom sastavu barem dva koeficijenta pozitivna. Po prvoj jednadzbi
tocka E, mogla bi se izraziti ovako:
EI. | EY |
E =] | X | L g =L, | X
z P1 !, Ey | Pu ,E |

¥l

I u ovom konveksnom linearnom sastavu pozitivna su najmanje dva koeficijenta.
Ekstremnu tocku E, bilo bi moguce izraziti kao konveksni linearni sastav barem
dviju drugih tocaka. To je medutim protuslovje. Slitno dokazemo jos da ne vazi
ni druga ni treca jednadzba, pa je tako izreka dokazana.

Iz dokazanih izreka slijedi da je konveksni poliedar K, kartezijski produkt
konveksnih poliedara K, i K,; njegove ekstremne tocke su svi mogudi kartezijski
produkti po jedne ekstremne tocke poliedra K, i po jedne ekstremne tocke poli-
edra K,. Zato konveksni poliedar K, ima slijedece ekstremne tocke:

11 | E:l; iy __'IE:I;.'
s =0 i
a ii Eu' v E“
B =gl B __lliEEI

3. Lokalna optimalna moguéa rjeSenja

Kao §to je kod iteracionih metoda uobi¢ajeno, tako i numericko rjeSavanje
problema bilinearnog programiranja zapocinjemo s nekim poznatim mogucim

rjeSenjem; iz njega onda uzastopnim iteracijama izracunavamo sve bolja rieSenja
dok ne dodemo do optimalnog moguceg rjeSenja.
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Uzmimo problem bilinearnog programiranja za maksimum funkcije cilja
kao $to smo ga u prvoj tocki ovog poglavlja izrazili u dva oblika, i to s odvojenim
uvjetima:

BP: X>0, Y20, AX-P,BY -Q; f(XY)=XT"CY
i s udruzenim uvjetima:
BP: Z20,DZ=R; {(Z)=Z FZ

Pretpostavimo da nam je ve¢ poznato prvo moguce od 0 razlicito rjegenje

bilinearnog programa:

| 1

it — X |

Yl

Kako je ovo mogude rieSenje, to su ispunjeni uvjeti nenegativnosti:
X'20 Y 20,Z'>9
a ispunjene su i uvjetne jednadzbe:
AX!' =P, BY!' —Q, DZ! —R
Za ovo moguce rjesenje bilinearna funkcija cilja ima vrijednost :
1‘(x1’ Yl} - (X')T CcCy! _ f‘(zll} — (zll)T F Z!

Iz ovog moguleg rjefenja izracunamo drugo moguce rjesenje bilinearnog
programa na slijedeéi nacin:

U konveksnom poliedru K, uzmemo tocku X! koja sastavlja prvo moguce
rjesenje. Ovu tocku uvrstimo u bilinearnu funkciju cilja £ (X, Y) i dobivamo novu
funkciju £ (X', Y), koja je linearna s obzirom na koordinate tocke Y kao varijable:

ovoj funkeiji izracunamo maksimum. Pri tom se radi o rjesavanju slijedeceg line-
4rnog programa;

LP: Y20, BY =Q; (X!, Y) —(X))TCY

Ovaj linearni program rije§imo nekom poznatom metodom. Optimalno moguce
rjesenje Y?* ovog linearnog programa je neka ekstremna tocka konveksnog poliedra
K,, a odgovarajuéa najveca viijednost funkcije cilja jednaka je (X', ¥?). Kako
je 10 optimalno mogude rjedenie linearnog programa, to vazi nejednadzba:

f(X' ¥ < £(X2, Y2)
Ovaj racun ponovimo na slican nacin, no ipak tako da u konveksnom poliedru
K, uzmemo ba§ izracunanu tocku Y2. Tu tocku uvrstimo u bilinearnu funkciju
cilja £ (X,Y), pa dobivamo novu funkciju (X, Y?) koja je linearna s obzirom na
koordinate totke X kao varijable. Toj funkciji izracunamo maksimum. Pri tom
se radi o rjeSavanju slijedeceg linearnog programa:

LP:X 20, AX =P; (X, Y4 =X"Cy:?
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Linearni program rije§imo nekom metodom. Optimalno moguce rjeSenje  X*
ovog linearnog programa je neka ekstremna tocka konveksnog poliedra Ky 2
odgovaraju¢a najveca yrijednost funkcije cilja jednaka je f(X? Y?) Budu¢i da
je to optimalno moguce tjeenje linearnog programa, vazi nejednadzba:

f(X!, Y?) < f(X%Y?)

Tako smo zavrdili prvu iteraciju i izracunali drugo moguce rjeSenje:

722 — : X?|
IIY2 |
Za to rjeSenje bilinearna funkcija cilja ima vrijednost:
t‘(xz, YZ) = (XZ)I' CYZ — f(zzz} ey (zz.‘t)'r F Z22
Budu¢i da zbog gornjih dviju jednadzbi za prva dva moguca rjeSenja vazi ne-
jednadzba:
£(X, YY) = £(X% Y2,

to je drugo moguce rjesenje balje od prvog ili mu je barem jednako.

Kako je X?* ekstremna tocka poliedra K, a Y? ckstremna to¢ka poliedra K,
to je Z*? ekstremna tocka poliedra K,. 1z toga slijedi da je drugo moguce rjeSenje
bilinearnog programa ekstremna tocka poliedra K.

Slicno kao §to smo zapoceli prvu iteraciju s prvim moguéim rjeSenjem s,
poéinjemo drugu iteraciju s drugim mogu¢im rjeSenjem Z22. U bilinearnu funkciju
cilja uvrstimo tocku X* i dobivamo za Y linearni program:

IP: Y20 BY=Q; f(X3,Y)=X)'CY

Za optimalno moguce rjeSenje Y* ovog linearnog programa bilinearna funkcija
ima vrijednost f (X2, Y?), koja nije manja od ve¢ izraCunane yrijednosti (X2, Y?).
Izracunano rjeSenje Y? uvrstimo u bilinearnu funkciju cilja pa dobivamo za X
linearni program:

IP: X220 AX=P; {(X,Y?) =XrCcX?
7a optimalno moguce riesenje X* ovog linearnog programa bilinearna funkcija
ima vrijednost f (X3, ¥*), koja nije manja od prije izratunane yrijednosti f (X2, Y?).

Nakon zavrene druge iteracije dobivamo tre¢e moguce rjefenje bilinearnog progra-
ma:

Y AR |I| XZI:
Y

Za ovo rjedenje bilinearna funkcija cilja ima vrijednost:
¥ (x.‘i’ Ya) = (x3)T C Ya S 1‘(Z33) =2 (ZSJ)T F z:!.‘s
Izracunana moguca rie$enja bilinearnog programa zadovoljavaju nejednadzbe:

£(Z'Y) < f£(Z2?) < £(Z3%)
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Ponavljanjem iteracija dobivamo sve bolja moguca rjesenja koja su, od uklju-
¢ivo drugog, ekstremne tocke konveksnog poliedra K,. Racunanje je zavrseno ¢im
se neko moguce rjesenje ponavlja jer se onda vife ne moze poznato moguce rje-
senje jos poboljdati. Ako je:

Znn - Zn—l, n-1

onda se racunanje zavr$ava nakon n iteracija. Keko je broj ekstremnih tocaka po-
liedra K, konacan, to prije ili kasnije dolazi do ponavljanja moguceg rjesenja i do
zavrsetka raCunanja opisanom metodom iteracija.

Bilinearna funkcija cilja ima maksimum u nekoj ekstremnoj tocki poliedra
K,. Funkcija pak moZe imati u nekim primjerima maksimume u vie ekstremnih
tocaka toga poliedra; u takvim se primjerima radi o lokalnim maksimumima, koji
mogu biti razli¢iti. Svakom pocetnom mogucem rjeSenju odgovara optimalno mo-
guce rjeSenje s odredenim lokalnim maksimumima funkeije cilja. Ako je problem
takve vrste da bilinearna funkcija cilja ima maksimum u samo jednoj ekstremnoj
tocki poliedra K,, onda ga dobivamo po opisanoj iterativnoj metodi bez obzira
na to s kojim moguéim rjesenjem pocinjemo racunanje. Ako je pak problem takve
viste da bilinearna funkcija cilja ima vise lokalnih maksimuma, onda je maksimum
koji izratunamo ovom metodom ovisan o izboru pocetnog mogudeg rjesen;a,

Opisanom metodom iteracija u takvom primjeru izra¢unamo samo jedan od
maksimuma bilinearne funkeije, koji medutim nije nuzno najveci. Unato¢ tome
opisana je metoda prakticki upotrebljiva zbog toga §to uz svako poznato mogude
rjeSenje koje jo§ nije optimalno mozemo izradunati bolje mogudée rieSenje. U pro-
blemima takve vrste pocinjemo s nekim mogudim rjeSenjem koje ve¢ poznajemo
ili koje nam se ¢ini dobro; opisanom metodom iteracija potom ga poboljsavamo
do odgovarajuceg optimalnog moguéeg rjesenja.

Opisanom metodom iteracija rieSavamo uzastopne linearne programe; u njima
neizmjence nastupaju matricni argumenti X i Y. Rezultate svakoga prethodnog
linearnog programa koristimo pri sastavljanju njemu neposredno slijedeceg line-
drnog programa. Te linearne programe rjeSavamo nekom poznatom metodom
npr. simpleks-metodom. Ako u rjeSavanju linearnih programa upotrijebimo sim-
pleks-metodu, onda cjelokupni bilinearni program rijeSimo takozvanom alterna-
tivnom simpleks-metodom. Program za elektronsko racunanje po ioj je metodi
iZrazen i raspologiy.!

Primjer: Uzmimo slijedeci problem bilinearnog programiranja: Treba odrediti
vrijednosti varijabla x, y 1 z koje zadovoljavaju uvjete nenegativnosti:

x 20, y 20, 220
i linearne nejednadsbe:

X+ 2y £ 12 Z=Z6

dx - vy =20

tako da bilinearna funkeija cilja:

F(%, ¥, 2) = 2xz + 3yz
ima maksimum,

' T Kovadi¢, A, Vadnal: Program za elektronsko rafunanje problema bilinearnog progra-
miranja u jeziku ALGOL. Ekonomska revija, §t. 3, XIX—1968, str. 325-—-329.

Kartoteka programa, Racunski center Inétituta za matematiko, fiziko in mehaniko Unizerze
v Ljubljani.
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Rijesimo problem metodom iteracija tako da zapoCinjemo 8 parcijalnim mo-
gudim rjeSenjem X = o9 =1.

Rjesavanje problema prikaZzemo geometrijski u trodimenzionalnom Kkartezij-
skom koordinatnom sistemu na sl. 35. Parove vrijednosti varijabla x 1Y koje
zadovoljavaju propisane nejednadzbe prikazuju na ravnini (X, y) tocke konveksnog
Zetverokuta ili poliedra K, s uglovima ili ekstremnim tockama:

0 (0,0,0), A (5,0,0), B (4,4,0), C(0.6,0)
Vrijednosti varijable z koje zadovoljavaju propisane nejednadzbe prikazuju tocke
duzine ili konveksnog poliedra K, s krajnjim tockama ili ekstremnim toCkama
0 (0,0,0) i D (0,0,6). Kartezijski produkt poliedra Ky i poliedra K, je konveksna
Cetverostraniéna prizma ili poliedar K, sa 8 uglova ili ekstremnih tocaka:
0 (0,0,0), A(500), B (4,4,0), C(0,6,0)
D (0,0,6), E(50,6), F (4,4,6), G (0,6,6)

o] s
1

|

|

1

SI. 35. Grafitko riefavanje bilinearnog prograind
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U poliedru K, treba odrediti ony tocku u kojoj bilinearna funkcija cilja ima maksi-
mum. Program rije§ime metodom iteracija.

L. iteracija. Poznato parcijalno moguce rjefenje X — 1, v — | uyrstimo u
bilinearnu funkciju cilja, pa za varijablu z dobivamo linearni program:

LP: 02 <6;f(z) =52

Tay lincarni program ima optimalno moguce rieSenje z —= 6; za to je Irjesenje vri-
jednost bilinearne funkeije cilja jednaka f(1,1,6) = 30.

U geometrijskom prikazu medu tockama s apscisom x = 1 i ordinatom y=1
potrazimo to¢ku poliedra K u kojoj funkcija f(z) = 5z ima najvecu vrijednost:
ta tocka ima aplikatu z = 6. Od pocetne tocke R, (1,1,0), kojoj odgovara vrijednost
bilinearne funkcije cilja £ (1,1 0) = 0, prva nas je iteracija dovela do tocke R, (1,1,6),
u kojoj ova funkeija ima vrijednost f(1,1,6) = 30.

2. iteracija. Izra¢unano parcijalno moguce rjeSenje z — 6 uyrstimo u bilj-
nearnu funkeiju cilja, pa za varijable x i y dobivamo linearni program:

LP:x

[RY

0,y 20, x - 2y £ 12, dx +y < 20;

Fxy) = 12x +- 18y
I'aj linearni program rijeéimo graficki. Skup njegovih mogucih rjeSenja prikazuiu
tocke konveksnog Cetverokuta DETFG.

Linearni program imu optimalno moguce rjeSenje x =4, v —4; za to j¢ rjesenie
vrijednost bilinearne funkcije jednaka £(4,4,6) — 120. Od tocke R, (1.1,6), kojoj
odgovara vrijednost bilinearne funkcije cilja £(1,1,6) — 30, drugom smo iters-
cijom dobili tocky F (4,4,6), u kojoj ova funkcija ima vrijednost 120.

3. iteracija. Tzracunano parcijalno mogudée riefenje x =4, v =4 uvrstimo
u bilinearnu funkciju cilia. pa za varijablu z dobivamo linearni program:

LP: 0 =z < 6; f(z) = 20z
L'aj linearni program ima optimalno moguce rieSenje z = 6, kojemu odgovara
vrijednost funkcije cilja 1'(4,4,6) — 120.

U geometrijskom prikazu kod ove iteracije medu tockama s apscisom x — 4
1 ordinatom y — 4 potrazimo tocku poliedra K u kojoj funkcija f( z) =20z imu
najvecu vrijednost; ta tocka ima aplikatu z — 6. Tako dobivamo tocku |7 (4.4,6),
u kojoj hilinearna funkeija cilja ima vrijednost f(4.4,6) = 120,

Kako se pri treéoj iteraciji vrijednost z — 6 ponovila, to smo racunanje zavrsili,
Pocetnom parcijalnom mogucem rjefenju x — I, ¥ =1 odgovara optimalno mo-
guce rjeSenje bilinearnog programa:

X=4, y—4, 2z —6
a bilincarna funkeija cilia za ovo rjeSenje ima najvecu vrijednost :

1(4,4,6) = 120
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Viezbe
1. Uzmi slijede¢i problem bilinearnog programiranja: Treba odrediti vrijednosti va-
rijabla:

Xy Xa5 X35 Xy 1 ¥5p ¥2u Yoo Yo

koje zadovoljavaju uvjete nenegativnosti i linearne nejednadzbe:

Xy + Xz + X3 + X4 =180 ¥i + ¥+ vstye =40
Xy + X2 = 100 Y1 T Va =30
X3 - xa =120 y2 + vy =20

tako da bilinearna funkeija cilja:
10x v, — 8xa¥2 + 5Xa¥a + HX4Va

ima maksimuni. Rije§i problem alternativnom simpleks-metodom tako da prvu iteraciju pocnes
s parcijalnim mogucim rietenjem:

x, =90, x2 = 10, X3 = 10, x4y = 70

(Rjefavanje:

(90, 10, 10, 70)

LP: uvjeti; 900y, + 80y. + S0y,  420v.
Dvije iteracije.

(30, 0, 0, 10)

LP: uvieri; 300x; + 60x4

Dvije iteracije.

(100, 0, 0, 80)

LP: uvjeri: 1000y, -+ 480y,

Dvije iteracije.

(30, 0, 0, 10)

(100, 0, 0. 80; 30, 0, 0, 10; 34 800))

2. Uzmi bilinearni program. Treba odrediti vrijednosti varijabla x, ¥ i u. v koje zadovolja-
vaju uvjete nenegativnosti i nejednadzbe:

x4+ 2y =10 u-+3v =24
x4+ y= 6 u—++2ve=17
x4+ y =10 5u - 2v = 45

tako da bilinearna funkcija cilja:
£ (xysu,v) = 2xu - 9xv Byu + 3yv

ima maksimum. Rijedi bilinearni program alternativnom simpleks-metodom tako da prvu itera-
ciju zapolned sa slijedecim parcijalnim mogudim rjefenjem:

(0.5; 9.0; 360. 2 iteracije!

(2,4; 7,5; 402. 2 iteracije)

(4,25 7.5: 402. 3 iteracije)

o
“
n
-
|
=

(5,0; 0,85 360. 2 iteracije)
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4. Gravitaciona polja poliedara

U opéem problemu bilinearnog programiranja za maksimum funkeije cilja
koji smo razmatrali u prijasnjim tockama konveksni poliedar K, parcijalnih mo-
gucih rjeSenju ima ekstremne tocke:

v
dok konveksni poliedar K, parcijalnih moguéih rieSenja ima ekstremne tocke
1 v
Bl vy B}

Ako u poliedru K, izaberemo neku tocku X uvrstimo je u bilinearnu funkciiu
cilja. onda za Y dobivamo linearni program:

ILP: Y20, BY =Q; HY) =X OY

Taj linearni program ima optimalno moguce rjesenje u nekoj ekstremnoj tocki
poliedra Ky; uzmimo da ga ima u tocki El.

Gy (E}) neka bude skup svih onih tocaka X poliedra K, za koje gornji li-
nearni program ima optimalno moguce rjeSenje u ckstremnoj tocki E" poliedra
K,. Tocka X, za koju taj linearni program ima optimalno rjesenje u ekstremnoj
tocki EY, gravitira prema toj ekstremnoj tocki, Kod takvog znacenja rijeci gra-
vitirati je G, (E") skup svih onih tocaka X poliedra K, koje gravitiraju prema
ckstremnoj tocki E} poliedra K,. Po toj se terminologiji skup Gy (EY) koji je
dio poliedra K, naziva gravitaciono polie ekstremne tocke E} poliedra K,. Stog:
Ovo gravitaciono polje definiramo ovako:

Gravitaciono polje ekstremne tocke E} poliedra K, je skup G, (E;) svih
onih toc¢aka X poliedra K, za koje odgovarajuéi linearni program:

LP: Y=z0, BY = Q; 1Y) =X"CY
imu optimalno mogude riesenje u ekstremnoj tocki E:.
Ekstremnim tockama:
E, .., E}
poliedra K, u poliedru K, odgovaraju slijedeca gravitaciona polja:
Gy (B}, ..., G, (Ey)

Na slican nac¢in odredimo i gravitaciona polja u poliedru K,. Ako u poliedru
K, izaberemo neku tocku Y i uvrstimo je u bilinearnu funkciju cilja, onda za X
dobivamo slijede¢i linearni program:

LP: X220, AX — p; f(X) =X"CY

Ovaj linearni program ima optimalno mogude rieSenje u nekoj ekstremnoj tocki
poliedra K,; uzmimo da ga ima u tocki EF.

Gy (Ef neka bude skup svih onih toaka Y poliedra K, za koje taj linearni
program ima optimalno moguce rjeSenje u ekstremnoj tocki EZ; taj skup todaka
poliedra K, je gravitaciono polje ckstremne tocke E: poliedra K.
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Ekstremnim tockama:
E,

poliedra K; u poliedru Ky odgovaraju uzastopce slijedeca gravitaciona polja:
Gy (EY), .. Gy (ED)

Za gravitaciona polja u oba poliedra mozemo dokazati nekoliko izreka.

1. izreka. Svako gravitaciono polje konveksni je skup.

Dokaz. lzreku dokaZzemo za proizvoljno gravitaciono polje G, (E}) koje
je dio poliedra K; dokaz za gravitaciona polja u poliedru K, je slican, pa ga stoga
ostavljamo c¢itaocu. Prema definiciji gravitacionog polja u skup G, (E}) spadaju
sve one tocke X poliedra K za koje linearni program:

IP: Y20 BY=Q; f(Y)=X"CY

ima optimalno moguce rjesenje u ckstremnoj tocki Ej poliedra K. Zbog de-
finicije konveksnog skupa izreka je ekvivalentna slijedecoj izreci:

Ako tocke X' i X? spadaju u gravitaciono polie Gy (E}), onda u to polje
spada i svaki njihov konveksni linearni sastav:

pX! +(1 —p)X* (0=p=1)

Stoga je dovoljno ako dokazemo tu izreku. Uvjet da tocka X' spada u ovo
gravitaciono polje, znati da linearni program:

[P Y20 BY=Q; f(Y)=X)CY
ima optimalno moguce rjeSenje u ekstremnoj tocki E!; u njoj funkcija cilja ima
najvecu vrijednost:

(XHTCE;

Uvjet da i tocka X* spada u ovo gravitaciono polje, znaci da linearni program:

P Y20 BY=Q; f(Y)=X»)'CY
ima optimalno moguce rjeSenje u ekstremnoj tocki EZ; u njoj funkcija cilja ima
najvecu vrijednost:

(X?)TCE}

Uvjet da konveksni linearni sastav totaka X! i X2 spada u isto gravitaciono polje,
znaci da linearni program:

IP: Y20 BY=Q; f(Y)=0@X"'+ - p)X)TCY
ima optimalno moguce rjefenje u ekstremnoj tocki EY; u njoj funkcija cilja 1ma
vrijednost:

(pX! + (1 —p) X)) CEy
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Uzmimo da bi posljednji linearn; program imao optimalno moguce rjesenje
u nekoj drugoj tocki Y poliedra K, a ne u tocki E:. U tom primjeru vazila bi
nejednadzba:

PR+ (L —p)XHTCY > (X! + (1 —p) XHT ¢ E;
[z te nejednadzbe po zakonu distributivnosti za matrice dobivamo nejednadzbu ;
PXHNTCY (I — P)(X)TCY > p (XHT C Eg + U —p(X3)TCE!

Ta je jednadzba ispunjena ako je ispunjena barem jedna od slijedecih dviju nejed-
nadzbi:

XHTCY > (XHTC E;

{xz)'r CY > (XZ}T C E;

T'o medutim nije moguce jer nijedna od ovih dviju nejednadzbi ne vazi; ekstremngy
tocka EJ je naime optimalno moguce rjesenje kako prvog tako i drugog od gore
navedenih linearnih programa. Tako je izreka dokazana,

Gravitaciona polja u poliedru K, imaju tu osobinu da se medusobno ne po-
krivaju osim mozda u totkama koje leze na zajednickoj granici gravitacionih polja,
Stoga nijedna unutradnja tocka nekoga gravitacionog polia ne moge istovremeno
biti I unutradnja tocka nekoga drugog gravitacionog polja. Isto vrijedi i za gravi-
taciona polja u poliedru K,. Ova je osobina posljedica slijedece izreke koja vazi
za dva odredena gravitaciona polja; moZe se i uopditi na proizvoline parove gravi-
tacionih polja.

2. izreka. Ako tocka X! spada u gravitaciono polje G, (ElY 7 ako totka X2
Spada u gravitaciono polje G, (E2), gdie su E) i E? duje rashiite ekstremme
tocke poliedra K,, onda na praveu koji spaja tocke X' i X2 egzistira najviie jedna
tocka X tako da spada u oba gravitactona polja. To znaci da medu konveksnim
linearnim sastavimua tocaka X' | X2:

X-pX!' (1 —p)Xx2 D=sp=s1)
egzistira najviSe jedan takav koji spada u oba gravitaciona polja.

Dokaz. Uvjet da tocka X! spada u gravitaciono polje G, (EY), znaci da li-
nearni program:

LP: Y20, BY = Q: (YY) =(XYTCy
ima optimalno moguce riesenje u ekstremnoj tocki E!: u njoj funkcija cilja ima
najvecu vrijednost
15T 1
(XTCE!
Uvjet du tocka X2 spada u gravitaciono polie G, (E!), zna¢i da linearni pro-
aram:
LP: ¥ 20, BY— Q; 1Y) =(X)TCy
Ima optimalno mogude rjeSenje u ekstremnoj tockj E*; u njoj funkcija cilja ima
najvecu vrijednost:

(X*)T CE?
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Uzmimo konveksni linearni sastay tocaka X! i X2?; to smo napisali vel gore,
Za odredenu vrijednost koeficijenta p konveksni linearni sastav predstavlja tocka
na praveu koji spaja tocke X! i X2 Moramo dokazati da egzistira najvise jedna
vrijednost koeficijenta p ili najvie jedna tocka X koja spada u oba gravitaciona polja.
Uvijet da konveksni linearni sastay X totaka X! i X? spada u gravitaciono polje
G, (El), znaci da linearni program:
IP:Y=0 BY=Q; f(Y) = (pX! + (1 —pX3)TCY
ima optimalno moguce rjesenje u ekstremnoj tocki E}: u njoj funkcija cilja ima
najvecu vrijednost:
pX! (1 —p)XH)TC E}
Uvijet da konveksni linearni sastav X tocaka X' i X2 spada u gravitaciono polie
G, (E?), znaci da linearni program:
ILP: Y=0 BY=Q;f(Y) = (pX' + (1 — I XgTeY

ima optimalno moguce rjeSenje U ekstremnoj tocki E?; u njoj funkcija cilja ima
najvecu vrijednost:
pX! -+ (1 —p) X)T CE?

Za konveksne linearne sastave koji spadaju istovremeno U oba gravitaciona
polja spomenute dvije najmanje yrijednosti funkcije cilja su jednake. Svi takvi
konveksni linearni sastavi stoga odgovaraju jednadzbi:

X' + (1 —p) X)) CE, = (pX! + (1 —p) X" CE]

Ova je jednadzba obicna linearna jednadzba s nepoznanicom p i ima, jer je
linearna, samo jedno rjedenje. lstovremeno medutim zadovoljava p jos i uvjet
0<p<= 1 Ako jednadzba kod ovog uvjeta nema nijednog rjesenja, onda na spoj-
nici tocaka X' i X* nema nijedne tocke koja bi bila zajednitka za oba gravitaciona
polja. Ako medutim jednadzba kod ovog uvjeta ima neko rje$enje, onda ima samo
jedno; u tom primjeru na spojnici tocaka X' i X2 egzistira samo jedna tocka X
koja spada u oba gravitaciona polja. Izreka je tako dokazana.

3. izreka. Skup totaka na zajednickoj granici dviju gravitacionih polja je konveksan.

Dokaz. Umijesto ove izreke dokazat ¢emo ekvivalentnu izreku: Ako tocke
X' i X2 leze na zajednickoj granici dviju gravitacionih polja Gy (E}) i Gy (E2),
onda i svaki njihov konveksni linearni sastav:

X—pXt +(1—-pX* Ospsh
lezi na zajednickoj granici tih dvaju polja.

Ako tocka X' lezi na granici obaju gravitacionih polja, onda ona spada 1 u
prvo i u drugo polie. Njoj odgovarajuci linearni program:
LP: Yz9 BY=Q; f(¥Y) =(X)TCY

ima dva optimalna moguca rjedenja, prvo u ekstremnoj tocki B! i drugo u ekstrem-
noj tocki EZ; u njima su vrijednosti funkcije cilja jednake:

(X1)T CE! = (X)) CE;
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Slicno vrijedi i za tocky X*. Ako tocka X2 Jey na zajednickoj granici tih dvaju
gravitacionih polja, onda njoj odgovarajuéi linearni program ima takoder dva
optimalna moguca rjeSenja u kojima su i najvece vrijednosti funkcije cilja jed-
nake,

Promatrajmo gore napisani konveksni linearni sastay tocaka X! i X2, Kako
tocka X' spada u gravitaciono polic G, (E!) i kako u to polje spada i tocky
X tou njega spada i svaki konveksni linearni sastav tih dviju tocaka; to vrijedi
stoga §to je gravitaciono polje konveksno. Slicno vrijedi i za drugo gravitaciono
polje Gy (E2). Kako tocke X! j X2 spadaju u to gravitaciono polje, to u njega
spada i svaki njihov konveksni linearni sastav. Stoga njihov konveksni linearni
sastav lezi na zajednickoj granici obaju gravitacionih polja,

Izreka je tako dokazana.

Mozemo jo§ dokazati da ovom konveksnom linearnom sastavy odgovarajuci

lincarni program:

LP: ¥ 20, BY = Q; £(¥) = (pX! -+ (1 — p) X)TCY

u oba optimalna moguca rjesenja E! i E? ima jednake najvece vrijednosti funkcije
cilia. U tu svrhu treba dokazati valjanost jednadsbe
(PX' = (1 —p)X3)T CE! — (pX! + (! —p)X*)' CE?

aoova jednadzba vazi. jer vaze jednadzbe:

(Xhrc Bl —=(XHyre =

[2: CHRN & El = (X))TCE?

1z dokazanih izreka slijedi da se poliedar K, raspada na pojedina gravitaciona

polja; ta su polja konveksna i PO parovima se ne pokrivaju, osim mozda u grani¢nim
tockama. Sve zajednicke granicne tocke po dvaju gravitacionih polja sastavljaju i
konveksni skup. Tocke koje se nalaze na zajednickoj granici dvaju gravitacionih
poljia leze na hiperravnini koja razgranituje ova dya polja. Kako je svako gravi-
taciono polje presjek konveksnog poliedra K i poluprostora koje ove hiperravnine

odreduju. to je i svake gravitaciono polje konveksni poliedar. Stoga se konveksnj
poliedar K, raspada na gravitaciona polja:

G(BY, ..o Ge(E)

Ta su polja konveksni poliedri i medusobno se ne pokrivaju osim mozda u za-
lednickim grani¢nim tockama.

Slicno wrijedi i za gravitaciona polja poliedra K,. Konveksni poliedar K
raspada se na gravitaciona polja:

Gy (BY), ..., G, (BN

5

I ta su polja konveksni poliedri i medusobno se ne pokrivaju osim mozda u za-
jedni¢nim granicnim tockama,

Neka od tih gravitacionih polja mogu biti prazni skupovi.

Ako smo konveksne poliedre K, i K, na opisan nacin podijelili na gravitaciony
polja i ako su nam ta polia poznata, onda bilinearni program mozemo rijesiti u
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da dalje i ne racunamo. Racunanje nadomjestimo utvrdivanjem kojem gravitacionom
polju pripada neka tocka. Cjelokupni postupak temelji se na metodi iteracija, koju
smo razmatrali ve¢ u prijasnjoj tocki.

7a ishodidte iteracija uzmemo poznato prvo moguce rjeSenje:

1|
1T
Z ‘[wﬂ

Ovom rjesenju odgovara yrijednost bilinearne funkcije cilja:
£z = £(X4, YY)
X' je tocka poliedra K3 ustanovimo kojem gravitacionom polju pripada ta tocka.
Uzmimo da pripada gravitacionom polju Gy (Y?). T otka Y? spada u poliedar
K,; ustanovimo u koje gravitaciono polje spada ta tocka. Uzmimo da spada u
gravitaciono polje G, (X?). Tako dobivamo drugo moguce rjeSenje:
e <1
232 =| o
Ovom rjesenju odgovara yrijednost bilinearne funkcije cilja:
f(Z2?) =f (X% Y?)
Postupak ponovimo. 74 totku X? ustanovimo da pripada gravitacionom polju
G, (Y?), a za tocku Y3 ustanovimo da pripada gravitacionom polju G, (X3).
Tako dobivamo trece mogude rjesenje:

Ovom rieSenju odgovara vrijednost bilinearne funkcije cilia:
f(Z3*) = £(X3, Y%

Postupak ponavljamo dotle dok se neko moguce rjeSenje ne ponovi

Primjer. Razmatrajmo poseban problem bilinearnog programiranja u kojem
<u konveksni poliedri K, 1 K, konveksni ravninski poligoni. Uzmimo slijedeci
problem bilinearnog pmgramiranja:

Treba odrediti maksimum bilinearne funkcije cilja:

£(X)5X25¥15¥2) = 2%,y + 9%i¥2 + 8x,y; + 3XaY2
uz uviet da varijable zadovoljavaju zahtjev za nenegativnoscu:
Xy = 0% 20 W >0,y,20

i linearne nejednadzbe:

x, 4 2%, = 10 y, + 3y, £ 24
X, + X £ 0 yi + 2y2 £ 17
2%, + X =10 S5y, + 2y, S 45
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Tocke koje prikazuju parove vrijednosti varijabla Xy 1X; sastavljaju konveksni
poligon na slici 36. gore. Taj poligon ima uglove ili ekstremne tocke:
0 (0,0), E! (0,5,) E2(2,4), E? (4,2), E4 (5,0
Smierni koeficijenti kosih stranica ovog poligona su uzastopee jednaki:
EIE2; —1/2
E2E3:
BEYEY; -2
Tocke koje prikazuju parove vrijednosti varijably Y1 1y, sastavljaju konveksn;
poligon Ky na sl. 36. dolje. Taj poligon ima uglove ili ekttremne tocke-
O (0,0, E! (0,8), E$ (3,7), E3(7,5), Ef (9,0)
Smijerni Koeficijenti kosih stranica 0vog poligona uzastopce su jednaki:
EgE3: —1/3
EZ B2 —1)3
E}E}: —5/2

Konveksni poligon K, podijelimo ng gravitaciona polja ovako: na poligonu
K, izaberemo proizvolinu tocky s koordinatama X, 1 X,. Ako ove dvije vrijednost:
uvrstimo u bilinearnu funkciju cilja, onda dobivamo za varijable v, i v, linearn
program s nepromijenjenim uvietnim nejednadzbama i sy slijedecom funkcijom
cilja:
5 (yisys) = (2%, + 8x.) v, + (9%, 4 3X,) v,

Ova je funkeija s obzirom na varijable vy, i Vs linearna i ima smjerni koeficijent

nty, = —

Linearni program ima optimalno  mogude riesenje u ckstremnoj tocki E}
~4 one parove vrijednosti varijahla X, 1X, za koje ovaj smjerni koeficijent odgovary
nejednadzbi:

my = — /3
Nakon rjeseniy jednadzbe:

2x, - 8x, o

9%, 4 3x, 3
ustanovimo da su ovi parovi koordinare tocaka koje leze na poligonu K, izmedu
apscise i pravea P2 s jednadzbom:

X, —T8, =9

Zbog toga je gravitaciono polje Gy (E!) ekstremne tocke E! dio poligona K, koji
lezi izmedu apscise i pravea pl2
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Linearni program ima optimalno moguée rjeSenje u ekstremnoj tocki Es
Zd one parove vrijednosti varijabla X, 1X, za koje smjerni koeficijent m, odgovara
nejednadzbama:
—132m, = — 12

Isto kao prije izratunamo da su ovi parovi koordinate to¢aka koje leze na poli-
gonu K, izmedu pravca Py i pravea py? 5 jednadzbom:

5%, — 13x, =0

Zbog toga je gravitaciono polje G, (E2) ekstremne tocke E dio poligona K, koji
lezi medu praveima jeiinl -1
Linearni program ima optimalno moguce riesenje u ekstremnoj tocki E3
Za one parove vrijednosti varijabla X, 1X, za koje smjerni koeficijent m, odgovara
nejednadzbama-
=12 2, & —50

Tocke kojih koordinate zadovoljavaju ovaj uvjet leze na poligonu K, izmedu
pravea p23 i pravca p* s jednadzbom:

41z, —x, =0

Zbog toga je gravitaciono polie G, (E}) ckstremne tocke E} dio poligona K,
koji lezi izmedu pravaca B A p,

Linearni program ima optimalno moguce jesenje u ekstremnoj tocki E?
#3 one parove vrijednosti varijabla X, i X, za koje smjerni koeficijent m, odgovara
nejednadzbi:

1A

m, = — 5/2

Tocke kojih koordinate zadovoljavaju ovaj uvjet leze na poligonu K, izmedu pravca
p2* i ordinate, Zbog toga je gravitaciono polje Gy (E?) ekstremne tocke E} onaj
dio poligona K, koji lezi izmedu pravca pd® i ordinate,

Tako smo zavrsili parcelaciju poligona K, na gravitaciona polja ekstremnih
tocaka poligona K,. Sli¢no podijelimo na gravitaciona polja jos i poligon K,.

Na poligonu K, izaberemo proizvoljnu tocku s koordinatama Y1 iy, Ako
ove dvije vrijednosti uvrstimo u bilinearnu funkciju cilja, onda za varijable x, i
X, dobivamo linearni program s nepromijenjenim uvjetnim nejednadzbama i sa
slijedecom funkeijom cilja:

£ (x15%3) = 2y, + 92) %, + (8y, + 3y,) X,
Ova je funkcija s obzirom na varijable x, i x, linearna i ima smjerni koeficijent:

8y, + 3y,

Gravitaciono polje G, (E,l‘) ekstremne tocke E! sastavljaju one tocke poli-
edra K, za koje smjerni koeficijent odgovara nejednadzbi:

m, = — 12
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Nakon rjesenja jednadzbe:

9. 1
8y, + 32 2
ustanovimo da je to gravitaciono polje dio poliedra K, koji lezi izmedu apscise
i pravca pi? s jednadzbom:

4y, — 15y, =0
Gravitaciono polie G, (E2) ekstremne tocke L2 sastavljaju one tocke poliedra
K, za koje smjerni koeficijent my odgovara nejednadzbama:

—12zmyz —1

To je gravitaciono polje dio poligona K, koji lezi izmedu pravca pi? i pravea pg?
s jednadzbom:
Y1 — Y2 = 0

Gravitaciono polie G, (E3) ekstremne tocke E? sastavljaju one tocke poliedra
K, za koje smjerni koeficijent m, odgovara nejednadzbama:
—1lzm, = —2
To gravitaciono polje dio je poligona K, koji lezi medu praveem p?? i pravcem
p3* s jednadzbom:
14y, — 3y, =0

Gravitaciono polje G, (Ef) ekstremne tocke E# sastavljaju one tocke poliedra
K, za koje smjerni koeficijent m; odgovara nejednadzbi:

1A

mes —2

To gravitaciono polje dio je poligona K, koji lezi izmedu pravca p3* i ordinate.
Tako smo zavrdili parcelaciju poligona K, na gravitaciona polja ekstiemnih
totaka poligona K.
Raspodijelu konveksnih poligona K, i K, na gravitaciona polja prikazuje
slika 36.

Sada kad poznajemo raspodjelu obaju konveksnih poligona na gravitaciona
polja, bilinearni program mozemo rje$avati bez ratunanja, samo utvrdivanjem na
kojem gravitacionom polju lezi neka tocka. Kako svi pomo¢ni linearni medupro-
grami imaju optimalno moguce rjeSenje u nekoj ekstremnoj to¢ki, to ¢emo u na-
stavku pri rjeSavanju bilinearnog programa uzeti kao pocetak odmah neku ekstremnu
todku. Bilinearni program rijeit ¢emo Cetiri puta, svaki put s drugom ekstremnom
totkom kao ishodiStem. U tome ¢e nam pomoci sl. 36.

1. Rjesavanje pocinjemo s parcijalnim mogudéim rjeSenjem y, =0 &y, =8
koje je prikazano ekstremnom tockom E} (0,8).

E! lezi na gravitacionom polju tocke E}.
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E (5,0) lezi na gravitacionom polju tocke E; (0,8). Zbog ponavljanja tocke
Ej bilinearni program ima lokalno optimalno rjesenje:

XI :5, XZ'—=0, y1:03y2:8,

kojemu odgovara vrijednost funkcije cilja 360.

2. Rjesavanje pocinjemo s parcijalnim mogucim rjeSenjem y, =3 & v, — 7
koje je prikazano ekstremnom tockom B0

E} lezi na gravitacionom polju totke B

ES lezi na gravitacionom polju totke Byl

E lezi na gravitacionom polju totke E2,

EZ (2,4) lezi na gravitacionom polju totke E3(7,5).
Zbog ponavljanja to¢ke E3? bilinearni program ima lokalno optimalno rjesenje:

X, =2, x,=4,y, =17, Vo = §,

kojemu odgovara vrijednost funkcije cilja 402,

3. RjeSavanje podinjemo s parcijalnim mogucim rjeSenjem y, — 7 & Vs =5
koje je prikazano ekstremnom tockom E2 (7,5).

E} leZi na gravitacionom polju tocke E2

Ef (2,4) lezi na gravitacionom polju tocke E3 (7,5).
Zbog ponavljanja tocke L] bilinearni program ima lokalno optimalno mogude
rjeSenje:

X; =2, X, =4, vi=T7 y, =35,

kojemu odgovara vrijednost funkcije cilja 402. S tom tockom kao pocetnom dobilj

Smo isto optimalno mogude rjedenje kao §to smo ga dobili kad smo zapoceli s toc-
kom E2,
2

4. RjeSavanje pocinjemo s parcijalnim mogucim rjefenjem y, — 9 & ¥s-=00
koje je prikazano ekstremnom tockom E$ (9,0).

Ef lezi na gravitacionom polju totke BL

E (0,5) lezi na gravitacionom polju tocke E# (9,0).

Zbog ponavljanja tocke E} bilinearni program ima lokalno optimalno mogude
rjiesenje:
X, =0,%,=5y,=9 vy, =0,

kojemu odgovara vrijednost funkcije cilja 360.
Vieibe
I. Uzmi slijedeéi problem bilinearnog programirania; Treba odrediti vrijednosti nenega-
tivnih varijabla x, v i u, v koje zadovoljavaju nejednadibe:
x+2y=1

2 u+v=3
4x + y =20
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tako da funkcija cilja:
f (x,y; u,v) = Txu + 3xv + Syu + 8yv

ima maksimum. U ovom bilinearnom programu rijedi slijedece zadatke:

a) nacrtaj oba poligona parcijalnih moguéih rjeSenja;

b) podijeli oba poligona na gravitaciona polja;

¢) bilinearni program rije§i alternativnom simpleks-metodom tako da zapofne$ s parci-
jalnim moguéim rjefenjem x = 1 iy = 3;

(0,65 0,3; 144)

d) bilinearni program rijedi s gravitacionim poljima tako da zapo&nes s parcijalnim mogudéim
riefenjem x =11y = 3;
(0,65 0,3; 144)

¢) bilinearni program rijesi alternativnom simpleks-metodom tako da zapolned s parci-
jalnim moguéim rjeSenjem u =11 v =1;

(4,4; 3,0; 144)
f) bilinearni program rijedi s gravitacionim poljima tako da zapotne$ s parcijalnim mogucim
rjiefenjem u =11 v= 1.
(4,45 3,05 144)
2. U drugoj vjezbi prijadnje tocke bilinearni se program poklapa s bilinearnim programom
koji smo razmatrali kao primjer u toj tocki.
a) Rijesi zadatke a, b, ¢, i d druge vijeZbe prijainje totke s gravitacionim poljima na sl. 36.

b) U primjeru u toj toki bilinearni smo program rijedili Cetiri puta. Izralunaj sva Cetiri
lokalna optimalna moguéa rjefenja alternativnom simpleks-metodom.
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