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PREDGOVOR

Predmet ovog magistarskog rada je tzv. grupna funkcionalna jednacina. Za
neprazan skup S neka bijekcije 6y,...,60, : S — S u odnosu na kompoziciju (o)
obrazuju grupu G = (G, 0). Za zadano polje K ozna¢imo sa F = {f : S — K}
skup svih funkcija koje preslikavaju skup S u polje K. Pod grupnom funkcionalnom
jednacinom podrazumevamo funkcionalnu jednacinu:

ay(x) - f(01(2)) + as(2) - f(B2(2)) + ... 4 an(@) - f(Ou(2)) = (),

po nepoznatoj funkciji f € F za zadane funkcije ay,...,a, € F i h € F. Grupnu
funkcionalnu jednacinu odredujemo kao nehomogenu ako je h(x) # 0, odnosno kao
homogenu ako je h(x) = 0. Ako su zadane funkcije ay, ..., a, konstantne onda je
reC o grupnoj funkcionalnoj jednacini sa konstantnim koeficijentima. Opstu grupnu
funkcionalnu jednacinu uveo je i resio S. PRESIC [SP2], [SP6]. Pri tom se kao osnovni
matematicki aparat za odredivanje opsteg reSenja javljaju uopsteni inverzi matrica.

U skladu sa tom ¢injenicom magistarski rad je podeljen u dve celine. Prva celina
jesu uopsteni inverzi matrica, druga celina jeste razmatranje grupne funkcionalne
jednacine.

UOPSTENI INVERZI MATRICA. Istorijski posmatrano prvi je E. MOORE
1920. godine definisao i proucio uopstene inverze matrica. Do ponovnog uvodjenja i
proucavanja uopstenih inverza nezavisno su dosli A. BJERHAMMAR 1951. godine i
R. PENROSE 1955. godine. S. PRESIC, u cilju odredivanja opsteg reSenja homogene
grupne funkcionalne jednacine, nezavisno od navedenih autora 1963. godine, uveo
je 1 koristio u danasnjim oznakama uopsteni {1}-inverz matrice. Oblast uopstenih
inverza matrica uspesno se prenela sa matrica na razna podrucija matematike i
danas se intezivno proucava. Prema podacima sa AMS diskova u periodu od 1940.
godine do 1995. godine za pojam generalisanih-uopstenih inverza matrica’ vezano
je 2368 referenci.

U prvoj celini, ovog rada, u okviru pet delova, uvodi se teorija uopstenih inverza
matrica koja se upotrebljava za razmatranje opsteg resenja grupne funkcionalne
jednacine.

Prvi deo je uvodnog karaktera i u njemu se razmatra reSen oblik jednacine i
pojam reproduktivnost. Takode, navode se osnovne osobine u vezi sa inverznom
matricom i KRONECKERovim-tenzorskim proizvodom matrica.

0[((GENERALISED or GENERALIZED) and (INVERSE<S>)) or (PSEUDOINVERSE<S>)| and [MATRIX or MATRICES]
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Drugi deo odnosi se na osnovne osobine uopstenih inverza matrica. Poseban
znacaj dat je uopsStenim inverzima u obliku blok matrica. Kao doprinos, pomoc¢u
blok matrica, dat je direktan dokaz URQUHARTove teoreme u obliku Teoreme 2.5.6.

Tre¢i deo odnosi se na uopstene inverze i linearne sisteme. Kao doprinos data
je dopunjena formulacija PENROSEove teoreme u obliku Teoreme 3.1.1. Dopuna je
data u odnosu na pojam reproduktivnosti. U tre¢em delu delu kao doprinos dat je
paragraf 3.4. sa naslovom Opsti {1}-inverz kao afini prostor, gde je dyta Teorema
3.4.1. o dimenziji tako odredenih afinih prostora i paragraf 3.5. sa naslovom Re-
Savanje sistema linearnih jednacina pomocu specijalnih izbora {1}-inverza matrica.

Cetvrti deo odnosi se na odredivanje tenzorske veze izmedu koeficijenata line-
arnog sistema. Kao doprinos data je Teorema 4.3.

Peti deo odnosi se na grupni i DRAZINEov uopsteni inverz matrica. U petom
delu poseban znacaj daje sg grupnom inverzu koji se koristi u resavanju grupne
funkcionalne jednacine. Kao doprinos data je Teorema 5.2.4. gde se daje joS jedna
formula za grupni inverz u obliku blok matrice.

GRUPNA FUNKCIONALNA JEDNACINA. R literaturi se najpre pojavio slu-
¢aj ciklicnih grupnih funkcionalnih jedna¢ina u radovima M. GHERMANESCUa, J.
AcziLa i M. HosszUa [MG1], [JA-MG-MH]. Neki pravci daljeg razvoja ciklicnih
funkcionalnih jednacina dati su u [DM-JP] i [SP-Al]. Opstu grupnu funkcionalnu
jednacinu uveo je i resio S. PRESIC u radovima [SP2], [SP6]. Metod S. PRESICa
prikazan je! u monografiji M. Kuczma [MK2]. Tkmatika grupne funkcionalne je-
dnacine dalje se samostalno razvijala u radovima [BZ], [JK1,5] i [SN1-3].

U drugoj celini, ovog rada, u okviru pet delova, razmatra se opste resenje grupne
funkcionalne jednacine.

Prvi deo pod nazivom homogena grupna funkcionalna jednacina sastoji se od
uvodena pojma saglasnosti matrice sa grupom i izlaganja PRESICevog matri¢nog
metoda i metoda minimalnog polinoma.

Drugi deo odnosi se na grupnu homogenu funkcionalnu jednacinu sa konsta-
ntnim koeficijentima. IzlaZe se standardan PRESICev matricni metod. Uvodi se
nop PRESICev A-matriéni metod. Takode izlalu se metod minimalnog polinoma i
metod eliminacionog polinoma. Kao doprinos date su Teorema 2.2.1, Teorema 2.2.2,
Teorema 2.2.6 i nov drkaz Teoreme 2.2.5.

Treé¢i deo odnosi se na partikularne slucajeve grupnih funkcionalnih jednacina
za grupe reda n = 2,3,2. Kao doprinos dati su kanonski oblici resenja za slucaj

'KAO: ELEGANT METHOD GIVEN BY S. PRESIC ... M. KuczMA [MK2] (STR. 262)
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KLEINove grupne funkcionalne jednacine sa Teoremom 3.2.1. Takode, kao dopri-
nos dat je paragraf 5.3. sa naslovom Racunarsko resenje partikularnih slucajeva uz
pomocu progruma DERIVE.

Cetvrti deo odnosi se na nehomogenu grupnu funkcionalnu jednacinu i PRESIC-
evu matricnu metodu resavanja.

Peti deo odnosi se na uopstenje grupne funkcionalne jedna¢ine na semigrupnu
funkcionalnu jedna¢inu. Kao doprinos dato je prosirenje A-matricnog metoda na ho-
mogenu semigrupnu funkcionalnu jednacinu, sa konstantnim koeficijentima. Nave-
deni doprinos dat je sa Teoremom 5.1.1. Takode, razmatraju se partikularni primeri
homogenih semigrupnih funkcionalnih jednacina sa konstantnim koeficijentima. Kao
doprinos jedinstvenim postupkom data su resenja funkcionalnih jednacina koje su
razmatrali S. PRESIC, J. KECKIC, D. MITRINOVIC, P. VASIC i M. KUCZMA.

Zahvaljujem se profesoru dr Slavisi Presi¢u na upué¢ivanju u problematiku grupne
funkcionalne jednac¢ine i na nesebi¢nom pomaganju pri prouc¢avanju navedene te-
matike. Takode zahvaljujem se profesorima dr Zarku Mijajloviéu, dr Aleksandru
Krapezu i dr Milanu Merkleu na struc¢nim savetima i korisnim sugestijama pri izradi
ovog rada. Na kraju zelim da se zahvalim svoj porodici na razumevanju i bez-
rezervnoj podrsci.

Typeset by IATEX
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1. Uvod

1.1. ReSen oblik jednacine. Reproduktivnost

U uvodu dajemo neke osnovne pojmove u vezi sa resenim oblikom jednacine i
pojmom reproduktivnosti. Jednakosna formula-jednakost jeste formula u kojoj su
dva izraza t; i ts vezana relacijskim znakom jednakosti (=). Jednacina je jednakosna
formula J(x) koja sadrzi i promenljive koje su naznacene kao nepoznate sa vredno-
stima u nekom nepraznom skupu S. ReSenje jednacine J(x), po x, je takav elemenat
xo € S za koji je T(J(zo)) = T (gde smo sa T oznagcili istinitosnu vrednost). Tako
ako se radi o matri¢noj jednacini reSenje je matrica (odredenog formata), ako se radi
o funkcionalnoj jednacini resenje je funkcija (odgovarajuéeg domena i kodomena).

Ukoliko vazi: (Jz € S) J(z), kazemo da je jednacina J(z) neprotivurecna-moguca
po = u skupu S. Oznacimo sa R = R(J) skup svih elemenata = € S koji zadovolja-
vaju jednacinu 7 (J(z)) = T, tada se R C S naziva skup reSenja date jednacine. U
narednom razmatramo samo moguce jednacine J(x), tj. takve jednacine J(x) da je
ispunjeno R(J) # (). Za funkciju ®, domena S koja uzima vrednosti u S, formula
x = ®(N) (A € 5), odreduje generalno-opste resenje jednacine J(x) ako i samo ako
vaze sledec¢e dve implikacije:

(1) (Vz € S)(VA € S)(z = P(\) = J(x)),

(2) (Vx € S)(J(z) = (IAr € S)xz = P(N)).

Implikacija (1) oznacava da formula x = ®(\), za svako A € S, daje reSenja jednacine
J(x). Odatle funkcija ima ® za kodomen skup resenja R = R(J) C S. U daljem
razmatranju smatramo da je funkcija ® sa domenom S i kodomenom R. Implika-
cija (2) oznacava da je svako reSenje jednacine J(z) oblika x = ®()\), za neko
A € S. Odatle je funkcija ¢ : S — R surjektivna— na” funkcija. Posebnim
izborom Ay € S, sa g = ®(N\g) dobijamo partikularno-posebno resenje jednacine
J(z). Nije tesko pokazati da se konjukcija formula (1) i (2), koja odreduje formulu
opsteg resenja, moze zameniti sa jednom formulom:

(3) (Vz € )(J(z) = (3r € §)x = B(\)).

Odatle reseni oblik jednacine J(z) jeste jednacina J' () koja je data slede¢om formu-
lom: (3 € S) 2 = ®(\) [SP-MP]. Na taj nacin vazi (Vo € S)(J(z) < J (v)).
Pri tom resenja jednacine J(x) mogu se direktno procitati tzv. funkcijom resenja

r=®(\):S — R.
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Primer 1.1. Naci opste resenje sledece funkcionalne jednacine:

f(z) = f(—z),
u skupu funkcija F = {f : R — R}.
Resenje. Proverimo da za funkciju ® = ®() = (x) + ¢(—x) : F — F vazi ckvivalencija
f(@) = f(-2) <= (AN e F) f(z) = ¢(Il)(z) = (z) + I(-2),

za ma koje f € F. Sa jedne strane imamo

ispunjava funkcionalnu jednacinu
f(x) = f(=z).
Odatle je formulom f(z) = ®(II)(z) = II(x) + II(—x), za ma koje II € F, dato opste resenje.

Napomenimo da funkcija ® = ®(II) moze uzimati i druge oblike.

Medu jednac¢inama resenog oblika bitan znacaj imaju reproduktivne jednacine.
Pojam reproduktivnosti uveo je L. LOWENHEIM za BOOLEove jednacine 1908. go-
dine (prema [SR]). S. PRESIC, u radu [SP4] iz 1968. godine, pojam reproduktivnosti
prosirio je na proizvoljne jednacine. Konkretno, to su jednacine J(z) koje se mogu
zadati u obliku

x = p(x),
gde je ¢ : S — S dato preslikavanje nepraznog skupa S, pri ¢emu funkcija ¢
zadovoljava uslov reproduktivnosti:

(4) (V) pop(z) = p(z).

Navodimo osnovnu osobinu reproduktivnih jednacina datu narednim tvrdenjem.
Teorema 1.2. (PRESIC) [SP4]. Ako je jednacina J(x) ekvivalentna sa jednacinom:

(5) x = p(x),

gde je ¢ : S — S funkcija koja zadovoljava uslov reproduktivnosti p? = @, tada je
opste resenje jednacine J(x) dato formulom:

(6) z = (M),

za ma koju vrednost A € S.
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Dokaz. Proverimo da je formulom z = ¢()), za proizvoljno A € S, dato reSenje
jednacine (5). Zaista, za svako z, A € S vazi

z=9p(\) = p()=pop(A) = ¢(x)=p(A\) ==z

Sa druge strane, proverimo da svako resenje x jednacine (5) jeste oblika x = (), za neko
A € 5. Zaista, za A € S dovoljno je izabrati z. Sveukupno, dokazano je da opSte reSenje
jednacine (5) jeste dato formulom (6). m

Napomena 1. Primetimo da za jednacinu (5), reproduktivne formule (6) za-
drzavagu-reprodukuju resenja: ©(N)|a=z = ©(z) = .

Napomena 2. Ako je neka formula x = p(\) resenje jednacine J(x) i pri tom je
1 reproduktivna formula, tada ona predstavija opste resenje posmatrane funkcionalne
jednacine.

Primer 1.3. Naci opste reproduktivno resenje sledece funkcionalne jednacine:

flz) = f(-=),
u skupu funkcija F = {f : R — R}.

Resenje. Za funkciju o(II) = & - I(z) + 1 - [I(—2) : F — F vaii ekvivalencija:

1 1
(%) fl@) = f(=a) = fl2) =o(f(2)) = 5 f@) +5 - f(=2).
Proverimo da ¢ ispunjava uslov reproduktivnosti

w) _ %.H(m)—gﬂ(—x)+%'H(—1’)2+H(17) _ H(x)+2H(—x) — o(T1(2)).
2.

pop(Il(z)) = ¢(

Na osnovu ekvivalencije (%), primenom teoreme 1.
reproduktivno resenje dato sa

(napomena 2), zakljut¢ujemo da je opste

F(2) = p(M)(@) = 5 -TI(x) + 5 -TI(~a),

gde je II € F proizvoljna funkcija. Navodimo jos dva reproduktivna oblika funkcije ¢, prema
[SP-BA], koje daju opsta reproduktivna resenja u drugoj formi

F(2) = p(I)(2) = min{lI(@) (=a)} i f(2) = (D) (x) = max{lI(z), II(~2)}.

Ako je jednacina J(x) zadana kao reproduktivna jednacina z = ¢(x), tada se
opste resenje nalazi jednostavno primenom teoreme 1.2. Sledeée tvrdenje odnosi se
na egzistenciju reproduktivne jednacine.

Teorema 1.4. (PRESIC) [SP4]. Za svaku mogucu jednacinu J(x) oblika x = g(x),
gde je g : S — S zadana funkcija, postoji bar jedna ekvivalentna reproduktivna
jednacina x = p(x), gde je ¢ : S — S neka reproduktivna funkcija.

Dokaz. Ako je R skup resenja moguce jednacine z = g(x), tada je ) # R C S i vazi
ekvivalencija:

(7) r€R <= x=g(z).



6 Branko J. Malesevié

Neka je h : S\R — R ma koja funkcija. Uvedimo funkciju

() = r : x€R,

PN hiz) - weS\R

Nije tesko proveriti da funkcija ¢ jeste reproduktivna. Sa druge strane vazi ekvivalencija:
(8) T € R <=z =p(z),

jer je h(x) # x. Prema teoremi 1.2. (napomena 2) formula x = ¢(\), za svako A € S, jeste
formula opsteg reproduktivnog resenja. Na osnovu (7) i (8) jednacine x = ¢p(z) i z = g(x)
medusobno su ekvivalentne. B

U vezi sa prethodnom teoremom izlozi¢emo jedan postupak za pravljenje” repro-
duktivnih opstih resenja iz nereproduktivnih opstih resenja x = ®(\) : S — R jednacine
J(z). Implikacija:

(9) (Ve) (AN (J(z) = = = B(})),

jeste ekvivalentna sa implikacijom (2). Dalje, skolemizacijom (npr. [EM], [ZM]), prethodna
formula je ekvivalentna sa formulom:

(10) (Va)(J () = = = ®(H(2))),

za neku funkciju H : S — S, takvu da A = H(z). Sa druge strane, po pretpostavci,
sa x = ®(N), za svako X € S, data je neka formula resenja J(z). Birajuéi A\ = H(x), za
SkoLEMovu funkciju H : § — S, dobijamo formulu:

(11) (Vz)(z = ®(H(z)) = J(x)).

Sveukupno, iz (10) i (11), sleduje ekvivalencija:

(12) (Vz)(J(z) <= =P o H(x)).
—— —
7 (@)

Proverimo da je funkcija ¢ = ® o H : S — R reproduktivna. Primetimo da vazi

plz) = o Hz) = { héc) $x€€S]\%i%,

gde je restrikcija h(z) = (® o H)|s\ () resenje polazne jednacine J(z). Odatle 0? = .
U slucajevima kada je moguce efektivno odrediti funkciju H : S — S koja vrsi skolemiza-
ciju formule (9), iz nereproduktivnog opsteg resenja x = ®(\) (A € S) odredujemo reprodu-
ktivno opste resenje formulom z = p(\) = Po H(\) (A € S). Sam prelaz na reproduktivno
reSenje nazivamo i ,ureproduktivljavanjem”. Konkretno navedeni postupak razmatran je
u [MH1] i [MH2] za slu¢aju nekih matri¢nih jedna¢ina. U ovom radu navedeni postupak
razmotri¢emo u tre¢em delu prve celine. Napomenimo da primena pojma reproduktivnosti
u analizi razmatrana je od strane J. KECKICa u radovma [JK2], [JK3] i knjizi [DM-JK2].
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Na kraju razmatranja reproduktivnosti navodimo primer odredivanja reprodu-
ktivnih resenja CAUCHYjeve funkcionalne jednacine.

Primer 1.5. Odrediti reproduktivno resenje CAUCHYjeve funkcionalne jedna-
cine:

(13) flx+y) = f(x)+ fy), z,y € R,
gde je f: R — R neprekidna funkcija.

ResSenje. Poznato je, npr. [JA], [MK2], da je formula svih neprekidnih resenja CAUCHYjeve
funkcionalne jednacine data sa:

(14) f(z) =ax r € R,
gde je @ ma koji realan broj. Proverom uslova reproduktivnosti f2 = f opste neprekidno resenje
dato sa formulom (14) jeste reproduktivno ako i samo ako a = f(1) uzima vrednost bilo 0, bilo 1.

Sa druge strane, formulu svih neprekidnih reproduktivnih resenja, prema [SP-AK], mozemo dati i
sa formulom:

(15) flz)=11)z z E€R,
gde je II : R — R, ma koja neprekidna funkcija takva da a = TI(1) = f(1) uzima vrednost 0 ili 1.

Primetimo da formula (15) zadrzava-reprodukuje resenja: (II(1) z)|ln=y = f(1) z = f(x).

1.2. Inverzna matrica. Kronecker-ov proizvod

U celom radu razmatra¢emo matrice nad poljem kompleksnih brojeva C. Ozna-
¢imo sa C™*™ skup matrica formata m x n nad poljem kompleksnih brojeva C i
sa C"*" skup matrica formata m x n nad poljem kompleksnih brojeva C ranga r.
Kvadratna matrica A € C"*" formata n x n nad poljem kompleksnih brojeva jeste
reqularna matrica ako i samo ako postoji matrica X € C"*" takvada AX = XA =1,
gde je I € C™" jedini¢na matrica formata n x n. U tom slucaju matrica X zove
se inverzna matrica matrice A i oznacava sa A~!'. Za datu matricu, ako postoji
inverzna matrica ona je jedinstveno odredena.

Navodimo bez dokaza neke poznate osobine i metode izracunavanja inverzne
matrice. Pretpostavljamo da su odgovaraju¢e matrice koje se u narednom javljaju
kvadratne i dodatno matrice, ¢iji se inverzi u narednom javljaju, jesu regularne.
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(iv) (A" 71 = (A7Y*, gde je A* konjugovano-transponovana matrica;

(v) AV =L.L,_1---LoLy, gde su L; (i =1,2,...,r) matrice elementarnih tra-
nsformacija na vrstama matrice A, tako da Q A = (LgLg_1---Loly) A = I;

(vi) A '=PQ, pri éemu su Q= L,.L,_1---LoLy i P = RyRs 1--- RoRy redom
proizvodi matrica L; (i =1,2,...,7) i Rj (j =1,2,...,s) elementarnih tra-
nsformacija na vrstama i kolonama matrice A, tako da QAP = I;

(vii) A~l= —%(Am_1 + by 1 A2 4+ b A), pri cemu matrica A ima mini-
malni polinom oblika : t(A) = AN™ + by 1 N1+ ...+ b1 A+ bg (bg # 0);

(viii) Ako je data blok matrica A :

A A An ’
| A21 Az
gde su A1y i Ago regularne matrice, tada je inverzna matrica data sa :
A1 = X1 Xio
Xo1 Xoo |7

redom za matrice : X117 = (A1 — A12;42_21A21)71, Xi2 = _)(11‘412‘42_217
Xo1 = —Agy Ao X111 Xog = Ay — Ay Ay X1o.

Dokazi navedenih osobina mogu se naci u [AL], [VP1] i [SK].

KRONECKERov-tenzorski proizvod matrica A = [a;;] € C™*" 1 B = [b;;] € CP*4
jeste matrica:

anB  apB - a,B
C=AQB= CLQ?B az?B azT,LB e Cmpxnd,
amiB amaB - amnB

koja se dobija iz matrice A kada se svaki njen elemenat a;; zameni sa odgovaraju¢om
blok matricom a;;B.

Navodimo bez dokaza neke poznate osobine tenzorskog proizvoda matrica. U
narednim jednakostima gde se javlja inverz matrice, pretpostavljamo da su odgo-
varajuce matrice kvadratne i regularne. Vazi:

(iz) (A® B)" = A*® B*,

@) (AoB)=Ae B

(i) (A®B)@C=A® (BxC),

(zii) rank(A® B) = rank(A) - rank(B);

(ziii) A®(B+C)=(A®B)+ (A®C), za matrice B i C istog formata;
(

(

(

~—

8

iv) (A+B)@C=(A®C)+ (B®C),za matrice A i B istog formata;

2v)  Det(A® B) = Det(A)™Det(B)P za kvadratne matrice A € C™*™ i B € CP*P;
avi) AXB=D <= (A® BT)X = D, gde je sa Z oznaéen vektor dobijen iz ma-
trice Z zapisivanjem redom vrsta matrice u vektor.

Dokazi navedenih osobina mogu se naéi u [DC], [PD] i [XW].
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2. Osnovne osobine
uopStenih inverza matrica

2.1. Moore — Penrose-ov inverz

Definicija 2.1.1. Za matricu A € C™", matrica X € C"™™ jeste MOORE-
PENROSEov inverz matrice A, ako ispunjava sistem od sledece ¢etiri PENROSEove
jednacine:

(1) AXA=A,
(2) XAX =X,
(3) (AX)* = AX,
(4) (XA)"=XA.
MOORE-PENROSEov inverz matrice A oznacavamo sa AT [RP1].
Za brojeve i, ...,k € {1,2,3,4} ma koje reSenje PENROSEovih jednacina (7),. ..,
(k) oznacavamo sa A% Skup svih reenja oznacavamo sa A{i,...,k}. Napo-

menimo da u slucaju regularne kvadratne matrice A, MOORE — PENROSEoV inverz
AT podudara se sa inverzom A~! posmatrane matrice.

Pokaza¢emo da sistem PENROSEovih jednacina (1) — (4) ima najvise jedno rese-
nje. U narednim paragrafima ovog dela pokazac¢emo da postoji bar jedno resenje
posmatranog sistema. Vazi sledeé¢e tvrdenje.

Teorema 2.1.2. (PENROSE). Ako sistem PENROSEovih jednacina (1) —(4) ima
resenje, ono je jedinstveno.

Dokaz. Pretpostavimo da postoje dve matrice X i Y kao resenje sistema PENROSEovih
jednacina (1) — (4). Tada vazi:

X = X(AX) 2) Y = (YAY 2)
= X(AX)* (3) = (YA)'Y (4)
= XX*A* (%) = AYVYY (%)
= XX*(AYA* (1) = (AXA)YY (1)
= XXTATY*A* (%) = AXTAYY (%)
= X(AX)*(AY)* (%) = (XAXYAY (¥
= X(AX)(AY) (3 = (XA)(YAY (@)
= XAY (1) = XAY (1)

Odatle X =Y, tj. reSenje PENROSEovog sistema (1) — (4) jeste jedinstveno. m

Napomena. U sluc¢aju nula matrice A =0 € C;™" (nultog ranga), na osnovu
matricne jednacine (2), svako resenje je nula matrica AT =0 € Cp*™.
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2.2. Faktorizacija punog ranga matrice

U ovom paragrafu pokazac¢emo da se jedan na¢in dokazivanja postojanja resenja
PENROSEovog sistema (1) — (4) sastoji u koris¢enju ¢injenice da za svaku matricu
A postoji faktorizacija punog ranga. Navedeno je dato u narednom tvrdenju.

Teorema 2.2.1. Neka je data nenula matrica A € CI"*". Tada postoje matrice
CeC™ iDeCX", takve da vazi faktorizacija punog ranga:

(5) A=C-D.

Dokaz. Posmatrajmo matricu A zapisanu po kolonama A = [ff(l), .. 7/1’(”)], Iz ma-
trice A formirajmo podmatricu linearno nezavisnih kolona

C11 ... Cp1
— — . . mxr
C:[Cl,--.,cr]: : : ECT‘ .

Clm --- Crm

Svaku kolonu AY) mozemo prikazati kao linearnu kombinaciju linearno nezavisnih kolona

C11 Cri1
A(]) = dj1'51+...+dj7«'57~2 51 —i—-"—i-djT'
Clm Crm
C11 . Cr1 d]l
= =C dj (j = 1, ,n)
Clm --- Crm dj,
Dalje, formirajmo matricu D € C"*" redom od vektora dy, .. .,d, u obliku
dn . dnl
D=ldy,....,d,) =] : :
dir . dpy
Na osnovu AW = C - cfj (j =1,...,n) i prethodno formirane matrice D vazi
A=C-D.

Primetimo da za matricu D, sa jedne strane vazi rank(D) < r i sa druge strane vazi
r =rank(A) = rank(C - D) < min{rank(C), rank(D)} < rank(D). Sveukupno, ispunjen
jeiuslov De C.*". m

Napomena. U dokazu prethodne teoreme za matricu D moZemo uzeti podma-
tricu linearno nezavisnih vrsta i u tom slucaju moZemo formirati matricu C' kao
matricu odgovarajucih koeficjenata u faktorizaciji (5).
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2.3. Mac — Duffee-jeva formula za Af

Polazeci od faktorizacije punog ranga matrice MAC-DUFFEE je dao eksplicitnu
formulu za MOORE-PENROSEov inverz A" matrice A. Vazi naredno tvrdenje.

Teorema 2.3.1. Neka je data matrica A € C" ranga 0 < r < min{m,n} sa
faktorizacijom punog ranga A = C - D, gde je C € C"*" i D € C.*". Jedinstveno
resSenje PENROSEovog sistema (1) — (4) dato je formulom:

(6) Al = D*(C*AD*)*C*.

Dokaz. Dokazimo da je kvadratna matrica C*AD*=C*C - DD* regularna. Dovoljno
je dokazati da su kvadratne matrice C*C' i DD* reda r, regularne. Poznato je da za pro-
izvoljnu matricu B € C™*" vazi rank(B) =rank(B*)=rank(B*B) =rank(BB*) [ABI-TG].
Samim tim C*C € C*" i DD* € CI*". Odatle, zakljuéujemo da postoji inverz (C* AD*)~!
=(C*C-DD*)~t=(DD*)~t.(C*C)~!. Dalje, dokazimo da matrica X = D*(C*AD*)~1C*
=D*(DD*)~!.(C*C)~1C* ispunjava PENROSEove jednaéine (1) — (4). Proveravamo:

(i) AXA=CD-D*(DD*)"YC*C)~'C*-CD =CD = A.

(1i) XAX = X - analogno.

(iii) (AX)* = (CD - D*(DD*)~Y(C*C)~1C*)* = (C(C*O)~tC*)* = C(C*O)~tC* = AX.
(v) (XA)* = X A - analogno.

Sveukupno matrica X jeste reSenje PENROSEovog sistema (1) — (4). Na osnovu teoreme
2.1.2. redenje je jedinstveno. Odatle zakljucujemo X = Af. m

Posledica. Ma koji podsistem PENROSEovog sistema (1)—(4) jeste mogué sistem
jednacina cije je jedno resenje MOORE-PERNOSEov inverz.

U slu¢aju nula matrice A = 0 (r = 0), prema napomeni uz teoremu 2.1.2., vazi
A"t = 0. Navodimo bez dokaza neke osnovne osobine MOORE-PENROSEovog inverza.

Teorema 2.3.2. Za svaku matricu A € C™*" vazi:

(a) (ANF =4, (A9 = (A",
(b) Al = (A" A)TA* = A*(AA).

Napomena. Formula navedena u teoremi 2.3.2, pod (b), omogucéava da se Mo-
ORE-PENROSEov inverz nekvadratnih matrica racuna pomoéu MOORE-PENROSE-
ovog inverza kvadratnih matrica manjeg formata [TS], [BV].
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2.4. {1}, {2}, {3}, {4} — inverzi u obliku blok matrica

Za matricu A € C"" primenom elementarnih transformacija na vrstama i
kolonama, prema razmatranju u paragrafu 1.2., proSirena matrica moze se tra-
nsformisati u ekvivaletnu matricu sledec¢eg oblika:

S T e e

gde je E, € C™ matrica sa r jedinica na prvih r mesta glavne dijagonale i na
svim ostalim mestima sa nula elementima [VP1]. Podmatrice Q € C™™ i P €
C™" odredene u prethodnom zapisu, jesu regularne jer su dobijene elementarnim
transformacijama iz odgovarajuéih jedini¢nih matrica. Pri tome vazi:

(8) QAP=E,.

Za matricu A € C"*" opisa¢emo u narednih pet tvrdenja, prema ¢lanku V. PE-
RiCa [VP2], redom {1}, {2}, {3}, {4} — inverze i MORE-PENROSEov {1,2,3,4} —
inverz u obliku blok matrica:

- XO Xl nxm
9) X=P lX2 XJ Q e Crm,

gde su Xg € C™", X; € C™m) ) X, € C%7 i X3 € C*m=) gdgovarjuce
podmatrice. Jasno je da se svaki od razmatranih inverza moze predstaviti u obliku
blok matrice (9).

Teorema 2.4.1. (OPSTI {1}-INVERZ) Neka su za matricu A € C"*" odredene
regularne matrice Q € C™™ ¢ P € C"" takve da vazi (8). Matrica oblika (9)
ispunjava matricnu jednacinu (1) ako i samo ako vaZi:

I, | Xy
(10) X—P-[X2 Xgl-Q,

gde su X, € C*m) X, e CXT g Xy e CrTXM) proizvoljne podmatrice.

Dokaz. Resenje matriéne jednacine (1) trazimo u obliku (9) gde su Xo € C™",
X, € X)X, € CXT g Xy e CTX M) G qgovarjude podmatrice. Zamenom
matrice X, oblika (9), u matri¢nu jednacinu (1), matrica X jeste reSenje matri¢ne jednacine
AXA = A akko vazi

Q*H“ S]P—l.P[%Z 2]@-@‘1[% 8]P=Q‘1H‘ 8]P‘1>

odatle je Xo = I,.. Za X1, X2 i X3 mozemo uzeti proizvoljne matrice. Obratno, svaka
matrica oblika (10) jeste resenje matri¢ne jednacine (1). m
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Teorema 2.4.2. (OPSTI {2}-INVERZ) Neka su za matricu A € CI"*" odredene
reqularne matrice @ € C™*™ ¢ P € C"" takve da vazi (8). Matrica X € C"™
oblika (9) ispunjava matricnu jednacinu (2) ako i samo ako matrice Xo € C™",
X, e Cmn) X, € CmXT g Xy € C XM spungavaju matricne jednacine:

(11) Xg :Xo A XOXI :Xl VAN X2X0 :XQ VAN X3 :XQXl.

Dokaz. Resenje matriéne jednacine (2) trazimo u obliku (9) gde su Xo € C™",
X, € (Crx(m_r), Xy € cn=r)xr 4 X3 € C(n=r)x(m=r) odgovarjuée podmatrice matrice
X. Zamenom matrice X u matri¢nu jednacinu (2), matrica X jeste resenje matricne
jednacine X AX = X akko vazi

Xo | Xu 1| Ir |0 1 Xo | X1 _ Xo | Xu
Pl oo ] e R e r R o

odatle vaze matri¢ne jednacine (11). Obratno, svaka matrica oblika (9), za koju podma-
trice Xo, X1, Xo, X3 ispunjavaju matricne jednacine (11) jeste resenje matri¢ne jednacine
(2). m

Posledica. (OPSTI {1,2}-INVERZ) Za matricu A € C"*" neka su odredene re-
gularne matrice @ € C™*™ i P € C"" takve da vazi (8). Matrica X € C"*™ oblika
(9) ispunjava matricne jednacine (1) i (2) ako i samo ako vazi:

_p | B X ]
(12) X=P leXQ‘Xll Q,

gde su X, € C™*m™) § X, € CXT proizvoljne podmatrice.

Neka su za matricu A € C™*" odredene regularne matrice Q € C™*™ i P € C"*"
elementarnim transormacijama iz (7). Formirajmo blok matrice:

S| S2 T | Ty

(13) Q'Q*_lsg 54] (S, € C™"y i P*-P—[T?) 7 (Ty € C™7).

Neposredno se proverava da su matrice ) - Q* € C™*™ i P*. P € C™*" hermitske.
Odatle dobijamo redom jednakosti

Sik:‘sh S;:Si‘]a SZ:SZL) Tl*ZTl, T5:T31TZ:T4

Samim tim su i podmatrice S, Sy, T1 i T hermitske. Dalje, koristimo tvrdenje da
ako je A regularna linearna transformacija unitarnog prostora C*, tada su i linearne
transformacije A* o A i A o A* pozitivno definitne [VP1] (str. 311). Samim tim, na
osnovu regularnosti matrica () i P, sleduje pozitivna definitnost matrica Q* - @ i
P - P*. Odatle sleduje i pozitivna definitnost podmatrica Sy i Ty [VP2]. U daljem
razmatranju koristimo samo posledicu pozitivne definitnosti da su kvadratne matrice
Sy i Ty regularne.



14 Branko J. Malesevié

Teorema 2.4.3. (OPSTI {3}-INVERZ) Neka su za matricu A € C"*" odredene
reqularne matrice Q € C™™ ¢ P € C"" takve da vaZi (8) i neka je odredena
matrica Q - Q* u vidu blok matrice (13). Matrica X € C™™ oblika (9) ispunjava
matricnu jednacinu (3) ako i samo ako matrice Xo € C™", X; € C™ M) spu-
njavaju matricne jednacine:

(14) (S; — SoS SN XS = Xo(S1 — 825,183 A X1 = —X055, 7,
n—r)><(m—7‘)'

za proizvoljne podmatrice Xo € CV*" 4 X3 e C!

Dokaz. Resenje matriéne jednacine (3) trazimo u obliku (9) gde su Xg € C™",
X, € €0 x, e CTIXT Xy e CXMTT) dgovarjuée podmatrice matrice
X. Zamenom matrice X u matri¢nu jednacinu (3), matrica X jeste resenje matricne
jednacine (AX)* = X*A* = AX akko vazi

Xo | X0 [N (o[ B0 ] pod) _ [ B0 ] o o] Xo| X
(L5 e) (o [te] ) - e o R e

§to se ra¢unom moze dovesti do ekvivaletnog oblika
XS X5 L|o| | L]|o Xo | Xy .
Qe leXg‘ ojo| [ 0]o0 Xs | X3 Q"

Odatle, na osnovu (13), vaze matri¢ne jednac¢ine (14). Obratno, svaka matrica oblika (9),

za koju podmatrice Xy, X; ispunjavaju matri¢ne jednac¢ine (14), jeste reSenje matri¢ne
jednacine (3). m

Posledica. (OPSTI {1.3}-INVERZ) Za matricu A € CI"™*" neka su odredene re-
gularne matrice Q@ € C™*™ ¢ P € C"*" takve da vazi (8) i neka je odredena matrica
Q - Q* u vidu blok matrice (13). Matrica X € C"*™ oblika (9) ispunjava matricne
jednacine (1) i (3) ako i samo ako vazi:

I | =S8 1 0.

(15) X:P-[X2 T

gde su Xo € C7XT G Xy € CmXMT) yroizvoline podmatrice.
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Teorema 2.4.4. (OPSTI {4}-INVERZ) Neka su za matricu A € C™" odrede-
ne reqularne matrice Q € C™™ i P € C"" takve da vazi (8) i neka je odredena
matrica P*- P u vidu blok matrice (13). Matrica X € C™™™ oblika (9) ispunjava ma-
tricnu jednacinu (4) ako i samo ako matrice Xo € C™", Xy € C=>" fspunjavaju
matricne jednacine:

(16) XH(Ty — LT ' Ty) = (T — T ' T Xe A Xo = T ' T3 X,

za proizvoljne podmatrice Xg € C™" i X, € Cn—r)xr.

Dokaz. ReSenje matri¢ne jednacine (4) trazimo u obliku (9) gde su Xg € C™", X; €
C*m) x, € CXT i Xy € CTX M) gdgovarjuée podmatrice. Zamenom matrice
X u matri¢nu jednacinu (4), matrica X jeste resenje matri¢ne jednacine (X A)* = A*X* =
X A akko vazi

I |o ' Xo | X " Xo | X I |0
-1 r -1 0 1 _ 0 1 okt T -1
§to se racunom moze dovesti do ekvivaletnog oblika

L |0 _ X5 | X3 b pip Xo | Xy . 5 |0
][RR e R e

Odatle, na osnovu (13), vaze matri¢ne jednac¢ine (16). Obratno, svaka matrica oblika (9),
za koju podmatrice Xo, Xy ispunjavaju matricne jednacine (16) jeste reSenje matri¢ne
jednacine (4). m

Posledica. (OPSTI {1.4}-INVERZ) Za matricu A € C"" neka su odredene re-
gularne matrice Q € C™*™ ¢ P € C"*" takve da vazi (8) i neka je odredena matrica
Q - Q* u vidu blok matrice (13). Matrica X € C™*™ oblika (9) ispunjava matricne
jednacine (1) i (4) ako i samo ako vaZi:

oL |x
(17) X=P. [ T ] Q.

za proizvoljne podmatrice X, € C™*m=") j Xy € Cn=r)x(m=r),

Teorema 2.4.5. (MOORE-PENROSE-OV INVERZ) Neka su za matricu A € C"™"
odredene reqularne matrice Q € C™*™ § P € C™" takve da vaZi (8) i neka su odre-
djene matrice Q - Q* i P* - P u vidu blok matrice (13). Matrica X € C™*™ oblika
(9) ispunjava sistem PENROSEovih jednacina (1) — (4) ako i samo ako je oblika:

I | =587

— At = p. .
(18) X A P —T4_1T3 ‘ T4_1T352S4_1 Q

Dokaz. Direktno na osnovu posledica prethodne tri teoreme. B
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Prema V. PERICu [VP2] metod predstavljanja uopstenih inverza u obliku blok matrica potiée3
od C. RoHDEa [CR]. Napomenimo na kraju ovog paragrafa da matrica (10) predstavlja opsti {1}-
inverz jer svaki {1}-inverz moze se prikazati u navedenom obliku. U tom smislu mozemo reéi da
matrica (12) predstavlja opsti {1, 2}-inverz, odnosno matrica (15) predstavlja opsti {1, 3}-inverz i
matrica (17) predstavlja opsti {1,4}-inverz. U literaturi se javljaju i drugi oblici ,,opstih inverza’.

Navodimo ,opste inverze” koji se dobijaju iz singularno vrednosne dekompozicije (SDV) realne

AU[E O}VT,

matrice

00

pri ¢emu su U, V odgovarajuce unitarne matrice i ¥ dijagonalna podmatrica sa realnim singularnim
vrednostima o1(A) > o2(A) > ... > 0.(A) > 0. Tada, prema [ABI-RB], opsti {1}-inverz je dat u

obliku blok matrice L

oy [EUE
gde su X; € (Crx(m_r), X, € CTXT X3 € X (m=r) proizvoljne matrice. Specijalno
ako je X3 = X3 X5 matrica X je opsti {1,2}-inverz; ako je X; = 0 matrica X je opsti {1,3}-
inverz, ako je Xo = 0 matrica X je opsti {1,4}-inverz i ako je X; = Xy = X3 = 0 matrica X
je MOORE-PENROSEov inverz. Jedan pregled , opstih uopstenih inverza” dat je u disertaciji [PS].

Napomenimo da je pregled novih blokovskih reprezentacija MOORE-PENROSEovog inverza dat je
u radu [GM-PS2].

1
Primer 2.4.6. Naé¢i MOORE-PENROSEov tnverz matrice A = | 4

Resenje. I. Naéin. Odredimo faktorizaciju punog ranga. Primetimo da je rank(A) = 2. Samim tim, za
matricu linearo nezavisnih kolona mozemo izabrati slede¢u matricu

1 2
C=[,&]=|4 5 |.
78

Za kolone ¢1, ¢2, €3 matrice A, odredimo kolone koeficijenata zavisnosti u faktorizaciji punog ranga

1 1 2 o =
G = 4 = 4 5 |- 0 } = C-dj,
7 7 8 -
M2 ] 127 0 B
Co = 5 = 4 5 1 ] = C-da,
8 7 8 -
"3 ] 127 B
i3 = 6 = 4 5 9 ] = (C-dsg
9 7 8 -
Odatle je matrica kolona koeficijenata zavisnosti data sa D = [dq,d;,d}] = [ (1) ? _é ] . Primenom MAc-

DurFrEEeve formule MOORE-PENROSEov inverz je dat sa:

1 0 1
At = D*(DD*)"Y(C*0) Lot = l 0 1 ] <[(1] ° ] [ 0

-1 2

—
(S
[E—'
\/
|
-

14712_1147 _%_é%
ERRYIER IV ER IR s A )

3TAKODJE, U RADU S. PRESIC-A [SP2] {1}-INVERZ PRESDTAVLIJEN JE U OBLIKU BLOK MATRICE
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II. Nacin. Primenimo teoremu 2.4.5. Elementarnim transformacijama na vrstama i kolonama proSirene ma-
trice mozemo odrediti regularne matrice

10 -3 5 -2 0
P=| -2 1 6 i Q=] -2 10
3 0 -3 1 -2 1

takve da vazi QAP = Fs. Dalje, na osnovu blokovskog razbijanja matrica

61
= —2 —19 29 —12 9
9
PP=| -2 1 6 = [ ? ;2 } i QQ*=| -12 5 ‘ —4 | = [ gl 52 }
—19 6 | 54 s 9 4] 6 3
. . [1 0 -1 =32 1 19 —17:
odredujemo matrice Xg = Iz = 0o 1 |- X1 =-88," = 3 , Xo=-T, T3 = [ﬁ 1 X3 =XX =
L 3
651 M P i at=p | Ko X dat je matricom:
ﬁ]. IOORE-PENROSEOV inverz = Xy X Q@ dat je matricom:
- -3 —23 -1 11
1 0 -3 1 0 - 5 =2 0 Tﬁl < 36
At=| -2 1 6 o 1 2 -2 1 0 |=| 37 0 =
i 9 —3 1 -1 -6 1 -2 1 B 28
3 - 54 O 108 36 6 36

2.5. Neke primene {1}, {2}, {31, {4} — inverza u obliku blok matrica

Navodimo dokaze nekih poznatih tvrdenja koris¢enjem {1}, {2}, {3}, {4} — inve-
rza u obliku blok matrica. Kao doprinos dokazi su jednostavniji od dokaza navedenih
u monografijama [ABI-TG] i [SC-CM]. Vazi pomoc¢no tvrdenje.

Lema 2.5.1. Za matricu A € C™" neka su odredene reqularne matrice Q) €
Crxm i P e Cy " takve da je QAP = E,. Tada vaZi:
I, |0
X2 |0

| oo [E15]

gde su X1 1 Xo ma koje matrice odgovarajuceg formata.

(19) AmA:Pl

Dokaz. Neka su odredene regularne matrice @ € Cn*™ i P € C'*" takve da je

QAP = E,. Tadaje A= Q 'E,P~ ' =Q! { [6” g } P~! . Prema teoremi 2.4.1. ma

koji {1}-inverz matrice A mozemo odrediti u obliku AV = P {)I(—;‘%} Q, gde su X7,
Xo i X3 proizvoljne matrice odgovarajuceg formata. Direktno, blokovskim mmnozenjem

matrica A i A1) sleduju navedene formule (19). m
Na osnovu formula (19), prethodne leme, dobijamo da vaze slede¢a dva tvrdenja.

Teorema 2.5.2. Za matricu A € C"" vaZi:

(20) rank(AWA) = rank(AAY) = rank(A).

Teorema 2.5.3.* Za matricu A € CI"™ vaZe ekvivalencije:

(21) AVA =1, < r =n,

4TVRDENJE O LEVOM I DESNOM INVERZU
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(22) AAY = [ = r=m.
Dalje, dokazujemo tvrdenja.

Teorema 2.5.4. Za matricu A € C"" ako su matrice X, Y {1}-inverzi tada
Je matrica:

(23) 7 = XAY

jedan {1,2}-inverz. Obratno, svaki {1,2}-inverz Z matrice A moze se prikazati u
obliku (23) za neke {1}-inverze X, Y.

Dokaz. Neka su odredene regularne matrice Q € C*™ i P € C'" takve da je
QAP = E,. Matrice X i Y, prema teoremi 2.4.1., predstavimo u obliku

o Ir Xl . o Ir 5/1
X_p[X2 XJQ i Y_P[YQ YJQ?

za proizvoljne podmatrice X1, Xo, X3 i Y7, Yo, Y3 respektivno. Blokovskim mnoZenjem
matrica dobijamo

Ir‘Xl Ir‘o Ir‘Yi Ir }/1
Z=XAY =P =P .
St [ et o[t =i o

Prema posledici teoreme 4.2. matrica Z jeste {1,2}-inverz. Obratno, ako je matrica Z
ma koji {1,2}-inverz matrice A, tada matricu Z mozemo zapisati u obliku (23) uzimajuéi
X=Y=7Zn

Teorema 2.5.5. (BJERAHMMAR) Za matricu A € C"*" bilo koja dva od uslova

(1) X e A{1},  (i1) X € A{2},  (dii) rank(X) = rank(A),
1ma za posledicu treci uslow.

Dokaz. (i) A (ii) = (iii) Za matricu X = A2 neka su odredene regularne matrice
Qe Cr™iPeCy™" takve da je QAP = E,. Prema posledici teoreme 2.4.2. vazi

A2 — p [ )I(’“Q X);)lq } Q, za ma koje matrice X i X9 odgovarajuceg formata. Direktno

racunamo rang matrice A(12)

mnk(P[ )I('2 X);l(l ]Q) :rcmk'<{ )I(ZZ X);l(l }) :romk'({ 107 )(()1 }):r.

Samim tim za matricu A2 = X vazi rank(X) = rank(A), tj. ispunjen je uslov (iii).

(i3) A (iii) = (i) Za matricu X = A®) pretpostavimo da je rank(X) = rank(A) = r.
Neka su odredene regularne matrice @ € C)»*™ i P € CI'*" takve da je QAP = E,.. Prema
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teoremi 2.4.2. vazi A® = P [ §2 ;ﬁ) } Q, pri éemu su matrice Xy, X1, Xo i X3 ma

koja redenja sistema matriénih jednacina (11). Pretpostavka rank(A) = rank(A®) = r
ekvivaletna je sa jednakoscu

rank (P |Se-F] @) = rank (| ] ) = rank (|| ) =+

§to je ekvivaletno sa

mnk( [ X2X0{3X2X3 X00X1 ])(i)mnk( [ )(()0 X00X1 } ) = rank( [ )80 8 ] ) =7

Na osnovu rank(Xg) = r matrica Xy je regularna i na osnovu matri¢ne jednacine Xg = Xy
vazi Xo = I,. Samim tim, prema teoremi 2.4.1., vazi A® = X € A{1}, tj. ispunjen je
uslov (7).

(iii) A (i) = (ii) Za matricu X = AM pretpostavimo dajerank(X) = rank(A) =r.
Neka su odredene regularne matrice @ € C"*™ i P € CI'*" takve da je QAP = E,.. Prema

teoremi 2.4.1. vazi A = P [ )I(’; 2 } @, za ma koje matrice X1, Xo i X3 odgovarajuceg

formata. Pretpostavka rank(AM) = rank(A) = r ekvivaletna je sa jednakodéu

rank(P{ )I(TQ i; }Q):rank([ )I(; ?; }):rank([ 164 X, 7X)1(2X1 }):n

na osnovu koje ustanovljavamo X3 = X, X;. Odatle, prema teoremi 2.4.2., vazi A1) =
X € A{2}, tj. ispunjen je uslov (ii). m

Teorema 2.5.5. predstavlja odgovarajué¢u teoremu 2 monografije [ABI-TG] (str.
12). Kao doprinos, dokaz je izveden prema metodi iz clanka [VP2]. Takode, kao
doprinos, dajemo direktan dokaz odgovarajuce teoreme 4 monografije [ABI-TG] (str.
21). Napomenimo da u ovom radu, navedena teorema, koristi se u paragrafu 3.3.

Teorema 2.5.6. (URQUHART) Za matricu A € C™*"™ vazi:
(24) AT = ALH A4 ALY,

Dokaz. Neka su odredene regularne matrice @ € Cn*™ i P € C'*" takve da je
QAP = E,. Pri tom neka su matrice PP* i Q*Q predstavljene u obliku blok matrica
(13). Zapisujuéi matricu A4 u obliku (17) i matricu A3 u obliku (15), blokovskim
mnozenjem dobijamo

[T X; I, | =S8;"
A(174) A A(1,3) = P T } AP T// //4

T | X @ X, X; @
. , e

-l e [ o
| — 14 3 3 2 3
I —S58,7!

= P :
R ]Q

Rezultat je MOORE-PENROSEov inverz Af dat u obliku formule (18). Navedeno dokazuje
da vazi formula (24). m
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3. Uopsteni inverzi i linearni sistemi

3.1. {1}-inverz i linearni sistemi

Navodimo osnovno tvrdenje kojim se povezuju {1}-inverzi i linearni sistemi.

Teorema 3.1.1. (PENROSE) Za matrice A € C™", B € CP** 4 D € C™*
matricna jednacina:

(1) AXB=D
jeste mogucéa ako i samo ako za ma koje {1}-inverze AW 5 BW wazi uslov:
(2) AAYDBYB =D.

Ako je matrica Xo € C"P neko posebno resenje matricne jednacine (1), tada je
opste resenje matricne jednacine (1) dato u obliku:

(3) X=fY)=Xo+Y - AYAY BBW,

gde je Y € C"*P proizvoljna matrica. Opste resenje (3) matricne jednacine (1) jeste
reproduktivno ako i samo ako je Xo = AV D BW.

Dokaz. Neka je matri¢na jednacina (1) moguca i neka je Xy jedno njeno resenje.
Tada vazi D = AXoB = AAW (AXoB)BWB = AAWD BWB, tj. ispunjen je uslov
(2). Obratno, neka vazi uslov (2) tada je evidetno da je jedno resenje matriéne jednac¢ine
(1) dato sa Xg = AMD B, Samim tim matri¢na jednacina (1) jeste moguéa. Dalje
dokazujemo da je sa (3) dato opste resenje matriéne jednaé¢ine (1). Direktno se proverava
da je sa (3) dato reSenje matri¢ne jednacine. Obratno, neka je X € C"*™ ma koje resenje
matri¢ne jednacine (1), tada vazi

X = X-AWDpBW 4 A0Op BW
X - AWAXBBW 4+ AW AX,B BW
X - AWA(X - Xo)BBW
Xo+ (X — Xo) — AW A(X — Xo) BBW
Xo+Y - AWAY BBW = f(Y),

za matricu Y = X — Xj. Samim tim svako resenje X € C"*™ matri¢ne jednaéine (1) moze
se predstaviti u obliku (3). Na osnovu f2(Y) = f(V) + (Xo — AW DBW), zakljucéujemo
da je formula opsteg resenja (3) matriéne jednacine (1) reproduktivna ako i samo ako je

Xo=AUDBW, m
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Napomena 1. R. PENROSE u ¢lanku [RP1] iz 1955. godine dao je opste resenje
u reproduktivnom obliku:

(4) X=fY)=AYDBW 41y - AVAY BBY (Y e C™P)

Kao doprinos navedena formulacija prethodne teoreme je Sira u odnosu na originalnu
formulaciju iz clanka [RP1] jer obuhvata kako reproduktivna reSenja, tako i ostala
resenja.

Napomena 2. Opste resenje matricne jednacine (1), pre PENROSEa, razmatrao
je i BIERAHMMAR u c¢lanku iz 1951. godine [AB2] (kao i u knjizi [AB1]). Opste
resenje je dato u funkciji od dve matrice:

(5) X=0Y,2)=AYDBY 4 (I - AVAY + z(I — BBY) (Y,Z e C™P).
Napomenimo da je veza izmedu formula (4) i (5) data sa: f(Y) = ®(Y,Y BBW).

Kao neposrednu posledicu teoreme 3.1.1. dobijamo da za linearne sisteme vazi
naredno tvrdenje.

Teorema 3.1.2. Za matricu A € C™" i vektor b € C™ linearan sistem:

(6) AT =1,
je mogué po vektoru & € C" ako i samo ako za ma koji {1}-inverz AY) wazi uslov:
(7) AADE =b.

Ako je vektor ¥y € C" neko posebno resenje linearnog sistema (6), tada je opste
resenje dato u obliku:

(8) T=Zo+7— AYAy (FeCm)
Opste reproduktivno resenje linearnog sistema (6) je dato u obliku:

(9) 7=AVb+ 57— AVAy (FeCh.

Primer 3.1.3. Za matricu i vektor

123 1
A=1456]| i b=]|2],
7809 3

naci opste resenje linearnog sistema Ax = b.
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Resenje. U formuli (9) za jedan {1}-inverz mozemo odabrati upravo MOORE-PENROSEov
inverz A" matrice A, koji je odreden u primeru 2.4.6. sa

—23 -1 1
a | B % ¥
B 18
36 6 36

za proizvoljni vektor 7 = [u v w]T e C3.

Primer 3.1.4. Za matricu

A—

N SO
© o w

2
3
8

odrediti opsti oblik vektora beC® za koji je linearni sistem AT = b moguc.

Resenje. Koristedi lemu 2.5.1., na osnovu odredenih regularnih matrica Q i P iz primera 2.4.6.,
za opéti {1}-inverz A mozemo odrediti matricu AA(M u obliku proizvoda

5 —2 01" p 5 -2 0
AAD =] -2 1 o0 -2 1 0|,
1 -2 1 1 -2 1

a proizvoljne x,y € C. Uslov moguénosti (7), posmatranog sistema, po nepoznatom vektoru

IEERIIHEH

((0—2q+ )z +2(p — 2q + )y + p) lpl
q

Aand (2(p—2q+7"):c+5(p—2q+r)y+Q) =
Odatle zaklju¢ujemo da vazi r = 2q — p. Znaéi ako je linearni sistem mogué¢ za vektor b on je

oS O =
o= O
ow

p q T ]T € C? dovodi do ekvivalencija

o = O
ow &

o 5 —2 0] '[1
AAD . p=p — -2 1 0 0
1 -2 1 0

(3(p—2q+ 1)z +8(p — 20 + 1)y +2¢ — p)

sledeteg oblika b = [ p q 2q—7p ]T (p,q € C). Obratno, lako se proverava da je za vektore

navedenog oblika sistem mogué. Specijalno i vektor prethodnog primera jeste navedenog oblika.

Preko pojma ,linearan sistem je mogu¢” mozemo dati i karakterizaciju skupa

{1}-inverza. Naime, vazi naredno tvrdenje.

Teorema 3.1.5. (ROHDE) Za matricu A € C™ " vazi: matrica X € C™*™ jeste
{1}-inverz ako i samo ako za svaki vektor b € C™, za koji je linearan sistem AZ = b

mogué, sa vektorom Z = Xb dato je jedno resenje linearnog sistema.
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Dokaz. Neka je X = A®) ma koji {1}-inverz matrice A. Tada, za svaki vektor b za
koji je sistem AX = b mogué, na osnovu uslova AAWp = 5, zaklju¢ujemo da je vektor
7= AWy = Xb jedno njegovo resenje. Obratno, birajmo vektor l;j = AU kao j-tu
kolonu matrice A (j = 1,...,n). Tada je sistem AT = Ej mogué za ¥ = €; i neka je
vektor Z; = X 5} reSenje posmatranog sistema. Samim tim iz AZ; = Ej zakljucujemo
AXAU) = AW (j=1,...,n). Odatle je AXA = A, sto dokazuje da je X {1}-inverz. m

3.2. Formule reSenja nekih matri¢nih jednacina

U prethodnom paragrafu pokazali smo na koji na¢in, pomoéu {1}-inverza, nala-
zimo opste reSenje mogucih linearnih sistema. U ovom paragrafu pokazacemo da se
na osnovu teoreme 3.1.1. moze naci reSenje nekih matri¢nih jednacina, kao i da je
moguce dati karakterizaciju nekih klasa uopstenih inverza.

S. PRESIC je 1963. godine dokazao sledece tvrdenje.

Teorema 3.2.1. [SP3] Za kvadratnu matricu A € C*" i matricu B € A{1}
vaze ekvivalencije:

(i) AX=0<+= 3y eC"") X =Y — BAY,

(i) XA=0 < (FY eC"") X =Y -YBA,

(iii) AXA=A < (Y eC"") X =B+Y — BAYAB,
(iv) AX=A < Ay eC"") X =1+Y — BAY,
(

v) XA=A <+ By eC”"")X=I+Y -YBA.

S. PRESIC, u radu [SP4] iz 1968. godine, pojam reproduktivnosti prosirio je na
proizvoljne jednacine i uveo je postupak ,ureproduktivljavanja” nereproduktivnih

resenja. Tako na primer, opsta resenja (iii) — (v) prethodne teoreme jesu nerepro-
duktivna. Navedena resenja dobijaju se direktno prema prosirenoj PENROSEovVO]j
teoremi® 3.1.1. M. HAVERIC, u tezi [MH1], razmatrala je navedeni postupak ,ure-

produktivljavanja”. Tako, sva reproduktivna opsta resenja matri¢nih jednacina pre-
thodne teoreme data su narednim tvrdenjem.

Teorema 3.2.2. [MH2] Za kvadratnu matricu A € C*" i matricu B € A{1}
vaze ekvivalencije:

(i) AX =0+ Ay eC”") X =Y — BAY,

(i) XA=0 < (FY eC"") X =Y —-YBA,

SNAPOMENIMO DA DOBIJENA RESENJA NE SLEDE DIREKTNO 1Z ORIGINALNE PENROSE-OVE
FORMULACLJE 1Z 1955. GODINE
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(ii) AXA=A < (Y e C"") X = BAB+Y — BAY AB,
(iv) AX=A < (¥ e C"™") X = BA+Y — BAY,
(V) XA=A < Ay eC”") X = AB+Y —YBA.

Dokaz. Dovoljno je u reSenjima (iii) — (v), teoreme 3.2.1., zameniti matricu Y redom
sa matricama (Y — B), (Y +BA—-1)i(Y+AB—-1). m

Prethodna teorema je takode i posledica PENROSEove teoreme 3.1.1. (birajuéi
reproduktivna resenja). Kao neposrednu posledicu prethodne dve teoreme dobijamo
karakterizaciju {1}-inverza u obliku skupova:

(10) A{1} = {B+Y — BAYAB | Y € C™"},

(11) A{1} ={BAB+Y — BAYAB |Y € C""},
gde je B ma koji {1}-inverz matrice A.

U daljem razmatranju navodimo niz teorema kojima dajemo karakterizacije
nekih klasa uopstenih inverza. Naredne dve teoreme koriste se u paragrafu 3.3.

Teorema 3.2.3. Za matricu A € C™*" skup A{1,3} sastoji se od svih resenja
X € C™™ jednacine:

(12) AX = AADY),
gde je A13) bilo koji element iz A{1,3}.

Dokaz. Neka je X € A{1,3}, dokazujemo da matrica X ispunjava matri¢nu jednacinu
(12). Zaista

AALS) = AXAADS) = (A )(AA(L?’)) = (AX)*(AA(3)*
XFA (A3 A* = X*(AADLDA) = X*A* = (AX)* = AX.

Obratno, neka je matrica X resenje matriéne jednacine (12). Tada vazi AXA = AA13) A
= A, tj. X € A{1}. Sa druge strane iz AX = AAM3) sleduje (AX)* = (AA13)*
AAM3) = AX, tj. X € A{3}. Sveukupno zakljucujemo da X € A{1,3}. m

Kao posledicu teoreme 3.1.1.i prethodne teoreme dobijamo karakterizaciju {1, 3}-
inverza u obliku skupa:

(13) A{1,3} = {A® 4 (I — ABDA)Y | Y e C™Y.
Teorema 3.2.4. Za matricu A € C™*" skup A{1,4} sastoji se od svih reienja
X € C™™ jednacine:
(14) AX = AU A,
gde je ANY bilo koji element iz A{1,4}.
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Dokaz. Neka je X € A{1,4}, dokazujemo da matrica X ispunjava matri¢nu jednacinu
(14). Zaista

AGDA = AGHAXA = (ABDA)XA) = (ABDA)* (X A)*
A (AU A X = (AADDAP XY = A X" = (XA)* = XA
Obratno, neka je matrica X reSenje matri¢ne jednacine (14). Tada vazi AX A = AALY 4
= A, tj. X € A{1}. Sa druge strane iz XA = ALY A sleduje (XA)* = (ATHA)* =
ALDA = XA, tj. X € A{4}. Sveukupno zakljucujemo da X € A{1,4}. =

Kao posledicu teoreme 3.1.1.1 prethodne teoreme dobijamo karakterizaciju {1, 4}-
inverza u obliku skupa:

(15) A{1,4} = {A0D Ly (1 — A0DA) |y e C™™Y.
Neka je A € C"" matrica ranga r > 1. Za prirodan broj 0 < s < r ozna¢imo sa
A{1,... k}s skup svih {i, ..., k}-inverza ranga s. Tada vazi naredno tvrdenje.

Teorema 3.2.5. (STEWART) Za matricu A € C"" ranga r > 1 i prirodan broj
0 < s <rwazi

(16) A2} ={X|AY eC*3Z e CI™) X =YZ AN ZAY = I,}.

Dokaz. Neka je X € A{2}, proizvoljna matrica ranga s. Koristeéi faktorizaciju punog
ranga postoje matrice Y € C2*% i Z € C3*™ takve da je tatno X = Y Z. Prema teoremi
2.5.3. vazi YOY = I i zzM = I;. Primetimo da je uslov XAX = X ekvivalentan sa
YZAY Z = Y Z. Mnozeéi prethodnu jednakost sa leve strane sa YY) i sa desne strane sa
Z) dobijamo da vazi i drugi uslov ZAY = I,. Obratno, neka je X = YZ i ZAY = I,
za neke matrice Y € C7** i Z € CJ*™. Proverimo da je X {2}-inverz ranga s. Zaista
XAX =YZAYZ =YI,Z =YZ = X. Dalje iz ZAY = I;, mnozedi sa leve strane sa Y,
dobijamo jednakosti YZAY = XAY =Y, na osnovu koje zakljucujemo s = rank(Y) <
rank(X). Sa druge strane iz jednakosti X = Y Z zaklju¢ujemo rank(X) < rank(Y) = s.
Sveukupno matrica X je ranga s. ®

Kao posledicu teoreme BJERHMMARa 2.5.5. i prethodne teoreme STEWARTa
3.2.5. dobijamo karakterizaciju {1, 2}-inverza u obliku skupa:
(17) A{1,2} = A2}, ={X | Y e C"VAZ e C*™) X =YZ N ZAY = I,}.

Na kraju ovog paragrafa navodimo, bez dokaza, tvrdenje koje je dokazala M.
HAVERIC u [MH3].

Teorema 3.2.6. Za matricu A € C"™" ranga r > 1 i prirodan broj 0 < s < r
vazi.
(18) A{2,3}, = {X | (Y € CI"°) X = Y(AY)IY) A AY € CI7°),

(19) A{2,4}, ={X | (Y e C7**) X = (AY)IYY A YA e T,
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Navedeno tvrdenje predstavlja prosirenje teoreme 6 monografije [ABI-TG] (str.
47.), gde umesto {1,3}, odnosno {1,4} inverza stoji MOORE-PENROSEov inverz.
Pri tom u [MH3] je izneta i korekcija dokaza navedene teoreme u monografiji [ABI-
TG]. Na osnovu prethodnih tvrdenja imamo sledeée karakterizacije {1, 2, 3}-inverza:

(20a) A{1,2,3} = {A023) 4 (1 — A023) A)y A023) |y e C™},
(20b) A{1,2,3} = {Y(AY)33) | AY € C7};

kao i karakterizacije {1, 2,4 }-inverza:

(21a) A{1,2,4} = {A02 4 A029 (1 - 4023 4) |y e C™™Y,
(21b) A{1,2,4} = {(v Ay | YA eC™Y.

3.3. Srednje kvadratno reSenje i reSenje
minimalne norme sistema linearnih jednacina

Za zadanu matricu A € C™ " i vektor b € C™ neka je sistem linearnih jednacina
dat u obliku matri¢ne jednacine:

(22) AZ =b.

Ako je A ma koji {1}-inverz matrice A, tada je prema teoremi 3.1.2. (posledici
PENROSEove teoreme 3.1.1.), uslov AAOY = b potreban i dovoljan uslov da ma-
tricna jednacina (22) jeste moguca. U sluc¢aju da uslov moguénosti AAWp = 5nije
ispunjen, tada posmatrana matricna jednacina (22) nema reSenja. R. PENROSE, u
radu [RP2], razmatrao je matri¢nu jednacinu (22) i kada uslov moguénosti AAVp =
nije ispunjen. U tom slu¢aju, umesto ta¢nog reSenja matricne jednacine (22), R.
PENROSE uveo je pojam ,najboljeq aproksimativnog resenja”.

U ovom radu razmotri¢emo srednje kvadratno reSenje i resenje minimalne norme
sistema linearnih jednacina kao oblike ,najboljih” pribliznih reSenja linearnih siste-
ma (prema monografiji [ABI-TG]). Za vektor Zy € C" kazemo da je srednje kvadratno
reSenje matricne jednacine (22) ako je zbir kvadrata odstupanja:

(23) |AZ — b||? = (AZ — b)* - (AT — b)
minimalan. U terminima norme, srednje kvadratno resenje x ispunjava uslov:
(24) (v2) || ATy - b]| < || AZ ~ ]|

Ako je uslov moguénosti AADp = b ispunjen, tada vektor Iy reSenje matricne
jednacine (22) jeste sa minimalnim (nultim) zbirom kvadrata odstupanja.

U razmatranju srednje kvadratnih resenja nemogucih linearnih sistema (22) po-
lazna tacka je slede¢e pomocéno tvrdenje.
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Lema 3.3.1. Neka je data matrica A € C™ ™ i vektor b € C™. Tada za
proizvoljni vektor ¥ € C" wvazi jednakost:

(25) |AZ — b]? = |AZ — AATY|? + ||b — AATDp||2.
Dokaz. Primetimo da vaze slede¢e jednakosti
A=AABDA A (AAB3))r = 4403,
Odatle dobijamo da vaze sledece dve jednakosti:

(26) (I, — AADYV A = (I, — AADNA = A — AATD A =0,

(27) A* (L, — AALS)) = A*(1,, — AALS))* = ((I,,, — AAL3) A)* = 0,

-, -,

koje ¢emo koristiti u ra¢unanju vrednost izraza ||AZ — b2 = ((Aa_c’ —b)*- (AT — b)) Na
osnovu prethodnog zaklju¢ujemo
|47 B> = (A7-05) - (A7)

= (@ - ACIBy A — B (I, — AALD)7)

-,

(AT — AAGIB)* - (AT — AALE))

(7 — ALY A*(I,,, — AAD) 6) (ANULIRA SE PREMA (27))
=0
b - (I — AATD)*A (7 — ADD) )) (ANULIRA SE PREMA (26))
=0
+ ((F— AA0DBy - (5 AAL3))

| .
/N /N N N TN

= ||AZ — AAWD|2 4 |6 — AATIp|2.

Sveukupno, dokazana je jednakost (25). m

Dokazujemo dva tvrdenja koje karakteriSu srednje kvadratna reSenja sistema
linearnih jednacina (22).

Teorema 3.3.2. Neka je data matrica A € C™" i vektor b € C™. Vektor
7 € C" jeste srednje kvadratno resenje sistema linearnih jednacina (22) ako i samo
ako je vektor ¥ resemje matricne jednacine:

(28) AT = (AAUY) b,

Specijalno vektor:
(29) 7= A0y

jeste srednje kvadratno resenje sistema linearnih jednacina (22).
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—

Dokaz. Za sistem (22) uslov moguénosti dat je u obliku (AA®M) . b = b. Za sistem
(28) uslov moguénosti uvek je ispunjen jer vazi (AAM) . (AAL3p) = (AALDp) —
(AALNG = (AAL3)p. Neka je Z resenje sistema AT = (AA(3)) . b, tada na osnovu
jednakosti (25) vazi || AZ — b||2 = ||b— AAL3p||2. Dakle, za vektor Z zblr kvadrata odstu-
panja je minimalan, pa vektor Z jeste srednje kvadratno resenje sistema (22). Obratno,
ako je vektor # srednje kvadratno reSenje sistema (22), tada na osnovu jednakosti (25)

posmatrani vektor je resenje i sistema (28). ®

Teorema 3.3.3. Neka je data matrica A € C™". Ako je M € C"*™ takva
matrica da za svako b € C" vektor:

(30) 7= Mb

predstavlja srednje kvadratno reSenje sistema AT = 5, tada je matrica M jedan
{1, 3}-inverz matrice A.

Dokaz. Prema prethodnoj teoremi vektor & jeste resenje matriéne jednacine (28), tj
vazi
A 7= (AA1) b= AMb = AANb = (AM — AADb =0
Bududéi da je vektor b proizvoljan vazi jednakost AM = AA®3). Samim tim prema teoremi
3.2.3. matrica M jeste {1,3}-inverz. m

Vektor 7y € C" zove se reSenje minimalne norme, za sistem Axr = b, ako je
ispunjen uslov:

(31) (V&) ((& # 7o A [|AZ = b)) = | AZo — b)) = ||7ol < [12]))-

Navodimo, bez dokaza, dva tvrdenja iz monografije [ABI-TG] koja karakterisu resenja
minimalne norme sistema linearnih jednacina (22).

Teorema 3.3.4. Neka je data matrica A € C™ " i vektor b € C™. Vektor
7 € C" jeste resenje sa minimalnom normom sistema linearnih jednacina (22) ako
i samo ako je vektor T resenje matricne jednacine:

(32) Az = (AATD) b,
Specijalno vektor:
(33) 7= AWy

jeste resenje minimalne norme sistema linearnih jednacina (22).

Teorema 3.3.5. Neka je data matrica A € C™*". Ako je M € C™™ takva
matrica da za svako b € C" vektor:

(34) 7= Mb

predstavlja reSenje minimalne norme sistema AT = g, tada je matrica M jedan
{1,4}-inverz matrice A.
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R. PENROSE, u radu [RP2], uveo je najbolje aproksimativno resenje sistema (22),
kao onaj vektor ¥y € C" za koji je ispunjen uslov:

(35)  (v@) (11 A%0 — Bll < | A Bl v (|47 = B = | AZo — Bl| A [1Zoll < I|]))-

A. BEN-ISRAEL i T. GREVILLE, u monografiji [ABI-TG], definisu vektor Zy € C" kao
srednje kvadratno reSenje minimalne norme za sistem (22), ako ispunjava uslov:

(36) (va) (| AZo—b]l < [[AZ—BI| A (7 # Fo A | AZ—B]| = [|[AZo—F]) = |70l < Z])).

Nije tesko proveriti da su uslovi (35) i (36), za vektor ¥, € C", medusobno ekviva-
letni. Samim tim, najbolje aproksimativno resenje se podudara sa srednjim kvadra-
tnim reSenjem minimalne norme.

Na kraju ovog paragrafa dokazujemo tvrdenje kojim dajemo odgovor na pitanje®
Kakav odgovor daje vektor ATh ?

Teorema 3.3.6. (PENROSE). Neka je data matrica A € C™™ i vektor b €
C™. Vektor ¥ € C" jeste srednje kvadratno resenje minimalne norme matricne
jednacine Ax = b ako i samo ako je vektor ¥ re§enje matricne jednacine Ax = AATD.
Prethodna jednacina je uvek moguca sa resenjem:

(37) 7= Al

koje predstavlja jedinstveno odredeno srednje kvadratno resemje minimalne norme
sistema AX=0.

Dokaz. Prema teoremi 3.3.2. srednje kvadratna reSenja sistema linearnih jednacina
AT = gpodudaraju se sa reSenjima sistema AT = (AA(1’3))5. Prema teoremi 3.3.4.
reSenja sa minimalnom normom sistema AT = (AA(1’3)5) podudaraju se sa reSenjima
sistema AT = (AA1Y)) . (AA13p). Saglasno URQUHARTovO] teoremi 2.5.6. vazi sledeca
jednakost AT = A (A(1’4)AA(1’3)) b= AATb. Odatle sleduje tvrdenje prvog dela teoreme.
Prethodna jednacina je uvek moguca jer vektor r = ATb predstavlja jedno njeno resenje.
Neka je vektor & ma koje reSenje matri¢ne jednacCine AX = AATD. Drugi deo teoreme
sleduje na osnovu jednakosti® ||z]|2 = ||AT8|2 + ||z — ATD|2. m

Napomenimo da MOORE-PENROSEov inverz ima znacajne primene u matema-
tickoj statistici. Tako na primer MOORE-PENROSEoV inverz se koristi u regresionoj
analizi [SC-CM] i ocenjivanju parametara u linearnim modelima [SS-DC].

®NASLOV PARAGRAFA 2.1. U [SC-CM]
SVIDETI DOKAZ U [SS-DC], [SC-CM]
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3.4. Opsti {1}-inverz kao afini potprostor

U ovom paragrafu prouc¢avamo neke osobine opsteg {1}-inverza polazeéi od forme
opsteg oblika {1}-inverza datog u teoremi 2.4.1. Neka je data nenula matrica A €
C™" tada postoje regularne matrice @ € C"*™ i P € C*" takve da vazi:

aoh

Prema teoremi 2.4.1. opsti oblik {1}-inverza dat je u obliku blok matrice:

(38) QAP =

I, | X
1 —p. r L.
(39) AW — p L& &J Q,

za matrice X; € CX7 X, € CxmT) g X e €M) i su elementi me-
djusobno nezavisne promenljive. Oznac¢imo sa t; (i = 1,..., k) promenljive redom
po vrstama prvo iz matrice X, potom iz matrice X5 i na kraju iz matrice X3. Na
taj nacin opsti {1}-inverz matrice javlja se sa najvise k = m - n — r? nezavisnih
promenljivih ¢, o, ..., t;. U tom smislu, opsti oblik {1}-inverza mozemo razmatrati
kao funkciju svojih k& nezavisnih argumenata:

(40) AW = AWy to, .. ty) : CF— C™,

Na osnovu (39) primetimo da je element u preseku i-te vrste i j-te kolone matrice
AW =[] dat u obliku afine hiper-ravni:

(41) iy =g+ B0+ B,

(k) . o L
B €Ci=1,...,m A j=1,...,n). Samim tim,

postoje konstantne matrice C' = [v;;], By = [@(‘1)]7 I e [,ijk)] e C™ " takve da
vazi matri¢na jednakost:

za neke konstante v;;, ﬁ(l)

(42) A(l)(tl,...,tk):C—‘rBl-tl—i-...—i-Bk-tk.

Na osnovu prethodnog razmatranja, u vektorskom prostoru matrica C™*", opsti
{1}-inverz AWM moze se razmatrati kao afini potprostor. Linearna kombinacija D =
D(ty,...,t;) = SN | B; - t; predstavlja direktrisu afinog potprostora za koju vazi:

A0 _c—p. | 0 X )

Oznacimo sa E; matricu koja ima jedinicu na poziciji promenljive ¢; i sa nulama
na ostalim pozicijama u matrici direktrise D (1 = 1,..., k). U vektorskom prostoru
matrica C™*" matrce E, ..., E} jesu linearno nezavisne. Odatle dobijamo linearnu
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nezavisnost matrica P-F1, ..., P-Ej, kaoimatrica By = P-E-Q, ..., B, = P-E-Q.
Znaci matrice B; (1 = 1,..., k) jesu baza za direktrisu D. Sa druge strane, buduéi da
je A € C™" nenula matrica, tada je i {1}-inverz C' = AM(0,...,0) € C™*" nenula
matrica. Odatle zakljucujemo da se direktrisa D ne podudara sa afinim prostorom
AW Sveukupno, kao doprinos, zakljué¢ujemo da vazi tvrdenje.

Teorema 3.4.1. Za svaku nenula matricu A € C™" opsti {1}-inverz AV =
AN (ty, ... ty), dat sa formulom (40), jeste afini prostor dimenzije k = m - n — r?
vektorskog prostora matrica C™*". Pri tom direktrisa D, data formulom (43), ne
podudara se sa afinim prostorom opsteg {1}-inverza AWM.

1 2 3
Primer 3.4.2. Za matricu A = | 4 5 6 | odrediti opsti {1}-inverz u obliku
7 8 9
afinog potprostora.

Resenje. Na osnovu primera 2.4.6. opsti {1}-inverz je dat u sledeé¢em obliku

1 0o -3 1 0|t 5 -2 0
A :p.[)lg ﬁl].Q: 2 1 6 [-| 0 1|ta|-]-2 1 0of =
21as i 0 -3 ts ta | ts 1 -2 1
(tl — 15t3 + 6t4 — 3t5 + 5) (72151 + 6t3 — 3tq + 6t5 — 2) (t1 — 3t5)
= (—2t1 + to + 30tz — 12¢4 + 6t5 — 12)  (4t1 — 2to — 12¢3 + 6ta — 125 +5)  (—2t1 + t2 + 6i5)
(%tl 715t3+6t473t5+%’0) (7%t1+6t373t4+6t57%) (%tl 73t5)

pri éemu u prethodnom zapisu ucestvuje k = 3 -3 — 22 = 5 nezavisnih parametara ¢;. Odatle
dobijamo dekompoziciju {1}-inverza u obliku afinog prostora

. 5 -2 0 1 -2 1 0 0 0
AL 1205 0 |+] -2 a4 —2|.t+|1 -2 1|t
20 8 4 8 4
-3 —3 0 3 ~3 3 0 0 0
15 6 0 6 -3 0 3 6 -3
+ 30 12 0 | ts+| 12 6 0 |-tat| 6 —12 6 |-t
15 6 0 6 -3 0 3 6 -3

= C+Bi - tt+Ba-t+Bs-t3+Bs-ta+Bs- 15

Pri tome, direktrisa D(t1,...,t5) = Bty + Bata + Bsts + Bty + Bsts jeste 5-dimenzionalni potpro-

stor 9-dimenzionalnog vektorskog prostora CgX37 koji se ne podudara sa afinim prostorom A1),

3.5. ReSavanje sistema linearnih jednac¢ina

pomodéu specijalnih izbora {1}-inverza matrice

Neka su dati matrica A € C"™*" i vektor b € C™ tako da je sa njima odreden
mogu¢ nehomogen sistem linearnih jednacina:

(44) A-Z=.
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Za matricu A € C"*" postoje regularne matrice @ € C™ ™ i P € C"*" takve da je
QAP = E,. U paragrafu 3.4. pokazali smo da je opsti oblik {1}-inverza A" dat sa:

I, | X
M _p. r L.
(45) A P lXQ X, ] Q,
gde su X; = [z4], Xo = [y;;] 1 X3 = [z;] matrice u kojima ucestvuje ukupno

k = m-n—r? medusobno nezavisnih promenljivih. Afini prostor reSenja sistema (44)
jeste (n — r)-dimenzionalni afini potprostor n-dimenzionalnog vektorskog prostora
C" npr. [AL], [PT-A®]. U ovom paragrafu dajemo jedan postupak za odredivanje
promenljivih iz X, X5 i X3 tako da je opste resenje sistema (44) dato formulom:

(46) 7= AWp,

Primetimo da je formulom (46), za ma koji {1}-inverz A1), uvek dato jedno resenje
moguceg sistema (44). Da bi odgovorili na postavljeni problem odredimo minimalni
broj nezavisnih promenljivih tako da se dimenzija afinog prostora resenja datog
formulom (46) podudara sa dimenzijom afinog prostora resenja sistema (44). Iz
QAP = F, zakljucujemo da je matrica () - A sa poslednjih m — r nula vrsta, jer je
rang po vrstama matrice A jednak r. Dokazimo da je vektor b = Q- b sa poslednjih
m — r nula koordinata. Primetimo da vazi:

(47) rank([A]) = rank([QA]) i rank([A[b]) = rank([QA|b]).

Samim tim, ukoliko bi vektor b imao nenula koordinatu medu poslednjih m — r
koordinata, tada koristeéi se sa jednakostima (47), rang po vrstama matrice siste-

—

ma [A] bio bi manji od ranga po vrstama prosirene matrice sistema [A|b], §to je
kontradikcija sa pretpostavkom da je sistem (44) mogu¢. Samim tim:

ro1 0 0 Z11 o ZTime—r b;
0 1 0 T21 T2m—r b,
i:P-{)I(’“Q i;}-Q-B - P. 0 0o 1 R e
Y11 Y12 Yir Z11 Zlm—r 0
A : : : :
L Yn—r1 Yn—r2 *°* Yn—rr Zn—r1l - Zn—rm-—r 4 L (] |
_ b,l -
b,
./ — —
= P - br/ :P'v(yll“"?ynfrr) = w(yllﬂ"’ynf'rr)
Do bivii
r y
L Zi:l biyn—ri
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Znaci da u formuli (46) figurise najvise r- (n—r) = r-n—r? nezavisnih promenljivih

y; j. Promenljive x;; i 2;; ne figurisu i njima mozZemo dodeliti vrednost 0. Primetimo
da broj promenljivih y;; u vektorima ¢’ i P - ¥ isti. Ako medu brojevima bll, b
ima s nula, tada broj y;; promenljivih u vektoru & je dat sa:

T

(48) g=(r—s)-(n—r).

U razmatranju koje sleduje pokazacemo kako je moguce dobiti (n — r)-dimenzi-
onalni afini prostor resenja pomocu formule (46). Primetimo da vazi

v 0 0 b, 0 0
=P b:; +P. . 6 , +..4P. (:) _P. b:; 4P Tt 4P| 0

0 Ei:l by 0 0 1 0

0 5 S s ; 0 ;
za n — r zavisnih promenljivih 7 = 77 bly“, ey Tner = 2i blyn ~i 1skazanih

preko nezavisnih promenljivih yw Buduc¢i da se radi o nehomogenom sistemu postoji

bar jedna nenulta koordinata bj # 0 vektora b = Qb. Za prethodno odredenu j-tu
koordinatu izborom matrica:

0 - 0 0 - /by - 0 0 - 0
(49) X[]X ; z : X[]

’
o --- 0 0 .- ynfrj/bj o0 o --- 0

dobijamo 71 = ¥ij,...,Th—r = Yn—r; kao linearno nezavisne promenljive. Za tako
odredeno resenje, pomoéu formule (46), dobijamo (n — r)-dimenzionalni potprostor
afinog prostora regenja’. Samim tim, za specijalan izbor blok matrica (49) formu-
lom (46) dobijamo ceo afini prostor resenja sistema (44). Na osnovu prethodnog
razmatranja sleduje naredno tvrdenje.

Teorema 3.5.1. Neka su dati matrica A € C™" i vektor b € C™ tako da
je sa mjima odreden mogué nehomogen sistem linearnih jednacina (44) i neka su
Q e C™™ ¢ P e C™ reqularne matrice takve da je QAP = E,. Neka je formulom
(45) dat opsti oblik {1}-inverza AV, gde su podmatrice X1, Xs i X3 po koordinatama
date sa medusobno nezavisnim promenljivima. Formula (46) odreduje opste reSenje
sistema (44) sa najvise r - n — r? nezavisnih promenljivih. Tac¢an broj promenljivih
je dat brojem q = (r —s) - (n —r), gde je sa s oznacen broj nula koje se javljaju
u medu prvih v koordinata vektora b = =Q - b. Izborom podmatrica Xy, Xo 1 X3 u
obliku (49) dobijamo opste resenje sistema (44) sa minimalnim brojem nezavisnih
promenljivih.

"KOJI JE ISTE DIMENZIJE KAO I PROSTOR RESENJA

“Tn—r,
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Primer 3.5.2. Odrediti opste resenje linearnog sitema:

1 2 3 4 x 1
5 6 7 8 y | ]2
9 10 11 12 || 2| |3
13 14 15 16 | | w 4

Resenje. Ozna¢imo sa A matricu sistema. Elementarnim transformacijama po vrstama i
kolonama na prosirenoj matrici sistema odredujemo regularne matrice

0 0—§§ 0 0 0 -1
o o L -3 . o, | 0 0 1 0
Q=17 1 5 3 PP=1 g 5 9 3

1 -1 -1 1 -2 -1 1 =2

takve da vazi QAP = E,. Matrica A € R** je ranga 2. Dalje, neka su b, = [1234]7i
by = [159 13]7 odgovarajuée kolone slobodnih ¢lanova. Potrazimo opsta resenja u obliku formule
(46), za odgovarajuéi izbor matrica

X, = 11 T12 L Xy = Y11 Y12 D 211 R12
T21 T22 Y21 Y22 Z21 %22 |

Primetimo da je 171 =Q- b, = [—% % 0 0]7. Samim tim, u ovom primeru vektor ¥ opsteg
reSenja je sa ¢ = (2 —0) - (4 — 2) = 4 nezavisna parametra. Zaista, direktnim ra¢unom nalazimo

0 0 0 -1 1 0 11 X112 0 0 7% % 1
g=A0p = 0O 0 1 0 0 1 | zo1 T2 o o L -2 2
3 2 =2 3 Y11 Y12 | Z11 212 1 1 -5 3 3
-2 -1 I =2 Y21 Y22 | 221 222 1 -1 -1 1 4
2y21 — 3y22
_ 1 3y12 — 2y
4 dy11 — 6y12 — 6y21 + Yyao

—2y11 + 3y12 + 4y21 — Gy22 + 1

Birajué¢i matricu X, sa nezavisnim parametrima y;1, 421 i Y12 = Yoo = 0 anuliranim parametrima,
prema prethodnom razmatranju, dobijamo opste reSenje u obliku formule (45) sa minimalnim
brojem medusobno nezavisnih parametara

f =

T
1 [ 2y21 —2yn (41 —6ya1) (—2yn +4yor +1) |

Napomenimo da GAUSSovim postupkom resavanja nalazimo vektor opsteg resenja u obliku

1

= T
F=2[p a (-20-3p) j(dg+8p+4) ]

za nezavisne parametre p i q. Veza izmedu ova dva opsta resenja je data u obliku

1

1
y11=—§q 1 y21=§p-
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4. Tenzorska veza izmedu
koeficijenata linearnog sistema

Tenzorska veza. Neka je dat sistem m linearnih jednacina po n nepoznatih
T1,T2y...,Tp:

def
Ji = anzritapre+-o-+amr, — b =0,
de

(1) T2 ) a21x1 + a2 + - -+ + a2y — by = 0,

Im d;f Am121 + Ama®2 + - -+ ATy — by = 0,
gde su a;; 1 b; zadani elementi polja C (i € L, = {1,...,m} A jel,). Uovom delu,
za proizvoljne elemente t; € C (1 € 1), odredujemo pod kojim uslovima postoje
reSenja prethodnog sistema u obliku:

r1 = @ity ty) =t — Z)\lr jr—t1+z)\1r' Zb — apsts)
@) x2 = o(tr,... 1 —tZ_Z)\QT jr—t2+z)\2r' Zb arsts)
Tn = (Pn(tla---atn):tn_z)\nr‘jr:tn+z)\nr'(zbr_arsts)v
r=1 r=1 s=1

gde su nepoznati parametri A\j; € C (1 € I, A j€L,).

Ozna¢imo sa A = [a;;] € C™*" matricu polaznog sistema. Polazni sistem (1)
matri¢no zapisujemo u vidu:
(3) A-Z=b,
gde je ¥ =[x, ... x,]T € C" vektor potencijalnog regenja. Za proizvoljni vektor
t=1[t; ... t,|7 € C" formule (2) matri¢no zapisujemo u vidu:
@) 7= olf) = T+ A - (5 AD),

gde je A = [\;;] € C»*™ matrica nepoznatih parametara A\j; € C (1 € I, A j € 1,).

Zamenimo vektor 7 iz (4) u matri¢nu jedna¢inu (3). Na taj nacin dobijamo
ekvivalenciju
A(F+ A - AD) =
(A— ANA)E+ (AAD — 6) — 0.
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Odatle, nad poljem kompleksnih brojeva C, matrica A ispunjava sistem jednacina:
(5) AMA=A AN AANb=b.
Na osnovu prethodnog razmatranja i teoreme 3.1.2. sleduje naredno tvrdenje.

Teorema 4.1. Neka je dat mogué linearni sistem (3). Ako je formulom (4) dato
resenje sistema (3), tada je matrica A jedan od {1}-inverza matrice A. Obratno,
ako je matrica A ma kogi {1}-inverz matrice A, tada je formulom (4) odredeno jedno
resenje sistema (3). U tom slucaju formula (4) jeste opste reproduktivno resenge.

Napomena. Ako je linearni sistem (3) kvadratni i ima jedinstveno resenje tada
je matrica A jednka inverzu A~'.

Iz sistema jednacina (5) veza izmedu koeficijenata \j; iskazuje se pomoéu KRro-
NECKERovog—tenzorskog proizvoda matrica. Ako oznac¢imo sa:

(6) K = [ A1 oo A oceeees A [T

nepoznati vektor kolonu parametara dobijenu od matrice A zapisivanjem matrice u
vektor po vrstama, prema osobini (zvi) paragrafa 1.2. uvodnog dela vaze ekviva-
lencije:

(7) AMA=A — (AoAT).A=A4

(8) AN =D <= (Ab)-A=0

Sistem sa desne strane ekvivalencije (7) nazivamo kvadratni parametarski A-sistem
i sistem sa desne strane ekvivalencije (8) nazivamo nekvadratni b-sistem. Prethodne
tenzorsko-matricne veze izmedu parametara \j; mogu se direktno dokazati transfo-
rmisuéi formule (5) do odgovarajuéih linearnih sistema.

Ako je linearan sistem (3) mogué, tada je nekvadratni b-sistem uvek ispunjen za
ma koji {1}-inverz A matrice A. U tom slucaju na osnovu kvadratnog parametarskog
A-sistema postavljamo problem odredivanja, u zavisnosti od formata i ranga matrice
sistema, maksimalnog broj nezavisnih parametara \j;; preko kojih se izrazavaju svi
ostali parametri. U cilju reSavanja prethodno postavljenog problema razmatramo
slucajeve kvadratnih i nekvadratnih sistema.

Kvadratni sistemi. Neka je A kvadratna matrica reda n nad poljem C. Pre-
tpostavimo da je matrica A reda n i ranga p < n. Tada je i transponovana matrica
AT ranga p < n. Dalje, koristimo se osobinom (zii) paragrafa 1.2. Za parametarski
A-sistem (7) rang matrice sistema A ® AT iznosi p? < n?  Razlikujemo slucaj

regularne matrice i komplementaran slucaj singularne matrice.
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(¢) Pretpostavimo da je matrica A regularna, tada je takva i matrica para-
metarskog A-sistema A® AT, na osnovu formule (zv) paragrafa 1.2. Dalje, koristimo
se formulom (x) paragrafa 1.2.:

(9) (AeB)™ = A'® B,

gde su A i B regularne kvadratne matrice. U tom slucaju iz (7) vektor parametara
A jednoznacno je odreden formulom:

(10) K=(A"® AN 4
odnosno matrica parametara A odredena je formulom:
(11) A=A"

U slucaju regularnih kvadratnih sistema formulama (10) i (11) odredena su dva
ekvivaletna matric¢na oblika veza za nepoznate koeficijente Aj;. Pri tom, jedinstveno
resenje eksplicitno je dato formulom # = A~! - b.

Primer 4.3. Resiti jednacinu:
(12) J =azx + p=0,
gde su a i p zadani realni brojevi takvi da je a # 0.

ReSenje. Resenje trazimo u reproduktivnom vidu
x=p(x) =+ X (ax + p),
gde je A nepoznati parametar. Zamenimo prethodnu vrednost = u jednacinu (12), tada dobijamo

ar+p=0 <= alx+X-(axz+p)+p=0
< (1+4+aN)-z+p(l+ar)=0
— 14+aX=0.
Samim tim imamo taénu vrednost A = —a~'. Odatle dobijamo dobro poznato resenje

1 1

r=p(r)=x—a " -(ax+p)=—a""-p.

Primer 4.4. Resiti sistem linearnih jednacina:
(13) {lea;v+by+p:0,}
Jo = cx + dy + ¢=0,
gde su a, b, ¢, d, p i q zadani realni brojevi takvi da je A = ad — bc # 0.
ResSenje. Resenje trazimo u reproduktivnom vidu

x=@1(x,y) =z + A (ax + by + p) + p1(cx + dy + q),
Y= p2(r,y) =y + Ae(ax + by + p) + pa(cx + dy + q),

gde su A1, Ao, p1 1 po nepoznati parametri. Odredimo vezu izmedu parametara. Zamenimo
prethodne jednakosti po z i y u jednacine (13). Tada dobijamo
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ar+by+p=0<= azx+ar(ax+by+p)+aui(cx+dy+ q)+
by + bAa(ax + by + p) + buz(cz +dy+q) +p=0
< (a+a’\ +acus + ablg + beps) - o+
(b+ ab\; + adpy + b*Xo + bdus) - y+
(p + apA1 + aquy + bpAs + bqpz) = 0

cx+dy+q=0<= cx+chi(ax+by+p)+cui(cx+dy+ q)+
dy + dhg(ax + by + p) + dus(cx +dy+q) +q=0
<= (c+ach + Auy + adrg + cdps) - v+
(d + beAy + cdpy + bdAs + dZ,UQ) -yt
(¢ + peAr + gepn + pdAs + qdpz) = 0.

Ako je sistem (13) mogu¢ tada je mogué i sledeéi sistem:

a?X\ + acui + abXg + beps = —a,
abA1 + adpy + b2\s + bdus = —b,
(14) apA1 + aquy + bpAa + bguz = —p,
achi + g + adXgy + cdpy = —c,
bC)\l + cd,ul + bd)\g + dzﬂg = 7d,
pcA1 + qcpg + pdAoe + qdps = —q.

Regularan kvadratni parametarski A-sistem sastoji se od prve, druge, ¢etvrte i pete jednacine:

a?X\ + acpy + abAg + beps = —a,
(15) ab>\1 + adﬂl + b2>\2 + bdlug = 7b,
acAi + czpl + ad)Xg + cdus = —c,
bC)\1 + cd,u1 + bd)\z + d2ﬂ2 = —d.

Sistem (15) se moze eksplicitno zapisati u matri¢nom obliku B - A=-B , odnosno na slede¢i nacin
a® ac ab be A1 —a
ab ad b® bd | —b
ac ¢ ad cd X | T —c |7
bc cd bd d? L2 —d

za matricu B formata 4x 4 i A, B vektore kolone formata 4 x 1 (odredene prethodnom jednakoséu).
Vrednost determinante matrice B data je sa |B| = (ad — be)* = A% # 0. Samim tim, postoji
jedinstveno resenje sistema (15) po nepoznatom vektoru:

A a® ac ab be 7" —a —d
> || | ab ad b* bd B N b

(16) b X | ~ | ac 2 ad cd — | A
2 be cd bd d? —d —a

Do istog resenja po vektoru A mogli smo doé¢i pomoc¢u formule (zvi) paragrafa 1.2. Zaista, polazeéi
od regularne matrice
a b
-0 a]

na osnovu ekvivalencije ANA + A =0 < (A® AT)A = — A, dobijamo
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. . < 4 =b d  —c _Z
F-reunh-i- (|5 F o] 4 AD -
A A A A _ccl
(17> d? —cd —bd bc —a —Ad —d
| -bd ad B —ba | | A b
TAT | e 2 ad —ac | | —¢ | A% Ac | — A&7 c
bc —ac —ab a? —d —Aa —a

Na osnovu (16) i (17) dobijamo iste vrednosti nepoznatih koeficijenata

d b c a
{AlA’ Ml*Za A2*K, :U'2*7K7 }

kao odredene realne brojeve. Neposredno se proverava da su za tako odredene vrednosti parametara
A1, p1, A2 1 o treca i Sesta jednacina sistema (14) (b-sistem) ispunjene. Odatle, dobijamo resenje

B —d b _bg—dp
- < —a :aq_Cp
y—y—i—A(ax—H}y—l—p)—i-A(cx—i—dy—i—q) T o

koje predstavlja dobro poznate KRAMERove formule za posmatrani sistem.

(¢¢) Razmatrimo slucaj kada je matrica A polaznog sistema (3) singularna. Pre-
tpostavimo da je matrica A ranga p < n. Polazni sitem (3) ima p linearno nezav-
isnih vrsta koje zovemo glavnim vrstama [MS]. Elementarnim transformacijama na
vrstama iz sistema (3) mozemo eliminisati n — p neglavnih vrsta

d
6 ’

gde je C' = [cj],,,, nekvadratna matrica sa p linearno nezavisnih vrsta i d vektor
dimenzije p. U tom sluc¢aju polazni sistem (3) je ekvivalentan sa nekvadratnim
sistemom:

[A]B] ~ o [ﬁ

(18) C-z=d,
formata p x n. ResSenje, kao i ranije, trazimo u reproduktivnom vidu:
(19) =@ =Z+T-(d—CZ),

gde je I' = [v;i],,,, matrica nepoznatih parametara v;; (i € I, A j € I,,). Zamenom
formule (19) u sistem (18) dobijamo odgovarajuéi parametarski C-sistem:

(20) (Coc”).T'=C,

gde je T' vektor kolona parametara dobijena od matrice I' zapisivanjem matrice u
vektor po vrstama. Primetimo da je parametarski C-sistem (20) sa p - n jednaéina i
p - n nepoznatih parametara v;;. Matrica sistema (20) je matrica C ® CT € C”*™"
ranga p?. Tada postoji regularna kvadratna podmatrica M, reda p?, matrice C®C7.
Dalje, nazovimo zavisnim parametrima one parametre v;; koji se javljaju u sistemu
(20) uz koeficijente regularne podmatrice M, ostale parametre nazovimo nezavisnim
parametrima.
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Zavisne parametre 7;;, redom po vrstama sistema (20), zapisimo u vektor ko-
lonu I sa p? koordinata. Dobijeni vektor I (sa p* koordinata) nazivamo skraéenje
vektora T' (sa p - n koordinata). Tada, po glavnim vrstama sistema (20) postoji
m = p-n — p? komplementarnih nezavisnih parametara. U tom slucaju vrste, koje
odreduju sistem (20) mozemo transformisati tako da se na levoj strani sistema nalaze
redom sabirci samo sa zavisnim parametarima «;;. Tako formiramo nove linearne
jednacine koje odreduju kvadratni sistem (sa matricom sistema M). Na taj nacin
parametarski C-sistem je ekvivalentan sa sistemom:

(21) M-T' =7,

gde je M regularna kvadratna matrica formata p?, I skrac¢enje vektora i 7
vektor dobijen prethodnim grupisanjem. Iz jednac¢ine (21) nepoznati vektor I odre-
djen je sa:

(22) =M'-7

Iz prethodne formule zaklju¢ujemo da se koordinate vektora r izrazavaju kao li-
nearne kombinacije u kOJlma ucestvuju iskljucivo nezvisni parametri. MnoZenjem
regularne matrice M ! i vektora 7 dobijamo vektor [ sa tacno® m = p-n— p? neza-
visnih parametara. Sveukupno, na osnovu prethodnog razmatranja, zakljucujemo

da vazi naredno tvrdenje.

Teorema 4.5. Neka je dat mogué kvadratni sistem linearnih jednacina (3) reda
n i ranga p < n. Opste resenje sistema oblika (4) dopusta da m = p-n — p* para-
metara proglasimo za nezavisne parametre polja C. Ostali parametri se izraZavaju
kao linearne kombinacije nad poljem C prethodnih nezavisnih parametara.

Kao posledicu prethodnog tvrdenja dobijamo dobro poznatu ¢injenicu da mogué
kvadratni sistem linearnih jednacina ¢iji se red i rang poklapaju, tj. regularan sistem,
ima jedinstveno resenje (m = p-n — p? = 0).

Prethodno razmatranje ilustova¢emo sa dva primera.

Primer 4.6. Resiti sistem jednacina:

ar + by + p=0,
(23) {cas+dy+q:0,}

gde su a, b, ¢, d, p i q zadani realni brojevi takvi da je b # 0 i ad — bc = 0.

ResSenje. Razmatramo samo slu¢aj kada je sistem mogué. U tom slu¢aju sistem je ekvivalentan
sa jednacinom:

8MNOZENJEM REGULARNE MATRICE M ™! I VEKTORA 7 BROJ PARAMETARA ; OSTAJE ISTI.
ZAISTA, NEKA JE RAZLOZEN T =Ty + 71 (71) + ...+ Tm(Ym) ZA Ti(y:) = Ti - vi TAKO DA 7; # 0 1
vi # 0. AKO M~ 17(v;) = 0 TADA 7(v;) = 0 §TO JE KONTRADIKCLJA SA POLAZNIM RAZLAGANJEM
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(24) {az + by + p=0. }
Reproduktivno reSenje trazimo u vidu

{ z=1(z,y) =z + Maz + by + p), }
y = po(z,y) =y + plax + by + p),

gde su A i p nepoznati parametri. Zamenimo prethodne vrednosti z i y u jednacinu (24), tada
dobijamo da vazi

axr+by+p=0 <= azx+allax+by+p)+bdby+bulax+dby+p)+p=0
— (ar+by) - (1+Xa+pub) +p-(1+Xa+pub) =0
<~ 14+ Xa+ub=0.

Odatle, opste resenje jednacine (24) je dato u vidu

2= p1(w,y) = o + Maz + by +) = (1 Aa)z + by + Ap,
y=w2(z,y) =y +plar + by +p) = —¢(1+ Xa)r — day — £(1 +Xa) (X € R).
Primetimo da je broj nezavisnih parametara m = p-n — p?> =1-2 — 12 =1 (\ - parametar).
Primer 4.7. Resiti sistem linearnih jednacina:

Ji = ax + by + cz + p=0,
(25) Jo =dx + ey + fz+ q¢=0,
J3s = gxr + hy + iz + r=0,

gde su a,b,c,...,i,p,q,7 € R zadani realni brojevi takvi da je
a b a b c
(cA0Vf#0) N A= d e #0 A d e f|=0.
g h i

ResSenje. Razmatramo samo slucaj kada je sistem mogué. U tom sluc¢aju sistem je ekvivalentan
sa sistemom:
(26) Ji = ax + by + cz + p=0,

Jy =dx + ey + fz + q=0.

Reproduktivno resenje trazimo u vidu

r=p1(2,y,2) =2+ A(ax + by + cz + p) + pa(dr + ey + fz +q),
Y = pa2(v,y,2) =y + Xa(ax + by + cz + p) + pa(dr + ey + f2 + q),
z=p3(x,y,2) = z+ As(ax + by + cz + p) + pus(dx + ey + fz + q),

gde su A1, A2, A3, p1, pe 1 ps nepoznati parametri. Zamenimo prethodne vrednosti z, y i z u
jednacine (26), tada dobijamo da vazi

ar+by+cz+p=0<= ar+ar(ax+by+cz+p)+am(de+ey+ fz+q)+
by + bAa(ax + by + cz +p) + buo(de + ey + f2 + q)+
cz+chs(ax+by+cz+p)+ceus(de+ey+ fz+q)+p=0

(@ + a?X\1 + adpy + abhg + bdus + acAs + cdug) - v+
(b4 ab\y + aepuy + b2Xg + bepo + beds + ecus) - y+
(c+achi + afpy +behy + bfus + X3 + cfus) - 2
(p + apA1 + aquy + bpAa + bqua + cpAs + cquz) = 0
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de+ey+ fz+q=0< de+d\(ax+by+cz+p)+du(de+ey+ fz+q)+
ey + elg(ax + by + cz + p) + epz(de + ey + fz+ q)+
fz+ fas(ax +by+cz+p)+ fus(de +ey+ fz+q)+q¢=0

(d+ ad\y + d?py + aedg + depis + afAs + dfus) - v+
(e 4+ bdA1 + depy + beds + e2pa + bfAz + efus) - y+
(f + cdXi +dfpr + ceda + efua + cfAs + f2us) - 2+
(q + dpy + dquy + epAa + equa + pfis + qfps) = 0.

Na osnovu prethodnog, ako je sitem (26) mogué, tada je mogué i sledeéi sistem:

a1 + aduy + abhg + bdps + achs + cdus = —a,
ab\; + aepy + b2y + bepg + beAs + cepiz = —b,
achi +afpy +bchg + bf g + Az + cfuz = —c,
(27) apAr + aqpa + bpAs + bqus + cpAs + cqus = —p,

adAi + d?p1 + aedy + depis + afrs + df us = —d,
bd\1 + depy + beds + 62M2 +bfM +efur = —e,
cd\i + df iy + ceda +efpus +cf Az + fruz = —f,
dpA1 +dqpu + epAa +equa + pfAs + qfps = —q.

Prema pocetnim uslovima matrica C' posmatranog sistema (26) je formata 2 x 3 i ranga 2. Tada je
odgovarajuéi kvadratni parametarski C-sistem sastavljen od 1, 2, 3, 5, 6 1 7 jednacine sa kvadratnom
matricom C®CT reda 6 i ranga 4. ReSavamo nekvadratni sitem od 1, 2, 51 6 jednacine. Pokazaéemo
da navedene vrste sadrze regularnu kvadratnu podmatricu reda 4. Izaberimo regularnu kvadratnu
podmatricu M iz 1, 2, 51 6 vrste koja se sastoji od koeficijenata uz paramtre A1, p1, As i po.
Zapisimo posmatrani sistem u obliku regularnog kvadratnog sistema zadrzavajuéi na levoj strani
zavisne paramtre A1, p1, A2 i po. Odgovarjuéi matriéni zapis dat je sa

a? ad ab bd A1 —a — achz — cdus

2 ab ae b2 be wo| —b — bchs — ceus
M-T =7 <= | 0 @ ae de | | Ao |~ | —d—afrs — dfus
bd de be €2 I —e—bfA3s—efus

Vrednost determinante matrice M je data sa |[M| = A% # 0. Samim tim postoji jedinstveno resenje
sistema po nepoznatom vektoru zavisnih parametara

-1

M a® ad ab bd —a — aclz — cdys (bf —ce)rs —e

Bl M| ab ae b> be | —b—bes —ceps _ L (bf —ce)us +b
Tl x| T | ad d® ae de —d—afls—dfus | A (cd—af)rs+d
142 bd de be 2 —e—bfAs —efus (cd—af)us —e

Odatle imamo ta¢ne vrednosti nepoznatih koeficijenata

28 _ (bf —ce)dz —e _ (bf —ce)uz +b _ (cd—af) 3 +d _(ed—af)uz —a
( ) AL = , B = , Ay = , g = ———
ae — bd ae — bd ae — bd ae — bd

Pod pretpostavkom da je polazni sistem mogué, za prethodne vrednosti koeficijenata A1, p1, Az i
p2 redom 3 i 7 jednacina, kao i 4 1 8 jednacina (b-sistem), jesu ispunjene. Samim tim, dobijamo
formule resenja
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v = pieyz) = o+ YNy by et p) == YC(aN 4 du) e
+ LWt (4 4 ey + f2 + g) =5 (b3 + epiz) - y

FUC (g + fuz +1) - 2
+ 2L (pAs + qus) + L5,

y = @a(r,y,2) = y+ Pty hypertp) == (o 4 dpg) - a
d—af)ps— _
+eaD =t (do + ey + f2 + q) +al (b + eps) - y

+e=af Xy + fus +1) - 2
+al (phg + qus) + 2=

z = p3(z,y,2) = z 4+ As(ax + by + cz +p) =...= (adg+dus) =z
+us(de +ey + fz+q) +(bAs +eps) -y
+(eAs+ fus+1) -2
+(pAs + qus)-

Napomenimo da dobijene formule predstavljaju uopstene KRAMERove formule za sistem (26). Broj

nezavisnih parametara je m = p-n — p? =23 — 22 = 2 (\3, uz-parametri) jer je (bf — ec # 0) ili
(ed — af # 0). U suprotnom® ako je bf = eci cd = af dolazimo do kontradikcije sa A # 0.

Nekvadratni sistemi. Neka je A nekvadratna matrica formata kxn nad poljem
C (k # n). Pretpostavimo da je matrica A ranga p < d = max{k,n}. Razlikujemo
dva slucaja.

(¢) Neka je k < n. Dopunimo sistem (3) sa n — k nula jednac¢ina do kvadratnog
sistema. Na taj nacin ovaj slucaj sveo se na slucaj singularnog kvadratnog sistema
formata n x n.

(2¢) Neka je k > n. Pod pretpostavkom da je sistem (3) mogu¢ rang matrice
sistema A jednak je rangu proSirene matrice sistema Ab i manji je ili jednak od n.
Samim tim postoji k —n jednacina sistema koje se mogu eliminisati pomoc¢u najvise
n jednacina istog sistema. Na taj nacin ovaj slucaj svodimo na slucaj bilo regularnog
bilo singularnog kvadratnog sistema formata n x n.

Na osnovu prethodnog razmatranja i teoreme 4.5., kao doprinos, dobijamo da za
linearne sisteme vazi sledece tvrdenje.

Teorema 4.8. Neka je dat mogué sistem linearnih jednacina (3) formata k x n
i ranga p < d = max{k,n}. Opste resenje sistema oblika (4) dopusta da m =
p-n—p? parametara proglasimo za nezavisne parametre polja C. Ostali parametri se
wzrazavaju kao linearne kombinacije nad poljem C prethodnih nezavisnih parametara.

Napomena. Resavanje grupne i semigrupne funkcionalne jednacine sa konsta-
ntnim koeficijentima PRESICevim A-matricnim metodom, u paragrafima 2.2. 1 5.1.
druge celine ovog rada, svodi se na resavanje odgovarajucth linearnih sistema po-
stupkom opisanim u ovom delu.

9RAZLIKOVANJEM SLUCAJEVA c, f (:) 0
#
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5. Grupni i Drazine—ov
uopsteni Inverz matrica

5.1. Spektralni uopsteni inverzi. Indeks matrice

Spektralni uopsteni inverzi. Pod pojmom spektralnih uopstenih inverza po-
drazumevamo uopstene inverze kvadratnih matrica, koji sem nekih od PENROSEovih
jednacina:

(1) AXA=A,
(2) XAX = X,
(3) (AX)" = AX,
(4) (XA) = X4,
ispunjavaju i neke dopunske jednacine oblika:
(1) AFX A = AF,
(5) AX = XA,
(5%) APX = X AF,

za zadanu matricu A € C™" i prirodan broj k. Spektralni uopsteni inverzi opisuju
se pomocu pojma A-vektora i A\-prostora kvadratnih matrica, koji ¢e biti definisani
u narednom razmatranju.

Za kvadratnu matricu A € C"*" i prirodan broj p vektor € C" naziva se glavni
vektor stepena p matrice A, koji odgovara sopstvenoj vrednosti A € C, ako vazi:

(6) (A=XDP1 240 i (A=X)P-Z=0.

Glavni vektor stepena p matrice A koji odgovara sopstvenoj vrednosti A nazivamo
i A-vektorom. Za sopstvenu vrednost A € C, kvadratne matrice A € C"*", niz
vektorskih prostora Ker((A—XI)) C Ker((A—XI)?) C ... C Ker((A—AXI)™) C ... jeste
rastu¢i niz potprostora u odnosu na inkluziju. Pri tom posmatrani niz vektorskih
prostora je strogo rastu¢i niz do nekog prirodnog broja m, a od prirodnog broja m
jeste konstantan npr. [AK-FKOM], [AL]. Dakle, za fiksiranu sopstvenu vrednost A € C
matrice A, glavni vektori matrice stepena p ispunjavaju uslov:
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(7) 7€ Ker((A—AP)\ Ker((A—XI)P™).

Otuda, A-vektori matrice A koji odgovaraju sopstvenoj vrednosti A € C, postoje
za konacan skup vrednosti stepena p € {1,2,...,m}. Za sopstvenu vrednst A € C,
kvadratne matrice A € C™*", vektorski prostor generisan svim A-vektorima odre-
djuje A-prostor matrice A. Vektorski prostor generisan svim A-vektorima za sve
nenula sopstvene vrednosti razmatramo kao glavni nenula prostor matrice A, koji
oznacavamo ga sa R4 1 nazivamo A-prostor matrice A. Specijalno ako je 0 sop-
stvena vrednost matrice A, tada mozemo razmatrati vektorski prostor generisan
svim 0-vektorima kao glavni nula prostor matrice A, koji oznacavamo sa R4 i
nazivamo 0-prostor matrice A.

Dve matrice A, B € C"*" su spektralno inverzne matrice ako vazi:

Ae B{1,2} i BeA{1,2}
Rar=Rpx 1 Rao=Rpyo

(8)

Definisemo uopstent inverz skalara na sledeéi nacin:
AT N#£D
T )

(9) A= { 0 :A=0. }

Tada za dve matrice A, B € C"*" kazemo da su S-inverzne matrice ako je za svako
A € C ispunjen uslov: vektor & jeste A-vektor matrice A stepena p ako i samo ako
vektor ¥ jeste Af-vektor matrice B stepena p. Posebno, dve matrice A, B € C"*"
su S’ -inverzne matrice ako za svako A # 0 je ispunjen uslov: vektor 7 jeste A-vektor
matrice A stepena p ako i samo ako vektor T jeste A-vektor matrice B stepena p,
dok za A = 0 stepeni O-vektora matrica A i B nisu medusono isti.

Navodimo, bez dokaza, tvrdenje dato u [ABI-TG], kojim odredujemo pod kojim
uslovima su dve matrice S -inverzne, odnosno S-inverzne.

Teorema 5.1.1. Za kvadratnu matricu A € C™*" neka postoji prirodan broj | i
kvadratna matrica B € C™*" takva da je:

(10) B AT = AL

Tada za svaki kompleksan broj A # 0 svaki A-vektor matrice A stepena p je istovre-
meno i \~-vektor matrice B stepena p.

Indeks matrice. Za kvadratnu matricu A € C™*", najmanji nenegativan ceo
broj k takav da je rank(A*) = rank(A*!) naziva se indeks matrice A i oznacava
se sa Ind(A). Navodimo, bez dokaza, tvrdenje, dato u [SC-CM], kojim prethodnu
definiciju indeksa mozemo dati i sa jednim od ekvivaletnih iskaza datih u narednoj
teoremi.
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Teorema 5.1.2. Za kvadratnu matricu A € C"" sledeéi iskazi su medusobno
ekvivaletni:

(1) k je nagmanji nenegativan broj za koji vazi rank(A¥) = rank( A1),
(i1) k je najmanji nenegativan broj za koji vazi R(A*) = R(A*1),

(222) k je nagmangi nenegativan broj za koji matrica A ima 0-vektor stepena k,
ali nema nijedan 0-vektor stepena veceg od k.

(tv) k je najmangi nenegativan broj za koji matrica A ima minimalni polinom
oblika p(x) = 2™ + cpp12™ 1+ ..+ cpaf, 2za ¢ # 0.

Napomenimo da je matrica A € C"*" indeksa Ind(A) = 0 regularna. U daljem
razmatranju spektralnih inverza kvadratnih matrica, od posebnog interesa javlja se
prikazivanje spektralnih inverza preko minimalnog polinoma i njime odredenog ¢-
polinoma. Naime, za kvadratnu matricu A € C"*", indeksa k = Ind(A), neka je
dat minimalni polinom:

(11) w(r) = 2™ 4 cp 2™+ L+ g,

za ¢ # 0. Definisimo g-polinom:
(12) g(z) = —— - (@ e a4 L o).

Lako se proverava da vazi sledeca veza izmedu ¢ i p© polinoma:
i 1€
(13 i) = { R

_ Ck+1 I‘ZO.
Ck

Neposredna posledica formule (13) je slede¢a veza u(z) = cxz*(1 — xq(z)).

5.2. Grupni uopSteni inverz matrice

Razmotri¢emo detaljno grupni uopsteni inverz kvadratne matrice, zbog njegove
primene u reSavanju grupne funkcionalne jednacine. Za matricu A € C™*", indeksa
Ind(A) < 1, matrica A% € C**" koja je {1,2, 5}-inverz, naziva se grupni uopsteni
inverz A7. U naredna tri tvrdenja dokazujemo korektnost prethodne definicije.

Teorema 5.2.1. Za kvadratnu matricu A € C"*" ako sistem jednacina (1), (2)
i (5) ima resenje, ono je jedinstveno i ispunjava uslov Ind(A) < 1.

Dokaz. Pretpostavimo da postoje dve matrice X i Y kao reSenje sistema jednacina
(1), (2) 1 (5). Formirajmo matrice E = XA 1 F = AY. Tada vazi
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EF = XA F = AY
= X(AYA) (1) = (AXA)Y (1)
— (XA)(YA) — (AX)(AY)
= (XA)(AY) (5) = (XA)(4Y) (5)

= EF, = EF.

Odatle F = XA = AX = AY = YA = F. Samim tim, dobijamo trazeni zakljucak o
jedinstvenosti

X = XAX (2 Y = YAY (2
— EX = YF
= FX = YE
— YAKX, = YAX.

Pretpostavimo da je matrica A indeksa k = Ind(A) > 2. Neka je minimalni polinom pu(x)
matrice A, stepena m, dat formulom (11). Mnozeéi matri¢nu jednac¢inu

w(A) = A™ e 1 A™ 4 g AR =0,

grupnim inverzom A¥, na osnovu jednacina (1) i (5), dobijamo, za k > 2, matricnu
jednacinu nizeg stepena

W(A)AT = A" e, JAMT2 4 4 g AR =0,
na osnovu koje formula (11) ne odreduje minimalni polinom stepena m. Svodenjem na

apsurd, dokazano je tvrdenje teoreme. B

Teorema 5.2.2. Za kvadratnu matricu A € C™" indeksa 1 odgovarajuci q-poli-
nom matrice q(A) jeste jedan {1}-inverz matrice A. Sistem jednacina (1), (2) i (5)
ima resenje reSenje iskazano preko q-polinoma u obliku formule:

(14) A* = A(q(1)"

Dokaz. Neka je p(z) minimalni polinom matrice A i ¢(z) g-polinom matrice A. Iz
veze p(z) = c1(z — 22q(x)), gde na osnovu Ind(A) = 1 vazi ¢; # 0, zaklju¢ujemo da vazi
polinomska jedna¢ina z g(z)x = x— %,u(:z) Odatle dobijamo da je g(A) jedan {1}-inverz
matrice A

A-q(A)- A=A

Dalje, proverimo da je sa matricom A%, datom sa formulom (14), odreden jedan {5}-
inverz. Bududi da je x - g(x) = g(x) -  matrice A i ¢(A) komutiraju. Otuda je

A-A* = A2 (q(A)? = A (q(A)*- A= A% . A,

Na osnovu éinjenice da je A” jedan {5}-inverz i na osnovu ¢injenice da A i ¢(A) komutiraju
dobijamo

A A% A= A3(q(A))? = A%q(A) - Aq(A) = A- Ag(A) = A%q(A) = A.
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Analogno proveravamo da je A% jedan {2}-inverz
AF AL AF = A¥(q(A))" = AP (q(A))? - (9(A)* = A~ (g(4))" = A%,
Sveukupno, dokazano je tvrdenje teoreme. B

Sa slede¢im tvrdenjem dajemo razne formule za grupni inverz matrice.

Teorema 5.2.3. Za kvadratnu matricu A € C™", indeksa Ind(A) = 1, grupni
wverz je dat sa formulama:

(a)

(15) A* =C - (DC)™%. D,
gde je A = CD faktorizcija punog ranga matrice A sa matricama C € C" i
DeC™".
(b)
I -1
# _ Tl .
(16) A = P} ([L+QP|an[L+QP]) -[L Q.

gde su Q € C™*"™ § P e C"X" matrice odredene iz blokovske dekompozicije

A :[ ﬁli 3;; ] (A1 € C*7) na slededi nacin P = Ay Afl i Q = A A,

(©)

M

(17) AF = A (A A

Dokaz. (a) Neka je A = C - D faktorizacija punog ranga. DokaZimo da je matrica
D - C regularna. Vazi rank(D - C') < r. Sa druge strane na osnovu jednakosti rank(A) =
rank(A?), zakljuéujemo r = rank(A) = rank(A?) = rank(C - (DC) - D) < rank(D - C).
Sveukupno D - C € C*". Jednagine (1), (2) i (5) se mogu direktno proveriti. Tako npr.
vazi

A-A#.A=CD-(C(DC)2D)-CD=C-DC-(DC)?-DC-D=CD = A.

(b) Dokaz dat u tezi [RS] na osnovu faktorizacije punog ranga i formule (15). Prema
disertaciji [PS] navedena formula dovodiva je do oblika formule koju je dao G. ZIELKE
[GZ1].

(€) Koristimo teoremu 5.2.1. po kolo\j je grupni inverz jedinstven i teoremu 5.2.2. po
kojoj je jedna njegova formula data sa A# = A - (q(A))Z. Dokazimo da se formula (17) za
grupni inverz A# podudara sa prethodno navedenom formulom. Zaista

AF = AU DA = AFAZ . (A3). A2AF — AF(AF A%). (43D . (A44F) 4%
— AF A (WA DAY AAFE — AR A5 AR — (AF AP A = AF A2
_ AF A= AR n
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Napomena. U radu [GM-PS1], na osnovu faktorizacije punog ranga i formule
(15), dato je vise novih formula za grupni inverz u obliku blok matrica. Napomenimo
da je u disertaciji [PS], izmedu ostalog, dat pregled formula za grupni inverz ko-
risteci reprezentacije sa determinatama, reprezentacie pomocu JORDANove kanonske
forme, racionalne kanonske forme i u obliku blok matrica.

Kao doprinos, u analogiji sa teoremom 2.4.5., dokazujemo naredno tvrdenje koje
daje jedan dovoljan uslov za postojanje grupnog inverza.

Teorema 5.2.4. Za matricu A € C'*", neka su odredene regularne matrice

Q,P € C*" takve da je QAP = E, i pri tom neka vazi blokovska dekompozicija:

(18) QPz[%iﬁ](%eU”)

Ako je Vy € CO7X0=1) peqularna matrica, tada postoji grupni inverz u obliku blok
matrice:

I - —1
(19) A* =P. [ S 171

VT ] @
Dokaz. Polazimo od opsteg oblika {1, 2}-inverza u obliku blok matrice

o Ir Xl
X=r [XQ X2X11 @

gde su X7 € C*" ) i X, € C™)*" proizvoljne matrice. Odredimo matrice X i X5 iz
uslova da blok matrica X ispunjava matri¢nu jedna¢inu XA = AX. Vazi

— I X3 — I 0 1 _ H— I 0 _ I, X1
XA=AX = P[XQ XQXI}QQ 1{0 O}P 1=Q 1{0 O}P 1P[X2 X X1 Q.

Odatle matrica X € A{1,2} ispunjava jednac¢inu (5) akko vazi matri¢na jednacina
I, X L, 0] [L o] L X
| % e |16 0)=1 6 o[£ wn fen
Na osnovu blokovske dekompozicije (18) prethodna matri¢na jednacina moze se zapisati u
obliku

‘/1 Vv2 Ir Xl IT 0 _ Ir 0 I’!‘ Xl ‘/1 ‘/2
Vs Vi Xo XoX, 0O 0| |0 O Xy XoXy Vs Vi |°
Samim tim matrica X € A{1,2} ispunjava jednac¢inu (5) akko vazi matri¢na jednacina

Vi+VeXo) 0] | Mi+XiVs) (Va+XiVg
(Va+VaXs) O 0 0 )

koja se svodi na sistem
VaXo=X1Va AN VaXo+V3=0 A XqVi+Va=0.
Saglasno pretpostavci o regularnosti matrice Vy dobijamo formulu (19). Neposredno se

proverava da matrica odredena formulom (19) ispunjava jednacine (1), (2) i (5), tj. jeste
grupni inverz. m
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Napomena. Polazeéi od opsteg {1,2}-inverza iskazanog preko SVD-singularno
vrednosne dekompozicije matrice (paragraf 2.4.), slicno prethodnoj teoremi, moze se
dobiti odgovarajuca formula grupnog inverza, kao i odgovarajuci dovoljan uslov za
postojanje grupnog inverza.

Navedimo bez dokaza dva osnovna tvrdenja kojima se daju spektralne osobine
grupnog inverza [ABI-TG].

Teorema 5.2.5. Neka je matrica A € C**", indeksa Ind(A) = 1, slicna dijago-
nalnoj matrici, tada je grupni inverz A% jedini S-inverz matrice A.

Teorema 5.2.6. Neka je matrica A € C™*", indeksa Ind(A) = 1, tada je grupni
inverz A% jedini S-inverz matrice A u skupu matrica A{1} U A{2}.

E P—matrice. Zbog potpunosti razmatranja grupnog inverza uvodimo pojam
EP-matrice A € C"*" kao one matrice za koju vazi A* = A, Drugim recima,
kvadratna matrica je EP-matrica ako i samo ako je MOORE-PENROSEov inverz
komutativan sa samom matricom.

Za matricu A € C™" medusobni polozaj skupova!® A{1}, A{2}, A{3}, A{4},
MOORE-PENROSEovog inverza A' i grupnog inverza A% (kad postoji) dat je slede¢im
dijagramom.

A{3}

A{4)

A{1} o A#

A{2} A{5}

19 skupovi A{1}, A{2}, A{3} 1 A{4} JESU SKUPOVI SA svojstvom konacnog preseka
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Navodimo bez dokaza dva osnovna tvrdenja u vezi F P-matrica.

Teorema 5.2.7. Matrica A € C*" jeste EP-matrica ako i samo ako postoji
unitarna matrica U € C*" i reqularna matrica C € C*", tako da vazi:

(20) a-v|ofy] v

Teorema 5.2.8. Matrica A € C"*", indeksa Ind(A) = 1, jeste EP-matrica ako
i samo ako vazi N(A) = N(A*) i R(A) = R(A*).

Primer 5.2.9. Naci grupni inverz matrice

1 2 3
A=14 5 6
7 8 9

Resenje. Matrica A ima minimalni polinom sledeceg oblika u(z) = 23 — 1522 — 18z. Dakle,
matrica A je indeksa Ind(A) = 1, pa postoji grupni inverz matrice. Odredi¢emo na tri nacina
grupni inverz. Na osnovu primera 2.4.6. dodatno zaklju¢ujemo da je matrica A jedna E P-matrica.

I. Nacin. Iz minimalnog polinoma p(z) odredujemo g-polinom eksplicitno u obliku polinoma

q(x) = %x — %. Tada, prema teoremi 5.2.2. grupni inverz je dat eksplicitno u obliku matrice

-23 -1 1
2 36 6 36
O N
3 G 36

II. Naéin. U primeru 2.4.6. (I nacin) odredena je faktorizacija punog ranga sa matricama
1 2

A R P

7 8 1 0 1 2 |

Primenom formule (15), date u teoremi 5.2.3. (a), dobijamo da je grupni inverz dat u obliku
matrice

C:

—23

[
=

-1
— 36, 6 36
A*¥=C.(DC) . D=...= 30 %
36 6 36

II1. Naéin. U primeru 2.4.6. (II nacin) odredene su regularne matrice
1 0 -3 5 =2 0
P=|-21 6| i @Q=1]-2 1 0
i 0 -3 ] [ 1 -2 1 ]
takve da vazi QAP = FE,. Dalje, na osnovu blokovskog razbijanja matrice
R T v
@ [ Vs | Vy ] -3 2| -18
odredujemo podmatrice Iy = [ é ? } , X = —V2V4_1 = [ _S//g? }, X, = —V4_1V3 =[19/54 —1/9]
i X3 = X2X; = [65/108]. Primenom formule (19), date u teoremi 5.2.4., dobijamo da je grupni
inverz dat eksplicitno u obliku matrice

w

—23

s_p | L|X] . _| %
vr o[ 3

[
=

&l

D

[N O®|"—‘
gzl
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5.3. Drazine-ov uopsSteni inverz matrice

Kao uopstenje grupnog inverza matrice, ¢iji je indeks proizvoljan nenegativan
ceo broj k, uvodi se DRAZINeov uops$teni inverz matrice. Matrica A € C™*" indeksa
Ind(A) = k koja je {1*,2, 5}-inverz naziva se DRAZIN eov uopsteni inverz AP. Ako
je k = 0 DRAZINEeov inverz svodi se obi¢an inverz matrice A~! i ako je k = 1
DRAZINeov inverz svodi se na grupni inverz A%,

DRAZINeov inverz, za indeks Ind(A) > 1, u principu, ne koristi se u resavanju
grupne funkcionalne jednacine. Iz tog razloga, navodimo, bez dokaza, samo neka
osnovna tvrdenja u vezi sa DRAZINeovim inverzom, koja predstavljaju direktna
uopstenja nekih od iznetih tvrdenja u vezi sa grupnim inverzom.

Teorema 5.3.1. Za kvadratnu matricu A € C*", indeksa Ind(A) =k > 1, ako
sistem jednacina (1%), (2) i (5) ima resenje ono je jedinstveno.

Teorema 5.3.2. Za kvadratnu matricu A € C"", indeksa Ind(A) = k > 1,
ako sistem jednacina (1%), (2) i (5) ima resenje ono je iskazano preko q-polinoma u
obliku sledeée formule:

(21) AP = A¥ - (q(A)

)k—l—l

Teorema 5.3.3. Za kvadratnu matricu A € C*", indeksa Ind(A) = k > 1,
DRAZINeov inverz je dat formulom:

(22) AD — Al (A2l+1)(1) Al

za ma koji prirodni broj | > k.

Teorema 5.3.4. Za matricu A € C"", indeksa Ind(A) = k > 1, svi nula
vektori su stepena k.

Teorema 5.3.5. Neka je matrica A € C"*", indeksa Ind(A) = k > 1, tada je
DRAZINeov inverz AP indeksa Ind(AP) = 1 i pri tome su matrice A i AP jedna
drugoj S’ -inverzne.

Na osnovu PENROSEovog rada [RP1] iz 1955. godine M. DRAZIN je 1958. go-
dine, u radu [MD], uveo pojam pseudoinverza za semigrupe, odnosno asocijativne
prstene pomoc¢u sitema uslova (1%), (2) i (5) (prema [ABI-TG]). Dalje, R. CLINE
1968. godine, u radu [RC|, razmatrao je DRAZINEov pseudoinverz za matrice. Ka-
snije, S. CARADUS 1974. godine prosirio je pojam DRAZINEovog pseudoinverza
na ogranicene linearne operatore u BANACHovom prostoru. Primenu DRAZINEovog
pseudoinverza na sisteme diferencijalnih jednacina razmatrali su S. L. CAMBELL i
C. D. Meyer 1976. godine [SC-CM].
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1. Homogena grupna
funkcionalna jednatina

1.1. Saglasnost matrice sa grupom

Uvod. Neka su 6y, ..., 60, bijektivna preslikavanja nepraznog skupa S na samog
sebe, tako da skup G = {0y,...,0,} u odnosu na komporziciju funkcija (o) obrazuje
prate¢u grupu G = (G, o) reda n. Pretpostavimo da je #; neutral posmatrane grupe
G. Za polje kompleksnih brojeva C neka je F = {f : S — C} skup svih funkcija
koje preslikavaju skup S u polje C.

Pod homogenom grupnom funkcionalnom jednacinom podrazumevamo funkci-
onalnu jednacinu:

(1) ay(x) - f(01(x)) + az(x) - f(02(2)) + ... + an(z) - f(On(2)) =0,

po nepoznatoj funkciji f € F za zadane funkcije aq,...,a, € F. Broj n nazvivamo
dimenzijom funkcionalne jednacine (1). Izlozi¢emo metodu resavanja funkcionalne
jednacine (1) datu prema radu S. PRESICa [SP2] i odgovarajuéem prikazu u mono-
grafiji M. KuczMmA [MK1]. U drugoj celini, kao doprinos, primenom inverznih per-
mutacija, da¢emo jednostavnije dokaze nekih ve¢ poznatih rezultata, kao i neke nove
rezultate.

Za skup I, e {1,2,...,n} posmatrajmo n permutacija pi,...,p, : I, — I,
definisanih sa:

(2) Dij wf pi(j) =m akko 6, =600,

gde i,j,m € I,. Primetimo da se permutacije p; (i € I,,) definiSu vrednostima
permutacija indeksa pri kompoziciji bijekcija iz skupa G. 1z (2) sleduje:

(3) 92 o QJ - 9%.7
zai,j €ll,. Vazi0; = 0,00; = 0,10, = 0,00, =0,,,za1,j €[,. Samim tim vazi:
(4) piy=J 1 pa=t,

za i,j € I,. Odatle je p; identicka permutacija (jedini¢no preslikavanje). Takode
vazi asocijativnost kompozicije u slede¢em obliku:

def
(5) Pijk = DPpisk = Pipyy,-

Na osnovu prethodnog sleduje da skup P = {p1,...,pn}, u odnosu na kompoziciju
(o), obrazuje grupu p-permutacija P = (P, o) reda n.
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Za svaku permutaciju p; postoji permutacija ¢, takva da vazi:
def . . def .
(6) ax; = qK(J) =1 akko p; = pi(k) = 7,
za t,j,k € I,. Primetimo da iz vrednosti p-permutacije p,, = z, ciklicnim pome-
ranjem argumenata (z, y, z) sa desna na levo dobijamo vrednsoti g-permutacije g,, =
x. Obratno, iz vrednosti ¢g-permutacije g,, = z, ciklicnim pomeranjem argumenata
(x,y,2) sa leva na desno, dobijamo vrednost p-permutacije p,, = y. Navedeno
mozemo zapisati i sa pravilima izvodenja:

DPzy = 2 Qey = 2
(7) —_— i —
Quz = T Pza =Y

Jednakost (3) u terminima g-permutacija je data u obliku
(8) 0; o 9;1 =40

za i,j € I,. Prema pravilima izvodenja (7) iz jednakosti (4) zaklju¢ujemo da vazi:

qji»

(9) ;=7 1 qa=1,
za 1,7 € I,,. Odatle je ¢; jedini¢no preslikavanje. Buduéi da je kompozicija funkcija
asocijativna, nije tesko proveriti da skup @ = {qi, ..., ¢,} u odnosu na kompoziciju

(o) obrazuje grupu g-permutacija Q = (Q), o) reda n.

U narednom pokazaéemo da su g-permutacije inverzne p-permutacijamal®.

Lema 1.1.1. Za svaku permutaciju p; odgovarajuca inverzna permutacija je q;,
za t € I,. Grupa p-permutacija P je anti-automorfna sa grupom q-permutacija Q.

Dokaz. Na osnovu (3) i (8) sleduje da su skupovi permutacija indeksa bijekcija jedna-
ki, tj. Q = P. 1z py; = i, primenom pravila izvodenja, zakljuc¢ujemo ¢; = 1, za i € I,,. Na
osnovu asocijativnosti kompozicije, za svako j € I, zaklju¢ujemo

(Pi©i)j = Pigs; = Pgij = P15 =J = (P1); = Dpiog =Dp1.
Zmaci permutacije p; i ¢; jesu medusobno inverzne. Funkcija ® : P — (@) definisana sa:
(10) d(z) =,
ostvaruje trazeni anti-automorfizam. B

Kao doprinos, dokazujemo tvrdenje.

Lema 1.1.2. Za svako i, j, k € 1, vaZe formule kompozicija p i q permutacija:

(11a) Qkpy, = i,
(11b) qujk‘ = j7
(110) Upixpj = dij-

prEMA [DK] INVERZNE PERMUTACIJE UVEO JE H. A. ROTE 1800. GODINE
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Dokaz. (a), (b) Jednakosti direktno sleduju iz ekvivalencije (6). (¢) Vazi
=0 00y = (0500) 0 (G0 )" =000, = by,

9pikpjik Pjk

za svako 1, j, k € [,,. Odatle sleduje jednakost (11c).
Prethodne formule mogu posluziti za odredivanje g-permutacije iz p-permutacija.

Primer 1.1.3. Neka je dat polazni niz permutacija p; = (1,2,3), p2 = (2,3,1) i p3s = (3,1, 2).
Za ]4} =1 relacija (llb) glam pqul = ] (j = 1, 273) Samlm tlm pqnl = 1(: pll)a pq121 = 2(2 pgl),
Pgis1 = 3(= ps1). Odatle, o¢itavamo po prvoj koloni ¢11 = 1, 12 = 21 ¢13 = 3. Za k = 2 relacija
(11b> glasi Pqz;2 = J (] =1,2, 3) Samim tim Pgs12 = 1(: p32)7 Pgyr2 = 2(: p12)> Pgy32 = 3(: p22)'
Odatle, ocitavamo po drugoj koloni ga1 = 3, gaa = 11 ga3 = 2. Za k = 3 relacija (11b) glasi
Dqs3;3 = J (.7 =12, 3)- Samim tim Pqs13 = 1(: p23)’ Pqs23 = 2(: p33)7 Pq333 = 3(: p13)' Odatle,
o¢itavamo po tre¢oj koloni g31 = 2, g3s2 = 3 1 g33 = 1. Sveukupno odreden je niz permutacija
¢ =(1,2,3), ¢2 = (3,1,2) i g3 = (2,3,1) dobijen iz polaznog skupa permutacija zapisivanjem, u
redosledu inverznih permutacija, po kolonama.

Definisimo kvadratne matrice M}, = [af;] reda n (k € I,) po koordinatama:
L J=pir
(12) afj = .
0 1 J# Pk

Primenom ¢-permutacija formula (12) prelazi u formulu:

I a= qkj,
(13) ak =

0 : 1 75 qkj-
Na osnovu formule (12) primetimo da je i-ta vrsta matrice My sa nulama na svim
pozicijama, sem na poziciji piy. Na osnovu formule (13) primetimo da je j-ta kolona
matrice M}, sa nulama na svim pozicijama sem na poziciji gx;. Samim tim i-ta vrsta
matrice M}, jednaka je p;,-jedinicnom vektoru e, prostora R" i j-ta kolona matrice

M, jednaka je gyj-jedinicnom vektoru e, . prostora R". Odatle, za k = 1,...,n,
dobijamo eksplicitan izraz za M) matricu zapisanu po vrstama:
(14) My, = [eplk Cpop - - - epnk]—>
i eksplicitan izraz za M) matricu zapisanu po kolonama:
(15) My, = [6%1 Cpa - - €¢Ikn]l'
Primetimo da za matricu M), = [ep,, €py, --- €p,.]— 1 proizvoljni vektor kolonu
T =[xy 29 ... x,)7 vazi:
T T
(16) Mk'xT:Mk’[xl Lo wn} :[xpug Tpop """ Tpuy
Analogno, za matricu My = [e,, €q, --- €q,), 1 proizvoljni vektor vrstu 7 =

(21 zo ... xy,] vazi:
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(17) i:’-Mk:{ajl To - xn]-Mk:[qul Tgy - qun]

Progirenje jednakosti (16) i (17) za kvadratnu matricu X = [z;;], reda n, date su
matricnim jednac¢inama:

(18) My, - X = My - [zy5] = [p,5], X My, =[] - My = [ig,]-

Na osnovu prethodnih jednacina sleduju matriéne jednacine:

(19) Mt X =M (1] = [2g,,), XM= (o] - Mt = [,

Na kraju istaknimo da skup matrica M = {Mj,..., M,} u odnosu na mnozenje

matrica (-) formira grupu M-matrica M = (M, -) reda n.

Primer 1.1.4. Neka je data homogena grupna funkcionalnu jednac¢inu
ai(z) - f(01(z)) + az(x) - f(O2(2)) + a3(x) - f(O3(x)) =0
za zadane funkcije a1, a9,a3 : S — C' i nepoznatu funkciju f : S — C. Odrediti redom
grupe G, P, Q i M.

ResSenje. Na osnovu ¢injenice da postoji samo jedna grupa reda 3, tada bijekcije 6; = i :
S—85,0,:5— Sif;:5— S uodnosu na kompoziciju obrazuju cikliénu grupu G = (G, o).
Odgovaraju¢a CAYLEYeva tablica je data sa

o |6 0, 0
011607 6o 03
O | 02 03 0,
O3 | 03 01 0y

Indeksi u kompoziciji bijekcija 61, 05 i 83 odreduju grupu P = (P, o) ¢iji su elementi p-permutacije

date sa
(1 2 3 (1 2 3 (1 2 3
Pl 2 3 ) P2i\ o0 3 1 ) P33 1 2 )

Primetimo da su grupe G = (G,0) i P = (P, o) medusobno izomorfne. Dalje, na osnovu primera
1.1.3. iz p-permutacija mozemo formirati odgovarajuée g-permutacije

(1 2 3 (1 2 3 (1 2 3
“nilr o2 3 ) 2\ 3 1 2 ) B2 3 1)

Saglasno lemi 1.1.1. primetimo da je g2 = ®(p2) = p; ' i g3 = ®(p3) = p3*. Grupa Q = (Q,0)
anti-automorfna je grupi P = (P,0). Dalje, matrice My, My i M3 grupe M = (M, ) mozemo
zapisati po vrstama

M, = [ep11761721’ep31]—> = [e1, €2, €3],

M,y = [€p1276P227 6173.2]H = [62, €3, el]*ﬂ
M; = [6;0137 €pass epgg]—> = [637 €1, 62]—>a
odnosno po kolonama
Ml = [e(hl » €q129 eqw]l = [61, €2, 63]17

My = [eqzneqmaeqzs]l = [63761»62]i»

Ms = [6%176%276%3]1 = [62’63361]17
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gde su odgovarajuée vrste, odnosno kolone matrica jediniéni vektori prostora R3. Odatle

1 0 0 0 0 1
Mi=|0 1 0|, My = , My=|1 0 0 |.
0 0 1 01 0

Primetimo da su grupe Ml = (M, ) i P = (P, o) medusobom izomorfne. Pri tom su grupe G i P i

= o o
O O
(=N ]

M medusobno izomorfne i anti-izomorfne sa grupom Q. Navedeno vazi i u opstem slucaju.

Teorema 1.1.5. Grupe G = (G,0), P = (P,0o) i M = (M,-) medusobno su
izomorfne i anti-izomorfne sa grupom Q = (Q, o).

Dokaz. Grupa bijekcija G = (G,0) i grupa permutacija indeksa odgovarajuéih bi-
jekcija P = (P, o) jesu izomorfne, jer je bijekcija ¢ : G — P definisana sa ¢(0) = pi
izomorfizam. Zaista, uocimo ¢(6; o 0;) = p(6y,;) = pp,;- Samim tim vazi (pp,;)s = pijs =
Pip;s = (Pi 0 pj)s za svako s € I,. Odatle pp,; = p; o pj, na osnovu cega zakljucujemo

©(0; 00;) = pp,; = pi o pj = (i) 0 w(6;).

Dalje, posmatrajmo bijekciju f : M — P definisanu sa f(M}) = pi. Dokazimo da je f
izomorfizam grupa M = (M, -) i P = (P,0). Za dve M-matrice M; i M; vazi

eT
- - (p1opi);
epli 6T
T (p20pi);
pP2i .
M- M —| N eqy €qp e ey 1= €
{ J T a1 Cqj2 9js Iin (pr 0 pi)j
Pri N——
. S
T
- epni - eT
(Pnopi)j

Zaista, neka je za s proizvod esz - €q;, jednak je 1. Tada je g;s = pri. Odatle, po pravilima
izvodenja, dobijamo vrednost s = pj, .; = (pr 0 pi);. Sa druge strane, neka je
o -
%u
ePzt
M;-Mj =M, =| r
Prt
L e,

za neko t € I,,. Iz prethodne dve jednakosti, za svako r € I,,, zaklju¢ujemo (p, op;); = pre,
Sto je ekvivaletno sa pyp,, = prt. Odatle sleduje t = p;;, tj. dokazana je jednakost

M; - My = M,,;.
Samim tim f(M; - M;) = f(Mpz.j) = Pp; =PiOP; = f(M;) o f(M;).

Anti-izomorfizam grupa G, P, M sa grupom Q sleduje na osnovu leme 1.1.1. m

Posledica. Prethodno tvrdenje, ujedno predstavlja i dokaz opste teoreme o pre-
dstavljanju grupa pomocéu matrica u teoriji reprezentacija [DK], [MM-DC].
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Saglasnost matrice sa grupom S. PRESIC, u radu [SP2], uveo je pojam sa-
glasnosti matrice sa grupom. Kvadratna matrica B(z) = [b;;(x)], reda n, nad poljem
C jeste saglasna sa grupom G = (G, o) ako za svaku zadanu funkciju g € F matricna
jednakost:

p(01(x)) 9(61(2))
(20) @(92:(1:)) — Bl). 9(92:(96)) (z€8)
p(0n(2)) 9(6n(2))

jednozna¢no definise funkciju ¢ € F. Napomenimo da ako su kvadratne matrice
B(z) i C(z) reda n saglasne sa grupom G to su takode i matrice B(z) + C(z),
B(z)-C(z) i AC(z) (A € C), kao i jedini¢na matrica I reda n.

1.2. PreSi¢ev matriéni metod

Izlozi¢emo metod resavanja homogene grupne funkcionalne jednacine (1) koji je
dao S. PRESIC u radu [SP2] iz 1963. godine. Kao doprinos PRESICev matri¢ni metod
izlozi¢emo u terminima p i ¢ permutacija. Polazimo od funkcionalne jednacine (1)
i zamenimo redom z sa 0(z), za k € L, dobijamo n ekvivalentnih funkcionalnih
jednacina:

(21) ar(Ox(x)) - f(O1(0k(2))) + - - + an(Ok(2)) - f(On(Ox(x))) = O.

Otuda, vazi
(
[ a1(0k(2)) a2(Bk(x)) -~ an(Ok(z)) |- : =0,
odnosno

f
[ a1(0k(@))  az(0k(x)) - an(Ok(x)) |- My M " : = 0.

f Oy, (2))
Saglasno formulama (18) i (19) iz prethodne jednakosti dobijamo

f(0:1(2))
f(6(z))

[ g (Ok(2)) g, (Ok(2)) - ag,, (Ok(2)) |- :
f(0n())

Za i,j € I, uvedimo:

(22) ai;(x) = aq,;(6:(x)) (z € 9).
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Nije tesko proveriti da u tom slucaju za 4,5 € I,, vazi:

(23) a;(0;()) = ap,; () (z € 95).

Ako formiramo matricu A(x) = [a;;(x)], sistem jednacina (21) moze se zapisati u
odgovaraju¢em matri¢nom obliku:

(24) A(z) - = 0.

Uvedimo oznaku f(z) = [f(61(z)), ..., f(6,(2))]7, tada polazna funkcionalna jedna-
¢ina (1) zapisuje se u obliku ekvivalentne matri¢no-funkcionalne jednacine:

(25) Az)- f(z) =0

Homogena linearna matri¢no-funkcionalna jednacina (24) uvek je moguca i njeno
opste resenje po funkciji f S. PRESIC je dao u matricnom obliku:

—

(26) f(x) = (I = B(z) - A(z)) - g(x),
za odgovarajudi vektor g(z) = [g(01(z)),. .., g(0.(2))]T i matricu B(z) za koje vaze
uslovi:

1°. Matrica B(x), u odnosu na matricu A(z), jeste jedan {1}-inverz.

20. Matrica C(z) = I — B(x) A(zx) saglasna je sa grupom G i pri tom vektor
G(z) = [g(61(x)), ..., g(0,(x))]T zavisi od jedne proizvoljne funkcije g € F.

Primetimo ako bi koordinate vektora f (x) bile medusobno nezavisne prvi uslov'?
predstavlja jedan dovoljan uslov da formula (26) daje opste resenje matricne jedna-
¢ine (25). Na osnovu ¢injenice da se iz svake koordinate vektora f(x) moze dobiti
ma koja druga koordinata odgovarajuéim zamenama x — 6y (z) (k € I,,) drugi uslov
je dovoljan da navedeno svojstvo zadrzi vektor resenja.

U narednim tvrdenjima razmatramo uslov saglasnosti matrice sa grupom.

Teorema 1.2.1. Ako za kvadratnu matricu B(z) reda n vazi uslov:

(27) B(0y(z)) = M, - B(z) - M; %,

gde k €1, i x €8, tada je matrica B(x) saglasna sa grupom G.

126 AGLASNO TRECEM DELU PRVE CELINE
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Dokaz. Za kvadratnu matricu B(z) = [b;;j(z)] reda n formirajmo funkeciju:

(28) p1(z) = b (x) - g(01(x)) + biz2(x) - g(02(2)) + - .. + bin(x) - g(0n(2)),

gde je g € F proizvoljna funkcija. Sa matricom B(x) i funkcijom g € F, na osnovu
matri¢ne jednakosti:

p1(z) g(01(z))
(29) 902:(3”) _ Ba). 9(92.(90))
on(z) 9(On(x))

odredene su redom funkcije ¢1,¢2,...,¢n € F za koje dokazujemo vezu pp = @1 00y
(k € I,). Za matricu My, i vektor ¥ = [x1---2,]7, na osnovu formule (16), po prvoj
koordinati vazi zakljuéak My, - T = [p,, -+ @p, )T = [wg - ]T. Samim tim, mnozeéi
sa leve strane levu i desnu stranu jednakosti (29) sa matricom M} po prvoj koordinati
dobijamo

or () o1(z) g9(61())
: = M- : = My, - B(x) :
On(x) 9(On(x))
g(61(x))
= (My-B(z) M ') - M, :
9(0n(z))
9(61())
o B(0x(x)) - My, :
9(On(x))
g(gplk(w))
= B((2))- :
9(0p,,.(2))

Sveukupno po prvoj koordinati dokazana je sledeca jednakost:

(30)  wr(x) = br1(Ok(2))g(Opy,, (2)) + b12(Ok(2)) g (Opy () 4 - . 4 b1n(O1(2))g(0p,, (2))-

Ako u jednakosti (28) izvrsimo zamenu x — 0 (z), tada dobijamo
P1(0k(2)) = Y 01i(0k(2)) - 9(0: (O () = D b1i(Ok(2)) - 9(0p,, () = pr(),
i=1 i=1

za svako k € [, i x € S. Otuda, za ma koju funkciju g € F, odgovarajuée funkcije o € F
jesu jednozna¢no odredene vezom ¢ = 1 0 0 (k € I,,). Prema definiciji, matrica B(z)
je saglasna sa grupom G. m

Teorema 1.2.2. Matrica A(x) = [a;;(7)] = [ag,,(x)] saglasna je sa grupom G.
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Dokaz. Prema prethodnoj teoremi dovoljno je dokazati jednakost:
(31) A(Ox(x)) = MypA(z) My,
za svako k € I, i x € S. Sa jedne strane, prema formuli (22), dobijamo:
A0k (2)) = laij Ok (2))] = lag,; (0; © Ok(2))] = lag,; (p, (2))]-
Sa druge strane, prema formulama (18) i (19), dobijamo
My A(z) My = My[aij ()] Myt = Milaip,, (2)] = [ap,p,0 ()] = [agy,,,,, (05, (2)]-

Prema formuli (11c¢), leme 1.1.2., vazi [aqpikpjk (Opir ()] = [ag,; (Op,,,(z))]. Odatle, na osnovu
prethodne dve jednakosti, sleduje jednakost (31). m

Teorema 1.2.3. Za funkcionalnu jednacinu (1) kvadratna matrica:

(32) B(r) = & 3" Mgt A0 Bu(a)) 1,

jeste {1}-inverz matrice A(x) koji je saglasan sa grupom G, gde je AV (z) ma koji
{1}-inverz matrice A(x).

Dokaz. Proverimo da je sa matricom B(z) dat {1}-inverz matrice A(z). U dokazu
koristimo posledicu formule (31):

(*) A(z) = My P A6y () My,
zakel,ixreS. Odatle:

A@) B Alx) = A(m)(lZM;IA“)(ek(a:))Mk)A(x)

*ZA DOk (x)) My A(x)
. ( 1A(9k( ))Mk)M_lA“)(Gk(fv))Mk(M;ZlA(%(fr))Mk)

_ k
"M Ak (@) AV (84(2)) A6 (x)) M

>

—
*
~

k=1 LA (@) n
’VLM 0 n
- g S5 A

Dalje, proverimo saglasnost matrice B(x) sa grupom G. Za k € 1, i x € S vazi

B(bu(x)) = liMﬁA%j o Ou(a) M

_ *sz (M; M)~ AD(8,,,, (2)) (M; M) Mt
j=1
_ Mk(z (Mij)_lA(l)(zpjk () (MJMk)) Mk_l

j=1
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n M LA, (z)) M),
- (3 o) Vi
_ Mk(i 1A(1)7(19¢(£L‘))Mi> M:' = MyB(x) M.
Sveukupno dokazana je formulal: 1
(33) B(0k(v)) = MyB(z) M, .

Samim tim, prema teoremi 1.2.1., tvrdenje je dokazano. m

U narednom tvrdenju dajemo formulu opsteg reproduktivnog resenja homogene
funkcionalne jednacine.

Teorema 1.2.4. Za funkcionalnu jednacinu (1) neka je matrica B(x) odredena
formulom! (32). Ako je g € F proizvoljna funkcija, tada je opste reproduktivno
reSenje funkcionalne jednacine (1) dato matriénom formulom:

f(21($)) 9(21(96))
o 100D | a7
f(On(x)) 9(0n())

odnosno skalarnom formulom:
(35) Fla) = gl@) = 303 by (w)ay(@)g(6; (@)

Dokaz. Dokazujemo da je matrica C(x) = I — B(x)A(x) saglasna sa grupom G.
Zaista, prema formulama (31) i (33) dobijamo

C(Op(z)) = I—B(Gk( ) - A(Ok())

= MM, — (MyB(2)M; ) - (MyAle )Mk_)
= M(I—B(z)- A(x))M; ' = MC(x)M, ",
)

zakel,ixeS. Prema teoremi 1 2.1. matrica C'(z) saglasna je sa grupom G. Uz uslove
19., 293 C(Ox(z)) = MpC(x)M_ " (k € 1,,) formula (35) ekvivaletna je matricnoj formuli
(34) kojom je dato resenje matrlcno—funk(:lonalne jednacine (25). Otuda, koordinatnom
formulom (35) dato je resenje funkcionalne jednacine (1). Obratno, svako resenje je pred-
stavljivo u obliku formule (34), jer je posmatrana formula, prema teoremi 3.1.2. (prve
celine), reproduktivna formula. Reproduktivnost formule f(7) = (I — BA) - § mozemo
dokazati i direktno

foflg) = (I-BA)-((I-BA)-7)
= (I-BA— BA+ BABA)§
(I - BA—BA+ BA)j= (I - BA)j= f(5)

130PSTIJE KAO JEDAN {1}-INVERZ MATRICE A(z) KOJI JE SAGLASAN SA PRATECOM GRUPOM
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Saglasno napomeni 2 teoreme 1.2 (prve celine) matri¢na formula (34), odnosno koordinatna
formula (35), zadrzava-reprodukuje sva resenja funkcionalne jednacine (1). m

1.3. Metod minimalnog polinoma

U ovom paragrafu izlazemo metod reSavanja homogene grupne funkcionalne
jednacine (1) pomo¢u minimalnog polinoma koji potice od S. PRESICa [SP2].

Teorema 1.3.1. Za funkcionalnu jednacinu (1) neka matrica A(z) = [a;;(x)]
ispunjava uslov:

(36) A™() + A A" @) + .+ MA(2) =0,

za svako x € S i njime odredene koeficijente Ap,_1,..., A\ € C (A1 # 0) i prirodan
broj m > 1. Opste resenje funkcionalne jednacine (1) dato je u obliku matricne
formule:

(62(2) | 1

(37) 5 =5 (A™ () 4 N 1 A2 () + .+ M) -

gde je g € F proizvoljna funkcija.

Prema pretpostavci (36), prethodne teoreme, matrica A(x) je indeksa Ind(A(z))
= 1 za sve vrednosti x € S. Pod navedenom pretpostavkom postoji grupni inverz
A(z)# za sve vrednosti x € S. Dokazimo tvrdenje koje daje formulu opsteg resenja
preko grupnog inverza. Vazi naredno tvrdenje.

Teorema 1.3.2. Za funkcionalnu jednacinu (1) neka matrica A(z) = [a;j(x)]
ispunjava uslov (36). Neka je A(z)# grupni inverz matrice A(x) za sve vrednosti
x € S. Opste reproduktivno resenje funkcionalne jednacine (1) dato je matricnom
formulom:

f(b1(x)) g(01(z))
(38) f(92:(96)) _ (I—A(:v)#A(:n)) ' 9(92.(30))

gde je g € F proizvoljna funkcija. Pritom su, za g € F, desne strane formula opsteqg
resenja (37) i (38) jednake u svakoj tacki x € S.
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Dokaz. Primetimo da je formula (38) specijalni slu¢aj formule (26), pri ¢emu matrica
B(z) = A(z)* ispunjava uslove 1°. B(z) jeste {1}-inverz matrice A(z) kao grupni inverz
i29, B(z) jeste saglasna sa grupom G jer se izrazava, prema teoremi 5.2.2. (prve celine),
kao polinom po matrici A(x). Otuda, formula (38) jeste formula opsteg reproduktivnog
resenja funkcionalne jednacine (1). Dokazimo da se za ma koje g € F desne strane formula
(37) i (38) podudaraju u svakoj tacki = € S. Polazeéi od minimalnog polinoma pu(z) =
T4+ A1 4.+ A2, formirajmo g-polinom q(x) = —)\%(xm’Q—l—)\m_lmm’S—i—. . A2).
Prema teoremi 5.2.2. (prve celine) matrica ¢(A(z)) jeste jedan {1}-inverz matrice A(x),
koji komutira sa matricom A(x). Odatle vazi

(AN @) + A 1 A2 (@) 4+ M) = T — A(x) - q(A(x)
= I— A()q(A(@)A(2) - q(A(2))
= 1— (4@ d(A@))*) - Ax)
I—A(w)* - Aw),

za x € S. Na osnovu prethodno dokazane jednakosti sleduje tvrdenje teoreme. B

Napomena. Na osnovu dokazane jednakosti formula resenja (37) i (38) imamo
i dodatni zakljucak da je i formula opsteg resenja (37) reproduktivna.

Primer 1.3.3. Resiti funkcionalnu jednacinu

f(x1, e, x3) + f(wa, 23, 21) + f(23,21,22) =0

po nepoznatoj funkciji f = f(xy, 29, 13) : 3 — C.

ReSenje. Za X = (z1,x2,23) oznatimo sa 601(X) = (z1,z2,23), 02(X) = (z2,23,21) i
05(X) = (3,1, x2) bijekcije koje u odnosu na kompoziciju obrazuju cikli¢nu grupu G = (G, o).
Odgovarajuée grupe permutacija P = (P,0) i Q = (Q,0), kao i odgovarajuéa grupa matrica
M = (M, ), odredene su u primeru 1.1.4. Formiramo odgovaraju¢u matricu

1 11
A=1]1 1 1
1 1 1

na osnovu koje je posmatrana funkcionalna jednacina ekvivalentna sa matri¢no-funkcionalnom

jednac¢inom
11 1] [f6u) ]
11 1 || f(6a(2)) | =0
L 11 f(03(z))
Matrica A je sa minimalnim polinom u(z) = 23 — 322, dakle indeksa Ind(A) = 2. Samim tim,

u ovom sluéaju, metod minimalnog polinoma je neupotrebljiv i upotrebi¢emo opstiji PRESICev
matriéni metod. Za matricu A, ranga rank(A) = 1, jedan njen {1}-inverz'* je dat sa

)

100
A =10 0 0
00 0

“DOBIJEN 12 OPSTEG {1}-INVERZA ANULIRAJUCI SVE SLOBODNE PARAMETRE
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Odatle, prema teoremi 1.2.3, jedan {1}-inverz koji se slaze sa grupom G dat je sa formulom
1 1
B=< (MflA(l)Ml + My AD M, + M;lA(UMg) =31

Prema teoremi 1.2.4. opste reproduktivno resenje funkcionalne jednacine dato je matri¢nom fo-

rmulom
F(01(2)) 9(61(x))
10:@) | = (1-B@) A@) )| g(bs(x))
f(O3(x)) 9(05(2))
5. 8 3 9(01(x))
= —% % =3 || 9(62(x))
-3 —3 3 9(03(2)) |

odnosno, po prvoj koordinati, skalarnom formulom

1
f($17$2,$3) = g(2§($1,$27$3) - g(l‘g,xg,xl) - 9(333,1'1,332) )a

gde je g € F proizvoljna funkcija. Ako u postupku resavanja biramo opsti {1}-inverz, sa 8 me-
djusobno nezavisnih parametara, tada dolazimo do iste formule opsteg resenja. Navedeno vazi i u

opstem sluc¢aju za homogene grupne funkcionalne jednacine sa konstantnim koeficijentima.

- 2. Homogena grupna funkcionalna
jednadina sa konstantnim koeficijentima

Posmatrajmo homogenu grupnu funkcionalnu jednacinu sa konstantnim koefici-
jentima:
(1) ar - f(01(2) +as - f(B2(x) + ...+ an - f(Ba(x)) =0,

po nepoznatoj funkciji f € F za zadane konstantne koeficijente ay,...,a, € C.
Zadrzac¢emo oznake koje smo uveli u razmatranju opste homogene grupne funkei-
onalne jednacine.

2.1. PresSi¢ev matri¢ni metod

Navodimo specificnosti matricnog metoda resavanja funkcionalne jednacine (1),
prema radu S. PRESICa [SP1], za slu¢aj konstantnih koeficijenata. Ako je A = [a;;]
konstantna matrica, koja ne zavisi od x € S, tada {1}-inverz A takode ne zavisi
od x € S. Za funkcionalnu jednac¢inu (1) kvadratna matrica B = [b;;] formirana na
slede¢i nacin:

1 n
(2) B=-Y M'AW M,
i

jeste {1}-inverz matrice A koji je saglasan sa grupom G i ne zavisi od x € S. U tom

slucéaju eksplicitna formula opsteg resenja (35), navedena u prvom delu, data je u
obliku:
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byjai 11(0;(x)),

1

(3) flz) = H(rc)—ij

=11

za x € S1ill € F proizvoljnu funkciju.

2.2. Presiéev A—matriéni metod

Navodimo drugi postupak resavanja funkcionalne jednacine (1) sa konstantnim
koeficijentima koji je predlozio S. PRESIC. Ozna¢imo redom A; = f(61(x)), Ay =
f(0x(2)), ..., Ay = f(0,(x)) nepoznate vrednosti funkcije f. Funkcionalnu jednacinu
(1) mozemo predstaviti kao linearnu jednacinu:

(4) jl:CLl'A1+CL2'A2+...+CLn'An:0,
po nepoznatim vrednostima Aj, Ay, ..., A,. Izvrsimo zamenu x redom sa 6;(x),
Os(z), ..., 0,(x). Tada linearna jednacina (4) ekvivaletna je sa sistemom:
d
T ;f alApn + CLQAp21 + ...+ anApnl =0,
d
(5) Jo if alAp12 + agAp22 + ...+ anApn2 =0,
def
In = a1y, +a2Ay,, +...+an4,,, =0.

Za i,j € I, postoji k = pj;; € I, tako da je Ay, = Ay. Tada a;A,, prelazi u a,, Ay
(1,k,j = qi € I,,). Odatle u terminima g-permutacija prethodni sistem zapisujemo
u obliku:

Ji = CLQ11A1 + a’tI12A2 ..o+ athnAn =0,
(6) Jo = aq21A1 + aq22A2 + ...+ aq%An =0,
In = g, Ap+ag,, A0+ ...+ ag,,An =0.

Uvedimo matri¢ne oznake

T =15 % ... T " i A=1]A4 4 ... 4, |
Za matricu A = [a;;] = [ag,,], sistem (6) zapisujemo u obliku homogene linearne
matri¢ne jednacine:
(7) J=A -A=0.

PRESICeva A-matricna metoda zasniva se u trazenju resenja, po Ap, u slede¢em
obliku'®:

(8) Ar=A1 = MT = XJa— ... — AT,

gde su Ay, ..., A\, € C nepoznati parametri.

15k A0 U CETVRTOM DELU PRVE CELINE
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Prelazimo na odredivanje veze izmedu parametara. Primetimo da ako u k-toj
jednacini
Te = amAp,, +a2Ap, + ...+ a4y,
izvrsimo zamenu z +— 6,.(x), tada A, = f(6,, (x)) prelazi u f(6,, o 6,(x)) =
f(Op,,. () = f(Op, (x))= Ay, (i€l,). Navedenom zamenom z  0,(z), cela
k-ta jednacina Jj, prelazi u pg,-tu jednacinu 7, datu sa

r def
\7;5 ) = Topr = alprkr + CLQAPQPI@T +..F a”Aanw'

Polaze¢i od formule (8) pomoéu zamena x +— 6i(z),x +— Os(x),...,z — 0,(x)
formiramo sistem:

A = A= MTpy — MTpsr — - = MTpurs

Ay = Ay — )‘1‘-71?12 - )‘2'-71722 BEERE )‘njpnw
(9) :

An = Ay — NI = NaTss — o= AT

U terminima ¢-permutacija prethodni sistem zapisujemo u obliku:

Al — Al_)\qlljl_)\q12\72_"'_)\q1n‘7n7
(10) A2 : Az—)\qzljl _)\q22\72_"'_)\q2n‘-7n’
A, = An_)‘qnljl_)‘qij_"'_)‘qnnjn'

Samim tim, odgovarajuée reSenja matricne jednacine (7) trazimo u obliku matricne
formule:

(11) A=pM)=A-N-T=(1-AA)- A4,
gde je A matrica nepoznatih parametara koji ispunjavaju dodatne jednakosti'®:
(12) A = [Ag] = Mg,
zat,] €L,.
Iz (10) zamenom izraza za Aj, As, ..., A, u polaznu jednacinu (4) dobijamo:
ar(Ar — anqujjj) 4 as(Ag — Zn:qujjj) ot an(As — zn:Aq”ij) —0
=1

j=1 j=1
n n

— W (Al - Z Agi ZaquAT‘) t+az (A2 - Z Agja ZaquAr) t...t
j=1 r=1 j=1 r=1

n

Agjn Z ag,, Ar) =0
1 r=1

ar(Ak = Ay g, Ar) 4. 4 an(An —
j=1 r=1 7

I6NA OSNOVU KOJIH JE A MATRICA ODREDJENA ¢-PERMUTACIJAMA ELEMENATA PRVE VRSTE
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n n n
= (a1 —a Z Agi; Qg — A2 Z Ago;Qgjy — -+ — Qn Z g aqjl)Al—i—
j=1 j=1 j=1
n n n
(aQ ! Z Agi; Ggzo = G2 Z P Z )\anaqj2)A2+
=1 =1 =1
' n n n
(ak — a1 Z Agr; Gy, — G2 Z Aga;Qgjy — -+ — On Z Agn; Qs ) At
j=1 j=1 j=1
' n n n
(an — a1 Z Agi; Qg;, — A2 Z AgojGgjy — -+ — Qn Z Agn; Qg ) An = 0.
j=1 j=1 j=1
Odatle dobijamo A-sistem jednacina po parametrima Aj, Ao, ..., A,:

n n n
(Z Asaq, )A1+ (Z Asaq,, )2+ ...+ (Z asaq, )An = a1,
s=1 s=1 s=1

n n n
(Z Aslq,, ,)A1+ (Z Aslq,, )A2 + ...+ (Z Ustq, ,)An = a2,
s=1 s=1 s=1

(Z Aslq,, A1+ (Z Aslq,, A2+ ...+ (Z aslq, A0 = g,
s=1 s=1 s=1

O asag,, I+ O asag, Ira+ ...+ O asag,, ) = an.
s=1 s=1 s=1

Kao doprinos dokazujemo sledeca dva tvrdenja.

Teorema 2.2.1 (i) Matrica A = [X\;;] jeste {1}-inverz matrice A koji je saglasan
sa pratecom grupom. (tt) Ako postoji tacka xy € S, takva da za svako i € I,\{1}
vazi 0;(xo) # xo, tada je A-sistem (13) pridruZen funkcionalnoj jednacini (1) uvek
moguc 1 odreden je sa prvih n jednacina sistema:

T A1l ail
ai;r ... Qip a1l ... Qin A12 a12
(14) a1 ... Qo2p azr ... Qon : .
. . & . . ) = )
. o . . . T . . >\1n Aln
np1 ... Qnn an1 ... Qpn .
Ann Ann

Dokaz. (i) Iz formule (11), saglasno teoremi 4.1. (prve celine), matrica A jeste {1}-
inverz matrice A. Na osnovu formula (18), (19) i leme 1.1.2. paragrafa 1.1., za svako
k e 1, vazi:

(15) MAM Y = Mg Mt = [N, ] = D] = gl = A

Prema teoremi 1.2.1. sleduje da matrica A jeste {1}-inverz koji je saglasan sa grupom G.
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() U radu [SN3] pokazano je da uslov, iz pretpostavke teoreme, jeste dovoljan za za-
kljucak: jednakost (12) ekvivaletna je sa saglasnoSséu matrice A sa prateéom grupom.
Prema prethodnom delu teoreme matrica A, u odnosu na matricu A, jeste jedan {1}-
inverz. Iz AAA = A primenom tenzorske veze izmedu koeficijenata linearnog sistema
dobijamo sistem (14). Dalje, iz prvih n jednacina sistema (14) koristeéi jednakosti (12)
ili ekvivaletno uslov saglasnosti matrice sa prate¢om grupom, dobijamo A-sistem. Odatle
svaki {1}-inverz saglasan sa prateCom grupom jeste reSenje A-sistema. Prema teoremi
1.2.3. skup takvih matrica jeste neprazan skup, na osnovu ¢ega zaklju¢ujemo da je A-
sistem uvek mogu¢. m

Teorema 2.2.2. Ako postoji tacka xy € S, takva da za svako i € 1,\{1} vazi
0:(xo) # o, tada za matricu A odredenu iz A-sistema formula opsteg reproduktivnog
resenja funkcionalne jednacine (1) data je sa:

(16) f) = 1) =33 Aaall((2),

=1 j5=1
gde je Il € F proizvolyna funkcija.

Dokaz. Na osnovu prethodne teoreme A-sistem homogene grupne funkcionalne jedna-
¢ine sa konstantnim koeficijentima (1) je mogu¢. Matrica A = [\;;] odredena iz A-sistema
jeste jedan {1}-inverz saglasan sa prateéom grupom. Za proizvoljnu funkciju II € F
vratimo smene Ay = I1(61(x)), Ay = 11(02(x)), ..., Ay = I1(0,(x)) u desnu stranu formule
(11). Na taj nac¢in dobijamo jedno resenje funkcionalne jednaé¢ine (1) u matri¢nom obliku.
Na osnovu reproduktivnosti tako odredene matri¢ne formule reSenje je opste. Odatle po
prvoj koordinati opste reproduktivno resenje dato je u skalarnom obliku (16). m

Kao doprinos dokaza¢emo!” koriséenu ¢injenicu u dokazu teoreme 2.2.1. (i7) da
su jednakosti (12) ekvivaletne sa saglasnoséu matrice A sa prate¢om grupom. Dokaz
je dat prema radu S. NIKCEVIC [SN3] u terminima p i ¢ permutacija.

Navodimo, bez dokaza, naredno pomoéno tvrdenje'® za proizvoljne grupe [SN3].

Lema 2.2.3. Ako postoji tacka o € S, takva da za svako i € I1,\{1} wvaZi
0;(x0) # xo, tada za svaku funkciju ¢ : S — C iz nekog vektorskog prostora
funkcija V' vazi:

(17) Y aip(li(z) =0 <= a=...=a,=0,
i=1
za ma koji izbor skalara o, ..., c, € C 12 € 5.

17U OBLIKU TEOREME 2.2.4.
ISRANIJE DOKAZANO ZA CIKLICNE GRUPE U [BZ]
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Teorema 2.2.4. Ako postoji tacka xy € S, takva da za svako i € 1,\{1} vazi
0;(xo) # xo, tada matrica B = [b;j] € K"*" jeste saglasna sa grupom G ako i samo
ako je bij = by, (1,7 € I,).

Dokaz. Dokaz navodimo prema radu [SN3]. Neka je matrica B saglasna sa grupom
G, tada matri¢na jednakost:

p(01(x)) 116, (2))
(18) @(92:(93)) by H(Hz:(ﬂf))
p(On(x)) 110, ()

jednoznacno definiSe funkciju ¢ € F za ma koji izbor funkcije II € F. Tada po prvoj
koordinati dobijamo

o(x) = bipll(Ok(x)).
k=1
Ako izvr§imo zamenu x +— 6;(x) iz prethodne jednakosti dobijamo

@(0i(x)) =Y bixll(by,, (x)),
k=1

odnosno u terminima g-permutacija:

(19) p(0i(x)) = Y big, 11(6;(x)).-
j=1

Sa druge strane iz (18) po i-toj koordinati dobijamo:

(20) p(0i(x)) = > biiI1(0;()).
j=1

Sami tim iz (19) i (20) oduzimanjem vazi:

(21) (b1gs; — big)II(05(z)) = 0,

1

n
]:
Sto je prema lemi 2.2.3. dovoljno za zakljucak b;; = byg,; = by, (3,7 € I,).

Obratno, pri pretpostavci by; = by,; (7,j € I,), matrica B ispunjava uslov teoreme 1.2.1.
Navedeno se proverava istim postupkom kao u teoremi 1.2.3. Odatle sleduje zakljucak da
je matrica B saglasna sa grupom G. m

Narednim tvrdenjem dati su uslovi ekvivaletni pojmu saglasnosti matrice sa
grupom.

Teorema 2.2.5. Ako postoji tacka xo € S, takva da za svako i € 1,\{1} vaZi
0;(x0) # o, tada za matricu B sledeéi uslovi su ekvivaletni:
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(¢) Matrica B je saglasna sa grupom G.
(i1) Za elemente matrice B = [b;] vaZi bjj = by, (1,7 € L,).
(iii) Vazi matricna jednakost MyB My = B za svako k € 1,,.

Dokaz. (i) <= (i7) Dokazano sa teoremom 2.2.4. (¢¢) = (44%) Analogno sa
dokazom teoreme!® 1.2.2. (ii4) = (¢) Dokazano sa teoremom 1.2.1. ®

Na kraju, kao doprinos, dokazujemo da za svaki izbor A matrice, formula opsteg
reproduktivnog resenja (16) funkcionalne jednac¢ine (1) ima jednozna¢no odredene
koeficijente uz sabirke I1(6;(x)) (i € L,). Naime, vazi naredno tvrdenje.

Teorema 2.2.6. Neka postoji tacka xo € S, takva da za svako i € 1,\{1} vaZi
0i(wo) # wo. Za ma koju matricu A = [A,;] € C"", koja je {1}-inverz matrice A
saglasan sa grupom G, skalari c; = Z}‘:l Niaj; (i € I,) jedinstveno su odredeni.

Dokaz. Neka su A" i A” ma koja dva {1}-inverza matrice A saglasna sa prate¢om
grupom. Za matricu A’ formirajmo skalare a; = )\;aji (i=1,...,n)iza matricu A"
formirajmo skalare a;' =>4 )\;/aji (i =1,...,n). Formirajmo dve formule resenja

@' (1) = I(x) = 3 o(11(0:(x)

o (I1) = H(z) — Y a; TI(8;(x)),

i=1
gde je Il € F proizvoljna funkcija. Oduzimanjem prethodnih funkcija dobijamo

&' (m - (m =3 (ai —a] )H(@i(x)).
=1
Uzimajuéi za II ma koje resenje f funkcionalne jednacine (1), na osnovu reproduktivnosti
prethodnih formula resenja, vazi CID/(f) — <I>”(f) = f — f = 0. Odatle, prema lemi 2.2.3.
razmatrajudi vektorski potprostor resenja funkcionalne jednacine (1) zaklju¢ujemo oz; = a;/
zai €, m

Na kraju ovog paragrafa, pod pretpostavkom prethodne teoreme, za ma koji
izbor A matrice kao {1}-inverza saglasnog sa pratetom grupom, formula opsteg
reproduktivnog resenja funkcionalne jednacine (1) data je u jedinstveno odredenom
kanonskom obliku:

de °
(22) f =) < 1(2) = 3 aill(0i(x)),
i=1
za jedinstveno odredene skalare o; = 377 ; Ajjai; (¢ € I,) i II € F proizvoljnu

funkciju. U tre¢em delu, ove celine, dajemo kanonske oblike homogene grupne fu-
nkcionalne jednacine sa konstantnim koeficijentima za dimenzije n = 2,3, 4.

19yz KORISCENJE LEME 1.1.2. T FORMULA (18) 1 (19) PARAGRAFA 1.1.
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2.3. Metod minimalnog polinoma

Navodimo, bez dokaza, tvrdenja navedena u 1.3. koja se odnose na metod mini-
malnog polinoma u slu¢aju homogene grupne funkcionalne jednacine sa konstantnim
koeficijentima.

Teorema 2.3.1. Za funkcionalnu jednacinu (1) neka matrica A = [ag,] ispu-
njava uslov:

(23) A" 4 N A L NMA=0,

za odredene koeficijente \y_1,..., A1 € C (A1 # 0) ¢ prirodan broj m > 1. Opste
resenge funkcionalne jednacine (1) dato je matriénom formulom:

(24) / (92:(%» - All(Am1 A A2 AT - H(Ba())
£(0()) (8 () |
gde je 11 € F proizvoljna funkcija.
Teorema 2.3.2. Za funkcionalnu jednacinu (1) neka matrica A = [ag,,] ispu-

njava uslov (23). Neka je A* grupni inverz matrice A. Opéte reproduktivno resenje
funkcionalne jednacine (1) dato je formulom:

f(01(x)) 11(61(x))
(25) f(92:(fﬁ)) _ (I—A#A>- H(92:(w))
f(n(z)) 11(0n (x))

gde je Il € F proizvoljna funkcija. Pri tom su za Il € F desne strane formula opsteg
resenja (24) i (25) jednake u svakoj tacki x € S.

2.4. Metod eliminacionog polinoma

P. LANCANSTER [PL] i J. KECKIC [JK5], [JK6] razmatrali su primenu tzv.

metode eliminacionog polinoma na resavanje nekih linearnih matriénih jednacina?’.

205, PRESIC [SP4] DAO JE, UPOTREBOM TENZORSKOG PROIZVODA MATRICA, RESENJE SIRE
KLASE MATRICNIH JEDNACINA OD KLASE KOJE SU RAZMATRALI P. LANCANSTER 1 J. KECKIC
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J. KECKIC u radu [JK5] primenio je metod eliminacionog polinoma na resavanje
homogene funkcionalne jednacine sa konstantnim koeficjentima. Potpunosti radi
izlozicemo, bez navodenja dokaza, osnovne rezultate u vezi sa metodom elimina-
cionog polinoma.

Na skupu F definisimo funkciju F' = F(f) : F — F na slede¢i nacin:
(26) F(f)(x) = arf(01(x)) + ... + anf(On(2))-
Tada funkciju F?(f) = F(F(f)) mozemo odrediti na slede¢i nacin:

F(F(f))(x) = alF(f(Gl(J;)))—&—...—i—anF(f(Hn(m))
- a1<a1f(91oﬂl(x))+...+anf(9not91(x)))+

+ C.Ln (alf(91 00n(x)) + ...+ anf(bno 6"(93)))

n n

= Doy aif(0:005(2) = D7 D7 i[O, (@) = DB (0:)),

Jj=1 io=14;=1 i—1

za odgovarajuce koeficijente b§-2) € C (j €1,). Uopstem slucaju, za ma koji prirodan
broj k, funkcija F*(f) = F(F*"1(f)) moze se prikazati u obliku jednakosti:

(F) FH(f) (@) = Y0 £(6(x),

za odgovarajuce koeficijente b;k) € C (j € 1,,). Primetimo da postoji prirodan broj

p < n takav da se iz spiska jednakosti (f,), ..., (f,) eliminacijom f(0;(x)) (i € I,,)
dobija normalizovan polinom:

(27) FP 4, (\FP '+ F+ el =0,

za odredene koeficijente co, ¢1, ..., c,—1 € C. Pritome je I = I(z) = x identicko pre-

slikavanje. Prethodno odreden polinom nazivamo eliminacioni polinom homogene
grupne funkcionalne jednacine sa konstantnim koeficijentima (1). Moze se pokazati
da ako je ¢g # 0, tada je opSte reSenje trivijalno f(z) = 0. Dalje, u analogiji sa
teoremom 2.3.1., J. KECKIC je dao tvrdenje na osnovu koga se primenjuje metod
eliminacionog polinoma.

Teorema 2.4.1. Neka za funkcionalnu jednacinu (1) funkcija F definisana sa
jednakoscéu (26) ispunjava uslov:
(28) Fp—l-Cp,leil—'—...—l—ClF:O,
za odredene koeficijente c,_1,...,¢1 € C (c1 # 0) @ prirodan broj p > 1. Opste
resenge funkcionalne jednacine (1) je dato formulom:
1
(29) fla) = =(F 1 ((x)) + ot FP2 () + .. + aill(2))

&1

gde je Il € F proizvolyna funkcija.
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S. NIKCEVIC je u tezi [SN1] i u radu [SN3] razmatrala vezu metoda minimalnog
i eliminacionog polinoma. Pokazano je da pod uslovima leme 2.2.3. navedene dve
metode daju jednake formule opsteg resenja. Vazi naredno tvrdenje.

Teorema 2.4.2. Ako postoji tacka xy € S, takva da za svako i € 1,\{1} vazi
0;(x0) # o, tada minimalni i eliminacioni funkcionalne jednacine (1) medusobno se
podudaraju. Za 1l € F desne strane formula opsteg resenja date u teoremama 2.3.1
i 2.4.1 jednake su u svakoj tacki x € S.

Primetimo da je uslov jednakosti formula opsteg resenja isti kao i u teoremi 2.2.6.
kojom se utvrduje jednakost formula opsteg resenja PRESICeve matricne metode i
PRESICeve A-matricne metode. Pri tome PRESICeve matricne metode su opstije
jer uvek daju resenje, dok metode minimalnog, odnosno eliminacionog metoda su
upotrebljive samo za matrice indeksa jednakog 1. S. NIKCEVIC u tezi [SN1] i radu
[SN1] pokazala je da ako je grupa G, homogene grupne funkcionalne jednacine (1)
sa konstantnim koeficijentima, komutativna u samom redosledu primene zamena
x +— 01(x),...,z — 0,(r) mogule je uneti izmene tako da na taj nac¢in formirana
matrica A jeste indeksa I nd(ﬁ) < 1. Medutim, u opstem slucaju, tako formirana
matrica A nije saglasna sa grupom G. Odatle mozemo zakljuciti da su polinomske
metode sustinski uze od PRESICevih matriénih metoda®' za reSavanje homogene
grupne funkcionalne jednacine sa konstantnim koeficijentima.

3. Partikularni slu¢ajevi grupnih
funkcionalnih jednatina (n = 2, 3, 4)

Prema PRESICevom A-matricnom metodu mozemo govoriti o kanonskim obliku
opsteg reproduktivnog resenja homogenih grupnih funkcionalnih jednacina sa ko-
nstantnim koeficijentima. Razmotri¢emo slucajeve homogene funkcionalne jednaci-
ne sa konstantnim koeficijentima za dimenzije n = 2, 3,4. U navedenim slucajevima
sve grupe su cikli¢ne, sem u slucaju n = 4 kada se pored cikli¢ne javlja i KLEINova
diedarska grupa. Dajemo kanonske oblike opstih reproduktivnih resenja jednacina
koji se javljaju za posmatrane grupne funkcionalne jednacine. Kao doprinos da-
jemo kanonske oblike za KLEINovu funkcionalnu jednacinu. Navedeno ostvarujemo
primenom PRESICevog A-matricnog metoda.

21gTANDARDNE MATRICNE METODE I A-MATRICNE METODE OPISANE U 2.1. 1 2.2.
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3.1. Cikliéne grupne funkcionalne jednacine

Teorema 3.1.1. Homogena grupna funkcionalna jednacina sa konstantnim ko-
eficijentima drugog reda:

(1) aof(x1,22) + a1 f(xe, 1) = 0,

po nepoznatoj funkciji f = f(z,y) : S* — C, gde skup S ima bar dva razli¢ita
elementa, v zavisnosti od koeficijenata ap, € C, ima opste reproduktivno resenje
dato sa formulama:

1°. Ako vazi uslov ag = a; = 0 tada je opste reproduktivno resenje dato u obliku:

(2) f(@1, 22) = H(z1, 22).
20, Ako vazi uslov ag = —ay; # 0 tada je opste reproduktivno resenje dato u obliku:
1
(3) f(z1,22) = i(H(xlaxZ) + (22, 1)).

3%, Ako vazi uslov ag = a; # 0 tada je opste reproduktivno resenje dato u obliku:

(4) Flar,w2) = 5(TT(ar,22) ~ T, 22).

49, Ako vazi uslov a2 # a? tada je opste reproduktivno resenje dato u obliku:

(5) f(x1,32) = 0.

U prethodnom formulama (2)—(5) sa Il : S* — C' oznacena je proizvoljna funkcija.
Dokaz. Za X = (21, 72) uvedimo bijekeije i(X) = (21,72) i a(X) = (22,21). Skup G = {i, }

u odnosu na kompoziciju (o) obrazuje ciklicnu grupu G datu tablicom:

(6)

QO .0
QO = .

<. Q190

Oznacimo A = f(X) i B = f(aX), tada funkcionalna jednac¢ina (1) prelazi u jednaéinu J; =
apA + a1 B = 0. Zamenama X — ¢(X) i X — «a(X) iz prethodne jednacine dobijamo sistem:

(7) Ji =apA+a1B =0,
J2 =aoB+a1A=0,

po nepoznatim A i B. Resimo sistem (7). ReSenja trazimo u obliku formule:

(8) A= (A,B) = A+ \Ji + pulo.
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Ako u jednacini (8) uvedemo zamenu X +— «(X), tada dobijamo jednacinu:
(9) B =y(A,B) =B+ %+ puJi.

Zamenimo izraze za A i B iz prethodne dve jednacine u sistem (7). Grupisuéi faktore uz A i B,
dobijamo A-sistem po A i u:

(10) (ag + a})A + 2apa1 10 = —ao,
2apa1 A + (a + a?)p = —ay.

Matrica sistema (7) data je sa:

(11) A

I
L—

ap a1
ar Qo

Matrica A-sistema (10) data je sa:
2, 2
| ag+al  2apaq
(12) B = [ 2apa1  a} +a?
A-sistem (10), saglasno teoremi 2.2.2., dobija se iz prve dve jednacine odgovarajuéeg tenzorskog
sistema: (A®AT)A = —A. Determinanta sistema (10) je |B| = (a2 —a2)2. Razlikujemo slucajeve:

19, Ako vazi ap = a1 = 0, tada A\, u € C jesu proizvoljni elementi polja. Tada vazi: J; =
J2 = 0. Otuda je formula (8) data u obliku: A = A+ A7} + pJo = A, ¢ime dobijamo opste

reproduktivno resenje:

(13) f(z1,22) = (21, 22).
22, Ako vazi ag = —a; # 0, tada nalazimo vezu izmedu A, € C u sledeéem obliku: \ — p =
—ﬁ, odatle je A = t — i ip =t zat € C. Otuda je formula (8) data u obliku: A =

A+ (t— ﬁ)(aoA —aoB) +t(agB —apA) = A+ BT_A = 418 ¢ime dobijamo opste reproduktivno
reSenje:

(14) f(fEl,l'g) = H('rl’x2) + H(l‘Q,.’L‘l).

1

30, Ako vazi ag = a; # 0, tada nalazimo vezu izmedu \, u € C u sledeéem obliku: A4y = fﬁ,

odakle je A =t — 5 i y = —t, za t € C. Otuda je formula (8) data u obliku: A = A + (t —

2(10
ﬁ)(aoA +aoB) —t(apB + agA) = A — B—erA = A*TB, ¢ime dobijamo opste reproduktivno resenje:
I ) -1 )

(15) flar,) = St oLt

49, Ako vazi a3 # a3, tada nalazimo vrednosti: \ = faga_“af ip= aga_la%. Otuda je formula (8)
data u obliku: A = A— "~ - (agA+a1B) + ="~ - (agB+a1A) = 0, ¢ime je opste reproduktivno

0 1 0 1

reSenje trivijalno:
(16) f(xth) =0.

Sveukupno dokazano je tvrdenje. B

Primenom PRESICevog A-matricnog metoda kanonske jednacine za dimenzije
n = 3,4 izvode se analogno sa prethodno razmotrenim slu¢ajem za dimenziju n = 2.
Navodimo, bez dokaza, odgovarajuca dva tvrdenja data u disertaciji [BZ].
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Teorema 3.1.2. Homogena grupna funkcionalna jednacina sa konstantnim ko-
eficijentima treceqg reda:

(17) aof (1,2, x3) + a1 f (22, T3, 1) + ao f (w3, 21, 22) = 0,

po nepoznatoj funkciji f = f(x,y,2) : S — C, gde skup S ima bar dva razlicita
elementa, u zavisnosti od koeficijenata ag12 € C, ima opste reproduktivno resenje
dato sa formulama:

19, Ako vazi uslov ag + a1 +as = 0 i (ag — a1)? + (ay — a2)? + (ay — ap)? = 0 tada
je opste reproduktivno resenje dato u obliku:

(18) f(@1, 2, 23) = (21, 22, 23).
20, Ako vazi uslov ag +ay +as = 0 i (ag — a1)? + (a1 — a2)? + (az — ag)? # 0 tada je

opste reproduktivno resenje dato u obliku:

1
(19) f<$1,$2,$3) - g(H(l’l,.’EQ,fU:g) + H(I'Q, .%'3,.%1) + H($37$17x2))-

3. Ako vazi uslov ag + ay + as # 0 i (ag — a1)? + (a1 — a2)? + (a2 — ag)? = 0 tada je
opste reproduktivno resenje dato u obliku:

1
(20) f(z1, 20, 23) = §(2H(9€17$2,9«"3) — (w2, z3, 71) — (23, 71, 72)).

40, Ako vazi uslov ag + ay +ag # 0 i (ag — a1)* + (a1 — a2)* + (ag — ag)* # 0 tada je
opste reproduktivno resenje dato u obliku:

(21) f(:L’l,:L’Q,J,‘g) = 0.

U prethodnom formulama (17) — (21) sa 11 : S — C' oznacena je proizvoljna
funkcija.

Teorema 3.1.3. Homogena grupna funkcionalna jednacina sa konstantnim ko-
eficijentima ceturtog reda:

(22) aof(z1, 22, w3, 24) + a1 f (x2, 23, X4, 1) + a2 f (v3, 4, X1, T2) + a3 f (T4, 21, T2, T3) = 0,

po nepoznatoj funkciji f = f(x,y,z,w) : S* — C, gde skup S ima bar dva razlicita
elementa, u zavisnosti od koeficijenata ag 123 € C, ima opste reproduktivno resenje
dato sa formulama:

19, Ako vazi uslov a; = —ag, as = ag, ag = —ag, ag # 0 tada je opste reproduktivno
resenje dato u obliku:

(23) flzy, 29, 23,20) =

H(Z‘l,l‘Q, SE3,QJ4) + %H(IQJ X3, T4, xl)
(x5, 24, 21, 22) + $1(24, 21, T2, T3).

NSNS
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20, Ako vazi uslov (ag — a1)? + (ay —az)* # 0 i a; + a3 = —(ag + az) # 0, tada
je opste reproduktivno resenje dato u obliku:

(1‘1, Lo, T3, .’L’4) + lH('IQv T3, T4, ':Cl)
4

(24> f(l’1,$2,$3,374) =
(l’g, Ty,Tq, 1‘2) + iH(.ﬁIM, T1, T2, .273)

IT
+ ;I

NN

3%, Ako vaZi uslov ay = a1 = ay = as # 0, tada je opste reproduktivno resenje
dato u obliku:

(l‘b Lo, T3, m4) - iH(fEQ, T3, Tyq, :L‘l)

(25) f<$1,$2,$3,174) - ]
(5763,334,11?1, 5U2) - ZH($4,ZE1, L2, 933)-

s | OO

II
II
49, Ako wvazi uslov ag + ay = ay +asz # 0 i (ag — az)? + (a1 — a3)? # 0, tada je

opste reproduktivno resenje dato u obliku:

(:U27 X3, T4q, xl)
(x47 X1, T2, .Tg).

(.Tl, X2, T3, x4) -

f(x17x27x37x4> - H
26
( ) H($3;$4,$1,$2) -

_|_

W [ s [

1

%H

il
5%, Ako vazi uslov ay = a1 = as = as = 0, tada je opste reproduktivno resenje

dato u obliku:

(27) f(xth)x?)aIZl) - H<x17x27'x37$4)'

6°. Ako wvazi uslov ag +ay = 0 1 a1 +az = 0 i a2 + a2 # 0, tada je opste
reproduktivno resenje dato u obliku:

(28) f(xla $2,$3,I4) = %H(ZE17$27$37 1'4) + %H(Jf3,l'4, :L‘17x2)‘

70, Ako vazi uslov (ag + az)? — (a1 + a3)* # 0 i ag = ay 1 a1 # ag, tada je opste
reproduktivno resenje dato u obliku:

(29) (w1, 29, 03, 24) = %H(Il,i@,xs,%) - %H($3,$4>$1,£B2)-

8. Ako vazi uslov (ag + a2)? — (a1 +az)* # 0 i (ag — az)? + (a; — a3)* # 0, tada
je opSte reproduktivno resenje dato u obliku:

(30) f<x1,$2,$3,$4) = 0.

U prethodnom formulama (22) — (30) sa II : S* — C oznacena je proizvolina
funkcija.
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3.2. Klein-ova grupna funkcionalna jednacina

Odredimo sve kanonske oblike opstih reproduktivnih resenja za KLEINovu ho-
mogenu grupnu funkcionalnu jednacinu, sa konstantnim koeficijentima:

(31) aof(z1,m2, w3, 4) + a1 f (2, x1, T4, x3) + ao f (x3, T4, T1, T2) + a3 f (w4, T3, T2, 31) = 0,

po nepoznatoj funkciji f = f(x,y,2,w) : S* — O, u zavisnosti od koeficijenata
apa23 € C. Za X = (x1,29,23,24) uvedimo bijekcije 01(X) = (z1, 2, x3,74),
O:(X) = (z2, 21,24, 23), O3(X) = (23,24, 21,22) 1 04(X) = (24,23, 22,21). Tada
KLEINovu funkcionalnu jednacinu (31) zapisujemo u obliku:

(32) a0 f(62(X)) + a1 - f(62(X)) + az - f(B3(X)) + a3 - f(64(X)) =0,

Skup bijekcija G = {6y, 0,053,604} u odnosu na kompoziciju (o) obrazuje KLEINovu
grupu reda 4:

o |6 0 05 6
011601 65 03 04
(33) O | 0 61 04 65
031035 64 61 065
04|04 03 6o 04

Pri tome je 6; neutral KLEINove grupe G = (G, 0). Ako oznac¢imo A = f(0,(X)),
B = f(02(X)), C = f(65(X)) 1 D = f(04(X)), tada funkcionalna jednacina (32)
zamenama: X — 61(X), X — 05(X), X — 05(X) 1 X — 64(X) prelazi u sistem:

J1 = agA+ a1 B + axC + a3D =0,
jg = a0B+a1A+a2D+a30 = 0,
T3 = agC + a1D + ay A+ asB = 0,
Ji = apD + a1C + asB + a3A = 0,

po nepoznatim A, B, C'i D. Matrica sistema (34) je data sa:

(34)

ap aip az as
ayp ap az az
az az ap ag
az a2 air Qo

(35) A=

Determinanta matrice A je data sa:

A:’A‘ = (a0+a1—|—a2—|—a3)-(a0+a1—a2+a3)-
(ap + az —ay — az) - (ag + ag — a3 — as).

(36)

Resenja sistema (34) trazimo u obliku formule:

(37) A=A+ M+ T+ AT + A\ Ja.
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Ako u jednacini (37) uvedemo redom zamene X +— 65(X), X — 03(X) 1 X — 64(X)
tada dobijamo jednacine:

(38) B =B+ M7+ AT+ ATy + MTs,
(39) C=CH+MTs+ XNTs+ AT + Mo,
(40) D =D+ MNJs+ T+ X3 Jo + M.

Zamenimo izraze za A, B, C'i D iz prethodne ¢etri jednacine u sistem (34). Tada,
grupisudi faktore uz A, B, C'i D, dobijamo A-sistem po A1, Ag, A3 1 A4

—aop,

—ai,

—az,

—as.

2(apaz + a1a3z)A1 + 2(aoas + araz) X2 + (a2 + a2 + a2 + a2) A3 + 2(apa1 + azas

(a + a} + a3 + aZ) A1 + 2(apa1 + a2a3) A2 + 2(aoaz + a1a3)Az + 2(aoas + aiaz
(41)
2(aoas + a1a2)A1 + 2(aoas + a1az) A2 + 2(aoa1 + a2az)As + (a2 + a? + a2 + a3

A4
2(apa1 + azas) A1 + (a2 + a? + a2 + a2) X2 + 2(apas + araz) A3 + 2(agaz + arasz) A4
)M
A4

Matrica A-sistema je data sa:

(a2 + a2 + a2 + a?) 2(apa1 + azas) 2(apaz + aias) 2(apas + aiaz)
(42) B- 2(apa1 + aza3) (aZ + a2 + a2 + a?) 2(aoas + aia2) 2(apaz + aia3)
2(apaz + aias) 2(apas + aiaz) (a% + a? + a% + a%) 2(apa1 + azas)

2(apasz + aiaz) 2(apas + aiaz) 2(apa1 + azas) (a2 +a? + a2 + a?)

A-sistem (41), saglasno teoremi 2.2.2., dobija se iz prve Cetiri jednacine tenzorskog
sistema: (A ® AT)A = —A. Determinanta sistema (41) je [B| = A2

Na osnovu prethodnog razmatranja kao doprinos u mogucénosti smo da dokazemo
naredno tvrdenje.

Teorema 3.2.1. KLEINova funkcionalna jednacina (31) po nepoznatoj funkciji
f=flz,y,z,w): S* — C, gde skup S ima bar dva razli¢ita elementa, u zavisnosti
od koeficijenata ap 123 € C, 9ma opste reproduktivno resenje u jednim od narednih
oblika (43) — (58), pri éemu razlikujemo slucajeve:

19. Ako vazi A # 0, tada je opste reproduktivno resenje trivijalno:
(43) f($1,$2,$3,1‘4) =0.

20, Ako vaziag = —a1—as—ag i a1+as, as+as, az+a; # 0, tada je opste reproduktivno
resenje dato sa:

(44) f(z1,20,23,24) = 3(W(z1, 22,23, 24) + (21, 22, T4, 73)+
I(zs, x4, 21, 22) + (24, 23, T2, 21)).

30, Ako wva%i ag = —ay + as + a3 i —a1 + ag, as + az, a3 — a; # 0, tada je opste
reproduktivno resenje dato sa:

(45) fler,2o,25,24) = (21,22, 23, 24) + (21, T2, 4, 73) —
(3, 24,21, 22) — (24, 23, 22, 71)).
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49, Ako vazi ag = a1+as—as i a1+ag, as—as, —az+ai # 0, tada je opste reproduktivno
resenje dato sa:
(46) flxr,20,25,24) = (21,22, 23, 24) — (21, T2, 4, 73) —
(x3, x4, x1, x2) + (24, 23, T2, 71)).
50, Ako vaziag = a1 —as+as i a1 —as, —as+as, az+a; # 0, tada je opste reproduktivno
resenje dato sa:

(47) f(xlax25$3ax4) - %(H($1,$2,$3,ﬂ?4) *H(I1,$2,$4,CE3)+
H(.Q?g, T4,T1, .I'Q) — H(.%'4, xr3,T2, xl))
6°. Ako vaZi ag = —ag, a1 = —as i |a1| # |as|, tada je opste reproduktivno resenje dato
sa:
1
(48) f(.Tl, 'I27 $37 ,174) — §(H($17 $27 'CL‘37 .’1,'4) + H(ﬂf4, x3a ',1725 'Il))
70. Ako vaZi ag = —a1, a3 = —as i |ay| # |az|, tada je opste reproduktivno resenje dato
sa:
1
(49) f(z1, 9,23, 74) = i(ﬂ($1,$27$37$4) + (2, 21, 14, 73)).
80. Ako vaZi ag = —asa, a3 = —ay i |a1| # |az|, tada je opste reproduktivno resenje dato
sa:
1
(50) f(z1, 9,23, 74) = §(H($171’2,JJ37$4) + (23, 24, 71, 72)).
90, Ako vaZi ag = ag, a3 = ay i |a1| # |as|, tada je opste reproduktivno resenje dato sa:
(51) @y, w2, 23, 24) = 5 (W21, 22, 25, 04) — (23, 24, 21, 22)).

10°. Ako vazi ag = a3, a1 = ag i |az| # |as|, tada je opste reproduktivno resenje dato
sa:

1
(52) f(x1, 20,23, 24) = §(H($1’$2,$3,$4) — (xg, 23, 22, 21)).

11°. Ako vazi ag = a1, az = ag i |a1| # |az|, tada je opste reproduktivno resenje dato
sa:

[

(53) f($1,$2,$3,$4) - §(H( 1356271‘37‘%‘4) - H($2,$1,$4,ZE3)).

120, Ako vaZi ag = a; = —az = —az i |ag| # 0, tada je opste reproduktivno resenje
dato sa:
(54> f(x1,$2,$3,$4) = %(31_[(%1,.7}2,.7}3,1‘4) — H($1,$2,$4,x3)+

(3, 24,21, 22) + (24, 23, 22, 21)).

13%. Ako vaZi ag = —a; = az = —as i |ag| # 0, tada je opste reproduktivno resenje
dato sa:
(55) f(@1,20,x3,24) = 3(3I(z1, 20, 3, 24) + (21, T2, 24, 23)—

H(33‘3, T4,21, .7}2) + H($4, x3, T2, 33‘1))
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14°. Ako vaZi ag = —a; = —as = az i |ag| # 0, tada je opste reproduktivno resenje
dato sa:
(56) flxr, w9, m3,w4) = BI(x1, 32, w3, 24) + (21, 32, 74, 23)+

(z3, x4, z1, 22) — (24, 23, T2, 21)).

15%. Ako vaZi ag = a1 = as = a3 i |ag| # 0, tada je opste reproduktivno resenje dato
sa:

(57) f($1,$2,$3,$4) — i(3ﬂ($1,$2,$3,$4) - H($1,$2,$4, .’Eg)*
H(.’E3,$4,[E1,.’E2) - H(LL'4,.'L'3,ZL’2,.%'1)).

16°. Ako vazi ag = a; = as = a3 = 0, tada je opste reproduktivno resenje dato sa:
(58) f21, 20, 23, 4) = (21, 22, 73, 24).

U prethodnim formulama (43) — (58) sa 11 : S* — C oznacena je proizvolina
funkcija.

Dokaz. Ako je A # 0 tada homogeni sistem (34) ima samo trivijalna resenja i vazi formula
(43) koja se javlja u sluéaju 19. Dalje, pretpostavimo da je A = 0. Prema formuli (36) moguéi su
slededi slucajevi:

(2) ap+ a1 4+ a2 4+ a3 = 0. Pretpostavimo da je ap = —a; — aa — az # 0. ReSavajudi
odgovarajudi sistem (41) dobijamo reSenje u obliku:

A = ot
_ 2a;+as+asz
(59) A2 = 4(a1+az)(ai+as)’
A = t— ai1+2az+4as
3 4(a1+az2)(az+asz)’
A = {_ ai1taz+2ag
4 4(a1+az)(az+asz)’

pod dodatnim uslovom: a; +as # 0ia; +az #0ias+az#0 (t € C). Tako dolazimo do slucaja
20. 1z (37) i (59) nalazimo:

1
A=A+ NI+ do+ X33+ N ds=... = 1(A+B+C+D)
Odatle nalazimo opste reproduktivno resenje u obliku formule (44). Komplementaran slucaj
prethodnom je a9 = —a; —as —az # 01 (a1 +ay = 01ili a3 + az = 0 ili ag + a3 = 0),
odnosno (ap = —a; —ag —az #01ia; +as =0)ili (ap = —a; —as —az # 01 a1 +az = 0)
ili (ap = —a1 —ag —ag # 01 az + a3 =0). Samim tim imamo moguénosti:
a) (ap = —a; —az —az # 01 ay + ax = 0), tada za (ag,a1,a2,a3) = (—as,a1,—ay,a3) iz

odgovarajuéeg sistema (41) dobijamo resenje u obliku:

)\1 = tl)
AQ = tQ;
(60) Ng = by + g

(A2 _2)
2(aj—a3)’

A = t1+ﬁ’
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pod dodatnim uslovom: |a;| # |as| (t1,t2 € C). Tako dolazimo do sluéaja 6°. Iz (37) i (60)
nalazimo:

1
A:A+)\1J1+>\2J2+)\3J3+>\4J4:...:§(A+D).

Odatle nalazimo opste reproduktivno resenje u obliku formule (48). Ako je a1 = —ag, tada za
(ao,a1,a2,a3) = (a1,a1,—a1,—a1) (a1 # 0). Iz odgovarajuceg sistema (41) dobijamo reSenje u
obliku:

)\1 - tl’
Ay = to
61 ’
(61) Az = s,
Ai = ity —t3+ oo,

za t1,te,t3 € C. Tako dolazimo do sluéaja 12°. Iz (37) i (61) nalazimo:

1
A=A+ MJi+Xada+ X33+ A\gdy=...= Z(3A*B+C+D)

Odatle nalazimo opste reproduktivno resenje u obliku formule (54). Ako je a; = ag, tada za
(ag,a1,az2,a3) = (—ay,a1,—ai,a1) (a1 # 0) iz odgovarajudeg sistema (41) dobijamo resenje u
obliku:

A=t

)\2 - t2’
(62) A3 = ts,

Ay = tl*t2+t3*ﬁa

za t1,te,t3 € C. Tako dolazimo do sluéaja 13°. Iz (37) i (62) nalazimo:
1
A=A+MJi+Xado+ X33+ A\ady=...= Z(3A+B—C+D)

Odatle nalazimo opste reproduktivno resenje u obliku formule (55). Ovim je kompletiran razma-
trani slucaj.

b) (ap = —a1 —az —a3z # 01 a; + a3 = 0), tada za (ag,a1,a2,a3) = (—az,a1,a2,—ay) iz
odgovarajuceg sistema (41) dobijamo resenje u obliku:

/\1 = tl,
AQ == tz,
63 _ a
( ) )\3 - tl + 2(a§ia§)7

A o= t2+m7

pod dodatnim uslovom: |a;| # |az| (t1,t2 € C). Tako dolazimo do sluéaja 8°. Iz (37) i (63)
nalazimo:

1
A:A+)\1J1+)\2J2+A3J3+A4J4:...:§(A+C).

Odatle nalazimo opste reproduktivno resenje u obliku formule (50). Ako je a1 = —aq, tada za
(ao, a1, az2,a3) = (a1, a1, —a1, —a1) (a1 # 0) tada odgovarajuceg sistema (41) ima resenje u obliku
formule (61). Tako dolazimo do slu¢aja 12°. i opste reproduktivno resenje je dato u obliku formule
(54). Ako je a1 = ag, tada za (ag, a1, a2,a3) = (—a1,a1,a1, —a1) (a1 # 0) iz odgovarajuéeg sistema
(41) dobijamo resenje u obliku:
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>\1 = tlv
A2 = g,
(64) N = s,
Ay = —t1+t2+t3+ﬁ,

za t1,te,t3 € C. Tako dolazimo do sluéaja 14°. Iz (37) i (64) nalazimo:
1
A=A+ NJi+Xodo+ X335+ Js=... = Z(3A+B+C_D)

Odatle nalazimo opste reproduktivno resenje u obliku formule (55). Ovim je kompletiran razma-
trani slucaj.

c) (ap = —a; —as —az # 01 as + as = 0), tada za (ag,a1,a2,a3) = (—a1,a1,a2, —az) iz
odgovarajuceg sistema (41) dobijamo resenje u obliku:
)\1 = tl)
— ai
(65) A= -y
Ay = ta,
Moo= bty

pod dodatnim uslovom: |ai| # |as| (t1,t2 € C). Tako dolazimo do slucaja 7°. Iz (37) i (65)
nalazimo:

\ =

A=A+ J1+ Xado + Asds + M\ Jy =

O N

(A+ B).
)-

Odatle nalazimo opste reproduktivno resenje u obliku formule (4 Ako je a3 = —as, tada za
(ag,a1,a2,a3) = (—a1, a1, —ai,a1) (a1 # 0) odgovarajuéi sistem (41) ima resenje u obliku formule
(62). Tako dolazimo do slucaja 13°. i opste reproduktivno resenje je dato u obliku formule (55).
Ako je a1 = aso, tada za (ag,a1,a2,a3) = (—a1,a1,a1,—ay) (a1 # 0) tada odgovarajuceg sistema
(41) ima resenje u obliku formule (64). Tako dolazimo do slu¢aja 14°. i opste reproduktivno resenje
je dato u obliku formule (55). Ovim je kompletiran razmatrani slucaj.

U slucaju da je ag = 0 <= a1 + a2 + as3 = 0 razmatranje se vrsi analogno sa prethod-
nim slucéajevima a) — ¢). Uvedimo zamenu a; = —as — as. Na taj nac¢in vazi: (ag,a1,as,a3) =
(0,a1,az,a3) = (0,—ay — as, as, az). Odgovarajudi sistem (41) ima resenja u obliku:

A=t
A = t+ as+tas
(66) 2 4a2a&327
Az = t+ 4az(az+az)’
— as
)\4 - t + 4as (a2+a3) )

pod dodatnim uslovom: as # 0ias # 01ias+as # 0 (¢t € (C). Tako dolazimo do slucaja
20, Komplemetarni uslov: (ag, a1, as,az) = (0, —as,0,a3) (a2 = 0) predstavlja slucaj 8°, odnosno
(ag,a1,az2,a3) = (0,—az,a2,0) (a3 = 0) predstavlja slucaj 6°, odnosno (ag,a,az,a3) = (0,0,
as, —as) (az+az = 0) predstavlja slucaj 7°. Posebno ag = a; = as = a3z = 0 predstavlja slucaj 16V.
Samim tim, tako dobijeni slu¢ajevi dovode do opstih reproduktivnih reSenja iz navedenog spiska
10, — 16°.

(221) aqg + a1 — a2 — az = 0. Pretpostavimo da je ag = —a; + az + ag # 0. ReSavajudi

odgovarajuéi sistem (41) dobijamo resenje u obliku:

A1 =t

_ —2a1+as+a

(67) N

A3 = —t— g2—a3

3 4(a1—az)(az+asz)’
A4 = —t— a1 —az—2a3

4(a1—az)(az+as)’
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pod dodatnim uslovom: a; —as #0ia; —as #0ias+as#0 (t € (C). Tako dolazimo do slucaja
3. 1z (37) i (59) nalazimo:

1
A=A+ NI+ doa+ X33+ N ds=... = Z<A+B_C_D)
Odatle nalazimo opste reproduktivno resenje u obliku formule (45). Komplementaran slucaj
prethodnom je a9 = —a; + a2 +asz # 01 (a1 —ag = 01ili a7 —ag = 0 ili ax + a3 = 0),
odnosno (ag = —a; +as+as #0ia; —ag =0)ili (ag = —a; +az+az #01ia; —az = 0)
ili (ag = —a1 4+ az+ a3 #01iaz+az=0). Samim tim imamo moguénosti:
a) (ap = —a1 +az+as # 01 a1 —ax = 0), tada za (ag,a1,a2,a3) = (as,a1,a1,a3) iz

odgovarajudeg sistema (41) dobijamo resenje u obliku:

A=ty
A2 = o,
(68) )\3 - tg + W,

Moo= bt Gy

pod dodatnim uslovom: |a;| # |as| (t1,t2 € C). Tako dolazimo do sluéaja 10°. Iz (37) i (68)
nalazimo:

1
A:A+)\1J1+/\2J2+)\3J3+)\4J4:...:i(AfD).

Odatle nalazimo opste reproduktivno resenje u obliku formule (52). Ako je a1 = —ag, tada za
(ao, a1, az2,a3) = (—a1,a1,a1,—a1) (a1 # 0) odgovarajuéi sistem (41) ima resenje u obliku formule
(64). Tako dolazimo do slucaja 14°. i opste reproduktivno resenje je dato u obliku formule (55).
Ako je ay = as, tada za (ag,a1,a9,a3) = (a1,a1,a1,a1) (a1 # 0) iz odgovarajudeg sistema (41)
dobijamo resenje u obliku:

>\1 = tlv
69 ’
(69) Az = s,
A = —t—ty—ty— g,

za t1,te,t3 € C. Tako dolazimo do sluéaja 15°. Iz (37) i (69) nalazimo:
1
A=A+ NJ1+Xodo+ X335+ My = ... = Z(?)A—B—C—D).

Odatle nalazimo opste reproduktivno resenje u obliku formule (56). Ovim je kompletiran razma-
trani slucaj.

b) (ap = —a1 +ay +asz # 01 a; —ag = 0), tada za (ag,a1,a2,a3) = (az,a1,a2,a1) iz
odgovarajuéeg sistema (41) dobijamo resenje u obliku:

)\1 = {1,
)\2 = t27
70 - _ a
(70) X = —t+ oo,
)\4 = 71527 21

2(a2—a2)’

pod dodatnim uslovom: |aj| # |az| (ti1,t2 € C). Tako dolazimo do slucaja 9°. Iz (37) i (70)
nalazimo:

1
A=A+/\1J1+)\2J2+)\3J3+/\4J4:...:i(A—C).
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Odatle nalazimo opste reproduktivno resenje u obliku formule (51). Ako je as = ag, tada za
(ag,a1,a2,a3) = (a1,a1,a1,a1) (a1 # 0) odgovarajuéi sistem (41) ima reenje u obliku formule
(69). Tako dolazimo do slucaja 15°. i opste reproduktivno resenje je dato u obliku formule (56).
Ako je ag = —as, tada za (ag,a1,a2,a3) = (—a1,a1,a1,—ay) (a1 # 0) odgovarajuéi sistem (41)
ima resenje u obliku formule (64). Tako dolazimo do slucaja 14°. i opste reproduktivno resenje je
dato u obliku formule (55). Ovim je kompletiran razmatrani slucaj.

c) (ap = —a1 + as + ag # 01 as + ag = 0), tada za (ag,a1,a2,a3) = (—a1,a1, a2, —az) tada
odgovarajuéi sistem (41) ima resenje u obliku formule (65). Tako dolazimo do slucaja 7°. i opste
reproduktivno resenje je dato u obliku formule (49). Ovim je kompletiran razmatrani slucaj.

U slucaju da je ap = 0 razmatranje se vrsi analogno sa prethodnim sluc¢ajevima a) — b). Tako

dobijeni sluc¢ajevi se intepretiraju sa odgovarajuéim sluéajevima iz navedenog spiska 1°. — 16Y.

(#3%1) aq — a1 — az + az = 0. Pretpostavimo da je ag = a; + az — az # 0. ReSavajuéi
odgovarajudi sistem (41) dobijamo reSenje u obliku:

A=t
o 2a1+as—as
(71) )\2 = —t+ 44(111_5?22)?(13 —3a1) )
_ a1+2ax—asz
Az =t 4(a1+az)(az—az)’

A4 = t+ 4(a21j;1?§(_aiaja2) ’
pod dodatnim uslovom: a; +as #0iaz—as #0iaz—ay #0 (t € (C). Tako dolazimo do slucaja
4% 1z (37) i (71) nalazimo:

1
A=A+/\1J1+/\2J2+)\3J3+)\4J4=...ZZ(A—B—C—I—D).

Odatle nalazimo opste reproduktivno resenje u obliku formule (46). Komplementaran slucaj
prethodnom je ag = a1 +as —as # 01 (a3 + ag = 0 ili a3 — az = 0 ili a3 — az = 0), odnosno
(ao =a1+az—as 75 Oiai+as = 0) ili (ao =a14+az—az3 #0iaz—as = 0) ili (ao =a1+az—as 75 0
iag —a; =0). Samim tim imamo moguénosti:

a) (ag = a1+as—asz #01a;+as =0), tada za (ag, a1, az2,a3) = (—as, a1, —ay,as3) ilai| # |as]
odgovarajuéi sistem (41) ima resenje u obliku formule (60). Tako dolazimo do slucaja 6°. i opste
reproduktivno resenje je dato u obliku formule (48). Ako je a; = —as, tada za (ag,a1,a2,a3) =
(a1,a1,a1,a1) odgovarajuéi sistem (41) ima reSenje u obliku formule (69). Tako dolazimo do
slucaja 15%. i opste reproduktivno resenje je dato u obliku formule (56). Ako je a; = as, tada
za (ap,a1,a9,a3) = (—ay,a1, a1, —ay) odgovarajudi sistem (41) ima resenje u obliku formule (64).
Tako dolazimo do slucaja 14°. i opste reproduktivno regenje je dato u obliku formule (55).

b) (ap = a1+as—asz # 0ias—a; = 0), tada za (ag, a1, as,a3) = (a1, a1, as, as) iz odgovarajuceg
sistema (41) dobijamo resenje u obliku:

A= i,

(72) Ay =t W’
A3 = o,
Ay = ta— ma

pod dodatnim uslovom: |a;| # |as| (t1,t2 € C). Tako dolazimo do slucaja 10°. Iz (37) i (72)
nalazimo:

1
A:A+)\1J1+/\2J2+/\3J3+)\4J4=...:§(A—B).
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Odatle nalazimo opste reproduktivno resenje u obliku formule (53). Ako je as = a1, tada za
(ag, a1, az2,a3) = (a1,a1, —ai, —ay) (a1 # 0) odgovarajuéi sistem (41) ima resenje u obliku formule
(61). Tako dolazimo do slucaja 12°. i opste reproduktivno resenje je dato u obliku formule (54).
Ako je as = —ay, tada za (ag, a1,a2,a3) = (a1,a1,a1,a1) (a1 # 0) odgovarajuéi sistem (41) ima
resenje u obliku formule (69). Tako dolazimo do slucaja 15°. i opste reproduktivno resenje je dato
u obliku formule (56).

U slucaju da je ag = 01 a; # 0 za neko ¢ = 1,2, 3, razmatranje se vrsi analogno sa prethodnim
sluéajevima a)—b). Tako dobijeni slucajevi se intepretiraju sa odgovarajué¢im sluc¢ajem iz navedenog
spiska 19, — 16Y.

c) (ap = a1 +az —ag #01iaz—a; =0), tada za (ag,a1,a2,a3) = (az,a1,a2,a01) i |a1| # |az|
odgovarajuéi sistem (41) ima resenje u obliku formule (70). Tako dolazimo do slucaja 9°. i opste
reproduktivno resenje je dato u obliku formule (51). Ako je a1 = aq, tada za (ag,a1,as2,a3) =
(a1,a1,a1,a1) (a1 # 0) odgovarajudi sistem (41) ima resenje u obliku formule (69). Tako dolazimo
do sluéaja 15°. i opste reproduktivno resenje je dato u obliku formule (56). Ako je a3 = —aa,
tada za (ag,a1,as2,a3) = (—ai,a1,a1,—a1) (a1 # 0) odgovarajuéi sistem (41) ima resenje u obliku
formule (64). Tako dolazimo do slucaja 14°. i opste reproduktivno resenje je dato u obliku formule
(55).

U slu¢aju da je ap = 0 razmatranje se vrsi analogno sa prethodnim sluc¢ajevima a) — b). Tako

dobijeni sluc¢ajevi se intepretiraju sa odgovarajuéim sluc¢ajevima iz navedenog spiska 1°. — 16°.

(1v) aqg — a1 + a2 — a3 = 0. Pretpostavimo da je ag = a; — as + a3z # 0. ReSavajuéi odgo-
varajuéi sistem (41) dobijamo resenje u obliku:

Moo=t

_ 2a; —azta;
A =t g ey
A3

t+ T a1 —2as+as
)\4 — ¢ a1 —az+2as

az—ay)(az—az)’
" 4(a1+az)(az—az)’

(73)

pod dodatnim uslovom: a; —as # 01 —as +az # 0iaz+a; # 0 (t € C). Tako dolazimo do
sluéaja 4°. 1z (37) i (73) nalazimo:

1
A:A+/\1J1+>\2JQ+)\3J3+)\4J4:...:Z(A*BJrC*D).

Odatle nalazimo opste reproduktivno resenje u obliku formule (47). Komplementaran slucaj
prethodnom je ap = a3 —az +az # 01 (a3 —az = 0 ili —as + a3 = 0 ili ag + a1 # 0), odnosno
(ao =a1—astaz #0ia;—as = 0) ili (ao =ay—as+az #0i—as+ag = O) ili (ao =a;—az+az #0
iasz+a; =0). Samim tim imamo moguénosti:

a) (ap = a1 +az —as #01ia; —az =0), tada za (ag, a1, az,a3) = (as,a1,a1,a3) i |a1| # |as|
odgovarajuéi sistem (41) ima resenje u obliku formule (68). Tako dolazimo do slucaja 10°. i opste
reproduktivno resenje je dato u obliku formule (52). Ako je a1 = as, tada za (ag,a1,a2,a3) =
(a1,a1,a1,a1) (a1 # 0) odgovarajudi sistem (41) ima resenje u obliku formule (69). Tako dolazimo
do slucaja 15%. i opste reproduktivno resenje je dato u obliku formule (56). Ako je a; = —as,
tada za (ao,a1,a2,a3) = (—ai,a1,a1, —a1) (a1 # 0) odgovarajudi sistem (41) ima resenje u obliku
formule (64). Tako dolazimo do slu¢aja 14°. i opste reproduktivno resenje je dato u obliku formule
(55).
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b) (ap = a1 +as —az #01 —as + a3 =0), tada za (ag, a1, a2, a3) = (a1,a1,az,a2) i |ar| # |as|
odgovarajuéi sistem (41) ima resenje u obliku formule (72). Tako dolazimo do slucaja 11°. i opste
reproduktivno resenje je dato u obliku formule (53). Ako je a; = ag, tada za (ag,a1,as2,a3) =
(a1,a1,a1,a1) (a1 # 0) odgovarajudi sistem (41) ima resenje u obliku formule (69). Tako dolazimo
do slucaja 15°. i opste reproduktivno resenje je dato u obliku formule (56). Ako je a; = —ao,
tada za (ao, a1, a2,a3) = (a1, a1, —a1, —a1) (a1 # 0) odgovarajudi sistem (41) ima resenje u obliku
formule (61). Tako dolazimo do slu¢aja 12°. i opste reproduktivno resenje je dato u obliku formule
(54).

¢) (ag = a1+as—az #01iaz+a; =0), tada za (ag, a1, as,a3) = (—ag, a1, a2, —ay) i |a1| # |as|
odgovarajuéi sistem (41) ima resenje u obliku formule (63). Tako dolazimo do slucaja 8°. i opste
reproduktivno resenje je dato u obliku formule (50). Ako je a; = ag, tada za (ag,a1,as2,a3) =
(—a1,a1,a1,—a1) (a1 # 0) odgovarajuéi sistem (41) ima reSenje u obliku formule (64). Tako
dolazimo do sluéaja 14°. i opste reproduktivno resenje je dato u obliku formule (55). Ako je
a1 = —ag, tada za (ap,a1,a9,a3) = (a1,a1,—a1,—ay) (a1 # 0) odgovarajuéi sistem (41) ima
reSenje u obliku formule (61). Tako dolazimo do slucaja 12°. i opste reproduktivno resenje je dato
u obliku formule (54).

U slucaju da je ap = 0 razmatranje se vrsi analogno sa prethodnim slu¢ajevima a) — b). Tako
dobijeni slu¢ajevi se intepretiraju sa odgovarajuéim sluéajevima iz navedenog spiska 1°. — 16Y.

Ako se istovremeno javljaju dva od prethodna cetiri uslova (2) — (4v), tada se javljaju sledeéi
slucajevi:
(2) A (32) Tada  (ag,a1,asz,a3) = (ap,a1,0,—ap —ai) dovodi do slucaja 2°.

(2) A (222) Tada  (ag,a1,as2,a3) =

(2) A (2v) Tada  (ag,a1,ae,a3) = (ag, a1, —agp, —ay
(22) A (233) Tada  (ag,a1,a2,a3) =

(¢d) A (iv) Tada (

(iii) A (iv) Tada (ag,ai,as,a3) = (ag,ao,ar,ay) dovodi do slucaja 11°.

(ag,ai,—ai,—ag)  dovodi do sluéaja 6°.
) dovodi do slucaja 8°.

ao,0,a1,a;1 —ag)  dovodi do slucaja 4°.
)

ag, a1, az2,a3) = (0,a1,as,as — ay dovodi do slucaja 5°.

U prethodnim sluéajevima pretpostavljamo da: |ag|, |a1] 1 |az| nisu jednaki medusobno i nisu
jednaki nuli. U suprotnom slu¢aju razmatranje se vrsi analogno sa prethodnim slucajevima (¢) —
(iv). Tako dobijeni slu¢ajevi se intepretiraju sa odgovarajué¢im slu¢ajevima iz navedenog spiska
19, — 169,

Ako se istovremeno javljaju tri od prethodna ¢etiri uslova (¢) — (iv), tada se javljaju sledeéi
slucajevi:
(2) A (32) A (222) Tada (ag, a1, as,a3) = (ag,0,0,—ap) dovodi do slucaja 6°.

(2) A (22) A (2v) Tada (ag, a1,as2,a3) = (0,a1,0,—ay) dovodi do slucaja 8°.

(i) A (333) A (iv)  Tada (ao,a1,az,a3) = (ag, ag, —ag, —ag) dovodi do slucaja 12°.

(22) A (222) A (iv) Tada (ag,a1,az2,a3) = (0,0, az,as) dovodi do slucaja 119,

U prethodnim slucajevima pretpostavljamo da: |ag|, |ai| 1 |az| nisu jednaki medjusobno i nisu
jednaki nuli. U suprotnom slu¢aju razmatranje se vrsi analogno sa prethodnim slucajevima (¢) —
(iv). Tako dobijeni slu¢ajevi intepretiraju se sa odgovarajuéim slucajevima iz navedenog spiska
19, —16°.

Ako se istovremeno javljaju sva Cetiri uslova (i) A (i2) A (é42) A (iv) tada (ag,ar,as,a3) =
(0,0,0,0) dovodi do slu¢aja 16°. m
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Napomena. U zborniku [DM-PV2] postavijen je problem 9.4.9.: Proveriti da li je
sa formulom f(z,y,2,t) = F(z,y, z,t)+F(t, 2,y, ), gde je F : R* — R proizvoljna
funkcija, odredeno opste resenje funkcionalne jednacine f(x,y,z,t) — f(t,z,y,z) =
0. Prema slucaju 6°., prethodne teoreme, odgovor je potvrdan, pri tom navedena
formula opsteg resenja moze se ureproduktiviti” do formule (49).

3.3. Racunarsko reSenje partikularnih
sluéajeva uz pomoé programa DERIVE

Razmatra¢emo nalazenje opstih reproduktivnih resenje parikularnih slucajeva
homogene grupne funkcionalne jednacine, sa konstantnim koeficijentima, za dime-
nzije n = 2,3,4. Koristimo program DERIVE (DOS verzija 2.58) koji omogucéava
simbolicki racun sa algebarskim izrazima. Program DERIVE je napisan na progra-
mskom jeziku LISP. Istaknimo neke razaloge za izbor programa DERIVE. Pored
male veli¢ine programa i jednostavne upotrebe [AH|, program DERIVE primenjiv je
na svim PC-kompatibilnim ra¢unarima. Uporedna analiza sa drugim simbolickim
,resavacima” data u radu [LB] pokazala je da DERIVE daje bolje rezultate od mnogih

drugih programa po pitanju raznih primera linearnih i nelinearnih sistema.

Navodimo procedure i funkcije programa DERIVE-a koje koristimo u reSavanju
razmatranog problema u paragrafima 3.1. i 3.2. Matrica X zadaje se*? kao vektor
¢iji su elementi vektori-kolone. Funkcija ELEMENT(X, 4, j) odreduje element u i-toj
vrsti i j-toj koloni zadane matrice X. Dalje, za zadan konac¢an i mogué sistem

linearnih jednacina u; = vy, uy = v9,... , procedura:
(74) SOLVE([Ul = V1, Ug = V2, .. .], [)\1, )\2, .. ])
odreduje sva reSenja sistema sa Aj, Ao, .... U slu¢aju nemoguceg linearnog sistema

prethodna procedura ne daje rezultat. U nalazenju opstih reprduktivnih resenja
homogene grupne funkcionalne jednacine sa konstantnim koeficijentima A-sistemi

koji se javljaju uvek su moguci. Ako se u reSenju javljaju parametri t1,ts, ..., tada
se oni redom oznacavaju sa: @1,@2,... . Kao rezultat procedure (74), za moguce
sisteme, dobijamo vektor resenja u obliku:

(75) A1 = ¢1(Q1,@2,...), Ay = po(@1,@2,...), ...].

Na kraju, za jednakost p = ¢ funkcija RHS(p = q) odreduje desnu stranu jednakosti,
tj. izraz q.

Navodimo ra¢unarska resenja grupnih funkcionalnih jednacina redom za dimen-
zije n = 2,3,4.

2ZPORED ZADAVANJA PUTEM MTH-PROGRAMA (*.MTH) U MATRICU MOGUCE JE ZADATI U
DERIVE-U ,,RUCNO” PUTEM DERIVE-EDITORA (VRSTA PO VRSTA)
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n = 2. Definisimo matricu sistema A sa naredbom:
(761) M1(a,b) = [[a, bl [b,a]
i matricu A-sistema B sa naredbom:
(765) M2(a,b) == [[a® + %, 2% a* D], [2 % axb,a® + b?]).
A-sistem odredujemo u slede¢em obliku:
(763) LS(a,b) := M2(a, b) * [[p], [q]] + [[a], [0]

gde su p i ¢ nepoznati A-parametri. Opste reSenje homogene grupne funkcionalne jednacine
(1) sa konstantnim koeficijentima ap = a i a; = b, odredujemo sa slede¢om procedurom:

(764)  C2(a,b) := RHS(ELEMENT([[z]] + SOLVE(LS(a, b), [p, q]) * M1(a, b) * [[z], [v]], 1,1))
gde su sa x i y oznacene nepoznate vrednosti f(61(X)) = f(x1,22) 1 f(02(X)) = f(z2,21).

Za zadane vrednosti koeficijenata ay = a1 i a1 = ag vrednost funkcije C2(aq, a2)
racunar odreduje u obliku:

(77) Brx + Pay.

Iz prethodnog izraza opste reproduktivno resenje funkcionalne jednacine (1) odredeno je
u kanonskom obliku:

(78) F(X) = Bill(01(X)) + BI1(02(X)).

n = 3. Analogno slu¢aju n = 2, sa slede¢im DERIVE programom nalazimo sva resenja
homogene cikli¢ne grupne funkcionalne jednacine (17) sa konstantnim koeficijentima ag =
a,a1 =biag=c:

Mi(a,b,c) = [[a,b,c],[b,c,a],[c, a,b]]
M2(a,b,c) = [[a®+b®+caxbt+bxct+cra,axb+bxc+cx*al,
[axb+bxc+cka,a®+b2+ctaxb+b*c+cxal,
(79) [axb+bxc+c*a,axb+bxc+cxa,a®+ b+ 2
LS(a,b,¢) = M2(a,b,c)* [[p], g, [r]] + [[a], 8], []]
C3(a,b,c¢) := RHS(ELEMENT([[z]] + SOLVE(LS(a,b,¢),[p,q,r])
At (a,b,) «[[a], [y, [2),1,1))

gde su sa x, y i z oznacene nepoznate vrednosti f(01(X)) = f(z1,x2,23), f(02(X)) =
[, w3, 21) 1 f(03(X)) = f(as, x1, 22).

Za zadane vrednosti koeficijenata ay = a1, a1 = ag 1 as = ag vrednost funkcije
C3(a1, g, arg) program odreduje u obliku:
(80) Brz + Boy + Bsz.

Iz prethodnog izraza opste reproduktivno resenje funkcionalne jednacine (17) odredeno je
u kanonskom obliku:

(81) (X)) = full(01(X)) + BoIl(02(X)) + B311(03(X)).
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n =4. (i) Analogno sluéaju n = 2, sa slede¢éim DERIVE programom nalazimo sva
resenja homogene cikli¢ne grupne funkcionalne jednacine (22) sa konstantnim koeficijenti-
maag=a,a; =b, a0 =ciag=d:

Mi(a,b,c,d) = [la,b,c,d],[b,c,d,al,c,d,a,b],[d, a,b,c]

M2(a,b,c,d) = [[@®+ b2+ +d? (atc)*(b+d),2x(axc+bxd),(a+c)*(b+d),
[(a+c)*(b+d),2%(axc+bxd),(a+c)* (b+d),a?+ b+ 2+ d?],

(82) 2x(axc+bxd),(a+c)*(b+d),a?+b%>+c?+d? (a+c)*(b+d),

[(ad+ec)*(b+d),a?+b2+c2+d? (a+c)*(b+d),2% (a*xc+bxd)]

LS(a,b,e,d) = M2(a,b,e,d) * [[p], g, [, 1] + ([, 8], ], [d]

C4(a,b,c,d) := RHS(ELEMENT([[z]] 4+ SOLVE(LS(a,b,c,d),[p,q,r,s])
1 (a,,c,d) * [[a], [y], [2] [w]], 1, 1))

gde susa z, y, z 1w oznacene nepoznate vrednosti f(01(X)) = f(z1,x2, x3,24), f(02(X)) =
f($2,$3,$4,$1), f(03(X)) = f(133,$4,$1,$2) i f(94(X)) = f(ﬂf4,l’1,$2,$3).

Za zadane vrednosti koeficijenata ay = a1, a1 = a9, a2 = a3 i ag = a4 vrednost
funkcije C4(av, ag, a3, ay) program odreduje u obliku:

(83) iz + Bay + Pz + faw.

Iz prethodnog izraza opste reproduktivno resenje funkcionalne jednacine (22) odredeno je
u kanonskom obliku:

(84) F(X) = Bull(61(X)) + BIl(02(X)) + B3l(05(X)) + Ball(04(X)).

n =4. (i1) Analogno slu¢aju n = 2, sa slede¢im DERIVE programom nalazimo sva
resenja homogene KLEINove grupne funkcionalne jednacine (32) konstantnim koeficijenti-
maag =a,a; =b, a0 =ciag=d:

Mi(a,b,c,d) = [[a,b,c,d],[b,a,d,c],c,d,a,b],|[dcb,all
MQ((L,b,C,d) = [[@®+ 2+ +d22axb+cxd),2(a*xc+bxd),2(axd+bxc),
2(a*b+cxd),a? +b%+c?+d% 2axd+bxc),2(axc+bxd),
2(a*c+bxd),2(axd+bxc),a? +b%+c?+d?2(axb+cxd),
(85)
2(axd+bxc),2(axc+bxd),2(a*xb+cxd),a® + b2+ c? +d?]]
LS(a,b,¢,d) = M2(a,b,c,d) «[[p], [q], [r], [s]] + [[a], [8], [¢], [d]]
K4(a,b,c,d) := RHS(ELEMENT([[x]] + SOLVE(LS(a,b,c,d),[p,q,T,s])
it (a,b, ¢, d) * [[2], [y 2], [w]), 1, 1)

gde susa z, y, z 1w oznacene nepoznate vrednosti f(01(X)) = f(z1,x2, x3,24), f(02(X)) =
f(@2, 21,24, 23), f(03(X)) = f(xs, 24,21, 22) 1 f(04(X)) = f(24, 23, 32, 71).

Za zadane vrednosti koeficijenata ag = a1, a1 = a9, a2 = a3 i a3 = a4 vrednost
funkcije K4(a, ag, as, ay) program odreduje u obliku:

(86) Brx + Boy + B3z + Baw.
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Iz prethodnog izraza opste reproduktivno resenje funkcionalne jednacine (32) odredeno je
u kanonskom obliku:

(87) F(X) = B1lI(01(X)) + Boll(02(X)) + B311(05(X)) + Ball(04(X)).

Proizvoljno n. Neka je zadana homogena grupna funkcionalna jednac¢ina dimenzije n
sa prate¢om grupom G. Iz prateée grupe G, reda n, neka je odredena grupa ¢-permutacija

Q. Za zadani niz koeficijenata a1, as, . .., a, g-permutacijama formiramo matricu sistema:
(88) M1 =Mi(a1,a2;...,an) = [Gg;lnxn-
Neka je odreden tenzorski proizvod:
(89) T2 = T2(ay, as, . .., a,) := (M1 @M17T).
kao i odgovarajuée vektore-kolone:
(90) Mi = [[athl]’ SRR [aqln]7 """ ) [a’qnn]]
i
(91) A=Al Parals oo + [Agunll-

Tada je A-sistem dat sa prvih n jednacina sistema:
(92) LS(a1,az,...,a,) == (T2- X+Mi =0), .

Matricu A-sistema u sluc¢aju dimenzija n = 2, 3,4 oznacavali smo sa M2. Procedura koja
odreduje resenje homogene grupne funkcionalne jednacine sa konstantnim koeficijentima
data je sa:

Gn(ay,as,...,a,) := RHS(ELEMENT([[z1]]+
(93) SOLVE(LS(a1,a2,...,an), [P1,D2, - - -, DPn))*
Mi(ay,ag,...,an) * [[z1], [x2], ..., [xa]], 1, 1)).
Za zadane vrednosti koeficijenata ag = a1, a1 = g, ..., an—1 = o, vrednost funkcije
Gn(aq, ..., a,) racunar odreduje u obliku:
(94) ﬁlxl + ﬂgajg + ...+ ﬁnxn

Iz prethodnog izraza opste reproduktivno reSenje posmatrane funkcionalne jednacine odre-
djeno je u kanonskom obliku:

f(l‘l,...,xn) = 51H(91($1,...,xn))+
(95) .52H(92($1, - ,a:n))+
BuTl(On(1, ., 7).

Na kraju napomenimo da se navedene procedure (88) — (95) mogu lako isprogrami-
rati pomoc¢u i drugih matematickih programskih  alata” kao Sto su MAPLE, MATEMATICA,

MATLAB, MATHCAD, ... [MC-RJ-DM].
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4. Nehomogena grupna funkcionalna jednadina

Neka su 64, ...,0, bijektivna preslikavanja nepraznog skupa S na samog sebe,
tako da skup G = {0y, ...,0,} uodnosu na kompoziciju funkcija (o) obrazuje grupu
reda n. Pretpostavimo da je 6; neutral posmatrane grupe G = (G, o). Za polje ko-
mpleksnih brojeva C neka je F = {f : S — C'} skup svih funkcija koje preslikavaju
skup S u polje C. Koristi¢emo oznake i rezultate date u paragrafima 1.1.1 1.2.

Pod nehomogenom grupnom funkcionalnom jednacinom podrazumevamo funkci-
onalnu jednacinu:

(1) ay(z) - f(0r(x)) + ag(2) - f(02(x)) + ... + an(z) - f(On(2)) = h(z),

po nepoznatoj funkciji f € F za zadane funkcije aq,...,a, € F i h € F; pri cemu
h(x) # 0. Izlozi¢emo matriénu metodu resavanja funkcionalne jednacine (1) prema
radu S. PRESICa [SP6] iz 1969 godine.

Polaze¢i od funkcionalne jednacine (1) zamenjujuéi redom x sa 6i(x), za k € 1,,,
dobijamo n ekvivalentnih funkcionalnih jednacina:

(2) a1(Ok(x)) - f(01(Ok(2))) + - 4 an(Ok(2)) - f(On(Ok(2))) = h(Ok(2)).

Odatle nalazimo da je

[ a(6u(@)) az(Ok(@)) - an(Bs()) |- : =1 7
odnosno

0
[ @) axu@) - aO@) | M A | T =

f(0p,,, (2)) h(0n(x))
Saglasno formulama (16) i (17), iz paragrafa 1.1., iz prethodne jednakosti dobijamo

f(01(x)) h(61(x))
f(2()) h(ba(z))

| 4 (00(2) gy (Ok(@)) -+ ag,, (Bx(2)) | -
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Za i,j € I, oznacimo: a;;(x) = ag,,(0;(x)) i formirajmo matricu A(x) = [ai;(z)] za
x € S. Sistem jednacina (2) moze se zapisati u odgovaraju¢em matricnom obliku:

FO@) ][ (o)
" Ay | T | _ | 10l

F(0n() W6, (2))

—

Dalje, ako uvedemo vektorske oznake f(z) = [f(61(x)) --- f(O(x))])T i h(z) =

[h(61(x)) -+ h(B,(x))]T, tada se polazna funkcionalna jednacina (1) zapisuje u obli-
ku ekvivalentne matri¢no-funkcionalne jednacine:
(4) A(z) - f(x) = h(z).

Matriéna metoda resavanja S. PRESICa data je narednim tvrdenjem.

Teorema 4.1. Za funkcionalnu jednacinu (1) neka je matrica B(x) jedan {1}-
inverz koji je saglasan sa grupom G. Funkcionalna jednacina (1), odnosno matriéno-
funkcionalna jednacina (4) jeste moguca ako i samo ako matrica B(z) ispunjava
uslov mogucénosti:

(5) A(z) B(z) h(z) = h(x).

Ako je g € F proizvoljna funkcija, tada je opste reproduktivno resenje funkcionalne
jednacine (1) dato matriénom formulom:

f(z1(:v)) Z(zl(w)) 9(21(36))
(©) i 2.(33)) — B ( 2:(3?)) (U B()A()) 9( 2.(93))
f(On(2)) h(0n(x)) 9(On(2))

odnosno skalarnom formulom:

n

0 f@) = iblju)h(@(mwg(x)—Zibmx)aﬁ(x)g(ei(x)).

Jj=1

Dokaz. Prema PENROSEovoj teoremi 3.1.1. (prve celine) uslov (5) je potreban i do-
voljan da bi jednac¢ina (4) bila moguéa. Matrica C(x) = [ — B(x)A(z) saglasna je sa
prate¢om grupom?3. Odatle, ako je uslov moguénosti (5) ispunjen, opste reproduktivno
reSenje matri¢no-funkcionalne jednaé¢ine (4) dato je u obliku formule:

—

(8) fl@) = B(z)-h+ (I - B(x) - A(x)) - §(x).

ByER MpB(z)M, ' = B(x) A MpA(x)M, ' = A(z) = MpC(z)M; ' =C(z) (k€ I,,2 € S)
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Prethodna matri¢na formula resenja predstavlja formulu (6). Primetimo da je formula (7)
ekvivaletna matri¢noj formuli (6), kojom je dato resenje matri¢no-funkcionalne jednacine
(4). Otuda, skalarnom formulom (7) dato je resenje funkcionalne jednacine (1). Obratno,
svako resenje predstavljivo je u obliku formule (6), jer je posmatrana formula, saglasno

teoremi 3.1.2. (prve celine), reproduktivna formula. Reproduktivnost formule f(g) =
B-h+ (I —BA) -G mozemo dokazati i direktno:

— —

fofl@ = B-h+(I—BA)-(B-h+(I-BAg)
= B-h+(B-h— B-ABh)+ (I — BA)%j
- B~ﬁ+(I—BA)-§+B-(E—ABE)(?)B-E+(I—BA)~g7= ()

Saglasno napomeni 2 teoreme 1.2. (prve celine) matri¢na formula (6), odnosno koordinatna
formula (7), zadrzava-reprodukuje sva resenja funkcionalne jednacine (1). m

Napomena. Dva osnovna postupka za odredivanje {1}-inverza B(x), koji su
saglasni sa prateom grupom, dati su sa teoremom 1.2.3. i teoremom?* 1.3.1. Ko-
nkretno, prema teoremi 1.2.3. za matricu A(zx) formiramo odgovarajuéu matricu
B(zx) na sledeéi nacin:

(9) B(z) = znj M AW(9;(2)) M;,

i=1

gde je A (x) ma koji {1}-inverz matrice A(x) za x € S. Specijalno ako za matricu
A(x) vazi Ind(A(z)) = 1, prema teoremi 5.2.2. (prve celine), slede¢a matrica:

(10) B(z) = q(A(x)),
jeste {1}-inverz koji je, kao polinom po A(z), saglasan sa pratecom grupom.

Neka je nehomogena grupna funkcionalna jednacina (1) moguéa i neka je dato ma
koje posebno resenje ¢y posmatrane funkcionalne jednacine. U postupku resavanja
mozemo koristiti PENROSEovu teoremu 3.1.1. (prve celine) i to u opstem nerepro-
duktivnom obliku. Formirajmo vektor resenja Bo(z) = [po(61()) ... wo(0n(x))]?.
Matri¢no-funkcionalna jednacina (4) moguca je, jer vektor ¢p(x) predstavlja jedno
njeno resenje. Neka je odredena matrica B(x) kao ma koji {1}-inverz koji je saglasan
sa prate¢om grupom. Tada, prema PENROSEovoj teoremi 3.1.1. (prve celine), imamo
matricnu formulu opsteg resenja:

f(01(x)) wo(h(z)) g(bh(z))
(a1 f(92;(37)) _ <Po(9§2(90)) (- B@)A() 9(925(33))
f(en(x)) @O(Gn(x)) g(ﬂn(:c))

24AKO JE MATRICA A(z) INDEKSA Ind(A(z)) =1 zA SVAKO z € S
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gde je g € F proizvoljna funkcija. Odatle formula opsteg resenja data je skalarno
po prvoj koordinati u obliku:

(12) f@) = golr) +g(x) = >

n
J:l 1=

1 bij(z)ai;(x)g(0i()).

gde je g € F proizvoljna funkcija. Na osnovu prethodnog razmatranja mozemo
zakljuciti da ako je ppy opste resenje homogene grupne funkcionalne jednacine i ako
je wo ma koje posebno resenje nehomogene grupne funkcionalne jednacine, tada je
© = o+ y opste reSenje nehomogene grupne funkcionalne jednacine. Istaknimo da
svi kanonski oblici, dobijeni u klasifikaciji reSenja homogenih grupnih funkcionalnih
jednacina sa konstantnim koeficijentima za dimenzije n = 2, 3,4 , mogu se preneti na
slucaj nehomogenih grupnih funkcionalnih jednacina, uz navodenje odgovarajuc¢ih
uslova moguénosti. Navedeno je ostvareno za ciklicne funkcionalne jednacine za
dimenzije n = 2,3,4 u disertaciji B. ZARICa [BZ]. Napomenimo da je navedeno
ostvarivo®® i za nehomogenu KLEINovu grupnu funkcionalnu jednacinu uz razliko-
vanje odgovarajuc¢ih slucajeva.

Primer 4.2. Odrediti sve funkcije h = h(z1, o, 13) : S* — C za koje je moguca
sledeca funkcionalna jednacina:
f(@1, 22, 3) + f(22, 23, 1) + [ (23, 21, 02) = h(21, T2, 73)
po nepoznatoj funkciji f = f(x1,x9,13) : S — C. U sluéaju kad je prethodna
funkcionalna jednacina moguca naci opste resenje.

ReSenje. Koristimo oznake iz primera 1.3.3. Za matricu

1 11
A=1]1 1 1
1 11

)

i vektore f = [ f(z1,22,23), f(z2,x3,21), f(x3,20,21) |7 1 b = [ h(z1,22,23), h(ze, 23,71),
h(xs,z2,21) T posmatrana funkcionalna jednacina ekvivaletna je sa slede¢om matriéno-funkcio-
nalnom jednacinom

Af = h.

Za matricu A postoje regularne matrice

1 00 1 -1 0
Q=|-110 i P=|0 1 -1
-1 0 1 0 0 1
takve da QAP = E;. Prema teoremi 2.4.1. opsti {1}-inverz matrice A dat je u sledeé¢em obliku

a b
AN =p d Q.
g

Q)

o~

1
c
f

25KORISTECI TEOREMU 3.2.1.
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za proizvoljne parametre a, ...,k € C. Dalje, prema teoremi 1.2.3. (opsti) {1}-inverz matrice A,
koji se slaze sa prateCom ciklicnom grupom reda 3, odreden je u sledéem obliku

—a—b—c+2d+e—g+h+1 a—d+e+f—g—2h b+c—d—2e—f+2g+h
3 3 3
1
_ = —1 4(1) L b+c—d—2e—f+2g+h —a—b—c+2d+e—g+h+1 a—d+e+f—g—2h
=2 MTAWM,; = ° d :
=1
a—d+e+f—g—2h b+c—d—2e—f+2g+h —a—b—c+2d+e—g+h+1
3 3 3

Neposredno se proverava da vazi jednakost AB = %A. Odatle, uslov moguénosti ABh = I dat je

u slede¢em obliku %Aﬁ = h. Samim tim, potreban i dovoljan uslov da posmatrana funkcionalna
jednacina jeste moguca, dat je u obliku jednakosti:

(*) h($171'23x3) = h(x27x37x1) ( = h(xSaxlaxZ) )

Na osnovu uslova (*) opste resenje dato je u matricnom obliku koji ne zavisi od parametara
a, ...,k € C na slededi nacin

flx1, 22, x3) h(z1,z2,23) g(z1, 2, 23)
f(zo, z3,27) = B | h(za,x3,71) (I B- A) g(x2,23,21)
fxs, 1, x2) | h(xs, w1, 20) | g(x3, 21, 22)

[ h(xy, 20, 23) ] % % % g(x1, w2, 23)

= % h(xg,xg,l‘l) + —§ ? g $2,w37l‘1)

h(xg,l‘l,xg) -3 3 3 133,331,.’1?2)

odnosno, po prvoj koordinati, opSte resenje dato je skalarnom funkcijom

f(z1,29,23) = Sh(21, 72, 73) + 3(29@175027953) — g(x2, 23, 11) — g(as, T1,22) ),

3

gde je g € F proizvoljna funkcija. Ako je ¢y ma koje reSenje posmatrane negomogene funkcionalne
jednacine tada matri¢na formula opsteg resenja data je u obliku

[z, 22, 23) [ po(z1,m2,23) ] g(x1, 22, 23)
f(x2,23,21) = wo(x2,w3,21) |+ (I—B-A)- | g(x2,23 21)
f(.Tg,l’l,.T,z) @ g(l‘g,Il,l'Q)

% % 9(1'179327553)
? _g : g($27$3»$1)
3 % g(x3, 1, x2)

odnosno, po prvoj koordinati, opSte resenje dato je skalarnom funkcijom

f(z1,m2,23) = po(z1,72,73) + 5(29(171,1’2,953) — g(x2, 23, 21) — g(w3,21,22) ),

gde je g € F proizvoljna funkcija.
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5. Semigrupna funkcionalna jednadina

5.1. Homogena semigrupna funkcionalna
jednac¢ina sa konstantnim koeficijentima

Neka su 61, ...,0, proizvoljna preslikavanja nepraznog skupa S na samog sebe,
tako da skup G = {6y,...,0,} u odnosu na kompoziciju funkcija (o) obrazuje
pratecu semigrupu & = (G, o) reda n. Pretpostavimo da je 6; neutral posmatrane
semigrupe G. Za polje kompleksnih brojeva C neka je F = {f : S — C} skup svih
funkcija koje preslikavaju skup S u polje C.

Pod homogenom semigrupnom funkcionalnom jednacinom podrazumevamo fu-
nkcionalu jednacinu:

(1) ay(x) - f(01(x)) + az(x) - f(02(2)) + ... + an(z) - f(On(2)) =0,

po nepoznatoj funkciji f € F za zadane funkcije aq,...,a, € F. U ovom delu
razmatramo resavanje homogene semigrupne funkcionalne jedna¢ine sa konstantnim
koeficijentima:

(2) ay - f(01(2)) +az- f(02(2) + -+ an - [(Ou(z)) =0,

po nepoznatoj funkciji f € F za zadane konstante aq,...,a, € C. Razmotrimo
osnovne definicije i tvrdenja koja nisu vezana za ,grupnost”.

def

Za skup I, {1,2,...,n} posmatrajmo n varijacija®® py,...,p, : I, — I,

definisanih sa:
(3) Dij L pi(j)=m akko 6, =6,08,,

gde i, j,m € I,. Primetimo da se varijacije p; (i € I,) definisu vrednostima varijacija
indeksa pri kompoziciji funkcija iz skupa G. 1z (3) sleduje:

(4) 0; o QJ' = epz‘j?

zai,j €I,. Vazi 0; =0,00; =0, 10; =0;00, =0,,, zat,j €1, Samimi tim
vazi:

(5) pij=J 1 pa=t,

za i,j € I,. Odatle je p; identicka varijacija (jedini¢no preslikavanje). Takode vazi

asocijativnost kompozicije u slede¢em obliku:

def
(6) Pijk = Ppijk = Pipj,-

26 OPSTEM SLUCAJU REC JE O VARIJACIJAMA SA PONAVLJANJEM
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Na osnovu prethodnog sleduje da skup P = {p1,...,p,}, u odnosu na kompoziciju
(o), obrazuje semigrupu p-varijacija P = (P, o) reda n. Nije tesko proveriti da skup
P ={p1,...,pn} uodnosu na komporziciju (o) obrazuje semigrupu P = (P, o) reda
n izomorfnu sa semigrupom & = (G, o).

Iz p-varijacija mozemo formirati skup:

(7) a; ={ kel [p(k)=7}
gde ,j € I,. Primetimo da ako je & grupa, tada je skup q;; jednoclan i odreduje
vrednost g-permutacije k = g;;.

Navodimo postupak resavanja funkcionalne jednacine (2) sa konstantnim koefi-
cijentima koji je predlozio S. PRESIC, a predstavlja direktno prosirenje PRESICevog
A-matri¢nog metoda za grupnu funkcionalnu jednacinu. Oznacimo sa A; = f(61(x)),
Ay = f(02(x)),..., Ay = f(0n(x)) nepoznate vrednosti funkcije f. Tada funkciona-
Inu jednacinu (2) mozemo shvatiti kao linearnu jednacinu:

(8) ._71:CL1'A1+G2'A2+...+an'An:0,
po nepoznatim Ay, As, ..., A,. Izvrsimo zamenu z redom sa 0y (z) za k € I,,. Tada
linearna jednacina (8) ekvivaletna je sa sistemom:

J = a‘lApll + a2Ap21 ..ot anApnl

= O7
T2 = a1Ap, +a2dp, +...+andp,, =0,

(9) :
jn g alApln —|— CLQAan + P + anApnn == O

Izracunavanjem koeficijenata uz odgovarajuce nepoznate A;, u i-toj vrsti prethodnog
sistema, dobijamo da sistem ima matricu sistema A = [a;;] sa elementima:

Z ar Qi # 0,
(10) ajj = bl
Za prethodno odredenje koeficijente, sistem (9) zapisujemo u ekvivaletnom obliku:
Ji = anAr+apAs+ ...+ a1, A, =0,

Jo = anAi+ands+ ... +aymd, =0,

(11)
In = aniAp+angAn+ ...+ apn A, =0.

Uvedimo matriéne oznake:

120 J =" F .. F]" i A=1[A4 A ... A4 "

Sistem (11) zapisujemo u obliku homogene linearne matriéne jednacine:

(13) J=A -A=0.
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Resenje po A; trazimo u obliku:
(14) Al - A1 - )\ljl - /\2]2 .. T )\njna

gde su \q,..., A\, € C nepoznati parametri. Prelazimo na odredivanje veze izmedu
parametara. Primetimo da ako u k-toj jednacini:

(15) Tk = alAplk + a2AP2k ... F anApnk
izvrsimo zamenu z +— 6,.(x), tada A, = f(0,, (z)) prelazi u f(6,, o 6,(x)) =
f(Op,,.. () = f(Op, (x))= Ay, (i€l,). Navedenom zamenom z — 0,(z), cela
k-ta jednacina Jj, prelazi u pg,-tu jednacinu J,,, datu sa:

(r) _ def
(16) T’ = Tppe = GAp,, +asAy,, +...tady, .
Polazeé¢i od jednacine (14) pomocéu zamena = +— 61(z),x — Oy(z),...,z — 0,(x)

formiramo sistem:

A = A - )‘1‘-71711 - )‘2'-72721 R )\njpnl7
(17) Ay = Ay - )‘1~7P12 - )‘2jp22 e )‘njpnw
An = An - A1‘717111 - /\2~7p2n e )\njpnn'
Oznacimo:
Z Akt g # 0,
(18) Aij =4 M€

Pomocu prethodno definisanih \;;-parametara jednakosti (17) zapisujemo u obliku:

Ar = A= dudh — A2z — ..o = A,
(20) As : Ay — X1 J1 — Ao — ... — Aon T,
An - An - >\n1‘.71 - )\n2u72 R Annjn

Samim tim, odgovarajuce resenje matri¢ne jednacine (13) trazimo u obliku matricne
formule:

(21) A=pl)=A-N-T=(I-AA)- A

gde je A = [\;;] matrica nepoznatih parametara koji ispunjavaju dodatne jednakosti
(18). Prema teoremi 4.1. prve celine ako matrica A = [);;] postoji ona je jedan
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{1}-inverz matrice A. Ako je A = [\;;] ma koji {1}-inverz matrice A, tada formula
(21) odreduje opste resenje matri¢ne jednacine (13).

Zamenom jednakosti (20) u jednacinu (8), dobijamo odgovarajuéi A-sistem po
Ar parametrima (k € L,). Ako je odgovarajuéi A-sistem mogué i ako se u formulu
(21) vrate uvedene zamene, pitanje da li je sa tako odredenom matri¢nom formulom
odredeno jedno resenje funkcionalne jednacine (2) povezano je sa pojmom saglasnosti
matrice sa semigrupom. S. NIKCEVIC u [SN1] definisala je*” matrica B(z) = [bi;(z)]
saglasna je sa semigrupom & = (G, o) ako matriéna jednakost:

o(0:(2)) 9(61(x)
) AR |y | 90
p(0a(z) 9(6,())

jednoznacno definise funkciju ¢ € F za ma koji izbor funkcije ¢ € F. Ako su
kvadratne matrice B i C, reda n, saglasne sa prateCom semigrupom to su takode
i matrice B+ C, B-C i AC (XA € C), kao i jedini¢na matrica I reda n. Direktno
se proverava da je matrica A = [a;;] saglasna sa prateom semigrupom. Ako je
A-sistem mogué, tada A\g-parametri, na osnovu jednakosti (18), odredjuju matricu
A = [\;j] kao jedan {1}-inverz. Na osnovu prethodnog razmatranja, kao uopstenje
teoreme 2.2.2 vazi naredno tvrdnje.

Teorema 5.1. Ako je A-sistem homogene semigrupne funkcionalne jednacine sa
konstantnim koeficijentima (2) mogud i ako je matrica A = [\;;j| saglasna sa semi-
grupom S, tada za matricu A odredenu iz A-sistema formula opsteg reproduktivnog
reSenja funkcionalne jednacine (2) data je sa:

AijaiiI1(0;(z)),

n o n
=1

(23) fl@) = @)=

=11

gde je Il € F proizvolyna funkcija.

Napomena. Neka je A-sistem homogene semigrupne funkcionalne jednacine sa
konstantnim koeficijentima (2) mogué. Ako reproduktivna matricna formula (21) ne
odreduje resenje funkcionalne jednacine (2) tada matrica A = [X\;;] nije saglasna sa
semigrupom S.

U vezi prethodne napomene postavlja se sledeci problem: ako funkcionalna jedna-
¢ina (2) nije resiva u pratecoj semigrupi, odrediti Siru semigrupu u kojoj je posma-
trana funkcionalna jednacina resiva. Navedeni problem razmotri¢éemo za homogene
semigrupne funkcionalne jednacine, sa konstantnim koeficijentima, koje su razma-
trali PRESIC, KECKIC, MITRINOVIC, VASIC i1 KUCZMA.

2Ty CILJU RESAVANJA FUNKCIONALNE JEDNACINE (2) ZA MATRICA INDEKSA Ind(A) <1
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5.2. Partikularni primeri
semigrupnih funkcionalnih jednacina

U zavrsnom paragrafu, kao doprinos, pokazujemo da se neki poznati rezultati®
mogu dobiti jedinstvenim postupkom primenom PRESICevog A-matricnog metoda
prosirenog na homogene semigrupne funkcionalne jednacine sa konstantnim koefici-
jentima.

Primer 1. U klasifikaciji svih kanonskih oblika resenja homogene semigrupne
funkcionalne jednacine drugog reda, sa konstantnim koeficijentima, od posebnog inte-
resa je resiti sledece dve funkcionalne jednacine:

a) f(z,z) = f(y,y),
po nepoznatoj funkciji f : R* — R.

a) Za argument X = (x,y) € R? definisimo funkcije ¢, a, 3,7 : R?> — R? redom sa
eX = (v,y), aX = (y,2), BX = (z,2) i X = (y,y). Skup § = {&,, 3,7} u odnosu

na kompoziciju (o) odreduje semigrupu sa neutralom S = (S5,0). CAYLEYeva tablica
semigrupe data je sa:

(1)

2 W oo
=2 L m|m
R a2
R @
2222w

Oznacimo sa I = f(eX) = f(X), A = f(aX), B = f(X) i C = f(yX) vrednosti
nepoznate funkcije f : R> — R. Zamenama X — ¢X, X —aX, X — X i X — vX iz
polazne jednacine:

(2) T = f(BX) = f(aX)=B-C=0
dobijamo homogen linearan sistem po I, A, B i C":
Jo= [(BX)—f(X)=B-C=0,
T2 = f(4X) - f(BX)=C—-B=0,
J3 = [f(BX)—f(BX)=B-B=0,
T = fOX)-f(yX)=C-C=0.

28KOJE RAZMATRAMO U NIZU PARTIKULARNIH-POSEBNIH PRIMERA KOJI SLEDE
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Resenje prethodnog sistema je dato u obliku

I:I—I—)\jl,
(3) B=B+\J,=B+\%k=B
C=C+\NJ, =C+ T, =C

pri ¢emu su poslednje dve jednacine dobijene iz prve jednaCine zamenama X — (X
i X — vX. Ako se izvr§i zamena prethodnih izraza za B i C u polaznu jednacinu
J1 = B — C =0, dobijamo istu jedna¢inu. Na taj na¢in A-sistem po A je oblika OA = 0,
tj. reSenje je ma koji parametar \. Sad, iz formule I = I + A(B — ('), potencijalno opste
reproduktivno resenje je oblika

(4) f(X) =1I(X) + AMIL(BX) — (X)),

gde je IT : R? — R proizvoljna funkcija. Formula (4) jeste resenje posmatrane funkciona-
Ine jednacine ako i samo ako je funkcija II reSenje polazne funkcionalne jednacine. Dakle,
formula (4) nije reSenje posmatrane funkcionalne jednacine. Navedeni primer pokazuje
da semigrupna funkcionalna jednacina ne mora imati reSenja u pratecoj semigrupi. U
narednom ¢e mo pokazati kako je moguce dobiti opste reproduktivno resenje u Siroj semigri
od pratece.

Neka je k € R proizvoljna konstanta. Tada je funkcionalna jednacina (1) ekvivalentna
sa slede¢om funkcionalnom jednac¢inom:

(5) [z @) = f(k, k),

po nepoznatoj funkciji f : R> — R. Semigrupu funkcija S prosirimo sa funkcijom
§ : R? — R?, definisanom sa 6 X = (k, k). Na taj nacin formiramo skup Q = {¢, a, 3,7, 9}
koji u odnosu na kompoziciju (o) odreduje semigrupu sa neutralom Q = (@,0). Cay-
LEYeva tablica semigrupe je data sa:

ole a f v 6§
ele a B v 6
ala € g v 0
®) YRR ER
Y|y BB oy 9
6|6 & 6 & 6
Oznacimo sa I = f(eX) = f(X), A = f(aX), B = f(6X), C = f(X) i D = f(6X)

vrednosti nepoznate funkcije f : R?> — R. Dalje, zamenama X — ¢X, X — aX,
X +— BX, X —~vXiX— §X iz polazne jednacine:

(7) Ji=f(BX)—f(6X)=B—-D=0

dobijamo homogen linearan sistem po I, A, B, C'i D:

D= [(BX)-f(6X)=B-D=0,
T2 = f(4X) - f(6X)=C-D=0,
Js = f(BX)-f(0X)=B-D=0,
Ji = f(4X) - f(6X)=C-D=0,
Js = f(6X)—f(6X)=D—-D=0.
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Resenje prethodnog sistema dato je sa:

I:I+)\\71+Mj27
(8) B =B+ \J1 + pdh,
D=D,

pri ¢emu su poslednje dve jednacine dobijene iz prve jednaCine zamenama X — (X i
X — 6X. Ako se izvr§i zamena B i D u jednac¢anima (7) dobijamo:

B—-D=B+XB-D)+uB—-D)-—D=A+p+1)(B-D)=0,
na osnovu koje dobijamo A-sistem po A i p
{ A+ p+1=0. }
Resenje dato je u obliku
A=p AN p=-1-p,

gde je p realan parametar. Iz I = I + A J1 + pJe, potencijalno opste reproduktivno resenje
je oblika

(9) [l y) = Tz, y) + pll(z, 2) — (1 + p)(y,y) + (K, k),

gde je IT : R? — R proizvoljna funkcija. Neposredno se proverava da je sa (9) dato
resenje funkcionalne jednacine (5). Usled reproduktivnosti funkcije (9) resenje je opste.
Specijalno, za p = —1, dobijamo opste reproduktivno resenje:

(10) F(@,y) =z, y) — (z, ) + (K, ).
u obliku J. KECKICa [JK1].

b) Zadrzimo oznake uvedene u prethodnom razmatranju za funkcionalnu jednaé¢inu:

(11> f(xay)+f(va)_2f($7x):07

po nepoznatoj funkciji f : R?> — R. Sasvim sli¢no sa prvim delom prethodnog razma-
tranja proverava se da funkcionalna jednacina (11) nema resenja u prateéoj semigrupi S.
Razmotrimo resenja u §iroj semigrupi Q. Primetimo da iz ekvivalencije

f@y) + fy,2) = 2f(2,2) = 0 = [f(z,y) = 2f(x,2) — f(y,2),
zamenom X — «aX, dobijamo ekvivalenciju
)+ fz,y) = 2f(y,y) = 0= [f(z,y) = 2f(y,y) — f(y, @)
Na osnovu prethodne dve ekvivalencije dobijamo
fla,x) = fly,y) = f(k, k),

gde je k € R proizvoljna konstanta. Iz prethodne jednakosti polazna funkcionalna jedna-
¢ina (11) je ekvivaletna sa funkcionalnom jedna¢inom:

(12) flx,y) + fly,z) — 2f (k, k) = 0.
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Resimo funkcionalnu jednacinu (12) u pratecoj semigrupi Q. Polazeéi od jednacine:
(13) Ji=14+A—-2D =0,

zamenama X — X, X — aX, X — X, X — vX, X — 0X dobijamo homogen linearan
sistem po I, A, B, C'i D

J = I+A-2D =0,
A+1-2D =0,
B+ B—-2D =0,
Jw = C+C—-2D=0,
Js = D+D-—-2D=0.

SR
[

Resenje prethodnog sistema dato je sa:

I = I+)\1(I+A—2D)—l-/\Q(B—D)—{—)\g(C—D),
(14) A = A+ M(A+1-2D)+ X(C —D)+ X3(B—D),
D = D,

pri ¢emu su poslednje dve jednacine dobijene iz prve jednaine zamenama X +— «aX i
X — 6X. Ako se izvrsi zamena I, A1 D u (13) dobijamo jednacinu

I+A—-2D = (2)\1+1)(I+A)+()\2+)\3)(B—|—C)—2(2)\1—|—)\2—|—)\3+1)D:0,
na osnovu koje dobijamo A-sistem po Ay, Ag i A3

201 +1 =0,
Ao+ A3 =0,
2\ + X+ A3+1=0.

Resenje sistema dato je u obliku

1
)\1:—5 A d=t AN A3=—t,

gde je t realan parametar. Samim tim iz

I A

I==———4+Bt—-Ct+ D

573 + +

potencijalno opste resenje dato je u obliku:
1

(15) f,y) = 5[z, y) =Ty, ) + (M (z, ) = T(y, y)) + (K, k),

gde je IT : R? — R proizvoljna funkcija. Neposredno se proverava da je sa (15) dato
resenje funkcionalne jednacine (12). Usled reproduktivnosti funkcije (15) resenje je opste.
Specijalno, za t = 0 dobijamo opste reproduktivno resenje:

(16) Fla,y) = 3 (M)~ Ti(y, 2)) + Tk, b).

u obliku S. PRESICa [SP2] i J. KECKICa [JK1].
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Napomena. Funkcionalnu jedna¢inu (11) mozemo resavati i u §iroj semigrupi od Q.
Pored funkcija ¢, a, 3,v,6 : R2 — R uvedimo funkcije 1,0, u,0 : R> — R definiasne
redom sa nX = (z,k), X = (k,z), uX = (y,k) i cX = (k,y). Tada skup @ =
{e,0,08,7,0,n,60, 1,0} uodnosu na kompoziciju (o) formira semigrupu sa jedinicom Q; =
(Q1,0) datu sa CAYLEYevom tablicom:

ole a B v 6 n 6 u o
ele a B v o n 0 po
ala ¢ B v 6§ 0 n o pu
1By By o B 6 v o
(17) Y|y BB v 6 0 [ o vy
0ld 6 & & 6 6 & & ¢
nin wmn pdmn o p o
0|10 o 606 o 6§ 8 6 o 6§
plp n n pd o n o p
clo 06 66 o 6 6 0 & o

Sasvim sliéno sa prethodnim postupkom dobijamo da je opste reproduktivno reSenje
funkcionalne jednacine (11) dato u obliku:

flaw) = (0y) ~ y,2) + 1k K
(18) - 20+ gz, z) + 2(p+ q)l(y,y)
+ (¢4 7)1z, k) + (q+r)IL(k, x)
= (g+n)l(y, k) — (¢+ )k, y),
gde su p, ¢, 7 € R proizvoljne konstante i II : R?> — R proizvoljna funkcija. Specijalno
zat=—2(p+q) ir = —q iz formule (18) dobijamo formulu (15).

Primer 2. Primenom PRESICevog A-matricnog metoda daéemo klasifikaciju®®
svih opstih reproduktivnih resenja homogene semigrupne funkcionalne jednacine:

(1) a-f(z,y)+b- fly,x) +c- flw,x)+d- f(y,y) =0,

gde su a, b, c i d realne konstante i f = f(z,y) : R — R nepoznata funkcija.

Za argument X = (z,y) € R? defini§imo funkcije €,a, 3,7 : R?> — R redom sa
eX = (z,y),aX = (y,z),X = (z,z) i vX = (y,y). Skup S = {e,, 5,7} u odnosu
na kompoziciju (o) odreduje semigrupu sa neutralom S = (S5,0). CAYLEYeva tablica
semigrupe data je sa:

ole a B v
ele a B v
(2) ala e f v
BB v B v
Yiv B B v

KoJU JE DAO J. KECKIC [JK1]
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Oznacimo sa A = f(eX) = f(X), B = f(aX), C = f(X) 1 D = f(yX) vrednosti
nepoznate funkcije f : R> — R. Zamenama X — X, X — aX, X — X i X — 7X iz
polazne jednacine dobijamo homogen linearan sistem po A, B, C'i D:

(3) Ji=a-A+b-B+c-C+d-D=0,
(4) Jo=a-B+b-A+c-D+d-C=0,
(5) J3=a-C+b-C+c-C+d-C=0,
(6) Ji=a-D+b-D+c-D+d-D=0.

Primetimo da su reSenja sistema (2) — (5) data u obliku

A = A + ML+ wud,
B = B + M\ + uJy
C = C + N, + udy,

" 1

D = D + \J, + wpdsy,

pri ¢emu su poslednje tri formule dobijene iz prve zamenama X — aX, X — [BX i

X—aX. Vazi: J,=Dhidy=0,7 =0iJ, =0,J] =0iJ, =0. Odatle redenja
sistema (3) — (6) data su u obliku

A = A + A"+ uds,
B = B + A%+ updi,
c = C,
D = D.

Zamenom izraza za A, B, C' i D redom iz prethodnih formula u formulu (3), grupisuci
koeficijente uz A, B, C'i D, dobijamo A-sistem po A i pu:

(7) (a® 4+ b*)\ + 2abp = —a,
(8) 2abA + (a® + b*)p = —b,
(9) (ac+ bd)\ + (ad + be)u = —c,
(10) (ad 4 bc) X + (ac + bd)p = —d.

Neka je IT : R? — R proizvoljna funkcija. Razlikujemo dva slucaja:

1) a4+ b+ ¢+ d # 0. Tada iz jednacina (4) i (5) zaklju¢ujemo da je C' = f(8X) =0
i D= f(yX) = 0. Funkcionalna jednacina (1) je oblika a - f(x,y) +b- f(y,z) = 0
Razlikujemo dva podslucaja:

1.a) a2 + b2 = 0. Tada vazi: a =b=0 A ¢ # —d. Samim tim vazi: a- f(z,y) +b-
fly,x) =01 f(x,y) = 0. Opste reproduktivno resenje posmatrane funkcionalne jednacine
dato je sa:

f(xa y) = H(.T,y) - H(x,az)
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1.b) a2 + b2 #£ 0. U ovom podsluc¢aju razlikujemo tri podpodslucaja:
1.b.i) a? # b%. Opste reproduktivno resenje posmatrane funkcionalne jednagine je
trivijalno

Napomenimo da pri uslovu a + b+ ¢ + d # 0 ovo je najopstiji slucaj.

1.b.ii) @ = b(s# 0). Funkcionalna jednacina (1) jeste cikli¢na funkcionalna jednacina
f(x,y) + f(y,x) = 0. Opste reproduktivno resenje posmatrane funkcionalne jednacine
dato je u vidu

1.b.iii) @ = —b(7# 0). Funkcionalna jednacina (1) jeste cikli¢na funkcionalna jedna-
¢ina f(x,y)— f(y,z) = 0. Opste reproduktivno resenje posmatrane funkcionalne jednacine
dato je u vidu

(2, y) + Uy, z)

flx,y) = 5

2) a+ b+ ¢+ d = 0. Razlikujemo dva podslucaja:

2.a) a2+ b2 =0.Tadavazia =b =0 A c= —d. Funkcionalna jednacina (1) je
oblika ¢+ f(x,z) — ¢+ f(y,y) = 0. U ovom podslucaju razlikujemo dva podpodslucaja:

2.a.i) ¢ = —d = 0. Opste reproduktivno resenje posmatrane funkcionalne jednacine
dato je proizvoljnom funkcijom

f(lU,ZJ) = H({lf, y)'

2.a.ii) ¢ = —d # 0. Prema primeru 1 a) opste reproduktivno reSenje posmatrane
funkcionalne jednacine dato je sa

f(x,y) = H(xvy) - H(l‘,$) + H(ka k)a

2.b) a? + b% # 0. gde je k proizvpljna realna konstanta. U ovom podslu¢aju razliku-
jemo cetiri podpodslucaja:
2.b.i) @ = b(# 0) A a # —c. Funkcionalna jednacina (1) je oblika

a-f(z,y) +a- fly,2) +c- flz,2) = (2a+c)- fly,y) =0.

Vrsedi cikliénu zamenu (z,y) — (y,x) iz prethodne funkcionalne jednacine dobijamo ek-
vivaletnu funkcionalnu jednacinu

a-f(y,z) +a- f(z,y) +c- fy,y) — (2a+c) - f(x,2) =0.

Iz prethodne dve jednacine zaklju¢ujemo f(x,z) = f(y,y). Uz navedeni uslov prethodna
funkcionalna jednacina ekvivaletna je sa funkcionalnom jednacinom

f(xay)_‘_f(wvy) _2f($7$) =0.
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Prema primeru 1 b), ako je k proizvoljna realna konstanta, opste reproduktivno resenje
posmatrane funkcionalne jednac¢ine dato je sa

f(x,y) _ H($,y) ; H(yax)

2.bii) a = b A a = —c(# 0). Iz uslova a + b+ ¢+ d = 0 zakljucujemo da

je a = —d(# 0). A-sistem (7) — (10) dovodi do veze A + p = —5-. Zamenom resenja

A=—p— ﬁ A € R ujednacinu A = A+ A\ + pJe dobijamo

+ Tk, k).

1 A-B D
A:A—i—(—ﬂ—%)(aA—i—aB—aC—aD)—|—,u(aA—|—aB—aC—aD):%C—’_.

Odatle proveravamo da je opSte reproduktivno resenje funkcionalne jednacine (1) dato u

obliku

f(xay): B .

2.b.iii) @ = —b(# 0). Iz uslova a+b+c+d = 0 zaklju¢ujemo ¢ = —d(# 0). A-sistem
(7) — (10) dovodi do veze A — pu = —ﬁ. Zamenom reSenja A = 1 — i A 1 € R u jednacinu
A=A+ \J1 + pJ2 dobijamo

A

A+ (p—5)(ad —aB+cC —cD) + p(aA — aB + cC — cD)
= 3A+3B— £C+ £D+2u(aA —aB + cC — cD).

Odatle zaklju¢ujemo da ako postoji opSte reproduktivno resenje funkcionalne jednacine
(1) ono je oblika

flay) = GTy)+ 5T(2) - 5T, 2) + S Ty,y)
+ 2u(all(z,y) — all(y, ) + cll(z, z) — cIl(y,y)).

Zamenom u polaznu jednac¢inu a f(z,y) — a f(y,z) + ¢ f(z,z) — ¢ fly,y) = O
nalazimo vrednost koeficijenta =0 (A = —%) Samim tim, opste reproduktivno resenje
funkcionalne jednacine (1) dato je u vidu

- iﬂ(w, ) + —T1(y,y).

Flasy) = 3T1(e,9) + 511y, 2) iy

2 2

2.b.iv) a? # b2. Iz A-sistema (7) — (10) nalazimo jedinstveno resenje po parametrima

a
A\ raE M
Zamenom vrednosti A = — %> i u = ﬁ u jednacinu A = A+ A7 + pJ2 dobijamo da
vazi
A=A- = _bQ(aA+bB+cC+dD)+ " _bQ(aB—l—bA—l—cD—i-dC).

Odatle zaklju¢ujemo da je opSte reproduktivno resenje funkcionalne jednacine (1) dato u
vidu
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bd — ac bc — ad
flay) = 5 W, 2) + —5—5 - 1y, y).
Napomenimo da je pri uslovu a + b+ ¢+ d = 0 ovo najopstiji slucaj.

Klasifikacija svih resenja funkcionalne jednacine (1) data je sa slede¢om tablicom:

y Y=a+btc+d \

a2—|—b2:0 f:H1—H3
X#0 a? #£ b? f=0
a2—|—b27é0 a="> f:%(nl—HQ)
a=—b fZ%(Hl +H2)
C2+d2:0 f:H1
a2+ =0 c+d#0 f =10, — 3 + (k, k)
a? # b f= 2510, + o3I
=0 a:b#—c f:%(Hl—H2)+H(k,]€)
a?+b2#£0|a=b=—c f:%(Hl—Hz—ﬁ—Hg—l-l'L;)
a=—b S =30 +1I, — <103 + <I0y)

gde je k proizvoljna realna konstanta i gde je Iy = II(z,y), IIs = (y, x), I3 = (z,x) i
I, = II(y, y), za priozvoljnu funkciju II : R? — R.

Primer 3. S. PRESIC je postavio problem resiti funkcionalnu jednacinu:
(1) F(z,x,2) = F(z, 2z, 2),
po nepoznatoj funkciji F : R® — R.

Za argument X = (z,y,z) € R? definisimo funkcije ¢,a,3 : R®> — R? redom sa
X =eX = (z,y,2), aX = (z,2,2) 1 fX = (z,2,2). Skup § = {e,a,0} u odnosu
na kompoziciju (o) odreduje prateéu semigrupu S = (S,0) sa neutralom e. CAYLEYeva
tablica semigrupe S data je sa: c o B

(2)

— Q@ o|o

Ozna¢imo sa £ = F(X), T = F(aX) 1 Z = F(BX) nepoznate vrednosti funkcije F :
R3> — R. Zamenama X — X, X — aX i X — (X iz polazne jednacine dobijamo
slede¢i homogen linearan sistem po =, T'i Z

Ty = F(aX) ~ F(3%) =T — 7 =0,
{jQZF(aaX)—F(BaX = —ZEO,}
Ty =F(apX) - F(BBX)=2—-2=0

Resenje prethodnog sistema dato je sa:
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pri ¢emu su poslednje dve jednacine dobijene iz prve jednacine zamenama X — ai’ i
X — BX. Ako se izvrSi zamena T i Z u jednac¢inu J; = T — Z = 0, dobijamo istu
jednacinu. Dakle A-sistem je oblika OA = 0, tj. reSenje je ma koji parametar A. Iz

—_

= ==+ AJ1, potencijalno opste reproduktivno resenje je oblika:

(3)

gde je I : R® — R proizvoljna funkcija. Formula (3) jeste resenje ako i samo ako
je funkcija II reSenje polazne funkcionalne jednacine. Samim tim homogena semigrupna
funkcionalna jednacina (1) nema reSenje u pratecoj semigrupi. Pokazacemo da funkci-
onalna jednacina (1) ima reSenje u Siroj semigrupi.

F(X) = I(&X) + A(II(ad) - II(3X)),

Definisimo redom funkcije asq, ..., a7 : R? — R3 kao wvarijacije sa ponavljanjem od

tri elementa:

a1(X) = (z,z,2), aX)=(z,2,9), a3(X)=(z,zz2),
044(.)() = (x,y,:v), Oé5(X) = (xayay)a QG(X) = ($7yvz)a
a7(X) = (z,z,2), ag(X)=(x,2,9), ao(X)=(x,zz2),

—

-
NN N N N
~— — —
NN N N N

<

I

8

Posmatrajmo skup funkcija A = {aq,...,a27} koji u odnosu na kompoziciju (o) obrazuje
semigrupu funkcija A = (A, o). CAYLEeva tablica semigrupe?® A data je sa:

o a]aa3 Q456 a7agag Q101112 Qx13x14X15 X16X1T7TX18 Q192021 Q22023024 Q25 X26 27
al ajoyog Qoo alolog 141414 Q1401414 Qla14014 Q27Q27Q27 Q272727 Q272727
a2 alalal Q222 azazaz 1313713 Q141414 Q1515 Q25025 Q26 X26 X26 Q272727
a3 Qo203 alo2a3 Qo203 Q1301415 Q13014015 Q1301415 Q2526027 Q2526027 Q2502627
a4 Qoo Qgog0g ararar Q1111411 Q141414 Q1717 o7 Q212121 Q2424024 Q2727027
as Qoo Q5 Q5 Q5 agagag x10X10%10 Q1414014 Q181818 a19x19a19 Q23023023 Q2727027
ag alaa3 Qgqa5Q6 ar7agag Q1011412 Q13x14Q15 Q161718 Q192021 Q220230024 Q252627
aT ajoagar Qlogar ajogar Q11140417 Q111417 Q11140417 Q2] 24027 Q21 24027 Q2124027
ag ajoagar Qo508 azagag x10X13%16 Q1114017 Q12015018 Q1922025 Q2023726 Q21024027
ag ajasag Q1 as5ag ajlasag 101418 Q101418 x1014¢18 Q1923027 Q1923027 Q1923027
@10 ool a10%10210 Q1919¢19 Qa5 a5a5 Q14014014 Q23023023 agagag Q181818 Q27027027
a1l ajoagag Q111111 Q21 21021 Qgog0g Q14014014 Q24024024 ararar Qal7To17TOLT7 Q27027027
@12 alaza3 101112 Q1920021 Qga506 Q13014X15 Q220023024 a7oagag Q161718 Q2526 X27
@13 ajoagog Q1301313 Q25025025 Q20202 Q14014414 Q2626 26 a3za3zaz Q15x15¢15 Q27027027
@14 Qlalog Q1401414 Q272727 Qpalog Q1401414 Q272727 Qpagoag Q1401414 Q272727
@15 Qlaza3 Q1301415 Q2502627 Qpaz0a3 Q1301415 Q252627 Qpa2a3 Q1301415 Q2526 27
@16 Qlagor Q101316 Q1922025 Qoa50ag Q1101417 Q20237026 Qa3agag Q12015%18 Q21 2427
@17 Qlagor Q1101417 Q212427 alagor Q1101417 Q21 2427 alogay Q111417 Q21 2427
@18 ajlasog Q101418 Q1923027 alasog Q101418 Q1923027 alas5ag Q101418 Q192327
@19 Q11019 a1a10x19 Q@1a10x19 Q51423 Q501423 Q51423 aga18a27 aga18Q27 Qga18Q27
@20 Q11019 Q2Q11 Q20 Qa3Q12a2]1 Q413022 Q514023 Qago15024 Q716025 Qaga17a26 Qago18Q27
@21 Q11121 Q11 Q21 Qo121 Q4014024 QqQ14024 QqQ14Q24 Q7o 7o27 Qa7olTa27 Q7o TA27
@22 Q11019 Qq013022 Q7a16x25 Q201120 Q501423 Q81726 a3a12a2] Q1524 Qga18Q27
@23 Q11019 Q5014023 Qaga18Q27 Q11019 Q501423 Qaga18Q27 a1a10x19 Q5014023 Qga18Q27
@24 Q111 Q2] Qq014024 Qral7a27 Q1 Q1121 Qq014024 Q71727 Q11121 QqO14024 Qo727
a25 Q113025 Q113025 Q113025 Q201426 Q2014026 Q201426 a3Qx15027 Q315027 Q315027
@26 Q113025 a2014026 Q3015027 Q1 x13Q25 Q2014026 Q3015027 Q113025 Q2014026 Q315027
a27 Q114027 Q114027 Q114027 Q114027 Q114027 Q114027 Q114027 Q114027 Q11427

29FORMIRANA RACUNAROM POMOCU ODGOVARAJUCEG C-PROGRAMA
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Uvedimo oznake vrednosti nepoznate funkcije

A:F(OQX), B:F(OQX), CZF(CQX),
D =F(ayX), FE=F(azX), ZE=F(agX),
F=F(azX), G=F(agX), H=F(agX),
I =F(apX), J=F(ank), K =F(a;2X),
L:F(a13X), M:F(Oé14X), N:F(a15X),
O =F(aeX), P=F(a17X), Q= F(aisX),
R:F(Oqg.)('), S:F(OQQX), T:F(a21X),
U:F(QQQX), VIF(O(QgX), WZF(&Q4X),
X:F(OQE,X), Y:F(OQGX), Z:F(Oé27.)()
Koristedi se zamenama mozemo uvesti proizvod u skupu B = {4, ..., Z} na sledeéi nacin:
(4) F(a:X) - F(a;X) = TF(X) - TiF(X) < T, F(X) = F(ai 0 ;)

za i,j € lo7. Odatle sleduje da struktura B = (B,-) jeste semigrupa izomorfna sa semi-
grupom A = (A, o). CAYLEYeva tablica semigrupe B data je sa:

ABC DE= FGH I1JK LMN OPQ RST Uvw XY Z
AAA AAA AAA MMM MMM MMM ZZZ ZZZ 277z
AAA BBB ccce LLL MM M NNN XXX YYY Y v4
ABC ABC ABC LMN LMN LMN XY Z XY Z XY Z
AAA DDD FFF JJJ MMM PPP TTT WWwWw ZZZ
AAA EEE HHH 117 MMM QQQ RRR vvv ZZZ

ABC DE= FGH 1JK LMN OPQ RST Uuvw XY Z
ADF ADF ADF JMP JMP JMP TWZ TWZ T™W Z
ADF BEG CEH ILO JMP KNQ RUX SVY T™WZ
AEH AEH AEH IMQ IMQ IMQ RV Z RV Z RV Z
AAA IIr RRR EEE MM M vvv HHH QQQ ZZZ
AAA JJJ TTT DDD MMM WWW FFF PPP ZZZ
ABC IJK RST DEE LMN uvw FGH OPQ XY Z

AAA LLL XXX BBB MMM YYY ccc NNN ZZZ
AAA MM M ZZZ AAA MMM ZZZ AAA MMM ZZZ
ABC LMN XY Z ABC LMN XY Z ABC LMN XY Z
ADF ILO RUX BEG JMP SVy CEH KNQ ™ Z
ADF JMP T™W Z ADF JMP T™WZ ADF JMP T™WZ
AEH IMQ RV Z AEH IMQ RV Z AEH IMQ RV Z
AIR AIR AIR EMV EMV EMV HQZ HQZ HQZ

AIR BJS CKT DLU EMV ENW FOX GPY HQZ
AJT AJT AJT DMW DMW DMW FPZ FPZ FPZ
AIR DLU FOX BJS EMV GPY CKT ENW HQZ

AIR EMV HQZ AIR EMV HQZ AIR EMV HQZ
AJT DMW FPZ AJT DMW FPZ AJT DMW FPZ
ALX ALX ALX BMY BMY BMY CNZ CNZ CNZ
ALX BMY CNZ ALX BMY CNZ ALX BMY CNZ
AMZ AMZ AMZ AMZ AMZ AMZ AMZ AMZ AMZ

NXXI<OHNDIOVOZENRC~IQNUET QWS -

Primetimo da ako u izrazu F(a;X) + F(a;X) uvedemo zamenu X — a;X dobijamo
izraz

F((ajoap)X) + F((o 0 ) X)
koji je jednak sa izrazom
Flai) - Fow) + F(ay) - Fa).

Samim tim, uvodenje zamene X — aX ekvivaletno je distributivnom (-)-mnozenju sa
desne strane jednacine sa F'(apX) € B (k € Ia7).
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Prema prethodnom razmatranju, funkcionalna jednacina (1) nije resiva u semigrupi S.
Ispitajmo resivost funkcionalne jednacine (1) u $iroj semigrupi A (odnosno B). Polazna
funkcionalna jednacina, prema prethodnim oznakama, moze se zapisati u obliku:

(6) FlagX)— F(agrX) =0,

odnosno u obliku:

(7) J=T-27=0.

Izvrsimo zamene X — a1 X,..., X — 97X u jednacini (6). Prema tablici proizvoda

(5) iz jednakosti (7), (-)-mnozenjem sa desne strane, dobijamo redom sledece netrivijalne
proizvode:

F=T—7=0,
Jo=J—M=0,
J=D—A=0,
(8) Ji=W —Z=0,
Jo=F—A=0,
Jo=P— M =0.

Ostali proizvodi su trivijalni, tj. dovode do izraza koji su indeticki jednaki 0. Samim tim
resenje, po E = F(z,v, z), trazimo u obliku:

6
(9) E=E4) AT
i=1
za nepoznate realne parametre \i, ..., \g. Jednacina (9) eksplicitno data je u obliku

E =2 4+ MT-2) + X(J-M)
+ MD-A) + MW-2)
+ M(F—-A) + X(P—M).

Iz prethodne jednacine zamenom X +— a9 X, odnosno distributivnom (-)-mnozenjem sa
desna sa T', dobijamo jednacinu

T =T + MZ-2) + X(F-A)
+ MT-2) + MT-2)
+ MZ-2) + XN(F—-A),

odnosno jednacinu:
(10) T=T+ N+ M\)(T—2)+ (X\a+ Xg)(F — A).

Iz jednacine (9) zamenom X — 97X, odnosno distributivnim (-)-mnoZenjem sa desna sa
Z, dobijamo jednacinu

Z = Z 4+ MZ-2) + M(Z-2)
+ Ma(Z2-2) + MZ-2)
+ N(Z-2) + M(Z-2),

odnosno trivijalnu jednacinu:

(11) Z=12.



116 Branko J. Malesevié

Zamenom vrednosti za 7' i Z redom iz jednac¢ina (10) i (11) u jednac¢inu (3) dobijamo
T—-72=0 < —(Aa+Xxs)- A+ N+ Xg) F
(1 +X3+M) - T—(1+A3+N\)-Z=0.
Odatle dobijamo A-sistem:
(12) { A =—1-—)3 A A6 = — Ao }
Samim tim jednacina (9) moze se predstaviti u obliku:
E == 4+ MT-2) + Ao(J — M)
(13) + XM(D-A) — (1+X)(W-2)
+ M(F—A4) — Xo(P — M).
Odatle opste reproduktivno resenje, ako postoji, ono je oblika:
F(z,y,z) = I(z,y,2) + )\1( (z,2,2) — (2,2, 2))
+  (l(y2,y) -1y, y,9))
+  x((z,y,2) — (2, 2,2))
- ( + )\3)( (Z Y,z ) H(Z,Z,Z))
+ Az, z,2) - (2, 2,2))
- >\2( (yaZ l‘) H(yvyay))

Izvrsimo zamenu prethodne funkcije u polaznu funkcionalnu jednacinu. Tada dobijamo
jednakost

F(z,z,2) =1I(2,2,2) + Ao - ((z, z,2) — (z, 2,2)) =1I(z, 2,2) = F(z,2,z)

(14)

koja je tac¢na akko vazi dodatni uslov:

(15) Ay =0,

Za proizvoljnu funkciju II : R*> — R i proizvoljne realne parametre A\ = p, A\3 =
¢, \s = r € R opste reproduktivno resenje polazne funkcionalne jednacine (1) dato je u
obliku:

F(z,y,2) = W(x,y,2) + (( ((z, ,z)) ((z,z,z))))
+ s Y, T T,T,T
(16) 1+ QG 2) — 11 2, 2)
+ r(Il(z, z,x) — (x, z,x)).

Primer 4. D. MITRINOVIC i P. VASIC [DM-PV1] postavili su problem odrediti
opste resenje funkcionalne jednacine:
(1) f(x1, 20, 23) — f(22, 21, 23) = f(21, 71, 23) + f(22, 71, 72),

po funkciji f : E3 — M, gde je E neprazan skup i M skup koji odredjuje ABELovu
grupu u kojoj jednacina 2X = A (X, A € M) ima jedinstveno reSenje po X.
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Resenja postavljenog problema dali su M. Kuczma [MK1] i P. Vasi¢ [DM-PV2]. Pri
tom P. VASIC dao je resenje bez dodatne pretpostavke da jednacina 2X = A (X, A € M)
ima jedinstveno resenje po X.

Navodimo reSenje primenom PRESICevog A-metoda. Iz funkcionalne jednacine (1)
zakljucujemo da je f(z1,2z1,21) =01 f(x1,21,23) = 0. Funkcionalna jednacina

(2) f(x1, @0, 23) — fx2, 21, 23) = f(22, 21, X2),

koja se izvodi iz (1), uz dodatni uslov f(z1,z2,23) = 0, ekvivaletna je sa polaznom
funkcionalnom jednac¢inom (1). Opste resenje funkcionlne jednacine (2) trazimo uz pretpo-
stavku®' &1 # 2. Tako dobijeno redenje dopunjujemo sa 0 kao resenjem u slucaju z; = .

Za X = (x1,72,23) uvedimo funkcije i,a, 3 : R® — R? na sledeé¢i nacin iX =
(z1,22,23), aX = (x2,21,23) 1 BX = (22,1, 22). Skup {7, a, B} nije zatvoren za kompo-
ziciju (o). Dopunimo prethodni skup sa funkcijama v, d,7 : R* — R3 definisanim redom
sa X = (x1,22,22), 0X = (z1,22,21) 1 nX = (z2,21,21). Na taj nacin skup S =
{i,a, B,7,d,n} u odnosu na kompoziciju (o) obrazuje semigrupu sa jedinicom S = (.9, o).
Odgovaraju¢a CAYLEYeva tablica semigrupe S data je sa:

o

S o2 ® O -
S 2 @R =
I3 QW= SRR
ST @
R R332
D> TR >
LRSI 2233

n

Oznac¢imo sa [ = f(iX),A = f(aX),B = f(BX),C = f(yX),D = f(6X) 1 E = f(nX)
nepoznate vrednosti funkcije f : B> — R. Polazeéi od jednagine (2) dobijamo linearnu
jednacinu:

(4) Ji=1-A-B=0.

Uvedimo redom zamene: X — iX, X — aX, X — X, X — X, X — X i X — nX
tada prethodna jednacina ekvivaletna je sa linearnim sistemom:

Ji = I-A—-B = 0,
Jo = A-T-C = 0,
5) J = B-2D = 0,
J = C—-2E = 0,
J = D-2B = 0,
Jo = E—-2C = 0.

311z FUNKCIONALNE JEDNACINE (2) ZAMENAMA NIJE IZVODIV USLOV f(xq,71,23) =0
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Resenje po I trazimo u obliku:

(6) I'=T+ M+ T2+ 2A3T3+MTs+ AsT5 + AeTs
Izvrsimo redom zamene X — aX i X — (X u jednacini (6). Tada dobijamo:
(7) A=A+ MTo+ X1 +X3Ts + \aT3 + AsTs + A6 T

i

(8) B =B+ MJ3+ XJs + A3T5 + ATz + AsT3 + XeTs.

Samim tim zamenom prethodnih izraza za I, A i B u jednacinu (4), dobijamo:

Jio= M —20+1)1+

(201 — 200 + 1) A+

(2)\1 — 33X —3A3 4+ 2 4 +3X5 —4Xg + 1) B+
()\1 — X2 — A3+ Aq+ 2)5 —2)\6)0-1—

(2A1 — A2 — 3X3 + 4\ + 3\5 — 2)g) D+

(

2A3 — 204 — )\5+)\6)E =0,
odnosno dobijamo A-sistem:

2M1 —2X+1 =0,
201 —2X +1 =0,
(9) 2X01 — 3o —3A3+ 2\ + 325 —4Xg+ 1 =0,
Al — A2 — A3+ A+ 2)5 — 2)6 = 0,
271 — Ao — 3g + 4hy + 3hs — 206 = O,
23 — 2X4 — A5 + X = 0.

Resenje A-sistema dato je u obliku:

1
A =1, )\ta—l-%,
(10) A3 =38, M =s5—_,
6
)\:—t—s~|—1 )\:—t—s—l—1
5 9’ 6 67

gde su t, s proizvoljni parametri. Iz formule (6) nalazimo:

1.1
I = JI+5A+@s+t-1)B+
1 1
(8s +1—1)C — (65 +2t = 1)D — (65 + 2 — 1) E.

Ozna¢imo 7 = 3s +t — 1, tada prethodna jednakost je data u obliku:

1 1 1 1
(11) I=-I+-A+7B+7C—(t+=-)D—(t+ 2)E.
2 2 2 2
Potencijalno opste reproduktivno resenje funkcionalne jednacine (1), ako postoji, dato je

u obliku:
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3 (21, w0, 23) + $1 (22, 21, w3)+
T(H(:Ug,ajl,xg) + H(J:l,;vg,:ng))—
f(x1, 20, 23) = (T + %)(H(azl,xg, x1) + H(xg,xl,ajl)) DT # @9,

0 LT = X2,
gde je 7 € R. Zamenom prethodne funkcije u funkcionalnu jednacinu (2) nalazimo da
samo za vrednost parametra T = —= sa prethodnom funkcijom dato je resenje funkcionalne

jednacine (2). Samim tim opste reproduktlvno resenje funkcionalne jednacine (1) dato je
u slede¢em obliku:

117

(21, 22, 23) + $1(22, 21, 73)—
1
6<H 1‘2,151,332 +H .%'1,.7)2,.%2 )

(12) f(x1,20,23) = %( T1,T9, T +H(m2,x1,x1)) D X1 # T,

0 T T = 9.

Navedimo opste resenje koje je dao M. Kuczma i P. Vasié. Za skup E? = Ex E x E
definisimo podskupove: A = {(z1,z2,x3) : x1 = 22}, By = {(x1,22) : (x2,71) € By Ax1 #
7} CE?, B=Byx E,C=(ExExE\AUB), D= {(x1,72,23) : 73 = 73} N B
i F={(x1,22,23) : 11 = 23} N C. M. KuczMA, u radu [MK1], dao je opste resenje u
obliku funkcije:

g(x1,22,23) : (w1,29,w3) € B\D,
—2g(x1, z2,x3) + a(z1) : (x1,29,23) € D,
(13) f(x1,$2,$3) - g($2,.’1717.'153)+g($2,$1,1‘2)+a($1) . ($1,$2,$3) EC\F7
—g(w2,21,22) +a(z1) +a(ze)  :  (21,22,23) € F,
a(xy) : (z1,29,23) € A,
za proizvoljne dve funkcije: g : E3 — M ia : E — M, pri ¢emu funkcija a ispunjava
a(z) = —a(z). P. VAsIC dao je opste resenje u obliku:
H(xy,x9,23) + H(xa, w1, 23) + G(x1,22) : o1 # 22 ATy # X3,
(14) f($1,$2,$3) = { G(l‘g,xl) —G(.’El,mg) : Tl = T3,
0 : Tl = T2,

za proizvoljne dve funkcije H : B> — M i G : E*> — M.

Dobijeno opste resenje (12) jeste reproduktivno i ono zavisi od jedne funkcije. Sa
formulom (12) pokazano je da za opSte reSenje nije neophodno uvesti proizvoljne funkcije
razlicitih ,,arnosti” kao u sluc¢aju formula (13) i (14).

Primer 5. D. SINCOV (prema [DM-PV2]) postavio je problem odredivanja opsteg
resenja funkcionalne jednacine:

(1) f(x1,20) + f(22, 23) = f(201,73),
po nepoznatoj funkeiji f : R> — R.
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Neka je k proizvoljna realna konstanta. Funkcionalnu jedna¢inu (1) mozemo razmatrati
u Sirem ,, upotpunjenom” obliku:

(2) @(ku ka Iy, 1"2) + QO(k, ka $2,[L‘3) = Qp(k7 k,$1,$3),

po nepoznatoj funkciji ¢ : R* — R. Ako je ¢(k, 1,22, 73) opste refenje funkcionalne
jednacine (2), tada je f(x1,z2) = @(k,k,x1,22) opste resenje funkcionalne jednacine
(1). Dalje, ozna¢imo sa X = (k,x1,z2,73) Cetvorku elemenata iz R* tako da su sa
x1,x2,x3 oznaCene promenljive. Uvedimo funkcije i, «, G, v, §, n, € i K na sledeéi
nacin: X = (k,x1,x9,23), aX = (k,k,x1,22), X = (k,k,x2,23), vX = (k,k,x1,x3),
0X = (k,k,k,z1), nX = (k,k,k,x2), EX = (k,k,k,z3) i kX = (k,k,k,k). Skup S =
{i,,3,7,8,n,& K} u odnosu na kompoziciju (o) obrazuje semigrupu sa jedinicom S =
(S,0). Odgovarajuéa CAYLEYeva tablica semigrupe data je sa:

(=%

e}

R S S S IS e N )

T M3 W2 L W™
T MS M S Mo
P S N N N = = O = N

T MS M S 2|
T IR 3|3

T M3 2 L =
T M3 22 ® R S
b= = - S S S S S

Dalje, oznatimo sa I = ¢(iX), A = p(aX), B = ¢(8X), C = o(vX), D = ¢(6X),
E = p(nX), F=¢() i K = p(kX) nepoznate vrednosti funkcije ¢ : R* — R. Polazedi
od jednacine:

(4) Jh=A+B-C=0,

uvodeéi redom zamene: X — X, X — aX, X — X, X — yX, X — 60X, X — nX,
X — X 1 X — kX dobijamo slededi linearan sistem:

Ji = A+B-C = 0,
Jo = E = 0,
Js = A+B-C = 0,
Jy = E = 0,
(5) j5 = K = Oa
Js = E = 0,
Jr = E = 0,
J = K _—

Resenje po I trazimo u obliku:

I = IT+MT+XT+NT3+ MTs+ AsTs + AeTs + A T7r + AsJs
T4+ MT1+ 2T+ 2371+ T2+ s Ts + AeJ2 + M T2 + AsTs
= M+ A+ A+ X6+ A7) T2+ (A3 + Ag)Ts.

(6)
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Uvedimo oznake A = Ay, p = Ao+ Mg+ Ag + A7 i 7 = A3 + Ag, tada opste reSenje trazimo
u obliku:

(7) I =14\ + puTs+ 1Js.

Izvrsimo redom zamene X — aX, X — X, X — X u jednacini (7), tada dobijamo:

(8) A=A+ T+ uJs + 175,
(9) B=B+\h+pJe+1T5
1

(10) C=C+ 1+ pud+1Ts.

Zamenom prethodnih izraza za A, B i C u jednacinu (4), dobijamo:
J=0+DA+A+1)B-A+1)C+ (up+7)K =0,

odnosno dobijamo A-sistem:

(11) {A+1=0 A p+r=0}

Resenje A-sistema linearnih jednacina dato je u obliku:

A=—1
(12) p=—t
T=1

gde je t realni parametar. Iz formule (7) nalazimo:
I=1-(A+B-C)+t(F—-K)
Potencijalno opste reproduktivno resenje funkcionalne jednacine (2) dato je u obliku:

@(k7x17$27$3) = @(k’,l’l,l’Q,xg)—
(13) (O(k, k, 1, 22) + ®(k, k, 22, 23) — P(k, k, 1, 23))+
L Pk, k, kyxo) — Ok, Kk, k, k),

gde je t realni parametar i gde je ® : R* — R ma koja funkcija. Zamenom prethodne
funkcije u funkcionalnu jednac¢inu (2) odredujemo vrednost parametra ¢ = 0. Odatle
dobijamo opste resenje funkcionalne jednacine (1) u obliku:

(14> f((l?, y) = gp(k, kz,x,y) = (I)(k7 k, k, y) - CI)(k, k, kvx) = H<y) - H($)7

gde je Il : R — R proizvoljna funkcija. Navedenim postupkom ,upotpunjavanja” zaklju-
¢ujemo da ,nepotpune” semigrupne funkcionalne jedna¢ine mogudée je razmatrati u Sirem

obliku semigrupnih funkcionalnih jednacina.
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Napomena 1. Za funkcionalnu jednacinu (1) vazi jednakost f(xi,z1) = 0. Ako
stavimo x1 = x3 dobijamo jednakost f(zs3,z2) + f(z2,23) = f(x3,23) = 0, odnosno
f(z2,23) = —f(x3,x2). Samim tim funkcionalna jednacina (1) svodi se na funkcionalnu
jednacinu:

(15) f(@1,22) + f(z2,23) + f(23,21) = 0.

Obratno, analogno se dokazuje da se funkcionalna jednacina (15) svodi na funkcionalnu
jednac¢inu (1). Primetimo da je funkcionalna jednacina (15) nepotpuna cikli¢na funkci-
onalna jednacina:

n—1
(16) S CFf(ar,...,am) =0
k=0

koju su razmatrali ACZEL, GHERMANESCU i Hosszu [JA-MG-MH] pri uslovu m < n.
U navedenom radu pokazano je da u slucaju (m <)2m — 1 < n opste resenje dato sa:
flxy,z9,. .., 20) = H(z1,20,...,Tm_1) — (22, 23,...,2y), gde je IT : R™ 1 — R
proizvoljna funkcija. Konkretno za funkcionalnu jednac¢inu (1) imamo vrednosti m = 2,
n = 3 za koje ispunjeno 2m — 1 < n. Primetimo da se resenje dobijeno PRESICevom
A-metodom podudara se sa resenjem ACZEL, GHERMANESCU, Hosszu [JA-MG-MH].

Napomena 2. Na kraju napomenimo da za funkcionalnu jednacinu (1) vezan je jedan
interesantan , paradoks” u teoriji funkcionalnih jednacina da, i ako znamo opste resenje

jedne opstije funkcionalne jednacine, nismo u moguénosti da dobijemo iz tog reSenja
resenje jedne specijalne jednacine [DM-PV2]. Funkcionalna jednac¢ina (1) moze se svesti
na CAUCHYevu funkcionalnu jednag¢inu:

(17) F(a:1+x2) :F(SL’l) +F(JZ2),

po nepoznatoj funkciji F': R — R (videti problem 6.1.15. zbornika [DM-PV2]). Samim
tim zakljuc¢ujemo da klasa ,nepotpunih” semigrupnih funkcionalnih jednacina dovoljno
Siroka da postoji funkcionalna jednacina (1) iz koja se moze dobiti CAUCHYeva funkci-
onalna jednacina (17). Medjutim, iz opSteg resenja ,nepotpune” semigrupne funkcionalne
jednacine nismo u moguénosti da dobijemo opste resenje CAUCHYeve funkcionalne jedna-
Cine, jer se reSavanje CAUCHYeve funkcionalne jednacine, na taj nacin, svodi se na resa-
vanje odgovaraju¢e PEXIDERove funkcionalne jednacine.




OZNAKE

istinitnosna vrednost

tacno, netacno

prazan skup

skup prvih n prirodnih brojeva 1,...,n

skupovi prirodnih, realnih, kompleksnih brojeva

skup kompleksnih matrica formata m x n

skup kompleksnih matrica ranga r i formata m x n

adjungovana matrica A

determinanta kvadratne matrice A

inverzna matrica (4 € CI*")

jedini¢na matrica

identicko preslikavanje

jedini¢ni vektor [0...010...0]T u prostoru R"
(%)

matrica sa r jedinica na prvih r mesta diajgonale
i na ostalim mestima sa nula elementima (E, € C'*™)

matrica elementarne transformacije na vrstama

matrica elementarne transformacije na kolonama

linearna transformacija prostora C*

prostor slike matrice A

nula prostor matrice A, jezgro matrice A

rang matrice A

indeks matrice A

vektor dobijen upisivanjem vrsta matrice A

matrica M zapisana po vrstama

matrica M zapisana po vrstama

j-ta kolona matrice A

transponovana matrica A

konjugovano-transponovana matrica A

KRONECKERovV ili tenzorski proizvod matrica

skup j-inverza matrice A, (j = 1,1%,2,3,4, 5, 5%)

ma koji A{j}-inverz (j = 1,1% 2, 3,4,5,5%)

8
8]

norma vektora ||Z]| = \/Z?ZI w7 (FeCh)
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P\ uopsteni inverz skalara AT wf { 3\_1 ifg }
Al MOORE-PENROSEOV inverz

A# grupni inverz matrica A

AP DRAZINeov inverz matrice A

Xi = N\i(4) sopstvena (karakteristicna) vrednost matrice A
o; def Ai(A*A) singularna vrednost matrice A

Rax A-prostor matrice A

Rao nula-prostor matrice A

w(x) minimalni polinom matrice

q(v) g-polinom matrice q(z) < { %’Zﬁgz) ifg }
F={f:S— C} | skup funkcija f: S — C ]

nm:s—=c proizvoljna funkcija iz skupa F

a—b zamena izraza a sa izrazom b

6;: S — S bijekcije nepraznog skupa S na samog sebe

G prateCa grupa

pir = pi(k) vrednost p-permutacije p; za k € 1,

P grupa p-permutacija

a; = qx(J) vrednost ¢-permutacije g, za j € I,

Q grupa g-permutacija

My, = [afj] M-matrice sa elementima Ozfj = { (1) i ;gzz
M grupa M-matrica

Qk parametri u DERIVE-u za konacan skup £ =1,2, ...
RHS desna strana izraza u DERIVE-u

ELEMENT element matrice u DERIVE-u

SOLVE procedura za resavanje linearnih sistema u DERIVE-u
G, S, A B pratece semigrupe

[ ] kraj dokaza
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