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PREDGOVOR

U topologiji pojam kompaktnosti star je koliko i pojam prostora.
Inate, ovaj pojam, u celokupnoj matematicko] literaturi i svim disciplinama
koje koriste matematiku, zauzima vidno mesto. Pod kompaktnim prostorom pod;
razumeva se prostor X koji ima svojstvo da se svaki otvoren pokriva€ od X
reducirg na konaan . (videti [3]). Posto se u poBetku razvoja topologije ug;.-
Javnom radilo sa metrifkim prostorima, pre 1929. godine kompakitni prostori
karakterisani su sledecim suojstﬁom: prostor X je kompaktan ako svakl bes;
konatian podskup od X ima tatku nagomilavanja u X. U metridkom prostoru ova
dva uslova su ekvivalentna. Medjutim, ucp3te u topclodkim prostorima ne mo;
raju biti ekvivalentni. Tako, na primer, dobro je poznato, da uredjen pros;
tor [U, wi) svih rednih brojeva G S o < w, ima otvoren pokrivad koji se
ne mo¥e reducirati na konatan, a da svaki beskonalan podskup od [0, wi) ima
tadku nagomilavanja u [U, wi;). Prostori koji su okarakterisani uslovom da
sadrfe tatku nagomilavanja svakog svog beskonacnog podskupa, u literaturi,
poznati su kao prebrojivo kompaktni, Takodje, pozgatu je, da Je sucjstuupwe;
brojive kompaktnosti izvedeno iz kompaktnosti, pa je klasa prebrojivo kom-
paktnih prostora Sira od klase kompaktnih prostora. Na osnovu toga, kaZe se,
da se svojstvom prebrojive kompaktnosti uopStava kompaktnost. Pored prebro;

jive kompaktnosti postoji jos niz svojstava koja su izvedena 1z kompaktnosti,
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kao %to su: slaba kompaktnost, pseudokompaktnost, realna kompaktndst, para;
kompaktnost i svojstvo Lindeldéf-a. Razume se, svako navedeno svojstvo ka-
rakterife odgovarajucu klasu prostora, U [32] dat je Sematski prikaz medju;
sobnog odnosa ovih svojstava kao i odnos odgovarajuéih klasa prostora kﬁje
su okarakterisane ovim svojstvima. Pored navedenih, postoje 1 svojstva pro;
stora koja nisu posledice komapktnosti, ali su po.pajmu bliska kompaktnosti,
Na primer, sekvencijalna kompaktnost je neuporediva sa kompaktnosdcu, tj.kla;
sa kompaktnih prnstofa nije uporediva sa klasom sekvencijalno knmpaktnihpux#—
stora. Medjutim, sekvencijalna kompaktnost implicira prebrojivu kompaktnost.
5ta vide, klasa kompaktnih prostora i klasa sekvencijalno kompaktnih prostn;

ra sadrane su u klasama prebrojivo kompaktnih slabo kompaktnih 1 pesudo;kom;

paktnih prostora.
Kratko reteno, u tezi, proutavaju se sledeci zadaci:

(a) Svojstvima koja su izvedena 1z kompaktnosti uvode se nove
klase prostora koje sadrZe klasu kompaktnih prostora i na taj nacin se uop;
Stava kompaktnﬁst. Glavne klase prostora koje su u tezi uvedene su: L—pros;
tori, L';prostdri, Réprcstori, U;prostnri i hiper prebrojivo kompaktni pro;
stori. Takodje, uvodi se i klasa strogo sekvencijalno kompaktnih prostora
(svojstvom strogo sekvencijalna kompaktnost) koja je sadrZana u klasi sek-

vencijalno kompaktnih prostora ali nije uporediva sa klasom kompaktnih pro;

stora,

(b) Prouava se medjusobni odnos uvedenih klasa prostora (bilo da
su to klase koje sadr¥e klasu kompaktnih prostora ili su sa njom neuporedive)
kao i odnos tih klasa prostora sa drugim poznatim klasama prostora koje sa-

drze ili su neuporedive sa klasom kompaktnih prostora.

(c) Neka je klasa K okarakterisana svojstvom S. Za svaku uvedenu

klasu prostora reSavaju se 1 slededa pitanja:
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1. Heraditarnost (naslednost) svojstva S u odnosu na zatvorene

podprastore.

2. Prenodenje svojstva S na topoloski proizvod i direktnu sumu

familije prostora iz K.
3. Prenosenje svojstva S na hiper prostor datog prostora,

4. Invarijantnost svojstva S u odnosu na neprekidna preslikavanja.

Sva uvedena svojstva su topolodke invarijante.

Ceo rad podeljen je u etiri glave, koje su numerisane arapskim
ciframa. Glave sadrze paragrafe, a ovl su obeleZeni dvema ciframa, od kojih
prva oznatava broj glave, a druga broj paragrafa u toj glavi. Svi iskazi,
bilo da éu to definicije, propozicije, leme, teoreme, primeri ili posledice,
oznafeni su sa tri cifre (izuzev druge glave koja se sastoji od jednog para;
grafa), od kojih je prva broj glave, druga broj paragrafa, a treca broj po

redu iskaza u tom paragrafu.

Na potetku svake glave (ponekad 1 paragrafa) dat je, kratko, ra;

di bolje preglednosti, njen sadrzaj.
Kraj dokaza svakog tvrdjenja oznaCen je sa [/
Pri pozivanju na stauoue iz same teze, navodi se samo njihov broj.,

Brojevi u uglastim zagradama oznatavaju redne brojeve iz popisa

literature.

{)svojena je standardna terminologija, kao 8to je, na primer, U

o], (3], [2s], [27], [s0].

Samostalan doprinos je uglavnom sadrZan u glavama 2, 314, U

ovoj tezi, pored novih nepublikovanih rezultata, ukljudeni su i rezultati

radova [38] i [39];
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Mada je na podetku svake glave dat pregled njenog sadrZaja, ipak

opi%imo u najkrac¢im crtama svaku od navedenih glava

PRUA GLAVA sadr¥i uvodna izlaganja i ¢injenice koje su potrebne u

daljem radu.
DRUGA GLAVA odnosi se na U-sisteme i U;prostore.

Niz U = (Un; n 6 N) nepraznih otvorenih podskupova prostora X

je U-sistem u X, ako je:

cl(Uj)x ncl('U{Un : n 6N - {31}y = g, za svako ] eEN.

Topolo$ki prostor X je U-prostor, ako svakil U-sistem u X ima tad-

ku nagomilavanja.

Izvesni rezultati vezani za U-sisteme i U-prostore objavljenl su

1977. godine., (Rad pod rednim brojem [38] u spisku literature).

Klasa U;prostora predstavlja interpolaciju izmedju klasa slabo
kompaktnih prostora 1 pseudokompaktnih prostora. Svaki slabo kompaktan pro;
stor je U;prostor, a svaki U-prostor je pseudokompaktan. U regularnim pros;
torima ekvivalentna su svojstva U;prostora i slabe kompaktnosti, a u klasi

kompletno regularnih prostora ekvivalentna su sva tri svojstva.

TRECA GLAVA posvedena je uopStenjima kompaktnosti preko trojke

{P, cl, 0}, gde je:

1. P - familija svih prebrojivih podskupova datog prostora ila

familija svih podprostora od X datog svojstva S.
2, cl - operator adherencije primenjen na svaki tlan iz P.

30 - topologko svojstvo koje ima svaki nodprostor cl(P) za

svako P é P.

(a) Prostor X jé L-prostor ako je adherencija svakog prebrojivog

podskupa od X, Lindelﬁf;ou pudproétor u X,




(b) Prostor X je R;prostor ako je adherencija svakog prebrojivog

podskupa od X realno kompaktan podprostor u X.

(c) Prostor X je L';prostor, ako je adherencija svakog Lindelﬁf;

ovog podprostora od X takodje Lindelﬁf;ou.

U ovoj glavi daju se medjusobni odnosi ove tri klase prostora kao

i odnosi ovih klasa prostora sa ostalim klasama prostora kojima se uopstava

kompaktnost,

Neki rezultati ove glave nalaze se u Stampi (Matematitki vesmik,

Beograd),

CETURTA GLAVA teze, po mom miéljénju, sadr?i znacCajnije rezulta-
te, a odnosi se na klasu hiper;prebrojiuo kompaktnih prostora, kao i njihov

odnos sa drugim klasama prostora (na primer, sa str0go;prebr0jiuo kompaktnim).

Uveg sam sledecdu definiciju:

Prostor X je hiper;prebrojiuo kompaktan ako je zatvorenje unije

svake prébrojiue familije kompakfnih skupova, kompaktan skup.,
Navaodim neke rezultate ove glave:

1. Prostor X je hiper;prebrojiuo kompaktan ako i samo ako je
C(X) strogo prebrojivo kompaktan,

Prostor X je strogo prebrojivo koﬁpaktan ako je zatvorenje sug;
kog prebrojivog skupa u X kompaktan podskup od X (Keesling, 1971.). Sa C{X)

je oznalen hiper;prostor kompaktnih skupova u X.

2, Daje se konstruktivan primer prostora koji je strogo prebroji-

vo kompaktan, a nije hiper;prebrajiuo kompaktan,

3. Dokazuje se da u prostorima sa prvom aksiomom prebrojivosti
pojmovi hiper;prebrojiua kompaktnost i strogo prebrojiva kompaktnost se

poklapaju.




VI

)

4. Ispituju se svojstva hiper-prebrojivo kompaktnih prostora.
Tako se pokazuje da se svojstvo hiper-prebrojive kompaktnosti prenosi na

proizvod a da nije neprekidna invarijanta.

5. Uvodjenjem pojma sfrogn sekvencijalnog prostora (prostor X je
strogo sekvencijalno kompaktan ako je C(X) sekvencijalno kompaktna), dobija
se klasa prostora koja je sadrzana u klasi hiper-prebrojivo kompaktnih pro-
stora. Ova klasa prostora je neupnrediua sa klasom kompaktnih prostora. Po-

stoji jo3 niz rezultata koji se odnose na ovu problematiku,

Materijal samostalnog doprinosa iznosi oko 53 stranice teze.

Pretpostavke o separacilonim svojstvima prostora se uvek isticu,
a ako to nije sludaj, tada se ne smatra da prostor ima unapred neko separa-

ciono svojstvo, ma da su prostori skoro uvek bar T,-prostori.
Neki simboli i skradenice dati su na potetku teze.

Indeks kori&éenih i uvedenih pojmova dat je na kraju teze.

Posebno mi fe zadovolfstvo da se zahvalim profesoru M, Max fanovidu,
pod &Lfim fe rukovodstvom nadjena ova teza, koji mi fe prurio veliku pomol

svofim savetima £ sugestifama £ pravilno usmeravao u Loku rada.

Takodjfe se zahvaljujem profesoru M, Stanojevitu na svestdnof po-
moéd u svim fazama {zrade teze 4 na velikom zalaganfu da teza bude na zavdd-

nom nivou,

Audon
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GLAVA 1

NEKE KLASE PROSTORA KOJE UOPSTAVAJU KOMPAKTNOST 1
" NJIHOVA OSNOVNA SVOJSTVA

Poznato je da je topoloZki prostor X kompaktan ako zadovoljava
svo&studﬁda se svaki otvoreni pokriva® od X reducira na konafan. Kod nekih
autora (kao na primer, kod Engelking-a) zahteva se da je X Tz-prostor, - a
kod nekih ne (na primer, kod Kelley-a) ovo se ne zahteva. Ova glava odnosi
se na neke klase prostora kojima se uop¥tava kompaktnost kac to su: Linde-
lﬁf—oui_prnstnri, prebrojivo kompaktﬁi prostori, sekuencijalno kompaktni
prostori, realno kompaktni pfnstori i pseudokompaktni prostori. Izuzev sek-
vencijalno kompaktnih prostora preostale navedene klase prostora sadrze u
sebi klasu kompaktnih prostora., Ovde se daje pregled osnovnih pojmova 1 re;
zultata koji se odnose na navedene klase prostora, a koji c¢e se koristiti u
docnijim glavama. Na pofetku glave daje se pojam kompaktifikacije prostora
sa pojmom uredjenja u familiji svih kompaktifikacija datog prostora X. Ta-
kodje se daju osnovne karakterizacije Stone-Uech-ove kompaktifikacije kao 1

kompaktifikacije jednom tackom.




1.1. KOMPAKTIFIKACIJA PROSTORA

1.1.1, DEFINICIJA [27]. Par Y, ¢} gde fe ¥ kompaktan prostor, a
0:X > Y homeomorfno utapanje X u Y, tako da fe c,f.’lc.)(ly =Y fe hompaklif4-

kacd{fa prostora X &£ oznatava se sa cX,

1.1.2. TEOREMA [13]. Prostor X ima T, kompaktifikaciju ¢X onda

£ samo onda ako fe X proston Tychonofg-a.

1.1.3. DEFINICIJA [27]. Kompaktifikacije ¢1X £ ¢2X prostora X su

ekvivalentne ako postoji homeomorfizam h:c,X + c2X, {ako da d4fagham

h
C1X > sz
4 4
¢ Co
X » X
Ld{X]

komutina.,

Neka je sa K(X) oznatena familija svih kompaktifikacija prostoraX.
Prethodnom definicijom uvedena je jedna relacija ekvivalencije u K(X) kojom
se familija K(X) razbija na medjuscbno disjunktne podfamilije, pri Cemu sva-

ka od ovih podfamilija sadrZi sve medjusobno ekvivalentne kompaktifikacije

od X.

1.1.4. DEFINICIJA [13]. Neka su c1X 4 czX dve neekvivalentne kom:
paktifiracife prostora X. Komp&ktiﬁihacija c1X je manja od kompaktifikacife
0o X (4imbolicki ¢, X € ¢2X) ako postoji neprekidno prestikavanfe f§:c2X+c1X,
tako da fe fec2 = C1.

Ovom definicijom uvedena je jedna relacija poretka (koja ima sim-

boli¢ki znak < ) na K(X).

1.1.5, TEOREMA [13]. Svaka neprazna podfamilifa X & K(X} ima

najmanfe goanje ogranifenje u odnosu na wredjenje S u K(X),




1.1.6. POSLEDICA [13]. Neka je X prostor Tychonoff-a. Tada posto-
ji makaimalnd element u odnosu na wredfenje < u KiX}.

1.1.7. DEFINICIJA. Maksimalni element u odnosu na uredfenje S u

K|X) zove se Stone-Cech-ova kompaktifikacifa prostora X 4 oznatava 42 sa BX,

v [13], [20], [27] i [50] date su komstrukcije Stone-tech-ove
kompaktifikacije. Sledeca teorema odnosi se na medjuscbno ekvivalentna suoj%

stva kojima se karakterise Stone-Cech;oua kompaktifikacija.

1.1.8. TEOREMA [20]. Svaki prostor Tychonogf-a {ma Stone-Cech-ovu
kompaktifihacifu BX sa sledelim ekvivalentnim svojsivima:
(a) {Stone}. Svako neprekidno preslikavanje 1 sa X u proizvoljan

kompaktan prostor Y ima neprekidno pro¥irenfe T :8X > BY,

(b) (Stone-Cech). Svaha nealna neprekidna 4 ogranidena funkeifa

na X {ma neprekidno prosirenje na BX,

(c) lCech). Bilo koja dva disjunkitna z-skupa u X imaju disjunktna

zatvorenfa u BX,
(d) Razlititi z-ultra §48tnd na X imaju razlitite granice u BX,

Svaka druga kompaktifikacifa eX od X koja 4ima bilo kofe od nave-

denih svojstava homeomorfna je sa BX, 2. kompaktifikacijo BX fe jedinstvena,

1.1.9. DEFINICIJA [13]. Neka je X hompaktifikacija prostora X &
neka je card(cX - X) = 1, tada je cX kompaktifikacifa fednom tathom od X

£ oznadtava s¢ Aa X* Lo wX.

1.1.10. NAPGMENA, Dobro je poznata konstrukcija kompaktifikacije
jednom tactkom za nekompaktne Hausdorff;nue nrostore. Naime, za nekompaktan
Hausdor f f-ov prostor X, formira se prostor X* = X U {p} gde tatka p E X, a
topologija na X ostaje nepromenjena dok su okoline tatke P é X* komplementi
kompaktnih podskupova od X. Razume se, tatka P € X* je adherentna talka

2a X i svaki otvoreni pokriva& od X* reducira se na konalan, jer u svakom
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otvorenom pokrivau za X* mora postojati bar jedan €lan koji sadrii komple;

ment kompaktnog podskupa od X.

1.1.11. TEOREMA [27]. Svaki nekompaktan Haudorfg-ov prostor X
ima kompaktifikaciju X* (kompaktifikaciju jednom tatkom) sa sledeldm svojst-
vima :

(a) Prostor X* fe Hausdorff-ov onda £ samo onda ako fe prostor X
Lokalno kompakian.

(b) Kompaktifikacija X jfe minimalnl element u odnosu na uredfenfe
< u K(X).

Na kraju, moZe se zakljuiti da je K(X) mreZa u odnosu na uredje;

nje 2.
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1.2. LINDELOF-OVI PROSTORI

1.2.1. DEFINICIJA [27]. Prostor X fe Lindefif-ov ako se svaki oi-

voren pokrdivad od X reducira na prebrojiv.

1.2.2. PROPOZICIJA [13]. Svaki prostor koji zadovolfava drugs

aksiom prebrojivosti je Lindeldf-ov £ svaki prebrojiv prostor je Lindelog-ov.

1.2.3. TEOREMA [27]. Svaki negularan Lindelif-ov prostor e nor-
malan ,

1.2.4. TEOREMA [13]. Svaki zatvoren podp&aétﬂi od Lindelo4-ovog

prostora fe takodje Lindelif-ov.

1.2.5. TEOREMA [10]. Neka je §:X Y neprekidno preslikavange

sa Lindeléf-ovog prostora X na Y. Tada fe prosion Y Lakodje Lindeﬂﬁﬁ-oﬁ.

1.2.6. TEOREMA [10]. Disjunktna topolosha suma prebrofive gamifi-

fe bno&ioaa [indelif-a takodje fe prostor Lindelog-a.

1.2.7. TEOrReMA [10]. Svaka dva zatvorena Lindelif-ova podskupa u

negularnom prostoru dmaju disjunkine otvorene okoline.,

1.2.8, TEOREMA [13]. Topolodki proizvod kompakinog £ Lindeli§-ovog

prostora fe proston Lindeléf-a.

1.2.9. TeoreMA [13]. Neka fe §:X~+Y zatvoreno preslikavange
definisano na regularnom prostoru X £ neka {7 y) ima svoistvo Lindelif-a
za svako y € Y. Tada za svaki podprostor 1< Y kofi 4ima svojstvo Linde-

264-a £ 4 (Z) dma svojstvo Lindelig-a.

1.2.10. TEOREMA [13]. Svakd otvoren pokrivat regularnog Lindelog-

ovog prostora X ima Lokalno konatno olvoreno rafinirange,
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1.3. PREBROJIVO KOMPAKTNI PROSTORI

1.3.1. DEFINICIJA [27]. Hausdorff-ov prostor X je prebrojivo

kompaktan ako se svaki prebrojiv otvoren pokrivad od X reducira na konadan.

1.3.2. TEOREMA [13]. Prostor X je kompaktan onda £ samo onda ako

je Lindeldf-ov 4 prebrojivo kompaktan.

1.3.3. TEOREMA [13]. Neka je prostor X Hauwsdorff~ov. Tada su ehui-

valentni slededl uslovdi:
(a) Prostor X fe prebrojivo kRompartan,

(b) Svaka Lokalna konatna §amilifa od nepraznih podskupova od X

je konatna,

(c) Svaka Lohalno konacna familifa od fednotalkounih podshupova
od X fe konatna.

(d) Svahi beskonatan podskup od X ima talku nagomilavanja.

(&) Svaki prebrojiv beskonatan podskup od X ima Latku nagomila-

vanfa.

1.3.4. TEOREMA [13]. Svaki zatvoren podprostor od prebrojivog
kompakinog prostora X fe prebrofivo kompakian.

1.3.5. TEOREMA [13]. Neka je prostorn YV neprekidna slika prebroji-

vo kompaktnog prostora X, tada je Y prebrojivo kompakitan.

1.3.6. TEOREMA [20]. Svaka realna 4 neprekidna funkedja de fini-

sana na prebrofivo kompaktnom prostoru je ogranitend.

1.3.7. TEOREMA [13]. Topoloshi proizvod kompaktnog 4 prebrofivo

kompaktnog prostora fe prebrofivo kompakfan.,




l,4, PSEUDOKOMPAKTNI PROSTORI

1.4.1. DEFINICIJA [33]. Prostor X je pseudokompakitan ako fe Avaka
neakna neprekidna funkeisa definisana na X oghanitena,

1.4.2. PROPOZICIJA [33]. Svaki prebrojivo kompaktan prostox je
paeudokompaktan.

1.4.3. TEOREMA (6], Svaki pseudokompaktan normalan prostor e
prebrojivo kompakian. "

1.4.4. TEOREMA [13]. Neka je X prosion Tychonoﬂﬁ—a, tada gu ehvi-

valentni slededd uslovd:
(a) Prostor X fe pseudokompakitan,

(b) Svaka Lokatno konatna familifa od nepraznih otvorenih pod-
skupova je konatna.

(c) Svaki Lokalno konaBan otvoren pokiival od X fe konatan.

(d) Svaki Lokalno konaan otvoren pokrivad od X reducira Ae na

kRonatan.
(e) Za svaku prebrofivu familiju {V :n € N} otvorenih podskupova

od X koja ima svofstve konatnog presecanfa; rl{cl(Um)X_: n €N} £d.

1.4.5. TEOREMA [13]. Neprekidna Alika pseudokompakitnog proslora
je pseudokompakitnag.

1.4.6. TEOREMA [13]. Topoloshi prodzvod pseudokompaktnog prosto-

na X £ kompaktnog prostora Y fe pseudokompakitan.

Na kraju treba istaci da se pseudokompaktnost ne prenagsi na zat-

vorene podprostore. Na primer, neka je X = [n,mf] x |o, we) - {{wi, we)} -

ravan Tychonoff;a. Prostor X je pseudokompaktan, a podprostor Y = {{wy,n)

n é N} je zatvoren u X ali nije pseudokompaktan jer je Y homeomor fan sa N.
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l.5. SEKVENCIJALNO KOMPAKTNI PROSTORI

1.5.1. DEFINICIJA [27]. Prostor X fe sekvencijalno kompaktan ako
svaki niz tataka Lz X sadrii konvergentan podniz.

1.5.2, DEFINICIJA [15]. Podskup U od topofoskog prostora X fe
sehvencijalno otvoren ako fe Avaki niz Lz X koji konvergira tacksi 4z U sa-~

drzan u U sa {zuzethom konatno mnogo tataka.

1,5.3. DEFINICIJA [15]. Prostor X je sekvencijalan ako fe svaki

sehvencifalno otvoren podskup od X £ otvoren u X,

Jasno, svaki prostor prve prebrojivosti, svaki metrilki prostor i

svaki diskretan prostor je sekvencijalan prostor.

1.5.4, TEOREMA [13]. Svaki sekvencijalno hompaktan prostor fe

prebrojive kompaktan,

1.5.5. TEOREMA [13]. Neka je prostor X sckvencijalan (prve pre-

brojivostl), tada su ehvivalentni sledecd uslovdi:
(a) Prostorn X je prebrojivo kompaktan.

(b) Prostor X je sehvencdfalno kompakian.

1.5.6. TEOREMA [10]. Svak{ zatvonen podprostor od sekvencifalnog

kompaktnog prostora je sekvencifalno kompakian.

1.5.7. TEOREMA [13]. Nepachdidna s&ika sekvencijfalnog kompakinog

prostora X fe sekvencijalno kompaktna.

1.5.8. TEOREMA [13]. Topoloski proizvod od prebrofive muogo sek-
vened jalno kompaktnih prostora fe sekvencijalno kompaktan.,

Na kraju treba istaéi da postoje primeri kompaktnih prostora ko-
ji nisu sekvencijalno kompaktni. Na primer, prostor BN je kompaktan ali nije

sekvencijalno kompaktan jer sadr?i niz 1,24...4n... koji ne sadrZi nijedan
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konvergentan podniz, Naime, ako bi 'Kl,“Kz,...,?Kn,... bio konvergentan pod;

niz od ovog niza, takvi bi bili i A = {Kiy K3y Ksyeoe Kyppy 9eee b 1
B = Kz, Ku yeeer K,y yeeo}. Medjutim, ova dva skupa imaju disjunktna zatvo-

renja u BN, pa ne mogu konvergirati istoj tatki kojoj konvergira niz
Kl! ‘KZ,.--, Kn,.-i

1.5.9. DEFINICIJA [25]. Prostor X fe astrogo prebrofivo kompak tan
ako {fe zaIQOkanja éﬁa&ag pnebmojiﬁog podskupa od X kompaktan podskup u X,

0 strogo prebrojivo kompaktnim prostorima bice visSe re&i u cetvr-

toj glavi.
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1.6. REALNO-KOMPAKTNI PROSTORI

1.6.1. DEFINICIJA [13]. Topoloski prostor X fe realno kompakian
ako je X prostor Tychonogf-a 4 ako ne postofi Tychonoff-Lijev proston X ROJL

ima sledela dva svojstva:

(a) Postoji homeomorfno utapanje r :X + X Zako da fe x{X} #

~,

C‘E(}llx) ]X = X,

(b) Za svaku realnu neprekidnu funkelfu 4§ : X > R posLo 4 nepre-
kidna ﬁu;fdacija. 3:x-+ R Ztfakva da fe E-JL = f. |

1.6.2. TEGREMA [13]. Topoloski prostor je realno kompaktan onda
i samo onda ako je homeomorfan sa zatvoremim podprostorom od Kartezdjevog

proizvoda kopija realne Linije,

1.6.3. TEOREMA [20]. Svaki Lindelif-ov prostor fe realno kompak-

1.6.4. TEOREMA [13]. Topoloshi prostor je kompakfan onda £ samo

onda ako je pseudokompaktan £ realno kompakian,

1.6.5. TEOREMA [13]. Svaki zatvoren podprostor od realnog kompakt-

nog podprostora je realno kompaktan,

1.6.6. TEOREMA [13]. Neka je X fopoloski prodzvod famifife pros-
tora Xa, a € A, Prostor X fe nealno hompaktan onda £ samo onda ako {e

svaks xy, a € A realno kompakfan,

1.6.7. POSLEDICA [13]. Inverznd Limes familije realno kompakinog

prostora fe realno kompaktan,

1.6.8. TEOREMA [13]. Tychonoff-Liev proston X fe neakno kompakian
onda £ samo onda ako za svaku tathku xo € BX-X postoji funkeija h :BX > 1
ftako da fe hlxgl= 0 4 hix)>0 za svako x € X,

1.6.9. DEFINICIJA [13]. Prostor X je parakompaktan ako je regula-
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1.7. ODNOSI IZMEDJU NAVEDENIH KLASA PROSTORA

Navedeni rezultati iz paragrafa 1.2 do 1.6, a koji Ce se koristie=

ti u docnijim glavama mogu s€ Sematski istadéi na sledefl natCing

KOMPAKTNOST > L INDELOF~0VOST

SEKVENCT JALNA lJ’
W OMPAKTNOST |
PREBROJIVU REALNU

KOMPAKTNOST KOMPAKTNOST

I

PSEUDO-
KOMPAKTNOST

L INDELOF -ovi

KOMPAKTNI

REALNO KOMPAKTNI

SEKVENCI-
JALND .
KOMPAKT-
NI

KOMPAKTNI

PREBROJIVO KOMPAKINI
PSEUDOKOMPAKTNI
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GLAVA 2

U-s1STEMI 1 U-PROSTORI

N U ovoj glavi govori se o jednom uopstenju pojma'slabe kompaktno;
-~ sti prema [6] 1 [33], kao i o karakterizaciji pseudokompaktnosti preko kla-
sa prebfbjiuih familija otvorenih podskupova (U-sistemi) koje su u datom
prostoru rasporedjene uz koriséenje operatora zatvorenja i uslova disjunkt-
nosti (definicija 2.4). U daljem tekstu koriste se pojmovi tatke nagomilava-
nja familije skupova prema [33] kao i pojam lokalno konacCne Faﬁilije prema

|6]. Deo rezultata ove glave objavljen je 1977. godine (videti |38]).

2.1. DEFINICIJA [33]. Neka je U familija podskupova Zopolodkog
prostora X, Tatka a € X je tatha nagomilavanja familife U ako svaka oko-

Lina od a, ima neprazan preseh sa beskonatno mnogo &lanova famifife U,

2.2, DEFINICIJA [33]. Familija D podskupova topofoskog prostora X
je Pokalno konaina ako svaka faska £z X ima okolinu koja preseca samo  kona-

&no mnogo tLanova Lz D, 484, ekvivalentno, ako familifa D nema nifedne Tadke

nagomifavanja w X.

2,3, TEOREMA [6]. Neka fe X topoloski prostor. Tada su ehvivalen-

tni sledeas usfoud:
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(a) X je slabo kompakitan.

(b) Svaka prebrojiva 2okalno konatna disjunktna familija od otvo-

renih skupova od X je konatna.

(c) Neka je U prebrojiv otvoren pokrival od X L A beskonatan pod-
shup od X, tada adherenci ja nekeg clana od U sadn3i beshonagno mnogo fataka

od A.
(d) Ako fe U prebrojiv otvoren pokrivat od X, iada postofi kona-~

sna podfamitija od U tifa adherencija pokriva X.

2.4, DEFINICIJA, Ntz U = (Un; n € N) nepraznih otvorenih podshu-

pova od X fe U-sistem u X ako e

SIAMUSITRTROUES - (g =0

Za svako { € N,

2.5. DEFINICIJA. Topoloshi prostor X je U-proston ako svakd U-54-

stem w X dma tatku nagomifavanfa.

5. ¢. PROPOZICIJA. Neka je X U-prosior L Y otvoren podprostor od X.

Tada fe cl(Y)y U-prostor.

Dokaz. Neka je U = (Un; n € N) U-sistem U cl(Y)x, i neka je
dalje B = (Un 1 Ys; n é N). Neposredno se moZe proveriti da je B U-sistem
u X. Posto je X U;prostor, postoji tacka X ¢ X koja je tacCka nagomilavanja
za B, Medjutim, kako Je cl(Un N Y)cl(Y)x'z cl(Un N Y?X to je x tacka nad

gomilavanja od U u cl(Y)y. //
2.7. PROPOZICTJA. Neprekidna slika U-prostora fe U-proslor.

Dokaz. Neka je X U;prostnr i f:X>Y neprekidno preslikavanje
sa X na Y. MNeka je dalje B = (Un; n €& N) U-sistem u Y i U, = F-I(Vn),néN,

odnosno U = (Un; n E N).
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7a svako A é N je °1(”j)x.“ cl(lJ'[Un}:n EN - {j}})X = cl(f"(uj))x N
Ly (FN) €N - {51y € L)y 0 etV U €N - {GIDy) =

- f_l(ﬂ) - ¢, Dakle, U je U-sistem u X. Posto je X Uéprostor postoji tacka

" Q X koja Je tatka nagomilavanja za U i posto jJe preslikavanje f neprekidno,

to je f(x) £ Y tatka nagomilavanja za B pa Je prostor Y U-prostor, [/

2.8. POSLEDICA. Neka fe X topoloshd profzvod presteora X o @ € A.

sko jo X U-proston, tada je svaki X, a € A, U-prostor.

2.9. PROPOZICIJA, Svaki U-prostor je pseudokempaiion,

Dokaz. Neka je X U-prostor koji nije pseudokomgextan. Tada posto;
ji neprekidna funkcija f:X~>R koja nije ogranitena na X. Takodje postoji
niz (xn; n g N} u X tako da je f(xn) > n, za svako n & \. 5ta vige, moZe
se pretpostaviti da}je F(xn+1) > f(xn), za svako n £ N, Za svako j € N
moZe  Sse ingrati okolina.\fj od f(xj), tako da je a € cl{ki}ﬁ i b E(Ul_l_l)R
tada je aﬁ<b. Neka je Un = fnl(Un). Razume se, (Un : n £ \N) je U sistem
u X, i podto jé.X U;prostor, ima tatku nagomilavanja x. Posto je f:X+R

neprekidno, f(x) je tacka nagomilavanja od (U s n € N)., Medjutim, ovo je ne;

moguée prema konstrukciji niza (Un; n E N)}. Dakle prostor X je pseudoknmpak-

an. //.

2.10. LEMA. Svaki slabo kompaktan proslor je U-zroston.

Dokaz. Neka je prostor X slabo kompaktan i U U-sistem u X. Razu-
me se, U Je prebroglua familija od nepraznih, otvorenih, medjuscbno dlSJunk—
tnih podskupova od X. Ako bi familija U bila lokalno konaZna, prema 2.3,(b)
bila bi kona&na, &to je nemogude jer Je U-sistem iskljutivo teskonacCna (pre-
brojiva) familija koja zadovoljava uslove definicije 2.4. Cszkle, U-sistem U

ima ta&ku nagomilavanja u X. //.

2,11, PRIMEDBA, U [6] dokazano je da je svaki prebrojivo kompak-

tan prostor slabo kompaktan. Takodje je dat primer prostora koji je slabo
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wompaktan & nije prebrojivo kompaktan. Na osnovu ovog, jasno je da je svaki
prebrojiuq kompaktan prostor U-prostor.

Tvrdjenje inverzno tvrdjenju 2.8, ne mora biti ta&no. Naime U
[20] (videti orimer 9.15) dat je primer prebrojivo kompaktnog prostora G
(c je podprostor od BN koji naravno nije kompaktan) sa svojstvom da G X G
nije pseudokompaktan. Dakle, G je U;prostnr jer je prebrojive kompaktan, a
G x G nije U;prostor. Ako bi G x G bio U;prostnr, prema 2.9, bio bi pseudo-

kompaktan, a to je kontradikeija. Prema ovome jasno je da proizvod U—prostn;

ra ne mora biti U-prostor.

2.12. PRIMEDBA. U [6] (na stranici 502 posle teoreme 4) dat je
primer prostora koji je pseudokompaktan a nije slabo kompaktan, Medjutim,
neposredno se vidi da je ovaj primer i primer prostora koji je pseudokompak;

tan a nije U;prostor. Naime,

X = {xij : i,j) E N} U (LJ{Yij s 1,5 € N})

gde je X33 tatka, a Yij beskonatan skup za svako i,j € N. Topologija na X
definisana je preko baznih okolina tataka u X na sledeéi natin: Okoline ta-
¢aka X3 j sastoje se od xij plus sve izuzev konacno mnogo tataka skupova
LS i . . y L ;
ij, (k 2 1) 1 Vi (k > j). Za okoline taaka u Yij uzimaju se komplemen
ti (u odnosu na Yij) konadnih podskupova. X nije slabo kompaktan jer posto-

ji pokrival U od X -
U= {{xj;:%,J 8N} U (ULY, ek 23D U (UYy, k 2 j})

takav da svaki Cl(uij)x’ Za Uij € U sadr?i samo kopatno mnogo tafaka sku-
pa {Xii : 1 é N}. Dakle, prema teoremi 2.3,(c) prostor X nije slabo kompak-
tan, Prostor X je pseudokompaktan jer ima sleded¢a svojstva: Za svaki pre;
brejiv otvoren pokrival U = {Un s n é N}, pokriuaé'ﬁ :{cl(Un)x : n € N},
sadr?i pravi podpokrivad, Dobro je poznato da ovo svojstvo indicira pseudo-

kompaktnost i slu¥i kao algoritam (konkretno u datom primeru)za konstrukei ju
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prostora koji su pseudokompaktni a nemaju druga svojstva jata od pseudokom-
paktnosti.
Prostor X nije U-prostor jer sadrii U-sistem (xij; i,j & N) koji

nema nijednu tatku nagomilavanja u X,

9.1%. TEOREMA [6]. Kompletno regufaran prostor je slabo kompak-

tan onda £ samo onda ako fe pseudokompakian.

2.14. TEOREMA. Kompletno regularan prostor fe U-prostor onda 4

samo onda ako je pseudokompakian.,

Dokaz. Ova teorema je direktna posledica pretﬁodne tecreme kao 1

propozicije 2.9, odnosno Leme 2,10,

2.15. TEOREMA. Regularan prostor X je slabo kompaktan onda 4 Asamo

onda ako je U-prostor.

Dokaz. Neka je prostor X slabo kompaktan. Prema 2.10, je U;pro;

stor.

Obrnuta, neka je X U-prostor. MoZe se pretpostaviti da X nije
slabo kompaktan. U tom slugaju, prema 2.3,(b) postoji beskonatna lokalno
konatna familija A = (An . n & N) od nepraznih otvorenih podskupova od X.
Prema ovim pretpostavkama, jasno je, da postoji tacka xi E A; 1 otvorena

okolina 0, od x koja je sadrZzana u A; ali takva da je skup
Ilz{jGN':UlﬂAj#ﬁ}

konafan. Poito je prostor X regularan, postoji otvorena okolina Ui od x
takva da je cl(Uy), =0 . Neka je Ay ={A; €A :JE N-I;}. Familija A
je beskonatna i svaki tlan iz A; je disjunktan sa 0. Neka je j2 =min{N-I1),

x2 6 Ajz’ Ajz & A,, 0, otvorena okolina od x2 sadrzana u Ajz takva da je skup

I, = {jEN: (0, U0)N A #0]
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konadan. Neka je Uz otvorena okolina od Xz takva da je cl(Uz)x < 0,. Familija
Ay = {Aj 6 AL ] é N-I,} je beskonalna i-suaki ¢lan iz Az ima praian pre-
sek sa 0, U 0z2. Ako se bvaj postupak neprekidno nastavi dobice se strogo ra;
stuéi niz (J; * i €N) uN i nizovi nepraznih otuurgnih podskupova od X,

(U; ¢ iEN) i (Ui i€ N), takvi da su zadoveljena sledeca svojstva:

(a) cl(Ui)XCUiC A.. .

ji
(b) Ii = {j G N : (IJ{Uk : k s |1,i|}) N Aj £ 0} je konatan.
(c) ji.z min (N-Ii;1)'

Tada je za svako J E N cl(Uj) CUJ. i Cl(U{Un : néN;-{j}})x -
X - Dj' Dakle, U = (Un 2 N € N) je U-sistem u X. Posto je X, U-prostor po;
stoji taCka X c X koja je tatka nagomilavanja za . Medjutim, posto je U
jedno rafiniranje za A, x je tim pre tacka nagomilavanja za A,.a ovo J€ Kon-

tradikcija. Dakle, prostor X je slabo kompaktan. //.
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GLAVA 3

NEKA UOPSTENJA KOMPAKTNOSTI PREKO OPERATORA
ZATVORENJA

U ovoj glavi se razmatraju neka uopitenja kompaktnosti koja su
rezultat dejstva trojke X = {P, cl, 0}, gde je:
P - familija svih prebrojivih podskupova datog prostora X 1ili
familija svih podprostora od X datog svojstva 5;

cl - operator adherencije u prostoru X primenjen na svaki Clan Fa;
milije P;

0 - topolotko svojstvo koje ima c1(P), za svako P iz P. (Misli se
na cl(P)x kao podprostor od X,

Svojstva koja se ovde koriste su respektivno: Lindelﬁf;ovost, pa;
rakompaktnost i realna kompaktnost. Motivacija za ovakvo razmatranje uopste-
nja kompaktnosti potile iz rezultata Keeslingéa (videti [25]). U [25] se da-
je pojam strogo prebrojivog kompaktnog prostora X zahtevanjem da je adheren;

cija od svakog prebrojivog skupa kompaktan skup u X (videti definiciju 4.1.1),

Glava je podeljena na tri paragrafa. Prvi paragraf je posvecen

LQprostorima koji su nastali uopdtenjem kompaktnosti posredstvom trojke
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i gemu je P familija svih prebrojivih podskupova od X, a 0 suon

Py cly 0} pr

gtvo { indeldf-a.
re kojl su uvedeni zahteva-

Drugil paragraf odnosi se na R-prosto
njem da u trojeci {P, cl, 0}, P i dalje ostane familija svih prebrojivih pod;
skupova pfostora X, a da 0 bude svojstvo realne kompaktnosti.

U treéem paragrafu govori s€ O L” -prostorima. Ovi prostorl nasta-

0}, ali je sada P familija svih Linde;

1j su isto posredstvom trojke {P, cl,
1ﬁf;0uih podprostora od X, a 0 Je svojstvo Lindelﬁf;a.
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3.1.1. DEFINICIJA. Proston X je L-prostor ako je adherencdija sva-

kog prebrofivog podskupa od X Lindelog-ov podprostor od X,

Sledecom lemom, koja se neposredno dokazuje, daje se jedan elyi-
valentan oblik pojma L-prostora, a koji moZe korisno posluZiti u raznim dru-

gim dokazima u toku sledeteg izlaganja.

3.1.2. LEMA. Prostor X fe L-prostor onda L Aamo onda ako je svaks

satvonen separabilan podprostor od X Lindelog-ov,

Jasno da je svaki Lindelﬁf;ou prostor L-prostor, svaki kompaktan
prostor jJe L;prostor, svaki strogo prebrojive kompaktan prostor je L-prostor.
Takodje, diskretan prostor jJe L;prostnr. Prema 3.1.1. svaki separabilan L-

prostor jJe Lindelﬁf;ou. Svaki prostor koji je separabilan a nije Lindelﬁf;ou

nije L¥pppstcr.

3.1.3. PRIMER. Neka je X skup realnih brojeva sa ucbitajenom to-
pologijom. Za svaku iracionalnu tatku x é'X mo¥e se izabrati niz raciocnalnih
tadaka {xn £Q :n & N} (Q je skup racionalnih brojeva) koji konvergira X
u postojeco] topologiji. Skup X moZe se topologiziratl topologijom T na sle;
dec¢l naéin. Syaka racionalna tatka iz X je singleton u X. Skupavi Un(x) =

= {xi + 1 E [n, mﬂ U {x} ¢&ine bazu svake iracionalne tatke x € X. Prostor

(X,t) ima slededa svojstva:
(a) X je prve prebrojivostil.
(b) X je séparabilan jer je skup Q svuda gust u X.

(c) X nije Lindeldf-ov jer Je X-0 neprebrojiv diskretan podpros-
tor od X.

3.1.4. PROPOZICIJA. Hausdorff-ov prostor od X je L-prostor onda

i Aamo onda ako za svaki niz {F_ : n € N} nepraznih zatvorenih podshupova od X
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poétojé ratvoren Lindelsf-ov prostor L =X fakav da je LNF_ Z @, za Asva-

ko n € N.

Dokaz. Neka je X L-prostor i neka je {Fn 1N g N} niz nepraznih
satvorenih podskupova od X, Prema aksiomi izbora postoji prebrojiv podskup
Y = {xn : N = N} takav da je X c Fn’ 2a svako n € N. Posto je X L-prostor
to je L = cl(Y), Lindeléf-ov i LN F_#@ zasvakon €N, pajel = e1(Y)y
tra¥eni podprostor.

Obrnuto. Neka je Y = {xn : N c N} prebrojiv podprostor od X. Ja-
sno, svaki singleton {xn}, n € N, je zatvoren podprostor u X. Po pfetpostauQ
ci za niz {{xn} : N é N} zatvorenih podskupova od X postoji zatvoren Linde;
16f-ov podprostor L, takav da je {xn} nL#®@, za svako n E N. Dakle, Y& L
jer je {xn}c: L, za svako n é N. Posto je L zatvoren u X, to jJe cl(Y)L =
= c1(¥)y, a posto je L Lindel6f-ov, c1(Y)y je Lindeldf-ov i X je { -prostor.
/1.

3.1.5. LEMA [13]. Ako parakompaktan prostor X sadrzd gust Linde-
264-ov podprostor tada je X Lindelog-ov,

" 3.1.6. PosteDICA [13]. Svaki parakompakian separabilan proston fe

Lindelof~ov.

3 1.7. PROPOZICIJA. Svakd parakompaktan (metrizabilan) prostor fe

L-prosfor.

Dokaz. Neka je Y = {yn . n € N} prebrojiv podprostor od parakom-
paktnog prostora X. Jasno, cl(Y)x je zatvoren parakompaktan podprostor od X
(parakompaktnost se prenosi na zatvorene podprostore). Sta vise, dl(Y)x; je

separabilan pa je prema 3.1.6. Lindelﬁf;uu. Dakle, X je LQprostUr. [/

3,1.8. PROPOZICIJA. Zatvoren podprosior od L-prostora f& L-pro-

Atonr,

Dokaz. Neka je Y zatvoren podprostor od L;prostora X i neka Je

A = {an : n € N} proizvoljan prebrojiv podprostor od Y. Posto je Y zatvoren
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g X to je cl(A)x = cl(A)y i kako je c1(R)y Lindeldf-ov jer je X L-prostor,

to je'cl(A)Y LindelﬁFQou, pa je Y L;prustor, //

3.1.9. PROPOZICIJA. Disjunktna Tepoloska suma L-prostora je L-pro-

Alon,

Dokaz, Neka je X = Z{Xa : a g A} topoloska suma familije prosfo—
ra Xa’ a C A, gde je Xa N Xb = @, za svako a # b i neka je Y = {xn : N C N}
prebrojiv podprostor od X. Jasno, Y moZe imati prebrojiv trag kod najviSe
prebrojivo mnogo prostora X, pa jeY=ZIL{y nX, :nE N}, a cl(Y)x =

n

= z{el(y N Xan)xa . n 6 N}. Podto je cl(Y N Xan)xa Lindeldf-ov (svaki X,
n

| . . n
a € A je L-prostor) za svako n € N, prema 1.2.6. 1 cl(Y)y = E{cl(Yflxan)x

| an
n € N} je Lindelsf-ov, //.

3.1.10. PROPOZICIJA. Neka fe X negufaran L-prostoxr, tada Avaka
dva zatvorena disjunkina separabilna podskupa imoju disjunktne 4 otvorene

okoline, .

Dokaz. Neka su A i B dva zatvorena disjunktna 1 separabilna pod;
skupa od L;prastnra X. Prema 3.1.1, skupovi A i B su LFprustari, a posto su
separabilni oni su Lindelﬁféoui pa prema 1.2.7. imaju otvorene disjunktne

okoline U i V gde je A U i B= Vv, a UV =g.//

3.1.11. PROPOZICIJA, Neprekidna 4 zalvorera éﬂihi L-prostora fe

L-proston.

Dokaz, Neka je f:X~+Y neprekidno i zatvoreno pre%likauanje sa
L;prostora XnaVYineka je B = {yn : N € N} prebrojiv podérostor od Y, a
A = {xn : n € N} prebrojiv podprostor od X, takav da je F(gn) =y, %8 sva-
ko n € N, drugim reima, f(A) = B. Posto jJe fFeX>Y neprekidﬁo zatvoreno pre;
slikavanje onda je za svako AC X, f(cl(A)y) = cl(f(A))y. Za B = f(A) Je

c1(B)y = flcl(A)y) pa je cl(By Lindeltf-ov. //.
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3.1.12. PRIMEDBA. Neprekidna slika L;prostnra ne mora biti L-pro;
stor. Na primer, neka je X prostor realnih brojeva sa diskretnom topologi jom,
a Y isto prostor na skupu realnih brojeva sa topologijom iz primera 3.1.3, 1
neka je f:X~+Y identi&no preslikavanje sa X na Y. Jasno, f je neprekidno pre;

slikavanje, ali f(X) =Y je prostor iz primera 3.l1.5, koji nije L;prostor.

3.1.13. LeMA [13]. (Ponomarev). Svaki prosior prve prebrofivosts

je neprekddna 4 otvorena slika metnditkog prostora,

3.1.14. PRIMEDBA, Prema 3.1.13, prostor iz primera 3.1.3. je ne;
prekidna 1 otvorena slika nekog metridkog prostora, all kao to je poznato,
nije L;prustor. Medjutim, prema 3.1.7, svaki metritki prostor je L;prostor,

zto zna®i da neprekidna i otvorena slika L -prostora ne mora bitil L-prostor.

3 1.15. PROPOZICIJA, TopoloShd proizvod L-prostora L 411030 pre-

brojivog kompakinog prostora je L-prostor,

“.Dokaz. Neka je Z = X x Y gde jefX.L;prﬂstor, a Y strogo prebro;
jivo kompaktan i neka je dalje A = {(xn,yn) PXC 6 Xs ¥, c Y} prebrojiv
podprostor od Z. Projekcije px(A) i pY(A) su sledeéi prebrojivi podskupovi
od X 1 Y; pX(A) = {xn : n € N} X, pY(A) = {yn . nE N} < Y. Sta vise
cl(pxﬁA)) je Lindelgf-ov podprostor od X, jer jé X L-prostor. cl(pY(A))Y je
kompaktan podprostor od Y, Jer je Y strogo prebrojivo kompaktan. |
Cl(pX(A)’X X cl(pY(A))Y je zatvoren L1ndeluf-0u prostor od Z (prUlZUDd Lin-

delsf-ovog i kompaktnog prostora Je Llndelnf—ou, 1.2.8), pri cemu Je€:

Ac cllpy(A)y x cllpy(A))y

pa je 1:

cl(A)Zc: cl(gx(A))x X cl(Py(A))Y — 7

Dakle, cl(A), Je zatvoren podprostor od Lindelsf-ovog prostora,

ba je, prema 1.2.8, Lindelsf-ov. //.
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3.1.16. POSLEDICA. Topoloski proizvod L-prostora L kompakinog

prostora fe L-prostor,
3,1.17. PRIMEDBA. Proizvod dva LFprUstora ne mora biti L;prostur.

Takav primer dat je u paragrafu 3.Z. (videti 3.2.7).
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Ako u trojei K = {P, cl, 0} preko koje se uop3tava kompaktnost

p i dalje bude familija svih prebrojivih podskupova od datog prostora X,

cl;operator zatvorenja primenjen na svaki ¢lan familije P, a 0 svojstvo re-

alne kompaktnosti koju ima svaki clan cl(P)X za svako P C P, onda se takav

prostor X moZe nazvatl .R;prosturom. Pogto je svojstvo O-realna kompaktnost,

najpre se daju osnhovna svojstva realne kompaktnosti,

3.2.1. DEFINICIJA [13]. Tychonoff-£fev prostor X je realno kom-

paktan ako ne postofi Tychonoff~Liev p&o&ta&.iléa sbededim svojstvima:

(a) Postofji homeomorfno utapanje k:X-*ﬁ; tako da je »(X; #
¢ cl(x(X))g = X.

(b) Za svaku neprekidnu realnu funkelfu 4 :X+R postofi nepre-

L

kidna funkcdfa E : X>R tako da je Ton = §.

3,2.2., PROPOZICIJA [13]. Prostor je realno kompaktan onda £ Aamo

onda ako je homeomonfan sa zatvorendm podprostorom od Kartezdijevog prolzvoda

kopifja nealne Linije.
3 9.3, PROPOZICIJA [13]. Svakd Lindefdg-ov proston fe realno kom-

paktan,

3.9.4. PROPOZICIJA [13]. Prostor X jfe hompaktan onda 4 samo onda
ako fe realno kompakian £ pseudokompartan.,

3. 9.5, DEFINICIJA. Prostor X je R-prostor ako fe zatvorenje lad-

horencija) Avakog prebrojivog podskupa od X nealno kompaktan podprostor od

datog prostora X.

3.2.6. LEMA. Proston X je R-prostorn onda 4 samo onda ako fe svakL

zatvonen separabilan podprostor od X realno Rompaktan.,
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Jasno, svaki kompaktan, strogo prebrojivo kompaktan, realno kom;
paktans L indelof prostor jJe R}prostur. Prema 4.3. svaki L;prostur je Rrproé
stor. Svaki separabilan R-prostor je realno kompaktan. Ako je neki prostor
separabilan, a nije realno kompaktan, onda taj prostor nije R}prostur. Na
primer, ravan E, = R x R aqde je R prostor realnih brojeva sa uobitajenom
topologijom realno kompaktan prostor koji je separabilan, Medjutim, u E2
mo¥e se konstruisati mnogo primera, separabilnih, pravih, podprostora, kojl
nisu realno kompaktni. Syaki od ovih primera je tip prostora koji nije R~

prostor.

3,2.7. PRIMEDBA, Posto je syaki Lindeldf-ov prostor realno kom-
paktan, prema 3.2.5, suaki-LQprustcr_je R;prostor. gbrnuto, ne mora biti
tagno. Na primer, prostor P na skupu realnih brojeva sa topologi jom polu;
otvorenih intervala ima sledeca svajstva:

(a) Prostor P jJe Lindelﬁf;ou |

} => Normalan => Tychonoff-1jev

(b) Prostor P je regularan

(c) Prostor P je separabilan.

Medjutim, prostor X = P x P je separabilan ali nije LindelﬁF;ou
pa nije L-prostor. Prostor X je Tychnnoff;ljeu i realno kompaktan jer Jje
P normalan i realno kompaktan, a podto se realna kompaktnost prenosli na
proizved to je X realno kompaktan, a samim tim je i R-prostor. Ovim prime-

rom dokazanoc je da je klasa R-prostora $ira od klase L-prostora,

3.2.8. PROPOZICIJA. Prostorn X fe R-prostor onda 4 samo onda ako
za svakd niz {Frl . n € N} zatvorenih podskupova od X postofL realno kompak -

tan podshup Re X fakav da je RAF ¢ @, za Avaro n € N.

Dokaz. Neka je X R-prostor i {F_:n € N} niz zatvorenih pod-
skupova od X. Po aksiomi izbora postoji niz Y = {xnl:n E N} takav da je za
svako n € Ny x_ er . PoSto je Cl(Y)}C realno kompaktan u X i cl(Y)xﬂ Fn# B,

za svako n E N, pa jJe cl(Y)xzﬂ i RN Fn £ @, za svako n € N,
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Obrnutc. Neka je Y = {xn::n g N} prebrojiv podskup od X, a
{{xn} : N S N} niz zatvorenih singletona od X. Po pretpostavci postoji real-
no kompaktan zatvoren podskup R <X takav da je R.Fl{xn} £ @ za svako
n € N. 1z ovoga sledi da X Q R, za svako n 9 N, tj. Y ©R. Posto je R
satvoren, to je cl(Y)R = cl(Y)x? a kako je cl(Y)X realno kompaktan (real—

a kompaktnost se prenosi na zatvorene podprostare), prema 3.2.5, X J€ R—prn-

stor. //-.
| 3.2.9. PROPOZICIJA. Suaki zatvoren podprostor od R-prostora je
R-prosion.
Dokaz. Neka je X R}prustor, Y zatvoren podprostor od X, 1
A=

{an : n E N} prebrojiv podskup od Y. cl(A)x': cl(A)Y, jer je Y zatvo-
ren u X, a posto je cl(A)X realno kompaktan, to je cl(A)Y realno kompak-

tan i ovo va¥i za svaki prebrojiv podskup AcY, prostor Y je R-prostor. //.

3,2.10, PROPOZICIJA, Neha je X ZLopoloshi p&OLZUOd familije
{XS .5 € S) prostora X gde s & S. X fe R-prostor, ako je AU&&L.X , SES

R;prostor.

Dokaz. Neka je A = {an : N é N} prebrojiv podskup u X 1 neka Je
pS(A) = {ai g XS : N £ N} projekcija od A na XS, za svako s £ S. Podto je X
S C S, R;prostor, fo je cl(pS(A))XS realno kompaktan za svako s € S5, pa Je
x{cl(ps(ﬁ))XS s S c 51 realno kompaktan i zatvoren podprostor, od X (realna
kompaktnost se cobostrano prenosl na proizvod familije realno kompaktnih
prostora), pri Cemu Je A x{cl(ps(ﬁ))xs T S 6 5}. Posto se realna kompakt-
nost prenosi na zatvorene podprostore, to jJe c:l(ﬁ\)X EEﬁx{cl(pS(A))xS: s €5}

realno kompaktan i X je R;prostor. /7 y

3.2.11. POSLEDICA. Inverznd Zimes familije R-prostora u hlasdl T,

prostora je R-prosior,
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Dokaz. Inverzni limes je zatvoren podprostor u proizvodu familije
srostora. PoSto je, prema 3.2.10. proizved R-prostora, takodje R-prostor, to

je, prema 3.2.9. i inverzni limes takodje R;prostor. /7

3.2.12. POSLEDICA. Neka je X topoloski prostor 4 {A_ : s € S}
familija zatvorenih podprostora od =, Ako fe svakd AS, s € S, R-prostor, ta-
da je DA, : s € s} takodje R-prostor,

Dokaz, Prostor [l {As :+ s € S} je homeomorfan sa zatvorenim podé
prostbrom od x{AS : s € S}, a kako je prema 3.2,10. x{AS : s ES} R-prosQ

tor, to je fl{As . s € S} R;prostor..//.

3 2.13, PRIMEDBA. (Ponomarev 1959., Frolik 1961.). Dokazano je da
ako postoji perfektno otvoreno preslikavanje f sa realno kompaktnog pros-
tora X na Tychonnff;ljeu prostor Y tada je Y realno kompaktan. Ovim je istak;
nuto da se realna kompaktnost ne prenosi neprekidnim, odnosno perfektnim pre;
slikavanjima, ve¢ specijalnim (otvorenim) perfektnim preslikavanjem. Potpu;

no isti zakljutak vazi i za R-prostore.
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3,.3. L/-PROSTORI

Klasa L’ prostora nastala jJe uop&tavanjem kompaktnosti preko
trojke {P, cl, 0} gde je P familija svih Lindelﬁf;nuih podprostora datog

prostora X, cl-operator zatvorenja i 0 svojstvo Lindelﬁf;a.

3. 3.1. DEFINICIJA. Prostorn X e L™ -prostor, ako fe zalvonrenje

Avakog Lindeﬁﬁﬁ-abc;g podprostora od X Lakod je L.indezﬁﬁ-ov.podmo,ston od X.

Prema ovoj definiciji, svaki L';prostﬂr je L;prostor. Obrnuto ne

nora biti tadno, &to dokazuje sledeci primer.,

3.,3.2, PRIMER., Neka je [b,_mll uredjen prostor svih rednih broje-
va o < W1, & [U, wu] svih o < wg. Neka je dalje X = [U, ml] X [U, Ll}u:l ~

- {(wli n) s h= 0,1,2,.1'}1'

(D, LUn) ({3311 wﬂ)

:

(0,0)

Prostor X moZe se gusto utopiti u prostor Y = XU {p} gde su
okoline tatke P komplementi kompaktnih podskupova od X (videti napomenu
1.1.10).

Prostor Z = Y - {(wy, Wo)} (inate podprostor od Yi ima sledeca

svojstva:

(a) Prostor Z nije kompaktan jJer sadrzi zatuoren'nekompaktan pod-
prostor [0, wi1) x {wol.
(b) Svaki prebrojiv podskup od Z ima kompaktno zatvorenje U Z.

Dakle, prostor Z jJe L;prostor (razume se, Z je prebrojive kom~

b
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d

d Z, za koji cl(L)Z nije

(c) Postoji Lindeléf-ov podprostor L o
u {¢|lo, w)x {kHU{p}:ks=

Lindelﬁf;ou podprostor od 7. Zaista, neka je L =
- 911,2,3,...}. nije Lindeldéf-ov, Naime, ako

cl(L)Z_= 7. Medjutim, prostor Z

bi Z blo Lindelﬁféou, podto je prebrojivo kompaktan, bio bi kompaktan, a to
-prostora koji nije L’-prostor.

je kontradikeija. Dakle, prostor 7 Je primer L

Svaki diskretan neprebrojiv prostor X je primer L';prostora koji

nije Lindelﬁf;ou. Takodje, prostor [0, w,) svih rednih brojeva a < Wi je

primer L/ -prostora koji nije Lindelof-ov. Jasnoy svakl Lindelﬁf;ou prostor

koji nije Llndelof-cu, a sadr?i svuda gust

je L'-prostor. Svaki prostor X

podprostor je primer prostora koji nije L/ -prostor. Razume se,

Lindelﬁf;ou
ov nije L-prostor ni L’ -pro-

da svaki separabllan prostor koji nije Llndelof—

stor. Takodje je jasno da je L-prostor 1 L'-prostor y klasi prostora u koji-
ma su Lindelﬁf;oui nekompaktni podprostori jedino prebrojivi podskupovl.,

3,3.3. PROPOZICIJA, Suaki zatvoren podprostox od L”-prostora fe

L -proston.

Dokaz. Neka je Y zatvoren podprostor od L';prnstora Xid Linde;

16F-0v podprostor od Y. Posto je Y zatvoren U X, to je cl(Z)Y = cl(Z)X? a

podto je Z Lindelﬁf;ou podprostor od Y, u relativnoj topologijl, tim pre Je
| indeléf-ov i u X. Kako je X, L';prostﬂr, to je cl(Z)X Lindeldf~ov . 1 zatuo;,

renom podprostory Y, pe je

ren podprostor od X koji je sadrian u zatvo

c:l('Z)Y = cl(Z)X. | indeldf-ov podprostor od Y. //

. Neka fe X dis funkina topoloska suma prebrofive §aind -

Life prostora X o 0 e N, L Y podproston od X. Podprostor Y je Lindelof-ov

Lindeloh-ov za svako n € N,
)X {Xn : N 6 N} gde je X_ N Xk = {§, za svako

n, Kk 6N, n#Kky Y= E{Yﬂxn=new}iakoje Y 0% indel6f-ov, za

je Lindelﬁf;uu jer Jje disjunktna pre

onda £ samo onda ako fe Y N X
Dokaz. Podto je X =

svako N C N, prema 1.2.6. Y brojiva unija

| indel6f-ovih podprostora.
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®

Obrnuto, neka je podprostor Y Lindelﬁf;ou. Jasnao, Y je disjunktna
gopoloska suma prebrojive familije prostora Y rlxn, n 6 N, Svaki podprostor
Y FIX , N & N je otvoreno zatvoren podprostor od Y, pa J€ Lindelﬁf;ov jer
se svojstvo Lindeléf-a prenosi na zatvorene podprostore. //.

3 3.5, PROPOZICIJA. Neka je X disjunktna topoloSha suma familife

L~ -prostora X , 0 g N, Tada fe X L7 -prostor.

Dokaz. Neka je Y proizvoljan Lindeléf-ov podprostor od
X =Z{X_ :n &N} Prema 3.3.4, v X Jje Lindel&f-ov podprostor od X_, za
svako n é N, PoSto jJe Xn’ L!-prostor, za svako n & N, to je cl(y NX )Xn
LindelﬁfQUu podprostor od X _,Za svako n £ N, Kako je cl(Y)X Z{cl(Y i X )X
n €N} i el(YN Xﬂ)xn je Lindelof-ov, za svako n € N, podprostor cl(Y)X
je Lindelof-ov za svaki LindelﬁF;ou podprostor Y od X, pa je prostor X,

L';prostor. /7.

3.3.6. PROPOZICIJA. Proizvod L™ -prostora X 4 hompaktnog prostora Y

j@ L’ ’*p-"t.Ofé-to}L .

Dokaz. Neka je Z = X x Y topoloski proizvod L';prostora X i kom-
paktnog prostera Y. Neka je dalje A proizvoljan  indel6f-ov podprostor od Z.
Prema 1.2.8. jasno je da su projekeije prﬁ) i pY(A) Lindelﬁf;oui podpro-
stori od X i Y. Posto je X L/-prostor, to je cl(px(A)) | indelof-ov pod-
prostor od X, a poSto je Y kompaktan, cl(pY(A))Y je kompaktan podprostor
od Y. Prema 1.2.8. proizvod cl(pxﬂﬂlx_x cl(pY(A))Y je zatvoren Llndelof oV
podprostor od 7 kojl sadrzi | indel8f-ov podprostor A. Jasno cl(A)Z =
cl(pX(A))x'x cl(pY(A))Y, pa je cl(A)Z [ indeléf-ov podprostor od Z. Dakle,

prostor 7 je L';prostar. /.

3 3.7, PRIMEDBA. Proizvod dva L'-prastora ne mora biti L’-prostor.
Na primer, neka je X prostor na skupu realnih brojeva sa topologijom poluot—
yorenih intervala. X je separabilan i Lindelof-ov, pa je, dakle, L'—prostor.

Medjutim, X x X je separabilan ali nije LindelﬁFFOU, pa nije Lf-prostor.
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3,3.8. LEMA [13]. Neka fe f : X =+ Y 2a2V0ReNo pna4£ihabanje Ad
regufarnog prostora X na Y 4 neka je ' (y) Lindeldf-ov Godérostor od X za
cako y 6 Y, tada jo £7(2) Lindelsg-ov podprostor od X za svaki Lindelsg-ov
podpnoaIOk ZodY, |

3.3.9. PROPOZICIJA. Neka je prostor Y nep&ehidna { zatuvorena ALi-
va negularnog L -prostora  pri presbikavanju £ tako da je £ (y) Lindel§-ov
podprastor od X za svako y 6 Y, tada je Y L -prostor,

Dokaz. Neka je Z = Y, Lindel&f-ov podprostor od Y i neka je
7t = £7(Z). Prema 3.3.8, Z' je Lindelaf;ou podprostor od X pa je cl(Z')X:
takodje Lindeldf-ov jer je X L';prastor. Posto se Lindel6f-ovo svojstvo
guva pri neprekidnim preslikavanjima f(cl(Z')x? je zatvoren Lindeldf-ov pod-
prostor od Y. S5ta vise, cl(Z)Y‘: f(cl(Z’)x pa je cl(Z)Y - Lindelﬁf;ou
podprostor od Y jer se svojstvo Lindelof-a prenosi na zatvorene podprostore.

Prema tome, prostor Y je L';prostor. [/

3.3.10. PROPOZICIJA. Svaki parakompaktan proslor je L™ -proston,

Dokaz. Neka je prostor X parakompaktan i Y proizvoljan Lindelﬁf;uu
podprostor od X cl(Y)x'je parakompaktan podprostor od X (parakompaktnost se
prenosi na zatvorene podprostore) koji sadrzi gust Lindelﬁf;ou podprostor od

Y, pa je prema 3.1.5, LindelﬁF;ou. Dakle prostor X je L’-prostor. // .
3 3 11, POSLEDICA. Svaki metrizabilan prostor je L -proston,

3.3,12, PRIMEDBA, U klasi prostora koji su diskretpi, ili metri-

zabilni ili parakompaktni, svojstva L i L? su medjusobno ekvivalentna.
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GLAVA 4

HIPER - PREBROJIVO KOMPAKTNI PROSTORI

Ova glava odnosi se na uopStenja kompaktnosti pojmovima A{rogo
pﬂehaojibg.hompahtn04t prema [25] i hipa&-pxebkojiﬁa kompakinost, Glava se
sastoji od sest delova (paragrafa). U prvom delu daju se definicije ova dva
pojma, kao i neki njihovi ekvivalentni uslovi, Ovde se koriste néka suojst;
va hipeaprostora po kojima je i nastao naziv "hiperprebrojiva kompaktnost”.
J drugom paragrafu, karakteridu se strogo prebrojivo kompaktni 1 hiperpre;
brojivo kompaktni prostori preko nedostiZivih tadaka (videti definiciju P;
tadke i prebrojivo nedosti¥ive tatke). Takodje se daje primer prostora koji
je strogo prebrojivo kompaktan a nije hiper;prebrojiuo kompak£an. Tredi pa;
ragraf odnosi se na neka svojstva nedostiZivih tafaka kao i1 na izvesne us;
lgue egzistencije ovih tataka. U tetvrtom delu daju se neka svojstva strogo
prebrojivo kompaktnih 1 hiper;prebrnjiuo kompaktnih prostora. Peti paragraf
odncsi se na karakterizaciju nekih klasa prostora u kojima su ekvivalentni
pojmovi strogo prebrojiva kompaktnost 1 hiper;prebrojiua kompaktnost. U ovom
dely dati su i primeri prostora preko kpjih se razjadnjava odnos po jmova
strogo prebrojive kompaktnosti 1 hiper;prebrojiue kompaktnosti sa pojmom

prebrojive kompaktnosti. Poslednji (3%esti) paragraf ove glave odnosli se na
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strogo sekvencijalno kompaktne prostore koji su okarakterisani uslovom da je
,a svaki prostor X (iz klase strogo sekvencijalno kompaktnih prostora) C(X)

sekvencijalno kompaktan. C(X) je hiper-prostor na svim kompaktnim pﬂdskupo;

OSYNRA LRT AN Y YIENHELOT PAAA
30 BAVEHATLYY, BLIAIRY ) ACTRBAOMUTY
DuUuHLIDOTISKA

BEpof: e
Aatywm: _
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4.1. DEFINICIJE I NEKI EKVIVALENTNI USLOVI

Neka je (X, T) topoloékl T, prostor. 5a exp(X) oznaCava se pro;

stor ¢iji su elementi svi nepraznl, zatuorenl skupovi sa bazom oblika:

Uy Uppenny U) = {A Eexp(X) 2 A cu U, ANU; £,
i=1

i - l,2,...,ﬂ}

gde su Ui G T’ i-= 1,2,11-"’1.

Topologija na exp(X) sa gore navedenom bazom je dobro poznata

Uietoris;oua ili eksponencijalna (konatna) topologija, a prostor exp(X) na-

ziva se eksponencijaln: prostor 111 hiperprostor prostora X. Detaljnije O

hiperprostorima videti,na primer, [30], [37], [}&].

5a C(X) oznatava se podprostor od exp(X) €iji su elementi kom-

paktni podskupovi od X.

U navedenim oznakama usvojicemo slededa obeleZavanja:

exp(z)(X) = exp{exp(X)) yeoey exp(n)(X) = exp(exp(n“l)(x))

é”u):uum)”“,é“u)=u&mnun, (n € N).

4 1.1. DEFINICIJA [25]. Prostor X fe strogo prebrofivo kompaktan

ako fe adherencifa svakog pnebnojiUog podskupa od X kompakian podskup od X,

Paralelno sa pojmom strogo prebrojive kompaktnosti daje se i po-

jam hiper;prebrojiue kompaktnosti sledecom definicijom.

4.1.2. DEFINICIJA, Prostor X fe hiper-prebaofLvo kompaktan ako za

svaku prebrofive familifu kompaktnih podskupova od X postof{ kompaklan Akup

KX hofi je nadshup svakog tlana ove familife.
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4.1.3. DEFINICIJA [31]. Parcdjakno wred jen £ wsmeren skup (S, <)

X, - wimeren aho za svaki pnebfwji.ﬁ podskup S_ = {s; €S :i6 N} po-

je
stoji s €S tako da je s, <s, za svako i &N,

Nakon ove definicije, jasno je da se hiper;prebrojiua kompaktnost

moze okarakterisati uslovom da je familija C(X) nﬂ-usmerena u odnosu na

inkluziju.

3.1.4, PRIMER [3?]. Neka je = [U, wy) skup svih rednih broje;

va koji su manji od prvog neprebrojivog rednog broja wi i neka je dalje X,

prostor sa uredjajnom topologijom T na %, Poznato je da svaki prebrojiv pod;

skup A = {x & X :n E N} ima svoj supremum @ < Wiy tj. a € X. Posto je
[D, a]C X kompaktan i zatvoren, a inafe je A C [U, a], to je cl(A) ['_0 a]

Po3to je, prema [32]

cl(A)x, pa je prostor X strogo prebrojivo kompaktan.,

svaki kompaktan podskup od X prebrojiv, lako se vidi da je familija

c([o, w;)) }(U-usmerena, tj. da je prostor X hiper-prebrojivo kompaktan.

4.1.5. TEOREMA. Neka fe prostor X Hausdonfg-ov. Tada su ekviva-

Pontni slededd wslovd:

(a) Prostor X je strogo prebro jivo kompaktan.

(b) Svaki satvonen separabilan podprostor od X je kompakian,

(e) Za svaku p&ebaﬂjiﬁu familifu {Kn g €(X) 2 N § N} postofi

K € C(X) tako da fe Knﬂ K # @, 20 svako n € N,
(d) Famitija C5(X) lsuih separabilnih kompakinih podskupova od X)

je & - usmerend.

Dokaz. (a) = (b) je trivijalno.

(a) = (c) : Neka je {K_ g C(X) : n € N} prebrojiva familija kom-

paktnih podskupova od X, a {xn é Kn 1 N g N} prebrojiv podskup od X takav da

je, za svako n g N, X S Kn' Ako je prostor X strogo prebrojivo kompaktan

cl({xn s Kn : N 6 N})X-z'K g C(X) 1 Kn NK £@, za svako n € N,
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(c) => (a) :* Neka je A = {xn € X : n 6 N} praoizvoljan prebrojiv
podskup od X, a {{xn} 6 C(X) : n ‘911\1} prebrojiva familija singletona od X.
Ako prostor X ima svojstvo (c) postojl K 6 C(X) tako da je {x } NK £ @,
za svako n g N, To znati da je {xn} K, za svako n € N, tj. Ac K. Dakle,
c:l(li‘\)K = cl(A)X ckK 1 cl(A)x & C(X) pa je prostor X strogo prebrojivo kom-

paktaﬂ.

(a) = (d) : Neka Je {Kn E C°(X):n €N}, a {SHCX: n & N} preb;
rojiva familija prebrojivih podskupova od X takvih da je Cl(sn)){ = Kn’ za
syaka n & N, Neka je dalje S =U {Sn s N g N}. S je prebrojiv podskup od X,
a posto je X strogo prebrojivo kompaktan, .to Je cl(S)xé co (0 i Knc: cl(S)X_,

za svako n c N, pa je familija CS(X) ko;usmerena.

(d) = (a) : Neka je familija co(X) ko;usmerena i {xn G X=nEN}
proizvoljan prebrojiv podskup od X. Prebrojiva familija {{xn}é CP(X): néN}c
C5(X) pa posteji X g £°(X) tako da je {xn} — K, za svako n € N. To znati da
je Ac K, pa Je cl(A)X = cl(A)Ki; c5(X), sto dokazuje da je prostor X stro-

go prebrojivo kompaktan.

4.,1.6, POSLEDICA, Svaki hipa&—pnebnojibo hompaktan prostor fe
strogo pnebxojibo kompaktan.

Da obrnuto tvrdjenje ne mora da vaZi, pokazuje slede¢i primer.

& 1.7. PRIMER. Neka je [0, wi] uredjen prostor svih rednih broje-

va o S Wiy A [U, wg] svih @ < woe. Neka je dalje X = [D, wz] X [U, mﬂ] -

_ {(wy, n) :n €N U{0}.

(0, wo) (w1, wo )
| =
(X) : E

(Dg D) (ﬂl UJl)
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[ ]

Prostor X je normalan 1 hiper-prebrojivo kompaktan ali nije kom-

_paktaﬂ-
Neka je Y = X U {p} gde su okoline tacke p é Y komplementi

kompaktnih podskupova od X, (Videti napomenu 1.1.10).

(0, wo) (w1, W)

(Y) :

L
(D, 0) (wls D)

Prostor Y je kompaktan T, prostor koji nije T2 Jjer se tacke

(w1, Wo) i p ne mogu razdvojiti disjunktnim okolinama,

Prostor Z = Y - {(w:, wo)} nije kompaktan jJer sadr¥i nekompaktan

zatvoren podprostor (0, w1) x {wol.

(U, wﬂ)

M
°p
(0, 0) (w1, 0)

Lako se vidi da je prostor Z strogo prebrojivo kompaktan i Tz,

medjutim, Z nije hiper;prebrajiuo kompaktan.

Naime, postoji prebrojiva familija kompaktnih podskupova
K 6 C(2) :n ¢ N U {0} gde je K= ([0, wr) x {nD) U {p}, takvih da je
cl(U{Kn : N é N U {U}})Z - 7. Po%to Z nije kompaktan, razume se da za ovu

familiju nije zadovoljen uslov 4.1.2., pa Z nije prebrojivo kompaktan.

Naredna tecrema odnosi se na ekvivalentnost hiper~prebrojive kom-

paktnosti prostora X i strogo prebrojive ompaktnosti podprostora c(X)c exp(X),

sto na neki natin opravdava naziv “hiper;prebrojiua kompaktnost",
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4.1.8. TEQREMA. Prostor X je hiper-prebrofivo kompaktan onda 4

samo onda ako je C(X) ATrogo p&abnojibo kompaktan.,

Dokaz, Neka je prostor X hiper;prebrojiuo kompaktan 1 {Kn c C(X) :
n € N} prebrojiv podskup od C(X). Posto je X hiper.prebrojiuo kompaktan po;
stoji K € C(X) tako da je Klfz K, za svako n £ N. Prema [37] exp(K) je kom-
paktan zatvoren podprostor od C(X) koji sadrzi {Kh € C(X) : n £ N} pa je
cl(fKn € C(X) : nE N})C(X) € C(C(X)).

Obrnuto, neka je C(X) strogo prebrojivo kompaktan, a K_ & C(X) :
L €N prebrajiv podskup od C(X). Jasno, el({K & C(X) : n € Moy *
_ ke c(c(X). prema [37] Kl =U &K :X € K} € C(X). Sta vie, K_ e Ix|,

za svako n € N, pa je prostor X hiper;prebrojiuo kompaktan. //.

4.1.9. TEOREMA. Neka je p&oatax*x Hausdornf-ov, Tada Asu slededd

uslovid ekuivalentni:
(a) Prostor X fe hipen-pnebnojiﬁo kompakan.,

(b) Za svaku familiju (K& C(X) :n &N}, cl(U{K, &CX)
n € N}y € C(X).

(c) Prostorn C(X) ja-hipek—pkebnojiﬁo kompaktan,

Dokaz. (a) <> (b) je trivijalno.

(a) = (c): Neka je prostor X hiper;prebrojiuo Roﬁpaktan i
{K € C(C(X)) . n € N} prebrojiva familija kompaktnih podskupova od C(X).
Jasno |Kn] U{K : K G Kn} G C(X), za svako n € N, Podto je X hlper-—prebrn-
jivo kompaktan za.familiju.{IK%l s C{X) +n 8 N} postoji K & C(X) tako da
Je ‘K | S_K, za svako n € N. Razume s€, exp(K) je kompaktan zatvoren podskup
od C(X) pri Cemnu JE_K — exp(K), za svako n € N. Dakle, podprostor C(X) Jje

hiper—prebrnjiuo kompaktan.
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(c) = (a) : Neka je podprostor C(X) hiper;prebrojiuo kompaktan.
Jasno, prema 4.1.6, C(X) je strogo prebrojivo kompaktan, pa je prema prethod-

noj teoremi prostor X hiper-prebrojivo kompaktan. /7

4.1.10. POSLEDICA. Podprostor C(X) fe hiper-prebrojivo kompakLtan

onda £ samo onda ako je strogo prebro j,flbo kompakitan.

4.1.11, POSLEDICA, Prostor X fe hipe}:-pfae.b)wjiuo' kompaktan <> C{X)
hipen-pkebnojiﬁo kompaktan <> C(C(X)) = C*(X) hiper-prebrojivo kompaktan
D ... = l;uj_Q(_) hiper-prebrofivo kompakian,

Podto su na C(X) svojstva hiper-prebrojiva kompaktnost i strogo
prebrojiva kompaktnost ravnopravna (ekvivalentna) interesantno je videti
kakva je situacija sa podprostorima od C(X) ili jo3 lepde, sa zatvorenim

podprostorima od C(X). Jedan odgovor na ovo pitanje daje sledeca propozicija.

3.1.12. PROPOZICIJA. Neka fe A zatvonen étkdgﬂ pkeb&ojiﬁo om-

pakLon podp&oéinn od C(X) £ neka za svaku kompaktnu familiju K< A K]
- UK :K8K) € A, Tada je podprostor A hiper-prebrojivo kompahian.

Dokaz, Neka je {th: A : n &N} prebrojiva familija kompaktnih
podskupova od A, Kako po pretpostavel IKEI 6 A, za svako n g N, to je
{[Khl EA:nét N} prebrojiv podskup od A, .Poéto je A strogo prebrojivo
kompaktan, cl({‘KﬁI SA:nt N})A c C(A). Sta vise, K%g;_exp(cl({lKh|Gﬁu:

n € N})A) za svako n E N, pa je A_hiper;prebrﬂjiuu kompaktan podprostor od
C(X). //.

4.1.13. NAPOMENA, Strogo prebrojive kompaktan podprastor A se
pad navedenim uslovima ne mora poklapati sa C(X). Na primer,: neka je X =R
i (X, 1) prostor realnih brojeva sa uobicajenom topologijom,' Neka je dalje

A = exp [0, 1}. Razume se, A ima svoje uslove prethodne propozicije ali

A £C(X) jer [2, 3] 6c(x) ali [2, 3] £ A
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4.2. KARAKTERIZACIJA HIPER - PREBROJIVO KOMPAKINIH I STROGO
PREBROJTVO KOMPAKTNIH PROSTORA PREKO NEDOSTIZIVIH TAUAKA

Ovaj paragraf odnosi se na neizolovane tatke prostora X koje fi-
su granifne tatke nijednog prebrojivog podskupa datog prostora X 1 na neizo-
lovane P-tatke prema [Zd], [29] 1 [ﬁ&]. Posredstvom ovih tacCsks karakteri;
%u se strogo prebrojiva kompaktnost 1 hiperprebrojiva kompaktnost, a daje
se i primer prostora koji je strogo prebrojivo kompaktan, a nije hiper;pre—
brojivoe kompaktan, Takodje se gaﬁori o odnosu prebrojivo nedostiZzivih 1 P:—.

tacdaka,

4.2.1. DEFINICIJA. Neizolovana tatka p prostora X fe prebrofLvo
nedostiziva ako za svaki pkeb&ojib podskup AS X hkoji ne sadris tachu p 4
c1(A)y takodje ne adrid tatku p.

4.2.2., PROPOZICIJA. Neka je Hausdorf-ov proston X kompakian <&
Az X Arup suih prebrofivo nedostizivih tataka u X, tada podprostor X - A {e

strogo prebrojivo kompakfan.

Neka je M prebrojiv podskup od X;-A. cl(M)X.ﬂ A ;?E, jer je A
skup svih prebrojivo nedostizivih tagdaka u X. Dakle, cl(M)X_C:X;—A. Posto jJe
cl(M)X‘_A = cl(M)X N (X;A), cl(M)X:_A c C(X-A) pa je podprostor X-A strogo

prebrojivo kompaktan. //.

4.2.3. DEFINICIJA [29]. Tadha p prostora X fe p-tathka ako je

presek svake pﬁ@b&@jiﬁe familife okolina tatke p, takodje okolina fatke p.

Prema ovo] definiciji svaka izolovana tatka topologkog prostora

je P-tatka. Medjutim, ovde se radi iskljugivo sa neizolovanim P_tatkama.

4,2.4, DEFINICIJA, Neizolovana fatha p prostona X fe prebrojivo
nedostiziva zatvorenim podskupovima od X, ako za svaku paab&ojibu familiju
{Fn E exp(X) : n 6 N}, pti cemuw p ? F s 23 svako n g N, cl(L}{Fntéexp(X) :

n €N}y takodje ne sadr2i tathu p.
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4.2.5. LEMA. Neizolovana tatha prostora X fe P-tatka onda 4 samo

onda ako {fe pfceb)cojiba nedostiziva zatvorenim podskupovima od X.

Dokaz. Neka je X G X. neizolovana P=tacka 1 {Fnéexp(X):néN}
proizvoljna prebrojiva familija zatovrenih podskupoua od kojih nijedan ne
sadrZzi tacku X Kako je U{Fn ) g N} = 0 {X-—Fn : n E N}, prema defini-
ciji P-tatke, tatka x_ 6 int(M{X-F_: n EN}) i podto x, nije izolovana
to X £ int( N {X-—Fn :n € N}) pa je cl(U {Fn :n E N})Xc: X-int(rl{X—Fn:
n € N}). Dakle, tatka x_ & cl( U {F_ :n 6 N}y pa je prebrojivo nedosti-

yiva zatvorenim podskupovima od X.

Obrnuto, neka je tacka x_ € X prebrojivo nedostiZiva zatvore-
nim podskupovima od X i neka je {L%]f: X : n € N} proizvoljna prebrojiva fa—
milija otvorenih okolina tacke x . Jasno, N {Un : D é N} = U{'X_-Un : nEN},
a posto jJe X prebrojivo nedostiZiva zatvorenim podskupovima od X,
cl( U {)Cu- Un : n € N})X ne sadrzi tatku x_, ved xG;SX;-Cl (U{X;- Un :

n e N})Xf Sta vige, X-cl( U {X-=U_:n EN}) = N {U_ :n € N}, 3to zna-

¢i da je tatka x_ P-tatka., //.

4.2.6. POSLEDICA. Svaka neizolovana P-fatka Ti prostora X jfe

prebro jibo nedostiziva,
Obrnuto tvrdjenje ne mora biti tatno Sto dokazuje sledeci primer.,

4.2.7. PRIMER. Neka je X skup realnih brojeva 1 T1 cbicna tOpOlD;
gija na X, a T2 topologija &iju bazu ¢ine komplementi svih prebrojivih bcd;
skupova od X. Neka je T minimalna topologija generisana preko T1 U T2. Razu;
me se, da je svaka tatka prostora (X, 1) prebrojivo nedostiziva zbog‘Tg, a

nijedna tadka nije P-tatka zbog Ti.

4.2.8. PRIMER. Neka je X skup celih brojeva, a topologija na X
definisana na sleded¢i nadin: Za svaku tatku p 6 X jedna ckolina (i to naj-
manja) tatke p je skup 'U(p) = {x € X : x < pl. Skup svih Ukp), p B X

zajedno sa praznim skupom i &itavim X je upravo topologija T na X .
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Prostor (X, t) je klase T0 ali nije klase T,. Lako se vidi da svaka tacka
p G X je P-tatka. Medjutim, nijedna tacka nije prebrojivo nedostiZiva, jJer
za svaku tatku p € C je prebrojiv skup A svih tataka strogo ispred tacke

p takav da cl(A)X' sadrzi tatku p.

4.2.9. PROPOZICIJA. Neka je Hauédoaﬁ-oﬁ proston X Lokalno kompak-
tan u tatki x_ € X, Tatka X je P-tatha onda 4 samo onda ako je prebrojdivo

nedostiziva kompaktnim podskupovima od X.

Dokaz. Neka je X, & X prebrojivo nedostiZiva kompaktnim pod-
skupovima od X i neka je dalje {F}IC3XL: n € N} proizvol jna prebrojiva fa-
milija zatvorenih podskupova od X pri cemu Xq g Fn’ za svako n € N, Zbog
lokalne kompaktnosti u tacki X g postoji kompaktan skup K takav da je
x, B int(K) i x, # int(K). Neka je K =F 0K n ¢ N. Posto je x_ pre-
brojivo nedostiZiva kompaktnim podskupovima od X to x_ G cl( U {Kn :n GN})‘X.
ti.. Xg g cl( U {FnIT'K.: n E N})Xl za svakuy familiju {Fn é exp(XJ:rwé N}.
Ako se bretpostaui da je tacka X dosti¥iva preko familije {FntEexp(X);nEEN},
to znadi da svaka ckolina U(xo) tatke x_ ima neprazan presek lJ{Fnkéexp(X):
n € N}. Neka je int(K) = U(xo). Dakle, \I(xo) N U(xa) 1 (U {Fn'Gexp (X) :

n € N} # 8. Takodje je U(xD)IW U(xu) N (LI{Fn c exp{X) :n g N}) =
S U(x,) N(UTUGx) N F e n BN & V(x) NC L{KNF, 6 C(X) : n &N},

gto znali da X g cl(lJ{Kllen g CX) : n C N})Xf a to je kontradikcija.

Obrnuto, ako je X q neizolovana P;taéka, prema prethodnoj pro-
poziciji je prebrojivo nedostiziva zatuorenim podskupovima pa je prebrojivo

nedostiZiva i komﬁaktnim podskupovima jer je za T» prostore C(X)c exp(X). //.

4.2.10. PRIMEDBA. Prethodna propozicija ne mora biti tana u s1u-

¢aju kada prostor X nije lokalno kompaktan u tackl x_. Na primer, neka je X

skup realnih brojeva i x, =0 Je istaknuta tatka u X. MoZe se definisatl

topologija t1 na X progla$avanjem za otvorene sve one podskupove od X €iji

je komplement prebrojiv ili sadrzi tacku x.. Neka je T = T1 U U(XD),gﬁki Jje




45,

U(x,) skup svih okolina tatke x_ u Euklidskoj topologiji. Prostor (X, T) ima

gsledede osobine:

(a) (X, t) je kompletno normalan. -

(b) Tatka x| je prebrojivo nedostiZiva kompaktnim podskupovima

od X (kompaktni podskupovi od X su samo konatni), a nije P;taéka.

(c) Prostor X, ima Stone-tech-ovu kompaktifikaciju BX i X, Je
prebrojivo nedostiZiva u X< B8X ali nije prebrojivo nedostiZiva u BX jer
svaka okolina tacke x U BX ima neprazan presek sa prebrojivim podskupom

A = {én 6 X : X # Xgs N c N} U {yn S BX;rX.: n € N},

4.2.11. LEMA. Neka je A skup suih nedzolovanih P-tataka kompakt-
nog Hausdorgf-ovog prostora X. Podproston }<;;HJ je hipakpaab&ojiﬁo kompak -
fan u X.

Dokaz, Neka je {Kh 6 C(X;-Ap) : N é N} proiiuoljﬂa prebrojiva
famglija kompaktnih podskupova od X;-Ap. Poito je svaka tatka iz Ap P;taﬁka,
to je, prema prethodnoj propoziciji cl( U{Krl c C(X-—Ap) : n € N})x nnp#ﬁ,
pa je cl(U{K €C (x;Ap) :n 6 N})Kc:xl-Ap. Med jutim, kako je
cL(U{K, 8 C (X=A) : n 6 N})X;Ap - X-A) Nel(U K, 6 C (X-A):n ENDy,
to je cl(U{K EC (X.-Ap) tn 6N}y o =clUlg 6L (X—Ap): nEN})y E

. : P .
C(XJ'AP) pa je podprostor X:-Ap hiper—-prebrojivo kompaktan. //.

4.2.12. PROPOZICIJA. Neka prostor X ima Tz hompak tifikaciju jed-
nom ta kom Y = X U {p}. Prostor X je Atrogo p&ebﬂo}ibo kompaktan onda £

samo onda ako fe fadka p pxebnojiba nedostiziva u Y.

Dokaz. Neka je Y = XU {p} Tz kompaktifikacija jednom tackom
strogo prebrojivo kompaktnog prostora X i neka Je dalje A = {xné’}(.: nEN}
proizvoljan prebrojiv podskup od X. Poito je X strogo prebrojivo kompaktan,
CL(A)y € C(X) S C(Y) pa jo cl(A)y = cl(A)y 1 cl(A)y =X pa p Ecl(A)y, Sto

znadi da je tatka p prebrojivo nedostiziva u Y.
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Cbrnuto, neka je tatka p prebrojive nedostiziva u Y. To znati
da nije izolovana u Y 1 za svaki prebrojiv podskup Ac X Cl(A)Y ne sa-
dr?i p. Dakle, cl(A)y cc(Y) i c1(A)y =X, pa je cl(A)y = Cl(f-\)x 6 C(X).

Ovim je dokazano da je prostor X strogo prebrojivo kompaktan. //.

4.2.13. PROPOZICIJA. Neka prostor X ma Tz kompaktifikacifu fed-
nom tatkom Y = X U {y}. Prostor X je hipe;apfne.b)wjiub kompaktan onda L samo
onda ako fe tatha y P_tatha u Y.

Dokaz. Neka je y P-tacka u Y = XU {y} i {Kh 6 C(X) : n BN}
prebrojiv podskup od C(X). Neka je dalje A =1U {K eCX) :n g N}. Jasno,
X-A =z 0 {X;K t KB c(X) , n E N}. Prema poznatoj konstrukeiji kompakti;-
fikacije jednom tatkom, skupovi U = X-—Kﬁ su otvorene okoline tatke u Y,
za svako n é N. PoSto jJe vy P;taéka, postoji otvorena okolina V(y) tatke Yy
takva da je V(y) N {U . n € N} = {X;K K € C(X), n £ N}, Iz ove
relacije je A = X- (X-A) = U {X- (XK} K 6 C(X), n € N} = u{K & C(X) :

n € N} €X~-V(y). Kako X-V(y) € C(X), prostor X je hiper- -prebrojivo Kom-

paktan.

Obrnuto, neka je prdstor,X hiper;prebrojiuo kompaktan, a Y =X U{y}
kompaktifikacija jednom tatkom od X i neka je dalje, {u (y) <Y :n s N} pro-
izvoljna prebrojiva familija otvorenih okolina tattke y. Razume s&, PO kon-
strukeiji v, 'X U (y) c c(X) = ¢(Y), za svako n E N. 1{U. (y) Yo nGN}
=z U {X-eUn(y) € C(X) : n 6 N} =K & C(X), jer je prostor X.hlper-prebr031u0
kompaktan. Dakle, U(y) = X-Kc Y i x—]{cx-(u{x-un(y) & C(X) . nEN} =

=AU (YEY:n C N}. Sto znati da je tatka y P-tatka. //.

4.2.14. TEOREMA, Neka kompaklan Hauédanéﬁ-oﬁ proston X sadrzi ne-
izolovany tatku p. Tada podprostor X - {p} nije kompaktan £ Ama slededa 4voj-
stva: |

(a) Ako fe p pnabmojiﬁo nedostiziva, podproslon Xﬂ-{p} je strogo

prebrofive kompaktan & obrnuto, ako fe podprostor X~ {p} stnogo prebrojivo
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kompaktan, tatka p fe pftab)wfi;.!a nedostiziva u X.

(b) Ako je p P-tatka, u X, podprostor X;-{p} je hipu-mabm_{ibo
hompaktan 4 obrnuto ako je X -{p} hiper-prebrojivo kampaktan,
tatka p fe P-tatha u X.

(c) Ako fe p prebrojivo nedostifiva, a nije P-ta ka fada je pod-
proston X - {p} atrogo prebrojivo kompaktan, a nije h{per-
prebrofivo kompaktan.

Dokaz, Ako bi podprostor X;-{p} bio kompaktan, poS$to je X.Haus;
dorff-oy bio bi i zatvoren u X pa bi {p}, tj. kumplement'ed X;-{p} biu~0t;

voren u X &to je u suprotnosti sa Sinjenicom da je tatka p neizolevana u X.

Tvrdjenja pod (a) i (b) su direktne posledice prethodne dve pro;
pozicije.
(c) Ako je p € X prebrojivo nednstiiiua,ﬁX}-{p} je strogo pre;

brojive kompaktan prema (a). Ako bi,X;-{p} bio hiperprebrojive kompaktan

tatka p, prema (b), bila bi P;taéka, sto je kontradikcija. //.

Prema ovoj teoremi, ako Hausdorff;ou prostor X sadrZi prevrojivo
nedostiZivu tacku p koja nije P;taﬁka, tada je padproétor X;-{p} primer pro-
stora koji je strogo prebrojivo kompaktén, a nije hiperéprebrojiuc kompaktan.
Pitanje egzistencije tataka koje pripadaju kompaktnom Hausdﬂrff;nuom prostoQ
ru i koje su prebrojivo nedostiZive ali nisu P-tatke reSeno je u [ﬁ&] 1971.
godine, Naime u [ﬁ&] M.E. Rudin, primenom (CH)} (kontinuum hipoteza) dokazala
je da u kompaktnom prostoru N¥ = BN;-N postoje prebrojivo nedostiZive tad-
ke Koje nisu P-tatke. Godine 1979, na IV TIRASPOLISKOM SIMPOZIJUMU ZA TOPO-
LOGIJU I NJENE PRIMENE, A.A, Grizlov, takodje primenom (CH), dokazuje da
kompaktan Hausdorff;ou prostor N¥ = BN:-N sadr¥i 2° prebrojivo nedostiii;
vih tagaka koje nisu P-tazke, U [29] 0.2, TEOREMA (MA) (primenom Aksiome

Martina) dokazano je da kompaktan prostor N¥* = BN;-N sadrZzi tacku % koja
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~i]je P-tatka i koja nije granina tafka nijednog prebrojivog podskupa od X,

4,2.15. MARTINS AKSIOM [44]. Ako je X kompaktan prostor u kome
iz svaka §amilija disjunktnih otvorenih podskupova prebrojiva, tada X nije

cndfa manje nege 2 9 nigde gustih podéhupoba.

4.2.16. TEOREMA [29]. Postoji tatka x_ € N* = BN-N koja nije
>-tactka L kRoja nije gkaniéna tatka nifednog podskupa od N* kardinalnosti ma-

rnie od c,

4,2.17. PRIMER., Neka je X & N*¥ = BN~N, prema 4.2.16. prebroji-
vo nedostiZiva tacdka koja nije P-tatka. Razume se, prema teoremi 4.2.14.,
crostor X = N¥ - {xo} je strogo prebrojivo kompaktan, a nije hiper;prebro;

jivo kompaktan,

Ovim primerom se dokazuje da u Hausdorff-ovim prostorima klasa

strogo prebrojivo kumpéktnih prostora je Sira od klase hiper-prebrojivo kom—

pak%nih prostora.

Primerom 4.1.7. takodje se dokazuje da je u Hausdorff;nuim prosto-

rima klasa strogo prebrojiuo;kompaktnih prostora Sira od klase hiper;prebro;

jivo kompaktnih prostora.

Naime, u prostoru X = [0, wy] X [p,md]-—{(wl, n) : n c N} tacka
(ml,-wo) je prebrojivo nedostiiiﬁa, a nije P;taéka. Ranije je konstatowvano
da je prostor X normalan i hiper-prebrojivo kompaktan. U proétaru Y = XU {p}
gde su okoline tagke p Y komplementi kompaktnih podskupova od X, tacCka
(w1, Wo) takodje je prebrojivo nedostiZiva, ali nije P-tacka. Medjutim, pro;
stor Y je klase Ty, a nije klase T, Jjer se tacke (w1y wWo) 1 P ne mogu razduo;
jiti disjunktnim okolinama., Na kraju treba istaéi da je prostor Y:—{Gul, Wg )}
klase T, koji je strogo prebrojivo kompaktan, a nije hiper;prebrejiuo kompak-
tan, Teorema 4.2.14, mofe se dokazati i pod slabijim uslovima. Naime, moZe

se dokazati pod uslovima koje ima primer &4.1.7.

L
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4.3. EGZISTENCIJA NEDOSTIZIVIH TACAKA I JO5 NEKA
NJIHOVA SVOJSTVA

4.3.1. PROPGZICIJA. Neka Hawusdorff-ov prostor X sadrii o-kompak-
Lan podpnoéto& Y. Podprostor cl(Y)x <X ne sadiZi nijednu P-facku koja prd-
pada razlicd cl(Y)x;-Y.

Dokaz, MoZe se pretpostaviti suprotno, Neka je p € cl(Y)x;-Y,
PQtaéka u cl(Y)x gde je Y =U {Kn C C(X) : n 6 N}. Posto je prostor X Haus;
dorff;ou, to za svako n é N, postoji par otvorenih skupcva (Un’ Un), takvih
da je K =U,a peV i U f V. = @. Po3to je p P-tadka, postoji ot-
voren skup V, takav da je p E V & Tl {Un 3p : n EN}. Neka je U=y{ Un:
n € N}. Podto je U =X-V, za svako n €N, to je U{U_:nE&N} SX-V,

. _ - oy -y .

pa je cl(lJ{Un : n E N})x___cl(x U)x = X~-V, Kako je Kn{: U, za svako
nEN, to je Y =U {Kn € C(X) :+ n EN}= U, pa je c:l(Y)xEZ_cl(U)’x cX-V,

Ovo. je kontradikcija jer tatka p pripada adherenciji od Y u X. //.

4.3.2, POSLEDICA. Neka o -~ kompaktan prostorn X ima Tp kompaklifi-

hactju cX. Prostor cX ne sadril nijednu P-Zathu koja prdipada razlicd cX-X.

4.3.3. PRIMER., Neka je X = N 1 c¢X = BN, Prostor BN ne sadrzi
nijednu P;taéku koja pripada razlici BN;-N, med jutim, u [50] primenom (CH)
(kontinuum hipoteze) dokazano je da prostor Y = BN - N (koji je inace zatyo-

ren podprostor od BN) sadr¥i 2° P_tataka.

4,3.4. PROPOZICIJA. Neka o - hompaktan prostor X ima V2 kompak-

tifikacifu cX, Ako fe card(cX-X) £ N toda prostor cX ne sadni ni fednu

U’
prebrofivo nedostizivu tathu Roja pripada razlicd cX -X.
Dokaz. Ova propozicija je direktna posledica teoreme 4.2.14, 1

dobro poznate €injenice da je svaki prebrojivo kompaktan plus o - kompaktan

prostor uvek kompaktan.

4.3.5. PRIMEDBE. Neposredno se uolava da su tadne sledeée €inje-

nice.
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(a) Ako je prostor X prebrojivo kompaktan (pa dakle i kompaktan),
onda ne mo%e svaka neizolovana tacka od X biti prebrojivo ne;

dostiZiva.

(b) Ako je prostor separabilan, onda nijedna neizolovana tacka

nije prebrojivo nedostiZiva.

(c) Ako prostor X zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti, onda ne-

ma prebrojivo nedostiZzivih tacaka.

4,3.6. PROPOZICIJA, Neka fatka x nije izofovana u prostoru X £
neka fe Y podproston od X koji sadrii fathu X Ako je Ztacka X paebxojibo

nedostiziva (P-tadka) u X, onda je prebrojivo nedostiziva {P-tatka) £ u Y,

Dokaz., Neka je A< Y proizvoljan prebrojiv podskup od Y koji
ne sadrZi tatku x . Kako je cl(A)Y = cl(A)x 1y tﬁ je cl(A)Yc: cl(A)x.
Posto x| E cl(A)x, razume se, X, ? cl(A)Y, pa je prebrojivo nedostiZiva
uy.

Neka je {U (x )Y :n € N} proizvoljna prebrojiva familija
okolina tacke X, U Y. Jasno je, da za svako n E N, postoji Un(xa)fz X ta-
ko da je Un(xa) = Un(xo)f1 Y. Ako je x_ P-tatka u X postoji otvorena okoli-
na V& X takva da je V <] {Un(xD)C: X : E 5 N}. Dakle, u podprostoru Y
postoji otvorena okolina U=V Oyc(n {Un(xO)C: X :nEN})NY =

= Ny N Un(xo) Y :n é N} = [1{Un(xD)C: Y :n C N} to znati da je X

P-tatka u Y. //.

4,3,7. PRIMEDBA, Turdjénje inverzno datom ne mora biti ta&no.
Na primer, ako je X = BN, a Y = BN;-N. Prostor X, kao 8to je dokazano, ne
sadr¥i P-tatke odnosno prebrojivo nedostiZive Jer jelseparabilan‘ Medjutim,

podprostor Y sadréi 2¢ P;taéaka, odnosno, sadrzi 2¢ prebrojivo nedostizZivih

tacdaka koje nisu P-tatke.
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4.3.8. PROPOZICIJA. Neka je tatha x_ &Y X neizolovana £ Y

ofvoren podprostor od X, Ako fe X P-tatka u Y, fada je X P-taZka u X.

Dokaz, Ovo tvrdjenje je direktna posledica Cinjenice da je svaki

otvoren podskup u Y istovremeno otvoren i u X,

4.3.9. PRIMEDBA. Svojstvo prebrojivo nedostiZzive odnosno neizo-
lovane P-tadke ne mora se prenositi neprekidnim preslivanjima. Na primer,ova

dva svo)stva se ne prenose pri konstantnim preslikavanjima,

4.3.10. PROPOZICIJA. Neka je X0 neizolovana P-tatka w X, tada fe

{xU} g exp(X) neizolovana P-Latha u exp(X).

Dokaz. Prema [37] X = 8 =C(X) cexp(X). Posto je X neizolova-
na u X, to je {xu} neizolovana u exp(X). Isto prema [37] bazna okolina tad-
ke {xo} g exp(X) je oblika U gde je U bazna okolina tatke x_ u X. Neka
je U familija svih baznih okolina tatke x_u X, a U = { U cexp(X):
U é"U} familija svih baznih okolina tadke {xo} u exp(X). Neka je dalje
A=N{ 6U:nEN},a A =N{ U € U :nEN}. Posto je x,
P-tactka u X, postoji otvorena okolina V tadke X, U X takva da je Xq G Uc; A.
Kako 1z AcB je A < B toje V c Un y Za svako n G.N, pa
je V < A ., Dakle, V je okolina tacke {xo} u exp(X) koja je
sadrZzana u preseku proizvoljne prebrojive familije baznih okolina tacke {xo}.

Prema tome {xo} je P~tatka u exp{X). //.

4,3.11. POSLEDICA. Neka kompakton prostor X sadrzi nedzolovanu
P-tathu X o Tada je podprostor exp(X) - {xO}C: exp(X), hiper;prebrojiuo

kompaktan.

4.3.12, PRIMER, Neka je X = [0, w1}, w1 je P-tatka u X, a {w:i}
je P-tatka EXP([D, m;]). Podprostor exp([U, wl]) ~ {w1} je hiper-pre-

brojivo kompaktan u exp([U, ml]). |
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4.4. NEKA SVOJSTVA HIPER-PREBROJIVE I STROGO PREBROJIVE
KOMPAKTNOSTI PROSTORA

Ovaj paragraf odnosi se na ispitivanja osnovnih svojstava hiper-

prebrojive kompaktnih i strogo prebrojivo kompaktnih prostora,

U [25} i [26] pored pojma strogo prebrojivo kompaktnog prostora

navedena su sledeca svojstva:

(a) Svaki zatvoren podprostor od strogu prebrojivo kompaktnog pro-

stora takodje je strogo prebrojivo kompaktan.

(b) Svaki prostor koji je neprekidna slika strogo prebrojivo kom-

paktnog prostora, takodje je strogo prebrojivo kompaktan.

(c) Neka je X = X {X_: a € A} topoloski proizvod familije pro-
stora Aa, a E A. Prostor X je strogo prebrojivo kompaktan on-
da i samo onda ako je svakil Xa’ a € A, strogo prebrojivo kom;

paktan,

(d) Neka je prostor X normalan i strogo prebrojivo kompaktan.

Tada je 'exp(X)strogo prebrojivo kompaktan,

(e) Neka je prostor X strogo prebrojive kompaktan. Tada je exp{X)

rseudokompaktan,

Pored ovih, strogo prebrojivo kompaktni prostori imaju i druga

svojstva od kojih dée neka, zbog svog interesa, ovde biti istaknuta.

4.4.1. PROPOZICIJA. Neka je Hausdonff-ov prostor X prve prebroji-

vostl £ Y Atn0go prebrofivo hompaktan podprostor od X, Tada je Y zatvoren u X.

Dokaz, Neka je Yo tatka nagomilavanja za Y, PoSto je X prve pre-
brojivosti postoji prebrojiv podskup A =Y koji konvergira tackl vy . Skup
AU {y_} je kompaktan i zatvoren u X. Medjutim, cl(A), € C(Y) =C(X), a po-

sto je X Hausdorff-ov, to je cl(A)y = cl(A), = AU {y )}, pa je yg & Y.
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Kako se ovo odnosi na svaku tatku nagomilavanja od Y, podprostor Y je zatvo~

renu X. //..

4.4.2, PROPOZICIJA. Neka fe prostor X sa prvom aksiomom prebro-
fAvosti 4 Y podproston od X Zakav da fe cl{Y)y = X. Ako za Avaki prebrofiv

podskup A <Y, cl(A)X c C(X), proston X je strogo prebrojivo kompaktan.

Dokaz, Neka je A = {xn EX:nét N} proizvoljan prebrojiv pod;
skup od X. Kako je X sa prvom aksiomom prebrojivosti i Y je gust u X, to za
svako X1 E A = {xn EX:n C N} postoji prebrojiv podskup {yt EY:1 Q N}
takav 'da je cl({yS €Y :i€ND, 6CHX) i x c cl({y$ 6 Y & i€ N},
Skup B = {y? C Y : 1 EN, k G N} je prebrojiv u Y i po pretpostavci jJe
r.:l(B)x cC(X). Sta vise, A Cch(B)x pa je cl(A)x ELcl(B)x, pa je cl(A)x g

C(X). Dakle, prostor X je stroge prebrojive kompaktan. - //.

4.4.3, PRIMEDBA., Poznato je da svaki prostor X koji sadrzi gust
prebrojivo kompaktan podprostor Y je pseudokompaktan. U [36] dat je primer~
pseudokompaktnog prostora koji ne sadrZi nijedan gust prebrojivo kompaktan
podprostor. Neka prostor X sadrZi svuda gust hiper;prebrojivo (strogo pre;
brojiuo).kompaktan podprostor Y, Tada X ne mora biti strogo prebrojivo (pre-

brojive) kompaktan. Na primer, neka je

X = [0, 1] x [El, w1 ] - {(x, wﬂ:%—-ﬂx 5%}:
Y = [U, l] X [U, W1}

Lako se vidi da je Y podprostor od X koji je hiper;prebrojiuo
kompaktan, pa dakle i strogo prebrojivo kompaktan. X nije prebrojivo kompak;
tan, pa dakle ni strogo prebrojivo kompaktan jer prebrojivi podskupovil

1 1 : 2 1 ' g
Az{(5-=, w) :n6N} i B=z{{(Z +=, w) :nEN} subez tataka
5 n 3 n
nagomilavanja u X.

Neka je prostor X strogo prebrojivo kompaktan koji sadrZi gust

hiperéprebrojiuo kompaktan podprostor Y. Tada prostor X ne mora biti hiper-
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prebrojivo kompaktan. Na primer, neka je X prostor iz primera 4.1.7, tj.

X = (([G, (Ul] X [D, U.lu] - {(u.u, ﬂ): n e N}) U '[P]’) - {({Ult wﬂ)}, a

v = ([0, 1] x [0, we] = ((wi, M)} : n €N} = {(wr, wo)}

), We) (wy, we) (0, wo) (w1, wo)
* D (Y) =
), 0) (@15 0) 0, 0 - (@1, 0)

Y je hiperprebrojivo kompaktan (inaCe normalan) svuda gqust pod;
prostor od X. Medjutim X je T2, strogo prebrojivo kompaktan prostor koji ni-
je hipeerrebrujiuo kompaktan.

4.4.4, PROPOZICIJA. Disfunkina topoloSka suma proslora X , a E.A
fe ;tnogo'pkebkojiuo hompaktna onda 4 Asamo onda ako fe svakd X s 8 € A, strho-

qo prebrojivo kompaktan £ A fe konatan,

Dokaz. Neka je X = L {)(a + a B A} strogo prebrojivo kompaktan
i neka je Da = {xﬁ é Xa : N c N} proizvoljan prebrojiv podskup od Xa. Po-

$to je cl(Da)xa = cl(Da)x G.C(X)’ c:l(Da)X c C(Xa), pa je prostor Xa stro-

| a
go prebrojivo kompaktan, za svako a E A,

Obrnuto, neka je D = {xn € X :n EN} proizvoljan prebrojiv
podskup od X. Skup D ima prebrojiv trag u najvise prebrojivo mncogo ﬁrostora
Xan’ n E N. Neka je Dak trag od D u Xak. Po3to je svaki Xa, a & A, stro-

go prebrojivo kompaktan, cl(D), =Il{cl(Dak)x . k €N} i GI(D)X Jje
a
o ~ kompaktan zatvoren u X. Ako je A konacan cl(D)x je kompaktan pa je X

strogo prebrojivo kompaktan. //.

4.4.5, PROPOZICIJA. Zatvoren podprostor hiper-prebrojivo kompaki-

nog prostora fe hipex*pkebaojibc kompaktan,
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-pfebr031U0 kompaktan i Y zatuo-

Dokaz. Neka je prostor X hlpBl
ren padprostor od X. Razume se, C(Y) C:C(X) i posto je Familija C(X) ’(

prebrojivo kompaktan), to je 1 c(Y) xo - usmerena relativno

usmerena (X je
. n € N} ©C(Y) =C(X). Posto je CX) Ko~

c(X), Neka je dalje {Kn e C(Y)

K <K, za suako n ¢ N. TakodJe

K € C(X) tako da je
svako n € N, pa je familija C(Y) x

an, //.

usmerena postojl

K= K0 YSKNYECY), za

- ysme-

rena, tj. prostor Y je hlper -prebrojivo kompakt

Neka je prostorn X prve prebnofivosts LY

4.4.6. PROPOZICIJA.
X, Tada je Y zai#onen tw X

hipe;r.~pnab):ojibo kompaktan padp}no»s:ta)z od

Dokaz, Posto je svaki hiper;prebrojiuo kompaktan prostor strogo

o tvrdjenje je direktné posledica propozicije 4.4.1.

prebrojivo kompaktan, OV
DAsjunking tﬂpoﬁoéha Auma praslora xa, ai;A,

4.4.7. PROPOZICILJA.
a ako je svaki X » 3 € A, hipet-

fe hiper-prebrofivo kompakina onda £ samo ond
pkzbnojiﬁo'kampahtan, a Askup A konacan.

Dokaz., Neka je X = & {x, : c A} topoloska suma familije X

C(X ) =C(X), za svako
) svaki X s @ 6 A, je hlper—prebro

va?i i obrnuto tvr-

. € A. Kako je jos, za svako

qa & A, Razume S€,
jivo kompaktan ako

K€ C(X), k NX_ € CX,

je X hiper-prebrojive kompaktan. Ako je skup A konacan,

djenje i dokazuje se potpuno isto kao 1 4.4.4, //.
4.4.8. PROPOZICLJA. Neka je prostor X topolodhi prodzvod famili-
je prostora X_, 8 & A. Prostor X e hiper-prebrofLvo hompaktan onda L Aamo

a €A, hiper-prebrof4Lvo kompaklan.,

onda ako fe suvakl X,
(K_€C(x) :nEN < c(X).

= X X, . n BN} i

Dokaz. Neka je
) = {Ka 5 ciX, )+ 0 ¢ N} projekcija fa-

Neka je dalje T ({Kn g C(X) : N € N}

n c N} sa X na Xy 28 syako a € A, Ako Je svakl Xa, akA,

milije {Kn C C(X) :
G C(X ) s

K 6 C(X ), tako da Jé LI{K

;prebrcjiuo kompaktan, postojl
. a & A} CZX{K e C(X ) ¢ N g N1,

Dakle, X{KZ & C(X,)

hiper
hEN}EK, a €A,
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za svako n 6 N. %ta vise, skupovi X {K € C(X, ) : a &A1 X{K ;EC,(XE) :
a € A} su &lanovi od C(X) pri &emu je I( X{K 5 C(X ) 1 a G A} X{Kaét(xa):
2 & Al 6 C(X), za svako n 6 N, pa je familija C(X) X, - usmerena, tj. pro-

stor X je hiperprebrojivo kompaktan.

Obrnuto, neka je prostor X = X{Xa : a é A} hiper;prebrojiuo kcm;
paktan i (K3 & C(x,) +n €N} C(X)), a c A.
K3 X (X{{xp} g C(X) ¢ b A - {a}}) = K_ & c(X), za svako n € N, 5ta viZe,
postoji K E C(X), tako da je K_ K, za svako n € N._Dakle ﬂa(Kn) na(K)::
= K_ 6 C(X), n c N, a posto je T (K) = K2, to je KK, C C(X), za sva-

ko n € N, pa je prostor X hiper-prebrnjluo kompaktan, za svako a cA. //.

4.4.9. POSLEDICA, Proizvod kompakinog £ hiper-prebrogivo kompakt-

nog prostora fe hiper~prebrofivo kompaktan.

4.4.10. POSLEDICA, U kfasl Hauédonﬁﬁ—oﬁih prostora Lnverznd EAmes

familife hiper-prebrofivo komapktnih prostora fe hiper-prebrofLivo kompaktan.

4.4.11. NAPONEMA, Lako se vidi da su sledeca tvrdjenja direktne

posledice 4.4,(b) 1 4.4,(d).

(a) Neprekidna slika hiper;prebrojiuc kompaktnog prostora je stro-

go prebrojivo kompaktna.

(b) Neka je prostor X normalan 1 hiperQPrebrojiuo kompaktan. Ta-

da je exp(X) strogo prebrojivo kompaktan.

4.4.12. PRIMEDBA. Neprekidna slika hiper;prebrajiuo kompaktnog
prostora ne mora biti hlper-prebrogluo kompaktna. Neka je Y prostor 1z pri-
mera 4.1.7, ti. (([o, w,] x [0, wn] ~{w, n) :nE N}U{o}) U {p} -
(w1, W)}, @ X = (([0, 0] x [0, wo] - {(wi, n) =1 e N Julo}) - {(wyi,we)}U
{q}, gde je q 1izolovana tatka za ([0, w1} X [0, wo) - {(w1, n) neN U {o}

;{(wly we)}. Preslikavanje f definisanoc na slededi nacin:
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o . (et (1) z2 > ¢ ([0,01] x [0,00] = {(w1,n) nEND) - {(w1,00))
X)) =

p Za X =g

je neprekidno sa X na Y. Prostor X Je hiper;prebrojiuo kompaktan, a pro;

stor Y je strogo prebrojivo kompaktan.

Na osnovu ovog primera jasno je da svojstvo hiper-prebrojive

kompaktnosti nije invarijantno u odnosu na neprekidna preslikavanja.

Moze se kﬁnstruisati primer neprekidne slike hipeerrebrojiuo
kompaktnog prostora koja nije hiper;prebrojiuo kompaktna i bez koriscenja
izlovanih tataka. Neka je X = [0, wi1] X [0, Wo | - {(wl,.x) :xtE[l, wol}, a
vy = ([0, wi] x [0, wo ] - {{wy, X) & X e NU {o}}) U {p}, gde su okoline ta-
¢ke p komplementi kompaktnih podskupova od [0, ml] x [0, mu] 3 {(wyy x)
X eN U {o}}. Neka je dalje Z =Y - {(w;, Wo)}. Ranije je dokazano da jJe
prostor X hiper;prebrojivo kompaktan, a prostor 7 strogo prebrojivo kompak—

tan"koji nije hiper;prebrujiuo kompaktan. Preslikavanje f definisanc na |

slededé¢i nacin

jdentiteta za X é [U,wl] X [D, wu] - {(ngx) T X é [D, wuj}
f(x) ={
p za x = (wo, 0)

neprekidno je sa X na L,

(0, wo) (w1, Wo) (0, wo) (w1, wo)
| .

X = (2)

(o, 0) (wy, 0) (0, 0) | (wy, 0)

6.4.13. peFINICIJA [4]. Neprekidno onesbikavanje § 4@ prostond
X na prostor Y fe kompakino poh&iﬁajuée ako za svako Q g c(Y) poslosL

K 6 C(X) tako da je F(K) = Q.
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4.4.16. DEFINICIJA [S]. Preslikavanje f sa prostora X na proston
Y 4e k—pneéﬂikabanja ako je f(K) s c(Y) £ F'l(K') g C(X), za Avako
K € C(X) £ K’ & C(Y).

4.4.15. PROPOZICIJA., Neka je preslikavange f sa hiper-prebrofivo
kompaktnog prostora X na proston ¥ kompakino pak&ibajuée, tada fe prostor Y
hipen—p&eb&ojiﬁo komoaktan,

Dokaz. Neka je {Qn G C(Y) : n g N} C(Y). Poétn'je f kompaktno
pokrivajuée postoji {Kn 6 C(X) : n E N} =C(X) tako da jJe F(Kn) =Q, za
svakao n é N, Sta vise, po3to je X hiper;prebrojiuo kompéktan, postoji
K € C(X), tako da je K < K, za svako n & N. Medjutim, posto je f neprekid-
no, to je Q_ = F(Kn) c f(K) = Q c c(Y), za svako n c N, pa je prema 4.1.5,

prostor Y hiper;prebrujiuo kompaktan. //.

4.4.16. PROPOZICIJA. Nehka je p&eaﬁihaﬁanja f sa hipen-paabnojiﬁo
hompaktnog prostora X na prostor Y neprekidno k—p&eéﬁihaﬁanje. Tada fe pros-

tor Y hiper-prebrojivo kompaktan.

Dokaz. Prema definiciji 4.4.12, suako'neprekidna k-preslikavanje
je kompaktno pokrivajuce, pa je ova propozicija direktna posledica prethad;

ne.
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4,5, USLOVI EXVIVALENCIJE STROGO PREBROJIVE
I HIPER-PREBROJIVE KOMPAKTNOSTI

U ovom paragrafu najpre se daju neki slutajevi koincidencije stro-
go prebrojive kompaktnosti 1 kompaktnosti, Pored teorema o ekvivalenciji
strogo prebrojive i hiper;prebrojive kompaktnosti ovde se daju i primeri

prostora koji su prebrojivo kompaktni a nisu strogo prebrojivo kompaktni.
Neposredno se zakljutuje da su tacna sleded¢a tvrdjenja:

(a) Svaki separabilan strogo prebrojivo kompaktan prostor je

kompaktan.,

(b) Svaki Lindelﬁf;ou strogo prebrojivo kompaktan prostor je

kompaktan.

(¢) Svaki strogo prebrojivo kompaktan prostor koji zadovol java

drugi aksiom prebrojivosti je kompaktan.

_(d) Svaki U;kompaktan strogo prebrojivo kompaktan prostor je

kompaktan.

(e) Svaki parakompaktan strogo prebrojivo kompaktan prostor je

kompaktan.

(f) Svaki realno kompaktan strogo prebrojive kompaktan prostor

je kompaktan,

U prethodnoj glavi date su karakterizacije joS dve klase prosto;
ra (L;prﬂstori i L’~prostori) sa svojstvom da je u prvoj klasl (L-prostori)
prebrojiva kompaktnost ekvivalentna sa strogo prebrojivom kompaktnoscu, a u

drugo] (L'-prostori) je isto prebrojiva kompaktnost ekvivalentna sa hiper-

prebrojivom kompaktnoScu,

(g) Neka je za prostor X, c3(X) = C(X), tada su ekvivalentni

slededi uslovi:
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1° X je strogo prebrojivo kompaktan.

29 X je hiper;prebrnjiﬁo kompaktan.

Ovakva situacija je, na primer, kod prostora [b, wi). Naime, poz-
nato je da su svi kompaktni podskupovi kod ovog prostora, u kardinalnom smi-
slu kena®ni ili prebrojivi, Prethodno tvrdjenje, u lzvesnom smislu, moze se

smatrati generalizacijom ovog svojstva prostora [U, Ww1) e

4.5.1. TEOREMA, Neka je prostor X p&be phebnojLQOéti £ strogo

p&eb&ojiﬁo kompaktan. Tada fe X hipen-p&ebnojibo komoakfan.

Dokaz. Podto je X prve prebrojivosti, prema [37], C(X) je prve
prebrojivosti. Podprostor CS(X) je svuda gust u C(X). Neka je {AniECS(X) :
n € N) proizvoljan prebrojiv podskup od C%(X). Postoji familija {Snt: X 3
n é N} prebrojivih podskupova od X takvih da je cl(Sn)x = Kn’ za svako
n g€ N. Podskup S =U {S . n 6 N} je prebrojiv 1 cl(S)X - KE C(X),
(prostor X je strogo prebrojive kompaktan). exp(K) je kompaktan zatvoren
padskup od C(X) i {A_ g cS(X) : n & N} cexp(K). 5ta vise, sl({A e c5(X):
n E N})exp(K) = Cl({A G C3(X) : n E N})C(X) G C(C(X)) Neka Je {K G C{X):
n € N} proizvoljan prebrojiv podskup od C(X). Posto je C(X) prve preerJl—
vosti, a c3(X) gust u C(X), to za svako K_ postoji prebrojiv podskup
{A e cS(X) : i € N} takav da je cl({A e c5(X) i & N})geyy § C(CONO) 3
K € cl({n] 6 C(X) & 1 € ND)g(yye c1({K_ € C(X) & Ny
cL({AT € C5(X) : i, n € NM)gy) & C(C(X)). Pa je cl({K_ B C(X)3 nt;N})C(x)
c(C(X)). Ovim je dokazano da Je C(X) strogo prebrojivo kompaktan. Medjutim,
u prvom paragrafu (videti 4.1.8) je dokazano da su uslovi: hiper;prebrojiue
kompaktnosti prostora X i stroge prebrojive kompaktnosti C({X) ekvivalentni

pa je prostor X hiper;prebrojiuo kompaktan. //.

4.5.2. TEOREMA. Neka fe proston X L-prostor. X je strogo pre-

brojivo kompaktan onda & samo onda ako e prebrofive kompaktan,
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Dokaz, Neka je L;prostor X prebrojivo kompaktan 1 neka je

A

{xn : n 6 N} prebrojiv predprostor od X. cl(A) je Lindelﬁfécu jer je
X L;prostor. cl(A)X je prebrojivo kumpaktan, jer se prebrojiva kompaktnost
duva u odnosu na zatvorene podprostore. Dakle, cl(A)x je prebrojivo kompak—
tan Lindelﬁfénu podprostor od X, pa je prema 1.3.2. kompaktan. Ovim je do-

kazano da je prostor strogo prebrojivo kompaktan.,

Obrnuto. Ako je prostor X strogo prebrojivo kompaktan prema [25]
(str. 763), istovremeno je prebrojivo kompaktan jer se lako moZe utvrditi

da svaki prebrojiv podskup od X 1ima bar jednu tatku nagomilavanja. /7

4.5.3, TEOREMA, R;pkOéIO& X fe strogo p&ebnojiba kompaktan onda

i samo onda ako je prebrojivo kompakian.

Dokaz, Ako je prostor X strogo prebrojivo kompaktan, prema [25}

je prebrojivo kompaktan.

Obrnuto. Ako je prostor X prebrojivo komﬁaktan prema [25] svaki
njegov zatﬁaren podprostor takodje je prebrojivo kompaktan, pa Je svaki za-
tvoren sebarabilan podprostor prebroj.vo kompaktan, Prebrojiva kompaktnost
implicira pseudokompaktnnst, pa je u R;prostéru ¥ syaki zatvoren separabi-
lan podprostor pseudokompaktan 1 realno kompaktan. Prema propoziciji 3.2.4,

je kompaktan. Dakle, prostor X je strogo prebrojivo kompaktan, //.

U [38] 1 [32} dat je sledeci fematski prikaz odnosa klasa prosto-

ra kojima se uopStava kompaktnost:
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PSEUDOKOMPAKTNI

U - PROSTORI

SLABO KOMPAKTNI

ZVEZDASTO KOMPAKTNI

PREBROJIVO KOMPAKINI

STROGO PREBROJIVO KOMPAKTNI T: 1T

Ova Sema pokazuje da U lancu implikacija izmedju navedenih uop;

je strogo prebrojiva kompaktnost, a

tenga kompaktnosti, najstariji ¢lan

najslabiji pseudokompaktnost U-81stem1 i U-prostorl dati su u [38]. U seF

paracionom smislu Sema vazi za T prostore.

4.5.4. TEOREMA, Neka je u R-prostoru X svaki p&ebaojib podskup

otvoren., Tada AU ehbiﬁaﬁentni slededd uslovi:

(a) Prostor X fe »1n0g0 prebiofivo kompaktan,

(b) Prostor X je prebao fAVO kompaktan.
(c) Prostor X fe svezdasto kompartan.

(d) Prostor X fe afabo kompaktai,

(e) Prostor X fe U-prostor.

(a) = (b) = (c¢) = (d) = (e), ostaje

podskup P <X, otvo-

Dokaz. Poznato je da

da se dokaZe da (e) = (a). Posto je svaki prebrojiv

cl(P)x je realno kompaktan, Kako je

ren,prema 2.6, cl(P)x je U-prostor i

prema [38], svaki U;prostor pseudokompaktan, toc je prema J. 2.4, cl(P)x kam—
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paktan, za svaki prebrojiv podskup P X pa je prostor X strogo prebrojivo

kompaktan. Po¥to (e) = (a) svi iskazi su medjuscbno ekvivalentni. //.

4.5.5. TEOREMA. Neha fe prostor X L’ -prostor. Tada Asu ekviva-

fentnd slededi wsfovd:

(a) Prostor X je p&ebnojibo kompaktan.

(b) Prostor X je hiper-prebrojivo kompakian.,

Dokaz. (a) = (b) : Neka je {Kn c C(X) = n G N} proizvoljna
orebrojiva podfamilija od €(X) .i Y = UK c c(X) : n €N} podprostor
od X. Jasno, Y je o-kompaktan, pa 1 Lindeldf-ov podprostor od X. Posto
je X L';prostar, cl(Y)y Jje takodje Lindelﬁf;ou, a i prebrojivo kompaktan,
pa je, dakle, kompaktan. To znali da je K};ELCI(Y)X € C(X), za svako n E N,

pa je prostor X hiper;prebrajivo kompaktan.

(b) = (a) je trivijalno jer je svaki hiper;prebrojiUD kompaktan

prostor istovremeno 1 prebrojivo kompaktan,

4.5.6. POSLEDICA. Neka je proston X L'-prostor, Tada Au ehvi-

valentni slededi uslovis
(a) Prostorn X je_p&ebhojibo kompaktan,
(b) Prostor X je strogo prebrofivo kompaktan,

(c) Prostor X je hiper-prebrofive kompaktan.

4.5.7. PRIMEDBA. Postoje mnogi primeri prostora koji su prebrn;
jivo kompaktni, a nisu strogo prebrojivo kompaktni. Ovo je jod jasnije ako
se zna da se prebrojiva kompaktnost ne.prenosi na proizvod prostora, dok se
strogo prebrojiva kompaktnost prenosi. U [19} dokazano je da za svaki pazi;
tivan broj n postoji prostor X takav da je X" prebrojivo kompaktan, a Xn+l

nije prebrojivo kompaktan. U [ZU] dat je podprostor G od BN koji je prebro—

jivo kompaktan, a G x G nije prebrojivo kompaktan (prostor Nouaka - J.Novak,

poljski matematitar).
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4.6. STROGO SEKVENCIJALNO KOMPAKTNI PROSTORI

Ovaj deo odnosi se na prostore koji su vi%e nego sekvencijalno

kompaktni, a pripadaju klasi hiper;prebrojiuo kompaktnih prostora.

4.6.1. DEFINICIIA. Prostor X je strogo sekvencéjalno kompaktan
ako je C(X) < exp(X) aekvencijalno kompaktan,

4.6.2. PROPOZICIJA, Svaki 4110go0 sekvencifalno kompaktan prostor

je sehvencd jalno kompaktan.

Dokaz. Neka je prostor X strogo éekuencijalno kompaktan. To znaCl

da je C{X) sekvencijalno kompaktan, a samim tim 1 ® (kao zatovren ppdpros;

tor od C(X), videti 1.5.6). Medjutim, kako je ¥ homeomorfno sa X, to je i X
sekvencijalno kompaktan, //.

Obrnuto tvrdjenje ne mora biti tatno. Naime, postoje primeril pro;

stofa kaji su sekvencijalno kompaktni ali nisu strogo sekvencijalno kompaktni.

To de biti ilustrovanc na primeru koji ce biti dat nakon sledece

Leme. Ova Lema slu¥i razjaSnjivanju konstrukcije primera prostora koji Je

sekvencijalno kompaktan, a nije strogo sekvencijalno kompaktan,

4.6.3. LEMA [13]. Neka fe hompaktan prostor Y neprekidna sLika
nazlike cX - X kompaktifikacifja cX Lokalno kompakinog prostora X. Ta&a 005~

tor X Ama kompaktifikaciiju  YX < X takvu da fe YX~X homeomorfno sa Y.

Franklin i Rajagopalan u [16] primenom transfinitivne indukcije

definisali su transfinitivni niz Uy <€ U & . & Uat: ... o <w od otvo-

renja zatvorenih podskupova od N = BN-N takvih da je Uy #Ug ako Je

B <a i da formula:

Wi za X é(BN;-N) - (U{UOL s o < W1})

F()() :{ , .
inf{oa : x E Ua} za X E(IJ{Ua s o < wWyl})

definise neprekidno preslikauanje sa BN:-N na [U, wll.
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Prema prethodnoj Lemi postoji kompaktifikacija yN prostora N tak;
va da je YN;-N homeomorfno sa [D, wi], tj. postoji homeomorfizam h sa

[0, wi] na YN-N = N¥,
Podprostor YN;* {h{w,)} ima sledeca svojstvar

(a) Separabilan.
(b} Normalan.,
(c) Lokalno kompaktan,

(d) Sekvencijalno kompaktan,

Razume se, da YN:- {h(w:)} nije kompaktan, jer je podprostor

od kompaktnog prostora YN kome je oduzeta tatka nagomilavanj)a {h(wi)}.

Posto je separabilan, a nije kompaktan, jasno je, da nije Strogo

prebrojivo kompaktan, a samim tim ni heperprebrojivo kompaktan.

4.6.4., PRIMEDBA. Prostor YN;—{h(ml)} nije strogo sekvenciljalno
kompaktan jer bi u tom slutaju bio hiper prebrojivo kompaktan, Ovaj primer

pokazuje da obrnuto tvrdjenje od 3.6.2, ne mora biti ta&no.

“to se tide odnosa sekvencijalne. kompaktnosti i strogo prebroji-

ve kompaktnosti odnosno hiper;prebrﬂjiue kompaktnosti, situacija je sledeca:

(a) Prostor X = BN x 0, w1) je hiper;prebrojiua kompaktan, a
nije sekvencijalno kompaktan, (Ako bi X bio sekvencijalno kompaktan takav
bi bio 1 BN x {xu} gde je X, proizvoljna tatka 1z (0, w;). Medjutim, kako
je BN x {xD} homeomorfno BN, a BN nije sekvencijalno kompaktan, to nil

RN X [0, w1 ) nije sekvencijalno kompaktan).

(b) Prostor Y = BN x (N*¥ - {xo}) je strogo prebrojivo kompak-
tan, a nije sekvencijalno kompaktan (xD je tagdka iz N¥* = BN-N koja Jje

orebrojivo nedostiZiva, a nije P-tatka).
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[

4.6.5. LEMA, Prostor X fe hipen-pnebnojibo kompaktan onda £ samo
onda ako za svaku prebrojivu familifu A = {K 6 C{X) : n & N} postofd famdi=
gija A" = {K' €C(X) :n ¢ N} nastuba po inkluzifi takva da fe K - KZ,

za svako n € N, za kofu postoji K 6 C(X) 4a 4onétuom da fe K; K, za

éﬁahc n é N.

Dokaz., Neka je A = {Kn E C(X) : n E N} proizvoljna prebrojiva

familija kompaktnih podskupova od X i neka postoji familija A'::{K;EEC(X)
n EN sa svojstvom da postoji K g C(X) tako da je Kn 6 K", za svako htEN,
i da je Kn<: K;, takodje, za svako n é N. Prema 4.1.8, prostor X je hiper;

prebrojivo kompaktan,

Obrnuto, neka je prostor X hiperprebrojivo kompaktan 1
A = {Kn € C(X) :n g N} proizvoljna prebrojiva familija kompaktnih podsku;
pova od X, Jasno, postoji K E C(X) tako da je Kn K, za svako n Q N.
‘Medjutim, postoji i familija A = {K; EC(X) +n c N} gde je K; = U {Ki :
ig (1, n]} pa je Kncz K; c U{Kn c C(X) : K 6 A} K, za svako n E N,
//

4.6.6. TEOREMA, Svaki atrogo sekvencijalno kompaktan prostor fe

hip&&-pﬁﬁb&ﬂjéﬁo hompaktan.

Dokaz. Neka je za prostor X, C(X) sekvencijalno kompaktan 1
A = {Kn € C(X) :n c N} proizvoljna prebrojiva familija kompaktnih podsku; |
sova od X. Jasno, posteji familija A" = {KJ C C(X) : n €N} takva da je
K; = U {Ki . i E [1, n]} za svako n c N. Razume se A” je niz u C(X) 1 po;
Sto je C(X) sekvencijalno kompaktan, postoji podniz B= A" B = {K c A"
i € N} koji konvergira nekom K & c(x). B U {K} je prebrojiv kompaktan pod;
skup u C(X). Sta vize, [BU (K}l e c(x) i K? 1B U (K}, za svako i EN.
Medjutim, kako je familija A" rastuda po inkliziji, to za svako n é N, po-
stoji i > n, i BN, tako da je K. <K, pa je zasvako n & N,

K; |B U {K}|. Dakle prema prethodnoj Lemi, prostor X je hiper-prebrojivo
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4.6.7. PRIMEDBA. Obrnuto tvrdjenje ne mora biti tatno, na primer,
poznatu je da su prostori II ili BN kompaktni ali nisu sekvencijalno knmpak;
tni, Neka je dalje, X = BN X [0, wy ). Prema 4.4,9, prostor X je hipeerre—
brojivo kompaktan ali nije sekvencijalno kompaktan jer BN nije sekuenci;
jalno kompaktan. Ako bi podprostor C(X) bio sekvencijalno kompaktan, takav
bi bio i X< C(X) jer je % zatvoren u C(X) i X = X, (poznato je da se
sekvencijalna kompaktnost prenosi na zatvorene podprostore). Medjutim, po;

sto % nije sekvencijalno kompaktan, nije ni C(X),

4.6.8. PROPOZICIJA. Neka je prostor X p&he prebrofivoste 4

C(X) < exp(X) prebrojivo kompaktan. Tada fe X 4110g0 sehvencd jalno kRompak -
Lan.

Dokaz. Neka je X prve prebrojivosti. Prema [37] i C(X) je prve
prebrojivosti, pa prema 1.5.4, prostor C(X) je sekvencijalno kompaktan jer
je prebrojivo kompaktan i prve prebrojivosti, Dakle, prostor X je strogo

sekvencijalno kompaktan,

4.6.9. PRIMEDBA. Prema prethodnoj propoziciji prostor X = [0, wi)

je strogo sekvencijalno kompaktan koji nije kompaktan, Prostor [U, wl: je
kompaktan i strogo sekvencijalno kompaktan. Prostori BN 1 II su kompaktni

koji nisu strogo sekvencijalno kompaktni jer niz sekvencijalno kompaktni.,

Na osnovu svega, do sada Sto je izneto, mo¥e se primetiti da

ima smisla sledeci Sematski prikaz:

5535’331 ERTATYMAARM N vyl 'm
JA MATCMATEY, BiXASLAY 1 ACTPOHOMAYY
oM BAOOUGCT S A

Epoj:

Bavtywm:
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HIPER PREBRCOJIVO KOMPAKINI

—
=z
—
= ,
o | = SEKVENCIJAL -
E 28
>, O =z e NO KOMPAKTNI
. OLoOo=
Q= =
A A L
— L <€ <C
e

'STROGO PREBROJIVG KOMPAKTNI

PREBROJIVO KOMPAKTNI

4.¢.10. PROPOZICIJA, Neka je prostorn X podproston C(X) < exp(X)
pnebnojiﬁo kompaktan 4 sekvencd jalan, Tada fe X Atrogo sehvencijalno kom-

paklan.

Dokaz. Ova propozicija je neposredna posledica teoreme 1.5.4,

iz uvodne glave,

4L 6.11. DEFINICIJA [7]. Prostor X fe disperzivan ako ne sadrzi

perfektan podskup.,

4.6.12. PROPOZICIJA [7]. Disperzivan, neqularan, prebrofdvo kom-

paktan prostor e sekvencdfalno kompaktan.,

4.6.13. PROPOZICIJA, Neka fe prostor X negularan, a C(X) = exp(X)

disperzivan prebrofivo kompaktan, Tada fe X s110go sehvencifolno kompaktan.
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Dokaz., Prema [}7] C(X) je regularan podto je X regularan., Me—
djutim, C(X) je disperzivan i prebrojivo kompéktan pa je prema 4.6.12Z, sek-

vencijalno kompaktan. Dakle, prostor X je strogo sekvencijalno kompaktan. //.

4.6.16. TEOREMA. Svaki zatvoren podproston sekvencdjalno kompak-

tnog prostora fe strogo sekvencifalno kompaktair,

Dokaz. Neka je prostor X strogo sekvencijalno kompaktan i ¥ za;
tvoren podprostor od X, Razume s€ C(Y) = exp(Y) N €{X). Prema [37] exp(Y)
je zatvoren podprostor od exp(X), pa je C(Y) zatvoren podprostor od C(X).
Medjutim, kako je C{X) sekvencijalno kompaktan, to je i C(Y) sekvencijalno

kompaktan. Prema 4.6.1, podprostor Y je strogo sekvencijalno kompaktan. //.

Neka Je prﬁstor Y neprekidna slika prostora X pri preslikayvanju f.
MoZe ée dobro definisati prirodno preslikavanje F : C(x) » C(Y) (ne mora
biti preslikavanje na), na sledeci natin: F(K) = f(K), za svako K e C(X).
Lako se vidi da je svako definisanoc preslikavanje F neprekidno. Neka je

F(C(X)) = S(Y) = C(Y). Slika S(Y) ima sledeca svojstva:

i Y © s(Y), qgde je § - {{y} e C(Y) = ¥ g Y.

Fn(Y) c S(Y), qde je Fn(Y) z {B =Y : card{B) £ n}.

3° FC(Y);: S(Y), FC(Y) - familija svih konatnih podskupova od Y.
Cl(S(Y))C(Y) = C(Y).

Neka je B € S(Y). Tada je exp(B) <=S(Y).

Dokaz - 5°. Neka je B € S(Y). Jasno, postoji A ¢ r(X), tako
da je f(A) = F(A) = B. Neka je B c exp(B8) (B je proizvoljan clan iz
exp(B)).

Razume se, By =B i B, je kompaktan, tj. B c C(X).

F-l(BI) = {K € C(X) : F(K) = By}. Restrikcija od f sa X na A breslikava

AnaB (f/A: A-—2—»8), Dalje, za svako B*< B, fzﬁ) (B*) <« A paje

fﬁl/ﬁ (Bl) — Al' Dakle, f(Al) - Bl‘ //'
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° Neka je. g = {Q : @ & S(Y)} S(Y). Tada je g =U{CW) :
Q6 ql S(Y).

7° Neka je {G1, Q24..., O } € S(Y). Tada je {c(Q,)} U {c(@,)}U
U ... U {C(@ )} s, |

8° Neka je {Q:, @2} S(Y). Tada je Q1 Q2 g s(Y).

9% Neka je g S(Y). Tada za svako U g g postoji Kq b Cc(x),
tako da jo F(Kg) = F(Kg) = Q. Sta vise |gl =U {3:0€ ¢} = U {F(KQ) :
Kg € Kq} = £ (U{Kg : Kq s Kq}) = F(|Kql).

Na osnovu svega iznetog moZe se primetiti da je S{Y) = C(Y),

ako je preslikavanje f sa X na Y kompaktno pokrivajuce,

Posta je S(Y) guste u C(Y), S(Y) = C(Y) i u slugdaju kada Je

preslikavanje F : C(X) » C(Y) zatvoreno. Medjutim, nije tedko primetiti da

na

je ovaj uslov skyvivalentan sa uslovom da je preslikavanje f : X + Y

kompaktno pokrivajuce.,

4.6.15. PROPOZICIJA. Neka je p&@éﬂihmbanja f sa Atrnogo sekvencd-
jalno kompaktnost prostora X na prostor Y kompakino pokrivafuée. Tada je
prostor Y strnogo sekvencdjalno kompaktan,

Dokaz, Neka je prostor X strogo sekvencijalno kompaktan i f kom;
paktno pokrivajuce preslikavanje, sa X na Y. Preslikavanje F.: C(X) = C(Y)
definisanc uslovom F(K) = f(K)}, za svako K é C{X) je neprekidno sa C(X)
na C(Y). Medjutim, kako je C(X) sekvencijalno kompaktaﬁ, to je prema 1.5.4,

i C(Y) sekvencijalno kompaktan pa je prostor Y strogo sekvencijalno kom-

paktan,

4.6.16. PRIMEDBA. Neprekidna slika strogo sekvencijalno kompakt-

nog prostora ne mora biti strogo sekvencijalno kompaktna, Na primer, neka Je€
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(0, wo) (w1, wo) (0, wo)

(D: 0) (wli 0) (Ui 0)

X = ([0, wi] x 0, wo] - {(wy, X) ¢ X c [0, wol}) U {p}, gde je p izclcvana

tatka, a Y = (lo, w1l x [0, wo ) - {(wy x) ¢ x c (o, mu]}) U {q} gde su

L)

okoline tatks q komplementi kompaktnih podskupova od [0, wy] x LC; mg]:¢

~ {{wi, ¥ : » € [0, wo }.
Lako se vidi da prostor X ima sledeca svojstva:

f:) X Jje normalan.

ot
t:.i..
L
"y
”

ie prve prebrojivosti.

———
o
ey
o

je hiper;prebrcjiuo kompaktan,
Tz (b) i (c) sledi da je prostor X strogo sekvencijalno kompaktan.

Jo& u prvom paragrafu ove glave utvrdjeno je da prostor Y 1ma

slededa svojstva:

1. Y je strogo prebrojivo kompaktan Tg;prostor.

7. Y nije hiperprebrojivo kompaktan,

Postoji neprekidno preslikavanje f sa X na Y definisano na
sladed¢i nacin:

q ako je % =p

f(X) = { . .
Xx za ¥x E [D, wll X [U, mﬂ] - {{w1, n) : N E [U: NO]}
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3. Prostor Y je 'sekvencijalno kompaktan, a nije strogo sekven-

cijalno kompaktan. (Ranije je dokazano da je svaki strogo sekvencijalno

kompaktan prostor hiper;prebrojiuo kompaktan).
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I NDE K S

Y, — usmeren skup, 37 R;prostori, 26

}‘0 - usmerena familija, 37 Realno kompaktni prostori, 11

Hiperprostor, 36 o-kompaktan prostor, 4
Hiper-prebrojiva kompaktnost, 36 Sekvencijalno kompaktan prostor, 9
Strogo prebrojivo kompaktan prostor,10,36

K Strogo sekvencijalno kompaktan

prostor, 64
Kompaktifikacija, 3

Kompaktifikacija Stone-Cech-a, & 1

Kompaktifikacija jednom tackom, 4, 5

U;sistemi, 14

L U-prostori, 14

L;prostori,Zl

L';prﬂstnri,BO'

Lindeldf-ovi prostori, 6
Lokalno kompaktni prostori, 44

Lokalno konatna familija, 13

P-tatke, 42

Parakompaktni prostori, 11
Prebrojivo kompaktni prostori, 7
Prebrojivo nedostiZive tadke , 42

Pasiidnlkamnaletni nrostori. 8B
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