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1 Uvod

Izabrala sam metodiku nastave matematike za predmet iz kojeg �u braniti temu
za master rad rukovode�i se sopstvenom жeƩom da uqestvujem u unapre�eƬu na-
stave matematike. Smatram da je to mogu�e ukoliko iznesem svoje vi�eƬe na-
stavnog qasa matematike i ukaжem na matematiqke probleme.

Svima nam je dobro poznato da je uqenike potrebno zainteresovati za ono xto
izuqavaju, naroqito ako oni sami tome prilaze sa izvesnim ube�eƬem da se radi
o texkom predmetu. Kako Ƭihovo interesovaƬe za dati predmet bitno zavisi i
od individualnih sposobnosti, nauqno - struqne i pedagoxke spreme, kao i Ʃu-
dskih kvaliteta nastavnika, to, mi nastavnici, moramo biti aktivni uqesnici u
nastavi. Pri tome ne smemo zaboraviti da isto to zahtevamo i od svojih uqenika.

Uspexo izvo�eƬe nastavnog qasa i uspexna interpretacija nastavne teme (i
uopxte nastavne celine) kod uqenika utiqe na razvijaƬe svesti o znaqaju nauqnog
znaƬa i doprinosi trajnijem pam�eƬu.

CiƩ nastave matematike je da uqenici usvoje elementarne matematiqke ko-
mpetencije (znaƬa, vextine) koje su potrebne za razumevaƬe pojava i zakoni-
tosti u prirodi i druxtvu i koje �e da osposobe uqenike za primenu usvojenih
matematiqkih znaƬa (u rexavaƬu raznovrsnih zadataka iz жivotne prakse), kao
i da doprinese razvijaƬu mentalnih sposobnosti, formiraƬu nauqnog pogleda
na svet i svestranom razvitku liqnosti uqenika.

Moj zadatak je da u ovom radu izloжim analizu nastavnih jedinica vezanih za
Kvadratnu jednaqinu koja se, po planu i programu, obra�uje u drugom razredu
sredƬe xkole. Treba rexavati i jednaqine sa nepoznatom u imeniocu razlomka,
koje se svode na kvadratne jednaqine, kao i jednostavnije jednaqine sa parametrima.
Potrebnu paжƬu treba posvetiti primeni kvadratnih jednaqina u rexavaƬu
raznovrsnih a jednostavnih problema.
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2 Programi sa 2 i 3 qasa nastave matematike nedeƩno - primeri u na-

stavi matematike u II razredu sredƬe xkole

Nastavnim planom i programom za II razred sredƬe Tehniqke xkole (2 i 3 qasa
nastave matematike nedeƩno) predvi�ena je obrada slede�ih nastavnih jedinica
vezanih za kvadratne jednaqine:

• Pojam kvadratne jednaqine i kvadratnog trinoma

• Nepotpune kvadratne jednaqine

• RexavaƬe potpune kvadratne jednaqine

• RastavƩaƬe kvadratnog trinoma na qinioce

• Diskriminanta i priroda rexeƬa kvadratne jednaqine

• Vijetova pravila

• Sistem kvadratne i linearne jednaqine
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2.1 Nastavna jedinica: Pojam kvadratne jednaqine i kvadratnog trinoma

U okviru ove nastavne jedinice potrebno je sa uqenicima obnoviti osnovne o-
peracije sa polinomima.

Opxti oblik kvadratne jednaqine je formula oblika:

(1) ax2 + bx+ c = 0.

Koeficijenti a, b, c su elementi poƩa realnih ili kompleksnih brojeva i pri
tome je a 6= 0 (kada bi bilo a = 0, jednaqina (1)bila bi linearna jednaqina oblika
bx + c = 0). Osnovni zadatak za datu kvadratnu jednaqinu (1) jeste odre�ivaƬe
Ƭenog korena (ili rexeƬa). RexeƬe (ili koren) kvadratne jednaqine je takva
brojna vrednost α nepoznate x da kada se uvrsti taj broj α umesto nepoznate x
u jednaqinu (1) dobija se da je vrednost leve strane jednaqine (1) jednaka nuli,
tj. aα2 + bα+ c = 0.

Primer 1. Jedno rexeƬe kvadratne jednaqine x2 − 3x+2 = 0 je broj 2. Zaista je
22 − 3 · 2 + 2 = 0.

∆

Leva strana jednaqine (1), tj. izraz ax2+bx+c, ima znaqajnu ulogu u nalaжeƬu
rexeƬa kvadratne jednaqine (1). Taj izraz jeste polinom drugog stepena i naziva
se kvadratni trinom, a oznaqava se sa:

(2) P2(x) = ax2 + bx+ c.

Sabirci ax2, bx i c zovu se, redom, kvadratni qlan, linearni qlan i slobodni
qlan. U sluqaju kada je jedan ili oba od koeficijenata b, c jednak nuli, kaжe se
da je kvadratni trinom nepotpun.

Tako�e se smatra da je kvadratna jednaqina i svaka jednaqina koja se moжe
dovesti (algebarskim operacijama) na oblik (1).

Primer 2. Kod kvadratnog trinoma 7x2 +5x− 6 kvadratni qlan je 7x2, linearni
qlan je 5x, a slobodni −6.

∆

Primer 3. Jednaqina 2x2−x−8 = 0 je kvadratna jednaqina obika (1). Tako�e su
i jednaqine x2 = −1, 2x − x2 = 5, x2 = x kvadratne jer se mogu dovesti na oblik
(1). Tada one glase: x2 + 1 = 0, −x2 + 2x− 5 = 0, x2 − x = 0.
Uz pretpostavku da je x− 2 6= 0, jednaqina:

(3) x+ 1 =
3

x− 2

posle mnoжeƬa sa x − 2 postaje (x + 1)(x − 2) = 3, tj. x2 − x − 5 = 0, pa je i to
kvadratna jednaqina.

∆
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Nekoliko primera �e pokazati kada su dva polinoma jednaka, kako se sabiraju,
oduzimaju i mnoжe polinomi. Tako se kaжe da je kvadratni trinom ax2 + bx + c
jednak kvadratnom trinomu a1x

2 + b1x+ c1 ako i samo ako je a = a1, b = b1 i c = c1.

Primer 4. a) Kvadratni trinom 2x2+5x−6 jednak je polinomu 5x−6+2x2 jer
su im jednaki koeficijenti uz iste stepene nepoznate x. Zaista, ako poli-
nom 5x− 6 + 2x2 napixemo u sre�enom obliku, tj. po opadaju�im stepenima
nepoznate x : 2x2 + 5x− 6, zakƩuqujemo da su ova dva polinoma jednaka.

b) Zbir kvadratnih trinoma 2x2− 5x+4i i 3x2+4x− 4i+1 je trinom 5x2−x+1
jer je:

(2x2 − 5x+ 4i) + (3x2 + 4x− 4i+ 1) =

= (2x2 + 3x2) + (−5x+ 4x) + (4i− 4i+ 1) = 5x2 − x+ 1.

v) Proizvod polinoma x− 1 i x2 + x+ 1 jeste polinom x3 − 1 jer je:

(x2 + x+ 1) · (x− 1) = x3 + x2 + x− x2 − x− 1 = x3 − 1.

∆

Posmatrajmo kvadratni trinom P2(x) = ax2+ bx+ c. Neka je α neki broj. Tada
se broj P2(α) = aα2+bα+c dobijen zamenom nepoznate x sa α u kvadratnom trinomu
P2(x) naziva vrednost kvadratnog trinoma.

Primer 5. Na�i vrednost kvadratnog trinoma P2(x) = 2x2−5x+3 za x = 1, x = −4
i x = 2i. Bi�e:

P2(1) = 2 · 12 − 5 · 1 + 3 = 0

P2(−4) = 2 · (−4)
2 − 5 · (−4) + 3 = 55

P2(2i) = 2 · (2i)2− 5 · 2i+3 = 2 · 4 · i2− 10i+3 = 8 · (−1)− 10i+3 = −5− 10i = −5(1+2i).

∆

Koren kvadratnog trinoma P2(x) je takva vrednost α nepoznate x za koju je
P2(α) = 0. Dakle, koren kvadratnog trinoma ax2 + bx + c je koren kvadratne
jednaqine ax2+bx+c = 0. Osnovni problem za svaku jednaqinu, pa i za kvadratnu,
jeste odre�ivaƬe skupa Ƭenih rexeƬa (korena).

Primer 6. a) Koreni kvadratne jednaqine 3x2 + 4x− 7 = 0 su brojevi 1 i −7

3
,

jer je:
P2(x) = 3x2 + 4x− 7 =⇒ P2(1) = 3 · 12 + 4 · 1− 7 = 0

i

P2

(

−7

3

)

= 3 ·
(

−7

3

)2

+ 4 ·
(

−7

3

)

− 7 = 0.

b) Koreni kvadratne jednaqine x2 + 1 = 0 su brojevi i i −i, jer je:

P2(x) = x2 + 1 =⇒ P2(i) = i2 + 1 = −1 + 1 = 0

i
P2(−i) = (−i)

2
+ 1 = i2 + 1 = −1 + 1 = 0.

∆
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Navedimo jedan primer deƩeƬa polinoma polinomom.

Primer 7. Podeliti polinom 2x2 − 3x+ 5 polinomom x− 2. Bi�e:

(2x2 − 3x+ 5) : (x− 2) = 2x+ 1

−(2x2 − 4x)

x+ 5

−(x− 2)

7

Tako se deƩeƬem 2x2 − 3x+ 5 sa x− 2 dobija koliqnik 2x+ 1 i ostatak 7. Dakle,
vaжi:

2x2 − 3x+ 5 = (2x+ 1)(x− 2) + 7.

∆

Ako se deli polinom ax2 + bx + c polinomom x − α, dobija se kao koliqnik
polinom prvog stepena ex+ d i ostatak r koji je ili nula ili polinom stepena 0
(tj. broj razliqit od nule) pa vaжi:

(3) ax2 + bx+ c = (ex+ d)(x− α) + r.

Pri tome su koliqnik ex + d i ostatak r jedinstveni. Ukoliko je ostatak r = 0,
kaжe se da je kvadratni trinom ax2 + bx+ c deƩiv sa x− α.

Primer 8. DeƩeƬem kvadratnog trinoma x2 + 3x − 6 polinomom x − 2 dobija
se koliqnik x + 5 i ostatak 4. Do koliqnika i ostatka se moжe do�i metodom
nazvanom metoda neodre�enih koeficijenata. Prema formuli (3) bi�e:

x2 + 3x− 6 = (ex+ d)(x− 2) + r.

Nakon mnoжeƬa i sre�ivaƬa desne strane prethodna formula �e biti:

x2 + 3x− 6 = ex2 + (−2e+ d)x+ r − 2d.

IzjednaqavaƬem koeficijenata uz iste stepene nepoznate x dobija se:

1 = e, 3 = −2e+ d, −6 = r − 2d,

odnosno,
e = 1, d = 5, r = 4.

Konaqno je:
x2 + 3x− 6 = (x+ 5)(x− 2) + 4.

∆

Do ostataka r moжe se do�i i bez deƩeƬa. Kako formula (3) vaжi za sve x,
to ona vaжi i za x = α. Tako je onda za x = α:

aα2 + bα+ c = (eα+ d)(α− α) + r,

tj. r = aα2 + bα + c. Dakle, ostatak deƩeƬa polinoma ax2 + bx+ c sa x− α jednak
je vrednosti tog polinoma za x = α.
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Primer 9. a) Ostatak deƩeƬa kvadratnog trinoma 2x2 − 5x+ 3 sa x + 2 je 21,

jer je 2 · (−2)
2 − 5 · (−2) + 3 = 21;

b) Ostatak deƩeƬa kvadratnog trinoma 2x2 − 5x+3 sa x− 1 je 0, jer je 2 · (1)2 −
5 · 1 + 3 = 0.

∆

Teorema 1. Broj α je koren kvadratnog trinoma ako i samo ako je kvadratni
trinom deƩiv sa x− α.

Primer 10. Polinom x2 − 3x+ 2 je deƩiv sa x− 1. Tada vaжi:

x2 − 3x+ 2 = (x− 1)(x− 2).

Dakle, jedan koren trinoma x2 − 3x+ 2 je broj 1.
Proizvod (x−1)(x−2) je jednak nuli ako i samo ako je taqna bar jedna od formula
x − 1 = 0, x − 2 = 0. Iz druge jednaqine dobija se da je x = 2. Broj 2 je tako�e
koren kvadratnog trinoma x2 − 3x+ 2, jer je 22 − 3 · 2 + 2 = 0. Tako su brojevi 1 i
2 rexeƬa kvadratne jednaqine x2 − 3x+ 2 = 0.

∆
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2.2 Nastavna jedinica: Nepotpune kvadratne jednaqine

Da bi se boƩe razumeo pojam i rexavaƬe kvadratne jednaqine, navodimo jedan
primer.

Na�i obim pravougaonika qija je povrxina 60 cm2, a jedna Ƭegova stranica je
za 4 cm duжa od druge. Ako sa x oznaqimo kra�u stranicu pravougaonika, duжa
stranica iznosi x + 4, pa je povrxina jednaka x · (x + 4). Prema uslovu zadatka
je:

x · (x+ 4) = 60,

tj.

(1) x2 + 4x− 60 = 0.

Dakle, da bi se rexio postavƩeni problem, treba rexiti jednaqinu (1). Je-
dnaqina (1) je primer kvadratne jednaqine.

RexavaƬe nepotpune kvadratne jednaqine:

Ako je b = 0, kvadratna jednaqina ax2 + bx+ c = 0 glasi:

(2) ax2 + c = 0, (a 6= 0)

tj.

x2 = − c

a
.

Ova jednaqina ima dva rexeƬa: ±
√

− c

a
. Ako su brojevi a i c razliqitog znaka,

onda je − c

a
> 0 i rexeƬa su realna (jedno pozitivno

√

− c

a
i jedno negativno

−
√

− c

a
). Ako su brojevi a i c istog znaka, tada je − c

a
< 0 i rexeƬa su komple-

ksna. Kako je tada
c

a
> 0, rexeƬa glase ±i

√

c

a
.

Primer 11. Jednaqina −2x2 + 3 = 0 ima dva realna rexeƬa: ±
√

3

2
.

∆

Primer 12. Jednaqina 2x2 + 5 = 0 ima dva kompleksna rexeƬa: ±i

√

5

2
.

∆

Prime�eno je da postoje izvesne potexko�e kada su rexeƬa jednaqine ko-
mpleksni brojevi. RaqunaƬe kvadratnog korena iz nekog negativnog broja kod
nekih uqenika izaziva zabunu.

Dakle, kvadratna jednaqina ax2 + bx+ c = 0 moжe da se rexi kada je b = 0, tj.
kada ona dobije oblik (2). Me�utim, jednaqina ax2 + bx + c = 0 jednostavno se
rexava i kada je c = 0. Naime, tada ona postaje:

(3) ax2 + bx = 0
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i moжe se predstaviti u obliku:

(4) x(ax+ b) = 0.

Podsetimo se sada slede�e qiƬenice: ako je proizvod dva broja jednak 0, onda
je bar jedan od Ƭih jednak 0, tj. taqna je ekvivalencija

AB = 0 ⇐⇒ A = 0 ∨B = 0.

Prema tome, iz (4) sledi da je x = 0 ili ax + b = 0, i dobijaju se dva rexeƬa

jednaqine (3): x = 0, x = − b

a
.

Primer 13. Jednaqina:

(5) x2 + 3x = 0

moжe se predstaviti u obliku:

x(x+ 3) = 0,

xto je ekvivalentno sa:
x = 0 ∨ x+ 3 = 0,

i sva rexeƬa jednaqine (5) su 0 i −3.
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2.3 Nastavna jedinica: RexavaƬe potpune kvadratne jednaqine

U ovom odeƩku rexavamo (tzv. potpunu) kvadratnu jednqinu:

(1) ax2 + bx+ c = 0.(a 6= 0)

S obzirom da znamo da reximo (nepotpunu) jednaqinu oblika:

(2) ax2 + c = 0,

pokuxa�emo da jednaqinu (1) svedemo na oblik (2). Pre nego xto pre�emo na
opxti sluqaj, uradi�emo jedan primer.

Primer 14. Rexiti kvadratnu jednaqinu iz primera na strani 7, tj. jednaqinu:

(3) x2 + 4x− 60 = 0.

Uvodi se smena:

(4) x = t+ k,

gde je t nova nepoznata, a k je konstanta koju �emo naknadno odrediti. Iz (4) se
dobija:

(5) x2 = t2 + 2kt+ k2,

pa se, zameƬuju�i (4) i (5) u (3), dobija:

t2 + 2kt+ k2 + 4(t+ k)− 60 = 0,

ili, posle sre�ivaƬa,

(6) t2 + (2k + 4)t+ k2 + 4k − 60 = 0.

Prema tome, ako uzmemo da je:

(7) 2k + 4 = 0, =⇒ k = −2,

jednaqina (6) bi�e oblika (2), jer qlan (2k + 4)t nestaje. Zaista, za k = −2
jednaqina (6) postaje:

t2 − 64 = 0, =⇒ t2 = 64

i ima rexeƬa: t = ±8. Me�utim, na osnovu (4) i (7) vidi se da je x = t − 2.
Dakle, rexeƬa jednaqine (3) su x = ±8− 2, tj. x = 6 i x = −10.

∆

Razmotrimo sada opxtu jednaqinu (1). Ako se uvede smena (4), jednaqina (1)
postaje:

a(t2 + 2kt+ k2) + b(t+ k) + c = 0,
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tj. posle sre�ivaƬa:

(8) at2 + (2ak + b)t+ ak2 + bk + c = 0.

Konstanta k se bira tako da bude:

2ak + b = 0, =⇒ k = − b

2a
.

Tada jednaqina (8) postaje:

at2 + a
b2

4a2
− b2

2a
+ c = 0,

tj.:

at2 +
b2

4a
− b2

2a
+ c = 0,

ili:

at2 − b2

4a
+ c = 0,

odnosno:

at2 − b2 − 4ac

4a
= 0,

tj.:

t2 =
b2 − 4ac

4a2
.

Ova posledƬa jednaqina ima rexeƬa t = ±
√

b2 − 4ac

4a2
, odnosno:

t = ±
√
b2 − 4ac

2a
.

Me�utim, kako je:

x = t+ k, k = − b

2a
,

bi�e:

x = − b

2a
+ t,

i dobija se rexeƬe jednaqine (1): x = − b

2a
±

√
b2 − 4ac

2a
, tj.:

(9) x =
−b ±

√
b2 − 4ac

2a
.

Primer 15. Rexiti jednaqinu 6x2 − x − 1 = 0. U ovom sluqaju je a = 6, b = −1,
c = −1. Primenom formule (9) dobija se:

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
=

1±
√

1− 4 · 6 · (−1)

2 · 6 =
1±

√
25

12
=

1± 5

12
,

pa se zakƩuquje da data jednaqina ima dva realna rexeƬa:
1

2
i −1

3
.

∆
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Primer 16. Za jednaqinu 25x2 − 30x+ 9 = 0 je a = 25, b = −30 i c = 9 i primenom
formule (9) dobija se:

x =
−b ±

√
b2 − 4ac

2a
=

30±
√
900− 4 · 25 · 9
2 · 25 =

30

50
=

3

5
.

Ova jednaqina ima, dakle, samo jedno realno rexeƬe:
3

5
.

∆

Primer 17. Za jednaqinu x2 − 2x+ 2 = 0 je a = 1, b = −2 i c = 2 i Ƭena rexeƬa
su:

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
=

2±
√
4− 4 · 1 · 2
2 · 1 =

2±
√
−4

2
=

2± i
√
4

2
=

2± 2i

2
= 1± i.

Prema tome, ova jednaqina ima dva koƬugovano - kompleksna rexeƬa: 1+ i i 1− i.
∆

IzlagaƬe ove metode za rexavaƬe kvadratne jednaqine kod uqenika moжe iza-
zvati izvesnu zabunu, jer im je obiqno sam algoritam rexavaƬa jednaqine ko-
mplikovan za razumevaƬe. Iz tog razloga, navodimo jox jedna naqin rexavaƬa
kvadratne jednaqine.

2.3.1 Drugi naqin rexavaƬa kvadratne jednaqine

Do formule za rexavaƬe kvadratne jednaqine:

ax2 + bx+ c = 0 (a 6= 0)

moжe se do�i i na drugi naqin. Prethodno �emo uraditi jedan primer.

Primer 18. Jednaqina:

(1) x2 + 5x+ 6 = 0

oqigledno je ekvivalentna sa jednaqinom:

(2) x2 + 5x+

(

5

2

)2

+ 6−
(

5

2

)2

= 0.

Me�utim:

x2 + 5x+

(

5

2

)2

= x2 + 2 · x · 5
2
+

(

5

2

)2

=

(

x+
5

2

)2

,

a tako�e i:

6−
(

5

2

)2

= 6− 25

4
= −1

4
= − 1

22
,

pa se (2) moжe napisati u obliku:

(

x+
5

2

)2

−
(

1

2

)2

= 0.

PosledƬa jednaqina ekvivalentna je sa:
(

x+
5

2
− 1

2

)

·
(

x+
5

2
+

1

2

)

= 0,
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tj. sa:

(3) (x+ 2)(x+ 3) = 0.

Kako iz (3) vaжi:
x+ 2 = 0 ∨ x+ 3 = 0,

tj.
x = −2 ∨ x = −3.

zakƩuquje se da jednaqina (3), pa stoga i Ƭoj ekvivalentna jednaqina (1), ima
taqno dva rexeƬa: −2 i −3.

∆

Iz prethodnog primera se vidi kako se trinom x2+5x+6 rastavƩa na linearne
faktore. Pri tome je kƩuqno mesto u tom postupku bilo dodavaƬe i oduzimaje

broja
(

5

2

)2
, qime je izraz x2 + 5x dopuƬen do potpunog kvadrata:

x2 + 5x+

(

5

2

)2

=

(

x+
5

2

)2

.

Inspirixu�i se ovom idejom i postupkom, razmatra se opxti sluqaj, tj. rexa-
vaƬe jednaqine:

(4) ax2 + bx+ c = 0 (a 6= 0).

Kada se jednaqina (4) podeli sa a, dobija se ekvivalentna jednaqina:

(5) x2 +
b

a
x+

c

a
= 0.

DopuƬuje se sada izraz x2 +
b

a
x do potpunog kvadrata. Zaista, kako je:

(6) x2 +
b

a
x+

(

b

2a

)2

= x2 + 2 · x · b

2a
+

(

b

2a

)2

=

(

x+
b

2a

)2

,

levoj strani jednaqine (5) se dodaje i oduzima broj

(

b

2a

)2

, tj. jednaqina (5) je

oblika:

(7) x2 +
b

a
x+

(

b

2a

)2

+
c

a
−
(

b

2a

)2

= 0.

Kako je:
c

a
−
(

b

2a

)2

= −b2 − 4ac

4a2
,

i s obzirom na (6), jednaqina (7) dobija oblik:

(8)

(

x+
b

2a

)2

− b2 − 4ac

4a2
= 0
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Oblik (8) naziva se kanoniqni oblik kvadratne jednaqine (4).
odnosno:

(9)

(

x+
b

2a

)2

−
(√

b2 − 4ac

2a

)2

= 0,

xto je ekvivalentno sa:

(

x+
b

2a
−

√
b2 − 4ac

2a

)

·
(

x+
b

2a
+

√
b2 − 4ac

2a

)

= 0.

Odatle sledi:

x+
b

2a
−

√
b2 − 4ac

2a
= 0 ∨ x+

b

2a
+

√
b2 − 4ac

2a
= 0,

tj.

x =
−b+

√
b2 − 4ac

2a
∨ x =

−b −
√
b2 − 4ac

2a
,

i, naravno, dobija se isto rexeƬe kao i ranije:

x =
−b ±

√
b2 − 4ac

2a
.
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2.4 Nastavna jedinica: Diskriminanta i priroda rexeƬa kvadratne je-

dnaqine

Slede�i pojam koji se uvodi jeste - diskriminanta. Neka D oznaqava diskrimi-
nantu jednaqine (4), tj. neka je:

D = b2 − 4ac.

Na osnovu prethodne formule mogu se izvesti zakƩuqci o prirodi rexeƬa
kvadratne jednaqine (1). Ona zavisi od znaka diskriminante:

D = b2 − 4ac.

Razlikuju se tri sluqaja:

• D > 0 - tada postoji realan koren
√

b2 − 4ac i jednaqina (1) ima dva razli-

qita realna rexeƬa:
−b+

√
D

2a
,
−b −

√
D

2a
;

• D = 0 - formula (9) glasi − b

2a
i jednaqina (1) ima samo jedno realno

rexeƬe;

• D < 0 - u tom sluqaju je ±
√
D = ±i

√
D i

√
−D je realan broj (jer je −D >

0). RexeƬa kvadratne jednaqine (1) su koƬugovano - kompleksni brojevi:
−b+ i

√
−D

2a
,
−b − i

√
−D

2a
.

Primer 19. Utvrditi za koje vrednosti broja a kvadratna jednaqina

(10) x2 + ax+ 1 = 0

a) ima jedno rexeƬe;

b) ima dva realna rexeƬa;

v) ima koƬugovano-kompleksna rexeƬa?

Diskriminanta date jednaqine je D = a2 − 4. Stoga:

a) jednaqina (10) ima samo jedno rexeƬe ako je D = 0, tj. a2 − 4 = 0, odakle se
dobija da je a = ±2;

b) jednaqina (10) ima dva realna rexeƬa ako je D > 0, tj. a2 − 4 > 0, odakle se
dobija |a| > 2, tj. a > 2 ili a < −2;

v) jednaqina (10) ima koƬugovano - kompleksna rexeƬa ako je D < 0, tj. a2−4 <
0, odakle se dobija |a| < 2, tj. −2 < a < 2.

∆

RexavaƬe mnogih problema, recimo problema algebre, geometrije i fizike,
svodi se na rexavaƬe kvadratnih jednaqina. Takav je bio primer na strani 7, a
navodimo jox jedan.
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Primer 20. Zbir kvadrata dva susedna prirodna broja je za 57 ve�i od Ƭihovog
proizvoda. Na�i te brojeve.
Ako se dva susedna prirodna broja oznaqe sa x i x+ 1, po uslovu zadatka je:

x2 + (x+ 1)2 = x(x+ 1) + 57,

odakle se, posle sre�ivaƬa, dobija kvadratna jednaqina:

x2 + x− 56 = 0,

qija su rexeƬa 7 i −8. Kako x mora da bude prirodan broj, rexeƬe −8 ne
prihvatamo. Traжeni brojevi su, dakle, 7 i 8.

∆
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2.5 Nastavna jedinica: RastavƩaƬe kvadratnog trinoma na qinioce

Kvadratna jednaqina:

(1) ax2 + bx+ c = 0 (a 6= 0)

rexena je na taj naqin xto je prvo podeƩena sa a, a zatim je dokazano da je:

(2) x2 +
b

a
x+

c

a
=

(

x− −b+
√
D

2a

)

·
(

x− −b −
√
D

2a

)

, (D = b2 − 4ac).

Iz (2) se dobija:

ax2 + bx+ c = a

(

x− −b +
√
D

2a

)

·
(

x− −b−
√
D

2a

)

.

Drugim reqima, ako su x1 i x2 rexeƬa kvadratne jednaqine (1), kvadratni tri-
nom:

(3) ax2 + bx+ c

moжe se rastaviti na linearne faktore, tj. bi�e:

(4) ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2).

Prema tome, vidi se da su problemi:

• rexiti kvadratnu jednaqinu (1);

• rastaviti trinom (3) na linearne faktore.

Na osnovu osobina rexeƬa kvadratne jednaqine (1) moжe se zakƩuqiti:

• ako je b2−4ac > 0, trinom (3) se moжe rastaviti na realne linearne faktore;

• ako je b2 − 4ac = 0, trinom (3) je potpun kvadrat;

• ako je b2 − 4ac < 0, trinom (3) se ne moжe rastaviti na realne linearne
faktore, ali moжe na kompleksne.

Napomena. - Jednakost (4) se moжe napisati u obliku:

ax2 + bx+ c = (ax− ax1)(x− x2),

ili:
ax2 + bx+ c = (x− x1)(ax− ax2).

Primer 21. Kvadratna jednaqina 6x2 − 7x+ 2 = 0 ima rexeƬa
2

3
i

1

2
. Stoga, na

osnovu jednakosti (4) je:

6x2 − 7x+ 2 = 6 ·
(

x− 2

3

)

·
(

x− 1

2

)

,
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ali se ova posledƬa jednakost qesto pixe u ,,lepxem” obliku:

6x2 − 7x+ 2 = (3x− 2)(2x− 1).

∆

Primer 22. Za jednaqinu 9x2 − 30x + 25 = 0 je a = 9, b = −30, c = 25. Diskri-
minanta D = b2 − 4ac = 302 − 4 · 9 · 25 = 0, pa je trinom 9x2 − 30x + 25 potpun

kvadrat. Kvadratna jednaqina 9x2 − 30x+ 25 = 0 ima samo jedno rexeƬe:
5

3
, pa je

9x2 − 30x+ 25 = (3x− 5)
2.

∆

Primer 23. Za jednaqinu x2 + 2x + 5 = 0 je a = 1, b = 2, c = 5. Diskriminanta
D = b2 − 4ac = 22 − 4 · 1 · 5 = −16 < 0, pa se trinom x2 +2x+5 ne moжe rastaviti na
realne linearne faktore. Me�utim, jednaqina x2+2x+5 = 0 ima rexeƬa −1±2i,
pa je taqna jednakost:

x2 + 2x+ 5 = (x+ 1− 2i)(x+ 1 + 2i)

. ∆

Jednakost (4) omogu�ava nam da se napixe kvadratna jednaqina qija su rexeƬa
poznata. Naime, ako su dati brojevi x1 i x2, bi�e:

(5) a(x− x1)(x− x2) = 0,

gde je a 6= 0 proizvoƩno, opxti oblik kvadratne jednaqine qija su rexeƬa x1 i x2.
Kako su sve jednaqine oblika (5) me�usobno ekvivalentne, broj a se obiqno uzima
tako da jednaqina bude xto ,,lepxa”. Xta se pod tim podrazumeva, vide�emo iz
slede�eg primera.

Primer 24. Kvadratna jednaqina qija su rexeƬa 2 i −3 ima oblik:

a(x− 2)(x+ 3) = 0,

tj.:
a(x2 + x− 6) = 0.

Ovde je najprirodnije uzeti a = 1.

Bilo koja kvadratna jednaqina qija su rexeƬa
1

2
i −1

7
glasi:

a

(

x− 1

2

)(

x+
1

7

)

= 0,

tj.:

a

(

x2 − 5

14
x− 1

14

)

= 0.

Ovde se obiqno uzima da je a = 14, pa se dobija ,,lepxa” jednaqina:

14x2 − 5x− 1 = 0.

∆
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2.6 Nastavna jedinica: Vijetova pravila

Kada se po�e od jednakosti (4) iz prethodne nastavne jedinice i izmnoжi i sredi
Ƭena desna strana, dobija se:

(6) ax2 + bx+ c = ax2 − a (x1 + x2)x+ ax1x2.

Da bi jednakost (6) bila taqna za svako x, mora biti:

b = −a (x1 + x2) , c = ax1x2,

odakle sledi:

(7) x1 + x2 = − b

a
, x1x2 =

c

a
.

Formule (7) kojima su izraжene nove veze izme�u rexeƬa i koeficijenata kvadratne
jednaqine (1) nazivaju se Vijetove formule1. Dakle, ako su x1 i x2 rexeƬa jedna-
qine (1), tada vaжe Vijetove formule (7). Me�utim, taqno je i obrnuto tvr�eƬe:
ako su x1 i x2 brojevi za koje vaжi jednakost (7), x1 i x2 su rexeƬa kvadratne
jednaqine (1). Zaista, iz prve od jednakosti (7) dobija se:

x2 = − b

a
− x1,

pa ako se to zameni u drugu od tih jednakosti, dobija se:

x1

(

− b

a
− x1

)

=
c

a
=⇒ − b

a
x1 − x2

1
=

c

a
,

ili, posle sre�ivaƬa i mnoжeƬa sa a:

ax2

1 + bx1 + c = 0,

xto znaqi da je x1 rexeƬe jednaqine (1). Sliqno se pokazuje i da je x2 rexeƬe
te jednaqine.

Primetimo da Vijetove formule omogu�avaju da se na jox jedan naqin sastavi
kvadratna jednaqina qija su rexeƬa x1 i x2. Jedna takva jednaqina je:

(8) x2 − (x1 + x2)x+ x1x2 = 0,

a sve ostale su Ƭoj ekvivalentne, jer se dobijaju mnoжeƬem jednaqine (8) proizvoƩnim
brojem koji nije 0.

Vijetove formule su veoma korisne, one qesto omogu�avaju da se bez rexa-
vaƬa kvadratne jednaqine, do�e do podataka o Ƭenim rexeƬima.

1V iete - (1540− 1603), francuski matematiqar
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Primer 25. Sastaviti kvadratnu jednaqinu qija su rexeƬa za 1 ve�a od rexeƬa
jednaqine:

(9) x2 − 3x+ 2 = 0.

RexeƬa jednaqine (9) su 1 i 2, pa treba obrazovati jednaqinu qija su rexeƬa 2
i 3. To je jednaqina:

(x− 2)(x− 3) = 0, =⇒ x2 − 5x+ 6 = 0.

∆

Ovde su rexeƬa jednaqine (9) bila jednostavna, pa nije bilo neophodno da se
pribegne Vijetovim formulama. Me�utim, ako treba da se rexi isti zadatak za
jednaqinu:

(10) 29x2 − 1056x− 628 = 0,

qija su rexeƬa:
1056±

√
10562 + 4 · 29 · 628
2 · 29 ,

jasno je da to ne�e i�i tako lako. Zbog toga se postupa na slede�i naqin. Neka
su x1 i x2 rexeƬa jednaqine (10). Traжi se jednaqina qija su rexeƬa α i β, gde
je:

α = x1 + 1, β = x2 + 1.

Stoga je:
α+ β = x1 + x2 + 2 αβ = x1x2 + x1 + x2 + 1.

Me�utim, na osnovu Vijetovih formula dobija se:

x1 + x2 =
1056

29
, x1x2 = −628

29
,

pa je:

α+ β =
1056

29
+ 2 =

1114

29
, αβ = −628

29
+

1056

29
+ 1 =

457

29
.

Prema tome, traжena jednakost glasi:

x2 − 1114

29
x+

457

29
= 0,

tj.
29x2 − 1114x+ 457 = 0.

Primer 26. Ako su x1 i x2 rexeƬa kvadratne jednaqine:

(11) x2 + px+ q = 0,

razni izrazi u kojima uqestvuju x1 i x2 mogu se jednostavno izraziti pomo�u
koeficijenata p i q, i to bez rexavaƬa jednaqine (11), tj. ne nalaze�i ekspli-
citno koliko je x1 ili x2.
Navodimo nekoliko primera:

x2

1
+ x2

2
= (x1 + x2)

2 − 2x1x2 = p2 − 2q;
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x3

1
+ x3

2
= (x1 + x2)

(

x2

1
− x1x2 + x2

2

)

= −p
(

(x1 + x2)
2 − 3x1x2

)

= −p
(

p2 − 3q
)

= 3pq − p3;

1

x1

+
1

x2

=
x1 + x2

x1x2

= −p

q
;

1

x2

1

+
1

x2

2

=
x2

1
+ x2

2

x2

1
x2

2

=
(x1 + x2)

2 − 2x1x2

x2

1
x2

2

=
p2 − 2q

q2
;

x1

x2

+
x2

x1

=
x2

1
+ x2

2

x1x2

=
(x1 + x2)

2 − 2x1x2

x1x2

=
p2 − 2q

q
.

∆

Primer 27. U sluqaju kada su rexeƬa jednaqine:

(12) x2 + (1− a)x− (2− a) = 0

realna, ispitati za koje vrednosti broja a �e ona biti istog, a za koje vrednosti
razliqitog znaka.
Diskriminanta date jednaqine iznosi:

(1− a)
2
+ 4(2− a) = 1− 2a+ a2 + 8− 4a = a2 − 6a+ 9 = (a− 3)

2 ≥ 0,

pa jednaqina (12) ima realna rexeƬa za svako a ∈ R. Oznaqimo ih sa x1 i x2.
Kako je:

x1x2 = −(2− a),

zakƩuquje se da �e rexeƬa biti istog znaka ako je −(2−a) > 0, odnosno 2−a < 0,
tj. a > 2. Xta vixe, u tom sluqaju je x1+x2 = a−1 > 2−1 > 0, pa su oba rexeƬa
pozitivna.
Ako je a < 2, tada je x1x2 = −(2− a) = a− 2 < 0, pa su rexeƬa razliqitog znaka.
Ako je a = 2, jednaqina (12) postaje x2 − x = 0, ima jedno rexeƬe x = 0, pa se ne
moжe govoriti o znacima rexeƬa.

∆
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2.7 Nastavna jedinica: Sistem kvadratne i linearne jednaqine

Odrediti sve parove brojeva (x, y) za koje su jednakosti:

(1) ax+ by + c = 0

i:

(2) Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0

taqne. Ovde su a, b, c, A,B, C,D,E, F dati realni brojevi, pri qemu se pretpostavƩa
da nisu istovremeno a i b jednaki nuli, niti su istovremeno A,B,C jednaki nuli.
Te pretpostavke obezbe�uju da (1) bude linearna jednaqina (sa dve nepoznate
x, y) i da (2) bude kvadratna jednaqina (sa dve nepoznate x, y), jer kada bi bilo
A = B = C = 0, jednaqina (2) bi tako�e bila linearna.

PostavƩeni problem kra�e iskazujemo ovako: Rexiti sistem jednaqina:

(3) ax+ by + c = 0 ∧ Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0.

Sistem (3) je, dakle, sistem jedne linearne i jedne kvadratne jednaqine. RexeƬe
sistema (3) je svaki par brojeva (x, y) za koji je konjukcija (3) taqna, tj. za koji
su obe jednakosti u (3) taqne.

Metode rexavaƬa

Neka je dat sistem jednaqina:

(4) ax+ by + c = 0 ∧ Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0,

gde su a, b, c, A,B, C,D,E, F dati realni brojevi, takvi da a i b nisu istovremeno
jednaki nuli, niti su A,B,C istovremeno jednaki nuli.
Kako je bar jedan od brojeva a i b razliqit od nule, uze�emo, na primer, da je
b 6= 0. Tada je:

ax+ by + c = 0 ⇐⇒ y = −a

b
x− c

b
,

pa je sistem (4) ekvivalentan sistemu:

(5) ax+by+c = 0 ∧ Ax2+Bx
(

−a

b
x− c

b

)

+C
(

−a

b
x− c

b

)2

+Dx+E
(

−a

b
x− c

b

)

+F = 0.

Druga jednaqina sistema (5) posle sre�ivaƬa postaje kvadratna jednaqina po x
koja moжe imati najvixe dva rexeƬa. Neka su to α i β. Tada je sistem (5), pa
stoga i sistem (4), ekvivalentan sa:

ax+ by + c = 0 ∧ (x = α ∨ x = β) .

Ostaje, dakle, da se rexe sistemi:

(6) ax+ by + c = 0 ∧ x = α
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i:

(7) ax+ by + c = 0 ∧ x = β.

Naime, sistem (6) ima samo jedno rexeƬe: (x, y) =
(

α,−a

b
α− c

b

)

, a sistem (7) ima

tako�e samo jedno rexeƬe: (x, y) =
(

β,−a

b
β − c

b

)

. RexeƬa sistema (6) i sistema

(7) predstavƩaju sva rexeƬa zadatog sistema (4).

Primer 28. Rexiti sistem jednaqina:

x− y + 1 = 0 ∧ x2 + xy + 2y2 − 3x+ y − 10 = 0.

Iz prve jednaqine nalazimo da je y = x + 1, pa je poqetni sistem ekvivalentan
sistemu:

x− y + 1 = 0 ∧ x2 + x (x+ 1) + 2 (x+ 1)
2 − 3x+ (x+ 1)− 10 = 0,

tj. sistemu:
x− y + 1 = 0 ∧ 4x2 + 3x− 7 = 0.

RexeƬa druge jednaqine ovog sistema su 1 i −7

4
, pa je prethodni sistem ekviva-

lentan sa:

x− y + 1 = 0 ∧
(

x = 1 ∨ x = −7

4

)

,

xto znaqi da se dobiaju slede�i sistemi:

x− y + 1 = 0 ∧ x = 1

i

x− y + 1 = 0 ∧ x = −7

4
,

qija su rexeƬa redom: (1, 2), odnosno

(

−7

4
,−3

4

)

. Prema tome, poqetni sistem

ima dva rexeƬa: (1, 2) i

(

−7

4
,−3

4

)

.

∆
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2.8 Zadaci

Vaжno je da nastavnik uputi uqenike u naqin rexavaƬa zadataka, kao i to da
je svrha rexavaƬa zadataka u stvari uqeƬe matematike, odnosno savladavaƬe
odre�enog programa. Smatram da bi uqenicima bilo korisno i napomenuti kroz
koje faze u procesu rexavaƬa zadataka treba da pro�u kako bi boƩe razumeli
i lakxe rexili zadatak. Treba naglasiti da u rexavaƬu zadataka ne smeju da
budu nestrpƩivi i povrxni. Ako nisu potpuno razumeli zadatak, xanse za uspeh
u rexavaƬu su male. S druge strane, ne treba se iscrpƩivati u identifikaciji
i oznaqavaƬu faza, pogotovo xto se texko moжe precizno odrediti kada prestaje
jedna a poqiƬe naredna faza.

Prva faza (razumevaƬe) - Uvodna faza u procesu rexavaƬa treba da obuhvati
razumevaƬe sadrжine pojmova, termina i simbola koji se nalaze u zadatku, kao
i Ƭihove me�usobne povezanosti. Ako se u zadatku traжi da se nexto odredi,
potrebno je uqenike uputiti na koja pitaƬa posebno treba da obrate paжƬu.
Bitno je naglasiti da su vaжni odgovori na pitaƬa, kao xto su: xta se traжi,
xta je dato, xta nije eksplicitno navedeno a realno se podrazumeva. Odgovori
na takva pitaƬa podrazumevaju obaveznu identifikaciju i obeleжavaƬe zadatih
i traжenih elemenata.

Druga faza (stvaraƬe plana) - Kod jednostavnijih zadataka rexeƬe je na samo
korak do razumevaƬa. Me�utim, u sloжenijim zadacima stvaraƬe plana rexa-
vaƬa je centralna faza. U ovoj fazi su najzastupƩeniji misaoni postupci.
U zadacima odre�ivaƬa, stvaraƬe plana podrazumeva pronalaжeƬe onih veza
izme�u zadatih i traжenih elemenata na osnovu kojih se utvr�uje matematiqki
mehanizam za odre�ivaƬe traжenog. Problem postaje teжi kada neki elementi i
veze nisu eksplicitno navedeni u zadatku.

Tr�a faza (realizacija plana) - U ovoj fazi vixe dolaze do izraжaja steqena
matematiqka znaƬa i vextine. U zadacima odre�ivaƬa, obiqno se rexavaju je-
dnaqine ili sistemi jednaqina, konkretizuju formule, transformixu izrazi,
realizuju algoritmi i sl. Na kraju ove faze, moжemo re�i da smo rexili za-
datak samo ako su ispuƬeni slede�i zahtevi:

• rexeƬe je taqno, tj. zadovoƩava zadate uslove;

• postupak rexeƬa je taqan, xto podrazumeva, da ne sadrжi materijalne ili
logiqke grexke;

• rexeƬe je potpuno, xto znaqi da ne postoje taqna rexeƬa razliqita od
dobijenih.

Qetvrta faza (provera taqnosti i diskusija) - Posle zavrxenog procesa rexa-
vaƬa treba izvrxiti i Ƭegovu proveru ili kontrolu, po navedenim zahtevima.
Osim toga, treba analizirati eventualne uslove, koji se ili pojave u procesu
rexavaƬa, ili se u opxtem obliku nalaze u zadatku, xto se naziva diskusijom.
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Osnovni nivo:

1. U slede�im primerima odrediti koje su jednaqine kvadratne:

3x2 − 5x+ 1 = 0, 1− 12x = 0, 48x2 − x3 − 9 = 0.

ZapaжaƬa: Pojedini uqenici su rekli da je posledƬa jednaqina kvadratna
jer sadrжi x2.

2. Na�i zbir i razliku kvadratnih trinoma:

(a) x2 − 5x+ 6 i 2x2 − 7x− 3;

(b) x2 − 2x− 7 i −3x2 + x+ 1;

(c) 2x2 − ix+ 2− i i x2 + 3ix− 4i.

3. (a) Podeli x2 − 5x+ 6 sa x− 3 i na�i ostatak deƩeƬa.

(b) Podeli −2x2 + 5x− 7 sa 2x+ 1 i na�i ostatak deƩeƬa.

4. Rexi kvadratne jednaqine:

(a) x2 − 2x = 0;

(b) x2 + 3x = 0.

5. Rexi jednaqine:

(a) (x− 3)
2
+ (x+ 4)

2 − (x− 5)
2
= 17x+ 24;

(b) (x+ 5)
2
+ (x− 2)

2
+ (x− 7)(x+ 7) = 11x+ 30.

ZapaжaƬa: Pojedini uqenici su zaboravili na znak ,,-” ispred zagrade
ili nisu ,,lepo” prebacili sve qlanove kvadratne jednaqine na levu
stranu, pa nisu dobili taqan rezultat.

6. Na�i sumu i proizvod korena kvadratne jednaqine:

(a) x2 − 6x+ 8 = 0;

(b) 3x2 − 7x+ 2 = 0.

7. U jednaqini x2+kx−24 = 0 odredi vrednost za k ako se zna da je jedna koren
jednaqine −3.
ZapaжaƬa: Pojedini uqenici nisu znali kako da postave zadatak.

8. Ne rexavaju�i jednaqinu, odredi prirodu rexeƬa datih jednaqina:

(a) 3x2 + 7x+ 4 = 0;

(b) 2x2 − 3x− 2 = 0.

9. Rexiti sistem jednaqina:
x− 2y = 3 ∧ x2 + 2xy + y2 − x− y = 6.

SredƬi nivo:

1. Neka je P2(x) = x2 + x+ 1. Odredi P2(0), P2(1), P2(i).

2. Odredi realne brojeve a i b tako da polinom (a+ b)x2 + (a− b)x+ 3 bude
jednak polinomu x2 + x+ 3.
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3. Rexi kvadratne jednaqine

(a)
5x2 + 9

6
− 4x2 − 9

5
= 3;

(b)
x

x+ 1
+

x

x− 1
= 2

2

3
(x 6= −1, x 6= 1).

4. Rexi jednaqinu
5x+ 9

4(2x− 3)
=

3x2 + 4x+ 12

4x2 − 9
.

ZapaжaƬa: Pojedini uqenici su na kraju zaboravili da provere da li pri-
hvataju oba rexeƬa jednaqine koja su dobili.

5. Sastavi kvadratnu jednaqinu qiji su koreni:

(a) 2;3; (b) 1;-2; (v) 3;4.

6. Neka su x1 i x2 koreni jednaqine x2 − 5x+ 6 = 0. Ne rexavaju�i jednaqinu,
odredi:

(a) x2

1
+ x2

2
;

(b) x3

1 + x3

2.

7. Za koje vrednosti parametra k 6= 0 jednaqina
kx2 − (k + 1)x+ (2k − 1) = 0
ima realna razliqita, realna dvostruka i koƬugovano kompleksna rexeƬa?

8. Rexiti sistem jednaqina:

x− y = 4 ∧ 3x− 2

y + 5
+

y

x
= 2.

Napredni nivo:

1. (a) Rastaviti polinom x2 − 9x+ 8 znaju�i da mu je jedan koren 1.

(b) Rastaviti polinim x2 + 7x− 60 znaju�i da mu je jedan koren 5.

2. Rexiti jednaqine:

(a) x2 − 4
1

2
x+ 4, 5 = 0;

(b) x2 + 3
5

12
x+ 3 = 0.

3. Rexi jednaqinu
(

a2 − b2
)

x = ab
(

x2 − 1
)

.
ZapaжaƬa:Pojedini uqenici su zaboravili diskusiju rexeƬa.

4. Sastaviti kvadratnu jednaqinu qiji su koreni:

(a)
√
3 i

√
5;

(b) 1 +
√
2 i 1−

√
2.

5. Ne rexavaju�i jednaqinu
x2 + px+ q = 0,
na�i sumu kubova korena.

6. Za koje vrednosti parametra k su pozitivna rexeƬa kvadratne jednaqine
2x2 − 3x+ (k − 1) = 0?

7. Rexiti sistem jednaqina:
x2 + y2 = 5 ∧ 4x2 + 9y2 = 25.
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3 Programi sa 4 qasa nastave matematike nedeƩno - primeri u nastavi

matematike u II razredu sredƬe xkole

Nastavnim planom i programom za II razred sredƬe Tehniqke xkole (4 qasa
nastave matematike nedeƩno) predvi�ena je obrada slede�ih nastavnih jedinica
vezanih za kvadratne jednaqine:

• Pojam kvadratne jednaqine i kvadratnog trinoma

• Vijetove formule i nalaжeƬe korena kvadratne jednaqine

• Diskriminanta.Diskusija rexeƬa kvadratne jednaqine

• Sistem dve kvadratne jednaqine sa dve nepoznate

• Problemi drugog stepena sa jednom nepoznatom

• Jednaqine koje se svode na kvadratne
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3.1 Nastavna jedinica: Pojam kvadratne jednaqine i kvadratnog trinoma

U programima sa 4 qasa nastave matematike nedeƩno, tako�e se uvodi pojam
kvadratne jednaqine uz adekvatne primere. Potrebno je sa uqenicima ponoviti
osnovna svojstva polinoma i operacije sa Ƭima. U ovom delu �emo dokazati neka
svojstva i teoreme koje su znaqajni za kvadratne jednaqine i Ƭihovo rexavaƬe.

Ako se polinom ax2+bx+c = 0 podeli polinomom x−α, dobija se kao koliqnik
polinom prvog stepena ex + d i ostatak r koji je ili nila ili polinom stepena
nula (tj. broj razliqit od nule) pa vaжi:

(1) ax2 + bx+ c = (ex+ d)(x− α) + r.

Pri tome su koliqnik ex+ d i ostatak r jedinsteveni.
Pokaza�emo da su koliqnik i ostatak jedinstveni. Pretpostavimo da postoji
jox jedan koliqnik e1x+ d1 i jox jedan ostatak r1, tj. da vaжi:

ax2 + bx+ c = (e1x+ d1)(x− α) + r1.

Iz prethodne formule i formule (1) dobija se:

(ex+ d)(x− α) + r = (e1x+ d1)(x− α) + r1,

odnosno,
(x− α) ((ex+ d)− (e1x+ d1)) = r1 − r.

Ako bi bilo ex+d 6= e1x+d1, sa leve strane bi se nalazio polinom qiji je stepen
ve�i ili jednak broju 1, a sa desne strane polinom stepena 0 ili broj 0. Dakle,
ex+ d = e1x+ d1, a tada i r = r1.

Do koliqnika i ostatka dolazi se analogno deƩeƬu sa ostatkom dva cela
broja:

(ax2 + bx+ c) : (x− α) = ax+ (αa+ b)

−(ax2 + aαx)

(αa+ b)x+ c

− ((αa+ b) + α(αa+ b))

α2a+ αb+ c.

Ovde je koliqnik ax+ αa + b, a ostatak r = aα2 + bα+ c. Ako se stavi αa + b = d,
dobija se:

(2) ax2 + bx+ c = (ax+ d)(x− α) + r

Teorema 2. Broj α je koren kvadratog trinoma ako i samo ako je kvadratni trinom
deƩiv sa x− α.

Dokaz. Neka je α koren kvadratnog trinoma P2(x) = ax2+bx+c, tj. aα2+bα+c = 0.
Tada vaжi:

P2(x) = P2(x)− 0 = (ax2 + bx+ c)− (aα2 + bα+ c) =

= a(x2 − α2) + b(x− α) = (x− α)(ax+ aα+ b) =
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= (x− α)(ax+ d),

gde je d = aα + b. Dakle, P2(x) je deƩiv sa x − α. Neka je sada P2(x) deƩiv sa
x− α. Tada je:

ax2 + bx+ c = (x− α)(ax+ d),

za x = α gorƬa formula daje:

aα2 + bα+ c = (α− α)(a · α + d),

tj.:
aα2 + bα+ c = 0.

Znaqi, α je koren polinoma ax2 + bx+ c.

Neka je sada α koren kvadratnog trinoma ax2 + bx + c, a 6= 0. Tada, kako je
r = 0, dobija se iz (2):

(3) ax2 + bx+ c = a (x− α)

(

x+
d

a

)

.

Kako u svakom poƩu, pa i u poƩu realnih brojeva vaжi:

A ·B = 0 ⇐⇒ A = 0 ∨ B = 0,

dobija se da je proizvod a (x− α)

(

x+
d

a

)

jednak nuli ako vaжi bar jedna od

formula x− α = 0, x+
d

a
= 0. Rexavaju�i linearnu jednaqinu x+

d

a
= 0 dolazi

se do jox jednog korena kvadratnog trinoma i to x = −d

a
. Ako se koren α oznaqi

sa x1, a koren −d

a
sa x2, zakƩuquje se da vaжi:

(4) ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2).

(Primetimo da je x2 = −d

a
= −ax1 + b

a
.) Pokaza�emo sada da kvadratni trinom

P2(x) = ax2 + bx+ c nema vixe od dva korena x1 i x2.
Pretpostavimo da postoji jox jedan koren x3 razliqit od x1 i x2. Tada vaжi
P2(x3) = ax2

3
+ bx3 + c = 0. Ali prema (4) bi�e i ax2

3
+ bx3 + c = a(x3 − x1)(x3 − x2).

Tako se dobija (x3 − x1)(x3 − x2) = 0. Ovde je x3 − x1 = 0 ili x3 − x2 = 0, pa je
x3 = x1 ili x3 = x2, xto je suprotno naxoj pretpostavci.
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3.2 Nastavna jedinica: Vijetove formule. NalaжeƬe korena kvadratne

jednaqine

Primer 29. Za trinom x2 − 5x+ 6 qiji su koreni 2 i 3 vaжi:

x2 − 5x+ 6 = (x− 2)(x− 3).

Ako se (x− 2) pomnoжi sa (x− 3), dobi�e se (x− 2)(x− 3) = x2 − (2 + 3)x+ 2 · 3.
Tako je:

x2 − 5x+ 6 = x2 − (2 + 3)x+ 2 · 3.
Koeficijenti trinoma x2 − 5x + 6 mogu se prikazati preko zbira i proizvoda
korena 2 i 3. (−5 = −(2 + 3), 6 = 2 · 3).

∆

Sliqno vaжi i u opxtem sluqaju.
Neka je dat kvadratni trinom ax2 + bx+ c i neka su dati Ƭegovi koreni x1 i x2.
Tada, vaжi:

(1) ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2)

Ako se sada pomnoжe polinomi x − x1, x − x2 i a na desnoj strani prethodne
formule, pa se rezultat sredi po stepenima promenƩive x, dobi�e se:

a(x− x1)(x− x2) = ax2 − axx1 − axx2 + ax1x2 =

= ax2 − a(x1 + x2)x+ ax1x2,

odnosno:
ax2 + bx+ c = ax2 − a(x1 + x2)x+ ax1x2.

Iz jednakosti ova dva trinoma dobija se:

(2) x1 + x2 = − b

a

(3) x1 · x2 =
c

a
.

Formule (2) i (3) su Vijetove formule2 i one izraжavaju vezu izme�u koefici-
jenata i korena jednaqine ax2 + bx+ c = 0.
Vijetove formule su simetriqne funkcije korena. Za funkciju sa dve promenƩive
kaжe se da je simetriqna ako ne meƬa svoju vrednost kada promenƩive me�usobno
zamene mesta.

Primer 30. Neka su x1 i x2 koreni kvadratne jednaqine 2x2+3x+4 = 0. Tada su

x2

1
+x2

2
i

1

x1

+
1

x2

(ovde su x1 6= 0 i x2 6= 0) simetriqne funkcije. Mogu se izraziti

preko simetriqnih funkcija x1 + x2 i x1 · x2. Tako je:

x2

1 + x2

2 = (x1 + x2)
2 − 2x1x2 =

32

22
− 2 · 4

2
= −7

4
,

a:
1

x1

+
1

x2

=
x1 + x2

x1 · x2

=
−3

2

4

2

= −3

4
.

∆
2V iete - (1540− 1603), francuski matematiqar
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Primenom Vijetovih formula (2) i (3) odredi�e se x1 i x2.
Tako vaжi:

(x1 − x2)
2
= (x1 + x2)

2 − 4x1x2 =

(

− b

a

)2

− 4
c

a
=

b2 − 4ac

a2
,

tj.:

(x1 − x2)
2
=

b2 − 4ac

a2
,

a odavde dobijamo:

x1 − x2 =
+
√
b2 − 4ac

a
∨ x1 − x2 =

−
√
b2 − 4ac

a
.

Neka je sada:

(4) x1 − x2 =

√
b2 − 4ac

a
.

Posmatrajmo sistem (2) i (4) dve linearne jednaqine sa dve nepoznate x1, x2, tj.:

x1 + x2 = − b

a
,

x1 − x2 =

√
b2 − 4ac

a
.

SabiraƬem jednaqina dobija se:

2x1 =
−b+

√
b2 − 4ac

a
,

odnosno:

(5) x1 =
−b+

√
b2 − 4ac

2a
.

A oduzimaƬem se dobija:

(6) x2 =
−b−

√
b2 − 4ac

2a
.

Zamenom x1 i x2 u kvadratnu jednaqinu ax2 + bx + c = 0 dobija se da su x1 i x2

rexeƬa te kvadratne jednaqine. Dakle, (1) se moжe zapisati sa:

(7) ax2 + bx+ c = a

(

x− −b+
√
b2 − 4ac

2a

)(

x− −b −
√
b2 − 4ac

2a

)

.

Napomena.-Umesto formule (4) moжe se uzeti: x1 − x2 = −
√
b2 − 4ac

a
i primeniti

isti postupak. Opet bi se dobilo rexeƬe kvadratne jednaqine, i to:

x2 =
−b+

√
b2 − 4ac

2a
, x1 =

−b−
√
b2 − 4ac

2a
.
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Primer 31. Primenom formula (5) i (6) odrediti rexeƬe kvadratne jednaqine
3x2 + 4x− 7 = 0. U ovom sluqaju su a = 3, b = 4 i c = −7, pa je:

x1 =
−b +

√
b2 − 4ac

2a
=

−4 +
√

42 − 4 · 3 · (−7)

2 · 3 =
−4 +

√
100

6
=

−4 + 10

6
= 1

x2 =
−b−

√
b2 − 4ac

2a
=

−4−
√

42 − 4 · 3 · (−7)

2 · 3 =
−4−

√
100

6
=

−4− 10

6
= −7

3
.

Dakle, rexeƬa su 1 i −7

3
.

∆

Primer 32. RexeƬa kvadratne jednaqine 9x2 − 12x + 4 = 0 su x1 =
2

3
i x2 =

2

3
.

RexeƬe je
2

3
.

∆

Primer 33. RexeƬa jednaqine x2 + 7x+ 13 = 0 su:

x1 =
−b+

√
b2 − 4ac

2a
=

−7 +
√
72 − 4 · 1 · 13
2 · 1 =

−7 +
√
−3

2
=

−7 + i
√
3

2

x2 =
−b−

√
b2 − 4ac

2a
=

−7−
√
72 − 4 · 1 · 13
2 · 1 =

−7−
√
−3

2
=

−7− i
√
3

2
.

∆

Ako se leva i desna strana kvadratne jednaqine ax2 + bx+ c = 0 podeli sa a,
poxto je a 6= 0, dobi�e se jednaqina:

x2 +
b

a
x+

c

a
= 0,

ili ako se stavi da je
b

a
= p,

c

a
= q, bi�e:

(8) x2 + px+ q = 0.

Jednaqina (8) predstavƩa normalni oblik kvadratne jednaqine. Vijetove fo-
rmule u tom sluqaju glase:

(9) x1 + x2 = −p, x1 · x2 = q.

Jednaqina (8) glasi:

(10) x2 − (x1 + x2)x+ x1x2 = 0,

a Ƭena rexeƬa su:

(11) x1 =
−p+

√

p2 − 4q

2
, x2 =

−p−
√

p2 − 4q

2
.
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Primer 34. RexeƬa jednaqine x2 − 10x+ 24 = 0 su:

x1 =
−p+

√

p2 − 4q

2
=

10 +
√
102 − 4 · 24
2

= 6,

x2 =
−p−

√

p2 − 4q

2
=

10−
√
102 − 4 · 24
2

= 4.

∆

Nekoliko slede�ih primera �e ilustrovati neke primene Vijetovih formula.

Primer 35. Sastaviti kvadratnu jednaqinu qija su rexeƬa −5

6
i

7

3
. Kako je

x1 + x2 =
7

3
− 5

6
=

27

18
i x1 · x2 = −5

6
· 7
3
= −35

18
, na osnovu formule (10):

x2 − 27

18
x− 35

18
= 0,

(

18x2 − 27x− 35 = 0
)

,

jeste traжena jednaqina.
∆

Primer 36. Zbir dva broja je
1

20
a Ƭihov proizvod je −3

5
. Koji su to brojevi?

Oznaqimo te brojeve sa x1 i x2. Vidimo da su ta dva broja rexeƬa jednaqine:

x2 − 1

20
x− 3

5
= 0.

RexeƬa navedene jednaqine su −3

4
i

4

5
, a to su i traжeni brojevi.

∆

Primer 37. U jednaqini x2 − 8x + q = 0 odrediti q tako da je jedno rexeƬe
jednaqine tri puta ve�e od drugog.
Neka su x1 i x2 rexeƬa date jednaqine. Tada je x1 + x2 = 8, x1 · x2 = q, a prema
uslovi zadatka je x1 = 3x2. Iz sistema x1 + x2 = 8 i x1 = 3x2 dobija se da je
x1 = 6, x2 = 2. Prema tome je q = x1 · x2 = 6 · 2 = 12.

∆

Primer 38. Ako jednaqina ax2 + bx + c = 0 ima rexeƬa x1 i x2 (oba razliqita

od nule), sastaviti kvadratnu jednaqinu qija su rexeƬa
1

x1

i
1

x2

.

Kako je:
1

x1

+
1

x2

=
x1 + x2

x1 · x2

= −b

c
,

1

x1

· 1

x2

=
1

x1 · x2

=
a

c
,

to je traжena jednaqina:

x2 +
b

c
x+

a

c
= 0,

odnosno:
cx2 + bx+ a = 0.

∆

Nepotpune kvadratne jednaqine (takve su na primer x2 = 0, 3x2 + 2x = 0,
3x2+12 = 0) tako�e se mogu rexavati primenom formula (5) i (6). Me�utim, ove
jednaqine se mogu jednostavnije rexavati rastavƩaƬem na linearne qinioce:
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a) Uoqimo nepotpunu jednaqinu ax2 = 0. Ona je ekvivalentna jednaqini x2 = 0,
tj. obe imaju isti skup rexeƬa i istu promenƩivu.
Kako je x2 = 0 ⇐⇒ x = 0 ∨ x = 0, to je x1 = x2 = 0 i skup rexeƬa je jednoqlan
: {0}.

b) Nepotpuna jednaqina ax2 + bx = 0 svodi se na (ax+ b) · x = 0, odakle se

neposredno dobijaju rexeƬa x1 = 0 i x2 = − b

a
.

v) RexeƬa nepotpune jednaqine ax2 + c = 0 dobijaju se iz x2 = − c

a
i iznose

x1 =

√

−c

a
i x2 = −

√

−c

a
; ako je

−c

y
≥ 0, odnosno x1 = i

√

−c

a
, x2 = −i

√

−c

a
ako

je
−c

a
< 0.

Primer 39. RexeƬa jednaqine 3x2 + 2x = 0 dobijaju se neposredno rexavaƬem

ekvivalentne jednaqine x(3x+ 2) = 0 qiji su koreni x1 = 0 i x2 = −2

3
.

∆

Primer 40. Jednaqina 3x2 +12 = 0 ekvivalentna je jednaqini 3(x2 +4) = 0, a ova
slede�oj: 3(x+ 2i)(x− 2i) = 0. RexeƬa su, dakle:

x1 = 2i, x2 = −2i.

∆

Postupak nalaжeƬa rexeƬa kvadratne jednaqine polaze�i od Vijetovih fo-
rmula potiqe od Lagranжa3 i predstavƩa poseban sluqaj opxteg postupka za
rexavaƬe jednaqina drugog, tre�eg i qetvrtog stepena koji su potom razvili
Abel4 i Galoa5. Tako�e je dokazano (tzv. teorija Galoa) da se koreni jednaqine
qiji su stepeni ve�i od qetiri ne mogu izraziti pomo�u konaqnog broja sabi-
raƬa, oduzimaƬa, mnoжeƬa. deƩeƬa, stepenovaƬa i korenovaƬa koeficijenata
jednaqine, osim kada su u pitaƬu neki specijalni sluqajevi jednaqina vixeg
stepena.
Ovde �emo opisati jedan jednostavan postupak rexavaƬa iskƩuqivo kvadratne
jednaqine. Taj postupak potiqe od matematiqara Baskara6.
Neka je data kvadratna jednaqina:

ax2 + bx+ c = 0.

Prvo se podeli sa a:

x2 +
b

a
x+

c

a
= 0.

Zatim se, dodaju�i i oduzimaju�i levoj i desnoj strani prethodne formule izraz
b2

4a2
dobija:

x2 +
b

a
x+

c

a
+

b2

4a2
− b2

4a2
= 0,

3Lagrange - (1736− 1813), italijansko-francuski matematiqar i astronom
4Abel - (1802− 1829), norvexki matematiqar
5Galois - (1811− 1832), francuski matematiqar
6Bhaskar - (1114− 1185), indijski matematiqar i astronom
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odnosno:

x2 + 2
b

2a
x+

(

b

2a

)2

+
c

a
− b2

4a2
= 0.

Odavde je:
(

x+
b

2a

)2

−
(√

b2 − 4ac

2a

)2

= 0

(

x+
b

2a
+

√
b2 − 4ac

2a

)(

x+
b

2a
−

√
b2 − 4ac

2a

)

= 0.

Ova razlika kvadrata daje:

x+
b

2a
−

√
b2 − 4ac

2a
= 0

ili

x+
b

2a
+

√
b2 − 4ac

2a
= 0.

Odatle se onda dobijaju poznate formule za rexeƬa kvadratne jednaqine.
Napomenimo da su jox matematiqari stare Grqke znali da rexe neke kvadratne
jednaqine. Stari Grci su ih rexavali geometrijski (Euklid u III i Hiparh u
II veku pre naxe ere) i raqunski (Heron u II i Diofant u IV veku pre naxe
ere). Me�utim, oni su priznavali za rexeƬa samo racionalne brojeve.
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3.3 Nastavna jedinica: Diskriminanta. Diskusija rexeƬa kvadratne je-

dnaqine

Posmatramo kvadratnu jednaqinu:

(1) ax2 + bx+ c = 0,

qiji koeficijenti a 6= 0, b, c jesu realni brojevi. RexeƬa kvadratne jednaqine
(1) mogu biti: razliqiti realni brojevi, jednaki realni brojevi ili par ko-
Ƭugovanih kompleksnih brojeva. Kakvi �e biti koreni, zavisi�e od vrednosti
potkorene veliqine u formulama:

(2) x1 =
−b+

√
b2 − 4ac

2a
, x2 =

−b −
√
b2 − 4ac

2a
.

Potkorena veliqina b2 − 4ac naziva se diskriminanta i oznaqava sa D, tj.:

(3) D = b2 − 4ac.

Ako je D > 0, koreni su razliqiti realni brojevi. RexeƬa jednaqine (1) su
tada:

−b +
√
D

2a
,

−b −
√
D

2a
.

Primer 41. Koreni jednaqine 6x2 +x− 15 = 0 jesu razliqiti realni brojevi jer
je b2 − 4ac = 12 − 4 · 6 · (−15) = 361 > 0. Tada su rexeƬa:

x1 =
−b +

√
D

2a
=

−1 +
√
361

2 · 6 =
−1 + 19

12
=

3

2
,

x2 =
−b−

√
D

2a
=

−1−
√
361

2 · 6 =
−1− 19

12
= −5

3
.

∆

U sluqaju da je D = 0 rexeƬa su realni brojevi, i to oba jednaka sa
−b

2a
. Tada

se kaжe jox i da jednaqina ima dvostruko rexeƬe.

Primer 42. Za jednaqinu 4x2 − 12x+9 = 0 diskriminanta D = b2 − 4ac = (−12)
2 −

4 · 4 · 9 = 0, p ona ima dvostruko rexeƬe:

x1 = x2 =
−b

2a
=

3

2
.

∆

I, na kraju, ako je D < 0, rexeƬa kvadratne jednaqine jesu koƬugovano ko-
mpleksni brojevi.

Primer 43. Jednaqina x2+3x+15 = 0 ima korene koji su koƬugovano kompleksni
brojevi jer je D = b2 − 4ac = 32 − 4 · 1 · 15 = −51 < 0.

∆
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Qesto je potrebno bez rexavaƬa jednaqine (1) utvrditi kakvog su znaka Ƭena
rexeƬa, tj. da li su ve�a ili maƬa od nule.
Neka je sada za kvadratnu jednaqinu (1) diskriminanta D ≥ 0. Tada se na osnovu
vrednosti koeficijenata a, b, c ∈ R i Vijetovih formula mogu odrediti znakovi
rexeƬa. Razlikuju se tri sluqaja:

(I) ako je
c

a
= x1 · x2 > 0, rexeƬa x1 i x2 su istog znaka (oba ve�a ili oba maƬa

od nule);

(Ia) ako je i − b

a
= x1 + x2 > 0 oba rexeƬa su pozitivna. Tako za jednaqinu

x2 − 3x+ 2 = 0 rexeƬa su pozitivna jer je
c

a
=

2

1
> 0 i − b

a
= 3 > 0;

(Ib) ako je − b

a
= x1 + x2 < 0, oba rexeƬa su negativna;

(II) ako je
c

a
= x1 · x2 < 0 rexeƬa su suprotnog znaka, pri qemu:

(IIa) ako je − b

a
= x1 + x2 > 0, pozitivno rexeƬe ima po apsolutnoj vrednosti

ve�u vrednost,a

(IIb) ako je − b

a
= x1 + x2 < 0, negativno rexeƬe ima po apsolutnoj vrednosti

ve�u vrednost. Tako za jednaqinu x2 + x− 2 = 0, qiji su koreni 1 i −2,

bi�e
c

a
= −2 < 0 i − b

a
= −1 < 0, a | − 2| > 1;

(IIv) ako je − b

a
= x1 + x2 = 0, rexeƬa imaju suprotne vrednosti;

(III) ako je
c

a
= x1 · x2 = 0, jedno rexeƬe je jednako nuli, a drugo ima vrednost

− b

a
.

Primer 44. Odrediti znake rexeƬa jednaqine 2x2 − 3x − 2 = 0. Iz
c

a
= −1 < 0

sledi da su rexeƬa suprotni znakovi, a iz − b

a
=

3

2
> 0 sledi da je pozitivno

rexeƬe po apsolutnoj vrednosti ve�e od negativnog. (RexeƬa su 2 i −1

2
.)

∆

Primer 45. Za koje vrednosti parametra k jednaqina 2x2 − 3x + (k − 1) = 0 ima
pozitivne korene? U ovom sluqaju treba, dakle, da vaжi:

D ≥ 0, x1 · x2 =
c

a
> 0, ,− b

a
= x1 + x2 > 0.

Tada je:

D ≥ 0
c

a
> 0 − b

a
= x1 + x2 > 0

9− 4 · 2(k − 1) ≥ 0
k − 1

2
> 0

3

2
> 0

k ≤ 17

8
k > 1
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RexeƬe ovog sistema jednaqina je:

1 < k ≤ 17

8
,

a ujedno su to i vrednosti parametra k za koje jednaqina 2x2 − 3x + (k − 1) = 0
ima pozitivna rexeƬa.

∆
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3.4 Nastavna jedinica: Sistem dve kvadratne jednaqine sa dve nepoznate

Opxti oblik sistema dve kvadratne jednaqine sa dve nepoznate x i y i sa koefi-
cijentima a1, b1, c1, d1, e1, f1, a2, b2, c2, d2, e2, f2 jeste:

a1x
2 + b1xy + c1y

2 + d1x+ e1y + f1 = 0,

a2x
2 + b2xy + c2y

2 + d2x+ e2y + f2 = 0.(1)

U ovom delu �emo rexavati 7 samo neke posebne sluqajeve navedenog sistema.

Sistem od jedne linearne i jedne kvadratne jednaqine sa dve nepoznate je
sistem oblika:

ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0,

mx+ ny + p = 0.(2)

Postupak rexavaƬa ovog sistema bi�e prikazan na nekoliko primera.

Primer 46. Rexiti sistem jednaqina:

x− y = 1

x2 − xy + y2 − 2x+ 3y − 2 = 0.

Koristi�emo metod zamene. Iz prve jednaqine �emo izraziti x preko y:

x = 1 + y.

Ako se sada ta vrednost uvrsti u drugu jednaqinu, dobija se:

(1 + y)
2 − (1 + y) y + y2 − 2 (1 + y) + 3y − 2 = 0,

ili:
y2 + 2y − 3 = 0,

odakle je:
y1 = 1 y2 = −3.

Sada se moжe iz jednaqine x = y + 1 izraqunati i odgovaraju�e vrednosti za x,
i to za:

y1 = 1

x1 = 1 + 1 = 2,

a za:
y2 = −3

x2 = −3 + 1 = −2.

Dakle, skup rexeƬa je {(2, 1), (−2,−3)}.
∆

7Ure�ena dvojka (x0, y0) je rexeƬe sistema (1) ako su leve strane u fo-
rmulama a1x

2

0 + b1x0y0 + c1y
2

0 + d1x0 + e1y0 + f1 = 0, a2x
2

0 + b2x0y0 + c2y
2

0 + d2x0 + e2y0 + f2 = 0
jednake nuli.
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Primer 47. Rexiti sistem jednaqina:

x+ 2y = 7

xy = 6.

Do rexeƬa �emo do�i slede�im postupkom: iz prve jednaqine prvo se nalazi da
je x = 7− 2y, a zatim se ta izraqunata vrednost za x uvrsti u drugu jednaqinu:

(7− 2y) · y = 6,

ili:
2y2 − 7y + 6 = 0,

odakle je:

y1 = 2, y2 =
3

2
.

Ako se ove vrednosti sada zamene u linearnoj jednaqini x = 7− 2y, dobi�e se:

y1 = 2

x1 = 7− 2 · 2 = 3,

a za:

y2 =
3

2

x2 = 7− 2 · 3
2
= 4.

Traжeni parovi rexeƬa su:

{

(3, 2),

(

4,
3

2

)}

.

∆

Druga primena rexavaƬa sistema dve kvadratne jednaqine sa dve nepoznate
koristi se za odre�ivaƬe kvadratnog korena kompleksnog broja, kao i za rexa-
vaƬe kvadratnih jednaqina s kompleksnim koeficijentima.

Qesto je izraz
√

b2 − 4ac (u formulama za korene kvadratne jednaqine) oblika√
u+ iv (u, v ∈ R) . Pokaza�emo da je

√
u+ iv kompleksan broj x+ iy, gde su

x, y ∈ R. pretpostavimo da je:

(3)
√
u+ iv = x+ iy.

Ako (3) kvadriramo, dobija se:

u+ iv = x2 + 2ixy − y2.

IzjednaqavaƬem posebno realnih i posebno imaginarnih delova ova dva komple-
ksna broja dobija se sistem:

x2 − y2 = u,

2xy = v.(4)

Ako se sada kvadriraju te jednaqine pa se saberu, dolazi se do:
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(5)
(

x2 + y2
)2

= u2 + v2.

Iz formule (5) dolazi se do:

(6) x2 + y2 = +
√

u2 + v2.

(Kako su x, y ∈ R, ne moжe biti x2 + y2 = −
√

u2 + v2.)
Posmatrajmo sada sistem od dve jednaqine:

x2 − y2 = u

x2 + y2 =
√

u2 + v2.(7)

(Prva jednaqina u sistemu (7) je prva jednaqina iz sistema (4), a druga jednaqina
je data sa (6).) Rexavaju�i sistem (7) kao sistem dve linearne jednaqine sa dve
nepoznate x2 i y2 dobija se:

x2 =
1

2

(

√

u2 + v2 + u
)

,

y2 =
1

2

(

√

u2 + v2 − u
)

,

odnosno:

x1 =

√

1

2

(

√

u2 + v2 + u
)

,

x2 = −
√

1

2

(

√

u2 + v2 + u
)

,

y1 =

√

1

2

(

√

u2 + v2 − u
)

,

y2 = −
√

1

2

(

√

u2 + v2 − u
)

.

Od na�enih vrednosti za x i y uzimaju se po dve, i to one koje zadovoƩavaju
jednaqinu 2xy = v iz sistema (4). Tako dobijene vrednosti za x i y na kraju se
uvrste u (3).

Primer 48. Neka je data kvadratna jednaqina:

x2 + ix+ 1− 3i = 0.

Izraz
√

b2 − 4ac kod ove jednaqine je
√
−5 + 12i. Pokaza�emo, kao u prethodnom

postupku, da je
√
−5 + 12i kompleksan broj.

Pretpostavimo da je: √
−5 + 12i = x+ iy.

Ako prethodni izraz kvadriramo i izjednaqmo posebno realne, a posebno imagi-
narne delove, dobi�emo sistem:

x2 − y2 = −5

2xy = 12.
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KvadriraƬem i sabiraƬem ove dve jednaqine, dolazi se do:

(

x2 + y2
)2

= 169,

odakle je:
x2 + y2 = 13.

Posmatramo sistem od dve jednaqine:-

x2 + y2 = 13

x2 − y2 = −5.

RexavaƬem ovog sistema dobijamo:

x2 = 4 =⇒ x1 = 2, x2 = −2

i
y2 = 9 =⇒ y1 = 3, y2 = −3.

Dakle,
√
−5 + 12i je kompleksan broj i vaжi da je

√
−5 + 12i = ± (2 + 3i), pa su

rexeƬa jednaqine:

x1 =
−i+ (2 + 3i)

2
= 1 + i,

x2 =
−i− (2 + 3i)

2
= −1− 2i.

∆
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3.5 Nastavna jedinica: Problemi drugog stepena sa jednom nepoznatom

Za problem (zadatak) se kaжe da je drugog stepena ako se svodi na rexavaƬe
kvadratne jednaqine. Postupak rexavaƬa obiqno obuhvata:

- izbor promenƩive (nepoznatu veliqinu),

- postavƩaƬe jednaqine,

- rexavaƬe jednaqine,

- diskusiju rexeƬa.

Diskusija rexeƬa se sprovodi u ciƩu proveravaƬa da li ona ima smisla za
postavƩeni problem, kao i u sluqaju da su zadati podaci opxti brojevi.
Nekoliko primera �e ilustrovati postupak rexavaƬa problema.

Primer 49. Proizvod dva broja uve�an za Ƭihov zbir daje broj 999. Koji su to
brojevi ako se zna da je prvi za 15 ve�i od drugog?
Ako se maƬi broj oznaqi sa x, ve�i je x+ 15, a odgovaraju�a jednaqina glasi:

x(x+ 15) + x+ (x+ 15) = 999,

ili:
x2 + 17x− 984 = 0.

RexeƬa ove jednaqine su 24 i −41.
∆

Primer 50. Na�i dva broja kada se zna da je Ƭihova razlika 12, a Ƭihov
proizvod −35.
Neka su x i y traжeni brojevi, tj. x− y = 12 i x · y = −35. Ako se sada stavi da
je y′ = −y, prethodni sistem postaje:

x+ y′ = 12

x · y′ = 35,

a jednaqina qiji su koreni x i y′ glasi x2− 12x+35 = 0. Koreni ove jednaqine su
5 i 7. Moжe se uzeti da je x = 5 i y′ = 7, xto onda daje x = 5 i y = −7, ili x = 7
a y′ = 5, xto daje x = 7 i y = −5.

∆

Primer 51. Sumu od 48000 dinara treba podeliti odre�enom broju lica. Ako
se troje od Ƭih odrekne svog dela, svaka od preostalih osoba dobija 800 dinara
vixe. Koliko je osoba kojima je trebalo podeliti navedeni iznos novca?

Neka je sa x oznaqen broj osoba. Svaka osoba trebalo je da primi
48000

x
dinara.

Ako se troje od Ƭih odreklo svog dela, preostalo je x− 3 osobe koje dele novac,

pa svako treba da dobije
48000

x− 3
dinara. Dakle, bi�e:

48000

x− 3
=

48000

x
+ 800,

ili:
60

x− 3
=

60

x
+ 1.
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Posle mnoжeƬa sa x(x− 3) i sre�ivaƬa dobija se jednaqina:

x2 − 3x− 180 = 0.

RexeƬa ove jednaqine su 15 i −12. Zadatak zadovoƩava samo pozitivno rexeƬe.
∆

Primer 52. Oko vrta oblika pravougaonika, qije su dimenzija 40 m i 30 m,
treba postaviti stazu koja je svuda jednako xiroka, tako da Ƭena povrxina bude
296 m2. Kolika je xirina staze?
Neka je sa x oznaqena xirina staze. Tada se (slika) dobija da je:

(40 + 2x)(30 + 2x)− 30 · 40 = 296,

ili:
x2 + 35x− 74 = 0.

RexeƬa gorƬe jednaqine jesu 2 i −37. PostavƩene uslove zadatka zadovoƩava
samo pozitivno rexeƬe.

∆

Primer 53. Neka je data duж duжine 1. Za Ƭu se kaжe da je podeƩena u zlatnom
odnosu kada se cela prema svom ve�em delu odnosi kao taj deo prema maƬem.
Koliki su ti delovi?
Oznaqi�emo ve�i deo sa x. Tada je:

1 : x = x : (1− x),

odnosno:
x2 + x− 1 = 0.

RexeƬe koje zadovoƩava uslove zadatka je

√
5− 1

2
. Na osnovu toga moжe se i

leƬirom i xestarom konstruisati taqka koja deli zadatu duж u zlatnom odnosu.

U pravouglom trouglu, qije su katete
1

2
i 1, hipotenuza je

1

2

√
5. Ako se od

hipotenuze oduzme kateta
1

2
(slika), ostaje na hipotenuzi ostatak x koji odre-

�uje na drugoj kateti 1 taqku zlatnog odnosa. Podela duжi u zlatnom odnosu
potiqe iz antiqke Grqke (Euklid) i u vezi je s vaжnim konstrukcijama pravi-
lnih likova u ravni i tela u prostoru.
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∆

Na slede�em primeru �e biti ilustrovan proces rexavaƬa zadataka kroz
faze:

• Prva faza - razumevaƬe;

• Druga faza - stvaraƬe plana;

• Tre�a faza - realizacija plana;

• Qetvrta faza - provera taqnosti i diskusija.

Primer 54. Bazen se puni xirom cevi za pet qasova kra�e nego uжom cevi. Za
koje vreme se bazen puni xirom, a za koje uжom cevi, ako se sa obe cevi istovre-
meno napuni za xest qasova?
Postupak rexavaƬa.

Prva faza. Poxto smo razumeli zadatak, identifikujemo i obeleжavamo zadate
i traжene elemente:
x vreme ili broj qasova za koje se bazen napuni xirom cevi,
x+ 5 vreme ili broj qasova za koje se bazen napuni uжom cevi,
6 vreme ili broj qasova za koje se bazen napuni sa obe cevi.

Druga faza. Navedeni elementi se texko mogu dovesti u vezu ako ne uvedemo u
razmatraƬe i neke eksplicitno prisutne elemente:
1

x
deo bazena koji se napuni xirom cevi u toku jednog qasa,

1

x+ 5
deo bazena koji se napuni sa uжom cevi u toku jednog qasa,

1

6
deo bazena koji se napuni sa obe cevi u toku jednog qasa.

Ovako definisani elementi se mogu jednostavno povezati, imaju�i u vidu
realno shvataƬe sabiraƬa, qime dobijamo jednaqinu:

1

x
+

1

x+ 5
=

1

6
.

Tre�a faza. IzvrxeƬe plana svodi se na konkretno rexavaƬe jednaqine odakle
dobijamo

x1 = −3, x2 = 10.

RexeƬe x1 = −3 ne zadovoƩava realni uslov zadatka, x > 0, te je konaqno
rexeƬe x = 10, tj. xira cev puni bazen za 10 qasova, a uжa za 15 qasova.
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Qetvrta faza. Provera
1

10
+

1

15
=

5

30
=

1

6

je jednostavna.

∆
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3.6 Nastavna jedinica: Jednaqine koje se svode na kvadratne

Jednaqine oblika
√
x+ 6 = x,

√
3− x =

√
x− 5,

√
x− 3 +

√
x+ 2 = 5 su primeri tzv.

iracionalnih jednaqina.
Pri rexavaƬu takvih iracionalnih jednaqina osnovnu ulogu ima formula:

(1)
√
a = b ⇐⇒ a = b2 ∧ b ≥ 0,

koja je taqna za a, b ∈ R. Tom formulom problem nalaжeƬa rexeƬa gorƬih
(i sliqnih) iracionalnih jednaqina svodi se na traжeƬe rexeƬa sistema od
jedne kvadratne jednaqine sa nepoznatom x i jedne linearne nejednaqine sa istom
nepoznatom. Postupak rexvaƬa bi�e ilustrovan sa nekoliko primera.

Primer 55. Odrediti rexeƬa jednaqine
√
x+ 6 = x. Kako vaжi:

√
x+ 6 = x ⇐⇒ x+ 6 = x2 ∧ x ≥ 0 (primena formule (1))

⇐⇒ x2 − x− 6 = 0 ∧ x ≥ 0
⇐⇒ (x = 3 ∨ x = −2) ∧ x ≥ 0 (rexavaƬe jednaqine x2 − x− 6 = 0)
⇐⇒ (x = 3 ∧ x ≥ 0) ∨ (x = −2 ∧ x ≥ 0) (koriste�i tautologiju

p ∧ (q ∨ r) ⇐⇒ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r))
⇐⇒ (x = 3 ∧ x ≥ 0) (jer je x = −2 ∧ x ≥ 0 ⇐⇒ ⊥,

p ∨ ⊥ ⇐⇒ p)
⇐⇒ x = 3 (jer je x = 3 =⇒ x ≥ 0).

∆

Primer 56. Rexiti jednaqinu
√
4x+ 1 +

√
x+ 2 =

√
x+ 3. KvadriraƬem leve i

desne strane jednaqine, dolazi se do jednaqine

(4x+ 1) + 2
√
4x+ 1 ·

√
x+ 2 + (x+ 2) = (x+ 3), tj.

√

4x2 + 9x+ 2 = −2x. Odavde se

dobija slede�i sistem 4x2 +9x+2 = 4x2 i x ≤ 0. RexeƬe ovog sistema je x = −2

9
.

∆

Jox neke jednaqine koje se svode na kvadratne:
Posmatrajmo jednaqinu sa nepoznatom x oblika:

a (f(x))
2
+ b (f(x)) + c = 0.

Uvo�eƬem smene f(x) = t dobija se slede�i sistem, koji je ekvivalentan polaznoj
jednaqini:

at2 + bt+ c = 0 ∧ t = f(x).

Ako su t1 i t2 rexeƬa kvadratne jednaqine at2 + bt+ c = 0, bi�e:

t1 = f(x) ∧ t2 = f(x).

Iz tih jednaqina dobijamo rexeƬa.

Primer 57. Jednaqina:

(

x2 − 3x
)2 − 2

(

x2 − 3x
)

− 8 = 0

ekvivalentna je sa:
t2 − 2t− 8 = 0 ∧ x2 − 3x = t.
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Koreni kvadratne jednaqine t − 2t− 8 = 0 su t1 = 4, t2 = −2. Tako se dobija:

(t− 4 = 0 ∨ t+ 2 = 0) ∧ x2 − 3x = t,

a odavde:
x2 − 3x = 4 ∧ x2 − 3x = −2.

Prva od ovih jednaqina ima rexeƬa: 4 i −1, a druga 1 i 2. Dakle, polazna
jednaqina ima qetiri rexeƬa. To su brojevi: 4, −1, 1 i 2.

∆

Specijalno, ako je f(x) = x2, onda je jednaqina a (f(x))
2
+ b (f(x)) + c = 0 bi-

kvadratna jednaqina.
Posmatramo slede�u jednaqinu:

ax4 + bx2 + c = 0, a 6= 0.

Do rexeƬa te jednaqine dolazi se na slede�i naqin. Ako se x2 oznaqi sa y (tj.
x2 = y), dobija se jednaqina ay2+ by+ c = 0. Sada se nalaжeƬe rexeƬa jednaqine
ax4 + bx2 + c = 0 svodi na nalaжeƬe rexeƬa sistema:

ay2 + by + c = 0

x2 = y.

Neka su y1 i y2 rexeƬa prve jednaqine tog sistema. Iz druge jednaqine sledi:
x2 = y1, i x2 = y2. Odnosno, x1 =

√
y1, x2 = −√

y1, x3 =
√
y2, x4 = −√

y2, xto su i
rexeƬa bikvadratne jednaqine.

Primer 58. Rexiti slede�u bikvadratnu jednaqinu: 2x4 + 5x2 − 3 = 0.
Ako se uvede smena x2 = y, dolazi se do slede�eg sistema:

2y2 + 5y − 3 = 0

y = x2.

RexeƬa prve jednaqine ovog sistena su: y1 =
1

2
i y2 = −3. Iz druge jednaqine tog

sistema proizilazi x2 =
1

2
i x2 = −3, a odavde se dolazi do rexeƬa bikvadratne

jednaqine, a to su:

x1 =

√
2

2
, x2 = −

√
2

2
, x3 = i

√
3, x4 = −i

√
3.

∆

Simetriqna jednaqina je jednaqina oblika:

anx
n + an−1x

n−1 + an−2x
n−2 + · · ·an−2x

2 + an−1x+ an, (n ≥ 2) .

Kod Ƭe su koeficijenti uz xn−k; xk, (za k = 0, 1, 2, . . . , n) jednaki. Tako slede�a
jednaqina je simetriqna:

6x4 − 35x3 + 62x2 − 35x+ 6 = 0.

Neposrednom proverom moжe se pokazati da ako je α jedno od rexeƬa neke si-

metriqne jednaqine, onda je to i
1

α
. U sluqaju prethodne jednaqine jedno Ƭeno
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rexeƬe je 2, pa je
1

2
tako�e Ƭeno rexeƬe.

Ako je n neparan prirodan broj, jedno od rexeƬa simetriqne jednaqine je broj
−1. Tako simetriqna jednaqina:

6x5 − 29x4 + 27x3 + 27x2 − 29x+ 6 = 0

ima jedno rexeƬe −1.
Za rexavaƬe simetriqne jednaqine potrebno je uvesti slede�u smenu:

x+
1

x
= t.

RexavaƬe simetriqne jednaqine bi�e ilustrovano na nekoliko primera.

Primer 59. Rexiti slede�u simetriqnu jednaqinu:

6x4 − 35x3 + 62x2 − 35x+ 6 = 0.

Kako nula nije koren simetriqne jednaqine, deƩeƬem sa x2 dobija se:

6x2 − 35x+ 62− 36
1

x
+ 6

1

x2
= 0

GrupisaƬem qlanova dobija se:

6

(

x2 +
1

x2

)

− 35

(

x+
1

x

)

+ 62 = 0.

Uvo�eƬem smene:

x+
1

x
= t

dobija se i:

x2 +
1

x2
+ 2 = t2,

odnosno:

x2 +
1

x2
= t2 − 2.

Polazna jednaqina se sada svodi na:

6
(

t2 − 2
)

− 35 · t+ 62 = 0 ∧ x+
1

x
= t.

Kako su rexeƬa kvadratne jednaqine:

6t2 − 35t+ 50 = 0

brojevi t1 =
5

2
, t2 =

10

3
, to je polazna jednaqina ekvivalentna sa:

x+
1

x
=

5

2
∨ x+

1

x
=

10

3
,

odnosno sa:
2x2 − 5x+ 2 = 0 ∨ 3x2 − 10x+ 3 = 0.

RexeƬa prethodnih kvadratnih jednaqina su:

x1 =
1

2
, x2 = 2, x3 = 3, x4 =

1

3
,

xto su i rexeƬa polazne jednaqine.
∆
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Primer 60. Rexiti simetriqnu jednaqinu neparnog stepena:

6x5 − 29x4 + 27x3 + 27x2 − 29x+ 6 = 0.

Zna se da je x = −1 jedno Ƭeno rexeƬe.
Koliqnik polinoma 6x5 − 29x4 +27x3 +27x2 − 29x+6 i (x+ 1) je 6x4 − 35x3 +62x2 −
35x+ 6, pa se polazna jednaqina moжe prikazati u obliku:

(x+ 1)
(

6x4 − 35x3 + 62x2 − 35x+ 6
)

= 0.

Dakle, simetriqna jednaqina neparnog stepena svodi se na simetriqnu jednaqinu
parnog stepena koju smo rexili u prethodnom primeru. RexeƬa polazne jedna-

qine su, dakle, brojevi:−1; 2;
1

2
; 3;

1

3
.

∆

Binomne jednaqine su jednaqine oblika:

Axn ±B = 0 (A > 0, B > 0).

Smenom:

x = t
n

√

B

A

binomana jednaqina se svodi na ekvivalentnu jednaqinu:

tn ± 1 = 0.

Primer 61. Rexiti binomnu jednaqinu 16x4 − 81 = 0. Uvo�eƬem smene x = t
4

√

81

16
dobija se:

16 ·
(

t · 4

√

81

16

)4

− 81 = 0

16 · t4 · 81
16

− 81 = 0

t4 − 1 = 0

(t− 1)(t+ 1)(t2 + 1) = 0.

Odavde je:

t− 1 = 0 t+ 1 = 0 t2 + 1 = 0

t1 = 1 t2 = −1 t3 = i, t4 = −i
⇓ ⇓ ⇓

x1 =
4

√

81

16
=

3

2
x2 = − 4

√

81

16
= −3

2
x3 = i

4

√

81

16
=

3

2
i, x4 = −i

4

√

81

16
= −3

2
i

∆

Jednaqina oblika:
ax2n + bxn + c = 0,

gde su a, b, c realni brojevi (razliqiti od nule), naziva se trinomna jednaqina.
Trinomna jednaqina je ekvivalentna jednaqini:

a (xn)
2
+ bxn + c = 0,

pa uvo�eƬem smene t = xn, ova jednaqina postaje kvadratna po nepoznatoj t.
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Primer 62. Rexiti trinomne jednaqine

a) x6 + 7x3 − 8 = 0 Uvo�eƬem smene t = x3 poqetna jednaqina se svodi na
kvadratnu jednaqinu

t2 + 7t− 8 = 0

qija su rexeƬa t1 = 1 i t2 = −8. Odavde dobijamo rexeƬa za x, odnosno
x1 = 1 i x2 = −2.

b)
(

2x2 − 3x+ 1
)2

= 22x2 − 33x+ 1
Prethodna jednaqina je ekvivalentna jednaqini

(

2x2 − 3x+ 1
)2

= 11
(

2x2 − 3x+ 1
)

− 11 + 1,

odnosno,
(

2x2 − 3x+ 1
)2

= 11
(

2x2 − 3x+ 1
)

− 10.

Uvo�eƬem smene t = 2x2 − 3x + 1 prethodna jednaqnina postaje kvadratna
jednaqina po nepoznatoj t

t2 − 11t+ 10 = 0

odakle je t1 = 10 i t2 = 1.

Ako je t1 = 10 tada je x1 = 3 i x2 = −3

2
, a ako je t2 = 1 tada je x3 = 0 i x4 =

3

2
.

∆
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3.7 Zadaci

I u programima sa 4 qasa nastave matematike nedeƩno, potrebno je uqenike
uputiti u naqin rexavaƬa zadataka i podsetiti ih kroz koje faze prolaze pri-
likom rexavaƬa zadataka.

Osnovni nivo:

1. Rexiti jednaqine:

(a) x2 − 8x+ 15 = 0;

(b) x2 − x+
1

4
= 0;

(c) x2 − 6x+ 15 = 0.

ZapaжaƬa: Pojedini uqenici nisu znali kako da rexe zadatak kada je
diskriminanta D < 0.

2. Rexiti jednaqine:

(a)
x− 1

x+ 1
− x

x− 1
− 2 = 0;

(b)
1

x− 2
+

1

x− 5
+

3x2

4(x− 2)(x− 5)
= 0.

ZapaжaƬa: Pojedini uqenici su zaboravili da provere da li dobijena
rexeƬa jednaqine prihvataju ili ne.

3. Za koje vrednosti realnog parametra m su oba korena jednaqine x2 − 2mx+
m2 − 1 = 0 u intervalu (−2, 4)?

4. Napisati jednaqinu qiji su koreni:

(a) 3 i −10;

(b) a+ 1 i
1

a− 1
, a 6= 1;

(c) 2 + i
√
3 i 2− i

√
3.

5. Neka su x1 i x2 rexeƬa jednaqine
3x2 + 2x− 7 = 0.
Izraqunati vrednost izraza:

(a) 3x2

1
+ x1x2 + 3x2

2
;

(b) x2

1x2 + x1x
2

2 + x3

1 + x3

2;

(c)
2x2

1 + x1x2 + 2x2
2

x2

1
+ x2

2

.

6. Slede�e trinome rastaviti na qinioce:

(a) a2 − a− 6;

(b) x3 − 2x2 − 8x.

7. Odredi vrednost realnog parametra r u jednaqini x2 + (4 + 2r)x+5+4r = 0
tako da bude:

(a) x1 = x2;
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(b) x1 = −x2.

8. Rexiti sistem jednaqina
x2 − y2 = 16 ∧ x− y = 2.

9. Rexiti jednaqine:

(a) x3 − 8 = 0;

(b) x4 − 4x2 + 3 = 0.

SredƬi nivo:

1. Rexiti jednaqine:

(a) (x− 3)
2
+ 2 (x− 1)

2
= 4x+ 3;

(b) ax2 = 0, (a ∈ R).

2. Rexiti jednaqine (a, b ∈ R):

(a) x2 − (a− b)x− ab = 0;

(b) x+
1

x
= 2 cosa.

3. Dokazati da jednaqina
(

p2 + q2 + r2
)

x2 + 2 (p+ q + r)x+ 3 = 0 (p, q, r ∈ R) ne moжe imati realne i
razliqite korene.
ZapaжaƬa: Uz malu pomo� ve�ina uqenika je uspexno rexila zadatak.

4. Zbir cifara dvocifrenog broja je 7, a zbir kvadrata cifara je za 4 ve�i
od samog broja. Koji je to broj?
ZapaжaƬa: Pojedini uqenici nisu znali da navedeni problem ,,svedu” na
problem rexavaƬa kvadratne jednaqine.

5. Ne rexavaju�i jednaqinu, formirati kvadratnu jednaqinu qija su rexeƬa
za 7 ve�a od rexeƬa jednaqine 5x2 − 2x− 3 = 0.

6. Odrediti vrednost realnog parametra a tako da me�u korenima jednaqine
x2 − (a+ 1)x+ 2 (a− 1) = 0 vaжi jednakost:

(a)
1

x1

+
1

x2

=
5

6
;

(b)
1

x2

1

+
1

x2

2

=
5

4
.

7. Skratiti razlomke:

(a)
a2 − a− 6

a2 − 4
, a 6= −2, a 6= 2;

(b)
3x2 + 2x− 8

12x2 − 7x− 12
, x 6= 4

3
, x 6= −3

4
.

8. U jednaqini x2 − (k + 3) x+ 4k + 2 = 0 odrediti broj k tako da jedan koren
bude dva puta ve�i od drugog, a zatim odrediti oba korena.

9. Rexiti sistem jednaqina
2x2 + 3y2 = 12 ∧ 5x2 − 2y2 = 11.
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10. Rexiti jednaqine:

(a)
(

x2 − 2x
)2 − 2

(

x2 − 2x
)

= 3;

(b)
√
x+ 4 = x+ 2.

Napredni nivo:

1. Rexiti jednaqinu abx2 −
(

a2 − b2
)

x− ab = 0, a, b ∈ R.
ZapaжaƬa: Pojedini uqenici su zaboravili na diskusiju rexeƬa.

2. Rexiti jednaqinu 2 (1 + i) z2 − 4 (2− i) z − 5− 3i = 0.

3. Ako su rexeƬa jednaqine x2 + px+ q = 0, (p, q ∈ R) realna, dokazati da su za
svako a ∈ R i rexeƬa jednaqina:

(a) x2 + (p+ 2a)x+ q + ap = 0 i

(b) 3x2 + 2 (p+ a)x+ q + ap = 0 tako�e realna.
ZapaжaƬa: U primeru pod (b) uqenici su imali protexko�a u tra-
nsformaciji izraza diskriminante da bi dokazali da su rexeƬa re-
alna.

4. Duжine ivica kvadra su a = 9 cm, b = 7 cm i c = 10 cm. Za koliko treba
svaku od Ƭih smaƬiti da bi se povrxina tela smaƬila za 98 cm2?

5. Formirati kvadratnu jednaqinu, qiji su koreni jednaki reciproqnoj vre-
dnosti sa promenƩivim znakom, korena jednaqine
ax2 + bx+ c = 0, (ac 6= 0, a, b, c ∈ R).

6. Ako su x1 i x2 rexeƬa jednaqine x2 + kx + 1 = 0, na�i one vrednosti k za

koje vaжi nejednakost

(

x1

x2

)2

+

(

x2

x1

)2

> 2.

7. Ako su x1 i x2 koreni jednaqine x2 + px+ q = 0, odredi p i q tako da x1 + 1
i x2 + 1 budu koreni jednaqine x2 − p2x+ pq = 0.

8. Rexiti sistem jednaqina
x2 + y2 + x+ y = 18 ∧ x2 − y2 + x− y = 6.

9. Rexiti jednaqine:

(a) 3

(

x− 1

x

)2

− 12, 5

(

x− 1

x

)

+ 12 = 0;

(b)
(

x2 − a2 − 1
)2 − a

(

a3 − 3a+ 2
) (

x2 − a2 − 1
)

+ 2a3
(

a2 − 3
)

= 0;

(c) 2x4 + 7x3 + 9x2 + 7x+ 2 = 0.V
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4 Metodiqki problemi

U nastavku rada �e biti izloжena kritiqka analiza, odnosno metodiqki pro-
blemi koji se javƩaju prilikom obrade ove nastavne jedinice, kao i rexeƬa tih
problema.

Neki od metodiqkih problema sa kojima sam se susrela u nastavi, a koji su se
javili pri obradi kvadratnih jednaqina, su: ciƩ uqeƬa, odnosno do kog nivoa
uqenici treba da nauqe, sadrжaji uqeƬa, sadrжaji uskla�eni sa postavƩenim
ciƩevima, naqin organizovaƬa nastave, izbor nastavne metode, motivacija, kako
uqeniku ,,pribliжiti” materiju, kakva je struktura uqenika, Ƭihove intelektu-
alne sposobnosti, predznaƬe, kako primeniti ono xto je nauqeno.

Prilikom planiraƬa u nastavi (odabir nastavne metode,naqin organizovaƬa
nastave,...) treba voditi raquna o prethodnim znaƬima uqenika, Ƭihovim mogu�nostima.

U toku qasa odvijaju se razliqite etape nastavnog procesa. U odnosu na to
koja etapa preovla�uje biramo tip qasa.

Uvodni qas (qas qiji je glavni zadatak uvo�eƬe u novu oblast nastave) sluжi za
upoznavaƬe uqenika sa novom nastavnom temom, ciƩevima i zadacima, stru-
kturom i sadrжajem. U uvodnom qasu uqenicima je najavƩena nastavna tema
kojom �e se baviti u narednom periodu, koje �emo nastavne jedinice obrad-
jivati, na xta �e mo�i da primene nauqeno gradivo. Uz pomo� primera,
uveden je pojam kvadratne jednaqine, definisano je xta predstavƩaju ko-
eficijenti a, b, c u jednaqini, koji su qlanovi jednaqine.

Obrada novog gradiva podrazumeva nastavne qasove na kome se obra�uju novi na-
stavni sadrжaji i stiqu nova znaƬa. Sastoji se iz slede�ih elemenata:

- ObnavƩaƬa ranije uqenog gradiva qije razumevaƬe je osnov za usva-
jaƬe novih znaƬa. PonovƩena su osnovna svojstva polinoma, kako se
polinomi mnoжe, dele, sabiraju, oduzimaju, kako se raquna vrednost
polinoma, xta znaqi da je polinom ax2 + bx + c deƩiv sa x − α, kada
su dva polinoma jednaka. Tako�e, prilikom obrade svake nove nastavne
jedinice, potrebno je obnoviti ve� pre�eno gradivo.

- UpoznavaƬe sa qiƬeniqkim materijalom putem usmenog izlagaƬa na-
stavnika. Na primer, izvo�eƬe formule za nalaжeƬe rexeƬa kvadratne
jednaqine, diskusija rexeƬa kvadratne jednaqine, izvo�eƬe Vijetovih
formula, koji su pra�eni adekvatnim primerima koji demonstriraju
primenu gradiva koje je nastavnik izlagao.

- PonavƩaƬa usvojenih znaƬa. Sa uqenicima je ukratko ponavƩa ono xto
je uqeno na qasu.

- Doma�ih zadataka, tj. zadavaƬe zadataka za samostalni rad koji su
sliqni zadacima i primerima ra�enim na qasu.

VeжbaƬe - qasovi veжbaƬa podrazumevaju uveжbavaƬe senzornih, motoriqkih,
praktiqnih, verbalnih i intelektualnih aktivnosti. Nastavnik u prvom
delu qasa daje instrukcije, odosno aktivnosti koje uqenici treba da urade.
Naredna etapa je samo proces veжbaƬa i uveжbavaƬa. Ako se aktivnost
obavƩa s ciƩem da se oforme sposobnosti ili navike radi se o qasovima
veжbaƬa, a ako nasuprot tome dominira primena steqenih znaƬa sa ciƩem
Ƭihovog daƩeg razvijaƬa i usavrxavaƬa, onda se radi o qasovima primene.

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Danas se smatra da je osnovna slabost savremene nastave u nedovoƩnom
uveжbavaƬu. Posebno uqenici koji imaju 2, pa i 3 qasa nastave matematike
nedeƩno nemaju dovoƩno vremena (qasova) da uveжbaju gradivo.

PonavƩaƬe, utvr�ivaƬe i sistematizacija gradiva su tipovi qasova koji za ciƩ
imaju ostvarivaƬe funkcija nastave koje se odnose na sigurnost i trajnost
steqenih znaƬa. Na qasovima ponavƩaƬa insistira se na zapam�ivaƬu i
usvajaƬu bitnih qiƬenica. Na qasovima sistematizacije nova znaƬa se
upore�uju sa ranije usvojenim.

ProveravaƬe i oceƬivaƬe su tipovi qasova koji imaju osnovni zadatak da utvrde
da li su i koliko uqenici usvojili neophodna znaƬa. Zavisno od karaktera
primene, moжe se vrxiti frontalno, grupno ili individualno provera-
vaƬe. ProveravaƬa mogu biti usmena, pismena, praktiqna ili kombino-
vana.

Kao metodiqki problem javƩa se i problem odabira oblika rada u nastavi,
odnosno kako predavati, kako uqenicima ,,pribliжiti” gradivo. Najqex�e se
pomiƬu frontalni, individualni, grupni rad, rad u parovima, timska nastava.

Frontalni rad je zajedniqki rad svih uqenika pod rukovovodstvom nastavnika.
Ovaj oblik rada sam primeƬivala pri izlagaƬu primera za novo gradivo.
Usmeravam svoj rad na ceo razred. Tako svi uqenici rade iste zadatke
i svi su uglavom usredsre�eni na nastavnika (mene). Tada se najqex�e
ne uspostavƩaju me�usobni odnosi me�u uqenicima. Frontalni rad je na-
jracionalniji oblik rada u pogledu ulagaƬa vremena i truda nastavnika.
Ovaj oblik rada omogu�uje da uqenik postiжe ono xto postiжu mnogi, ali
ne vodi dovoƩno raquna o razliqitom nivou saznajnih mogu�nosti uqenika,
o razliqitom tempu Ƭihovog rada i uqeƬa i sliqno.

Individualni rad je organizacioni oblik u kome svaki uqenik radi na odre�enom
zadatku sam, kao pojedinac, bez razmene informacija sa svojim drugovima.
Individualni rad sam primeƬivala, na primer, na qasovima utvr�ivaƬa
gradiva. Zadajem tri zadatka, po jedan za osnovni, sredƬi i napredni nivo.
Nakon toga uqenik sam bira koji �e zadatak da radi. Znaqaj individualnog
rada je xto uqenik sam rexava zadatak, xto meni kao nastavniku omogu�ava
stvarnu procenu Ƭegovog rada. Ovaj oblik rada zahteva ve�e ulagaƬe vre-
mena.

Grupni rad se zasniva na zajedniqkom izvrxavaƬu zadataka u grupama. Ovaj o-
blik rada se moжe primeƬivati i u primeru navedenom za individualni
rad, s tom razlikom xto uqenik ne radi sam zadatak, ve� uqenici koji
su odabrali zadatak za osnovni nivo rade zajedno. Isto tako i uqenici
koji su izabrali zadatak za sredƬi ili napredni nivo. Uqenicima se
predlaжe da razmotre postavƩeni zadatak, da na�u put za Ƭegovo rexa-
vaƬe, da pri�u rexavaƬu i na kraju da saopxte rezultate do kojih su
doxli. Ovaj oblik rada sam koristila prilikom izvo�eƬa formula za
rexavaƬe kvadratne jednaqine. Uqenici su bili podeƩeni u tri grupe.
Prva grupa, koja je malo slabija, rexava primer jednaqine gde je c = 0.
Zatim druga, malo boƩa grupa, rexava primer kada je b = 0. I na kraju,
tre�a grupa rexava primer potpune kvadratne jednaqine dopuƬavaƬem do
potpunog kvadrata. Nakon ura�enih primera, uqenici svih grupa, uz pomo�
nastavnika, izvode formule za rexavaƬe jednaqina sa opxtim brojevima.
Zatim sledi uveжbavaƬe svih formula gde uqestvuju sve tri grupe.
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Kao jedan od metodiqkih problema, javƩa se i problem izbora nastavne metode.
Jedan od bitnih problema rada nastavnika je da odabere i primeni adekvatne
postupke koji �e podsticati odre�eƬe procese saznaƬa u nastavi. Nastavne
metode podrazumevaju naqin upravƩaƬa radom uqenika u procesu nastave, koji
omogu�ava sticaƬe znaƬa i vextina i Ƭihovu primenu u praksi a isto tako
doprinosi razvijaƬu Ƭihovih saznajnih sposobnosti i intersovaƬa, fomiraƬe
pogleda na svet i pripremaƬe za жivot.

Izbor nastavnih metoda obavavƩa se na osnovu nekoliko merila. Prilikom
izbora nastavnih metoda treba voditi raquna o slede�im kriterijumima:

• opxtem ciƩu vaspitaƬa i obrazovaƬa,

• didaktiqkom ciƩu nastavnog qasa,

• prirodi, sadжaju i specifiqnosti nastavne materije,

• uzrasnim osobenostima uqenika,

• veliqini,obimu razreda,

• struqna pripremƩenost i liqnost nastavnika.

Prilikom obrade ovih nastavnih jedinica primeƬivane su metode izlagaƬa,
pripovedaƬa (izlagaƬe u obliku opisivaƬa reqima, koji se primeƬuje kada
uqenike treba upoznati konkretnim qiƬenicama), predavaƬa (karaktrixe ga si-
stematiqnost gradiva, intezivno angaжovaƬe paжƬe i pam�eƬa, duжe vreme-
nsko izlagaƬe), metode zasnovane na reqima (monoloxka i dijaloxka metoda).
Monoloxka metoda je oblik verbalnog izlagaƬa u kome nastavnik sam izlaжe na-
stavno gradivo uqenicima. Poznata je jox i kao metoda usmenog izlagaƬa i sti-
caƬa znaƬa. Na ovaj naqin gradivo se moжe izloжiti sistematiqno, pregledno
i logiqki povezano. Dijaloxka metoda spada u metode zajedniqkog rada na-
stavnika i uqenika. Zasniva se na pitaƬima i odgovorima, razgovoru nastavnika
sa uqenicima i u tome je Ƭena osnovna karakteristika. Razgovor omogu�ava na-
stavniku da podstakne mixƩeƬe i misaone aktivnosti uqenika. Ne predvi�aju
se samo pitaƬa koja �e biti postavƩena uqenicima, ve� tako�e i Ƭihova reago-
vaƬa i mogu�i odgovori, kao i problemi koji se mogu pojaviti tokom razgovora.
Bitno je xto vixe ukƩuqiti uqenika u razgovor.

Didaktiqki principi su osnovna, opxta i obavezna naqela kojima se rukovodi
nastavnik pri planiraƬu, organizovaƬu, izvo�eƬu i vrednovaƬu nastavnog procesa.
Smatram da je jedan od vaжnih zahteva u nastavi da uqenici upoznaju suxtinske,
bitne oznake i pojmove, i to ne odmah u potpunosti, ve� zavisno od uzrasnih i
psiholoxkih mogu�nosti uqenika. Bitno je uzeti u obzir individualne razlike
uqenika u pogledu intelektualnih mogu�nosti, motivacija za saznavaƬe i uqeƬe,
radne sposobnosti, zdravstveni uslovi, tempo napredovaƬa... Uqenici u svom
radu qesto ne dostiжu svoj maksimum. Iz tog razloga smatram da je zadatak
nastavnika i nastave da uqenike uqini aktivnim zahtevaju�i maksimalne napore
za Ƭihovo daƩe uqeƬe i razvoj a pri tom konstantno uvaжavati razlike u tempu
rada i obimu prethodno steqenih znaƬa. Uqenici uqe i rade razliqitim tempom
i ako se od Ƭih zahteva da se ,,ukalupe” u isti tempo i naqin rada, onda najvixe
trpe slabi i daroviti uqenici. Bitno je da svaki element nastavnog sadrжaja
bude povezan sa drugim, koji se oslaƬa na prethodni i dovodi do novih znaƬa.
Kako uvo�eƬe nekog pojma kod uqenika ne bi izazvalo zabunu, bilo bi korisno
krenuti od onoga xto je uqeniku bliжe, poznatije, lakxe, jednostavnije pa pre�i

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



na ono xto je daƩe, teжe, sloжenije. Tako nastavnik stalno moжe da prati pro-
ces i rezultate usvajaƬa znaƬa od strane uqenika, kako bi oni mogli da upoznaju
i shvate novo gradivo, a zatim da proxiruju svoja znaƬa i vextine. Neophodno
je stvoriti takve uslove u nastavi u kojima �e uqenici imati inicijativu da
samostalno rade, rexavaju razliqite zadatke. Nastavu treba organizovati tako
da uqenici razumeju ono xto uqe. PonavƩaƬe prethodno obra�enog gradiva moжe
se zapoqeti tek kada se utvrdi da su uqenici to gradivo shvatili. UpoznavaƬe
uqenika sa novim sadrжajima treba organizovati tako da uqenici u tom procesu
mogu xto aktivnije uqestvovati, a broj i uqestalost veжbaƬa prilagoditi i-
ndividualnim mogu�nostima i tempu rada uqenika.

Ova nastavna tema je od izuzetnog znaqaja. Pomenula bih horizontalnu i ve-
rtikalnu korelaciju ove teme. Horizontalna korelacija podrazumeva povezanost
teme sa gradivom u okviru istog razreda, bilo da je req o samoj matematici ili
korelaciji sa drugim predmetima. Nakon obrade kvadratne jednaqine, funkcije
i nejednaqine slede iracionalne, eksponencijalne, logaritamske, trigonometri-
jske jednaqine, funkcije i nejednaqine. U najve�em broju sluqajeva ne moжemo ih
rexiti ukoliko nije dobro savladana pomenuta tema. Primentna je i Ƭena velika
primena u struqnim predmetima druge godine sredƬe struqne xkole, podruqje
rada maxinstvo i obrada metala. Konkretno, mislim na predmete osnove ele-
ktrotehnike i elektronike, mehanika, tehnologija obrade. Verikalna korelacija
podrazumeva povezanost ove teme sa gradivom tre�eg i qetvrtog razreda. Moje
iskustvo u radu sa uqenicima sredƬe struqne xkole pokazuje da treba poxtovati
razliqite mogu�nosti i interesovaƬa dece. Kao najefikasniji naqin u savlada-
vaƬu gradiva pokazala se diferencirana nastava, koju uglavnom primeƬujem na
qasovima utvr�ivaƬa i sistematizacije, qak i u odeƩeƬima sa dva qasa nedeƩno,
iako to podrazumeva mnogo ve�e angaжovaƬe nastavnika, vixe vremena za odabir
zadataka i pisaƬe priprema. Moje uvereƬe je da svaki uqenik, koji je motivisan
na pravi naqin, moжe nauqiti nexto. Posebnu dozu samopouzdaƬa im daje
qiƬenica da vremenom mogu napredovati u vixi nivo. Ovaj oblik rada nikako ne
znaqi diskriminaciju dece, jer svakom uqeniku su ponu�eni zadaci svih nivoa
i oni sami vrxe izbor. Prednost ovog naqina rada je i xto su svi uqenici
aktivni, uqeƬe na qasu, mogu�nost pra�eƬa napredovaƬa uqenika.

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



5 ZakƩuqak

U ovom radu sam nastojala da istaknem metodiqke probleme koji se mogu ja-
viti prilikom rexavaƬa kvadratnih jednaqina u razliqitim programima sre-
dƬe Tehniqke xkole. To sam realizovala na primerima izvo�eƬa odre�enih
nastavnih jedinica.

U prvom i drugom delu data je analiza nastavnih jedinica koje se izvode u
programima sa 2 i 3, odnosno 4 qasa nastave matematike nedeƩno. Na kraju svakog
dela prikazani su zadaci koji pokrivaju sva tri nivoa znaƬa: osnovni, sredƬi
i napredni nivo, a koji treba da omogu�e uqenicima lakxe usvajaƬe gradiva.

U tre�em delu su opisani metodiqki problemi koji se mogu javiti prilikom
obrade ove nastavne teme.
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