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Predgovor

Za permutaciju = (my, 73, ..., my) skupa {1,2, ..., n} &iji su elementi ispisani po krugu postoji n suma po
k uzastopnih ¢lanova permutacije (u daljem tekstu k-suma), 1 < k < n. Kazemo da je k-varijacija
permutacije 7 razlika ekstremne i prosecne k-sume. Problem koji se ovde reSava je pronalaZenje
permutacija T reda n sa najmanjom varijacijom, odnosno permutacija sa najmanjom maksimalnom k-
sumom,za3 < k < 10 i 3to vece vrednosti n. Prolem datira jo$ iz 1985. godine kada ga je u prvom
obliku Dean Clark predstavio kao problem permutacija brojeva na ¢asovniku u ¢asopisu American
Mathematical Monthly. Ovaj problem je 3iroj javnosti predstavio Martin Gardner u svojoj kolumni u
tasopisu Isaac Asimov’s Science Fiction Magazine gde je problem glasio:

Poredati 12 brojeva na Casovniku tako da n/j'edna trojka
uzastopnih brojeva u zbiru ne prelazi 21.

Kasnije je Timothy Rolfe napravio algoritam [1], koji za bilo koje n pronalazi permutaciju u kojoj nijedna
trojka uzastopnih elemenata u zbiru ne prelazi minimalnu maksimalnu sumu za to n.

U drugom poglavlju prikazan je pregled poznatih rezultata. Teoreme iz rada [2] pokazuju da minimalna
k-varijacija nikada nije ve¢a od k + 6 za bilo koju vrednost n. U slu¢aju kad je ¢ = ged(n, k) > 1,
pokazuje se da je minimalna k-varijacija manja ili jednaka od 7/2, dok se za g = 1 pokazuje da je izmedu
k/2ik/2 + 9 za bilo koju vrednost n. U ovom poglavlju je izloZen i algoritam iz ¢lanka [1] za
pronalaZenje permutacije sa hajmanjom maksimalnom 3-sumom.

U treéem poglavlju je prikazan algoritam koji za fiksirane n i k na osnovu poznatih rezultata pronalaze
(teorijske) grénice unutar kojih se nalaze vrednosti minimalne k-varijacije, odnosno najmanje
maksimalne k-sume. Kori¢enjem algoritma pretrage prikazanog u Cetvrtom poglavlju ove vrednosti su
izraCunate, kad je to bilo moguce.

Na osnovu dobijenih vrednosti u petom poglavlju su formulisana i dokazana neka uopstenja.
Konstruisani su primeri permutacija koje popravalju do sada poznate teorijske granice. Neki rezultati su
objavljeni na'Intéraktivnoj enciklopediji celobrojnih nizova (OEIS — On-line encyclopedia of Integer
Sequences). -

Klju¢ne redi: bermutacija, k-varijacija permutacije, k-suma, pretraga



1. Formulaciia problema
Neka je S,, skup permutacija skupa {1,2, ..., n}. Neka su elementi permutacije ® = (71, 7,, ..., ,) € S,,
ispisani po krugu i neka je dat broj k, 1 < k < n. Posmatrajmo n suma po k uzastopnih ¢lanova
kn(n+1) - k(n+1)
2n 2

permutacije (ili krace: k-suma); prose¢na vrednost ovih suma je Avg(n, k) =

Definicija 1. k-vérijacija permutacije  je

, k k( +:1) .
n+.
disc(m, k) = max Z”i” -

<isn 2
j=1 .

pri éemu se indeksi &lanova permutacije svode na kongruentne po modulu n vrednosti iz intervala [1, n).

Drugim rééima, k-varijacija je jednaka najve¢em odstupanju neke k-sume od prosetne vrednosti k-
suma. Ako se ne ogranicava odstupanje k-suma od proseka sa donje strane, tada je prirodno posmatrati

«

maksimalnu vrednost ovih suma.

Definicija 2. Maksimalna k-suma permutacije 7 je

k
msum(m, k) = it
sum{(r, k) ;2%2%
, =

Neka je msum'(m, k) = msum(m, k) — Avg(m, k).
Neposredna bos[edita definicija je nejednakost
msum'(m, k) <disc(m, k).

Postavlja se pitanje pronalaZenja permutacija iz S, sa minimalnim vrednostima k-varijacije (simetri¢an
problem), odnosno maksimalne. k-sume (asimetri¢an problem).

Definicija 3. Minimalnu vrednost k-varijacije permutacija iz S,, oznadi¢emo sa disc(n, k), odnosno
imamo da je disc(n; k) = mingeg, disc(m, k). Sli¢no, minimalnu vrednost maksimalne k-sume’
permutacija iz S,, oznaticemo sa msum(n, k), tj. imamo da je msum(n, k) = minge,, msum(m, k).

Pored toga, ﬁeka jemsum’'(n, k) = msum(n, k) — Avg(n, k). Posledica prethodne nejednakosti je
nejednakost .
msum’(n, k) < disc(n, k).

Kao ilustracija ovih pojmova prikazani su grafici, koji ilustruju kretanje vrednosti k-suma u permutaciji sa
minimainom' k-varijacijom, odnosno ekstremnom k-sumom. '

'y daljem tekstu: ekstremna k-suma



- Simetri¢an problem Asimetric¢an problem
57 - 58 .

) - m— GOrNj2 56 —Gornlja
56 . granica 54 _ granica
" W “h “ ‘k K ’ “ ]\ === Donja 52 Donja
54 ‘ granica 50 granica
53 + emamma Prosek :2 e Prosek
52 1 N . a4 ¥
51 : . ' : A K-Suma 42 : K-Suma
50 T 40 +—r—— T

1357 91113151719 » 147 101316192225
Slika 1 Slika 2

Na Slici 1 prikazan je primer permutacije 77; € S,4 za koju se dostize minimum 4-varijacije, disc(m,,4) =
disc(26,4) = 2.Na Slici 2 prikazan je primer permutacije 77, € S,¢ koja ima vecu 4-varijaciju nego m;, <
ali zato ima manju vrednost msum(rm,, 4) = msum(26,4) = 55. Ovaj primer pokazuje da nejednakost
msum'(n, k) < disc(n, k) moZe biti stroga.



2. Pregled poznatih rezultata
Autori ¢lanka [2) su godine 2002. proucavali granice u kojima se, za odabrano n i k, nalaze vrednosti
minimalne k-varijacije. Kroz svoje Teoreme su za razli¢ite slu¢ajeve odnosa n i k postavili donje i gornje
granice koje su znatajno smanijile skup vrednosti koje treba istraziti (ponekad je taj skup vrednosti
sveden na samo jedan broj) i samim tim ubrzali postupak pretrage.

U ovom poglévlju ¢emo prikazati te rezultate. Permutaciji € S,, pridruZi¢emo n-torku
| | d = (dy,dy, .., dy)
gde je
di=(Tgyr + oot M) — (M + ot M) ST —m,;
Neka je najvedi zajednicki delilac za n i k jednak gcd(n, k) = g. Tada se m razlaZe na q disjunktnih delova

duZine n/q gde se indeksi elemenata svode na kongruentne po modulu n vrednosti iz intervala [1,n]: .

loop(i) = (ni, Titks ...,ni+(1;__1)k), 1<i<q.

U nastavku navodimo pregled rezultata o k-varijacijama permutacija iz rada [2]. U dokazima Teorema
koristicemo uvedene pojmove loop(i) i n-torka d.

U sledecoj Teoremi je dato ogranitenje za k-varijaciju permutacije 7 u funkciji od n-torke d:

Teorema:1. \;/aii nejednakost:’ -
1 t t
. —Z-ngxz d; S»disc(n, k) < rr;’agxz d;.
j=s J=s
Dokaz. Uotava se da je Y dj = ¥X 1 Mepi — T4 Moy razlika izmedu dve k-sume. Prva nejednakost

sledi iz toga Sto je, prose¢na vrednost k-suma, k(n + 1)/2, u najboljem slu€aju tatno izmedu.

Razlika izmedu najvece i najmanje k-sume je suma sa desne strane, obzirom da je ta suma najve¢apo s i
t. Prose&na vrednost k-suma se nalazi strogo izmedu minimuma i maksimuma, §to dovodi do stroge
nejednakosti. m

Iz ¢injenice da u nizu d mora da 'postoji bdrjedan pozitvan ¢lan stedi da je uvek disc(n, k) > 0.
Sledece dve Teoreme reavaju specijalne slutajeve kada je n = 2k odnosno n = 3k.
Teorema 2. Neka je k neparan, Tada je disc(2k, k) = %i disc(3k, k) = 1.

Dokaz. U'ovcsm slu€aju je q =k Najpre ¢emo razmotriti sluaj kada je n = 2k. Definisacemo k delova
loop(i),1 <'i < k koji ce prema parnosti broja i, biti:

loop(2j — 1) = (2j — 1,2)), loop(2j) = @k —2j+2,2k=2j+1), 1<2j-1,2j<k



Na ovaj naéiﬁ je jednoznaéno odredena permutacija

m=(1,2k3,2k~2,.,k—2k+3,k,2,2k—-1,42k-3,....k—1,k+2,k+1).
Zaovu permiutaciju jed=(1,-1,1,-1,1,..,~1), te je max,,; Zj-=s d; = 1. Prema Teoremi 1 je
disc(m k) =, te je disc(2k, k) = >
u sluéaju‘kada jegn = 3k, ponovo definiSemo k delova, pri ¢emu ¢e prema parnosti broja i biti

loop(2j —1) = (3j —2,3j - 1,3)), 2j—1<k,
loop(2j) =Bk —3j+3,3k-3j+2,3k-3j + 1), 2j <k

Ponovo uoéaVamo d‘a je ovim delovima jednoznacno odredena permutacija koja zadovoljava da je
d= ((1, ‘—I)EJ,-L @, _1)l§J, 1, (—2,2)[3, —2)‘, te je maxg Z§=s d; = 2i, kaoigore, disc(m, k) = 1.
Posto je n neparan, disc(3k, k):je celobrojna vrednost, te je prema Teoremi 1, disc(3k, k) = 1. m
Teorema3.Zan > 3,disc(n, 2) = 1.
Dokaz. Aﬁaliizu éémo podeliti u tri slﬁéaja:'
Slu€aj n = szt +:1. Razmotrimo permutacijuw = (1,2¢t,3,2t — 2,5,2t — 4, ...,2,2t + 1). Zanju je
d= ((2, —2)[31_1,2, -1, —1), paje disc(n,2) = 1.

Slucajn = 4t. Déﬁniéimo dva ,dgla na slededi nadin:
loop(1) = (1,3,5,7,...,2t — 1,2t,2t - 2, ..., 4, 2),
loop(2) = (4t — 1,4t — 3,4t — 5,4t — 7,...,2t + 1,2t +.2,2t + 4, ..., 4t — 2,4t).

Ovim delovima jé odredenja permutacija m; a samim tim i n — torka

n : n -
d= ((2, ~2)v41,1,(-2,2)+ %, -1, —1), te opet dobijamo da je disc(n, 2) = 1.

Sluéain = 4t + 2. Definig&imo dva dela na sledeéi naéin:
loop(1) = (1,3,5,7,..,2t — 1,2t,2t — 2, ...,4,2),

loop(2) = (4t + 1,4t — 1,4t = 3,4t — 5,..., 2t + 3,2t + 2,2t + 4,2t + 6, ..., 4t, 4t + 2).

Tadajed = ((Z,J—Zi)lﬂ_l, 2, 41, -1,(2, —Z)I%J_l, 2,-1, —1), pajeidisc(n,2)=1m

Sledeca Teorema redava skoro sve slu¢ajeve za k = 3.

Teorema 4. Neka je n = 6. Tadé jedisc(n,3) < 2.



Dokaz. Néjpre ¢emo razmotriti slucaj kada je ged(n, 3) = 1. U slu¢aju kada su n i k uzajamno prosti,
razmotrimo permutaciju iz jednog dela

loop = (1,4,7,.,m,n=1,n—-2,n~4,..,3,2)zan = 1(mod 3),
odnosno
loop=(1,47,..,n—-1,nn-2,n-3,..,3,2)za n=2 (mod 3).

Posto izraunamo d, dobijamo Cetiri slu¢aja:

n-1
nE1(mod6):»_7r=(1,——2-—,n—1,...) ((3 -1,-1,3, 2 2) 3 -1,-1,3,-1,-2, 1)

nsZ(modé):n=(1,n,‘§—-1,...) ((3 —2,-1)"73,-1,-1,1, 2)

' n n-4
n=4(mod6): m= (I,E,n -1, ) :d = ((3,—2,—1,3,—1,—2) 6 ,3,——1,—1,—1),

‘ n—-1 n-5
nES(mod6)=-n=(1,n, > ,...):d=((3,—2,—2,3,—1,—-1) 6.,3,—2,-—1,1,—1),

Neposredno se proverava da je za parno n, disc(n, 3) < 3/2, a da je za neparno n, disc(n, 3) < 2.

Preostaje slu¢ajn = 0(mod3). Analizu éemo podeliti u Sest slu¢ajeva po modulu 18. U svakom sluéaju

se odreduju tri dela loop(i) = o®, gde suc® = ( ('), az(‘), ) redom napravljeni iz skupova

1,2,. +1,5+2,. n +1,2+2,..,n}2a 1 < i < 3. Neka je vektorska funkcija f
(12316 2L E .} ‘

zadata jednako¥éu f(xl,xz,x3, vy Xp) = (xz X1,X3 — X3, ..., X1 — Xp). Delovi koji odreduju
permutaciju ¢e b;tu p:nkazangl koris¢enjem funkcije f.
Sluéajn = 182. Defini$imo déloye na slededi natin:
. f(loop(1)) = 3%771,2,(-1,-2)%"1,—1,-1),
f f(loop(z)) = ((-2,-1)?P71,-2,1,3%71,1,(-2,-1)P"1,-2,-1),
f(loop(3)) = ((-1,-2)?P71,~1,2,3%P1, 1),

Dobijase daj je
d= ((3 -2,—-1,3,~1, 2)1’13 -2,-1,2,1,-2,-1,(3,~1, 23 2 -1)771,3,-1,-2,1,2, -1,

-2,(3,-2,-1, 3, ~1,-2)P"1,3,(—1)3) i moze se proveriti da je disc(m, 3) = E'

Sluéajn = 18p + 3. Definidimo delove na sledeéi naéin:

| f(lbop(1)) = (3%, -1, (~1,-2)2P"%, -1, 1),



F(loop(2)) = ((-1,-2)P"1,—1,-1,3%, 1, (-1, -2)P),
:f(lbop(3)) =((-1,-2)?""1,-1,-1,3%",-1).
Dobijase daje ‘

d = ((3; _1: _15 3: _21 _2)1’—1’ 3; _1: _11 31 —1r _21 _11 (3r _1: —11 3; _21 _2)p—‘1' 31 _1; —11 3; _1, 2
-1,3,-1,-1,(3,-2,-2,3,-1,-1)71,3,-1,-2,—-1)

pa kada se pfove_ri, dobija se da je disc(m, 3) = 2.

Slu¢ajn = 18p + 6. Defini§imo delove na sledeéi naéin:

f(loop(1)) = (3%2,1,(-2,—1)*?,-1),
f(loop(2)) = ((—2,—-1)?,2,3%771,2,(-1,-2)?,-1),
f (lo‘op(3)) = ((-1,-2)%,1,3%,-1).
Dobija se da }e
d=(3-2-1,3-1,-2)?1,2,-1,-2,(3,-2,-1,3,-1,-2)P"1,3,-2,~-1,2,1,-2,

3
>

~1,(3,-1,-2,3,-2,—1)P1,3,—1,~2,3,(~1)%) odnosno, disc(r,3) =

Slu¢ain = 18p + 9. Definisimo delove na sledeci natin:

- f(loop(1)) = (3%,2,(-1,-2)%,-1,-=1),
f(zoob(Z)) = ((}1, -2)7,1,3%,1,(~2,-1)?,-2),
f(loop(3)) = ((-1,-2)*,-1,3%,2,-1).
Dobija se da je
d= (@3, '—1,:—1,5 3,-2,-2)%.2,1,-1,-1,(3,-2,-2,3,~1,-1)%, 1,

2,(-2,-2,3,—-1,~1,3)?,—1, -2, —1) odriosno, disc(m,3) = 2.

Sluéajn = 1$n + 12. Defini$imo delove na sledeéi naéin:
| f(loop(D)) = (3%7+1,-1,(=1,~2)?%,~1,-1),
f(lbop(Z)) = ((;2, -1)?,1,3%P*1 1, (-1,-2)?,-1),
' f(loop(3)) = ((-1,-2)*,~1, —1,'32"’?1, -1).

Dobija se da je



d=(3,-2,-1,3,-1,-2)*,3,-1,-1,-1,(3,-2,-1,3,-1,-2)?,3,-1,-1,-1,

(3,-2,-1,3,—1,-2)?,3,(~1)3) i proverom se dobija da je disc(m,3) = g

Sluéajn = 1819 + 15. Definisimo delove na slede¢i na€in:
} f (loop(l))' = (327411, (-2,-1)%*1, 1),
f(loop(2)) = (~1,(=2,~1)%,2,3%,2,(-1,-2)7*1),
f(loop(3)) = ((—1,-2)?P*1,1,32+1, —1),
Dobija se da je
d=(3-1,-13-2-2)"3,-1, -1,1,2,-2,-2,(3,—-1,-1,3,~2,~2)?,2,1,-1, -1,
B3,-2,-2,3,-1,-1)%,3,—1,-2,—1) i proverom se dobija da je disc(m,3) = 2. m

Teorema 4 daje veoma nisku gornju granicu — disc(n, 3) < 2. Ukoliko je n parno, pokazuje se da je
varijacijaili 1/2 ili 3/2, a posto se pokazuje da za n = 8 varijacija ne moZe biti 1/2, ova Teorema re$ava
sve sluajeve u kojima je n parno.

Slededi stav daje gornju granicu kada se k:.moie zapisati kao proizvod dva brojap i g:
Teorema 5. disc(n,pq) < p - disc(n, q).
Dokaz. Za pe’rmdtaciju 7 u kojoj je disc(m, q) = t, vazi da je disc(mr,pq) < pt. m

Kao posledicu imamo:

[SE

Posledica 6. Za pﬁrno k, dis‘c.('n,‘ k) <
Sledeée dye éTeor:em'e i jedna Lema daju gornju granicu kada n i k imaju zajednicki delilac razli¢it od 1.
Teorema 7. Qkolikoje k parno, disc(mk. k) =1, a ukoliko je k neparno, disc(mk, k) < 2.

Dokaz. Kbnst:ruis:aéemo permutaciju n»od k delova.

Neka je k parno. Neka su (1), a(2) delovi loop(1), loop(2) iz konstrukcije u Teoremi 3, pri éemu éemo
n zameniti sa 2m, prema parnosti broja m. Dalje, neka o(1) koristi brojeve 1,2, ...,m, dok a(2) koristi
brojeve m +;1,er1 +2,.., Zm Kori$¢éenjem notacije 1= (1™, definisanéemo:

loop(D) =0(1),  loop(2) = o(2),
loop(3) = (4m +»1) 11— o(2), loop(4) =2m - 1+a(2),

loop() = (6m+1)-T-0(2),  loop(6) = 4m T +0(2), ..

10



ERC R ——

: k
Neka je i* niz od 'k — 1 elemenata definisan kao (i, —i, i, —i, ...,1) = (i, (—i, i)Tl) . U rezultujucoj
permutaciji 7, za parno m dobija se da je
m_, m_,
d=(2-2%2"",11%(-2,2%)z",-1,-1%).
Za neparno m se: dobija
m m
d = (@2 -2)E 2, -10,-1,27, (~2, 29, -1, 1),
Sa ovako dobijenim nizovima d mogude je proveriti da je disc(mk, k) = 1.

Neka je k neparno. Neka je n = 3m. Dalje, neka su g (i), 1 < i < 3, tri dela iz konstrukcije u Teoremi 4
za sluéajeve kada 3 deli n. Specijalno, a(3) sadrzi elemente 2m + 1,2m + 2, ...., 3m. Dalje, defini§imo
ostale delove (za k > 3):

loop(4) = (bm+1)- i- o(3), loop(5) =2m - 1+ a(3),
loop(6) = (Tm + 1) - 1-0(3), loop(7) = 4m-1 + a(3), ..
Kao i ranije, moze se proveriti-da je varijacija ogranitena prema tvrdenju Teoreme. m

Prethodna Teorema daje jako dobru ocenu gornje granice, ali samo kada je n = mk. Naredna Teorema
¢e dati opste gornje ogranienje za gcd(n, k) > 1. Za dokaz ove Teoreme, bi¢e nam potrebna slede¢a
Lema koju navodimo bez dokaza:

Lema 8. Neka sua, b celi brojevi gde je a paran, b neparan, i gcd(a, b) = 1. Neka je konstruisan niz

s = (51,52, ... Sg) gde je s; = —% ukolikojei =e-b(moda)zal <e < % is;= %ukoliko je
i=e-blmod aj za % +1<e< -‘23 Tada vati da Z?;’t’* s; € {—%,%} za bilo koje t €iji su indeksi uzeti po

modulu a. m:

Teorema 9. lSIeké je'q = ged(n, k) i neka je g > 1. Tada je disc(n, k) < 2 za q parno i disc(n, k) < %za

q neparno.

Dokaz. Da bismo definisali permutaciju 77, potrebno je definisati g delova loop(1), loop(2), ..., loop(q).
Karakteristicna permutacija-c'= (0, d3, ..., on) koja zadovoljava da je
q

041 — 0; €{-2,-1,1,2}
mote biti definisana za parno n/q kao:

) n nn n
o=(135.,——1,—,——2,——4,..,2)
a 9’9 'q

a za neparno n/q kao:

11



Slu¢aj q je parno (pa je i k parno). Kreiramo permutaciju 7 postavljajudi o + (%n) T udeo loop(1 +20)
i postavljaju¢i (n + 1) - 1 —j(cr + (l—;-l) . T) udeo loop(2 + 21),za 0 < 21 < q — 2. Mozemo primetiti da
ovako formirvanafpermutacija n zaista sadrZi sve brojeve 1,2, ...,nizaneparnoi,m; + w4, =n+ 1.

k(n+1)

Stoga, za svako t vaii da je Z] =1Mat4j = . Sada su elementi d; dobijeni iz uzastopnih razlika za

dati deo, te je prema konstrukciji d; € {—2, 1,1,2}, paje |d;| < 2. Zakljuujemo da je disc(m, k) < 2.

v .. v . Ly v - .. ny -
Sluéaj q je neparno. Pocinjemo sli¢no kao:u Slucaju 1, kreirajuéi permutaciju  postavljajuéi o + (;n) -1

udeo loop(1+2D)i(n+1) - (a+ (—lqﬂ) -_f) udeo loop(2 +20),z2a0 <2l < q—3.Kaoiu
gornjem sluééju vaZida je Tyey; + nqsﬂﬂ =n+ 1zaneparnoi,ii < q — 4ibilo koje s. Treba joS da

deflmsemo— brojeva j za koje vazi = < j< 5—3 2 u tri dela loop(q — 2), loop(q — 1), loop(q).

Za ovo koristimo specijalnu shemuza k = 3. Za neparne n/q gde je 7 = 6p + 3 definiSemo sledece:

c(1)= 3p+1 3p-2 3p-5 .. 1 2 5 3p—1,
o(2)= 3 9 15 6p+3 6p 6p—6 .. 6,
o(3)= 6p+2 6p-1. 6p—5 .. 3p+2 3p+4 3p+7 .. 6p+1,

aza parneggdeje ?’ZIE = 6p definisemo: .

c1)= 3p~-1 3p-4 3p-7 .. 2 1 4 3p-2,
c2)= 3 : 9 - 15 6p—3 6p 6p—6 .. 6,
o(3)= 6p—1 6p-4 6p—7 .. 3p+2 3p+1 3p+4 .. 6p — 2.

Postavljamo ‘cr(i) + ‘12;3. (3) -T udeo loop(q—3+i)zal<i<3.
3(n+1)
Za neparno proveravamo daje Mgs+q—2 T Mgs+q-1 + Mgseq = — 5, PAj€ Mgsyq + Mgy + Mysy3 +

ot Msiq T q(n; ) Zbog toga_;e k-suma koja potinje sa mgsyq Jednaka k(n+1)/2. Znajucida je

dgsi2i41 + dqs+il+2 =0za0<2l< q- 3idaje |dqs+i| <2z7:1<i< q—3,idasu |dqs+q_2| <3i
|dgs+q-2 + dgs+g-1] < 3. zakljuéujemo da je disc(m, k) < 3.

.y . ' 3(n+1) 1 .
Za parno-‘; izraunavamo da je Tge4q—2 + Mgsiqg-1 + Mgsiq = (n+) 1 522 0<s<p-—-1limgq2+
3(n+1) < < 1. k
Tgs+q-1 T nqs+q + zap < s < 2p = 1. Koriste¢i Lemu 8 sa vrednostima a = ; ib= 2

k(n+1) +1 .“ k(n+1)

2 2

dolazimo:do zakljucka da za bilo koje s, Z, 1Mgs+jeili - % ZnajuCidaje dgsi41 +
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dyssarez = 0idaje|dysizer| =22a0 < 21 < g —3,ipostoje |dgssgiz| < 3i|dgseq—z +

dgs+q-1}-< 3, zakljutujemo da je disc(m, k) < g (]
Sledeéa Teorema pokazuje da su moguca poboljSanja Teoreme 9 u slu¢ajevima kada je disc (35—) < 2.

Teorema 10. Neka je sun i k dati tako da je g = gcd(n, k) > 1 neparno. Tada vaii da je:
nk
disc(n, k) < disc(a,a)

Dokaz. Da bismo konstruisali permutaciju 7 € S,, koja zadovoljava ﬁslov daje disc(m k) < disc(-;i,s-)

" . o , k .o
potecemo sa permutacijom 7 € S, /4 gde je disc(t, k/q) = dlSC(%,;). lzratunademo vektor e =

(e1,€z, ..., €n/q) gde je €; = Tiyy/q — T; (i gde su indeksi uzeti po modulun/q). Neka je o =
(01,0, ..., 03/q) 8de je 6; = T14(i—1)k/q- Tada je o deo koji generide . DefiniSimo i kroz q delova na
slededi natin:

loop(1) = o, loop(2) = (i—n + 1) ‘1-o0, loop(3) = -2:;1 T+o,
|  (an 2 _an 2
loop(4) = (T + 1) *1—-0, loop(5)= " 1+g,...

Ukoliko sa a* obeleZimo vektor (a, —a, a, —q, ..., @) duZine g, a zatim-proverimo da d koje je izraunato

za permutaciju 7z ima oblik d = (e{, e, u EE); tada vazi da je disc(m, k) = disc(z, g). ]
. , a

Naredna Teorema daje netrivijalnu donju granicu kada su n i k uzajamno prosti brojevi.

Teorema 11. Neka su n, k dati tako da je gcd(n, k) = 1,n > 2k.Nekajen = ak +r,gdeje1 <r <
k — 1, ineka je s najmanji pozitivan ceo broj takav da je s = +1 (mod k). Tada je

k
. S5
B disc(n, k) 2 55

Dokaz. Nekaéza r_;eko b > 0imamo dajers = bk £ 1. Odavde je sn = ask +rs = (as + b)k + 1.
Tratimo donju granicu za disc(n, k) traieéi donju granicu za Z§-=s d;. Neka je permutacija 7 takva da je
m; = 1ipretpostavimo da je 1, px = n. Po3to je (as + b)k = F1(mod n), p + 1 elemenata

Ty, Ty 4k Ma42ks s M1 4pk = T €€ biti u as + b odvojenih skupova uzastopnih pozicija u rr. Zaklju€ujemo
daiz Z?;; dy4jx = n — 1zajedan od ovih skupova uzastopnih elemenata, recimo 7, 5,1, ..., T;
imamo da je: '

t g <Pl _k(-1)_k_ 1 k(sF1), k_ 1 sF1.
Zf=5d1 = as+b sn¥1 s s(sn3F1)_s Is(as+b)'

13
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Primetimo da zan > 2k, imamo da je a = 2. Tamo gde je rs = 1(mod k), imamo da je _+E

s+1 s+1
<
as+b 2s+1

agdejers =bk—1,imamodajeb = 1i

k-1 vao . t ) . .
- Posto je Zj=s d; celobrojna vrednost, imamo da je ZJ-:S ;2 ; odnosno, ZJ-:s ;2 H Stoga je

disc(m, k) = Py koristeéi se granicom postavijenom u Teoremi 1. m

Posledica 12. Neka su n i k dati tako da je k parno i n = +1(mod k). Tada je disc(n, k) = k/2.

Dokaz. Koristimo Teoremu 11 zajedno za Posledicom 6. m

< 1. U svakom slucaju, vaZida j Je -— l

——<1

Naredna Teorema za uzajamno proste n i k daje gornju granicu kojé je veoma visoka, ali koja pokazuje

da varijacija ne raste neograniceno sa povecanjem broja n. Navodimo Teoremu bez dokaza:
Teorema 13. Neka je k neparno i gcd(n, k) = 1. Tada je

disc(n,k) <k +6.
vaiii vi§§, za_' fiksirano k, pokazuje se dazan > ny (k) vazi

k
disc(n, k) < 3 +9.m

U radu [3] objavljene su vrednosti ekstremnih 3-suma zan < 20:

Tabela 1 — Vrednosti ekstremnih 3-suma iz rada [3]

Za izratunavanje ovih vrednosti koriéen je algoritam pretrage Permute [1) dizajniran iskljucivo za
izraéunavanj@e vrednosti za problem msum(n, 3). Algoritam u drvetu odlu¢ivanja rano prepoznaje da
deo permutacije nece zadovoljiti dati uslov i tu granu drveta odseca, ime se vreme potrebno za

pronalazenje resenja problema znatno sman;u;e

Kao prlprema 2a |zvrsavanje rekurzwne funkcue Permute(), ureduju se poletna tri elementa permutacije

tako da je ndhOV_a suma manja od zadate gornje granice MaxSum.

for all {a b, c} inSP do (SP je pocetna permutacija)
begin
if (a < ¢) and (eliminacija simetrije)
(b = n) and (fiksiranje jednog elementa)
(a + b + ¢ < MaxSum) then (provera uslova za MaxSum)

end
end

begm
- (X[0],X[1); X[2]) = (a,b,c); (dodela vrednosti za tri &lana permutacije X)
: unused = :i(%tl—) .(a + b + ¢); (izraunavanje zbira preostalih elemenata)

: Permute (X 3 n); (poz;v funkcije Permute za uredivanje preostalih elemenata)
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Bez smanjenja opStosti mogu se razmatrati samo permutacije kod kojih je drugi element n. Pored toga
mofZe se zahtevati da prvi element bude manji od treceg; time se pretraga za odredivanje msum(n, 3)
uproséava za faktor 2. Vrednosti MaxSum i unused su globalne promenljive koje ¢uvaju, redom,
vrednost msym(n, 3) za koju se trenutno vrsi pretraga u skupu S,,, i vrednost zbira elemenata koji jos
uvek nisu uredeni algoritmom.

Ulazni argumenti funkcije P'ermute()' su niz X i brojevi Lim, n. Elementi niza X sa indeksima od 0 do
Lim — 1 fiksirani su u tekucoj permutaciji, a preostali (neuredeni) elementi permutacije nalaze se na
pozicijama od Lim do n — 1. Kori$¢ene su slede¢e pomoéne funkcije:

- Check(X,n) koja proverava da li sume elemenata sa indeksima (n — 2,n — 1,0) i (n — 1,0,1)
zadovoljavaju uslov-da su manje od MaxSum.

- Process(X) koja ispisuje permutaciju sa ekstremnom k-sumom manjom od MaxSum.

- TheRestSmallEnough(X, Lim,n) koja proverava da li je prose¢na vrednost preostalih k-suma
manja ilijednaka od vrednosti MaxSum, odnosno da li je unused/(n — Lim) < MaxSum.

Algoritam Permute(X, Lim, n)
Ulaz: X (tekuda permutacija koja se ureduje)
Lim (indeks elementa koga treba varirati)
n (veli¢ina permutacije)
Izlaz: (spisak permutacija ko;a zadov/javaju zadate uslove)
begin :
if Lim =n — 1 then
(provera graniénih sluajeva)
| ifCheck(X,n) then
: Process(X);
else '
X =X;
PairSum = X[Lim — 2] + X[Lim — 1];
if PairSum < MaxSum then
forj = Limton —1
Swap(j,Lim, X);
if X[Lim] + PairSum > MaxSum then
continue;
else
(Provera da li je preostala suma dovoljno mala)
unused = unused — X[Lim];
if TheRestSmallEnough(X, Lim,n) then
Permute(X,Lim + 1,n);
unused = unused + X[Lim];
X X (regeneracua niza X)

énd;

Cinjenica da se za Lim = n — 1 ne proverava trojka (n — 2,n — 1,1) ne utie na taénost rezultata.
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3. Konkretne vrednosti granica za pojedine (n,k)

Kori§¢enjem rezultata iz rada [2] izraCunate su konkretne teorijske granice za minimalne k-varijacije
permutacijaiz S,; za 2 < k < 10, 3 < n < 100. U funkciji BoundariesGenerator() su implementirana

tvrdenja teorema navedenih u poglavlju 2. Funkcija kao ulazne argumente ima veliinu permutacije — n,

broj elemenata u sumi—

implementaciji Teoreme 5 i Teoreme 10 (videti poglavije 2).

Za zadati par (n, k) se primenom vise teorema dobija viSe gornjih granica za disc(n, k), od kojih se

uzima najmanja i upisuje na odgovarajuce mesto u matrici gornjih granica.

k i'matricu gornjih granica za disc(n, k) koja je ulazno-izlazni argument.
Izraunate vrednosti gornjih granica se upisuju u ovu matricu, dok se ova matrica, rekurzivno, koristi u

Prikazacemo funkcuu koja izra€unava donju teorijsku granicu — LowerBound_Calculate() i funkciju koja

izraCunava gornju teorijsku granicu ~ UpperBound_CalcuIate(). Takode, prikazacemo i poziv ove dve

funkcije koji se odvija u dvostrukoj petlji, ponik.

U prikazima ovih funkcija koriste se sledeée pomoéne funkcije

- AddNewElement(int[], int) koja ubacuje novi element na kraj prosledenog niza

- Min(int[]) koja odreduje minimum prosledenog niza

begln

else

end :

Algoritam LowerBound_Calculate(n, k)
Ulaz:: n {veli¢ina permutacije)
. k{duZinak — sume)
l2laz:. lowerBound (donja teorijska granica)

CAVK =k(n+ 1)/2;

~(Za donju granicu se proveravaju uslovi Teoreme 11)
.q = (nk);  (qje najveci zajednicki delilac)

"ifn > 2k AND q = 1then

forj:=1ton—1do

~else (Ukaliko nisu ispunjeni uslovi, donja granica je prosecna suma
. zaokruzena na vecu vrednost ili povecana za 1 ukoliko je ce/obro;na)
if(2- AvK)mod 2 = 0 then

~ lowerBound = AvK + 1;

r:=nmodk;
if (j-r)mod k =10R (j-r)mod k = k — 1 then

s = j; break; (pronadeno je s)
lowerBound := [AvK + k/2s];

lowerBound = [AvK];
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Algoritam UpperBound_Calculate(n, k)
Ulaz: n (veli¢ina permutacije)
k (duZina k — sume)
upperBoundsMadtrix [J[)(matrica gornjih teorijskih granica)
Izlaz: upperBoundsMatrix{][l(matrica gornjih teorijskih granica)
begin | '
AvK =k(n+ 1)/2;
if k = 1 then
{ Up/su1e se nuniz UpperBounds koji
sadrZi sve gornje granice dobijene koriS¢enjem Teorema-Slucaj k=1 i k=2 se koriste
redom u ispitivanju granica po Teoremi 10 i Teoremi 5)
AddNewElement(UpperBounds, n);
else
(Ispituju se uslovi preostalih Teorema)
(Teorema 2)
if k mod 2 <> 0 then
ifn = 2k then
AddNewElement(UpperBounds, |[AvK + 0.5));
else if n = 3k then
AddNewElement(UpperBounds, [AvK + 1]);
(Teorema 3) ‘ '
if k =2ANDn> 3then
AddNewElement(UpperBounds, |AvK + 1]);
(Teorema 4]
ifk=3ANDn 2 6 then
' AddNewElement(UpperBounds, |AvK + 2));
(Teorema 5)
minUpperBound = 100 - AvK;
forall {p,q}in F acto’rs(k) do (Factors(k) su svi parovi delilaca broja k)
(za sve parove p i q traZi se najmanja gornja granica u.matrici gornjih granica)

|fp(upperBoundsMatnx[q 1j[n -1] - 5@11—)) <

2
minUpperBound — AvK then
minUpperBound :=

AVK + p(upperBoundsMatrix[q — 1][n — 1) — <22,

AddNewE lement(UpperBounds, minUpperBound);
(Posledlca 6)
if k mod 2 = 0 then
AddNewElement(UpperBounds, |[AvK + k/ZJ)
(Teorema 7)
ifnmod k = 0 then
- ifkmod 2 = O then
AddNewElement(UpperBounds, [AvK + 1]);
else
‘ AddNewElement(UpperBounds, |AvK + 2]);

17



(Teorema 9)
if g > 1then
~ ifgmod 2 = 0then
AddNewElement(UpperBounds, |AverageK Sum + 2]);
else .

» AddNewElement(UpperBounds, |AverageKSum + 3.5]);
' (Teorema 10)
ifgmod 2 =1AND q > 1then :
UpperBounds,

NewElement - |
AddNewElemen upperBoundsMatrix E ~ 1] E - 1] - S * (—";-)] ’
(Teorema 13)
if k mod 2 <> 0 AND q = 1then

AddNewElement(UpperBounds, |AverageKSum + k + 6]);

(Rezultat se upisuje na odgovarajuce mesto u matrici)
AddN ewElement(upperBoundsM atrix[k — 1], Min(U pperBounds))
end

Obzirom da se ve¢ dobijene vrednosti koriste za dalje izratunavanje vrednosti teorijskih granica,
neophodno je, zbog'korié(:enja Teoreme 5 i Teoreme 10, izratunati i vrednostizak = 1,2.

Dobijeni su slededi rezultati, pnkazam u obliku odstupanja donje (DG) i gornje (GG) granice za disc(n, k),
kao irazlika lef*'GG DG.
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Tabela 2 — Izratunate vrednosti disc(n, k)
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4, Algoritam pretrage _
Prethodna tabela pokazuje da za neke parove (n, k) rezultati iz rada [2] ne odreduju taénu vrednost
minimalne k-varijacije permutacija iz S,,. Preostaje da se za Sto viSe parova (n, k) iz ove tabele odrede
tatne vrednosti disc(n, k) i msum(n, k). Zbog toga su uradene tri dorade osnovne verzije algoritma iz
rada [3]:

- pronalaZenje dobre pocetne permutacije na osnovu konstrukcija iz rada {2];
- modifikacijé potrebna da bi se mogao re3avati problem za proizvoljno k.
- modifikacija potrebna da bi se mogao regavati i simetri¢ni problem, tj. odredivanje disc(n, k);

1. Pronalaenije ,najpovolinije” potetne permutacije
Brzina izvrSavanja algoritma zavisi, pored ostalog, i od permutacije od koje se pocinje pretraga.
Teoreme iz rada [2] u svojim dokazima daju konstrukcije poletne permutacije u zavisnosti od
reda;permutacije ni veliine k. Neke od ovih konstrukcija implementira funkcija
StartPermutation(). Ukoliko sun i k uzajamno prosti brojevi, poc¢etna permutacija se kreira iz
jednog dela tako $to i-ti element iz uredenog skupa {1,2,3, ..., n} u po€etnoj permutaciji dobija
indeks (k - i)mod n. Za ovakvu konstrukciju je koris¢ena pomoc¢na funkcija
OneCyclePermutation(n, k). Ukoliko n i k nisu uzajamno prosti brojevi, a najveci zajednicki
delilacje paj'an broj, potetna permutacija se kreira prema konstrukciji iz dokaza Teoreme 9 uz
pomo¢ f@nkcije PermutationWithQ_Even(n, k). U ostalim sluajevima kori$¢ena je prosta
poletna permutacija do_bijena funkcijom SimplePermutation(n, k).

Algoritam StartPermutation(n, k, X)
Ulaz: n (veli¢ina permutacije)
k (broj elemenata k- sume)
lzlaz: X (pocetna permutacija)
begin
q = (nk); (qje najvecizajednicki delilac)
if q’= 1 then (gje NZDza NiK)
X = OneCyclePermutation(n, k);
else
' if (g mod 2 = 0) then
' X := PermutationWithQ_Even(n,k);
else
X = SimplePermutation(n,k);
end : :
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Pomocne fuhkcije OneCyclePermutation(n, k), PermutationWithQ_Even(n,k) i
SimplePermutation(n, k) su prikazane slede¢im pseudo kodovima:

Algoritam OneCyclePermutation{n, k)
Ulaz: n (velicina permutacije)
- k (broj elemenata k- sume)
izlaz: X (pocetna permutacija)
begin '
index = 0;
for i := 1'tondo
‘X[index] = i;
index = (index + k)mod n;

end

Algoritam PermutationWithQ_Even(n, k)
Ulaz: n (veli¢ina permutacije)
k (broj elemenata k- sume)
lzlaz: X (pocetna permutacija)
| begin
q = (n,k);
ifgmod 2 = 0 then

o = R _on_ 4
Slgma : (1,3,5, g l,q,q Z,q 4, ...,2),
‘else
i = RR_qr_32_ .
Slgma : (1,3,5, el 1, p 3 p 5.. ,2),

‘(popunjavaju se delovi 142/ i 2+21)
for [:=0to(q—2)/2do
| for i;=0to§—1do
. Xliq + 21} = Sigmali] + In/q;
Xlig + 1+ 21] = (n + 1) — (Sigmali] + %‘);

en,;d

Algoritam SimplePermutation(n, k)
Ulaz; n (velicina permutacije)

k (broj elemenata k- sume)
lzlaz: X (poletna permutacija)
begin ’

for i:=0ton—1do

X[i]=n—i
. (zamena elemenata na poziciiama 0i 1 niza X)

Swap(0,1,X);

end




2.

2.1

lzradunavanje vrednosti za proizvolino k

Ovo je bila nbajvec’a modifikacija algoritma, neophodna da bi se mogli obradivati parovi (n, k) ,
k > 3. Uz permutaciju elemenata pocetne (k — 1)-sume, uopsten je uslov iz rada [1] za rano
prepoznavanje da neka grana pretrage ne vodi prihvatljivoj permutaciji, uopsten je uslov

provere grani¢nog slucaja (na kraju permutacije), kao i uslov za eliminaciju simetrije. Zato su
uradene slede¢e promene:
U osnovnoj verziji algoritma, kao priprema za poziv funkcije Permute(), dovoljno je
uredivanje prva tri elementa —jedan je fiksiran, a preostala dva se biraju tako da je nulti
uvek manji od drugog ¢ime se eliminiSe pretraga simetri¢nih sluCajeva. Kao uopstenje, u
modifikovanom algoritmu se najpre izdvajaju sve kombinacije elementata duzine k iz skupa
{1,2...,7n} koje zadovoljavaju uslov da im je suma manja od vrednosti MaxSum. U definiciji
rekurzivne funkcije ExtractStartElements() koja realizuje ovo izdvajanje kombinacija,
koricéene su sledeée pomocne funkcije:
: = Length(X) koja vraca broj elemenata u listi X
= Sum(X) koja vra¢a sumu svih elemenata u listi X
* AddNewElement(X,a) koja u listu X dodaje element a na kraj liste
* RemoveElement(X,a) koja iz liste X briSe element a
» InsertinCollection(AllX, X) koja u kolekciju lista dodaje novu listu na pocetak

Algoritam ExtractStartElements( X, n, k, currentStartElements, currentXElement)
Ulaz:! X (permutacija)
' n (veli¢ina permutacije)
-k (broj elemenata k — sume)
- currentStartElements (pomocéni niz elemenata permutacue)
currentXElement (indeks tekuceg elementa niza X)
1zlaz: AllS tartE lements (kolekcija svih kombinacija pocetnih elemenata za permutacije)
begin
Cif L"ength(currentStartElements) k — 1 then(odabrano je k-1 elemenata)
|f (Sum(currentStartElements) + X[0] < MaxSum) and
(Sum(currentStartElements) + X[0] = MinSum) then
(ukoliko je suma tekuce k-torke unutar intervala [MinSum,MaxSum],
k-torka QpOsi_‘aje kandidat za pocetak pocetne premutacije)
InsertinCollection(AllStartElements, currentStartElements)
else ' '
return;
else ’
. (uzima se slededi element iz niza X)
fori := currentXElement + 1ton — 1 :
AddNewElement (currentStartElements, X[i]);
Extract$ tartElements(X,n, k, currentStartElements, i),
RemoveElement(currentStartElements, X[i]);
return,
end :

2.2. Funkcijé ExtractStartElements() se zavrSava posto su sve kombinacije koje zadovoljavaju

odgovarajuce uslove smestene u kolekciju AllStartElements i to tako da se na poslednjem
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mestu ove kolekcije nalazi kombinacija sa nizom elemenata &iji raspored odgovara
raspbre’du elemenata u permutaciji X za i = 1,2, ... k — 1. Svaka permutacija svake od
konibinacija iz kolekcije AlStartElements se moze koristiti kao koren stabla pretrage.
Pretraga potinje upravo od poslednje po indeksu kombinacije iz kolekcije AliStartElements i
to sa permutacijom ove kombinacije Ciji raspored elemenata odgovara permutaciji X za

i = 1,2,..k — 1. Na taj nadin, zapravo, pretraga zapotinje od pocetne permutacije X koja je
kreirana u koraku 1.

Ova'i naredne permutacije se kreiraju pozivom funkcije PermuteStart() koja ureduje prvih k
elerhen‘ata izuzev fiksiranog. U ovom postupku se uofava sli¢nost sa osnovnim algoritmom i
delom gde se vr3i pripréma za poziv funkcije Permute().-Kao ulazni argumenti u funkciju
PermuteStart() prosleduju se n, k, tekuca pofetna permutacija X u kojoj su na prvih k
pozicija postavijeni elementi tekuée kombinacije iz AllStartElements kolekcije, vrednost za
promenljivu current sa pocetnom vrednoscéu 1 ¢ime se fiksira prvi element.

- Algoritam PermuteStart( X, n, k, current)
" Ulaz: X (permutacija)
n (veli¢ina permutacije)
k (broj elemenata k-sume)
: current (pomocna promenljiva - brojac)
 begin , ,
if current = k — 2 then
(pocetni deo permutacije spreman — postavljena je prvih k-1
elemenata na svoje mesto, moZe se nastaviti dalje)
PermuteRest(X, k,n);
else:
forj := currentto k — 2
Swap(j, current, X),; :
PermuteStart(X,n, k, current + 1),
Swap(j, current, X);
return;

? eﬁd

Poziv funkeija ExtraétS tartElements() i PermuteStart() jé implementiran u funkciji
Permute() koju predstavljamo sledecim pseudo kodom:
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Algoritam Permute(X, n, k)
Ulaz: X (permutacija)
n (velicina permutacije)
k (broj elemenata k-sume)
begin -
{Izvriava se funkcija ExtractStartElements gde je X niz koji predstavija pocetnu
permutaciju, a currentStartElements u poCetku prazan niz u koji ¢e tokom izvrsenja ove
funkcije biti smestano k-1 elemenata)
AllStartElements = ExtractStartElements(X, n, k, currentStartElements, 0);
for { := Length(AllStartElements) down to 1
(Prvih k-1 elemenata niza X postaju elementi iz tekuce kombinacije skupa
AllStartElements zamenom mesta odgovarajucih elemenata u nizu X)
forj:==0tok—1
Swap(j + 1, IndexOf (AliStartElementslil{j], X), X);
PermuteStart(X,n, k,1);

end

Nakon postavljanja prvih k — 1 elemenata na odgovarajuce mesto, poziva se funkcija
PermuteRestf() koja je sli¢na funkciji Permute() iz osnovne verzije algoritma. Razlika postoji u
uslovu u kojoj se eliminide simetrija gde se, umesto uporedivanja elemenata X[0] i X[2],
uporeduju elementi X[1] i X[k — 1}, dok je element X[0] fiksiran. Takode, uopsten je i uslov za
rano prepoznavanje da se od tekuéeg ¢vora u stablu pretrage ne moze dobiti dobra permutacija.
Uop3teni uslov u funkciji PermuteRest() opisan je sledec¢im pseudo kodom:

unused := unused — X[Lim]; (Lim je indeks poslednjeg uredenog elementa
u postupku dobijanja traZene permutacije)
if (n—Lim + (k —2))-MaxSum >
k- unused + ¥¥1(i - X[Lim — (k — (i + 1))] + (k — i) X[i — 1]) then
. PermuteRest(X,Lim + 1,n); o
unused = unused + X[Lim];

Na sl:iéan' nacin je uopsten i uslov koji se koristi u funkciji koja proverava grani¢ne slucajeve
zak > 3.

IzraCunavanie vredri_ostirdisc(n, k) - simetrini problem

Kako: bi isti algoritam sluZio i za izraCunavanje vrednosti disc(n, k) za simetricni problem, koristi
se jo§ jedna globalna prbmenljiva ~ MinSum. Ne sme postojati k-suma &ija je vrednost manja od
vrednosti MinSum. Tako, ukoliko je MinSum = 0, re$ava se asimetri¢ni problem, a ukoliko je
MinSum = AverageSum — (MaxSum — AverageSum), relava se simetri¢ni problem.
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5. Rezultati dobijeni pretragom i njhbva uopstenja
Primenom modiﬁkovanog algoritma pretrage izratunate su vrednosti minimalne k-varijacije disc(n, k),
odnosno ekstremalne vrednosti k-suma msum(n, k) za3 < k < 10, i $to je moguce vece n. Prilikom
pretrage su kori$éene teorijske granicé iz Tabele 2 i to tako Sto se za vrednosti pofevsi od donje granice
proverava da li postoji permutacija sa zadatom k-varijacijom, odnosno ekstremnom k-sumom.

Od izvr3avanja algoritma zan' = n + 1 se odustaje ukoliko je izvr§avanje algoritma za tekuée n imalo
vise od 10! premestanja elemenata (1012 premestanja na procesoru Intel CPU T2050 na 1.6GHz je
priblizno 48 sati izvr¥avanja) ili ukoliko je razlika u vremenu izralunavanja disc(n — 2, k) i disc(n —
1, k) veca od 10 sati.

U nastavku ée za:k = 3,4, ...,10 najpre biti tabelom i dijagramom prikazane dobijene vrednosti

disc(n, k) imsum’(n, k) (na dijagramima se prikazuju i teorijske granice). Dobijeni rezultati se
analiziraju; u nekim slu¢ajevima se postavljaju hipoteze o tacnim vrednostima disc(n, k), msum'(n, k),
i zatim dokazuju te hipoteze. Sve Teoreme i Hipoteze sa rednim brojem ve¢im od 25 su navedene u
poglavlju’5.2.

Slucajevi u kojima je msum’(n, k) < disc(n, k) su oznaceni bojenjem vece vrednosti disc(n, k)
crvenom bojom. '
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5.1.  Rezultati dobijeni pretragom

U ovom odeljku navode se rezultati dobijeni pretragom i teorijski rezultati koji ih uopstavaju, a
jednostavna su posledica teorema iz rada [2].

Vrednosti zak = 3
Dobijene vrednosti su prikazane u sledecoj tabeli i na grafiku:

Tabela 3. Dobijene vrednosti msum’(n, 3) = disc(n,3),4 < n < 38

- Dobijene vrednosti za simetricni i asimetricni problem - K=3
s.g : - e=g==Donja *
7.5 : teorijska
Z granica
= 6.
8 &6
§ 5.5 w=fil=Gornja
3 42 . j teorijska
-] b : i
14 4 - - granica
% 3.3 '
8 25 b= disc(n,3)
2
1.5
1
0.5
o F+———+—+—r—+"rirr———r———r T
456 789 10111213141516171819202N12223242526272829303132333435363738

Slika 3. Dobijene vrednosti msum’(n, 3) = disc(n,3),4 <n < 38

Za dobijene Vred}\osii vati da je msum’(n 3) = disc(n,3),4 < n < 38. U tabeliina grafiku su
prikazane vrednostl za4<n< 38 zato $to su to vrednosti n za koje je izratunato msum'(n, 3)2.
Koris¢enjem tvrdenja Teoreme 27, za vrednosti disc(3m + 1,3), dlsc(3m +2,3) idisc(6m,3),m =2
imamo da Je

2 . n=1(mod 2)

1.5, n = 0(mod 2) n>6n#*ém+3

dlsc(n 3)= {

Vrednosti diSc(Sm + 3,3),m > 0 su dobijene pretragom do n = 33. Na osnovu dobijenih rezultata
postavljena je Hi_boteza 28 prenia kojoj je disc(6ém + 3,3) = 2.

Vrednosti diSc(n, 3),n <612a (h, =1 su dobijene pretragom.

Specijalno, za n= 15 dobuena vrednost se.ne nalazn na gornjoj gramcn koju postavlja tvrdenje Teoreme
4. JedmOJe u sIucaJu n=15 moguce napraviti: permutaciju 7 u kojoj je disc(m, 3) = 1. Razlog ove

2 Ove vrednosti su‘objavljene na Interaktivnoj enciklopeciji celobrojnih brojeva (OEIS).
http://www.research.att.com/~njas/sequences/index.html?q=A066385&language=english
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specifi¢nosti se nalazi u odabiru permutacije kakav, prema tvrdenju i dokazu Teoreme 4 nije moguce
napraviti za slu¢ajeve n > 15. Odabirom da je

d=((1,-22,-21)3%
dobija se da sve 3-sume uzimaju vrednosti iz skupa {x — 1, x, x + 1}. Zato je disc(15,3) = 1.
Sa druge strane, :koriééenjem tvrdenja _Teoremé 29 imamo da je msumf (2m,3) =3/2,m = 3.

Vrednosti msum’(2m + 1,3) su dobijene pretragom don = 37. Prema dobijenim vrednostima
postavljena je Hipoteza 30 prema kojoj je msum'(2m + 1,3) = 2.
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Vrednosti disc(n.4) i msum'(n.4)
Dobijene vrednosti su prikazane u sledecoj tabeli i na grafiku:

n |
disc(n,4)

msum’(n,4) 1
otemmniln

n
IR 2 [ 22112
Tabela 4 — Dobijene vrednosti za disc(n,4),5 < n < 57 i vrednosti zamsum'(n,4),5 < n < 18

Dobijene vrednosti za simetricni i asimetricni problem - K=4
25 ' : -

== Donja teorijska
granica «

=il GoOrnja teorijska
granica

iy Rezultati
asimetriénog
problema

Dobijene vrednosti

gy Rezultati
simetri¢nog
problema

0.5 Il T T L— v’ —T T T T T T T T —r T T
5:7 19 1 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57
c L - N
Siika 4 - Dobijene vrednosti za disc(n,4),5 < n < 57 i vrednosti za msum'(n,4),5 <n < 18

Najpre cemo razénofriti vreciinbsti disc(n,4).

Teorema;14.;fNel§<a jé n= 4_7ri,1r_1 > 1.Tadajedisc(n,4) = 1.

Dokaz. Kori§éenjém5tvrdenjéTebreme 7 imamo da je disc(4m,4) =1. m
Teorema 15. Neka je n = 2?n+ 1,m > 4. Tada je disc(n,4) = 2,

Dokaz. Kori§§enjém§tvrdenja Posledice 12 imamo da je disc(2m+ 1,4) = 2.

Vrednosti za dlsc(4m + 2,4) su dobijene_bretragom don = 54. Prema dobijenim vrednostima
postavljena je Hipoteza 31 prema kojoj je disc(4m + 2,4) = 2.

Dalje éemo razmotriti vrednosti msum’ (n, 4).

Teorema 16. Neka je n = 4m, m > 1. Tada je msum’(n, 4) = 1.
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Dokaz. Koris¢enjem tvrdenja Teoreme 7, zan = 4m imamo da je msum’'(n,4) < disc(n,4) =1, te je

msum'(n,4) =1.m

Vrednosti msum’(2m + 1,4),m = 2 su dobijene pretragom do 2m + 1 < 17 i prema dobijenim
vrednostima imamo da je msum'(2m + 1) = 2,2m+1<17.

Kori$¢enjem tvrdenja Teoreme 32 imamo da je msum’(4m + 2,4) = 1,m > 1.
Dobijene vred nosti za msum’(n,4) se mogu prikazati i sledeé¢im izrazom:

R n = 1(mod 2)
msum'(n,4) = {1'- n = 0(mod 2Y n<18

30



it N R

Vrednosti disc( n 5)imsum’'(n.5)

Dobijene vrednosti su prikazane u sledecoj tabeli i na grafiku:

od Bt il s

ARG RYIN2.5) 1 ]1.5] 2 [0.5] 3 |1.5] 2 |2.5] 1 |2.5] 2 [1.5) 3 |1.5] 3 |1.5] 2 |2.5] 1 |2.5] 2 |1.5

PITCRON 3 (153 (152 [2.5] 1 [25] 2 |

msum'(n,S) 1 1. 210.5] 3 11.5[ 2 ]2.5] 1 ]2.5] 2 |1.5]

Tabela 5 — Dobijene vrednosti za disc(n, S), 6 < n < 37 ivrednostizamsum’'(n,5),5<n <18

Dobijene vrednosti za simetricni i asimetricni problem - K=5

gume DOnNj2

teorijska

granica

==iii== Gornja

teorijska

granica

obijene vrednosti
>

Rezultati

A &

: : _
05 22 — ¥

0 +———r— T ———r————

T T T T Y

T T T

56 7 8 9 1011121314 15 1617181920212223242526272829303132333435363738

Sllka 5 Dobuene vrednostl za dlsc(n 5),6 < n < 37 ivrednosti zamsum’(n,5),5 <n < 18

anecujemo da je dzsc(n 5) - msum'(n, 5) 6<n<18.

Posmatrac’emo sfamo vrednosti disc(n, 5).

Vrednosti za n E {6,'8,9} su dobijene pretragom dok nam vrednost za Sluéaj n = 10 daje Teorema 2.

Ostale vrednbsti %kojé su dobijene prétragom don = 37 se mogu svrstatiu 5 grupa:

3,
disc(n, 5) =12,

\1,

n=5(2m+1)t+4
15 n=5Qm+1)+3

n=5Cm+1)+2 m>0
25 n=52m+1)+1

n=5C2m+1) -

Dakle, u slucajevnma kada je (n 5 =1 vrednosti se nalaze na donjoj gramcn koju postavlja Teorema 11
dok se u SIUCBJU n 5(2m + 1) m > 0 vrednosti nalaze na donjoj gramcu koju predstavlja prosetna 5-

suma uvecana za 1..

Kori$¢enjem fvrdenjé Teorehe 33 imamo da je disc(10m, 5) = msum'(10m,5) = g,m > 1.
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Za slucaj k = 5 moze se primetiti i veoma varijabilna brzina izra¢unavanja vrednosti u zavisnosti od reda
permutacije..Obzirom da se dobijena vrednost gotovo uvek nalazila na donjoj granici, brzina
izratunavanja je u jakoj sprezi sa ,blizinom” pogetne permutacije od permutacije koja predstavlja
konacni rezultat. Tako, na primer, zan = 36 u 36 premestanja je izratunavanje zavrieno, dok zan = 37
trazena vrednost je pronadena tek nakon 102 premestanja elemenata.
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Vrednosti disc(n, 6) i msum'(n, 6)

Dobijene vrednosti su prikazane u sledecoj tabeli i na grafiku:

Tabela 6 ~ Dobijene vrednosti za disc(n,6),7 <n < 39ivrednostizamsum'(n,6),7<n<18ik=6

3.5

[ad
tn
'

Dobijene vrednosti za simetricni i asimetri¢ni problem - K=6

g Donja teorijska
granica

=== Gornja teorijska
granica

e Rezultati

Dobijene vrednosti
N
1

15

1 4

05 +—+—7—r—r——"Trr——Trr—— T
6:7 8 91011121314 151617 1819 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38

asimetri¢nog
problema

wengreen Rz UL
simetritnog
problema

Najpre c'émo% raz;nofriti vre&nosii disc(n, ‘6). |

Teorema_17.§E Neli<a jen =6m,m = 1.Tada je disc(n, 6) = 1.

Dokaz. Kori§éenjém5tvrdenjfa;Teoreme 7 imamo da je disc(n,6)=1. m

Teorema 18.:Neli<a jé n=6m+1ilin=6m+5,n > 12. Tada je disc(n, 6) = 3.
Dokaz. Kériééﬁenjém&vrdenj; Po‘:sledi_cel 12 imamo da je disc(n, 6) = g = 3.
Zaslutajn = 6m +3,m> O,_tVrdenje_ Te.oreme 34 pokazuje da je disc(n, 6) = 1.
Ostale vrednosti ?za disc(n, 6) su dobijene pret_ragom don = 39.

Dalje ¢emo r?zm?tri;i vrednosti ‘msum’(r.t, 6).

Teorema 19. Neka je n = 6m,m > 1. Tada je msum'(n, 6) = 1.

Slika§6 ~ Dobijene vrednostiza disc(n, 6),7 < n < 39 ivrednostiza msum'(n,6),7 <n<18ik=6

Dokaz. Koriééenjzem:tvrdenja Teoreme 7 imamo da je msum'(n, 6) < disc(n,6) = 1,te je

msum'(n,6) =1m
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Zasluéajeven = 6m+2in = 6m + 4,n > 10, prema tvrdenju Teoreme 35 imamo da je
msum’(n, 6) = 1. ' ‘

Prema tvrdenju Posledice 36 imamo da je msum’(6m + 3,6) = 1,m-> 0.

Za preostala dva'sluéaja,n = 6m + 1in = 6m + 5, vrednosti su dobijene pretragom don = 17.

34



Vrednosti disc(n,7) i msum'(n,7)

Dobijene vrednosti su prikazane u sledecoj tabeli i na grafiku:

n |
IR G ON 3 5| 1 1.5 2 1.5| 3 |0.5{ 4 {1.5] 2 |2.5{ 2 {3.5{ 1 |3.5] 2 |25} 2 15| 4 [35
TSGR 3 5) 1 (15| 2 [1.5] 3 |0.5] 4 |15 2
disc(n,7) ENIRIW)

Tabela 7 —Dobijene vrednosti za disc(n,7),8 < n < 31ivrednostizamsum'(n,7),8 <n<17ik=7

Dobijene vrednosti za simetricni i asimetricni problem - K=7

12 — ’ . amet=mDonja teorijska
11 - : - - granica

8 el Gornja teorijska
7 - granica

Dobijene vrednosti
(=2}

g Re2ultati

N——

i VI 5
A ¥ : : A:
25 T \ ./ \

0 - T v—“ 1* T T T T T T T T T T T T T al
7:8:9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
N : N ’ :
Slika§7—Dobijene vrednosti za disc(n,7),8 < n < 31ivrednostizamsum’'(n,7),8 <n<17ik=7

Primec’ujemd da je disc(n, 7) =msum’'(n,7), 8<n < 17.

Posmatra{ée@o samo vredné:sii disc(ﬁ; . |

Kori¥¢enjem itvrd%enjia Teoreme 37 imamo‘da jedisc(14m,7) = msuﬁf(14m, 7) = %, m> 1.
Vrednost; za éprefé)stale sluééje\/é su dobijen_e pretragom don = 31.

U slu¢ajevima zan > 14, kada se za postavljanje donje teorijske granice koristi tvrdenje Teoreme 11,
dobijene vredno$ti su uvek jednake donjoj teorijskoj granici. Nasuprot tome, vrednosti su znatno manje
od gornje teorijske granice koju postavija tvrdenje Teoreme 13.
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Vrednosti disc(n, 8) i msum'(n, 8)
Dobijene vrednosti su prikazane u sledecoj tabeli i na grafiku:

disc(n,8)

msum’(n, 8)
n
disc(n,8)

Tabela 8 — Dobijene vrednosti za disc(n,8),9 < n < 33 ivrednostizamsum'(n,8),9<n<18ik=8

:Dobijene vrednosti za simetricni i asimetri¢ni problem - K=8

=== Donja teorijska
granica

e=fue Gornja teorijska
granica

mmmppee Rezultati
asimetriénog
problema

Dobijene vrednosti

b Rez Ut At
simetri¢nog
problema

SRAAREAA

0.5 —_— T T T

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34

S‘i»lika%S - Dfobijgene vredné#ti_za disc(n,8),9 < n < 33 ivrednostizamsum’(n,8),9<n<18ik=8
Najpre c’émo? razrf'not;riti vrednos_ti disc(n, 8).

Teorema 20. Neka je n = 8m,m > 1.Tada je disc(n, 8) = 1.

Dokaz. Kbri§&enjém itvrdenja Teoreme 7 imamo dajedisc(n,8) = 1. m

Teorema,:21.: Nel_%{a jen= 8;rp+' 1ili n= Sm +7,n> 16.Tada je di.;sc(n, 8) =4.

= 4.

N

Dokaz. Koriééenjém tvrdenja Posledice 12 imamo da je disc(n,8) =

Za preostale slucajeve vrednostl su dobuene pretragomdon = 33 Specualno, prema dobijenim
vrednostima za slucajeve n=8m+3in=8m+5,n> 16 koje se nalaze na granici koju nam daje
Teorema 11 (dlsc(n, 8) = 2), formirana je Hipoteza 38.

Dalje ¢emo razmotriti vrednoSti msum’(n, 8).

Teoremalzz.iNeka jen =8m,m = 1.Tada je msum'(n,8) = 1.
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Dokaz. Koriééenjem tvrdenja Teoreme 7 imamo da je msum’'(n, 8) < disc(n,8) = 1, teje
msum'(n,8)=1m

Za sluajeven = 8m + 2in = 8m + 6, m > 0 prema tvrdenju Teoreme 39 imamo da je
msum'(n,8) = 1.

Vrednosti za ostale slutajeve su dobijene pretragom don = 18.
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Vrednosti disc(n, 9) i msum’'(n,9)
Dobijene vrednosti su prikazane u siedecoj tabeli i na grafiku:

n

disc(n,9)

msum'(n,9)
Tabela 9 - Dobijene vrednostiza disc(n,9),10 < n < 23 ivrednostizamsum'(n,9),10 <n<18ik=9

Dobijene vrednosti za simetri¢ni i asimetricni problem - K=9
15 —
14 - L
13 \ [\ ] \ ]
1 \ || \ I \ ] —o—Donj.a teorijska
11 ‘ ’ ‘ I ‘ ’ granica
Z 10 \ ] | W | ] | W
g, \ ] | | | I | |
? \ ] ] ] ]
> ; » \ ]/ \ ] . [ \ 7 —.—Gorn.ja teorijska «
5 6 \] \ ] ] \ ] granica
g . RV | \/ \/
A T y - A |
oL\ N N\ M/ \ ~ == Reuultati
1 )\ — ‘\/ ‘
0 T - T ™~ T
9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
: : , N ,

Sli;ka 9— Dc;bijéne vrednostiza disc(n,9),10 < n < 23 i vrednostiza m;sum’(n, 9),10<n<18ik=9
Primeéujémc; da je c?isc(n, 9)>=> msum’'(n,9), 10 <n < 18.

Posmatracemo s;mo vrednosti disc(n,9).

Koriséenjem ivrdenj;\ Teoreh;e 40 imamo da je disc(18m,9) = msufn’(18m, 9) = %, m> 1,

Vrednosti za :preostale sluéajevé su dobije_ne pretragom do n = 23 za simetri¢an problemidon = 18 za

asimetri¢an problem.

U sIuéajeViméa zan > 18, kada se za postévljanje donje teorijske granice koristi tvrdenje Teoreme 11,
dobijene vrednosti za disc(n, 9) su uvek jednake donjoj teorijskoj granici. Nasuprot tome, vrednosti su
znatno manje od gornje teorijske granice koju postavlja tvrdenje Teoreme 13.
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Vrednosti disc(n, 10) i msum'(n. 10)
Dobijene vrednosti su prikazane u sledecoj tabeli i na grafiku:

n

disc(n,10)

‘_ msum’(n, 10) .
Tabela 10 ~ Dobijene vrednosti za disc(n, 10),11 < n < 18 i vrednosti za msum’(n,10),11 < n < 18

Dobijene vrednosti za simetricni i asimetricni problem- K=10
5.5 -

5 A - A wg==s Donja teorijska
45 : ] \ / \ granica
4 : : :
/ \ ==fl=e Gornja teorijska

granica

25 . \\ e Rezultati

. _ : \V ( y \ asimetri¢nog
2
s A ZAN et
1 ‘ V ng \ v / ¢ \ simetritnog
16

Dobijene vrednosti

: : problema
0.5 2 T ™ T -

0 . 11 12 0 .13 14 15

a7 18 19

2

Sliké 10 éooéijene vréjdnos:ti za disc(n,10),11 < n < 18 i vrednosti za msum’(n,10),11 < n < 18
Najpre éemoi raz;noériti vre&hosti disc(n,10).
Teorema 23.;Nel,:<a jen =10m,m = 1. Tada je disc(n,10) = 1.
Dokaz. Koriéc’enj;em itvrdenfa Teorerﬁe 7 imamb da je disc(n, 10) = 1 [ |
TeorematZ4.§Nel?<a jen= 10;77:1 +1ilin = 10m +9,n > 20. Tada je :disc(n, 10) = 5.
Dokaz. Kori§éenj§mftvrdenja_Posledice 12 imamo da je disc(n, 10) = 170 = 5.
Dalje éemo razmbtrifi vredn:o.s'ti -koje‘sﬁ dobijene za problem msum’(n, 10).
Teorema 25. Neka je n = 10m, m = 1. Tada je msum’(n, 10) = 1.

Dokaz. Kori§éenjem;tvrdenja-Teoreme 7 imamo da je msum'(n, 10) < disc(n,10) = 1, te je
msum’(n,10) =1 m

Za preostale Sluééjeve vrednosti su dobijene pretragom do n = 18 za oba problema.

Mali broj dobijenih vrednost je posledica velikog broja premestanja elemenata vec za slu¢ajn = 19 gde
trazena vrednosti nije dobiena ni u 1012 premestanja.
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5.2. Novedonjeigornje granice
Rezultati iz prethodnog odeljka sugeriSu neka moguca uop3tenja. Neka od tih tvrdenja dokazuju se u
ovom odeljku. Neka-od preostalih formulisana su kao hipoteze.

Teorema 26.2a n > 2k je disc(n, k) = msum'(n, k) > %

Dokaz. Ukolikojé k =2m.m > 1, ondaje i Avg(n, k) ceo broj. Tada je msum'(n,2m) > 1, te za ovaj
slucaj broja k vazi tvrdenje Teoreme.

Razmotrimo dalje slu¢ajk = 2m — 1,m > 1. Pretpostavimo da postoji permutacija 7 koja zadovoljava

da je msum'(m, k) = ; Pretpostavimo da je k-suma permutacije 7 jednaka:
1
Ty + 7y + 1y + -+ Mg = Avg(n, k) +§
Naredne uzastopne k-sume uzimaju naizmeniéno vrednosti iz skupa {Avg(n, k)— %,Avg(n, k) + %}
Zbog toga, néophodhoje da raspored elemenata u permutaciji T zapocinje na sledeéi nadin:
g, Ty, gy ey W—q; Mg — 1, m+1,m, -1, v gy + 1, mpq — 1

Ukoliko lskorlstlmo Cinjenicu da permutacija nema ponavljanja elemenata, ovde dolazimo do
kontradlkcue, jer bi naredni element morao da bude my — 1+ 1 = m, Sto je nemoguce. Odatle vaii
tvrdenje Teoreme n

Teorema 27.'Neka jen # 6m+3in> 6.Tada vai:

n = 1(mod 2)
disc(n,3) = {1 5, n=0(mod2)

Dokaz. Analizu c’_-emo podeliti u tri slucaja.

Sluéain = 6m m > 2 Konscenjem tvrdenja Teoreme 26 pokazujemo da je disc(n, 3) > . Sa druge

strane, korlscenjem tvrdenja Teoreme 4 imamo da je disc(n,3) < 2 a posto za n parno vaii da

disc(n,3) ne moze biti celqbroma vrednost, vaZi da je disc(n,3) = E‘ :

Sluéajn = 6m + lin=6m+5m>1. Uovom sluaju n je neparno i vazida je gcd(n, k) = 1.

Koris¢enjem E’tvrcfenjé Teoreme 4 i Teoreme 11 imamo da je% < disc(n, 3) < 2. Kada je n neparno,

prosec¢na suma jé celobrojna te je disc(n,3) = 2.

Sluégin = 6m -|: 2 i;n = 6m + 4, m > 1. U ovom slucaju nje parno i vaZi da je gcd(n, k) = 1.

Kori§c’enjém tvrdenja Teoreme 4 i Teoreme 11 imamo da j je < disc(n, 3) < 2. Kada je n parno,

proseéna: suma nue celobroma te jedisc(n, 3) =

Analizom prethodnih sluéajeva dokazana je Teorema. [
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Hipoteza 28. Neka je n = 6m + 3,m > 2. Tada je disc(n, 3) = 2.
Teorema29. Neka je n = 2m, m > 3. Tada je msum'(n,3) = 3/2.

Dokaz. Koristeci tvrdenje Teoreme 26 u sprezi sa tvrdenjem Teoreme 27, imamo da je

é < msum'(2m,3) < disc(2m,3) = %,m > 3, odakle sledi tvrdenje Teoreme.m

Hipoteza 30.:Neka jen= Zm‘+ 1,n > 15. Tad‘a je msum'(n,3) = 2.

Hipoteza 31.3Nel§<a jen= 4m +2,m = 2. Tada je disc(n, 4) = 2.

Teorema 32.:Neka jen=4m+2, m > 1. vaiida je msum'(n,4) = 1.

Dokaz. Odabirom daje
d=((1,-1)?™"1,—2m,2m,-1,1)

dobija se da je, ukoliko je my + m, + m3 + My = X, niz k-suma sledeci:
(x,(x+1,x)"™ L x - 2mx,x+ 1)

Ukoliko se oQako dobijene k-sume saberuy, i to izjednaci sa 4n(n + 1)/2 dobija se da je

4x +1 —‘ 2m+ (2m-1)(2x + 1) = 2(4m + 2)(4m + 3)

Odavde je x = 8m + 6 §to je prose¢na vrednost k-suma za permutaciju reda 4m + 2, te je i
msum(n; 4) = Avg(n,4) + 1. m

Teorema:33. Neka jen = 10m, m > 1.Tada va%i da je disc(n,5) = msum'(n,5) = %

Dokaz. Kori$¢enjem tvrdenja Teoreme 26 u sprezi sa tvrdenjem Teoreme 7 imamo da je% <

msum'(n, 5) < disc(n, 5) < 2. Zan parno imamo da disc(n, 5) i msum'(n, 5) ne moZe biti ceo broj te

jedisc(n, 5);= msum’(n,5) = % [
Teorema 34.2Neka jé n = 6m +3,m > 0. Tada vaii da je disc(n, 6) = .1.
Dokaz. Odab.'irorh da je
- d = ((-2,2)3™3,(-1,1,-1)3,2,-2,2)
dobija se da je, u;koli:ko jemy +my; + 3 + ﬁ,; + g + Mg = X, Niz k-sﬁm_a slededi:
o j(#,(xf-Z,x)3m‘3,x—1,%,x—1,x—2,x—1,x—2,x,x—2)
Ukoliko se oyakq dobijene k-sume sabéru, | to izjednadi sa 6n(n + 1)/2 dobija se da je

9x — 9 + (3m — 3)(2x — 2) = 3(6m + 3)(6m + 4)
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Odavde je x — 1 = 3(6m + 4) $to je prosetna vrednost k-suma za permutaciju reda 6m + 3, pa je i
disc(n,6)=1.m

Teorema 35.. Nekajen = 6m+ 2ilin = 6m + 4 ineka je n > 10. Tada je msum'(n, 6) = 1.

Dokaz. Dokaz ¢emo podeliti u dva dela. U oba Sluéaja imamo da je gcd(n, 6) = 2, te trazenu permutaciju
mozemo konstruisati od 2 dela (loop(i),i = 1,2).

Pretpostavimo dé jen = 6m + 2. Uzmimo da je:
f(loop(1)) = ((-m, —m,2m + )™, —m),

f(loop(2)) = ((m,m,~(2m + 1))",m)

Ukoliko ﬁksihamd prvi element prvog dela permutacije bude m,, a prvi element drugog dela bude 7,
imamo daje:

loop(1) = (momg —m, g —2m, My + L,y + 1 —m, ..., my + m),
loop(2) = (my,my +m,my + 2m,my — 1,1y — 14+ m,...,my — M)
Ukoliko dalje pos;ma;tramo ve’ktqr d koristeci elemente iz dva dobijena dela, imamo:
' d = ((1,-1)3™,-3m,3m)
Odakle vazi da je: msum’(6m. +2,6) = 1, te je prvi deo Teoreme dokaian.
Pretpostavirﬁo, dalje, dajen = 6m + 4. Uzmimo da je:
f f(loop(l)) =(m+1,m+1,-Cm+1)"m+1,-2m+ 1)),
f(loop(2)) = ((—(m + 1), ~(m + 1), 2m + 1)™, —(m + 1), 2m + 1)

Ukoliko fiksiramo prvi element prvog dela permutacije bude m,, a prvi element drugog dela bude m;
imamo da je:

loop(1) = (mome + m+ Lmg+2(m+ Do+ Lmg + 14+ m+1,...,m + mmg + 2m + 1),
loop(2) = (nj,m;; —~(m+1),m; —2(m+ 1), - L,my —1=(m+1),..,m;y —m,m; —2m—1)
Ukoliko dalje posmatramo vektor d koristeéi elemente iz dva dobijena dela, imamo:
' d=((, '—1)3("?-1), 1,-11,-1,-3m—-13m+ 1; 1,-1,1,~1)
Odakle vaZi da je: msum'(6m + 4,6) = 1, te je i drugi deo Teoreme dokazan.m

imamo posledicu Teoreme 34, prema kojoj imamo resen sluéajn = 6m + 3, m > 0 za asimetrian
problem. Tvrdenje posledice dajemo bez dokaza.
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Posledica 36. Nekajen = 6m + 3,m > 0i Avg(n, k) prose¢na vrednost k-suma u permutaciji 7 reda
n. Vaiidajemsum'(n,6) = 1. m

Teorema 37. Neka je n = 14m,m > 1. Tada vaji da je disc(n, 7) = msum'(n,7) = %

Dokaz. Koriséenjem tvrdenja: Teoreme 26 u sprezi sa tvrdenjem Teoreme 7 imamo da je-;- <
msum’(n, 7) < disc(n, 7) <.2.Zan parno imamo da disc(n, 7) i msum’(n, 7) ne moZe biti ceo broj te

jedisc(n,7) = msum'(n,7) = % [ ]
Hipoteza_38.bNelf<a jen=8m+3ilin=8m+5,n > 16. Tada vaiida je disc(n,8) = 2.
Teorema 39. Nekajen = 8m + 2ilin = 8m + 6 zam > 0. Tada vaii da je msum'(n,8) = 1.

Dokaz. Dokaz éemo podeliti u dva dela. U oba slugaja imamo da je ged(n, 8) = 2, te traZenu permutaciju
mozemo konstruisati od 2 dela (loop(i),i = 1,2).

Pretpostavimo da jen = 8m + 2. Uzmimo da je:
f(loop(1)) = ((B3m + 1, —m,—m, —m)™, —m),
f(loop(Z)) = ((-@Bm+ 1),m,mm)™ m)

Iz odabranih f (loop(z)) i= 1 2 jednoznatno se mogu razviti delovi loop(1) i loop(2). Tada dobijamo
vektor d u sledecem obliku:

d = ((1,—-1)*m-D+1 _4m 4m, (1, -1)3)
Odakle vazi cia jei méum'(Sm +2, 8)> =1, te je: prvi deo Teoreme dokazan.
Pretpostavnmo, dalje, dajen = 8m + 6. Uzmimo da je:
f(loop(1)) ((m +1m+1im+1,-Bm+ 2))m,m +1,m+1,-(3Bm+2)),
f(lqopg(z)) =((—(m+1),-(m+1),—-(m+1),3m + 2)™, —(m +1),-(m+1),3m+2)
Dobijamo da%je vektor d:
d = (1, -1)*m=1*3 _4am, 4m, (1, ~1)%)
Odakle vati da je msum’(8m + 6,8). = 1, te je i drugi deo Teoreme dokazan.m

Teorema 40. Neka je n = 18m,m > 1. Tada va¥i da je disc(n, 9) = msum'(n,9) = ;—

Dokaz. KoriEéenjém‘tvrdenjaTe_oreme 26 u sprezi sa tvrdenjem Teoreme 7 imamo da je-:- <
msum'(n,9) < disc(n,9) < 2.Zan parno imamo da disc(n,9) i msum’(n, 9) ne moie biti ceo broj te

je disc(n,9) = msum'(n,9) = % |
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5.3.

Vreme izvrsavanja pretrage

Osnovni i modifikovani algoritam su eksponencijalne sloZenosti. Osnova eksponencijalne slozenosti
zavisi od vise Cinilaca. Na nju utice veli¢ina broja k, medusobni odnos brojeva n i k, razlidite su osnove
sloZenosti pri pretrazi za vrednostima simetri¢nog i asimetri¢nog problema, a brzina izracunavanja zavisi

i od odabira poCetne permutacije.

Tokom pretrage,;beleieni su podaci o broju premestanja elemenata pocetne perumutacije potrebnih da
bi se pronagla permutacija koja zadovoljava zadate kriterijume. Vreme koje je potrebno za izratunavanje
vrednosti oba problema je uglavnom eksponencijalno raslo u odnosu na red permutacije. Kao ilustracija
ovog rasta prikazan je grafik koji na logaritamskoj skali prikazuje broj premestanja elemenata u funkciji
od reda permutacije za izratunavanje vrednosti za simetri¢an problém.

10000000
1000000
100000
10000
1000
100

10

1

0.1

0.01
0.001
0.0001
0.00001
0.000001

Broj premestanja u milionima

Broj premestanja elemenata pri pretrazi za simetri¢an problem

i

% - = 4
jw’*‘

0 _;}7 - —K=5
TK 1

4 8 16 32 64

T T T — K=10

Slika 11- Broj premestanja elemenata pri pretrazi za simetri¢an problem

Dakle, na gra:ﬁku: se moZe uotiti da za slu¢aj k = 3 imamo ekponencijélni rast funkcije sa malom
osnovom, dokzak =5ik =7 vidimo da postoje sluajevi u kojima je pretraga veoma kratko trajala.

Pri pretrazi za permutacijama koje zadovoljavaju kriterijume asimetriénog problema, u slu¢ajevima kada
je(nk) = 1, trebalo je potratiti i permutacije koje zadovoljavaju uslov da je

Avg(n, k) < msfum(n, k) < k/2s, odnosno da je ekstremna suma ispod donje granice koju nam daje
Teorema ;11._Tak:o, bez izuzetka, u pretragama za asimetrican problem imamo eksponencijalni rast
funkcije broja prémeEtanja elemenata i, kao posledicu, relativno mali broj dobijenih vrednosti.
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6. Zakljuéak
Modiﬁkacijofn osnovnog algoritma pretrage, razvijen je algoritam pretrage za permutacijama koje
zadovoljavaju kriterijume simetri¢nog i asimetri¢nog problema za slucajeve k > 3. Jo$ jednom dajemo
prikaz Teorema iz rada {2] na. osnovu kojih smo dobili teorijske granice koriS¢ene u algoritmu pretrage.

Teorema2 NNeka je k neparan. Tada:je disc(2k, k) = Zi disc(3k, k) = 1.

Teorema3 | Zan > 3,disc(n,2) = 1.
Teorema 4 Neka jen > 6. Tada je disc(n,3) < 2.
Stav 5 | disc(n,pq) < p-disc(n,q).

Posledica 6 Za parno k, disc(n, k) < k

h Terema_ ‘Ukoliko je k parno, disc(mkk) = 1,a ukoliko je k neparno, disc(mk, k) < 2.
Teorema9 | Nekaje g = gcd(n k) inekaje g > 1. Tadaje disc(n, k) < 2 za q parnoi
disc(n, k) < - 2 4 neparno.

Teorema1l0 | Nekajesuni k dati tako da je g = gcd(n, k) > 1 neparno Tada vaZi da je:
disc(n, k) < disc(,)

Neka su n,k dati tako da je gcd(n,k)— 1,n > 2k. Neka je n = ak +r, gde je
1<r<k- ~ 1, inekaj je s najmanjl pozitivan ceo broj takav da je rs = +1 (mod k).
Tada je:

Teorema:11

k-
- _ disc(n, k) > —
Posledica 12 iNeka sunik datl tako daje kparnoin = +1(mod k). Tada je disc(n, k) = k/2.

Teorema 13 : ;Neka jek neparno i gcd(n, k) = 1. Tada je:
= disc(n,k) <k +6.
Vazl i viSe, za fiksirano k, pokazuje se da za n > ng (k) vaii

k
disc(n, k) <= 5 +9

Tabela 11 - Prikaz Teoremaizrada[2] . -
Dobijene perfmutfacije zajedno sa rezultatima iz rada [2] su iskoriS¢ene za konstrukcije permutacija koje
kompletno reSavaju pojedine slu¢ajeve vrednosti n.

U narednoj tabeli ¢e biti prikazane Teoreme koje reavaju pojedine slu¢ajeve vrednosti n:
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3m+1,m=>2 2 Teorema 27. Neka jen = 6m + 3 in > 6. Tada vasi:
> . 2, =1 d?2
3 3m+2,m_,‘2v 1.5 disc(n,3) = { n_ (mod 2)
6m,m>3 : 1.5, n = 0(mod 2)
4 4dmm=>1 Teorema 14. Neka jen = 4m,m = 1. Tada je disc(n, 4) = 1.
2m+1m=>4 Teorema 15. Neka jen = 2m + 1,m > 4. Tada je disc(n, 4) = 2.
S Teorema 33. Neka jen = 10m, m > 1.Tada vazi da je disc(n,5) =
5 10mm>1 1.5
: msum’'(n,5) ==.
emmz=1 1 Teorema 17. Neka jen =6mm > 1. Tada je disc(n, 6) = 1.
bm+1n>12 3 Teorema 18. Nekajen = 6m + lilin = 6m + 5,n > 12. Tada je
6| 6m +5n>12 disc(n,6) = 3.
6m+3,m>0 . Ieorema 34. Neka je n = 6m + 3, m > 0. Tada vaii da je disc(n, 6) =
c Teorema 37. Neka je n = 14m, m > 1. Tada vaZi da je disc(n,7) =
7 14m,m>1 15 , 3
T msum'(n,7) = >
8mm=>1 1 Teorema 20. Neka jen = 8m,m = 1. Tada je disc(n,8) = 1.
8 8m+1n>16,, 4 Teorema 21. Nekajen—8m+1|hn—8m+7 n > 16.Tadaje
8m+7 n>16f .| disc(n,8) = 4.
_ : Teorema 40. Neka jen = 18m, m > 1. Tada vati da je disc(n,9) =
9 18m, m > 1 15 ,
msum'(n,9) = L
10m,m > 1 1 Teorema 23. Neka je n = 10m, m > 1. Tada je disc(n, 10) = 1.
10 | 10m+1,n>20 5 Teorema 24.Nekajen =10m+ 1lilin =10m + 9, n > 20. Tada je
10m +9,n > 20, d;'sc(ng 10)=5
3 2m,m >3 1.5 | Teorema 29. Neka jen = 2m,m = 3. Tada je msum’'(n, 3) = 3/2.
4 4mm=>1 1 Teorema 16. Neka je n = 4m, m = 1. Tada je msum’'(n,4) = 1.
am+2m>1-: 1 Teorema 32. Neka je n = 4m + 2,m > 1. Vaii da je msum’(n, 4) = 1.
o Teorema 33. Neka je n = 10m,m > 1.Tada vaii da je disc(n,5) =
5 10mm>1 1.5 v , _3
o msum’(n,5) = >
6m,m 2 1 1 Teorema 19. Neka jen = 6m, m = 1. Tada je msum’'(n, 6) = 1.
6m+2,n=>10 1 Teorema 35.Nekajen=6m + 2ilin = 6m + 4 inekajen = 10. Tada
6| 6m+4,n>10 | jemsum’(n,6) = 1. :
P : Posledica 36. Neka jen = 6m + 3,m 1> 0 i Avg(n, k) prose¢na
6m +: 3";“ > 0 j 1 vrednost k-suma u permutaciji = reda n. Vasi da je msum’(n, 6)=1.
S * | Teorema 37. Neka je n = 14m,m > 1. Tada va?i da je disc(n,7) =
7 14m,m > 1 15 1, 3
(I msum’'(n,7) = >
8 8mm=>1 Teorema 22. Neka jen = 8m,m > 1. Tada je msum’'(n,8) = 1.
Teorema 39.Nekajen=8m+2ilin=8m+ 6 zam > 0. Tada vazida

gm+2,m>0
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8m+6,m>0 jemsum’(n,8) = 1.
Teorema 40. Neka je n = 18m,m > 1. Tada vaii da je disc(n,9) =
9 18m,m > 1 15 ' 3
_; msum’(n,9) ==
10 10mm=1 Teorema 25. Neka je n = 10m, m > 1. Tada je msum’(n,10) = 1

Tabela 11 - Prikaz re3enih problema disc(n, k) i msum(n, k) za pojedine slufajeve vrednostin i k

Tabelarno ée biti prikazani i sluéajevi n i k za koje su vrednosti dobijene pretragom i gde je za pojedine,
na osnovu izracunatih rezultata postavljena i Hipoteza koja je data u tabeli.

3 6m + 3:?1 >3 33 ::ggz:;)m: l;feka jen= §m +3,m > 2.Tada je )
4 4m+_21m22 54 l;:rs)gz:z:)sl: t;'ekajen=4m+2,m2 2.Tada je
52m+1)+4
52m+1)+3
5 52m+1)+2 37
5Cm+1)+1
52m+1)
6 : 6m + 2 -39
6m+ 4 ‘
7 # 14m 31
8m+ 3. 33 Hipoteza 38. Nekajen =8m + 3ilin =8m + 5,n > 16.
8m+5 ' Tada vaii da je disc(n, 8) = 2.
8 8m+2
8m+ 4 33
 8m+6. : :
9 * 18m . 23
10 | # 10m, 10m + 1 18

3 fol +1n 5 37 ::::::Iz(a:g) N=e|;ailje n= Zm + 1,n > 15. Tada je
4 | 2m+1,m=2 17

5m+ 1) +4

52m+1)+3 .
> 52m+1)+2 37

5m+1)+1
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5(2m + 1)
6 n=ﬂm_+1 17
n=6m+>5
7 # 14m 31
8m+1
8m+3.
8 8m+ 4 18
8m+5
8m+7
9 # 18m 18 -
10 # 10m 18

Prema dobijenim vrednostima moZemo zakljuéiti da su se one, kada je gornja granica definisana
tvrdenjem Teoreme 13, nalazile daleko ispod granice.

Sa druge strane, dobijene vrednosti za disc(n, k) su se, kada je donja granica definisana tvrdenjem
Teoreme 11, nal:azil'e ta¢no na toj granici ili neposredno iznad nje. Takode, ovo isto vaZii za

odgovarajuce vrednosti msum(n, k) koje su dobijene pretragom. Ukoliko bi se dokazalo da Teorema 11

moze da se primeni i na msum(n, k), pretraga-ovih vrednosti bi trajala znatno krace, &ime bi se niz
dobijenih vrednosti znatno povecao.

Koris¢enjem algoritma pretrage, pomoc¢nih metoda i rezultata dobijenih u ovom radu, moguce je dalje
sprovesti-izratunavanja, za vece n i k. Pronalazenjem novih permutacija i uo¢avanjem odredenih

pravilnosti u njihovoj konstrukciji, suZava se broj opcija po kojima vektor d moZe da se konstruise, a time

raste izvesndst da se jo$ neki slu¢ajevi reSe u potpunosti.
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