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Predgovor 

Za permutaciju п = Сnl' nz, ... , пп) skupa {1,2, ... , п} сјјј su elementi ispisani ро krugu postoji п suma ро 

k uzastopnih Clапоуа permutacije (и daljem tekstu k-suma), 1 S k S n. Kazemo da је k-varijacija 

permutacije п razlika ekstremne i prosecne k-sume. РгоЫет koji se ovde resava је pronalazenje 

permutacija п reda п sa пајтапјот уагјјасјјот, odnosno permutacija sa пајтапјот maksimalnom k­

sumom, za З S k S 10 i sto уесе vrednosti n. Ргоlет datira jos iz 1985. godine kada ga је u ргуот 

obIiku Оеап Clark predstavio kao ргоЫет permutacija Ьгојеуа па casovniku u casopisu Аmегјсап 

Mathematical Monthly. Оуај ргоЫет је siroj javnosti predstavio Martin Gardner u svojoj kolumni u 

casopisu Isaac Asimov's Science Fiction Magazine gde је ргоЫет glasio: 

Poredati 12 brojeva па casovniku tako da nijedna trojka 
uzastopnih brojeva u zbiru пе prelazi 21. 

Kasnije је Тimothy Rolfe паргаујо algoritam [1], koji za Ыlо koje п pronalazi permutaciju u kojoj nijedna 

trojka uzastopnih elemenata u zbiru пе prelazi тјпјтаlпи maksimalnu sumu za to n. 

U drugom poglavlju prikazan је pregled poznatih rezultata. Теогете iz rada [2] pokazuju da тјпјтаlпа 

k-varijacija nikada пјје уеса od k + 6 za Ыlо koju vrednost n. U slucaju kad је q = gcdCn, k) > 1, 

pokazuje se da је тјпјтаlпа k-varijacija тапја јlј jednaka od 7/2, dok se za q = 1 pokazuje da је izmed'u 

k/2 i k/2 + 9 za Ыlо koju vrednost n. U оуот poglavlju је izlozen i algoritam iz clanka [1] za 

pronalazenje permutacije sa пајтапјот maksimalnom З-sumоm. 

U trecem poglavlju је prikazan algoritam koji za fiksirane п i k па osnovu poznatih rezultata pronalaze 

(teorijske) granice unutar kojih se nalaze vrednosti тјпјтаlпе k-varijacije, odnosno пајтапје 

maksimalne k-sume. Koriscenjem algoritma pretrage prikazanog u cetvrtom poglavlju оуе vrednosti su 

izracunate, kad је to Ыlо moguce. 

Na osnovu dobijenih vrednosti ti petom poglavlju su formulisana i dokazana neka uopstenja. 

Konstruisani su ргјтегј permutacija koje роргауаlји do sada poznate teorijske granice. Neki rezultati su 

оЬјауlјепј па Interaktivnoj enciklopediji celobrojnih nizova (OElS - Оп-Iiпе encyclopedia о! Integer 

Sequences). 

Кlјиспе гесј: permutacija, k"varijacija permutacije, k-suma, pretraga 
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1. Formulacija problema 
Neka је Sn skup permutacija skupa {1,2, ... , п}. Neka su elementi permutacije п = (nl, n2' ... , пп) Е Sn 
ispisani ро krugu i neka је datbroj k, 1 ~ k ~ n. Posmatrajmo п suma ро k uzastopnih clanova 

.. ('1' k ' k ) • d 'h . А ( k) Кn(n+1) К(n+l) permutaclJe I I гасе: -suma ; prosecna vre nost OVI suma Је vg п, = 2n = -2-' 

Definicija 1. k-varijacija permutacije п је 

( ") . 
k(n+J) 

disc(n,k) = m~x ~ ni+j - 2 
lStSn L 

ј=l 

ргј cemu se indeksi clanova permutacije svode па kongruentne ро modulu п vrednosti iz intervala [1, п]. 

Drugim гесјта, k-varijacija је jednaka najvecem odstupanju neke k-sume od prosecne vrednosti k­

suma. Ako se пе ogranicava odstupanje k-suma od proseka sa donje strane, tada је prirodno posmatrati 

maksimalnu vrednost ovih suma. 

Definicija 2. Maksimalna k-suma permutacije п је 
k 

тsuт(n, k) = m~ ~ ni+j 
l:StsnL 

ј=l 

Neka је тsит'(n, k) = тsuт(n, k) - Avg(n, k). 

Neposredna pos(edica defiriicija је nejednakost 

тsuт'(n, k) ~ disc(n, k). 

Postavlja se pitanje pronalazenja permutacija iz Sn sa minimalnim vrednostima k-varijacije (simetrican 

ргоЫет), odnosno maksimalnek-sume (asimetrican ргоЫет). 

Definicija 3. Minimalnu vrednost k-varijacije permutacija iz Sn oznaCiCemo sa disc(n, k), odnosno 

јтато da је ;disc(n; k) = miП1lЕSn disc(n, k). Slicno, minimalnu vrednost maksimalne k-sume1 

permutacija iz Sn oznacicemosa тsит(n, k), tj. јтато da је тsит(n, k) = miП1lЕS тsит(n, k). . . . . п 

Pored toga, neka је тsuт' (п, k) = тsuт(n, k) - Avg(n, k). Posledica prethodne nejednakosti је 

nejednakost. 

тsuт'(n,k) ~ disc(n,k). 

Као ilustracija ovih pojmova prikazani su grafici, koji ilustruju kretanje vrednosti k-suma u permutaciji sa 

minimalnomk-varijacijom, odnosno ekstremnom k-sumom. 

1 U daljem tekstu: ekstremna k-suma 
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Simetrican probIem Asimetrican probIem 

57 58 
-Gornja 56 

-Gornja 
56 

~ granica ААААА.А.А.А.АА Ј granica 
54 

55 
1.1 -Donja 52 -Donja 

54 granica 50 granica 

ЈУ 48 -Prosek 53 -Prosek 
46 

52 44 
51 -K-Suma 42 -K-Suma 

50 40 

1 3 5 7 9 1113 15 17 19 1 4 7 10 13 16 19 22 25 

Slika 1 Slika 2 

Na Slici 1 prikazan је primer permutacije 1Т1 Е 526 za koju se dostize minimum 4-varijacije, disc(n11 4) = 
disc(26,4) = 2, Na Slici 2 prikazan је primer permutacije 1Т2 Е 526 koja ima vecu 4-varijaciju nego 1Т11 « 

аlј zato ima manju vrednost тSUт(n21 4) = тsuт(26,4) = 55, Ovaj primer pokazuje da nejednakost 

тsuт'(n, k) ~ disc(n, k) moze biti stroga, 
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2. Pregled poznatih rezultata 
Autori clanka [2]su godine 2002. proucavali granice u kojima se, za odabrano п i k, nalaze vrednosti 

minimalne k~varijacije. Kroz svoje Теогете su za razliCite slucajeve odnosa п i k postavili donje i gornje 

granice koje su znacajno smanjile skup vrednosti koje treba istraziti (ponekad је taj skup vrednosti 

sveden па samo jedan Ьгој) isamim tim ubrzali postupak pretrage. 

U ovom poglavlju сето prikazati te rezultate. Permutaciji 7r Е Sn pridruzicemo n-torku 

gdeje 

Neka је najveci zajednicki delilac za п i k jednak gcd(n, k) = q. Tada se 7r razlaze па q disjunktnih delova 

duzine n/q gde se indeksi elemenata svode па kongruentne ро modulu п vrednosti iz intervala [1, п]: 

1:::;; i :::;; q. 

U nastavku n.avodimo pregled rezultata о k-varijacijama permutacija iz rada [2]. U dokazima Теогета 

koristicemo uvedene pojmove loop(i) i n-torka d. 

U sledecoj Теогетј је dato ogranicenje za k-varijaciju permutacije 7r u funkciji od n-torke d: 

Теогетаl. Vazinejednakost: 

1 t t 

-2 mах '\' dj :::;; disc(7r, k) < mах'\' dj • 
~t ~ ~t ~ 

j=s j=s 

Dokaz. Uocava se da је L'=s dj = Lf=l7rt+i - L~l7rs+i razlika izmedu dve k-sume. Prva nejednakost 

sledi iz toga sto је, prosecna vrednost k-suma, k(n + 1)/2, u najboljem slucaju tacno izmedu. 

Razlika izmedu najvece i пајтапје k-sume је suma sa desne strane, obzirom da је ta suma najveca ро s i 

t. Prosecna vrednost k-suma senalazi strogo izmedu minimuma i maksimuma, sto dovodi do stroge 

nejednakosti. _ . 

Iz сјПјепјсе da u nizu d тога da postoji Ьаг jedan pozitvan clan sledi da је uvek disc(n, k) > О. 

Sledece dve Теогете resavaju specijalne slucajeve kada је п = 2k odnosno п = Зk. 

TeoremaZ. Neka је k перагап. Tada је disc(2k, k) = ~ i disс(Зk, k) = 1. 

Dokaz. U ovom slucaju је q =k: Najpre сето razmotriti slucaj kada је п = 2k. Definisacemo k delova 

loop(i),l :::;;i :::;;k koji се ргета parnostibroja i, biti: 

loop(2j - 1) = (2ј - 1,2ј), loop(2j) = (2k - 2ј + 2, 2k -2ј + 1), 1:::;; 2ј - 1,2ј :::;; k 
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Na ovaj пасјп је jednoznacno odredena permutacija 

те = (1, 2k,3, 2k - 2, ... ,k - 2,k + 3,k, 2,2k -1,4,2k - 3, ... ,k - 1,k + 2,k + 1). 

Za ovu permutaciju је d = (1, -1, 1, -1, 1, ... , -1), te је тaxs,t L}=s dj = 1. Ргета Теогетј 1 је 

disc(тe, k) =~, te је disc(2k, k) =~. 

u slucajukada је п = 3k, ponovo definisemo k delova, ргј cemu се ргета parnosti Ьгоја i biti 

lоор(2ј - 1) = (3ј - 2,3ј - 1,3ј), 2ј -1 ~ k, 

lоор(2ј) = (3k - 3ј + 3, 3k - 3ј + 2, 3k -3ј + 1), 2ј ~ k. 

Ponovo uocavamo da је ovim delovima jednoznacno odredena permutacija koja zadovoljava da је 

d = (1, -1)liЈ,1, (1, -1)liЈ, 1, (-2,2)Ш, -2). te је maXs,t L}=s dj = 2 ј, kao i gore, disc(тe, k) = 1. 

Posto је п перагап, disc(3k, k)je celobrojna vrednost, te је ргета Теогетј 1, disc(3k, k) = 1 .• 

Теогеmа3. Za n~ 3, disc(n, 2) = 1. 

Dokaz. Analizu сето podeliti u tri slucaja: 

Sluca; п = 2t + 1. Razmotrimopermutaciju те = (1, 2t, 3, 2t - 2,5, 2t - 4, ... ,2, 2t + 1). Za nju је 

d = (2, -2)liЈ-\ 2, -1, -1). ра је disc(n, 2) = 1. 

Slucaj п = 4t. Definisimo dva .dela па sledeci падп: 

lоор(1) == (1,3,5,7, ... , 2t - 1, 2t, 2t - 2, ... ,4,2), 

lоор(2) = (4t -1,4t - 3,4t - 5,4t - 7, ... , 2t + 1, 2t +2, 2t + 4, ... ,4t - 2,4t). 

Ovim delovima је odredenja permutacija те; а samim tim i п - torka 

d = (2, -2)~-1.1, 1, (-2,2)~-1. -1, -1), te opet dobijamo da је disc(n, 2) = 1. 

Sluca;n = 4t + 2. Definisimo dva dela па sledeci пасјп: 

lоор(1) = (1,3,5,7, ... ,2t -1,2t,2t - 2, ... ,4,2), 
. . 

lоор(2) = (4t + 1,4t -1, 4t - 3, 4t - 5, ... , 2t + 3, 2t + 2, 2t + 4, 2t + 6, ... , 4t, 4t + 2). 

Tada је d = (2,-2)l~Ј-1. 2, -1, -1, (2, -2)l~Ј-1. 2, -1, -1 ), ра је i disc(n, 2) = 1 • 

Sledeca Теогета resava skoro sve slucajeve za k = 3. 

Теогеmа 4. Neka је п ~ 6. Tada је disc(n, 3) ~ 2. 
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Dokaz. Najpre сето razmotriti slucaj kada је gcd(n, З) = 1. U slucaju kada su п i k uzajamno prosti, 

razmotrimo permutaciju iz jednog dela 

loop = (1,4,7, ... , п, п - 1, п - 2, п - 4, ... , З, 2) za п == l(тod З), 

odnosno 

loop = (1,4,7, ... ,n -l,n,n - 2,n - З, ... ,З,2) za п == 2 (тod З). 

Posto izracunamo d, dobijamo cetiri slucaja: 

п == l(тod 6) : тr = (1, п; 1,n -1, ... ): d = ((З, -1, -l,З, _2,_2{~7,З, -1, -l,З, -1,-2, -1). 

п == 2(тod 6) : тr = (1, n,~ -1, ... ): d = ((З, -2, _1{;5,з, -1, -1, 1, -2). 

п == 4(тod 6) : тr = (1,~, п - 1, ... ): d = ((З, -2, -l,З, -1, -2) n~4, З, -1, -1, -1), 

( П -1) ( n-5 ) П == 5(тod 6) : тr = 1, n'-2-'''' : d = (З, -2, -2, З, -1, -1)-6-, З, -2, -1, 1, -1 , 

Neposrednose ргоуегауа da је za рагпо п, disc(n, З) :::; З/2, а da је za перагпо п, disc(n, З) :::; 2. 

Preostaje slucaj п == О(тоdЗ). Analizu сето podeliti u sest slucajeva ро modulu 18. U svakom slucaju 

se odreduju tri dela loop(i) = СТ(О, gde su ст<о = (cтii),cтii), ... ) redom napravljeni iz skupova 

{1, 2, ... ,~}, {~ + 1, ~ + 2, .. : ,2зn} , ез
1i + 1, 2зn + 2, ... , п} za 1 :::; i :::; З. Neka је vektorska funkcija [ 

zadata jednakoscu [(Х1, Х2,ХЗ' ... , хn) = (Х2 - Х1, ХЗ - Х2, ... , Х1 - Хn)' Delovi koji odreduju 

permutaciju се blti prikazani koriscenjem funkcije [. 

Slucaj п = 18р. Definisimo delove па sledeci пасјп: 

ОоЫја se da је 

[иоор(l)) = (З 2Р-1, 2, (-1, _2)2Р-1, -1, -1), 

[иоор(2)) = ((-2, -1)р-1, -2, 1, з2р-l, 1, (-2, -l)Р-l, -2, -1), 

[(lоор(З)) = ((-1,-2)2Р-1,-1,2,з2Р';"1,-1). 

d = ((З, -2,-1, З, "-1, -2)Р-l, З, -2, -1, 2,1; -2, -1, (З, -1, -2,З, -2, -l)Р-l, З, -1, -2,1,2, -1, 

-2, (З, -2, "-1, З, -1, -2)Р-l,з, (-l)З) i moze se proveriti da је disc(тr, З) =~. 
2 

Slucaj п = 18р + З. Definisimo delove па sledeci пасјп: 

[иоор(l)) = (з2Р, -1, (-1, _2)2Р-1, -1, -1), 
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ОоЫја se da је 

t(loop(2)) = ((-1,-2)Р-l,-1,-1,з2Р,-1,(-1,-2)Р), 

I(lоор(З)) = ((-1, -2)2Р-1, -1, -1, З2Р, -1). 

d = ((З, -1, -1, З, -2, -2)Р-1, З, -1, -1, З, -1, -2, -1, (З, -1, -1, З, -2, -2)Р-l, З, -1, -1, З, -1, 2 
-1, З, -1, -1, (З, -2, -2, З, -1, -l)Р-l, З, -1, -2, -1) 

ра kada se proveri, dobija se da је disc(1f, З) = 2. 

Sluca; п = 1812 + 6. Definisimo delove па sledeci пасјп: 

ОоЫја se da је 

[Ооор(l)) = (з2Р,1,(-2,-1)2Р,-1), 

t(loop(2)) = ((-2,-1)Р, 2, з2р-l,2, (-1,-2)Р,-1), 

t(lоор(з)) = ((-1, -2)2Р, 1, З2Р, -1). 

d = ((З, -2,-1; З, -1, -2)Р, 1,2, -1, -2, (З, -2, -1, З, -1, -2)Р-l, З, -2, -1, 2,1, -2, 

-1, (З, -1, -2, З, -2, -l)Р-l, З, -1, -2, З, (-1)3) odnosno, disc(1f, З) = ~. 

Sluca; п = 1812 + 9. Definisimo delove па sledeCi пасјп: 

ОоЫја se da је 

[Ооор(l)) = (з2Р,2,(-1,-2)2Р,-1,"':1), 

[Ооор(2)) = ((-1, -2)Р, 1, З2Р, 1, (-2, -l)Р, -2), 

t(lоор(з)) = ((-1,-2)2Р,-1,з2Р,2,-1). 

d = ((З, -1,-1; З, -2, -2)Р, 2, 1, -1, -1, (З, -2, -2,З, -1, -l)Р, 1, 

2, (-2, -2, З, -1, -1, З)Р, -1, -2, -1) odnosno, disc(1f, З) = 2. 

Slucaj п = 1812 + 12. Definisimo delove па sledeci пасјп: 

ОоЫја se da је 

t(loop(l)) = (З2Р+l, -1, (-1, -2)2Р, -1, -1), 

[Ооор(2)) = ((-2, -l)Р, 1, З2Р+1, -1,( -1, ~2)P, -1), 

t(lоор(З)) = ((-1,-2)2Р,-1,-1,з2Р+1,-1). 

9 



d = ((З, -2, -1, З, -1, -2)Р, З, -1, -1, -1, (З, -2, -1, З, -1, -2)Р, З, -1, -1, -1, 

(З, - 2, -1, З, -1, - 2)Р, З, (-1)3) i proverom se dobija da је disc(тr, З) = ~. 

Sluca; п = 18р + 15. Definisimo delove па sledeci пасјп: 

ОоЫја se da је 

[Ооор(1») = (З2Р+1, 1, (-2, _1)2Р+1, -1), 

[Ооор(2») == (-1, (-2, -1)Р, 2, З 2Р, 2, (-1, -2)Р+1), 

t(lоор(З») = ((-1, _2)2Р+1, 1, З2Р+1, -1). 

d = ((З, -1, -1, З, -2, -2)Р, З,-1, -1, 1, 2, -2, -2, (З, -1, -1, З, -2, -2)Р, 2,1, -1, -1, 

(З, -2, -2, З, -1, -1)Р, З, -1, -2, -1) i proverom se dobija da је disc(тr, З) = 2 .• 

Теогета4 daje veoma nisku gornju granicu - disc(n, 3) ::; 2. Ukoliko је п рагпо, pokazuje se da је 

varijacija ili 1/2 ili 3/2, а posto se pokazuje da za п ~ 8 varijacija пе moze biti 1/2, ova Теогета resava 

sve slucajeve u kojima је п рагпо. 

Sledeci stav dajegornju granicu kada se k. moze zapisati kao proizvod dva Ьгоја р i q: 

Teorema 5. disc(n,pq) ::; р . disc(n, q). 

Dokaz. Za permutaciju тr u kojoj је disc(тr, q) = t, vazi da је disc(тr, pq) ::; pt .• 

Као posledicu јтато: 

Posledica б. Za рагпо k, disc(n, k) ::; ~ .• 

Sledece dve Теогете i jedna Lema daju gornjugranicu kada п i k imaju zajednicki delilac razlicit od 1. 

Теогета 7. Ukoliko је k рагпо, disc(mk, k) = 1, а ukoliko је k перагпо, disc(mk, k) ::; 2. 

Dokaz. Konstruisacemo permutaciju тr od k delova. 

Neka је k parno.Neka su 0'(1),0'(2) deloviloop(1), loop(2) iz konstrukcije u Теогетј З, ргј cemu сето 

п zameniti sa 2т, ргета parnosti Ьгоја т. Dalje, neka 0'(1) koristi brojeve 1,2, ... , т, dok 0'(2) koristi 

brojeve т +1, т + 2, ... , 2т. Koriscenjem notacije Т = (1)т, definisancemo: 

loop(1) = 0'(1), loop(2) = 0'(2), 

lоор(З) = (4т + 1) . Т - 0'(2), loop( 4) = 2т . Т + 0'(2), 

loop(5) = (6т + 1)' Т - 0'(2), loop(6) = 4т' Т + 0'(2), ... 
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Neka је i* niz odk - 1 elemenata definisan kao (i, -i, i, -i, ... , i) = (i, (-i, i)i-1
) . U rezultujucoj 

permutaciji тr, za раrnо т dobija se da је 

m m 

d = ((2, -2*)"2-\ 1, 1 *, (-2,2*)"2-\ -1, -1 *). 

Za перагпо т se dobija 

d = ((2, '-2*)l~1-\ 2, -1 *, -1, 2*, (-2, 2*)l~1-1, -1, -1 *). 

Sa ovako dobijenim nizovima d moguce је proveriti da је disc(тk, k) = 1. 

Neka је k перагпо. Neka је п = 3т. Dalje, neka su О'(О, 1 $; i $; 3, tri dela iz konstrukcije u Теогетј 4 

za slucajeve kada З deli n. Specijalno, 0'(3) sadrzi elemente 2т + 1, 2т + 2, .... , 3т. Dalje, definisimo 

ostale delove (za k > 3): 

loop( 4) = (5т + 1) . Т - 0'(3), loop(5) = 2т . Т + 0'(3), 

loop(6) = (7т + 1) . Т - 0'(3), loop(7) = 4т . Т + 0'(3), '" 

Као i гапјје, moze se proveritida је varijacija ogranicena ргета tvrdenju Теогете. 8 

Prethodna Teoremadaje jako dobru ocenu gornje granice, ali samo kada је п = тk. Naredna Теогета 

се dati opste gornjeogranicenje za gcd(n, k) > 1. Za dokaz ove Теогете, Ысе пат potrebna sledeca 

Lema koju navodimo bez dokaza: 

Lema 8. Neka sua, Ь сеН brojevi gde је а рагап, Ь перагап, i gcd(a, Ь) = 1. Neka је konstruisan niz 

s = (Sl,S2,'" sa) gde је si = -~ ukoliko је i == е . b(тod а) za 1 $; е $; ~ i Si = ~ ukoliko је 

i == е . b(тod а) za ~ + 1 $; е $; ~. Tada vazi da L];~-l Sj Е {- ~, н za bilo koje t сјјј su indeksi uzeti ро 
modulu а. 8' 

Teorema9. Neka је q = gcd(n,k) i neka је q > 1. Tada је disc(n, k) $; 2 za q раrnо i disc(n, k) $; ~ za 

q перагпо. 

Dokaz. Оа bismo definisali permutaciju тr, potrebno је definisati q delova loop(l), loop(2), ... , loop(q). 

Karakteristicna permutacijaO' = (0'1,0'2, ... , О'!!) koja zadovoljava da је 
q 

O'i+1 - O'i Е {-2,-1,1,2} 

moze biti definisana za рагпо nJq kao: 

п п п п 
О' = (1,3,5, ... ,- -1,-,- - 2,- - 4, ... ,2) 

q q q q 

а za перагпо n/ q kao: 
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(Ј = (1,3, 5, ... ,~,~ -1,~ - з,~ - 5, ... ,2). 
q q q q 

Slucaj q је рагпо(ра је i k раrnо). Kreiramo permutaciju тr postavljajuci (Ј + С;) . Т u deo [оор(1 + 2l) 

i postavljajuCi (п + 1)· Т -((Ј + С;)· Т) u deo [оор(2 + 2l), za 0:5 2l :5 q - 2. Mozemo primetiti da 

ovako formiranapermutacija тr zaista sadrzi sve brojeve 1,2, ... , п i za перагпо i, тri + тri+1 = П + 1. 

5 k ". d . ~k k(n+1) 5 d 1 . d d Ь·· .. ·h I·k toga, za sva о t vazl а Је L...j=l тr2t+j = -2-. а а su е ementl i о IЈеПlIZ uzаstорПl raz 1 а za 

dati deo, te је prema konstrukciji d i Е {-2, -1, 1, 2}, ра је Idi I :5 2. Zakljucujemo da је disc(тr, k) :5 2. 

Slucaj q је перагпо. Pocinjemo slicno kaou Slucaju 1, kreirajuci permutaciju тr postavljajuci (Ј + С;) . Т 
u deo [оор(1 + 2l)i (п + 1)· Т - ((Ј + С;)· Т) u deo [оор(2 + 2l), za 0:5 2l :5 q - з. Као i u 

gornjem slucaju vazi da је тrqs+i+ тrqs+i+l = п + 1 za перагпо i, i i :5 q - 4 i bilo koje s. ТгеЬа jos da 

definisemo 3n brojeva ј za koje vazi q-3 • ~ < ј :5 q+3 • ~ U tri dela loop(q - 2), loop(q - 1), loop(q). 
q 2 q 2 q 

Za ovo koristimospecijalnu shemu za k = з. Za перагпе n/q gde је 3n = бр + З definisemo sledece: 
q 

(Ј(1) = Зр + 1 Зр - 2 Зр - 5 1 2 S Зр -1, 

(Ј(2) = З 9 lS бр+З бр бр -б 6, 

(Ј(З) = бр + 2 бр -1 6р- 5 Зр + 2 Зр+4 Зр + 7 бр + 1, 

п d· 3n б d f· ." а za рагпе - g е Је ~ = р е Inlsemo: 
q q 

(Ј(1) = Зр -1 Зр-4 Зр -7 2 1 4 Зр - 2, 

(Ј(2) = 3 9 lS бр - З бр бр-б 6, 

(Ј(З) = .бр:- 1 бр-4 бр -7 Зр + 2 Зр + 1 Зр+4 бр- 2. 

Postavljamo СТ(О + q-3 • (~) • Т u deo loop(q - З + i) za 1 :5 i :5 З. 
2 q 

Z тi d . + 3 (n+1) . 
а перагпо -; prqveravamo . а. Је тrqs+q-2 . тrqs+q-l + тrqs+q = -2-' ра Је тrqS+1 + тrqs+2 + тrqs+з + 

... + тrqs+q = q(n
2
+1). Zbog togaje k-suma koja росјпје sa тrqS+1 jednaka k(n + 1)/2. Znajuci da је 

d qS+21+1 + dqS+21+2 = О za О :5 2l :5q - З i da је Idqs+i I :5 2 za 1:5 i :5 q - З, i da su Idqs+q- 2 1 :5 з i 
Idqs+q- 2 + d qs+q- 1 1 :5 З, zakljucujemo da је disc(тr, k) :5 З. 

Z п ." d .. + + 3 (n+1) 1 О < < 1 . а рагпо -; Izracunavamo а Је тrqs+q-2 тrqs+q-l тrqs+q = -2- - 2 za _ s - р - 1 trqS+q-2 + 

+ 3(n+1) + 1 < < 2 . 1 К . t ,. L . 8 d· п . Ь k trqS+q-l тrqs+q = -- - za р _ s _ р..... . orls eCI emu sa vre nostlma а = - 1 = -
2 2 q q 

d 1 · d· kl· Vk d b'l k· ~k . ·1· k(n+1) + 1 ·1· k(n+1) 1 Z . ,. d . d о aZlmo о za Ј. uc а а za 10. ОЈе s, L...J·-l тrqs+J· Је 1 1-- - 1 1-- - -. naJucl а Је qs+21+1 + 
- 2 2 2 2 
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dqs+21+2 = о i da је Idqs+2l+1 1 = 2 za О $; 2l $; q - З, i posto је Idqs+q+21 $; З i Idqs+q- 2 + 
dqs+q- 1 1 $; З, zakljucujemo da је disc(тr, k) $;~ .• 

Sledeca Теогета pokazuje da su moguca poboljsanja Теогете 9 u slucajevima kada је disc (~,~) < 2. 

Teorema 10. Neka је su п i k dati tako da је q = gcd(n, k) > 1 перагпо. Tada vazi da је: 

п k 
disc(n,k) $; disc(-,-) . q q 

Dokaz. Dа bismo konstruisali permutaciju тr Е Sn koja zadovoljava uslov da је disc(тr, k) $; diSC(!!.,!!.) 
q q 

росесето sa permutacijom т Е Sn/q gde је disc(T, kjq) = disc(!!., !!.). Izracunacemo vektor е = 
q q 

(еl, е2' ... , en/q) gde је ei = Ti+k/q - Ti (ј gde su indeksi uzeti ро modulu njq). Neka је (Ј = 

((Јl' (Ј2' ... , (Jn/q)gde је (Ji = T1+(i-l)k/q' Tada је (Ј deo koji generise т. Definisimo тr kroz q delova па 

sledeCi пасјп: 

[оор(l) = (Ј, ( 2n )-[оор(2) = q + 1 . 1 - (Ј, 2n -lоор(З) = - . 1 + (Ј, 
q 

(
4n )-[оор(4) = q+ 1 '1- (Ј, 4n -loop(S) = - . 1 + (Ј, '" . 

q 

Ukoliko sa а* obelezimo vektor (а, -а, а, -а, ... , а) duzine q, а zatimproverimo da d koje је izracunato 

za permutaciju ~ јта obIik d = (е;, ei, ... , e~} tada vazi da је disc(тr, k) = disc( т, ~) .• 

Naredna Теогета daje netrivijalnu donju granicu kada su п i k uzajamno prosti brojevi. 

Teoremall. Neka su п, k dati tako da је gcd(n, k) = 1, п> 2k. Neka је п = ak + т, gde је 1 $; т $; 

k - 1, i nekaje s пајтапјј pozitivan сео broj takav da је TS = ±1 (тod k). Tada је 

k 
disc(n, k) ;::: 2s' 

Dokaz. Nekaza neko ь ;::: О јтато da је TS = bk ± 1. Odavde је sn = ask + TS = (as + b)k ± 1. 

Trazimo donju granicu za disc(n, k) trazeci donju granicu za L}=s dj . Neka је permutacija тr takva da је 

тrl = 1 i pretpostavimo da је 1l'1+pk == п. Posto је (as + b)k == +1(тod п), р + 1 elemenata 

тrl, тr1+k, тr1+2k, ; .. , тr1+pk = П се biti u as + Ь odvojenih skupova uzastopnih pozicija u тr. Zakljucujemo 

da iz L~':-; d1+jk = П - 1 za jedan od ovih skupova uzastopnih elemenata, гесјто тrs , тrs+1' ... , тrt 
јтато da је: 

13 



Primetimo da za п > 2k, јтато da је а ;::: 2. Тато gde је rs == l(тod k), јтато da је 5-1 :5 5-1 < 1, 
а5+Ь 25 

d . bk l' d . Ь> l' 5+1 < 5+1 1 U k I у • у. d . k 1 (5+1) а g е је rs = -, Imamo а је _ 1--. _ - < . sva от s ucaju, vazl а је - - - -- > 
а5+Ь 25+1 5 5 а5+Ь 

k~l. Postb је L~=5 dj celobrojna vrednost, јтато da је L)=5 dj ;::: ~ odnosno, L~=5 dj ;::: r~l. Stoga је 

disc(тr, k) ;::: 2: koristeci se granicom postavljenom u Теогетј 1 .• 

Posledjca 12. Neka su п i k dati tako da је k рагпо i п == ±1(тod k). Tada је disc(n, k) = k/2. 

Dokaz. Koristimo Teoremu 11 zajedno za Posledicom б .• 

Naredna Теогета za uzajamno prosten i k daje gornju granicu koja је veoma visoka, ali koja pokazuje 

da varijacija пе raste neograniceno sa povecanjem Ьгоја п. Navodimo Teoremu bez dokaza: 

Teoremal3. Neka је k перагпо i gcd(n, k) = 1. Tada је 

disc(n, k) :5 k + 6. 

Vazi i vise, za fiksirano k, pokazuje se da za п> no(k) vazi 

k 
disc(n, k) :5 2" + 9 .• 

U radu [3] objavljene su vrednosti ekstremnih З-sumа za п :5 20: 

Za izracunavanjeovih vrednosti koriscen је algoritam pretrage Permute [1] dizajniran iskljucivo za 

izracunavanje vrednosti za ргоЫет тsuт(n, З). Algoritam u drvetu odlucivanja гапо prepoznaje da 

deo permutacije песе zadovoljiti dati uslov i tu granu drveta odseca, сјте se vreme potrebno za 

pronalazenje resenja ргоЫета znatno smanjuje. 

Као ргјргета za :izvrsavanje rekurzivne funkcije Permute(}, ureduju se pocetna tri elementa permutacije 

tako da је njihova suma тапја od zadate gornje granice MaxSuт. 

for all {а, Ь, с} јп SP do (SP је pocetna permutacija) 

begin 

end 

jf (а< с) and (eliminacija simetrije) 
(Ь = п) and (fiksiranje jednog elementa) 

(а + Ь + с :5 MaxSuт) then (provera uslova za MaxSum) 
begin 

(Х[0],Х[1];Х[2]) := (а,Ь, с); (dodela vrednosti za tri Clапа permutacije Х) 

. unused := n(n+1) - (а + Ь + с); (izracunavonje zbira preostalih elemenata) 
: . ·2 

. Perтute(X, 3, п); (poziv funkcije Permute za uredivanje preostalih elemenata) 

end 
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Bez smanjenja opstosti mogu se razmatrati samo permutacije kod kojih је drugi element n. Pored toga 

moze se zahtevati da prvi element bude тапјј od treceg; time se pretraga za odredivanje тsuт(n, З) 

uproscava za faktor 2. Vrednosti MaxSuт i unused su globalne promenljive koje cuvaju, redom, 

vrednost тsuт(n, З) za koju se trenutno vrsi pretraga u skupu Sn, i vrednost zbira elemenata koji jos 

uvek nisu uredeni algoritmom. 

Ulazni argumenti funkcije Permute() su niz Х ј brojevi Ыт, n. Elementi niza Х sa indeksima od О do 

ит - 1 fiksirani su u tekucojpermutaciji, а preostali (neuredeni) elementi permutacije nalaze se па 

pozicijama od Liт do п - 1. Koriscene su sledece ротоспе funkcije: 

Check(X, п) koja proverava (ја lј sume elemenata sa indek~ima (п - 2, п - 1,0) i (п - 1,0,1) 

zadovoljavaju uslov da su тапје od MaxSuт. 

Process(X) koja ispisuje permutaciju sa ekstremnom k-sumom тапјот od MaxSuт. 

TheRestSтallEnough(X, ит, п) koja proverava da Ii је prosecna vrednost preostalih k-suma 

тапја ilijednaka od vrednosti MaxSuт, odnosno da Ii је unusedj(n - ит) S; MaxSuт. 

Algoritam Permute(X, Lim, п) 
Ulaz: Х (tekuca permutacija koja se игеаије) 

Lim (indeks e/ementa koga treba varirati) 
п (ve/iCina permutacije) 

Izlaz: (spisak permutacija koja zadov/javaju zadate us/ove) 
begin 

end 

ifLiт = п -с:-1 then 
(provera granicnih s/ucajeva) 

if Check(X, п) then 
Process(X); 

else 
Х' :=Х; 

PairSuт:= Х[Ыт - 2] + х[ит -1]; 
ifPairSuт < MaxSuт then 

. for ј := Нт to п -1 
SwapU, ит, Х); 
ifX[Liт] + PairSuт > MaxSuт then 

continue; 
else 

(Provera da /i је preosta/o suma dovo/jno та/а) 
unused := unused - Х[ ит]; 

if TheRestSтallEnough(X, Liт, п) then 
Perтute(X,Liт + 1,n); 

unused := unused + х[ит]; 
Х :=Х'; (regeneracija niza х) 

СјПјепјса da se za Ыт = п -1 пе proverava trojka (п - 2, п - 1,1) пе utice па tacnost rezultata. 
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3. Konkretne vrednosti granica za pojedine (n,k) 
Koriscenjem rezultata iz rada [2] izracunate su konkretne teorijske granice za minimalne k-varijacije 

permutacija iz Sn za 2 ~ k ~ 10, 3 ~ п ~ 100. U funkciji 8oundariesGenerator() su implementirana 

tvrdenja teorema navedenih u poglavlju 2. Funkcija kao ulazne argumente јта velicinu permutacije - п, 

Ьгој elemenata u sumi - k i matricu gornjih granica za disc(n, k) koja је ulazno-izlazni argument. 

Izracunate vrednosti gornjih granica se upisujuu ovu matricu, dok se ova matrica, rekurzivno, koristi u 

implementaciji Теогете 5 јТеогете 10 (videti poglavlje 2). 

Za zadati раг (п, k) se ргјтепот vise teorema dobija vise gornjih granica za disc(n, k), od kojih se 

uzima пајтапја i upisuje па odgovarajuce mesto u matrici gornjih ~ranica. 

Prikazacemofunkciju koja izracunava donju teorijsku granicu - Lower8ound_Calculate() i funkciju koja 

izracunava gornju teorijsku granicu - Upper8ound_Calculate(). Takode, prikazacemo i poziv ove dve 

funkcije koji se odvija u dvostrukoj petlji, ро п i k. 

u prikazima ovihfunkcija koriste se sledece ротоспе funkcije 

AddNewElement(int[], int) koja ubacuje novi element па kraj prosledenog niza 

Min(int[]) koja odreduje minimum prosledenog niza 

else 
lowerBound:= fAvKl; 

end 
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Algoritam UpperBound_Calculate(n, k) 
Ulaz: п (veliCina permutacije) 

k (duiina k - sume) 
upperBoundsMatrix [][](matrica gornjih teorijskih granica) 

Izlaz: upperBoundsMatrix[][](matrica gornjih teorijskih granica) 
begin 

AvK := k(n + 1)/2; 
if k= 1 then 
(Upisuje se п u niz UpperBounds koji 
sadrii sve gornje granice dobijene koriscenjem Teorema-Slucaj k=l i k=2 se koriste 
redom u ispitivanju granica ро Теогеmј 10 i Теогеmј 5) 

AddNewEleтent(UpperBounds, п); 
else 
(lspituju se uslovi preostalih Теогеmа) 

(Теогеmа2) 

ifkтod 2 <> Othen 
ifn = 2k then 

AddNewEleтent(UpperBounds, LAvK + 0.5Ј); 
else if п = 3k then 

AddNewEleтent(UpperBounds, LAvK + 1Ј); 
(Теогеmа 3) 
if k = 2 AN D п > 3 then 

AddNewEleтent(UpperBounds, LAvK + 1Ј); 
(Теогеmа4) 

if k = 3 AN D п ~ 6 then 
AddNewEleтent(UpperBounds, LAvK + 2Ј); 

(Теогеmа5) 

тinUpperBound := 100 . AvK; 
for all {р, q }јп Factors(k) do (Factors(k) su svi parovi delilaca Ьгоја k) 
(za sve parove р i q traii se nајmаnја gornja granica umatrici gornjih granica) 

. ifp (upperBoundsMatrix[q -l][n -1] - q(n
2
+1)) < 

тinUpperBound - AvK then 
тinUpperBound := 

AvK + p(upperBoundsMatrix[q - l][n - 1] _ Q(n+1)); 
2 

AddNewEleтent(UpperBounds, тinUpperBound); 
(Posledica 6) 
if k тod 2 = О then 

AddNewEleтent(UpperBounds, LAvK + k/2J); 
(Теогеmа 7) 
ifn тod k =0 then 

if k тod 2 = О then 
AddNewEleтent(UpperBounds, LAvK + 1Ј); 

else 
AddNewEleтent(UpperBounds, LAvK + 2Ј); 
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end 

(Теогеmа 9) 

ifq> 1 then 
if q тod 2 = О then 

AddNewEleтent(UpperBounds, tAverageKSuт + 2Ј); 
else 

AddNewEleтent(UpperBounds, LAverageKSuт + З.5Ј); 
(Теогеmа 10) 

ifq тod 2 = 1 AND q > 1then 

( 

UpperBounds, ) 

AddNewEleтent t В d М .. [k 1] [П 1] k (~+1)J ; upper оиn s atrlx - - - - - - * --
q' q q 2 

(Теогеmа 13) 

ifk тod 2 <> OAND q = 1then 
AddNewEleтent(UpperBounds, tAverageKSuт + k + 6Ј); 

(Rezиltat se upisuje па odgovarajuce mesto и matrici) 

AddNewEleтent(upperBoundsMatrix[k -l],Мin(UрреrВоunds)); 

Obzirom da se vec dobijene vrednosti koriste za dalje izracunavanje vrednosti teorijskih granica, 
neophodno је, zbogkoriscenja Teoreme 5 i Teoreme 10, izracunati i vrednosti za k = 1,2. 

ОоЫјепј su sJedeci rezuJtati; prikazani u obJiku odstupanja donje (DG) i gornje (GG) granice za disc(n, k), 

kao i razlika Diff=GG-DG. 
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26 1.5 1.5 0.0 1.0 2.0 1.0 2.5 10.5 8.0 1.0 2.0 1.0 1.5 12.5 11.0 1.0 2.0 1.0 4.5 4.5 0.0 1.0 2.0 1.0 

27 1.0 2.0 1.0 2.0 2.0 0.0 2.0 11.0 9.0 1.0 1.0 0.0 4.0 13.0 9.0 2.0 4.0 2.0 1.0 1.0 0.0 2.0 5.0 3.0 

28 1.5 1.5 0.0 1.0 1.0 0.0 1.5 10~5 9.0 1.0 2.0 1.0 0.5 1.5 1.0 1.0 2.0 1.0 4.5 4.5 0.0 1.0 2.0 1.0 

29 2.0 2.0 0.0 2.0 2.0 0.0 3.0 11.0 8:0 3.0 3.0 0.0 4.0 13.0 9.0 2.0 4.0 2.0 2.0 6.0 4.0 5.0 5.0 0.0 

30 0.5 1.5 1.0 1.0 2.0 1.0 0.5 1.5 1.0 1.0 1.0 0.0 1.5 12.5 11.0 1.0 2.0 1.0 0.5 1.5 1.0 1.0 1.0 0.0 

31 2.0 2.0 0.0 2.0 2.0 0.0 3.0 11.0 8.0 3.0 3.0 0.0 2.0 13.0 11.0 4.0 4.0 0.0 3.0 6.0 3.0 5.0 5.0 0.0 

32 1.5 1.5 0.0 1.0 1.0 0.0 1.5 10.5 9.0 1.0 2.0 1.0 2.5 12.5 10.0 1.0 1.0 0.0 2.5 4.5 2.0 1.0 2.0 1.0 

33 1.0 2.0 1.0 2.0 2.0 0.0 2.0 11.0 9.0 1.0 1.0 0.0 2.0 13.0 11.0 4.0 4.0 0.0 1.0 2.0 1.0 2.0 5.0 3.0 

34 1.5 1.5 0.0 1.0 2.0 1.0 2.5 10.5 8.0 1.0 2.0 1.0 3.5 12.5 9.0 1.0 2.0 1.0 1.5 4.5 3.0 1.0 2.0 1.0 

35 2.0 2.0 0.0 2.0 2.0 0.0 1.0 2.0 1.0 3.0 3.0 0.0 1.0 2.0 1.0 2.0 4.0 2.0 5.0 6.0 1.0 1.0 1.0 0.0 
36 0.5 1.5 1.0 1.0 1.0 0.0 2.5 10.5 8.0 1.0 1.0 0.0 3.5 12.5 9.0 1.0 2.0 1.0 0.5 1.5 1.0 1.0 2.0 1.0 
37 2.0 2.0 0.0 2.0 2.0 0.0 2.0 11.0 9.0 3.0 3.0 0.0 2.0 13.0 11.0 2.0 4.0 2.0 5.0 6.0 1.0 2.0 5.0 3.0 

38 1.5 1.5 0.0 1.0 2.0 1.0 1.5 10.5 9.0 1.0 2.0 1.0 2.5 12.5 !1.0.0 1.0 2.0 1.0 1.5 4.5 3.0 1.0 2.0 1.0 
39 1.0 2.0- 1.0 2.0 2.0 0.0 3.0 11.0 8.0 1.0 1.0 0.0 2.0 13.0 11.0 4.0 4.0 0.0 1.0 2.0 1.0 5.0 5.0 0.0 
40 1.5 1.5 0.0 1.0 1.0 0.0 0.5 1.5 1.0 1.0 2.0 1.0 1.5 12.5 11.0 1.0 1.0 0.0 2.5 4.5 2.0 1.0 1.0 0.0 
41 2.0 2.0 0.0 2.0 2.0 0.0 3.0 11.0 8.0 3.0 3.0 0.0 4.0 13.0 9.0 4.0 4.0 0.0 3.0 6.0 3.0 5.0 5.0 0.0 
42 0.5 1.5 1.0 1.0 2.0 1.0 1.5 10.5 9.0 1.0 1.0 0.0 0.5 1.5 1.0 1.0 2.0 1.0 0.5 1.5 1.0 1.0 2.0 1.0 
43 2.0 2.0 0.0 2.0 2.0 0.0 2.0 11.0 9.0 3.0 3.0 0.0 4.0 13.0 9.0 2.0 4.0 2.0 2.0 6.0 4.0 2.0 5.0 3.0 
44 1.5 1.5 0.0 1.0 1.0 0.0 2.5 10.5 8.0 1.0 2.0 1.0 1.5 12.5 11.0 1.0 2.0 1.0 4.5 4.5 0.0 1.0 2.0 1.0 
45 1.0 2.0. 1.0 2.0 2.0 0.0 1.0 2.0 1.0 1.0 1.0 0.0 2.0 13.0 11.0 2.0 4.0 2.0 1.0 2.0 1.0 1.0 1.0 0.0 
40·.· 1.5 1.5 0.0 1.0 2.0 1.0 2.5 10.5 8.0 1.0 2.0 1.0 2.5 12.5 10.0 1.0 2.0 1.0 4.5 4.5 0.0 1.0 2.0 1.0 
47 2.0 2.0 0.0 2.0 2.0 0.0 2.0 11.0 9.0 3.0 3.0 0.0 2.0 13.0 11.6 4.0 4.0 0.0 2.0 6.0 4.0 2.0 5.0 3.0 
48 0.5 1.5 1.0 1.0 1.0 0.0 1.5 10.5 9.0 1.0 1.0 0.0 3.5 12.5 9.0 1.0 1.0 0.0 0.5 1.5 1.0 1.0 2.0 1.0 
49 2.0 2.0 0.0 2.0 2.0 0.0 3.0 11.0 8.0 3.0 3.0 0.0 1.0 2.0 1.0 4.0 4.0 0.0 3.0 6.0 3.0 5.0 5.0 0.0 

50 1.5 1.5 0.0 1.0 2.0 1.0 0.5 1.5 1.0 1.0 2.0 1.0 3.5 12.5 9.0 1.0 2.0 1.0 2.5 4.5 2.0 1.0 1.0 0.0 
51 1.0 2.0 1.0 2.0 2.0 0.0 3.0 11.0 8.0 1.0 1.0 0.0 2.0 13.0 11.0 2.0 4.0 2.0 1.0 2.0 1.0 5.0 5.0 0.0 
52 1.5 1.5 0.0 1.0 1.0 0.0 1.5 10.5 9.0 1.0 2.0 1.0 2.5 12.5 10.0 1.0 2.0 1.0 1.5 4.5 3.0 1.0 2.0 1.0 
53 2.0 2.0 0.0 2.0 2.0 0.0 2.0 11.0 9:0 3.0 3.0 0.0 2.0 13.0 11.0 2.0 4.0 2.0 5.0 6.0 1.0 2.0 5.0 3.0 

54 0.5 1.5 1.0 1.0 2.0 1.0 2.5 10.5 8.0 1.0 1.0 0.0 1.5 12.5 11.0 1.0 2.0 1.0 0.5 1.5 1.0 1.0 2.0 1.0 
55 2.0 2.0. 0.0 2.0 2.0 0.0 1.0 2.0 1.0 3.0 3.0 0.0 4.0 13.0 9.0 4.0 4.0 0.0 5.0 6.0 1.0 1.0 1.0 0.0 
56. 1.5 1.5 0.0 1.0 1.0 0.0 2.5 10;5 8.0. 1.0 2.0 1.0 0.5 1.5 1.0 1.0 1.0 0.0 1.5 4.5 3.0 1.0 2.0 1.0 
57·· 1.0 2.0 1.0 2.0 2.0 0.0 2.0 11;0 9.0 t.O 1.0 0.0 4.0 13.0 9.0 4.0 4.0 0.0 1.0 2.0 1.0 2.0 5.0 3.0 

58 1.5 1.5 0.0 1.0 2.0 1.0. 1.5 10.5 9.0 1.0 2.0 1.0 1.5 12.5 11.0 1.0 2.0 1.0 2.5 4.5 2.0 1.0 2.0 1.0 

59 2.0 2.0 0.0 2.0 2.0 0.0 3.0 11.0 8.0 3.0 3.0 0.0 2.0 13.0 11.0 2.0 4.0 2.0 3.0 6.0 3.0 5.0 5.0 0.0 
60 0.5 1.5 1.0 1.0 1.0 0.0 0.5 1.5 1.0 1.0 1.0 0.0 2.5 12.5 10.0 1.0 2.0 1.0 0.5 1.5 1.0 1.0 1.0 0.0 
61 2.0 2.0 0.0 2.0 2.0 0.0 3.0 11.0 8.0 3.0 3.0 0.0 2.0 13.0 11.0 2.0 4.0 2.0 2.0 6.0 4.0 5.0 5.0 0.0 
62 1.5 1.5 0.0 1.0 2.0 1.0 1.5 10.5 9.0 1.0 2.0 1.0 3.5 12.5 9.0 1.0 2.0 1.0 4.5 4.5 0.0 1.0 2.0 1.0 
63 1.0 2.0 1.0 2.0 2.0 0.0 2.0 11.0 9.0 1.0 1.0 0.0 1.0 2.0 1.0 4.0 4.0 0.0 1.0 2.0 1.0 2.0 5.0 3.0 
64 1.5 1.5 0.0 1.0 1.0 0.0 2.5 10.5 8.0 1.0 2.0 1.0 3.5 12.5 9.0 1.0 1.0 0.0 4.5 4.5 0.0 1.0 2.0 1.0 
65 2.0 2.0 0.0 2.0 2.0 0.0 1.0 2.0 1.0 3.0 3.0 0.0 2.0 13.0 11.0 4.0 4.0 0.0 2.0 6.0 4.0 1.0 1.0 0.0 
66 0.5 1.5 1.0 1.0 2.0 1.0 2.5 10.5 8.0 1.0 1.0 0.0 2.5 12.5 10.0 1.0 2.0 1.0 0.5 1.5 1.0 1.0 2.0 1.0 

67 2.0 2.0 0.0 2.0 2.0 0.0 2.0 11.0 9.0 3.0 3.0 0.0 2.0 13.0 11.0 2.0 4.0 2.0 3.0 6.0 3.0 2.0 5.0 3.0 
68 1.5 1.5 0.0 1.0 1.0 0.0 1.5 10.5 9.0 1.0 2.0 1.0 1.5 12.5 11.0 1.0 2.0 1.0 2.5 4.5 2.0 1.0 2.0 1.0 
69 1.0 2.0 1.0 2.0 2.0 0.0 3.0 11.0 8.0 1.0 1.0 0.0 4.0 13.0 9.0 2.0 4.0 2.0 1.0 2.0 1.0 5.0 5.0 0.0 
70 1.5 1.5 0.0 1.0 2.0 1.0 0.5 1.5 1;0 1.0 2.0 1.0 0.5 1.5 1.0 1.0 2.0 1.0 1.5 4.5 3.0 1.0 1.0 0.0 
71 2.0 2.0 0.0 2.0 2.0 0.0 3.0 11.0 8.0 3.0 3.0 0.0 4.0 13.0 9.0 4.0 4.0 0.0 5.0 6.0 1.0 5.0 5.0 0.0 
72 0.5 1.5 1.0 1.0 1.0 0.0 1.5 10.5 9.0 1.0 1.0 0.0 1.5 12.5 11.0 1.0 1.0 0.0 0.5 1.5 1.0 1.0 2.0 1.0 
73 2.0 2.0 0.0 2.0 2.0 0.0 2.0 11.0 9.0 3.0 3.0 0.0 2.0 13.0 11.0 4.0 4.0 0.0 5.0 6.0 1.0 2.0 5.0 3.0 
74 1.5 1.5 0.0 1.0 2.0 1.0 2.5 10.5 8.0 1.0 2.0 1.0 2.5 12.5 10.0 1.0 2.0 1.0 1.5 4.5 3.0 1.0 2.0 1.0 
75 1.0 2.0 1.0 2.0 2.0 0.0 1.0 2.0 1.0 1.0 1.0 0.0 2.0 13.0 11.0 2.0 4.0 2.0 1.0 2.0 1.0 1.0 1.0 0.0 
76 1.5 1.5 0.0 i.o 1.0 0.0 2.5 :!.О:5 8;0 1.0 2.0 1.0 3.5 12.5 9.0 1.0 2.0 1.0 2.5 4.5 2.0 1.0 2.0 1.0 
77 2.0 2.0 0.0 2.0 2.0 0.0 2.0 11.0 9:0 3.0 3.0 0.0 1.0 2.0 1.0 2.0 4.0 2.0 3.0 6.0 3.0 2.0 5.0 3.0 
78 0.5 1.5 1.0 1.0 2.0 1.0 1.5 10.5 9.0 1.0 1.0 0.0 3.5 12.5 9.0 1.0 2.0 1.0 0.5 1.5 1.0 1.0 2.0 1.0 
79 2.0 2.0 0.0 2.0 2.0 0.0 3.0 11.0 8.0 3.0 3.0 0.0 2.0 13.0 11.0 4.0 4.0 0.0 2.0 6.0 4.0 5.0 5.0 0.0 
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80 1.5 1.5 0.0 1.0 1.0 0.0 0.5 1.5 1 .. 0 1.0 2.0 1.0 2.5 12.5 10.0 1.0 1.0 0.0 4.5 4.5 0.0 1.0 1.0 0.0 

81 1.0 2.0 1.0 2.0 2.0 0.0 3.0 11.0 8.0 1.0 1.0 0.0 2.0 13.0 11.0 4.0 4.0 0.0 1.0 2.0 1.0 5.0 5.0 0.0 

82 1.5 1.5 0.0 1.0 2.0 1.0 1.5 10:5 9.0 1.0 2.0 1.0 1.5 12.5 11.0 1.0 2.0 1.0 4.5 4.5 0.0 1.0 2.0 1.0 

83 2.0 2.0 0.0 2.0 2.0 0.0 2.0 11.0 9.0 3.0 3.0 0.0 4.0 13.0 9.0 2.0 4.0 2.0 2.0 б.О 4.0 2.0 5.0 3.0 
84 0.5 1.5 1.0 1.0 1.0 0.0 2.5 10.5 8.0 1.0 1.0 0.0 0.5 1.5 1.0 1.0 2.0 1.0 0.5 1.5 1.0 1.0 2.0 1.0 

85 2.0 2.0 0.0 2.0 2.0 0.0 1.0 2.0 1.0 3.0 3.0 0.0 4.0 13.0 9.0 2.0 4.0 2.0 3.0 б.О 3.0 1.0 1.0 0.0 

8б 1.5 1.5 0.0 1.0 2.0 1.0 2.5 10.5 8.0 1.0 2.0 1.0 1.5 12.5 11.0 1.0 2.0 1.0 2.5 4.5 2.0 1.0 2.0 1.0 

87 1.0 2.0 1.0 2.0 2.0 0.0 2.0 11.0 9;0 1.0 1.0 0.0 2.0 13.0 11.0 4.0 4.0 0.0 1.0 2.0 1.0 2.0 5.0 3.0 

88 1.5 1.5 0.0 1.0 1.0 0.0 1.5 10.5 9.0 1.0 2.0 1.0 2.5 12.5 10.0 1.0 1.0 0.0 1.5 4.5 3.0 1.0 2.0 1.0 
89 2.0 2.0 0.0 2.0 2.0 0.0 3.0 11.0 8.0 3.0 3.0 0.0 2.0 13.0 11.0 4.0 4.0 0.0 5.0 б.О 1.0 5.0 5.0 0.0 

90 0.5 1.5 1.0 1.0 2.0 1.0 0.5 1.5 1.0 1.0 1.0 0.0 3.5 12.5 9.0 1.0 2.0 1.0 0.5 1.5 1.0 1.0 1.0 0.0 

91 2.0 2.0 0.0 2.0 2.0 0.0 3.0 11.0 8.0 3.0 3.0 0.0 1.0 2.0 1.0 2.0 4.0 2.0 5.0 б.О 1.0 5.0 5.0 0.0 
92 1.5 1.5 0.0 1.0 1.0 0.0 1.5 10.5 9.0 1.0 2.0 1.0 3.5 12.5 '9.0 1.0 2.0 1.0 1.5 4.5 3.0 1.0 2.0 1.0 
93 1.0 2.0 1.0 2.0 2.0 0.0 2.0 11.0 9.0 1.0 1.0 0.0 2.0 13.0 11.0 2.0 4.0 2.0 1.0 2.0 1.0 2.0 5.0 3.0 
94 1.5 1.5 0.0 1.0 2.0 1.0 2.5 10.5 8.0 1.0 2.0 1.0 2.5 12.5 10.0 1.0 2.0 1.0 2.5 4.5 2.0 1.0 2.0 1.0 
95 2.0 2.0 0.0 2.0 2.0 0.0 1.0 2.0 1.0 3.0 3.0 0.0 2.0 13.0 11.0 4.0 4.0 0.0 3.0 б.О 3.0 1.0 1.0 0.0 
9б 0.5 1.5 1.0 1.0 1.0 0.0 2.5 10.5 8.0 1.0 1.0 0.0 1.5 12.5 11.0 1.0 1.0 0.0 0.5 1.5 1.0 1.0 2.0 1.0 
97 2.0 2.0 0.0 2.0 2.0 0.0 2.0 11.0 9.0 3.0 3.0 0.0 4.0 13.0 9.0 4.0 4.0 0.0 2.0 б.О 4.0 2.0 5.0 3.0 
98 1.5 1.5 0.0 1.0 2.0 1.0 1.5 10.5 9.0 1.0 2.0 1.0 0.5 1.5 1.0 1.0 2.0 1.0 4.5 4.5 0.0 1.0 2.0 1.0 
99 1.0 2.0 1.0 2.0 2.0 0.0 3.0 11.0 8.0 1.0 1.0 0.0 4.0 13.0 9.0 2.0 4.0 2.0 1.0 2.0 1.0 5.0 5.0 0.0 
100 1.5 1.5 0.0 1.0 1.0 0.0 0.5 1.5 1.0 1.0 2.0 1.0 1.5 12.5 11.0 1.0 2.0 1.0 4.5 4.5 0.0 1.0 1.0 0.0 

Tabela 2 -Izracunate vrednosti dlSC(n, k) 
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4. Algoritam pretrage 
Prethodna tabela pokazuje da za neke parove (п, k) rezultati iz rada [2] пе odreduju tacnu vrednost 

minimalne k-varijacije permutacija iz Sn' Preostaje da se za sto vise parova (п, k) iz ove tabele odrede 

tacne vrednQsti disc(n, k) i msum(n, k). Zbog toga su игаСЈепе tri dorade osnovne verzije algoritma iz 

rada [3]: 

- pronalazenje dobre pocetnepermutacije па osnovu konstrukcija iz rada [2]; 

- modifikacija potrebna da Ы se mogao resavati ргоЫет za proizvoljno k. 

- modifikacija potrebna da Ы se mogao resavati i simetricni ргоЫетl tj. odredivanje disc(n, k); 

1. Pronalazenje "najpovoljnijefl pocetne permutacije 

Brzina izvrsavanja algoritma zavisi, pored ostalog, i od permutacije od koje se росјпје pretraga. 

Теогете iz rada [2] u svojim dokazima daju konstrukcije pocetne permutacije u zavisnosti od 

redapermutacije п i velicine k. Neke od ovih konstrukcija implementira funkcija 

StartPerrnutation{}. Ukoliko sun i k uzajamno prosti brojevi, pocetna permutacija se kreira iz 

jednog dela tako sto i-ti element iz uredenog skupa {1,2,З, ... , п} u pocetnoj permutaciji dobija 

indeks (k . i)mod n.Za ovakvu konstrukciju је koriscena ротоспа funkcija 

OneCyclePermutation(n, k). Ukoliko п i k nisu uzajamno prosti brojevi, а najveci zajednicki 

delilac је рагап Ьгој, pocetna permutacija se kreira ргета konstrukciji iz dokaza Теогете 9 uz 

ротрс funkcije PermutationWithQ_Even(n, k). U ostalim slucajevima koriscena је prosta 

pocetna permutacija dobijena funkcijom SimplePermutation(n, k). 

Algoritam StartPermutation(n, k,X) 
Ulaz: п (veliCina permutacije) 

k (Ьгој elemenata k- sume) 
Izlaz: Х (pocetna permutacija) 
begin 

end 

q = (п, k); (q је najveCi zajednicki delilac) 
ifq = 1 then (qjeNZDzaNiK) 

Х := OneCyclePermutation(n,k); 
else 

if (q mod 2 = О) then 
Х := PermutationWithQ_Even(n,k); 

else 
х := SimplePermutation(n,k); 
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Ротоспе funkcije OneCyclePerтutation(n, k), PerтutationWithQ_Even(n, k) i 

SiтplePerтutation(n, k) su prikazane sledecim pseudo kodovima: 

Algoritam OneCyclePermutation(n, k) 
Ulaz: п (veliCina permutacije) 

k (Ьгој elemenata k- sume) 
Izlaz: Х (pocetna permutacija) 
begin 

end 

index:= О; 
for i := 1 to п do 

X[index] := i; 
index := (index + k )тod п; 

Algoritam PermutationWith~Even(n, k) 
Ulaz: п (vefiCina permutacije) 

k (Ьгој elemenata k- sume) 
Izlaz: Х (pocetna permutacija) 
begin 

end 

q:= (n,k); 
·if!!:тod 2 = О then 

q 

Sigтa := (.1,з,5, .. .,!!: - 1,!!:,!!: - 2,!!: - 4, ... ,2); 
q q q q 

else 
. ( пп п п ) Slgтa:= 1,3,5, ... , - ,- - 1,- - 3, - - 5, ... ,2 ; 

q q q q 

(popunjavaju se delovi 1+21 i 2+21) 
for l := О to (q - 2)/2 do 

for i := О to !!: - 1 do 
q 

X[iq + 21] :~ Sigтa[i] + ln/q; 

X[iq + 1 + 21] := (п + 1) - (Sigтa[i] + ln); 
q 

Algoritam SimplePermutation(n, k) 
Ulaz: п (veliCina permutacije) 

k (Ьгој elemenata k- sume) 
Izlaz: Х (pocetna permutacija) 

begin 

end 

for i := Oto п - 1 do 
X[i] := п - i; 

(zamena elemenata па pozicijama О i 1 пјю Х) 
Swap(O,l,X); 
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2. Izracunavanje vrednosti za proizvoljno k 

Ovo је Ыlа najveca modifikacija algoritma, neophodna da Ы se mogli obradivati parovi (п, k) , 
k > З. Uz permutaciju elemenata pocetne (k - l)-sume, uopsten је uslov iz rada [1] za гапо 

prepoznavanje da neka grana pretragene vodi prihvatljivoj permutaciji, uopsten је uslov 

provere granicnog slucaja (па kraju permutacije), kao i uslov za еЈјmјпасјји simetrije. Zato su 

uradene sledece ргоmепе: 

2.1. U osnovnoj verziji algoritma, kao ргјргеmа za poziv funkcije Permute(), dovoljno је 
uredivanje prva tri elementa - jedan је fiksiran, а preostala dva se Ыгаји tako da је nulti 
uvek mапјј od drugog сјmе se eliminise pretraga simetricnih slucajeva. Као uopstenje, u 
modifikovanom algoritmu se пајрге izdvajaju sve kombinaciie elementata duzine k iz skupa 
{1, 2; .. ,п} koje zadovoljavaju uslov da јm је suma mапја od vrednosti MaxSuт. U definiciji 
rekurzivne funkcije ExtractStartElements() koja realizuje ovo izdvajanje kombinacija, 
koriscene su sledece роmоспе funkcije: 

• Length(X) koja vraca Ьгој elemenata u listi Х 
• Suт(X) koja vraca sumu svih elemenata u listi Х 
• AddNewEleтent(X, а) koja u listu Х dodaje element а па kraj liste 
• ReтoveEleтent(X, а) koja iz liste Х brise element а 
• InsertlnCollection(AllX,X) koja u kolekciju lista dodaje novu listu па pocetak 

Algoritam ExtractStartElements( Х, п, k, currentStartElements, currentXElement) 
Ulaz: : Х (permutacija) 

п (veJiCina permutacije) 
. k (Ьrој elemenatak - sume) 
currentStartElements (pomocni niz elemenata permutacije) 
currentXElement (indeks tekuceg elementa niza Х) 

Izlaz: AllStartElements (kolekcija svih kombinacija pocetnih elemenata za permutacije) 
begin 

end 

2.2. 

if Length(currentStartEleтents) = k - 1 then(odabrano је k-l elemenata) 

else 

if (Suт{currentStartEleтents) +Х[О]:5 MaxSuт) and 
(Suт(currentStartEleтents) + Х[О] ~ MinSuт) then 

(ukoliko је suma tekuce k-torke unutar intervala (МiпSuщМахSum], 
k-torkapostaje kandidat za pocetak pocetne premutacije) 

1 nsertlnC ollection( А llStartE leтents, currentStartE leтents) 
else 

return; 

(uzima se sledeCi element izпizа Х) 
for i := currentXEleтent + 1 to п - 1 

AddNewEleтent(currentStartEleтents;X[i]); 

ExtractStartEleтents(X, п, k, currentStartElements, О; 
ReтoveEleтent(currentStartEleтents,X[i]); 

return; 

. 

Funkcija ExtractStai'tElements() se zavrsava posto su sve kombinacije koje zadovoljavaju 

odgovarajuce uslove smestene u kolekciju AIIStartElements i to tako da se па poslednjem 
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mestu ove kolekcije nalazi kombinacija sa nizom elemenata сјјј raspored odgovara 

rasporedu elemenata u permutaciji Х za i = 1,2, ... k - 1. Svaka permutacija svake od 

kombinacija iz kolekcije AIIStartElements se moze koristiti kao koren stabIa pretrage. 

Pretraga роСјпје upravo od poslednje ро indeksu kombinacije iz kolekcije AIIStartElements i 

to sa permutacijom ove komblnacije сјјј raspored elemenata odgovara permutaciji Х za 

i = 1,2, ... k - 1. Na taj пабп, zapravo, pretraga zapocinje od pocetne permutacije Х koja је 

kreirana u koraku 1. 

Ovai naredne permutacije se kreiraju pozivom funkcije PermuteStart() koja ureduje prvih k 

elemenata izuzev fiksiranog. U ovom postupku se uocava slicnost sa osnovnim algoritmom i 

delom gde se vrsi ргјргета za poziv funkcije Permute().Kao ulazni argumenti u funkciju 

PermuteStart()prosleduju se п, k, tekuca pocetna permutacija Х u kojoj su па prvih k 

pozicija postavljeni elementi tekuce kombinacije iz AIIStartElements kolekcije, vrednost za 

promenljivu current sa pocetnom vrednoscu 1 сјте se fiksira prvi element. 

Algoritam PermuteStart( Х, п, k, current) 
Ulaz: Х (permutacija) 

begin 

. end 

п (veliCina permutacije) 
k (Ьгој elemenata k-sume) 
current (ротоспа promenljiva - Ьгојас) 

if current = k - 2 then 
(pocetni deo permutacije spreman - postavljeno је prvih k-l 
elemenata па svoje mesto, тоге se nastaviti dalje) 
PerтuteRest(X, k, п); 
else 

for ј := current to k - 2 

return; 

Swap(j, current, Х); 
PermuteStart(X, п, k, current + 1); 
Swap(j, current, Х); 

Poziv funkcija ExtractStartEleтents() i PermuteStartO је implementiran u funkciji 
PermuteOkoju predstavljamo sledecim pseudo kodom: 
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Algoritam Permute(X, п, k) 
Ulaz: Х (permutacija) 

п (veliCina permutacije) 
k (Ьгој elemenata k-sume) 

begin. 

end 

(Izvrsava se funkcija ExtractStartElements gde је Х niz koji predstav/ja pacetnu 
permutacijuJ а currentStartElements u pocetku prazan niz u kaji се tokom izvrsenja ove 
funkcije blti smestano k-l elemenata) 
AllStartElements := ExtractStartElements(X, п, k, currentStartElements, О); 
for i := Length(AllStartElements) down to 1 
(Prvih k-l elemenata niza Х postaju elementi iz tekuce kpmblnacije skupa 
AII5tartElements zamenom mestaodgovarajuCih elemenata u nјzu Х) 

for ј := Oto k - 1 
SwapU + 1, IndexO !(AllStartElements[i] ИЈ,Х),Х); 

PermuteStart(X, п, k, 1); 

Nakon postavljanja prvih k - 1 elemenata па odgovarajuce mesto, poziva se funkcija 
PermuteRest() koja је slicna funkciji Permute() iz osnovne verzije algoritma. Razlika postoji u 
uslovu u:kojoj se eliminise simetrija gde se, umesto uporedivanja elemenata Х[О] i Х[2], 
uporeduju elementi Х[1] i X[k - 1], dok је element Х[О] fiksiran. Takode, uopsten је i uslov za 
гапо prepoznavanje da se od tekuceg cvora u stabIu pretrage пе moze dobiti dobra permutacija. 
Uopsteni uslov u funkciji PermuteRest() opisan је sledecim pseudo kodom: 

unused := unused - х[иm]; (иmје indeks poslednjeg uredenog elementa 
u postupku dobijanja traiene permutacije) 
if СП - иm + (k - 2)) . MaxSum ~ 
k . unused + r};;ll{i . х[иm - (k - (i + 1))] + (k - i) . X[i - 1]) then 

PermuteRest(X,Lim + 1,n); 
umised = unused + Х(Ыm]; 

Na slican пасјп је uopsten i uslov koji se koristi u funkciji koja proverava granicne slucajeve 
za k > З. 

3. Izracunavanje vrednostidisc(n, k) - simetricni ргоЫет 
Kako Ы isti algoritam sluzio i za izracunavanje vrednosti disc(n. k) za simetricni ргоЫет, koristi 

se jos jedna globalna promenljiva - MinSum. Ne sme postojati k-suma сјја је vrednost тапја od 

vrednosti MinSum.Tako, ukoliko је MinSum = О, resava se asimetricni ргоЫет, а ukoliko је 

MinSum = AverageSum - (MaxSum - AverageSum), resava se simetricni ргоЫет. 
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5. Rezultati dobijeni pretragom i njhova uopstenja 
Ргјтепот modifikovanog aJgoritma pretrage izracunate su vrednosti тјпјтаlпе k-varijacije disc(n, k), 

odnosno ekstremalne vrednosti k-suma msum(n, k) za З :5 k :5 10, i sto је moguce vece п. Prilikom 

pretrage su koriscene teorijske granice iz Tabele 2 i to tako sto se za vrednosti pocevsi od donje granice 

proverava da lј postoji permutacija sa zadatom k-varijacijom, odnosno ekstremnom k-sumom. 

Od izvrsavanja algoritma za п' = п + 1 se odustaje ukoliko је izvrsavanje algoritma za tekuce п imalo 

vise od 1011 premestanja elemenata (1012 premestanja па procesoru Intel CPU Т2050 па 1.6GHz је 

pribIizno 48 sati izvrsavanja) јlј ukoliko је razlika u vremenu izracunavanja disc(n - 2, k) i disc(n -

1, k) veca od 10 sati. 

U nastavku се zak = 3,4, ... ,10 пајрге biti tabelom i dijagramom prikazane dobijene vrednosti 

disc(n, k) i msum' (п, k) (па dijagramima se prikazuju i teorijske granice). DОЫјепј rezultati se 

analiziraju; u nekim slucajevima se postavljaju hipoteze о tacnim vrednostima disc(n, k), msum'(n, k), 

i zatim dokazuju te hipoteze. Sve Теогете i Hipoteze sa rednim Ьгојет vecim od 25 su navedene u 

poglavlju 5.2. 

Slucajevi u kojima је msum' (п, k) < disc(n, k) su oznaceni Ьојепјет vece vrednosti disc(n, k) 

crvenom Ьојот. 
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5.1. Rezultati dobijeni pretragom 

u ovom odeljku navode se rezultati dobijeni pretragom i teorijski rezultati koji ih uopstavaju, а 
jednostavna su posledica teoreri1a iz rada [2]. 

Vrednosti za k = З 
ОоЫјепе vrednosti su prikazane u sledecoj tabeli i па grafiku: 
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ТаЬеlа 3. Dobijene vrednosti тsuт'(n, 3) = disc(n, 3), 4 :s; п :s; 38 
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Slika 3. Dobijene vrednosti тsuт'(n, 3) = disc(n, 3),4::; п :s; 38 

~Оопја 

teorijska 
granica 

_Gornja 
teorijska 
granica 

...... disc(n,3) 

Za dobijene vred~lOsti vazi da је msum' (п, 3) = disc(n, 3), 4 :5 п :5 38. U tabeli i па grafiku su 

prikazane vrednostiza4 :5 n:5 38 zato sto su to vrednosti п za koje је izracunato msum' (п, 3)2. 

Koriscenjem tvrdenja Теогете 27, za vrednosti disc(3m + 1,3), disc(3m + 2,3) i disс(бm, 3), т;:::: 2 

јтато daje: 

disc(n,3) = {1~5, п == 1(mod 2) п> б,n * бm + 3 
п == O(mod 2)' 

Vrednosti disс(бm + 3,3), т> О su dobijene pretragom do п = 33. Na osnovu dobijenih rezultata 

postavljei1a је Hipoteza 28 ргета kojoj је disс(бm + 3,3) = 2. 

Vrednosti disc(1i, 3), п :5 6za (п, 3) = 1 su dobijene pretragom. 

Specijalno, za п == 15 dobijena vrednost sene nalazi па gornjoj granici koju postavlja tvrdenje Теогете 

4. Jedino је u slucaju п = 15 moguce napravitipermutaciju 7r u kojoj је disc(7r, 3) = 1. Razlog ove 

2 Qve vrednosti suobjavljene па Interaktivnoj enciklopeciji celobrojnih brojeva (QEIS). 
http://www.research.att.com/~nias/seguences/index.html?g=A066385&language=english 
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specificnosti.se nalazi u odabiru permutacije kakav, ргета tvrdenju i dokazu Теогете 4 пјје moguce 

napraviti za slucajeve п > 15. Odabirom da је 

d = ((1, -2,2,-2,1)3) 

dobija se da sve 3-sume uzimaju vrednosti iz skupa {х - 1, х, х + 1}. Zato је disc(15,3) = 1. 

Sa druge strane, koriscenjem tvrdenja Теогете 29 јтато da је тsuт' (2т, 3) = 3/2, т ~ 3. 

Vrednosti тsuт' (2т + 1,3) su dobljene pretragom do п = 37. Ргета dobijenim vrednostima 

postavljena је Hipoteza 30 ргета kojoj је тsuт'(2т + 1,3) = 2. 
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Vrednosti disc(n, 4) i тsuт'(n, 4) 
ОоЫјепе vrednosti su prikazane u sledecoj tabeli i па grafiku: 

Tёibela 4 - ОоЫјепе vrednosti za disc(n,4),5 ::; п ::; 57 i vrlE!,r:lno,sti za тsuт'(n, 4), 5 ::; п ::; 18 
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slika 4 - ОоЫјепе vrednosti za disc(n,4) , 5 ::; п ::; 57 i vrednosti za тsuт'(n, 4), 5 ::; п ::; 18 

Najpre cemo:razmotriti vrednosti disc(n,4). 

TeoremaI4,'Neka је п = 4т, т ~ 1. Tada је disc(n,4) = 1. 

Dokaz. Koriscenjemtvrdenja Teoreme 7 јтато da је disc( 4т, 4) = 1 .• 

Teorema 15. Neka је п = 2т+ 1, т ~ 4. Tada је disc(n, 4) = 2. 

Dokaz. Koriscenjemtvrdenja Posledice 12 јтато da је disc(2т+ 1,4) = 2. 

Vrednosti zadisc( 4m + 2,4) su dobijenepretragom do п = 54. Prema dobijenim vrednostima 

postavljena је Hipoteza 31 prema kojoj је disc( 4т + 2,4) = 2. 

Dalje сето razmotriti vrednosti тsuт' (п, 4). 

Teorema 16. Neka је п = 4т, т ~ 1. Tada је тsuт' (п, 4) = 1. 
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Dokaz. Koriscenjem tvrdenja Теогете 7, za п = 4m јтато da је msum'(n,4) :::; disc(n,4) = 1, te је 

msum'(n,4) = 1 .• 

Vrednosti msum' (2m + 1,4), т ;::: 2 su dobijene pretragom do 2m + 1 :::; 17 i ргета dobijenim 

vrednostimaimamo da је msum' (2m + 1) = 2, 2m + 1 :::; 17. 

Koriscenjem tvrdenja Теогете 32 јтато da је msum' (4m + 2,4) = 1, т > 1. 

DoЫjenevrednosti za msum'(n,4) se mogu prikazati i sledecim izrazom: 

msum'(n,4) = {~: п == 1(mod 2) 
п == O(mod 2)' п:::; 18 
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Vrednosti disc(n. 5) i тsuт'(n.5) 
ОоЫјепе vrednosti su prikazane u sledecoj tabeli i па grafiku: 

Tabela 5 - Dobijene vrednosti za disc(n, 5), 6:::; п :::; 37 i vrednosti za тsuт'(n, 5), 5 :::; п :::; 18 
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-Rezultati 

S,lika 5 - Dobijene vrednosti za disc(n, 5),6:::; п :::; 37 i vrednosti ZiI тsuт'(n, 5), 5 :::; п :::; 18 

Primecujemo da је disc(n, 5) = тsuт' (п; 5), 6 ::::; п ::::; 18. 

Posmatracemo samo vrednosti disc(n, 5). 

Vrednosti za.n Е {6, 8, 9} su dobijene pretragom dok пат vrednost za slucaj п = 10 daje Теогета 2. 

Ostale vrednostikoje su dobijene pretragom d6 п = 37 se mogu svrstati u 5 grupa: 

(

3, п = 5(2т + 1) ± 4 
1.5, п = 5(2т + 1) ± 3 

disc(n, 5) = 2, п = 5(2т + 1) ± 2 ,т> О 
2.5, п = 5(2т + 1) ± 1 

- 1, п = 5(2т + 1) 

Dakle, u slucajevima kada је (n,5) = 1 vrednosti se nalaze па donjoj granici koju postavlja Теогета 11 

dok se u slucaju п ,;; 5(2т + 1), т > О vrednosti nalaze па donjoj granici koju predstavlja prosecna 5-

suma uvecana za 1. 

Koriscenjem tvrdenja Теогете 33 јтато da је disc(10т, 5) = тsuт' (10т, 5) = ~,т > 1. 
2 

31 



Za slucaj k = 5 moze se primetiti i veoma varijabilna brzina izracunavanja vrednosti u zavisnosti od reda 

permutacije.Obzirom da se dobijena vrednost gotovo uvek nalazila па donjoj granici, brzina 

izracunavanja је u jakoj sprezi sa "bIizinom" pocetne permutacije od permutacije koja predstavlja 

konacni rezultat. Tako, па ргјтег, za п = 36 u 36 premestanja је izracunavanje zavrseno, dok za п = 37 

trazena vrednost је ргопадепа tek nakon 1012 premestanja elemenata. 
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Vrednosti dlscCn. 6) i тsuт' Сп. 6) 
ОоЫјепе vrednosti su prikazane u sledecoj tabeli i па grafiku: 

ТаЬеlа 6 -ОоЫјепе vrednosti za disc(n, 6), 7 :5 п :5 39 i vrednosti za тsuт'(n, 6), 7:5 п :5 18 i k = 6 
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Slika)6 - [)оЫјепе vrednosti.za disc(n, 6), 7':5 п :5 39 i vrednosti za тsu.т'(n, 6), 7:5 п :5 18 i k = 6 

:: :' 

Najpre Сето. гаџnоtгiti vrednosti disc(n, 6). 

Теогета 17. Neka је п = 6щ т ~ 1. Tada је disc(n, 6) = 1. 

Dokaz. Koriscenjem ;tvrdenjaTeoreme 7 јтато da је disc(n, 6) = 1 .• 

Teorema 18. Neka је п = 6т+ 1 ili п = 6т + 5, п > 12. Tada је disc(n, 6) = 3. 

Dokaz. Koriscenjemtvrdenja Posledice 12 јтато da је disc(n, 6) = ~ = 3. 
.. . 2 

Za slucaj п ~ 6т + 3, т > O,tvrdenje Теогете 34 pokazuje da је disc(n, 6) = 1. 

Ostale vrednostiza disc(n, 6) su dobijene pretragom do п = 39. 

Dalje сето razmotri.ti vrednosti тsuт' (п, 6). 

Teorema 19 •. Neka је п = 6щ т ~ 1. Tada је тsuт' (п, 6) = 1. . . . 

Dokaz. Koriscenjem tvrdenja Теогете 7 јтато da је тsuт' (п, 6) ::;; disc(n, 6) = 1, te је 

тsuт'(n, 6) = 1 • 
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Za slucajeve п = бm + 2 i п = бm + 4, п ~ 10, ргета tvrdenjuTeorer:ne 35 јтато da је 

msum' Сп, б) = 1. 

Ргета tvrdenju Posledice 36 јтато da је msum'Сбm + 3,б) = 1, т> о. 

Za preostaladvaslucaja, п = бm + 1 i п = бm + 5, vrednosti su dobijene pretragom do п = 17. 
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Vrednosti disc(n. 7) i тsuт'(n. 7) 
ОоЫјепе vrednosti su prikazane u sledecoj tabeli i па grafiku: 

ОоЬјјеnе vrednosti za simetricni i asimetricni ргоЫеm - К=7 
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-w-Rezultati 

Slika'7 - ОоЫјепе vrednosti za disc(n, 7), 8 :S; п :$ 31 i vrednosti za тsuт'(n, 7), 8 :$ п :$ 17 i k = 7 

Primecujemo da је disc(n, 7) = msum' (п, 7), 8 :::; п :::; 17. 

Posmatracemo samo vrednbsti disc(n, 7). 

Koriscenjem tvrdenJa Теогете 37 јтато da је disc(14m, 7) = msum'(14m, 7) =~, т> 1. 

Vrednosti za preostale slucajeve su dobijene pretragom do п = 31. 

u slucajevima zan > 14, kada se za postavljanje donje teorijske granice koristi tvrdenje Теогете 11, 

dobijene vrednosti su uvek jednake donjoj teorijskoj granici. Nasuprot tome, vrednosti su znatno тапје 

od gornje teorijske granice koju postavlja tvrdenje Теогете 13. 
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Vrednosti discCn, 8) i тsuт' СП, 8) 
ОоЫјепе vrednosti su prikazane u sledecoj tabeli i па gratiku: 

ОоЬјјеnе vrednosti za simetricni i asimetricni ргоЫет - К=8 
4.5 

• "1 I Ј ~ 
4 

~ Ј -'1" 
-.-Donja teorijska 

granica 

3.5 

8 3 
с 

"CI 

_Gornja teorijska 
granica 

~ 
~ 2.5 
с 

:~ -g 2 
о 

1.5 

1 

0.5 

I I ~ ~ ....... ~ ..... ~ I ) 
'Д 'Д 'Л 'Л 1111 

.... ~V .... 'ј['Ј _V :Ј 
, ~ : .... 

• 

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 

N 

....... Rezultati 
asimetricnog 
ргоЫета 

-"-Rezultati 
simetricnog 
ргоЫета 

Slika:g - DobiJene vrednosti za disc(n,.8),9 :5 п :5 33 i vrednosti za msum'(n, 8), 9 :5 п :5 18 i k = 8 

Najpre сето razmotriti vrednosti disc(n,8). 

Теогета20. Neka је п = 8т,т ~ 1. Tada је disc(n, 8) = 1. 

Dokaz. Koriscenjemtvrdenja Теогете 7 јтато da је disc(n, 8) = 1 .• 

Теогета,21. Neka је п = 8т+ 1 ili п = 8т + 7, п > 16. Tada је disc(n, 8) = 4. 

Dokaz. Koriscenjem tvrdenja Posledice 12 јтато da је disc(n, 8) = ~ = 4. 

Za preostale slucajeve vrednosti su dobijene pretragom do п = 33. Specijalno, ргета dobijenim 

vrednostima:za slucajeve n=8т + 3 i п = 8т + 5, п> 16 koje se nalaze па granici koju пат daje 

Теогета 11 (disc(n, 8) = 2), tormirana је Hipoteza З8. 

Dalje сето razmotriti vrednosti msum' (п, 8). 

Теогета22. Neka је п = 8т, т ~ 1. Tada је msum'(n, 8) = 1. 
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Dokaz. Koriscenjem tvгdenja Теогете 7 јтато da је msum' (п, 8) $; disc(n, 8) = 1, te је 

msum'(n,8) = 1 • 

Za slucajeve п = 8т + 2 i п = 8т + 6, т > О ргета tvrdenju Теогете 39 јтато da је 

msum'(n,8) = 1. 

Vrednosti zaostale slucajeve su dobijene ptetragom do п = 18. 
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Vrednosti discCn. 9) ј тsuт' Сп. 9) 
ОоЫјепе vrednosti su prikazane u sledecoj tabeli i па grafiku: 

1 1.5 2 2.5 1 1.5 3 
- Dobijene vrednostiza disc(n. 9), 10 ~ п ~ 23 i vrednosti za msum 
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Slika 9'- DQbijene vrednosti za disc(n, 9), 10 ~ п ~ 23 i vrednostiza msum'(n, 9), 10 ~ п ~ 18 i k = 9 . , 

Primecujemo da Је disc(n, 9) = тsuт' (п, 9), 10:5 п :5 18. 

Posmatracemo samo vrednosti disc(n, 9). 

Koriscenjem tvrdenja Теогеmе 40 јmаmо da је disc(18т, 9) = тsuт' (18т, 9) = ~, т > 1. 

Vrednosti za preostale slucajeve su dobijene pretragom do п = 23 za simetrican ргоЫеm i do п = 18 za 

asimetrican ргоЫеm. 

U slucajevima zan > 18, kada se za postavljanje donje teorijske granice koristi tvrdenje Теогеmе 11, 

dobijene vrednosti za disc(n, 9) su uvekjednake donjoj teorijskoj granici. Nasuprot tome, vrednosti su 

znatno mапје od gornje teorijske granice koju postavlja tvrdenje Теогете 13. 
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Vrednosti disc(n. 10) i тsuт'(n. 10) 
ОоЫјепе vrednosti su prikazane u sledecoj tabeli i па grafiku: 

5 1 2 
Tabel.a 10 - Dobijene vrednosti za disc(n, 10), 11 :5 п:5 18 i vrednosti za тsuт'(n, 1 

ОоЬјјеnе vrednosti za simetricni i asimetricni ргоЬЈет- К=10 
5.5 

5 

4.5 -t-----,~-----I-+---------___,f_.J~----

~ 4 -t-~-~~--~~~г---------~-~-----
о 

.:; 3.5 -f---'---""""---+---~---------;~----1k-----
!!! 
~ З -t-----~~~~--~г_---__ ~--~---+----
с 

:~ 2.5 -t--------1t-+-I------\--.",....-~ __ -I_---___1k_-­
.Q 
о 

Q 2 -t-~----~.---~~---4~-----~----~----~--

1.5 -t--~---\--+---~--T-___::~-__::I~----3I~---

1 +-~~._--~F---~~---.~--~~--.. ----~----~--
0.5 -f---,----.----...,r__---..----,.----r---.------т----, 

10 11 12 .13 15 16 17 18 19 

N 

....... оопја teorijska 
granica 

_Gornja teorijska 
granica 

___ Rezultati 

asimetricnog 
probIema 

___ Rezultati 

simetricnog 
probIema 

Slika 10, Dol)ijene vredno~ti za disc(n, 10), 11 :5 п :5 18 ј vrednosti za тsuт'(n, 10). 11 :5 п :5 18 

Najpre сето razmotriti vrednosti disc(n, 10). 

Теогета 23. Neka је п = 10m, т ~ 1. Tada је disc(n, 10) = 1. 

Dokaz. Koriscenjemtvrdenja Теогете 7 јтато da је disc(n, 10) = 1 .• 

Теогета24. Neka је п = 10m + 1 iIi п = 10m + 9, п > 20. Tada jedisc(n, 10) = 5. 

Dokaz. Koriscenjemtvrdenja.Posledice 12 јтато da је disc(n, 10) = 120 = 5. 

Dalje сето razmotriti vrednostikojesu dobijene za ргоЫет msum'(n, 10). 

Теогета 25. Neka је п = 10m, т ~ 1. Tada је msum'(n, 10) = 1. 

Dokaz. KoriscenjemtvrdenjaTeoreme 7 јтато da је msum' (п, 10) :5 disc(n, 10) = 1, te је 

msum'(n, 1()) = 1 • 

Za preostale slucajeve vrednosti su dobijene pretragom do п = 18 za оЬа ргоЫета. 

Mali brojdobijenih vrednost је posledica velikog Ьгоја premestanja elemenata vec za slucaj п = 19 gde 

trazena vrednosti пјје dobiena пј u 1012 premestanja. 
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5.2. Nove donje ; gornje пгап;се 
Rezultati iz prethodnog odeljka sugerisu neka moguca uopstenja. Neka od tih tvrdenja dokazuju se u 

ovom odeljku. Nekaod preostalih formulisana su kao hipoteze. 

Teorema 2б.Zа п > 2k је disc(n,k) ~ тsuт'(n,k) >~. 

Dokaz. Ukoliko је k = 2т. т> 1, onda је i Avg(n, k) сео Ьгој. Tada је тsuт'(n, 2т) ~ 1, te za ovaj 

slucaj Ьгоја k vazi tvrdenje Teoreme. 

Razmotrimo dalje slucaj k = 2т - 1. т > 1. Pretpostavimo da postoji permutacija п koja zadovoljava 

da је тsuт'(n, k) = ~. Pretpostavimo da је k-suma permutacije п jednaka: 

1 
ПО + n1 + n2 + .. , + nk-1 = Avg(n, k) + 2" 

Naredne uzastopne k-sume uzimaju naizmenicno vrednosti iz skupa {Avg(n,k) - ~,Avg(n, k) + Н. 
Zbog toga, neophodno је da raspored elemenata u permutaciji П zapocinje па sledeci пасјп: 

Ukoliko iskoristimo cinjenicu da permutacija nema ponavljanja elemenata, ovde dolazimo do 

kontradikcije, јег Ы naredni element mогао da bude по - 1 + 1 = по sto је nemoguce. Odatle vazi 

tvrdenje Теогеmе. 8 

Teorema 27. Neka је п '* 6т + 3 i п> 6. Tada vazi: 

disc(n, З) = {1~5, 

Dokaz. Analizu cemo podeliti u tri slucaja. 

п == l(тod 2) 
п == O(тod 2) 

Sluca; п = 6т, т > 2. Koriscenjem tvrdenja Теогеmе 26 pokazujemo da је disc(n, З) ~ ~. Sa druge 

strane, koriscenjem tvrdenja Теогеmе 4 јmаmо da је disc(n, З) ::;; 2, а posto za п рагпо vazi da 

disc(n, З) пе moze biti сеlоЬгојпа vrednost, vazi da је disc(n, З) = ~. 
2 

Sluca; п = 6т + 1 i n= 6т -+ 5. т > 1. U ovom slucaju п је пераrnо i vazi da је gcd(n, k) = 1. 

Koriscenjem tvrdenja Теогеmе 4 i Теогеmе 11 јmаmо da је ~ ::;; disc(n, З) ::;; 2. Kada је п пераrnо, 
prosecna suma је сеlоЬгојпа .te је disc(n, З) = 2. 

Sluca; п == 6т + 2 јn = 6т + 4. т > 1. U ovom slucaju п је рато i vazi da је gcd(n, k) = 1. 

Koriscenjem tvrdenja Teoreme 4 i Teoreme 11јmаmо da је ~ ::;; disc(n, З) ::;; 2. Kada је п рагпо, 

prosecnasuma пјје сеlоЬгојпа te је disc(n, З) = ~. 

Analizom prethodnih slucajeva dokazana је Теогеmа. 8 

40 



Hipoteza 28. Neka је п = 6т + 3, т > 2. Tada је disc(n, 3) = 2. 

Teorema29. Neka је п = 2m, т> 3. Tada је msum'(n, 3) = 3/2. 

Dokaz. Koristeci tvrdenje Теогете 26 u sprezi sa tvrdenjem Теогете 27, јтато da је 

i < msum'(2m,3) :5 disc(2m, 3) =~, т;::: З, odakle sledi tvrdenje Теогете .• 

Hipoteza 30. Neka је п = 2т + 1, п> 15. Tada је msum'(n, 3) = 2. 

Hipoteza 31. Neka је п = 4т + 2, т;::: 2. Tada је disc(n, 4) = 2. 

Teorema 32. Neka је п = 4т +2, т> 1. Vazi da је msum'(n,4) = 1. 

Dokaz. Odabirom da је 

d = ((1,-1)2m-l,-2m,2m,-1,1) 

dobija se da је, ukoliko је 7rl + 7r2 + 7rз + 7r4 = х, niz k-suma sledeCi: 

(х, (х + 1,х)2m-l,х - 2m,х,х + 1) 

Ukoliko se ovako dobijene k-sume saberu, i to izjednaci sa 4n(n + 1)/2 dobija se da је 

4х + 1 - 2т + (2т - 1)(2х + 1) = 2( 4т + 2)( 4т + 3) 

Odavde је х = 8т + 6 sto Је prosecna vrednost k-suma za permutaciju reda 4т + 2, te је i 

msum(n;4) = Avg(n,4) + 1 .• 

Teorema33. Neka је п = 10m, т > 1. Tada vazi da је disc(n, 5) = msum' (п, 5) = %. 

Dokaz. KoriscenjemtvrdenjaTeoreme 26 u sprezi sa tvrdenjem Теогете 7 јтато da је ~ < 
2 

msum'(n,5) :5 disc(n, 5) :5 2. Za 11 раrnо јтато da disc(n, 5) i msum'(n, 5) пе moze biti сео Ьгој te 
. :. .' 

је disc(n, 5). = msum' (п, 5) = % .• 

Teorema 34. Neka је п = 6т + 3, т > О. Tada vazi da је disc(n, 6) = 1. 

Dokaz. Odabirom da је 

d = ((-2,2)зm-З,(-1,1,-1)2,2,-2,2) 

dobija seda је, ukoliko је 7rl + 7r2 + 7rз + 7r4 + 7rs + 7r6 = х, niz k-suma sledeci: 

(х, (х - 2,х)зm-з,х - 1,х,х - 1,х - 2,х - 1,х - 2,х,х - 2) 

Ukoliko se ovako dobijene k-sume saberu, i to izjednaci sa 6n(n + 1)/2 dobija se da је 

9х - 9 + (3т - 3)(2х - 2) = 3(6т + 3)(6т + 4) 
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Odavde је х - 1 = 3(6т + 4) ~to је prosecna vrednost k-suma za permutaciju reda 6т + 3, ра је i 

disc(n, 6) = 1 .• 

Теогета 35. Neka је п = 6т + 2 iIi п = 6т + 4 i neka је п ~ 10. Tada је msum' (п, 6) = 1. 

Dokaz. Dokaz сето podeliti u dva dela. U оЬа slucaja јтато da је gcd(n, 6) = 2, te trazenu permutaciju 

mozemo konstruisati od 2 dela (loop(i), i = 1,2). 

Pretpostavimo da јеn = 6т + 2. Uzmimo da је: 

f(loop(l)) = ((-т,-т,2т+ l)т,;-т), 

f(loop(2)) = ((т, т, -(2т + l))т,т) 

Ukoliko fiksiramo prvi element prvog dela permutacije bude по, а prvi element drugog dela bude пl 

јтато daje: 

loop(l) = (по.:тсо - т,:ТСо - 2т,:тсо + 1,:ТСо + 1 - т, "',:ТСо + т), 

Ukoliko dalje posmatramo ve'ktor d koristeci elemente iz dva dobijena dela, јтато: 

d = ((l,-1)зт,-3т, 3т) 

Odakle vazi da је msum'(6m + 2,6) = 1, te је prvi deo Теогете dokazan. 

Pretpostavimo, dalje, da је п = 6т + 4. Uzmimo da је: 

f(loop(l)) = ((т + 1, т + 1, -(2т + l))т, т + l,-(2т + 1)), 

[Ооор(2)) = ((-(т + 1), -(т + 1),2т + l)т, -(т + 1), 2т + 1) 

Ukoliko fiksiramo prvi element prvog dela permutacije bude :ТСо, а prvi element drugog dela bude :тсl 

јтато daje: 

loop(l) = (по.:тсо + т + l,:тсо + 2(т + l),:тсо + l,:тсо + 1 + т + 1, "',:ТСо + т, по + 2т + 1), 

loop(2) = (1li,1l1 - (т + 1),1li - 2(т + 1),п1 - 1,п1 - 1 ~ Ст + 1), ... , п1 - т, п1 - 2т - 1) 

Ukoliko dalje posmatramo vektor d koristeci elemente iz dva dobijen~ dela, јтато: 

d = ((l,-1)з(т-l),l,-1,1,-l,-3т -l,3т + 1,1,-1,1,-1) 

Odakle vazi da је msum'(6m + 4,6) = 1, te је i drugi deo Теогете dokazan .• 

Imamo posle.dicu Теогете 34, ргета kojoj јтато resen slucaj п = 6т + 3, т > О za asimetrican 

ргоЫет. Tvrdenje posledice dajemo bez dokaza. 
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Posledica 36. Neka је п = 6т + 3, т > О i AvgCn, k) prosecna vrednost k-suma u permutaciji rr reda 

n. Vazi da је msum'(n, 6) = 1 .• 

Teorema 37. Neka је п = 14т, т> 1. Tcida vazi da је disc(n, 7) = msum'(n, 7) =~. 

Dokaz. Koriscenjem tvrdenjaTeoreme26 u sprezi sa tvrdenjem Теогете 7 јтато da је! < 
2 

msum' Сп, 7) :$ disc(n, 7) :$2. Za п раrnо јтато da disc(n, 7) i msum' Сп, 7) пе moze biti сео Ьгој te 

је discCn, 7) = msum' Сп, 7) = ~ .• 

Hipoteza38. Neka је п = 8т+ 3 јli п = 8т + 5, п> 16. Tada vazi :da је discCn, 8) = 2. 

Teorema 39. Neka је п = 8т + 2 јlј п = 8т + 6 za т > О. Tada vazi da је msum' СП. 8) = 1. 

Dokaz. Dokaz сето podeliti u dva dela. U оЬа slucaja јтато da је gcd(n, 8) = 2, te trazenu permutaciju 

mozemo konstruisati od 2 dela (loop(i), i = 1,2). 

Pretpostavimo da је п = 8т + 2. Uzmimo da је: 

t(loopCl)) = ССЗт + 1. -т, -т, -т)m, -т), 

{Ооор(2)) = СС-С3т+ 1). т. т. т)m, т) 

Iz odabranih tCloop(i)), i = 1,2 jednoznacno se mogu razviti delovi lоор(1) i lоор(2). Tada dobijamo 

vektor d u sledecem obIiku: 

d = СС1, _1)4(m-l)+1,_4т, 4т, (1, -1)3) 

Odakle vazi da је тsит'C8т + 2, 8) = 1, te је prvi deo Теогете dokazan. 

Pretpostavimo, dalje, da је п = 8т + 6. Uzmimo da је: 

{Ооор(l)) = ССт + l,т + 1, т + 1, -СЗт + 2))m,т + 1, т + 1, -С3т + 2)), 

{Ооор(2)) = СС -Ст + 1), -(т + 1), -Ст + 1). Зт + 2)m, -Ст + 1), -Ст + 1), Зт + 2) 

ОоЫјато da:je vektor d: 

Odakle vazi da је msum'C8m + 6, 8) = 1, te је i drugi deo Теогете dokazan .• 

Teorema 40. Neka је п = 18т, т > 1. Tada vazi da је discCn, 9) = msum' Сп, 9) = ~. 
2 

Dokaz. KoriscenjemtvrdenjaTeoreme 26 u sprezi sa tvrdenjem Теогете 7 јтато da је! < 
. 2 

msum' Сп, 9) :$ discCn, 9) :$ 2. Za п раrnо јтато da discCn, 9) i msum' Сп, 9) пе moze biti сео Ьгој te 

је discCn. 9) = msum' СП. 9) = ~ .• 
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5.3. Vreme izvrsavanja pretrage 
Osnovni i modifikovani algoritam su eksponencijalne slozenosti. Osnova eksponencijalne slozenosti 

zavisi od vise Сјпilаса. Na nju utice velicina Ьгоја k, medusobni odnos brojeva п i k, razlicite su osnove 

slozenosti ргј pretrazi za vrednostima simetricnog i asimetricnog ргоЫета, а brzina izracunavanja zavisi 

i od odabira pocetne permutacije. 

Tokom pretrage,belezeni su podaci о broju premestanja elemenata pocetne perumutacije potrebnih da 

Ы se pronasla permutacija koja zadovoljava zadate kriterijume. Vreme koje је potrebno za izracunavanje 

vrednosti оЬа ргоЫета је uglavnom eksponencijalno raslo u odnosu па red permutacije. Као ilustracija 

ovog rasta prikazan је grafik koji па logaritamskoj skali prikazuje Ьгој premestanja elemenata u funkciji 

od reda permutacije za izracunavanje vrednosti za simetrican ргоЫет. 
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Slika 11- Broj premestanja elemenata pri pretrazi za simetrican probIem 

64 

Dakle, па grafikuse moze uocitida za slucaj k = 3 јтато ekponencijalni rast funkcije sa malom 

osnovom, dok za k = 5 i k = 7 vidimo da postoje slucajevi u kojima је pretraga veoma kratko trajala. 

Ргј pretrazi za permutacijamakoje zadovoljavaju kriterijume asimetricnog ргоЫета, u slucajevima kada 

је (п, k) = 1; trebalo је potraziti i permutacije koje zadovoljavaju uslov da је 

Avg(n,k) <тsuт(n, k) < kj2s, odnosno da је ekstremna suma ispod donje granice koju пат daje 

Teoremall.Tako, bez izuzetka, u pretragama za asimetrican ргоЫет јтато eksponencijalni rast 

funkcije Ьгоја premestanja elemenata ј, kao posledicu, relativno mali Ьгој dobijenih vrednosti. 

44 



~ 

[ , 
r 

, , 
1 

6. Zakljucak 
Modifikacijom osnovnog algoritma pretrage, razvijen је algoritam pretrage za permutacijama koje 

zadovoljavaju kriterijume simetricnog i asimetricnog ргоЫета za slucajeve k > 3. Jos jednom dajemo 

prikaz Теогета iz rada [2] naosnovu kojih smo dobili teorijske granice koriscene u algoritmu pretrage. 

" " " " 

, " 

Теогета 2 

Теогета 3 
Теогета4 

StavS 

Posledica б 

Теогета 7 
Теогета 9 

Теогета 10 

Teoremal1 

Posledica 12 

Теогета 13 

,,,. ~. , ... ~ 

'1' ~ ~(~lV":fOfTh!Ji1' ,~tq:~p п 
Neka је k перагап. Tadaje disc(2k, k) =; i disc(3k, k) = 1. 

Za п ~ 3, disc(n, 2) = 1. 
Neka је п ~ 6. Tada је disc(n, 3) :5 2. 

disc(n,pq) :5 р' disc(n,q). 

Za р аrnо k disc п k ( , ) :5 !i. 
,f{trir\1i' ,(." 

Ukoliko је k раrnо, disc(mk, k) = 1, а ukoliko је k пераrnо, disc(mk, k) :5 2. 

Neka је q = gcd(n, k) i neka је q > 1. Tada је disc(n, k) :5 2 za q раrnо i 
'. 7 
disc(n, k):5 2" za q пераrnо. 

Neka је su п i k dati tako da је q = gcd(n, k) > 1 пераrnо. Tada vazi da је: 
п k 

disc(n,k) :5 disc(-,-) , , 
iI{i{i r(1~! iI{ 

Neka su n,k dati tako da је gcd(n, k) = 1, п > 2k. Neka је п = ak + r, gde је 
1 :5 r :::; k - 1, i neka је s пајтапјј pozitivan сео Ьгој takav da је rs = ±1 (тod k). 
Tada је: 

k 
disc(n,k) ~ 2.~ 

Neka su п ј k dati tako da је k рагпо i п :: ±l(тod k). Tada је disc(n, k) = kj2. 

Neka је k перагпо igcd(n, k) = 1. Tada је: 
disc(n,k) :5 k + 6. 

'Vazi i vise, za fiksirano k, pokazuje se da za п> no(k) vazi 
k 

disc(n, k) :5 2" + 9 

ТаЬеlа 11 - Prlkaz Teorema IZ rada [2] • 

ОоЫјепе permutacije zajedno sa rezultatima iz rada [2] su iskoriscene za konstrukcije permutacija koje 

kompletno resavajupojedine slucajeve vrednosti n. 

U narednoj tabeli се biti prikazane Теогете koje resavaju pojedine slucajeve vrednosti п: 
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Зт+ 1,т ~2 

З Зт+2,т ;:::'2 

6m,т ~ З 

4 
4m,т~ 1 

2т+ 1,т ~4 

5 10m,т> 1 

6m,т ~ 1 

6т + 1,n > 12 
6 6m+S,n> 12 

6т+З,т > О 

7 

8 

9 

4 

5 10m,т> 1 

6т+2, 

6 6т+4, 

7 14m,т> 1 

8 

2 

1.5 

2 

1 

2 

1.5 

1 

З 

1 

1.5 

1 

1.5 

Teorema 14. Neka је п = 4m, т ~ 1. Tada је disc(n, 4) = 1. 

Teorema 15. Neka је п = 2т + 1, т ~ 4. Tada је disc(n,4) = 2. 

Teorema 33. Neka је п = 10m, т > 1. Tada vazi da је disc(n, 5) = 
з msum'(n,5) =-. 

Teorema 17. Neka је п = 6m, т ~ 1. Tada је disc(n, = 1. 

Teorema 18. Neka је п = 6т + 1 ili п = 6т + 5, п > 12. Tada је 
disc .6) = З. 
Teorema 34. Neka је п = 6т + З, т > О. Tada vazi da је disc(n, 6) = 
1. • 

Teorema 37; Neka је п = 14m, т > 1. Tada vazi da је disc(n, 7) = 
з msum'(n,7) = 

Teorema 20. Neka је п = 8т, т 
Teorema 21. Neka је п = 8т + 1 iIi п = 8т + 7, п > 16. Tada је 
disc(n,8) = 4. 

Teorema 40. Neka је п = 18m, т > 1. Tada vazi da је disc(n, 9) = 
msum'(n,9) =~. 

1 Teorema 23. Neka је п = 10m, т ;::: 1. Tada је disc(n, 10) = 1. 

1.5 

Teorema 24. Neka је п = 10т + 1 ili п = 10т + 9, п > 20. Tada је 

=5 

T .. ",r .. n,,::a 16. Neka је п = 4т, т ~ 1. Tada је msum' 
Teorema 32: Neka је п = 4т + 2, т > 1. Vazi da је msum'(n, 4) = 1. 

Teorema 33. Neka је п = 10m, т > 1. Tada vazi da је disc(n, 5) = 
з msum'(n,5) =-. 

1 Teorema 19. Neka је п = 6m, т ~ 1. Tada је msum'(n, 6) = 1. 

1 

1 

1.5 

1 

1 

Teorema 35; Neka је п = 6т + 2 ili п = 6т + 4 i neka је п ~ 10. Tada 
је msum' (п, 6) = 1. 

Posledica 36. Neka је п = 6т + З,m > О i Avg(n, k) prosecna 
vrednost k-suma u i тr reda n. Vazi da msum' = 1. 

Teorema 37. Neka је п = 14m, т> 1. Tada vazi da је disc(n, 7) = 
з msum'(n,7) = 

Teorema 22. Neka је п = 8m, т ~ 1. Tada је msum'(n, 8) = 1. 

+ 6 Tada vazi da 
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9 

10 

8т+6,т> о је msum' (п, 8) = 1. 

18т, т > 1 1.5 
Teorema 40. Neka је п = 18т, т > 1. Tada vazi da је disc(n, 9) = 

3 
msum'(n, 9) = 2". 

10m,m ~ 1 Teorema 25. Neka је п = 10m, т ~ 1. Tada је тsum'(n, 10) = 1 

ТаЬеlа 11- Prikaz resenih probIema disc(n, k) i msum(n, k) za pojedine slucajeve vrednosti п i k 

Tabelarno се biti prikazani i slucajevi П i k za koje su vrednosti dobijene pretragom i gde је za pojedine, 

па osnovu izracunatih rezultata postavljena i Hipoteza koja је data u tabeli. 

3 

4 4т+2,т~2 

5 

б 

7 

8 

9 

3 2m + l,n >15 

4 

5 

33 

54 

37 

39 

31 

33 

33 

37 

17 

37 

Hipoteza 38. Neka је п = 8т + 3 ili п = 8т + 5, п > 16. 
Tada vazi daje disc(n, 8) = 2. 

Hipoteza 30. Neka је п = 2т + 1, п > 15. Tada је 
msum' = 2. 
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5(2m -+- 1) 

6 
п = 6m+ 1 

17 
п = 6m + 5 

7 *" 14m 31 

8m+ 1 
8m+З 

8 8m+4 18 

8m+5 
8m+7 

9 *" 18m 18 

10 *" 10m 18 

Ргеmа dobijenim vrednostima mozemo zakljuciti da su se опе, kada је gornja granica definisana 

tvrdenjem ТеогеmеlЗ, nalaziledaleko ispod granice. 

Sa druge strane, dobijene vrednosti za disc(n, k) su se, kada је donja granica definisana tvrdenjem 

Теогеmе11, nalazile tacno па toj granici ili neposredno iznad пје. Takode, ovo isto vazi i za 

odgovarajuce vrednosti msum(n, k) kojesu dobijene pretragom. Ukoliko Ы se dokazalo da Теогеmа 11 

moze da se ргјmепј i па msum(n, k), pretragaovih vrednosti Ы trajala znatno krace, сјmе Ы se niz 

dobijen.ih vrednQsti znatno povecao. 

Koriscenjemalgoritma pretrage, pomocnih metoda i rezultata dobijenih u ovom radu, moguce је dalje 

sprovestiizracunavanja, za vece п i k. Pronalazenjem novih permutacija i uocavanjem odredenih 

pravi/nosti u лјihоvој konstrukciji, suzava se Ьгој орсјја ро kojima vektor d moze da se konstruise, а time 

raste izvesnost da se jos neki slucajevi rese u potpunosti. 
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