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Uvod

Matematika kao nauka i prvi matematicki pojmovi razvijali su se i izgradivali
sa opStim razvojem civilizacije [14].
Prelaskom iz primitivne ljudske zajednice na organizovane forme, sa nomadskog
nacina zivota na zivot u stalnim naseljima, pojavila se potreba za izgradnjom
objekata za zivot Coveka, pa samim tim i interes za geometriju. Ti su objekti
radeni u obliku odredenih figura i za njihovu izgradnju bilo je neophodno po-
znavati takve figure i umeti meriti njihove elemente. Sve ovo bio je pocetak za
dalji razvoj geometrije, posebno u vezi sa merenjem duzina i povrsina.

Prvi pisani tragovi, na osnovu kojih se pouzdano moze govoriti o stepenu
razvoja geometrije u odredenom periodu, poticu iz vremena drevnih civilizacija
Vavilona, Egipta i Kine iz vremena oko 2000. godine p.n.e. Bili su pisani na
glinenim tablicama, papirusima ili na korama od drveta. Iz njih saznajemo da
su stare civilizacije imale razvijene sisteme racunanja i merenja sa osnovom 60,
da su poznavali mnoge elemente astronomije, pravili tablice mnozenja i delje-
nja, znali su da resavaju linearne i kvadratne jednacine i njihove sisteme, da
racunaju povrsine i zapremine mnogih geometrijskih figura, a u njihovim gline-
nim tablicama srece se vise primera Pitagorinih trojki brojeva, sto znaci da su
bili upoznati sa osobinom pravouglih trouglova koja je kasnije srocena u Pita-
gorinoj teoremi.

Saznanja o trouglovima usavrsavana su vekovima i primenjivana u praksi.
Trougao susre¢emo kod prvih civilizacija. Zadaci o trouglu se nalaze u papiru-
sima iz Egipta, u indijskim knjigama, kao i drugim starim rukopisima. Egipéani
su znali konstruisati prav ugao pomocu trougla ¢ije su stranice sacinjene od
uzeta, duzine 3, 4 i 5. Taj posao su obavljali geometri, koji su se zvali harpen-
donapti, zatezaci uzeta. Egipcani su smatrali da trougao sa stranicama duzine
3, 415 ima tajnovitu mo¢, te su u hramovima i piramidama gradili prostorije
tako da se njihova visina, §irina i duzina odnose kao ti brojevi. Izracunavali su
povrsinu trougla kao polovinu proizvoda osnovice i njene visine. Ovo pravilo
je bilo poznato i Vaviloncima. Sva saznanja o trouglovima koja poticu od egi-
patske i vavilonske civilizacije su u funkciji prakti¢nih i konkretnih zadataka.
Ucenja o trouglu pojavila su se u Jonskoj skoli u 7. veku p.n.e. ¢iji je osnivac
Tales, a zatim kod Pitagore.

Grci su se veoma rano poceli zanimati za svojstva trougla kao sto su, na pri-
mer, jednakost uglova na osnovici jednakokrakog trougla, zbir uglova u trouglu
itd. Teorema o zbiru uglova u trouglu dugo se smatrala jednom od najvaznijih
teorema. Ona se pripisuje Pitagori, iako neki istoricari geometrije tvrde da je
bila poznata i Talesu, koji je boraveé¢i u Egiptu upoznao metode za premerava-
nje zemljista, usavrsio ih i dao im oblik sistematskog teorijskog znanja.

Euklid je sistematizovao znanja o trouglu. Od njega potice podela trou-
glova na jednakostrani¢ne, jednakokrake i raznostrani¢ne. Euklid deli trouglove



i prema vrsti uglova na pravougle i kosougle, a kosougle na ostrougle i tupou-
gle. Euklid je u Elementima izlozio tri stava o podudarnosti trouglova, dok se
¢etvrti stav pojavljuje tek u 18. veku kod matematicara Volfa. U prvoj knjizi
Elemenata se po prvi put sistematski izlazu zadaci o osnovnim geometrijskim
konstrukcijama.

Jedna od najpoznatijih teorema u istoriji matematike je Pitagorina teorema.
Smatra se da je prvi dokaz ove teoreme dao Pitagora. Prema legendi on je u
znak zahvalnosti $to je dokazao teoremu bogovima prineo stotinu volova. Do
danas su poznati mnogi njeni dokazi. Poznatiji dokazi ove teoreme poticu od
arapskih matematicara Bhaskare i Omara Hajama. Interesantno je da jedan
dokaz ove teoreme potice i od americkog predsednika Jamesa Abrama Garfilda.
Euklid prvu knjigu Elemenata zavrsava dokazom Pitagorine teoreme.

Trougao zauzima znacajno mesto u izucavanju u skoli. Sa trouglom se ucenici

prvi put upoznaju na samom pocetku svog skolovanja. Izucavanje trougla se na
razlic¢itim nivoima nastavlja tokom celog Skolovanja. U radu su metodicki pri-
kazani osnovni pojmovi i osobine trougla sa posebnim osvrtom na postojeée
planove i programe nastave matematike u osnovnoj i srednjoj skoli. Zatim sam
te osobine povezala sa drugim oblastima kao $to su trigonometrija, podudarnost
i slicnost. Sav sadrzaj sam smestila u kontekst nastavnih planova i programa i
istakla na kom se nivou koji sadrzaj moze obradivati. U radu se bavim isklju¢ivo
osobinama trougla, primerima iz zivota i $kole, teoremama i njihovim dokazima.
Prilikom pisanja, koristila sam se zvani¢nim planovima Zavoda za unapredivanje
obrazovanja i vaspitanja, kao i udzbenicima izdavackih kuéa Klett, Nova skola,
Sluzbeni glasnik, Eduka, Zavoda za udzbenike i pojedinim pristupacnim sajto-
vima koje sam navela u literaturi.
Zapazam da je gradivo u udzbenicima za osnovnu skolu viSe bazirano na za-
dacima i ilustrativnim primerima, a manje na teoriji. Teorija se manje javlja
i uglavnom je zastupljena u obliku definicija, objasnjenja, bitnih teorema, od
kojih se samo pojedine dokazuju i to na nivou predvidenom za decu ovog uz-
rasta. Za razliku od osnovne skole, udzbenici za srednju Skolu su vise bazirani
na teoriji. Teoreme koje se navode se uglavnom dokazuju. Pojavljuje se i veliki
broj, primera ali sa mnogo manje ilustracija nego u osnovnoj skoli. U radu su
obuhvacéene osnovne teme predvidene planom i programom, ali ima jos puno za-
nimljivih dodatnih tema vezanih za trougao. One su dobre za dodatnu nastavu,
takmicenja i specijalne srednje §kole.

U prvoj glavi Osnovna skola izlazem teoriju i primere na temu trougla koji
se radi u osnovnoj skoli. Uvidom u programe vidimo da se trougao izucava u
prvom, treéem, Sestom, sedmom i osmom razredu, a odgovarajuce gradivo je
opisano u poglavljima ove glave. Naopominjem da se geometrija trougla najvise
radi u Sestom razredu.

U drugoj glavi Srednja skola takode izlazem teoriju i primere na temu tro-
ugla koji se radi u srednjoj skoli. Uvidom u programe vidimo da se trougao



radi u prvom, drugom i tre¢em razredu, a gradivo koje se obraduje je opisano
u poglavljima ove glave. Zapazam da je geometrija trougla mnogo manje za-
stupljena u srednjoj $koli nego u osnovnoj skoli. Najmanje se javlja u tre¢em
razredu, gde se samo spominje, dok je najvise zastupljena u prvom razredu.

U glavi Zakljucak prikazana su iskustva autora iz perspektive nastavnika u
osnovnoj skoli, kao i misljenja drugih kolega.

Ovim radom Zelim izraziti veliku zahvalnost ljudima koji su omoguéili da se
on ostvari. Ogromnu zahvalnost dugujem svojim roditeljima na stalnoj podrsci,
kako finansijskoj, tako i psiholoskoj tokom izrade ovog rada.

Zahvaljujem se mentoru prof. dr Srdanu Vukmirovicu na predloZenoj temi, na
strpljengu i pomoéi tokom mjegove izrade.

Zahvaljujem se i ¢lanovima komisije prof. dr Miroslavi Anticé i prof. dr Tijani
Sukilovié na korisnim savetima i sugestijama.

U pripremi teksta koristila sam software BTEX i WinGCLC za izradu crteZa.



1 Osnovna skola

1.1 Prvi razred

Program prvog razreda obuhvata predmete u prostoru i odnose medu njima,
geometrijske oblike, prirodne brojeve do 100, merenje i mere.

Oblast geometrijski oblici se odnosi na upoznavanje ucenika sa osnovnim
geometrijskim oblicima u ravni medu koje spada i trougao. Ucenici treba da
znaju da imenuju geometrijske oblike u ravni i uo¢avaju odnose dva geometrij-
ska oblika. U ovoj oblasti treba insistirati i na preciznosti i dobrom definisanju
pojmova, ne u smislu ucenja definicija napamet nego kompletnom razumevanju
osnovnih pojmova, da bi se lakSe usvojili pojmovi, koji se proucavaju u sledeé¢im
razredima.

Postoje razlicite metode pomocu kojih se deci ovog uzrasta moze na vrlo
interesantan nacin pribliziti pojam geometrijskih oblika. Istrazivanja su poka-
zala da ucenici ovog uzrasta najbolje uce da raspoznaju geometrijske oblike kroz
ucenje pesmica o odredenom geometrijskom obliku, crtanje, bojenje, formiranje
oblika od drvenih $tapica, i tome slicno. Uglavnom, sve to zavisi od samog
nastavnika, njegove kreativnosti i domisljenosti. Sledece pesmice koriste poje-
dini nastavnici u praksi kako bi ucenici uspeli da prepoznaju geometrijski oblik
trougla [12].

Svaki trougao ima stranice tri,
mma stranice tri, 1ma stranice tri,
Tu je jedna, druga, treca, zaista je tako,
prepoznati trougao meni bas je lako.

Trougao, trougao, ima stranice tri,

da je toliko i uglova to znaju bas svi.
Ako neko ne veruje, moze sam da broji,
trougao se ne kotrlja, uvek mirno stoji.

Pored ucenja i zajednickog ponavljanja pesmica, osmisljeno je i nekoliko
interesantnih igrica koje su korisne u procesu usvajanja pojma trougla kod dece.
Grupa od troje dece se postavi da stoje tako da predstavljaju temena trougla.
Prvom detetu se da klupko, dok drzi kraj kanapa, ima za zadatak da zakotrlja
klupko do drugog deteta, drugo do treteg, a treée da vrati klupko na mesto
odakle je igra pocela. Kada je klupko u rukama prvog deteta, predoceno im je
da su formirali trougao.

Neki nastavnici koriste i druge metode. Osnovni geometrijski objekti (tro-
ugao, krug, pravougaonik i kvadrat) napravljeni od kartona raznih boja stave
se u kutiju i od dece se trazi da pronadu trougao. Ovo je veoma koristan nacin
kako da ucenici razlikuju trougao od ostalih geometrijskih figura.



Nakon izucavanja geometrijskih figura u ovom uzrastu od ucenika se o¢ekuje
da znaju da prepoznaju geometrijsku figuru, da znaju skoro definiciju te figure,
prepoznaju druge objekte iste kategorije i prepoznaju karakeristike kategorija
ovih objekata.

1.2 Treéi razred

Program treceg razreda obuhvata brojeve do 1000, mere i merenje i geome-
triju.

Trougao se u tre¢em razredu izucava u okviru geometrije. U vezi trougla
paznja se posvecuje vrstiama trouglova, crtanju trouglova i obimu. Pri¢u treba
poceti podsecanjem ucenika na trouglove, Sto se moze lako uraditi kroz jedno-
stavan zadatak koji se zadaje da samostalno rade.

Zadatak 1. Date su tri tacke u ravni A, B i C'. Nacrtaj duzi koje odreduju te
tacke. Kako se naziva nacrtana figura?

Q)

o
Tyo

Resenje. Ucenici treba da dodu do zakljucka da kada spoje tacake A, B i C
duzima dobice trougao.

Ovaj zadatak moze da bude jako koristan prilikom uvodenja novih pojmova
vezanih za trougao. Treba naglasiti da se tacke navedene u prethodnom zadatku
nazivaju temena trougla, a duzi stranice trougla. Osnovni cilj je da se savladaju
svojstva geometrijske figure trougao i nauce Sta su elementi trougla jer ¢e im
to trebati kao osnova za usvajanje novih pojmova. Veoma je bitno osposobiti
ucenike da pravilno crtaju trougao koristeci lenjir i Sestar, a da se pri tome
razvije preciznost, tacnost i urednost u crtanju. Crtanje trougla ¢ije su stranice
poznate moze da bude dobar primer da se uvedu vrste trouglova u zavisnosti
od stranica (raznostrani¢ni, jednakokraki i jednakostrani¢ni). Ono $to je zani-
mljivo u udzbenicima za treéi razred je zamena termina raznostrani¢ni trougao
terminom nejednakostrani¢ni trougao. Nastavnik treba da ukaze ucenicima na
oba termina jer se desava da razlic¢iti izdavaci koriste razli¢ite nazive za ove vrste



trouglova.

U vezi trouglova radi se i njihov obim. Najpre treba objasniti Sta predsta-
vlja obim neke geometrijske figure. Dovoljno je reé¢i da se obim trougla racuna
tako Sto se saberu duzine sve tri stranice. Lako je zakljuciti da je obrazac
za izraC¢unavanje obima raznostrani¢nog trougla O = a + b + ¢, jednakokrakog
O =a+ b+ b i jednakostranicnog O = a + a + a.

Posle usvajanja gradiva o trouglovima moze se staviti nekoliko primera koji
obuhvataju proveru znanja ste¢enog u vezi trouglova. Sledeé¢i primer je name-
njen da utvrdi u kojoj meri su ucenici savladali celokupno gradivo vezano za
trouglove, i on se moze zadati na kraju casa.

Zadatak 2. Nacrtaj trougao ABC &ije su stranice 3cm, 2cm, 4em. Sta su
temena i stranice ovog trougla? Izra¢unaj obim ovog trougla.

Resenje. Da bi se izvrsila konstrukcija potrebno je da ucenici kod sebe imaju
Sestar i lenjir. Koriste¢i se priborom, najpre treba nacrtati jednu duz, npr.
AB = 3c¢m. Postoje dve moguénosti za izbor temena C a jedna od njih je u
preseku kruznica sa centrom u tacki A i poluprecnika 2¢m i sa centrom u tacki
B i poluprecnika 4cm.

Temena ovoga trougla su tacke A, B i C'. Stranice ovo trougla su duzi AB,
BC, AC. Obim se dobija kada se saberu duzine sve tri stranice tj. O =
3em + 2em + 4em = 9em.

Interesantno je nakon ovog zadatka deci dati da nacrtaju trougao ¢ije su
stranice 6cm, 2cm, 3cm. Naravno, poSto nejednakost trougla ne vazi, to je
nemoguce, $to treba prodiskutovati sa ucenicima.

1.3 Sesti razred

Program Sestog razreda obuhvata cele brojeve, trougao, racionalne brojeve,
cetvorougao i povrsinu trougla i ¢etvorougla.

Najvec¢i broj novih pojmova o trouglu se uvodi u Sestom razredu osnovne
skole. Vezano za trougao radi se pojam, elementi i vrste trougla, unutrasnji i
spoljasnji uglovi, podudarnost, uglovi i stranice, nejednakost trougla, konstruk-
cije, znacajne tacke trougla i povrsina.

1.3.1 Pojam, elementi i vrste

Ovde se vrlo lako uoc¢ava koliko je vazno da su ucenici dobro savladali gradivo
petog razreda. Ono §to bih istakla vezano za ovaj deo gradiva jeste dobro
upoznavanje sa pojmom, elementima i vrstama proucavanih trouglova i njihovih
imena koji su delom radili u nizim razredima, jer se desava da ucenici u osmom
razredu to ne znaju, a razlog tome je $to su ovaj deo najverovatnije prebrzo
presli i tu, po meni, suStinu nisu dobro savladali. Akcenat treba staviti na
primene onoga §to je najbitnije, pa u zavisnosti od sposobnosti ucenika ponaosob



zahtevati i odredene sitnice. Ne sme se dozvoliti da ucenik ne savlada detalje
koji bi mu trebali u daljem zivotu.

Judita Cofmanje [6] je uoci prilaza temi o uvodenju pojma trougla ¢esto za-
davala ucenicima kao zadatak da joj objasne §ta podrazumevaju pod trouglom.
Da bi individualna misljenja svih u¢enika u razredu dosla do izrazaja, odgovore
na postavljeni zadatak bi davali pismeno, da jedni druge ne ometaju svojim
misljenjima. Nakon toga ucenici bi procitali svoje odgovore, gde bi usledila de-
taljna diskusija. Na taj nacin bi ucenici postepeno stvarali utisak o tome Sta
se podrazumeva pod matematickom definicijom. Ovo je dobar primer pristupa
temi trougla posle ¢ega bi trebalo zahtevati da ucenici daju preciznu definiciju.

Definicija 1 Trougaona linija je zatvorena izlomljena linija odredena sa tri
nekolinearne tacke. Trougao je geometrijski objekat koga cine trougaona linija
1 njena unutrasnjost.

Pojam unutrasnjosti, koja je ve¢ pomenuta u definiciji trougla je prili¢no
jasana i obitno se ne definise. Strogo uvodenje ovog pojma je pretesko za
osnovnu 8kolu. Ova definicija stvara detaljnu sliku o pojmu trougla, sto olaksava
uvodenje osnovnih elemenata trougla. Da bismo dokazali naredne teoreme, treba
uvesti slede¢e pojmove u vezi trougla:

- Temena;

- Stranice;

- Uglove;

- Tezisnu duz;

- Tezisnu liniju;

- Visinu;

- Opisanu kruznicu;
- Upisanu kruznicu.

Ono §to je bitno pomenuti je to da su neki od ovih pojmova u prvom i tre¢em
razredu osnovne skole bili kori§éeni na intuitivnom nivou u nekoj meri, a sada
¢e biti strogo definisanisani.

Neka je dat trougao AABC.



A B

Trougao koji odreduju nekolinearne tacke A, B i C obelezavamo sa ANABC'.
Tacke A, B i C' su temena trougla. Duzi AB, BC, C'A su stranice AABC.
Uglovi AABC su LCAB, /ABC, /BCA. Ove uglove ¢esto nazivamo unu-
trasnji uglovi trougla. Medijana (teziSna duz) trougla je duz koja spaja vrh
sa sredinom suprotne stranice trougla. Prava koja sadrzi medijanu naziva se
teziSna linija trougla. Visina trougla je duz cija je jedna krajnja tacka
teme tog trougla, a druga podnozje normale iz tog temena na pravu na kojoj se
nalazi naspramna stranica. Opisana kruznica oko trougla je kruznica kojoj
pripadaju sva tri temena trougla. Upisana kruznica je kruznica koja dodiruje
sve tri stranice trougla.

Od ucenika se ne oc¢ekuje da prethodne definicije uée napamet. Dovoljno je
da budu u stanju da kazu definiciju, pokazujuci na slici, Sta je Sta i objasnjavajudi.

O oznacavanju trougla, ivica i uglova, poseban akcenat treba staviti na vrste
trouglova u zavisnosti od jednakosti stranica (jednakokraki, jednakostrani¢ni i
raznostranicni) i velic¢ine uglova (ostrougli, tupougli i pravougli). Cesto se desava
da veliki broj ucenika osmog razreda pogresi u prepoznavanju vrsta trouglova.
To bi trebalo da se stalno pominje ucenicima kako bi $to bolje savladali ovaj
deo gradiva.

1.3.2 Unutrasnji i spoljasnji uglovi

Samu ¢injenicu da je zbir unutragnjih uglova u trouglu 180° i zbir spoljasnjih
uglova u trouglu 360° ucenici jako brzo usvoje, pa po mom misljenju ne treba
insistirati na dokazu, naravno treba dati kratak dokaz ali ne treba zahtevati od
ucenika da ga znaju.

Obavezno treba ponoviti pojam opruzenog ugla i na osnovu njega lako izvoditi
formule za zbir unutrasnjih i spoljasnjih uglova trougla.
Dokazi teorema u poglavlju za Sesti razred mogu se naéi u [3, 13].

Teorema 1 Zbir unutrasngjih uglova bilo kog trougla jednak je 180°.

Dokaz. Neka je ANABC proizvoljan trougao. Postoji jedinstvena prava p koja
sadrzi tacku C' i paralelna je sa pravom odredenom tackama A i B. Oznacimo



sa P i Q proizvoljne tacke prave p takve da vazi raspored P — C — @ (C je
izmedu P i Q). Tada je /PCA = a i /BCQ = f, jer je p||AB. Kako je
LPCA+ LACB + /BCQ = 180°, zakljucujemo da je a +  + vy = 180°.

A B

Mnogo je bitno istaé¢i dve jednostavne, ali znacajne, posledice teoreme o zbiru

uglova u trouglu.

Tvrdenge 1. Trougao moZe imati najvise jedan prav ugao.

Dokaz. Ako bi trougao imao dva prava ugla, onda bi zbir njegovih uglova bio
vedi od 180°, $to je nemoguce. Na potpuno isti nacin se dolazi do istog zakljucka
u slede¢em tvrdenju.

[ (]

A B

Tuvrdenje 2. Trougao moZe imati najvise jedan tup ugao.
Dokaz. Dakle, ako bi trougao imao dva tupa ugla, onda bi zbir njegovih uglova

bio veéi od 180°, $to je nemoguce.
Da bismo dokazali narednu teoremu, moramo najpre dati definiciju, na koju

¢emo se pozivati prilikom dokaza. Takode, da bi definicija bila upotpunosti ra-
zumljiva, treba obnoviti uporedne uglove, koje su ucenici radili u petom razredu.
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Definicija 2 Spoljasnji ugao trougla je ugao uporedan sa nekim od uglova tog
trougla.

Teorema 2 Spoljasnji ugao trougla jednak je zbiru dva njemu nesusedna unu-
trasnja ugla tog trougla.

Dokaz. Posto svakom uglu trougla odgovaraju dva uporedna ugla, biramo jedan
od njih. Na slici sa aq, 81, 71 redom su oznaceni spoljasnji uglovi AABC' koji
su uporedni uglovima «, 3, v ovog trougla.

A /o B8 \B1

Kako je a + oy = 180°, 8+ 1 = 180°, v+ ~v1 = 180°, o + B + v = 180°,
zaklju¢ujemo da su tacne i sledece jednakosti: a3 = 180° —a = S+, 1 =
1800—52044—7, Y1 = 1800—7:0[4_5

Teorema 3 Zbir sva tri spoljasnja ugla u proizvoljnom trouglu jednak je 360°.

Dokaz. Dokaz je vrlo jednostavan i poziva se na prethodne dve teoreme. Ako
su «, B, v unutrasnji i aq, 51, 11 spoljasnji uglovi AABC, tada iz ¢injenice da
je spoljasnji ugao jednak zbiru dva njemu nesusedna ugla i da je zbir uglova u
trouglu jednak 180°, zaklju¢ujemo da vazi:

ar+i+n=00B+7+O+a)+(a+8)=2(a+B+7)=2-180° = 360°.

1.3.3 Podudarnost

U okviru podudarnosti trouglova rade se stavovi podudarnosti. Ovaj deo
geometrije gledano iz ugla ucenika i nastavnika je vrlo tezak ucenicima za razu-
mevanje, pa mu treba posvetiti vise paznje. Iskustvo sa ucenicima je pokazalo
da se problem javlja kod primene stavova podudarnosti, kada koji stav treba
koristiti. Zbog toga treba raditi na tome da se prvenstveno dobro razumeju
stavovi podudarnosti i kroz $to vise primera razvije osec¢aj kada koji stav treba
primeniti.
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Treba napomenuti da postoje Cetiri osnovna stava podudarnosti koja ozna-
cavamo sa SSS, SUS, USU, SSU.
Stav (SSS) Dva trougla su podudarna ako i samo ako su stranice jednog trougla
jednake stranicama drugog.
Stav (SUS) Dva trougla su podudarna ako i samo ako su dve stranice jednog
trougla i ugao koje one obrazuju jednake odgovarajué¢im stranicama i uglu dru-
gog trougla.
Stav (USU) Dva trougla su podudarna ako i samo ako imaju jednaku po jednu
stranicu i oba ugla nalegla na tu stranicu.
Stav (SSU) Dva trougla su podudarna ako i samo ako imaju jednake dve stranice
i jednake uglove naspram jedne od njih, a uglovi naspram drugog para stranica
moraju biti oba ostra ili oba prava ili oba tupa.

Vazno je istac¢i da je uslov za par uglova naspram drugog para stranica u
stavu (SSU) neophodan. O tome nam govori sledeéi primer.

Zadatak 3. Neka je dat trougao ABC takav da je AB = AC i neka je P
proizvoljna tacka stranice BC. Proveriti da li su trouglovi APB i APC podu-
darni.

Resenje. Kako je u zadatku dato da je AB = AC, dati trougao je jednakokrak,
pa su mu uglovi kod temena B i C podudarni. Trouglovi APB i APC ispunja-
vaju uslov da imaju jednake dve stranice AB = AC' 1 AP = AP i /B = /C ali
ne ispunjavaju uslov da su uglovi naspram para stranica AB i AC oba ostra ili
oba prava ili oba tupa, pa trouglovi APB i APC nisu podudarni.

Stavovi podudarnosti trouglova nam omoguéavaju ne samo da utvrdujemo
podudarnosti nekih trouglova, ve¢ i da dokazujemo nova geometrijska tvrdenja.
Svako matematicko tvrdenje drugacije se naziva teorema. Naravno, svaka teo-
rema zahteva i dokaz. Navedimo primer teoreme u ¢ijem dokazu se koristi jedan
od stavova podudarnosti.

Teorema 4 Ako jedan par paralelnih pravih a i b sece drugi par paralelnih
pravih ¢ i d u tackama A, B, C i D: anc={A}, bnc={B}, and = {D},
bnd={C}, onda je AB=CD i BC = AD.

Dokaz.
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Posmatramo AABD 1 ABCD. Sa slike se vidi da vazi:
BD = BD (zajednicka stranica),

/ABD = /BDC (uglovi na transvezali),
LADB = /CBD (uglovi na transvezali).

Iz prethodne tri jednakosti na osnovu stava (USU) AABD = ABCD. Iz po-
dudarnosti ova dva trougla sledi da je AB=CD i AD = BC.

Pre dokaza naredne teoreme treba uvesti pojam srednje linije trougla. Srednja
linija trougla je duz koja spaja sredista dve stranice trougla. Osobine srednje
linije trougla su veoma bitne i treba insistirati da ih uéenici trajno zapamte. O
tome nam govori sledeta teorema koju treba ispricati ucenicima, ako su poje-
dinci zainteresovani, nastavnik moze ispricati slede¢i dokaz koji je jednostavan
i razumljiv za ucenike tog uzrasta.

Teorema 5 Srednja linija trougla je paralelna sa naspramnom stranicom i dva
puta je kraca od mje.

Dokaz. Neka je dat proizvoljan trougao ABC' i neka je C; srediSte stranice AB.
Kroz tacku C; konstruisemo prave p i ¢ koje su paralelne sa stranicama BC' i
AC.
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Bl Al

A /é\ B
Primetimo da prema prethodnoj teoremi vaze jednakosti B1C7 = CA; i C1 A =

Blc, jer je B101||CA1 1 01A1||Blc
Sa slike se vidi da vaze sledeée jednakosti:

ACy = C1B (C je srediste duzi AB),

/B1ACy = LA1C1 B (uglovi na transvezali),
/AC1 By = /C1BA; (uglovi na transvezali).

Iz prethodne tri jednakosti na osnovu stava podudarnosti (USU) zakljuc¢ujemo
da su trouglovi AC1B; = C1BA; a iz njihove podudarnosti sledi da je AB; =
ClAl i BlCl = BAl

Iz jednakosti B1C; = C'A; 1 B1Cy = A; B sledi da je tacka A; srediste duzi BC.
Takode iz jednakosti C1A; = B1C i C1A; = ABq sledi da je tacka By srediste
duzi AC.

Dakle, duzi B1C;7 i C1A; su srednje linije datog trougla i vaze jednakosti

1 1
B, C = §CB iC1A = §CA'

Jedna od posledica teoreme o srednjoj liniji je sledec¢a teorema o pravouglom
trouglu.

Teorema 6 Simetrale kateta bilo kog pravouglog trougla seku se w sredistu hi-
potenuze.

Dokaz. Neka je ANABC proizvoljan pravougli trougao i neka je C; srediste hi-
potenuze AB.
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A /é\ B
Prema teoremi o srednjoj liniji trougla, prava p koja sadrzi srediste hipotenuze i
paralelna je kateti AC' mora da sadrzi srediste katete BC'. S druge strane, prava
p je i normala na BC| jer je paralelna sa AC, a ZACB = 90°. Dakle, prava p
je simetrala katete BC'. Sli¢no se dokazuje da je prava g, koja sadrzi srediste
hipotenuze i paralelna je kateti BC, simetrala katete AC. Dakle, obe simetrale
kateta sadrze srediste hipotenuze i teorema je dokazana.

Za posledicu imamo da je kod pravouglog trougla srediste hipotenuze centar
opisanog kruga.

1.3.4 Uglovi i stranice

U Sestom razredu se javlja veliki broj teorema. Neke se dokazuju u udz-
benicima, a neke ne. Po mom misljenju, ucenicima treba dati dokaze teorema
koje se odnose na zbir unutrasnjih i spoljasnjih uglova u trouglu, teoreme koje
govore o odnosu uglova i stranica u trouglu i teoremu o nejednakosti trougla.
Ove teoreme su veoma bitne u prakticnoj primeni na zadatke. Njihovi dokazi
su lepi i pristupacni ucenicima ovog uzrasta. Teoreme koje govore o jedinstve-
nosti znacajnih tacaka trougla treba samo formulisati, a dokazi se mogu ispisati
naprednijim ucenicima.

Teorema 7 Naspram jednakih stranica trougla nalaze se jednaki uglovi, i obr-
nuto, naspram jednakih uglova su jednake stranice.

Dokaz. Dat je AABC. Vidi sliku.
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Neka je AC = BC. Tada je i BC = AC, pa kako je AB = BA to iz stava
podudarnosti (SSS) sledi AABC =2 ABAC. Dakle /ABC = /BAC. Obrnuto,
ako je LZABC = /BAC, tada prema stavu (USU) sledi podudarnost trouglova
ABC' i BAC a otuda i jednakost stranica AC i BC.

Sa pojmom jednakokrakog trougla ucenici su se ve¢ upoznali. Ono sto je
bitno da znaju o ovoj vrsti trougla je da ima dve jednake stranice koje se nazivaju
kraci, a treca stranica je osnovica. Na osnovu prethodne teoreme jednakokraki
trougao ima jednake uglove na osnovici. Kod jednakostrani¢nog trougla, prema
istoj teoremi, sva tri unutrasnja ugla su jednaka.

Teorema 8 Tezisna linija koja odgovara osnovici jednakokrakog trougla isto-
vremeno predstavlja visinu na osnovicu i simetralu ugla pri vrhu.

Dokaz. Neka je C'D tezisna linija jednakokrakog trougla ABC', gde je AC = BC'
kao na slici. Po pretpostavci AD = BD a svakako je CD = CD, pa su trouglovi
ACD i BCD podudarni po stavu (SSS). Otuda je ZACD = /BCD, pa je prava
CD simetrala ugla ACB. Kako je ZADC = /BDC' i njihov zbir iznosi 180°,
to znaci da su oni pravi, pa je C'D visina.

A D] B

Teorema 9 Naspram wvecée stranice trougla nalazi se vecéi ugao i obrnuto, na-
spram veéeg ugla trougla nalazi se veéa stranica.

Dokaz. Neka je a > b, kao na slici ispod. Odredimo na stranici a tacku D,
tako da je CD = b. Trougao ACD je jednakokrak, pa su uglovi CAD i CDA
jednaki, recimo uglu ¢. Tacka D je izmedu B i C, pa je krak AD ugla CAD u
uglu a, te je @ > ¢. Medutim, u trouglu ABD ugao ¢ je spoljasnji, pa je ¢ > .
Iz toga o > 5.

Obrnuto, neka je a > . Tada ne moze biti a = b, jer bi prema prethodnoj
teoremi moralo biti & = 5, a ne moze biti ni a < b, jer bi prema prethodnom
dokazu moralo biti 5 > «, §to je suprotno sa pretpostavkom. Dakle jedino
moguce je a > b.
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Primenjena na pravougli trougao, ova teorema kaze da je najveca stranica na-
spram pravog ugla. Ona se naziva hipotenuza. Ostale dve stranice, koje su
medusobno normalne, nazivaju se katete pravouglog trougla.

1.3.5 Nejednakost trougla

Teorema 10 (O nejednakosti trougla) Bilo koja stranica trougla manja je od
zbira druge dve. Razlika dve stranice trougla uvek je manja od trece.

Dokaz. Dat je trougao ABC'. Vidi sliku.

A ¢ B

Tacka D je na produzetku prave AC, sa strane C' i CD = CB = a. Tada je
AD = b+ a. Trougao BCD je jednakokrak, pa je ZCBD = /CDB, recimo
¢. Uglovi u temenu B su susedni te je /ABD > ¢, pa u trouglu ABD imamo
/ABD > /ADB, i na osnovu prethodne teoreme sledi AD > AB, tj. b+a > c.
Slicno se dokazuje da je a+¢>bib+c > a.

Dalje, neka je, na primer, ¢ > b > a. Tada iz dokazanih nejednakosti za zbir
stranica,iza+b>csledib>c—aia>c—b,aiza+c>bsledic>b—a.

Direktna posledica ove teoreme je da je duz AB najkrace rastojanje izmedu

tacaka A 1 B. Ako bi C bila tacka koja ne pripada pravoj AB, tada bi bilo
AC +CB > AB, tj. put koji vodi preko tacke C' je uvek duzi od same duzi AB.
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1.3.6 Konstrukcije

Prica o konstrukcijama u udzbeniku za Sesti razred poéinje pitanjem: ,,Sta je
potrebno da znamo o nekom trouglu da bi on bio potpuno odreden?” Odgovor
na postavljeno pitanje daju stavovi podudarnosti trouglova. Dakle, da bismo
konstruisali neki trougao, dovoljni su podaci o kojima govori neki od stavova
podudarnosti. Resavanje slozenih konstruktivnih zadataka najbolje je podeliti
na sledece etape:

1. Analiza zadatka - trazenje nacina za reSavanje zadatka, ispituju se veze
izmedu trazene i date figure.

2. Konstrukcija - na temelju analize konstruiSemo resenje pomocu lenjira i
Sestara.

3. Dokaz - pokazuje se da dobijena figura zadovoljava sve uslove zadatka i da
je svaki korak u konstrukeciji moguc.

4. Diskusija - ispituje se broj razli¢itih (nepodudarnih) resenja.

Sada ¢emo dati prikaz osnovnih geometrijskih konstrukcija trougla koje su pre-
dvidene da se rade sa ucenicima ovog uzrasta [8]. Potrebno je na samom pocetku
zahtevati od ucenika da obnove osnovne geometrijske konstrukcije, prenosenje
duzi i prenoSenje ugla, koji su ranije radili i koje su neophodne da bi se izvrsila
konstrukcija trougla.

Konstrukcija trougla (SSS). Date su tri duzi a, b i ¢. Treba konstruisati trougao
¢ije su duzine stranica jednake duzinama datih duzi.

Ovde je bitno napraviti paralelu sa zadatkom 2 za treéi razred. Pored same
konstrukcije koja se izvodi veé¢ u treem razredu, ono o ¢emu se sada mora
dodatno voditi racuna je da bude ispunjena nejednakost trougla:

a<b+c,b<a+cic<a+b.

Ukoliko su zadovoljeni prethodni uslovi, onda mozemo da konstruisemo trougao
na slede¢i nacin:

1. Konstruisemo duz podudarnu datoj duzi ¢ i oznacimo je sa AB.

2. Konstruisemo kruznice K(A4,b) i K(B,a) i jedan njihov presek ozna¢imo sa
C.

3. Konstruisani trougao ABC' je traZeni trougao.

Za razliku od treceg razreda u Sestom razredu se i dodatno radi dokaz i diskusija
o postojanju broja resenja.

Kako tacka C pripada kruznici K(A,b) ona se nalazi na rastojanju b od tacke
A, a kako pripada kruznici K(B,a) nalazi se na rastojanju a od tacke B, tj.
AC =b1i BC = a. Prema konstrukciji je AB = c.
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Kada se konstruisane kruznice seku u dve tacke za resenje uzimamo jednu od
njih, a ukoliko je presek prazan skup tada zadate duzi ne zadovoljavaju nejed-
nakost trougla pa tada resenje ne postoji. Ako je presek jedna tacka, tada je
a + b = ¢, pa trougao ne postoji. Naravno, konstrukcija je mogla da pocne od
bilo koje duzi.

Konstrukcija trougla (SUS). Potrebno je konstruisati trougao ako su zadate dve
njegove stranice i ugao koji one zaklapaju. Neka su, na primer, date stranice ¢
i biugao koje one zaklapaju a.

Konstrukcija se sastoji od dve konstrukcije prenosenja duzi i jedne konstruk-
cije prenosenja ugla i izgleda ovako:

1. Konstruisemo duz podudarnu duzi ¢ i oznac¢imo je sa AB.

2. KonstruiSe se ugao « sa temenom u tacki A, ¢iji je jedan krak prava odredena
tackama A 1 B.

3. Konstruise se duz AC podudarnu sa b tako da C pripada drugom kraku ugla

koga smo konstruisali u prethodnom koraku.
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Konstruisani trougao ABC' je trazeni trougao. Zaista AB = ¢ prema konstruk-
ciji, AC' = b prema konstrukciji, tacka C pripada kraku ugla koji sa AB zaklapa
ugao jednak «, dakle /ZBAC = «.

Konstrukcija trougla (USU). Konstruisati trougao ako su data stranica i dva na
njoj nalegla ugla. Neka je na primer data stranica c i na njoj nalegli uglovi « i
5.

Konstrukcija se sastoji od jedne konstrukcije prenosenja duzi i dve konstrukcije
prenosenja ugla:

1. Konstruisemo duz AB podudarnu duzi c.

2. Konstruisemo ugao sa temenom A i krakom AB koji je podudaran uglu « i
njegov drugi krak oznacimo sa p.

3. Konstruisemo ugao sa temenom B i krakom AB koji je podudaran datom
uglu S8 i njegov drugi krak oznacimo sa q.

4. Presetnu tacku polupravih p i ¢ oznacimo sa C'.

Dobijeni trougao ABC' je trazeni trougao. Zaista, AB = ¢ (prema konstrukeiji),
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a tacka C je takva da je /BAC = o i /ABC = 8 (prema konstrukciji). Ono
Sto je bitno kod ove konstrukcije je da uglovi v i 8 moraju da ispunjavaju uslov
da je a4+ < 180° da bi se poluprave p i g sekle, odnosno, da bi se mogao
konstruisati AABC.

Konstrukcija trougla (SSU). Konstruisati trougao ako su date dve stranice a i ¢
i ugao naspram vece stranice ¢.

Pre nego $to pocnemo konstrukciju potrebno je prodiskutovati do kakvih situa-
cija moze doci u zadatku. Ovde je potrebna nesto detaljnija diskusija.

l.a>c

2.c>a

a) Za ¢ < 90° i a > BK, gde je K podnozje visine iz B, postoje dva reSenja
ANABC i NABC'.

b) Za ¢ < 90° i a = BK postoji samo jedno resenje - pravougli trougao ABK.
¢) Za a < BK nema resenja.

3. ¢c=a. Za ¢ < 90°ia > BK postoji tacno jedno reSenje, jednakokraki
trougao.

Drugim rec¢ima:

Neka je ¢ < 90°. Za a > cic > a > BK postoji resenje.
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Neka je ¢ > 90°. Za a > c¢ postoji tacno jedno resenje.

Uzmimo slucaj kada je a > ¢ i opisimo konstrukeciju:

1. Konstruisemo duz AB koja je podudarna sa c.

2. Konstruisemo ugao sa temenom A i krakom AB koji je podudaran datom
uglu ¢ i njegov drugi krak oznacimo sa p.

3. Konstruisemo kruznicu K (B, a) i njen presek sa krakom p oznacimo sa C.
Dobijeni ABC' je trazeni trougao. Zaista AB = ¢ (prema konstrukciji), tacka
C' je na kraku ugla ¢, pa je ZBAC = ¢, C je takode na kruznici K (B, a), sto
znaci da je na rastojanju a od tacke B (BC = a).

Za reSenje se uzima jedan od trouglova ABC ili ABC'.
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1.3.7 Znacajne tacke trougla

Pored temena, postoje jos Cetiri znacajne tacke trougla koje treba definisati
ucCenicima:

- Centar upisanog kruga trougla;
- Centar opisanog kruga trougla;
- Ortocentar;

- Teziste.

Centar upisanog kruga trougla nalazi se u preseku simetrala uglova. Cen-
tar opisanog kruga trougla nalazi se u preseku simetrala stranica. Ortocen-
tar je presek visina. TeziSte je tacka u kojoj se seku tezisne duzi. Teziste deli
tezisnu duz u odnosu 2:1 pocev od vrha. U teoremama koje slede dokazujemo
da ove cetiri tacke postoje i da su jedinstvene.

Teorema 11 (O centru upisanog kruga) Simetrale uglova trougla seku se u jed-
noj tacki.

Dokaz. Neka je O presetna tacka simetrala OA i OB uglova a i 8 trougla ABC.
Zatim, neka su OM, ON, OP normale iz O na stranice AB, BC, CA. Pravo-
ugli trouglovi AMO i APO su podudarni jer imaju zajednicku hipotenuzu i po
jedan ostar ugao «/2. Zato je OP = OM. Isto tako iz podudarnosti trouglova
BMO i BNO sledi OM = ON. Iz OP = OM, OM = ON sledi OP = ON.
Dakle, podudarni su i trouglovi CNO i C'PO, jer imaju zajednicku hipotenuzu
CO. Otuda su jednaki uglovi BCO i ACO, sto znaci da je prava C'O simetrala
ugla v i tacka O je zajednicka tacka simetrala sva tri ugla.

Tada krug sa centrom O i polupreé¢nikom OM osim tacaka M, N i P nema dru-
gih zajednickih tacaka sa datim trouglom jer ako pretpostavimo da ovaj krug
ima, na primer, sa stranicom AB zajednicku tacku M’, razlicitu od M, tada bi
trougao OM M’ bio pravougli sa hipotenuzom OM’. Dakle, bilo bi OM’ > OM,
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pa bi tacka M’ bila van kruga. Nazivamo ga upisanim krugom trougla.

Teorema 12 (O centru opisanog kruga) Simetrale stranica trougla seku se u
jednoj tacki.

Dokaz.

Sa
S

Se

Simetrale S,, Sy, stranica BC' i AC trougla ABC' seku se u tacki S. Lako je
dokazati da je BS = CS, jer su trouglovi BSA; i C'SA; podudarni, pri cemu
je sa A; oznaceno srediSte stranice BC. Dalje iz S € s sledi C'S = AS, pa i
AS = BS. Dakle trougao ABS je jednakokraki pa tacka S pripada simetrali
duzi AB tj. s.. Tada krug sa centrom u S i polupre¢nikom SA sadrzi i temena
B i C inazivamo ga opisanim krugom trougla.

Teorema 13 (O ortocentru) Prave koje sadrZe visine trougla imaju jednu za-
jednicku tacku.

Dokaz. U temenima A, B i C trougla ABC konstruiSemo prave paralelne sa
suprotnim stranicama BC, AC i AB. Te prave se seku i odreduju trougao
A1 B1Cy. Svaki od spoljasnjih trouglova A;CB, CB1A i BAC, je podudaran
sa trouglom ABC, jer imaju po jednu zajednicku stranicu i jednake uglove sa
paralelnim kracima. Zato je AC; = AB; = BC, pa je tacka A srediste duzi
B1Cq, a visina h, iz temena A trougla ABC pripada simetrali stranice B;C1
trougla A; B1C1. Sliéno se dokazuje i za ostale visine trougla ABC da pripadaju,
redom, simetralama stranica Ay By i A1Cy trougla A; B1C;. Prema prethodnoj
teoremi, one se seku u jednoj tacki, oznacenoj sa H, koju nazivamo ortocentar
trougla ABC.
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Teorema 14 (O tezistu) Tezisne duzi (medijane) trougla seku se u jednoj tacki,
tezistu trougla. DuzZina dela teZisne duZi od teZista do temena dva puta je veca
od duzine dela duZi od teZista do sredista mnaspramne stranice.

Dokaz.

BQ A2

A Cy B

Neka je ABC' proizvoljan trougao. Oznacimo sa A sredite stranice BC, sa By
srediSte stranice AC' i sa T presek tezisnih duzi BBy i AA;. Neka je Bs tacka
na pravoj odredenoj tackama B i Bj, takva da je TBy = B1Bs. Neka je As
tacka na pravoj odredenoj tackama A i Aj, takva da je TA; = A1 As. Uocimo
da je u trouglu ABC' duz A; B; srednja linija koja odgovara osnovici AB. Zato
je njena duzina jednaka polovini duzine stranice AB, i ona je paralelna sa AB.
Uocimo da je duz A; B srednja linija i u trouglu T'BsAs. Zato je njena duzina
jednaka polovini duzi BoAs, i ona je paralelna sa By As.
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Posmatrajmo trouglove ABT i AsByT. Stranice AB i As By su podudarne
i paralelne (na osnovu prethodna dva koraka), a iz njihove paralelnosti sledi
jednakost uglova ABT i AsBsT, kao i uglova BAT i By A>T, jer su to uglovi
sa paralelnim kracima. Dakle, ovi trouglovi su podudarni. Iz podudarnosti
ovih trouglova sledi da je duz BT podudarna duzi T'B,. Kako je T'B; jednaka
polovini duzi T Ba, sledi da je TB1 jednaka polovini duzi BT. Potpuno sli¢no se
izvodi da je duz T'A; jednaka polovini duzi AT. Dakle, tacka T" deli duzi BB; i
AA; u odnosu 2:1, to jest deo tezisnih duzi BB; i AA; od temena do tacke T'
duplo veéi od dela iste duzi od T' do srediSta naspramne stranice. Na isti nacin
bismo dokazali i da tacka koja je presek tezisne duzi BB i tezisne duzi koja
odgovara temenu C' deli BB; u odnosu 2:1, pa ta tacka mora da se poklapa
sa tackom koja ve¢ deli BB; u tom odnosu, tj. tackom 7. Ovim je teorema
dokazana, jer se onda sve tri tezisne duzi seku u tacki T'.

A C1 B

Neka je T zajednicka tacka tezi$nih linija AA; i BB; trougla ABC, kao na
prethodnoj slici. Treba dokazati da tezisna linija C'C prolazi kroz T'. Pretpo-
stavimo suprotno da se CC7 i BB seku u tacki S, razli¢itoj od T'. Tada je

2 2
BS =25By, paje BS = gBBL Isto tako je BT = 2T By, pa je BT = gBBL

Sto znaci da je BT = BS. To je nemoucde, jer su obe tacke S i T izmedu tacaka
Bi Bj.

Mnogo je bitno pomenuti da se kod jednokrakog trougla sve ¢etiri znacajne
tacke nalaze na simetrali osnovice, odnosno simetrali ugla pri vrhu. Kod jed-
nakostrani¢nog trougla sve cetiri znacajne tacke se poklapaju. Drugim rec¢ima,
jedna tacka, takozvani centar jednakostrani¢nog trougla, predstavlja i centar
opisane i upisane kruznice i ortocentar i teziste.

1.3.8 Povrsina trougla

Povrsina trougla u Sestom razredu se izvodi iz povrsine paralelograma. Po-
vrsinu paralelorama dobijamo tako Sto odsecanjem jednog trougla i njegovim
premestanjem dobijamo od paralelograma pravougaonik, ¢ija povrsina je intui-
tivno jasna. Dopunjavanjem trougla do paralelograma ucenici mogu da naslute
nacin kako se racuna povrsina trougla. Kako se paralelogram moze podeliti
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na dva podudarna trougla, treba da zakljuce da je povrsina trougla jednaka
polovini povrsine paralelograma. Sledeéu teoremu treba zahtevati od ucenika
da nauce sa razumevanjem i da znaju da je primene na bilo koji zadatak u praksi.

Teorema 15 Pouwrsina trougla jednaka je polovini proizvoda duZine jedne mje-

1
gove stranice i visine koja joj odgovara P = 3% he = §b ~hy = 3¢ he.

c C

A

Na osnovu ove teoreme lako se izvodi povrsina bilo koga trougla. Posto je
svaka kateta pravouglog trougla ujedno i visina koja odgovara drugoj kateti
tog trougla, povrsina pravouglog trougla jednaka je polovini proizvoda njegovih
kateta.

Teorema 16 Ako su a i b katete, ¢ hipotenuza i h. visina na hipotenuzu pra-

1 1
vouglog trougla ABC' onda je P = 2% b= 3¢ he.

he

&
C b A

Na samom kraju, kao provera znanja stec¢enog o povrsini trougla, samim tim
i o vrstama trougla, moze se dati uc¢enicima kao zadatak da nadu formulu za
izracunavanje povrsine jednakokrakog i jednakostrani¢nog trougla. Najpre treba
zahtevati da nacrtaju ove dve vrste trougla i uoce njihove elemente, stranice i
visine, a zatim na osnovu prethodnih teorema da dodu do zakljucka kako se
racunaju njihove povrsine. Ovaj na¢in ucenja putem otkrivanja moze da bude
veoma koristan. Takode im se moze dati da izra¢unaju povrsinu trapeza koristeci
povrsinu trougla.
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1.4 Sedmi razred

Program sedmog razreda obuhvata realne brojeve, Pitagorinu teoremu, cele
1 racionalne algebarske izraze, mnogougao, zavisne velicine i njihovo graficko
predstavljanje, krug i slicnost trouglova.

U vezi trougla u sedmom razredu se radi Pitagorina teorema i sli¢nost tro-
uglova.

1.4.1 Pitagorina teorema

Pitagorina teorema je veoma znacajna za upoznavanje ucenika sa istorijom
matematike, tj. sama prica o Pitagori moze da bude od velikog znacaja da
§to pre prihvate teoremu. Ne treba ucenike zbunjivati sa previse informacija.
Moze se ispricati da je teorema dobila naziv po grckom filozofu i matematicaru
Pitagori koji je roden na ostrvu Samos, jedan deo svog zZivota je proveo putujuéi
Egiptom i Persijom, da bi se, po povratku na rodni Samos, susreo sa tiranskom
vladavinom Polikrata, $to je bio razlog da se preseli u Kroton gde je osnovao
¢uvenu Pitagorejsku skolu. Iako je teorema bila poznata jos indijskim, grékim,
kineskim i vavilonskim matemati¢arima mnogo pre nego $to je Pitagora ziveo,
prvi poznati dokaz Pitagorine teoreme moze se na¢i u Euklidovim elementima.

Treba napomenuti dokaze Pitagorine teoreme koji nisu previse komplikovani
ucenicima tog uzrasta za razumevanje, a mogu da budu veoma zanimljivi. Na-
ravno, ne treba insistirati na tome da ucenici nauce dokaz, ali svakako uz laganu
pricu i crtanje slike dokaza i to $to preciznije, moguce je, ne samo zainteresovati
ucenike, nego im i ispricati pricu koju ée da razumeju.

Teorema 17 Pitagorina teorema: Povrsina kvadrata nad hipotenuzom pravo-
uglog trougla jednaka je zbiru povrsina kvadrata nad katetama tog trougla.

Izuzetno zanimljiva je i Pitagorina teorema u obliku pesmice: Pitagorinu teo-
remu, to zna svako dete, kvadrat nad hipotenuzom jednak je zbiru kvadrata nad
obe katete.

Dokaz pomocu razlozive jednakosti [7): Ako je ABC trougao sa pravim uglom
kod temena B, mozemo pretpostaviti da je AB < BC. Ako su zatim, ACKL,
BCMN i ABPQ kvadrati koji se redom nalaze sa onih strana pravih AC, BC'
i AB sa kojih su, redom, tacke B, K i C, tada, ako sa L’ obelezimo podnozje
upravne iz tacke L na pravoj AN, a sa U i V tacke u kojima se seku parovi
pravih KL i BN, PQ i CA, bi¢e trouglovi AL'LiCMK, LL'U i AQV ,VPC'i
UN K, medusobno translatorno podudarni. Odatle sledi da je kvadratna povrs
ACKL-razlozivo jednaka uniji kvadratnih povrsi ABPQ i BCMN.
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Dokaz pomoéu dopunske jednakosti [7]: Neka je ABCD kvadrat cije ivice
su jednake zbiru kateta a i b pravouglog trougla kojem je hipotenuza c, a A’,
B’, C', D' redom, tacke ivica AB, BC, CD, DA takve da je A’B'C'D’ kva-
drat ivice ¢. Kvadratna povrs ABCD je unija kvadratne povrsi A’B'C'D’ i
Cetiri trougaone povrsi kojima su ivice a, b, c. Medutim, povrs ABCD je unija
dveju kvadratnih povrsi ivica a i b koje pripadaju duzi AB i dveju pravougaonih
povrsi kojima su dijagonale B'C" i C'D’. Kako su te dve pravougaone povrsi
unija ¢etiri trougaone povrsi kojima su ivice a, b, ¢, kvadratna povrs A’B’'C’' D’
ivice ¢ dopunski je jednaka uniji kvadratnih povrsi kojima su ivice a i b.

D C’ C

B/

S

1.4.2 Primena Pitagorine teoreme

Poznata je primena Pitagorine teoreme na izracunavanje svih elemenata kod
raznih vrsta trouglova, i ostalih geometrijskih figura: Kvadrata, pravougaonika,
romba, trapeza tako $to uo¢imo pravougli trougao u njima. To pojednostavljuje
racunanje obima i povrsine tih figura.

Sledeée primene mogu se naéi u [4].
e Primena na pravugaonik
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Svaki pravugaonik je dijagonalama podeljen na dva pravougla trougla, pa nam
Pitagorina teorema daje vezu izmedu stranica i dijagonale bilo kog pravougao-
nika. Ako je d dijagonala pravougaonika ¢ije su stranice a i b, onda je:

d? = a? + v,

D C
° o
d

b
& O
A a B

e Primena na kvadrat
Posmatrajmo kvadrat ABC'D stranice a. Trougao ABC' je jednakokrako-pravougli,
pa po Pitagorinoj teoremi d? = a? + a2, to jest d*> = 2 - a?. Odavde sledi da je:

d:\/2-a2:\/5-\/52:a\/§,jerjea>0.

D ¢

yo

<
A a

e Primena na jednakokraki trougao

Visina koja odgovara osnovici jednakokrakog trougla deli taj trougao na dva
podudarna pravougla trougla. Pitagorina teorema nam daje vezu izmedu duzine
osnovice a, kraka b i visine h koja odgovara osnovici:

SORE
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e Primena na jednakostraniéni trougao
Neka je D podnozje visine iz temena C' na stranicu AB jednakostrani¢nog trou-
gla ABC. Primenom Pitagorine teoreme na pravougli trougao ADC', dobijamo:

SOR

Iz ove formule moze se dobiti formula za izra¢unavanje visine jednakostrani¢nog
trougla ako je poznata njegova stranica.

a\ 2 a®  3a® 3a? a
Izh2:a2—(§> ZGQ—Z:Tsledidajeh:\/T,tojesthzi-\/g.
Ako je poznata stranica jednakostrani¢nog trougla, onda je visina potpuno
odredena, pa se i povrsina tog trougla moze lako odrediti. Naime ako je a
stranica jednakostrani¢nog trougla, tada je:

1 a2\/§

1 1
P:— = —Qq - — = .
2ah 2a 2a\/§ 1

c

e Primena na romb
S obzirom na to da se dijagonale romba polove i seku pod pravim uglom, Pi-
tagorinu teoremu mozemo primeniti na trougao ABO, pri ¢emu je O presek
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dijaonala romba ABCD. Tako se dobija zavisnost stranice romba i njegovih

dijagonala:
d\>  [d2)\?
2_ (31 o2
*=(3) +(3)

A a B

e Primena na jednakokraki trapez

Visina iz jednog temena krace osnovice sa susednim krakom i delom duze osno-
vice obrazuju pravougli trougao. Tako, ako je h visina jednakokrakog trapeza,
d dijagonala jednakokrakog trapeza ¢ije su osnovice a i b i krak ¢, primenom
Pitagorine teoreme dobijamo:

Pitagorina teorema povezuje dijaonalu jednakokrakog trapeza sa njegovom osno-

vicom i visinom: )
P2 — <“;b) FR2

e Primena na pravougli trapez
Neka je ABCD pravougli trapez sa pravim uglovima u temenima A i D. Ako
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suaib, a> b, osnovice tog trapeza, ¢ njegov duzi krak i h visina i istovremeno
kraé¢i krak, onda je:
2 = (a—b)* + %

1.4.3 Sli¢nost trouglova

Slicnost je za ucenike veoma zahtevna oblast, koju tesko savladaju, a i kada
je savladaju, veoma brzo je zaborave, pa iz tog razloga im treba davati Sto vise
poznatih primera da $to bolje upamte osobine sli¢nosti. Sada ¢u dati definiciju
slicnosti koja je prihvatljiva za ucenike ovog uzrasta i par jednostavnih primera
iz iskustva koji pomazu ucenicima da sto bolje savladaju ovu oblast, a da su
njima bliski. Sliéni primeri se mogu nadi u [4].

Pre uvodnja definicije sli¢nosti potrebno je upoznati ucenike sa pojmom pro-
porcionalnosti duzi.

Definicija 3 Ako su razmere dva para duZi jednake, onda kaZemo da je jedan
par duzi proporcionalan drugom paru.

Definicija 4 Trouglovi su slicni ako imaju jednake uglove i proporcionalne od-
govarajuce stranice.

Ucenici se zatim, bez dokaza, upoznaju sa slede¢im stavom i njegovom posledi-
com.

Stav. Ako su uglovi dva trougla jednaki, onda su parovi odgovarajucih stranica
medusobno proporcionalni.

Tvrdenje. Ako dva trougla imaju jednake uglove, onda su ti trouglovi sli¢ni.

Zadatak 4. Stap duzine 1,5m, vertikalno postavljen u odnosu na tlo, baca
senku duzine 0,8m. Istovremeno, senka drveta dugacka je 2,4m. Odrediti vi-
sinu drveta.

Resenje. Koristedi se ¢injenicom da suncevi zraci padaju paralelno na zemlju,
to je ugao koji svaki zrak obrazuje sa tlom konstantan. Neka je ¢ mera tog ugla
u trenutku kada su izmerene senke Stapa i drveta. Tako, stap i drvo sa svojim
senkama obrazuju dva pravougla trougla koji imaju iste ostre uglove. Dakle, ovi
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pravougli trouglovi su sli¢ni, pa su im odgovarajuée stranice proporcionalne.

1,5m
J ® ¢
2,4m 0,8m
Iz jednakosti:
1,5 =
0,8 2,4

nalazimo da je x = 4,5, odnosno da je visina drveta 4, 5m.

Zadatak 5. Na osnovu podataka na datom crtezu, odrediti duzine duzi AB i
AC. (Uglovi kod temena C; i C' su pravi).

3em

Resenje: Trougao AB;(C' je pravougli, pa na osnovu Pitagorine teoreme mozemo
odrediti stranicu ACY:
AB? = AC? + B,C?,
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AC? = AB} — B,C§,

A(Jl2 =16-9,
ACE =1,
ACl = ﬁcm.

Trouglovi AB1C1 i ABC su sli¢ni, pa su im odgovarajuée stranice proporcio-
nalne:
B1C1:CB =AB; : AB = AC, : AC,

3:6=4:AB =T7: AC,
AB = 8cm,
AC = 2V/Tem.

1.5 Osmi razred

Program osmog razreda obuhvata slicnost trouglova, linearne jednacine i ne-
jednacine sa jednom nepoznatom, tacka, prava i ravan, prizma, linearna funk-
cija, graficko predstavljanje podataka, piramida, sistemi linearnih jednacina sa
dve nepoznate, valjak, kupa i lopta.

Trougao se u osmom razredu jedino javlja u oblasti slicnost trouglova koja se
nadovezuje na gradivo iz sedmog razreda. Na samom pocetku radi se Talesova
teorema. Prica o Talesu, koja treba da bude sazeta i zanimljiva moze da bude
korisna kako bi privukla paznju u¢enika. Dovoljno je rec¢i da je teorema dobila
naziv po grékom filozofu i matematicaru Talesu, koji je roden u Miletu, u grékoj
koloniji na obali Male Azije. O znacaju Talesa za Gréku, pa time i za svetsku
kulturu govori ¢injenica da je svrstan u ,,sedam mudraca” - sedam utemeljivaca
grcke civilizacije zbog ¢ega ga mnogi smatraju ocem gréke matematike.

Teorema 18 Tualesova teorema: Ako paralelne prave a i b, presecaju pravu p u
tackama A i B, a pravu q u tackama Ay i By, i ako je S zajednicka tacka pravih
p i q, tada vazi:

AA; SA SA

BB, SB SB;’

Slededi primer se odnosi na primenu Talesove teoreme na trougao i moze se
koristiti kao provera koliko su ucenici razumeli teoremu. Primer je preuzet iz [5].

Zadatak 6. Neka je dat trougao ABC takav da je AB = 8cm, BC = 6¢cm
i CA = 5c¢m. Na stranici AB data je tacka P takva da je AP = 3c¢m. Kroz ovu
tacku konstruisana je prava paralelna sa stranicom BC. Tacka @ je presek ove
prave sa AC. Odrediti duzine duzi AQ i PQ.

Resenje. Najpre ¢emo da vidimo Sta nam je dato od podataka, a sta treba da
nademo. Posmatrajmo sledecu sliku.
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8cm

. .. AP AQ  PQ .
Prema Taleso;/OJ t:oreml ;De 15 = A_CA_ B—C?) . 1;13:1 osn(;vu datih podataka
imamo da je = = ?Q = —Q, odnosno —Q =—1i —Q = —. Iz poslednje dve
jednakosti nalazimo nepoznate duzine AQ = 1,875c¢m 1 PQ = 2,25¢m.

Rade se i stavovi slicnosti koji u¢enicima mogu da budu jako konfuzni i tesko
prihvatljivi. Zbog toga je najbolje ilustrovati stavove kroz primere koji mogu
biti veoma korisni prilikom razumevanja ovog dela gradiva. Stavovi sli¢nosti
koji se razmatraju odgovaraju stavovima podudarnosti SUS i SSS, pa se zato
¢esto zovu stavovi slicnosti.

Stav slicnosti SUS. Ako su dve stranice jednog trougla proporcionalne dvema
stranicama drugog trougla i ugao koji zahvataju ove dve stranice u prvom tro-
uglu jednak uglu koji zahvataju odgovarajuce stranice u drugom, tada su ti
trouglovi sli¢ni.

Ay
C
A B 4 B
AB A

Drugim recima, iz pretpostavke /A = £ A7 i 1.5, = Tgl = k, zakljuCujemo
d'ABZBZCZC'BCk

a je - = 1 = K.

J 15 1 B1 Cl
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Stav slicnosti SSS. Ako su stranice jednog trougla proporcionalne stranicama
drugog trougla tada su ti trouglovi sli¢ni.

By

C1

A B

AB  AC  BC
AlBl - AlCl B Blcl

Drugim recima, iz sledi da su trouglovi ABC i A1 B1Cy

sliéni.

Slededi primer zahteva primenu jednog od stavova slicnosti i moze se dati uce-
nicima na kraju ¢asa kao provera koliko su razumeli prethodne stavove. Primer
je preuzet iz [5].

Zadatak 7. Dokazati da trougao ¢ije su stranice 5em, 6cm i Tem i trougao
C¢ije su stranice 5,25cm, 4,5cm, 3, 75c¢m imaju jednake uglove.

Resenje. Dovoljno je dokazati da su ovi trouglovi sli¢ni. Kako su nam date sve
stranice, ispita¢éemo njihovu proporcionalnost. Trouglovi ¢e biti sliéni ukoliko
je razmera najduze stranice jednog i najduze stranice drugog trougla jednaka
razmeri stranica trouglova koje su srednje po veli¢ini i obe ove razmere jednake
razmeri najkracih stranica. Tako se dobija da je:

7 4. 6 4.5 4

525 3 45 3'37 3

Kako su stranice ova dva trougla proporcionalne, na osnovu stava SSS sli¢nosti,
ova dva trougla su sli¢na, pa su im i odgovarajuéi uglovi jednaki. Ugao naspram
stranice od 7em jednak je uglu naspram stranice od 5,25cm i tako dalje.

2 Srednja skola

2.1 Prvi razred

Program prvog razreda obuhvata logiku i skupove, realne brojeve, proporcio-
nalnost, uwvod u geometriju, podudarnost, racionalne algebarske izraze, slicnost
1 trigonometriju pravouglog trougla.
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Trougao se obraduje u okviru tema podudarnost, slicnost i trigonometrije pra-
vouglog trougla.

Obrada sadrzaja iz podudarnosti treba da bude nastavak onoga sto se ucilo u
osnovnoj skoli. Oslanjajuéi se na prethodna znanja ucenika taj pojam treba
doraditi do nivoa neophodnog za efikasnu primenu.

2.1.1 Dokaz Pitagorine teoreme pomocu slicnosti

U okviru teme sli¢nosti pored produbljenog usvajanja Talesove teoreme (sa
primenama) veoma je znacajna primena slicnosti u dokazivanju Pitagorine teo-
reme.

Dokaz. Ovaj dokaz se izvodi na osnovu proporcionalnosti stranica, odnosno na
osnovu definicije slicnosti:

Preslikavanje kojim se jedna figura F' preslikava u drugu figuru F} naziva se
slicnost ako je razmera proizvoljnih duzi ¢ija temena pripadaju domenu i nji-
hove slike isti broj.

Neka su katete pravouglog trougla ABC' obelezene sa AB i AC, a hipotenuza
sa BC pravouglog trougla ABC. Iz uslova da je ugao kod temena A trougla
ABC prav, sledi da je AB%2+4 AC? = BC?. Sa D éemo obeleziti podnozje visine
iz temena A na pravu BC. Trougao ABC je slican trouglu DBA | a slican je i
trouglu DAC, tako da su zadovoljene sledeée relacije:

AB:BC =BD:ABi AC : BC =CD : AC, iz kojih sledi da je
AB*=DBC-BD i AC? = BC - CD.
Na osnovu prethodne dve jednakosti vazi slede¢a jednakost:

AB? 4+ AC* = BC-BD + BC -CD = BC - (BD + CD) = BC?.

A

2.1.2 Trigonometrija pravouglog trougla

Kod trigonometrije pravouglog trougla radi se odnos izmedu stranica i uglova
pravouglog trougla (definicije trigonometrijskih funkcija ostrog ugla), njihove
posledice i primene. Da bi pri¢a bila malo zanimljivija, moze se poceti sa krat-
kom istorijom. Dakle, trigonometrija je grana matematike koja proucava od-
nose izmedu stranica i uglova trougla. Trigonometrija se deli na tri oblasti:
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Geometrijsku, alebarsku i funkcionalnu, ali ovde je predvideno da se radi samo
geometrijski deo. Stari Egipéani se nisu mnogo bavili trigonometrijom. Grci, su
se oko 180. g.p.n. bavili tetivama kruga i analognim trigonometrijskim mere-
njima. Iz tog perioda, od helenistickih matematicara su nam poznati danagnji
trigonometrijski indentiteti. Znacajan razvoj trigonometrije je zabelezen od in-
dijskih matematicara 4. i 5. veka nove ere. Veruje se da su prve tablice sinusa
i kosinusa uradili Indijci. Zatim su trigonometriju od 9. do 14. veka razvili
Kinezi, a od 14. do 18. veka Evropljani. Trigonometrija ima ogromnu pri-
menu u razli¢itim disciplinama: Geodeziji, astronomiji, navigaciji, aeronautici i
inzenjerstvu uopste.

Osnovne trigonometrijske funkcije definiSemo na pravouglom trouglu [9].

C b A
e Sinus ugla u pravouglom trouglu jeste koli¢nik naspramne katete i hipotenuze:
. a
sina = —.
c
e Kosinus ugla u pravouglom trouglu jeste koli¢nik nalegle katete i hipotenuze:
b
cosa = —.
¢
e Tangens ugla u pravouglom trouglu jeste koli¢nik naspramne i nalegle katete:
. a
ano = —.
b

e Kotangens ugla u pravouglom trouglu jeste koli¢nik nalegle i naspramne
katete:

ctga = —.
a

Posle uvodenja osnovnih trigonometrijskih funkcija, rade se i vrednosti trigo-
nometrijskih funkcija za uglove od 30°, 45° i 60° kao i osnovni trigonometrijski
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identiteti. Oni su vrlo bitni jer se provlace u mnogim zadacima u starijim ra-
zredima i potrebno je da ih ucenici sada trajno zapamte.

Osnovni trigonometrijski indetiteti:

1) sin®? a + cos® v = 1

sin o
2) tga =
cos o
cos o
3) ctgar = —
sin o

4) tga-ctga = 1.
Da bismo dokazali naredne identitete koristimo prethodne definicije trigonome-
trijskih funkeija i Pitagorinu teoremu [9]:

1)
o P 2 b2 a2—|—b2 C2
sin“ « + cos azc—2+c—2: = :0—2:1
2)
a
sin o ¢ a-c ¢
= = = —— = — = «
cosa b b-c &
c
3)
b
CoS & c b- b ¢
= = = — = — = .
siha 2 a-¢c a &
c
4)
a b
tana - ctga = — - — = 1.
b a

2.2 Drugi razred

Program drugog razreda obuhvata stepenovange i korenovanje, kvadratnu jed-
nacinu i kvadratnu funkciju, eksponencijalnu i logaritamsku funkciju, trigono-
metrijske funkcije.

Trougao se pojavljuje u okviru teme trigonometrijske funkcije gde se radi sinu-
sna i kosinusna teorema. Uvodenjem sinusne i kosinusne teoreme ucenici treba
da shvate da prosiruju mogucénosti primene trigonometrije na reSavanje ma kojeg
trougla. Klasi¢na primena trigonometrije sastoji se u izra¢unavanju elemenata
trougla. Ona u mnogome pociva na sinusnoj teoremi koja opisuje odnose izmedu
stranica i uglova trougla.

Dokazi teorema u poglavlju za drugi razred mogu se naéi u [10].
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Teorema 19 Sinusna teorema: Neka je ABC' proizvoljni trougao. Oznacimo
sa a, b i ¢ duzine njegovih stranica a sa «, 3, v njima odgovarajuée uglove

trougla. Tada vazi:
a b c

sina_ sinf siny’
Dokaz. Oznac¢imo sa D projekciju tacke C' na pravu AB. Moguéa su tri
rasporeda tacaka A— D — B, D—A—-—BiA—B-—D.

Na osnovu definicije sinusa u pravouglom trouglu, sa prve slike iz ADBC, od-
nosno AADC sledi da je:
he.=a-sinf

h.=0b-sina.

Na osnovu prethodne dve jednakosti vazi:
a-sinff=b-sinaq,

odakle sledi: )
C— T a#0,8#0.

sina sin 3’
Prema drugoj slici iz ADAC, odnosno ADBC' dobijamo:

he =sin(m — ) -b="b-sina,

he =a-sin .
Iz prethodne dve jednakosti dobijamo:
a b

- 1)

sina  sinf

Isto tako, prema trecoj slici iz AADC, odnosno ABDC' dobijamo sledece jed-
nakosti:
he =b-sina,
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he=a-sin(mr — ) = a - sin S.

Na osnovu prethodne dve jednakosti, opet dobijamo da vazi relacija (1).

Na isti na¢in kada koristimo visinu hy, dobijamo — = —— tako sto iz
sin « sin «y
ANABD', odnosno ABCD’ sa prve slike vazi:
hy = a - sinvy,
hy = ¢ - sina.

Na osnovu prethodne dve jednakosti vazi da je:
a c

- )

sina siny’

Na osnovu jednakosti (1) i (2) dobijamo:

a b c

sina  sinf  siny’

Sinusnu teoremu mozemo dokazati i na drugi nacin, tj. dokazacemo da je koefi-
cijent proporcionalnosti odnosa stranice trougla prema sinusu naspramnog ugla
jednak pre¢niku opisanog kruga trougla, odnosno dokazac¢emo da vazi:

b
¢ _ € _92.R

sinaw  sinf  sinvy

U prethodnoj formuli R je poluprec¢nik opisanog kruga trougla.

Dokaz. Posmatrajmo AABC kao na prvoj slici, neka je O centar opisanog

kruga a R poluprecnik tog kruga. Ako na stranicu BC = a povutemo normalu
OM, onda je u pravouglom ABOM:

% — R-sin(/BOM). (3)
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Ako je ugao « trougla ABC ostar kao na prvoj slici, onda je /BOM = « a ako
je a tup ugao kao na drugoj slici onda je:

/BOC =2-7—2-a, /BOC =2-/BOM, 2-/BOM = 2-1—2-«, /BOM = m—qv.

U oba slucaja je sin /BOM = sin«. Na osnovu jednakosti (3) dobijamo da je:

a=2-R-sina ili =2-R.
sin «
Isto tako je:
b=2-R-sinfili — =2-R,
sin 3
c=2-R-sinyili — =2-R.
sin~y

Dokaz. (Da sinusna teorema vazi i za tupougle trouglove):

Iz ACDB sledi:
BC = DC -sinay,

a=2-R-sinay. (4)

Kako je cetvorougao ABCD tetivan vazi sledeca jednakost:
o+ oy =T
Odatle je sin oy = sin(m — o) = sina. Na osnovu jednakosti (4) dobijamo:
a=2-R-sina.

Prema tome je:
a b c

= = —— =2-R.
sina  sinf  sinvy

Sinusna teorema se primenjuje u dva slucaja:

1) Kada su data dva ugla i jedna stranica.
2) Kada se date dve stranice i ugao naspram jedne od tih stranica.

Sada ¢emo pokazati kako mozemo u §koli da izvedemo novu formulu za
povrsinu trougla, koriste¢i formulu za povrsinu koju su ucenici ranije radili i
sinusnu teoremu. Ova formula omoguéava da se nade povrsina trougla kada nije
poznata visina.

Teorema 20 Neka su a, b, ¢ duZine stranica i «, 5 i v veli¢ine odgovarajucih
uglova trougla ABC. Tada je:

1
P=2-.b-c-si
5 c-sina,
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P==-a-c-sinp,

P =

N — N =

~a-b-sin~y.

Dokaz. U trouglu ABC, BD je visina iz temena B na AC. Oznac¢imo duzinu
BD sa h. Takode, oznac¢imo ugao kod temena A sa a.

A D b C

Posmatrajmo formulu za povrsinu trougla:

b-h

h
Iz pravouglog trougla ABD imamo da je sina = —, odakle sledi da je:
c

h=c-sina. (6)
Na osnovu jednakosti (5) i (6) dobijamo formulu za povrsinu:

1
P:§-b-c-sina.

Mozemo na slican nac¢in izvesti sva tri oblika formule za povrsinu, bez obzira na
ugao:

P=—--a-c-sinp,

P =

N — N =

~a-b-sin~y.

Ova formula za povrsinu trougla zahteva poznavanje duzina dveju stranica i
njima zahvaéenog ugla u trouglu. Kada su nam poznate ova tri elementa,
mozemo lako izra¢unati povrsinu proizvoljnog trougla.

Teorema 21 Kosinusna teorema: Neka su a, b, ¢ duzZina stranica i o, 3,
velicine odgovarajucih unutrsngjih uglova trougla ABC. Tada vaZi:

a?=b 4+ —-2-b-c-cosa.
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Dokaz. 1z temena C' spustimo na stranu AB visinu CD. Ako su dva ugla o i
ostra, tacka D ¢e pasti izmedu tacaka A 1 B kao na prvoj slici. Ako je jedan od
njih, npr. «, tup onda ¢e pasti na podnozje stranice AB kao na drugoj slici.
Po Pitagorinoj teoremi iz pravouglog trougla ADC' iz prve slike sledi

CD?* =b?> — AD?, a iz ADBC
CD?* =a> -~ BD?* =a* — (c— AD)* = a® — ¢* +2c- AD — AD?,
a?> - +2c-AD — AD? = b? — AD?,
=0+ —-2-¢- AD.

D
Kako je cosa = —— iz ovoga sledi da je a®> = >+ ¢ —2-b-c-cosa. Kod

tupouglog trougla sa druge slike, iz trougla ACD sledi
CD? = b*> — AD?, a iz trougla BCD

CD?=a> - BD?=a>—(c+ AD)* =a®> —c* —2-¢- AD — AD?,
a’>—c?—2-¢c-AD — AD? = V* — AD?,

a>=b+c*+2-¢c- AD.
AD
Kako je cos(m — o) = — = —cosa, dobijamo a? = b2 +¢? —2-b-c- cosa.
Kosinusnu teoremu za preostale dve stranice b i ¢ ostaviti u¢enicima da ispisu
za domadi i izvedu formule na isti nacin kao i prethodnu, ciklicnom izmenom
oznaka za stranice i uglove trougla.

Kosinusna teorema ili Karnotovav (Carnot) teorema, moze se nazvati i uopstena
Pitagorina teorema, zato Sto kada je jedan ugao u trouglu prav, kosinus tog ugla

jednak je nuli, te dobijamo Pitagorinu teoremu kao specijalan sluc¢aj kosinusne.

Kosinusna teorema se primenjuje u dva slucaja:
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1) Kada su date dve stranice trougla i ugao izemedu njih.
2) Kada su date sve tri stranice trougla.

Sledeéi primer ilustruje primenu kosinusne teoreme i moze se dati ucenicima
da ga samostalno resavaju.

Zadatak 8. U trouglu ABC dato je AB = 24em, AC = 9em i ugao o = 60°.
Odrediti duzinu stranice BC.

Resenje. Oznacimo date podatke na slici.

c

b= 9cm

A c=24em B

Kako su nam date dve stranice trougla i ugao izmedu njih, da bismo izracunali
duzinu stranice BC' koristimo kosinusnu teoremu:

2=+ —2-b-c-cosa,

a?=9%+24%2 —2.9.24 - cos60°,

1
a?=81+576—-2-9-24- -,

2
a? = 441,
a = V44l,
a = 2lem.

2.3 Tredi razred

Program treéeg razreda obuhvata poliedre, obrtna tela, vektore, analiticku
geometriju u ravni, matematicku indukciju i nizove, kompleksne brojeve.

U treéem razredu se trougao obraduje iz oblasti analiticke geometrije gde se
radi povrsina trougla preko koordinata temena i Heronova formula za povrsinu
trougla.

Dokazi teorema u poglavlju za treéi razred mogu se naéi u [11].
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2.3.1 Heronova formula

Heronova formula. Ako su duzine stranica trougla a, b i ¢, tada se njegova
povrsina izra¢unava po formuli:

a+b+ec

P =+/s(s—a)(s —b)(s — ¢), gde je s poluobim trougla, tj. s = 5

Utenicima treba naopomeniti da je Heronova formula dobila naziv po ¢uvenom
gréckom matematicaru Heronu iz Aleksandrije o Cijem vremenu zivljenja nema
ta¢nih podataka. Neki istoricari smatraju da je ziveo u 2. veku p.n.e, a drugi
da je to 1. vek n.e. Postoje pretpostavke da je za formulu znao i Arhimed,
a da ju je Heron samo zabelezio. Treba naopomenuti da se Heronova formula
koristi za izracunavanje povrsine trougla kada su date duzine njegovih stranica.
Postoji vise dokaza Heronove formule. Ovde ¢u navesti dokaz Heronove formule
koji je prihvatljiv za ucenike ovog uzrasta i koji zahteva poznavanje Pitagorine
teoreme sa kojom su ucenici upoznati u sedmom razredu osnovne skole.
Dokaz. Neka je O centar kruznice upisane u trougao ABC. Neka su D, F i F
dodirne tacke, a mere duzi AD = AE = m, BD = BF =n, CF = CFE = p,
tada je:

a=n+p,b=p+m,c=m-+n,s=m-+n-+p. (7)

Uocimo da je povrsina P trougla ABC' jednaka zbiru povrsina trouglova BOC,
COA i ABO. Sledi da je

n-—+p p+m m-+n
p Tt Tty

gde je r polupre¢nik upisane kruznice u AABC. Iz ACFEO imamo da je

P =

r=s-r, (8)

. r
SIHZ =

2" e
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g p
COS — = —F/————.
2 /p2+7=2

Kada prethodne dve formule zamenimo u formulu za dvostruki ugao siny =

sin(2 - 1) —2.sin 2 - cos , dobijamo da je
2 2 2
2 . 7" up
siny = : 9
siny PR (9)

1
Sa druge strane povrsina trougla ABC je P = 3@ b-siny. Na osnovu formule

za povrsinu i relacija (7) 1 (9) dobijamo novu formulu za povrsinu

(n+p)(m +p)rp
pP= po . (10)
: Lo (ntp)(m+p)rp
Iz (8) i (10) sledi da je pE =r-s, odnosno p- (n+ p)(m +p) =

s(p? + r?). Sredivanjem prethodne jednakosti dobijamo:
mnp = s -2 (11)

Posle mnozenja jednakosti (11) sa s dobijamo da je smnp = s% - r2. Ostaje da
eliminisemo veli¢ine m, nip: m=s—a,n=s—b, p=s— c. Dobijamo da je:

s(s —a)(s — b)(s — ¢) = P%, odnosno

P =+/s(s—a)(s —b)(s — ¢), 5to je trebalo i dokazati.

2.3.2 Povrsina trougla preko koordinata

Povrsina trougla preko koordinata temena se u srednjoj skoli moze uvesti
na sledeéi na¢in. Posmatrajmo u koordinatnom sistemu trougao ABC' ¢ije su
koordinate temena A(x1,y1), B(z2,y2), C(xs,ys). Neka su date tacke E(xq,0),
F(:EQ, O) i G(IEg, 0)

48



C(z3,y3)

o B(z2,y2)

Primetimo da se povrsina trougla P(ABC) moze izracunati tako sto se od zbira
povrsina trapeza P(EGCA) i P(GFBC') oduzme povrsina trapeza P(EFBA).
Znamo da je povrsina trapeza jednaka proizvodu poluzbira osnovica (srednje
linije trapeza) i visine. Dakle, imamo da je:

Y2 + Y3

y1+y3_(
2

)_y1+y2
5 3

2

P = $3—$1)+

(zo—x (x2 — 1)),

odakle dobiijamo da je formula za povrsinu trougla:

1
P= g lr(y2 —ys) +22(ys — 1) + 23(y1 — y2)]-
Na kraju ovog dokaza, zadati ucenicima da provere, da li ovaj dokaz vazi ako

nije raspored tacaka F— G — F. Zahtevati od ucenika da nacrtaju takav trougao
i zakljuce zasto dokaz i dalje vazi.
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3 Zakljucak

Postoji jos puno interesantnih oblasti koje nisu obradene, a koje se mogu
koristiti na takmic¢enjima u osnovnoj skoli i u nekim matematicki orijentisanim
srednjim Skolama kao Sto je Matematicka gimnazija. Neke od tih oblasti u
osnovnoj skoli su:

- Primena sli¢nosti i podudarnosti na razne prakti¢ne zadatke;
- Konstrukcije kroz nedostizne tacke;
- Primena Pitagorine teoreme na resavanje konstriktivnih zadataka;

- Razni prakti¢ni zadaci u kojima se koriste formule za izracunavanje obima
i povrsine trougla.

U srednjoj skoli, to su:
- Izometrijske transformacije;
- Primena podudarnosti na trougao na visem nivou;

- Resavanja konstruktivnih zadataka primenom izometrijskih transforma-
cija i slicnosti;

- Povrsina sfernog trougla;
- Racunanje povrsine trougla preko integrala.

Sve ove teme su zanimljive i korisne i mogu se raditi sa ucenicima na dodat-
noj nastavi. Sa ostalim ucenicima treba obradivati teme koje su predvidene
planom i programom. Na osnovu svog radnog iskustva u skoli, kao i iskustva
starijih kolega, donosim zakljucak da ne treba previse insistirati na dokazivanju
i ucenju dokaza u osnovnoj skoli, jer to moze biti previse zbunjujuce za ucenike
ovog uzrasta. Naravno, moze se dati dokaz najbitnijih teorema i to na nivou
pristupac¢nom za ucenike ovog uzrasta. Vec¢ina mojih kolega daje samo formula-
cije teorema i po neki dokaz. Najbolje bi bilo uvesti nove pojmove koris¢enjem
Sto manje teksta. Treba se vise bazirati na davanju prakti¢nih primera. Uglav-
nom udzbenici u osnovnoj skoli su prozeti sa mnogo prakti¢nih i ilustrativnih
primera, koji su po mom misljenju veoma korisni za razumevanje gradiva. Te-
orija je prisutna u odgovaraju¢im granicama. Neke od teorema se dokazuju,
dok su neke date samo u obliku formulacija, bez dokaza. Teoreme koje se ne
dokazuju u osnovnoj skoli predvidene su da se detaljnije obraduju u starijim
razredima. Program za srednju skolu je znacajno obimniji u odnosu na osnovnu
skolu. Udzbenici su prozeti sa velikom koli¢cinom teksta. Ima mnogo teorije i
teoreme koje se navode se dokazuju. Uglavnom su zastupljeni primeri koji se
odnose na direktnu primenu teorije. Po mom misljenju, najveéi nedostatak su
prakti¢ni primeri koji se retko javljaju.

Moje iskustvo sa ucenicima je pokazalo da se najbolje uc¢i kroz jednostavne i
zanimljive primere koji uc¢enicima probude paznju i mastu. Iz tog razloga zelim
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da kroz svoj radni vek sto vise paznje posvetim temeljnom usvajanju osnovnih
pojmova kroz primere, a slozenije stvari nadogradim tek kada se savlada osnova.
Potrudi¢u se da moji ¢asovi budu sto zanimljiviji i da se baziraju na velikom
broju zadataka iz prakse, kako bih pridobila sto veéu paznju ucenika i poboljsala
njihovu zainteresovanost za ovaj predmet.

Kroz rad sa decom, uocavam da ¢e to biti veoma tezak posao, jer veliki broj
dece jos pre pocetka osnovne skole usaduje sebi strah od matematike i time se
stvara potpuna nezainteresovanost prema ovom predmetu. Zbog toga zelim da
§to bolje prezentujem ono sto radim i ako mogu nesto promenim na bolje.
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