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Оуај m~gistarski гад S~ sastoji iz tri dela. 

u prvo'l1 оеlи uvode fie пеk i pojmov:i гоtГf:'lmi 78 izlаgЋпје (}Ь1Ј}1У~,О~П'" а.а.-

teri ј е, ргете. pri lozeJj{)j 1 i teratul':i пс;. poslednjoj R tranici оуое r''?d:(. 1';~I,:O 

su па pocetku dati. pojmovi: univerzalne elgebre. роПеl~еЬге. hО"}()шо!'fi :,.'11<-1, 

Ьојnр' роl ut:;Y'1.lpe , algebre ree:i паа Q i Q -izГ8zа. 

II kvо.Liсгщ;u. Dokaz dгщ,;ос; re1.u1tHta ј(! пезtо izmf'njen. po~l~r1i.c9. r":7,L;ltatA, 

о potapanju polugrupe u gt"Up~ jeste potA.panje kOf!шtаtivnе pol'..lgrup(~ u :-<OIr.U

tat:i.vnu бгuри (dato 11 (91). 

1-1 dгщ::оГ'! delu rada razmatгa эе ргоЫет pot!3panja unjverzal.nih o.lc..:et,ri u 

роlиgћ1ГU (poznato kao teorema Коп-НеЬапа). dя. t џ knj i ?,i. (3). 'Г1ј S'\IП Гj'r, rQZ-

10zi1a da је odgovarajucl term beZllkonski. i5to u [з1 nije Ы.lП ,lоk"':.','~п,). 

Zаtiш је iz,lozen геzultя.t Marice Рr~''Нс ([101) о potapanju 1Jniv"'r:o:,"·1"i\1 C1.1-

gebri. 11 еr.tгорiспi gГllро1d'(tеогеmа 13). TeorF'fnu 14 эаm riоkаl.аl.г, !'l~, ()'~Y"')Vl.l 

tenreme 1Ј. tj. teorema 11 je~te pos1edica teorem~ 13. 

1'1 а [ст3.ји ,1 гщ:оg dela i z1.A.~e se zaj ednicki rezul tat Мя.гi се i Slн.ViS(' РГе)::; ~ с. 

Treci ll('o magistarskoe rada odnnsi ве па .pntlipanje fI1Qdela. Ти S'" 1I:-,<Jo'11, 

cijskih s~rukt\l.ra). Na QSnQVU tоzй. гР.ЗНа SQffi ргоЫет: 

!:: '-1 е 'е о CL Tf:lacijski 81 шrlOl (jl1zine 1. koj i zэ.dОVQl javA. akfJiomtJ 

А z,aEm S',ffi гезilа ггоЬ1ет opstee; slucaja: 

relacj ј::;Јсј 

mi 

Presic. Л'Ј Сети јој (i11C1.Jjf'm velikll z~hv'11!lost. 



Ј. 

Т:::'Р'; 

Р()Ј~.юVI 

;"I\,'(i_ ': 1 с 1 ';? 1 '-- Род tНJiVel''Zal:nom 1.!.lьеЬгом Q(Я) podr.'lzurnevamo 1P',"r_>.n __ ~ :0_":" 

Q ПОа) lз.с е.1е:еЬге а ')1 skup svih operacija dеfiIliз;::г;~'r! У.;! Q. 

2 NekFL algl';'t)"('a. skup Р '\1' . -, ., ' оо> 
,'-1,.' 

~kko је z.'ldovoljen uslnv: 

{ ; \ 
" ... i 

operacij е Ц.}а... ае Q па Р. 

'!'(-'or,o,,,,, ~ Neka эи Рt,'(Я). (i6I), podalgebre a1eebre Q(Sl). Alt:"'Q,''l P(5l:) ЈС; 

~l!.gebre Q(.Q) , pri сетџ је Р =n{Pili-~Т). .. 1 . ,',-,,-,'- --,''',' , . . . -' - . , .. .. 

,:. ~, 

tj. ? j~ :~~::YOГ~Jl u ()lir,(Jsu па вУе operacije a1gebre 

podriJt:('br,"I algebre Q(Q). 

Не]nс:::'ј<:а struktllT,9,je uredeni ГВГ (Q,R), g(Je је R sk1Jp ('''J·''''l,.;' ---IП-

( .. п,' ,'-..;,)[, -Ј. 

'_',,)г оо ., " "-
., . 

,', .- рфЈ i Q(S1) date a.lgebre. Preslikav<1.nje 

у, Q -Р 

~·e:,,:tfo r-.('.T,f __ ј\,)"'fizащ 1.'1. 131,::еЬге Q(Q) u e.lgebru 

',"l"v' -,~ " , 

::J':..':i''L;'l{'~,~!'t Ј HomomorГizam f jeste р о t я. Р а п ј е Ft1;_-,,-lir"" ()~9_) \.1 

akko jeste 1-1 рrеs1ikзvnnј~ f:kupa Q tJ ""'-'1"1 -Р. ' • 'ј 



AlgebrA. r(Q) је homomorfna slika a1gebre Q(Q) u оdnози па 'f a.kko је f па 

рГi;з1ikаv~щје. 

Algebre Q(S'l) i p(n) зu izomorfne akko је f : Q---P 1-1 i па preslika-

уапје i homomorfizam 

liарощепimо јое, homomorfizam 1-1 zovemo monomorfizam, па homomorfizam zo-

уето ерimогt'iz.аm. 

Neka је Q{Q) algebra, Ј.. binarna re1acija definisana па Q. c.,L је relacija 

kongI'uerJ.cij е па algebri Q(Q.) akko zadovoljava sledeca dva uslova: 
, 

(ј) ј, је relacija ekvivalencije, 

(ј ј') ('/""'.;.) ( \1 а,. b~ < Q)( i.1. 2" ... n)(a, -ъ, (oL) -а, а2 ... а"",.Ь,. Ь, ••. Ьn u2 (Ј)) • 

Neka је CL relacija kongruencije па aIgebri Q(5t).Na kolicniCkom sku

,(011struisimo поуи. takozvanu kolicnik (fak tor) algebru Q!~ ()() pu QIJ-
па оуај Ilai;in: Za svaki \...А.Н: Qn def1nis1mo operaciju 

DQkazati da BU operacije па Q/~ dobro definisane, tj. пе zaVlse od рдё 

dst.avnika klasa ekviv~lencije. 

N eka ј е Ь1 I b z , ••• , Ъ!"\ drugi predstavnik I tj. 

ај =Q\ (.::L) I аз.=Ь'1(cl} , •••• ,an!!bn (d...). 

Onda ј е tacna оуа relacija 

Теогета. 2 -Kolicnik algebra Q/.-1... бl) је homomorfna slika algebre ф~?,). 

nokaz. Ne'ka је Qб1.) algebra, Ј.... relacija kongruenci.je па Q(9.) • Dok8.zi-

то da је prirodno preslikavanje 

epimor [! zап;. 

Kako је zadQvoljen uslov 

to је preslikavanje f па preslikavanje. Dokaz teoreme 2 ,Је ZD.V:-S']П ako 



5. 

dokazemo де.. ј t:J 'f homomorfizam. 

Neka зи elementi 8.1 ,8Ј , ••• ,anE. Q, UJ~ Sln • Tada vazi Qva relacija: 
• - -
'" а'l a~ ••• af'lUJ 

Qviт је teorema 2 d'okazana. 

Opisimo јаз јеdnи algebru- algebru гес! nad Q • 

Neka је da.-t !'>кир X"'{x1.x2' •••• Xn, •• :l- i П је skup operaci.jskih знn-

Ьоlв. Pod reci nad s1 podrazumevamo konaCe.n niz elemenata iz Xlbl, ( хnQ",ф). 

Na вкир svih гес! nad Ql W(Q,X), definHiimo operaciju dopisivanje 1. о'га-

ko dobij enH algebru oznacimo за w(R,X). 

Definicija 4 Podalgebra algeЪre 

gebr'f'~ .Q -iz!'aza nad Х. Algetru Q.. 

w(П.х) 

-1 zraza 

generisana skupom Х jeste а1-

" .. oz.naC1.cemo за YiQ.(X). Eleme-

nti algebre 1'1)1 (х) зи i zrazi nad Q. а skup х је alfabet. 

Neka је w==x
1

x
2 

",xtr'\' (x~E.xuQ.), гес nad Q .Duiina reci је l(w)==rn. 

Va1.entnost ггс! w эе definise па оуа.ј nacin: 

gde је 

V(W)·LV(X~), 

v(x l )" {i:n, 
Koristeci Hvedene ројmоуе dokazujemo вledece tvrdenje. 

Teorem,o;L :;. Нес w nad 57. је Q -izraz akko za svaki levi ojsecak 

reci w vaze uslovi: 

(1) V(WK»O~ (k:l,2, ••• ,m), 

(2) v(w)=l. 

Uslov (1) zahteva па svakom koraku dovoljan Ьгој elemenata S~ kojima se 

moze vгsiti r;peracija, а uslov (2), da копасan rezultat bude јеЈan element. 

Dokaz.DokFlZ teoreme ) sprovodimo indukcijom ро duzini izraza 'Н. 

Tvrdenje је ocigledno za l(w)::::I.l. Pretpostavimo да је w rL -iZГС1.7, оЬ-

lika. 

Ргета. pretpostavci је tacno 



Ь. 

odakle је 

п 
v(w)", 2- у(х )+v(I,I.)= n+l-n.o:: 1. . , 

.. 1 

Svaki levi odsecak izraza x L ima pozitivnu valentnost sto эе preriosi i па 

w. Ako је '1/ niz od m S7_ -izraza, ропоуо је zadovoljen uslov (1) а VЋlе-

ntnost v(w) эе dobija kao zbir valentnosti svakog izraza kojih ima т. 

Neka је w element algebre гес! nad Q i -w zadovoljava uslove; 

ј е lеУ! odsecak" гес! w~ 

(4) v(w)=m. 

Ako је 1('",)=1. onda је v(w)",l, ра је WEWQ(X), (w~xuSlo). Pretpostavir.Jo da 

, 
(х< xuQ.) , ' , , 

је 1(,,).q, (рl) , , w је oblika w-w х, i v(w).q. Dя.klе, w .ј е 

niz od q 52 -izraza. Valentnost izraza w ј е, 

, 
У( w) = ., (w) + v(x) , tj • 

, , 
у(х). v(w) - v(w) = m-q. 

Na аапоУи prethodnog :rюzеmо zakljuciti: 

, 
"а m - q = 1, gde је XEWf!(X), i zato Је w niz od q + 1. m lzra-

za. ili. m - q _ 1 - q .60, ра је х q-arni operator. 

Kako iz jednakosti 

m-q=l-q sleduje q"" ч l - m + 1, tj. 

q '" q - (т -1) ;;'q', sto znaci da зе pomocu х i q pretho-

d.nih izraza moze konstruisati зато jedan поу! sl -izraz u obliku niza od 

m 3 q - q + 1 Q -1zraza. Uvim је teorema 3 dokazana. 

Posledic8. Нес w nad Я , koja zadovoljava uslove: 

(5) ·,';('H!<»O~ (wK је proizvoljni levi odsecak od w), 

(6) v(w) '" т, 

moze Ь! ti zapisana u obliku niza od m Q -izraza па jedinstven nacin. tj. 

u obliku 

Neka је Q(Q) algebra. Ako ве svaka promenljiva ш. izrazu w '" ,v1 WJ..' .W"" 

zame'ai еlещепtоm algebre Q(~) dobija se jedins~ven element algebre Q(SL) , 



1. 

Sledeca teorema govori о univerzalnom svojstvu algebre Q -izraza. 

Теогета 4 Neka је Q(Q-} prolzvoljna algebra 1 Х proizvoljni skup. 

Svako preslikavanje 

rooze se, па jedinstven nacin, produzit1 do homomorfizma 

Dokaz.Neka је preslikavanje . defini запа. Svaki Q. 

moze SP. jednoznacno predstaviti u obliku 

w;o ~X.2 ••• xnц:1, ( Xi,€ XUSl, <.D€.Sln). 

Preslike.vanje 

'Р, WS2CX) ~QcQ) 

definisimo па оуај nacin: 

gde је 
,{х, z.a 

x n'" Ј....Сх} , 

:Uokazimo da је f homomorfizam. 

Neka је w Я -izraz oblika 

Опја је 

= 'Рсх,) 'Рсх,) .•• 'fCx о) "". 

Ovim је dokazano da је f homomorfizam. 

х €9., 
za ХЕ.Х. 

-lzraz w 

Neka. j€' i '1'" produzenje preslikavanja Ј... do homomorfizma alE:ebre 

\VQ(X) н э.Ц~еЬru (61). Preslikavanje ~ је definisano па i~.;ti ni-lcin 

п 

kao i ,{ • anda 1z 

f (Н) 
., , 

= Х1 Хl··· Х " i f,Cw) • _а 

х .( ~2 
za X~X t 

sleduj е 

Ovim је teorema dokazana. 

Nаvоdlшо posledicu teoreme 4. 

TeOt'€Гi1H 5 Neka је Q(Sl) algebra за genf'ratorskim skupom Х. Al.gebra 



, 
moze predstaviti kao homomorfna slika algebre ~(X). 

DokaZ. Identicno preslikavanje 

i : х-х 

moz e зе, ргета teoremi 4, produziti do homomorfizma 

SlikfO. '3vakog s1 -izraza nad Х, pri preslikavan-ju f . jeste ,jec.ir..st-

vел elemen t algeb:re Q(9). Кыо је f homomorfizam to је slik:з. а1[;8'о-

ге Щ,(Х) podalgebra algebre Q(Q). Skup Х је generatorski za Q()l) , 

рВ је podalgebra вата algebra Q(Q). Ovim је dokazano da је algebra о62) 

homorno:r·fnD. slika algebre wя.(х). 

Na kraju ovog de18, pomenimo i slobodnu algebru а nesto vise 
,. , 

reClcemo 

о slobocaoj polugrupi. 

Det'iniciJa-5 ( Birkhoff). Neka је К klasa algebri, neka је Q(Q)G.K 

i skup Х ={xi.1 i ~ I} је generatorski skup algebre Q(Q). Algebra QGl) 

јо! зlоЬо.dnа Ы~вbгa u klasi К, за generatorskim skupom Х akko ,;а sva

ku al.:;cl1rH P(Q) Е: К i ьа svako preslikavanje 

],- : I_P 

р о s t о ј i homomo rfi z.am 

tа.kэ-v de, ј е 

Diјаt;гаш 1 definiciju 
ј 

р S •. ,. 
?osledica def. 5 Ako algebru за vise od јеdnоЕ'; еlешелt:а i 

Q(Л) ima slobodno genera.torski skup Х =[ X~ I iE.I} nad К, ondA, 

z.a svc elemente i.jEI. 

Аkо:п i.jH, i +- ј implicira X~+ хј. onda зе definicija ') mо!.е kra-

се izr'e6i па оуај nacin: 



9. 

Algeb:ra Q(Q.) је slobodna u klasi Bvih algebri К tipa Q: аа r;eHerator-

skim skupom Х akko ве svako preslikavanje ).. : X~ __ а,. ( Р",[а, I iGI} 

generat orski skup a1eebre P(Q) Е К) t - moie produzitl, па jedLnstven 
.. 

nl'\Cln, 

до homomorfizma 

Opisimo konstrukciju slobodne polugrupe nad skupom А f ф • 

• 
Neka је А neprazan skup. Skup svih konacin nizova 

оzпасiШG ва S. Za п '" 1 eleduje 81 (А. Dva niza ви jednaka akko Зl~ jed-

naka bu~valno, tj. akko ви 810У8 jednog niza jednaka ро redu slovima дги-

gog niZR~ Dakle, 

U зкири S definisana је operacija о па sledeci nacin: 

(Б • о ) је slobodna polugrupa u klasi svih polugrupa ва sl()t)Оciпо cZt!!lera-

torskirг. skupom А. 

~okaz. Neka ви U,V,W€S, tj. 

Ргеmа rJefiniciji operacije о imamo: 

'" 8481' •• а"Ь, Ь, ••• Ь,...с, с, о •• с , '-', 

." uo(vow), 

tj. (3,0) је polugrupa. 

Neka Је 11 "" 81 а;с ••• 6 n element skupa Б, ргета definiciji o{)eracije о 

vazi sleJeca jednakost 

odakln sleduje da је skup А generatorski skup polugrupe (3,0). 

Doks.Hrno da ве preslikavanje 



10. 

moze prosiriti do homomorfizma t.p. skup В је generatorski polugrupe (p~o) 

koja pripada klasi svih polugrupa. 

Ncka је 

то prosiriti па оуај nacin: 

Dokazimo da је ЈР homomorfizam. 

Neka зи U,V~S ~nda је 

f(uov) = 'Р(8,8 2 ... 8nЬ, b 2 ••• bm) =1(8,) .•• 1(8o)1(b,) ••• 1(bM ) 

= ().(з,) ••• ).(8 о»О().(Ь,) ••• l(bM » 

='fcu)of(v). 

, 
се-



2. POTAPANJF. POLlJGRUPE U GRUPU 

:) оуој tacki razmatramo potrebne i dovoljne uslove Маlјсеу8. ( [2.]). 

Z8 potapp.nje роlџегuрf' u grupu, а :z..atim, potapR..nje komutativne poluE:гupe u 

kошutl.ltivnu grupu -( [91). 

Роsmзtгасеmо polugrupu за jedinicom, tj. algebru за јеdnот asocijativnom 

орегаСЈ..јот i jednom nularnom operacijom 1. 

Neka је skup 5 podskup skupa Р. Skup S је patencijalr,Q inverzibilan 

ako postoji monomarfizam polugrupe Р u polugrupu ва skracivanjem I 
Р, u 

kojoj БУ! elementi skupa S imaju inverzne elemente. 

РоlЩјruра Р ima grupu razlomaka akko је Р potencijalno ir:verzibilan. 

Me(1lltim, Eloze ве dokazati tvrdenje: 

1,ета 1 Polugrupa Р ima grupu rA.zlomaka Hko је svaki element polugrupe 

р potencijalno inverzibilan. 

Doka~. Neka'je SkllP {х 1 ,х 21 ••• ,х,,} konacan роdэkuр эkuра р i, ро pret-

postavci, element Х=Х I Х Ј. ••• хn је potencijalno inverzibil~n. tj. postoji 

топота ri" i za.m f: х-х skupa {Х1 ,Х,2.' •• • ,х .... } u polugru.pu sa slcraciva~ 

пјет, tako da је inverzibilan. Neka. је 

Onda је 

јег је 

Iz istih ra.zloga је z.adovoljena je(lnHkost 

odaklc sleduje: Yv 1та inverzni element. 

Posmatracemo potencijalno inverzibilne skupove. Postavlja se pitl3.Hje, ho-

се 1i podskup М polugrиpe Р biti potencija.jno inverzibil!1n? 

Svakom elementu m ~ м pridruz.imo и Р nepoznati element ш tako dobije-

пu роlщџ-uрu oznacimo за Р(М). Svi рагоу! 
, 

gener1.sl1 k rЛ1gгнепсiјu Ј.. . 



12 .• 

Kolicnik-polugrupa Р(М)/,,( је ва inverznim elementima ZЈЭ. skup М 9 Naci 

~Bl0ye da prirodno preslikavanje 

f .natJ. ' Р(М) -Р(М)/Ј.. 

• 1-1 preslikavanje. Оуо је, ва nekim izmena:nn, da.to ograniCErlO па Р. Ьије 

ртета Њаlјсеvu. 

OpiSimo го1ugru.рu Р(М). Neka је data polugrupa Р i М је rod:=:kup od Р. 

Svakom elementu m ~ м pridruzimo dva nоуа elementa m i m-t i novu polugr-

ири oznacimo эа Р(IIi), tj. РО')) је роlugГ11ра dobijeu8 ргidгuzivаnјсш novih 

elemenata skupu Р. Kongruencij~ generisanu svim parovima 

oznacimo за СЈ.. • Зуы! element m.сМ lша inverzni u polugrupi p(~'(;)/d.... 

-Neka эц Х,Х I 

Јсауаnји f =nat~ 

slik.e elemenata 

• Onda је 

- ~ 
т,т ,т reepektivno. ргi. :t:Jresli;"" 

х-х = xx+-""l. (ргета def. kongruencijecL), 

zatim, \'a;Si ОУа relacija 

- + + 
Је "" Х Х со Х • 

RelBciju d-.. тоъето opisat1 па oya~ nacin. Transformacije: (.). [,1 -tu-

macimo па nacin; 

( а) 1 ве zamenjuje за m rn; 

m m зе z.alllenj иј е ва 1; ), тт • 

• zamenjuje за mm ; 

зе zamenjuje эа 1. 

Р1'ста (а). ocigledno da эе transformacija [тоъе primeniti u slucaju Ја е1е-

ment u Е Р(М) ima oblik U =VVi. Odsecak уу,! se transformacij от [PГ~.'YOд! 
, 

u VПUn У1 • Slicno уаъ! i za transformacija ( • 

Тгапsf'ОГСlэ,сiје ) i Ј mogu se primeniti па опе elemente iz р(ы) koji sadr-

-
т ш i ттТ • Skup м се biti potencijalno inverzibilan akko ,a7,1i/:iti 

elerncll ti polugrupe Р pripadaju razlicitim klasama ekviva1en~ije. Doka-

Нто Ја се dva elementa polugrupe Р(М) pr1padati istoj klasi затn ОЛОВ kada 

Зи јеdпаki. Neka su и,y€P(M) i neka prifIadaju istoj klasi ekvivalencije. 

Put od и do v dat је lancem 

(1) 11 "" Wo I w1 I ••• I W., =У, 
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gde su јуа susedna elementa w
1 

i W~~. dobijena jedan iz drugog РОIПОСU једпе 

od tra!lsf'ormacija (а). Kako је element m
t 

nepoznat, to ве оп uvo(!i лр.kоm 

tro.rtsformacijom. Zato шоzеmо posmatrati svako pojavljivanje elementa m ~ 

ana1ogno, svako 'pojavljivanje elementa rn+ од njegovog РГУов ројаvlјivалја u 

lancu (1) do njegovog iscezavanja. PosJl1atramo element 
, 

m • Pretpos tavirno да 

БU и,у,;-Р, to эе element т+ u lancu (1) ле moze пас! niti u u niti u у. 

+ 
Dakle, т ве uvodi nekom tгапsfогщасiјоm, recimo i-tаш transf(]rm;~cijom 

, 
W~ '" атт Ь, za а,ЬЕ. Р(М), 

i. геСЈ_то da 
+ m iscezava pr! j-toj transformaclji 

, .. 
а пun Ь I 

, 
""аЬ, "а 

Роsшutг:,;.јtн5i put od i-te do j-te transformacije, vidimo da se a;n prevodi 

џ а т. Element 
, 

m iscezava i onda vazi 

+ , 
атт Ъ -а Ь. 

• 
в опdа, transformacije koje а Ь prevode u 

• • 
а Ь. Deo koji ве nal~zi levo од 

nekog pojavljivanja щ- i дезпо od 
, 

m је pasivni део. Trans:t'ormaclje ве УГ-

зе зн.mо 11 aktivnoj oblasti i, u tom slцсајu, elemente • • rn ~ ш zovemo regular-

ni$. Deo icojise nalazi деэпо од m i levo od 

t е ;n + 
1 I;l • 

+ m ј este aktj vni јео :Z,a elemen-

Nеiш su elementi U,VtOP vezani lancem (1). Dokazati да зе put ko~i vezJlje е1е-

mепLе u i v moZte zameniti putem u kome эи зvf\ pojavljivanja r'eglllii-rna. 

IHn.a ? Neka је dat lanac 

koji У(Ј,:ије e1emente u i v po1ugгupe Р. Postoji 1a.nас iste <!,lz"inp, 

, 
w" •••• ." t w.,=v, ". , 

koji уе::ије elemente u i v а u kome зи зУа ројя.vlјivапја ГРt:u1'L['Шt. 

Do~{az. Pretpostavimo da se element т'" u lancu (1) pOjavljl1jf:! пегР,(:uЈагпо 

РГl i-toj transformaciji, ( W(.~W;'). а iscezava рг! j-toj tгаn~t'о-'ГblLсј ji. 

tJ tO[~l Hlucaju, deo 1апса od i-te do j-te tгапsfагшасiје ima nbli.k 

. '" '+ 1, 
,t[), 8тт ъ •••• , а mrn Ь I а Ь • 
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i taj dco mozemo zameniti lаnсет: 

(2 ) аЬ, 
t 

э.mmЬ, ••• , 
,.ј.' • 

а mm Ь. а Ь •••• ,а Ь • 

Lnpac ( 2 ) ј е диНпе • п, а m ima regulaгno poje.vljivanje. Ргimеtiшо Йн. se Ьгој 

peregH!arnih pojavljivanja этапјије. Jer, ako 5е ш pojavljuje пегеgulаrnо u 

8. ј to је m neregularan od samog pocetka u lancu (1). 

Оviш Је dokazano da ве dvз elementa u i v -1z Р, ekvivalentna ро mOQulu ~ то-

gu N~Zћti lancern u kome эи 5уа pojavljivanja regularna. 

Pri 9геlаъи od jedпog сlаnа lanca drugom, proizvoljne tгапsЈогmэ.сiј~ ве уг-

se u аkti'lПој oblasti i te izmene ви date tablicom (Ь). щ*) је akti'!na oblast 

do transformacije (") . L(*) је aktivna oыstt posle-. .- transfsrIa8.cij е ' , 
\. -}О<_ ) : 

... [ Ј 

(Ь) А <") аЬ тЬ 
• • cd с п 

Ц~) тЬ аЬ 
• c'd сп 

Tab1ice. (Ь) је dobijena dokazom prethodne leme. Ako tгansfОГШ:1.сiје 1..1 lя.nсu, 

koji vezuje elemente u i v, oznacimo ва 1'1 ,1'2,.' о оо,Гђ • оnда vazi 0'/(3. relacija 

Dakle. a.k"tivna oblast posle (i-l)-te transformacije jeste ista sto i рге 

i-te tгн.П:1fогmасiје о Na pocetku је aktivna oыstt u i па kraju 'Т о Рген:Ь. tome. 

ze. mO~tHC!lOst potape.nja pot1'ebno Је da ве ove oblasti poklapajuo DГUБim recima. 

da јеdnзki elementi pripadaju 1эtој klаэi ekvivalenclje, sto је izrazeno jed-

k " na-ascu 

Ijiz.Ll tгапзfО1'mасiја. 1'1'1'1.' о •• • ,Г" pridruzimo uslov 

1..1::з10'i_i iС:,;Ј\шјеni onda konr;ruencija d-... 
, 

dp.li skup Р, tjo ,Ј..ПР :=/Јр, !<]. је ро-

tapar.j ... mOf:uce. ОУ! llslovi ви i pot1'ebni i. dovoljnl za potapanje го1llgгuре Р О 

РГimеtiш() da ni:z. transfoz'macija. щога sadrzatl onoliko levih (! [(.01 i.ko' 

i des:n-:'r. ). i] zаgr'э:d:;. 

se II istom clanu w , nadu dva. elementa to је еlеmепt in-

, ' 
C(~KSOПl le'Io od drllgog, јет эе desno od poslednjeg nala.z.i pa.sivr.g ohle>.st. lz 
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istj.h razloga element ва vecim indeksom пога isceznuti pГVl. Рогед. toga, u 

p"'oi.zvoljnom levom odsecku г" ,rz ... "Гм тога эе пас! isti Ьгој levjh i 

desU:ln za.grada. С18Il (t) u datom nizu nalazi ве u p~ги i nijer:ian ~a drugi 

p~г n~ razdvaja. Qvakav raspored zagrada је normalni ras~ored. Frethodno 

tl1:;:lacenje эе moze primeniti i па [,Ј . Vazi tvrdenje: 

l'eoгeвu.6 Neka је р polue;rupa i JIД podskup od Р. Svakorn kопаспоm nizu 

1'1 .Г~ •••• ,Г ... takvih рагОУа (;) i [,Ј , koji obrazuju ПОI"г,аlпi l'!Э.~рогеd 

z;a,grada pridruzimo uslove 

, 
gde su a,b,b,c,dt:.P, m,nE:i.M. Uslov (5) uzet 1.a эУе takve nizovp. tral1sformaci, 
ја, jeste potreban i dovoljan da skup М Ьиде potencijalno inverzibilan. 

Ako umesto М posmatramo сеlи polugrupu Р 111 generatorfJki SicHP polug-

rtlJ:it' -? <J_obijaju ве patrebni i dovoljni uslavi da polugrup::o Р iш8. grupu га.-

- " 
z10Ш'Lkз.. P;-imera radi, uzmimo uslove koji odgovaraju nizu 1_ I Ј • 

Uvaj uslov podra~umeva ovakvu implikaciju 

• 
Cn~C п ~c d=cd, (c,d€..P, nf:M), 

tj. У.оја izrazava mogucnost desnog deljenja. Analogno, nizu (,) оdgоvз.га 

LCVv ~krac1vanjet tj. 

, ' 
ь -==r аЬ ::::аЬ. (a=l) 

је zaKOn levog skracivanja. 

Mcdutim, uslovi koji odgovaraju nizu tга.пяfогmасiја [(]), ргеша tа1йiсi 

('" . 
,С). Ј~зи: 

( ь ) сп=аЬ, 
• 

тЬ=с п , " ' , 
с д=тЬ • (a.b,c.d,b,c t Р, m.nc~,I). 

Јеdпя.;оst (6) trebada да jednakost 

( 7) 
, 

аЬ ",cd. 

. , 
Р,)lщ,:тuра generisana e1ementima 'a,b,c,d,b,c,m,n, i uslovi:I18. (6) је ро-

lщ--~rllР'"- за skracivanjem, 81! uslov (7) nije posledica иа10уа (6). 

zadovoljen изl0У 

:;по=аЬ, odakle sleduje п=Ь, (za c=a=l). 



, 
тЬ=С н, odakle sleduje 

, 
т=с, (jer јР. Ъ",п), 

, 
с д=:тЬ, odakle s1eduje 

" ОУО је primer po]ugrupe koja se nе moze potopiti u grиpu. Uopste, moze эе 

Cck:.tLati da је za potapa.nje po1ugrupe u grupu potreban i dovoljn.rl -b".!skona-

СаЈ"!. Ьт'ој uslova oblika.: iz datog siэtеmа. jednakosti sledu.jc d,-'..ta jf:'rlM'.kost. 

Ио].; а za. ti da эе komuta ti Упа. polugrupa аа zakonom skraci уаllј с;\ !;iu Z е (! zomor 

[по) ~otopiti u komutativnu grupu. 

'Геогета. 7 вуа.Ка a.belova polugrupa. sa zakonom skracivanja " rnо;::е (i zomor 

i'nQ) potopi ti u a.belovu grupu. 

:;"ге doka.za teoreme d!iLjemo једап pomocni rezultat ( (9.1). 

1emu Neka је Р abelova polugrupa.,. М potpolugrupa od Р, takva да је u 

р iэгunјеп za.kon skracivanja ВА. elf~mAJ\t.j[Jja 17, т, tj. 

(v-хЕом)(~а,ы:..)(( ах", Ьх ~а=Ь). 

S€ polugrupa Р moze (izomorfno) pntopiti u takvu abelovu 
, 

роlНбгири Р 

он1 jelEnicom i svaki element iz М ima inverzni 
, 

eler:Jent џ ? 

J)oKaz. Neka је 8EF, x€M i posmatrajmo skup svi.h гаzlоmrз.kа oblika 

l 
. 0.. Ь R,.i?, OI~C]. Х 1. Т su jednaki akko је ау = Ьх. 

Ject.r:aA:ast гаz.l0тя.kа је relacija еkvivя.lепсiје t јег 

:{t::1'leksivnost sleduje i:z. ekvivalenctje 

Simetricnast
l

pr!;'ma ekvivalenciji 

" ь ")(. . "'-g-~y "" Ъх <t ~ Ъх '" ау <;;:==-:-
ь с .... 
-"-' ~J х. t 

тг·щzi tivnast, ргета ekvivalenciji 
с\. ~л....!l::.f..~ Q':Ј:;Ь;х..лЬ2"'<:....ч~~ Ц':Јг"Ь-"е 
..... ~ '.1 ~ 

.с---=Ф "'J"i. =- С У х ~ О .. 'l. ~ С Х -< ._;:> ~ 
~ 

1\ Ь 2 Јо:.. :: <:.. '.; ]l. -::·~·~7 

с 
> ;1.-

о. -

Ј)з.kLе, jedna.kost dva га::йаmkа је relacija ekvivalencije u skupa ~~\'ih razlo-

Jn.'lta. datog oыka •• Skup-kolicnik је unija disju.nktnih kla~,a l'))cyivCtlentl1ih 

(;\ udnakih) razlomaka. Skup-kolicnik сета оzпя.Сi ti Ба p~ 

j',l!1oz,enje u skupu svih raz1.omaka definj эаnо је sa 
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Ргета definiciji (l) rnozemo definisati mnozenj е u skup-kol icniku 
, 

р 
• 

Ncka Sll i 1Z skupa svih razlomaka i ( : ~ i { : ) оdс;оvагзјu6е 
, 

ве €k'fi'!alencije. Mnozenje u Р uvodimO:;'8 

• 
(2) / а.). (Ь )_(а.Ь) 

l ос- ~ - ос ~ , 
Поkаzе. t1 da је definicija (2) korektna. Koristeci jednakostt 

о... 0..4 Ь b~ 
х:: х.,) У =. ~" , 

i defi.!:'il1iciju (2), vazi ovakva jednakost 

odakle sleduje 

, 

kla-

Kako је polugrиpa Р komutativna to j.eproizvod u Р kornutativna , i a.socijativ-

па opera:::ija. Dakle, рl је polugrup.a u odnosu па mnozenje. Skup svih razlo 

ше.kа Oblika; (zeM), cini jedntl klasu ekv1valencije i ima ulogll jedinice u 
, 

р t· -. Ј • 

( . ~ v )(0- > 0.." 0... о.. 
,Ј) (v-?GI;)(ух,zем ~'"'F:::x:f~~·f"':X). 

о..х. 
tia",loт~i oblika .:с. cine роэеЬпи klasu ekvivalencije, tj. svi Гi'ц,lСG1сi tog ОЬ-

lika БИ Jednaki prema ovim relacijama: 

(.\fа,ЬБР)(]х,у.М)«ах)у:(ау)х"* ~X;= ~~); 

(-,1--а, ber )(Зх, уеМ)( o..~ '" b~~ ~ (ах)у=( bx)y~( ах) у:::: ( bx)y~( а."С=Ьх ~ а=о) • 

Det'in.iSimp preslikavanje f: Р _р' па оуај nacin: 

("'a'P)(~XEM)( f(a)=o.~. 

Dok::..i:imo да је f monomorfizam. Neka ви 8.,bsp. X,y€M tada vazi impl:i.k'?.cija 

i' (а) () а.х. bv ;; f Ь q - = - ~ а=Ь, 
ос ~ 

tj. ( је 1-1 preslikavanje. Neka su"zatim. а,Ь6Р, x.y€M. tada 'lгеdi 0-

уа г<,lасi,ја 

(Х,У6М), ima inverzni element 
• 

и polugrupi F- ot·lika • 

Dllkle, 

, (zOM). 

Dak~z. teoreme 7. Ргета prethodno dokazanom, za Р=-М sledi (]е. Је 
, 

gru-

ра :r-г,zlоm:-_',kа polugrupe Р. Preslikavanje I 
f: Р -р jeste р о t а [> а п ј е 

, 
роlЩ:Лlре Р u grupu Р • 

I I I ' 
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Dat је skup Q. Skup svih preslikavanja f: Q-Q. ва operacij()ffi kompoz.i-

cije oznacenom ва о, jeste polugrupa. 

Preslikavanje экuра Q 1..1 эеЬе koje је 1-1 i па jeste permatacijp_ ~kupa Q. 

Skup svih permutacija экира Q эа operacijom о cini grupu per.'1lut~~ija. 

Ovde сето da.ti геэепје sledeceg ргоblета ([21):. 

Рг! kakvim uslovima postoji зкцр Q" ва. gruрош permutacija кој! је prosire-

П.l е sk.upa Q, за polugrupom preslikavanja экира Q u зеЬе~ 

Najpre uvodimo potrebne pojmove. 

Definicija 6 Familija skupova Jt~{A'\irI} је usmerena ак:{о ,:;џ zadovo-

ljeni Ils1ovi: 

(i) Relacija ..::::. Је preduredenje sk1..lpa I, tj • ..::::. је refle;';sivr,,01 1. tran-

zitiVl"Нi relacija па ЭК1..lри 

(ii) Preslikavanja 'ћј 

10 • 
za 6vako 

gd,? је iL identicno ргезlikаvапје. 
• 

°L' d Ј) 1. -Ј, g е зu ri.j 

f" " 1 • 

·La цзmегеl1и f'amil iju А posmatramo эkuр U(Ai.\iEI) l defi!Lisimo bi.nar-

nн 1'elHciju СЈ.. па оуај nacin: 

О'ЈО је ilustrovano dijagramom 2. 

,.,..----.~ .1\ ....... 

~)"" 
Fгешо,. c'.efiniciji relaci.je Ј.... ocigledno da је СА 

D ' " ОКЗ.Z 1 то da је 
, 
~ i tranzitivna relacija. 

s.. .:l. 
refleksi уnа L si:.~etricna. 

HeK·:i ~·'u х,А;. у'АЈ' • W' ',) ~ х 'у ,о, Ро d "п,' ",' 1 ,.. Ј toO , .. ~ '"" ..... ~.....L.CO<.,. усЈ..../,'. вЈ L С1.Ј ге ас Је ц" lJ"S ОЈ1. 

v<rA" , ј:fЛ, 16.rl, tako da vazi: 

,., ·0 п 
Jic~C\ "Со т= max(k,n). Onda vazi: 

,р,,,, (x)"(~, o..p,~)(X)"f"~(.p~K('))' .pK~(") 

"'f",.л',fЈ,(у))"('I\~о'Р".Ј(у) "YJ~ (у); 
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(2'\ f<~(,,).(-f'," о 'Р,.,..)(,,)= '-Р ... (<ft"("))"'P"~(V) 
.f" '" (fJn(y))·('fj- o'fJ" .. )(у). 'РЈ,""у). 

Ргета (1) i (2'~ sleduje xd.w • 

• 
Rele.ci јз CL је ekvivalencija па skupu х klasa €i:.vi-

vс>.lеп,:iје za x~A. Skup svih kla.sa ekvivalencije oznacimo зо. A d •• 

De!':inicija 7 А= эе zove direktna granica иэтегепе fВПlilј је S\{upova.A 

;;;to с,;;:;о oznaciti за 

A~ • Нт.:А: • 

Na sliСэ.п ве nacin moze definisati иэтегепа familija algebI'i. 

De:t'ialcija 8 Usmerena familija algebri ):: је definisana па nacin: 

Relacija ::;;; је pгeduгedenje па skupu 

(ј ј) Algebre AL(Q), (ieI). зи fiksiranog Ира; 

( ј ј ј ) Homomorfizmi f<.j algebre А, (\2) u А Ј 61). za SVrlki . " . :1_, Ј su takvi 

д9. Је 7.adovo lj епо: 

fij о 'fJ. • 'Рс" • 1<, =11 ( . ~·.::.k) 1 -iJ_ • 

Direktna granica dcuроуа nosilaca algebri lZ familije А ::::1nе иьПlегепи 

fl1mili.1u skupova. Zato postoji direktna granica Аос,.. 

N а ~,kllPU А ос> dеfiпiэimо n-arnu operaciju UJ па ovakav ll'1С:1П: 

nekl'~ зи xj~Ai; , O;f.j..cn. i neka је m gornja granica za ј ј. (:nd:".. 311 Ху 1-

X;EAvr.u relacijid-. tj. 7.j~'{Y. gde је xJ=fiivr. (х), :)l~finisj_m(J u.1':l6 

ovaj nacin~ 

. , 
Х 1 Х1." .xnw '" X~ Х2 •••• Х!;\.),). 

Dei'i:1.icija 9 Algebra AGQ(S1) je.ste direktnR granic6 U3:Jlerene iaml1ije 

algebri i oznacavamo је 5а lim.з4:. 
• 

Pr{;~likavanje 

х ____ х' 

Је J,o:J1Omor-fizаm lz A~ (Q:) и А "",,(Sf.),. Pore,j toga, za svak:i_ i~ ""'-.Н 

fJo'fy~·R= 
Рћ'i~!tl izlozenom, уаИ tvrdenje ([~1): 



_ ТугЈеnје 1 Ako зи ~~j 1-1 homomorfizmi, takvi зи i hОfJlопюгf'iz:ni f~..д _ 
;Joka~ Neka 5Н х,у"Ај i pretpostavimo da Је 

tj. postoji takvo da је fc .. < Х) = 'fi.c (у) , 

-f;Ј(Х)= f' i (у), 

а K.:'_ko ви 'f{f 1-1 homomorfizmi, to је х := у. Ovim је dokaze.no tvrodenje ... 

Нека је da.ta. а.lвеЬга Q(Sl) за ро1щ~ruроm monomorfizama alf-:et'r~ Q(Sl) u 

~"eLe. Da.k1e, posmatramo вата homomorfizme a1gebre Q(~) u Q(S/) Koji fЗи. 1-1. 

Nc.dalje, umesto homomorfizam јеdnе algebre u зеЬе govoricemf) en:!o:11orfizam, 

а 1-1 i па endomorfizam zvacemo automorfizam. 

Definici.ia 10 Polugrupa ::Е је ивmегепа и odnosu па delj.i VQS t s levt;J. 

акко vazi оуај uslov: 

OCi.gLedno, svakll komutativna polugrupa је изmегепа • 

к klasa .Q -algebri i Q(Q)€ К. Ро1щ~гuра аеј c;tvuje па 

Q \lzajamno jednOZH8.CnO a.kko za. svaki element Ј f. ~ pOGtoj i 1-1 endomor-

i'izarn еЈ.. algebre Q(5{) , takav da зи zadovoljene jednako:Jti: 
, 

( 5) 

gc5e је 1 identicno rreslikavanje па skupu Q. 

па озnоvu izlozenoe; mozemo dokaz.ati OVClj rezul tat ( [2.1 ). 

7'еогета 8 Neka је Q(..R) algebra. iz k1ase К i. neka polugru;::L'. Е I"i,,"j;;tvuje 

пг. Q и7.ајатпо jednoznacno. Ako је ~ изтегепа pOluErup'l Si_1- dvostranin 

skгасivапјеm, ond1'i postoji algebra Q~(..Q.)€K ва osobinama: 

и' I QCQ) је poaalg-е:lJrа algebre Q~(5l); 

( ,- '\ 
I , 

~ 

dej stV1Jj е па Q automorfizmima; 

(() Svaki element algebre Q',\Q) imя. oblik 
, -, 
(3.l(a), zay,,;,.::o aE:Qij~L 

l:,_~'-l~.Nајрге, definisimo Ыпаrnе relacije r i G- • 
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Dokl1zirno ја је relacija ~ produzenje relacije г. 

Nekn su Ј, (j€ Z: 1 '" гiЗ , <ј • postoje elementi ).., с<2: takv1 dK Је 

0('1. ; би t t J.(Q) С: Q, 

tS de је i ldenticno preslikavanje. ОдаУде sleduje J~J\ 

Не1А.сј. ј (l. је refleksivna i tranzitivna. 

He.fleksivnost relacije ~ t~)f·{j\lje ггета prethodl1o dokazar.om, t;raaziti.vnost 

6e:no dоkэ.zаti. 

Nektl <Ои elementi Ј., 13, t Е: L: i d...=tЗ, 6 ь'( . Ргета definicij~. relaci,je 

postoj9 elementi J-.Jf, J.:..f· € Z= ~akvi {1а va.zi: 

, 
( 1Ј ) Ја Ј..= lOaf, }.(Щ S= !-IQ). 

N(jka 1,1.\ Ј . .:( u relaciji r ва V(E; L I 

t ј . f г. i .Yrv I 

odaklc sleduje jednakost 

, . 
Na ОЭ110'IЏ relacija (11) i jednakost1 (12) sleduje: 

Јо}а); • {!,оЈ'оь' =(3ov ./,>ојоь 'ЈО !оЬ' i 

(Ј аЬ' ) (Q)C::(j' оЬ' )(Q) = v(Q)~(J'ob)(Q). 

Рг~rnа poslednj1m геlасiјаиаа, vazi Ј.:::;. ~Л .. I tj. relacija 

па, ~~a је i trebalo dokazati. 

Jecll).1l vaza.n rezultat formulisimo kao 

takvi да ј е 

, 
(13) :А- (Q) cj'(Q). 

,је tгэ.пz::'tiv-

Orlti,l po,:;toj1 jedinstveno, potapanje 1. algebre Q(1) u с;еЬе, tiefinisano 

па ~'Jled~ci па61п: 

, 
(14) ("1- xcQ)( (сјо/')(х).Ј.(х)). 

Ovo је ilustrovano slikom Ј. 

~ Ј. • 
.л! 

"--
,),(>с) 

f 
-- Sl.. 3 



22. 

:Ookв.z. Ргета (13), svaki element Ј.. (х) • mozemo predstavi t i '-l obliku/ (у) 

pri сети је у jednoznacno odreden element. ОУо oznacavamo БВ 
-1 •. , 

Ј =lo..!=--J.(x) =j'(l(x», 
• 

sto је opravdano saтo uz pretpostavku (1)). 

v €. L proi;>,voljni element, koji primenom 
, 

па (14) д&је nvu rela-

cij1): 

1 'г. rr:lacije (15) sleduje relacija 
, 

(14) I јег је v 1-1 homornor1"izam. Ргета 

, 
(15) уа:?:! sledece. jednakast: 

(16') ",l o<.lov»(x) • (:Aov)(x)<;J47 v<f (Ј(х»)= ,(Ј. (х», 
odakle је 

_1 _i ~, 

d (х) =у" v(J.. (х» =(Vj") (v<J,. (х»), tj. 

-. 
Ј= <j'0V) ().ov», 

gde ј ~ Ј potapanj е. 

izomorfizam a1eebre Q(Q) u ~(g). АlсеЬги Q()() 

definisanog па nacin: pot();J].cemo U QJ(Q) ротоси 

07') (\' x<Q)( fJ. (х) = (J0\i.)(X) =I\:lcd,,(x»o Оуо је i!ustгоvаг.о "Нкоm 4. 

Q Р,. йЈ, 
~a:<J. 1, 4, , 

Т'Н'аепје 3 Preslikavanje fJ., . def1nisano u (17), jeste rnоnршогf"iZА.m. 

f)oka.'z.. Neka su elementi X,Y.fQ i -Q (х) ... '4 (у). Prema definici,ji preslika-

va.nje. -Рј izvadima оуиау zakljucak: 

!Ј,(Х) .fJ,(Y)<=71J,J.(J(x»=lI.,l(J,(y». 

КаКО је rtJ izomorfizam, to је Ј. (х)=Ј{у), odakle је "_'-! •. -.; . 
Qvi Щ Ј е dokazano da ј е 'fJ. " 1-1 pres1ikavanje. Kako jefJ. ~ (ЈСЦ,Ј)(Х), tj. 

kO[(Jpl)::.icija dva homomorfizma, to је i 1Ј homomorfizam. Da:>(lc' I 'fJ је 1-1 

ПОI<lсml)r-fizаm. Ovim је dokaz tvrder,ja 3 zя.vгSеn. 

:Ј ~ke зu Ј,!3 с ~ i Ј ~(1. Definisimo monomorfi zam 

,,':1 ovaj naCin. 



Лkо ј е ":01 = п, о! , 

ondrl је tacna ovakva relacija 

(l~) (<1- Х<Q)(fAф (x)=1,,(j~'L~)(X)' , 
DOl\:flzujema da dEofinicija (18) пе zаviзi od izbora f i.1. 

, , 
r;e~;.j. postoje elementi ).. .f.t.. Z: takvi da уаН relacija 

, , 
.A(Q)Sj'(Q), 

i п·:;Ка је tacna jednakost 
, , 

)"ov = Jov. 

, , I 1)' 
J010v =(!,o}'ov ={3o}'ov =0( о ov, 

,:-'krilci"anjern s desna за Ј. sleduje jednakost 

ргеrnа ekvivalenciji 

(Jov' )(х) .0' ov)(x) =7 v '(.А(х)) = v(.).' (х)), 

,_{ I -" I 

_"(х)=у v(J.,(x)) i Ј' (.). (х)) 
~ 1,-1 , 

=(j'v)(v(l(x)), 'ј. 
\_1 ._1, 

ј' Ј.(х)=(уј') (у(.Ј:(х))). 

Prer.:t8 ]loslednjoj relac:i.ji sleduje 
--, -1 ~ -1, \ _ t , ,.j.~ t ј-" , 
Jo/~=(Jov) o(loy).~!"oy) 0(1 оу) •• }' v у).! Ј, 'ј. 

~j • .-. 

Јо!, = }ој'. 

\,'оЬто da је dijagram 5 kaтutativan, tj. 

Ј -Е-Ј.О 
(1'9) ЈЈ 7, lJ. f.} њ = d. (; (';> 

Ј'геmп tome, tacne su ауе relacije: ~. !i. , 

'/;' сА о f!.o'/'" f,,~ ~o f,,~ч;. = fI; f].= f!.uJ', (Ј ",(\==- t-). 7ЈЈ ~ 1 . 

Оуо (jokazuje da 09') definise ивтегеп sistem К algebri 1 mOllomorfizama. 

Ыека је Q* direktna granica tog sistema аlgеЪгi. Q*c}2) ;је n.1{~,"1:,ra ва :nо-

r:о!Пог!"i zmima 

.' ') " 
\ -. () I 

def-.i!iic,·;mim sa 



, 
(21) (d -св). tj. sledeci dijagram је komutativLtn 

Q~IJ. • а' 

Но (21') i 

~>..;fб . 
'а , .. , 

А ' 
osno"/t.-I 

, 
( 17) zakljucujemo ОУО: 

Qda.kle roleduje jednakast 

Uvоdiцо avakvu o:z.naku 

УЈ • 'LI о! о( • 

Ovom smenorn зе poslednja jednakost transformise u 

12'. pr_,t:r.odnog sleduje: za proizvoljne elementeJ,~,A '-- Z . уаН je(J.nakoEJt 

Dokaz tcoreme 8 сета okoncati time эtо ispi tamo dej stvo polugrupe 

• x'"-Q I "а tЗсZ). 

П.:,;; PYO:.·tpostavku Ј.., о). '" Ља! • za neke elemente :l,fE. 2:. • defiHisim f ; ОУО 

(2У') )(х) :'fJ.(f(Y)). 

Ako н i s to vгеше vazi ј ednakost 

to је 
, , 

~ ,ц ov :;.! оу • za neke elemente 
, 'О 

У.У f 2:.. odakle s.1eduje геЈ ac~j9.. 

tj . 

• 
Ј,. ОУ ;; Ј ov' • 

, 
Р ",23) геш" i prethodnag, sleduje: 

'rl<t'~I) ='t).oAfo;) (ј) ''YlovlJ'o.) (~), 't'jl/(~I), 

• па Q • 

Poslc<i!lja jednakost dokazuje da деэnа stгапа u (2ј) не' :.:;avis.i. О': i,-''')rd 1. ~f 
• 

Јt'dП-:Јко,';t (23) definise dejstvo 

~ieka је) z."\.tim, 

Orнla ,;.:.: tacna ovakva jednakost 



i ргеII\а tome, sleduje ovakva jednakost 

=13(~(I'!,(y))) =п,<ЈЈ!i'(у))) =/?(~(I'y-(y))) =(Ј.о,п,)(х), 

xol .rf(Y) = х. 

Ако ell-c:rlent х ~тa oblik ~ (у) I to ве • (2]) tra.nsformise u јс(ir,ч;..;оst 

J('f;(y)) ='t,(J(y)). 

Prer:la t;mne. ыо о61.) potopimo u 

se dејзtvо polugrupe L па Q', 

оуе pclugrupe па О. Kako је 

:.:;leduje da svakom elementu 

Q* (9.) I identifikujuci х, " <., ,L
,.о .,Н r '1 

ograniceno па О, poklapa ~за d '-' -'-1'" .. ~ '" 

(х), to 

dcj stvom 

x<Q odgovara takav еndопюгСi zo.m {, f; Z 

ci, (Х)ЕО, tj. svaki elernent algebre 
-, 

~тa oblik Ј., (а), ;,а aEQ. 

То РОkilдlје da је ~J- inverzno preslikavanje za ::л , koji j~ :.o:ato a~ltomo-

rt'izэm. 
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3~ POTAPANJE GRUPOIDA U KVAZIGRUFU 

l;yupoid G је kvazigrupa akko svaka od jednacina (рс х, оdr,о.с;по у) 

ха :; Ь, ау '" Ь 

:i.ma jedinstveno resenje u G, tj. ima jedinstveno rеэеnје za svc ~lР!/ЈЩltе 

ll,ЬСС. Йэ.sпа da је u kvaz.igrupi G zadovoljen zakon lеуое': 1. Cf>ShOg ~нcraciva-

nја. Ргеmа tome, да bi ве grupoid G mogao potopiti u kvazigrup1.l 'рпtгеыIоo 

Је da grupold G zadovoljava zakone levog idesnog skracivanja. DOkRzace,no 

• 
da IЗЦ оу). uslovi i dovoljni za potapanje grupoida u kvazigrupu. 

u aokaza сета razlikovati розеЬпо slucaj levog, одпоэпо desnog {jeljenja. 

Gru!)oid G је desna kvazigrupa ako jednacina 

(1) Ха",Ь 

Ј.тl3. jcdinstveno resenje u G za a,b€a. Ocigledno, u svя.kој des.v.oj kvazigru-

р1. јР. ~~adovoljen zakon desnog skracivanja. tj. 

( if а Ј b J c6G)( ас ::. Ье -=7 а=Ъ). 

JQkazacemo оуај rezu1tat: 

18[,18. 4- Grupoid G эа zakonom desnog skracivanja moze зе rotopi ti u девпи 

• G • Ako, рогед toga, G zadovoljava zakon levog зkГЕн::iv'щјн. onda 

а)о. taicode zadovoljava isti z.akon. 

"Jo:.;:az.'Neka је G g1'upoid за desnim skracivanjem. КопstruiЗ1.1Се:~[) prosire-

гепје а'l grupoida G tako da jednaclna (1) ima jedinstveno тезепје za sve 

el~I:le:".tei 8.EG i зче bEG1 • Nad skt.ipom GuLJ·f}konstruisemo slobodr\u ,'"iolugrupu 

}' l'i'i jed1nicom ( jedinica је prazan podniz), pretpostavljajuci да ,је Gnfr~.:ф. 

Еlеrтн,п t ис.Р је svodljiv ako sadrzi. podniz oblika 

(а) "I'af. ај"!,. аЬј, СЬј', 

gde su elementi a,b,c~G ва озоЫпош аы' = с. 

u .suprotnom, u~F је зУедеп. Skup svih эvеdепih elemenata ozn~cimo '<;13. S. Smaw 

tr'3.jtI6i jednoelementne nizove za вчедепе elemente polugrupe !i', ocie;ledno 

аа је GCS. 

, 
U slopodnoj polugrupi F definisacemo binarn~ re1acije па nа-
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(:.i~l: 

сета produziti до relacije ј1- па оуај nacin: 

llj'-1f-<-=)ut- vVvj---uVti=v. 

Ociglell,~u аа је ~ re±':).eksivna i simetricna relacija. 

", '. "е·"э.С)·ЈU Jt. produzicemo do relacije Ј.. па оуаЈ nacin: 

Dokaza 1;i 6з ј е OL tranzitivno ргоэiгепје relacije Jl . 

Neke. su elcmenti u,v,WE.F,U relaciji CL., tj. 

, 
i.,3z, ,Zjll ••• ,Zp' t r .t;1..' •••• tj.E.J'i')(Uj Z 1' 

Uakl~·. је relacija ekvivalencije па F. Neka Sll elementi 
• 

u relaciji d , tj. 

'...i,V,H 
, 

, v'6F 

, , 
иЈ-У, ,1).1/ ; odak1.e ~leduje ии'Јуу'. Dakle, relacija d.- је !(Qr'<::"н.-;пс"lј~;,. 

, 
па pGl~lEI'll:ri F. Oznacimo sa F kolicnik ro1U8ГUPU F/d.. • Priro(1no pT(~c;l~kCi 

vRnjl! (е",· natJ: х- х ( х је klasa ekviva1.encije 7.а )с u OdnOC'il П::; CL ). је-
, 

st>} hОШОШОI'fizаm e;ru.poida G па F I i :lma o:va svojstva: 

Ako У' i f interpretiramo kao mr.ozenje i desn() deljenje, d(;i)ij~\1!10 pota-

, 
G u F. ako dokazemo da је 2 {' ЈПG = (а,а)јаЕ"] , i li .. 't БН 

za,j'pvo1jf.:r:i zakoni levo~ i desnoe; skracivanja. 

НеК;.{ ~~"'J elementi H,VliF, а,Ь,сс:а 1 аЬ ... с. Posmatracemo C\fQkve ~гаnsfог-

( " , " u8J'a.JIv - uv, , о; 

I 

I r .. ') U8J1ar V uv, \ Ј Ј . • 
[Јј 1 , 

(;i'i) иаЬј\У • ису, \ ,; ,Ј <.Ј 

" ( "v ' ,Ј ; ucbr v • иау • 
, 



~A <' " • 

Kakc је ",акоп desnog skracivanja zadovoljen u e;rupoidu G. to јР. e1cment а 

jedinGtverJ, одгедеп ~a Ь i с. Ocigledno, transfonna.cije (а) skrac'I.lj\J QUZi-

пu e1emenata iz F. Јазпо да эе u konacnom Ьгојu koraka iz svo<iljivot: elerr.e-

nta 1>' dobija sveden elel1!ent w'. 

NeK"- Sll elementi w1 :i W2 dobijeni iz jedne iste гес! w, prlmf:-Iioll1 tгз.пs-

fо:гrrдсiја (a~. Dokazacemo da 
, 

зе daljom-primenom transformaci;ja \!i.) [ј:!. 01е-

dobija jedna te ista геС. 

N eke. if' W oblika 
о -

Ртimепоrtl transformacije (ј') dobija se гес w.j =- ие:!'У, 111, prim€1l0m tr::<nsfor 

mar:ije ( . -") , Ј Ј .. t dobija эе гес W;) = Ч8.ЈУ. Dakle, 

Pre~postavimo sada da је element w oblika 

w = 

, . 
Ггјm€'поm tl'ansf'ormacije (јјј), i11 (ј), dobija эе гес 

primenimo transformacijll (jV;" до-

bij8. Бе гес Dakle, 

Najzad, pl'etpostavimo da је w oblika 

РгiПН'поm ougovarajucih tганsfоrm.з.сiја (8.), dobija 5е 'tf
1

'" иСЬјУ, ili., 

Wz "" '.ltl.fэ-,маv, odakle, daljom ргiшепоm transformacija (~). (OdgOV"'H'icjuCLh), . о 

cJol~\zimo оо jednakosti •• • w~=w.2' јегје w~=uav. WJ.= иаУ. 

Cvim ,је (jokaz.ano: presek svake klase ekvivalencije u одпоэи па Ј , s."·t sku-

рат svecknih elemenata S је tаёпо jedan element, 1. unija svi.h ·Kl3.:J"~_ ekvi-

valencije, koje seku S. 4e5te polugrupa Р. Kako је skup GCS, to је G potop-

Ј. ј er, • 
1.1 F. Potapanje je'prirodno pre51ikavanje -р =natJ. • 

i'Jcka је 'l' podalgebra u F u odnosu па operatore / L f . . ·::"'(Н~r'isl.':·Љ !::,'llpOl-

(',ОЩ u . S1.ika od Т pr:i. p:t'eslikavanju f је , т' Т. је е;гџрniЈ. (~oji Si:!d-

, -
г:Н (ј. [ј .r Је moguce desno deljenje sa svim elementima l.Z G, ц. јr:·г]rlё!.Ciпа 

'In= •. т' .... <.<. :r'(;зеНЈе U • 



"9 с • 

То ге{;епје је jedinstveno i izrazeno эа 

х = taf . 

OYOiЋ prllLkom ато elemente skupa G, ј"" iJ identifikovali со" !lji~l<Jvim 51i-

кшnа pr'i presiiksvanju f • Preostaje, јо§. proveri-ti mogucr,ost riеЭ;Јоg skra-

civanja u Т. Neka эи elementi u,v)wG.T takvi да је zadovoljen lJslov 

(2) uwj''' vwJ"(mOdJ.). 

Prctposte.vimo da 511 

nakosti ( 2) svedeni elementi. to оп! mогаји biti jednaki, tj • .sleJeca lm-

plikacija је tacna 

uw '" VW~U = ", 

јег је u G zadovoljeno desnQ skracivanje. 

Ргсtроэ"hаvimо da је jedпa strana jednakosti (2) svodljiv еlег,'е"t. Kako 

-reci nad G, to је svaka podrec гес! и~/,>"_ родгес 

, 
e1e. r ent'i 1Ј. 11i elementa w. Proizvoljne transformA.cije (а) П:'сЈ Р0огес! гес! 

UW р 'Јгзе эе эата и oblasti u 11i ·w. Kako su u i w SV8i::fmi еlt:шепti 
о 

тога biti sveden element, sto је protivU!·~iino. nakle, ,-. 

ргета (?), jednakost иу '" vw је zadovoljena u а, i ~kracivA.r,jem U ':;, sledu 

је l1",У. 

!~ek9. је u G zadovoljen zakon levog skгасiv!3шја i neka Ј'" 

рг! c~mu зи, ponovo, elementi и,У i w svedeni l\ Т .. 

Analoe::n:lI;J rasudivanjem dolazirno do zakljucka: ako је эа једпе strcP,I] и (Ј) 

e:ement, to тога biti sveden i ва druge strane. 

Џ(' lj p.!la ј ednakost 

иу '" uw. 

odakle, '1 " ' '., -, е 
с' 

1'1'енй p,"):c;~eдnjoj jednakosti, zbot'; zr=<kona levog skracivanja u '--;, з1",йl\је 

v '" W. 

zado-

, 
O'\/im ,;1;10 konstruisA.li grupoid Т, koji sadrzi G i u kome ;јсЈnC1Сiп:~. (1; ima 

је.Јlл.о;t-,!r;по resenje za proizvoljni element а(С i za-



kone levog i ,it'snog skracivanja, dokazali это da эи isti zadovoljeni i u 7'. 

Grupoid 'г llzimamo :z.a G1 1, ponavljajuci prethodno nad G11 dobija se ni:-~ Р:ГН" 

poida 

GcG се с 
- 1-\,;12 - .... 

Svaki od i2:rupoida zadovoljf;lva zakon desnog skracivanja. 

Diгеktпа 
"ft; :, i granica. G ОУОВ rastuceg п :z.a jeste grupoid ЭА desnim skraci "'Шlј е'д. 

ЈедпаИпа (1) ima jedinstveno гевепје u G1 jer za a,bEGn, jedna.cina (1) imo. 

геэепје u i :z.ato " i u G. Zbog zakona desnog skracivanja to гезепје JI~ 

jedinstveno. Dakle , konstruisali это деэпи kvazigrupu • G, koja sadr~i С. Ako 

prAtposto.viтo да G zadovoljava zakon levog skracivanja, to isti 7.a.koll ·;аН 

Ako u prethodnom izlaganju, svuda геё "levo" zamenimo за "деэпо" I i оЬг-

nuto, de1~-Lnici.jom leve kvazigrupe па odgavarajuci nacin, prethadna lE<.r1f\. 

dоkаZЮl8.. 

Najzad, uzimajuci grupoid G эа abastranim skracivanjem, to та2еmо IJ [!oto-

pi ti и desnu kvazigrupu ва levim зkrасivапјеm, а оуи pak u l.еУЏ kvаZLЕГU; __ Щ 

за dсisнiПi skrfJ.civanjem, koju сета oznac:1ti за Q. Praizvoljna јеdпасiП:-l 

( 4) ха '" ь i1i ау = Ь, 

еЈе su ВЈ Ь':::О, l.та тевепје U Q. Ponavljajuci avu kanstrukciju , dobi.jq зе ГВ5-

tuci niz 

'Direktna grr--г.iса оуов niza, jeste kvazigrupa Р koja sadrzi G. Jedna;;ifle (4) 

( А.Јј ,о, 

im"ju rei:ienje u Р, јег 7оа a,b€.G , jednacine (4) iШRјu геэепје u G • 

О'Јiш SП\О dоkзzаli ovakav rez,ul tat ((2.}. ): 

t i " . \1 Р. 

'ГеогеmСЈ. 9 Svaki grupoid за dvозtrапim skracivanjem шоZе зе potopi ~,j '.1 kva-
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1. POTAPANJE UNIVERZALNE ALGEВRE U POLUGRUPU 

Ovde се 'r;i ti data teorema Kon-НеЬаnа ( [3Ј ). Оуај rezultat је GОрШlјеn 

·t1:r.e 5 to ј е dat dokaz da ј е odgovarajuci term bezakonski. 

Na?i ~Й[l<Лli cilj је da dokazemo da је proizvoljna a1gebra podalge"c!'b. ро-

Teorema ~ Neka је QcS'i) proizvoljna algebra. Postoji polug!~'..lP::l (Г,о) 

koje. Z"2\~lOvoljava оуе uslove: 

(1) Q је podsk:up skupa Р. 

( , ' , ' ,." i 

D()kf;.Z~ Neka-je Q()l) proizvoljna algebra. Svakom elementu w € 5t_ pri(irLtZi-

nю КОПS t!1n t\l CI.I,3 tako da razlici tim konstantama odgovaraju razlici ti eleme 

• 

г ,у, 
Sk'.J.p '3"]:" tako izabranih konstanti o2inacimo ва С I tj. С =tCu)'~/;o ,,':<..5 

C'lJ Q kоnstruiэеmо slobodnu polugrupu Р. 

ako nе sadrz1 podniz oblika 

" 
Ј '"[јУ.''''''''' - 0'-', ~ _ vL, [0_ • element uEF је svodljiv. 

Sk1.l;) зvih svedenih elemena ta polugrupe F oznac1mo ва Р. 

ElemeH.t V~i'\'p је ро definicij1 obl1ka 

gde эи vi svedeni i11 је щ:~:i О" 

.Je,jno(':: .. (":1I • .,;:-ntnе nizove smatramo Bvedenim elementiffi8 polugrupe, ра j"~ 

isoun i eTl о'п,ј uslov: , о 

(Ь ) '/Т"" ,-- Р " ~,-;" = , Ј· Q=P. 

:C·ei'i.n:i.E;;'J.6emo preslikavanje 'f : F_F па ovaj nacin: 

.- ' , 
, .1. ) ( 1;I,,€p)( f(u) Ј;1 u); 

~ii) (~tF'Р)(-Аu)#u) ( definisano је induktivno); tj. 

(t'ii) :~a и '" -P(u) = х, gde је ,:r.., .•• 
" 



)2. 

( iV:NE>r-8.Ј"'U уу У'схх ху V , - _. = 1 z··· 1 ...... 1 2'·· ,., ~.Io\-t-~ ••• " ( V·i аи svedOll. i1:i 

је nckl оа njih prazan podniz), onda је 

• 

П, (и) у = У1 У:;." .v-i. fC'Ii..n-+-" • ··УК • 

Ргimеnј'.lјщ5i '-р uznstopno па svodljiv element polugrupe Р, dоћiјэ. .';Е' эУе-

deni &lem~tlt. tj. 
, 

(]k'N)('i-UЕF\Р)(f(u)€ р). 

u tcm sluc~~ju vazi ovakv'a jednakost 

К'1 ... 1/: '1' (и)" тсй). 
, 

Ako s;[(оdел.i element· ---р (и) oznacimp за 't' Cu). time эша definisflli l'reslika 

vanj е 

Dokazџj гто da presli~avanje 'г' ima оУе osobine: 

(ј) ('fu,v€F)('Y (uv)~'Y[f(u)vJ .t'['Y(u)vJ 

(јј)( 'i-u,vЕF)('У(uv) =i'[uf(v)J. 

Поk"" _ O-'~. 

( ј ) Za и,y~P ОУО је ociGledno. Pretpostavimo da su 

prl сети ~eтo koristi ti ovakve jednakosti: 

( pretpostavka); 

, 
( 2 ) " r ~HY) =ј(иу) (pretpostavka); , 

"" f (Uy) ( tacna ргета definiciji preslikavanja 

• 
~{oristeci jednakosti о.'). (2~ i (3') dokazujemo оуе dve jednakozti: 

(.ј') "i~ (u")Je~f(uv) .-pK(~y) ."p[.fi<u)v] ,\J''I'Nlu)~] • 

• t'[!\u)v] =i'!Rflu)v)J 

§to је i trebalo ciokazati. 

(јј) ()vu osobinu сето dokaz.ati koristeci (ј) ), hipotezu ir1dl.-lkсiј'Ј рс 

du;>.ini eJementa у. 

Z'D. 1).,У6Р tvrdenje је 'o.iHgledno. Pretpostavimo da је element vс~"Р.Д.kо је 



33. 

(ј')'Г'(иу) =IL'I:(u)v] .Y[-Р(У(џН ddt'ltt'rtu)f(v)~ 

·f['f'(u).J .ђиа] =i'(ui'H • 

Heke. su У1 i У,!. svodljivi elementi i v ~ vf У2. • Onda је t~Сш'. jednakost 

=I[uv, у,l .-f[i'(uy, )у;] .'t'['t'(uv, )f(v,)] .-rЂ,[r(uv, )Лv jl1 

= t1-Чuv,)'f(v,)] =f[u't'(yJr(V,~ =i'lu'1'(v,vz ) ='\'!н'\'(у)ј . 

Је dо]с).zрх,з. osobina (јј). 

}Јн ::okUpLl Р definisemo operaciju о 

Ako su 

( ј ј ј ) 

U,Y6P, onda је 

Ј,Р ~ (uov) = Т (uv). 

па оуај nacin: 

DоkаZ.!lСепю da је о asocijativna op$racija па Р. 

Neka su elementi u,v,W€P, onda је tacna ovakva relacija 

Ovim 

((UOy)o,v) l.!!t'["fCuv)w] =i'[ilvw] = (uo(vow)). Dakle, ер,о) је ro1Llt:;тupa. 
Neka СЈ а, ,а , ••• ,8. € Q, Ц;I.;LS'1. n • Onda је , . 

, ) \ ) '\'P'f'( ) ( ••• I,C .(ја О •• "оа = С,,8., а ••• а == а в., ••• а,.,ЏЈ, 
\..Ј I .1 ......, 1. 1'\ 1 -'-

'tj. sv,lki elemen t algebre Q61·) шоzе эе predstavi ti termom u poluC:ru::, i (р. о). 

с ох" О ••• ох '" beZfJ.kon~,ki. 
џ)·о ., 

t: doka-

zu сеЈМ is~oristi ti Levievu lemu koja glasi Qvako: 

Neka S1J. А,В,С i D гес! nad L:::: [*,а,ь, ••• ,(,)} • Onda је tacr.'.i C'12. ekvi-

vа.1еп:::iја 

1. А::::С, E=D (ако је duzina reci А jednaka duzini геёi С· • 
2. С=АХ, B:XD (dA<:dC); 

3. А.СХ, D=XB (dA>dC), Х је proizvoljna гес шtd ]'" 

()Јnо::-_Пl) , 

( А=СлВ=D )У 

(3Х)( А.СХЛ D=XB). 

Za рГ'ЈiZ'I~1 јnи aSQcijativnu operaciju о Levieva lema glasi 01f'1.ku: 

(А=С Л B=D) V 



3а.Оа с:ето da.ti dva tvrd:enja koja эи пат potrebr.a рг! dоkэ.zu postavijene 

osobir;.e terma Т(х., ,X;L""'X""ct.)' 

.T'lrden,je l·Ako эе па izra.z Т dорiэе proizvoljna гес Х, dob:i. је~1.э. гес ТХ ni-' 

• 
Је ј ~гаz. Slicno, i ХТ nije iz.raz. 

:;~ е;Еа _ c._j~dno~n.!!c.!!o§. t i Qri k.!! z.i v~..i а _ i з'Г.!!Z2. ,Е.о,!!!о6н Y.Qd i zra~a_ 

Neka ~,ц А,'В,С i D iz.razi nad L=f-,a,b,~ •• ,(,)} • Onda vredi ekvi;,';lAncija 

( мв ) Е ( C.D ) _.~'" Л.С л BED. 

~ deo: пероэгеdnо. 

~ dco: pretposta.vimo да је (А'!']}) '" (C*D). 

р) Levievoj lет! Qva jednakost је ta.cna u tri sluca.ja. 

~. с ""АХ , Za neku гес Х. tj. 

1 zr,:.~"" nije izraz, sto је kontrarlikcijs4 

А ",' v t =", А, S О зе svodi па kontradikciju. 

( •.• (с .... ,Ох1 )о ••• )ох) с ( ••• (ct oY1 )о ••• )оу..,.) ,~ 

( .••• (С.ОХ, )О ••• )ОХ ) Е ( ••• (C~OY )о ••• )у ) АХ ЕУ _ 
<...о , ., - '\ :а. 1 ,у.·1 t'\ ТУ1 

c~y::, slucaja. Levieve leme 

ао 

с) ,')"1 ie 
~- .- - Ј 

-

otpadaju ргета 

.1 
bezakonski. 

- -

tvrdenju 

, . 
( 1Ј,П,V Ј. V эи izrazi r,ad Т,), 

bezakonska operacija. 



37. 

u di.tl~err:: сето dati rezultat opstiji od teoreme Kon-Rebana ( [5} ). 

Neka је Х beskonacan prebrojiv skup, D је Skup konstanti i ХГ1D=t, 

N'-i.d skuporn XUD defi.nisana је slobodna polugrupa F. Uoclmo u F ele,:1I'mte 

(1') 

" moze 

( ')" ' !)1 ti :'t'Il;~an podnizJ. Skup svih nizova obllka 1 oznacicemo ва F . 

N сkз ј е .? polugrupa • f рт€'slikаvџnје skupa D l1. Р, dрfiлiS,'--'-IlО пе.. оуај 

nacia 

, 
Svakom ele:;;entu fLF pr.idruzimo n-arnu operaciju 

, 
w па Р па ovakav nacin 

, 
( 4 :х ј I Х 2..' ••• ,:х." ~ р) (dy- G D) (X~ х 2.' •• х I1f :Ји 

гоdnizоvi kad 'gOd ви ду prazni podnizovi. 
, 

је P-podalgebra polugrupe Р akka эи ispunjeni O\'L uяlоvi: 

QSPj 

(ii) Po:::t;nji preslikava.nje f 
Ја је i zadovo1java uslov 

koje је 1-1 i па, 

X-4~.1."'X"Ц;)' 

(Ь1' . ""Г"'1' "' '1' J<,~.~ ,,1С.,. ·takvo 

l~aj Р:1'е I :l 'Ј .. ј ето једnи tеагеюu за konstruk:cij ат dokaza, а оnОа. dlLl!':'j, t 60-

ге);]и se. potrunim dokazom. 

Tecr<]mall -_ .. - Neka Је Q61) algebra , 
, 

F skup polugrupnih operacij" oblika 

( 
, , 

2) • 
.') () . 

!: Јс' .--р је 1-1 i па preslikavanje за osobinom п ..... =n( • l,j"ka Је 

;:,olugr1.!pa nad QUD ( Qf\D је эато od konstarlti algebre 

IjtO~a је ~ rпinimаlпч. kongruencija u Т, takva da vazi implikaci,ja 

• 
",?"a

1
a

L
, .. aV\fJ а), 

.Л \) ",\)1., • 

restrik(~i.ja. relacije d... rlIl skup Q. Onda эи isрuпј епi И\' 1. 

t1s10vi: 

~..; kongruencija u algebri щS1) i ko1icnik-algebra QI(. 6l) Је 
, ' . 

1" -роdt"_lL;I::'Ь1'!l polHgrHpe , P~T/J.. • 



'r, • 

, 
vа.гп.ј 116 е :С) 1 i Сnik-я.l е:е ћге Q/I'.' (S1) F-podalgebre polugгupe, опса j~ П-јЈ:~:;.пјi 

element fэmiliје !3 • 
, 

F-роd"ЙgеЬгf;1. neke роlщ;гuре akko је iSIHE!j АН '.1.-~ ~ov 

(Уа, b<Q)(aJ.b ~a.b), 

~\)~'~.'I::', ~\ela.ciju Ј. сето opisati detaljnije. 

:'; Е!kг. ј е l~ <C~Г О blika 

и=C1 ••• C"1aC'~1 •• 'CK (cvo;.QТJD, 8.E:.Q,IVE:S"ln i a=a .. a:2; ••• a n w). 

Tada р.l:Ј€:т.о 

, 
ul-c 1 ••• ci_-1 8.1A.:t ••• anf cl.1 ••• с",,-. 

NekH Је у- refleksivno prosirenje relacij€' f- ,tj. r је u.ef.ircis'lrlP. па 

(Уи. у .. Т) (llJ'v~~ u=vVu 1- vYv 1- и). 

:l је tranzi,tivno prosirenje relacije r . tj, 
СЈVЧ -, 

с 
",,(\,' '" , ... - - .. 

'1" >'1' ,'" ,,,_.Ј,,, .. 1,, l'e1acija d Је minimalna kongruencija u polugrupi Т. 

Zat:lJй .,jc'fini,semo rclaciju f> па nacin: 

,ii, ј е kongruencijA. r..a 

~'·I е:'" ,О, . " ~. " J~, " , ( а, bcQ) 1 neka postoje еl~ПЈепti 

С1"ј :-;.(,=> (~ i а ,,--о •• а п цј Ј.Ь, b,z, ••• Ь n ц) .::,-) а., 8. 1. •• • 8./11() /3 ы � Ь ~ ••• ь п Ш, 

је kongruencija u a1gebri Q(~). 

\iGok~:< Ј" l,,-- ~ '-' e. ... Q i [вЈ .. , [а)(ј Би klase ekvivalencije za. а. u o·~tr.().'X :Ја Ј.. l ћ. 

1)(; (' i j~i ;: еlПС pre s11 kavanj е 

(VaGQ)( '1'( [а] 1'> ) = [a].i). 

ја је ~ monomorfi7.am. 



, ') .' . 

Ccj!~:":ino йа је tacna sledeca ekvivalerlcijft 

tj. а",(!. ,-,ујт је dokazano da је --v 1-1 pr·eslikavanje. 

lieka је, z'1.tim; 

••• i 

zakljucujemo da је homomarfizam. Dakle, '"1 ' , '._-, 

monomorfiza;n. 

АlgеЬгu ~/~ (51) moz.emo posmatrati kao podalgebru polugrupe ~/J.. С/_) џzi-

majuci dn је [аЈ" • [а]ј 

UVf;sce:110 izvesne potrebne pojmove. а onda, dajemo jednu teoremu ({5.Л. 

(а) Q(Љ algebra i ш п-аrnа operacija па Q. Neka Sll • ?<Ј.tirп, 

Ако г.l:: lj ,i2., •••• ik. nenegat:i_vnih celih Ьгојеуа zadovoljava L)_slov: 

definisfl.ti polinomnu орегасјји па оуај пасјп: 

• Х, ••• х ""'. , ' , Xi. "'Хiк_(Џ)~_t Xiw. ",xl'!v....Iw: 

Sl<'lP :3УйЈ tiJ.ko definisanih polinornnih operacija Dznacicemo за 

:ОЈ ledr.o ::3. i_-''-- пе zavisi od Q vec од ~. , i Q~[m 

Апtl1СЈ~ПИ. oznacavamo skup svih polinomnih operacijn (lоtiјепiћ. ро 

(11) з~тепјuјuсi sv~ki element ИЈ за elementom f ( g(ic је 
, , 

п"-... =п f Ј· 
ТепгетА. 1. 2 

, 
Neka је F ·podskup od F бiјi эи el.ementi oblj.ka (i) L пе-

. , 
f(F. х" ... ,х .... х(:Х i ako post~Jji 

O::-H~;:,i:'.cija па је zadovoljena оуа jednakost 

Z ?' 
ј • • • "'Ј'- l 

• 
x1".xl'lf. Zj ••• zti. •• ,у' 

н 
(,j.'f • У:;, , •••• у ..... С:х) 

ла је zadovoljena jednakof' i. 

, 
:;;<У4 •• 'Yi-~ XYi1-f 
I 

A~.~I-'~ с':'_ ;;:i~l) је F:"podalgebra polugrupe akko 
, , ' је svaka jednakosi. ~a.c.c>v:)l.jena. 



)R. 

Dokaz. Neka је ispunjen uslov (1) i neka је svaka јеdпаkозt t'lcnc.. u '1'0/) 
! 

tacl18. :i. U ,~lgebri Q(:.1). K~ko је Т slobodna. polugrupa to је 

ра је ze.to а 1. "'01" ::::a~c.' Је u 

sva.koj polugrupi ta.Cna оУа jednakost 
, , 

::-:iХ2"'Х,,) = X'I X2··· X >'\7.,. 

Doka:Hrr'rJ da је a1eebra' Q(5() F-podalgebra polugrupe. Koristiтo us; ОУ 

(јјј) pretfIodne teoreme 

(1' а,Ь' Q)( аЈь _ а:Ь), 

!Је ОЗТ.оуи definicije relacije ј-- postoji niz ,'elemenata u
1

,u:L •.•• ,1l"E:.. Т 

takvih d2 је ispunjen оуај uslov 

, " \ё.) (Ја l ,8:l •••• ,i'l,,(;:;ч)(]аt-Q)( arUf' u1t---Ul. ••••• u ..... 1- и",-) 

81,1>0 prJ::.'toji operacije. :5'Ec[P~ I takva ја је tacna ovakva jedn::!.ko~t; 

( , " "\ с1 Ј 

, 
и«;.;;: a1a;t ••• ап) u Т. 

Ргета (1'.) i (а ') vazi ovakva relacija 

u Q(5»). 

'" , \0. ' 
• 

bZj,.,z.J'1- ик.:; z~",ZЈ-1 Ь,..,Ь1. ••• Ь""'5 ••• Z~ 
I 

r ri jedna.kost Ь = b'fb,t •••• Ь ..... и.Ј za.dovoljena u algebr-i 

\" \ 
, (а") () ( ) z" Е QtJТj. Ын оsпоуи relacija i а • UZ щйоv 1 i , , 

'г slot);jdllll polugrupa, postoji operacija (C[F'J 1, takva da 

ispllnjen 
, 

" = c-1c.t ••• ci .. r bci. ••• cj)t') 
, 

i \.1 rr(1i') је zadovoljena ovakva jedne.kost 

( v '. ,::, ) 

" i (а ) s1,=,duje ovakva rel~cija 

f ~I;I) , о , ~ ',~ t- и, f- иl~ ••• f-u r =у. 



)9. 

Ыа kга,~н, rretpostavimo da su а,Ь ~ Q i аЈ.ъ. Ргета definiciji ;,е1аС'сјеЈ.. 

i }J:c"fJ-thоLlnоg, sleduje да rostoji niz еlеmепаtа W1 ,VI:1.' ••• ,w'J.. Е. 

W,,- ј- Ь, 

• 
pr.l \';ClICl ~)o~->toje operacije 

.' , 
~ ,~t [F '), -~akve да vazi QVO 

, 
=b 1 ••. b lМ '!.. i 

• 
ь =Ь 1 ••• ь м 1 . 

Рl'еm:з. PYi1".lr,jim jednJOl.kos"time. zakljucujemo da је а=Ь. Ovim је tQQГСI7',с::' Goka.-

ZЗЈ1I1. 

Ако ви :::;Vl podnizovi д..;. ( у>l), prazni, onda se teorema 12 s'!ocJi п~ leore 



2, РОТАРЛNЈЕ UNIVERZALNIH ALGEВНI U GRUPOID ZAКONA 

Ovde (~e lJi ti datl potrebni i dovoljn1 uslov1 Z8 potapanje ргоizvоЦnс 

algebre u grupoid u kome vazi entropicni zakon 

(z) xy;.ZlJ.-ItiI '" xz",yu)<* • 

Glavl1u ulogu u dokazu ima term xa.aY·It~ koji је nepromenljiv ргеmа za 

kODU (Z). Navodimo rezultat М. D. Pres1c ( [fl1 ). 

Теогета 13 Neka је Q(Я) proizvoljna algebra. Poetoji entropicni grupoid 

(G,o) koji lma оуе osobine: 

( 1 ) Q је роdэkuр skupa G-• 
(2) Ako је ЦЈ6 511'\ to postoji element V.J Е G takav da su zadovoljerli uз-

lovi 

Х(Ю: ХUЗ-О...щ (n=l), 

( ]') 

gde је 

јеР __ 
луоu.:J =- xwotuyoo. 

ND.jpr~. Hvodimo potrebne ројшоуе i opisacemo konstrukciju tгаzепоg бги-

poida. 

Nek6 Је G, minimalni skup koji zadovoljava uslove 

QU fL ј е podskup skupa G 1; 

Oi) Ako зи u,V&G,. to је i иУ8ел1 * 

Оviш је- konstruisan gгupoid (G,',o), gde је 
ЈеР uvo _. uv. * 

Nek.a је, zatim, о' minimalni podskup skupa G, эа osobinama: 

(ј) QtJ~ је podskup skupa d • 
( ј ј ) Ako је "-'€Я i1 • 

, 
u, VE:O, onda је 

, 
Uf»8WV88 Е. 0* 

Na. skupu О' definisana је operacija 1.Л9' koja odgovara Ш~ 9:., -



С, Ј' , . је definisana па 

, ". L Ј ) (п.о) , 

gdc ј е 

derinisa.na је binarna relacija 1-- • а zatim пјево 
, , 

РГ::k:\l-

do relacij е ekvi valen'cije. 

, :О,: ,r.O"f. , доЬ! ti iz terma t~ zamenom jednog podterma QLl t I ter. 

• b~J i~ iP. mogu biti: 

13= UU-1.VVt.О ; 

ЈП. i (l.Q), teclc 

( 
. , 

Г<::Сј 

07(~I::сбаvаti па tri razlicita nacina 

:, 'ј ~--

produzimo до relacije па оуај nacin 

Је/ 
tjrtl. <1 " 

Zatim, ;:}{;'iIЮ:~\! relacije r defini.semo геlя.сiјu ~ ovako ~ 

. Ј.' \ Vt1,t~ E':;l)(tl-...tl<=7(Ју~ ,Yz , •••• У"'/":. G.f)( t ... ry." Ј.гуЈ. ••••• 

relacije imaju оУе osobine: 

Је ref]eksivna i simetricna па Rk~pu G~; 

го .. ' "Ol' ~~ .", ,;..: џ . ~'cC _______ је relacija ekvivalencije. 

" l' Ј ., 
• t ,Ј • 

• 

r је re:fleksivna i simetricna, sto је ро uefiniciji (')Сiglо(iпо. 

tеrщ 

је, u stvari. tranzitivno prosir~nje relacije г, ра ,је 2:1to 

i l'~lacijc:~ eicYivalencije. Dakle, relacija __ је minirr.alno proclHz€'.·.je ге1г.-

Cl,j е I·~ с1:) '_:kvivalencije па skupu G1 . 



Dokaiimo da је ~ trsnzitivno prosire:nje relacije r i da js' ""-....--

Nel'.a је t 1 ............... t 2 1. tl""'-t~, odakle Је, ргетА. definiciji rel3.cijc-,.....". 

tacno 0'00: 

t, ~~ t 1 

, 
t 1 "'-- ~3 

0 ,0' -1" c~к. С, 

J.g (]У"'УЈ.. •••• ,у .. с G. )( t 1 ry1 • у1 "ГУ1.····, y",rt .. ). 

, , id (] у.,' ,У;. 
, 
•••• ,y~1(. G.f){ 

, 
t lГУl 

, 
t ј) , t 1 • УЈ ГУ: , ••• ,УрГ о • 

, 
G1 ){t, rY1 ,Y~ГJJ'" .,y ... rt .l,tz.'·Y1' 

" ! ЈеЈ 
Y~ГJJ, •••• ,yp rt1 ~t ... .-....tз ). 

је minimalna ekviv~lencija па (G"o). Zato је 

• • • • 

" kol1_cnicki skup. Na kolicn1ckom skupu G j \ ......... definisemo орегз.сi,јl..\ ,,)!; па 

оуэ.ј nacin: 

ko-

( t 1 su odgovarajuc;> r;:1Else ekvi-

уаl (,псј.ј е elemenata t"i 

, , 
to t 1 =t,:, t' , odakle sleduje t, ~ t, l • tt --- t,L' је ,! :tJ. • 

. , 
~ [ , 

tl~ t~ 
J.tt 

t. ot~ 
, 

t ".. t; " -Ј " t,2 otl. t~ ot • .--...... t.z.ot.z • , 
С;тl.rп ::;rr,o dokazali оа је minimalna relA.cija kongr'uenciJe па (ира)' 

те. 

Zаtiш, dajemo jedan ротосп! rezul,tat potrebв.n z€!. dOka7. pOf:tavljf_~ne teore-

I,E'IIlU Ako ј е иЕ' О i UI--V, оnда је ј 
, 

v f: О. 

U dokazu leme 5 гаzlikсvасещо tri э1.иСаја 

1. " 'ц I-V, 
Ј 

2. иј--У, 3. ut--v. 

" -
1. Тј оуот slucaju, na.jpre. dokazimo ovakvo tvrdenje 

А. t element skupa , ' 
О, onda је sv~ki podterm ој t, olJ1ike. 

, r 
UVII>U

i 
У4 111., element skupa О,! zato zadovoljava uslov у=н. =1.(:'. Ц}.С Jl 

иа [)ј, зто potvrdili А. posluzicemo зе ind\*cijQm рс duZini еlf;!п;с,mtа t. 
, 

Пеkа је duz1na elementa t jednaka 1, tj. ~(t)~l. Tvrdenje А. је ocig-

1 "'п по • ?retpostavinlO da А. уе.Н u slucaju 

t oblika 



".-' . 

је podtenn od t. Тегт Ј-. Је podterm. od t 1 ili оа 

ра tvrdenJe А. је tacno prema pretpostavci ( jer је \;"(t,) <п), 

АЈ.:::о d. nije podterm niti od t, n1ti od t 1 , to element t "юга 01 ti 

l-f.. Ovim jt: оsоЬј.nа А. dokazana. 

Ргеmо. 8vaki podterm od 
, 

,t€O,oblika UV.UIV~ •• ј е е1, e:J,8ti t ~jKиpa 

, 
о. Dak 1 е • term, koji тo~e biti promenjen.prema zakonu 

, 
(Z) pripada O:ikupu О. 

ра је ?,ato лергоmеnlјiv prema (Z). Dak1e, zadovoljeni зи оу! u;:;]~\ri, 

, 
н)-у =ф Н=У. ц{,.О. 

?гета (4), 1?- ut---v i ис; о' zak1jucujemo da је i 
, 

v Е: О. 

U t;йuса;јеvimа иА=-У 

" 
i Ul-V, lako 8е dolazi do iэtоg ?akljuck-'i. 

-
])oka::. t еогете 13 Мајрге. hocemo doka7.8 ti da ј е ргеslikаVА.пј е 

l' : Q --.-Q!--- defin:l.sano эа 

(!f-x >G:!J)( f(x) = х) (' х је odgovarajuca klasa ekvivalencije u oanosu па 

relacij1.l .~- ), р 1) t а р а п ј е algebre Q(~.) u grupoid zаkОП2-

DokBii~o да је f 1-1 preslikavanje. 

Ne1-:11 је 

1:'(х) "" :Х, f(y) =У (x,ye;Q), i -
х ::: у. 

-('е) zna~i_ d~ vaii ауо: 

и,г u.z.' uz.f-- и ј • 0'0' u,,~~t- и", i х := U'I' .У ~ и,,). 

Q":::--=Q', to зu Х.УЕ::.а i. ргета prethodnoj lemi, иj.и~, ... ,и",1=- О. 

lJеi'il1isљ~еmо pre81ikav'anje -р podskupa 
, 

skupa Q U skup Q [Н1 оуај flчсiп: 

(YXE<~)( t'(x) dll!X), 

(Vt, ,с" ... , t~"-G;)( !f(t. t, ... t,ш·) ~'e( t. )'/'( t.) •.• '1'( tn)w), 

'Гаkо d~I~il]i:запim preslikavanjeт эе niz elemenata 

( С,', )' , Н.;,и1 ",о,и., 

pr·ss11.kava \1 niz 

еlf,:ЩЈш-'.tз. :;.1.ееЬге Q(Q_)., 

E1ementi и: imaju o90binu uiJ--- u.i1'~ ,odakle је, pгelГ::)' (1), 

L1."L =U~tf' ра је za·t'a i f(uj) 41f(u1.t~)o: 



17- г€lв.сiјll 

sleduje геlllсiја 

(7) ,г' (и,) ",f{u.:) == ••• = -f (uи ), а onda, ргеmа definiciji. 

') ч" )Ј'Р '"!( )4Ј ј ј \0, I \1l4 _ Х, ! и", - УЈ ег е х '" и.(. у'" Uи. 

Ргеша rel acijamll (7) i (8) sleduje jednakost 

је 1-1 preslikllvanj 13. 

, , 
ovak,r~ РОЈтоуе. 

- _. 'ЈеР -
• xy/lt; хуо. 

Grupoid (G,o) је entropican. 

r; еkэ. ,] е. 7,а tim, 

- def{' ~~ "'!с' Х 

.' < , 
operaciju с, . .:] ", ОУаЈ i II definisat'i Yj-aгnи operaciju ц) i binarnu 

I -, \ 

" .L О / Ху>"ц?') , 

Хј Х 2' • 'X
t1 
~' ~ Cx~,~x~,-:"~"~'~-:';;-I) . 

zakljucujemo OVO; 

1) • 

konstruisana algebra Q~). Preslikavanje f , х ~-j' Х Ј € егiшоrfi-

, 

~ ::Н<1 , D ~'·' е сс.",. -'- I prirodno preslikava~je f : Q,......,.Q ј este 1-1 :l на hO'::or:iorf'izam. 

Q(\2) i (ј(I!) 'зи izom~rfne. 

АIГfJr,гС'_ Q&ћ је, ро konstrukciji, эа trazenim оsоЬinаша. Zato је рг'Эslikа-

vaHj", р о t а р г. п ј е a1gebre Q(j/) u entropicni grupoici ~~'.o). 

Ti;:l(: је teorema 13 u potpunosti dokazana. 

1';"i1Osredna pos1edica teoreme:1) је sledeci rezultat. 

':,'е,)го::щ,- 14 Ako grupoid zakona 

( " , 
ј, I i 



'+:>0 

lm8. osobinll 

В. 'Тегm Р,(в,в, ..• ,ао:(::,у) ( а је konstanta),i је nepromenl;;i'f рге':1а (21)' 

sto zпз.Сl dэ. se termi F2,. (а,в, ... ,в,х,у) i F1(a,8., ••• ,8.X,y) Рl)kliч,'r~јu, 

щнiа Z,F-, s";з.ku a1gebru Q(.Q) postoji grupoid (G,o) u kome vaii 2'.9.r:O.o. ("2'1) 

l :.'.I:'.clcvoljavft ОУа dva uslova: 

,~ ј е podskup skupa G; 

onda postoji 1,),:1 Е G tako da зи zadovoljeni. 0'{1. из-

lo'ri 
, , 

(ј) (~fx~.x:t."",XhE.Q)(XfX~",X .. u.? п,>:?), 

, 
(ј,јј) 

xyo~ 

Do.f;,(--J .. :~okaz је analog:an dokazu teoreme 13. рв сето ga ukrc";r.:o ,-l;L:::tГГј-

vэ.t~ . 

;Iеkн. Је \'}::: minimalni skU;p 'за osobinama 

" о шiп:i.mаlпi podskup od G;2 sa osobinama 

"'Ј () ,~ ~ ,. Је ГО,iskuр skupa о" , 

jew(:,:J ... " Ako i и, V со. О to је F~(I)J,v.7I""IЛJ,u,v) <::0·1. Pored tоgё., пп skupu 

, , , , " dе!"i.Г.i.ЗCiпа је operacija _ па оуај nacin: 

(\{-L'-1'H"' •••• ,u .... (. 

Ы II 11J~ ••• и 1'\- -

ЈеЈ 
Н, и ....... и.о""О ••• 0 

~ , \... ~ ~ 
, , 

17 - ~ 
= (n.l) , 

(п::о), 

~'efiТlicija 12. N eka su t 1 .t Z ' EGz ' onda је akko .:::е 



4Ь, 

t егrл шоzе dobiti iz terma t,zamenom nekog podterma od tеГlIюm 

12, • е;д е Ј.. i 16 mogu bi ti: 

1. Ј = г'А ех, IX~" •• ,Х",.х,у). 

111. Ne~:1.l Зи х" ,x z •••• ,Х",Ь Q, , f3 ј-е tel'TE \ГЕ:6) 

Ле fi l1ј эа6ето binarne relacije \_! ---- kao i u slLlcaju р ге t!"1')(l:::lC tenreme. 

LCLnCi 6 Ako је " н"О i UI_У. onda j~ i 

U rlokazu Qve letne razlikujemo tri slucaja: 

" ck" .< -. 0_ 

Uf-:- У. , 
Је ut-- v 

иј-У, 

" 
и\---У. 

1 

iJi 
" u € О • 

" 

Dokazimo tvrdenj е", 

" v ~ U • 

С. Ako је element t G: О I onda svaki пјевоу podterm oыkaa 

" Ђ'1 (x 1 ,XL , •• • ,x i1 .u,v) jeste element skupa О • 1. zato zadovolji1.vii uslov 

X/"'X:z.=, •• =х" :::џ..:), lt.:/E Q. 

u ookazu tvrdenja С. koristimo indukciju ро duzini еlеmег.tз ~. 

'=''/rd~nje, с. је ocigledno u зlисаји D(t)=l. 

Ргеtроstаvimо da је b(t)=n (n>l). 1 terт t је obJik'Ol 

t = F f (lC'~'" ••• ,\А?, t l' t 1.) • 

,-~г.::ШI1 (l,~_ это time pretpostl'tyili da је С. д(t)с.п. 

~()(~tеГ;Ј~ od t iJ.i od t~, 
~ 

[Ј8. ,је t',гrdеПје С. tacno. U suprotnom, t тога biti F 1C...v,w, ••. ,u.:','J,v). 0-

"./iПI је С. potvrdeno. 

~зklе, ргета С, zakljucujemo ovo: 

svaki podterm od t oblika F,(x.pX..z""'x!",x,y) jeste element SkUP,l 

]Ја ;!е ;"ј toga promenljiv ргета (Z,,). 

" , 1 " 1 аЈ{ 8, za и~ О i ul- v sleduj е " уЕ О • 

;,;lli~lje је dokaz teoreme 14 istovetan S!;l dokaz.om teoreme 13. 

, ' 
о • 

~1ч. CJsnovu prethoQna dva rezul tata moze se dokazati mоgшSnоf' t [Јоt'.iрапја 

, 
prCJl z1ioljne а1ееЬге Q(5l) u gгuроid u коте vazi zakon: 



xy",z.u-)t- ~ ;; UY-JofZХ*~' ~ 
: 

рг! се-;,ll ј <Ос odgovarajuci term 

аух:хаУI< u slucaju zakona (Ь7). 
, , " 

47. 

x~ya)'"~ I za slucaj zakona (Z 2)' оdпс,.<::по. 



3, POTAPANJE UNIVERZALNIH ALGEBRI U GRUPOJD U КОМЕ..' 

VA.?I SKUP ZAKONA 

ОУот prilikam bice navedeni potrebni i dovoljni uslovi ъг. pot.'ipbl1je рго-

izvoljne univerzalne algebre u grupoid u kome vazi Skup zakona ;:.: \ ~ ~ . 'l'aj 

Postoji term 't(X.Yi*). formiro.n od dVe ргоmепlјivе х, у i ope::aci.joo;kog 

simbolA, -* , takav da operacija е definisana Ба (Е) 

(Е) ХУ. Ы t(x,y;") 

пе za:lo','oljava nijedan algebarski zakon (osim х=х). dok zadovolja.va 

:зvе ;'.аkопе ~ t)'-) • Оуо эи dali Marica i Slavisa Presi6 ([15]). 

Tf'or'<"na 15 Neka је Q(Я) proizvoljna algebra i L:' (""') sku[: zJkona i<:oji 

ъаЙО\':,,'lјн,'.ја uslov ,-(E)~ Postoji grupoid s."'(G.~) u kome уаН skup zakona 

~ (.ot) i ima. оуе Qsobine: 

( 1 ) Q је podskup skupa G' , 

(ii) ~~а\·Ю~ 52.., postoji element 

dllvolJeni ovi US),ovi: 

(VШ"ЉОЈ)( U/~Ш), 

,x2 ,.· •• x .. ,w,.», (i.I..)E.)!..V1 

и 
ХУ. = t(X,Yi~.)' 

)i"'Jl'>~. dajemo potrebne РОјтоуе. 

(,,,) Neka је G.-j minimalni skup эа osobinama 

CJuQ ј е podskup skupa G.; 

('.'--:1 Г -,'Ј 1 d konstruisacemo kao al<~ebГll 
о 

QuQ. 

l 'ь ) Skup G. је minimalni podskup skupa G, B~ o'il ob in2.ma: 

QU5I. је podskup skupa G. ; 

Ако ви u,VE,G., to је i uvo (;. G. , gde је • operacijr:. с.е!'1Ilisз.nа 



tеrnЮItI t( x,Y;k) 

ХУ. 
Ј,д • 
:;;Ј: t(X.y;,,). 

( с ) svaki defi:nisemo operacijll w па ()vaJ 

(Def' ~~L ) 
, 

w- l.AJ - , ( n=О), 

gd е :Ј е term. formiran od promenljivlh х,х" ..•• х, ." , 
i operacijskog simbola 8. Skup svill tako c.lt'finisa-· 

пih ореГ1:н::iја 
, 

lk:J oznac::i,cerno sa 

( а) !]ocimo minimaln1 podskup Gл 

QU J(~I ј е podskup skupa Gл ; 

od skupa G. Ј takav сл lща osobine 

, 
Л ' G .... ,~- я." .,0 АЦ ',14 ,vl., •••• v ... E.. st ""''"- оnда је VfV.l. ••• V,,\.V( СЛ' 

Гl'еш!:Ј. O'/oj definiciji I elementi u зи оn! oni elementi (termi.) 

r;_oji ~':7 ;јЮL:U predstf\viti ротоси operacija iz. )1' . 

(е) Јliпimаlnе relacije kone;ruencije generisane, redorn, $lcllРСrп аl сг:D;,Ј.У'-

Si-'.i}l zз.kоnа L (-*), poz1ti.vnim dijagramom algebre 

()p€racij~ 8,(Defe), defin~cijom skupa operacija , 
51' 

Druc Lr;l !'el~i,ma. elemente и, v с G .. . -
"а sve plsemo: 

u ~" 
ЈЈ 2: = 

~ 
(,,)1- u • V' , 

u г->-..> а." <kI тоь qll) г- u • v. 

, 
ТаЬQ(Sђ, iiеr'iпi ci.jom 

,- , 
(nг

\l~ v., 
I е .)'-), ГЈI.'ј(-'tсl.се· 

Jta ustV('J~i.. znaci u ~v? Elementi u,v EG .. зи u relaciji ,,\~ko па 

OS!10VH si;:ll;~a algebarskih Zflkоnя. ~ <-*) i aksioma jedпakosti ~lerjllj~ јсdnа-

i~ost е1е!iJе:иtа u i 'Ј. Podsetimo па definiciju algebarskog ZaKrm8.. 

De~iJlicija 13 Zakon nad S( u alfabeti х jes.te раг (х) • 

_Lli ,j,"'r]nR;;ost W f =W;2' 



so. 

, 
Opisimo .pozitivni dijagraт algebre Q(5}), tj. TabQ(51), а onda i 'l'e.bQ(S{). 

Pozi tivni dijagram algebre Q'я.) је TabQ(S() fJ. to је skup svih ,јс(:lпаkоsti 

oblih.a 

):.Х., ••• х tAJ""x. ,.- " (x,.xl..l •••• x",xeQ, I.O&.Q~ , n'::::l). 
, 

'l'e.bQ(X) se dobija kada se svaki element u prethodnoj ј ulnOl.'..;:0:'1 tj, :т,аmе-

n; П', ,Н'. ..u I Е: .М 

oznaGj c€"ma ва . ..--... • 

Na о"поуџ prethodno uvedenih ројтоуа dokazujemo ovakvo tvrdehje; 

, 
I.ema 7. N eka ј е jedna od relacija 

па оа l'e1ncija ~t: • .-....... •• ----Q. Onda vazi oVfJ.kva implikacija 

NI"'-" ' __ .'с.". ---- Razlikovanje cetiri slucaja 

1 . 1Ј ~;lu~aju term v • је Ьм и, јег ( ргета (Е», svaki term I:10Ze 

biti pr<:-Gstavljen за _ (ako takva reprez.en·tacija postoj1), i odatJ.e, :ш jedin· 

п' 
stven ТJ,.,.cin ва operacijama iz ,Н 

и", u( ••• x(xl .•• x",w ••• ). 

Ako podterm od od и;. 

• 

иЕ Gn. ima oblik 

zamenimo sa х, uz uslov 

ТЈ.:."".'(,.јоЬ'сјеп! term је element iz Gn . Slicno, ako u termu 

P """·'~" v ','<00 .• '" х 

Х Х ., '·'-.)-х . , .... ".' --, . - ' 

u"'u( ..• x ..• ) 

bi t.i. cle'~jt:nt u ай. I\ako se ---Ч moze definisati u kona.Cnom Ьгоји ,)1!akvih 

zamcns., to је tacna оуа implikacija 

3. lJ С':'1~~э.јu u",-".v,{prema definiciji operacije .), zаklјuсuјеnю сЈР. 

јеdnак;) .',:1, и. Isto vazi 1. u slucaju цау. 

, 
је у 

(:i.) 1.1 slIJcajevima u""-',tv, Н---.. У. u-:hv, (za u GGa) , jednoznac!1o odre,ten е1е-

шеn t ,; је Ьаэ н. 



nokaz teoreme 15 Najpre, dokazujemo da је prirodno pres1ikuY<Jl1je 

f : х ---:о- х 

izomorfizc.!:1 ( х је odgovarajuca k1asa ekvivalencije za х е Q). 

Neka ~(, х·= УЈ (x,ye-Q) i Х,У эи klase u odnosu па re1acijLi ~ . 

rreJ!icl ,.:'ci'i:licij1 relacije postoji prirodan Ъгој п i ",1 ,.,~"", " , .. -.",-.,,,-

tak'li са Э'.~ tacne ovakve relacij е: 

Ui'-""i:'.~i..-,-" ~li Ui.""'---'чUi.~ Н! ui..-........u~~~ 111 ui.'"'"!Pi..t-( , (.,.i=l,2, •.. ,п-l). 

IJ€-:ћпisеmо preslikavanje 'р па оуај nас1п: 

_ Г) 1е' 
(ј) ·Т(Х)=Х (xe.Q); 

, ' , П, Је! 
(јј) Ako је ,,-,.5),.), "-1'(w) ~ U:J, 

, 
(јјј) .\1-:0 јеlЛ:;'~51,,- (n=1,2, ••• ) i t l ,tJ,.,. •• ,t,,€.D

n
, ond'J. 

f(t,t, ... t"~') ~Ч(t,)f(t,) ... ·r(t.Ј .... ' 
(jV) Akc, је t.sD i postoji 

, 
t cDQ tako da (1(-), Def(_). 

, 
(
е , 

uc-f' '"Ј', ,_._~=t -'-, ___ ,г џ , 

Prerr::-\ (ler~1ILc1ji prt~slikavanja -..р uslovi (j)-(јV) .с:и uslovi hornc::1Jr(izтo.. 
, 

1а '::!:' (ју') eaC-по s1E'd\.tje ргеrnа (i). 

р Гt-~~, 1-i L; '': '[ an ј ет 

--Ј ,,,О, "е с' __ ._.,~ 

niz elemenata 

опdloJ. (, 1)0 lеlпi 7) tасш:-t' је оУа jednakost 

u Q(51). 

LakJ jl1CElk IJrethodnog је 

= У. 

preslikavCl ,ie \t ('1_/. ele 

o:lahle slodl.\je х '" У. Time је dokazano ОУО 

х :: у ~ х '" у, 

t i ",,,,,,,,~~)"''''EanJ'e 'Ј' l-' __ .L._.,-~ f , -
х _Х jeste 1-1 preslikayanje. 



52. 

Neka је 

-- _ј,)-
х у -4 """" Х Y)t- • 

Ccigl еС1ПО Ја ј е j..{1G.*,> grupoid koji zadovoljava iste zakolle 

:Ј to i 

lJ эkllРН Q definisaIla Је operacija w za svako \АЈ е: Q п п" оуаЈ nа-

cin: 

AIGebra CHQ.) је trazena algebra izomorfna ва Q(Sђ. lzomorfizam Је l-'rirod-

по рге:зlјkаvanје 

-
је teorema u potpunosti dokazana. 



53. 

IIJ D "S С, 

1. РОТА?РЛЈЕ OPERACIJSKO-RELACIJSKIH STRUKТURA 

Navo(Hтc ~qЛа jednu орэtu teoremu Мапсе D. Ргеэ!с о potapanj11 rпоrl~Јl.q, 

оdпозТiО орсгзсiјskо-геlасiјskih struktura ( [121 ). 

'l'еоrеm>З. l.6 Neka ви L l' L,. jezicl 1 reda i т izvestan nepro tivure-

саn Эkllр predikatskih formul"'. jezika LA .. Svaki model ~- jezika L.., 1:1Oze 

5е potopi t.i u neki r: ,., -1 <, 1 д, skupa formula 'F i to tako da " '.1 ОЈЈег'Ј.С].-

је l геlасiјf: iz Ј{, prikazane termima. i formulama па jeziku Т , [-'С'r:l()СU 

ОУО/:: 1-1 ј па preslikavanj 13: 

f ( ", v'1'" Ј, Ј. .. ) 
Т, Т2, ••• А, А 2 •• 

( 
,., '1\ 
1-1 • -Ј. •••• SLl terrni odgovarajucih duzina ј ezika. L Z а 

щйе istog jezika takode odgovarajucih duzina), 

ako i sз.:nо Н:";:И svaka formula F jezika ТЈ2 koja је izraziva ротосц :Г1 • 

••• I А.{, Ј....:1' ••• zadovcljava uslav: 

pr.i tome 
-1 se ,- (Р) dobija iz F zamenom terma Т1 ,Т2 , ••• i formula А 1 ,А2 •••• 

od50varaj1,;C}lil Qperacijskim i relacijskim znacima па озnоуи preslikavD.:',ja f, 

оdnоsпО Г.Н озnоуи 

Kako jedan sl\l6aj te teoreme moi.e ве dokazati avo: 

Potopil;i rel:-a.cijsku struktLtru (S,Њ), s ,.,{а.Ь} I а Ь 

а Т т 

ь Ј. т 

u str1.lkt!).ru je::,'ika {J,Jt-} • gde је Ј.. relacijski aimbol duzine 1 koji z::!.~lo-

vcljava aksiOГi1H 

("'" '" 'У ) \ 

Zatim, дајешо геэеnје opsteg slucaja: 

SvatccJ. l'ell1(';i~:';Ka struktura ве moze potopiti u operacijsko-relacij:3',.;u "t:,'uk

tU:'ll jezikf--' ['Ј, ~J ' gde је СЈ. relac1jski simbol duzine 1 koji zP..r1ovc1ja t/c 

aksi отн 

Najpre, :["јето геэеnје postavljenog ргаЫета: 
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Relacijsku strukturu (s,љ), u slucaju S:. {а.гЈ. А F\ Ь 
а т 
Ь ..L 

т 

potopi ti u ~-:trukturu је7,ј}:{1. {Ј.,'){) koja zadovoljava aksiomu 

( ;1- ) \fc 
,. 

. ,. i ( /.,~"I, 

НезеН,ј е 

ј.,.( Х'У) =ф Ј- (уј<'х) ) о 

Re1acij1J. ;3 сета def:lnisati ротоси relacije(unarrle) Ј.Г,. п\'с,ј i :.",:,!1: 

, ј' 
1.' " 

Ji. d.{(бх.:Х»'rУ))Е-«((3>;:Х))t-У)) ( Љ је pomoGni znak konst.sr.te). 

'1'e.da эе aksioma (*) prevodi па slucaj геэаvanја, tj. trazenja model? o'1ih 

iskaznih formula: 

~ Ј\,,>њ) ">0«"*"), Ј(а,.")'* .4_0), d..(a*(H;<M)",#u,",).a)" .. , d-(а*ч",,>d-(tН'), .. 

Ј.(ЬМ) =;>~(a"b), J(b.ь)~J(b*"), J.(b~(aJ<Ь) )~.л( (а""))<Ь), о, о, J!1,~')~ Ј· ,,е,,),., 

JJii~")~Ji "><15), Ј (B·*to)"""'(b.i'!) , d,(tЗ,"'""Ь) )""Ј( (Џ""')@, .. , ,Ј./А.' )~d,: ''IG), .. о 

------ - - -

- - - ------- - - - -

Ocie;le(]I1o па dijagonali tog skupa iskaznih formula nalaze эе fОГщulе ublika 

koje эи tautologije. Otuda sva iskazna slova: 

. . . . . . , 

Uops te, ",lova oblika rrJogu imati p_roizvoljnu istini tоsrш 'il'e:inost. 

Me'.1utim, 51 оуа 

Ј( ( (Љ",)"")Of{ (Д "" ).Ј'а) ), Ј( ( \i "а)"Ь )*( и; .. а )*Ь) ) , 

ЈЈ ( (1\ < \, ).",,);<{ (6" ь )*«) ) , Ј.( ( (f' .. " I*b ) *( (j!;;<I, )1<'Ь ) ) 

ви u sac:1a:'Tosti ва геlnсјј О/li ;3 Ј tj. t~ џl0уа ilnaju оУе istiп-itОБсе vred 

поsti: 

Ta((Vi",,)~")+((J3*a)*a)) ,.q>., 'rЈ({<е;"а).Ј<\,)Ј<((В'*аЖЬ)) 'Т, 

'lЈ((Ш*Ь)ђ),((fJ"Ь),*о)) .,1., 'ГЈ.«(,з"ћ)Jtb)*«(јј')f\')*Ь») 'То 

• 

Istinitosne vrednosti oGtalih slovA.: Ј..с'а*В.), cl(,,*b),:,d(.q*(H.~·',)),,.,, 
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dоЬiјаrrю г~эауапјет sistema (2), tj. odredivanjem Ьаг jedпog :rюdеlа tog s:is-

tema o ОС;"ё1еdпо, jedna mоguсnоэt је da ЭУ8. to. slova imaju istini t;о.5ЛU vred'· 

nost ':', Jruga dH iщнјL\ vre<lпost .1 , itd o Jeд.no геэеnје је d''.to tL'..lJ1 icom: 

т 

Ј. 
т эуа оstэ.l'3. 

'Гот iSkaznOIn resenju odgovara relacija duzine 1 (па skupu SVHl terma 

оЬг.<>zоvглih od а,Ь.(3,*) 

,~, т т 

т 

Na QШ1QУU izlozenog. ako эе relacija (3 uvede definicijom (ј) I onj,~ rest-

rikcijCl tc relacije па skup {с-"Ь} 

(':, 
е_ Ь 

d. ! Т 

Ь .L т 

зtо је , trebalo UNidi ti. 

;,: e'::!ll t ј !Ј1. 
,,_. . 

pros~l'l VЯ'nЈ ет skupa 

!Пf'!nа tз) l. z;adrzavanj ет ovih relacij а 

{J((f"a) .. a)~(<h*a).a)) = т, 

~Io!.: ((I~.:L) ... b)jIi( (.~)(a)Jtb))= Т, 

{JI«(ji,.b)*a).«,i;.b).a)) =.1., 

с[d«lt"ь)".ъ)*«ћ*ь)"ь») = т, 

~тa tablicu 

(dodavanj~m ргоizvпlјЛQ[: 1Јг()ја ele-

ffi0t.':H .'О;С ,iГJb'iti troclani., cetvnroi51ani, оо о made]] slf1tema i"h:a".nj,}'. t'ormul;;;. 

( 2 ) • 
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Ovcle dctj е'ЈЈО геэепј е орэ teg эlисаја: 

Dokaza.t.i Йе. ае svaka relacijska struktura moze potopiti u operacijsko-rela-

cijsku stГ'.l]·~tuгu jezika [Ј,''*}I cL', zn.dovolj1\va aksiomu 

,- k . 
",е.8. Је data relacijska struktura. ( ~Jи 

s.iтboli lluzine 111; S konacan skup). 

Neka је, zatim, S ~T ( 'r;*.cl) је operacijsko-relacijska strukturfl kGјэ. 

zаdоvоlјаvз dksiomu (*). 

lТvodimo ротоспе simbole konstanata za svaki rel.acij ski "im::ч,} ;3 L . 

Аksiоша (*; эе sada svodi nС'. odredivanje Ьаг jednoe tr10rJela ОУОЕ; "ј .,tr> ::-, 1.:=;-

kaz.nih fОГ:П11n:' 

Jr Y"I jll-Y" 1 ) ::!!;> ЈЈ >':1 "*)'01 ). d.. ( / i ~y 2 )~J ( .,' 1. ~X 1) , ••• ,Ј.( X1.H'I,:Џ~J.(41-* 7.1 ) •... I (r,iJ.s ia

'ЈаЈс) Ј( У'1 )[в,:J)~~(,~.* Х1 ) ••• •• .ц Y.1~ t) ~ Ј.( t~У-1)' • ~. 

Ј( ):-t. ~O-- 1 ) "'=') Jf. у." ~X з.) • Ј( ~? 7C(,2.)-~JJ У,. ~X ~) •••• ,Ј.( Х:I. .>ItЗ i ) ~ оl(,з I ~Y. L) •.••. :', : :'- ': t :' '.Ј ::Lk) • 

Ј,: "',~i3) "",,,( (~'''XL) .. - , • Ј. ( х"-,, t ).,;;> Ј( <,..х ,,) •••• 

ck ro~ ;::.-.~ ) =--;; Ј( Х1 *&). Ј( 16~-J( x~J >9' Ј( у: 2 ,.,51) •• ' ••• Ј ( (.в1 ~;.~~. ) Jtx'1.) -.оу Ј ( ;'.t ~~~ *;.: '1) ) , 

Ј...( .•. UЗ1 *)':., )*:1"2) * .. '~Y"1 ).;t.( ••• (~-j('X 1 )*.0:: 2.)~ .•. .ј(У. "1-1 ) ) •••• . .. , 
--_.-

"', &,."" , ) 09 d ( х, ~~). Ј (>3~""2.)"'; d< х, >Љ.Ј • . . .• d,( св",,,,-, ) *х .. )'7 Је у" i (јЩ<--, . ) • 

4 ( . . . (61'\0.-1'::<:1 ).)t-х 1) ,)1;-. • • lt":I'I.,) .*( • • • (е t\ot "'Х 1 ) -)f:У. 2.) ... • • )fY. Vlrt2 ) I • • • . . . , 

• ()i.:'itSledno, па dijagona1i si'stema i.skaznih formula (2) nalaze се fOrT['tlle 

, 
(pOC1vucene), .elika koje su tautologije (t јс.' t,ег!!: оЬ-

razovaH ој х.,.х:2., ...... '32" -::t). 

Otuda i~kazna slova ol.lika ;r1Ot:(t i[;l:~t_i proizvoljnu istini:,()!;"U 
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vrednoct. ~~edutim, iskazna slova 

Ј(·· .(81-10';"1 )*Х.1) " ••• \t)'n\»)t(·· • ("зi )'-Х 1 ) )t!{-:t.)* ••• ~'I\, ». 
Ј( ... :' ~2 )0-"'1 ) ~:: 2»)1.· •• .х I'IZ ) ,,( ••• (~2 · .. х -1 )->ЈХ:t.) Jt-•••• -: I'\~»' 

- -

Ба rel<lcij.qm~·8i {i",,] .2 •••• }. ~Tedan iskazni model 
, 

i.зkn7,нiI1 i",Jl"':":lu1,<! (2) Г1'i!\iЈ';;[Щ је t><tl)l.icom: 

'{е/ х l' Х 1.' ••• ,X~ ... ) 

•••••••• 

. .. .. .. ЧЊf1'/ Х1 ,'У:2.' •••• xnoц) аstгl0 

Тот isk,lzr:orn rr.od,,~lu оа.gОV:1ГГ· relacija Ј duzi.ne 1 (пао skupom SV:l(! tf,T!T,:,-, 

• • • '[ЈЈх", 'У."2" ".Хиџ./ astala Ј. 

ОСig1ес' .. ло, &].:0 S() reJe.cije f3i uvedtt defi1"ir::ijom (11), onda rеstгi:{сiје 

НI1 relacije. ПЭ. skup S dз.јu tR.hlice relF1.cij!.' f6i . 

(]уоа<:!nј е ,)оmоспirl konstanti PJi za svaki relacijski ~i!J,b{)l f3 t ЈС' nеор[)()..)nо. 

50kгсziљо -to па CJvakvom prilrierџ.: 

Ncka Је до.Ј:А. геlасiјskа strukrura (S;r.y-), pri сети: је S=(a,~! r relacLjski 

~::ЈimЬоl Ои;? ј_nе 2, ЈА- је relacijski simbol duzlne 1, prikazane tаЫiСi'i.IТЙ 

l' ,q 'с) 

ь 'г Ј.. 
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ро"ltъrinЮ stI't<.kturu (З;г.~) u operacijsko-relacijsku strukturu jp'~jk" [J,~} 

koja. z,adovol;java aksiomu (Vx,y)( J(X*'"J)~.J.(yitX)). 

R€"эеnје pTOblCi.18 эе svodi па odredivanje modela ovog skupa iska.mir, fOГl:1ll1a: 

Ј( ,Ц.::;-,.) ~ Ј! ,l;t-;<I, Ј..( а*Ь) ~J( Ью) , Ј( (а1(-а }*ь )~J( b~ 8*а») Ј ••• , Ј (a-)t't) ~J< t",,·,) , ••• 

~(",'H)"" ~("",,). ,Ц ь"ь)",Ј( ь.Ь). d,( (Ь)!а)"а),,!> .!,(я,,(ъ""')) ••••• d-( Ъ><' )c>d-' '·х'.! •.•. 

- - - - -
Ј-( ( а ,,( г~" ),,( ( '''''~. ).,.а) ) ;0;>, Ј ( ( а.,.. ) ..... ,,( ""( а«а) ) •••.• Ј( ("".)11( е,.а) ) ~ ( ,"",' ;*( .-.ха) ) , 

••. , сЈЈ (a*u»)\i,,*b) )~J( (а"Ь);((а"Ъ», Ј.( (t",a)1I(b,>Iв.) )~ (~),>(b"a)),.,., 

;~( (ь"Ь).,« """)),,,,<,..I,( (ь.,.ь),ць...ь)) ..... 

Oc:Lgledno ·1а зц па dijagonali iskazne formule oblika d..(t~)~d..{ t*t), l' jj~ 

su te.u·tolo6·ij е. Otuda эуа iskazna slova oblika d..(4t) mogu ime.ti f;[':)i~?volj 

u sk1adu ва re"J.acijom т, od.nosno"l-, koje эи uvedene (kao i u ргеt-hо<i.:1О:'\ 

вЈuСе.ји) ,~e. 

d ' г( х,у;" "tJJ (,*у).,..(цу)). Ј'- ( х ~д ( Х,",")",,( Х""') ) • 
Kako је crl(b)=T, to sada dolazi do теэanја tih re1acij'::" 

ј ех' ј е «T(I)Jtb) =crJ.({h~b~(b1lb)) =<Lr<b), tj. T==..l, sto је kontradikcJ.ja.. 

Time је dоkэ.zапа neophoo.nost uvodel1ja рошо6n.iЬ (razlicit1h) konstanata Z:". 

svaki rt'1acij.ski simbol. 

, 
NE'. эtгапi ';7 odreden је jedan model iskaznih formula (2 ). Тај зе ');0,1< L 

тo::.€: pros.iTiti ,ја modela sistema (21) ва domenom T3S. 

Najpre, (Јајеп1О definiciju prosirenja jedne operacijsko-relacijske .o;tr'J~(-

ture. 

Defirl1ci.'ia .l4 Prosirenje јеdnое; modela (tj. matematicke strukture) М 
, 

ste druga .strHktura М uz оУе uslove: 

а) Dornen je·ste nadskup domena А м· , 
• 

Ь) 3vaka rel."_cija r strukture М jeste relacija i strukture М; 

с) Svake. П-i-lГпа operacija strukture М jeste restrikcija оdе;оvагај1Асе f):Je-
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• 
l'aeije s'tгџktl';'Г~ М sa А па А. 

Zа'~iщ Q::lје:гпо jedan rezultat ([8Ј): 

Teoгerпa 17 Neka је М prosirenje za М , ako М sadrzi sve Z':ltvor'ene 

uni';егzэ.1не formule jezika [oL,.,*} 
, 

onda ih i М sadrzi. 
, 

Dakle, l:>o,-le1 sistema iskaznih fо:nпulа (2 ) mozemo prosiriti nг. OV~Lj ".?.-

'::i n. 

Uziпвmо p:::-oizvoljni skup T~S, jezik L2[.J..,}(}. U nоуој strukturi :';Ј 

j€zika 1, i Зоmеnа Т zadrzimo i dalje оуе relacije: 

05 tala il:ikaZIH sloya imaju proizvoljnu lstini tosnu vr"ednost, rесiпlO sva 18-

kazna S"lovH SU T,odnOSnO(l.). 
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