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VOD

Ovaj magistarski rad se¢ sastoji iz tri dela,

U prvom delu uvede se nekl pojmovi potretini za izlaganje obuhvaden« aa-

teriie, prema prilcZenni literaturi ne poslednjoj stranici ovog rads. T=ko
su na pocfetku dati,pojmovi: univerzalne algebre, podalgebre, homomorf{irma,
potapanja, kongruencije, Zatim, data je konstrukeijz koliénik-azlgabtive, sla-
bodne polugrupe, algebre reéi nad Sz. i g?Fizrﬂza.
Premog [2], izlezu se nvi rezultati: potapanje polugrupe u grupun i grusnidag
w kvazigsrupu., Dokaz drugop rezultﬁta.je’neétn izmenjen. Yocledica rezultata
o potapanju polugrupe u grupu jesite potapanje kxomutativne polugrupe u xamu=
tativnu grupu (dato wu [9]}.

U drugon delu rada razmatra se problem potapanjs univerzalnih algsebri u
polugrunu (poznato kao teorema Kon-Rebana), dat u knjizi [3]. T sam obpaz-
loZila da je odgovarajuci term bezakonski, Sto u [3] nije bilo Jdokrrann,
Zatim je i1zloZen rezultat Marice Predid ([ld]} o potapanju univerzzalnih al-
geori u entropidéni grupeid (teorema 13). Teoremu 14 sam dokazzls no oznovi
teoreme 13, tj. teorema 14 Jjeste nosledica teoreme 13,

Na kraju drugog dela izlaZe se zajednicki rezultat Marice i Slavide Pre3id.

Treci deo magistarskog rada odnosi se na potapanje modela, Tu =se nevodi
jos necbjnvljen rezultat Marice D, Presid ([12]} o potapanju models (rela-
¢l jskinh siruktura)., Na osnovu toga re$ila sam problem:

Datu strukturu (5,M) potopiti u operacijrko~relaci jsku strukburu Jﬁﬁjkﬂ{d‘*i

1

vie de CL relacijski simbol duZine 1 koji zadovoljava aksiomu

(X3 (V7 M (g ) => J{yax)).
A zatim saim re®ila problem opSter slulaja:
Svaka relacijska struktnra se moZe potopitl w nperacijsko-relacijo-u «*rak-
tura Jeaniwa {dﬂ*]-, #de de gl reisecijski simbnl Aufine 1 kel zadeountjavs
axsioma (%),

U toku jzrade magistarskog rada svesrdnn pemod mi je pnruZelas OUr ¥arice

£

i

Presid, pna &emu joj dugujem veliku zahvalnost,
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1. W®RET  GSMOVHT  POJNOVI

a 1 Pod univerzalnom algebrom Q) podrazumevamo uredoni par

\ f‘gﬁ,) ieo e Q) nosilac algebre =z Q skup svih operacija definisznih na Q.

Datiniciza 2 Neka je Q) algebra, skup P je pndekup skups O, S8 e

nodalgetr Algebre Qﬁz) akko je zadoveljen uslav:

by P)(J06P)(b, by« v bWl =b, b, o u Bpuse=b), (W6 52, n=s,7, 0],

"i ,:-t'zrlii' n

™
STASE

T3, 2akko de ckup P zatvoren u odnosu na sve operaclje algebre I3 1 Wiy

restrikceija operacije Wg s2 Q na P,

Teorsrs )| Neka su Po{%), (i€T1), podalgebre algebre QBl). Algeura P} je

nodnlsetra algebre QG?),Iuﬂ_Eemu je P =n{E£IiET)‘

Doxay, Heka su elementd b, ,b,,...,b,eP. Tada su _elementl Pyal,,oea e 2y
Taosveki iel . Zato je za SVakxiuﬂe.Szn tadnoe ovao

B, b weP; , odakle sleduje b1 bye. . UWe?,
ti. ¥ Je zsiveren uw odrnosu na sve operacije algebre Q(Q-). Ovie Je loksags-
roodn e ':‘H_‘_ﬂ} podalgebra algebre Q(82) .

Ralaci iska struktura je uredeni par (Q,R), gde je R skup rel=o1js =ku-

L

Bl epersaclisko=relzeijskom strukturom podrazumevamo uredenu troilon

-

sks o PO 1 QR date algebre. Preslikavanje

S T .
ieste rogpunorfizam iz zlcebre QL) u algebru P(R) akko zadovnljava cvaij
wslov:
S (e B . ' o . F - .
(11) Jﬁ*mhﬁ? t.‘ﬂ‘ia..,da, .- -;HHEQ)(‘JD(H,HE ‘ool WD )-‘P(ai)“ﬂ( a-l)‘f’(as) co T ln dwl,

Defiriciia 3 Homomorfizam 70 jestepo tapanje algsbrs 35 u

L

[l

algetra ()  akko \%} jeste 1-1 preslikavanje skupa Q u =xup P.
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Algebra P(Q) je homomorfna slika algebre Q(82) u odnosu na P akko je ¥ na
preslikavanje,

Algebre Q(.Q) i P{S}) su izomorfne akko je ‘P : Q=P 1-1 1 na preslika-
vanje 1 homomorfizdm

Wapomenimo joé, homomorfizam 1-1 zZovemo monomorfizam, na homomorfizam zo-
vemo epimorfizam,

Neka je Q{§) algebra, o, binarna rélacija definisana na Q. ol je relacija
kongruenciie na algebri - Q(82) akko zaduvuljava slededa dva uslova:

(j} A Je relacija ekvivalencije,

(33) (Fwefl)(Way,b & Q{i=1,2,...,n)(a;=bi{d)=>n,8,...8WEb, b,...0, wid]}).

Noka je ol relacija kongruencije na algebri Qéﬂ).ﬂa kolicnickom sku-
pu Q&&H xonstruiSimo novu, takozvanu koliénik (faktor) algebru Qﬂl{gb

na ovaj nacin: Za svaki we Sly, defini&imo operaciju W

(¥ By 182, 000s8,6 QHI(E,8,.008,00=8,8,,..8,W0).

Dokezati da su operacije na Q/y dobro definisane, tj. ne zavise od pna
dstavnika klasgsa ekvivalencije,

Neka je b1,b2,...,bh drugi predstavnik, tj.

a, 8, (o}, 855b,(),00e.,808b, ().
Onde Jje tadna ova relacija

ByfgaseBpW2 b by, bW (d), (wel,) Odavde zakl juéujemo

El.,i aﬁ“"aﬂw = b_1 bz-..hﬂm‘

Tegoreme 2 -Kolicénik algebra QALUQ) je homomorfna slika algebre Q(4).

Dokaz., Neka je Q(G1) algebra, ok relacija kongruencije na Q(S).Dokafi-

mo de je prirodno preslikavanje

i Q—~Q/y

epimorfizam,
Keko je zadovoljen uslov
(3 2eQ)(¥ @ cQ/h (P (a)-a)

to je preslikavanje ¥ na preslikavanje, Dokaz teoreme 2 e zavrien axo



dokaZemn d= Jje ff} nomomorfizam,

Neka su elemenil a,6,8,,...,8,€ Q, we Stn , Tada vafi ova relacija:

*

7&(&1 H-E-;tﬂnku)ﬂ E-*E-z--aﬂnl-u = 5-.115'2!'«5”5 =f(31)f(32).,.70(8.h}u.j.

Ovim je teorema 2 dokazana.

Oopifimo jod jednu algebru- algebru reli nad §} ,
Neka je dat skup X= 31132""rxn"'{} )3 gl Je skup operacijskin sim-
pvola. Pod reci nad S¢ podrazumevamo konalan niz elemenata iz Xhe, ( ZR=p).
Na gkup svih redi nad gz, WﬁR,I),definiéimu operaciju doplisivanje 1 ova-
¥xo dobijenu algebru oznafimo sa ‘H{Q,I). |

Definicija 4 Podalgebra algebre W(Q.,X) generisana skupom X jeste al-

gebrs § -izraza nad X. Algebru 93 -izraza oznadidemo sa W(X). Elene-
nti algebre WR(X) su 1izrazi nad Q. a skup X Je alfabet.

Neka je W=X X, ...%,, (xiexﬂgb, reé nad §! .Dufina redi je 1{(w)=m.

Valentnost reé¢i w se definise na ovaj nadin:

V(W)'=Z "'{x;_,)i

. 1, Za x e X
gde Je v(xL)n l-n, Z8 p i LA

Koristell uvedene pojmove dokazujemo sledede tvrdenje.

Teorema 3 Reé¢ w nad .(J_r' je Q. ~izraz akko za svaki levi o:dsedak

W=X, X, ..eX),, retl w vaZe uslovi:
(1} v(w )»o, (k=1,2,...,m),
(2) v{w)=l,
Uslov (1) zahteva na svakom korazku dovoljan broj elemenata sa kojima se
moZe vriitl operacija, a uslov (2), da konadan rezultat bude jedan element,
Lokaz.Dokaz teoreme 3 sprovodimo indukcijom po duZini izrazs w,
Tvrdenje je oligledno za 1(w)sl, Pretpostavimo da Je w gl ~izraz ob-
lika
WK K, e e X0, (X € FQ(I),“3ESLJ-
Prems pretpostavel je taéno

?(]{L)nl, v(w)=1-n.



odakle je
v(w)=£‘,v(xi)+v(uﬂ)= n+li-n= i,
TPY

qyaki levi odsefak izraza X, ima pozitivnu valentnost §to se prencsi i na
w. Ako Je w niz od m G ~jizraza, ponovo je zadovoljen uslov (1) a vale-
ntnost v(w) se dobija kao zbir valentnosti svakog izraza kojih ima m,

Neka je w element algebre reci naﬁ.gz i .w zadovoljava uslove;
(3) viwu)> o, (k=1,...,m), {w, Je levi odsedak redi w)
(4) v{w)=m.
Ako je 1{(w)=l, onda je viw)=l, pa je weWQ(X), thIXUQLQ. Pretpostavimo da
je 1{w)=q, (g»1), i w Jje oblika wzw,x, (xe XUSY, 1 v{w)=q. Dakle, w je
niz od qﬁ § -izraza. Valentnost izraza w je:

viw)= v(w) + v(x), tJ.
vix)= viw) = v(#) = Mm=q.

Na osnovu prethodnog moZiemo zakljucditi:

za m - g =1, gde je xXeWQ(X), i zato je w niz od q+ l=m izra-
za, 1ili, m - q'- 1 - g£0, pa je x Qq-arnl aperator.
Kako iz Jednakosti

m-q=1-gq sleduje q=gq'~m+ 1, tj.
q=9gq=(m=-1)¢q, 3to znadi da se pomodu x i q nretho-

‘dnih izraza moZe konstrulsati samo jedan novi U -izrmaz u obliku niza od
Mmoo q*h q + 1 Q -izraza. Ovim je teorema 3 doksazana,

Posledica. Red& w nad Sl , koja zadovoljava uslove:

{(5) viw,})>a, ( w, Jje preizvoljni levi odselak od w},
(6) v(w) = m,
mo%e biti zapisana u obliku niza od m 8 -izraza na jedinstven nacin, tj.
u obliku
W= WoW, ea oW
Neka je Q(81) algebra. Ako se svaka promenljiva n izrazu w = Wy Wy v e e Wom

zameni elementom algebre Q1) dobija se jedinstven element algebre Qﬁl),
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Sisdeda teorema govori ¢ univerzalnom svojstvu algebre G -izraza,

Teorema 4 Neka je Q(5) proizvoljna algebra i X proizvoljini skup.

Svako preslikavanje
A X —Q
moze se, na Jjedinstven nalin, produZitl d¢ homomorfizma
o Wo(X) —Q8l).
Dokaz .lieka je preslikavanje A - definisano., Svaki U -izraz w
mcze se jednoznaéna predstaviti u obliku
W o= XyXgeeaXw, ( X, 6 X‘Uﬂ., U:-'E-ﬂn}.
Preslikevanje
70: WQ(I) ,1(0)

definidimo na ovaj nacin:
Fweti(X) ) (Pw) = %) x)..ux,, gde je x = }E?:E:{}?a ZZEE’EL
DokxazZimec da je '%) homomorfizam,

Neka je w 1 ~i{zraz oblika

Wom XX e X W0, (xq,xl,....xﬁgx,txieslﬂ.),
Onda je |
Siw) = Llx ) A (xg) e e 2 x0) A(w0)
=70(x1)‘f}{x1)...‘)o(xn)m.

Ovim Je dokazano da jJe fj homomorfizam,
Neka Jje 1 7% produZenje preslikavanja A do homomorfizma alpebre
WX X)) u algebru Qél)- Preslikavanje %3 je definisano na 1isti nadin

q L]
kao 1Y , onda iz

] . ) ‘ R f 1 . i X L8 x {g_:l
W = X, Xy eeaX 1 \-P w X Xy sneX 28 L = ’ -
ﬁp( ) 4 %2 3 (W) = 4 ™2 ne Al{x), =za =xeX,

sledule
P,
Ovim je teorema dokazana,

Yavodimo posledicu teoreme 4.

Teorema 5 Neka je QCQ) algebra sa generatorskim skupom X, Algebra
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a(f)) se moie predstavitl kao homomorfna slika algebre (X},

Dokaz. Ldentifno preslikavanje

i: X—X
mose se, prema teoremi 4, produZiti do homomorfizma
£ 1 g (X) = ).

gliks 3vakog gl ~izraza mnad ¥, pri preslikavanju “P » deste jecinst-
vern element algeble Q). Keko je 19 homomorfizam to je slika algeb-
re Wn(X) podalgebra algebre Q(S2)., Skup X 3e generatorski za Q(§),
pa je podalgebra sama algebfa Q). Ovim je dokazanc da je algebra Q&)
homcmozrina slikﬁ algebre wggxn. |

Ne kraju ovog dele, pomenimo i slobodnu algebru a neSto vise redidemo

o slobodnoj polugrupi.

Defigicija;5 ( Birkhoff). Neksa je K klasa algebri, neka je CH &K

i skup X ={x;_|i£1} je generatorski skup algebre Q(fl). Algebra Q:ﬂ}
je slobodpa algebra u klasi K, sa generatuéskim skupom X akko za sva-
ku algebru P(QJE:K i za svako preslikavan]e
3 I —P
postoeji homomorfizam
‘“F: Sy —F(SD),
talkav da je

fieI)(A (1) =F(x.)).

Dijagram 1

ilustruje definiciju 5. Qd
! s

4 L

| ““él ;f(f:ﬂf(:jd d

o
Afi P s

Posledica def, 5 Ako gadrZii algebru sa vise od jednog elementa i

Q(3l) 1ima slobodno generatorski skup X ={ X, IieI} nad K, onda
i#J = x4 X, za sve elemente 1i,jeI,
Ako zn 1,jel, 1 ¢ j implicira x_ % x,, onda se definicija 5 moZe kra-

de izredi na ovaj nadin:



9.

Algebra QG1) je slobodna u klasi svih ﬁlgebri K +tipa 1 sa generator-
skim skupom X akko se svako preslikavanje i X, —=~4a,, { P={5L] iGI}
generatorski skup algebre P(QJEEK),-muia produziti, na jedinstven nafin,
do homomorfizma
P QL) —P(SY).
Opigimo konstrukeciju slobodne polugrupe néd skupom A # 0,
Neka ie A neprazan ékup, Skup svih konaéin nizova
a,8,...a8,, { a/cd),
ozpadimo sa S, Za& n = 1 sleduje a,cA, Dva nize su Jjednaka akko su jed~
rnaka buxvalno, tj. akko su slova jednog nizs jednaka po redu slovima dru-
gog niza, Dakle,
B 8 veapn = bbb épa, =l , a,=by, ..., 8,=b, A n=m,
U skupu S définisana je operacija o na sledecdi nadin:
Fu,v=8)(uov = 8,a,...8,0 b,b,...0,, = a,8,...8,b,b,...0,).
{S5,0} Je slobodna polugrupa u klasi svih polugrupas sa slinvodno zZenera-
tors«im skupom A.
Dokaz, Neke su wu,v,weS, tj,
4= 8,8,00e8p YV = b byesib,, W= c;cz...c‘,‘, ( a;,b,c.t4).
Prema definieijl operacije o imamo:
{uov)ow = (848:...8,D,b,...D,)00 = a,8,...8,8,0y..4b0, ¢, .u0c,
= 8482.4.840 bybyae.b, £ Ca00.C
= 8,8,.,.8,0{b,D,...b,0 €;C,...Cy)
= uo{vow),
tj. (S,¢) je polugrupa,.
Heka je U = a8,8,...,8,4 element skupa S, preme definiciji ocperncije o
vazi siededa jednakost
U = 8,08,0,..08p,
odakle sieduje da je skup A generatorski skup polugrupe (3,0).

Dokezimo da se preslikavanje
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l: A—#D,

moze pro5iriti do homomorfizma VJ. skup B je generatorski polugrupe {P,o0)
keja pripada klasi svih polugrupa,
Neka je u = a,a,...2pn element skupa S, (a,¢A). Preslikavanje X ge-

me prosiriti na ovaj nadin:

a.}), 2a n=l,

F(u) =
g1),.. A{an), za n>l,
Doka?imo da je “F homomorfizam.
Neka su u,veS onda je
Pluov) = Fa,a,.e.,0 0,000 =4(a,)... 2a) A(b) e, A(b,)
= (A(a)eee Aa)yol A(by)ee. A(b,))
= P(w)o Flv).



9. POTAPANJE POLUGRUPE U GRUPU

1 oveoj tadki razmatramo potrebne i dovoljne uslove Maljceva ( [2])
za potapanje polugrupe u grupu, & zatim, potapanje komutativne polugrupe u
kermtativau grupu.{ [9]).

Posmatrademo polugrupu sa jedinicom, tj. algebru sa jednom ascclijativnom
gperacijom i jednom nularnoem operacijoem 1.

Heka je skup & podskup skupa P. Skup S je potencijalno inverzibilan
ako postojl monomorfizam polugrupe P u polugrupu sa skradivanjem Pi u
kojold svi elementi skupa B8 imaju inverzne elemente,

Polugrupa P ima grupu razlomaka akkoc je P potencijalno inverzibilan.,
Hedutim, nmoZe se dokazatl tvrdenje:

Lema 1 Folugrupa P 1ima grupu razlomaka ako je svaki element polugrupe
P potencijalno inverzibilan.

Dokaz, Hekg'je skup {jxi,xz,...,x“ konaéan podskup skupa P 1, po pret-
postavel, element X=X, X 00 eXp je potencijalnoc inverzibilan, tj. postoji
monomoriizam P : X—X skupa*{x*,xl,...,xA} u polugrupu =sa skradiva-
njem, takoc da Je x = (xi...x")' inverzibilan., Neka je

Y, =X, aeeX Ex1.¢.7rg xq...xgl |

Onda je
-1 -4

f
x:"l'r\i = xy‘xl'ﬂ "‘yn(xn)it!(x ) x,‘ -..x

» 1
jer je x, (%X 4)

=1,

vl

Iz istih razloga je zadovoljena Jjednakost

vdakle sleduje: yo ima inverzni element,
Posmatrademo potencijalno inverzibilne skupove, Postavlja se pitanje, ho-
¢e 11 podskup M polugrupe P biti potencijajno inverzibilan?

Svakom elementu m&M pridruZimo u P nepoznati element m i tako dobije-

ru polugrupu oznafimo sa P(M). Svi parovi (m m,l) generisu kmngruencijuiﬂx.
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¥ot1idnik-polugrupa P(M)A{ Je sa inverznim elementima za skup M, Nacdi
uslove da prircdno preslikavanje

f =naty : P(M) —P(M)}/y
ogranifenc na P, bude 1-1 preslikavanje. Ovo je, sa nekim izmenama, dato
premsa Malicevu,

OpiSimo polugrupu P(¥), Neka je data polugrupa P 1 ¥ je podskup cd P.
gyakom elementu me M pridruZimo dva nova elementa m- 1 m i novu Dalugr-
upu oznalimo sa P(NW), tj. P(M) je polugrupa dobijene pridruZivanjem novih
elemenata skupu P. Kongruenciju generisanu svim parovima (m m,1) i (mm’,1)
oznatimo sa A . Svaki eleﬁent meM ima inverzni u polugrupi P{m)ﬁg\.

Neka su X,x , x slike elemenata m,m‘,m* respektivno, prl presli=-
kavanju £ =natj . Onda je

X X = xx+=1, { prema def. kongruencijecJt),

zatim, vail ova relacija

-+ +
X = X X = X .

Kelaciju A mozemo opisati na ovaj nacdin. Transformacije: {,},[;] tu=-
maéimo na nading
{a) r{ : 1 se zamenjuje sa m m; [: 1 se zamenjuje sa mm
kwj : m m se zanmenjuje sa 1 1 mm  se zamenjuje sa 1.
Prema (a), odigledno da se transformacija [ moZe primeniti u slucaju da ele-
ment u €¢P{M} ima oblik u =vv; . Odsedak vv, se transformacijiom [ prevodi
u vmﬁym1. Sliéno vaZi 1 za transformeciju { .
Transformscije ) 1 ] mogu se primenitil na one elemente iz P(M) koji sadr-
5 mom 1 mm . Skup M de biti potencijalno inverzibilan akko razlifiti
elementi polugrupe P pripadaju razlicitim klasama ekvivalencije. Doka-
Zimo da de dva elementa polugrupe P(M) pripadati istoj klasi samo onda kadz
su jednakl., Neka su u,ve€ P(M) 1 neka pripadaju istoj klasi ekvivalencije.

Put od u do v dat je lancem

(1) = Way W, ues, W, =V,
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gde@ su dva susedna elementa w1 w; , dobijena jedan iz drugog pomolu jedne
od transformacija (a). Kako je element m® nepoznat, to se on uvodi nekonm
transfarmacijom. Zato moZemo posmatrati svako pojavljivanje elementa m 1
analogno, svake ‘pojavijivanje elementa m od njegovog prvog pojavljivanja u
iancu (1) do njegovog isdezavanja. Posmatramo element mf. Pretpostavimo da
su u,ver, to se élement m u lancu (1) ne moZe nadi niti u u niti u v,
Dakle, m se uvodi nekom transformacijom, reclme i-tom transformzcijom
[+ w., =ab, w, =amm'b, za a,beP(M),
1, recimo da m' isdezava pri Jj-toj transformaciji
J:w, = a mm'y, W = ab, =za a ,beP(M).

Posuatraiuéi put od i-te do j-te transformacije, vidime da se am prevodl
W a' m. Element m' isBezave i onda va3i

amﬁfb-—#a'b,l
a onda, transformacije koje a'b prevode u a b. Deo kojl se nalazi levo od
nekog pojavljivanja m i desno od m" je pasivni deo. Transformaclje se vr—
Se¢ samo u aktivnoj oblasti i, u tom sludaju elemente m~ i m' zovemo regular-
nim, Deo kojlse nalazi desno od m i levo od m' jeste aktivni deo za elemen=-
te .i M.
Neka su elementi u,veP vezani lancem (1), Dokazati da se put kel vezuje ele-

mente u i v moZe zameniti putem u kome su gva pojavljivanja regularna,

Lema 2 Neka je dat lanac

bl .

(1) 1 = WC’. !w1’!-1.|. wn-r '] wn =-"'J",

koiji vazuje elemente u i v polugrupe P. Postojl lansc iste duZine

B = "HCI! Wi,.-.,wh_“ ¥

koji veouje elemente u i v a u kome su sva pojavljivanja regularns,
. - L o . P .
Dokaz., Pretpostavime da se element m u lancu (1) pojavljuje nereprularno
pri  i-toj transformaciji, WLT'wi)* a iscezava pri J=toj transformaciji,
U tom glucajuw, deo lanca od i-te do j~te transformacije ima ablik
F

. * + i ]
at, @amm b,..., &a mm b , a b ,
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i taj deo moZemo zameniti lancem:

(2) ab, amm+b,..., 2 mm'b, 8 B,.e.,8 b .
Lanac (2) je duiine n, a m' ima regularno pojevljivanje. Primetimc da se broj
peregularnih pojavljivanja smanjuje, Jer, ako se m pojavljuje neregularnc u
a, to je m neregularan od samog podetka u lancu (1).
Ovim je dokazano da se dva elementa u i v-iz P, ekvivalentna po modulu & mo-
gu wezatl lancem u kome su sva pojavljivanja regularna,

Pri prelazu 0d jednog €lana lanca drugom, proizvoljne transformacije se vr-
§e u ektivno) oblasti i te izmene su date tablicom (b); R{#*) je aktivna oblast
do tranzformacije (*), L{*) je aktivna oblast poslestransfermacije (»):

%* 1¢ ) L ]

}

Rixlab mb ed c'n

(b)

L(#)|mb abd en c'd

Tablice (b} je dobijena dokazom prethodne leme, Ako transformacije u lancu,
koji vezuje elemente u i v, oznadimo se Iy 2T, 4009, r,, onda vazi ova relacija

(3) ulr,) = R{r,}, L(r2)=R(r3),..., L(qp)=R(rn).
Dakle, akitivna oblast posle (i-l)-te transformacije jeste ista 3to i pre
i~te tranzformacije. Na pocetku je aktivna oblast u i na kraju v, Prema tome,
z8 mogudnost potapanja poirebno je da se ove ohlasti poklapaju. Drugim reéima,
da jednaki elementi pripadaju istoj klasi ekvivalencije, Sto je icraZeno jed-
nakosdu

(4) L(r,) = R(r,).

Nizu transformacija r,,r,,....,r, pridrufime uslov  (3)=2(4). kcc su svi
uslovi lspunjeni onda kongruencija A deli skup P, tj. uAI1P1=£hp, ra je po-
tapanje mogude., Ovi uslovi su i potrebni i dovoljni za potapanje polugrape P.
Primetimc da niz transformacija mora sadriatl onoliko levih ( i | keliko
i desninh ) 1 ] zagrada,

Ako se u istom élanu  w, nadu dva elementa m:, to je element =a vadim in-

deksom levo od drugog, jer se desno od poslednjeg nalazi pasivns oblast, Iz
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i gtih razloga elementi sa veéim indeksom nora iééeznuti prvi. Pored toga, u
prolzvoljnom levom odsedku r,,ry,...,r, mOora se nac¢i isti broj levin i
desnih zagrada, C1an {,) u datom nizu nealazi se u paru i nijedan ga drugi
par ne razdvaja. Ovakav raspored zagrada je normalni raspored. Prethodno
rumadenje se moZe primeniti i na [,] . Vazi tvrdenje:

Tooremab Neke je P polugrupa i M podskup od P, Svakom konadénom nizu

Iy 2 Tps0eesTy takvih parova (;) 1 [;] s X0Ji obrazuju normalnl raspored
zograda pridruZimo uslove

(5% B{ry)=R(ry}, L(r,)=R(ry),ee., L{r, J=R{r,) == L{r,)=R(r,},
gde su a,b,ﬂ,é,dEP, m,neM. Uslov (5L uzet za sve takve nizn@e ftranaformaci-
ja, jeste potreban 1 dovoljan da skup M bude pﬂtenéijalna inverzibilan,

Ako umesto M posmatramo celu polugrupu P ili generatorski skup polug-
rupe © dobijaju se patrebni 1 dovoljni uslovi da polugrupz P inma Erupu ra-
zlomaka, Pypimera radi, uzmimo uslove koji odgovaraju nizu [:1
Ovaj uslov podrazumeva ovakvu implikaciju

¢cn=c n ==>¢ d=cd, {( c¢,deP, neM},
tj. koja izreZava mogudnost desnog deljenja. Analogno, nizu (,} odgovara
ievo skradivanje, tj.

mb=m b =3 ab =ab, {(a=1)
je zakon levog skradivanja.
fedutim, uslovi koji odgovareju nizu transformacija [(‘j], prema tahlici
(L, Jjesa:

(6) ecn=ab, mb=c'n, ¢ d=mb , {a,b,c,d,b,ceP, m,nci).
Jednaksét (6) trebada da jednakost

(7) ab =cd.
Polugrupa generisana elemeniima ‘a,b,c,d,bzpzm,n, i uslovima (6) je po-
lugrucn sa skradivanjem, ali uslov (7) nije posledica uslova (6).
Hepa ;e zadafuljen uslov

cn=ab, odakle sleduje n=b, {(za c=a=l),
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mb:cjn, odakle sleduje m=c: (jer je b=n),

¢ d=mb, odakle sleduje d=b, (jer je c=m).

Gve je primer polugrupe koje se& ne moZe potopiiti u grupu. UopsStie, moie se
dpkazati da je za potapanje polugrupe u grupu potreban i doveljan teskona-
san broj uslova oblika: iz datog sistema Jjednakosti sleduje d=zta jednzkost.

Dokazatl da se komutativna polugrupa sa zakonom skradivanja moie (izomor

fno) potoplti u komutativnu grupu.

Teorema T Svaka abelova polugrupa sa zakonom skradivanja moie ge {izomor
fnoy potopiti u abelcovu grupu. |

rre dokaza teoreme dajemo jedan pomodni rezultat ( [9]).

_Lema 3 Neka je F abelova puiugrupaL M potpolugrups od P, fakva da je u
P ispunjen zakon skradivanja sa elementima i M, tj.
(¥ xeM) (% &,beP){ ax = bx =Pa=b).

Tudn se polugrupa P moZe (izomorfno] potopiti u takvu abelovu polugrupu P’
sp jedinicom 1 svakl element 12z M ima inverzni element u P,

Dokaz. Neka je ac¢P, xeM i posmatrajmo skup svih razlomaka oblika %%
Hazlﬂmcizg~i —5— su jedqaki akko je ay = bx,
Jedrakast razlomaka e felacija ekvivalencije, jer

Refleksivnost sleduje iz ekvivalencije

o

L
E - e LS

Siwetriénost, prema ekvivalenciji

O, b - : b e
T-=T¢:¢ay = bX 4= bx = ay<== TR

Trenzltivnogt, prema ekvivalenciji
& 5/\ F: Sy OYsDX ADZ Y e GyZ2+D0x2 A bax-ou X &=

& A Z
== ONE TCY e 220 % g=F -*E"" =“§--

Dawle, Jjednakost dva razlomka je relacija ekvivalencije u skupu svih razloe-
maka datog oblikae, Skup-kolicdnik je unija disjunktnih klasa ekvivalsesnénih
{ {jednakih) razlomaka, Skup-koli&nik demo oznagiti sa P.
iinoZenje u skupu svih razlomaka definisano je sa
L

114 . . o ___‘.h__ E
(1Y (% a,béP){’ﬂ‘x,yUﬁ)(I ; ..IU.)_
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]
Prema definieciji (1) moZfemo definisatl mnoZenje u skup~kolidniku P ,

Heka su.~§? i ~g* iz skupa svih razlomaka i (-é?}_iwci?i) odzovara jude kla=-

I .
se ekvivalencije. MnoZenje v P wuvodimo sa

@ (=) ()-8

' 5
Dokazati da je definicija (2) korektna, Koristedi jednakosti

[
i defifiniciju (2), vaZi ovakva jednakost

i—i’)(? )_(::)( g: ) odakle sleduje (%:g_) 2(%%)

Kako Jje polugrupa P komutativna to jeproizvoed u P komutativna i asocljativ-
q

b .
i T L t (S(2Y ( Y

| v . S
na ogeracija. Dakle, P Je polugrupa u odnosu na mnozenje, Skup svih razlo

maka oblika-—;—(zem), 8ini jednu klasu ekvivalencije i ime ulogu jedinice u
i
7, ti,
) o 2 02 &M 72 O
3Y {N=e? — 5 = _—— T
[:.-) ‘\?Laéd.‘)(¥x,ZEM}(1’ 7 ~ 7 &bx ¥ o L
- : A . : .
Haglomel oblika —=~Cine posebnu klasu ekvivalencije, tj. svi razlomeci tog ob=

lika su jednaki prema ovim relaclijama:

(b6} (Ix, yell) ({ax)y=(ay)x=p &X =T,

e b
(¥a,ver ) (3x, yel) (=22 €= (ax)y=(bx) ye= (ex) y=( bx) ye=p( ax=bx <= a=b),
Detfinisimp preslikavanje f: P —+P na ovaj nadin:

(VaeP) (IxeM)( £(2)=2%),

Dokazimo da Je f monomorfizam, Neka su a,beP, x,yeM tada vazi inmplikszcija

fla) = £(b)=> "-"~:=b; > axb,

tj. f Je 1=1 preslikavanje, Neka su,,zetim, a,beP, x,vel, toada vredi o~

Rezlomak —%ﬁ (x,yeM), ima inverzni element u polugrupi F oblika ~§E .

.%219 = Z ’ (ZEM).

Dokxaw teoreme 7. Prema prethodno dokazanom, za P=M sledi da2 je 2 gru-

p4a rarlomaka polugrupe P, Preslikavanje f: P-——*Pl jeste p o t =2 pan je

]
polugrupe P u grupu P ,
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Pat je skup Q. Skup svih preslikavanja f : Q-+Q, sa operacijom kompcziJ
cije cznafenom sa o, jeste polugrupa.

Prezllkavanje skupa Q u sebe koje je 1-1 1 na jeste permutacijs skupa Q.
Skup svih permutacijs skupa Q sa uperahijam o <ini grupu permutaczija.

Ovde demo datl resenje slededeg problema (([2]):
Pri kakvim uslovima postoji skup Q* s& grupom permutacija koji je prosire-
niz skupa Q, sa polugrupom preslikavanja skupa Q u sebe?

Najpre uvodimo potrebne pojmove,

Definicija 6 Familija skupova JE={ﬁi\iﬁi} je usmerena akko su zadovo-

ljeni uslovi:

(i) Relacija = je preduredenje skupa I, tj. < Jje refleksivnz 1 tran-
zitivne relacija na skﬁpu I,

(i1} Preslikavanja fi; za svaka  1<=i, gde su f{j : ALﬂwﬁjtﬂkva da je
zadovoljeno (1< j<k)

fjobe »Fue o fi -1,

gde je 7% identiéno preslikavanje.

Za usmerenu familiju ;&- posmatramo skup U(ﬂ;\i&I) i definig€imo binar-
nu relaciju cl na ovaj nadin:

Xd‘n‘}; Ry {gi,j,kﬁl)(xEAL, y“"‘ﬁ‘_it 2€4, , 15, jf:h}(‘ﬁ,g(:()=z, \Ejld.{:rr}:lﬁ}.

-

Cvo je ilustrovano dijagramom 2. @A‘ B;
\
o
*.-

Frema definiciji relacije 4, ofigledno da je J\ refleksivna i slnetriéna.
Dokziimo da je A i tranzitivna relacija.
Neku su  xe¢A;, yehA), wedp 1 xdy, welw. Po definiciji relaciie <., postoji
vilh,, j€n, len, tako da va¥i:
Pinty)=v, Yeu (w)=v.
Heka ie m= max(k,n). Onda va¥i:

(1 Fim (0=, 0 Ped ()= P (P (5= Pl 2)
=Y i P (3 =(F 1 0 Prud (¥) =¥ i ()
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LE
L 3

(25 Fem ) =P 0 Prun) ()= Py (P (9=, ()
o m (P30 =(P 4 0w V()= Pyl y)
Prema (lls i (2'5-sleduje Xdw.
Relacija d_ jé ekvivalencija na skupu .As U(A;l.i&I). ekz je ¥ klasa exvi-
velencije za x€A. Skup svih klasa ekvivalencije oznacime sa Ao

Delinicija 7 A, se zove direktna granice usmerene familije s}{upovajlq_ .

Zto damo oznaliti sa
A = lim A
Na slian se nadfin moZe definisati usmerena familija algebri,

Definicija 8 Usmerena familija algebri j&f je definisana na ovaj nadin:

(3] Relacija <« je preduredenje na skupu I,

(ji) Algedbre A (8, {iel), su fiksiranog tipa;

(33j) Homomorfizmi Tij algebre A((S)) u AjQ1, za svaki i#j su takvi
da je zadovoljeno:

Tijofie =P v i = (isizx),

Dirextna granica upova nosilaca algebri iz familije :* Zine usmerenu
famillju skupova. Zato postoji direktna granica Ao. -
Ha skupu Aece definisimo  n-arnu operaciju wo» na ovakav nacdin:
Neka su xjeﬂq y DLj<n, 1 neka je m gornje granica za ij. (ndz =u xj i

:*fa;ehmu relaciji 4., t]. :afé_,d;{:];, gde je xﬁ:‘ﬂ:}m (x)., Definisimo GJ na

cvaj nacin:

Lo,

r il{ — — — r 1
I - f
'\}} x" }ii...xnuﬂ - K4xz.---x‘,‘w.

Definle¢ija G Algebra Aﬁﬁigb' jeste direkina granica uzmerene familije

algzebri i oznacdavamo Jje sa 1imaQ.
Preslikavanje

#%R} : x—ig, za XEA,

[Ty
i-v':-r

Je hoemomorfizam iz Aiﬁn) u ﬁugéRT. Pored toga, za svaki 1<) wva:

Ty o froe fles

Proma izloZenom, vaZi tvrdenje ([4]):
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_Tvrdenje 1 Ako su.‘gé 1-1 homomorfizmi,

.
takvi su i homomorfizmi {j

Lopars o

ookaz, Neka su  X,y¢A{ 1 pretpostavimo da Je

Tiﬁ{x)z‘ﬂdg{y), tj. postoji j=i takvo da je
2= Fog (),
2 kzko su “ﬁfJ 1~-1 homomorfizmi, to je x =y, Ovim Je dokazanc itvrdenje.g
Heka Je data algebra Q(S?.) ga polugrupom monomorfizama algebre Q(Q.) u
<ebe, Dakle, posmatramo samo homomorfizmg algebre Qﬁl)tiiKgb koji su 1-1,
Nadal je, umesto homomorfizam jedne algebre u sebe govoridemn endomarfizam,

a 1-1 1 na endomorfizam zvademo automorfizam,

Defindcija lo Polugrupa =

je usmerena u ocdnosu n& deljivost 3 leva

akko vaii ova] uslov:
' y | 1
(4) (fd, A€ Z YA, HeE)(dar= A,
0¢éigledno, svaka komutativna polugrupa jJe usmerena.

Noeka je K klasa IZ-algebriri WEDeK, Polugrupa = dejstvuje na

Q uzajamno jedneoznacne akko za svaki element Ae Z postejl  1-1 endomor-

izam Odd algebre Q(_Q), takav da gu zadovoljene jednakooti:

)

(5) B, =8(°8, , Biol =1,

gzde Je 1 identicno preslikavanje na skupu Q.
gratkode radi, nadalje pisemo x_ umesto GJ.(x).

Na osnovu 1zloZenog mozemo dokazati ovaj rezultat { (21 ),

moorema B Neka je Q(§)) algebra iz klase K i neka polugrupa % dejstvnje

nz Q uzeajamno jednoznadéno, Ako je 2  usmerena polugrupa sa dvostranin

skracivanjem, onda postoji algebra Q‘LQ)EK sa osobinama:
(&) Q(_Q) je podslgebra algebre Q*(ﬂ};
. =
(7} 2 dejstvuje na Q automorfizmima,

, -8 :
(&; Svaki element algebre Q (S ima oblik Bd(a), 22 neko aeQ ide 2

T i £

(¢ (Y, ReZ)AAeZ A rAedod < A4)

(Yol @€ ZNIL, B TN <D ammdo Y = Bk AN (Q) S 47100
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Dokaiimo da je_relacija £ produfenje relacije r,
Neka su OL,E)EE i dri3, tj. postoje elementi 3\, -i,e;z takvi da jJe
Ask = Bui o AQEQ,
gde Jje 1 identicno preslikavanje. Odavde sleduje d=f
Relaclijan = je refleksivna i tranzitivna,
Helleksivnost relaclje <= sleduje prema prethodno dokazanom, tranzitivnost
demo dokazati,
Neka su elementi o{,/.fﬁ, X‘ €. i A‘Eﬂ,ﬂ)é? . Prema definiciji relaclije £,

posto]s elementi_lqj“.JCvﬁfe 2. takvi da va%i:

(17)  deld= Ao, AQ) =M Q).
T Y I S (e K= T ]

Neka 51 /"‘,_1 u relaciji r sa vg2 ,

3. j‘ rv 1 Nov,

cdakle sleduje jednakost
(12) v =jloh =Xoh, (h,n'e Z ).

s osnovu relacija {1£) i jednakosti (123 sleduje:
Jmlm{=ﬁqﬂdﬁ =ﬁwv=ﬁolhh=fh}%h' i

(Jon' J(QIE(Moh )(Q) = v(QYE(Mon)(Q).

Prema poslednjim relacijama, vaZzi ci;é:ﬁ“, tj. relacija <= je tranzitiv-

f0g

na, ¢ je 1 trebalo dokazati,

Jedan vaZan rezultat formulisdimo kao

Tvrdenje 2 Neka su )1/“E;Eﬂ fakvi da je

(13) A (Q) &= M(Q).
JnaGa postoji jedinstveno, potapanie Jh algebre le) 1 sebe, definisanc
na slededi nadéin:

(14) (% 2@ ( GloM ()= (x)),

Ove je ilustrovano slikom 3.
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Dokaz, Prema (13), svaki element A tx} moZzemo predstaviti u m‘ali}mu.ja"‘at (y)

pri lemu je y jednoznadéno odreden element, Ovo oznacavamo sa
A =dLof emd(x) =K (2 (0),

Sto je opravdano samo u2Z preipostavku (15).

Neks je ve 2 proizvoljni element, koiji primenom na (li) daje ovu rela-
el ju:

(159) {%er)(cJ\ﬂf‘G vi{x) = (lov){x)).
Iz relacije (lﬁ) sleduje relacija (1¥), jer je v 1-1 homomoriizam. Prema

¥
{15) vaZl slededa Jednakost:

(16) (A o Mov))(x) = (lnv)(x)ci—::ﬁf‘? v W)= v (x)),
odakle je

d (x) =j~;:r-:r(3~ (x3)) =(vf.}_’(‘*f{l(x))). tJ.

A = (j"wad (Lov)),

zde je oh potapanje.

Keke je de Z , n)  izomorfizam algebre AQ) u Q (8. Algebru Q)
potopideme u QO{\(Q) pomodu ‘& definisanog na nadin:
(175 (% xe@(T] (1) = Glog)(x) =nyl(x)}. ovo je ilustrovano slikom 4,

L—* . QY
tk\‘a,/l"/‘l' S¢ 4,

L)
Tyrdenje 3 Preslikavaenje ‘ﬁ( , Qefinisano u {17), jeste monomoriizam,

Dokaz. Neka su elementi X,¥€Q 1 ﬂ (x):‘ﬁ (v). Prema definiciji preslika-
vania *ﬁi izvodimo ovakav zakljudek

Pix) =Ty g 6d(x))=n; (Aiy)).
Kako je nJj 1izomorfizam, to jJe Alfx)=ci(3), odzkle je x=y.
Ovim je dokazano da je 7&; 1-1 preslikavanje. Kako jeﬁa = &Acgi}{x), ti.
kompozicija dve homomorfizma, to je 1 7& homomorfizam. Dakle.lyi je 1~1
nomncmurfizam, Ovim je dokaz tvrdenja 3 zavrien,

Nelka sua U{,B €2 i (i =/, DefinisSimo monomorfizam

\ﬂeﬂ‘:. : Q‘J\ 7 qﬁ-

ns ovaj nacin,



pco je o dlod =mof, MASF(Q), zalfeZ
ondn je tadna ovakva relacijs
: . A - .
(18)  (Fxe(f,, (=100,
1 .
Dokazujemy da definicija (18) ne zavisi od izbora f" LA,
lieka postoje elementi A tjsﬂ-fﬁ takvi da vazi relacija
{ { i 4
dod =mao M 1 A= M(Q),-
i neka je taéna jednakost
i !
Sov = Mov,
Onda je |
i 1 I o b
dodov =Aofov «RoMov =d ol ov,
skradivanjem s desna sa :i , S5leduje jednakost
::J\OVJ =l0v,
onda, . prema ekvivalenciji
(Rov' }(x) =(Xov)(x) &= v'(A(x)) = v(X (x)),
sleduje
: - ' -1 ¥ "'fi-i L
A(x)=v v{A{x)) 1 M (X(x)) =V I(v(A (x)), tj.
-1 e, -1 '
SO0 =(v M) (e X (x))).
Prema poslednjoj relaciji sleduje

e

- S Bt ' ' -4 ¢ ! T :
lgﬁ“"‘i:{_/“ov )10(lov)=(_ﬂ ov) ok DV)-:-,/UV vl=/" ’, t3.
JL 0-/."»1 _ ‘Yoj\-’l‘ -“1

Uodimo da je dijagram 5 komutativan, tj.

Qd ‘&ua_ﬂjlﬂ

- ;”

(19) ﬂm-_-ﬂi;fﬁ 1 \a/”ﬁ

Prema tome, tafne su ove relacije: Se. 5,
- 4
" -{ r -
T S A, . f
[% a0 fhoz‘“ﬁ‘“ G”ﬁﬂ‘g“" A0 [P= o> (Olfﬂ):: XY, dd=1.
- ] " . ¥ - . -
Ove dokazuje da (19) definiSe usmeren sistem K algebri 1 monomorfizama,.
BT 1. : * - . R ) ﬂ .
Neka Jje Q direktna granica tog sistema algebri, Q (3() ;e algesbra sa mo-
nomartl zmima
'i:?.'f;: fo!. : QAH*Q.*’

defini=anim sa
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(21) f.‘d{ =ﬁa;}.ﬂ.ﬁm Gd=3), tji. slpdeci dijagram je komutativan
Q'i——u—h—

AV

Na osnova (21) i (17) zaliucujemo cvn.
faaotan =1, A
= A(}lﬂfﬁz"}}d ﬁ(LJ\alU Yl.f;{bl_ ‘UI.{JJ_}
odakle sleduje Jjednakost
Ta0td =1Dm.lu.lc‘ﬁ;;a1 ,
Uvadino cvakvu oznaku
oty Q--"Q*, i
N -:uofoL
Ovom smenom se poslednja jednakost transformiSe u
ke =3‘D\tlﬂ.1 '
Iz protiodnog sleduje: za proizvoljne elementei,ﬂhjih—éi , vaizli jednakost
(22) R (%)) Sfaa (ol )(x)).
Dokaz teoreme 8 demo okondati time Sto ispitamo dejstivo polugrupe 2 na QY
Neka je.ne 2 i xtQ*, (xz\h}_.,(x), za AeEl ).
Uz protpostavku d\ﬂ:L=f3qﬂ , 238 neke elemente~ldﬁﬁ.2: , definisimu ovo
(239 A =Y M.

Axc u isto vreme vaZzil Jednakost

hod=fropM, M pMeZ,

to je m}iovlfjfov, za neke eleménte v,v'ggg, odakle sleduje relacija
0 Lov =/ n_ﬂ*ov =.ﬂoj‘0v'=<,{ulnv', ti.
Xov =dov',
Prema {235 i prethodnog, sleduje:
L) = Rov) () = ou o) (o) = T3 ()

Yoolednja jednakost dokazuje da desne strana u (Ej)nﬂ'zavisi ol Lolnpra }~Q/“f
Jednakost (25) definiSe dejstve 2  na Qﬁ; ako su o AeZ, i x=Tx{y),
Heka Jje, zatlm,

;¥k0\1_=ol?f1 , Sof = ov,

Onda ju vadna ovakva jednakost



2,

Yodo P -doMof=doRov,
1 prema tome, sleduje ovakva jednakost
AGOY =R TN =AY =AW Tr3))) =(Lo3)(x),
x01 =tp(y) = x.
Akc elesment =x  ima oblik#’f; (y), to se (23‘) transformise u jednakost
AH y)) =Ml {y)).

Prema tome, ako Q(Q) potopimo u Q*(.Q). identifikujudi x¢Q sa > (x), to
se dejstvo polugrupe = na Q, ogranileno na Q, poklapa sa datim dejstvom
ove pclugruﬁe na Q, Kako je |

ACH(x)) =HE(x)) =% (x) = x,
odatle sleduje da svakom elementu x¢Q odgovara takav endomor{izam A¢ Z
da je o (x)eQ, tj. svaki element algebre Q*(.(.l-?.) ima oblik J\_*{a), T acQ,
To pokazuje da je T4 inverzno preslikavanje za A , Koji je zato automo-

r{izam,
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2, POTAPANJE GRUPOIDA U KVAZIGRUPU

Grupelid 6 Jje kvazigrupa akko svaka od jednacina (pe x, odnosno y)
Xa = b, Ay = Db
ima jedinstveno reSenje u G, tj. ima jedinstveno relenje za sve elemente
n,b€G,. Jasnoe da je u kvazigrupi G zadoveljen zakon levog i desnog skradiva-
nja. Prema tome, da bl se grupoiﬁ G mogao potopiti w kvazigrupu potrebnao
je da grupold G zadovoljava zakone levog idesnog skradivanja. Dokazademo
da su ovi uslovi 1 dovoljni za potapanje grupéida u kvazigrupu.
U doxazu demo razlikovati posebno slucéaj levog, odnosno desnog deljenja.
Grupoid G'jﬂ desna kvazigrupa ako jednadéina
(1) Xa = b
ime jedinstveno relenje u G za &a,b€G, Odigledno, u svakoj desnoj kvazigru-
pi je zadovoljen zakon desnog skradivanja, tj.
(%a,b,ceG){ ac = be —» a=h),
Hokazaéemu ova] rezultat:

Lema 4  Grupoid G sa zakonom desnog skradivanja moZe se potoplti u desnu

kvazizrupu G*. Ako, pored toga, G zadovoljava zakon levog skradlvanja onda
G* taxode zadovoljave isti zakon.

EQEEELEHékE Je G grupeid sa desnim skyaéivanjem. Konstruisademo proSire-
renje G, grupoida G tako da jednagina '(1) ima jedinstveno refenie za sve

elementei ae¢G i sve beG, . Nad Skﬁpnm GULﬁJﬂkonstruiéema slobodnu polugrupu

Fosa jedinicom ( jedinica je prazan podniz), pretpostavljajudi da je Gﬂ&ﬁ:@.
Element hﬁF je svodljiv ako sadrZi podniz oblika

(=) amaP, afam, abp, cbp,
gde s5u el#menti a,b,cel sa osobinom abM = c.
U suprﬁtnbm, utF je sveden. Skup svih svedenih elemenata oznaéimn s 5. Sma-
vaiudi ﬁédnaelementne nizove za svedene elementé polugrupe M, odigledno
da je GF:{.S.

U slobbdnnj polugrupi ¥ definisaéemn binarne relacije b— jk na na-=-
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Cime
(1) Vi, veF (U Veamo Wy W BMAPW pr o s aWad— W00 oW Wirf oo uWy,
Wono oW BEBMVist oo oW = Woae oWiWing o oaWn,
WoeooW o BDMNLg o oo oWy |- Wy o 0 JWIW 4 oWy,
W ...w‘-cbjﬂiwg*f veoWq - Wy ...W,;W,;f.,---“-'n)-
Relacijin - demo produziti do relacije - mna ovaj nacin:
(i1} UpV o= Uk VYV - uYd =y,
O&igledno da je J+ refleksivna i simetricna :élacija.
Relaciju 4+ produZicemo do relacije & na ovaj nadin:
(111) udve= (T2, 32,y eens B3P} (urz,, 292.,...,2,0V).
Dokazati da je ol tranzitivno proSirenje relacije Jt .
Nekea su elementl u,v,weF u relaciji Jd , tj.
UAVAVLA =5 (T2, ,2,, ---:z}?.! tiaty, -*HtieF);{u}z 12 Ly g eeay By, VAL,
tfrtﬂ,.-.,tg‘ﬂ“'ﬂ).
Dakle, | je relacija ekvivalencije na F. Neka su elementi u,v,u' ,v'e?
ujv, uitv , odakle sleduje uudwvv' . Dakle, relacija . je kongrusncijs
na palagruni F Oznadimo sa T kolicnik polugrupu ¥/y - Prirodnc preslika
vanje ?ﬂ:natd: x=>x ( X je klasa ekvivalencije 22 x u odnosu nz 4.}, je-
ste homemorfizam grupoida G na F‘, 1 ima ova svojstva:
o -Hav) ¥(a)¥(b) = &b, (cG,bes),
Hagarm = uapam) =F(u)¥(a)P(f)¥ad¥M) = u, (uek).

Ak .ﬁ’ i P interprétirama kao mnoZenje i desnn deljenje, dobijumc pota-
panje grupoida G u I, ako doka¥emo da je 4{}G2= {{a,a}laeﬂ} , 1 da su
zadpvol jernl zakoni 1ev0§ i desnog skradivanja.

Neka su elementl w,veF, a,b,ceG 1 aﬁ = cC, Pcsmatraéemo cviakve transfor-

maclie:

(6 g,
|
\{jjﬁ napagy — uv,
{3
CI

' {ii3) uabmv —e ucv,

o 5
¢ {jv; ucbfv —= uav.



¥ake Je zakon desnog skracdivanje zadovoljen u grupoidu G, to Je eloment a
jedinstven, odreden sa b i ¢c. O8izledno, transformacije (2) skraduju duii-
nu elemenata iz ¥, Jasnc da se u konacnom broju koraka iz svodljivog eleme-
nta % dobija sveden element w'.

Neka su elementi w, 1 w, dobijeni iz jedne iste redi w, primenom trans-
formacija (aﬁ. Dokazademo da se daljom primenom transformaciia {;} o ele=-
i w, dobija jedna te ista rec.

mente L7

Neks Jje w oblika
W = uafajﬂafv .
Primencm transformacije (f) dobija se red W, = uapv, ili, primenocm transfor
macije (jj9, dobije se red Wy = uapv., Dakle, w,=w,.
Pretpostavimo sada da je element w oblika
w = uagpﬁpv.
Primenom transformacije (jjf), ili (j), dobija se rec
W, = ucﬁfv, ili, w,= uav. Na w primenimo transformaciju {jﬁ}, do-

i . et ]
bija se red w, = uav. Dakle, w;= w;.

Hajzad, pretpostavimo da je w ocblika
W= uaP%ﬂcbfv.
Primenom odgovarajudih transformacija (é), dobija se W, = uc?ﬁ”: ili,
Wy = unpamayv, odakle, daljom primenom transformacija (a), (odgovar:juiih),

doinzimo do jednakosti W' = w,, Jer je w,= uav, w,= uav.
Cvim Je dokazano* presek svake klase ekfivalencije u odnosu na o , sa sku-
pom svedenih elemenata 3§ je tacno jedan element, i unija svih klasa ekvi-
valencije, koje seku S; ieste polugrupa F. Kako je skup G< S5, to je G potop-
l1jen 1u F, Potapanje jeépéirodnc presiikavanje 'f}=nag*.

tdeka je 1T podalgebra u F:u adnosuy na operators /M iJfJ, zencrisana grupoi-
cdom G, Slika od T pri preslikavanju 70 =naEi Je T, T je grupold koJi sad-
rii G, U I'je meguce desno deljenje sa svim elementima iz G, tj. jednalina

xa = %, ( taT, a€eq),

. b L] ‘
ime rc3enje u T,



To refienje je jedinstvenc 1 izraZeno sa

x=taf’.
Ovom prilikom smo elemente skupa G, Jﬁ i,P identifikovali =2 njihovim sli-
Kama pri presfikavanju 7ﬂ . Preostaje, jos, proveriti moguérnost desnog skra-

divanja u T, Neka su elementi u,v,weT takvi da je zadovoljen uslov
(27 uﬁfké vﬂ/m(modd).
Pretpostaevimoe da su u,v, 1 w svedenl elementi. Ako su obdbadve strane jed-
nakozsti (2) svedeni elementi, to oni moraju biti jednaki, tj. slededs im-
plikacija je tadéna
uw = vwﬂug: v,
jer Je u G zaﬂuvoljenoidesnn skradivanje.

Pretpostavimo da je 3edna strana jednakosti (2) svodljiv element. Kako
je T algebra{lfhji} -reCi nad G, to je svaka podrec reci Utﬁ{ podred
elerenta v 111 elementa w, Proizvoljne transformacije (é} nzd podrec¢i reéil

uwju vr3e se samo U oblasti wu ili'w. Kako su u i w sveceni elementl
to znaéi i uf/i mora biti sveden element, 3to je protivuredno. Nakle,
prema (2), jednakost uv = vw je zadovoljena u G, i skradivanjem u 3, sledu
je w = v,

Keka je u G zadovoljen zakon levog skradivanja i neka j=

(3} ue = uﬁm[mod&},
pri ¢emu su, ponovo, elementi u,v i w svedeni u T.

Analognin rasudivanjem dolazimo do zakljulka: ako je sa jedne strans u (3)
svedenl ciement, to mora biti sveden 1 sa druge strane, ocdakle, u & Jje zado-
voljena jednakost
u% = UW.
Prema posiednjo] jednakdsti, zboyg zakona levog skradivanja u &, sleduje
v o= W,
f

g = L - I:. L b ] ) = o - ]
Ovim smo xonstruisall grupeid T, kojl sadrzi G i1 u kome jJednadéin=s (1, ima

- : i [ . . * 1 - ] .
jedinstveno refenje 2a proizvoelini element acG i bheT. Ako § zadnveliava za-



it a

kone levogz i desnog skradivanja, dokazali smo d2 su isti zadovoeljeni i u T.

Grupoid T uzimamo za G, 1, ponavlijajuéi prethodno nad Gy, dobija se niz gru-

polida

(=656, ...

Svaki od grapoida zadovolj%va zakon desnog skradivanja.
Direktna granica G” ovog rastuéeg niza jeste grupoid sa desnim skradivaniean,
Jednalina (1) ima jedinstveno resenje u G, jer za a,bel,, jednadina (1) ima

. Lol . o
resenje u G, ,, 1 z2ato 1 uG. Zbog zakona desnog skradivanja to reSenje jo
jedinstveno, Dakle, konstruisali smo desnu kvazigrupu Gf koja sadrzi G. &ko
pretpostavime da G zadovoljava zaﬁan levog skracdivanja, to isti zakon wvaZi
L €y ,0,, 0., t3. u G

Akg u prethodnom izlagﬁnju, gvuda re¢ "levo® zamenimo sa “desno", i obr-
nuto, definicijom leve kvazigrupe na odgovarajudéi nacdin, prethodna lema je
dokazana,

¥ajzad, uzimajudi grupoid G sa obostranim skradivanjem, to moZemsc U poto=
pitli u desnu kvazigrupu sa levim skradivanjem, a ovu pak u levu kvazigrunu
sa ddsnim skradivanjem, koju demo cznadditi sa Q. Proizveljna jednadina

(4) xa = b ili ay = b,
Zde su a,bél, ima redenje u Q. Ponavijajuci ovu konstrukciju, dobija se ras-
tudi niz X : : }

._‘

Q).

F L]

GEEQE

It

- (Q

il

Direktna granica ovog niza. jeste kvazigrupa P koja sadrii G. Jedasiine {4)
(n] . [aet)
imaju reSenje u P, jer za a,bel , jednadine (4) imaju resSenje u G , ti. u P,

Gvim smo dokezali ovakav rezultat ({21 ):

Tecrema 9 3vakl grupoid sa dvostranim skradivanjem moZe se potopitl u kva-

23 ErUn.
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I D F O

1. POTAPANJE UNIVERZALNE ALGEBRE U POLUGRUPU

Ovde fe witl data teorema Kon-Rebana { 3] ), Ovaj rezultat je copunjen
time Sto je dat dokaz da Je odgovarajudi term bezakonski.

Naf glavni cil]l je da dokaZemo da je prpizvnljna algebra podalgetra po-
lugrupe.

Teorems lo. Neka je QGQ} proizvoljna algebra, Postoji polugrupz {(FP,0)

koje zadoveljava ove uslove:

{1} Q je podskup skupa P,

(23 {-*.ﬁu:f:.Q,{l (JeweC) (X, 1 X3y snas Xy € QX X5, o X, W ®C X, Xgae Xy )

Dokas, Neka-je Q(Q) proizvoljna algebra, Svakom elementu w ¢ 5. pridruzi-
miy konstantu cue tako da razliditim konstantams odgovaraju razliciti eleme

\
ntl zskupa 52 .

. . . . O
Skup svin tako izebranih konstantl oznadimo sa C, tj. C = quthilj

Ms skupu CUQ konstruiSemo slobodnu polugrupu F,
Eiement ucgl je sveden = ako ne sadrii podniz oblika

(8} ¢ %,%,..0%pn: { %.€Q, CwEC)e
U suprotoom, element ueF je svodljiv,

Skun svinh svedenih elemenata polugrupe F oznacimo sa P.
Element vai™\p je po definiciji oblika

Vom oV Ve Y C X Xy e e X,V L ee eV, Bde Su vy svedend ili je neki od nlih

Drazan podniz.

Jednoelsnentne nizove smatramo svedenim elementima polugrupe, pa j=
izpunjen ovsd uslov:

(b)) Qo EEP, tj. Q=P.

Fefinicalemo preslikavanje \f) : F—PF na ovaj nacin:

1) {"e&uEP)(jD(u) dg‘f )3

fi1) i%ueF\P)C%{u);Eu) ( definisane je induktivno)}; tj.

(ilixl La u = %1112..-3{“, \-P(u) = ](, ng je x*xzticx“m = }:\( :":1 y 4~

S is;:agl,‘).

- Loy
_‘l
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(iv; Neka je u = v, Vo ees¥ C X, xl...xhv“hH v eV {( v; su svedeni 1li
je neki ©dé njih prazan podniz), ounda jJe
\p
] (Llj =1{' "Ji.--‘q_}('\fi*“hr “'Vi‘:-
Primenjujudi TP uzastﬁpno ng gvodljiv elément poilugrupe P, dobija =e sve:
deni e¢lement, tj.
.9
{ TGreN)}{% ueP\PY(F (u) e P),
U tem sludaju vaZi ovakva jednakost
Kk k
¥y = P,
[4
Ako svedeni element:‘f)(u) oznatimo sa\f!(u), time smo definisgali preslika
vanje Y i Fwp,
Dokazujemo da presllhavanae 5%' ima ove osoblne:
(i) (%, veF)(‘V{qu m‘f/EP(u)v] =\1/[\1j(u)v‘]
(i) CRu,vem) (Y (uv) =¥ fu ()]

Dokaz,

(d) Za u,v€P ovo je oligledno. Pretpostavimo da su uweP\?, vel,

pri Gemu femo koristiti ovakve jednakosti:
P |
(1) ﬁxiu) =ﬁg{u) ( pretpostavka),
b ¥ '
2y Y (uv) ajj(uv) (pretpostavkal,
S 2 . |

(j)“FL“P (u)f] =7p(uv) {( tadna prema definiciji preslikavanja fD),

Xoristedi jednakosti (f), (2% 1 (39 duka#ujemﬁ ove dve Jednakosti;

Wi

o e . ., .
(41w ¥ Py =F vy =P uyw] dﬁ?fﬂum.

a zatim,

1 -l , -
(M Luv) =R w)v] SPRPO v PP v =l =P v S (a)v
$to je 1 trebalo dokazati.

{i3) Ovu osobinu demo dokazati korlstecl {j) i hipotezu indukeije po

dufini elementa v,

Za u,veP tvrdenje jeiaéigledno. Pretpustévimc da Je element veP\P,Ako je

k' =Caﬂl---a( -Ela 2j¢at,a&'Q U“E*Qﬁg g = 8a

Viv) =FP(v) = e, 1

(B e0a8,W ), anda je
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(1)) TR W] =T P v “ﬁﬂ'ﬁﬁu)ﬂv}ﬂ Y[Yuyfivy) =
H[Ywa] =Y [ua] =T[uflv) .

Heka su v, 1 v, svodljivi elementi i v = v v, . Onda je tacna jednakost

(j:jf) “}/ (v ) =\1J[uvi v;_[ =‘V[\1V(uv1 )v;_l n\f/{"f(uv,, )"f(v2 ﬂ =1/[‘|’[1’( uv, Jlv L"lﬂ =
= “rﬁﬁuvi)TIvif] J*q;*tvlff(?zi] =*1a¥(v1vz} $¥Eﬁf(vﬂ . Ovim

je dokazsna osobina {jJ).
Na skupu P definiSemo operasciju o na ovaj nadin:
Ako su u,veP, onda je
(333) (t}ov}‘lf-f‘r’ (uv).
Dokezsdemo da je 0 asocijativna operacija na P.
Neka su eiementi u,v,w€P, onda je tadéna ovakva relacija
{uov]mw)'igﬂfffkuv)wj =£Tﬁhvw] = (uc{vow)), Dakle, (P,0} je poluzrupa,

Heka su &, ,4a 1 BE Q, waaﬂn . Onda je

{7

l"J(ic:m.ta.,I a ...aﬁ) = 8 8 ...8,0

(...{coa, Jo...}oa )

tj, svaki element algebre qéﬂ) moZe se predstaviti termom u polugruni (P,o0).

Aef

= cwox

1

40...Dxr1bezakanski. ' doka-

Dokazndeno da Je term T(xt,xi,...,xn,cu)
zﬁ ¢emo iskoristiti Levievu lemu koja glasi ovako:

ieka =su A,B,C 1 D reCi nad L = {%,a;b,i,..(,i} . Onda je tacrna ova elvi-
velenciia R

1. A=C, B=D (ako Jje duzina reci A jednaka duzini redi

AB 2. C=AX, B=XD (dA<dQ);

it
2
i

A

<&
I

| 3. A=CX, D=XB {dA>dC), X je proizvoljna rel nad I,

Cdnozno,
( A=CAB=D )V

AL = ODé=s { {(JX)Y( C=AXA B=XD )V

L (dX){ A=CXA D=XB).
Za prolzvoljnu asocijativnu operaciju o Levieva lema glasi ovako:
(A=C A B=D) V
(AoB)={TaD)e&=4 (F ZY(C=A0KX A XoD=B)V

(3 X)(A=CoX A D=XoB).



2adg femo dati dva itvrdenja koja su nam potrebna pri dokazu postavijene

Tyrdenie 1.Ako se na izraz T doplde proizvoljna re¢ X, dobijens redé TY ni-

ie izraz. Slidno, 1 XT nije izraz,

1
[N

i e omme e i i g me mam p—_ e — A — —

Neka su A,B,C 1 D izrazi nad 'L={},a,b,;..g(,f} » Onda vredi ekvivalencija
{ A#B ) = { CxD ) <=3 A=CAB=D.

okazn, <%= deo: neposredno.

== deo: pretpostavimo da je (A%XB) = (CxD).
Po Levievo]j leml ova jednakost je tadna u tri sluéaja.
1. (A=<ph) = {C#D) &> A=C A B=xD &> A=CA B=D.

0=AX, za neku red X, tj.

L

izruzu= nije izraz, sto Jje kontradikcija.
3. A=CX, 3to se svodi na kontradikciju.

fleka su termi T(xi,xl,...,x“,qﬂ} i T(yd,yz,...,ym,c?) iednaki, tj.

(ool oxdoadox ) = (Lol oy, Jos.doy ) =

T

(ol oz, ol dox ) = (...(ctoy1)ﬂ...)x“4)kan=3ﬁ &=

rl '.rt

{...{;woxi)ﬂ..)nx ) = (...(cfoyé)o...}ﬂy 29 AN Hph g N X, =T &

ﬂ"z '“—

- s e el ot g e skl g e e o W s o gedd s R el b oy bt o

> W =TAX =y Axy=yy Avses AX =¥ AX, =Y, n D=m,

n -4
Drugn dva sluéaja Levieve leme oipadaju prema tvrdenju 2. Ovim ie Ackazano

4]

1 I ' 1 1
i) Ako je (U} =(UaV')esy U=UaAVsV (G U,V 1 V su izrazi nad 1),

sl je #  bezakonska operacija.



U dalien demo dati rezultat opsStiji od teoreme Kon-Rebana ( {5] ).
Neka je ¥ beskonadan prebrojiv skup, D je skup konstanti i XD=f.

ad skupom ¥YUD definisana je slobodna polugrupa F. Uelimo u F elemente

colika
" .
(1,] dix‘dixliild“xndﬂ.‘ud‘
E;d(‘;‘ Sl “:{4,.1{_.‘,-.-,3{“"—" X j— x*#xi %_"'*xﬂl Id!ldil"‘"ﬁ“.‘.,{e D ( nEkl ou d-_.r IHOEE
. - . . ¥ v i
biti prazan podnizl, Skup svih nizova oblika (1) oznalidemo s& F

Neka je P polugrupa , ‘fj preslikavanje skupa D u P, definicszno na ovaj

nacin

K } A \F ]
1:4:"_ r;i"E,UJL: (dg)=dv )-
I‘ 1 - ot I - j - .
Svakom elementu TePF pridruzimo rni-arnu operaciju W ra P ne ovakav nacin

» + ! ' ! 1 [ ] 1

- Ry - . - R— ] 5]
4. prazni rednizovi kad god su dy prazni podnizovi,

. " I | | - a N N N

Algebra lei je F-pedajgebra polugrupe P akke su ispunjeni ovi uslovis

(1) =Ty
?

{ii) Posyojil preslikavanje WP :Sl—rF, koje Jje 1-1 i na, (bijekcija), -takva
da je n_=ud, 1 =zadovoljava uslov
b §¢ VOM v X X &;Q)( X X ft 5
i ed ] FY * :._q 1 }-, R | :{.‘ LA ] —_ 3411...]{““3}

Najpre, dajemo jednu teoremu sa konstrukeijom dokazaz, a ondz druru leo-
remu sz potpunim dokazom.

) . ' 1. .
Tecrsmall Neke je Q) algebra , T skip polugrupnih operacija oblika

1 'r..j {I“\' " - - ¥ . . » : . - N
(2), T:3 ~=PF Je 1-% i na presliikavanje sa osobinom n,, =ng' . leka je
T slebodna polugrupa nad QUD ( QAD je samo od konstanti algebre Qél}].
Heka Je ;%\ minimalna kongruencija u T, takva da vazi implikacija

r \ ¥

(;FM'JE'QJ)(%—H.! !a}_!"'ian(: Q)(a..‘ aiil!a“ﬁ =4 #a1ad||-anf& E.)' {f-f..‘:'_{_l:;, 2
T e - . . o ' . .
aerza je /L restrikceijas relacije na skup Q. Onda su ispunjeni ovi

= kangruencijé u algébri Qﬂﬂ) i koliénik~algebra Q/- 61} je

, ﬁ ﬂ - .
I'o~podulgebra poelugrupe _P%?{{ ,



{jd) Axo e fL familija svih kongruencija r, mlgebre Qd}) takvih s cu odge-
- : 1
varajuée xolicénik-algebre Qﬁiﬁn) F=podalgebre polugrupe, onda j= najasanji
element familije /3 .
, . f . . . __
{Jii) Algsbhra QL) je TF-podzlgebra neke polugrupe akko je ispunjen usiov
(Ya,beQ){adb =>a=b).
Nokazr  Relaeclju g cemo opisati detaljnije.
aeka Je  u«<T oblika
t=c C..4 8C Cw 16,eQD, ael WESI i a=a,a an.u)
Sy vesbo (o f Ee o malope LEy ¥ » s 4G g e sl -
Tada pisemo
/
U CyeselC iy &:aillianf C‘i“f P
liekn je W refleksivno pro8irenje relacije 11— , tj. yr Je definisana na
Wf
ovaj nadin:
[Vu,v;T}(u§v4=>u=vVu}—#va—u).

Relaciia o je tranzitivno presirenje relacije JA y Fd. ol Je defini=znna na

{:'Ifll:*-IE'L‘}L:u,}?.r'{::}(:]W, Wy ii,wﬁﬂT}(U'th{l Ve Way e -—:WQJ“V))-
Hedutinm, relacija g je wminimalna kongruencija u polugrupl T.

Zatim ,definisemo relaciju £ na nadin:

(Va,neQ)(apbe=sadb ),
Tokazati ds je relaciiz (b kongruencija na Q(Sl).
Herxao je adb ( a,beQ) i ﬁéka postoje elementi a*,a,,..:,ﬂ“,hq,by,...,hEEQ
Fakvi da o a=aiai...aﬂuq; b=b,b,...bnw. Onda Je taEnaéekvivalencija
Adi=3 @, Az.. A Wb, b bpW,—=ya,8,...8,03b,b,...bp 0,

tie Teluciia B j& kongruencija u algebri Q(Q).

ieka je eeQ i [ala [a]p su klase ekvivalencije za a u odnosu aa o ( f3.
Definiseme preslikavanje

¥, — Ty

ne ovaj nnﬁin! (VaEQ)(?’([&}ﬁ)}==kﬂ3).
Nipksrnalano da.je ¥ monﬁmorfizam.

Nekz s=n 2lp, [bh%EQk], tada jeiV([a]g)}=[élii *T[b]ﬁ;}=[b]3.



CEigledno da je taéna slededa ekvivalencija
Bl = L ey Tima) =T([A3)),
ti. a=b, uvim je dokazano da je Yo1-1 preslikavanje.

Heka je, zatim;, a=a,a,...a,w, ( 8,8 ,a,,...,8,¢Q), Onda vaZi
J__n:"iLr} 2 E& *_] iy E_ﬂ-;]ﬁ . n w [ﬂil-;] /Y 1 LE']'GL = [ﬂ;lJ\ [E. ;LJ\ P [ﬂu}{;‘\ )

homomorfizam. Dakle, W : Q/

* 72

-
i

. RV . 7 o
odakxls zakljudujemo da je \f P

MOnoTerilZiam.

Algebru 3 fu (1) moZemo posmatrati kao podalgeﬁru polugrupe T/} (50) 1zi-
majuéi da Je iala = [ald

Uve

[«

cemo izvesne potrebne pojmove, a onda, dajemo jednu teoremu {[5))

{a) Haka e Q{Q) alzgebra i W n-arna operacija na Q. Neka su, zatim,

L"‘-;‘.Iqlur}lj LA | "‘““Il-"-- Q i n=n|+ nl+¢ - .+n'¢( ( I'iv je duzlna OPETHCijE L’u_;u.r } -
Ako niz i,,1,,...,1, nenegativnih celih brojeva zadovoljava uslov:

: L2 ~;
OElylei-i"‘_’ n,‘+iii+nv

tada moZemu definisati polinomnu operaciju g na ovaj nacéin:

.Fh‘i:{i"':{“*_j = xi'-':{i.‘k‘u‘ thnix.'

(Mot Xy veeEae

Skup =vih tako definisanih polinomnih operacija oznalidemo sa 132} Giig-
leduo d=z ;"_ﬁ] ne zavisi od Q ved od Q , 1 Q‘L—_—;[Q]

Analogno, 8

A
a [§!} oznadavamo skup svih polinemnih operacija dobijenih po

. , N . ' . RS
mafiy (a) zamenjujuéi svaki element W sa elementom £ ( gde je M, =ndj.

Teorema 12 Neka je ?'-pndskup od P &iji su elementi oblika (1) t ne-

ka su ispunjeni ovakvi uslovi:

1

i
i I -
J Jﬁtl{{; E‘:l] z".I-’?EEE::UB' f EF ] x',ii-’xhjx L‘X 1
| .

ako postolji w E[Fq
takva onerecija da je zadovoljena ova jednakost
| i

* !
p . * — . -
Zi"'ujf'f }{{...}infi zf'..zﬂ' - 31 LA | 1-4 1.1..-3{“3’1 t-'ywlz

(s ¥ys o0 7, 6%)
onda postoll takva operﬁcija gﬁe Bf]

da je zadovolijens jednakost
J : J J

r 1 -

] - '

;*1i11‘='_}_{xzcj’llnzu_ i*y*-tlyi_* xyh‘ "-‘?MB'
K

Al yreitors

oo - * L o i ] - ' - L}
QUiL) Je W-podalgebra polugrupe akko je svake jednakost walovoljena

u T{F)}) zalovoljena 1 u Qﬁl)..
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Dokaz. Neka je ispunjen uslov (I) i neka je svaks jednakost talna u T{F)
tadns 1 walgebri Q). Kﬁkn je T slobodna pniugrupa to je
ﬂlai"'ang = hilb:.a“'b‘“z
' | ! T
zadovoljene u T ( ai,bé'c: 'Q,ﬁ,‘le[ﬂ), pa Je zato m=n, & ; =b,’, Zatc Jje u

svakej polugrupi tadna ova jednakost

w = L)
-r1leiixhj - K1f}:2..-xn L"l

DokaZimo da je algebra QCR) F-podalgebra polugrupe. Koristimo usiov

(jji) prethodne tecreme
(% a,b& Q){ adb da-% a=b),

Ne csnova definicije relacije I postoji niz elemenata u, ,u,,...,u, e T

takvih da je ispunjen ovaj uslov

. r\ - .
{\af (-Jaflail"'ranﬁfz)(gatQ)( E”"'_u.fl u.[l"'_u;_l"'l uy_.*f"' u.,;h :i

altko pnetojl operacijo Sfiﬁﬂ , takva da je tafna ovakva jednakost

) .
(a") uﬁ--a[aa...an\jau T, E"“af"*aﬂg u o Q).

Prema () 1 (a ') va%Zi ovakva relacija

R TT . a - _ - ’ -
I"na ..'I ,'.r = ?“Z iliz'a-,‘ szt‘iZJ'_n um"' z,ir-qE‘J-‘ h,"b --l-bmgt-tr'ag ]
| t -
pri femu je Jednakost b o= b,b,....0.W zadovoljena u algebri Q{1 1
- - E

1

i '

zy & QUD. Noo osnovu relaciﬁa: (a“) i {a ), uz u?lov (I) i koristedi da je

T slotodna polugrupa, pus#oji opeéeracija 'EE{FJ , takva da je ovzj uzlov
ispunjen

W 1 ' ] )
(") v = c,cpemc;, begaepl |

1w T(Fﬁ je zadovoljena ovakva jednazkost

¥ ' ¢ ! . )
- . : : : B = - . _
{::4 ).I I"'-"j ".Cl‘l bi '-'blﬂn.f cli'lc!"}ﬂ. — c#“'ci'i b‘- -.Qbm Etp.-cﬁﬁ —'uh;-: 1
{ .-.w} oo - b b E' S 3 14 1 bri Q(Q} It ST ( v 3
\LT-. in-"—\.a‘ - qcll“ FEL ] iy jll-_'.- iﬂr‘ za DVG aena u a: EE rl - - INE] il il 'J'.,l a 7

Vi .
i (a ) sleduje ovakva relhcija
= C ¢c;. b oG c§=c c... b b e, ¢, 7 =
.Il" 1._* 1.'1' P ..L'Il-'. .'j\ ;l'l‘ L..I,T .lli'l [ 1.!’. PL/
= Cyeeal; 4BC eCLY ,

cdawle, postojd niz elemenata W, sl eae,u,eT takvih da je ispunjen uzlov

.rl
CIT]



Na ¥raju, preipostavime da su a,beQ i adb. Prema definiciji relacijed
i prethodnoz, sleduje da postoji niz elemenata wi,wi,...,wi;ﬁ T takvih da
j":_: a-i""_' !H‘I—-ﬂﬂ-wlzt-"_'_ - » * wi' "'_.-Fb’

. L ! ' ’ ! i r
pri cenu pozmioje operacije 5 ,VLE [F 1 , takve da vazl ovo

Bi.eab G wg b .. b i

;:bJ"'bME’ b =bl-?¢erL-I

=

Prema poslednjim jednakostime zakljulujemo da Je a=b., Ovim je teorems doka-

ZAanA .
Newa je element uéeT oblika
Ako su ovi podnizovi dy, ( v>1l), prazni, onda se teorema 12 svadi nuo Lecre

mu Non—-Hebans,
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2, TPOTAPANJE UNIVERZALNIH ALGEBRT U GRUPOID Z2AKONA

XY RZU X% = X7 TR X

Ovde de biti datl potrebni i doveljni uslovi za potapanje proizvoljine
algetre u grupoid u kome vafi entropilni zakon
(%) X¥p2lag = XZayur* .
Glavinu ulcgu u dokazu ima term xaxayss koji je neprqgenljiv prema Za
voru (2). Navodimo rezultat M. D. Predié ( (1] ).

Teorema 13 Neka je Qi) proizvoljna algebra. Postoji entropidni grupoid

(G,0) kXojl ima ove oscbine:

t1) Q je podskup skupa G

(2) Ako jeuaeSIHto postoji element UJ € G takav da su zadovoljeni us-
Tovi

(1) (¥ x, X gpeensX, 8 QIX, X500 X, 00 88X, X, 000X ,0,0,.--0 (D=2},

(& xug = xWo,, {(n=l},
(BI} LLD=EEGM (n=n),
gde Je
det

Xy0,, == XWolyoo,

Najipre, uvodimo poirebne pojmove i opisademo konstrukciju trafencg gru-
poida,

Nekas Je G; minimalni skup koji zadovoljava uslove

(1) QI je podskup skupa G,;

{ii} Ako su u,vé&G,, to je i uveed, ,
Ovim je konstrulsan grupoid (G,,0), gde je wuvo iiuv-.

Neka je, zatim, 0’ mipimalni podskup skupa G, sa osobinama:

(3) Quii je podskup skupa O,

(ji) Ako je well,, u,ve@, onda je uwwuv:leaﬂk

Na skupu ©' definisana je operacija uws koja odgovara we Stu



£3.

1
speracila WD

je definisana na ovaj nadin:

3
Za sve elemente ¥, ¥, 00 01¥y ¢« 0, we S,

(def

(1) ¥ Yoo es¥, w0, ==Y, ¥, 00, 00 v0y (nEiE‘).:I |
(2") yu;él-go ywo,, v (n=1).im'ﬂ
{3”} gfiﬁahwoﬂﬁ | (n=a),
gde je i
xyﬁmdgﬁ XLy 0@ .
Ko skupn G4, definisena je binarna relacija i— , a zatim njienc prosi-
renje de relacije ekvivalenclje.

Definiclia 11 Neka su=ft+}t1£G},bnda'je f;hﬁ3tz akko se

t oo

Py

Mo

T. d

ITT.,

2
I
i
(]
fn ™
05
=
-

Zatim, pomodu relacije

Vbt

ty

moieé dobiti izfterma t, zamenum"j&dndg poedterma 4 od t, ter.
| - |
ghe - A 1A mogu bitig
uveir, v, ee, /A= uu,evv, se;
xlx:...xnuf, A= X X, ..x,w({BEQ),
Noka su X, ,X,,...,%¥,€Q 1 d = x¥x1.L.x“u? QiEQ), tada je /3 term

4y 't_.l}-—:"'t:, t»,t'l—'"-tl. | 'f:r ; !

~—~~ na ovaj nacin

produZimoe do relacije

def

)( t'rt}_ <= t*}—‘tEthi——tq\ftiﬂtj).

r definiSemo relaciju ~—~— ovako:

def

gzgijttrmhthquﬂjyl,yi,...,yﬂe,Gﬁ)( tqry!, YeX¥yoeees J.7 t 3.

-

Texo dobijens relacije imaju ove osobine:

Relacilja

Relnclia

Hplaciis

i relacijs ekvivalencije. Dakle,

f—

cije

r je refleksivna 1 simetrina na skupu G,3 |

~~ Je relacija ekvivalencije.:

je refleksivna i simetriéna, Sto je po definiciji odigledno.

1
¥

Tr

»ato

je, w stvari, tranzitivno profirenje relacije r, pa je

relacija -~~~ je minimalno produienvie rela-

do eokvivalencije na skupu G,.



G o

DokaZzimo da je -~ tranzitivno proSirenje relacije r i da je -~~~ ko-
gruencija na {G4,0).

Neka je ty~t, i t,~1

;» odskle je, prema definieciji reiacije ~~

tadno ovo: :
def
ti L tl = (3}74 g:}rijilt':}rhé GJ)( t"r.y{l 31'['}':,--.| }'Hrt‘,‘),

de 1 ] r I ' . X
t]‘_ s tf_i QJ (J 3‘1 I:{ér }tt-’y;,e G{)( tlw{ » Y{I'_Y:,4.--.‘YPI‘ tj}, i'._}'

' t ' |
(7 YooY t"’l}rniylf:ff:l"'ly,‘-:e G.;)(tfryq13’.,1'3’11"-!3’“1‘1;111:11'34:---s
def

i t !
Y, XV, s eeas¥pTly & Lt ),

p

Dakle, -~~~ je minimalna ekvivalencija na (G;,0). Zato je G, ™

i
kolidnidki skup. Na koliénickom skupu G,|~ definiSemo operaciju , %A na
ovaj nacin: j - 'é

R, €0~ e, W Eot,) (T, 1T, s odgoverajute xlase kv

valencije elemenata {, 1 t,¢G,).

Neka su t1,t1,t1,t;E Gy takvi da Je zadovoljeno ovo:

ty~t,, t,~*t,, to je t,=t,, *t,=t,, odakle sleduje
. :}‘ .

S - = dof e — 2 ,

Boaty o= et @ t oty = t,of, <.=-g4 t‘ot: ~- %, ot, .

Gvim smo dokazali da je +»~~ minimalna relacija kongruencije na (G, o).

Zatim, dajemo jedan pomoéni rezultat potreban zs dokaz postavliene teore-

me ., j 5 i !

Lema 5 Ako je uﬁ?D? i ubl—v, onda jé i ved,

U dokazu leme 5 razliknvaéemﬂ tri slucaja

1. up—v, 2. u}:fv, 3. up—v.

I . L

1. 7 ovom slufaju, najpre, dokaZimo ovakvo tvrdenje

A. Ako Je t element skupa ﬂ; onda je sv%ki podterm od t, oblika
uvsir, v, 9%, element skupa Oui zato zadovoljava uélov v=u,=u?,u1ﬁ§1

Da bi ;mn bGtVrdili AL pmsluiiéemﬂ Sé indﬂ%cijam po duzini elementa t,.

Heks jg duZina elementa t jednakﬁ 1, tj. gﬁt)Ql. Tvrdenje A. je ocig-
ledno. fretpostavimo da A. vazi u sludaju | S(£)=n: (n>1l), i neka je ele-

mer;h £ oblika

t = tgﬂauﬁznu, S{t)=n+1



T e

]

i A = uveu,v,ee Jje podterm od t. Term A je podterm od t , iii od ¢

pa tvrdenie A. Jje tadno prema pretpostavei ( jer je {;(q)*fn), E;(tﬁ{n}.
ako ol nije podterm niti od t, niti od t,, to element t mors biti

(i. Cvim Je& osobina A. dokazana,

' '
Prema A. svaki podterm od t€ 0, oblika wuveu v, es Jje element skupa

2. Dakle, term koji moié biti promenjen prema zakonu (Z)} pripada skupu Gz

pa je zato nepromenijiv prema (Z2), Dakle, zadovoljeni su ovi uslovi

{4} Uj—v =2 u=v, ue 0.

Prema (4), %z ul—v 1 ue O zakljudujemo da je i ve 0.
l_._.

U slucajevima Ujp—v i R =V, lakc se dolazi do istog zakl udks,
L) | M

Dokas tecreme 13 HNajpre, hodemo dokazati da je preslikavanje

r: Q-=Q[~ definisano sa
(¥xgW{ f(x) = x) (X je odgovarajuéa klasa ekvivalencije u cdnosu na
relaciju — ), pno tapan]je algebre Q@li u gfupﬂid zawxona [&).
DokaZiimo da je f 1-1 preslikavanje,
Neka Je
Flx) =%, fly) =¥y {x,yeQ), i X = v,
T znadi da vaii oveo:
[;l]uq.*u;,’,.,uﬂﬁﬂi}( U, p— Wy U b Qayuesy Uuyb— 2y X =u,, ¥ =u,).
Kako je Q=0% to su x,yg;d i, prema prethodnoj lemi, ui,ul,...,uhe,ﬁi
Detfinisademo preslikavhnje “F? podskupa skupa C u skup Q na ova] nadine
Wred! P(x) ¥x), B
(Vo 100t €GB, E et ZEOCEE8,) .. 0t 0),  (wefla).
Tako definisanim presiikavanjem se niz elemenata
(5 T
preslikava u niz
(67 T, P, .o, ()
elemenata algebre Qﬁz),i

Elementi u; imaju osobinu ugb— u;, , odakle je, premo {(4),

Ly =U, ¢ P2 je zat'c: i \P(ut) i':e#ﬂ\P(uu-i)-



4.

Iz relacija
Wb Uy, ulk-vug,...,uﬂfﬂ—~uﬂ, X=U . Y=u,
sleduje relacija
{7) “ﬁ’(u,) =“P(u£) =...=‘{}(u“), a onda, prema definiciji,
M

L 3 4
5} ~F "uu'-‘f = X, \{v(uw) ﬁyl Jer je x = U,y J = U,.

Prema relacijama {7) 1 (8) =sleduje Jjednakost X =y, Ovim je ‘dokaz

je f 1-1 preslikavanje,
Jvedimo, zatim, ovakve pojmove.
{ -q\.-[e "'-; IJE — .
(9 PG;[ , Xy %' == Xyo.
Grunoid (G,e) Je entropiéan.
Neka je, zatim,
~—199 -
Q {_x I xe Q}J
- i "
i u 9 ¢emo definisati mn-arnu operaciju W 1 binarnu operaciiu .o’

1iv:

VL4

o

L{I‘E_’

(10} (¥x,y € Q( xfu = Xyrus?),

il ey

{%Li!,&zytiug-xme_Q)( %"izaoti“w = K'K ti-x m )

' ) :
FPrema definiciji operacije wr , (9) 1 (lo) zakljudujemn cvao:

1o ds

foovaj

P ”I"] )] Li?'_f’_ F ! l.:iﬂp
'l.‘_l K :{ }:E'..x LL:] i }[ I ...K“H.'? ——— I' lltixuuw‘jmiiiuw _—
! .-__--_-_-"-.‘...‘___-.../
—_— JE[XI.-.XHDiDM-..DW n-—_ '
oy = oadeb o de L
{ I:II 2 = u?' = Xuro,,, Y= X Cu (Il ¥ 1),
J —

{j- l'| II‘Ct.E Lrt_,':lbui ((e L,L‘JLLS' _}u (n=n)
Ovim je konstruisana algebra QGQ}. Preslikavanje f : X-—X je epimorfi~
zam, [akle, prirodno preslikavanje £: Q-—=Q jeste 1-1 i1 na homomorfizam,

Aloebhe Q(Q) i ﬁ{ﬂ} 'su izcmc}rfne.

Algretra Qda) je, po konstrukciji, sa trazZenim osobinama. Zato je presliika-

vanis T potapanje algebre i) wu entropiéni grupoid

Time je teorema 13 u poipunostii dokazana,

loposredna peosledica teoreme 13 Je slededédi rezultat.,

Teorema 14 Ako grupoid zakona

(;':.1 } PI(}[,‘,X‘._, L -..,]E“,-Kj:,y:}.m F‘L(xﬂ ,I_‘__, ----;JJ.E“,}C.,H)

M

A '-"10;} .



4 a

ima osobinu

B. Temn F,(a,a,...,a;g,y) ( a je knnstanta),ije nepromenliiv prema (2,),
Ste znaci da se termi El(;,a,...,a,x,y} i F,(a,ﬁ,..,,&,xfy) poklapeju,
onda #ne svaku algebru (8 poestoji grupoid (G,0) u kome vaii zaxon (%Zy)
i zeodevoljava ove dva uslova:

i) @ je podskup skupa Gj

(ii) Ako jJe uﬂEfRn onda postoji W € € tako da su zadovoljeni ovi us-

lovi ¥ ; |
|
{ } SR IR éaQ)(x,xJ...x W =X, X,...X, ?Ecﬂf..ﬂ ( n=?2),
S w
| -1

(33) (¥x € Q)(xw= x& o, (n=1),
(3330 o =Jhﬁeu,(n=o),
gde Je
ihﬂi...,iix,y).

Doxen. Dokaz jJe analogan dokaszu teoreme 13, pa demo ga ukrotko ilustro-

vati,

Heka je G, minimalni skup sa csobinama
Q52 Je podskup skupa G;; |
Ako su u,ve G,, to je 1 uvesG,. (G,,0) je grupoid, gde je uvo == uve.

- t 1 - ] L] - -
Neka je, zzatim, G minimalni podskup od G, sa osobinama

au &l Je podskup skupa d';

H ) . ' : .
Ako jew e, 1 u,ve0 to je F,{w, ..0.,m5u,v) €0, Pored toga, na skupu
. . !
L} defirizana je operacijs & na ovaj nacin:

¢ .- ,1‘* -
k-i,‘f"“u_f“l_.i.‘f'.q!‘u“'{.; u }(v\@ éﬂh)

; |
! o 92t | -
(i} u (Moe W n® = U U,...00,0,0 «..0 {(nz2),

e e . . n-r
f1i) ua = w0,y (n=1),
Liif} Iéﬂtnud (n=0),

lef

liT-jGiNn F (""‘U’ H—-"i--.,*-du U)

Delivisademo binarne relacije j— 1 ~~~ na G,.

cefinicija 12. HNeka su t ,t,,eG,, onda je t &—1, akko se

5
1



4L,

term L., moZe dobiliti izéterma t, zamenom nekog podterma o{ od 1,
/A, gde i /D mogu biti:
I. OL = FA(KUE_-”--HK-,.;K:Y}; '/?)= Fz(x‘:?:{zi"'!:{hlxly);

I1. Aka jJe J\'=xlxi...xu.r, onda je /A =X X,...x,w (B€Q);

171, WNeka su x{,x;,...,xwé;Q, A = X, X, 00 X, ,00 A je term {red)

Tefinisademo binarne relacije —1i —~~ kao i u sludaju prethoine teoreme,

A

Lema 6 Ako je uc;qﬁ i ur-v, onda je i1 ve0O .

U dokazu ove leme raﬁlikujemu tri slucaja:

uf—v, u—v, u—v,
i ] il

heka je ﬁ}—~v i uweo . Dokaiimo tvrdenje:

€. Ako Jje element tG;Uh, onda gvaki njegov podterm oblika

a4

Fi(xi,xl,...,x“,u,v)' Jeste element skupa O , 1 z2ato zadovoeliiava uslov

=X .= ,::{H =UJIU-:-"EQ.

U dokszu tvrdenja C, koristimo indukciju po duZini elementa +.
Tvrﬁenje; C. je oéiglédno u siucaju E;(t)=l.
Fretpostavimo da je Erﬂt}sn (n>1), i term ¢t je oblik=zn
t o= Fo(wu oot L, t,).
cezno dx sme time pretpostavili da je €. taftno za g(t}i_n_

Lodtermr od ¢ oblika FJ(XJ,Kl,...,XH,u,v) ie podterm od tf ili ed t

™
.

na 3& tvrdenje C, tacno, U suprotnnmg t mora biti F{hﬂﬁﬁ,...;b}u,v). -
vim je O, potvrdeno.

Dokle, prema C, zakljufujemo ovo:s

o

svaki podte}m od t oblika Fl{x4,xi,...,xﬁ,;,3) jeste element skupa O ,

pa je 5 toga promenljiv prema (Z,).

takle, 2a we 0 i ub-v sleduje u =v, tj., ven

Hadﬂlje.je dokaz tecreme 14 istovetan sz dokazom teoreme 173,

Na osznovu prethodna dva rezultata moZe se dokazatl mogudnost potapanja

prolzvoijne algebre Q(Q) u grupoid u kome vaZi zakon:
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{55;_) KywZUuk¥ = HUFLYREX
(23} KY mZUM % = uyzx**?i}‘ '
pri Zemu je odgovarajuéi term  xaxyaxx , za sludaj zakona {Z,), odnoznao,

ayxxaxx u sluéaju zakona (Z,).
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3. POTAPANJE VUNIVERZAINIH ALGEBRI U GRUPOID U  KOME

VALI SKUP ZAKONA S (%)

Ovom prilikom bide navedeni potrebni i1 dovoljini uslovl za potapanje pro-
izveljne univerzalne algebre u grupoid u kome vaZi skup zakoma 77 i#} . Taj
uslov g;asi:

Postaji term " t(x,y;%), formiran od dve promenljive x, y i operacijskog
simtola » , takav da operacija e definisana sa (E)

(E) xyn‘gg t{x,y;%)

ne zadovoljava nijedan algebarski zskon (osim x=x), dok % =zadovoljava
sve zakone 2 L¥) ., Ovo su dali Marica i Slavida Presié ( [13] ).

Teorama 15 Neka je Q(S2) proizvoljne slgebra i 27 (%) skupn zakona koji

zadovol java ustov ~{E). Pastoji grupoid E}w=(G,ﬁJ u kome vaZi skup zakona
= {#) i ima ove asobine:
(i) 12 je podskup skupa G
(i) Eabﬂé~51n postojl element el 1 term qu(x‘,xi,...,x“,aﬁ;u), for
miran od promenljivih x,,%,,...,%X,, konstantnog simbolae e, tako dz2 su za-
dovoljienli ovi usiovi:

(Vwe o) (@ = @ ),

‘k“rx“:-:”...,x"t Q)(xi xii...xﬁu}=tm(x1 rxjt!'-:xu:ﬁ")}: (WE:‘FEH , nZl ),

Eal

zda de
Xye == ‘t(:{,y;y{-).;
§=jvre, dajemo potrebne pojmove,
(a) wHeka je G4 minimalni skup s2 osobinama
W4l je podskup skupa G,
Za w,ve&G,, vail uvexeGy,
Giupaid g}-={Gf,#) kongtruisademoe kao algebru X -vedl nad QUG .
(b} Skup G;; Jje minimalni podskup ékupa G4 S8 ogobinama:
S je podskup skupa Ge s |

Ako su u,vE&(G,, to je i uve €G,, gde je @ operacijs definisana
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termom t(x,¥3%*)

{Defs) xye 'iétl t{x,jé‘;}l-)-
(c) Za svaki elementiw € N definiSemo operaciju w’ na nvaj nacin:
(Defﬁﬂll) (“ﬂtx,-,xz,...,xhc;f? .)(x‘xl...xuu.: =tm(x{,...,xh;uﬂ,u), {n=1),
Us = AT, ( n=o),

gde je t_’u{:{‘,x:,...,x“,mi) term, formiran od promenljivih x ,x SRR

konsianingg simbola W2 - 1 operacijskog simbola &, Skup svih tako definisa-
nih operncija ua' aznaéiéernu sa
ﬂ"fip{m'lw.&ﬂn} .

() Hoéimo minimalinl podskup Gg od skupa G, takav da ima osobine

QU Je podskup skupa G, ;

i
Ako su v, ,vi,...,v“r;f}ﬂ y W €& itn (n=1), onda je v, v,...v, V< G

Prema ove] definiciji, elementi u Gﬂ su oeni oni elementi (termi) iw G,

£0ji =e nogu predstavitli pomodu operacija iz 9-‘ .
g; Minimalne relacije kongruencije generisane, redom, sxupcm algobar-
sikih zakaona 2> (x), pdzij:ivnim dijagramom algebre TabQ(Si), deTinicijom
aperacije eo,(Defe}, definiziﬂijum skupa operacija 13 , (Nef Sq?_‘ Y, oznacide -
mo ih sa: Ty MQ. gy )
Drugim recima, 2a sve elemente u,ve€ G, pisemo:

o~y Gl_-—?-:" 2 ()b~ u = vy

ur--rd.r ngan-‘.Qf’}—uu = v,

PR Jéf[)ep (¢} —u = v,

uw_d.r--‘-l-_f-..f{)eai (.Q')\--u J:: V.

-5 i

Sta ustvari, znadi uﬂ-;i;tr?.f Elementi u,veG, su u relaciji —, Aazko na
2SNOVIL SKUNA algebarskih: zakona >, (-xi) i aksicma jednakosti sleduie jedna-
kost elemenata u i v, Pﬂdsétimu na definiciju algebarskog zakons.

{-"-)j

Berinicija 13 Zakon nad 58 u alfabeti X Jeste par (w, ,'.h}i-;"-:;gjg

t1d dednakost wWo=w_,

1 2
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Cpifimo .pozitivni dijagram algebre Q(), tj. TabQ(R), a onda 1 TabB?),

Pozitivni dijagram algebre Q(ﬂ}_ je 7ab ()  a to je skup svih Jednakosti

okblika
P:i;‘::-:--.xnwlxi (}[“K‘,_,.-.,XK,X&Q, Wi E QH , nzl)'
[ .
Tab Qi) se dobije kada se svakl element «w? u prethoednoj jednakosti, zame

. ¥
ni za W & 23
() Hinimalnu kongruenciju na G,, generisanu sa ~, g, . "

oznAacicemo sa. —

| r

MNa osnovﬁ ﬁrethodno uvedenih pojmova dokazujemo ovakvo tvrdenje:

Tema 7T Héké je d\ jedna od relacija —~~, , ~, 1t —e o TR i3 jed-

ne od relacija ~,, ~g ; ~7p . Onda vaZi ovakva implikacija

{ ¥u eGo A uddv) uﬁ(]?{e{}g}(v@v').

1. u~—v, 2. u—~—V, 3. u ~uv, 4, U ~gv .

e [ J 3 il L - » art
J sludaju u~—v, term v je bas u, jer { prema (E)}), svaki term moie

¥ L]

=t

blii predstavijen sa e {ako takva reprezentacija postoji), i odatle, na jedin-

. 1 _
stven nzéin sa operacijama iz L2 I .*

* j'I! = + - :a.
2. TekE Su Xy,X,,.0..,X,€0Q0 1 ue Gﬂ ima oblik
o= U(...Ifxi...}iﬂ'«ﬂ---)a

Ako podierm od od ui X4Xz..aX,WJ) zAamenimo sa X, uz uslov X, X ,...%,"=Xx,

rigvodoblijeni term je element iz GQ . S1iéno, ako u termu u=ul...x...)
podferm x 2amenimo termom X, X,...x,wr; to de term ul...x;x,...x, w..)}

bitli element u  Gf). Kako se ~—~q mo%eidefi;niaati u konaénom broju svakvih

zamena, %o je tadna ova implikacija
(ueGR f\umqv) => vei .

- o Il u . § i . - At - " l
3, U slufaju u~gywv,(prema definiciji operacije @), zakljudujemo da je v

jednaks =2 u,. Isto vaZi i u sluéaju upv,

(1) 1 slulajevima UV, WV, unsgv, (za u&GQJ, jednoznacno adreden ele-

[

ment v je basd u,



Nokaz teoreme 15 Najpre, dokazujemo da je prirodno preslikavanje

f i@ X -—»X

izomerfizan ( x je odgovarajudla klasa ekvivalencije za xeQ),

ke

Heka ¢ % -

L=

]

v (x,yeQ) i X,y su klase u odnosu na relaciju -~ .

Prema definiciji relacije -~ -postoji prirodan brojn 1 elementi

114 !utlrtwtun; u{= x!l }r uﬂ (u'ic'Gl)“
takvi da su tacne ovakve relacije:
Uy W 113 Ue mHaea 111 ug ~ug,, 111 U ~gii (ii=1,2,,..,0n"1).
Detfinisemo preslikavanje ¥9 na ovaj nacin:

)ég#xl

(30 “Pix (x €Q);

(3i3) Ake je w'e _ﬁ'wj, “P{WF)LEFW;
(Jdj) Ako JEUE&Sl;. (n=1,2,...) 1 t,,tl,;..,tnfiﬂst, ond=
Pltot et W) ‘.i.iwct,,rl’(tl)..sf)(t,) ur, .
(V) Akc je teD i postoji t €D take da 2, (%), Def(e), Defvﬁ}rﬁt=ti
onda ¢

Fu S .

Prema definiciji preslikavanja LP uslovi {j)~(jy) su uslovi homemorfizma,
C

Da Ze (jv) tadno sleduje prema (i),

Precslikevanjem HP niz elemenata Ugpsl,peeeyUpy preslikava z= 0 niz ele
menaty aloesre QL) !

- FI . '

{.il) \-{wl\ud)j\P(HZ),J-p,\P(qn)[

Ako vazl jedan od uslova:ui—lli o, Wy, Ui U, , U, gt
onda [ po lemi 7) tadna je ova jednakost

. . ;
Plup) =FPlund v ws.

Zakljucak nrethodnog je

% z“?(ud) =\P(u,_) =.”=\P(uu) = ¥,

n

cdakle sledulie ¥ y. Time je dokazano oavo
X =y = X =Y,

L]

ti. presidiovanje I @ x-—»X jeste 1-1 'préslikavanje.



Heka Jje
- , - o def —
G = Gy~ x:,r*m}xy;e- .
OZigledno da je g‘%ﬂ,%} grupoid koji zadovoljava iste zakone » (=)
b n
Gto 1 \3, =(G1:-.‘t}.
Neka je (-J-Jé‘!{ﬁl er}
U zkuapu é definisana je operacilja w ' za svako W « Stn na avaj na-
cin:

l;{—J'?-i-U' ({U’Eﬁﬂ}):

X, X, .. X0 = X, X,_-*'xn;' (we p, naxt)
Alpgetra E‘J{Q) je tra¥ena algebra izomorfna sa Q({?). I zomorfizam je prirod-
no preslikavanje

f 1 Q—>Q

Time je teorema u potpunosti dokazana,
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1. POTAPANJE OPERACIJSKO-RELACIJSKIH STRUKTURA

Navodime sada jednu op3tu teoremu Marice D, Predid o potapaniu moddla,

odniosno  operacijsko-relacijskih struktura { f12] ).

Teorema 1o Neka su L, Ly jeziel I rsda i ;r' izvestan neprotivure=-
¢an skup predikatskih formiiz jezika L,. Sﬁaki model L/t{‘ Jezika L[, moZe
ga potopiti v nekl model ‘/Hz skupa formula 9,_, i to tako da su operaci- .
je 1 relacije iz M, prikazane termima i formulama na jeziku I., nomedu

ovog 1-1 1 na preslikavan]ja:

¢ Vaeedy o,

v
T, Taeeo R, Ay,
(TysTgeses su termi odgovarajucih duZina jezika L, a Ayyhgees. su for-

mile istog jezika takode odgovarajuéih duZina),

4
o

2 ¢

ako 1 samo ako svaka formula F jezika Ly koja Je izraziva pomodi T,y T
ceay Agiha, ... zadoveljava uslov:
. 4
l~ P = f (P}
. -1 .
pri tome se ¥ (F} dobija iz P zamenom terma TysT2yeen i formutla 31,h2,,..
odgovarajudim operacijskim i1 relaciJskim znacima na osnovu presiikavanja T,
-1
odnosno na oznovu .

Kako jedan sludaj te teoreme moZe se dokazabhl ovo:

Potoplti relacijsku strukturu (S8,43), S n{%,ﬁ} ) A
a
b

- 3
v |

u strikturu jezika {J:ﬁ} , 2de je cL relacijski simbol duZine 1 koji zado-
veljava akasiomu

() (%, 0 o) = dyax)).

Zetim, dajemo relenje op3teg sludaja:

Svaia relacliska struktura se moZe potopiti u operacijsko-relacijoku struk-
turuy Jezike {al, H-] , gde je cl relacijski simbol duZine 1 koji zzadovcljava

aksiomu (¥%).

fiajpre, izjemo re3enje postavijenocg problema:
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-

Relaci jsku strukturu (5,5), u sludaju 8§ = {a,ﬂ} f%[g b

dip 7T
bl i

potopiti u strukturu jezika [d %)} ¥oja zadovoljava aksiomu

(R (Yo, i Moxky) =2 Aluaex)).

Redenge
Relaciju /A dJemo definisati pomodu relacije(unarne) oA nn oviri o giosins

(47 RAlx,y) ‘%ﬁﬁ Ji((éhi)*ﬁ}*(ﬁéﬁxlky)) ( f% je pomodéni znak konsztante),
Teda se aksiomé (%) prevodi na slucaj resavanja, tj. trazienja models covih
iskzznlh formula:

" diane) S d(aka), dlaxd) > d(bra), dax(axp )2 ffarwixa), .., daxr)=d (taa), .
doxa) = d{ax0), Alox)=d{bwd), A(b¥(axd))=FA (ax)ixd), ..., dlbws)=s Altx0), .,

(a) A B*2) DAl 2XE), d (B0 oA 0xB), B aw0) YA (a%b X, « . kst ) =r ol B)

- J— —— — el Pr— — — [ — p— - — a— — — — - — — — — J— ——— pm— g—

M Exa)wn iwa ) axl @xa)sa), ..., ({Axe) %) (Bxa)%a) "i#cj‘( (Bro)xain ‘gxalixa), .,

- I — — p— p— i i p— — — S — — p— —p— el — — —— —tl — — — — S—— ——

Ociglednt na dijagonali tog skupa iskaznih formula nalaze se formule obhlika
{A{tﬁt}=¢?ci(t*¢} koJje su tautologije, Otuda sva iskazna slova:
drxid, Aload), A(((Axa)xa)w (Bxa)xa)), AL{B*alen)nl (Bra)®n)), ...... ,
AL b (@0 )%2)), (@500 )2 Bxn) )T, o
Uopste, alova 5blika gi(t%@) mogu imati prpizvaljnu igtinitesnu vredaonst,
Medutim,; slova | | | _-
(B re o (@ )0)) s o (G5 ) w0 e (B b)),
A (Bx v ixa)w @rora)),  Jd{ ({Bxh 1L )% {Bxb inb))
su u saglasrosti sa relacijom /2  , ti. t= slova imaju ove 1istinitosne vred
nogtis |
Tall (Geaxn)« Bra)en)) =%, Tk { B )30 3¢ (Fxa b))
C’('Cl*f(a{b mu"ﬁﬂrb)*_)) =L, TA(((Bﬂﬂkh)*((ﬁkb‘%%b*)

Istinito=ne vrednustl Dqtallh slova: A(H*ﬁ} Jiﬂ*b),i d(a*fpﬁfﬁ)

¥ ;



jdobijamo re3avanjem sistema (2), tj. odredivanjem .bar jednog modela tog sis-
tema., (fizledno, Jjedna mogucnost je da sva ta slova imaju istinitosru vred-
nost T, druga da imeju vrednost L , 1td. Jedno resenje je duto tablicom:

Llawn) A(bab)  J((@wa)xe)x Br2)¥0)) L ((Exa)w0 e Bxadn )

i T T T

(nastavai) A ((Bxo)xa)x(Bxb)¥a))  A((@*bixo)k Broiwn)). ...,
A

Tom iskaznom reSenju odgovara relacija cl duZine 1 (na skupu sviii terma

obrezovanih od &a,b ,é,-*)

i 11360 {(({é%f‘}%"l}’-)(-(.@*’l}*il)) ({(Bra)ub )yl (@xa)xb) )
cL‘ 7 T o T
{(nastavak) (({Bwh ) wi i wi (B3b)*za)) (B an)xu ;¥ fﬂl-ié'n 1))
L T ostaln L

Na osnovu izloZenog, ako se relacija (3 uvede definicijom (4}, onda rest-

rikcijia te releacije na skup {a,ﬁ} 1ma tablicu

tha b
als o
bld T

L

to je 1 trebalo uraditi.
Medutim, prodirivanjem skupa S=(§,b} (dodavanjem proizvolineg bBroja ele-

menata) 1 szadrZavanjem ovih relacija

T ((Bra)ra)x((Axa)xa)) = T,

Tol ((hra)abIal (Axa)rb))= T,

TH ((Brb)ra)x((Hab)xa)) = A,

T (B eD)x0)#( (Bxb)xb)) = 1,
moru =8 dnbiti trodlani, ;etvnrnélani,... modell sistema iskarnih formula

(2).
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Ovde dajemo reSenje opSteg slufaja:
Dokazati da se svaka relacijska struktura moze potopiti uw operacijsko-rela-~
cijsku stk turu jezixa {d.*}} 2. zndnvoljava aksiomu
(%) (¥x,v) (il xay) = dgex) ).

Redenig

Leka je data relacijska struktura '(S;ﬁ'{',{ﬁllw,'ﬁm) ( /52: au relsasi iski
simboli duiine ny; S konalan skup).
Neka je, zatim, S <« T ( T;%d) je cperacijsko-relacijska struktura kKcja
zadovoljava aksiomu (36)). |
Uvedimo pomodne simbole konstanata ;éi z8 svaki relﬁcijski simbol a0,
Relacije /2y (i=1,2,...) uvodimo ovom def1n1c130m

N de

(1) By (XyrXgeenesXay 14:;»,0{(...‘/31*::4)“2)* R )ié(...fé;)exﬂff Ko w g ))
tksioma (¥ se sads svodil na odredivanje bar jednog modela ovog ﬁizfe;g lg-

aznih formulas:

F&Yﬂﬁ-}{ !"?CL(}' *J’ )‘ d §#20, ‘}:."'}.td{ 1*3'[ ),...,J\\Xﬂﬁﬂﬂﬁpd{%‘l*y ) Ce ey (_nasta“

vak) 9y ﬁéﬁﬁpo\[éﬁxd Yy e a o t) = ol Txr,), ...

S w5 ) o dlm wxg) s g w0 Yl 7, %) 4 oo H % @) 2 M ¥r,) oL santivak)

4\ 1¥¥%)ﬁfifeuﬁxz ci(fz¥t)ﬁ9&(i*wa),...
g e e e ek oo
J{;gﬁﬁiq}ﬁ?&(}{,ﬁ#&}r u{{é.q*]{l)‘:?\'k(xgigﬂls-:'- A((ﬂqﬁ“!)*“iy‘?‘i ﬂ_fﬂ'))

Ck".~¢- *T"‘)*TL’*"'T&F“ )*{r--(&.\ﬂv.‘}*v \;-}‘.vi-#h,l }

— — e e gemm pam g apwr e ogma oaem m ay mw — l , am ol mm a mmrt gk

’d‘t&“ﬂ‘ - ):?CL( x»‘;-ﬂ'fg:g} 1 d{éﬂ-‘*:rﬂ_)# d{ Ii%é“} LN | &\{ {.gm‘ﬁ}* )*}{2 }%‘7 :;Lr; '?’_2_ :}#Jéwﬁ J :| .

. =y CJ\{ a w ré_}‘.u*xﬁ :i*'x?_) '.h-" - " H’vnm)*[ . & ‘(éﬁm*}{" )‘#:{1)*' I -*}'H:I ‘:!I ) TR

- . o
Ot¢lgledno, na dijagonall sistema iskaznih formula (2) nalaze ce formule
(podvucene} eblika ii{ty%)fyai{t%t) koje su iauthlogije (1. 3e term ob-
razovan od xq,xn,....,é&.-x).

Otuda iskazna slova obiliksa :i{t*t) mogu irztl proizvoljnu istiniiosnu
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vrednost. iedutim, iskszna sliova
(J\{ v '{ﬁi"‘!‘:'rd ]'ﬁ'xg}'ﬁ-- "“Kn1}¥{ . -(61*:{1}ﬁ1}*' ,,*}T“‘ ))I
Al B Y ey, IR0 L (B ey )Xy ) X W, ) ),

su u saglasncaztii sa relacijama- A4 (1=1,2,...). Jedan iskazni model sistemn

4 -
igkaznih formuls (2) prikazan je tablicom:

A

J{ - . -{_EJ‘H:{_‘,‘ :I%u - }:hd )‘*( - .{é.{*xq)*- . --p-rn“)).d\( ‘. .{é}*}{d)*.c .*-‘{nﬂ,)*( . . 'll:é.l# 4}#- . .ﬂnlz\

?73ﬂxq,xiJ...,xhd) Qﬁ§(x4:xil"'txﬁg
{nastavak) d{ e {ém*xq Y e« ..*th)*( . .(@mng, PP "“xﬂm)) S et een s
e Qﬁgnﬁx ,wi,...,xnm) ostalo L

Tom iszkaznom modelu odgovar: relacija o{ duzine 1 (nad skupom svip terms

—

chrazovaenin od LAPE 4P, * . J
4500 lxnlﬁ.h-: IG‘M »

|: ..*{é"* :;‘_1:]*__ . ,-.H':{nq )*( 1 ...(61'#}:4)*1'#*}:“1 )) (- . E{Bﬁz k}:,‘ ).‘*rtcij':y}‘-)#(- -1(9::1 .?'1.’:',1 }-H...,f—:‘:{':lz)j
Y |

O{ rugf{}?,“_}:l‘,...,xm} TRAX g g v eesTp,y)

(nastavak) ":.....[:/5m#x,1).*...,.¥}(“m)*(-pr-%m'ﬁxal)*,--'ﬁxﬂ“)) e aaes
! . .
R (I IRE PEPIS | | ostala oL

o w

- Uligledno, ako =se relacije g, uvedu definicijom (1), onda restrivcije

tih relacijz na skup § daju tablice relacija (34 .

LUvodenje pomodnin konstanti /..51: za svakl relacijski simbol Q)f je neopnodno.
DokeZimo to na ovakvom primeru:

Neka je data relacijska strukrura {S;x;jg, priiéémufje S:{%,ﬁ}, r relacljski

simbol duzine 2, M je relacijskl simbol duZine 1, prikazane tablicams

TlAa b a b '
f}r A J-' J" g T
b T L
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Pot%Pimo strukituru (S;rgJ& u operacijsko—relacijsku strukturu jezikn ‘GL*}
xoja zadovoljava aksiomu (¥x,y)( A xxy ) > Al y9ex) )

nedenje problema se svodi na odredivanje modele ovog skupa iskaznih formula:
CL( sy s ol AR, J\r a¥p)wd(bxa), &((H—E&)&b}#d{b*{a*a) ) S J\(a#t}%‘?&ﬂ T}, ena

A oxa) = dlaxt), d(bab)od(bxb), N (hka)wa)sd(ax(dbxa)),os, d{bxti=di wxa), ...

—t | e e ek e ey 00 O mmr oe—— b el S O o mewm m W mewe owees gee faEm sy et sl se— e

.

J(axlew)u( (av)xa) ) 5. ((axa)xpduiax(axa)), .. yok{ (osen ) ama) ) =l {roey o ) ),
ey (e R %) )l Canb) M axb) ), L((Dxe ) i) )l (bxa) M oxa)) , . .,
%al\({hqaib}*(b%h}flf:?a({(b*b);(.(b%h)),
anigledno da su na dijagonali iskazne formule oblika cl(ti{)=pdﬁtg¢), koje
gy teutolozije. Otude sva iskazna slova oblika ci(t*t} mogu imzii prolzavolj
nu lstinitosnu vrednost. XKako su slava:o’\((a-ﬂﬂ}*(am)}, o{((a*h}*{'ﬁ}b]],

W (owb )t} ),

u gkladu sa relacijom r, odnosno 3", keje su uvedene {(kao i u prethodnom
gludaiu) za |

r{:c,y}i%o{{(my)«imy)). y-(x)éﬁal((mx)*(xﬁ)).
Kako je Cxiuvxb)=41, H(b)=T, to sada dolazi do mesanja tih relacij=,
jer je ¢r(bxb) =L ({dxble(bxd)) =Tb), tj. T=1, Sto je kontracikcija,

oEoany

Time je dokazona neephodnﬁst uvodenja pomoénih {razlidé¢itih) konstanata za
avaki relaciiski simbol.

Ne =strani 57 odreden je jedan model iskaznih formula {2'). Taj =e model
mofe prafirviti do modela sigtema (2‘) sa domenom T=23,

Naipre, dajemo definiciju prosirenja jedne operacijsko-relacijske strulk-

ture.

Definiciia !4 Prosirenje jednog modela (tj. matematidke strukture) M ja-

i
ste druga sitruktura M uz ove uslove:

a) Domen A za M Jeste nadskup domema A za M

b} 3Svaka relacija r strukture M jeste relacija i sirukture M

¢} Svaka n-arna operacija strukture M jeste restrikcija odgovarajude npe-



] 1

raclje strukture M =a A na A,

Zatim dajemo jedan rezultat ([BJ):

Teorema 17 Neka je M prodirenje za W, ako M sgadrii sve zzatvorene

i
universalne formule jezika -Biqi} onda ih 1 M sadrzi.

Dakle, model sistema iskaznih formula (2 )} moZemo proSiriti na ovaj na-
&in,

Uzimame proizveljni skup T=8, jezik LEafﬂqﬁ}. U novoj strukiuri i
jezika I, i domema T zadrZimo i dalje ove relacije:
T w oy Yot s g (oo (Bpdeg Mo s 3exg D) =T x50 e e a X )
EGstala lakazna slova imaju proizvoljnu istinitosnu vrednost, recimo sva is-

kazna slova su T,ndnosnn(Ja).
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