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1 YBonm

Y cBakKOIHEBHOM :KUBOTY ce cycpehemo ca mojaBama Koje mMajy CBOj TOK Yy Bpe-
MEHY U KOj€ Cy IpeAMEeT M3yJyaBama Pa3InduTUX HayKa. 1Tako ce meMmorpaduja 6aBu
OPUKYyIIJbalbheM IIoJaTaKa O I'OJUIIILYM CTOIIaMa HaTaJIUTeTa 1 MOPTAJIUTETA, OJHOCHO
npoydaBameM MPUPOTHOT mpupainraja. EkoHoMuja ce 6aBu aHAJIU30M MPOMEH/bUBUX
Kao MITO Cy IleHe NPOU3BOJA, IJaTe, MEBU3HU KypPC, 3alOCJIEHOCT, WHIYCTPHUjCKa
IPOU3BOIMHA, UTA. Y METEOPOJIOTHjU Ce CBAKOr CaTa PErucTpyje Op3uHa BeTpa,
npaTu ITHEBHA TeMIepaTypa, OeJieKu MeCcedvHa WM TOIWIIHa KOJUYMHA IaJaBUHA.
[TomonpuBpena npaTtu TOAUNIEHE KPETalmhe IPUHOCA TT0jeINHUX TOJHONPUBPETHUX KY JI-
Typa, Kao 1 BUXOBE OTKyNHE U npoaajue rnere. CBe oBe mojaBe Cy TpUMEPU BPEMEH-
CKUX cepuja.

dopmanna nedpuHMnIIja BpeMeHCKe cepuje 6uhe marta y ciemehem mornasmy. 3a
caza je mOBOJBHO pehim ma ce BpeMEHCKa cepuja MOyKe mocMaTpaTu Kao ypehenu Hu3
mojaTaka, Mpu yeMy ce ypebeme Hajuenrhe Bpmu y OJHOCY Ha BPEME U y jeTHAKUM
BpPEMEHCKUM MHTepBaJsuMa. V3060p jenuHuile BpeMeHa 3aBUCHU Ol TOCMAaTpaHe MojaBe,
ma TO MOKe OUTHM CeKyHIa, MUHYT, CaT, HaH, MeCell, TOAUHA, Al U JeleHUja, BEK
NI MUJEHW]YM.

Ananusa BpEeMEHCKUX Cepuja MPEACTaBba JEAHY O CTATUCTUYKAX AUCIUTIIAHA
KOja OeJie)ky HAajAMHAMWYHUU Pa3BOj MOcaenmux meienuja. /lo oBora je momao 360r
pa3Boja caMe TUCHUILIIUHE, aJr 1 300T jake MHTEPAKIUje ca OCTAIUM AUCIUIIIUHAMA,
mpe cBera ca ekoHoMujoM. Pa3Boj aHaim3e BPEMEHCKUX CepUja je MoYeo TPUAEeCETUX
FOAVHA IBANECETOr BEKa, Kada je MOYeso U3ydaBame BPEMEHCKUX Cepuja 3aCHOBAHO
Ha Teopuju BepoBaTHONEe m MaTeMaTUYko] craructunu. [IpuHnunu amaan3e BpeMeH-
CKUX CepHuja OMACTYNAajy On yoOWUajeHUX MPETIHOCTABKU TEOPUje CTATUCTUYKOL 3a-
KJbYUMBakha 14 C€ BPEMEHCKE CepHje He MOTY M3yYaBaTy METOaMa KJIACUYHE TeOpuje
BepoBaTHONe M KJIacuyHe MaTeMaTUYKe CTATUCTUKe. HawMme, y KIacuduHO] Teopuju
BepoBaTHONE W MaTEeMaTUYKOj CTATUCTUIM j€é OCHOBHM IOjaM CJIydajaH y30pak Koju
IpencTaB/ba HU3 HE3aBUCHUX CIYYAjHUX BeaudymHa. HacynmpoT Tome BpeMeHCKa cep-
Uja je HU3 CIIydajHUX BeJIUYMHA Koje cy Hajuemrhe mebhycoOHO 3aBucHe.

Kao mto hemo BumeTu y HapenHoj riiaBu, jeiHa O OCHOBHUX OCOOWHA KOjy Bpe-
MEHCKa cepuja MOxke ma mocenyje je cranmoHapuoct. CrnobomHO pedueHo, cepuja je
cTaMoOHAPHA YKOJUKO jeé HeHO KpeTame NPEIBUAMBO TOKOM BpPEMeHa, Tj. YKOJIUKO
IBEHO KpeTame UCIyHmaBa CInYaH oOpa3sall MmoHalmama TOKOM BpeMmena. (CympoTHO,
aKo Cy IlapaMeTpH KpeTama BPEMEHCKe cepuje (yHKIMje BPDEMEHCKOT TPeHyTKa, Tala
je cepuja HecTammoHapHa. l[Ipenmer m3ydaBama OBOT pala je yIpaBO aHAJIU3a HECTA-
IUOHAPHUX BPEMEHCKUX CEpPUja.
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2 Bpemencke cepuje

Bpemencka cepuja ce 0OuYHO neduHUIIE KaO HU3 momaTaka ca oxapebheHuM xpo-
HOJIOIIKUM WJIV JIWHU)CKUM penociienoM. Mebyrum nedpumunnumju ce Mmoske npuhu u ca
CTAHOBUIITA CJIYy4YajHUX MIPOIEca Kao IMTO he OUTU ONMMCAaHO y HACTABKY.

2.1 CoayuajHu mporecu

Ilo mojMa caydajHOT mpoIeca M0Ja3’u ce MPOIUPUBAMKEM TTOjMa CIyYajHEe TPOMEH-
JbUBE TIa YBOAUMO ciienenux HEKOJIUKO ne(PUHUI]A.

Heduuumnmja 2.1.1 Q je ckyn ceuxr ucroda jednoe excnepumenma. Eaemenmu osoe
CKYNG ce 03Hanasajy ca w;, i = 1,2,3,... u nasusajy eaemenmapru dozahaju.

Hedbuannmja 2.1.2 [Hodckyn F napmumuenoz ckyna P(Q) je anzebpa nao Q axo eaxnce
Ycaos8u:

e Qc F
e Ac F=AcF
e AcFANBeF=AUBeF.

Hebuannuja 2.1.3 Ilodckyn F napmumuenoz ckyna P(S)) je o-anzebpa nad 2 ako ea-
HCE YCAOBU:

e Qc F
QAG.F:>Z€f

[ {Ai}iE]N c .F = ‘L__Jl AZ € .F

Hepunnnuja 2.1.4 Axo je K nexa pamunuja nodckynosa npocmopa ucxooda LK ce jous
HA3UBa U KOAEKUUja), Mada npecex ceur o-anzebpu koje cadpxce damurujy K naszusamo
MUNUMAANRG O-anszebpa zenepucana ca K u oznavasamo je o[kC].

AmaJorHo ce mpepuHUIIE MUHUMAJHA aaredpa Koja CaAp:KUA CBE CKYNOBE IATE KOJIEK-
nuje.

Hedbununuja 2.1.5 Hexa je npocmop ucxoda jedwar ckyny peaawur bpojesa R u mexa
je xoaexyuja K dama ca K = {(a,b] : a,b € R,a < b}. Munumaany anzebpy xoja
cadpacu Koaexuyugy K osnavasamo ca By. Munumasna o-aszebpa Koja cadpacu KoaeKyufy
IC s08e ce Bopeaosa o-anzebpa nodckynosa peaare npase. Oznavasamo je ca B. Fbewu
enemenmu 308y ce bopeaosu ckynosu na peaasroj npasgoj.
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Hedbununuja 2.1.6 Hexa je Q) npocmop ucxoda cayuajroz excnepumenma u F o-anzebpa
dozahaja. Ypehenu nap (2, F) ce 308e mepous npocmop.

Hepununmnmja 2.1.7 Hexa je §) ckyn ceur enemenmapruz doezahaja u wexa je F o-aneebpa
nad Q. Pynxuuja P : F — R ce s08e geposamnoha uau eeposamuocha mepa Ha
mepapusom npocmopy (2, F) axo uma caedeha ceojemaa:

e csojemao nopmuparocmu - P(Q) =1
e csojcmeo nenezamusrocmu - P(A) > 0, s3a ceaxu dozahaj A € F

e caojcmeo o adumuenocmu eeposamnohe - axo {A;}iew € F, AiNA; =0, i # j,

i=1,2,3,..,5=1,2,3,..., onda P (U Ai) =Y P(A)
1=1

i=1
IIpocrop BepoBaruoha je ypebena Tpojra (2, F, P).

Hedbuannuja 2.1.8 Hexa je (2, F, P) npocmop seposamnoha. Peaano npecauxasamwe
X :Q — R ce 308e cayuajna npomennusa axo VB € B eaxncu da je X 1(B) € F 20e je B
Lopenoea o-anzebpa. 3a X xamcemo da je F-mepruso.

Hepunnnuja 2.1.9 Pamusuja cayuajrur npomenvusus {Xi(w) 1t € T,w € Q} depunu-
canuz Had ucmum npocmopom seposamnohe (2, F, P) ce z06e cayuwajru (cmoracmuuru)
npouec ca undexcrum cxynom T .

[Tpunukom 3ammca ce 4eCcTo U30CTaBba MPOMEHJ/bUBA W, A C€ YMECTO TOra CIIydaj-
HU npouec o3nauasa ca {X,t € T}. Ilpouec ounrienHo 3aBuCH OX ABEe MPOMEHJbUBE
t u w. 3a purcupano t € T caydajHu mpornec je jeaHa IPOMEHBUBA. 3a (QUKCUPAHO
w € Q ¢pyurumja X;(w), t € T ce 30Be mpajexmopuja ciydajHOr mpoueca. AKO mak
¢urcupamo obe mpoMensuBe X; je peasian Opoj UIU jeqHa peasM3anujd CIIydajHOT
mporeca.

Cryn T u3 nmperxonHe neUHUNKjE Ce jOII HA3UBA U napamemapcku ckyn. Ako je
T=R=(-00,0), T =[0,00) uniu T = [a,b] C R, ouna ce mapamerap t € T" 06uuHO
MHTEpIpeTHpa Kao Bpeme, a ciaydajHa ¢yurmuja {X;, ¢ € T'} 30Be ce cayuajan npouyec
ca wenpexudrnum apemerom. Axo je T'C 7Z wmmu T C N, onma ce caydajua ¢GyHKIHIja
{X;,t € T} 30Be cayuajarn npoyec ca OUCKPEMHUM 8DEMENOM UIIA CAYUATHU HU3.

Hedbunumnuja 2.1.10 3a ceaxu npupodan 6poj n u npousgonrke esemenme ty,....t, € T,
t1 < ty < ... < tn, pacnodena eeposamnoha caywajroz eexmopa (X, Xy, ..., Xy,) 00pe-
Dena je pynryujom pacnodene

Fthm’tn(:vl, ,.I'n) = P{th S Xy, ...,th S :Cn}

DAMUAUJA CEUT 0BUT PACNOOEAQ 308€ CE PAMUAUIA KOHAUHOOUMEHIFUOHUL PACTLOOENE CAY-
wajnoe npoyeca { X, t € T}.
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Pamuirja KOHAYHOAMMEH3MOHUX pAaCIoesa 3aa0BoJ/baBa caenehe ycaose:

® YCJIOB CUMETPHUje - aKo je iy, ..., 1, jedHa mepMmyranuja opojeBa ox 1 mo n onma
BaKU
Ftilv---vtin (xila ) xin) = E17---7tn(x17 Eg) xn)

® YCJIOB CArJIAaCHOCTM - aKO je M < N 3a IPOU3BOJLHE i1, ...,1, € T Bakm
Ft1,...,tm,tm+1,...,tn ($1, cery Ly, OO, Ley OO) = Ftl,...,tm ($1a ey xm)
Heka je {X;,t € T} cnyuajan npouec. Tana je:

® cpenma BPENHOCT CIIyYajHOT IIPOIEca

E(X))=p,teT

® BapMjaHCa CIyYajHOT MPOIECca

D(X,) =02 teT

e ayrokoBapujanca (uau kpahe roBapujanca) ciydajHOT IpoIeca

v(r, s) = cov(X,, Xs) = E((X, — E(X,))(Xs — E(Xy))),r,s €T

e ayrtoropenanuja (uau kpalie kopesanuja) caydajHOr mpoleca

cov(X,, Xs)

) = DX DX

Hepuaumnmja 2.1.11 Cayuajan npoyec je cmpozo cmayuorapaH axo cy bez208e KOHaY-
HoOuMEH3UOHE PyHKUUe pacnodese UHBAPUJAHMHKE Y 00HOCY Ha t, 0OHOCHO aKO 3a cee
tit;+teT,i=1,2,... sancu:

Ftl,...,tn (5U1, oo ifn) = Ftl+t,...,tn+t($h ey l'n)-

Hepunannuja 2.1.12 Cayuajarn npouyec {X;,t € T'} je caabo cmayuonapar axo cy ucny-
wenu caedehu ycaosu:

o E(X;)=m=const,VteT
e B(X?)<oo,VteT

o y(r,s) =~(r+t,s+t), Vr,s,t €T.
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Cana MokeMO yBecTr U (POpPMaJIHy Ne(PUHUIM]Y BPEMEHCKUX CEpUja.
Hedbunumnmja 2.1.13 Bpemerncka cepuja je jeOHa peasusayuja CAYy4ajHOz Npoyeca.

Y cMmuciy nperxonHe neUHUNNjE OTHOC BPEMEHCKE CEPHje U CIYUYajHOT IIPOoIeca
oAroBapa OJHOCY y30PKa M OCHOBHOI CKyIa Yy CTaHIAPIHO] TEOPUjU CTATUCTUYKOT
3aKJbydnBamba. Rao ITO y30pak IpeacTaBba JeO0 OCHOBHOT CKyIla HA OCHOBY KOTa
ce MOHOCE 3aKJbydIlll O CaMOM CKYIIy, TaKO U BPEMEHCKa Cepuja IMIpencTaBiba Hdeo
CJIyJajHOT Ipoleca Koju Tpeba ga oMoryhu yoyaBame KapaKTepPUCTUKA TOT MIPOIeca.
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2.2 KomnoHeHTe BpeMeEHCKe cepuje

Bpemencke cepuje ce, y 3aBUCHOCTU O II0jaBe, MOTY CACTOjaTU O Pa3JIUUIUTUX
KOMIOHEeHTU. TpaamnuoHasHO ce IPeTIoCTaBba Na Ce BPEMEHCKA Cepuja MOKe pa3-
JIOKATU Ha YETUPU KOMIOHeHTe: TpeHn f(f), NIMKIMYHY KOMIOHEHTY c(t), CE30HCKY
KOMIOHEHTY $(t) U ciaydajHy KommoHeHTy (t). Y ciydajy Kama cepuja Caup:Ku CBe
OBe KOMIIOHEHTEe TUIIOBU MOJesa KOju ce Hajuemhe Kopucre cy:

e amuTuBHU Monei - X; = f(t) + s(t) + c(t) + ()
o MYJITHIIIMKATUBHY MozmeJ - X; = f(t) - s(t) - c(t) - e(¢)
e MemoBuTH MomeJ - X; = f(t) - s(t) - c(t) + ().

Tpenn BpeMeHCKe cepuje ONMUCYyje BeHO OCHOBHO MOHAIIAKE Y MTy>KEM BPEMEHCKOM
EePUONY, WU IPENU3HAje Y YATABOM BPEMEHCKOM MEPUOILY 3a KOjU je BpEMEHCKa ce-
puja mosHaTa. Y 3aBUCHOCTH O TOTa Ia JIM BPETHOCTU BPEMEHCKE CepUje TOKOM Bpe-
MEHa CUCTEMATCKU PACTy WJIN Omanajy, TPEHI MOske OuTu pactyhm mam omanajyhu.
Ocum Tora, TpeHI MOKE OUTU NETEPMUHUCTAYKYA WU CTOXACTUYKU y 3aBUCHOCTU O
TOTa A4 JIU Ce MPOMEHE Cepuje MOTY IpeIBUAETU WU HeE.

4500

1500

1000

[i] 50 100 150 200 250 300

I'padur 2.2.1: Ilpumep BpemeHcke cepuje ca Tpemmom: Illompowma ewepzuje y Jyzoucmounom

DBpasuay 00 janyapa 1976. do deyembpa 2000. (npeysemo ca hitp : //www.scielo.br)



Pezpecuona anaausa 8pemMencruT CEPUja G JeOUHUMHUM KOPEHOM U KOUHMEZPAYU]Q Ilparana Boryrosmh

Y npakTWYHUM DprMeHaMma BeNurHa BPpEMEHCKUX cepuja IpencTaBiba MOAaTKe TPU-
KyIJbeHE Yy Y3aCTOIHUM BPEMEHCKUM MHTEPBAJIMMAa Kao IITO Cy MaHU, MECEIu, KBap-
TaJu, UTH. 300r TOra IMOojearuHe BPEMEHCKE Cepuje UCIO0JLaBajy MPaBUIHOCTU Y CBOM
KpeTamy KOje ce jaB/bajy y TOKY jeqHe KaJieHIapCKe OQUHe. 3a TaKBe Cepuje KarKeMo
[a MMajy Ce30HCKYy KOMHIOHeHTY. [IpucycTBO ce30HCKe KOMIOHEHTe yTUYe Ha TO 13
noctoju Behu cremeH kKopejanuje maMeby momaraka HOOMjEeHUX y UCTUM MeCENUMa
pPa3IuUNTUX TOAWHA Hero m3Mehy OHUX MOOMjeHUX y CyCemHUM MeCEenuMa HCTe TO-
IUHE.

120,000

100,000 | ” h ﬂ r

80,000

60,000

40,000
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OO =T =0T =N =0T =T =M
oo QoCQOoCQogCooQQdgoggoQoQoQoQgoagg
S3IIZLE8E8888555588888888222

I'padux 2.2.2: IIpumep BpeMeHCKe cepuje ca C€30HCKOM KOMIOHEHTOM: Bpoj mypucma y Peny6-

auyu Maxedornuju 00 2004. do 2010. (npeysemo ca http : //mk.wikipedia.org/wiki)

[Hurauyna KOMIOHEHTA MPEACTAaBJbA CIWYHO MOHAIIaMke KOje ce jaBha y Cepuju
TOKOM HEKOT IePprOoJa BPEMEHa, OTHOCHO MOkeMo pehu ma ce y cepuju 3amaka mepu-
onuvHU KapakTep nmpomene. OBakBe cepuje MMajy CBOjy MEPUOLY, OTHOCHO IUKJIYC.

[IpeTxonHe Tpu KOMIIOHEHTE C€ jeTHUM MMEHOM Ha3WBa]jy HECIyUajHe KOMIIOHEHTE.
Hujenna om oBux KOMIOHEHTH HUje obaBe3Ha y MoAeay. JeaumHa KOMIIOHEHTa KOjy
CBaKM MOIEJ MOpa Oa mMa je ciaydajHa KoMmmoHeHTa. (OBa KOMIIOHEHTa CIY:KU 3a
objammaBame HEPEIBUANBUX (IIYKTyaIuja.
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2.3 Ranacudukanyja BpeMEHCKUX CepHja

MoskeMO M3BPIINTH KIaCU(PUKAIM]Y BPEMEHCKUX cepuja Kopucrtehm pasamumre
kpurepujyme. HajjennocraBHuja je momesa Ha HEIPEKUAHE W IUCKpeTHe (IPEKUIHE)
BpeMeHCKe cepuje. Kao m Konx ciydajHMX IpoIleca Ta IMOJesa 3aBUCU O] Imapame-
TapCKOr CKymna. DBpeMeHCKa cepuja je HEMpeKuAHa aKO HheHe BPEIHOCTU MOKEMO
perucTpoBaTH y CBAKOM BPEMEHCKOM TPeHYTKY. lIpekmnmna BpemeHCka cepuja je oHA
4yrje BPeJHOCTU OeJIeKNMO Y jeJHAKUM BPEMEHCKUM WHTepBaIuMa (JaH, CaT, Mecell,
roguna). IIpekunHy BpeMEHCKY Cepujy MOsKeMO HOOUTH M O HEIPEKUIHE TAKO IITO
hemo Genexkeme pesysnTaTa mocMaTpaHe MOjaBe BPIIMTU caMoO y oapeheHuM BpeMeH-
CKUM WHTEPBAJIUMA.

Kmyuna momena BpeMeHCKUX cepHja jecTe MOMAesia Ha CTAIMOHAPHE U HECTAIUO-
mapue. CiobomHO pedeHO, cepuja je CTaruoHAPHA YKOJIUKO je H-E€HO KpPeTame Mpe-
BUIUBO TOKOM BpEMEHA, Tj. VKOJIUKO HEHO KpeTame UCIyHmaBa CaudvaH obpasall
moHAIIamka TOKOM BpeMmeHa. CymIpOTHO, akO Cy mapaMeTp! KpPeTama BPEMEHCKE Ce-
puje QyHKIMje BPEMEHCKOI TPEeHyTKa, Tala je oHa HecTtanuoHapHa. Ha ciaemehwnm
CIUKaMa Ce MOKe BUIETH KaKO M3TJIeNajy CTalMOHAapHEe a KaKO HeCcTaluOHApHE Bpe-
MEHCKE cepHuje.
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I'padur 2.3.1: Ilpumep cranmoHapHMX BPEMEHCKHUX cepuja
(npeyseto ca https : //drsifu.wordpress.com/2012/11/27 /time — series — econometrics)
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I'padur 2.3.2: Ilpumep HecTanMoOHAPHUX BPEMEHCKUX cepuja
(npeyseto ca https : //drsifu.wordpress.com/2012/11/27 /time — series — econometrics/)

Kao mTo je Beh momenyTO mocrToje ABa BuAa CTAIMOHAPHOCTU. Y CIydajy de(uHu-
muje 2.1.11] cepuja je cranroHapHa ako Ce BE€HA CBOjCTBA HE MEHAjy TPAHCIUDAHEM
y BpeMeny. To 3Haum ma ciaydajHe NIPOMEHJ/bUBE KOje€ TPUMAAA]y TOj CEPUjU UMA]y
UCTY OYEKMBAHY BPEIHOCT, BApUjaHCYy W MOMEHTEe BUINEr pena. AKO Mak y3MeMoO
nepuHUITjY y 003up OHOA 3a CTAIMOHADHY CEPUjy BaKM Oa CE€ OUYEKUBAHA
BPEOHOCT U BapujaHCa HE Memhajy TOKOM BPEMEHa IOK je KoBapujaHca mu3dMehy cBaka
[Ba 4jaHa cepuje caMmo (YHKIMja BPEMEHCKOI pacrojama m3Mely mux.

Behuna BpeMeHCKUX cepurja yomIiTe, a MOCEOHO y €eKOHOMUjU MMa Oap jemdHy OCo-
OMHY KOjOM OACTYyIa OJ KapaKTePUCTUYHOT M3IJIeNa CTAIMOHADHE BPDEMEHCKE CepUje.
Hecranuonapua BpeMeHCKa cepuja ce MOyKe TPaHCHOPMUCATHA TAKO Ia ce noduje cra-
[IIOHAPHA BPEMEHCKa ceprja nmoMohy onepaTopa npse qudepeHie, 0OJHOCHO KOHAYHUX
pa3iuka IpBOT pelna, 3a ImTa ce yoOudajeHo, Maaa HeMPABUIHO, KOPUCTU TEPMUH IU-
(epeHNMpame IoJaTaKa.
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[IpernocTaBUMO ma BpeMeHCKa cepuja X; mocenyje TPEeHI AeTEePMUHUCTUIKOT TU-
na (a+bt) OKO KOjer pesaTUBHO MPABUIIHO OCIUIUPA, MITO 3aBUCU OJ MOHAIIAA CJIY-
yajHe rpemke e, : Xy = a+bt+e;. IIpuvmenom oneparopa npse audepeHIe eInMUHAIIE
ce KOMIIOHEHTa JUHEeApHOT TPEeHIa Ha cieachu HauuH:

Xi=a+bt+e

Xig=a+bt—1)+e }jAXt:Xt_th:b—l-Aet.

11
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2.4 Heku Momesii BpeMEHCKHX cepuja

Jenan on HAUMHA 3a U3yYaBame HEKUX I10jaBa KOje Cy mOoOujeHe Yy BUIY BPEMEHCKUX
cepuja je marpamma Momesna 3a TakBe cepuje. OCHOBHA MOTHUBAIMja 3a U3TPAIILY
Momesia Ouiaa je :kKejba Ja ce MpOoTHO3mpajy Oyayhe BpemnocTu cepuje. Y HACTABKY
he Outw; onucanm HeKM O OCHOBHUX Mogena. CBU MOmeNM Yy HACTABKY C€ OMHOCE Ha
BpPEMEHCKe cepuje 0e3 TpeHAa, Ce30HCKE U MUKINYHE KOMIIOHEHTE.

2.4.1 DBeau mym

Heka je mat HU3 cayuajuux BesmuwmHa: Xip, X9, X3, ..., X, 3a KOje Baxu:
Xt:f(t)—l_é.ta t:]-v_n

rae je f(t) merepMuHMCTUYKA, HECHyJYajHA KOMIOHEHTa, a &, t = 1,n ciayJajHa KOM-
IIOHEHTAa 3a KO]y BaKU:

E&E =0, t=1,
D& =0% t=1,n
COU(Sta SS) = Egtgs - 07 za sve § 7é L.

Hus & ce nasusa Genu mywm. Ila je mHexu Hu3 Gesu mym oznauasahemo ca: &1 (0,0?).

2.4.2 Monenu mOKpETHUX IMPOCEKA

Heka je mat HU3 peasHUX CIIyYajHUX TPOMEHJLUBUX:
{&,t € D}, D={0,£1,+2, ...}

KOjU MIPeNCTaB/ba OeJu IIyM:
2
St 1 (07 o )
HedpuanmmmMo cana HA3 peasHuX CiaydajHux npoMenimuBux { X, t € D} na caenehn
HAYUH:

q
Xy = Z%ft—p ag # 0, aq # 0.

=0
OBo je cepuja MOKPETHUX IPOCEKa pejlia ¢ UK MA(q) cepuja (eHPJIeCKI/I: MA-moving
average).
3a MA(q) cepuje Bazku:
EX, =0
q 2 q
DXy =F (Z%‘ft—j) =0’ a?
1 j=0
) q—|7|
1o < <
Kx(t,s)=K(t—s)=K(r) = g g;) ajajl-, 0 <|r[ <gq
0, 7] >q

Opnarie 3akmyuyjemo na je M A(q) cramuonapua cepwuja.
HajjemmocraBuuju nmpumep cepuje mokpernux npoceka je MA(1) cepuja. Osa
cepuja uma ciaenehu ob6IUK:
Xy =& + a1

12
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2.4.3 AyToperpecuoHU MOIEJI

Heka je mat HU3 peasHUX CIIyYajHUX TPOMEHJLUBUX:
{&,te€ D}, D ={0,£1,£2, ...}
KOjU IpeacTaBiba Oenu myM u Heka je cepuja {X;} mepunucana wa ciaenehn nauwmn:
Xe=mXig+he Xy o+ .. +h,Xi ) +&, €D,

rae cy hi, hg, ..., h, peanan koepunujentu. Takse cepuje hemo 3amucuBaTu u y 00-
JUAKY

Xt "‘ let_l + + prt—p - ét

u cmaTparu ma Moxke outu p > 1. OBo je ayroperpecuona cepuja pena p unu AR(p)
cepuja (enrsnecku: AR-autoregression).

3a cBe ayTOoperpecruoHe cepuje BayKy 1a Ce MOy IPEenCTaBUTUA Y OOJIUKY OeCKOHAUHE
cepuje nmokpeTHUX npoceka. Tako cepujy AR(p) moskemo npencrasutu u Ha ciaenehn
HAUNH:

Xt = Zijt,j, teD.
7=0

3a OBy cepujy OHIa BayKU:

n

EXt = lim EXt,n = lim CjEé.t—j =0

DX, = lim EX?, = lim Y |¢|*EE ;=0 Y ¢j?

n—00
KX(t7t - T) =F Z ngtfj : Z Cvftfﬂ'fv =
j=0 v=0
= Z ch’UE<€t—j€t—T—U) = o? Z CoCriv; T>0
7,0=0 v=0

K(t,t—71)=K(1) = K(—71).

OpmaBpe 3akbydyjeMo ga HapaMeTpPH ¢; MOpajy OMTH Mamu o 1 1o alcoayTHO] Bpe-

oo
. . . . 2
HOCTU Kako Ou cepuja Ouiga cTalmoOHApPHA, jep je caMO y TOM CAydYajy cyMa E 5
J=1
KOHa4YHa, OMHOCHO caMo Tan je DX; < oo.

Hajjemnocrasuuju npumep ayroperpecuone cepuje je AR(1) cepuja. Oa cepuja
nMa ciaenehu o0Ouk:

Xy = BXi1 + &

13
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2.4.4 AyroperpecmoHu MOEJIM MOKPETHUX IMPOCEKA
Cepuja {X;,t € D} peasHux ciaydyajHUX BeJUUYMHA OeQUHUCAHA Ca:

q

P
ijXt—j = Zakft—m tebD,
3=0

k=0
y kKojoj hemo cmarparu na je by =1,b, # 0,a0 = 1,a, # 0 u rze je:
gt 1 (0702)7 te D7

je ayroperpecmona cepuja MOKpeTHUX npoceka pena (p,q) uau ARMA(p,q) cepuja.
HajjemnocraBuuju obauk oBux cepuja je ARMA(1,1) cepuja. Osa cepuja uma
cnenehu oGauk:
X+ 01Xy 1 =& + a1
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3 Bpemencke cepuje ca je IMHUYHUM KOPEHOM

AyToperpecmoHoM MOJENy pena p:
Xe =X +hoXy o+ .+ hpy X p +&
MOKE ce MPUAPY:RUTU cieneha jemHauynHa:
G — higP Tt — hog? T — . — h, = 0.

OBakBa jemHaumHa ce OOMUYHO Ha3WBa KapakTepucTuyHa jennaunHa AR(p) momena,
rme cy gi, 92, ..., §p KOPCHN KapaKTepUCTUYHE jenHaunHe. Moke ce MOKa3aTHd Oa BaKHd
cnenehe:

e YKOJIMKO Cy CBU KODEHH (i, (s,...,Jp, IO MOIYJIy Mamu on 1, oHma je cepuja
cTannoHapHA

e YKOMUKO je Dap jemaH KOpeH ¢;, ¢ = 1,2,...,p IO MOAYJY jedHAK jeIaH OHAA je
BPEMEHCKa cepuja HecTalroHapHa. TakBe BpEMEHCKe cepuje ce OOUMYHO Ha3U-
Ba]y BPEMEHCKE CEpPHje Ca je IMHUYHUM KOPEHOM.

[Tocmarpajmo caemehu momet:
Xt:6+1'Xt—1+6t'

OBo je ayToperpecruonu MOJeN IPBOT pena KO KOra je ayTOPerpecuoHu mapamMmeTrap
jemnak Bpenuoctu 1. I[lonamame oBe BpeMeEHCKe cepuje Ha Oyru POk oapebyje permre-
wme cienehe KapakTepPUCTUYHE jeTHAYNHE:

g—1=0=g9g=1.

Ilakne KOpeH KapaKTepUCTUYHE jeqHAUYVHE y3WMa BPETHOCT 1, 300r yera ce OBakKBe
cepuje W Ha3WBa]y BPEMEHCKE Cepuje ca jeIUHUIHUM KOPEHOM. Dbpoj je IMHUYHUX
KOp€eHa OAroBapa CTEeNeHy WHTETPUCAHOCTU BPEMEHCKe cepuje, OmHOCHO onpebyje
KOJIMKO je IIyTa MOTpebHO nudepeHnmpari HeCTAIIMOHAPHY BPEMEHCKY Cepujy na ou
OHa TmocTaJja craluoHapHa. [IpermocraBumo na je Opoj jeIMHWYHUX KOpeHa d Tana
je cepmja A?X, cTammoHapHa BpEMEHCKa cepuja.

MoskeMo maTtu jour jemaH MpUMeEp BPEMEHCKE Cepuje ca jeIUHUIHUM KOPEHOM.
[Tocmarpajmo mMonmen obmka:

Xt = 2Xt_1 - Xt_g + ¢;.
OBo je ayroperpecuonu Mmonesa pena 2. KapaxkTepucTuyHa jeqHAUMHA OBOT MOIEJA
je:
) 2 _ 2 _ o
g —29+1=0(g—1)*=0=g1=¢g2= 1.

Ilakne, oBaj MOozmes UMa OBa je AMHUYHA KOPEHA, IITO 3HAUU A je TOTPEeOHO OBa MyTa
U3BPIINTUA qudepeHnupame na 0u ce qoduia cTalroHapHA BpeMeHcka cepuja. To ce
MOsKe YpaauTy Ha ciaenehu HaUWH:

Xy =2Xy 1 — Xy ot e
Xt — Xt—l = Xt—l — Xt—2 “+ey = AXt = AXt—l +e; = A2Xt = €4

Vv Vv _/_/
AXt AXt—l AXt — AXt—l - A2Xt

15
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[IpBuM nudepeHIVpameM ce eJIMMUHUINE IPBU je IMHUYHU KOPEH ayu nobujeHa ce-
puja AX; = AX, 1 + e; je u mame HecramuoHapHa. Jlpyrum mnudepeHmupameMm ce
eJIEMUHUIIE U APYTU JeIUHUYHU KOPEH U mobuja ce cTalmoHapHa BPEMEHCKa Cepuja

AQXt = €.
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3.1 TecToBU je ITMHUUYHOT KOPEHA

Y mpakTWYHOM MOJAEJIUPAamY O BEJWKOT je 3Havaja yTBpbhuBame Opoja jenuHUY-
HUX KOpEHa KOje JaTa BPEMEHCKa cepuja mocemyje. Y TOM UMby C€ KOPUCTE TECTOBU
jeIMHUYIHOT KOPEHA.

[TocToju Benmuku 6pPOj pa3IUYUTUX TECTOBA jeAMHUUHUX KOopeHa. [IpBu Tect Koju
ce nmojaBuo nedunucanu cy lwkm m Pynep. Ilopen osor y pany he Guru onmucana
JOII mBa TeCTa jeMHUYHOI KOPEHA.

3.1.1 urun-®PynaepoB Tect

OsBaj TecT je moOMO MMe 1O CBOjUM ayTopuMma. JemaH je om Hajuermrhe KOpuiheHux
u yecto ce kpahe masusa P Tecr.
[TpernocraBumo na je Bpemencka cepuja X; remepucana AR(1) momenom:

X=X 1+ e

u na je meHa cpenma Bpenuoct F(X;) = 0. Kao mto je Beh o6jammeno y npeTxoagom

morJIaB/by, IPUpPOaa KpeTrama X; 3aBUCHU O BpeaHocTu mapamerpa ¢. Rana je ¢ < 1

X, crnemu cranmoHapHY OmyTamy, a Kana je ¢ = 1 X; mocenyje je AMHUYHU KOPEH.
[Ipema oBoMe ce popMmpajy Xumorese Tecta Koje numajy cienehm obiauk:

Hy: ¢ =1 (X, nocenyje jeman je IMHUYHU KOPEH)
Hy: ¢ <1 (X, je cranumonapua BpeMeHCKa Cepuja).

HynTy xwunoresy mpoBepaBaMO IMOMONY TeCT CTATHUCTHKE KOja ce padyHa IpeMma
nomanuMa u3 y3opka oouma 1 Xy, Xo, ..., X7. [IpBU KOpakK je onemuBame mapamerpa
¢ IPUMEHOM MeToJe HajMamUX KBaIpaTa:

T

> XiXi
n t=2
¢ = T

~

Crnenehu kopak je m3pauyHaBame CTaHmapuHe Tperike oneHe ¢, s(¢), ma caenehin
HAYH:

T )
> Xy
t=2
rme je:

T . T
>, Xt2 — ¢ XiXi
2 _ t=2 t=2

(T—-1)—1

S

17
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Y KOJIMKO ce OIleHa ¢ He pa3JyIMKYyje MHOTO O jeJaH JOTWYHO je 3aKbYUYUTHU 14 je HYJITa
xunore3a tavna. I[IpemMa oBome MOkeMO 0Opa3oBaTU TECT CTATUCTUKY Ha ciaexehu
HA4YUMH:

~

b—1

s(¢)
On tora ma au cepuja MMa jeAMHUYHU KOPEH WU HE 3aBUCU U PACIONEa OBE TECT
cratucture. HamMe, [0 IPETIOCTABKOM Oa je ¢ ONEHA MapaMeTpa CTAHIAPIHOT
JMHEAPHOT PErpecruoHOT MOJeJia OBa TECT CTATUCTUKA Ou mMmaJa t-pacmnomerny. Ha-
CyIpoOT TOME, aKO Cepuja ”WMa jeIUHUIHU KOPEH, Taaa OIeHA ¢ mema HOPMAJIHY
pacmomeny, ma HA TeCT CTATUCTUKA HEeMa (-pPacIomery.

Ila TecT craTUCTUKa He TPUMNAAA KIACU MO3HATUX TEOPHUjCKUX pacmomiesia, Tj. Oa
“Ma HeCTAaHAAPAHY pacrnoneiy, unpsu cy nokasanu luku u ®ynep. Ilpema Tecty oBa
pacmonena je Ha3BaHa pacunonesa /[P Ttecra jemuauduHOr KOpena. YecTo ce o3HauaBa
1 Kao T-pacromeia, ma Ceé U caMa TeCT CTATUCTUKA YeCTO O3HAJYaBa ca T.

Kpuruuna Bpensoct 7F 3a 7-pacmomesy ce Moke OIpPEIUTH 33 CBAKU OOUM y30DPKa
3a HUBO 3HavajHocTu 5% momohy caemehe popmyie:

0.398
™ = -1.9393 — .

T

[Ipema mo3HaTUM TpaBUINMa CTATUCTUYKUX TECTOBA 3aTUM ce oapebhyje ma au ce
HyJTa XUIOTe3a IpuxBaTa miam onduja. Hawmme, ako je m3dpauyHaTra BpeTHOCT TECT-
cTaTUCTUKe Beha o KpuTuyHe BpeaHOCTH xunore3a Hy ce ombalyje 1 3akbydyjemMo
[a je cepuja cTanmoHaApHA. Y CYIPOTHOM HYJITY XUIOTE3y HPUXBATAMO U 3aKIbYdy-
jemo ma cepuja mMa dap jemaH je IMHUYHU KOPEH.

Y KOJIMKO ce yMeCTO MOYETHOT MOJAEJa KOPUCTU MOIEJI:

AXy =Bo+ Bt +pXi1 +01AX 1 +0AX 9+ ... + W AX ke

n3pauynara [P craructuka m3 oBOr Momesa Ha3uBa ce npomupeHa uku-Pyreposa
craTucTuKa Koja ce oomuno o3uauasa ADF (Augmented Dickey-Fuller).O6Ge cratuc-
tuke, 1P u AP, mocenyjy maeHTUYHY ACUMITOTCKY PACIONEIY U Y IPAKCHU Ce KO-
puCTe UCTE KPUTUUYHE BPETHOCTH.

3.1.2 KIICC TecT

RIICC tecT jenuHUYHOT KOpEHaA MMe je MOOMO MO NMOYETHUM CJIOBUMA IIPe3uMe-
na csojux ayropa (Kwiatkowski—Phillips—Schmidt—Shin). 3acausa ce ma mormyso
apyrauunjem npuctyny on P recra. [locmarpajmo momedn:

Xt:Xo—{—Bt—{—et, t:1,2,...,T (311)
W TIPETIOCTAaBUMO Ja e; MOoCenyje jenaH je IMHUYHU KOPEH:
et =¢e_1+v, e =0 (3.1.2)

TaKo Za je ca;a v; mpomec 6eau mym ca cpemmoM Bpennomhy (0 u Bapujancom o2.
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Axo cama 3amenumo (3.1.2] y [3.1.1] nobujamo:

t
Xi=Xo+pt+e=Xo+pt+e1+v,=Xo+ Bt +eatv+vi1 = .. :X0+@t+zvja

j=1

rme jet=1,2,....
Ono on uvera he 3aBucuUTH Oa JU je cepHrja CTalMOHADHA WU HE jecTe MOCeIbr
t

cabupak, cyma cirydajHux rpemaka y v;. Cepuja he Ouru cranuoHapHa jeIuHO OHIA
=1
Kalla je BapUjaHCca CIydajHe BeJUYWHE vU; JeTHAKa HYJIU.
N3 oBux 3akmyduara GopMUpPAMO XUIOTE3E:

Hy: 02 =0 (X; je crammmonapHa BpeMeHCKa cepuja)
Hy: 02 >0 (X; mocemyje jenan jeIMHUYHA KOPEH).

Ilake OCHOBHM 3aaTak OBOI TECTa je 3alpaBo OIeHA BapUjaHCe CIydajHe BeJIUUYNHE
(S
Kana u3 penanumje [3.1.1] npumenom mMeTome HajMamUX KBAAPATA OLEHUMO Iapa-
Merap [ mobujaMo HMPBO pe3uayatie €;, a TOTOM U HapIrjajiHe CyMe Pe3umIyaia -
t T
Sy =>é,3at=12..T. 3atum ce popmupa BeiuuuHa » S, Koja ce HOpMUPA

=1 t=1
t

OIEHOM IYTOpOUHE BapujaHCe s2  ClydajHe KOMIOHeHTe . v;. OmnasBme u3BOAUMO
i=1
RIICC TecT-cratucTtuky kKoja je obOJuMKA:

1 o
77 2.5
KPSS = &1
52
o0
Benuuuna s, npencrasma Hhyu-BecToBy oneny myropouse perpecuje:
T

o2 = lim T’lvar(z Ut),

T—o0
t=1

KOja ce mobOuja mpema:

T T T
/\2 A A A A
Z €t Z €11 EL: ) €t€—L
t=1 t=2 t=L+
= 14 2wy + ...+ 2wy,
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T
Peu je 0 yobuuajeHoj OIeHU BapuUjaHCe ciaydajHe rpemke momena s2 = . é:2/T, koja
=1
ce MHOKM JaTUM €JEeMEHTOM y 3arpaiy na Ou ce yKpbydmsa MHGopManuja O ayTo-

KopeaucaHocTu monataka. Ilapamerap L mpencraBmma Opoj moumu m Oupa ce HA
cnenehn maumn : L = [4(T/100)Y/4]. Beawumna w; mpemcTaBba TPO30P AOMHHA U
nmeduuume ce kao w; = 1 —j/(L+1), j=1,..,L u 0 3a ocrame moume. Ha oBaj
HAUWH Ce MPEeTHOCTaBJba Mda ayTOKOopealuja JUHeapHO omala TOKOM BpeMeHa U Ia
He TOCTOju 3a HOoIme cTporo Behe ox L.

3.1.3 IIII rect

IIIT (Phillips—Perron) rect je neduuucan 3a ucre xunorese kao u kox P recra.
TecT craTucTrKa je moCcTaB/beHA TAKO na IpeacTraBsba Moaupuranujy 1P craructukre
ca nuibeM noBehama MOy3MaHOCTU TECTUPAHa Kala y PErPEeCMOHOM MOENY MOCTOjU
ayTOKOpeJalja 1 Kaaa je ToOTpeObHO BOAUTU PadyHa O IPUCYCTBY AETEPMUHUCTUYKE
kommnoHenTe. Il tect crarucrtuka ce mepunume Ha ciaenehu HAYMH:

2 2 Ts(o
Zi= 2 r — 05 (8002 i ) ( S(QSO)).
Soo s2 s

2 2 . .
Ca s° m s, Oo3HaUeHe Cy penOM OOWMYHA U NyrOpOYHA OIleHAa BapHUjaHCE CIydajHe
rpemke Mozxesa, 0K s(Q) mpencraBiba CTaHIAPIHY IPENIKY OLEHe ¢ y MOIEIyY:

AXy = By + Bt + X1 + ey,

a 7p P crarucTuky 3a mcTu MOIEI.

Y ycioBrMa Baskema HYJITe XUIOTe3e CTATUCTUKA Z; Ma PacCIomelly Koja je ac-
UMITOTCKM MAeHTUYHa pacrnonenu 1P Ttecra ma ce KOpUCTHM UCTU CKYNIl KPUTUUHUX
BPEIHOCTU.
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4 PerpecmoHna aHasim3a BpEeMEHCKHX cepHja ca jemu-
HUYHUM KOPEHOM

4.1 JInaeapHa perpecuja

Y cBakoj HAYYHO] MUCIUIIJIUHU OCHOBHU TpobiieM je yTBpbhuBame Be3a uamebhy
IPOMEHJ/bUBUX BesimunHa. Te Be3de mory Outu mormyHO onpebene. Ha mpumep, y
¢r3uIm ce MOKe YTBPAWUTU TadvyHa (YHKIMOHAJIHA 3aBUCHOCT m3MeDhy yrnameHOCTH
obOjekaTa Ol 3eMJbe U I'PABUTALNOHE CUJIE.

MebyTuMm, y OUOJOMKUM U APYIITBEHUM HayKaMa CyOdaBaMO CE€ Ca MHOTO KOMII-
nukoBaHUjUM curyamujama. OBmae je MHOTO Teke OAPEAUTH TAUHY IMOBE3aHOCT Ta je
mOoTpeOHO KOPUCTUTU CTATUCTUUYKA M3ydaBaimbha KOja Mepe MpOoCedHe MPOMEHEe jeIHe
BeJIUYMHE M3a3BaHe MPOMeHaMa Apyre BeauuwmHe. Perpecuona anajgm3a ympaBo uMa
3a nuJb ga yTBphyje u Mepu Be3e TAKBOI TUIA.

Y MeIWNUHCKAM UCTPaKUBAKBUMA YECTO Ce MHTEpeC UCTPaKMBada ycMepaBa Ka
npobaemy moBe3aHocTu Mebhy ciydajEmM npoMenssuBuM. [IpmToMm je om mocebHOr
uHTEepeca MOTYNHOCT MPOrHO3upama UiIn Ipeasubhama BPpeIHOCTA jeIHe TPOMEHIbUBE
Ha OCHOBY APYTUX MPOMEHJbUBUX.

[IpBu Tako hopmyaucanu TpobeM MOTUYE Ol EHIJIEeCKOTr aHTpomosora Ppanmuca
lNanarona. Owm je 3ajemuo ca Ilupconom crymupao naciaebuBame y 6uomoruju. Toxom
cTynuja je Mepehu BucmHe oyeBa u CUHOBA YCTAHOBUO HEKY BPCTY mapanokca. Hawmwme,
OIPUMETHO je A BUCOKU OUEBUW MMA]y BUCOKE CHMHOBE aJIM y MPOCEKY He TAKO BUCOKE
Kao0 IITO CYy OHU CaMU, U CJIWYHO, Na HUCKM OUYEBU MMA]y HUCKE CUHOBE aJjid OMIET
MPOCEKY He TAKO HUCKE Kao mTOo cy oHu. OBY TEHAEHIN)Y MPOCEKA HEKEe KaPAKTEePUC-
ture (y OBOM cCiydajy BuUCUHE) omabpaHe rpyme ma y cienelioj reHepanuju CUHOBA
TEXKU Ka MPOCEKY MOIIyJIaIje a He MTPOCEeKY BhUXOBUX OUeBa, ['aJTOH je Ha3BaO perpe-
cHjoM, TaUHUj€e, PerpecrujoM npema npoceky. Jla 6m qoduo nHGOPMAI]Yy 3aBUCHOCTHU
BUCUHE CUHOBAa OJ[ BUCUHE IHUXOBUX oueBa, [lupcon je mpeTmocTaBmo ma ce Ta 3aBUC-
HOCT MOKe U3Pa3uTu kKao QyHkImja, y = f(x), mpu dyemy je y 3aBUCHA TPOMEHJBUBA,
OZHOCHO NPOMEHJBUBA KOJy KeJnMo na objacHumo wnu npensuaumo (y IamroroBom
OpUMepy BUCHHA CUHOBA), & & HE3aBUCHA IIPOMEHJbMBA, OJHOCHO HPOMEHJbUBA KOjY
KOPUCTUMO Ia 00jaCHUMO 3aBUCHY MPOMEHJLUBY (BUCHHA OUYEBA).

OcHoBHa CBpXxa MpUMEHE perpecruoHe aHaJU3e je Ia ce Ha OCHOBY jemHe, MO3HATe
OIPOMEHJ/bUBE MOKE€ MPEABUAETH BPEAHOCT Apyre, HEMO3HAaTe MPOMEHJ/LUBE W TO U3
jemHAUYMHE KOja MOKa3yje HUXOBY 3aBUCHOCT. 3aBUCHOCT MOKE OWUTU JUHEApHA U Y
TOM CJIy4dajy ce M3paskaBa MMOJMHOMOM IPBOT CTEINEHA WU MOKE OWUTU HeJIMHeapHa
(norapuraMcka, eKCIOHEHIUjATHA), I1a Ce U3paskaBa OAroBapajynumM MaTeMaTUUKIM
n3pazuMa.
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4.1.1 JImHeapHUM perpecuoHU MO IEJIV

Perpecuonu momenu ce mesie Ha IpoOCTe, Y KOjUMa MOCTOjU CAMO jeIHa 3aBUCHA
U jeqHa HE3aBUCHA IPOMEHJLMBA U BUMIECTPYKE Y KOjUMa IOCTOJU OBE WJIM BUIIE
HE3aBUCHUX W jenHa 3aBUCHA TpoMeHsuBa. Vl jemHwm m aApyru ce mpema IPUPOIN
3aBUCHOCTHY m3Mehy mpoMeHbUBUX Oeje Ha JUuHeapHe U HeJuHeapHe.
[IpocTu nmuHEApHU PErpPECUOHN MOJEIN CE U3PpakaBajy MOJIMHOMOM IPBOT CTEMEHA,
KOja 3a MOmyJalnjy TJIaCHU:
y =0+ bz +e

Y O0BOj jemHayuwHU Cy: Y - 3aBUCHA NPOMEHJbUBA, T — HE3aBUCHA ITPOMEHJbUBA, & €
— CIydJajHa TPEIKa, KOja MPeACTaB/ba PA3JUKy U3Mely eKCIepUMEHTAJIHO TOo0ujeHe
BpPEAHOCTU Yy 1 BPEOAHOCTU Y M3PaUYyHaTE M3 IMOJMHOMa IIPBOT CTECIICHA.

3a y30pak jemHaumHa mMma ciemehwu oOIuK:

y; = a + bx;

rme cy a u b Hemo3HATU MapaMeTpu Koje Tpeba oneHuTtu. KOHCTaHTa @ MpeacTaBba
BpenHocT y kana je x = 0 (BpeAHOCT y KOjoj mpaBa JuHUja cede y ocy kazxa je x = 0)
U HA3UBA Ce OACEYaK HA Y OCHU, & CIY/KU 3a MPOIEHY MOMyJIAIMOHOT mapamMerpa (3.
Koedpunujent perpecuje b mokasyje KOJIUKO ce JMHEAPHO MeHa BPEIHOCT 3aBUCHE
OPOMEHJLUBE § aKO Ce He3aBUCHA NPOMeHbMBa * npoMenu (moseha mim cMmamm) 3a
jenununy Mmepe. KRoedurnujent b mMa mo3uTwBaH Npen3HAK Kama ce ca noBehamem
x nmoBehasa y (3aBucHocT m3aMeby = u y je ynpaBo NpONOPHUOHATHA), & HETATUBAH
kana ce ca nosehamem z cmamyje y (OOPHYTO NPOMOPHUMOHATHA 3aBUCHOCT). AKO
cy obe MpOoMeHJ/bUBE M3PaKeHe Y UCTUM AUMEH3ujaMa, b mpeacTaB/ba TAHTEHC yria «
KOjU TIpaBa JUHUja 3aKJIama ca & OCOM.

Metona koja ce KOPUCTH nOa Ce OIpelne ImapaMeTpu MOJeja Ha OCHOBY JIaTUX
Tavyaka HA3MBa Ce MeTOola HajMamuX KBaJgpaTa, a 0a3upa ce HAa TOMe Oa Ceé MUH-
“MU3yje cyMa KBaIAPUPAaHUX pasiuka (rpemaka = €) uaMebhy mobujeHux u m3pady-
HaTux Bpennoctu y. CymruHa je y TOME na Kpo3 IPyIy Tadaka MOMKe Oa Ce MOByde
BUINIE TPABUX JUHUjA KOje he Ha HEKU HAUWH ONMMCUBATHU Taj CKYI Tadaka, a ~ HajOo-
Jba” je oHa KOM KOje je 30up KBagparTa OACTyNama Tavaka O oaroBapajyhe mpase
Hajmamu Moryhu. TakBy mpaBy Ha3mBaMO perpecuoHa Ipaba.

[IpaBa nuHUja KOja ce mpeMa KPUTEPUjyMy HajMamUX KBaapaTa HajOome yKiIamna y
IpyIy Tavaka Ha3MUBa Ce PErpecruoHa JIMHUja, a jeJHadyrnHa Koja je Ne(UHUIIe Ha3UBa
ce perpecuoHa jemHauynHa. PerpecumonHa jenmHaumHa mMa cienehe ocoOune:

e pasnuka m3Mehy cTBapHEe BPEAHOCTHU Yy M U3pAUyHATE BPETHOCTU ¥y je HAjMama
moryha,

® U3 Cpenme BPEIHOCTU T MOKEMO Ia M3padyyHaMO CPENmY BPETHOCT Y,

e Kala T OACTYIa OJ CPeNhe BPETHOCTU, MOKEMO Ia OYEeKyjeMO U Ja Yy ONACTYIa
OJl CBOje cpelkhe BPEeTHOCTH.

N3 perpecumone jemnaumbe MOKe Oa Ce M3padvyHA OUYEKUBAHA BPETHOCT Y W3 OaTe
BPEIHOCTHU &, OTHOCHO PErpecUoHa jeJHAUNHA MOKE 1a Ce KOPUCTU 3a ~npenBubame”
BPEIHOCTHU Y.
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Koedunujertu perpecruone jeqnavnsae u3padyHaBajy ce Ipema cienehinM nspasu-
Ma:

_ 2 wy—Nzy

T S 22— Nz2’

Beauunny oncrynama Tadaka O IpaBe JIMHUjE M3paskaBa CTAHIAPIHA T'PEIIKa
perpecuoHe mpaBe, Koja ce m3padyyHaBa IpeMa U3paly:

\/Z > y? —aZy—bey
Syz = — 5

= — bz.

Jaka nuHeapHa 3aBUCHOCT m3MeDy MPOMEH/LUBUX & U Y 3HAYUM OA Cy TAYKe BPJIO
O/u3y mpaBe JUHU]E, TIa je cTOora CyMa KBaapaTa OICTyHama NOOUjeHUX BPETHOCTHU Y
OJ M3PadyHATUX BPEIHOCTH ¥, MaJia, OMHOCHO MaJla je U CTaHAapAHa I'Pemka S, . Y
0OpHYTO, Kaaa je JUHeapHa 3aBUCHOCT u3Mehy MpoOMeH/bUBUX & U Yy ciaba, Tauyke Cy
pacyTe OKO mpaBe, CyMa KBaapaTa OACTYIama Tadyaka Ol IpPaBe je BeJUKa U BEJIUKA
je crapmapaHa rpemka S, ;.

Paznuka mamebhy nmobujeHux BpeqHOCTU y M U3pAUyHATUX BPEAHOCTU § HA3UBA Ce
ocrarak (pe3mmyal), a IOIITO je CTAHJAPAHA TPEMKA S, MePa 3a BEJIUYNHY OBUX
pe3unyasia, HeH IPYTW HA3WB je pe3duayasiHa CTaHIapaHA OeBUjalldja.
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4.2 JluHeapHa perpecuja KoI BPEMEHCKUX CEPHja Ca je TMHUIYHUM
KOPEHOM

JemHa on mpeTmocTaBKM KJIIACWYHOI JUHEAPHOI PErPEeCHMOHOT MOJEea OTHOCU Ce
Ha CBOjCTBO oOjammaBajyhmx mpoMeHBUBUX Oa y3uMajy (UKCUPaHE BPEIHOCTU U3
IOHOBJHEHUX y30paka. Bapujanca objammaBajyhux TPpOMEHJLUBUX je HyJIa jep OHe
U HUCY CJAydYajHEe MPOMEHJBUBE. & CIAyYajy Oa je TOMEHYTa MPETIOCTABKA HETAYHA
HEe MOKe ce OOKa3aTu Oa Ce MeTOAOM HajMamuX KBaapaTa no0ujajy KOH3UCTEHTHE
oree. OcuMm TOora Te OIlEHE HEMA]y HOPMAJIHY PACIONENy Ia Ce He MOTY KOPUCTUTHU
HU CTapgaplIHe TecT-cTaTucTuke ca CTyIeHTOBOM M Y2 PaCIONEsIOM.

Axko objammaBajyha npoMeH/bUBA UMA je IMHUYHU KOPEH, HUj€e CTAIMOHAPHA, OHIA
IBbEeHa BapUjaHCca pPacTe TOKOM BpPeMeHa U TaKBa IPOMEHJ/bMBA He y3uMa (UKCHpaHe
BPEIHOCTU U3 MOHOBJ/beHUX y3o0paka. OmaBme cienu na ce KIACUYHU JUHEAPHU DPe-
I'PECUOHU MOJENN HE MOTY KOPUCTUTH IPU U3ydaBarmy MelycoOHe 3aBUCHOCTU HECTa-
IMOHAPHUX BPEMEHCKUX CepHja.

Jenan on HaumHA OlEeHUBAKA 3aBUCHOCTU M3MeDy HecTanMOHAPHUX BPEMEHCKUX
cepuja je BUXOBaA TpaHCPOpMalMja TAKO Ja ce NOOUjy CTAIOHAPHE BPEMEHCKE Ce-
puje. Y Ty cBpXy ce Hajuemhe KopucTu Beh moMeHyTO mudepeHnnpame BPEMEHCKUX
cepuja. Heka cy Y; u X; BpemeHncke cepuje ca jeIHUM jeIMHUYHUM KOPEHOM OHIA Ce
KJIACUYHU METOJ HajMamUX KBAAPATa MOKE NPUMEHUTU HA MOIEJ ODJIUKA:

AY; = By + BiAX: + €.

Ono mro mpencraBma TpodIEM KOA OBAKBOI OLECHUBAMKA j€ TO IITO PE3YJITAT He
naje Be3dy maMmebhy Y; u X; Koja y €KOHOMCKUM UCTpa:KMBamUMa MO:KE na Oyme on
BesuKOr 3Havaja. OBa Be3a ce KO CTAMOHAPHUX BPEMEHCKUX cepuja moduja jemHo-
CTaBHO U3 JIMHEAPHOT PETPECUOHOT MOMENa, AOK Ce y CIIydajy cepmja ca je IMHUYHUM
KOPEHOM OHa MOyKe NOOWTU MCKJ/bYUYMBO HA OCHOBY KOHIIENITA KOWMHTEerpalyje Koju he
ouTu obOjalmmeH y HACTABKY paga.
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5 KRounrerpamuja

[IpernocTaBuMO ma mOCTOje IBE€ BPEMEHCKE Cepuje, OO KOjUX CBaKa MOCEeNyje CBOj
CTOXaCTUYKN TPEHH, il Ceé HUXOBO KpeTame ONBMja TAKO Na Ce OHEe He yIajbaBajy
MHOTO jemHa oI Apyre. Y M3BECHOM CMUCIIY je HBUXOBO 3ajeTHUYKO KpeTame CTa-
IUOHAPHO. Y TIPaBO M3 OBOT IpUMepa MOTUYE IMojaM KOWMHTErpanuje, Koju ciao00aIHO
peYeHo moapasyMeBa CTAIMOHAPHOCT JIMHEaApPHE KOMOWHAIMjEe WHIWBUILYAJHO HECTa-
OIVMOHAPHUX BPEMEHCKUX CEpPUja.

YnopenuMmo cana KOHIENT KOMHTErpallje ca KOHIENTOM JIMHEAPHOT PErpecroHOT
Monena. [um perpecuone ananuse je na 3aBUCHY TPOMEHJPUBY IIPENCTABU IPEKO 00-
jammaBajynnx TpOMEHFUBUX TAKO M1a HEeODjallmeHn 1e0 Oy ae CTAIMOHAPAaH, OJHOCHO
nporec 6equ myMm. [lum kouHTErpamnuje je ma Kperame jeqHe BpeMeHCKe cepuje Oyme
objammeno KpeTameM HEKUX APYTUX BPEMEHCKUX CepHja TaKo da HeoOjallmeHU Te0
Oyne cranumonapas. /lakige 1Mo cBOjoj CYIITUHU OBa OBA KOHIIENITA CE€ HE PA3JIUKY]y.

5.1 Momes ca KOPEKIIMjoM PaAaBHOTEsKHE T'DEIIKe

Y aHaJIM3U OMHOCA €KOHOMCKMX BPEMEHCKUX Cepuja 3HAYajHO MECTO 3ay3UMa MO-
[eJl KOpeknuje paBHoTexkHe rpemke. OBaj momen npencrasuiu cy Enrae u I'pejuiep
Ka0 HAUYVH ONUCUBaHKHa KOMHTETPUCAHE BPEMEHCKE CepHje.

[IpermocTaBUMO ma cy maTe ABe BpeMeHCKe cepuje X;, Y; Koje cy y peJanuju
Y, = Bo + BX;. Momen ca KOpeKIjoM paBHOTE;KHE T'PeIKe je 0bJauKa:

AY; = (Y1 — Bo — BXi—1) + 11AYo1 + oo F 1k AYs g + 72 AX 1 4 o+ 2k AX g + 0,

THE CY Y0, V11, s Y1k, V215 -5 Yok TAPAMETPU, TPU UeMy Baku Yy < 0, a § cayvajHa
rpemka. Kimyunu neo mognena je mpomenssusa (Y;_1 — fy— SX;_1) jep OHA mpencTaBiba
oncTymname Y; on paBHOTe:xHe penanuje Y; = [y + SX; 1o Kora je HOMIIO y MEePUoLy
t — 1. Ilomenyra mpoMeHJBUBa C€ 3aTO HA3WBA PaABHOTEKHA T'pemKa. Y HACTaBKY
Mogzena ce mpomena Yy, AY;, TokoMm mepuwona t Momeaupa Ha OCHOBY WMH(OpMAIH]je
KOJIMKA PaBHOTEKHA T'DEINKa je HampaBsheHa y mepuony t — 1. PaBmHoTexHa rpemka
MMa KOPEKTUBHY YJIOLY.

[TapameTap 7y ce HazmBa mapameTrap mpuiarobhaBama jep MOKa3yje KOJUKU Te0
npomene Y; ce yckiaabyje y cBakoM mepuomy mpema MyTamu IyrOpOUYHe PaBHOTEKHE
Bese.

I[Ipomenmuse AY; 1, AY; o, ..., AY; 1, AX, 1, AX; »,..., AX;_} ce KOPUCTE 3a OIUCU-
Bame TaKO3BaHE KPATKOPOUHE AUHAMUKE. BPOj OBUX MPOMEHJLUBUX 3aBUCHU O CTPYK-
Type KopeJjalnuje MOYeTHUX BPEMEHCKUX Cepuja.

N3mebhy momena ca KOPEKIMjoM pPaBHOTEKHE TPEIIKe W KOUHTErpaluje MmoCTOju
jaka Be3a Ia BasKM M1a aKO Cy BPEMEHCKe cepuje KOMHTerpucaHe OHIa Ce YBEK MOLY
IpeacTaBUTU TOMONY OBOr Momesa, aju 1 OOPHYTO, OMHOCHO aKO Ce jemHa O Bpe-
MEHCKUX CepHrja MOKe OMMCATU MOMONY MOmesa ca KOPEKIMjOM PABHOTEKHE T'DEINKe
ouna cy one kounterpucase [2]. Osa Besa mpencraBmba (yHIAMEHTAJHUA PE3yJITaT
'pejaniep-JoxancenoBe Tteopeme penpenszeranuje. Ilpema oBoj TeopemMu Momes ca
KOPEKIjOM PaBHOTEKHE I'DEIIKe CaAPKU MHPpOPMaluje O HUBOY BPEMEHCKUX cepuja,
YaK M aKO Cy OHE HeCTaIlMOHADHE.
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5.2 Tect KomHTerpaiuje

Tect rounTerpamnuje cy ocmucauau Eura u ['pejHiiep 1 oH je mO3HAT O UMEHOM
nBoctenena npouenypa Enrma u ['pejunpepa. IlpermocraBra oBor tecra je ma Bpe-
MEHCKe cepuje o0pa3yjy camo jenHy paBHOTe:xkHY pesarnujy. OBa IpeTmocTaBka je
TayHa aKO Cy y MUTalky IBE BPEMEHCKE cepuje, Y CyIpOTHOM He MOpa Aa Basku. AKO
ce paau O BUIE KOMHTEIPUCAHUX BPEMEHCKUX Cepuja OHE MOTY 00pa30oBaTU U HEKO-
JINKO PaBHOTEKHUX pesalnuja. ¥y TOM CIydajy ce IMOCTYIaK TeCTUPAHma Pa3jIuKyje.

[IpernocTaBuMO na KeaIUMO na MPOBEPUMO Oa JU CY BPEMEHCKe cepuje X; u Yy
komHTerpucane. (OBe BpEMEHCKe cepuje Cy KOMHTEerpUCaHE aKO HEOOjaIllmheHU Ieo
KpeTama Y; IpeicTaB/ha CTAIMOHAPHY KOMIIOHEHTY. 1'a KOMIIOHEHTa je cepuja pe3u-
ayaja Kojy hemo o3HauvaBaTtu ca 7;. Jlakie ako je r; CTallMOHAPHO BPEMEHCKE cepuje
X; u Y; cy KouHTEerpurucasue, nOK aKO je r; HeCTAIIMOHAPHO OBE BPEMEHCKE Cepuje HUCY
komHTerpucane. OmaBne 3akbydyjeMO na Ce TECT KOWMHTEerpamuje CBOAU HA TEeCT
JEIMHUYHOT KOPEHa Cepuje pe3umyaga 7i.

Tectupame mosxemo u3BpmuTu nomohy /1P Tecra jeamHUYHOT KOpeHa I'le Cy HaM
XUTOTe3€e JaTe Ca:

Hy : r, mocenyje jemMHMYHU KOPEH
H, : r; je cranmoHapHa BpeMeHCKa cepwuja.

OsaxrBa Bepsuja P tecra ce mazmusa I[P TecTt cepuje pesmayana u U3BOAU Ce HA
uctu HauwH Kao u P rect, anu uma jenny OUTHY pPa3vKy a TO je APyTavmja aCUMII-
ToTrcka pacmnozena. OBa pacmozesna 3aBUCH Ol TOra [Oa JU KOWHTETPAIMOHA j€[I-
HaUYMHA CAIPKU KA0 IeTEPMUHUCTAYKE KOMIIOHEHTE CaMO KOHCTAHTY WJIU U KOHCTAHTY
U TPEeHI, Kao u on Opoja objammaBajyhux IpOMEHBUBUX Y MOJIA3HO] jeTHAUNHA.

Ako TecT moBene mO 3aKJbYUKA a Cy CePHUje KOMHTErPUCAHE aHAJIM3a Ce HaCTaBJba
OIleBMBAKEM IIapaMeTapa MoJesa paBHOTExHe rpemke. OreHe ce MOTYy HOOUTH CTaH-
[apaIHOM METOIOM HAjMamUX KBaJgpaTa W TAKO NOOMjeHe OleHe Cy NPUCTpPacHEe U
HeMajy HOpMaJHy pacnonxeny. Omay3uMameM CTBAPHUX BPEIHOCTU U BPEIHOCTHU MI0O-
OUjeHux m3 OIEHEHOr MoJesa no0uja ce cepuja pe3umyadia.

Kounrerpucane Bpemencke cepuje X; u Y; o6pasyjy OIyropodHy PaBHOTEKHY Be3y
obaura Y; = By + Xy + 1, Toe je ry cTanmmoHapHA Ccepuja pe3umayasia.
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6 BexkTopcka BpeMeHCKa cepuja

Hebununuja 6.0.1 Jepurnuwemo sexmopeky epemencky cepujy Xy wao:

L1t
x
Xo=| )
Tt
sat=1,2,..., 2de cy Ty, Tot, .., Tyt BPEMENHCKE CEPUJE.

Hedbunumuja 6.0.2 Bexmopcka epemencra cepuja Xy je caabo cmayuorapHa axo 3a00-
somasa caedehe ycaose:

E(z1) M1
E(x

1. E(X;) = p = const,z20e je pu = ( ) — M‘Q
E(Imt) Mm,

2. cov(x,xjs) =gt —s), 1,7 =1,2,...,m, s =1,2, ...
Hedbunumnuja 6.0.3 Kosapujauuona mampuya 3a doywy k je:

Y1(k)  y2(k) o yam(k)

[y = E(X; — p)(Xep — p)) = (k) va(k) o yam(R)

’le(k) 7m2(k) me(k>

20e je:
")/l](k) :E(xit—ui)(acjt_k—uj), Z,j = 1,2,...,7’77,, k:0,1,2,...

Hepunnnuja 6.0.4 Osnavwumo ca D = diag[y11(0),722(0), ..., Ymm(0)] Oujazonanmy ma-
MPUYY “UJU CY EAEMENNU BAPUJAHCE “AGHOBA eKkmopcke epemencke cepuje X;. Ma-
MPUY A AYMOKOPEAAGUUONRUT Ko ePuyujenama na 00ymnu k je onda degunnucana na caedehu
HaUH:

pp = DV2T, DV

AKo 03HaGYUMO:

pi(k)  pra(k) . pim(k)

par(k)  pa(k) ... pan(k)
Pk :

Pm1<k) pm2(k) pmm(k)

onoa je: ®
(k) = —=L00
stk 7ii(0)755(0)
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Nedpuannmja 6.0.5 Hexa je dam yzopax obuma T eexmopcke epemencre cepuje X;.
Ouena 'y, xosapujauuone mampuye I'y je:

T
~ 1 _ _
I, = Tt%H(Xt X)X, s —X), k=0,1,2,..

20e je:
_ 1<
X==) X.
t=1

Hedununmja 6.0.6 Ouena pr, mampuye py je:

~|

pr = D7V, D7V,

20e je D mampuua dumensuje m X m 4uju eAeMenmi Ha 2Aa8H0j OUjazoHaAU NPedCcmas-
MAJY OUEHE BAPUJAHCU UAAHOBA BEKOPCKE 8pemencke cepuje Xy.

6.1 BAP monmen

Y MopmesioBamy BEKTOPCKMX BPEMEHCKUX CeEpHUja HAj3aCTYIJLEHU]U je BEKTOPCKU
ayroperpecuonu monea uiau ckpaheno BAP mome.

Hedumuumnmja 6.1.1 BAP modea sexmopcke epemencrke cepuje Xy, dumernszuje m u peda
k uma caedehu obauk:

X, = ¢1Xt_1 + ¢2Xt_2 + ...+ Qkat—k + €.

Y mpeTxomHOM MOMAENy HmapaMeTpu @i, Po, ..., ¢ cy Marpuie auMmensuje m X m. Ciy-
JajHa I'PEIIKa MOJENa je €; KOjU je BEKTOPCKU CIyYajHU mporec Oesu myM IUMEeH3U]e
m X 1 1 Koju mpencTaBba HEKOPEJINCAHE BPEMEHCKE CEpUje Uyrja je Cpeama BPeIHOCT
0, a Bapujanca koHauyHa. Basxu caenehe:

(S k=0
E(Etet—’f>_{ 0, k0

rIe je ca Y O3HaueHa KOBapUjalMOHA MATPUIAa MPOIECA.

Suauajuoct BAP momesna orsema ce y UMIEHUIM 18 Hera MOKEMO KOPUCTUTH
KaJa ce DABUMO aHAJM30M KOWHTETPUCAHUX BPEMEHCKUX CEePUja Ca jeAMHUIHUM KO-
pEeHOM, a Ja UX IPEeTXOJHO He TPAHCHOPMUIIEMO IPUMEHOM olepaTopa AudepeHnn-
pama.
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6.2 Kounrerpamuja y BAP momesy

[Tocmarpajmo BAP(2) momesn 3a nBe BpeMeHCKe cepuje Ty U Y Ca jeIUHUYHUM

KOPEHOM:
Ty | | @11 Q12 Tt—1 bii b2 Tt—2 €1t
= + +
Yt Q21 Q22 Yt—1 ba1 Do Yt—2 €2t

Ti—1 .
] 1 IOTOM KOPUCTHUMO peJalujy

Axo om obGe crpaHe jemIHAKOCTU OIy3MEMO { y
t—1
Ti—2

o)=L -
Ay Yi—1 Yi—2

[I1jOM PaBHOTEKHE I'DEIIKE:

Az, } _ [a11+b11—1 a1z + biz } |:=Tt1 } _ [ bir bia ] |:Axt1 ] I [ €1t ]
Ay, as1 + by g + bog — 1 Yt-1 ba1 Do Ayq € |’

OOHOCHO:

} Tana Oo0MjaMO BEKTOPCKY (GOpMYy MOIesa ca KOPEK-

AXt = HXt,1 -+ FAXt,1 + €,

roe je [ I=®; +Py— 1, a = —Py.

I[Ipema mpermocraBnu cBaka O KOMIOHEHTW BeKTOpa X;, Ty WM Y; UMa 1O jeIaH
jeIMHUYHU KOpPEeH. Y MPEeTXOIHO] je THAUYMHU Ha JIEBOj CTPAHU Ce HAJA31 CTAIMOHADHA
pemnpeseHTanuja oBuUX BpeMeHCKuX cepuja (AX;), JOK ce HA NECHO] CTPAHU HAJIA3U
BUXOBa HecTamumoHapHa ¢popma (X;_1), KAO M CTAMOHADHA Ca IOIHOM IPBOT Pela
(AX; 1). Tlocroje mBa pemema mpobiema Tako Ia CiydyajHa I'DEIKa U Tame Oye
Oesy TIyMm.

Y mpBoMm cayuajy panr marpuie Il je myma. Tana ce jemmauuna comu Ha BAP
MOJeJI IPBUX AUDEPEHI.

Y npyrowm ciaydajy panr marpune Il jemnak je jemam m mMaTrpuiia ce MO:Ke IIpen-
craButu Ha ciaenehwu mauun Il = v, rme cy v u 8 BekTOpM mapamerapa IUMEH3Uja
2 x 1, Tako ma je nuueapua kombunanuja ('X; = ['[z,;y,] crammonapua, omHOoCHO Ha
CYy KOMIIOHEHTE X; U Yy KOMHTETrPUCAHE.

Iakse, na 6u mocrojaja kopeaanuja uaMmeby AX; u X, | HEOnXomHO je HeyTpa-
JNCATU HECTAIMOHAPHOCT y BeKTOPY X; 1. To ce MOke ypaauTyé KOMHTETPAIWjoM
KOMIIOHECHTHN OBOI' BEKTODaA.

[Tocmarpajmo BAP monmen pena k u mumensuje m:

Xt = CI)lXt_l + (I)QXt_g + ...+ (I)kXt_k + €
BeMy oAroBapa Beh yBemeHa jemHauynHa OOJIMKA:
I, — ®1h — ®oh* — .. — &pRF| = 0.

Axko cy cBa pelema OBe jeqHauuWHe jelHAKa jeJaH OHIA CY KOMIIOHEHTE BPEMEHCKE
cepuje MHTETPUCAHE Pea jemdaH.
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BexTopcra popma Momena ca KOPEKIUjOM PaBHOTEXKHE I'DelIKe Ae(@UHUIIE ce Kao:

AXy =X, +THAX + o+ T AX e + 6,

k
roe je H:(I)1+(I>2++(I)k—jm, F]:— Z (I)Z,jzl,,]{f—l
i=j+1
Kako cy rommonente y BAP momesny mHTerpucane pena jeman ciend ma Cy CBa
pelema IPeTXONHe je JHAUMHE je THAKa jelaH, OMHOCHO 11a je BPETHOCT JeTePMUHAHTE
matpure Il jemnaka mynu. Marpuna Il je cunrynapha:

I, — ®1h — ®oh® — . — Oh*| =0, hi=. . =hp=1=

I, — @1 — ... — D] = 0= |II| = 0.
Kana je marpuma Il cuarynapra moryha cy mBa 3ak/bydKa.

1. Marpuna II je xyna maTpumna. Y TOM caydvajy BEKTOPCKUA MOIEJ Ca KOPEKII]OM
paBHOTeRHe rpemke cBomu ce Ha BAP momen mpeux mudepeniu pena k — 1 u
BPEMEHCKe cepuje y BEeKTOPY X; HUCY KOUMHTETrDUCAHE.

2. Panr marpure Il je mamu on m u Behu on mynae. Heka je panr jemnak r, Tana je
I =~p, rme cy v u [ Marpuile mapamerapa IuMeH3uje m X r. Y OBOM CIydajy
BPEMEHCKe cepuje y BEKTOpYy X; CY KOMHTErpurCaHe.

6.2.1 Tecrupame kouHTerpamnuje y BAP momeny u oreHe KOMHTErpariOHUX
napamerapa y BAP monery

Hajuemhe kopumhen meTon omnemuBama KOMHTETDAIIMOHUX IapaMeTapa U TeCTU-
pama romnrerpamuje y BAP momeny je rako3Bana JoxaHceHOBa mpolemgypa Koja ce
3aCHMBa HA METOIV MaKCUMaJHE BEPOIOCTOjJHOCTU.

I[IpermocTaBUMO nma Cy KOMIOHEHTE BEKTOPCKE BPEMEHCKE cepuje OUMEH3Uuje m
KouHTerpucane. Momea ca KOpEKIMjoM pPaBHOTEXKHE TPEIIKe Tajga mMma ciaemehu o0-

JINK:
AXt = HXt_l + FlAXt_l + ...+ Fk—lAXt—k—i-l + €&

k
rae je =0 +Py+...+Q, — [, I =— > &, j=1,...k—1, a panr kourTerpanuje
i=j+1
je 0 <r <m, tako ma Baxku Il =~f'.
Karo bucmo mobunu orene mapamMerapa ¥y U [f €IUMUHUIIEMO TapaMeTpe KPaTKO-

poune nuuaamuke ['1,I5,....,'x_y. To ce octBapyje nHa cienehu HauwMH:

e omenu ce 3aBucHocT AX; on AX; 1,AX; o,....,AX; jy1 IPUMEHOM METOIA HAaj-
MambUX KBaapaTa U OoOuja ce BEeKTOp pe3umyasa [y

e omenu ce 3aBucHocT X; p om AX; 1,AX; o,...,AX, ;1 IPUMEHOM MeTOHA HAaj-
MambUX KBaIpaTa U OoOuja ce BEeKTOp pe3umyaa [y,
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Cana ce mosa3Hu MOIEJN CBOOW HA:
Ry = 0 Rt + &
Omnene mapamerapa Momesna nobujajy ce Ha ciaenehwm Hauwms:

e mapaMeTpu MATPUIIE 7 OLEHY]Y Ce METOIOM HAjMAHUX KBAApaTa y3 MIPETIOCTABKY
na je Marpura [ mo3Hara

e nobujeHa oleHa Y KOPUCTU Ce Y oaArosapajyhoj ¢pyHKIMju BEPOIOCTOJHOCTHA KAKO
ou ce mobuia omeHa 3a (3

e mpeMa oreHu [ mobuja ce HOBa M KOHAUYHA OIEHA 7.

Baxu na je:
_2 .
L2z (8) = [2(B)] + const

Kao Wu:
. T
y=T7" > (Rot — vB'Ryt)(Ror — vB'Rut)’
t:r:1 T T T
=71 (Z ROtRét - Z ROtR/u/B'Y, - 75/ Z thRét + 75/ Z thRlltﬁ’Y’)
=1 =1 i=1 =1
= Soo — So1B8Y" — vB'So + B S By
rue je:

T
Sy =T RuRy, i,j=0,1.
t=1
Ilakne ka0 TpBU KOPaK y OlEeHUBaKy HAJa3UMO OIEHY 7 moMohy MeTome HajMamUuX
kBaapata. by mobujamo Kao OIeHy Haruba u3 perpecuje y Kojoj je Ry BeEKTOp
3aBUCHE IpOMeHJbUBE, NOK (' Ry mpencrasiba BeKTOp objammasajyhux npoMenmuBux.
Iobuja ce caemeha omnena:

¥ =7(8) = SnB(BS1B)"".
3aMeHOM y u3pa3s 3a ) nobuja ce:

2(5) = So0 — So1B(8'S118) 7' 8'S10 — Son 8(8'S118) 7 B/ S0+
+So1B8(8'S118) 1 B'SuB(B S118) 1B S0

OHOCHO: A
3 = Soo — S01B(8'S118) " B Sho.

Canma Ha pen mona3u APYTW KOPAakK y OINEHUBAKY Y KOME ce Olemyje marpura [3
MPUMEHOM METOI€é MaKCUMAJIHE BEPOMIOCTOJHOCTH.
3uaMo ma 3a Hecunryiapue marpure A, B u H Baku:
A B -1 -1
' B oo~ |A|-|H—-B'A~'B|=1|H|-|A— BH ' B|.
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Axo cana yBememMo CMeHE:

Soo = A
5/5115 =H
5015 =B

nobujamo:

|Sool - [8"S118 — B"S10S00 So1 8| = [B"S11 8] - [So0 — SonB(8'S118) " 5'Sho-

Omasme mobujamo caemehy ormeny:

| 15/ (S11 — 5105&)1501)5’
|6 S115|

Heka cy cama G m F cuMmerpuvHe, KBaApaTHE W TMO3UTUBHO NePUHUTHE MATPUIE
mumensuje m. Ilocmarpajmo caenehy ¢ynrumjy marpune R:

12(8)] = 1Soo

_ |R'GR
H(R) = |R'FR|

Maxrcumamnua Bpenaoct ¢pyukuuje f(R) mobuja ce ompebuBamem m KapakTepuCTUY-
HUX BPEIHOCTU U M KAPAKTEPUCTUUYHUX BEKTOpA M3:

|kF — G| =0.
Mu TpaskmMO BpeITHOCT 3a KOjy:

|5'(S11 — 51050_01501)5|
|6"S11 5]

JOCTURE HajMaH:»y BpPEOHOCT. Axo yBeaeMO CMEHE:

G = 51— 51050_01501
F =5
R=p

y penamujy 3a onpebuBame Makcumaaue Bpennoctu (pyuknuje f(R) mobujamo:
|kS11 — (S11 — S10S00 So1)| = 0,

OJHOCHO:

|(1 — k))SH — 5103&]1501| =0.

Axo cana yBememo cmeny A = 1 — k mobujamo:
|)\511 — 5105&]180” = 0.

PemaBameMm oBe jemnauumue nobuja ce m KapaKTEePUCTUYHUX BPETHOCTU A; > Ay >
. > A\ 2> 0. Onrosapajyhu kapakTepUCTUYHU BEKTOPU CY U1, Vg, ...y Upy-
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Tpaskena omena marpure [ je:

B = (Ul,'UQ, '--7Ur)
opuyu yeMy BasKU: R )
B,SIIB = Ir-

Ilakise, camga ocraje jomr ma ce HA OCHOBY [J mobuje KOHAUYHA OIeHA 3a 7. V3:

¥ = SauB(BSup)"

u omneHe [ mobuja ce: )
¥ = So1 .

MaxkcumasHa BpeqHOCT (YHKINIje BEPOIOCTOJHOCTU Y30PKA Ce M3BOOW IpEMa U3-
pavyHaTUM KapaKTEePUCTUYHUM BPENHOCTUMA Ha cienehum HauwH:

2 '(S11 — S10500 S01) - A
pARERLACH R LT W] ) (RS
|ﬁ Sllﬁ’ i=1

Kapakrepuctuuna BpemaHOCT S\i, 1 = 1,2,...,m je moKa3aTesh KOPEJIUCAHOCTU W3-
MeDy nmHeapHe KOMOMHaIVje HMBOA BPEMEHCKUX Cepuja M AU(epeHIe BPEMEHCKUX
cepuja. IllTo je \i Gumwe jemaH TO je JuHeapHa KOMOWHAIMja HECTAIMOHAPHUX
BPEMEHCKUX cepuja y Behoj carsacHOCTE ca cTamuoHApHUM mesoM momena. OBako
jaka kKopemamnuja je Moryha jeamHo Kaga JuHeapHa KOMOWHAIMja HECTAIMOHAPHUX
eJeMeHaTa IOCTaje CcTallMoHapHa. ¥ TOM CJlIydajy Cy IMOCMaTpaHe BPEMEHCKe cep-
uje KOMHTerpucaHe. Y JOPYTOM CJIyYajy, akKo je :\Z = 0 omma cy auHeapHa KOMOU-
Hallja HECTAIMOHAPHUX eJeMeHaTa U OAroBapajynu CTanumoHApPHU eJeMeHTU cJyabo
KOopeaucaHu. Y OBOM CJydYajy je JuHeapHa KOMOWHAIMja HECTAIMOHAPHUX eJeMe-
HaTa M caMa HeCTAIlMOHAPHA, OJHOCHO KOMHTETPUCAHOCT M3MeDhy mocMaTpaHUX Bpe-
MEHCKUX Cepuja He MOCTOjU.

Cana je moTpebHO yTBPAUTU TavaH CTATUCTUYKU MOCTYIAK KOjUM e ce TecTu-
paTu KOMHTEIPUCAHOCT BPEMEHCKUX cepuja. Heka je r O6poj cTanmoOHApPHUX JIMHEAP-
HUX KOMOUHaNuja, a m — r Opoj HecTalMOHAPHUX KOMOWHanuja. Kao mpBu KOpak y
TeCcTUpamy MOCTaBbA]y ce ciemehe xumorese:

Hy: rang(Il) = r (mocToju r cTanMoOHAPHUX pejanuja )
Hy: rang(Il) = m (moctoju m cTanuoHapHUX pejamnuja).

AKO IpeTnocTaBUMO [a je TayHa HyJTa XUIOTe3a MaKCHMAJHA BPETHOCT (YHKIU]je
BE€POJIOCTOJHOCTU ce mOoOurja HA OCHOBY:

B 7] = 1S00l(1 = A1) % (1= Ag) x o x (1= &),

AKO mak IpeTmoCTaBUMO [a jeé TayHa AJTEPHATUBHA XUIMOTE3a MAKCUMAJIHA BPEI-
HOCT ()YHKIMje BEPOJOCTOJHOCTHU Ce MOoOuja HA OCHOBY:

~ ~ ~

Lona[m] = 1S00](1 = A0) % (1= Ag) X oo x (1= 3) % (1= Argr) % oo 3 (1= An).
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Kao Tect cratucTtuka KOpUCTU Ce KOJIUYHUK BEPOIOCTOjHOCTU:

_ Hy _ [Sool(1=A1)x...x (1=X,)
21DQ <H2> =Tln |:‘SOO‘(l_j\l)><~~><(1—5\7‘)X(l—j\r+1)><...><(1—3\m):|

~ ~

=—-Tln [(1 — Ary1) X o X (1= Am)]
=-T f) In(1 - A,)

i=r+1

OBako je mepurHucaHa JoXxaHCEHOBA CTATUCTUKA TPara 3a KOjy NeMo KOPUCTUTUA O3HA-
KY Tm_r- llaxme:

m
Ty = —1 Z In(1 — 5\1)
i=r+1

[lon ycaoBoM ma je HyJITa XUIOTe3a TadHa OBa TECT CTATUCTUEA HeMa X° PacIomery
Beh BumenuMeH3uOHANHY Bep3ujy pacnognene [P tecra jequHudvHOr KOpeHA KOja 3a-
BUCU OJ OpoOja CTOXACTUYKUX TPEHIOBA M — I' U JETEPMUHUCTUYKAX KOMIIOHEHTU.
Acumnrorcra pacmomena He 3aBucu ox Opoja moumu k, ma je JoXaHCEeHOBY CTATHC-
TUKY MOTyhe KOpuUroBaTu TAKO MTO ce obum y3opka T 3amMeHu ca OpojeM cTemeHu
cnobone cake jemnaumae BAP momena, T — km. Ha rTaj mauun mobuja ce ciaemehu
OOJIUK TECT CTATUCTUKE:

m

~

Tmr = —(T = km) Y In(1 = Xy).

i=r+1

Heka cy mobujeHe BpemHOCTU TECT CTATUCTUKA: Tin, Trno1, - Tl & Koy K1, ..., K3
oaroapajyhe kputuune Bpenuoctu. Tectupame hemo mouyetu popMyiucameM OOr0-
Bapajyhwux xunoresa:

Hy: 7 =0 (mema kKouHTerparnuje)
Hiy: r >0 (mocroju 6ap jemHa cranuoHapHA DeJanuja).

Baxu camemehe. Axko je 7, < K,, OHIZa ce HyJTa XUIOTEe3a MPUXBATA U 3aKDYUYyjEeMO
na HeMa KouwHTerpamuje. Ako je mak 7, > K, Hyara xumore3a ce oxbamyje U 3a-
KJbYUyjeMo f1a IOCTOjU HajMalbe jelaH KOMHTEr parionu BeKTop. [la bucMmo yTBpauau
[a JU je TO TAYHO jeJaH WM MOKIa BUIIE KOMHTETDAIMOHUX BEKTOPa MOTPEOHO je
& HACTAaBUMO TECTUPAE.

Cana nepurumemo ciaenehe xumorese:

Hy: 7 =1 (mocroju jemna cramuonapHa KOMOUHAIM]ja)
Hy: r > 1 (mocroje HajMame mBe cTanroOHApPHE KOMOUHAIM]E).
Axo je 7,1 < K,,_1 mpuxBaTtamo HyJTYy XWUIIOTE3y U 3aBPIIaBaMO TecTupame. AKO je

makK T,,_1 > K, 1 TecTupame ce HACTaB/ba CBE M0 MPUXBATAHa HYJTE XUIIOTe3e Kaua
he butu oapebhen Tayan OpOj KOMHTETPAIIMOHUX DPEJIAIA]A.
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6.3 JlerTepMUHUCTUUYKE KOMIIOHEHTEe y KouHTerpucanoMm BAP wmo-
Aery

BerTopcku Mmomes ca KOPEKIMjoM PaBHOTEKHE I'PEIIKe CAAPIKA U JeTEPMUHUCTUYKY
KOMIIOHEHTY. ¥ IUJbY I0jeTHOCTAB/HUBANA U3JIATAHA OBA KOMIOHEHTA j€ Y MPEeTXOI-
HUM IOTJIaB/bMMa Owmiia m3ocrasibena. Camubno kao m y cragmapaaom BAP momeny
U OBZIe C€ NETEePMUHUCTUUYKA KOMIIOHEHTA jaBJba y OOJUKY KOHCTAHTE WJIM KOHCTAHTE
U JIMHEAPHOT TPEHIA.

Kon xkouwnrerpammonux BAP momesna merepMUHUCTHUUYKE KOMIIOHEHTE MPUIANA]y
ckymy objammaBajynux IpOMEHBUBUX. 10 BaKM W 32 CaM MOJEJ ajlu U 338 KOUHTE-
rpamuone peJjaluje. 300r 0BOTa je HeOUXOTHO objacHuTH Moryhe KomMOuHaIuje me-
TEPMUHUCTUYKAX KOMIOHEeHTH y kKomHTerpucanom BAP momeny. IlocToju 5 moryhux
koMOuHanuja npema JoxancenoBom npuctymy. OBe koMOuHamuje cy mnate y ciaeneho]
rabenn [2]:

leTepMUHICTUYKA KOMIOHEHTA V:

IIOJIA3HOM BEKTOPY X; | BEKTOPCKOj (hOpMU MOmena ca | KOMHTErPAIUOHOM

KOPEKIIjOM DABHOTEXKHE | BEKTODY
rpeImke
(Mmomesupa ce AXy)
1. He mocroju He mocTojmn He mocroju
2. Koucranra Koucranra Koucranra

(ca orpannuemuMa)

3. Jluneapuu Tpenn Kourcranra He moctoju
(6e3 orpannuema)

4. JluneapHu TpeHA Koucranra Jluneapuu TpeHn
(Ge3 orpannuema)
U JUHEAPHU TPEH.
(ca orpannvuemuMa)

5. KBagpatuu Tpenna Koucranra n auneapuu tpeun | He moctoju
(6e3 orpanunyema)

Csaka om oBux KOMOMHanuja 6mhe meraspHUje 00jalrmeHa.
Fombunayuja 1:

Y Mopmeny ca KOPEKOUWjOM PaBHOTEXKHE I'DEIIKe, Ka0 W Y KOMHTETIDAIMOHVM pPeJalu-
Y
jaMa, He MOCTOje MeTePMUHUCTUUKE KOMIOHeHTe. Momen uma caemehu o0muK:

AXy =v0'Xi 1 + THAX 1+ + T AX 1 + &1

Kombunayuja 2:
Mogesn ca KOPEKIjOM pPaBHOTEKHE TPENIKe CAIpP:KU KOHCTAHTY. Y TUTAmY je M-

OUMEH3UOHM BEKTOP ¢. Y KOoMHTerpauuoHuM pesarujama ' X;_; takobhe mocroju KoH-
CTaHTA.
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OHO mTO je KapaKTEPUCTUUHO je MOa je KOHCTAHTA MPUCYTHA y MOMEJNY Ca OTrpPaHU-
JyewmeM IpUunalama KOMHTErPAlMOHO] pesalujyd, OJHOCHO OHa je y (YHKIUJU 7y Ia
je ¢ = 7cp, TOe ¢y O3HAUABA BEKTOD KOHCTAHTU Y KOWHTEIPAIMOHUM peJiallrjaMa.
YKIbYyUMBaKkEeM KOHCTAHTE Y KOWHTEIDAIMOHY peJanujy Aobuja ce CTAIMOHAPHOCT
JIVHeapHe KOMOWHAIMje TPOMEHLUBUX OKO HYJITE Cpelihe BpenquocTu. Ha oBaj HaUYMH
KOMHTETr PAIIMOHOM KOMOWHAIIMjOM HEYTPAJUIIYy Ce He CaMO WHAWBUAYAJHU CTOXAC-
TUYKA TPEHIOBU, Beh U MOjeAMHAYHM OEeTEePMUHUCTUYKU TpeHmoBu. Momea je o06-
JIUKA:

AXt = 7(5/Xt71 + CO) =+ FlAXt,1 + ...+ kalAXt7k+1 + &;.

Fombunayuja 3:

Y Momeny ca KOPEKIVjOM PaBHOTEXKHE TI'DENKe IOCTOjU KOHCTaHTa, C. Y KOUHTe-
rpamuonuM penarujama 3’ X; | Hema roHcTaHnTe. KoHcTaHTa ce y Momesy jaBiba 0Oe3
orpannvema. ROMHTErpamroHU BEKTOP IOKa3yje Aa je JuHeapHa KOMOWHAIMja CTa-
IMOHAPHA OKO He-HYJTe cpenme BpenHoctu. Momen mva caenehu oOnumk:

AXy=c+70' X +THAX 1 + o + T AX ey + e

Kombunauuja 4:

Mogen ca KOpPeKIujoM paBHOTEKHE T'PEIIKe CANP:KU KOHCTAHTY, C, U JUHEAPHU TPEHI,
cit. Y kKouHTerpamuoHuM pesarnujama 3’ X; | mocroju camo JuHeapHU TPEHO. Y MO-
[ey je KoHCcTaHTa 0e3 orpaHuYerha NpPUNalamkha KOMHTEIPAIMOHO] peJlaliju, TOK je
JUHEeAPHU TPEHI ca orpaHuYemeM. BekTop ¢ je y yHKOUju 7, na je c¢; = 7ycip, Iae je
ca cjp O3HAUEH BEKTOD IapaMeTapa JUHEAPHOT TPEHIa y KOUMHTETrDAIMOHUM peJIallu-
jama. IIpucycTBoM muHEpaHOT TpeHAA y MOAECTY MOCTWKE Ce eJIUMUHAIMja U JeTep-
MUHUCTUYKOT U CTOXACTUYKOT TPEHIa MOjeIMHAYHUX BpPeMeHCKuX cepuja. Monen je
obauka:

AXt =c+ ’}/(5,Xt_1 + Clot) + FlAXt_l + ...+ Fk—lAXt—k—l—l + &;.

Kombunauuja 5:

Y Momenry ca KOPEKIMjoOM PaBHOTEXKHE T'PEIIKe IOCTOjé M KOHCTAHTa W JUHEeApPHU
TpeHa. Y KOMHTErpamuoHuM pesjanujama 3’ X; | HeTepMUHUCTUYKE KOMIIOHEHTE HUCY
npucytae. Obe meTepMUHUCTUYKE KOMIIOHEHTE CYy Y MOIEeJy MpUucCyTHe 0e3 orpaHu-
yewma. OACYyCTBO JUHEAPHOr TPEHOA Y KOMHTErPAIMOHO] PeJaldju MoKa3yje ma Bpe-
MEHCKe cepuje (popMupajy TpeHA-cTanuoHapHy KoMmOmHanumjy. Monmen nma caenehn
O0JIUK:

AXy =c+ 78X + TiAX 1 + o+ Tl AX 1 + €0
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Hakne, ma pe3uMmupamo. Y KOUHTEIPAIMOHO] pejlalluji MOTY OUTU NTPUCYTHU
KOHCTAHTa WM JUHEAPHU TPEHI Kao IEeTePMUHUCTUYKE KOMIOHEHTe. AKO moJiasHe
BPEMEHCKE cepuje HeMajy U3PakeH NEeTEePMUHUCTUYKU PACT, OHIa KOHCTAHTY Tpeba
YBPCTUTHU KAO NETEPMUHUCTUYKY KOMIIOHEHTY V KOMHTErPAIMOHY pesaiujy. AKo mak
TakaB PacT TOCTOjU Yy TOJA3HUM CepujaMa OHAA je KOHCTAHTA CBaKaKO HPUCYTHA
y MOIEJY Cca KOPEKIjoM PaBHOTE:KHE I'pelke Kao mocebHa objammaBajyha mpo-
MEHJ/bUBA, MNOK KOMHTErDAIMOHA peJiallija MOKe Ha HeMa HUKAKBe NEeTePMUHUCTUYKE
KOMIIOHCHTE MJIN Oa C€ Yy BbY YK/YUM JIMHCAPDHM TPCEHIO Yy IUJ/LY MOIOeJMpPpalkha HUBOA
IIPOMEHJ/LUBUX KPO3 PABHOTEXKHY PeJIalujy.

Kon cBake on moryhux maBemenux koMOUHAIMja TOTPEOAH je HOBU CKYI KPUTUY-
HUX BPEIHOCTHU 3a MOCTymak mpuMene JoxanecoBe ctaTuctuke Tpara. llocroje Beh
cacTtaBshbeHe Tabese Koje calap:ke OBe KPUTUYHE BPEIHOCTH.
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6.4 TecTtupame JUHEAPHUX OTPAHUUYEHAa HA KOUMHTETrpanmuoHe ma-
paMerpe

[Tonekan ce y eKOHOMCKMM aHaJM3aMa jaBJ/ba MOTpeba ma ce IpoBepu Aa Ju KOWH-
TerpanuoHu napameTrap y3uma TadyHo onpebeHy BpemHOCT. Y TaKBUM CIydYajeBUMa
KOPUCTU C€ TEeCT KOJUYHUKA BEPOIOCTOjHOCTU.

Hysnra xunmoresa y oBOM TecTy je ma CBakKd O T KOMHTErPAIMOHUX BeKTOpa [,
Ba,..., B, camemu s; orpaHuydema, ¢ = 1,2, ...,7, OQHOCHO:

Hy: 8= (61,5, ...0;) = (Hv1, Havs, .., Hyvy).

Y nperxomHoM m3paldy [ je mosia3Ha KOWMHTETrPAIMOHA MATPUIA IUMEH3Uja m X T,
H,, Hy, ..., H. cy MmaTpulile mo3HaTUX apMeTapa IUMEH3uja m X S; KOjuMa ce Mu3ajHu-
pajy orpanuvdemna | Vi, Vs, ..., V, CY PEAOM BEKTOPU Ca MapaMeTpUMa KOJU Ce OIEHmY]Y
ouMeH3nja s; X 1.

Y mactaBky he OuTy HaBeneHU KJbYYHU NPUHIANN UICHTU(DUKALN]Ee KOMHTErPa-
IMOHOT CUCTEMA:

1. CBakm KOMHTerpalnuoHM BEeKTOp Tpeba na mocenyje jennHcTBeHy ¢opmy. To
3HAYU J1a KOMHTETrPAIMOHU BEKTOP HE MOKe Oa ce noOuje HU JIMHEaApPHOM KOM-
OUHAII]OM TPEOCTANNX KOUHTETDAIMOHUX BEKTOpPa Yy JATOM IIPOCTOPY, HU aJ-
rebapcKoM TpaHchopManrjoM OMIO KOT APYIOr BEKTOPA.

2. Y cayuajy na je OpOoj KOMHTErpPAIMOHMX BEKTOpa Behw On jemaH HEOIXOITHO
je MmOeHTH(PUKOBATN KOMHTEIDAIMOHU IPOCTOP, ONHOCHO HEONXOMHO je U3IBO-
juTHI MOACKYTOBE IPOMEHJBPUBUX KOje Cy KOMHTerprucane. 10 ce mocTmwke nmpema
pe3yJsiTaTuMa TeCcTUpama OrpaHndena Ha IIOjeqVHe IapaMeTpe IPU YeMy yCJIOB
UIEHTU(PUKOBAHOCTU MOpa OWUTHU 3aT0BOJLEH.

3. YcnoB nMOeHTU(UKOBAHOCTY CHUCTEMA EKBUBAJIEHTAH je yCJIOBY HAEHTU(PUKOBA-
HOCTH y CUCTEMY CUMYJTAHUX jeTHAYNHA.

4. KouHTErpamuoHu CKyN je WHBApPHUjaHTAH Ha MOMATHA YKJ/HYUUBAHA HOBUX IPO-
MEHBUBUX. [DUXOBUM YKBYyUUBAHEM MOMKE CE€ €BEHTYAJHO MTPOMEHUTU Opoj
KOVMHTET DAIMOHUX BEKTOPA.

TecTtupame IuHEAPHUX OrPAHUYEHA Ce MOKEe ODABUTHU W 3a MapaMeTpe MaTpUIe
npunarobasama . IlpermocraBumo ma mocToju jenaH KOMHTEIPAIMOHU BEKTOP. Y
OBOM CJIyYajy HyJTa XUmore3a he mmatu cienehu oOIuK:

H() : ’)// = (’}/1,0, ,’}/m)

OBuM ce mpeTnocTaB/ba Aa KOMHTEIPAIMOHU BEKTOD Yy MOJAENY NpBe audepeHie Huje
3HAvYajaH 3a APYTY IO PEAy OXI M BPEMEHCKUX CepHuja. 3a TAKBY BPEMEHCKY CEpPUjy
KaskeMO na je ciaabo ersoreHa y OQHOCY Ha mapaMerpe KoumHTerpanuone Bese. OHa
je M3BOp HECTAIIMOHAPHOCTU Y IIEJOM CHCTEMY IIa je OBO TECTUPaH€E M3y3€THO 3Ha-
4ajHO Yy €eKOHOMCKO] aHaJM3U1 jep OMOTryhaBa mperno3HaBame OHUX MPOMEHJbUBUX YLja
JUHAMWKa HE 3aBUCHU O PABHOTEKHE IIyTabe.
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7 IlpuMeHa KOMHTETrpAIlMOHE aHAJIU3E

Y oBomMm mormaBmy Ouhe mat mpuMmep KOMHTErpuUCaHUX BpeMeHCkux cepuja. CBu
TECTOBU U aHaiM3a Omhe 00aB/beHU y CTATUCTUYKOM Iporpamy K.

[Tocmarpahemo Be3y uzmeby ram mamekca, nmorpoimme u 3aauxa HoBua y Cjenu-
wenuMm Amepuukum p:kaBama y mepuoxy on 1959. mo kpaja 2014. romuue. [lomamu
cy Ipeys3eTu ca cajra OaHKe (elepaHUX PEe3ePBU:

https://research.stlouisfed.org/fred2/graph/

[Tomamu cy matu kBapTaano. ['am maaekc, uau koq HAC OAN-OpyTo noMahu mpou3BoOI,
IpeacTaB/ba YKYIHY IPOU3BOAKY poba U yCayra OCTBAPEHO] Y HAIMOHAJIHO] eKOHOMU)H,
0e3 003upa Ha BJIACHUIMITBO. & aHAJU3U NeMO KOPUCTUTH MPUPOTHU JIOTAPUTAM
MTOTPOIIILE.

3a moyeTak MPOBEPUMO [a JIM CepHje 3aM0BOJHABAjy yCJIOBE, OMHOCHO HA JU CY
OHE HECTAIMOHAPHE NOK Cy CepUje BUXOBUX NPBUX AM(PEPEHIN CTAIMOHADHE. 3a OBY
nposepy hemo kopuctutu PP u ADF Tect jemuauuynor kopesa. IIposBepuhemo mpso
DI WHIEKC:
> gdp<—read.xlsx ("gdp.xlsx" sheetName="Sheet1")
> gdp<—ts(gdp,start=c(1947,1),end=c(2014,10),

+ frequency=3)
> pp.test(gdp)

Phillips —Perron Unit Root Test

data: gdp

Dickey—Fuller Z(alpha) = 1.782, Truncation lag parameter = 4,
p—value = 0.99

alternative hypothesis: stationary

Warning message:
In pp.test(gdp) : p—value greater than printed p—value
> adf.test (gdp)
Augmented Dickey—Fuller Test
data: gdp
Dickey—Fuller = 3.0273, Lag order = 5, p—value = 0.99

alternative hypothesis: stationary

Warning message:
In adf.test(gdp) : p—value greater than printed p—value
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> pp.test (diff(gdp))
Phillips —Perron Unit Root Test

data: diff(gdp)
Dickey—Fuller Z(alpha)
p—value = 0.01
alternative hypothesis: stationary

—128.4288, Truncation lag parameter = 4,

Warning message:
In pp.test(diff(gdp)) : p—value smaller than printed p—value
> adf.test (diff(gdp))

Augmented Dickey—Fuller Test

data: diff(gdp)
Dickey—Fuller = —3.8537, Lag order = 5, p—value = 0.01743
alternative hypothesis: stationary

Kao mTo BumuMo y mpBa aBa TecTta mOOMjaMO BEJIUKE P-BPETHOCTU TECTA, & KAKO
je amTepHATUBHA XUIIOTE3a y 00a cayyaja CTAIMOHAPHOCT, 3aKJ/bYUYjeMO Ia je cepuja
HecTanmuoHapHaA. Y Apyra ABa TecTa, Y KOjuUMa TEeCTUPAMO CepUjy IpBe mudepeHIe,
BUAVMMO Ja je p-BpemHOCT TecTa Mama on 0.05 ma MOKeMO 3aKbYyUUTU A& Ce HYyJITa
XUmoTe3a ondalyje, OTHOCHO Cepuja je CTaluOHAPHA.

N3spmmhemo ucte npoBepe 1 3a MOTpOMIBY U 3ajauxe HOBHa. [lobujamo:

> data<-read.xlIsx ("consumption q.xIsx",sheetName="Sheet1")
> cons<—ts(data,start=c(1947,1),end=c(2015,1),
+ frequency—3)
> cons<—log(cons)
>
> pp.test(cons)
Phillips —Perron Unit Root Test
data: cons

Dickey—Fuller Z(alpha)
p—value = 0.9511
alternative hypothesis: stationary

—2.5973, Truncation lag parameter = 4,
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> adf.test (cons)
Augmented Dickey—Fuller Test

data: cons
Dickey—Fuller = —1.9142, Lag order = 5, p—value = 0.612
alternative hypothesis: stationary

>
> pp.test (diff(cons))

Phillips —Perron Unit Root Test

data: diff(cons)

Dickey—Fuller Z(alpha) = —238.4561, Truncation lag parameter — 4
p—value = 0.01

alternative hypothesis: stationary

Y

Warning message:
In pp.test(diff(cons)) : p—value smaller than printed p—value
> adf.test (diff(cons))

Augmented Dickey—Fuller Test

data: diff(cons)
Dickey—Fuller = —4.2296, Lag order = 5, p—value = 0.01
alternative hypothesis: stationary

Warning message:
In adf.test(diff(cons)) : p—value smaller than printed p—value

data<-read . xlIsx ("money q.xlsx" 6 sheetName="Sheetl")
stock<—ts (data,start=c(1959,1),end=c(2014,12),
frequency=3)

VoV VY

pp. test (stock)
Phillips —Perron Unit Root Test
data: stock
Dickey—Fuller Z(alpha) = —7.8158, Truncation lag parameter = 4,

p—value = 0.6675
alternative hypothesis: stationary
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> adf.test (stock)
Augmented Dickey—Fuller Test

data: stock
Dickey—Fuller = —2.4067, Lag order = 5, p—value = 0.4063
alternative hypothesis: stationary

>
> pp.test (diff(stock))

Phillips —Perron Unit Root Test

data: diff(stock)

Dickey—Fuller Z(alpha) = —113.1367, Truncation lag parameter — 4,
p—value = 0.01

alternative hypothesis: stationary

Warning message:
In pp.test (diff(stock)) : p—value smaller than printed p—value
> adf.test (diff(stock))

Augmented Dickey—Fuller Test

data: diff(stock)
Dickey—Fuller = —4.2642, Lag order = 5, p—value = 0.01
alternative hypothesis: stationary

Warning message:
In adf.test (diff(stock)) : p—value smaller than printed p—value

Ilakme m oBe cepuje 3amoBoJbaBajy nmorpebue ycmoBe. Cana MOKEMO TECTUPATHU
KOMHTETPUCAHOCT OBUX cepuja. 3a TO hemMo kopucTtutu (GYHKOUjy ca.po u3 R-a
koja m3BpmaBa Pununc-Oyunapuc-oB tect romHTerpamuje. Pununc m Oyaumapuc
Cy MPENJOXKNIN ABE TECT CTATUCTUKE 38 TECTUPaH€ KOMHTErPAaIlje BPEMEHCKUX Ce-
puja. lIpBa ce o3mauaBa ca P, W Ha3WBa TECT CTATUCTUKA KOJIWYHUKA BapUjaHCE,
IOK ce Apyra o3HavaBa ca P, m Ha3uBa BUIIeIVMEH3MOHA Tpar cratuctuka. lpyra
TECT CTATUCTUWKA e 3HadajHa W WMa MPETHOCT jep pe3yJTaTy TecTa He 3aBUuce O
HOpMAaJU3aIlje KOMHTerpannoHe jeqHaumuae. Y oba ciaydaja HyJITa XUOOTE3a TECTa
je ma HeMa KOMHTerpaluje, a ajJTepHATUBHA XUIOTe3a je Na KOMHTerpaluja IOCTOjU.
OBaj TecT crmaga y TeCTOBE KOjU Ce 3aCHUBAjy HA PE3UIyauMa.

3a mouerak hemMo cmojutu OBe Tpu cepuje y jeman objekar y R-y Kaxko Ou Ham
610 jeIHOCTABHUjE 3a P M HAIPABUTHU IPaduK TOr 0OjekTa na OMCMO BUAEIU KAKO
cepuje 3ampaBo U3TJIEna]y.
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usacons<—window (cbind (stock ,gdp, cons),start=c(1959,1),

end=c(2014,12) ,frequency=3)
plot (usacons)
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I'padux 7.0.1: Bpewmencke cepuje 3ammxa HOBUA, Il UHAEKca U noTpomme y CAJl y nepuosy

1959-2014.

Cama MOKEMO M3BPIIUTUA U CAM TECT:

> summary( ca.po(usacons ,demean="const’ ,type="Pu’))

# Phillips and Owuliaris Unit Root Test #

Test of type Pu
detrending of series with constant only

Call:
Im(formula = z|, 1] 7 z[, —1])

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
—0.147580 —0.045189 —0.009311 0.046518 0.166837
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Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 2.160e4+00 9.796e—02 22.053 < 2e—16 xxx
z|, —1]gdp 8.511e—05 6.268e—06 13.579 < 2e—16 *x*x*
z|, —1llcons —8.083e—02 1.625e—02 —4.974 1.62¢—06 =xx*

Signif. codes: 0 *%x 0.001 =% 0.01 %= 0.05 . 0.1 1

Residual standard error: 0.06707 on 166 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8259, Adjusted R-squared: 0.8238
F-statistic: 393.6 on 2 and 166 DF, p—value: < 2.2e¢—16

Value of test—statistic is: 21.6962

Critical values of Pu are:
10pct opct 1pct
critical values 33.6955 40.5252 53.8731

Kao mTo Buanmo p-BpeqHOCT TecTa je u3y3eTHO MaJja 1a 3aKbydyjeMo a ce HyJITa
XUTOTEe3a onadallyje, OMHOCHO OBE CEPUjy Cy KOUHTETPUCAHE.

Mo:keMO TOHOBUTU TECTUPAE aJl KopucTehu Apyry TeCT CTaTUCTURY FP,, Bulme-
AUMEH3UOHY CTATUCTUKY Tpara.

> summary(ca.po(usacons ,demean="const’ ,type="Pz’))

# Phillips and Owuliaris Unit Root Test #

Test of type Pz
detrending of series with constant only

Response stock

Call:
Im(formula = stock = zr)

44



Pezpecuona anaausa 8pemMencruT CEPUja G JeOUHUMHUM KOPEHOM U KOUHMEZPAYU]Q Ilparana Boryrosmh

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
—0.062426 —0.012136 0.001768 0.013R892 0.061918

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>]|t])
(Intercept) 1.775e—02 5.729e—02 0.310 0.757

zrstock 9.697e—01 2.267e¢—-02 42.770 <2e—16 H*x*
zrgdp 1.178e—-07 2.714e—-06 0.043 0.965
ZICONS 5.550e—03 5.118¢—-03 1.084 0.280

Signif. codes: 0 *%x 0.001 % 0.01 %= 0.05 . 0.1 1
Residual standard error: 0.01928 on 164 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.9858, Adjusted R-squared: 0.9855
F-statistic: 3786 on 3 and 164 DF, p—value: < 2.2e¢—16

Response gdp

Call:
Im(formula = gdp = zr)
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

—-97.085 —9.587 —1.020 8.590 75.621

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) —172.89432 70.06477 —2.468  0.0146

zrstock 1.07798 27.72784 0.039 0.9690
zrgdp 1.00177 0.00332 301.752 < 2e—16 s#**
ZICONS 30.38505 6.25990 4.854 2.8¢—00 *x%xx

Signif. codes: 0 *%x 0.001 %% 0.01 %= 0.05 . 0.1 1
Residual standard error: 23.58 on 164 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.9999, Adjusted R-squared: 0.9999
F-statistic: 6.61e+05 on 3 and 164 DF, p—value: < 2.2e¢-16
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Response cons

Call:

Im(formula = cons = zr)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
—0.0215300 —0.0041505 0.0000593 0.0041458 0.0153121

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) —8.685e—02 1.972e—02 —4.405 1.9e—05 xxx%

zrstock 1.425e—-02 7.802e—-03 1.827 0.0695
zrgdp —6.400e—-06 9.341e—-07 —6.852 1.4e—10 *x*=*
zrcons 1.014e+00 1.761e—03 575.560 < 2e—16 *x*x*

Signif. codes: 0 =*x%x 0.001 %% 0.01 % 0.05 . 0.1 1

Residual standard error: 0.006636 on 164 degrees of freedom
Multiple R-squared: 1, Adjusted R-squared: 1
F—statistic: 1.232e¢+06 on 3 and 164 DF, p—value: < 2.2e—16

Value of test—statistic is: 6.3699

Critical values of Pz are:
10pct opct 1pct
critical values 80.2034 89.7619 109.4525

Bumumo na cy omemeHe cBe TpPU KOMHTEIDAIIMOHE Be3e KaJla ce HOPMaJM3aluja
BPIIM PENOM Yy OJHOCY Ha 3aJMXe HOBIA, I MHIEKC U NOTPOIIKY. Y CBa TPU CIyUaja
p-BpemHOCT TecTa je < 2.2e — 16. Kako Tect crarucTtuka ymnana y KPUTUUYHY O0JIACT
3a npar 3Hauvajuoctu 0.1 1 oBaj Tect moTBphyje ma KOWUHTErpammja mOCTOjU.
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8 CrartucTuuke TAOJMUIE 3a TECTOBE jeIMHUYHOT KO-
pena

Mopgen kopumhien 3a reHepucame mogaTaka: ¥ = Y1 + €
1. Ouewmenu momen: Huru-Pymnep oy, = ag + a1y;_1 + ast + €
Sununc-Ilepon v, = ag + a19;—1 + az(t — n/2) + &
Kputuusae BpenHocTu y TeCTUpPamy XUIMOTE3E:

10% 5% 1%

a; =0, a; =1 t—test —3.15 —3.45 —4.04
ap =0, ap =10 t—test 2773 3.11  3.78
as =0, as =0 t—test 238 279  3.53
a; = a9 = 07 dl == 1, C~L2 =0 F —test 547 6.49 8.73

apg = a1 = Q9 = 0, do = dg = 0,&1 =1 F —test 4.16 4.88 6.50

2. Ouemwenu momein: uru-®yuep oy, = ag + a1y:-1 + €&
Pununc-Ilepon y; = ag + a1y;—1 + €
Kpurtuuyne BpeHOCTU y TeCTUPAamy XUIOTE3€:

10% 5% 1%
a; =0, a; = t — based —2.58 —2.89 -3.51
ag = ag =10 t —based 217 254  3.22
ap=a1 =0, ag=0,a, =1 F —based 3.86 4.71 6.70

3. Ouemennu mogein: uru-Pynep oy = ar1yi1 + €
Pununc-Ilepon y; = a1y;—1 + €
Kpuruune BpegnocTu y TecTUpamy XUIOTE3E:

10% 5% 1%
al=0, a;=1 t—test —1.61 —1.95 —2.60
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