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Uvod

Razvoj nauke, tehnologije i znanja savremenog drustva uslovili su i uslovl-
javaju promene u konceptu obrazovanja, nastavnim sadrzajima, tehnologiji nas-
tave kao i odnosima izmedu profesora i ucenika. Dijapazon primene ra¢unara
u nastavi praktiéno je neograni¢en. Racunari su efikasna nastavna sredstva
koja omogucéavaju kontrolu, regulisanje i vodenje nastave, upravljanje procesom
ucenja putem stalne povratne informacije koja ima ogromnu motivacionu moc.
U nastavi gde su zastupljene informacione tehnologije aktivacija uc¢enika i nje-
gov samostalni rad je neizostavan.

Svrha rada je da unese dinamiku u proces interakcije izmedu ucenika i
nastavnika, ucenika medusobno; da planimetriju u¢ini zanimljivijom i jasni-
jom; omoguéi laksu vizuelizaciju planimetrije i pritom poboljsa kvalitet nastave.
Jedan od dobrih primera kako je programski paket GeoGebra koriséen kao nas-
tavno sredstvo moze na naéi u [1].

Rad je podeljen na osam poglavlja, u kojima nije namera konzistentno izla-
ganje euklidske geometrije, ve¢ geometrije vezane za izabrane primere obradene
u slede¢im poglavljima. U prvom se govori o uvodenju inovacija u nastavu
matematike. U drugom poglavlju definisani su osnovni geometrijski objekti.
U GeoGebri su vizuelizovani njihovi medusobni polozaji. U treéem poglavlju
definisani su pojam ugla i vrste uglova. U ¢etvrtom poglavlju definisan je pojam
trougla. Vrste, znacajne tacke, nejednakosti i odnos uglova i stranica trougla
vizuelizovani su u GeoGebri. U petom poglavlju definisan je pojam ¢etvorougla.
Vrste, osobine ¢etvorougla, kao i racunanje povrsine vizuelizovani su u GeoGebri.
U Sestom poglavlju definisan je krug. Postupak izra¢unavanja povrsine kruga,
duzine kruznog luka, povrsine isecka vizuelizovani su u GeoGebri. U sedmom
poglavlju predstavljena je Pitagorina teorema, njena primena na izraCunavanje
nepoznatih elemenata trougla, ¢etvorougla kao i pri konstrukciji tacaka koje
odgovaraju iracionalnim brojevima. Ilustracija dokaza Pitagorine teoreme pred-
stavljena je u GeoGebra apletu. U osmom poglavlju predstavljena je Talesova
teorema. U GeoGebri je vizuelizovana konstrukcija ¢etvrte proporcionale kao i
podela duzi.

Ovaj materijal namenjen je ucenicima, kao i profesorima matematike i javno
je dostupan na adresi http://alas.matf.bg.ac.rs/~ml10175/MRad/index.html.

Ovom prilikom se zahvaljujem svom mentoru, profesoru dr Miroslavu Mari¢u
najpre zato Sto je prihvatio mentorstvo, a onda predstavio programski paket
GeoGebra objasnivsi njegove mogucénosti i dao mi ideju kako da svoju zamisao
realizujem u master rad. Naravno, zahvaljujem se na savetima, sugestijama i
predlozima koje sam imala prilikom izrade rada.

Zahvaljujem se porodici na razumevanju, strpljenju i podrsci koju mi pruzaju
sve vreme.



1 Uvodenje inovacija u nastavu matematke

Pojam inovacija je dosta relativan, najcesSce nejedinstven i visedimenzionalan.
Obicno se pod tim pojmom misli na promenu, modifikaciju, poboljsanje pos-
tojeceg ili pronalazenje novih reSenja. Inovacija ne mora pretendovati na nesto
novo ili sasvim novo ali je nesto bolje, efikasnije. Vazno je da novina doprinosi
vecoj racionalizaciji, ekonomi¢nosti i nastavnoj efikasnosti.

Kao pojam najcesée se odnosi na uvodenje i primenu novih metoda, pos-
tupaka, nacina nastavnog rada, modela, sredstava i novih nastavnih mera.
Pojam se dosta uklapa u pojam modernizacije ili osavremenjivanja vaspitno-
obrazovnog rada. Jos vise u pojam racionalizacije nastave. Racionalizacija,
slitno proverenim i verifikovanim inovacijama, znaci i stalno poboljSavanje i
usavrSavanje organizacije nastave, upravljanje i vodenje ucenja, svrsishodnost
standarda, mera, postupaka i metoda, racionalno angazovanje nastavnicke i
ucenicke energije, ekonomi¢no angazovanje upotrebljivih nastavnih sredstava,
raspolozivog vremena.

U svakodnevnoj komunikaciji bogatstvo pojma inovacije razli¢ito se inter-
pretira. U svakom slucaju to je ideja koja je za pojedinca nova, razlicita od
postojecih, a za izvodenje nastave racionalnija i efikasnija od prethodne. To su
ipak pojave stvaralackog nemira, stvaralacke aktivnosti koje teze poboljsanju,
napretku, racionalizaciji i intenzifikaciji nastave. One nisu inovativne niti jed-
nake za sve i za uvek. Ako se masovno i ¢esto upotrebljavaju postaju rutina,
klise, model, ustaljeni obrazac.

Danas se ne moze zamisliti preobrazaj vaspitanja i obrazovanja, pa ni nas-
tave matematike, bez unoSenja razlicitih inovacija bilo da su one sistematskog ili
prakti¢no-metodickog karaktera. Gotovo Citav svet, naroCito razvijene zemlje,
danas izdvajaju ogromna sredstva, ljude i napore za istrazivanje novog, za
trazenje neotkrivenog i nepronadenog.

Inovacije nezadrzivo izrastaju u presudnu prednost svake zemlje, a one u
obrazovanju predstavljaju osnov za ekonomsku dobit. Zajedno sa tehnoloskom
pismenoscéu, predstavljaju sredstvo i cilj razvoja. One su sustinski pokretac
stalnog unapredivanja vaspitno-obrazovnog, a posebno nastavnog procesa [4].
Prihvatanje i uvodenje inovacija u obrazovnu delatnost, §to znac¢i i u nastavu
matematike, je ujedno i reakcija na tradicionalni sistem obrazovanja, odnosno
kritika i negacija tradicionalnog izvodenja nastave matematike. Zato nije pogre-
$no ako nastavnici i u nastavi matematike svoje stru¢ne napore usmeravaju
na inovaciju programskih sadrzaja, traze nacine kako da rade bolje, uspesnije,
racionalnije i efikasnije. Jo$ je manja greska ako se napustaju okostali, tradi-
cionalni modeli obrazovanja i ustaljeni recepti nastavnih sadrzaja, a da se pritom
ne traze nova, intenzivnija i uspesnija reSenja.

Citav svet, bez izuzetka, danas razmislja o metodama i na¢inima mod-
ernizacije i osavremenjavanja obrazovanja, osavremenjavanja svakog nastavnog
predmeta pa i nastave matematike. Medutim, iako se preobrazaj vaspitanja
i obrazovanja, a i programski sadrzaji svakog predmeta, ne moze ni zamis-
liti bez unoSenja nau¢no potvrdenih i u praksi dokazanih inovacija, odredena
istrazivanja ukazuju, a svakodnevna praksa potvrduje, da je obrazovanje naj-



manje pretrpelo unutragnju strukturnu promenu (ili se sporo desava) i da je vrlo
otporno na prihvatanje inovativnog rada. Druge delatnosti ljudskog rada znatno
ih brze prihvataju, pronalaze i primenjuju efikasnije nacine rada. Promene u
nauci ne prate promene u obrazovanju pa je sve veéi broj onih koji kritikuju
danasnju 8kolu, nastavnike, njenu organizaciju i efikasnost [3]. Sve je to dovelo
i nastavu matematike do stereotipije, ustaljenih Sablona, ponavljanja poznatih
metodicko-didaktickih modela i nesavremenog izvodenja programskih sadrzaja.
Nastavnici su i dalje poklanjali paznju verbalno-receptivnim modelima $to je
za ovu nastavu svojevrsna opasnost. Zato, Skola u celini, a nastava matem-
atike posebno, trebala bi postati nastava specijalizovanih ucionica, racunara,
videa, individualizacije nastave, programiranih materijala, kontinuiranih ob-
jektivnih ispitivanja, nastave razli¢itih nivoa slozZenosti, diferencirane nastave,
problemskog rada, grupnog oblika rada, rada u parovima, aktivnog i interak-
tivnog ucenja itd.

Bez upotrebe inovacija i modernije obrazovne tehnologije u nastavi uopste,
pa i matematike i dalje ¢emo razvijati umesto aktivnosti ucenika aktivnost nas-
tavnika. Novija saznanja govore o tome da je najtemeljnije ono znanje do koga se
doslo putem rada, putem eksperimenta, kroz sopstveno delovanje, a najpovrsnije
ono koje se stice u poziciji pasivnog receptora. Na ovaj nacin se ne negira
nastavnik, veé¢ njegova uloga kao iskljucivog izvora znanja, posrednika izmedu
nauke i ucenika. Uloga nastavnika jeste da usmeri ucenika, podstakne, da ga
u¢i ucenju. Znanje treba zaradivati. Sticanje znanja, ucenja i vestina je veliki i
vlastiti napor. Samostalan napor. U matematici je taj rad specifican, to je rad
mislima, apstraktan rad.

Umesto pamcéenja beskona¢nog niza ¢injenica i podataka, u nastavi je potre-
bno ovladati metodama i tehnikama ucenja, koristiti savremenu nastavnu tehno-
logiju, inovativne oblike kako bi aktivnost u¢enika, njihov stvaralacki rad bili u
prvom planu. Inovacije u nastavi matematike nisu prihvatane i upotrebljavane
bar u onoj meri u kojoj zasluzuju. Prihvatanje, uvodenje i primena inovativnih
nastavno efikasnih nacina rada u nastavi matematike znacilo bi ne samo osavre-
menjivati nastavni proces i podizati njen kvalitet, ve¢ i sledece:

- znatnije ugradivanje tehnike u nastavni proces, tehnoloske, pedagoske i
metodicko-didakticke novine;

- sadrzaje i metode rada prilagodavati individualnim moguénostima ucenika;
- umanjiti stereotipnost i zastarelu organizaciju nastavnog procesa;

- predominantnu ulogu nastavnika smanjiti na manju meru, aktivnost nas-
tavnika pomerati na aktivnost ucenika;

- da nastavnik oslobada uc¢enike frustracija i sputanosti kako bi njihov umni,
socijalni i emocionalni razvoj brze dosao do izrazaja;

- da ucenika vise osposobljavamo za samoobrazovanje, samoucenje i samoe-
dukaciju itd.



Bez obzira na mnoge pogodnosti koje inovacije pruzaju, ili mogu da pruze
one ne mogu resiti sve probleme danasnje nastave. U promene treba ulaziti
hrabro, bez oklevanja.



2 Osnovni geometrijski objekti

Sadrzaj obraden u poglavlju Osnovni geometrijski objekti realizuje se u nas-
tavnom programu za 5. i 8. razred osnovne Skole. U 5. razredu, nakon obrade
pojma skupova geometrijski objekti se predstavljaju kao razni skupovi tacaka.
Posebno su izdvojeni tacka, prava i ravan koji se ne definisu. Dok se u 8. razredu
znanje prosiruje i produbljuje. U ovom poglavlju predstavljeni su osnovni ge-
ometrijski objekti i njihovi medusobni polozaji.

Osnovni geometrijski pojmovi su tacka, prava i ravan. Tacke se obelezavaju
velikim slovima latinice (A, B, C, ...), prave malim slovima latinice (a,b,¢,...), a
poluprave znakom pocetne tacke i malim slovom latinice koje je oznaka neograni-
¢ene prave linije (Ap, Aq, Br,...). Ravni se obelezavaju slovima grékog alfabeta
(a, B, 7vyee)-

U apletu kreiranom za elektronsku lekciju osnovni geometrijski objekti kori-
S¢enjem GeoGebre pritiskanjem dugmeta graficki prikaz nekih tacaka prikazuju
se tacke A, B,C, D i E. Svaka prava je odredena sa dve tacke. Na primer prava
a, koja se pojavljuje pritiskanjem dugmeta a, je jedinstveno odredena tackama
A'i B, §to se veoma jednostavno moze zakljuciti pomoc¢u ovog apleta. Naime,
menjanjem polozaja tacke A u apletu, menja se i polozaj prave a. Prava b je
odredena tackama B i C, pritiskanjem dugmeta b pojavljuje se prava b. Na slici
1 prikazan je pomenuti aplet. U apletu je pomeranjem datih tacaka moguce
posmatrati polozaje u kojima se mogu naci tacke, prave i poluprave.

b
/ '
Slika 1: Aplet u kom su prikazani osnovni geometrijski objekti

Ravan je odredena sa tri tacke. Recimo, ako se knjiga podupre u dvema
tackama sa dve olovke nece ostati u horizontalnom polozaju. Obrnuce se oko
prave koju odreduju te tacke, pri cemu ¢e menjajuéi polozaj odrediti jos mnogo
ravni. Neophodna je jo$ jedna tacka kako bi ravan bila u ravnotezi. Dakle, ravan
je odredena sa tri nekolinearne tacke. U apletima kreiranim za elektronsku
lekciju osnovni geometrijski objekti koriséenjem GeoGebre prikazane su ravni o



i B koje sadrze kolinearne tacke A, B i C i nekolinearne F, I i G koje odreduju
ravan . Ravan odredena tackama A, B i C nije jedinstveno odredena kao u
slu¢aju ravni v kada cu tacke E, F i G nekolinearne. Ravni o, 81 7 se u
apletima mogu posmatrati iz razli¢itih uglova. Opisani apleti predstavljeni su
na slikama 2 i 3.

Slika 2: Aplet koji predstavlja kolinearne tacke i ravni koje odreduju

Slika 3: Aplet koji predstavlja nekolinearne tacke i ravan koju odreduju

Vise o osnovnim geometrijskim objektima moze se naéi u knjigama [5], [6] i
[11] popisa literature.



2.1 Odnos dve prave

Dve prave mogu da se seku, da budu paralelne i da se mimoilaze. U apletima
kreiranim za elektronsku lekciju odnos dve prave koris¢enjem GeoGebre moguce
je posmatrati razli¢ite polozaje u kojima se mogu naci dve prave. Posebno, ra-
zliciti uglovi koje zaklapaju kada se seku, paralelne prave, kao i kvadar ¢ije ivice
predstavljaju delove mimoilaznih pravih koji se moze posmatrati iz razli¢itih
uglova.

Ako se dve prave seku, njihov presek je tacno jedna tacka (slika 4). Dve
prave koje se seku zaklapaju odreden ugao. Za razlicite polozaje pravih, taj
ugao je razlicit.

/A ’

Slika 4: Prave p i q koje se seku pod ostrim uglom

Specijalno, kada je mera tog ugla 90°, za prave p i ¢ se kaze da su normalne.
Prave p i g prikazane na slici 5 su normalne.

q

a £ 90°

Slika 5: Normalne prave p i g
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Ako se dve prave p i ¢ koje pripadaju jednoj ravni ne seku, kaze se da su
paralelne i zapisuje se p||¢ (slika 6).

P

Slika 6: Paralelne prave p i g

Ako se prave poklapaju sve tacke su im zajednicke, njihov graficki prikaz je
isti (slika 7). Prave koje se poklapaju su poseban sluc¢aj paralelnih pravih.

P

Slika 7: Prave p i g koje se poklapaju

Ako dve prave u prostoru nemaju zajednickih tacaka, to ne znac¢i da su
paralelne, ve¢ da mogu biti i mimoilazne. Razlika u ova dva sluc¢aja je u tome
§to za dve paralelne prave postoji ravan koja ih sadrzi, dok za mimoilazne prave
to nije slucaj.

11
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Slika &: Kvadar

Na slici 8 predstavljen je kvadar iz pomenutog apleta, prave odredene
ivicama kvadra obojene istom bojom predstavljaju mimoilazne prave. Put i
nadvoznjak u realnom prostoru predstavljaju primer mimoilaznih pravih (slika
9). Na primer u avio saobrac¢aju koridori (linije kretanja) aviona projektuju
se tako da predstavljaju mimoilazne pravce. Na taj nacin izbegava se svaka
mogucénost sudara dva aviona.

Slika 9: Put i nadvoznjak

12



2.2 Odnos prave i ravni

Prava i ravan istog trodimenzionalnog prostora mogu se naé¢i u nekom od
sledeca tri medusobna polozaja, kao sto se moze videti na slici 10:

a) prava pripada ravni-ako ta prava lezi u ravni. Prava p; lezi u ravni a.
Primer iz zivota: autoput u ravnici;

b) prava je paralelna ravni-ako postoji ravan u kojoj lezi ta prava paralelna
sa ravni koja se posmatra. Prava ps paralelna je sa ravni o. Primer iz
zivota: zica za suSenje veSa prema povrsini zemlje;

c¢) prava prodire ravan-tada postoji tactno jedna tacka koja pripada ravni i
pravoj. Prava ps prodire ravan a u tacki P. Primer iz zivota: koplje na
sportskom takmicenju zabodeno u zemlju.

Aplet kreiran za elektronsku lekciju odnos prave i ravni koriséenjem Ge-
oGebre omogucava vizuelizaciju medusobnih polozaja pravih i ravni, ¢ime se
znatno olaksava proces ucenja. Prava p; moze menjati svoj polozaj u ravni a.
Takode, prava ps moze menjati svoj polozaj, dok je tacka P u kojoj prodire
ravan fiksirana.

Slika 10: Aplet u kom je predstavljen odnos prave i ravni

13



3 Ugao

Sadrzaj obraden u poglavlju Ugao realizuje se u nastavnom programu za 5.
razred osnovne Skole. Nakon upoznavanja pojmova poluprava, skupovnih op-
eracija definisu se pojam ugla, vrste uglova. Obraduje se sabiranje, oduzimanje
uglova. U ovom poglavlju predstavljen je pojam ugla i njegove vrste.

Neka je data tacka A, linija koju ¢ine dve poluprave A, i A, sa zajednickom
pocetnom tackom A naziva se ugaona linija i oznacava se /pAq. Tacka A se
naziva temenom ugaone linije. Za dve tacke C' i D se kaze da se nalaze sa iste
strane ugaone linije ako linija koja ih spaja nema zajednickih tacaka sa tom
ugaonom linijom. Tacke C' i D se nalaze sa jedne, a tacke E i F sa druge
strane ugaone linije (slika 11). Skup tacaka sa iste strane ugaone linije naziva
se oblast. U apletu kreiranom za elektronsku lekciju pojam ugla koriséenjem
GeoGebre vizuelizovan je pojam ugla.

Slika 11: Ugaona linija, ugao

Ugaona linija deli ravan u kojoj se nalazi na dve oblasti. Ugaona linija,
zajedno sa jednom od oblasti na koje je podelila ravan, naziva se ugao. Ugao
odreden sa ZpAq oznacava se sa £pAq. Poluprave A, i A, su kraci ugla pAgq.

605
90 45°

180 30°

Slika 12: Razni uglovi

14



U ovom poglavlju ¢e biti prikazani neki od karakteristicnih zadataka za
razumevanje pojma ugla.

Zadatak 1. Nacrtaj proizvoljan trougao ABC, i uglove o, B i~y tako da je
aNAABC = tacka, BN AABC =@ i vyN AABC = trougao.

Resenge. Na slici 13 prikazano je resenje zadatka.

&

Slika 13: Aplet u kom je prikazano resenje zadatka 1

aNAABC =A,8NAABC=2iyNAABC = AABC. A

Resenje ovog zadatka prikazano je u apletu kreiranom za elektronsku lekciju
pojam ugla koris¢enjem GeoGebre. Predstavljeni aplet ilustruje reSenja ovog
zadatka za bilo koji trougao ABC, zato §to je u apletu omoguéena tranformacija
trougla pomeranjem njegovih temena. Dakle, reSenje predstavljeno na slici 13
nije jedino reSenje. Takode, tatka A u kojoj se dodiruju ugao « i trougao
ABC nije jedino resenje, oni se mogu dodirivati u bilo kojoj tacki koja pripada
stranicama trougla.

Zadatak 2. Nacrtaj dva ugla c¢iji je zbir 90°, tako da im presek bude:
a) tacka;
b) trougao.

Resenje. Na slikama 14 i 15 prikazano je reSenje zadatka.

a) anNpf=A4;
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ugao = 40
@

Slika 14: Aplet u kom je prikazano resenje zadatka 2 pod a

b) anp = AABC.

ugao = 55°

Slika 15: Aplet u kom je prikazano resenje zadatka 2 pod b

A

Resenja koja su prikazana na prethodnim slikama nisu jedina, iz dva ra-
zloga. Prvo, u zadatku je dato da zbir uglova mora biti 90°, $to se moze postici
na mnogo nacina. Zato u apletima u kojima su predstavljena reSenja postoje
slajderi pomocu kojih se mogu menjati vrednosti uglova « i 8, a da pritom nji-
hov zbir ostaje 90°. Drugo, u delu zadatka pod a, uglovi se mogu dodirivati u
bilo kojoj tacki koja pripada kracima ta dva ugla. Dok u delu pod b, trougao
ABC nije jedinstven, odnosno, temena A, B i C' mogu menjati svoje polozaje
na kracima uglova « i (.
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3.1 Ostri i tupi uglovi

U apletima kreiranim za elektronsku lekciju ostri i tupi uglovi koris¢enjem
GeoGebre prikazani su ostri uglovi u poredenju sa pravim, kao i tupi u poredenju
sa opruzenim uglom, pri ¢emu se mogu menjati njihove vrednosti.

Zadatak 3. Nacrtaj dva ugla manja od pravog, tako da im presek bude ¢etvorougao.

Resenje. Presek uglova i 8 je ¢etvorougao ABCD (slika 16).

X :

Slika 16: Resenje zadatka 3

Definicija 1. Ugao koji je manji od pravog ugla naziva se ostar ugao.

Na slici 17 predstavljen je aplet koji vizuelizuje oStre uglove. Pritiskanjem
na dugme ugao aplet se pokrece, pri ¢emu se menjaju vrednosti ostrih uglova.
Prav ugao je fiksiran i ima zajednicki krak sa ostrim uglovima, $to omoguéava
njihovo konstantno uporedivanje.

Slika 17: Aplet u kom su prikazani ostri uglovi
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Definicija 2. Ugao koji je veéi od pravog, a manji od opruZenog ugla naziva se
tup ugao.

Na slici 18 predstavljen je aplet koji vizuelizuje tupe uglove. Pritiskanjem
na dugme ugao aplet se pokrece, pri ¢emu se menjaju vrednosti tupih uglova.
Opruzen ugao je fiksiran i ima zajednicki krak sa tupim uglovima, $to omogucéava
njihovo konstantno uporedivanje.

Slika 18: Aplet u kom su prikazani tupi uglovi

Zadatak 4. Nacrtaj tup ugao, a zatim ga predstavi kao zbir dva ostra ugla.

Resenge. Na slici 19 prikazano je reSenje zadatka.

Slika 19: Aplet u kom je prikazano resenje zadatka 4

a = [+, pri ¢emu su uglovi 8 i v ostri. A

Resenje ovog zadatka prikazano je u GeoGebra apletu. Na slici 19 pred-
stavljeno je jedno od mogucih resenja ovog zadatka. Ugao « moze imati razne
vrednosti, moze se i na razne nacine predstaviti kao zbir dva ugla manja od 90°.
Prevlac¢enjem misa preko slajdera n u apletu se prikazuju i druga reSenja ovog
zadatka.
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3.2 Komplementni i suplementni uglovi

U apletima kreiranim za elektronsku lekciju komplementni i suplementni
uglovi koris¢enjem GeoGebre moguce je posmatrati razne vrednosti uglova koji
su komplementni, njihov konstrukcijski zbir. Takode, suplementne uglove i nji-
hov zbir.

Zadatak 5. Odredi meru uglova o i B ako je o+ =90° i a — § = 20°.

Resenje. Sabiranjem dve date jednakosti se dobija 2a = 110°, dakle a = 55°,
B =90° — 55° = 35°. A

Definicija 3. Dva ugla ¢iji je zbir prav ugao nazivaju se komplementnim uglovima.

Na slici 20 predstavljen je aplet koji vizuelizuje komplementne uglove. Pri-
tiskanjem dugmeta pokreni aplikaciju prikazuju se razni komplementni uglovi
kao i njihov konstrukcijski zbir.

Slika 20: Aplet u kom su prikazani komplementni uglovi

Definicija 4. Dva ugla ¢iji je zbir opruZen ugao nazivaju se suplementnim
uglovima.

Na slici 21 predstavljen je aplet koji vizuelizuje suplementne uglove. Pri-
tiskanjem dugmeta pokreni aplikaciju prikazuju se razni suplementni uglovi kao
i njihov konstrukcijski zbir.
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129°

129°
51°

Slika 21: Aplet u kom su prikazani suplementni uglovi

Zadatak 6. Pokazi da vazZe navedena tvrdenja:
a) Ugao komplementan komplementu nekog ugla jednak je tom uglu.
b) Ugao suplementan suplementu nekog ugla jednak je tom uglu.

Resenje.

a) Neka je o ugao koji se posmatra, komplement ugla « je ugao 90° — «, kom-
plement komplementa ugla « je ugao 90° — (90° — a) = 90° — 90° + a = a.
b) Neka je 8 ugao koji se posmatra, suplement ugla 8 je ugao 180° — 3, suplement
suplementa ugla 3 je ugao 180° — (180° — 8) = 180° — 180° + 8 = .
A

3.3 Uglovi sa paralelnim kracima

U apletima kreiranim za elektronsku lekciju uglovi sa paralelnim kracima
prikazani su uglovi sa paralelnim kracima za njihove razli¢ite vrednosti i polozaje
koji se mogu menjati pritiskanjem na dugmad ostra, tupa i pokreni aplikaciju.

Definicija 5. Ako su kraci jednog ugla paralelni sa kracima drugog ugla, kaze
se da su to uglovi sa paralelnim kracima.

Na slici 22 predstavljen je aplet koji vizuelizuje uglove sa paralelnim kracima.
Uglovi predstavljeni u apletu su jednaki. Medutm, to ne mora biti slucaj. Vazno
je uociti sledece slucajeve:
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Slika 22: Aplet u kom su prikazani uglovi sa paralelnim kracima

Ako su dva konveksna ugla sa paralelnim kracima i pri ¢emu su oba oStra,
tada su oni jednaki. Na slici 23 predstavljen je aplet koji vizuelizuje opisani
slucaj. Pritiskanjem dugmeta ostra u apletu se prikazuju razlic¢ite vrednosti
jednakih ostrih uglova sa paralelnim kracima.

Slika 23: Aplet u kom su prikazani podudarni ostri uglovi sa paralelnim kracima

Ako su dva konveksna ugla sa paralelnim kracima i pri ¢emu su oba tupa,
tada su oni jednaki. Na slici 24 predstavljen je aplet koji vizuelizuje opisani
slucaj. Pritiskanjem dugmeta tupa u apletu se prikazuju razlic¢ite vrednosti
jednakih tupih uglova sa paralelnim kracima.
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Slika 24: Aplet u kom su prikazani podudarni tupi uglovi sa paralelnim kracima

Ako su dva konveksna ugla sa paralelnim kracima i pri ¢emu je jedan oStar,
a drugi tup, tada su oni suplementni. Na slici 25 predstavljen je aplet koji
vizuelizuje opisani slucaj. Pritiskanjem dugmeta pokreni aplet u apletu se prikazuju
razlicite vrednosti suplementnih uglova sa paralelnim kracima.

Slika 25: Aplet u kom su prikazani suplementni uglovi sa paralelnim kracima

Zadatak 7. Odredi zbir dva razlicita konveksna ugla sa paralelnim kracima.

Resenje. Uglovi sa paralelnim kracima su jednaki ili suplementni. U zadatku je
dato da su razli¢iti, dakle suplementni su, njihov zbir je 180°. A

22



Zadatak 8. Objasni zaSto nije tacno nijedno od sledecih tvrdenja:
a) Dva konveksna ugla sa paralelnim kracima su jednaka.
b) Dwva razli¢ita ugla sa paralelnim kracima su suplementna.

Resenge.
a) Mogu biti i suplementni.

b) Ta¢no je samo ako su konveksni.

Slika 26: Resenje zadatka 8 pod b

Na slici 26 prikazan je primer uglova sa paralelnim kracima koji nisu suple-
mentni, a razlic¢iti su. A
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4 Trougao

Sadrzaj obraden u poglavlju Trougao realizuje se u nastavnom programu
za 6. razred osnovne Skole. U ovom poglavlju predstavljen je pojam trougla,
njegove vrste, znacajne tacke, odnos stranica i uglova kao i nejednakosti trougla.

Zatvorena izlomljena linija koja nema tacaka samopresecanja i koju obrazuju
tri duzi naziva se trougaona linija. Ona odreduje najjednostavniji mnogougao.

K L E F

Slika 27: Mnogouglovi

Definicija 6. Unija trougaone linije i njene unutrasnje oblasti naziva se trougao.

Na slici 27 dat je trougao oznacen sa ABC. Duzi AB, BC' i C'A su stranice
tog trougla. Tacke A, B i C su temena trougla ABC. Temena trougla su
nekolinearne tacke (ne pripadaju istoj pravoj).

Neka su A, B i C tri nekolinearne tacke. Trougao ¢ija su temena A, B
i C potpuno je odreden temenima, $to se u apletu kreiranom u elektronskoj
lekciji pojam trougla koriséenjem GeoGebre moze jednostavno zakljuciti. Naime,
menjanjem polozaja nekog od temena trougla menja se i sam trougao. Stranice
AB, BC'i C A ¢ine trougaonu liniju. Svake dve stranice odreduju jedan ugao, ¢ije
je teme zajednicka tacka ovih stranica. Na primer, ugao « je odreden temenom
A i polupravama koje odreduju stranice AB i AC. Promenom polozaja temena
menjaju se i vrednosti uglova, ¢ime se utvrduje njihova odredenost. Sli¢no su
odredeni uglovi 8 sa temenom B i 7 sa temenom C. Na slici 28 prikazan je
prethodno opisani aplet.

Za teme A kaZe se da je naspram stranice BC, ali i za stranicu BC' kaze se
da je naspram temena A. U vezi s tim, stranica BC oznacava se malim slovom
a. Slicno vazi i za ostala temena i stranice trougla, pa se oznacavaju BC = a,
AC = b, AB = ¢. Osim toga, kaze se i da je stranica AB, odnosno stranica c,
naspram ugla -, kao i da je ugao y naspram stranice AB. Stranice i unutrasnji
uglovi su osnovni elementi trougla.
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Slika 28: Aplet u kom su prikazani osnovni elementi trougla ABC

4.1 Nejednakosti trougla

Trougaona linija se ne moze saciniti od bilo koje tri duzi. U apletima
kreiranim za elektronsku lekciju nejednakosti trougla koris¢enjem GeoGebre
predstavljeno je nekoliko jednostavnih ogleda koji vizuelizuju odnos stranica
u trouglu.

1. U apletu su dati jedan Stapi¢ duzine 6¢m i Stapiéi od 2cm 1 3em koji su
naslonjeni na krajeve najduzeg stapica. Ogled se sastoji od pokuSaja da se u
apletu spoje krajevi krac¢ih Stapica, koji su na slici 29 oznaceni crvenim tackama,
tako da se dobije trougao.

Slika 29: Aplet u kom je prikazan prvi ogled
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Moze se zakljuciti da ne postoji trougao sa stranicama duzina 2cm, 3cm i
6cm.

2. Razlika izmedu prvog i drugog ogleda jeste u zameni stapi¢a duzine 6cm
stapi¢em duzine bem.

Slika 30: Aplet u kom je prikazan drugi ogled

Uocava se da se krajevi krac¢ih stapi¢a mogu spojiti, ali u crvenoj tacki koja
se nalazi na najduzem Stapic¢u (slika 30). Dakle, ne postoji ni trougao ¢ije su
duzine stranica 2cm, 3cm i bem.

3. Razlika izmedu prvog i treéeg ogleda jeste u zameni Stapic¢a duzine 2cm
Stapi¢em duzine 5cm.

K 6

Slika 31: Aplet u kom je prikazan treéi ogled
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U apletu je moguée saciniti trougao ¢ije su ovo duzine stranica. Jedan od
mogucih je trougao KL M.

4. U apletu predstavljenom na slici 32 dat je trougao ABC.

Slika 32: Aplet u kom je prikazan éetvrti ogled

Pomeranjem temena C tako da se izlomljena linija ABC' ispravi i nalegne na
stranicu AB, uocava se tacka D takva da vazi da je duzina AD jednaka zbiru
duzina AC i CB. Na osnovu ogleda moze se konstatovati da je duz AD veéa
od stranice AB trougla ABC, tj.

AD > AB.
Kako se duz AD moze predstaviti kao zbir duzi AC i C'B, zakljucuje se da je:
AC+CB > AB.
Iz prethodnog razmatranja sledi naredno tvrdenje.
Tvrdenje 1. U svakom trouglu zbir dve stranice veci je od trece stranice.

Prema tome, u bilo kom trouglu ABC vazi da je:

BC+ AC > AB
AC + AB > BC
AB+ BC > AC.

Ako su duzine stranica trougla oznacene sa a, b i ¢, onda ove nejednakosti glase:

a+b>c
b+c>a
c+a>b.

Ove nejednakosti nazivaju se nejednakosti trougla. Tri duzi a, b i ¢ za koje
ne vaze ove nejednakosti ne mogu obrazovati trougao.
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4.2 Vrste trouglova

Duzine stranica i mere uglova odreduju vrstu trougla. U zavisnosti od broja
jednakih stranica, razlikuju se tri vrste trouglova.

M

®
LAO

Slika 33: Vrste trouglova prema duzini stranica

Definicija 7. Trougao koji ima sve tri stranice jednakih duzina naziva se jed-
nakostraniéni trougao.

Definicija 8. Trougao koji ima dve stranice jednakih duZina maziva se jed-
nakokraki trougao.

Dve jednake stranice jednakokrakog trougla se nazivaju kraci, dok se stranica
nad kojom se kraci nalaze naziva osnovica.

Definicija 9. Trougao kome su sve tri stranice razlicitih duZina naziva se
raznostranim trouglom.

Na slici 33 predstavljeni su trouglovi sa naznacenim duzinama stranica.
Trougao K LM koji je jednakostranicni, PQR koji je jednakokraki i trougao
ABC koji ima sve tri stranice razli¢itih duzina.

Zadatak 9. Obim trougla je 5,4cm. Moze li neka od njegovih stranica imati
duZinu:

a) 2,7cm;

b) 4,5cm?

Resenge.

a) Neka je stranica ¢ = 2, 7em (slika 34). Kako je obim trougla 5,4cm, vazi da
jea+b=254—-27=2Tcm. Prevlacenjem misa preko slajdera m u apletu
kreiranom u elektronskoj lekciji vrste trouglova koriséenjem GeoGebre, menjaju
se vrednosti koje mogu imati duzine stranica a i b. Medutim, pomeranjem
crvenih tacaka koje predstavljaju krajeve duzi a i b nije moguce sklopiti trougao
¢ije su stranice a, b i c. Do ovog zakljucka moglo se doéi i uocavanjem ¢injenice
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da zbir dve krace stranice nije veéi od najduze stranice. Te dve vrednosti uvek

su jednake a + b = c¢. Dakle, trougao obima 5,4cm ne moze imati stranicu
duzine 2, Tem.

b=1,5
b=1,5 a=1,2 c=27
O=a+b+c=>5,4cm

c=2,7

Slika 34: Aplet u kom je prikazano resenje zadatka 9 pod a

b) Neka je stranica ¢ = 4, 5¢m (slika 35). Kako je obim trougla 5, 4cm, vazi da je
a+b=>5,4—4,5=0,9cm. Prevlacenjem misa preko slajdera m u apletu u kom
je predstavljeno resenje, menjaju se vrednosti koje mogu imati duzine stranica
a ib. Medutim, pomeranjem crvenih tacaka koje predstavljaju krajeve duzi a i
b nije moguce sklopiti trougao ¢ije su stranice a, b i c¢. Do ovog zakljucka moglo
se doéi i uocavanjem c¢injenice da zbir dve krace stranice nije veéi od najduze

stranice (0,9 < 4,5). Dakle, trougao obima 5,4cm ne moze imati stranicu
duzine 4, 5em.

m=0,5

a=0,4
b=0,5
c=4,5

//702/ Q=04 O=a+b+c=54cm

Slika 35: Aplet u kom je prikazano resenje zadatka 9 pod b

Trouglovi se razlikuju i po uglovima.

Definicija 10. Trougao koji ima tri oStra unutrasnja ugla naziva se ostrougli
trougao.

Definicija 11. Trougao koji ima jedan prav unutrasnji ugao naziva se pravougli
trougao.
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Stranica naspram pravog ugla naziva se hipotenuza, dok se preostale dve stranice
nazivaju katete. Katete ne moraju biti jednakih duzina, ali u sluc¢aju kad jesu
takav trougao se naziva pravougli jednakokraki.

1209
P Q A B

Slika 36: Vrste trouglova prema uglovima

Definicija 12. Trougao koji ima jedan tup unutrasnji ugao naziva se tupougli
trougao.

U apletu predstavljenom na slici 36 trougao K LM je oStrougli za bilo koje
duzine njegovih stranica koje se mogu menjati u apletu. Trougao PQR je
pravougli, ABC tupougli za bilo koje duzine stranica.

4.3 Odnos uglova i stranica trougla

Nakon utvrdivanja veza izmedu stranica trougla, bi¢e utvrden odnos stranica
i uglova u trouglu. Za pocetak se moze uociti slede¢i zadatak.

Zadatak 10. Nacrtaj proizvoljan jednakokraki trougao ABC (AC = BC) i
uporedi uglove o i 3.

Resenje. Na slici 37 prikazano je reSenje zadatka. Uglovi a i 8 su jednaki.

osnovica = 4,7
krak = 4,55
@
o = 58.9°
3 =58.9°

Slika 37: Aplet u kom je prikazano resenje zadatka 10
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U apletu kreiranom za elektronsku lekciju odnos stranica i uglova trougla
koriséenjem GeoGebre prikazano je resenje zadatka. U apletu je moguée uporedivati
uglove a1 8 za razne jednakokrake trouglove. Pocetni trougao se transformise
u drugi menjanjem duzine kraka i osnovice pomocu slajdera koji se nalaze u
apletu. Za svaki jednakokraki trougao iz apleta vazi da su uglovi « i 8 jednaki.
Ovaj zadatak navodi na zaklju¢ak da vazi naredno tvrdenje.

Tvrdenje 2. U trouglu naspram jednakih stranica jednaki su uglovi.

Dokaz. Neka je dat trougao ABC u kome je AC = BC (slika 38). Neka je s
simetrala ugla ACB, S tacka preseka prave s i duzi AB. Simetrijom u odnosu
na s tacke C i S preslikavaju se u sebe same.

Slika 38: Odnos uglova i stranica trougla

Krak C'A preslikava se u krak C'B, pa kako je CA = CB, zakljucuje se da ¢e
se tacka A preslikati u tacku B. Pri pomenutom preslikavanju, uoc¢ava se da se
LCAS preslikava u £CBS. Uglovi a i § su simetri¢ni, pa je « = 8. Dakle, u
trouglu ABC vazi ako je AC = BC, onda je a = 3. O

Takode, vazi i naredno tvrdenje.

Tvrdenje 3. U trouglu naspram veée stranice veci je i ugao.

Dokaz. Neka je dat trougao ABC kod koga je AC > BC (slika 39). Treba
dokazati da je 5 > a.

Kako je AC > BC, to se na duzi AC moze uociti tacka D, takva da je
CD = CB. Trougao BCD je jednakokraki, pa su uglovi kod B i D jednaki.
Oznaceni su sa 0. Buduéi da je krak BD, ugla C BD unutar ugla 3, to je g > 6.
Dalje, £ BDC = ¢ je spoljasnji ugao trougla ABD, pa je veéi od nesusednog
unutrasnjeg ugla, tj. § > «. Sada iz > § i > a sledi da je 5 > a. (]
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Slika 39: Odnos uglova i stranica trougla

Iz prethodnog se moze zakljuciti da vaze i sledeca tvrdenja.
Tvrdenje 4. Naspram jednakih uglova u trouglu jednake su i stranice.
Tvrdenje 5. Naspram vecéeg ugla u trouglu veca je i stranica.

Pored izvodenja dokaza prethodnih tvrdenja kreiran je jos jedan aplet u
elektronskoj lekciji odnos stranica u uglova koriséenjem GeoGebre koji ilustruje
prethodna tvrdenja za konkretne vrednosti uglova i stranica. U apletu je moguce
menjati vrednosti duzina stranica menjanjem vrednosti slajdera m i n, kao i
vrednosti uglova pomeranjem temena datog trougla. Na slici 40 moze se videti
jedan primer iz opisanog apleta.

m=>5

o = 28,43° a=8,79

O 28,430 3 =123,14° b=5

A c=5 B = 28,43° c=5

Slika 40: Aplet u kom su prikazani odnosi uglova i stranica trougla ABC
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4.4 Zbir uglova u trouglu. Obim i povrsina trougla

U prethodnim delovima ovog poglavlja predstavljeni su osnovni elementi
trougla i njihovi medusobni odnosi. Sada ¢e biti predstavljena jedna od na-
jvaznijih osobina uglova trougla.

Tvrdenje 6. Zbir unutrasnjih uglova u trouglu je 180°.

U apletu kreiranom za elektronsku lekciju zbir unutrasnjih uglova, obim 4
poursina trougla koriSéenjem GeoGebre prikazan je proizvoljan trougao ABC sa
istaknutim uglovima. U apletu je konstruisana prava p kroz tacku A, paralelna
duzi BC'. Uglovi g i d su uglovi sa paralelnim kracima, i s obzirom da su istog
tipa, oni su jednaki 8 = §. Analogno, v = €. Uglovi «, € i § su nadovezani
uglovi ¢ija je unija opruzen ugao, odnosno vazi da je oo + ¢ + 6 = 180°. Dakle,
a+ [+ =180°. U predstavljenom apletu moguce je pomerati temena trougla
pri ¢emu se menjaju i vrednosti pomenutih uglova ali zbir ostaje konstantan.
Na slici 41 prikazan je opisani aplet.

a=64,12°
c=86,81° = ~=86,81°
§=129,07° = [(=29,07

a+f+y=a+0d+ec=180°

Slika 41: Aplet u kom je predstavljen zbir uglova trougla ABC

Vazno je uociti sledec¢e vazne ¢injenice. U pravouglom trouglu najvise jedan
ugao moze biti prav i on je najvedi ugao u tom trouglu. U suprotnom bi zbir
uglova bio veéi od 180°, sto nije mogucée. Uglovi jednakostrani¢nog trougla su
jednaki. Ovo se moze zakljuc¢iti na osnovu tvrdenja da su naspram jednakih
stranica jednaki uglovi i da je zbir uglova u trouglu 180°.

Obim trougla ra¢una se po formuli:
O=a+b+ec
Povrsina trougla ra¢una se po formuli:
a- h, _ b-hy _ c-he
2 2 27
Izvodenje ove formule predstavljeno je u narednom poglavlju. Povrsina trougla
moze se izracunati i pomo¢u Heronovog obrasca:

P =
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P=S-(S—a)-(S-1b)-(5-D),

. . . _ atbt
gde je S poluobim trougla, odnosno § = *=+<.

4.5 Visine trougla i ortocentar

Ortocentar je jedna od cetiri znacajne tacke trougla. Pre definisanja orto-
centra neophodno je definisati visinu trougla.

Definicija 13. Visina trougla je duZ ¢iji jedan kraj predstavlja teme trougla, a
drugi podnozje normale na naspramnoj stranici ili na njenom produZetku.

Trougao ima tri temena i tri stranice, dakle trougao ima i tri visine. Oznacavaju
se malim latini¢nim slovom h, a u indeksu je oznaka odgovarajuceg temena ili
odgovarajuce stranice (ha ili hy). Sve tri visine seku se u jednoj tacki. Ta tacka
se naziva ortocentar. Ortocentar se oznacava velikim latiniénim slovom H (slika

42).

Slika 42: Aplet u kom je prikazan ortocentar ostrouglog trougla

Dovoljno je konstruisati dve visine kako bi se odredio ortocentar. Visina se
konstruise tako $to se konstruise normala iz temena na naspramnu stranicu.
U apletu kreiranom za elektronsku lekciju visine trougla i ortocentar koriséenjem
GeoGebre moze se posmatrati polozaj ortocentra H za razli¢ite vrste trouglova.
Pocetni trougao se transformise u neki drugi pomeranjem temena A, B i C.
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Vazno je uociti sledece:

- ortocentar ostrouglog trougla nalazi se unutar trougla. U pomenutom
apletu prikazanom na slici 42, pritiskanjem dugmeta ortocentar ostrouglog
trougla, trougao ABC' se transformise u oStrougli, pri ¢emu se moze uociti
polozaj ortocentra;

- ortocentar pravouglog trougla poklapa se sa temenom pravog ugla trougla.
U ovom slu¢aju dve visine se nalaze na kracima pravog ugla. U apletu
prikazanom na slici 43, pritiskanjem dugmeta ortocentar pravouglog trougla,
trougao ABC se transformiSe u pravougli, pri ¢emu se moze uociti polozaj
ortocentra;

hq

Slika 43: Aplet u kom je prikazan ortocentar pravouglog trougla

- ortocentar tupouglog trougla nalazi se van trougla. U apletu prikazanom
na slici 44, pritiskanjem dugmeta ortocentar tupouglog trougla, trougao
ABC se transformiSe u tupougli, pri ¢emu se moze uociti polozaj ortocen-
tra.
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B S

Slika 44: Aplet u kom je prikazan ortocentar tupouglog trougla

4.6 TeziSne duzi i teziste trougla

Druga znacajna tacka trougla je teziSte. TeziSte predstavlja centar mase
trougla. Ako se trougao stavi na vrh igle, tako da vrh dodiruje teziste, trougao
ée stajati u ravnotezi.

Definicija 14. TeZisna duZ trougla je duZ koja spaja teme trougla sa sredistem
naspramne stranice.

Trougao ima tri temena i tri stranice, dakle trougao ima i tri tezisne duzi.
Oznacavaju se malim latini¢nim slovom ¢, a u indeksu je oznaka odgovarajuce
stranice (t4 ili to). Sve tri tezisne duzi trougla seku se u jednoj tacki. Ta tacka
se naziva teziste i oznacava se velikim latini¢nim slovom 7' (slika 45).

C

Slika 45: Teziste trougla
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Dovoljno je konstruisati dve tezisne duzi kako bi se odredilo teziste. Tezisna
duz se konstruise tako $to se konstruiSe simetrala stranice, na taj nacin je
odredeno srediste stranice i preostaje jos da se to srediSte spoji sa naspram-
nim temenom.

Za razliku od ortocentra trougla, teziste se uvek nalazi unutar trougla. U
apletu kreiranom za elektronsku lekciju teziste trougla koriséenjem GeoGebre
moguce je pomerati temena trougla ABC, pri ¢emu se moze uoCiti navedena
osobina tezista. Teziste trougla ima jos jednu vaznu osobinu. Teziste deli tezisne
duzi u odnosu 2 : 1, tj. rastojanje od tezista do temena dva puta je veée od
rastojanja tezista do sredista odgovarajuce stranice. Dokaz ove osobine moze se
nadi u knjizi [8] popisa literature.

4.7 Opisana kruznica trougla

Treta znacajna tacka trougla je centar opisane kruznice. Analiziranjem za-
dataka 11 i 12 dolazi se do polozaja tacke koja je jednako udaljena od temena
trougla, odnosno do polozaja centra opisane kruznice trougla.

Zadatak 11. Da li postoji kruznica koja sadrzi tri unapred odabrane tacke?

U slucaju kada su to tacke jedne prave, odgovor je negativan. Ako su tacke
nekolinearne (nisu na jednoj pravoj), onda one odreduju trougao. Tada se moze
preformulisati prethodni zadatak.

Zadatak 12. Da li za svaki trougao postoji kruznica koja prolazi kroz sva tri
temena trougla?

Do resenja se lako dolazi ako se utvrdi da li postoji tacka koja je jednako
udaljena od svih temena trougla. Ako takva tacka postoji i moze da se odredi,
zadatak ¢e imati pozitivan odgovor. Neka je ABC izabrani trougao, dat na slici
46. Sve tacke sa simetrale duzi jednako su udaljene od krajeva te duzi. Bududi
da je centar kruznice koja prolazi kroz temena A i B izabranog trougla jednako
udaljen od A i B, moze se zakljuciti da centar takve kruznice pripada simetrali
duzi AB.

Slika 46: Simetrale stranica trougla
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Analogno, zakljuCuje se da se nalazi istovremeno i na simetrali duzi BC.
Presek simetrala oznacen je sa O. Tacka O je na simetrali duzi AB, pa je
OA = OB. Ali tacka O je i na simetrali duzi BC, pa je OB = OC. Dakle,

OA=0B=0C.

Prema tome, tacka O je jednako udaljena od tacaka A, B i C, pa ona predstavlja
centar kruznice koja prolazi kroz A, B i C. Poluprecnik te kruznice je duz
OA = 0B = 0C. Iz ovog razmatranja sledi dokaz narednog tvrdenja.

Tvrdenje 7. U svakom trouglu simetrale stranica seku se u jednoj tacki. Ta
tacka je centar kruznice opisane oko trougla.

Slika 47: Aplet u kom je prikazana kruznica opisana oko trougla

Svaki trougao ima svoju opisanu kruznicu. Vazno je uociti sledece:

- centar opisanog kruga ostrouglog trougla nalazi se unutar trougla.
U apletu kreiranom za elektronsku lekciju opisana kruznica trougla korisce-
njem GeoGebre prikazanom na slici 47, pritiskanjem dugmeta centar opisa-
nog kruga ostrouglog trougla, trougao ABC se transformiSe u ostrougli pri
¢emu se moze uociti polozaj centra opisane kruznice;

- centar opisanog kruga pravouglog trougla nalazi se na hipotenuzi trougla.
U pomenutom apletu prikazanom na slici 48, pritiskanjem dugmeta centar
opisanog kruga pravouglog trougla, trougao ABC se transformise u pravo-
ugli pri ¢emu se moze uociti polozaj centra opisane kruznice;
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Slika 48: Aplet u kom je prikazana kruznica opisana oko pravouglog trougla

- centar opisanog kruga tupouglog trougla nalazi se van trougla. U pomenu-
tom apletu prikazanom na slici 49, pritiskanjem dugmeta centar opisanog
kruga tupouglog trougla, trougao ABC se transformise u tupougli pri ¢emu
se moze uociti polozaj centra opisane kruznice;

Slika 49: Aplet u kom je prikazana kruznica opisana oko tupouglog trougla

U pomenutom apletu moguce je posmatrati postupak opisivanja kruznice za
razne trouglove, gde je transformacija pocetnog trougla omogucena pomeranjem
temena trougla ABC.
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4.8 Upisana kruznica trougla

Cetvrta znacajna tacka trougla je centar upisane kruznice. U ovom delu
rada biée prikazana tvrdenja koja ilustruju svojstva centra upisane kruznice.

Na slici 50 dat je proizvoljan trougao ABC. Neka su Sq, Sg i S, simetrale
unutrasnjih uglova trougla ABC. Moze se uociti da simetrale prolaze kroz jednu
tacku.

AT ;-

Slika 50: Simetrale unutrasnjih uglova trougla

Tvrdenje 8. U svakom trouglu simetrale unutrasnjih uglova seku se u jednoj
tacks.

Dokaz. Ako je S tacka preseka simetrala S, i Sg, neka su P, @ i R redom
podnozja normala iz tacke S na stranice a, b i ¢ trougla ABC' (slika 51).

B R\ B

Slika 51: Centar upisane kruznice trougla
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Tacka S je na simetrali S,, pa je jednako udaljena od krakova ugla, tj.
SR = SQ. Kako je S i na simetrali Sg, slicno se zakljucuje da je SP = SQ.
Dakle,

SP=5Q =SR.

Ostaje jos da se dokaze da i simetrala ugla v prolazi kroz tacku S. Pravougli
trouglovi CSP i CSQ imaju zajednicku hipotenuzu C'S = CS i jednaku katetu
SP = SQ@Q, pa su podudarni po stavu SSU. Iz ove podudarnosti sledi da je
APCS = £QCS, sto znaci da je CS simetrala ugla v, tj. S, sadrzi tacku S.
Time je tvrdenje dokazano. O

Iz uslova SP = SQ = SR sledi da tacke P, @ i R pripadaju kruznici sa cen-
trom u S. Kako su uglovi kod P, @ i R pravi zakljucuje se da stranice trougla
dodiruju ovu kruznicu. Za takvu kruznicu se kaze da je upisana u trougao ABC
(slika 52).

Slika 52: Kruznica upisana u trougao

Tvrdenje 9. U svaki trougao moze se upisati jedna kruznica. Centar upisane
kruznice je zajednicka tacka simetrala unutrasnjih uglova.

U apletu kreiranom za elektronsku lekciju upisana kruznica koris¢enjem
GeoGebre moguce je posmatrati postupak upisivanja kruznice za razne trou-
glove, gde je transformacija pocetnog trougla omoguéena pomeranjem temena
trougla ABC.
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5% Cetvorougao

Sadrzaj obraden u poglavlju Cetvorougao realizuje se u nastavnom programu
za 6. razred osnovne Skole. U ovom poglavlju predstavljen je pojam ¢etvorougla,
uglovi, konveksnost, njegove vrste, osobine i povrsina cetvorougla.

Mnogougaona linija koju ¢ine ¢etiri nadovezane duzi naziva se ¢etvorougaona
linija.

Definicija 15. Deo ravni koji ¢ine éetvorougaona linija zajedno sa unutrasnjom
oblasti koju ona odreduje naziva se éetvorougao.

C
G

S
S}
"1
!

Slika 53: Cetvorouglovi

Duzi koje ¢ine ¢etvorougaonu liniju nazivaju se stranice Cetvorougla. Stran-
ice ¢etvorougla ABC'D prikazanog na slici 53 su AB, BC', CD i DA. Zajednicke
tacke susednih duzi nazivaju se temenima cetvorougla. Temena cetvorougla
su susedna temena ako su ona krajnje tacke iste stranice. Temena koja nisu
susedna nazivaju se naspramnim temenima. Stranice Cetvorougla su susedne
stranice ako imaju zajednicku krajnju tacku. Stranice koje nisu susedne nazi-
vaju se naspramnim stranicama. U apletu kreiranom za elektronsku lekciju
pojam cetvorougla koriséenjem GeoGebre prikazana su dva Cetvorougla koja se
mogu transformisati u druge ¢etvorouglove pomeranjem njihovih temena, Sto
olaksava vizuelizaciju pojma cetvorougla.
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5.1 Konveksnost ¢etvorougla

Jedan od nacina da se proveri konveksnost mnogougla u ravni je da se njegova
kontura posmatra kao put. Ukoliko se zamisljeni objekat kre¢e po tom putu i
pritom menja pravac svog kretanja samo na levo ili samo na desno, mnogougao
je konveksan. Sada ¢e biti predstavljena formalna definicija konveksnosti.

Definicija 16. Geometrijski objekat je konveksan ako sa svake svoje dve tacke
sadrzi i duz koja je njima odredena.

Cetvorougao ABCD predstavljen na slici 54 nije konveksan. Za odabrane
tacke E i F koje pripadaju ¢etvorouglu, duz ¢ije su to krajnje tacke nije sadrzana
u tom cetvorouglu. Pritiskanjem dugmeta primeri u apletu kreiranom za elek-
tronsku lekciju konveksnost i dijagonale koriséenjem GeoGebre prikazuju se jos
neki primeri ¢etvorouglova koji nisu konveksni.

D

Slika 54: Nekonveksan ¢etvorougao

U drugom apletu kreiranom za elektronsku lekciju konveksnost i dijagonale
koriséenjem GeoGebre predstavljena su tri konveksna éetvorougla (slika 55).
Posmatranjem njihovih uglova moze se zakljuciti da su svi manji od opruzenog.
Pomeranjem njihovih temena neki od unutrasnjih uglova se mogu promeniti, ali
¢e i dalje svi biti manji od opruzenog (svi ¢e biti konveksni). Medutim, men-
janjem vrednosti slajdera o jedan od uglova ¢etvorougla M N P(@) menja svoju
vrednost. Moze se uociti da za vrednosti veée od 180° cetvorougao postaje
nekonveksan, odnosno duz p izlazi iz unutrasnjosti ¢etvorougla.

Dakle, vazi ako su svi unutrasnji uglovi ¢etvorougla manji od opruzenog ugla,

¢etvorougao je konveksan. Ako je neki od unutrasnjih uglova veéi od opruzenog
ugla, cetvorougao nije konveksan.
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Slika 55: Aplet u kom su prikazani konveksni ¢etvorouglovi

Definicija 17. DuZi ¢ije su krajnje tacke dva naspramna temena nazivaju se
dijagonale cetvorougla.

Dijagonale se oznacavaju malim latini¢nim slovom d, a u indeksu je obi¢no
oznaka broja dijagonale (d; ili d3). Na slici 56 prikazane su dijagonale konvek-
snog i nekonveksnog ¢etvorougla.

X A

Slika 56: Dijagonale cetvorougla

5.2 Uglovi cetvorougla

Svaki ¢etvorougao, bez obzira da li je konveksan ili ne, dijagonalom se moze
podeliti na dva trougla. Na slici 57 dijagonalnom AC' su podeljeni po jedan
konveksan i jedan nekonveksan na trouglove ABC' i AC'D, kako je zbir uglova
trougla 180°, vazi da je:

atfty+i=arta+B+ntrtdi=(@+i+mn)+(+f+)=
180° + 180° = 360°.
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Slika 57: Uglovi ¢etvorougla

U apletu kreiranom za elektronsku lekciju uglovi cetvorougla koriséenjem Ge-
oGebre prikazan je proizvoljan Cetvorougao. Pritiskanjem dugmeta dijagonalom
cetvorougao se deli dijagonalom na dva trougla, u apletu je moguée pomerati
temena cetvorougla ¢ime se menjaju vednosti uglova, dok njihov zbir uvek ostaje
isti.

48,47° + 54,1° + 31,22° + 226,21° =

48,47° +54,1° + 31, 22° + 108,34 + 117,87 = 360°

Slika 58: Aplet u kom su prikazani uglovi ¢etvorougla
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5.3 Vrste cetvorouglova

Prema paralelnosti stranica izdvajaju se posebne vrste ¢etvorouglova-parale-
logrami i trapezi, prema jednakosti stranica deltoidi.

Definicija 18. Cetvorougao ¢ije su svake dve naspramne stranice paralelne
naziva se paralelogram.

Direktna posledica paralelnih stranica jeste da su naspramni uglovi paralel-
ograma jednaki, a susedni suplementni. Odnosno, vazi:

a=7v, =0, a+8=180° B+ =180° v+ =180°, 6§ + o = 180°.

Na slici 59 prikazan je paralelogram ABC'D sa vrednostima uglova.

Slika 59: Paralelogram

Naspramne stranice paralelograma su jednake. To sledi iz slede¢eg razmatranja.
Paralelogram se dijagonalom podeli na dva podudarna trougla (slika 60). Kako
je ABC =2 ACD (USU) tada je |AB|=|CD| i |BC|=|DA]|, odnosno naspramne
stranice paralelograma su jednake.

Slika 60: Naspramne stranice paralelograma su jednake
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Izdvajaju se posebne vrste paralelograma, pravougaonici, kvadrati i rombovi.
Definicija 19. Paralelogram éiji su svi uglovi pravi naziva se pravougaonik.

Na slici 61 prikazan je pravougaonik ABCD.

x: 90°

A B

Slika 61: Pravougaonik

Definicija 20. Pravougaonik dije su sve stranice jednakih duZina naziva se
kvadrat.

Na slici 62 prikazan je kvadrat ABCD.

O\ oo

A B

Slika 62: Kvadrat

Iz prethodnih definicija se moze uociti da vazi:

Paralelogram ¢ije su sve stranice jednakih duzina i svi uglovi pravi naziva se
kvadrat.

Dijagonale pravougaonika su jednake, dok su dijagonale kvadrata i jednake

i seku se pod pravim uglom. U elektronskoj lekciji vrste cetvorouglova kreirani
su apleti koji ilustruju navedena svojstva. Prikazani su na slikama 63 i 64.
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dy dy

112=3.94=d1=3,94

Slika 63: Aplet u kom su prikazane dijagonale pravougaonika koje se polove

. 900
d d

A B

dy=3,33=dy=3,3
dy L do

Slika 64: Aplet u kom su prikazane normalne dijagonale kvadrata koje se polove

Jos jedna vrsta paralelograma je romb, definiSe se na sledeéi nacin.
Definicija 21. Paralelogram éije su stranice jednakih duZina naziva se romb.

Na slici 65 prikazan je romb ABCD.

D C

/)

A B

Slika 65: Romb
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Definicija 22. Cetvorougao koji ima tacno jedan par paralelnih stranica naziva
se trapez.

Paralelne stranice trapeza nazivaju se osnovicama, a stranice koje nisu par-
alelne kracima trapeza. Uglovi nalegli na krak trapeza su suplementni. Ovo sledi
iz sledeceg razmatranja. Uglovi i 6, kao i 81 trapeza ABC D prikazanog na
slici 66, su uglovi sa paralelnim kracima, od kojih je jedan ostar, a drugi tup
(mogu biti oba prava), te je « + ¢ = 180° i § + v = 180°.

D C

Slika 66: Trapez

Izdvajaju se posebne vrste trapeza, pravougli i jednakokraki trapez. Defin-
isani su na sledeéi nacin.

Definicija 23. Trapez ¢iji su unutrasngi uglovi kod temena jednog kraka pravi
naziva se pravougli trapez.

Na slici 67 prikazan je pravougli trapez, pravi uglovi su nalegli na krak AD.

Slika 67: Pravougli trapez
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Definicija 24. Trapez c¢iji su kraci jednakih duZina maziva se jednakokraki
trapez.

Na slici 68 prikazan je jednakokraki trapez, kraci AD i BC' su jednaki. Uglovi
na osnovici su jednaki o = 3. Dokaz ove osobine moze se pogledati u knjizi [8].

o =\65° 3 =65°
A

0y e

Slika 68: Jednakokraki trapez

Definicija 25. Cetvorougao koji ima dva para susednih stranica jednakih duzina,
naziva se deltoid.

B

Slika 69: Deltoid

Zajednicko teme jednog para naspramno je zajednickom temenu drugog
para jednakih stranica deltoida. U apletu kreiranom za elektronsku lekciju
vrste cetvorouglova koriséenjem GeoGebre moguce je pomerati temena deltoida
ABCD, ¢ime se prikazuju razni deltoidi i olaksava se vizuelizacija pojma del-
toid. Takode, u pomenutoj elektronskoj lekciji moze se posmatrati transfor-
macija paralelograma i trapeza u njihove posebne vrste pravougaonik, kvadrat,
romb, jednakostrani¢ni i pravougli trapez.

50



5.4 Osobine cetvorouglova

U ovom poglavlju su predstavljene neke od bitnih osobina cetvorouglova.
Vise o osobinama ¢etvorouglova moze se naéi u knjizi [8] popisa literature.

Tvrdenje 10. Dijagonale paralelograma se polove.

P
A

A B

Slika 70: Dijagonale paralelograma

Dokaz. Neka je tacka O presek dijagonala paralelograma ABCD. Na osnovu
stava podudarnosti trouglova USU, sledi da je

ANAOD = ANCOB
|BC| = |DA| (naspramne stranice)
£DAO = £BCO (paralelni kraci)
£LADO = LCBO (paralelni kraci).

Iz prethodnog sledi da je |AO| = |OC| i |DO| = |OB|, odnosno tacka preseka
dijagonala deli svaku dijagonalu na dva dela. O

Definicija 26. Duz cije su krajnje tacke sredista krakova trapeza naziva se
srednja linija trapeza.

Tvrdenje 11. Srednja linija trapeza paralelna je sa osnovicama i njena duZina
jednaka je njihovom poluzbiru.

Dokaz. Neka je M srediste kraka AD, a N srediste kraka BC, trapeza ABCD.
Neka su tacke M7 i D centralnosimetricne sa M i D u odnosu na tacku N,
redom (slika 71).

Treba dokazati da je srednja linija trapeza paralelna osnovicama. Duzi
DC i D1B su centralnosimetriéne u odnosu na tacku N, te je DC||D1B i
|DC| = |D1B|. Kako je AB||DC, a duzi AB i BD; imaju zajednicku krajnju
tacku, sledi da su tacke A, B i D kolinearne. Duzi DM i Dy M; su centralno
simetri¢ne, te je DM||D1M; i |DM| = |D1M;|. Kako je |[AM| = |M D|, tada
su AM i Dy M, jednake i paralelne, te je ¢etvorougao AD;M;M paralelogram,
odakle sledi da je srednja linija trapeza paralelna njegovim osnovicama.
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Slika 71: Srednja linija trapeza

Ostaje jos da se dokaze da je srednja linija trapeza jednaka poluzbiru os-
novica. Cetvorougao AD1 M1 M je paralelogram, te je m +m; = a + b;. Kako
jem =mq ib= by, dobija se da je 2m = a + b, odnosno m = “TH’. O

Tvrdenje 12. Dijagonale konveksnog deltoida uzajamno su normalne i jedna
od njih polovi drugu.

Slika 72: Dijagonale deltoida

Dokaz. Prema definiciji deltoida, tacke A i C su jednako udaljene od temena B
i D, te pripadaju simetrali duzi BD (slika 72). Dakle, dijagonala AC sadrzana
je u simetrali S4¢ duzi BD, pa su dijagonale AC' i BD, uzajamno normalne i
pri tom dijagonala AC polovi dijagonalu BD. O

Tvrdenje 13. Prave odredene dijagonalama nekonveksnog deltoida uzajamno
su normalne i jedna od njih polovi drugu dijagonalu.

U apletima kreiranim za elektronsku lekciju osobine cetvorouglova koris¢enjem
GeoGebre mogu se posmatrati navedena svojstva za ¢etvorouglove sa prikazanim
duzinama odgovarajuéih stranica. Transformacija ¢etvorouglova u apletu se vrsi
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pomeranjem njihovih temena. Recimo, pomeranjem temena deltoida konveksan
deltoid se moze transformisati u nekonveksan pri ¢emu se dijagonale i dalje seku
pod pravim uglom. Takode su prikazane duzine dijagonala i duzine delova na
koje su podeljene dijagonale. Na slikama 73, 74 i 75 prikazani su opisani apleti.

D C

n a=25

Q AO=n=3,83=m=3.83=0D

BO=1,86=q=1,86= OC

m+n=d ptaq=ds
p=3,55

q=2,23

Dijagonala ds polovi dijagonalu d.
Dijagonale se seku pod pravim uglom.

Slika 75: Aplet u kom su prikazane duzine dijagonala deltoida i ugao pod kojim
se seku
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5.5 Povrsina ¢etvorougla

Mera (veli¢ina) figure se naziva povrsinom te figure. Povrsina figure se meri
drugom figurom koja se naziva jedinica mere. Povrsine parcela odredivane
su u Staroj Grckoj, Egiptu i Mesopotamiji. Najpre su merene parcele ob-
lika pravougaonika. Parcele drugih oblika poredene su sa parcelama oblika
pravougaonika kako bi njihova veli¢ina bila priblizno odredena.

5.5.1 Povrsina paralelograma

Povrsina paralelograma jednaka je proizvodu duzine stranice paralelograma
i duzine njoj odgovarajuce visine.

P=a-hy=>"hp.

Pritiskanjem dugmeta povrsina u apletu kreiranom za elektronsku lekciju
poursina cetvorougla korisé¢enjem GeoGebre ilustruje se transformacija paralel-
ograma u pravougaonik prikazana na slici 76. Kako je povrSina dobijenog
pravougaonika a - h,, formula za izracunavanje povrsine paralelograma je ocigle-
dna.

ha ha ha

a a

=
(=)
°

Slika 76: PovrSina paralelograma

Sada ¢e biti predstavljeno izvodenje formula za povrsinu trougla, trapeza i del-
toida.

Svaki trougao se, njemu podudarnim trouglom moze dopuniti do paralelo-
grama. Trougao ABC dopunjen je podudarnim trouglom CC;B do paralelo-
grama ABCC (slika 77).
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Slika 77: Povrsina trougla

Stranice b i ¢ trougla ABC ujedno su i stranice paralelograma ABCC].
Visine trouglova su hy i h, koje odgovaraju ovim stranicama ujedno su i visine
paralelograma. Kako je AABC = AC,C B, povrsina svakog od ovih trouglova
jednaka je polovini povrsine paralelograma ABCCY, odnosno:

c-he b-h
Prapce = 5 = 2b~

5.5.2 Povrsina trapeza

Svaki trapez se dijagonalom moze podeliti na dva trougla. Trapez ABCD
prikazan na slici 78 dijagonalom BD je podeljen na dva trougla, AABD i
ABCD. Duz hap je zajednicka visina trapeza i trougla ABD. Duz hcp je
visina trougla BC'D. Duzine visina hap i hop su jednake, jer predstavljaju
rastojanje paralelnih pravih koje su odredene paralelnim stranicama trapeza, i
pri tome su jednake visini A.

a-hap b-hop a-h b-h  (a+bh
5 2 2 g - g —mh

Pypcp = Papp+Ppcp =

Slika 78: Povrgina trapeza

99



5.5.3 Povrsina deltoida

Dijagonale konveksnog deltoida, kao i prave odredene dijagonalama nekon-
veksnog deltoida, uzajamno su normalne. Formula za povrsinu ¢etvorouglova
Cije su dijagonale ili prave odredene dijagonalama uzajamno normalne izvodi se
na sledeéi nacin. Cetvorougao ¢ije su dijagonale d; i dy uzajamno normalne moze
se dopuniti, odgovarajuéim podudarnim trouglovima do pravougaonika (slika
79). Duzine stranica pravougaonika jednake su duzinama dijagonala, odnosno

C c By
[ ]
dy 90
B
D dl
D, A Al

Slika 79: Povrsina deltoida

vazi da je |A1Bi| = di 1 |B1C1| = da, pa je povrdina polaznog Cetvorougla
jednaka polovini povrsine dobijenog pravougaonika.
PayBioyp,  di-do

P = =
ABCD 9 B

Izvodenje formule za nekonveksan deltoid moze se naéi u knjizi [7] popisa
literature.
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6 Krug

Sadrzaj obraden u poglavlju Krug realizuje se u nastavnom programu za 5.
i 7. razred osnovne skole. U 5. razredu, nakon upoznavanja sa pojmom skupa
definisu se krug i njegovi osnovni elementi. U 7. razredu se znanje prosiruje.
Definisu se centralni, periferijski uglovi kruga, obraduje se obim i povrsina kruga
i njegovih delova. Ucenici se upoznaju sa brojem 7.

Iracionalan broj Pi ili m poznat je vise od 5 000 godina. Arhimed (287-212.
g.p.n.e.) je za broj m uzimao vrednost % Holandski matematicar Ludolf van
Ceulen (1538-1610) izracunao je broj 7 sa taénoséu od 35 decimala:

m = 3,14159265358979...

Zato se 7 ¢esto naziva Arhimedov ili Ludolfov broj. Definise se kao odnos obima
i precnika kruga. U ovom poglavlju predstavljen je krug, njegovi osnovni ele-
menti, obim i povrsina kruga i njegovih delova.

Definicija 27. Kruznu liniju (kruznicu) ¢ine sve tacke jedne ravni jednako
udaljene od jedne tacke te ravni, koja se naziva centar kruinice i najcesce se
obelezava slovom O.

U apletu kreiranom za elektronsku lekciju kruznica @ krug koriséenjem Ge-
oGebre data ja tatka O i duz ¢ija je ona krajnja tacka, prevlac¢enjem misa preko
druge krajnje tacke u apletu se iscrtavaju tragovi svih tacaka koje su na ras-
tojanju duzine date duzi od tacke O i nalaze se u ravni a. Aplet je moguce
pokrenuti pritiskanjem na dugme sve tacke, ali je cilj da ucenik sam zakljuci
gde ¢e se nalaziti ostale tacke.

Definicija 28. Duz ¢ija je jedna krajnja tacka centar kruznice, a druga krajnja
tacka bilo koja tacka na kruznici naziva se polupreénik te kruznice i najéesce se
oznacava Sa T.

Na slici 80 prikazana je kruznica sa osnovnim elementima.

&

Slika 80: Kruznica k(O,r)
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Kruznica ¢iji je centar O, a polupreénik r oznacava se sa k(O,r) ili samo
k. Kruznica k je podelila ravan « u kojoj se nalazi na dve oblasti, unutrasnju i
spoljasnju oblast.

Definicija 29. Deo ravni koji ¢ine unutrasnja oblast odredena kruznicom, za-
jedno sa tackama te kruznice naziva se krug sa centrom u tacki O i poluprecnikom
T

Krug se oznacava sa K (O, r) ili samo K.
Definicija 30. DuZ odredena dvema tackama kruznice naziva se tetiva.

Pritiskanjem dugmeta k oznacava se krug K, dok se pritiskanjem dugmeta
duz u apletu kreiranom za elektronsku lekciju kruznica i krug koriséenjem Ge-
oGebre iscrtava jedna tetiva M N. Moze se uociti da tetiva M N sadrzi tacku
O, medutim to ne mora biti slucaj. Tacka M moze menjati svoj polozaj na
kruznici pri ¢emu se menja duzina tetive M N. Posebno, tetiva koja sadrzi
centar kruznice definie se na sledeéi nacin.

Definicija 31. Duz koja sadrzi centar kruznice, a ¢ije su krajnje tacke na toj
kruznici naziva se preénik kruga.

Tacka N je fiksirana u apletu, pomeranjem tacke M moze se zakljuciti da je
precnik kruga najduza tetiva kruga. Na slici 81 prikazan je opisani aplet.

o

Slika 81: Aplet u kom je prikazan krug K(O,r) sa tetivom MN
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6.1 Obim i povrsina kruga

Model kruga se javlja na raznim predmetima (novac, ¢asa, tocak, predmeti
valjkastog oblika i drugo). Postavlja se pitanje kako izmeriti duzinu (obim)
neke kruznice. Prilikom izvodenja eksperimenta u kom se koncem i metrom
meri duzina kruznica, zatim duzina prec¢nika i onda se uporeduje koliénik O : 2r
zapaza se da je taj broj nesto veéi od tri. Na ovaj nac¢in se dolazi do pomenutog
broja w. Dakle, obim kruga jednak je proizvodu njegovog prec¢nika i broja .

O = 2rm.

U drugom apletu kreiranom za elektronsku lekciju kruznica i krug prikazan je
postupak rac¢unanja obima obmotavanjem trake oko kruga i racunanjem njene
duzine. Postupak odmotavanja se vrsi prevlacenjem misa preko slajdera m.
Kada slajder dostigne maksimalnu vrednost u apletu se pojavljuje tekstualno
polje sa izra¢unatim obimom za konkretan krug. Za pribliznu vrednost broja
7w uzeta je vrednost 3,14. Aplet je moguce zumirati pri ¢emu se na osi moze
posmatrati tacnost dobijenog rezultata. Na slikama 82 i 83 prikazan je opisani
aplet.

CE]

Slika 82: Aplet u kom je prikazan postupak rac¢unanja obima kruga
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m
L)

r-----9

Obim kruga: O =2rr =2-1,5-7 = Srem = 9, 42cm

Slika 83: Aplet u kom je prikazan postupak racunanja obima kruga

Povrsina pravilnog mnogougla se racuna tako §to se mnogougao razlozi na
trouglove pa se zatim povr$ina mnogougla ra¢una kao zbir povrsina tih trou-
glova. Slican postupak moze se primeniti i prilikom ra¢unanja povrsine kruga.
Krug dat na slici 84 podeljen je na cetiri jednaka dela i oni su poredani na
prikazani nacin.

Slika 84: Aplet koji ilustruje ra¢unanje povrsine kruga
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Ako se krug dalje deli, §to je u apletu kreiranom za elektronsku lekciju obim 4
povrsina kruga korisé¢enjem GeoGebre moguce prevlacenjem misa preko slajdera
n, dobice se figura koja sve viSe li¢i na pravougaonik ¢ije su stranice polovina
obima kruga rm i njegov poluprecnik r (slika 85).

Slika 85: Aplet koji ilustruje ra¢unanje povrsine kruga

Dakle, povrsina kruga jednaka je proizvodu kvadrata poluprecnika r i broja .

P =r2r.
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6.2 Kruzni luk, kruzni isecak
Vazni delovi kruga su kruzni luk i kruzni isec¢ak.

Definicija 32. Kruzni luk je deo kruznice odreden dvema tackama i centralnim
uglom.

Na slici 86 prikazan je kruzni luk AB (l4p), odreden tackama A, B i cen-
tralnim uglom a.

lag

Slika 86: Kruzni luk 45

Formula za duzinu kruznog luka izvodi se iz slede¢eg odnosa:
lAB : Ok(O,r) =« : 360°

lag - 360° = a - 2rm
T
~ 1800

U apletu kreiranom za elektronsku lekciju kruzni luk, kruzni isecak koris¢enjem
GeoGebre moguce je pomerati tacke A, B i O, sto omogucava bolju vizuelizaciju
pojma kruzni luk, kao i uo¢avanje veze izmedu duzine luka, poluprecnika i cen-
tralnog ugla.

lap
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Definicija 33. Deo kruga koji je ogranicen poluprecnicima OAy, OBy i lukom
la, B, se naziva kruzni isecak.

Na slici 87 prikazan je kruzni isecak O A Bj.

|ALBI

Slika 87: Kruzni isecak

Formula za povrsinu kruznog isecka se izvodi iz sledec¢eg odnosa:
Pi : Pk(Ol,rl) = ﬁ : 360°

P;-360° = 8- r’n

7"27T

3600 -

U apletu kreiranom za elektronsku lekciju kruzni luk, kruzni isecak koriséenjem
GeoGebre mogucde je pomerati tacke Ay, By i O1, §to omoguéava bolju vizuelizaciju
pojma kruzni isecak, kao i uocavanje veze izmedu povrsine isecka, poluprecnika
i centralnog ugla.

P, =
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7 Pitagorina teorema

Pitagorina teorema je dubok i viSesmislen stav geometrije koji do nas dopire
iz daleke proslosti. Njen znacaj umnogome prevazilazi uske geometrijske okvire.
Jos od antickih vremena ona je osnov pre svega geometrijskog i opstematematickog,
a potom i svakog drugog obrazovanja. Pitagora je ziveo u Sestom veku pre nove
ere (oko 580-500. g.p.n.e.). Bio je grcki filozof i matematicar. Roden je na
Samosu, ziveo je u Kortonu (juzna Italija). Najvaznije Pitagorino otkriée je
dokaz teoreme u kojoj je data zavisnost izmedu hipotenuze i kateta pravouglog
trougla, koja je poznata kao Pitagorina teorema.

Sadrzaj obraden u poglavlju Pitagorina teorema realizuje se u nastavnom
programu za 7. razred osnovne skole. U ovom poglavlju predstavljena je Pitago-
rina teorema, njen dokaz kao i njena primena.

Teorema 1. (Pitagorina teorema) Povrsina kvadrata nad hipotenuzom pravou-
glog trougla jednaka je zbiru povrsina kvadrata nad katetama tog trougla.

Slika 88: Pitagorina trojka (3, 4, 5)

Ako se nad svakom stranicom pravouglog trougla datog na slici 88 konstruise
kvadrat, onda ¢e povrsine tih kvadrata biti 32, 42 i 52. Primecuje se da je
32 4+ 42 = 52 . Tj. zbir povrsina kvadrata konstruisanih nad katetama jednak
je povrsini kvadrata nad hipotenuzom. Navedeni odnos stranica vazi za svaki
pravougli trougao.

Dokaz. Neka je dat pravougli trougao ABC' ¢ije su katete a i b, hipotenuza ¢
(slika 89). Konstruisana su dva podudarna kvadrata CDFH i CyD,Fy Hy, Cije
su stranice CD = C1D; = a + b. Trouglovi ACB, BDE, EFG, GHA, redom
obelezeni sa Ay, Ao, Ag, /A4 su podudarni pravougli trouglovi (stav-SUS).
Cetvorougao ABEG je kvadrat-kvadrat nad hipotenuzom ¢, jer je:

AB = BE = EG = GA = C (hipotenuza pravouglog trougla ABC),
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AEBD + AEBA+ LABC = 180°

LEBD + £LABC = 90° (komplementni uglovi, njihov zbir je 90°, §to se
zakljucuje iz podudarnosti trouglova A1 i As i ¢injenice da je zbir uglova u
trouglu 180°), onda je i L EBA = 90°.

Ako se podudarni trouglovi rasporede kao u kvadratu CDF H, onda je preostali
deo 2. Ako se isti trouglovi rasporede kao u kvadratu Cy.D; Fy H; onda je pre-
ostala povrsina jednaka a® + b2, tj.

2 =a%+1?

¢ime je teorema dokazana. O

H, Gy P

v’ b
!

Ey 4

Cy a B b D,

Slika 89: Dokaz Pitagorine teoreme

Klasi¢an nacin izvodenja dokaza veéini ucenika neée privuéi paznju. Stoga
je kreiran aplet za elektronsku lekciju teorema i dokaz koriséenjem GeoGebre
koji ilustruje Pitagorinu teoremu. U apletu je moguca transformacija pravouglog
trougla sa kracima razli¢itih duzina do jednakokrakog pravouglog. Prevlacenjem
krugova istih boja jedan preko drugog sa kvadrata nad katetama u kvadrat
nad hipotenuzom dokaz teoreme postaje ocigledan. Na slikama 90, 91 i 92
predstavljen je opisani aplet.
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Slika 90: Dokaz Pitagorine teoreme pomocu GeoGebra apleta

Slika 91: Dokaz Pitagorine teoreme pomocu GeoGebra apleta

Slika 92: Dokaz Pitagorine teoreme pomoéu GeoGebra apleta
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7.1 Primena Pitagorine teoreme

Trojka (z,y, z) pozitivnih celih brojeva koji zadovoljavaju jednakost
22 +y? = 22

naziva se Pitagorina trojka. Brojne trojke su bile poznate u starim civilizaci-
jama. Najcesée oblik osnova megalitskih gradevina nije bio kruzan ili elipti¢an,
vec nepravilan, jajast ili u obliku zaravnjenog kruga. Ako je suditi prema rekon-
strukciji A. Toma, osnovni trougao kojim je zapoc¢injana konstrukcija osnove
najcesée je bio Pitagorin trougao (3,4,5). Koriséene su i druge trojke. U Ki-
neskoj zbirci matematickih problema Devet poglavlja iz matematicke umetnosti
nastaloj u vreme dinastije Han postoji sacuvan niz Pitagorinih trojki. Takode,
u drevnim indijskim uputstvima sacuvane su mnoge Pitagorine trojke [2].

U ovom radu je predstavljena primena Pitagorine teoreme na izracunavanje
nepoznatih elemenata trouglova, cetvorouglova kao i pri konstrukciji tacaka na
brojevnoj pravoj koje odgovaraju nekim iracionalnim brojevima. Vise o primeni
moze se naéi u knjizi [10] popisa literature.

7.1.1 Primena na kvadrat

Dat je kvadrat ABCD (slika 93). Trougao ABC je pravougli jednakokraki
pa je:

a ®E

A a B

Slika 93: Primena Pitagorine teoreme na kvadrat

d* = a® + a® = 2a?
d=V2a? = aV?2,

¢ime je dijagonala kvadrata izrazena u zavisnosti od stranice kvadrata. Mogu¢
je i suprotan postupak, odnosno, stranica a se moze izraziti preko dijagonale d.
Posmatranjem kvadrata ¢ija je dijagonala BC = a, stranica BE = %, na osnovu
prethodnog izvedenog sledi:



Do ove formule moze se doéi i na drugi nac¢in. Na osnovu Pitagorine teoreme

jer
d? = a® + a® = 24>

1
2 2
= —d
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= —v2.
a 2\[

7.1.2 Primena na pravougaonik

Dat je pravougaonik ABCD sa stranicama a i b (slika 94). Dijagonala AC,
oznacena sa d, deli pravougaonik na dva podudarna trougla. Dijagonala d moze
se izra¢unati na slededi na¢in: posmatranjem pravouglog trougla ABC, na os-
novu Pitagorine teoreme je:

& = a? +

d=+Va%+b.

d

Slika 94: Primena Pitagorine teoreme na pravougaonik

Na ovaj nacin je dobijena formula za izracunavanje dijagonale pravougaonika.
Ako su poznate jedna stranica, npr. a i dijagonala d, druga stranica se moze
izracunati na sledeé¢i nacin: posmatranjem pravouglog trougla ABC', na osnovu
Pitagorine teoreme je:

b2:d2_a2

b=+d? — a?.

7.1.3 Primena na jednakokraki trougao

Dat je jednakokraki trougao ABC (slika 95). Ako je tacka D podnozje
normale iz temena C na osnovicu AB, trougao ADC je pravougli. Katete tog
pravouglog trougla su 5 i h, hipotenuza je krak b, na osnovu Pitagorine teoreme

je:
2
b2:(9) 2.
2) +
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Slika 95: Primena Pitagorine teoreme na jednakokraki trougao

Na ovaj nac¢in su povezani osnovica, krak i visina jednakokrakog trougla.
Ako su poznate dve velicine, tre¢a se moze odrediti pomoc¢u prethodne veze.

7.1.4 Primena na jednakostrani¢ni trougao

Dat je jednakostrani¢ni trougao ABC' (slika 96). Ako je tacka D podnozje
normale iz temena C' na stranicu AB, trougao ADC je pravougli. Katete tog
pravouglog trougla su 5 i h, hipotenuza je stranica a, na osnovu Pitagorine
teoreme je:

Slika 96: Primena Pitagorine teoreme na jednakostrani¢ni trougao
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Na ovaj nacin je visina h izrazena preko stranice trougla a. Mogué je i
suprotan postupak, odnosno, stranica a se moze izraziti preko visine h.

2
2 _ 2 E)QZ 2 a”
W =a (2 “ Ty
3a?
B ="
4
a_m
3

7.1.5 Primena na romb

Posmatranjem romba ABCD, datog na slici 97, moze se uociti pravougli
trougao AOB cCije su katete %1 i dz—z, hipotenuza je stranica a. Na osnovu

Pitagorine teoreme je:

Slika 97: Primena Pitagorine teoreme na romb

() (2)

Na ovaj nacin su povezane dijagonale d; i do romba sa stranicom a.
izvedene formule moze se odrediti nepoznata veli¢ina, ako su poznate preostale

Iz

dve.
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7.1.6 Primena na trapez

Posmatranjem jednakokrakog trapeza ABCD, datog na slici 98, moze se
uociti duz DE takva da je DE || CB. Trougao ADE je jednakokraki. Takode,
vazi da je:

AE = AB - EB

AFE =a—b.

\
A a-y M [vC a B
2
Slika 98: Primena Pitagorine teoreme na trapez

Osnovica jednakokrakog trougla ADE je AE = a—b. Kako visina iz temena
D deli osnovicu AE na dve podudarne duzi AM = ME = “5”, iz pravouglog
trougla AM D, na osnovu Pitagorine teoreme je:

2
2= (a2b> + h2.

Na ovaj nacin su povezane cetiri nepoznate velicine. Pomocéu ove jed-
nakosti moze se izracunati vrednost ¢etvrte nepoznate ako su poznate preostale
tri. Analogno vazi i ako se posmatra pravougli trapez M BCD.

7.1.7 Primena na deltoid

Posmatranjem deltoida ABCD), datog na slici 99, sa stranicama a i b i di-
jagonalama d; i da mogu se uociti pravougli trouglovi COB i AOD.

Iz prvog, na osnovu Pitagorine teoreme sledi:

d 2
=22+ (=) .
:17+(2>

Gde je z kraci deo dijagonale d;.
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y = OA

T4y =d

a

A

Slika 99: Primena Pitagorine teoreme na deltoid

Iz drugog, na osnovu Pitagorine teoreme sledi:

do\ 2
2 2 a2
ay+(2).

Gde je y duzi deo dijagonale d;. Na ovaj nac¢in je povezano pet nepoznatih
veli¢ina.
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7.1.8 Konstrukcija tacaka na brojevnoj pravoj koje odgovaraju bro-

jevima v/2,v/3, /C....

Svakom realnom broju odgovara tacno jedna tacka brojevne prave, i obrnuto.
Prema tome, izmedu realnih brojeva i tacaka brojevne prave postoji obostrano
jednoznaéno pridruzivanje [9]. U radu je prikazana moguénost konstrukcijskog
odredivanja tacaka brojevne prave kojima se pridruzuju neki iracionalni brojevi

kao §to su v/2, V3, Ve.....

1. Tacka brojevne prave koja se pridruzuje broju v/2, odnosno v/3 moze
se konstruisati na sledeé¢i nac¢in: najpre se konstruiSe pravougli trougao
OAMy, &ije su katete jediniéne duzi. Na osnovu Pitagorine teoreme duzina
hipotenuze trougla je:

|OM;| =12+ 12 = V2.

Kruznica ki, sa centrom O i polupreénikom r; = |OM;]|, se¢e brojevnu
pravu Oz u tackama kojima se jednoznacéno pridruzuje broj v/2, odnosno
—/2 (slika 100).

kiy

M,

Slika 100: Konstrukcija tacke koja ima vrednost v/2
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Ako se duz OM; uzme za jednu katetu, a za drugu duz M;Ms, kod koje
je |My M| = 1, onda se dobija pravougli trougao OM; M5 (slika 101). Na
osnovu Pitagorine teoreme je:

|OM;| =/ (V2)2 +12 = V3.

Kruznica ko, sa centrom O i polupreénikom ro = |OMs|, se¢e brojevnu
pravu Oz u tackama kojima se jednoznaéno pridruzuje broj v/3, odnosno

—/3.

M,

Slika 101: Konstrukcija tacke koja ima vrednost v/3

U apletu kreiranom za elektronsku lekciju konstrukcija tacaka na brojevnoj
pravoj koje odgovaraju brojevima \/2,/3, \/c koriséenjem GeoGebre prika-
zana je konstrukcija tacaka koje odgovaraju brojevima v/2 i v/3.

. Uopste, za broj /¢, ako je ¢ = a® + b?, gde su a i b realni brojevi, prvo
se konstruise pravougli trougao ¢ije su katete |OA| = a i |[AM| = b (slika
102). Prema Pitagorinoj teoremi, hipotenuza tog pravouglog trougla je:

OM| = Va® T 52 = /.
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M

Slika 102: Konstrukcija tacke koja ima vrednost /c
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8 Talesova teorema

Sadrzaj obraden u poglavlju Talesova teorema realizuje se u nastavnom pro-
gramu za 7. i 8. razred osnovne Skole. U 7. razredu se obraduje pojam sli¢nosti
trouglova i njena primena, dok se u 8. posvecuje vise paznje ovoj oblasti. Ob-
navlja se pojam sli¢nosti, obraduje se Talesova teorema i njena primena. U ovom
poglavlju je predstavljena Talesova teorema, primena na konstrukciju cetvrte
proporcionale i podelu duzi.

Tales iz Mileta ziveo je u sedmom i Sestom veku pre nove ere (oko 624-
548. g.p.n.e.). Bio je jedan od sedmorice legendarnih helenskih mudraca,
matematicar, astronom, filozof, drzavnik. Putovao je po Egiptu i divio se
velicanstvenoj i grandioznoj Keopsovoj piramidi. Koristeéi svoja geometrijska
znanja umeo je da izra¢una visinu piramida.

Teorema 2. (Talesova teorema) Tri paralelne prave odsecaju na dvema datim
pravim proporcionalne odsecke.

Ci
B,

Mo ms
my

Slika 103: Talesova teorema

Na slici 103 tri paralelne prave mq, ms i mg3 seku dve date prave a i b. Tada
su odgovarajuéi odsecci proporcionalni, tj. vazi:

AB,  AB
B.C,  BC’
Takode, vazi i
AC, AC
B,C;  BC
ACi _ ABi+BiC) _ABi | BCi _ AB 1 AB 1
B.Cy B.Cy B.C, ' BiCi BiCy BC
AB  BC AB+BC  AC
BC "BC_  BC  BC

Talesova teorema se moze primeniti i u specijalnim slucajevima.
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Za specijalan polozaj pravih a i b, kada se seku u tacki C', na osnovu Talesove

teoreme vazi: g—ﬁ = B(;l,fll (slika 104).

a
A
\ B,

my ma s

Slika 104: Specijalan polozaj pravih a i b u Talesovoj teoremi

Za specijalan polozaj pravih a i b, kada se seku u tacki B, na osnovu Talesove

<. BA _ B1A; .
teoreme vazi: g3 = Gt (slika 105).

a
A
b B,
’ c
A B
m me ms
) '\

Slika 105: Specijalan polozaj pravih a i b u Talesovoj teoremi
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U praksi tradicionalne nastave se pokazalo da princip izlaganja od konkret-
nih primera ka matematickim apstrakcijama daje dobre rezultate. Zato, umesto
izvodenja dokaza Talesove teoreme kreiran je aplet u elektronskoj lekciji Talesova
teorema koriséenjem GeoGebre u kom su date konkretne duzine duzi a, b, ¢ i
d koje se mogu menjati pomeranjem tacaka datih u apletu pri ¢emu se mogu
posmatrati i uporedivati odnosi duzina koji se pojavljuju u teoremi. Na slici
106 moze se videti jedan konkretan primer iz prethodno opisanog apleta.

a c a—+c

b d b+d

a/b=3,11/3,64 = 0,85

¢/d=1,69/1,98 = 0,85

(a+4¢)/(b+d) =4,79/5,63 = 0,85

A b=3,64 E‘\dew G\ -

Slika 106: Aplet u kom je prikazana Talesova teorema

8.1 Primena Talesove teoreme

Hijeronim, Aristotelov ucenik pri¢a da je Tales izmerio visinu piramida po
njihovoj senci, posmatrajuéi trenutak kada je naSa senka iste duzine kao nase
telo [2]. Prema predanju Tales se bavio jo§ jednim prakti¢nim problemom. To
je problem merenja udaljenosti broda na moru od nekog mesta na obali. To
ukazuje da je Tales poznavao slicnost trouglova, jer je reSavanje ovog problema
poznavanjem podudarnosti trouglova znatno slozenije.

8.1.1 Cetvrta proporcionala

Talesova teorema moze se iskoristiti za konstrukciju cetvrte geometrijske
proporcionale.

Definicija 34. DuZ d je cetvrta geometrijska proporcionala za duzi a, b i ¢ ako
vazi: a:b=c:d.

Konstrukcija ¢etvrte proporcionale moze se pratiti korak po korak pokretan-
jem apleta kreiranog za elektronsku lekciju cetvrta proporcionala koriséenjem
GeoGebre. Date su tri proizvoljne duzi a, b i ¢ ¢ije se duzine mogu menjati u
apletu, konstrukcija cetvrte proporcionale vrsi se na slede¢i na¢in. Konstruise
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se proizvoljan ugao pAgq, na kraku Ap se odrede tacke B i By takve da vazi da
je AB =ai BBy = b, na kraku Agq se odredi tacka C, takva da je AC' = c. Sada
se konstruiSe prava koja sadrzi tacku B; i paralelna je duzi BC'. Ta prava see
krak Aq u tacki Cy. Trazena duz d jednaka je duzi CC;. Na osnovu Talesove
teoreme je a : b = ¢ : d. Na slici 107 je prikazan poslednji korak konstrukcije
cetvrte proporcionale.

A c C/-\\ d Cl\\ q

N N

Slika 107: Cetvrta proporcionala

8.1.2 Podela duzi

Talesova teorema moze se primeniti i pri podeli duzi na vise jednakih delova.
Konstruisanjem simetrala duzi duz se ne moze podeliti na neparan broj jednakih
delova. Resenje ovog problema daje Talesova teorema.

Za pocetak, proizvoljna duz AB moze se podeliti na 5 jednakih delova na
slededi nac¢in: konstruise se poluprava sa pocetkom u tacki A, na njoj se odrede
tacke My, Mo, M3, M, i Ms, tako da je:

AMy = MMy = MaMs = M3My = MyMs.

Konstruise se prava MsB, zatim prave p1, p2, p3 1 ps takve da su paralelne duzi
BMs i da sadrze tacke My, Ms, My i M;. One seku duz AB redom u tackama
Cy, Cs, Cy i C; tako da je:

AC, = C1Cy = C3C3 = C3Cy = CyB.

Ovo sledi iz Talesove teoreme, jer je:

AC, C1C, CyC3 C5Cy CyB

AM, MMy MyMs  MsM, MM;’

a duzi AMy, MyMs, MaMs, M3M, i MyMs su jednake, pa suiduzi ACq, C1Cs,
0203, 0304 i C4B jednake.
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U prvom apletu kreiranom za elektronsku lekciju podela duzi koriséenjem
GeoGebre prikazana je navedena konstrukcija, pri ¢emu se duzina duzi AB moze
menjati, ali se uvek deli na 5 delova. Na slici 108 prikazana duz AB podeljena
je na pet jednakih delova. Analogno, duz se moze podeliti na n jednakih delova.

A M:\ Mg\ M;\ M4\ M,)'\

Slika 108: Podela duzi

Jedan od karakteristi¢nih zadataka koji se moze javiti u ovoj oblasti jeste sledeci
zadatak.

Zadatak 13. DuZ AB = 13cm podeli tackom C, tako da vazi AC : CB =7 : 4.

Resengje. Vazno je uociti da je duz AB potrebno podeliti na 7+ 4 = 11 delova.
Tacka C ¢e se nalaziti na sedmom podeoku. Na slici 109 prikazano je resenje
zadatka.

Pomeraj klizate i posmatraj promene u apletu
B

A
AB = 13cm
®
a="Tcem
®
b=4dem
ugao = 16°
v AR a 7 ®
Podela duzi AB = 13 cm u odnosu b=

Slika 109: Aplet u kom je prikazana podela duzi u odnosu a : b
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Resenje ovog zadatka je prikazano u drugom apletu kreiranom za elektronsku
lekciju podela duzi. Takode, pomenuti aplet ilustruje i resenja drugih zadataka.
Pocetni zadatak se tranformise u drugi menjanjem duzine duzi AB, odnosa u
kom se deli zadata duz, odnosno menjanjem parametara a i b.
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Zakljucak

U ovom radu prikazan je jedan nacin izvodenja nastave uz pomo¢ racunara,
tj. programskog paketa GeoGebra. Prirodno je da savremena nastava matem-
atike prati razvoj tehnologije, pa se nastoji da se u obrazovni proces uvedu nova
nastavna sredstva. Kao sto je bio slu¢aj sa grafoskopima, magnetofonima, danas
rac¢unari i softveri kreirani u te svrhe postaju sastavni deo nastave.

Ovakav vid nastave iziskuje motivisanog nastavnika da se konstantno us-
avrsava, da ide u korak sa tehnologijom. Takode, ocekuje se da ovakav vid
nastave motivise ucenika na samostalno istrazivanje i reSavanje zadataka uz
pomo¢ GeoGebre.

GeoGebra je pre svega matematicki softver koji je jednostavan za upotrebu.
Sto veéa upotreba ovog softvera bila bi od koristi jer ¢ini matematiku opipljivom,
pravi vezu izmedu geometrije i algebre na potpuno nov, vuzuelan na¢in. Matem-
atiku ¢ini dinami¢nom, interaktivnom, pristupa¢nom i dostupnom. Omoguéava
nastavnicima da bolje planiraju i izvode nastavu. Sto rezultuje ucenicima koji
su motivisani i koji imaju bolje rezultate.
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