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Predgovor

U ovom radu bi�e opisana jedna klasiqna matematiqka tehnika koja
je dala veliki doprinos u mnogim oblastima matematike, a to je invari-
jantna integracija na topoloxkim grupama. Ona je odigrala va�nu ulogu u
rexava�u Petog Hilbertovog problema, bar kad su u pita�u kompaktne to-
poloxke grupe. Rexavaju�i taj problem, ma�arsko-ameriqki matematiqar
i fiziqar Fon Nojman je uveo invarijantnu integraciju na kompaktnim
topoloxkim grupama.

Taj integral je, u stvari, integral po takozvanoj Haarovoj meri na Bo-
relovim skupovima koju je definisao Fon Nojmanov sunarodnik Haar (po
kome je i imenovan ovaj integral). K	uqna osobina ovog integrala je in-
varijantnost u odnosu na leve i desne translacije. U apstraktnoj matema-
tiqkoj analizi, teoriji grupa i teoriji mere, Haarova mera je naqin da se
definixe invarijantna mera na kompaktnim topoloxkim grupama. Tim
putem definixe se pojam integrala na ovim grupama. U ovom radu upo-
treb	en je Fon Nojmanov pristup. Integral definixemo direktno (bez
definisa�a mere), a glavni izvor na koji se osla�amo je [4].

U prvom poglav	u Topoloxki prostor, motivisani svojstvima otvore-
nih skupova u metriqkom prostoru, uveli smo pojam topologije i topolox-
kog prostora uz navo�e�e raznih primera. Naime, svaki metriqki prostor
jeste topoloxki dok obrnuto ne mora da va�i, xto je i pokazano u primeru
2. U definiciji 3 smo naveli xta znaqi da topoloxki prostor zadovo	ava
drugu aksiomu prebrojivosti, xto �e biti jedna od bitnih pretpostavki
prilikom definisa�a Haarovog integrala na topoloxkim grupama. Na-
kon toga, definisali smo neprekidnost funkcije, kao i kompaktnost topo-
loxkog prostora. Na kraju poglav	a uvedena je topologija na koliqniqkom
skupu i na proizvodu topoloxkih prostora.

U poglav	u Topoloxke grupe, pored definicije, opisani su razni pri-
meri ovih grupa, me�u kojima su skup realnih brojeva sa operacijom sa-
bira�a, kru�nica S1 sa operacijom mno�e�a kompleksnih brojeva, kao i
sfera S3 sa operacijom mno�e�a ure�enih qetvorki (kvaterniona). Nakon
toga, dokazano je da je podgrupa topoloxke grupe tako�e topoloxka grupa,
kao i qi�enica da ako je data normalna podgrupa H topoloxke grupe G,
tada je koliqniqki skup G/H topoloxka grupa. Sliqno kao u prvom po-
glav	u, dokazano je da je i proizvod topoloxkih grupa tako�e topoloxka
grupa, a zatim su navedeni primeri grupa matrica za koje se mo�e pokazati
da su topoloxke grupe. Deta	nije o topoloxkim grupama mo�e se na�i u
[4].

U poglav	u Invarijantna integracija smo, najpre, za svaku kompaktnu
topoloxku grupu koja zadovo	ava drugu aksiomu prebrojivosti i bilo koju
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realnu funkciju na toj grupi definisali pojam leve i desne sredine te
funkcije. Naime, za datu funkciju leva i desna sredina mogu biti razli-
qite i ne moraju biti jedinstvene. Postav	a se pita�e: xta se dexava sa
onim funkcijama, definisanim na kompaktnim topoloxkim grupama, kod
kojih su leva i desna sredina jedinstvene i poklapaju se? Takve funkcije
nazva�emo integrabilnim funkcijama, a jedinstvenu levu (desnu) sredinu
funkcije nazva�emo Haarovim integralom. Kako znamo da je svaka nepre-
kidna funkcija integrabilna dok obrnuto ne mora da va�i, najpre �emo
razmatrati samo integrabilne funkcije i �ihova svojstva, a zatim �emo
se baviti integralom neprekidnih funkcija.

Svojstva poput invarijantnosti i homogenosti va�e za svaku integra-
bilnu funkciju i to je i pokazano u ode	ku Integrabilne funkcije. U
ode	ku Integrabilnost neprekidnih funkcija smo, nakon nekoliko pomo-
�nih stavova i definicija za neprekidne funkcije, dokazali jednu va�nu
teoremu koja nam kazuje da je svaka neprekidna funkcija integrabilna,
odnosno da se leva i desna sredina neprekidne funkcije postoje, da su je-
dinstvene i me�usobno jednake. Nakon toga sledi teorema koja nam daje
osnovna svojstva Haarovog integrala, me�u kojima su ona koja va�e i za
sve integrale kao xto su linearnost i monotonost, a zatim normira�e i
osobina specifiqna samo za Haarov integral a to je invarijantnost. Da je
Haarov integral jedini koji zadovo	ava ova svojstva kazuje nam teorema 5
iz ovog ode	ka. Nakon prouqava�a Haarovog integrala na kompaktnoj to-
poloxkoj grupi bi�e reqi o Haarovom integralu na proizvodu kompaktnih
topoloxkih grupa.

Na kraju ode	ka dati su primeri integrala, od kojih su neki poznati i
ranije, koje mo�emo videti kao specijalne sluqajeve Haarovog integrala.
Me�u �ima je krivolinijski integral po jediniqnoj kru�nici i integral
periodiqne funkcije na skupu realnih brojeva.
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1 Topoloxki prostor

Pre nego xto definixemo topoloxki prostor, podsetimo se da je me-
triqki prostor ure�en par (X, d) gde je X neprazan skup a d : X × X →
[0,∞) funkcija koja za sve x, y, z ∈ X zadovo	ava slede�e uslove:

1. d(x, y) = 0⇔ x = y;

2. d(x, y) = d(y, x);

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Definicija 1. Neka je X neprazan skup i τ familija podskupova od X
tako da va�i:

1. ∅, X ∈ τ ;

2. ako U, V ∈ τ , onda U ∩ V ∈ τ ;

3. ako U ⊆ τ , onda
⋃
U ∈ τ .

Tada familiju τ nazivamo topologijom na X a par (X, τ) nazivamo to-
poloxkim prostorom.
Elemente topologije τ nazivamo otvorenim skupovima, a komplemente otvo-
renih skupova nazivamo zatvorenim skupovima. Kada je jasno o kojoj to-
pologiji je req, uobiqajeno je da topoloxki prostor obele�avamo sa X.

Ako posmatramo familiju svih otvorenih skupova u metriqkom pro-
storu (X, d) mo�emo zak	uqiti da je to jedna topologija na X koja se na-
ziva topologija indukovana metrikom d.
Topologiju indukovanu euklidskom metrikom d na Rn, koja je definisana
sa

d(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + · · ·+ (xn − yn)2,

gde je x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn a y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn, nazivamo uobiqa-
jenom topologijom i oznaqavamo sa U .

Svaki metriqki prostor jeste topoloxki, dok obrnuto ne mora da va�i,
a to �emo i pokazati u naredna dva primera.

Primer 1. Ako je X proizvo	an skup, topologiju indukovanu diskretnom
metrikom ρ na X, koja je definisana sa:

ρ(x, y) =

{
1, x 6= y
0, x = y

,

zovemo diskretnom topologijom i obele�avamo sa τd. Kako je za proi-
zvo	no x ∈ X otvorena kugla B(x; 1

2 ) = {y ∈ X : ρ(x, y) < 1
2} = {x},

to znaqi da je {x} otvoren skup u topoloxkom prostoru X, pa kako je

A =
⋃
a∈A
{a} za svaki skup A ⊆ X, sledi, iz osobine (3) u definiciji

1, da diskretna topologija sadr�i sve podskupove od X pa je u stvari
τd = P(X).
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Primer 2. Suprotno od diskretne topologije, koja sadr�i sve podskupove
skupa X, postoji i antidiskretna topologija, koja sadr�i samo ∅ i X i
obele�ava se sa τa. Ako X sadr�i bar dva elementa onda ova topologija
nije indukovana metrikom. Naime, ako bi d bila metrika u kojoj su samo ∅
i X otvoreni, onda bi svaka otvorena kugla bila jednaka sa X jer otvorena
kugla ne mo�e da bude prazan skup. Ako uzmemo x, y ∈ X dve razliqite
taqke i sa ε = d(x, y) > 0 oznaqimo rastoja�e izme�u x i y, onda kugla
B(x; ε2 ) ne sadr�i taqku y. Odavde sledi da antidiskretan prostor nije
metriqki.

Sve topologije na istom skupu ure�ene su parcijalnim ure�e�em ⊆ i
u smislu te relacije antidiskretna topologija je najma�a, a diskretna
topologija najve�a topologija na datom skupu.

Neka je (X, τX) topoloxki prostor i A ⊆ X. Tada je i A topoloxki
prostor sa topologijom koja je definisana na slede�i naqin:

τA = {V ∩A : V ∈ τX}.

Definicija 2. Neka je (X, τ) topoloxki prostor. Familija B ⊆ P(X)
naziva se baza topologije τ ako su ispu�eni slede�i uslovi:

1. Elementi kolekcije B su otvoreni skupovi, tj. B ⊆ τ ;

2. Svaki element A topologije τ mo�e se predstaviti kao unija nekih
elemenata familije B, tj. postoji kolekcija {Bj : j ∈ J} ⊆ B takva

da je A =
⋃
j∈J

Bj .

Primer 3. Bazu u skupu R qine svi otvoreni intervali sa racionalnim
krajevima, tj. svi intervali oblika (a, b), gde su a, b ∈ Q. Naime, svaki
otvoren skup mo�e se zapisati kao unija ovakvih otvorenih intervala.
Tako�e, u skupu Rn jedna baza je B = {B(x0; 1

m ) : x0 ∈ Qn,m ∈ N}.

Jedna od bitnih osobina koju �emo kasnije koristiti prilikom defi-
nisa�a Haarovog integrala, data je u slede�oj definiciji.

Definicija 3. Ka�emo da topoloxki prostor X zadovo	ava drugu ak-
siomu prebrojivosti ako ima najvixe prebrojivu bazu.

Primer 4. Rn zadovo	ava drugu aksiomu prebrojivosti jer je baza iz
primera 3 prebrojiva.

Jox od ranije poznati su nam pojmovi poput okoline taqke, neprekid-
nosti funkcija i kompaktnosti prostora. Sada �emo da se podsetimo tih
definicija, a nakon toga �emo uvesti topologije na koliqniqkom skupu i
na proizvodu topoloxkih prostora.
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Definicija 4. Neka je X topoloxki prostor i x ∈ X. Skup G ⊆ X
nazivamo okolinom taqke x ako postoji otvoren skup V takav da

x ∈ V ⊆ G.

Definicija 5. Za topoloxki prostor X ka�emo da je Hauzdorfov ili
da ima svojstvo T2 ako svake dve razliqite taqke prostora X imaju me�u-
sobno disjunktne okoline.

Primer 5. Svaki metriqki prostor jeste Hauzdorfov. Naime, ako su
x, y ∈ X dve razliqite taqke tada je �ihovo rastoja�e ε = d(x, y) > 0. Tada
za okolinu U taqke x mo�emo uzeti U = B(x; ε3 ), a za okolinu V taqke y
mo�emo uzeti V = B(y; ε3 ). Vidimo da x ∈ U i y ∈ V , a doka�imo da je
U ∩ V = ∅. Ako bismo pretpostavili suprotno, tj. da U ∩ V 6= ∅, tada bi
postojalo z takvo da z ∈ U ∩ V . Odavde sledi da z ∈ U i z ∈ V . Poxto
z ∈ U sledi da je d(x, z) < ε

3 . Sliqno, poxto z ∈ V sledi da je d(y, z) < ε
3 .

Sada imamo da je

ε = d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) <
ε

3
+
ε

3
= 2 · ε

3
< ε,

a to je kontradikcija.

Definicija 6. Neka su (X, τX) i (Y, τY ) topoloxki prostori. Funkcija
f : X → Y je neprekidna ako je inverzna slika pri f svakog otvorenog
skupa u Y otvoren skup u X, tj.

(∀V ∈ τY ) f−1(V ) ∈ τX .

Iz definicije neposredno sledi da ako je domen funkcije diskretan pro-
stor ta funkcija je sigurno neprekidna.

Definicija 7. Neka je f : X → Y i x0 ∈ X. Ka�emo da je preslikava�e
f neprekidno u taqki x0 ako za svaku okolinu V taqke f(x0) postoji
okolina U taqke x0 takva da je f(U) ⊆ V .

Nije texko proveriti da va�i i slede�i stav.

Stav 1. Preslikava�e f : X → Y je neprekidno ako i samo ako je nepre-
kidno u svakoj taqki domena.

Primer 6. Konstantno preslikava�e f : X → Y je uvek neprekidno. Ako
je y0 ∈ Y takvo da je f(x) = y0 za sve x ∈ X, tada za B ⊆ Y va�i

f−1(B) =

{
X, y0 ∈ B
∅, y0 /∈ B

,

pa je inverzna slika svakog skupa otvoren skup.

Primer 7. Identiqko preslikava�e 1X : X → X, koje je definisano sa
1X(x) = x za sve x ∈ X, je tako�e neprekidno. Naime, 1−1

X (A) = A za svaki
skup A ⊆ X, pa ako je A otvoren skup, onda je i 1−1

X (A) tako�e otvoren skup.
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Definicija 8. Neka je X topoloxki prostor. Familija {Ai : i ∈ I} ⊆
P(X) naziva se pokrivaq prostora X ako je X =

⋃
i∈I

Ai. Ako su qlanovi

date familije otvoreni skupovi tada i sam pokrivaq nazivamo otvorenim.
Topoloxki prostor X je kompaktan ako se iz svakog �egovog otvorenog
pokrivaqa mo�e izdvojiti konaqan potpokrivaq.

Neka je (X, τX) topoloxki prostor i ∼ relacija ekvivalencije na skupu
X. Klasu ekvivalencije taqke x ∈ X oznaqavamo sa [x], a koliqniqki skup
{[x] : x ∈ X} sa X/∼. Neka je π : X → X/∼ prirodna surjekcija data sa
π(x) = [x]. Uoqimo slede�u familiju podskupova skupa X/∼:

τX/∼ := {W ⊆ X/∼ : π−1(W ) ∈ τX}.

Stav 2. Familija τX/∼ je topologija na X/∼.

Dokaz: Da bismo dokazali da data familija jeste topologija, treba da
poka�emo da zadovo	ava uslove iz definicije 1.

(1) Poxto je π−1(∅) = ∅ ∈ τX i π−1(X/∼) = X ∈ τX , zak	uqujemo da
∅, X/∼∈ τX/∼.
(2) Neka suW1,W2 ∈ τX/∼. Tada je π−1(W1∩W2) = π−1(W1)∩π−1(W2) ∈ τX ,
pa je i W1 ∩W2 ∈ τX/∼.
(3) Neka je {Wλ}λ∈Λ podfamilija familije τX/∼. Dakle, π

−1(Wλ) ∈ τX za

sve λ ∈ Λ. Odatle znamo da je π−1(
⋃
λ∈Λ

Wλ) =
⋃
λ∈Λ

π−1(Wλ) ∈ τX (jer je τX

topologija), pa va�i da je
⋃
λ∈Λ

Wλ ∈ τX/∼. �

Definicija 9. Topoloxki prostor (X/∼, τX/∼) nazivamo koliqniqkim
prostorom prostora (X, τX).

Neka su X i Y topoloxki prostori, a τX i τY odgovaraju�e topologije.
�elimo da definixemo topologiju naX×Y takvu da proizvodi otvorenih
skupova budu otvoreni. To �emo uraditi na slede�i naqin:

τX×Y := {W ⊆ X×Y : (∀(x, y) ∈W )(∃U ∈ τX)(∃V ∈ τY ) (x, y) ∈ U×V ⊆W}.

Mo�e da se poka�e da va�i slede�i stav.

Stav 3. Familija τX×Y je topologija na X × Y .

Baza ove topologije je skup A = {U × V : U ∈ τX , V ∈ τY }, jer se svaki
element topologije mo�e predstaviti kao unija nekih elemenata iz skupa
A.

Definicija 10. Topoloxki prostor (X × Y, τX×Y ) nazivamo topolox-
kim proizvodom prostora (X, τX) i (Y, τY ), a samu topologiju τX×Y na-
zivamo topologijom proizvoda ili Tihonov	evom topologijom na
X × Y .
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Nada	e, na topoloxkom proizvoduX×Y podrazumevamo ovu topologiju.
Poxto je za proizvo	no (x, y) ∈ X×Y ispu�eno {(x, y)} = {x}×{y}, va�i
i slede�i stav.

Stav 4. Neka su X i Y diskretni prostori. Tada je i X × Y tako�e
diskretan prostor.
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2 Topoloxke grupe

Definicija 11. Ure�en par (G, ∗), gde je G skup, a ∗ binarna operacija
na G, naziva se grupa ako zadovo	ava slede�e osobine koje se nazivaju
aksiome grupe:

1. (∀a, b, c ∈ G) (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c);

2. (∃e ∈ G)(∀a ∈ G) a ∗ e = e ∗ a = a;

3. (∀a ∈ G)(∃a−1 ∈ G) a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = e.

Ako pored ove 3 osobine va�i i osobina komutativnosti, tj. a ∗ b = b ∗ a
za sve a, b ∈ G, tada za grupu ka�emo da je Abelova. Element e nazivamo
neutralom grupe, a a−1 inverzom elementa a.

Primer 8. (Z,+) jeste grupa dok (Z, ·) nije grupa, jer 0 nema inverz u
odnosu na mno�e�e. Tako�e, (R,+) jeste grupa, ali (R, ·) nije iz istog
razloga. (Q,+) je jedna grupa, ali (Q, ·) nije. Ali, ako posmatramo skup
racionalnih brojeva bez nule, tj. (Q \ {0}, ·), onda to jeste grupa u odnosu
na mno�e�e racionalnih brojeva.

Nakon xto smo se podsetili pojma grupe mo�emo da definixemo topo-
loxku grupu i da vidimo razne primere ovih grupa.

Definicija 12. Ako na skupu G imamo operaciju ∗ u odnosu na koju je G
grupa i ako imamo topologiju takvu da su ∗ : G×G→ G i i : G→ G (i(x) =
x−1) neprekidna preslikava�a, onda ka�emo da je G topoloxka grupa.

Primer 9. Ako je G bilo koja grupa sa diskretnom topologijom, tada je
G topoloxka grupa. Ovakve grupe nazivamo diskretnim grupama.
Naime, funkcija ∗ : G×G→ G je neprekidna jer je domen diskretan pro-
stor (v. definiciju 6 i stav 4). Sliqno, funkcija i : G→ G je neprekidna,
pa su samim tim zadovo	eni svi uslovi iz definicije 12.

Ako je grupa konaqna, podrazumeva se da na �oj imamo diskretnu topo-
logiju.

Primer 10. Realna prava R sa operacijom sabira�a + : R × R → R i
uobiqajenom topologijom na R qini jednu topoloxku grupu.

Primer 11. Kru�nica S1 = {z ∈ C : |z| = 1}, sa operacijom mno�e�a
kompleksnih brojeva, qini jednu topoloxku grupu. S1 je grupa u odnosu
na operaciju mno�e�a kompleksnih brojeva jer su zadovo	ene sve aksiome
grupe (neutral za mno�e�e je 1 a inverz za z je z). Tako�e, to je i topoloxki
prostor jer je podskup topoloxkog prostora C = R2.

Sliqno, sfera S3 = {q ∈ R4 : |q| = 1}, sa operacijom mno�e�a kvater-
niona, qini jednu topoloxku grupu.

Kvaternioni su u stvari ure�ene qetvorke (x, y, z, t), koje mo�emo da
predstavimo na sliqan naqin kao kompleksne brojeve:
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(x, y, z, t) = x+ y · i+ z · j + t · k.

Mno�e�e kvaterninona prikazano je u narednoj tabeli:

· i j k
i -1 k -j
j -k -1 i
k j -i -1

Ako je q = (x, y, z, t) = x+ y · i+ z · j+ t · k, onda je q = x− y · i− z · j− t · k
i to je inverz od q, dok je neutral 1.

Poznato je da su S0, S1 i S3 jedine sfere koje su topoloxke grupe, a k	uqni
doprinos u utvr�iva�u te qi�enice dao je quveni britanski matematiqar
Frenk Adams [5].

U prethodnom ode	ku smo uveli topologije na koliqniqkom skupu i na
proizvodu topoloxkih prostora. Koriste�i tako definisane topologije,
pokaza�emo neke bitne qi�enice koje va�e za koliqniqke grupe i proizvod
dve topoloxke grupe.

Definicija 13. Neka je (G, ∗) grupa. Podskup H ⊆ G naziva se pod-
grupa grupe G, u oznaci H ≤ G, ako va�i:

1. (∀x, y ∈ H) x ∗ y ∈ H;

2. e ∈ H, gde je e neutral grupe G;

3. (∀x ∈ H) x−1 ∈ H.

Svaka grupa ima bar jednu podgrupu, a to je {e}, i ona se naziva tri-
vijalna podgrupa. Ako je H ≤ G i x ∈ G onda se skup x ∗ H = {x ∗ y :
y ∈ H} (H ∗ x = {y ∗ x : y ∈ H}) naziva levi (desni) koset podgrupe
H koji sadr�i element x.

Stav 5. Neka je G topoloxka grupa i H ≤ G. Tada je i H topoloxka
grupa.

Dokaz: H jeste jedna grupa, a i topoloxki prostor jer je potprostor to-
poloxkog prostora G. Operacija podgrupe H, kao i inverz, su neprekidna
preslikava�a jer su to restrikcije odgovaraju�ih preslikava�a, koja su
neprekidna. �

Definicija 14. Podgrupa H grupe (G, ∗) je normalna, u oznaci H / G,
ako:

(∀x ∈ G) x ∗H = H ∗ x

odnosno, ako su levi i desni koset proizvo	nog elementa jednaki. Odavde
je oqigledno da su sve podgrupe Abelove grupe normalne.
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Oznaqimo sa G/H = {x ∗H : x ∈ G} skup svih levih koseta podgrupe H.
Ako je G grupa i H / G, onda je G/H tako�e grupa koju nazivamo koliq-
niqkom grupom.

Stav 6. Neka je G topoloxka grupa i H/G. Tada je i (G/H, �) topoloxka
grupa, gde je � : G/H ×G/H → G/H operacija data sa: (x ∗H) � (y ∗H) =
(x ∗ y) ∗H.

Dokaz (skica): Skup G/H je identiqan skupu G/∼, gde je ∼ relacija
ekvivalencije definisana sa:

x ∼ y ⇔ x−1 ∗ y ∈ H.

Ako ovako definixemo relaciju ekvivalencije, vidimo da je skup svih
klasa ekvivalencije ([x] = {y : x ∼ y}) u stvari skup svih levih koseta.

Dakle, dokazano je da je G/H jedan koliqniqki skup, a kako na svakom
koliqniqkom skupu mo�emo da definixemo topologiju, ovo je jedan topo-
loxki prostor. Neprekidnost operacije � : G/H × G/H → G/H, kao i
inverza, mo�e se dokazati iz neprekidnosti odgovaraju�ih preslikava�a
u grupi G. �

Stav 7. Neka su (G, ∗) i (H, ◦) topoloxke grupe. Tada je i G×H = {(x, y) :
x ∈ G, y ∈ H} tako�e topoloxka grupa u odnosu na operaciju · koja je data
sa:

(x, y) · (z, t) = (x ∗ z, y ◦ t),

za sve x, z ∈ G i y, t ∈ H.

Primer 12. Ako posmatramo skup GLn(R) = {A ∈ Mn(R) : detA 6= 0},
mo�emo zak	uqiti da taj skup qini jednu topoloxku grupu.

Naime, ovaj skup qini grupu u odnosu na mno�e�e matrica. Tako�e,
va�i asocijativnost, tj. A(BC) = (AB)C. Neutral za mno�e�e je jedi-
niqna matrica E, a inverz matrice A je matrica A−1 = 1

detAadjA. Tako�e,

ovo je i topoloxki prostor jer je podskup topoloxkog prostora Rn2

.

Primer 13. Sliqno prethodnom primeru va�i da su i

• SLn(R) = {A ∈Mn(R) : detA = 1},

• O(n) = {A ∈Mn(R) : AAT = E} i

• SO(n) = {A ∈Mn(R) : AAT = E,detA = 1}

topoloxke grupe.
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3 Invarijantna integracija

3.1 Integrabilne funkcije

Neka je G kompaktna topoloxka grupa koja zadovo	ava drugu aksiomu
prebrojivosti, f : G → R i A = (a1, a2, . . . , am) ∈ Gm, za neko m ∈ N,
konaqan sistem elemenata grupe G.
Definixemo funkciju MA,f : G→ R na slede�i naqin:

MA,f (x) =

m∑
i=1

f(xai)

m
, x ∈ G (1)

(sa xai je oznaqen proizvod elemenata x i ai u grupi G).

Definicija 15. Realan broj p nazivamo desnom sredinom funkcije f
ako va�i slede�e:

(∀ε > 0)(∃A = (a1, a2, . . . , am) ∈ Gm)(∀x ∈ G) |MA,f (x)− p| < ε. (2)

Sliqno, mo�emo da definixemoM
′

B,f : G→ R, gde jeB = (b1, b2, . . . , bn) ∈
Gn konaqan sistem elemenata na slede�i naqin:

M
′

B,f (x) =

n∑
j=1

f(bjx)

n
. (3)

Definicija 16. Realan broj q nazivamo levom sredinom funkcije f
ako va�i slede�e:

(∀ε > 0)(∃B = (b1, b2, . . . , bn) ∈ Gn)(∀x ∈ G) |M
′

B,f (x)− q| < ε. (4)

Za svaku kompaktnu topoloxku grupu i svaku funkciju mo�emo defi-
nisati levu i desnu sredinu i pri tom to mogu biti razliqite vrednosti.
Tako�e, funkcija mo�e imati vixe levih, odnosno desnih sredina. Na-
redna definicija nam daje jednu klasu funkcija, koja ima osobinu da se
leva i desna sredina poklapaju i da su jedinstvene.

Definicija 17. Funkcija f : G→ R je integrabilna ako za �u postoji
jedinstvena leva sredina, jedinstvena desna sredina i ako se one poklapaju.
Tu vrednost nazivamo Haarovim integralom funkcije f i obele�avamo

sa

∫
f(x)dx.

Stav 8. Ako je f(x) = c za svako x ∈ G, gde je c ∈ R (tj. ako je f kon-
stantna), onda je ∫

f(x)dx = c.

Kra�e reqeno,

∫
cdx = c.

12



Dokaz: Treba da poka�emo da c jeste desna sredina funkcije f , kao i
to da je leva sredina i da nema drugih.
Neka je ε > 0 proizvo	no i A = (a1, . . . , am) ∈ Gm konaqan sistem ele-
menata. Poxto je f(x) = c za svako x ∈ G, va�i da je i f(xai) = c, pa
je

|MA,f (x)− c| =
∣∣∣ m∑
i=1

f(xai)

m
− c
∣∣∣ =

∣∣∣ m∑
i=1

c

m
− c
∣∣∣ = |m · c

m
− c| = |c− c| < ε,

odnosno c jeste jedna desna sredina funkcije f . Sliqno se pokazuje da je
to leva sredina.

Neka je sada c′ neka druga desna sredina funkcije f . To znaqi da za
svako ε > 0 postoji konaqan sistem elemenata A = (a1, . . . , am) ∈ Gm takav
da za svako x ∈ G va�i

|MA,f (x)− c′| < ε.

Ali, MA,f (x) =

m∑
i=1

f(xai)

m
=

m∑
i=1

c

m
= m · c

m
= c, pa je:

|c− c′| < ε,

odnosno c = c′. �

Teorema 1. Ako je f : G → R integrabilna i α ∈ R, onda je i αf inte-
grabilna i va�i da je ∫

αf(x)dx = α

∫
f(x)dx. (5)

Dokaz: Za α = 0, jednakost (5) va�i na osnovu stava 8. Neka je α ∈ R \

{0} i p =

∫
f(x)dx. Kako je p desna sredina funkcije f , to znaqi da za

proizvo	no ε > 0 postoji konaqan sistem elemenata A = (a1, . . . , am) ∈ Gm
takav da (∀x ∈ G) va�i

|MA,f (x)− p| < ε

|α|
.

Ovu nejednakost mo�emo da pomno�imo sa |α| > 0 i dobijamo

|αMA,f (x)− αp| < ε

za svako x ∈ G, xto je isto kao∣∣∣α m∑
i=1

f(xai)

m
− αp

∣∣∣ < ε,

13



odnosno ∣∣∣ m∑
i=1

αf(xai)

m
− αp

∣∣∣ < ε,

a ovo je ekvivalentno sa

|MA,αf (x)− αp| < ε,

pa je αp desna sredina funkcije αf .

Ako bi b bila neka druga desna sredina funkcije αf , onda bi 1
α · b bila

desna sredina funkcije 1
α · αf = f . Poxto je f integrabilna, postoji je-

dinstvena desna sredina koja je jednaka p, pa je b
α = p, odnosno b = αp,

qime smo dokazali da je αp jedinstvena desna sredina funkcije αf . Na
isti naqin se dokazuje da je αp jedinstvena leva sredina funkcije αf . �

Neka je dato a ∈ G i funkcija Da : G→ G definisana sa

Da(x) = xa.

Ovu funkciju nazivamo desnom translacijom elementom a. Sliqno,
funkciju La : G→ G definisanu sa

La(x) = ax

nazivamo levom translacijom elementom a. Lako se vidi da su funk-
cijeDa i La neprekidne, kao i da jeDa−1 = D−1

a i La−1 = L−1
a , pa su, dakle,

Da i La homeomorfizmi. U narednoj teoremi �emo dokazati svojstvo koje
je k	uqno za Haarov integral, a to je invarijantnost u odnosu na desne i
leve translacije.

Teorema 2. Ako je f : G → R integrabilna onda su za svako a ∈ G i
funkcije f ◦Da i f ◦ La integrabilne i va�i da je∫

f ◦Da(x)dx =

∫
f ◦ La(x)dx =

∫
f(x)dx. (6)

Dokaz: Dokaza�emo da je f ◦ Da integrabilna i da va�i

∫
f(xa)dx =∫

f(x)dx za svako a ∈ G, a sliqno se dokazuje i druga jednakost.

Neka je p =

∫
f(x)dx i ε > 0 proizvo	no. Kako je p leva sredina funk-

cije f , to postoji konaqan sistem B = (b1, . . . , bn) ∈ Gn takav da za svako
x ∈ G va�i ∣∣∣M ′B,f (x)− p

∣∣∣ =
∣∣∣ n∑
i=1

f(bix)

n
− p
∣∣∣ < ε.
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Ova nejednakost va�i za sve x ∈ G, pa i za xa ∈ G. Dakle, imamo da je∣∣∣ n∑
i=1

f(bixa)

n
− p
∣∣∣ < ε.

Ali,
n∑
i=1

f(bixa)

n
=

n∑
i=1

(f ◦Da)(bix)

n
= M ′B,f◦Da

(x),

pa je p leva sredina i funkcije f ◦Da.

Kako je p i desna (leva) sredina funkcije f , to postoji konaqan sistem
C = (c1, . . . , cm) takav da za svako x ∈ G va�i∣∣∣MC,f (x)− p

∣∣∣ =
∣∣∣ m∑
i=1

f(xci)

m
− p
∣∣∣ < ε.

Ovu relaciju mo�emo da napixemo u slede�em obliku:

|
m∑
i=1

f(xcia
−1a)

m
− p| < ε.

Neka je sada C ′ = (c′1, . . . , c
′
m), gde je c′i = cia

−1 za sve i = 1,m, konaqan
sistem elemenata. Imamo da je∣∣∣ m∑

i=1

f(xc′ia)

m
− p
∣∣∣ < ε,

odnosno ∣∣∣ m∑
i=1

(f ◦Da)(xc′i)

m
− p
∣∣∣ =

∣∣∣MC′,f◦Da(x)− p
∣∣∣ < ε, (7)

pa je p desna (leva) sredina i funkcije f ◦Da.

Dokazali smo da je p i leva i desna sredina funkcije f ◦ Da. Sada
�emo da poka�emo i da je jedinstvena. Ako bi p′ bila neka druga de-
sna sredina funkcije f ◦ Da, tada bi p′ bila desna sredina i funkcije
f ◦ Da ◦ Da−1 = f ◦ Da ◦ D−1

a = f , a funkcija f ima jedinstvenu desnu
sredinu i ona je jednaka p. Dakle, p′ = p. �.

Stav 9. Ako je ϕ integrabilna i ϕ(x) ≥ 0 za svako x ∈ G, onda je
∫
ϕ(x)dx ≥

0.

Dokaz: Neka je p =

∫
ϕ(x)dx. Treba da poka�emo da je p ≥ 0. Pretpo-

stavimo suprotno: p < 0. Znamo da za bilo koji konaqan sistem elemenata
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A = (a1, . . . , am) ∈ Gm i bilo koju taqku x ∈ G va�i:

|MA,ϕ(x)− p| =
∣∣∣ m∑
i=1

ϕ(xai)

m
− p
∣∣∣ =

m∑
i=1

ϕ(xai)

m
− p =

m∑
i=1

ϕ(xai)

m
+ |p| ≥ |p|,

(jer je ϕ(xai) ≥ 0, a p < 0).

Izaberimo ε := |p|. Na osnovu prethodnog jasno je da ne postoji konaqan
sistem elemenata A sa svojstvom da je

(∀x ∈ G) |MA,ϕ(x)− p| < ε,

xto je u kontadikciji sa qi�enicom da je p desna sredina funkcije ϕ. �

3.2 Integrabilnost neprekidnih funkcija

Posmatrajmo sada funkciju f : G → R koja je neprekidna. Primetimo
da postoje min

x∈G
f(x) i max

x∈G
f(x), jer je f neprekidna a G kompaktan. Uvedimo

slede�e oznake:

min f := min
x∈G

f(x)

max f := max
x∈G

f(x)

Vf := max f −min f .

Tada za proizvo	an konaqan sistem elemenata A grupe G va�e slede�e
relacije:

minMA,f ≥ min f (8)

maxMA,f ≤ max f (9)

VMA,f
≤ Vf (10)

Dokaza�emo (8), dok se (9) dokazuje na sliqan naqin, a relacija (10) je po-
sledica ove dve.

Oznaqimo sa k = min f . Tada je f(x) ≥ k za svako x ∈ G . Posmatrajmo
A = (a1, . . . , am) konaqan sistem elemenata iz G. Tada je

(∀x ∈ G)(∀i ∈ {1, . . . ,m}) f(xai) ≥ k.

Odavde sledi da je

m∑
i=1

f(xai) ≥ m · k

pa kada ovo podelimo sa m dobijamo da je za svako x ∈ G
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1
m

m∑
i=1

f(xai) =

m∑
i=1

f(xai)

m
= MA,f (x) ≥ k.

Ovo va�i za sve x ∈ G, pa je i minMA,f ≥ k. Ove relacije va�e i za
funkcije M ′B,f .

Stav 10. Neka je f : G → R nekonstantna neprekidna funkcija. Tada
postoji konaqan sistem A elemenata grupe G takav da va�i

VMA,f
< Vf . (11)

Dokaz: Neka je k = min f i l = max f . Poxto je f nekonstantna funk-
cija va�i da je k < l. Tako�e, poxto je f i neprekidna va�i da je inverzna
slika svakog otvorenog skupa u R otvoren skup u G.

Neka je h = k+l
2 . Skup U = f−1(−∞, h) je otvoren u G i va�i da

je f(x) ≤ h < l za svako x ∈ U . Familija {Ua−1}a∈G qini jedan otvo-
ren pokrivaq skupa G. Kako je G kompaktan, iz svakog �egovog otvore-
nog pokrivaqa mo�emo izdvojiti konaqan potpokrivaq. Dakle, postoji
A = (a1, a2, . . . , am) konaqan sistem elemenata iz G takav da {Ua−1

i }i=1,m

pokriva skup G. Za svako x ∈ G i za svako i ∈ {1, . . . ,m} va�i da je
f(xai) ≤ l. Odavde sledi da je

m∑
i=1

f(xai) ≤ m · l,

pa kada ovu nejednakost podelimo sa m imamo da je

MA,f (x) ≤ l.

Me�utim, za svako x ∈ G postoji i0 ∈ {1, . . . ,m} takvo da x ∈ Ua−1
i0

(jer

{Ua−1
i }i=1,m pokriva G), odnosno xai0 ∈ U , pa je f(xai0) ≤ h.

Sada imamo da je za svako x ∈ G

MA,f (x) ≤ (m−1)l+h
m < l,

odnosno maksimum funkcije MA,f je strogo ma�i od maksimuma funkcije
f . Kako na osnovu (8) minimum funkcije MA,f nije ma�i od k, sledi da
va�i (11). �

Neka su A = (a1, a2, . . . , am) i B = (b1, b2, . . . , bn) konaqni sistemi ele-
menata i AB := (a1b1, . . . , a1bn, a2b1, . . . , a2bn, . . . , amb1, . . . ambn). Tada za
svako x ∈ G va�e i slede�e jednakosti:

MA,MB,f
(x) = MAB,f (x) (12)

MA,M ′B,f
(x) = M ′B,MA,f

(x). (13)
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Naime, va�i da je MB,f (x) =

n∑
i=1

f(xbi)

n
, pa je

MA,MB,f
(x) =

m∑
j=1

n∑
i=1

f(xajbi)

n

m
=

m∑
j=1

n∑
i=1

f(xajbi)

mn

.

Tako�e, MAB,f (x) =

m∑
j=1

n∑
i=1

f(xajbi)

mn
, qime je pokazana jednakost (12).

Sliqno, M ′B,f (x) =

n∑
i=1

f(bix)

n
, pa je

MA,M ′B,f
(x) =

m∑
j=1

n∑
i=1

f(bixaj)

n

m
=

n∑
i=1

m∑
j=1

f(bixaj)

mn
= M ′B,MA,f

(x),

qime je pokazana jednakost (13).

Obele�imo sa O(e) skup svih okolina neutrala e grupe G.

Poznato je da je svaka neprekidna funkcija f : [a, b] → R Riman-
integrabilna, dok obrnuto ne mora da va�i. Ta osobina va�i i za funkcije
definisane na kompaktnoj topoloxkoj grupi, a naredne definicije igraju
veoma va�nu ulogu u dokaziva�u da je svaka neprekidna funkcija defini-
sana na kompaktnoj topoloxkoj grupi i integrabilna.

Definicija 18. Neka je ∆ familija (nekih) realnih funkcija na G.

a) ∆ je ekvi-neprekidna ako va�i:

(∀ε > 0)(∃V ∈ O(e))(∀f ∈ ∆)(∀x, y ∈ G) xy−1 ∈ V ⇒ |f(x)− f(y)| < ε.
(14)

b) Familija ∆ je ravnomerno ograniqena ako

(∃l, l′ ∈ R)(∀f ∈ ∆)(∀x ∈ G) l ≤ f(x) ≤ l′. (15)

Definicija 19. Funkcija f : G → R je ravnomerno neprekidna ako
va�i:

(∀ε > 0)(∃V ∈ O(e))(∀x, y ∈ G) xy−1 ∈ V ⇒ |f(x)− f(y)| < ε. (16)
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Naravno, i svaka ravnomerno neprekidna funkcija je neprekidna, a po-
znata je Kantorova teorema koja ka�e da je svaka neprekidna funkcija iz
kompaktnog metriqkog prostora u R i ravnomerno neprekidna. To isto
va�i i za ovako definisanu ravnomernu neprekidnost na kompaktnim to-
poloxkim grupama.

Definicija 20. Niz funkcija f1, f2, . . . , fn, . . . : G → R ravnomerno
konvergira ka funkciji f : G→ R ako va�i:

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀x ∈ G)(∀n ≥ n0) |fn(x)− f(x)| < ε. (17)

Slede�a teorema (koju navodimo bez dokaza) je k	uqno tvr�e�e za doka-
ziva�e integrabilnosti neprekidnih funkcija. �en dokaz mo�e se na�i
u [4].

Teorema 3. Neka je G topoloxka grupa koja zadovo	ava drugu aksiomu pre-
brojivosti i ∆ ekvi-neprekidna i ravnomerno ograniqena familija funk-
cija definisanih na G. Tada iz svakog niza funkcija f1, f2, . . . , fn, . . . fa-
milije ∆ mo�emo izdvojiti ravnomerno konvergentan podniz.

Lema 1. a) Neka su ϕ,ψ : G→ R i ε > 0 takvi da za svako x, y ∈ G va�i

|ϕ(x)− ψ(y)| < ε.

Tada za proizvo	an konaqan sistem elemenata A va�i:

(∀x, y ∈ G) |MA,ϕ(x)−MA,ψ(y)| < ε. (18)

b) Neka je ϕ : G→ R, ε > 0 i p ∈ R takvi da za svako x ∈ G va�i

|ϕ(x)− p| < ε.

Tada za proizvo	an konaqan sistem elemenata A va�i:

(∀x ∈ G) |MA,ϕ(x)− p| < ε. (19)

Napomena: Ove nejednakosti va�e i ako umesto funkcije MA,ϕ posma-
tramo funkciju M ′B,ϕ.

Dokaz: a) Neka je A = (a1, . . . , am) konaqan sistem elemenata. Kako je
za svako x, y ∈ G

|ϕ(x)− ψ(y)| < ε,

to je i
|ϕ(xai)− ψ(yai)| < ε,

za sve i = 1,m. Ako sada ovu nejednakost sumiramo po i dobijamo

m∑
i=1

|ϕ(xai)− ψ(yai)| < m · ε.
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Me�utim, na osnovu nejednakosti trougla sledi∣∣∣ m∑
i=1

(ϕ(xai)− ψ(yai))
∣∣∣ ≤ m∑

i=1

|ϕ(xai)− ψ(yai)| < m · ε,

odnosno ∣∣∣ m∑
i=1

ϕ(xai)−
m∑
i=1

ψ(yai)
∣∣∣ < m · ε.

Kada ovu nejednakost podelimo sa m dobijamo da je

|MA,ϕ(x)−MA,ψ(y)| < ε,

xto je i trebalo dokazati.
Nejednakost pod b) se dokazuje na sliqan naqin. �

U narednoj teoremi dokaza�emo jednu od k	uqnih osobina svih neprekid-
nih funkcija.

Teorema 4. Svaka neprekidna funkcija je integrabilna.

Dokaz: Neka je f : G→ R neprekidna funkcija. Da bismo dokazali da
je ova funkcija integrabilna, treba da poka�emo da ispu�ava uslove iz
definicije 17.

Neka je ∆ = {MA,f : A = (a1, . . . , am) je konaqan sistem elemenata iz G}
i ε > 0 proizvo	no. Poxto je funkcija f neprekidna, a G je kompaktan,
f je i ravnomerno neprekidna (na osnovu Kantorove teoreme o ravnomernoj
neprekidnosti). To znaqi da postoji V ∈ O(e) takvo da

(∀x, y ∈ G) xy−1 ∈ V ⇒ |f(x)− f(y)| < ε.

Neka je A = (a1, . . . , am) konaqan sistem elemenata. Iz xy−1 ∈ V sledi da
je (xai)(yai)

−1 = xy−1 ∈ V , gde je i = 1,m. Odavde imamo da je

|f(xai)− f(yai)| < ε,

kad god je xy−1 ∈ V . Na isti naqin kao u dokazu leme 1 pod a) dobijamo da
je

|MA,f (x)−MA,f (y)| < ε,

kad god je xy−1 ∈ V , xto znaqi da je familija ∆ ekvi-neprekidna.

Na osnovu (8) i (9) imamo da je za svako x ∈ G

min f ≤ minMA,f ≤MA,f (x) ≤ maxMA,f ≤ max f,

pa iz (15) sledi da je familija ∆ i ravnomerno ograniqena (uzmemo da je
l′ = min f , a l = max f).
Neka je s = inf

ϕ∈∆
Vϕ. To znaqi da postoji niz:

f1, f2, . . . , fn, . . . ∈ ∆ (20)
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takav da va�i
lim
n→∞

Vfn = s.

Kako je familija ∆ ekvi-neprekidna i ravnomerno ograniqena, na osnovu
teoreme 3 va�i da iz niza (20) mo�emo izdvojiti ravnomerno konvergentan
podniz:

g1, g2, . . . , gn, . . .

Neka je g : G → R graniqna funkcija ovog podniza. Ona je neprekidna
jer su sve funkcije gn neprekidne, a konvergencija je ravnomerna. Poxto
niz gn ravnomerno konvergira ka funkciji g, na osnovu (17) za ε > 0 pro-
izvo	no va�i da

(∃n0 ∈ N)(∀x ∈ G)(∀n ≥ n0) |gn(x)− g(x)| < ε

4
.

Tako�e, poxto je lim
n→∞

Vgn = s, va�i da:

(∃n1 ∈ N)(∀n ≥ n1) |Vgn − s| <
ε

2
.

Sada imamo da je za n ≥ max{n0, n1} :

|Vg−s| = |Vg−Vgn +Vgn−s| ≤ |Vg−Vgn |+|Vgn−s| = |max g−min g−max gn+
min gn|+|Vgn−s| ≤ |max g−max gn|+|min g−min gn|+|Vgn−s| < ε

4 + ε
4 + ε

2 = ε,

xto znaqi da je Vg = s.

Pokaza�emo da je funkcija g konstantna, odnosno da je s = 0. Pretpo-
stavimo suprotno: funkcija g nije konstantna. Tada iz (11) sledi da je

VMA,g
= s′ < s, (21)

za neki konaqan sistem A = (a1, . . . , am) elemenata iz G.
Neka je ε = 1

3 (s′ − s). Poxto niz gn ravnomerno konvergira ka funkciji g,
va�i slede�e:

(∃n0 ∈ N)(∀x ∈ G)(∀n ≥ n0) |gn(x)− g(x)| < ε. (22)

Neka je n ≥ n0 fiksirano. Tada na osnovu leme 1 va�i

(∀x ∈ G) |MA,gn(x)−MA,g(x)| < ε (23)

Iz (21) i (23) sledi da je:

VMA,gn
≤ s′ + 2ε < s,

xto je kontradikcija, jer gn ∈ ∆, pa i MA,gn ∈ ∆ na osnovu (12), a s je
do�e ograniqe�e skupa {Vϕ : ϕ ∈ ∆}. Dakle, funkcija g je konstantna,
odnosno g ≡ p, za neko p ∈ R.
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Neka je ε > 0 proizvo	no. Poxto niz gn ravnomerno konvergira ka g sledi
da

(∃n0 ∈ N)(∀x ∈ G)(∀n ≥ n0) |gn(x)− p| < ε.

Neka je n ≥ n0 fiksirano. Kako je gn ∈ ∆, to je gn = MAn,f za neki konaqan
sistem elemenata An, pa je:

(∀x ∈ G) |MAn,f (x)− p| < ε.

Dakle, p jeste jedna desna sredina funkcije f .

Sada �emo da poka�emo da funkcija f ima bar jednu levu sredinu.
Dokaz mo�e da se izvede analogno dokazu za postoja�e desne sredine, ali
�emo mi to uraditi na drugaqiji naqin. Ako na grupi G uvedemo operaciju
× : G×G→ G na slede�i naqin:

(∀a, b ∈ G) a× b := b · a, (24)

gde je · : G × G → G operacija na grupi G, dobijamo novu topoloxku
grupu G′. Poxto smo dokazali da na svakoj grupi postoji bar jedna desna
sredina, oznaqimo sa q desnu sredinu funkcije f : G′ → R. Tada za svako
ε > 0 postoji konaqan sistem elemenata A = (a1, a2, . . . , an) tako da za sve
x ∈ G′ va�i: ∣∣∣ n∑

i=1

f(x× ai)
n

− q
∣∣∣ < ε.

Iz (24) sledi da je ∣∣∣ n∑
i=1

f(aix)

n
− q
∣∣∣ < ε,

xto znaqi da je q leva sredina funkcije f na grupi G.

Neka je sada p proizvo	na desna sredina, a q proizvo	na leva sredina
funkcije f i neka je ε > 0 fiksirano. Tada postoje konaqni sistemi A i
B tako da za svako x ∈ G va�e (2) i (4). Na osnovu leme 1 za svako x ∈ G
va�i:

|M ′B,MA,f
(x)− p| < ε

|MA,M ′B,f
(x)− q| < ε

.
Na osnovu relacije (13) sledi da je
|p− q| = |p−M ′B,MA,f

(x) +MA,M ′B,f
(x)− q|

≤ |p−M ′B,MA,f
(x)|+ |MA,M ′B,f

(x)− q| < 2ε,
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xto znaqi da je p = q i time je teorema dokazana. �

Naredni stav nam daje neke bitne osobine Haarovog integrala. Naime,
linearnost i monotonost su osobine koje va�e za sve integrale, dok osobina
4) iz narednog stava je specifiqna za Haarov interal.

Stav 11. Neka su f, g : G → R neprekidne funkcije, a ∈ G i α ∈ R. Tada
va�e slede�e osobine:

1)(linearnost) ∫
(f(x) + g(x))dx =

∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx (25)∫

αf(x)dx = α

∫
f(x)dx. (26)

2)(monotonost)
Ako je f(x) ≤ g(x) za svako x ∈ G, onda je∫

f(x)dx ≤
∫
g(x)dx. (27)

3)(normira�e) ∫
dx = 1. (28)

4)(invarijantnost)∫
f(xa)dx =

∫
f(ax)dx =

∫
f(x)dx. (29)

Dokaz: 1) Kako su funkcije f i g neprekidne, funkcija f + g je tako�e ne-
prekidna, pa je i integrabilna na osnovu teoreme 4. To znaqi da postoje je-
dinstvena leva i jedinstvena desna sredina ove funkcije i da se poklapaju.

Tako�e, kako je funkcija f neprekidna, funkcijaMB,f (x) =

n∑
i=0

f(xbi)

n
, gde

je B = (b1, . . . , bn) konaqan sistem elemenata, je tako�e neprekidna pa je i
integrabilna.

Neka je p =

∫
f(x)dx i q =

∫
g(x)dx . Pokaza�emo da je p + q desna

sredina funkcije f + g.
Poxto je p leva sredina funkcije f , za svako ε > 0 postoji konaqan

sistem C elemenata grupe G takav da je

|M ′C,f (x)− p| < ε (∀x ∈ G).

Na osnovu leme 1 va�i da je

|MB,M ′C,f
(x)− p| < ε (∀x ∈ G) (30)
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pa je na osnovu (13)
|M ′C,MB,f

(x)− p| < ε, (31)

xto znaqi da je, za proizvo	an konaqan sistem B elemenata grupe G, p
leva sredina funkcije MB,f , a kako je ova funkcija integrabilna to je p
i desna sredina.

Kako je q desna sredina funkcije g, za svako ε > 0 postoji konaqan
sistem elemenata B takav da za svako x ∈ G va�i:

|MB,g(x)− q| < ε

2
.

Sliqno kao malopre, na osnovu leme 1 dobijamo da va�i

|MA′,MB,g
(x)− q| < ε

2
, (32)

gde je A′ proizvo	an konaqan sistem elemenata, a ovo je na osnovu (12)
ekvivalentno sa

|MA′B,g(x)− q| < ε

2
, x ∈ G. (33)

Kako je p desna sredina funkcija MB,f , to postoji konaqan sistem A ele-
menata grupe G takav da je

|MA,MB,f
(x)− p| < ε

2
, x ∈ G

a ovo je ekvivalentno sa

|MAB,f (x)− p| < ε

2
, x ∈ G. (34)

Iz (33), (34) za A = A′ sledi da je za svako x ∈ G

|MAB,f+g(x)− (p+ q)| ≤ |MAB,f (x)− p|+ |MAB,g(x)− q| < ε (35)

odnosno, p+ q jeste desna sredina funkcije f + g. Dakle, va�i da je∫
(f(x) + g(x))dx =

∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx.

Jednakost (26) je dokazana u teoremi 1.

2) Poxto je (∀x ∈ G) f(x) ≤ g(x), sledi da je g(x) − f(x) ≥ 0. Na osnovu

stava 9 imamo da je i

∫
(g(x) − f(x))dx ≥ 0. Iz linearnosti sledi da je∫

g(x)dx−
∫
f(x)dx ≥ 0, odnosno

∫
f(x)dx ≤

∫
g(x)dx.

3) Va�i na osnovu stava 8 za c = 1.

4) Dokazano u teoremi 2.
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Stav 12. Ako je f : G→ R neprekidna, tada je∣∣∣ ∫ f(x)dx
∣∣∣ ≤ ∫ |f(x)|dx. (36)

Dokaz: Poxto je f : G→ R neprekidna, i |f | je neprekidna. Kako va�i da
je

−|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)|,

ovu nejednakost mo�emo da integralimo i na osnovu monotonosti i line-
arnosti dobijamo

−
∫
|f(x)|dx ≤

∫
f(x)dx ≤

∫
|f(x)|dx.

Posled�e nejednakosti su ekvivalentne sa∣∣∣ ∫ f(x)dx
∣∣∣ ≤ ∫ |f(x)|dx,

qime je ovaj stav dokazan. �

Stav 13. Neka je f : G → R neprekidna. Ako je f(x) ≥ 0 za svako x ∈ G i
f(x0) > 0 za neko x0 ∈ G, tada va�i∫

f(x)dx > 0. (37)

Dokaz: Poxto je f neprekidna, inverzna slika svakog otvorenog skupa

u R je otvoren skup u G. Ako je h = f(x0)
2 , tada je skup U = f−1(h,+∞) ⊂ G

otvoren i neprazan. Odavde sledi da je f(x) > h > 0 za svako x ∈ U .
Familija {Ua−1}a∈G je jedan pokrivaq skupa G, a poxto je G kompaktan,
postoji konaqan sistem elemenata A = (a1, . . . , am) takav da {Ua−1

i }i=1,m

pokriva skup G.
Znamo da je f(x) ≥ 0 za svako x ∈ G, a za dato x mo�emo na�i k takvo da
x ∈ Ua−1

k , odnosno xak ∈ U . Odavde sledi da je f(xak) > h, pa je

MA,f (x) ≥ h

m
(∀x ∈ G),

pa na osnovu stava 11 imamo da je∫
f(x)dx =

1

m

m∑
i=1

∫
f(xai)dx =

1

m

∫ m∑
i=1

f(xai)dx =

∫
MA,f (x)dx ≥ h

m
> 0.

�
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U stavu 11 dokazali smo osobine Haarovog integrala, a naredna teorema
nam pokazuje da je to jedini integral koji zadovo	ava ove osobine.

Teorema 5. Ako je

∫ ∗
jox jedan integral definisan na klasi svih nepre-

kidnih funkcija iz G u R koji zadovo	ava svojstva iz stava 11, onda za
proizvo	nu neprekidnu funkciju f : G→ R va�i∫ ∗

f(x)dx =

∫
f(x)dx.

Dokaz: Neka je p =

∫
f(x)dx. Treba da poka�emo da je

∫ ∗
f(x)dx = p, odno-

sno da za ε > 0 proizvo	no va�i da je∣∣∣ ∫ ∗ f(x)dx− p
∣∣∣ ≤ ε. (38)

Poxto je p desna sredina funkcije f , za svako ε > 0 postoji sistem A =
(a1, . . . , am) takav da za svako x ∈ G va�i

|MA,f (x)− p| < ε,

odnosno

−ε < MA,f (x)− p < ε.

Poxto je

∫ ∗
monoton, sledi da je:∫ ∗

(−ε)dx ≤
∫ ∗

(MA,f (x)− p)dx ≤
∫ ∗
εdx.

Iz linearnosti ovog integrala sledi da je

−ε
∫ ∗
dx ≤

∫ ∗
MA,f (x)dx− p

∫ ∗
dx ≤ ε

∫ ∗
dx.

Kako je
∫ ∗
dx = 1 to dobijamo da je

−ε ≤
∫ ∗
MA,f (x)dx− p ≤ ε,

xto je isto kao ∣∣∣ ∫ ∗MA,f (x)dx− p
∣∣∣ ≤ ε.

Da	e, na osnovu definicije funkcije MA,f i osobina (25)-(29) interala∫ ∗
imamo da je
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∫ ∗
MA,f (x)dx =

∫ ∗ 1

m

m∑
i=1

f(xai)dx =
1

m

m∑
i=1

∫ ∗
f(x)dx =

∫ ∗
f(x)dx,

qime je dokazano (38). �

Stav 14. Neka je f : G→ R neprekidna funkcija. Tada je:∫
f(x−1)dx =

∫
f(x)dx. (39)

Dokaz: Definiximo ∫ ∗
f(x)dx :=

∫
f(x−1)dx. (40)

Pokaza�emo da ovako definisan integral zadovo	ava sva svojstva iz
stava 11. Neka je g : G→ R jox jedna neprekidna funkcija, α ∈ R i a ∈ G.

1) Iz linearnosti Haarovog integrala i (40) sledi da je za svako x−1 ∈ G∫ ∗
(f(x) + g(x))dx =

∫
(f(x−1) + g(x−1))dx =

∫
f(x−1)dx +

∫
g(x−1)dx =∫ ∗

f(x)dx+

∫ ∗
g(x)dx;∫ ∗

αf(x)dx =

∫
αf(x−1)dx = α

∫
f(x−1)dx = α

∫ ∗
f(x)dx.

2) Ako je (∀x ∈ G) f(x) ≤ g(x) onda je i f(x−1) ≤ g(x−1), pa imamo da
je ∫ ∗

f(x)dx =

∫
f(x−1)dx ≤

∫
g(x−1)dx =

∫ ∗
g(x)dx.

3) Ako je (∀x ∈ G) f(x) = 1 onda je i f(x−1) = 1, pa imamo da je∫ ∗
f(x)dx =

∫
f(x−1)dx =

∫
dx = 1.

4) Neka je i : G → G funkcija data sa i(x) = x−1 i Da desna transla-
cija elementom a. Iz invarijantnosti Haarovog integrala imamo da je∫ ∗
f(xa)dx =

∫ ∗
(f ◦Da)(x)dx =

∫
(f ◦Da)(x−1)dx =

∫
f(x−1a)dx
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=

∫
f((a−1x)−1)dx =

∫
(f ◦ i)(a−1x)dx =

∫
(f ◦ i)(x)dx =

∫
f(i(x))dx =∫

f(x−1)dx =

∫ ∗
f(x)dx.

Druga jednakost se dokazuje analogno ako umesto funkcije Da posmatramo
funkciju La (La(x) = ax).

Dokazali smo da integral definisan u (40) zadovo	ava sva svojstva iz
stava 11, pa iz jedinstvenosti Haarovog integrala sledi da je∫ ∗

f(x)dx =

∫
f(x)dx,

qime je stav dokazan. �

Do sada smo razmatrali neprekidnu funkciju jedne promen	ive, a sada
�emo da vidimo kako raqunamo integral ako je data funkcija dve promen-
	ive.

Neka su G i H kompaktne topoloxke grupe koje zadovo	avaju drugu ak-
siomu prebrojivosti, P = G × H i f : P → R neprekidna funkcija dve
promen	ive x i y, pri qemu je x ∈ G, y ∈ H. Ako fiksiramo y funkciju
f mo�emo posmatrati kao neprekidnu funkciju promen	ive x pa mo�emo

da definixemo ϕ(y) =

∫
f(x, y)dx. Sliqno, ako fiksiramo x dobijamo

funkciju promen	ive y, pa mo�emo da definixemo ψ(x) =

∫
f(x, y)dy.

Najpre �emo da doka�emo da su ϕ(y) =

∫
f(x, y)dx i ψ(x) =

∫
f(x, y)dy

neprekidne funkcije. Poxto su G i H kompaktne topoloxke grupe koje
zadovo	avaju drugu aksiomu prebrojivosti, va�i da je i P kompaktna to-
poloxka grupa koja zadovo	ava ovu aksiomu. Funkciju f : G × H → R
mo�emo da posmatramo kao realnu funkciju f : P → R jedne promen	ive
z, gde je z = (x, y) ∈ P (x ∈ G, y ∈ H). Ta funkcija je neprekidna, a P je
kompaktan, pa je i ravnomerno neprekidna (Kantorova teorema). Iz (16)
sledi da

(∀ε > 0)(∃W ∈ O(e))(∀z′, z ∈ P ) z′z−1 ∈W ⇒ |f(z′)− f(z)| < ε,

gde je e neutral grupe P .
Ali, okolina W sadr�i podokolinu oblika U × V , gde je U okolina neu-
trala eG grupe G, a V okolina neutrala eH grupe H (dakle, e = (eG, eH).
Sada imamo da
(∀ε > 0)(∃U ∈ O(eG))(∃V ∈ O(eH))(∀x′, x ∈ G)(∀y′, y ∈ H)

x′x−1 ∈ U, y′y−1 ∈ V ⇒ |f(x′, y′)− f(x, y)| < ε. (41)
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Ako fiksiramo y, y′ ∈ H takve da je y′y−1 ∈ V , iz (41) sledi da je

(∀x ∈ G) |f(x, y′)− f(x, y)| < ε, (42)

jer xx−1 = eG ∈ U .

Na osnovu (42) i stavova 11 i 12 va�i slede�e:

|ϕ(y′) − ϕ(y)| =
∣∣∣ ∫ f(x, y′)dx −

∫
f(x, y)dx

∣∣∣ =
∣∣∣ ∫ (f(x, y′) − f(x, y))dx

∣∣∣ ≤∫
|f(x, y′)− f(x, y)|dx <

∫
εdx = ε,

odnosno funkcija ϕ je ravnomerno neprekidna. Sliqno se dokazuje da je i
funkcija ψ (ravnomerno) neprekidna.

Haarov integral funkcije f : P = G×H → R obele�i�emo sa

∫∫
f(x, y)dxdy,

a naredna teorema nam pokazuje kako raqunamo ovaj integral.

Teorema 6. Neka su G i H kompaktne topoloxke grupe koje zadovo	avaju
drugu aksiomu prebrojivosti i f : G×H → R neprekidna funkcija. Tada
je ∫∫

f(x, y)dxdy =

∫ (∫
f(x, y)dx

)
dy =

∫ (∫
f(x, y)dy

)
dx. (43)

Dokaz: Dokaza�emo da je

∫∫
f(x, y)dxdy =

∫ (∫
f(x, y)dx

)
dy, dok se druga

jednakost dokazuje analogno. Neka da je

∫ ∗
integral na P definisan sa

∫ ∗
f(z)dz :=

∫ (∫
f(x, y)dx

)
dy

za neprekidnu funkciju f : P → R. Ovaj integral zadovo	ava sve osobine
iz stava 11. Mi �emo pokazati (29), i to samo jednu od ove dve jednakosti.
Neka je c = (a, b) ∈ P . Tada je:∫ ∗
f(zc)dz =

∫ (∫
f(xa, yb)dx

)
dy =

∫ (∫
f(x, yb)dx

)
dy

=

∫ (∫
f(x, y)dx

)
dy =

∫ ∗
f(z)dz.

Me�utim, zbog jedinstvenosti Haarovog integrala va�i da je

∫ ∗
f(z)dz =∫∫

f(x, y)dxdy pa je

∫∫
f(x, y)dxdy =

∫ (∫
f(x, y)dx

)
dy,
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qime je dokazana teorema. �

Sada �emo da odredimo Haarov integral za neke konkretne primere.
Drugi i tre�i primer su poznati od ranije, a mi �emo da poka�emo kako
mo�emo da ih vidimo kao specijalne sluqajeve Haarovog integrala.

3.3 Primeri Haarovog integrala

Primer 14. Neka je grupa G = {g1, g2, . . . , gn} konaqna i f : G→ R nepre-
kidna. Tada je ∫

f(x)dx =

n∑
i=1

f(gi)

n
(44)

Potrebno je pokazati da ovako definisan integral zadovo	ava sve oso-
bine iz stava 11.

1)(linearnost) Neka je α ∈ R i f, g : G→ R neprekidne funkcije. Tada je∫
(f(x)+g(x))dx =

n∑
i=1

(f + g)(gi)

n
=

n∑
i=1

f(gi) + g(gi)

n
=

n∑
i=1

f(gi)

n
+

n∑
i=1

g(gi)

n

=

∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx.

Tako�e, va�i i slede�e:∫
αf(x)dx =

n∑
i=1

αf(gi)

n
= α

n∑
i=1

f(gi)

n
= α

∫
f(x)dx,

pa je zadovo	ena osobina 1) iz stava 11.

2)(monotonost) Ako je za svako x ∈ G f(x) ≤ g(x), tada je∫
f(x)dx =

n∑
i=1

f(gi)

n
≤

n∑
i=1

g(gi)

n
=

∫
g(x)dx,

qime je dokazana osobina 2).

3)(normira�e) Ako je za svako x ∈ G f(x) = 1, tada je∫
f(x)dx =

∫
dx =

n∑
i=1

1

n
= n · 1

n
= 1,

pa va�i i osobina 3).
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4) Neka je a ∈ G bilo koji element. Poxto je grupa G konaqna, a = gj
za neko j ∈ {1, . . . , n}.∫
f(xa)dx =

∫
(f ◦Da)(x)dx =

n∑
i=1

(f ◦Da)(gi)

n
=

n∑
i=1

f(gia)

n
.

Me�utim, {g1a, . . . , gna} = G jer je funkcija Da bijekcija, pa va�i da
je ∫

f(xa)dx =

∫
f(x)dx.

Analogno se dokazuje druga jednakost.
Dakle, Haarov integral realne funkcije na konaqnoj grupi je aritmetiqka
sredina svih vrednosti te funkcije.

Primer 15. Neka je f : S1 → R neprekidna, gde je S1 jediniqna kru�nica.
Za Haarov integral funkcije f va�i da je∫

f(x)dx =
1

2π

∫
S1

fds, (45)

gde je

∫
S1

fds krivolinijski integral funkcije f po krivoj S1.

Doka�imo ovu qi�enicu. Kako je S1 jediniqna kru�nica, to za svako
x = (x1, y1) ∈ S1 va�i da je x2

1 + y2
1 = 1. Ako uvedemo parametrizaciju na

slede�i naqin:
x1 = cos t,

y1 = sin t,

gde je t ∈ [0, 2π], tada je
√
x′21 + y′21 =

√
sin2 t+ cos2 t = 1, pa krivolinijski

integral mo�emo da izraqunamo kao odre�eni integral∫
S1

fds =

∫ 2π

0

f(cos t, sin t)dt.

Linearnost i monotonost va�e za krivolinijski integral. Dokaza�emo
osobine 3) i 4) iz stava 11.

3) Ako je (∀x ∈ S1) f(x) = 1 tada je i (∀t ∈ [0, 2π]) f(cos t, sin t) = 1, pa
imamo da je∫
f(x)dx =

1

2π

∫
S1

fds =
1

2π

∫ 2π

0

f(cos t, sin t)dt =
1

2π

∫ 2π

0

dt =
1

2π
· t
∣∣∣2π
0

=

1

2π
(2π − 0) =

1

2π
· 2π = 1.
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4) Neka je a ∈ S1 proizvo	no. Tada je a = (cos ta, sin ta), ili u kompleksnoj
notaciji, a = eita za neko ta ∈ [0, 2π]. Sada imamo da je za sve x = eit ∈ S1

a · x = eita · eit = ei(ta+t) = (cos(ta + t), sin(ta + t)).
Me�utim, funkcije cos i sin su 2π-periodiqne, pa je∫
f(ax)dx =

1

2π

∫ 2π

0

f(cos(ta + t), sin(ta + t))dt =
1

2π

∫ ta+2π

ta

f(cosu, sinu)du

=
1

2π

∫ 2π

0

f(cosu, sinu)du =

∫
f(x)dx.

Kako je grupa S1 komutativna, to je∫
f(xa)dx =

∫
f(ax)dx =

∫
f(x)dx.

Primer 16. Neka je (R,+) topoloxka grupa realnih brojeva i ϕ : R→ R
neprekidna funkcija sa periodom 1, odnosno ϕ(t+ 1) = ϕ(t) za sve t ∈ R.
Ako je Z podrupa celih brojeva grupe R, tada je R/Z = G koliqniqka
grupa grupe R. Funkciji ϕ definisanoj na grupi R odgovara neprekidna
funkcija f : G→ R takva da naredni dijagram komutira,

R R
ϕ //

OO

f

R

G

π

&&NN
NNN

NNN
NNN

NNN
NNN

NNN
NNN

NNN
NNN

NN

gde je π : R → G data sa π(x) = [x]. I obrnuto, neprekidnoj funkciji f :
G→ R odgovara neprekidna 1-periodiqna funkcija ϕ : R→ R, ϕ := f ◦ π.
Za Haarov integral funkcije f na G va�i da je∫

f(x)dx =

∫ 1

0

ϕ(t)dt, (46)

gde je integral na desnoj strani Rimanov integral (odgovaraju�e) funkcije
ϕ na segmentu [0, 1].

Doka�imo to. Neka je g : G→ R neprekidna funkcija i ψ : R→ R nepre-
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kidna 1-periodiqna funkcija. To znaqi da slede�i dijagram komutira.

R R
ψ //

OO

g

R

G

π

&&NN
NNN

NNN
NNN

NNN
NNN

NNN
NNN

NNN
NNN

NN

Dokazujemo da va�e osobine iz stava 11.

1) Najpre �emo pokazati da funkciji f+g odgovara funkcija ϕ+ψ, odnosno
da komutira slede�i dijagram.

R R
ϕ+ψ //

OO

f+g

R

G

π

&&NN
NNN

NNN
NNN

NNN
NNN

NNN
NNN

NNN
NNN

NN

Vrednost koju uzima zbir funkcija u nekoj taqki jednaka je zbiru vred-
nosti tih funkcija u toj taqki, pa va�i da je

(f + g)(π(t)) = f(π(t)) + g(π(t)) = ϕ(t) + ψ(t) = (ϕ+ ψ)(t).

Sada imamo da je: ∫
(f(x) + g(x))dx =

∫ 1

0

(ϕ(t) + ψ(t))dt.

Integrali sa desne strane jednakosti su Rimanovi, pa za �ih va�i li-
nearnost, odnosno∫ 1

0

(ϕ(t) + ψ(t))dt =

∫ 1

0

ϕ(t)dt+

∫ 1

0

ψ(t)dt =

∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx.

Neka je α ∈ R. Funkciji αf odgovara funkcija αϕ pa va�i i da je∫
αf(x)dx =

∫ 1

0

αϕ(t)dt = α

∫ 1

0

ϕ(t)dt = α

∫
f(x)dx.

2) Neka je f(x) ≤ g(x) za svako x ∈ G. Tada je i f(π(t)) ≤ g(π(t)) za svako
t ∈ R, odnosno ϕ(t) ≤ ψ(t), pa va�i da je:∫

f(x)dx =

∫ 1

0

ϕ(t)dt ≤
∫ 1

0

ψ(t)dt =

∫
g(x)dx,
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qime je pokazana osobina 2).

3) Ako je f(x) = 1 za svako x ∈ G, tada je i ϕ(t) = 1 za svako t ∈ R, pa
va�i i osobina 3).

4) Neka je a ∈ G i t0 ∈ R takvo da je π(t0) = t0 + Z = a. Tada je za
svako x ∈ G a · x = (t0 + Z) · (t + Z) = t0 + t + Z, gde je t ∈ R takvo da
je π(t) = x. Ako neprekidnoj funkciji f : G → R odgovara neprekidna
1-periodiqna funkcija ϕ : R→ R, pokaza�emo da funkciji f ◦La odgovara
funkcija ϕ ◦ Lt0 . Prvo, komutira slede�i dijagram.

R R
ϕ◦Lt0 //

OO

f◦La

R

G

π

&&NN
NNN

NNN
NNN

NNN
NNN

NNN
NNN

NNN
NNN

NN

(f ◦ La)(π(t)) = f(La(x)) = f(a · x) = f(π(t0 + t)) = ϕ(t0 + t) = (ϕ ◦ Lt0)(t).

Sada imamo da je∫
f(ax)dx =

∫
(f◦La)(x)dx =

∫ 1

0

(ϕ◦Lt0)(t)dt =

∫ 1

0

ϕ(t0+t)dt =

∫ t0+1

t0

ϕ(u)du

=

∫ 1

0

ϕ(u)du =

∫
f(x)dx,

a samim tim je: ∫
f(xa)dx =

∫
f(x)dx,

jer je grupa G komutativna.
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