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IIpearosop

Y oBom paxy Ouhe omnmcana jegHa KJIACHYHA MAaTEMATHIKA TEXHUKA KOja
j€ /1ana BeJIMKH JOIPUHOC Y MHOIUM 0DJIaCTUMAa MATEMATHKE, a TO jé WHBAPU-
jaHTHA MHTErpanuja Ha ronojomkuM rpynama. OHa je oJurpaia BaykKHy yJiory y
pemaamwy Ileror XujabeproBor npobsema, 6ap KaJ Cy y MUTAY KOMIAKTHE TO-
mosiorike rpyme. PermaBajyhu Taj nmpobitem, maljapcko-amMepuyku MareMaTudap
n dusnuap Qo Hojman je yBeo mHBapHjaHTHY MHTerpalujy Ha KOMIIAKTHUM
TOIOJIOMIKUM TPyHaMa.

Taj wurerpan je, y cTBapu, MHTETPAJ MO TAKO3BaHO] XaapoBoj Mepu Ha Bo-
PeJIOBUM CKyTIOBUMA Kojy je medunucao ®ou Hojmanos cynapomauuk Xaap (mo
KOME je U MMEHOBaH OBaj mHTerpas). Kibydna ocobuHa OBOI MHTErpaJia je WH-
BAPUjaHTHOCT y OJHOCY HA JIEBE U JIeCHE TPAHCIANyje. Y AnCTPAKTHO] MATEMa-
TUYKOj aHAJU3HU, TEOPHUjH IPYIa U TEOPHjH Mepe, XaapoBa Mepa je HAUWH 1 ce
geduHUIle NHBADUjAHTHA MEPA HA KOMIIAKTHUM TOIOJIOMIKUM I'pymnama. LTum
myteMm geduHUIIE Cce TOjaM WHTErpaja Ha OBUM rpymaMa. ¥ OBOM DIy yIIO-
Tpebiben je @ou Hojmanos npucryn. Uarerpan aedunuimemo aupekTHo (6e3
nedbuHUCaBA MEDE), a [VIABHU U3BOP HA KOjU Ce ocjamaMo je [4].

Y upBowm mornasby 10noaowky npocmop, MOTUBUCAHHA CBOjCTBUMA OTBODE-
HUX CKYTIOBA ¥ METPUYKOM MPOCTOPY, YBEJN CMO TTOjaM TOTIOJIOTHje U TOMOJIOII-
KOT TIPOCTOPA y3 HaBOljeme pa3uux nmpuMmepa. Hawme, CBaKd METPUYIKHU ITPOCTOD
jecTe TOIOJIOIIKY JIOK OOPHYTO HE MOPA JIa BasKH, IIITO je U [TOKA3AHO y IPUMepY
2. Y nedununuju 3 cMO HABEJH IITA 3HAYH /14 TOMOJIOIIKHA ITPOCTOP 330BOHABA
JPYTY aKCHOMY IpeOpojuBocTH, mTO he 6WTH jenHa on OMTHUX MIPETIIOCTABKH
MPUJINKOM JedUHNCAha XAaapOBOT MHTErpaja Ha TOMOJONIKAM Trpyrnama. Ha-
KOH TOTa, JTe(pUHUCATNA CMO HEMPEKUIHOCT (DYHKIIN]E, K0 U KOMITAKTHOCT TOIO-
Jonkor pocropa. Ha Kpajy morsiaBiba yBe/ieHa je TOIoJoruja Ha KOTHIHIYKOM
CKYILy U HA MIPOU3BOJY TOMOJONIKUAX IIPOCTOPA.

Y nornassey Tonoaowke 2pyne, nopen gedununuje, ONUCAHU Cy PA3HU IIPU-
MEepH OBWX Tpyma, Mehy KOjuMa Cy CKYIl peajHux OpojeBa Ca OMEpalnjoM Ca-
Gupama, Kpy»KHANA S’ Cca OmepaImjoM MHOXKeHa KOMIIJIEKCHEX OpojeBa, Kao H
cepa S3 ca oneparmjom MHOKema ypehennx gersopku (kBarepunona). Haxom
TOra, JOKA3aHO je [1a je TOArpPYyIa TOMOJIOIIKE IPyIe TaKOhe TOIMOJIOIIKA TPYIIa,
Ka0 M YMIbEHUIA JIa aKO je jara HopMmaJsHa noirpyna H romosomike rpyne G,
Taza je KoamdHuuku ckyn G/H tomosomka rpyna. CIMYHO Kao y MPBOM MO-
TJIaBJBbY, MOKA3aHO je /1a je W MPOU3BOJ, TOMOJIOIIKUX IPYIa TAKOhe TOMOJIOIIKA,
Tpyla, a 3aTUM Cy HaBeJeHU TPUMEPH I'PyTIa MATPHUIIA 34 KOje ce MOXKe TTOKA3aTh
Ja cy TomoJoiike rpymne. JlerasbHEje 0 TOMOJIOMKHM IpylnaMa Moxke ce Hahu y

[4].

Y nornaspy Hneapujarnmma unmezpayuja CMO, HAJIIPE, 38 CBAKY KOMIAKTHY
TOIMOJIOIIKY TPYIy KOja 3a0B0OJbABA APYTy aKCHOMY TPeOPOjUBOCTH U OUIIO KOjy



peanny (yHKO@jy HA TOj TPyHu AedUHHCATN IIOjaM JIEBE W JECHE CPEIuHEe Te
dyukmmje. Hanme, 3a naty yHKIMjy 1€Ba u gecHa cpeiHa MOTy OUTH pa3Jin-
quTe W HE MOpajy 6uTH jenumHcTBeHe. IlocTaBiba ce muTame: IITa ce JIelaBa ca
ornM (dyHKIHjama, AepUHUCAHNM HA KOMIIAKTHUM TOIOJIOIIKUM TPYIIamMa, KO
KOjuX Cy JieBa M JEeCHa CPelrHa jeMHCTBeHe u nokJianajy ce? Takse dpyHkimje
naspaliemo unrerpabusnnum GyHKuMjama, a jeauHcrBeny Jesy (JecHy) cpeiuny
dyuknuje nazsahemo Xaaposum naTerpamom. Kako 3#aMO 13 je cBaKa Hempe-
kugHa GyHKIKja uHTErpabuiHa J0K OOPHYTO HE MOpa Ja Baxku, Hajupe hemo
pa3Marparu camo WHTerpadwmiHe (DyHKIMje U HUXOBA CBOjCTBA, & 3aTuM hemo
ce 6ABUTH MHTETrPATIOM HEIPEKUIHUX (DYHKIIH]a.

CBojcTBa MONMYT WHBAPWjAHTHOCTHA W XOMOTEHOCTH BayKe 33 CBAKY WHTErpa-
OmaHy (DYHKIHjy W TO je W MOKA3aHO y 01ebkKy Hnmeepabusne dynryuje. Y
onesbKy Mumezpabusnocm nenpekudnus Gynryuja CMO, HAKOH HEKOJIUKO TIOMO-
hamx craBoBa n meduHUINja 32 HEIPeKuIHe PYHKIHje, TOKA3AIN jeIHY BarKHY
TeopeMy KOja HaM Ka3yje Ja je cBaka HempekuaHa (PYHKIHja WHTErpabuITHA,
OTHOCHO JIa C€ JIeBAa U JIeCHA CpejauHa Henpekuane PyHKIEje MOCToje, /1a Cy je-
nwHCTBeHE W Mehycobno jemnaxke. Haxon Tora cienm Teopema Koja HaAM [aje
OCHOBHA, CBOjcTBA XaapoOBOI WMHTErpaJia, Mehy Kojuma Cy OHa KOja BaxKe U 33
CBe WHTerpaje Kao IITO Cy JUHEAPHOCT W MOHOTOHOCT, & 3aTUM HOPMUPAHE U
ocobuma creruduIHa caMo 33 XaapoB HHTErpasI a To je nHBapujanTaoct. Jla je
XaapoB uHTErpaJl jeuHu KOju 33/[0BOJ/baBa OBa CBOjCTBA Ka3yje HAM TeopeMa D
"3 OBOT OfleJbKa. HaxkoH mpoydaBarha XaapOBOT WHTErPAJIa HA KOMIIAKTHOj TO-
MOJIONTKOj Tpymiu Oulie pedn 0 XaapOBOM WHTErpaJLy HA MPOM3BOIY KOMIAKTHUX
TOIOJIOMTKUX I'PYTIA.

Ha xpajy oze/bka jiaTu Cy IPUMEPU UHTErpaJia, 0Ji KOJUX Cy HEKH II03HATU U
paHuje, Koje MOYKEMO BUJIETH KaO CIEINUjaiHe CIydajeBe XaapoBOT MHTETpaJIa.
Meby »uma je KpUBOIMHMU)CKH MHTErPAJ MO jeIMHUTHOj KPYKHUAIIN U WHTErPas
nepuoanyuHe (BYHKIMje HA CKYIy peajHuX Opojesa.



1 TomoJioniku mpocTop

IIpe wero mro medUHUIITEMO TOTOJIONIKA TPOCTOP, TMOACETUMO Ce 11a je Me-
mpuuku npocmop ypeben nap (X, d) rue je X nHempasan ckyma d: X x X —
[0,00) dbyrkuHja KOja 3a cBe z,y, 2z € X 3a10BosbaBa ciejelie yciose:

1. d(z,y) =0 2 =1y;
2. d(x,y) = dly, x);
3. d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2).

Hedununuja 1. Heka je X Henpasan ckyn u 7 ¢gamMuigja moackymnosa omg X
TAKO JIa BAXKU:

1. 0, X er;
2. ako U,V e r,onma UNV € T;
3. akoU C 7, onma YU € 7.

Tama dbavuanjy 7 HasuBamo Tomosorujom Ha X a map (X, 7) HA3WBAMO TO-
HOJIOIIKXAM HPOCTOPOM.

Enevente Tonosioruje T HA3UBAMO 0ME0PEHUM CKYTOBUMG, & KOMIIJIEMEHTE OTBO-
PEHUX CKYIOBa HA3WBAMO 3aMB0PeHuUM ckynosuma. Kaza je jacHo 0 K0Ojoj TO-
TIOJIOTHjU je ped, yOOMYajeHo je /1a TOIOJIOIIKH IIPOCTOP obenexkaBaMo ca X .

Axo mocmarpaMo aMumjy CBEHX OTBOPEHHX CKYIOBA Yy METPHYKOM IIPO-
cropy (X, d) MoXKeMO 3aKJbY9NTH Jia je TO jemHa Torosornja Ha X Koja ce Ha-
3UBA MONOA02UJG UHIYKOBAHA MEMPUKOM d.

Torosiornjy MH/IYKOBaHY eyKJIHICKOM MeTpukoMm d Ha R"™, koja je medbunucana
ca

d(w,y) = V(21 —91)? + (22 — y2)> + - + (€0 — yn)?,
rue je x = (x1,x2,...,2,) E R ay = (y1,Y2,-.-,yn) € R", HA3UBAMO YyobU4a-
jenom monosozujom u 0O3HaYaABaAMO ca U.

CBaky METPUYKY MPOCTOP jeCTe TOMOJIOIIKY, JOK OOPHYTO HE MOPA 118, BAYKH,
a to hemo u moka3arTu y HapemHa ABA MPUMEPA.

IIpumep 1. Ako je X mpousBo/baH CKYI, TOMOJOTH]Y HHIYKOBAHY JUCKPETHOM
METPUKOM p Ha X, Koja je nedwunncaHa ca:

1, =
p(fmy):{o xi‘z

30BEMO JUCKPEMHOM TNONOAOZUJoM U 00ejIeKaBaMo ca Tq. Kako je 3a mpou-
sposbHo © € X orsopena kyrna B(z;3) = {y € X : p(z,y) < 3} = {a},
TO 3HaYU Ja je {x} OTBOpeH CKyll y TOIOJOWKOM IpocTopy X, ma Kako je
A = U {a} 3a cBaku ckyn A C X, cuenu, u3 ocobune (3) y nebununuju

acA
1, 1a aucKpeTHa TOMOJIOTHja CAJAPXKU CBe TOJACKyrmoBe oa X Ta je y CTBaph

Td = 'P(X)



IIpumep 2. CyunporHO O/ JUCKPETHE TOLOJIOTU]e, KOja CAIPIKK CBE IMOJCKYIIOBE
ckyna X, IOCTOJU U anmuduckpemma monoao2uja, Koja cagpxu camo § u X u
obesexkaBa ce ca T,. Ako X caapxu 6ap JIBa €JIeMEHTa OHJA OBA TOMOJOTHja
Huje uHIyKoBaHa MeTpukoM. Hamme, ako 6u d 6una MeTpuka y Kojoj cy camo ()
u X OoTBOpeHH, OH/IA OM CBaKa OTBOpPeHA Kyria bmia jeqHaka ca X jep OTBOpEHa
KyrJjia He MOXKe Ja Oyzie mpasaH ckyn. Ako y3memo x,y € X JBe pasjimdure
Tavyke n ca € = d(x,y) > 0 o3HaumMo pacrojame m3Mely z m y, oHma Kyria
B(x; ;) He caapxku Ttadky y. OmaBae cienu 13 aHTHIWCKPETAH TPOCTOP HUje
METPUYIKH.

Cge Tomosioruje Ha UCTOM CKymy ypehene cy maprmjajuum ypehemem C u
y CMHUCJIY Te peJialije aHTHIUCKPETHA TOIOJIOTUja je HajMamwa, a JIUCKPEeTHA
TOIOJIOrHja HajBeha TOMOJIOruja Ha JATOM CKYIIy.

Heka je (X, 7x) Tomonontkn npocrop 1 A C X. Tana je m A Tomosontkn
MPOCTOP Ca TOMOJIOTH)OM KOja je aeduHncana Ha ciaemehu HAYWH:

TAZ{VﬂA:VETx}.

Hedununnuja 2. Heka je (X, 7) Tonosomku npocrop. ®@amunuja B C P(X)
Ha3uBa ce 6a3a TOIMOJIOTHje T aKo Cy UCHyHheHn cienehn ycmosu:

1. EnemenTn xosnexkuuje B cy orBopenu ckymosu, Tj. B C T;

2. CBaku eeMeHT A TOIMOJIOTHje T MOXKE Ce MPEICTABUTH KAa0 YHHja HEKUX
ememenara dbamunuje B, tj. mocroju xomekunja {B; : j € J} C B raxsa
Ia je A = U B;.
jeJ

IIpumep 3. Bazy y ckymy R 4umie cBu OTBOpEHH MHTEPBAJIH CA PAIMOHATHIM
KpajeBuma, Tj. cBU uHTEpBasu o0uuka (a,b), rue cy a,b € Q. Hauwme, cBaku
OTBOPEH CKYTI MOYKE Ce 3alMCATH KAO YHUja OBAKBUX OTBOPEHUX WHTEPBATIA.
Taxobje, y ckymy R™ jenma Gasa je B = {B(zo; =) : xp € Q",m € N}.

Jenna on 6GuTHEX OcoOMHA KOjy fieMO KacHMje KOPUCTUTU HPHUIMKOM nedu-
HECabha XaapoBOTI MHTErpasa, aara je y ciaemehoj nedpuHuImjm.

Hedununuja 3. Kaxxkemo ga ronosomku npocrop X 3a10B0/baBa APYry ak-
cuoMy IIPeOpPOjUBOCTH aKO MMa HajBullle HpedpojuBy 6asy.

IIpumep 4. R™ 3amoBo/baBa APyry aKCHOMY MpeOpPOjuBOCTH jep je Oa3a u3
npumepa 3 upedpojusna.

Jomr o7 panuje mo3HATH Cy HAM IIOJMOBH IIOIYT OKOJHMHE Ta4YKe, HEIMPEKH]I-
vOoCcTH (byHKIMja 1 KoMmakTHOCTH mpocTtopa. Cama hemo na ce momceTnmo Tux
nedbuHUITja, a HAKOH TOra IeMO yBECTH TOMOJIOTHje HA, KOJTUIHUIKOM CKYILy U
Ha, POU3BO/Y TOMOJIONIKUX ITPOCTOPA.



Hedunumnuja 4. Heka je X ronosnonku npocrop u ¢ € X. Ckyn G C X
Ha3MBAMO OKOJIMHOM TadKe I aKO TIOCTOjU OTBOPEH CKyI V Takas Ia

zeV Cd.

Hdeduaunmja 5. 3a Tonosomku npoctop X Kaxkemo 1a je XaysgopdoB uiu
Jia UMa CBOjCTBO Th aKO CBaKe JIBe PA3IMIuTe Tadke mpoctopa X mmajy mehy-
CcOOHO JTHMCjyHKTHE OKOJIMHE.

IIpumep 5. Csaku merpuuku mpocrop jecre Xaysmopdos. Hawmme, ako cy
x,y € X JBe pazimuure TadKe Ta/a je mbuxoBo pacrojamwe € = d(z,y) > 0. Taxa
3a okommmy U tauke x mMoxkemo ysetn U = B(x; 5), a 3a okonmny V' Tauke y
mokemo ysetn V= B(y; ). Bumuvo ma xz € U my € V, a gokaxknmo 1a je
UNV = 0. Ako 6ucmo mpernocrasuia cynpoTao, Tj. 1a U NV # ), taga Ou
nocrojaiio z TakBo ga z € UNV. Onasne cinemu na z € U u z € V. Ilomrro
z € U cnepn na je d(z, 2) < §. Cimano, nomro z € V crnenn na je d(y,z) < 5.
Cama nmamo 1a je

6:d(x,y)§d(x,z)+d(z,y)<§+§=2~7<6,

a TO je KOHTPAJIUKIIN]a.

Hedununnuja 6. Heka cy (X, 7x) u (Y, 7y) Tonosoriku npocropu. @ynkiuja
f: X — Y je HempekmagHa ako je WHBEp3HA CJIWKA MPU f CBAKOT OTBOPEHOT
cKkyma y Y oTBOpeH cKym y X, Tj.

(VV S Ty) fﬁl(V) €Tx.

W3 pnedunnnmje HEIOCPETHO CTEIN 1a aKO je JOMeH (PYHKITHAje TUCKPETAaH IIPO-
cTop Ta (PYHKIINja je CUTYPHO HEIpeKuIHa.

Hedununmja 7. Heka je f: X - Y u 29 € X. Kaxemo ga je npeciukaBame
/ HempekmAHO y Ta4uKU To ako 3a cBaky okosmHy V tauke f(xg) mocroju
okonuua U Tauke xo Taksa ga je f(U) C V.

Huje Temko nposeputu /1a Baxku u cjiefehu cras.

CraB 1. Ilpecaurasarwe [ : X — Y je nenpexudno axo u camo axo je nenpe-
KUOHO Y C8aKO0J MauKyu JOMEHE.

ITpumep 6. Koncrantuo npecankasame f : X — Y je yBek Hempekumno. Ako
je yo € Y makso ga je f(x) = yp 3a cBe x € X, rama 3a B C Y Baxwu

Xa yOEB
@, yogB ’

TTa je MHBEpP3HA CJINKA CBAKOT CKYIIa OTBOPEH CKYTI.

f7U(B) =

ITpumep 7. Unentrnuko mpeciukaBame 1y : X — X, Koje je meduHMCAHO ca
1x(xz) = x 3a cBe x € X, je Takohe Henpekuano. Hamnwe, 1)_<1 (A) = A 3a cBaku
ckyn A C X, ma ako je A orsopen cky, onza je u 13! (A) Taxobje oTBOpeH cKyr.



Hedunnnuja 8. Heka je X ronomomku npocrop. @ammmmja {A; : i € I} C

P(X) nasusa ce mokpuBa4 npocropa X ako je X = U A;. Ako cy unanosu
icl

nare baMuinje OTBOPEHH CKYIIOBU TA/a U CAM IIOKPUBAY HA3UBAMO OTBODEHUM.

Tononomkn mpocTop X je KOMHOAaKTaH aKO Ce W3 CBAKOT FHErOBOT OTBOPEHOT

TMOKPUBAYA MOXKE W3IBOJUTH KOHAYAH MOTTIOKPUBAY.

Heka je (X, 7x) TOHOJIOMIKHU IIPOCTOP U ~ PeJialija eKBUBAJIEHIK]e HA CKYIly
X. Knacy exBuBanennpgje Tauke © € X 03HAYABAMO Ca [X], & KOMUIHUIKA CKYTI
{lz] : # € X} ca X/~. Heka je m : X — X/~ mpuposHa cypjeKkuuja mara ca
7(x) = [z]. Younmo caenehy dammianjy moackymnosa ckyma X /~:

Txj =AW C X/~ :a H (W) € 7x}.
Cras 2. @amuruja Tx . je monorozuja na X /~.

Zlokas: la 6bucmo mokas3anu ja marta dgamusanja jecre TOMOJIOrHja, Tpeda aa
TIOKAaXKEeMO J1a 330BOhaBa yCaoBe u3 aedununmje 1.

(1) Homro je 771(0) = 0 € 7x m 77 1(X/~) = X € 7y, 3aKmyuyjeMo aa
@, X/NG TX fro-

(2) Heka cy W1, W3 € 7x/n. Tanaje n ' (WiNWs) = o~ H(Wy)nw~ 1 (Wy) € 7x,
majeu Wy NWs € TX Jro-

(3) Heka je {Wi}rea nondamumuja dbamunuje 7x /. daxie, 7 Y (W) € 7x 3a
cee A € A. Onarne 3namo ga je 7w 1( U Wy) = U 7 Y (Wy) € 7x (jep je Tx

AEA AEA
TOIOJIOTH)A), 118 BaXKU 1 je U Wy € mx/~- O
AEA

Hednnunmja 9. Tormonomkwn mpoctop (X /~, Tx/.) HA3WBAMO KOJIMIHIIKHM
upocropom unpocropa (X, 7x).

Hexka cy X u Y Tomosomiku mpocTopu, a Tx U Ty OATOBapajyhe Tomosoruje.
ZKeymmo na gedunnmemo Tomosorujy Ha X XY TakBy /13 IIPOU3BOIH OTBOPEHUX
ckymoBa Oyay orBopenu. To fiemo ypaautu uHa ciaemehn madwms:

Txxy :={W C XXY : (V(z,y) € W)(AU € 7x)(TV € 1v) (z,y) e UxV C W}.

Moxe 11a ce moKaxke 11a Baxku ciaenehn cras.

CraB 3. Qamuruja Tx xy je monosoeuja na X X Y.

Basa ose Tonomornje je ckyn A ={U xV : U € 7x,V € 7y}, jep ce crakn
€JIEMEHT TOIOJIOTHje MOXKE TPEJICTABUTH KA0 YHUja HEKUX eJIeMEeHaTa U3 CKYIa,

A.

Hedwnunmumja 10. Tonosowku npocrop (X X Y, Tx xy) HA3MBAMO TOIIOJIOII-
KuM npomsBogoM nipocropa (X, 7x) n (Y, 7y ), a camy TOMONOrHjy Txxy Ha-
3UBAMO TOMOJIOTHjOM Tpom3Boga uin THUXOHOBJ/LEBOM TOMOJIOTHjOM Ha
X xY.



Hanaswe, na Tomosiomkom rmpousdsoay X XY moapasyMeBaMoO OBY TOIIOJIOTH]Y.

ITomro je 3a mpousBosHO (x,y) € X X Y ucnymeno {(x,y)} = {z} x {y}, Baxu
u caenehu cras.

CraB 4. Heka cy X u Y duckpemuu npocmopu. Tada je u X X Y maxobhe
duckpeman npocmop.



2 TomoJsonike rpyie

Hedbunnnumja 11. Ypehen nap (G, x), rae je G ckym, a * GHHAPHA OMepaImja
wa (G, HA3WBa Ce rpymHa ako 3a70BOJbaBa ciemehe ocoOMHE KOje ce Ha3UBajy
axcuome epyne:

1. (Va,b,ce G) (axb)xc=ax(bxc);
2. (FecG)(VaeG) axe=exa=a;
3. Vae@)(Fate€q@) axal=alxa=e.

Axo mopest oBe 3 ocobuHe BayKu U OCODMHA KOMYMAMUBHOCMU, Tj. a*xb = bxa
3a cBe a,b € G, Tajga 3a rpyny Kaxkemo ja je AbesoBa. Esement e HazuBamo

HeyTpaJIoM IDylie, a ¢~ ' MHBeP30M €JIeMEHTa, d.

IIpumep 8. (Z,+) jecre rpyna nok (Z,-) uuje rpyna, jep 0 Hema uHBEP3 y
onnocy Ha muoxemwe. Takobe, (R,+) jecre rpyuna, amu (R,-) nuje uz ucror
pasnora. (Q,+) je jemna rpyma, amm (Q,-) Huje. Asm, ako mocMaTpamo CKyT
panmoHajHuX 6pojesa 6e3 Hyse, 1j. (Q\ {0},-), oHIA TO jecre rpyma y oqHOCY
Ha, MHOYKEHhE DaIMOHAJHIX OpOjeBa.

Hakom mTo cMO ce moACceTun mojMa rpyne MOXKeMO 13 JeUHUIIIEMO TOMO-
JIOIIKY TPYIY ¥ [1a BUIUMO PA3HE TMPUMEPE OBUX IPYIIA.

Hedunaurnmja 12. Axo na ckymy G uMamo omeparnmjy * y 0JHOCY Ha KOjy je G
IpyTa 1 aKo MMaMO TOTIOJIOTHjY TakBy Jacy * : GXG — Gui: G —- G (i(x) =
1) menmpeknmHa npecimKaBama, OH/Ia KaxkeMo Ja je G TOIoJIomKa rpyna.

IIpumep 9. Ako je G 6mI0 KOja rpyna ca JUCKPETHOM TOMOJIOTHjOM, Taja je
G ronosomka rpyna. OBakBe rpyre Ha3UBaAMO JUCKPEMHUM 2PYNaAMA.

Hauwme, dyukmuja * : G x G — G je HempekuaHa jep je JOMeH JUCKPEeTaH Ipo-
crop (B. nedununujy 6 u cras 4). Cauvno, dyukuuja i : G — G je HenpekuHa,
1Ia Cy CaMUM THM 33/I0BOJbEHHU CBU yCJIOBH 3 jgedununuje 12,

Ako je rpyna KoHauHa, MOApPA3yMeBa Ce J1a Ha 0Oj UMAMO JUCKPETHY TOMO-
JIOTHJy.

IIpumep 10. Peasna mpasa R ca omepammjom cabupama + : RXx R — R u
yobu4ajeHoM TOmnosorujoM Ha R 4MHM jegHy TOIOJIONIKY IPYILY.

Ipumep 11. Kpyxknuna S' = {z € C : |z| = 1}, ca onepanujom MHONKeba
KOMIIJIEKCHUX OpojeBa, UMHHU jeJHy TOIOJOMmKY rpymy. S' je rpyma y ommocy
Ha, OIIEPAINjy MHOXKEHa KOMILTEKCHIHX OpPOjeBa jep Cy 3aI0BOJHEHE CBE aKCHOME
rpyie (HeyTpas 3a MHOXKetbe je 1 a unBeps 3a z je Z). Takobe, To je u Tonosomku
pocTop jep je mozckyi romosomkor mpocropa C = R2,

Crmano, chepa S? = {q € R* : |q| = 1}, ca oneparujom MHOMKema KBaTep-

HHUOHA, YMHU j€JIHY TOIOJIOMKY I'PYILY.

Kparepunonn cy y creapu ypeljene werBopke (z,y, z,t), Koje MOXKeEMO Ia
IIPEJCTaBAMO Ha CIMYaH HAYMH Kao KOMILIEKCHE Opojese:



(z,y,z,t) =z +y-i+z-j+1 k.

MHoKeme KBaTepHUHOHA MPUKA3AHO je Y HapeaHoj Tabemnn:

i | j |k
-1 k|-
jl-k|-1] 1
k| j|-i|-1

Axojeq=(z,y,z,t)=x+y-i+z-j+t-k,onpajeg=x—y-i—z-j—t-k
U TO je MHBEP3 O] ¢, JIOK je HeyrpaJ 1.

IMosnaro je ga cy S%, S u 52 jemunme cdepe Koje €y TOMOJIONIKE IpyTie, a KIbYIHI
JIONPUHOC Y YTBPhUBamy T€ YWHCHHUIE A0 je IyBeHH OPUTAHCKH MATEMATHYIAP
®penk Agmamc [5].

Y TpeTxomHOM OJeJ/hbKY CMO YBEJU TOMOJIOTHje HA KOJTUIHUIKOM CKYIY W HA
MPOM3BO/Iy TOMOJIOMKHX mpocTopa. Kopucrehu tako nedunucane tomosoruje,
moka3zaheMo HeKe ONTHE YUEH-EHUIIE KOj€ BaXKe 33 KOJUIHUIKE TPYIE U MPOU3BOJ
JIBE TOTIOJIOIIKE T'PYTIE.

Hedununuja 13. Heka je (G,#) rpyma. Ilogckyn H C G HasuBa ce mOJ-
rpyna rpyne G, y ozuanmu H < G, ako Baxmu:

1. Ve,y€e H) xxyé€ H;
2. e € H, rae je e weyrpan rpyue G;
3. (Vze H) z~!'eH.

Csaka rpyna nma 6ap jeqny moarpyimy, a to je {e}, u oHa ce Ha3uBa TpU-
BujasmHa moarpymna. Ako je H < Gux € G onna ce ckyn o« H = {x xy :
ye HY (Hxx={yxxz:y € H}) nasusa jgeBu (JecHu) KoceT HOATrpYyIe
H xoju caap>Xu ejIeMeHT Z.

CraB 5. Hexa je G monorowra 2pyna v H < G. Tada je u H monoarowxa
2pyna.

Jloxas: H jecte jenna rpyma, a ¥ TONOJIOIIKA MPOCTOP jEP je TIOTITPOCTOP TO-
nosiormkor mpocropa G. Oneparyja noarpymne H, Kao u WHBEP3, Cy HENPEKUIHA
MIPECTUKABAba jep Cy TO PECTPHKIIHje OAroBapajyhux mpecankaBarmba, Koja Cy
HEIPEKUIHA. O

Hedbununnuja 14. Ioarpyna H rpyne (G, %) je HopmadsHa, y o3Hauu H < G,
AKO:
(Vee@G) xz+«H=Hxx

OJIHOCHO, aKO Cy JIEBU U JECHHW KOCET MPOW3BOJFHOT ejleMeHTa jemnaku. Omasie
j€ OUHIJIeHO A Cy cBe moarpymne AGesioBe rpyre HOpMaJIHE.
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Osnauumo ca G/H = {z* H : x € G} ckyu cBux jesux Kocera noarpyue H.
Ako je G rpyna u H < G, ouna je G/H makolje rpyna Kojy Ha3WBaMO KOJIMY-
HUYIKOM I'PyIIOM.

CraB 6. Hexa je G monosowxa epyna u H4G. Tada je u (G/H, o) monosowsra
2pyna, 2de je o : G/H x G/H — G/H onepayuja dama ca: (x« H)o (y+x H) =

Joxas (cxuua): Ckyn G/H je uwnenruuan ckyny G/ ~, rue je ~ penaunuja
eKBUBAJICHIIN]e TeDUHUCAHA CA:

T~y tryc H

Ako oBako edUHUIIEMO peslalyjy eKBUBAJIEHIIN]e, BUIUMO A je CKYI CBUX
kiaca eksuBasennuje ([z] = {y : x ~ y}) y crBapu cKyu CBUX JIEBUX KOCETA.

Hakue, nokazano je na je G/H jenan KOJIMYHUYKYU CKYIl, 8 KAKO HA CBAKOM
KOJIUIHUIKOM CKYITY MOKEMO 13 Je(pUHHUIIEMO TOIOJIOIU]Y, OBO j€ je/IaH TOIO-
gomkn npocrop. Hempekuanocr oneparyje ¢ : G/H x G/H — G/H, xao n
WHBEP3a, MOXKE Ce J0KA3aTh U3 HEMPEKWIHOCTU OAroBapajyhmx mpec/inKaBamba,
y rpymu G. O

CraB 7. Hexa cy (G, x) u (H, o) monoaowsxe epyne. Tada je u Gx H = {(z,y) :
x € G,y € H} maxohe monosowsra epyna y o0Hocy Ha onepayugy - koja je dama
ca:

(,’E7y)(23,t) = (‘T*Z?yot)y
sa ceex,z€ G uy,te H.

IIpumep 12. Axko nocmarpamo ckyn GL,(R) = {A € M,(R) : det A # 0},
MOXKEMO 3aKJbyUUTH JIa Taj CKYI YWHU jeJHY TOIMOJIONIKY I'PYITY.

Hawnwme, oBaj cKym 4MHM T'DYIy y OJHOCY Ha MHOXKeme Marpura. Takobe,
Baxku acoumjarustoct, 1j. A(BC) = (AB)C. Heyrpan 3a MHOXeme je jenu-
HuvHA Marpund E, a nusep3 marpure A je marpuna A~! = deiAade. Taxobe,
OBO jé W TOTIOJIONTKU TTPOCTOP jep je MOJACKYI TOMOJOITKOT MTPOCTOPA R

ITpumep 13. CanyHO MPETXOTHOM MPUMEPY BAXKU 1A Cy U
e SL,(R)={A € M,(R) :det A =1},
o O(n)={Ae€ M,(R): AAT = E} u
e SO(n)={A€ M,(R): AAT = E det A =1}

TOTIOJIONTKE TPYIIE.
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3 HMuBapujanTHa MHTErparmuja

3.1 UWurerpadbuine dpyHKIIjEe

Heka je G koMTmakTHA TOMOJIONIKA TPYIa KOja 330BO/bABA, APYTY AKCHOMY
upebpojusocru, f : G — Ru A = (a,as,...,a,) € G™, 3a HekO m € N,
KOHAYaH CHCTEeM ejeMeHara rpyme G.

Hedbunnmemo byuknujy M4 ;: G — R na cnenehu nauun:

MA,f(x) _ Z f(fr;li)

i=1

, z€G (1)

(ca za; je o3HAUEH POU3BOL eleMeHara - u a; y rpynu G).

Hedununuja 15. Peanan 6poj p HasuBaMo JeCHOM cpeAawmHOM (dyHnkuuje f
ako Baxku ciuenehe:

(Ve > 0)(FA = (a1, 02, ...,am) €EG")Vx € G) |Mays(x)—pl<e (2)

/ .
Cnuano, MOKeMO J1a Ae(bUHUATIIEMO Mg ;:G— R,raeje B = (b1,ba,...,by,) €
G™ KOHAYAH CHUCTEM eJieMeHaTa Ha cienehn HaduH:

M @) =y 102, ®

Hedbununuja 16. Peaman 0poj ¢ HasuBamo jteBom cpeauuoM dyHKIuje f
aKo Baxku cjezehe:

(Ve > 0)(3B = (b, ba, ..., b,) €G")(Vz € G) |[Mp (x) —ql <e. (4)

3a cBaKy KOMIAKTHY TOIOJIONIKY I'DYIy M CBaKy (DyHKIHMjy MoOkeMO nedu-
HUCATH JIEBY U JECHY CPEIWHY ¥ IIPU TOM TO MOTY OUTH PA3JIMYNATE BPEIHOCTH.
Takobhe, dpyHKIHEja MOXKE WMATH BHUIIE JEBUX, OJHOCHO IeCHUX cpeamna. Ha-
penna gedwaUMja HaM Haje jenny Kiacy yHKmuEja, Koja mMa OCcOOMHY J1a ce
JIeBa W JIeCHA CpeJMHa TOKJIANAjy U /1a Cy jeJMHCTBEHe.

Hedbununuja 17. Oyukmyja f : G — R je uHTerpabuHa ako 3a mwy MOCTOjU
jeJIMHCTBEHA JIeBa CPE/IMHA, Je IMHCTBEHA, JIECHA CPEJIMHA U aKO CE OHE ITOKJIAIA]y.
Ty BpegHocr HazuBamo XaapoBuM uHTerpajgom QyHkuuje f u obesiexxkaBamo

ca /f(x)da:.

CraB 8. Axo je f(x) = ¢ 3a ceaxo x € G, 2de je ¢ € R (mj. axo je [ won-
cmanmua), onda je

/ F2)de = c.

Kpahe peueno, /cdx =c.
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Zloxas: Tpeba na nokazkemo sa ¢ jecre jecHa cpejuHa QyHkumje f, Kao u
TO JIa je JieBa CpeINHa M Ja HeMa JPYTHUX.
Heka je € > 0 mpoussomuo u A = (ay,...,a;,) € G™ KOHAYaH CUCTEM eJie-
menara. Ilomro je f(x) = ¢ 3a cBako x € G, Baxu ja je u f(xa;) = ¢, na
je

" f(xay) ¢ c
—_ :’ v ‘:’ _—— ‘: m-— —c¢|l = —c| <
Mgl = el = [0 =] =[S0 e = lme — el =fe—el <6

OJIHOCHO c jecTe jemna mecHa cpeamua dynkmnuje f. Camano ce mokasyje aa je
TO JIeBa CPEINHA.

Heka je cama ¢’ meka ngpyra mecHa cpemuna dpyukmuje f. To 3maunm ma 3a
cBako € > 0 mocroju KoHa4aH cucreM ejnemenara A = (aq,...,an,) € G Takas
Ja 3a cBako r € G BaxXm

|MA’f(1') — C/| < €.

Amw, My s(z) = Z f(za;) _ Z

: m :
i=1 =1

c .
=m-— =g, na je:
m

Slo

le—c| <k,

OJIHOCHO ¢ = . O

Teopema 1. Axo je f : G — R unmeepabuana u o € R, onda je u af unme-
epabuana u eadtcu da je

Jat@iz=a [t (5)

Jokas: 3a o = 0, jennakocr (5) Baxku Ha ocuoBy crasa 8. Heka je o € R\
{0} up= /f(x)da:. Kako je p mecna cpemmna ¢yHKIuje f, TO 3HAYA Oa 34

IpOM3BOJHHO € > () mocToju KoHavaH cucreM enemenara A = (ay,...,a;,) € G™
takaB 1a (Vo € G) Baxu

€
o

OBy HejeIHAKOCT MOYKEMO J1a MOMHOXKUMO ca |a| > 0 u mobujamo

|Ma,p(2) —p| <

|aMa f(z) —ap| < e

3a cBako x € (G, WTO je UCTO Kao

‘ai f(wa,) —ap| <€,

£ m
=1

13



OJHOCHO

m
‘2 :af(xaz) —ap| <e,
- m

1=1

a OBO je eKBUBAJICHTHO Ca

[Maar(z) —apl <e
ma je ap gecHa cpeawna QyHKIHjE o f .

Ako 6u b Ousa Heka apyra JecHa cpeauHa GpyHkuuje o f, onga ou é - b buia

JecHa, cpenuna (GyHKIHje é -af = f. Tomrro je f wHTErpabmiHa, MOCTOjU je-

JUHCTBEHA, JIECHA CPEJINHA KOja je jeHaKka p, Ta je g = p, OAHOCHO b = ap,
quMe CMO JOKa3aju 13 je ap jenwHCTBeHA maecHa cpeawna dyukimje af. Ha
WCTH HAYWH Ce JI0Ka3yje /1a je ap jenuHCTBeHA jeBa cpeauHa dyukmuje af. O

Heka je naro a € G u dynkumja D, : G — G nedunucana ca
D,(z) = za.

OBy dyHKIHjy Ha3UBaAMO JEeCHOM TpaHcJanujoMm ejgeMeHToMm a. CindHo,
dbyuknujy L, : G — G nedunucany ca

Ly(z) = ax

Ha3WBAMO JIEBOM TPAHCJAIMjOM €JIEMEHTOM a. JIako ce Bumm 1a cy PyHK-
muje D, u L, nenpexkusne, kao u ga je Dy—1 = Dy u L,—1 = L1, ma cy, nakne,
D, u L, xomeomopduszmu. Y HapeIHO] TeopeMu NeMoO JI0KA3aTH CBOjCTBO KOje
je KJbydHO 3a XaapoB MHTErpaJ, a TO jé HHBAPHjAHTHOCT y OTHOCY Ha JeCHEe U
JieBe TPaHCJIalKje.

Teopema 2. Axo je f : G — R unmezpabusna onda cy 3a ceaxo a € G u
pynxyuje f o Dy u f o L, unmezpabuane u 6asxcu da je

/f o Dy (2)dz = /f o Lo(x)dz = /f(z)dx. (6)

Joxas: Jokaszahemo ma je f o D, maTerpabuiHa W Ia BasKu /f(aca)dx =
/f(x)da: 3a cBako a € (G, a CIIMYHO Ce J0Ka3yje u Ipyra jeJHaKOCT.

Heka je p = /f(x)dx u € > 0 npoussBospro. Kako je p nesa cpeauna yHk-

uuje f, To nocroju konadau cucrem B = (by,...,b,) € G™ rakaB ua 3a CBaKo
r € G Baxmu
f(biw)
-p

o= [0 <
=1
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OsBa nejegnakoct Baxku 3a cge « € G, na u 3a za € G. Hakie, umamo ga je

yz flban) _ )

An,

- b;xa i oD,)(b;x
$ ftsre) - (o D)

n = M/B,foDa(m)v

i=1 =1
na je p sesa cpennua u byukuje f o Dy.

Kako je p u necna (neBa) cpequna dpyunkumje f, To MOCTOjU KOHAYAH CHCTEM
C = (c1,...,¢n) TakaB J1a 3a cBako * € G Baxu

- S(zci)
o)1= £ 220 <.
’ c.f(@) —p Z P <e
i=1
OBy penarniujy MOXKeMO Ja HAIUIIEMO y cieaelieM o0uKy:

m
f(zc;a™ta)
_— < €.
Izizl m Pl <e

-1

Heka je cama C' = (c},...,c,), one je ¢; = c;a™' 3a cBe ¢ = 1, m, KOHAYAH

cucreMm enemenara. mamo ga je
m
3 f(zcia)
—p| <e¢
. m
=1
OJIHOCHO

‘i(fODmM—Plz ‘MC’,foDu(l')—p <, (7)
i—1

na je p necua (sieBa) cpequna u dbyukuuje f o D,.

Hokazanu cmo Ja je p u JjieBa u gecHa cpeauna gyukuuje f o D,. Cana
hemo ga mokakemo m ma je jenmHcTBeHa. Ako Om p/ Omia Heka Apyra Je-
cua cpemmna dbyukouje f o D,, Tama 6u p’ Omna mecHa cpeauHa W (DYHKIHjE
foDsoDy1 = foD,oD;t = f, a byuxkuuja f uma jeMHCTBEHY JECHY
cpequHy U oHa je jennaka p. Hdakne, p' = p. 0.

CraB 9. Axo je ¢ unmezpabuana u p(x) > 0 3a céaxo x € G, onda je /@(m)dx >
0.

Zloxas: Hexa je p = /gp(m)da:. Tpeba ma nmokaxkemo 1a je p > 0. Ilpermo-

craBuMo cynpoTHo: p < 0. 3HaMo J1a 3a OUJI0 KOju KOHAYAH CHCTEM eJIeMeHATa
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A= (a1,...,am) € G™ u 6us0 KOjy rauky = € G Baxu:

- Ppra; p(zai) - p(wa;)
Mg plo) 9l = | 32 A —p= 32 s
i=1 j j

(jep je p(za;) >0, ap <0).

N3abepunmo € := |p|. Ha ocHOBY TpeTXo/fHOr jacHO je Jia He MOCTOju KOHAYaH
cucreM ejeMeHara A ca CBOJCTBOM Ja je

(Vo € G) [May(z) —pl <e

IITO je y KOHTAIUKIIKjU CA YUELEHUIIOM 113 je p mecHa cpeauua dyukimje ¢. [

3.2 MHMurerpabuiaHocT HempeKuaunx PyHKInja
[Mocmarpajmo caga dyuknujy f : G — R koja je Henpekugua. IIpumernmo
J1a TTOCTOje mig f(z)m max f(z), jep je f nenpexuana a G KOMIaKTaH. YBeINMO
€ e

cienehe o3nake:

min f := gélg f(z)
max f 1= max f(z)

Vy :=max f —min f.

Tama 3a mpou3Bos/baH KOHAUAH cucTeM ejemeHara A rpyme G Baxe ciemehe
pemanuje:

min M4 ¢ > min f (8)
max M4 5 < max f (9)
Vi, , < Vi (10)

Hokazahemo (8), nok ce (9) mokasyje na cauuan nHadus, a penanuja (10) je no-
CJIeIMIA OBE JIBE.

Osuauumo ca k = min f. Tazxa je f(z) > k 3a cako z € G . Tlocmarpajmo
A= (ay,...,an) KoHauan cucrem enemenara uz G. Tana je

Vxe G)(Vie{l,....,m}) f(za;)>k.

Opasae cienu na je

m

Zf(xai) >m-k

i=1

Ma, Ka/1a OBO TOJEJIMMO Ca, M 100ujaMo 1a je 3a cBako € G
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L3 fwa) =3 TE) _agy a) > k
=1

m
=1

OBo Baxku 3a cse x € G, na je u min My y > k. Oe penamuje Baxke u 3a
byukuuje Mp .

CraB 10. Hexa je f : G — R nexoncmanmmua nenpexudna gynrxyuje. Tada
nocmoju Konwauar cucmem A eaemenama epyne G maxas da 6asrcu

VMA,f < Vf. (11)

Zloxas: Heka je k = min f u | = max f. Ilomro je f mexoncranTha (yHK-

nuja Baxku 1a je k < [. Takolje, momro je f u HenpekuHa BayKu Ja je UHBEP3HA
CJIMKA CBAKOI OTBOpeHOr ckyna y R orBopen ckyn y G.
Heka je h = % Cxyn U = f~!(—o0,h) je orsopen y G u Baxku 1a
je f(x) < h <l 3a cako x € U. @avummja {Ua '},cq ummnm jeman oTso-
pen mokpuBad ckyna (G. Kako je G kommakTaH, u3 CBAKOT HErOBOI OTBOpE-
HOT MOKPHWBAYa MOXKEMO H3IBOjUTH KOHAYaH MOTIOKpuBad. lakmie, mocrtoju
A = (a1,as,...,a,;,) KOHAYaH cucTeM ejemeHara n3 G Takap na {Ua;l}i:L—m
nokpuBa ckym G. 3a cBako x € G m 3a cako i € {1,...,m} Baxu 1a je
f(za;) < 1. Opasae ciaenu na je

m

Zf(mai) <m-l,

i=1

1a KaJia OBy HEjeIHAKOCT IIOJIEJIMMO Ca 1M UMaMoO Jia je

MA’f(i) <l
Mebhyrum, 3a cBako x € G mocroju ig € {1,...,m} TakBo ma x € Ua;)1 (jep
{Ua,i_l}i:m nokpuBa (), ofHOCHO za;, € U, na je f(xza;,) < h.

Cagna umamo 1a je 3a cako x € G

My s(z) < (m=1)i+h <1,

m

OIHOCHO MakcmMyM dynKmnmje M4 ¢ je cTporo Mamy o, MakcmMyMa GyHKIHje
f. Kako na ocuoy (8) munumym ¢yuxuuje M, s Huje Mamu on k, crenu ga

Baxku (11). O
Heka cy A = (a1,a2,...,am) u B = (by,ba,...,b,) KOHAUHW cHUCTEMU elle-
meHata U AB := (a1b1,...,a1bn,a2b1,...,a2bp, ..., anby,...amb,). Taga 3a

cBako = € (G Baxe u caenehe jeqnakocTu:
Manp ;(x) = Map,g(x) (12)

Many (@) = Mp o, (). (13)
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n
Hanwme, Bazku na je Mp r(x Z f , T1a je

foaj

i f(za,
=1
MA7MB,f(x) = Z . m;L
j=1 Jj=11i=1

: m n bq/
Takobe, Map,f(x) = Z Z M, quMe je nokazana jexnakoct (12).
— £ mn

Commano, My 4(7) = Z f(bix), na je

A M/ Z i=1 — z;z; f(mia/]) — M/BVMA,f(,:l:),
i=1 j=

quMe je nokazana jeanakoct (13).
O6enexumo ca O(e) cKyn cBUX OKOJUHA HEyTpasa e rpyme G.

IMosuaro je ga je csaka menpekuana dyskuuja f : [a,b] — R Puman-
uHTErpabmIHa, T0K OOPHYTO HE MOPAa Ja BaykKu. Ta ocobuHa BaxKu 1 3a (pyHKIHje
JedwrHmICaHe HA KOMITAKTHOj TOTIOJIONTKOj TPYTH, a Hapenne aeduHunimje urpajy
BeoMa BayKHY yJIOTY y JIOKa3WBamby J1a je CBaKa HenmpekuaHa QpyHKInja JeduHm-
caHa Ha KOMITAKTHO]j TOIOJIONIKO] I'PYIIN ¥ MHTErpaOuIHa.

Hedbunnnmnumja 18. Heka je A dbammimja (Hekux) peannux ¢Gpynkuuja una G.
a) A je eKBU-HENPEKHUTHA AKO BAXKU:

(Ve > 0)(3V € O(e))(Vf € A)(Va,y € G) ay t eV =|f(z)— fly)] <e
(14)
6) ®amuiuja A je pABHOMEPHO OTPaHUYEHA AKO

AL eR)(VfeA)(VzeG) 1< f(z) <. (15)

Hedbuununuja 19. @yuknuja [ : G — R je paBHOMEPHO HeEIPEKUTHA AKO
BayKU:

(Ve > 0)(3V € O(e))(Va,y € G) zy ' €V = |f(z) — f(y)| < e (16)
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Hapasuo, u cBaka paBHOMEPHO HENPEKuTHA (PYHKIHja je HeIIpeKuIHa, a mo-
3uara je KanTopoBa Teopema Koja Karke Ja je CBaKa HenpekuaHa (PyHKIWja u3
KOMIIAKTHOT MeTPUYKOT mpocTopa y R m paBHOMepHO Hempekwana. 10 mCTO
BaXKMW M 33 OBAKO JIE(MDUHUCAHY PABHOMEPHY HEMPEKHUTHOCT HA KOMIAKTHUM TO-
HOJIOIIKUM IpynaMa.

Hedununuja 20. Huz dbyukuuja f1, fa,..., fn,... : G — R paBHOMepHO
kKoHBeprupa ka byukimjn f : G — R ako Baxmu:

(Ve > 0)(Ing € N)(Vz € G)(Vn > ng)  |fulx) — f(2)| <€ (17)

Ciaeneha reopema (Kojy HaBomumo 6e3 JoKa3a) je KJbY9IHO TBpheme 3a J0Ka-
3WBake WHTErPAOUIHOCTH HeMpeKuaHnX ¢GyHkimja. Hber mokas moxke ce mahm

y [4].

Teopema 3. Hexa je G monosowska 2pyna koja 3a0060.6a6a 0pyey aKCuOMY nNpe-
bpojusocmu u A exeu-HenpekudHa U PABHOMEPHO 02PAHUYEHA damuruja GyHK-
yuja degpunucanur e G. Tada us cearoe nusa gynkyuja fi, fo, ..., fn,--- pa-
MuUsUje N MOHCEMO U3OEOJUMU PABHOMEPHO KOHBEP2EHMAH NOJHUS.

Jlema 1. a) Heka cy ¢,v : G — R u € > 0 maxeu da 3a ceaxo x,y € G sasrcu

o(z) —d(y)] <e.

Tada 3a npouseomar KoHAwAH cucmem esemenama A easrcu:
(Vz,y € Q) [Map(r) = May(y)| <e. (18)
6) Hexa je ¢ : G — R, € >0 u p € R maxsu da 3a cearo x € G sasicu

p(z) —pl <e.

Tat)a 30 NPou360HaH KOHAYAH CUCITNEM EAEMEHAMA A 8AIHCU.
(Vo €G) |Ma,(x)—p| <e (19)

Hamomena: Ope mejeqrmaxocTn Bazke n ako yMmecto dynxmmje My , mocMa-
Tpamo byukuujy My .

Joxas: a) Heka je A = (ai,...,a,) KOHaYaH cucreM ejgeMenara. Kako je
3a cBako T,y € G

p(2) =¥ (y)| <
TO je m
[p(zai) —P(yas)| <e,
3a cBe 1 = 1, m. AKO caja OBy HejeTHAKOCT CyMHPaMO TIO 1 T00HjaMo

m

Z lp(za;) —P(ya)| < m-e.

i=1
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MebhyTum, HA OCHOBY HEjeTHAKOCTHA TPOYIJIA CJIEIH

| D (plaa) = lyar))| < 3 lp(aas) = lyar)| < m -

OIHOCHO
m

m
> elaan) = 3 vyar)
i=1 i=1
Kaza oBy mHejemHakocT momenmmo ca m mobujaMo 1a je

[Map(x) = May(y)l <e

mTo je u Tpebaao JOKA3ATH.
Hejeaunakocr 1oz 6) ce Joka3yje Ha CAMYaH HAYKH. O

<m-e.

YV napemHoj Teopemu nokazaheMo jeaHy Of KJ/bydHUX OCOOMHA, CBUX HENPEKW/I-
HuX BYHKIH]jA.

Teopema 4. Csakxa nenpexudna dyuryuja je unmezpabuina.

Zloxas: Heka je f : G — R menpekugna ¢yukmuja. Jda bucmo mokazanu ga
je oBa ¢yHKIMja nHTErpabmina, Tpeda Ja MOKazkKeMO /1a HCIIYHhaBa yCIOBe U3
JedunmMje 17.

Heka je A = {Mas ;. A= (a1,...,an) je KoHAUAH cucTeM ejeMenaTa u3 G}
u € > 0 nmpousBospHO. Ilomiro je dynknmja f Hempekumna, a G je KOMIAKTaH,
f je u paBHOMepHO HenpekuHa (Ha ocHOBY KanTopoBe Teopeme 0 paBHOMEDHO]
nenpexkuanocru). To 3mauu ma nocroju V € O(e) rakso ga

(Vo,y € G) ay™' eV =|f(z) - fly)l <e

Heka je A = (ay,...,a,,) KoHadan cucrem enemenara. U3 xy~! € V cremu na
je (za;)(ya;)' =xy~t € V, rme je i = 1, m. Omasae umamvo ja je

|f(zai) = fyai)| <e,
Kag Tox je vy~ ! € V. Ha mcTu HaumH Kao y Joka3y jgeme 1 mox a) pobujamo ma
je
|Ma,p(z) — Ma,p(y)| <e,

Kag ro je xy~! € V, mTo 3naun ga je dbamMuanja A eKBU-HeTpeKuIHa.

Ha ocuony (8) u (9) umamo ja je 3a cBako = € G
min f <min My < My f(x) < max My p < max f,

na u3 (15) caenu na je dbammiuja A u paBHOMEpHO orpanuveHa (y3MeMo Ja je
I =min f, a | = max f).

Heka je s = ian V. To 3naqm ma nocroju Hu3:
e

fl,fg,...,fn,...EA (20)
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TaKaB J1a BazKH
lim Vf" = S.

n—oo

Kako je damunuja A eKBU-HENPEKUIHA U PABHOMEPHO OIPAHUYEHA, HA OCHOBY
Teopeme 3 Baxku Ja u3 Hu3a (20) MOKEMO U3/IBOjUTH PABHOMEDPHO KOHBEPTE€HTAH
TTOTHI3:

91,925 --59n, - - -
Heka je ¢ : G — R rpanwuna dyukiuja opor nogansa. OHa je HempeKumHa
jep cy cBe dyHKIMje g, HENPEKWIHe, a KOHBepreHiuja je pasHoMepna. [lomro
HU3 ¢, PaBHOMEDPHO KOHBeprupa Ka (GpyHKuuju g, Ha ocHoBy (17) 3a € > 0 mpo-
M3BOJPHO BazKU J1a

(3no € N)(Vz € G)(¥n > ng)  |gn(z) — g(z)| < i
Taxobje, morrro je 1i_>m Vg, = s, BaXn na:

(3n1 €N)(¥n >n1) |V, — s < %
Cazma mmamo za je 3a n > max{ng,ni} :

[Vy— 8| = [Vy =V + Vo | < Vg = Vi |1V}, — ] = | max g —min g —masx g +
min g, [+|Vy, —s| < | max g—max g,|+| min g—min g, |+|Vy, —s| < {+5+5 =¢,

mTO 3Ha4M Ja je Vy = s.

ITokazahemo na je dbyukunmja g Koncranrua, omuocuo aa je s = 0. Ilpermo-
CTaBUMO CympoTHO: (DYHKIHja g HUje KoHCTanTHa. Tama u3 (11) crenm ma je

VJVIA,Q =5 < S, (21)
3a Heku KoHadaH cucreM A = (aq,...,a,,) enemenara u3 G.
Hexka je € = %(s’ — s). Hourro Hu3 g,, paBHOMEPHO KOHBEPrupa Ka MYyHKIUjH g,
Bazxu ciienehe:
(Fno e N)(Vz € G)(Vn > ng)  |gn(z) — g(x)] <e. (22)

Heka je n > ng duxcupano. Taga wa ocHOBy jieme 1 Baxkwu
(Vz € G) |May,(z) = Mag(z)| <e (23)
N3 (21) u (23) cremn ga je:

Vida,, <8 +2¢<s,

MITO je KOHTPAAWKIN]a, jep g, € A, ma m My, € A na ocnoBy (12), a s je
Jome orpanndere ckymna {V, : ¢ € A}. Jlakie, GyHKnuja ¢ je KOHCTaHTHA,
OJIHOCHO ¢ = p, 3a HeKO p € R.
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Heka je € > 0 upoussosbro. Ilowmro Hus g, paBHOMEPHO KOHBEPIUpPa Ka ¢ CJieu
na
(no e N)(Vz € G)(VYn > ng)  |gn(z) —p| < e

Heka je n > ng duxcupano. Kako je g, € A, o je g, = M4, y 33 HeKu KOHa4aH
cucTeM ejeMenara A,, ma je:

Vx e G) |Ma, s(x)—pl<e
Haxue, p jecre jeana necua cpeauua dyHkmnuje f.

Cama hemo nma mokaxkemo ga ¢yHkmuja f uma O6ap jeJHy JieBy CpeiuHy.
Jloka3 MoxKe s1a ce u3Beie aHaJOrHO J0Ka3y 3a IOCTOjarbe JECHE CPEUHE, Al
hemo Mu TO ypaauTu Ha Apyraunju HauwH. AKo Ha rpynu G yBeIeMo Omepalujy
X : G X G — G na cnenehn maunm:

(Va, b€ G) axb:=b-a, (24)

rae je - : G X G — @ omepamnmja wa rpynu (G, m06ujaMo HOBY TOIOJIOIIKY
rpyy G’. Tlomro ¢MO JoKa3aiu Ja Ha CBAKOj] IPYIHM IIOCTOjU Oap jegHa JecHa
CpeanHa, O3HAYMMO ca q JecHy cpeanny dynkmmje f : G — R. Taza 3a cako
€ > 0 mocroju KoHauaH cucreM ejemenara A = (a1, das,...,d,) TAKO 14 3a CBE
z € G’ Baxkm:

e

U3 (24) cnenu na je

n
a;T
‘ E f<z >—q‘<e,
; n
i=1
IITO 3HAaYM Ja je ¢ JeBa cpeanna dynkiuje f na rpymu G.

Heka je caja p npon3BosbHA J1eCHA CPEJMHA, a ¢ ITPOU3BOJbHA JIEBA CPEJMHA
dyuknuje f u vHeka je € > 0 dpurcupano. Taza nocroje koHadnu cucremu A u
B rako ja 3a cBako x € G Baxe (2) u (4). Ha ocnoBy sneme 1 3a cBako z € G
BAXKM:

(Mp s, (@) —pl <e
[Mag, (2) —ql <€
Ha ocuosy penanuje (13) crenu na je

lp—al =Ip— Mgy, ,(x) + Mag, (x) —ql
<Ip— Mg, , @)+ [Maar () —ql <2
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LITO 3HAYM JIa je p = ¢ U TUME je TeopeMa JIOKa3aHa. O
Hapennu cras mHam maje Heke 6utHe ocobmHe XaapoBor mHTErpasa. Hamwme,

JIMHEAPHOCT ¥ MOHOTOHOCT Cy OCODHMHE KOje BaxKe 3a CBe MHTErpaJie, JJOK 0COOMHA
4) u3 HapegHor crasa je cuenubudna 3a Xaapos UHTEPAL.

Cras 11. Hexa cy f,g: G — R uenpexudue gynryuje, a € G v a € R. Tada
saoice caedehie ocobune:

1) (nuneaprocm,)
Jis@ + g@niz = [@do+ [ola)as (25)
/ozf(:z:)dx - a/f(:c)dz. (26)

2) (monomonocm,)
Axo je f(x) < g(x) 3a ceaxo x € G, onda je

[1@is < [s(ws (27)

/dx ~1 (28)

/f(xa)dx = /f(ax)da: = /f(x)dm (29)

Joxas: 1) Kako cy dyukuuje f u g venpekunne, dbyukuuja f + g je Takohe ne-
MPEeKUIHA, 11 je n mHTerpabuiHa Ha ocHOBY Teopeme 4. To 3naum ma mocroje je-
JWHCTBEHA JIeBA U jeINHCTBEHA ecHa cperHa oBe (PYHKIHje U & ce MOKJIANajy.

3) (wopmuparse)

4) (uneapujarmmuocm)

n .
xbi
Takobe, kako je byuknuja f menpexunua, dyuknuja Mp ¢(z) = Z M, rje
n
i=0
je B = (b1,...,b,) KOHauaH cucrem ejemeHara, je Takohe HEUPEKHUIHA 1A je u
WHTEerpabuIHA.
Heka je p = /f(x)da: ugq= /g(x)da: . Iloxkazahemo nma je p + ¢ mecna

cpennna dyskmuje f + g.
[Tomrro je p nesa cpeauna dyuknuje f, 3a cBako € > 0 mocroju KOHAYAH
cucrem C enemenara rpyne G rakas Ja je

|M¢g 4 (x) —pl <e (Vo eq).
Ha ocnoBy meme 1 Baxku 1a je

Mpar, (2)—pl <€ (Vaeq) (30)
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ua je na ocuony (13)
| MGy, [ (1) = Pl <é, (31)
ITO 3HAYU JIa je, 3a NPOU3BOJbAH KOHAYaH cucreMm B ememenara rpyne G, p
nesa cpequna dynkmyuje Mp ¢, a Kako je oBa (pyHKnuja mHTErpabuina TO je p
¥ JIECHA, CPEINHA.
Kako je ¢ mecua cpenwna dyHukiuje g, 3a cBako € > ( MOCTOju KOHAYAH
cucTeM ejleMeHaTa B TakaB Jia 3a cBako x € G BaxKH:

CmgHO Ka0 MaJIonpe, Ha, OCHOBY Jjieme 1 mobujamo a BaxKu

€
[Mar iy, (2) —al < 5 (32)

27
rae je A’ mpom3Bo/paH KOHAYAH CHCTEM €JIEMEHATa, a OBO je Ha OCHOBY (12)
€KBUBAJIEHTHO Ca,

€

|Mapg(e) —d <3, z€G. (33)
Kaxo je p mecna cpenmna dynkumja Mp ¢, To mocToju KOHaYaH crucTeM A eje-
Menarta rpymne G Takas 1 je

€
‘MA,MB,f(x) _p| < 57 reG

a OBO je eKBUBAJICHTHO Ca

€
|MAB,f($)—p| < 5, T €G. (34)

N3 (33), (34) 3a A = A’ cnenn 1a je 3a cBako « € G
[MaB. j+9(x) = (P + )| < |Map,j(2) = p| + [Map g(x) —q| <e (35)

OJIHOCHO, P + ¢ jecre mecHa cpeauna dyakmuje f + g. Jlakie, Baxu 1a je

/(f(:v) +g(x))dr = /f(:c)dﬂc + /g(x)dx‘

Jennakocr (26) je nokazamna y Teopemu 1.

2) Ilowro je (Vx € G) f(x) < g(x), ciequ na je g(x) — f(z) > 0. Ha ocuosy

craBa 9 umamo ga je u [(g(x) — f(z))dzr > 0. U3 numeapnocru ciemu na je

/g(z)d:c — /f(x)dz > 0, OIHOCHO /f(x)dx < /g(x)da:.
3) Basku na ocuoBy crasa 8 3a ¢ = 1.

4) JTokazano y Teopemu 2.
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CraB 12. Axo je f : G — R nenpexudna, mada je

| [1@s] < fis@)a. (36)

Aoxas: Tlomro je f: G — R wenpekunna, u | f| je Henpeknana. Kako Baxn ma
je

—[f(@)] < fz) < [f(2)],

OBY HEjETHAKOCT MOYKEMO I WHTErPaJUMO W Ha OCHOBY MOHOTOHOCTH M JIMHE-
apHOCTH J00MjaMo

—/If(:c)\d:cg/f(x)dxg/u(x)um

ITocnenme HejemHAKOCTH Cy €KBUBAJIEHTHE Ca

| [r@ys| < [is@as,

qUMe je OBaj CTaB JIOKA3aH. O

Cras 13. Hexa je f : G — R nenpexudua. Axo je f(x) > 0 3a ceaxo x € G u
f(zo) > 0 3a nexo xg € G, mada avtcu

/f(x)dx > 0. (37)

Jloxas: Tlomro je f HempekuaHa, HHBEP3HA CANKA CBAKOT OTBOPEHOI CKYIIA
v R je orBoper ckynm y G. Ako je h = @, tana je ckyn U = f~1(h,+o0) C G
orBopen u Henpaszan. Opasue cueau na je f(z) > h > 0 3a cBako z € U.
Qavumuja {Ua"}aeq je jenan nmokpusau ckyna G, a nomto je (G KOMIAKTaH,
mocToju KOHawaH cucreMm enemenara A = (ay,...,a,,) Takas ga {Ua; '}
MOKpUBa, cKyn G.
Buamo za je f(z) > 0 3a cako x € G, a 3a maro x MoxeMo Haliu k TakBo Ja
T € Ua,;l, onuocHo zay € U. Omasue cienu na je f(zag) > h, na je

i=1m

h
M > — (V.
as(@)z = (Ve e,
1ma Ha OCHOBY cTaBa 11 mmamo jga je
[1@ar=25" [ pearar= L [3° swarae = 12,002 2 50
T x-mi:l Ta;)dz = — 2 za;)dr = aflz)de = — .

d
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Y crasy 11 nokazasnu cmo ocobune XaapoBor HHTErPAJIA, & HAPEHA TEOPEMA
HaM MoKa3yje Ja je TO jeIMHN WHTerpaj Koju 3a10BOJhaBa OBE OCOOMHE.

*

Teopema 5. Axo je / Jjows jedan urmezpas deuHUCAH HA KAGCU COUL HETpe-

rudhur gynkyuje ud G y R xoju 3adosomasa ceojecmea u3 cmasa 11, onda 3a
npoudeonny nenpexuony pynkuujy f: G — R saorcu

/*f(x)dx _ /f(m)dx.

Joxas: Heka je p = /f(x)da:. Tpeba ma mokazkemo 1a je / f(z)dx = p, onno-

CHO 113 3a € > () MpOn3BOJHPHO BAXKH| 1A je

‘/* f(z)dz —p| < e (38)

[Tomro je p mecHa cpenuna dyukuje f, 3a cBako € > 0 mocroju cucrem A =
(a1,...,a;,) TakaB ga 3a cBako x € G Baxku

[Maj(z) —pl <

OJTHOCHO
—e< Mas(z)—p<e
*
ITomrro je / MOHOTOH, CJIeIu Ja je:

/*(—6)d36 < /*(MA,f<$) —p)dz < /*edx.

W3 nuneapuocTu OBOr MHTErpaJja Cienu Ja je

—e/dmS/MAj(x)dx—p/dee/dx.

Kaxko je ["dr =1 1o nobujamo na je

—e< / My ¢(z)de —p <e,

IITO je UCTO Kao

‘/*MA,f(x)dx —-p|l<e

Hame, na ocuoBy nebununuje byukimje My ; u ocobuna (25)-(29) unrepana
[* umamo na je
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/MAf dx—/—z (za;)dx = — Z/f dm—/f

qmuMe je JoKazaHo (38). O

CraB 14. Hexa je f : G — R nenpexudua dynxyuja. Tada je:

/f(x_l)dx:/f(:c)dx. (39)
/*f(x)dx = /f(x’l)dx. (40)

ITokazahemo 1a oBako medwHMCAH WHTErpas 3aJ0BOJbaBa CBa CBOjCTBA M3
craBa 11. Heka je g : G — R jomr jenna nenpekuana ¢dyuknuja, « € Ru a € G.

Zloxas: Jledunaummmo

1) s smmeaprocrn Xaaposor muterpana u (40) crem aa je 3a cpaxo 2~ € G
[ U@+ g@ntr = fisa) + g ie = [5ade + fotear =
/*f(x)dx + /*g(x)da:;

/*af(x)dx = /af(zfl)dz = a/f(:fl)dx = oz/*f(x)da:

2) Axo je (Vz € Q) f(x) < g(v) onma je u f(x~!) < g(z~1), ma umamo na
je

/f dx—/f dx</( _1)dx:/g(a:)da:.
3) Ako je (Vx € G) f(z) =1 onpa je u f(z~1) = 1, na umamo ga je

/*f(x)dx = /f(x_l)da: = /dx =1

4) Heka je i : G — G dyuxmuja nara ca i(r) = x~! u D, mecHa Tpanc/ia-
nyja ereMeHToM a. VI3 maBapujanTHOCTH XaapOBOT MHTETrpaJIa IMaMo /1a je

/*f(xa)dx _ /*(foDa)(x)dm - /(fopa)(xfl)dx _ /f(:fla)dx
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_ /f((a—lx)—l)dx _ /(foi)(a_lx)dx - /(foi)(x)da: _ /f(i(x))dm -
/f(x‘l)dx:/*f(x)dx.

Jpyra jenHakocT ce J0Ka3yje aHaJOrHO akKo ymecTo ¢gyukmuje D, mocMaTpamo
dyukuujy L, (Lo(z) = ax).

Hoxkazanu cMo na uaTerpad gedunucan y (40) 3a10B0o/baBa CBa CBOjCTBA U3
craBa 11, ma 3 jeauHCTBEHOCTH XaapOBOT MHTETPAJIA CIEIN 14 je

[ 1@y = [1ws

qUMe je CTaB JOKA3aH. O

o cazma cmo pasMarpai HempeKuaHy (pyHKIujy jeHe MPOMEHbUBE, a Cala,
heMo ma BUANMO KAaKO pavyHAMO WHTErPAJ aKo je Jata (DYHKIHjA IBE MTPOMEH-
JbUBE.

Heka cy G u H KoMmakTHE TOMOJIOIIKE I'PyIe KOje 3a710BO/baBAjy APYTY aK-
cuomy upebpojusoctu, P = G x H u f : P — R nenpekuana QpyHKLIHja aBE
TPOMEHJbUBE T W Y, TIpu uemy je © € G, y € H. Axo dukcupamo y GyHKIHjy
f Moxkemo ocMaTpaTH Kao HENMpeKUAHY (DYHKINjy MPOMEHJbUBE & 118 MOYKEMO

na pedunumenvo ¢(y) = [ f(x,y)dz. Camgno, ako durcupamo z mobujamo

dbyuKIMjy TpOMeHIBIBE Y, TTa MOYXKeMo na gedunuIeMo () = /f(x7 y)dy.

Hajupe hemo na mokaxkemo na cy o(y) = /f(x, y)dz u () = /f(:c,y)dy

wenpekuae dyukmuje. Ilomro cy G u H KOMITAKTHE TOIOJIOMIKE IPyIe KOje
3a/I0BOJBABA]Y APYTY aKCHOMY MPEOPOJUBOCTH, BaXKM Ja je M P KOMIaKTHA TO-
MOJIOINKA TPyHa Koja 3a70BOJbaBa OBy akcuomy. Dymkmujy f : G x H — R
MOXKEMO Ja TOCMaTpaMo Kao peanny ¢yukmujy f : P — R jeane mpoMenbuse
z, vie je z = (x,y) € P (z € G,y € H). Ta dyukuuja je nenpexkunna, a P je
KOMIIAKTaH, 1na je u papuomepHo nenpekuana (Kanroposa reopema). I3 (16)
caenn nia

(Ve > 0)(AW € O(e)) (V2,2 € P) 2zt e W = |f(2) — f(2)| <,

rIe je e HEyTpasa rpyme P.

A, okommaa W cagpxku nomokosnuny obauka U x V', tne je U okonuHa Hey-
Tpana eg rpyue G, a V okosnuna neyrpasa ey rpyue H (nakie, e = (eq,en).
Caza umamo 1a,

(Ve > 0)(3U € Oleq))(3V € Olen))(Va',x € G)(Vy',y € H)

dat e Uy eV = |f@y) - fla,y)| <e (41)
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Axo dbukcupamo y,y € H raxse na je y'y~! € V, uz (41) crenu na je

(V’JJ € G) ‘f(xay/) - f(xay)l <€ (42)

jepzr~l=eqg e U.

Ha ocuoBy (42) u craBosa 11 u 12 Baxu cuezelie:

\f’/fxydxf/fxydw—‘/ (r.1/) — Fla))da| <

/\fﬂ;y acy)|da:</edx:e,
omHOCHO (PYHKIHja ¢ je paBHOMEpHO HenpekuaHa. CIMYHO ce JoKasyje Ja je u
dyukuuja 1) (paBHOMEPHO) HeNpeKuIHA.

Xaapos unrerpai dpyukimje f : P = Gx H — R obenexuhemo ca/ fz,y)dzdy,

a HapeJHa TeopeMa HaM ITOKa3yje KaKO PadyHaMO OBaj MHTerpaJ.

Teopema 6. Hexa cy G u H xomnaxmmue monoasowke zpyne Koje 3a00605a6ajy
dpyey axcuomy npebpojusocmu u f : G X H — R nenpexudna ¢pynryuja. Tada

! [[ swwizay= [ ([ sedn)ay= [ ( [ s@ay)an. @)

Joxas: Joxkazahemo na je //f(w,y)dmdy = / (/f(x,y)dx)dy, JIOK C€ IpyTa

jemHakocT mokasyje amamoruo. Heka ma je / uHTEerpas Ha P medwunucan ca

[ serz= [ ([ stan)ay

3a menpexkuany byuknujy f: P — R. OBaj uaTerpas 3a10Bo/baBa CBe OCOOMHE
u3 crasa 11. Mu hiemo nokazaru (29), u TO camo jeaHy 0/ OBE [BE jeJIHAKOCTH.
Heka je ¢ = (a,b) € P. Taua je:

/*f(zc)dz = /(/f(xa,yb)dm)dy = / (/f(x,yb)dw)dy
~ [ ([r@ac)ay= | f(e)de.

E3
MebhyTum, 360r jeqmHCTBEHOCTH XAaapoBOr MHTErPaJia BaxKH 11a je / f(z)dz =

/ f(z,y)dedy na je

J[ t@ndsis= [ ( [ 1@ )de)a

29



qUMe je JOKa3aHa TeopeMa. O
Caza hemo ma ompenumo XaapoB WHTErpasl 3a HEKE KOHKDETHE MPUMEpE.

Hpyru u Tpehn mpuMep cy mo3HaTh O paHHje, a MH NeMO Ja MOKaXKeMO KaKo
MOXKEMO JIa, UX BHJMMO KAO CIEIHjaHe CiydajeBe XaapoBOr WHTErpasa.

3.3 IIpumepu XaapoBor mHTeErpaJja

IIpumep 14. Heka je rpyna G = {g1,92,...,9n} xkoHAUHA U f : G — R Hempe-

kugHa. Taza je
_ . f(gi)

ITorpebHno je moka3aru ga OBAKO jedUHUCAH HHTErPAJ 3a0BO/HAaBA CBE OCO-
oume u3 crasa 11.

1)(nuneapuocr) Heka je « € Ru f,g: G — R menpekunne dyukuuje. Tana je

/ 0+ Z”:J“rg 9:) ngerggz ngl Zggl

/f d33+/ (x)dlx

Taxkobe, Baxku u cienehe:

/af(x)dx—zaf = Zj:

=1

~a [ f(@)iz,

ma je 3a0BosbeHa ocobnHa 1) n3 crasa 11.

2)(monoronoct) Ako je 3a cBako x € G f(x) < g(x), Taza je

[ rwe =3 100 <5290 [ yan,

quMe je JI0Ka3aHa ocobuna 2).

3)(mopmupame) Axko je 3a ceako x € G f(x) =1, rana je

/f dm—/dm— - = %:1,

1a BaXKN U 0COOUHA 3).
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4) Heka je a € G 6uno koju enemenr. Ilomro je rpyma G xomadna, a = g;
3a HeKo j € {1,...,n}.

n

[ seayts = [(r0 D) jae = 3 LD Z“’Z

i=1

Mehyrum, {¢q1a,...,gna} = G jep je dynkuuja D, 6HJeKuHJa, ma BaykKd J1a

je
/f(xa)dxz/f(x)dx

AmnaJjiorto ce mokasyje Apyra jeITHAKOCT.
Haxme, XaapoB wHTErpas peasHe (pyHKIHje HA KOHATHO] TPYIIH jé apUTMETHIKA
Cpe/IiHA CBUX BPEIHOCTH Te (pyHKIH]E.

IIpumep 15. Heka je f : S' — R nenpexmnana, rae je S jeannmana Kpy KAWIA.
3a Xaapos unTerpas gpyuknuje f Baxku mga je

/ fz fds (45)

T7e je / fds xpusonmHmIjckn wHTErpan dbyHKIuje f Mo Kpusoj St.
S1

JTokaxKuMO OBy ummenuny. Kako je S! jeamnmuma Kpy»KHNIIA, TO 33 CBAKO
r = (z1,y1) € S Baxku ma je 23 + y7 = 1. Axo yBeemMo mapamMeTpuzalmjy Ha
ciaenehu nHauns:
x1 = cost,

Y1 = sint,

e je t € [0,27], rama je /22 + ¢y = V/sin?t + cos?t = 1, na KpuBoIMHUICKE

WHTErpaJj MOKeMO Ja W3PadyHaMo Kao oxpeljenu maTErpas

2
fds = f(cost,sint)dt.
51 0

JluHeapHOCT ¥ MOHOTOHOCT BarKe 33 KPUBOJWHUjCKY wHTerpaJs. Jlokaszahemo
ocobuHe 3) n 4) u3 crasa 11.

3) Axo je (Vx € SY) f(z) = 1 tana je u (Vt € [0,27]) f(cost,sint) = 1, na
“MaMo J1a je

/f dx——/ fds / f(cost,sint)dt = S 27Tdt—i t%—
27 2 o

27T— ):277 2 = 1.
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4) Heka je a € S* npoussossno. Taga je a = (costy,sint,), WM y KOMILIEKCHO]
HoTanmju, a = e'le 3a neko t, € [0,27]. Cana umamo 1a je 3a cee x = et € St

a-x=ete. et = eltatt) — (cos(t, + t),sin(t, +1)).
MebhyTum, dpyHukmmje cos u sin cy 2m-nepuoaudHe, ma je

1 tg+2m

2
/f (ax) dac— ), f(cos(ty +t),sin(t, +t))dt = o

f(cosu, sinu)du

= % f(cosu sinu)du = /f

Kaxo je rpyna S! xomyTarusma, TO je

/f(ma)da:z/f(ax)dx:/f(x)dx

IIpumep 16. Heka je (R, +) romosomka rpyna peajnux opojesa u ¢ : R — R
HempeknaHa GyHKIMja ca meprogoM 1, oxaocHo ¢(t + 1) = ¢(t) 3a cee t € R.
Axo je Z noppyna neaux 6pojesa rpyne R, taza je R/Z = G xosuunuuka
rpyna rpyne R. @yuknuju ¢ nebunucanoj ma rpynu R onrosapa HenpexkuHa
dyukmmja f: G — R TakBa Ja HaApeaHW AWjarpaM KOMYTHDA,

R ? R

G

rue je 7 : R — G nara ca w(x) = [z]. U1 obpuyro, nenpekuauoj dbyukuuju f :
G — R oxrosapa wenpekuana 1-nepuopuana ysknmja ¢ : R — R, ¢ := fom.
3a Xaapos maTerpas dyaknuje [ Ha G BaxK#" 1a je

JECZS / o (46)

rze je uHTerpaJl Ha JecHoj crpanu Pumanos unrerpad (ogrosapajylie) dbyukiumje
¢ Ha cermenry [0, 1].

Hokaxkumo 1o. Heka je g : G — R nenpekunna dysknuja u 1) : R — R nenpe-
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KugHa 1-nepuoanyana ¢gpyukmuja. To 3uaqu na ciaeaehn aujarpaM KOMyTHPA.

R v R

Jokasyjemo ma Bazke ocobmne u3 crasa 11.
1) Hajupe hemo nokasaru na dyuakuuju f+g onrosapa dbyHkumja ©-+1, OIHOCHO
Jla KomyTupa caenelin gujarpam.

R p+y R

G

Bpenmoct kojy y3uma 36up MYHKIWja y HEKOj TAUKU jeJHAKA je 30Mpy Bpel-
HOCTH THX (DYHKIHja Y TOj TAUKH, 11 BaXKH /1A je

(f+9)(7(#) = f(x(1) + g(m(t)) = o (t) + ¥(t) = (¢ + ) (D).

Cagna umamo 1a je:

/ (f(2) + g(a))da = / () + (1)) dt.

Wurerpanm ca gecHe cTpaHe jeIHAKOCTH ¢y PuMaHOBM, Ta 38 HUX BaKMU JIM-
HEAPHOCT, OTHOCHO

/01(80(75)+¢(t))dt=/Oltp(t)dt+/01w(t)dt:/f(x)dx+/g(x)dx_

Heka je o € R. @yuknuju af onroBapa (yHKIHja (v 1A BaXKU U 1A je

/af(x)dx = /01 ap(t)dt = 04/01 p(t)dt = a/f(x)dx.

2) Heka je f(z) < g(x) 3a cBako z € G. Tana je u f(n(t)) < g(w(t)) 3a cBako
t € R, onuocuo ¢(t) < 1(t), na Baxu na je:

[t~ [ (i)t < Olwmdt: [ starda.
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4quMe je loKazaHa ocobuna 2).

3) Ako je f(z) = 1 3a cBako x € G, Taza je u p(t) = 1 3a cBako t € R, na

BayKW 1 0cOOMHA 3).

4) Heka je a € G u tg € R r1akBo na je w(ty) = to + Z = a.

Tana je 3a

cBako x € Ga-x = (tg+7Z) - t+7Z) =to+t+7Z, vae je t € R TakBo 1a
je m(t) = z. Axo Henpermanoj dyHkimjn f : G — R oxroapa HenpekumHa
1-nepuogmuna dyuxnuja ¢ : R — R, nokazahemo na dyukuuju fo L, onrosapa

dyukmnuja ¢ o Ly,. IIpBo, komyTupa ciaenehn gujarpam.

oLy,

R R

™ foLa

G

(f o La)(w(t)) = f(La(2)) = fla-z) = f(7(to + 1)) = ¢(to + 1) = (¢ © L, ) (1)

Cama umamo 1a je

[ #az)ds = [(foLa)(w)dz = / (oL (1)t = / pltott)dt =

:/Olgo(u)du:/f(f)dxa

a caMuM TUM je:

[ taayiz = [ f)aa.

jep je rpyna G KOMYTaTHBHA.
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