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GENERALISATIONS DE DEUX THEOREMES
DE ZYGMUND — B. SZ.-NAGY

DUSAN ADAMOVIC (Belgrade)

SOMMAIRE — On donne des conditions nécessaires et suffisantes pour
I'intégrabilité de la somme d'une série trigonométrique (des sinus ou des co-
sinus), celle-cl étant supposée monotone et bornée inférleurement.

1. Dans la suite les fonctions g(x) et f(x) sont non croissantes et
inférieurement bornées dans l'intervalle (0, =) et

xg(x) € L(O,n), f(x)¢€ L(0,m).
Soient b, (n1-0,1,2,...) les coefficients de la série des sinus de g (x) et

a, (n=0,1,2, ...) les coetficients de la série des cosinus de f (x), c’est-a-dire

b:4
b,1=—2—fg(x)sinnxdx, n=12,...,
19
0

a,,=—2—ff(x) cosnxdx, n=0,1,2,....
T
0

Ici les b, ne sont pas nécessairement les coefficients de Fourier de g (x).
Alors on a:
(A) Pour que la série

Yn¥b,, 0<y<1,

soit absolument convergente il faut et il suffit que
xY=1g(x)€L(0,x).

Publlications de !'Institut Mathématique



82 Dusan Adamovi¢

- (B) Pour que la série

> nYa, H
soit absolument convergente il faut et il suffit que
_ x'=1f(x)gL(0,m) ' 2
ou
f(x) log x € L (0, =) 3

suivant que 'on a 0 <y <1 ou y=1.

Ces résultats pour y=1sont dus & Zygmund [1] et dans le cas gé-
néral 2 B. Sz-Nagy ([2]. De plus, B. Sz.-Nagy a démontré que déja la
sommabilité — C) de la série (1) entraine (2) ou (3) selon le cas.

Soit dans ce qui suit L(x) une fonction a croissance lente de K ar a-
mata [8], c.-a-d. positive et continue pour x>0 et telle que pour
tout t 20

lim L) _ L.
x3+o L (x)
Dans cette note nous allons montrer que l'on peut remplacer dans les énon-
cés (A) et (B), ainsi que dans la remarque supplémentaire de B. Sz. — Nagy,
les facteurs n—Y, xV-! et log x par n=YL (n), x¥'L (1/x) et L(1/x)log x

respectivement. Plus précisément, nous allons généraliser ces résultats par
les théorémes suivants:

THEOREME 10, Soit 0 <y < 2. La série

2 n=Y L (n) b,

converge absolument si et seulement si

=y (—ch—)g (x) €L (0, ).

THEOREME 2v, Soit 0 < vy < 1. La série

2nYL(nya, 4)
converge absolument si et seulement si
xY—lL(—l—) f(x) € L(0,m). (5)
x

1) Voir la remarque & la fin de cet article (p. 98).
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THEOREME 3. Soit 0 < v < L.
Si ’
x~1=YL (x)
ne \croit pas pour x suffisamment grand, de la convefgence de la série (4)
résulte (5).

Si x YL (x)

ne "croit pas pour x suffisamment grand, de la sommabilité - C® de la série
(4) résulte (5).

THEOREME 4. Soit

0<AL(x)logx<ft“L(t)dt<BL(x)logx, x> 1 (6)
1 |

(A et B constants). Alors la série
2n~tL (n)a, (7)

converge absolument si et seulement si

X

L(1>log—}l?f(x)€L(O,n).

THEOREME 5. Soit

x

ft—‘L(t)df>AL(x)logx>0, x> 1.

1
Alors

L (l) log—l— f(x) €L(0, =)
X x

résulte de la convergence ou de la sommabilité - C® de la série (7) suivant
que, pour x suffisamment grand, la fonction x—% L (x) seulement ou déja la
fonction x='L (x) est non croissante. '
Pour L(x)=1 (une constante positive est évidemment une fonction
a croissance lente) le théoréme 1 se réduit a (A), ot l'intervalle 0 <y 1
est remplacé par l'intervalle plus large 0 < y<C2, les théorémes 2 et -
se réduisent 4 (B) et les théorémes 3 et 5 a la remarque supplémentaire

10



84 DuSan Adamovié

de B. Sz.-Nagy. Les théorémes 1—5 ont un sens analogue a celui des
généralisations des résultats de Boas, Heywood et Young {3, 4, 5],
données par Aljanti¢, Bojanié et Tomi¢ dans [6]. Nos résultats, avec
ceux de Aljan¢i¢, Bojani¢ et Tomi¢, montrent que la motion de fonction
a croissance lente, introduite d’abord dans les théorémes -abéliens et tau-
beriens, est aussi féconde dans la théorie des séries trigonométriques.

Notons que la condition (6) du théoréme 4 est par ex. satisfaite par
les fonctions

L (x)-—;(logk X)%, k>>2, pour x suffisamment grand,
et
L (x)=(log x)*, @ >—1, pour x suffisamment grand;

elle n'est pas satisfaite par les fonctions
L (x)=(log x)=, a<—_1, pbur x suffisamment grand.

Nous ajoutons aux résultats précédents le théoréme suivant, qui en
est proche bien qu’il ne généralise aucun des résultats cités de Zyg-
mund — B. Sz.-Nagy: :

THEOREME 6.2) Soit L (x) convexe et tel que

i n1L(n)y<+ o0,

n=1
Alors la série

. Tba L (n)

converge absolument si et seulement si
x-t L(—l—)g(x)eL(O, x).
X

Pour les démonstrations des théorémes ci-dessus nous avons besoin du

LEMME. Soit la fonction ¢ (x) non croissante et inférieurement bornée
dans lintervalle (0,a), a>0, et soit s>0. Alors lexistence de l’une’ des

intégrales
o «

foL (-i—)d @(x) et fxs'" vL (—)1?) P (x)‘dxA | (‘.8)

0 0

3. Loc. cit. 1) -

11



Généralisations de deux théorémes de Zygmund — B, Sz.-Nagy 85

entraine l'existence de I'autre et que
(x)fts"‘L( )dt—»O x40,

Pour L (x)=1 ce lemme se réduit au cas particulier du lemme de
B. Sz.-Nagy [2]

2. L’exposé qui suit est fondé sur quelques propriétés des fonctions
a croissance lente, A savoir:

L (tx)

LG 21, x4 0o uniformément pour 0 < a < t< b << +o0.
x

@

(I1) Si la fonction ¢ (x) est positive et continue pour x>0 et Q)(x)N
~L (x), x+ 400, 9 (x) est une fonction & croissance lente.

(III) Pour tout o« >0
x*L(x)++oo et x~*L(x)+0, x-+oc.
(1v) Si a>b et si lon ﬁose
L, (x)= x—éogmtg{t« Ly, L) =% Max (=< L (1),

L (x)=x% Min {t*L (8)}, = Ls(x)=x—= Min {=L (5)},
. 0<i<x - x<l<+t o

on a .
Li(x) ~ L (x), X 400, k=1,2,

de sorte que, d’aprés (11), les fonctions Zk (x), k=1,2, continues pour x >0,
sont a croissance lente.

3. Démonstration du lemme. On démontre d’abord que, pour
0<xKa s>0,

‘0<Px-L.(—i-)<fts—lL(%) i< QxsL (%) )

(P et Q constants), oil 1’ex1stence de lintégrale envisagée est assurée
par (III).

12



86 L Du$an Adamovit

Si 'on pose s=¢"4s", 0<s'<C1, s">0 et t=1/u, on aurg,

d’aprés (1V),

fts ‘L( ) ft"-“u L () dt <

0

< Max {u- s"L(u‘:}fts'—‘ dt=<—l—)__s L, (—1—) £<
_ x

Ix<ul+»
<% sufd)-em(l
L) X X

X X
f o1 L(—:—) it> Min  {ut-*L(x) f 5 dt =
0 0

Ix<a<l4w

1—s/ "+ 1 '
X —\x/s"+1  s"+1 x X

De (9) on déduit d’'une part 1'équiconvergence des intégrales

et aussi

24

fst(-;lc—)dcp‘(x) et of[fs-iz,( )dt]dcp(x).

0

D’autre part (0<e<a),

f[fts—iL(%) dl]d[-—q)():)]:
| _cp(a)(kalL(—i-)dx+qa(e)fxs—‘L< )dx-i—fxs ’L( )q)(x)dxg

< f vL(2)emax-e @ f vt ()

13



Généralisations de deux théordmes de Zygmund — B. Sz-Nagy 87

on en déduit 'équiconvergence des intégrales

j[fts“‘ L (—%—) dt] d[—e(x)] Et/ 0f)c’"’L (—l-) 9 (x) dx,

donc, en vertu du résultat précédent, I'équiconvergence des intégrales (8)
Il s’ensuit enfin que de l'existence de l'une de ces deux intégrales résulte

0<<p(e)fx3“L(-—l—)dx<fxs"‘L(-l—)cp(x)dx-)0, & > +0.
0 x 0 *

4. Démonstration du théoréme 1. On peut supposer sans ré-

striction que
g(x—0)=0.

Dans le cas contraire il suffit de considérer la fonction g(x)--g(x—0),
car une constante additive ne peut rien changer, les deux conditions dont
le théoréme 1 établit 'équivalence étant automatiquement satisfaites pour

g(x)=const. On a alors
- 4

bné——Q— (1 -cos nx)dg(x) >0. (10)
™n
0

En effet, d’aprés le lemme (avec L (x)=1),
xg(x) & L (0, n)

entraine P'existence de l’intégraie

T

[xdg )
0

et que
x2g(x)»0, x>+ 0,

et par conséquent l'existence de

f(l - €0s nx) dg (x)
0

et que : .
(1—cosnx) g(x)-0, x-» + 0.

14



88 Dulan Adamovié

Donc, en tenant compte de g(n—0)=0, une intégration par parties donne

___fg(x)sm nx dx = 2[ lim g (x) (1— cosnx) f(l-—cosnx)dg(x)]
nn

x40
n

= —~— [ (1 -cos nx) dg (x)
wn

’ 0
D’aprés (10), la série

E nY L (1) by = —— E L(n)n- l"rf(l—cosnx) dg (x)=

n=1 n=1

- ...-i_ 21 n~t=Y(1—cos nx) L (n) dg (x) = _% fA (x) dg (x)
0 0

converge si et seulement si cette derniere intégrale existe. Cependant,
comme nous allons le montrer, :

0<M'xYL(-1—)<A<x)< M”xYL(-l—>, Lo
x x
de sorte que l'intégrale mentionnée existe en méme temps que lintégrale

S
Ofxw,( )dg(x)

d'ott, d’aprés le lemme, résulte le théoréme 1.

Nous n'avons donc qu’a prouver les inégalités (11). Si I'on pose

A(x)= 21 itY(l-cosnx)L(n)= 3 4+ T =AD(x)+ A®(x)

n<ljx a>1x
et si I'on a
Max {0, 1 -y} <8 <2-v,y=Y'+7", Y >0,v">0,

on obtient, en vertu de Vinégalité

I—cosu<Mm{ 22}

15



Généralisations de deux théorémes de Zygmund — B. Sz -Nagy 89

et d’aprés (IV), pour x suffisamment petit,

A(l)(x)<—— 3 pt-v- 611$L(n)<-—— Max {BL(f)) T n—r-3g
n<lx

n<lfx 0< \l/x

1/x

2 _
< x (_1_)6 L, (_L)fil—Y—a dt < M" xYL (l) ,
2 \x x X
0

A(z)(x)<2 ==Y =YL (Il) < 2  Max {t_YuL (t)} 2 1= <
n>1x x<t<4o n>1/x.

L2 frera ),
X bd

1/x—1

donc
A (x) <M"xYL(—1-) .
X

D’autre part, comme
1—cosu>2 (—:—)Bpom— lu| <
on a, si 'on prend
8§ > Max {0, y -1},

pour x suffisamment petit,

A (x)>2(-j—f—)2 ¥ a=Y+8n-8 L(n) >

n<lix

>Z Min (F5L() Y n-TH >

xt o<t<lx nElx

1/x—1

> T ez,
- X

16
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5 Démonstration des théoremes 2 et 3. De la méme facon
quwau début du § 3, on peut déduire, en utilisant le lemme, la formule

. n
1 fsin nx df (x), (12)
nn
valable sans restriction.

Nous allons montrer d’abord que (5) entraine la convergence absolue
de la série (4). Nous démontrerons ensuite la seconde, puis la premitre
assertion du théoreme 3 et, enfin, que la convergence absolue de la série
(4) entraine (5).

Dr’aprés (12), la série

T

En—u(man; fzn—l ’L(n)lsmnxw[ f )] =
n=1 n=1

0

-2 [B(x)d[-1()]

converge si la fonction

B(x)=3 n-=Y L ()| sin nx|

n=1

est intégrable par rapport a f(x) dans Pintervalle (0, n). Comme on a, en

posant
Y<y+86<l, y=yY+Y" v >0 y">0,

pour x suffisamment petit, |
B(x)<x > YL (n)+ E n—l—YL (n) = B(x) + B@(x),

n<ljx

B(‘)(x)=x > n=v=3md L (n) K x Max (BL{)) 2 n—¥-8 K

n<l/x 0<t<l/x n<l1/x
1 e A
< x (—~> ( ) t =8 dt < M, x¥ L <~)
X X
BO(x)= X a =V V" L(n)< Max {HY"L(t)} X =g
n>ljx x<t<+ow nSlx

m

g(-i—)—Y" ( )ft—l—T’dt<M xYL(i)

1/x—1

17



Généralisations de deux théorémes de Zygmund — B. Sz.-Nagy 91

on obtient
B(x) < M, xYL( 1)
X

On en conclut, d’aprés le lemme, que (5) entraine la convergence absolue
de la série (4).

Supposons que la série soit sommable—CW, c.-a-d. que la suite

14

2’3 (1 “_:‘)V_YL(V) ay= -2 }n: (1——:‘)V"“YL(V)Siﬂvxdf(x):

v=1 "Jy=1
0

- —%an(X)df(x)
0

tende vers une limite finie lorsque n- oo, et que x=Y L (x) ne croisse pas
pour x >m, m entier positif. Soit

1-cos(2v+1)x/2
2 sin x/2 ’

sy (x) 2¢f v=1,9 ....

Alors . :
n
Pn(x) =% (1 —-V—) v-1=Y L (v)sinvx=
n

v=1

=’§‘[(1 - L) y=rL )= (12 g L (v+1)] [5, (x) =80 (x)] =

y=1
’:E:[( ——>v—1—YL(v)—( —ﬁ,;—l)(wl)—l—m(v+1)}su(x)—
(13)
~(1- %)L (1) 50 (1) > Eﬁ [g —L (1) s, (x>]=P,.w(x>+P<1>(x>.
La suite

=(1 —i) VI=TL () — (1 ——“L—l)(w T L v+ 1) -
n n
=YL ) - (v )Y L (v 1)) -

~— (LG =D)L D) v <a- 1,

18
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est positive pour v_>m, et, pour un v>m fixe, non décroissante par
rapport & n; de plus,

Wy @, =y"1"Y L (¥) = (v+ 1)~'-Y L (v+1), nro0

En utilisant le fait que
5, (x) >0, 0<xm,

on en conclut que les fonctions de la suite P{(x) sont non négatwes
et que cette suite tend vers : .

Pr)=lim S 0ns()= 3 wy5,(x).
On obtient de (13) ‘
fWMMfm1U¥mwm}wawm (14)

0

Comme, d’aprés lhypothése

lim fp (x)df(x)

est fini et que la fonction P!)(x) est, d’aprés le lemme, intégrable par rap-
port & f(x) dans (0, x), on déduit de (14), tenant compte de la non-néga-

tivité des fonctions P)(x), que la fonction P (x) est intégrable par rap-
port a2 f(x) dans (0, =).

Or, comme nous allons le démontrer tout de suite,
P(x)>MxYL(i)>o, (15)
x

ce qui entraine P'existence de V'intégrale -

fﬂL()wux

donc, d’aprés le lemme,

xY"‘L( )f(x)éL(O ).
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H-reste & démontrer (15), Pour v+1/2<na/x ona"

Sy (x) >_2_(g_v_t}_ x)z_-= __2_x ( V+_é_)2

x\ 2= .l

et, pour x suffisamment petit, d’aprés (I) et (IV),

P(x)=3 s ()7L () - (Vl+ D=L+ >

v=m

>2x T ) YL - D)L >

1 mpp<THR<Tx

nfx-1 .

>2y f(t'-l/z)zd[—t—xw,,(,)]:’

m nfx—1
[ 2
=21 l +2f (t-1/2)t"1“YL(t)dt]>
T } n/x—1 m
[ 2 - 2 —1—Y !
>2 ¢ Jm- 12 m=1— L (m) - (1_—3—> (_“—- 1) L(E— 1) .
LA | x 2/\x x
w/x—1
+2M, Min {t-Y2L(m)} f 12 dt] > |
0<<t<<mix 3

m

2 1\ xY2 g—Yi2 - 1—y12
>"xl2M L{— | ——mMM—|[— -1 — e | -
/'n:zx[ ’ (x) 1-v/2 [( ) m ]

2 -1=Y
. (f___f*_) (_"__ 1) L (i- 1)}>
X 2 X X
>2( 2 M, ___M1)“—1—YXYL(_1_)=MxYL(_L), M>0.
1-v/2 o *

93
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Ici les constantes M,, M; et Mg sont positives et plus petites que 1 et
la constante M; est plus grande que 1; elles peuvent toutes étre aussi
proches de l'unité que l'on veut. :

Si I'on suppose que la série (4) converge, c.-a-d. que la suite

n
n n
v YL(v)a = - —2—f > vIYL(Y) sinvxdf(x)
v=1 ™ v=1
0
tende vers une limite finie lorsque n-+» o et que v—!=YL(v) ne croisse
pas pour v_>/, | entier positif, on obtient, d’'une manitre analogue que
ci-dessus, que
n
Qn(x) L3 v 1=V L (v)sinvx=

y—=1

= 3 L) = (D)L (v 1], (8) — L (1) So (x) + ==Y L () 50 (1) >
=1

> n [1—1 L1 A W
>3 4[5 ()so<x>]—czn (%) +QU(x),

v=I

oit QY (x) est une suite de fonctions non négatives, et I'on en déduit
l'intégrabilité de la fonction P (x) par rapport a f(x) dans (0,w). On en
obtient de nouveau (5).

Soit enfin
> YL (n)|a,|=K<+o00.

n=1

Alors
n n
K>3 viL0)|a|>3 Min (70 (0)]a)=

y=1 v=1

= 3 Lo ai= $ L0 ,%Ofsinvxd[—f_(x)l >
)_;2:_ of[vz; vwﬂ’—‘l,_l(v)sinvx]d[ff(x)] =
-2 [Ratat-16|-
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Ici la fonction x—VL,(x) ne croit pas pour x > 0. Or,

no
R, (x)= > v 1=YL (Wsinvx >
v=1

>3 YL () = 0+ DY Ly (v )] su (x) = L (1) 5, () =

y=1

=R (x) =Ly (1) 56 (%),

ot R(”(x) est une suite de fonctions non négatives et la fonction s, (x)
est intégrable par rapport 3 f(x) dans (0, n). Par un procede semblable a
celui employé ci-dessus on obtient

R(x)>>MyxYL, (—) >0, R(x)= lim RY (x)
. - X
d’on, d’aprés (IV),
R(x)>M xYL( )>0

On en obtient (5) en utilisant le lemme,

6. Démonstration des théorémes 4 et 5. Le plan général de
cette démonstration étant le méme que celui de la précédente, nous
n’en donnerons qu'une esquisse, en soulignant quelques points caractéris-
tiques. '

19 On majore I'expression
B (x) = BY(x) + BY)(x),-
ol ces trois fonctions sont définies (avec y=1) de la méme fagon qu’au-
paravant, comme il suit:
BYxy=x X n1L(n)<x X o2 Max {t2L(1)<
n<l/x .

n<li/x n<t<+4o
1/x
< X H nt Ly (1) < x[zz(l) +ff"17= (1 dt]<
1

1/x

<x[i‘2(1)+Mmft~l L () dt] <x [Z2(1)+M“ L (%) log %] <
1

<M,2xL(—1—) log-l—,
X X
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B(z)(x)‘" E ﬂ’zL(Iz)< " Mag {t- llzL(t)} 2 =32 <

+o |
g(—->_”21,(—~) f t“s/zdt<M,,xL(l)<M“xL( )log——

1/x~1

B(x)M st(l)log——
x

ot I'on a utilisé la condition (6) et sa conséquence lmmedlate il existe
un T >0 tel que, pour x suffisamment grand,

L, (1) < TL (x) log x.

20 On déduit de l'inégalité obtenue, en appliquant le lemme, on le
role de L (x) est joué par la fonction 2 croissance lente L (x)log x, que

L <-—1—) log -1—f(x) €L(0,m) (16).
x x .

entraine la convergence absolue de la série (7).

3% Si la condition

x

ft“L(t)dt>Alogx>0, x> 1

1

est satisfaite, de méme que les conditions que
x—2 L (x) ne croit pas pour x suffisamment grand, ou que
x~1 L (x) ne croit pas pour x suffisamment grand

respectivement, en partant des hypothéses correspodantes sur la série (7),
on aboutira, de la méme fagon que dans la démonstration précédente,
a l'expression

oo (-3 - pifrecoal

X
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que Yon peut minorer maintenant par (Mys > 0, M, > 0)

2 [2 M, L (l> log & — M., L (l)} -
2 X X X

™
__.2_< M,s— M, )xL(—l——)logi>
2 log 1/x x x
1 1
>M18xL<';) og—,  My>0 - (18)

4° En supposant la convergence absolue de la série (7), on obtient
Pexpression (17) ott L (x) est remplacé par L, (x). Cette expression peut
étre alors de nouveau minorée par I'expression (18).

5¢ L’application du lemme, de la méme fagon qu'a 2° d’aprés les
résultats 3° et 49 prouve alors que I'hypothése correspondante sur la série
(7) entraine (16).

7. Démonstration du théoréme 6. Nous remarquons que des

propriétés supposées de la fonction L (x) résulte que L (x) ne croit pas 'Primedbﬁi-]%- f
pour x suffisamment grand et tend vers zéro lorsque x - 4 0o et aussi que

1 . vegne nekorekt
1L (_x—) €L (0,m). vosti ovog do- :
| ka2CL LSPra-Y=
On en conclut que les deux conditions dont le théoréme 6 établit 1'équi- f-\'l@ﬁe sV W
valence sont satisfaites pour g(x)=const, et l'on peut, comme dans la | 0' y}jﬁ‘ Q‘i@j
démonstration du théoréme 1, supposer, sans restreindre la généralité, que arvgey A 9 .
g (x—0)=0, d’oit, d’aprés (10), la non-négativité des coefficients b,. Par Vgﬁiﬁ,@ﬁ@;
511 v s F
conséquent, pour que la série Y c,é’aaku”geh&i

i L (n) by = E[ [i L (n) sin nx} dx mfi'ga’t‘i&ns ds ‘
n=1 T n=1 - |

0 czve.égues the-
semes ole AL

converge (absolument), il faut et il suffit Que I'intégrale écrite existe.
Or, Aljanci¢, Bojanié¢ et Tomi¢. [7] ont démontré que, si L (x)
est convexe et L (x)»0, x» + o0, On a ng?du'yzd}f %'
o (] Sarflagy ot RP G-
S L (1) sin nx ~ x L(—x—), x++0. as (T) eln 41-5eh-
i

n=1

- L
Publlications de I'Institut Mathématique 7 3( a3 (gorenay 53;)
Prmrh
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98 Dusan Adamovié

Donc, d’aprés la conclusion précédente et les propriétés de notre fonction
L (x), le théoréme 6 est vrai.

(Recu le 18 juin 1958)

Remarque faite pendant ['épreuve de la présente nofe — Récemment
Chen-Yung-Ming ([10], p. 110) a démontré que

(©) n; n—ql%’;—_lT)<+oo si et seulement si \’1‘, (();)) € L (0, m),
(D) f: ——!ﬁl«<+oo si et seulement si g(x) ¢ L(0, ),
n=1 ”\lf(”—i) ) \]’(x)

ot la fonction ¥ (x) est définie dans (0, =) et telle que

|

190 ¥ (x) j }pour 0<x<m,

20 ¥ (x) croit strictement pour 0 <x <,

3e —\p‘(—x&) décroit strictement pour 0<<x<w, si 8>0 est suffi-
x!\— .

samment petit.

En posant ' _
Y(x)=x-Y, 0<y<I,

les théorémes (C) et (D) se réduisent respectivement a (B) et (A), avec
0 <y < 1. Nous allons montrer que les théorémes (C) et (D) ne conti-
ennent pas nos théorémes 2 et 1 respectivement, avec 0 <<y <<1. En
effet, pour qu’ils les contiennent, il faut (et il suffit) que la fonction

X
()
x
satisfasse aux conditions 1°—3° dés que L (x) est une fonction 2 crois-

sance lente. Ce n'est pas cependant le cas, comme le montre I'exemple
de la fonction a croissance lente

h(x)= 0<y<l1,

L (x)=log x+sin x, pour x suffisamment grand.
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En effet, si x est suffisamment grand, en posant,

w (x) 1_2———1-1——— = x1=Y (sin x+ log x),
_ AL _
(%)
1+(1-Y)(sin x +log x)]=x“Y [cos x+o (1)],
x

on a

w' (x) =x1—7 [cos x +

et, par conséquent, /i (x) n’est monotone dans aucun intervalle cle fa,

forme @3), 3>0.

De méme, notre théoréme 6 n’est pas contenu dans (D). En effet, la
fonction 2 croissance lente - —

L (x)= —l——, pour x suffisamment grand,
log? x

satisfait aux conditions que lui impose le théoréme 6, tandis que

h (x):———xT— =xlog? x
H)
x
ne satisfait pas a la condition 3. .
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FORMULE DE DECOMPOSITION D’UNE FRACTION RATIONNELLE
EN ELEMENTS SIMPLES SUIVIE DE QUELQUES APPLICATIONS

D. D. Adamovié, D. S. Mitrinovi¢ et D. Z. Djokovié

(Regu le 13 mars 1963)

1. Soit m, n€ N, ou N désigne I’ensemble de tous les nombres naturels.
Un théoréme bien connu conduit & 1’identité suivante

1 T Ay 2. B
* —_———— =y = 0 1
(*) e k2=:1 i +1§1 -y (x#0Ax#1),
ou les Ak (k=1,2,...,m) et les B;(I=1,2,...,n) sont des constants a
déterminer.
Nous allons démontrer les formules suivantes
' —1—k
(1) AK=(m+Z—1 ) (k=1’23"-:m)3
—1—1
) Bi=(""wT1 ) (=1,2,...,m),
c’est-a-dire que la décomposition .
m+n k) (m+n l)
(3 —_— (" AL 4 0Ax#1
x"’(l—-x)'l lcZ xk 12:1 (1—x)? (x#0Ax71)

est valable pour tous les nombres naturels m et n.
L’identité (*) peut étre écrite sous la forme

= ZA x —”+me

(- x)” p=1 g=1 (l—x)"

On en déduit, pour ‘k=1,2,...,m,

1 (m—k)
{(l”x)n} — A (m—R)!+ x 9 (x),

ou la fonction ¢p(x) prend une valeur finie pour x=0. En posant x=0
dans 1’égalité précédente, on obtient

1 1 e n(n+ 1) (n+m—k—1)
ettt
| m—R)! [d—_xnn =m0 (m—k)!
— (k) o (mrrEY) (k=1,2,...,m).

2 Publikacije



18 D. D. Adamovié, D. S. Mitrinovié et D. Z. Djokovié

Nous avons donc démontré les formules (1). On en déduit immédiate-
ment la validité des formules (2) en remarquant que les constants B; jouent
le r0le des constants A4, dans Uidentité obtenue de (*) par la substitution
x=1—t. /

Notons une autre démonstration de la formule (3). Désignons par (P, )
I’assertion que les formules (1) sont vraies pour la valeur v du nombre n et
pour toute valeur du nombre m. D’aprés la remarque par laquelle s’achéve
la premiére démonstration, il suffit de démontrer

(Py) (VveN).

Comme l'on a, pour tout me&N,

‘ m—1 m
1 1 1—xm 1 1 1 1 1
xm(1—x) xm 1—x l—x  xmg=0  l—x k=1 xk 1—x
m (m+41-— k) m+1 1 ! )
-3 ) 1) z C(x£0Ax#E]D,
=1 l—x

(P,) est vrai. Si I'on suppose la validité de (P,), ¢ est-a-dlre de P’identité

suivante
m+v— -

-—Z Z -2

xm(l —x)V =1 (1—x)!

pour tout m & N, on aura, pour tout m& N,

m4+1 (m+v—k (n+v—1 -1
.__.~__1__. —_ am+1—k Z
xm+1(]—ox)v k=1 xk =1 (1—ax)!
(x#0 A ax#1).

Aprés la dérivation par rapport au paramétre «, on obtient

m+v—k
) D =9,

xm (]l —oax)v+1 xk

Etant donné que
m+1—k (m+v—-k) _(m+v_—-k)

v v—1 v

I’identité (4) pour a=1 devient \
o ‘ ' m (miE+)—1—k

1y Clornt ), (x#0 A x#£1),

xm(l—x)v+1 g xk
ol les trois points remplacent Ja partie de 1’expression ne conténant pas les

. 1
fractions ey (k=1,2, ..., n).
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Nous avons donc démontré

(Py) /\E Py)= (Puiy) (VVENE;,
d’ou : '
(Py) (Vv&N), c. q. f. d.

2. En remplagant dans (3) x par :—:—g (a#b), on obtient

5) LD { S -k (") S (a—b)l(m+,::1l_l)}
x—am(x—bn  (b—aymtn \ iZ4 (x—a)k =1 (x—b)! )
(x#a,b N\ a#b).

En faisant x=0, on en tire la formule sommatoire que Voici:

él (1—%)k(m+::11~k)+ En: (1"%).’ <m+,::;—l)=(~l)mw (ab#0).

i=1\ am br

3. L’identité (3) peut servir comme une source de formules sommatoires
et autres.

3.1. En posant x=1/2, l’identit¢ (3) prend la forme simple suivante

m oim+n—1-—k T oim+n—1-—]
z ( 1 )2k+ Z ( ’: X >2l'=ZM+n.
_ “ —

k=1 '
Pour x= —1, on obtient
m m+n—1—k noim+n—1—1
) ~!_(__1\ymo—-n
kzl(—l)k( n—1 )+1§1<‘ m—1 )2 = (=12 n
3.2. On a
1 m+-n
R =)
( ) xm(l—x)n ~ (1_L>n
myn ﬁl—l—n | N
Fen ()
©®=0 13 X
m+n m\ »=n " 1
= (1D ) (—1)'( )— +ee
u=§:+1 ( \Z:o v /e

ou les trois points désignent la partie de D’expression qui ne contient pas les
. 1 : :

fractions — (k=1,2, ... ,m).

X

En confrontant les identités (6) et (3), on arrive &

m--n

u=,;+k (—1)u+"(m;—n)(“;”) (mrrlR) k=12, s m, n € N).
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3.3. Partons maintenant de la formule suivante

at+1—0
. )
X% dx=(“—l)m+1 m—1

(1+xB)m Bsmn“‘“
0
E>0A—1<a<Bm—1; 9‘—;—' & NAmEN),
que l'on peut obtenir,
d’intégration complexe.

aprés le changement de variable x=/#, au moyen
En mettant a

profit la formule (5), on obtient le résultat que voici
oo
il dx
(7 B + @)m (xB +b)"
0
__(=Drin { @rDip 7 3 (i )<“+;‘B)<£ )"
(a—bym+nBsinm*+! k=1 k-1 4
B :
(“+1)/B

S (men—1—1 (w ﬂ) a_, l}
:( nt ) 2 (b )
7_(a,b,(‘3>0/\a7£b/\—1<oc<(3——1'mnEN)

2
La formule (M) conduit immédiatement au résultat suivant
+ o

— o0

1
d.
@) f (ax? 4+ 2bx + c)m (ax® + 2bx + d)n *

(—Dntin ;< (mn—1—k) (- (2d=0)\ ¥
T ac—dymtn {Vac—b kzl( n—1 )(k_zl)( )

ac—b?
n ] i l
ek S (mtn—1-1 )(a(c ~—d)
Ve zl( m—I ) -1/ \ ad—b
(@>0ANac—b*>0 A ad—b*>0 A c#d; m,n,EN)
Les intégrales figurant dans (7) et (8) ne se trouvent pas indiquées
dans le recueil d’intégrales suivant
W. Grobner und N. Hofreiter, Integraltafel, 11 Teil, Bestimmte
Integrale, dritte, verbesserte Auflage, Wien 1961

4. Si 'on prend comme point de départ la fonction
1

(x—a,) * (x—a,) k

k (k1’k2’ ... ’kIlEN)s
ceo(x—ay) n

on peut obtenir des résultats semblables & ceux indiqués plus haut, mais ils
seront plus compliqués.
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BPAHWUCIIAB MAPTUR n JAYIDAH AJAMOBIWH

JOBE KJIACE ®VHKLMIA KOJE HUCY AHAJIUTHUYKE V TAYKH A
WCIIVIbABAJY ¥V BbOJ CAUCHY—RIEMANN—OBE YCJIOBE

MaTeMaTUYKH BECHHK
1 (16), Cs. 2, 1964



MATEMATUYKHN BECHUK
1 (16), 1964, cTp. 151 — 153.

ABE KJIACE ®YHKLMUJA KOJE HUCY AHAJIUTUYKE V TAYKHU A
UCIIYHBABAJY YV BbOJ CAUCHY-RIEMANN-OBE VYCJIOBE

bpanucaas Mapiiuh u Jywan Agamosuh
(CaonwteHo 26. centeMdpa 1963)

1. Hexka je

() Pic(x) — x* -%-a};+1xk'H+ e dalx”

RC<k<r),

IpUu yeMy cy KoedMUMjeHTH OBOI' MOJMHOMA TIPOHU3BOJBHH peajiH¥ OPOjeBH.
Osznauumo ca K cxyn cBux ¢yHkumja f (z) KOMIUIEKCHe TIpoMeHJbuBE z Hedu-
HUCAHUX jeaHakolthy

pf,(x):pﬁ,,(.v')‘ o ﬂf,(X)flj,',,(y)

P )P () DA )Pl (D)
z2=x+iy#0 (pn-14+Ppm-170)
0 ) z=0.

2 f@=ul )iy -

Kako nu 3a jeany ¢yukumjy u3 ckyma K

. @ )i+ (=1 pl (»)
lim —— = lim
>0 2 0 (x+D)[ph_y (D) +ph_1 D]

HE IIOCTOjH, jep je, Ha IIpUMeEp

llm f(Z) =< 141

z—0 Z —s H=m
kad z-— 0 mo KpuBOj NUHHUjU Xx"=Y™ (x>0), O0K je
f(@

lim=—"Z=1+i

z—>1 Z

kanx z—0 no y-ocu, To QyHKIMje m3 ckyna K HeMajy M3BOI Yy Tauku z=0,
Tj. HUCY aHAJIUTHYKE Y TOj TAYKH.

Kaxko je, masbe,

, 0)—u (0, 0 M
u, (0, 0)— lim OGO P

x—0 x x>0 Xpy_1 (%)

1y (0, 0)= —1, v,(0, 0)=v,(0, 0)=1,

bynxnuje f(z) y tauku z=0 ucnymwasajy Cauchy-Riemann-oBe yciose.

HanmomenuMo fa y crnenujajHOM cliyvajy Kaj je n=s=m=1t=3 ¥ u=v=2
u3 ckyna K nodujamo Qynkumjy xojy je xorcrpyucao Pollard [1], moxaszasum 1a
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152 Bbpanncnas Mapruh u Hyman Apamosuh

Cauchy-Riemann-0B1 YCJIOBH HHUCY IOBOJbHH 33 aHAJIMTHYHOCT (QYHKIHMjE ¥ TAUKH.
Hamme, Ta meroBa dyukumja je neduHucana jeanaxoinhy
-y
f@= x4y
0

M HeNpeKkuaHa je y Tauku z=0.

Hlmo ce wiuue @ynkyuja uz cxyia K, uniiepecauitino Je tipumettiuttiu ga one
Mmoly y dtauku z=0 Obuiliu Heipexugne uiu aApexugHe, wiiia suute Oe3 ipanuune
epegrocitiu kag z— 0. Ha mpumep, ako cy SpojeBn m u n mapnu, Gynkuuja f(z)
je, wmwrTo ce Jako.mokasyje, HempekuaHa 3a z=0. C nmpyre cTpane, byHKIHja

4__ 4 4 4
X ) Y s zZ=x+iy#0
f(@) =< x®+)y3+x° x4 4 xS

0 , z=0

npunaga ckyny K, a za >0
. 2
In{ft—i)}="-— 4+, t—-+0.
t

2. OsHayumo ca E ckyn oynkumja f(z) KOMIUIEKCHe TIpOMEHJBHBE z KOje
Ccy y obmactu Koja caapxu Tauky z= 0 nedumHucaHe Ha ciiexehu HauuH

4k
3 f(z)={R(Z)e"”z . 2#£0, (k=1,2, ...)

0 z=0
rae je¢ R(z) mpousBoJbHA paluoHayiHa (yHKIMja.
"3

4k
f@=R@e™" =u(x y)+iv(x, )
3a y=0 modujamo

R (x) e~ {R ARG +iL,[R®)] e~ - u(x, 0)+iv(x, 0),

roe R.(a) u I,(a) o3HayaBa peaJHM M HMMArMHapHM neo of a. Opatie,

4k
u, (0, O) =lim Mﬂg’_@_: lim LRe[R(x)]e_”x -0
x->0 X

x—0 X

M J1ajbe, Mocje KPaTKOr pavyyHa, CIUYHO
u, (0, 0)=v,(0, 0)=v,(0, 0)=0,

1j. Cauchy-Riemann-ovi YCIOBH MCHYHEHH Cy y Tauku z=0. OueBHIHO je, C
apyre cTpaHe, Aa ¢byuknmje M3 ckyma E HeMajy rpaHuuHy BPEOHOCT Kaja z — 0,
jep je Tauka z=0 eceHHUjaJIHU CHHTYJApUTET CBaKe TakBe (QyHkKumje.

Ilocmenmwa xiaca ¢yHkiMja f(z) TpeAcTaBiba TeHEpaIU3allMjy IpuMepa
koju ce Hasomm y yudenuky E. C. Titchmarsh-a [2].

3. V [3] S. Cetkovi¢ je noka3ao ma HOCTOjH Klaca H, q).ymcunja f(@©@
TAKBHX Ja Cy OHE IpeKHIHE y CBaKOj TauKkH, a Ja IPH TOM HA jeIHOM CKymy
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JBe kiace (QyHKLHUja KOje HMCY AHANMTUYKE Y TAYKH ... 153

cByZa-rycto pacnopeheHux Tauaxa 3amoBoJbaBajy Cauchy-Riemann-ove jeaHauuHe.
MebhyTumM, knace K u E dynxumja f(z) u3 tasaxa l. u 2. He Mory ce ynmopehu-
BaTH ca OBOM kjacoM H,.

Ha «xpajy hemo mpumerntd na ce kjace K u E ¢dyHxuuja f (z)Mory Jaxo
MoAM(pHUKOBATH TaKO [a CBH OHM 3aK/by4YlH KOju Cy BaXuJu 3a Tauyky z=0
BaXke y HEKOj NPOM3BOJbHO 0JadpaHoj Tauky z=o +fi.
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DEUX CLASSES DE FONCTIONS NON ANALYTIQUES
DANS LE POINT OU ELLES SATISFONT AUX CONDITIONS
DE CAUCHY-RIEMANN

B. Marti¢ et D. Adamovié
Résumé

On cite deux classes de fonctions de variable complexe, a savoir celle
des fonctions (2), définies au moyen des polynémes réels (1), et celle des
fonctions (3), ou R(z) désigne une fonction rationnelle arbitraire, qui ne sont
pas analytiques dans le point z=0, bien qu’elles satisfassent aux conditions de
Cauchy-Riemann dans ce point. On remarque que les fonctions de la premiére
classe peuvent €tre continues ou discontinues dans le point z=0.

MATEMATHNYKHN BECHUK
1 (16), 1964, cTp. 153—156.

AN ELEMENTARY INEQUALITY
M. Marjanovié¢

(Communicated October 8, 1963)

The aim of this note is a generalization of the following inequality
(1) Xty +lytzl+lztxi<[x 4y 2]+ x|+ [y 4]z,
where x, y, z are three arbitrary real numbers.

Some generalizations of this inequality, when x, y, z are arbitrary vec-
tors, have been given in [1], [2], [3], where these authors refer to it as Hlawka’s
inequality.
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Evaluer la matrice
M’ (r nombre naturel)
et généraliser le résultat obtenu.

24. Proposé par D, Adamovié, Université de Belgrade.

Soit S un corps commutatif non dénombrable. Démontrer qu’une fonction
f(x,») qui applique Sx S dans S est nécessairement un polynéme (fonction
polynominale) si les deux conditions suivantes sont remplies:

1° elle se réduit 3 un polynéme en x pour tout y fixé;

2° elle se réduit 3 un polyndme en y toujours que x prend une valeur
fixée appartenant-i3 un ensemble dénombrable déterminé.

25. Proposed by D. S. Mitrinovié, University of Belgrade.

Let D, be a determinant of order n, such that every row and every
column of D, contains exactly k (<n) elements different from zero.

Evaluate D, if
a) all elements different from O are equal to a;
b) some of them are equal to +1 and the others to—1.

26. Predlofio E. Stipanié, Univerzitet, Beograd.
Dokazati da vazi

i

> [cos3 (k—1)

k=1

T __costk —"-] ctg (k —é) LA

2i i—o0 i 2i

27. Predlotio V. Vujici¢, Univerzitet, Beograd.
Pokazati da je osnovni kontravarijantni tensor a®® n—dimenzionog kon-
figuracionog prostora V, jednak

N1 oge ogb (x,8=1,..., n<N)

a® =3 _
Symiogxt ogxt (M3i—o=mgi—1=mz)),

gde su x’ Dekartove koordinate poloZaja dinamickih tafaka mase m; a ¢° su
LagranZove generalisane koordinate.

RESENI PROBLEMI

1. Proposé par D. S. Mitrinovi¢, Université de Belgrade. .

Soit x€ E, yEE, z€E, ou E est un ensemble quelconque. Suppo-
sons que la fonction f regoit ses valeurs qui appartiennent a un groupe
additif abélien M.

Déterminer la solution générale de l'équation fonctionnelle suivante
[, 3, 2)=f (3, %, 2) =f(x, X, 2) + f(, %, J)

sous les conditions indiquées plus haut, ou si cela sera nécessaire ajouter de
nouvelles conditions.
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Solution de P. M. Vasié, Université de Belgrade.

Supposons que dans le groupe M l'équation 2X=4 (XEM, A€ M)
posséde, par rapport & X, une solution unique.

En faisant x=y=_z=u, 1'équation

(1) f(x’ys Z)_f(y’ Xy z)=f(x, X, z)+f(y, x’y)
donne f(u,u,u)=0. Pour y=x=u, z=v, de (1) on a f(u, u, v)=0. Posons

f, x, y)dé!F (x, »). En permutant x et y de (1) on obtient F(x, y)+F(y, x)
=0, dou on trouve F(x,y)=G(x,y)—G (¥, x) (G, fonction arbitraire). Donc,
I'équation (1) se réduit a

f&x, ,2)—G(x, ) =f(, x, 2)—G(y, X).

La derniére équation a pour solution générale la fonction suivante
f(x,y,2)=H(x,y,z2)+ H(y, x,z) + G (x, y). Par conséquent, la solution générale
de l'équation (1) est

f(x,9,2)=0 x=»
=G (¥, x)—G(x,y) (z=x)
—H(x,,2)+ H(, % 2)+G(x,) (x#y \x#2),

2

ou les fonciions G, H sont arbitraires & valeurs appartenants 3 M.

2. Proposed by D. S. Mitrinovié, University of Belgrade.
If each x, (k=1,2,..., m) and each y, (k=1,2,..., n) is either zero
or +1 or —1, determine the number of different solutions of the equation

m n
1T %% =11 »
k=1 k=1

Solution by D. C. B. Marsh, Colorado School of Mines.

The products must be the same, either 0 or —1 or +1.

If the product is 0, let x, (k=1 to m) be the first O factor (taking the
subscripts in order); then there are three choices for each successive factor
but only wwo choices (4-1) for each preceding factor. The number of ordered

sets of x, is given by Z:—n 2k=13m—k=3m__2m and the number of solu-
tions of the equation (involving the x, and the y,) for values 0 is (3"—2™)
(37—2m).
For the product +1, no O factors occur and —1 occurs an even num-
. 1/2 m) 1/2n)
ber of times. We count these as ZLO C(m, 2k) - Zii " C(n, 2K)

=2m-12n-1 gets.

Similarly, for product —1, no 0's and an odd number of —1's are
present: 2121('"“)] C(m,2k—1) Z:ﬁ‘"“n C(n,2k—1)=2m-1)2n-1,

Summing, we find that the total number of ordered sets, {xi, Xa,..., Xm,
Y1, V2, ..., Ya} satisfying the given equation is 3™+n—_3m 2737 2M 4 3.2m+n—1,
Also solved by P. M. Vasi¢ and M. Popadié.

3. Predlozio M. Stojakovié, Univerzitet, Novi Sad.
Jednoznaéno deljenje nulom. Izvriiti deljenje
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LUNA:NULA=A
Da li je u svakom od brojnih sistema sa osnovom 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10
refenje ovog zadatka moguce i jednoznacno?

Solution. In the bases 4, 5, 7, 8, 9, there are no solutions. In the base
6 there is a solution

4213:1243=3
and in the base 10 the solution is
8316: 1386 =6.

D. C. B. Marsh considered the more general problem with A4 instead o-
A on the right side. This was a misprint in the original text of the problem

4. Proposed by M. Stojakovi¢, University of Novi Sad.

As it is known the solution in the domain of natural numbers of the
functional equation

* fm k)y=f(n—1, )+ f(n—1,k—1)
with ,,boundary conditions*¢
f(n, 0)=1, n=0, 1, 2,...

£, B=0, k=1,2, ... is(’;).

Solve the same functional equation under the same condition* but with boun-
dary conditions

fn, O)=a,, f(O,k)=b,, n=0, 1, 2,..., k=1,2...
where a;, b; are given (complex) numbers.

Solution by D. C. B. Marsh, Colorado School of Mines.
Construction of a Pascal-like array enables one to deduce that

f(n,k)='§k Cln—1—j, k;l)a,-+kj" C(n, k—j) b;

j=0 j=1

which can be proved to satisfy the boundary conditions and the recursive
relation; double induction (on k& and n) may be used.

(Note: We use C(n, k)=n!/(k!) (n—k)! for 0<k<n,
=1for n=k, and for 0=k<mn,
=0for n#k<0, and for n<k.)

5. Proposé par S. Presi¢, Université de Belgrade.

Démontrer que la fonction f(x) n’a pas de zéros dans I'intervalle (a, b)
si la condition suivante est rempiie:

Il existe au moins un c € (a, b) tel qu'on ait

S —2f(0) f" (0)<0
pour tout x & (a, b).

Deux solutions (I'une de S. Pre§ié¢ et l'autre de D. Z. Dokovié) de ce
probleme sont données dans le livre:

D. S. Mitrinovi¢, Elementary Inequalities, Groningen 1964, p. 73-74.
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6. Proposé par S. Presié, Université de Belgrade.

Soit A =||a;;|| une matrice carrée d’ordre n dont chaque élément est I'un
des nombres aj, @y,..., Gy_1,—(@ +as+ - - +a,)) @>0, i=1,2,..., n).
Supposons de plus que chaqu'un de ces nombres—Ia figure exactement une
fois dans chaque ligne et chaque colonne.

Démontrer que le rang de la matrice A est égal & n—1.

Solution by D. Z. Dokovié¢, Univerzity of Belgrade

We shall use the following well known result (see e. g. D.S. Mitrinovi¢:
Zbornik matemati¢kih problema II, Beograd 1960, problem 187, p. 67): The
matrix with dominant principal diagonal is non-singular. We remember that
the n x n square matrix X =||x;;|| has dominant principial diagonal if

|Xi,'l>z [x,-j[.
j.=1
j#*

We can suppose that all negative elements of 4 appear on the principial
diagonal since the rank is invariant under permutations of rows and columns.
First, we have det 4 =0 for the sum of each row of A4 is zero. Hence, rank
A<n—1. On the other hand, the (n—1)x (n—1) matrix obtained by deleting
the last row and column from A is nonsingular by the above result. So, rank
A >n—1. From these two inequalities we get that rank 4=n—1.

8. Proposé per W. Sierpinski, Warszawa.

|~

n
Démontrer que pour n naturel >1 P’équation > =1 n’a pas de
v=1

<N

X
solution en nombres naturels x; <x, < ... <X,.
Solution by D. C. B. Marsh, Colorado School of Mines.

n

S |
If 1 is in the set of x,, then ~3 >1 for n>1, while if the set of
v=1 "y

x, does not comain 1, then

Also solved by the proposer.
9. Proposé par W. Sierpiniski, Warszawa. .
Démontrer que, ‘quelque soit le nombre naturel n, I'équation

1 1 1 1 e .
5 t—5+ -+ —5=—5— aune infinité de solutions en nombres naturels
Xy X2 Xn Xn—1
x,(v=0,1,2,..,n), ol Xo<<x; <Xg<<...<Xp.

Solution by D. C. B. Marsh, Colorado School of Mines.

If we solve the diophantine system resulting from n=2, we find that
Xy, X;, Xs=ab, ac, bc is a solution for a, b, ¢ any Pythagorean triple (i. e,
a? 4 b2=c?). Extending this idea to larger n, we obtain the infinitude of
solutions:
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Xosooos Xy=ab2n—3 c2p2n—4 cr-1pn-1 cn—-1pn—2q for any natural numbers
a, b, ¢ satisfying a?+ b2=c? b<a<c. That this result is valid, may by demons-
trated by finite induction, summing reciprocals of squares from the last-
mentioned number ,,x,* trough to ,,x,*, for

(a brn—2+i cn—j——l)—2+(bn—1+i cn—l—j)ZE(a pn—1+J Cn—j—z)—z
for all j=0, 1,...,n—2.
Also solved by M. Popadi¢.
10. Proposé par A. Sade, Pertuis, France.
L’équation diophantienne

n! g! (m—gq)!=m! p! (n—p)!,

qui exprime I’égalité de deux coefficients binomiaux Cp et Cy a les solutions
banales p+g=n=m et g=1 (ou p=1), et les solutions particuliéres

Ch=C%k=120; Ci=C2=210; Ch=Cis=23003.

Peut-on en trouver la solution générale?
Note de Andrzej Mgkowski, Warszawa, Pologne.

The equation CJ,;=C.'' has been solved in the American Mathematical
Monthly 38 (1931), p. 351—354, problem no. 3459; equation C;=C)=N has
only five solutions with N< 10° (E.B. Escott, H. Sulisz-Sendacka, cf. W.
Sierpinski, sur un probléme de A. Makowski concernant les nombres tétraédraux,
Publ, Inst. Math. Beograd, 2 (16), 1962, p. 115—119).
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QUELQUES REMARQUES RELATIVES AUX GENERALISATIONS
DES INEGALITES DE HLAWKA ET DE HORNICH

Dusan D. Adamovié

(Communiqué le 5 juin 1964)

En généralisant une inégalité de Hlawka [1], on a démontré dans [2] que
I'inégalité

¢y) 2, [a,~+aj|<(n~2)zn lai] +| i a| (n>3)
i=1 i=1

l<i<{j<sn

est valable dans tout espace préhilbertien (réel ou complexe). Ici |a| désigne
la norme de I’élément a. On a démontré aussi dans [2] que linégalité (1),
pour aucun n>3, n'est valable dans le cas général d’espace demi-normé ou
normé (réel ou complexe).

Cest ce résultat négatif que nous allons compléter par les remarques
suivantes.

1. Soit E in espace demi-normé. Pour démontrer que (1) pour aucun
n=>m(>3) west valable dans tout E il suffit d’établir ce fait pour n=m.

Démonstration. Cette proposition équivaut évidemment a la suivante: si,
dans tout Pespace demi-normé E donné, (1) est valable pour un nombre naturel
n(>3), alors (1) y est valable aussi pour le nombre naturel n—1.

Pour prouver le dernier énoncé, posons dans (1) (avec n>3) a,=0.
On obtient

n—1
lsi<zj<n——l !{li + ail + zl “

n—l1 n—l1
z }a,-\<(n—2) Zlail+
i i=1

i=1

16 MateMaTHYKH BeCHUK 3
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242 Dusan D. Adamovi¢

n—1

:>z lla;+a,~|< [(n-—l)——2] Z |a1‘+
i=1

L1<i<<jsn—

n—l1 |

Za,-.

i1 '

1.1. D’aprés la proposition démontrée, le contre-exemple 3.2. dans [2]
peut étre exposé d’une maniére plus simple.

2. Si linégalité (1) avec n=3 n'est pas valable dans [Iespace demi-
normé E, alors Iinégalité plus générale que (1), obtenue par D. Z. Pokovic 3],

la;, +ai, + - - - + ay|
1<y <igo » -<iksn

(2) | ' < <Z:§) ('l:l; ‘i la;| + ‘ 2":1 a;

=1

)

n’y est valable pour aucun n>3 ni pour aucun k 2<k<n—1).

En effet, il suffit de poser dans (2) ay=---=a,=0 pour que cette
inégalité se réduise a (1) avec n=23. ‘

3. On peut ajouter une remarque analogue a 1. a I'inégalité de Hornich,
p. ex. dans sa forme symétrique et généralisée obtenue par D. Z. Pokovié
4] (p. 35).

4. Pour que Ulidentité de Hlawka généralisée [3] (page 170, identité (8)),
avec un n(>3) et un k(2Q<k<n—1) déterminé, soit valable dans tout [I'espace
E demi-normé, il faut et il suffit que E soit un espace préhilbertien.

En effet, d’aprés la considération 3 la page 170 de [3], I'identité en
question est équivalente a I'identité

(Zj) [ (Zl |ai] )2_y ; ai52]

=2 [ag|+la |+ - +ia )2 —la, +a, + - - +a, [Pl

Iy <iye s <<ip <
laquelle se réduit, en y posant ds= —day, a,= - - - =a,=0, a lidentité
|ay+ap |2+ |ay—ay |2 =2 (a1 |2+ |ay?),

caractéristique pour les espaces préhilbertiens.
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Dragan S. Dimitrovski || SUR QUELQUES FORMULES
et Dusan D. Adamovi¢ || DU CALCUL DES RESIDUS

(Communiqué le 8 novembre 1963)

1. Soit f(z) une fonction analytique univoque possédant dans tout le plan
complexe fermé un nombre fini de péles ou de singularités essentielles qui n’ap-
partiennent pas au segment [a, b] (a<b).

Alors on a la formule

b
(1) ff(x) dx=(a—b) 2, RGS{(—J%f(alz:f)]’

ot la somme s’étend @ toutes les singularités hors de la demi droite 0<x<oo
de la détermination de la fonction

Inz az+b
F(z)zfl+z)2‘ f( ]+z)

laquelle correspond d la coupure 0 <z< oo et pour laquelle Inz>0 si z>1.

En effet, mettant & profit la substitution bilinéaire

at+b
@ i
on obtient
b + o0
at+b dt
® [r@ax-e—a [ r(57) o
a 0
La transformation bilinéaire
az+b
VA
1+2z

applique le segment [a, b] sur [0, +oo), transforme la fonction f(z) en fonc-

. az+b . . . . .
tion f (m) et chacune des singularités de f(z) en une singularit¢ de méme

az+b . .
type de la fonction f (_ﬁ;)’ les derniéres étant toutes hors de la demi-droite
[0, + o).

8 Matematitki vesnik
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114 Dragan S. Dimitrovski et Du$an D. Adamovi¢

C’est pourquoi on peut appliquer au calcul de Pintégrale

+ oo

/’ (_‘i’jﬁ _a
. f 1+t)(1+r)‘~’-
0

le procédé connu consistant a intégrer la détermination mentionnée de la fonec-
tion F(2) le long du contour formé de deux cercles dont les centres sont dans
I'origine et de deux segments sur la demi-droite [0, + oo ]. En effet, la fonction

1 az-+b
u:gﬁf(iiz)

n’a d’autres singularités que celles mentionnées ci-dessus. D’autre part, comme

az+b
la fonction f(T:;) reste finie lorsque z-—oc, de sorte que l’on a
(az +b
fTE)§M

pour |z| suffisamment grand, nous avons

aReit+b .[lnRelG‘ 21'cMR(lnR+2n)
|| F@dz|< [f( T ) T d0= T 0 R,
|z|=R

L’application de ce procédé-la conduit au résultat

, e
> fat+b dt in z az+b
Q) 0/ (1‘+r)(1+r)2 —2. Reg{(lfﬁf( T)}
D’aprés (3) et (4), on a (1).

L’idée initiale du procédé que nous exposons ici est due & Slavisa Presi¢
(voir [1]). Notons que le présent arcticle précise et compléte les résultats de [2].

2. Dans les livres [3] et [4] on trouve le résultat que voici: Soit f(z) une
fonction rationnelle ne possédant pas de pdles sur une ligne réguliere C non-
fermée qui joint les points finis z=a et z=»5. On a alors la formule

) [r@dz=3 Res|
J ,

@) In ;Eg] +Rﬁe°s° [f(z) In :zZZTb] I

z—b
ou on a choisi la détermination de In ., qui correspond & la coupure le

Y

long de C et ou la sommation s’é¢tend a tous les pdles de la fonction

f

La méthode par laquelle est obtenu ce résultat-la différe de celle par
laquelle nous avons démontré la formule (1).

On peut remarquer, tout d’abord, que le résultar (5) reste valable si I’on
remplace la supposition que la fonction f(z) est rationnelle et ne posséde pas de
poles sur la ligne C par la supposition plus générale que f(z) est une fonction
analytique univoque possédant dans tout le plan complexe un nombre fini de
poles et de singularités essentielles qui n’appartiennent pas @ la ligne C.
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Sur quelques formules du calcul des résidus 115

En effet, on voit sans difficulté que la démonstration de la formule (5),
exposée dans le livre [3], peut étre étendue sans changement au cas plus gé-
néral que nous venons de préciser.

Dans le cas spécial, qui coincide avec celui qui nous traitons dans 1.,
on obtient de la formule (5) la formule

(6) fb f(x)dx= > Res [ 7@ In g] + Res [ f@@1In j—:—Z—J

Z= 00
a

valable aussi sous I’hypothése moins restrictive sur la fonction f(z).

On remarque que notre formule (1) et la formule (6) servent a calculer
la méme intégrale déterminée. Un des seconds membres de ces deux formules
ne peut pas étre obtenu, dans le cas général, de l'autre par quelque transfor-
mation simple. En effet, comme on peut le montrer par des exemples simples
convenables, les résidus pour les singularités correspondantes des fonctions

az+b

z—b
) et f(2)In —a

142z

Inz
@/

1
ne sont pas égaux. Considérons, par exemple, la fonction f(z)z(z—_ﬁ(z_”—

qui ne posséde pas de singularités sur le segment [a, b]. La fonction qui cor-
respond & notre procédé:
—Inz

(1+22) 2+32)

. e s 1 £ .
a les singularités z= —-- et z= —%, avec les résidus correspondants In 2—mi
2
et ln?+ni; d’autre part, les singularités de la fonction du procédé de Behnke-
Sommer

1 ml1 1
@2 -3 “( —7)
sont les points z=2 et z=3 avec les résidus correspondants In2 et ln%.

La confrontation des formules (1) et (6) conduit, cependant, au théoreme
suivant:

Soit f(z) une fonction analytique ne possédant pas de singularités sur le
segment [a, b] de I'axe réel (a<b).

Alors on a lidentité

(1) (@—b)3 Res {ﬁ% f(“f:f)} = 5 Res {f(z)ln :’;} +Res {f(z) In i—:-’;—}

avec les déterminations des logarithmes précisées ci-dessus et les sommations
s’étendant aux singularités hors de la semi-droite [0, +oo] et du segment [a, b],
respectivement, des fonctions correspondantes.

Ce théoréme peut servir de source d’identités différentes.

s
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116 Dragan S. Dimitrovski et Dusan D. Adamovi¢

3. Pour illustrer 'application des résultats précédents, nous allons citer
quelques exemples.
3.1. Considérons la classe suivante d’intégrales définies
b
dx
=) % b),
(8) fo‘H Bx*+Cx+D @<b

ol A# 0 et le dénominateur ne s’annule pas dans [a, b]. La substitution (2) conduit a

[ (b— a)f _(+nd
A+ rLyr+o
avec
a=a*A+a*B+aC+ D,

B=3a’bA+QRab+a®)B+2a+b)C+3D,
vy=3ab2 A+ (b*+2ab)yB+(a+2b)C+3D,
6=b2A+b*B+bC+D.
On obtient une sous-classe des intégrales (6), a savoir celle pour laquelle B=y=0,

dont le calcul au moyen du procédé exposé est trés facile.

En procédant de maniére analogue on peut obtenir diverses classes d’intégrales de fonc-
tions rationnelles dont le calcul est assez simple.

2 1
3.2. L’application de (1) au calcul def e” dx fournit la formule
1

1 0 n
© o*dx=In2+ ez D" =k

““—sm

n:k+
En confrontant (9) au résultat qu’on obtiendrait au moyen du développement de la fonction
exp (1/z) en série des puissances, on aboutit a Pidentité
l
Sl < ek 11
ZZ"k Z n! =2t Z (k+1)'k
k=1 n=k+41

On obtient pareillement la représentation suivante de l'intégrale-sinus

bsin x
f”}“ dx =S8 (b)—S; (@)

a

B S (= 1)*H (b—a)® 2"( a V(=1
- Z et IF:‘a' T

l)k(b_a)2k+12k+1 a P e+
”‘MZ Ck+)1 b—a P

qui peut servir en méme temps de formule de sommation pour la derniére expression.

‘ 1
3.3, Soit f(2)= avec @, <a, <. - <a,<a<bh.
(z—a) (z—ay) -+ (z—ay) T "
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Sur quelques formules du calcul des résidus 117

Toutes les singularités de cette fonction sont hors du segment [0,1]. D’aprés 1'une ou
l'autre des formules (1) ou (6) et d’aprés I’égalité (7), on aboutit aux résultats

b—
d dx I In %
f (=t Y
(x—a) (x—a) -+ (x—ay) = n
a 1 @—ad
v=1,v#k
n
z ___—1__0_
n
k=1 1 @—a0
v=1, v#k
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MATEMATHUYKY BECHMK
1(16) 1964, crp. 39—43,

GENERALISATION D’UNE IDENTITE
Dusan D. Adamovié || DE HLAWKA ET DE L’'INEGALITE
| CORRESPONDANTE

(Regu le 20 septembre 1963)

1. Dans son article Hornich inequality and some generalisations (Bulletin
de la Société des mathématiciens et des physiciens de la R. S. de Serbie,
t. 15, 1963, p. 33—36) D. Z. Djokovié a cité I'identité de Hlawka

(1) la| +|b)+ |c|—|a+b]|—|b+c|—|c+al+|a+b+c|
- _ ___laj+]b|+]a+b]
~(al+]pl—]a+o) (1——lebrlblrlertl )
(] +[e]—|b+e)) (1— [bl+ el |brel )

|la|+|b]|+|c|+|a+tb+e|

+(le|+]al=]c+al) (1—- le| +]a]+ |c+al )

la| +|b| +|c| +|a+b+c|
(lal+|b]+c|>0),

valable dans chaque espace préhilbertien, et I'inégalité qui en résulte immé-
diatement

03 la|+|b|+|c|—|a+b|—|b+c|—|c+al+|a+b+c|>0.

Pour simplifier I’écriture, nous désignons par |a| la seminorme de
Iélément a dans l'espace préhilbertien en question (N. Bourbaki: Espaces
vectoriels topologiques, V §1.3). L’inégalité (2) a servi & Djokovié¢ comme

point de départ pour sa démonstration algébrique de Iinégalité de Hornich
et de quelques généralisations de celle-1a.

2. Nous remarquons ici que l’identité (1) peut étre généralisée sous la forme
n

>

k=1

= > (lal+|g|—|a+aq]) |1-

I<i<lj<n

(

16) =2 S lal— S |atal+
k=1

I<idj<n

lail + [ap] + |ai+ a|

n n
> |t D lal
=1 i1

M=

|@k| >0; n>3)
i
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40 Dusan D. Adamovié
et Iinégalité (2) sous la forme
n
2, G
k=1

toutes les deux étant valables dans chaque espace préhilbertien.

@) n—2) S |a|+
k=1

> S ata]  (m=3)
1

<i<j<n

Démonstration. On vérifie sans difficulté la validité de I’identité
n
2.
k=1
dans tout espace préhilbertien. Cette identité-1a peut étre écrite sous la forme
n n
(| S S lad)(|Sal+ 3 la)
k=1 k=1

= 2 (a+al—lal—|g]) (a+aql+|a|+]q

—(Z1al) = 5 darar—dal+lalr)

i<j<n

n
Sa
k=1

n
2 U
k=1

),

I<i<]j<n
d’ott
i n n . |a;| +|aj| + |ai+a;|
(%) Sa—=>lal=— 5 (al+lagl—lata))
k=1 k=1 I<i<j<n

> A
k=1

n

+ z ’ak[
k=1

n

(z || >o;).

k=1

En ajoutant a (5), membre 3 membre, I’identité évidente

(n~1)ildk|'- S latal = 3 (Jal+]g|—|a+q))
k=1

1<ilj<n 1<ilj<n
on obtient (3). ’
On déduit (4) de (3) en remarquant que I’on a

(6)

éak + élrakr~<;a,-r+|ajr+!af+ a)

1

n
+ 3 |a|—|a+a)
k=1

k#i,j

I
NZE

Qy
L

ay
1

n
> ak!—la,-Jraj!
k=1

k#i,j

\Y
%E

),>O

n
2. %
k=

1

n
= |(@+a)—> a
k=1

“("’i‘* 4| —

lail+laj|+|a+a]

n n =
Z Q| + z {akl
k=1 k=1
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Généralisaticn d’une indentité de Hlawka et de I’inégalité correspondante 41
3. Nous ajoutons quelques remarques supplémentaires aux résultats

précédents.
3.1. Quant a T’inégalité plus générale que (4)

n«
2.
k=1

on peut énoncer la proposition suivante:

1) %S |a]+ 8,
k=1

> > |a+aq| (2, B nombres réels),
I<i<lj<n

En excluant le cas trivial de [Pespace préhilbertien oir la seminorme de
tout élément est nulle, pour n(>3) déterminé Pinégalité (7) est valable dans
tout I’espace préhilbertien considéré si et seulement si
(®) o, >n—2 A o, +B,>n—1.

Démonstration. Supposons la condition (8) remplie et écrivons

X

|| =4,
1

dy
1

H\ZE

:B, Z \ai+aj|:c.

i 1<i<j<n

I

On a alors, en vertu des inégalités 4 —B>0 et (4),
2, A+B,B>0, A+ (n—1—a,) B
=0, (A—B)+(n—1)B>n—2) (4—B)+ (n—1) B
=(n—2)A+B>C.

La condition (8) est donc suffisante.

Pour démontrer qu’elle est aussi nécessaire il suffit de poser dans (7)
d’abord

G=dy= ... =dy_y=d, d,=—(m—1)a (la]#0)
et ensuite

AQ=0y= ... =d,=a (la|#0).

3.2. L’inégalité (4) ne peut étre étendue, pour aucun n(>3), d tout espace
seminormé, ni méme a tout espace de Banach.

En effet, considérons I’espace C(O, (g)n) de toutes tes fonctions réelles
définies et continues sur le segment S=[0, (3)=]. On peut effectuer une cor-
respondance biunivoque entre les paires (non ordonnées) des nombres 1, 2,

.-, noet les segments [Ix, (/+1)=] (/=0,1,..., (3)—1). Désignons par S;;
Ou par §j; le segment qu’on a fait correspondre a la paire {i,j}. Soit

a;(t)=a;(t)=sint pour €S (i#J; Lje{l,2,...,n}),

a4, (H)=0 pour tESN U Sy k=1, 2, ..., n).
ik
On a alors

a € C (0, (3) =),

n
2, %
k=1

al=1  (k=1,2 ..., n),

=latgl=2 G j=12...,n),
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42 Dusan D. Adamovié

de sorte que les membres de (4) sont respectivement égaux a

M=(n—2)n+2=n—-2n+2
et a

n(n—1)

N = 2=n—n>M.

3.3. L’inégalité (4) peut étre écrite sous la forme plus symétrique

2|2

3.4. Pour- que, dans un espace unitaire E (espace préhilbertien oi |a|=0
= a=0), soit atteinte I’égalité dans (4), il faut et il suffit qu’il soit remplie
une des conditions suivantes:

< > (lal+|g|—|a;+aq)).

I<i<jsn

1° a=0.ad N o4q>0 (k=1,2,..., n; a€E);

2 dewa A w0 (k#ke aEE) A d——2a A an 3 a
k=1
k#k,

3 apyt+a;+a,=0 A a=0 (k#p, q, r; p, q, r nombres différents et fixés);
4° a,=0 (k#p, q; p, q nombres différents et fixés).

Démonstration. La condition 1° est évidemment suffisante. Si elle n’est
pas remplie, on a pour une paire {i, j} d’indices la;|+|a;|—|a;+ ;| >0. 11 est
clair qu’on ne restreint pas la généralité en supposant que i=1, j=2. De
Ihypothése que 'on ait I’égalité dans (4) résulte, d’aprés (6), I'égalité

’

d’ou
) Ge=0d N >0 (k=3,4,..., n; a€E).

Un des éléments a, et a, doit étre aussi multiple positif de a. En effet, si
par ex. P’élément @, ne I’est pas, on a || +|ag|—|a,+a;| >0, d’ol, comme
ci-dessut, résulte

(10) G=oard A >0 (k=2,4,...,n; d €EE).

De (9) et (10) résulte
(11) =0 d N o>0 (k=2,3,...,n; a€E).

n
Cette conclusion suppose bien que n>3 et que > |ax| > 0. En cas
k=4
contraire, on peut montrer, par une considération particuli¢re facile, que (11)
reste valable si aucune des conditions 3° et 4° n’est remplie.
D’aprés ce qui précéde et d’aprés 3.3., si 'on suppose que ni 3° ni 4°
n’est rempli, ’hypothése peut étre écrite sous la forme

12 (n—2) |ay|+|a,+ o a]= zn:[aphoc,‘aj,
k=2
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Généralisation d’une identité de Hlawka et de I'inégalité correspondante

n
avec o' = o On a aussi, d’apreés (6),
k=2

]a1!+otk1a|+Ialﬁ—ocka!:’dl]f#a'Ia[+!d1+oc'ai (k=2, 3, ey n),

d’ol, aprés addition,

(13)

lay+ o al=n—2)« |a|+(n—1)|a +a a.
2

M=

En ajoutant (13) & (12), membre & membre, on obtient

(n—2)|ay|=(n—2) (&' la|+|ay+ «’ a]),
c.a.d. (n>2)
’ fa,|=]|a,+o a|+a |a],

d’ol résulte immédiatement que l'on a

ay=—aa A a>a.

43

La condition 2° est donc nécessaire si aucune des conditions 1°, 3°
et 4° n’est remplie. On vérifie sans difficulté que chacune des conditions 2°,

3° et 4° est suffisante.
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MATEMATUYKHA BECHUK
2 (17) 1965 crp. 207 -—-208.

UNE DEMONSTRATION IMMEDIATE DU THEOREME SUR
LA REPRESENTATION DES ALGEBRES DE BOOLE FINIES

Dusan Adamovié

(Communiqué le 18 octobre 1965)

1. Il s’agit du théoréme connu suivant:

Toute algébre de Boole finie (B, \/, \) est isomorphe a une algébre de
Boole de la forme (P(S), U, M) ot P(S) désigne I'ensemble partitif de I’ensemble
S, U et () étant respectivement I'union et Iintersection des ensembles.

Dans les manuels et les monographies que nous connaissons on démontre
le théoréme cité d’une maniére indirecte, en le déduisant, au moyen de consi-
dérations supplémentaires, des résultats bien plus généraux (voir, par exemple,
[1]. p. 220—223).

La démonstration directe qui suit pourrait présenter quelque intérét du
point de vue de la méthode.

2. Soit (B, VV, A) une algébre de Boole finie, ce qui veut dire que
Pensemble B est fini, et soient 0 et 1 son minimum et son maximum, res-
pectivement. Mis 4 part le cas trivial ou B n’a qu’un seul élément, I’ensemble S
de tous les éléments de B qui sont différents de O et suivent immédiatement O,
par rapport a la relation d’ordre < définie dans B par

x<yeoxVy=y,

nest pas vide et tout élément z+#0 de B est précédé d’un élément de S au
moins. En effet, cette assertion est valable pour n’importe quel ensemble
ordonné, fini et possédant le minimum O, ce qu’on prouve facilement par
induction.

Posons
S={{ZIX>ZES} (0+# x € B)
*lo (x=0).
D’aprés ce qui précéde, S,# @ pour 0#x € B. On a aussi I'égalité
(1) 1=V z

zES
En effet, si ’'on pose 1=V z, on a, pour 0+ x € B,
zeS
TAx=aja=a#0,
oll aES,(# @), et par conséquent, (1)’=0, le complément de I'élément tEB
étant désigné par ', dot 1=((1))=0=1.

Si I’ on écrit par convention 0=V ¢, on a
tes,

x=Vz (x € B).
zeSx

3.
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1l suffit, d’aprés le résultat et la convention qui précédent, de démontrer ce
fait pour x#0, 1. En posant

X = \/ Z, y= V z,
zESx zES\Sx

on a, tout d’abord, x>x et, par conséquent, d’aprés (1),

xVy=xVy=Vz V Vz=Vz=1,
zES, z€S\S, zES

;/\yéx/\y:-x/\ Vz=V (xA\2)=0,
z&S\Sx z€ S5\ Sx

puisque, évidemment, x \z=0 pour z& S\ S,. Donc.

Posons
f(x)==5x (x € B).

Cette fonction, d’aprés tout ce qu'on vient d’établir, applique d’une maniére
biunivoque B sur P(S). Comme on a de plus, pour x, y € B:

fxVy)= f(Vz % \/SZ) =f(V 2)=S,US,=f(x)US),

zESUy

f(x/\y)=f£¥sz N VZ) =f(V (Z/\t)) f(VZ) SN S,=fx) NSO,

(znes Sy

cette application est un 1somorphlsme de (B, V, A) sur (P(S), U, M), ce
qui termine notre démonstration.
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SUR UNE INEGALITE ELEMENTAIRE OU INTERVIENNENT
DES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

D. S. Mitrinoyic’ et D. D. Adamovié

1. Nous allons prouver tout d’abord le résultat suivant, relatif a I’inégalité

(1) . cos x<<smx>“ (O<x<—ﬂ~>.
X 2

Propousition 1. L’inégalité ‘(1) est vraie pour a<3.
La vuleur a=-3 est la meilleure possible; plus précisément, pour tout a>3
‘il existe un nombre xIE( ) (qui dépend de a) tel que I'on ait

1 a a 1 a
cos x> <§3—Jf> (0<x<x,), cosx = (‘233‘—‘-) , cos x<(§9—f) ( X <x<%) .
X X

X

Démonstration. Pour a>0 I'inégalité (1) est équivalente & la suivante:
1 .

2) x—sinx (cosx) <0 (0<x<12t~) .
Considérons la fonction f définie par
1
3) f(x)=x—sin x (cos x) (a>1)
et ses deux dérivées premiéres:
1_% L
4) S (x)=1—(cos x) ———2— sin? x (cos x) ,
| 2
(5) f(x)= (tl)z sin x (cos x) [cos2 x——ai—l—] .
. a (a—1)?

5 3
Dans le cas o a=3 on a, pour 0<x<—7—,

FTx)<0= f'(x)<f(0)=0
= f(x)<f(0)=0.

L’inégalité (2), c’est-a-dire I’inégalité (1), est donc vraie pour a=3.
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' X \ 2)
et par conséquent

, . “ ) 3 ,
/ (sm x) ><sm x) | <a<3; 0<x<%>,

X X

on en déduit que l'inégalité (1) est vraie pour a< 3.
Soit maintenant a>3. On a alors
a-+1 1 2
= <
(@a—1D?* a—1 (a—1)?

b

d’otr, d’aprés (5), il résulte I’existence d’un nombre & € <O, %) tel que I'on a

f1x)>0 (0<x<g), f"(®)=0, f"(x)<0 <£<x<§).

Cette conclusion-la, combinée avec le fait que l'on a dans ce cas-la, d’aprés

3) et (4), ‘
f10)=0, f(30)=—, ' (+0)=0,

conduit & la seconde assertion de la proposition 1.

Notons que la courbe y=f(x) a dans les cas ou 0<a<3 et ol a>3
les formes présentées par les figures 1 et 2, respectivement. Le petit cercle

sur la figure 2 désigne le point d’inflexion.

Y N 4

x= L
T2

Fig. 1 et 2

On peut remarquer encore que 'on a aussi

sin x \*
COS x <

(a<3; O<|x|<£).
x 2

nIN
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D. Bokovi¢ a démontré I'inégalité (1) pour a=2 en suivant une autre
voie (voir: D. S. Mitrinovi¢, Elementary Inequalities, Groningen 1964,
p. 66—67). '

1.1. Etant donné que 0< sin x<1 <O<x<%), on a, pour a<b,
sin x)* sin x\® .owm
(in 7 <_> <0<x<~—>.
x? X 2
D’aprés cette remarque-la, on ala généralisation suivante de la premiére
assertion de la proposition 1:
Proposition 2. L’inégalité »
sin x)*
cos x<£—~L <O<x<1)
A xt 2
est vraie pour a<b<3.

2. L’étude de I'inégalité plus générale que (1), a savoir

(sin x)*

; (@, b, c nombres réels; b 0),
X

(6) (cos x)° <<

dans l'intervalle (0, —g—), se réduit 4 celle du signe de la fonction f définie par
(7 f(x)=x—(sin x)? (cos x)? (p, g nombres réels).

En effet, I’inégalité (6) pour xe(O, %) est €quivalente a

a c
x—(sin x)b (cos x) * <0
ou a

a c

x—(sin x)T (cos x)_7>0
suivant que b>0 ou b<<O0.

On doit noter que pour b=0 Iétude de I'inégalité (6) est bien plus
simple (elle se réduit pareillement a 1’étude du signe de la fonction

1—(sin x)? (cos x)?;
cette étude s’achéve assez facilement).

L’énoncé suivant contient nos résultats concernant le signe de la fonction f
dans (O, %) Les nombres x, et x, qui y figurent dépendent de p et de g.

Proposition 3. 1° Pour p>1, q>0, on a

7G>0 <o<x<§>.
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2° I existe une fonction ) (p), définie, continue et strictement décroissante

de la valeur 0 jusqu'a la valeur ——% dans Uintervale (— o, 1), telle que I'on a,
pour p<_1, g <\ (p), de méme quepourp=l’q<——%,
f(x)<0 (o<x<-’zi).
3° Pour p<l, ¢g>0, on a
S)<0 0<x<xy), f(x)=0, f(x)>0 <x1<x<-72t—>.
4° Pour p<<1, AM(p)<g<O0, on a ' »
f(x)<0(o<x<x1 ou x2<x<§), FO)=flx) =0, f(X)>0 (x,<x<x,).
5% Pour p<<1, g=A(p), on a
f(x)<0 (0<x<% et x;éx,), f(x)=0.
6° Pour p>1, g<<0 ou pour p=1, '—%<q<0, on a

F(X)>0 (0<x<x), f(x)=0, f(x)<0<x1<x<%).

q

TTT T T TTTITTIT I T ]

ARy AN NN RN

I

LI1l L]
[z 0 - —] P

P

g=-1/8

q=#(p

+0 -

-]

p=1

EEEEENENE

Fig. 3

Cette proposition est rendue visuelle par la figure 3, ou sont présentés les
domaines du plan Opg correspondants aux cas différents que l’on vient de
distinguer. Les cas 1°, 2°, 3°,... sont respectivement désignés par |+|, ||,
|=0+|, etc. Les hachures marquent I’appartenance des points de la ligne-limite
~de deux domaines, et les fleches celle de Ja ligne grasse et de deux poims

particuliers.
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On peut compléter lasscrtion 3° par la remarque que, pour 0<p<l,
q>0, p>+¢*>>0, on a x; (0, 1) et les assertions 4° et 5° par la remarque

que 'on y a x, & (1, %) si p< 0. En effet, si p,¢>0, p*+¢*>0, on a f(x)>
>1-—1=0(1<x<12t—), et lorsque p, ¢<0, on a f()<1—-1=0(0<x<1).

Démonstration. Remarquons tout d’abord que, pour tout x € (0, %) fixé,

la fonction f (x)zx-(sin X)? (cos x)? est strictement croissante par rapport a
p et par rapport & g (séparément).
Comme on a, pour p=1, g=0,

JX)=x—smx>0 <0<x<%> )

on en déduit I’assertion 1°. :
Dr’autre part, d’aprés le § 1 (I'inégalité (2) avec a=3), on conclut que

f(x)<0 pour p<l, q<———i—.

La seconde assertion de la proposition 1 et le fait que I'on a

——%<q<0 = (q=—3— et a>3>

a
entrainent la partie de l’assertion 6° concernant le cas p=1, ——;—< g <0.

Pour ce qui suit nous avons besoin des deux dérivées premiéres de la
fonction f(x): ‘ '

(8) S (x)=1—p (sin x)?—1 (cos x)?+! + ¢ (sin x)?+! (cos x)?—1,

(9) [ (x)=—(sin x)?=2 (cos x)7+2 [q (¢—1) tg* x—(p+ g + 2 pg) te? x + p (p— 1]

o =—(sinx)?=2 (cos x)+2[q (¢—1) *—(p+ g+ 2pg) t+ p (p— D],

ou : :
t=tg® x; xE(O, —;—) < te(0, +00).

Soit p=0, ¢>0. La seconde dérivée, donnée par (9), s’annulle alors une

fois au plus dans (0, %) et 'on a f”(x)>0 dans un voisinage droit de

x=0. Comme I’on a, d’autre part, f(0)¥£0, f(%)>0, on obtient dans ce ca;
- 1a le comportement du signe de f(x) précisé dans 3°. .

Soit maintenant p<<1, ¢=0. Si 0<p<1, on a, d’aprés (7), (8) et (9),
f" (x)>0(0<x<—n2—>, S (+0)=—o0, f(0)=0, f(—;)>0; sip<O,ona " (x)<0
(O<x<%>, f(+0)=—o0, f(%>>0; en y ajoutant le cas trivial p=¢g=0,
on aboutit de nouveau au comportement 3° du signe de f(x).

Soit p<l, g=1. Si p<0, alors, d’apres (7), f(x)+* (0 <;x<-§) ,

F(+0)= —oco f(—’;—>>o; si 0<p<l1, on a, daprés (7), (8) et (9),
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f"(x)>o<o<x<.-§), 1 (+0)=—o0, £(0)=0, f(lz‘-)>o; dans ces deux

cas on obtient, donc, encore une fois le comportement 3°.
Soit p(p—1) g (g—1)#0. Alors I’équation

(10) / g(g—D—(p+q+2p9)t+p(p—1)=0
peut étre mise sous la forme suivante

(10) t*—At+ B=0,

avec

Azp____+q+2pq, g =1 |
q(g—1) g{g—1)

Pour que cette équation posséde exactement une racine positive, il faut et
suffit que B<<0, ce qui a lieu dans les cas que voici:

(11)

pc0, 1), ge(—,0u(l, +); pE(—w, )u(l, +2), g&(0, 1)
Laissant & part les cas déja étudiés, on peut se borner aux trois cas suivants:
M pe@© 1), g, +o);

am pe©, 1), ¢€(—, 0).

Dans le cas D p(p—1)<0, d’ou, d’apres (9), la conclusion que l'on a
alors f"”(x)>0 dans un voisinage droit de x=0. Comme I'on a également

f(0)=0, f(§)>0, f'(+0)=-—o, on a de nouveau établi le comportement
3°. Il én est de méme dans le cas (ID), puisque I’on a maintenant, d’aprés (7)

et (8), f' (x)>o( <x<12‘—>, f(+0)=—oo, f(-’zi)>o.

Laissons de c6té le cas (III) et passons a celui ou B>0. Cette inégalité
est remplie das les cas suivants:

pE@O, 1), g0, 1); p,ge(, +0); p, g (—o, 0);
pE(—,0), g&(, +x); pe(l, +0), g&(—ow, 0).

Tenant compte de ce qu’on a déja établi, on peut se borner aux cas
suivants: :

(V) p€(©, 1), g< (0, 1);

(V) pE(—,0), g (1, +o0);
(VD pE(=2, 0), g&(—7 0);
(VII) pe(l, F ), g€ (—w, 0).
Dans le cas (IV),on a

p(p—1<0, q(g—1)<0, p+q+2pg>0,

66



Sur une inéqalité élémentaire ou interviennent des fonctions trigonométriques 29

d’ou, d’apres (9), f”(x)>0<0<x<~12t—). ‘En observant que lon a f(0)=0,

f(—;t—)>0, f'(0)=—o0, on obtient le comportement 3°. Il en est de méme
sous les conditions (V), la dérivée premiére étant, d’aprés (8), positive dans ce
‘cas et puisque 'on a f(+0)=—o0, f(—72t—>>0.

Considérons ensuite les cas (III) et (VI). Comme on a, pour le premier
d’entre’ ux, p(p—1)<<0 et par conséquent f"' (x)>0 dans un voisinage droit de

x=0{on a déja établi que f''(x) a alors exactement un zéro dans (0, %)),
f(0)=0, f (%-0)= —oo, dans ce cas-la ne sont possibles que les compor-

tements du signe de f(ﬁ) précisés dans 2°, 4° et 5° Il en est de méme
dans le second cas. En effet, on parvient alors a

—lg@g—1)yt*—(p+q+2pg)t+p(p—1)]
= —(qt—py+qt*+(p+q)t+p<0 (t>0),

et par conséquent a f"' (x)<0 (0<x<—12t—) . On a aussi f(+0)=f<%_0).= — oo
d’olt notre assertion. ' |
Les mémes possibilités se présentent si p=0, —-;—<q<0, cas que nous
avons mis & part. En effet, on a alors | .
F£(0)=—1, f(—"z—-o)=_oo,~ £ () <0 (0<x<§).

Pour préciser ce qu’on vient d’établir, remarquons que les inégalités
f(x)<0 et f(x)>0 sont respectivement équivalentes aux inégalités

(sin x)? (sinx)?

et q>—
log cos x : log cos x

q<<

de méme que I’égalité f(x)=0 est équivalente a celle-ci

0g —
sin x)?
g XY

log cos x
Pour p<1 la fonction g,, définie par

X

log ——~(si = x
(12) g =—  (o<x<T),

log cos' x
tend vers + o lorsque x—+0 et vers 0 par les valeurs négatives lorsque
x-»%——O. Il s’ensuit que g,(x) atteint son minimum dans lintervalle (0, —2—) ,

67



30 D. S. Mitrinovi¢ — D. D. Adamovié¢

ce minimum étant négatif, et cela pour tout p<<l. Ce minimum est 'unique
point extrémal de la courbe situé au dessous de la droite y =€, puisque, s’il
n’en était pas ainsi, la fonction f aurait, pour certaines valeurs négatives de ¢,

plus de deux zéros dans (0, g), contrairement & ce qu’on a déja établi. On

remarque ensuite que pour tout x € (0, {;-) fixé la valeur de g’n (x) décroit avec

la croissance de p. Or, on peut en dire de méme, évidemment, pour le minimum’

en question. En désignant par 2(p) la valeur de ce minimum-la, on vient
d’établir que la fonction A(p) est négative et strictement décroissante pour
p € (—o, 1). Elle est aussi continue, ce qui est évident. Soit ¢>>0 arbitraire-
ment ChOlSl Etant donné que

log—
lim  —— sinx __1_
x—>+0 Iogcon "3 ’
on a, pour un £¢& (0, —Z—) fixé,
1 €
og—— 1
sin § 1.
logcos§ 3
Pour le méme £ 'on a '
€ £
8 sin £)? lc’gsin&
lim —&m&7_ ,
p—>1—0 logcos& log &

de maniére qu’on aura, pour un p<1 et suffisamment proche de 1,

. £,
- log—
;\(p)<__(sm___§_).’_’<__i+2€;
log cos & 3

donc,
- 1
Im A(p)< ——.
p—1-0 3
D’apres le résultat déja obtenu relatif au cas p<1, q<—~%, on a,
d’autre part, |

Ap>—7  (p<D),

de sorte que I'on a établi 1’égalité suivante

lim ).(p)
: p—>1-0 3
On peut écrire
) 1 1 :
(13) & (x)=a(x)—pp(x), O!.(x)—1 og X , B(x)= og sin x
0g cos x log cos x
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L’abscisse x, du minimum négatif de g,(x) dans (0, —;—) satisfait a I'iné-
galité suivante

gpl (’Q =o (xp)—p B’ (xp) =0 ’

c’est-a-dire a I'édgalité (on a B'(x)#0 pour O<x<—§)

— log cos x, + tg x, log x,

(14) p=Llw) —h(x,),

B (xp) cotgx, logcos x, +tg x, log sin x,,

ou

1
— logcos x+tg xlog x
X

(15) Ch(n = <o<x<12‘—).

cotg x log cos x +tg x log sin x

La fonction h, définie par (15), est continue pour 0<x<—12i et l'on a
h(+0)=1, h(—;r—4—0)=—oo. On en conclut que

. T
lim x,=—,
p-—>— o0 2

d’ou, d’apres (13) et (14),
lim A(p)= lim [Ot (xp)— o (xp) ﬁ(xp)]
Xp)

’ -
p—o—e ,x—>—£—0 B (
2

@ (x) B’ (x)—a’ (x) B (x)

= lim -

x—->f———0\ B (X)

2
1
(cotg xlog cos x + tg x log sin x) log x—-(—— log cosx +tgxlog x) log sin x

= lim d

x—*%—-o — :log.. )log cos x

' X

L.a combinaison de tous les résultats concernant les cas
p<l g=—7; (D (VD5 p=0, —><q<0

que nous venons d’obtenir conduit a toutes les assertions 2°, 4° et 5°.

Considérons enfin le cas (VII). Pour toutes les valeurs de p et de ¢ il
reste en vigueur ce qu'on a dit a4 la page 29 sur la coincidence dcs signes de
f(x) et de g—g,(x), la fonction g, étant définie par (12). Pour p>1, Ton a

g (+0)=—o00, ’gp(% —O)=O.
Nous allons prouver que g, (x), pour p>1, croit strictement dans (O, %),

de plus,que I'on a, d'aprés (13), |
g, (X)=ao' (x)—pp' (x)>0 <O<x<—:—; p>l).

i ol Bgeusk + Ix Bphin
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Or, on a déja démontré que la fonction f ne peut avoir plus d’un zéro dans

(0, %) si p=1, ¢g<0. En outre, on a

log

g ()= — ¥ <0<x<%>; gl(l——O):O.

; log cos x 2

On en déduit que

g’ (x)=0 <O<x<-12£>.
Partant de ce résultat et d’aprés (13) et le fait que 'on a

B’ (x)<0 (0<-x<12‘_),
pour p>1, on arrive 2

g, (xX) =o' (X)—p B (x)>a' (x)—B’ (x) =g, (x) 20 (o <x<-’21) .

Nous avons, donc, démontré que g, (x) croit strictement de —o jusqu’a 0

lorsque x varie de 0 jusqu’a % Il s’ensuit que le signe de f(x) a le compor-

tement 6° dans ce dernier cas considéré.

2.1. Observons que la discussion exposée, complétée par quelques consi-
dérations et calculs simples, fournit des données assez précises sur les repreé-
sentations graphiques de la fonction f (%;q.gs tous les cas a distinguer.

On a, par exemple, pour le cas g (ou p>1, g<0; ce cas est le plus
intéressant) les résultats que voici:

(16) F@©=0, f(7—0)=—w, [(+0)=1
[ (x) est négatif dans (0, g) Si

(17) | g<w(p) (p>1);

dans le cas ou

(18) g=u(p) (p>1)

S (x) est aussi négatif dans (O, g) sauf pour une seule valeur de x qui I’annule;

pour
(19) k(P<g<0 (p>1)

/" (X) a deux zéros dans (O, %)’ entre lesquels il est positif; ailleurs il est de

nouwveau négatif; la fonction yu est définie par

1
w(p)= : —  (p>1)
1 1

70



. . I i . ,e
et elle croit strictement de —3 a Iy lorsque p varie dans U'intervalle (1, + «);

dans les cas (17) et (18) f(x) a un seul point extrémal dans (0, %) et dans le

cas (19) f(x) peut en avoir un ou trots.
Démonstration. On peut vérifier (16) immédiatement.

Dans le cas considéré on a g(g—1)>0, B>0 (voir (11)), de sorte que
I’équation (10) est alors équivalente a (10’)‘ et elle peut ne pas avoir de
racines réelles ou en avoir deux de méme signe (différents ou non) suivant
que son discriminant

(20) . A=(1+8p)g*—2p(1—4p)q+p?

est non négatif ou négatif. Or, on a maintenant 1+ 8 p>0 et c’est pourquoi
I’on aura, d’aprés (20),

(¢) A>0; ® A=0; " (v) A<O
suivant que I'on a respectivement:

(@) v (P)<qg<w(P); (B) G=w(p) ou g=ps(p); (v) g<p2(p) ou g>y, (p),
ou p;(p) et pa(p) désignent les zéros du trindme du second degré en g

donnés par

 1_4piayr oD
(21) bz (p) =P ”i{;’(” R

En effet, pour p>1, l'on a
p(p—1>0, 1—4p<0, p*>0,

d’ou la conclusion, d’aprés (20) et (21), que ces racines sont réelles, différentes
et négatives, et 'on a, évidemment, py (p) <<y, (p).

D’autre part, le signe commun des racines de I’équation (10), en suppo-v

sant leur réalité, est, d’apreés (10°), positif ou négatif suivant qui 'on a 4>0
ou A<0 (si A=0, alors (10) ne peut pas avoir de racines réelles), c’est-a- d1re
d’aprés (11), suivant que Pon a

g>ps3(p) ou g<<us(p),
avec

p3 (p) = — (p>D.

p
. 1+2p
Or, on a, pour p>1,

5:1(75 u3(p) <p 444\/1_—)_«_—_2)
=2(t+2~+/T—0) =29 (1) <t=%);

3 Publikacije
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¢ (1)=0, cp'(t)=1—7.11:_'—;<o (0<t<1)

= ()>0 O<t<)

1 1

>0 >1).
K (P)  u; () (p )

Donc, les fonctions py(p) et ws(p) étant négatives pour p>1, on a

22 w(P)<us(p)  (p>1).

On conclut immédiatement que la fonction

1
— 44\ 1——
) N5
croit strictement de —% a —% lorsque ¢ varie dans lintervalle (1, + o) et

que pg(p) décroit strictement en méme temps, et cela partant de la valeur

1 .
—5 On a, par conséquent,

(23) ws (P) <. (P) (p>1).

Si I'on pose . (p)=pw,(p), alors les inégalités (22) et (23), de méme que
les rdles précédemment établis des fonctions u,(p) (r=1, 2, 3), conduisent a
. la partie de notre énoncé concernant la seconde dérivée de f(x).

Il est clair que, dans le cas considéré, f(x) a toujours un maximum au
.moins. On conclut sans difficulté, d’aprés les résultats déja obtenus, que cette
fonction ne peut pas avoir d’autres points extrémaux si g<p (p) et que, pour
w(p)<qg<0, elle peut ou n’avoir- que le maximum mentionné, ou bien avoir
encore un minimum et un maximum. Toutes les deux possibilités se réalisent
effectivement, la premiére par raison de continuité et la seconde d’aprés quel-
ques essais numériques, effectués sur la machine électronique par S. Jovanovié.

Notre énoncé est ainsi complétement démontré.

Observons que S. Jovanovié a fait un nombre considérable de calculs
utiles rélatifs au cas p>1, ¢<0, au moyen desquels il a obtenu une image

plus précise de l'allure de la courbe y=f(x) (0<x<—;3). En particu]ier,‘ il a

déterminé, approximativement, le domaine du plan 0 pg ol f(x) a trois points
extrémaux. Pour plus de détails, voir I’article suivant dans ces Publications.

2.2. Aussi pourait-on se proposef de déterminer de plus prés la fonc-
tion . '
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MATEMATUYKHA BECHUK
2 (17) 1965 crp. 207 -—-208.

UNE DEMONSTRATION IMMEDIATE DU THEOREME SUR
LA REPRESENTATION DES ALGEBRES DE BOOLE FINIES

Dusan Adamovié

(Communiqué le 18 octobre 1965)

1. Il s’agit du théoréme connu suivant:

Toute algébre de Boole finie (B, \/, \) est isomorphe a une algébre de
Boole de la forme (P(S), U, M) ot P(S) désigne I'ensemble partitif de I’ensemble
S, U et () étant respectivement I'union et Iintersection des ensembles.

Dans les manuels et les monographies que nous connaissons on démontre
le théoréme cité d’une maniére indirecte, en le déduisant, au moyen de consi-
dérations supplémentaires, des résultats bien plus généraux (voir, par exemple,
[1]. p. 220—223).

La démonstration directe qui suit pourrait présenter quelque intérét du
point de vue de la méthode.

2. Soit (B, VV, A) une algébre de Boole finie, ce qui veut dire que
Pensemble B est fini, et soient 0 et 1 son minimum et son maximum, res-
pectivement. Mis 4 part le cas trivial ou B n’a qu’un seul élément, I’ensemble S
de tous les éléments de B qui sont différents de O et suivent immédiatement O,
par rapport a la relation d’ordre < définie dans B par

x<yeoxVy=y,

nest pas vide et tout élément z+#0 de B est précédé d’un élément de S au
moins. En effet, cette assertion est valable pour n’importe quel ensemble
ordonné, fini et possédant le minimum O, ce qu’on prouve facilement par
induction.

Posons
S={{ZIX>ZES} (0+# x € B)
*lo (x=0).
D’aprés ce qui précéde, S,# @ pour 0#x € B. On a aussi I'égalité
(1) 1=V z

zES
En effet, si ’'on pose 1=V z, on a, pour 0+ x € B,
zeS
TAx=aja=a#0,
oll aES,(# @), et par conséquent, (1)’=0, le complément de I'élément tEB
étant désigné par ', dot 1=((1))=0=1.

Si I’ on écrit par convention 0=V ¢, on a
tes,

x=Vz (x € B).
zeSx

3.
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1l suffit, d’aprés le résultat et la convention qui précédent, de démontrer ce
fait pour x#0, 1. En posant

X = \/ Z, y= V z,
zESx zES\Sx

on a, tout d’abord, x>x et, par conséquent, d’aprés (1),

xVy=xVy=Vz V Vz=Vz=1,
zES, z€S\S, zES

;/\yéx/\y:-x/\ Vz=V (xA\2)=0,
z&S\Sx z€ S5\ Sx

puisque, évidemment, x \z=0 pour z& S\ S,. Donc.

Posons
f(x)==5x (x € B).

Cette fonction, d’aprés tout ce qu'on vient d’établir, applique d’une maniére
biunivoque B sur P(S). Comme on a de plus, pour x, y € B:

fxVy)= f(Vz % \/SZ) =f(V 2)=S,US,=f(x)US),

zESUy

f(x/\y)=f£¥sz N VZ) =f(V (Z/\t)) f(VZ) SN S,=fx) NSO,

(znes Sy

cette application est un 1somorphlsme de (B, V, A) sur (P(S), U, M), ce
qui termine notre démonstration.

BIBLIOGRAPHIE

[1]1 A. T. Kypou, Jexyuu iio odweii asiebpe, Mocksa 1962.
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IMPOBJIEMU PROBLEMES

Csojum npodnemuma, koju Tpeba na Syny | Il est désirable d’ adjoindre aux problémes
OpWTMHANTHW, IMOXe/bHO je na npemnaradd | qui doivent étre originaux, leurs solutions
OpUKIJbyYe pellere U Apyra odaBeuiTeha, Ha- | ainsi que d’ autres informations, surtout sur
POYHTO O JIMTEpPaTYpH. Peluemwma ce 00jaBibyjy/ | la litérature. Les solutions seront publiées
LICCT Mecelu nociie 0djaB/buBamka Npodiema. | dans six mois aprés leurs parutions.

54. Proposé par A. Sade, Pertuis, France

Q=E () étant un quasigroupe sur I’ ensemble E, le transposé de Q.
R=QP'B=F (.) est défini par la condition

Vx,p zSE, xy=z<2z. x=).

Un quasigroupe est demi-symétrique s’ il coincide avec son transposé.
Soit un quasigroupe Q=E () isotope de son transposé, QP'2*=R=F (.),
par la distorsion (1, 1, F), F d’ordre 3™ dans le groupe symétrique ,%g; soit
S; I’ ensemble des éléments de E constituant les cycles de longueur 3¢ de F,
et g; le nombre de ces cycles. Alors, on montre que

(i) Chaque sous-ensemble E;=S,+S,+ - - -+ S; est un sous-quasigroupe
de Q, isotope de son transposé par la distorsion (1, 1, F;) ou F; est la per-
mutation induite par F dans E;.

(ii) Si Q est fini, I’ordre de Q est divisible par 3, ou bien tous les g;
sont multiples de 3.

(iii) Tout quasigroupe isotope de son transposé, dont I’ ordre est premier
avec 3 est isotope d’un quasigroupe demi-symétrique, sauf peut étre si Q est
isotope d’un quasigroupe admettant une autotopie distorsive (1, 1, F), d’ ordre
3™, pour laquelle le nombre des cycles non mondmes de méme longueur
dans F est divisible par 3, quelle que soit cette longueur.

Clest 1a une réponse partielle 4 la question posée dans Matemati¢ka
Biblioteka, 25 (1963), 71 —72, Probléme N° | et dans Rendiconti del Circolo
di Palermo, 12 (1963), p. 363, réciproque du Théoréme 7 (iii).

On a pu construire des quasigroupes, H, isotopes de leur transposé par
une distorsion (1,1, F) et qui ne sont isotopes d’aucun quas‘groupe demi-
symétrique. On demande une condition nécessaire et suffisante pour I’existence
de tels quasigroupes, H. Il suffira d’examiner le cas ol E est d’ordre 3™

55. Proposé par W. Sierpinski, Université de Warszawa

Trouver cent nombres naturels consécutifs parmi lesquels il n’y a aucun
qui soit divisible par 11 ou par 13, mais ne soit pas divisible par aucun
des nombres 2.3,5 et 7 et démontrer qu’il existe une infinité de telles
centaines.

56. Proposé par W. Sierpinski, Université de Warszawa

Soit u, (n=1, 2,...) la suite déterminée par les conditions: u,=2 et
Uppi=U, % pour n=1, 2,...

a) Combien de termes dz cette suite nous savons effectivement écrire
en chiffres du systéme décimal?

b) Trouver un nombre naturel n pour lequel le nombre u,+ 1 soit
composé.
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57. Proposé par D. D. Adamovié, Université de Belgrade

. B—4
Soit a<b, A<B, a<—— <f.
b—a
1° Est-ce-qu’il existe unc fonction réclle f partout infin‘ment différenci-
able et satisfaisant aux conditions

f() 4+ (xE[a,b)); f(x)=4 (x<a), f(x)=B (x>b)?

2° Existe-t-il une fonction réelle g partout infiniment différenciable est
remplissant les conditions:

g(x) est convexe dans [a, b];
g)=A+a(x—a) (x<a), g()=B+B(x~b) (x>b)?

58. Proposé par D.D. Adamovié, Université de Belgrade

Existe-t-il une fonction réelle fpartout infiniment différenciable et
possédant la propriété: pour tout h>0 fixé on a f(x+h)— f(x)>0 si x est
suffisamment grand, mais f(x) n’est pas monotone pour x suffisamment grand?

RESENI PROBLEMI

29. Proposé par W. Sierpinski, Warszawa

Démontrer que tout nombre rationnel positif r est, pour tout nombre
naturel m, une somme finie

r=1/m+1/m+ ... +1/mg
ol m; (i=1,2....,s) sont des nombres naturels tels que m<<m,<m,<< - - - <my.

Solution de D. Blanusa, Université de Zagreb
Le nombre m étant choisi, considérons la séric harmonique 1/(m+ 1)+

+~1/(m+2)+ 1/m+3)+ - - -. Cette série étant divergente, il existe un nombre
_ k k1
naturel k>m tel quwona 3 —<r< 3 —. (Pour k=m la somme 2
s=m+1 § s=m+1 S

gauche est zéro.) Au cas d’égalité il n’y a plus rien & démontrer. Autrement,

on aura
Kool 1

En appliquant le procédé P du probléme 30 au nombre rationel r;, on obtient
la décomposition voulue.
Le probleme est aussi résolu par l'auteur.
Problems 29 and 30. Solution by D.C. B. Marsh, Colorado School of
n

Mines. For every pair natural numbers, m and n (m<n), define S (n,m)= > 1/j.
. J=m+1
For m fixed and n=m+1, m+2,..., the sequencs {S(n, m)} is monotone
increasing a d unbounded. Thus for any positive rational number r there
exists an n for which S(n*, m)<r<S@®*+1,m). With 0<r—S n*, m)<
< 1/(n*+ 1),sheuld ths equality on the left hold, the solution of Problem 29
ist complete; otherwise, Problem 29 has been reduced to Problem 30. For
ri=p/g,<1/@*+ 1)<l with p,, ¢, positive and relatively prime, n, =[q,/p,]+
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+1>n*+ 1. Letting p,/q,=p,/q,—1/n,=(p, n,—q,)/q, n, With p,, g, positive
and relatively prime, on: finds g<(p,n,—gq,) /g, n,<p,/q,n, with equality
(which would terminate the procedure) if and only if p,/q,=1/(n,— 1)< 1/n*.
Otherwise, let g=(p,; n,—q;, q,n,) whence p,<gp,=p n —q,<p, and n,=[q,/p)]
+1=[q,n /(p,n,—q)1+1=[q,n,/p]+1=n2—n+1>n,. Thus the sequence
of p;is strictly decreasing and, consisting of positive integers, must terminate
the Procedure P after no more than p; steps. Thes successive n; constitute
a strictly increasing sequence so that the decomposition of r consists of distinct
terms of the form 1/n;.

30. Proposé par W. Sierpinski, Warszawa

Démontrer que si r cst un nombre ration:l t.l quz g<r<1, lz procédé
P suivant conduit a la décomposition du nombre r en une somm= d’un nombre
f ni de termes distincts dont chacun est de la form: 1/n, ol n est un entier > 1.

Procédé P. r étant un nombr: rationnel 0<<r<|1, soit n, le plus petit
nombre naturel tzl que r>=1/n. Si r>1/n,, soit r,=r—1/n, et procédons avec
le nombre r, comme nous avons procédé avec 1z nombre r, et ainsi de suite.

Solution de D. Blanusa, Université de Zagreb.
Posons r:—B—, 0<p<q, (p,q) =1 On aura
q

g=0 P+, 0<p,<p<q; g, 21,
donc
0<p—p,<p
et
| . -

r:_li.z___+__l’___9_2_ ____.._7+r1
g et+tl g +1) n
ol nous avons posé

2<p,+ 1=n,, "2 —p >0.
q(p;+1)
n,=p,+1 est, en effet, le plus petit nombre naturel tel que r>1/n,, car
l/p,= PP _, On a aussi
9—0P2 94

— 1 1
PPz<P<

r= =—,
g +1) q+1) e+l

Sip—p,=1 (éventuellement aprés simplification de la fraction __12___92__) le
g +1)

procédé est achevé. Sinon, on aura
q,
et

— 1
r1=__+._p1.__9.4.~_=__+_p.2_

n, q (e +1) n @
ol p,<p, et L<rl< L, donc n,>n,. Comme les numérateurs vont en
n, n _ ‘
décroissant, le procédé doit finir, et les fractions 1/m0btenues sont différentes
entre elles. :
Le probléme est aussi résolu par l'auteur.
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31. Proposé par W. Sierpinski, Warszawa

Donner un exemple d'un nombre rationnel r, o 0<r<<1, qui est une
somme de s nombres distincts de la forme 1/n (ou n est un nombre naturel)
mais pour lequel le procédé P (voir le probleme précédent) conduit & une
décomposition ayant plus de s termes.

Solution de D. Blanu$a, Université de Zagreb.

Nous donnons plusieurs exemples, la décomposition a droite étant celle
qui est fournie par le procédé P.

1,1 9 1 1 1
4 5 20 3 9 180’
1 1 11 1 1 1

-,__*...__z,__:___ __+,____._,
4 7 28 3 17 1428
i1t B3 r t. .t

5 8 40 4 14 280

1 14

1 1 1 1 1
JR— — +__.___+ -
5 9 45 4 17 438 223380

1 1 61 1 1 1 1
f— == ———.
4 7 84 2 5 39 1820
31. Solution by D. C. B. Marsh, Colorado School of Mines.

The simplest exemple is r=9/20=1/4+1/5, which by Procedure P is decom-
posed into 1/3+1/9+1/180.

Also solved by the author.

1,11 1 1, 1

5 11 55 4 25 1100

11 18 1 1 1 1
5 13 65 4 38 1647 8136180
i1, r 1 r r 1

5 14 70 -4 47 6580

11 22 1 1 1

5 17 85 4 114 19380

1

3

32. Proposé par D. S. Mitrinovié, Université de Belgrade.
Déterminer les costantes a et b les meilleurs possibles telles que

a<sin x +cos* x<<b (k entier)

pour tout x pour lequel sin®x+cos x est défini.
Solution by D. C. B. Marsh, Colorado School of Mines. The statement
does not specify whether @ and b are to depend on k or not.

If k is a negative odd integer, then sin* x + cos* x is unbounded both above
and below (i.e., neither @ nor b exists);
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If k is a negative even integer, then sin® x + cosk x has no maximum, but

t
.. — ki
has a minimum of 232 '

if k=0, the express:,i_on is identically 2 whenever defined;
if k=1, sin x+cos x=} 2 sin (x+m/4) has extrema of —)2 and+}) 2;
1
if k is a positive even integer, the expression varies from 2'“5" to 1;
if k is a positive odd integer (>3), the extrema are—1 and + 1.

The procedure used was the examination of D, (sin® x+cosk x)=
ksin x cos x (sin~2 x —cosk~2 x) for critical values; these are limited to integral
multiples of =/4; the function is readily evaluated at these few points and
the minima and maxima determined.

Other conclusions, as desired, are readily obtained; e. g., the best possible
a und b for which a<{sin* x+cos® x<<b for all positive integral k and all x
are a==—})2 and b= +} 2.

33. Hociiasuar Xp. Kapanurxoaos, Yuusepcuiiiein Coghus

n n
Myets f(x)=a,x"—> a x"* n ¢(x)=a,x"— > a, , x"~* rne >0
ol K=1

k=0,1,2..., n; aya,#0), x,>0, x,>0.

Hoka3ate, yto eciu f(x)=¢(x,)=0 n ay#a,, To x +x,>2.
Solution by D. C. B. Marsh, Colorado School of Mines
Under the given conditions that a,>0, x,>0, and x,>0, f(x,)=0

implies that a,x,"=
>

n
aex,"*>a, and ¢ (x,)=0 implies that a,x,"=
=1
Ay X" *>=a
n—k 2 =4

=
IR

For aya,#0, x; + x,>(a,/a,)' " + (ay/a,)'/" =t +(1/t) in form >2 for t>0,
t#1 as is the case when a,+#a,. (The latter inequality is presumed to be well
known).

Also solved by the author.

34. Jocimasua T. T. Touxos, Yuusepcuimeii Copusn

IycTs p,, p, ¥ p; NPUMHTUBHBIE KOPHH IO MPOCTOMY Moayiio p. Hoxa-
3aTh, YTO CpaBHEHWe p,=p,p, (mod p) — HEBO3MOXHO!

Solutions by D. C. B. Marsh.

No 1. Since primitive roots are quadratic non-residues, and since the
product of two quadratic non-residues is a quadratic residue, the congruence
p,=p,p, (mod p) is impossible for p,, p,, p, primitive roots modulo the
prime p. :

No 2. The prime 2 may be quickly dismissed, after which p,=p,p,

Lz(p-—l) —;-(p—l) -;—(p~!) oo
(mod p) would imply that p, =p, Ds (mod p). For primitive
roots p,, p, p, the preceding becomes —1= +1 (mod p), which is impossible.
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34. Pciuenue xomopoe gar A. Makowski, Warszawa

Teopz.a HeBepHa mWis p=2: eAMHCTBEHHUM IIEPBOODPA3HBIM KOPHEM B
3TOM chy4ac sBiseTcs 1 M, KoHeyHo, l=1-1 (mod 2).

Eciu npennoJioraTh, 4TOo p# 2, UMeeT MeCTO Dojiee cOwas Teopema:

Eciu n=4, p* uau 2 p*, TAe p—HEYETHOE NPOCTOS YHUCIO M o — LILJIOoe
HEOTPMLATENLHOC YHUCIIO, p,, P,, P3— NEPBOODPa3Hble KOPHM MO MOJYJIO H, TO
cpaBHeHHe p,=:7, py (MO 1) HEBO3MOXHO.

HoxasaTte) . rBo. Tak Kak p, nepBooOpa3Hblii KOPeHb, CYLICCTBYIOT liejible
MOJIOXHUTEIbHbIE UNLTIA X, ¥ TaKue uTo p,=p) (mod n), p,=p’ 1 (mod n). Ta-
UM odpazoMm p,=p tY (mod n), orkyma l=p*r~! (mod n) u x+y—1
OeuTCs Ha ¢ (n) (9 (n) odo3HavaeM u3BecTHYI GyHKuuto Dittepa). Tak kak
oI n<<2 @ (1) — YUC:104eTHOE, X -y — | — UeTHOe U OJHO U3 YHCeNl X U y — YETHOE.
IMpeTnonoxuM, 4TO X —4eTHOZ: Xx=2f (t—uenoe). Toroa pz“‘(")/lz(pf)@(")/lz
= (p})*™=1 (mod n) (Tcopema Diinepa) U MojyyaeM IpPOTHBOPEYHe C OTpe-
JIEeJICHIEM NepBOOOPa3HOro KOPHs.

Toxe pewus aBTop.
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MATEMATUYKH BECHUK
3 (18), 1966 cTp. 123—136

| SUR QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS

Dusan D. Adamovic || 5~ g OISSANCE LENTE DE KARAMATA I

(Communiqué le 25 mars 1966)

0. Une fonction reelle L (x) est dite a croissance lente si elle est définie
et positive pour x>0 et si
. L(n
(1) lim LD
X—>-} o0 L(x)
pour tout A>0.

Les fonctions suivantes sont par exemple a croissance lente:

L(x)=log (x-+2) (x=0);

L (x)=(log log ... log x)* (x suffisamment grand; o« réel);
[ —
k fois
L(x)=log(x+2)+sinx+1 (x=0);

L (x) pour x>0 fonction positive qui tend vers une limite positive finie
lorsque x — + oo ;

X

Ley-L f——‘”——— (x> 0);

X 1+|logt|
0

L(x)=<2+ SJ?) log (x + 2) +cos [x] (x=0).

Ces exemples montrent qu’une fonction a croissance lente peut étre mais
n’est pas nécessairement monotone pour x suffisamment grand et qu’elle peut
tendre vers l'infini positif, vers zéro ou vers une limite positive et finie, lors-
que x -+ oo . Dans se qui sui., nous allons montrer, enire autre. qu’elle peut
aussi osciller pour x — + o0, méme avec un intervalle d’oscillation infini.

La notion de fonction a croissance lente a été introduite par J. Karamata
en 1930 [7] a la suite des travaux de E. Landau [9], G. Polya [11, 12] et
R. Schmidr [13]. Les fonctions a croissarce lente ont été appliquées depuis
dans les généralisations des théorémes atéliens et tautériens, de méme que
dans la théorie des séries trigonomé.riques et dans quelques autres questions
particulieres. On a obtenu aussi beaucoup de résultats concernant les fonctions
a croissance lente elles-méme.
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Citons tout d’abord les résultats fondamentaux suivants:

0.1. Soit L (x) une fonction positive pour x>0 et mesurable sur (0, - o).
Si Iégalité (1) est valable pour tout A< E, Iensemble E C (0, + o) étant a

X
mesure positive, alors (1) est valable pour tout \>0 et I’ on a ——— - >1 (Xx—>+0)

uniformément pour A< [a, b], ot 0<a<b< + o0.

Ce théoréme-la, fondamental pour la théorie et les applications des fonc-
tions a croissance lente, a été démontré par J. Karamata |7, 8], mais seule-
men* pour le cas spécial ou la fonction L (x) est continue et ’ensemble E est
un intervalle. J. Karamata a déduit ce résultat de la représentation de fonction
a croissance lente (0.2, cas particulier ou la fonction L (x) est continue). Le
théoréme a été démontré directement et pour le cas général de fonction me-
surable par T. van Aarden — Ehrenfest, N. G. de Bruijn et J. Korevar [1],
qui ont cependant conservé I’hypothése restrictive sur E. H. Delange [6] et
W. Matuscewska [10] ont donné des démonstrations directes de 0.1 sans aucune
restriction.

0.1.1. Corollaire. Une fonction da croissance lente qui est mesurable sur
[0, + o0 ) est bornée, pour un a>0 suffisamment grand, sur tout intervalle fini
[a, bl (b>a) et par suite elle est intégrable dans le sens de Lebesgue sur chacun
de tels intervalles.

0.2. (Théoréme de représentation). Une foncion L (x) mesurable sur
[0, + ) est @ croissance lente si et seulement si 'on a

EQ dt
t

2) L(x)=c(x)e (x=0),

—-—

ol ¢(x) est une fonction positive et mesurable sur [0, + o00) qui tend vers une
limite finie et positive lorsque x — + oo et la fonction €(x) est continue pour
x>0 et tend vers zéro lorsque x — + oo .

0.3. Si la fonction L (x) es; a croissance lente et la fonction L+ (x) est
positive pour x=0 et telle que L+ (x)~L(x) (x -+ o0), alors la fonctions L (x)
est a croissance lente.

0.4. Si la fonction L (x) est a croissance lente et mesurable sur [0, + o0)
et si >0, alors

x*L(x)—>+ o0, x™ L (x)—>0 (x — + o).

0.5. 1°Soit la fonction L (x) a croissance lente et mesurable sur [0, + o)
et soit, pour >0,

Z, (x)=x— sup {*L(5)}, ZZ (x) = x= . <stuf+m{t‘°‘ L (1)},

o<st<x
(3) (x=0),
Ly(x)=x* inf {*L(), L,(x)=x-= inf {*L(t)}
- o<i<x - <t<-+oo

\

ot 'on attribue @ chacune de ces fonctions la valeur 1 pour x=0. Alors toutes

les fonctions 1:, (x) (v=1, 2) sont a croissance lente et mesurables sur [0, + o)
et I'on a

L, (x)~L (x) (x >o0; v=1, 2).
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2° Soit la fonction L (x) positive et mesurable sur [0, + ). Alors les re-
lations B
Ly(x)~L(x), L,(x)~L(x) (x> +e),
ou bien les relations
L= ()~L(x), L()~L(x)  (x—+oo),

les fonctions L,(x) (v=1, 2) étant définies par (3), entrainent que la fonction
L (x) est a croissance lente.

0.5.1. Soit la fonction L (x) mesurable et positive sur [0, + o). Pour qu’-
elle soit a croissance lente il faut et il suffit que pour tout a.>0 existent deux
fonctions ¢, (x), ¢, (x) telles que I'on ait

P (X)), e ()N (x=0),
WL~ (), X CL()~gs () (x—F ).

S

Dans les applications on emploie toujours les fontions & croissance lente
mesurables (et par conséquent, d’aprés 0.1, intégrables sur des intervalles finis
et suffisamment éloignés de zéro). Outre cela, dans toutes les applications con-
nues ne sont essentielles que les propriétés des fonctions a croissance lente
pour les valeurs de x suffisamment grandes. C’est pourquoi nous acceptons la
convention suivante.

Convention. Dans ce qui suit on va sous-entendre (sans I’énoncer explici-
tement) que toute fonction a croissance lente est mesurablo sur [0, + o) et bornée
sur tout intervalle [0, a] (a>0).

On pourra facilement voir lesquels des résultats a suivre sont valables
sans ces hypothéses restrictives, c’est-a-dire pour le cas général de fonction a
croissance lente.

Notons ici le fait suivant. Au sujet de 0.4 on pourrait €tre tenté de

poser la question si les conditions
(4) x*f(X)—>+o0, x7*f(x) >0 (x—>+o0; «>0)

sont suffisantes pour que la fonction L (x), positive (et, par exemple, continue)
pour x>0, soit d croissance lente. La réponse est négative, comme le montre
I’exemple de la fonction

f(x)=2+sinx (x=0),

qui est positive et continue (infiniment différenciable) pour x>0 et statisfait
a4 (4) et qui n'est pas cependant & croissance lente, puisque

f(2x):2+sin 2x
f(x) 2+sinx

ne tend pas vers 1 lorsque x — + 0.

Outre les propositions 0.1-—0.5.1, on a obtenu beaucoup d’autres résul-
tats relatifs aux fonctions a croissance lente. Dans les paragraphes suivants
nous allous démontrer quelque résultats qui, 4 notre conuaissance, étaient
jusqu’a présent inconnus, complétement ou partiellement, ou étaient connues
sous des hypothéset plus restrictives. Les résultats sur les fonctions a croissance
lente seront groupés en théoréemes I—VII et les énoncés auxiliares en lemmes
I—V.

1. Dans quelques démonstrations nous aurons besoin des variantes sui-
vantes des théoremes de L’Hospital—Stolz, analogues i quelques propositions
dans le paragraphe 8 du chapitre I de [14].
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126 Dusan D. Adamovié

LEMME 1. Soient les fonctions f(x) et g(x) définies et intégrables dans le
sens de Lebesque sur tout intervalle fini [a, x] (x>a) et soit g(x)>0 (x>=a).
On a alors

ff(t) dt

a

[ g dr

ST AC)

x—>+o0 g (_x) ’

lim

X—>+00

pourvu que la limite au second membre existe, comme nombre fini on comme

DEMONSTRATION. Soit lim ﬂ{)—=L fini et soit £>0. Il existe alors
x>t g (x)
un x, (=a) tel que l'on a
t
t
fg(u) du>0, L—e<&<L+s t=x,).
a g @)

L’inégalité double peut étre écrite sous la forme

(L—e)g<f(O<(L+e)g() (t=x,),
d’out

(L—¢) [g@di<[f@)di<(L+¢) [g()d, (x=x,).

On en déduit
c’est—a —dire, puisque fg(t) dt >0 (x=x,),
?g(t)dt_ qu(t) dt afxf(t)dt

(L—e)|1-% + -
[egwar| [gwa [gwya

A

<

[ [gwar| [g@a
(L+e) [ 1-1 +2 (x=%,).

L fg(t)dt_ fg(t)dt
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Si x >+ 00, on en obtient

X x
[ r@) at [ r@de
L—e< lim 2 < lim 2— < L+e,
P x>t X
fg(r) dt fg(t) dt
et puis, faisant tendre ¢ vers zéro,
[ 7@ de
lim — =1L,
x—>400 X
[g () de
La démonstration est semblable pour L= —o0 et pour L= + 0.

LEMME II. Supposons que les fonctions f(x) et g(x) soient définies et in-
tégrables dans le sens de Lebesque sur tout intervalle fini [a, x] (x>a), que I’on
+ o0 + o0

ait h(t)>0 (t=a) et que les intégrales f f(@)dt et f g () dt soient finis. Alors

+oo
[ 1) dr
lim : — = lim j%—,
X—>+00 e x—>+0o g(X
[ g@)ar

sous la condition que la limite au second membre existe, comme valeur finie ou
comme —+oo.

. x P .
DEMONSTRATION. Supposons que lim f—(l-——L soit fini et soit €>0.

_ x—tw g (X)
Il existe alors un x,>a tel que I'on a
t
L—s<—f() <L +e, (t=x,),
g
d’ou 'on obtient successivement:
(L—e)g(<f(O<(L+¢)g(), (t=x),

o0 + o0 + o0
L-9) [gdi< [ fydi<(L+e) [ gydt  (x>xy),

+ o0
[ 7@ ar

L—e<*——<L+e¢ (x=x,).

+

f g@) dt
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Donc,
+ o0
[ 1@ a
lim *———=L (x=x,)-
x—>+4oo +*
[g@a
X
La démonstration est analogue pour L= — o et pour L= 4 o0,

LEMME 11 Soit b,>0 (n=1,2 ...) et soient les series X a, et b, con-
vergents. On a alors

Ms
[
<

lim

n-—w

3
S
I
5
|

ﬁf 18
B3

sous la condition que la limite au Second membre existe, comme valeur finie ou
comme -+ oo .
La démonstration est analogue a celle du lemme IIL

2.

2.1. Quelques assertions du théoréme suivant sont connues, mais elles
ont été démontrées sous des hypotheéses restrictives ou par des méthodes dif-
férentes de la ndtre. Plus présisément, les premiéres relations des assertions
1° et 2° sont citées sans démonstration et sous une forme différente dans [5].
Les assertions 3°—6° sont démontrées dans [14], mais seulement pour la cla-
sse de Zygmund des fonctions a croissance lente (voir 2.5) et par une méthode
qui dépend essentiellement de la monotonie. Nous allons démontrer ici toutes

les assertions par une méthode basée sur les lemmes I—IIL
THEOREME 1. Soit L (x) une fonction a croissance lente.
1° Si a<1, on a
1 X
——xte L)~ [t L(t)dt~ S v L(v) (x—> + 00).
1

oxL— v<x

et par conséquent

L(x)=o(ft‘°‘L(t)dt> (x—+ ).
: 1
2° Si a>1, on a
1 by
—— Xt L)~ [t L@ di~S vr L) (x> +o0)
a—1 x v<x
et par conséquent
+ o0
f t= L{t)dt=0 (L(x)) (x—> + o).

+ o0
-]
3° La série 3 n=t L (n) et lintégrale f t=Y L(t) dt sont équiconvergentes.

n=1 1
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4° On a

L(x)=o0 <ft—’ L(t) dt) (x—> + o).
5° Soit 1

8

SEES nt L= 400, S [ L(yd, S*)ELS v L)
n=1 1 v<x

Alors
S (x) ~ S*(x) (x—>+o0).
6° Soit

+ oo
S_SalLm<too, RWE[ 1 L@yd, R*()ES v L),
n=1 x v=x
Alors
L(x)=0 (R(x)), R(x)~ R*(x), (x—>+ ).
+ o0
DEMCNSTRATION. 1° D’aprés 0.3, pour a<1 lintégrale f t> L(f)dt et
1

la série > n=* L(n) divergent. C’est pourquoi on obtient tout d’abord, met-
n=1

tant a profit 0.2 et le lemme I,

X

1 e ()
—— x1=* L(x) lf ke
. —a c . al-ae
lim —— == lim
X X
X —>+00 l —a x—>4w
[ =% L (t) de [t L@yat
1 1
i ) i [©)]
e(t e (t
lfT dt {T dt
c . I —a)x—*e +e(X)x *e
=—— |lim (_____E(_)___A_______“;(,_)
1 — L x—>+00 fﬂ ar
1 t
x"%c(x)e

-1 im N—at+e(x)]=1,
1-~o¢x—>+oo

et puis, a 'aide du théoréme de Stolz pour les suites,

[ =Lty dt [ ==L (1) dt
() lim 1 — — = lim = — ,

RS veL(y) T n*L(n)
v==1

Pexistence de la limite au second membre étant supposée. Si I'on pose

Am= inf L), Bm)= sup L(2),

n—1<t<n n—l<i<n

9 Matematitki vesnik

90



130 Dusan D. Adamovié

on a
.~ o = L(t) dt 5 - i
) A(n)nan —(n—1) ot < (n)n“n —(n=1)-=
’ L (n) l—a n=* L (n) L (n) l—a
Puisque, d’aprés 0.1,
im A0 _ jim 2™ _
n—s oo L(n) n—>ooL(n)
on déduit de (6) (n— o)
[ = Lty dr
7 lim "= —=1.
& n—o %L (n)
Dr’aprés (5) et (7),
[ == L(t)dr
lim ' —=1
n— oo ~ V_a L(V)
v=1
Il reste & démontrer la relation asymptotique
x ix]
[t=¢ L(tydt~ [ == L (t) dt (x—>+ ).
1 1
Cette relation résulte de
x [x] x
[reL@di=[t==L@ydi+ [t~ L) dt
1 1 8]
et du fait que 'on a, d’aprés 0.1 et le lemme I,
[t L@)dt [ t=*L()ar
Iim X < lim ! _
x—>+0w X x—>+o0 X
[t== L) dr [t== L) at
1 1
x—1 x—1
[ L@ a [ ==L () dr
= lim |1--! —— |=1— lim —
X—>+ o0 x x—>t o0 *
[t L) dt [t L(t)de
1 1
—1— fim $ZDLE=D
x> o0 x~* L (x)
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+ o0 w
2° D’aprés 0.3, pour a>1 Dintégrale f t=* L (7) dt et la série D v=L(v)
1 v=1
convergent. C’est pourquoi I'on a, d’aprés 0.2 et le lemme II,

+ o + oo
[ == L(r) dr [ oL@ a
lim "1 =(@—-1)— lim *———
x—>4 o0 xl—a L (x) Cx—>+x fe.gl &t
a—1 xl-a el
— (=1L 1im —xL
C x—>+w 5(_’)4,
[(1—w) x4+ x%e(x)]e! '
_(—a) L fim <&
¢ x>+ l—a+e(x)
D’apres le leme III,
+ o o V1
[ t=L@)bt > [ teL()adt
lim ~ — = lim =
n— o Z V—GL(V) n—» oo z v—aL(v)
v=n v=n
n+41
f t—= L () dt
= lim =~ ——=,

n—>o n—* L (n)

ol la derniére égalité peut étre démontrée de la méme maniére que 1’égalité (7).
Enfin,
+ oo + o0 x
f t—* L(f) dt= f teL(nydt— [t=L(f)dt
x [x] Lx]
et, d’apres 0.1 €l le lemme 1I,

x X

f L (t)dt f =L (t)dt

lim B < lim ==t

x—>+4 00 T ® x—>+ 00 T®
f t~* L (f) dt f =L (t)dt

- e -
ft““L(t) dt
= lim | = 1 lim &~V o‘L("_l)—1=0;

x—>+oo| FT® x—>+ XL (X)

f t~* L (t)dt
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donc,
+ oo -} oo

f t=* L (¢) dt~f t=> L (t)dt (x— 4 o).
x [x]
3° Posons
1
C(x)= sup {t° L ()}

x<t<+o
1 + o 1

On a C(x) (x>0) et, par suite, la séric > n—TC(n) et 'intégrale j t_?C(t)dt
n=1 1
sont équiconvergentes. Puisque, d’apres 0.5,
1
C(x)~x > L(x) (x— o),

on peut dire le méme des séries

0 1 o
Sn2C(m) et Y n'L(n)
)l=i n=1
et aussi des intégrales
1
too =

2 + o
[t C@d et | t7'L(D)dL,
1 1
d’ou notre assertion.

4° Si> =2 nlL(n)=+o, on a, d’aprés le lemme I,
n=1 '

X
fs(—:)dr
1

lim —x-—i—(i)——zc lim Xe—__
TR e Lyde T ['L(ty d
1 i
fxi"_) dt
x‘ls(x)e1 ‘
=c lim =lime (x)=0.
X—>-00 x~ 1L (x) x—>4oo

Si z< + 00, ’assertion résulte immédiatement de 6°.

La démonstration de 5° est semblable a celle de 1° et celle de 6° a
celle de 2°.

2.2. Voici quelques résultats élémentaires sur les fonctions a croissance
lente, non contenus dans la litterature qui nous est connue et que nous groupons
dans le théoréme suivant.

THEOREME II. 1° Si les fonctions L,(x)(v=1, 2, ..., n) sont & crois-
sance lente et R (x|, X,, ..., X,) est une fonctions rationnelle a coefficients positifs,
alors la fonction

L (X) = R (Ll (X), L2 (X), e Ln (X))

est a croissance lente.
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\

2° Si L(x) est une fonction d croissance lente et r(x) une fonction ration-
nelle qui tend vers + oo lorsque x— + oo, alors la fonction L, (x), définie pour x
suffisamment grand par
Ly (%)=L (r(x)),

devient a croissance lente si I'on la définie pour les autres valeurs de x>0 d’une
maniére convenable.

3° Soient L, (x) et L, (x) deux fonctions a croissance lente et soit L, (x) con-
tinue et lim L, (x)= + oo. Alors la fonction L (x)=L,(L.(:)) est @ croissance

X—>-+o00

lente. Donc, I’ensemble de toutes les fonctions a croissance lente et continues qui
tendent vers -+ oo avec X est fermé par rapport aux opérations d’addition, de
multiplication et de substitution de fonctions.

4° Une fonction d croissance lente peut lorsque x—+ oo osciller et cela
avec un intervalle d’oscillation fini ou infini.

5° Si la fonction L (x) est d croissance lente, alors les fonctions L, (x)
et L,(x), positives et mesurables sur [0, + o) et définies pour x suffisamment
grand par

Lix=x1[L@d, Lyx)=[t1L()adr,
1 1

sont a croisance lente, de méme que la fonction Ly(x) positive et mesurable
sur [0, o) et définie, sous I’hypothése lim L ()< + oo, pour x suffisamment
X—+ o
grand par
4+

Ly(x)= [t L (t) dt

6° Si la fonction L(x) est a croissance lente, alors les fonctions K, (x)
et K,(x) définies pour x suffisamment grand par

K (x)=[L@d, K,(x=L(x)
1

s\

ne peuvent pas étre a croissance lente.

DEMONSTRATION. 1° Il est évident que le produit et le quotient de deux
fonctions a croissarce lente sont fonctions a croissance lente. Or, on peut dire
le méme de la somme. Soient, en effet, L, (x) et L,(x) deux fonctions & crois-
sance lente et soit L (x)=L, (x)+L,(x). On a alors, pour un A>0 fixé,

L,(Ax)=L, (%) +¢,(x) L, (x) (x=0), lim &, (x)=0 (v=1, 2).
X —>-4

En posant €, (x)=max{|¢ (x)|, |£,(x)|}, on obtient
LOX) e () Ly ()45 () Ly () _

=1+¢e(x),
L (%) Ly(x +L,(x)
avec
|€1(X)|L1(X)+|€z(X)IL2(X): — st oo):
) le@)[< L, (91 L () & (xX) >0(x > +0);
onc, [{_(W_x)
x—>+o L (X)
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2° Sous les hypothéses, on a r(x)~ax"(x — +o; a>0, n nombre na-
turel), ce qui veut dire
r(x)=c(x)ax", lim c(x)=1.
X—>+00

Nous avons donc, d’aprés 0.1, pour un A>0 fixé et pour x suffisamment
grand,

Li(Ax) _ L(r(Ax))_ L(c(rAx)arx")

Li(x) L(rx) L (¢ (x) ax™)

c(x),, ]
_L(————c(x) A ac(x)x) 1
N L (ac (x) x) > 1L (x—>+e),

puisque, pour x suffisamment grand,

L)\H<M )\n<2 7\71.
2 c(x)

3° Sous les conditions formulées, la fonction L (x) est définie, positive
et mesurable sur [0, + o). Soit A>0 fixé. Il existe alors un x,>>0 tel que ’on
a pour x=Xx,
_Lgi(l?‘)<2
2 LW

On a alors, d’aprés 0.1 et d’aprés L, (x) >+ o0 (x >+ 0),

L,(Ax)
Li(——L,(x)
lim L(Ax) li (Lz(x) )21'

= lim
xotol (X)) xotw Ly (L, ()
4° L’assertion qu’une fonction 4 croissance lente peut osciller (ne pas

tendre vers une limite finie on infinite) peut étre prouvée par I’exemple de la
fonction L (x) définie pour x>0 par

e (1)
N

—— %

L(x)=e
avec
_ 1)
= () 1 +logx ’

out la fonction 7 (x) est définie comme il suit. Soit
x =3, Xy =e1(x,+1)°+1(n=1,2, ...);

on a x,>x,=3 et par suite

®) x,,+l—x,,=x,,(x"+‘ —1)>3-(ee—1—1)>3(n=1, 2, ..).

Xn
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Posons
[ x—Xpo (v —1<X <Xy + 1),
I 1 0<x<2 et x,, + 1<x<xy,—1), ~v=1,2,3)
n(x)=
|_X—x2v+1 (xy—1l<x<x,,+ 1),
[ —1 (X0 + 1<X< Xy g4 — ).

Cette définition est, d’aprés (8), non contradictoire. La partie de la courbe
z=7(x) corre pondante & lintervale [x,,_;—1, X,,4,;+ 1] est préwentée par la
figure 1. Evidemment, la fonction »(x) est continue. La suite

X1 X1
S fﬂ di=S (~1)k-1f——[i’—(—’)| dt
k=1 t k=1 t(1-+logd)
*k *k
X411 xp+1 x
-3 ) f S } Lo el
k=1 ot t(1+logt) o -1 t (1 +logt)

(—l)k-l(l‘i—dk) (aklO, k— OO)
1

I
M=

oscille: elle a deux points d’accumulation, a savoir « et 1+, avec a=

= z (—1)*to, (>0). Il s’ensuit que la fonction L (x) oscille aussi, avec un
k=1

intervalle fini d’oscillation. C’est par quelques modifications de cet exemple-la

que l’on peut former une fonction a croissanae lente qui oscille avec un

intervalle d’oscillation infini.

/ AN
Xop-i'1 ; P N\ %yt Xopeil /

| T
i X Xyt Xyp- Xove Xapeptl

<

Fig. |

5° Les fonctions L,(x) (v=1, 2) sont positives sur [0, + ). On a,
d’aprés le lemme I et le théoréme I,

Ax x

fL(t)dt fL(M)dt
m Loy _1 lim "— = lim !
x—>+ o0 Ll (x) A x>t X x—>400 X

fL(t) dt fL(t) dt
1 1

L(Ax) _1
X—>+ o L(x)

+ o0
et pareillement, sous I’hypothése f L) dt=+ oo,
1
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Ax x
ft—l L(t)dt ft-lL(M) dt
lim L) oyl m lim L®X) L.
xodo Lo(X)  xotbew % x>t X x—to L (X)
frlL(t) dt ft—lL(r) dt
1 1

Dans le cas contraire, lim L, (x) est nombre positif et fini, de sorte que L, (x)
X—>-}00
est de nouveau a croisance lente.
On démontre de maniére analogue, a l'aide du lemme 1I, que la fonc-
tion L,(x) est a croisance lente.

6° On a, selon 5°,
_1 1
x 2K (9=x"L,(x)> + oo (x—> + )

et par conséquent la fonction K, (x), d’aprés 0.4, ne peut pas &tre a croissance
lente.

Si la fonction K, (x) était a croissance lente, elle serait pour tout x>0
finie et intégrable sur tout intetvalle fini contenu dans [0, + o). On aurait alors

L(x)=fo2(t)dt+L(l),
1

X
ol, d’apres le résultat précédent, la fonction f K, (¢) dt, positive pour x>1, ne
1

X

serait pas a croissance lente et 1’on aurait par conséquent lim f K,(t)dt= + oco.
X—>-+ o0
1

Il en résulterait alors que la fonction L (x) ne soit pas & croissance lente.
Centre contradiction prouve l’assertion sur X,.

2.2.1. On peut remarquer que I’assertion 4° du théoréme entraine le
corollaire suivant: une fonction d croissance lente n’a pas nécessairement le
comportement asymptotique d’une fonction monotone. Ce fait a été démontré

dans [7] par un exemple patriculier.

(A suivre.)
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MATEMATUYKU BECHUK
3(18), 1966, cTp. 161 — 172

‘ SUR QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS

Dusan D. Adamovic | A CROISSANCE LENTE DE KARAMATA II

i
(Suite)*

(Communiqué le 25. mars 1966)

2.3. Le théoréme suivant trouve des applications dans les démonstrations
de quelques théorémes sur les séries trigonométriques (voir [2] et [3]). Pour
L(x)=1 il se réduit au lemme de B. Sz.-Nagy dans [4]. Son assertion 1° (sous
titre de lemme) a été publiée, avec une démonstration un peu plus longue,
dans l’article [2] de l'auteur.

THEOREME III. Soit la fonction f(x) non croissante et inférieurement bor-
née dans [intervalle (0, 3) (3>0), et soit L(x) une fonction a croissance lente et
a>0. Alors:

1° La convergence (vers une limite finie) de I'une des intégrales

5 5
©)] j'.\'“ L (i) df (x) et [ XL ( }C—-)f (x) dx
+0 +0

entraine la convegence de l’'autre et que

X

X )i“*I L dt— x—0).
(10) f(\)Joz L( )t 0 (x—0)

2° Sous I’hypothése

-+ o0

ft‘lL(t) dt< + o0,

1

la convergence de I'une des intégrales

(11 jR(?lc) df (v) et jx—lL(%)f(x) dx

* La premicre partie de cet article, sous le méme titre, a été publiée dans ce Bulletin,
t. 3 (18) 1966, pp. 123—136.
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entraine la convergence de [I'autre et que
1
R(—)f(x)—»O (x— + ).
x
Nous rappelons que R (x) est défini dans 2.1.

DEMONSTRATION. 1° On peut supposer que f(x)=0 (0<x<3), les
deux intégrales (9) étant automatiquement finies et la condition (10) satisfaite
pour f(x) constant. On a, d’aprés l’assertion 2° du théoreme I,

x + o
[ 1L (~-1—> dt=ft‘°“1 L(t) a’t~—1— (1)_a L (1-)
. t o\ X by
4.0 1
. x* L <L) (x—>-10).
o x

Il en résulte I'équiconvergence des intégrales

8§

[er(Noro « f[ / e alaro

+0 +0 40
D’autre part, pour 0<e< 3 on obtient, en intégrant par parties,

) x

[ frefie] ¢ vren-osm oo

£ +0

3

+f(€)fx°‘ L )dx+fx°‘ 1L< ——~>f(x)dx

<fx“‘1L< f(x)d,\— f(S)fx”“L )d

On en déduit ’equiconvergence des intégrales

8 x

L)oo feuftyn

+0 10
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et puis, d’aprés le résultat précédent, I’équiconvergence des intégrales (9). Il en
résulte enfin que la convergence de 'une de ces deux intégrales entraine

€

0</() / x1L <%) dx<f Y (%) f()dx—0 (- +0)

+0 +0

2° On peut supposer, par la méme raison que sous 1°, que Ion a dans
ce cas f (x)=0 (0<<x<3). Alors, pour 0<Ce<3,

/

/ R(%) d [~ f)] =R(—:f)f(e)—R(%)f(8)

8 8

(12) + /x L (é)f(x) dx> /Y L (

1
x

) f(x)dx—R (;) ).

o
€ €

On en déduit que la convergence de la premiére des intégrales (11) entraine
la convergence de la seconde. La convergence de la seconde intégrale (11)
entraine, cependant,

-+ o0 €

0<R(1~)f(e)~f(a) /r*l L(t)dt=f(e) [I“ L(l) dt
. t
: 1 +0
< [tﬁlL(wlr)f(t)dt»O (e— +0).
J t
+0 ’
et par suite, d’aprés (12), la convergence de la premiére des intégrales (11).

2.4. Le théoréme suivant, entre autre, implique que dans toutes les
considérations concernant les propositions dans la théorie des séries trigo-
nometriques ou interviennent les fonctions a croissance lente on peut supposer,
sans restreindre la généralité, que toute fonction a croissance lente L (x) en
question a pour x>>0 autant de dérivées que I'on veut et de méme que, dés
que l'on introduit une condition de monotonie ou de convexité relative a
L (x), il n’importe si I'on y soumet L (x) ou seulement la suite correspon-
dante L(n) (n=0, 1, 2,...).

THEOREME 1V. Pour toute fonction a croissance lente L (x) il existe une
fonction d croissance lente et infiniment différenciable L, (x) telle que I'on ait:

1° Ly (x)~L (x) (x—> 4+ o).

2° Ly(n)=L(n) (n=0,1, 2,...).

3° Si la fonction L (x) est monotone, pour x>0 ou pour x suffisamment
grand, alors L, (x) a la méme propriété.

4° La proposition correspondante concernant la convexité est aussi vraie,
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Pour la démonstration nous avons besoin de deux lemmes:
LEMME 1v. Soit a<b, A<B. Il existe alors une fonction F (x) qui est:

1° partout infiniment différenciable;
2° strictement monotone dans [a, b];

2° aves la propriété

(Voir la figure 2.)

- D. D. Adamovi¢ .

F(x)=4 (x<a), F(x)=B
yl
(b,B)
(.asA)EV
a b x
Fig. 2

DEMONSTRATION. Les propriétés énumérées appartiennent a la fonction

F(x)={

avec

G(x)=(B—4)

LEMME V.
Soit

(13)

a<b, a<

G (x)

X

(x<a)
(a<x<b)
(x>b),

’fe (a0

a

b

4 A

fe (t—a) (b—1) dt

a

—a

Il existe une fonction H (x) qui est:

1° partout infiniment différenciable;

2° convexe dans lintervalle [a, b];

3° avec la propriété

H(x)=A+a(x—a) '
(Voir la figure 3.)

(x<a),

H(x)=B+p(x—b)
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¥}

™~

Fig. 3

DEMONSTRATION. Posons

1
_leomyess (a<x<a)
g(x)—{o( e (x=a, x=>b),
(14) f(x)=~(fx dt fg(u)ep(u)du+8(x—a)+s (a<x<b),

ou la fonction p (u) est infiniment différenciable. Cette fonction-la et les con-
stantes v, 0 et ¢ peuvent &tre déterminées de maniére que 1’on ait

b ' P
(15) f@=e=4, f(b)=yf dt fg(u)e ()du+8(b—a)+e=B,

b p(w)
f@=3=aq, f’(b)=~(fg(u)e du+3=0.

Ces équations-1a se réduisent a

e=A4, d=ua,

b ! p () '
Yf dt fg(u)e du=B—A—a(b—a)(= M),
(16) a a ,
b (u)
Y (b—a)jg(u)e du=@—0o)(b—a) (=N).

D’aprés (13), on a
M=>0, M—~N=B—-A-f (b—a)<0;
donc,
0<M<N,
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D’aprés (16), on a alors

b u
fajg@J”W
def a a

a7 e
fdt fg(u)e du

=€, 1).

La fonctionnelle w: P—(0, 1) (P espace de toutes les fonctions réelles infiniment
differenciables dans [a, b]) prend toutes les valeurs de Dintervalle (0, 1). En
effet, soit tout d’abord p (u) une fonction infiniment différenciable dans [a, b]
et avec la propriété (O<p<b—a, O0<n<b—a—u, m>0)

1 (@<su<a+yp),
p (u) =< monotone pour a+pu<u<a+pg+mn
e (a+u+v<u<b).

L’existence d’une telle fonction est assurée par le lemme IV. On a alors

atu t a+p+n t p W) b t
f dtefg(u)du+f dtfg(u)e du+e"”f dt [g(u)du
0)(1)) _____a a a+u a a+wn+n ;1

b b

3 b
p.efg(u)du+*qu(u)ep( ) du+e—'”(b—a—p—-7;)fg(u)du

En faisant tendre d’abord v vers zéro et puis m vers+ oo, on établit que  (p)
peut étre aussi proche que 1’on veut de

a+t+p t

f dtfg(u)du

s O<upu<b—a),
w [ g(w) du
c’est-a-dire, puisque
a+p t aip
f dtfg(u)du f g (u)du
lim £ —*% =lim 2 — =0,
w—s+0 b

n—>+0 b
wfe@di T [gwdu

que o (p) peut €tre aussi proche que I’on veut de 0. On démontre pareillement
le méme fait pour la valeur 1. Donc, ’espace P étant connexe et la fonction-
nelle @ continue, on conclut que w (p) prend toute valeur entre O et 1.

Il résulte du fait qu’on vient de démontrer que (17) est satisfait pour une
fonction p (u). On obtient alors de la premiére équation (16) la valeur positive
pour y. La fonction f (x) donnée par (14), avec les constantes vy, 0, ¢ et la
fonction p (w) ainsi déterminées, remplit alors toutes les conditions (15) et

P (x)

Fr@)=v g 0>0 (@<x<b).
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On en conclut immédiatement que la fonction

a(x—a)+ A4 (x<a)
H(x)=4 f(x) (a<x<b)
B(x—b)+B (x>Db)

possede toutes les propriétés demandées.

DEMONSTRATION DU THEOREME IV. Désignons par G, (x) la fonction G(x)
de la démonstration du lemme IV, avec a=n, b=n +1, A=min {L (n),L (n + 1)},
B=Max{L(n), L(n+1)}, sous la condition L (n)# L (n+1), et posons

G, (x) , si L(n)<L(n+1)
Ly(x)=9 L ., siLlm=L@m+1) @<x<n+1; n=1, 2,...).
G,2n+1—x), si Lm>L(n+1))

La fonction L,(x) remplit évidemment la condition 2° et croit strictement, reste
constante ou décroit strictement dans l’intervalle [n, n, 1] suivant que 'on a
L(ny<L(@m+1), Ln)=L»m+1) on L(n)>L(n+1). Il en résulte que L, (x) rem-
plit la condition 3° et que ’on a, pour x>0,

A = Inf L()<L,(x)<Sup L() = B(x),

<t<ix+1 <t<ix+1

C’est-a-dire
40 L) _BG)
L(x) L(x) L(x)

Il s’ensuit, d’aprés 0.1, que L,(x)~L (x) (x— + o). Enfin, d’aprés le lemme 1V,
la fonction L,(x) est infiniment différenciable.

Si la fonction L(x) est convexe et monotone (la convexité pour x suffisamment
grand entraine la monotonie pour x suffisamment grand) pour x>m (m nombre
naturel ou zéro), alors la fonction L,(x) sera convexe pour x>>m et possédera
toutes les autres propriétés demandées si on la construit, pour x>m, come il suit
(voir la figure 4). Supposons qu’il s’agit de la convexité stricte de L (x) pour
x>=m. Posons M,=(v, L(v)) (v=1, 2,...) et tragons la droite p, située a
droite de x=m au dessous de la droite M,, M, ., et montant ou descendant
avec cette droite-1a. Si I’on fixe un point P,, sur p, entre les droites x=m
et x=m+ 1 et suffisamment proche du point P,, alors les segments M,, M,,,
et M, ., M,., sont situés du méme c6té¢ de la droite P, M, ., et montent ou
descendent avec elle. En choisissant sur la derniére droite, entre les droites x=m + 1
et x=m+ 2, un point P, suffisamment proche de M,,, on obtient la droite
P,., M,,; telle queles segments M, ., M, ., et M, M, sont situés du méme
coté de cette droite et montent ou descendent avec elle. Continuant ainsi, on obtient
une ligne polygonale C: M,, P, P, - --qui a pour x>m 1’équation y=1 (x)
avec la fonction 1 (x) possédant les propriétés 1°—4°. En ,arrondissant” la
ligne C aux voisinages des points P,, P,+.,..., par les parties curvilignes
suffisamment petites, dans le sens du lemme V, on obtiendra la ligne courbe
y=Ly(x) (x=m), ou la fonection L,(x) est infiniment différenciable et pesséde
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toutes les propriétés 1°—4°. On peut procéder pareillement dans le cas ou la
convexité n’est pas stricte. :

¥4

2.5. Désignons par K la classe de toutes les fonctions a croissance lente.
C’est A la classe suivante de fonctions réelles, définie et appliquée par 4. Zygmund
dans [14] (page 299 et plus loin), que nous donnons, de méme que R. Bojanic¢
et J. Karamata dans [5], le nom de classe de Zygmund de fonctions a
croissance lente.

DEFINITION. On dit qu’une fonction K (x), positive et mesurable sur [0+ o]
et bornée sur tout intervalle fini d droite de x=0, appartient @ la classe de
Zygmund de fonctions d croissance lente si, pour tout 3>0,

x3 K(x) 2, x3K(x) N (x suffisamment grand).

Nous désignons cette classe par K.

2.5.1. On peut démontrer sans difficulté I’inclusion K,y C K, ce qui justifie
le nom de la classe K,. On a démontré aussi dans [5], par un exemple, que

K, est un vrai sous-ensemble de K. Nous allons démontrer cependant les
assertions suivantes plus précises:

Y

THEOREME V. 1° Il existe une fonction @ croissance lente L (x) telle
que pour aucun 3>0 on n’a ni

(18) x3 L(x) #» (x suffisamment grand),
ni v
(19) x~3 L(x) X\ (x suffisamment grand).

2° Il existe une fonction @ croissance lente et décroissante telle que (18)

nest valable pour aucun 6>0.

3° Il y a des fonctions @ croissance lente telles qué (18) ou (19) est
valable pour quelques valeurs de 8 et pour quelque’unes ne [lest pas.
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DEMONSTRATION. 1° Toutes les fonctions de la forme

x .
O g
-

H 2
smx) 1 (x>0),

L(x)=(1+-4-—x— ¢

ol & (x) est une fonction continue et tendant vers zéro quand x— -+ oo,
possédent la propriété en question. En effet, pour aucun a#0 la dérivée

x ’

[S2ar
t
[x* L(x)) =] (x*+x*1 sinx?)e’

X

[
=x%"1 [e+2xcosx2+0 (1)]el

n’a un signe constant pour x suffisamment grand.

2° Posons
an m<x<n?+1)
7"(x)=[o wl<x<m+z BT 2
fﬂﬂm
c(x)=e' ’ (x=1), L(¥)=c(x) logx (x>1).

La fonction L(x) est évidemment positive et strictement croissante pour x>1
et comme ['on a

v24-1 a 0 1
— t —
2<z lVV [ 0 ZI V" o (H-v—f)
cx)=e"="0 Y <e™T <+ (x=1),

ce qui entraine que la limite lim ¢ (x) est positive et finie, on conclut que la

X5+

fonction L (x) est A croissance lente. D’autre part, avec tout d>0 fixé,

[x 3 L(x)]'=—38 x~%1! L(x)+x‘8ML(x)+x"°”l ¢ (x)
X

et L) [ne9-as o]

log x
prend les deux signes pour les valeurs de x arbitrairement grandes.
3° L’assertion peut étre prouvée par la fonction 3 croissance lente
x
f ¢
t

1

L (x)=(a+x"1 sinx)e (x suffisamment grand; a>0).
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Si 8>a"1, on a pour x suffisamment grand
x 8 L(x)N et x3L(x) .

Sid<a!, aucune des deux relations précédentes n’est valable pour x suffisamment
grand.

2.5.2. Citons la caractérisation suivante de la classe K, démontrée dans [5]:

2.5.2.1. Une fonction L (x), définie, positive et mesurable sur [0,+ oo ] et
finie sur tout intervalle fini, appartient & K, si et seulement si

—oo <D, L(x)<D*+*L(x)<+o (x suffisamment grand)

et
xD,L(x)=0 (L(x)), xD*L(x)=o0 (L(x)) (x—>+00).

Ici D, L(x) et D+ (x) désignent respectivement la dérivée droite intérieure et
la dérivée droite supérieure de L (x).
En s’appuyant sur ce résultat-la, on va démontrer le théoréme suivant.

2.5.2.2. THEOREME VI. Toute fonction @ croissance lente et convexe ou
concave (non nécessairement dans le sens strict) pour x suffisamment grand app-
artient @ la classe K, de Zygmund.

DEMONSTRATION. Soit L (x) une fonction a croisance lente qui est convexe
pour x>x,. On a alors (L';(x) désigne la dérivée droite de L (x))

— e <L ()< (x>X,),

L(x+h)—L(x)
h

(20) L)< SL(x+h) (x>x,, h>0),

ce qui entraine en particulier que L’,(x) est a4 signe constant pour x suffi-
samment grand.

D’autre part, si A>1 est fixé, il existe, pour un £>0 arbitraire, un
X=X, tel que 'on ait ’

(21 | L (wx)—L (x) |[<e L (x) (x>x).
Si L'4(x)>=0 pour x suffisamment grand, alors (21), d’aprés (20), entraine

LOX—L(x)| ¢ L

. (x> x. et suffisamment grand),
Ax—x r—1 x

@] <

c’est-a-dire

*| L+ &) ‘< c (x>x. et suffisamment grand).
L(x) A—1

Si L' (x)<0 pour x suffisamment grand, on obtient, d’aprés (20) et (21),
L (mx)—L (x)
Ax

<Ae l_L(x) (x>x. et suffisamment grand),
— x

Tro9l<]

c’est-é-dﬁe ’
M L+00)_ A LE)
Low) A—1 L(w)

(x>x, et suffisamment grand).
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On obtient dans le premier cas

T XL+ __®
sote L(x) a—l
et dans le second cas
im XL+ ™| _ fm ML+ (x) A
X—> 4 o0 L(X) x—>+oo L (AX) STa—1

En faisant tendre ¢ vers zéro, on aboutit, dans les deux cas, au résultat
.o x|L'+(x
lim YL@
X —> 4 00 L(x)
Donc, d’aprés 2.5.2.1, on a
f(x) & K.
La démonstration est semblable si la fonction L (x) est concave.

2.6. Dans les énoncés de quelques théorémes de notre travail [2] figurait
la condition suivante concernant une fonction a croissance lente

(22) AL(x)logx< [ t-1 L (1) dt< BL(x)log x

1
(x>1; A, B constantes positives et finies),

de méme que les conditions qui ne comprenaient que l'une ou l'autre des
inégalités (22), c’est-a-dire les conditions

L(x)logx=0(ft‘1L(t)dt) (x—>+00)
1
et )
[t L () dt=0(L (x)log x) ‘ (x > + oo)
i .
C’est & propos des conditions précédentes et des conditions
(23) L(x)logx=o( [t~ L(z)dr) (x >+ o)
1 N
et
(24) [+t L(t)dt=0 (L (x)logx) (x =+ o)
1

que I'on peut énoncer le théoréme suivant:

THEOREME VII. Soient K, (v=1,...,5) respectivement les classes des fonc-
tions a croissance lente qui: remplissent la condition (22); ne satisfont que la
premiére inégalité (22); ne satisfont que la seconde inégalité (22); remplissent.
la condition (23); remplissent la condition (24). Aucune des classes K,
(v=1,2,...,5) n'est vide. En particulier: toutes les fonctions a croissance lente
définies pour x suffisamment grand par

(25) L (x)=(loglog. ..log x)* k= 2; o réel)
Tkt

ou par

(26) L, (x) = (log x)* (a>—1)

109



172 D. D. Adamovié

appartiennent @ K,,; toutes les fonctions d croissance lente définies pour x suffi-
samment grand par

L(x)=e®s®* 0< a<l)
appartiennent d K, (CK,) et toutes celles définies pour x suffisamment grand par

logx...logy_¢x

(loge x ¢f loglog...logx; k>=2; « rél)

K fois

a la classe Ky(CKs).

Les assertions générales résultent immédiatement de celles particuliéres.

Les derniéres peuvent étre démontrées sans difficulté a 'aide du lemme I.
On peut ajouter que 'on a pour les fonctions (25), plus précisément,

f t~'L()di~L(x)logx (x >+ )
1

et pour les fonctions (26)

X

f 1 Ly () dim—— L, (x) log x (x4 ).
o+ 1
1
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COMPLEMENT A L’ARTICLE “SUR UNE INEGALITE, ELEMENTAIRE
OU INTERVIENNENT DES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES”

D. S. Mitrinovi¢ et D. D. Adamovid

0. Dans larticle [1], nous avons étudié la validité de I'inégalité
(1) (cos x)c<»(ﬂf-)—a (a, b, ¢ nombres réels)
x .

pour x € (0, —Z—) Partant de la remarque que:
(R) pour b#0 l'inégalite (1) équivaut a

f(x) = x— (sin x)? (cos x)7< 0 (p:%, q= _%>

ou @ f(x)>0 suivant que 'on a b>0 ou b<<0, on y a établi une proposition
sur le signe de f(x) (0<x<12r—) dans tous les cas possibles (proposition 3

dans [1]). On a cependant omis, dans l’article [1], de formuler explicitement
une proposition qui résumerait, d’une maniére directe, la discussion compléte
de Pinégalité (1), c’est-a-dire la discussion compléte du signe de la fonction

g(x)=(cosx)c——(—5iﬂ)f (O<x<£),
xb 2

y compris le cas b=0 (d’ailleurs facile a étudier). C’est cet énoncé final que
nous donnons dans cette note.

Désignons, dans ce qui suit, par |-] le fait que l'on a g(x)<0
(0<x<—723), par [-0+] le fait que l'on a g(x)<0 (O<x<x), g(x,)=0,

g(x)>0 (x1<x<§), et employons les symbéles correspondants pour . les

autres cas qui auront lieu.
0.1. En ce qui concerne le signe de

g (x) = (cos x)¢ —(sin x)“ (0 <x<—;—> ,
c’est-a-dire le cas =0, on remarque tout d’abord que l'on a, sous I’hypothése

a’+ ¢>>0, =] et [+] dans les cas ¢=>0, a<<0 et ¢<0, a>0 recpectivement. Dans
'

le cas a>0, ¢>0, on a: g(x)¢(0<x<§), g(0)=1, g(?)=—1 et par
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conséquent | +0—{. Enfin, dans le cas a<0, c¢<0, on a: g(x)’r(0<x<%),

g(+0)= —o0, g(%—O): + o0 et par conséquent [—0+].
1. Soit A(p) la fonction réelle mentionnée dans 1énoncé de Ila
proposition 3 dans [1]. Rappelons qu’elle est définie, continue et strictement
. . \ 1 -
décroissante de la valeur O jusqu’a la valeur -3 dans lintervalle (—oo, 1).

La proposition 3 de [1], combinée a la remarque (R), et le résultat 0.1
conduisent immédiatement a la proposition suivante sur le signe de g (x):

Proposition. On a:

=1 si et seulement si: o) a<b<<{O0<c¢, @®+b*+c¢*>0, ou B) a>b,

c>——7\(-Z—)‘b>O, ou v) 0<a<b<3c;

+] si et seulement si: o) a=b>02c¢, a*+b*+c*>0, ou ) a>b,

c<—7\(—a—)b<0, ou v¥) 3e<a<b<0;

o

—0+]| si et seulement si: o) a<b<0, ¢c<0, ou B) b>max{a, 0}, ¢<0,
ou ¥) a=b<3c<0;

[+0=] si et seulement si: o) a>b>=0, ¢>0, ou B) b<min{a, 0}, ¢=>0,
ou v) 0<3c<a=b;

b;

b;

|—0+0—| si et senlement si: a<b, 0<c< —7\(%)
[+0—0+]| si et seulement si: a>b, 0>c> —7\(%)
[—0—, si et seulement si: b<<min {a, 0}, c= —7\(%) b;

[+0+] si et seulement si: b>max {a, 0}, c= ——7\(—:—) b;

| (g(x)=0 pour O<x<§) si et seulement si: a=b=c=0.
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0. Tous les résultats de cet article sont liés a la notion de fonction a4
croissance lente dans le sens de Karamata (J. Karamata, 1930 [12, 13]), c’est-
a-dire d’une foncti>n réelle L(x) définie et positive pour x>0 et possédant
la propriété

lim ﬂkﬁ:
soim L)

On démontre qu’une fonction a croissance lente et mesurable sur [0, + o0 )
est bornée, pour un a suffisammant grand, sur tout intervalle fini [a, b] (b= a)
et par suite intégrable dans le sens de Lebesque sur chacun de tels intervalles.
C’est pourquoi, dans les applications connues n’étant essentielles que les
propriétés des fonctions 4 croissance lente pour les valeurs de x suffisamment
grandes, nous allons supposer (sans I’énoncer explicitement) que toute fonction
4 croissance lente qu’on mentionne -est mesurable sur [0, + o) et bornée sur tout
intervalle |0, a] (a>0).

Dans le présent article nous donnons, au moyen de fonctions 3 croissance
lente, les généralisations et les compléments d’un groupe de théorémes de
A. Zygmund, B. Sz.-Nagy et R. P. Boas [7-9, 14] concernant le comportement
asymptotique et la connexion entre intégrabilité et convergence des séries
trigonométriques. Quelques unes de ces généralisations, ne se limitant pas a
I’introduction des fonctions a croissance lente, sont faites dans d’autres directions
aussi. Nos résultats sont contenus dans les théorémes I-XIII, avec un lemme
auxiliaire. Notons que les théorémes III-V et VIII ont été démontrés dans
notre article [1] (ou ils sont nommés théorémes 1—3 et 6, respectivement).
Nous les citons ici pour compléter notre exposé et pour corriger ou simplifier
quelques détails de leurs démonstrations.

1 (>0).

0.1. Dans les démonstrations de nos théorémes nous allons profiter des
résultats suivants qui se rapportent tous sauf (VI) aux propriétés des fonctions
a croistance lente. Les propositions (D)-(V) et (X) sont bien connues, les
propositions (VD)-(IX) sont démontrées dans notre travail [2] et la proposition
(X1) dans larticle [4] de Aljancié¢, Bojani¢ et Tomic.

(1) Si L(x) est une fonction a croissance lente, on a

Lo
L(x)
uniformément pour ) < [a, b], oit 0<<a<<b< + ce.

—)1 (x»_i_oo)
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124 Dusan Adamovi¢

(D) Si la fonction L(X) est a croissance lente et si pour la fonction L* (x),
positive et mesurable sur [0,+o00) et bornée sur tout intervalle fini, on a
Lt (x)~L(x)(x—+ ), alors la fonction L+(x) est a croissance lente.

(III) (Théoréme de représentation.) Une fonction L (x) mesurable sur [0, + o)
est 4 croissance lente si et seulement si on a

X

_B_(t.) dt
t
L(x)=c(x)e! (x=>0),
oit ¢(x) est une fonction positive et mesurable sur [0, + oo) qui tend vers une

limite finie et positive lorsque Xx—~ + o et la. fonction ¢(x) est continue pour
x>0 et tend vers zéro lorsque x—+ oo .

(1V) Si la fonction L(x) est a croissance lente et si a>0, alors
x*L(X)—=+o, x"*L(x)—~0 (x—+ o).
(V) Soit la fonction L(x) a croissance lente et soit, pour >0,

L (x)=x—* sup (L), L,(x)=x= sup {t—= L},
hr >0),
Li(x)=x* inf {*L(1)}, Ly(x)=x" 1nf{t°‘L(t)}
O<Ct<Cx

ou 'on attribue @ chacune de ces fonctions la valeur 1 pour x=0. Alors toutes
les fonctions L,(x)(v=1,2) sont a croissance lente (les deux derniéres pour x

suffisamment grand)et Pon a L, (X)~L(x)(x—+ 00 ; v=1,2).
(VL) 1° Supposons que les fonctions f(¢) et g (t) soient définies et intégrables

dans le sens de Lebesgue sur tout mtervalle Sfini[a, x] (x>a), que I’on ait g (1)>0
+ o0

(t>a) et que les intégrales f f@)de et f g (t) dt soient finies. Alors

“Foo

ff(t)dt
lim ¥~ lim AN
T e T

X

sous la condition que la limite au second membre existe, comme valeur finie
ou comme =+ oo,

2° Supposons que les fonctions f(t) et g(t) soient intégrables dans le sens
de Lebesgue sur tout intervalle fini [a, x] (x>a) et que l'on ait g(t)>0
(t>a) et

[e@dt—+ o (x—>+00).
Alors
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Généralisations de quelques théorémes de A. Zygmund,. .. 125

sous lhypothése que la limite au second membre existe, comme valeur fini ou
comme + oo .

(VII) Soit L(x) une fonction d croissance lente. Alors:

1° La série i n-'L(n) et Pintégrale 70 1t~V L (¢) dt sont équiconvergentes.
2° On a " 1
L(ﬂ:o(ftﬂl4om> (x—+ ).
3° Soit l ‘
(D) Zd;fn:fl n=1L(n), S(x)df f);*lL(t) dt,S*(x)d:efv;xv*lL(v).
; <

Si% = +o0,0naS (x)~8*(x)(x—+o0) et ces deux fonctions sont d croissance lente.
4° Soit

v=x

®) RS [ L@y dr, R* () 5 =1 L),

Si ¥ <+, 0naL(x)=0(R(x)), R*(X)~R(x)(x—+o)ef ces deux fonctions
sont d croissance lente.

Dans ce qui suit on va employer les symbdles Z, S (x), S*(x), R(x) et
R* (x) avec les significations définies par (D) et (D,).

(VIll) Soit la fonction f(x) non croissante et inférieurement bornée dans
Pintervalle (0, 8) (3>>0) et soit L(x) une fonction & croissance lente. Alors:

1° La convergence (vers une limite finie) de 'une des intégrales

3 >

f x“L(%) df(x) et [ ot L(%) fdx (2>0)

+0 +Q

entraine la convergence de I'autre et que

f(x)ft““L(%) di—0  (x—+0).
+0

2° Sous Ihypothése

4 o0

[t L@ydi< +,
1

la convergence de I'une des intégrales
8 5

f R(é—) df(x) et fx—lL( ;)f(x) dx

+0 +0
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126 Dusan Adamovié

entraine la convergence de autre et que

R(%)f(x)-»O (x> +0).

(IX) Pour toute fonction d croissance lente L (x) il existe une fonction d
croissance lente et infiniment différentiable L,(x) telle que Ion ait:

1° Ly(x)~L (x) (x—o0).
2° Ly(n)y=L (n) (n=0,1,2,...).

3° Si la fonction L (x) est monotone, pour x>0 ou pour x suffisamment
grand, alors L,(x) a la méme propriété.

4° [’énoncé correspondant au précédent qui concerne la convexité est aussi vrai.

Le théoréme précédent implique que dans les énoncés de nos théorémes
I-X1I1, de méme que dans ceux des autres théorémes abeliens et tauberiens ou
de la théorie trigonométrique oit interviennent les fonctions d croissance lente
(exemples: les résul-ats dans [3], [4], [5] et [6]) on peut supposer, sans restreindre
la généralité, que toute fonction d croissance lente L (x) en question a pour x>0
autant de dérivées que Pon veut et de méme que, dés que I’on introduit une
condition de monotonie ou de convexité relative a L (x), il n’importe si ['on y
soumet L (x) ou seulement la suite correspondante L (n)(n=0,1,2,...).

(X) Soit K la classe de toutes les fonctions a croissance lente et K, la
classe de Zygmund ([15], tome I, p. 299) de toutes les fonctions K (x) positives
et mesurables sur [0,+4 o) et bornées sur tout intervalle fini [0, a](a>0) pour
lesquelles

X3Kx) 2, x KNV (x suffisamment grand; 3>0).

Alors K, est un vrai sous-ensemble de K.

(XI) Si L (x) est le produit de deux fonctions a croissance lente monotones
LY (x) et LP(x) (ou bien de deux fonctions a croissance lente telles que
LO ), LD (m)N) et a>0, alors

SH L=+ DLE ) <M @n L) (=1,2,...),

M («) étant indépendant de n.

0.2. Dans la démonstration du théoréeme I on va profiter du lemme
suivant.

Lemme. Soit la fonction h(x) intégrable dans le sens de Lebesgue sur tout

intervalle [e, 7] (0<<e<<m) et soit L (x) une fonction a croissance lente et v>0.
Alors la relation asymptotique

(H h(x)~x*—1L (i) (x—+0)

entraine
X

1 1
fh(t)dt~—xYL — (x—>+0).
Y X
0
1) Le symbdle f(x) désigne que I'on a f(x)> f(») pour x>y. Onadmet la signification.
correspondante de f(x)\ et des méme symboles pour les suites.
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Généralisations de quelques théorémes de Zygmurnd, . .. 127

En particulier, pour v>0

f L (i> d~txv L <i> (x—~+0).
t Y X
0

Démonstration. (1) entraine

h(x)=a(x)x¥! L(i) ;

X

ol lim a(x)=1 et la fonction a(x) est intégrable sur [e, ] (0<<e<<w). On
x—»+0
obtient alors, d’aprés (III) et (VI) (assertion 1°),

X

fﬂ~1 a(f) L (%) dt

0

lim
x—>+0 ix‘(L(_l_>
Y X
+o0 |
ft—Y—loc(—)L(t)dt o 1
t ft‘Y‘loc<A>L(t)dt
1 t
= lim * T i = lim % ]
x40 ’“MH rUEE Ly L(y)
Y x Y

—y " la (%) L(y)

= lim
y-->+4 o0

l ¥
—y ¥ L(y)+ *’y*Y‘lc(y)s(y)exr)<f <0 dt)
v t

1

= lim a (i) = 1.
y—>+tw \ )Y

1. Le comportement asymptotique des séries trigonométriques de sinus et
de cosinus pour x- + 0.

A partir d’ici, on va sous-entendre que toute fonction désignée par L (x)
est a croissance lente sans 1’énoncer explicitement. Comme nous I’avons déja
dit, on peut supposer rartout que L (x) a autant de dérivées que ’on veut.
L’intégrabilit¢ de la fonction f(x) sur l'intervale (0, x) sera partout désignée
par f(x) € _Z (0, m).

Les considérations dans ce paragraphe se rapportent au comportement
asymptotique des séries

2). g(x)= Z b, sin nx

n=1
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128 DusSan Adamovié

ct

® )= ay+ 3 dncosnx,

n=1

pour x-»+ 0, sous I’hypothése que @,\0, 5,0 (n—o), ou sous quelque autre
hypothése qui assure la convergence de ces séries pour x & (0, w).

Comme résultat initial dans ce domaine, on peut considérer les formules

i n=Ycos nx~x¥~!1I'(1—v)sin Tg

4) n=t (x> +0; 0<y<1).
§ n~Ysin nx~x¥~1I" (1 —v) cos %{
n=1

Pour la démonstration voir, par exemple, [15](I, pp. 298—299).

Quant aux séries de sinus (2), Hardy [10] a démontré en 1928 que,
sous I’hypothése b, 0(n—>o0), la relation

(5) by~n—Y (n—oo; 0<y<])
entraine
(6) g ()~x-1T(1—y) cosTizY (x—+0).

En 1931 Hardy a établi que, inversement, sous la méme condition, (6)
entraine (5). Plus tard ce résultat-la a été étendu a lintervalle 0<<y<2 tout
entier [11]. On a obtenu des résultats analogues pour la série de cosinus.

Dans [4] et [6] Aljancié, Bojani¢ et Tomi¢ ont généralisé le résultat cité
relatif & la série de sinus, par la proposition suivante:

Soit 0<<y<2, b,\0. Alors

(N by~n=Y L (n) (n—o0)

entraine

¥ g(xX)~xv-1L (L) I' (1—v)cos Eg (x—+0)
b

et inversement, (8) entraine (7). Pour 1<<y<<2 (8) est valable dés que
® b,=n"Y L{(n),

sans la condition b,x, et pour 0<y<1 (8) est aussi valable si 'on a (9) ou
L (x) est produit de deux fonctions monotones a croissance lente.

Ici nous ne nous intéressons qu’a la partie directe de ce théoréme-la,
c’est-a-dire 4 1’énoncé des conditions suffisantes pour (8).

On a des propositions analogues sur la série de cosinus (3) avec

a,=n~YL{n) (O<y<1).
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Généralisations de quelques théorémes de A. Zygmund, ... 129

Dans (4] et [6] Aljandic¢, Bojani¢ et Tomic¢ ont aussi étendu, au moyen de
fonctions & croissance lente, I’énoncé direct et [’énoncé inverse de leur
théoréme cité au cas de la série de sinus avec y=0. La partie directe de ce
résultat est formulée comme il suit:

Soit L(x) une fonction d croissance lente et convexe qui tend vers zéro
lorsque x— + oo . Alors

Z L (n) sin nx~ i L (L) (x—+0).
n=1 X X
Dans sa monographie [15], 4. Zygmund, employant la notion plus étroite

de fonction & croissance lente, & savoir la notion de fonction appartenant &
la classe K, de Zygmund ((X) dans 0.1), étend les propositions de type
considéré pour les séries de sinus et pour celles de cosinus aux cas y=0 et
vy=1 et puis, par ,lintégration, qu’il omet d’expliquer de plus prées, a
quelques autres intervalles et valeurs entiers de vy ([15], tome I, pp. 298—305
et page 366, problémes 11 et 12). Nous remarquons cependant que I’on peut,
en modifiant et complétant les démonstrations correspondantes contenues darns
les travaux des auteurs cités, formuler tous les résultats de Zygmund avec la
notion générale de fonction a croissance lente et aussi avec les variantes de
conditions dans les résultats de Aljanci¢, Bojani¢ et Tomic. En outre, on peut
donner, & l'aide de l'induction mathématique, une forme fermée a I’extension
des énoncés a toutes les valeurs entieres non négatives de y et a tous les
intervalles entre ces valeurs—Ila.

1.1. Tous les résultats et toutes les remarques qui précedent (concernant
les énoncés directs) sont contenus dans le

Théoréme 1. Avec les désignations

(10) Sy (x)= i n=Y L (n)cos nx, g, (x)= i n=Y L (n) sin nx,
n=1

n=1
les assertions suivantes sont valables
1° Si la fonction L (x) est convexe et tend vers zéro lorsque x— + oo , alors

8o (X)~x~! L<i) (x—>+0);
X

si en outre la fonction x[L (x)—L (x+ 1)] est a croissance lente, alors
fo(x)N%x—z [L (i)—L(i+ 1)] (x— + 0)

X X

{N——E x-2L (L)(x—w-O), si la fonction —xL'(x) est d croissance lente].
2 x

2° Pour yE 2k, 2k+1)UQRk+1, 2k+2) (k=0,1,2,...) on a

e—3 EV e 0
Y v=1(2V—1)! Y+i1—2v
(11) ~xY'1L(—)17>P(1——Y) cos% Y (x—+0),

9 Publications de I'Institut Mathématique
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130 Dusan Adamovié

ot 'on wécrit pas la somme si k=0; pour v & (0,1)

(12) fv(x)NxHL( )F(l—Y) Slnz*{ (x~+0);
pour yEQk—1, 2k) U2k 2k+1) (k=1,2,3,..)
k—1 —-—1)“
13 _S B0
(13) (X 20 29! x%Y -5y (0)

~xY—1L< )F(l—y)sm—y (x~+0);
X 2

les relations (11) avec y& 2k+1, 2k+2)(k=0,1,2,...) et les relations (13)
avec y€ 2k, 2k+1)(k=1,2,3,...) ont lieu dés que L (x) est une fonction a
croissance lente et les relations (11) avec vy 2k, 2k+1)(k=0,1, ), les
relations (12) et les relations (13) avec vy € 2k—1, 2k)(k=1,2,3,.. ) si  une
des conditions suivantes est encore remplie

(&Y XM=Y L(x) N

(C,) L(x) est produit de deux fonctions 4 croissance lente monotones.
3° En supposant une des conditions (C,) ou

(Ch) x1L(x)\
remplie, on a

k—1 (_l)v—l T x2k—2 1
14 2 ke . S vl f o (0)~ (— 1)kt )
(9 & Zlav—lﬂx Sk O~ (=D Qk—QﬂL(x>

15 2 B O D T (L,
a5 fu@— Z e ey O~ (=1 : (Zk_l),L(x),

(D e
16) 821 () — X fokri—ay (O)~(—D¥ o S{— ),
(16) g1 (%) ;;(2w—1y Fortrs (O)~(—1) (2k—4ﬂs(x>l

(2 =+=)

( l)V Y - - x2k—2 1

A7) Soker () — Zo G e O~ D 2 S(y)}
(x—>+0; k=1,2,3,..)).

Si z<+oo,

£ (=D, R
19 o= 3 2 f2k+1_2v(0)~(—1)k(2k_1)!1e(?),

(=1 x2k—2 1
19 _ —\ 2v —_1)%
(19 fopm ()= 3 -0 X ke O SR ()
(x—+0; k=1,2,3,..)

Pour k=1 on nécrit pas les sommes (14), (16) et (17).

4° Sous la condition (C,) les séries (2) et (3) avec 0<vy <1 convergent
uniformément pour x €[3, 2n—3] (0<d< ).
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Généralisations de quelques théorémes de A Zygmund,. .. 131

Notons que la condition particuliére de la seconde assertion sous 1° est
remplie si la fonction —xL’(x) est & croissance lente.

Dans les résultats précédemment cités de Aljancié-Bojanic-Tomié sont
‘contenus la premiére assertion 1°, la relation (11) pour y< (0, 1)U (1, 2) et
la relation (14) pour k=1, tout cela sous les conditions correspondantes citées
dans I’énoncé de notre théoréme. La seconde assertion 1° et les relations: (12);
(13) avec y< (1, 2); (15)—(19) pour k=1 sont démontrées dans le livre de
Zygmund, mais sous des hypothéses plus restrictives que dans notre théoréme.
Il faut remarquer que les hypotheses de la seconde assertion 1° chez Zygmund
ne sont pas plus restrictives en raison de la plus large notion de fonction a
croissance lente dans notre énoncé, la convexité de la fonction L (x)a croissance
lente entrainant L(x) € K, (théoréme VI dans notre travail [2]), mais parce
que la fonction —xL’(x) est remplacée dans le théoréme I par la fonction
x[L(x)—L{x+1)], supposée a croissance lente (dans le sens plus large) et
que, d’autre part, si la fonction —xL’'(x) est a croissance lente dans le sens
de Zygmund, la fonction L(x) est convexe: en effet, alors —L'(x)=
=x1[—xL (x)x.

Démonstration. Ce que nous avons a prouver encore, nous allons le
faire dans ’orde suivant:

a) l'assertion 4°;

b) la seconde assertion 1°;

¢) la relation (12);

d) la relation (11) avec k=1,2,3,... et les relations (13);

e) les relations (17) et (19) avec k=1;

f) les autres cas des relations (14)—(19).—

a) En supposant la condition (C,) remplie et avec un v & (0,1) fixé, on
obtient, d’aprés (XI), pour x & [3,27—3] (0<d<m),
|

[ v~Y L (v) sin vx

v=m++1

‘ | |
_! [vTL@—~+DIYL(v+ 1)].ios (m+w) chos( +7)x
|

v=m+1 2 ] ;i
sin 3
cos(m +~)x—cos (p+~)x 41
+p 7 L(p) !
23ini
2 |
1 p—1
<=l 3 LO=EDTLERD e L(p)
sin — L v=m+1

- ,',%[M(Y)(m+l)—YL(m+ 1+~ L(p)).
sin —
2

o%
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On obtient la méme majorante, d’une maniére tout-a-fait semblable, dans le
cas de la série des cosinus. Cette majorante-la ne dépend pas de x et tend
vers zéro lorsque m, p—oo.

b) Il résulte des hypotheses sur L (x) que cette fonction est non croissante
pour x suffisamment grand et tend vers zéro quand x— + oo . Par conséquent,
pour un nombre naturel n, on a

(20) S Lm—L@+)= § [L@—Lat D]<+o.

n=ng n=n,

On obtient alors, en appliquant la sommation partielle (0<<x< ),

Z L (n) cos nx = lim Z L (n)cosnx
n=1

m->w n=1

» sin (n+~2—> Xx—sin — sin(m+~—>x——sm~
—lim{ S [L@W—Ln+ ] — T L)
mEe la=1 2 sin — 2sin-2~

. X X
sin X COS —- + COS nX SIn ?

. > 2 1
= > [L(m—Ln+1)] — =
"gl 25in%~ 2

i [L()—L(n+1)](cosnx—1)

n=1

—(2tg = - % [L(m)—L(n+1)]sin nx+~~1~-—
7( g 2) n:l 2

x\ e
[¥3)) :<2tg?) Z ntn[L(n)—L(n+1)]sinnx+0(1),

ne=1
puisque, d’apres (20),
1 e ©
t; > [Lm—L(@m+ 1] cosnx—1) < > IL(n)—L(n+ 1)< +oo.
n=1 n=1
D’aprés I’hypothése, x[L(x)—L (x+ 1)] est une fonction & croissance lente et

nu[L(n)—Ln+1)]=LHn)—LHn+ 1)\,

de sorte que, d’aprés (14) avec k=1, la derniére somme dans (21) a le
comportement asymptotique de la fonction x—! [L (L)—L(iJrl)]—:- 20
x x

entraine alors I’assertion en question.
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c) La premiére des formules (4) peut &tre écrite sous la forme

ncosnx=x""1I"(1—vy) sin%y+o(xY—1) (x->+0; O<y<]l),

n=1

d’ou, pour O0<y<l1,

()

=X i [LL()(c’i)l) ] —Ycosnx+o(1):T(x)+o(’1> (x—+0).

S L#)ncosnx—T (1 — sinzc—
Z L(n) (I—v 5 Y

n=1

11 suffit, donc, d’établir que T (x)—-0 (x—+ 0).
On a, avec 0<3<1<<A<< + o,

\T(X)“:XI*Y( >+ 2 +"§£)[{i(%—l]n—“fcosnx=

5
nsl— <<
X

xl=v
—— L(myn—cosnx|+ xl—Y n=7 cos nx ‘
"L Gl Z ZS 1
n<;
| x1=y
+ x1- > L —1{nYcos nx ~Ycos nx
8 alL(x7) X
L= ?
22) +x7¥ S nveosnx | =T+ T, + Ty + Ty + T

A
n>—
x

On a ensuite, avec y<B<1 et en désignant par M,, M,, My, M,, M,
My, M, des constantes positives, d’apres (V),

xl-v
T, < —— L = . n—8lcos nx
< Ty 3, Lot o
T Sup {5 L) 8
e ~v L (t n
L(X‘l)k,ufz E_

1 8 o
i e
L(xYH\x x ;

—1
(23) <M, 81— LExT)
L(x1
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et, comme cas particulier,

(24) T,< M,st-.
On obtient
Ty<xt— % lL(n) nY|{cos nx|
LIBSEY Le)
A
' : ;
<x-v Sup i@l———l > mY<x'™ Sup 'L(t)l l\f Y de
%Stsé L) %<”<% §<,<A1L(X_) ig—1
I—y__§1—v
@s5) <m0 Lo 11.
—Y £<t<— L(x™)

D’aprés la majoration que nous avons déja fait dans a) (le cas des cosinus,
comme nous l’avons dit, est tout-a-fait analogue & celui des sinus) et d’apres
(I), nous avons

x1=v ] M; x‘
T, = Lnn—Ycosnx — L(IAx)+D([Ax]+ D~
sin —
2
—y —1
(26) <M, 7";3{ ‘xi— LAxY)(A x—l) _xx_ A-v I;(Ai—l—)
sin — L) sin — LT

et, comme cas particulier,
(27) Ty« M, —>_ A"

D’apres les inégalités (23)—(27) et les propriétés correspondantes des
fonctions & croissance lente, on obtient, faisant dans (22) x— +0,

lim | T(x) < (M, + M) 87+ (M + M) A,
x—++0

d’ou (8~>+0, A—)—{—oo)

lim T (x)=0.

x— -0

d) D’aprés le résultat de Aljanéié, Bojani¢é et Tomid, la relation (11)

est valable pour k=0 et cela sous une des conditions (C;) (i=1,2) si y& (0,1)
et sans condition particuliére si y € (1, 2). On en déduit, pour y < (0, 1) U (1,2)
et sous les mémes conditions pour chacun des deux intervalles, par I’integration
de 0 & x<(0,2x), ce procédé étant justifié par le lemme de 0.2,

Sr1 (%) fy+1(0)~——L( )F(l—y)cos—y (x—+0),
Y x 2
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c’est-a-dire, pour y < (1,2) U (2, 3),

b i T 1
o) =fy @~ =" — T (1+1—y) cos - (y—1)- L(;)

x¥—1 . T 1
v—1 2 <x)

—x1D(1—y) L (l) sin — v,
X 2

cette égalité étant valable sous chacune des conditions (C;))(i=1,2) si yE(1,2)
et sans elles si y < (2, 3). Les assertions (11) et (13) sont donc valables pour
k=0 et pour k=2 respectivement. Si on les suppose valables pour un nombre
naturel k£, on établit, de la méme maniére que la-dessus, en intégrant de O
a x et en profitant du lemme, leur validité pour le nombre naturel £+ 1 et
cela sous les conditions correspondantes. C’est donc par induction mathématique
que I’on vient d’achever la démonstration de toutes les assertions 2°.

e) Supposons une des conditions (C;) (i=1,2) remplie. Si Z = 400, On
a, d’aprés (IV) et VII),

fix)= WZ n~! L (n)cosnx

n=1
Z n~' L (n)— z n~! L (n) (1—cos nx)

+ zn—lL(n)cosnx S*( \’ ZH’Zz

n>-
x

(28) =S(l)+o(s(i)>+21+ ..
x x
Comme (P,, P, constantes positives), d’aprés (V) et (VII),

12.0=1 2 n-lLfn)(l—cosnx)k-_xz 3 L@

n<— n<——
x

<—;—x2-i Sup {tL/‘)}d'L(%):o(S(L))

o<t<<— *
x

et, d’aprés la majoration dans a),
=z = () 100 () ()

on déduit de (28) l’assertion (17) pour k=1.

sin —
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Si on a Z< + o0 (sans autre condition) la série f, (x) est convergente et

L O—f )= S 0 L) (1—cos nx) = 5, n"L(n)(I»——cos:zx)-%R*(—L)

no==1 X

ng—
T x

29 — Z: n“L(n)cosnxzR(—-};)+0<R(—i«))+23-24_

X

On obtient de nouveau, de la méme maniére que plus haut,

Si=0 (1)) 1Sad-o(z())

et par suite, d’aprés (VIID),

o i) i)

Les égalités (29) et (30) entrainent Iassertion (19) avec k= 1.

f) D’aprés ce qui précéde, les relations (14), (17) et (19) sont valables
pour k=1 sous les conditions correspondantes. En intégrant, dans le sens du
lemme, la relation (14) de 0 & x, on aboutit &

f ()£, 0) = ,,’2‘ xL (é) (x—+0),

C’est-a-dire & la relation (15) pour k=1. En intégrant les relations (17) et

(19), sous les conditions correspondantes, on aboutit respectivement aux
relations

£ (9~xS (—j;) (x=+0; T = +0),

& () —xfi (0)~—xR (»i—) (x=>+0; > <+ )s
c'est-a~dire aux relations (16) et (18) pour k=1. On a ainsi prouvées toutes
les relations (14)—(19) pour k = 1. Pareillement, en intégrant de 0 4 x selon
le lemme, de ’hypothése que toutes les assertions (14)—(19) sont vraies pour
le nombre naturel k on déduit leur validité pour k+ 1. Cest donc par
induction mathématique que I'on prouve toutes les assertions (14)—(19).

1.2. Aux résultats précédents sur le comportement asymptotique des

séries (2) et (3) nous ajoutons I’estimation suivante de la série des modules
des termes de la série g, (x).

Théoréme II. Sous une des conditions (C,) et (C}) (Pénoncé du théo-
réme I) on a

% n2 L (n)|sin nx|~ i n=2 L (n) sin nx (x—+0).
=1

n 7= 1

Si Z < -+oo, cette relation est valable sans conditions supplémentuires.
Démonstration. Soit d’abord z =+, On a alors

> n2L(n)|sinnx|= >+t
ne=1 1 1
n= — n>
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3 1
<x S n'Lm+ S n 2on 2L(n)
1 1

n<— n>—
x

_xS* (i) (1+0(1)) =xS<—1—) (1 +o(1)
x x
et, d’autre part, d’aprés le théoréme I,

in—zL(n)lsinnxb > m?L(n) sinnx~xS<L> (x—=+0);
n=1 n=1 ) X

donc, ’
> n—zL(n)]sinnx}NxS(L>~ > n* L (n)sin nx (x—>+0).
n=1 X n=1
Si Z<+oo, on a
> w2 L(n)|sinnx|<x i ntL(m)=x3;
n=1 n=1

d’autre part, d’aprés le théoréme I,

> n?L(m)|sinnx|= > n7? L(n)sinnx~x > (x—+0);
n=1 n=1

donc,
> m?L(m){sinnx|j~x >~ % n?L(n)sinnx (x-+0).
n=1 n=1

1.2.1. De la méme fagon que les inégalités dans la démonstration pré-
cédente, on peut déduire les deux estimations suivantes:

= , 1
G1) S L) fsinnx| < XSt p (A>
n=1 Y—¢E X
(o<e<y; x>0 et suffisamment petit; 1<<y<2);
> n~Y L(n)|sinnx|<x > n'=r L(n) r>2),

n=1 n=1

valables sans aucune restriction pour L (x).
(& suivre)
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2. Généralisations des théorémes de Zygmund et B. Sz.-Nagy

On suppose dans ce paragraphe que les fonctions g(x) et f(x) soient
non croissantes et inférieurement bornées pour x & (0, w) et que on ait

xg(x)€ 20, 7)., f(x)e O, ).
On désigne par b,(n=1,2,3, ...) les coefficients de la sériec de sinus de la
fonction g(x) et par a,(n=0,1,2, ...) les coefficients de la sériec de cosinus
de la fonction f(x), c’est-a-dire

kY

bnzifg(x)sinnx (n=123, ...,
0

anzsz(x)cosnxdx (n=0,1.2, ..)).
T
0

Ici les nombres a, sont les coefficients de Fourier de la fonction f(x) et les
nombres b, ne le sont pas nécessairement pour la fonction g(x).

Les deux théorémes suivants sont diis & A. Zygmund [14] et a
B. Sz.-Nagy [7]:

(A) Soit 0<y<<1. La série

o«
Z n=Yb,
n=1

converge absolument si et seulement si

(B) La séri xlg () € F 0, ).
a serie

(32) S nva,
n=1

* La premiére partie de cet article, sous le méme titre, a été publiée dans ces
,,Publications*, t. 7 (21), 1967.

37
132



38 Dusan Adamovié

converge absolument si et seulement si

(33) xf(x) e F(0, n)
ou bien si et seulement si
(34 S logx e F (0, =),

suivant que I'on a 0<<y<<l ou y=1.

Zygmund a obtenu ces résultats pour le cas y=1 et B. Sz.-Nagy dans
le cas général.

De plus, B. Sz.-Nagy a démontré que déja la sommabilité (C, 1) de
la série (32) entraine (33) ou (34), selon le cas.

Les résultats précédents peuvent étre généralisés par les théorémes suivants,
ol intervient la fonction a croissance lente L (x):

Théoréme III. Soit O<y<Cl. La série
S n-t L(n)b,
n=1
converge absolument si et seulement si
e L( e e Z 0.9,
Théoréme IV. Soit 0<y<<1. La série
(35) i n=YL(n)a,
n=1

converge absolument si et seulement si

(36) xet L(%)f(x) c %0, 7).

Théoréme V. Soit 0<y< 1.

Si x=1=Y L(x) X pour x suffisamment grand, de la convergence de la série
(35) résulte (36).

Si x~YL(x) X pour x suffisamment grand, de la sommabilité (C, 1) de
la série (35) résulte (36).

Théoréme VI. La série
i n=' L(n)a,
n—1
converge absolument si et seulemznt si
G7) s (%) ROERACE)

Théoréme VII. La relation (37) résulte de la convergence ou de la
sommabilité (C, 1) de la série (35) suivant que I'on a, pour x suffisamment grand,
seulement x2 L (x) X ou déja x—*L(x)\.
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Pour L(x)=1 le théoréme 1II se réduit a (4), les théorémes IV et VI
se réduisent & (B) et les théorémes V et VII 4 la remarque supplémentaire-
de B. Sz.-Nagy.

On peut ajouter aux théorémes précédents le théoreme suivant, relatif
au cas de la série de sinus et de y=0, non compris dans les résultats de
Zygmund — B. Sz.-Nagy.

Théoréme VIIL Soit L (x) convexe et tel que < -+ oo. Alors la série
> b, L(n)
n='1
converge absolument si et seulement si

'L (%) g(x) € _F (O, 7).

En 1958 nous avons donné dans [1] une généralisation des théorémes
(4) et (B) différente de la précédente. A savoir, cette généralisation-l3 con-
tenaient les mémes énoncés des théoréemes IV, V et VIII et Pénoncé du
théoréme III avec I’intervalle plus large (0,2) pour v; les énoncés suivants y
figuraient au lieu des théorémes VI et VIII, respectivement:

(VI') Soit

(38) 0<AL(®)logx> | L(Hdi<BL(x)logx (x>1)
1]

(A et B constantes). Alors la série
(39) S n'L(w)a,
n=1

converge absolument si et seulement si

(40) fL (i> log- €& _# (0, m).
X b
(VII') Soit
(41) [ L@d>aL@logx  (x>1).

1

Alors (40) résulte de la convergence ou de la sommabilité (C, 1) de la
série (39) suivant que, pour x suffisamment grand, la fonction x~2 L (x) seulement
ou déja la fonction x—' L (X) est non croissante.

Ici, dans le théoréme III nous nous limitons a l’intervalle (0,1] pour v,
en vertu du résuitat concernant I'intervalle (1,2) obtenu en 1962 par R. P. Boas
(théoremes (C) et (D) dans 3), qui est, pour L(x)=1,1<<y<2, plus générale
que ’ancienne variante de notre théoréme III et que nous avons, d’ailleurs,
réussi a généraliser au moyen de fonctions a croissance lente (théorémes IX
et X). — Les théorémes VI et VII sont plus généraux que les théorémes (VI')
et (VII'), puisque les premiers ne contiennent pas les conditions restrictives
(38) et (41) et puisqu’on a (37) < (40) sous la condition (38) et (37) = (40)
sous la condition (41).
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Pour compléter I’exposé sur notre sujet, nous avons cités tous les

théorémes I1I — VIIL. Les démonstrations des théorémes III — V étant
contenues dans [1], nous nous limitons ici 4 exposer les démonstrations des
théorémes VI — VIII, celle du dernier puisque sa démonstration dans [1]

n’était pas correcte.

2.1 Démonstrations des théorémes VI—VIII

2.1.1 Démonstration des théorémes V1 et VII. D’aprés ’assertion 1° de
(VIll), avec L (x)=1, f(x)&_% (0, m) entraine [Iexistence de [I’intégrale

xdf(x) et que xf(x) >0 (x—+0) et, par conséquent, Iexistence de

y Cte—y

j sinnx-df(x) et que f(x) sinnx -0 (x - +0). de sorte qu’une intégration
0
p

ar parties donne

TR x-—>+0

an~}—ff(x)cosnxdx:i[— lim f(x)sinnx—fsinnx~df(x)]
T 0 0

3

__2 sinnx - df (x);
th
0

donc,
2 . .
(42) a,=-——— | sinnx-df(x) (n=123, ..)).

Tn
0

Nous allons démontrer d’abord que (37) entraine la convergence absolue
de la série (39). Nous démontrerons ensuite la seconde, puis la premiére
assertion du théoréme VII et, enfin, que la convergence absolue de la série
(39) entraine (37). Toutes les assertions des théorémes VI et VII étant triviales
si Z<C + o0, nous allons supposer jusqu’a la fin de la démonstration que I’on
ait X = + oo,

D’aprés (42) et la majoration effectuée dans la démonstration du théoréme
11, on a, avec une constante positive M,

7

i n—’L(n){a,,{gé i n=2L(n)|sinnx|d[—f(x)]
n=1 n=1

<M0fx s (%)d [—f ()]

On en conclut, d’aprés (VIII), que (37) entraine la convergence absolue
de la série (39).
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Supposons que la séric (39) soit sommable (C, 1), c’est-a-dire que

(l’%)v“lL(v)a\,: _2 vi(l—;:—) v 2L (v) sinvx-df(x)

Z Y

v=1I

la suite

ks

2fmmam

T
0

tende vers une limite finie lorsque n —>oc et que l'on ait x~' L (x) X pour

x>m (m nombre naturel). Soit
) l—cos(2v+ 1) >

sy (x)= (v=123, ..)).
2sin —
2
Alors
P, (x)= VZ; ( 1 ——;—) v2L(v)sinvx
OS2 Vv r ey — (1= N s 2 L _
?51[(1 ") Le—(1-2 ) o +—1>][sv<x) 5o ()
s (1——V)v_ZL(v)—<1-——V+1)(v+l)_zL(v+1) s, (%)
Z n n ’
(%)”@_WLm%m>§uf§—unmw}2%wwmm.
n V=1 v=1
La suite
V+1>(v+1)—2L(v+1)
n

def v

Wy = (1——) v”ZL(v)—( I—
n

v<n—1)

1
=P 2LM)—@+D2LEV+ D] ——DP L=+ DL+ 1]
n
est positive pour v=m et, pour un v>m fixé, non décroissante par rapport

a m; en outre,
@p, vV IELM—(+ DL+ D=0, (n—o0).

En profitant du fait que s,(x)=0 (0<<x<{w), on en conclut que les

fonctions de la suite P’ (x) sont non négatives et que cette suite tend vers

n—1 00
Px)=lim % wnys,(x)= z ®, §, (X).

(La derniére égalité, d’aprés ce qui précéde, se justifie par le fait suivant,
aisé¢ a démontrer: si 0<<a, , 7o, (n—>o0; v=m, m+1, ...), alors

0o 20
lim z Wy = D oc\,.)
v=m

H—>00 .y
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On obtient de (43)
(44) f PP d[~/ W< [P df ) |+ | [ PO ) & ()]
0 0

Comme, d’aprés I’hypothése, lim j P, (x) df (x) est fini et que la fonction P1)(x)

n—w g

est, selon (VIII), intégrable par rapport a f(x) dans (0, ), on déduit de (44),

tenant compte de la non negativité des fonctions P (x), que la fonction P(x)
est intégrable par rapport & f(x) dans (0, x).

Or, comme nous allons le montrer tout de suite,
1 .
(45) PxX)=M xS (——) (M, constante positive),
X

w

1
d’ol résulte que I'intégrale f xS ( )df (x) est finie; donc, d’aprés (VIII),

s(%) fe ¥ (.

Pour achever cette partie de la démonstration, il suffit, donc, de démontrer (45).

1 T
Pour v+—<— on a

x
2 2
sy (@)= — 2 (2LJ—F—1 ) =3—x<v+i>
x\ 2% 2 2

et, pour x suffissamment petit, d’aprés (I) et (V),

o0

P(x)= Z S )M 2PLV)—(v+D2L(v+ 1]

v=rm

2
>2x 3 (+%) 2 L) —(v+ D2 L+ 1)
1 =n

1
m-+— v+

2 VTS

"—1

o

f t——— AL )]

Tt

—1

'nz_‘ +2f(l——;—>t_2L(t)dt):l

%4
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e 2

KL
X

N Mzm f L) (dr)]>£—2 x [M3 s (é—) ML (%)FMS xS(—i) ,

avec les constantes positives M,, M;, M,, M. Ici on a mis & profit la rela-
tion 2° de (VIL).

Si I’on suppose que la série (39) converge, c’est-a-dire que la suite

n

z v 1L (v)a, ~——f§ v=2 L (v) sinvxdf (x)

tende vers une limite finie lorsque n— o0, et que v=2 L{(v) ™ pour v=/ (/ nombre
naturel), on obtient, d’une maniére analogue que ci-dessus,

def =

0,(x)= 3 v?L(v)sinvx
v=1

S5 L)~ DL D s ()L (1) 5 (9) 42 L (1) 5, (x)

v=1
n—-1

=3 [f —L(D)s, <X>] =0 (1) + 0O (x),
=1

ou QY (x) est une suite de fonctions non négatives, et 'on en déduit I'inté-

grabilité de la fonction P(x) par rapport a f(x) dans (0, ). On en obtient
de nouveau (37).

Soit enfin

8

> nmtL(n)|a,|=K<+o.

Alors, d’apres (V),

X

}Z —lL(v)\avi>z OInf {t=' L (t)}|a,|

v=1 v=1 0=t

n

“3neal-5 Lo ﬁi

v=1

fsinvx-d[—f(x)]
J !

T

[z V2L, (%) sinvx]d[~f(x)]i

-2 f R, (x)d[—f ()],

3
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On a x'L;(x)N(x>0) et par su‘te

R, (x)= Z v 2L (v)sinvx
v=1

S L )=+ L D]y () — L, (1), (%)
v=1

= R ()= L, (1) 5 (0,

ou Rf,l)(x) est une suite de fonctions non négatives et la fonction s,(x) est
intégrable par rapport & f(x) dans (0, ). Par un procédé semblable & celui
employé plus haut, on obtient

1 .
Ry(x)=M xS, (‘> Ry (x)= lim RO (x) (M, constante positive), avec
—\x

def
S, (x)= [tV L (1) dr.
S Sk

. 1 1
Etant donné que, d’aprés lassertion 3° de (VI), S, (—~-)~S(——)(x—>+0), on
~\x/ x
en déduit

1 .
Ry(x)=M, xS (—) (M constante positive).
x

On en obtient (37) en s’appuyant sur (VIII).

2.1.2. Démonstration du théoréme VIII.

I résulte des propriétés supposées de la fonction L (x) que L(x)—0
(x—> +00) et aussi que, d’aprés (VII),

1 + o

ft“L(%-—) dt = ft'lL(t)dt<+°°,

0 1
c’est-a-dire que

XL (i) & F(0, ).

On en conclut que les deux conditions dont le théoréeme VIII établit I'équiva-
lence sont pour g(x)=const automatiquement satisfaites, et 'on peut supposer,
sans restreindre la généralité, que g(m—0)=0. Les coeff.cients b, sont alors
donnés par

b,= ~£f(l —cos nx)dg (x)=0.
s
0

En effet, d’aprés D’assertion 1° de (VIII) (avec L (x)=1), xg(x)&(0, m)

entraine l’existence de l’intégrale j x2dg(x) et que x>g(x)—>0(x—>+0), et
]
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k4

par conséquent I’existence de f (l—cos nx)dg (x) et aue (1—cosnx)-g(x)—>0

0
(x> +0). Donc, en tenant compte de g(w—0), une intégration par parties
donne

Tn x =t

bnzfg(x) sin nxdxxmz—[~ lim g (x) (1—cos nx)]— f(l~cosnx)dg(x)
7 0
0 0

k3

2 .
= / (1 —cos nx) dg (x).
n .,
0
Par conséquent, b,>=0(n=1, 2, 3, ...) et, d’aprés le théoréme de Beppo-

-Levi, la série
k1

i L(n)b,= _2 [[g n~t L (n)(l—cos nx)] dg (x)
ne-l us 6 n=1

converge (absolument) si et seulement si l’intégrale au second membre est
fini. Or, d’aprés le théoréme 1,

< 1
1L — ~R|— — 40
,,Zl n (n) (1—cos nx) ( . ) (x —+40),

de maniére que l'application de (VIII) conduit a I'assertion du théoréme VIII.

3. Généralisation des théoréemes de Boas

Dans ses travaux [8] et [9], R. P. Boas a démontré les théoremes (C)—(G),
qui étendent le théoréme (A) a lintervalle [1, 2], en affaiblissant les conditions
pour 1<<y<{2 et pour Dlassertion dans une direction dans le cas y~—1, et
donnent un analogue du théoréme (B) pour la série de cosinus généralisée,
définie par Boas, sous I'’hypothese

xrf(x)e_F(, n),

comme la série de cosinus aux coefficients
(46) a,= —271 [ (1—cosnx) f(x) dx (n=1,2,3 ..)
)]

(pour I’explication voir [8, 9]). On n’y suppose pas la monotonie des fonctions
g(x) et f(x).
(C) Soit 1<<y<<2 et

47) b,,—ifg(x)sinnxdx (n=1, 2,3, ...
T 0

Alors

(48) xlg(xye ¥ (0, n)
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entraine la convergence absolue de la série
49) > nvb,.

(D) Soit 1<<vy<2, g(x)=0 pour x< (0, ©) et (47). Alors la convergence
de (49) entraine (48).

(E) Soit g(x)=0 pour x& (0, =) et (47). Alors la convergence de la série

n=lb, entraine g (x) € _¥ (0, w).
1

%L

(F) Avec la formule (47):
10
1
(50) xg (x)log — € 7 (0, m)
x
entraine la convergence absolue de la série
(51) > b,
n=1
2° Sig(x)=0 (0<x<m), la convergence de (51) entraine (50).
(G) Soit 1 <y<<3, x2 f(x) € _F(0, n), f(x)=20 (0<x<n) et les coefficients
a, soient donnés par (46). Alors la série Z n—Ya, converge absolument si et

n=1
seulement si x-1 f(x) € _¥ (0, =).

Nous généralisons ici les théorémes (C)—(G) par les théorémes suivants,
dont le dernier est pour (G) généralisation dans deux dircctions: introduction
de fonction & croissance lente et élarg'ssement de l’intervalle pour v:

Théoréme IX. Soit 1 <<y<<2 et (47). Alors
1 i
(52) L JewEg O m
x
entraine la convergence absolue de la série
(53) Z n~YyL#n)b,.
n=1
Théoréme X. Soir 1<y<2, g(x)=0 (0<x<m), xg(x)=_¥ (0, n), (47)
et x}=Y L(x)x. Alors la convergence de la série (53) entraine (52).
Théoréme XI. Soit g(x)=>0 (0<x<<w), (47) et L(x)N. Alors la conver-
gence de la série Z n—1 L (n) entraine L( )g(x)ej(o, ).

1
x

n=1
Théoréme XII. Avec la formule (47):
10

(54) xs(%)g(x)ej 0, )
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entraine la convergence absolue de la série

00

Z n2Lm)b,.
n=1

(35)
2° Si g(x)=0 (0<x<m), xLL(x)\ et 2 =+ oo, la convergence de (55)

entraine (54).
Théoréme XIIL. Soit x* f(x)e ¥ (0, %), f(¥)=0 (0<x<w) er (46).

Alors:
1° Pour 1<y<3 la série

z n~v L (n)a,

n=1

converge absolument si et seulement si

1
WL <~;)f(x)€ Z (0, ).
x
2° Sous une des conditions (C,) et (C,") ('énoncé du théoréeme 1) et sous

Phypothése T = + oo, la série
n3L(n)a,

1

M3

(56)

converge absolument si et seulement si

x2S<—)lc—) feE_F (0, ).

3° Sous Ihypothése E< oo: la série (56) converge absolument, et la série

-]

n' L(n)a,
1

Il &

(57)

converge absolument si et seulement si

1
R(—x—)f(x)e,‘"f (0, ).
3.1. Démonstration des théorémes IX—XIII

3.1.1. Démonstration du théoréme 1X. D’aprés le théoréme de Beppo-Levi

et l'estimation (31),
L T f: n~Y L{n)|b,| <§ n= L (n) [ |g (X) | [sinnx| dx
n=1 n=1 s
0

:f|g(x)l§ln‘YL(n)\sinnx}dxéfoY‘lL(—:;)]g(x)]dx,
0 0

avec M constant, d’ol le théoréme.
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3.1.2. Démonstration du théoréeme X. Mettant a profit le fait que toutes

les sommes partielles de la série Z n~'sinnx sont positives pour O0<x<x
n=1

(pour la démonstration voir, par exemple, [35], I, p. 106) et ’hypothése

x1=Y L (x), on obtient, au moyen d’une sommation par parties,

»
(58) Z n~Y L (n)sinnx>0 O<x<m; p=1,2,3, .. ).
n=1
Comme
ki » ‘ » ki1 '
fg(x) > nYL(n)sinnxdx = Z n~YL(n) | g(x)sinnxdx
n=1 n=1
(4] O

14
T > m Y L(mb,,
2 n=1

on obtient, d’apres le lemme de Farou et (58),

n=1 P—© n=-1

fg(x)[jf n—YL(n)sinnx]dx< tim L e $ v Ly by < + o0,
0

Cette intégralité-1a et la relation (théoréme I)

o . 1 oy
S n~v L(n)sin nx~'CxY“1L(~—) (x—+0; C constante pos:tive)
n—:l X
entrainent le théoréme,

3.1.3. Démonstration du théoréme XI. D’aprés I’hypothése L (x), on
a (58) avec v=1. On en déduit, de la méme maniére que dans la démonstra-
tion précédente,

[g(x)[i n~t L (n) sinnxildxiﬁ lim J—Tcii ntL(n)b,< + .

n=1 p—>c0 n=1

Cette inégalité-la et la relation (théoreme I)
|

n~! L (n) sin nx~— L <1> {(x—+0)
2 x

%]

1
entrainent le théoréme.

3.1.4. Démonstration du théoréme XII. 1° D’aprés le théoréme de Beppo-
-Levi et les théorémes 1 et 11,

n=1

é—ni n‘zL(n)\b,,{éinfig(x)[i n—ZL(n)sinnx]dx
0

n=1

<fo5(l>|g(x)} dx (M constante),
x
0

ce qui entraine l’assertion 1°.
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2° On a, d’aprés I’hypothése sur L (x),

n=2 L (n)sinnx>0 O<x<m p=1,2,3, ...).
1

M

Par conséquent, de

k3

fg (x) [i n~2 L (n) sin nx ]dx = —;v n"él n2L(n)b,
0

n=1

on déduit, d’aprés le lemme de Fatou,

ki

(59) fg(x)[ S n-2 L (m) sin nx]dx< lim L S n2L (n) b,
n=1

4 p—>o© n=1
Puisque Z = + o0, on a (théoréme I)
(60) > n2L(n)sinnx~xS (-L) (x—+0).
n=1 X

De (59) et (60) résulte I'assertion 2°.

3.1.5. Démonstration du théoréme X1II. 1° On a, en vertu de 1 — cos nx =0
et d’aprés le théoréme de Beppo-Levi,

1 © =]
LS n“YL(n)|a,,1=f[z
2 n=1 n=
0
L’assertion 1° résulte de cette égalité et de I’inégalité double

1 @
Ax VL [—)<
(x>\n§1

n= L (n) (1 —cos nx)] Sf(x)dx.

1

1
n L (n) (1—cos nx) <Bx*' L (—)
X

(l<<y<3; A4, B constantes positives),
démontrée dans notre article [1] (p. 88, double inégalité (11)).
2° De méme que dans le cas précédent,

T

(61) %Tt i n‘3L(n)la,,i=f[§ln—3L(n)(l-—cosnx)]f(x)dx.
1]

n=1
Sous les hypothéses correspondantes, on a, d’aprés le théoréme I,
= 1
2 —) (x—+0),
n= X
d’ou I’assertion.

3° La partie de I’assertion relative a la série (56) résulte de (61) et de
la relation (théoréme I), valable si 2< + o0,

n=3L(n)(1—cos nx)rw%x2 S (
1

i n=3 L (n) (1—cos nx)N% x? Z (x—+0),
n=1
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et celle concernant la série (57) de I'égalité

k13

—;—ng n—lL(n)]a,,{—f[i n"L(n)(l—cosnx)]f(x)dx
n=1 n=1
0

et de la relation (théoréme I)

i n~t L (n) (1 —cos nx)~R (-1-) (x—> +0).
x

n=1

3.2. On peut remarquer, d’aprés les démonstrations correspondantes expo-
sées, que la convergence des séries dans les énoncés des théorémes X et XI
et de I’assertion 2° du théoréme XII peut étre remplacée par la condition
que les limites inférieures de leurs suites de sommes partielles sont < -+ oo.
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Le but principal de cet article est la discussion compléte des solutions
de I’équation fonctionnelle de la forme

M 2. ayf(xi, x)=0 (1>2),

1<i, j<n
ol la fonction f: %, — ¥ (% ensemble non vide, & espace linéaire
sur le corps commutatif ¥ dont la caractéristique n’est pas 2) est inconnue
et a;&.F (1<i, j<n) sont constantes données. En particulier, _% peut coinci-
der avec ¥ .

Notons que ces résultats ne sont pas comparables, du point de vue de
la généralité, & ceux de S. Presi¢ contenus dans [1], lesquels se rapportent au
cas de I’équation fonctionnelle linéaire homogene, out f est fonction d’un nombre
arbitraire de variables indépendantes et ou les coefficients sont fonctions don-
nées des mémes variables, mais sont soumis a certaines conditions qu’ils ne
satisfont automatiquement s’ils sont constants.

Avant de passer a la discussion de I1’équation (1) sous forme générale,
nous allons exposer un résultat supplémentaire, a savoir

0. Etude de I’équation fonctionnelle
2 af (x, p) +bf (y, x) + ¢f (x, x) + df (», y) =g (%, ¥)
(f: F %P — F fonction inconnue; g: & x % — _& fonction donnée; a, b, ¢, d
(&.F ) constantes données)

Dans ce qui suit jusqu’a la fin de Iarticle nous désignerons partout par
F une fonction arbitraire de deux variables indépendantes (F: ¥ x % — _%),
par G et H des fonctions arbitraires dune variable indépendante (G, H:
& — %) et par C une constante arbitraire (C& _%), sans le noter explicitement.

En posant dans (2) y=x, on obtient
‘(3) (a+‘b +c+ d)f(xa xX)=g (x’ x)'

0.1. Soit
a+b+c+d+#0.
Alors (3) entraine

1
s e Xy, X),
et a+b+C+dg( )

106
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de maniére que (2) devient

) af (x, )+ bf (v, ¥)=h(x, »),
avece
(5) B, Y=g (x, ) —EC X 1801 7).

a+b+c+d
Nous allons distinguer quatre cas possibles:
0.1.1. (6) a?—b* # 0.
L’équation (4) et 1’équation obtenue par la permutation des lettres x et y
bf (x, y)+af (v, x)=h (p, x)
forment un systéme linéaire par rapport a f(x, y) et f(», x). D’apres (6), il
en résulte
_ ah(x, y)—bh(y, x)
B a*—b? '

Etant donné que cette expression pour f(x, y) satisfait identiquement 1’équation
(2), ce qu'on vérifie immédiatement, dans ce cas la solution générale est donnée
par Dégalité précédente, ou bien, d’aprés (5). par

(a+b+c+d)[ag(x, y)—bg (¥, x)]+ (bd—ac) g (x, x) + (bc—ad) g (y, ¥) '

S »)

S 9)= (@—b?) (a+b+c+d)
0.1.2. a=b+#0.
(4) devient
(7) alf(x, ) +f (v, )]=h(x, y).
Il en résulte
(8) h(x, y)=h(y, x),
ou bien, d’aprés (5),
(8/) g(x’ y)_g(y’ x)= (C‘—‘d)[g(x, x)—g(y’ y)].

2a+c+d

Cette condition-1a est nécessaire pour que I’équation (2) posséde une
solution dans ce cas. En supposant (8"), c’est-a-dire (8), aprés la substitution

1
C) fx, p)= oy h(x, y)+¢(x, ) (p nouvelle fonction inconnue),
a

(7) se réduit a
¢(x M)+, x)=0;
d’ou
CP(X, .V)=F(x, y)—F(yy x)'
D’aprés tout ce qui précéde et une vérification facile: dans le cas considéré,

(8') représente la condition nécessaire et suffisante pour que I'équation (2) ait
une solution et sous cette condition-la la solution de (2) est donnée par

_Qa+c+d)glx, y)—cg(x, x)—dg (y, y)

S(x, ») + F(x, »)—F(y, %)
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0.1.3. (10) a=—b+#0.
(4) prend la forme
a[f(x’ J’)‘—f(}’, X)]=h(x, y)

Il en résulte

(11) h(x’y)=_h(y! x)7
c’est-a-dire, d’aprés (5) et (10),
(12) g(x, »)+g(y, x)=g(x, x)+&(, ),

une condition nécessaire pour que (2) ait une solution dans ce cas. En
supposant (12), c’est-a-dire (11), la substitution (9) conduit &

@ (x, »)—o (¥, x)=0,

o (x, N=0(x, »)+C(, x),
et puis, d’aprés (9) et (5),

d’ou

f(x, y)=(c+d)g(x’ y)——cg (xs x)—dg(y, y)_*_q)(x, y)_*_(D(y’ x)-
2a(c+d)

En posant y=ux, il vient

Sx, x)=2® (x, x),
c’est-a-dire, d’aprés (3),

D (x, x) _sxx .

2(c+4d)

Donc,
g (x, x)
20c+d)’

de maniére que Pexpression précédente pour f(x, y) devient

D (x,y)=F(x, y)—F(x, x) +

_rdexyt@—ggx)+@—-d)ek.y)
2a(c+4d)

+F(x’y)+F(y’ x)_'F(x’ X)—F(y,y)

S(x, )

Une vérification immédiate montre que (12) représente la condition
nécessaire et suffisante et que la solution générale est donnée par la derniére
égalité.

0.14. a=b=0.

On voit sans difficulté que la condition nécessaire et suffisante pour que
(2) ait une solution peut étre exprimée comme il suit

g(x, y)=cm(x)+dm(y)

et que si m(x) figure dans Péquation précédente, la solution générale de (2)
est donnée par

S(x, y)=m(x)+F(x, y)—F(x, x).
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0.2. (13) a+b+c+d=0.

En posant y=x dans (2), on obtient une condition nécessaire pour qu’on
ait une solution dans ce cas:

(14) g (x, x)=0.

Considérons le systéme linéaire formé par (2) et 1’équation obtenue pa
la permutation de x et y:

[ af (x, y) +bf (v, ) + ¢f (x, X) + df (y, ) =8 (%, y)
bf (x, y) +af (v, x) +df (x, x) + ¢f (¥, ) =g (¥, X)-
0.2.1. a?>—b? # 0.
On obtient de (15)
(@—b*)f(x, y)=(bd—ac) f(x, x) + (bc—ad) f (¥, y) + ag (x, y)—bg (», x),
ou bien, étant donné que ’on a, d’aprés (13),
bd—ac=—(a+b)(b+c), bc—ad=(a+b)(a+c),

(15)

16)  fx,y)="EENTIGD 4 6 () —(@te) G ().

a?—b?

L’équation (2) étant, sous la condition (14), identiquement satisfaite par
la fonction f donnée par (16), avec une fonction arbitraire G, on conclut que
la condition (14) est nécessaire et suffisante pour qu’on ait une solution et que,
sous cette condition-la, la solution générale est donnée par (16).

0.2.2.

(17 a=b #0.
(15) devient
{a[f (e M)+, 0+ of (x, x) +df (p, y) =8 (x, ¥)
alf(y, x)+f(x, pI+df (x, x) + f (», y) =8 (y, X),

d’ou

(18) (e—d)[f(x, )—f(»; M)]=8 (x, y)—& (», x).
0.2.2.1. c=d(=—a).
(18) donne

(19) g(x, y)=g(», x),

ce qui représente la seconde condition nécessaire. En supposant les conditions
(14) et (19) remplies, aprés la substitution

1
(20) f&x, )= e *, »)+¢ (x, ),
I’équation (2) devient

@ (x, ) +9 (¥, x)—9 (x, X)—o (, ¥) =0,

¢ (x, »)=F(x, p)—F(y, x) + G (x),
et puis, d’apres (20),

21) Sx 9=

d’ou

1

2a g(x: y)+F(xs y)'_F(y’ x)+G(x)°
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Aprés vérification, on établit que dans ce cas la condition nécessaire et
suffisante est (14) A\ (19) et que la solution générale est donnée par (21).
0.2.2.2. c#d.
On a, d’aprés (18),
(22) g (x, y)—g (y, x) =(c—d) [x (x)—a ()]
(la seconde condition nécessaire dans ce cas), avec
(23) o (x)=f(x, x).

En posant dans (22) y=y, (y, élément fixé de %, arbitrairement choisi), on
obtient :

(24) oc(x):g (x, Y0)—8 (3o, X) LC
c—d

avec C(=ua(y,)) constant. La condition (22), d’aprés (24), prend la forme

(25) g% »)—g (. x)=8(x, Yo)—8 (o, X)—8 (3 yo) + 8 (0, 7)) (P EF)-
Aprés la substitution (20), (2) devient, d’apres (14), (22) et (23),

£(x, y)+d—;“1 [ () —a ()] + alp (5 3)+9 (0 B+ ca () + da () =2 (%, ),
c’est-a-dire, d’aprés (13) et (17), .

¢ (x, »)—a(x) +¢ (¥, x) —a(y)=0.
Il en résulte

¢ (x, y)=a(x)+ F(x, y)—F(y, x)
et puis, d’aprés (20) et (24),

@) )= gln )+ EEWTEORD by F 0+

En supposant les conditions (14) et (25) remplies, la substitution montre que
la fonction f(x,y) donnée par (26) satisfait (2) pour C et F(x, y) arbitraires.
Donc, la condition (14) \(25) est nécessaire et suffisante pour que I’équation
ait une solution dans ce cas et, sous cette condition-la, la solution générale est
donnée par (26).

0.2.3. a=—b#0.

On a, d’aprés (13),
d=—c,
de maniére que (2) devient

(27) alfG, »)—f(y, ) +c[fx, )—=f(y, D] =g (%, y)-

Etant donnée que I’on a aussi

alf(y, X)—f (%, Y+ e lf (3, p)—f (% )] =2 (¥, %),

on obtient, comme condition nécessaire,

(28) gx »+g(y,x)=0
(cette condition implique (14)).
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En supposant (28), aprés la substitution (20) I’équation (27) devient
, alp (x, »)—¢ (y, )1+ cle (x, X)—o (y, »)] =0,
c’est-a-dire
. ag(x,y)+co(x )—lag(y, x)+ce(y, »)]=0,
’0
(29) ag(x,y)=—ca(x)+P@(x, y) + C (3, x),
avec
(@a+co)a(x)=2(x, x),

puisque « (x) =¢(x, x). Donc,
® (5 )= F(x, 2)—F (5 )+ 75

o (%),
ce qui donne, d’aprés (29),

9 (%, ) = —a () + F(x, y) + F (5, 0)—F (%, ) —F (3, ») + =L 0 (x) + £ ()
a 2a 2a
—F(x, Y)+ F(3, )—F (x, )—F (3, ) + =S a () + 25 a (),
2a 2a

ou
@ (x, »)=F(x, ) + F(p, x)—F(x, x)—F(y, y) +(a—¢) G (x) + (a+ ) G ()

et puis, d’apres (20),

(30) f(x,y)=51;g(x,y)+F<x,y>+F(y,x)—F<x,x)—F(y,y>+
+(a—c)G(x)+(a+¢c)G(p).

L’équation (27) étant satisfaite par (30), sous la condition (28), on conclut
que (28) est la condition nécessaire et suffisante pour ce cas et que la solution
générale et donnée par (30).

0.24. a=b=0.
On a de nouveau d=—c, de maniére que I’équation (2) se réduit a
clf(x, x)—f(, »I=g(x,).
0.2.4.1. c=0.
Evidemment: la condition nécessaire et suffisante est
gx, »)=0
et la solution générale est donnée par
f(x, y)=F(x, y).
0.2.4.2. c#0.
Une condition nécessaire est
(1) g (x, Y)=cla(x)—a ()],
d’ou
1
a(x)=—g(x, y)+C (C=const, y, < P,
c
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de sorte que (31) devient

(32) g (x, ¥) =g (x, yo)—& (. ¥o)-

On en conclut que la condition (32) est nécessaire et suffisante et que
la solution générale est donnée par

£ ) =%g<x, Yo)+ F(x, )—F (%, x) + C.

0’. La discussion que nous venons d’achever montre que, si en particulier

g(xa 3’)=0 (x’ yES),
I’équation (2) a toujours des solutions.

Ce cas particulier (que 1’on peut considérer aussi comme cas particulier
de I’équation (1)) posséde les formes suivantes des solutions générales, corres-
pondantes aux cas précédemment traités, respectivement:

0. a+b+c+d#0.
0.1.1, @—b2#£0:

f(x, »)=0.
0.1.2. a=b#0:

f(x, y)=F(x, y)—F(y, %).
0.1.3". =—b+#0:
f(x, y)=F(x, y)+F(y, x)—F(x, X)—F(y, ).
0.1.4". a=b=0:
f&x, y)=F(x, y)—F(x, x).
0.2, . a+b+c+d=0.
0.2.1. a®—b? £ 0:
S (x, p)=(b+c)G(x)—(a+c)G(y).
0.2.2. a=b+#0:
0.2°.2".1. c=d:
F(x, p)=F(x, y)—F(y, x)+ G (x).
.28, c#d:
f(x, p)=F(x, »)—F(y, x)+C.
0.2.3". a=—b+£0:
fG, »)=F(x, )+ F(y, x)—F(x, x)—F (p, y) +(a—c) G(x) +(a+¢c) G(y).
0.2'.4", a=b=0.
0.2'.4'.1. c=0:
F&x, »)=F(x, ).

0.2'.4'2". c#0.

f(x, y)=F(x, y)—F(x, x)+C.
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1. Discussion de I’équation

(1) 2 anfl, x)=0  (n>2).
1<i, j<n
Dans ce qui suit on va employer les désignations:
s a.. a-.
A= 9 S 2 ay
ag; A I, j<<n

Pi= 2 ay, Q= > ag Ar= Zkaki'

1<j<n I<iscn j#

Supposons que l’on ait

AL=0 (I<i<j<n, 1<k#I<n)

113

et que tous les coefficients a;; (1 <i*j<n) ne soient pas nuls. Si, par exemple,
apq 70 (p#q), on a alors, pour 1<i<j<n, a;=2A;ap,, a;=h;a,, ¢t comme,

d’autre part,

A% = g2 —al,=0, d’0lt gy, =Aa,, (A€ {—1, 1}), on obtient

ai=MN;jhape=ra;, (l<i<j<n re{-—1,1}).

On peut donc distinguer les quatre possibilités 1.1 — 1.4 suivantes,

s’excluant mutuellement.

1.1. Un des déterminants A} (i<j, k#I) est différent de zéro. Soit, par

exemple, avec (p<g, r#s),
(33) A% #0.
La permutation des lettres x; (1 <i<n)
(---x,,---xq~--)
e Xy X e

conduit au systéme d’équations

co Ao f(Xps Xg)F  c - gy f(Xgs X))+ - =0
cee s f(Xp, X F - - +asrf(xq: Xp)+ e o =0.

En y posant x,=Xx, x;=1y, x;=x,=const pour k& {p, g}, on obtient

Apa [ (X, Y)+ag f(x, y)=a(x)+B ()

ar f(xX, M+ ag f(y, x)=71 (x)+3(p),
d’ou, d’aprés (33),

(34) fo p)=u(x)+v ().

La substitution (34) dans (1) donne

33 2 [Peu () + iy (x]=0.
1.1.1. Pk=Qk=0 (1<k<n).

8 Publicatios de I'Institut Mathématique
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On a, évidemment, la solution générale
S(x, ¥)=G (x)+H(y).

1.1.2. Pour un k{1, ..., n} au moins toutes les deux constantes P,
et O, ne sont pas égales a zéro. Soit, par exemple,
0,70.

On obtient de (35), en y posant x,=Xx, X =x,=const pour k*r,
P,u(x)+ Q,v(x)=const,

d’on
(36) v(x)= ——% u(x)+C, (C,=const).
La substitution (36) dans (35) donne
37 1 g P 0r—P, Q) u(x)+C, 2. =0 (C,=const),
<ks<n
puisque
2 Q=2
1<k<n
|
1.1.2.1. (38) P Ox =P, 0,—0,P,=0 (l<k<n).
‘PT Qr
(37) devient
(39) C, > =0.
1.1.2.1.1. > =0.

La solution générale, d’apres (34), (36), (37) et (38), est
S, 9)=0,G(x)—P,G(y)+C.
1.1.2.1.2. 2. #0.
Draprés (39), C,=0. Donc, la solution générale est donnée par
S »)=0,G(x)—P,G(y).
En posant dans (1) xx=x (1<<k<n), on obtient
> f(x, x)=0, dou f(x,x)=0.
D’aprés cette remarque, la solution générale pour ce cas peut étre mise

sous la forme
S »)=G(x)—G().

1.1.2.2. Pour un k&{l, ..., nfona
Py Ok
Pr Qr

On obtient alors, en posant dans (37) x, =x, Xx;=x,=const pour i+ k,
u (x)=const et puis, d’aprés (34) et (36), f(x, y)=const.

# 0.

1.1.2.2.1. >, =0.
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La solution générale est

fx, y)=C.
1.1.2.2.2, > #0.
Solution générale:

S (x, »)=0.

Il est clair que I’hypothése P,=£0 au lieu de Q,5 0 conduirait aux
mémes résultats.

1.2. a;=a; (1<i<j<n) et pour une paire (i, j) (i <j) au moins a;+0.
Soit donc, avec p<<g,

(40) apq 7 0.
L’équation (1) devient
(41) 2. gy x)+ D auf (e x) =0,
I<<i<j=<n 1<<k=n
ol 'on a écrit
(42) ¥ (x, ¥)=f(x, ) +f( x).

En posant dans (40) x,=x, X,=Y, Xx =X,=const pour k& {p, g}, on obtient,
d’aprés (41),

(43) b (x, )= (x)+B ().

Etant donné que I'on a ¢ (x, »)=%(», x), ou a(xX)+B(P)=a(p)+B(x), et
par suite
« (x)—B (x) =const,
(43) devient
. b =@+,
c’est-a-dire, d’aprés (42),

S =y @) +f(r, )—1(»=0,

d’on
(44) fG »)=y®)+Fx, y)—F(, x).
Avec cette expression-la pour f(x, y), (41) devient
(45) 2. Py (x)=0.
1<<k<n
1.2.1. P.=0 (1<k<n).

On conclut, d’aprés ce qui précéde, que la solution générale est
f(x, y)=F(x, y)—F(y, x)+ G (x).

1.2.2. La condition précédente n’est pas remplie.
On a, d’aprés (45), en procédant comme ci-dessus,

v (x) =const,
de maniére que (44) devient
S, »)=F(x, ))—F(», x)+C, (C,=const).

1.2.2.1. >.=0.

Solution générale:
f(xa y)=F(x, y)'—F(ya x)+C'

8
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1.2.2.2. 2 #0.
Solution générale:
f(x’y)ziF(x9J0—"F(y,x)
1.3. (46) a;j= —0aj; (1 < l<] < n)
et pour une paire (i, j) (i <<j) au moins a; # 0.
L’équation (1) devient

(47) > a0 (i )+ > awf (X, x6)=0,

I<i<j=n <k=
avece

0(x, y)=f(x, »)—f(3,%).
En procédant comme dans les cas précédents, on conclut que 'on a
fG )= (3 x)=0(x, p)=u(x)+v().
1l en résulte, puisque 0 (x, x)=0,
v(x)=—u(x).
S G = x)=u(x)—u (),

S »)—u(x)=f(y, x)—u(y),

Donc,
ou

ce qui entraine

(48) f(x ) =u(x)+@(x, »)+D(p, x).
La substitution dans (47) donne, d’aprés (46),
(49) > Au()+ D aw[29 (%, xi) +u(x)]=0.
1<k<n 1<k<n
1.3.1. A, =0 (1<k<n).

(49) se réduit a
Aep [2D (e, X +u (x)] =0.

1<k<<n
1.3.1.1. ar, =0 (1< k<n).
Solution générale:

S »=Fx, )+ F(y, x)+G(x).
1.3.1.2. La condition précédente n’est pas remplic. On a alors
u(x)=—20x. y)+C; (C; =const),
C’est-a-dire, d’apres (48),
SO, =0, p)+PO(y, x)—2D (x, x) +C;.
Avec cette représentation-1a pour f(x, y), (47) devient

(50) Z = A+ Qg = ik s
1<<k<n 1<k=<n 1<k<n
C3 =0
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1.3.1.2.1. > =0.
Solution générale:

f(&x, »)=F(x, )+ F(y, x)—2F(x, x)+ C.

1.3.1.2.2. > #0.
Solution générale:

f& 0 =F, )+ F(y, x)—2F(x, x).

1.3.2. Pour un ke{l, ..., n} au moins 4, # 0.

Soit 4, 0. En posant dans (47) x,=Xx, x, =y pour k+p, on obtient
(5D af(x, y)+bf(y, x)+cf(x, x)+df (y, )=0,
ol .

a=A,, b=—A4,, c=a,, d= 2 a,
Li#Zp

(52) a+b+c+d=>2.

1.3.2.1. > =0.

D’aprés 0.°2.'3,” (51) donne
(53) 9=, »N+O(y, )= (x, x)—D(y, )

+(Ap—app) u(x) +(Ap+app) u(y)-
Etant donné que I'on a alors

FCN—f (0, x)=2apu(y)—u)], f(x, x)=24pu(x),
avec la représentation (53) de f(x, y) (47) devient, d’aprés (46),

(54) 2 D (Aplge—Apapy) u(x)=0.
1<k<n
1.3.2.1.1. (55) A ay—Ara,, =0 (1<k<n)

La solution générale est

S, y)=F(x, )+ F(y, X)—F (x, ) —F (3, y) + (4p—app) G (x) + (45 + app) G ().

Notons que la condition (55) est remplie si, en particulier, ay =0 (1<k<n)
et que dans ce cas-la la solution générale peut étre écrite sous la forme

S »=Fx, p)+Fp, x)—F(x, x)—F(y, )+ G(*)+ G (p).
1.3.2.1.2. La condition précédente n’est pas remplie.
On a alors, d’aprés (54),

u (x) = C, = const,
de maniére que (53) devient
JGe, p)=@(x, )+ P (y, x)—P (x, x) =D (y, ») + C,.
Etant donné que l'on a alors

f(x’ y)_f(y’ x)=0, f(xs x):C4
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et que, d’aprés (46),
E Ay = z =0,
1<k<n
la solution générale est
f & »)=Fx y)+F(y, x)—F(x, x)—F(y, y)+C.

1.3.2.2. 2. #0.

On a, d’aprés (52) et 0°.1.3,
(55 fx, »)=F, )+ F(y, x)—F(x, x)—F(3, y),

et puisqu’on a alors

f(x, y) :f(y’ x)? f(xa x)=0,

par cette expression pour f(x, y) l’équation (47) est satisfaite. La solution
générale est, donc, donnée par (55).

14. ay;=0 (i#)).

1.4.1. > (= 2 au)=0.
I1<<k=<n

1.4.1.1. au=0 (I<k<n).

Solution générale:
f(x: y)=F(x, y)
1.4.1.2. La condition précédente n’est pas remplie.
On obtient f(x, x) =const, d’out la conclusion que la solution générale est

f(x, y)=F(x, y)—F(x, x)+ C.
1.4.2. > (:1 > a)#0.

<ksn
On a maintenant f(x, x)=0 et par conséquent la solution générale est
f(x7 y)=F(xa ;V)—F(x: x)'—

A la fin de cette discussion, nous notons que, pour n>=3, toutes les cas
que lon y vient de distinguer, c’est-d-dire tous les ensembles de conditions
correspondant a ces cas, sont effectivement possibles et cela dans tout corps
commutatif F dont la caractéristigue n’'est pas 2.

En effet, voici un apergu des cas non trivials et des valeurs des coefficients
qui réalisent les conditions correspondantes:

1.1.1. (Avec AF#0.)
Ay =0ay=—a;3=—0a,,=a7#0, les autres g;;=0.
1.1.2.1.1. (A3f0, P,=Q,0)
a,=0y=—a,;=—a; =a7#0, les autres a;;=0.
1.1.2.1.2. (Axf+£0, P, = Q,+0)
a1, =0y = —a;;=a+0, les autres a;=0.
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1.1.2.2.1. ( Mo, Tt O 7“’)
P, 0,
a,=—ay; =a#0, les autres g;;=0.
11222, ( afizo,| Tt Ol 0)
P, 0,
a,= —ay = —ay=a7#0, les autres a;;=0.
1.2.1. (@,,70)
Ay =0y = —a;, = —a,,—a#0, les autres g;=0.
1.2.2.1. (a2 70, P, #0).
ayp =0y = —dy=—a;3=a70, les autres g;=0.
1.2.2.2. (ap #0, P, #0).
a,=ay =—a,,=a+#0, les autres a;;=0
1.3.1. (@,,#0)
A= —@y =ay = —a3=0ay;3=—a; =070, les autres a;=0.

On établit sans difficulté que pour n=2 les cas 1.1.1, 1.1.2.1.2, 1.1.2.2.1
et 1.3.1 ne sont pas possibles. Ce fait s’accorde avec le fait que les représen-
tations des solutions générales qui correspondent & ces cas-lA ne se trouvent
pas parmi les solutions générales énumérées dans 0.

2. Quelques remarques supplémentaires
2.1. En ce qui concerne ’équation fonctionnelle

(56) z a;f (%, x;)=a, (0#a,€ ¥, a,=const),

1<i,j<n
on établit, en y posant x;=x(1<k<n), que (56) posséde une solution si et
seulement si

(57) > #0,

et que sous la condition (57), par la substitution
a
f(x y)=—z°—+<P(x, »s

(56) se réduit d une équation de la forme (1).
Le résultat précédent est valable aussi dans le cas général d’équation
linéaire 4 coefficients constants

ailiz...imf(xi;: xiz, ve s xim):aO'
Uiy, iy s im<n

2.2. Supposons que . soit un espace topologique, ¥ un espace linéaire
topologique sur 7 et g(:.F X .F — _F) une fonction continue donnée. Alors
chacune des solutions générales, obtenues dans 0 et 1, oit F(: %/ x . — %),
G(:. = L) et H(: . — &) sont des fonctions continues arbitraires, représente
la solution continue générale pour le cas correspondant. (Bien entendu, on
suppose I’ensemble % x,% muni de la topologie de Pespace-produit.)
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En effet, dans le cas 0°.1'.2, par exemple, la solution générale est donnée
par (*) f(x,y)=F(x,y)—F(y,x) (F fonction arbitraire). Avec une fonction
continue F quelconque, la fonction f(x,y) donnée par (*) est continue et
satisfait I’équation (2); d’autre part, si f(x, y) est une solution continue de
(2), on a f(x, y)=—f(y, x) et par suite

7Gx ) =%f(x, y)—%f(y, x)=F (%, y)—F (3, ),

ou la fonction F(x, y)=% f(x, y) est continue.

Un autre exemple: dans le cas 1.1.1 on a la solution générale

(58) S, »)=G(x)+H(y).

Si les fonctions G et H sont continues, alors la fonction f(x, y) donnée par
(58) est continue et satisfait 1’équation (1); si, d’autre part, f(x, y) est la
solution continue de (1), alors f(x, y) a la représentation (58) avec les fonc-
tions continues F et G, ce qu'on établit en posant dans (58) y= y,=const.

En procédant semblablement, on peut prouver la validité de notre
assertion pour tous les cas dans 0 et 1.

2.3. D. S. Mitrinovié et P. M. Vasi¢ ont étudié dans [2] 1’équation
fonctionnelle

(39) af (6, 3, )+ (3, 2, X) + f (2, %, y) =« f (%, X, ) +BS (3, , D) + 1S (2, 2, %),

ol les constantes sont des nombres réels et l'inconnue f est une fonction
réelle de variables réelles. Sans entrer dans les détails, nous remarquons que
Pon pourrait abréger et simplifier leur discussion a 'aide des résultats contenus
dans 1. En outre, leurs résultats concernant la solution générale de (59) restent
valables sous la forme correspondante des hypothéses plus générales relatives
aux coefficients et & la fonction f(:.5%? > _%) que nous avons formulées au
commencement de cet article.
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O IIOJMY EKCITOHEHTA KOHBEPIEHIIUJE

Aywan [I. Agamosuht || yo11 MUXAWIIA IIETPOBURA

0. V pany [1], o6jaBmenom 1931. rogwme, Muxanao Ilerposuh Ha mo-
9eTKY yKa3yje Ha OJ paHHje¢ IIO3HATH II0jJaM €KCIOHeHTa (M3JI0KHMOUA) KOHBEp-
reanuje ([2), [3), [4]), koju ce nmedmuumie Ha crepehn HaumH:

Hedunnnuja 1. Hexa je
0y - (4a)
Opojuu Hu3 ca ocodumnama
2 A,>0 3a ceaxo n; lim A4,=0.
3a peaanu dpoj M kaxe ce ga je excuoneniu xoneepienyuje nuza (1) axo 3a ceaxo
e>0 peg ZAZ:Jre KoHeepiupa, a peg ZAQ_E gugepiupa. Axo 3a ceaxo «>0
peg ZA‘,", gusepiupa, kaxe ce ga Hu3 (1) uma exciioneniti xousepienyuje A= + oo.

Ha ocHoBy oBe medpwHHIMje, jacHO je na cBakd Hu3 (1) ca ocobunHama
(2) UMa jemaH H CaMO jeaH e€KCIOHEHT KOHBepreHLHje M 1a je TO yBeK eJIEMeHT

naTepBana [0, + oc]. IIpn Tome je A=0 axko m camo ako pen ZA KOHBEP-
rupa 3a csako £>0.
Ha npumep: Hu3 obiuka

(Lnin) ) (>0),

rae je L(x) cnopo mpomersbuBa (QyHknujay cmucay Kapamarte ([5]), uma ekcro-

.1
HEHT KOHBEpPICHIIH]JC —, HHU30BH
xL

(e=tm2), (e=), ( ) (e

UMajy eKCHOHEHT KoHBepreHumuje 0, HOK je -+ oo €KCHOHEHT KOHBEpIeHIMje HM20Ba
oduinka

(L) (L(x) cnopo mpomermuBa dyuxiuja 1 L(x)—0, x—+ o).

IMomTo je HanoMeHyo mna ,,KaaAroxm Opoj A Huje jenHak HyJd Hu OeckpajaH,
OH y [OBOJBHOj MepH Ipelu3upa aHAJIWTHIKY Ipupony Hu3a (1) y morienmy
HauyygHA Ha KOJH WJIAHOBM OBOI HHM3a IpHWJa3d HyNIH Kol n OeckpajHO pacTe® H
ma ,,- - - MehyTuM, kam ce WMa mocjia ca jeAHMM OJ TOMeEHyTa OBa IpaHWYHA
ciaydaja (A=0 m A= + oc), Tama ce jaBjba MHOro Belia pa3sHOBPCHOCT y FOpHEM
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noryiefy, Tj. y HauuHy omagama Huza (1), Kao W jga ,,- - - K3 NpeTIocTaBKe
na A, ~ 0 ¥ npeMa ropmuM IpUMEPHUMa W3TJeda aa je Pa3HOBPCHOCT HU30BA
3a A= + o y TOpmeM TOTJIeAy Mama on oHe 3a A= 0, — IlerpoBull, y uumy

Beher ,,pa3/jiMKOBama HUJAHCH y HAUMHY Ha KoOju oArosapajyhu HHM30BU Texe
HyJau‘, Ha YPBOM MECTYy 3a cnyqajeBe A=0 U A= +4 o0, yBOAM HOB IOjaMm
TIPOMEHIbUBOI EKCIIOHEHTa KOHBepreHuHJe, DebuHULIjOM Koja ce MOXe (camo
HeDUTHO, TEPMHUHOJIOIWIKK HemTO npykumje Hero y IleTpoBuhieBoM TekcTy) mcka-

3aTH OBaxKo:

Hedummmja 2. Huz idosuiliushux Gpojesa ()\,) Hazuea ce HuU30M eKciloHe-

Hailia KoHeepieHyuje, uau, Kpakhe, excioneniioM xoneepienyuje, nusa (1) ca ocobunama

(2) axo ce csaxo >0 peg ZA“( *9) xonsepiupa, a peg zAZJ"(l—E) gugepiupa.

Axo Ou ce y mpenxonmHB] medpmHMUIVjH pedn ,,NO3UTUBHUX OpojeBa‘ 3aMe-
HuJle peduma ,,peallHux OpojeBa‘, He Ou ce HOOHMO CYIITHHCKH ONIITHJH IIOjaM
eKCIOHEHTa KOHBepreHlywje, jep Ou YIaHOBU. CBAaKOT ‘HU32 — €KCIIOHEHTAa KOHBEp-

redluje y CMHCIY TaKo W3MerbeHe nubﬂﬁmmje 2 OYHIJIETHO MOpaJIId 61/1Tn:'

MO3UTHUBHYU 32 JOBOJHPHO BEJIMKO M. . TR : o -
O oBor Mecra Hagabe HpeTﬂOCTaBJ'baMO yI[06HOCTId pagd u otmrnezmo

06e3 OMTHOT OrpaHpm4Yema ONIUTOCTH Aajber pacyhuBama, ma Hu3 (1) ca ocoﬁnHaMae

(2) acnymasa u yCJOB
3) Ay, <1 3a cBako n.

OmMax ce MoXe yoqmn mro IleTpouh y 4aaHKy HEWTO Hajbe U YUHHE,
i CBaKM HHU3 (1) ca ocoGuHaMa (2) uma Oap JenaH €KCTIOHEHT KOHBepI‘eHI.IH_]e

y'emucny nedpunmnmje 2. To je, HamMe, HuU3 ()\n) XOjH WCHYyH:2aBa ng}OB

A¢"=n:i. 3a CBaKo n,

TJ HU3 Ca OMNIUTHM WIAHOM

5\‘ . Inn
"I A,

(C ob3upom Ha mpernocTasky (3), Xn>0 33 CBaKo n.)

Ogaj uu3 (),) HazBaheMo cilangap gHuM exclioHeHIoM KoHgepieHuuje HUu3a (A4,).

HarnmaumiasaMo 1a je €KCIIOHEHT KOHBepreHImje y comuciay neduunimje 1
HEHETaTUBAH peajlaH Opoj uiU cuMbon + o, ay cMucly ncuHMAnHUje 2 HU3
IDO3UTHUBHUX OpojeBa (kKoju, kKao mTo hemo BuaeTu, HM 3a jemadn Hu3 (1) ca
ocobunama (2) Huje jeNHO3HAYHO oxpeljeH, 9aKk HA [0 HA aCUMITOTCKO ITOHA-
mame). OpaBaoe Hadabe TEPMHUHY ,,CKCIIOHEHT KOHBepreHnuje‘ mpuaaBahemo
3Hadewe W3 OeduHunMje 2, a eKCIIOHEHT KOHBEpreHuuje y cmucay meduHpnuje
| masusahemo OpojHum exciioHenitioM KoHeepienuuje. TepMuHe ,,CTaHIAPIAHU €EKC-

[OHEHT KOHBepreHuuje* u ,,6pojHU eKCIOHeHT KoHBepreHuuje Iletpouh Huje

yIoTpe6uo.

Axo HuM3 (A4,) UMa Kao DPOjHU eKCIIOHEHT KOoHBeprenuuje 6poj A& (0, + o),
Tazga je HW3 YMjd Cy CBH UJIAHOBH jEIHAKM A OYHUIJIEIHO E€KCIIOHEHT KOHBEpIeH-
yuje Hu3a (4,). Jacuo je ma y cnydajeBuMa A=0 W A= 4+ c0 OBO HUKaL He
BaXH. Y W3BECHOM CMMCIy, CTOra, I10jaM eKCIIOHEHTa KOHBEpPreHuuje npencTapiba

YONIITEHmE II0jMa OPOJHOT €KCIIOHEHTA KOHBEPreHIHje YKOJIMKO je OBOj MOCJIEME:U-

no3uTuBag Opoj, HoK ce TO He Moxe pehm 3a caydajese xan je om O uim

+ oo. V Be3u ca tuM, [lerpoBuh xaxe: ,.V ipanuunum cayuajesuma, Kdg je

h=0 uau A= + oo, HU3 U3L0XKUIAYQ KOHBepleHYuje Texufie HYAu ur 6ecKkpajHociiu
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¥ Op3uHa omaama, ONHOCHO pamuhera, YiaHoBa TOT HU3a YMHA MOTYAHHM
pa3JMKOBalke¢ HHjaHca y Op3mHH omadama caMor Huza (1) (xypsus Hami, /1. A)).

Moxe 3¢ KOHCTATOBATH [a KYP3WBOM HAIMCAHO TBpHEWmE Huje KOpexiiHo.
Haume, yknuko ce ycsoju Oam IletpoBuhieBa meduHmumja excliOHEHTa KOHBEp-
rennuje (aeduumimja 2), omma, kao mwTo hemo mnokasatu (ozesmak 1, TBpheme
4°), cakm Hu3 (1) ca ocoduHama (2) uMa OCUMJIATOPHH €KCIIOHEHT KOHBEPreHIje.
IletpoBuheBo TBpheme HUje TaYHO HHM 3a CTAHAAPIHW CKCIIOHEHT KOHBEPreHIluje,
jep (omemax 1, TBphewe 9°) mocroje HM30BH YujH Cy OpOjHH EKCIOHEHTH KOH-
Beprenuuje 0 ONHOCHO -+ o0, a 4YWjd CTAaHOAPAHU EKCIOHEHTH KOHBEPIEHIHje
ocumiinpajy. CeM Tora, MOXe ce 4YaK IOCTaBUTH IHTame (oAelbak 2) na Ju
CBakM HHU3 4uju je OpOJHH eKCIOHeHT KoHBepreHnuje 0, omgHOCHO + oo, wuMa
- Gap jemaH eKCIIOHEHT KOHBepreHnmje kKoju Texu ka 0, OOHOCHO Xa + oo.

TletpoBuheB 4YimaHak caapé joll HEKOJUKO TBpljema KOja HUCY CacBHM
KOpekTHO (opMyjncaHa, 3ampaBo, KOja 3axTeBajy Tpell3Uparme YCIOBa IO
kojuma Baxe. Y BchuHm oBux TBphema, mu3Jjiena, HMIUIMIIUTHO C€ IPETHOCTaBIbA
Ia TEPMUH ,,eKCITOHEHT KOHBEPTeHIIKje*‘ UMa, YCTBapH, yKe 3HaYehe Hallel' TepMUHA
,»,CTAHNAPJIHA €KCIIOHEHT KOHBCPIC¢HUMje, WJIM [a, HelUTO IUMpe, O3Ha4yaBa €KC-
TIOHEHT KOHBEpreHIHje acHMITOTCKH jeAHAK CTaHOapAHOM. AKO ce Tako cxBaTe,
Behn meo Tux TBphema Omo Om yrilaBHOM TavaH.

Ha mpumep, IleTposulieBo TBpheme na 3a cBaku eXCHOHEHT KOHBEPIEHIH]jE
(A\,) Baxmu

; A
lim —2-=0
n— o lnn

TayHO Je Kajm je y NUTaky CTaHAAPAHM MJIA CTAHAAPHOM ACHMITOTCKH JellHaK
eKCIOHEHT KOoHBepreHumje. Mehyrum, TBijCH:e Aa Cce ,,eKCIOHEHT KOHBEPICHLIH &
neiae (yHknuje ... He Mema HH OEpUBAIMjoOM HH HHTerpauujoMm Qyukmumjes
HUje TAaYHO HU Y ONHITEM CJy4ajy, HH 3a CJy4aj CTAaHOAPHOI EKCIOHEHTa KOH-
BepreHIMje, HEro camMo 3a OpojHM eKCIOHEeHT KoHBepreumuje. Ilpm Tome ce
eKCIOHeHWoM KOHeepieHuuje, ONHOCHO OpOjHUM eKCUOHeHUIOM KeH8epieHuuje, ueae

dynryuje
f(Z) = Z a, Zn’
n=0

roe je (a,) HU3 KOMIUIEKCHHX OpojeBa ca OCOOHHOM
(4) 0<|a,|<l  (n=0,1,2,..),

Ha3uBa €KCIIOHeHT KOHBEPIEHIHje, OJHOCHO OpOJHM €KCIOHEHT KHBEpreHIHje,

Hu3a Ca OIIIUTHM YJIaHOM
1

n= l Qn l;—
Tama je, mamme, 0<<A,<1 ((n=,0,1, 2,...) u npema Hadamard-oBoj dhopmymu
1

lim A,=lim |a,|»=0. V¥ IlerpoBuhieBoM Wianky ycioB (4) HHje eKCIIu-

LUTHO IpeTnOoCTaBbeH. VI3BeCHy HEKOPEKTHOCT  IpecTaBjba OKOJIHOCT HITO
Huje Gap mpeTnocTalkeHo Ha je a,70 3a moBobHO Bemuxo n. (Yciosla,|<1
Huje OuTaH.)

CBa ocTana oI INOMeHYTHX TBphewa y wianky Muxauna IleTpoBuha
OOHOCE Ce Ha EKCIIOHEHTe KOHBepreHUuMje Ueanx (yHKIuja U 34 HBHUX Ce MOXE
pehu pa cy TadyHa y Clyd4ajy CTaHOAPOHOT €KCIOHEHTa KOHBEPIeHIHje, a HUCY
Ta4yHa y omnmTeM ciy4dajy. OBO ce cacBHM JIaKO MOXe MPOBEPHTH.

29 MaTeMaTuvKH BeCHHK

165



106 . 1. Anamoenh

W mopen cBMX NpPEeTXOOHUX Tpumendu, cMaTtpamo na je Ilerpoeuhie
[10jaM EKCIIOHEHTA KOHBEPICHLM]e MHTEpPEeCcaHTaH M na Tpyxka MoryhaocTu 3a
naby u cneuudunuHy paspaay, HujaHcupame oznrosapajyhe mpobnemaTuke, 3a
youapale HOBHX OIHOCA M TOCTaB/balke HOBUX npobnemMa. CBU p:3ynaTaTH
KOje CMO y OBOM TipaBlly Ao6GuiM, a 0X KOjuX CYy HEeKU y IPETXOJHOM H3Jaramwy
Beh mMOMEHyTH HWJW HAroBELITeHM, oOyxBalieHH CT rpynom TBpliema y OAesbKY
1. Opemak 2 caapXu HEKOJUKO 3aHMMJIbMBUX NHTalkma Ha KoOja JocaJa HHUCMO
ycreay Jia OATOBOPHMMO.

MaremaTtiyko (kao u ¢uioscdeko) naciehe Muxausna Ilerposuha 06uMHO
je ¥ MHOTUM CBOjUM [€J0BMMa W JaHAC HMHCIOUPATHBHO, YECTO TOCHe OJinmxer
UCHIMTHBAbA Najieko BUILE HEro IITO HA NPBU noryen usrena. Mehyrum, mo namem
MHAUUBEBY, Oa OH ce U3 Wera M3BYKJIa NpaBa M IyHAa KOPHCT, Tpeba My — y3
|3BecTad chyx 3a crneunduyHoc ctuna IleTpoBuhieBor MaTeMaTHUKOr MULIBEHA
A Bberope MaTreMaTWdke HUHTYWIMje — IPUIA3uTH Yy UCTH Max OPHKIBHBO U
KpYTHYKY., YUMHM HaM ce Oa IpedXOAHA pa3MaTpama W Pe3yJITaTH Koju ciele
fap YHEKOJMKO Ha KOHKPETHOM IIpHMepy OBO IJIEAMILUTE MOTBPHYjy.

Hancmenumo pa je y IlerposuheBoM unauky [1] 6mo HajaBbeH Mbero
HacTaBak, N0 4ujer myOjiukoBama, MehyTUM, HUJe HOILLIO.

1. Baxe caegeha tulspherva:
1° Ceaxu nuz (1) cq ocobunom (2) uma excidonenili Kousepsepienyuje (\,)
ca olwiliuM YAaGHOM
Inn

InA,

7\n='— Oy,

ige je (w,) ocuurgiiopan Hu3 peasnux Opojeea, uau, Upeyusnuje, ige (w,) uma

Kao cKyu wauaxa HaioMuaasareq O6uUA0 Koju YHauipeg gaiiu 3aimieopenu geo E cxyiia

[1, + o] xoju cagpxu wauky 1. Taxohe, o= lim w, Moxe Outtiu buso Koja
n—ro

wauka uz [0, 11, a B= lim w, 6ut xoja wauka us [1, + oe].

2° Ioimipebnu yciosu 3a nu3 (w,) u3 ipegxogroi itigpherva cy
(3) 0< lim w, <1< lim oy,

n—-o n——> o0

iwiako ga Huz (w,) Moke Komsepiupaiiu camo xa jeguruuy. Ycaoeu (S) Hucy
go80 /bHU.

3° Axo nuz (A,) uma OpojHu exciioneHili KoHeepienyuje A, Ulaga je 3a c6aKu
exciloHenill KoHgepienuuje (A,) Huza (A,)

lim A, <A< lim A,.
n— oo u— oo
IIpema tiome, axo Huz (\,) Koueepiupa, mopa Outiu

lim A, =A.

n—rx

4° Cearxu nuz (1) ca ocodbunama (2) uma ocyuarawiopaH exciloHeHIl KOHEep-
ienyuje. Axo je

Ag=0 (n7%), ne=0(d,) (n— o),

ca nexum 0<3<y., floctioju exciionekili KoHéepienuuja koju ocuuaupa uszmehy 0
U -+ oo.
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5° Hda ou nuz io3uiiugnux Opojesa (A,) Ouo exciloHeHWi KoHeepienuuje HeKoi
nuza, doiipedHo je ga Oyge J

)\n

Iim -2 =0.
n—oo AT
Veaoe
) A
lim —2- =0
n—w nn

gosomar je, a Huje toilipeban. Ilpeuusnuje, céaxu nuz (1) ca ocodunama (2)
3a ceaxo o & (0, + o] uma exciionentll xomsepienuuje (A,) taxas ga

— A
lim —2 = g.

n—-—>oolnn

6° Axo je (N,) exciioneniti xomgepienuuje Huza (A,) u (Uy,) je Hu3 fo3uliusHUX
opojesa ca o0codbunom pg,~%, (n—owo), Waga je u Huz (W,) eKciloHneHill KoHEepieH-
uwje Huza (Ay)

7° Axo je (\,) exciionenili woHsepienuuje Huza (A,) v (B,) je Hu3 tozuitius-

Hux oOpojesa ca ocodunom B,~A, (n— ), waga je (\,) excilonenii KongepieHyuje -

u Husa (B,).

8° Hena pynxuuja f(2) gatma iboilienyujasnum pegoMm uuju cy céu Koe@u-
Wujeniiu pazauduiiiy og Hyae u reHa uszeogna Qyurxuuja ' (z) umajy ysex uciliu
opojuu exciloneHui KoHeepieHUuje. Axko je Opojuu exciioneHili KoHeepieHuuje @YHK-
uuje f(z) Hyaa, cKkyiiosu excilonenaiiia koneepienyuje @yuxuuja f(z) u f' (2) moiy
obuitiv gucjyHKiinu. AKo je OpojHu excioHneHill KoHeepieHuuje wo3uwiuearn O6poj, 08a
géa ckyila exciloneraiia KougepieHuuje MoIy Ouiliu pa3Auduitiu.

9° 3a cgako N &[0, + oo] ciliangapgau excidoHenii KOHGepieHuuje HU3a
uuju je OpojHu exciioneHill KOHBepieHUuje N MOXe OCUUAUPQTiU.

IToTmy"HocTH pand, y HOpeTXOOHOM CHHCKY HaBedeHO je #W TBpheme 6°,
koje uaade u Iletposuh y pany [1] dopmynume u nmoxasyje. VI3 ucror pasiora,
y IoKazly KOjH CJelu Hajla3d ce W [10Ka3 OBOI TBphema.

Hoxa3. 1° Hexa je (r,) jeman Hu3 o0pa3oBaH O CBHUX palHOHAITHHX
6pojeBa u3 [1, -+ o). 3a cBaku mpupoman O6poj n mocToju XE E TakBo na je

| rp—x |=Min{|r,—y|: yEE}.

AKO IOCTOju CaMmoO jeJaH TakaB Opoj X, CTaBUMO Fr,=Xx, a ako IIOCTOje ABa
TakBa Opoja, oHaj Behu o3Ha4uMmo 3a r,. Heka ce uu3 (p,) wid moayaapa ca
nperxoaHo oapeheHnM HuzoM (r,), YKOIHUKO + oo (F E, wid HMa 3a HemapHe
4JIaHOBE PEelloM WiaHOBE HU3a (r,) a 3a MapHe pedoM IpupoIHe OpOojeBe, YKOJIHUKO
+ o« < E. Jlako ce mposepaBa na je y o0a ciy4aja E cKyn Tayaka HaroMMJIO-
Bama Husa (p,)-

CrtaBumo
Wy =1, wp=pr (k=1,2,..). '

JacHo je na oBako oxpshzH Hu3 (w,) mMa Taxolle E kado CKym Tadaka HAro-
musosama. C Apyre cTpaHe, y OBOM CNy4ajy je, 3a 6uno Koje £>0,

b - g —(1
Ann(1+5) =7 wp (14 )<n (1+¢)

>
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A (1
wto 3mau; ga pen O A, O

KOHBEpPIHpa, U CeM TOra

Aok —€ —(1—¢
At E 0 2 k—1)7U9,

i o (1—
UITO 3HAYd Oa ped ZA,,”( ©) IUBEPTHPA.

Octaje ma ce OoKkaxke Hocjienma peuyeHuna Tephemwa. Heka je
x (0, 1], B<[l, + o).
CrtaBumMo .
1
Pr=2[k«] k=1, 2,..).
Axo je
wy=a(k=1,2,3,...), o,=0 3a ocrane BpenHOCTH 7,

Taga lim w,=o, lim w,=03 # cem TOTa

1
A =P =2k [1+o (D "=k~ - 27" [L+o (] * (k=1,2,.),

A =n"" 3a ocrane BPEOHOCTH n.

n =

Opaspe uznaza ga je (\,) ca oBako onpebenum (w,) €KCIOHEHT KOHBEpreHIHje

Hu3a (A4,).
Axo a>0, B= + o0, Tpeba UpeTXOTHY KOHCTPYKIN]Y H3MEHHTH YTOJIHKO

LITO C€ 3a BPEAHOCTH A DPa3JIMYUTE Of P CTaBba ,=H.
Axo je =0, TpebGa cTaBHUTH

W =k (k=1,2,...),

a4 3a OcTalle BPERHOCTH M, ®,=[ OmHOCTHO w,=n, NpeMa TOME J[a JH je
B< + o0 mam B= + oo.
2° Axo du Ouio
lim w,<0,

n-—»> 0

3a OeCKpajHO MHOTO BpPEIHOCTH n MMajo Ou ce

Inn

0, <0,

n An

-CYIPOTHO OpeTHOoCTaBIu Ha je ()\,) SKCIOHEHT KOHBEpIeHIHje.
Axo 6u 6uno
lim w,>1,

B Rac K- -
34 JIOBOJBHO BEJIMKO M HMaJlo DU ce
w,>8>1
U opatTie, ca 0<e<1,

Aﬁn(l—e)= n——mn(l——s) < n-—ﬁ(l—s)

2

na Su 3a 8(1—e)>1 pex 2, A"~ xouseprupao.
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Axo 61 OmiIo
lim w,<l1,

n—r oo .

3a HOBOJbHO BCJIHUKO n HUMaJo om ce

w,<p<l
u ogatie
A7\n(1+5) . n—ﬂ)n(l-i-s) > n—ll(l-}-s)

n - >

Tako ma 6m 2a w(l+e)<! pen ZAﬁ"(HE) JVBEPrUpao.
Ha ycnosu (5) HuCy HOBOJBHE IOKa3yje mpuMep Hu3a (0,) KO KOra
1 3
0)2]6_1=3‘, O‘)Zk:—; (k=1,2, 3,...).

Y 0BOM cly4ajy
A2k—1 _L 3
A2kc21 =(2k—1) 2,A21k2k=(2k) 2 (k=1,2,...),

na (A,) He MOXe OHTH €KCIIOHEHT KOHBEPTeHIH]e.
3° Hexa je A&(0, + ). Axo 6u 6uio

Iim A,<<A,

n-—>co
uMano O ce 3a n OOBOJLHO BEIHKO A,<<a<<A HM opaTie, ca £>0,

Aﬁ” (142 >A;.: (1+¢2)

k]

ma OW ca JOBOJBHO MaJlUM € pen ZA?,‘”(I“) nuBeprupao, jep je a(l +€)<i 3a

¢ noBoJbHO Majo. CiMYHO ce JoKa3yje OJa He MOxe OHTH

lim A, >A

n—- oo

kax je A&[0, + ). Axo Je

lim Ap<< + o0,

n-—» o

Taga A, <P< + o 3a JOBOJBHO PEJIMKO n, Ia
1 1
ARUTD o 2 (FD) 55 noBOBHO BenmkO n,
IITO 3HaYd [Ja Tala He MOXe OUTH A= + oco. Hajsag, HejenmaxocTHd
lim 2,<0 7 lim A,> +

n—- o n—>o0

ouurnenHo Hucy yommte Moryhe. Tako je y ¢BHM cllyuajeBAMa [0Ka3aHa He-
MOTYRHOCT HEjeOHAKOCTH

lim A,<A ®u lim A,>A.

n—r o n—r o

4° Axo je A&(0, + oo) GpojHu eKCHOHeT KOHBepreHnuje nmsa (4,), Taga
je Bap jemam on pemosa 2 A3 P m O AL 3a cBako ©>0 juBepreHTaH.

Hexa je, Ha mpuMep, nuBepreHTaH nupBu pen. Tapa je mm3 (A,) onpehen ca
Mp—1=A Agp=r+1 (k=1,2,..))

eKCIIOHEHT KOHBeprenuuje Husa (A4,). AHAJIOTHO ce MocTyla y ciy4ajy JMBEPreH-
mEje Ipyror pena.
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AKXo jJe A=0, OpOJHU eKCHOHEHT KoHBepreHiuje Hu3a (A,;) OYHUTJIEOHO
takohe je 0. Heka je (u,) cTaHmapIHU EKCIOHEHT KoHBepreuuuje Hu3a (A,j).
Jacuo je ma je Tama ®w3 (A,) nmeduHuMcaH ca

Mi—1=1, Np=g (k=1: 2:) ‘
eKCHOHEHT KOHBeprenmuje wmsa (4,). Hus (2,) Je ocmumaTtopaH, jep, npema 3°,
He MOXe OuTH

lim A p=1lim p,=1.
k—> oo k—> o0 )
Hexka je A=+ . Cpakako MNOCTOJH CTPOIO pacTyiM HH3 NPUPOAHHUX

Opojesa (p;) Takas a je pe,uz Ap, xouseprentan. Heka je (g;) crporo pactyhm
HU3 oOpa30BaH OJ NIpeccTaiux NpUpONHMX OpojeBa. JacHo je mpa Hu3 (Ag,)
HIMa + oo Kao OpPOJHE €KCIIOHEHT KOHBepreHUuje ¥M Heka je (Yy) Beros CTaH-
JapOHM €KCOOHEHT KOHBepreHIuje. Jlako ce yBuba ma je Hu3 (),) IHeduHucad ca

7\pk=1’ g = bk (k=1,2,3,..)

eKCHOoHeHT kouBepreHumje. OH je, MOHOBO Ha OCHOBY 3°, OCIMJIATOpAH.
Axo je A,=0(n"%) u n=+=0(4,), ca 0<pu<3, oHpa je

lnn=0<ln l—) u !l /—11—=0(lnn) (n— o)

n n

¥ ojaTie
|
lf Inn InAd nZ
2L PR o), —T =T 0(1)  (n-o),
InA, 1 Inn Inn
In —
Ay

na ako ce ysme ga je (1Bpheme 1°)

lim ©,=0 # lim w,= + o,

H—r o0 n—>» o0

nobmja Ce eKCOHEHT KOHBepreHumje ()\,) KOO Kora

lim A, =0, lim A, = + o0
5° Axo je
) A :
lim —2>0,
isw Inn

3a JOBOJBHO BEJIMKO M je
Ap>alnn,

Ile je o HEeKM HO3UTMBaH Opoj, U OmaTie
A xl In -
Ann<An nn=n ~ ";Z;’

T}, ca O<e< 1,
1
Ain(1—€)<n —a(l—s)InA——n 1
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O DojMy excmoHeHTa KoHBEpreHUmje Konm Muxamia Ilerposuha

) 1= ] 1
Tako Ja y TOM cClyvyajy pen ZAﬁ"( ®) KOHBEpIupa (hm In—= + w), o

n—r ©
n
3gaum ga (A,) He MoXe OMTH €KCIOHEHT KOHBepreHiuje Husa (4,) ca oco-
Sunama (2).
Axo je 3a HM3 no3uTHBHMX OpojeBa (A,)

lim 2 —o,
n—w INn

tana Hu3 (4,) nedunucay ca

Inn

Ap=e  (n=1, 2...))
" umMa ocobure (2). Kako je
A = n=1, 2, ..,

{A,) j& EKCNOHEHT KOHBepreHIHje HH3a (A,),

Axo je (4,) HE3 ca ocobmHaMa (2), Jako ce IpoBepaBa Ja je HHU3 (X,)
neduHYCaH ca

Inn
=— ) n=1, 2,...),
" Ind, " (
roe je, ca a&(0, + o),
Wy =1, ®2k=“ln—}' (k=1,2,3,...),

2k

jedaH EbErOB EKCIOHEHT KOHBeprennuje. MehyTuM, Tana

)\Zk_l — 1 _)0, k.—>oo’ ._7\11_‘:-—:
n2k—1)  Ind,, In(2k)

o k=1,2,3,..),

Tako Hma je lim A,=oa. V cnydajy xan a= + oo Tpeda CTaBHTH

n— oo

1 \
w2k=ln2—A— (k=1,2,..)).

2%k
6° VImamo, 312 cBako 0<d<1,

Ay (1 =0)<pp <2y (1 +9),
YKOJIMKO je n OOBOBHO BEJHKO, ¥ ofaTie, ca 0<s<l,

Aun(l-€)>A'7;n(1+8)(1—8) A;’-n(1+s)<A’7:n(1~3)(1+5)

2>

32 [IOBOJLHO BEJIMKO 7, Ha KaKO je ca [IOBOJAHO MajiaM o
(+dHU—e<1m (1-0A+e>1,

pen 2, A9 nupeprup, a pen 2, 42172 xomeprupa.
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112 O. O. Anamosuh

7° Nmamo
B,=A,b,, lim b,=1,

n—rcec

ma 3a O<e<l
An(1+¢) (1te)An(in Ap+lnby)
B, =e

- eInAn “An(1£e)[140(1)]

_ e hnlndn (1 + ’”b”)

InAn

Omaspe je jacio ma je (A,) €KCIIOHEHT KOHBepIeHIHje W Hm3a (B,).
8° Hexa uema ¢yuxumja

f@)=2a2"

ycnymaBa ycios (4). Iber (OpojEN) excrmoHeHT KOHBepreHU;I/I_]e je ceaxy (Opojum)
EKCIOHEHT KOHBEPreHIMje HHM3a Ca OMINTHM WIAHOM

1
A'n:la'n’;:

a (OpojHH) €KCIIOHEHT KOHBepreHUHje meHe u3BomHe GyHKUHje

-]
f'@=2 (1+1) awnz"
n==
je cBaku (OpojHM) €KCIOHEHT KOHBEPIeHIMje HH3a Ca ONIUTHM WIAHOM

1 1
By=(n+1)n |apy[n.
Heo Tephema KOja ce OOHOCH Ha OpOjHE EKCIHOHEHTE KOH3EPIeHIHjE JIaKo
ce mpoBepasa.

Hdeo TBphema KOjH Ce ONHOCH Ha Cllydaj KaJd je OPOjHH €KCIOHEHT KOH-
BepreHiyje HyJla mokasyje mpumep ueide ¢yHkmuje f(z) ca

a,=e""  (n=0,1,2,.))
Tama umamo
A,=e (n=1,2,..)
l+-—l—-) en+1

=(n+ 1)717 e_< "

= e—"Tl+oy

—( 1+i> e”+1+i nn+1)
e n "

Hexa je (A,) excnoHeHT KoHBepreHumje Hu3a (A4,). OHia je, 3a 0<e<I,
0<d<1 ¥ n DOBOJLHO BEIMKO,

Bﬁ"(l_e) =e—e”+l[l+0(l)]ln(l—s)

Ane(1—8)(1— 2
<A”n€(1 8)(1 3)<An)\n,

YKOJIMKO CY € H § 'H3a6pa1=m tako ga 6yme e(1—08)(1—<)>2. Haxie, y ToM
' cydajy pen ZBK"“ 3a CBAKO £ MTOBOJPHO MaJjlo KOHBeprdpa, 36or dera (A,)
He MOXe OHTH eKCIIOHGHT KOHBepreHNmje Hm3a (B,).
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O nojMy excnoHeHTa KoHBepremuuje xon Mmuxauma Ilerposuha

[Mocaenwu MomeHT TBplema HoKasyje ciydaj Kajm je

1 1

a5 ﬁak_—jl)zk—l A= Qi (k=1,2,3,...).
Tana /
Appy = Ay k=1,2,..),
2k—1 (2 k)?
Taxo ma je Hu3 (\,) OAT ca
|

Mr-1=1, 7\2k-.=~2— (k=1,2,3,...)

jenaH CKCIIOHEHT KOHBepreHque um3a (4,). Mebhyram, cana je

7\2k 2k g 1 ! 41_k , 1 2kt
B} -[(2k+1) 2k+1]2=(2k+1) (m) ryal

nma (A,) He Moxe OWTH eKCNOHeHT KOHBepreHmuje Hu3a (B,).
9° Tspheme mokasyje mpumep Hm3a (A,) mator: 3a ciaydaj A&(0, + o) ca

AZk_1=(2k——1)_‘;‘, Ayp=ek;
3a cayvaj A=0 ca
Ar=k-1(k=1, 2, 3,...), A,=2"" 3a ocTaje BPEAHOCTH #;
3a ciaydaj A= + oo ca
Aypey=(In2k)1, Ay=e—®  (k=1,2,3,...).

2. Hexoanko OTBOPEeHHX NHTAmA

Ha ducMo nakine H3JIOXKHIH OHO HITO CIEAH, O3HAYMMO 3a —/f CKYIl CBHX
au3oBa (1) ca ocodmuoM (2), a ca ¢ CKym CBHX eKCHOHeHaTa KOHBEpPIEHIWje
(y cmucny nebununmje 2) eneMmenaTa ckyma /. 3aTum, Heka cy QyHKUIH]e

Fr S =F () u G o= T ()

(J° o3HaKa NAPTHUTHBHOT CKyma) AeduuucaHe Ha cCirefehdl HaYWH: 33 CBAKO
A=(4,)cc/f je F(A) ckym cBHX eKCIOHeHaTa KOHBepreHUHMje Hm3a A, a 3a
CBAKO A= (M)Eé je G()\) cKym cBHX HH30Ba 4YHjH j¢ EKCIIOHEHT KOHBEPIeHLHja
A. Hame, OunapHe penaumje p u ¢ nedurucane ¢y y </ pemom ca

Ao BoF(A)NF(B)# @, ApB<F(A)=F(B),
a OmHapHe penaumje A u A medummcame cy y & pemnoMm ca
MupesGMNGW# o, rdusGR)=G(w.

OBne je ped o ciegehdM muTamUMa:
1° Moxe au ce nahu agexsaiina xapaxiiepusauuja eieMenamia ckyia &?
V Be3u ca oBuMm, moxacehamo ma cMo y 1 (TBpheme 5°) ycranoBmIH Ha je

6 C6C G,
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114 . . Apamosuh

él-—-{(xn)z dy>0(=1,23,.. )A lim 2" =0},

n—r co ln n

éz”——{(hﬂ)I ':\.n>0(nr 1,2,3,..)A lim _2\12_: },

n— oo Inn

npu 4eMy je Opsa UHKIY3Hja CHTYPHO MpaBa.

2° Ha au céaku nuz uz o/f uuju je Opojuu exciionenit xoneepienyuje 0
uml -+ oo UMQ eKCUOHeHUll KOHeepieHuuje Koju iiexXu Ka OpojHOM eKCUOHeHIY
KOH@epieHuyje ucitiol Husa?

3° Ha nu 3a gea Husa A u B uz /¥ ca pasauuuiiium Opojuum  exciionen-
wiuma KxoueepieHyuje moxe buitiu Ap B?

4° Ha au je o pesavuja exsusasenyuje y ckyiy </f?

(V nuTamy je caMo TPaH3UTHBHOCT; Pe(IEKCUBHOCT M CHMETPHYHOCT Cy
OYHTJICIHE.)

5° Hda au je A pesayuja exsusasenuuja y ckyiy &?

(IToHOBO je caMO TPaH3UTUBHOCT y NHTaBY.)

6° 0 je ouuizegno perauuja exsusasenuuje y /Y. Moxe au ce oHa Oausxe
okapaxkiiepucawiu; #ocebHo, ga Au ce OHA Hogygapa ca ACUMIOWICKOM je gHAaKOo-
why nuzoea us /f? .

OBpe ce uma y Bumy pesynrat 7° m3 1.

7° Anasoino aumiaree 3a peaauujy A.

Nma ce y Buny pesynrat 6° u3 1.

HeraTtupan onroBop Ha muTame 3° U3LJiea HaM BEpOBaTaH.
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SUR LA NOTION D’EXPOSANT DE CONVERGENCE
DE MICHEL PETROVITCH

D. D. Adamovié¢ -

Résumé

Pour une suite (1) avec les propriétés (2) on définit l'exposant de con-

vergence comme un nombre A&[0, + o) tel que pour €>0, la série ZA?,"‘JrE

converge et la série ZAﬁ”‘E diverge. Si la série zAz diverge pour tout
x>0, on dit que l'exposant de convergence est + oo. Cette notion est bien
connue. En 1931, dans [1], Michel Petrovitch a proposé une nouvelle notion
d’exposant de convergence: pour une suite (1) avec les propriétés (2), il a

appelé exposant de convergence toute suite (A,) de nombres positifs telle que

.. , . A (l—¢g .
pour tout £>0 la série ZAﬁ”(IH) converge et la série ZA,,"“ ) diverge.

Quelques résultats relatifs a cette notion -1a sont donnés. Quelques questions,
dont on ne sait pas encore les réponses, sont formulées a la fin de Varticle.
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DUSAN ADAMOVIC

MODERNE MATEMATICKE DISCIPLINE,
"POSEBNO TEORIJA SKUPOVA, U RADOVIMA
MIHAILA PETROVICA

Postoji i ima Sta viSe izvesnu rasirenost, medu matematicarima
i ostalima, u razlid¢itim stepenima i varijantama, misljenje da mate-
maticki rad Mihaila Petrovic¢a, njegov stil i metode pripadaju isklju-
¢ivo tzv. klasi¢noj (ustvari, devetnaestovekovnoj) matematici. Ovo-
me se pokatkad. pridaje pozitivan, a ¢eSée suprotan smisao. Uprkos
izvesnoj, delimi¢noj osnovanosti — ovo misljenje u sustini je po-
greSno, nesaglasno sa nekim glavnim, najmarkantnijim i najprisni-
jim crtama Petroviéevog duha i stvaranja. Jedan od uzroka javljanja i
prili¢ne tvrdokornosti ovakvog shvatanja lezi u nedovoljnom pozna-
vanju celine Petrovi¢evog opusa, dobrim delom uslovljenom nepo-
stojanjem, bilo u kom vidu, izdanja njegovih celokupnih ili sabranih
dela. Ta praznina, kao $to je na ovom Simpozijumu veé istaknuto, i
inade je umnogome odgovorna za ¢injenicu da Petroviéevo matema-
ticko i ostalo duhovno naslede sve do danas nije ni pribliZzno onoliko
proudeno i_adékvatno procenjeno, pa usled toga u naScj nauci i kul-
turi nije ni priblizno onoliko Zivo i inspirativno koliko bi moglo i
trebalo da bude. Drugi uzrok pomenutog misljenja sastojao bi se,
kako se autoru ovih redova €ini, u tome Sto se obeleZja moderne ma-
tematike i prisustvo modernih matemati¢kih disciplina u Petrovicée-
vom delu ¢esto traZe i vide samo u odredenim detaljima, u eksplicit-
nim i bukvalnim vidovima, a ne, §to bi u ovom sludaju bilo mnogo
adekvatnije i pravednije, i u implicitnim, ali su§tinskim momentima,
u celini naucne orijentacije, u strukturi misljenja, u glavnim, pokre-
tackim idejama i inspiracijama, u trajnim preokupacijama Petrovi-
¢evog stvaralaStva. Medutim, sa pravom istinom ne bi bilo saglasno
ni tvrdenje da moderna matematika — naravno ona iz perioda pokri-
venog Petrovi¢evim Zivotom, ta¢nije, njegovom punom nauénom ak-
tivnoSéu — nije u njegovim radovima zastupljena i direktno.

Ovo saopStenje nema ambiciju da iole iscrpno obradi odgovara-
jucu temu. Njegov cilj je samo da na nju ukaze i ujedno bar donekle
obrazloZi napred formulisane teze, navodenjem i analizom nekoliko
mesta iz Petrovi¢evih radova i nekim opstim primedbama koje se na
1o mogu nadovezati.
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Godine 1927, u Glasu Srpske akademije nauka, iza$ao je Petro-
viéev ¢lanak »Brojni spektri pojava«. Objavljen izmedu dva opseina
i celovita dela o matematickim spektrima »Les spectres numériques-
(1919) u »Legons sur les spectres mathématiques« (1928), ovaj rad bavi
se onim 3to bi se moglo smatrati osnovnom idejom teorije spektara.
U njemu autor, ne upustajuéi se u razradu algoritama i specifiénih
primena ove teorije, u zamenu za to podrobnije izlaZze njenu princi-
pijelnu, skupcvno-teoretsku podlogu i prelazi potom, preko razma-
tranja u vezi sa Baire-ovom klasifikacijom funkecija i drugim rezulta-
tima o analiti¢koj reprezentaciji, u $irem smislu, realnih i kompleks-
nih funkcija, na izvlacenje dalekoseZnih ops$tih, filozofskih zakljuca-
ka o principijelnoj moguénosti, u granicama izvesnih pretpostavki,
prikazivanja, odredivanja svakog — i najkompleksnijeg — bicéa ili
procesa, iz prirode ili sveta matemati¢kih kcnstrukcija, jednim- je-
dinim brojem iz intervala (0, 1). Na kraju autor ukazuje na dugacak
put, na sve stepene koje je ne samo matematika, nego i ¢itava pri-
rodna nauka, morala u milenijumskom razvitku preéi da bi se stiglo
do tog preciznog saznanja, dovodeéi u vezu i ujedno suocavajuéi ovo
saznanje sa davnim idejama anti¢kih mislilaca o »broju kao sustini
stvari«:

~Za Pitagorino se ime narodito vezuje teZnja za izrazavanjem
stvari i fakata brojevima i jedna njegova famozna formula glasi
~stvari (bi¢a) su brojevi«. Dok je Platon stavljao brojeve, kao atri-
bute, pored stvari koje se mogu ¢ulno opazati, Pitagorejei su tvrdili
da su brojevi same stvari. Uzajamnost izmedu fakata i brojnih spek-
tara daje pravi i ta¢an smisao takvim neodredenim, mistickim reflek-
sijama. Niti stvari moraju biti brojevi, niti brojevi biti atributi stvari,
pa da ipak vazi tvrdenje da izmedu fakata i brojeva postoji uzajam-
nost takve vrste, da se svet fakata moZe na jedan potpuno utvrden
nacin ilustrovati svetom brojeva«.

Zavrini pasus ovog ¢lanka karakteristidan je za njegov opéti ton
1 smisao.

»...Sve je to, medutim, bilo potpuno skriveno tamom u vreme
grékih filozofa. Njihove refleksije o uzajamnosti izmedu fakata i
brojeva, izraZene u stavovima toliko puta ponavljanim u toku ve-
kova, mogle su se samo svoditi na filozofske vizije i generalnosti.
Platon je, ostajuéi u generalnostima, mogao tvrditi da »brojevi uprav-
ljaju svetom«, ali to je u njegovo vreme bilo nemoguée konkretno
precizirati i dati mu nauc¢ni smisao. U to vreme bilo bi neshvatljive
tvrdenje da svakoj od pojava, $to pripadaju jednoj klasi, odgovara
jedan ta¢no odreden decimalni broj §to se nalazi izmedu 0 i 1, ili, ako
se hoée, jedna taéno odredena nepomiéna tacka u kvadratu ¢ije su
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strane jednake jedinici, i to tako da se posmatranjem tog broja, ili
te nepomicne tacke, mogu saznati sve pojedinosti pojave. Za takvu
jednu tacku vezane su, na.primer, sve pojedinosti kretanja jednog
materijalndg sistema, na primer kretanje n nebeskih tela koja se medu
sobom privlade po Newton-ovom zakonu. Menjanjem konstanata
problema (masa, pocetnih poloZaja i drugih) pomera se u kvadratu
i ta tacka, ili se menja odgovarajuéi decimalni broj, ali kad su te
konstante utvrdene, tj. kad se posmatra jedan odreden konkretan
sludaj, tacka ostaJe nepomiéna i decimalni broj nepromenljiv, pa ipak
oni u sebi sadrze sve §to treba za vedito predvidanje promena u ko-
jima se pojava sastoji. Medutim, za razumevanje toga, danas elemen-
tarnog i potpuno shvatljivog fakta, mora se u mislima preéi sva do-
sadasnja evolucija matematicke analize i prirodne filozofije, na ¢ijim
je rezultatima takvo tvrdenje osnovano. I tek tada je moguéno shvatiti
ta¢an, naud¢ni smisao filozofske vizije velikih grékih matematic¢ara
i filozofa u pogledu uzajamnosti izmedu fakata i brojeva.«

Ove redi, kao i ¢itav ¢lanak, pokazuju ne samo dobro, sustinsko
poznavanje i razumevanje nekih bitnih rezultata Cantorove teorije
skupova i kardinalnih brojeva, nego i izvesnu duboku impresionira-
nost njima, neku vrstu njima inspirisanog matematickog i filozofskog
entuzijazma.

Inale, ovde je, sumarno govoredi, re¢ o Cinjenici da su matema-
ticki objekti i sistemi prividno daleko vedeg ekstenziteta i unutrasnje
raznovrsnosti, kad se shvate kao skupovi, u pogledu kardinalnog broja
jednaki pa tirne u odredenorn smislu ekvivalentni izvesnim ponovo
stemima, kao §to su kona¢ni 111 beskonacm bkupom celih bro;]eva po-
jedinacéni realni brOJeV1 (u decimalnoj reprezentaciji) ili prebrojivi
skupovi i skupovi moé¢i kontinuuma realnih brojeva, do intervala
{0,1) kao na]opsezmjeg od tih entiteta. U ¢&lanku se prvo izlazu sve
etape redukcije, u tom smislu, skupa svih realnih #i kornpleksmh ni-
zova, sa bilo kojim kona¢nim brojem indeksa, ili jednog dela tog
skupa, na 1nterva1 (0.1), ili na jedan njegov deo. Po sredi su, naime,
rezultati teomJe kardmalmh brojeva koji se kratko mogu izraziti
jednakostima

Iz ovoga i iz konstatacije da su, na osnovu Baire-ovih i drugih re-
zultata, za matematiéku analizy u pravom smislu i za njene primene
od interesa samo tzv. Baire-ove realne i kompleksne funkcije i da se
svaka od njih jednoznaéno odreduje vi$estrukim nizom realnih bro-

7 Dijalektika ’ Q-
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jeva, izvodi se zakljudak o postojanju biunivoke korespondencije iz-
medu skupa. svih takvih funkcija i dela intervala (0,1). Najzad, uka-
zivanjem na ¢&injenicu da se bilo koji odredeni prirodni proces ili
kompleks procesa, moze prikazati — u bitnom — jednom funkcijom
pomenute vrste ili najviSe prebrojivim skupom takvih funkecija (ovde
interveniSe i Petroviéeva fenomenologka ideja analoskog jezgra), do-
lazi se do ve¢ navedenih krajnjih konsekvenci élanka.

Redukcija koja se u ¢lankuy izlaZe, kao $to smo veé rekli, osnovna
je ideja, bar sa izvesnog stanovista, Petrovideve teorije matematic¢kih
spektara. Mora se, medutim, konstatovati da dalji razvoj ove teorije
do danas nije imao onaj zamah ni doneo one rezultate koje je Petro-
vié, bar u pocetku, po svoj prilici oéekivao. Ovo se moZe objasnja-
vati razli¢itim, pa i spoljas$njim i sluéajnim okolnostima. Bice ipak
da je jedan od glavnih razloga ono $to je E. Borel, u predgovoru prvoj
Petrovi¢evoj knjizi o spektrima, 1919. godine primetio. Re¢ je, na-
ime, o velikim teSskoéama sa kojima se mora sukobiti nastojanje
da se — posle pocCetnog, teorijski ispravnog, uvidanja principijelne
mogu¢nosti svodenja, na osnovu pomenutih ekvivalencija u pogledu
kardinalnosti, ra¢una i algoritama sa raznim, takoreéi i najkomplek-
snijim matemati¢kim objektima na rac¢une i algoritme sa realnim bro-
jevima — i efektivifo izgrade takvi postupci ove redukcije koji bi
imali znadajniji stepen opstosti i kojima bi se, u dovoljno Sirokoj klasi
slu¢ajeva, postizala veéa efikasnost nego drugim metodama, koiji,
prema Borel-ovim re¢ima iz pomenutog predgovora, ne bi bili samo
~le plus souvent, une complication inutile«. Borel, s druge strane,
naglaSava da bi stvarni uspeh ovakve redukcije bio dragocen. Po
nasSem misljenju, ima osnove za postavljanje pitanja da li je on u
vecoj meri uopste mogué. Teskocée su, prema Borel-u, u vezi sa »sa-
mom susStinom naSeg dufra, sa njegovom nesposobno$éu da jasno
shvati beskonaénost«. Sem toga, moze se izneti jedna opsta primedba,
ne toliko samoj Petrovié¢evoj ideji o spektrima, koliko njegovoj nadi
da ¢e se, skoro isklju¢ivo na bazi te jedne ideje, izgraditi efikasna i
takoreéi univerzalna metoda reSavanja analitickih problema. Ona bi
se sastojala u oveme: principijelna osnova ideje o spektrima i spek-
tralnoj metodi, taénije o njihovom univerzalnom zahvatu, predstavlja
samo jedan fragment, doduse znacajan, teorije kardinalnih brojeva.
Tu su, dakle, veé u polaznoj ideji i metodoloskoj orijentaciji ispu-
Stene, odnosno bitno zanemarene, druge vazne i fundamentalne kom-
ponente matematickih struktura (algebarske i topoloske strukture,
njihove kombinacije i sli¢no), ¢ime je, moZda, ispuStena prava mo-
guénost ne samo za realizaciju napred pomerite ambicije, nego i za
postizanje skromnijeg cilja izgradnje jedne matematicke teorije, di-
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scipline u pravom smislu. Poznato je da matematicke strukture, ekvi-
valentne, tj. identi¢ne u pogledu kardinalnosti, mogu u drugom po-
gledu biti duboko, nepremostivo razlic¢ite. Jasno je da je redukcija
jedne strukture na drugu, kao i postupaka’ sa jednom na postupke sa
drugom — u takvom glucaju ‘bez. 51reg oslon(*a u strukturalnom para-
lelizmu i vezana samo. za tanku, cesto iluzornu nit korespondenciie
jedan - jedan izmedu elemenata — mada teorijski u izvesnom smislu
moguéa, po- pravﬂu 11i prakt1cno sasv1m neostvarljlva ili veoma ne-
adekvatna i necehshodna »une. comphca’mon mutﬂe«

Ovo je ujedno i opsta prlmedba k0]a bi se, uz priznavanje zna-
éa]a uloZenog truda i pokazane ingenioznosti, kao i izvesnih dosa-
dadnjih rezultata; mogla*uputiti nastavlja¢ima rada Mihaila Petro-
viéa na teoriji spektara. Nju zapravo freba shvatiti kao konstruktivnu
sugestiju da se, u daljoj izgradnji, ova disciplina suocava i dovodi
u vezu sa ve¢ uveliko sazrelim i iskristalisanim, provereno efikasnim
tokovima sliénih nastojanja u savremenoj matematici i da joj se, pre
svega, da bitno Sira, kompletnija i eksplicitnija strukturalno - teo-
rijska osnova. Ovaj posao nece biti lak, ali u svakom sluc¢aju manja
je opasnost da, usled proSirenja novim elementima i aspektima, ma-
temati¢ki spektri izgube svoju individualnost, nego opasnost da se
oni; izolovani od svih tih Sirokih i plodnih tokova, definitivno svedu
na usku matematmku veitinu, na ne naro¢ito bogatu zbirku pojedi-
nacnﬂp rezultata i kurioziteta. Autenti¢na, unutradnja potencijalna
vrednost specifiéne Petroviéeve koncepcije spektara i spelktralne me-
tode mogla bi, ustvari, u adekvatnoj kombinaciji sa drugim post1gnu—
éima samo da dobije.

No, bez obzira na dosadasnju i buduéu fakticku sudbinu disci-
pline zasnovane na ovoj zamisli Mihaila Petroviéa, treba istaéi da ta
zamisao u svakom sluéaju zadrzava, u osnovi, vrednost anticipacije
i analogona dva znadajna metodoloSska principa Siroko i presudno
primenjivana u matematici perioda koji priblizno poéinje u poslednjoj
deceniji Petrovi¢evog zivota. Prvi od njih je linearizacija 'podataka
(elemenata) jednog problema prilikom njegove obrade od strane ra-
¢unskih masina, a drugi tzv. postupak Godel-izacije, kojim se svi
simboli, formule, teoreme i dokazi jedne formalizovane matematicke
teorije izraZavaju pomoc¢u pogodno izabranih prirodnih brojeva. Ovaj
drugi postupak primenjen je u dokazu Godel-ovih i drugih teorema
od esencijalne vaZnosti za savremene poglede na zasmvan]e i su-
§tinu matematike. ' : :

Isti ovaj smisao anticipacije, nagovestavanja, i to' ne samo poje-
dinih rezultata i disciplina, nego pre svega opéte orijentacije, opsteg
duha i stila ¢itave savremene, pa i budufe matematike, Sta viSe i
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jedne od savremene matematike jo§ mnogo Sire duhovne tendencije
moderne epohe ka slobodnoj, spoljas$njim, predmetnim ckvirima ne-
sputancj kombinatorici i sintezi’ svih oblasti iskustva i stvaranja po-
mocu apstraktnih, formalnih strukturalnih $ema, a koja danas pre-
liva sve domene, poc¢ev od matematike i filozofije, pa preko drugih
nauka i operativnih tehnika do poezije i umetnosti, — ima i druga
glavna Petrovicdeva originalna kreacija u matemati¢ko-filozofskoj
sferi — njegova matemati¢ka fenomenologija. Napomenuto je ve¢ u
prethodnom izlaganju da, pored skupovnosti i kardinalnosti, ostale
komponente apstrakinih matemati¢kih struktura, posebno algebarske
1 topoloSke strukture, ne ulaze dovoljno, u eksplicitnoj i specifi¢noj
formi, u vidokrug Petroviéevih, inade moderno inspirisanih, gene-
ralnih metodologkih matemati¢kih koncepcija. Moze se, medutim, red¢i
da Petroviéu izvesno, ¢ak i dosta dobro, poznavanje principa ovih
oblasti nije nedostajalo, recimo na osnovu pojedinih mesta iz »Feno-
menoloSkog preslikavanja« (na primer, na 128. strani). S druge stra-
ne, ovaj nedostatak umnogome je kompenzovan pomenutim opstim
smislom, kako filozofskim, tako i matemati¢kim, osnovnih ideja Pe-
troviéeve fenomenologije i njihovih konsekvenci. Pored brojnih dru-
gih momenata i mesta iz odgovarajuc¢ih Petrovi¢evih dela koja se pod
ovo mogu podvesti, istaknimo pre svega da je u njima, narodito u
»FenomenoloS8kom preslikavanju«, jasno i nedvosmisleno formulisana
sasvim moderna koncepcija matematike kao naj$ireg, najuniverzal-
nijeg, najslobodnijeg bavljenja apstraktnim strukturama, uz jedine
obaveze logi¢ke konsekventnosti i izvesne racionalne organizovano-
sti — daleko preko granica »nauke o koli¢inskim i prostornim odno-
sima«. Navodim slede¢e karakteristicno mesto:

» ... Moderna se matematika sve viSe razvija bas u pravcu i
smislu toga da, pored broja, veli¢ine i poretka, obuhvati i druge
apstraktne odlike u svetu fakata, u kojima ti pojmovi ne moraju
igrati kakvu mnarocitu ulogu. Takve teznje i.takvi pravci razvijanja
daju povod i opravdanost. naslucwanju da ¢e se Matematika bududé-
nosti rasprostrti na sve §to ima _gore navedenu odliku, tj. moguénost
potpunog apstrahovanja od .konllaetmh nosilaca i sadrZinu koja je,
tako apstrahovana do krajnjih granica moguénosti, ipak pristupaé'nfz
pozitivnim logickim dedukczjma* Matematika brojeva, veli¢ina i pc-
retka bila bi tada samo Jedna prostrana oblast tako preoSirene Mate-
matike«. - =
Ova opsta vizija »Pr031rene matematlke« (8to je Jedan od pod-
naslova »Fenomenoloskog preslikavanja«) sadrzi i viziju takvih novih
disciplina neocekivanih teorijskih i prakti¢nih sinteza najudaljenijih,

* Petrcviéev kurziv.
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najdisparatnijih fenomena, mimo konvencionalnih podela nauénih
domeéna i nadleznosti — kakve danas nose nazive kibernetike, teorije
modela itd. i njihove zadivljujudée, spektakularne etikasnosti, a takode
i Petroviéevo ¢vrsto uverenje da uspen-u pravcu apstrakcije i eman-
cipacija od vezanosti za konkretne.sadrZaje ne samo da ne dovode
do gubljenja kontakta: 1izmedu matematikes- realnost1 nego bas uve-
¢avaju  podrudje i prodornost pt‘1mc=~na matematike. _

Sto se tide &isto filozofske, prmmpljelne strane maternahcke fe-
nomenologije, pada u ofi frapantan: paralelizam, ako ne identi¢nost,
izmedu njenih osnovnih koncepcua i preokupacija i najsavremenije,
besumnje veoma znadéajne, filozofske $kole strukturalizma (Lévy-
-Stross i ostali), izmedu »analo$kog jezgra« s jedne i »strukture« s dru-
ge strane. ViSe je nego upadljivo odluéno insistiranje i kod Petro-
viéa i kod strukturalista na verovatnom postojanju ne samo konac-
nog, nego i ne suvise velikog broja »fenomenoloskih reduktivnih ele-
menata«, odnosno »osnovnih struktura«. Interesantno bi bilo bliZe
poredenje argumentacija za ovo tvrdenje u jednom i u drugom
slucaju. '

Treba podsetiti da ovaj duh vizionarskog elana i kombinatorne
smelosti ne proZzima samo filozofsko-matematic¢ke i filozofske radove
Mihaila Petroviéa, nego je prisutan u ¢itavoj njegovoj matematic¢koj
aktivnosti. Njime se na pryom mestu, naime obiljem ideja i nestrplji-
vom stvaralackom hitrinom, mnogo pre nego nekom nesolidnoscéu,
mogu objasniti mestlmlcne Petrov1ceve nemarnosti, nekorektnostl i
greske.

Pomenimo da je jo§ jedna znacajna oblast savremene nauke; teo-
rija relativnosti, kO]a skoro isto toliko pripada modernoj matematici
koliko i ‘modernoj teorijskoj fizici, bila predmet ne samo vrlo solid-
nog Petrovic¢evog poznavanja, negd i njegovog trajnog interesovanja.
To pokazuju ne samo njegovi pojedini radovi iz ove oblasti, kao na
primer ¢lanak »Fizidke konstante u teoriji relativiteta« (1927), koji je
postavljenim problemom izazvao Zive nauéne diskusije na meduna-
rodnom kongresu na kome je bio saopSten, nego i zavrSno poglavlje
Petrovicevog »Fenomenoloskog preslikavanja«, u kome on wupravo
opStoj teoriji relativnosti, posle jednog izvanredno zaokrugljenog i
plastiénog izlaganja njene su$tine, daje pocasno mesto vrha svoje
skale takozvanin »mitologija fakata«, éak iznad svoje Fenomenolo-
gije, na ovom mestu nazvane ~fenomenoloS8ka mitologija«.

Videli smo da je moderna matematika u mnogim svojim vidovi-
ma Sircko i, §to je jo§ vaZnije, bitno prisutna u stvaralastvu i intere-
sovanjima Mihaila Petroviéa, ekplicitno na nekim mestima, pokatkad
preko svojih odredenih rezultata u prisnoj vezi sa genezom nekih
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Petroviéevih najoriginalnijih ideja"kao $to je sludaj sa teorijom sku-
pova i njenom vezom:sa matematickim spektrima, ili sa teorijom re-
lativnosti, — ali najceSc¢e" kao - opsti: -podtekst, podloga, unutrainja
komponenta skoro svih Petroviéevih matematickih, pa i ostalih inte-
lektualnih aktivnosti, na prvom mestu njegovih poletnih, nadahnutih
anticipacija buduénosti; buduéih moguénosti matematike i nauke
uopste, koje su danas uvehko u ostvarivanju. Mozda bi se moglo redi,
ponavljajuéi samog Petrov1ca uz ]edno znadajno mutatis mutandis
pozitivnog smisla, da se to umnogome svodilo »na filozofske vizije
i generalnosti«. Ali treba odmah dodati da su to vizije krajnjih, ¢u-
desnih moguénosti realnih i bitnih tokOVa razvitka ¢iji smo svi mi
danas svedoci. ‘
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DUSAN ADAMOVIC

DISCIPLINES MATHEMATIQUES MODERNES,
EN PARTICULIER LA THEORIE DES ENSEMBLES,
DANS LES TRAVAUX DE MICHEL PETROVIC

RESUME

L’auteur s’oppose & l'opinion assez répandue, selon laquelle Yactivité
mathématigue de Michel Petrovié appartiendrait toute entiére aux mathémati-
gues classiques, c'est-a-dire aux mathématiques du dix-neuviéme siécle. Il
trouve que, tout au contraire, la création et la pensée mathématique et philo-
sophigue de Petrovi¢, prises dans leur ensemble, sont profondément et intime-
ment pénetrées de l'esprit et des tendences des mathématiques modernes, bien
que souvent ce fait ne se présente pas d'une maniére tout-a-fait explicite. Les
anticipations du développement contemporain et futur des mathématiques et
des autres sciences, contenues dans les oeuvres de Petrovié, surtout ‘dans
celles consacrées aux spectres mathématiques et & la phénomenologic mathé-
matique (noms. donées par M. Petrovi¢ lui-méme a deux disciplines mathé-
matigues nouvelles, dont il proposa et initia 1'édification); puis le role essentiel
de quelques résultats et tendences des mathématiques et de la physique théo-
rigue modernes (théorie des ensembles, relativité) dans la génése des idées
et inventions philosophico-mathématiques les plus importantes et les plus
originales de Petrovi¢; enfin, une analogie intéressante entre les notions et les
théses de la phénomenclogie mathématique et celles de 1’école philosophique
contemporaine du structuralisme — sont particuliérement soulignées,
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SUR UN SYSTEME INFINI D'INEGALITES FONCTIONNELLES
P. M. Vasic — D. D. Adamovié
(Communiqué le 17 Mai 1968)

0. L’inégalité de Hlawka
(H) (@ tas|+lastal+ay +a | <oy |+ ay] +ay| + e+ ay + ay

(a;, a,, a; éléments d’un espace préhilbertien, |a| demi norme de a) a été
généralisée en 1963 dans [1] par Pinégalité

(A) > lata|<t—2) 3 o] ”Z (n=3,4, ...
ii<jn el | i
Aprés, D. Z. Pokovié [2] a généralisé le dernier résultat par Iinégalité
. 2y 1 n—2\] & |
D A R R LS 5&-*+< ) a;
( ) t:@;i!<~2<ik§ng o K (k“—*l);g}‘ i k—2 i,mz; 1%

(I<kn—1; n=3,4,..)

Les résultats (A) et (D) sont aussi valables dans tout espace préhilbertien.
On a établi en 1964 dans [3] que si Pindgalit¢ (D) avec n=3, k=2
(c'est-a-dire I'inégalité (H)) n’est pas valable dans tout Pespace demi normé
considéré, alors il en est ainsi de (D) pour tout #223 et pour tout 2<Chk<n,

Un des résultats de {4] (1968) peut &tre énoncé comme il suit:
(V) Soit f une fonction réelle convexe du troisi¢éme ordre (pour la définition
voir [5]) dans Dlintervalle [0, @) (¢>0) et soit 4;€[0, @) (=1, ..., n) et

> a;€[0, a). Alors

==}

S fara) (TN O<0-2) S r@yrf(Sa) =9,
2 i=1

Lsgie fumn PR

Les résultats (A) et (V) contiennent les inégalités & peu prés de méme
forme, mais les conditions sous lesquelles ces inégalités sont valables sont
incomparables (on peut dire méme: disparates). En outre, le résultat (A) et le
résultat (D) plus général sont déduits des identités correspondantes, et cela
pour tout n et k, tandis que (V) est démontré d’abord pour n=3 et étendu
ensuite, par induction mathématique, 3 tout n>=3.
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108 P. M. Vasi¢ — D. D. Adamovi¢

Inspirés par tous les faits précédents, nous avons obtenu le théoréme
suivant de caractére assez général, lequel, entre autre, met en évidence (partiel-
lement au moins), la siructure logique et la connexion mutuelle des résultats
(H), (A), (D), [3], (V) et rend possible une démonstration de (D) différente
de celle exposée dans [2] et [1]. 1l faut noter, cependant, que ce théoreme ne
contient pas (et ne fournit pas de moyen pour obtenir) les conditions
nécessaires et suffisantes pour que Uinégalité en question devienne égalité,
lesquelles sont formulées et démontrées pour chacun des cas (A), (D) et (V),
dans les travaux correspondants [2], [1] et [4], d’'une maniére particuliére.

1. Théoréme. Soient: D un demi groupe additif et commutatif a
lélément neutre O, ECCD un ensemble aux propriétés:

a) O0E€E;

B) (aigg(l‘ml, ey h‘) /\za,;GE)b Za’iVGE (1<51<‘ . .<im€n)
=1

vl

et G un groupe additif, commutatif et totalement ordomné (le dernier signifie
que G est muni d’une relation d’ordre total < avec la propriéié

(a, b€ G ha<b) = ate<bto).

Pour une fonction f: E—>G désignons par {Cy ;) la condition

Sla - vay)+ ( )(k«—-l)f(f»

Teliy< s o <lein

(i) S r@ (170 s(3a)

(aiEE(lé\ign), ZaiEE)

Alors les deux implications suivantes sont valables:

) (G 2 (Cap) Q<kSn—1; n23),

(2) non(Cs,) = non(Cpp) R<k<n—1; n=3).
Autrement dit, toutes les conditions

3 (Cg)  (@2sksing n23)

sont remplies si et seulement si une quelconque d’entr’el!es est remplie; ou bien:
chacune des conditions (3) est équivalente & toute autre de ces conditions.

~ Avant de passer & la démonstration, notons que I'on peut considérer
P'implication (1) comme ["énoncé du fait que la ,,solution générales du ;,systéme
infini d’inégalités fonctionnelles (3) est donnée (déterminée) par linégalité
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Sur un systéme infini d’inégalités fonctionnelles 109

(C;,), dans le sens que la fonction f (:E—G) est une solution du systéme (3)
si et seulement si f satisfait & (C; ).

Démonstration. On peut supposer que
4) f(0)=0.
En effet, supposons que I'on ait déja démontré le théoréme sous I’hypo-

thése (4) et appliquons-le & la fonction f(x)—f(0). Etant donné que
Pinégalité dans (C, ;) devient alors

f@ 4+ +aik)~(2)f<0)

i< - <igsin

ST e 0 B T e L
et que l'on a

(-

Z i) (n—ml)(nﬁ—l“k) (k:i)%
( ) LEAICS]
1)(k-~1>,

il en résulte immédiatement le cas général du théoréme.

Supposons donc, sous hypothése (4), la condition (C;,) remplie. Avant
de démontrer, par induction, que 'on a alors (3), nous allons prouver, de la
méme mani¢re, les cas particuliers suivants: (C,,) (n223) et (Cp ) (1223),
¢’est-a-dire que Pon a

S S fla+a)<e—2) 2; fa)+ f(ﬁZl ai)

H
(aiEE (=1,...,n), ZaiEE; n,>,3)

=1

et

©) 3 St )< zf(aa (n— 2)f(§az>

e \lﬁ__ =

(aiEE (=1,...,n, S aCE; n;'s)_

i=1
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110 P. M. Vasi¢ — D. D. Adamovié

Pour n=3 chacune des assertion (5) et (6) se réduit a (C,,) et est donc
vraie, selon 'hypothése. Supposons la proposition {5) vraie pour un nombre
naturel #(>=3) et soit

n+1
N &€E (i=1,...,n+1), 3 ¢€E.

i==1

En applicant (5) aux éléments

& a (i=1,...,n—1), a,+a,.,,
on obtient
n—1
® > flagtap+ > flag+ay+ayyy)
f==1

Isgi<jsin—1

n—1 741
<(n—2) [}j f(@)+f(an+ aw)]ﬂ’( 2 “i)
i=1

i=1

et en applicant (C;,) aux éléments a;, a, €t a,.,, pour tout i=1,...,n—1
a part, on obtient

— @+ ap +ap )< —f(a;+ @) —f (@ + Ay )
[y +apy ) (@) 4 f (@) +fdniy) @=1...,n=1,

ou bien, apreés addition,

(10) —'S' f@+ iy + @y )< —'S L@+ an) +1 (@ i D —(1—1) £ @y + Gns)
f=1 i=1

ne—

1
+ z f(ai) + (”— I) £f(an) +f(a¢z+1)]-
i=1
L’addition des inégalités (9) et (10) donne

S S@ta)t’S (@t an) + /@t an )+ @t an)

Il i< jsin—1

n—1

<(n—1)[2

i==1

nt1
F@) + (@) +f(an+,)]+f( S ai) ,
Qs ]

c’est-a-dire

n+1 a1
S f@ra)<ie+D—2'3 f(ai)+f(>; a)
im=l

I<i<j<ntl i=1

ce qui achéve la démonstration inductive de (5).
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Supposons maintenant l’assertion (6) vraie pour n(=>3) et que ’on ait
de nouveau (7). L’application de (6) aux éléments (8) donne

n—1 o om=2 n—1
(1) f(z ai>+f<z ai+an+an+1)+ . +f(z ai+an+an+1>
=1 i=1 =2
n--1 n+1
< zf<ai)+f(an+an+1>+(n—2)f(z ai)
i=1 i=1
et I'application de (C;,) aux éléments
n—1
Z a;, Ay et ayy,
i=1
conduit a
n n—1
(12) f(Z ai)+f(2 ai+an+1>+f(an+an+1)
i=1 i=1
n—1 n+1
< ( S ai)+f(an) +f(an+l>+f( S a)
i=1 i=1

On obtient par addition de (11) et (12)

n+1 n+1
S f@retay< Zf(az-)+[(n+1)—2]f<z a)
I<liy<<- - <1"<n+1 i=1 =1

1
ce qui termine la démonstration inductive de (6).

L’assertion (C, ) pour n=3 (et k=2, la seule possibilit¢ pour k) est
vraie, d’aprés I’hypothése. Supposons (C, ) vrai avec le premier indice variant

jusqu’au nombre naturel n(z>3). En supposant (7), I'application de (C, ;) aux
éléments (8), avec 2<Ck<<n—1, donne (aprés multiplication par k—1)

(13) (k—l) Z f(ai‘+ .. +aik)
1:§1i1<. . .<ikg,,A1
+(k—1) Z f(ail 4. e +aikﬁ1 +an+an+l)
b <o e <y min—1

e {(Z—?)[z fla)+ f(an+an+1)]+("~2> 7(S e}

k—2 =
L’application de (6) aux k-+1 éléments @i 5o Gy Ay, Qpyy et I’addition
de toutes ces inégalités donne
(14) —(k—1) S f@ b e tata)

1«§:i1< ce <ik71<,§n—-1
+ > > fla; + - +ay)
1<ffi1<' -~<ik71f::na1 1< ‘<jk,
jl,...,jkE[il ..... ik , n, n+4-1}

< S V@) @)

, 1
M= B

N (Z :11) L @) +f (@ )
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112 P. M. Vasi¢ — D. D. Adamovi¢

En ajoutant (14) a (13), on obtient

(15) (k—1) > fla + -+ +ay)
1<i1<~~<ik<n—1
+ S S f@ + - +ap);
Tip<e s <y <in—1 <o <y,
Jiseees RS USRI S, A A2

_ n—1 _
<w-n (173 5 f@ ] }) [/ @) +f @n )]
- i=1 -

+ > l[f(ail)+ R A C RN

< i e i < n—
1<iij< <y =n

=) (L) @ o+ =D ()7 (S ).

i=1

En ajoutant a (15) toutes les inégalités de méme type ou le rdle des
¢léments a, et a,., est joué par toutes les autres paires des éléments g
(i=1,...,n+1), on obtient

(16) 4 S fa+ray)

<< - - <iy<nt1

n+1 n+1 _
<B, if(a¢)+Cn’f(§ai)+(k—l)(Z f) S St
i=1 i=1 — 1/ 1<i<ij<n+

on va donner les expressions pour 4,, B, et C,".

On a, d’aprés (5) appliqué aux éléments aq; (i=1, ..., n+1),
n—2
(17) 6=0(7%) 3 sara
k—1/ 1<iGEn

<=0 (M N0’ r@rae—n (i) (3 a)

i=1

L’addition de (16) et (17) donne

n+1 n+1
s 4, > f(ail+---+a,k)<B,.zf(ai)+cnf( ai)-
i=1 1

1<i)< - -<ik<n+1

i=

Ici on a:
I Rt Iy
_(n+n k! (n—1> [(k—l)+(k+1)k_]
2 m+Dn...n—k+2) \ k n—k

=%(n—k+ 1) (nk—n+2k),
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Sur un systéme infini d’inégalités fonctionnelles 113

19) Bn=B,,’+(k~—-I)(Z:?) (n—1)

S e
+(k—1) (Zi"j) (n—1)

n—1
k—1

,_(”'I“l)fi I (n—

i

1
08— I)[(k—-»l)(n——k)+k+l]+(

) (k—1)(n—k)

1 /n—1
. (k-.z){("_“ 1) (tk—n+ 2k —2) +n (k+1)]

1 /n—1
: (k——l)(n k-+1) (nk—n + 2K)

n—1
mn A ,
(kml) "

@20)  Cp=Cy +(k—1) (zj)

~ (k1) [(" S (s )]

S(nml)[(n‘{- Dn t—1) n—k+1 +(n-—k+ D (n—k) ]

k-2 2 71— 1 n_l
_(r—1\ =—k+1) (n—1) (nk—n +2k)

(k—z) 2(n—1)
=(”“1}A,,.

k—2

Draprés (19), (20) et le fait que dans un groupe totalement ordonné
mas<mb = a<b {(m nombre naturel),

P'inégalité (18) devient

f(ai, e aik)<((n Zl);‘z) :;i:f(di) + ((n 2-1—)52) f(jgll ai)

Q<k<n—1).

1<i<- -<ikf~:,n+1

Tenant compte de (6), on a ainsi démoniré la validité de (C, ;) pour le
nombre n+1 au lieu de », ce qui achéve la démonstration inductive de (3),
c’est-3-dire la démonstration de (1).

8 Publications de I'Institut Mathematique
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114 P. M. Vasi¢ — D. D Adamovié

L’assertion (2) est évidemment équivalente & P'assertion que la validité
de (Cyx) pour un n (=>3) et un k (2<<k<{m) déterminés entraine (C;,). Or, il
suffit de poser dans l'inégalité (C, ;) a,=- - - =a,=0 pour qu'elle se réduise
a (Gy,), ce quon vérifie aisément (tenant compte de (4)).

Ainsi, notre théoréme est complétement démontré.
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252. ~ MONOTONY AND THE BEST POSSIBLE BOUNDS
‘ OF SOME SEQUENCES OF SUMS*

Dusan D. Adamovi¢ and Milan R. Taskovi¢

0. Prof. D. S. Mrtrinovi¢ has proposed in [1] the following problem:
“Determine some sharp enough bounds of

1 1 1

+ R (n=1,2, ...),
pn+l pn+2 gn+1

where p and q are fixed natural numbers, and if possible, the best ones.”’

By using CaucHY-SCHWARZ’s and SCHWEIZER’s inequalities, A. Luras, in his solution
of this problem [2], gives for the expression

def qn+1

¢y Su (P, @) = Z — (p < q; p, q, n natural numbers)
k=pn+1 k ‘ EER .
the following estimate
B def (g—p)n+1 g—p)n+1](g+p)n+2]def
2 La(p,q) =2 ————— < Sn(p, 9 < = Lu (P,
2 La(p, @) @ipynt2 n (P, q) TniD@ntl) n (P, 9)

(p < gq; p, q, n natural numbers),
which follows from his more general estimate

t st ot

3 _—< < — s, ¢ natural numbers),
) A(s,s+1) k=§s:+1 k H(s,s+1) ( )
where A4 (a, b) and H (a, b) denote arithmetic and harmonic means of numbers a and b

respectively.

In Lupras’ solution the question of the best possible bounds was not treated. In fact,
in the case when the bounds depend of p, ¢ and n, as in Lupas’ estimate, the problem of
the best possible bounds does not have a real meaning, because the unique solution for the

bounds (for both of them) is the expression S» (p, q).

On the other hand, if S (p, g) is regarded as a sequence determined by parameters.

p and g, and the bounds are given as the functions of p and ¢ only, the mentioned question
has a non trivial meaning and is without any ambiguity: the lower bound B (p, q) and the

upper bound B (p, q) are the best possible if and only if the following conditions hold:
B (p, 4)= Inf Sa (2, 9), B (p, 9)= Sup Sx (p, ).
nz= )

nz=

* Presented January. 25,.1969 by D. S. Mitrinovic.
41
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42 D. D. Adamovi¢ and M. R. Taskovié

1. The best possible bounds of the sum (2), in the previous sense, for
all natural numbers p and ¢ (with p<{q), save for a fixed set of pairs, are
given in Proposmon 2 Paralelly w1th sums (1), we also considered the

following sums
def gn

@ ()= S

1
— (p<gq; p, q, n natural numbers).
k=pn+1 k : :

The best possible bounds 3 (p, q) and B (p, q) of sums (4), and in the same
sense, gives Proposition 1.

In Propositions 1 and 2 the monotony of sequences o, (p, q) and S, (p, g)
is examined too. This monotony is applied in the determlnatlon of the best

possible bounds, and is interesting by itself.

We note that a solution of this problem of Prof. D. S. MITRINOVIC,
given by us in [2], contains an error that we have made carrying over the result
obtained for S, (p, p+ 1) to all sequences of sums (1).

Proposition 1. For any fixed natural numbers p_‘ and q (>p), the sequence
o, (p, q) is strictly increasing, in symbols:

(5) @t (=1,2...).

Therefore,

def o “ ldef ’
B, ) =0,(P> 9) < 0,(P, q )<ln; BP9

(p’< q; P> q natural numbers; n=1,2, ...),

and these bounds are the best - possible for any two flxed natural numbers
p and q (>p).

Proof. For p<Cq, we have

on (s D=3 o (s, 5+ 1).

S=p

Hence,.  to prove (5), it suffices to prove that for p= I, 2, ...

© , o (p,p+1) + (n=1,2,..),
i.e. © L def e ) - ‘ .
a, (P) = O'nﬂ.(ps P+ 1)—0n(p,p+1)>0 . (n’ p=1, 2’ . )
Since ‘ , o - ,
n+ 1. 1 1 k
n Pn+P+k pn+k n(pn+p+k)(pn+k) ’
or

1 <n—l—l .1
pn+k n pn+p+k’
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Monotony and the best possible bounds of some sequences of sums 43

we get |
(D @+ ] (r+Dn 1 1 (»+Dn ] G+)@E+D |
ay (p) = z — ——=~——-————-———( —_ _m)
kepiDr1 kK kpmir K o p(mA DD it K kparne k
1 n 1z 1 '
—Pn‘*ﬁ_(kgllm*‘k k=1pn+p+k+ 1)
S p+1
Copntp+l S (pntk) (pn+p+k+1)
S 1 _n+1 2 p+1
pn+p+1 n &y (pn+p+ky(pn+p+k+1)
1 @e+Hh+D L 1 1
_P’-’+P+1 n K= 1<Pn+p+k pn+p+k+1>
_ 1 _(n+1)(p+1)_ ‘ n _0
pn+p+1 n . (pn+p+1D)(pn+p+n+1)
for p,n=1, 2,

The second part of the proposition follows immediately from the first one
and from the fact that

lim o, (p, q)=1n—q—.

n—- oo p
Proposition 2. Let p ‘and‘ q (>p) be two fixed natural numbers.

1° If q<-§—p,1not being p=2a+1, g=5a+f(e=2,3,...; =12

(e_specially, if q<15l p) , then

Sp(p,g) § n=1,2,...). _
In thzs case :

B(p,q)—ln;<S w (P, 9)<S1(p, =B (p, 9 n=1,2,..)),

with the best possible bounds.
2° If g>3p, then

In this case ‘
B(p, 9)=5:(p, 9)<Sn (P, q)<1n§=§(p, 9 (n=1,2,..)

with the best possible bounds again.

3° For all other values of p and q (>Dp), the sequence S, (p, q) is strictly
decreasing for n large enough.

S.(p,9) + (n=1,2,..)).

Proof. To prove the parts of 1° and 2° concérning monotony, we use
the following
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44 D. D. Adamovi¢ and M. R. Taskovié¢

Lemma. For each fixed natural number n, the expression
‘ def
Bu (P> @) = Sni1 (P, D—Sn (Ps )

is a strictly'increasing function of q and a strictly decreasing function of p.

) bu(D )= D —— D —=Va\4)tUnipJ
k=gn+2 k k=pn+1 k o

and

q@n+1) 1 1 1
Vo (@)=

S o
k=am+l K qmn+1)+1 gn+1

1 1
gn+1)+1 gn+1

=0y (n, n+ 1)+

So, in virtue of (6) and using

1 1 17 »n n+1
[x(n+ D+ l_fxn—|~ 1] ﬁ(xn +1)2 [x(mn+1)+ 12
| B _ n(n+DHx—1 ‘
G+ 12 [x(n+ D2+ 1P

(x>1),

we find that‘ Vu (@) is a étrictly ihéreasihg fanction of g. On the othﬂerv hand,

and again by (6), D 1
pn .

O (P)=— > —=—0p(n n+l)
o =pn+1 k
is a strictly decreasing function of p, whict proves Lemma.
Now, we continue .with the proof of Proposition 2. By (7), .

1 1 1 1
8 n 1, 3 - - .
® P ) 3n+2+3n+3+3n+4 n+1 v
_ 6@+ - 2 2°9(m+12—(3n+2)(3n+4)
(Bn+2)(3n+4) 3(m+1) 3  @Br+2)GBn+dH@+1)

. >0 n=1,2, ...).
3 Bn+2)Br+4)(n+1) . o ,

After some calculation, we find
4
©) B, (2, 5)= — 625‘7 +1625n24+3550n2+604n+ 72 <
_ C10(5n+1)(5n+2)(5n+3)(Sn+4) (5n+6) (n+1)
(n=1,2, ...). |

By (8) and (9),
- Sa(1,3) 4, Sa(2,5 | (r=1,2,...)
and this implies, for each p=1,2, ...,

(10)  Su(p, 3p)=Sup(1, 3) Y Sa(p,5P)=Ssp(2,5) { (n=1,2, ...).
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Monotony and the best possible bounds of some sequences of sums 45

By (10) and Lemma, for g > 3p we have
.Bn(P:CI)>5n(P, 3P)>0 (n=1, 2, ...).

Let p<g< —;p. If p=1, g must be equal to 2, and the first part of 1°

is valid in this case, being

a1, ) D

<0 n=1,2, ...).
2n+2 Zn+3 n+1 2n+3 2n+2

If p=2a (a natural number), then g < —;—-2a=5a, and by Lemma and (10),

Bn(p, @) < Prna, 5a)<0 n=1,2, ...).
If p=2a+1 (a natural number) and g# 5a+1, ¢ # Sa+ 2, then the inequality
g > 5a+ 3 is impossible, for it would imply ‘
5 5 5 5 1 5 5
=({g——pl+—p>{5¢+3——La+D|+—p=—"t+—p>-—p;
q(q 2p) 57 [ 2( )] S PT PP

hence, ¢ < 5a, i.e. by Lemma,
Bu(p, @) < Pn(2a+1,50) <fp (20, 50) <0 (n=1,2, ...).

Finally, if p=2-1+1=3 and g=5-1+2=7, then, following a somewhet
longer calculation, the expression 8, (p, ) can be reduced to the form of a rational
function of »n having all coefficients of numerator negative and all those of
denominator positive, which means that

Ba(3,6)<Ba(3, N<O0  (n=1,2,...).
So, we have proved both first statements under 1° and 2°.

The last two statements in 1° and 2° follow from the first ones and the
fact that for p<g : : :

n-—»r o

lim S, (p, q)—ln——
P

Let the numbers p and ¢, w1th p<q<3p, be fixed. For n > 2, we have

1
" Z +k k=1pn+k
9l 1 ky=1. 2 1 k\~!
= —(1+—) —Z——<1+—>
k=24n qn Ck=1pn pn
Casl |

+1 . . , :
S ko (-3 Hi-kio(1)]
k—2qn | qn n2 k=1pn pn nz

| (o tp DL sk 1) Lo )

A q p/n \p*ky q2k=1_ n2 n3
—3 1' ,

- —~—p-——+0(1)<0
2pq n? n3

for n large enough. This proves 3°.
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2. One of the advantages of the bounds
B(p. 9> B(p.9), B(p,q) and B(p, 9,

that we have obtained in this paper, is that they do not depend on n and that
they are the best possible in the sense given in 0, although for some values
of p, q and/n, one of both of the corresponding bounds of Luras [2] £, (p, q),

L. (P> 9), Ln(p, q) and L, (p, q9) might be sharper, and ours bemg sharper for
other values of p, ¢ and n. Namely, we have

Proposition 3. With already .introduced symbols:
1° For n large enough: _
B(p, D<Lu(p, 9> f P<q;
B(p, )<Ly (p; 9 if 4>3p; .
- La(p, )<B(p, 9), ifp<q<?p,
and not being - - - '
p=2a+1, g=5a+f (a=2,3,...; f=1,2).
Here the lower bound for n depends on p and q.
2° La(p, 3)<B(p, 3p), B(p, 3)<La(p,3p) (pn=1,2,..).
3° There are values for p, q and n far which ,
B, D<La (P D> B(P, O)>La(P: ©)s B(P, )<Ln(p: 9),

B(p, 9)>Ly (P q)-
Namely:

3°.1. fB(p, q)<£ (p, q) Jor n large enough if p<q<p+2 (the lower
bound for n depends on p and q9;

3°.2. B(1,2)>2L,(,2) (n—l 2, 3), CB(I 3)>2£,(1, 3) (n—l 2)

3°.3. B3, 5)<L;(3,5);

3°4. ifm (=1, 2,...) is fixed, then for p large enough
B(p,,p+m)>L,,,(p, p+m),

provided n is large enough (the lower bound forv p depends on. m and the lower
bound for n on m.and p); ln special cases:

B(p,p—|—1)>L (p,p+ 1) for each p with n large enough
B(p,;p+2)>L,, (P, Pp+2) forf'p———Z, 3, ... with n large enough.
Proof. According to the LUPAS’ estimate (3), the corfesponding bounds

for the sum o, (p, q) are

(g—p)n - (@—p)[(g+p)n+1]
11 7 (Ds = d 2,(p, 9= : .
an L. 9 Gimntl and £, (p, )=~ 2a(pis D)
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Monotony and the best possible bounds of some sequences of sums 47

By (2) and (11), for p<<g we have

L= - : 22 ] -1
lim 2, (p, q)=11an(p,q)=q ',\p :__[i__<_f]_> ]’

n."—;w n—-o0 2qp 2 p p
(12) I S |
| th(p,q) 2.97P_ 5.2
) n—>c q-+Dp .i+1
p

Statement 1°, according to the corresponding parts of Propositions 1 and 2,
follows from (12) and this double inequality

P NS (t—i> (t>1),
t+1 - 2\t
which can easily be proved in the usual manner.
Further, for p, n=1, 2, ..., we have:
2 3 1. 1 1
Lp3p=2-222t D1, 1,1
- 4pn+ 2 12 2 3 4

=S, (1, 3)<S, (1, 3)=35,(p, 3p)=B(p, 3p);

B(p,3p)=1In 3<—8—=L1(1, 3)<Lpn(1, 3)=L,(p, 3p),

since:

9
3 g >8 3:>1n3<?,_

9 1 .‘
T e e <1+;> 2,7-9_ 24,3 24

(2pn+1)2
(pn+1)Bpn + 1)

Lo (p, 39)=Lpa(l, 3) =

[ (2x+1)2 ]’Z 2x(2x+1) -0 (x=0).
x+1D)@x+1)] (x+1)2Bx+1)2

So we have proved statement 2°.
From p<g=<p+2 it follows

1 2
___.é____
I g+p
and so, by Proposition 1 and (11),
1 1 —
B(p; @) =0,(p, ) =——+ - —é——
- p+1 g p+1

=2U=P) _ iy 2, 9.

which proves 3°.1. ’
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48 D. D. Adamovié and M R. Taskovié

Since

> 5 1<5)2 1(5)3'3_13+25+125
T8 128 1024

) = .=
e<1+8+2 8+6 3

<-1—3+—1—+~1—=—7~+—1—<2 = 1n2>—5—,
g8 5 8 4 5 8

3n+1 r, ﬁn( 3)= dn+1

£a(l, D)= 4(n+1) (n+

tm=1,2,...),
we get A
?&Ln=m2>%:2th g(lm (n=1,2, 3),

B(1,3)=mn3>1=2,(1, 3) > £, (1, 3) (n=1, 2)
and inequalities 3°.2 are so proved.

3°. 3. follows from: .
5 3

B3,5=1n——-, L 3,5=—_3

B(3, 5) 3 L,(3,5) p

e% 1+3+—1——?— §2 5v:>lni<-3—
AT E T3 357507 3 3 =5

If m(=1,2,...) is fixed, then for p>m
p+m=(1 +ﬁ)p<2p
, , . D.
and so (Proposition:2 and (2))

— 1 1
B(p,p+m=S,(p,p+tm=——+ -+ + ———
“Tptl prmil

mil - m+1 _rﬁ(2p+m)+m(2p+m)
p+m+1l p+m+1- 2p(p+m) 2p(p+m)

_2p*—pm?—m? (m+ 1)+m (2p+m)‘> m-(2p+m)
2p(p+m+1)(m+p) 2p(p+m) 2p(p+m)
= lim L, (p, p+m)

D —>
for p large enough. This 1mmed1ately 1mp11es the general statement in 3°.4.
In special cases: :

— 1 2p+3 2p+1 1
B(p,p+1)= + = P _ Pt + 2+
- p+l p+2 (p+1)(p+2) 2p(p+1) 2p(p+1)
2(p2—1)+p

= lim L, (p,p+1)
2p(p+1)(p+2) oo

> lim L, (p, p+ 1) (p=1, 2, ...),

" n—r oo
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1 N 1 __2(p+1)+2(p+1)
p+l p+2 p+3 p@+2) pp+2)
p*—3

B(p,p+2)=

= + lim L, (p, p+2)
PP+ (P+2) (p+3) row

> limL,(p, p+2) (»p=2,3,...),

n-— oo

which proves last two statements in 3°. 4.

3. Some remarks

3.1. Proposition 2 does not solve the problem of monotony and the best
possible bounds of the sequence S, (p, q¢) (n=1, 2, ...) for arbitrary fixed p
and ¢, since the cases when
(13) —§—p<q<3p,_ or p=2a+1, g=5a+p (@=2,3,...; =1, 2)

remain open.

Nevertheless, in virtue of statement 3° of Proposition 2, as well as

in virtue of some examined special cases, we conjecture that also in the cases
(13) sequence (1) is strlctly decreasing and so has the best possible bounds

B(p, q)=ln; and  B(p, g)=5S,(p, 9)-

3.2. The bounds of ¢, (p, q) and S, (p, 9) (r<g; n=1,2, ...) which
do not depend on » and which do not 1nvolve comphcated express1ons, but not
being, of course, all the best possible, can be determined in the following way.
For p<q, n=1,2,...:

gn+1 ’
= 5 Lo [ H_prtl_y ﬂ_]>1n1i_l_.
A k=pn+1 k t pn+1 p p(pn+1) +1°
pn+-1
o (D, q)<f—= nZL;
p
w1 Ta 2
qn t n+
Sa(: D= > — ~1n?
k=pn+lk t pn+1
' pn+1
) >InL (g<2p)
=ln[i+___p;q_:| ? '
Pt Dl g a2 (¢>2p);
+1
n-1
’ dt gn+1 g 1 g+1
Sn(P,Q)<f—=1n =ln<——+ )<1n .
ot pn p pn p

pn

4 Publikacije
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50 D. D. Adamovié¢ and M. R. Taskovié

Therefore, for p<g and n=1, 2, ...,

1
(14 lng—+—<an(p, q)<1n-q—;
p+1 p
1 min {In =—, In=—-}<S,(p, )<In .
(15 inlm 4 1 g+2 S ) 1q+1
: p p+1 p

Of all these bounds, the best possible ones are the upper bound in (14) and
the lower bound in (15) when g<2p.

Note that from (14) and (15), and according to

n—- oo n—> oo

lim o, (p, g) = lim S, (p, q)=1n—;’— (P<4q),

it follows that In-L is the best possible lower bound of the sequence o, (p, q)

p
for p<g and of the sequence S, (p, g¢) for p<q<2p. This does not depend
on the results previously obtained.

3.3. Finally, we remark that S. BARNARD and J. M. CHILD in [3] have
given the bounds —;— and %— for S,(3,5) (n=1,2,...). Both of them are

weaker than the bounds given in Proposition 2, which follows from the fact
that the bounds found in this paper are the best possible, and this can be
directly verified:

2
e<2,77<—2—5=<—§—) = Lem2oBa, ),
9 \3 2 3 -

- 1 1 1
BG, 5)=5,0, )=t op =202
4 5 6 60 60 3
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LIMIT POINTS OF SEQUENCES IN METRIC SPACES

M. D. A%1¢ anp D. D. Apamovié, University of Belgrade, Yugoslavia
The aim of this paper is to geneialize both statements of the following
theorem [1]:

THEOREM A. Let C(E) be the set of limit points of the bounded complex sequence
£. Then C(£) is connected if and only if there exists a subsequence 1= (ya) of & such
that C(n) = C(§) and ynr1—y»—0 (n— ).
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614 M. D. ASi¢ AND D. D. ADAMOVIE [June-July

The “if part” of this theorem is due to H. G. Barone [2], and the “only if
part” to Paul Schaeffer [1].
A generalization of the first statement is

TueorREM 1. Let X be a compact metric space, £ = (x,) a.seguence of its points,
and C(§) the set of limit points of £. Assume /

(1) lim d(®n, %ny1) = O.

n—rom

Then C(&) is a connected set.

Proof. Suppose that C(£) is not connected, i.e., that
2 CEH=4A4UB and ANB =,
with 4 and B nonempty closed sets. Put
(3) e = Inf{d(t, u):t € 4, u € B}.

Since the space X is compact, there exist a & A4 and b& B such thatd(a, b) =e.
In view of the second condition of (2), we have ¢>0.

The sets )
(4) 0.= U K(t,¢/3) and 0, = U K(t,¢/3),

ted teB

where K (¢, 0) is the open sphere whose center is t& X and radius is §, are then
disjoint. Owing to the compactness of X, the set O,\/O; contains all members of
the sequence £ with large enough indices. This last fact together with (1) implies
~ that there is a natural number 7, such that

(5) Xn E 01 V) 02 (n g no)
and
(6) d(Zn, Xny1) < €/3 (n = no).

Since A and B are nonempty sets of limit points of the sequence £, upon taking
into account (4) and (5), we see there exists a natural number m = n,, such that
*m&E 01 and Xpm1 € O:, and so there exist tEA and 4 EB, such that

@) d(t, xm) < €/3, d(u, xny1) < €/3.
Then, by (6) and (7),
d(t7 u) é d(t) xm) + d(xm; xm+1) + d(xm+1; u) < €,

which contradicts the choice of ¢, and thus proves the theorem.

For the proof of our second theorem, which generalizes the second statement
of Theorem A, we shall need the following lemma (see [3], pp. 169-170, T, (a),
where the supposition of compactness of X is not necessary).
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LeMuMA. Let E be a connected part of a metric space. Then for any two elements
t and u of E and for every ¢>0 there 1s a finite number of elements ty, ty, - - -, b of
E, such that to=t, =u and d(t,_1, t,)<e (=1, - - -, k).

TraEOREM 2. Let X be a metric space and &= (x,) a sequence of ils points, for
which C(£) 1s non-empty and connected. Then there exists a subsequence n= (y.) of
the sequence & with the properties limy.o d(Yn, Yni1) =0 and C(n) = C(§).

Proof. For each §>0, there exists an (at most) countable cover Z of the
set C(£) which consists of spheres of diameter § whose intersections with C(§) are
not empty. Namely, £ can be formed from all those spheres with centers in
%a (n=1,2,3, - - -)and with diameter & which have nonempty intersections with
C(§). If Z, denotes such a collection of spheres for é=v-1 (v=1,2,3, - - - ), the
collection of spheres Zo=U,~; 2, is countable, so that we can write Z,
= {Kl, K, K, - - - } Besides, for each ¢ in C(€) there exists a sphere from 2,

with an arbitrary small diameter which contains ¢. Let t,EK.NC(E) (1=1, 2, -

3, - + ). According to the lemma, there exist positive integers 1 =k, <k, < - - -
<k;< + - and points u,&C(¢) (=1, 2, 3, - - - ) such that

Ug, = tg(i = 1, 2, 3, e ); d(u,._l, u,.) < ’I:_l(ki__], <mnz= ki; 1= 2, 3, e )

It is clear that
(8) im d(tta, tny1) = O.

n—w
Furthermore, let p; be the smallest positive integer such that x,EK;
and d(x,, #1) <1; if the natural numbers p, (=1, - - -, n—1) are determined,
then let p, be the smallest natural number with the properties:

Pn > Proy; d(%p,, tn) < n7t; if n = k4 then x,, € K.

According to the construction of the sequence (%,), an infinite and strictly mono-
tonic sequence of natural numbers (p.) has been defined by the above procedure.
The sequence = (y.), where y,.=x, (n=1,2, 3, - - - ), has, therefore, members
with arbitrary large indices in each sphere K; (i=1, 2, 3, - - - ). Therefore,
C(n) D C(%), and since the opposite inclusion clearly holds, we have C(y) = C(§).
On the other hand, according to (8),

d(y'ln yﬂ+1) = d(xpm xpn+l) = d<xpyn Un) + d(tn, Yny1) + A(tnyy, xﬂn+1)
< w7t 4 d(tp, tny1) + (0 1)1 —0 (n— ).

A few additional remarks concerning Theorem 1.

1. Compactness of the space X cannot be simply omitted from Theorem 1.
This can be proved by choosing a suitable sequence £ in the two-dimensional
Euclidean space X = R? (for example, such that C(£) be the union of a curve and
its asymptote).

2. On the other hand, compactness of the space X is not necessary for the
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holding of the implication

(9) lim d(%n, 2ny1) = 0=>C(£) is a connected set,

7—>00

which is proved by the example of the one-dimensional Euclidean space X =R.

3. Another example for the same statement is a metric space X with a non-
denumerable amount of points in which d(x, y) =1 (x7y).

4. In view of the above, we can raise the question of replacing the compact-
ness of X in Theorem 1 by a weaker condition. Such a condition certainly could
not be Z-compactness (the property of a space to be represented as a denu-
merable union of compact parts). Moreover, according to Remarks 1 and 3,
Z-compactness of the space X is neither a necessary nor sufficient condition for
implication (9) to hold.
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(Communiqué le 26. Juin 1970.)

0. Dans cette Note, on va déterminer la solution générale de chacune
des équations fonctionnelles suivantes:

Q) F(fx+9)=f@+£(),
2 f+n=f(fx)+£(f()),

ol, dans les deux cas, la fonciion inconnue f peut étre réelle (f:R— R;
R ensemble des nombres réels), ou complexe (f:C— C; C ensemble des nom-
bres complexes).

Cette détermination sera fondée sur lé résultat auxiliaire suivant.

Lemme 1. La solution générale du systéme d’équations fonctionnelles

{g(X+y)=g(x)+g(yL
glg(x)=gx)

est donnée par

3) (g:R—>R, oug:C—>0)

=X, XEH,, (H base d’Hamel de R, ou de C, dé-
c %(H), xcH\H,, terminée; H, partie non vide de H ar-
@) g (EL H), x&HH, bitraire; j (H,) variéié linéaire sur
= Z «, 8 (h), x= 2 wh  Hy; o, (h € H) nombres rationnels).
hEH HEH
Dans la démonstration de ce lemme on va s’appuyer sur le

Lemme 2. La solution générale de I’équation fonctionnelle

®) g(g(x) =g () (g: E— E; E ensemble non vide donné)

peut étre exprimée par

g(x){zx’ sl

(F sous-ensemble non vide de E arbitraire).
€F, xCE\F

Pour sa démonstration, voir, par exemple, [1]. (Notons que les solutions
de (5) jouent des rdles importants dans diverses questions; un tel rdle est
mis en évidence dans [2].)

2%
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20 Dusan D. Adamovié

Démonstration du lemme 1. Soit g une solution de (3). Alors, d’aprés la
premiére équation (3) (équation de Cauchy), on a

6) g(x)= z o, g (h) (x= 2 «, b, ®, nombres rationnels),
hcH hcH

H étant une base d’Hamel de R, ou de C, déterminée, et les valeurs g(h)
(h€H) pouvant étre arbitraires. D’autre part, d’aprés le lemme 2, la seconde
équation (3) donne

=x, Xx&L, .
@ g

€L, x&RL, ou x&C\L,
avec L=g(R), ou L=g(C). Comme on sait, L est un sous-espace de I'espace
linéaire R, ou -C, sur le corps des nombres rationnels, et ’ensemble

(8) H,=LNH

est une base d’Hamel de L:L=_% (H,). On a donc f(x)=x(x<SH,) et, d’aprés
(M), g(EL (Hy) (xSH\H,).
On a établi ainsi que g doit satisfaire & (4), avec H, donné par (8).
D’autre part, si g satisfait 3 (4), avec H, arbitraire, alors on a (6),
et par suite g satisfait 3 la premiére équation (3). On a aussi, pour tout

xe_F(H)=L, c’est-a-dire pour x= Z ayh. ou les o, (k< H,) sont des nom-
hEH,

g)= 2, ag)= 2, a,h=x,
heHy h&Hy

et encore, pour x= Z o, h,
heH

g)= 2 o,8(WE F (Hy)=L;
hcH

bres rationnels,

donc, g satisfait & (7), et par conséquent, d’aprés le lemme 1, & la seconde
équation (3).
1. Notre résultat concernant I’équation (1) est exprimé par le
Théoréme 1. La solution générale de I'équation fonctionnelle (1) est donné par
©) F)=g(x)+2 (g une fonction décrite par (4); A

, un élément de g(R), ou de g(C))
g et \ étant arbitraires.

Démonstration. Soit f une solution de (1). On a aiors f(f(0)) =2£(0),
c’est-a-dire \

(10) f®=22
avec
A=f(0).
En posant y=0, on obtient de (1)
(11 FF@) =1+,

de maniére que (1) devient

SE+Y)+A=F(X)+1 (),

ou ,
(12) g(x+y)=gx)+g(»),
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avec
13 - g()=fx)-n

D’aprés (13) et (10), A=g () (Eg(R), ou <g(C))- Daprés (13), (12) et (11),
on a alors

g(g(®) =g (f/®-N)=g(f/®)-eM=F (/) -r-g ()
=(fM+N)-r-gM=(f®)-N) +1-2g@)
=g (x).
Donc, g est une solution de (3), de sorte que I'on a, d’aprés le lemme 1,
I’expression (9) pour f(x).
D’autre part, si f(x) est donné par (9), alors on a, d’aprés le lemme 1,
Fe+y)=g(gGx+y)+0) +1=g (g(x+)) +g M) +2
=g(x+»)+22=(g®)+N)+(g (N +»
=fX)+f(»);

donc, I’équation (1) est satisfaite, ce qui termine notre démonstration.

1.1. Corollaire du théoréme 1. Toutes les solutions continues de I’équation
(1) sont données par:

fX)=x+A (A constante réelle, ou complexe, arbitraire),
f(x)=0.
2. Notre résultat relatif 3 I’équation fonctionnelle (2) est contenu dans le

Théoréme 2. La solution générale de I’équation fonctionnelle (2) est don-
née par

(14) fx)=g(x) (g une fonction décrite par (4)),
g étant arbitraira.

Démonstration. Soit f une solution de (2). En posant .

w=r(0),
on obtient de (2) p=2f(w), ou

1
(15) f@=w

Par conséquent, pour y=0 (2) devient
(16) () =1
D’aprés (16), (2) prend la forme

S+ =f)+f (D) —w

c’est-3-dire la forme

(17 g(x+y)=gx)+g(»),
avec
(18) g(x)=f(x)—p.
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22 Dugan D. Adamovié

D’aprés (18), (17), (16) et (15), on a
g =g(f®-wW=g(f®)-g@W=F(fx)—pn—gw :
1@ =g @ = (f0) -0 g ()~

=g(x)~(f(u)—u)——;~u= g(x)—~(f(g) —%u)
=g (x).

Donc, g est une solution de (3), ce qui veut dire, en raison du lemme 1,
que g satisfait & (4). D’apres (18) et (15), on a
1

1
gW=fW-p=Fp—p=—®

il en résulte, d’aprés (17),

1 1 1
g(g(u))=g<~—2— u->= - Ew=w

et aussi

1
glew)=gw= -

par conséquent, w=0.
On a obtenu ainsi P'exprzassion (14) pour f(x).
D’autre part, on vérifie immédiatement, en s’appuyant sur le lemme 1,

que toute fonction f donnée par (14) satisfait & (2), ce qui achéve notre
démonstration.

2.1. Corollaire du théoréme 2. L’équation (2) n’a que deux solutions con-
tinues, données par f(x)=x et par f(x)=0.

2.2. Remarque. On voit, d’aprés le lemme 1 ei le théoréme 2, que
P’équation fonctionnelle (2) et le systéme (3) d’équations fonctionnelles sont
équivalents. ’
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0. Inspirés par la méthode au moyen de laquelle Pl. Kannappan et D.
Z. Pokovi¢ [1] ont résolu I’équation fonctio-différentielle

F &+ =" )W)+ )
<f:R—>R, R ensemble des nombres réels; f* (x):dif(x)),
X

nous nous proposons de donner ici la discussion compléte de ’équation
(1) A @+ + B (x+2) =af (SO + () S G) +ef () () +
+df () f) +of (xX)+Bf D) +yf(x)+3f(») +e,

ou A4, B, a, b, ¢, d, , B, vy, 8 et € sont des constantes réelles ou complexes
et la fonction f:R—R, ou f:R—C, ou f:C—C, est inconnue, la premiére
possibilité n’ayant lieu que lorsque les constantes sont réelles; ici C désigne
I’ensemble des nombres complexes.

Le cas ou toutes les constantes sont réelles et f:R—R sera appelé
cas réel dans la suite, et les cas ou f:R—C et f:C—C seront appelés premier
et second cas complexe, respeciivement.

1. Les solutions générales pour quelques cas particuliers de I’équation
(1) sont données par le

Théoréme 1. Dans les cas suivants:

2) A=a=b=c=d=a=B=0AB=y=3+#0;
def | ‘ 1
(1) M= [y (B—) +de]#0, -,
3=0 0 Y 1
(3) A=a=b=c=a=PB=y—-3=0ABd#0A 3.2) M:'I’
V
(3.3) M=0;
(4.1) B0,
4) a=b=c=d=A—a=A-B=B—-y=B-3=0NA#0A]! Vv
(4.2) B=0;
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10 Dusan D. Adamovié

5.1) P= L4 0, !
. = - + s T
) P=Zla-a e 20,
\%
(5)B=a=b=d=a—B=y=8=0AAc#0A (5.2)P——-%,
vV
(5.3) P=0;
6) B-wA=a-wc=d-wa=y—oo=a—-b=a—-pf=y—-8=
1
6.1) P#£0, —
(6.1) P~ 4
0 0 Y 1
=0Adaw#0A (62) P——,
4
vV
(6.3) P=0

toutes les solutions de I'équation (1) sont données respectivement par:
(2 bis) f(x)=Cx——;
B

. 1 1 1 -

(3.1 bis) f(x)=— (BD,~), f(x) =—(BD, ~), avec Dl,z=;(1 )/ 1-4M);
1

3.2 bis xX)=—(B-2¥);
( ) f(x) 3 d( Y)

. 1
(3.3 bis) f()=— (B =), f()= =3

(4.1 bis) f(x)=Cle‘_ﬁx+(Bx—A)C2—fB—;
(4.2 bis) f(x)=C1x2—-§x+Cz;
(5.1 bis) f(x)= L (4E,—0)x+C,
: | avecE,,2=%(lil/l——?_ﬁ);
f(xX)=—(4E,—a)x+C,
4
(5.2 bis) f(x)=51~(A—2a)x+C;
4
(5.3 bis) f(x)= —ix+~1—e“+C, f(x)=l(A—a)x+C, f@)=—2x+G
c cA c c

a

(6.1 bis) f(x)= Ce ¢ +-- (4E,— o), f(x)=Ce e ™ +-- (4E,— ;
a a
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(6.2 bis) f(x)=Ce ¢ ™ + - (A 2a);
2a

(6.3 bis) f(x)=Ce e™ 4+ A _rx_ %
a-+ci a

f(x)=(C+—f—x)e_%" —%, f(x)=Ce"c'"—%,

les constantes C, C,, C, et \ étant arbitraires (7\#0 dans (5.3 bis) et A#£ -4
c

dans (6.3 bis)) , réelles dans le cas réel et complexes dans les deux cas complexes.

Corollaire. S’il s’agit du cas réel, I'équation (1) n’a pas de solution dans

le cas (3) avec M >% et dans les cas (5) et (6) avec P>2-.

Démonstration. Nous allons considérer d’abord le cas réel et le premier
cas complexe.

Dans le cas (2), ’équation (1) se réduit a
SGAN=FO)+10)+

Or, on doit se limiter aux solutions partout différeniiables de cette équa-
tion-13, puisqu’on la considére comme cas particulier de (1). (On peut dire le
méme de chaque cas ou (1) se réduit & une équation qui ne contient pas de
dérivées). Donc, d’aprés les résultats connus concernant I’équation fonction-
nelle de Cauchy, dans ce cas toutes les solutions de (1) sont données par (2 bis).

Dans le cas (3), (1) devient
Bf(x+)=df () S+ 1 [f () +f W] +e,

ou

5 /AN = @ +x]- [ 0) +11+ o=y + By);

en y posant M=—;—;[7(B—'r)+ds] et

%) £ = [ () +1)
on obtient
() gx+y)=g(x)g(»)+ M.

Soit M+£0. Pour y =0, (8) devient g(x)[l — g (0)]= M. 1l en résulte d’abord
que 1—-g(0)#0 et ensuite que g(x)=D=const, ou D>~ D+M=0. On en
déduit, d’aprés (7), les assertions concernant les cas (3.1) et (3.2).

Soit M=0 (cas (3.3)). Alors (8) se réduit a
® T g+ =2g(®)e )
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12 Dusan D. Adamovié

On sait que dans le cas réel toutes les solutions mesurables de I’équation
fonctionnelle (9) sont données par

g(x)=0 ou g(x)=e*~ (A constante arbitraire).

M. Gherminescu a montré dans [2] que ce résultat peut s’étendre au premier
cas complexe. On en déduit, d’aprés (7), que dans le cas (3.3) toutes les solu-
tions de (1) sont données par (3.3 bis).

Dans les cas (4), (5) et (6) ’équation (1) peut étre écrite respectivement
sous les formes suivantes:

4" ) h(x+y)=h(x)+h()+s,

(5) k(e43) =k () k () + P (P=j41—2-[oc(A—oc)+cs]>,
(6" I(x+y)=I(x)-1(») + P,

avece

h(x)=Af" (x)+Bf (x),

(10) k() = % [ef” (%) + o,

1) =% &' () +af () + .

D’aprés (10), les fonctions A, k et [ sont mesurables sur R. Par consé-
quent, en appliquant d’abord nos remarques et considérations précédentes aux
résolutions des équations (4'), (5') et (6'), et en intégrant ensuite, dans chacun
des trois cas, les équations différentielles pour f que 1’on obtient d’apres (10),
on aboutit, pour chacun des cas a distinguer, a celles des représentations
(4.1 bis) — (6.3) des solutions de (1) qui lui correspondent.

Nous avons démontré ainsi toutes les assertions du théoréme concernant
le cas réel et le premier cas complexe. Dans le second cas complexe, toute
fonciion f satisfaisant 3 (1) est nécessairement analytique dans tout le plan
complexe, c’est-a-dire eniiére, et satisfait 4 (1) pour tout x et y réel; par con-
séquent, d’aprés les assertions du théoréme concer<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>