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Y BOI

1 VYBox

Kapakrepusanuja dynkuuja pacnogena (ewz. Characterization of Prob-
ability Distributions) cnaga y rpyily MaTeMaTHIKUX TEOpHja, YUjH PA3BOj U
JlaJbe Tpaje, Tj. W JaHaC je mpeJiMeT n3yJdaBamha MHOTHX Hay4dHuKa. [lojam Ka-
pakTepu3alinje pacro/jeie je HajjeJHocTaBHMje objacHuTH TpuMepoM. Hamnwme,
YKOJIMKO HaM je JaTa momynanuja X, n meHa ojroBapajyha dpyHkiuja pac-
nozene F'(x), Tajza Ha OCHOBY THIA pPACHOAeTe MOXKEMO H3JBOJUTH HeKa
weHa cBojcrBa y kiacy G. Kapakrepusanuja npejcras/ba OOPHYT HOCTYIIAK,
YKOJIMKO Cy HaM TO3HaTe Heke oj ocobmua momynamuje X u3 kiaace S, ga
JIM MOYKEMO 3aKJbyunTH Koja je pacnojesa F(z) y nuramy. Kako pasnnaure
pacmojiesie mMajy MHOTa CBOjCTBA, TAKO U TeOpeMa 0 KapaKTepu3alluju IOCTOjn
MHOT0. Y 0BOM pajy 6uhe onmcana kapakTepu3aliyja 3acHOBaHa Ha 0COOMHA-
Ma CTATUCTUKA 1opeTKa. Tako jia cy y npBOM HOIJIAB/bY Jie(DUHUCAHU 110jaM
CTATUCTUKA IMOPETKA, IbUX0Be (DYHKIIKM]e U I'yCTUHE PACIo/ieia, KA0 U HhUXOBe
BaykKHe OCOOMHE KOje ce KOPHCTe y TeopeMama Kapakrepusaluje. Takobe,
HajBehy nmaxkmy mocsehyjeMo KapakTepH3alldji €eKCIOHEHIHjaIHe PacIIojie e
(mormaesbe 3.1), Ka0 pacmojieiu duje cy Teopeme Kapakrepusaluje Hajopoj-
HUje, U U3 Koje ce ojipeheHuM MOHOTOHUM TpaHchopmalimjama Mory J100uTH
u JIpyre paciuojiesie, 3a Koje he BaxKuTu cjMvyHe KapaKTepu3aluoHe 0COOUHEe
(morsassbe 3.5). [Mornassbe 3.2 je mocseheno HajBakKHUjUM TeopeMama Kapa-
KTepu3alije eKCIOHEHIHjaJaHe paciojiesie, HoMONy jeJHaKo pacio/ie/beHuX
cTaTucTuka nmoperka. /la 6u ce kacumje y mornaspuMa 3.3 u 3.4, y KojuMma je
Ipe/ICTaB/heHa KapaKTepu3alija Ha OCHOBY HE3aBHCHOCTH CTATUCTHKA IMOP-
eTKa M OYeKHMBarba CTATUCTUKA HOpeTKa, Halpasu/io mehycobno nopebheme,
Tj. HUXOBA IMMOBE3aHOCT ca TeopeMaMma u3 rnoriasmba 3.2. llociaenma jBa
orJiaB/ba Mocsehena cy KapakTepu3alldju HEKUX JIPYTUX PACIIOEIa.



§CTaTucTuke nmoperka

2 Crartucruke moperTka

2.1 VYBona

Kaxko je Beh cmoMeHnyTo y mpeTXOIHOM TOTJIABIBY, T€OpeMa O KapaKTe-
puU3alKju ¥Ma JaKO IIYHO, 3aCHOBaHE Cy Ha pPa3/JIMYUTUM CBOjcTBUMA (DyH-
KIIMja pacrojesia u ocoOMHAMA UXOBUX CJIyYajHUX BeJIHYHHA (0dcycmeo
MeMOpPUje, He3ABUCHOCM... ), KA0 W HA ocobMHaMa muMa ojropapajyhux cra-
THCTHUKA NOpeTKa, GYHKINja PU3NKA, MATEMATHIKOT OUeKHBabha, EHTPOIja,
uTa. Y OBOM Pajly Cy OIIHCaHe TeopeMe KapaKTepHu3allije pacio/iesie 100ujeHe
HA OCHOBY OCOOMHA CTATUCTHUKA MOPETKAa. 3a 0Baj YBOIHU €0 KOPUCTHUMO
aureparypy [1],]2] u [3]. Tunosu kapakrepusanuja nomohy crarucruka mo-
perka nopehane cy y rpynamMa Ha OCHOBY CBOjCTBA:

- Jeduakrocmu pacnodena oarosapajyhux (yHKIMja CTATHCTHKA TOPETKA
- Hesasucrocmu dyHKIMja paciojiesa CTaTUCTHKA TTOPeTKa

- Ocobuna momenama CTaTUCTHKA MOPETKA.

Cse TeopemMe HaBejeHe Cy 10 XPOHOJIONIKOM PejIy W OCJUKABA]y MOCTYITHH
pa3Boj Teopuje KapaKTepusaligje, Kpo3 IbUX0Be IoIa3He ujeje, Kako ce mehy-
cobHo yHampelyjy, u KoJIMKa je 3ajeHHYKa Be3a m3Mel)y rope HaBeJgeHUX
rpyna KapakTepu3alija MOMONY OCOOMHA CTATHCTUKA MOpPeTKa. 3aTo je y
YBOJIHOM JieJly makma mocsehena crarucrukama mnoperka (nojam, gedunu-
nuja, (pyHKIMja pacrojese - jejJiHe CTATUCTHKE MOPETKa WU 3ajeHUYKa
pacIo/esia JiBe CTATHCTHKE IOPETKA, MATeMATHIKO OUeKHBAbE). 3a MOYeTaK,
13 HOTAIMJCKUX pa3/iora, KpaTak OCBPT Ha OCHOBHE KOHIIENITE TEOPHje BEpO-
BaTHOhe.

[Tox osmakom ({2, A, P) noxpasymesamo npocrop Bepoarnoha, rae je )
npocrop gorabhaja, A € Q ckyn gorahaja (o-anrebpa) u P je mepa Bepo-
BarHohe nedunncana Ha A. Besukum cioBom X osmaumhemo ciyuajay
IIPOMEHJ/BUBY, KOja HpeJCTaB/ha IpecInKaBame Ha mpocropy {2 m Koja je
MepJ/bHUBa Y OJTHOCY Ha CKym A, Tj. 3a cBakuU peajHu Opoj x, CKYIl BEJTHUNHA
u3 () 3a koje Baxku X < x npunaja ckyiy A.

Ba mary ciayuajuy Bemauny X, QyHKIH)Y

F(z) = P{X <1}

Ha3WBaMO (hyHKuujom pacnodese ciydajue Beananae X . YKOJIUKO je mOTped-
HO HAIJIACHTH HA KOjy Ce CJYUajHy BEJUUNHY OJHOCH PACIIOe a, KOPUCTHNeMO
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n o3uaKy Fx(z), nup. dyHKIHUjy pacnogese MUHIMAIHE CTATHCTHKE TOPETKA
osnaunhemo ca Fx, . (z) (uam 2.2). 3a osaxo jedbunucany dynkuujy
pacnozesie Baxkm ja je meomagajyha, mempexugna 3gecHa m F(-oo) = 0,
F(+00) = 1. Kako nocebny nazkmy nocsehyjeMo KapakTepusanuji eKCIoHe-
Huujaane pacuogene, pehuhemo jomr ga je dynkmuja F'(x) ancoayTHo Her-
pPeKUHA YKOJIUKO je HempekuaHa u judepennujabuana. Y TOM caydajy
moxkemo gedunncaru dyuknujy f(z) = F'(r) 3a ¢Bako T, KOjy Ha3uBaMO
PYHKIUJOM T'yCTUHE.

[Tojam n gedpunuImja cTATUCTHKA TTOPETKA:

[IperniocraBumo 1a cy Xi, Xo, ..., X, n HE3aBUCHHUX U jeTHAKO PACIIOIe he-
HUX COydYajHuX BeqnmduHa ca dyrknujom pacnogene F(x). Onrosapajyhe
cmamucmuke nopemka cy ciaydajue Besmuunne X; nopehane y neomnagajyhem
noperky. TakaB HU3 Ha3uBaMoO eapujayuonu Hud. Hajmamn mehy X;-jeBuma
ozHaunhiemo ca X(1,), APyTd HajMamby 10 pely ozHauuhiemo ca X(2.,),...,1
Haj3aj, Hajsehu oznauasamo ca X, ). OTyna

X(l,n) < X(Q’n) <...< X(n,n)-

Besmmuunna koja ce Hajia3um Ha k-TOj MO3ULMJU, HA3UBAMO k-Ta CTATHCTHUKA
noperka. Crarncruxe noperka X (i ,) 1 X(p ) jOII HA3HBAMO U MEHIUMAJTHOM,
OJTHOCHO MAaKCHMAJTHOM CTATHCTHKOM TOPETKA:

X0y =min(Xy, Xy, ..., X5,)
X(n,n) = maX(Xl, XQ, ---;Xn)

Yxkonmko cy Bpeanoctn X; m X; jeHake 3a HeKO i # j, OHJA He MPABIMO
PA3JIMKY KOja O/ BeJIMINHA CTOJH UCIPE/T IPyTe V BapUjalluoOHOM HH3Y. Y KO-
ko je F(x) mempekumma taga je P(X; = X;) = 0 3a meko @ # j, 1j. ¥y
OBOM CJIy4ajy ce CTaTUCTUKE OpeTKa pa3J/iukyjy ca BepoBaruohom 1. Kako y
OBOM pa/Iy ToceOHy mazKmby mocsehyjemMo kapakTepu3anuju eKCIOHEeHII]a THe
pacmiojiesie, y BehwHu ciiydajeBa npeTrnocTaB/baMo Jia je pyHKIMja pacio/ieie
F(x) mempekuaHa, OCHM YKOJUKO HHje Jpyradnje HAIOMEHYTO (IUCKpEeTHH
cayuaj). Ocobune panojese (GpyHKIHja OBUX CTATHCTHKA MOpeTKa moka3alie
ce oJ] mocebHe BayKHOCTU U MOCJIyKuhe Kao ujeja 3a KapaKTepusalujy eKc-
MOHEHIMja/IHE PacHojese. 3aTo y Jda/beM TEKCTY TOBOPUMO O (DYHKIHjU
pacnofiesie cratucTika noperka. Cnvmbosom Fx, (7) (ckpaheno Fi ) (2))
osHauuhieMo yHKIEjy pacnojesne k—rTe cTaTHCTHKe HOPeTKa X (kn), JOK
fX ey (@) (cxpaheno f(x ) (z)) npeacrasma meny oarosapajyhy rycrumy pac-
nojiesie. Y HapeJiHa JiBa LOIJIaB/ba Cy onucaHe (pyHKIHje Paclojeia jejHe
CTATUCTHKE HOPeTKa X (k5), M 3a)jeJHIUKA PACTIOEIIA /IBE CTATUCTUKE IIOPETKa
X(in) 1 X(jn), BUXOBa U3BODema 1 Jlokasu, ogrosapajyhe rycrune pacnoiena
U HUXOBE OCOOMHE.



2.2 Pacnogesa cTaTUCTUKE TMOPETKA

Y 0BOM 0j1e/bKY U3BOAMMO (hopMyILy 3a PYHKIM]Y pacioaeie k—re cTaTh-
CTHUKE TIOpETKa, II0J IPpeTIoCTaBKaMa HaBEIACHUM Y HNPETXOAHOM [JEJY:
X1, X, ..., X, HU3 HE3aBUCHUX M jeJITHAKO PACIHO/Ie/beHUX CJIYUAJHUX BeJIH-
yuHa u3 nomyaanuje X ca HenpekuganoM dbyukinujom pacnogene F'(x). Taxa
BazK1

Teopema 2.1. Hexa cy X)) < X < ... £ X(nn) cmamucmure nopemxa
CAYHATHOZ Y30PKa 00UMa N U3 pacnodese HenpekudHoz muna, “uja je gyrk-
yugja pacnodese F(x) u woj odeosapajyha 2ycmuna pacnodeae f(z). Tada je
dyrryuja pacnodese k—me cmamucmuke nopemxa 0ama ca

Fren@ = 3 ([)P@0-F@),

ede je F(x) = P(X <x).

Jlokxas. Heka je I ciaydajHa BeJMYMHA KOja MpeaCTaB/ha OpPOj CAyUAjHUX
BesmmanHa X1, Xo, ..., X, KOje cy Mame uin jegnake . Jlakie, 3a ¢cBaku O
X1, Xs, ..., X, pehuhemo na je X < x ycueman jgorahaj, u X > x "Heycrenran
norahaj 3a 0 < k < n. Tama I npencrasba 6poj ycmemnux porahjaja om n
nokymaja. Beposarnoha ycnexa je p = P(X < x) = F(x) jep cy caydajue
BeJIMYNHE jeJHAKO paciojie/beHe. 300r HBUXOBEe HE3aBHCHOCTH BepoBaTHOhA
sa k—ra crarucTuka noperka Oy/e Mama WM jeJHaKa T jejHaka je jorabajy
Ja HajMamwe k ox n caydajHux BegwduHa Xi, Xo,..., X, OyIe Mame oI .
Onarne, I uma 6uHOMHY pacnojeny ca napaverpuMa n u p, I ~B(n,p), rae
je p= F(x). Haxune, norahaj na X(xn,) < je exBusanenran gorabhajy I >k,
Tj. OapeM k cydajHuX BeJTWYWHA je Mambe Win jeaHako ox x. Cama MoKeMo
onpeuTH BYHKIHjy pacnojene X )

FX(k,n)(w) = P(X(k,n) < l’)
=P(I>k)

]Zn’;(?)p] (L-p)"

(2.2.1)

2

k(?)F”(m)(l -F(z))"7 —oco<z<+00 M

j
IMocaemunia 2.1. Kopucmehu gopmyay 2.2.1 mosicemo odpedumu dynruujy
pacnodese MUHUMAAHE U MAKCUMAAHE CMAMUCMUKE NOPEMKG

(2.2.2) Fx, () 1-(1-F(x))", —o0<x< o0,

(2.2.3) Fx., . (@) = F'(z), -0 <z <o0.



Jlokas. Ha ocaoBy Teopeme(2.1) mmamo

P @ =3 (7) P @) - Py

( )Fj(w)ﬂ—F(x))n-j—(1—F(x))"

1-F(x))", —oo<x<o0,

~(
(j)mx)(l - F(2))

M= EMsZ

<.
]
S

Il
—
N

")Er @) Py
=F"(z), —co<x <00 W

3a cirydajHy BeJTMIUHY alCOJyTHO HEPEKHUTHOT TUIA, MOYKEMO OJDETUTH
TYCTHHY pacmojiesie k—Te CTATHCTUKe TOPeTKa.

Teopema 2.2. Hexa cy X(1,n) < X@2n) - £ X(nn) Camucmure nopemsxa
CAYUATHOZ Y30PKA 06UMA N U3 PAcnodese HENPEKUIHO2 Muna, wuja je GyHuKuja
pacnodeae F(x) u woj odeosapajyha eycmuna pacnodene f(x). Tada je 2y-
cmuna pacnodeae k—me cmamucmuke nopemka dama ca

(2:2.4) P @) = k() F @ (@) (1= Py
2de je F(x)=P(X <x).

/loxas. Uyctuna pacmogene fx, () CJIyqajHe Besuanne X ;) je

fX(kn)( ) FX(kn)( )

Tana, n3z Teopewme (2.1) nmamo

n

fX(k,n)(x) :% z:]:g (?)F](I)(l - F(x))n_J
_ ;(j)(jpj1(x><1-F(x>>w‘f<x)
—(n-j)Fi(x)(1- F(x))" 7' f “))

Z ( ) F (@) (1= F(2)" 7 f(x)

-y -)() @ - F@y e,



M3 mpBe cyme m3BIaYUMO NPBH cAabUpakK, W Kako je 3a k = n cabupak y
IOCJIE/IIbO] CYMHM jeJITHAK HYJIU, OCTaje

P () () @ P @) (1= Py

o 2 ()P @0 - @)y

j=k+1

So-n()rwa-rere
-+( k)f(fE)F’“‘l(:v)(l - ()t
(1 )P@a-r@re

S (f)Pea-rey)

Kako je

n!

G=0(," )= ety - Dy 0-)(7)

CyMe ce TIOTHPY, YuMe je JI0Ka3 3aBpiieH W

IIpema Teopemu 2.1, pynxknuja pacnogene X ,) npejcrabbena je y ob-
JUKY penia Bunomue pacnosesie (cyma moasu ox k), ca BepoatHohom F'(x).
Ocum oBe pernpesentanuje, MYHKIU]Y paciojesie, Ha OCHOBY cieiehe jeme,
MOKeMoO Tpukazatu y o01uky [lupconose memornyne bera dyHKImje.

Jlema 2.1. Hexa je F(x) ¢ynruuja pacnodene sa x >0, mada easrcu
(2.2.5) z( )Fﬂ(x)a F(2))" = Loy (kyn—k + 1)

2de je

L(ab) = —— /t“ N1 -ty

ﬂ( ,0)

nenomnyna Bema ¢pynryuja, u sastcu

B(k,nik: T1) k(Z)



Jlokas. Jemmakoct dopmyre (2.2.5) M3BOAUMO 37€CHA HA JiIeBO Kopuctehu
Mapiyjajgny UHTerpanmujy

F(x)

= /tk*l(l—t)”f’“dt
0

HEKa je
u:(l—t)n—k du:_(n—kj)(l_t)n—k—l
1
d = tk—ldt _ _tk
v ” !
Taja
1 n—k F(z)
IZEFk(x)(l_F($))n—k+ k / tk(l_t)n_k_ldt.
0
VY ciiejiehem Kopaky, 3a
u=(1-t)"*1! du=-(n—k-1)(1-t)" "2
1
dv = t*dt I
k+1
J100mjaMo
1 W
I= EFk(x)(l —F(z))" "+ nT(kau(x)(l _F(a)) s
n-k-1 F(x)
- - tk+1 1-t¢ n—k_gdt _
’ k+1 fo ( ) )
) le(I)(l - F(z))" ™"+ n—_kF“l(:r)(l - F(z))" "+
g k(k+1)
(n-1)(n-k-1) pF@ n
(L - )" 2t
k(k+1) (1-1)

[Tonas/pajyhu nmocrynak n — k myra, y mocJeameM KOpaky 1001jamMo

1= %Fk(x)(l ~ F(x))" "+ k?k—jrkl)Fku(x)(l — F(x))" "'+
RISy .
k(k+1)(k+2) F¥2(2)(1 - F(x))" %2+

(n—k)(n—k—1)...1 F(z) L
k(k+1)(k+2)...(n_1)f0 " dt.



Pemapamem nocyiemer nHTErpaa J001jaMo cymy

J— n-k n-k i n-k-1
(2.2.6) [:EF (x)(1-F(x)) +/<:(k:+1)F (x)(1-F(x)) +
(n- k‘) n

Hobujenu pesyarar (2.2.6) mozkemo 3anucaru y ckpalieHoM 00Ky

Fi(2)(1- F(x))".

(2.2.7) I=- Z}j" EZ f;'

akue, narerpas u3 jexnakoctu (2.2.5), kopucrehn (2.2.7), MoxkeMo 3anucaTu
Kao

n F(z)

k
I AT Yy ) Ly PRV SR
K1) k2 iy @0 @)

! kl'(n-k)!
_(n_k)lkl ; i1 (n—-j5)!

2

Jj=k

(
g(?)Fﬂ<x><1 F(a)™.

(@) (1= F(a)™

F”(:U)(1 F(x))"

n-—

Ywume je moKa3 3aBpIieH W
Ha ocuoy Jleme (2.1), byHKIHjy pacnoeie MOzKeMO 3amucaTu Ha caenehn
Ha4YUH

Fx,,,, (@) = f " ! (1 - ) kdt
X7 Jo k- DI(n—k)! (1-1)

(2.2.8) =Ip@y(k,n-k+1), —co<w<o00

[Torpebno je jorm marmacuru ga dopmyna sa Fx, (z) y jernaumnn (2.2.8)
BasKU W 3a JUCKPETHY, U HENPeKHIHY pacmoieny nomynamuje. Mehyrnwm,
VKOJIMKO HPETHOCTABUMO Ja je Pacloe/a alCoJIyTHO HelNpeKuJHOr THIa,
mudepeHnupameM jerHakocTu (2.2.8) 1obujaMo u3pa3 3a yCTHHY PACIiojiesie
Bestmanne X (i), KOjI je naeHTHIaH OHOM y (2.2.4).
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ITpumep 2.1. IHocmampamo cmandapdny yrugdopmmuy pacnodeny ca Pyrix-
yugom 2ycmune f(u) =1, 0<u <1, u gynkyujom pacnodese F(u) =u, 0<
u < 1. Tada npema Teopemu(2.1), dynryuja pacnodese Uyrny (1 < k < n)
jednaka je

(2.2.9)
AW, v n!
f%““@O:g%@)MCL””WI:f;(k—nxn-mﬁhwl‘ﬂmﬂm

O<u<l.

Juepernyuparvem jednarocmu (2.2.9) dobujamo Pynruyujy eycmure

n!

NECED)

(2.2.10) foemy (1) ‘t’H(l -t)"F 0<u<l

Us zopre dyruyruje eycmune mosicemo uspauyramu m—mu momenam U ny:
1
B(UR ) = fo W fr s (w)du
=B(k+m,n-k+1)/B(k,n-k+1)

2de je B(p,q) nomnyna bema dynryuja dudunucana ca

6(p,q)=[utp‘1(1—t)q‘1dt, p,q >0,
0

odax.ne, sa m =1, dobujamo mamemamuuro ouexusarse 00 U, p)

k
E(Ukn) = 1

2.3 3ajegHnYKa pacmojesia JBe CTATHUCTUKE MOPEeTKa

[Ipu uszBohemwy 3ajenuuke pyHKIUje paciojielie JiBe CTATUCTUKE IIOPETKA,
Xiny m X(jny (1 €4 < j < n), upo rpaduuxn npejicraBpamo joraljaj
(ilfi < X(z,n) <z;+ 5:1:1-,% < X(j,n) < T;+ (S.T,'j):

=1 | f—i=1 1 e
: s ] ! jeesiens] ’

x, téx; X At 511 =

— X £y

rae ykynuo i — 1 Xp—osa (1 < k < n) je mame wan jeJHAKO OJ Tj, TAYHO
jenan npunanaa warepsany (x;,x; + dx;], ykynno j—i -1 Xy—oBa je Behe on
T; + 0x; a Mame WIH JeJHAKO O ¥;, HHTepBaty (x;,x; +dx;] npumaga Tadgo
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jemaH, u mpeoctanux n —j cy Behn o x; +0x;. 3a dx; U 0x; JOBOBHO MAJIO,
BepoaTHOoha oBor jorabhaja jeanaka je

(231) P (ilfl < X(z,n) <x; + (Silfi,fﬂj < X(j,n) < T;+ (S.T]) =

n! i—1
-G -i- 1)!1!(n_j)!(F(mi))

< (F(ai+ 622) = () (F(ay) = P +01)
x (F(zj+0x;) - F(x;))(1- F(x; + (5:cj))n_]
+ O((éxi)Q(ij) + 0(5%(5%‘)2)

j—i-1

Besinuune O(((Sl‘i)Q(s:Ifj) u O(((Sxi)%:vj) [IPEeJICTaB/bajy BEpOBATHONY Jlora-
baja ma ce y umrepBammma (x;,z; + 0x;], u (z;,z; + 0x;], HojaBu BHIIE Of
jenue ciayuajue Besmuune Xi (1 <k <n). udepennupamem uspasa (2.3.1)
u3B0MMO (bopmyIty 3ajeannuke ynnkuje rycrune 3a X oy 1 X,y (1<i<
j<n)

S (2 23) = 55}20

(P(x, < Xi,n <x; + 5.1'i,.17j < ij < x5+ 555]))
6x;—0

dx;0x;
n! i-1
:(i - 1)'(j -7 - 1)l(n_j)|(F($z))

y ( . F(x; +6x;) - F(mi)) (F(x;) - F(xi))ij

(2.3.2) Py 52,
. F(xz;+0x;)- F(x;) n—j
[, ) 1)

n!

N
x (F(x;) - F(-Ti))J_l_l(l ~F(a))" f ) f ()

—00<7; <T; < 0.

Ykoauko u3abepemo i = 1 j = n, u3 (2.3.2) MOKeMO OJ[PeINTH 3ajeJHUUKY
I'YCTHHY PacIojiesie MUHUMAIHE ¥ MAKCUMAJIHE CTATHCTUKE MOPEeTKa

(23.3) S (wi,25) = n(n+ D F () (F(2:) = F(a;))" " f(2:) f ()

—00<x; <T; <00

Cmuano, 3a j = ¢+ 1, u3 (2.3.2) MOXKeMO OJpPEeJUTH 3ajeJHUYKY TYCTHHY
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pacIojese CyCeHUX CTATHCTUKA MOPeTKA, X(; ) I X(iv1n) (1<i<n—1)

(2.3.4)
n!

i—1)!(n-

f(z‘,z’+1;n)($i,93i+1) = ( i~ 1)! (F(xi))i_l(1—F(33i+1))n_i_lf(xi)f(iﬂm)

— 00 < T; KT <00,

Ha oBaj naums, MozkeMo0 ojgpeuTu PYHKIU]Y I'YCTHHE Y T€HePAJIT30BAHOM
cJIydajy:
Bajeaanmaxa QynKImja rycTuHE X (5:0)s X (igin)s - - 2 X (igin) (1<iy<ig<...<
ir<n,1<k<n)3axz <ra<... <xp jE

n!
f(il,ig,...,ik;n) (x17$27 ct 7xk') _(Z1 _ 1)‘(12 _ ’Ll _ 1)‘“(’]’]/ _ ?/k)'
i1-1 do—i1—1 n—i
X(F(l’l))l (F(Q?Q)—F(.I'l))z (1—F(3§'k)) i
(2.3.5) x f(x1) f(22)f(ar)
YKOUKO JIe(DUHHITIEMO Ty = —00, Xk = +00,%9 = 0,nk1 = n + 1, funkcija

gustine (2.3.5) mMozxke ce 3amucaru y ciejelieM 00JIHUKY:

k . . . _F z; tj+1—%5—1
n'L]:{f(w])]H{( : (i;+1—i(j _)1))! }

J=0

W3 nperxoguor ciaean fa je dyHKIUja TYCTHHE N CTATUCTHKA ITOPeTKa
n
(236) fX(l;n)’X(Z;n)v“"X(n;n) (Il,xg, ceey ]3”) =nl H f(]?]) T1 <29 <. .. STy
j=1

Pesyarar (2.3.6) usriesa ounriieino, cobzupom ja nocroju n! moryhuocru
paHTrupama T;—0Ba, 3aTO y HEKUM PaIOBUMa MOJIA3UMO 0J1 (PYHIIKH]e TYCTHHE
N CTATHCTHUKA MOPETKa Ja Ou ce m3Beaa GhopMya 3a 3ajeHAUKY PACIOICTY
JIBe WM BHIIE CTATHCTHKA mopeTka [1].
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§KapakTepusanuja

3 KapakTepusarmuja

Mebhy Teopemama KapakTepu3alyje MOMONY CTaTUCTHKA MOPETKa, Haj3a-
CTYILUbEHHUje Cy OHe KOje Ce OJIHOCEe Ha EKCIOHEHIMjaJHy paciojesy. Tako
Jla ce y OBOM paJly MPeTe:KHO DABUMO KapaKTepU3alljoM eKCIOHEHUIjaIHe
pactogene. Monoronnm TpaHchoOpMaljaMa eKCIOHEeHINjaHe PaCIo/ieie
nobujajy ce muore jpyre (yuudopmua, [Taperosa, Bejoynosa pacmomena,
uTl.), 3a Koje he, y Behinuu ciyuajeBa, BaxKUTH CIUIHE KAPAKTEPU3AIUOHE
0cobMHEe Kao KOJI eKCIIOHEHIMjaJIHe paciiojiesie. ¥ yBOJy OBOI' Ojie/bKa, OLUCY-
jeMOo ocoOuHe eKCIIOHEHIIMjaJIHe paciiojiese, OUTHE 3a ey KapaKTepU3allu]y.

3.1 EkcnoneHIuja/J Ha pacro/esia

Heka je X ciaydajna Beqmdanna ca pyHKIIMjOM PaCIOee
(3.1.1) F(r)=1-e? >0, A>0.

Taja kaxkemo jia ciydajHa BeJMYMHA KMMa €KIIOHEHIMjaJHY PaCIo/e/1y ca
napamerpom A > 0. U3 jexqnakocru (3.1.1), caene caeneha cBojersa dbyHnkmje
F(z) :

(S1) (1= F(z)) =<A(1=F(z)), 250, F(0+)=0:
(S2) f+°°(1—F(z))dz=§(1—F(x)), ©>0, F(0+)=0:
(S3) 1-F(z+z)=(1-F(z))(1-F(z)) 3a cBako x,z > 0.

Yeqos F(0+) = 0 mac orpabyje oz ciyuaja jiereHeprcane eKCIOHEHIUjaTHE
pacnozene. Hanme, ykouko uzoctapumo yeaos F'(0+) = 0, Taga cy cBojersa
(S1) u (S2) 3amoBOsBeHA U Y cayuajy DYHKIHje pacmojese obJuKa:

l—ce ™ 3ax>0
FC("E) = {0
y CYIPOTHOM,

rie je koucranta 0 < c< 1. Hamr mu/b je, 7a Ha OCHOBY HaBeJIEHUX CBOjCTaBa
eKCITOHEHIINjaJIHe pacioesie, 1001jeMo TeopeMe mheHe Kapakrepusannje. Ka-
Ko 3a ¢ =0, cBojcrBa (S1) u (S2) me Baxke, ycio F(0+) = 0 Hac orpannvasa
caMoO Ha HeJIleTeHepUCAaH! CJIyYaj eKCIOHEeHITHjaTHe PacIo/iene.

Hanasme, uckspyuyjemo moryhnocr jerenepucane pacuogese (y HojeJduHAM
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TeopeMaMa Ta TPETIOCTaBKA je eKCIUIUIUTHO HaBegeHa, win ycaos F(0+) =
0). IIpumernmo ga cBojerBo (S1) moxkemo 3amucaru y ciaegehem o6anKy

(S3%) P(X>x+2X2z2)=P(X 2z) 3a cBako z,z 2 0,

KOje je HO3HATO Kao ce0jcmeo odcycmea memopuge (lack of memory). Kako je,
u3 cojcraBa (S1) u (S2), ounryiegno ga (3.1.1) Bazku (ImTo cBaky ocobUHY
MOjeIMHAYHO YMHU KapaKTepPH3AIMOHOM TeOpeMoM), eKBuBaseHIuja (S3) u
(3.1.1) je mame oumrienna. Y 0BOM pajy HeheMo JUPEKTHO U3BOIUTH Taj
noka3 (Buzer |3, crp.8|), aqn mokazahemo na je (S3) ekBuBasieHTaH yCIOBY
Hecyose reopeme, ojakie cieu eksupajaentnoct u ca (3.1.1). Takole, Baxkuo
je CIIOMEHyTH 1 JIOMEH Ha KOMe BazKu ¢BOJCTBO (S3). YKOIHMKO IPETIOCTABEMO
na (S3), nin mwerosa ekBuBazeHTHA Gopma (S3*), BaxKM caMo 3a MO3UTHBHE
neje OpojeBe T W 2, TaJla je T'eOMeTPHUjCKa pacrojesa jeJMHa paciojesia
3a KOjy OBO CBOJCTBO BaKu (OBO je mpHMep KapaKTepusallije JTUCKPETHEe
ClIydajHe BeTHUNHE).

Joxkazahemo jour mehjycobuy exBubasientnocr csojcrasa (S;),7 = 1,2,3. Ha
MOYeTKY JOKaKMMO eKBHBaJeHTHOCT ocobuua (S1) u (S2). Unrerpammjom
(S1), y rpanunama o x 10 6eckonaunocru, gobujamo (S2). Ca apyre crpane,
KaKo je JieBa cTpaHa jenHakocTH (S2) HempekuHa, a THMe U JIeCHA CTPaHa,
caienn Ja ¢y obe crpane audepennnjabuine, na audepenupamem (S2) 106u-
jamo (S1). Caza je goBosbHO joka3aru ekBuBasenTaocT (S2) u (S3), omakie
caean mehycobHa eKBMBAJIEHTHOCT CBA TPU yCJOBa. [IPBO, MOKaKMMO 12 je
3a dyukuujy F(z), koja 3amoBosbaBa ycioB (S3), uarerpabuiana GbyHKIMja
1-F(x), 1j. na je uarerpas

T 1
0f(1 - F(2)do = 5

KOHAUaH. 3amcra, YKOJIUKO (S3) mpuMeHHMO N IyTa 3a = = Yy, J00ujamo J1a
3a cBako peaJsino z > 0 Baxu

1-F(nz)=(1-F(2))",

aJiv, U 3a CBaKu peaJsian Opoj x = nz > (0 Baxu

1—F@):(1—F(§))n.

Oryna, npuMemyjyhu ropemy jeHAKOCT 3a T = 1, TMaMO

fom(l - F(x))de < +i(l - F(n)) = +Zi(l ~F(1)" = ﬁ
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rae je F'(1) > 0, jep 6u y cynporaoMm Bazxkmiao ja je F(x) = 0 3a cBako x.
Caza unrerpamujom (S3) 1o z ox 0 g0 GeckoHadHOCTH J106UjAMO

f0+oo(1—F(x+z))dz:f0+oo(1—F(:p))(1_F(Z))dz

1
- L= F()),

YBohemwem cmene x+2z =t go6ujamo ga cBojerso (S2) Baxku. Caja, TOKaKUMO

Jla BayKW U CyIPOTHO. [IpeTmocTaBuMo ja BaxKu CBOjCTBO (S2), U3 HPeTXOIHOT

3HaMoO Jia Taga Baxku u (S1). 3a upoussosbny dbynkuujy g(z) = er(1-F(z))

saxuhe ¢'(x) = 0. Pemasamem audepennujanne jegnadnne 100ujamMo aa je

g(x) =C, 1j. &Cx) =1 3a weky koucrauty C' # 0, u 3a cBako x > 0. Taja Baxku
9(z +2) = 9(z) 9(2) 3a CBaKo x,z > 0,

C ¢ C

Tj. 3a cBakKo T,z > () BaxKmn

C(1-F(z+2)) = (1-F(z))(1-F(2)).

Kana z - 0, nobujamo ga je C' =1, onakye Buaumo Ja Baxku (S3).

3.2 Kapakrepusalija €KCIIOHEHIIMJaJITHE PACIodesie

CrioMenyJin ¢MO J1a KapaKTepU3aIlnoHe TeopeMe ce OJTHOCE HA HeKa MO3Ha~
Ta cBojcTBa (PYyHKIMja paciojiena, Ha OCHOBY KOjUX JOHOCHMO 3aKJ/bydaK O
camoj pactojenu. Mehy Haj3sHAUajHUjUM pe3y/ITaTUMa KapaKTepu3aluje eKc-
noHeHnujajne pacuojese je lecyoBa reopema. [UiaBHu MOTUB 3a pelllaBaibe
oBor npobJiema je cBojerso (2.2.2). Hamwve, ykosmko je pacnogena F', ciydajae
BesmmanHe X, eKCIOHEHIMjaIHO pacioae/beHa ca mapamerpom A > 0, n ako je
(X1, X, ..., X,,) cayuajuu y3opak u3 pacunojeie I raga u3 cBojerBa (2.2.2)
cIean

Famy () =1-(1-F(x))"

(3.2.1) =1-e™ 3a2>0.

Tana,
P(nX (1) <) = P (X(lm) < z)
n
Ha ocHOBY (3.2.1) Baxku

=1-e?mn

(3.2.2) =1-e™ 3a122>0.
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Jlaksie, Ha OCHOBY u3pa3a (3.2.2) MOKEeMO 3aK/bYIUTH Ja YKOJIHUKO je CIyda-
jHA BeJIMYMHA eKCIIOHEHIMJAJHO paciojesbeta ca mapamerpom A > 0, oHga je
IbeHa oJiroBapajyha MUHMMA/HA CTATHCTUKA MOPETKA TaKohe eKCIOHEeHIU]a-
JIHO pacioje/beHa ca mapamerpoM A > 0, Tj. jeIHAKO je pacnoie/beHa Kao ’
X. IlocraBma ce nurame, aa Jd BaxKH 0OpaTHO!

Teopema 3.1 ([ecy'). Vrkoauko je F(x) nedezenepucana dynryuja pacno-
dene, mada cy 3a ceaxu npupodar bpoj n > 1 cayuajne seaunure nX (1)
X jednaro pacnodemwene aro u camo axo je F(x) obaura (3.1.1).

Jlokas. Y nperxoaHoM pasmarpamy je Jokasano ja cy Fnx, . () n Fx(x)
nrentnane kagaa je X ~e(N). Caga hemo mokasarn nMnmkanujy

(323) FnX(l;n) = Fx(l') = X ~ 8()\)

Jemmakocr y uckasy (3.2.3) moxkeMmo 3anucatu y ciaegehem o0JguKy

P(nX(l;n)Syc):l—(1_p(§))n7 _ . x
Fx(z)=P(X <x); (1 F(n)) 1-F(2)

Ykoauko ysejgemo o3uaky G(x) =1- F(x), Baxu

(3.2.4) Gx) = G (%) GV (z) = @ (f) |

n
Yenos nX (1) £ X je expupasenTan X d 1 X, ma saxcu
P(Xumy <x) =1-(1-F(x))",
P(i—(éx):P(XSnx); = 1-F(nz)=(1-F(z))"
OJlaKJie cjean

(3.2.5) G(nz)=G"(x), 3a cako = > 0,n > 1.

Ha ocnoBy cBojcrasa (3.2.5) u (3.2.4) MOXKeMO 3aK/byIHTH JIa 34 CBAKa JBa
npupoaHa 6poja m u n # 0, Kaja je x = 1, Baxku

(3.2.6) G(T) - Gm(%) =GR (D).

n

I3 (3.2.6) cienn jia 3a cBaku paruonasan 6poj ob/iuka r = = € Q, Baxkn

G(x) — Gz(l) — ezlnG(l).

'M.M.Desu (1971) - amepuyku craTucTHIap
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[Tpumerumo aa je 0 < G(1) < 1. Bamcra, ykomuko 6u G(1) = 0 nm G(1) =
1, Taga mocroju 6poj k # 0, ma ocuoBy nperxoamor, 3a koju je G(k) = 0
wm G(k) =1, mrro je y xourpaguknuju ca G(k) = 1 - F(k) u qumenunom
na je F(k) memeremepucana pacmnojgena, tj. F(0) = 0. VYpoljemwem cmene
A=-InG(1), rae je A nosuruBaH U KoHAaYaH GPOj, CJeau

G(x) = e 3a cBaknu panuona/an 6poj .

JloKaKuMo joII j1a TOpiha jeJJHAKOCT BaykKd U 3a HpaluoHaJHe OpojeBe, Timme
he BaxKuTu 3a cBe MMO3UTHBHE peaJiHe 6§)0jeBe. Kako je ckym panmuoHaaTHmX
GpojeBa cBy/a I'yCT, IOCTOje HI30BH {IYL b m {chn)} 3 ckyna Q, 3a Koje Bayku
:cgn) <x< xén) n lim xin) = lim xén) =,
n—»>+oo n—+oo
rje je 2 npousBo/ban upamuonasan 6poj. Kako je G(x) nepacryha dbyunkuuja,
cean
n) (n)
e <G(x) e

Kama n — +oo, mobujamo na je G(z) = e 3a cBako x > 0, mTo je n Tpebaso
JnoKazaTy M

[Ipukasann moka3 ce Hajuenthie mojasibyje y pagosuma(sumern [4],[3]).
[TocTynmak jgoKa3za, KOju je ONHUCAH U Y OBOM PaJLy, CY HPBOOUTHO KOPUCTUIN
Komu? u lap6y?, npu pemasamy Kommjesux (GhyHKIHMOHATHAX jeIHAYAHA
(Buzeru |5, crp.237|).

Kao mro ¢cmo Beli cnomenynm y TpeTXOMHOM TOTJIAB/bY, YCJIOB TEOpeMe
(3.1) u cBojcrBo (S3) cy exBuBasenTHH. JloKasaauw CMO Jla MPH YCJIOBY

nX(1;n) d X,3acBakon>1u x>0 Baxn
(3.2.7a) 1-F(nz)=(1-F(z))",
(3.2.7b) 1-F(z) = (1 —F(%)) .

a u3 cojersa (S3) cienn (3.2.7a) gokazyjemo momohy WHIYKIHje 3a 2 = .

Caza je 10BOJBHO TIOKA3ATH 12 NX (1.) 4 x nviupa (S3), Tj. nokaszahiemo
Ja 3a GyHIKH]y Koja uciymbasa ycaose (3.2.7a,b), Baxu cBojcrso (S3). Ilpso,
MOKAYKUMO J1a je TakBa (DyHKIMja HelpeKuHa 3a cBako x > 0, u Jia 3a/10BO-
/paBa (S3) 3a cee parmmonasne 6pojese x,z > 0. Ha 0CcHOBY OBHX YHIbeHHIIA,
crennlie na takBa GyHKIUja 3310B0baBa (S3) 3a cBe peanne 6pojese. Ilox

2A.C. Cauchy (1821) - dpanmyckn MaTeMaTHIap
3G. Darbaux (1875) - dbpaniyckn MaTeMaTaIap
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IPETIOCTABKOM JIa je Hamia yHKIHja Heomnaaajyha u gedpuHICAHA HA MTO3H-
TuBHOM J0Meny, Baxkuhe ga je F'(0) = 0, y3 upernocrasky ja je HeJereHepu-
cana csean Henpekuanoct y uyiau, F(0+) = 0. TTokaxumo na csojcro (S3)
BazKH 3a CBe paruoHaJne opojese x,z > 0. Heka je G(x) =1- F(x), Taza ua
ocuoBy (3.2.7a,b), 3a cBe mpupojHe 6pojeBe m U N BayKu

G(m+n)=G""(1)=G™(1)G"(1) = G(m)G(n),
oJ/laKJie, U 3a CBe palmoHajHe 6pojeBe T U z 0OJIMKA, %, 2€Q, Baxn

G+ ) =6 (2520) gL aon (L)
qt qt qt

=G(%)G(Z—z) - G()G(2).

Ocraje na nokaxkemo uenpekumanoct ¢ynkunuje G(x) 3a npou3BOBHO Zg.
Heka cy x u 2z panumonajinu OpojeBu TakBu Jia je T < Tg < T + 2, U HEKa
x - xo u z > 0. Ha ocHoBy nperxoano jokasauor, u G(0) = 1, ciean na je
G(zo+0) = G(xg-0) = G(x0), 1j. dynkumja G(x) je HENpEKHUIHA ¥ TAUKH
xo. OBEM €MO J0Ka3aJd €KBHBAJEHTHOCT CBOJCTBA 00CYCMEa Mmemopuje 1
nX(l;n) g X.

Hama yommrema /lecyoBe Teopeme, cy cripoBoljeHa 3aMeHOM YCIOBa 34
ceako n > 1, cjabujum ycjaoBuma. ¥ JI0Ka3y HapeJHe TeopeMe KOPUCTUMO
ciaenehy jgemy.

Jlema 3.1. Hexa cy ny u ny (ny < ng) npupodnu Gpojesu maksu da je
Inny/Inny upayuonasan 6poj. Tada 3a npoussowne ueae bpojese m u n
(bunro nosumuene, uau Hezamuske), ckyn 6pojesa Zy, , = mlnng + nlnny je
c8Yda 2ycm wa peanroj npasoj.

Jloxas. Ilpernocrasumo cynporno. Heka je z peasan O6poj 3a Koju moctoju
HajMamwu 2z, Takap Ja je 2 < zy . W 25 . # 2. JIpyrum peunma, uHTEpBA
(2,25,,) He caapxu 6pojeBe OOMHMKA Zpyn, Tj. 32 CBAKH Zy, < Z,, BaKN
Zuw < Z (HIpP. TaxaB 6poj 6m 6uo z,, = 2, —Inn;). Osmaummo ca 2,
uajselin o1 6pojeBa u3 {2, }, Koju He npesasu z. Taja, Hukoja jBa Gpoja
u3 {2y} HECY HA MambeM DACTojamy Of & = z% ., = Z,, > 0, jep pasiuka
JBa WiaHa CKyNa {Zm,} NPUNALa TOM CKymy. Y CYHPOTHOM OM 10CTOjasIn
OPOJEBU Zpmy 1y > Zmgongs 3 KOJ€ J€ 2y = Zmyny — Zmamg < O, IIMe 01 OpojeBn
Zup t Zyp B 2y — Zup OWIN Y KOHTPAJUKIMHA ca JedbuHAIIjOM OpojeBa 2, ,
u 2, (jep murepsan (z,z,,) He canpxu 6pojeBe 0OMUKA Zpy ). Ha mcrn
Ha49UH MOZKEMO 3aK/bYy4YUTHU /da HI/IKOja ABa y3aCTOIIHa YJIaHa {Zm,n} HEe Mory
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ouTn Ha pactojamy Behem ox «. [lociemuna 10 caja cBera U3BeIEHOT je Ja
Ce Pa3/InKa CBAKA JBA WIAHA {2y, } MOZKe HPEJICTaBUTH KAO YMHOKAK O] (.
Tama mocroje npupogau OpojeBu k U p 3a Koje BayKu

(Inny +Inny) —Inn; = ka

(Inng +Inng) —Inny = pa
Konmunuk oBe jiBe jeJIHAKOCTHU je Yy KOHTPAJIUKIUjU Ca ITPETIOCTABKOM JIa

je Inny/Inny upannonanan 6poj. dakie, uzbop 6poja z, Tako aa je {zmn}
CByJla TYCT Ha PeaJiHoj MpaBoj, je Moryh m

Hapenna teopema je pesysarar aMepudkor CTaTUCTHYapa, WHIUJCKOT 110-
pexua, ITajapama Cerypamana®.

Teopema 3.2 (Cerypaman). Hexa je F'(x) nedezenepucana dynryuja pacno-
dese cayuajre eenunune X. Tada X ~e(N) ako u camo axo 1, X (1.n,) ~ ()
3a npoussomne 1 <ny <ngy 3a koje je Inny/Inny upayuonaran 6poj.

Jlokas. Yeeaumo seh nosmary cmeny, G(x) = 1 — F(z). Tana, kao u y
[PETXO/IHOj TeOpeMH, U3 ycJaoBa Teopeme (3.2), BaxKu

G"(x) = G(nx) 3a cBako x > 0 w 3a pazanuuTe N =Ny WIA No.
Takobhe 3namo ga Baxkn u GG (%) = G%(x), TaJa WHAYKIMjOM A00HjaMo 11a
(3.2.8) GN(z) = G(Nz)

— . .
BayKé 3a CcBaKHW Ieo O6poj N = nin, rae cy s n t mpou3Bo/bHI Teau OpojeBn
(6usto mo3uruBHY, wiu Herarusau). Tana, na ocuoBy Jleme 3.1, 3Hamo na je
cKyI OpojeBa 0bJIMKa

u=InN =slnny +tlnn,

CByJa TYCT Ha peajHOoj MpaBoj, 3a IPOU3BOJbHE Tese OpojeBe s u t. Crora,
nocroje nuzosu s = s(k) u t = t(k), 3a k > 1, 3a koje u(k) - 0. Heka je
u = u(k). Tazna, ykomuko je g(z) = In(-InG(e*)), z =Inx u u=InN, u3
jennakoctu (3.2.8) mmamo
g(u+2z)-g(z)=ln(-InG("**)) - In(-InG(e?))

=In(-InG(zN)) -In(-InG(x))

(-NInG(x)) -In(-InG(x))

-NInG(x)
:l —_—
n( -InG(x) )

=lnN=u

=In

*Jayaram Sethuraman (1965) - Department of Statistics, Florida State University
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Tj.

g(u+z)-9(2)

=1.

(3.2.9)

Oryna, ako v — 0, ciean jga je ¢'(z) = 1 yKoIMKO u3BOJ MOCTOju (TO He CJie
U3 MOCJIeIbe jeTHAKOCTH jep u Huje npou3BosbHO). Kako je G(z) MoHOTOHA,
onya je u g(z) monorona. Beh cmo cnomenynun jga je Hu3z 6pojesa u CByIA
ryCT Ha peaJiHoj npaBoj. Taja, HeKa je v Mpou3BoJ/baH HU3 OpojeBa Takas Jia
v — 0, ma MOzKeMO KOHCTPYHUCATU HU30Be OpojeBa Uy < v < us Takse ja u; — 0

Usg

u “ — 1. 36or monoronoctn dynknuje g(z) BazKu

gl +z)—g(x)w glv+z)-g(z) glua+z)-g(z)uz

rie u3 (3.2.9) caequ

w g+z)-g(z) ux

v v v
Tasa, npema Teopemu o jaBa )Kangapma, ¢'(2) OCTOjU U jeIHAK je jeJIMHUIN,
kagma v — 0. U3 pemema oBe gudepeHIujaane jeHAUAHE CICIA JIa je
In(-InG(e?)) =C, C =const. Taga je

G(e*) = eXP{—EHC}, 1j. G(x) = e ™M N=e">0,

IITO je U TpedasIo JoKa3aTn M

Y ks [3] je ycaos Teopeme, 1; X (1.,) ~ €(A), 3amemen cojcrBom (S3),
MehyTum jioka3 je uctu y oba ciydaja, jep CMO IMOKa3aJ/i eKBHBAJIEHTHOCT
oBa nge ocobune. Kacumja yonmrema Teopeme 3.2, nokaszao je B. Apnoag®,
npernocra/bajyhu ny = ny+1. OBo HuCy jeauna yommrema /lecyoBe Teopeme,
cneneha Teopema je takohe pesynrar B. Apraonaa.

Teopema 3.3 (Apnonn). Ilpemnocmasumo da 3a newo n > 2, nX(1,,) uma

ucmy pacnodeay kao u Pynryuja pacnodeae nonyrauuje F(x). Ywoauxo sa

dynruuja F(x) eaorcu da je lir(r)l @ =\ > 0 xonauan, mada je F(x) obaura
=0+

(3.1.1).

oxas. W3 ycmoBa Teopeme nX 1., 4 x , crenu 1o caga Beh yrephena
y (15m) y
ocobuHa

(3.2.7a) (1-F(z))"=1-F(nx).

®Barry C. Arnold (1971) - amepuuky craTucTHHap
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I[IpeTmocTaBEMO Ja OBO BazKH! 3a HEKO 1 > 2, TakBo fa je n(k) =nk k>1. Op
HM3a ciydajHux Besmuuna Xi, Xo, ..., X,y dopmupamo 6/10kose

(X17 X?a ceey Xn(kfl))
(Xn(eo1yo1, Xn(h1)225 -+ Xon(i1))

(X nm1yn(b-1)+15 X (ne1yn(k-1)52: - Xn(k) )
U 32 CBaKM 0 0JIOKOBA OJAPeaIMMO MHUHAMYM M O3HAYUMO Ca

1) (2) (n)
X(ln(k 1))’X(1n(k 1)) X(ln(k 1))’

Tajga je u

i (1) (2) (n)
(3.2.10) X(1m(k)) =min (X(l;n(k—l))’X(ln(k 1) X (Lm 1)))~

Kako cy cayudajue Beamunne X; He3aBUCHE U jJeIHAKO DaciojesbeHe, OHJA

Cy TakBe n X((f-)n(kq))' Tanma 3a k = 2, cBakn of X((f-)n(k—l)) nMa Pacroiessy

kao 1 X(1,), unja je dynkmumja pacnogere F(nx). Pynxunmja pacmomese 3a
X(lm(Q)) u3 (3.2.10) je

P(X(zy > @) = (1= F(n2))" = 1= F(n-na) = 1 - F(n)
Unpyknujom o k mobujamo
P(Xy > 2) = (1= F@))"® =1 F (n(k)2)

Ha ocnoBy oBora, ciean

. n(k)
P(X(1n(k))< (k;)) 1- (1 F(n(k)))

S (I

rae je n > 2, un(k) =nk 3a k> 1. VI3 npeTxomaHor BUIAUMO 18 BaXKN

(3.2.11) F(x)=1—(1 F( (k))) 3a cBako k > 1.

ITo mpernocrasnu Teopeme, Kajga k — +oo, F(xn=*) = Azn~* + o(n7%). Tana,
MMO3HATY peJalujy

1 n
lim (1+£+0(—)) =e’,
n—+oo n n
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MOXKeMO TIpEMeHuTH Ha dbyHKmjy pacmogene F(xn~F). Ila 3a csaxko x > 0,
BaKu i
. Ax 1\\"
F(x)=1-lim [1-—+0o|— =l-e™ 2>0m
k—+o0 nk nk
MeToma KOjy ¢MO KOPHCTUJIH Y JIOKA3Y je Memoda 2paHusHUL 3a4K0HA, U
KODHCTH Ce Yy MHOTHM JIpDYIuM JoKasuma. Teopema (3.3) BaxKu u 3a Jpyre

Fl=) _

pacro/iesie YKOJMKO U3y3MeMO IIPEeTIOCTaBKy lim A > 0, HIIp. MOKEMO

-0+
nocMarpart pactojeny obmuka F(x) =1-e9®) rue je g(x) < 0 nepacryha
dbynknuja. la 6u 3a wy Baxkuan ocobuna (3.2.11), morpebno je na BaxKu

(3.2.12) g(x) =nFg (ﬁk), 3a CBaKO & M CBAKO k > 1,
n

rie je n > 2 ¢purcupan 6poj. XyanrS je nokazao ma ce Takpa PyHKIMja MOKE
KOHCTpYHUCATHU. JeJaH npuMep Takpe (DYHKIHje je

() 0, 3a cBako r <0
g\r) = - (Inz—jln2 . , .
—29(%+1), x>0, ujeZ rakpo ja 2/ < x < 20+,
Osue (3.2.12) Baxku 3a n = 2, mehyrum, F'(x) y oBoMm ciyvajy Huje excro-
HEHIMjaJTHA.

Ja ce cBe KapakTepu3allOHe TEOPEME He CBOJIE CaMO Ha 0COOUHEe MUHUMAJTHE
CTaTHCTHUKE IIOPETKa, IMOKa3yjy HapejHe Teopeme. IIpe HEro mro HaBeIeMO
IBbUXOBE UCKA3e, KPATKO YIO3HABAILE €A TMOJMOM HOPMAAUI0GAHUL PA3MAKA.

Hedbununuja 3.1. 3a cayuajruu ysopak X1, Xs, ..., X, obuma n, us nony-
aayuge X ca nedezenepucarom Pynruyujom pacnodeae F(x), dedunuuemo
odzosapajyhu eapujayuory HU3

X(l;n) < X(gm) <...< X(n;n).

1100 nojmom HOPMAAUZOBAHUT PA3MAKA NOOPASYMEBAMO CAYUAJHE GEAUMUHE
obauka

(3-213) Deimy = X(uiny 4 Dgginy = (= K+ 1) (X(gom) = Xprimy ), 2k <.

3a Teopujy KapakTepusaluje, HajBaskKHHje Cy OHE 0COOMHE HOPMAJIM30Ba-
HUX pa3Maka IpU eKIMOHEHIIH)aJHOj PACIIONeN MOy Ialnje. 3aTo je caeaehn
pesynrar Cykxarmea’, on mocebHe Ba;KHOCTH 3a KapaKTepU3aIH]y eKIIOHe-
HI[MjaJIHE PACIIOJIeIe.

6J. S. Huang (1974) - Kuneckn cTaTuCTHYAD
"Pandurang Vasudeo Sukhatme (1937) - unjujcku crarucruaap
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Teopema 3.4. Hexa je F(z)=1-e* 2>0,A>0. Tada cy pasaruxe

(3214) X(k%n) - X(k—lm)> 0<k< n, X(O;n) = O,
HE3ABUCHE U JeOHAKO PAcnodebeHe NPOMEHDUBE Ca EKCNOHEHRUUIAAHOM PACTO-
deaom
P(X(n) = X1y <) = 1= e 2R > 0,
mj.

Yxonuko je F' ~e(N), onda cy Dy, Dy -y Dininy jednaro pacnodemere u
HE3ABUCHE CAYUATHE BEAUMURE CA eKCNOHEHUUJaIHOM pacnodesom ().

/oxas. Ha ocuoBy jennaxoctu (2.3.6), rycruna pacmogese BeKTopa (X (1.m),
X(Q;n)a -'-7X(n;n)) je

n
AY x;

fX(l;n)7X(2;n)7"'7X(n;n) (g:]-7 :E27 e xn) = n!Ane =t
Jakobujan Tpancdopmanuje Ty = X(pn) — X(k-1:n), j€ JeTepMUHAHTA FOPH-e
TpOyTaoHe jeIMHWYHe MaTpuile, u jeqHak je jeman. Ogatie je 3ajeHUIKA
rycruna pacmojese Bekropa 11,75, ..., T, jeanaka

fT1,T2,---,Tn(t17 tg, ceey tn) = n‘)\" €xXp {—)\ Z Z tj} .

Kako je

fty,ta,.tyn) zn(n -J+ 1))\”exp{—)\ Z(n—j + 1)tj}
j=1 j=1
=[T((n-j+ DAY ¢, >0, j=1,....,n .
j=1

Kako je 3ajemnnuka rycTHHa pacojese IPOU3BOJ MApTHHAJTHUX TyCTHHA

CBaKe IPOMEH/bUBE TI0je IMHATHO, MOZKE Ce JJOKA3aTH JIa Cy CIydajHe BeTHInHe

Hezapuche (nocnequna OyOuHUjeBe TeopeMme), U jeJHAKO PACIOJe/heHe Ca

dbyukmujom rycrune f(ty) = AX(n—k+1)e 2=kt 1 <k <n, t, >0. Taza,

u3 Tj, ~ e((n—k+1)\) caenn ga cy ciayqajue seamanne D,y = (n—k+1)Tj,

1 < k < n, He3aBHUCHE U jeJiHAKO pactoje/bere ca £(A) pacmnojenom B
Cauuno TBpheme BaxKu U 3a YHHMOPMHY PaCIOieTy.

Teopema 3.5. Hexa je F(x) = x 3a 0 <z < 1. Tada cy pazmayu jednaro
pacnodewenu ca Pynryujom pacnodese Fi(x) =1-(1-x)".

24



[IpumeTrMo 7@ y IPeTXOAHO] TEOPEMH pa3Malli HUCY Mel)ycoOHO He3aBu-
cuu. [lltaBumie, nokazahemo jia je HE3aBUCHOCT HOPMAJIM30BAHUX Pa3MaKa
D(k;n) KapakTepusaluona ocobOuHa ekcloHeHnujaane pacuogesne. Ilocebny
BazKHOCT HMajy cJiejehe Teopeme, Koje ce THIy (PYHKIHje I'YCTHHE pa3MaKa
JIBe CTATHCTUKE IOpeTKa U yCJIOBHe (DYHKIUje pacIojiere.

Teopema 3.6. Hexka je pynruuja pacnodese F(x) deunucana na ceemenmy
[0,+00). Tada sa ceaxo i,j=1,2,....n, makeo da je i< j, uu>0, eascu

+00
(3215) f(u) = fX(j;n)_X(i;n) (U) - f fX(i;n)’X(j?’ﬂ) (ZU, T+ u)dﬂ?
0

/loxas. Hexa je S obmact na k0joj je X(jn) > X(im) 1 X(jin) < X(im) +u. Taga
je

FX G y=X iy (W) = f /Sfx(imyx(jm)(x,y)dxdy

+o0o T+U

:_//fx(,-m),x(].m)(a?,y)dxdy.
0 =z

Kopucrehu Jlajoruoso npasuio audepeHupama HHTErpaa, J1001ujamo

+o0o T+Uu

~ 0 0
fij(u) :%FXU;”)—X(M)(U) = %[ [ fX(im),X(]-;n)(%y)d-fdy
0 =z

+00

9 T+u
) / (% / fX(im)’X(j;n) (J;’ y)dy) dz

0

+00
Zffx(im),x(jm)(x,awu)da: m
0

Teopema 3.7. Yeaosna dynxyuja pacnodese X jyy, xada je damo Xjny = x;
3a 1< j, je jednaxa dynruyuju pacnodene (j —1i)—me cmamucmure nopemxa
u3 Y3opka obuma n — 1, u3 nonysauuje wuja je Gynkuuja pacnodese 0bauka

F(;)-F(a:)
(3.2.16) F*(x;) = . 1=F(z:)

, uHaye.

axo je xj > x;

oxas. I3 maprunanne ¢ynkmuje pacnogene X,y 1 3ajelHIUKe QyHKIIHje
ryctune X (i) 1 X(jn), A00HjaMo Ja je yciaosHa dbyHKNUja rycrune X j.,,),
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Kaja je X,y = x;, J1aTa ca

fX(J';n) (‘%J‘X(%n) = x’) :fX(i;n),X(jm)(xi7 :Cj)/fX(,-m) (xl) N
(=) F(z;) - F)\
CG-i-DIn- N\ 1-F(x)

) (1 —F(w))"‘j f(z;)
1-F(z)) 1-F(x)

rae je ¢ < <n o x; ;< 00. 3aK/byHaK CIeM U3 YHICHHIE JA —1 5

npeJicTaB/ba Hanty GyHKIMjy pacnojene F*(x;), u 5 f I(f(]x)) IbeHy oJiroBapajyhy

bYHKIIjY TYCTHHE B
Caenehy reopemy nokazaiu cy [Lypu u Pyoun (1970).

Teopema 3.8 (ITypu u Pyoun). Heka cy X7 u Xy nesasucne, nenezamuere
u jednaro pacnodemene CAYUAJHE BEAUMUHE CA GNCOAYMHO HENPEKUIHOM U
Jugpepenuyujadbunnom Pyrryujom pacnodeae F(x), oberescja X, u axo je

(3.2.17) x4 X2:2) — X(1:2);
F(z) je excnonenuyujarno pacnodemena.

lcka3 Teopewme 3.8 je waentndan oHoM y [6], 10K ce y OpHTHHAIHOM pajiy
(Buzetn 7)) mpeTmocTaBiba Ja ako 3a J[Be HE3aBHCHE U jeHAKO PACIOJIeheHe,
HeHeraTHBHE W AllCOMYTHO HEIPeKUIHEe caydajue senuuune, X um Y, BaxKu
x4 | X - Y|, rara X mma ekcnomennmmjanny pacmogeny. Mehyrnm, kako 3a
aBe ciaydajae Bennanne Baxku | X1 —Xo| = X(2.0)— X(1,2), cBejerno je koju hemo
YCIOB IIHCATH Y TEOPEMHU.

Hokaz Teopeme 3.8 moxke ce nahu y |7]. Unade Ge3 mpernocraBke o
AICOJIYTHO] HENPEKUHOCTH pactojere, yciaos (3.2.17) je uciymen u y ciydajy
JMCKpeTHe U CUHTYJIapHe (dpyHKIUje pacrojese, ald He U MelNlaBuHa Te JIBe
paciozere.

Hanomena. Cinuno TBpheme y KoMe mpeTnocTaB/baMo 1a X 2,0y — X(1;2)
UMa eKCIIOHCHIMjaJIHy PACIoIe/ly, Hije Kapakrepusamnuja. Po3oepr® je naseo
npumep yHKIKje pacnojesie 00uKa

F(I)=1—€_I(1+$(1—COS(O&L‘))), 20, a>2v2,

Ko/ Koje D(s;2) Takole mMa eKCIOHEHIHjaJHy paclojely, ald pacroiena
HoiyJjiaije Huje eKCHOHEHIHjaHa. Y OIIITEeM CJydajy, U3 IHPeTIOCTaBKe

8H. J. Rossberg (1972) - nemauku maremaTudap
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O eKCIIOHEeHIHja/lHOj pacHojie/beHocTH pasMaka Dy, 1 < k < n, ne cienn
KapakTepu3alja eKCIOHEHIINjaJHe PacIoiee.

Po3sbepr je Takohe nperno3snao pazJjior 300r Yera pacro/esie JIpyradnje o1 eKc-
IIOHEHIIFjaJJTHE MOI'Y HMAaTH CBOjCTBO Ja Cy pa3Malll eKCIIOHEHIHjaJIHO pac-
nojemenn. HawmMe, oH je youmo ja 3a cBe pacnogese F(x), takse na je
F(0+) = 0, 3a koje je D ,) U3 eKCIOHeHIHjaTHe pacmozese, Jlamracosa
TpaHcdopmalmja

+00

Li(s) = fe‘sxdFk(x)
0
nMa Hyste 3a Heko s € C (ckym ¢Bux KoMmIuieKcHUX GpojeBa), TakBo ga Rs > 0.
Oryza, nocras/ba nuTame Kaja he, mox npermnocraskoM ja je Li(s) # 0 3a
Rs 2 0, ekcnoHeHIUjaIHOCT pasMaka [y ,) UMILIAIUPATH €KCIIOHEHIUja Iy
PACIIOIE/HEHOCT MOIIYIAIHj]e.

Teopema 3.9 (Pos6epr). Heka je dynryuja pacnodese nonyasayuje F(x)
maxea da je F(0+) = 0 u F(x) > 0 3a cee x > 0. IIpemnocmasumo da

Jlanaacosa mpancgopmayuja Lip(s) nema nyasa sa Rs > 0. Axo, sa nexo
k>1, Dgypy ~ (1) onda je F(x)=1-e=, x>0.

Hemmrro npyrauunju uckas Teopeme 3.9 moxke ce nahu y kmusn [8]. Tokas
oBe Teopeme (Moxke ce Hahu y |3, crp. 42|) je UPUIMYHO KOMILIMKOBAH,
U MOKe Ce MOjeJHOCTABATH Y3 J0JaTHE NpeTmnocTapke. 3aro y cuaeneho]
nedUHAIMIN YBOIMMO TI0jaM cTolie pusuka (eHr. hazard rate).

Hedununuja 3.2 (Hazard rate). Hexa je F(x) ancoaymmno nenpexudna
dynryuja pacnodese. Tada je cmona pusuka (hazard rate) dedunucana ca

(3.2.18) r(x) = %

Y ciydajy ekcroHeHIWjaJiHe pacrojesie CTola PU3NKa je KOHCTaHTHA.
Kaxemo jom ga dyukmuja pacuogene F'(x) uma pacryhy cromy pusuka
(IHR-increasing hazard rate) ako je r(z) < r(z +y),z,y > 0 u F(x) uma
onanajyhy crony pusuka (DHR-decreasing hazard rate) ako je r(x) > r(x +
y),x,y > 0. Kaxemo u na byuxnuja F(x) npunaa kracu © ykosnuko je IHR,
onnocao DHR. Cienehe Teopema yk/bydyje mpeTnocTaBKy O CTOIHM PU3WKA,
u pesyarar je Axcamyaaxa’.

Teopema 3.10 (Axcanynax). Hexa je F(x) ancoaymno nenpexudna ca @ym-
kyujom eyemune f(x) = F'(x). IIpemnocmasumo da je F(0) = 0, F(x)

9Mohammad Ahsanullah (1976) - aMepi4IKE CTATHCTHYAD, HHIM]CKOT MOPEKJIA
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cmpozo pacmyha 3a ceaxo x> 0 u da je cmona pusuka r(x) Monomona 3a
ceaxo x> 0. YKoruko cy sa nexon 22, D1y u D(ay) jednarxo pacnodemwene,
onda je F(x)=1-e** x>0, 3a nexo A > 0.

oxas. llpn pauynamy pacnogene Do), Kopuctumo (Gopmysy HOTIyHe
BepoBaTHolie npu yciaoBy X i) =y

P(D@py <) = f P(Dny < 2| Xy =) fam) (y)dy.
0

CaJa 3aMemyjeMo u3pas 3a rycTuny f(1.,)(y) u3 (2.2.4), u ycaoBny GyHKIujy
pacuogesie u3 Teopeme 3.7 u 3.6. dodbujamo

V3 1-F(y+ =)\
(D2) P(Dm) <) = f 1- ( . _(;Zyg‘l)) n(1-F(y))" ' f(y)dy

0

=1—n0f(1_f_(?zyé)) (1-F(y)"™" f(y)dy,

jepje [ n(1-F(y))"  f(y)dy = [~ fany(y)dy = 1, onakse Takohe ciemn
Ja u pacnojeny D(q,,) MOKeMO 3aIlUcaTu y OOIUKY

Fim (z) ﬂ—(l—F(%))n

oY) tn [ (1-7(2)) a-Fe) sy

Ha ocuosy (D1) u (D2), u Teopeme 3.4 o jeanaxoj pacnojesbeHoctn Dy, u
D2y, cnenn

(3.2.19) f K(z,y,n) (1-F(y))"™" f(y)dy = 0, 3a cBako x > 0,
0

r7e je

1-F(y)

. _ d _ .
Kako je croma pusuka r(x) = —-In(l - F(z)) monorona, ciaean xa je
In(1 - F(z)) 6uio KOHKaBHA WJIM KOHBEKCHA, Y 3aBMCHOCTH OJ TOTA JIa JIU

K(x,y,n) = (1_F(g))”_(1—p(y+ﬁ))n—1.
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je r(x) pacryha, omnocno omamajyha. IlpermocraBumo ga je croma pu3uKa
r(x) pacryha. Taja u3 konkasnocru dyuxuuje In(1 - F(x)) caeau

O R oy )

n-1

2%ln(1—F(?/))+ " ln(l‘F(?”nfl))’

IMTO je eKBUBAJEHTHO

(1—F(y+%))nz(1—F(y))(1—F(y+n‘f1))n1.

Kasa mejeamaxoct nomuoxmmo ca (1 - F(y))™" >0 cremn

e (1-r (2)) - (52522

n 1-F(y)

e IocJIeIlkha Heje JHAKOCT TaKolje C1eu n3 ¢BojecTBa KOHKABHOCTH (DYHKIIH]e
In(1 - F(z)). Ipumewyjyhu nobujeny nejeanaxoct, ciaenu aa (3.2.19) Baxun
caMo KaJa je

K(z,y,n) =0 3a cBako z,y > 0.

Tana je

1—F(y+ngfl)=(1—F(y))(1—F(%))nﬂ1 3a cBaKo ¥,y > 0.

Opakjie, mpu cMeHH 2 = ~*=, 100HjaMo 0COOHHY 00Cycmea memopuje, Tj.

1-F(y+2)
1-F(y)

Y MpeTXOMHOM O/IeJbKY je TOKa3aHa eKBUBATEHTHOCT CBOjCTBA 00CYCmMea Memo-
puje u JlecyoBe Teopeme, MITO je UMHH KapaKTepU3alMOHOM OCOOMHOM €KC-
IOHEHIIMjaJIHe pacliojieie, YMMe je 0Baj JIe0 J0Ka3a, IpH HPETIOCTABIM J1a
je r(x) pacryha, saspmen. Y cayuajy kama je r(z) omamajyha, mokas je
aHaJjoraH |

Y 0BOj TeopeMHu CMO MPeTHOCTABUIN jeTHAKY PaCIO/Ie/heHOCT JIBe CTa-
THCTHUKe TopeTka, U T0 D(1,,) u D(2;). Meljyrum, pesynrar ocraje uctu u
P IIPETHOCTABIM O jeJHAKO] pacuoae/beHocTd Dijny 1 D(ji1m) 38 2 <1< n,
jep MOKa3 KOHIENTYaJHO OCTaje MCTH. AXcaHy/aax je JI0Ka3ao Jia BarxKe W
3HaTHA yorrmTema Teopeme 3.10. Y HacTaBKYy Cy NpeJ/ICTaB/bEHU UCKA3W OBUX
Teopema, JIOK ce JoKaszu mory Hahu y pamosuma [9] u [10].

HE 3aBHUCH O Y.
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Teopema 3.11. Hexka je X HeHnezamueHa CAYUAIHA BEAUNUHA CG GNCOAYMHO
nenpexudnom cmpozo pacmyhom dynryujom pacnodese F(x) sa ceakro x > 0,
u F(x) <1 3a cearo x. Tada cy caedehia ceojemea exsusasemma

(a) X uma excnonenyujarny pacnodeay ca napamempom A > 0;

(6) F(x) je us xaace ©, u 3a neko i, maxeo da je 2 < i < n, cmamucmure
D(im)y v D1y cy jednaro pacnodemwerie.

Teopema 3.12. Hexka je X HeHnezamueHa CAYUGIHA BEAUNUNA CG GNCOAYMHO
nenpexuonom dyrryujom pacnodese F(x) koja je cmpozo pacmyha wa [0, +00).
Tada cy caedeha ceojecmea exsusarenmma

(a) X uma excnonenyujanny pacnodeay ca napamempom X > 0;

(6) F(x) je us xaace ©, u 3a nexo i u j, 1 <1 < j < n, cmamucmuxke
D(im) u D(jm) cy jednaxo pacnodenene.

Hapejna Teopema o KapakTepusaluju, 3aCHOBAaHO] Ha jeIHAKOCTH pac-
nojesa, He CaJpKh MPETIOCTaBKY O CTONHW PU3UKA, W IPEJICTaB/ba Takohe
3HavYajaH pe3yarar Mel)y Teopemama KapakTepusalgje MOMONY CTATHCTHKA
MOPeTKa BUIIIEr pejia.

Teopema 3.13 (Tarep!®). Hexa je F(z) menpexudua u cmpozo pacmyha
dyrryuja pacnodese 3a cearo x> 0. Onda je F' excnonenyujanna pyrryuja
pacnodene aKKo je

d
(3.2.20) Xg-im-i) = Xjin) = X(imy

3a dee pasiunume epedHocmu ji U Jo 00 j U HEKO T u n > 3, makse 0a je
1Si<j1 <j2§7’L.

Hoka3z reopeme gar je y [11]. Kao m y Teopemn 3.10 gokazauo je na
Ha ocHOBY ycsioBa (3.2.20), 3a dyukunjy pacnogene F(x), Baxu CBOjCTBO
odcycmea memopuje. OOpPHYTO, YKOJUKO je F' ekcnoneHnujaana (pyHKIHja
pacmoziese, ocobnna (3.2.20) caeau Ha ocuoBy (2.2.4) u Teopeme 3.6.

3a Kpaj OBOT MOIJIaB/ba KOJU Ce OJHOCH Ha KapaKTePU3aIlnjy eKCIIOHEHITI]a-
JIHE pacriojiesie ToMohy je THaKO pacio/ie/beHIX CTATUCTUKA TTOPEeTKa HABOIMMO
JleMy o pempeseHTaIVju CTATUCTKA MOPeTKa, Koja ce jour HazuBa Cykramme-
06a penpesenmanuja, n TeopeMy Koja ce OJHOCH Ha pelpe3eHTalln]y.

10Ursula Gather (1989) - HemadKa cTaTHCTHYADKA
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Jlema 3.2. 3a cmamucmuke nopemxa y3opka u3 excnorenyujaime pacnodene
Mooice ce noxazamu da eadxcu caedeha ocobura

(3.2.21) Xmy= >, =2, 8al<k<n.

j=n—-k+1
Zloxas. Baxu na je

Xin) =X (k) = X(p-130) + X(k-1n) = - + X(1n) = X(0m)

1 1

————— ((n =k + DX ny = Xpotim))) + oo+ = (2( X120y ~ X0

— 7 (= ke DXy = Xipam)) + o+ = (1K) = Xiom))
1 1 1

= Dny + ———= D tom) + - + —Diimy,s

n-k+1 (k’)+n—k+2 (h=tim) +n (1n)

jep je X(o;n) = 0, u npema Teopemnu 3.4 Baxxu ga cy Diny, Dimys o Dinin)
HE3aBUCHE U JeJIHAKO PACHOE/beHE CIydajue Besmanne ca (), omakie ciean
dbopmyia
X
Xmy= Y, —2,3al<k<n,

rae cy Xj~e(\) m
Crenehe tepheme nokazao je Axcamynax (1972).

Teopema 3.14. Ilompebar u dosomar Yycaos da Hedezenepucana, HeHe2aMUs-
HaA CAYYUATHE BEAUNUHG X, CQ ANCONYMHO HENPEKUIHOM PYHKUUOM pacnodene
F, uma excnonenvyujarny pacnodeay je da ce mwena cmamucmuka nopemra
k—moe peda mootce npedcmasumu Kao

k X.

_ j

X(m) = 2,

jzln_j'i‘l?
sa cearo k € N mawso da je 1 <k <n, 2de cy X;,7 =1,2,...,k nesasucne u

jednaro pacnodemene CAYUaIHE BEAUNUHE Ca 3GJEOHUNKOM PYHKUUIOM PACNO-
dese F.

3.3 KapakTepusaluja eKCIIOHEHIIjaJITHE pacIojese, 3a-
CHOBaHA HA HE3aBHCHOCTU CTATUCTUKA MOPETKa

Y 0BOM IIOIIAaB/bY IIpe/ICTaBHNEMO HEKe O] TeopeMa KapaKTepu3allije Koje
ce OJHOCe HAa HE3aBHUCHOCT CTATUCTHKA IMOpeTKa. ¥ MPEeTXOIHOM IOLIABIbY
3.2 cmo Beh criomenyJid, Jia je HE3ABUCHOCT pa3MaKa CTATUCTHKA IOPETKa,
KapakTepH3alnoHa 0coOrHa eKcroHeHmjatHe pacnogese (Ha ocHoBy Teopema
3.4 u 3.5). Oryza, 0BO TMOMIaB/be MOYHIHLEMO TEOPEMOM KOjy je moka3ao M.
Quc'!.

"Marek Fisz (1958) - nomcku maremaTugap
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Teopema 3.15 (Duc). Hexa cy X1 u Xy nezasucue cayuajne sesunume ca
nenpexuonom gyrryujom pacnodese F(x). Ipemnocmasumo da je F(0) =0
u da je F(x) ecmpoeo pacmyha 3a ceaxo x > 0. Tada cy X2y~ X(1;2) U X(1,2)
nezacuche axo u camo ako je F(x)=1-e?* 3a nexo A > 0.

oxas. N cnenujasinom ciaydajy n =2 u3 Teopeme 3.4 caenn jna cy X(g.2) —
X2y m X(1;2) 3amcra HesasucHe axo je F'(x) excrnomennujaina dbyHKImja
pacnogene. Oryma, ocTaje Ja JIOKazKeMO OOpPHYTO TBpheme.

YKoMuKO ¢y X2,y — X(1,2) ¥ X(1,2) He3aBucHe, TajJa je

(3.3.1) P(X(22) - X2) <2[X(2) = 2) = P(X(22) - X(12) <),
3a ¢Bako z > (0. C apyre crpane, upema Teopemu 3.7 Baxku
P(X(Q;Q)—X(l;g) < .’E|X(1;2) = Z) = P(X(Q;Q) < $+Z|X(1;2) = Z) = P(X(*l;l) < .T+Z),

rie je X(*m) CTATUCTHUKA [TOPETKa U3 MOIyJaluje duja je MyHKIHja pacio/ieie
obJIrKa

F*(x): %7 aKo je r >z
0’ nHa4ve.

YKOJIHKO jiecHy cTpany jeanakoctu (3.3.1) osnaunmo ca H(z), taga je

:F(:c+z)—F(z) _F(r+z)-1+1-F(z)

H@) =——Fe - 1-F(2)
(3.3.2) :115(—;(2)2) 3a cBako x > 0 u z > 0.

Kana z — 0 cieau ga je F(x) = H(z). Oryna, u3 (3.3.2) ciean ja je

1-F(z+2)
1-F(2)

1-F(z+2)

Flay=1- [ F(z)

1j. 1-F(z) =

3a cBako x > 0 u z > 0. Oxakne cieau ga 3a dbyuxmujy F(x) Bazku cBOjcTBO
ojcycrBa Memopuje, o 3uaun ga F'(x) mopa 6urn exnonenuujaana

Teopema 3.15 ce ogrocu camo Ha caydaj n = 2. Ciene yonmrremha Pucose
Teopeme.

Teopema 3.16. Vkoauxo je F' ancosymmno nenpexudna dynkyuja pacnodene,

u ako cy X(im) U %(X(i;n) —X(lm)) HesasucHe, onda je F' excnonenyujanna.

Teopema 3.17. Vkoauxo je F' ancoaymmo nenpexudna dynryuja pacnodeae,
u ako cy 3a newo m =2,3,...,1, Xmm) U Xmatin) = X(mm) He306UCHE, 0HOQ
je F' excnonernuyujanna.
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Osaj pesyarar je npormupno [oBunmapayy!?.

Teopema 3.18. Vxoauxo je F' ancoaymmo nenpexudna dynkyuja pacnodeie
U ako ¢y X(mm) U X(1m) — X(sin) HE3a6UCHE 30 Hexe M, S, 1,1 <m < s<t<n,
mada je F' excnonenyujarma.

3.4 Kapakrepusalja eKCIIOHEHIIjaJIHE pacIiiojee, 3a-
CHOBaHa Ha MOMEHTHMa CTaTHUCTHUKa IIOPETKA
Y Teopuju KapakTepu3allije ce Teku Ka cjaabibeby U CMambermy Opoja
npernocraBku y Teopemu. C TuMm y Besu, Bparumo ce Ha [lecyoBy Teopemy
3.1, ¥ MOKYTIajMO J1a YCJIOB jedHaKUX pacnodena 3aMeHNMO YCJIOBOM jedHAKUL
ouekusarsa. 3a MovYeTak, HABe MO HEeKe OCHOBHE O0COOMHE MOMEeHATa CTATH-
CTHKa MOpPeTKA.

I3 nornasiba (2.2) 3uamo ja ce dynknuja pacuojene F,) Moxe npejcra-
BUTU y 00JiMKYy HenoTnyHne bBera pacrojiesie, u Kao TakBa OHa 3a/I0BO/baBa

pekypenTHy hopmyJy
k k
1= =) Fn)+ —Fei1n) = Flen-1)-
( n) (kin) 4 (k+Lin) (kin-1)

Opnartie, Kajla OYeKHBabe TOCTOjJH, BaXKU CIMYHA peKypeHTHA dopmy/ia

k k
(1 - —) ElX@wm ]+~ ElX g ] = E[X o1,

n

rie je

+o00 1
E[X<km>]:fxdem)(l‘):[F1(t)k(Z)t’“(1—t)"’fdt,
0

n F~! npencrasma nnsepsny dyuknujy ox F, nedunucany ca
F7(t) = inf{x|F(x) > t}.

Teopema 3.19 (Xyanr). YVkoauko je F' nedezenepucana gynryuja pacnodene,
U aKo je
E[nX@amny] = E[X1] < oo, 3a cearon =2,3,...,

mada je F' excnonenyujarna dyrnryuja pacnodeae.

Xyanr je mokazao jga ynpkoc merosoj npermnocrasnum E[X] < oo, oBa
PETTIIOCTABKA j€ Marhe PEeCTPUKTHBHA OJ MPEeTHoCTaBKe Kojy je mmao [lecy
(Teopema 3.1). 3aro npesenryjemo jauy Bepsujy Teopeme 3.19.

127. Govindarajulu (1978) - unamjcku craTucTIgap
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Teopema 3.20. Vroauxo je F' medezenepucana dynruyuja pacnodeise u axo
cy

(a) nX(1,n) u X1 jednaro pacnodemere 3a nexo n > 2
(6) E[nXaun]=FE[X1] 3a ocmane n—ose

mada je F' excnonenyujarmna dyrnruuje pacnodene.

3.5 MonoToHe TpaHcdOpMaldje eKCIIOHEHIjaJ HEe pac-
rnojeJie

Beh cMmo cnomenynu ja ce ojgpeheHEM MOHOTOHHUM TpaHchOpMaIujama
eKCIIOHEeHIHjaTHe pacIoese MOry J00ONTH HEeKe Ipyre pacioiese, 3a Koje
he BakuTH C/IMYHE KapaKTepPU3aIUOHE TEOPEME, KA0 U KO/ eKCIOHEHIIN]a/IHEe
pacnogene. O nmocedbue BaykHOCTH je cieneha Teopema.

Teopema 3.21. Hexa je X cayuajna 8esusuna ca HENpeKuOHoM GYHKUUIOM
pacnodene F(x), mada

(3.5.1) Y =-InF(z),
(3.5.2) W =-1In(1-F(z)),

UMGTY EKCNOHEHUUJAAHY PACNodeay, ca napamempom 1.

Llokas.

P(Y <z)=P(-InF(z) <x) = P(InF(z) > —z) = P(e"F® > ¢™)
=P(F(z)2>e®)=1-P(F(z)<e®)=1-P(X < Fl(e™))
=1-F(F'e*)=1-¢e% 220

P(W<z)=P(-In(1-F(x))<z)=P(In(1-F(x))>-z)=P(1-F(z)>e™)
=P(F(z)<1-e®)=P(X<F'(1-¢e%)=F(F'(1-¢))
=l-e™ x>0.

Ha ocnoBy oBe Teopeme, Tpancdopmalujom Jpyrux paciojesia jg00ujamo

eKCIIOHEHITMjAJTHY PACIIOJIE Ty, YNMe Ce heHe KapaKTePU3amnnoHe OCOOMHe mpe-

HOCce u Ha Japyre pacnojaese. Hapernrhemo npumepe oapehennx pacrozesna Koje
ce Hajdelrhe KOpucTe, U 3a CBaKy OJ HbUX 110 jeJIHY KapaKTepu3allujy.
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1. Ynugpopmna pacnodeaa. Yxomuko je F(x) = x 3a 0 <z < 1, Taga Ha
ocoBy (3.5.1) cieqm ma Y = —In X mmva eKCHOHEHIUjaIHY PACHOey.
CB0jCTBO 0OCYCTBA MEMOPHje TOCTaje

P(-mX2>2z+z[-InX >2)=P(-InX >z), 3a ceako z,z > 0.

YBohemwem cmene €@ = u u e * = v, jgobujamo ja 3a yHUMDOPMHY
pacrojiesly BazKi KapakTepusalyja y O0O0JUKY MYJITHIINKATHBHE OCO-
OWHe 0OJICYyCTBA MEeMOpPHje

P(X <w|X <v)=P(X <u), 0<u,v< 1.

2. Bejoynoea pacnodena. Heka je a > 0. Tama BejoymoBy pacmomgeny
JnepuHUALIIEMO Y OOJIHKY

F(z)=1-e* 2>0.

U3 (3.5.2), cienu ma X uma eKCIoHeHIIjaaHy pacnogeny. Kaxko je a >
0, cenn 1a 3a BejoystoBy pacmojeny BaxKu TeopeMa anaJioraa /lecyosoj
TeopeMH. YKOIHUKO je X(i;,) MUHEUMAJIHA CTATHCTHKA HOPETKa OJ 7
HE3aBUCHUX BeJIMYNHA W3 momnyJamnuje X, Taja je nl/“X(lm) jeaHaKo
pacrojie/beHa Kao u X.

3. Ilapemosa pacnodesa. 3a ciaydajuy BesuauHy X ca (pYHKIHJOM PacIo-
Jeie
Flx)=1-2"" a>0,z>1,

KazkeMo jia uma IlaperoBy pacnogeny. U3 rparcdopmanuje (3.5.2)
nooujamo ga je W = aln X ekcrnoHeHNujaIHO pacmojie/beHa, U U3 CBOj-
CTBa OJCYCTBa MEMOpHje, IIpH cMeHn e%/® =y u /% = v, cienn

P(X >w|X 2v) = P(X 2u), u,v>1.

obujin cMo Jia oBa ocobuna npejicras/ba Kapakrepusaiujy [laperose
pacuozeJie.

4. Tymbenosa pacnodena. Yromuko X uma dbyHKujy pacmogene F(x) =
e, ragaus (3.5.1) ciequ na Y = eX nma eKnoHeHnujaHy Paciojesny.
Kapakrepuszanuja ['ymbesioBe pacmnosese jgobuja ce Ha ocHoBy lecyose
Teopeme, X (n.y) —Inn uva ucty pacmnogery xao X, rae je X () Makcu-
MaJTHa CTATHCTHKA IIOPEeTKA.
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3.6 Kapakrepusamnuja HEKNX JAPYTUX PaCIOIeIa

Y 1mperxogHOM 0/Ie/bKY CMO OINHCAJIM HeKe oJ1 TpaHcdopMmaluja Kojuma
U3 eKCIIOHEHIMja/IHe paclojese j1odujamMo Japyre pacuojese. Ha Taj Haumn
ospehene ocobune n Teopeme Koje Cy BazKuje 3a eKCIOHEHIHjaIHy PacIIoIey,
Bazke 1 3a U3BeJieHe pacnojene. [lapeToBy pacmogery cMo 1006m1u Tpancdop-
manujoM Y = eX, tume ce meHe Kapakrepusauuje j1ooujajy Mojaudukanujama
Jlecyose, Ilypu-Pyounose, AxcanyiaxoBe Teopeme, uta. lckasm HapegHUX
Teopema Ccy IUTHpaHW u3 paja [12].

Teopema 3.22. Heka cy X u 'Y jednako pacnodemene, nenezamusne u anco-
AYymMHo nenpekudne cayuajne seauvune. Tada, X u max (%, %) uUMajy ucmy
PACNOdeny arxo u camo ako cayuajna seauvuna X uma Ilapemosy pacnodeny.

Jlokas. Moxke ce nahu y paxy [12].

Teopema 3.23. Hexa je X1, Xo, ..., X, y3opak u3 nenezamusne pacnodene.
Axo 3a nexo j ecmamucmure X i1y /X (jm) 4 X(1n-j) umagy ucmy pacnodey,
mada X1 uma Ilapemosy pacnodeay.

Teopema 3.24. Heka je X1, Xy, ..., X, ysopar us nene2amuere, ancorymmo
Henpekudne  pacnodene u3  Kaace . Taoa, (X(j+1;n)/X(jm))n_]

n—k . .
U (X(k+1m)/X(km)) , 1 <j <k <n, umajy ucmy pacnodeay axo u camo
arxo X1 uma Ilapemosy pacnodeny.

Jlokas. Moxke ce nahu y pauy [12].
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3akJpydak

Osaj paj, mpejacrap/ba yBOJ Y 00J1acT KapakTepu3aluje pacuogena. OH je
6a3upaH Ha Behl yCTAHOB/BEHUM U JIOKA3aHUM TeOopeMaMa, Koje YIMHe HeOIlXO-
JIHY OCHOBY 3a JlaJbe MO3HABAIbE U Pa3yMeBalbe OBe 00JaCTH, KOja je IpeaMeT
u3ydaBamba MHOI'MX HayudHuKa. Kapaxkrepusaluje ce Majo U3ydaBajy TOKOM
OCHOBHUX CTY/IHja, aJli OHE Cy MOBE3aHEe Ca MHOTHM IPEIMETHMA KOjU jecy
seo ocHoBHEUX cryamja. Cama 1mo cebm OBa 00IACT C€ MOYKe CBPCTATH U Y
BepoBaTHONY, W y CTATHCTUKY, U OHA UX MehycoOHO moBe3yje. Y OBOM pajy
IpeTeKHO N3y9aBaMO KapaKTePU3AIlnjy eKCIIOHEeHIIHjaTHe pacIojiese moMohy
CTaTUCTUKaA 1IOPETKa.

Kapakrepusanyja pacrnojena ce KOpucTr 3a opMupame HermapaMerap-
CKUX TeCTOBA 3a UCHUTHBAI€ PACIOesa U TeCTOBA CATJIACHOCTH, YAMe OBa
TeopHja MOCTaje 3HATHO KOMILTHKOBaHWja. 10 HUje MpeaMeT H3ydaBarba Y
OBOM paJIy, ajli MHOTe OIHMCAaHe TeopeMe CIyKe Kao OCHOBA 3a (hOpMHUPATHEe
TeCT CTATUCTUKA W XUIIOTE3a 34 TECTOBE O PACIOAENH 00eserk]ja.
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