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�Óâîä

1 Óâîä

Êàðàêòåðèçàöèjà ôóíêöèjà ðàñïîäåëà (åíã. Characterization of Prob-
ability Distributions) ñïàäà ó ãðóïó ìàòåìàòè÷êèõ òåîðèjà, ÷èjè ðàçâîj è
äà§å òðàjå, òj. è äàíàñ jå ïðåäìåò èçó÷àâà»à ìíîãèõ íàó÷íèêà. Ïîjàì êà-
ðàêòåðèçàöèjå ðàñïîäåëå jå íàjjåäíîñòàâíèjå îájàñíèòè ïðèìåðîì. Íàèìå,
óêîëèêî íàì jå äàòà ïîïóëàöèjà X, è »åíà îäãîâàðàjó£à ôóíêöèjà ðàñ-
ïîäåëå F (x), òàäà íà îñíîâó òèïà ðàñïîäåëå ìîæåìî èçäâîjèòè íåêà
»åíà ñâîjñòâà ó êëàñó S. Êàðàêòåðèçàöèjà ïðåäñòàâ§à îáðíóò ïîñòóïàê,
óêîëèêî ñó íàì ïîçíàòå íåêå îä îñîáèíà ïîïóëàöèjå X èç êëàñå S, äà
ëè ìîæåìî çàê§ó÷èòè êîjà jå ðàñïîäåëà F (x) ó ïèòà»ó. Êàêî ðàçëè÷èòå
ðàñïîäåëå èìàjó ìíîãà ñâîjñòâà, òàêî è òåîðåìà î êàðàêòåðèçàöèjè ïîñòîjè
ìíîãî. Ó îâîì ðàäó áè£å îïèñàíà êàðàêòåðèçàöèjà çàñíîâàíà íà îñîáèíà-
ìà ñòàòèñòèêà ïîðåòêà. Òàêî äà ñó ó ïðâîì ïîãëàâ§ó äåôèíèñàíè ïîjàì
ñòàòèñòèêà ïîðåòêà, »èõîâå ôóíêöèjå è ãóñòèíå ðàñïîäåëà, êàî è »èõîâå
âàæíå îñîáèíå êîjå ñå êîðèñòå ó òåîðåìàìà êàðàêòåðèçàöèjå. Òàêî¢å,
íàjâå£ó ïàæ»ó ïîñâå£ójåìî êàðàêòåðèçàöèjè åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå
(ïîãëàâ§å 3.1), êàî ðàñïîäåëè ÷èjå ñó òåîðåìå êàðàêòåðèçàöèjå íàjáðîj-
íèjå, è èç êîjå ñå îäðå¢åíèì ìîíîòîíèì òðàíñôîðìàöèjàìà ìîãó äîáèòè
è äðóãå ðàñïîäåëå, çà êîjå £å âàæèòè ñëè÷íå êàðàêòåðèçàöèîíå îñîáèíå
(ïîãëàâ§å 3.5). Ïîãëàâ§å 3.2 jå ïîñâå£åíî íàjâàæíèjèì òåîðåìàìà êàðà-
êòåðèçàöèjå åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå, ïîìî£ó jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ
ñòàòèñòèêà ïîðåòêà. Äà áè ñå êàñíèjå ó ïîãëàâ§èìà 3.3 è 3.4, ó êîjèìà jå
ïðåäñòàâ§åíà êàðàêòåðèçàöèjà íà îñíîâó íåçàâèñíîñòè ñòàòèñòèêà ïîð-
åòêà è î÷åêèâà»à ñòàòèñòèêà ïîðåòêà, íàïðàâèëî ìå¢óñîáíî ïîðå¢å»å,
òj. »èõîâà ïîâåçàíîñò ñà òåîðåìàìà èç ïîãëàâ§à 3.2. Ïîñëåä»à äâà
ïîãëàâ§à ïîñâå£åíà ñó êàðàêòåðèçàöèjè íåêèõ äðóãèõ ðàñïîäåëà.
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�Ñòàòèñòèêå ïîðåòêà

2 Ñòàòèñòèêå ïîðåòêà

2.1 Óâîä

Êàêî jå âå£ ñïîìåíóòî ó ïðåòõîäíîì ïîãëàâ§ó, òåîðåìà î êàðàêòå-
ðèçàöèjè èìà jàêî ïóíî, çàñíîâàíå ñó íà ðàçëè÷èòèì ñâîjñòâèìà ôóí-
êöèjà ðàñïîäåëà è îñîáèíàìà »èõîâèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà (îäñóñòâî
ìåìîðèjå, íåçàâèñíîñò...), êàî è íà îñîáèíàìà »èìà îäãîâàðàjó£èõ ñòà-
òèñòèêà ïîðåòêà, ôóíêöèjà ðèçèêà, ìàòåìàòè÷êîã î÷åêèâà»à, åíòðîïèjà,
èòä. Ó îâîì ðàäó ñó îïèñàíå òåîðåìå êàðàêòåðèçàöèjå ðàñïîäåëå äîáèjåíå
íà îñíîâó îñîáèíà ñòàòèñòèêà ïîðåòêà. Çà îâàj óâîäíè äåî êîðèñòèìî
ëèòåðàòóðó [1],[2] è [3]. Òèïîâè êàðàêòåðèçàöèjà ïîìî£ó ñòàòèñòèêà ïî-
ðåòêà ïîðå¢àíå ñó ó ãðóïàìà íà îñíîâó ñâîjñòâà:

- Jåäíàêîñòè ðàñïîäåëà îäãîâàðàjó£èõ ôóíêöèjà ñòàòèñòèêà ïîðåòêà

- Íåçàâèñíîñòè ôóíêöèjà ðàñïîäåëà ñòàòèñòèêà ïîðåòêà

- Îñîáèíà ìîìåíàòà ñòàòèñòèêà ïîðåòêà.

Ñâå òåîðåìå íàâåäåíå ñó ïî õðîíîëîøêîì ðåäó è îñëèêàâàjó ïîñòóïíè
ðàçâîj òåîðèjå êàðàêòåðèçàöèjå, êðîç »èõîâå ïîëàçíå èäåjå, êàêî ñå ìå¢ó-
ñîáíî óíàïðå¢ójó, è êîëèêà jå çàjåäíè÷êà âåçà èçìå¢ó ãîðå íàâåäåíèõ
ãðóïà êàðàêòåðèçàöèjà ïîìî£ó îñîáèíà ñòàòèñòèêà ïîðåòêà. Çàòî jå ó
óâîäíîì äåëó ïàæ»à ïîñâå£åíà ñòàòèñòèêàìà ïîðåòêà (ïîjàì, äåôèíè-
öèjà, ôóíêöèjà ðàñïîäåëå - jåäíå ñòàòèñòèêå ïîðåòêà èëè çàjåäíè÷êà
ðàñïîäåëà äâå ñòàòèñòèêå ïîðåòêà, ìàòåìàòè÷êî î÷åêèâà»å). Çà ïî÷åòàê,
èç íîòàöèjñêèõ ðàçëîãà, êðàòàê îñâðò íà îñíîâíå êîíöåïòå òåîðèjå âåðî-
âàòíî£å.
Ïîä îçíàêîì (Ω,A, P ) ïîäðàçóìåâàìî ïðîñòîð âåðîâàòíî£à, ãäå jå Ω
ïðîñòîð äîãà¢àjà, A ⊆ Ω ñêóï äîãà¢àjà (σ−àëãåáðà) è P jå ìåðà âåðî-
âàòíî£å äåôèíèñàíà íà A. Âåëèêèì ñëîâîì X îçíà÷è£åìî ñëó÷àjíó
ïðîìåí§èâó, êîjà ïðåäñòàâ§à ïðåñëèêàâà»å íà ïðîñòîðó Ω è êîjà jå
ìåð§èâà ó îäíîñó íà ñêóï A, òj. çà ñâàêè ðåàëíè áðîj x, ñêóï âåëè÷èíà
èç Ω çà êîjå âàæè X < x ïðèïàäà ñêóïó A.
Çà äàòó ñëó÷àjíó âåëè÷èíó X, ôóíêöèjó

F (x) = P{X ≤ x}

íàçèâàìî ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå ñëó÷àjíå âåëè÷èíå X. Óêîëèêî jå ïîòðåá-
íî íàãëàñèòè íà êîjó ñå ñëó÷àjíó âåëè÷èíó îäíîñè ðàñïîäåëà, êîðèñòè£åìî
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è îçíàêó FX(x), íïð. ôóíêöèjó ðàñïîäåëå ìèíèìàëíå ñòàòèñòèêå ïîðåòêà
îçíà÷è£åìî ñà FX(1,n)(x) (âèäè 2.2). Çà îâàêî äåôèíèñàíó ôóíêöèjó
ðàñïîäåëå âàæè äà jå íåîïàäàjó£à, íåïðåêèäíà çäåñíà è F (−∞) = 0,
F (+∞) = 1. Êàêî ïîñåáíó ïàæ»ó ïîñâå£ójåìî êàðàêòåðèçàöèjè åêñïîíå-
íöèjàëíå ðàñïîäåëå, ðå£è£åìî jîø äà jå ôóíêöèjà F (x) àïñîëóòíî íåï-
ðåêèäíà óêîëèêî jå íåïðåêèäíà è äèôåðåíöèjàáèëíà. Ó òîì ñëó÷àjó
ìîæåìî äåôèíèñàòè ôóíêöèjó f(x) = F ′(x) çà ñâàêî x, êîjó íàçèâàìî
ôóíêöèjîì ãóñòèíå.

Ïîjàì è äåôèíèöèjà ñòàòèñòèêà ïîðåòêà:
Ïðåòïîñòàâèìî äà ñó X1,X2, ...,Xn n íåçàâèñíèõ è jåäíàêî ðàñïîäå§å-

íèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà ñà ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå F (x). Îäãîâàðàjó£å
ñòàòèñòèêå ïîðåòêà ñó ñëó÷àjíå âåëè÷èíå Xi ïîðå¢àíå ó íåîïàäàjó£åì
ïîðåòêó. Òàêàâ íèç íàçèâàìî âàðèjàöèîíè íèç. Íàjìà»è ìå¢ó Xi-jåâèìà
îçíà÷è£åìî ñà X(1,n), äðóãè íàjìà»è ïî ðåäó îçíà÷è£åìî ñà X(2,n),. . . ,è
íàjçàä, íàjâå£è îçíà÷àâàìî ñà X(n,n). Îòóäà

X(1,n) ≤X(2,n) ≤ ... ≤X(n,n).

Âåëè÷èíà êîjà ñå íàëàçè íà k-òîj ïîçèöèjè, íàçèâàìî k-òà ñòàòèñòèêà
ïîðåòêà. Ñòàòèñòèêå ïîðåòêàX(1,n) è X(n,n) jîø íàçèâàìî è ìèíèìàëíîì,
îäíîñíî ìàêñèìàëíîì ñòàòèñòèêîì ïîðåòêà:

X(1,n) =min(X1,X2, ...,Xn)

X(n,n) =max(X1,X2, ...,Xn)
Óêîëèêî ñó âðåäíîñòè Xi è Xj jåäíàêå çà íåêî i ≠ j, îíäà íå ïðàâèìî
ðàçëèêó êîjà îä âåëè÷èíà ñòîjè èñïðåä äðóãå ó âàðèjàöèîíîì íèçó. Óêî-
ëèêî jå F (x) íåïðåêèäíà òàäà jå P (Xi = Xj) = 0 çà íåêî i ≠ j, òj. ó
îâîì ñëó÷àjó ñå ñòàòèñòèêå ïîðåòêà ðàçëèêójó ñà âåðîâàòíî£îì 1. Êàêî ó
îâîì ðàäó ïîñåáíó ïàæ»ó ïîñâå£ójåìî êàðàêòåðèçàöèjè åêñïîíåíöèjàëíå
ðàñïîäåëå, ó âå£èíè ñëó÷àjåâà ïðåòïîñòàâ§àìî äà jå ôóíêöèjà ðàñïîäåëå
F (x) íåïðåêèäíà, îñèì óêîëèêî íèjå äðóãà÷èjå íàïîìåíóòî (äèñêðåòíè
ñëó÷àj). Îñîáèíå ðàïîäåëå ôóíêöèjà îâèõ ñòàòèñòèêà ïîðåòêà ïîêàçà£å
ñå îä ïîñåáíå âàæíîñòè è ïîñëóæè£å êàî èäåjà çà êàðàêòåðèçàöèjó åêñ-
ïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå. Çàòî ó äà§åì òåêñòó ãîâîðèìî î ôóíêöèjè
ðàñïîäåëå ñòàòèñòèêa ïîðåòêà. Ñèìáîëîì FX(k,n)(x) (ñêðà£åíî F(k,n)(x))
îçíà÷è£åìî ôóíêöèjó ðàñïîäåëå k−òå ñòàòèñòèêå ïîðåòêà X(k,n), äîê
fX(k,n)(x) (ñêðà£åíî f(k,n)(x)) ïðåäñòàâ§à »åíó îäãîâàðàjó£ó ãóñòèíó ðàñ-
ïîäåëå. Ó íàðåäíà äâà ïîãëàâ§à ñó îïèñàíå ôóíêöèjå ðàñïîäåëà jåäíå
ñòàòèñòèêå ïîðåòêàX(k,n), è çàjåäíè÷êa ðàñïîäåëa äâå ñòàòèñòèêå ïîðåòêà
X(i,n) èX(j,n), »èõîâà èçâî¢å»à è äîêàçè, îäãîâàðàjó£å ãóñòèíå ðàñïîäåëà
è »èõîâå îñîáèíå.
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2.2 Ðàñïîäåëà ñòàòèñòèêå ïîðåòêà

Ó îâîì îäå§êó èçâîäèìî ôîðìóëó çà ôóíêöèjó ðàñïîäåëå k−òå ñòàòè-
ñòèêå ïîðåòêà, ïîä ïðåòïîñòàâêàìà íàâåäåíèì ó ïðåòõîäíîì äåëó:
X1,X2, . . . ,Xn íèç íåçàâèñíèõ è jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè-
÷èíà èç ïîïóëàöèjå X ñà íåïðåêèäíîì ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå F (x). Òàäà
âàæè

Òåîðåìà 2.1. Íåêà ñó X(1,n) ≤ X(2,n) ≤ ... ≤ X(n,n) ñòàòèñòèêå ïîðåòêà
ñëó÷àjíîã óçîðêà îáèìà n èç ðàñïîäåëå íåïðåêèäíîã òèïà, ÷èjà jå ôóíê-
öèjà ðàñïîäåëå F (x) è »îj îäãîâàðàjó£à ãóñòèíà ðàñïîäåëå f(x). Òàäà jå
ôóíêöèjà ðàñïîäåëå k−òå ñòàòèñòèêå ïîðåòêà äàòà ñà

FX(k,n)(x) =
n

∑
j=k
(n
j
)F j(x)(1 − F (x))n−j,

ãäå jå F (x) = P (X ≤ x).

Äîêàç. Íåêà jå I ñëó÷àjíà âåëè÷èíà êîjà ïðåäñòàâ§à áðîj ñëó÷àjíèõ
âåëè÷èíà X1,X2, . . . ,Xn êîjå ñó ìà»å èëè jåäíàêå x. Äàêëå, çà ñâàêè îä
X1,X2, . . . ,Xn ðå£è£åìî äà jå Xk ≤ x óñïåøàí äîãà¢àj, è Xk ≥ x íåóñïåøàí
äîãà¢àj çà 0 ≤ k ≤ n. Òàäà I ïðåäñòàâ§à áðîj óñïåøíèõ äîãà¢àjà îä n
ïîêóøàjà. Âåðîâàòíî£à óñïåõà jå p = P (X ≤ x) = F (x) jåð ñó ñëó÷àjíå
âåëè÷èíå jåäíàêî ðàñïîäå§åíå. Çáîã »èõîâå íåçàâèñíîñòè âåðîâàòíî£à
äà k−òà ñòàòèñòèêà ïîðåòêà áóäå ìà»à èëè jåäíàêà x jåäíàêà jå äîãà¢àjó
äà íàjìà»å k îä n ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà X1,X2, . . . ,Xn áóäå ìà»å îä x.
Îäàòëå, I èìà áèíîìíó ðàñïîäåëó ñà ïàðàìåòðèìà n è p, I ∼ B(n, p), ãäå
jå p = F (x). Äàêëå, äîãà¢àj äà X(k,n) ≤ x jå åêâèâàëåíòàí äîãà¢àjó I ≥ k,
òj. áàðåì k ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà jå ìà»å èëè jåäíàêî îä x. Ñàäà ìîæåìî
îäðåäèòè ôóíêöèjó ðàñïîäåëå X(k,n):

FX(k,n)(x) = P (X(k,n) ≤ x)
= P (I ≥ k)

=
n

∑
j=k
(n
j
)pj(1 − p)n−j

=
n

∑
j=k
(n
j
)F j(x)(1 − F (x))n−j −∞ < x < +∞ ∎(2.2.1)

Ïîñëåäèöà 2.1. Êîðèñòå£è ôîðìóëó 2.2.1 ìîæåìî îäðåäèòè ôóíêöèjó
ðàñïîäåëå ìèíèìàëíå è ìàêñèìàëíå ñòàòèñòèêå ïîðåòêà

FX(1,n)(x) = 1 − (1 − F (x))n, −∞ < x <∞,(2.2.2)

FX(n,n)(x) = F n(x), −∞ < x <∞.(2.2.3)
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Äîêàç. Íà îñíîâó Òåîðåìå(2.1) èìàìî

FX(1,n)(x) =
n

∑
j=1
(n
j
)F j(x)(1 − F (x))n−j

=
n

∑
j=0
(n
j
)F j(x)(1 − F (x))n−j − (1 − F (x))n

= 1 − (1 − F (x))n, −∞ < x <∞,

FX(n,n)(x) =
n

∑
j=n
(n
j
)F j(x)(1 − F (x))n−j

= (n
n
)F n(x)(1 − F (x))0

= F n(x), −∞ < x <∞ ∎

Çà ñëó÷àjíó âåëè÷èíó àïñîëóòíî íåïðåêèäíîã òèïà, ìîæåìî îäðåäèòè
ãóñòèíó ðàñïîäåëå k−òå ñòàòèñòèêå ïîðåòêà.
Òåîðåìà 2.2. Íåêà ñó X(1,n) ≤ X(2,n) ≤ . . . ≤ X(n,n) ñòàòèñòèêå ïîðåòêà
ñëó÷àjíîã óçîðêà îáèìà n èç ðàñïîäåëå íåïðåêèäíîã òèïà, ÷èjà jå ôóíöêèjà
ðàñïîäåëå F (x) è »îj îäãîâàðàjó£à ãóñòèíà ðàñïîäåëå f(x). Òàäà jå ãó-
ñòèíà ðàñïîäåëå k−òå ñòàòèñòèêå ïîðåòêà äàòà ñà

(2.2.4) fX(k,n)(x) = k(
n

k
)f(x)F k−1(x)(1 − F (x))n−k,

ãäå jå F (x) = P (X ≤ x).
Äîêàç. Ãóñòèíà ðàñïîäåëå fX(k,n)(x) ñëó÷àjíå âåëè÷èíå X(k,n) jå

fX(k,n)(x) =
d

dx
FX(k,n)(x).

Òàäà, èç Òåîðåìå (2.1) èìàìî

fX(k,n)(x) =
d

dx

n

∑
j=k
(n
j
)F j(x)(1 − F (x))n−j

=
n

∑
j=k
(n
j
)(jF j−1(x)(1 − F (x))n−jf(x)

− (n − j)F j(x)(1 − F (x))n−j−1f(x))

=
n

∑
j=k

j(n
j
)F j−1(x)(1 − F (x))n−jf(x)

−
n

∑
j=k
(n − j)(n

j
)F j(x)(1 − F (x))n−j−1f(x),
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Èç ïðâå ñóìå èçâëà÷èìî ïðâè ñàáèðàê, è êàêî jå çà k = n ñàáèðàê ó
ïîñëåä»îj ñóìè jåäíàê íóëè, îñòàjå

fX(k,n)(x) =k(
n

k
)f(x)F k−1(x)(1 − F (x))n−k

+
n

∑
j=k+1

j(n
j
)F j−1(x)(1 − F (x))n−jf(x)

−
n−1
∑
j=k
(n − j)(n

j
)F j(x)(1 − F (x))n−j−1f(x)

=k(n
k
)f(x)F k−1(x)(1 − F (x))n−k

+
n−1
∑
j=k
(j + 1)( n

j + 1
)F j(x)(1 − F (x))n−j−1f(x)

−
n−1
∑
j=k
(n − j)(n

j
)F j(x)(1 − F (x))n−j−1f(x)

Êàêî jå

(j + 1)( n

j + 1
) = n!

j!(n − j − 1)!
= (n − j) n!

j!(n − j)!
= (n − j)(n

j
)

ñóìå ñå ïîòèðó, ÷èìå jå äîêàç çàâðøåí ∎
Ïðåìà Òåîðåìè 2.1, ôóíêöèjà ðàñïîäåëå X(k,n) ïðåäñòàâ§åíà jå ó îá-

ëèêó ðåïà Áèíîìíå ðàñïîäåëå (ñóìà ïîëàçè îä k), ñà âåðîâàòíî£îì F (x).
Îñèì îâå ðåïðåçåíòàöèjå, ôóíêöèjó ðàñïîäåëå, íà îñíîâó ñëåäå£å ëåìå,
ìîæåìî ïðèêàçàòè ó îáëèêó Ïèðñîíîâå íåïîòïóíå Áåòà ôóíêöèjå.

Ëåìà 2.1. Íåêà jå F (x) ôóíêöèjà ðàñïîäåëå çà x ≥ 0, òàäà âàæè

(2.2.5)
n

∑
j=k
(n
j
)F j(x)(1 − F (x))n−j = IF (x)(k,n − k + 1)

ãäå jå

Ix(a, b) =
1

β(a, b)

x

∫
0

ta−1(1 − t)b−1dt

íåïîòïóíà Áåòà ôóíêöèjà, è âàæè

1

β(k,n − k + 1)
= k(n

k
).
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Äîêàç. Jåäíàêîñò ôîðìóëå (2.2.5) èçâîäèìî çäåñíà íà ëåâî êîðèñòå£è
ïàðöèjàëíó èíòåãðàöèjó

I =
F (x)

∫
0

tk−1(1 − t)n−kdt

íåêà jå

u = (1 − t)n−k du = −(n − k)(1 − t)n−k−1

dv = tk−1dt v = 1

k
tk

òàäà

I = 1

k
F k(x)(1 − F (x))n−k + n − k

k

F (x)

∫
0

tk(1 − t)n−k−1dt.

Ó ñëåäå£åì êîðàêó, çà

u = (1 − t)n−k−1 du = −(n − k − 1)(1 − t)n−k−2

dv = tkdt v = 1

k + 1
tk+1

äîáèjàìî

I = 1

k
F k(x)(1 − F (x))n−k + n − k

k
( 1

k + 1
F k+1(x)(1 − F (x))n−k−1+

+ n − k − 1
k + 1 ∫

F (x)

0
tk+1(1 − t)n−k−2dt)=

= 1

k
F k(x)(1 − F (x))n−k + n − k

k(k + 1)
F k+1(x)(1 − F (x))n−k−1+

+ (n − 1)(n − k − 1)
k(k + 1) ∫

F (x)

0
tk+1(1 − t)n−k−2dt.

Ïîíàâ§àjó£è ïîñòóïàê n − k ïóòà, ó ïîñëåä»åì êîðàêó äîáèjàìî

I = 1

k
F k(x)(1 − F (x))n−k + n − k

k(k + 1)
F k+1(x)(1 − F (x))n−k−1+

+ (n − k)(n − k − 1)
k(k + 1)(k + 2)

F k+2(x)(1 − F (x))n−k−2+

+ . . . + (n − k)(n − k − 1)⋯1
k(k + 1)(k + 2)⋯(n − 1) ∫

F (x)

0
tn−1dt.
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Ðåøàâà»åì ïîñëåä»åã èíòåãðàëà äîáèjàìî ñóìó

(2.2.6) I = 1

k
F k(x)(1 − F (x))n−k + n − k

k(k + 1)
F k+1(x)(1 − F (x))n−k−1+

+ . . . + (n − k)!
k(k + 1)⋯n

F n(x).

Äîáèjåíè ðåçóëòàò (2.2.6) ìîæåìî çàïèñàòè ó ñêðà£åíîì îáëèêó

(2.2.7) I = 1

k

n

∑
j=k

k!

j!

(n − k)!
(n − j)!

F j(x)(1 − F (x))n−j.

Äàêëå, èíòåãðàë èç jåäíàêîñòè (2.2.5), êîðèñòå£è (2.2.7), ìîæåìî çàïèñàòè
êàî

IF (x)(k,n − k + 1) =k(
n

k
)∫

F (x)

0
tk−1(1 − t)n−kdt

=k(n
k
) ⋅ 1

k

n

∑
j=k

k!

j!

(n − k)!
(n − j)!

F j(x)(1 − F (x))n−j

= n!

(n − k)!k!
⋅

n

∑
j=k

k!

j!

(n − k)!
(n − j)!

F j(x)(1 − F (x))n−j

=
n

∑
j=k

n!

(n − j)!j!
F j(x)(1 − F (x))n−j

=
n

∑
j=k
(n
j
)F j(x)(1 − F (x))n−j.

×èìå jå äîêàç çàâðøåí ∎
Íà îñíîâó Ëåìå (2.1), ôóíêöèjó ðàñïîäåëå ìîæåìî çàïèñàòè íà ñëåäå£è

íà÷èí

FX(k,n)(x) = ∫
F (x)

0

n!

(k − 1)!(n − k)!
tk−1(1 − t)n−kdt

= IF (x)(k,n − k + 1), −∞ < x <∞(2.2.8)

Ïîòðåáíî jå jîø íàãëàñèòè äà ôîðìóëà çà FX(k;n)(x) ó jåäíà÷èíè (2.2.8)
âàæè è çà äèñêðåòíó, è íåïðåêèäíó ðàñïîäåëó ïîïóëàöèjå. Ìå¢óòèì,
óêîëèêî ïðåòïîñòàâèìî äà jå ðàñïîäåëà àïñîëóòíî íåïðåêèäíîã òèïà,
äèôåðåíöèðà»åì jåäíàêîñòè (2.2.8) äîáèjàìî èçðàç çà ãóñòèíó ðàñïîäåëå
âåëè÷èíå X(k;n), êîjè jå èäåíòè÷àí îíîì ó (2.2.4).
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Ïðèìåð 2.1. Ïîñìàòðàìî ñòàíäàðäíó óíèôîðìíó ðàñïîäåëó ñà ôóíê-
öèjîì ãóñòèíå f(u) = 1, 0 ≤ u ≤ 1, è ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå F (u) = u, 0 ≤
u ≤ 1. Òàäà ïðåìà Òåîðåìè(2.1), ôóíêöèja ðàñïîäåëå U(k,n) (1 ≤ k ≤ n)
jåäíàêà jå

(2.2.9)

FU(k,n)(u) =
n

∑
j=k
(n
j
)uj(1 − u)n−1 = ∫

u

0

n!

(k − 1)!(n − k)!
tk−1(1 − t)n−kdt,

0 ≤ u ≤ 1.

Äèôåðåíöèðà»åì jåäíàêîñòè (2.2.9) äîáèjàìî ôóíêöèjó ãóñòèíå

(2.2.10) fU(k,n)(u) =
n!

(k − 1)!(n − k)!
tk−1(1 − t)n−k, 0 ≤ u ≤ 1

Èç ãîð»å ôóíöêèjå ãóñòèíå ìîæåìî èçðà÷óíàòè m−òè ìîìåíàò U(k,n):

E(Um
(k,n)) = ∫

1

0
umfU(k,n)(u)du

= β(k +m,n − k + 1) / β(k,n − k + 1)

ãäå jå β(p, q) ïîòïóíà áåòà ôóíêöèjà äèôèíèñàíà ñà

β(p, q) = ∫
u

0
tp−1(1 − t)q−1dt, p, q > 0,

îäàêëå, çà m = 1, äîáèjàìî ìàòåìàòè÷êî î÷åêèâà»å îä U(k,n)

E(U(k,n)) =
k

n + 1
.

2.3 Çàjåäíè÷êà ðàñïîäåëà äâå ñòàòèñòèêå ïîðåòêà

Ïðè èçâî¢å»ó çàjåäíè÷êå ôóíêöèjå ðàñïîäåëå äâå ñòàòèñòèêå ïîðåòêà
X(i,n) è X(j,n) (1 ≤ i < j ≤ n), ïðâî ãðàôè÷êè ïðåäñòàâ§àìî äîãà¢àj
(xi <X(i,n) ≤ xi + δxi, xj <X(j,n) ≤ xj + δxj):

ãäå óêóïíî i − 1 Xk−îâà (1 ≤ k ≤ n) jå ìà»å èëè jåäíàêî îä xi, òà÷íî
jåäàí ïðèïàäà èíòåðâàëó (xi, xi + δxi], óêóïíî j − i − 1 Xk−îâà jå âå£å îä
xi + δxi à ìà»å èëè jåäíàêî îä xj, èíòåðâàëó (xj, xj + δxj] ïðèïàäà òà÷íî
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jåäàí, è ïðåîñòàëèõ n − j ñó âå£è îä xj + δxj. Çà δxi è δxj äîâî§íî ìàëî,
âåðîâàòíî£à îâîã äîãà¢àjà jåäíàêà jå

(2.3.1) P (xi <X(i,n) ≤ xi + δxi, xj <X(j,n) ≤ xj + δxj) =

= n!

(i − 1)!1!(j − i − 1)!1!(n − j)!
(F (xi))

i−1

× (F (xi + δxi) − F (xi))(F (xj) − F (xi + δxi))
j−i−1

× (F (xj + δxj) − F (xj))(1 − F (xj + δxj))
n−j

+O((δxi)2δxj) +O(δxi(δxj)2)

Âåëè÷èíåO((δxi)2δxj) èO((δxi)2δxj) ïðåäñòàâ§àjó âåðîâàòíî£ó äîãà-
¢àjà äà ñå ó èíòåðâàëèìà (xi, xi + δxi], è (xj, xj + δxj], ïîjàâè âèøå îä
jåäíå ñëó÷àjíå âåëè÷èíå Xk (1 ≤ k ≤ n). Äèôåðåíöèðà»åì èçðàçà (2.3.1)
èçâîäèìî ôîðìóëó çàjåäíè÷êå ôóíöêèjå ãóñòèíå çà X(i,n) è X(j,n) (1 ≤ i <
j ≤ n)

(2.3.2)

f(i,j;n)(xi, xj) = lim
δxi→0
δxj→0

(
P (xi <Xi,n ≤ xi + δxi, xj <Xj,n ≤ xj + δxj)

δxiδxj

)

= n!

(i − 1)!(j − i − 1)!(n − j)!
(F (xi))

i−1

× ( lim
δxi→0

F (xi + δxi) − F (xi)
δxi

)(F (xj) − F (xi))
j−i−1

× ( lim
δxj→0

F (xj + δxj) − F (xj)
δxj

)(1 − F (xj))
n−j

= n!

(i − 1)!(j − i − 1)!(n − j)!
(F (xi))

i−1

× (F (xj) − F (xi))
j−i−1(1 − F (xj))

n−j
f(xi)f(xj)

−∞ < xi < xj <∞.

Óêîëèêî èçàáåðåìî i = 1 è j = n, èç (2.3.2) ìîæåìî îäðåäèòè çàjåäíè÷êó
ãóñòèíó ðàñïîäåëå ìèíèìàëíå è ìàêñèìàëíå ñòàòèñòèêå ïîðåòêà

(2.3.3) f(1,n;n)(xi, xj) = n(n + 1)F (xi)(F (xi) − F (xj))n−2f(xi)f(xj)
−∞ < xi < xj <∞;

Ñëè÷íî, çà j = i + 1, èç (2.3.2) ìîæåìî îäðåäèòè çàjåäíè÷êó ãóñòèíó
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ðàñïîäåëå ñóñåäíèõ ñòàòèñòèêà ïîðåòêà, X(i,n) è X(i+1,n) (1 ≤ i ≤ n − 1)

(2.3.4)

f(i,i+1;n)(xi, xi+1) =
n!

(i − 1)!(n − i − 1)!
(F (xi))

i−1(1−F (xi+1))
n−i−1

f(xi)f(xi+1)

−∞ < xi < xi+1 <∞.

Íà îâàj íà÷èí, ìîæåìî îäðåäèòè ôóíêöèjó ãóñòèíå ó ãåíåðàëèçîâàíîì
ñëó÷àjó:
Çàjåäíè÷êà ôóíêöèjà ãóñòèíå X(i1;n),X(i2;n), . . . ,X(ik;n) (1 ≤ i1 < i2 < . . . <
ik ≤ n,1 ≤ k ≤ n) çà x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xk jå

f(i1,i2,...,ik;n)(x1, x2, . . . , xk) =
n!

(i1 − 1)!(i2 − i1 − 1)!⋯(n − ik)!
× (F (x1))

i1−1(F (x2) − F (x1))
i2−i1−1⋯(1 − F (xk))

n−ik

× f(x1)f(x2)⋯f(xk)(2.3.5)

Óêîëèêî äåôèíèøåìî x0 = −∞, xk+1 = +∞, i0 = 0, nk+1 = n + 1, funkcija
gustine (2.3.5) ìîæå ñå çàïèñàòè ó ñëåäå£åì îáëèêó:

n![
k

∏
j=1

f(xj)]
k

∏
j=0

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(F (xj+1) − F (xj))
ij+1−ij−1

(ij+1 − ij − 1)!

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
.

Èç ïðåòõîäíîã ñëåäè äà jå ôóíêöèjà ãóñòèíå n ñòàòèñòèêà ïîðåòêà

(2.3.6) fX(1;n),X(2;n),...,X(n;n)(x1, x2, ..., xn) = n!
n

∏
j=1

f(xj) x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xn.

Ðåçóëòàò (2.3.6) èçãëåäà î÷èãëåäíî, ñîáçèðîì äà ïîñòîjè n! ìîãó£íîñòè
ðàíãèðà»à xi−îâà, çàòî ó íåêèì ðàäîâèìà ïîëàçèìî îä ôóíöêèjå ãóñòèíå
n ñòàòèñòèêà ïîðåòêà äà áè ñå èçâåëà ôîðìóëà çà çàjåäíè÷êó ðàñïîäåëó
äâå èëè âèøå ñòàòèñòèêà ïîðåòêà [1].
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�Êàðàêòåðèçàöèjà

3 Êàðàêòåðèçàöèjà

Ìå¢ó òåîðåìàìà êàðàêòåðèçàöèjå ïîìî£ó ñòàòèñòèêà ïîðåòêà, íàjçà-
ñòóï§åíèjå ñó îíå êîjå ñå îäíîñå íà åêñïîíåíöèjàëíó ðàñïîäåëó. Òàêî
äà ñå ó îâîì ðàäó ïðåòåæíî áàâèìî êàðàêòåðèçàöèjîì åêñïîíåíèöjàëíå
ðàñïîäåëå. Ìîíîòîíèì òðàíñôîðìàöèjàìà åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå
äîáèjàjó ñå ìíîãå äðóãå (óíèôîðìíà, Ïàðåòîâà, Âåjáóëîâà ðàñïîäåëà,
èòä.), çà êîjå £å, ó âå£èíè ñëó÷àjåâà, âàæèòè ñëè÷íå êàðàêòåðèçàöèîíå
îñîáèíå êàî êîä åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå. Ó óâîäó îâîã îäå§êà, îïèñó-
jåìî îñîáèíå åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå, áèòíå çà »åíó êàðàêòåðèçàöèjó.

3.1 Åêñïîíåíöèjàëíà ðàñïîäåëà

Íåêà jå X ñëó÷àjíà âåëè÷èíà ñà ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå

(3.1.1) F (x) = 1 − e−λx, x ≥ 0, λ > 0.

Òàäà êàæåìî äà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà èìà åêïîíåíöèjàëíó ðàñïîäåëó ñà
ïàðàìåòðîì λ > 0. Èç jåäíàêîñòè (3.1.1), ñëåäå ñëåäå£à ñâîjñòâà ôóíöêèjå
F (x) :

(1 − F (x))′ = −λ(1 − F (x)), x > 0, F (0+) = 0;(S1)

∫
+∞

x
(1 − F (z))dz = 1

λ
(1 − F (x)), x > 0, F (0+) = 0;(S2)

1 − F (x + z) = (1 − F (x))(1 − F (z)) çà ñâàêî x, z ≥ 0.(S3)

Óñëîâ F (0+) = 0 íàñ îãðà¢ójå îä ñëó÷àjà äåãåíåðèñàíå åêñïîíåíöèjàëíå
ðàñïîäåëå. Íàèìå, óêîëèêî èçîñòàâèìî óñëîâ F (0+) = 0, òàäà ñó ñâîjñòâà
(S1) è (S2) çàäîâî§åíà è ó ñëó÷àjó ôóíêöèjå ðàñïîäåëå îáëèêà:

Fc(x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1 − ce−λx çà x > 0
0 ó ñóïðîòíîì,

ãäå jå êîíñòàíòà 0 ≤ c ≤ 1. Íàø öè§ jå, äà íà îñíîâó íàâåäåíèõ ñâîjñòàâà
åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå, äîáèjåìî òåîðåìå »åíå êàðàêòåðèçàöèjå. Êà-
êî çà c = 0, ñâîjñòâà (S1) è (S2) íå âàæå, óñëîâ F (0+) = 0 íàñ îãðàíè÷àâà
ñàìî íà íåäåãåíåðèñàíè ñëó÷àj åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå.
Íàäà§å, èñê§ó÷ójåìî ìîãó£íîñò äåãåíåðèñàíå ðàñïîäåëå (ó ïîjåäèíèì
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òåîðåìàìà òà ïðåòïîñòàâêà jå åêñïëèöèòíî íàâåäåíà, èëè óñëîâ F (0+) =
0). Ïðèìåòèìî äà ñâîjñòâî (S1) ìîæåìî çàïèñàòè ó ñëåäå£åì îáëèêó

(S3*) P (X ≥ x + z∣X ≥ z) = P (X ≥ x) çà ñâàêî x, z ≥ 0,

êîjå jå ïîçíàòî êàî ñâîjñòâî îäñóñòâà ìåìîðèjå (lack of memory). Êàêî jå,
èç ñâîjñòàâà (S1) è (S2), î÷èãëåäíî äà (3.1.1) âàæè (øòî ñâàêó îñîáèíó
ïîjåäèíà÷íî ÷èíè êàðàêòåðèçàöèîíîì òåîðåìîì), åêâèâàëåíöèjà (S3) è
(3.1.1) jå ìà»å î÷èãëåäíà. Ó îâîì ðàäó íå£åìî äèðåêòíî èçâîäèòè òàj
äîêàç (âèäåòè [3, ñòð.8]), àëè ïîêàçà£åìî äà jå (S3) åêâèâàëåíòàí óñëîâó
Äåñóîâå òåîðåìå, îäàêëå ñëåäè åêâèâàëåíòíîñò è ñà (3.1.1). Òàêî¢å, âàæíî
jå ñïîìåíóòè è äîìåí íà êîìå âàæè ñâîjñòâî (S3). Óêîëèêî ïðåòïîñòàâèìî
äà (S3), èëè »åãîâà åêâèâàëåíòíà ôîðìà (S3*), âàæè ñàìî çà ïîçèòèâíå
öåëå áðîjåâå x è z, òàäà je ãåîìåòðèjñêà ðàñïîäåëà jåäèíà ðàñïîäåëà
çà êîjó îâî ñâîjñòâî âàæè (îâî jå ïðèìåð êàðàêòåðèçàöèjå äèñêðåòíå
ñëó÷àjíå âåëè÷èíå).
Äîêàçà£åìî jîø ìå¢óñîáíó åêâèâàëåíòíîñò ñâîjñòàâà (Sj), j = 1,2,3. Íà
ïî÷åòêó äîêàæèìî åêâèâàëåíòíîñò îñîáèíà (S1) è (S2). Èíòåãðàöèjîì
(S1), ó ãðàíèöàìà îä x äî áåñêîíà÷íîñòè, äîáèjàìî (S2). Ñà äðóãå ñòðàíå,
êàêî jå ëåâà ñòðàíà jåäíàêîñòè (S2) íåïðåêèäíà, à òèìå è äåñíà ñòðàíà,
ñëåäè äà ñó îáå ñòðàíå äèôåðåíöèjàáèëíå, ïà äèôåðåíöèðà»åì (S2) äîáè-
jàìî (S1). Ñàäà jå äîâî§íî äîêàçàòè åêâèâàëåíòíîñò (S2) è (S3), îäàêëå
ñëåäè ìå¢óñîáíà åêâèâàëåíòíîñò ñâà òðè óñëîâà. Ïðâî, ïîêàæèìî äà je
çà ôóíêöèjó F (x), êîjà çàäîâî§àâà óñëîâ (S3), èíòåãðàáèëíà ôóíêöèjà
1 − F (x), òj. äà jå èíòåãðàë

+∞

∫
0

(1 − F (x))dx = 1

λ

êîíà÷àí. Çàèñòà, óêîëèêî (S3) ïðèìåíèìî n ïóòà çà x = y, äîáèjàìî äà
çà ñâàêî ðåàëíî z > 0 âàæè

1 − F (nz) = (1 − F (z))n ,

àëè, è çà ñâàêè ðåàëàí áðîj x = nz > 0 âàæè

1 − F (x) = (1 − F (x
n
))

n

.

Îòóäà, ïðèìå»ójó£è ãîð»ó jåäíàêîñò çà x = n, èìàìî

∫
+∞

0
(1 − F (x))dx ≤

+∞
∑
n=0
(1 − F (n)) =

+∞
∑
n=0
(1 − F (1))n = 1

F (1)
,
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ãäå jå F (1) > 0, jåð áè ó ñóïðîòíîì âàæèëî äà jå F (x) = 0 çà ñâàêî x.
Ñàäà èíòåãðàöèjîì (S3) ïî z îä 0 äî áåñêîíà÷íîñòè äîáèjàìî

∫
+∞

0
(1 − F (x + z))dz = ∫

+∞

0
(1 − F (x))(1 − F (z))dz

= 1

λ
(1 − F (x)).

Óâî¢å»åì ñìåíå x+z = t äîáèjàìî äà ñâîjñòâî (S2) âàæè. Ñàäà, äîêàæèìî
äà âàæè è ñóïðîòíî. Ïðåòïîñòàâèìî äà âàæè ñâîjñòâî (S2), èç ïðåòõîäíîã
çíàìî äà òàäà âàæè è (S1). Çà ïðîèçâî§íó ôóíêöèjó g(x) = eλx(1−F (x))
âàæè£å g′(x) = 0. Ðåøàâà»åì äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå äîáèjàìî äà jå

g(x) = C, òj. g(x)
C = 1 çà íåêó êîíñòàíòó C ≠ 0, è çà ñâàêî x > 0. Òàäà âàæè

g(x + z)
C

= g(x)
C

g(z)
C

çà ñâàêî x, z > 0,

òj. çà ñâàêî x, z > 0 âàæè

C(1 − F (x + z)) = (1 − F (x))(1 − F (z)).

Êàäà z → 0, äîáèjàìî äà jå C = 1, îäàêëå âèäèìî äà âàæè (S3).

3.2 Êàðàêòåðèçàöèjà åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå

Ñïîìåíóëè ñìî äà êàðàêòåðèçàöèîíå òåîðåìå ñå îäíîñå íà íåêà ïîçíà-
òà ñâîjñòâà ôóíêöèjà ðàñïîäåëà, íà îñíîâó êîjèõ äîíîñèìî çàê§ó÷àê î
ñàìîj ðàñïîäåëè. Ìå¢ó íàjçíà÷àjíèjèì ðåçóëòàòèìà êàðàêòåðèçàöèjå åêñ-
ïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå jå Äåñóîâà òåîðåìà. Ãëàâíè ìîòèâ çà ðåøàâà»å
îâîã ïðîáëåìà jå ñâîjñòâî (2.2.2). Íàèìå, óêîëèêî jå ðàñïîäåëà F , ñëó÷àjíå
âåëè÷èíå X, åêñïîíåíöèjàëíî ðàñïîäå§åíà ñà ïàðàìåòðîì λ > 0, è àêî jå
(X1,X2, ...,Xn) ñëó÷àjíè óçîðàê èç ðàñïîäåëå F , òàäà èç ñâîjñòâà (2.2.2)
ñëåäè

F(1;n)(x) = 1 − (1 − F (x))n

= 1 − e−λnx, çà x ≥ 0.(3.2.1)

Òàäà,

P (nX(1;n) ≤ x) = P (X(1;n) ≤
x

n
)

íà îñíîâó (3.2.1) âàæè

= 1 − e−λn x
n

= 1 − e−λx, çà x ≥ 0.(3.2.2)
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Äàêëå, íà îñíîâó èçðàçà (3.2.2) ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà óêîëèêî jå ñëó÷à-
jíà âåëè÷èíà åêñïîíåíöèjàëíî ðàñïîäå§åíà ñà ïàðàìåòðîì λ > 0, îíäà jå
»åíà îäãîâàðàjó£à ìèíèìàëíà ñòàòèñòèêà ïîðåòêà òàêî¢å åêñïîíåíöèjà-
ëíî ðàñïîäå§åíà ñà ïàðàìåòðîì λ > 0, òj. jåäíàêî jå ðàñïîäå§åíà êàî è
X. Ïîñòàâ§à ñå ïèòà»å, äà ëè âàæè îáðàòíî?

Òåîðåìà 3.1 (Äåñó1). Óêîëèêî jå F (x) íåäåãåíåðèñàíà ôóíêöèjà ðàñïî-
äåëå, òàäà ñó çà ñâàêè ïðèðîäàí áðîj n ≥ 1 ñëó÷àjíå âåëè÷èíå nX(1;n) è
X jåäíàêî ðàñïîäå§åíå àêî è ñàìî àêî jå F (x) îáëèêà (3.1.1).

Äîêàç. Ó ïðåòõîäíîì ðàçìàòðà»ó jå äîêàçàíî äà ñó FnX(1;n)(x) è FX(x)
èäåíòè÷íå êàäà jå X ∼ ε(λ). Ñàäà £åìî äîêàçàòè èìïëèêàöèjó

(3.2.3) FnX(1;n) = FX(x)⇒X ∼ ε(λ).

Jåäíàêîñò ó èñêàçó (3.2.3) ìîæåìî çàïèñàòè ó ñëåäå£åì îáëèêó

P (nX(1;n) ≤ x) = 1 − (1 − F (
x

n
))

n

,

FX(x) = P (X ≤ x) ;

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
⇒ (1 − F (x

n
))

n

= 1 − F (x)

Óêîëèêî óâåäåìî îçíàêó G(x) = 1 − F (x), âàæè

(3.2.4) G(x) = Gn (x
n
) , èëè G1/n(x) = G(x

n
) .

Óñëîâ nX(1;n)
d=X jå åêâèâàëåíòàí X(1;n)

d= 1
nX, ïà âàæè

P (X(1;n) ≤ x) = 1 − (1 − F (x))n,

P (X
n
≤ x) = P (X ≤ nx);

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
⇒ 1 − F (nx) = (1 − F (x))n

îäàêëå ñëåäè

(3.2.5) G(nx) = Gn(x), çà ñâàêî x ≥ 0, n ≥ 1.

Íà îñíîâó ñâîjñòàâà (3.2.5) è (3.2.4) ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà çà ñâàêà äâà
ïðèðîäíà áðîjà m è n ≠ 0, êàäà jå x = 1, âàæè

(3.2.6) G(m
n
) = Gm ( 1

n
) = Gm

n (1).

Èç (3.2.6) ñëåäè äà çà ñâàêè ðàöèîíàëàí áðîj îáëèêà x = m
n ∈ Q, âàæè

G(x) = Gx(1) = ex lnG(1).

1M.M.Desu (1971) - àìåðè÷êè ñòàòèñòè÷àð
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Ïðèìåòèìî äà jå 0 < G(1) < 1. Çàèñòà, óêîëèêî áè G(1) = 0 èëè G(1) =
1, òàäà ïîñòîjè áðîj k ≠ 0, íà îñíîâó ïðåòõîäíîã, çà êîjè jå G(k) = 0
èëè G(k) = 1, øòî jå ó êîíòðàäèêöèjè ñà G(k) = 1 − F (k) è ÷è»åíèöîì
äà jå F (k) íåäåãåíåðèñàíà ðàñïîäåëà, òj. F (0) = 0. Óâî¢å»åì ñìåíå
λ = − lnG(1), ãäå jå λ ïîçèòèâàí è êîíà÷àí áðîj, ñëåäè

G(x) = e−λx çà ñâàêè ðàöèîíàëàí áðîj x.

Äîêàæèìî jîø äà ãîð»à jåäíàêîñò âàæè è çà èðàöèîíàëíå áðîjåâå, ÷èìå
£å âàæèòè çà ñâå ïîçèòèâíå ðåàëíå áðîjåâå. Êàêî jå ñêóï ðàöèîíàëíèõ
áðîjåâà ñâóäà ãóñò, ïîñòîjå íèçîâè {x(n)1 } è {x

(n)
2 } èç ñêóïà Q, çà êîjå âàæè

x
(n)
1 < x < x(n)2 è lim

n→+∞
x
(n)
1 = lim

n→+∞
x
(n)
2 = x,

ãäå jå x ïðîèçâî§àí èðàöèîíàëàí áðîj. Êàêî jåG(x) íåðàñòó£à ôóíêöèjà,
ñëåäè

e−λx
(n)
1 ≤ G(x) ≤ e−λx

(n)
2 .

Êàäà n→ +∞, äîáèjàìî äà jå G(x) = e−λx çà ñâàêî x ≥ 0, øòî jå è òðåáàëî
äîêàçàòè ∎

Ïðèêàçàíè äîêàç ñå íàj÷åø£å ïîjàâ§ójå ó ðàäîâèìà(âèäåòè [4],[3]).
Ïîñòóïàê äîêàçà, êîjè jå îïèñàí è ó îâîì ðàäó, ñó ïðâîáèòíî êîðèñòèëè
Êîøè2 è Äàðáó3, ïðè ðåøàâà»ó Êîøèjåâèõ ôóíêöèîíàëíèõ jåäíà÷èíà
(âèäåòè [5, ñòð.237]).

Êàî øòî ñìî âå£ ñïîìåíóëè ó ïðåòõîäíîì ïîãëàâ§ó, óñëîâ òåîðåìå
(3.1) è ñâîjñòâî (S3) ñó åêâèâàëåíòíè. Äîêàçàëè ñìî äà ïðè óñëîâó

nX(1;n)
d=X, çà ñâàêî n ≥ 1 è x ≥ 0 âàæè

1 − F (nx) = (1 − F (x))n ,(3.2.7a)

1 − F (x) = (1 − F (x
n
))

n

.(3.2.7b)

Äà èç ñâîjñòâà (S3) ñëåäè (3.2.7a) äîêàçójåìî ïîìî£ó èíäóêöèjå çà z = x.
Ñàäà jå äîâî§íî ïîêàçàòè äà nX(1;n)

d=X èìïëèöèðà (S3), òj. ïîêàçà£åìî
äà çà ôóíöêèjó êîjà èñïó»àâà óñëîâå (3.2.7a,b), âàæè ñâîjñòâî (S3). Ïðâî,
ïîêàæèìî äà jå òàêâà ôóíêöèjà íåïðåêèäíà çà ñâàêî x ≥ 0, è äà çàäîâî-
§àâà (S3) çà ñâå ðàöèîíàëíå áðîjåâå x, z > 0. Íà îñíîâó îâèõ ÷è»åíèöà,
ñëåäè£å äà òàêâà ôóíêöèjà çàäîâî§àâà (S3) çà ñâå ðåàëíå áðîjåâå. Ïîä

2A.C. Cauchy (1821) - ôðàíöóñêè ìàòåìàòè÷àð
3G. Darbaux (1875) - ôðàíöóñêè ìàòåìàòè÷àð
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ïðåòïîñòàâêîì äà jå íàøà ôóíêöèjà íåîïàäàjó£à è äåôèíèñàíà íà ïîçè-
òèâíîì äîìåíó, âàæè£å äà jå F (0) = 0, óç ïðåòïîñòàâêó äà jå íåäåãåíåðè-
ñàía ñëåäè íåïðåêèäíîñò ó íóëè, F (0+) = 0. Ïîêàæèìî äà ñâîjñòâî (S3)
âàæè çà ñâå ðàöèîíàëíå áðîjåâå x, z > 0. Íåêà jå G(x) = 1−F (x), òàäà íà
îñíîâó (3.2.7a,b), çà ñâå ïðèðîäíå áðîjåâå m è n âàæè

G(m + n) = Gm+n(1) = Gm(1)Gn(1) = G(m)G(n),

îäàêëå, è çà ñâå ðàöèîíàëíå áðîjåâå x è z îáëèêà p
q ,

s
t ∈ Q, âàæè

G(x + z) =G(pt + sq
qt
) = Gpt ( 1

qt
)Gsq ( 1

qt
)

=G(pt
qt
)G(sq

qt
) = G(x)G(z).

Îñòàjå äà äîêàæåìî íåïðåêèäíîñò ôóíêöèjå G(x) çà ïðîèçâî§íî x0.
Íåêà ñó x è z ðàöèîíàëíè áðîjåâè òàêâè äà jå x < x0 < x + z, è íåêà
x → x0 è z → 0. Íà îñíîâó ïðåòõîäíî äîêàçàíîã, è G(0) = 1, ñëåäè äà jå
G(x0 + 0) = G(x0 − 0) = G(x0), òj. ôóíêöèjà G(x) jå íåïðåêèäíà ó òà÷êè
x0. Îâèì ñìî äîêàçàëè åêâèâàëåíòíîñò ñâîjñòâà îäñóñòâà ìåìîðèjå è

nX(1;n)
d=X.

Äà§à óîïøòå»à Äåñóîâå òåîðåìå, ñó ñïðîâî¢åíà çàìåíîì óñëîâà çà
ñâàêî n ≥ 1, ñëàáèjèì óñëîâèìà. Ó äîêàçó íàðåäíå òåîðåìå êîðèñòèìî
ñëåäå£ó ëåìó.

Ëåìà 3.1. Íåêà ñó n1 è n2 (n1 < n2) ïðèðîäíè áðîjåâè òàêâè äà jå
lnn1/ lnn2 èðàöèîíàëàí áðîj. Òàäà çà ïðîèçâî§íå öåëå áðîjåâå m è n
(áèëî ïîçèòèâíå, èëè íåãàòèâíå), ñêóï áðîjåâà zm,n = m lnn1 + n lnn2 jå
ñâóäà ãóñò íà ðåàëíîj ïðàâîj.

Äîêàç. Ïðåòïîñòàâèìî ñóïðîòíî. Íåêà jå z ðåàëàí áðîj çà êîjè ïîñòîjè
íàjìà»è z∗m,n òàêàâ äà jå z < z∗m,n è z∗m,n ≠ z. Äðóãèì ðå÷èìà, èíòåðâàë
(z, z∗m,n) íå ñàäðæè áðîjåâå îáëèêà zm,n, òj. çà ñâàêè zu,v < z∗m,n âàæè
zu,v ≤ z (íïð. òàêàâ áðîj áè áèî zu,v = z∗m,n − lnn1). Îçíà÷èìî ñà z‵u,v
íàjâå£è îä áðîjåâà èç {zm,n}, êîjè íå ïðåëàçè z. Òàäà, íèêîjà äâà áðîjà
èç {zm,n} íèñó íà ìà»åì ðàñòîjà»ó îä α = z∗m,n − z‵u,v > 0, jåð ðàçëèêà
äâà ÷ëàíà ñêóïà {zm,n} ïðèïàäà òîì ñêóïó. Ó ñóïðîòíîì áè ïîñòîjàëè
áðîjåâè zm1,n1 > zm2,n2 , çà êîjå jå zu,v = zm1,n1 − zm2,n2 < α, ÷èìå áè áðîjåâè
zu,v + z‵u,v è z∗m,n − zu,v áèëè ó êîíòðàäèêöèjè ñà äåôèíèöèjîì áðîjåâà z∗m,n

è z‵u,v (jåð èíòåðâàë (z, z∗m,n) íå ñàäðæè áðîjåâå îáëèêà zm,n). Íà èñòè
íà÷èí ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà íèêîjà äâà óçàñòîïíà ÷ëàíà {zm,n} íå ìîãó
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áèòè íà ðàñòîjà»ó âå£åì îä α. Ïîñëåäèöà äî ñàäà ñâåãà èçâåäåíîã jå äà
ñå ðàçëèêà ñâàêà äâà ÷ëàíà {zm,n} ìîæå ïðåäñòàâèòè êàî óìíîæàê îä α.
Òàäà ïîñòîjå ïðèðîäíè áðîjåâè k è p çà êîjå âàæè

(lnn1 + lnn2) − lnn1 = kα

(lnn1 + lnn2) − lnn2 = pα

Êîëè÷íèê îâå äâå jåäíàêîñòè jå ó êîíòðàäèêöèjè ñà ïðåòïîñòàâêîì äà
jå lnn1/ lnn2 èðàöèîíàëàí áðîj. Äàêëå, èçáîð áðîjà z, òàêî äà jå {zm,n}
ñâóäà ãóñò íà ðåàëíîj ïðàâîj, jå ìîãó£ ∎

Íàðåäíà òåîðåìà jå ðåçóëòàò àìåðè÷êîã ñòàòèñòè÷àðà, èíäèjñêîã ïî-
ðåêëà, �àjàðàìà Ñåòóðàìàíà4.

Òåîðåìà 3.2 (Ñåòóðàìàí). Íåêà jå F (x) íåäåãåíåðèñàíà ôóíêöèjà ðàñïî-
äåëå ñëó÷àjíå âåëè÷èíå X. Òàäà X ∼ ε(λ) àêî è ñàìî àêî niX(1;ni) ∼ ε(λ)
çà ïðîèçâî§íå 1 < n1 < n2 çà êîjå jå lnn1/ lnn2 èðàöèîíàëàí áðîj.

Äîêàç. Óâåäèìî âå£ ïîçíàòó ñìåíó, G(x) = 1 − F (x). Òàäà, êàî è ó
ïðåòõîäíîj òåîðåìè, èç óñëîâà òåîðåìå (3.2), âàæè

Gn(x) = G(nx) çà ñâàêî x ≥ 0 è çà ðàçëè÷èòå n = n1 èëè n2.

Òàêî¢å çíàìî äà âàæè è G (xn) = G
1
n (x), òàäà èíäóêöèjîì äîáèjàìî äà

(3.2.8) GN(x) = G(Nx)

âàæè çà ñâàêè öåî áðîj N = ns
1n

t
2, ãäå ñó s è t ïðîèçâî§íè öåëè áðîjåâè

(áèëî ïîçèòèâíè, èëè íåãàòèâíè). Òàäà, íà îñíîâó Ëåìå 3.1, çíàìî äà jå
ñêóï áðîjåâà îáëèêà

u = lnN = s lnn1 + t lnn2

ñâóäà ãóñò íà ðåàëíîj ïðàâîj, çà ïðîèçâî§íå öåëå áðîjåâå s è t. Ñòîãà,
ïîñòîjå íèçîâè s = s(k) è t = t(k), çà k ≥ 1, çà êîjå u(k) → 0. Íåêà jå
u = u(k). Òàäà, óêîëèêî jå g(x) = ln (− lnG(ex)), z = lnx è u = lnN , èç
jåäíàêîñòè (3.2.8) èìàìî

g(u + z) − g(z) = ln (− lnG(eu+z)) − ln (− lnG(ez))
= ln (− lnG(xN)) − ln (− lnG(x))
= ln (−N lnG(x)) − ln (− lnG(x))

= ln(−N lnG(x)
− lnG(x)

)

= lnN = u
4Jayaram Sethuraman (1965) - Department of Statistics, Florida State University
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òj.

g(u + z) − g(z)
u

=1.(3.2.9)

Îòóäà, àêî u→ 0, ñëåäè äà jå g′(z) = 1 óêîëèêî èçâîä ïîñòîjè (òî íå ñëåäè
èç ïîñëåä»å jåäíàêîñòè jåð u íèjå ïðîèçâî§íî). Êàêî jå G(z) ìîíîòîíà,
îíäà jå è g(z) ìîíîòîíà. Âå£ ñìî ñïîìåíóëè äà jå íèç áðîjåâà u ñâóäà
ãóñò íà ðåàëíîj ïðàâîj. Òàäà, íåêà jå v ïðîèçâî§àí íèç áðîjåâà òàêàâ äà
v → 0, ïà ìîæåìî êîíñòðóèñàòè íèçîâå áðîjåâà u1 ≤ v ≤ u2 òàêâå äà ui → 0
è ui

v → 1. Çáîã ìîíîòîíîñòè ôóíêöèjå g(z) âàæè

g(u1 + z) − g(z)
u1

u1

v
≤ g(v + z) − g(z)

v
≤ g(u2 + z) − g(z)

u2

u2

v
,

ãäå èç (3.2.9) ñëåäè
u1

v
≤ g(v + z) − g(z)

v
≤ u2

v
.

Òàäà, ïðåìà Òåîðåìè î äâà æàíäàðìà, g′(z) ïîñòîjè è jåäíàê jå jåäèíèöè,
êàäà v → 0. Èç ðåøå»à îâå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ñëåäè äà jå
ln (− lnG(ez)) = C, C = const. Òàäà jå

G(ez) = exp{−ez+C}, òj. G(x) = e−λx, λ = eC > 0,

øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè ∎
Ó ê»èçè [3] jå óñëîâ òåîðåìå, niX(1;ni) ∼ ε(λ), çàìå»åí ñâîjñòâîì (S3),

ìå¢óòèì äîêàç jå èñòè ó îáà ñëó÷àjà, jåð ñìî ïîêàçàëè åêâèâàëåíòíîñò
îâà äâe îñîáèíå. Êàñíèjà óîïøòå»à Òåîðåìå 3.2, äîêàçàî jå Á. Àðíîëä5,
ïðåòïîñòà§àjó£è n2 = n1+1. Îâî íèñó jåäèíà óîïøòå»à Äåñóîâå òåîðåìå,
ñëåäå£à òåîðåìà jå òàêî¢å ðåçóëòàò Á. Àðíîëäà.

Òåîðåìà 3.3 (Àðíîëä). Ïðåòïîñòàâèìî äà çà íåêî n ≥ 2, nX(1;n) èìà
èñòó ðàñïîäåëó êàî è ôóíêöèjà ðàñïîäåëå ïîïóëàöèjå F (x). Óêîëèêî çà

ôóíêöèjà F (x) âàæè äà jå lim
x→0+

F (x)
x = λ > 0 êîíà÷àí, òàäà jå F (x) îáëèêà

(3.1.1).

Äîêàç. Èç óñëîâà òåîðåìå nX(1;n)
d= X, ñëåäè äî ñàäà âå£ óòâð¢åía

îñîáèía

(3.2.7a) (1 − F (x))n = 1 − F (nx).
5Barry C. Arnold (1971) - àìåðè÷êè ñòàòèñòè÷àð
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Ïðåòïîñòàâèìî äà îâî âàæè çà íåêî n ≥ 2, òàêâî äà jå n(k) = nk, k ≥ 1. Îä
íèçà ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà X1,X2, ...,Xn(k) ôîðìèðàìî áëîêîâå

(X1,X2, ...,Xn(k−1))
(Xn(k−1)+1,Xn(k−1)+2, ...,X2n(k−1))
⋮
(X(n−1)n(k−1)+1,X(n−1)n(k−1)+2, ...,Xn(k))

è çà ñâàêè îä áëîêîâà îäðåäèìî ìèíèìóì è îçíà÷èìî ñà

X
(1)
(1;n(k−1)),X

(2)
(1;n(k−1)), ...,X

(n)
(1;n(k−1)),

òàäà jå è

X(1;n(k)) =min (X(1)(1;n(k−1)),X
(2)
(1;n(k−1)), ...,X

(n)
(1;n(k−1))) .(3.2.10)

Êàêî ñó ñëó÷àjíå âåëè÷èíå Xj íåçàâèñíå è jåäíàêî ðàñïîäå§åíå, îíäà

ñó òàêâå è X
(j)
(1;n(k−1)). Òàäà çà k = 2, ñâàêè îä X

(j)
(1;n(k−1)) èìà ðàñïîäåëó

êàî è X(1;n), ÷èjà jå ôóíêöèjà ðàñïîäåëå F (nx). Ôóíêöèjà ðàñïîäåëå çà
X(1;n(2)) èç (3.2.10) jå

P (X(1;n(2)) ≥ x) = (1 − F (nx))n = 1 − F (n ⋅ nx) = 1 − F (n2x)

Èíäóêöèjîì ïî k äîáèjàìî

P (X(1;n(k)) ≥ x) = (1 − F (x))n(k) = 1 − F (n(k)x)

Íà îñíîâó îâîãà, ñëåäè

P (X(1;n(k)) ≤
x

n(k)
) = 1 − (1 − F ( x

n(k)
))

n(k)

= 1 − (1 − F (n(k) x

n(k)
)) = F (x)

ãäe je n ≥ 2, è n(k) = nk, çà k ≥ 1. Èç ïðåòõîäíîã âèäèìî äà âàæè

(3.2.11) F (x) = 1 − (1 − F ( x

n(k)
))

n(k)

çà ñâàêî k ≥ 1.

Ïî ïðåòïîñòàâöè òåîðåìå, êàäà k → +∞, F (xn−k) = λxn−k + o(n−k). Òàäà,
ïîçíàòó ðåëàöèjó

lim
n→+∞

(1 + x

n
+ o( 1

n
))

n

= ex,
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ìîæåìî ïðèìåíèòè íà ôóíêöèjó ðàñïîäåëå F (xn−k). Ïà çà ñâàêî x > 0,
âàæè

F (x) = 1 − lim
k→+∞

(1 − λx

nk
+ o( 1

nk
))

nk

= 1 − e−λx, x > 0 ∎

Ìåòîäà êîjó ñìî êîðèñòèëè ó äîêàçó jå ìåòîäà ãðàíè÷íèõ çàêîíà, è
êîðèñòè ñå ó ìíîãèì äðóãèì äîêàçèìà. Òåîðåìà (3.3) âàæè è çà äðóãå

ðàñïîäåëå óêîëèêî èçóçìåìî ïðåòïîñòàâêó lim
x→0+

F (x)
x = λ > 0, íïð. ìîæåìî

ïîñìàòðàòè ðàñïîäåëó îáëèêà F (x) = 1 − eg(x), ãäå jå g(x) < 0 íåðàñòó£à
ôóíêöèjà. Äà áè çà »ó âàæèëè îñîáèíà (3.2.11), ïîòðåáíî jå äà âàæè

(3.2.12) g(x) = nkg ( x
nk
) , çà ñâàêî x è ñâàêî k ≥ 1,

ãäå jå n ≥ 2 ôèêñèðàí áðîj. Õóàíã6 jå ïîêàçàî äà ñå òàêâà ôóíêöèjà ìîæå
êîíñòðóèñàòè. Jåäàí ïðèìåð òàêâå ôóíêöèjå jå

g(x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

0, çà ñâàêî x ≤ 0
−2j ( lnx−j ln 2ln 2 + 1) , x > 0, è j ∈ Z òàêâî äà 2j < x ≤ 2j+1.

Îâäå (3.2.12) âàæè çà n = 2, ìå¢óòèì, F (x) ó îâîì ñëó÷àjó íèjå åêñïî-
íåíöèjàëíà.
Äà ñå ñâå êàðàêòåðèçàöèîíå òåîðåìå íå ñâîäå ñàìî íà îñîáèíå ìèíèìàëíå
ñòàòèñòèêå ïîðåòêà, ïîêàçójó íàðåäíå òåîðåìå. Ïðå íåãî øòî íàâåäåìî
»èõîâå èñêàçå, êðàòêî óïîçíàâà»å ñà ïîjìîì íîðìàëèçîâàíèõ ðàçìàêà.

Äåôèíèöèjà 3.1. Çà ñëó÷àjíè óçîðàê X1,X2, ...,Xn îáèìà n, èç ïîïó-
ëàöèjå X ñà íåäåãåíåðèñàíîì ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå F (x), äåôèíèøåìî
îäãîâàðàjó£è âàðèjàöèîíè íèç

X(1;n) ≤X(2;n) ≤ ... ≤X(n;n).

Ïîä ïîjìîì íîðìàëèçîâàíèõ ðàçìàêà ïîäðàçóìåâàìî ñëó÷àjíå âåëè÷èíå
îáëèêà

(3.2.13) D(1;n) =X(1;n) è D(k;n) = (n − k + 1) (X(k;n) −X(k−1;n)) , 2 ≤ k ≤ n.

Çà òåîðèjó êàðàêòåðèçàöèjå, íàjâàæíèjå ñó îíå îñîáèíå íîðìàëèçîâà-
íèõ ðàçìàêà ïðè åêïîíåíöèjàëíîj ðàñïîäåëè ïîïóëàöèjå. Çàòî jå ñëåäå£è
ðåçóëòàò Ñóêõàòìåà7, îä ïîñåáíå âàæíîñòè çà êàðàêòåðèçàöèjó åêïîíå-
íöèjàëíå ðàñïîäåëå.

6J. S. Huang (1974) - êèíåñêè ñòàòèñòè÷àð
7Pandurang Vasudeo Sukhatme (1937) - èíäèjñêè ñòàòèñòè÷àð
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Òåîðåìà 3.4. Íåêà jå F (x) = 1 − e−λx, x ≥ 0, λ ≥ 0. Òàäà ñó ðàçëèêå

(3.2.14) X(k;n) −X(k−1;n), 0 ≤ k ≤ n, X(0;n) = 0,

íåçàâèñíå è jåäíàêî ðàñïîäå§åíå ïðîìåí§èâå ñà åêñïîíåíöèjàëíîì ðàñïî-
äåëîì

P (X(k;n) −X(k−1;n) ≤ x) = 1 − e−λ(n−k)x, x ≥ 0,
òj.
Óêîëèêî jå F ∼ ε(λ), oíäà ñó D(1;n),D(2;n), ...,D(n;n) jåäíàêî ðàñïîäå§åíå è
íåçàâèñíå ñëó÷àjíå âåëè÷èíå ñà åêñïîíåíöèjàëíîì ðàñïîäåëîì ε(λ).

Äîêàç. Íà îñíîâó jåäíàêîñòè (2.3.6), ãóñòèíà ðàñïîäåëå âåêòîðà (X(1;n),
X(2;n), ...,X(n;n)) jå

fX(1;n),X(2;n),...,X(n;n)(x1, x2, ..., xn) = n!λne
−λ

n

∑
i=1

xi

.

Jàêîáèjàí òðàíñôîðìàöèjå Tk = X(k;n) −X(k−1;n), jå äåòåðìèíàíòà ãîð»å
òðîóãàîíå jåäèíè÷íå ìàòðèöå, è jåäíàê jå jåäàí. Îäàòëå jå çàjåäíè÷êà
ãóñòèíà ðàñïîäåëå âåêòîðà T1, T2, ..., Tn jåäíàêà

fT1,T2,...,Tn(t1, t2, ..., tn) = n!λn exp{−λ
n

∑
i=1

i

∑
j=1

tj} .

Êàêî jå
n

∑
i=1

i

∑
j=1

tj =
n

∑
i=1
(n − i + 1)ti,

f(t1, t2, ..., tn) =
n

∏
j=1
(n − j + 1)λn exp{−λ

n

∑
j=1
(n − j + 1)tj}

=
n

∏
j=1
((n − j + 1)λe−λ(n−j+1)tj) , tj ≥ 0, j = 1, ..., n .

Êàêî jå çàjåäíè÷êà ãóñòèíà ðàñïîäåëå ïðîèçâîä ìàðãèíàëíèõ ãóñòèíà
ñâàêå ïðîìåí§èâå ïîjåäèíà÷íî, ìîæå ñå äîêàçàòè äà ñó ñëó÷àjíå âåëè÷èíå
íåçàâèñíå (ïîñëåäèöà Ôóáèíèjåâå òåîðåìå), è jåäíàêî ðàñïîäå§åíå ñà
ôóíêöèjîì ãóñòèíå f(tk) = λ(n − k + 1)e−λ(n−k+1)tk , 1 ≤ k ≤ n, tk ≥ 0. Òàäà,
èç Tk ∼ ε((n−k+1)λ) ñëåäè äà ñó ñëó÷àjíå âåëè÷èíå D(k;n) = (n−k+1)Tk,
1 ≤ k ≤ n, íåçàâèñíå è jåäíàêî ðàñïîäå§åíå ñà ε(λ) ðàñïîäåëîì ∎

Ñëè÷íî òâð¢å»å âàæè è çà óíèôîðìíó ðàñïîäåëó.

Òåîðåìà 3.5. Íåêà jå F (x) = x çà 0 ≤ x ≤ 1. Òàäà ñó ðàçìàöè jåäíàêî
ðàñïîäå§åíè ñà ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå F1(x) = 1 − (1 − x)n.
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Ïðèìåòèìî äà ó ïðåòõîäíîj òåîðåìè ðàçìàöè íèñó ìå¢óñîáíî íåçàâè-
ñíè. Øòàâèøå, ïîêàçà£åìî äà jå íåçàâèñíîñò íîðìàëèçîâàíèõ ðàçìàêà
D(k;n) êàðàêòåðèçàöèîíà îñîáèíà åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå. Ïîñåáíó
âàæíîñò èìàjó ñëåäå£å òåîðåìå, êîjå ñå òè÷ó ôóíêöèjå ãóñòèíå ðàçìàêà
äâå ñòàòèñòèêå ïîðåòêà è óñëîâíå ôóíêöèjå ðàñïîäåëå.

Òåîðåìà 3.6. Íåêà jå ôóíêöèjà ðàñïîäåëå F (x) äåôèíèñàíà íà ñåãìåíòó
[0,+∞). Òàäà çà ñâàêî i, j = 1,2, ..., n, òàêâî äà jå i < j, è u > 0, âàæè

(3.2.15) f̃(u) ∶= fX(j;n)−X(i;n)(u) =
+∞

∫
0

fX(i;n),X(j;n)(x,x + u)dx.

Äîêàç. Íåêà jå S îáëàñò íà êîjîj jå X(j;n) >X(i;n) è X(j;n) ≤X(i;n)+u. Òàäà
jå

FX(j;n)−X(i;n)(u) =∫ ∫
S
fX(i;n),X(j;n)(x, y)dxdy

=
+∞

∫
0

x+u

∫
x

fX(i;n),X(j;n)(x, y)dxdy.

Êîðèñòå£è Ëàjáíèöîâî ïðàâèëî äèôåðåíöèðà»à èíòåãðàëà, äîáèjàìî

f̃i,j(u) =
∂

∂u
FX(j;n)−X(i;n)(u) =

∂

∂u

+∞

∫
0

x+u

∫
x

fX(i;n),X(j;n)(x, y)dxdy

=
+∞

∫
0

⎛
⎝
∂

∂u

x+u

∫
x

fX(i;n),X(j;n)(x, y)dy
⎞
⎠
dx

=
+∞

∫
0

fX(i;n),X(j;n)(x,x + u)dx ∎

Òåîðåìà 3.7. Óñëîâíà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå X(j;n), êàäà jå äàòî X(j;n) = xi

çà i < j, jå jåäíàêà ôóíêöèjè ðàñïîäåëå (j − i)−òå ñòàòèñòèêå ïîðåòêà
èç óçîðêà îáèìà n − i, èç ïîïóëàöèjå ÷èjà jå ôóíêöèjà ðàñïîäåëå îáëèêà

(3.2.16) F ∗(xj) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

F (xj)−F (xi)
1−F (xi) , àêî jå xj ≥ xi

0, èíà÷å.

Äîêàç. Èç ìàðãèíàëíå ôóíêöèjå ðàñïîäåëå X(i;n) è çàjåäíè÷êå ôóíêöèjå
ãóñòèíå X(i;n) è X(j;n), äîáèjàìî äà jå óñëîâíà ôóíêöèjà ãóñòèíå X(j;n),
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êàäà jå X(i;n) = xi, äàòà ñà

fX(j;n)(xj ∣X(i;n) = xi) =fX(i;n),X(j;n)(xi, xj)/fX(i;n)(xi)

= (n − i)!
(j − i − 1)!(n − j)!

(
F (xj) − F (xi)

1 − F (xi)
)
j−i−1

× (
1 − F (xj)
1 − F (xi)

)
n−j

f(xj)
1 − F (xi)

,

ãäå jå i < j ≤ n è xi ≤ xj <∞. Çàê§ó÷àê ñëåäè èç ÷è»åíèöå äà
F (xj)−F (xi)

1−F (xi)

ïðåäñòàâ§à íàøó ôóíêöèjó ðàñïîäåëå F ∗(xj), è f(xj)
1−F (xi) »åíó îäãîâàðàjó£ó

ôóíêöèjó ãóñòèíå ∎
Ñëåäå£ó òåîðåìó äîêàçàëè ñó Ïóðè è Ðóáèí (1970).

Òåîðåìà 3.8 (Ïóðè è Ðóáèí). Íåêà ñó X1 è X2 íåçàâèñíå, íåíåãàòèâíå
è jåäíàêî ðàñïîäå§åíå ñëó÷àjíå âåëè÷èíå ñà àïñîëóòíî íåïðåêèäíîì è
äèôåðåíöèjàáèëíîì ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå F (x), îáåëåæjà X, è àêî jå

(3.2.17) X
d=X(2;2) −X(1;2),

F (x) jå åêñïîíåíöèjàëíî ðàñïîäå§åíà.

Èñêàç Òåîðåìå 3.8 jå èäåíòè÷àí îíîì ó [6], äîê ñå ó îðèãèíàëíîì ðàäó
(âèäåòè [7]) ïðåòïîñòàâ§à äà àêî çà äâå íåçàâèñíå è jåäíàêî ðàñïîäå§åíå,
íåíåãàòèâíå è àïñîëóòíî íåïðåêèäíå ñëó÷àjíå âåëè÷èíå, X è Y , âàæè

X
d= ∣X − Y ∣, òàäà X èìà åêñïîíåíöèjàëíó ðàñïîäåëó. Ìå¢óòèì, êàêî çà

äâå ñëó÷àjíå âåëè÷èíå âàæè ∣X1−X2∣ =X(2;2)−X(1;2), ñâåjåäíî jå êîjè £åìî
óñëîâ ïèñàòè ó òåîðåìè.

Äîêàç Òåîðåìå 3.8 ìîæå ñå íà£è ó [7]. Èíà÷å áåç ïðåòïîñòàâêå î
àïñîëóòíîj íåïðåêèäíîñòè ðàñïîäåëå, óñëîâ (3.2.17) jå èñïó»åí è ó ñëó÷àjó
äèñêðåòíå è ñèíãóëàðíå ôóíêöèjå ðàñïîäåëå, àëè íå è ìåøàâèíà òå äâå
ðàñïîäåëå.

Íàïîìåíà. Ñëè÷íî òâð¢å»å ó êîìå ïðåòïîñòàâ§àìî äà X(2;2)−X(1;2)
èìà åêñïîíåíöèjàëíó ðàñïîäåëó, íèjå êàðàêòåðèçàöèjà. Ðîçáåðã8 jå íàâåî
ïðèìåð ôóíêöèjå ðàñïîäåëå îáëèêà

F (x) = 1 − e−x (1 + 4

α2
(1 − cos(αx))) , x ≥ 0, α ≥ 2

√
2,

êîä êîjå D(2;2) òàêî¢å èìà åêñïîíåíöèjàëíó ðàñïîäåëó, àëè ðàñïîäåëà
ïîïóëàöèjå íèjå åêñïîíåíöèjàëíà. Ó îïøòåì ñëó÷àjó, èç ïðåòïîñòàâêå

8H. J. Rossberg (1972) - íåìà÷êè ìàòåìàòè÷àð
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î åêñïîíåíöèjàëíîj ðàñïîäå§åíîñòè ðàçìàêà D(k,n),1 ≤ k ≤ n, íå ñëåäè
êàðàêòåðèçàöèjà åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå.
Ðîçáåðã jå òàêî¢å ïðåïîçíàî ðàçëîã çáîã ÷åãà ðàñïîäåëå äðóãà÷èjå îä åêñ-
ïîíåíöèjàëíå ìîãó èìàòè ñâîjñòâî äà ñó ðàçìàöè åêñïîíåíöèjàëíî ðàñ-
ïîäå§åíè. Íàèìå, îí jå óî÷èî äà çà ñâå ðàñïîäåëå F (x), òàêâå äà jå
F (0+) = 0, çà êîjå jå D(k,n) èç åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå, Ëàïëàñîâà
òðàíñôîðìàöèjà

Lk(s) =
+∞

∫
0

e−sxdF k(x)

èìà íóëå çà íåêî s ∈ C (ñêóï ñâèõ êîìïëåêñíèõ áðîjåâà), òàêâî äà Rs ≥ 0.
Îòóäà, ïîñòàâ§à ïèòà»å êàäà £å, ïîä ïðåòïîñòàâêîì äà jå Lk(s) ≠ 0 çà
Rs ≥ 0, åêñïîíåíöèjàëíîñò ðàçìàêà D(k,n) èìïëèöèðàòè åêñïîíåíöèjàëíó
ðàñïîäå§åíîñò ïîïóëàöèjå.

Òåîðåìà 3.9 (Ðîçáåðã). Íåêà jå ôóíêöèjà ðàñïîäåëå ïîïóëàöèjå F (x)
òàêâà äà je F (0+) = 0 è F (x) > 0 çà ñâå x > 0. Ïðåòïîñòàâèìî äà
Ëàïëàñîâà òðàíñôîðìàöèjà Lk(s) íåìà íóëà çà Rs ≥ 0. Àêî, çà íåêî
k ≥ 1, D(k;n) ∼ ε(1) îíäà jå F (x) = 1 − e−x, x ≥ 0.

Íåøòî äðóãà÷èjè èñêàç Òåîðåìå 3.9 ìîæå ñå íà£è ó ê»èçè [8]. Äîêàç
îâå òåîðåìå (ìîæå ñå íà£è ó [3, ñòð. 42]) jå ïðèëè÷íî êîìïëèêîâàí,
è ìîæå ñå ïîjåäíîñòàâèòè óç äîäàòíå ïðåòïîñòàâêå. Çàòî ó ñëåäå£îj
äåôèíèöèjè óâîäèìî ïîjàì ñòîïå ðèçèêà (åíã. hazard rate).

Äåôèíèöèjà 3.2 (Hazard rate). Íåêà jå F (x) àïñîëóòíî íåïðåêèäíà
ôóíêöèjà ðàñïîäåëå. Òàäà jå ñòîïà ðèçèêà (hazard rate) äåôèíèñàíà ñà

(3.2.18) r(x) = F ′(x)
1 − F (x)

Ó ñëó÷àjó åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå ñòîïà ðèçèêà jå êîíñòàíòíà.
Êàæåìî jîø äà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå F (x) èìà ðàñòó£ó ñòîïó ðèçèêà
(IHR-increasing hazard rate) àêî je r(x) ≤ r(x + y), x, y ≥ 0 è F (x) èìà
îïàäàjó£ó ñòîïó ðèçèêà (DHR-decreasing hazard rate) àêî je r(x) ≥ r(x +
y), x, y ≥ 0. Êàæåìî è äà ôóíêöèjà F (x) ïðèïàäà êëàñèD óêîëèêî jå IHR,
îäíîñíî DHR. Ñëåäå£å òåîðåìà óê§ó÷ójå ïðåòïîñòàâêó î ñòîïè ðèçèêà,
è ðåçóëòàò jå Àõñàíóëàõà9.

Òåîðåìà 3.10 (Àõñàíóëàõ). Íåêà jå F (x) àïñîëóòíî íåïðåêèäíà ñà ôóí-
êöèjîì ãóñòèíå f(x) = F ′(x). Ïðåòïîñòàâèìî äà jå F (0) = 0, F (x)

9Mohammad Ahsanullah (1976) - àìåðè÷êè ñòàòèñòè÷àð, èíäèjñêîã ïîðåêëà
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ñòðîãî ðàñòó£à çà ñâàêî x > 0 è äà jå ñòîïà ðèçèêà r(x) ìîíîòîíà çà
ñâàêî x ≥ 0. Óêîëèêî ñó çà íåêî n ≥ 2, D(1;n) è D(2;n) jåäíàêî ðàñïîäå§åíå,
îíäà jå F (x) = 1 − e−λx, x ≥ 0, çà íåêî λ > 0.

Äîêàç. Ïðè ðà÷óíà»ó ðàñïîäåëå D(2;n), êîðèñòèìî ôîðìóëó ïîòïóíå
âåðîâàòíî£å ïðè óñëîâó X(1;n) = y

P (D(2;n) < x) =
+∞

∫
0

P (D(2;n) < x∣X(1;n) = y)f(1;n)(y)dy.

Ñàäà çàìå»ójåìî èçðàç çà ãóñòèíó f(1;n)(y) èç (2.2.4), è óñëîâíó ôóíêöèjó
ðàñïîäåëå èç Òåîðåìå 3.7 è 3.6. Äîáèjàìî

P (D(2;n) < x) =
+∞

∫
0

⎛
⎜
⎝
1 −
⎛
⎝
1 − F (y + x

n−1)
1 − F (y)

⎞
⎠

n−1⎞
⎟
⎠
n(1 − F (y))n−1f(y)dy(D2)

=1 − n
+∞

∫
0

⎛
⎝
1 − F (y + x

n−1)
1 − F (y)

⎞
⎠

n−1

(1 − F (y))n−1 f(y)dy,

jåð jå ∫
+∞
0 n(1−F (y))n−1f(y)dy = ∫

+∞
0 f(1;n)(y)dy = 1, îäàêëå òàêî¢å ñëåäè

äà è ðàñïîäåëó D(1;n) ìîæåìî çàïèñàòè ó îáëèêó

F(1;n)(x) =1 − (1 − F (
x

n
))

n

=1 − n
+∞

∫
0

(1 − F (x
n
))

n

(1 − F (y))n−1 f(y)dy.(D1)

Íà îñíîâó (D1) è (D2), è Òåîðåìå 3.4 î jåäíàêîj ðàñïîäå§åíîñòè D(1;n) è
D(2;n), ñëåäè

(3.2.19)

+∞

∫
0

K(x, y, n) (1 − F (y))n−1 f(y)dy = 0, çà ñâàêî x ≥ 0,

ãäå jå

K(x, y, n) = (1 − F (x
n
))

n

−
⎛
⎝
1 − F (y + x

n−1)
1 − F (y)

⎞
⎠

n−1

.

Êàêî jå ñòîïà ðèçèêà r(x) = − d
dx ln(1 − F (x)) ìîíîòîíà, ñëåäè äà jå

ln(1 − F (x)) áèëî êîíêàâíà èëè êîíâåêñíà, ó çàâèñíîñòè îä òîãà äà ëè
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jå r(x) ðàñòó£à, îäíîñíî îïàäàjó£à. Ïðåòïîñòàâèìî äà jå ñòîïà ðèçèêà
r(x) ðàñòó£à. Òàäà èç êîíêàâíîñòè ôóíêöèjå ln(1 − F (x)) ñëåäè

ln(1 − F (y + x

n
)) = ln F̄ ( 1

n
y + n − 1

n
(y + x

n − 1
))

≥ 1
n
ln(1 − F (y)) + n − 1

n
ln(1 − F (y + x

n − 1
)) ,

øòî jå åêâèâàëåíòíî

(1 − F (y + x

n
))

n

≥ (1 − F (y)) (1 − F (y + x

n − 1
))

n−1
.

Êàäà íåjåäíàêîñò ïîìíîæèìî ñà (1 − F (y))−n ≥ 0 ñëåäè

K(x, y, n) ≥ (1 − F (x
n
))

n

−
⎛
⎝
1 − F (y + x

n
)

1 − F (y)
⎞
⎠

n

≥ 0,

ãäå ïîñëåä»à íåjåäíàêîñò òàêî¢å ñëåäè èç ñâîjñòâà êîíêàâíîñòè ôóíêöèjå
ln(1 − F (x)). Ïðèìå»ójó£è äîáèjåíó íåjåäíàêîñò, ñëåäè äà (3.2.19) âàæè
ñàìî êàäà jå

K(x, y, n) = 0 çà ñâàêî x, y ≥ 0.

Òàäà jå

1 − F (y + x

n − 1
) = (1 − F (y)) (1 − F (x

n
))

n
n−1

çà ñâàêî x, y ≥ 0.

Îäàêëå, ïðè ñìåíè z = x
n−1 , äîáèjàìî îñîáèíó îäñóñòâà ìåìîðèjå, òj.

1 − F (y + z)
1 − F (y)

íå çàâèñè îä y.

Ó ïðåòõîäíîì îäå§êó jå äîêàçàíà åêâèâàëåíòíîñò ñâîjñòâà îäñóñòâà ìåìî-
ðèjå è Äåñóîâå òåîðåìå, øòî jå ÷èíè êàðàêòåðèçàöèîíîì îñîáèíîì åêñ-
ïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå, ÷èìå jå îâàj äåî äîêàçà, ïðè ïðåòïîñòàâöè äà
jå r(x) ðàñòó£à, çàâðøåí. Ó ñëó÷àjó êàäà jå r(x) îïàäàjó£à, äîêàç jå
àíàëîãàí ∎

Ó îâîj òåîðåìè ñìî ïðåòïîñòàâèëè jåäíàêó ðàñïîäå§åíîñò äâå ñòà-
òèñòèêå ïîðåòêà, è òî D(1;n) è D(2;n). Ìå¢óòèì, ðåçóëòàò îñòàjå èñòè è
ïðè ïðåòïîñòàâöè î jåäíàêîj ðàñïîäå§åíîñòè D(i;n) è D(i+1;n) çà 2 ≤ i ≤ n,
jåð äîêàç êîíöåïòóàëíî îñòàjå èñòè. Àõñàíóëàõ jå äîêàçàî äà âàæå è
çíàòíà óîïøòå»à Òåîðåìå 3.10. Ó íàñòàâêó ñó ïðåäñòàâ§åíè èñêàçè îâèõ
òåîðåìà, äîê ñå äîêàçè ìîãó íà£è ó ðàäîâèìà [9] è [10].
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Òåîðåìà 3.11. Íåêà jå X íåíåãàòèâíà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà ñà àïñîëóòíî
íåïðåêèäíîì ñòðîãî ðàñòó£îì ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå F (x) çà ñâàêî x > 0,
è F (x) < 1 çà ñâàêî x. Òàäà ñó ñëåäå£à ñâîjñòâà åêâèâàëåíòíà

(à) X èìà åêñïîíåíöèjàëíó ðàñïîäåëó ñà ïàðàìåòðîì λ > 0;

(á) F (x) jå èç êëàñå D, è çà íåêî i, òàêâî äà jå 2 ≤ i ≤ n, ñòàòèñòèêå
D(i;n) è D(1;n) ñó jåäíàêî ðàñïîäå§åíå.

Òåîðåìà 3.12. Íåêà jå X íåíåãàòèâíà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà ñà àïñîëóòíî
íåïðåêèäíîì ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå F (x) êîjà jå ñòðîãî ðàñòó£à íà [0,+∞).
Òàäà ñó ñëåäå£à ñâîjñòâà åêâèâàëåíòíà

(à) X èìà åêñïîíåíöèjàëíó ðàñïîäåëó ñà ïàðàìåòðîì λ > 0;

(á) F (x) jå èç êëàñå D, è çà íåêî i è j, 1 ≤ i < j < n, ñòàòèñòèêå
D(i;n) è D(j;n) ñó jåäíàêî ðàñïîäå§åíå.

Íàðåäíà òåîðåìà î êàðàêòåðèçàöèjè, çàñíîâàíîj íà jåäíàêîñòè ðàñ-
ïîäåëa, íå ñàäðæè ïðåòïîñòàâêó î ñòîïè ðèçèêà, è ïðåäñòàâ§à òàêî¢å
çíà÷àjàí ðåçóëòàò ìå¢ó òåîðåìàìà êàðàêòåðèçàöèjå ïîìî£ó ñòàòèñòèêà
ïîðåòêà âèøåã ðåäà.

Òåîðåìà 3.13 (Ãàòåð10). Íåêà jå F (x) íåïðåêèäíà è ñòðîãî ðàñòó£à
ôóíêöèjà ðàñïîäåëå çà ñâàêî x > 0. Îíäà jå F åêñïîíåíöèjàëíà ôóíêöèjà
ðàñïîäåëå àêêî jå

(3.2.20) X(j−i;n−i)
d=X(j;n) −X(i;n)

çà äâå ðàçëè÷èòå âðåäíîñòè j1 è j2 îä j è íåêî i è n ≥ 3, òàêâå äà jå
1 ≤ i < j1 < j2 ≤ n.

Äîêàç òåîðåìå äàò jå ó [11]. Êàî è ó Òåîðåìè 3.10 äîêàçàíî jå äà
íà îñíîâó óñëîâà (3.2.20), çà ôóíêöèjó ðàñïîäåëå F (x), âàæè ñâîjñòâî
îäñóñòâà ìåìîðèjå. Îáðíóòî, óêîëèêî jå F åêñïîíåíöèjàëíà ôóíêöèjà
ðàñïîäåëå, îñîáèíà (3.2.20) ñëåäè íà îñíîâó (2.2.4) è Òåîðåìå 3.6.

Çà êðàj îâîã ïîãëàâ§à êîjè ñå îäíîñè íà êàðàêòåðèçàöèjó åêñïîíåíöèjà-
ëíå ðàñïîäåëå ïîìî£ó jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ ñòàòèñòèêà ïîðåòêà íàâîäèìî
Ëåìó î ðåïðåçåíòàöèjè ñòàòèñòêà ïîðåòêà, êîjà ñå jîø íàçèâà Ñóêõàòìå-
îâà ðåïðåçåíòàöèjà, è Òåîðåìó êîjà ñå îäíîñè íà ðåïðåçåíòàöèjó.

10Ursula Gather (1989) - íåìà÷êà ñòàòèñòè÷àðêà
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Ëåìà 3.2. Çà ñòàòèñòèêå ïîðåòêà óçîðêà èç åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå
ìîæå ñå ïîêàçàòè äà âàæè ñëåäå£à îñîáèíà

(3.2.21) X(k;n) =
n

∑
j=n−k+1

Xj

j
, çà 1 ≤ k ≤ n.

Äîêàç. Âàæè äà jå

X(k;n) =X(k;n) −X(k−1;n) +X(k−1;n) − ... +X(1;n) −X(0;n)

= 1

n − k + 1
((n − k + 1)(X(k;n) −X(k−1;n))) + ... +

1

n
(n(X(1;n) −X(0;n)))

= 1

n − k + 1
D(k;n) +

1

n − k + 2
D(k−1;n) + ... +

1

n
D(1;n),

jåð jå X(0;n) = 0, è ïðåìà Òåîðåìè 3.4 âàæè äà ñó D(1;n),D(2;n), ...,D(n;n)
íåçàâèñíå è jåäíàêî ðàñïîäå§åíå ñëó÷àjíå âåëè÷èíå ñà ε(λ), îäàêëå ñëåäè
ôîðìóëà

X(k;n) =
n

∑
j=n−k+1

Xj

j
, çà 1 ≤ k ≤ n,

ãäå ñó Xj ∼ ε(λ) ∎
Ñëåäå£å òâð¢å»å äîêàçàî jå Àõñàíóëàõ (1972).

Òåîðåìà 3.14. Ïîòðåáàí è äîâî§àí óñëîâ äà íåäåãåíåðèñàíà, íåíåãàòèâ-
íà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà X, ñà àïñîëóòíî íåïðåêèäíîì ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå
F , èìà åêñïîíåíöèjàëíó ðàñïîäåëó jå äà ñå »åíà ñòàòèñòèêà ïîðåòêà
k−òîã ðåäà ìîæå ïðåäñòàâèòè êàî

X(k;n) =
k

∑
j=1

Xj

n − j + 1
,

çà ñâàêî k ∈ N òàêâî äà jå 1 ≤ k ≤ n, ãäå ñó Xj, j = 1,2, ..., k íåçàâèñíå è
jåäíàêî ðàñïîäå§åíå ñëó÷àjíå âåëè÷èíå ñà çàjåäíè÷êîì ôóíêöèjîì ðàñïî-
äåëå F .

3.3 Êàðàêòåðèçàöèjà åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå, çà-

ñíîâàíà íà íåçàâèñíîñòè ñòàòèñòèêà ïîðåòêà

Ó îâîì ïîãëàâ§ó ïðåäñòàâè£åìî íåêå îä òåîðåìà êàðàêòåðèçàöèjå êîjå
ñå îäíîñå íà íåçàâèñíîñò ñòàòèñòèêà ïîðåòêà. Ó ïðåòõîäíîì ïîãëàâ§ó
3.2 ñìî âå£ ñïîìåíóëè, äà jå íåçàâèñíîñò ðàçìàêà ñòàòèñòèêà ïîðåòêà,
êàðàêòåðèçàöèîíà îñîáèíà åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå (íà îñíîâó Òåîðåìà
3.4 è 3.5). Îòóäà, îâî ïîãëàâ§å ïî÷è»åìî òåîðåìîì êîjó jå äîêàçàî Ì.
Ôèñ11.

11Marek Fisz (1958) - ïî§ñêè ìàòåìàòè÷àð
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Òåîðåìà 3.15 (Ôèñ). Íåêà ñó X1 è X2 íåçàâèñíå ñëó÷àjíå âåëè÷èíå ñà
íåïðåêèäíîì ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå F (x). Ïðåòïîñòàâèìî äà jå F (0) = 0
è äà jå F (x) ñòðîãî ðàñòó£à çà ñâàêî x > 0. Òàäà ñó X(2;2)−X(1;2) è X(1;2)
íåçàâèñíå àêî è ñàìî àêî jå F (x) = 1 − e−λx çà íåêî λ > 0.

Äîêàç. Ó ñïåöèjàëíîì ñëó÷àjó n = 2 èç Òåîðåìå 3.4 ñëåäè äà ñó X(2;2) −
X(1;2) è X(1;2) çàèñòà íåçàâèñíå àêî jå F (x) åêñïîíåíöèjàëíà ôóíêöèjà
ðàñïîäåëå. Îòóäà, îñòàjå äà äîêàæåìî îáðíóòî òâð¢å»å.
Óêîëèêî ñó X(2;2) −X(1;2) è X(1;2) íåçàâèñíå, òàäà jå

(3.3.1) P (X(2;2) −X(1;2) < x∣X(1;2) = z) = P (X(2;2) −X(1;2) < x),

çà ñâàêî z > 0. Ñ äðóãå ñòðàíå, ïðåìà Òåîðåìè 3.7 âàæè

P (X(2;2)−X(1;2) < x∣X(1;2) = z) = P (X(2;2) < x+z∣X(1;2) = z) = P (X∗(1;1) < x+z),

ãäå jå X∗(1;1) ñòàòèñòèêà ïîðåòêà èç ïîïóëàöèjå ÷èjà jå ôóíêöèjà ðàñïîäåëå
îáëèêà

F ∗(x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

F (x)−F (z)
1−F (z) , àêî jå x ≥ z

0, èíà÷å.

Óêîëèêî äåñíó ñòðàíó jåäíàêîñòè (3.3.1) îçíà÷èìî ñà H(x), òàäà jå

H(x) =F (x + z) − F (z)
1 − F (z)

= F (x + z) − 1 + 1 − F (z)
1 − F (z)

=1 − F (x + z)
1 − F (z)

çà ñâàêî x ≥ 0 è z > 0.(3.3.2)

Êàäà z → 0 ñëåäè äà jå F (x) =H(x). Îòóäà, èç (3.3.2) ñëåäè äà jå

F (x) = 1 − 1 − F (x + z)
1 − F (z)

òj. 1 − F (x) = 1 − F (x + z)
1 − F (z)

,

çà ñâàêî x ≥ 0 è z > 0. Îäàêëå ñëåäè äà çà ôóíêöèjó F (x) âàæè ñâîjñòâî
îäñóñòâà ìåìîðèjå, øòî çíà÷è äà F (x) ìîðà áèòè åêïîíåíöèjàëíà ∎

Òåîðåìà 3.15 ñå îäíîñè ñàìî íà ñëó÷àj n = 2. Ñëåäå óîïøòå»à Ôèñîâå
òåîðåìå.

Òåîðåìà 3.16. Óêîëèêî jå F àïñîëóòíî íåïðåêèäíà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå,

è àêî ñó X(1;n) è
n

∑
i=2
(X(i;n) −X(1;n)) íåçàâèñíå, îíäà jå F åêñïîíåíöèjàëíà.

Òåîðåìà 3.17. Óêîëèêî jå F àïñîëóòíî íåïðåêèäíà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå,
è àêî ñó çà íåêî m = 2,3, ..., n, X(m;n) è X(m+1;n) −X(m;n) íåçàâèñíå, îíäà
jå F åêñïîíåíöèjàëíà.
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Îâàj ðåçóëòàò jå ïðîøèðèî Ãîâèíäàðà¶óëó12.

Òåîðåìà 3.18. Óêîëèêî jå F àïñîëóòíî íåïðåêèäíà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå
è àêî ñó X(m;n) è X(t;n) −X(s;n) íåçàâèñíå çà íåêå m,s, t,1 ≤m ≤ s < t ≤ n,
òàäà jå F åêñïîíåíöèjàëíà.

3.4 Êàðàêòåðèçàöèjà åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå, çà-

ñíîâàíà íà ìîìåíòèìà ñòàòèñòèêà ïîðåòêà

Ó òåîðèjè êàðàêòåðèçàöèjå ñå òåæè êà ñëàá§å»ó è ñìà»å»ó áðîjà
ïðåòïîñòàâêè ó òåîðåìè. Ñ òèì ó âåçè, âðàòèìî ñå íà Äåñóîâó Òåîðåìó
3.1, è ïîêóøàjìî äà óñëîâ jåäíàêèõ ðàñïîäåëà çàìåíèìî óñëîâîì jåäíàêèõ
î÷åêèâà»à. Çà ïî÷åòàê, íàâåäèìî íåêå îñíîâíå îñîáèíå ìîìåíàòà ñòàòè-
ñòèêà ïîðåòêà.
Èç ïîãëàâ§à (2.2) çíàìî äà ñå ôóíêöèjà ðàñïîäåëå F(k;n) ìîæå ïðåäñòà-
âèòè ó îáëèêó íåïîòïóíå Áåòà ðàñïîäåëå, è êàî òàêâà îíà çàäîâî§àâà
ðåêóðåíòíó ôîðìóëó

(1 − k

n
)F(k;n) +

k

n
F(k+1;n) = F(k;n−1).

Îäàòëå, êàäà î÷åêèâà»å ïîñòîjè, âàæè ñëè÷íà ðåêóðåíòíà ôîðìóëà

(1 − k

n
)E[X(k;n)] +

k

n
E[X(k+1;n)] = E[X(k;n−1)],

ãäå jå

E[X(k;n)] =
+∞

∫
−∞

xdF(k;n)(x) =
1

∫
0

F −1(t)k(n
k
)tk−1(1 − t)n−kdt,

è F −1 ïðåäñòàâ§à èíâåðçíó ôóíêöèjó îä F , äåôèíèñàíó ñà

F −1(t) = inf{x∣F (x) ≥ t}.

Òåîðåìà 3.19 (Õóàíã). Óêîëèêî jå F íåäåãåíåðèñàíà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå,
è àêî jå

E[nX(1;n)] = E[X1] <∞, çà ñâàêî n = 2,3, ...,
òàäà jå F åêñïîíåíöèjàëíà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå.

Õóàíã jå ïîêàçàî äà óïðêîñ »åãîâîj ïðåòïîñòàâöè E[X1] < ∞, îâà
ïðåòïîñòàâêà jå ìà»å ðåñòðèêòèâíà îä ïðåòïîñòàâêå êîjó jå èìàî Äåñó
(Òåîðåìà 3.1). Çàòî ïðåçåíòójåìî jà÷ó âåðçèjó Òåîðåìå 3.19.

12Z. Govindarajulu (1978) - èíäèjñêè ñòàòèñòè÷àð
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Òåîðåìà 3.20. Óêîëèêî jå F íåäåãåíåðèñàíà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå è àêî
ñó

(à) nX(1;n) è X1 jåäíàêî ðàñïîäå§åíå çà íåêî n ≥ 2

(á) E[nX(1;n)] = E[X1] çà îñòàëå n−îâå

òàäà jå F åêñïîíåíöèjàëíà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå.

3.5 Ìîíîòîíå òðàíñôîðìàöèjå åêñïîíåíöèjàëíå ðàñ-

ïîäåëå

Âå£ ñìî ñïîìåíóëè äà ñå îäðå¢åíèì ìîíîòîíèì òðàíñôîðìàöèjàìà
åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå ìîãó äîáèòè íåêå äðóãå ðàñïîäåëå, çà êîjå
£å âàæèòè ñëè÷íå êàðàêòåðèçàöèîíå òåîðåìå, êàî è êîä åêñïîíåíöèjàëíå
ðàñïîäåëå. Îä ïîñåáíå âàæíîñòè jå ñëåäå£à òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.21. Íåêà jå X ñëó÷àjíà âåëè÷èíà ñà íåïðåêèäíîì ôóíêöèjîì
ðàñïîäåëå F (x), òàäà

Y = − lnF (x),(3.5.1)

è

W = − ln(1 − F (x)),(3.5.2)

èìàjó åêñïîíåíöèjàëíó ðàñïîäåëó, ñà ïàðàìåòðîì 1.

Äîêàç.

P (Y ≤ x) =P (− lnF (x) ≤ x) = P (lnF (x) ≥ −x) = P (elnF (x) ≥ e−x)
=P (F (x) ≥ e−x) = 1 − P (F (x) < e−x) = 1 − P (X < F −1(e−x))
=1 − F (F −1(e−x)) = 1 − e−x, x ≥ 0

P (W ≤ x) =P (− ln(1 − F (x)) ≤ x) = P (ln(1 − F (x)) ≥ −x) = P (1 − F (x) ≥ e−x)
=P (F (x) ≤ 1 − e−x) = P (X ≤ F −1(1 − e−x)) = F (F −1(1 − e−x))
=1 − e−x, x ≥ 0.

Íà îñíîâó îâå òåîðåìå, òðàíñôîðìàöèjîì äðóãèõ ðàñïîäåëà äîáèjàìî
åêñïîíåíöèjàëíó ðàñïîäåëó, ÷èìå ñå »åíå êàðàêòåðèçàöèîíå îñîáèíå ïðå-
íîñå è íà äðóãå ðàñïîäåëå. Íàâåø£åìî ïðèìåðå îäðå¢åíèõ ðàñïîäåëà êîjå
ñå íàj÷åø£å êîðèñòå, è çà ñâàêó îä »èõ ïî jåäíó êàðàêòåðèçàöèjó.
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1. Óíèôîðìíà ðàñïîäåëà. Óêîëèêî jå F (x) = x çà 0 ≤ x ≤ 1, òàäà íà
îñíîâó (3.5.1) ñëåäè äà Y = − lnX èìà åêñïîíåíöèjàëíó ðàñïîäåëó.
Ñâîjñòâî îäñóñòâà ìåìîðèjå ïîñòàjå

P (− lnX ≥ x + z∣ − lnX ≥ z) = P (− lnX ≥ x), çà ñâàêî x, z > 0.

Óâî¢å»åì ñìåíå e−x = u è e−z = v, äîáèjàìî äà çà óíèôîðìíó
ðàñïîäåëó âàæè êàðàêòåðèçàöèjà ó îáëèêó ìóëòèïëèêàòèâíå îñî-
áèíå îäñóñòâà ìåìîðèjå

P (X ≤ uv∣X ≤ v) = P (X ≤ u), 0 ≤ u, v ≤ 1.

2. Âåjáóëîâà ðàñïîäåëà. Íåêà jå a > 0. Òàäà Âåjáóëîâó ðàñïîäåëó
äåôèíèøåìî ó îáëèêó

F (x) = 1 − e−xa

, x ≥ 0.

Èç (3.5.2), ñëåäè äà Xa èìà åêñïîíåíöèjàëíó ðàñïîäåëó. Êàêî jå a >
0, ñëåäè äà çà Âåjáóëîâó ðàñïîäåëó âàæè òåîðåìà àíàëîãíà Äåñóîâîj
òåîðåìè. Óêîëèêî jå X(1;n) ìèíèìàëíà ñòàòèñòèêà ïîðåòêà îä n
íåçàâèñíèõ âåëè÷èíà èç ïîïóëàöèjå X, òàäà jå n1/aX(1;n) jåäíàêî
ðàñïîäå§åíà êàî è X.

3. Ïàðåòîâà ðàñïîäåëà. Çà ñëó÷àjíó âåëè÷èíó X ñà ôóíêöèjîì ðàñïî-
äåëå

F (x) = 1 − x−a, a > 0, x ≥ 1,

êàæåìî äà èìà Ïàðåòîâó ðàñïîäåëó. Èç òðàíñôîðìàöèjå (3.5.2)
äîáèjàìî äà jå W = a lnX åêñïîíåíöèjàëíî ðàñïîäå§åíà, è èç ñâîj-
ñòâà îäñóñòâà ìåìîðèjå, ïðè ñìåíè ex/a = u è ez/a = v, ñëåäè

P (X ≥ uv∣X ≥ v) = P (X ≥ u), u, v ≥ 1.

Äîáèëè ñìî äà îâà îñîáèíà ïðåäñòàâ§à êàðàêòåðèçàöèjó Ïàðåòîâå
ðàñïîäåëå.

4. Ãóìáåëîâà ðàñïîäåëà. Óêîëèêî X èìà ôóíêöèjó ðàñïîäåëå F (x) =
e−e

−x
, òàäà èç (3.5.1) ñëåäè äà Y = e−X èìà åêïîíåíöèjàëíó ðàñïîäåëó.

Êàðàêòåðèçàöèjà Ãóìáåëîâå ðàñïîäåëå äîáèjà ñå íà îñíîâó Äåñóîâå
òåîðåìå, X(n;n)− lnn èìà èñòó ðàñïîäåëó êàî X, ãäå jå X(n;n) ìàêñè-
ìàëíà ñòàòèñòèêà ïîðåòêà.
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3.6 Êàðàêòåðèçàöèjà íåêèõ äðóãèõ ðàñïîäåëà

Ó ïðåòõîäíîì îäå§êó ñìî îïèñàëè íåêå îä òðàíñôîðìàöèjà êîjèìà
èç åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå äîáèjàìî äðóãå ðàñïîäåëå. Íà òàj íà÷èí
îäðå¢åíå îñîáèíå è òåîðåìå êîjå ñó âàæèëå çà åêñïîíåíöèjàëíó ðàñïîäåëó,
âàæå è çà èçâåäåíå ðàñïîäåëå. Ïàðåòîâó ðàñïîäåëó ñìî äîáèëè òðàíñôîð-
ìàöèjîì Y = eX , òèìå ñå »åíå êàðàêòåðèçàöèjå äîáèjàjó ìîäèôèêàöèjàìà
Äåñóîâå, Ïóðè-Ðóáèíîâå, Àõñàíóëàõîâå òåîðåìå, èòä. Èñêàçè íàðåäíèõ
òåîðåìà ñó öèòèðàíè èç ðàäà [12].

Òåîðåìà 3.22. Íåêà ñó X è Y jåäíàêî ðàñïîäå§åíå, íåíåãàòèâíå è àïñî-
ëóòíî íåïðåêèäíå ñëó÷àjíå âåëè÷èíå. Òàäà, X è max (XY ,

Y
X
) èìàjó èñòó

ðàñïîäåëó àêî è ñàìî àêî ñëó÷àjíà âåëè÷èíà X èìà Ïàðåòîâó ðàñïîäåëó.

Äîêàç. Ìîæå ñå íà£è ó ðàäó [12].

Òåîðåìà 3.23. Íåêà jå X1,X2, ...,Xn óçîðàê èç íåíåãàòèâíå ðàñïîäåëå.
Àêî çà íåêî j ñòàòèñòèêå X(j+1;n)/X(j;n) è X(1;n−j) èìàjó èñòó ðàñïîäåëó,
òàäà X1 èìà Ïàðåòîâó ðàñïîäåëó.

Òåîðåìà 3.24. Íåêà jå X1,X2, ...,Xn óçîðàê èç íåíåãàòèâíå, àïñîëóòíî

íåïðåêèäíå ðàñïîäåëå èç êëàñå D. Òàäà, (X(j+1;n)/X(j;n))
n−j

è (X(k+1;n)/X(k;n))
n−k

, 1 ≤ j < k < n, èìàjó èñòó ðàñïîäåëó àêî è ñàìî
àêî X1 èìà Ïàðåòîâó ðàñïîäåëó.

Äîêàç. Ìîæå ñå íà£è ó ðàäó [12].
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Çàê§ó÷àê

Îâàj ðàä, ïðåäñòàâ§à óâîä ó îáëàñò êàðàêòåðèçàöèjå ðàñïîäåëà. Îí jå
áàçèðàí íà âå£ óñòàíîâ§åíèì è äîêàçàíèì òåîðåìàìà, êîjå ÷èíå íåîïõî-
äíó îñíîâó çà äà§å ïîçíàâà»å è ðàçóìåâà»å îâå îáëàñòè, êîjà jå ïðåäìåò
èçó÷àâà»à ìíîãèõ íàó÷íèêà. Êàðàêòåðèçàöèjå ñå ìàëî èçó÷àâàjó òîêîì
îñíîâíèõ ñòóäèjà, àëè îíå ñó ïîâåçàíå ñà ìíîãèì ïðåäìåòèìà êîjè jåñó
äåî îñíîâíèõ ñòóäèjà. Ñàìà ïî ñåáè îâà îáëàñò ñå ìîæå ñâðñòàòè è ó
âåðîâàòíî£ó, è ó ñòàòèñòèêó, è îíà èõ ìå¢óñîáíî ïîâåçójå. Ó îâîì ðàäó
ïðåòåæíî èçó÷àâàìî êàðàêòåðèçàöèjó åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå ïîìî£ó
ñòàòèñòèêà ïîðåòêà.

Êàðàêòåðèçàöèjà ðàñïîäåëà ñå êîðèñòè çà ôîðìèðà»å íåïàðàìåòàð-
ñêèõ òåñòîâà çà èñïèòèâà»å ðàñïîäåëà è òåñòîâà ñàãëàñíîñòè, ÷èìå îâà
òåîðèjà ïîñòàjå çíàòíî êîìïëèêîâàíèjà. Òî íèjå ïðåäìåò èçó÷àâà»à ó
îâîì ðàäó, àëè ìíîãå îïèñàíå òåîðåìå ñëóæå êàî îñíîâà çà ôîðìèðà»å
òåñò ñòàòèñòèêà è õèïîòåçà çà òåñòîâå î ðàñïîäåëè îáåëåæjà.
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