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Predgovor

U ovom master radu prikazani su osnovne osobine kompaktnih operatora (i �iho-
vih ideala) i teorije ma�oracije, pri qemu je poseban osvrt dat na �ihovu primenu
na operatorne funkcije operatorne promen	ive. Rad se sastoji od qetiri glave.

Prva glava sastoji se od prikaza osnovnih definicija i svojstava koja su korix-
�ena u radu. Kompaktni operatori na Hilbert-ovim prostorima imaju va�nu ulogu u
funkcionalnoj analizi i teoriji operatora, kao i diferencijalnim i integralnim
jednaqinama. Uveden je pojam singularnih vrednosti kompaktnog operatora i pri-
kazana su najznaqajnija svojstva i nejednakosti vezana za �ih. Problemi vezani za
sopstvene i singularne vrednosti su jedna od centralnih tema matriqne analize.
Me�utim, aproksimacije i nejednakosti nisu bile prvobitna motivacija za prouqa-
va�e singularnih vrednosti, ve� je ona proistekla iz diferencijalne geometrije
i algebre iz problema faktorizacije realnih kvadratnih matrica. Poqetkom prve
polovine XX veka pojav	uje se znaqajan broj radova koji sadr�e va�ne nejednakosti
sa singularnim i sopstvenim vrednostima. Najznaqajnije od tih nejednakosti su pred-
stav	ene u ovom radu. H. Weyl, Ky Fan, G. Pólya i A. Horn su neki od matematiqara
koji su u ovom periodu najvixe doprineli razvoju ove oblasti.

U drugoj glavi je izlo�ena teorija simetriqno normiranih ideala prstena ogra-
niqenih operatora u Hilbert-ovom prostoru. Uveden je pojam unitarno invarijantnih
(u.i) normi kompaktnih operatora, koje su jednoznaqno odre�ene singularnim vre-
dnostima tih operatora i predstav	aju osnov za �ihovu klasifikaciju u ideale
kompaktnih operatora, me�u kojima su Schaten-fon Nojman-ovi ideali svakako naj-
poznatiji. Ky Fan-ove norme predstav	aju slede�i va�an primer u.i. normi i imaju
va�nu ulogu u formulisa�u osnovnih nejednakosti za singularne vrednosti zbira i
proizvoda kompaktnih operatora i otvaraju put za primenu (tehnika i metoda) teorije
ma�oracije. Za deta	niji pogled na materiju izlo�enu u prve dve glave pogledati i
[GK],[GGK], [Sch], [Si].

U tre�oj glavi predstav	ene su i pokazane odre�ene va�ne i poznate nejednakosti
za u.i. norme operatora. Naime, dokazana je takozvana aritmetiqko-geometrijska neje-
dnakost, koja (kao i u standardnoj analizi) ima svoje dubokose�ne posledice (videti
i [BK08]), xto �emo ve� videti u istoj glavi, gde smo uz pomo� �e pokazali Cauchy
Schwarz-ovu nejednakost za elementarne operatore. Pod elementarnim operatorom pod-

razumevamo preslikava�e Λ: B(H)→B(H) definisano sa Λ(X)
def
=
∑n

j=1AjXBj , gde
su Aj i Bj fiksirani operatori i n ∈ N ∪ {∞}, dato na prostoru ograniqenih
linearnih operatora B(H). Ovakve operatore uveli su Lumer i Rozenblum u radu
[LR], i da	e su prouqavani tokom sedamdesetih i osamdesetih godina proxlog veka.
Najpoznatiji specijalni sluqajevi elementarnih operatora su elementarni mno�ite	

MA,B(X)
def
= AXB, derivacija ∆A(X)

def
= AX − XA, kao i uopxtena derivacija
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∆A,B(X)
def
= AX−XB. Za deta	niju priqu o elementarnim operatorima na idealima

kompaktnih operatora pogledati [Ke] (kao i tamox�e reference). Tako�e, u tre�oj
glavi smo predstavili i neke tipove derivacionih, odnosno pertubacionih nejedna-
kosti za u.i. norme.

Qetvrta glava zapoqi�e uvo�e�em operatornih funkcija, za xta �e veliku zaslugu
imati spektralna teorema za normalne operatore koja �e nam dozvoliti da uvedemo
funkcionalni raqun za normalne operatore. To �e nam omogu�iti da definixemo
razne klase operatornih funkcija, kao xto su operator konveksne, operator konkavne,
ili pak operator monotone funkcije. Operator monotone funkcije prvi put su deta-
	nije izuqavane od strane K. Löwnera u radu Über monotone Matrixfunktionen, Math.
Z. 38 (1934) 177–216. U tom radu on je ostvario vezu izme�u operator monotonosti,
pozitivnosti matrica sa pode	enim razlikama i Pick-ovih funkcija. Tako�e, on je
primetio da su funkcije f(t) = tp, 0 < p < 1, i f(t) = log t operator monotone na
(0,∞). Potom je teorija da	e razvijana, pre svega od strane F. Kraus-a, u svom radu
Über konvexe Matrixfunktionen, Math. Z. 41 (1936) 18–42, kao i E. Heinz-a u [He], koji
je koristio teoriju operator monotonih funkcija za prouqava�e problema vezanih
za pertubacionu teoriju ograniqenih i neograniqenih operatora. Tako�e, u tom radu
Heinz je uspostavio i integralnu reprezentaciju operatornih funkcija, za koju se
pokazalo da predstav	a jednu od bitnijih tehnika u radu sa operatornim funkcijama
(videti, pre svega, [An] i [A88]). Metode Kraus-a i Heinz-a da	e su razvijane od strane
mnogih drugih, pre svih to su J. Bendat i S. Sherman, C. Davis ,W.F. Donoghue, F.
Hansen i G.K. Pedersen, a u posled�e vreme u radovima T. Ando-a, R. Bhatia-je, F.
Kittaneh-a, F. Hiai-ja, M. Uchiyama-e, X. Zhan-a, kao i drugih matematiqari.

Tako�e, u qetvrtoj glavi date subaditivne, odnosno superaditivne, nejednakosti
vezane za u.i. norme, gde su prikazani rezultati radova [AZ99], [BU] i [Ko]. Ti rezulta-
ti su iskorix�eni za pokaziva�e nekomutativne Clarkson-McCarthy-jeve nejednakosti
za u.i. norme i �enih odgovaraju�ih uopxte�a (videti [BK04],[C],[M],[HK02],[HK08]).

Posebnu zahvalnost dugujem svom mentoru prof. dr Danku Joci�u na korisnim
sugestijama i savetima u toku izrade master rada.



Glava 1

Kompaktni operatori na

Hilbert-ovom prostoru

1 Spektralna teorema i singularni razvoj kompaktnih

operatora

Ovo poglav	e zapoqi�emo navo�e�em nekih osnovnih definicija i svojstava kom-
paktnih operatora. Za sva navedena tvr�e�a, za koja nisu dati dokazi, dokazi se mogu
na�i u [ADJ].
Sa H �emo oznaqavati kompleksan, separabilan Hilbert-ov prostor.

Definicija 1.1. Linearan operator A : H → H naziva se kompaktnim ako

svaki ograniqen skup iz H preslikava u relativno kompaktan skup u H. Klasu svih

kompaktnih operatora iz H u H oznaqavamo sa C∞(H).

Direktno iz definicije sledi da svaki kompaktan operator A : H → H pripada
i B(H), prostoru ograniqenih linearnih operatora iz H u H. Poznato je i da je
C∞(H) jedan zatvoren dvostrani ideal uB(H) koji sadr�i sve konaqno dimenzionalne
operatore K(H), o qemu �e vixe re�i biti u narednoj glavi.

Tako�e, u sluqaju Hilbert-ovih prostora imamo slede�u karakterizaciju kompaktnih
operatora.

STAV 1.1. Oueraxor A ∈ B(H) je komuakxan ako i samo ako slabo konver-
ιenxne nizove urevogi u jako konverιenxne.

Od znaqaja �e nam biti i slede�e teoreme

TEOREMA 1.1. Slege�a xvr�e�a su me�usobno ekvivalenxna:

1◦ A je komuakxan,

2◦ A∗A je komuakxan,

3◦ |A| je komuakxan,

4◦ A∗ je komuakxan,

5◦ AA∗ je komuakxan i

6◦ |A∗| je komuakxan.
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TEOREMA 1.2. [spektralna teorema za kompaktne samoadjungovane operatore]
Svaki komuakxan samoagjunιovani oueraxor A ima orxonormiranu bazu

svojih sousxvenih vekxora. Sve sousxvene vregnosxi oueraxora A (osim

evenxualno nule) su realne i konaqne vixesxrukosxi, ua uore�ane u niz,
uz uonav	a�e saιlasno svojoj vixesxrukosxi, qine konaqan ili nuli kon-
verιenxan niz {λn}∞n=1. Ako je {en}

∞
n=1 orxonormirani niz �ima ogιovara-

ju�ih sousxvenih vekxora, onga va�i razlaιa�e

A =

∞∑
n=1

λnen ⊗ e?n.

TEOREMA 1.3. [polarna dekompozicija ograniqenog operatora] Za svaki A ∈
B(H) uosxoji uozixivan oueraxor D i uarcijalna izomexrija V xakvi

ga je A = V D. Xxavixe, ovakva reurezenxacija je jeginsxvena ukoliko su
D i V sureιnuxi relacijom N (V ) = N (D).

Uobiqajena oznaka za operator
√
A∗A je |A|, pa jeA =V |A| (vidimo iz dokaza prethodne

teoreme), xto se naziva polarnom reprezentacijom za A. Pri tome je V parcijalna
izometrija iz R(A∗) = R(|A|) u R(A) i V = 0 na N (|A|) = N (A).

Za operator A ∈ B(H) �emo re�i da je normalan ukoliko je A∗A = AA∗, dok
�emo za U ∈ B(H) re�i da je unitaran ukoliko je R(U) = H i ||Uf || = ||f || za svako
f ∈ H. Od koristi �e nam biti i slede�a varijanta prethodne teoreme za normalne
operatore.

TEOREMA 1.4. U uolarnoj reurezenxaciji A = U |A| normalnoι oueraxora
uvek se mo�e izabraxi U ga buge unixaran oueraxor xakav ga komuxira
sa |A|.

Definicija 1.2. A ∈ B(H) naziva se pozitivnim i oznaqava sa A > 0 ukoliko

mu je kvadratna forma nenegativna, tj., ukoliko je 〈Af, f〉 > 0 za sve f ∈ H. Naziv
strogo pozitivan rezervisan je za operatore kod kojih je 〈Af, f〉 > 0 za sve f ∈
H \ {0}.

Mo�e se pokazati da je A ∈ B(H) pozitivan ako i samo ako je A samoadjungovan i
σ(A)⊂ [0,∞). Ali treba biti pa�	iv, jer A ∈B(H) strogo pozitivan nije ekvivaletno
sa A je samoadjungovan i σ(A) ⊂ (0,∞). Naime, ako posmatramo operator A : `2(N) →
`2(N) dat sa A(x1, x2, x3, . . .)

def
= (x1,

x2
2 ,

x3
3 , . . .), tada A jeste strogo pozitivan operator,

ali ne va�i σ(A) ⊂ (0,∞) jer 0 ∈ σ(T ).
Svaki pozitivan operator se mo�e korenovati, kako to pokazuje slede�a

TEOREMA 1.5. [kvadratni koren pozitivnog operatora] Za gati uozixivan
oueraxor A ∈ B(H) uosxoji jeginsxven uozixivan oueraxor B > 0 (u

oznaci B =
√
A) za koji je B2 = A, uri qemu B komuxira sa svim oueraxo-

rima sa kojima komuxira i A.

Za svaki kompaktan operator A i operator A∗A je tako�e kompaktan i pozitivan.
Ukoliko sve sopstvene vrednosti operatora A∗A ponovimo onoliko puta kolika im je
vixestrukost i pore�amo ih u opadaju�i niz λ1(A∗A) > λ2(A∗A) > . . . , dobijamo jedan
nuli konvergentan niz.
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Definicija 1.3. Brojevi

sn(A)
def
=
√
λn(A∗A) = λn(|A|) (1.1)

nazivaju se singularnim vrednostima ili s−brojevima operatora A.

Primetimo da je pri tom s1(A) = ||A||. Naime, A∗A je kompaktan i samoadjungovan
operator, te ||A∗A|| ∈ σ(A∗A) ⊆ D(0, ||A∗A||), gde smo sa D(0, ||A∗A||) oznaqili zatvoren
disk sa centrom u 0 polupreqnika ||A∗A||. Odatle je λ1(A∗A) = ||A∗A|| = ||A||2, odnosno
s1(A) = ||A||.

LEMA 1.6. Sinιularne vregnosxi imaju slege�a svojsxva:

1◦ Za svaki skalar c je si(cA) = |c| si(A).

2◦ si(A) = si(A
∗), za sve i = 1, 2, . . ..

3◦ Za svaki oιraniqen oueraxor B va�e slege�e nejegnakosxi

si(BA) 6 ||B|| si(A) za sve i = 1, 2, . . ., (1.2)

si(AB) 6 ||B|| si(A) za sve i = 1, 2, . . .. (1.3)

4 Osobina 1◦ direktno sledi. Da bismo se uvereli da 2◦ va�i, primetimo da ako je
I−AB invertibilan za neke A,B ∈ B(H), da je onda sa I+B(I−AB)−1A dat inverz za
I−BA. Odatle sledi da je σ(AB)∪{0} = σ(BA)∪{0} i σp(AB)∪{0} = σp(BA)∪{0} za
sve A,B ∈ B(H), gde smo sa σp oznaqili punktualni (iliti taqkasti) spektar. Samim
tim, specijalno, su sve ne-nula sopstvene vrednosti od λi(A

∗A) i λi(AA
∗) me�usobno

jednake, pa je si(A) = si(A
∗) za sve i = 1, 2, . . ..

Poka�imo sad 3◦. Prema definiciji (1.3) je s2
i (BA) = λi((BA)∗BA) = λi(A

∗B∗BA)
i s2

i (A) = λi(A
∗A). Tako�e va�i i

〈A∗B∗BAf, f〉 = ||BAf ||2 6 ||B||2 ||Af ||2 =
〈
||B||2A∗Af, f

〉
.

Iz prethodne relacije sledi A∗B∗BA 6 ‖B‖2A∗A, zbog qega je

s2
i (BA) = λi(A

∗B∗BA) 6 λi(||B||2A∗A) = ||B|| s2
i (A).

Time smo pokazali da va�i svojstvo (1.2). Da bismo dokazali svojstvo (1.3) koristimo
da va�i si(A) = si(A

∗) i ve� dokazano svojstvo (1.2)

si(AB) = si(B
∗A∗) 6 ||B∗|| si(A∗) = ||B|| si(A).

Ako je operator A kompaktan tada je i operator |A| tako�e kompaktan i pozitivan
operator, te se on prema Teoremi 1.2 mo�e predstaviti u slede�em obliku

|A| =
∞∑
n=1

λn(|A|) 〈·, fn〉 fn =

∞∑
n=1

sn(A)fn ⊗ f?n.

Prema Teoremi 1.3 o polarnoj dekompoziciji va�i A = V |A|, te sledi da je

A = V |A| = V

∞∑
n=1

sn(A)fn ⊗ f?n =

∞∑
n=1

sn(A)V fn ⊗ f?n.
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Ako uzmemo en
def
= V fn dobijamo takozvani singularni ili Schmidt-ov razvoj kom-

paktnog operatora A

A =

∞∑
n=1

sn(A)en ⊗ f?n. (1.4)

Pri tom su {en}∞n=1 i {fn}∞n=1 ortonormirane baze prostora R(A), odnosno R(|A|) =

R(A∗A)=R(A∗), saqi�ene od sopstvenih vektora operatora |A| i |A∗|. Iz (1.4) dobijamo
da je sa

A∗ =
∞∑
n=1

sn(A)fn ⊗ e?n. (1.5)

dat singularni razvoj za A∗. Iz (1.4) i (1.5) neposredno sledi da je

A∗A =
∞∑
n=1

s2
n(A)fn ⊗ f?n, (1.6)

AA∗ =

∞∑
n=1

s2
n(A)en ⊗ e?n, (1.7)

A∗Afn = s2
n(A)fn, (1.8)

AA∗en = s2
n(A)en, (1.9)

Afn = sn(A)en, (1.10)

A∗en = sn(A)fn. (1.11)

Samo na prvi pogled postoji nedostatak ravnopravnosti uloga A i A∗ u formulama
(1.6){(1.10) zbog stalnog prisustva sn(A), ali ne i sn(A∗), ali setimo se da je sn(A) =
sn(A∗) za svako n ∈ N.

Na osnovu (1.6){(1.10) zak	uqujemo da je predstav	a�e (1.4) suxtinski jedinstveno
(do na izbor ortonormirane baze u svakom sopstvenom potprostoru jednakostima (1.11)
i (1.10), pri qemu su nu�ni i uslovi saglasnosti (1.8) i (1.9)). Time je dokazana
slede�a

TEOREMA 1.7. Za svaki A ∈ C∞(H) je

A =

∞∑
n=1

snen ⊗ f?n, (1.12)

za neke ekviuoxenxne orxonormirane baze {en}∞n=1 urosxora R(A) i {fn}∞n=1

urosxora R(A∗), kao i neki nerasxu�i nuli konverιenxan niz {sn}∞n=1.Preg-
sxav	a�e (1.12) je jeginsxveno u smislu ga urva gva niza moraju zagovo-
	ixi (1.8), (1.9), (1.11) i (1.10), gok se {sn}∞n=1 mo�e ogregixi iz (1.1).

Postoja�e bax ovakvog singularnog razvoja je karakterizaciona osobina kompaktnih
operatora, kao xto to pokazuje

TEOREMA 1.8. Ako su {en}∞n=1 i {fn}
∞
n=1 gva gaxa ekviuoxenxna orxonor-

mirana sisxema vekxora u H, a {sn}∞n=1 gax i nerasxu�i nuli konverιen-
xan niz, xaga

A
def
=

∞∑
n=1

snen ⊗ f?n, (1.13)
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gefinixe komuakxan oueraxor,qiji �e sinιularni razvoj bixi gax uuravo
ιor�om formulom (1.13).

Definicija 1.4. A ∈ B(H) naziva se konaqno dimenzionalnim operatorom

ili operatorom konaqnog ranga ako je �egov rang, tj. broj r(A)
def
= dimR(A),

konaqan.

Prethodna teorema nam daje slede�u va�nu karakterizaciju kompaktnih operatora za
Hilbert-ove prostore.

TEOREMA 1.9. Oueraxor na Hilbert-ovom urosxoru je komuakxan ako i

samo je uniformna ιranica konaqno gimenzionalnih oueraxora.

Definicija 1.5. Svi operatori A ∈ C∞(H) za koje je

||A||1
def
=

∞∑
n=1

sn(A) < +∞

nazivaju se nuklearnim operatorima.

Klasa C1(H) svih nuklearnih operatora od velikog je znaqaja u raznim oblastima
matematiqke analize i jedna je od najva�nijih klasa kompaktnih operatora.

Nuklearni operatori su u potpunosti odre�eni slede�om

TEOREMA 1.10. A ∈ B(H) je nuklearan ako i samo ako regovi
∑∞

n=1 〈Agn, hn〉
ausoluxno konverιiraju za uroizvo	ne orxonormirane baze {gn}∞n=1,{hn}

∞
n=1

urosxora H. Po isuu�e�u xoι uslova va�i

sup
{gn}∞n=1,{hn}

∞
n=1

∞∑
n=1

|〈Agn, hn〉| = ||A||1 , (1.14)

ιge se suuremum uzima uo svim O.N.B. {gn}∞n=1, {hn}
∞
n=1 urosxora H.

Pokazuje se da je sa ||·||1 data norma na C1(H), a sa �om normiran C1(H) je Banach-ov
prostor i dvostrani ideal u B(H) u kome je

||CAD||1 6 ||C|| ||D|| ||A||1 za sve C,D ∈ B(H) i sve A ∈ C1(H).

Tako�e, za operatore iz C1(H) razmatra se slede�i analog traga matrice u konaqno
dimenzionalnim prostorima.

Definicija 1.6. Suma reda

tr(A)
def
=

∞∑
n=1

〈Agn, gn〉

naziva se matriqnim tragom datog operatora A ∈ C1(H).

Definicija je korektna, jer za svaki A ∈ C1(H) red
∑∞

n=1 〈Agn, gn〉 apsolutno konver-
gira za bilo koju O.N.B. {gn}∞n=1 prostora H, a sam zbir reda ne zavisi od izbora
baze.

Za tr se zna da je to jedan ograniqen linearan funkcional na C1(H) norme 1, sa
osobinom tr(A∗) = tr(A) za svaki A ∈ C1(H). Tako�e, ako su A ∈ C∞(H) i B ∈ B(H)
takvi da istovremeno AB ∈ C1(H) i BA ∈ C1(H), tada je tr(AB) = tr(BA).
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Definicija 1.7. A ∈ B(H) naziva se Hilbert-Schmidt-ovim ako je

∞∑
n=1

||Agn||2 < +∞ za neku O.N.B. {gn}∞n=1,

a klasa C2(H) svih takvih operatora naziva se Hilbert-Schmidt-ovom klasom.

Mo�e se pokazati da ako A ∈ C2(H) da tada A ∈ C∞(H). Da se radi o jednoj
postojanoj operatornoj osobini govori

TEOREMA 1.11. Ako reg
∑∞

n=1 ||Agn||
2 konverιira za neku O.N.B. {gn}∞n=1

u H, xaga
∑∞

n=1 ||Ahn||
2 konverιira i za svaku gruιu O.N.B. {hn}∞n=1 isxoι

urosxora (i xo isxoj vregnosxi). Xxavixe, uoxxo je svaki xakav A
komuakxan, za �eιove sinιularne vregnosxi va�i

∞∑
n=1

||Ahn||2 =
∞∑
n=1

s2
n(A).

Definicija 1.8. Za svaki Hilbert-Schmidt-ov operator A veliqina ||A||2 data

sa ||A||2
def
=
√∑∞

n=1 s
2
n(A) naziva se Hilbert-Schmidt-ova ili Frobenius-ova norma

operatora A.

Primerenost ovog naziva opravdava

TEOREMA 1.12. C2(H) je Banach-ov urosxor i gvosxrani igeal u B(H) za
koji je C1(H) ⊂ C2(H) ⊂ C∞(H), gok za �eιovu normu ||·||2 va�i

1◦ ||A∗||2 = ||A||2 =
√
||A∗A||1 za sve A ∈ C2(H),

2◦ ||CAD||2 6 ||C|| ||D|| ||A||2 za sve A ∈ C2(H) i sve C,D ∈ B(H) i

3◦ ||A||∞ 6 ||A||2 6 ||A||1 za sve A ∈ C1(H).

Mo�e se pokazati da su konaqno dimenzionalni operatori gusti u svakom od
prostora C∞(H),C2(H) i C1(H). Zbog separabilnosti konaqno dimenzionalnih opera-
tora (pri separabilnosti samogH) znaqi da su svi razmatrani prostori separabilni.
Me�u �ima se C2(H) izdvaja po tome xto je Hilbert-ov. Naime, C2(H) je Hilbert-ov
prostor kada se u �ega uvede skalarni proizvod sa

〈〈A,B〉〉 def= tr(AB∗) za sve A,B ∈ C2(H).

Primetimo i to da je za A,B ∈ C2(H) korektno definisan tr(AB∗), jer tada AB∗

pripada klasi nuklearnih operatora.
Mo�e se pokazati i da je svaki funkcional l? na C∞(H) jednoznaqno generisan

nekim operatorom A ∈ C1(H) na slede�i naqin, l?(X)
def
= tr(AX) za svako X iz

C∞(H). Pri tome va�i ||l?||(C∞(H))? = ||A||1. Putem istog preslikava�a, ostvaruje se

izometriqki izomorfizam i izme�u (C1(H))? i B(H).



§2.] Sopstvene i singularne vrednosti i dijagonalni elementi matrica 9

2 Sopstvene i singularne vrednosti i dijagonalni

elementi matrica

LEMA 1.13. [Weyl, Horn] Ako je A komuakxan oueraxor, xaga je

det [〈Afi, Afj〉]ni,j=1 6
n∏
k=1

s2
k(A) det [〈fi, fj〉]ni,j=1 (1.15)

za svaki sisxem vekxora f1, . . . fn, uri xom se jegnakosx u (1.15) gosxi�e

za sisxem vekxora e1, . . . en iz Schmidt-ovoι razvoja oueraxora |A|.

4 Primetimo da je lemu dovo	no dokazati za pozitivne kompaktne operatore, jer
va�i sn(A) = sn(|A|) i

det [〈Afi, Afj〉]ni,j=1 = det [〈A∗Afi, fj〉]ni,j=1 = det[〈|A|2fi, fj〉]ni,j=1 = det [〈|A|fi, |A|fj〉]ni,j=1 .

Operator |A| je pozitivan i kompaktan, pa ima razvoj |A| =
∑∞

n=1 sn(A)en⊗e?n. Sliqno,
operator A∗A je tako�e pozitivan kompaktan operator i ima slede�i razvoj A∗A =∑∞

n=1 s
2
n(A)en ⊗ e?n. Neka je PN

def
=
∑N

k=1 ek ⊗ e?k, pri qemu razmatramo samo sluqajeve

kada je N > n. Ako uvedemo operator AN

def
= |A|PN =

∑N
k=1 sk(A)ek ⊗ e?k, tada je

A∗
N
A
N

=

n∑
k,l=1

sl(A)sk(A) 〈ek, el〉 el ⊗ e?k =

N∑
k=1

sk(A)2ek ⊗ e?k,

a samim tim va�i i

det [〈AN fi, AN fj〉]
n
i,j=1 = det

[〈
fi, A

∗
N
A
N
fj
〉]n
i,j=1

= det
[〈
fi,

N∑
kj=1

s2
kj

(A)
〈
fj , ekj

〉
ekj

〉]n
i,j=1

= det
[ N∑
kj=1

s2
kj

(A)
〈
fj , ekj

〉 〈
fi, ekj

〉]n
i,j=1

=
∑

(k1,...,kn)∈{1,2,...,n}N

n∏
j=1

s2
kj

(A)
n∏
j=1

〈
fj , ekj

〉
det
[〈
fi, ekj

〉]n
i,j=1

.

Primetimo da je det
[〈
fi, ekj

〉]n
i,j=1

= 0 za ki = kj , te u sumi ostaju samo one n-torke u

kojima su svi indeksi ki razliqiti, tj. dobijamo∑
(k1,...,kn)∈{1,2,··· ,n}N ,

ki 6=kj,∀i 6=j

n∏
j=1

s2
kj

(A)
n∏
j=1

〈
fj , ekj

〉
det
[〈
fi, ekj

〉]n
i,j=1

=
∑

16k1<···<kn6N

n∏
j=1

s2
kj

(A)
∑
σ∈Sn

(−1)sgnσ
n∏
j=1

〈
fj , ekσ(j)

〉
det
[〈
fi, ekj

〉]n
i,j=1

=
∑

16k1<···<kn6N

n∏
j=1

s2
kj

(A) det
[〈
fi, ekj

〉]n
i,j=1

det
[〈
fi, ekj

〉]n
i,j=1

6
n∏
j=1

s2
j (A)

∑
16k1<...<kn6N

∣∣∣det
[〈
fi, ekj

〉]n
i,j=1

∣∣∣2 =
n∏
j=1

s2
j (A) det [〈PN fi, PN fj〉]

n
i,j=1 .
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Posled�u jednakost dobijamo iz prethodno dokazanog dela jednakosti kada se one
primene na operator PN umesto na operator AN , jer je tada s1(PN ) = . . . = sN (PN ) = 1,
pa je

det [〈PN fi, PN fj〉]
n
i,j=1 =

∑
16k1<···<kn6N

∣∣det
[〈
fi, ekj

〉]n
i,j=1

∣∣2.
Time smo dokazali da va�i

det [〈AN fi, AN fj〉]
n
i,j=1 6

n∏
k=1

s2
n(A) det [〈PN fi, PN fj〉]

n
i,j=1 (1.16)

Kako PN
s−→ I i AN = |A|PN

s−→ |A|, kada N →∞, dobijamo da je

〈PN fi, PN fj〉 → 〈fi, fj〉 , kad N →∞,
〈AN fi, AN fj〉 → 〈|A| fi, |A| fj〉 = 〈Afi, Afj〉 , kad N →∞,

za svako i, j ∈ 1, . . . n. Kako je svaka determinanta neprekidna funkcija svojih eleme-
nata, zak	uqujemo da va�i

det [〈PN fi, PN fj〉]
n
i,j=1 → det [〈fi, fj〉]ni,j=1 , kad N →∞,

det [〈AN fi, AN fj〉]
n
i,j=1 → det [〈Afi, Afj〉]ni.j=1 , kad N →∞.

Na osnovu toga (1.15) sledi iz relacije (1.16) kad N →∞.
Treba jox pokazati da se jednakost dosti�e kada za vektore fk, k = 1, 2, . . . , n

izaberemo bax prvih n vektora iz razvoja operatora |A|, odnosno vektore e1, . . . , en.
Zaista, tada va�i

det [〈Aei, Aej〉]ni,j=1 = det [〈|A| ei, |A| ej〉]ni,j=1 = det [〈si(A)ei, sj(A)ej〉]ni,j=1

= det [si(A)sj(A) 〈ei, ej〉]ni,j=1 =
n∏
k=1

s2
k(A) det [〈ei, ej〉]ni,j=1 =

n∏
k=1

s2
k(A).

Nejednakost (1.15) ima i svoju geometrijsku interpretaciju. Naime, primetimo
da det [〈fi, fj〉]ni,j=1 predstav	a Gram-ovu determinantu vektora f1, . . . , fn. Zato, ako

su f1, . . . , fn linearno nezavisni onda je det [〈fi, fj〉]ni,j=1 jednaka kvadratu zapremine
paralelopipeda razapetim sa f1, . . . , fn. Ako sada pretpostavimo dodatno da je A
invertibilna linearna transformacija, to nam (1.15) govori da zapremina parale-
lopipeda posle primene transformacije A mo�e biti jednaka najvixe zapremini
poqetnog paralelopipeda pomno�enoj sa proizvodom prvih n singularnih vrednosti
od A.
Za A ∈ C∞(H) �emo sa ν(A) oznaqavati sumu vixestrukosti svih ne-nula sopstvenih
vrednosti operatora A. Dokaz slede�e leme mo�e se na�i u [GK, Lema II.3.2].

LEMA 1.14. Neka je A ∈ C∞(H) i {fi}r(A)
i=1 neki orxonormirani sisxem

vekxora za koji va�i

|〈Afi, fi〉| = si(A), i = 1, . . . , r(A).

Taga je oueraxor A normalan i {fi}r(A)
i=1 qine uoxuuni sisxem sousxvenih

vekxora u R(A).
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Bi�e nam potrebna i slede�a Schur-ova lema (za dokaz videti [GGK, Lema II.3.3]).

LEMA 1.15. [Schur] Neka je A komuakxan oueraxor na Hilbert-ovom urosx
oru H i neka EA uregsxav	a minimalan zaxvoren uoxurosxor na H koji

sagr�i sve sousxvene vekxore i ιeneralisane vekxore og A koji ogιovaraju
ne-nula sousxvenim vregnosxima. Taga u EA uosxoji orxonormirana baza
ϕ1, ϕ2, . . . xakva ga za sve j = 1, 2, . . . va�i

Aϕj = a1jϕ1 + a2jϕ2 + . . .+ ajjϕj , ajj = λj(A).

Uz pomo� prethodne dve leme dokazujemo

LEMA 1.16. Za svaki komuakxan oueraxor A je

|λ1(A) . . . λn(A)| 6 s1(A) . . . sn(A), n = 1, . . . , ν(A). (1.17)

Ako je ν(A) = r(A) 6 ∞, xaga jegnakosx va�i za svako n ako i samo ako je

oueraxor A normalan.

4 Prema Schur-ovoj lemi 1.15 postoji ortonormirani sistem {ϕi}ν(A)
i=1 za koji

matrica operatora A ima gor�e trougaonu formu

Aϕi = ai1ϕ1 + ai2ϕ2 + · · ·+ aiiϕi, i = 1, . . . , ν(A),

gde su aij = 〈Aϕi, ϕj〉 i specijalno aii = 〈Aϕi, ϕi〉 = λi(A). Na osnovu toga zak	uqujemo
da je

〈Aϕi, Aϕj〉 =
〈 i∑
k=1

aikϕi,

j∑
l=1

ajlϕl

〉
=

i∑
k=1

j∑
l=1

aikajl 〈ϕk, ϕl〉

=

min(i,j)∑
k=1

aikajk =

min(i,j)∑
k=1

〈Aϕi, ϕk〉 〈Aϕj , ϕk〉,

a odatle sledi i

det [〈Aϕi, Aϕj〉]ni,j=1 = det [〈Aϕi, ϕj〉]ni,j=1 det
[
〈Aϕi, ϕj〉

]n
i,j=1

=
∣∣det [〈Aϕi, ϕj〉]ni,j=1

∣∣2 = λ2
1(A) . . . λ2

n(A). (1.18)

S druge strane, prema Lemi 1.13 va�i

det [〈Aϕi, Aϕj〉]ni,j=1 6 s
2
1(A) . . . s2

n(A) det [〈ϕi, ϕj〉]ni,j=1 (1.19)

pri qemu je posled�a determinanta jednaka 1, jer je sistem ϕi ortonormiran. Iz (1.18)
i (1.19) dobijamo da va�i prvo tvr�e�e leme

|λ1(A) . . . λn(A)| 6 s1(A) . . . sn(A).

Razmotrimo jox sluqaj kada je ν(A) = r(A) i kada va�i jednakost u (1.17) za svako
n = 1, . . . , r(A). Odatle sledi da va�i |λi(A)| = si(A), tj. da je |〈Aϕi, ϕi〉| = si(A), i =
1, . . . , r(A). Prema Lemi 1.14 zak	uqujemo da je tada operator A normalan.
Primetimo da kada je operator A konaqno dimenzionalan, da �e tada va�iti jednakost
u (1.17) za n = ν(A).
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LEMA 1.17. Neka je ϕ : R→ R konveksna funkcija i ϕ(−∞)
def
= lim

x→−∞
ϕ(x) = 0

i neka su {ai}ωi=1 i {bi}
ω
i=1 (ω 6∞), nerasxu�i nizovi realnih brojeva xakvi

ga va�i
k∑
i=1

ai 6
k∑
i=1

bi, za sve k = 1, 2, . . . , ω. (1.20)

Taga za k = 1, 2, . . . , ω va�i

k∑
i=1

ϕ(ai) 6
k−1∑
i=1

ϕ(bi) + ϕ
( k∑
i=1

ai −
k−1∑
i=1

bi

)
6

k∑
i=1

ϕ(bi).

4 Iz pretpostavki leme se pokazuje da je ϕ zapravo nenegativna neopadaju�a
funkcija. Zaista, pretpostavimo da je x < y. Tada postoji dovo	no veliki prirodan
broj N takav da je −N < x < y. Kako je ϕ konveksna funkcija, to su pode	ene razlike
neopadaju�e funkcije po oba argumenta, odnosno va�i ϕ(x)−ϕ(−N)

x−(−N) 6 ϕ(y)−ϕ(−N)
y−(−N) , a time

i

ϕ(x)− ϕ(−N) 6
x+N

y +N
(ϕ(y)− ϕ(−N)) 6 ϕ(y)− ϕ(−N),

to jest ϕ(x) 6 ϕ(y). Nenegativnost jasno sledi iz upravo pokazane monotonosti i iz
ϕ(−∞) = 0.

Sada, neka je k fiksirano i b′i
def
= bi za i = 1, 2, . . . , k− 1 i b′k

def
=
∑k

i=1 ai−
∑k−1

i=1 bi.

Tada se prva nejednakost svodi na
∑k

i=1(ϕ(b′i)−ϕ(ai)) > 0. Oznaqimo sa Aj
def
=
∑j

i=1 ai

i Bj
def
=
∑j

i=1 b
′
i za j = 1, 2, . . . , k i A0

def
= B0

def
= 0. Primetimo i da je Ak = Bk. Tada

je

k∑
i=1

(ϕ(b′i)− ϕ(ai)) =
k∑
i=1

ϕ(b′i)− ϕ(ai)

b′i − ai
(b′i − ai)

=

k∑
i=1

ϕ(b′i)− ϕ(ai)

b′i − ai
(Bi −Bi−1 −Ai +Ai−1)

=
k∑
i=1

ϕ(b′i)− ϕ(ai)

b′i − ai
(Bi −Ai)−

k∑
i=1

ϕ(b′i)− ϕ(ai)

b′i − ai
(Bi−1 −Ai−1)

=
k−1∑
i=1

ϕ(b′i)− ϕ(ai)

b′i − ai
(Ai −Bi)−

k−1∑
i=0

ϕ(b′i)− ϕ(ai)

b′i − ai
(Bi−1 −Ai−1)

=

k−1∑
i=1

(
ϕ(b′i)− ϕ(ai)

b′i − ai
−
ϕ(b′i+1)− ϕ(ai+1)

b′i+1 − ai+1

)
(Bi −Ai),

xto je ve�e do jednako od nule, s obzirom da je izraz u prvoj zagradi nenegativan jer
je ϕ konveksna funkcija (a time su i pode	ene razlike opadaju�a funkcija), dok je
izraz u drugoj zagradi nenegativan prema uslov same leme. Dakle, time je pokazana
prva nejednakost.

Druga tra�ena nejednakost sledi iz upravo pokazane nejednakosti i pokazane
monotonosti funkcije ϕ. Zaista,

∑k
i=1 ai −

∑k−1
i=1 bi 6 bk prema uslovu same leme,

pa je
k−1∑
i=1

ϕ(bi) + ϕ
( k∑
i=1

ai −
k−1∑
i=1

bi

)
6

k−1∑
i=1

ϕ(bi) + ϕ(bk) =

k∑
i=1

ϕ(bi).
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TEOREMA 1.18. Neka je A komuakxan oueraxor i f : [0,∞) → R, f(0) = 0
funkcija xakva ga je funkcija f ◦ exp: R→ R : t 7→ f(et) konveksna. Taga je

k∑
i=1

f(|λi(A)|) 6
k∑
i=1

f(si(A)), za sve k = 1, . . . , ν(A).

Suecijalno, ako je ν(A) =∞ gobijamo

∞∑
n=1

f(|λn(A)|) 6
∞∑
n=1

f(sn(A)).

4 Ova teorema je posledica lema 1.16 i 1.17. Iz Leme 1.16 sledi

|λ1(A) . . . λn(A)| 6 s1(A) . . . sn(A),

odakle vidimo da nizovi ai
def
= ln(|λi(A)|) i bi

def
= ln si(A) zadovo	avaju uslove Leme

1.17. Kako je funkcija ϕ(t)
def
= f(et) konveksna i kako va�i ϕ(−∞) = lim

t→−∞
f(et) =

f(0) = 0, to mo�emo primeniti Lemu 1.17, te dobijamo
∑k

i=1 ϕ(ai) 6
∑k

i=1 ϕ(bi), xto
se svodi na

k∑
i=1

f
(
eln|λi(A)|) 6 k∑

i=1

f(eln si(A)).

Odatle sledi tvr�e�e teoreme.

POSLEDICA 1.19. Za svako A ∈ C∞(H) va�e slege�e relacije:

k∑
i=1

|λi(A)|p 6
k∑
i=1

spi (A), za svako p > 0 i za sve k = 1, . . . , ν(A), (1.21)

k∏
i=1

(1+r |λi(A)|) 6
k∏
i=1

(1+rsi(A)), za svako r > 0 i za sve k = 1, . . . , ν(A). (1.22)

4 Da bismo dobili ove dve nejednakosti, primenimo prethodnu Teoremu 1.18 na
funkciju f(t) = tp za prvu relaciju, odnosno na funkciju f(t) = ln(1 + rt) za drugu
relaciju. Pri tome, jasno je da obe funkcije zadovo	avaju uslove same Teoreme 1.18.
Zaista, prvu relaciju dobijamo direktno, a drugu relaciju dobijamo iz

∑n
i=1 ln(1 +

r |λi(A)|) 6
∑n

i=1 ln(1 + rsi(A)), xto je ekvivaletno sa

k∏
i=1

(1 + r |λi(A)|) 6
k∏
i=1

(1 + rsi(A)),

xto je i trebalo dokazati.
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3 Singularne vrednosti zbira i proizvoda kompaktnih

operatora

Na ovom mestu za A ∈ C∞(H) definiximo ||A||(k), takozvane Ky Fan-ove k norme,
k = 1, 2, . . .dimH, operatora A sa

||A||(k)

def
=

k∑
i=1

si(A).

Vide�emo kasnije da je ovo jedan primer familije unitarno invarijantnih normi, kao
i da Ky Fan-ove norme predstav	aju va�an primer unitarno invarijantnih normi jer
je za dokaz nejednakosti izme�u unitarno invarijatnih normi dovo	no pokazati da
data nejednakost va�i za Ky Fan-ove norme (videti Teoremu 2.11). O svemu tome vixe u
narednim glavama, dok �emo sada pokazati jednu operativnu teoremu koja nam poma�e
za efikasan rad sa Ky Fan-ovim normama.

TEOREMA 1.20. [Ky Fan-ov princip] Za svaki A iz C∞(H) i k = 1, 2, . . . ,dimH
imamo

max
{gi}ki=1,{hi}

k
i=1

k∑
i=1

|〈Agi, hi〉| = max
{gi}ki=1,{hi}

k
i=1

∣∣∣ k∑
i=1

〈Agi, hi〉
∣∣∣ =

k∑
i=1

si(A) = ||A||(k) ,

ιge se maksimum uzima uo svim orxonormiranim sisxemima vekxora

{gi}ki=1 i {hi}
k
i=1 iz H.

4 Neka je sa A =
∑∞

n=1 sn(A)en⊗f?n dat Schmidt-ov singularni razvoj kompaktnog
operatora A. Tada mo�emo predstaviti A u obliku A = B + C, gde su operatori B i

C definisani sa B
def
=
∑k

j=1(sj(A)− sj(A))ej ⊗ f?j , odnosno C
def
=
∑k

j=1 sk(A)ej ⊗ f?j +∑∞
j=k+1 sj(A)ej⊗f?j . Procenimo

∑k
i=1 |〈Agi, hi〉| za proizvo	ne ortonormirane sisteme

{gi}ki=1 i {hi}
k
i=1. Naime, va�i

k∑
i=1

|〈Agi, hi〉| 6
k∑
i=1

|〈Bgi, hi〉|+
k∑
i=1

|〈Cgi, hi〉| 6 ||B||1 + k ||C|| ||gi|| ||hi||

6
k∑
i=1

(si(A)− sk(A)) ||ei ⊗ f?i ||1 + ksk(A) =

k∑
i=1

si(A) = ||A||(k) ,

gde smo iskoristili da je ||C|| = sk(A), jer je to najve�a singularna vrednost operatora
C (operatori B i C dati su u obliku svog singularnog razvoja, koji je jedinstven do
na izbor baze).

Ostalo je jox da poka�emo da se desna strana i dosti�e. To dobijamo ako za
ortonormiran sistem uzmemo upravo prvih k vektora iz singularnog razvoja operatora
A. Zaista, tada va�i

k∑
i=1

|〈Afi, ei〉| =
k∑
i=1

si(A) ||ei||2 =

k∑
i=1

si(A) = ||A||(k) .
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Time je pokazano da va�i

max
{gi}ki=1,{hi}

k
i=1

k∑
i=1

|〈Agi, hi〉| = ||A||(k) .

S obzirom da je
∣∣∑k

i=1 〈Agi, hi〉
∣∣ 6∑k

i=1 |〈Agi, hi〉| i kako je
∣∣∑k

i=1 〈Afi, ei〉
∣∣ = ||A||(k) za

isti izbor vektora kao malopre, to va�i i ostatak tvr�e�a teoreme.

Slede�a posledica opravdava naziv Ky Fan-ova norma, tj. da je ||·||(k) zaista jedna
norma na C∞(H). Naime, osobine ||A||(k) = 0 akko A = 0 i ||αA||(k) = |α| ||A||(k), α ∈ C,
su oqigledne, dok nejednakost trougla sledi iz

POSLEDICA 1.21. [Ky Fan] Ako su A i B komuakxni oueraxori xaga
va�i

k∑
i=1

si(A+B) 6
k∑
i=1

si(A) +
k∑
i=1

si(B), za sve k = 1, 2 . . . , (1.23)

ognosno va�i

||A+B||(k) 6 ||A||(k) + ||B||(k) .

4 Za svako k = 1, 2, . . . i proizvo	ne ortonormirane sisteme {gi}ki=1 i {hi}ki=1,
prema Ky-Fan-ovom principu 1.20 va�i

k∑
i=1

|〈(A+B)gi, hi〉| 6
k∑
i=1

|〈Agi, hi〉|+
k∑
i=1

|〈Bgi, hi〉| 6 ||A||(k) + ||B||(k) . (1.24)

Kako se, ponovo, prema Ky-Fan-ovom principu 1.20 ||A+B||(k) dosti�e na izrazima s
leve strane (1.24), to je ||A+B||(k) 6 ||A||(k) + ||B||(k).

Prate�i linije dokaza Ky-Fan-ovog principa 1.20, vidimo da va�i

LEMA 1.22. Neka je A ∈ C∞(H). Taga je ||A||(k) = min
A=B+C

{
||B||1 + k ||C||∞

}
.

Koriste�i prethodnu lemu mo�emo jednostavno ustanoviti naredne rezultate.

TEOREMA 1.23. Ako su A i B iz C∞(H) i funkcija f : [0,∞) → R, f(0) = 0,
neouagaju�a i konveksna, xaga va�i

k∑
i=1

f(si(A+B)) 6
k∑
i=1

f(si(A) + si(B)), za sve k = 1, 2, . . . ,

i kao uoslegica xoιa va�i

∞∑
n=1

f(sn(A+B)) 6
∞∑
n=1

f(sn(A) + sn(B)).

4 Da bismo dokazali teoremu koristimo Lemu 1.24 i Lemu 1.16, pri qemu za
funkciju ϕ uzimamo funkciju

ϕ(x)
def
=

{
f(x), 0 6 x <∞
0, −∞ 6 x < 0

(1.25)
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Kako je f(0) = 0, ϕ(−∞) = 0 i ϕ je konveksna, to funkcija ϕ ispu�ava uslove leme.
Za nizove {ai}∞i=1 i {bi}∞i=1 uzmimo redom nizove {si(A+B)}∞i=1 i {si(A) + si(B)}∞i=1.
Ti nizovi na osnovu posledice 1.21 zadovo	avaju uslove Leme 1.17. Tako zak	uqujemo
da je

k∑
i=1

ϕ(ai) 6
k∑
i=1

ϕ(bi),

odnosno, kako su nizovi {ai}∞i=1 i {bi}
∞
i=1 pozitivni, va�i

∞∑
n=1

f(sn(A+B)) 6
∞∑
n=1

f(sn(A) + sn(B)).

POSLEDICA 1.24. [Horn] Ako su A i B komuakxni oueraxori xaga va�i

n∏
i=1

si(AB) 6
n∏
i=1

si(A)
n∏
i=1

si(B), n = 1, 2 . . . (1.26)

4 Neka je {en}∞n=1 ortonormiran sistem vektora iz razvoja operatora |AB| =∑∞
n=1 sn(AB)en ⊗ e?n. Tada na osnovu Leme 1.13 va�i

n∏
k=1

s2
k(AB) = det [〈ABei, ABej〉]ni,j=1 6

n∏
k=1

s2
k(A) det [〈Bei, Bej〉]ni,j=1

6
n∏
k=1

s2
k(A)

n∏
k=1

s2
k(B) det [〈ej , ek〉]nj,k=1 =

n∏
k=1

s2
k(A)

n∏
k=1

s2
k(B).

Time je relacija (1.26) dokazana.

TEOREMA 1.25. Neka su A i B iz C∞(H) i funkcija f : [0,∞)→ R sa f(0) = 0
xakva ga je funkcija f ◦ exp: R→ R : t 7→ f(et) konveksna. Taga va�i

k∑
i=1

f(si(AB)) 6
k∑
i=1

f(si(A)si(B)), za sve k = 1, 2, . . . ,

a kao uoslegica i

∞∑
n=1

f(sn(AB)) 6
∞∑
n=1

f(sn(A)sn(B)).

4 Sliqno kao u prethodnoj teoremi, za dokaz ove teoreme koristimo Lemu 1.24 i
Lemu 1.17, s tim xto sada za nizove {ai}∞i=1 i {bi}

∞
i=1 biramo redom nizove {ln si(AB)}∞i=1

i {ln[si(A)si(B)]}∞i=1, dok za funkciju ϕ uzmimo funkciju

ϕ(t)
def
=

{
f(et), 0 6 t <∞
0, −∞ 6 x < 0.

(1.27)
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Poka�imo prvo da oni zadovo	avaju uslove Leme 1.17. To nam omogu�ava Posledica
1.24, jer pomo�u �e dobijamo

k∑
i=1

ai =

k∑
i=1

ln si(AB) = ln

k∏
i=1

si(AB)

6 ln
k∏
i=1

[si(A)si(B)] =
k∑
i=1

ln[si(A)si(B)] =
k∑
i=1

bi.

Tada, primenom Leme 1.17, dobijamo
∑k

i=1 ϕ(ai) 6
∑k

i=1 ϕ(bi), odnosno va�i

k∑
i=1

f(eln si(AB)) 6
k∑
i=1

f(eln(si(A)si(B))).

Posled�a nejednakost se svodi na
∑k

i=1 f(si(AB)) 6
∑k

i=1 f(si(A)si(B)), xto je i
trebalo dokazati.

Primetimo da se nejednakosti iz teorema 1.23 i 1.25 mogu uopxtiti na sluqaj sa n
operatora. Koriste�i to, dokazujemo slede�u

POSLEDICA 1.26. Ako su A1, . . . , An komuakxni oueraxori, xaga va�i

k∑
i=1

spi (A1 . . . An) 6
k∑
i=1

spi (A1) . . . spi (An), za k = 1, 2, . . . i za svako p > 0

ako i samo ako va�i
k∏
i=1

si(A1 . . . An) 6
k∏
i=1

si(A1) . . . si(An), za k = 1, 2, . . . . (1.28)

4 Direktna smer sledi iz poznatog tvr�e�a da je

lim
p→0+

(∑k
i=1 x

p
i

k

)1/p

= k

√√√√ k∏
i=1

xi,

pri qemu je p > 0 i x1, . . . , xn pozitivni realni brojevi. Kako je prema pretpostavci(∑k
i=1 s

p
i (A1 . . . An)

k

)1/p

6

(∑k
i=1 s

p
i (A1) . . . spi (An)

k

)1/p

, za k = 1, 2, . . . ,

puxta�em limesa kad p te�i nuli na osnovu prethodnog dobijamo da va�i

k

√√√√ k∏
i=1

spi (A1 . . . An) 6 k

√√√√ k∏
i=1

spi (A1) . . . spi (An), za k = 1, 2, . . . ,

xto je ekvivaletno sa (1.28).
Obrnuto tvr�e�e direktno dobijamo iz Teoreme 1.25, ako za funkciju f uzmemo

f(t) = tp. Zaista, ona oqigledno zadovo	ava uslove Teoreme 1.25, pa va�i

k∑
i=1

spi (A1 . . . An) =

k∑
i=1

f(si(A1 . . . An)) 6
k∑
i=1

f(si(A1) . . . si(An)) =

k∑
i=1

spi (A1) . . . spi (An),

xto je i trebalo dokazati



Glava 2

Simetriqno normirani ideali

prstena ograniqenih linearnih

operatora

1 Dvostrani ideali prstena ograniqenih linearnih

operatora

Definicija 2.1. SkupM⊂ B(H) je dvostrani ideal ako va�i:

1◦ ako operatori A,B ∈M tada je i A+B ∈M,

2◦ ako operator A ∈M i B ∈ B(H) tada je AB ∈M i BA ∈M,

3◦ M 6= {0} iM 6= B(H).

Kako I ∈ B(H) i B(H) je linearan skup, zak	uqujemo da je i dvostrani idealM
tako�e linearan skup. Primeri dvostranih idela su skup konaqno dimenzionalnih
operatora K(H) i skup kompaktnih operatora C∞(H). Va�i da su K(H) i C∞(H)
najma�i, odnosno najve�i dvostrani ideali, preciznije va�i slede�a

TEOREMA 2.1. [Calkin] Ako je M gvosxrani igeal u B(H), xaga je

K(H) ⊆M ⊆ C∞(H).

Dokaz teoreme se mo�e na�i u [GK, Teorema III.1.1].

POSLEDICA 2.2. C∞(H) je jegini zaxvoren gvosxrani igeal u B(H).

Jedno od osnovnih svojstava ideala je da je svaki dvostrani ideal samoadjungovan.
Odnosno, ako jeM dvostrani ideal i A ∈M, tada je i A∗ ∈M. Ova osobina direktno
sledi iz polarne reprezentacije operatora A = V |A|, gde je V parcijalna izometrija.
Iz prethodne reprezentacije sledi da je |A| = V ∗A ∈M, odnosno A∗ = |A|V ∗ ∈M.

Simetriqno normirani ideali

Da bismo definisali simetriqno-normirane ideale potreban nam je pojam simetriqne
norme. Neka je I ⊂ B(H) dvostrani ideal.
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Definicija 2.2. Funkcional |||·||| : I → C je simetriqna norma ako je

1◦ |||X||| > 0, za svako X ∈ I, X 6= 0,

2◦ |||λX||| = |λ| |||X||| , za sve X ∈ I, λ ∈ C,

3◦ |||X + Y ||| 6 |||X|||+ |||Y ||| , za sve X,Y ∈ I,

4◦ |||AXB||| 6 ||A|| |||X||| ||B|| , za sve A,B ∈ B(H), X ∈ I,

5◦ ako je X jednodimenzionalni operator tada je |||X||| = ||X|| = s1(X).

Primer simetriqne norme je operatorna norma definisana na B(H).

Definicija 2.3. Ka�emo da je norma |||·||| unitarno invarijantna norma ako

se u prethodnoj definiciji uslov 4◦ zameni slede�im uslovom

4? |||UX||| = |||XU ||| = |||X||| , za svako X∈ I i U ∈ B(H) proizvo	an unitaran operator.

Primetimo da je svaka simetriqna norma ujedno i unitarno invarijantna norma,
tj. da uslov 4◦ povlaqi uslov 4?. Zaista, ako su U i V unitarni operatori, tada prema
uslovu 4◦ va�i

|||UXV ||| 6 ||U || |||X||| ||V || = |||X||| . (2.1)

S druge strane, kako su operatori U i V unitarni to va�i X = U−1UXV V −1, pa
opet na osnovu 4◦ imamo da je

|||X||| = |||U−1UXV V −1||| 6 ||U−1|| |||UXV ||| ||V −1|| = |||UXV ||| . (2.2)

Iz relacija (2.1) i (2.2) sledi |||UXV ||| = |||X|||, odakle direktno sledi uslov 4?.

LEMA 2.3. Ako je I ⊂ B(H) gvosxrani igeal i |||·||| : I → C simexriqna

norma, xaga je

|||X||| = |||X∗||| =
∣∣∣∣∣∣(XX∗)1/2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣(X∗X)1/2

∣∣∣∣∣∣, za svako X ∈ I.

4 Neka je X = V |X| polarna reprezentacija operatora X ∈ I. Pokazali smo ve�
da je tada i |X| ∈ I. Tada na osnovu uslova 4◦ va�i

|||X||| = |||V |X|||| 6 ||V || ||||X|||| = ||||X|||| (2.3)

S druge strane, kako je |X| = V ∗X, opet na osnovu 4◦ imamo da va�i

||||X|||| = |||V ∗X||| 6 ||V ∗|| |||X||| = |||X||| . (2.4)

Na osnovu relacija (2.3) i (2.4) dobijamo |||X||| =
∣∣∣∣∣∣(X∗X)1/2

∣∣∣∣∣∣. Sliqno, prethodnim
postupkom prime�enim na operator X∗ = |X|V ∗ i |X| = X∗V vidimo da va�i |||X∗||| =∣∣∣∣∣∣(X∗X)1/2

∣∣∣∣∣∣.
Definicija 2.4. Dvostrani ideal I ⊂ B(H) je simetriqno normirani ideal

u prstenu B(H) ako postoji simetriqna norma |||·|||I definisana na �emu u kojoj je I
Banach-ov prostor.
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2 Simetriqne normiraju�e funkcije

Neka je c0 prostor realnih nizova ξ = {ξi}∞i=1 koji te�e nuli. Oznaqimo sa ĉ skup
koji se sastoji od nizova sa konaqno mnogo ne-nula elemenata.

Definicija 2.5. Realna funkcija Φ(ξ) = Φ(ξ1, ξ2, . . . ) definisana na ĉ se naziva
normiraju�a funkcija ako ima slede�a svojstva:

1◦ Φ(ξ) > 0, za sve ξ ∈ ĉ, ξ 6= 0,

2◦ Φ(αξ) = |α|Φ(ξ), za sve ξ ∈ ĉ, α ∈ R,

3◦ Φ(ξ + η) 6 Φ(ξ) + Φ(η), za sve ξ, η ∈ ĉ,

4◦ Φ(1, 0, 0, . . .) = 1.

Simetriqna normiraju�a funkcija (s.n. funkcija) je normiraju�a funkcija koja
ima i slede�e svojstvo:

5◦ Φ(ξ1, ξ2, . . . , ξn, 0, . . . ) = Φ(|ξσ(1)|, |ξσ(2)|, . . . , |ξσ(n)|, 0, . . . ), za sve ξ = {ξi}∞i=1 ∈ ĉ i
proizvo	nu permutaciju σ skupa {1, 2, . . . , n}.

Dokaz naredne leme mo�e se na�i u delu III.3 iz [GK].

LEMA 2.4. Ako za vekxore ξ = {ξi}∞i=1, η = {ηi}∞i=1 iz ĉ va�i |ξi| 6 |ηi|,
i = 1, 2, . . ., xaga je Φ(ξ) 6 Φ(η).

LEMA 2.5. Ukoliko vekxori ξ = {ξi}ni=1 i η = {ηi}ni=1 zagovo	avaju slege�e
uslove

ξ1 > ξ2 > . . . > ξn > 0, (2.5)

η1 > η2 > . . . > ηn > 0, (2.6)

k∑
i=1

ξi 6
k∑
i=1

ηi, za svako k = 1, . . . , n, (2.7)

xaga vekxor ξ ima slege�u reurezenxaciju

ξ =

2nn!∑
k=1

αkη
(k), (2.8)

ιge su η(k)svi n−gimenzionalni vekxori gobijeni iz η uermuxova�em �eιo-
vih koorginaxa i jox mno�e�i ih sa 1 ili −1, a αk neneιaxivni brojevi

za koje je
∑2nn!

k=1 αk = 1.

Dokaz ove leme se mo�e isto na�i u delu III.3 iz[GK]. Primetimo i to da prethodnu
lemu mo�emo formulisati i na slede�i naqin, da svaki vektor ξ koji zadovo	ava
uslove (2.5){(2.7) pripada konveksnom omotaqu vektora η(k).
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LEMA 2.6. [Ky Fan] Neka su ξ = {ξi}∞i=1 i η = {ηi}∞i=1 iz ĉ. Ako je

ξ1 > ξ2 > . . . > 0, (2.9)

η1 > η2 > . . . > 0, (2.10)

k∑
i=1

ξi 6
k∑
i=1

ηi, za svako k = 1, 2, . . . , (2.11)

xaga za svaku simexriqnu normiraju�u funkciju Φ va�i

Φ(ξ) 6 Φ(η).

4 Kako nizovi ξ i η pripadaju ĉ, sve �ihove koordinate poqev od n su jednake
0. Oznaqimo sa η(ν) vektor iz ĉ takav da su �egovih prvih n koordinata dobijeni
permutova�em brojeva ηi, i = 1, . . . , n i mno�e�em sa 1 ili −1. Tada na osnovu pret-
hodne leme, iz (2.8) va�i

ξ =
∑
ν

αηη
(ν) i

∑
ν

αν = 1, αν > 0.

Koriste�i osobine 3◦ i 2◦ iz definicije 2.5 dobijamo da je

Φ(ξ) = Φ
(∑

ν

αηη
(ν)
)
6
∑
ν

Φ(ανη
(ν)) =

∑
ν

ανΦ(η(ν)).

Kako zbog osobine 5◦ iz definicije 2.5 va�i Φ(η(ν)) = Φ(η), dobijamo tvr�e�e leme

Φ(ξ) 6 Φ(η)
∑
ν

αν = Φ(η).

Neka je k konus svih nerastu�ih nizova iz ĉ koji se sastoje od nenegativnih brojeva.
Svakom vektoru ξ = {ξi}∞i=1 iz ĉ mo�emo pridru�iti vektor ξ∗ = {ξ∗i }

∞
i=1 iz k,

pri qemu je ξ∗i = |ξηi |, i = 1, 2, . . . i ηi je permutacija pozitivnih celih brojeva
takva da je niz {|ξηi |}

∞
i=1 nerastu�i. Kako je za simetriqno normiraju�e funkcije

ispu�en uslov 5◦ iz definicije 2.5, va�i Φ(ξ) = Φ(ξ∗), ξ ∈ ĉ. Dakle, s.n. funkcija
je jedinstveno definisana ako je zadata na konusu k. Odatle sledi da se uslovi
1◦−5◦ koji definixu s.n. funkciju mogu zameniti ekvivalentnim uslovima u kojima
figurixu samo vektori iz k:

LEMA 2.7. Neka je Φ(ξ) funkcija gefinisana na konusu k. Jegnakosx

Φ̃(ξ)
def
= Φ(ξ∗), ξ ∈ ĉ (2.12)

gefinixe jegnu s.n. funkciju ako i samo ako su zagovo	eni slege�i uslovi:

1? Φ(ξ) > 0, ξ ∈ k, ξ 6= 0,

2? Φ(αξ) = αΦ(ξ), za svako α > 0 i svako ξ ∈ k,

3? Φ(ξ + η) 6 Φ(ξ) + Φ(η), za sve ξ, η ∈ k,

4? Φ(1, 0, . . . ) = 1,

5? ξ = {ξi}∞i=1 , η = {ηi}∞i=1 ∈ k,
∑k

i=1 ξi 6
∑k

i=1 ηi, k = 1, 2, . . . xaga je Φ(ξ) 6 Φ(η).
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4 Direktan smer sledi direktno iz definicije s.n. funkcije, jer ako je Φ(ξ) s.n.
funkcija tada su zadovo	eni uslovi 1◦−5◦ na ĉ iz definicije 2.5, pa oni specijalno
va�e i na konusu k, odnosno va�e uslovi 1? − 4?, dok uslov 5? sledi iz Ky Fan-ove
leme 2.6.

Obratno, neka funkcija Φ definisana na konusu k zadovo	ava uslove 1?−5?. Tada
funkcija Φ̃ definisana jednakox�u (2.12) na ĉ oqigledno zadovo	ava uslove 1◦, 2◦, 4◦

i 5◦ iz definicije 2.5.
Doka�imo jox da va�i svojstvo 3◦. Neka su ξ i η nizovi iz ĉ i ζ = ξ + η. Oqigledno
da za tako definisane nizove va�i

k∑
i=1

ζ∗i 6
k∑
i=1

(ξ∗i + η∗i ).

Tada iz svojstva 5? i 3? sledi da je

Φ̃(ξ + η) = Φ̃(ζ) 6 Φ(ξ∗ + η∗) 6 Φ(ξ∗) + Φ(η∗) = Φ̃(ξ) + Φ̃(η).

Time smo dokazali da va�i i svojstvo 3◦.

U da	em tekstu �emo i za funkciju Φ̃ i za Φ koristiti istu oznaku Φ, s tim xto
�emo ih razlikovati u zavisnosti od domena.

Najjednostavniji primer s.n. funkcije je funkcija Φ∞(ξ), definisana na konusu k
slede�om relacijom

Φ∞(ξ) = ξ1, ξ ∈ k.

Slede�i jednostavan primer s.n. funkcije je funkcija Φ1(ξ) definisana sa

Φ1(ξ) =
∑
i

ξi, za svako ξ ∈ k.

Oqigledno je da va�i Φ∞(ξ) = maxi |ξi| i Φ1(x) =
∑

i |ξi|, pri qemu ξ ∈ ĉ.
Funkcije Φ∞(ξ) i Φ1(ξ) su ekstremne s.n. funkcije, odnosno va�i

LEMA 2.8. Za svaku s.n. funkciju Φ va�e slege�e nejegnakosxi

ξ1 6 Φ(ξ) 6
∞∑
i=1

ξi, ξ ∈ k.

4 Lema direktno sledi iz Ky Fan-ove leme 2.6, jer za svaki vektor ξ, iz konusa
k, oblika ξ = (ξ1, . . . , ξn, 0, . . .) va�i

ξ1 = Φ(ξ1, 0, . . . ) 6 Φ(ξ) 6 Φ
( ∞∑
j=1

ξj , 0, . . .
)
6
∞∑
j=1

ξjΦ(1, 0, . . . ) =
∞∑
j=1

ξj .

Zbog toga je prirodno da funkcije Φ∞ i Φ1 nazivamo minimalna, odnosno maksimalna
s.n. funkcija.

U slede�oj lemi ustanovi�emo odnos izme�u s.n. funkcija Φ na konusu k i unitarno
invarijantnih normi |||·||| na skupu konaqno dimenzionalnih operatora K(H).
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LEMA 2.9. Neka je Φ s.n. funkcija, xaga jegnakosx

||A||Φ
def
= Φ({si(A)}∞i=1) za uroizvo	no A ∈K(H) (2.13)

gefinixe unixarno invarijanxnu normu na K(H).
Obrnuxo, ako je |||·||| unixarno invarijanxna norma na konaqno gimenzi-
onalnim operaxorima i {ei}∞i=1 orxonormirana baza urosxora H, xaga
jegnakosx

Φ(ξ) =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ k∑
i=1

ξi 〈·, ei〉 ei
∣∣∣∣∣∣∣∣∣, ξ ∈ k (2.14)

gefinixe s.n. funkciju Φ za koju je |||·||| = ||·||Φ .
4 Neka je ||A||Φ = Φ({si(A)}∞i=1), A ∈ K(H) i ||·||Φ : K(H) → C. Treba pokazati da

su zadovo	eni uslovi iz definicije 2.2. Prva dva svojstva slede direktno iz osobina
s.n. funkcija. Zato, pre�imo na pokaziva�e ostalih svojstava.
3◦ Ako A,B ∈ K(H) tada {si(A)}∞i=1 i {si(B)}∞i=1 imaju konaqno ne-nula qlanova i
prema Lemi 1.21 va�i

k∑
i=1

si(A+B) 6
k∑
i=1

si(A) +
k∑
i=1

si(B).

Koriste�i posled�u relaciju i osobinu 5? iz Leme 2.7 dobijamo da je

Φ({si(A+B)}∞i=1) = Φ
( k∑
i=1

si(A+B)
)
6 Φ

( k∑
i=1

(si(A) + si(B))
)

6 Φ
( k∑
i=1

si(A)
)

+ Φ
( k∑
i=1

si(B)
)

= Φ({si(A)}∞i=1) + Φ({si(B)}∞i=1),

odnosno va�i ||A+B||Φ 6 ||A||Φ + ||B||Φ.
4◦ Kako va�i si(AU) = si(A) = si(UA), za svaki unitaran operator U i svako i, to
odmah dobijamo da je ispu�eno i ||AU ||Φ = ||A||Φ = ||UA||Φ.
5◦ Ako je A jednodimenzionalni operator tada je ||A|| = s1(A) i si+1(A) = 0, i = 1, 2, . . .,
odakle sledi

||A||Φ = Φ(s1(A), 0, . . . ) = s1(A) Φ(1, 0, . . . ) = s1(A) = ||A|| .

Obrnuto, ako je funkcija Φ definisana sa (2.14) tada se direktno iz svojstva unitarno
invarijantnih normi izvodi da ona zadovo	ava uslove 1◦ − 5◦ iz definicije 2.5.

POSLEDICA 2.10. Svaka unixarno invarijanxna norma na igealu K(H)
je simexriqna norma na xom igealu.

4 Neka je |||·||| unitarno invarijantna norma na K(H) i Φ(ξ) s.n. funkcija generi-
sana tom normom. Kako za sve operatore B,C ∈ B(H) va�i

si(BAC) 6 ||B|| ||C|| si(A), za svako A ∈K(H),

to iz osobina s.n. funkcija sledi da je

Φ({si(BAC)}∞i=1) 6 Φ({||B|| ||C|| si(A)}∞i=1) = ||B|| ||C||Φ({si(A)}∞i=1).

Time smo dokazali da va�i osobina 4◦ iz definicije 2.2, odnosno

|||BAC||| 6 ||B|| ||C|| |||A||| .
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3 Simetriqno normirani ideali generisani

simetriqno normiraju�im funkcijama

Neka je ξ = {ξi}∞i=1 proizvo	an niz realnih brojeva i ξ(n) def
= (ξ1, ξ2, . . . , ξn, 0, . . .).

Tada je za svaku s.n. funkciju Φ niz
{

Φ(ξ(n))
}∞
n=1

neopadaju�i.

Formiramo skup cΦ
def
= {ξ ∈ c0 : sup

n∈N
Φ(ξ(n)) < +∞} Proxiri�emo domen funkcije Φ

slede�om definicijom

Φ(ξ)
def
= lim

n→∞
Φ(ξ(n)), za sve ξ ∈ cΦ.

Skup cΦ ima slede�a svojstva:
1◦ Ako ξ, η ∈ cΦ, xaga i ξ+η ∈ cΦ. Kako ξ, η ∈ cΦ to je supn Φ(ξ(n)), supn Φ(η(n)) < +∞,
te nam slede�i niz nejednakosti daje tra�eni zak	uqak

sup
n

Φ((ξ + η)(n)) = sup
n

Φ(ξ(n) + η(n))

6 sup
n

(Φ(ξ(n)) + Φ(η(n))) 6 sup
n

(Φ(ξ(n))) + sup
n

(Φ(η(n))) < +∞.

2◦ Ako je α ∈ R i ξ ∈ cΦ, xaga αξ ∈ cΦ. Direktno sledi iz supn Φ(ξ(n)) < +∞ i iz
niza jednakosti

sup
n

Φ(αξ(n)) = sup
n
|α| Φ(ξ(n)) = |α| sup

n
Φ(ξ(n)).

3◦ Ako je ξ = {ξi}∞i=1 ∈ cΦ i vekxor η = {ηi}∞i=1 ∈ c0 zagovo	ava uslov
∑n

i=1 η
∗
i 6∑n

i=1 ξ
∗
i , za svako n = 1, 2, . . ., xaga i η ∈ cΦ. Prvo �emo pokazati da je

sup
n

Φ(ξ(n)) = sup
n

Φ(ξ∗(n)), ξ ∈ cΦ. (2.15)

Naime, ako je ξ∗(n) = (ξσ(1), ξσ(2), . . . , ξσ(n), 0, . . . ), tada je prema definiciji vektora ξ∗

ispu�eno ξi 6 ξσ(i), za svako i = 1, . . . , n. Na osnovu toga zak	uqujemo da u (2.15) va�i
6. Obrnutu nejednakost u (2.15) dobijamo iz

Φ((ξ∗(n))∞n=1) = Φ((ξσ(1), ξσ(2), . . . , ξσ(n), 0, . . . )) 6 Φ(ξ1, ξ2, . . . , ξ max
16k6n

σ(k), 0, . . . ).

Neka je n proizvo	an prirodan broj. Prema uslovu tvr�e�a va�i
∑k

i=1 η
∗
i 6

∑k
i=1 ξ

∗
i ,

k = 1, . . . , n. Koriste�i Lemu 1.21 i prethodno dokazanu jednakost (2.15) dobijamo da
va�i

Φ((η1, η2, . . . , ηn, 0, . . . )) 6Φ((η∗1, η
∗
2, . . . , η

∗
n, 0, . . . ))

6Φ((ξ∗1 , ξ
∗
2 , . . . , η

∗
n, 0, . . . )) 6 sup

n
Φ(ξ∗n) = sup

n
Φ(ξn),

xto je i trebalo pokazati.
4◦ Korisxe�i urexhogno xvr�e�e gobijamo ga va�i slege�a ekvivalencija

ξ = {ξi}∞i=1 ∈ cΦ ⇐⇒ ξ∗ = {ξ∗i }
∞
i=1 ∈ cΦ.
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Direktno se proverava da s.n. funkcija Φ u proxirenom domenu cΦ zadr�ava svojstva
1? − 5? iz Leme 2.7. Skup cΦ nazivamo prirodnim domenom s.n. funkcije Φ.

Svakoj s.n. funkciji Φ pridru�ujemo skup CΦ(H) svih operatora A ∈ C∞(H) za

koji je s(A) = {si(A)}∞i=1 ∈ cΦ, tj. CΦ(H)
def
= {A ∈ C∞(H) : {si(A)}∞i=1 ∈ cΦ}. Za svako

A ∈ CΦ(H) uoqimo i ||A||Φ
def
= Φ(s(A)).

Ako A ∈ C∞(H) tada on ima Schmidt-ov razvoj A =
∑∞

i=1 si(A)ei⊗ f?i i neka je An n−ta
parcijalna suma Schimdt-ovog razvoja operatora A, odnosno An =

∑n
i=1 si(A)ei ⊗ f?i .

Tada je ||An||Φ = Φ(s(An)) = Φ((s1(A), . . . , sn(A), 0, . . . )), odakle sledi

A ∈ CΦ(H) ⇐⇒ A ∈ C∞(H) ∧ {si(A)}∞i=1 ∈ cΦ

⇐⇒ A ∈ C∞(H) ∧ sup
n

Φ(s
(n)
i (A)) < +∞

⇐⇒ A ∈ C∞(H) ∧ sup
n
||An||Φ < +∞.

Time smo pokazali da va�i A ∈ CΦ(H) ⇐⇒ sup
n
||An||Φ < +∞ i ||A||Φ = lim

n→∞
||An||Φ =

Φ(s(A)).
Direktna posledica Leme 2.6 predstav	a

TEOREMA 2.11. [Ky Fan-ovo dominaciono svojstvo] Ako oueraxori A ∈ CΦ(H)
i B ∈ C∞(H) zagovo	avaju slege�e svojsxvo

k∑
i=1

si(B) 6
k∑
i=1

si(A), za k = 1, 2, . . . ,

xaga B ∈ CΦ(H) i ||B||Φ 6 ||A||Φ .

Prethodna teorema u terminima s.n. funkcija znaqi da je svaka s.n. funckija
Φ izotona, odnosno da va�i Φ

(
{si}∞i=1

)
6 Φ

(
{ti}∞i=1

)
za slabo potqi�eni, nerastu�i,

pozitivan niz {si} ≺w {ti}, tj. za one koje za zadovo	avaju
∑k

i=1 si 6
∑k

i=1 ti za svako
k = 1, 2, . . . .

TEOREMA 2.12. Neka je Φ s.n. funkcija. Taga je skuu CΦ(H) s.n. igeal sa

normom

||A||Φ = |||A||| = Φ(s(A)), za svako A ∈ CΦ(H).

4 Prvo �emo pokazati da je CΦ(H) dvostrani ideal. Neka A1 i A2 pripadaju
CΦ(H), xto prema definiciji znaqi da s(A1) i s(A2) pripadaju cΦ. Na osnovu Leme
1.21 va�i

k∑
i=1

si(A1 +A2) 6
k∑
i=1

si(A1) +
k∑
i=1

si(A2)

odakle sledi da A1 +A2 ∈ CΦ(H).
Prema 5? iz Leme 2.7 va�i ||A1 +A2||Φ 6 ||A1||Φ + ||A2||Φ. Naime ako je ξ = s(A1 + A2)
i η = s(A1) + s(A2), tada je

k∑
i=1

ξi =
k∑
i=1

si(A1 +A2) 6
k∑
i=1

si(A1) +
k∑
i=1

si(A2) =
k∑
i=1

ηi,
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odakle sledi

Φ(s(A1 +A2)) = Φ(ξ) 6 Φ(η) = Φ(s(A1) + s(A2)) 6 Φ(s(A1) + Φ(s(A2))).

Oqigledno je da ako va�i A ∈ CΦ(H) i λ ∈ C, da tada i λA ∈ CΦ(H) i ||λA||Φ = |λ| ||A||Φ .
Poka�imo sada da je prostor CΦ(H) kompletan. Dokaza�emo da je svaki apsolutno
konvergentan niz u CΦ(H) konvergentan u tom prostoru. Neka je

∑∞
n=1An apsolutno

konvergentan u CΦ(H), tj.

C
def
=

∞∑
n=1

||An||Φ < +∞,

odakle je i
∑∞

n=1 ||An||C∞(H) 6 C. Kako je prostor C∞(H) kompletan zak	uqujemo da

postoji A
def
=
∑∞

n=1An, pri qemu je i A ∈ C∞(H). Poka�imo prvo da va�i slaba
osnovna nejednakost. Naime, za neke ortonormirane sisteme e1, . . . , ek i f1, . . . , fk je
ispu�eno

k∑
i=1

si(A) =
k∑
i=1

|〈Aei, fi〉| =
k∑
i=1

∣∣∣〈 ∞∑
n=1

Anej , fj

〉∣∣∣ 6 ∞∑
n=1

k∑
i=1

|〈Anei, fi〉|

6
∞∑
n=1

max
{ei}ki=1,{fi}

k
i=1

k∑
i=1

|〈Anei, fi〉| 6
∞∑
n=1

k∑
i=1

si(An) =

k∑
i=1

( ∞∑
n=1

si(An)
)
,

xto nam daje da je sk(A) ≺w
∑∞

n=1 sk(An), za sve k = 1, 2, . . .. Tada nam izotonost i
neprekidnost s.n. funkcije Φ daje

Φ(s1(A), . . . , sk(A), 0, . . .) 6 Φ
( ∞∑
n=1

s1(An), . . . ,

∞∑
n=1

sk(An), 0, . . .
)

= lim
N→∞

Φ
( N∑
n=1

s1(An), . . . ,

N∑
n=1

sk(An), 0, . . .
)
6 lim sup

N→∞

N∑
n=1

Φ (s1(An), . . . , sk(An), 0, . . .)

6 lim
N→∞

N∑
n=1

Φ(s1(An), . . . , sk(An), . . .) =

∞∑
n=1

||An||Φ = C < +∞.

Uzima�em supremuma po k ∈ N dobijamo tra�enu slabu osnovnu nejednakost

||A||Φ = Φ
(
{si(A)}∞i=1

)
6 C =

∞∑
n=1

||An||Φ . (2.16)

Sada je jasno kako pokazujemo jaku osnovnu nejednakost. Naime, ako primenimo 2.16
na ostatak apsolutno konvergentnog reda

∑∞
n=1An, to dobijamo∣∣∣∣∣∣ ∞∑

n=1

An −
n∑
n=1

An

∣∣∣∣∣∣
Φ

=
∣∣∣∣∣∣ ∞∑
n=N+1

An

∣∣∣∣∣∣
Φ
6

∞∑
n=N+1

||An||Φ −→ 0, kad N →∞.

Time smo dokazali da je CΦ(H) kompletan prostor. Da bismo zavrxili dokaz potrebno
je jox dokazati da va�i ||UA||Φ = ||AU ||Φ = ||A||Φ, za svaki unitaran operator U , ali
to sledi iz ranije dokazanih svojstava (1.2) i (1.3).
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4 p-modifikacije s.n. funkcija i unitarno

invarijantnih normi

Posebno va�an primer unitarno invarijantnih normi su Schatten-ove p-norme
definisane sa

||A||p
def
= p

√√√√ ∞∑
i=1

spi (A) za 1 6 p <∞,

i ||A||∞
def
= ||A|| = s1(A), xto se poklapa sa B(H) normom ||A|| . Sa Cp(H), za 1 6 p 6∞

�emo oznaqavati Schatten-ove p ideale.
Jedan od naqina modifikacije s.n. funkcije Φ je da uvedemo �enu p-modifikaciju
Φ(p) sa

Φ(p)
(
{zn}∞n=1

) def
= p

√
Φ
(
{|zn|p}∞n=1

)
,

gde je funkcija Φ(p) definisana na CΦ(p)(H)
def
=
{
{zn}∞n=1 ∈ c0 : Φ

(
{|zn|p}∞n=1

)
< +∞

}
.

U terminima unitarno invarijantnih normi, p−modifikacija bilo koje ||·||Φ norme
je data slede�om formulom

||A||Φ(p) = |||A|p||
1
p

Φ , za sve A za koje je |A|p ∈ CΦ(H).

Dakle, imamo da je

||A||Φ(p) = Φ(p)({si(A)}∞i=1) = p

√
Φ
(
{spi (A)}

)
= p

√
Φ
(
{si(|A|p)}

)
= p

√
|||A|p||Φ = |||A|p||

1
p

Φ

odnosno

Φ(p)(si(A)) < +∞ ⇐⇒ Φ(si(|A|p)) < +∞ ⇐⇒ |||A|p||Φ < +∞.

Da bismo dokazalai da je i Φ(p) s.n funkcija, prema Lemi 2.9 dovo	no je dokazati
da je ||·||Φ(p) unitarno invarijantna norma. Dokaza�emo nejednakost trougla, ostale
osobine se direktno dokazuju. Zaista, va�i

||A+B||Φ(p) = Φ((spi (A+B))) 6 Φ(((si(A) + si(B))p)) (2.17)

6 Φ((1− α)1−pspi (A) + α1−pspi (B)) (2.18)

6 (1− α)1−pΦ(spi (A)) + α1−pΦ(spi (B)) (2.19)

= (Φ(p)(s(A)) + Φ(p)(s(B)))p = (||A||Φ(p)
+ ||B||Φ(p))p (2.20)

Nejednakost u (2.17) pokazujemo pomo�u Ky Fan-ovog dominacionog svojstva 2.11. Naime,
Lema 1.21 nam daje da va�i

∑k
i=1 si(A+B) 6

∑k
i=1 si(A) +

∑k
i=1 si(B), za n = 1, 2, . . ..

Kako je funkcija t 7→ tp konveksna na [0,∞) za p > 1, prema Teoremi 1.23 imamo da
va�i spk(A + B) ≺w (sk(A) + sk(B))p. Na osnovu prethodne relacije, prema Ky Fan-
ovom dominacionom svojstvu 2.11 dobijamo da va�i nejednakost (2.17). Nejednakost
(2.18) sledi, ponovo, iz konveksnosti funkcije t 7→ tp na [0,∞) za p > 1. Kako je
funkcija Φ s.n. funkcija za �u va�i nejednakost trougla, odakle sledi nejednakost

(2.19). Konaqno, jednakost u (2.20) dobijamo ako za α uzmemo α
def
=

||B||
Φ(p)

||A||
Φ(p)+||B||

Φ(p)
.
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Za s.n. funkcije Φ, Ψ, Ω koristi�emo oznaku Ω � ΦΨ, kad god one zadovo	avaju
Ω(sntn) � Φ(sn)Ψ(tn), za sve kompleksne nizove {sn}∞n=1 , {tn}

∞
n=1. Za operatore to �e

indukovati uopxtenu Hölder-ovu nejednakost

||AB||Ω 6 ||A||Φ ||B||Ψ za sve A ∈ CΦ(H) i B ∈ CΨ(H),

odakle tako�e sledi da va�i AB ∈ CΩ(H). Naime, zbog izotonosti imamo da je

||AB||Ω = Ω
(
{si(AB)}∞i=1

)
6 Ω

(
{si(A)}∞i=1 {si(B)}∞i=1

)
6 Φ

(
{si(A)}∞i=1

)
Ψ
(
{si(B)}∞i=1

)
= ||A||Φ ||B||Ψ < +∞.

Poka�imo jox i

TEOREMA 2.13. Za svaku s.n. funkciju Φ i svako p, q > 0 je isuu�eno

Φ
( pq
p+q

) � Φ(p)Φ(q),

ua u suecijanom sluqaju va�i slege�a Hölder-ova nejegnakosx

||AB||
Φ

(
pq
p+q ) 6 ||A||Φ(p) ||B||Φ(q) za svaki oueraxor A ∈ CΦ(p)(H) i B ∈ CΦ(q)(H).

4 Kako je 1
p+q
q

+ 1
p+q
p

= 1, primenom Young-ove nejednakosti na par
{p+q

q , p+qp
}
za

svako u > 0 dobijamo da je

(sntn)
pq
p+q = (usn)

pq
p+q

( tn
u

) pq
p+q ≺w

qup

p+ q
spn +

p

p+ q

tqn
uq
.

Koriste�i Ky Fan-ovo dominaciono svojstvo 2.11 i subaditivnost s.n. funkcije Φ
dobijamo da va�i

Φ
(
(sntn)

pq
p+q
)
6 Φ

( qup

p+ q
spn +

p

p+ q

tqn
uq

)
6

qup

p+ q
Φ(spn) +

p

(p+ q)uq
Φ(tqn) =

(
Φ(p)(sn)Φ(q)(tn)

) pq
p+q ,

ako za u odaberemo u
def
= p+q

√
Φ(tqn)
Φ(spn)

.



Glava 3

Ky-Fan-ove norme i principi

ma�oracije

1 Aritmetiqko-geometrijska nejednakost

Svaki operator A ∈ B(H) mo�e se na jedinstven naqin predstaviti kao A = A< +
iA=, gde su A< i A= samoadjungovani. Zaista, mo�emo uzeti A< = A+A∗

2 i A= = A−A∗
2i .

Nije texko utvrditi da su A< i A= samoadjungovani i da va�i A = A< + iA=. Da
bismo pokazali jedinstvenost, pretpostavimo da je A = A<′ + iA=′ za neke druge
samoadjungovane operatore A<′ i A=′ iz B(H). Tada je A< − A<′ = i(A=′ − A=), pa
kako su A< − A<′ i A=′ − A= samodjungovani, to je dovo	no pokazati da ne postoje
samodjungovani operatori B,C ∈ B(H), osim nula operatora, takvi da je B = iC. Da
je tako, nalazimo iz −iC = (iC)∗ = B∗ = B = iC, jer bi C tada, a time i B, moralo
biti nula operator.

LEMA 3.1. Neka je A komuakxan oueraxor. Taga va�i

k∑
i=1

|<λi(A)| 6
k∑
i=1

si(A<), k = 1, 2, . . . . (3.1)

4 Primenimo Schur-ovu lemu 1.15 na kompaktan operator A. Tada dobijamo orto-

normiran sistem {ϕi}ν(A)
i=1 potprostora EA takav da je

Aϕi = a1iϕ1 + a2iϕ2 + . . .+ aiiϕi (i = 1, 2, . . . ν(A)).

Kako je
λi(A) = aii = 〈Aϕi, ϕi〉 = 〈A<ϕi, ϕi〉+ i 〈A=ϕi, ϕi〉 ,

to sledi <λj(A) = 〈A<ϕi, ϕi〉. Tada nam Ky Fan-ov princip 1.20 daje

k∑
i=1

|〈A<ϕi, ϕi〉| =
k∑
i=1

|<λi| 6
k∑
i=1

si(A<),

xto je i trebalo pokazati.

Vidimo i da malim izmenema dokaza prethodne leme pokazujemo da va�i
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LEMA 3.2. Neka je A komuakxan oueraxor. Taga va�i

k∑
i=1

|=λi(A)| 6
k∑
i=1

si(A=), k = 1, 2, . . . .

Primetimo da je desna strana u (3.1) zapravo ||A<||(k) = 1
2 ||A+A∗||(k). Neka je Φ(k)

simetriqno normiraju�a funkcija koja indukuje Ky-Fan-ovu normu, tj. ||·||(k) = ||·||Φ(k)
.

Tada se leva strana (3.1) mo�e zapisati kao Φ(k)(|<λ(A)|), odnosno va�i

Φ(k)(|<λ(A)|) 6 1

2
||A+A∗||(k) . (3.2)

POSLEDICA 3.3. Neka su A ∈ B(H) i X ∈ C|||·|||(H) samoagjunιovani ouera-
xori. Taga va�i

|||AXA||| 6 1
2 |||A

2X +XA2|||
za svaku unixarno invarijanxnu normu |||·|||.

4 Nejednakost (3.2) nam daje

Φ(k)

(
|<λi(A2X)|

)
6 1

2 ||A
2X +XA2||(k).

Primetimo da je λi(A
2X) = λi(AXA) ∈ R s obzirom da je AXA samoadjungovani

operator. Zato je

Φ
(
|<λi(A2X)|

)
= Φ(|λi(AXA)|) = Φ(si(AXA)) = ||AXA||(k) ,

odakle sledi tvr�e�e na osnovu Ky-Fan-ovog dominacionog svojstva 2.11.

Odatle izvodimo i takozvanu aritmetiqko-geometrijsku nejednakost za operatore

TEOREMA 3.4. [aritmetiqko-geometrijska nejednakost] Ako su A,B ∈ B(H)
samoagjunιovani i X ∈ C|||·|||(H), xaga va�i

|||AXB||| 6 1
2 |||A

∗AX +XBB∗|||

za svaku unixarno invarijanxnu normu |||·|||.

4 Razmotrimo prvo situaciju kada su A i B samoadjungovani operatori iz B(H),
a X ∈ C|||·|||(H). Neka su T, Y ∈ B(H⊕H) dati sa

T
def
=

[
A 0
0 B

]
, Y

def
=

[
0 X
X∗ 0

]
.

Kako su T i Y samoadjungovani operatori to mo�emo primeniti prethodnu Posledicu
3.3 na �ih i time dobijamo da va�i

|||TY T ||| 6 1

2
|||T 2Y + Y T 2|||. (3.3)

Mno�e�em datih operatora dobijamo da je

TY Y =

[
0 AXB

BX∗A 0

]
,

T 2Y + Y T 2 =

[
0 A2X +XB2

B2X∗ +X∗A2 0

]
.
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Zato, iz (3.3) dobijamo da va�i nejednakost∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣[ 0 AXB
BX∗A 0

]∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣[ 0 A2X +XB2

B2X∗ +X∗A2 0

]∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (3.4)

Primetimo da za proizvo	an kompaktan operator C va�i

s

([
0 C
C∗ 0

])
= (s1(C), s1(C), s2(C), s2(C), . . .) ,

gde smo sa s(·) oznaqili niz sopstvenih vrednosti ure�en po opada�u vrednosti.
Tada nam Ky-Fan-ovo dominaciono svojstvo 2.11 daje da nejednakost (3.4) va�i za
sve unitarno invarijantne norme ako i samo ako va�i

|||AXB||| 6 1
2 |||A

2X +XB2|||

za sve unitarno invarijantne norme.
Sad, pre�imo na opxti sluqaj. Neka su A = V |A| i B = |B∗|W polarne reprezen-

tacije operatora A i B (videti Teoremu 1.4). Tada imamo

A∗AX +XBB∗ = |A|2X +X|B∗|2,

dok je
|||AXB||| = |||V |A|X|B∗|W ||| = ||||A|X|B∗|||| ,

pa teorema sledi prema prethodnom delu dokazanom za samoadjungovane operatore.

Napomena. Prethodna teorema se mo�e direktno dobiti i primenom Posledice
3.3 na

T
def
=


0 0 A∗ 0
0 0 0 B
A 0 0 0
0 B∗ 0 0

 , Y
def
=


0 X 0 0
X∗ 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .
za proizvo	ne A,B ∈ B(H) i X ∈ C|||·|||(H).

2 Cauchy-Schwarz-ova nejednakost za elementarne

operatore

Kao xto smo naveli predgovoru, pod elementarnim operatorima �emo smatrati

preslikava�a Λ: B(H) → B(H) definisana sa Λ(X)
def
=
∑n

j=1AjXBj , gde su Aj i Bj
fiksirani operatori i n ∈ N∪{∞}. U ovom delu �emo dati dokaz Cauchy-Schwarz-ove
nejednakosti za elemntarne operatore. Pre toga, navedimo jox neke definicije koje
�e nam biti potrebne u da	em radu. Naime, u klasu samoadjungovanih operatora uvodi
se (delimiqno) ure�e�e 6 na slede�i naqin.

Definicija 3.1. Za samoadjungovane operatore A i B �emo re�i da va�i A 6 B
ako i samo ako je 〈Af, f〉 6 〈Bf, f〉 za svako f ∈ H.

Ovakav poredak (budu�i u suxtini poredak me�u odgovaraju�im formama) raspo-
la�e slede�im osobinama:
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1◦ ako je A 6 B i B 6 C, onda je i A 6 C;

2◦ ako je A 6 B i C 6 D, onda je i A+ C 6 B +D;

3◦ ako je A 6 B onda je αA 6 αB za svako α > 0;

4◦ ako je A 6 B onda je C∗AC 6 C∗BC za svako C ∈ B(H);

5◦ ako je A > 0 invertibilan, onda je i A−1 > 0.

Sad smo u sta�u da predstavimo slede�i rezultat iz [J99].

TEOREMA 3.5. Ako je
∑∞

n=1C
∗
nCn 6I,

∑∞
n=1CnC

∗
n 6I,

∑∞
n=1D

∗
nDn6 I,

∑∞
n=1DnD

∗
n

6 I, za neke familije oιraniqenih oueraxora {Cn}∞n=1 i {Dn}∞n=1, xaga∑∞
n=1CnY Dn ∈ C|||·|||(H) kag ιog Y ∈ C|||·|||(H) za neku unixarno invarijanxnu

normu |||·|||, i vixe, va�i ∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞∑
n=1

CnY Dn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 |||Y ||| . (3.5)

4 Za proizvo	ne f i g iz H Cauchy-Schwarz-ova nejednakost u H, a potom i u
`2(N) nam daje∣∣∣∣〈( ∞∑

n=1

CnY Dn

)
f, g
〉∣∣∣∣ 6 ∞∑

n=1

||Y || ||Dnf || ||C∗ng||

6 ||Y ||
( ∞∑
n=1

||Dnf ||2
)1/2( ∞∑

n=1

||C∗ng||
2
)1/2

= ||Y ||
〈 ∞∑
n=1

D∗nDnf, f
〉1/2〈 ∞∑

n=1

CnC
∗
ng, g

〉1/2

= ||Y ||
∣∣∣∣∣∣( ∞∑

n=1

CnC
∗
n

)1/2
g
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣( ∞∑

n=1

D∗nDn

)1/2
f
∣∣∣∣∣∣ 6 ||Y || ||f || ||g|| ,

odakle nalazimo da je ∣∣∣∣∣∣ ∞∑
n=1

CnY Dn

∣∣∣∣∣∣ 6 ||Y || . (3.6)

Kako su dual od nuklearnih operatora ograniqeni operatori, to neka l? predstav	a
funkcional na C1(H) koji odgovara nekom operatoruW ∈ B(H), pri qemu je ||l?||(C1(H))?

= ||W ||, tj. l?(X) = tr(WX) za svako X ∈ C1(H). Tada prema prethodnom za svako
N = 1, 2, . . . i Y ∈ C1(H) imamo

∣∣∣l?( N∑
n=1

CnY Dn

)∣∣∣ =
∣∣∣tr(W N∑

n=1

CnY Dn

)∣∣∣ =
∣∣∣ N∑
n=1

tr(WCnY Dn)
∣∣∣ =

∣∣∣ N∑
n=1

tr(DnWCnY )
∣∣∣

=
∣∣∣tr(( N∑

n=1

DnWCn

)
Y
)∣∣∣ 6 ||Y ||1 ∣∣∣∣∣∣ N∑

n=1

CnWDn

∣∣∣∣∣∣ 6 ||Y ||1 ||W || = ||Y ||1 ||l?||(C1(H))? ,
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xto posle uzima�a supremuma po svim funkcionalima iz (C1(H))? qija je norma ma�a
ili jednaka od jedan nam daje ∣∣∣∣∣∣ N∑

n=1

CnY Dn

∣∣∣∣∣∣
1
6 ||Y ||1 . (3.7)

Ako Y ∈ C∞(H), neka je sa Y =
∑∞

n=1 sn(Y ) 〈·, fn〉 en dat Schmidt-ov singularni
razvoj za neke ortonormirane sisteme {en} i {fn}. Za sve k > 2 definixemo operatore

Z i V sa Z
def
=

∑k−1
i=1 (si(Y ) − si+1(Y ))

∑i
j=1 〈·, fj〉 ej i V

def
= sk(Y )

∑k
i=1 〈·, fi〉 ei +∑∞

i=k+1 si(Y ) 〈·, fi〉 ei. Vidimo da je

Z =
k−1∑
i=1

i∑
j=1

(si(Y )− si+1(Y )) 〈·, fj〉 ej =
k−1∑
j=1

(k−1∑
i=j

(si(Y )− si+1(Y ))
)
〈·, fj〉 ej

=
k∑
j=1

(sj(Y )− sk(Y )) 〈·, fj〉 ej =
k∑
i=1

si(Y ) 〈·, fi〉 ei − sk(Y )
k∑
i=1

〈·, fi〉 ei = Y − V.

Tako�e prime�ujemo da je s1(V ) = . . . = sk(V ) = sk(Y ), zbog ortogonalnosti sistema
{en} i {fn}. To nam dozvo	ava da za sve Ky-Fan k-norme vidimo da va�i

∣∣∣∣∣∣ N∑
n=1

CnY Dn

∣∣∣∣∣∣
(k)
6
∣∣∣∣∣∣ N∑
n=1

CnZDn

∣∣∣∣∣∣
(k)

+
∣∣∣∣∣∣ N∑
n=1

CnV Dn

∣∣∣∣∣∣
(k)

6 ||Z||1 + k
∣∣∣∣∣∣ N∑
n=1

CnV Dn

∣∣∣∣∣∣
∞

(3.8)

6
k−1∑
n=1

(sn(Y )− sn+1(Y ))
n∑
j=1

||〈·, fj〉 ej ||1 + k ||V ||∞ (3.9)

6
k−1∑
n=1

n(sn(Y )− sn+1(Y )) + ksk(Y ) =
k∑

n=1

sn(Y ) = ||Y ||(k) , (3.10)

gde (3.8) sledi iz (3.7), a (3.9) iz (3.6).
Xtavixe, ako Y pripada C∞(H), tada i

∑∞
n=1CnY Dn ∈ C∞(H). Zaista, elemen-

tarni operatori RN (Y )
def
=
∑N

n=1CnY Dn koji deluju na C(k)
∞ (H) (idealu pridru�enom

Ky Fan-ovoj k normi, koji se jasno sastoji od kompaktnih operatora), predstav	aju
ograniqenu familiju, jer prema (3.10) va�i ||RN (Y )||(k) 6 ||Y ||(k) za sve Y ∈ C∞(H).
Tako�e, za sve jednodimenzione operatore f ⊗ g? i M > N imamo

||RM (f ⊗ g?)−RN (f ⊗ g?)||(k) 6
∣∣∣∣∣∣ M∑
n=N+1

D∗ng ⊗ Cnf
∣∣∣∣∣∣

1

6
M∑

n=N+1

||D∗ng|| ||Cnf || 6
∣∣∣∣∣∣( M∑

n=N+1

CnC
∗
n

)1/2
f
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣( M∑

n=N+1

D∗nDn

)1/2
g
∣∣∣∣∣∣,

xto −→ 0 kad M,N → ∞. Prema tome, RN (Y ) konvergira u C(k)
∞ (H) za sve konaqno

dimenzionalne Y ka kompaktnom operatoru. Prema principu uniformne ograniqe-
nosti isto va�i i za sve C(k)

∞ (H), zbog separabilnosti datog prostora (jer su konaqno
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dimenzionalni operatori svuda gusti u C(k)
∞ (H)). Dakle (3.5) va�i za sve Ky-Fan k-

norme i prema Ky-Fan-ovom dominacionom svojstvu 2.11 zak	uqujemo da (3.5) va�i za
sve unitarno invarijatne norme, kao xto je i tra�eno.

Od znaqaja �e nam biti i slede�a

TEOREMA 3.6. Neka je {Xn}∞n=1 niz samoagjunιovanih oueraxora iz B(H)
koji jako konverιira ka nekom oueraxoru X ∈ B(H). Ako je CΦ(H) seuarabilan
simexriqno normiraju�i igeal i A ∈ CΦ(H) xaga nizovi {XnA}∞n=1, {AXn}∞n=1

i {XnAXn}∞n=1 konverιiraju u normi igeala CΦ(H) ka, regom, oueraxorima
XA, AX i XAX.

Dokaz se mo�e na�i u [GK], Teorema III.6.3. Ideja dokaza je da se prvo poka�e
tvr�e�e za konaqno dimenzionalne operatore A, a da se u opxtem sluqaju operator A
predstavi kao suma konaqno dimenzionalnih operatora i operatora koji ima dovo	no
malu ||·||Φ normu.

U nastavku re�i �emo da je familija {An}∞n=1 iz B(H) kvadratno sumabilna ako je∑∞
n=1 ||Anf ||

2 < +∞ za sve f ∈ H. Iako ovo zapravo predstav	a samo slabu konvergen-
ciju

∑∞
n=1A

∗
nAn, pomo�u principa rezonancije se pokazuje da

∑∞
n=1A

∗
nAn zapravo de-

finixe ograniqen operator na Hilbert-ovom prostoru, koji zbog monotonosti svojih
parcijalnih suma konvergira zapravo jako. Za takve familije ograniqenih operatora
slede�a Cauchy-Schwartz-ova nejednakost va�i, tako�e iz [J99].

TEOREMA 3.7. Za kvagraxno sumabilne familije {An}∞n=1 i {Bn}
∞
n=1 nor-

malnih komuxiraju�ih oueraxora va�i∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞∑
n=1

AnXBn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣( ∞∑
n=1

A∗nAn

)1/2
X
( ∞∑
n=1

B∗nBn

)1/2∣∣∣∣∣∣∣∣∣, (3.11)

za sve X ∈ C|||·|||(H) i sve unixarno invarijanxne norme |||·|||. Ako je C|||·|||(H)
seuarabilan i X ∈ C|||·|||(H), xaga suma na levoj sxrani konverιira u normi

ovoι igeala.

4 Prvo, potrebna nam je odgovaraju�a faktorizacija za operatore An i Bn.

Neka je A
def
=
(∑∞

n=1A
∗
nAn

)1/2
i B

def
=
(∑∞

n=1B
∗
nBn

)1/2
i neka su P i Q respektivno

ortogonalni projektori na R(A) i R(B). Primetimo i da za proizvo	no f ∈ H va�i
||Anf || 6 ||Af ||, n = 1, 2, . . ., s obzirom da je ||Af ||2 = 〈Af,Af〉 = 〈

∑∞
n=1A

∗
nAnf, f〉 =∑∞

n=1 ||Anf ||
2. Da	e, ako za dato f ∈ H imamo Pf = limk→∞Agk za neki niz {gk} u H,

onda limk→∞Angk postoji za sve n > 1 i ne zavisi od izbora ovog niza. Zaista, imamo

||Angk −Angl|| 6 ||Agk −Agl)|| → ||Pf − Pf || = 0

kad k, l → ∞, i tako�e ||Angk −Anhk|| 6 ||A(gk − hk)|| → 0 kad k → ∞ uvek pri
limk→∞Ahk = Pf za neki drugi niz {hk}. Zato je dobro definisan operator Cn, n =

1, 2, . . . , sa Cnf
def
= limk→∞Angk gde je {gk} bilo koji niz uH, takav da je limk→∞Agk =

Pf. Primetimo da prema naxoj definiciji svaki Cn jednak nuli na N (A), odnosno,
Cn = CnP , kao i da va�i CnA = ACn = An. Zaista, ako f ∈ N (A) tada i f ∈
N (An) (jer je ||Anf || 6 ||Af || za svako n = 1, 2, . . .), te je CnAf = 0 i Anf = 0,
odnosno CnAf = Anf . Ako pak f ∈ R(A) to onda iskoristimo da Af ∈ R(A), te
mo�emo uzeti da je niz {gk} konstantan, tj. gk = f za k = 1, 2, . . .. Tada je prema
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definiciji operatora Cn ispu�eno CnAf = limk→∞Angk = Anf . Sliqno se pokazuje i

preostala jednakost. Xtavixe, va�i
∑∞

n=1C
∗
nCn = P . Zaista, A2 = A

(∑∞
n=1C

∗
nCn

)
A

i primena polarizacionog identita nam daje
〈∑∞

n=1C
∗
nCnh, k

〉
= 〈h, k〉 za sve h, k ∈

R(A). Prema neprekidnosti zak	uqujemo da je
〈∑∞

n=1C
∗
nCnh, k

〉
= 〈h, k〉 za sve h, k ∈

R(A)(= R(A2)). Kako je svaki Cn jednak nuli na N (A) = N (A2), xto je posledica
definicije operatora Cn, to zak	uqujemo da va�i

∑∞
n=1C

∗
nCn = P . Za sve m,n =

1, 2, . . ., C∗m i Cn komutiraju na R(A2) i N (A2), pa prema tome i na celom H. Zato
je {Cn}∞n=1 komutiraju�a familija normalnih kontrakcija koja daje faktorizaciju
CnA = ACn = An gde je

∑∞
n=1C

∗
nCn = P i koja komutira sa familijom {An}∞n=1.

Sliqno dobijamo da komutiraju�a familija {Dn}∞n=1 normalnih kontrakcija tako�e
komutira sa {Bn}∞n=1 i zadovo	ava DnB = BDn = Bn i

∑∞
n=1D

∗
nDn = Q.

Za Y = AXB ∈ C|||·|||(H) (nema nixta da se pokazuje ako Y /∈ C|||·|||(H)), Teorema 3.5
nam daje∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞∑

n=1

AnXBn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞∑
n=1

CnY Dn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 |||Y ||| = ∣∣∣∣∣∣∣∣∣( ∞∑
n=1

A∗nAn

)1/2
X
( ∞∑
n=1

B∗nBn

)1/2∣∣∣∣∣∣∣∣∣, (3.12)

xto dokazuje prvi deo teoreme.
Konaqno, ako je C|||·|||(H) separabilan, tada za sve N = 1, 2, . . . , iz upravo dokazanog

dela teoreme kombinovanog sa aritmetiqko-geometrijskom nejednakox�u 3.4 nam daje∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞∑
n=N

AnXBn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣( ∞∑
n=N

A∗nAn

)1/2
X
( ∞∑
n=N

B∗nBn

)1/2∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣∣∣∣∣( ∞∑

n=N

C∗nCn

)1/2
AXB

( ∞∑
n=N

D∗nDn

)1/2∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6
∣∣∣∣∣∣∣∣∣( ∞∑

n=N

C∗nCn

)
AXB +AXB

( ∞∑
n=N

D∗nDn

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣. (3.13)

Vidimo da prema (3.12)
{∑∞

n=N C
∗
nCn

}∞
N=1

i
{∑∞

n=N D
∗
nDn

}∞
N=1

predstav	aju ograni-
qene nizove samoadjungovanih operatora koji jako konvergiraju ka 0 kad N →∞. Kako
AXB ∈ C|||·|||(H), koji je separabilan prostor, to (3.13) te�i ka 0 kako N → ∞ prema
Teoremi 3.6. Odatle zak	uqak sledi.

Iz prethodne teoreme direktno sledi

POSLEDICA 3.8. [pinqing] Ako je {Pn}∞n=1 familija me�usobno orxoιonal-
nih orxourojekxora (PiPj = 0 za i 6= j) xakva ga je

∑∞
n=1 Pn 6 I, xaga za

svako X ∈ C|||·|||(H) va�i ∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞∑
n=1

PnXPn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 |||X||| .
Dakle, Teorema 3.7 produ�uje Teoreme II.5.1 iz [GK] i 1.19 iz [Si]. Napomenimo i to da
je
∑∞

n=1 PnXPn takozvani pinqing operatora X. Naime, u sluqaju kada je X matrica
tada pinqing predstav	a uzima�e glavne dijagonale od X.

Za A,B ∈ B(H) sa A ⊕ B oznaqava�emo blok matricu

[
A 0
0 B

]
iz B(H ⊕ H). Na

sliqan naqin definixemo A1⊕A2⊕. . .⊕An za A1, A2, . . . , An ∈ B(H). Neka su A,B > 0
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kompaktni operatori i neka je X
def
=

[
A1/2 B1/2

0 0

]
. Tada je

X∗X =

[
A+B 0

0 0

]
i XX∗ =

[
A A1/2B1/2

B1/2A1/2 B

]
.

Ukoliko definixemo P1
def
=

[
I 0
0 0

]
i P2

def
=

[
0 0
0 I

]
, to primetimo da je A ⊕ B =

P1XX
∗P1 +P2XX

∗P2, odnosno da A⊕B predstav	a pinqing matrice XX∗. Tada nam
prethodna posledica daje

|||A⊕B||| 6 |||XX∗||| = |||X∗X||| = |||(A+B)⊕ 0||| = |||A+B||| ,

gde posled�a jednakost sledi iz toga xto su singularne vrednosti od (A + B) ⊕ 0 i
A+B iste. Time smo dobili nejednakost |||A⊕B||| 6 |||A+B|||.

Sliqan postupak mo�emo ponoviti i za n operatora. Naime, ako su A1, . . . , An > 0
kompaktni operatori, tada ukoliko definixemo

X
def
=


A

1/2
1 A

1/2
2 · · · A

1/2
n

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0

 ,
dobijamo |||A1 ⊕A2 ⊕ . . .⊕An||| 6 |||A1 +A2 + . . .+An|||.

Ukoliko je |||·||| Schatten-ova p norma za 1 6 p < +∞, to se prethodna nejednakost
svodi na

n∑
i=1

||Ai||pp 6
∣∣∣∣∣∣ n∑
i=1

Ai

∣∣∣∣∣∣p
p
,

za pozitivne kompaktne operatore A1, A2, . . . , An.

3 Derivacione nejednakosti

Kao xto smo videli pre, spektralna teorema za kompaktne samoadjungovane ope-
ratore 1.2 nam je omogu�ila Schmidt-ov razvoj za kompaktnih operatora, koji smo
koristili kao jedan od osnovnih alata u radu sa kompaktnim operatorima. Iako �emo
mi u ovoj glavi raditi prvenstvno sa kompaktnim operatorima (premda se rezultati
mogu uopxtiti i na ograniqene operatore, xto ne�emo ovde raditi), od znaqaja �e
nam biti odgovaraju�i spektralni razvoj normalnih operatora (a time �e va�iti i
za samoadjungovane operatore).

TEOREMA 3.9. [spektralna teorema za normalne operatore] Za svaki norma-

lni oueraxor uosxoji jeginsxvena suekxralna mera E na Borel-ovim uog-
skuuovima og σ(A), xakva ga je

A =

∫
σ(A)

λ dE(λ).
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Dokaz prethodne teoreme se mo�e na�i u [ADJ, Teorema 13.11]. Poseban znaqaj
prethodne teoreme vide�emo u narednoj glavi, jer �emo uz pomo� �e definisati
funkcionalni raqun za normalne operatore, xto �e nam biti od vixestruke koristi.

Funkciju f koja zadovo	ava f(a+b− t) = f(t) za sve t ∈ [a, b] zva�emo simetriqnom
funkcijom na [a, b]. Napomenimo i to da su preostala tvrd�e�a iz ove glave iz [J97].
Slede�a lema generalizuje poznatu Heinz-ovu nejednakost iz [He].

LEMA 3.10. Za samoagjunιovane A i B iz B(H) i uroizvo	no X ∈ C∞(H),
za sve realne p > 1 i sve unixarno invarijanxne norme |||·|||, funkcija

f(s) =
∣∣∣∣∣∣|A|s−1AX |B|p−s + |A|p−sXB |B|s−1

∣∣∣∣∣∣
je konveksna i simexriqna na [0, p], nerasxu�a na [0, p/2] i neouagaju�a na
[p/2, p].

4 Da bismo pokazali da je f simetriqna iskoristimo polarnu reprezentaciju za
A i B kao A = U |A| i B = V |B| , gde U i V unitarni operatori koji komutiraju sa
A i B redom i zadovo	avaju relaciju U2 = V 2 = I (videti Teoremu 1.4). Zato je

f(p− s) =
∣∣∣∣∣∣|A|p−s UX |B|s + |A|sXV |B|p−s

∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣∣U (|A|s UX |B|p−s + |A|p−sXV |B|s

)
V
∣∣∣∣∣∣ = f(s). (3.14)

s obzirom daje |||·||| unitarno invarijantna norma. Da	e, pokaza�emo da je

f
(s+ t

2

)
6
f(s) + f(t)

2
(3.15)

za sve 1 6 s < t 6 p. Zaista, kako je

f
(s+ t

2

)
=
∣∣∣∣∣∣|A| t−s2

(
|A|s−1AX |B|p−t + |A|p−tXB |B|s−1) |B| t−s2

∣∣∣∣∣∣,
to prema Teoremi 3.4 i (3.14) imamo

2f

(
s+ t

2

)
6
∣∣∣∣∣∣|A|t−s (|A|s−1AX |B|p−t + |A|p−tXB |B|s−1)
+
(
|A|s−1AX |B|p−t + |A|p−tXB |B|s−1) |B|t−s∣∣∣∣∣∣

6
∣∣∣∣∣∣|A|p−sXB |B|s−1 + |A|s−1AX |B|p−s

∣∣∣∣∣∣
+
∣∣∣∣∣∣|A|t−1AX |B|p−t + |A|p−tXB |B|t−1

∣∣∣∣∣∣ = f(s) + f(t). (3.16)

Direktna posledica (3.15) je

f(αs+ (1− α)t) 6 αf(s) + (1− α)f(t) (3.17)

za sve racionalne 0 6 α 6 1. Za proizvo	no α ∈ [0, 1], izaberimo niz racionalnih
brojeva αn ∈ [0, 1] takvih da limn→∞ αn = α. Kako je operator vrednosna funkcija

g(s) = |A|s−1AX |B|p−s + |A|p−sXB |B|s−1

jako (xto se mo�e dokazati na primer uz pomo� spektralne teoreme 3.9 i teoreme o
dominantnoj konvergenciji), a time i slabo neprekidna, dobijamo

f(αs+ (1− α)t) =
∣∣∣∣∣∣w− lim

n→∞
g(αns+ (1− αn)t)

∣∣∣∣∣∣
6 lim inf

n→∞

∣∣∣∣∣∣g(αns+ (1− αn)t)
∣∣∣∣∣∣ = lim inf

n→∞
f(αns+ (1− αn)t)

6 lim inf
n→∞

(αnf(s) + (1− αn)f(t)) = αf(s) + (1− α)f(t), (3.18)
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jer |||Y ||| 6 lim infn→∞ |||Yn||| kad god Yn → Y slabo u B(H). Ovo je posledica dobro
poznate qi�enice

|||Y |||Φ = sup{|tr(Y Z)| : Z je konaqnog ranga i |||Z|||Φ∗ 6 1}

za sve s.n. funkcije Φ i Φ∗, gde smo sa Φ∗ oznaqili konjugovanu s.n. funkciju funkcije
Φ (videti Teoremu 2.7 u [Si]). Dakle (3.17) va�i za sve s, t ∈ [0, p] i za sve α ∈ [0, 1].

Prema (3.14) i (3.18) f je konveksna i simetriqna na [0, p], i prema tome nerastu�a
na [0, p/2] jer je

f(t) = f

(
p− s− t
p− 2s

s+
t− s
p− 2s

(p− s)
)
6
p− s− t
p− 2s

f(s) +
t− s
p− 2s

f(p− s)

=
p− s− t
p− 2s

f(s) +
t− s
p− 2s

f(s) = f(s),

za sve 0 6 s < t 6 p/2. Sliqno dobijamo f(t) > f(s) za sve p/2 6 s < t 6 p, xto nam
daje kraj dokaza.

Slede�a teorema predstav	a uopxte�e Teoreme 1.1 iz [JK].

TEOREMA 3.11.Ako suAiB samoagjunιovani oueraxoriizB(H) iX∈C∞(H),
xaga je ∣∣∣∣∣∣|AX +XB|p

∣∣∣∣∣∣ 6 2p−1 ||X||p−1
∣∣∣∣∣∣|A|p−1AX +XB |B|p−1

∣∣∣∣∣∣
za sve realne p > 3 i za sve unixarno invarijanxne norme |||·|||.

4 Prvo, posmatrajmo specijalna sluqaj: A = B,X = X∗ i |||·||| = ||·||(k). Mo�emo
bez gub	e�a na opxtosti dodatno pretpostaviti ||X|| 6 1. Lema 3.10 (za f(p) > f(1))
nam daje

2p−1
∣∣∣∣|A|p−1AX +XA |A|p−1

∣∣∣∣
(k)
>

2p−2
∣∣∣∣|A|p−1AX +XA |A|p−1

∣∣∣∣
(k)

+ 2p−2
∣∣∣∣AX |A|p−1 + |A|p−1XA

∣∣∣∣
(k)
,

i zato je

2p−1
∣∣∣∣|A|p−1AX+XA |A|p−1

∣∣∣∣
(k)
> 2p−2

∣∣∣∣|A|p−1(AX+XA) + (AX+XA)|A|p−1
∣∣∣∣

(k)
. (3.19)

Za kompaktan samoadjungovan operator A′ nam spektralna Teorema 1.2 obezbe�uje po-
stoja�e ortonormirane baze prostora H koja je sastav	ena od sopstvenih vektora
operatora A′, taqnije, postoji ortnormirana baza {en}∞n=1 takva da je

A′en = λn(A′)en, (3.20)

gde su {λn}∞n=1 sopstvene vrednosti operatora A′.

Specijalno, za A′
def
= AX+XA iz Ky Fan-ovog principa 1.20, (3.19) i (3.20) sledi

2p−1
∣∣∣∣|A|p−1AX +XA |A|p−1

∣∣∣∣
(k)

> 2p−2
k∑
i=1

∣∣〈(|A|p−1 (AX +XA) + (AX +XA) |A|p−1)ei, ei〉∣∣
= 2p−1

k∑
i=1

∣∣<〈(AX +XA)ei, |A|p−1 ei〉
∣∣ = 2p−1

k∑
i=1

|λi(A′)|
〈
|A|p−1 ei, ei

〉
.
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Spektralna reprezentacija 3.9 i Jensen-ova nejednakost daju

〈
|A|p−1 ei, ei

〉
=

∫ +∞

0
tp−1dµei(t) >

(∫ +∞

0
t2dµei(t)

) p−1
2

=
〈
|A|2 ei, ei

〉 p−1
2

= ||Aei||p−1 > ||XAei||p−1 > |< 〈XAei, ei〉|p−1

= 21−p |〈(AX +XA)ei, ei〉|p−1 = 21−p ∣∣λi(A′)∣∣p−1

za 1 6 i 6 k, pa je prema tome

2p−1
∣∣∣∣|A|p−1AX +XA |A|p−1

∣∣∣∣
(k)
>

k∑
i=1

∣∣λi(A′)∣∣p =
∣∣∣∣|AX +XA|p

∣∣∣∣
(k)
. (3.21)

Poxto smo dokazali teoremu za specijalan sluqaj, neka su sada A i B proizvo	ni
samoadjungovani operatori iz B(H) i posmatrajmo slede�e 2 × 2 samoadjungovane
operatorne matrice

C
def
=

[
A 0
0 B

]
i Y

def
=

[
0 X
X∗ 0

]
koje deluju na H⊕H. Pravolinijski raqun daje

|C|p−1CY + Y C |C|p−1 =

[
0 |A|p−1AX +XB |B|p−1(

|A|p−1AX +XB |B|p−1)∗ 0

]
i

|CY + Y C|p =

[
|(AX +XB)∗|p 0

0 |(AX +XB)|p
]
.

S obzirom da je

s2i−1(CY + Y C) = s2i(CY + Y C) = si(AX +XB),

kao i

s2i−1

(
|C|p−1CY + Y C |C|p−1) = s2i

(
|C|p−1CY + Y C |C|p−1)

= si
(
|A|p−1AX +XB |B|p−1),

to prime�uju�i (3.21) na samoadjungovane C i Y dobijamo

2p−1
∣∣∣∣|A|p−1AX +XA |A|p−1

∣∣∣∣
(k)

= 2p−2
2k∑
j=1

sj
(
|C|p−1CY + Y C |C|p−1)

> 2−1
2k∑
j=1

spj (CY + Y C) =
k∑
i=1

spi (AX +XB) =
∣∣∣∣|AX +XB|p

∣∣∣∣
(k)
.

Sada, prema Ky-Fan-ovom dominacionom svojstvu 2.11 zak	uqujemo da nejednakost
va�i i za sve unitarno invarijantne norme |||·|||.

Prethodna teorema mo�e se reformulisati kao
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TEOREMA 3.12.Ako suAiB samoagjunιovani oueraxoriizB(H) iX∈C∞(H),
xaga za sve realne 0 6 α 6 1/3 va�i∣∣∣∣∣∣∣∣A |A|α−1X +XB |B|α−1

∣∣ 1
α
∣∣∣∣∣∣ 6 2

1
α
−1 ||X||

1
α
−1 |||AX +XB|||

za sve unixarno invarijanxne norme |||·|||.

4 Ako oznaqimo C
def
= A |A|α−1 i D

def
= B |B|α−1 , tada su C i D ograniqeni

operatori za koje va�i |C| = |A|α i |D| = |B|α .Prema tome, |A| = |C|
1
α iA = C |C|

1
α
−1 ,

i sliqno B = D |D|
1
α
−1 . Primenom Teoreme 3.11 na C,D i 1/α dobijamo �e	eni

zak	uqak.
U sluqaju kada je X = I uslov p > 3 se mo�e pobo	xati na uslov p > 2, pri qemu

A i B mogu biti xtavixe proizvo	ni ograniqeni operatori. Dakle, va�i slede�a
pertubaciona nejednakost za kompaktne operatore.

TEOREMA 3.13. Neka su A,B ∈ B(H) xakvi ga je A − B ∈ C∞(H) za neko

p > 2. Taga za sve unixarno invarijanxne norme |||·||| va�i∣∣∣∣∣∣|A−B|p∣∣∣∣∣∣ 6 2p−1
∣∣∣∣∣∣A |A|p−1 −B |B|p−1

∣∣∣∣∣∣.
4 Pretpostavimo prvo da su A i B samoadjungovani operatori i da je |||·||| =

||·||(k). Ako definixemo A
′ def= A−B, tada, kao u dokazu Teoreme 3.11, nam spektralna

Teorema 1.2 za kompaktne samoadjungovane operatore daje da postoji ortonormirani
niz sopstvenih vektora {en}∞n=1 koji odgovara nizu sopstvenih vrednosti {λn(A′)}∞n=1,
odnosno da je A′en = λn(A′)en za n = 1, 2, . . .. Tada va�i

2p−1
∣∣∣∣A |A|p−1 −B |B|p−1

∣∣∣∣
(k)
> 2p−2

∣∣∣∣|A|p−1 (A−B) + (A−B) |B|p−1
∣∣∣∣

(k)

> 2p−2
k∑
i=1

|λi(A−B)|
(〈
|A|p−1 ei, ei

〉
+
〈
|B|p−1 ei, ei

〉)
. (3.22)

Tako�e, iz Jensen-ove nejednakosti i spektralne reprezentacije 3.9 imamo〈
|A|p−1 ei, ei

〉
+
〈
|B|p−1 ei, ei

〉
> 〈|A| ei, ei〉p−1 + 〈|B| ei, ei〉p−1

> |〈Aei, ei〉|p−1 +
∣∣〈Bei, ei〉∣∣p−1

> 22−p |〈(A−B) ei, ei〉|p−1 = 22−p |λi(A−B)|p−1

za 1 6 i 6 k, xto nam zajedno sa (3.22) daje

2p−1
∣∣∣∣A |A|p−1 −B |B|p−1

∣∣∣∣
(k)
>
∣∣∣∣|A−B|p∣∣∣∣

(k)
.

U sluqaju kada su A i B proizvo	ni ograniqeni operatori, to je onda dovo	no
posmatrati samoadjungovane operatorne matrice

C
def
=

[
0 A∗

A 0

]
i D

def
=

[
0 B
B∗ 0

]
,

te se potom dokaz zavrxava u istom manevru kao i dokaz Teoreme 3.11.
Na sliqan naqin kao i kod Teoreme 3.12, vidimo da va�i slede�a reformulacija

prethodne teoreme.

TEOREMA 3.14. Neka su A,B iz B(H) xakvi ga A−B ∈ C∞(H) i 0 6 α 6 1/2.
Taga za sve unixarno invarijanxne norme |||·||| va�i∣∣∣∣∣∣∣∣A |A|α−1 −B |B|α−1

∣∣1/α∣∣∣∣∣∣ 6 21/α−1 |||A−B||| .



Glava 4

Nejednakosti za konveksne i

konkavne funkcije od operatora

U ovoj glavi definisa�emo operatorne (operator vrednosne) funkcije operatorne
promen	ive. Da bismo to uradili bi�e nam potrebna spektralna teorema 3.9 za nor-
malne operatore. Naime, iskazana drugim reqima, spektralna teorema govori da je
svaki normalni operator istovremeno i spektralni integral nezavisno promen	ive
po �emu pridru�enoj spektralnoj meri. To nam omogu�ava da definixemo funkcio-
nalni raqun za normalne operatore

Definicija 4.1. Za proizvo	nu ograniqenu Borel-ovu funkciju f na spektru

σ(A) normalnog operatora A ∈ B(H) definixe se

f(A)
def
=

∫
σ(A)

f dE.

Sada smo u sta�u da definixemo operatorne funkcije.

Definicija 4.2. Realno vrednosnu funkciju f definisanu na intervalu I ⊆ R
(konaqnom ili beskonaqnom) �emo zvati operator konveksnom na I ako za svaka dva
samoadjungovana operatora A i B qiji spektri le�e u I i svako realno 0 6 α 6 1
va�i

f((1− α)A+ αB) 6 (1− α)f(A) + αf(B). (4.1)

Primetimo da je prethodna definicija korektna, jer iz σ(A), σ(B) ⊂ I sledi
σ((1− α)A+ αB)) ⊂ I za realne 0 6 α 6 1.

Definicija 4.3. Za realno vrednosnu funkciju f na intervalu I ⊆ R ka�emo

da je operator konkavna ako je −f operator konveksna, odnosno ako u (4.1) stoji
obrnuta nejednakost.

Definicija 4.4. Realno vrednosnu funkciju f definisanu na intervalu I ⊆
R (konaqnom ili beskonaqnom) �emo zvati operator monotonom na I ako A 6 B
povlaqi f(A) 6 f(B) za svaka dva samoadjungovana operatora A i B qiji spektri

le�e u I.



42 NEJEDNAKOSTI ZA KONVEKSNE I KONKAVNE FUNKCIJE OD OPERATORA [4

U da	em tekstu funkcije iz definicija 4.2{4.4 �emo smatrati neprekidnim. U tom
sluqaju, xto �emo i koristiti, se uslov (4.1) mo�e zameniti jednostavnijim uslovom

f
(A+B

2

)
6
f(A) + f(B)

2
.

Primetimo da je svaka operator konkveksna funkcija ujedno i jedna konveksna
funkcija, jer za svako a iz datog intervala mo�emo posmatrati aI, gde je I jediniqni
operator. Isti zak	uqak va�i i za operator konkavne funkcije, dok je svaka operator
monotona funkcija ujedno i monotono neopadaju�a funkcija. Da obratno ne va�i,
vidimo iz funkcije f(t) = t3 na [0,∞), koja oqito jeste konveksna, ali nije operator
konveksna, jer mo�emo uzeti

A
def
=

[
I I
I I

]
i B

def
=

[
3I I
I I

]
.

Tada je
A3 +B3

2
−
(A+B

2

)3
=

[
6I I
I 0

]
,

xto nije pozitivan operator.

Nije texko pokazati da je skup operator konveksnih funkcija zatvoren za pozi-
tivne linearne kombinacije i taqka po taqka limese. Odnosno, ako su f i g operator
konveksne funkcije i α i β pozitivni realni brojevi, tada je i αf+βg isto operator
konveksna funkcija. Sliqno, ako je {fn}∞n=1 niz operator konveksnih funkcija i ako
fn(t) → f(t) kad n → ∞, tada je f isto operator konveksna funkcija. Prethodna
razmatra�a va�e i za operator konveksne funkcije, odnosno za operator monotone
funkcije.

S obzirom da �emo vixe puta koristiti osobinu 4◦ datu kod definisa�a ure�e�a
6, to �emo je ovde posebno izdvojiti kao lemu.

LEMA 4.1. Ako je A 6 B onga je C∗AC 6 C∗BC za svako C ∈ B(H).

Jedan od prvih primera operator monotone funkcije dat je slede�im stavom.

STAV 4.1. Funkcija f(t) = −1
t je oueraxor monoxona na (0,∞).

4 Neka je A 6 B i σ(A), σ(B) ⊂ (0,∞). Kako 0 /∈ σ(A), σ(B) to postoje A−1

i B−1. Tada mno�e�i levu i desnu stranu sa B−1/2 na osnovu Leme 4.1 dobijamo
B−1/2AB−1/2 6 I. Mno�e�i potom levu i desnu stranu prvo sa (B−1/2AB−1/2)−1/2, a
potom i sa B−1/2, ponovna upotreba Leme 4.1 nam daje A−1 > B−1, odnosno −A−1 6
−B−1, xto je i trebalo pokazati.

Kasnije �emo videti da je ovo i jedan primer operator konkavne funckije (videti
Posledicu 4.6).

Od znaqaja �e nam biti i slede�e razmatra�e. Naime, neka je f realna neprekidna
funkcija definisana na nekom intervalu I i neka je X ∈ B(H) samoadjungovan
operator dat na nekom separabilnom beskonaqno dimenzionalnom Hilbert-ovom prosto-
ru H takav da je σ(X) ⊂ I. Tada prema funkcionalnom raqunu za normalne (a time i
za samoadjungovane) operatore imamo f(X) =

∫
σ(X) f(t) dE(t), gde je E spektralna mera

pridru�ena operatoru X, tj. X =
∫
σ(X) t dE(t). Posmatrajmo sada blok-dijagonalnu

operatornu matricu T =

[
A 0
0 B

]
na H⊕H, xto �emo kra�e zapisivati sa T = A⊕B.
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Primetimo i da je σ(T ) = σ(A)∪σ(B). Neka su pri tome A,B ∈ B(H) samoadjungovani
operatori takvi da σ(A), σ(B) ⊂ I. Pokaza�emo da je tada

f(T ) = f(A)⊕ f(B)

za sve realne neprekidne funkcije f definisane ne nekom intervalu I koji sadr�i
σ(A) i σ(B). Zaista, lako se uz pomo� matematiqke indukcije pokazuje da va�i Tn =
An ⊕ Bn, gde n = 0, 1, 2, . . .. Samim tim tvr�e�e va�i i za proizvo	an polinom p.
Tako�e, kako je f neprekidna funkcija (koju suxtinski posmatramo na segmentu koji
sadr�i σ(A) i σ(B)), to prema Weierstrass-ovoj teoremi postoji niz polinoma {pn}∞n=1

takav da je f uniformni limes datih polinoma. Na ovom mestu iskoristimo da je
||f(T )|| = ||f ||E (za vixe deta	a pogledati [ADJ] i [BS], kao i tamox�e reference),
pa za neprekidnu funkciju f na kompaktu σ(T ) va�i ||f(T )|| 6 max{|f(t)| : t ∈ σ(T )}.
Zato iz pn ⇒ f na σ(T ) kad n→∞ dobijamo

||f(T )− pn(T )|| = ||(f − pn)(T )|| 6 max{|f(t)− pn(t)| : t ∈ σ(T )} −→ 0 kad n→∞.

Odatle vidimo da va�i f(T ) = limn→∞ pn(T ) = limn→∞(pn(A) + pn(B)). Kako je
||C ⊕D|| = max{||C|| , ||D||}, za proizvo	ne C,D ∈ B(H), to dobijamo

||f(A)⊕ f(B)− pn(A)⊕ pn(B)|| = ||(f(A)− pn(A))⊕ (f(B)− pn(B))||
= max{||f(A)− pn(A)|| , ||f(B)− pn(B)||} −→ 0

s obzirom da pn(A)→ f(A) i pn(B)→ f(B) kad n→∞ (xto se mo�e pokazati na isti
naqin kao za operator T ). Dakle, limn→∞ (pn(A)⊕ pn(B)) = f(A)⊕ f(B), a samim tim
smo pokazali kada uzmemo u obzir sve prethodno da va�i f(T ) = f(A)⊕f(B), odnosno

f

([
A 0
0 B

])
=

[
f(A) 0

0 f(B)

]
.

Na sliqan naqin se pokazuje da ako je dodatno U ∈ B(H) unitaran operator
va�i f(U∗TU) = U∗f(T )U . Dovo	no je primetiti da je σ(U∗TU) = σ(T ) i da va�i
(U∗TU)n = U∗TnU , a zatim pre�i na polinome, odnosno na neprekidne funkcije.

Sada smo spremni da poka�emo slede�u va�nu

TEOREMA 4.2. [Hansen, Pederson] Neka je I inxerval koji sagr�i 0 i neka
je f realna funkcija na I. Taga su slege�a xvr�e�a me�usobno ekviva-

lexna:

1◦ f je oueraxor konveksna na I i f(0) 6 0,

2◦ f(K∗AK) 6 K∗f(A)K za svaku konxrakciju K i svaki samoagjunιovani
oueraxor A qiji je suekxar sagr�an u I,

3◦ f(K∗1AK1 + K∗2BK2 ) 6 K∗1f(A)K1 + K∗2f(B)K2 za sve oueraxore K1 i K2 za

koje je K∗1K1 + K∗2K2 6 I i sve samogjunιovane oueraxore A,B qiji su

suekxri sagr�ani u I,

4◦ f(PAP ) 6 Pf(A)P za sve orxoιonalne urojekcije P i samoagjunιovane
oueraxore A qiji je suekxar sagr�an u I.
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4 (1◦ =⇒ 2◦) Neka su T , U i V operatori iz B(H⊕H) dati sa

T
def
=

[
A 0
0 0

]
, U

def
=

[
K D

K∗

DK −K∗
]
, V

def
=

[
K −D

K∗

DK K∗

]
,

gde je D
K∗

def
= (I −KK∗)1/2 i DK

def
= (I −K∗K)1/2. Nije texko proveriti, s obzirom

da je K∗D
K∗ = DKK

∗, da su U i V unitarni operatori. Tada je

U∗TU =

[
K∗AK K∗AD

K∗

D
K∗AK D

K∗ADK∗

]
, V ∗TV =

[
K∗AK −K∗AD

K∗

−D
K∗AK D

K∗ADK∗

]
,

pa je
U∗TU + V ∗TV

2
=

[
K∗AK 0

0 D
K∗ADK∗

]
.

Prema tome, imamo[
f(K∗AK) 0

0 f(D
K∗ADK∗ )

]
= f

(
U∗TU + V ∗TV

2

)
6
f(U∗TU) + f(V ∗TV )

2

=
U∗f(T )U + V ∗f(T )V

2
=

1

2

{
U∗
[
f(A) 0

0 f(0)

]
U + V ∗

[
f(A) 0

0 f(0)

]
V

}
6

1

2

{
U∗
[
f(A) 0

0 0

]
U + V ∗

[
f(A) 0

0 0

]
V

}
=

[
K∗f(A)K 0

0 D
K∗f(A)D

K∗

]
,

odakle dobijamo da va�i f(K∗AK) 6 K∗f(A)K.

(2◦ =⇒ 3◦) Neka je T
def
=

[
A 0
0 B

]
i K

def
=

[
K1 0
K2 0

]
. Primetimo da je K kontrakcija

s obzirom da iz K∗K =

[
K∗1K1 +K∗2K2 0

0 0

]
6

[
I 0
0 I

]
sledi ||K|| 6 1. Tako�e, T = T ∗

i σ(T ) = σ(A) ∪ σ(B) ⊂ I. Kako je

K∗TK =

[
K∗1AK1 +K∗2BK2 0

0 0

]
,

to imamo[
f(K∗1AK1 +K∗2BK2 ) 0

0 f(0)

]
= f(K∗TK) 6 K∗f(T )K

=

[
K∗1 K∗2
0 0

] [
f(A) 0

0 f(B)

] [
K1 0
K2 0

]
=

[
K∗1f(A)K1 +K∗2f(B)K2 0

0 0

]
.

(3◦ =⇒ 4◦) Oqigledno da va�i.
(4◦ =⇒ 1◦) Neka su A i B proizvo	ni samodjungovani operatori qiji su spektri

u I i neka je 0 6 α 6 1. Definiximo operatore T i P sa T
def
=

[
A 0
0 B

]
, P

def
=

[
I 0
0 0

]
i neka je

W
def
=

[√
1− αI −

√
αI√

αI
√

1− αI

]
.

Primetimo i da je W unitaran operator na H⊕H i da je P ortogonalna projekcija.
Kako je

PW ∗TWP =

[
(1− α)A+ αB 0

0 0

]
,
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to imamo[
f((1− α)A+ αB) 0

0 f(0)

]
= f(PW ∗TWP )

6 Pf(W ∗TW )P = PW ∗f(T )WP =

[
(1− α)f(A) + αf(B) 0

0 0

]
.

Dakle, f je operator konveksna funkcija i f(0) 6 0, xto je i trebalo pokazati.

Pomo�u ove teoreme pokazujemo i interesantnu vezu izme�u operator monotonih i
operator konkavnih funkcija na [0,∞).

TEOREMA 4.3. [Hansen, Pederson]Neka je f : [0,∞)→ [0,∞) neurekigna funk-
cija. Taga je f oueraxor monoxona ako i samo ako je oueraxor konkavna.

4 Pretpostavimo prvo da je f operator monotona funkcija. Ako poka�emo da je
f(K∗AK) > K∗f(A)K za proizvo	an pozitivan operatora A i kontrakciju K, tada
bi prema Teoremi 4.2 sledilo da je f operator konkavna funkcija. Zato, neka su T i
U operatori definisani kao u dokazu (1◦ =⇒ 2◦) Teoreme 4.2, odnosno takvi da va�i

U∗TU =

[
K∗AK K∗AD

K∗

D
K∗AK D

K∗ADK∗

]
. Tada za svako ε > 0 postoji λ > 0 takvo da je

U∗TU 6

[
K∗AK + ε 0

0 λI

]
. (4.2)

Zaista, neka je ε > 0 fiksirano i Y
def
=

[
K∗AK + ε 0

0 λI

]
, gde �emo λ > 0 naknadno

odrediti. Tada je

Y − U∗TU =

[
ε −K∗AD

K∗

−D
K∗AK λI −D

K∗ADK∗

]
>

[
ε −K∗AD

K∗

(−K∗AD
K∗ )
∗ λI

]
(4.3)

za sve λ takve da va�i λI > D
K∗ADK∗ . Nametnimo jox uslov za λ takav da je posled�a

operatorna matrica u (4.3) pozitivna. Neka su f, g ∈ H proizvo	ni, tada je〈[
ε −K∗AD

K∗

(−K∗AD
K∗ )
∗ λI

] [
f
g

]
,

[
f
g

]〉
= ε ||f ||2 − 2<

〈
f,K∗AD

K∗g
〉

+ λ ||g||2 >

ε ||f ||2−2||K∗AD
K∗||||f ||||g||+λ ||g||

2 =
(√
ε ||f || −

||K∗AD
K∗||√

ε
||g||
)2

+
(
λ−
||K∗AD

K∗||2

ε

)
||g||2

xto je ve�e do jednako od nule ako uzmemo λ >
||K∗AD

K∗ ||
2

ε , xto upravo znaqi da je
operatorna matrica na desnoj strani u (4.3) pozitivna. Dakle, ako uzmemo dovo	no
veliko λ > 0 tada �e Y −U∗TU > 0, odnosno va�i�e (4.2). Kako je f operator monotona
funkcija dobijamo[

K∗f(A)K K∗f(A)D
K∗

D
K∗f(A)K D

K∗f(A)D
K∗

]
= U∗f(T )U = f(U∗TU) 6

[
f(K∗AK + ε) 0

0 f(λ)I

]
,

qime smo pokazali da je K∗f(A)K 6 f(K∗AK+ε) za svako ε > 0. Puxta�em da ε→ 0+

dobijamo tra�enu nejednakost K∗f(A)K 6 f(K∗AK).
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Pretpostavimo sada da je f operator konkavna funkcija i neka je 0 6 A 6 B. Tada
za svako α ∈ (0, 1) va�i

αB = αA+ (1− α)
α

1− α
(B −A).

S obzirom da je f operator konkavna to nam prethodno daje

f(αB) > αf(A) + (1− α)f
( α

1− α
(B −A)

)
.

Kako je f(X) pozitivan operator za svaki pozitivan operator X, xto vidimo iz
spektralne teoreme, to je f(αB) > αf(A), xto posle puxta�a da α → 1− nam daje
f(B) > f(A).

Prethodna teorema ostaje na snazi i ako dodatno oslabimo uslove. Naime, ako je
f neprekidna funkcija na [0,∞) i ako je limt→∞ f(t) > −∞ tvr�e�e teoreme i da	e

va�i. Zaista, ako je f(t) operator monotona tada je g(t)
def
= f(t)− f(0) nenegativna i

operator monotona, jer je f(t) rastu�a. Zato je prema prethodnoj teoremi g(t) operator
konkavna, a samim tim je i f(t) operator konkavna. Suprotno, ako je f(t) operator
konkavna tada je f(t) konkavna i u obiqajenom smislu, a time i rastu�a s obzirom da
je limt→∞ f(t) > −∞. Kako je 0 6 f(t)− f(0) operator konkavna, to odatle lako sledi
i da je f(t) operator monotona.

POSLEDICA 4.4. Neka je f : (0,∞)→ (0,∞) neurekigna funkcija. Ako je f
oueraxor monoxona funkcija xaga je g(t) = 1

f(t) oueraxor konveksna funk-
cija.

4 Neka su A i B samoadjungovani operatori i σ(A), σ(B) ⊂ (0,∞). Kako je f

operator konkavna prema Teoremi 4.3, to va�i f
(
A+B

2

)
> f(A)+f(B)

2 , te dobijamo(
f

(
A+B

2

))−1

6

(
f(A) + f(B)

2

)−1

6
f(A)−1 + f(B)−1

2
,

gde smo koristili Stav 4.1 i da je preslikava�e t 7→ 1
t operator konveksno na (0,∞),

xto sledi iz slede�ih jednakosti

A−1 +B−1

2
−
(
A+B

2

)−1

=
A−1 +B−1 − 4(A(A−1 +B−1)B)−1

2

=
A−1 +B−1 − 4B−1(A−1 +B−1)−1A−1

2

=
(A−1 +B−1 − 2B−1)(A−1 +B−1)−1(2A−1 − (A−1 +B−1))

2

=
(A−1 −B−1)(A−1 +B−1)−1(A−1 −B−1)

2
> 0,

gde pozitivnost sledi na osnovu Leme 4.1.
Napomenimo i to da smo u prethodnom dokazu, izme�u ostalog, pokazali i da je t 7→ 1

t
operator konveksna na (0,∞).

Za A ∈ B(H) definixemo spektralni radijus od A, u oznaci r(A), sa

r(A)
def
= sup{|λ| : λ ∈ σ(T )}.
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Primetimo, kako je spektar kompaktan skup i kako je uzima�e modula neprekidna
funkcija, to se prethodni supremum dosti�e, tj. sup mo�emo zameniti sa max. Tako�e,

nije texko pokazati da je rezolventa operatora A, tj. Rλ(A)
def
= (λI − A)−1 gde λ ∈

C \ σ(A), jedna analitiqka funkcija.
Spektralni radijus ima slede�e korisne osobine

1◦ r(AB) = r(BA), za A,B ∈ B(H).

2◦ Va�i formula r(A) = limn→∞ ||An||1/n = infn∈N ||An||1/n, za A ∈ B(H).

3◦ Ako je A ∈ B(H) normalan, xaga je r(A) = ||A||.

4 Osobina 1◦ sledi iz σ(AB) ∪ {0} = σ(BA) ∪ {0} (pogledati Lemu 1.6).
2◦ Neka jem ∈ Nfiksirano. Tada svako n ∈ N mo�emo zapisati u obliku n = pm+q

gde su p, q ∈ N i q < m. Zato imamo ||An|| 6 ||Am||p ||Aq|| 6 max{1, ||A||m} ||Am||p, tj.

lim sup
n→∞

||An||1/n 6 lim sup
n→∞

(
max{1, ||A||m}||Am/n||p/n

)
.

Kako ||A||m/n konvergira ka 1 kad n → ∞ i kako p/n konvergira ka 1/m kad n → ∞,

to nam prethodna nejednakost daje lim supn→∞ ||An||
1/n 6 ||Am||1/m. Odatle dobijamo

lim sup
n→∞

||An||1/n 6 inf
m∈N
||Am||1/m 6 lim inf

m∈N
||Am||1/m .

To pokazuje da limn→∞ ||An||1/n postoji i da je jednak infn∈N ||An||1/n.
Radijus konvergencije stepenog reda

∑∞
n=0 z

n+1An je (lim supn→∞ ||An||
1/n)−1, xto

se pokazuje na isti naqin kao i u dokazu CauchyHadamard-ove teoreme za stepene
redove u kompleksnom sluqaju, upotrebom Cauchy-jevog korenog kriterijuma.Zato, ako
izaberemo |λ| > lim supn→∞ ||An||

1/n tada �e red
∑∞

n=0A
n/λn+1 konvegirati ka ograni-

qenom operatoru Rλ(A), tj., λ ∈ ρ(A). Time smo pokazali

r(A) 6 lim sup
n→∞

||An||1/n = lim
n→∞

||An||1/n .

Doka�imo sad da nejednakost ne mo�e biti stroga. Naime, ako bi σ(A) bilo sadr�ano

u D (0, r), za neko r < limn→∞ ||An||1/n, tada bi

Rλ(A) = (λI −A)−1 =
1

λ

(
I − 1

λ
A
)−1

bila analitiqka funkcija na |λ| > r. Time bi i preslikava�e z 7→ (1− zA)−1, zadato
na C, bilo analitiqko na D

(
0, r−1

)
i radijus konvergencije od

∑∞
n=0 z

nAn bi bio ve�i

od r−1 > (limn→∞ ||An||1/n)−1, xto nam daje kontradikciju.
3◦ Neka je za poqetak A samoadjungovan. Tada je ||A||2 = ||A∗A|| = ||A2||. Na isti

naqin dobijamo ||A2n || = ||A||2
n

za n ∈ N. Odatle je, na osnovu 2◦

r(A) = lim
n→∞

||A2n ||2−n = ||A|| .

Pretpostavimo sad da je A normalan. Tada je A∗A samoadjungovan, pa je prema upravo
dokazanom ||A||2 = ||A∗A|| = r(A∗A). Matematiqkom indukcijom se pokazuje da je
||(A∗A)n|| = ||An||2 za svako n ∈ N, pa prema delu pod b) va�i r(A∗A) = (r(A))2,
xto nam zajedno sa prethodnim daje ||A||2 = (r(A))2, tj. r(A) = ||A||.

Sada smo u sta�u da poka�emo slede�i
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STAV 4.2. [Löwner - Heinz] Neka su A > B samoagjunιovani oueraxori
xakvi ga je σ(A), σ(B) ⊂ [0,∞). Taga je Ap > Bp za p ∈ [0, 1].

4 Ovde �emo dati dokaz koji potiqe od Pederson-a. Neka je f(t) = tp na [0,∞),

A > B sa σ(A), σ(B) ⊂ [0,∞) i uoqimo skup S
def
= {p ∈ R : f(A) > f(B)}. Kako je

preslikava�e p 7→ Ap, odnosno p 7→ Bp, neprekidno u normi, to je S zatvoren skup.
Oqigledno 0, 1 ∈ S. Da bismo pokazali [0, 1] ⊂ S to je dovo	no pokazati da iz p, q ∈ S
sledi (p + q)/2 ∈ S. Dakle, pretpostavimo da je Ap > Bp i Aq > Bq. Tada je prema
Lemi 4.1 A−p/2BpA−p/2 6 A−p/2ApA−p/2 = I, te je∣∣∣∣Bp/2A−p/2

∣∣∣∣2 =
∣∣∣∣(Bp/2A−p/2)∗Bp/2A−p/2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣A−p/2BpA−p/2

∣∣∣∣ 6 1.

Dakle,
∣∣∣∣Bp/2A−p/2

∣∣∣∣ 6 1, a sliqno dobijamo i
∣∣∣∣Bq/2A−q/2

∣∣∣∣ 6 1. Odatle, prema osobi-
nama 1◦ i 3◦ spektralnog radijusa, imamo

1 >
∣∣∣∣(Bp/2A−p/2)∗Bq/2A−q/2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣A−p/2B(p+q)/2A−q/2

∣∣∣∣ > r(A−p/2B(p+q)/2A−q/2
)

= r
(
A(q−p)/4A−(p+q)/4B(p+q)/2A−q/2

)
= r
(
A−(p+q)/4B(p+q)/2A−q/2A(q−p)/4)

= r
(
A−(p+q)/4B(p+q)/2A−q/2A−(p+q)/4

)
=
∣∣∣∣A−(p+q)/4B(p+q)/2A−q/2A−(p+q)/4

∣∣∣∣.
Dakle dobijamo I > A−(p+q)/4B(p+q)/2A−q/2A−(p+q)/4, a samim tim prema Lemi 4.1
A(p+q)/2 > B(p+q)/2, tj. (p+ q)/2 ∈ S.

Primetimo da smo u prethodnom delu pretpostav	ali da 0 /∈ σ(A), σ(B), tj. da
su A i B invertibilni. Ukoliko to nije sluqaj, onda umesto A i B mo�emo za
proizvo	no ε > 0 posmatrati operatore A+ εI i B + εI. Oni su tada invertibilni,
pa prethodno dokazano mo�emo primeniti na �ih, tj. (A + εI)p > (B + εI)p za sve
p ∈ [0, 1]. Puxata�em da ε→ 0− dobijamo �e	eno tvr�e�e.

TEOREMA 4.5. [Hansen, Pederson] Neka je f (neurekigna) realna funkcija
na inxervalu [0, α), za α > 0. Taga su slege�i uslovi me�usobno ekviva-

lenxni:

1◦ f je oueraxor konveksna i f(0) 6 0,

2◦ funkcija g(t) = f(t)
t je oueraxor monoxona na (0, α).

4 (1◦ =⇒ 2◦) Neka je A 6 B i σ(A), σ(B) ⊂ (0, α). Primetimo da su tada operatori
A i B invertibilni jer 0 /∈ σ(A), σ(B). Kako je funkcija h(t) = t1/2 operator monotona
na (0,∞) prema Stavu 4.2, to je A1/2 6 B1/2. Mno�e�i s leva i s desna sa B−1/4

dobijamo B−1/4A1/2B−1/4 6 I, tj.

1 > ||B−1/4A1/2B−1/4|| = r(B−1/4A1/2B−1/4) = r(B−1/2A1/2) = ||B−1/2A1/2||,

prema osobinama 1◦ i 3◦ spektralnog radijusa. Dakle B−1/2A1/2 je kontrakcija, pa
koriste�i uslov 2◦ iz Teoreme 4.2 dobijamo

f(A) = f(A1/2B−1/2BB−1/2A1/2) 6 A1/2B−1/2f(B)B−1/2A1/2.

Mno�e�i levu i desnu stranu sa A−1/2 dobijamo

A−1/2f(A)A−1/2 6 B−1/2f(B)B−1/2.



§0.] 49

Nije texko pokazati da f(A) i A−1/2 me�usobno komutiraju (na primer pomo�u spek-
tralne teoreme), a isto va�i i za f(B) i B−1/2, te se posled�a nejednakost svodi na
A−1f(A) 6 B−1f(B). Dakle, g je operator monotona funkcija na (0, α).

(2◦ =⇒ 1◦) Pokaza�emo da va�i uslov 4◦ Teoreme 4.2. Zato, neka je P proizvo	na
ortogonalna projekcija i A pozitivan operator qiji spektar pripada [0, α). U da	em
radu, bez gubitka na opxtosti, mo�emo smatrati da je A invertibilan operator (ako
nije, onda za proizvo	no δ > 0 mo�emo A zameniti sa A + δI, te posle pustiti da
δ → 0−). Kako je ||A|| < α to postoji ε > 0 takvo da je ||(1 + ε)A|| < α, tj. (1 + ε)A ima
spektar sadr�an u (0, α). Tako�e, kako je P +εI 6 (1+ε)I to imamo A1/2(P +εI)A1/2 6
(1 + ε)A. Tada nam operator monotnonost funkcije g daje

A−1/2(P + εI)−1A−1/2f(A1/2(P + εI)A1/2) 6 (1 + ε)−1A−1f((1 + ε)A).

Mno�e�em desne strane sa A1/2(P + εI), a leve sa (A1/2(P + εI))∗ = (P + εI)A1/2

dobijamo

A−1/2f(A1/2(P + εI)A1/2)A1/2(P + εI) 6 (1 + ε)−1(P + εI)f((1 + ε)A)(P + εI).

Kako je f neprekidna to mo�emo pustiti ε→ 0+, xto nam daje

A−1/2f(A1/2PA1/2)A1/2P 6 Pf(A)P. (4.4)

Matematiqkom indukcijom dobijamo da va�i (A1/2PA1/2)nA1/2P = A1/2P (PAP )n

za n = 0, 1, 2, . . ., a potom prelaskom prvo na polinome, a zatim i na proizvo	nu
realnu neprekidnu funkciju h na σ(A) ⊂ [0, α) vidimo da va�i h(A1/2PA1/2)A1/2P =
A1/2Ph(PAP ). Zato se (4.4) svodi na Pf(PAP ) 6 Pf(A)P .

Kako je g(t) neopadaju�a funkcija na (0, α) (jer je operator monotona) to va�i

g(t) 6 g(β) za 0 < t < β < α, odnosno f(t) 6 f(β)
β t za 0 < t < β < α. Puxtaju�i da

t→ 0+ dobijamo f(0) 6 0.

Neka je sad f̃(t)
def
= f(t) − f(0), gde t ∈ σ(A) ⊂ [0, α). Matematiqkom indukcijom

pokazuje se da va�i (PAP )n = P (PAP )nP za n = 1, 2, . . . (primetiti da jednakost u
opxtem sluqaju nije ispu�ena za n = 0). Zato va�i i pn(PAP ) = Ppn(PAP )P , gde je
pn polinom stepena n za koji je pn(0) = 0. Kako je f̃(0) = 0 to postoji niz polinoma p̃n
koji uniformno konvergira ka f̃ na σ(A) i za koji je p̃n(0) = 0 za svako n ∈ N. Naime,
prema Wiestrass-ovoj teoremi postoji niz polinoma pn koji uniformno konvergira ka

f̃ na σ(A), a potom je dovo	no uzeti p̃n(t)
def
= pn(t)−pn(0) i primetiti da i p̃n ⇒ f̃ kad

n → ∞, jer je limn→∞ pn(0) = f̃(0) = 0. Zato vidimo da va�i f̃(PAP ) = P f̃(PAP )P .
Odatle imamo

f(PAP ) = f̃(PAP ) + f(0)I 6 f̃(PAP ) + f(0)P = P (f̃(PAP ) + f(0))P = Pf(PAP )P,

te je prema prethodnom f(PAP ) 6 Pf(PAP )P = Pf(PAP ) 6 Pf(A)P , odnosno
f(PAP ) 6 Pf(A)P , xto je i trebalo pokazati.

POSLEDICA 4.6. [Hansen, Pederson] Neka je f : (0,∞) → (0,∞) neurekigna
funkcija. Taga su slege�i uslovi me�usobno ekvivalenxni

1◦ f je oueraxor monoxona;

2◦ t
f(t) je oueraxor monoxona;

3◦ f je oueraxor konkavna.
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4 (1◦ =⇒ 2◦) Neka je ε > 0 proizvo	no. Tada je f(t+ε) operator monotona funkcija
na [0,∞) i −f(t+ε) < 0. Prema Teoremi 4.3 tada je f(t+ε) operator konkavna na [0,∞),
te je −f(t+ ε) operator konveksna funkcija na [0,∞). Da	e, Teorema 4.5 nam daje da

je −f(t+ε)
t operator monotona na (0,∞), a kako je prema prema Stavu 4.1 funkcija

t 7→ −t−1 operator monotona na (0,∞) to dobijamo i da je t
f(t+ε) = −

(
−f(t+ε)

t

)−1

operator monotona na (0,∞). Puxta�em da ε → 0− i korix�e�em neprekidnosti
funkcije f nalazimo da je t

f(t) operator monotona na (0,∞).

(2◦ =⇒ 1◦) Dokaz ove implikacije je skoro isti kao dokaz prethodne implikacije.
Naime, neka je ponovo ε > 0 proizvo	no. Tada je t+ε

f(t+ε) operator monotona na [0,∞) i

− t+ε
f(t+ε) < 0 te nam ponovo primena Teoreme 4.3 daje da je − t+ε

tf(t+ε) operator monotona

na (0,∞). Tada nam operator monotonost funkcije t 7→ −t−1 na (0,∞) daje da je tf(t+ε)
t+ε

operator monotona funkcija na (0,∞). Odatle puxta�em da ε→ 0− dobijamo �e	eni
zak	uqak.

(1◦ ⇐⇒ 3◦) Uslov 1◦ je ekvivalentan sa uslovom da je f(t + ε) operator monotona
na [0,∞) za svako ε > 0, xto je prema Teoremi 4.3 ekvivaletno sa tim da je f(t + ε)
operator konkavna na [0,∞) za svako ε > 0, tj. sa uslovom 3◦.

Navedimo sad nekoliko primera operatornih funkcija:

1◦ Za svako α > 0 i β ∈ R funkcija αt+ β je operator monotona na R.

2◦ Ako c /∈ (a, b) tada je (c− t)−1 operator monotona na (a, b).

3◦ Za 0 6 p 6 1 funkcija tp je operator monotona na [0,∞). Xtavixe, tp (p ∈ R) je
operator monotona na (0,∞) ako i samo ako p ∈ [0, 1].

4◦ Za 1 6 p 6 2 funkcija tp je operator konveksna na [0,∞). Xtavixe, tp (p ∈ R) je
operator monotona na (0,∞) ako i samo ako p ∈ [−1, 0] ∪ [1, 2].

5◦ Funkcija f(t) = t−1
log t , sa f(0)

def
= 0 i f(1)

def
= 1, je operator monotona na [0,∞).

6◦ log t je operator monotona i operator konkavna na (0,∞).

7◦ f(t) = t log t, sa f(0)
def
= 0, je operator konveksna na [0,∞).

4 1◦ je oqigledno, te pre�imo na 2◦. Neka je A > B i σ(A), σ(B) ⊂ (a, b). Ako je
c 6 a tada je A − cI > B − cI > 0 pa je (A − cI)−1 6 (B − cI)−1, prema lemi (4.1).
Sliqno, ako je c > b tada je 0 < cI −A 6 cI −B pa je ponovo (cI −A)−1 > (cI −B)−1.

3◦ Za p ∈ [0, 1] to je zapravo Stav 4.2. Neka je sad p < 0. Tada tp nije monotono
neopadaju�a na (0,∞), pa samim tim ni operator monotona na (0,∞). Dok ako je
p > 1 tada prema prethodnom t

tp = t1−p na (0,∞) nije operator monotona, pa prema
Posledici 4.6 nije ni tp operator monotona na (0,∞).

4◦ Ako p ∈ [1, 2] tada je tp

t = tp−1 prema (3) operator monotona na (0,∞), te prema
Teoremi 4.5 je tp operator konveksna na [0,∞). Da	e, za p ∈ [−1, 0] je tp = 1

t−p prema
Posledici 4.4 operator konveksna na (0,∞). Za p > 0, kako je, prema neprekidnosti,
operator konvkesnost od tp na (0,∞) ekvivaletna operator konveksnosti iste funkcije
na [0,∞), to nam Teorema 4.5 daje da je tp na (0,∞) operator konveksna ako i samo ako
je tp

t = tp−1 operator monotona na (0,∞). Zato, za t ∈ (0, 1) ∪ (2,∞) funkcija tp nije
operator konveksna. Za p < −1 se dokaz mo�e na�i u [B].
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5◦ Kako va�i f(t) =
∫ 1

0 t
p dp za t > 0, to dobijamo

〈f(A)g, g〉 =

∫
σ(A)

f(t) dµg(t) =

∫
σ(A)

(∫ 1

0
tp dp

)
dµg(t)

=

∫ 1

0

(∫
σ(A)

tpdµg(t)
)
dp >

∫ 1

0

(∫
σ(B)

tpdµg(t)
)
dp = 〈f(B)g, g〉

za A > B > 0 i g ∈ H, gde smo iskoristili Fubini-jevu teorema i Stav 4.2. Odatle
dobijamo f(A) > f(B).

6◦ Iz 5◦ dobijamo da je t
log(1+t) operator monotona na (0,∞), pa je log(1+t) operator

monotona i operator konkavna na (0,∞) prema Posledici 4.6. Kako za svako ε > 0 va�i
log(ε+ t) = log ε+ log(1 + t

ε), to je i log(ε+ t) operator monotona i operator konkavna
na (0,∞) za svako ε > 0. Sad, puxta�em da ε→ 0− dobijamo tra�eno tvr�e�e.

7◦ Kako je data funkcija t log t neprekidna na [0,∞) i kako je prema 6◦ log t = t log t
t

operator monotona na (0,∞), to primenom Teoreme 4.5 dobijamo da je t log t operator
konveksna na [0,∞).

1 Subaditivnost vezana za operator monotone funkcije

Mo�e se pokazati da za svaku nenegativnu operator monotonu funkciju f(t) postoje
jedinstvene konstante α, β > 0 i nenegativna mera µ(·) na [0,∞) takva da va�i

f(t) = α+ βt+

∫ ∞
0

st

t+ s
dµ(s), t ∈ [0,∞).

Taqnije, va�i (za vixe deta	a pogledati [B], [An] i [D])

TEOREMA 4.7. Ako je f oueraxor monoxona funkcija na [0,∞), xaga
uosxoji uozixivna mera µ na [0,∞) xakva ga va�i

f(t) = α+ βt+

∫ ∞
0

st

s+ t
dµ(s)

ιge je α = f(0), β > 0 i
∫∞

0
s

1+sdµ(s) < +∞. Ako je g oueraxor konveksna

funkcija na [0,∞) xaga uosxoji uozixivna mera µ na [0,∞) xakva ga va�i

f(t) = α+ βt+ γt2 +

∫ ∞
0

st2

s+ t
dµ(s)

ιge je α = f(0), β = f ′+(0) = limt→0+
f(t)−f(0)

t i γ > 0.

Koriste�i prethodno pokazuje se da za svaku takvu funkciju f (nenegativnu ope-
rator monotonu) i pozitivan ograniqen operator A > 0 va�i

〈f(A)u, u〉 = α 〈u, u〉+ β 〈Au, u〉+

∫ ∞
0

s
〈
A(A+ sI)−1u, u

〉
dµ(s) za sve u ∈ H. (4.5)
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Naime, dovo	no je pokazati za α = β = 0, tj. smatrati da je f(t) =
∫∞

0
st
t+sdµ(s).

Tada, prema spektralnoj teoremi za samoadjungovane operatore postoji kompleksna
Borel-ova mera νu takva da va�i

〈f(A)u, u〉 =

∫
σ(A)

f(λ)dνu(λ) =

∫
σ(A)

∫ ∞
0

sλ

λ+ s
dµ(s)dνu(λ)

=

∫ ∞
0

∫
σ(A)

sλ

λ+ s
dνu(λ)dµ(s) =

∫ ∞
0

〈
sA(A+ sI)−1u, u

〉
dµ(s),

gde smo iskoristi Fubini-jevu teoremu za obrta�e redosleda integracije.
Videli smo da nam spektralna teorema za normalne operatore 3.9 omogu�ava da

definixemo funkcionalni raqun za normalne operatore. Osim toga, pokazuje se da
za neprekidne funkcije na σ(A), nekog normalnog operatora A ∈ B(H), va�i teorema
o preslikava�u spektra, odnosno σ(f(A)) = f(σ(A)).
Xtavixe, va�i i f(σp(A)) ⊆ σp(f(A)), pri qemu je svaki sopstveni vektor od A, koji
odgovara sopstvenoj vrednosti λ, ujedno i sopstveni vektor od f(A), koji odgovara
sopstvenoj vrednosti f(λ).

S obzirom da je f(t) neopadaju�a, to za i = 1, 2, . . . , n jediniqni sopstveni vektor ei
od A koji odgovara sopstvenoj vrednosti λj(A), postaje jediniqni sopstveni vektor od
f(A), jer va�i λi(f(A)) = f(λi(A)). Zato, prema definiciji Ky-Fan-ovih normi va�i

||f(A)||(k) =
k∑
i=1

〈f(A)ei, ei〉 , k = 1, 2, . . . . (4.6)

Od koristi u da	em radu �e nam biti i slede�a

TEOREMA 4.8. Neka je f(t) ne-nula, neneιaxivna oueraxor monoxona

funkcija na [0,∞). Taga je inverzna funkcija og tf(t) oueraxor mono-

xona.

4 Neka je g(t) inverzna funkcija od tf(t). Prema Teoremi 4.7 operator monotona
funkcija f(t) ima integralnu reprezentaciju

f(t) = α+ βt+

∫ ∞
0

st

s+ t
dµ(s),

gde su α, β > 0.
Pretpostavimo prvo da je µ(·) mera sa kompaktnim nosaqem. Mo�emo smatrati da

je
∫∞

0 s dµ(s) < +∞ i
∫∞

0
st
s+ts dµ(s) < +∞ za sve t > 0. Neka je γ

def
= α +

∫∞
0 s dµ(s) i

h(t)
def
=
∫∞

0
st
s+ts dµ(s). Tada je γ > 0, h(t) je operator monotona i va�i

tf(t) = γt+ βt2 − h(t).

Zato je inverzna funkcija g(t) jedinstveno odre�ena relacijom

γg(t) + βg(t)2 = h(g(t)) + t. (4.7)

Primetiti da γ i β ne mogu istovremeno biti nula.

Sada, stavimo da je g0(t)
def
= 0 i definiximo rekurentno niz funkcija {gn(t)}

relacijom
γgn+1(t) + βgn+1(t)2 = h(gn(t)) + t, (4.8)
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xto je mogu�e s obzirom da su γ, β > 0 i pri tome je jedan od �ih strogo pozitivan.
Pretpostavimo da	e da je gn(t) operator monotona i poka�imo da je tada i gn+1(t)
operator monotona funkcija. Naime, iz (4.8) sledi

gn+1(t) =


−γ +

√
γ2 + 4β(h(gn(t)) + t)

2β
, β > 0

h(gn(t)) + t

γ
, β = 0.

Kako je kompozicija funkcije h(gn(t)) i funkcije t 7→ t1/2 operator monotona, to je
i gn+1(t) operator monotona funkcija. Sliqno, ako pretpostavimo da je gn(t) 6 g(t),
time je i h(gn(t)) 6 h(g(t)) jer je h operator monotona funkcija (a time i monotono
neopadaju�a), pa nam (4.7) i (4.8) daju gn+1(t) 6 g(t).

Ponovo, ako pretpostavimo da je gn−1(t) 6 gn(t), iz (4.8) i odgovaraju�e relacije
zak	uqujemo da va�i gn(t) 6 gn+1(t). Iz prethodnog dobijamo da niz {gn(t)} konver-
gira kad n → ∞, dok prema (4.7) i (4.8) taj limes mora biti bax g(t). Zato je i g(t)
operator monotona funkcija, kao limes operator monotonih funckija.

Konaqno, u opxtem sluqaju definiximo

fn(t) = α+ βt+

∫ n

1/n

st

s+ t
dµ(s), n = 1, 2, . . . .

Tada je fn(t) operator monotona i konvergira rastu�e ka f(t) kad n → ∞. Zato je
fn(t) > 0 za dovo	no veliko n. Kako reprezentaciona mera od fn(t) ima kompaktan
nosaq, to je prema prethodnom inverzna funkcija dn(t) od tfn(t) operator monotona,
a kako dn(t) konvergira rastu�e ka g(t) kad n → ∞, to je i g(t) operator monotona
funkcija.

TEOREMA 4.9. Za komuakxne oueraxore A,B > 0 va�i slege�e

a) Za svaku neneιaxivnu oueraxor monoxonu funkciju f(t) na [0,∞) i svaku
unixarnu invarijanxnu normu |||·||| va�i

|||f(A+B)||| 6 |||f(A) + f(B)||| .

b) Za svaku neneιaxivnu monoxono neouagaju�u funkciju g(t) na [0,∞) kog
koje je g(0) = 0 i g(∞) =∞, qija je inverzna funkcija oueraxor mono-

xona, i za svaku unixarno invarijanxnu normu |||·||| va�i

|||g(A) + g(B)||| 6 |||g(A+B)||| .

4 Dokaz navedene teoreme poqi�emo specijalnim sluqajem f(t) = t
1+t i |||·||| = ||·||(k).

Dakle, potrebno je dokazati da za kompaktne operatore A,B > 0 va�i∣∣∣∣(A+B)(A+B + I)−1
∣∣∣∣

(k)
6
∣∣∣∣A(A+ I)−1 +B(B + I)−1

∣∣∣∣
(k)
. (4.9)

Kako su A i B pozitivni operatori, to je korektno definisan operator C
def
= (A +

B + I)−
1
2 , koji �e isto biti pozitivan operator. Primetimo jox da va�i razlaga�e

(A + B)(A + B + I)−1 = CAC + CBC. Neka su ei sopstveni vektori koji odgovaraju
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sopstvenim vrednostima λi = λi(A + B), i = 1, . . . ,dimH, kompaktnog pozitivnog
operatora A + B. Tada su ei i sopstveni vektori sopstvenih vrednosti λi(1 + λi)

−1

operatora (A+B)(A+B+I)−1, te prema Ky Fan-ovom principu 1.20 za k = 1, . . . ,dimH
imamo

∣∣∣∣(A+B)(A+B + I)−1
∣∣∣∣

(k)
=

k∑
i=1

〈
(A+B)(A+B + I)−1ei, ei

〉
=

k∑
i=1

〈CACei, ei〉+
k∑
i=1

〈CBCei, ei〉 .

Zato, da bi dokazali tra�enu nejednakost dovo	no je pokazati da va�i

k∑
i=1

〈CACei, ei〉 6
k∑
i=1

〈
A(A+ I)−1ei, ei

〉
, (4.10)

odnosno analogna ocena za operator B, jer iz te dve nejednakosti dobijamo da je leva
strana (4.9) ma�a do jednaka od

k∑
i=1

〈
(A(A+ I)−1 +B(B + I)−1)ei, ei

〉
6
∣∣∣∣A(A+ I)−1 +B(B + I)−1

∣∣∣∣
(k)
.

Poka�imo da va�i (4.10). Prvo, levu stranu te nejednakosti mo�emo zapisati kao

tr(PkCACPk) =
∣∣∣∣A1/2CPk

∣∣∣∣2
2
, gde je Pk ortoprojektor nad prostor razapet sopstvenim

vektorima {e1, . . . , ek}, odnosno Pk =
∑k

i=1 ei⊗ e?i . Tada za proizvo	nu ortonormiranu
bazu {fn}∞n=1 prostora H va�i∣∣∣∣A1/2CPk

∣∣∣∣2
2

=
∣∣∣∣PkA1/2CPk

∣∣∣∣2
2

+
∣∣∣∣(I − Pk)A1/2CPk

∣∣∣∣2
2

=
∣∣∣∣(PkA1/2CPk)

∗∣∣∣∣2
2

+

∞∑
i,j=1

∣∣〈(I − Pk)A1/2CPkfi, fj〉
∣∣2

=
∣∣∣∣PkCA1/2Pk

∣∣∣∣2
2

+
k∑
i=1

∞∑
j=k+1

(1 + λi)
−1
∣∣〈A1/2fi, fj〉

∣∣2
6
∣∣∣∣PkCA1/2Pk

∣∣∣∣2
2

+

k∑
i=1

∞∑
j=k+1

(1 + λj)
−1
∣∣〈A1/2fi, fj〉

∣∣2
=
∣∣∣∣PkCA1/2Pk

∣∣∣∣2
2

+

∞∑
i,j=1

∣∣〈(I − Pk)CA1/2Pkfi, fj〉
∣∣2

=
∣∣∣∣PkCA1/2Pk

∣∣∣∣2
2

+
∣∣∣∣(I − Pk)CA1/2Pk

∣∣∣∣2
2

=
∣∣∣∣CA1/2Pk

∣∣∣∣
2

= tr(PkA
1/2C2A1/2Pk)

6 tr(PkA
1/2(A+ I)−1A1/2Pk) = tr(PkA(A+I)−1Pk) =

k∑
i=1

〈
A(A+ I)−1ei, ei

〉
,

gde prvu nejednakost dobijamo iz λi > λj > 0 za 1 6 i 6 k i j > k + 1, jer je tada
(1 + λi)

−1 6 (1 + λj)
−1, dok smo za drugu iskoristili da je C2 = (A + B + I)−1 6
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(A + I)−1. Time je pokazana nejednakost (4.10), a samim tim i (4.9). Tada nam Ky
Fan-ovo dominaciono svojstvo 2.11 daje kraj dokaza, u ovom specijalnom sluqaju.

Za dokaz opxteg sluqaja primetimo da se iz (4.9) lako izvodi da za svako s > 0
zamenom A i B sa A

s i B
s , redom, va�i∣∣∣∣s(A+B)(A+B + sI)−1

∣∣∣∣
(k)
6
∣∣∣∣sA(A+ sI)−1 + sB(B + sI)−1

∣∣∣∣
(k)
.

Tada prema integralnoj reprezentaciji (4.5) dobijamo

k∑
i=1

〈f(A+B)ei, ei〉 6
k∑
i=1

〈(f(A) + f(B))ei, ei〉 ,

xto nam posle primene (4.6) na A+B umesto A daje

||f(A+B)||(k) 6
k∑
i=1

〈(f(A) + f(B))ei, ei〉 ,

a odatle na osnovu Ky Fan-ovog principa 1.20 dobijamo

||f(A+B)||(k) 6 ||f(A) + f(B)||(k) .

Tada a) sledi na osnovu Ky-Fan-ovog dominantnog svojstva 2.11.
Da bismo pokazali b) primenimo a) na inverznu funkcju f(t) od g(t), koja je

operator monotona, g(A), g(B) > 0 i Ky-Fan-ovu normu, te dobijamo

||f(g(A+B))||(k) = ||A+B||(k) = ||f(g(A)) + f(g(B))||(k) > ||f(g(A) + g(B))||(k) ,

odnosno
∑k

i=1 λi(A+ B) >
∑k

i=1 λi(f(g(A) + g(B))). Tada nam Lema 1.17, s obzirom da
je g(t) neopadaju�a i konveksna funkcija, daje

||g(A+B)||(k) =
k∑
i=1

λi(g(A+B)) =
k∑
i=1

g(λi(A+B)) >
k∑
i=1

g
(
λi(f(g(A) + g(B)))

)
=

k∑
i=1

λi
(
g(f(g(A) + g(B)))

)
=

k∑
i=1

λi(g(A) + g(B)) = ||g(A) + g(B)||(k) ,

a odatle nam Ky-Fan dominaciono svojstvo 2.11 daje

|||g(A+B)||| > |||g(A) + g(B)||| .

POSLEDICA 4.10. Neka je g(t) neneιaxivna funkcija na [0,∞) xakva ga
je g(0) = 0. Ako je g(t) oueraxor konveksna funkcija xaga va�i

|||g(A) + g(B)||| 6 |||g(A+B)||| ,

za sve komuakxne oueraxore A,B > 0 i sve unixarno invarijanxne norme

|||·|||.
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4 Prema Teoremi 4.5 znamo da je h(t) na [0,∞) sa h(0) = 0 operator konveksna ako
i samo ako je h(t)/t operator monotona. Zato mo�emo pretpostaviti da je g(t) = tf(t)
gde je f(t) operator monotona funkcija. Prema Teoremi 4.8 znamo da je inverzna
funkcija od tf(t) operator monotona, te nam primena drugog dela Teoreme 4.9 daje
�e	enu nejednakost.

Tako�e, nije texko proveriti da dokaz Teoreme 4.9 prolazi i za proizvo	ne n-
torke pozitivnih kompaktnih opetora, odnosno da va�i

TEOREMA 4.11. Neka su A1, . . . , An > 0 komuakxni oueraxori. Taga za

svaku unixarno invarijanxnu normu |||·||| va�i

a) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑
i=1

f(Ai)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ > ∣∣∣∣∣∣∣∣∣f( n∑

i=1

Ai

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣,
ιge je f(t) neneιaxivna oueraxor monoxona funkcija na [0,∞).

b) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑
i=1

g(Ai)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣g( n∑

i=1

Ai

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣,
ιge je g(t) neneιaxivna rasxu�a funkcija na [0,∞) xakva ga je g(0) = 0,
g(∞) =∞ i qiji inverz je oueraxor monoxona funkcija.

Samim tim, va�i�e i uopxte�e Posledice 4.10, to jest

POSLEDICA 4.12. Neka je g(t) neneιaxivna funkcija na [0,∞) xakva ga
je g(0) = 0. Ako je g(t) oueraxor konveksna funkcija onga va�i∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑

i=1

g(Ai)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣g( n∑

i=1

Ai

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣,
za sve n-xorke komuakxnih oueraxora A1, . . . , An > 0 i sve unixarno inva-

rijanxne norme |||·|||.

Kao xto smo pre videli, svaka operator konveksna (konkavna) funkcija je ujedno i
koveksna (konkavna). Ono xto je zanim	ivo je da se prethodne teoreme mogu uopxtiti
na konveksne, odnosno konkavne, funkcije.

TEOREMA 4.13. Neka su A,B > 0 komuakxni oueraxori i g neneιaxivna
konveksna funkcija na [0,∞) xakva ga je g(0) = 0. Taga za sve unixarno

invarijanxne norme |||·||| va�i

|||g(A) + g(B)||| 6 |||g(A+B)||| .

4 Prema Ky Fan-ovom dominacionom svojstvu 2.11 teoremu je dovo	no dokazati
za sluqaj Ky Fan-ovih normi ||·||(k). Pretpostavimo da funkcije g1 i g2 zadovo	avaju
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Teoremu 4.13. Koriste�i nejednakost trougla za Ky Fan-ove norme i qi�enicu da su
funkcije g1 i g2 neopadaju�e to dobijamo

||(g1 + g2)(A) + (g1 + g2)(B)||(k) 6 ||g1(A) + g1(B)||(k) + ||g2(A) + g2(B)||(k)

6 ||g1(A+B)||(k) + ||g2(A+B)||(k) =

k∑
i=1

λ(g1(A+B)) +

k∑
i=1

λ(g2(A+B))

=
k∑
i=1

g1(λ(A+B)) +
k∑
i=1

g2(λ(A+B)) =
k∑
i=1

(g1 + g2)(λi(A+B))

=
k∑
i=1

λi((g1 + g2)(A+B)) = |||(g1 + g2)(A+B)||| ,

te skup svih funkcija koje zadovo	avaju Teoremu 4.13 predstav	a konveksan konus.
Tako�e, taj skup je zatvoren za taqka po taqka konvergenciju. Primetimo da se svaka
nenegativna konveksna funkcija g na [0,∞) za koju je g(0) = 0 mo�e predstaviti kao
taqka po taqka limes rastu�eg niza funkcija oblika

∑m
l=1 clγal(t) gde su cl, al > 0, gde

γa za a > 0 predstav	a funkciju datu sa γa(t)
def
= max{t − a, 0} = 1

2

(
|t− a|+ (t− a)

)
.

Zato je dovo	no pokazati tvrde�e teoreme za takve funkcije, tj. za γa gde je a > 0.
Da bismo to uradili, definiximo za a, r > 0 funkciju

ha,r(t) =
1

2

(√
(t− a)2 + r + t−

√
a2 + r

)
, t ∈ [0,∞),

koja je rastu�a i bijektivna funkcija na [0,∞) i qiji je inverz, posle malog raquna,
dat sa

t− r/2

2t+
√
a2 + r − a

+

√
a2 + r + a

2
.

Prethodna funkcija je operator konkavna s obzirom da je −1
t operator monotona prema

Stavu 4.1. Samim tim nam deo b) Teoreme 4.9 daje da tvr�e�e teoreme va�i za funkcije
ha,r. Kako, za r → 0, ha,r uniformno konvergira ka γa, to tvr�e�e teoreme va�i i za
γa, xto je i trebalo pokazati.

Koriste�i ovaj rezultat pokazujemo i odgovaraju�e analogno tvr�e�e za konkavne
funkcije. Naime va�i

TEOREMA 4.14. Neka su A,B > 0 komuakxni oueraxori i neka je f nene-
ιaxivna konkavna funkcija na [0,∞). Taga za sve unixarno invarijanxne
norme |||·||| va�i

|||f(A+B)||| 6 |||f(A) + f(B)||| .

4 Ponovo, kao i pre, dovo	no je dokazati teoremu za Ky Fan-ove norme ||·||(k).
Primetimo i da je teoremu dovo	no pokazati u sluqaju kad je f(0) = 0, jer opxti
sluqaj sledi iz tog sluqaja prime�enog na f(t)−f(0). Zato, pretpostavimo da je f(0) =
0. Kako je f nenegativna i neopadaju�a, to ako sa λi(A + B), i = 1, . . . , k, obele�imo
k najve�ih sopstvenih vrednosti od A + B, a sa ei, i = 1, . . . , k �ima odgovaraju�e
sopstvene vektore, vidimo da va�i

||f(A+B)||(k) =

k∑
i=1

λi(f(A+B)) =
k∑
i=1

〈f(A+B)ei, ei〉 = tr(Pkf(A+B)Pk),
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gde je Pk ortogonalna projekcija na prostor razapet sopstvenim vektorima {e1, . . . , ek},
odnosno Pk =

∑k
i=1 ei⊗e?i . Zato je dovo	no pokazati, prema Ky Fan-ovom svojstvu 1.20,

da je ispu�ena nejednakost

tr(Pkf(A+B)Pk) 6 tr(Pk(f(A) + f(B))Pk,

a to je ekvivaletno sa pokaziva�em da nejednakost

tr(Pk(g(A) + g(B))Pk) 6 tr(Pkg(A+B)Pk) (4.11)

va�i za nenegativne konveksne funkcije g na [0,∞) za koje je g(0) = 0. Svakva takva
funkcija mo�e se aproksimirati linearnim kombinacijama oblika g(t) = λt + h(t),
za neko λ < 0 i neku nenegativnu konveksnu funkciju h takvu da je h(0) = 0. Zato je
(4.11) dovo	no pokazati za takve h. Naime, imamo

tr(Pk(h(A) + h(B))Pk) =
k∑
i=1

λi(Pk(h(A) + h(B))Pk) 6
k∑
i=1

λi(h(A) + h(B))

6
k∑
i=1

λi(h(A+B)) =
k∑
i=1

λi(Pkh(A+B)Pk) = tr(Pkh(A+B)Pk),

gde druga nejednakost sledi na osnovu prethodne Teoreme 4.13, dok drugu jednakost
dobijamo jer je h neopadaju�a, te je Pk ortogonalna projekcija i na prostor razapetim
sa k sopstvenih vektora pridru�enih prvih k najve�im sopstvenim vrednostima od
h(A+B).

Time smo pokazali da va�i (4.11) za h, a samim tim prema prethodnim i za
funkciju g, qime je pokazano tvr�e�e teoreme.

Sliqno kao i pre, inspekcijom dokaza prethodne dve teoreme nije texko proveriti
da va�e odgovaraju�e teoreme i za proizvo	ne n-torke operatora. Odnosno, va�i

TEOREMA 4.15. Neka su A1, . . . , An > 0 komuakxni oueraxori i g neneιa-
xivna konveksna funkcija na [0,∞) xakva ga je g(0) = 0. Taga za sve uni-
xarno invarijanxne norme |||·||| va�i∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑

i=1

g(Ai)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣g( n∑

i=1

Ai

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
TEOREMA 4.16. Neka su A1, . . . , An > 0 komuakxni oueraxori i f nene-

ιaxivna konkavna funkcija na [0,∞). Taga za sve unixarno invarijanxne
norme |||·||| va�i ∣∣∣∣∣∣∣∣∣f( n∑

i=1

Ai

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑
i=1

f(Ai)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
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2 Clarkson-McCarthy-jeve nejednakosti za n-torke
operatora

U ovom delu �emo razmotriti takozvane Clarkson-McCarthy nejednakosti za uni-
tarno invarijantne norme. Naime, Clarkson je u svom radu [C], izme�u ostalog, dokazao
slede�e poznate nejednakosti za `p i Lp prostore, gde x, y ∈ `p i Lp,

2(||x||pp + ||y||pp) 6 ||x+ y||pp + ||x− y||pp 6 2p−1(||x||pp + ||y||pp) za 2 6 p < +∞,

odnosno

2p−1(||x||pp + ||y||pp) 6 ||x+ y||pp + ||x− y||pp 6 2(||x||pp + ||y||pp) za 1 < p 6 2.

Sa druge strane, McCarthy je u [M] (videti i [Si]) dokazao analogne nekomutativne
nejednakosti za Schatten-ove Cp(H) ideale, tj. da za A,B ∈ Cp(H) va�i

2(||A||pp + ||B||pp) 6 ||A+B||pp + ||A−B||pp 6 2p−1(||A||pp + ||B||pp) za 2 6 p < +∞, (4.12)

odnosno

2p−1(||A||pp + ||B||pp) 6 ||A+B||pp + ||A−B||pp 6 2(||A||pp + ||B||pp) za 0 < p 6 2. (4.13)

Prethodne nejednakosti, koje �emo zvati Clarkson-McCarthy-jevim nejednakostima,
imaju va�nu ulogu u teoriji operatora i matematiqkoj fizici (videti npr. [Si]). Ovde
�emo prikazati odgovaraju�a uopxte�a na unitarno invarijantne norme. Da bismo to
uradili bi�e nam potrebna slede�a lema koja je posledica spektralne teoreme za
samoadjungovane operatore.

LEMA 4.17. Neka je A uozixivan oueraxor iz B(H). Taga va�i

1◦ Ako je f konveksna funkcija na [0,∞), onga je

f (〈Ax, x〉) 6 〈f(A)x, x〉

za svaki jeginiqni vekxor x iz H.
2◦ Ako je g konkavna funkcija na [0,∞), onga je

〈g(A)x, x〉 6 g (〈Ax, x〉)

za svaki jeginiqni vekxor x iz H.

4 Na osnovu spektralne teoreme za samoadjungovane operatore operator A ima
reprezentaciju A =

∫
σ(A) t dE(t). Tada je

f (〈Ax, x〉) = f
(∫

σ(A)
t dµx(t)

)
6
∫
σ(A)

f(t) dµx(t) = 〈f(A)x, x〉 ,

gde nejednakost dobijamo na osnovu Jensen-ove nejednakosti, jer je µx jedna verovatno-
sna mera (prisetimo se da je ||x|| = 1). Time smo pokazali 1◦, dok 2◦ sledi iz 1◦ jer je
−g konveksna funkcija na [0,∞).
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TEOREMA 4.18. Neka je f : [0,∞) → [0,∞) konveksna funkcija, f(0) = 0,
An > 0 komuakxni oueraxori, αn > 0 za n = 1, . . . , N i

∑N
n=1 αn = 1. Taga

va�i ∣∣∣∣∣∣∣∣∣f( N∑
n=1

αnAn

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣ N∑
n=1

αnf(An)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

za sve unixarno invarijanxne norme |||·|||.

4 Prema Ky Fan-ovom dominacionom svojstvu 2.11 dovo	no je pokazati da neje-
dnakost va�i za Ky Fan-ove norme, odnosno da je∣∣∣∣∣∣f( N∑

n=1

αnAn

)∣∣∣∣∣∣
(k)
6
∣∣∣∣∣∣ N∑
n=1

αnf(An)
∣∣∣∣∣∣

(k)
.

Ako krenemo od desne strane nejednakosti i prime�uju�i Ky Fan-ov princip 1.20 na
prvih N sopstvenih vrednosti λi (ure�enih po opada�u vrednosti) od

∑N
n=1 αnAn, i

�ima odgovaraju�ih sopstvenih vektora ei, dobijamo∣∣∣∣∣∣ N∑
n=1

αnf(An)
∣∣∣∣∣∣

(k)
>

k∑
i=1

〈 N∑
n=1

αnf(An)ei, ei

〉
=

k∑
i=1

N∑
n=1

αn 〈f(An)en, en〉

>
k∑
i=1

N∑
n=1

αnf (〈Anen, en〉) >
k∑
i=1

f
( N∑
n=1

αn 〈Anen, en〉
)

(4.14)

=
k∑
i=1

f
(〈 N∑

n=1

αnAnen, en

〉)
=

k∑
i=1

f
(
λi

( N∑
n=1

αnAn

))
=

k∑
i=1

λi

(
f
( N∑
n=1

αnAn

))
=
∣∣∣∣∣∣f( N∑

n=1

αnAn

)∣∣∣∣∣∣
(k)
,

gde prva nejednakost u (4.14) sledi na osnovu 1◦ Leme 4.17, dok drugu nejednakost u
(4.14) dobijamo na osnovu klasiqne Jensen-ove nejednakosti za sume .
Komentar: Kada je dimH < +∞ tada se uslov kompaktnosti operatora, kao i uslov
f(0) = 0, mogu izostaviti.

Na isti naqin se pokazuje da va�i

TEOREMA 4.19. Neka je f : [0,∞) → [0,∞) konkavna funkcija, An > 0 kom-

uakxni oueraxori, αn > 0 za n = 1, . . . , N i
∑N

n=1 αn = 1. Taga va�i∣∣∣∣∣∣∣∣∣f( N∑
n=1

αnAn

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣ > ∣∣∣∣∣∣∣∣∣ N∑
n=1

αnf(An)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

za sve unixarno invarijanxne norme |||·|||.

TEOREMA 4.20. Neka su A1, . . . , An ∈ C∞(H), α1, . . . , αn uozixivni realni

brojevi xakvi ga je
∑n

j=1 αj = 1 i neka je f neneιaxivna funkcija na [0,∞)

xakva ga je f(0) = 0 i g(t) = f(
√
t) je konveksna na [0,∞). Taga va�i∣∣∣∣∣∣∣∣∣f(∣∣∣ n∑

j=1

αjAj

∣∣∣)+
∑

16j<k6n

f
(√
αjαk |Aj −Ak|

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑
j=1

αjf (|Aj |)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

za svaku unixarno invarijanxnu normu |||·|||.
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4 Slede�i identitet∣∣∣ n∑
j=1

αjAj

∣∣∣2 +
∑

16j<k6n

αjαk |Aj −Ak|2 =

n∑
j=1

αj |Aj |2 , (4.15)

koji se direktno proverava, predstav	a k	uqni element dokaza. Zaista, sada imamo∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑
j=1

αjf (|Aj |)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑
j=1

αjg
(
|Aj |2

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣ > ∣∣∣∣∣∣∣∣∣g( n∑
j=1

αj |Aj |2
)∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (4.16)

=
∣∣∣∣∣∣∣∣∣g(∣∣∣ n∑

j=1

αjAj

∣∣∣2 +
∑

16j<k6n

αjαk |Aj −Ak|2
)∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (4.17)

>
∣∣∣∣∣∣∣∣∣g(∣∣∣ n∑

j=1

αjAj

∣∣∣2)+
∑

16j<k6n

g
(
αjαk |Aj −Ak|2

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (4.18)

=
∣∣∣∣∣∣∣∣∣f(∣∣∣ n∑

j=1

αjAj

∣∣∣)+
∑

16j<k6n

f
(√
αjαk |Aj −Ak|

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣,
gde nejednakost u (4.16) dobijamo na osnovu Teoreme 4.18, (4.17) sledi iz (4.15), dok
(4.18) dobijamo pomo�u Teoreme 4.15.

Koriste�i ideje prethodnog dokaza, uz pomo� Teorema 4.19 i 4.16 dobijamo da va�i

TEOREMA 4.21. Neka su A1, . . . , An ∈ C∞(H), α1, . . . , αn uozixivni realni

brojevi xakvi ga je
∑n

j=1 αj = 1 i neka je f neneιaxivna funkcija na [0,∞)

xakva ga je g(t) = f(
√
t) konkavna na [0,∞). Taga va�i∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑

j=1

αjf (|Aj |)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣f(∣∣∣ n∑

j=1

αjAj

∣∣∣)+
∑

16j<k6n

f
(√
αjαk |Aj −Ak|

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣
za sve unixarno invarijanxnu normu |||·|||.

Specijalno, ako je f(t) = tp tada je g(t) = f(
√
t) = tp/2 konveksna funkcija za

2 6 p < +∞, odnosno konkavna za 0 < p 6 2, te nam prethodne dve teoreme daju

POSLEDICA 4.22. Neka su A1, . . . , An ∈ C∞(H) i α1, . . . , αn uozixivni realni
brojevi xakvi ga je

∑n
j=1 αj = 1. Taga za sve unixarno invarijanxne norme

|||·||| va�i ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑
j=1

αjAj

∣∣∣p +
∑

16j<k6n

(αjαk)
p/2 |Aj −Ak|p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑
j=1

αj |Aj |p
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (4.19)

za 2 6 p < +∞, ognosno∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑
j=1

αj |Aj |p
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑

j=1

αjAj

∣∣∣p +
∑

16j<k6n

(αjαk)
p/2 |Aj −Ak|p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (4.20)

za 0 < p 6 2.
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Ukoliko u prethodnu posledicu u nejednakosti (4.19) stavimo da je n = 2, α1 =
α2 = 1

2 , tada za operatore A,B ∈ C∞(H) dobijamo∣∣∣∣∣∣|A+B|p + |A−B|p
∣∣∣∣∣∣ 6 2p−1

∣∣∣∣∣∣|A|p + |B|p
∣∣∣∣∣∣ za 2 6 p < +∞,

dok ukoliko prethodnu nejednakost primenimo na operatore A+B i A−B dobijamo

2
∣∣∣∣∣∣|A|p + |B|p

∣∣∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∣∣|A+B|p + |A−B|p
∣∣∣∣∣∣ za 2 6 p < +∞.

Dakle, vidimo da va�i nejednakost

2
∣∣∣∣∣∣|A|p + |B|p

∣∣∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∣∣|A+B|p + |A−B|p
∣∣∣∣∣∣ 6 2p−1

∣∣∣∣∣∣|A|p + |B|p
∣∣∣∣∣∣ za 2 6 p < +∞. (4.21)

Istim postupkom iz (4.20) dobijamo da za operatore A,B ∈ C∞(H) va�i

2p−1
∣∣∣∣∣∣|A|p + |B|p

∣∣∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∣∣|A+B|p + |A−B|p
∣∣∣∣∣∣ 6 2

∣∣∣∣∣∣|A|p + |B|p
∣∣∣∣∣∣ za 0 < p 6 2. (4.22)

Nejednakosti (4.21) i (4.22) predstav	aju nekomutativne Clarkson-McCarthy-jeve neje-
dnakosti za unitarno invarijantne norme (pogledati i [HK02]).

Prime�uju�i (4.21) i (4.22) sada na nuklearnu normu ||·||1, tj. na specijalan sluqaj
unitarno invarijantne norme, dobijamo

2
(
||A||pp + ||B||pp

)
6 ||A+B||pp + ||A−B||pp 6 2p−1

(
||A||pp + ||B||pp

)
za 2 6 p < +∞,

odnosno

2p−1
(
||A||pp + ||B||pp

)
6 ||A+B||pp + ||A−B||pp 6 2

(
||A||pp + ||B||pp

)
za 0 < p 6 2,

qime smo dobili Clarkson-McCarthy-jeve nejednakosti za Schatten-ove p norme.
Opxtije, Posledica 4.22 prime�ena na nuklearnu norm ||·||1 nam daje

POSLEDICA 4.23. Neka su A1, . . . , An ∈ C∞(H) i α1, . . . , αn uozixivni realni
brojevi xakvi ga je

∑n
j=1 αj = 1. Taga va�i∣∣∣∣∣∣ n∑

j=1

αjAj

∣∣∣∣∣∣p
p

+
∑

16j<k6n

(αjαk)
p/2 ||Aj −Ak||pp 6

n∑
j=1

αj ||Aj ||pp

za 2 6 p < +∞, ognosno
n∑
j=1

αj ||Aj ||pp 6
∣∣∣∣∣∣ n∑
j=1

αjAj

∣∣∣∣∣∣p
p

+
∑

16j<k6n

(αjαk)
p/2 ||Aj −Ak||pp

za 0 < p 6 2.
Suecijalno, izborom αj = 1

n za 1 6 j 6 n gobijamo∣∣∣∣∣∣ n∑
j=1

Aj

∣∣∣∣∣∣p
p

+
∑

16j<k6n

||Aj −Ak||pp 6 n
p−1

n∑
j=1

||Aj ||pp

za 2 6 p < +∞, ognosno

np−1
n∑
j=1

||Aj ||pp 6
∣∣∣∣∣∣ n∑
j=1

Aj

∣∣∣∣∣∣p
p

+
∑

16j<k6n

||Aj −Ak||pp

za 0 < p 6 2.
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Obele�imo sada sa ω1, . . . , ωn n-te korene jedinice, odnosno ωj = e2πij/n, j =
1, . . . , n. Tada imamo

TEOREMA 4.24. Neka su A1, . . . , An ∈ C∞(H) i neka je f neneιaxivna funk-
cija xakva ga je f(0) = 0 i g(t) = f(

√
t) konveksna na [0,∞). Taga va�i∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑

k=1

f
( 1√

n

∣∣∣ n∑
j=1

ωkjAj

∣∣∣)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣f(( n∑
j=1

|Aj |2
)1/2)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑
k=1

f
(∣∣∣ n∑
j=1

ωkjAj

∣∣∣)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (4.23)

za sve unixarno invarijanxne norme |||·|||.

4 Kao i u dokazu Teoreme 4.20, identitet

1

n

n∑
k=1

∣∣∣ n∑
j=1

ωkjAj

∣∣∣2 =
n∑
j=1

|Aj |2 (4.24)

predstav	a k	uqni korak u dokaziva�u date teoreme. Zaista, tada imamo∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑
k=1

f
( 1√

n

∣∣∣ n∑
j=1

ωkjAj

∣∣∣)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑
k=1

g
( 1

n

∣∣∣ n∑
j=1

ωkjAj

∣∣∣2)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣g( 1

n

n∑
k=1

∣∣∣ n∑
j=1

ωkjAj

∣∣∣2)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣g( n∑
j=1

|Aj |2
)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣f(( n∑
j=1

|Aj |2
)1/2)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣, (4.25)

gde nejednakost u (4.25) sledi na osnovu Teoreme 4.15, a prvu jednakost u (4.25) dobijamo
na osnovu (4.24). Time smo dobili prvu nejednakost u datoj (4.23). Drugu nejednakost
u (4.23) dobijamo kao∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣f(( n∑

j=1

|Aj |2
)1/2)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣f(( 1

n

n∑
k=1

∣∣∣ n∑
j=1

ωkjAj

∣∣∣2))1/2∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (4.26)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣g( 1

n

n∑
k=1

∣∣∣ n∑
j=1

ωkjAj

∣∣∣2)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 1n
n∑
k=1

g
(∣∣∣ n∑
j=1

ωkjAj

∣∣∣2)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑
k=1

f
(∣∣∣ n∑
j=1

ωkjAj

∣∣∣)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣, (4.27)

gde (4.26) sledi na osnovu (4.24), dok datu nejednakost u (4.26) dobijamo na osnovu
Teoreme 4.18.

Sliqno kao i pre, koriste�i (4.24), Teoreme 4.19 i 4.16, mo�e se pokazati da va�i

TEOREMA 4.25. Neka su A1, . . . , An ∈ C∞(H) i neka je f neneιaxivna funk-
cija xakva ga je g(t) = f(

√
t) konkavna na [0,∞). Taga va�i

1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑
k=1

f
(∣∣∣ n∑
j=1

ωkjAj

∣∣∣)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣f(( n∑
j=1

|Aj |2
)1/2)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑

k=1

f
( 1√

n

∣∣∣ n∑
j=1

ωkjAj

∣∣∣)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
za sve unixarno invarijanxne norme |||·|||.

Kao i pre, ako je f(t) = tp tada je g(t) = tp/2 konveksna funkcija za 2 6 p < +∞,
odnosno konkavna za 0 < p 6 2, te nam prethodne dve teoreme daju
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POSLEDICA 4.26. Neka su A1, . . . , An ∈ C∞(H). Taga za svaku unixarno

invarijanxnu normu |||·||| va�i

n−p/2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑
k=1

∣∣∣ n∑
j=1

ωkjAj

∣∣∣p∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣( n∑
j=1

|Aj |2
)p/2∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑
k=1

∣∣∣ n∑
j=1

ωkjAj

∣∣∣p∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (4.28)

za 2 6 p < +∞, ognosno

1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑
k=1

∣∣∣ n∑
j=1

ωkjAj

∣∣∣p∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣( n∑
j=1

|Aj |2
)p/2∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 n−p/2∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑

k=1

∣∣∣ n∑
j=1

ωkjAj

∣∣∣p∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (4.29)

za 0 < p 6 2.

Primenom ove posledice na nuklearnu normu ||·||1 dobijamo

POSLEDICA 4.27. Neka su A1, . . . , An ∈ C∞(H). Taga za svaku unixarno

invarijanxnu normu |||·||| va�i

n−p/2
n∑
k=1

∣∣∣∣∣∣ n∑
j=1

ωkjAj

∣∣∣∣∣∣p
p
6
∣∣∣∣∣∣( n∑

j=1

|Aj |2
)1/2∣∣∣∣∣∣p

p
6

1

n

n∑
k=1

∣∣∣∣∣∣ n∑
j=1

ωkjAj

∣∣∣∣∣∣p
p

(4.30)

za 2 6 p < +∞, ognosno

1

n

n∑
k=1

∣∣∣∣∣∣ n∑
j=1

ωkjAj

∣∣∣∣∣∣p
p
6
∣∣∣∣∣∣( n∑

j=1

|Aj |2
)1/2∣∣∣∣∣∣p

p
6 n−p/2

n∑
k=1

∣∣∣∣∣∣ n∑
j=1

ωkjAj

∣∣∣∣∣∣p
p

(4.31)

za 0 < p 6 2.

U prethodnom delu videli smo neka uopxte�a nejednakosti (4.12) i (4.13), pri
qemu smo rekli da (4.12) i (4.13) predstav	aju analogne nekomutativne nejednakosti
odgovaraju�ih nejednakosti iz [C]. Pored �ih, u [M] je McCarthy pokazao, za A,B ∈
Cp(H), i slede�e nejednakosti

2(||A||pp + ||B||pp)
q/p 6 ||A+B||qp + ||A−B||qp za 2 6 p < +∞, 1

p
+

1

q
= 1, (4.32)

odnosno

2(||A||pp + ||B||pp)
q/p 6 ||A+B||qp + ||A−B||qp za 0 < p 6 2,

1

p
+

1

q
= 1, (4.33)

koje isto predstav	aju analogne nekomutativne nejednakosti odgovaraju�ih nejedna-
kosti iz [C]. Ali, za razliku od nejednakosti (4.12) i (4.13) za koja su poznata odgo-
varaju�a uopxte�a (gde prvenstveno mislimo na specijalan sluqaj Posledice 4.23),
koja su ovde i prikazana, nije poznato da li postoje sliqna uopxete�a za nejednakosti
(4.32) i (4.33). Odnosno, da li va�i

HIPOTEZA. Neka su A1, . . . , An komuakxni oueraxori na seuarabilnom
Hilbert-ovom urosxoru. Taga va�i

n
( n∑
j=1

||Aj ||pp
)q/p
6
∣∣∣∣∣∣ n∑
j=1

Aj

∣∣∣∣∣∣q
p

+
∑

16j<k6n

||Aj −Ak||qp
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za 2 6 p < +∞ i 1
p + 1

q = 1, ognosno

∣∣∣∣∣∣ n∑
j=1

Aj

∣∣∣∣∣∣q
p

+
∑

16j<k6n

||Aj −Ak||qp 6 n
( n∑
j=1

||Aj ||pp
)q/p

za 0 < p 6 2 i 1
p + 1

q = 1.

Napomenimo na kraju i to da Teoreme 4.24 i 4.25, kao i �ihove posledice, predstav	aju
rafinacije odre�enih nejednakosti iz [BK04].
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