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Uvod

Zahvaljujem se profesorima dr Zoranu Petrovi¢u, dr Nebojsi Ikodinovi¢u
i dr Goranu Dankovi¢u koji su pomogli nizom korisnih primedbi i sugestija.

Trigonometrija je matematicka disciplina koja se bavi prou¢avanjem odno-
sa medu elementima pravouglog trougla, koji izrazavaju uglove pomocu strani-
ca i obrnuto. Re¢ "trigonometrija” je nastala od starogrckih reci trigonom
(trougao) i metron (mera). Poznata su metricka svojstva koja povezuju
samo uglove ili samo stranice pravouglog trougla, od kojih je najznacajnija
Pitagorina teorema. Ona omoguc¢ava da se na osnovu dve poznate stranice
pravouglog trougla izracuna treca. Takode, u pravouglom trouglu moze da se
izracuna jedan ostar ugao ako je poznat drugi. Medutim, ako bi bila pozna-
ta jedna stranica pravouglog trougla i jedan ostar ugao, onda se ostale dve
stranice ne bi mogle izracunati pomoc¢u do sada poznatih svojstava vezanih
za pravougli trougao. Zato je i nastala trigonometrija.

Sa trigonometrijom se ucenici prvi put susre¢u na kraju prve godine
gimnazije. Tada se tek upoznaju sa najosnovnijim pojmovima vezanih za
pomenutu temu, dok na drugoj godini se po planu i programu rade znatno
ozbiljniji zadaci medu kojima su i trigonometrijske jednacine. Najpre se rade
najjednostavnije jednacine, kako bi se kasnije slozenije svodile na jednosta-
vne. Prema planu i programu za trogodisnje strucne skole u podrucjima rada:
masinstvo i obrada metala, elektrotehnika, geodezija i gradevinarstvo, sao-
bracaj, rudarstvo, geologija, trgovina itd, trigonometrija se proucava jedno
polugodiste.

U ovom radu koji sadrzi detaljno resene zadatke iz jedne od najtezih
tema u matematici srednje skole, prikazani su razliciti oblici trigonometrijskih
jednacina kao i razlicite metode resavanja takvih problema. Na primer, za
neke trigonometrijske jednacine su potrebne drugacije ideje pri njihovom
resavanju. Toi jeste jedan od razloga zbog kog ucenici ne vole trigonometriju.
[ako se mnogi matematicki problemi mogu resiti na vise na¢ina, ovde su reseni
na jednostavniji nacin. Za to su koris¢ene mnoge trigonometrijske formule,
kao i teorija iz ove oblasti. Neke od njih su:

Osnovne trigonometrijske identic¢nosti:

sin?a 4+ cos? a = 1
sin «v s

tg o = ,a# —+krActga =
COoS (v 2

R 4k k €T
«




Sinus i kosinus suplementnih uglova:

sin(180° — av) = sincv, cos(180° — o) = — cos «v

odnosno
sin(m —a) =sina, cos(m — a) = — cos a.

Sinusna i kosinusna teorema:

sinusna teoreama:;

a b c

sina  sinf8  sinvy

kosinusna teorema:

a’ = b + ¢ — 2bccos
b2 = a® + * — 2accos B

? =a®+b* — 2bccosy



Adicione formule:

cos(a+ ) = cosacos f Fsinasin

sin(a + ) = sina cos £ sin f cos «

Trigonometrijske funkcije dvostrukog ugla:

sin2t = 2sintcost

cos 2t = cos®t — sin’t

Trigonometrijske funkcije polovine argumenta:

.o l—cosx

S11 52 2
ot L 1+ cosx
2 2

Transformacije proizvoda:

sinzsiny = 5[003(:5 —y) — cos(x + y)]

1
COS T COSY = é[cos(a: +y) + cos(z — y)]

1
sinx cosy = i[sin(:c +y) + sin(z — y)]



Transformacije u proizvod:

x T —
cosx +cosy = 2cos +ycos id
2 2
Tty . T=yY
cosT —cosy = —2sin sin
2 2
x x —
sinr +siny = 2sin +ycos y
2 2
. . . T =Y T4y
sinx —siny = 2sin 5 coS 5



Grafik funkcije sin :

™ 0

= -T1/2 0 2

Grafik funkcije cos x:
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5m/2
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1. Trigonometrijske jednacine

1. Resiti jednacinu sin z — cos 2x = 0.
Resenje.

Na prvi pogled jednacina izgleda komplikovano, jer se pojavljuju dve razlicite
trigonometrijske funkcije od kojih je jedna funkcija dvostrukog ugla, ali kako
je
A
cos 2x = sin <§ — 21‘),

jednacina dobija oblik
70
sin x — sin <§ — Qx) =0.
Koristimo formulu za transformaciju iz zbira u proizvod

sinz —siny = 2sin (xgy) cos (x—;—y)

Kada je iskoristimo jednacina: sinz — sin (g — 2:6) = 0 transformise se u

— (T 9 _|_E_2
2sin (@ (22 ) CoS (z 22 x):

Ova jednacina je ekvivalentna sledecoj]

. /3 0T T X
251n<?—z>cos<z—§>—0.

Koristeé¢i parnost funkcije cosx, dobijamo da je dobijena jednacina ekviva-

lentna sledecoj
: <3x 7T) (x 7r> 0
in(——— ———=]=0.
S 5 ~ 1) 377

Prozvod dva broja jednak je nuli, ako je bar jedan od njih jednak nuli,
odnosno

. (3T 0w - r 7
Sln<?—z>—0 ili COS(§—Z>—O.

Najpre resimo trigonometrijsku jednacinu

3z 0w
in(———1]=0.
sin (3= 7)



Kako je sint jednako 0 samo za t = km, dobijamo:

3r 0w
— — —=km, k€ Z.
5 1 , €

Stoga je reSenje ove jednacine dato sa:

T 2
=—+4 -km, keZ.
T 6 + 3 T, K €
Sada resavamo jednacinu
r m
Z_")Y=o
“E<2 4)
Dobijamo da je
xr m w
———=—+km kel
2 1 2 MmPMES
odnosno 3
x:»§+2mgkez

Lako se uocava da se ovaj skup resenja sadrzi u skupu resenja prethodne
jednacine, pa je skup resenja polazne jednacine skup

{%+§kaEZ}

2. Resiti jednacinu sin? z + sin® 2z = %

ResSenje.

Na osnovu formule
sin 2x = 2sinx cos x,

sledi da je

sin?z + 4sin® zcos® r = 5

Jednacina je ekvivalentna sledecoj
sin®z + 4sin® 2(1 — sin® 1) = 3

odnosno
8sin*z — 10sin’x + 3 = 0.

Nakon smene ¢ = sin? z, jednacina se svodi na kvadratnu

82 —10t+3=0.



Resavanjem kvadratne jednacine dobijamo dva reSenja t = % ilit= % Najpre
resimo jednacinu
sin® x = §
=7

odnosno

V3

siny = +—.
2

Dobijamo da je

x:%+k:7r ili x:—g—i—lm,kzeZ.

Sada resimo drugu jednacinu

sin?z = —,
2
odnosno
2
sinx:ii—.
2
Sledi da je
T  km T  km
= — + — il = —— 4 — 7.
x 4+21195 4+2,k€

3. Resiti jednacinu (sinz + /3 cos ) sin 4z = 2.

Resenje.

Ova jednacina je ekvivalentna jednacini:

1 3
(— sinz + £ cosa:) sin4dx = 1.
2 2

Primetimo da brojevi uz sinz i cos z predstavljaju kosinus i sinus ugla %

T . . T .
(cosgsmx—i—smgcosa:> sindx = 1.

Na izraz (cos Zsinz +sin % cos :17) , primenimo adicionu formulu. Dobijamo:

sin (g + x) sin4x = 1.
Kako je |sin (5 +2)| < 11 |sin4z| < 1, mora biti:

sin(g +z)=11 sindzr =1



ili

sin(g +z)=-1 1 sinder = —1.

Posmatramo prvi sistem jednacina. Dobijamo da je

g+x:g+2m i 4x:g+2k7r,

za cele brojeve ki [. Iz prve i druge jednakosti sledi da je:

s DY s . km
r=— T i or=—-+4+—.
6 8 2
Ako izjednacimo obe vrednosti z-a, videtemo za koje vrednosti k i [ jednacina
ima smisla

T T km

— 2 = — 4+ —

¢ ST g
odnosno ]
4 — k = ——.
12

Medutim kako su £ i [ celi brojevi, predhodna jednakost nije moguca, tako
da jednacina nema resenja.

Sada posmatramo drugi sistem. Dobijamo da je

3
g—l—x:;—i—Qmw i 4x:7+2n7r,

za cele brojeve m i n. Slicno kao i u prethodnom slucaju dolazimo do za-
kljucka da je veza izmedu m i n:

1
4m—n:——9
12

Sto nije moguce, jer su m i n celi brojevi. Tako da jednac¢ina nema resenja.
4. Resiti jednacinu sinx + cosx + sinx cosx = 1.

Resenje.

Kako je jednacina
sinx + cosx +sinxcosx = 1

ekvivalentna jednacini

sinx 4+ cosz =1 —sinxcosz,

10



kvadriranjem desne i leve strane jednakosti dobijamo
(sinz + cosz)? = (1 — sinz cos x)%.

Ideja je da se posle kradriranja iskoristi trigonometrijski identitet (sin?z +
cos’z = 1), i tako jednacina pojednostavi:

sin?z + 2sinz cosx + cos®> = 1 — 2sin x cos = + sin® x cos? 1.

Posle zamene sin®  + cos’ z sa 1 i sredivanja, dobijamo

4sinz cosz — sin x cos> z = 0.

Kada izvucemo ispred zagrade sin x cos x, dobijamo

sinz cosz(4 —sinx cosz) = 0.
Sledi da je
sinzcosxr =0 ili 4 —sinzcosx = 0.
Druga jednacina je nemoguca jer je —1 < sinz < 1, —1 < cosz < 1, a iz

prve sledi da je

sinz =0 ii cosz =0.

Ako u zadatu jednacinu zamenimo da je sinx = 0, dobijamo da je cosx = 1,
a kada zamenimo da je cosx = 0, sledi da je sinx = 1. Zakljucak je da su
reSenja:

r = 2% ili x:g—i—le, kel

5. Regiti jednac¢inu cos? x + cos? 2z + cos? 3z = 1.

ResSenje.

Kada je u zadatku zadata trigonometrijska funkcija drugog stepena, tada
mozemo da koristimo formulu za sinus i kosinus dvostrukog ugla, odnosno

9 1+ cos2z 1 cos2x
cos"r=—=—+ .

2 2 2

Zamenom date formule, oslobodi¢emo se stepena

cos2rx 1 cosdzx

1
5 —|—2+ 5 +§—|—COSQSZL‘:1.

11



Poslednji ¢lan cos? 3z, nismo transformisali jer ée se kasnije pri reSavanju po-
javiti trigonometrijska funkcija ¢iji ¢e argument biti 3x. To se moze videti ako
se prisetimo formula za transformaciju iz zbira u proizvod. Posle sredivanja

dobijamo jednacinu:

cos2x  cosdx

5 + 5 +cos?3z =0,

cos 2z + cos 4z + 2cos? 3x = 0.

Primenimo na prva dva clana transformaciju iz zbira u proizvod

2 4 20 — 4
2 cos x—;— xcos x2 x+2€0823l’:0,

odnosno
2 cos 3z cos T + 2cos? 3z = 0.

Kada izvucemo ispred zagrade 2 cos 3z, jednacina Ce biti ekvivalentna sledecoj
2 cos 3z(cos x + cos 3z) = 0.

Posle transformacije izraza cosx + cos 3z iz zbira u proizvod imamo da je

20053x(2005 a 4—23x CoS L —23:v> =0,

4 cos3xcos2xcosx = 0.

Mozemo zakljuciti da je
cosd3r =0 ili cos2x =0 ili cosx = 0.
Dobijamo da su resenja:

T omT
4+ — ili =

I s
x 5 —1—2 ili x 2+l{:7r,k:,l,m€

m
4

Naredni tip zadatka se obitno zadaje na takmicenjima. Iako se u njemu
pojavljuje ¢ak osmi stepen, to ne bi trebalo da predstavlja problem jer je
osam paran broj, pa je moguce koristiti poznatu razliku kvadrata.

12



4 8 8

6. Resiti jednacinu sin* z — cos* 2z = sin® 2 — cos® z.

Resenje.

Desnu stranu jednakosti mozemo da prebacimo na levu stranu
sin® x — cos*z — (sin® x — cos® ) = 0.

Jednacina je ekvivalentna sledecoj

sin*z — cos* x — (sin* 2 — cos® x)(sin* z + cos* z) = 0.

Kada izvuéemo zajednicki ¢inilac sin® 2 — cos* z bide

(sin* x — cos® 7)(1 — (sin*z + cos* z)) = 0.
Zakljucujemo da je
sin'z —cos’zr =0 ili sin'z 4 cos’z =1.

Prvo éemo resiti jednacinu sin? z — cos* z = 0.

Ako je cos x = 0 tada mora biti i sinz = 0, Sto je nemoguce, te zakljucujemo
da je cosx # 0. Jednacina se svodi na tg* z = 1 iz koje sledi da je tga = £1,
odnosno

ngwm ili :c:?%—i—lmr,keZ.

Za resavanje druge jednacine: sin®z 4 cos®x = 1, koristimo da je sin®z +
cos?z = (sin? x + cos® )% — 2sin® x cos? , tako da je jednacina ekvivalentna
sledec¢oj

(sin? x + cos® 7)* — 2sin®z cos® x = 1.

Zamenimo sin’z + cos?z sa 1 :
12 —2sin’zcos’z = 1

A —2sinzcos’x =1,

odnosno )
é(sin 27)% = 0,

sin 2z = 0.

Konacno, resenja su:

13



7. Resiti jednacinu tg 3x cosx = 0.
Resenje.

Ako je cosz = 0, onda je x = § + km, odakle sledi da je

3
3.’E:77T+3k:7rzg+(3k:—l—l)7r.

Ali, tada tg 3z nije definisano. Stoga je cosz # 0 i jednacina se svodi na
tg 3x = 0.
Resimo jednacinu

tg 3z =0

odnosno
sin3z =0 i cos3z # 0.

Dovoljno je posmatrati da je

sin 3z = 0.

Tako da su sva reSenja jednacine data sa:
km
x=—, kel
3
8. Resiti jednacinu |sinx| = sinz + 2 cos x.

Resenje.

Zbog apsolutne vrednosti, najbolje je da datu jednacinu kvadriramo, tako
da ¢e ona dobiti sledeci oblik

sinx = sin?x + 4sinx cos z + 4 cos® .

2

Posle skrac¢ivanja sin” x, imamo da je

4dsinxcosx + 4cos® x = 0.

14



Sredivanjem predhodnog izraza dobijamo:
cos z(sinz 4 cosz) = 0,

odakle sledi da je
cost =0 ili sinz = —coszx

odnosno

x:g+k7r ili x:—%—{—lw, k,l e Z.

Kako se pri kvadriranju dobija jednacina koja moze imati i neka resenja koja
ne zadovoljavaju polaznu jednacinu, neophodno je izvrsiti proveru. Proverom
se dobija da su resenja polazne jednacine samo x = 5 +2mn i z = —7 +
2mm,n,m € Z.

. 2
1—sinz cos?zx °

9. Resiti jednacinu
Resenje.

Kako bismo regili zadatak moramo postaviti uslove 1 —sinx # 0i cos? z # 0,
odnosno mora biti sinz # 1i cosz # 0. Zamenimo cos’z sa 1 — sin®z u
pocetnu jednakost. Dobijamo da je

1 2

l—sinz 1-sin’x
posle unakrsnog mnozenja, jednacina ¢e biti ekvivalentna sledecoj
1 —sin®z = 2(1 — sinx)
odnosno
(1 —sinz)(1l +sinz) = 2(1 —sinx).

Levu i desnu stranu jednakosti mozemo podeliti sa (1 — sinx), zbog uslova
sinx — 1 # 0, tako da je
(1+sinz) =2

sinx = 1.

Kako je uslov: sinx # 1, reSenje moramo odbaciti. Zakljucak je da zadatak
nema resenjal

15



10. Resiti jednacinu sinx — cosx = V2sin (a: + %”) .
ResSenje.
Prvi nacin:

Transfornisanjem desne strane jednakosti pomoc¢u adicione formule, jednac¢ina
je ekvivalentna sledecoj

SinT — cosT = ﬁ(sinxcos% +cosxsin%),
odnosno
2 2
sinx — cosx = \/§(Sinx- (— %) +cosx - (— \/7—>>

Nakon sredivanja

sinx —cosx = —sinx — cos T,
sledi da je
sinx = 0.
Tako da su resenja:
r=km, k€ Z.

Drugi nacin:

Koristimo ideju iz zadatka 3, tj. celu jednakost ¢emo podeliti sa v/2

I . om
—(sinz — cosx) = sin (a: + —)

NG 4

odnosno

V2 V2 . 57
<—Slnx— —cos:v) = sin <x+ —)
2 2 4

Ideja je da u levoj strani jednacine iskoristimo adicionu formulu. Stoga ¢emo

V2 . . T o ow
3 zaplsatl kao cos 1 1 S1n 1

) T . . 5T
(smx-cosz —cosx-smz> = sin <x+ —>

4
n(e=5)=in o)
Sin | r 4 =S |\x 1 .

16

odnosno



Jednacina je ekvivalentna sledecoj
. ( 7r> . ( n 57r> 0
sin(z——) —sin({x+—) =0.
4 4

Posle primene formule za transformaciju razlike u proizvod, treba da resimo
jednacinu

r—2— (x4 r—T+x+2
i 4)>cos< 4 4)20.

2sin<
2 2

Sredivanjem dobija se ekvivalentna jednacina

Si (—?m)cos( +7T>—0
1n 4 T 2 — Y

3
ﬁn«ﬂf):Oﬂiaﬁ@+g>:0

iz koje sledi da je

Kako je sin( — ?jf) # 0, to ostaje samo cos (ZE + g) = 0. Resavanjem

jednacine
T
-] =0.
CcoSs (91: + 2)

Dobijamo da je
T om
T+ =—+km,

2 2
odnosno
r=Fkm, k€ Z.
11. Resiti jednacinu sin 1775 =0 .
Resenje.

Iz jednacine sin 7 = 0, sledi da je 55 = km, k € Z, odnosno bice

1
=k,
1+ 22
5 1
l+2°=—-keZ.
k
Posle sredivanja izraz se svodi na
1—k
2 _
TR



Sledi da je

jer je % kvadrat od x. Zaklju¢ujemo da je
1>k>0.

Dakle, k =1, tj. x = 0 sto predstavlja jedino resenje date jednacine.
12. Resiti jednacinu sinx + 2sin 2z = 3 + sin 3z .
Resenje.

Data jednacina je ekvivalentna sledecoj

sinx + 2sin2x —sin3z = 3. (1)
Transformisimo sin 3x primenom adicione formule
sin 3z = sin(z+2z) = sin x cos 2z+sin 2x cos = sin x(cos® r—sin® r)+2sin x cos x cos ¥ =

= sinz cos? # — sin® x 4 2sinz cos? £ = 3sin x cos® x — sin® .
Zamenimo prethodnu jednakost u (1). Dobijamo:
sinz + 4sinwcosz — sinw(3 — 4sinx) = 3.
Kada izvucemo sin x ispred zagrade
sinz(1+4cosx — (3 —4sin*z)) = 3,

jednacina ce biti ekvivalentna sledecoj

2sinx(—1+4 2cosx + 2sin’z) = 3

odnosno 3
sinz(—2cos®x +2cosx + 1) = 3

Ako posmatramo izraz —2cos?z + 2cosz + 1 i ako ga malo transformisemo
—2cos?z+2cosz+1 = —2(0052x—cosx—1) = —2((0081‘—1)2—1—1)

B 2’ 2/ 4 2/
dobijamo da je

9 eos? _ Sy 3.3
2cos“x +2cosx+1=—-2(cosz —|—2§2.

18



Kako je
3
—2COS2$+2COSQS—|—1§§ i sinx <1,

iz prethodnog zakljucujemo da mora biti sinz =1 i cosz = % ( samo za

tu vrednost kosinusa izraz je jednak %), ali to nije moguce. Zakljucujemo da
zadatak nema reSenje.

13. Resiti jednacinu sinx 4+ cosx = 1 4+ sinzcosx .
Resenje.

Sve ¢lanove izraza prebaci¢emo na levu stranu jednakosti,
1+sinxcosx —sinx —cosx =0
a, zatim ih faktorizovati
(1 —sinx)(1 —cosz) =0

odakle sledi

sinz =1 ili cosz = 1.
Resenja su:

x:g—l—Zlﬁr i o=2kn keZ

14. Resiti jednacinu sinz + cosz = v/2(cos 99z) .
Resenje.

Koristimo ideju iz zadatka 3, dakle podelimo celu jednakost sa /2

1
—(sinz 4 cos x) = cos 99x

V2

LT, ™
(sm 1 sin x + cos 1 CcoS :U) = cos 99zx.

Primenom adicione formule za razliku dva ugla dobijamo ekvivalentnu jednacinu
cos <z — a:) = cos 99z,
4
odnosno .
cos <Z — x) —cos 99z = 0.

19



Sada, koristimo formulu za transformaciju iz razlike u proizvod
T—x+ 99 T —2—99%
L (FTEE0y G (A
2 2
posle sredivanja dobija se ekvivalentna jednacina

T+ 98 2 —100
sin (4796) sin (4Tx) =0,

te je
T4+ 98 T —100
sin (4—=) =0 il sin (A=) =0
2 2
Dobijamo da je

T 4 98z T 100z

2 = k’ﬂ’ lh 47 = k”ff, k’ - Z,
odnosno ok "
T T T T
=—— i 2=——-——.keZ.
03 302 ' TT a0 B0 €

15. Odrediti broj resenja jednacine x = 4rwsinx .

ResSenje.
Kako je
Tz =4rsinz

mora biti .

1< =<1

S s

odnosno

—A4r < x < A4r.

Medutim, x # —4m, 4w, jer ako se zamene vrednosti —4m i 4w, u datu
jednacinu, jednakost nece imati smisla.

Resenje ove jednacine ¢emo prikazati crtezom. Prvo nacrtajmo funkciju sin z,
a zatim funkciju 47 sin x, primeti¢éemo da funkcija 47 sin z ima maksimum u
47, nakon toga crtamo pravu y = x i gde se funkcije

y=x 1 y=4nsinzx

20



g,
TV

preseku to su reSenja, vidicemo da je to ukupno sedam preseka tj. sedam
reSenja.

16. Resiti jednacinu tg x + tg 2x +tg 3z =0 .

Resenje.

tg attg B

Ako primenimo adicionu formulu: tg (o + 3) = ot 2B

jednacina se svodi na

na tg 3z, nasa

tgx +tg2x

t tg 2 =
grtie x+1—tgmtg2x

Jednacina je ekvivalentna sledecoj

t tg 2 (1 —)—0,
(tg = +tg 27) +1—tgxtg2x

odnosno
2 —tgxthx) _ 0

tgx -+ tg 20)
(tg @ +tg 27) 1 —tgaxtg 2z
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Odavde sledi 5 e rte
tgrFtg2e =0 ili —_ 28 _
1 —tgatg 2z
Stgr+tg2r =0 ili tgatg2r =2.
Najpre resimo jednacinu tg z 4 tg 2z = 0. Posle transformisanja tg 2z, sledi

2tg

_et
1—tg?z

tgar +
odnosno
3tgx —tg®x = 0.

Dobijamo da je
tgz(3 —tg?x) =0,

odnosno
tgz =0 ili tgz =+V3.

Resenja su:
9
x:knﬂix:%+kwﬂix:élwm

Iz druge jednacine tg x tg 2z = 2, sledi

; 2tg
rT—————— =
&4 C tg? x
odnosno
tg®x
1—tgx
o 2gtr =1
2
Stgr = :I:i.
2
Resenja su:

2
xr = arctg :I:%—l—lmr,k:eZ.

17. Resiti jednacinu log ; sin 2x + logcosz — log7 =0 .
Resenje.

U ovom zadatku treba pazljivo iskoristiti svojstva logaritma. Posebno treba
obratiti paznju na oblast definisanosti funkcija koje se tu pojavljuju.
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Neophodni uslovi su da je sin2x > 0 i cosx > 0, a to je ekvivalentno sa tim
da je sinx > 01 cosz > 0.

logy  sin 2z + log cos x —log 7 = 0
& log%O sin 2z + log cosx — log 7 = 0.
Primenimo pravilo: log,. b = %loga b, b > 0,a > 0,a # 1,s # 0. Kako je
1—10 = 1071, bice
—logsin 2z 4 logcosx —log7 =0
& log cosz — logsin 2z — log 7 = 0.

Posle primene pravila: loga —logb =log 7, a >0, b > 0, jednacina ce biti

ekvivalentna sledecoj
cos T

& 7 -sin2x
CcoST

lo

7 -sin 2z
< cosx =14 -sinx - cos x.

Nakon sredivanja jednacina se svodi na

) 1
sine = —.
14
Konacno uz uslov da je sinx > 01 cosx > 0, reSenja su:

T = arcsin T + 2mn, n € Z.
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2. Iracionalne trigonometrijske jednacine

18. Resiti jednacinu 2 cos x = /2 + sin 2.
Resenje.

Kako je jednacina iracionalna kvadriracemo je i kako je 2 +sin2z > 0, a
koren uvek definisan za pozitivne vrednosti, bi¢e /2 4+ sin2x > 0, te je i
cosz > (. Posle kvadriranja dobijamo:

4cos® v = 2 + sin 2.
Posle sredivanja dobijamo
2. (2cos?x — 1) = sin 2.
Zamenom 2 cos? z — 1 sa cos 2z, jednacina se svodi na

2cos2x = sin 2zx.

Zatim podelimo jednac¢inu sa cos 2z. Primetimo da cos 2x mora biti razlic¢ito
od nule, posto bi iz jednacine sledilo da je onda i sin 2z nula, Sto ne moze biti.
Stoga se moze deliti sa cos 2z. Kako je tgx = 22 jednacina je ekvivalentna
sledec¢oj

tg 2z = 2.

Odavde sledi da su resenja

L oretg2 4 ™
r = — arc —_—.
g ACE2 T

Kako je uslov cosz > 0, a to vazi za x € (— 5 +2km, %+2k7r), treba proveriti
za koje vrednosti x = % arctg 2+ %k zadovoljava nejednakost. Zakljucak je za:
T = %arctg2+27m, k=4n ili x= %arctg2—§+27m, k=4n—1, n € Z.
19. Resiti jednacinu /1 — cosx = sinx .

Resenje.

Mora vaziti
1—cosz>0Asinx >0
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odnosno
cosz <1Asinz > 0.

Prvi uslov je uvek zadovoljen.

Kada kvadriramo jednacinu, dobi¢emo ekvivalentnu jednacinu
1 — cosx = sin® x.

Zamenimo sin? x sa 1—cos? z, kako bismo jedna¢inu predstavili preko funkcije
kosinus
1 —cosz=1—cos’z.

Nakon sredivanja izraz se svodi na jednostavniji

cos’x —cosz =0

odnosno
cosz(cosx — 1) = 0.
Dobijamo
cosr =0 ili cosx = 1.
Resenja su:

x:g—i—lm i o=2knr kel

Vidimo da ova resenja zadovoljavaju uslov sinx > 0, te smo time dobili sva
reSenja.

20. Resiti jednacinu cos(% - (3z — v/922 + 160z 4+ 800)) =1, z € Z .
Resenje.

Dobijamo da je

- (32 — V922 + 1602 + 800) = 2k7, k € Z,

ool 3

odnosno

V922 + 160z + 800 = 3x — 16k.

Kvadriranjem leve i desne strane jednakosti, dobijamo novu jednacinu

922 + 160z + 800 = 9z% — 96kz + 256k2,
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odnosno

5z + 3kx = 8k* — 25,

gde je k € Z.
[zvucimo ispred zagrade x

z(3k +5) = 8k? — 25.

Iz jednakosti
z(3k + 5) = 8k? — 25,

gde je x ceo broj, sledi da 3k + 5 deli 8k% — 25. Kako je (3k + 5)(3k — 5) =
9k% — 25 to je i 9k% — 25 deljivo sa 3k + 5. Sledi da je i k? deljivo sa 3k + 5,
pa onda je i 25 deljivo sa 3k + 5 , odnosno da je vrednost izraza 3k + 5 jedan
od brojeva 1,—1,5,—5,25,—25. To je moguce samo za k = 0,—2, —10 pri
cemu su za x odgovarajuce vrednosti: —31, —7, —5. Neposrednom proverom
u polaznoj jednacini utvrduju se konacna resenja: xr = —31 ili z = —7.
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3. Trigonometrijske jednacine sa parametrom

21. Reiti jednacinu sin® x + cos* x = a (a € R).
Resenje:
Ako levu stranu jednakosti transformisemo, dobi¢emo ekvivalentnu jednacinu
(sin? x 4 cos® 7)? — 2sin® z cos’ x = a.
Zamenom sin® x + cos? z sa 1, izraz se pojednostavljuje
1 —2sin® z cos® x = a.

Primenom transformacije za dvostruki ugao sledi da je
1
1 — =sin®2z = a,
2

odnosno
sin?2x = 2 — 2a.

Za a > 1, jednacina nema reSenje, jer je izraz na desnoj strani jednakosti
negativan, a na levoj zbog sinusa mora biti 2 — 2a¢ < 1. U, sluc¢aju da je
a < 1, korenovanjem dobijamo ekvivalentan oblik

|sin 2z| = V2 — 2a
pa, je skup resenja unija skupova resenja jednacina
sin2x =+v2—2a 1 sin2z = —v2 — 2a.

Ove jednacine imaju reSenja akko je 0 < 2 —2a < 1, tj. a € [%, 1]. U tom
slucaju resenja polazne jednacine mozemo zapisati u obliku

1
3 {arcsin V2 — 2a,—arcsin 2 — 2a, ™ — arcsin 2 — 2a, 7w + arcsin v2 — 2a}+k:7r.
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22. Resiti jednacinu cos x + V3sinz = m,m € 7 .
Resenje.
Koristimo ideju iz 3. zadatka, tj. celu jednacinu podelimo sa 2

1
~(cosz +V3sinz) = m
2 2

odnosno
<1 N V3 ) m
— — sin = —.
5 CcoS T 5 sin z 5

Kako je cos § = % isin§ = ‘/73, jednacina e biti ekvivalentna sledecoj
(=-3)=3%
cos |z — =) =—.
3 2

Mora biti || < 1, jer je |cosz| < 1. Stoga je —2 < m < 2.

m
— ) =-1.
COS <.CE 3)

$—g:’ﬂ'—|—2k"ﬂ',/€€z,

Ako je m = =2

Jednacina se svodi na

odnosno

4
xz?—i—ka,kGZ.
Ako jem = —1
(- Ty =1
cos(z — =) = ——.
2
Jednacina se svodi na
2 2
x—g:?ﬁ—l—ka ili x—%:—§+2k‘ﬂ,k‘€Z,
odnosno .
r=mn+2km ili :17:—5—1—2/@%,1{362.
Ako jem =0
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Jednacina se svodi na

e =T i kn kez,
3
odnosno .
x:%+k‘7r,k€Z.
Akojem =1
(@-2)=1
cos(z — =) = —.
2
Jednacina se svodi na
x—g:g—l—Qkﬂ ili x—%:—g—i—%w,kez,
odnosno
2m .
x:?+2lm ili ©=2km, kelZ.
Ako je m =2

Jednacina se svodi na -
$—§:2kﬂ', kGZ,

odnosno -
l’:§+2k'ﬂ', kecZ.
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4. Trigonometrijske jednacine koje se resavaju smenom

23. Resiti jednacinu sin® x — 4sinx cosx + 3cos? z = 0.

Resenje.

Medu resenjima ove jednacine ne postoji nijedno za koje bi bilo cosz = 0,
jer bi tada bilo i sinz = 0, §to je nemoguée. Otuda deleéi sa cos?x # 0,
dobijamo ekvivalentnu jednacinu

sinz  4sinxzcosx  3cos?x

— +2— = =0
COs“ X COS X COS T COos* X

Nakon skrac¢ivanja, imamo izraz koji podse¢a na kvadratnu jednacinu

(Smx> _4<Slnl‘>+320.
Cos T Cos T

o sa tg z. Dobijamo sledecu ekvivalentnu jednacinu

Zamenimo

(tgz)® —4tgar +3 =0.
Posle smene, tgx = t, jednacina ¢e biti kvadratna po ¢
2 —4t+3=0.
Resavanjem kvadratne jednacine dobijamo dva resenja
tgx =3 ili tgx=1.
Odavde su resenja redom

x = arctg 3 + km ili x:%—i—lm, keZ.

24. Resiti jednacinu 5sin®z + 2sinz cosx + cos? v = 2.

Resenje.

Zamenimo 2 sa 2(cos?z + sin?x). Na taj na¢in jednacinu svodimo na ho-
mogenu i reSavamo kao u prethodnom zadatku. Dobijamo

5sin®z + 2sinz cos w + cos® ¥ = 2(cos® z + sin® x).
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Nakon sredivanja jednacina je ekvivalentna sledecoj
.2 . 2 2 L2
osin“x + 2sinx cosx + cos”xz — 2cos” x — 2sin”“x = 0,
odnosno
3sinz + 2sinz cosx — cos® x = 0.
Podelimo celu jednac¢inu sa cos? x

3sinx 2sinzcosx  cos’x

- — 0.

cos? x COS T COS T cos? x

Kao i u prethodnom primeru odavde sledi da je
3(tgx)* +2tgz — 1 =0.
Nakon smene, tgx = t, jednacina postaje kvadratna po t
3242t —1=0.
Resavanjem kvadratne jednacine dobijamo
. 1
tgr =—1 ili tgx = -.
3
Sledi da su resenja redom

1
x:—%—l—lm ili x:arctg§+k7r, ke Z.

25. Resiti jednacinu

17
. 8 8, _ !
SIN° X + COS” T = 39"
Resenje.
Data jednacina je ekvivalentna sledecoj
17
(sin® 2)% + (cos* 1)* = L

4

Ako dodamo i oduzmemo 2sin® z cos? x na levoj strani jednakosti, pojaviée

se kvadrat binoma

17
(sin® z + cos* x)? — 2sin* z cos’ x = o)
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17
& (sin*z + costz)? = ' + 2sin® 2 cos? z.
Primenimo isti postupak kao i u prethodnom koraku

2 _ 17 sin* 2z
32 8

((sin? z 4 cos? z)? — 2sin? x cos® x)

9 )2 17  sin* 2z

< ((12 — 2sin? =
(( sin” x cos ) + 3
- (1 sin? 2x>2 B 17 N sin® 2
2 - 32 8
sin? 2z

Nakon smene ¢t = jednacina se svodi na kvadratnu

2 I

17 2

1—t)? = —+ —
(1-1) 32+2
17 2
S1-2+2=—4 —.
=5t

Sredivanjem, jednacina je ekvivalentna sledecoj

15
t2—4t+— =0

+ 16

odnosno
16t* — 64t + 15 = 0.

Resavanjem kvadratne jednacine dobijamo dva resenja t; = % ili to = i.
Prvo resenje odbacujemo, jer ne moze biti sin? 2z = %, a drugo prihvatamo.
Sada resimo jednacinu

sin? 2z 1
2 4
primenom formule za polovinu ugla, dobijamo ekvivalentnu jednac¢inu
I —cosdr 1
4 4
Nakon sredivanja sledi da je
cosdxr = 0,
odnosno -
4o = 5 + k.
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Resenja su:
m km
=—+—, kel
X 8+ 1 S

26. Odrediti ona resenja jednacine 4°°52% 4 45 — 3 koja su u skupu 3,1].

Resenje.
Zamenimo cos 2z sa 2 cos?x — 1. Dobijamo ekvivalentnu jednacinu
J2cos® z—1 + geos?z _ 3.
Nakon smene 4°°5°* = ¢_jednacina se svodi na kvadratnu jednacinu po t:
t?+4t — 12 = 0.
Odavde slede dva resenja
ty=—6 ili ty =2.

-~ . . . oy 2 ,
Prvo resenje odbacujemo jer mora biti ¢ = 4°*°* vece od nule, dakle data
. o . . 2 . .
jednacina ekvivalentna je sa 4°°°* = 2 i ona se svodi na

22C082 T _ 21

Na osnovu svojstava funkcije 27, zaklju¢ujemo da mora biti

2

2cos“x = 1.

Transformisanjem prethodne jednacine dobijamo:

1+ cos 2z _ 1
2 2
Nakon sredivanja sledi da je
cos2x = 0,
odnosno ok
T= + 5 ke Z.

Od svih resenja postoji samo jedno koje pripada datom intervalu [%, 1], a to

e —=1x
jex =7,
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27. Resiti jednacinu 1lctg z — btgx = Siln6x, za x # %’r .

Resenje.

Nakon zamene trigonometrijskih identiteta

sin COS T
tgx = , ctgx = —
cos T sin x
jednacina je ekvivalentna sledecoj
cos T sin x 16
11 - — -5 = —
sin x cosr sinx

Celu jedna¢inu pomnozimo sa sin x - cosz (na osnovu uslova zadatka znamo
da je sinx - cosz # 0), kako bi je pojednostavili

11cos’z — 5sin®x = 16 cos x,

odnosno
16cos’z — 16cosx — 5 = 0.

Nakon smene cosz = t, jednacina ¢e se svesti na kvadratnu po ¢
16¢> — 16t — 5 = 0.
Kada resimo kvadratnu jednac¢inu dobijamo dva resenja

. 1
tl:Z lh t2:_4_1

Prvu mogucénost ¢emo odbaciti zbog toga sto mora biti —1 < cosx < 1, tako
da resavamo sledec¢u trigonometrijsku jednacinu

1
COST = ——
47

odnosno

x—j:arccos(—i) +27l, | € Z.
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28. Resiti jednacinu arcsin 3x = arctg bz .
Resenje.

Neka je: 8 = arcsin 3z, tada je sin 5 = 3z , a kako je cos? B +sin? 5 = 1 sledi
da je
cos® B =1 — 922

& cos S = E£V1 — 92,

Zamenom prethodnih izraza jednacina ¢e biti ekvivalentna sledecoj

t5_sinﬁ_ 3z
& cosf +v1—922

Kako je i f = arctg bz, to je tg 8 = bx. Dakle jednacina se svodi na

3x B 5%
+v/1-922 1’7

odnosno

+32 = 5zv1 — 922.

Jedno resenje je x = 0. Ako je x # 0, onda je +3 = 5v/1 — 922. Medutim,
posto je koren uvek nenegativan, zakljucujemo da je

3 =5V1— 922
Sada kvadriramo jednacinu 3 = 5y/1 — 922, kako bismo se oslobodili korena
9 = 25(1 — 92?)

9
S
<:>25 9x

Resimo nepotpunu kvadratnu jednacinu

9
97 =1— —
v 25
@x2—1—6 E
25 9
Resenja su:

4

=+

T
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29. Data je jednacina (arcsinz)? + (arccos x)3 = an®.

a) Pokazati da jednac¢ina nema resenja ako je a < é
1 7

b) Resiti jednacinu u slucajevima a = g ia = 3.

ResSenje.

a) Zbog oblasti definisanosti funkcija arcsinz i arccosz, vazi da je —1 <
x < 1. Uvodenjem smene ¢t = arcsinz sledi da je t = arccosz, tako se
jednacina transformise u

T _
2

3
4 (g —t) -

Posle sredivanja dobija se jednacina
12t* — 67t + 7% — 8an® = 0

odnosno
12t — 67t + 72(1 — 8a) = 0.

Diskriminanta za nasu kvadratnu jednacinu je

D = b’ —4dac = 367> —4-12- (7° —8ar?) = —127° +384an”® = —127°(1—32a).

Zaa < 3% jednacina ¢e imati negativnu diskriminantu, pa prema tome nema
reSenje.
b) Zamenom a = § u

12t — 67t + 7(1 — 8a) =0
jednacina se svodi na
2 2 1
12t — 6t + 7 (1—8-§) =0,

odnosno
12t? — 67t = 0.

Kada izvucemo t ispred zagrade
t-(12t —6m) =0

dobijamo da je
t=0ili t=—
2
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odnosno -
arcsinxz =0 ili arcsinz = 5

Konacno resenja su:
r=0 ili z=1.

_7
Zaa—8

12t* — 67t + 72(1 —8%) = 0.

Sredivanjem, jednacina se svodi na jednostavniju

2 — it — w2 =0

iz koje sledi da je

=" it
=—— ili t=m7
2

odnosno

I3

arcsinz =7 ili arcsinz = —

Prvo resenje odbacujemo jer je t = arcsinz € [—
prihvatamo. Sledi da je ¢ = —7, odnosno x = —1.

IR

.5}, a arcsinr = —

30. Resiti jednacinu sin(sinz) — cos(cosz) =0 .
ResSenje.
Smenom: sinx =p i cosx = ¢, dobijamo jednacinu:
sinp —cosq=20

odnosno
sinp = cosq.

Ova jednacina je ekvivalentna sa
p = sin (5~ )
sinp =sin | — —
p 9 q
gde p,q € [—1,1]. Sledi da je

U i <7T >
=——q i p=7m—-1{(=—4q).
p=5=1 p=m 5 4

Resimo sistem -
b= § —dq
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P4 =1
Primenom metode zamene, dobijamo kvadratnu jednacinu po ¢

T 2 9
Z_ -1
<2 q) ta

2
<:>Z—7rq+q2+q2: 1.
Posle sredivanja dobijamo ekvivalentnu jednacinu
8¢> —dmq+m* —4=0.

Kako je diskriminanta D < 0 sistem nema reSenja.

Ako je
T
P=3 +q
tada treba resiti sledeci sistem
T
P=3 +4q
p2 + q2 = 1.

Nakon resavanja kao i za prethodni sluc¢aj dobijamo da je D < 0, tako da je
zakljucak da pocetna jednacina nema resenja.

31. Resiti jednac¢inu sin(cosx) — cos(sinz) =0 .
Resenje.
Smenom: cosx =p i sinxz = ¢, polazna jednac¢ina se svodi na sistem
sinp = cosq

pP+q¢ =1

Kao i u prethodnom zadatku sistem se svodi na

_7T
p=75-4
P Hqt =1,
ili
p=5+q



Pg’ =1
Primenimo metod zamene na prvi sistem
T 2 9
Z_ -1
(5-a) +¢=1.

odnosno
8¢> —4dmq+m* —4=0.

Kako je diskriminanta D < 0 sistem nema resenja.
Kada resimo drugi sistem diskriminanta ¢e takode biti manja od nule, tako
da je zakljucak da jednacina nema resenja.

32. Resiti jednacinu arccos x — arcsinz = ¢ .
ResSenje.

Znamo da vazi

) T
arcsin x + arccos r = 5
Zadatak se svodi na resavanje sledeceg sistema
) 7
arccos r — arcsinx = —
6
) T
arccos x + arcsinx = 5
Kada saberemo prethodne dve jednakosti imamo da je
T
2arccosT = — + —
2 6
odnosno -
arccos r = —.
3
Dakle
1
x=—.
2

Lako se proveri da je © = % zaista reSenje date jednacine.
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33. Resiti jednacinu sinz = tg 3 .
Resenje.
Smena: ¢t = 3, (z = 2t) dovodi do "nove” jednacine:
sin 2t = tgt.

Primetimo da ovde mora biti ¢ # § + km, tj. cost # 0 te u daljem to
koristimo. Dobijamo

) sint
2sintcost = .
cost
Jedno resenje je sint = 0. Iz kog sledi
t=Im, |€Z.
Kada vratimo smenu, dobijamo
xr=2m, €.

Sada razmatramo slucaj kada je sint # 0. Resimo jednacinu

1
2cost = ,
cost
iz koje sledi
cos’t = —.
2
Zamenimo % sa cos®t. Dobijamo ekvivalentnu jednacinu
I+cos2t 1
2 2
Nakon sredivanja
cos2t =0,
odnosno -
2t:§—|—]€ﬂ', ke Z.
Resenja su:

x:g—l-k?r,kEZ.

Ali, kako je uslov da cost # 0, odnosno x # 7 +mm, m € Z, moramo odbaci-
ti reSenje x = § + k.
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34. Resiti jednacinu ctg 2% = tg 2% + 2tg 2o+ |
Resenje.

Smena: 2% = ¢, dovodi do ekvivalentne jednacine

ctgt =tgt+ 2tg 2t.

sin 2t
cos 2t

cost
sint

Zamenimo sa ctg t, zatim sa tg 2t. Dobijamo da je:

cost sint sin 2t

sint  cost + cos 2t

Pomnozimo jednacinu sa sint - cost - cos 2t, da bismo se oslobodili razlomka
cos®t - cos 2t = sin®t - cos 2t + 2sint - cost - sin 2t.

Mora vaziti uslov da je: sint,cost,sin 2t # 0. Posle sredivanja jednacina se
svodi na
cos?t - cos 2t — sin®t - cos 2t — sin? 2t = 0.

Dokazimo da je

cos®t - cos 2t — sin®t - cos 2t — sin® 2t = cos 4t.
Izvlacenjem ispred zagrade cos 2t, dobijamo

cos 2t - (cos*t — sin®t) — sin® 2¢.
Medutim kako je cos?t — sin? ¢, kosinus dvostrukog ugla, bice
cos 2t - cos 2t — sin? 2t = cos? 2t — sin? 2t,
Sto je primenom ve¢ pomenute formule za dvostruki ugao jednako
cos 4t.
Konac¢no, resavamo jednacinu
cos4t = 0.

Zakljucujemo da je
st ="skr kez,

2
odnosno "
T T
t=—+— keZ.
s T "€
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Kada vratimo smenu 2% = ¢ reSenja su

m  km
2" = — 4+ —.
8 * 4
Kako znamo da 2* mora biti pozitivno, odbaci¢emo vrednosti k, za koje
je k < 0. Ostaju samo za k > 0. Medutim, moramo celu jednakost da
logaritmujemo, da bismo dosli do z
m krm

x = log, <—+

< 4>,kEZ.

35. Resiti jednacinu log, (cos 2z + cos §) + logg 5 (sinx 4 cos 5) = 0 .

Resenje.
Na osnovu definicije logaritamske funkcije imamo sledece uslove:
x . x
COSQQZ+COS§ >0 i 81nx+cos§ > 0.
Koristedi pravilo za logaritmovanje jednac¢inu mozemo pojednostaviti

T . T
log, (COS 27 + cos 5) + logy1 (smx —+ cos 5) =0

T . T
& log, (cos 2x + cos 5) — log, (smx + cos 5) =0.

Levu stranu jednakosti mozemo predstaviti preko koli¢nika, a nulu kao log, 1.
Ideja je da logaritmi i sa leve i sa desne strane jednakosti imaju istu osnovu,
u nasem slucaju osnova je 2

Cos 22 + cos ‘72—6

log, ——— = =log, 1.
082 sin x + cos % 082

Dobijamo da je
cos 2 + cos %

)

sin x + cos %

odavde sledi
T

X .
cos 2z + cos§ = smx + cos 5

Transformisanjem dobijamo

cos2x —sinx = 0.
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Umesto cos 2z, pisaéemo cos? z — sin® x

cos’x —sin®x — sinz = 0
Izrazimo cos x, preko sin z, kako bismo jednacinu sveli na jednostavniju
1 —sin®*z —sinz —sinz = 0
& —2sin*z —sinz +1=0
& 2sin’z 4 sinz — 1 =0,
Smena: sinx = ¢, dovodi do kvadratne jednacine
20+t —1=0
iz koje sledi da je .
t= 3 ili t=-1,

odnosno

o= ok = T ok p = 2 ok kEZ
2 6 6
Kada zamenimo x = 37” + 2k u izraz cos 2z + cos §, taj izraz postace nega-
tivan, a uslov je da bude pozitivan. Tako da, uzimajuéi u obzir uslove, neka
od ovih resenja moramo odbaciti jer ne zadovoljavaju ranije navedeni uslov.
Konacno, resenja su: = & + 2km ili = = %’T + 2km, k € Z.
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5. Razni nestandardni trigonometrijski zadaci

36. Odrediti tg « - tg 3, ako je cos(a + ) = 01 cos(a — ) = 1.
Resenje.

Koristimo adicione formule, za zbir i razliku dva ugla, tako da se zadatak
svodi na resavanje sledeceg sistema

cosa - cosf —sina-sinff =0
cosa - cosf +sina-sinf = 1.
Sabiranjem prethodne dve jednakosti dolazimo do

2cosa-cosfB =1

sto je ekvivalentno sa

1
cosa - cos 3 = 7

Na slican nac¢in, oduzimanjem, dobijamo
: . 1
sina - sin § = 3

Konaéno

sina-sinfs

tga-tgf = =1.

IS

cosa-cosf

37. Dokazati c +y+z2z=km, ke Z S tgrx+tgy+tgz=tgar-tgy-tgz,
ako su svi x, y, 2z takvi da su tgx, tgy, tg z definisani.

Resenje.

—:
Transformisanjem tg z +tgy +tg 2z =tgx - tgy - tg 2, dobijamo:

tgr+tgy = —tgz(l —tgx-tgy). (1)

Ideja je da izraz "navedemo” na adicionu formulu. Ako je tgz -tgy = 1,
tada se iz pocCetnog izraza dobija da je tgx + tgy + tg z = tg 2, pa sledi da
jetgx +tgy = 0, odnosno tg z = —tgy. Kada zamenimo tgx = —tgy u
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tgx-tgy = 1, dobijamo da je tg? x = —1, a to je nemogucée. Zakljucak je da
mozemo deliti sa 1 — tg x - tg y izraz (1)

tgx +tgy

B e
l1—tgx-tgy &%

odavde sledi da je
tg (z +y) = —tg 2.

Zakljucujemo da je
r+y=—2+km, kel

odnosno
x+y+z=kr, kel

Sto je i trebalo dokazati.

!
r+y+z=Fkn, keZ

Prebacimo 2z na desnu stranu
r+y=—z+km, kel
Primenimo tangens na levu i desnu stranu jednakosti
tg (x +y) = —tg z.
Levu stranu jednakosti zapisemo preko adicione formule

tgx +tgy

— = —tg 2.
1—tgx- -tgy &7

Zatim ceo izraz pomnozimo sa 1 —tgx-tgy, kako bismo se oslobodili razlomka
tgr+tgy = —tgz(l —tgz-tgy).

Posle sredivanja imamo da je
tgr+tgy+tgz=tgx-tgy-tgz,

Sto je i trebalo dokazati.
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38. Ako je sinx + cosz = a, odrediti sin* z + cos? x.
Resenje.
Transformisanjem izraza sin® x + cos?  dobijamo:

.
4 sin® 2z

sinz + cos x = (sin? x + cos® x)? — 2sin’x - cos’x = 1 — 5 (1)

Primenom formule za dvostruki ugao, sledi da je

2

sin2z = 2sinz - cosx = sin®z + 2sinx cosx + cos® z — 1.

Dakle
sin2x = (sinx +cosx)? — 1 =a® — 1.
Zamenimo sin 2z sa a®> — 1 u (1)

(= 1)"

sin'z +cos*r =1 — 5
Posle sredivanja dobija se

4 A 1+ 2a® — a*
sin” x + cos x:#.

39. Dokazati da zbir: /4 cos*x — 6cos2x + 3 + V4sin? z + 6 cos 2z + 3 ne
zavisi od .

Resenje.
Kako se u zadatom izrazu pojavljuje cos'z, sin®z kao i cos2z, pogodno
je izvrsiti transformaciju na cos* z i sin® z (kako bi sve izrazili preko cos 2z),
koriséenjem sledeéih formula:

9 1 4 cos 2z .9 1 — cos2x
cos“r=—"— sin“r=———
2 2
Kada ih zamenimo u zadatu jednakost, koju ¢emo pre toga da transformisemo,

zadatak ¢e biti jednostavniji za dokazivanje

V/(2cos?7)2 — 6cos2x + 3+ /(2sin® 7)2 + 6cos 27 + 3 =
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5 2
\/4<—1+C§SQI> —6cos2x + 3+ %4(#) +6cos2x +3 =

V1 + 2cos 2z + cos? 2z — 6 cos 2z + 3+ 1 — 2cos 2z + cos?2 2z + 6cos 2z + 3 =

V4 — 4cos 2z + cos? 2x + /4 + 4 cos 2z + cos? 2z =

V(2 — cos22)2 4+ /(2 + cos 22)? =

kako je v/a2 = |al, bice:

12 — cos2x| + |2 + cos2z| = 2 — cos 2z + 2 + cos 2z = 4.

40. Za koju vrednost a i f vazi jednakost sin(a + ) = sin « + sin 37
Resenje.

Transformisanjem leve strane jednakosti uz pomo¢ adicione formule, jedna-
kost se svodi na

sina - cos 3+ sin 3 - cosa = sina + sin 3,

odnosno
sina - cos 8+ sin - cosa —sina — sin = 0.

[zvucimo zajednicki ¢inilac ispred zagrade
sina - (cosf —1)+sinf - (cosa—1) =0

ili

sina- (1 —cosf)+sinf-(1l—cosa)=0. (1)
Ako je sin a-sin = 0, onda sledi da je sin « = 0 ili sin f=0. Ako je sina = 0,
tada iz (1) sledi da je sin (1 — cosa) = 0, a to je moguée za sin 5 = 0 ili
cosa = 1. Ukoliko je cosa = 1, odnosno a = 2k, tada ¢e jednakost vaziti
za proizvoljno 5. Medutim, za sin § = 0, sledi da je sina - (1 — cos ) = 0,
odakle se moze zakljuciti da jednakost vazi za sina = 0 ili za § = 2kw i «
proizvoljno.
Ako je sina-sin 8 # 0, (1) se moze napisati u obliku

l—cosfB  1—cosa
sinf sina
Kako je
r 1—cosx
tg s = ——
2 sinx
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sledi

t = —t a
g- = gQ'
Iz 5
«
wdoe(-3)
g5 7% 773
dobija se
1G] o
= k.
7 2+7T

Dakle, data jednakost vazi za:

1. a = 2kn, B proizvoljno, k € 7Z,
2. « proizvoljno, f = 2km, k € Z,
3. a+ B =2km, keZ.

41. Za unutrasnje uglove « i f trougla ABC (kod A, odnosno B) vazi

023 o 48 B __ in23 8 48 a 43 AC
sin” § cos™ § = sin”™ 5 cos™ g.Naci odnos 55.
Resenje.

Dokazimo da je o = 3. Ako bi bilo a # 3, na primer, 0 < o < < 7, bilo bi

0<sin% <sin§/\0<cos§ <COS%,
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odakle sledi da je

. o .
81n23 — Cos48 — < siln

23@ 48 &
2 2 9 <

S Y
2
suprotno pretpostavci. Dakle,

AC
Oé:ﬁ, %:1

42. Ako su a, 3,7 uglovi trougla i ako je sina + sin 8 + siny = v/3(cosa +
cos 3 + cos ), onda je bar jedan od uglova a, 3,7 jednak %. Dokazati.

ResSenje.

Transformisanjem datog izraza dobijamo:
sina + sin 8 + siny — V3 cos o — V3 cos f — V3 cosy = 0.

Ako celu jednakost podelimo sa dva, pojavice se vrednosti nekih trigonome-
trijskih funkcija, tako da ¢emo primeniti adicionu formulu kao i da za trougao
vazia+f+y=mr=a+ =1 —7

1 3 1 3 1
isina—gcosoz+§sinﬁ—\/7—cosﬁ+§sinfy—7@087:0
@sin(a—%)+sin<ﬂ—g>+sin<(7r—a—ﬂ)—g> =0.

Primenimo formulu za transformaciju iz zbira u proizvod

pon (") (T (B0 -
2o (P50 D) s (750) i o5 - 5 2)) o
2o (52257 2 (5 (52 <
o (25 D) en (75) (- 25)) - @

i
3
Sredivanjem izraza sin (a—;ﬁ — %), dobijamo:

sin <a ;— 5—%) = sin <3(a i ? — 27T> = sin (W) = sin (W 7 :
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Transformisanjem: (COS (o‘;> — cos (% — ﬂ)), dobijamo:

a—pf T a+p3 a— T a4+
_+___ ___+_
i (2T Y (S ) o (T D) (2-9).

. . - . . A - .
Posle zamene izraza sin <E - %) i 2sin (E - 5) sin (E - %) u (1), sledi :

2sin (- 3 osn (5 - ) (5= 5) =
sm6 281n6 2S1I16 2—

Zakljuéujemo da neki od ¢inilaca mora biti jednak nuli, pa dobijamo (s
obzirom da su «, § i v unutrasnji uglovi trougla):

T_ Y _op TP
6 2 6 2

~5=0 i Z -2 =0,
sledi da je - - -
’y:§ ili ﬁ:§ ili 0425.
43. Pokazati da je cos?3 + cos® 1 — cos4 - cos2 = 1.
Resenje.

Primenom formule za polovinu ugla i transformacije iz proizvoda u zbir sledi

14+cos6 1+cos2 1 1 cos6 1 cos2 1

5 T —E(cos(4+2)+cos(4—2)) =5ttt —§<COSG+COSQ) =
cos 6 cos2  cosb6  cos2
=l+—5— + = 5 5 =1

Sto je i trebalo dokazati.

44. Dokazati da je:
a) sin 20° sin 40° sin 80° = ¥2;
b) tg 6°tg 5H4°tg 66° = tg 18°.
Resenje.

Prvi nacin.

a) Transformisanjem izraza sin 20°sin40°sin 80°, iz proizvoda u zbir , do-
bijamo

1 1
sin 20° - 5(008(400 —80°) — cos(40° +80°)) = sin 20° - 5(005(—4O°) —cos 120°)
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1 1 1 1
= sin 20°- 5 cos 40° + 1 sin 20° = Z(sin(QOO +40°) +sin(20° —40°)) + 1 sin 20°

1 1 1 1 1 3
= Z(Sin 60° 4 sin(—20°)) + 1 sin 20° = 2 sin 60° — 2 sin 20° + 2 sin40° = %

Drugi nacin.
Pokazimo da vazi
. . o . o L.
sin asin(60° + «) sin(60° — o) = 7 5in 3a.
Primenimo adicionu formulu pri dokazivanju identiteta

sin(60°+a) sin(60°—a) = (sin 60°-cos a+sin a-cos 60°) (sin 60°-cos a—sin a-cos 60°)

3 2 i 2 1 . 3 2 12 1 1 2 : 103
— —+COS™ x—=S1n Oé'zl = sSimao Z'COS a—sin” a-— | = —( 3-cos” o sin v—sin .

4 4 4
Kako je
sin3a = 3 - cos® asin o — sin® a,
sledi da je

1
sin asin(60° + a) sin(60° — o) = 1 sin 3a.

Primenimo prethodni identitet na sin 20° sin 40° sin 80°

o|%
|5

1 1
sin 20° sin 40° sin 80° = sin 20° sin(60°—20°) sin(60°+20°) = 1 sin 60° = 1
b) Kako je

tg 60° — tg tg 60° + tg

tg atg (60° — a)tg (60° —tga-
g atg ( a)tg (60° + a) = tg T 60" tga T g60° (ga

odnosno

\/g—tgoz \/§+tga

tg atg (60° — a)tg (60° + ) = tg «v - . )
g atg ( )tg ( ) = tg V3 tea 1— V3 tea

Transformisanjem, dobijamo da je

3—(tga)?  3tga—tg’a
1-3-(tga)?  1-3-tg2a’

tg atg (60° — a)tg (60° + ) = tg o -
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Kako je

mozemo zakljuciti da
tg atg (60° — a)tg (60° + a) = tg 3a.
Primenom prethodnog identiteta, sledi da je
tg6°tgh4°tg66° = tg18° = tg6°-tg(60° —6°)-tg(60°+6°) = tg3-6° = tg18°.

U narednim zadacima koristi¢emo oznake a, b, ¢, za duzine stranica trougla,
a «, (3,7, za odgovarajuce uglove kod temena A, B, C'.

45. Ako za uglove i stranice trougla vazi:
a) a = 2bcosy, dokazati da je trougao jednakokraki;
b) (b+c+a)- (b+c—a)=3bc, dokazati da je a = 60°.

Resenje.
a) Posle mnozenja leve i desne strane jednakosti a = 2bcos~y sa a, sledi

da je
a® = 2abcos .

Primenom kosinusne teoreme ¢® = a? + b? — 2ab cos 7y, formiramo sistem
2 _
a” = 2abcos~y

= a®+ b* — 2abcos .

Koristimo metodu zamene pri resavanju sistema
A =a®+b—a

Dobijamo da je
odnosno

b) Iz (b+c+a) - (b+ ¢ — a) = 3bc, primenom razlike kvadrata, sledi da je

(b+c)* — a* = 3bc,
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odnosno
b2+ —a? = be.

Koriséenjem kosinusne teoreme: a? = b% + ¢ — 2bccos a, sledi da je

b+ —a?
=—-. (1
cos v She (1)

Zamenom (1) u b* + ¢ — a® = be, dobijamo

bc
cosa = —
2bc’
odnosno .
cos o = o
Odavde mozemo da zaklju¢imo da je
a = 60°.

46. Dokazati da u svakom trouglu vazi:

a-(sinf3 —siny)+b-(siny—sina) +c- (sina —sin§) =0

Resenje.

Koristimo sinusnu teoremu

a b c

— 2R,

sina sin 3 - sin 7y
gde je R, poluprecnik opisanog kruga. Dobijamo
SE = sinf i % =sina i %% =siny. (1)

Zamenimo (1), u zadatu jednakost

(o an) 0 ) e G~ 20) -0
Dobijamo da je

a-(b—c)+b-(c—a)+c-(a—b)=a-b—a-c+b-c—b-at+c-a—c-b=0.
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47. U paralelogramu ABCD je dat ostar ugao « (kod temena A) i odstojanja
m i p tacke preseka dijagonale od neparalelnih stranica AB i BC'. Izracunati
duzine dijagonala paralelograma.

ResSenje.

Neka je T, podnozije normale iz temena D na stranicu AB. Posmatrajmo
trougao ADT): AD je hipotenuza za pravougli trougao i 2m je naspramna
stranica u odnosu na «, jer je rastojanje od preseka dijagonala paralelograma
do stranice paralelograma m. Kako je sina odnos naspramne stranice i
hipotenuze pravouglog trougla imamo da je

2m
AD

sino =

odakle sledi
AD -sina=2m 1 BC = AD.

Sliéno vazi i za ADC'T5, gde je T; podnozje normale iz temena D, na stranicu
BC

2p
sina

AB =

Primenom kosinusne teoreme na AABC, sledi da je

sin o sin o

AC:\/ABZ—i—BC’?—2.AB-BC-cos(7r—a):\/< 2 )2+(2m )2+2
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odnosno,

4p? 4m? 8m 2
AC—\/,]; + =+ '2p~cosoz: ——\/m2 + p? + 2mp - cos a.
sina  sin®a sin®« sin «

Sliéno se dokazuje i za

2

sin «v

BD = \V/m2 + p? — 2mp - cos av.

48. Oko datog pravougaonika, ¢ije su stranice a i b, opisati novi pravougaonik
koji ¢e imati zadatu povrsinu m?. Za koje vrednosti m zadatak ima resenja?

Resenje.

Neka je ¢ ugao koji grade stranica opisanog i datog pravougaonika. Iz
AT D15

dobijamo

1z

AS\TCy
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dobijamo

T,Cy
cos p = .
a

Stranice opisanog pravougaonika su redom jednake

acosp+bsiny 1 asing + bcos p.
Prema uslovu zadatka je

(acos ¢ + bsinp) - (asinp + beos ) = m?.

Sredivanjem dalje dobijamo

(a® 4+ b%) - (cos -sing) +a-b- (cos’p + sin ) = m?*.

Kako je
cos? p +sin®p =1

izraz se svodi na
(a® +b*) - cosp-sing +a-b=m?

odnosno

1
(a2+b2)~§-2-cos<,0-singo+a~b:m2.

Transformisanjem dobijamo da je

1
§(a2+b2)-sin2g0:m2—a-b,
(a® +b*) -sin2¢p =2 (m* —a-b),
. 2-(m*—a-b)
20 —
sin 2¢p pER
Zadatak ima resenje akko je
2-(m?>—a-b)
0< <1
- a? + b2 -

Nema smisla posmatrati za ¢ > 90° jer je ¢ unutrasnji ugao pravouglog
trougla, pa samim tim manji od 90°

2m? —2a-b
0 ———— <1.

Kada celu nejednakost pomnozimo sa a? + b2, bice

0 < 2m? — 2ab < a® + V2.
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Sada celoj nejednakosti dodamo 2ab
2ab < 2m? < a® + b* + 2ab,

odnosno
(a+ b)?

2
Posle korenovanja, dobijamo za koje vrednosti m, zadatak ima resenje

ab < m? <

a+b
7

S
S
IN

m <

49. Neka su d; i do dijagonale konveksnog cetvorougla, a ¢ ugao koji one
grade. Dokazati da je povrsina tog cetvorougla S = %dldg sin .

Resenje.

a,;+b,=d,

a,+by,=d,

Koristimo da je sin(180° — ¢) = sin .
Neka su aq i by odnosno as i by odsecci na koje su dijagonale dy i dy podeljene
tackom u kojoj se seku. Tada je

S = P(AABM) + P(ABMC) + P(ACMD) + P(ADMAY).
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Primenimo formulu za povrsinu trougla P = %bc sina, na AABM, ABMC,
ACMD i ADMA

1 1 1 1
S = 5@1[)2 Sin(180°—30)+§b2b1 sin(l80°—g0)+§b1a2 sin(180°—g0)—|—§a1a2 sin(180°—g0).
Sredivanjem dobijamo da je

1 . 1.
S = 5 sin p(aiby + boby + bias + aas) = 5 sin @(ayby + boby + bras + ajas),
odnosno

1 1 1
S = §sin @(al(bg—i‘ag)—i‘bl(bg—i‘ag)) = §sin QO((bQ—FCLg)(CLl—i‘bl)) = §d1d2 sin @.

50. Izraziti dijagonale tetivnog cetvorougla preko njegovih stranica. Izvesti
odatle Ptolomejevu teoremu: proizvod dijagonala tetivnog cetvorougla jed-
nak je zbiru proizvoda naspramnih strana.

P

ResSenje.

Neka su a, b, c,d stranice, m i n dijagonale tetivnhog cetvorougla, a ugao
izmedu stanica a i d oznac¢imo sa . Iz kosinusne teoreme je:

n?=a*+d* —2adcosp i n®="b*+c* — 2bccos(180° — ).
Kako je cos(180° — ¢) = — cos ¢, bice

n? =a?+d* —2adcosp i n® =b*+ c + 2bccos .
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Iz prve jednakosti imamo da je

a’>+d*> —n?

COS @ = 2ad

Zamenom prethodnog izraza u n? = b* + ¢® + 2bc cos ¢, dobijamo da je

2 2 2
9 9 9 a*+d —n
=0 2bc——M—
n + ¢ + 20c ad ,
odnosno ; bed  ben?
n?=p? g2 22 n
d a ad

Oslobodimo se razlomka

adn? = adb® + adc® + bea® + bed? — ben?.

Transformisanjem, dobijamo da je
n*(ad + be) = (db+ ac) - (ab + de),

odnosno " b d
nQI( +ac) - (ab+ c). )

ad + be

Analogno se dobija

2 (ab + be) - (ac + bd)
B ab+ cd '

(2)
Posle mnozenja (1) i (2),

o o (db+ac)-(ab+dc) (ab+ be)- (ac+ bd)
= (ad + bc) (ab + cd)

izraz se svodi na
n?-m? = (ac + bd)?,

odnosno
n-m = ac+ bd.

Tako smo dokazali Ptolomejevu teoremu.
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ZAKLJUCAK:

Ideja ovog rada je da se ucenicima priblizi trigonometrija kao i da se
mnoge nedoumice oko pojedinih matematickih problema iz jedne od tezih
tema iz matematike koja se predaje u skoli otklone. Za to su birani razliciti
primeri u kojima se koriste mnoge ideje. Neke se mogu koristiti na doda-
tnoj nastavi, za pripremu za takmicenja ili prijemni. Zadaci su postupno
resSeni i treba da ukazu na metodu resavanja zadataka iz trigonometrije, tako
sto komplikovane matematicke probleme, na razli¢ite nacine, svodimo na
jednostavne. Cilj je da nakon vezbe ponudenih zadataka ucenik samostalno
moze da resi zadatak iz trigonometrije.
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